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Allgemeine physikalische Konstanten 
(September 1926) 1). 

a) Meehanisehe Konstanten. 
Gravitationskonstante. • . . 6.6 •• 10- 8 dyn • em2 • g-2 

Normale Sehwerebesebleunigung . . . 980.665 em. see- 2 

Schwerebesehleunigung bei 45° Breite 980.616 em • see- 2 

t Meterkilogramm (rokg). . . • • • • 0.980665' 10S erg 
Normale Atmosphlire (atm) . . • • • 1.013253 .106 dyn • em- 2 

Technische AtmospMre . . . . . . . 0.980665 . 106 dyn . em- 2 

Maximale Dichte des Wassers bei 1 atm 0.999973 g. em- 3 

Normales spezifisehes Gewicht des Queeksilbers 13.5955 

b) Thermisehe Konstan ten. 
Absolute Temperatur des Eispunktes. . . 273.20° 
Normales Litergewieht des Sauerstoffes . • 1.42900 g .1- 1 

Normales Molvolumen idealer Gase. • • . 22.414.' 108 em8 

10.8204. ·102 em3-atm. grad- 1 

0.83132. 108 erg. grad - 1 
Gaskonstante fur ein Mol. • • • • • . • 0.83090.101 intjoule. grad- 1 

1.9858 cal • grad- 1 

14.1842 int joule 
1.1623.10- 6 int k-watt-st 

Energieaquivalent der 15°-Kalorie (cal) • •. . 4.1863.107 erg 

4.2688 ·to- 1 mkg 

c) Elektrisehe Konstanten. 
1 internationales Ampere (int amp). . • • • 1.00000 abs amp 
1 internationales Ohm (int ohm) • . . . . • 1.00050 abs ohm 
Elektroehemisehes Aquivalent des Silbers • . 1.11800 • to - 8 g • int eoul- I 
Faraday-Konstante fiir ein Mol und Valenz 1 0.96494 ' 10· int eoul 
Ionisier.-Energiejlonisier.-Spannung. . • . . 0.96494 .105 int joule. int vo1t-~ 

d) Atom- und Elektronenkonstanten. 
Atomgewieht des Sauerstoffs. . 16.000 
Atomgewicht des Silbers. . . . . 107.88 
LOScHMIDTsehe Zahl (fiir 1 Mol) • 6.061 • t023 
BOLTZMANNsche Konstante k. . • 1.372. to- 16 erg. grad- 1 

1/16 der Masse des Sauerstoffatoms 1.650. to- 24 g 
. {1.592. 10- 19 int eoul 

Elektrlsches Elementarquantum e . 477 10-10 d '/ • " yn .. em 
Spezifisehe Ladung des ruhenden Elektrons elm. 1.766 , 108 int eoul • g-I 

Masse des ruhenden Elektrons m. . . 9.02. to- 28 g 
Gesehwindigkeit von 1-Volt-Elektronen • • • . • 5.945 .107 em. see- 1 

Atomgewieht des Elektrons .. •..•••. 5.46 .10- 4 

e) Optische und Strahlungskonstanten. 
Liehtgesehwindigkeit (im Vakuum) ••••••. 2.9985 .1010 em. sec-I 
Wellenlange der roten Cd-Linie (1 atm. 15° C). . 6438.4700 , to- 8 em 
RYDBERGSehe Konstante fiir unendl. Kernmasse. t09737.1 em- 1 

SOMMERFELDsehe Konstante der Feinstruktur . • 0.729' 10- 2 

{ 5.75.10-12 int watt. em -2. grad-~ 
STEFAN-BoLTzMANNsehe Strahlungskonstante G. • 1 37 10-12 al -2 -1 d-4 

• 4' e ·em • sec .gra 
Konstante des WIENsehen Versehiebungsgesetzes. 0.288 em • grad 
WIEN-PLANcKsche Strablungskonstante co' • • • 1.43 em· grad 

f) Quantenkonstanten. 
PLANCKSehesWirkungsquantum h •••••• 
Quantenkonstante ffir Frequenzen {J = hili • • 
Dureh 1-Volt-Elektronen angeregte Wellenlange • 
Radius der Normalbahn des H-Elektrons 

6.55 • 10- Z7 erg. sec 
4.775' to- 11 sec· grad 
1.233.10- 4 em 
0.529' 10- 8 em 

1) ErHtuterungen und Begrundungen s .. Bd. II d. Handb. Kap. 10. S. 487-518. 



A. Die Natur des Lichtes. 
Kapitel1. 

Klassische und moderne 
Interferenzversuche 

und Interferenzapparate. Elementare 
Theorie derselben. 

Von 

L. GREBE, Bonn. 

Mit 45 Abbildungen. 

I.Interferenzversuche. 
1. Superposition kleiner periodischer Bewegungen. Die Lehre von der 

Interferenz des Lichtes umfaBt diejenigen Erscheinungen, bei denen die gleich
zeitige Einwirkung mehrerer Lichterregungen an ciner Stelle des Raumes nicht 
die Summe der einzelnen LichtintensiUiten hervorbringt. Am auffallendsten 
werden soIche Erscheinungen dann, wenn die gleichzeitige Einwirkung zweier 
Lichtwirkungen zu Dunkelheit fUhrt, also eine gegenseitige Vernichtung der 
beiden Lichtwirkungen eintritt. Aus der Wellentheorie des Lichtes k6nnen soIche 
Erscheinungen vorausgesagt werden, und ihr Nachweis ist immer als eine unmittel
bare BesUitigung der Wellentheorie aufgefaBt worden. Es ist bisher nicht zu 
erkennen, wie aus den Vorstellungen der extremen Quantentht'orie des Lichtes 
eine befriedigende Erklarung der Interferenzerscheinungen abgeleitet werden 
kann, und wir stellen uns daher in diesem Abschnitt vollstandig auf den Boden 
der klassischen Undulationstheorie. Gleichgiiltig bleibt es dabei, ob wir von den 
Vorstellungen der elastischen oder elektromagnetischen Lichttheorie ausgehen. 

Die Interferenzerscheinungen lassen sich erklaren durch das Prinzip von der 
Superposition kIeiner Bewegungen, das, auf die einzelnen Wellenbewegungen 
angewendet, eine geometrische Addition der in demselben Raumpunkte wirksam 
werdenden Lichtvektoren erfordert. Die geometrische Summe liefert den Vek
tor der resultierenden Lichtbewegung. Nehmen wir zur Vereint:achung an, die 
betrachteten Lichtwellen seien eben, was durch gentigende Entfernung der aus
sendenden Lichtquelle erreicht werden kann, und auBerdem gleichgerichtet und 
in derselben Ebene polarisiert, so ist die Richtung des Lichtvektors in jedem 
Raumpunkte fUr jede der beiden Lichtbewegungen die gleiche gerade Linie und 
die geometrische Addition der beiden Lichtvektoren geht bei der Superposition 
in cine algebraische Addition tiber. Als weitere Vereinfachung wollen wir noch 

Handbuch der Physik. XX. 
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annehmen, die Schwingungsdauer bzw. Wellenlange der beiden Wellenbewegungen 
sei die gleiche, so daB sie sich nur durch ihre Amplitude und ihre Phase vonein
ander unterscheiden. Die Phasendifferenz bleibt dann im Laufe der Zeit immer 
die gleiche. Man bezeichnet Lichtwellen, die in dieser Weise eine konstante 
Phasendifferenz und einen gegeneinander unveranderlichen Polarisationszustand 
besitzen, als koharen t. 

\Vir stellen die beiden ebenen Lichtwellen, die sich in der x-Rich tung eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems fortpflanzen mogen und die die gleiche 
Polarisationsebene besitzen, durch die Beziehungen dar: 

Y1=A1,sin2:n(~--;'-), l 
Y2 = A 2· sin2:n (~ - ~t-~). (1) 

Dabei ist also T die Schwingungsdauer, 1 die Wellenlange, A1 und A2 sind die 
Amplituden und ~ ist der sog. Gangunterschied der beiden Wellen, also die Strecke 
auf der gemeinsamen Fortpflanzungsrichtung, urn die zwei Punkte gleicher Phase 
der beiden Wellen auseinanderliegen. 

Urn die Superposition der beiden Wellen (1) durchzufiihren, wollen wir die 
Gleichungen etwas umformen. 

Wir schreiben die erste dieser Gleichungen 

A . 21l ( T ) A . 21l 2;,; A 2;,; . 2;,; 
)'1 = 1 0 sm -t- t - T 0 x = 1 0 sm T to cos T 0 x - 1 0 cos y 0 t 0 sm -;: 0 x . 

Setzen wir nun 

so ist 

wobei 

ist. 

A' A 2n 
1 = 1 0 cos;:- 0 X, A" A . 2,.. 

1 = 1 0 sIn --;- 0 x , 
I. 

A' . 2;,; A" 2Jl t Y1= IOSInyot- I°COSyo, 

und 

Fur die zweite der Gleichungen (1) folgt ebenso 

A' . 21l t A" 21l t Y2= 2osmyo - 2COS-'Y0 , 

wo 

A? + A2'2= A~ und 
A:; 2;,; 
A' = tg---.--- 0 (x +~). 

2 I. 

(2) 

(2 a) 

Die Superposition der beiden Wellen wird durch Addition der beiden Gleichungen 
(2) und (2a) erhalten und liefert 

+ (A'+A')' 2;,; t (A"+A") 2:r t Y = Y1 Y2 = 1 2 0 sm y - 0 - ·"11 2 0 COSy 0 . 

Das ist wieder cine Gleichung von der Form (2). Urn sie in die Form der Glei
chungcn (1) zu bringen, set zen wir 

A1 + A 2= A', A1' + A2' ~ A", 
und 

A'2 + .1"2 = A 2, 
A" 2n 
-A;- = tg-,- (x + tp) . 

I. 

Dann erhalten wir 
. (t x+'P) Y = A 0 sm2:n T - ;.- . 
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Fiir die Beziehung zwischen der resultierenden Lichtintensitat und der der sie 
zusammensetzenden Teile interessiert uns die Beziehung zwischen den Ampli
tudenquadraten, denen die Intensitat proportional ist. 

Nun ist 
A 2 = A'2 + A"2 = (Ai + A~)ll + (Ai' + A~)2 

= (AI' cos 2; . X + A 2• cos 2; (x + lJ)Y + (AI' sin 2;,:1l • x + All' sin ~:1l (x + lJ)y. 

Die Ausrechnung ergibt 
A 2 A2 A2 A A 2;n;~ ( ) = 1 + 2 + 2 1 2' cos-;,- . 4 

Die Amplituden addieren sich also geometrisch, wenn sie als Vektoren mit dem 

Winkel 27~ gegeneinander aufgetragen werden. Aus der Gleichung (4) ergibt 

sich, daB die Superposition je nach dem Werte von lJ groBere oder geringere Hellig
keit liefert. 1st lJ ein ganzes Vielfaches von A oder ein gerades Vielfaches von 
A/2, so ist die resultierende Lichtbewegung ein Maximum. 1st lJ ein ungerades 
Vielfaches von A/2, so ist sie ein Minimum. Sind die Amplituden der interferieren
den Lichtbewegungen gleich, so ist Al = All = B also 

( 2;n;~) ~ A2 = 2B2 1 + cos-;,- = 4B2. cos2n.y. (5) 

Es tritt also Vervierfachung der Lichtintensitat des einzelnen Biischels fiir den 
Fall ein, daB der Gangunterschied lJ ein gerades Vielfaches von A/2 und Vernich
tung, wenn er gleich einem ungeraden Vielfachen von A/2 ist. 

2. FRESNELS Spiegelversuch. Die Versuchsanordnungen, die ersonnen wor
den sind, urn Interferenzerscheinungen zu verwirklichen, laufen in der Haupt
sache darauf hinaus, koharente Strahlenbiischel herzustellen. Wollte man ein
fach das aus zwei beleuchteten Offnungen austretende Licht benutzen, so wiirde 
man niemals Interferenzerscheinungen erhalten, selbst wenn man monochro
matisches Licht benutzt. Es ist dann ebensowohl der Phasenunterschied wie 
auch der gegenseitige Polarisierungszustand der beiden Biindel dauernden Ver
anderungen infolge der Vorgange in der Lichtquelle unterworfen; die Bedingung 
der Koharenz ist also nicht erfiillt. 

Die erste einwandfreie Anordnung zur Erzeugung von Lichtinterferenzen 
ist von FRESNELl ) angegeben worden in dem beriihmten FRESNELschen Spiegel
versuch. Alter ist zwar eine Anordnung von YOUNG zur Erzeugung von Inter
ferenzen; jedoch sind in dieser Beugungserscheinungen fiir die Interferenz
erzeugung wesentlich. Wir wollen deshalb 
diesen Versuch erst weiter unten besprechen. 

Der FRESNELsche Spiegelversuch benutzt 
folgende Anordnung (Abb. 1): Zwei wenig gegen
einander geneigte Spiegel SI und S2 werden von 
einer Lichtquelle L beleuchtet. Das Licht wird "2 
von den Spiegeln so reflektiert, als ob es von 
den hinter dem Spiegel liegenden virtuellen 
Lichtquellen Ll und L2 herkame. Diese sind in 
unserem Sinne unter allen Umstanden koharent, 
so daB in dem Raume, in dem Licht von beiden 
Quellen Ll und Lll gleichzeitig auftritt, Inter-

l 
Abb. 1. FRESNELscher Spiegelversuch. 

1) Literaturangaben zu den alteren Interferenzversuchen finden sich vollstandig im 
Handb. d. Phys. von WINCKELMANN Bd.6, Abschnitt "Interferenz", von FEUSSNER. 
2. Aufl. 1906. . 

1* 
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ferenz entstehen muG. 1st M der Mittelpunkt auf der Verbindungslinie zwischen 
den beiden virtuellen Lichtquellen, so wird MO eine Symmetrieachse fiir die 
auftretenden Interferenzerscheinungen sein mussen. Wir berner ken noch, daB 

l~-=========~~~Pt a ___________ d 

M~~----=-~----~P 

lz 

w 
Abb.2. Zustandekommen der Interferenz
crscheinnng beim FRESNELscben Spiegcl~ 

versuch. 

Daraus folgt 

L Ll L2 auf einem Kreise urn 0 als Mittelpunkt 
liegen, was ohne wei teres aus der Konstruktion 
von Ll und L2 als Spiegelbilder von L folgt. 

Auf einem Schirm W mage die Symmetrie
achse die Spur P haben. Wir wollen die Inter
ferenzerscheinung im Punkte PI (Abb.2) unter
suchen. Setzen wir M Ll = M L2 = a, M P = b, 
P PI = d, so ist 

Ll Pi = b2 + (d - a) 2 

L2Pi = b2 + Cd + a)2. 

L;.Pf - L1Pt = (L2P 1 + L 1P 1)(L2P 1 - L1P1) = 4ad. 

Da nun wegen der Kleinheit von a und d sehr nahe L 2P 1 + L1P1 = 2b ist, so 
wird 

(6) 

Das ist aber der Gangunterschied der beiden Strahlen, da die beiden Spiegel
bilder Ll und L2 die gleiche Phase haben - durch die Spiegelung wird beide
mal der gleiche Phasenunterschied hervorgebracht - und es muG Dunkelheit ein
treten, wenn 

2da 2n + 1 
-b- = -- 2 --- • }. , n = 0, ± 1, ± 2 usw. 

·oder 
d = ±(2n +1)~~ 

4a . 

Messen wir a, b und d, so laGt sich A, die Wellenlange des verwendcten Lichts 
berechnen. Die Messung von a und b ergibt sich aus dem Winkel zwischen den 
beiden Spiegeln und der Entfernung LO (Abb.1). Es ist 

a = LO· sinw, 

wenn w der Winkel zwischen den Spiegcln und 

b = 0 P + LO . cos w, 

d ist direkt der Messung zuganglich; es ist die Entfernung des nten Dunkel
heitsmaximums von der Mitte der Interferenzerscheinung. Besser zu beobachten 
ist der Abstand zweier aufeinanderfolgender Dunkelheitsmaxima, der sich durch 
Einsetzen zweier aufeinanderfolgender Werte fUr n zu 

LI = lJ ·l· 
2a 

ergibt. Helligkeitsmaxima ergeben sich entsprechend an den Stellen 

d = ± _~. b . ): LI = b • ').. • 
2a' 2a 

Fiihrt man den Versuch mit wei13em Licht aus, so muG auBer dem Maximum fiir 
n = 0, das wegcn d = Odie Mitte der Interferenzerscheinung liefert, jedes 
weitere Maximum eine Farbenzerlegung zeigen, bei dem der rote Saum auGen, 
der violette innen liegt. 
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3. FRESNELS Biprisma. Die Erzeugung zweier koharenter Lichtqucllen 
durch Verwandlung einer einzigen in eine Doppellichtquelle ist noch auf mannig
fache andere Art ausgefiihrt worden. Statt der Spiegelung hat schon FRESNEL 
die Brechung zu diesem Zweck benutzt. Sein Biprisma ist 
ein Doppelprisma aus Glas, dessen Querschnitt senkrecht 
zu den brechenden Ranten aus Abb. 3 ersichtlich ist. Abb.3. Querschnitt des 

Wird cine spaltformige Lichtquelle parallel den brechenden FRESSELscben Biprismas. 

Ranten in der Symmetrieebene des Biprismas angebracht, 
so entstehen infolge der Brechung, wenn die brechenden 
Winkel der Prismen genugend klein sind, zwei virtuelle 
Bilder des Spaltes in geringem gcgenseitigem Abstand. 

Man kann das leicht einsehen, wenn man ein enges 
von einem Punkte 5 au~gchendes Lichtbundel betrachtet, 
welches auf die TrennungsWi.che FF (Abb. 4) zweier Medien 
von verschiedenem Brechungsindex auffallt. Es ist fur den 
Strahl 5 A, wenn e der Einfallswinkel, fJ der Brechungs
winkel ist: 

s' 

s 

sinE F---"-'--\'-'--F 
sin,8 = 1', 

wo v das Verhaltnis der Brechungsexponenten der beiden 
Medien ist. Andererseits ist 

OA = 05· tge = 05' . tg(3, 
Abb. -L Erzeugung eines 

\'irtuellcn Bildcs. 

oder 
05' = 05. tgE . 

tg {J 

1st das Bunde! schmal, so sind e und f3 kleine Winkel, also 

tgE sinE 
tgp == sinp == l' 

oder 

In dieser Beziehung sind die Winkel E und fJ nicht mehr ent
halten; man sieht also, da/3 durch die Brechung ein virtuelles 
Bild 5' von 5 erzeugt worden ist, das auf der Normalen von 
5 auf F licgt und einen gro/3eren oder kleineren Abstand als 5 
von F hat, je nachdem l' gro/3er oder kleiner als 1 ist. 

Die Verhaltnisse beim Biprisma sind nun leicht zu iiber
sehen. Die erste Brechung an der Flache FF (Abb. 5) er
zeugt vor dem Spalt 5 ein virtuelles Bild 5', das als Gegen
stand fur die zweite Brechung an den Flachen f{ F dient. Die 

J' 

F ...d--+--t ... F 

Abb. S. FRESNELS 

Biprisma. 

Brechung bewirkt hier eine Verschiebung auf der Normalen 5'A auf die 
1'lache zu, so da/3 die symmetrisch liegenden virtuellen Bilder 51 und 52 entstehen. 

Durch das Biprisma erhalten wir also ebenso wie beim Spiegelversuch 
zwei virtuelle Lichtquellen, die nach der Art ihrer Entstehung koharent sein 
mussen und die in dem gemeinsamen, in der Figur schraffierten Raum Veran
lassung zu Interferenzerscheinungen geben. 

Der Abstand der Interferenzfransen ist wieder wie beim Spiegelversuch 

11= b 'A, 
2a 

wenn b der Abstand der Mitte der beiden virtuellen Spaltbilder yom Beobachtungs
schirm und a der halbe Abstand der beiden Spaltbilder ist. A ist wieder die 
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WellenHi.nge. a und b lassen sich nach den obigen Oberlegungen berechnen und 

so aus dem beobachteten LI das I bestimmen. Man kann aber auch 2ba = IX, 

den Winkel, unter dem die beiden'Spalte 51 und 52 am Beobachtungsort er
scheinen, etwa mit einem Goniometer bestimmen. 

Dann ist der Fransenabstand 

sehr leicht zur experimentellen Wellenlangenbestimmung verwendbar. 
4. Andere Methoden zur Erzeugung zweier koharenter Lichtquellen aus 

einer einzigen. Die hier besprochenen Anordnungen von FRESNEL zur Erzeugung 
zweier koharenter Lichtquellen sind vielfach modifiziert worden. Wir wollen 
nur einige der verwendeten Methoden hier beschreiben. Bei der Anordnung 
von BILLET wird eine Sammellinse von beilaufig etwa 50 em Brennweite in zwei 

Abb.6. BILLETschc Haiblinsen. 

Teile zerschnitten, und diese beiden 
Teile werden etwas voneinander entfernt 
(Abb.6). Von ciner Lichtquelle L wer
den dann zwei reelle oder virtuelle Bilder 
je nach der Lage von L zur Linse erzeugt, 
die als koharente Lichtquellen dienen 
und in dem in der Figur schraffierten 

Raum Interferenz erzeugen. In dem Falle, daB man reellc Bilder erzeugt, ist 
bei diescr Anordnung die Ausmessung der fUr die Interferenz maBgebendcn 
Daten besonders einfach. 

FIZEAU zugeschrieben wird eine Anordnung, die ahnlich den BILLETschen 
Halblinsen wirkt. Bei ihr ist die Linse unzerschnitten, statt dessen sind aber 

~ ~ 
zwei gegeneinander gcneigte Glas-

/~~,< platten gleicher Dicke davorgesetzt 
L L -:./_-:-=----- __ ~~ (Abb.7), die beiden Bilder L~ und 

Lz '---" L, L~ bilden die koharenten Licht-
-- q~ellen. Nach FEusSNER stammt 

Abb. i. Interfcrcnzanordnung von JAMIN. indes dieses Verfahren wahrschein-
lich von J AMIN. 

MICHELSON hat einen Spiegelversuch beschrieben, bei dem statt der schwach 
gegeneinander gencigten Spiegel FRESNELS solchc von ungcfahr 45 0 Neigung 
gegeneinander benutzt werden (Abb.8). Die durch zweimalige Reflexion er
zeugten Bilder L~ und L~ der Lichtquelle L bilden hier die koharenten LichtqueIlen, 
deren Strahlen zur Interferenz kommen. L1 und L2liegen urn so naher zusammen, 

Abb. S. Spiegeiversuch von MICHELSON. 

je weniger der Winkel zwischen den beiden 
Spiegeln 51 und 52 von cinem Rechten ab
weicht. 

LLOYD hat den FRESNELschen Spiegel
versuch dadurch abgeandert, daB er die von 

Abb. 9. LOYDSCher Spiegeiversuch. 

der Lichtquelle ausgehenden Strahlen an einem Spiegel nahezu streifend reflek
tiercn und mit den Strahlcn der Lichtquelle selbst interferieren lieB (Abb.9). Die 
Lichtquelle Lund das Spiegelbild L1 wirken in diesem FaIle als koharente Licht-
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quellen. Bei dieser Anordnung ist aber gegen die vorher beschriebenen der Unter
schied vorhanden, daB die zur Interferenz kommenden Strahlen nicht in optischer 
Beziehung gleich behandelt sind. Der eine hat eine Reflexion erfahren, der andere 
nicht. Da, wie sich aus den Theorien des Lichtes ergibt, bei der Reflexion sowohl 
am dichteren wie am dunneren Medium bei streifender Inzidenz ein Phasensprung 
von 71. eintritt, so muB im Gegensatz zu den fruheren Versuchen die in der Mittel
senkrechten der Verbindungslinie L L1 auftretende Interferenzfranse dunkel 
sein. Da diese Normale die Spiegelebene tangiert, begrenzt sie gleichzeitig den 
Interferenzraum nach der Spiegelseite hin, so daB bei diesem Versuch die Inter
ferenzerscheinung im Gegensatz zu den fruheren Anordnungen nicht zweiseitig
symmetrisch, sondem nur einseitig ist. Der Versuch bestatigt sowohl flir Re
flexion am dichteren, wie am 
dunneren Medium die oben er
wahnten Dberlegungen (QUINCKE, 
MASCART). 

Ein Versuch, bei dem eben
falls die beiden interferierenden 
Bundel einen Phasenunterschied 
von n haben, ist der sog. FRES
NELsche Dreispiegelversuch. Die 
Anordnung ist in Abb.10 ange
geben. Die drei Spiegel 5 51 52 
bcfinden sich in einer symmetri
schen Anordnung, wie sie in der 
Abbildung dargestellt ist. Zur 
Interferenz k.ommt das Bundel, 
das durch zweimalige Reflexion 
an den Spiegcln 51 und 52 ent
steht, mit demjenigen, das einmal 

Abb. 10. FRESNELscher Dreispicgelversuch. 

am Spiegel 5 reflektiert wird. Ersteres geht von dem virtuellen Bildpunkt L~, 
letzteres von L2 aus. Diese beiden bilden also die koharenten Lichtquellen. Da 
das eine Bundel eine zweimalige, das andere eine cinmalige Reflexion erfahren 
hat, besteht zwischen beiden eine Phasendifferenz 71., so daB die Mitte der Inter
ferenzerscheinung durch einen schwarzen Streifen gebildet wird. 

5. Einige Interferenzversuche, bei denen die interferierenden Bunde} durch 
Beugung erzeugt werden. Bei den bisher besprochenen Versuchen wurdcn 
Reflexions- oder Brechungsvorgange benutzt, urn aus einer Lichtquelle die 
Strahlenbundel zu erzeugen, die die Interferenzerscheinungen liefem sollen. 
Auch in diesen Versuchen kommen die Erscheinungen meist nicht in der Ein
fachheit zustande, wie wir sie eben geschildert haben. II 

Aile Kanten der Spiegel, Prismen oder Linsen wirken 
vielmehr als Beugungsschirme, und die dadurch auftre
tenden Beugungserscheinungen geben zu mannigfaltigen 
St6rungen AnlaB. Es gelingt aber bei einiger Dbung leicht, 
die durch die Beugung hervorgerufenen St6rungen von 
der eigentlichen Interferenzerscheinung zu unterscheiden. 

Man kann aber auch Beugungserscheinungen ab 8 

sichtlich benutzen, urn aus einer Lichtquelle mehrere Abb. 11. Int~~~:~~vcrsuch von 

andere herzustellen, die die Bedingung der Koharenz 
erflillen und so miteinander interferierende Buschcl liefem. 

Der 1llteste dieser Interferenzversuche stammt von YOUNG. Durch eine 
Lichtquelle wird eine Offnung 5 beleuchtet (Abb. 11), von der die Wellen auf zwei 
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weitere enge Offnungen 51 und 52 fallen. Sie bilden, indem sie nach dem Buy· 
GHENSSchen Prinzip als Ausgangspunkte neuer Wellen wirken, in denen bei 
glEichen Entfernungen 551 und 552 die Phase gleich ist, koharente Lichtquellen, 
die auf einem Schirme A B Interferenzerscheinungen liefern. Da wegen der bei 
der Beugung des Lichtes zu besprechenden Erscheinungen die SpaHen 51 und 5 z 
nicht nach allen Richtungen mit gleicher Intensitat strahlen, so zeigen die Inter
ferenzfransen unregelmaBige Intensitatsunterschiede. Bringt man zwischen die 
beiden Spalten 51 und 52 und den Schirm A Beine Linse, so andert sich grund
satzlich an der Erscheinung nichts. Nur bilden dann die (reellen oder virtuellen) 
Bilder von 51 und 52 die koharenten Lichtquellen. 

In neuerer Zeit ist der YouNGsche Versuch wiederholt worden mit dem Ziel, 
die Grenzen der Koharenz in Abhangigkeit vom Offnungswinkel der Bi.ischel zu 
untersuchen, die von 5 ausgehen. SCHRODINGER1) hat einen solchen Versuch 
ausgefUhrt, bei dem er den Spalt 5 durch einen feinen elektrisch gegluhten Draht 
ersetzt, um so unmittelbar eine Entscheidung uber eine etwaige "Gerichtetheit" 
der Elementarprozesse herbeizufUhren, wie die moderne Quantentheorie sie er
fordern wurde. SCHRODINGER selbst au Bert dann jedoch wieder Zweifel, ob die 
Versuche wirklich fUr eine solche Entscheidung geeignet waren. Jedenfalls 
liefert der Versuch positive Ergebnisse bis zu Offnungswinkcln von 50 bis 60 Grad, 
bei denen also noch Interferenzerscheinungen beobachtet werden konnten. 

Auch ein Versuch von GERLACH und LANDE2), der nach dem YouNGschen 
Prinzip angestellt wird, scheint der von der Quantentheorie geforderten Ge
richtetheit der Elementarprozesse zu widersprechen. 

6. EinfluB der Objektbreite auf die Interferenzerscheinung. Bei allen 
bisherigen Oberlegungen ist angenommen worden, daB die koharenten Licht
quellen punktformig oder wenigstens spaltformig waren, so daB ihre Ausdehnung 
in der Richtung senkrecht zur Interferenzerscheinung zu vernachlassigen war. 
Lassen wir diese Voraussetzung fallen, so treten Modifikationen der beschrie
benen Erscheinungen auf. Wir wollen den einfachen Fall betrachten, daB ko
harente Lichtquellen eine Breite B besitzen, und daB in dieser Breite die Koharenz 

J so verteilt ist, daB etwa die Punkte L1 L2 und 
Ll L2 gleiche SchwingungszusUinde haben 
(Abb.12). Wie wir fruher sahen, tritt durch 
die Lichtpunkte L1 L2 auf einen Schirm 5 S 

1-------"-°---------10' ein Interferenzfransensystem mit der Mitte 0 
Mf---------------jO d' F~ b db. i. f b 1.2 un emem ransena stan -2-;- au , wenn 

"z die Entfernung MO und a der Abstand L1L2 
ist. Ebenso werden die Punkte L1 L2 ein 

J Fransensystem von gleichem Abstand er
Abb. t2. Einfluil der Objektbreite auf die Inter- zeugen, das aber seine Mitte in 0' hat, wo 00' 

ferenzerscheinung. gleich B /2 ist. 1st nun die Verschiebung so 
groB, daB gerade die Minima des ersten 

Systems auf die Maxima des zweiten fallen, so werden sich beide Systeme zu 
gleichmaf3iger Belligkeit uberlagern. Das ist zum ersten Male in unserer An
ordnung der Fall, wenn die Verschiebung gleich dem halben Streifenabstand 
ist, wenn also gilt 

B b· i. == --.--
2 2 2a 

oder B =~. 
2a 

') E. SCHRODINGER, Ann. d. Phys. Ed. 61, S. 69ff. 1920. 
2) W. GERLACH U. A. LANDE, ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 169ff. 1926. 



Ziff.7. Verwendung weiJ3en Lichtes. 9 

In diesem Falle werden auch alle anderen Punkte der Lichtquelle 1 einen ent
sprechenden der Lichtquelle 2 finden, fiir den diese Dberlagerung zu gleich
maBiger Helligkeit eintritt, so daB also die Interferenzerscheinung vollstandig 
verschwindet. Nimmt die Breite der Lichtquellen dann weiter zu, so treten 
wieder Interferenzen auf, die aber dann nur von den die Breite B uberschreitenden 
Teilen herruhren und auf dem helleren Grunde der fri,iheren gleichen Helligkeit 
liegen. Bei 2 B Breite tritt wieder vollkommenes Verschwinden ein. Man sieht 
ferner, daB auch bei konstanter Breite B ein periodisches Verschwinden und 
Wiedererscheinen der Interferenzstreifen auf
treten muB, wenn der Abstand der Lichtquellen 
Ll und L2 geandert wird. ]e graBer der Ab
stand 2a ist, urn so kleiner ist die Breite B, bei 
der zum erstenmal das Verschwinden der Inter
ferenzen eintritt. 1m Prinzip haben wir hier die 
Methode, die MICHELSON l ) zur Messung von Stern
durchmessern verwendet hat. Nur ist un sere hier 
besprochene idealisierte Interferenzerscheinung 
bei den wirklichen Versuchsanordnungen insofern 
nicht verwirklicht, als bei ihnen die Ausdeh
nungen L~ Ll und L2 L2 keine gerade Linie bilden. 
Beim FRESNELschen Spiegelversuch zeigt das 
Abb. 13. Fur diesen Fall hat FEUSSNER die Er
scheinung durchgerechnet und gezeigt, daB fUr 
w = q; oder 2 q;, 3 q; usw. das Verschwinden der :\bb.13. FRESKELscher Spiegelversuch bei 
Streifen eintritt. Beim YouNGschen Versuch ist breiter LichtqueIIe. 

bei nicht punktfarmiger Lichtquelle L fUr die 
seitlichen Punkte z. B. L' (Abb. 14) in Ll und L2 die Phase verschieden, wo
durch die Erscheinung ganz entsprechend wird. Diese letztere Anordnung ent-
spricht derjenigen von MICHELSON fiir die SterngraJ3enbe- I 
stimmung, indem bei ihr vor das Objektiv des Beobach- , l 
tungsfernrohrs zwei Spaltblenden mit veranderlichem Ab-~ 1 

stand gebracht werden. L 
7.Verwendung wei Ben Lichtes. Bisher haben wir angenom- l 

men, daB einfarbiges Licht einer bestimmten WellenHi.nge fUr I Z 

die Versuche verwendet wurde. Bei den bisher besprochenen In- Abb. 14. Breite Licht

terferenzerscheinungen, bei denen die interferierenden Buschcl qucIIe beim YouNGschen 
Interferenzversuch. 

nur kleine Gangunterschiede haben, lassen sich die Er~chei-
nungen indes auch noch beobachten, wenn weiBes Licht verwendet wird. Aus der 
Beziehung ,1 = ~ 

2a 

folgt aber, daB z. B. die Maxima der violetten und die der roten Strahlen nicht 
zusammenfallen. Nur fU;' die Mitte der Erscheinung ist das der Fall. Die scitlich 
gelegenen Interferenzstreifen bekommen also farbige Rander, sie sind enge Spektra, 
bei denen das Violett innen, das Rot auBen liegt. Allmahlich uberlagern sich die 
fur die versr:hiedenen Farben auftretenden Interferenzstreifen und es entstehen 
Mischfarben, die schlie13lich WeiJ3 bilden. Die Zahl der Interferenzstreifen bei 
weiJ3em Licht ist infolgedessen gering gegenuber der bei einfarbigem Licht auf
tretenden Anzah!. Nach Gleichung (5) S. 3 ist die im Abstand d von der Mitte 
fiir die Wellenlange auftretende Interferenzintensitat gegeben durch 

- 0 . 2ad 
A2 = 4B2 cos2 ;rr. --;- oder da (~= - [Gl. (6), s. 5J, 

~ b 
') A. A. :MrcHELsoN, Phil. }Iag. (5) Bd. 30, S. 1 ff. 1890. 
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so ist 
c·d 

A2 = 4B2 cos2 n· W' 

Liegen aile moglichen WeilenHi.ngen iibereinander, so ist 2 zu variieren und jedes
mal fi.ir 

c· d 3 5 
W = 2" ' "2 ' -i usw. 

muB die Intensitat 0 sein. Bringt man also den Spalt eines Spektroskops an die 
Stelle d, so ist das Spektrum von dunklen Streifen an den Steilen 

2c·d 
2 = b (2-n--t= 1) 

durchzogen, die parallel zu den FRAuNHoFERschen Linien liegen. 
8. Interferenzen an einer plan parallel en Platte. Interferenzen gleicher 

Neigung. Li.Bt man Licht auf eine planparallele Platte auffallen, so konnen durch 
dic Reflexionen an der Vorder- und Hinterflache der Platte Interferenzerschei

L 

S 
I 
I 
I 
I 
I 

nungen auftreten, die wir jetzt betrachten 
1,7 wollen. In Abb. 15 sei P P die planparallele 

"2 Platte, L eine Lichtquelle, von der ein Strahl 
LA auf die Platte auffalle. Ein Teil wird an 
der V orderflache reflektiert, ein anderer Teil 
an der Riickflache. Die beiden austretenden 
parallelen Strahlen ALl und C L2 sind offen-

P P bar koharent, da sie durch Teilung desselben 
Auu. 15. "'In-I-cr-le-re-nz""a-n-e-in-cr---'Planparallclcn Strahles entstanden sind. Sie haben einen Gang-

Platte im rellektierten Licht. unterschied, der durch die Differenz der opti-
schen Wege ABC und A D (C D senkrecht 

ALl) gegeben ist, wobei wie ublich unter dem optischen Wege das Produkt 
aus dem geometrischen Wege und dem Brechungsexponent des Mediums, 
in dem der Strahl verlauft, verstanden ist. Dazu kommt noch der Gang
unterschied von einer halben Wellenlange, der dadurch entsteht, daB die 
Reflexion einmal am dichteren, das andere Mal am dunneren Medium vor sich 
geht. 1st AS das Einfallslot, a der Einfalls- und fi der Brechungswinkel, n der 
Brechungsexponent der Platte gegen das umgebende Medium und d die Dicke 

der Platte, so ist A B = B C =d -p.... Ferner istX6 = A C . sin a und cos 
A C = 2d tgfJ also AD = 2d sina . tgfJ. Der Gangunterschied ist nun auf das 
die Platte umgebende Medium berechnet 

n·2d 
(A B + B C) . n - AD = cos7J - 2d tgfJ· sin a . 

Da :ii:; = n, so erhalt man daraus nach leichter Umformung 

2d· n· cosfJ = 2d-yn2 - sin2 a. 

Dazu kommt also noch der durch den Phasensprung verursachte Gangunter
schied von 2/2. 

Der gesamte Gangunterschied ist also 

c5 = 2d V n2 - sin2 a + ~. 
1st dieser Gangunterschied ein gerades Vielfaches von 2/2, so tritt Helligkeit, 
ist er ein ungerades Vielfaches von i./2, so tritt Dunkelheit ein. Die lnterferenz
erscheinung wird, da die interferierenden Strahlen parallel sind, im Unendlichen 
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liegen. Sie tritt in der Brennebene einer Linse auf, wenn wir eine solche in den 
Gang der interferierenden Strahlen bringen. 

Man erkennt sofort, daB die Lage der Interferenzmaxima und Minima nur 
von dem Winkel abhangig ist, unter dem der einfallende Strahl die Platte trifft, 
nicht aber von der Stelle A der Platte, die getroffen wird. Die Richtung der aus
tretenden interferierenden Strahlen ist dann immer die gleiche und in der Brenn
ebene der sammelnden Linse liegt die Erscheinung an derselben Stelle. Die 
verwendete Lichtquelle L darf also ruhig eine groJ3e Ausdehnung haben. Jeder 
ihrer Punkte LL'L" usw. (Abb. 16) wird fUr die Strahlen LA, L' A', L" A" 
usw., die untereinander nicht koharent sind, gleiche Interferenzerscheinungen 
an derselben Stelle liefern, die sich gE'genseitig addieren. Da auJ3erdem die Winkel 
gegen die Einfallslote symmetrisch auftreten, so miissen die Interferenzen Kreise 
sein, deren Mittelpunkt durch den Vereinigungspunkt der zur Platte senkrechten 
Strahlen in der Brennebene der abbildenden Linse bestimmt ist. Diese Inter
ferenzen im Unendlichen sind zuerst von HAIDINGER l ) beschrieben und erklart, 
spater von LUMMER2) genauer untersucht worden. Von letzterem ist fUr diese 
Interferenzkurven der Name "Kurven 
gleicher Neigung" eingefiihrt worden, da 
ja von der Neigung gegen die Platte die 

Abb.16. Ausgedehnte Lichtquelle bei der Inter
fcrenz an einer planparallclen Platte. 

Abb. 17. Interferenz an einer planparallelen 
Platte im durchfallenden Licht. 

auftretende Interferenz bestimmt wird. Prinzipiell ist dabei zunachst gleich
giiltig, ob die verwendcte Platte dick oder dunn ist. Nur die Gri:iJ3enordnung 
des Gangunterschiedes wird durch die Dimension der Platte bestimmt. 

Eine Interferenzerscheinung tritt aber nicht nur, wie bisher betrachtet, 
im reflektierten Licht auf, sondern ist auch im durchgehenden Licht vorhanden. 
Der Gangunterschied der Strahlen Ll und L2 ist (Abb. 17) gleich der Differenz 
der optischen Wege BCD - BE oder auf Luft berechnet wie oben 

2dn dR' cos{J - 2 . tgv' smlX. 

Da hier aber L eine doppelte Reflexion am diinneren Medium erfahren hat, so 
ist der Gangunterschied J.. oder, was fUr die Erscheinung dasselbe ist, gar kein 
Gangunterschied hinzuzufiigen, so daB hier Helligkeit fUr 

2dn· cos(3 = 2dY n2 - si-;;i!d = m· J.., 
Dunkelhcit fUr 

2dn· cos(3 = 2d-y n2 - sin2 1X 

(m ganze Zahl) eintritt. Die Erscheinung ist also zu der im reflektierten Licht 
auftretcnden komplementar. Wo dort Minima sind, sind hier Maxima und um
gekehrt. 

1) W. HAlDINGER, Pogg. Ann. Bd. 77, S. 219. 1849. 
2) O. LUMMER, Wicd. Ann. Bd. 23, S.49. 1884. 
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Bei den bisherigen Uberlegungen ist angenommen worden, daJ3 nur zwei 
Strahlen zur Interferenz kommen. In Wirklichkeit sind aber die mehrfachen 
Reflexionen in der Platte nicht zu vernachlassigen, besonders dann nicht, wenn 
das Reflexionsvermogen der Plattenoberflache groJ3 ist. Wir wollen die Erschei
nung im durchfallenden Lichte betrachten l ). 

Die Zusammensetzung zweier Lichtschwingungen yom Gangunterschied b 
bei gleicher WellenHinge mit den Amplituden Al und A2 ergab (Abschn. 1) 

A 2 - 4," 4,2 A A 2Jl~ 
-. I +. 2 + 2 I 2' cos-·;.-. 

Man kann diese Superposition nach einem schon von FRESNEL angegebenen 

Verfahren graphisch auftragen. Setzen wir ~.:i-~ = ljJ, so stellt die Gleichung 

die geometrische Addition der beiden urn den Winkellf) gegeneinander geneigter 
Vektoren Al und A z dar (Abb.18). "P ist die Phasen
differenz. Bei mehreren Wellen, die immer urn die 
gleiche Phasendifferenz verschieden sind, haben wir 
diese geometrische Addition mehrfach auszufiihren. 
Betrachten wir also eine planparallcle Platte, deren 
Oberflachen ein Reflexionsvermogen r haben, und 

Abu. 18. Zusammensetzung 
zwcicr Lichtschwingungcn. sei e der Bruchteil des einfallenden Lichtes, der beim 

Durchgang durch eine Plattenoberflache durchgclassen 
wird. Ware in den Platten keine Absorption vorhanden, so ware B + r = 1. 
Wegen der Absorption ist B + r < 1. Der einfallende Strahl 510 (Abb.19) 
liefert eine Menge durchgegangener Strahlen KI L I , K 2 L 2 , K3L3 usw., die 
eine immer groBere Zahl von Reflexionen erlitten haben, also abnehmende 
s 1ntensitaten besitzen. Der kte Strahl 

'--------- hat 2 Durchgange durch die Platten-
~ oberfIache und 2 k-Reflexionen erlitten. 
~.0~J, J, J, J. 1st die I?tensitat ?es .einfallen?en 
I ~======; I Strahls gle1ch 1, so w1rd dIe Intens1tat 

, __ .<~ des kten Strahls wegen der beiden 
~~?:::~ Durchgange durch die Oberflachen mit 

:-:--.:: .. :::'---------~ B2 wegen der 2k-Reflexionen mit r2k 
£7 £z LJ L. £, I . l' . .. I zu mu tIp 1Z1eren sem, 1st a so 

AlJb. 19. Interferenz an einer planparallelen Platte im 
durchfallenden Licht unter Berucksicbtigung mehrfacber 

Reflexion. 

seineAm pli tude ist also proportional Br"'. 
Der Gangunterschied nimmt von Strahl zu Strahl urn den gleichen Betrag 

2 nd . cos f3 zu, wo d die Dicke, n der Brechungsexponent der Platte und f3 der 
Brechungswinkel ist. Die Phasendifferenz "P bildet also eine arithmetische 
Reihe: 

0, "P, 21f', 3"P usw. 

Die Amplituden sind entsprechend 

B, B . r, Br2, Br3. 

Lassen wir den konstanten Faktor (-) zunachst weg, urn ihn am SchluB wieder 
einzufiihren, und setzen die Amplituden unter Beriicksichtigung der Phasen 
geometrisch zusammen, so erhalten wir einen Linienzug wie in Abb. 20 und 

I) S. z. B. CH. FABRY, Optiquc, S. 49ff. Paris 1926. 
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OM ist die resultierende Amplitude. Die Koordinaten des Punktes M in der 
Abbildung sind offensichtlich 

x = 1 + r . cos 1f1 + r2 . cos 21p + . . . = 2: rk . cos k • 1p , 
k 

Y = a + r . si n 1p + r2 0 sin 21p + = 2: rk . sin k 0 1J} , 
k 

k = 0, 1, 2 usw. 

und da 0 M2 = x 2 + y2, so ist das die Intensitat der resultierenden Lichter
scheinung. 

Bilden wir Z = x + i y, so wird das 

Z = 2:rk(cosk!p + i 0 sink 01p) = Yr~ 0 e;k,1' = 2:(r 0 ei'I')k. 
k k k 

Das ist eine geometrische Reihe mit den Quo- y 
tienten r· ei11 ', deren Wert ist 

Bildcn wir eben so 

so erhalten wir 

rk e;k 'I' - 1 
Z=---.-

r· etll' - 1 

Zl = X - iy, 

x 

Da X 2 +y2=Z·Zl' SO wird 

Abb. 20. Geomctrische Zusammen
setzung der Amplitude bei der multi

plen Interfcrcllz. 

2k k -;k,/, k ik"'-I-
X 2 + y2 = 0 J1Il2 = ~~e _. - r e 

r2 - re- tl/' - r. e'lif' +·1 
-I- r2k - 2rk 0 cosk,p 

-------- -
1 -I- r2 - 2 r 0 cos 'I) 

Setzen wir noch 

1 + r2k - 2rkcosllolf1 =' (1 - rk)2 + 2rk(1 - cosk oIl)) =' (1 - rk)2 + 4rksin2k 0'1' . 2 

1 +r2 -2rocos1p=(1-r)2+2r(1-cOS11')=(1-r)2+4rosin'l), 
2 

so wird das 
. k 0 'I' (1 - rk)2 -I- 4rk 0 sm2 ')-

] = -- --- -----=-
( )

• • 0 '/' 

1 - r - -I- 4r ' sm- 2" 

Fur II = 00, also unendlich viele austretende Strahlen, wird aus der allgemeinen 
F ormel fur J: 

1 
] = ----- --- ---, 

(1 - r)2 -I- 41' 0 sin2 'I' 
2 

()der nach leichter Umformung und Wiedcreinfuhrung des Faktors 6 2 

(_)2 1 

] = 0- r) 2 ----------:fr- . 2 'Il 
1 -I- (1 _ r)2 sm 2 

Das ist eine Formcl fUr die Interferenzintensitat, die im wesentlichen schon von 
AIRyl) abgeleitet worden ist. 

') G. B. AIRY, Phil. Mag. (3) Bd.2, S. 20. 1833. Pogg. Ann. Bel. 41, S. 512_ 1837. 
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Wir k6nnen fur den Fall, daB r = 1 ist, also aIle interferierenden Strahlen 
gleiche Amplitude haben, folgern: 

J= 
k· 'IjJ 

4. sin2--
2 

-------=------
sin:!!!... sin2 'P 

2 2 

Fur die Amplitude der resultierenden Lichtbewegung ergibt sich also 

. k 'IjJ 
SIn--

A = 2 

sin -""-
2 

1st die Phasendifferenz zweier aufeinanderfolgender Strahlen klein, so ist 

. k·'IjJ 
SIn-· 

A = 2 
'I' 

k.sink.'IjJ 
2 

------

k· -""-
2 2 

Setzen wir ~ .. t!!. = lX also k· 111 die 
2 ' T' 

Phasendifferenz zwischen dem ersten und 

letzten Strahl gleich 2 lX, so ist 
A = k· sinlX 

lX ' 

oder wenn die ursprungliche Amplitude des einzelnen Strahls nicht 1, sondern a ist, 

A = a • k • sin lX • 

lX 

Diese Formel werden wir an anderer Stelle verwenden (s. Abschn. Beugung). 
Jetzt kehren wir zur allgemcinen Formel fUr 1 zuruck, bei der r von 1 verschieden 
ist. Man sieht, daJ3 Maxima der IntensWit fUr die Minima des Nenners, also fUr 
"p = 0, allgemein 11' = 2 krc auftreten, also bei 

oder 

'In 
~::- . 2n· d . cosp = 2krc, 

I. 

2nd· cosp = k· il, 

wo k eine ganze Zahl ist. Sie liegen also an densclben Stellen wie bei der Inter
ferenz nur zweier Strahlen. Der Maximalwert der Intensitat liegt im Streifen, 

fUr den "p = ° ist, also im Mittelstreifen. Er ist Jo = -( 8 2 
)2' Set zen wir auBer-

1 - r 
dem noch 

so wird unsere Gleichung 

J = _----"--'Jo'-

1 --L C • sin2 'IjJ , 2 

Die konstante C ist groB, wenn r einen hohen Wert hat. Fur r = 0,8 ist C = 80. 
Fiir r = 0,9, was aber sehr schwer praktisch zu erreichen ist, ist C = 360. Fiir 
"p = ° ist J = J o' LaBt man aber "p wachsen, so fallt J sehr schnell ab und zwar 
urn so mehr, je gr6Ber C ist. Die Minima haben eine Intensitat 

J = i{oC' 
und sind urn so schwacher, je gr6Ber C ist. 
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Die folgende Tabelle nach BENOIT, FABRY und PEROT!) gibt fUr verschie
dene Werte des Reflexionskoeffizienten die GroBe der Konstanten C und des 
Intensitatsverhaltnisses Minimum-Maximum im durchfallenden Licht. 

, 4,. min 1 
! C = (1 ._ ,.)* max = "1-+ c 

0,0 
0,2 
0,4 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

0,00 
1,25 
4,44 

15 
31 
80 

360 

1,00 
0,44 
0,19 
0,063 
0,031 
0,012 
0,003 

Der wesentliche Vorteil der Benutzung multipler Interferenzen ist also die 1m 
durchfallenden Licht auftretende Scharfe der Interferenzerscheinung. In 
Abb. 21 zeigt Kurve A die Intensitatsver-
teilung bei der Interferenz zweier Strahlen im ~B A C 
reflektierten Licht, Kurve C dieselbe im durch-
gehenden Licht und Kurve B die lctztere bei 
Benutzung multipler Interferenzen. 

Man kann das Reflexionsvermogen der 
planparallelcn Platten durch Versilberung stei- Abb.2!. IntensitiHsverteilung zwischen 
gern. Diese Silberschichten mussen aber SO Maximum und Minimum im Interfcrcnzbild. 

dunn sein, daB noch genugend Licht durch-
gelassen wird. Die Interferenzerscheinung im reflektierten Licht ist der hier 
betrachteten wieder komplementar. Es sind also hier scharfe Minima vor
handen. Blendet man den ersten an der Oberflache der Platte direkt reflek
tierten Strahl ab, so treten auch hier scharfe Maxima auf, worauf LUMMER2) 
zuerst hingewiesen hat. 

9. Grenze der Interferenzfahigkeit des Lichtes. Auflosungsfahigkeit. 
Bei den vorstehenden Betrachtungen haben wir immer streng homogenes Licht 
voramgesetzt, welches jedoch in der Natur in Wirklichkeit nicht vorkommt. 
Die Interferenzerscheinung einer wirklichen Lichtquelle bildet also immer cine 
Uberlagerung der Erschdnungen, die durch die einzelnen Komponenten hervor
gebracht werden. Zwei Wellen mit dem Unterschied (lJ,., der klein gcgen 
die WeHenlange j, angenommen werden moge, werden also zwei Systeme von 
Interfercnzstreifen erzeugen, die sich uberlagern. Damit zwei Maxima der beiden 
Systeme zusammenfallen, muB gelten 

oder 

1st etwa 
0). 
i. 

0). 

T 

1 

100000' 

m1 • Al = m2 • A2 

also 

so ist demnach m2 = 1,00001 . 
m} 

Da m2 und m1 ganze Zahlen sind, so ist diese Bedingung zum erstenmal erfGHt, 
wenn 

m2 = 100001 und m1 = 100000 

") I. R. BENOIT, CH. FABRY U. A. PEROT, Nouvelle Determination du Rapport des 
Longueurs d'Onde fondamentales avec l'Unite metrique. S. 13ff. Paris 1907. 

2) O. LU~IMER, Sitzungsber. d. Ber!. Akad. d. Wiss. 1900, S. 504- 513. 
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ist. Also liefert die hunderttausendste bzw. hunderttausendunderste Interferenz 
eine Koinzidenz der Maxima. Soil das Maximum der eincn mit dem Minimum 
der anderen Interferenzerscheinung zusammenfalIen, so muB gelten 

2m2 + 1 
mi' Al = ---2 - • A2 , 

daraus foIgt 
2m2 + 1 1 1 

).1 -2-- oder i!). m2 - m 1 + "2 oder :2 + 2- _ ~~ + 1 
i.2 - m 1- ). m 1 m 1 -). • 

I . d i!). 1 . t d· B d· f·· hI· d st Wle er --.C = 100000' so IS lcse e mgung ur ganzza 1ge m2 un 

m1 zum erstenmaI erfiillt, wcnn m2 = m1 = 50000 ist. An dieser Stelle 16scht 
also das eine Maxima das andere Minimum aus. Ist nun dcr ganze Wellenlangcn
bezirk zwischen Al und )'2 kontinuierlich mit Licht erfUllt, so liegen die Inter
ferenzsysteme, die von den zwischen )'1 und )'zliegenden Wellen gebildet werden, 

inncrhalb derjcnigen, die 

\J\ItlfJJ. i~t;~gi~~:;:~g~l 
Abb.22. Beleuchtung eines Interferenzbildes bei Oberlagerung der Inter· WellenHinge aufgetragcn 

ferenzerscheinungen eines endlichen WellenHingenbezirks. sind und der von den zwi-
schenliegendcn Wellen be

lichtcte TeiI schraffiert ist, sieht man, daB nach AlbA Gangunterschied iiberhaupt 
keine Interfercnzcrscheinung mehr sichtbar ist, weil jede Periodizitat vcr
schwunden ist. Ein Wellenlangenbcreich b), gibt also nur bis zu Gangunter
schieden von llbl WcllenlangenInterferenzcn1). Dic Kurve bezieht sich auf den 
Fall, daB die HeIligkeitsverteilung im Intcrferenzbild fUr jedc Wdlenlange 
sinusformig ist. Man sieht aber ohne weiteres ein, daB das gleiche Resultat 
auch fUr jcdc andere periodische Hclligkeitsverteilung cintretcn muB. 

10. Auflosungsvermogen eines Interferenzapparates2). Das Auflosungs
vermogen cines Interferenzapparates ist definiert durch die Wellenlangendiffercnz 
Lll zwcier Strahlungen, die noch getrcnnte Interferenzen geben. Ais mathe
matischen Ausdruck da iir sctzt man dcn Wert llIJA. 

Aus der Glcichung fUr dic Intensitat einer Interferenzerscheinung beim 
Zusammenwirken von k Biischeln 

(1 - rk )2 + 4rk • sin2/1,€ 
J= 2 

(1 - r)2 + 4r . sin2 "/f. 
2 

sieht man, daB die Interferenzerscheinung, wenn k cine nicht zu kleine Zahl ist, 

wcgen des kleinen Wertes von rk Hauptmaxima fUr.~. = mn und Nebenmaxima 

fUr k;y = m' ~ Iiefert, wo m eine ganze Zahl 1st. Die Minima liegen bei 

II '1p 
--2 = mn, 

ihr Abstand ist gegebcn durch 

1) E. GEIIRCKE, Die Anwcndung der Interferenzen in der Spektroskopie und Metrologie, 
Braunschweig 1906, S.2Sf£. 

2) Lord RAYLEIGH, Phil. Mag. (4) Ed. 47, S. 81, 193. 1874; E. GEHRCKE, 1. C. S. 72ff. 
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Der Abstand der Hauptmaxima ist gegeben durch 

dV'h = 2:n:. 

Der Abstand der Minima ist also 11k des Abstandes zweier Hauptmaxima. Da 
das Hauptmaximum selbst an einer Stelle eines Maximums des Nenners liegt, 
so sind also die beiden benachbarten Minima je urn 11k des Abstandes der Haupt
maxima vom Maximum entfernt, ihre gegenseitige Entfernung ist demnach 21k 
dieses Abstandes. Diese GroBe kann als Breite des Hauptmaximums bezeichnet 
werden. Sollen nun die von zwei Wellen l' und l gebildeten Hauptmaxima noch 
deutlich getrennt wahrgenommen werden, so durfen sie sich hochstens zur Halfte 
uberlagern. Die geringste zulassige Entfernung der Interferenzstreifen ist also 
1/ k des Abstandes zweier Hauptmaxima. Es ist also da 

wo () der Gangunterschied ist: 

2nd 
ljJ=T' 

I 2" 
L ljJ = -

k 
oder 

d d' 2n 
2:n:- - - 2:n: -- = -

i. ;.' k 

Daraus folgt 
d • LI i. 

i.2 =T' 

oder 
d 
J. 

1:/ 
;.' 

wo wegen des kleinen Unterschiedes von lund l' fUr ;" . ;.' = It gesetzt ist. 
d 

Nun ist aber --;;- = m der Ordnungszahl, so daB folgt 
I. 

J. k 
JJ. = m· . 

Das Auflosungsvermogen eines Interferenzapparates ist also dem Produkt aus 
Ordnungszahl und Zahl der interferierenden Buschel gleich. 

11. Interferenzen an dunnen BUittchen. Kurven gleicher Dicke. AuBer 
der im Unendlichen gelegenen Interferenzerscheinung, die wir eben fUr cine 
planparallele Platte gefunden S 
haben, erscheinen auch im End
lichen gelegene Interferenzen, 
wenn das Blattchen genugend 
dunn ist. Es sei (Abb.23) 55' S' 
eine ausgedehnte Lichtquelle, 
P P' das zunachst planparallel 
angenommene Blattchen von der 
Dicke d. Wir betrachten einen 
Lichtstrahl, der vom Punkte 5 
der Lichtquelle ausgeht, der in a 
reflektiert wird und dort mit 

Abb.23. Interferenzerschcinung an dunnen Blattchen. 

8 

einem Strahl zusammentrifft, der in C reflektiert worden ist. Eine Linse L 
vereinigt diese Strahlen in B. Der Gangunterschied der beiden Strahlen ist 
wie fruher 

,-,----- J. 
() = 2dln2 - sin2 (X + ~ , 

wenn IX der wegen der geringen Dicke von P P' fUr die Strahlen 5 a und 5 b als 
gleich anzunehmende Einfallswinkel ist. Die Strahlen interferieren und liefern 
eine dem Gangunterschied entsprechende Helligkeit. Wegen der GroBe der 
Linse L kommen in der Bildebene aber auch noch andere Strahlen in B zur Inter-

Handbuch der Physik. xx. 2 
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ferenz, etwa S' a und S' eta, deren Gangunterschied etwas anders ist. Er ist 
hier 

wenn /\' der Einfallswinkel 
Gangunterschiede ist 

0' = 2d }"nil - sin2 /\', 

fUr dieses Strahlenpaar ist. Die Differenz beider 

L1 = 2d(v'Jt2 - sin2/\' _yn2 - sin2,x). 

1st d genugend klein, so wird diese Differenz unterhalb einer halben Wellenlange 
bleiben konnen selbst fur die am weitesten divergent auf die Linse auffallenden 
Strahlenbundel. In diesem Falle wird also die Interferenzerscheinung noch 
wahrnehmbar bleiben. Bei groBerer Dicke der Platte tritt aber eine Uberlagerung 
ein, die zur Vernichtung der Erscheinung fUhrt. Ubrigens sieht man, daB fUr die 
Begrenzung der Interferenzmoglichkeit auch die GroBe der Offnung der abbil
denden Linse eine Rolle spieIt. Je groBer diese ist, urn so dunner muB die Platte 
sein, damit keine zur Vemichtung fUhrende Uberlagerung der Interferenzen ein
tritt. Bei Betrachtung mit bloBem Auge spielt die Offnung der Augenpupille 
diese Rolle. Die Interferenz liefert fur das ganze BliHtchen einen gleichen Grad 
von Helligkeit. 

Anders Wild die Erscheinung, wenn die Dicke des Blattchens nicht uberall 
gleich ist. Man sieht, daB unter im ubrigen gleichen VerhaItnissen, also vor allem 
immer noch geringer Dicke der Blattchen, je nach dem Werte von a Helligkeit 
oder Dunkelheit herrschen wird. Betrachten wir insbesondere ein keilformiges 
Blattchen mit dem Keilwinkel cp, so ist an einer Stelle X in einer Entfernung a 
VGn der Keilkante (Abb. 24) die Blattchendicke 

o !pI Id d=a.tgcp, 
x also 

Abb. 24. Interfcrenz an kei1formigen 
Blattchen. o = 2a.tg(pYn2-si~2;; + ~ 

:.vIan erkennt, daB als Interferenzerscheinung parallel zur Keilkante verlaufende 
Streifen auftreten mussen. Fur den erst en dunklen Streifen muB geIten 

2a· tgcp. yn2 - sin2,x + 4 
fur den zweiten gilt 

2 a tg cp yn":i - sin 2/\ oder 

J. 
2 

oder a = 0, 

J. 
a== , 

2tgtpVn2 - sin2 !J( 

weiterhin folgen die Streifen in gleichen AbsUinden, die ebenfalls durch diese 
letztere GroBe gegeben sind. Man hat nach LUMMER diese Interferenzerschei
nungen an verschiedenen dicken Blattchen als "Kurven gleicher Dicke" im 
Gegensatz zu den oben besprochenen "Kurven gleicher Neigung" bezeichnet. 
Rei dickeren Blattchen ist die Bezeichnung als Kurven gleicher Dicke nicht mehr 
korrekt, weil nach den Ausfuhrungen zu Beginn des Abschnittes dann die Inter
ferenzerscheinung nicht mehr Funktion der Dicke allcin ist. In diesem Fa!le 
liegen die VerhaItnisse uberhaupt viel komplizierter, sowohl was die Form als 
auch was die Lage der Interferenzstreifen angeht. Fur keilformige Platten ist 
der alJgemeine Fall eingehend von FEUSSNERl) behandelt worden. GEHRCKE 
und JANICKI 2) haben gezeigt, daB auch bei keilformigen Platten eine Verschar
fung der Interferenzstreifen eintritt, wenn man durch eine schwache Versilberung 

') W. FEUSS~ER, \\"inkelmanns Handb. d. Phys. 2. Aufl. Bd. 6, S. 956ff. 1906; Sitzber. 
d. Ges. z. BefOrd. d. gcs. Naturw. zu l\1arburg 1880, S. 1 H. 

Z) E. GEIlRCKE u. L. JANICKI, Ann. d. Phys. Bd. 39, S.451ff. 1912. 
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das Reflexionsvermogen der Flachen erhoht, und so mehrfache Reflexionen 
crmoglicht. Die genauere Theorie dieses Falles hat VON DER PAHLEN 1) gegeben. 

12. NEWToNsche Ringe. Zu den Interferenzkurven gleicher Dicke gehoren 
auch die als NEWToNsche Ringe bekannten Figuren, die in einer diinnen Luft
schicht entstehen, we1che durch eine plane Platte und eine schwache Konvex
linse begrenzt wird. Die Anordnung ist zuerst von HOOKE2) angegeben worden, 
aber erst NEWTON 3) hat die Erscheinung messend verfolgt. Nach der im vorigen 
Abschnitt gegebenen Formel ergibt sich die Interferenzerscheinung ohne wei teres 
aus der Dicke der zwischen den Glasern liegenden Luftschicht. Bezeichnen wir 
den Beriihrungspunkt der beiden Glaser mit 0 (Abb. 25), so ist in einer Entfer
nung 0 A = a von dies en die Dicke der Luftschicht gegeben durch die Beziehung 

a2 = d(2r - d), 0 a A 

wo r der Kriimmungsradius der Konvexlinse ist. Wegen der 
geringen GroBe von d ist d 2 gegen 2rd zu vernachlassigen, so 
daB folgt 

a2 
d=-. 

2r 

Daraus ergibt sich fUr die Lage der dunklen Streifen: 

2a2 ,r:;;-'. i. i. 
2r r 12 - sm 2(X + "2 = "2- (2 m - 1) , 

wo m eine ganze Zahl ist, und fUr den Fall senkrechter Inzidenz 

a=-Yr.A.(m-1). 

M 

Abb. 2;. KEwTossche 
Ringe. 

Die Abstande der Streifen von der Mitte verhalten sich also wie die Quadrat
wurzeln aus den ganzen Zahlen. 

Ubrigens liefert auch hier die genaue Theorie, die fUr die Erscheinung im 
reflektierten Licht von SOH:>TKE und W ANGERIN4) fUr die im durchgehenden 
Licht von GUMLICU5) gegeben worden ist, wesentlich kompliziertere Verhalt
nisse aus denselben Griinden, die wir bei der Betrachtung der keilformigen 
Platten erwiihnt haben. Es ergibt sich, daB in Wirklichkeit die Kurven nicht 
Kreise sind, die in der Oberflache der begrenzenden Platte zustande kommen und 
sich konzentrisch urn den Beriihrungspunkt gruppieren, sondern Kurven doppelter 
Kriimmung, die samtlich durch elliptische Zylinder, deren Leitlinie parallel ist 
der Achse des beobachtenden Instrumentes, herausgeschnitten werden aus 
einer geradlinigen Flache dritter Ordnung, der sog. Interferenzflache. 

13. Erscheinungen in weiBem Licht. Farben diinner Blattchen. Wir 
haben bei den bisherigen Betrachtungen immer homogenes Licht vorausgesetzt. 
Wenn wir dagegen weiJ3es Licht verwenden, so tritt eine Uberlagerung der Inter
ferenzerscheinungen fiir die einzelnen Komponenten auf, wodurch Farben
erscheinungen entstehen. Man iibersieht diese Uberlagerung sofort mit Hilfe 
einer Figur, die schon von NEWTON stammt (Abb.26). Als Abszissen sind die 
Wellenlangen der Spektralfarben, als Ordinaten die Dicken der Blattchen auf
getragen. Fiir Z. B. senkrechte Inzidenz kann man nun fUr jede Wellenlange die 
Blattchendicke einzeichnen, fUr die im reflektierten Licht Dl!mkelheit bzw. 

1) G. v. D. PAHLEN, Ann. d. Phys. Bd. 39, S. 1567. 1912; s. auch L. JANICKI, Ann. d. 
Phys. Bd.40, S.493. 1913. 

2) R. HOOKE, :\Iicrographia, London 1665. 
3) NEWTON. Optice, lib. 2. London 1704. 
4) L. SOHNKE U. A. WANGERIN. \Vied. Ann. Ed. 12, S. 1-40, 201-249. 18S1. 
5) E. GUMLICH. Wied. Ann. Bd.26. S. 337- 374. 1885. 

2* 
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Helligkeit eintritt und erhaIt dann gerade Linien 11, 22, 33, 44 usw., deren Durch
schnittspunkte mit den Ordinaten die fiir die entsprechenden WelIenHi.ngen gel
tenden Dicken liefem, bei denen diese Wellenlange ausgelOscht ist. (Die punk

tierten Linien geben entsprechend die Maxima 
der Helligkeit.) Die fiir eine gleichzeitige 
Einwirkung aller Wellenlangen auftretende 
Erscheinung erhalt man nun, wenn man in 
der der wirksamen Dicke des Blattchens ent
sprechenden Entfemung eine Parallele zur 
Abszissenachse, etwa A B zieht. Es entsteht 
eine Mischfarbe, in der die dem Punkte C J; J entsprechende Wellenlange vollstandige fehlt 

A F-......."..L----..,...-" .... ::..:'---lB und die benachbarten nur mit geringer Inten-
2.l. 2 -- -.; .J:. sitat vertreten sind. Eine Darstellung der 
2 2 auf diese Weise z. B. an Seifenlamellen ent-

':&1 
2 

o~----------------~o 
vio/elf rot 

Abb.26. Interferenz in weillem Licbt. 

stehenden Mischfarben ist u. a. von BOYSl) 
gegeben worden. Bei sehr geringer Dicke der 
Lamelle, unterhalb )./4 fiir das kurzwelligste 
Licht, erscheint diese auch im weiBen Licht 
schwarz. Betrachtet man die Farbe eines 
dunnen Blattchens in einem Spektralapparat, 
so sieht man das Spektrum von dunklen 

Streifen parallel den FRAUNHOFERschen Linien durchzogen, die eben den Farben 
entsprechen, die durch Interferenz ausgeloscht sind. Je dicker das verwendete 
Blattchen ist, urn so zahlreicher werden diese Streifen. Zum Schlusse seien noch 
die Dicken einer Luftschicht und die bei senkrechter Inzidenz dabci auf
tretenden Farben nebeneinander gestellt: Die Tabclle ist den Angaben von 
LUMMER in MULLER-POUILLETS Lehrbuch der Physik, 2. Aufl., Optik S.744 
entnommen. 

Dicke der Luftschicht Farbe mm 

0.000114 BlaulichweiB (HeUa vendelgrau) I t. "'dnun, 148 GelblichweiB (Strohgelb) 
168 Braunrot (Eraungelb) 
245 (Rot) 

257 (Purpur) 

1,·O'dnung 276 Dunkelpurpur (Violett) 
360 Elau (Himmelblau) 
432 Gelb (Gelb) 
492 Rot (Rot) 
520 (Purpur) 

:13 oronu", 
552 Purpur (Purpurviolett) 
602 Elau (Blaugriin) 
666 Gelblichgriin (Griin) 
712 Dunkelrot (Fahlgelb) 
828 BlaB rot (Mattpurpur) I} 4. Ordnung 954 BlaBgriin (Graugriin) 

Die uneingeklammerten Farbenbezeichnungen stammen von NEWTON, die einge
klammerten von ROLLET2). 

1) C. Y. Boys. Seifenblasen. ihre Entstehung u. ihre Farben. Deutsche Dbersetzung 
v. G. ~JEYER. Taf. 1. S. 118. Leipzig lC)13. 

2) A. ROLLET •. WienerBer. Bd.77 (3). S.l77. 1878. 
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14. Interferenzen an mehreren Platten. BREWSTERsche Streifen. Wenn 
man zwei planparallele Platten geeignet kombiniert, so kann man Interferenz
erscheinungen erhalten, die zuerst von BREWSTER1) beobachtet worden sind, und 
deshalb BREWSTERsche Interferenzen genannt werden. Zwei unter einem kleinen 
Winkel geneigte planparallele Platten magen von einem Strahl L getroffen werden 
(Abb.27). Nach Durchsetzen der erst en Platte 
wird er an der zweiten bei EF reflektiert und 
wird teils nach Reflexion an CD den Strahl 1, 
teils nach Reflexion an A B den Strahl 2 bilden. 
Der an der Flache GH reflektierte Teil des ein
fallen den Strahles wird durch Reflexionen an 
CD bzw. A B in die Strahlen 3 und 4 zerlegt. 
AIle diese Tcile sind koharent. Nun hat abcr 
1 und 2 einen sehr graBen Ganguntcrschied, 
da 1 nur einmal, 2 aber drcimal cine Glas
platte durchsetzt hat, und das gleiche gilt fUr 
aIle anderen Kombinationen mit Ausnahme 
der Strahlen 2 und 3, von denen jeder dreimal 
die Glasschicht durchsetzt hat, der Ganguntcr
schied dieser letzteren Strahlen ware fiir gleiche 

rT-.-------,~--,8 

LH~------~----~O 

Plattendickcn und Parallclitat der beiden Abb.27. Entstehung der BRE\\'STERschcn 

PI h f · kl . W' k 1 Interferenzen an zwei planparallelen Platten .. atten iiber aupt 0, iir emen emen m e 
zwischen den Platten hat er dagegen einen 
von ° verschiedenen aber noch kleincn Wert. Es werden also hier Interferenzen 
auftreten, die auch bei weitgchend inhomogenem Licht noch sichtbar sind, und 
in der Tat erscheinen die BREWSTERschen Interferenzen auch im weiBen Licht. 
Urn den Gangunterschied zu berechnen, benutzen wir die friiher in (8) abgeleitete 
Beziehung, daB in einer planparallelen Platte der Gangunterschied des an der 
Vorderflache und des an der Riickflache reflektierten Strahles den \Vert hat 

; ,------.; 
(l = 2dn· cosfJ + .~. = 2d ln2 - sin2 <x + i-, 

wo d die Dicke der Platte, n ihr Brechungsexponent, fJ der Brechungswinkel in 
der Platte und <X der Einfallswinkel auf sie ist. Beziehen sich auf die erste unserer 
Platten die GraBen d1 n 1 fJ1' <Xl und auf die zweite entsprechend d2 n 2 fJ2 <X 2 , so 
ist der gesamte Gangunterschied offenbar 

11 = 2d1 n1 • COSfJl - 2d2n 2 COSfJ2 
= 2d1 yini - sin2Cx 1 - 2d2 l/n~:~, ---sl-·n2;X~. 

Die Interferenzerscheinung liegt wegen der Parallelitat der austretenden Inter
ferenzstrahlen im Unendlichcn. Die Lichtquellc kann ausgedehnt sein. Jeder 
Punkt derselben wird dann in der zu der eben betrachteten Richtung parallelen 
ein interferierendes Paar mit demselben Ganguntcrschied geben; die Interferenz
erscheinungen werden sich verstarken, weil diese einzelnen Interfcrcnzpaare 
gcgeneinandcr inkoharent sind. 

Fiir den praktisch wichtigen Fall, daB die beiden Platten gleiche Dicke und 
gleichen Brechungsindex haben, wird die Formel fiir den Gangunterschied 

L1 = 2dn· (COSfJl - COSfJ2) = 2d(11n2 - sin2 <Xl -1/n2 - sin2<x 2). 

Der Winkel fJ2 bzw. <X2 laBt sich aus fJ1 bzw. <Xl berechnen, wenn der Neigungs
winkel der beiden Platten q; und der Winkel OJ der Einfallsebene des einfallcnden 

1) D. BREWSTER, Trans. Edinb. Roy. Soc. Bd. 7, S. 435. 1817. 
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Strahls der ersten Platte gegen die Ebene des Neigungswinkels der beiden Platten 
gegeben ist. Es ist dann fiir kleine Winkel cp 

if = sin~1X1 C?SW • d • ffJ. 
Yn2 - sin21X1 

Fiir kleine Winkel (x, wie sie bei der BREWSTERschen Anordnung yorhanden sind, 
ergibt sich daraus, falls noch (J) = ° gesetzt wird, also die Strahlen in der Richtung 
der Ebene der Plattenneigung einfallen, eine Streifenbreite von 

b-~~ 
-2.d.rp· 

Fiir die Beobachtung dieser Streifen hat BREwsTER ein einfaches Instrument 
angegeben, bestehend aus einem innen geschwarzten Rohr, das die Platten PI 
und P2 enthiilt und vorne eine Offnung 0 hat, durch die das Licht einfallt (Abb. 28). 

Das Auge des Beobachters befindet sich bei A. Man 

II II : kann statt wie hier im durchgehenden Licht die Er-
II Ii 0 scheinung auch im reflektierten Licht beobachten. 

Dann ist die Einrichtung die der Abb. 29, die von JAMIN 
A 

--I...I..-.u... ___ --' 
benutzt worden ist und in dem spater zu besprechenden Abb.28. Einrichtung zur Beob· 

aehtung BREw,n:Rseher Streifen. nach ihm benannten Interferentialrefraktor V crwendung 
gefunden hat. Dabei stehen die Platten PI und P2 gegen 

die Einfallsrichtung der Strahlen unter einen Winkel von 45 0 und die Interferenz 
erfolgt zwischen den koharenten Strahlen 2 und 3. Eine weitere Modifikation der 
Anordnung riihrt von LUMMER her und wird erhaIten, wenn man in Abb. 29 die 
Platte P2 an einer Ebene senkrecht zu den zwischen den Platten verlaufenden 
Strahlen gespiegelt denkt. Man erhiiIt dann den Aufbau der Abb. 30, bei dem sich 

1 ZJ q. 

Abb.29. JA>IINSChe Anordnung zur Er· 
zeugung BREWSTfo:Rscher Interfcrenzen. 

Abb. 30. Anordnung von Lt:MMER lur Er· 
zcugung BREWSTERscher Interfcrenzen. 

der Strahlengang der die BREWSTERschen Interferenzen hervorbringenden Strah
len 2 und 3 von den friiheren nur dadurch wesentlich unterscheidet, da/3 diese 
Strahlen nicht mehr nahe zusammenliegen, sondern eine erhebliche Entfernung 
voneinander haben. Das zur Beobachtung der Interferenzen benutze Objektiv 
mu/3 dann eine solehe Gro/3e haben, da/3 diese Strahlen noch aufgenommen werden. 
Man findet die genauere Theorie dieser verschiedenen Anordnungen in Arbeiten 
von KETTELER I ), BLASIUS2) und LUMMER3), auf die wir hier verweisen miissen. 

1) E. KETTELER, Beobachtungen iiber die Farbenzerstreuung der Gase, Bonn 1865. 
2) E. BLASIUS, Wiener Anz. Bd. 45, s. 316. 1892. 
3) o. LUMMER, Wiener Anz. Bd. 24, S.417. 1885. 
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Einige Anordnungen fill die speziellen Zwecke der Refraktionsbestimmungen 
werden spater noch genauer zu besprechen sein. Der Fall der Benutzung mehr
facher Reflexionen an versilberten Platten ist von PEROT und FABRY behandelt 
worden1). 

15. Stehende Lichtschwingungen. WIENERSche Interferenzen. Die bisher 
besprochenen Interferenzerscheinungen beruhen aus dem Zusammenwirken 
zweier fortschreitender Wellenzuge. WIENER2) hat zum erstenmal stehende Licht
schwingungen nachgewiesen, die durch Interferenz eines Strahlenbundels mit 
dem an einem Spiegel reflektierten entstehen. 1st der Spiegel eben, das einfallende 
Licht parallel, so liegen die Schwingungsbauche und Schwingungsknoten in 
Parallelebenen zum Spiegel, deren Abstande jedesmal Vielfache einer halben 
Wellenlange sind. Denkt man nun dieses System von stehenden Wellen von eincr 
gegen den Spiegel schwach geneigten Ebene durchsetzt, so werden unsere Ebenen 
eine Schar von parallelen untereinander gleich weit abstehenden Geraden aus
schneiden, deren ganze Langen den gleichen Schwingungszustand besitzen. Es 
wechseln also Geraden, die den Schwingungsbauchen entsprechen mit solchen 
ab, auf denen Schwingungsknoten liegen. Der Abstand dieser Geraden hangt 
von der Neigung der kreuzenden Ebene gegen den Spiegel abo 1st die Neigung 
schwach genug, so werden die Geraden mit Schwingungsknoten und -bauchen 
so weit getrennt, da/3 man sic mit blo/3cm Auge wahrnehmen kann. Urn sie sicht
bar zu machen, verwendete WIENER als kreuzende Ebene ein dunnes lichtempfind
liches Hautchen aus Chlorsilberkollodium, das nur eine Dicke von etwa 1/30 

der WellenHi.ngc des Natriumlichtes hatte. In den Schwingungsbauchen muB 
dieses Hautchen cine Schwarzung liefern, in den Knoten hell bleiben. Der Ver
such wurde dann so angestellt, da/3 cine auf einer ebcnen Glasplatte niederge
schlagene polierte Silberschicht als Spiegel diente, und daB eine zweite ebene 
Glasplatte, auf der sich das Kollodiumhautchen befand, auf die erste Platte 
aufgelegt wurde, das Hautchen dem Silberspiegel zugewandt. Die geeignete 
Ncigung wurde durch die in der keilf6rmigen Zwischenschicht zwischen beiden 
Platten auftretcnde 1nterfcrenzerscheinung ermittelt. 

Bcim Versuch war der fUr Natriumlicht in dem Keil auftretende 1nter
ferenzfranscnabstand gew6hnlich zwischen 1/2 und 2 mm. Fur den eigentlichen 
Versuch war das Natriumlicht wegen der geringen photographischen Wirkung 
ungceignet. Benutzt wurde das Licht einer elcktrischen Bogenlampe, das wcgen 
der alleinigen Wirkung eines bcgrenzten Wellenbereiches im Violett und Ultra
violett genugend homogen fur den photographischen Effekt war. Fur die end
giiltigen Versuche wurde trotzdem zur Erzeugung scharferer Streifen spektral 
zerlegtes Licht benutzt. Da/3 es sich bei diesen Versuchen von WIENER nicht urn 
gew6hnliche 1nterferenzen an keilf6rmigen Schichten handelt, die ubrigens den
selben Fransenabstand liefern wurden, wie er bei den hier beschricbenen Experi
mcnten auftritt, wird dadurch bewiesen, da/3 die Minima vollkommen dunkel 
sind. Diesc Beobachtung ist aber mit dcr Annahmc der Entstehung der Streifcn 
durch gew6hnliche Interfcrenzen allein unvertraglich; denn uber die Wirkung 
dieser Interferenzen mu/3te sich die ungeschwachte \Virkung des einfallenden 
Lichtes legen, auch an den Stellen der Interferenzminima. Da/3 man keine solche 
Wirkung findet, ist ein Beweis dafUr, da/3 die Wirkung des ein~allenden Lichtes 
durch 1nterferenz mit dem am Silberspiegel reflektierten vernichtet wurde, d. h. 
fUr das Auftreten der stehenden Wellen. Das gleiche be wei sen Versuche, bei 
dencn der Silberspiegel durch eine Glasplatte ersetzt wurde. 

1) C. FABRY U. A. PEROT, Ann. de ehim. et phys. (7) Bd. 12, S. 475. 1897. 
2) O. WIENER, Wiener Anz. Bd.40, S.203ft. 1890. 
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Die Versuche von WIENER zeigten auBer dem Vorhandensein stehender 
Lichtwellen, daB der elektrische Vektor es ist, der die chemische Wirkung auf 
die photographische Platte hervorbringt. Denn die Maxima der chemischen 
Wirkung lagen in den Schwingungsbauchen des elektrischen Vektors, dessen 
Knoten in der reflektierenden Metallschicht liegt, wahrend der magnetische 
Vektor seinen Knoten eine viertel Wellenlange von der spiegelnden Wand ent
fernt hat. In der Anschauungsweise der elektrischen Lichttheorien lieferten die 
Versuche eine Entscheidung zugunsten der FRESNELschen Auffassungsweise, 
nach der die Lichtschwingungen zur Polarisationsebene senkrecht ziehen, wenig
stens findet die photographische Wirkung im Schwingungsbauche desjenigen 
Vektors statt, welcher die FRESNELschen Gesetze befolgtl). Das gleiche gilt 
nach Untersuchungen von DRUDE und NERNST2) fUr die Fluoreszenzwirkung, 
da man nach den genannten Autoren die gleichen Maxima der stehenden Wellen 
bekommt, wenn man das lichtempfindliche Kollodiumhautchen der WIENERSchen 
Versuche durch ein fIuoreszierendes Hautchen ersetzt. 

Schon vor den Experimenten von WIENER hatte ZENKER 3) die Wiedergabe 
der natiirIichen Farben durch Chlorsilber mittels stehender Lichtwellen zu er
klaren versucht. Die durch die stehenden Wellen vor einem Spiegel in der licht
empfindlichen Schicht einer photographischen Platte erzeugten Schichten werden 
daher manchmal auch als ZENKERsche Schichten bezeichnet. Bei den auf der 
Einwirkung stehender Lichtwellen beruhenden LIPPIIIANNschen Farbenphoto
graphien hat zuerst NEUHAUSS4) die ZENKERschen Schichten auf mikrophoto
graphischem Wege nachgewiesen. 

16. Lichtschwebungen. Versuche von RIGHI. Fur die Erzeugung von 
Lichtschwebungen ist es notig, daB Lichtwellen verschiedener Schwingungszahl 
miteinander interferieren. Diese miissen auBerdem die Bedingung der Koharenz 
erfullen. Die Schwebungen muBten sich als IntensiUitsschwankungen an einer 
Raumstelle zu erkennen geben, deren sekundliche Zahl gleich der Differenz der 
Schwingungszahlen der beiden interferierenden Lichtarten ist. Es ist klar, daB 
bei der ungeheuer groBen Schwingungszahl der Lichtwellen eine beobachtbare 
Schwebungszahl nur herauskommen kann, wenn der Wellenlangenunterschied 
der beiden interferierenden Strahlenarten auBerordentIich klein ist. 

Un terschiede, die man etwa spektroskopisch sclbst mi t Appara ten von groBtem 
Auflosungsvermogen herstellen kann, sind noch viel zu groB, urn hier in Betracht 
zu kommen. RIGHI5) ist es durch einen Kunstgriff gelungen, koharente Strahlen 
sehr wenig verschiedener Schwingungszahl herzustellen und zur Interferenz zu 
bringen. Er konnte dabei tatsachlich eine Schw.ebungserscheinung beobachten. 
Das Prinzip der Versuche ist das folgende: Das aus einem NIcoLschen Prisma 
austretende linear polarisierte Licht la13t sich aus einem rechts- und einem links
zirkular polarisierten Anteil zusammengesetzt denken. Setzt man nun den Nicol 
urn seine Achse in Rotation, so wird die cine dieser Komponenten beschleunigt, 
die andere verzogert. Macht man mit Hilfe geeigneter Vorrichtungen, wie sie 
in der Kristalloptik besprochen werden, diese zirkularen Schwingungen wieder 
zu linearen und bringt sic in geeigneter Weise, etwa mit Hilfe FRESNELscher 
Spiegel zur Interferenz, so treten langsame Schwebungen auf, deren Frequenz 
von der Rotationsgeschwindigkeit des Nicols abhangig ist. Nach diesem Prinzip 
hat RIGHI eine ganze Anzahl derartiger Versuche angestellt. 

1) Vgl. P. DRUDE, Wiener Anz. Bd.48. S. 121. 1893. 
2) P. DRUDE U. \Y. N'ERNST. Wiener Anz. Bd.45. S.460. 1892. 
3) \V. ZENKER. Lehrbuch der Photochromie 1868. S. 77. 
4) R. N'EUHAUSS. Wiener Anz. Bd. 65. S. 164ff. 1898. 
5) A. RIGHI, Mem. di Bologna (4) Ed. 4, S. 247; Cim (3) Bd. 14. S. 173; Joum. de phys. 

(2) 1883. S.437. 



Ziff. 17. MICHELSONS Interferometer. 2,5. 

II. Interferenzapparate. 
Von den auBerordentlich zahlreichen Apparaten, die auf Grund der Inter

ferenzerscheinungen zu den verschiedensten Zwecken konstruiert worden sind, 
konnen hier nur einige der wichtigsten besprochen werden. Wir werden hier 
diejenigen vornehmlich behandeln, die ein mehr physikalisches Interesse bean
spruchen, wahrend die rein technischen Zwecken dienenden weniger beriick
sichtigt werden sollen. 

A. Interferometer. 
Eine erste Gruppe solcher Apparate bilden diejenigen, die dazu dienen, das 

Verhaltnis der Uingeneinheit zur LichtwellenHinge zu bestimmen, sei es nun, 
daB eine im LangenmaB schon gegebene Lichtwelle als Grundeinheit zur Be
stimmung anderer Lichtwellenlangen benutzt wird, oder daB eine andere ge
gebene Langeneinheit, wie das Normalmeter, in Beziehung zur Wellenlange 
einer bestimmten Lichtsorte gesetzt wird. 

17. MICHELSONS Interferometer. Das Interferometer von MICHELSON 1) be
nutzt die an planparallelen Platten auftretenden Kurven glcichcr Neigung. 
Die prinzipielle Anordnung ist die in Abb.31 ge- s. 
gebene. Das Licht der Lichtquclle L fallt auf die 
halbdurchlassig versilberte Platte P, die unter 45 0 

gegen die Richtung der einfallenden Strahlen ge- P 
neigt ist. Ein Teil des einfallenden Lichtes wird an S1 F 

der Platte reflektiert und erreicht den Spiegel 51' 
der zur Strahlrichtung senkrecht steht und das 
Licht in sich selbst zuriickreflektiert. Ein anderer 
Teil durchsetzt die Platte und trifft auf den Spiegel L 

52' der eben falls eine Reflexion entgegen der Ein- Abb.31. Schema des MICHELsoNschen 

fallsrichtung bewirkt. Das von 51 zuriickgeworfene Interferometers. 

Licht durchsetzt die Platte P, das von 52 rdlek-
tierte wird an ihr gespiegelt, und beide Biindel gelangen in das Fernrohr F. Die 
Wirkung der Anordnung ist infolge der Spiegelung an P offen bar so, als ob die von 
52 zuriickgeworfencn Strahlen von einer Ebene 5~, der sog. Referenzebene, reflek
tiert wiirden, die parallel zu 51 im Abstande 52: Mitte von P liegt, und 51 und 5~ 
konnen als Vorderflache und Riickflache einer planparallelen Platte angesehen wer
den. In dem auf Unendlich eingestellten Fernrohr F miisscn also nach den Betrach
tungen des Absatzes 9 Kurven gleicher Neigung auftreten. Der Abstand 51 5~ stellt 
die Dicke der verwendeten Platte, die hier eine Luftplatteist,dar. Durch Verschie
ben des Spiegels 51 parallel zu seiner spiegelnden Flache kann die Dicke der Platte 
geandert werden. Bei nicht genau parallelen Spiegeln 51 und 5; konnen auch 
Interferenzen gleicher Dicke an keilformiger Platte auftreten. Bei geniigend 
diinner Platte konnen Interferenzen im weiBen Licht beobachtet werden. Die 
wirkliche AusfUhrung des Interferometers ist dadurch etwas anders, daB die 
reflektierende Platte P einen Trager in Gestalt einer planparallelen Platte aus 
einem durchsichtigen Material haben muB. Dadurch erhalt der, durch sie hin
durchgehende Strahl cine Veranderung seines optischen Weges, der wieder fUr 
den reflektierten Strahl kompensiert werden muB. Dies geschieht dadurch, daB 
auch in den Weg des rdlektierten Strahls eine gleichartige Platte eingefiihrt 
wird, die zur ersten parallel steht und die zur genauen Kompensation mit der 

1) Siehe z. B. A. A. MICHELSON, Phil. Mag. (5) Bd. 34, S. 280, 1892 oder A. A. MICHEL
SON, Lichtwellen u. ihrc Anwendungen, iibers. v. M. IKLE, S.43. Leipzig 1910. 
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ersten Platte aus dem gleichen planparallelen Glasstuck ausgeschnitten ist. Die 
Anordnung wird dann die der Abb. 32. Bier ist PI die an der FHi.che aa ver
silberte Platte, die zur Trennung der beiden interferierenden Bundel dient, und 
P 2 die zur Kompensation bestimmte Hilfsplatte. Bei der Ausfuhrung des In
strumentes muB besonders die genau parallel bleibende Stellung der Spiegel
oberflache 51 gesichert bleiben. Die Fuhrung ist bei MICHELSON so exakt gemacht, 
daB der gr6Bte Winkel, urn den sich dieser Spiegel bei seiner Bewegung dreht, 
kleiner als eine Bogensekunde bleibt. 

Abb. 32. Ausfiihrung des ~lIcnELsoN-InterferoIIleters Abb.33. Anordnung des MICHELSON-Interferometers zur 
mit Kornpensationsplatte. Bestimmung von Athercfiekten. 

18. Anwendungen des MICHELsoNschen Interferometers. Das MrcHEL
sONsche Interferometer wurde zu dem Zwecke ersonnen, urn die Unterschiede 
der Geschwindigkeit des Lichtes in der Bahnrichtung der Erde und in der Rich
tung senkrecht dazu nachzuweisen. Die beiden zur Interferenz kommenden 
Lichtstrahlen verlaufen je in zueinander senkrechten Richtungen. Der negative 
Verlauf dieser Versuche und seine Bedeutung wird an anderer Stelle dieses Hand
buches ausfuhrlich behandelt. Bier solI nur die besondere Konstruktion des 
Instrumentes fur diesen Versuch besprochen werden. Es war dazu n6tig, die 
Lichtwege der beiden interferierenden Bundel m6glichst lang zu machen, und 
eine Einrichtung zu schaffen, die es erm6glichte, einmal den einen, das andere 
Mal den anderen der beiden Strahlen in die Bewegungsrichtung der Erde einzu
stellen. Die Anordnung ist in Abb. 33 schematisch dargestellt. Die Verlangerung 
der Lichtwege wird in jedem Bundel durch mehrfache Reflexionen erreicht. 
Das ganze System ruht auf einer Stein platte, die auf einem h6lzernen Zylinder 
aufliegt. Dieser schwimmt auf Quecksilber, so daB das ganze System leicht ge
dreht werden kann. Besteht ein Unterschied in der Fortpflanzungsgeschwindig
keit des Lichtes in der Richtung der Erdbahn und senkrecht dazu, so mussen 
Interferenzstreifen, die bei einer Stellung des Interferometers vorhanden sind, 
sich verschieben, wenn der Apparat urn 90 0 gedreht wird. 

Eine wichtige Anwendung hat das Instrument gefunden, urn die Lange des 
Meters in Wellenlangen auszudruckenl ), urn so ein Langennormal zu schaffen, 
das von zufalligen Veranderungen oder Beschadigungen eines MaBstabes unab
hangig ist. Als Bezugswellenlange muBte eine solche gewahlt werden, die auch 
bei graBen Gangunterschieden scharfe Interferenzen liefert. Als geeignet erwiesen 

') A. A. MICHELSON, Tray. et Mem. du Bur. intern. des Poids et Mes, Bd. 11, 1895. 
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sich die in einer GeiBlerrahre erzeugten Linien des Kadmiumspektrums, eine 
rote, eine griine und eine blaue. Die ffir die Ausmessung des Meters in WeIlen
langen angewendete Versuchsanordnung war folgende: In dem etwas abgeanderten 

d 

Interferometer, das in Abb.34 schema
tisch dargesteIlt ist, sind PI und P 2 die 
beiden Platten, b ist ein Hilfsspiegel, und 
die beiden Spiegel des Interferometers 
sind einmal d und das andere Mal das 
kompliziertere Gebilde mm' nn'. Der 
Spiegel d ist verstellbar. Er kann nun zu- ~F~J--+-"¥er---------i 
erst so eingesteIlt werden, daB der Strahl, 
der an ihm und an m reflektiert wird, 
keinen Gangunterschied hat. Das ge
schieht unter Benutzung weiBen Lichtes 

171.' 

o 

durch Beobachtung von Interferenzen Abb.34. Anordnung des MICHELsON-Interferometers 
gleicher Dicke. Der mittlere Streifen des zur Ausmessung des Meters in Wellenlangen. 

Systems ist schwarz, die iibrigen sind 
farbig. Der erstere entspricht dem Gangunterschied O. Das gleiche kann fUr den 
Spiegel n ausgefUhrt werden, so daB dieser mit m in der gleichen Ebene steht. 
Dann wird d so verschoben, daB m' mit d die Interferenzen vom Gangunterschied 0 
liefert und dann das System mm' so weit nach riickwarts geriickt, daB m an die 
Stelle kommt, wo vorher m' war. 1st nn' doppelt so lang als mm', so liegt jetzt 
m' in der Ebene von n'. Durch Verschieben von d kann festgestellt werden, ob 
das wirklich der Fall ist. Eine kleine Differenz kann durch Zahlung der Inter
ferenzstreifen genau ermittelt werden. So kannen vom Originalmeter Hilfs
normale hergestellt werden, die 1/2, 1/4 , 1/8 bis 1/256 des Normalmeters sind, bzw. 
deren Abweichungen von diesen GraBen genau bekannt 
sind. Jedes besteht aus zwei miteinander verbundenen 
Spiegeln, deren Ebenen parallel sind, die aber iiber
einanderliegen. Abb.35 zeigt den Vertikalschnitt dieses 
Hilfsnormals mm', das im Horizontalschnitt in Abb. 34 
gezeichnet war. Das kiirzeste dieser Hilfsnormalien wird 
nun in Welleniangen ausgemessen, indem mit einer 
Kadmiumlinie Interferenzen gleicher Neigung erzeugt 
werden und die Zahl der bei der Verschiebung von d 
durch das Gesichtsfeld wandernden Interferenzen be

I 
m. r 

Abb.35. Vertikalschnitt eines 
Hilfsnormals zur MICHELSON
schen Auswertung des Meters 

in Wellenlangen. 

stimmt wird, wenn d von der Koinzidenz mit In bis zu der mit m' bewegt wird. 
Auf diese Weise wurde die Zahl der Wellenlangen in Meter gefunden fUr die rote 
Kadmiumlinie zu 1553163,5 fUr die griine zu 1966249,7 und ffir die blaue zu 
2083372,1 Welleniangen. 

AuBer den beschriebenen Anwendungen ist das MrcHELsoNsche Interfero
meter auch zur Ermittlung der Struktur von Spektrallinien und ihrer Veranderung 
z. B. im Zeemaneffekt benutzt worden 1). Da aber die Methode hierbei ziemlich 
umstandlich ist - wegen der unscharfen Interferenzen des Michelsoninterfero
meters muB eine harmonische Analyse der Kurve der StreifenheIligkeit in Ab
hangigkeit vom Gangunterschied ausgefUhrt werden - und andere Methoden 
leichter zum Ziel fUhren, solI hier nicht auf diese Anwendung eirrgegangen werden. 

In etwas abgeanderter Form ist das Michelsoninterferometer von seinem 
Erfinder ferner zur Wiederholung eines von FrzEAu2) zuerst angestellten Ver-

1) A. A. MICHELSON, Phil. Mag. (5) Bd. 44, S. 109. 1897; Astrophys. Journ. Bd. 6, S. 48. 
1897. 

2) H. FIZEAU, C. R. Bd. 33, S. 349. 1851; Pogg. Ann. Erganzungsband III, S. 457. 1853. 
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suches benutzt worden, der dazu dienen sollte, die Anderung der Lichtgeschwin
digkeit infolge der Bewegung eines Mediums zu bestimmen. Die urspriingliche 

I Versuchsanordnung von FIZEAU 
ist in Abb. 36 angegeben. Das 
Licht einer kleinen Lichtquelle L 
fallt durch eine unter 45 0 ge-

s -
Abb. 36. FIZEAUS Versuch tiber die Anderung der Licbt

gescbwindigkeit im bewegten Medium. 

L. neigte Glasplatte P auf eine 
Linse, wird parallel gemacht und 
durchsetzt die beiden Rohren Rl 
und R2, die von einem Wasser
strom durchflossen werden. Eine 
zweite Linse L2 macht die Biischel 
wieder konvergent, sie werden an 
einem Spiegel 5 reflektiert, und 

gelangen, diese beiden Rohren jetzt im Durchgang vertauschmd, iiber Ll durch 
Reflexion an P zum Auge A des Beobachters. Es ist also das Biindel L R15 R2A 
in der Stromungsrichtung fortgeschritten, das Biindel L R25 Rl A entgegen
gesetzt dazu. Infolge der Stromung des Wassers sind die geometrisch gleichen 
Wege der Biindel optisch verschieden und in A tritt eine Interferenzerscheinung 
auf. Nach Umkehrung der Stromungsrichtung andert sich die Interferenz-

L. erscheinung und aus der Streifen-
verschiebung kann der durch die 

Abb. 37. Anordnung des MICHELSoN-Interferometers fiir die 
Wiederbolung des FIZEAU-Versuches durrh MICHELSON und 

MORLEY. 

Bewegung des Wassers erzeugte 
Gangunterschied berechnet wer
den. Die Abanderung des Ver
suches durch MICHELSON und 
MORLEY 1) ist in Abb.37 darge
stellt. Das Licht geht von einer 
ausgedehnten Lichtquelle L aus 
und wird durch die halbdurchlassig 
versilberte Platte P in zwei Biindel 
zerlegt, die einmal iiber 51 Rl das 
totalreflektierende Prisma T durch
setzen, urn dann iiber 5 2 P nach 
dem Beobachtungsfernrohr F zu 
gelangen, wahrend das zweite Biin-
del von L nach Reflexion an P 

iiber 5 2 R 2T Rl 51 P nach F gelangt. Man sieht, daB diese Anordnung nichts anderes 
als ein Michelsoninterferometer darstellt, bei dem etwa die zwischen 52 und dem 
Spiegelbild an P von 51 liegende planparallele Luftplatte Interferenzen gleicher N ei
gung liefert. Auch hier wird durch die Stromung des Wassers ein Gangunterschied 
der beiden Biindel hervorgebracht, der sich bei Umkehr der Richtung verandert. 
Auf die Bedeutung des Experimentes fUr die Relativitatstheorie und auf eine neuere 
Wiederholung von ZEEMAN 2) wird im Bd. 4 dieses Handb. naher eingegangen. 
Daselbst wird auch die genauere Theorie des Experimentes auseinandergesetzt. 

19. Interferometer von PEROT und FABRY. Auch beim Interferometer 
von PEROT und F ABRy3) wird zur Erzeugung von Interferenzkurven gleicher 

I) A. A. MICHELSON U. E. W. MORLEY, Amer. Joum. of Science (3) Ed. 31, S. 377. 1886. 
2) P. ZEEMAN, Proc. Amsterdam, Ed. 17, S.445; Bd. 18, S.398, 711, 1240; Ed. 19, 

S.125. 1914-1917. 
3) A. PEROT U. CH. FABRY, Ann. de chim. et de phys. (7) Ed. 12, S. 459. 1897; Bd. 16. 

S. 115. 1899; Bd.22, S.564. 1901. 
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Neigung eine planparallele Luftplatte benutzt. Wahrend aber beim MICHELSON
schen Interferometer nur zwei Biinde! die Interferenzerscheinung liefem, sind 
hier die in liff. 8 besprochenen mehrfachen Reflexionen ausgenutzt, wodurch die 
Scharfe der Interferenzen wesentlich gesteigert wird. Das Interferometer besteht aus 
zwei planparallelen Glasplatten PI PI (Abb. 38), die parallel zueinander aufge
stellt sind und auf den einander zugekehrten Flachen A Al 
und BBI halbdurchlassig versilbert sind. Die Platte P'I. 
ist durch eine Schraube auf einer guten Schlittenfiihrung 
parallel zu sich selbst verschiebbar, so daB die Dicke der 
Luftschicht kontinuierlich verandert werden kann. Fallt 
monochromatisches Licht von einer ausgedehnten Licht- A 
quelle durch die Platten hindurch, so entstehen in der L.----,H-.I-+-~---' 
Brennebene einer Linse L als Kurven gleicher Neigung 8 8~ 
Kreise, die nach den in liff. 8 gegebenen Oberlegungen 
eine groBe Scharfe haben. Die Lage der Maxima ist wegen 
der Verwendung der Luft als Plattenmaterial nach liff. 8 t 
gegeben durch 

2dyi- sin'l.x = m·1 
oder 

2d·cosx=m·1, 

wo x der Einfallswinkel und d die Dicke der Luftschicht 
ist. In der Mitte des Ringsystems ist x = 0 also 

2d=m·1. 
Abb. 38. Interferometer von 

PEROT und FABRY. 

Diese einfache Beziehung gestattet die Bestimmung von 1, wenn d und die 
Ordnungszahl m fur die Mitte der Interferenzerscheinung bekannt ist. Die 
Ordnungszahl kann theoretisch durch Auszahlen der Interferenzen bei Bewegung 
der Platte PI von der Dicke Null an bestimmt werden. Man kann sich die Abzah
lung erleichtem, wenn man gleichzeitig Interferenzen von mehreren monochroma
tischen Lichtquellen, etwa der roten und griinen Kadmiumlinie, erzeugt. Dann 
treten in regelmaBigen Abstanden Koinzidenzen der Interferenzmaxima auf, 
und man kann dieseKoinzidenzen statt der einzelnen Interferenzstreifen zahlen. 
Wenn man nun einmal weiB, daB auf jedesmal 4,76 griine Ringe eine Koinzi
denz mit einem roten Ring kommt, so erhalt man durch Multiplikation der Koin
zidenzen mit dieser Zahl die Ordnungszahl der griinen Kadmiumlinie. Man kann 
auch auf andere Weise zur Bestimmung der Ordnungszahl kommen, wenn man 
die verwendete Wellenlange schon einigermaBen genau kennt. lu diesem lwecke 
sind verschiedene Methoden angegeben worden l ), wegen deren auf die Original
arbeiten verwiesen werden muB. 

Auch das Interferometer von FABRY und PEROT ist wie das von MICHELSON 
zur Ausmessung des Meters in Wellenlangen benutzt worden. Die Untersuchung 
wurde von BENOIT, FABRY und PEROT 'I.) im Jahre 1907 ausgefiihrt und ergab 
sehr gute Obereinstimmung mit den Werten von MICHELSON. Das Verfahren 
war in ahnlicher Weise wie bei MICHELSON so, daB nach dem Meterprototyp 
eine Reihe optischer HilfsmaBstabe hergestellt wurde, die durch versilberte 

1) I. R. BENOIT, Joum. de Phys. (3) Bd. 7, S. 57. 1898; Lord RAYLEIGH, Phil. Mag. (6) 
Bd. 11, S.68. 

I) I. R. BENOIT, CH. FABRY u. A. PEROT, Nouvelle Determination de Rapport des 
Longueurs d'Onde Fondamentales avec l'Unite metrique. Paris: Gauthier Villars 1907. 
Vgl. auch P. EVERSHEIM, Wellenlllngenmessungen des Lichtes im sichtbaren und unsichtbaren 
Spektralbereich, Braunschweig, Vieweg & Sohn 1926. 
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Luftplatten gebildet wurden und 1 m, 0,5 m, 0,25 m, 0,125 m und 0,0625 m 
Lange hatten. Zum Vergleich dieser BilfsmaI3stabe untereinander wurden 
BREWSTERsche Interferenzen (s. Ziff. 14) benutzt. Das Prinzip des Vergleichs 
ist das folgende: Die beiden zu vergleichenden Luftplatten werden unter kleinem 

1 2 

F 

Abb. 39. BREWSTERsche 
Interferenzen bei zwei 

PEROT-FADRYSchen Luft
platten zur Erziclung 

glcicher Dicke. 

Winkel gegeneinander geneigt aufgestellt und mit weiBem 
Licht beleuchtet. Der Gangunterschied zwischen den Strah
len 1 und 2 (Abb. 39) ist nach Ziff. 14 grgeben durch 

0= 2d1 • cos (Xl - 2d2 • cos 0(2 , 

wenn d1 und d2 die Plattendicken und (Xl bzw. 0(2 die Ein
fallswinkel (die hier gleich den Brechungswinkeln sind) be
deuten. In der Normalrichtung zur Symmetrieebene der 
beiden Platten ist 0;1 = (X2' der Gangunterschied ist also 0, 
wenn dl = d2 ist. Beobachtet man also in dieser Normal
richtung, so braucht man nur durch Veranderung der Dicke 
einer Platte dafUr zu sorgen, daJ3 der Mittelstreifen ohne far
bige Rander, der dem Gangunterschied ° entspricht, in die 
Mitte des Fernrohres kommt. Dann sind die Platten gleich 
dick. Man kann aber auf diese Weise auch die doppelte Dicke 
einer gcgebenen herstellen. 1st etwa d1 = 2d2, so erhalt man 
den Gangunterschied, wenn man den in der zweiten Platte 
viermal reflektierten Strahl benutzt. Man erhalt also auch 
hier bei Beobachtung in der Normalrichtung in weiBem Licht 
(Abb. 40) BREWSTERsche Interferenzen und kann die Er
fUIlung der Bedingung d1 = 2d2 exakt prlifen. 

Dcr kleinste auf diese Weise hergestellte BilfsmaI3stab 
wird dann gleich der Luftplatte des Interferometers auf 
dieselbe Weise durch BREWSTERsche Interferenzen gemacht, 
und dann werden im Interferometer Interferenzen gleicher 
Neigung mit der zu benutzenden Kadmiumlinie hergestellt. 
Die Bestimmung der Ordnungszahlen dieser Interferenzen 
in der oben angedeuteten Weise ermoglicht dann den Ver-

Pz gleich der Uingeneinheit mit der Welleniange. Bier 

F 

Ahb. 40. BREWSTERsche 
Illterfercnzcn an PEROT
FABRYSchcn Luftplatten 

Zllr Hcrstellung ciner 
Platte von gcnau cler 

halben Dicke einer an
deren. 

ergab sich 
1 m = 1553164,13)., 

fUr die rotc Kadmiumlinie oder die Welleniange dieser Linie 

). = 6438,4693 

ANGSTROMSche Einheiten (1 A. = 10- 8 cm). Noch wesent
licher als zur absoluten Messung von Wellenlangen hat 
sich aber die Bedeutung des FABRy-PEROTschen Inter
ferometers zur Bestimmung der Wellenlangen von Spektral
linien relativ zu anderen schon bekannten Spektrallinien 
erwiesen. In dieser Beziehung ist die versilberte Luftplatte 

eines der wichtigsten Bilfsmittel der modernen Spektroskopie geworden. Man 
kann bei dieser Verwendung auf die Beweglichkeit. der einen Interferometer
platte verzichten und braucht nur eine Luftplatte unveranderlicher Dicke, 
cinen .,Etalon", durch den man Interferenzringe von der zu untersuchenden 
Spektrallinie und der Vergleichslinie herstellt. Fur einen Ring, der dem Inzi
denzwinkel iX entspricht, ist nach dem fruheren 

m . }, = 2 d . cos (X • 
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Fur die Vergleichslinie bei einem Ring vom Winkel ~' 

m').' = 2d· cos~'. 

Der Winkel ~ bzw. ex' HiJ3t sich aus dem gemessenen Ringdurchmesser und der 
Brennweite des abbildenden Objektives berechnen, die Ordnungszahl wird etwa 
nach der RAYLEIGHSchen Methode bestimmt, die Dicke des Etalons ergibt sich 
aus der bekannten Wellenlange der Vergleichslinie, so daB die Wellenlange der 
zu bestimmenden Linie ermittelt werden kann. Auf diese Weise sind zuerst von 
FABRY und BurSSON1) Wellenlangenbestimmungen an einer groBen Reihe von 
Spektrallinien ausgefUhrt worden, die spater von EVERSHEIM2), PFUND3), MEISS
NER4), BURNS, MEGGERS und MERRILS), WALLERATH6) und anderen7) fortgefUhrt 
worden sind. 

Mit Vorteil laI3t sich das Interferometer von FABRY und PEROT auch zu 
Brechungsexponentenbestimmungen von Gasen benutzen. 1st). die Wellen
lange der verwendeten Lichtquelle im Vakuum, so ist fUr die Mitte der Inter
ferenzerscheinung bei gasfreiem Plattenzwischenraum 

2d = m1 .).. 

Fur ein Gas mit dem Brechungsexponenten n ist 

2dn=m2 ·).· 

Also wird durch Subtraktion der beiden Gleichungen 

_ 1 - (m2 - mIl' J. 
n - 2d . 

Zu den Versuchen wird das Interferometer in ein evakuierbares GefaB ein
geschlossen, das dann, allmahlich vom Druck 0 ausgehend, mit dem zu unter
suchenden Gase gefUllt wird. Man sieht, daB durch Abzahlen der Streifen, die 
bei kontinuierlicher Fullung des Interferometers mit dem zu untersuchenden 
Gase entstehen und bekannter Interferometerdicke und Wellenlange der Bre
chungsexponent des Gases bestimmt werden kann. Auf diese Weise haben 
zuerst RENTSCHLER8), dann MEGGERS und PETERS9), Miss HOWELL10) und 
ZWETSCHll) Refraktionsbestimmungen an Gasen mit dem Interferometer aus
gefuhrt. Jedoch scheinen auf dies em Gebiet die Moglichkeiten, die das Inter
ferometer bietet, noch nicht vollig ausgeschopft zu sein. 

20. Interferenzspektroskop von LUMMER und GEHRCKE. Statt der ver
silberten Luftplatte von FABRY und PEROT hat LUMMER12) eine planparallele 
Glasplatte zur Erzeugung scharfer Interferenzen benutzt, bei der die vielfachen 
Reflexionen, die die Scharfe der Interferenzerscheinung bedingen, durch mog
lichst streifenden Einfall der benutzten Lichtstrahlen bewirkt werden. Dabei 
muB die verwendete Platte moglichst lang sein, damit viele Reflexionen ermog-

1) H. BUISSON U. CH. FABRY, Journ. de Phys. (4) Bd. 7, S. 169. 1908; Astrophys. Journ. 
Bd.28, S. 169. 1908. 

2) P. EVERSHEIM, ZS. f. wiss. Photogr. (5) Bd. 5, S. 152. 1907; Ann. d. Phys. Bd. 30, 
s. 815. 1909; Bd. 45, S. 454. 1914. 

3) A. H. PFUND, Astrophys. Journ. Bd.28, S. 197. 1908. 
4) K. W. MEISSNER, Ann. d. Phys. Bd. 51, S.95. 1916. 
5) K. BURNS, "V. F. MEGGERS U. P. "V. MERRIL, Bull. Bur. Stand, Bd. 13, S.2. 1916-
6) P. WALLERATH, Ann. d. Phys. Bd. 75, S.37. 1924. 
7) Literatur bei P. EVERSHEIM, Wellenlangenmessungen des Lichtes, Braunschweig 1926. 
8) H. C. RENTSCHLER, Astrophys. Journ. Bd.28, S.345. 1908. 
9) W. F. MEGGERS U. C. G. PETERS, Bull. Bur. Stand, Bd. 14, S. 697. 1919. 

10) Miss HOWELL, Phys. Rev. Bd. 6, S. 81. 1915. 
11) A. ZWETSCH, ZS. f. Phys. Bd. 19, S. 398. 1923. 
12) O. LUMMER, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 3, S. 85. 1901; Phys. ZS. Bd. 3, S. 172. 1902. 
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licht werden. Da die streifende Inzidenz den ersten an der Plattenoberflache 
reflektierten Strahl sehr stark werden laBt, fUr die weiteren Reflexionen aber 
sehr wenig Licht librigbleibt, ist die Interferenzerscheinung" sehr lichtschwach. 
GEHRCKEl) hat, urn diesen Nachteil zu vermeiden, ein rechtwinkliges Prisrna auf 
den Rand der Platte aufgekittet. Dadurch wird der erste groBe Lichtverlust 
beseitigt. AuBerdem wird auf diese Weise die Interferenzerscheinung im durch

gehenden und im reflektierten Licht 
gleich - es entstehen in beiden Fallen 
scharfe Maxima (s. Ziff. 8). Man kann 
also die Anordnung wie in Abb. 41 
treffen, wo die abbildende Linse gleich
zeitig die durchgehende und die reflek

Abb.41. Strahlengang im LUMMcm-GEHRCKEschen Inter- tierte Interferenzerscheinung sammelt. 
ferometer. Die LUMMER-GEHRcKEsche Platte ist 

besonders zur Bestimmung der Fein
struktur von Spektrallinien benutzt worden. Das ist zuerst von den ge
nannten Autoren selbst geschehen, die auf diese Weise die Feinstruktur 
.cler grlinen Quecksilberlinie bestimmt haben. Ebenso lassen sich Zeemann
effekte bei schwachen Magnetfeldern untersuchen, und in neuerer Zeit hat die 
Methode erhebliche Bedeutung bei der Untersuchung feiner Dubletts erlangt, 
deren Abstande im Zusammenhang mit der Relativitatstheorie ein erhohtes 
Interesse bieten2). Die Messungen kleiner Abstande von nahe beieinander lie
genden Spektrallinien, die durch Interferenzapparate erzeugt sind, wird dadurch 
erschwert, daB L ; Intensitatsfunktion einer Spektrallinie im Interferenzapparat 
nicht die gleich~ 3t, wie sie die SpektraHinie in Wirklichkeitzeigt. Man muB 
daher Korrekturtn anbringen, die dies en Umstanden Rechnung tragen3). Ein 
weiterer Punkt, det zu beachten ist, ist der, daB kleine Fehler in der Planparal
lelitat der Platte Spektrallinien vortauschen konnen, die in Wirklichkeit nicht 
vorhanden sind. Die Herstellung guter Lummerplatten von genligender GroBe 
ist daher sehr schwierig und bedingt einen hohen Preis. Die Auflosungsfahigkeit 
guter groBer Platten ist aber sehr erheblich und kann bis liber 500000 gehen 
(s. Ziff. 8). Urn das Erkennen falscher Spektrallinien bei der Lummerplatte zu 
ermoglichen, haben GEB 'KEi) und GEHRC 1'; und v. BAEYER5) zwei solcher 
Platten verwendet, die inander untE' 'ltem Winkel gegeneinander in 

-- --

f-- r-' 

1--__ '--__ _____ _ 

Abb.42. Interferenzpunkte bei 
homogener Lichtquelle, aber feh
lerhafter Hcrstellung der einen 

Interferenzplatte. 

de ahlengang g werden. Die beiden Platten 
Zl ,n liefern maxima da, wo sich die 
vu ~r einzelnen ' 'n Maxima schneiden. 
Eo, ntsteht also ein u.111lterferenzpunkten. Die 
Lage dieser InterfeI\c zpunkte gegeneinander kann be
nutzt werden, urn festzustellen, ob eine Spektrallinie 
reeH oder nur vorg ,scht ist. Liegen etwa die Inter
ferenzmaxima der tnen Platte (Abb. 42) in der Verti
kalen flir eine bestimmte Welknlange, die der anderen 
in der Horizontalen, so liegen di T nterferenzpunkte in 

1) O. LUMMER U. E. GEHRCKE, Berl. Ber. 1902, S. 11. 
2) Siehe den zusammenfassenden Bericht von E. LAU, Ph 25, S. 60. 1924. -

E. GEHRCKE U. E. LAU, Ann. d. Phys. Bd. 65, S. 564. 1921; Bu. )7, .J. j88. 1922. 
3) J. STACKEL, Arch. d. Math. u. Phys. Bd. 8, S. 45. 1904. V,.l. auchd. Diskussion zwischen 

E. GEHRCKE U. P. H. VAN CITTERT, Ann. d. Phys. Bd. 77, S. 372; Bd. 78, S. 461. 1925. Bd. 79, 
S.94. 1926. 

4) E. GEHRCKE, Verh. d. D. Phys.Ges. Bd. 7, S.237. 1905. 
5) E. GEHRCKE U. O. v. BAEYER, Berl. Ber. 1902, S. 1037; Ann. d. Phys. Bd. 20, S. 269. 

1906. 



de:q.Schnittptmkten. Haij die zweite Platte Fehler, die et,"a cine falsche I . nie ir, 
rorm von Interferenzcn der gestrichelten Linien liefern, so treLn neue Interferenz
punkte auf den senkrechten Linien hinzu. Sind aber in WirkEchkeit zwei ver
schiedene WellenIangen vorhanden, so liefert auch die erste Platte zwei Streifen
systeme und nur die Schnittpunkte der zusammengeborigen liefern Interferenz
punkte. Die beiden Punktsysteme sind also diagonal 
zueinander verschoben IAbb.43). 

Uber die Auswertung der Aufnahmen mit einer 
LUMMER-GEHRcKEschen Platte, der die Formel fiir die 
Interferenzen gleicher Neigung zugrunde liegt, 

m·? = 2dyn2 - sin2 a, 

vcrgleiche man Arbeiten von HANSEN!) und KUNZE 2). 

LUMMER hat auch eine Methode angegeben, d'te 
Interferenzen gleicher Neigung nach Art der PEROT
FABRYSchen mit Hilfe einer Glasplatte zu erzeugcn ge

Abb.43. Tnh,:-rc'1"!'n7pllllktC' lid 
einer aus :t.W(~i :\"adlil;lrwl'III'Il· 
laugen bestehenden Lichtquelle 

und guten Interferenzplatten. 

stattet. Dabei ist die beiderseitig versilberte planparallele Glasplatte als Dop
pelkcil ausgebildet, wodurch eine Veranderung der Plattendicke durch Ver
schiebung der Keile auf der durch einen Oltropfen optischen Kontakt liefernden 
Gleitflache bewirkt wird. 

21. Interferentialrefraktoren. Von JAMIN3) ist eine Methode zur Unter
suchung von Brechungscxponenten ausgebildet worden, die auf der Verwendung 
BREWSTEI,scher Interferenzen (Ziff. 12) beruht. Die verwendete AnorJnung 
ist die der Abb. 29. Die benutzten Plattep. sind aus einem Stuck planparalielen 
Glases gcschnitten und sind geniigend dick, um die zur Interferenz kommcnden 
Strahlen hinreichend weit zu trennen. In den einen Strahlenweg kiinnen die zu 
untersuchenden Substanzen in Form einer planparallelen Platte eingefiihrt wer
den. Die Anderung des Gangunterschiedes, die dadurch hervorgerufen wird, 
ist, wenn der cine Strahl in Luft verJauft, 

d(n-1), 

wenn d die Dicke der eingcschaltetcn Schicht, und n ihr Brcchungsexponent 
gegen Luft ist. Die entspiechende Streifcnverschicbung ist gegeben durch 

m·J. = d(n -1), 

wo m die Zahl der durch das Ge:oichtsfeld gewanderten Streifen, J. die Wellenlange 
desverwendcten Lichtes in Luft ist.Der Brechungsexponcnt n kann daraus be
rechnet werden. Kann man die Streifcn nicht direkt abzahlen, was nur dann 
moglich ist, WeHn man den Brechungsexponentder zwischengeiiihrten Substanz 
stetig andern kann, so geht man derart vor, daB man wciBes Licht benutzt, 
und dadurch 'Hie Moglichkeit erhalt, den Nullstreifen, der keine Farbrander hat, 
von den anderen zu unterscheiden. Dann stellt man das Fadenkreuz des Fern
Tuhrs auf diesen ein, schiebt die zu untcrsuchende Platte in den Strahlengang 
und dreht nun die eine Platte so lange, bis wieder der Nullstreifen erscheint. 
Die durch das Fadenkreuz wandernden Streifcn werden dabei abgezahlt. 

Der JAMINsche Interferentialrefraktor ist besonders zur Untersuchung der 
Brechung von Gasen vielfach angewendet worden. Eine Zusammenstellung cler 
hier in Betracht kommendcn Literatur durch FEUSSNER4) findet man in WINKEL-

') C. HANSEN, ZS. f. wiss. Photogr. Eel. 23, S. 17. 1924. 
2) P. KUNZE. Ann. d. Phys. Ed. 79, S.528. 1926. 
") J. JAMIN, c. R. Ed. 42, S.482, 1856; Pog-g. Ann. Ed. 98, S.345. 1856. 
4) ."V. FEUSSNER, Winkelmanns Handbuch d. Physik, II. Aufl. Ed. 6, S. 1016. 
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l\JA~N. .. Hul1<.llmch der Physik, a11f die'hier ~'erwie\r~1fei. M~n'i~IJ#die Ihter-, 
fercTizfransm aueh auf den Spalt eines Spektralapparates efitwerfen, danl! er-
sehc::nt d.a~ Spektrum, r"u.s weiBes Lie-ht v~rwendet wurde~ vo~ Interferenz
"'-lctfen uHrehzngen. III (iteser Anordnung 1St der ApRllIat V0!!il PU,FCIANTIl) 
Imrl sp;it<:r Y"n GEISLE'(~), LADENBURG3) und anderen zur Untersuchung der 
:·L!'·i]~1ai."1l D;"pefsion in Dampfen verwendet wQrd'!n. 1m Spcktr~bereich ano
H!!.kr I);.>pl': ion zl'ig"l( namlieh die lnterferenzfransen im qpektrnm Aus
h:Lf':l! 'g'.', l't.,;pn'( hend dem sehneUen 
·Wa.r ;:,' ,'kr der sehncll('n Abnahme des 
Hn ,j',', i. ,,' "pon"nt ,n an diesen Stellen. 

lJi.' l' Jrm des Intcrfcrcntialrcfrak
tOI:; ist 1T,;!:.dach [Lhgdindcrt wo,ckn. 
Ahb. 44 ~[ellt den Str:l:H~nt:ang in ,:;J('r 

At -14. . \llordn .... : _ lr F.r,,:eU~11Jg 'BR~WSTERscher 
, LI:erferenzen nach !".f,,-=,. '.!J.t~LUM;'lER. 

$, 

""I '~'----. 
q " '!'~ 

Abu. 45. BREWSTERsche Interferenzen im 
MAcHschen Ip.terferentialrefraktor. 

Anordnung von 'Ii .<l.scAR11).llUd LUMMER dar. r> ist eine planparaUele Platte, L 
eine Linse, in deren Bre"ll('bcne ein Spiegel 5 steht, Fist ein Fernrohr, das auf 
Unendlich ein~este11t ist.' .Oif ausgedehnte Liehtquelle befindet sich an der 
gleichen St~~:e. In cli. ,er ~E{jrm,j,st das Instrument von WAETZMANN zur Unter
suehung -,ron LinsC'nfehlr:lTFidu8geblldet worden4). 

Urn die ~tr".h1en im 'H:etrak'tor weiter zu trennen, als das in der JAMINsehen 
Konstruktinn mo(;lkh ist, habel1 ZEHNDER5) und gleicheitig MACH6) eine Kon
sl.ruktiJll a"I'~('ge1F,n, -r]r:lcn B. 'abi .:. J'g in Abb. 45' angfgeben ist. P1 und P 2 

sind ·ltc alb clIlt.·, St' -l,'g.esc:mit(·'l!«E( planparalleiell Platten, 51 und 52 zwei 
Spic[",'l. Dit Wirj"'D-: ; ,alis'.der A.bbl1dllng ohne welteres verstandlieh. 

') L. PUCI.!lA'CTI, Yi:e',\ . .op~ttro.c. ItaL, ,'. ~'" S. 133.1904; Bd.35, S.47. 1905 . 
• ) H. GEIse.w:, ZS·. f. WiR". Photogr. Be: j, :i. ,~9. 1909. 
3) R L\L·ENBliR". "~,no d.'Phys. Bd.38, .. ::'.}. 1912. 
0) E. MA •• CART, l\n,,, de chirn. et de phy, , Il.'. 2: ·~O. < 871. O. LUMMER, 'Vied. 

Ann. Bc1.23, 5. \13. ISh'; E WAETZMANN, Am .. ;. ,..: .0d, ., S.1024. 1912. 
Ii) L. ZEH1<DER, ZS . 1nstrkde. Ed. II, S.275. liI'rl. 
G) L. MACH, Wien.l" I, Bel. 101, (IIa) S.107. 1892; ZS. f. Llstrk';e. Bd.12, S.89. 1892. 



Kapitd 2. 

Beugung. 
Von 

L. GREBE, Bonn. 

Mit 31 Abblldungen. 

a) Einfachste Beugungsversuche mit elementarer'Theorie. 
Unter der LicIllbeugung versteht man ~lie Abweichung der Lichtansbl\';' 

tung von den Gesetzen der geometrischen Optik, welche auftritt, Wf'I'U die Aus
breitung der Lichtwellen ant ein Hindernis a'iff' ',0' Bcnr:',n:,scr;~ch'l';::f'~f'n 
wurden zuerst von GRIMALDIl) beschrieben. Sie' bes' ",h<:l,],: 1n ('in('r J\kdiljjution 
der Schattengrenzen, die nicht, wie es die geometrL;che Optih. fordern wiirde, 
einen diskontinuierliahen Dber~ng zwischen Hell UJld DunkeLill'arstellen, sondern 
mehr oder weniger komplizierte, aber kontinuierlkhe t'bergange von der Heilig
keit zur Dunkelheit bilden. Es sollen zuerst einig<, :it'1' einfachs,ten Beugungs
erscheinungen mit ihrer elementaren Theorie LespI' ,,'here werden, h'Tobei gldch 
bemerkt sei, daB diese elementare Theorie di!!'En6~l'inungen,nur bis 'Zu einem 
gewissen Grade richtig darstellt. Die genauc n 'orie wird aM" einer allc1eren 
Stelle dieses Handbuch<!B.,gegeben werden. ,S, " 

1. HUYGENSSches 'Pciinzip. FREsNELll"'ik)gH"lo~ol1Le!.. 'lZ1!lT EriJdii.nL~1i dl';t' Beu· 
gungserscheinungen benutzt 'man das , .. ~g .. )HU1fGE,,!55dj(, PlfHleip' "Dies':'!> sag: 
aus, daB man die Lichtwirkullg eines lti.Ichtt;llden Pll'itrrr''!l' z; aWl dnen E'iJ,um
punkt P (Abb. 1) ersetzen kann dUF:, die Wirkung 1 

aller Flachenelemente ei~er W, ' ~ll~nf~'i&t'l'i F auf. diesen' At!" _', ; "; l 
Punkt. Jeder Punkt dieser Whllt1;thche wrrd, 2ls lif £-,_ '- '. ',', ' 
Ausgangspunkt einer, nrl'~K~i~·:j~'elle aUfge~a.Bt,'" f::"-~ --::;K 

~
' '" ':' 2~i["i[i ;:":he Superpositron, .1, ~ ____ ~ 

,aller diese,r Wellenbe-' 0 ':--,' ~p 
",,", 'wegungen in P lieferl" ,"" 

die dort beobachtetc /.. )0 l P Gesamterregung. In die- • 
ser Form ist das Huy- i 
GENSSche Prinzip von ' 
FRESNEL ausg<:'sprochen : 

f' d W' II ALo' . 2. ZO'leneinteilung einer ebenell 
Abb.1. HUYGENSsches Prinzip. 'wor en. lr wo en \Vellenflache. 

mit Hilfe dieses Prin- ,~ , 
zipes die Lichterregung im Punkte P berechnen. Machen wii: zuerst die An
nahme, daB die Wellenflache F eine Ebene sei (Abb. 2). 

') GRIMALDI, Physico-Mathesis de lumine, BOlloniae, 1665. 
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Der FuBpunkt des Lotes vom Punkte P auf 'dIe Wellenflache sei O. Wir 
teikn nun die Fiiiche dadllrcll in ZOl1E'n ein, daB wir mit P als Spitze nnd ,PO 
als Achse Kreiskegel konstrui€'ren, deren Seitenlinien PAli'" PAs, P Aa usw. 
sich von PO urn liZ, 2l/2, }.1./2usw. unterscheiden, wo J. die WellenHinge des als 
monochromatisch angenommenen Lichtes ist. Die so auf der WeQenflache el'.1-
standenen Zonen sind Kreisringe, nur die mittlere ist ein Vollkreis. Der Inhalt 
des~clbcn ist, wenn 0 P "= 1 gesetzt wird, ' 

OAr' n = [(1 + +y -:-l2] n = (Z;"J. + ~)n. 
Dif nte Zone hat den Inhalt 

n(OA;'- OA~_l) = {(1 + n ~ 7 ~ l2 - (t + to::}) oi.t - 12}.71 

f n'.).' " (,t_1)2.).2} 
= \n.l.!+ -T -(n -01)- l.·t + --4--- n 

= {t. J. + ~ (n2 - (n - 1 )2)}:rr 

Da d,;c ( .. !;(:der, die mit }.2/4 multipliziert sind, wegen der kleinen Dimension von 
;, ge,;cl : 15' .:en ). . t zu vernachHissi~en sind, bIeibt fiir beide Zon~'1 der gleiche 
Betr.,g 

n -}. -l. 

Die auf die genannte Weise ausgeblendden Zonen haben also allA gieiche GroBe. 
Betrachtcn wir nun die Lichtwirkurig aller dieser ZO'len auf d( ,Punkt P. Fiir 
eine Reihe von Zonen An' bis A nH , fiir die die Ne'gung VO'l PAn und PAM" 
gegen die Wellenflache als gleich angesehen werden' ann, kann die Wirkung auf 
P einfach summiert werden. Wir haben im Abschnitt Interferenz die, Summie
rung einer Anzahl von Strahlen mit in arithmetischer Reihe wachsender Phase 
untersucht (5. S. 14) und fanden, wenn die gemeinsame Amplitude, die ja hier 
wegen der Flachengleichheit der Ringe immer denselben Wert hat, a ist, fiir 
die Zusammenwirkung von x Schwingungen die Amplitude 

x· sini¥ a·---
IX ' , ! 

(1 ) 

WO IX die halbe Phasendifferenz der ersten und der Ietzten Schwingung ist. Jeden
falls wird diese Beziehung fUr eine unserer Zonen gelten, innerhalb deren die 
Phase urn n geandert ist (einem Gangunterschied J.12 entspricht eine Phasenande
rung von :rr). Die Amplitude der resultierenden Schwingung von den Elementen 
einer Zone ist also ' 

. '" X-Sln-
2 2c 

a·---=-, 
'" '" 

(2) 

2" 

wenn ax = c gesetzt wird. Die Phase dieser resultierenden Schwingung ist, wie 
sich aus der FREsNELSchen Konstruktion auf S 13 hir gleiche Amplituden sofort 
ergibt, das arithmetische Mittel zwischen den Phasen der Grenzen der Zone. 
Bei unserer Zonenkoilstruktion unterscheiden sich also die resultierenden Phasen 
zweier aufeinanderfolgender Zonen urn n. Die Sllmmenwirkung aller 'Zonen 
erhalten wir also einfach dadurch, daB wir die Effd:te aufeinanderfolgender 
Zonen mit wechselnden Vorzeichen addieren. Ahu 

S = m1 - m2 + m8 - m4 + ... , 
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wo 

m2 = .:?:~ llSW. 

" 
i:li" GraJ3en Cl C2 usw. hangen von der Entfernung A"P und von dem Winkel 
An PO ab. Sie andern sich von Ring zu Ring nur sehr wenig, <;0 daJ3 .auch die 
m yon Rir:g 7U Ring nur gcringe Unterschiede haben. Der Ausdruck fiir S lalH 
sich nun folg-cndermal3"n schreiben: 

= S ~1 + (~i-l~. mz + ~~) + (~a -. m4 + ~~) + ... + ~. (£ur ungerades n) 

+ m. 1 (f" d \ ... -2"- - m" ur gera es n,. 

Jeder der Khmmerausdrucke ist wt'gcn der langsamen Andenli\g von m klein. 
Nun ist aber, wenn jedrs m griilkr bt, als das arithmetische MiLtel aus clem V(,[

hergehenden und folgenden 

S nt, + nt" f" d < -2 2- Ul ungera es 11 , 

S < nt, -f. !~::1. -- In fi'r "crades n oder auch S < ntl - nt. fUr ·,r .. H'\ lcs 1'1 •... 2 2 " "'". 2 2 .. 

Fassen wir aber die Gli,"(:,;r der Reihe hlgendermal3en zusammen: 

S = 11 - '~' _ (~. _ Ina + ~4) _ (~4 - Ins + ~.) - ... 

so folgt 

Es muJ3 also sein 

- '.!:!;-' + Inn (fUr ungerades n) 

_ ~R (fiir gerades n), 

5> m - nt. + In _1nn - 1 
1 2 n 2 

> ~' + ~". fiir ungerades n, 

5 > ~' - ~' fiir gerades n. 

S = tit ± ~R fiir ungerades oder gerades n. (3) 

Dieselbe OberJegung kann fiir den Fall angestellt werden, daJ3 jedes m 
kleiner ist als das arithmetische Mittel aus dem vorhergehenden und folgenden 1). 

Man sieht also, daJ3 der Lichteffekt in P gleich der haIben Summe der Wirkungen 
der ersten und letzten Zone ist, wo jeder Zone die mittlere Phase ihrer Grenzen 
zugeordnet ist. 1st die Wirkung der auJ3ersten Zone klein gegen die der ersten, 
wie es in vielen Fallen, z.E. bei unendlich ausgedehnter Ebene als Wellenflache 
eintritt, so ist 

S =!!"1 
2 

(4) 

') A. SCHUSTER, Theory of Optics, S. 88ff. 3. Auf!. London 1924, An diese Darstel
lung sind die folgenden Betrachtungen tiber die elementare Theorie d. d. Heugungserschei
nungen, da sie trotz der elemeniaren Behandlung geniigend streng erscheinen, eng ange
schlossen. 
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gleich der ~'irkung der halben Zentmlzone allein. Da der Inhalt diesrr Zon'~ 
n . J • Z ist, SO ist wegen (2) die Wirkung in P gegeben durch die Amplitude 

2 J. 1.·1 
--IJ ___ ·_ 

.;r '2 

wenn k . (J die Wirkung dnes Flachenel>menies a bei 0 auf P ist. Oder 

a =). ·Z· k. 

Bei eincT ebenen Welle ist die Amplitude iiberall gleich, also ist a aue'l die Am
plitud,,, b,·i o. Fs £olgt also 

k ='~I' A· 
(5) 

Der BeitraG de,- einzelnen Flachenelement(~. (1 wr Amplitud~ in def\: l'unkt F 
ist also 

k· a = ~~~. 
I. • 1 

(6) 

Bisher haben wir die Wellenflache als Eber;r' :mgc:nommen. >iehmer' wir jetzt 
die Kugl'lflachc der A;.,b. '1 an, so k6nnen wir !licr die ZonElleintcilueg genau 
so 8l'sfiil' c"n wie vorher. Dcll1n bleiben die bisher ig'n Schliisse best, hen. Die 
G,:o!3c d .. i , Zcntralzone ist neu zu h2rechnen. IstAD das Lot von A m,f LP und 
wird wied.cr 0 P = Z gesetzt, wahren,l LO = r,AB= h und EO = c;ist, so gilt 

h2 ~ (2r - e) . e, oder wegen d· r Kleinheit von e2 : 71.2 = 2· r· e. 
F(;rn<.:r 

h2 = PA2 - PE2 = ,PA -+ PE)(PA - PH) 
oder angenahert 

h2 = 2PAIPA - PE), 

oder da P A = Z + ~ 
2' 

h2 = 2(1 + 1.\ . (l + ~ - Z - e') = 2 (I + ~\(~ - e) 
2/ \. 2 2)2 

oder angcnahert 

71.2 = 21 (~ - e). 
,,2 

Aus beiden Wertcn iiir 1t2 fulgt, da {: ~, 2r' 

h2 = ~r~. 
I -1- r 

Die Gl<i13e cl~r Zone 1,' h2 n. 
Der Amplilud.'ni,,·ii. "~;: ch'ser Zone in P ist wie oben zu berechnen und ergibt 

sich nach (2) zn 

Setzen wit wieder 

so folgt fUr die Amplitude in P 
a·y 
l-tr' 

Die /mplitncl,~ in P nimmt also umgekehrt proportional mit der Entfernung 
von Lab, wie c's sein muS, wenn die Intl'I1sitat mit dem Quadrat cler Entfernung 
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abnehmen soli. Die Zonenkonstruktion und die Anwendung des Superpositions
prinzips liefert also in P die richtige Amplitude, die :mch durch die direkte Ein
wirkung von L auf P herauskommen wtirde .. Die PVase in P ergibt sich als die 
wirksame Ph~s(' der ersten Zone, die den .Mittelwert der Phasen ihrer Grenzen 
darstellt. Das Element in 0 wiirclc eine Phase liefern, die sich von der in 0 urn 

I 
2n'T 

unterscheidet, weil 1 der inzwischen durchlaufene Weg ist. Die Ran('·~.dle cler 
Zone, von. denen der Weg urn J../2 Hi.nger ist, wtirden 

t + 2_ 

;;-2 = 2n . !... + n 
I. !. 2n· 

also eine :.lm 1"l groJ3ere Phase licic'rn. Der Miltelwert unterscheidet sich also um 
n von d,r durch direkte Fortpfbnzung von 0 aus erhaltenen Phase. Wir konncn 
also, W(;n,J?- die Lichterregung it? .,punkte 0 durch die Beziehung dargestellt ist: 

s '= j~. cos2n(~ - 3:..) 
"". ," r T,\ ': 

wo a = A'It' gesetzt ist, also 'A die Amplitude'in der Entfernung 1 von ,.l"r Lic~lt-
quelle bed;'l1tet" .cljp" T ;",~ . ~,.- "'"'1 PUrtkte P gewonnen aus llt.': direkten 
LichtfortpflanZl • " • \. .' ' ,,$(t r+l\ 

Sl ~''';'y?J'4r'',d'2n T - -!.--), 
. \ 

wahrend die allS dem HVYGENSSC11en Prinzip eine urn 90° davon verschiedene 
Phase liefert, alsv sich schrciben laBt: " 

Die hier betrachtete Form des HUYGENSscll~n Prinzips, die von FRESNEL 
entwickelt worden ist, ftihrt also zu einem riclJtii;""n Amplituden- bzw. Intensi
tatswert, liefert aber die Phase urn 90° falsch, was bei der Anwendung zu be
achten ist. 

2. SCHUSTERsche Zonen. Statt die Wdlenfrant in rhg-fiirmige Zonen zu teilen, 
kann man fUr viele Prableme auch ein{, Einteilung in laminare Zonen wahlen, 
die wir hier nach der Methode von SCHUSTER' ) 
ausfUhren wollen. 1st WF die Wellenfront 
(Abb, 3), die wir als eben annehmen, so 
konnen wir sie in eine Anzahl parallder 
Streifen einteilen, die senkrecht zu einer Rich
tung H K verlaufcn. 1st LM ein soldier 
Streifen, so konnen wir ihn in kleinef(: H 

Flachen einteilcn, deren GroBe so bemessen 
1st, daB die von zwei aufeinanderfolgenden 

K 
·------.P 

F 

Elementarteilen herruhrenden resultierenden M 

Phasen sich un, n unterscheiden, und wir Abb.3. Eintdlung cincr ebencn WellenWiche in 
k6nnen wie fruher eine Reihe bilden. Wir bminare Zoncn, 
finden dann, daB die resultierende Wir-
k:!Jg in P cin bestimmter Bruchteil des. Elementes vonLM ist, das der 
Mittellinie H K am nachsten liegt. Da die ganze Wirkung der Weite t des Streifens 

') A. SCHUS1?ER, Phil. Mag. (5) Bd. 31, S. 77. 1891; s. auch SCHUSTER, Theory of Optics, 
S.92ff. 3. Aufl. 1924. 
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proportional seill wird, konnell wir die Wirkung des resultiercnden Elementcs 
gleich k . h . t sctzen, wo k der fruher· bestimmte Faktor ist und heine noch zu 
bestimmende lineare GroDe "ht'stellL Damit ist also ausgedrikkt, daB die Wir
kung des Strcifens L]y[ ',rsclzt ist durch die Wirkung einer Fliiche in der J\iillP 
der Mittellinie von der Hi;j,c h und der Breite t. Dieselbe Db~rlegung kann HiI' 
jeden zu L JI parallplcn Slreifen angestellt werden, und es rcdllziert sich schlieJ3-
heh die Wirkung der (;anzen vVdlenWiche auf die eines horizont8lcn Streifens 
von der Breite h. Di(·,·.,l' Streifenl,ann wieder unterteilt werden. Da der Streifen 
der Breite tin Peine Wirkung k . h . t hervorbringen sc·Etc. so wird die Wirkllllg 
rles Streifens clef Iireite h gleieh k . h2 sein. Auf diese \Veiie ist die Wirkung der 
gam'2a Wellenfl~.,he auf die einer Flaehe h 2 in def Niihe cks FuBpunktes 0 der 
Srcnkreehten PO auf di~ WellenfHi.che zuruckgefi.illrt die Amplitude del 

ebenen Welle a, so muB 11<1l'h Ziff. 1, k· h2 = a also h ~~ 1;/)- oder, wdnach (5) 
, " 

k = [':7 war, h = {f:.-l sein, wenn I wieder die Entfernung :ics Punktts P von 

der Wellenflache i~l. Di~ Wirkung des Strcifens L11I von def "iV"ite t wird demnach 
f. a 

sein. Um die von jedem St,eifen j- ,\". .·,H;'I~"ndc 1'1l<l_,,,~ Z,l erhalten, 
beach ten wir wieder, daB d'" von del" . tlL.l ]l!2 falsch 
ist. Wir mussen also den optisc\ el "('rtc! Wellenlange 
verkleinert denken, wenn wir das nl .. H,lt crhaltcn \\'ulkn. Nun haben 
wir unser Resultat in zwei Schritten die ganz gleicJ'2' ,ig waren. Wir 
haben zuerst die resultierende Licht. legu ,eines vertikah;n Streifens LM 
berechnet und dann die Summierung fUr den t .Jultierenden horizontalen Streifen 
fiK vorgenommen. Fur die Phase muB jeder dieser beiden Sehritte den gleichen 

o Beitrag liefern, fur die Phasenbereehnung 
mussen wir uns also jeden Streifen um )./8 
dem Punkt P naher geruekt denken. Das 1 
gilt dann fUr diese naher geruekte Entfernung 
und die Wellenflaehe erseheint also fUr die 
Phasenbercchnung im Abstand 1 + J./S. 

Wir wollen jetzt noeh die Weite t der 
Streifen bestimmen, die vorhanden sein muB, 
damit die oben zugrunde gelegte Bedingung 

P erflillt ist, daB aufeinanderfolgende Streifen 
Abb. 4. Einteihfa~(i~~;~ ~~~:~~ Wellenflache in entgcgengesetzte Phasen in P liefern (Abb. 4)" 

lsi. die Breite der Streifen 0 Tv T 1 T 2 , T 2T 3 , 

so entspricht, wenn wiuer PO = I gesetzt 
wird, die wahre optische Entfernung einer Lange 1 + J.j8. Die resultierende 
optische Entfernung des zweitcn Streifens muD also, damit er f'n.tgegengesetzte 
Phase wie der erste hat, 

l+ J.+!..=l+~ 
.. 8 2 8 ' 

die des dritten 1 + 2j: und die des n ten 

1+ 417 --=1.1 
8 

sein. Die von einem dieser Streifen in P hervorgerufene Phase kann_ genahert 
elUer optIschen Entfernung zugeschrieben wE'rden, die das arithmetische Mittel 
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VOH P Tn und PTn+ 1 ist. Fur den ersten Sireifen i;;t dann jedor:h eine Korrektion 
anzubringen, da hier die Anderung von 0 P nach T1 P ZH sehr von der Gleich
fiirmigkeit abweicht. Fur den zweiten Streifen 3-b'r ki5rmcll wir schon als be
gn'nzende optisch·~ Entfcrnung 

und PT. = 1+ 7 J .. -,' 3 
setzen usw., also 

PT3'~ l-~ ~J. , 8 und P ~- I 41' j, 1,,= +--8- I" 

Die \Vdte aufeinanderfolgcnder Streifen erhalt man aus der He7iehung 

U T .. ..... ~ I' !Yl"~12 = 1/41' --~. 7.-;' 
~ "- < n .I 4 ..' 

wenn das Glied mit ,F gegcn das miL I .J. als kleirl \','rnachJassigt wird. Wir 
erhalten also a 1:; \\icitc des er,tdl Streifcns 

fUr den "wei ten 

und fur de,,' n ten 

1 -- 1-
t1 =, 2: V I • J. • 13 , 

fI' . 
1,1-{ . 

til = 2" r I .), I' 4 

- Y3), 

Die Wirkung dE:" h ten Streiferis inf l.uf die Amplitude ist also nach dem 
fruheren wegen der Fnasendiffe n 

2 tn 1 ~ ,j---' 
--; VI. i = -;; 11 4n - 1 - r 4n - 5) 

mit wechselnden Vorzeichen. Die numerischen Wntc dieser Wirkungen sind die 
folgenden, wenn die Amplitude der ebenen WelL gleich 1 gesetzt wird: 

---"'-' 
Streifennummer Amplitudenwirkung Streifcnnummcr I Amplitudcnwirkung 

1 + 0,6725 2 
I 

- 0,2908 
3 + 0,2135 4 -0,1771 
5 +0,1547 6 - 0,1391 
7 -+- 0,1274 8 -0,1183 
9 + 0,1109 10 - 0,1047 

11 + 0,0995 12 - 0,0949 

Die Wirkung der ersten Zone ist aus den ubrigen durch die Uberlegung gewonnen, 
daB del' vollstandigi. Effekt einer Seite 0,5 sein 1:;"B. Diese elementare Methode 
der Berechnung def Lichtwirkung nach dem .IuYGENsschen Prinzip liefert 
sehr angenahert die Oeichen Resultate wie die screngere Behandlung des Pro
blems. Die Be' :chnung wird aber sehr vicl weniger mit der exakten uberein
stimmend, wean man den hier beachteten Phasenfehler vernachHissigt und die 
Einteilung ir Zonen ohne Berucksichtigung dieses Umstandes ausfUhrt. Wegen 
der hicr angewendeten Methode der Zonenberechnung, die unter Berucksichtigung 
des Phascnfehlers zuerst von SCHUSTER ausgefuhrt wurde, haben wir die gewon-
nenen Zoncn als ScIi:usTERsche bezeichnet. ' 

. 3. Beugung am geradlinigen Rande eines Schirmes. Wir k6nnen jetzt die 
gewonnenen Resultate benutzen, urn eine Reihe einfacher Beugungserscheinungen 
zu erklaren, und wollen zuerst die 13eugung am geradlinigen Rande cines Schir
mes in parallelcm Licht betrachtcl). Das experimentelle Ergebnis des Versuches. 
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ist in Abb. 5 nach cinBr von ARKADIEW1) veroifentlichten Photographic gegebcn . 
Die hier benutzte Anordnung ist so, daB das Licht einer stmken BGgenlampe 
auf den Spalt eines SpektFlgraphen prujiziert und clann ein ~,paltformiges Dia
phragma von 1,5 mm Breite in den blaucn Sp~ktralbereich gebracht wunle, 

Abb. 5. Bcugnng am gcradlinigen IVw .. it. , '('s Schinns '''.ach ARK~DIEW ) . 

Die vier tibere inanderstehenden Teile ;,-:' )bitrhlng: ht'7.ichcn sibh au f 
verschiedene Matcrialicn lind \'ersch, " ,. '., '~t tiulInllllg;;radicn der bcu~ 

gcnden K l "t,'. 

so daB die WellenHmgc 
;. = 0,46 f' austrat. In einer 
Entfernung 24, 17m von der 
so gewonnenen monochro
matischer: Lichtquelle befand 
sich die beugende Schirm
grenze p8rallei )cl.:,m Beleuch
tung,sjJah und'1 weiterer 
15.47 In <lavon tie phO'O
graphi"ch Plattc. Man ,,;, 111, 
d,d3 all der Gren,-:" :1" 0'3 geo
netri-c,llcn Schattr:.ls, der 
51-::h an cler Stel'.e 0 des 
l" lter cler Abbilcl" :ng ange
j',rachter. MaBstat,<os befinden 
/II -de, die Incensitat ein 
Vi. rtel derjenigl~n ist, die 
wei l: auBerhalb des Schat
tens besteht, und daB nahe 
der Schattengrenze ein perio
discher "!elligkeitswechsel 
. Jorhanden ist, der mit ab-
nehmender Amplitude nach 

der beleuchteten Seite hill, t, ,''iuft. nie vier ii.bereinanderstehenden Teile der 
Abbildung beziehen sich au f verschiedene Krii.mmungsradien und verschie
dene Materialien der schatl l ll\Terfenden Kante. Diese Variation der Versuchs
bedingungen wurde von Fh! , , 'L2) zuerst ausgeflihrt, urn die Annahme von 
YOUNG zu widcrlegen, daB 11\,;- .,1\ ~;l i, n.rfcrenz der (Erekten mit den an den 
Randern der Korper streiLn.d r, ', ;ektif.'-: 'p. Strahkn die Beugung bewirke, und 
urn zu beweisen, daJ3 ;we], Int (.:: ,tere G, 'de der ''Vellenflachc an der Inter

; ('1 enz teiJ. :,hmen. In der Tat sieht man, daB 
die beohl: ; lt~te Erschpin' ' ~ von diesen Ver-
suchsbedinr " ·.'.V(' !' '111" t.: . 0t. 

Wir be' ruc~ ,; 1 • . le-orie der Erschei-
nung nach den ~itetcil Beziehungen. 
Es sei AO Abb. 0 d~' SI'J;d.1tenwerfel.Je Schirm, 
der gleichzeitig ein Stuck der Wellenf:ache dar-

S stellt, und SS '-kr Schirm, auf dem die Licht
Abb.6. Bcu4ung am geTadlini",·u R",de erscheinl1llg Lwobachtet wird. 0 P ist die Nor
eines s~~~r~~';m,\;~ii;~h~~ scl:"~;:"~:' J'uulit male auf der Wellenflache und P die Grenze des 

gl' ometrischen Schattens auf dem Schirm. 1m 
Punkte P stellt die wirksame Wellenflache OB die eine von zwei vollkommen 
symmetrischen ITali tell del' ganzen WcllenfHi.che dar, die ohne den schatten
werfenden Schirm cinwirken wurde. Durch die Einftihrung des Schirmes ist also 
an dieser Stelle die Amplitude der Lichtwirkung auf die Halfte reduziert, die Inten-

') 'V, ARKADIEW, Die Fresnelschen Beugungserscheinungen, Phys, ZS, Bd. 14, TaL 39. 
1913, 

<) A. FRES"EL, Oeuvres compl. Bd, 1, S, 332. 1866. 
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sitat. dir;> «ern Quadrat der Amplitude proportional ist. abn auf den vierten Teil 
in tTbereinstimmung mit dem Befund des Experimentes. Urn die Intensitats
verteilung in einem Punkte P auBerhalb des geometri~~hen Schattens zu el'halten. 
kqnstl'uieren wir die irn vorigen Abschnitt 0 T" r. (2 "{3 

besprochenen SCHl'sTimschen Zonen (Abo. 7). 1° 
1st PTo die Senkr,echte von P auf die Wellen-
flache. so i5t die Amplitudenwirkung aller 
Zonen rechts von To auf P gleich 1/2, Dazu I 
kommt die 'Wirkung Jer Zonen links von To. 
Die Einwirkung <1,"r links liegenden ungel'aden 
Zonen bewkkL eine.Vermehrung, die der ge- S---'----··· ·s 
,aden eine. Vel'mindenmg diesel' Amplituden- Abb.7. BeugOnf ". ,.Glint"en ,1' .;."" 

. kId S9,hirms. \Virkung al,l men F'Ql'Il, r ',J. ·.I'palb 
WIT ung. )!,; naCJ er Zahl dies"r lillken ein- des geometmcllen Scbo' :, " 

wi'~'ln<iell >:onen ':'1il) also tin 'rbximuTIl oder " 
Minirr'!ifl:"'el' eintre1.<:nclen .LiLhtwirkung vorhandcn sein. Das erste Ma:xiTI).um 
ist vorlnnden. wenn',Q 10.'iT 1'OT1 ist. das erste'Minimum, wenn 0 To = ToT2 

ist. Nun'war ToT" O~ 1/;!',;:-.--1·z:~, also' sind die Entfernungerl al:" ·:Vlaximi. 
1I ~ 4 .', , . 

und Minin)a vom Rande ,,ie3 gtometrischen Schattens durell' dies!> 1'iPz:/;ung 
gegeben. Die Gleichung 2'iig,t,dall die Orter dieser:Maxima undo Mi,r.1ima Pafabeln 
sind. Die I{ech,nung crgi;,t eine gute Dbereinstimmung mit d(i;n ;Ltesultaten des 
Versuchs. 1m Innern d,:s geometrischen Schattf;'J1:::~{,:)mITit.1i'ian in ahnlicher 
Weise zu einer Darstellung del' VersuchsrrgebnilMlg";,!,:;;tln ·i'D.an FRESNELsche 
Zonen wie in Abb. 6 konstruiert, so daB ~jlr einen.):'u~l.kl Q 

'" JJ.I,I.! J. 
TIQ - OQ = T2Q - T1 Q =1'3Q .:..:0 ~i';r;l = ..• = 'i-

ist. Dann ist entsprechend dew friiheren,·der Efk)<J [.11 9 durch eine Reihe mit 
abwechselnden Vorzeichen gegcben. " 

m1 - m2'+ ma - m/· 
·It' .' 

In ahnlicher Weise wie fri,'1her kann b'ezejgi:.".)'[;kn:daB die Summe gleich einem 
Bruchteil von m1 ist. Da abel'· mit )v~·dlsenc!i·mc\.b:.;tand PQ die Zonen immer 
kleiner werden, wird del' Effekt in Q Ii" !.1 so kkfi,,·r. )~ wc'i' '.>r Q von P entfemt ist. 
Auch diesel' Befund ist mit dem EXfjfliment if' Yi'11J.Hng. In del' fo)g-enden Ta
belle sind die Inten!,itaten der einzl:.:(,~n Beub.nnp-':maxirc,i. die sich aus den 
friiher angegebem .". ~'lrd{1wirJ(l!i1'~':·il:;))elechnen. ang,[~ .. ·bl·n, \wnn die Intensitat 
des einfallenden ",,<. ' {l:Jfi!;t':'tl fI. .' j . '. 
_____ T"""-'-"...;.....:.:··.~dl,;_ .• Il."du,_----;-_---

, 1 .ir~,~· -~_ 

Maxima I:!. 
Minima 

. I "-i' 
1.3748 I 1,199:; I 1.1509 
0.7774 0.842<;·; .18718 , 

1.1259 
0.8891 

Die Resultate diesel' elementarenJberlegung sind mil (len Versuchsresnltaten 
in sehr gutem Einklang. 

Bei Verwendung nicht ebener Lichtwellen ist die 'ClJerlegung etwas zu modi
fizieren. Betrachten wir Licht, das von einem [111 Endlichen gelegenen Spalt 
ausgeht. der der Grenze des schattenwerfenden Schirmes parallel. ist. so k6nnen 
wir die WellenfHiche als Zylinderflache auffassen. die den Spalt als Achse hat. 
Urn die Lichtbewegung in cinem Punkte Q (Abb. 8) auf dem Schirm SS zu er
.halten. k6nnen wir wieder die Wellenflache OF in Zonen vom Punkte Tn, wo 
LToQ als Radius die Normale zurWellenfiache ist. teilen. so daB die resultie~'('nden 
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Wirkungen allfeim",dcrfolgcnJer Zoncn illl Punkte Q entgegengesetzte Phasen 
habel~. Die Randcntfemungcr. der Zonen miis~en dann die gleichen wic frlihcr 
sein.. also 

.. I <l.n - 1., 
QT" O~ Q1 0"- --il-'" 

~d.axjm'L l,r,d Siinima ·:::':tstehcn wieder, h v-C1ch<l<crn 0 To ('me ungrrade oder 
gerndc- An;!::); von Z"".J.'ll entJliilt, also fiir 

Qo'=fi2+ xi 

QTo ~LQ-q oder angeli.~;: .>rt 

(l (J =: •. I -1- ;; , 
.;;' 

<!.To ,= l +,,(';-::1--)' . , .. , .- q 

Die Mdxima und Minima sind also bestJ:nmi:' ti, .. rdl, 

( 1 1 ') 4n -- , '" x2 - - --- -= -_. A. 
"~ii"~ 21 2 (I + q) ~ 

",.! '" 

;,=V~\;~}:-:-~·.Jq' . 
(ider 

Der-Wert unter'derOuar',atwurzd untef3cheidet s'd, lsovondem ir rbeiebenen 

Wellenge\"onnene~-nll!" :rch de" Faktor I -I::.:q , der fiir - " wie es sein muB, 
zu l wird. 

{, , 

s-- --·--···-jJ-x1·-·-~~·---· --iJ 

,\!h.~. }\"I':"': .'e'. &('r.o.{iL'·J·.~i.;l F~'llcleeines 
Sd'.l,;I., ~ :yHndl,sr 'c' \""'.:jf"llfhd:e 

w 

Aut, 

.-
L 

F 

.... n einem schmalen recht
. ".gen Schinn. 

4. Beugung an ei112:r, ,,:hma.len rechteckigen Schirm. Die von einem Spalt 
ausgehcDlle Lichtbewegull!~, f tir die wir also wieder eine zylindrische WellenfHiche 
annehmen konnen, falle a-<. f <' inen Echmalen rCcht('ckigen Schirm, dessen Langs
kante dem Spalte pardlld ~ei. 1st An (Abb.01 die Spur des st,,,1{recht zur 
Zeichenebene gedachten ;:,chinnes, so konnen wir t.ir die Betrachtung eines Punk
tes P im g"omdrisch'~21 Schatten XY wieder eine ZOlleneinteilung der Wellen-

• i. . 
flache WF vornehmen, so daB PI', - PB = PT2 - PT1 usw. = '2 1st, und 

ebenso auf der anderen Seite, so daB P Rl - P A = ~ usw. Die Wirkung dieser 

Zonen laBt sich als ein Bruchteil der beiden Randzonen bei A und B auffassen, 
und deren Gesamtwirkung wird zu einem Maximum oder MinilJlum der Licht-
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! 
erregnng Hihren, je nachdem die Differenz A P - BP ein ~erad"s oder ungerades 
VieHachesder halben Wellenlang.' ist. Die Lagen der i\1'c-."ima und Minima 'jm 
geometrischen Schatten sind also g'crade SO, alsO eb sich bc' i A undo B koh.irente 
Lichtquelkn befan.den, \v·)raus sicil fUr '.k.;: Sdla i. ~ \; ;'l~:~ ~ Hn Y· .. \ '· :Lch I . . >.n BI_~trttch
tungen im Ab,;chrritt TnLrfen·uz ein Sysb.,m VOIl ~iqllid:·l'::I;:' · li >.·lkll '.,·.d ,jllllkll'n 
·Streifen ergibt. Die ~;trciknbrcitl' i.i t 11m " 0 grrj!3cr, je !!:·ti l".!' A [ .• ,,1 Ii .",ein:~n:." , 
liegen. 8ird die Strci!'('n hi, .. i.ne :vIitte ek .. ; SchaH~nr,v ! ""S '.ich,!,,'.- ... iO i.·.~ ,I " 

Mittr r" trcif:n hell. Au[3er1mll; dr·; Schr.ttellranrw·, trp1:r '" ' . , g'''·''';.'nd ' r '; '.' '1 

l:'(~n!~'c lHltil ~:'o(hirnl dil-~ gl:\vDhnJi,:h 'n l"~euSUll!5~:fLlns('ri. eli . :- i . , ji : : ~\V" " i':'1 l ,k' , 
Schirnles auf, die \vir ill} -I/(!~'igell :\I:F·:.h!i\tt ·1.1!:t.rachi .t l'u.,·cn, r..i, ;· ;·' . tn~jl ' ,D: !U , '. 

also n<1ch auGen abnimmt. 1st dcr: Sch ir m dag('gen nicht hill "" /( hcnd breit, so 
kann man anch fUr eliv Berechm1.ri;:(lder aLiBerhalb des gcomeu;, . hen Schat,.ens 
liegend' lI St reifen die Mitwirkllng del 8 .11 der andererl Seite l;' ·genden Zouen 
nicht iJ1Ph,- ver!13chlihsif;t· 'l, anel . 0 lHt Line Abweichung von d( n gewiihnlichen 
Schath'!lstreifen auf. Bel sel " en,;,,,,, hV lgenden Schirm wird die gc",,(ze Beugungs
erscheillung inp'kr lie-hi .:h,,, ir~" '!. " ';e ohne weiteres aus der Uberlegung hervor
geht, daB mit ",bnchm.1)("'1' :"" oj] ,'lbL:ite die Erscheinung mehr und mehr der 

i 
Bleistift 
Durchm. 
7,15mm 

Nahnadel 
.1",97 rum 

pj"I .j ' · ~;; ,n 

1':,:::2 In))! ~ 

Abb , 10. Beugu ngserscheinung an sC: .:r;;'l :em ~: I na ch ARKADIEW) , 

MenscJ wnb,-> 3I 
O,()'1-~ mOl 

ungestiirten Beleuchtung des Auffanges:hirul" en (sprecLcn muG. Abb_ 10 gibt 
wieder nach ARKADIEW die Beugungserscheinu :) ,' fur verschiedcnc Schirm breiten. 

5. LichtdurchgCling durch eine kreisformi.ge ().ffnu.n £!;. Bctrz:chten wir 
ebene Wellen, die. '!.jr ('; ne,~ I "men parallelc kreisfiirT' lige O !fnllJ1.'; auff" llen, 
so kiinnen wir die C; .,Il FRESNELsche lU' <" ,n 
einteilen und so zuni:." ,)' ,' ,,;"Lf2htintensitat in eiuem 
Punktc P del' Mittelpunktnormalen des }; reisf:s 
(Abb. 11) leicht berechnen. Ist die Offnung so .kleiJl 
daG die Anzahl der auf sie entfallemien FRESNEl." 
schen Zonen nurgering ist, ,if) si .\\l die Amplitudeu" 
wirkungen,. d el' einzelnen Zonen na.eh den "Ober
legungen deS Abschnittes 1 gld ch groB . Da nun die 
Summenwirkung 

5 = ~!± 1nn 

2 2 

/ 1 

lj---·~P 
AbIJ. 'll. Lkhtdurchgahg dl.1I"ch 

kreisfi:u.'.L)"lige Offnung. 
eine 

war, wo mn die Wirkung der nten Zone bedeutete und das positive Zeichen 
sich auf ·eine ungerade; das negative aber auf einc ' gerade Anzahl von Zonen 
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ScbrlT' OHaUllr Sc.hi.rm 

n-= 3 5 

1'=0,5 tt:. 4,0 

n=5,o 

n = 6,O 

r~ - 2,0 1t =- i 

a = 3,O 

Abu. 12. Bellg"ung an kreisforrniger Uifoung unu kn:i~f6PHit':'rn Schirm (oach ARKADIEW). 
Die beigefiiGte Zuhl Jt giht die auf die Olfnung lXlw. de n Schirm I':ntf ;).ller.de Zahl der FRESNELschen Zonen an. 
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bezog, so ist fiir cine gerade Zonenzah1 die Am l'litude in P glcich >; ull, lilr "nl' 

gerad" abpr gleich m l , der "Tir.kl1l1g rler ganzen ersten Z(",c. Indl~SCillldzteL'" 
Fa~:e is/.. also c1j{ '~\.nlvhtud(' ill P dOpr'i'·HJ,,\,~der die Tn'./, n:-~iUU yi,irnLll s,', gruB 
ab'. riir die lIng"'. ' .. ", '(' \i·c1Ienhc' ... "·"ung. : .... : zen" [1' wL(iIJ. O.P , ,,l m{r;l d, n I\,:·,diuo 
del (')fl nUl;\' gh·;cll r, '0 i,t (:i,' B· ling''',·. hir das Auftr'r:Il (HOfer ;,.~\:imallnr! 
1\li'1111a in P das "i/orhanc:ensp;n (':r: I-'[ gclnzen iLllz:ih' ,~",cn >:OHct}:':-~n (1(' Off," 
Da die Zonen :;0 bestimv,t si ·,t .. .la,a di'! DiHtXPIH'l P R -- 1.'C) ;~.i:n ".:.mr 
faches von },/2 ~.ein muB, Wenl] :~ cin Punkt d, " KreisperiplHri' i,;.,L so ;'J:t: ' "c' 
gelten 

J. 11 J. ,1'::' 

PR - PO = ft~ ,~' r~ -12 =, ~z- oder a:1;cnahc (t '~ . :2,' ,\(J::J). '~T;~ .... i. 
. , l.~ 

Dabci ttitt~';;r ungeraJes 11 (i>' 'Il"'imum, (r'r g'ratJ .,; 11 clas .'I!Tinir.i\frhau~. 
l n:,cht dql"h .e\Jl'l sol, he l>e:i('lI'lt, 'init r und i. v"rkniipft, sO",k6!1L5jr))V,ir.dic 
ArnplituC;;'wirkuIlg ill! AclIS(1 .)\lil~':t ," so hestild'1Lll, daD wir,~eKreisr''iffll1\ng 
in "ine ~am. An~;d,1,x heE'~Wg"f I:OI1(Jl t~ikn, die gleiche Flach2~i~h:llte !l,\ben. 
Nach A;)satz 1 .. st lilre G(\."lr1Lwl"kung III P ',;;; 

'~ =, ;\:._."~ sina, 

wo <X die '~albe Phasendiffcn liZ 2.wischen den WlrkUJ1Jen der '1-stenund I( i ztcn 
Zone ist und a die AmjJitt'de'nwirkung einer Zone bedeutCl. I ' dies.e 'lI'e, 

1 )<2 2 T. 

optischcn W;'l'gcliffcfenz r2)21 entsprechen, so 1st die Pha-, h 1; f('lt, Z' 2" -I. 
~, -, r2 -,-

ocler die halbc Pha.5cndiffcrenz <X = 2/:'f.' DieGFi5S'c(i istill1pLlL:(k;l 

wirkung cines Zonenringeo, dcs5en Flache wiT ,7 n" nI'erl yitch Ziff. ~. 

Gleichung6 ist sie glcich1~)~, wcnn A die Amplitude bE"; 0 ;"t. At (> ist dIe 

. A ';\:'0 ' 
GroBe X· a gleIChz.T- . Es wird also ...lIe AmVill.'d,nwirkun'; in P 

5 

ocler die lntensitat 

sinc< . 21 . I, 
-;2-~-

r<=.-( 

it.;. 

Seitlich der Achse ist die BerecLmtnf; k(mlpliziell' L "Eecl 'nung l'rgi bt das 
Auftreten heller und clunkIer '~ir.,;;,: urn den Pun;·', 1'. L AI)b. 12 sind naclt 
ARKADIEW Photographien der T:1g'mg an kreisfi '\:~en (\Lllmgen gegeben, 
bei denen die beigefh,t', Zahti, die Anzahl,der a' i C:;:ping cntfallenden 
FRESNELschen 7"'i'!":jalti i;,l,·tJan si·,ht die lj·. ii "i}:lCilt,,, Ubcrlegungen 
iiber das Verbllt2H l!: 1;, M\:,,'(:.'.les Beugung"bildt ,; y,.' [j,::JITCllJ'; bcs'la'tigt. 

Bei Bcp, , '\1'11::' \ r6 ;u:i'\,~'rgentem Licht U::1I1Cll ,,,,,geWl.r 1:. d'rs';\L",' V,'eise 
wie v or]..; ,:lHC ii';J.leilung in Zonen gleicher OblT! \:ch, '.',)rnelur1l'l1. Vic Am
plitlldenwirkung ir: P ist wicl:' 

sin(\' 
xoa o --;--, 

wobeijiurder "Jert von <x, dr;r halbe Phasenuntcrschicrl zwischen dem Mittd
und Randstrahl sich von dem frlihcren llnTcrscheidet. Es iSL n:i.mlic:h der opti::che 
Wegunterschied dieser beidm Srrahlen glrich (Abb. 13): : 

(AL + AP) - (OL + OP) = .. c AL -- OL + AP - OP 

_ 1'~__ .-L !~~ 
:'1} I 2l J 
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wenn wieder PO = lund 0 L = q gesetzt wird. Der halbe demcntsprechendc 
Phasenunterschied ist also 

1- . y2 (;1 + ;'1)' 
unJ daraus crgibt sich fUr die Amplitudcnwirkung in P ein Maximum oder 
Minimurr, wenn dieser Gangunterschied ein ganzes Viertel von )./2 ist, also fUr 

Ahb. 13. Bcugullg an cincr kreisfi.irllligl'll OHuung. 

oder 

r2 r2 n . i. 
2q + '21 2 

1 +~_ 
q 1 

Dabpi ist ein Maximum fur ungerades, ein 
Minimum fur gerades n vorhanden. Die 
Amplitude im Maximum ist 

2'1 
l T g' 

wenn sic bci 0 glcich 1 gesctzt wird. 
6. Beugung an einem kreisformigen Schirm. Bdrachten wir cine Kugel

welle, die auf cine kreisfOrmige Scheibe senkrecht zum Kugelradius trifft, so ist 
mit Hilfe der FHESNELschen Zonenkonstruklion die Lichtwirkung in cinem 
Achsenpunktc P (Abb. 14) leicht zu bcstimmen. Man findet die Amplituclcn-

wirkung in P entsprechend den frliheren Bc-

~ 
trachtungen gleich der Wirkung der hal ben crsten 
Zone auBerhalb des Schirmchens. \Venn (lieses 
genugend klein ist, so hat dicse Zone densclben 

l O'------ --:p Flticheninhalt wie die Zentralzone bci 0, die dnrch 
das Schirmchen abgeblemlct wird. Die Lichtwir
kung in P ist also gcraclc 50 graB, als wenn der 

r kleine krei5formige Schirm gar nicht vorhanden 
:\!lh. l-t. B('Uj:!UIl~"';~III\r::lill.ICIll kn.'isfiirmig:ell w~irc. Dieses zunachst uberraschcndc Resultat 

wurde aus den FHESNELschcn Oberlcgungen 
ZIH' rst von POISSO!\ abgcleitet unci als Gegl'nbeweis fur die H.ichtigkeit der FHES
l'ELsclll'n Theorie angesehen. Die Experimente von Arago bestatigtcn aber clas 
theoretische l{esultat. das dann eine wichtige Stutze cler Wcllentheorie des Lichtes 
wurcle. In Abb. 12 sieht man auf den Bildern von ARKADIEW dicscn hellen Punkt 
in d(~r :Vlittc des Schattens einer Kreisblendc fur verschicclenc B1endengroilcn 
wirklich auftrctcn. 

7. Beugung ebener Wellen an einem Spalt. FRAuNHoFERsche 8eugungs
erscheinungen. Wenn cbenc vVellen auf cincn Spalt auffallen, dessen Ebene 
mit clcr WellcnfHiche parallel ist, clie also von cinei' lInendlich weit entfernten 
Lichtquelle aU5gchC'nd gcclacht werden k6nnen, 50 tritt cine 1cicht zu unter
suchende Beugungserschcinung auf einem Schirm auf, cler sehr weit von dem 
Spalt entfernt angenommen ist. Man kann (liese Bcdingungen dadurch cxperi
men tell herstcllen, daB man die Lichtquelle in die Brcnnebcne ciner Kollimator
linse stellt, unci die Bcobachtung in dcr BrennebeRe cines auf Uncndlich einge
stcllten Fernrohrs ausflihrt. Diese Anordnung ist insbesondere von FRAV:-IHOFEH 
angewenclct worden, weshalb clie unter dicsen Bedingungcn gewonnencn Bcu
gungserscheinungcn meist als FRAl'NHOFEHsche bezcichnet werden. 1m Gegen
satz clazu hat man die Erschcinllngen, bci dencn Lichtquelle und Auffangcschirm, 
wie lwi den hisher bdrachtcten, lx·ide im Endlichen liegcn, vielfach als FHESNEL
sche Bcugun'gscrschcinungcn bczeichnet. Hir die folgcnclc Ubcrlcgung sollen die 
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FRAUNHOFERschen Bedingungen vorausgesetzt werden. Es sci (Abb.15) AB 
der senkrecht zur Zcichenebene gedachte SpalL Der Punkt P liege auf dem 
unendlich fern gedachten Schirm 55, m ent- 8 
spreche dem Durchschnitt der Mittelebene auf 7-----
dem Spalt mit 55. Teilen wir die SpaltfHiche 
in eine groBe Anzahl x von aquidistanten 
Streifen, so ist die Lichtwirkung in einem 
Punkte P des unendlich fernen Schirmes fUr 
jede dieser Zonen fUr sich die gleiche. Die 
Phasendifferenz der einzelnen Zonen ist die 
gleiche wie auf dem mit P A urn P geschla
genen Kreisbogen, der fUr unendlich entferntes 
P mit dem Lot von A auf P B zusammen- S--Jy--- -ir-- - ---.s 
fallt. Die Phasendifferenz von Zone zu Zone M 

steigt also urn den gleichen Betrag, und die 
Randzonen unterscheiden sich in der Phase 

Abb. 1 S. Beugung an einem Spalt. 

urn' einen Betrag, der dem optischen Wegunterschied Be entspricht. Diescr 
Phasenunterschied ist, wenn der Winkel PO}lf = 19 gesetzt wird, gleich 

.. _ -- ');r 

2iX = AB· sin{}· =-.; .. 
I. 

oder die halbe Phasendifferenz iX = !;. , d ' sinO, wenn die Spaltbreite gleich 
I . 

d gesetzt wird. Die resultierende Amplitude in P ist also nach Zif£' 1, Gleichung 1 
gleich 

x ' a ' sin ~ _ A . ~n 0: 

lX - a' 

wenn die Amplitude in lvI, wo die Phasen aller Zonen gleich sind, x' a = A 
gesetzt wird. Die Beugungserscheinung auf dem Schirm 55 ist also periodisch. 
Die Amplitude ist Null, wenn sin iX = 0 oder iX tgo; 
ein ganzes Vielfaches von :n ist. Das tritt aber 
ein, wenn d, sintt ein ganzes Vielfaches von J, 
ist. Die Intensitatsverteilung, die den Ampli
tudenquadraten proportional ist, ergibt sich 
aus der Beziehung 

sin2 0: 

J = Jo' -;;r, 
\vo Jodie Intensitat bei llf bedeutet. Fur die 
Maxima der IntensiUit in Abhangigkeit von 
der Phasendifferenz iX ergibt sich durch Dif
ferentiation nach iX und Nullsetzen 

tgiX = iX. 

Die Wurzcln dieser Gleichung findet man durch 
eine graphische Darstellung nach Abb. 16. 
Darin ist einmal aufgetragen die Funktion 

y = tgiX 

und ferner die Gerade durch den Koordinaten
anfang), = iX, die unter 45 0 gegen die Koordi- .-\uu.16. Graphisc~;~e!ti:~I~nUng derGlciChung 

natenachsc geneigt ist. Die Schnittptinktc 
beider geben die Wurzeln der Gleichung tgiX = IX. Setzt man die gewonnenen 
Werte in die Gleichungfiir die Intensitat ein, so findet man eine Intensitats-

HandlJuch der Physik. XX. 
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kurve wie in Abb. 17, aus der man sieht, da/3 die Intensitaten der Maxima vom 
Hauptmaximum aus sehr schnell abnehmen. Die Verhaltnisse dieser Intensitaten 
in den Maximis entsprechen ungefahr der Reihe 

1 1 1 
1 : 20 : 56 : 110 usw. 

Die Lagen der Maxima erg eben sich bei 

d· sin!'} = 0, 1,430 J., 2,459 A, 3,471 J. , 4,477 J. usw. 

8. FRAUNHOFERsche Beugung an mehreren Spalten. Gitter. Betrachten 
wir ein System von n Spalten, die untereinander parallel, gleich breit und aqui
distant sind und denken uns wieder ebene Lichtwellen, die auf dieses System so 
auffallen, da/3 die Wellenebene der Ebene 
des Spaltsystems parallel sind. Die Spalt
breite sei d. der Abstand zweier Spalt
offnungen, die sog. Balkenbreite, sei b. Wir 
wollen die Lichtbewegung in einem unendlich 
femen Punkte P untersuchen, der einem 

p 
Abb. 17. Intensitatsmaxima und ·minima bei del' 

Beugung an cinem SpaJ t. 
Abu. 18. Beugung all mehrerell 

Spaltcll. 

System austretender Parallelstrahlen entspricht. das mit dem einfallenden 
Strahlenbunde1 einen Winkel {} bildet. Jeder der Spalte liefert in Peine 
Amplitudenwirkung, die nach dem vorigen Abschnitt durch 

.11 = A·sinlX 
IX 

gegcben ist, wo A die von cinem Spalt herruhrende Amplitude in dem der direkten 

Durchgangsrichtung entsprechcnden Punkt ist, und IX = :; . d . sin I? ist. Die 

Phasen der von aufcinandcrfolgcnden Spalten hervorgerufenen Lichtbewegungen 
unterscheiden sich urn den Betrag. der dem Gangunterschied der Strahlen ent
spricht, die durch die Spaltmitten der aufcinanderfolgenden Strahlcn gehen. 
Dieser Gangunterschied ist glcich der Strecke C C' (Abb. 18), und der entsprechende 
Phasenuntcrschied ist 

- " "j 2;-,; ?x 
2rp=CC·.· = (d+b)sin{}.-.-·. 

h ~ 
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Wir haben also in P das Zusammenwirken von n Erregungen gleicher Ampli
tude, deren Phasen eine arithmetische l{eihe mit der Differenz 2rp bilden. Die 
Gesamtwirkung ist also nach dem frilheren (Abschn. Interferenz, Ziff. 8) 

Z = n . M· . . sin 1'1 '" • 

SIllq> 

Setzen wlr den Wert flir M ein, so erhalten wir: 
Z - 11=-A • s~Tl"'. sinnq>'_ B. sin~. sinn", 

J - '" sineI' - '" sin",' 

wo B = n . A die Amplitude in einem dem direkten Durchgang entsprechenden 
Punkte ist. Die Intensitat in P ist dem Quadrat der Amplitude proportional, also 

; 

I J ~-J .sin2~ • sin2-n'l~ I wo iX = ~ . d. sinH, rp = .~ (d -I- b) sin-& 
o ",2 sin2",' I I. J. 

i~t und Jodie Intensitat des unabgebeugten Maximums bedeutet. Es ist 
Jo = n 2 • A 2, also dem Quadrat der Spaltzahl proportional. 1st sin nrp = 0, sinrp 
aber von ° verschieden, was eintritt filr nrp = K . n (K ganze Zahl auBer 0, 
n, 2n usw.) so ist J = 0. Die Maxima cler Intensitat ergeben sich clurch Nullsetzen 

der Ableitung von ~~n'P aus cler Gleichung 
SITI'I' 

tgnrp = It· tgrp. 

Sic liegen bei rp = 0, n, 2n usw. oder da C(! = .:;:. (d + b) . sin {} ist, bei 
I. 

sin{} = 0, 
i. 

Ii +- b' 

2i. 
d+-fj 

]{.J. 
usw. 

d +- b' 

AuJ3erdem treten noch Nebenmaxima auf, die zwischen den einzelnen Minimas 
liegen, in denen die lntensitat aber sehr gering ist. Man erhalt sie etwa durch 
eine graphische Auflosung der obigen Gleichung. 

Aus der Beziehung filr die Lage der Hauptmaxima folgt, daB filr kleine 
Beugungswinkel {}, filr die der Sinus mit dem Winkel indentifizicrt werden kann, 
die Abbeugung proportional del' WcllenHinge ist. Bei Verwendung nicht homo
genen Lichtes tritt also cine Farbenzerlegung auf, wobei jedes einzelnc der Haupt
maxima einem Spektrum entspricht, das man wegen del' Proportionalitat der 
Ablenkung mit der Wellenlange als ein norm ales Spektrum bezeichnet. Die 
verschiedenen Maxima liefern das Spektrum oter, 
Iter, 2ter usw. Ordnung, je nachdem es sich um das 
mittlere, erste seitliche, zweite usw. Maximumhandclt. 
Systeme aquidistantergleich breiter Spalte, wie wir 
sie eben behandelt haben, bezeichnet man als Gitter. 
So1che Anordnungen bilden mit die wichtigsten 
Hilfsmittel fiir die Spektroskopie. Man sieht sofort, 
daB :Vlessungen c1er \Vellenlangen moglich sind, wenn 
die Griifje d + b, die sog. Gitterkonstante, bekannt ist. 

1st die Einfallsrichtung des Parallelstrahlbilndels 
nicht senkrccht gegcn die Gitterebene, so ist der Gang
unterschied zwcier Bilndel in der Abb. 19 durch die 
Differenz .-IE - B D gegeben. 1st EO cler Richtungs-
k · d . f II d B d I l' G' .\bO. 19. Beugung an II1chreren Spal .. -osinus CS eIn a en en iln e s gegen C Ie ,Itter- tell !)('i schiefem Einfall geg-en die 

ebene oder cler Sinus des Einfallswinkels auf das Spaltebene. 

Gitter lIncl E der Richtungskosinus flir das ab-
gebeugte Blindel gleich clem Sinus des Beugungswinkels, so ist dicse Differenz 

(d + b) • E - (tl + b) • 1'0' 

.J.* 
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Fiir die Hauptmaxima mul3 dieser Gangunterschied ein ganzes Vielfaches der 
WellenHinge sein, also gilt, wenn wir noch die Gitterkonstante d + b = a setzen, 

a (E - fO) = h· ), , wo h = 0, 1, 2, 3 usw. ist. 

9. Kreuzgitter. In der zuletzt abgeleiteten einfachen Form laSt sich die 
Gleichung fiir die Lage der Maxima eines Gitters leicht verallgemeinern fiir den 
Fall, dal3 das Gitter nicht aus parallelen Spalten besteht, sondern etwa ein System 
von Offnungen darstellt, die auf den Ecken eines Quadratrasters liegen. Hillt 
auf ein solches sog. Kreuzgitter paralleles Licht auf, dessen Richtungskosinus 
gegen die eine Rasterrichtung Eo, gegen die andere 170 ist, wahrend die abgebeugten 
Strahlen die Richtungskosinus E und/] haben, so liegen die Interferenzmaxima 
da, wo sich in beiden gekreuzten Spaltsystemen die Lichtwirkungen verstarken. 
Das ist dort der Fall, wo beide Systeme die Maximumbedingung erfullen, \VO 

also gleichzeitig gilt 
a1 (t: - 1'0) = Itt' ), , 
a2 (lj - 170) = h2 ·}" 

wenn a1 und a2 die Gitterkonstanten fur die beiden sich kreuzenden Raster
richtungen bedeuten. Die Gleichungen sind von LAUE auch auf das Raumgitter 
erweitert worden, wobei einc dritte Gleichung hinzukommt. Diese Erweiterung 
wird an anderer Stelle bei der Betrachtung der Ri:intgenstrahleninterferenzen 
besprochen, weil sie fUr das Licht nicht realisiert werden kann . 

10. TALBoTsche Streifen. Bctrachtet man das kontinuierliche Spektrum 
des weil3en Lichtes in einem Spektralapparat und schicbt vor die halbe Pupille 

,"on der Seite des Violett her ein dunnes Glasplattchen -
ctwa ein Deckglaschen -, so treten im Spektrum dunklc 
Streifen parallel den FR.-\uXHOFERschen Linien auf, die 
\,on TALBOT im Jahre 18371) zuerst beobachtet wurden 
und nach ihm als TALBoTsche Streifen bezeichnet 
werden. Eine einfache, aber unvollstandige ErkHirung 
des Phanomens ergibt sich aus der Betrachtung der 
lnterferenz der durch das Blattchen und an dem Blatt
chen vorbei verlaufcnden Strahlen auf der Netzhaut des 
Auges. 1st (Abb.20) L eine homogene Lichtquelle, 
cleren Wellenlange in Luft i., in clem Glase des Platt
chens P): ist, und becleutet n' den Brechungsexponent 
des Glases, so ist 

"I i. 
I. = Ii" 

1st a die Dicke cles Plattchens, so verlaufen in ihm a /).' 
Wellen, wahrencl in cler gleich clicken Luftschicht a,ji. 
Wellen verlaufen. Die beiclen Half ten des Biinde1s, von 

----+B-,-' -B~------:;C clenen die eine durch Luft, die andere durch das Glas 
gegangen ist, erhalten also cinen Gangunterschied 

Abt>. 20. TALBorsche Strcifcn im 
Sp('ktrum. a, _ !/- = _~_ (n' - 1) . 

I. I. I. 

1st dieser Ganguntcrschied ein ungerades Vielfaches von )./2, so tritt Vernichtung 
ein. Da nun im Spektrum sowohl i. als n' kontinuierlich variiert, so wird ab-

wechselnd ein Ganguntcrschied .~ (2n - 1) und 4· 2n auftrcten, so daB die Ent-

stehung der TALBOTschen Streifen verstandlich ist. 

') H. TALBOT, Phil. :\Iag. (3) Bd. 10, S. 364. 1S37· 
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\Vie schon gesagt, ist aber diese Erklarung unvollstandig; denn sie bringt 
nicht zum Ausdruck, weshalb die Erscheinung nur auftritt, wenn das Plattchen 
von der violetten und nicht, wenn es von der roten Seite des Spektrums her 
eingeschoben wird. Die vollstandige Theorie ist von Amyl) gegeben worden und 
beriicksichtigt den hier gleichzeitig auftretenden Beugungsvorgang. Die A1RYSche 
Beugungstheorie betrachtet die beiden Ralften der Pupille, deren eine von dem 
Plattchen bedeckt, wahrend die andere frei ist, als System von zwei beugenden 
Spalten, deren Biischel auf der Netzhaut zur Interferenz kommen. Der Phasen
unterschied, der in dem Plattchen hervorgerufen wird, sei R. Wir benutzen die 
Formel, die wir fur die Intensitat der Beugungserscheinung durch eine Reihe 
von Spalten in Ziff. 8 abgcleitet haben und die sich fiir zwei Spalten in der 
Form schreibt: 

sin2 a J = J o' ",-2 • cos2 cp • 

Dabei ist IX = ~ .. d . sin 0 (d Spaltbreite, {} Beugungswinkel) und cp = :;. 
~ ~ 

. (d+ b) sin{} (b Balkenbreite). 
Nennen wir den Radius der Augenpupille h, die Brennweite der Augenlinse 

f, nehmen die Achse LB als x-.-\chse, Beals y-Achse eines Koordinatensystems, 
so daB 

sinO = Y 
f ' 

und schreiben die Intensitatsformel fUr diese Bczeichnungen, so wird 

sin2(.~~ h .Y-) 
J = Jo _ .. ,. I. ___ ~ cos 2 (.7 

. ..,- 19 Y . I. 
i. 2 • 1-' /2 

.1I.L. -L Ii) 
f -'- 2 

oder wenn 
~·h.y . 
-.-/- = OJ gesetzt \vlrd 

I .• 

J = (SinW')2 C052 (0) ± R). 
(t) , 2 

\Vir habcn bisher nur einen einzigen monochromatischen Lichtpunkt L an
genommen. Ein benachbarter Punkt L' wiirde eine ahnliche Lichterscheinung 
mit dem Beugungszentrum B' ergeben. 1st dessen Ordinate 1] , so ist in der obigen 
Formel statt Y "-, Y - 11 einzusetzen, urn die Intensitatsverteilung zu bekommen . 
. -\llgemein ist also 

;r.1I 0) =i . . I (y - 1)) 

zu setzen.II kann iibrigens klein angenommen werden, da weit entfernte Punkte 
L' auf die Lichtverteilung bei B keinen Einfluf3 mehr haben werden. AuGer 
(I) ist aber auch R Funktion von I), da die Lichtquelle ja als Spektrum 
gedacht ist, und die Phasenverzogerung mit zunehmendem Brechungsexponent 
wachst. Nehmcn wir diese Funktion, weil wir immer nur klcine 1) in Betracht 
zu ziehen brauchen, linear an, so gilt 

R = K '17, 

\Vcnn das Spektrum auf der Ketzhaut mit der violett en Seite nach positiven 
v licgt und E > 1 ist. Setzcn wir noch 

!{~j- C 
~·h - , 

I) G. AIRY, Phil. Trans. 1840, S.225; 1841, S. 1. 
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so wird die auf dem Punkt y von irgendeinem Punkt des betrachteten Spektral
teiles gelieferte Intensitat 

J = (Si:wY. cos2 [W(1 =f t~) ± ~ 017] . 

C ist wegen der langsamen Veranderlichkeit von). als konstant zu betrachten 
Fur die Gesamtintensitat im Punkte y erhalten wir also 

+j'?"(SinW)' 2 [( C) K 1 J = . ~v' 0 cos2 ()) I =f -2-, + 2 . I} d w . 

Die Begrenzung des Integrals von -00 bis +00 ist unbedenklich, weil die Wir
kung entfernterer Teile des Spektrums sehr schnell unmerklich sind. Daraus 
folgt 

-;-00 

;r T.( 1 {'(SinlO)2 . d J = - + (cos(p 017)) 0 -- ,-- , cosrw{2 =f C)] ()). 
2 2. w " 

-00 

Man kann nun zeigen, daB das Integral fur das Zeichen - oder + verschiedene 
Werte hat. Das negative Zeichen bezieht sich aber auf die EinfUhrung des Platt
chens von der violetten, das positive auf die von der roten Seite des Spektrums 
her. Set zen wir noch ]{ . -I} = R', so ist also R' die dem Punkte y entsprechende 
PhasenvergroBerung. Wird ferner das Intergal gleich A gesetzt, so folgt 

J :r A R' = 2 +-Z-cos . 

Diese Gleichung sagt aus, daB die Lage der Streifen nur von R, also der Ver
zogerung der cinzelnen Farben im Platt chen abhangt. Es muB also die fruher 
entwickelte Interferenztheorie der TALBoTschen Streifen fUr die Lage das richtige 
Resultat geliefert haben. Die Intensitat der Maxima und Minima ist aber vom 
Wert der Konstanten A abhangig. Nur ergibt sich fur positives Vorzeichen von 
C im Integral fUr dieses der Wert 0, also fUr Einschieben des Plattchens von der 
roten Seite: 

J=:~-, 

d. h. konstante Intensitat, oder kein Auftreten von Streifen in Ubereinstimmung 
mit der Erfahrung. Fur negatives Vorzeichen von C sind folgende Falle zu unter
scheiden 

C <2, 

2 <C<4, 

4 <C, 

Liegt also C zwischen ° und 2, so ist 

C' 
A = (2 - -?- ) 0 n, 

A =0. 

J :r ;r C R' = -2 + 2 .z- ocos . 

und wenn C zwischen 2 und 4liegt, 

J = ~- + -~-(2 - {) cosR'. 
Fur C grof3er als 4 
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1m letzteren Falle entstehen also wieder keine Streifen. EinfUhrung des Platt
chens von der violetten Seite des Spektrums und ein unter 4 liegender Wert der 
GroBe C ist also zum Auftreten der Streifen erforderlich. 

b) Beugungsapparate. 
11. Zonenplatten. Bei der Betrachtung des Lichtdurcbgangs durch eine 

kreisformige Offnung haben wir eine Einteilung der Offnung in FREsNELsche 
Zonen ausgefUhrt. Mit Bezug auf einen auf der Mittelsenkrechten der Kreis
offnung gelegenen Punkt P haben wir fUr die Radien der Zonen den Wert 

y2 
l = - .n ./. 

gefunden, wo l der Abstand des Punktes P yom Kreismittclpunkt und n eine 
ganze Zahl war. Aufeinanderfolgende Zonen lieferten nun in P Lichterregungen, 
deren Phasen sich urn n unterscheiden, wegen der Gleichheit der Amplituden 
sich also gegenseitig aufboben. Stellt man nun einen Schirm her, auf dem kon
zentrische Kreise mit Radien von der oben angegebenen GroBe gezeichnet sind, 
und macht die dadurch gebildeten Zonen abwechselnd durchsichtig und undurch
sichtig, so werden in dem Achsenpunkt P, auf den sich die Zonenkonstruktion 
bezieht, sich die Wirkungen aller durchsichtigen Zonen, deren Phasendifferenz 
jetzt 2n ist, verstarken. Die Amplitude in P wird also -}N . m sein, wenn m die 
Amplitudenwirkung einer Zone und N deren Gesamtzahl ist. Wenn kein Schirm 
vorhanden ist, ist nach Ziff.1 die Lichtwirkung in P gleich m/2, in diesem 
FaIle ist sic also das Nfache davon. Die Amplitude in P ist also das Nfache 
der Amplitude des einfallenden Lichtes. Es wird demnach das parallel einfallende 
Licht in dem Punkte P konzentriert, die Zonenplatte wirkt wie eine Linse mit 
der Brennweite 1. Naturlich wird aber auch eine Verstarkung der Zonenwir
kungen eintreten, wenn die Phasen aufeinanderfolgender Zonen sich urn 2n, 
die der durchlassigen Zonen sich also urn 4n unterscheiden. Dann ist nach 
Zitf. 5 

oder 
r2 

l=---2n·i.· 

Es wird also auch l/2 eine Brennweite der Platte sein, und das gilt allgemein fUr 
l/k wo k eine ganze Zahl ist. Lassen wir auf eine solche Platte divergentes Licht 
auffallen, das von einem Punkte L ausgeht, so ist nach Zif£. 5 die verstar
kende \Virkung aller Zonen in P dann vorhanden, wenn beim Zusammenwirken 
aller Z6nen ein :\IIaximum oder Minimum eintritt. Das war der Fall fUr 

1 +_I_=11'J. 
q I ,,2' 

wo q die Entfernung von L zur Platte und l wieder diejenige von P dahin ist. 
Setzen wir die Vereinigungsweite der parallelen Strahlen gleich j, so wird das 

1 1 1 
(]+7=)' 

\Vir erhalten also eine Gleichung, welche vollkommen der Linsengleichung ent
spricbt. Allerdings ist aucb hier diese Gleichung nicht die einzig mogliche, sondern 
allgemein kann auch 

11k -+ -----
q I - f ' 

\va k wieder eine ganze Zahl ist, gelten. 
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Nehmen wir an, daJ3 statt einer punktformigen Lichtquelle eine solche von 
einer gewissen Ausdehnung LL' vorhanden ist (Abb. 21). P sei der durch die 

LL--------------+.~--------~~~--_,p 

Abo.21. Bilderzcugung in ciner ZoncnpIattc. 

Platte bewirkte Abbildungspunkt von L. P' liege auf der in P zu L P cr
richteten Senkrechten. Nun ist bei kleiner Ausdehnung von L L' und P P' 
angenahert 

I I I (EO - LL')2 (EO + P pI)" L B + B [ = IO + 0 P T ' - , - .. + - - .- - --- 2LO 20P 
und 

L'A + AP' = IO + OP + (A 0 ~_T~.L')~ ...L fA O_i? PI)" 
- 2LO I 20P 

Der Gangunterschied der beiden Strahlen ist durch die Differenz dieser Ausdrlicke 
gegeben und wird 

.L (OB2 _ OA 2)' (.1 +. 1 _) _ 4 B( l:.L' _ P .£')' 
2 LO OP, " LO OF' 

Sind 0 A und 0 B die Radien zweier aufeinanderfolgender durchsichtiger Zonen, 
. _ .... , " 2 ,.2 I I I P pI 

so ist OBl - 0.4 2 = r;, - r;,_o = 2l·}, = .. - und, \Venn "[-··0- = "o·p· ist, so - n _ . 

:vird" da ~ul3erclem nach clem Obigen L~ + alp = !l1': i. war, der Gangunterschiecl 
111 P glelch 

1 n· i. 21'2 
= i .. 

LI' PP' 
1m Falle der Giiltigkeit cler Beziehung "Ld = OF geben also aufeinancler-

folgende clurchsichtige Zonen von L' in P' Verstarkung, uncl cs ist P' clas Bild 
von L'. Bei klcincn Dimensionen wircl also ein Gegcnstancl LL' durch P P' 
abgebildet, wobei clas Vcrhaltnis von Bild- und GegenstandsgroJ3e dasselbe ist 
\Vic das von Bild- und Gegenstandsweitc. Das Abbildungsgcsetz ist also das 
gleiche wic bei eincr Linse. 

Solche Zonenplatten sind zucrst von SOHET1) benandelt worden. Spater 
hat sich WOOD2) eingehend damit beschaftigt und auch experimentellc Methodcn 
zur Herstellung angegeben. Dic WooDsche Arbeit enthiHt auch cine Zeichnung, 
durch deren Photographic solche Zonenplatten gewonnen werden konnen. WOOD 
hat auch Zonenplatten hergestcllt, bci denen die undurchsichtigen Zonen ersetzt 

') CH. SORET. Pogg. Ann. Bd. 156, S. <)1. 1875. 
2) 11 .. \\'. \\"OOD, Phil. ;\Iag. Bd.45, S.511. 1898. 
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sind durch solche, die eine Phasenanderung entsprechend einem Gangunterschied 
von einer halben Wellenlange bewirken, aber eben falls durchsichtig sind. Es 
ist klar, daB der Effekt der gleiche sein muB, nur steigert sich die Helligkeit 
wegen der Ausnutzung aller Zonen auf den doppelten Betrag. Die Herstellung 
solcher Platten geschieht in der Weise, daB eine Kopie einer gewohnlichen Zonen
platte auf einer Glasplatte hergestellt wird, die cine Schicht von lichtempfind
licher Chromatgelatine enthalt. Nach der Belichtung werden die vom Licht nicht 
unloslich gemachten, auf der urspriinglichen Platte dunklen Zonenringe ausge
waschen, und es bleibt eine Platte mit erhabenen Gelatinezonen zuriick. Die 
Bedingung der Phasenumkehr kann durch geeignete Dicke der Gelatineschicht 
annahemd Yerwirklicht werden, und man erhalt so Zonenplatten von sehr guter 
Wirkung. 

12. Gitter. Bei der Betrachtung der Bcugungserscheinungen an mehreren 
aquidistanten und gleich breiten Spalten haben wir schon die wesentlichsten 
Zi.ige der Theorie ebener Gitter besprochen. Sie sind zuerst von FRAUNHOFER1) 

hergestellt und untersucht worden. Die ersten FRAU>:HOFERschen Gitter waren 
wirklich solche Systeme von Spalten, hergestellt aus parallel zueinander in glei
chern Abstand gespannten Drahtcn oder aus Spalten, die in die Blattgoldbelegung 
einer ebcnen Glasplatte eingeritzt waren. FRAT.:NHOFER hat aber auch schon 
Gitter hergestellt, die durch Einritzen von Furchen in eine ebene Glasplatte her
gestellt sind. Diese Gitter unterscheiden sich von den fri.iher betrachteten 
Systcmen von Spalten wesentlich dadurch, daB undurchsichtige Stellen gar nicht 
vorhanden sind. FRAUNHOFER hat auch zuerst die 
Gitter in Reflexion benutzt, indem er ein Glasgittcr 
a1.lf der Riickseite schwarzte und so deren Spiegclung 
vcrhinderte . 

Betrachten wir zunachst den Fall des ebcnen 
durchsichtigen Gitters. Stcllt AB in Abb. 22 ein Sti.ick 
des zur Zeichenebene scnkrecht gedachtcn Gitters dar, 
so ist das Wesentliche dabei, daB eine Anzahl gleich- 8 
artiger Furchen in glcichem Abstand aufeinandcr
folgen. Betrachten wir senkrecht einfallendes Licht, 
so konnen \Vir fi.ir eine der Furchcn die Lichtwirkung 
in einem unendlich femen Punkt, dcssen Lage durch 
die Richtung der gezeichneten Parallelstrahlen bc
stimmt ist, dadurch erhalten, daB wir die Oberflache 

. :\bb. 22. Bcuguilg an cincm <lurch· 
dieser Furche 111 geeignete Zonen teilen und ihre 'Vir- sicbtigcn Gitter. 

kungen in der fri.iher besprochenen "Teise zusammen-
sctzen. Jede Furche wird infolgcdessen einen Beitrag licfcm, desscn Amplitude 
wegen der Gleichheit der Furchen die gleichc ist, im iibrigcn aber von der Ge
stalt der Furche abhangt. Die Gesamtheit der Furchen liefert in dem betrach
teten unendlich fcmen Punkt eine Lichtwirkung, die sich durch Zusammensetzung 
der Einzclwirkungen unter Beriicksichtigung des Umstandes ergibt, daB die 
Phasen cine arithmctische H.eihe bilden, entsprechend dem von Furche zu 
Furche vergroBerten Gangunterschied CD, EF, GH usw. Wir erhalten also die 
:'laxima der Lichterregung in genau derselben Weise wie fri.iher bei der Betrach
tung eincs Systems von SpaHcn. Die Intensitaten k6nnen wir aber nicht in der 
friiheren einfachen Weise berechnen, da die Amplitudenwirkung der einzelnen 
Furche in einer bestimmten Richtung yon ihrer Gestalt abhangig ist. Tatsachlich 
findet man, daB dic Intensitatsverteilung ctwa auf die ycrschiedenen Ordnungen 

') J. FRAUXHOFER, (;cs. Schrift(,Jl, S. S 1 ff. 
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bei verschiedenen Gittern ganz verschieden ist. Gultig bleibt nur die Amplituden
forme I (Zifi. 8) z= 11.M:sinn·(f, 

Sll1 'P 

wo M die Amplitudenwirkung einer Furche ist, die sich aber nicht in der frtiheren 
einfachen Weise berechnen lal3t. Die Intensitat wird also 

] _ 2 '{2 sin2 n rr - nil· - ".- .. ,- . 
slIl-q · 

Fur die Lage der Maxima gilt wie frtiher bei der Gitterkonstanten a 

. (' II • i. sIn II = 
a 

(k ganze ZahI) oder bei beliebiger Inzidenz unter dem Winkel c 

. n . k . i. 
Slll"ll - S1111:: = . 

a 

Auch fUr das ebene l~eflexionsgitter laBt sich die Beziehung fUr die Maxima 
leicht ableiten. 1st in Abh. 23 t: der Winkel des einfaHenden Buschels gegen die 

Gitternormale, fJ der der Beu
gungsrichtung dagegen, so ist der 
Gangunterschied in zwei aufeinan
derfoIgenden Bundeln A B - CD 
oder 

a(sinc - sinfJ). 

A C Dieser muB ein Vielfaches der 
Ab".2.i. Beugung am Refiexiollsgitt'·r. Wellen lange ;. sein, damit ein 

Maximum auftritt. Wir haben 
also dieselbe Gleichung wie beim durchsichtigen Gitter fur die Lage der Maxima 

a(sint: - sinj3) = k·; . . 
Die Verwendung eines solchen Gitters erfoIgt in der Weise, daB der Spalt eines 
Kollimatorrohrs, der zu den Gitterfurchen parallel gestellt ist, als Lichtquelle 
benutzt wird. Die Interferenzcrscheinung wird dann in cinem auf unendlich 
eingestellten Fernrohr beobachtet. 

Wir haben schon erwahn t, daB die Gi t ter mit die wich tigsten spektroskopischen 
Apparate geworden sind . \Vas die Feinheit der Gitterteilungen angeht, so ist 
die Grenze der erreichten Feinheit etwa 1500 Furchen auf das Millimeter. In 
neuerer Zeit werden vornehmlich Reflexionsgitter benutzt, die auf Spiegclmetall 
geteilt sind. Seit ROWLANDS Erfolgen sind die Amerikaner in der Gitterher
steHung fUhrend gebliebcn, so daB man in dieser Beziehung von einem ameri
kanischen Monopol sprechen kann. Die wesentliche Voraussetzung fUr die 
Gitterherstellung, eine Teilmaschine mit sehr guter Schraube, ist jedoch nicht so 
schwer zu erfullen, daB man nicht auch bei uns an die Gitterherstellung gehen 
konnte. Bei dem verhaltnismaf3ig groBen Bedarf wurde dies nur erwunscht sein. 

13. Auflosungsvermogen eines Gitters. Dic Beziehung fUr das Auflosungs
vermogen eines Gittcrs ergibt sich in derselben Weise, wie wir sic fUr dasjenige 
cines Interferenzapparates gefunclcn hahen (s. Kap. Interferenz, Abs. 10), da hier 
wie dort die Funktion 

sin2 n 'f' 
sin2q;-
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fUr die Lage der Maxima und Minima m.aBgebend ist. Es wird also auch hier das 
A uflosungsvermogen 

-~, = k.n 
AI. 

sein, wo k die Ordnungszahl und n die Anzahl der interferierenden Buschel ist. 
Diese letztere ist hier durch die Anzahl der Gitterfurchen gegeben. Ein Gitter 
mit 100000 Furchen ergibt demnach fUr eine Wellen lange von 5000 A.-E. eine 

aufl6sende Kraft von ~.). = 100000 in der ersten Ordnung, also eine Trennung 

von Lf2 = 0,00001 2 oder 0,05 A.-E. Betrachtet man die auflosende Kraft 
nicht als Funktion der Ordnungszahl und der Zahl der Gitterfurchen, sondern 
als Funktion des Beugungswinkels, so ergibt sich aus der Beziehung fUr senkrechte 
Inzidenz 

• Q k·i. k·i.·lI 
Sln'U' = -a- = --;B~-' 

wo B die gesamte Breite der Gitterflache ist, fiir die auflosendc Kraft 

1 B. (I 
I~ • n = -;- . sin II • 

I. 

Fur einen bestimmten Beugungswinkel {} ist also die auflosende Kraft des Gitters 
bei bestimmter Wellenlange nur von der Breite der Gitterflache abhangig1). 

14. Gitterfehler. Der wichtigstc Fehler der Gitter besteht darin, daB die 
Teilung nicht genau gleichmaBig ist, sondern daB sie fortschreitende oder peri
odische Fehler enthalt. Durch die Art der Herstellung der Gitter mit Hilfe einer 
Schraube stellt sich besonders leicht der letztere Fehler ein und gibt AniaB zum 
Auftreten der sog. "Geister", die sich darin auBern, daB starkere Spektrallinien 
zu beiden Seitcn von schwacheren Linien in gleichem Abstand begleitet sind. 
Treten die Spcktrallinien sclber bei Gangunterschieden 

d = k·i. 

auf, so liegen diese Geister an den Stellen der Gangunterschiede 
), 

d = k . ), J... III • - , ,n 
wo k und kl ganze Zahlen sind und m die Peri ode des Teilungsfehlers darstellt, 
so daB sich also immer nach m Furchcn derselbe Teilungsfehler wiederholt. 
Die Theorie dieser Geister ist von RowLAlm2) gegeben worden. Eine andere Art 
von Geistern ist von LY;\1AN gefunden, und von RUNGE3 ) theoretisch behandelt 
worden. Sie werden durch Doppelperioden in der Teilung hervorgebracht. Die 
Geister konnen besonders in den h6heren Ordnungen der Gitter storend auftreten 
und dann besonders in linienreichen Spektren zur Annahme von Linien fUhren, 
die in Wirklichkeit nicht vorhanden sind. 

1st ein fortschreitcnder Fehler in der Teilung vorhanden, so bekommen die 
Gitter fokale Eigenschaften, jedoch ist dieser Fehler nicht so storend wie der 
eben besprochene. 

1m iibrigen ist die Intensitat in dem von einem Gitter entworfenen Spektrum 
sehr stark von der Gestalt der Furchen abhangig, wie ja auch 'schon aus den 
oben gegebenen theoretischen Betrachtungen hervorgeht. Man kann geradezu 
durch geeignete Wahl der Furchengestalt Gitter mit ausgezeichneter IntensiUit 

1) H. KAYSlm. Handb. d. Spcktroskopie. Bd. 1. S. 423. \\'0 auch cine Diskussion iibcr 
Einfliisse von Fehlern auf die auflosende Kraft gegeben ist. 

2) H. A. ROWLAND. :\stronomy and Astrophysic Bd. 12. S. 129. 1893. 
3) C. RUNGE. Ann. d. Phys. Bd. 71. S. 178. 1923. 
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in einer bestimmten Ordnung herstellen. So1che Gitter sind z. B. von THOHP 
absichtlich ausgefiihrt worden. 

Auf die Fehler, die durch vollkommen unregelmaBige Furchung entstehen, 
brauchen wir nicht einzugehen, da so1che Gitter fiir den praktischen Gebrauch 
als unbrauchbar nicht in Frage kommen. 

15. Konkavgitter. ROWLAND hat als erster Gitter auf Hohlspiegel geteilt, 
bei denen die Gitterfurchen auf der Sehne gleichen Abstand haben . Diese Gitter 
sind fiir die Entwicklung der Spektroskopie von fundamentaler Bedeutung ge
worden und bilden heutzutage fiir die spektroskopische Technik mit die wichtig-

p 

sten Hilfsmittel. Die Theorie des 
Konkavgitters ist von ROWLAND selbst 
gegeben worden l ) und spater von 
RUXGE2) eingehend entwickelt worden. 
Wir geben die Darstellung der RUNGE-

(II schen Theorie nach SCHUSTER3 ) wieder. 
Es sei A (Abb. 24) eine punkt

.-\bb.24. Zur Thcorie des KOllka\·~itte rs. Zoneneinteilullg formigc Lichtquelle, und es solI ein 
der Gitterfliiche. Bild des Spektrums erster Ordnung 

A 

derart entworfen werden, daB alles 
Licht der Wellcnlange ;, in B vercinigt wird. Wir wollen Ellipsoide mit A und B 
als Brennpunkte konstruieren, so daB fiir Punkte P P' P" auf aufeinander
folgenden Ellipsoiden gilt 

AF +FH =m ·2, 

AP' + P'B = (m + ~) .j., 

AP"+ P"B = (m + 1) .J, usw. 

GG' sci die Spur der Flache, die eine Gitterteilung erhalten 5011. Das Gitter 
schneidet die EllipsoidfHi.chen in Kurven, die es in FI{ESNELSche Zonen einteilen. 
Das Licht, das B von aufeinanderfolgenden Zonen erreicht, ist jedesmal im Gang
unterschied urn 2/2 verschieden, so daB die Wirkungen sich in B aufheben. Wenn 
man aber die Zonen so abandert, daB immer das Licht einer Zone abwechsclnd 
ausge16scht oder geschwacht wird, so wirkt die FJache GG als Zonenplatte, und 
das Licht wird sich in B verstarken. Diesen Effekt kann man erreichen, wenn 
man in die FJache Furchen einritzt, die parallel zu den Teilungslinien der Zonen 
T in so1chen Abstanden verlaufen, daB immer eine 

~ ____ -~8 

Zone iiberschlagen wird. Da die Zonenkonstruktion 
von der Welleniange abhangt, hat das erzeugte Spek
trum den Brennpunkt in lJ nur fiir eine bestimmte 
Welleniange. Die benachbarten Wellenlangen werden 

Caber in anderen Brennpunkten in der Nahe ver
cinigt. 

In der Praxis lassen sich so1che Teilungen nur 
auf ebenen oder spharischen Flachen als gerade 
Linicn aushihren, wobei wegen der Aushihrung der 

Abb.2;. 2m Theorie des Konka\·gitters . Teilung mit einer Schraubc gleiche Abstande nur auf 
der Sehne hergestellt werden konnen. In Abb. 25 ist 

A wieder die Lichtquelle und B der Punkt, in dem das Spektrum erster Ord
nung cntstehen 5011. Wir beschranken die Betrachtung auf Strahlen, die in 

1) H . . -\. H.OWLA~D, Phil. ::\[ag. Rd. 16, S .. 197. 1883; AmC'r. ]ourn. Bd. 26, S. 87· 1883. 
2) C. RUNGE, mitgC'teilt in H. I"AYSER, Handb. d. Spektrokospic Bd. 1, S. 452 ff. 

Leipzig 1900. 
") .-\. SCHCSTEH, Theon' of optics, 3 .. -\ufi., S. 12(df. 1.ondon 1924. 
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der Ebene von AB und der Gitternormalen OC liegen, wenn C der Kriim
mungsmittelpunkt der Gitterflache ist. Wir betrachten 0 C als x-Achse und die 
Gittertangente 0 T als y-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems. Wir 
setzen OA = Y, BO = YI , AP = U, B P = v und geben P die Koordinaten x und y. 
Liegt P auf dem Rande der mten Zone und ist B der Fokus des Spektrums erster 
Ordnung, so ist 

'U + v = Y + r 1 ± m . ),. 

Wenn der Abstand zweier aufeinanderfolgender Furchen derart ist, dafi seine 
Projektion auf die y-Achse konstant gleich e ist, so ist Y = me, also wird 
m = y/e und 

i.· y 
1[ + v = Y + YI ± - . e 

Wenn diese Bedingung exakt erfUllt werden kann, haben wir in B ein vollkommenes 
Bild. Wir fragen, wie weit die ErfUllung dieser Bedingung moglich ist. Nennen 
wir die Koordinaten von A a und b, die von B a l und bl , so gilt 

1[2 = (y - b)2 + (x - a)2 = y2 + x2 + )'2 - 2b)' - 2ax. 

Wenn e der Kriimmungradius des Gitters ist, so gilt fUr den Schnittkreis die 
Gitterflache mit der Zeichenebene 

Aus beiden Gleichungen folgt 

2 ( b Y)2 (a 1 ) • ( a).) 11 = r - r + y2 - Q • ay- + 1 - !! x-. 

Bei geringer Kriimmung ist das dritte Glied klein gegen die beiden anderen, 
so dafi wir angenahert setzen k6nnen, wenn wir uns auf Glieder 2. Ordnung in 
y beschranken: 

Zt = (r - ~') + _1_ (~_ J_). a'\)2 , 
l' 21' 1'- 0 ' 

und ebenso erhalten wir ' ~ 

V = l' - - + - ---.- - -- . a v-. ( bd' ) 1 (a l 'I ) 9 

1 1'1 2 y 1 Yj Q , l-

Bis zu dieser GroI3enordnung muI3 die Gleichung 

l' 
u-;-v=r+r1...L)·· -

- e 

erfiillt sein, wenn das Gitter seine Aufgabe erfUllen solI. Setzen wir die \Verte 
fUr u und v hierin cin, so folgt 

(_.!!.. _ ~ ± l:.) y ...L [!!... (a, _ ~_)' ...L ~ (a! - .!...')] ,,2 = 0 
l' 1'1 e - I 21' y- e I 2r].1'i !!.J , 

cine Gleichung, die wegen des endlichen veranderlichen Wertes von y nur bestehen 
kann, wenn die Faktoren von y und y2 einzeln verschwinden, es besteht also 

(1 ) 

(2) 

Die erste Bedingung bestimmt die Richtung, in der das gebeugte Bild liegt; 
denn wenn e und fJ die Winkel sind, die .10 und EO mit der Gitternormalen 
bilden, so ist r' sine = b und -rl ' sinfJ = bl , so dafi die Glcichung wird 

e(sine - sin{3) = + i .. 
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Wenn es sich nicht urn das Bild erster, wie angenommen, sondern urn das nter 
Ordnung handelt, ist auf der rechten Seite n . 1 zu setzen. Das ist dieselbe Glei
chung, die wir friiher beim Plangitter gefunden haben. 

Die zweite Gleichung liefert die Entfernung des gebeugten Bildes. Es ist 
a = r· COSf, al = r l • cosfJ. Also wird 

COS2 E + cos2fJ _ ( ~ -L R) 1 
-- - CO"f I cos,"' -. r Y1 (! 

Wenn E: und fJ klein und gleich sind, wird daraus die Hohlspiegelgleichung. 1st 
a . [l = r2, so folgt aus (2), daB auch ale = ri sein muB. Die erstc Bedingung 

M 

bedeutet, daB die Lichtquelle auf einem Kreis mit 
dem Radius [l12 liegt (Abb. 26). Dann sagt un sere 
Gleichung, daB dann auch das gebeugte Bild 
auf diesem Kreise liegt. 

Aus der Gleichung 

e(sinc - sinfJ) = ~ n· A. 

folgt durch Differentiation fiir konstantes E 

d{J n 
(D~ = ± e. cosp . 

Diese GroBe gibt die Anderung des Beugungs
winkels mit der WellenHinge fiir konstanten 
EinfallswinkcI, eine GroBe, die wir als Disper-

Abu. 26. lllr Thcorie des Konka\"/:dttrrs. 
Bestehen <Ier Bedillgung a'!,! ~ r'. sion des Gitters bezeichnen konnen. Fur fJ = 0, 

also bei Betrachtung des Beugungsbildes in der 
Nahe der Gitternormalen, ist diese GroBe konstant, das erzeugte Spektrum also 
ein normales. 

Aus den vorstehenden Betrachtungen folgen die Bedingungen, die fi.ir die 
Aufstellung eines Konkavgitters zu erfi.illen sind. Die Aufstellung, die ROWLAND 

selbst fi.ir seine Gitter gewahlt hat, ist in Abb. 27 angegeben. Auf zwei zuein
ander senkrechten Schienen SA und S B 
liegen Schienen, auf denen sich je ein 
vVagen W l und W 2 bewegen kann. Beide 
\Vagen tragen genau tiber der Schiene 
je einen Drehzapfen, und ein Balken 
verbindet beide Drehzapfen miteinander. 
Es kann also das System aus den beiden 
Wagen und dem Balken auf den Schienen 

Wz verschoben werden. Bei S befindet sich 

sL-----------------~~4_ 

Abb.2i. Aufstellung eines I';:onkay/ .. !itters , 

nun der Spalt der Gitteraufstellung, 
bei G auf dem Wagen WI genau iiber 
dem Drehzapfen das Gitter so, daB seine 
~ormalc mit der Richtung des Balkens 
WI W 2 zusammenfaIlt, und auf dem zwei

ten Wagen W 2 steht die Kamera P, die die photograp!1ische Platte aufnimmt. Die 
Entfernung G P ist genau gleich dem Kriimmungsradius des Gitters, die photo
graphische Platte ist so gebogen, daB ihre Kriimmung mit dem Kreise der Spek
tren zusammenfallt, also auf den Radius e12. Diese Aufstellung erfullt die oben 
aufgestellten Bedingungen. Es liegt immer SG und P auf dem Kreise mit dem 
Radius gi2, und es ist immer der BeugungswinkcI nahe gleich 0, weil die Platte 
auf der Gitternormalen liegt. Genaue Vorschriften uber die Ausfiihrung der 
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,\.ufstellung befinden sich im ersten Bande des KAYSERSchen Handbuchs der 
Spektroskopie, auf das hier verwiesen wird 1). Je nach dem Verwendungszweck 
ist nun die ROWLANDsche Gitteraufstellung vielfach abgeandert worden. Die 
Verbindung der schweren Teile Gitter und Kassette und deren Bewegung bedingt 
Cnzutraglichkeiten fur die Erhaltung der einmal gewonnenen Justierung; indes 
war bei ROWLAND diese Aufstellung unbedingt erforderlich, weil bei den Sonnen
aufnahmen, fUr die er das Gitter verwendete, der Spalt einen festen Ort einnehmen 
muBte. 1st diese Notwendigkeit nicht vorhanden, so kann man Gitter und Kas
sette auf den entgegengesetzten Enden eines Durchmessers des Kreises mit der 
halben Gitterkrummung fest aufstellen und den Spalt auf dem Kreise herum
bewegen. Diese Aufstellung ist von ABNEy2) angegeben worden und ist spater 
fUr physikalische Zwecke eine der meist benutzten Anordnungen des Konkav
gitters geworden. 

Wenn man auf die konstante Dispersion im Spektrum verzichtet, so ist die 
Lage der Kamera auf der Gitternormalen nicht mehr notwendig. Man kann dann 
etwa Spalt und Gitter auf die Enden cines Durchmessers setzen und die Kamera 
auf dem Bildkreis bewegen. Diese Methode, die u. a. von PASCHEN verwendet 
worden ist, gestattet die gleichzeitige Photographie des Spektrums an vielen 
Stellen des Bildkreises und wird mit Vorteil da benutzt, wo Herstellung und Be
trieb der Lichtquelle in ihrer Ausnutzung maglichste Okonomie erfordern. Der 
Cmstand, daB die Spektren nicht normal sind, stort besonders dann nicht wesent
lich, wenn es sich urn die Untersuchung geringer Spektralabschnitte an den ein
zelnen Stellen, also Feinstrukturen, Zeemanneffekte u. dgl. handelt, wogegen fUr 
Prazisionsmessungen der Wellcnlangen von ausgedehntcn Spektren diese Methode 
cine erheblich graBere Zahl von exakt bestimmten Normalen eines Vergleichs
spektrums erfordert, als sic bei konstanter Dispersion erforderlich ware. 

16. Fehler der Konkavgitter. Das Konkavgitter kann 
naturlich mit den gleichen Fehlern behaftet sein, die wir schon 
beim ebenen Gitter besprochen haben. Wir wollen nur die 
Fehler betrachten, die dem Konkavgitter eigentumlich sind. 

Wie auch die Konkavspiegel zeigen die Konkavgitter die 
Erscheinung des Astigmatismus. Jeder Punkt des Spaltes wird 
im Beugungsbild als kurze Linie abgebildet, die dem Spalt und 
den Gitterfurchen parallel ist. Sind Spalt und Gitterfurchen 
nicht genau parallel, so fallen die einzelnen astigmatischen Bilder 
nicht genau ubereinander, sondern liegen nebeneinander. Statt 
einer 5charfen Spektrallinie entsteht eine verbreiterte mit 
rhombischer Gestalt (Abb. 28). Die Aufstellung des Gitters 

o 

A 

c 

8 

muB deshalb ein,e Einrichtung besitzen, urn die Parallelstellung ;~~~ 2~~ill/'S\~go~~;i~: 
von Spalt und Gitterfurchen genau ausfUhren zu konnen. Die 
Erscheinung und GroBe des Astigmatismus beim Konkavgitter 

gitteL 

ergibt sich aus der vollstandigen Theorie (KAYSER, Handb. d. Spektroskopie, 
a. a. 0.). Neuerdings haben ReNGE uncl MANNKOPF3) diese Frage einer noch
maligen Diskussion unterzogen, mit clem Zicl, Anordnungen zur Beseitigung 
des Astigmatismus anzugeben. Die theoretische Cntersuchung geht in folgencler 
Weise vor: Berucksichtigt man im Gegensatz zur obigen Ableitung auch die 
Lichtbewegung auBerhalb der x y-Ebene, 50 treten in clem' Ausclruck fiir 
AP + B P (vgl. Abb. 25) auBerclen Glieclern mit y noch Gliecler mit z von zweiter 
ocler hoherer Orclnung auf, und es ist im allgemeinen nicht moglich, die Gliecler 

1) H. KAYSER, HandlJ. d. Spektros kopic Bel. 1, S. 471ff. Leipzig l')OU. 
"\ \\'. A.B);EY, Phil Trans, !:-lei. Iii (II), S. 457. lSS6. 
:l) C. HV);GE 1I. H. :\JA););KOPF, ZS. f. Phys. Bel. 45, S.13. 1927. 
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mit y2 und Z2 gleichzeitig zu beseitigen. Man erhiHt daher, falls der Koeffizient 
von y2 zu Null gemacht wird, ein in der z-Richtung ausgedehntes Bild des 
leuchtenden Punktes in der Entfernung rb, und, falls der Koeffizient von Z2 

gleich 0 wird, eine in der xy-Ebene liegende Lichtlinie in dem groBeren Abstand 
rb1 von der Gittermitte O. Liegt A auf dem ROWLANDschen Kreise, so gilt ins
besondere 

cos,. + cosfJ 
ra' 

wenn AO = r", BO = rb und BfO = rb1 gesetzt ist. Die Lange l der auf der 
xy-Ebene senkrecht stehenden Lichtlinie berechnet sich zu 

l _ ~_j!", - rb) 
- Yl,t ' 

wo L die Lange der Gitterfurchen ist. 
Der Astigmatismus ist dann besonders storend, wenn man gleichzeitig mit 

dem Spektrum quer zum Spalt verlaufende Lichterscheinungen, etwa Interferenz
streifen u. dgl. , beobachten will . Man kann sich dann dadurch helfen, daB man 
die abzubildende Erscheinung nicht in der Ebene des Spaltes entwirft. Die 
Punkte des - vertikal angenommenen - Spaltes bilden mit Bezug auf die 
Platte eine vertikale Brennlinie. Die zugehorige horizon tale Brennlinie der astig
matischen Abbildung liegt dann vor dem Spalt. Entwirft man in ihrer Ebene 
die horizontal abzubildende Lichterscheinung, etwa ein horizontales Interferenz
streifensystem, so erscheint das Spektrum von scharfen horizontalen Linien 
durchzogen. Die Entfernung vom Spalt muB dann fUr die ROWLANDsche Auf
stellung des Gitters, bei der abo der Beugungswinkel f3 immer etwa 0° ist, durch 
die Beziehung 

f) 

a = --- - o· COSE 
CQSP .... 

gegeben seinl). 
Aus der Theorie folgt, dal3 man eine vollkommene stigmatische Abbildung 

erhalt, wenn man auf das Gitter paralleles Licht auffallen laBt und in der Richtung 
der Gitternormalen beobachtet. A.llerdings braucht man bei dieser Anordnung 
ein Kollimatorrohr, durch das das vom Spalt ausgehende Licht parallel gemacht 
wird. Auch im umgekehrten Faile, dal3 man die Lichtquelle in die Gitternormale 
bringt und mit auf unendlich eingestelltem Fernrohr beobachtet, erhalt man 
stigmatische Abbildung. Auch fUr beliebige Lage des Spaltes kann man an 
irgendeiner Stelle des Spektrums eine stigmatische Abbildung einer Lichtquelle 
erzielen, wenn man durch den Spalt ein Lichtbundel von geeignetem Astigmatis
mus treten lar3t. Dber die Herstellung mit Hilfe von Hohlspiegeln und Zylinder
linsen sehe man die erwahnte .\rbeit von RUXGE und MANNKoPF nacho 

Man kann aber den Astigmatismus 
auch verringern, wenn man einfallenden 

, p und abgebeugten Strahl in dieselbe 
Gerade bringt. Man mul3 dann den Spalt 

IpS 
etwa direkt tiber der Mitte der Kassette 
anbringen und erhalt die verschiedenen 

Abb.29. EAGI.Esche .-\uf5lellullg cines KOllka\·gitters . Spektralbezirke durch eine Drehung des 
Gitters. Es £alit dann also die Gitter

normale G;"" (.\bb.29) nicht mehr in die Bildrichtung. Diese sag. K\GLESche 
Anordnung ist da von )rutzen, wo das Konkaygitter als Dispersionsapparat fiir 

') Siehc auch 1. L. SIRKS, Astronomy and Astrophysics Bd. 13, S. 763. 189+. 
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ein Interferometer benutzt werden soIl. Dann aber ist das Konkavgitter flir solche 
Zwecke vorzuglich geeignet. 

Andere Fehler der Konkavgitter, die in unrichtiger Herstellung begrundet 
sind, sollen hier nicht besprochen werden. 

17. Stufengitter. Die Wirkungsweise eines Gitters beruhte darauf, daB 
dieser Beugungsapparat eine Anzahl Lichtbundel zur Interferenz brachte, deren 
jedes gegen das vorhergehende einen bestimmten Gangunterschied hatte. Fur 
die Beugungsbilder erster Ordnung war die GroBe dieses Gangunterschiedes eine 
Wellenlange, fur die zweite Ordnung das Doppelte und flir die n te Ordnung das 
nfache der Wellenlange. Das Auflosungsvermogen war durch das Produkt aus 
Ordnungszahl und Zahl der interferierenden Bundel gegeben. Das Auflosungs
vermogen wird also auch schon bei sehr wenigen beugenden Offnungen groJ3, 
wenn man Spektren sehr hoher Ordnungszahl betrachtet. Das wird erreicht 
beim Stufengitter von MICHELSON!)' dessen Wirkungsweise man folgendermaBen 

darstellen kann: Betrach
tet man ein System von 
zwei beugenden Spalten, 
von denen der eine mit 
einer planparallelen Glas
platte bedeckt ist, und 
IaBt paralleles Licht auf
fallen (Abb.30), so wer
den im Punkte P die 
beiden BundeI mit einem 
erheblichen Gangunter
schied ankommen, der 
durch den optischen Un
terschicd der Wege in der 
Glasschicht bzw. der Luft

Abb.30. Zur Theorie des Stufengitters. schicht gegeben ist. Fur Abb. 31. ~IICIlELSO"S Stufengittcr. 
den Punkt P' kommt 

daw der gewohnliche, durch die Beugung verursachte Ganguntcrschied. 1st d 
die Dicke, n der Brechungsexponent der Platte gegen Luft, so ist bei senk
rechter Inzidenz der Strahlen dieser Gangunterschied 

o=d(n-1). 

Fur d = 5 mm, n = 1,5 wird also bei }, = 5000 A.-E. = 0,0005 mm, 0 = 5000. 
Urn geniigende Scharfe der Beugungsbilder zu erzeugen, genugen zwei beugende 
Offnungen nicht. Die praktische Verwirklichung eines solchen Beugungsapparates 
mit mehreren Beugungsoffnungen hat nun MICHELSON in der Weise bewirkt, 
daB er planparallele genau gleich dicke Glasplatten so ubereinanderschichtet, 
daB an einer Seite eine Treppe mit genau gleich breiten Stufen entsteht (Abb. 31) 
Die Treppenabsatze wirken dann als Beugungsoffnungen, und flir jedes folgende 
Bundel ist die zu durchsetzende Glasschicht urn eine Plattendicke geringer als 
flir das vorhergehende. Nennen wir die Breite einer Stufe b, den Beugungswinke1 
(J, so ist der zu dem oben bcrechneten Gangunterschied infolge der Winkel
andcrung hinzukommende Betrag b . sin(J oder fur kleine Beugungswinkel, die 
beim Stufengitter allein in Betracht kommen, b . (J. Der gesamte Gangunterschied, 
der flir die Beugungsbilder ein ganzes Vielfaches der Wellenlange sein muJ3, ist also 

In' A. = (n - 1) . d + b . (J. 

') A. ,\. :'IIrCHELSON, Astrophys. Journ. Bel. 8. S. 36. 1393; Journ. d. Phys. TId. 3, S. 305. 
18<;9. 

Handbuch tier Physik. XX. 
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Bilden wir daraus dfJ/dJ., SO erhalten wir die Dispersion des Stufengitters. Sie wird 

di. b dJ. . 
dP=...!..(m_d.r!~) 

Setzt man darin fiir die Ordnungszahl m den angenaherten Wert m = (n - 1) . -~-, 
w~~ t 

)" dP = ~ [(n _ 1) _ .1. dn] = ~. C, 
dJ. b dJ. b 

wo die Klammer gleich C gesetzt ist. Die Dispersion ist also der Dicke der Stufen 
direkt und ihrer Breite umgekehrt proportional. 

Der Abstand der Spektren verschiedener Ordnungen ergibt sich aus der 
Gleichungfiir den Gangunterschied durch Differentiation nach m 

dP i. 
dm dfJ = dm· ~ oder fUr dm = 1: d{J = --~ . 

Da J.. gegen b im allgemeinen klein ist, liegen also die Spektren sehr nahe zusam
men. Sie iiberlagern sich, wenn man nicht das auf das Stufengitter auffallende 
Licht geniigend homogen macht. Das Stufengitter eignet sich deshalb auch nur 
fiir die Untersuchung kleiner Spektralbereiche, fiir Strukturuntersuchungen von 
Spektrallinien, Zeemanneffekte u. dgl. Tatsachlich ist die Absicht, fiir Zeemann
untersuchungen einen geeigneten Spektralapparat zu schaffen, fiir ~IICHELSON 
cler AniaS zur Konstruktion seines Stufengitters gewesen. 



Kap itel 3· 

Andere Falle von Beugung 
(Atmospharische Beugungserscheinungen). 

Von 

R. MECKE, Bonn. 

l\Iit 8 Abbilclungen. 

In diesem Abschnitte sollen die FaIle der Beugung behandelt werden, die 
hauptsachlich in der Atmosphare zu beobachten sind, wenn dieselbe durch 
kleine Teilchen wie Wassertropfen oder Eiskristalle in Gestalt von Regen, Wolken 
und Nebeln gctriibt ist. Es sind dies 1. die sog. Kranze um Sonne und Mond, 
sichtbar, wenn feines Gew6lk diese Gestirne verschleiert, 2. die damit nahe ver
wandten Glorien - Beugungserscheinungen im reflektierten Licht -, 3. die 
altbekannte Erscheinung des Regenbogens - in seiner strengen Theorie auch auf 
Beugung beruhend - und schlief31ich 4. die Halos - groJ3e weiJ3e Ringe, die 
besonders an kalten dunstigen Tagen und Nachten Sonne und Mond umgeben, 
allerdings keine Beugungserscheinungen, cler Vollstandigkeit halber als auf
fallende atmospharische Lichterscheinung aber auch hier erwahnt. 

1. Kranzerscheinungen im homogenen Nebel. Die Kranze, oft falschlich 
auch Halos oder "Hofe kleiner Art" genannt, treten stets dann auf, wenn leichter 
Nebel oder cliinne Wolken an Sonne oder Mond vorbeiziehen, besonders schon, 
wenn diese Wolken Feclerwolken sind. DaJ3 sie haufiger nachts bei Mondlicht, 
seltener bei Sonnenlicht beobachtet werden, liegt lediglich an der blendenden 
Helligkeit der Sonne, die ihre Wahrnehmung ohne Schutzfilter fiirsAuge erschwert. 
Man sieht die Lichtquelle umgeben von einer blaulichweiJ3en Aureole, an die sich 
eine Anzahl farbiger Ringsysteme - es sind bis zu vier beobachtet worden - in 
cler vom Regenbogen her bekannten Farbfolge: orange, rot, blau, griin, rot usw., 
anschlie13t. Schon FRAUNHOFEI{ fancl, claB dies Phanomen mit der Beugung 
an kreisfOrmigen Scheibchen, wie sie sich clurch cine mit Lykopodiumsamen 
bestreute Glasplatte nachahmen HiJ3t, iclentisch ist und gab clamit auch als erster 
die richtige Erklarung der Kranze. Solange wir nun die Nebeltr6pfchen infolge 
ihrer starken Streuwirkung als Kugellinsen (s. Zif£' 4) undurchsichtig annehmen 
k6nnen, ist die Theorie der Erscheinung einfach und soli deshalb - es handelt 
sich um bereits abgeleitete Formc1n - nur kurz skizziert werden. Wir haben 
ja die folgenden Entstehungsbedingungen: Paralleles weiJ3es Licht fallt auf 
cine Kebelschicht, bestehend aus einer grofkn Anzahl vollkommen unregel
maBig verteilter, undurchsichtiger Trtipfchen, die, wenn sie Veranlassung zu 
farbigm Beugungserschcinungen geben sollen, in der :Vlehrzahl gleichen H.adius 
haben mussen. Der Xebel mu13 also homogen sein, uncl unter dicsen Voraus
setzungen gilt das BABIKETsche Prinzip cler Gleichheit von Beugungsbildern 
komplemenUirer Beugungsschirme uncl cler Satz yon der Proportionalitat zwischen 

5* 
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Intensitat des gebeugten Lichtes und Anzahl der beugenden Teilchen. Zu be
handeln ist also nur der Fall FRAUNHOFERscher Beugung an einer kreis
formigen Offnung. Die Intensitat des unter dem Winkel 'F gebeugten 
Lichtes im Abstande R von der OHnung ist gegeben durch 

(1) 

11(Z) ist die BESsELsche Funktion erster Ordnung, die sich in die konvergente 
unendliche Reihe 

2]1(Z) (Z2 Z4 Z6 ) z- = 1 - 2~ + ;2:""4~ 4 . 6 - 2 • 4 . 6 . 4 • 6 . 8 .... 

mit dem Parameter 
2.7r siner 

Z= --.--' 
I. 

(2) 

(r Radius der OHnung = Tropfenradius, J. Wellen lange des Lichtes) entwickeln 
laBt. Die Funktion ist bekanntlich periodisch und hat unendlich viele Null
stellen, deren erste gegeben sind durch 

Zl = 1,220,n; Z2 = 2,233,n; Z4 = 4,241,n (4) 
oder angenahert auch 

Zn = (n + O,23),n; sin'Fn = (n + 0,23)!~ . 
2r 

(5) 

:Maxima der Funktion mit den Werten 

10 = 1; II = 0,0175: 12 = 0,00416; 13 = 0,00165; II = 0,00078 (6) 

liegen bei 

Zo = 0; ZI = 1,638,n; Z2 = 2,666,n; Z3 = 3,694,n; Z4 = 4,722.n. (7) 

Hiermit ist das Beugungsbild in seinem Intensitatsverlauf eindeutig charakteri
siert. Es besteht bei Verwendung von monochromatischem Licht aus hellen und 
dunklen konzentrischen Ringen, wobei die \Vinkeldurchmesser der letzteren 
sich bei kleinen Beugungswinkeln (d. h. sin'Fn '" 'FII) angenahert verhalten wie 

'Fl: 'F2: 'F3: 'F4 = 1 : 1,83 : 2,76: 3,48. 

Ihre Ausmessung gestattct bei bekannter Wellenlange J. somit eine Bestimmung 
der Tropfengro13e (n. Gleichung (5)J. 

2. Berechnung von Beugungsfarben im weiBen Licht. 1m wei Ben Licht er
erscheinen die Beugungsringe fatbig, weil ja die Ringdurchmesser fur verschiedene 
Wellenlangen verschieden groB ausfallen, und zwar fUr rotes Licht stets kleiner 
als fur violettes. Eine Berechnung dieser Farben mit Hilfe des MAxwELLschen 
Farbendreieckes bringt R. MECKEl). Da dies Verfahren der Farbbestimmung 
bei Interferenz-2) und Beugungserscheinungen haufiger angewandt wird, so sei 
der Gang der Rechnung hier kurz mitgeteilt. Nach der YOGNG-HELlIIHOLTzschen 
Farbentheorie wird bekanntlich jede Farbempfindung der Netzhaut unseres 
Auges hervorgerufen durch das Zusammenwirken von drei Grundfarben: Rot, 
Grun und Blau. Kennt man nun den Anteil, den jede einzelne reine Spektral
farbe an diesen drei Grundfarben hat, so kann man nach obigen Beugungsformeln 
den fur einen bestimmten Beugungswinkel zu erwartenden Farbton und seine 

'\ R. :\lECKE, Ann. d. Phvs. Ed. 62, S. 623. 1920. 
2) Die Farbkurve im l\!AX\\'ELLschen Dreieck hir die Farben diinner BliHtchen, s. z. 13. 

F .. -\UERBACH, Physik in graphischen Darstellungen, 2. Auf!., S.224. 1925. Fur eine kurze 
Ubersicht s. allch z. B. J. RUNGE, ZS. f. techno Phys. TId. 8, S. 289. 192i, ferner HamIl>. XIX, 
S. lOt. 
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Intensitat aus einer Anzahl von sog. Farbgleichungen berechnen. Der erste, der 
hicr aushihrliche quantitative Messungen uber die Verteilung der reinen Spektral
farben auf die drei Grundfarben anstellte, durfte MAXWELLl) gewesen sein, und 
seine Messungen werden in der Regel den Berechnungen zugrunde gelegt. MAX
WELL wahlte als Grundfarben ein Rot der Wellenlange ;. 0,630 fl, ein Grun bei 
}. 0,528fl und ein Indigo bei ;. 0,457 fl, von denen nach seinen Messungen 
24 % Rot, 38,3 % Grun und 37,7% Indigo zusammen WeiB ergaben. Wir haben 
also die Farbgleichung des weiBen Lichtes 

24,OR + 38,3Gr + 37,7V= 100,0W. (8) 

Fur die Verteilung der Grundfarben auf die einzelnen Spektralfarben wahlte 
MAXWELL 22 verschiedene Wellenlangen des sichtbaren Spektrums aus, PERN
TER2) hat aber gezeigt, daB man die Rechnung auch mit nur 8 geeignet verteilten 
Farben durchhihren kann, nur muB man die blaue Grundfarbe dann etwas kurz
welliger wahlen (Violett), urn die gleichen Rcsultate zu erziclen. Die Verteilung des 
wei Ben Lichtes auf die 8 Spektralfarben gibt Tabelle 1 wieder, und zwar in 
Prozentcn des Sonnenlichtes. 
Sic liefert 8 Farbgleichungen, 
cleren Addition selbstverstand
lich wieder die Farbgleichung 
des weiBen Lichtes ergeben 
muB. Licgt jcdoch eine an
dere Intensitatsverteilung der 
Spektralfarben \'or, so gibt 
ihre Addition cine Gleichung, 
die nicht mehr der des weinen 
Lichtes entspricht. So findet 
man z. B. durch Multipli

(J,GS7,n 
U,G56 
n,5S9 
(1,527 
0.494 
0.486 
1).449 
0.431 

Rot 

2,3 
8,5 

14,6 
-(J,1 
- - !l.S 
-(1,8 

!l,t 
(),n 

24,1) 

Tabellc 1. 

Griin 

0,(\ 

1\ 1 
11.7 
15,2 

7. t 
4.5 
(1,1 
0,4 

3~,3 

Violett 

0,0 
o,S 

-0.1 
0 ,2 
5,5 
~). 3 

14,8 
7,2 

37,7 

WeiO 

2,3 
9.4 

26,2 
15,3 
11.S 
13.0 
15,2 
6,8 

100,0 ~ri 

kation der aus der Beugungsformel (1) bercchneten IntensiUiten mit den ent
sprcchenden Zahlenwerten der obigen Tabelle, clan fur ein bestimmtes 
z·}. (hier z· ;. = 1.65 tt) diese Additionsgleichung umgcrechnet auf 100% lautet: 

53,5R+38,3Gy+8,2V= 100,oF. (9) 

em hieraus den Farbton F zu bestimmen, nimmt man an, dan dcrselbe sich 
jetzt nicht aus drei Grundfarben, sondern aus einer ~Iischung rciner Spektral
farbe mit einem bestimmten Prozentgehalt von \Vein zusammensetzt. Letzteren 
erhalt man sofort durch Reduktion der Weingleichung (8) auf den Gehalt der
jenigen Grundfarbe von der in der Farbgleichung (9) am wenigsten enthalten ist 
(Violett = 8,2 %), also im obigen Beispiel auf 

5,3R -I- 8.4Gr + 8.2V= 21,9TV. (10) 

Wein ist demnach im Farbton mit 21.9% vertrcten 3), reine Spektralfarbe nur 
mit 78,1 %, und zwar entfallen davon, wie die Subtraktion beider Gleichungen 
zcigt, auf die Grunclfarbe Rot 48,2 %, auf Grun 29,9%. Die Bestimmung dieser 
Spektralfarbc geschieht nun mittels des MAXwELLschen Farbendreiecks, in wel
ches man in Dreicckskoordinaten die jeweilige Farbgleichung (9) eintragt. Die 
Ecken des Dreiccks nchmen die drei Grundfarben cin. die iibrigen 'Farben werden 
bngs cler drei Seitcn ausgebreitet. Die ungcfahrcn Grenzen sind durch punktierte 

1) J. c. :\r.~X\\·ELL, Phil Trans., S. 52. 1860. 
") Siehe unter j .. PER!>TER U. F. EX:-<ER, :\IcteoroL Optik, S. 530. 19111. 
:l) In praxi diirftc bci den Farben der Kranzc der \Veif.lgchalt griif3er ausfallen, da hier 

noeh die allgemeine Lichtzerstreuung infolge einer gewissen InllOmogcnitat dcs Ncbels und 
die Ausdchnung tier Licht'luelle hin7.ukommt. 
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Linien angedeutet. AuBerdem ist jede Seite fortlaufend numeriert in 10 Teile 
geteilt, so daB jede Spektralfarbe jetzt durch eine reine Zahl angebbar 
ist. rln Abb. 1 ist davon abgesehen worden, die aus Tabelle 1 ermittelbare 
Farbkurve der reinen Spektralfarben, die ersichtlich nicht mit den Drei
ecksseiten zusammenfall t, einzu tragen1). J 

1m obigen Beispiel besteht nun die Farbe aus 48,2/78,2 = 0,62 Teilen Rot 
und 29,9/78,2 = 0,38 Teilen Griin, welches dem Punkte 3,8 des Farbendrciecks 
entspricht, da die Abstande von den Dreiecksecken umgekehrt proportional 
den Anteilen an Grundfarbe sind. Der Farbton fiir z· /, = 1,65 ist also ein 
tiefes Orange mit wenig WeiB. Dicscn Farbton kann man nun auch graphisch 

aus dem Dreieck unmittelbar bestimmen, 
wenn man den WeiI3punkt W [Glci
chung (8)J mit dem Farbpunkt A [Glei
chung (9)J verbindet und durch Ver
lange rung der Geradcn den Schnitt
punkt F mit der Dreiecksseite feststellt. 
Diescr gibt dann direkt die gesuchte 
Spektralfarbe an, wahrend der Farb
punkt A se1bst die Strecke WF im Vcr
haltnis von WciB zu Farbgehalt teilt, 
d. h. es ist WA :WF = 78,1 und 
AF:WF = 21,9. 1st also fiir cine Farb
erscheinung, die aus Mischfarben bc
steht, dcr funktionale Zusammcnhang 
zwischen Intensitat und Wellenlangc 

Abb. 1. Farbkurvc im MAXWELL-HEJ.:\IHOJ,Tzschen 
Farbenclreieck der Bcugungsringe undurchsichtiger des Lichtes bekannt, so kann man jcdem 

Scheibchen . Parameterwert z einen Punkt im Far-
bendreicck zuordnen und so durch cine 

Farbkurve die Farbenfolge der Erscheinung fUr vcrschiedene z bestimmen2) 

Dies ist fiir die Beugung an kreisfOrmigen Schcibchen in Abb. 1 bis z =-= 4,4 
geschehen. Tabelle 2 bringt dann noch die Einzclheiten diescr Farbkurve, 

Ta be II e 2. 

Rot 
: 

Griin I Violett ! Jntcnsit~i t 
Vv'eiil 

I 
Farbe : 

I- i Farbton (beL) z 
i , o· ~~ I " 

I 

0,0 21,23 46,81 61,15 129,19 68,; 31,5 16.8 weiJ3lichblau 
1,6 11.78 19.89 19,10 50,77 96,6 3.4- 13,5 : wciB i 

2,4 4,97 5,51 2,72 13,20 5+,6 45.4- 4,6 hcllgcIb 
2,8 2,606 1,866 0,+02 4,874 21,<) 78,1 3,8 dunkelorangc 
3,2 1,041 0,381 0,266 1,688 41,8 58,2 1,1 tiefrot 
3,6 0,241 0,168 0,771 1,1 80 37,1 62,<) 21,8 schwarzviolctt 
4,0 0,025 0,445 (1,996 1,466 7,1 92,9 17,n dunkelblall 
4,4 (l,0,)3 0,691 0,784 1,568 24,7 7 ;,3 15.4 dllnkclblau. 

die vollauf den Beobachtungen an Kranzen entspricht. Besonders bemerkcnswcrt 
ist der schroffe Farbenwechsel von Rot zu Violett zwischen z = 3,2 und z = 3,8, 
verbunden mit einer betrachtlichen Abnahme der Gesamtintensitat (Spalte 5), 
Minimum bei z"", 3,8. Fiir z = 3,8 ist der Farbton nun ein sehr dunkles Violett 
(etwa L = 19), seine Komplemcntarfarbe, die hier naturgemaB ihr Intensitats-

') S. hierzu Handb. Bel. XIX, S. 111. 
2) Da z auch \,on i. abhangt, so mll/3 z auf cine bcstimmte \\'ellcnHlnge bczogcn 

wcrden, hier ist aus gleich zu crortermicn Griinden als diesc ,,\Yel!cnlangc des "'ciBel1 
Lichtes" i. 0,571 gcwahlt worden. 
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minImum besitzen mul3, ein Griingelb. Schon FRAUNHOFEl{ benutzte diesen 
rccht scharf erscheinenden Obergang yom roten zum blauen Ringe zur Aus
messung der Beugungsbilder im weiJ3en Licht und fand auf Grund von zahl
reichen Messungen, daB an dieser Stelle gerade das Griingel b der Wellenlange 
}. 0,571 ein Minimum hat. Er nannte daher diese Wellenlange die "Wellen
lange des weiBen Lichtes", sie entspricht jedoch nicht dem Empfindlichkeits
maximum des farbtiichtigen Auges, dieses liegt vielmehr bei A 0,556 fi, ist also 
kurzwelliger. 

3. Messungen an Kranzen. Messungen an Kranzen im monochromatisierten 
Licht - etwa durch Zwischenschalten von Farbfiltern --'- scheinen nicht ge
macht worden zu sein und sind wohl auch wegen der relativen Seltenheit und Licht
schwache der Erscheinung schwierig. Man ist also auf Messungen im weiBen Licht 
durch Einfiihrung der physikalisch vielleicht nicht ganz gerechtfertigten WeIlen
Hi.nge des weiBen Lichtes angewiesen unter Zugrundelegung des aul3eren Randes 
'lorn roten Ringe, wo - dies sei nochmals betont - nur bei derartig einfachen 
Beugungserscheinungen die Welleniange AO,571 ihr Intensitatsminimum hat. Diese 
Ausmessung gestattet dann aber schon mit primitiven Hilfsmitteln die GroJ3e 
dieser Wolkenelemente nach Gleichung (3) zu bestimmen; haufig auch noch deren 
zeitliche Anderung, die manchmal gewisse Riickschliisse auf die Wetterprognose 
zulaBt. Auch die Obereinstimmung der aus den einzelnen Ringen erhaltenen 
Tropfendurchmesser ist meist befriedigend. So zeigen z. B. 11 von KAMTZ mit
geteilte Messungen, bei dencn die beiden ersten Ringe ausgemessen wurden, 
nur durchschnittliche Abweichungen von 3 % voneinander. Ais wei teres Beispiel 
fUr die Obereinstimmung zwischen Theorie und Beobachtung sei erwahnt, daJ3 
bei dem nahe verwandten Beugungsphanomen der mit Lykopodium bestreuten 
Glasplatten die Ausmessung des ersten Ringes einen Durchmesser der Pollen 
von 30,3 fl, die des zweiten den gleichen Wert 30,3 p und die des dritten 30,4 It 
ergibt, wahrend die direkte Ausmessung unterm Mikroskop fUr die keineswegs 
voIlkommen kreisrunden Pollen den Durchschnittswert 30,6 It lieferte. 

Andererseits sind bei den Kranzerscheinungen aber auch FaIle bekannt ge
worden, in denen nicht das von der Theorie geforderte Verhaltnis der beiden 
ersten Ringe von 1 : 1,87 vorliegt, vielmehr ist der zweite l~ing genau doppelt so 
groB wie der erste. In diesen Fallen miissen wir nun annehmen, dal3 nicht Wasser
tropfen die beugenden Teilchen sind, sondern feine Eisnadeln, die aIle nahezu 
die gleiche Dicke besitzen, wah rend ihre Langen so inhomogen bzw. so graB sind, 
daB sie zu einer beobachtbaren Beugungser
scheinung keinc Veranlassung mehr geben 
konnen. Es ist klar, daB auch derartige 
Eisnadcln bei volIkommen regelloser Ver
teilung im Beugungsbild ein Ringsystem 
zeigen miissen, wobei es sich aber jetzt urn 
cine Beugung an schmalen Rechtecken han
delt, und flir diese gilt die Beziehung 

sin(p = 11 • . ~ . , d. h. die Ringdurchmesscr 

miissen sich wie die ganzen Zahlen vcr
Abo, 2. Haufigkeitsvertcilung tIer GroOe der 

halten. Die einigermaBen zuverlassige Aus- Wolkenelemente. 

messung der H.inge gibt also auch ein Mittel 
an die Hand. die Art der Wolkenclemente zu bcstimmen. Eine Statistik der vor
liegenden Messungen zeigt nun, daf3 in der Atmosphare fUr 15 bis 20 ,II Tropfen
d u r c h m e sse rein ausgepragtes Maximum besteht (s. Abb. 2, wo die Haufigkeit 
cler Beobachtungen in Stufcn von 5 It Breitc cingctragen ist). Bei Eiskristallen 
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verschiebt sich dieses Maximum noch etwas nach kleineren Dicken (rund 10//) 
und ist auch nicht so ausgepragt. 

4. Beugungserscheinungen im kiinstlich erzeugten Nebel. In der Natur 
kann also die Erscheinung der Kranze als einfache Beugung an \Vassertropfen 
bzw. Eiskristallen ohne Schwierigkeiten erklart werden, nicht so im Experiment 
beim kiinstlichen Nebel, der durch adiabatische Expansion von wasserdampf
gesattigter Luft leicht herstellbar ist (Versuchsanordnung s. Bd. I, Zif£' 210). 
Hier haben wir es mit ganz anderen, anomalen Farbenanordnungen zu tun, 
deren Aussehen schon auf einen komplizierten Interferenzvorgang hindeutet. 
So ist die die Lichtquelle direkt umgebende Aureole nicht mehr, wie bei den 
Kranzen, weiBlichblau, sondern sie weist cine sehr lebhafte Farbung auf, die mit 
wachsender TropfengroBe etwa die Farbenfolge durchlauft: hellviolett, blaulich
griin, smaragdgriin, gelbgriin, hellorange, dunkelorange, scharlachrot, karmoisin
rot, purpur, steingrau, smaragdgriin, olivengriin usw., daran schlie Ben sich nun 
Ringe an, die auch nicht die iibliche Farbcnfolgc zcigen, sondern aus viel satteren 

1,0 (' 
1,06 
1,2 
1,27 
1.32 
1,4 
1,45 
1,52 
1,57 
1,60 
1,63 
1,66 
1,75 
1,87 
1,92 
2,0 
2,07 
2,09 
2,15 
2,22 
2,3 
2,31 
2,32 
2,33 

2,35 
2,4 

Tabelle 3. 

Aureole 

hell violett 
blauviolett 

hellblau 
blau (griinlich) 

griinblau 
griin 

gelbgriin 
gelb 

orange 
rot 
rot 

purpurrot 
hellpurpur 

violett 
violett 

graublau 
blaugriin 

blaulich griin 
smaragdgriin 

olivengriin 
griingelb 

griinlichge!b 
gelb 
gelb 

hellorange 
hellpurpur 

Ringe 

griin 
gclbgriin 

griin, rosa 
clunkelblau, rot 

hell violett (rotlich) 
violcttblau, hellgriin, 

blau, rosa 
griin, violett 
griin, violett 
griin, violett 

rosa 

hellgrflIl, (gelblich). rosa 
fahlgriin, rosa 

griin, rotlich, violett 
griin, rot, griin 

gelb, rot, dunkelblau 
griin, clunkelviolett, gelb 

gelb, violett, griin 
gelb, griin, rosa 

(rein griin), dunkelblau, rot 
schmales c!unkelblau, rot 
blau, griin, rot, violett 

rot, blau, griin 
rot, griin, violett 

clunkIer Streifen (schwach blau, 
griin, rot, blau), rot 
rot, griin, violett 

gelbgriin, rosa 

Farben in den mannig
faItigstcn Anordnungen (5. 
Tabelle 3) bestehen, im 
ganzcn ein lebhaftes Far
benspiel, das mit den ge
wohnten Beugungsbildern 
gar nichts mehr gemein
sam hat. Allerdings ist die 
TropfengroBe beim kiinst
lichen Nebel bedeutend ge
ringer, der Spielraum, der 
hier durch Variation der 
Versuchsbedingungen zur 
Verfiigung steht, ist etwa 
2 p, bis hochstens 10 p, 
stellt also cine GroBenan
ordnung dar, die in der 
Atmosphare nie beobachtet 
worden ist. Eingehende 
Versuche 1) , besonders an 
Fltissigkeiten mit verschie
denen Brechungsexponen
ten, haben nun unzwei
deutig gezeigt, daB bei 
dieser Tropfengro13e die 
Voraussetzung der Cn

durchsichtigkeit nicht mehr gemacht werden kann, cla cine Abhangigkeit cler 
Farberscheinung vom Brechungsexponent nachweisbar war. So sind z. B. beim 
Benzol, dessen Brechungsexponent (n = 1,504) groBer als der des Wassers 
(n = 1.333) ist, normale Beugungsbilder bereits bei einer TropfengroBe zu 
erhalten, die beim Wasser sicher noch anormale Farberscheinungen bedingt. 
Die Erklarung der Erscheinung, die hier nur im Auszuge gegeben werden kann, 
liegt somit auf der Hand. 

Wohl wird das Licht beim Durchgang durch den Tropfen stark konvergent 
gemacht, rine Durchrechnung des Strahlenganges zeigt aber, daB das Intensi-

1) H. ::\IEcKE, Ann. d. Phys. Bel. 61. S. 471; Bd.62, S.623. 1920. 
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tatsverhaltnis von dem Licht, welches den Tropfen mit zweimaliger Brechung 
durchsetzt, zum ge be ugten Licht mit abnehmender Tropfengrof3e immer 

gtinstiger wird [ftir cp "" 0 ist dies Verhaltnis gegeben durch 0,22' ( ~ Y], also 

nicht mehr unberticksichtigt bleiben kann. Ferner sind diese Strahlen stets 
koharent, somit auch interferenzfahig. Die ganze Erscheinung im ktinstlichen 
~ebel ist also auf eine zusammengesetzte Beugungs-Interferenzwirkung von drei 
Strahlenarten zurtickzuftihren, namlich 1. von .. gebeugten" Lichtstrahlen, 2. von 
Strahlen, die durch den Tropfen hindurchgegangen sind, und 3. von solchen, die 
an der Oberflache reflektiert werden. Die Strahlen 1 und 2 weisen bei Wasser 
einen Wegunterschied von nahezu 

Ll1 = 2r(n - coscp) 

auf, die von 1 und 3 emen solchen von 

(11 ) 

f ·' • ) . 2 = 2 r s1I1 -i . (12 

Der \Vegunterschied von 2 und 3 ist gleich der Summc Ll1 + ,12- ~ach Bertick
sichtigung der Phasenbeziehungen (gebeugtes Licht hat gegenliber ungebeugtem 
cine Phasenverschicbung von n l2, eben so tritt bei Lichtstrahlen nach Durchgang 
durch eincn Brennpunkt ein Phasensprung von ;r auf) erhalt man cine resul
tierende Lichtbewegung 

. . t R. . t R 
s = C· ~1112:7( T - i_) + ~ . cos2n(T - I .. )' (13 ) 

Hier haben die Amplituden C und 5 die \Verte 

C r 2 ] ( )] . 2;r , . 2_7 J 
= ao LZ: I 2 , - a1 S1l1-~ '- 1 + {/2 sm -i.- i 2' 

2:7 " 2;r f 
(13 a) 

_S = - at cos -,- LJ t - {/. cos -~ L 9, 
1- ' - 1_ -

und ihre Quadratsumme C2 + 52 gibt die 0,06 

lntensitat des Lichtes, die Amplituden {/o' 
a1 und a2 sind dabei leicht bestimmbar. M 

Abb. 3, die hir drei verschiedcne Tropfen- 0,05 

radien und monochromatisches Licht der 
\Vellenlange }, 0, 5 89 fl diese Interferenzkurven 
wiedergibt, zeigt im Vergleich zu der Kurve O/1¥ 

undurchsichtiger Tropfen, wie stark sich die 
Beugungserscheinung clurch eine derartige 
Interferenz andern kann. Das ganze Beu- 0,03 

gungsphanomen hangt jetzt also in kom
plizierter \Veise von drei Paramctcrn ab, 

.. r h 2."Tr . (' r ) d 002 nam IC von z = T S1I1 cp, von . i.- un vom . 

Brechungsexponenten n. Es ist klar, daB 
bei dieser Mannigfaltigkeit eine GroBenbe-
stirn mung der Nebelelemente aus clen Ring- o,Of 

durchmessern auf Schwierigkeiten stoBen 
mu/3. Man ist also wieder auf die Methoclp. 
der Farbberechnung im weiBen Licht ftir 

I II 
I ii 
\ :' undurchsichfig 

: ij 1\ 
I ii / \ 
\ lj t \--,. · 2,O~ 
I ii / \ 
I i\! /\\ 
I ,I, ! I · ... " =2 Sf'-

I ,' , ! \ \ ' I' 
I ii, ! \ \ I \ 
I i\l i \ \ / II 

\ \ ~. ' j \ \ I I 
I , \ \ I'. I 

\} . \ \,11 \. \ 
\ \ \ .. I \ \ 
\. ·, .f \ Iv \ \ 

\ j ! '" ':-," ' 2,.}5P-
' / \" . -,,/ 

verschiedene r und z angewiesen, urn aus Abb.3. Betlgllngskllr\'en durchsichtiger Tropfchen. 

den Beobachtungen schnell Aussagen tiber 
den Tropfenradius mach en zu ki)nnen. Die Durchhihrung dieser Berechnung 
hat dann zu den in Tabelle 3 mitgetcilten Tropfengr6/3en gehihrt. Abb. 4 
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zeigt noch als Beispiel die Farbkurve hir z·), = 0,94ft als Funktion der 
Tropfenradien. 

5. Glorien. Glorien sind wie die 
jedoch solche im reflektierten Licht. 

Abb. 4. Farbku[ve der Aureole fUr \'crschiedcnc 
TropfengroBen. 

Kranze einfache Beugungserscheinungen, 
Voraussetzung ist also, daB die Sonne 

(Mond) sich im Riicken des Beobach
ters befindet und sein Kopfschatten 
auf eine unter ihm liegende Nebel
schicht fallt, beobachtbar sind sie da
her vorwiegend auf hohen Bergen oder 
im BaHon. 

Die Deutung des Beugungsphano
mens als solches sto13t nun nicht auf 
Schwierigkeiten: sie ist dieselbe wie 
bei den Kranzen und bietet somit 
nichts Neues. Was aber bei den 
Glorien anHinglich einige Erklarungs
schwierigkeiten machte, war die Ent
stehung eines Intensitatsmaximums in 
einer an und fiir sich diffus reflek-
tierenden Schicht, denn ohne ein sol
ches Maximum, das ja die Lichtquelle 

ersetzen mul3, ist eine farbige Beugungserscheinung nicht denkbar. Dieses Maxi
mum existiert nun tatsachlich und ist haufig schon bei inhomogenen Teilchen
groBen als sog. Heiligenschein (z . B. auf betauten Wiesen bei tiefstehender Sonne) 
urn den Kopfschatten des Beobachters zu sehen 1). Die Erklarungen laufen haupt
sachlich darauf hinaus, daB bei der Reflexion an tiefer liegenden Wolkenelementen 
diejenigen Strahlen, die genau in der Einfallsrichtung reflektiert werden, die 
Nebelschicht ungestort - d. h. unverdeckt durch davorliegende Teilchen -
wieder verlassen konnen, so daB diese Einfallsrichtung der Strahlen stets bevor
zugt erscheint. Messungen an Glorien brachten nun zunachst unbefriedigende 
Resultate, die der Theorie zu widersprechen schienen. Auch die Ausmessung 
einer photographischen Aufnahme der Glorie2) lieferte die Ringradien 1 0 13', 
50 0', 8 0 44' und damit verschiedene TropfengroBe aus den einzelnen Ringen 
(r = 16,4 p, 7,3,H, 6,1,u). Man hat aber nicht die Ausdehnung des IntensiUits
maximums, das etwa 1 0 bis 2 0 betragen kann, dabei beriicksichtigt und zahlte dies 
haufig, so auch im obigen FaUe, als den ersten Ring, den ersten Beugungsring 
dann als zweiten. Korrigiert man diesen Fehler, so lidem auch die Glorien fiir 
die Tropfendurchmesser iibereinstimmende Werte. Wegen des hoheren Reflexions
vermogens der EiskristaUe (Reflexionen an cbenen Flachen!) diirften nun Beob
achtungen von Glorien in Eiswolken haufiger sein. Hir diese gilt dann selbstver
standlich das bei den Kranzen Gesagte. Auch die im kiinstlichen Nebel erzeugten 
Glorien geben zu demselben anormalen Farbenspiel Veranlassung wie die Kranze. 
Die Verhaltnisse liegen hier allerdings noch etwas komplizierter, und besonders 
bei kleinen Tropfen kommen Beugungsvorgange hinzu, die mit denen des Regen
bogens verwandt sind. Rechnungen nach dieser Richtung hin sind z. B. von 
S. RAy3) untemommen worden. 

6. Deutung des Regenbogens nach DESCARTES. Die bekannte atmospha
rische Himmelserscheinung des Regenbogens, die hier wohl nicht naher beschrieben 

1) Auch die sog. l:ntcrsonncn und Lichtsaulen, hcrvorgcrufcn durch Hcflcxionen an 
Eiskristallcn, sind ahnliche Erscheinungen. 

2) A. \VEG:-IER, Jahrb. d. dcutschcll l.uftschiffcrvcrbandcs 1911, S.7-I. 
3) S. lLw, Proc. Ind. ) .. ssoc. Bd. S, S . 23. 1923. 



Zift. 6. Deutung des Regenbogens nach DESCARTES. 75 

zu werden braucht, wird nach DESCARTES als reines Problem der Strahlenbrechung 
und der dadurch bedingten Farbendispersion gedeutet, eine Erklarung, die zwar 
die Grundtatsachen richtig wiederzugeben vermag, fUr eine vollkommene Deu
tung der Beobachtungen jedoch nieht ausreicht. Bekanntlich dringen beim 
Regenbogen die parallelen Sonnenstrahlen in den Regentropfen ein und ver
lassen ihn erst wieder naeh einer ein- oder zweimaligen inneren Reflexion, und 
zwar - von einem Grenzfall abgesehen - als stark divergierendes Strahlen
bundel. Der hierbei erzielte Drehwinkel der Strahlen laJ3t sich leicht bereehnen: 
Jede Breehung von Liehtstrahlen lenkt diese ja urn den Betrag (0.: - (3) (0.: Ein
fallswinkel, f3 Breehungswinkel) ab, jede innere Reflexion jedoeh urn den \Vinkel 
(;r - 2fJ) ; erfahrt der Strahl also r innere Reflexionen, so ist die Gesamtablenkung 
odes austretenden Strahles (Abb. 5) 

(5 = 2(0.: - (3) + r(n - 2(3) = r;r + 2[0.: - (r + 1)f1]. (14) 

Die Theorie von DESCARTES erstreekt sieh nun auf den obenerwahnten Sondel'
fall, in dem del' Parallelismus eines engen einfallenden Strahlenbundels beim 
Austritt aus dem Trupfen nahezu bewahrt 
bleibt, so daB die Intensitat dessclben noeh Y 
auf groBe Entfernungen wirksam ist. Dieser 
Grenzfall tritt aber dann ein, wenn die Ge
samtdrehung der Strahlen ein Minimum 
ist, denn hier besitzt, wie wir spater (Abb. 6) 
sehen werden, die austretende Wellenfliiehe 
cinen Wendepunkt, hat also an dieser Stelle 
die Krummung Null. Differenziert man 
also Gleichung (14) nach 0.:, setzt den 
Differentialquotienten gleich ?\ull: 

1 elf} I df1 -. -- = 1 - (r - 1)· - = 0 
2 do: I do: ' (15) Abb. 5. Strahlengang im Regentropfen . 

und eliminiert f3 mit Hilfe des Breehungsgesetz(;s, so erhiilt man fUr den Einfall~
winkel dieser "wirksamen" Strahlen von DESCARTES den \Vert 

'1 ':;2- 1 coso.: = -' .. o p2 -1 ' 
cos R P . 

. 1'0 = .. COSiXo ' 
11 

(P = r + 1). (16) 

Tabelle 4 gibt einigc Zahlen\verte, bei denen stets der spitze Winkel 
zwischen Einfallsrichtung und austretendem Strahl angegeben ist, d. h. es treten 
bei einmaliger und zweimaliger 
Reflexion die Strahlen auf del' 
Vorderseite des Tropfens 
aus und erzeugen so den 
Haupt- und Nebenregenbogen. 
Bei drei- und viermaliger 
Reflexion liegen die austreten
den Strahlen auf der Ruck

2 
3 
+ 

" 
59 °24' 
71 °49' 
76 °50' 
79 ' 38' 

Tabelle 4. 

GIa::. (n :..:: 1,5) 

" 
4') °48' 
66 "43' 
73 °13' 
76 c48 ' 

22 ° 51'} 
86 052' ,: 

9 ° 8' r 
71 ° 6'" 

seitc des Tropfens (bei Glas nur der dritte Strahl), und erst ,die beiden fol
genden erscheinen wieder auf der Vcrderseite. Regenbogen, die diesen mehr
fachen Reflexionen entsprechen (bei p = 3 und 4 mu/3 sich der Regen selbst
verstandlich zwischen Sonne und Beobachter befinden), sind in der ?\atur 
intolgc ihrer geringen Intensitat, die von der allgemeinen Tageshelle uberstrahlt 
wird, nie beobachtet worden, wohl aber im Experiment an \\'asserstrahlen 
uncI Gla~staben. Obige "'erte geltcn allerdings nur fUr Licht einer mittleren 
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Wellenlange. Wegen der Abhangigkeit des Brechungsexponenten von der 
Wellen lange liegt aber fUr rotes Licht (A. 0,687) die Minimalablenkung (ein
malige Reflexion vorausgesetzt) bei 42 0 16', fUr violettes jedoch bei 40 0 44', 
mithin cine Winkeldifferenz von 1 0 32' ergebend. Da sich die Ausdehnung der 
LichtqueUe (Sonne = 31') noch hinzuaddiert, so ist nach der DESCARTEsschen 
Theorie ein farbiges Band von ungefahr 2 0 Breite zu erwarten, und zwar mul3 
die auBere (rote) Begrenzung dieses Bandes stets dunkler erscheinen als die innere, 
denn Ablenkungen der (roten) Strahlen groBer als 42 0 16' konnen ja uberhaupt 
nicht auftreten, wohl aber kleinere, wenn auch mit stark verminderter Intensitat. 
Fur den Nebenbogen liegen die Verhaltnisse analog, nur ist hier der rote Rancl 
cler innere, cler violette cler auBere. Die entsprechenclen Werte sind 50 0 22' fUr 
Rot und 53 0 24' fiir Violett, die Breite des Bandes also runcl Y/2 o . 

7. Theorie des Regenbogens nach AIRY. Wenn auch die Theorie von 
DESCARTES die Winkcldurchmesser von Haupt- uncl Nebenbogen uncl die Farben
folge im groBen uncl ganzen richtig wieclergibt, so vermag sie doch nicht die sog. 
iiberzahligen ocler sekundaren Bogen zu erklaren. Es sincl clies Bogen, die sich 
unmittelbar an den Hauptbogen nach innen zu anschlieBen. Ihre Zahl ist sehr 
verschieden. In cler Natur diirften mehr als sechs bisher nicht beobachtet worden 
sein, im Experiment, wo die Versuchsbedingungen viel sauberer gewahlt werden 
konnen, ist aher clie Beobachtungsmoglichkeit cine weit bessere, so konnten z. B. 
an dickeren Wasserstrahlen und Glasstaben bis zu 200 derartiger sekundarer 
Streifen gezahlt werden. 1hre Farbfolge ist jedoch von der des Hauptbogens 
meistens verschieden (s. unten). Ebenso liefert cler Nebenbogen ahnliche Bogen, 
nur lichtschwacher und diesmal nach auBen hin anschlieBend. Eine weitere Er
scheinung, die die Theorie von DESCARTES nicht zu erklaren vermag, ist der 
sog. weiBe 1<egenbogen, der vorwiegend im Nebel, cl. h. bei kleinen Wassertropfen, 
heobachtet wircl, auch sincl die hierbei beobachteten Winkeldurchmesser stets 
kleiner, als die DECARTEssche Theorie fordert. 

Zur Erklarung der iiberzahligen Bogen machte schon YOUNG auf die kom
plizierte Gestalt cler Wellenflache in der Nahe der Minimalablenkung aufmerksam. 
Es ist clies in erster Naherung (s. unten) clie Rotationsflache einer Kurve dritten 

x 

Gracles (y = kx 3), die, wie schon erwahnt, beim 
yIinimumswinkel einen Wendepunkt besitzt (Abb.6). 
Da die Strahlenrichtung normal zur Wellenober
Hache verHiuft, so miissen bei einer derartigen 
Gestalt der Kurve fiir jecle Richtung zwei k 0 h a
r en t e Strahlen vorhanclen srin, die parallel zu
einander laufen, aber einen Wegunterschied mit
einander haben, der zu Interferenzerscheinungen 
Veranlassung giht. Als cine derartige Interferenz
erscheinung erklarte nun YOUNG clie uberzahligen 
Bogen. AIRY stellte clann clas ganze l<egenbogen

Abu. G. \\'c\lenWichc des alls dem Regen. problem auf cine noch strengere Basis und be-
tropfen austrctcndcn StrahlenbUlldcls. 

handeltc es als ein Beugungsphanomen nicht-
spharischer Wellen. Seine Theorie sei hier unter Weglassung langerer Ab
lcitungen mitgeteilt. Wichtig ist zunachst die Festlcgung cler austretenden 
Wellenoberflache. Da es sich dabei um cine Rotationsflache handelt, so geniigt 
die Form der Mecliankurve und zwar auch nur in unmittelbarer Nahe cles mindest
gedrehten Strahles, denn nur hier werden nennenswerte Beugungseffekte erzielt. 
Bekanntlich gilt hir WellenoberfW.chen ganz allgemein die Bedingung, daB die 
ze i t I i che Entfernung zweier soIcher Flachen fiir all e Strahlen clessclben Strah
lenbiindels die gleiche ist. Beim Regenbogen setzt sich aber der Gesamtweg des 
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Strahlenganges aus drei Teilstrecken zusammen; namlich 1. aus dem Weg SI 
der Strahlen bis zum Eintritt in den Tropfen, 2. aus dem Weg S2 im Tropfen selbst 
und 3. aus dem Weg Sa nach Veriassen des Tropfens. Es ist daher (c = Licht
geschwindigkei t) 

( 17) 

Da wir nun zur Berechnung einer Lichtwirkung nach dem HuYGENsschen 
Prinzip in der Wahl der Lage der Wellenflache vor und nach Veriassen des 
Tropfens vollkommen freie Hand haben, so kann auch die Konstante ganz wilI
kiirIich gewahlt werden. Wir wahlen sie hier zweckmaJ3ig gleich r (Tropfenradius) 
und k6nnen dann fiir die drei Wegstrecken setzen 

Sl = r (1 - cos <X) , S2 = 2pr cosp , sa = r(cos<x - 2pn cosP). (18) 

In diesen Ausdriicken sind nun die trigonometrischen GraJ3en zu eliminieren und 
dafiir rechtwinklige Koordinaten x, y einzufiihren von einem Koordinatensystem, 
dessen y-Achse mit dem mindestgedrehten Strahl parallel lauft. Dies kann 
natiirlich nur naherungsweise durch Reihenentwicklung nach einem Parameter 
~ (<X = <Xo + $) durchgefiihrt werden. Man erhalt dann fiir den Fall, daJ3 der 
Koordinatenursprung sich im Tropfenmittelpunkt befindet, die Kurve: 

o (19) 
x = (rsin<xo) + (rcos<xo)' ~, ) 

v = 2r(1 _P2)COS<XO + r P;; 1 sin<Xo.~3. 

rsin<xo und 2r(1 - P2)COS<XO sind aber nichts weiter als die Koordinaten des 
Wendepunktes der Kurve dritten Grades. Legen wir also durch eine Parallel
verschiebung den Koordinatenursprung in diesen Punkt und eliminieren ~, so 
lautet die endgiiltige Kurvcngleichung 

It 
y = kx3 = ··- x3 (20) 3. y2 ' 

wo It unter Beriicksichtigung von Gleichung (16) den Wert besitztl) 

_ (P2 _ 1)" "' 'Pi - n" It - p' "'( -0--) - ,-, - . . • n- - 1 n- - 1 

Wir kommen jetzt zum beugungs
theoretischen Teil des Problems. Nach 
der KIRCHHOFFschen Fassung des Huy
GENSSchen Prinzipes ist die Lichtwir
kung in cinem Punkte P in groJ3er Ent
fernung R yom Tropfcn fiir kleine Beu
gungswinkel q; gegeben durch 

(22) 

wo L1 = ycosq; - xsinq; der Wegunter
schied zweier beliebiger paraIleIer Strah-

y 

Abb. 7. \\"cguntcrschied zweier parallel austretenden 
len ist, die hier mit dem mindestge- Strahlell, 

d r e h ten Strahl den Winkel q; bilden, x 
und y aber die Koordinatendifferenzen der beiden Weilenflachenpunkte bedeuten, 
von denen diese Strahlen ausgehen (Abb.7) . Wahlen wir als Ausgangspunkt 
des einen Strahles den Koordinatenanfangspunkt, so kannen wir in L1 direkt 
die Gleichung (20) einsetzen. Mit der gleichen Naherung, mit der diese Gleichung 

1) FUr Wasser (It = 1,333) ist bei p = 2, It = 4,89 und bei p = 3, II = 27,86. 
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erfUlit ist, ist auch das FHi.chenelement do proportional rdx. \Vir erhalten 
dann die zwei Integrale 

C = rcos2;~ (kX3cOScp - xsincp}dx, l 
(23) 

5 =./ sin 2t (kx3 coscp - x sincp}dx, 

deren Quadratsumme multipliziert mit (r/2}2 bekanntlich der Intensitat der re
sultierenden Lichtbewegung proportional istl): 

(24) 

Ferner zeigt sich, daJ3 wir, ohne die Giiltigkeit der Naherungsformel (20) zu ver
letzen, die Grenzen -00 und + 00 in die Integrale einfUhren k6nnen, da nur 
Werte in unmittelbarer Nahe des Koordinatenursprunges nennenswerte Beitrage 
zum Integral liefern. Dann verschwindet aber 5, wahrend eden doppelten 
Wert des von 0 bis + 00 genommenen Integrals annimmt. \Vir finden also fUr 
die Intensitat in P den Ausdruck 

(
ex> ')2 r 2 . 2:r . 

J = 4JO(T) j COST (kx3 coscp - xsmcp}dx . 
u . 

(25 ) 

Diesen miisscn wir noch durch Einfiihrung zweier Substitutionen 

2:r k 3 :l 3 
.~~ . X' cos cp = 2 u ; 

2:r. :r 
T. X S111 cp = 2 z· u (26) 

umformen, und erhalten dann 

] = ] . (· .. _---o~r5 ._·)J('./~os ': (u3 _ zu) d1t)' 2. 
o h. I.! cos'P.. 2 

() 

(27) 

Das Integral - AIRysches Regenbogenintegral i (z) - laf3t sich nur dureh Reihen
entwieklung auswerten; es nimmt fUr negative \Verte von z monoton ab, ist aberfur 
positive periodiseh und besitzt unendlich viele }Iaxima und }linima (Abb.8). 

~ £\/\/\1\£\, ~ 
o 5 W Z 

Abb. S. !(z).\Verte des AlRY5Chcn Regenbogcnintegrals. 

In letzteren wird die Funktion Null. leh besehranke mieh auf die Wieclergabe fUr 
die erst en hinf Ylaxima und Minima. Bei grijJ3cren z sind clieselben sehr an-

o 9 

ge;lahert gegeben durch z = 3 (m + .1 )3bzw. 3 (~±..!. + _~)J', wahrend die 
. 4 .24 

') :-'I.,\SCART und n; it ihm l'ER:-::TER u. a. sctzcn die IntensiUit nur proportional1'ji. nicht 
(r; i.)2, und zwar leitcn sic dicscs Rcsultat aus der FHESNELschcn Zoncnkonstruktion abo Einc 
cinfache Grenzbctrachtung lchrt aber, daJ3 bei der strengeren U:isung des Problems nach der 
KIRCHHoFFschen Formulierung des HUYCE:-::sschen Prinzipes diesc Folgcrungen aus den 
FRES:-::ELschen Zonen nicht zuHissig sind. 



Ziff.7. Theorie de s Rcgenbogcns nach AIRY. 79 

.J 

einfache YouNGsche Interferenztheorie (s. oben) die Werte z = 3 (111)3 (Maxima) 
'J 

d (2m + f)'a (M" ) I' f "I3t (Tabelle 5), un z = 3 .~-2- mima Ie ern mu e 

Tabelle 5. 

l\'laxima Minima 
1'(;) 

, 
JOUNG JOUNG 

1,084 1,005 a 2,495 1,89 
2 3,467 (l,615 3 4,363 3,93 
3 5,145 0,510 4,76 5,892 5,53 
4 6,578 0,450 6,24 7,244 6,92 
5 7,868 0,412 7,56 8,479 8,17 

z hangt nun mit dem Beugungswinkel qJ dureh die Beziehung 

:I '6 • r2 --:---
z = 21. -, -,-., sm2 m tgqJ 

! • 1.- • 
(28) 

zusammen, und da sin2 rp' tgcp selbst noeh bei groI3eren Werten gleich cp3 ge
setzt werden kann, ist z also dem Beugungswinkel direkt proportional. 

Tabelle 6. 

500 ,It 50,n 25,1t 

I. 0,687 42 0 16' 41 0 54' 40 ° 36' 39 0 37' 
i. 0,431 40° 44' 40° 28' 39° 32' 38 ° 50' 
li, - liv 1 c 32' 1 ° 26' 1 a 4-' 0° 47' 

i. 0,768 50 0 22' 51 0 0' 53 0 20' 55 0 7' 
l. 0,431 53 0 24' 53°51' 55 0 32' 56 0 47' 
li, - li,. .3 c 2' 2 ~ 51' 2 0 12' 1 0 42' 

Die Periodizitat des AIRysehen Integrals erklart nun so fort das Auftreten 
der sekundaren Bogen. Es ergibt sich aber auch, daI3 das erste Maximum nicht 
bei z = 0, sondern bei z =1,084 liegt. Da z ja dem Winkel cp proportional ist, 
der yon der Minimalablenkung nach Innen gerechnet wird, so folgt, daI3 der 
Bogen maximaler Intensitat einen urn 

",----;3 .,.} 
rp = 0,542,1 ~ (;-.) = 0,507 (~) 

kleineren Winkelradius haben muI3 als der mindestgedrehte Strahl, was bei 
kleinerem Tropfenradius « 100 p) schon mehrere Bogengrade ausmachen kann. 
1m Nebenbogen fallen die Winkelradien entsprechend groI3er aus, und zwar urn 
den Betrag 

cp = 0,902 (-H§ 
(s. Tabelle 6). Abcr aueh jcnscits des mindcstgedrehten Strahles, d. h. fiir 
negative \Verte von z muI3 noeh eine, wenn auch schwache Liehtwirkung vor
handcn sein. Die Abhangigkeit der Winkeldifferenz von der Wellen lange hat 
wei ter die in teressan te F olgerung, daI3 bei den s e k u n dar e n Maxima sogar 
cine Umkehrung der Farbenfolgc cintreten kann. So liegt z. B. bei einem 
Tropfenradius von 0,5mm fUr Rot (},0,687) das erste sekundare Maximum 
bei 41 °7', fUr Blau (J,0,431) bei 39°54', aber schon bei 0,05 mm TropfengroI3e 
fallen beide Strahlcn zusammen (36 °56' und 36 °5 ;'), sind also "achromatisiert", 
und bei r = 0,025 tritt sehon die Farbenumkehr ein (Rot 33 °47', Violett 34 °40'). 
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Hauptbogen 

1. sekundarer 
Bogen 

2. sekundarer 
Bogen 
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Tabelle 7. 

500,tt 

Tiefrot 

Hellrot 

Orange 

Gelb 

Griin 

Blaugrlin 

Hellblau 
Violett 

Hellblau 

Violett 

Hellblau 

Grlinblau 

150/, 

Orange 

Gelb 

Grlin 

Blaugrlin 

Hcllblau 

Violett 

Rosa 
Gelb 

Grlin 
maugrlin 

Blau 
Violett 

Rosa 

Orange 

Violett Gelb 
Griin 

Violett 

so ,it 

Schwaches Gclb 

\\'eiJ3liches Gelb 

\\. eii3liches Griin 

\\'eiJ3liches Blau 

Violett 

Sehr schwaches Violett , 

Farb!oser 
Zwischenraum 

Schwaches sehr \VeiJ3-
liches Griin 

25,11 

Sehr schwachcs Gclb 

Sehr weil3lichcs Gclb 

G hinzendes \ \' ciG 

\\'eii3licher Hauch 
von Violett 

Farbloser 
Zwischenraum 

WeiLHiches Blan 

Schwaches sehr weiLl- \YeiG 
liches Violett ! Schwaches weii3liches 

H.ot 

Blan 

\ \' eiJ3liches Rot man 

Das Experimentl) hat nun die AIRYSche Theorie vollauf besUitigt. Ins
besondere im monochromatischen Licht konnten an GlassUiben und Wasser
strahlen bis zu 100 Beugungsstreifen ausgemessen und ihre Lage innerhalb der 
Fehlergrenzen mit der Theorie iibereinstimmend gefunden werden. Fur die 
Deutung cler Naturerscheinung aber, wo wegen erschwerender Bedingungen 
Messungen im monochromatischen Licht nicht ausfUhrbar sind, bleibt wieder nur 
der Ausweg ubrig, nach der bewahrten Methode des MAXWELLschen Farben
dreiecks (s. Ziff. 2) die Farbenerscheinung im weil3en Lichte zu berechnen 
Diese weitlaufigen Rechnungen hat PERNTEI~2) in sehr ausfiihrlicher Weise vor
genommen und z. B. fUr die Tropfcnradicn 500p, 150ft, 50ft und 2;p die in 
Tabelle 7 zusammengestellten Farben im Hauptbogen, ersten und zweiten 
Sekundarbogen festgestellt. Seine Rcchnungen lieferten ferner das interessante 
Resultat, daB von einer Tropfengrol3e von ca. 25 It an die Erscheinung in ein 
nahezu farbloses WeiB ubergeht. Schon die Tabelle 6 lehrt. daB die Winkel
breite (jr - Ov des Hauptbogens mit abnehmender TropfengroBe kleiner wird 
und bei r = 25ft bereits nahezu den Sonnendurchmesser von 31' erreicht, der 
selbstverstandlich eine Ubedagerung tier Farben bedingt und bei der Berech
nung daher mitberiicksichtigt werden mu13. Derartige "wei13e" Regenbogen 
sind haufig in Nebeln, wo erfahrungsgemaB kleine Tropfen vorherrschen (5. 
Ziff. 3) beobachtet worden. Messungen an denselben lieferten dabei stets einen 

1) W. H. ::\IILLER, Pogg. Ann. Bd. 53. S. 214. 1841; Bd. 56, S. 558. 1842; E. ::\IAscART, 
Ann. de chim. et de phys. Bd. 26, S. 501. 1892; \Y. MOBIUS, Ann. d. Phys. Bd. 33, S. 14')3.1910. 

2) J, ?II. PERNTER, \\'iener Ber. Bd. 106, Abt. IIA, S. 153, 5. anch l'ERNTER-ExNER, 
Meteorol. Optik 1910, S.530. leh betone nochmals, daLl die Formel von PERNTER sich 
von der Gleichung (27) nm den Faktor ;./1' unterscheidet (s .. -\nm. 1, S. 78). Hierdurch 
werden die violetten Farbti:ine gegenftber den roten ctwas benachteiligt. Eine nennens
werte Andernng der Farbfolge di.irfte dadurch aber nicht cintreten. 
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urn einige Grade kleineren Winkelradius. So wurden z. B. fiir die au13eren Rander 
eines weiBen Hauptbogens und zweier daran anschlieBender sekundarer die Werte 
41°, 35°24' und 32 °5 5' festgestellt, ganz wie die Theorie es etwa fiir r = 25 fI 
verlangt. 

8. Strenge Theorie des Regenbogens. Es laBt sich nicht leugnen, daB die 
AIRysche Theorie des Regenbogens in der Deutung der Beobachtungstatsachen 
iiberraschend gute Erfolge gezeitigt hat, obwohl sie ja mit einer ganzen Reihe 
von Vernachlassigungen arbeitet, deren EinfluB auf das Endresultat nicht immer 
leicht abzuschatzen ist. So ist die Wellenflache naherungsweise durch eine 
Parabel dritten Grades ersetzt und die Integration gleichzeitig auf eine unendlich 
ausgedehnte Flache erstreckt worden, wahrend dieselbe in Wirklichkeit durch 
die Tropfendimensionen eng begrenzt ist. Ferner wird die Lichtintensitat langs 
der ganzen Wellenflache konstant angenommen, was wegen der Reflexions
verluste beim Durchgang durch den Tropfen auch nicht streng zutrifft. SchlieB
lich ist auch die Polarisation des Lichtes unberiicksichtigt geblieben. Hier lehren 
aber Beobachtungen, daB das Licht des Regenbogens sogar weitgehend polari
siert ist, und zwar schwingt es vorwiegend tangential zum Bogen!). In der Tat 
zeigt eine Durchrechnung des Strahlenganges unter Zuhilfenahme der FRESNEL
schen Farmeln, daB die Intensitaten des senkrecht und parallel polarisierten 

Lichtes sich im Hauptbogen nahe wie 25: 1 (Is: 1 p = ~~:: ((:0 - ~o))), im Neben-
. . (. cosB (";0 - (io)) .. 0 + Po bogen wle 10.1 I.·Ip = 4( (i) verhalten mussen. cos ";0 + 0 

Diese obenerwahnten Vernachlassigungen miissen sich besonders bei kleinen 
Tropfen bemerkbar machen und dart erhebliche Abweichungen in der Lage und 
Intensitat der Beugungsstreifen hervorrufen. Urn nun aber diese Einschrankungen 
zu vermeiden, kann man direkt von den beiden Grundgleichungen (17) und (20) 
unter gleichzeitiger Beriicksichtigung der Schwingungsamplitude ausgehen, muB 
dann allerdings auf eine geschlossene Berechnung der jetzt sehr komplizierten 
Integrale verzichten und den miihsamen Weg der mechanischen Quadratur 
einschlagen. Derartige Rechnungen wurden von M(lB~us2) zur Priifung der 
Theorie an Glaskugcln und Zylindern (1 bis 4 mm) ausgefiihrt, dann aber auch 
fur Wassertropfen von 1 bis 10 Lichtwellenlangen Durchmesser. Seine so erhal
tenen Intensitatskurven harren fUr letztere jedoch noch der experiment ellen 
N ach priifung. 

9. Halos. Halos und die damit verwandten Neben- und Gegensonnen durften 
wohl die auffalligsten und mannigfaltigsten Lichterscheinungen der Atmosphare 
sein. Obwohl nicht auf Beugung beruhend, haben sie mit dem Regenbogen doch 
vieles gemeinsam, so daB das Grundsatzliche hier wohl erlautert werden darf. 
Sie verdanken ihre Entstehung der Brechung und Rcflexion in Eiskristallen, und 
schon der Mangel an lebhaften Farben - nur der innere Rand erscheint rot
gesaumt - deutet darauf hin, daB Beugungsphanomene hier keine Rolle spielen, 
somit auch keine der angegebenen Methoden zur Gr6Benbestimmung der er
zeugenden Teilchen anwendbar ist. Am haufigsten beobachtbar ist der sog. 
Halo von 22°, ein wei13licher innen rot gesaumter Ring, der Sonne oder Mond 
im Abstand von 22°, genauer 21 °50', umgibt. Er entsteht durch eine zweimalige 
Brechung der Strahlen in den Sechskantprismen der Eiskristalle, und zwar bilden 
die beiden allein in Betracht kommenden Flachen einen brechenden Winkel 
von 60° miteinander. Auch hier haben, bei der vollkommen regellosen Verteilung 

') Siehe z. B. F. RINNE, Naturwisscnsch. Ed. 14, S. 1283. 1926. 
2) W. MOBIUS, Ann. d. phys. Ed. 33, S. 1493. 1910; Ed. 40, S. 736. 1913; Prcisschrift 

d. Fiirstl. Jablonowskischen Gesell. Leipzig 1912, Nr. 42. 
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der Kristalle, genau wie beim Regenbogen diejenigen Prismen eine intensitats
steigernde Wirkung, die sich gerade in der Stellung der Minimalablenkung be-
finden. Da dieser Winkel durch . 

. (j + 60· . 0 (?9) sm--2- = n . sm30 -

gegeben ist, so folgt fUr einen Brechungsexponenten des Eises von 1,307, daB die 
innere (dunklere) Begrenzung des Halos in einem Abstande von 21 °50' von der 
Lichtquelle liegen muBl). Eingehende Untersuchungen iiber die Form der in 
der Atmosphare vorwiegend auftretenden Eiskristalle haben ferner gezeigt, daB 
teils die saulenformigen hexagonalen Prismen, teils aber die plattchenformigen 
Prismen mit kurzer Hauptachse vorherrschen. Bei vollkommen ruhiger, d. h. 
turbulenzfreier Luft werden sich nun im ersteren FaIle die Eiskristalle der Schwere 
folgend vorwiegend so einsteIlen, daB ihre brechende Kante senkrecht zum Hori
zont steht. Wir werden dann rechts und links von der Sonne eine den Halo 
iiberstrahlende Lichterscheinung wahrnehmen - die sog. Nebensonnen. Ihr 
Abstand von der Sonne ist jedoch von der Sonnenhohe abhangig, denn bei einer 
derartigen Bevorzugung der Richtung treffen die Sonnenstrahlen nicht mehr 
normal zur brechenden Kante auf die Eiskristalle, so daB der Minimumswinkel 
groBer wird, und zwar ist er im Azimut gemesscn bei einer Sonnenhohe h gegeben 
durch 

• <pI + 60· cosh. 0 
sm-z -- = n cosk- sm 30 , (30) 

wobei sinh = nsinll ist2). Ebenso werden die Nebensonnen im Vertikal durch 
die bevorzugte Einstellungsrichtung der pIa ttenformigen Eiskristalle erklart, 
die an diese "Sonnen" sich anschlieBenden "Beriihrungsbogen" aber mit Hilfe 
einer pendelnden Bewegung der langsam fallen den Eiskristalle. Neben dem Halo 
von 22° wird, wenn auch viel seltener, noch ein zweiter von 46° beobachtet mit 
gleichen Nebenerscheinungen. Er verdankt seine Entstehung der Brechung an 
der Grund- und einer Sci tenflache der hexagonalen Kristalle, der brechende 
Winkel ist also 90°, und eine einfache Rechnung [Gleichung (29)] liefert den ge
nauen Wert von 45 °44'. Es ist hier nicht der Platz, auf weitere kompliziertere 
Haloerscheinungen und ihre Erklarungen einzugehen3). Erwahnt sei nur noch, 
daB die sog. Gegen- und Untersonnen4) durch innere Reflexionen in den Kristallen 
crklart werden konnen. 

10. Andere atmospharische Beugungserscheinungen. Mit den im vorstehen
den behandelten Phanomenen sind die atmospharischen Lichterscheinungen, 
die ihre Entstehung der Triibung der Luft verdanken und in der Hauptsache 
auf Beugung beruhen, noch nicht restIos erschopft. Was noch zu erwahncn ware, 
bringt aber physikalisch nicht wesentlich Neues. So sind Z. B. die manchmal 
beobachteten "irisierenden" Wolken als Kranzfragmente anzusehen, hervor
gcrufen durch sehr feine Eiskristalle. Auch bei der allgemeinen Zerstreuung des 
Tageslichtes durch Wolken und Nebel spielt die Beugung cine Rolle. Ferner sind 
cin Teil der verschiedenen Dammerungserscheinungen (z. B. das sag. Purpur
licht und das Nachgliihen bcim Alpengliihen) auf Beugung des Lichtcs zuriick
zufiihren. Die Beugung des Lichtes an allerklcinstcn Teilchen, an den Luft
molekiilen sclbst, und damit die Erklarung der blauen -Himmelsfarbc soIl jedoch 
einem anderen Abschnitt vorbehaltcn bleibcn (RAYLEIGHSche Bcugung). 

1) Der Durchschnittswert der vorliegenden l\fessungen betragt 21 °52' ± 5'. 
2) Es ist Hir It = 20 c , 'P' =. 24°34', II = 30°, q,' = 28°44', II = 50°, '(.' = 51 °30'. 
3) Siehe z. B. A. VVEGE:-IER, Theorie der Haupthalos. Siehe auch Arch. d. D. Seewarte 

Hamburg Bel. 43, S. 32. 1926; J. M. PERNTER U. F. M. EXNER, Meteorol. Optik, Leipzig 1910. 
4) K. STUCHU;Y, Ann. d. Phys. Bd. 59, S. 33. 1919. 



Kapi tel 4. 

Polarisation. 
Von 

G. SZIVESSY, Munster i. W. 

Mit 9 Abbildungen. 

I. Grundversuche tiber die Eigenschaften 
des polarisierten Lichtes. 

1. Polarisation durch Doppelbrechung. Die Polarisation des Lich tes 
wurde von HUYGENS1) entdeckt, als er die von BARTHOLINUS 2) gefundene 
Doppelbrechung beim Kalkspat naher untersuchte; die fundamentalen 
Versuche von HUYGHENS hatten folgende, durch spatere Untersuchungen von 
WOLLASTON 3) bestatigtc Ergebnisse: 

LaBt man ein eng begrenztes, paralleles Strahlenbiindel s (Abb. 1) senk
recht auf eine der ebencn Begrenzungsflachen eines rhomboedrischen Kalkspat
Spaltstiickes K fallen, so zerlegt sich dasselbe im Inneren des Kristalls in zwei 
Strahlenbiindel. Das eine liegt in der Verlangerung des auffallenden Strahlen
biindels, es gehorcht somit dem gewohnlichen Brechungsgesetz und heiBt 
dcshalb das ordentliche, ordinare oder gewohnliche Strahlenbiindel; 
das zweite Strahlenbiindel besitzt eine geringe Neigung gegen das erstcre, es folgt 
so mit dem gewohnlichen Brechungsgcsetz nicht und wird daher au13erordent
liches, extraordinares oder auBcrgewohnlichcs Strahlen'biindel ge
nannt. Beide Strahlenbiindel treten aus der zweiten Begrenzungsflache des 
Kalkspatrhomboeders als parallele Strahlenbiindel 0 und e aus und sind vollig 
voncinander getrennt, falls das Kalkspatstiick hinreichende Dicke besitzt. Ordent
liches und au13erordentliches Strahlenbiindel liegen in dem zum Einfallslot ge
horenden Hauptschnitt des Kristalls, d. h. in einer Ebene, die parallel zum 
Einfallslot (und somit zur Richtung des auffallenden Parallelstrahlenbiindels) 
und zur kristallographischen Hauptachsc gelegt ist. 

1st das auffallende Strahlenbiindel ein natiirliches (z. B. ein StrahlcnbiindeI, 
das von einer Flamme oder der Sonne stammt und vor dem Auffallen auf den 
Kristall nicht durch Reflexionen oder Brechungen modifiziert w}lrde), so sind 

') CUR. HUYGENS, Traite de la lumiere, S.48. Leiden 1690 (Opera reliqua. Bd. 1, 
S. 39. Amsterdam 1 ]'28) ; deutsch von E. LOMME!. in Ostwalds Klassiker der exakten Wissensch. 
Nr. 20, S. 49. Leipzig 1890. 

2) E. BARTHOLIN US, Experimenta crystalli islandici disdiaclastici quibus - mira et 
insolita refractio detegitur. Kopenhagen 1669; deutsch von K. MIELEITNER in Ostwalds 
Klassiker der exakten \Vissensch. Nr. 205. Leipzig 1922. 

3) \Y. H. \VOLLASTO~, Phil. Trans. Jg. 1802, S.381. 

6* 



84 Kap.4. G. SZIVESSY: Polarisation. Ziff.l. 

die IntensiUiten des ordentlichen und auBerordentlichen Strahlenbundels gleich 
und andern sich nicht, wenn man die Lage des zum Einfallslot gehorenden 
Hauptschnittes andert, d. h. den Kristall urn die Richtung des Einfallslotes 
dreht. Das Verhalten ist jedoch anders. falls das auffallende Parallclstrahlen

5 
bundel ein in der angegebenen Weise durch ein Kalk
spatstuck gewonnenes, ordentliches oder auBerordent
liches Parallelstrahlenbundel ist. 

Li.l3t man die beiden letzteren (Abb 1) senkrecht 
auf eine . Begrenzungsflacheeines zweiten Kalkspat
rhomboeders K' fallen, so erzeugt das ordentliche 
Strahlenbundel 0 in K' ein neues ordentIiches und 
auBerordentliches Strahlenbundel 00' und oe', und 
eben so liefert das auBerordentliche Strahlcnbundel e 
ein weiteres ordentliches und auBerordentliches Strah
lenbundel eo' und ee'. Es treten somit aus dem 
zweiten Kristall im allgemeinen vier Parallelstrahlen
bundcl aus; 00' und eo' liegen in dem zum EinfalIslot 
gehorenden Hauptschnitt H des ersten KristalIs, oe' 

,. , und ee' sind gegen dieselben verschoben und befinden 
,. sich in dem zum Einfallslot gehorenden Hauptschnitt 

H' H' des zweiten Kristalls. 
Abb. 1. Doppelbrcehung beim Die Intensitaten der Strahlenbundel 00', oe', eo', 

Kalkspat. (Grundversueb VOll ee' hang en von dem Winkel iX ab, den die zum Ein-
HUYGIIENS.) 

(K erstcs, K' zwcites Kalkspat. fallslot gehorenden Hauptschnitte der beiden Kristalle 
rbomboeder. s aulfallendes Strah· miteinander bilden; sie sind einander gleieh fur 
leabtindel. 0 ordentliches, e auGer· 
ordcntlichcs Strahlenbundel. 00' iX = I' :'-471:. Liegen. die Hauptschnitte parallel (iX = 0 
und eo'. bzw. oc' und ee' aus 
dcm zwciten Kalkspatrhombocder 
austretende ordentliehc bzw. oder = 7l), so treten nur die beiden Strahlenbundel 00' 
au Beronlentliche Strahlenblindel.) ( ) 

und ee' auf; stehen sie senkrecht zueinander iX = ± % ' 
so hat man nur die beiden Strahlenbundel oe' und eo'. Geht man von einer 
Parallelstellung der Hauptschnitte aus und lant iX allmahlich bis 7l/ 2 waehsen , 

so nimmt die Intensitat von 00' allmahlich ab und verschwindet bei iX = % ' 
wahrend oe' allmahlich entsteht und an Intensitat zunimmt; das ge~enseitige 
Verhalten von eo' und ee' ist gerade umgekehrt. 

Diese Versuehe von HUYGHENS zeigen, daB die aus dem Kalkspat aus
tretenden StrahlEnbundel sich anders verhalten als das auf
fallende Strahlenbiindel natiirlichen Lichtes, und zwar verhalt 
sich offenbar das ordentliehe Strahlenbiindel 0 in bezug auf den 
zum Einfallslot gehorenden Hauptschnitt ebenso wie das auBer
ordentliehe Strahlenbundel e in bezug auf die parallel zu ihm und 
scnkrecht zu jenem Hauptschnitt gclegte Ebene. 

Man bezeichnet daher die durch Doppelbrechung entstandenen Strahlcn
biindel als polarisiertl) und bringt damit zum Ausdruck, daB sic sich rings 
urn ihre Fortpflanzungsrichtung nicht gleichmaBig verhalten; dieselbe Bezeich
nung verwendet man ferner fiir jedes Strahlenbuhdel, das dureh irgendwelche 
Vorgange diesclben Eigenschaften bekommen hat, wie ein dureh Doppelbrechung 
gewonnenes. Ordentliches und auBerordentliches Strahlenbundcl sind sen k
reeh t zueinander polarisiert. 

1) E. L. MALUS, Mem. present. a l'lnst. par div. say . etrang. Rd. 2, S. 447.1811. 
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1m Gegensatz zu einem polarisierten Strahlenbiindel bezeichnet man em 
solches, welches iiberhaupt keine Polarisation zeigt, als unpolarisiertl). 

Der zum Einfallslot gehOrende Hauptschnitt heiBt die Polarisations
e bene des ordentlichen Strahlenbiindels, und damit wird gekennzeichnet, daB 
die UngleichmaBigkeiten des ordentlichen Parallelstrahlenbiindels rings um 
seine Fortpflanzungsrichtung symmetrisch in bezug auf eine Ebene sind, die 
durch dieses Strahlenbiindel parallel zu jenem Hauptschnitt gelegt ist; ent
sprechend nennt man Polarisationsebene des auBerordentlichen Strahlenbiindels 
die parallel zu ihm und senkrecht zum Hauptschnitt des Einfallslotes gelegte 
Ebene. Abkiirzend pflegt man zu sagen, daB das ordentliche Strahlen
biindel in dem zum Einfallslot gehorenden Hauptschnitt, das auBer
ordentliche senkrecht zu letzterem polarisiert isP). 

Die Lichtwellc, welche zu eincm unpolarisierten bzw. zum ordcntlichen 
oder auBerordentlichen Strahlenbiindel gehort, wird als un polarisierte bzw. 
ordentliche oder auBerordentliche Welle bezeichnet. Die Polarisations
ebene der ordentlichen Welle ist der zum Einfallslot gehorende Hauptschnitt, 
faIlt also stets mit der Polarisationsebene des ordentlichen Strahlcnbiindels 
zusammen. Die Polarisationsebene der auBerordentlichen Welle ist die durch 
das ordentliche Strahlenbiindel senkrecht zu diesem Hauptschnitt gelegte Ebene; 
im isotropen AuBenmedium. in welchem die aus dem Kalkspatrhomboeder aus
tretenden Strahlcnbiindel 0 und e parallel sind, fallt somit die Polarisations
ebene der auBerordentlichen Welle mit der Polarisationsebene des auBerordent
lichen Strahlenbiindels zusammcn, im Inneren des Kristalls jedoch im allge
meinen nicht. Ordentliche und aulkrordentliche \Velle sind senkrecht zueinander 
polarisiert. 

1m Inneren des Kristalls besitzen ordentliche und auI3erordentliche Welle 
verschiedene Geschwindigkeiten, daher sind auch die Brechungsindizes der 
beiden Wellen verschieden; dieselben werden als orden tlicher und a uBer
orden tlicher Brech ungsindex bezeichnet. 

Die Doppelbrechung tritt auBer beim Kalkspat bei allen Kristallen auf, 
die nicht dem kubischen Kristallsystem angehoren; stets sind bei senkrechtem 
Einfall die beiden durch die Doppclbrechung entstehenden Wellen senkrecht 
zueinander polarisiert. 

2. Gesetz von MALUS fUr die Intensitat des ordentlichen und auBerordent
lichen Strahlenbiindels. Das Gesetz der Intensitaten der beim HUYGHENS
schen Versuche entstandenen Strahlenbiindel ist zuerst von MALUS3) ausge
sprochen worden. Bei dem in Ziff. 1 besprochenen Grundversuche zerlegt sich 
das auffallende unpolarisierte Strahlenbiindel s von der Intensitat J in die beiden 

') Vielfach wcrden die Bezcichnungen "unpolarisicrte" und "natlirliche" Strahlung 
synonym gcbraucht, doch zeigt die von den natlirlichen Lichtquellen stammende Strahlung 
meistens eine gewisse teilweise Polarisation (Ziff. 16). 

2) Ein Cnterschied zwischen unpolarisiertem und polarisiertem Lichte macht sich 
bei subjektiver Beobachtung durch die Erscheinung der HAl DINGER s c hen Bus c h e I 
bemerkbar. Ui.Bt man namlich polarisiertes Licht ins Auge fallen, so beobachtet man 
linter geeigneten Umstanden fiir cine kurze Zeit eine cigentumlichc Figur, die aus zwei 
gekreuzten Biischeln besteht; das eine derselben ist clunkier. gelblich und liegt parallel 
zur Polarisationsebcne. wahrend das anelere elazu senkrechte heller und blaulich ist. Die 
Erscheinung wurde von W. HAIDINGER (Pogg. Ann. Bd.63. S.29. 1844; Bd.67. S.435. 
1846; Bcl.68. S. n 1846; Bd.85. S. 350. 1852; Bcl. 91, S. 591. 1854; Bcl. 93. S. 318. 1854; 
Bd.96. S. 314. 1855; Wiener Ber. Bel. 7. S.389. 1851; Bel. 12. S.3. 678. 685. 1854) 
heschrieben und spater von H. v. HELMHOLTZ (Handb. d. physiol. Optik .• 3. Aufl .• Rd. 2. 
S.256. Leipzig 1911) clurch clen Bau cler Netzhaut eles menschlichen Auges erklart; iiber 
ihre Verwendung bei Untersuchung der Himmelsstrahlung vgl. B<i. XIX <is. Handb. 

3) E. L. MALUS. :\Iem. present. a. l'Inst. par div. say. !!trang. Bcl. 2. S.415. 1811. 
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senkrecht zueinanderpolarisierten Strahlenbundel a und e mit den Intensitaten 
fo und fe, fUr welche nach MALUS 

fo=fe=~f (1) 

ist, wobei m einen Faktor bedeutet, der die durch Reflexion an den Grenzflachen 
und Absorption im Kalkspat hervorgerufenen Intensitatsabschwachungen angibt. 

Fur die Intensitaten foo" foe" feo' und fee' der aus dem zweiten Kalk
spatrhomboeder austretenden Strahlenbundel 00', oe', eo' und ee' hat man 

m 2 

100' = mfocos2 1X = 2 f COS2 1X, 

f -. f . 2 - m 2 f . 2 eo' - m e sin IX - 2 sin IX, 

hierbei bedeutet IX wieder den Winkel zwischen den zu den Einfallsloten ge
horenden Hauptschnitten der beiden Kristalle. Fur IX = ° oder =:n: wird 

2 2 

foo' = m? f, foe' = 0, feo' = 0, fee' = ~- f; fUr IX = ± '2" hat man dagegen 
- 2 2 2 

foo' = 0, foe' = ~ f, feo' = ~~ f, fee' = 0, in Ubereinstimmung mit den in 

Ziff. 1 angefUhrten Versuchsergebnissen. 1st IX =:n: (d. h. sind die zu den Ein
fallsloten gehorenden Hauptschnitte parallel und die Rhomboeder mit ihren ent
sprechenden Ecken entgegengesetzt orientiert), so fallen die dann allein vorhan
denen Strahlenbundel 00' und ee' zusammen, falls die Kristalle gleiche Dicken 

besitzen. Fu: IX = ± ~ besitzen die vier austretenden Strahlenbundel gleiche 

Intensitat ~ f. 
MALUS gibt nicht an, ob er zu seinen Gesetzen durch photometrische Mes

sungen gelangt ist, oder ob er dieselben aus theoretischen Uberlegungen er
schlossen hat. Eine experimentelle Nachprufung der MALusschen Gesetze wurde 
zurest von ARAG0 1) und spater mit vollkommeneren Hilfsmitteln von WILD2) vor
genommen. Danach sind dieselben nur angenahert richtig, da ordentliche und 
auBerordentliche Welle wegen der Verschiedenheit ihrer Brechungsindizes durch 
Reflexion ungleich geschwacht werden. Wahrend nacb (1) fe = fo sein miiBte, 

ist nach WILD fe ]- .T~ = ~; ferner ist die aus (2) folgende Beziehung 
o 3J 

nach WILD durch 

f~ = tg21X 
foo' 

fo.' = k tg21X 
foo' 

zu ersetzen, wobei k cine Konstante bedeutet, die von der Natur des betreffenden 
doppelbrechenden Kristalls sowie von seiner Orientierung abhangt. k laBt sich 
aus den Formeln der Kristalloptik berechnen3), und zwar ist nach WILD fUr 
eine Platte eines optisch einachsigen Kristalls4) bei senkrecht auffallendem Lichte 

1 l/(S~~pr + (C~:opr 
k = (no + n:-) -(SiiiP)2 "COS1i)2' 

1 + - +--
1'le no , 

1) F. ARAGO, C. R. Bd. 30, S. 305. 1850; Oeuvr. compl. Bd.lO, S. 168. Paris-Leipzig 1858. 
2) H. WILD, Pogg. Ann. Bd. 118, S.222. 1863. 
3) H. BASSO, Atti di Torino Bd. 21, S. 586. 1886; Bd. 22, S.923. 1887. 
4) Optisch einachsig sind die Kristalle des trigonalen, tetragonalen und hexagonalen 

Systems; vgl. Kap. 11 ds. Bandes. 



Polarisation durch Reflexion. BREWSTERsches Gesetz . 

. n Winkel zwischen dem Einfallslot und der kristallograpphischen Haut
und no und ne die Brechungsindizes einer Kristallplatte mit f3 = 90 c 

. Die Unterschiede zwischen den von WILD beobachteten und nach (3) 
~ten Werten von k sind kleiner als 0,24 %. Bei Kalkspat ergibt sich z. B. 
fUr die WellenHinge A = 589 mp, und eine parallel zur kristallographi

Hauptachse geschnittene Platte k = 1,04739, fUr eine unter 45 0 gegen 
auptachse geschnittene Platte k = 1,02598 . 

. t Polarisation durch Reflexion. BREWSTERsches Gesetz.MALus1) fand, 
man polarisiertes Licht auBer durch Doppelbrechung auch durch Reflexion 

;ugen kann. UiBt man ein unpolarisiertes Strahlenbundel unter einem 
i1 Null und n/2 verschiedenen, sonst aber beliebigen Einfallswinkel auf die Be
enzungsflache eines nicht absorbierenden, isotropen Karpers (z. B. Glas oder 

vasser) fallen und dann das reflektierte Strahlenbundel durch einen Kalkspat
,,-ristall gehen, so sind die Intensitaten des aus dem Kalkspat austretenden 
ordentlichen und auBerordentlichen Strahlenbiindels im allgemeinen verschieden; 
dieselben hangen von dem Winkel ab, den die Einfallsebene des auf den reflek
tierenden Karper fallenden Strahlenbundels mit dem Hauptschnitt des Einfallslots 
des Kristalls bildet. Fallt die Einfallsebene mit letzteren zusammen, so erreicht die 
Intensitat des ordentlichen Strahlenbundels ihren graBten Wert, ohne daB jedoch 
im allgemeinen die Intensitat des auBerordentlichen Strahlenbundels vollstandig 
verschwindet. Nach Zift. 2 ist daher zu schlieBen, daB sich das reflektierte Strah
lenbundel im allgemeinen so verhalt, als ob es aus einem unpolarisierten und einem 
polarisierten Strahlenbundel, dessen Polarisationsebene mit der Einfallsebene 
zusammenfallt, zusammengesetzt ware; man bezeichnet daher das reflektierte 
Strahlenbundel (bzw. die reflektierte Welle) als teilweise in der 
Einfallse bene polarisiert. 

Die Intensitat des polarisierten Anteils im reflektierten Strahlenbundel 
hangt vom Einfallswinkel des auffallenden Strahlenbhndels ab; sie verschwindet 
fUr die Einfal1swinkel 0 und n/2. Die Intensitat des unpolarisierten Anteils dagegen 
verschwindet bei monochromatischer Strahlung fUr einen ganz bestimmten, 
zwischen 0 und n/2 liegenden Einfallswinkel. Dieser spezielle Einfallswinkel, bei 
dem somit das reflektierte Strahlenbundel vollstandig in der Einfalls
ebene polarisiert ist, heiBt der Polarisationswinkel des reflektierenden 
Karpers in bezug auf das AuBenmedium; er hangt von der Natur des reflektie
renden Karpel's und der Wellenlange A der Strahlung nach einem gleich zu be
sprechenden Gesetze a b2). 

Unterwirft man ein teilweise polarisiertes Strahlenbundel, welches durch 
Reflexion unter einem beliebigen, vom Polarisationswinkel verschiedenen Ein
fallswinkel gewonnen wurde, wiederholten Reflexionen unter beliebigen Einfalls
winkeln, so erhalt man, wie BREWSTER3 ) zuerst gezeigt hat, schlieBlich ein 
nahezu vollstandig polarisiertes Strahlenbundel. 

1st das auffallende Strahlenbhndel polarisiert, so ist das 
reflektierte Strahlenbundel, unabhangig vom Einfallswinkel, stets 
vollstandig polarisiert, falls der Brechungsindex des reflektierenden Karpers 
in bezug auf das AuBenmedium graBer ist als 1. Bedeutet f3 das Azimut der 
Polarisationsebene des auffallenden Strahlenbundels (d. h. den Winkel, den 

1) E. L. MALUS, Nouv. Bullet. des Scienc. par la Soc. philomat. Bd. 1, S. 266. 1807; 
Bd.2, S. 320. 1810; Mem. de phys. et de chim. de la Soc. d'Arcueil Bd.2, S. 143 1809; 
Mem. de l'Acad. des Scienc. Jg. 1810 (2), S.1I2. 

2) Uber die Abweichungen von diesem Verhalten, hervorgerufen durch die stets vor
handenen Oberflachen- und Ubergangsschichten, vgl. Kap. 6 ds. Bandes. 

3) D. BREWSTER, Phil. Trans. Jg. 1815, S.142. 
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seine Polarisationsebene mit der Einfallsebene bildet), r das Azimut der Polari
sationsebene des reflektierten Strahlenbundels, so ist im allgemeinen r von (J 
verschieden; durch die Reflexion findet somit im allgemeinen eine Drehung 
der Polarisationsebene des auffallenden polarisierten Strahlen
bundels statt. r hangt bei bestimmter Wellenlange von (J, vom Einfallswinkel 
und der Natur des reflektierenden Korpers ab (vgl. Kap. 6 dieses Bandes). 1st 
der Einfallswinkel gleich dem Polarisationswinkel, so ist r = 0, d. h. das reflek
tierte Strahlenbundel ist dann in der Einfallsebene polarisiert; ist der Einfalls
winkel gleich :n/2 oder gleich ° (Fall streifenden und normal en Einfalls), so 
ist r = (J. 

Der Zusammenhang zwischen dem Polarisationswinkel und den optischen 
Eigenschaften des reflektierenden, nicht absorbierenden Korpers ist von MALLS 
und BREWSTER aufgefunden worden. 

Sind 1 und 2 zwei aneinandergrenzende, isotrope, nicht absorbierende 
Medien, und ist (fur eine bestimmte Wellen lange 1) Cfi12 der Polarisationswinkel 
von 1 in bezug auf 2, Cfi21 der Polarisationswinkel von 2 in bezug auf 1, so besteht 
nach MALUS l) die Beziehung 

wobei n 12 den Brechungsindex des Mediums 1 in bezug auf das Medium 2 (fiir 
die Wellenlange }.) bedeutet; Cfi21 ist so mit gleich dem Brechungswinkel 
des von 2 gegen 1 unter dem Polarisa tionswinkel Cfi12 einfallenden 
Strahlen biinde1s. 

Das vollkommenere Gesetz verdankt man BlmwsTER2); er fand, daJ3 der 
Polarisationswinkel derjenige Einfallswinkel ist, bei dem das reflek
tierte Strahlenbiindel zum gebrochenen Strahlenbiindcl senkrecht 
steht. Nach dem Brechungsgesetz ist nun sinCfi = n12sinx, wobei Cfi den Ein
fallswinkel, und X den Brechungswinkel fur das Medium 1 bedeutet; wird tp = Cf12' 

so ist noch BHEWSTER Cfil2 -I- X = 'i, und man erhalt 

tgCfil2 = n12 • 

Fiir eine bestimmte Wellen lange ist demnach die Tangente des Polari
sationswinkels cines nicht absorbierenden, isotropen Korpers in 
bezug auf das isotrope AuJ3enmedium gleich dem Brechungsindex 
des Korpers in bezug auf das Au.f3enmedium; diese Beziehung bezeichnet 
man als das BHEWSTER s c h e G e set z. Dasselbe wurde von BlmwsTER experi
mentell gefunden und zunachst nur unvollkommen bestatigt, jedoch spater 
von SEEBECK3) bei zahlreichen Korpern mit gro.f3er Genauigkeit als richtig 
erWiesen. 

1st der nicht absorbierende, rdlektierende Karper anisotrop, so existiert 
eben falls ein bestimmter Polarisationswinkel; die Polarisationsebene des reflek
tierten Strahlenbiindels bildet mit der Einfallsebene im allgemeinen einen von 
Null verschiedenen Winkel, der die Ablenkung der Polarisationsebene 
heiJ3t. Polarisationswinkel und Ablenkung der Polarisationsebene hangen, 
wie BREWSTER4) zuerst fand, von der kristallographischen Orientierung der 
reflektierenden Flache sowie von der Lage der Einfallsebene in bezug auf die 
reflektierende FHiche ab (vgl. Kap. 11 dieses Bandes). 

') Vgl. die Zitate S. 87, Anm. 1. 
2) D. BRE\VSTER, Phil. Trans. Jg, 1815, S.125. 
3) A. SEEBECK, Pogg. Ann. Ed. 20, S. 27. 1830 . 
. 1) D. BREWSTER, Phil. Trans. Jg. 1819, S. 145. 
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4. Polarisation durch Brechung. Fallt ein unpolarisiertes Strahlenbiindel 
auf die Begrenzungsflache eines nichtabsorbierenden isotropen K6rpers, dessen 
Brechtmgsindex in bezug auf das AuBenmedium gr6Ber ist als 1, so ist das ge
brochene Strahlenbiindel stets teilweise polarisiert, falls man von den 
Grenzfallen streifenden und normalen Einfalls absieht; die Polarisationsebene des 
polarisierten Anteils steht senkrecht zur Polarisationsebene des reflektierten 
Strahlenbiindels, das gebrochene Strahlenbiindel ist somit teilweise senkrecht 
zur Einfallsebene polarisiert. Die Intensitat des unpolarisierten Anteils des ge
brochenen Strahlenbiindels verschwindet fiir keinen Einfallswinkel, auch dann 
nicht. wenn der Einfallswinkel gleich dem Polarisationswinkel ist. 

Fiir die Intensitat des polarisierten Anteils im gebrochenen Strahlenbiindel 
gilt das von ARAG01) im Jahre 1815 experimentell gefundene Gesetz, daB die 
polarisierten Anteile im reflektierten und im gebrochenen Strahlen
biindel stets gleiche Intensitaten besitzen. 

II. Elementare Theorie des polarisierten Lichtes. 
a) Analytische Darstellung einer polarisierten Lichtwelle. 

5. Analytische Darstellung des polarisierten Lichtes. Wir betrachten die 
Ausbreitung der Lichtwellen in einem homogenen, isotropen, nicht absorbierenden 
(durchsichtigen) Medium; in hinreichender Entfernung von der Lichtquelle 
k6nnen die Lichtwellen als eben angesehen werden, d. h es laBt sich eine Schar 
paralleler Ebenen legen derart, daB dic Lichterregung in allen Punkten derselben 
Ebene die gleiche ist. Diese Ebenen nennt man Wellenebenen, ihre gemein
same Normale heiBt die Wellennormale und fallt in isotropen Korpern mit 
der Richtung der Lichtstrahlen zusammen. Ebenen Wellen entspricht daher 
cine Parallelstrahlung. 

Die Erscheinungen der Interferenz der Lichtwellen (vgl. Kap. 6 dieses 
Bandes) fiihren zu der Annahme, daB die von einer ebcnen Lichtwelle in 
einem Punkte P hervorgerufene Lichterregung eine periodische Funktion des 
Arguments d 

t - - (4) 
en 

ist. Hierin bedcutet t die Zeit und d den Abstand der durch dcn Punkt P gehenden 
Wellenebene von einem festcn Punkte 0; en ist die in Richtung der Wellen
normale gemessene Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle und hangt ab von 
der Natur des Mediums, in weIchem die Lichtausbrcitung erfolgt. Sind IX, (3, /' 
die Winkel. weIche die Wellennormale mit den Koordinatenachsen cines recht
winkligen Koordinatensystems bildet, dessen Anfangspunkt in 0 liegt, und sind 
x. y. z die Koordinaten von Pin diesem Koordinatensystem, so ist 

d = XCOSIX + ycos(3 + zcos/,. 

Die Erscheinung der Polarisation des Lichtes n6tigt zu der Auffassung, daB 
die durch eine polafisierte Lichtwelle in P hervorgerufene Lichterregung durch 
cine Vektorgr6J3e charakterisiert wird, deren Richtung nicht in die Wellen
normale falIt, da sonst die auf die Polarisationsebene (Zif£' 1) bezogenen seit
lichen Verschiedenheiten nicht erklart werden k6nnen. Man bezeichnet diese 
Vektorgr6Be als den L i c h tv e k t 0 r2). Fur die nach den Koordinatenachsen 

') F. ARAGO, Oeuvr. compl. Bd.7. S.324; 379. Ed. 10, S. 176. Paris-Leipzig 1858. 
2) Cber die Deutung des Lichtvektors in der elektromagnetischen Lichttheorie bzw. in 

den alteren mechanischcn Thcoricn vgl. !{ap. 6. 
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genommenen Komponenten des Lichtvektors ~ haben wir somit eine periodische 
Funktion von (4) anzusetzen und schreiben 

- {2.7l( d)} -- {2.7l( d) LI} I ~:I: = ~:I: cos T t - Cn - Lll ' ~y = ~y cos T t - Cn - 2' 

(;) 
~z = ~~ cos{2; (t - C~) - Ll3}' 

Die zeitliche Periode T heiBt die Schwingungsdauer der Welle, durch sie 
wird die Lage der Welle im Spektrum (d. h. ihre Farbe) bestimmt; (5) sind somit 
die Komponenten des Lichtvektors ciner ebenen, polarisierten, monochroma
tischen Lichtwelle. 1st 1 die Wellenlange in dem Medium, in welchem die 
Lichtausbreitung erfolgt, so besteht die Beziehung 

2=c"T. 

Ll1' Ll2 und Ll3 sind von t, x, y, z unabhangige GraBen, welche zusammen mit ~x ,1 
~y und ~z, die Komponenten von ~ zum Zeitpunkte t = 0 fUr die durch den 
Koordinatenanfangspunkt 0 gehende Wellenebene bestimmen. Wir setzen zur 
Abkurzung 

2.7ld 
~1 = -;.- + Ll1' ~ = 2:rq~ + J 

2 i. 2' 

und erhalten dann an Stelle von (5) 

:t'", = 't-~ cose:"!" t - ~1)' ~!I = ~!I cos (2; t - ()2)' ~z = ~z cos (2;.: t - ~3)' (6) 

~l> ()2 und CJ3 heiJ3en die Phasenkonstan ten der Lich tvektorkomponen ten. 
In (5) und (6) bestimmen ~x, sty und sDz die Komponenten eines Vektors~, 

der raumlich und zeitIich konstant ist, und dessen Betrag die Amplitude von 
~ heiJ3t; dementsprechend nennt man ~:I:' -si)y und SDz die Amplituden der Licht
vektorkomponenten ~x, SDy und ~z. SDx , ~ und ~ werden stets positiv ge
rechnet; besitzt eine der Komponenten (6) ein negatives Vorzeichen, so wird 
dieses in die Phasenkonstante einbezogen, wodurch sich letztere urn ±:n andert. 

6. Intensitat einer Lichtwelle. Die Energie einer Lichtwelle ist nach allen 
Lichttheorien proportional dem Quadrate von'!> (vgl. Kap. 6 dieses Bandes). 
Wegen der Kleinheit der Schwingungsdauer T ist aber eine Messung von ~2 
zu einem bestimmten Zeitpunkte t nieht maglieh; meBbar ist vielmehr nur 
der zeitliehe Mittelwert der Energie, erstreekt uber ein Zeitintervall LI t, welches 
zwar nur den Bruehteil einer Sekunde bildet, aber doch groB ist im Vergleich 
zur Schwingungsdauer T. Setzt man 

.d t .J ]-c-=m+-:y, 

wobei m eine groJ3e ganze Zahl und J < T ist, so erhii.lt man fur jenen zeitlichen 
Mittelwert 

At mT 

~fCS\2dt = -1-j'('lf + ~2 + ~:)dt LIt - mT·· 11 - . 

o 0 

und zwar gilt diese Beziehung mit urn so graJ3erer Annaherung, je graBer m Tim 
Vergleich zu Jist; mit HiHe von (6) folgt dann 

At 

~ (:t2dt = 'l)~ + ~; -t 1); = ~2 
At, 2 2 . 

(7) 
o 



Ziff.7. Komplexe Darstellung des Lichtvektors. 91 

Als MaB fUr die Intensitat J der Lichterregung in dem Punkte P nehmen 
wir eine dem zeitlichen Mittelwert (7) proportionale GroBe. und zwar setzen wir 

J - a;,2 + ",2 + ",2 = "'2 - -"'x ~y ~= ~. (8) 

Treffen in einem Punkte mehrere Wellen mit den Lichtvektoren Sl::1' ~2. ~a •..• 
zusammen. so setzen sich dieselben. wie aus den Interferenzerscheinungen ge
schlossen werden muB (vgl. Kap. 1 dieses Bandes). zu einer resultierenden 
Welle mit dem Lichtvektor 

~ = 'Xl + Sl::2 + 'X3 + ... (9) 

zusammen; die Iutensitat der resultierenden Welle berechnet sich nach (8). 
wobei filr 1)",. 1)y. ~z die Amplituden der Komponenten des durch (9) bestimmten 
resultierenden Vektors 1) einzusetzen sind. 

7. Komplexe Darstellung des Lichtvektors. In vielen Fallen ist eine sym
bolische Darstellung des Lichtvektors niitzlich. die darauf beruht. daB cosg; 
der reelle. sing; der mit - i multiplizierte imaginare Teil der komplexen GroBe 
ei'l ist; wir konnen daher die Komponenten (6) des Lichtvektors als die reellen 
Teile der komplcxen Ausdriicke 

i_~·:r t 
Dxe T , 

auffassen. wobei Dx. Dy und Dz im allgemeinen komplexe GroBen sind. 
Sind D: .. D~ und D~ die reellen. iD~~, iD;: und iD'; die imaginaren Teile 

von Dx. Dy und Dz. so haben wir mit Riicksicht auf (6) 

D -D' + ·D"- '" -ib. 11- Y Z 11 - :tye 0, 

und die Komponenten des Lichtvektors werden 

:: :::~~: =::;: ::~: =;:::;:: 11 

'" ct\ (2:t .It ) _ D' 2;r t D"· 2;r t . ~z = ~'z cos , T t - va - : cos T - : SIn T • 

(10) 

demnach sind ±D: .. +D~. ±D~ bzw. ±D:~. ±D~. ±D'; die Lichtvektor
komponenten zu den Zeitpunkten 

kT 
t=-j-' bzw. t = 2k + ~ T. 

2 
(k=0,1.2 •... ) 

Aus (10) ergibt sich 

'Xx sin <51 = - D:: . 'Xy cos <52 = D;" 
5Dz cos <53 = D~. -1:z sin <53 = - D'; • 

"" ..It D" 1 ~y SIn V2 = - Y' 

f 
fUr die Intensitat J der Lichtwelle konnen wir daher auch schreiben 

(11 ) 

Bezeichnen wir die zur komplexen GroBe D = D' + iDI/ gehorende konjugierr 
komplexe GroBe mit D*. so ist DD* = D'2 + D1/2, und wir erhalten daher filr 
J den Ausdruck 

( 12) 
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b) Schwingungsbahn einer polarisierten Lichtwelle. 
8. Schwingungsbahn. Der freie Endpunkt des zum Punkte P gehorenden 

Liehtvektors'Il besehreibt imLaufe derZeit eineKurve, weIche als Seh wingungs
bahn oder Bahnkurve des Liehtvektors bezeichnet wird. Durch Elimi
nation von taus den Gleiehungen (6) erhalt man 

'!Ix cosor sinb1 
I~S. 
! '!Iy cos 152 sin 152 =0, 
i~: 
, '!I, 

I ~: cos 153 sin 15 3 

also eine lineare Gleichung zwischen'Ilx, ~Y' ';3)z; die Schwingungsbahn ist somit 
eine ebene Kurve. 

Wir denken uns jetzt das Koordinatensystem so gelegt, daB die xy-Ebene 
in die Ebene der Schwingungsbahn faUt; dann folgt aus (6) 

:Dx = ~x cos(~; t - 151), :Dy = -fy cos(~i:': t - 152), ~z = o. (13) 

Die Gleiehung der Schwingungsbahn ergibt sich durch Elimina tion von t 
aus (13) zu 

( 14) 

(14) ist die Gleiehung einer Ellipse, die einem Rechteck mit der Seite 2~x parallel 
zur x-Achse und der Seite 2s[y parallel zur y-Achse einbeschrieben ist; die 
Schwingungsbahn des polarisierten Lichtes ist somit im allgemeinsten Falle eine 
Ellipse, und die Welle heiJ3t daher elliptisch polarisiertl). 

Die Differenz 
o = 02 - 151 

nennt man die Phasendiffcrenz zwischen den Komponenten :1;x und Xy; 

an Stelle der Phasendifferenz 15 wird zuweilen auch die GroBe g = oi._ benutzt, 
2;r 

die man als Gangunterschied der Komponenten ~x und ~y bezeichnet. 
Der FHicheninhalt der durch (14) dargestellten Ellipse wird yom Licht

vektor wahrend einer Schwingungsdauer T beschrieben. Bezeichnen wir mit 
df das wahrend des Zeitelementes dt bestrichene Flachenelement, so haben wir 
fUr die Flachengeschwindigkei t 

df I (~d'!ly a-- d'tlx) ::r ""' a-- . 15 dt = '2 ~xdt -~Ydt = y':.lox:.t y sm . (15) 

Legen wir das Koordinatensystem so, daJ3 positive x-Achse, positive y-Achse 
und Wellennormale ein Rcchtssystem bilden, so wird die Flachengeschwindig
keit positiv oder negativ, je nachdem die Wellennormale yom Lichtvektor im 
positiven oder negativen Sinne umlaufen wird; im ersteren Falie bezcichnet man 
die Welle als linkseIIiptisch, im letzteren als recp.tseIIiptisch polarisiert. 
Da'J)x und §y stets positiv genommen werden (Ziff. 5), so ist die Welle nach (15) 
rechts- bzw. linkselliptisch polarisiert, je nachdem sinc5 negativ bzw. positiv ist. 

1) Die Bezeiehnung riihrt von D. BREWSTER her, der die elliptische Polarisation anlaJ3-
lich seiner Untersuchungen iiber Metalireflexion entdeckte (Phil. Trans. ] g. 1830, Ed. 2, S. 293); 
die Herleitung der Gleichung der Schwingungsbahn (14) erfolgte durch F. NEUMANN (Pogg. 
Ann. Ed. 26, S.93. 1832; Ges. \Yerke Bd.2, S. 203. Leipzig 1906). 
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Die Lage der Schwingungsellipse wird bestimmt durch ihr Azimut, 

d. h. durch den Winkel IP( -i;;;;; g; ~ + i) zwischen einer Ellipsenachse und 

der positiven x-Achse; ihre Gestalt ergibt sich aus der ElliptiziUit, d. h. 

aus dem Achsenverhaltnis % = tg1p (o:S1p<i) derEllipsenhalbachsen ~ und 'YJ. 

Setzt man zur Abkurzung fur das Amplitudenverhaltnis 

~y ( :r) ~. = tg I' 0 ~ y > 2 ' 

so folgtl) aus Gleichung (14) 

tg2tp = tg2y cosb, 

sin21p = =fsin2y sinb. 

Aus (17) und (18) ergibt sich 

(16) 

( 17) 

(18) 

(19) 

cos2y = cos21p cos2g;; (20) 

dabei gilt in (18) und (19) das obere oder das untere Vorzeichen, je nachdem die 
Welle rechts- oder linkselliptisch polarisiert i'>t. 

(17) und (18) gestatten die Bestimmung des Azimuts und der Elliptizitat 
der Schwingungsellipse, falls Amplitudenverhaltnis und Phasendifferenz der 
Lichtvektorkomponenten gegeben sind2). 

1st umgekehrt die Schwingungsellipse gegeben, so kann man die Licht
vektorkomponenten nach zwei zueinander senkrechten Richtungen auf unend
lich viele Arten erhalten. Phasendifferenz und Amplitudenverhaltnis andern 
sich mit der Lage der Richtungen und bestimmen sich aus (19) und (20)3). 

1st 
2k + 1 

b = -2-n (k = 0,1,2, ... ) 

so fallen die Ellipsenachsen mit den Koordinatenachsen zusammen; die Welle 
ist rechts- oder linkselliptisch polarisiert, je nachdem k ungerade oder gcrade ist. 
Die Komponcnten des Lichtvcktors sind dann gemaB (13) 

'J)", = ~ cos(~t t - ~l)' ~" = =f'YJ sin(~ t - b1), ~z = 0; (21) 

hicrbei gilt das obere Vorzeichen flir rcchts-, das untere flir linkselliptische 
Polarisation. 

1st 
21t + 1 b = ~ n (k = 0, 1, 2, ... ) 

und auBcrdem 'SDx = '.ty , somit nach (16) tgy = 1, so wird die Ellipse nach Glei
chung (14) zu eincm Kreise, und g; bleibt gcmaB (17) unbcstimmt. Die Welle 
bezeichnct man dann als zirkular polarisiert 4), und zwar als rechts- oder 

1) H. DE S{mARMONT. Ann. chim. phys. Bd. 73. S. 337. 1840. 
2) Uber eine geometrische Konstruktion zur Bestimmung von 'P 'Ius)' und lJ. vgl. 

J. CL. MAXWELL. Trans. Edinbg. Roy. Soc. Bd.26, S. 185. 1872. 
3) Die Methoden zur expcrimentellen Bestimmung von Phasendifferl"nz (j und Ampli

tudenverhaltnis tg),. bzw. von Azimut if! und Elliptizitat tglfJ werden in Bd. XIX ds. Handb. 
besproehen. 

4) Die Entdeckung des zirlmlar polarisierten Lichtes erfolgte durch A. FRESNEL. Bull. 
des Scienc. par la Soc. philomat. ]g. 1822. S. 194; Ann. chim. phys. Bd.28. S.153. 1825; 
Oeuvr. compl. Bd. 1. S. 724. 744. Paris 1866. 
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linkszirkular, je nachdem k ungerade oder gerade ist. Die Komponenten des 
Lichtvektors einer zirkular polarisierten Welle ergeben sich demnach mit Hilfe 
von (13) zu 

J)", = ~ cos C; t - <51) , 
.. . (2:n: .!: ) 

'))y = =t= ,7 SIn T t - VI ' '))z = 0; (22) 

das obere Vorzeichen gilt wieder fiir rechts-, das untere fUr linkszirkulare Polari
sation. 

Ist 
o = kll (k = 0, 1, 2, ... ), 

so geht die Ellipse nach Gleichung (14) in eine Gerade uber, und die Welle heiBt 
dann linear oder geradlinig polarisiertl). Das Azimut der Geraden gegen 
die positive x-Achse folgt aus (16) und (17) mit Riicksicht auf die Grenzen von T zu 

~ 
tgT = ±tgy = ± =-'t-, (23) 

~. 

wobei das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem k gerade oder ungerade 
ist. Die Gleichungen (1)) fUr die Komponenten des Lichtvektors gehen daher 
bei einer linear polarisierten Welle iiber in 

.. ('2.7 ') J)y = :Dy cos T t - 01 ' SDz = o. (24) 

Die Anderungen der Schwin-rn gungsbahn, welche eintreten, falls 
: die Phasendifferenz 0 von 0 bis 

_ ' __ 1l wachst, ergeben sich aus 
, Abb. 2, in welcher der Um-
: laufssinn durch Pfeilspitzen an-

c/~.J(. gedeutet ist; wachst die Phasen
differenz von 1l bis 21l, so werden 

Abb.2. Schwingungsbahn einer polarisierten \Vclle. 
(,I Phasendifferenz zwischen den Lichtvektorkomponentcn :iCx und dieselben Figuren in umgekehrter 

~y; ~x und ~y Amplituden dieser Komponenten.) Reihenfolge und entgegengesetz-
tern Umlaufssinn durchlaufen. 

9. Geometrische Darstellung der Schwingungsbahn nach POINCARE. Wir 
kannen in (13) J).z; und SDyals die reellen Teile der komplexen GraBen 

i~~t i'!.::t 
Dx e T, Dye '1' 

bctrachten (Zif£. 7), wobei D" und Dy im allgemeinen komplexe GraBen sind. 
Das Verhaltnis 

Qu = ~!!.e-i(~,·'<ll) = tgycoso - itgysinO = u + iv (25) 
D. ~x 

bestimmt Amplitudenverhaltnis tgy und Phasendifferenz 0 = O2 - 01 , somit 
gemaB (17) und (18) auch Azimut und Elliptizitat der Schwingungsellipse. Wir 
kannen daher jeden Polarisationszustand der Welle durch einen Punkt 
w der komplcxen Zahlenebene u,v darstellen; der absolute Betrag 
von w liefert das Amplitudenverhaltnis tgy; die Anomalie von w 
ergibt die negative Phasendifferenz -0. 

Da die Welle rcchts- bzw. linkselliptisch polarisiert ist, je nachdem sino 
negativ bzw. positiv, d. h. je nachdem -1l ~ 0 ~ 0 bzw. 0 ~ 0 '0:.':;; 1l ist (Zif£. 8), 

1) Die Bezeiehnung stammt eben falls von A. FRESNEL (vgl. die Zitate S, 93, Anm.4). 
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so liegt bei einerrech tselliptisch polarisierten Welle der en tsprechende 
Bildpunkt W oberhalb, bei einer linkselliptisch polarisierten Welle 
unterhalb der u-Achse. 

Bei einer linear polarisierten Welle ist nach Ziff. 8 () = kn (k = 0, 1,2, ... ), 
somit v = 0; der eine linear polarisierte Welle darstellende Bildpunkt W liegt 
daher auf der u-Achse, und der Winkel cp, den die geradlinige Schwingungsbahn 
mit der positiven x-Achse bildet, wird mit Riicksicht auf (23) 

W = ~t = tgcp. (26) 

Fiir die Punkte der v-Achse ist 

2k + 1 o = -2 - n (k = 0, 1, 2, ... ) ; 

diesen Punkten entsprechen nach Ziff.8 Schwingungsellipsen, deren 
Achsen parallel zur x-Achse und y-Achse liegen und deren Ellipti
zitat durch 

v = tg1jJ (27) 
gegeben ist. 

Die Punkte Pl und P 2 (Abb. 3) mit den Koordinaten 11 = 0, V = ± 1 ent
sprechen demnach einer r e c h t s - und einer lin k s z irk u I a r polarisierten Welle. 

Fiir das Azimut cp der Schwingungsellipse g~gen die positive x-Achse und 
den Winkel 1jJ der Elliptizitat hat man nach (17) und (18) 

tg2cp = tg2y cosO, 

Andererseits folgt aus (25) 

sin 21jJ = =)= sin 2 y sin (j . (28) 

u = tgy cos(j, v = - tg Y sin (j ; (29) 

in (28) gilt nach Zif£. 8 das obere bzw. das untere Vorzeichen, je nachdem die 
Welle rechts- bzw. linkselliptisch polarisiert ist. Aus (28) und (29) erhiilt man nun 

u 2 + v2 + ? _u_ - 1 = 0 
- tg2<p , 

(30) 

u 2 + v2 =)= 2~- + 1 = O. (31) 
sm2'P 

Diejenigen Punkte w, die Ellipsen mit gleichen 
Achsenrichtungen, d. h. mit konstantem Azi
m u t cp entsprechen, liegen nach (30) auf einem 
Kreise K (Abb.3), der durch die beiden Punkte P l 

und P 2 geht; diejenigen Punkte w, die Ellipsen mit 
gleichen Elliptizitaten, d. h. mit konstantem 
If entsprechen, liegen nach (31) auf einem zu K ortho
gonalen Kreise K'. 

Sind A und A' die Schnittpunkte von K' mit 
der v-Achse, so entsprechen diesen Punkten zwei 
urn 90° gegeneinander gedrehte Ellipsen. 
Denn ist C derjenige Kreis der Schar K, dessen 
?vIittelpunkt im Koordinatenanfangspunkte 0 liegt, so 
gonalitat von C und /(' 

OA . ~A' = OPi = 1; 

+u 

--t----r+n----+-~#~ 

Abb. 3. Zur gcomctrischcn Dar
stellung der Schwingungsbahn nach 

POINCARE. 

folgt wegen der Ortho-

OA und OA' sind aber nach (27) die Elliptizitaten der den Punktcn A und A' 
cntsprcchcndcn Schwingungsellipsen, deren Achscn parallel zur x-Achsc bzw. 
zur y-Achse licgen. 
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Wir bilden jetzt diese Abbildung durch eine stereogra ph ische Pro j ekt ion 
auf eine Kugel mit dem Durchmesser 1 ab, welche die uv-Ebene im Koordinaten
anfangspunkte 0 beriihrt; diese Abbildung ist bekanntlich konform, und jedem 
Kreise der uv-Ebenc entspricht ein Kreis auf der Kugeloberflache. 1st M der 

Kugelmittelpunkt und Q 
If A P. der zweite Endpunkt des 
~,:-, -----~1r--=------7!---,;.z....----..;.!_++_~u durch 0 gehenden K ugel-

e 

durchmessers, so ist Q das 
Projektionszentrum (Ab
bild. 4); einem Punkte w 
der uv-Ebene entspricht 
derjenige Punkt der Kugel
oberflache, in welchem letz
tere von der Verbindungs
linie Qw getroffen wird. 

Abb.4. Geometrische Darstellung dcr Schwingungsbahn nach POISCARE . Den Achsen u und v 

entsprechen GroJ3kreise der 
Kugel. Der der u-Achse entsprechende Gro13kreis heiJ3t Aq ua tor, den Punkten 
dieses Kreises entsprechen linear polarisierte Wellen. Der der v-Achse entspre
chende, zum Aquator senkrechte GroDkreis heiDt crster Meridian; seinen 
Punkten entsprechen Schwingungsellipsen, deren Achsen parallel zur x-Achse 
bzw. y-Achse liegen. 

Den Punkten PI und P 2 entsprechen die Pole PI und P2 der Kugel; diese 
stellen daher zirkular polarisierte Wellen dar. Der Aquator trennt die den 
rechts- bzw. linkselliptisch polarisierten Wellen entsprechenden 
Punkte; erstere liegen auf der PI' letztere auf der P2 zugewandten 
Halbkugel. Wir bezeichnen zur Abkiirzung PI als den N ordpol, P2 als den 
Siidpol der Kugel. 

Den durch PI und P2 gehenden Kreisen K entsprechen die durch PI und 
P2 gehenden Meridiane der Kugel; zu den Punkten eines Meridians ge
horen daher Schwingungsellipsen mit konstantem Azimut cr . 1st C 
ein Punkt der u-Achse, g der cntsprechende Punkt der Kugeloberflache, so 
folgt aus (26) tg q; = OC; 

ist nun .g::: 0 M C = i. die zum Punkte g gehorende, vom ersten Meridian aus 

gezahlte Lange, somit <r: OQC = ~, so wird OC = tg ~ und daher 

(32) 

Das Azimut der Schwingungsellipse, die ernem bestimmten 
Kugelpunkte entspricht, ist demnach gleich der (vom ersten Meri
dian aus gezahlten) halben Lange des durch jenen Kugelpunkt ge
legten Meridians. 

D.::n zu K orthogonalen Kreisen K' entsprechen auf der Kugeloberflache 
die Breitenkreise; den Punkten der letzteren entsprechen somit 
Wellen mi t konstanter Elliptizitat. Sind a und a' die den Punkten A und 
A' entsprechenden Punkte der Kugcloberflache, so haben wir nach (27) 

tg1jJ = OA; 

ist nun <r:. 0 M a = (3 die zum Punkte a gehorende Breite, somit .g::: OQa = f! , 
2 

so wird 0 A = tg ~ und daher 
2 

?J) _ fJ 
, - 2' 
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Der Winkel 1p der Elliptizitat der Schwingungsbahn, die zu 
einem bestimmten Kugelpunkte gehort, ist somit gleich der halben 
Breite des durch diesen Punkt gehenden Breitekreises. Der Punkt a' 
liegt demnach symmetrisch zu a in Bezug auf PIP2 . 

Aus diesen Satzen folgt, daB jedem Punkt der Kugeloberflache 
ein bestimmter Polarisationszustand entspricht; das Azimut der 
Schwingungsellipse ist gleich der hal ben Lange, die Elliptizitat 
gleich der Tangente der halben Breite des Kugelpunktes und die 
Polarisation ist rechts- bzw. linkselliptisch, je nachdem der Punkt 
auf der nordlichen bzw. siidlichen Halbkugel Iiegt. Den Endpunkten 
eines beliebigen Kugeldurchmessers entspricht eine rechts- und eine linksellip
tische polarisierte Welle, deren Schwingungsellipsen ahnlich und deren graBe 
Achsen rechtwinklig gekreuzt sind; femer ergibt sich, daB zwei Wellen, bei 
weIchen das Verhaltnis DyjDa; den Wert WI bzw. w2 hat, ahnliche, mit den 
graBen Achsen rechtwinklig gekreuzte und im selben Sinne umlaufene 
Schwingungsellipsen besitzen, falls 

ist. 
WI· W 2 = -1 

Diese geometrische Darstellung konnen wir dazu benutzen, urn die Ver
anderungen darzustellen, welche die Schwingungsellipse erfahrt, 
falls die nach beliebigen senkrechten Richtungen genommenen Kom
po n e n ten SDa; und 'l)y eine Anderung ihrer Phasendifferenz erhal ten. 

Geht die Phasendifferenz c5 in CJ - L1 iiber, so wird dies analytisch durch 
Multiplikation von (25) mit dem Faktor eiJ , geometrisch durch Drehung der 
~tv-Ebene in sich urn den Winkel L1 ausgedriickt. Dieser ebenen Drehung ent
spricht in unserer stereographischen Projektion eine Drehung ;:/ der Kugel urn 
den Aquatordurchmesser OQ. Die Schwingungsellipse, welche dadurch 
entsteht, daB die Komponenten ~a; und ~y eine Anderung L1 ihrer 
urspriinglichen Phasendiffercnz erhalten, wird somit durch einen 
Kugelpunkt dargesteIlt, der aus dem die urspriingliche Schwingungs
ellipse darstellenden Kugelpunkt durch cine Drehung L1 urn den 
Aquatordurchmesser OQ hervorgeht. 

Mit Hilfe von (26) folgt, daB die Punkte 0 und Q den Richtungen der x-Achse 
und y-Achse entsprechen. Dreht man nun das Koordinatensystem xy in seiner 
Ebene urn den Winkel ;: in cine neue Lage x'y', so entspricht nach (26) der x'
Achse der Punkt u = tg X' v = 0, und der y'-Achse der Punkt u = - cotg x' 
v = o. Diese beiden Punkte werden auf der Kugeloberflachc durch die End
punkte O'Q' eines Aquatordurchmessers dargestellt, von dem aus die Langen 
2' zu rechnen sind und der mit OQ offenbar den Winkel 2;: bildet; denn ist qJ 

das Azimut der Schwingungsellipse in bezug auf die positive x-Achse, cp' ihr 
Azimut in bezug auf die positive x'-Achse, so ist qJ' = qJ - X' und gemaB (32) 

~ = -~ - X' somit in der Tat 2 - 2' = 2;:. Erleiden die nach den Richtungen 

x', y' genommenen Komponenten 'I>~ und SD~ der Schwingungsellipse eine Ande
rung LJ' ihrer Phasendifferenz, so hat man demnach eine Drehung LJ' der Kugel 
urn den Aquatordurchmesser O'Q' auszufiihren. 

Einer Anderung der Phasendifferenz, welche die nach zwei be
liebigen senkrechten Richtungen genommenen Komponenten der 
Schwingungsellipse erleiden, entspricht daher stets eine Drehung 
der Kugel urn einen Aquatordurchmesser. 

Erhalt die Schwingungsellipse durch irgendeinen Vorgang lediglich cine 
Anderung (! ihres Azimuts (wie z. B. beim Durchgang der Welle durch 

Halllibuch der Physik. xx. 7 
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eine isotrope "optisch-aktive" Schicht), SO erhalt man nach (32) den der 
neuen Lage der Schwingungsellipse entsprechenden Kugelpunkt, 
indem man den die ursprungliche Ellipse darstellenden Kugel
punkt so verschiebt, wie es durch eine Drehung 2e der Kugel 11m 
ihren Polardurchmesser PIP2 geschieht. 

Die in dieser Ziffer besprochene geometrische Darstellung der Schwingungs
bahn und ihrer Veranderungen stammt von POINCAREl). 

c) Interferenz polarisierten Lichtes. 
10. Allgemeine Bedingung fUr die Nichtinterferenz zweier polarisierter 

Wellen. Wir betrachten zwei in derselben Richtung fortschreitende, ebene, 
monochromatische, elliptisch polarisierte Wellenzuge, die beide von demselben 
ursprunglichen Wellenzuge stammen und fragen nach den Bedingungen, 
die erfullt sein mussen, damit die beiden Wellenzuge nach ihrem 
Zusammentreffen nicht interferieren konnen. 

Wir legen das Koordinatensystem x, y, z so, daB die positive z-Achse in 
die gemeinsame Wellennormale taIlt, und benutzen fUr die Komponenten der 
Lichtvektoren '!l' und '!lIt der beiden Wellen die komplexe Darstellung (Zif£. 7). 
Bezeichnen wir die Halbachsen der Schwingungsellipsen, die sich durch senk
rechte Projektion der Schwingungsbahnen auf die xy-Ebene ergeben, mit ~', r/ 
bzw. r, 17", so konnen wir fUr die nach diesen Achsenrichtungen und der z-Achse 
genommenen Komponenten von '!l' und ~" schreiben [vgl. Gleichung (21)J: 

i(?~" t - ~,) 
<1" , - - ill' e l' """"] - , 

.(2,:, t-d") "'r'-.." . 1/ t \ ,,= -''Yl e T -q.~ , 

. i(~.::':t-(j'-O') I 
'1" = '1" e T 
-=""= '(33) 

i(?-'~ t -~" - (}") 
~~= ,!:~e T , 

Vor dem Zusammentreffen der beiden Wellen mogen ihre Phasenkonstanten 
0' bzw. a" die Anderungen LI' bzw. LI" erleiden; sind fP' und rp" die Azimute 
der auf die xy-Ebene projizierten Schwingungsellipsen gegen die positive x-Achse, 
und setzt man /J = W' + LI") - W + LI/), so erMIt man mit Hilfe von (9) 
fUr die Komponenten des Lichtvektors st der resultierenden Welle, die durch 
Zusammentreffen der Wellen (33) in eincm Punkte P entsteht, die Ausdrucke 

;(2"'t_II'_/") i(~."'t-d"-d") 
:tx = Wcosrp'+ i'YJ'sinfP')e T +(~"COSfP"+il(sinfP")e T 

.(2" t 0' A') 
={W cosrp' + ~"cosfP" e -iJ) + i (1( sin rp' + 'YJ" sinq/' e- iJ)}/ T - - , 

1) H. POINCARE, ThCorie matbematique de la lumiere. Ed. 2, S. 275. Paris 1892. Ein
gehende Darstellungen der Methode mit Anwendungen auf spezielle Faile finden sich bei 
J. WALKER, Phil. mag. (6) Ed. 3, S. 541. 1902; H. JOACHIM, N. ]ahrb. f. Mim. Beil. Ed. 21, 
S. 547.1906; CH. MAUGUDI, Bull. soc. mineral. Ed. 34, S.6. 1911; O. GALLI, N. Jahrb. f. 
Min. Beil. Bd.38, S.687. 1915; L CHAUMONT, Ann. de phys. Bd.4, S.103. 1915; R. DE 
MALLEMAN, Ann. de phys. Ed. 11, S.21. 1925. 
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Die IntensiUi.t der resultierenden Lichtwelle folgt hieraus mit Hilfe von (12) zu 

J= {(~'cos<p' + ~"cos<p"e-iJ) + i('/'J'sin<p' + 1]"sinq:/'e-iJ)} 

{W cos q/ + ~"cos q/' ei I) - i (1]' sin <p' + 1( sin q/' eU )} 

+ {(~' sin <p' + t' sin q/' e - i J) - i (1]' cos <p' + 1]" cos cp" e - i.1)} 

{W sin <p' + ~"sin <p" ei J) + i (1/ coscp' + 1/, cos cp" eLi)} 

+ {~~ + 15~e-i(.1+1~"-H'i}. {1>~ + 15~ei(J+'7"-~')} 
t' 'f + '0 + t" 2 + '10 + -~,9 + '\',,,9 + ? ( t' t" + ''') (1/ ') A = ,; . 1] .,; 17· ";lJ = • "" = - - ~ ~ 1} 1] cos cp - (P cos LJ 

+ 2 (~' 1]" + t'1]') sin (cp" - cp') sin .1 + 2 -'J)~ i'~ cos (d + (J" - ,9') . 

1st]' bzw. J" die Intensitat, welche jede der Wellen (33), fiir sich allein 
vorhanden, im Punkte P erzeugen wiirde, so haben wir nach (8) mit Riicksicht 
auf (33) 

J' = t2 + 1/ 2 + ~~2, 
wir erhalten daher 

(34) 

J =J' + J" + 2(t 1;" + r/1]") cos (<p"- (p') cos",f + 2(~'1/, + ('I]') sin(<p"-cp') sinLf 

+ 2 (i{1)~ cos (J + 17!' - H') , 

und dieser Ausdruck geht nach Einfiihrung der durch die Elliptizitaten 
II 'I}" 

tglp = (' (35) 

bestimmten Winkel v/ und 1j1" in die Form tiber 

J = J' + J" + 21;T'{ (1 + tg1P' tgVl') cos ((17" -cp') cos.1 + (tgV/ + tgV/') sin(cp" -cp') sin.1} 

+ 21l~ ~~ cos (J + {}" - fY) . 

Die resultierende Intensitat Jist somit im allgemeinen nicht gleich der 
Summe der EinzelintensitatenJ' und J", sondern hangt noch von der Differenz 
der Azimute cp" - cp' sowie von den Phasendifferenzen J und 17" - ~7' abo 

SoU iiberhaupt keine Interferenz der beiden Wellen (33) statt
finden k6nnen, so muG J von der Phasendifferenz .1"- J' un
abhangig sein, d. h. es muG 

n" (1 + tg 1J/ tg 1j1") cos (cp" - cp') + 2 stI~ "I:-~ cos ({)" - if') = 0, } (36) 

l;'I;"(tgv/ + tg1j1") sin(cp"-cp') - 'J)~'J)~sin(D"- {jll) = 0 

scin. Diese beiden Bcdingungen lassen sich auf unendlich viele, verschiedene 
A.rten erfiillen. 

11. Lage des Lichtvektors zur Wellennormale bei ebenen polarisierten 
Wellen. Nun zeigt die Erfahrung, daB die beim HUYGHENSSchen Funda
mentalversuche erhaltenen senkrecht zueinander polarisierten, 
ebenen Wellen (Ziff. 1) keine Interferenzen zeigcn, falls man mit 
ihnen einen der bekannten Interferenzversuchc (vgl. Kap. 1 dieses Bandes) 
ausfiihrt. Diese Tatsache ist zuerst von FRESNEL und ARAG0 1) gefunden und 
spater wiederholP) festgestellt worden. 

1) A. FRES!'<EL, Oeuvr. comp!. Bd. 1, S. 385, 4tO, 509. Paris 1866; F. ARAGO u. A. FRESNEL, 
Ann. chim. phys. Bd. to, S.288. 1819; F. ARAGO, Oeuvr. comp!. Bd. to, S. 132. Paris
Leipzig 1858. 

2) J. STEFAN, Wiener Ber. Bd. 53 (2), S. 548,1866; Bd.66, (2), S. 425,1872; E. MACH 
u. \V. H.oSICKY, Wiener BeL Bd.72 (2), S. 197. 1872; E. MACH. Boltzmann-Festschrift 
S. 441. Leipzig 1904. Zusammenfassende Darstellung der Versuche bei J. FROHLICH. Mathern. 
u. naturw.BerichteausUngarn. Bd.21 (Jg.1903).S.159. 1907. 

7* 
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Werden z. B bei der in Abb. 1 dargestellten Versuchsanordnung die beiden 
Kalkspatrhomboeder so gegeneinander orientiert, daB ihre zum Einfallslot ge
horenden Hauptschnitte senkrecht zueinander stehen, so erhalt man nur die 
beiden senkrecht zueinander polarisierten Wellen 00' und oe'; da diese nach 
dem Gesagten nicht interferieren, miissen flir sie die Bedingungen (36) erflillt 
sein. Nun verhalt sich aber jede dieser beiden Wellen beziiglich ihres Polari
sationszustandes wie die andere, falls diese urn die Richtung der Wellennormale 

urn ± ~ gedreht wird. Es ist daher 

" , ±Jf tp-'P= 2' 1p" = 1p', 

zu setzen. In Verbindung mit (36) folgt hieraus 

tg1p' = tg1jJ" = o. 

{j" = {j' 

Die erste der Gleichungen (37) sagt aus, daB beim HUYGHENSSchen Fun
damentalversuche der Lichtvektor in den aus dem Kalkspatrhomboeder aus
tretenden senkrecht zueinander polarisierten, ebenen Wellen senkrecht zur 
z-Achse, d. h. zur Wellennormale liegt; man pflegt hierflir auch zu sagen, daB 
die Lichtschwingungen bei diesen Wellen transversal1) sind. 

Aus der zweiten del' Gleichungen (37) folgt, daB die Schwingungsellipsen 
zu Geraden degenerieren, d. h. daB die aus dem Kalkspat austretenden 
Wellen linear polarisiert sind. 

Unter der Polaris a tionse bene einer linear polarisierten Welle versteht 
man die Ebene, die durch die Wellennormale senkrecht zur Richtung des Licht
vektors gelegt ist2); bei dieser Festsetzung liegt demnach del' Lichtvektor der 
ordentlichen Welle senkrecht zum Hauptschnitt des Einfallslotes des Kalkspats 
(Zif£' 1). Unter der Schwingungsebene versteht man die durch Wellen
normale und Lichtvektor bestimmte Ebene; Schwingungsebene und Polari
sationsebene stehen senkrecht zueinander. 

Da das durch Reflexion unter dem Polarisationswinkel (Zif£' 3) sowie 
durch Brechung (Ziff. 4) erhaltene polarisiel'te Licht dieselben Eigenschaften hat, 
wie das durch Doppelbrechung gewonnene, so ist es ebenfalls als linear polarisiert 
zu betrachten. Das bei der Besprechung der Grundversuche in Zif£' 1 
bis 4 schlech tweg als "polarisiert" bezeichnete Licht ist demnach 
linear polarisiertes Licht. 

Eine elliptisch polarisierte, ebene Welle entsteht gemaB (13) durch Uber
lagerung zweier linear und senkrecht zueinander polarisierter Wellen; es miissen 
daher auch bei ihr die Lichtschwingungen transversal sein, d. h. die Schwin
gungsbahn liegt in der Wellene bene. 

1) DaB aus der Nichtinterferenzfahigkeit senkrecht polarisierter Wellen die Trans
versalitat der Lichtschwingungen gefolgert werden muB, hat zuerst A. FRESNEL ausge
sprochen (Ann. chim. phys. Bd.17. S.179. 1821; Bul!. des Sciences par la Soc. philomat. 
Jg. 1824. S. 147; Mem de 1 Acad. des Scienc Bd. 7. S. 55.1827; Oeuvr. comp!. Bd. 1. S. 394. 
629; Bd.2. S.490. Paris 1866. 1868). allerdings mit einer unrichtigen Beweisfiihrung. Den 
richtigen Beweis lieferte spater E. VERDET [C. R. Bd. 32. S. 46. 1851; Ann. chim. phys. 
(3) Bd. 31. S. 377. 1851; Oeuvr. Bd. 1. S. 73. Paris 1872]. 

2) Diese Lage des Lichtvektors zur Polarisationsebene entspricht den Ergebnissen der 
Ver.~uche O. ·WIENERS ('Vied. Ann. Bd.40. S.203. 1890) tiber stehende Lichtwellen und ist 
in Ubereinstimmung mit der mechanischen Lichttheorie A. FRESNELS (Mem. de L'\cad. des 
Scienc Bd. 7. S. 61. 157. 1827; Oeuvr. comp!. Bd. 2. S. 495. 578. Paris 1868); die mechanische 
Lichttheorie von F. NEUMANN verlangte dagegen. daB der Lichtvektor in der Polarisations
ebene liegt (Pogg. Ann. Bd. 25. S. 451. 1832; Ges. Werke Bd. 2. S. 186. Leipzig 1906). Vgl. 
hiertibcr Kap. 7 ds. Bandes. -
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12. Entgegengesetzt polarisierte Wellen. Die allgemeinen Bedingungen (36) 
fUr die Nichtinterferenz ebener, polarisierter Wellen reduzieren sich mit Riick
sicht auf die Transversalitat der Lichtschwingungen (:!)~ = :!)~ = 0) auf folgende: 

(1 + tglP' tglP") cos (!p" - !p') = 0, (tglP' + tgtp") sin (!p" - !p') = 0 ; 

diese sind erfiillt, wenn entweder 

cos (!p" - !p') = 0 und tgtp' + tglP" = 0 (38) 
oder 

sin (!p" - !p') = 0 und 1 + tglP' tglP" = 0 (39) 
oder 

1 + tglP'tglP"= 0 und tg '1" + tg '1''' = 0 (40) 
ist. 

Aus den Gleichungen (38) folgt 

'I , ± .. 7 
!p-!p= 2' tglP" = - tglP'· 

Die beiden Wellen besitzen somit ahnlichc und mit ihren groBen Achsen recht
winklig gekreuzte Schwingungsellipsen; die eine Welle ist [(vg . Gleichung (21) 
und (35)J rechts-, die andere linkselliptisch polarisiert. 1st insbesondere lP' = 1//' = 0, 
so sind beide Wellen linear und senkrech t zueinander polarisiert. 

Die beiden Glcichungen (39) erg eben !p" - !p' = 0 oder = n und lP" = lP' ± ~; 
sie fiihren offenbar zu demselben Ergebnis wie (38). 

Die Gleichungen (40) liefern 1//'= -lP' = ± ~, ergeben somit [vgl. Glei

chung (22)J eine rechts- und eine linkszirkular polarisierte Welle; dies ist aber 
~in spezieller Fall des eben besprochenen. 

Man kann daher sagen, daB zwei von demselben urspriinglichen Wellenzuge 
stammende, ebene, monochromatische, polarisierte Wellen nur dann 
keine Interferenz zeigen, wenn ihre Schwingungsbahnen ahnlich 
und rechtwinklig gekreuzt sind, und wenn die eine Welle rechts-, 
die andere links polarisicrt ist. Dcrartigc Wellen bezcichnet man als ent
gegcngesetzt polarisiertl). Der experimentelle Nachweis dieses Satzes ist 
znerst von FRESNEL und ARAGO gefiihrt worden (vgl. Ziff. 11). 

Von Wichtigkeit mit Riicksicht auf gewisse Erscheinungen2 ) ist der Sonder
fall zweier sich iiberlagernder, entgegengesetzt zirkular polarisierter 
\Vellen, deren Lichtvektoren ::I)' und :3)" die KomponentC'n 

",",' ~ ,,(2:7 t ") 
;t,,, = .; cos ,-f"" - () , "'"', ~ " (2:< v) ~!I= .;sm '1'''t - 0 , 

und 

""" ~ (2:7 t ''') ;t',l: = .; cos ,r - (J , 
""" ~ . (2:7 tV') ;t!1 = -.;sm ,-t- - u , 

besitzen. DC'r Lichtvektor der resultierenden Welle hat dann nach (9) die Kom-
ponenten 

"'"' "'"', '""" ~ _ (j" - (j ('2:r lJ' + ')") \' = \, ..L \ =? ~ co~ - - cos - t - - - - , -x -.1' I -.f - ~ v 2 . T 2 J_ 

:T\ _ ~l "'" _ ? I: " ~"-lJ' _(2.7 t _ lJ' + lJ") 
~y - ;l;" + ~y - -.., S111 2 co::>, T 2, ' 

1) G. G. STOKES, Trans. Cambr. Phil Soc. Bd. 9, S. 40-1-. 1852; :\lathemat. and Physic. 
Papers. TId. 3, S, 241. Cambridge 1901. 

2) Vgl. die '-\usfiihrungen fiber optische Aktivitat in Kap. 11 cis. Bandes. 
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Die resultierende Welle ist somit [vgl. Gleichung (24)J linear po
larisiert; das Azimut der Schwingungsgeraden gegen die positive 

x-Achse ist nach (23) gleich d"; d', also gleich der halben Phasendiffe

renz der beiden zirkular polarisierten Wellen. 
13. Gleichartig polarisierte Wellen. Besitzen die beiden ebenen polarisierten 

Wellen gleiche IntensiUit, so folgt aus (34) und der folgenden Gleichung bei 
Beriicksichtigung der Transversalitat der Lichtschwingungen (~~ = ~~ = 0): 

J' = J" = ~'2 + 1/2, 

J = 2]'(1 + G) 
wobei 

e = cos (tp" - 1//) cos (q/' - ql) cos Li + sin (IP" + tp') sin (tp" - tp') sin LI (41 ) 

gesetzt ist. 
Zeigen die be:den Wellen Interferenzerscheinungen, so werden diese dann 

am scharfsten auftreten, wenn die Maxima von J gleich 4]', die Minima von J 
gleich Null sind; dies ist aber der Fall, wenn der maximale bzw. minimale 
Wert von e gleich 1 bzw. gleich -1 istI). 

Nun folgt aus (41) fUr den extremen Wert B", von e 
G;" = cos2 (tp" - tp') cos2 (ql' - cp') + sin 2 (1//' + 1//) sin 2 (q/' - tp') , 

wir erhalten daher als Bedingung fUr die vollstandigste Interferenz der beiden 
\Vellen 

oder 

cos2 (tp"-tp') cos2 (tp" - (l) + sin2 (tp" + 1;/) sin2 (tp" - tp') = 1 

= cos2 (<p"- cp') + sin2(<p"- tp') 

cos2 (q/' - <p') sin 2 (tp" - tp') + sin 2 (<p" - <p') cos2 (tp" + tp') = 0; 

diese Gleichung wird erfiillt fiir 

sin (<p" - cp') = 0, sin ('P" - 1//) = 0 , 
oder 

cos (<p" - cp') = 0, cos (tp" + tp') = 0, 
oder 

(42) 

(43) 

(44) 

Die beiden Gleichungen (42) verlangen, daB cp" = <p' und tp"= tp' ist, d. h. 
daB die beiden Wellen vollstandig gleichartig polarisiert sind. 1st insbesondere 
tp"= tp' = 0, so sind die beiden Wellen linear und parallel polarisiert. 

D· GI' h () f d ,,11 , d" I :;r f"h I Ie elc ungen 43 or ern tp = -- - tp un (p - tp = ---, u ren a so 
offenbar zu demselben Schlusse wie (42). 2 2 

Die Gleichungen (44) verlangen 1/1"= tp' = ---:- -~ , d. h. [vgl. Gleichung (22)J, 

daB beide Wellen rechts- oder bcidc linkszirkular polarisiert sind; dieser Fall 
ist in dem eben angegebenen enthalten. 

Man kann daher sagen, daB zwci von demselben urspriinglichen 
Wellenzuge stammende ebene, monochromatische, polarisierte 
Wellen dann am vollstandigsten interferiercn, wenn ihre Polari
sationszusUnde vollig gleichartig sind. 

1) G. G. STOKES, vgl. die Zitate S. 101, Anrn. 1. 
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Der experimentelle Nachweis dieses Salzes ist zuerst von FRESNELl) und 
ARAG02) erbracht und spater wiederholP) geliefert worden. 

14. Unpolarisiertes (natiirliches) Licht. Aus der Tatsache, daB beim 
HUYGHENSSchen Grundversuche die aus dem Kalkspat austretenden, linear 
polarisierten Wellen nur transversale Schwingungen enthalten (Ziff.11), 
schlieBt man4), daB die auffallende unpolarisierte, ebene Welle gleiches 
Verhalten zeigt. Wiirde letztere namlich auBer transversalen auch longitudinale 
Schwingungen enthalten, die in den durchgehenden Wellen nicht mehr auftreten, 
so miiBte in der reflektierten Welle ein DberschuB von longitudinalen Schwin
gungen vorhanden sein. Dieser wiirde dann durch mehrere aufeinanderfolgende 
Reflexionen immer groBer werden, und es miiBte sich damit auch der reflektierte 
Bruchteil der auffallenden Welle steigern. Ein derartiges Anwachsen der rclativen 
Intensitat des reflektierten Lichtes wird jedoch durch die Beobachtungen nicht 
bestatigt. 

Urn die analytischen Ausdriicke fUr die Bedingungen zu erhalten, welchen 
der Lichtvektor einer unpolarisierten, ebcnen Lichtwelle gentigen mu13, gehen 
wir von folgenden Erfahrungstatsachen aus: 

1. Die Intensitaten der beiden linear polarisierten Wellen a und e, die beim 
HUYGHENSSchen Versuche aus der senkrecht auffallenden, unpolarisierten Welle 
s (Abb. 1) entstehen, sind unabhangig von der Orientierung des zum Einfallslot 
gehorenden Hauptschnittes des Kalkspatrhomboeders K (Ziff. 1); da sich nun jede 
ebene Welle durch die Komponenten ihres Lichtvektors, genommen nach zwei senk
rechten, in der Wellenebene liegendcn Richtungen darstellcn la13t, so sind demnach 
bei ciner unpolarisierten Welle die nach (8) bercchneten Intensitaten dieser Kom
poponenten unabhangig von den Richtungen, nach welchen sie genommen werden. 

2. Die Gleichheit der Intensitaten der beiden Wellen a und e ist unabhangig 
von ihrer Phasendifferenz, die sie infolge ihrer verschiedenen Geschwindigkeit 
in K erleiden, und die offenbar durch die Dicke von K bestimmt wird (vgl. Ziff. 25); 
hieraus folgt, daB bei einer unpolarisierten, ebenen Welle die Intensitaten der 
nach zwei senkrechten, in der Wellenebene liegenden Richtungen genommenen 
Komponenten unabhangig von deren Phasendifferenz ist. 

Wir zeigen jetzt, daB diese Eigenschaften des unpolarisierten Lichtes5) 

sich durch die Annahme erklaren lassen, daB die Schwingungsbahn einer 
ebenen, unpolarisierten Lichtwelle eine Ellipse ist, welche in sehr 
kurzen Zeitintervallen unstetige Anderungen der Elliptizitat und 
des Azimuts erleidet 6). 

Wir legen in die Wellenebene ein rechtwinkliges Achsenkreuz x, y; sind zu 
einem bestimmten Zeitpunkte ~ und 1} die Halbachsen der Schwingungsellipse 
und ist q; ihr Azimut gegen die positive x-Achse, so erhalt man fUr die Kom
ponenten 'll", SDy des Lichtvektors mit Hilfe von (9) und (21) bei Benutzung der 
komplexen Darstellung (Zif£. 7) 

'll:z: = (~cosq; =F i1J sin q;) ei(~;t -d), (45) 

1) A. FRESNEL, Ocuvr. compl. Bd. 1, S. 385, 410. Paris 1866. 
2) F. ARAGO u. A. FRESNEL, Ann. chim. phys. Bd. 10, S.288. 1819; F. ARAGO, 

Oeuvr. compl. Bd. 10, S. 132. Paris-Leipzig 1858; A. FRESNEL, Oeuvr. compl. Bd. 1, S. 509. 
Paris 1866. 

3) Vgl. die Angaben S. 99, Anm. 2. 
4) Vgl. z. 13. E. MASCART, Traitc d'optique Bd. 1, S. 540. Paris 1889; W. VOIGT, Kom

pendium der theoret. Physik. Bd.2, S. 542. Leipzig 1896. 
5) Die erste der angegebcnen Eigenschaften wurde nach (8) und (22) auch cine zirkular 

polarisierte Welle zeigen, nicht aber die zweite. 
6) Die Grundlage dieser Vorstcllung gcht auf A. FRESNEL zuruck (Ann. chim. phy~. 

Rd. 17, S. 185.1821; Oeuvr. compl. Bd. 1, S. 635. Paris 1866). 
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wobei das obere Vorzeichen im Falle rechts-, und das untere im Faile links
elliptischer Polarisation gilt. Bei zei tlich veranderlichen Werten ~, 
11 und q; stellen (45) die Komponenten des Lichtvektors einer ebenen, 
monochromatischen, elliptisch polarisierten Welle mit zeitlich 
veranderlicher Schwingungsbahn dar. 

Wir suchen nun die Bedingungen, welch en die GraBen $, 11 und cp 
zu geniigen haben, damit die Lichtvektorkomponenten (45) mit den 
angegebenen Eigenschaften des unpolarisierten Lichtes in Uber
einstimmung sind l ). 

ErhaIt '1)", gegen '1)y die Phasendifferenz ,1, und nehmen wir in der Wellen
cbene ein zweites rechtwinkliges Achsenkreuz X, y', desscn positive x-Achse 
gegen die positive x-Achse den Winkel X bildet, so verlangt die Eigenschaft des 
unpolarisierten Lichtes, daB der zeitliche Mittelwert von ~~" erstreckt 
uber ein der Wahrnehmung eben nnch zugangliches Zeitintervall, 
fur jeden Wert Ll unabhangig von X wird. 

Nun folgt bei Berucksichtigung von (45) 

1)"" = ~",cosZ + ~ysinz = {$(coscpcoSXe-i.1 + sincpsinx) 

=f i17 (sincpcosxe-il - coscpsinz)}/(~t-J), 
somit wird 

:t~., = ($2COS2cp + 11 2sin2cp) cos2X + (~2sin2cp + fj2COS2cp) sin2X I 
+ sin X cos z{2 ($2 - 112) sin cp coscp cosLl ± 2 ~11 sinLl} 

= i (A + B) cos2 X + i (A - B) sin2x + sin X cos X (C cosLl ± D si?,1) , 

wobei 

(46) 

A = ~2 + 172, B = ($2 - 1/2) cos2cp, C = (~2 - 17 2) sin2cp, D = 2$17 (47) 

gesetzt ist. 
Bezeichnen wir den zeitlichen Mittelwcrt einer Funktion I, erstreckt iiber ein 

dcr Wahrnehmung eben noch zugangliches Zeitintervall, mit M(I), so muB bei 
unpolarisiertem Lichte M(;f;,) fUr jeden Wert Ll unabhangig von X sein; aus 
(46) und (47) folgt dann 

jlf{($2 - fj2) cos 2 cp} = 0, M{{$2 - 172) sin2q:} = 0, lI1(~11) = O. (48) 

(48) sind die Bedingungen, wclche die Elemcnte der Schwingungs
ellipse $, 17 und cp bei ebenen, monochromatischen unpolarisierten 
Wellen erfiillen mussen. 

Mit Hilfe von (11) schlieBt man 

~'" cosc5 = $ coscp, 

~ycos(~ + L1) = $sincp, 

'll", sin c5 = +11 sin cp , } 
~y sin (<5 + ,J) = ±17 coscp, 

(49) 

wobei sich das obere Vorzeichen auf r~chts-, das untere auf linkselliptische 
Polarisation bezieht. Fiihrt man daher ~~, ~~ und Ll an Stelle von $, 17 und cp 
ein, so folgt aus (48) und (49) 

M(~",~y coslJ) = 0, 

(;0) sind die Bedingungen, welchen die Lichtvektorkomponenten 
:t"" J)y (bezogen auf zwei beliebige in der Wellenebcne liegende, 
zueinander senkrechte Richtungen) und deren Phasendifferenz A 
bei einer eben en unpolarisiertcn Welle geniigen mussen. 

1) E. YERDET, Ann. de I'Ecole norm. Hd. 2, S. 291. 1865; Oeu\T. Bd. 1, S. 281. Paris 1872. 
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Die Intensitat der unpolarisierten Welle folgt aus (7), (8) und (50) zu 

] = M(~; + :35;) = 2M(~;). 
Die Bedingungen (48) und (50) sind einander gleichwertig; sie lassen sich 

auf unendlich viele verschiedene Arten erfiillen 1), und hierdurch erklart sich das 
negative Ergebnis friiherer Versuche2), die spezielle Gestalt der Schwingungsbahn 
einer unpolarisierten Welle auf experimentellem Wege zu ermitteln. 

Den Bedingungen (48) oder (50) kann man z. B. geniigen durch den speziellen 
Ansatz einer linear polarisierten Welle, deren Polarisationsebene mit groBer kon
stanter Winkelgeschwindigkeit urn die Wellennormale rotiert. Bei dieser Annahme 
wiirde in (45) ~ unabhangig von t anzunehmen und 

t 
17 = 0, rp = 2.n-;- + fPo 

zu setzen sein, wobei r die Periode der rotierenden Polarisationsebene bedeutet 
und rpo deren Azimut gegen die zx-Ebene zum Zeitpunkte t·= 0 ist; die Mittel
werte (48) werden dann durch Integration iiber eine Periode r erhalten. Wird 
in der Tat z. B. beim HUYGENSSchen Grundversuche eines der beiden a.us
tretenden, linear polarisierten Strahlenbiindel 0 oder e (etwa durch Abblenden 
des anderen) isoliert und der Kalkspatkristall urn die Richtung des auffallenden 
Strahlenbiindels s in schnelle konstante Rotation versetzt, so zeigt das nicht 
abgeblendete Strahlenbiindel die oben angegebenen beiden Eigenschaften eines 
unpolarisierten Strahl en biindels3). 

Jedoch kann die zeitliche Anderung der Schwingungsbahn bei 
unpolarisiertem Lichte nicht stetig erfolgen, da sonst nahezu 
monochromatische, sehr enge Spektralbereiche nicht isoliert wer
den k6nn ten 4). Eine ebene, elliptisch polarisierte \Velle mit gleichf6rmig sich 
anderndem Azimut rp der Schwingungsellipse kann namlich stets erzeugt gedacht 
werden durch Uberlagerung ebener, entgegengesetzt zirkular polarisierter Wellen 
von verschiedenen Schwingungsdauern; denn ist 

t 
rp = 2.il-~ + ({o' 

so erhalten wir fiir die Komponenten des Lichtvektors nach (45) 

':Dx = ! (FF 1J)/{2:r(~ + ~)t-'l-t 'ro} + ~ (~ ± 17) e+;7(~ - ~ )t-~- 'Io}, 

'Xy = _ ~ (~=fIJ)e+;7(~++)t-'\+'lo} +.~ (~± 1})e+h('~; - ~)t-'\-'IO}. 

Die Schwingungsbahn laBt sich somit in der Tat von den beiden entgegengesetzt 
zirkular polarisierten WellenS) 

~x = ; ~ I] COS{2.n(~. + +)t -!5 + rpo} , ':Dy = ; ~.I] sin {2.n(-} + ; )t - !5 + <Po} 

1) G. G. STOKES. Trans. Cambro Phil. Soc. Bd. 9. S. 412. 1852; }Iathemat. and Physic. 
Papers Bd. 3. S.252. Cambridge 1901-

2) J. STEFAN. Wiener Bcr. Bd.50 (2). S.380. 186+; Bd.66 (2). S.427. 1872; Pogg. 
Ann. Bd. 124. S. 623.1865; E. )TACH U. W. ROSICKY. Wiener Ber. Bel. 72 (2). S.208. 1875. 

3) H. W. DOVE. Pogg. Ann. Rei. 71. S.97. 1847. 
4) G. AIRY. Trans. Cambr. Phil. Soc. Rd. 4. S. 79. 198. 1831; F. LIPPICH. Wiener Ber. 

Ed. 48 (2). S. 146. 1863. 
5) Der experimentelle Nachwcis dieser beiden \\'cllcn crfolgte durch A. RIGHI. Mem. 

eli Bologna (4) Be\. 4. S. 247.1883; Cim. (3) Ed. 14. S. li3. 1883; Journ. de phys. (2) Ed. 2. 
S.437. 1883. 
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erzeugt betrachten, deren Schwingungsdauern 1'1 und 1'2 durch 

~_~+~ 1 
Tl - T 7: ' T2 T - -

gcgeben sind. Bei gleichformiger Anderung der Schwingungsbahn wtirden somit 
monochromatische, unpolarisierte Wellen nicht existieren. 

Da in Wirklichkeit jedoch sehr schmale, nahezu monochromatische Spek
tralbereiche unpolarisierten Lichtes isoliert werden konnen, so ist man zu der 
Annahme genotigt, daJ3 bei einer unpolarisierten Welle die Anderung 
der Schwingungsbahn in Zeitintervallen erfolgt, die zwar sehr klein 
sind, a ber doch noch eine groJ3e Anzahl von Sch wingungsda uern 
umfassen, daJ3 also z. B. in dem oben besprochenen FaIle T sehr groJ3 sein muB 
im Vergleich zu T. 

DaB in der Tat die Anderungen der Schwingungsbahn des unpolarisierten 
Lichtes langsam erfolgen im Vergleich zu den Lichtschwingungen, zeigen die 
Beobachtungen tiber die. Interfcrenzfahigkeit des unpolarisierten 
Lichtes (vgl. Kap.1 dieses Bandes), welche ergeben, daB z. B. bei der grtinen 
Quecksilberlinie in einem Zeitintervall, welches mindestens 1,2 . 106 Schwingungs
dauern enthalt, die Schwingungsbahn sich noch nicht geandert haP). Anderer
seits entspricht diesen 1,2 '106 Schwingungsdauern eine Zeit von etwa 2' 10- 10 

Sekunden, und da selbst die ktirzesten (okular oder photographisch) wahrnehm
baren Lichteindrticke viel groJ3er sind, so laJ3t sich der momentane Polarisations
zustand des unpolarisierten Lichtes nicht beobachten. 

Ober die neuere thermodynamische Theorie des unpolarisierten Lichtes 
vgl. Kap. 8 dieses Bandes. 

15. Interferenz linear und senkrecht zueinander polarisierte Wellen nach 
Zuriickfiihrung auf dieselbe Polarisationsebene. Die Vorstellung, daB bei einer 
unpolarisierten Welle Elliptizitat und Azimut der Schwingungsbahn sehr haufig 
in unregelmaJ3iger Weise in Zeitintervallen wechseln, die klein sind gegen die 
Dauer eben wahrnehmbarer Lichteindrticke, wird gesttitzt durch die von FRESNEL 
und ARAG02) entdeckte und spater wiederholP) beobachtete Erscheinung, daJ3 
zwei. von einer ebenen Welle stammende, linear und senkrecht 
zueinander polarisierte Wellen nach Zurtickftihrung auf dieselbe 
Polarisationsebene nicht interferieren, auGer wenn die ursprting
liche Welle selbst schon polarisiert war. 

Zwei auf dieselbe Polarisationsebene zurtickgeftihrte, ursprtinglich linear 
und senkrecht zueinander polarisierte Wellen erhalt man z. B. beim HUYGHENS
schen Grundversuche (Abb. 1), wenn man von den aus dem zweiten Kalkspat
rhomboeder K' austretenden vier Strahlenbtindeln 00', eo', oe', ee' entweder 
00' und eo' oder oe' und ee' abblendet; die nicht abgeblendeten Strahlenbtindel 
sind nach den erwahnten Beobachtungen nur dann interferenzfahig, wenn die 
auffallende Welle s polarisiert ist. 

Zur analytischen Darstellung legen wir das rechtwinklige Koordinaten
system x, y, z so, daJ3 seine positive z-Achse in Richtung der Wellennormale 

') O. LUMMER U. E. GEHRCKE, Verh. d. D. Phys. Ges. Jg. 4, S. 337. 1902; E. Rupp. 
Ann. d. Phys. (4) Bd. 79. S. 1. 1926. 

2) F. ARAGO U. A. FRESNEL. Ann. chim. phys. Bd. 10. S. 300. 1819: F. ARAGO. Oeuvr. 
campI. Bd. 10, S. 144. Paris-Leipzig 1858; A. FRESNEL, OeUH. compl. Ed. 1, S. 518. Paris 
1866. 

3) Vgl. die Angaben S. 99, Anm. 2. 
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von s fallt; die x-Achse soll scnkrecht zum Hauptschnitt des Einfallslotes von 
K, die y-Achse somit im Hauptschnitt des Einfallslotes von K liegen. Wir be
trachten zunachst den Fall, daB die cbcne monochromatische Welle s elliptisch 
polarisiert ist; die nach den Achscn der Schwingungsellipsc genommenen 
Komponenten des Lichtvektors 'X(s) dieser Welle sind nach (21) bei Benutzung 
der komplexen Darstellung (Zif£. 7) 

i(~~ t-~) '3);;) = ±il7e T , (51) 

wobei das obere Vorzeichcn im Faile rechts-, und das untere im Falle links
elli ptischer Polaris a tion gilt. 

1st SB(o), bzw. 1::(e) der Lichtvektor der aus K austretenden ''''elle a bzw. e, 
so liegt 1::(0) parallel zur x-Achse, 1::(e) parallel zur y-Achse. Besitzt die Schwingungs
ellipse von (51) das Azimut cp gegen die positive x-Achse, so ergibt sich der Betrag 
von '3)(0) aus (51) zu 

(52) 

der Betrag von '];(e) ZU 

i(~-"t- ,)-.1) 
'X~;)e-H = (~sin(p±il}coscp)e T; (5}) 

hierin bedeutet 11 die Phasendifferenz, welche e gfgen a beim Durchgang durch 
K infolge der verschiedenen Geschwindigkeiten der beiden Wellen (vgl. Zif£. 1) 
erhalten hat. 

Der Winkel, den die zu 00' und eo' gehorenden Lichtvektoren ~(OO') und 
~(po') mit der positiven x-Achse bilden, ist gleich dem Winkel iX zwischen den 
zum Einfallslot gehorenden Hauptschnitten von K und K'; der Betrag von ~(oo') 
bzw. ~(eo') ergibt sich somit aus (52) und (53) zu 

(~coscp COSiX =f il) sincp cosiX)ei(\;t-,I-:l'), (54) 
bzw. 

i(2;Tt_,I_I_,I') 
(~sin(fsiniX±illcoscpsiniX)e T , 

(55) 

wobei LJ' die Phasendifferenz ist, welche 00' und eo' gegen die auffallcndcn 
\Vellen a und e infolge Durchganges durch K' erhalten. 

Nach Abblendung von oe' und ee' tritt aus K' cine resultierende, linear 
polarisierte \Velle aus, deren Polarisationsebene der zum Einfallslot gehorende 
Hauptschnitt von K' ist, und die durch Dberlagerung der parallel polarisierten 
Wellen 00' und eo' entstanden ist. Der Betrag des Lichtvektors ~(r) dieser 
Welle ist nach (54) und (55) offenbar der reelle Teil von 

g(COSf(COSiX-/-sintpsiniXe- iJ ) 2", ,1 
=f il7 (sintp COSiX - costp sin iX e- i J)} ei(-of t -'\ - d), f 

und die Intcnsitat ] der Welle ergibt sich nach (12) und (56) zu 

] ~ ~! ~:::: :::: : :~:: :~:: ::li)l) : :~ ~:~:: :::: = :::: :~:: :;;)~)} 1J 

= ~2(COS2tpCOS2iX -/- sin2 tpsin2 iX) -/- 1]2(cos2tpsin2 iX -/- sin2tpcos2iX) 

-/- 2 (~2 - 1]2) sintp sin iX costp cos iX cosLl ± 2';17 sin tp costp sin LI . 

Bcachtet man ferner, daB nach (12) und (51) 

(56) 

(57) 
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die lntensitat der auffallenden Welle s ist, und fiihrt man die Elliptizitat tg'IjJ = -i-.. 
ein (vgl. Zif£. 8), so erhalt man aus (57) fiir die lntensitat der aus K' aus
tretenden, linear polarisierten Welle (56) 

J = Jo{COS2 'IjJ (coS2((1COS21X + sin2((1sin21X) + sin2'IjJ (cos2cp sin21X + sin2 ((ICOS21X) } 
1. •• A±1. . . . A} (58) +2"cos2'IjJsm2((1sm2IXcosLJ 2"sm2'IjJsm2((1smLl. 

Da demnach J von der Phasendifferenz A der Wellen 0 und e abhangt, so sagt 
Gleichung (58) aus, daB die beiden von der elliptisch polarisierten Welle 
s stammenden, linear und senkrech t zueinander polarisierten 
Wellen 0 und e nach Zuriickfiihrung auf dieselbe Polarisations
ebene interferieren, in Dbereinstimmung mit den obenerwahnten Beobach
tungsergebnissen. 

1st die auffallende Welle s linear polarisiert, so ist in (58) 'IjJ = 0 zu 
setzen, und man erhalt 

J=JO(COS2 ((1COS2 1X + sin2((1sin21X + -~sin2((1sin2IXcosA). (59) 

Der F aktor sin 2 ((I cos 21X in dem letzten Gliede dieses A usdruckes hat posi ti yes oder 

negatives Vorzeichen, je nachdem ((I (- ; S ((I ~ + ~) und IX (- ~ ::< 0;:S + ;) 

beide im selben Quadranten oder in verschiedenen Quadranten liegen. 1m 
ersteren FaIle interferieren die beiden Wellen 0 und e nach Zuriickfiihrung auf 
dieselbc Polarisationsebene wie gewohnliche parallel polarisierte Wellen mit 
der Phasendifferenz A (vgl. Zif£. 13); im letzteren FaIle befinden sich die 
lntensitatsminima dort, wo vorher die lntensitatsmaxima gelegen haben, die 
Wellen verhalten sich also wie parallel polarisierte, deren Phascndifferenz 
--' ± n istl). 

Werden die Wellen 00' und eo' abgeblendet, dagegen die Wellen oe' und 

ee' durchgelassen, so mull in (58) IX durch IX + ~ ersetzt werden, wodurch sich 

in (59) das Vorzeichen des von A abhangigen Gliedes umkehrt. Somit erhalt man, 
falls iiberhaupt keine Abblendung der aus K' austretenden Strahlenbiindel 
stattfindet, eine zweifache Zuriickfiihrung der linear und senkrecht zucinander 
polarisierten Wellen 0 und e auf zueinander senkrechte Polarisationsebenen, 
und falls dann die vier Strahlenbiindel 00', oe', eo', ee' (z. B. bei hin
reichend diinnem K') nicht getrennt werden, sondern sich iiberlagern, so 
tritt nicht etwa eine lnterferenz mit doppelter lntensitat, sondern iiberhaupt 
keine auf. 

Wir wenden uns jetzt dem FaIle zu, daB die auffallende monochro
rna tische Welle un polarisiert ist. ((I und V' sind dann (vgl. Ziff. 14) als zeitlich 

schnell veranderlich anzusehen, und zwar erhalt ((I aIle Werte zwischen - i 
und + ~ , 'IjJ aIle Werte zwischen - ~ und 0 bzw. 0 und + ~ 2) in unregelmalliger 

Reihenfolge, aber wahrend eines Lichteindruckes doch in durchschnittlich 

1) F .. -\RAGO u. A. FRESNEL, Ann. chim. phys. Ed. 10, S. 305. 1819; F. ARAGO, Oeuvr. 
com pI. Ed. 10, S. 149. Paris-Leipzig 1858; A. FRESNEL, Oeuvr. compl. Bd. 1, S. 522. Paris 
1866. 

2) Die Grenzen - -~ und ° entsprechen nach Gleichung (21) rechts-, die Grenzen 0 und 
2 

+:t linkselliptischcr Polarisation. 
2 
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gleichmaBiger Verteilung. Die vom Auge wahrgenommene lntensitat ergibt sich 
mit Hilfe von (58) als Mittelwert zu 

ist also unabhangig von der Phasendifferenz ,1. In Obereinstimmung mit der 
Erfahrung folgt somit, daB zwei linear und senkrech t polarisierte Wellen, 
die von einer unpolarisierten Welle herriihren, nach Zuriickfiihrung 
auf dieselbe Polarisationsebene nicht interferieren. 

16. Teilweise polarisiertes Licht. Sind bei einer gegebenen Welle nicht 
alle drei Bedingungen (48) bzw. (50) er£iillt, so nennt man die Welle teilweise 
po larisiert oder part iell pol ari siert; teilweise polarisiertes Licht erhalt 
man z. B. bei der Reflexion unter beliebigem Einfallswinkel (Zif£. 3). Fiir '£x, 
'J)y und ,1 hat man demnach bei einer teilweise polarisierten Welle. 

M(SDx 'J)y cos ,1) = A, M(~x'35"ysin,1) = B, M(~n =1', M'('£~) = Z, (60) 

wobei A, E, r, Z im allgemeinen von Null und untereinander verschieden sind. 
Man kann sich die gegebene, teilweise polarisierte Welle stets durch Ober

lagerung einer unpolarisierten und einer polarisierten \N elle zusammengesetzt 
denken. 1st 'J)(u) der Lichtvektor der unpolarisierten, 'J)(p) der Lichtvektor der 
polarisierten Teilwelle, und ist etwa I' > Z, so hat man mit Ri.icksicht auf (50) 
£iir die Komponenten von ,£(u) und ,£(p) offenbar die Bedingungen 

.11('J)~II'J)~IICOS,1)= o~ ~~('J)I:~II '£~')sin,1) =~' M(~::) =_~1~'J):;')') = :'1(61) 
,£'!)) 1;~j)) cos i1 = A, ,£It') '£:r sm,1 = B, 'J)~t)· = r - .::., '£~) = Z - .::.; 

die Konstante £ wird dal~ei 1) durch die positive Wurzel der Gleichung 

bestimmt. 
(/' - =-) (Z -=-) = 'i'.IP)2 q-;,P)' = A2 + B2 

- _.J ....., ,.:.);v".:..J!I 

Unter dem Polarisationsfaktor oder Polarisationsgrad p der teil
weise polarisierten Welle versteht man das Verhaltnis der Intensitat Jp des 
polarisicrten Anteils zur Gesamtintensitat J der Welle. Nun folgt aus (8) mit 
Riicksicht auf (60) und (61) 

J = "fIP)' ) ('flJi)2 = r + z - 2 =-P --.1" T """"!f ':.j 10...0', J = lVI(~2 + 1'2) = r+ Z ""-'.r ,o;;,..tp . , 

somit ist Jp I'+Z-2Z p= .. =_ .. _--
J r+z (62) 

1st der polarisierte Anteil elliptisch polarisiert, so sind Azimut und Elliptizitat 
der Schwingungsbahn nach (17), (18) und (61) bestimmt durch 

. 2 Sl5~) 15~'). 2 B 
sm21p = --,--- ·-·---c,smi1 = -- ----. 

:V;". + '£~'. I' + Z - 2 Z ' 

ist er zirkular polarisiert (tg1j! = 1), so muB 

r + z - 2£ = 2B 
sein. 1st er linear polarisiert (tg1j1 = 0), so ist 

B=o 
') E. VERDET, Ann. de I'Ecole norm. Bd. 2, S. 291. 1865; Oeuvr. Bd.1, S. 308. Paris 18i2. 
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und das Azimut fP der Schwingungsrichtung gegen die positive x-Achse ist dann 
nach (23) und (61) bestimmt durch 

Z-2 
tg2 fP = r- 2' 

legt man die x-Achse in die Schwingungsrichtung, so wird fP = 0, Z = Z, und 
man crhalt fUr den Polarisationsfaktor nach (62) und (60) den einfachen Aus
druck 

r - Z ;l1(~~ - ~;/) 
P = r + Z = ;l1('.b~ + ~i ) . 

Die Methode zur Bestimmung der Schwingungsbahn des polari
sierten Anteils einer teilweise polarisierten Welle sowie zur Messung des 
Polarisationsfaktors p werden in Bd. XIX ds. Handb. besprochen. 

III. Prinzipien der Methoden zur Herstellung 
polarisierten Lichtes. 

a) Allgemeines fiber die Methoden zur Herstellung 
linear polarisierten Lichtes. 

17. Polarisator, Analysator. Jede Vorrichtung, weIche aus einem unpolari
sierten Strahlenbiindel ein linear polarisiertes zu gewinnen gestattct, heiDt ein 
Polarisator. Eine linear polarisierende Vorrichtung kann auch (vgl. die Aus
hihrungen in Bd. XIX ds. Handb.) zur Ermittelung der Lage der Schwingungs
bahn einer gegebencn linear polarisierten Strahlung benutzt werden sowie 
zur Feststellung, ob ein gegebenes Strahlenbiindel einen polarisierten AnteiI 
enthalt; bei dieser Verwendung wird die linear polarisierende Vorrichtung als 

Analysator bezeichnet. Eine Verbindung von Polarisator 
und Analysator nennt man Polarisationsapparat. 

18. Herstellung linear polarisierten Lichtes durch Re
flexion. Fallt ein unpolarisiertes, monochromatisches Strah
lenbiindel auf die ebene Begrcnzungsflachc einer Glasplattc 
unter einem Einfallswinkel, der gleich dem durch das 
BREWSTERsche Gesetz bestimmten Polarisationswinkcl ist, so 
ist das reflektierte Strahlenbiindel in der Einfallsebene pola
risiert. (Ziff. 3); eine eben geschliffene Glasplatte kann daher 
als Polarisator oder als Analysator dienen. 

Beim N <3 RREN BE RGschen Polarisa tionsa ppara il) 
(Abb. 5) ist der Polarisator eine durchsichtige, unbclegte, 

Abb. S. N()RRE~BERGScher • h' 1 h d hb GI 1 P d' 
Polarisationsapparat. urn CIne onzonta e Ac se re are asp atte , Ie unter 

(P polarisicrende Glas
platte, ... 1 Analysator, 5 
reflcktiercndcr Spiegel, 
s einfallC'Tlck.;- \lTlpnJari-
siertes StrailiclIlllilldd , /) 
polarisicrtcs Strahlenbtin
del, r VOIl A rcflckticrtes 

Strahlenblindel.) 

dem Polarisationswinkel gcgen die Horizontalebene geneigt 
wird. Ein unter dem Polarisationswinkel einfallendes, un
polarisiertcs Strahlenbiindel s wird linear polarisiert nach 
unten reflektiert und von dem horizontalen Spiegel 5 
nach oben zuriickgeworfen; es tritt dann (unter Schwa-

1) Zuerst beschriebcn von J. HACHETTE, Nouv. Bull. de la Soc. philomat. Jg.1833, S. 86; 
ausfiihrliche Bcschreibungen bei E. }lAscART, Traite d 'optique Ed. 2, S. 30. Paris 11\91; 
~IDLLER-POUILLETS Lehrbuch der Physik und Metcorologie. 10. Auf!. Bd. 2 (3), S. 823. Braun
schweig 1 <)09; P. DRUDE, Lehrbuch der Optik. 3. Auf!. S. 233. Lcipzig 1912; F . J. CHESHIRE, 
Trans. Opt. Soc. Ed. 23, S. 246. 1922. 
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chung seiner Intensitat) durch P hindurch und fallt auf den Analysator A. 
Dieser ist eine hinten geschwarzte Glasplatte, die ebenfalls unter dem Polari
sationswinkel gegen die Horizontalebene geneigt istl) und auBerdem urn die verti
kale Achse gedreht werden kann. 1st (X der Winkel, den die Einfallsebenen von 
P und A bilden, und ist J die Intensitat des auf den Analysator fallenden Strahlen
biindels p, so ist die Intensitat des von ihm reflektierten Strahlenbiindels r nach 
dem MALusschen Gesetz (Ziff. 2) proportional cos 2 (X; in Abb. 5 sind P und A 
parallel gestellt gezeichnet. 

Die Methode zur Herstellung linear polarisierten Lichtes durch Reflexion 
hat den Nachteil, daB die lineare Polarisation des reflektierten Strahlenbiindels 
nur dann angenahert vollstandig ist, wenn der Offnungswinkel des auffallenden 
Strahlenbiindels hinreichend klein bleibt2); femer tritt bei ihr stets eine Rich
tungsanderung des Strahlenbiindels3) sowie eine Schwachung seiner Intensitat ein. 
Sie findet daher im sichtbaren Spektralbereiche nur noch bei speziellen Versuchs
anordnungen4 ) Verwendung; desgleichen wird auch der NORRENBERGSche Polari
sationsapparat nur noch zu qualitativen Beobachtungen benutzt. 1m Ultra
violetten Gebiete benutzt man die Methode zur Herstellung linear polarisierten 
Lichtes, dessen Wellenlange unterhalb 200 mf-l liegt; als reflektierende Flache 
dient dann eine Quarzglasplatte. 

19. Herstellung linear polarisierten Lichtes durch einfache Brechung. 
Fallt ein monochromatisches, unpolarisiertes Parallclstrahlenbiindel unter be
liebigem (von 0 und n/2 verschiedenem) Einfallswinkel auf die ebene Begrenzungs
flache eines isotropen, nicht absorbierenden K6rpers (z. B. einer Glasplatte), 
so ist das reflektierte Strahlenbiindel teilweise in der Einfallsebene, das gebrochene 
Strahlenbiindcl teilweise senkrecht zur Einfallsebene polarisiert; die Intensitlit 
des polarisierten Anteils ist in beiden Strahlenbiindeln gleich (Ziff. 4). Flillt das 
gebrochene Strahlenbiindel auf eine zweite Glasplatte, so wird der polarisierte Teil 
vollstandig ge brochen ; der unpolarisierte Teil wird zum T eil reflektiert, zum T eil ge
brochen, und der gebrochene Anteil ist wieder teilweise senkrecht zur Einfallsebenc 
polarisiert. Benutzt man einen G las pIa ttensa tz5), d. h. ein System planparalle
ler, aufeinanderliegender Glasplatten, so wiederholt sich der Vorgang bei jeder fol
genden Platte und das hindurchgehende Licht ist bei hinreichend groDer Plattenzahl 
(etwa 10) nahezu senkrecht zur Einfallsebene polarisiert, falls der Einfallswinkel 
des auffallenden Strahlenbiindels gleich dem Polarisationswinkel des Glases ist 6). 

') Uber c1ie Ausschaltung der von P nicht unter clem Polarisationswinkcl reflektierten 
Strahlen vgl. L. LAURENCE und H. O. VVOOD, Optician. Bd. 68, S. 326. ,1924. 

2) Bei gr60eren Offnungswinkeln muO die Lichtquelle klein und die rcflektierende 
Flache geeignet gekriimmt sein (F. JENTZSCH-GRAEFE, Verh. d. D. Phys. Ges. Jg. 21, S. 361. 
1919; H. SCHULTZ, Zentral-Ztg. f. Opt. u. :.\1ech. Bd. 47, S. 112.1926). 

3) Die Richtungsanderung laOt sich dun;h Einschaltung reflektierender Flachen auf
heben (DELEZENNE, Mem. de la Soc. Roy. des Scienc., de l'agric et des arts. de Lille. Jg. 1834, 
S. 284 [1835J; H. SCIIULZ, ZS. f. Istrkde. Jg. 31, S. 180.1911; P. METZNER, ZS. f. wiss. Mikrosk. 
Bd. 37, S.273. 1920). 

4) Z. B. zur Herstellung linear polarisierter Strahlenbiindel von sehr groOem Quer
schnitt, vgl. E. G. COKER u. S. P. THOMPSON, Engineering, Bd.94, S. 134. 1912. 

5) F. ARAGO, Oeuvr. compl. Bd. 10, S.271. Paris-Leipzig 1858. Ubcr eine Verbesserung 
der\Virkung durch Einschlie13ung des Glasplattensatzes zwischen zwei Prismen vgl. G. BRODSKY, 
Nature Bd. 103, S. 97. 1919; P. METZNER, ZS. f. wiss. Mikrosk. Bd. 37, S.273. 1920. 

6) Dcr Polarisationsfaktor des hindurchgchenden Strahlenbiindels laOt sich berechnen, 
wenn der Einfallswinkel des auffallenden unpolarisierten Strahlenbiindels sowie der Bre
chungsindex des Glases bekannt sind (F. NEUMANN, Vorlesungen iiber theoret. Optik. Heraus
geg. von E. DORN, S. 149. Leipzig 1885; C. BOHN, Pogg. Ann. Bd. 117, S. 117. 1862; vgl. 
auch Kap.6 ds. Bandes). Die genauere Theorie erfordert die Beriicksichtigung der Absorp
tion des Lichtes im Glase (G. G. STOKES, Proc. H.oy. Soc. Bd. 11, S. 545. 1862; Phil. Mag. [41 
Bd.24, S.480. 1862; ~lathem. and Physic. Papers Bd. 4, S. 145. Cambridge 1904; F. BEN
FORD, Journ. Opt. Soc. Amer. Bd. 7, S. 1017.1923). 
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Als Polarisator wird der Glasplattensatz wegen der unvollkommenen Polari
sation des austretenden Strahlenbiindels nur noch bei qualitativen Versuchen 
benutzt; seine Verwendung bei der Bestimmung des Polarisationsfaktors einer 
teilweise polarisierten Welle wird in Bd. XIX ds. Bandb. besprochen. 

20. Herstellung linear polarisierten Lichtes durch Doppelbrechung. Der 
in Ziff. 1 besprochene Grundversuch, mit Kalkspat oder irgendeinem anderen 
doppelbrechenden Kristall angestellt, kann prinzipiell zur Berstellung linear 
polarisierten Lichtes benutzt werden, wenn das eine der beiden durch Doppel
brechung entstehenden, linear polarisierten Strahlenbiindel beseitigt wird. 

Gewisse absorbierende Kristalle, wie z. B. Turmalin1), besitzen die Eigen
schaft, ordentliches und auBerordentliches Strahlenbiindel verschieden stark zu 
absorbieren. Fallt ein unpolarisiertes Strahlenbiindel auf die ebene Begrenzungs
flache einer parallel zur kristallographischen Bauptachse geschnittenen Turmalin
platte2), so wird im Inneren des Kristalls das ordentliche Strahlenbiindel starker 
absorbiert, und bei hinreichender Dicke (etwa 1 bis 2 mm) der Platte tritt fast 
nur das auBerordentliche StrahlenbiindeI aus; die Erscheinung tritt auch dann 
noch auf, wenn der Einfallswinkel des auffallenden unpolarisierten Strahlen
biindels erheblich von Null abweicht. Das austretende auBerordentliche Strahlen
biindel ist aber gcfarbt, und auBerdem ist seine Intensitat ebenfalls erheblich ge
schwacht, weshalb die Anordnung als Polarisator oder Analysator nur noch zu 
orientierenden Versuchen Verwendung findet. 

Weit vorteilhafter ist das Verfahren, cines der beiden linear polarisierten 
Strahlenbiindel, welche bei einem nichtabsorbierenden, doppelbrechenden Kristall 
aus einem auffallenden unpolarisierten Strahlenbiindcl entstehen, abzusondern. 
Dies geschieht bei den sog. Polarisationsprismen3), von welchen zwei Grup
pen zu unterscheiden sind; bei der einen trennt man die beiden austretenden, 
linear polarisierten Strahlenbiindel raumlich und blendet das eine ab (Ziff. 21), 
bei der anderen wird eines der beiden Strahlenbiindel durch Totalreflexion be
seitigt, und es tritt nur ein linear polarisiertes Strahlenbiindel aus (Ziff. 22, 23). 

b) Polarisationsprismen. 
21. Polarisationsprismen mit zwei austretendeq, linear polarisierten 

Strahlenbiindeln. Bei der in Abb. 1 dargestellten Anordnung sind die aus dem 
Kalkspat ]{ austretenden Strahlenbiindel 0 und e nur dann raumlich getrennt, 
wenn das auffallende Strahlenbiindel s hinreichend kleinen Querschnitt und der 
Kalkspat ]{ hinreichende Dicke besitzt. Eine vo'lstandige raumliche Trennung 
auch bei groi3erem Querschnitt des auffallenden Strahlenbiindels erzielt man bei 
prismatischer Form des doppelbrechenden Kalkspatstiickes; urn die Richtung 
des einen der austretenden Strahlenbiindel e in die Richtung des auffallenden s 
zu bringen und angenahert zu achromatisicren, kombiniert man ein Kalkspat-

I) Die Erscheinung wurde bei Turmalin zuerst von J. B. BlOT (Bull. des Scienc. par Ia 
Soc. philomat. Jg.1815, S.26; Ann. chim. phys. Bd.94, S.191. 1815) beobachtet. Noch 
starker tritt dieselbe bei einem gcwissen Chininsalz auf (W. 13. HERAPATH, Phil. Mag. [4] 
Rd. 3, S. 161. 1852; G. G. STOKES, Rep. Brit. Assoc. Jg. 1852 [2] S. 15; }lathem. and Physic. 
Papers Bd. 4, S. 18. Cambridge 1904; A. ZIMMERN, C. R. Bd. 182, S. 1082. 1926). 

2) Besonders geeignet sind braune und grunc Turmalinkristalle. 
3) Zusammenfasscnde Darstellungen: E. MASCART, Traite d'optique Ed. 1, S.605. 

Paris 1889; J. \VALKER, The analytical theory of light. S. 300. Cambridge 1904; W. GROSSE, 
Die gebrauchlichsten Polarisationsprismen mit besonderer Reriicksichtigung ihrer Anwen
dung in Photometern. Clausthal 1887; Verh. d. Ges. D. Naturf. u. Arzte. Bd. 63 (2), S.33 
(Jg.1890); S. P. THOMPSON, Proceed. optic. convention Nr. 1, S.216. 1905; H. SCHULZ, 
ZS. f. techno Phys. Bd. 3, S. 49. 1922; Polarisation (in E. GEHRCKE, Handb. dcr physikal. 
Optik Bd. 1, S. 883. Lcipzig 1927); Polarisation des Lichtes (in Handbuch der Experimental
physik, hcrausgeg. von W. WlEN unci F. HARMS. Bd. 18, S. 374-400. Leipzig 1928). 
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prism a K, dessen kristallographische Hauptachse parallel zu einer brechenden 
FHiche und parallel oder senkrecht zur brechenden Kante des Prismas liegt, 
mit einem gleich groBen Glasprisma G, welches angenahert diesel be Dispersion und 
denselben Brechungsindex besitzt wie das Kalkspatprisma fUr die auBerordent
liche Welle (Abb. 6). Fallt ein unpolarisiertes Strahlen
biindel s senkrecht auf das Kalkspatprisma K, so gehen s 
im Inneren desselben ordentliches und auBerordentliches lii_~1 
Strahlenbiindel in derselben Richtung bis zur gemeinsamen }( G 
Hypotenusenflache beider Prismen (vgl. die Ausfiihrungen 
in Kap. 11 ds. Bandes). Das auBerordentliche Strahlen
biindel tritt in G ein, ohne eine merkliche Brechung zu 
erleiden, und besitzt nach dem Austritt die von s wenig 
abweichende Richtung e; der Winkel zwischen s und e hangt 
noch in geringem Ma/3e von der Wellenlange ab, kann aber 
wegen seiner Kleinheit als angenahert achromatisiert be
trachtet werden. Das ordentliche Strahlenbiindel besitzt in 
G gro/3ere Geschwindigkeit als in K, es tritt in der von e ab
weichenden Richtung 0 aus. 

Bei der Prismenkombination Kalkspat-Glas wird keine 
vollkommene Achromatisierung erzielt; eine solche erreicht 
man nahezu, wenn man, wie dies bei den Polarisationsprismen 

o 
Abb. 6. Achromatisiertes 
Kalkspat-Glasprisma. (K 
Kalkspat-, G Gla'Sprisma. 
Die Riehtung der kristallo
graphischcn Hauptachse 
im Kalkspatprisma ist 
durch Schraffierung ang('~ 
dcutet. s auffallendes un~ 
polarisiertes Strahlenbtin· 
del , 0 ordentlichcs, e auCer-

orclclltliches Strahlen
bundel.) 

yon ROCHON und SENARMONT der Fall ist, das Glasprisma G durch ein Kalk
spatprisma ersetzt. 

Bei dem Prisma von Ro CHON l ) liegt die kristallographische Hauptachse in 
dem einen Kalkspatprisma K senkrecht zur Prismenkante und zur au/3eren brechen-

Kalkspatprisma K' parallel s 
den Flache, in dem zweiten . s 

zur Prismenkante (AbbJ, R). }( / ~i!!i!?i>.. If "III~K 
~t~~~~~~~~~~f :~~~~~~S~~~~~ 8Wi~~~f \~;;i'" }( ~ K ....... 9~~~ 
da beim Fortschreiten in Rich- 0 R e W 
tung der kristallographischen Abb.7. Prism a von ROCHO~ (R), SENAR'IO"T (5) und WOLLAS1'O~ (W). 
Hauptachse keine Doppcl- (Die Riehtung der kristallographisehen Hauptaehse ist durch SehraHie-

rung bzw. Punktierung angedeutet. s auffallendes unpoiarisiertes 
brechung stattfindet (vgl. Strahlenbtindcl, 0 ordentliehes, e auBerordentlichcs StrahlenbtindeL) 

Kap_ 11 ds_ Bandes), erst beim 
Auftreffen auf die gemeinsame Hypotenusenflache in das ordentliche Strahlen
biindel 0 und das aul3erordentliche Strahlenbiindel e; ersteres tritt in un
geanderter Richtung aus und ist achromatisiert, e ist abgelenkt mit einer 
von der Wellenlange abhangenden Winkelabweichung und wird abgeblendet. 
Die Polarisationsebene von 0 liegt parallel, die von e senkrecht zur brechenden 
Kante des Prismas_ 

Beim Prisma von SENARMONT 2) liegt die kristallographische Haupt
achse in beiden Prismen senkrecht zur brechenden Prismenkante, und zwar in 

1) A. :\1. DE ROCHON, Receuil de memo sur la mecanique et la physique. Paris 1783; 
Kova Acta Acad. Petropolitanae Bd. 6, S_ 37. 1790; Journ. de phys., de chim. et d'hist_ nat. 
Bd. 53, S. 169. 1801; Gilb. Ann. Bd_ 40, S. 141. 1812. ROCHON verwandte sein Prisrna aIs 
Distanzmesser (ROCHONsches :'\'likrometer); vg!. hieriiber E. MASCART, Traite d'optiquc_ 
Bd. 1, S. 625. Paris 1889; i\L BRENDEL, Beobachtungsergebn. d. K_ Sternwarte Berlin, 
Heft 6, S_ 37. 1892 ; MULLER-POUILLETS Lehrbuch der Physik und Meteorologie 10. Auf!. 
Bd. 2 (3), S. 851. Braunschweig 1909; A. KONIG, Die Fernrohre und Entfernungsmesser. 
S. 139. Berlin 1923. Dbcr die Verwcndung doppelbrechendcr Kristallkeile zu demsclben 
Zweck, vg!. L. WULFF, ZS. f. Instrkdc. Jg. 17, S.292. 1897. 

2) H. DE SENAR~IONT, Ann. chim. phys. (3) Bd. 50, S_ 480. 1857. 
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dem einen]{ senkrecht, in dem anderen K' parallel zur auBeren brechenden FHi.che 
(Abb. 7, S). Der Gang der austretenden Strahlenbiindel ist dersclbe wie beim 
ROCHoNschen Prisma, nur .sind die Lagen der Polarisationsebenen vertauscht 
(vgl. auch die Ausfiihrungen in Bd. XIX ds. Handb.). 

ROCHoNsches und SENARMoNTsches Prisma werden statt aus Kalkspat auch 
aus Quarz hergestellt. 

Eine starkerc Winkeldivergenz der beiden austretenden Strahlenbiindel, 
allerdings ohne Achromatisierung, erzielt das aus Kalkspat hergestcllte WOL
LASToNsche Prisma 1) (Abb. 7, W); es unterscheidet sich vom ROCHoNschen 
Prisma nur durch die Lage der kristallographischen Hauptachse in K, welche senk
recht zur brechenden Kante und parallel zu der durch diesc Kante gehenden auBeren 
brechenden Flache liegt. Das auffallende unpolarisierte Strahlenbiindel s wird 
schon in K in zwei senkrecht zueinander polarisierte Strahlenbiindel zerlegt, welche 
sich in glcicher Richtung, aber mit verschiedenen Geschwindigkeitcn fortpflanzen 
und beim Auftreffen auf die gemeinsame Hypotenusenflache in entgegengesetztcn 
Richtungen gebrochen werden; ihrc (von der Wellenlange abhangige) Winkel
divergenz ist nahezu doppclt so groB wie bei einem ROCHo;.;schen Prisma gleichcr 
Dimension. 

Eine starke Winkelabweichung erziclt auch das DovEsche Prisma2), 

welches aus einem gleichschenklig-rechtwinkligen Kalkspatprisma besteht, dessen 
kristallographische Hauptachse senkrecht zur einen Kathetenflache liegt. Das 
ordentliche Strahlenbiindel, das aus dem unter beliebigem Winkel (meist 0 0 

oder 45 0) einfallenden unpolarisierten Strahlcnbiindcl entsteht, ist nach dem 
"\ustritt achromatisiert; es erfahrt cine zweimaligc Brechung an den Kathcten
flachen und totale Reflexion an der Hypotenuscnflache. Das aul3erordentlichc 
Strahlenbiindel wird abgeblendet. Das DovEsche Prisma kann aber nur als 
Polarisator benutzt werden, da es Spicgclbilder mit Vertauschung von links 
und rechts erzeugt (vgl. auch die Ausfiihrungen in Rd. XIX ds. Handb.). 

Geringcre Intensitat und kleinere Winkeldivergenz liefert das ABBEsche 
Polarisationsprisma3), welches aus cinem gleichseitigen Kalkspatprisma be
steht, dessen brechendc Kante parallel zur kristallographischen Hauptachse liegt 
und das durch zwei Glaskeile zu einem rechtwinkligen Parallelepiped mit senk
rcchten Endflachen erganzt wird. Eine ahnliche, aber nicht in den Gebrauch 
gekommene Form, bestehend aus einem rechtwinkligen Kalkspatprisma zwischen 
zwei FluBspatprismen, hat THOlVlPSON4) angegeben. 

Eine raumliche Trennung des ordentlichen und auBerordentlichen Strahlen
biindcls kann man auch durch Linsen aus Kalkspat erziclen, deren kristallo
graphische Hauptachse senkrecht zur Linsenachse liegP). 

22. Polarisationsprismen mit austretendem auBerordentlichen Strahlen
biindel. Die Polarisationsprismen, bci welchen eines der beiden entstehenden, 
~enkrecht zueinander polarisierten Strahlenbiindcl entfernt wird und nur e i n 

1) \Y. H. \\'OLLASTON, Phil. Trans. Jg. 1820, S. 126. Uber ein dem \\'oLLAsToNschen 
Prisma ahnliches Prisma vgl. C. D. AHRENS. Journ. Roy. microsc. Soc. (2) Bd.4, S. 533. 
1884; Phil. ~Iag. (5) Bd. 19, S. 69. 1885; H. G. ~L\DAN, Nature Ed. 31, S. 371. 1885. 

2) H. \Y. DOVE. l\Ionatsber. Berl. Akad. Jg. 1864, S. 42; Pogg. Ann. Bd. 122, S. 18. 
+56. 1864; \Y. GROSSE, Uber Polarisationsprismen. S. 25. Disscrt. Kiel 1886; lentral-Ztg. f. 
Opt. u. :\Icch. Bd.8, S. 157. 1887. 

:I) E. ABBE. Journ. Roy. microsc. Soc. (2) Bd.4, S.462. 1884; E. J. CHESHIRE, Naiu!"", 
Bd. 1u3. S.239. 1919. 

4) S. P. THO!.IPSON, Phil. l\Iag. (5) Bd. 31, S. 120. 1891-
5) E. v. FEDOROW. Annuairc geo!. et mineral. de Russie. Bd. 4. S. 142. 1900; lS. f. 

Krist. Bd.37. S. 413.1903; W. SCHUTZ, ZS. f. Phys. Bd. 32, S. 502; Bd. 34. S. 545.1925; 
H. SCHULZ, ZS. f. l'hys. Bd. 33. S. 183. 1925; ZS. f. Instrkdc Bd. ·.5, S. 53'!, 1925; ZS. f. 
techno Phys. Bel. 6. S.614. 1925. 
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Strahlenbiindel austritt (vgl. Ziff 20), zerfallen in zwei Gruppcn, je nachdem 
c1as ordentliche oder das au13erordentliche Strahlenbiindcl beseitigt wird 1) 

Die zur ersteren Gruppe gehorenden Polarisationsprismen sind Modifikationen 
des NrcoLschen Prismas2) und werden erhalten, indem man ein prismatisches 
Kalkspatstiick durch einen geeigneten Schnitt in zwei Half ten zerlegt und diese 
nachtraglich mit Hilfe einer diinnen Kittschicht (meist Kanadabalsam, Terpen
tin oder Leinol) zusammenkitteP); der Brechungsindex des Kittes mu13 klciner 
sein als der ordentliche Brechungsindex des Kalkspates. Obersteigt der Einfalls
winkel bei der Kittschicht einen bestimmten Wert, so wird das ordentliche Strahlen
biindel total reflektiert und an der geschwarzten SeitenfHiche absorbiert4); da der 
au13erordentliche Brechungsindex bei Kalkspat fiir jeden Einfallswinkel kleiner 
ist als der ordentliche Brechungsindex, so geht das au13erordentliche Strahl en
biindel im allgemeinen durch die Kittschicht und tritt aus dem Prisma aus. 

Die Polarisationsprismen dieser Gruppe unterscheiclen sich beziiglich der 
kristallographischen Orientierung der Endflachen und der Schnittebene. Bei der 
klassischen Form von NICOL werden die Endflachen cines 
natiirlich abgespaltenen, langlichen Kalkspatrhombo
l'ders, welche mit cler Langskante k (Abb. 8) ur
,;priinglich den Winkel von ca. 72 0 bilden, so ab
geschliffen, da13 dieser \Vinkel nur noch 68 0 betragt. 
Die Schnittebene A A' wird senkrecht zu den neuen 
Endflachen sowie der durch k und die kristallogra
phische Hauptachse bestimmte Ebene (d. h. senkrecht 
zur kurzen Diagonale der Endflache) gelcgt; die beiden 

:\bb. S. NICOLSchf'S Prisma. 
(.1.1' Schnittfliiche, s anHaUclI' 
rics unpol<lrisicrtes Strahlenbtin· 
del, 0 ordcutliches.. c auOer-

ordcntlichcs StrahleJlbtindcl. 

durch den Sclmitt entstehenden Teile \\"erden mit Kanadabalsam zusammen
gekittet. 

Diese urspriingliche Form hat den :-.l"achteil, da13 das austretende polari
sierte Strahlenbiindel e gegen die Richtung des auffallenden unpolarisierten 
Strahlenbiindcls s verschoben 5) und die Polarisation der austretenden Strahlung 
flir ein konvergent auffallencles Strahlcnbiindel unvollsUindig ist. Urn ein voll
standig polarisiertes Gesichtsfcld zu erhalten, diirfen die auffallenden Strahlen 
mit cler Langskante k cinen Winkel von hochstens IX = 14,5 0 bilden; den doppel-

') Uber die Theorie <ler Polarisationspri~mcn vgl. au/3er den S. 112, .'\nm. 3 gcmachtcn 
_-\ngaben K . FEUSS~ER , ZS. f. Instrkde. Jg. 4, S. 41. 1884; H. SCHULZ, ZS. f . Instrkde. Jg. 36, 
S. 247. 1916; Jg. 38, S. 69. 1918; Jg. 39, S. 254, 350. 1919; Jg.40, S. 180. 1920; Jg.41, 
S. 118. 1921; Jg. 4-+, S. +53. 1924. Cber den Astigmatismus der Polarisationsprismen 
und seine I3eseitigung bei der Verwendung eines Polarisationsprismas im Mikrsoskop 
vgl. S. BECHER, Ann. d . Phys. Ed. 47, S. 285. 1915; M. BEREK, Zentralbl. f. Min. Jg. 1919, 
S. 218,247,275; :\. EHRDIGHAUS, Zentralbl. f. :\Iin. Jg. 1921, S. 5+,252, sowie die Aus
flihrungen in Ed . XIX ds. Handb. 

2) W . NICOL, Edinb. new. phil. Journ. Bd. 11, S. 83. 1829; Bd.27, S.332. 1839; 
?I'!. SPASSKY, Pogg. Ann. Bd. 44, S. 168. 1838; G. RADICKE, Pogg. Ann. TId. 5(1, S. 25. 1840; 
POTTER, Phil. mag. (4) Ed. 1+, S. 452. 1857; Ed. 16, S.41<). 1859; B . HASERT, Pogg. Ann. 
Bd.113, S.188. 1861; K. FEUSSNER, ZS. f. Instrkde. Jg. 4, S.44.1884: S. P. THOMPSON, 
Phil. Mag. (5) Bd . 21, S . 478. 1886. 

3) 1st die Dispersion cler Kittschicht nicht richtig gewiihlt , so crscheinen die Grenz
kurven der Totalreflexion, durch welche das linear polarisierte Gesichtsfeld abgegrenzt wird, 
bei Ecleuchtung mit weiBem Lichte gefiirbt; tiber die von der Kittschicht zu forderndc Dis
persion vgl. H. SCHULZ, ZS. f. Instrkde . .Jg.39, S. 154 . 1919. 

4) \Vill man die bei Eenutzung sehr starker Intensitiiten infolge Absorption des 
totalrcflektierten Strahlenbiindels auftretende Erwilrmung vermeiden, so kann man 
durch ein an der einen Seitenfliiche angebrachtes Glasprisma das nicht benutzte ordent
liche Strahlenbiinclel zum Austritt bringcn. Vgl. VV. V. IGNATOWSKY, ZS . f. Instrkde. Jg. 30, 
S. 217.1910. 

5) Uber die Ver\\,cndung gegencinandcr drehbarer Glaskeile zur I3eseitigung clieser 
Verschiebung vgl. C. ,\. REESER, Physica I3el. 2, S. 81. 1922. 

8* 
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ten Grenzwinkel 2(\ bezeichnet man als das Polarisationsfeld oder kurz als 
das Gesichtsfeld des NrcoLschen Prismas l ). 

Alle Abanderungen, we1che die urspriingliche Form des NrcoLschen Prismas 
spater erfahren hat, bezwecken Steigerung der GroBe des Polarisationsfeldes 
und Herabsetzung des bei der Herstellung eintretenden Materialverbrauches, 
sowie Vermeidung der Paralleiverschiebung des austretenden Strahlenbiindels. 
Beim FoucAuLTschen Prisma 2), des sen Zwischenschicht aus Luft besteht, 
ist der Materialverbrauch sehr gering; die Prismenlange ist nur das 1,5 fache 
seiner Breite. Das Polarisationsfeld betragt allerdings nur etwa 8°, au8erdem 
wirken die an der Luftschicht eintretenden mehrfachen Reflexionen storend. 

Bei der THoMPsoNschen Form des NrcoLschen Prismas3 ) liegt die 
kristallographische Hauptachse parallel zur brechenden Kante des Prismas, die 
Schnittebene liegt parallel zum Hauptschnitt des Einfallslotes; das Polarisationsfeld 
betragt 39°. Diese Form la8t sich auch mit Endflachen senkrecht zur Langskante 
herstellen4) und ist indieser Ausfiihrung jetzt die am meistengebrauch
liche (vgl. auch die Ausfiihrungen in Bd. XIX ds. Handb.). Dieselbe Orientie
rung besitzt die Schnittflache beim GLANschen Prisma5), bei dem die End
flachen ebenfalls senkrecht zur Langskante liegen. Die Zwischenschicht ist hier, 
wie beim FOUCAuLTschen Prisma, Luft, wodurch eine erhebliche Verkiirzung 
der Lange (auf das nur ca. 0,9fache der Breite) erzielt wird; das Polarisationsfeld 
betragt etwa 8°. Der Materialverlust bei der Herstellung dieser Prismen ist 
bedeutend 6). 

Beim Prisma von HARTl' ACK und PRAZ!I!OWSKr7 ) liegt die kristallo
graphische Hauptachse senkrecht zur Schnittebene, die Endflachen liegen senk
recht zur Langskante. 1m giinstigsten FaIle betragt das Polarisationsfelcl ca. 42 0, 

die Lange ist clann (bei Leinol als Kittschicht) clas 4fache cler Breite. Eine 
Herabsetzung cler Prismenlangc (auf clas ca. 2fache cler Breite) ohne Verringerung 
des Polarisationsfelcles (ca. 40°) hat AHREl'S8) durch Herstellung eines drei
teiligen Prismas mit zwei Kittflachen erzielt, doch ist diese Form wegen der 
Schwierigkeit der Herstellung sowie wegen eines storenden, das Gesichtsfeld 
durchziehenden Bancles (bedingt durch die zusammensto8enclen beiden Schnitt
flachen) nicht in Gebrauch gekommen. 

Bei der Verwendung im ultra\-iolctten Spektralbereichc9 ) muD als 
Zwischenschicht Luft oder (zur Erzidung eines griif3eren Gesichtsfeldes) Glyzerin 

1) Au13er den S. 115. Anm. 1 ziticrten Abhandlungen \'gl. J. TIL GROOS~IULLER, ZS. f. 
Instrkde. Jg. 46, S. 563. '1926. Uher die ;\fessung des Polarisationsfcldes vgl. H. SCHULZ. ZS. f. 
Instrkde. J g. 41, S. 144. 1921. 

2) L. FOUCAULT, C. R. Bd. 45. S. 238. 185i; Rec. des tray. scientif. S. 301. Paris 1878. 
3) S. P. THOMPSO~. Rep. Brit. Assoc. Jg. 1881. S. 563; Phil. l\Iag. (5) Ed. 12. S. 349. 

1881; Ed. 15. S.435· 1883. 
4) R. T. GLAZEBROOK, Phil. !.\Iag. (S) Bd. 10, S. 247.1880; Bd. 15. S. 352.1883. 
5) P. GLAN, Carls Repert. f. Experimentalphys. Bd. 16, S. 570. 1880; Bd. 17, S. 195. 

1881. 
6) Um den lVIateriah-crlust herabzusetzcn, wurden Polarisationsprismen konstruicrt 

(C. LEISS, Berl. Ber. J g. 1897, S. 901; E. v. LmE\!EL, MUnchener Eer. Bd. 28, S. 111. 18(8), bei 
we1chen die cine Prismenhalite nus einer Glassorte besteht, welchc nahezu denselbcn 
Brechungsindex und diesel be Dispersion besitzt wie Kalkspat fUr den au13erordentlichen 
Strahl; doch waren die Ergebnisse wegen der eintretenden Gesichtsfeldverzerrung nicht 
befriedigend. Vgl. hierzu H. SCHFLZ, ZS. f. Instrkde. Jg.44, S.453. 1924. 

7) E. HARTNACK n. A. PRAZ;lIOWSKI, Ann. chim. phys. (4) Ed. 7. S.181. 1866; Pogg. 
Ann. Ed. 127, S.494; Ed. 128, S.336. 1866. vgl. hierzu K. FEUSSNER, ZS. f. Instrkde. 
Jg.4, S.45. 1884. 

8) C. D. AHRENS, Journ. Roy. Microsc. Soc. (2) Bel. 6, S. 397, 859.1886. S. P. THOMPSON, 
Phil. Mag. (S) Bd.21, S.476. 1886. Uher eine ahnliche Form vgl. B. HALLE. Handb. d. 
prakt. Optik 2. Aufl., S. 112. Berlin 1921. 

9) S. S. RICHARDSON. Phil. Mag. (6) Ed. 28, S.256. 1914. 
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benutzt werden; da sich letzteres unter der Einwirkung der ultravioletten 
Strahlung zersetzen kann 1), wird noch besser Rhizinusal verwendet. Am ge
brauchlichsten ist ftir diesen Zweck das GLANsche Polarisationsprisma. 

23. Polarisationsprismen mit austretendem ordentlichen Strahlenbiindel. 
\\'ill man das bei der Doppelbrechung entstehende ordentliche Strahlenbtindel 
bcniitzen und das auDerordentliche Strahlenbiindel durch Totalreflexion ent
fernen, so bringt man die doppclbrechende Kristallplatte als Zwischenschicht 
zwischen zwei gleich gestaltete, entgegengesetzt gerichtete Prismen aus einem 
:\laterial mit hinreichend groDem Brechungsindex2). 

JAMIN3 ) benutzte eine planparallele Kalkspatplatte, die sich in einem mit 
Schwefelkohlenstoff gefiillten Trog befand; an Stelle der Fliissigkeit wurde spater 
von BERTRA~D4) Flintglas verwendet. FElTSSNER5) gebrauchte statt einer Kalk
,;patzwischenschicht eine solche aus Natronsalpeter, wclche den Vorteil bietet, 
daD bei ihr die Differenz zwischen ordentlichem und auDerordentlichem Brechungs
index noch graDer ist. Bei Benutzung einer Kalkspatplatte betragt das Polari
sationsfeld bei einem Prisma, dessen Lange fund das vierfache der Breite ist, 
ca. 44 0; bei einer N atronsalpeterzwischenschicht (bei einem Verhaltnis der 
Prismenlange zur Breite von ca. 3,5) sogar ca. 53 o. Diese Polarisationsprismen 
crfordern zwar nur diinne Kristallplatten, sind aber fast gar nicht in Gebrauch 
gekommen 

24. LANDoLTscher Streifen. Falls bei einem Polarisationsapparat, dessen Po
larisator und Analysator ::\IcoLsche Prismen (oder cine der in Ziff. 22 besprochenen 
Prismenformen) sind, der :\nalysator sich in solcher Stellung befindet, da/3 die 
Polarisationsebene der aus ihm austretenden Strahlung senkrecht steht zur 
Polarisationsebene der aus dem Polarisator austretenden Strahlung, so muD 
das Gesichtsfcld bei parallclstrahliger Beleuchtung vollstandig dunkel sein. 
Bei Bcleuchtung mit einer sehr hellen Lichtquelle zeigt sich jedoch, da/3 bei 
dieser Stellung das sehr dunkle Gcsichtsfeld von einem schwarzen, schwach para
bolisch gekriimmten Streifen durchzogen wird, von dem aus die Intensitat nach 
beiden Seiten hin wachst. Dieser Streifen, dessen Lage sich schon bei geringer 
Drehung des einen der beiden Polarisationsprismen andert, wird als LANDOLT
scher Streifen6 ) bezeichnet, obgleich er schon vorher von JA;\m..;i) beobachtet 
worden war. 

Die Theorie des L-\XDOLTschen Streifens ist von LIPPICH8) gegeben und 
spater von BEREK9), von BIWIIAT und HAXOT10) und von GROOSMULLERll ) ver
vollkommnet worden. Sie zeigt, da/3 clie Polarisationsebenen der aus clem Polari
~ationsprisma austretenclen Teilstrahlenbiindcl verschiedene Lagen haben, clie den 
\'erschiedenen Einfallswinkeln cler auffallenden Teilstrahlenbiindel entsprechen. 

1) V. HE:s'RI u. ,\. RA"C, C. H.. Bd. 15+, S. 1261. 1912. 
2) Dicse Prismenform wurde 1837 von E. SANG der Roy. Society in Edinburgh \'or

gcschlagen (vgl. P. G. TAIT, Prac. Edinburgh Bd. 18, S. 337. 1891). 0ber die Theorie dieser 
Polarisationsprismen vgl. auGer den S. 11 S, .'.nm. 1 gemachten Angaben H. SCHULZ, ZS. f. 
Instrkdc. Jg. -lo, S. 180. 1920. 

") J. J AmN; C. R. Bd. 68, S. 22 \. 1869; D. B. BRACE (Phil. :\Iag. [6] Bd. 5, S. 164. 1903) 
benutzte eine Kalkspatplatte in einem mit :\Ionobromnaphthalin gefiillten Trage. 

4) E. BERTRA"D, C. H. Bd.99, S.538. 1884. Bull. soc. mineral. Bel. 7, S.34U. 1884. 
;') K. FEUSS~ER, ZS. f. Instrkde. Jg.4, S.+7. 188+. 
6) H. L.~:s'DOI.T, Das optische Drehungsvermogen organischer Substanzcl1. S. 95. 

Braunschweig 1879. 
7) J. J.UIl~, Ann. chim. phl's. (3) Bd.29, S. 2('7. 185U; \'gl. hierzu R. SrSSINGH, 

_'.rch. neerl. Bd.20, S. in. 1886. 
8) F. LIPPICH, \Viener Ber. Bd.85 (2), S.268. 1882. 
!l) :\1. BEREK, Ycrh. d. D. Phys. Ges. Jg. 21, S. 338. 1919. 

'0) G. BRUHAT u. M. HA"OT, C. R. Bd. 172, S. 1340. 1921. 
11) J. TH. C;ROOS\!ULLER, ZS. f. Instrkde. Jg.46, S. 573. 1926. 
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Vollstandige Dunkelheit tritt bei gekreuzten Polarisationsprismen nur in dem
jenigen streifenformigenGebiet des Gesichtsfeldes ein, in welchem die Polarisations
ebenen der aus dem Polarisator austretenden Teilstrahlenblindcl streng senk
recht zur Polarisationsebene des Analysators stehen. 

c) Methoden zur Herstellung elliptisch und zirkular 
polarisierten Lichtes. 

25. Herstellung elliptisch polarisierten Lichtes. Eine ebene, linear polari
sierte, monochromatische Lichtwelle falle senkrecht auf die ebene Begrenzung~
Hache einer pianparallelen, doppelbrechenden Kristallplatte. 1st die Platte eine 
parallel zur kristallographischen Hauptachse geschnittene Kalkspat- oder Quarz
platte, so sind die Polarisationsebenen der im 1nneren durch Doppelbrechung ent
stehenden Wellen diejenigen beiden Ebenen, welche durch das Einfallslot parallel 
bzw. senkrecht zur kristallographischen Hauptachse gelegt sind (vgl. Ziff. 1). 
Wir be nut zen ein rechtwinkliges Koordinatensystem x, y, z, dessen positiye 
z-Achse mit der Wellennormale (und damit mit dem Einfallslot) zusammenfallt 
und dessen x-Achse parallel zur kristallographischen Hauptachse des Kristalls 
liegt. Bezeichnen wir mit ~ den Winkel, den die durch den Lichtvektor ~ und 
die z-Achse gelegte Schwingungsebene der auffallenden Welle mit der zx-Ebene 
bildet, so sind die Komponenten von :t vor dem Eintritt in die Kristallplattc 

'!'X = I :t: cosC\ = '!': cosacos (~it - c5o), 1 
(6)) 

, '. I "'" • (2:T ') ~y = , ~ , sm C\ = i ~ ~ sm ~ cos y- t - c50 ' 

:tz = o. J 
1st d die Dicke der Platte, und sind c1 und C2 die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
der beiden im 1nneren des Kristalls entstehenden, linear und senkrecht zueinander 
polarisierten Wellen, so bleiben diese gegen die auffallenden Komponenten (63) 
gema13 (4) zeitlich urn dlc1 bzw. djc2 zuriick. Die Komponenten von ~ nach dem 
Austritt aus der Platte lauten daher 

~x = l:t, I cos~ cos{~'(t - ~) - bo} = l:t I cosa cos(~;' t - ( 1), 

:ty = l;t I sin ~ cos{~'(t - ~) - c5o} = I ~ I sin a cos (2i' t - c)2)' 
stz = o. 

(64) 

Die aus der Kristallplatte austretendc. durch Cberlagerung der beiden linear 
polarisierten Teilwellen entstehende Welle ist daher, wie der Vergleich mit (13) 
zeigt, elliptisch polarisiert. Die Phasendifferenz zwischen den Kompo
nenten st .. und 5i:>" betragt nach (64) 

c5 = (52 - ,51 = 2:nd(~ - ?). (6;) 
1'2 1'1 

wobei Al und )'2 die Wellenlangen der beiden linear polarisierten Wellen im 
1nneren des Kristalls sind. 

Hierflir kann man auch schreiben 

(5 = 2.:T d(~ _ !) = 2:~ d(n" - n l ), 
I. ,c" C, I. -

wobei A die WellenHi.ngc im AuBenraume (Luft) ist und nl> 112 die Brechungs
indizes des Kristalls flir die beiden im 1nneren dessclben fortschreitenden, linear 
polarisierten \Vellen in Bezug auf den Aul3enraum bedeuten. 
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Fur den Gangunterschied g (Ziff. 8) hat man dann 

g = d(nz - nl )· 

Die Phasendifferenz b ist nach (65) der Plattendicke proportional. 
Das Amplitudenverhaltnis wird nach (64) und (16) 

tgy = tgIX. 
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Durch Anderung von d und IX kann man so mit (vgl. Zif£. 8) 
Gestalt, Lage und Umlaufsinn der Schwingungsellipse beliebig 
Yariieren. 

Zur Herstellung elliptisch polarisierten Lichtes laBt man daher die 
(durch ein Polarisationsprisma erzeugte) linear polarisierte Parallelstrahlung senk
recht auf cine parallel zur kristallographischen Hauptachse geschnittene Quarz
platte (oder auch Kalkspatplatte) mit variierbarer Dicke fallen; eine solche wird 
dargestellt durch den SOLEILschen Kompensator l ). Derselbe besteht aus 
zwei parallel zur kristallographischen Hauptachse geschnittenen, planparallelen 
Platten, die mit rechtwinklig gekreuzten Achsenrichtungen aufeinandergelegt 
sind. Die eine Platte besitzt konstante Dicke; die zweite Platte besteht aus 
zwei Keilen, die sich zu einer planparallelen Platte erganzen. Der cine Keil ist 
fest, der zweite mikrometrisch verstellbar. Durch Anderung der Stellung des 
zweiten Keiles kann der wirksamen Dicke des Plattenpaares und damit der 
Phasendifferenz c5 der beiden austretenden:sich uberlagernden, linear polarisierten 
Wellen jeder beliebige Wert erteilt werden. Eine Anderung von IX erziclt man 
durch Drehung des die auffallende linear polarisierte Strahlung erzeugenden 
Polarisationsprismas urn seine Langsachse. 

Ober weitere Einzelheiten betreffs Theorie und Gebrauch des SOLEILschen 
Kompensators vgl. die Ausfiihrungen in Bd. XIX ds. Handb. 

26. Herstellung zirkular polarisierten Lichtes. Zirkular polarisiertes 
Licht erhalt man nach Ziff. 8 mit der in Zif£' 25 besprochenen Anordnung, wenn 

x = '" und ~ ='!.. gemacht wird. Eine Kristallplatte, bei welcher c5 = ~ ist. 
42-

bezeichnet man als Viertelwellenlangenplatte, weil bei ihr der GanguntEr-

schied g = ~~ = 4)' betragt. Eine ViertelwellenH.i.ngenplatte liefert z. B. der 
2.-r 

SOLEILsche Kompensator, indem man bei diesem die wirksame Dicke so wahlt, 

daB c5 = ~ wird; sehr gebrauchlich sind auch Glimmer- oder Gipsplatten 

geeigneter DickeZ). 

Da n l und n2 sich mit der Wellenlange andern, so kann eine aus einem 
c10ppelbrechenden Kristall hergestellte Viertelwellenlangenplatte nur fUr eine 
Wellenlange richtig sein3). 

Frei von c1iesem Obelstande ist folgende, von FRES~EL4) herri.ihrende Methode 
zur Herstellung zirkular polarisicrten Lichtes: Wird linear polarisiertcs Licht von 

1) A. BRAV_-\IS. C. R. Bd. 32. S. 112. 1851; Ann. chim. phys. (3) Bd. 43. S. 141. 1855. 
2) Ober die Methoden zur Herstellung von Viertelwellenlangcnplatten sowie zur Fest

steHung der \VellenHi.nge. fiirwelche eine ungefahre Viertelwellenlangenplatte die exakte Phasen
differenz :r!2 besitzt, vgl. A. RIGHI, Atti dci Lincei. Classe di sc. fis. mat. e nat. Jg. 289 (5) 
Bd.l, S. 189. 1893; A. COTTON und H. MOUTON. Ann. chim. phys. (8) Bd.20. S.275. 
1910; L. CIIAU;\lO:-<T. C. R. Bd. 154. S.271. 1912; C. BERGHOUI. Ann. d. phys. (4) I3d.4". 
S. 1057. 1914; S. \\"EDENEEWA, Ann. d. Phys. (4) Bd. 73. S. 138.1923. Vgl. auch die Angaben 
in Bd. XIX dieses Handb. 

3) Ober die Hcrstellung nahezu achromatischer Vicrtclwellenlangenplatten vgl. D. B. 
BRACE. Phil. Mag. (5) I3d. 48, S. 345. 1899; E. PERUCCA, Atti di Torino Ed. 54, S. 1013· 1919. 

4) A. FRESNEL, Ann. chim. phys. (2) Rd. 29, S. 185. 1825; Oeuvr. compl. Ed. 1, S. 76(1. 
Paris 1866. 
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einer Glasplatte mit demBrechungsindex 1,51 unter dem Einfallswinkel 54°37' 
total reflektiert, so besitzen die beiden reflektierten Komponenten parallel und 
senkrecht zur Einfallsebenc die Phasendifferenz n/4; durch zweimalige Total

Abb. 9. FRESNELsches Parallel
epiped. (I auffallendes linear 
poiarisiertes Strahlenbiindel, c 
austretendes zirkular polarisier-

tes Strahlenbiindel.) 

reflexion unter diesem Einfallswinkel bekommt man 
somit die Phasendifferenz n/2 und daher zirkular po
larisiertes Licht, falls die Polarisationsebene des auf
fallenden linear polarisierten Lichtes mit der Einfalls
ebene einen Winkel von 45 ° bildct. Eine derartige 
zweimalige Totalreflexion erhalt man mit Hilfe des 
FREsNELschen Parallelepipedsl ), d.h. eines Glas
prism as von der in Abb.9 dargesteIlten Form. Fallt 

das linear polarisierte Strahlenbiindel l senkrecht auf die schmale Seite des 
Glasprismas, so ist das austretende Strahlenbiindel c zirkular polarisiert. 1m 
Gegensatz zu der aus einem doppc1brechenden Kristall hergestellten Viertel
wellenlangenplatte ist hier die erzielte Phasendifferenz nahezu unabhangig von der 
Wellenlange. 

1) Uber die Theorie des FRESNELschen Parallclepipcdes vgl. Lord KELVIN, Balti
more lectures on molecular dynamics and the wave theory of light. S. 393 Cambridge, 
1904; dcutschc Ausgabe von B. "'EINSTEIN, S.328. Leipzig 1909. sowie auch Kap. 6 ds. 
Ban<les. Uber eine nach Art des FRESNELschen ParaUelepipedes hergcstellte Anordnung 
vgl. A . OXLEY, Chem. News. Jg. 102, S. 189. 1910; Phil. !\Jag. ((,) Bd. 21, S. 51i· 1911. 



Kapitel5. 

Wei6es Licht. Gesetzma6igkeiten 
schwarzer und nichtschwarzer Strahlung. 

Von 

L. GREBE, Bonn. 

Wahrend die leuchtenden Gase und Dampfe Licht aussenden, das meist 
aus einzelnen sehr engen Wellenlangenbezirken besteht, haben die leuchtenden, 
festen und fliissigen Ki:irper Emissionen, die breite Spektrengebiete kontinuier
lich erfiillen. Erstreckt sich dieser kontinuierliche Wellenlangenbezirk iiber die 
\Vellen des sichtbaren Spektrums, so erscheint das emittierte Licht mehr oder 
weniger vollkommen weiB. Wir wollen fUr die folgenden Betrachtungen unter 
weWem Licht allgemein eine Emission verstehen, die ein greiBeres Spektralgebiet 
kontinuierlich erfUllt. Ferner wollen wir uns fUr das folgende zunachst auf 
den Boden der klassischen Undulationstheorien stellen. 

Haufig hat nun die Frage die Physiker beschaftigt, wie die von der Lichtquelle 
ausgehenden Sti:irungen - seien sic nun mechanisch oder elektromagnetisch auf
gefaBt - beschaffen sein miissen, damit das Spektroskop ein solches kontinuier
liches Spektrum liefert. Besonders eingehend hat sich GOUyl) mit diesem Pro
blem beschaftigt. Er hat zuerst darauf hingewiesen, daB man den Lichtvektor 
an einer Raumstelle durch eine FouRIERsche Reihe darstellen, und so in einfache 
Sinusschwingungen aufli:isen kann, die bei konstanter Lichtquelle konstante 
Schwingungszahl Amplitude und Phase haben. Gegen diese Auffassung sind 
besonders von CARVALL02) und CORBIK03) Einwande erhoben worden, die darauf 
fuBen, daB, falls die GOGYsche Auffassung richtig ware, durch das Zusammen
wirken von Partialschwingungen mit geniigend benachbarten Schwingungs
zahlen sichtbare Interferenzen entstehen miiBten. Spater hat dann PLANCK4) 

die Frage aufgegriffen, und den Einwand vollkommen widerIegt. Nach ihm finden 
zwar zwischen je zwei einander naheliegenden Partialschwingungen fortwahrende 
regelmal3ige Interferenzen statt, aber diese partialen Interferenzen sind sehr 
zahlreich und wirken imallgemeinen in verschiedenem Sinne, d. h. wenn zwei 
Partialschwingungen sich in einem Augenblick verstarken, so schwachen sich in 
demselben Augenblick an derselben Stelle zwei andere. Eine sichtbare Wirkung 
dieser partialen Interferenzen wiirde nur dann eintreten, wenn sie an einem Orte 
zu einer bestimmten Zeit zum iiberwiegenden Teil in demselben Sinne erfolgten. 

') A. GOUY. Journ. de phys. et Ie Radium (2) Bd. 5. s. 354. 1886. Spatcrc Bcmerkungcn 
C. R. Bd. 130. S.241 u. 560. 1900. 

2) E. CARVALLO, C. R. Ed. 130, S. 79 u. 401. 1900. 
3) o. ;VI. CORBINO. C. R. Rd. 133. S.412. 1901. 
4) :\1. PLANCK •• -\nn. d. phys. (4) Bd. 7. s. 390. 1902. 
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In konstantem weiBen Licht sind also die Amplituden und Phasen der Partial
schwingungen - eben weil die Wirkungen der partialen Interferenzen sich gegen
seitig aufheben - vollkommen unregelmaJ3ig angeordnet. Zwei unmitte1bar bc
nachbarte Partialschwingen stehen in gar keinem Zusammenhang miteinander, 
und deshalb ist die gemessene Lichtintensitat die Summe der Intensitaten der 
einzelnen Partialschwingungen. Normales weiJ3es Licht von konstanter Intensitat, 
ist also nach PLANCK vollstandig definiert 1. durch die Verteilung der Energie 
auf die verschiedenen GebietE des Spektrums, 2. durch den Satz, daJ3 innerhalb 
eines schmalen Spektralbereiches, in dem die Energieverteilung als gleichmaBig 
angesehen werden kann, die Amplituden und Phasen der einzelnen einfach 
periodischen Partialschwingungen absolut unregelmaJ3ig angeordnet sind. 

Man kann auch mit PLANCK, RAYLEIGH!) und anderen das weiJ3e Licht ab 
aus einer groJ3en Anzahl mehr oder \veniger schnell abklingender Einzelschwin
gungen oder auch aus Impulsen zusammengesetzt denken, die ganz unregelmaf3ige 
StoJ3e darstellen. 

Wendct man zur Hcrstellung der oben angedeutcten Unordnung, die dem 
weiJ3en Licht charakteristisch ist, die Gesetze der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
an, und dehnt die Betrachtung tiber das ganze Spektrum aus, so erhalt man eine 
ganz bestimmte Energieverteilung im Spektrum als die wahrscheinlichste. Diese 
Energieverteilung ist die im sog. absolut schwarzen Korper bei reiner Temperatur
strahlung verwirklichte, zu deren Betrachtung wir jetzt libergehen wollen. 

1. Das KIRCHHoFFsche Gesetz. Das erste sicher fundierte Gesetz tiber die 
Strahlung der Karper, die durch reine Temperaturerhohung zur Ausdehnung 
clektromagnetischer \;Yellen angeregt werden, wurde von KIRCHHOFF aufgestellt. 
Dieses Gesetz enthalt eine Beziehung zwischen dem Absorptionsvermogen und 
dem Emissionsvermogen cines Korpers und sagt aus, d a f3 d a s Ve r hal t n i s von 
Emissionsvermogen und Absorptionsvermogcn eines Korpers von 
seiner Natur unabh~i.ngig ist2). 

Zur Definition des Absorptions- und Emissionsvermogens nimmt KIRCH
HOFF eine durch zwei kleine Offnungen begrenzte Strahlung an und laf3t durch 
diese Offnungen die Strahlung des emittierenden Korpers hindurchtreten. Von 
dieser Strahlung betrachtet er den Teil, der ein Wellenlangengebiet zwischen 
J.. + dl erfUllt und zerlegt ihn in zwei senkrecht zueinander polarisierte Kom
ponenten. Die Intensitilt der nach der einen dieser Richtungen polarisierten 
Komponente nennt er E . d}' und bezeichnet dann E als das Emissionsvermogcn 
des Karpers fiir die so festgelegte Strahlenrichtung, Wcllenlange unci Polari
sationsebene. 

Filllt umgekehrt durch die Offnungen ein Strahlenblindel auf den Korper 
auf, das die Wellenltinge und die entsprechende Polarisationsebene hat, so wird 
ein Teil desselben von dem Korper absorbiert. Der librige Teil kann reflektiert 
oder durchgelassen werden. Das Verhaltnis der Intensitat des absorbierten zu 
dem des auffallenden Teils heiJ3t das Absorptionsvermagen A, das also einen 
echten Bruch bedeuten muJ3, und das wieder hir Wellenlange, Richtung und 
Polarisationszustand definiert ist. Der Satz von KIRCHHOFF lautet nun: Das 
Verhaltnis von Emissionsvermogen und Absorptionsvermogen ist 
flir aIle Korper bei dcrsclben Tempcratur dassclbe. Es gilt also: 

E 
;f= e, 

") Lord RAYLEIGH, Phil. :Mag. (6) Bd. 10, S. 401. 1905;'Bd. 11, S. 123.1906. 
2) G. KIRCHHOFF, Berl. Ber. 1859, S.783; Pogg. Ann. Ed. 10<), S.275. 1860; .-\b

handlgn. d. Berl. Akad. 1861, S.63. 



Ziff. 1. Das KIRCHHOFFSche Gesetz. 1'" -) 

wo e eine von der Natur der Korper unabhangige GroBe ist, die nur von der 
Temperatur abhangt. Fur A = 1, fUr einen Korper also, der aIle auf ihn auf
fallende Strahlung absorbiert, ist E = e. Einen solchen Korper pflegt man als 
absolut schwarzen Korper zu bezeichnen, und e ist also das Emissionsver
mogen des absolut schwarzen Korpers fUr die entsprechende Temperatur. 

Der Beweis des Satzes ist von KIRCHHOFF an den angegebenen Stellen auf 
etwas verschiedene Arten gefUhrt worden. Da gegen den Beweis Einwendungen 
erhoben worden sind, ist er spater mehrfach modifiziert worden. Einen einfachen 
Beweis, der von den gegen den KIRCHHOFFschen erhobenen Einwendungen frei 
ist, hat PRINGSHEIM 1) geliefert. Andere Beweise sind spater gegeben worden, 
z. B. von DUNOYER2, 3). Wir konnen also das KIRCHHoFFsche Gesetz als eine 
theoretisch wohl begrundete Beziehung fUr die Strahlung der Korper ansehen, 
die auch der experimentellen Prufung, soweit sie erfolgt ist, immer standgehalten 
hat. Die theoretischen Beweise selbst sollen hier nicht gegeben werden, da die 
Strahlungstheorie an einer anderen Stelle dieses Handbuches behandelt wird. 

Bei den experimentellen Arbeiten zur Prufung des Gesetzes ist zu unter
scheiden zwischen solchen, die nur eine qualitative und solchen, die eine quanti
tative Prufung enthalten. Die Zahl der ersteren ist sehr graB, clie cler letzteren 
sehr gering. Alte Messungen von PROVOSTAYE und DESAINS, TYNDALL, STEW,,\RT, 
LE CHATELIER, KIRCHHOFF und anderen, weIche zeigen, daB Korper, die stark 
absorbieren, auch stark emittieren, findet man kritisch zusammengestellt im 
2. Bande von KAYSERS Handbuch der Spektroskopie4). Einigc wenige dicser Vcr
suche seien erwahnt: KIRCHHOFF erhitzt in einem Platinring eine Perle aus 
phosphorsaurem Natrium. Die Perle bleibt durchsichtig, leuchtet aber auch 
nicht, wahrend der undurchsichtige Platinring stark leuchtet. STEWART zeigt, 
daB farbiges Glas beim Erhitzen starker strahlt als farbloses. In neuerer Zeit 
hat STUCHTEy5) einen Versuch beschrieben, nach dem ein in einer Vertiefung 
eines Asbestpappstucks durch eine Knallgasflamme erhitztes Goldstuckchen mit 
gruner Farbe zu gluhen beginnt. Ebenso geht die Farbe des zur \VeiBglut er
hitzten Goldes bei der Erkaltung durch Weif3lichgrun in Dunkelgrun uber und 
die Eigenemission hart mit dieser Grunglut bei weitererErkaltung auf, ohne daB 
Rotglut eingetreten ware. Dies ist nach dem KIRCHHOFFschen Gesetz zu erwarten, 
cla das Gold das Grun stark absorbiert. Einen Versuch, der die Gultigkeit des 
Gesetzes fUr die verschiedenen PolarisationszusUi.nde beweist, hat wieder KIRCH
HOFF sclbst gegeben, indem er eine Turmalinplatte erhitzte. Eine parallel zur 
Achse geschliffene Turmalinplatte absorbiert mehr Strahlen, die parallel zur 
Achse, als soIche, die senkrecht dazu polarisiert sind. Wenn das auch bei hoher 
Temperatur noch gilt, muB das emittierte Licht teilweisc polarisiert sein. Die 
Bcobachtung zeigt, daB das richtig ist, wenngleich die Polarisation nicht so stark 
ist, wie sie nach dem Verhalten des Turmalins im kalten Zustande zu erwarten 
ware. Auf das VerhaIten der Spektrallinien in Emission und Absorption, das 
KIRCHHOFF hauptsachlich zur AufsteUung seines Satzes fuhrtc, konnen wir 
heutzutage nicht mehr hinweisen, da wir wissen, daB es sich hier meist nicht Ulll 

ein Temperaturlcuchten handelt. 
Die quantitativen Prufungen des Gesetzes sind immer noch sehr sparlich, 

allerdings reicht bei der guten theoretischen Begrundung das vorhandene Material 

1) E. PRINGSHEIM, Verh. d. D. Phys. Ges. Ed. 3, S.81. 1901. 
2) L. DUNOYER, Ann. de chim ct d. phys. (8) Ed. 9, S.30. 1906. 
3) 'Vegen cines Versuchs einer axiomatischen Eegrundung des Gesctzes durch HILBERT 

und eine daran anschlie13ende Diskussion mit PRINGSHED! s. Phys. ZS. Bd. 13, S. 1057. 
1912; Ed. 14, S. 589, 592,847· 1913. 

4) H. KAYSER, Handb. d. Spektroskopie Ed. II, S. 39££. Leipzig 1902. 
5) K. STUCHTEY, Sitz-Eer. Ges. z. Eef. d. ges. Natur\\'. l\larburg 1908, S.85. 



124 Kap. 5. L. GREBE: Wei13es Licht. Ziff. \. 

aus, urn auch experimentell das Gesetz geniigend zu begriinden. Zwar ist cine 
Priifung von RIZZOI) negativ ausgefallen, doch scheinen dabei grundsatzliche 
Fehler in der Versuchsanordnung vorzuliegen. Dagegen zeigen schon Versuche 
von BOUMAN2), daB fUr das Verhaltnis E bei einem erhitzten Glase und fUr die 
Emission e des Kupferoxyds, das nahezu wie ein schwarzer Karper strahlt, Pro
portionalitat besteht. Eine weitere Versuchsreihe ist von ROSENTHAL3 ) an 
Quarz und Glimmer ausgefUhrt worden. Dabei wurden fUr diese Substanze~ die 
Gebiete starker selektiver Absorption im Ultrarot verwendet. Ais schwarzer 
Karper diente auch hier ein oxydiertes Kupferblech. Wegen der starken Absorp
tion kann die Durchlassigkeit unberiicksichtigt bleiben, und das Absorptions
vermagen A aus dem Reflexionsvermagen R zu 1 - R berechnet werden. Aller
dings wird hier das Reflektionsvermagen beim kalten Material bestimmt. 1mmer
hin erweist sich die Beziehung des KmcHHoFFschen Gesetzes innerhalb der Fehler
grenzen erfiillt. 

Den Turmalinversuch KmcHHoFFS hat PFLtGER4) quantitativ wiederholt. 
Es werden bei der gleichen Temperatur sowohl die Absorptions- wie die Emissions
intensitaten einer gliihenden Turmalinplatte fUr eine bestimmte \Vellenlange 
thermoclektrisch bestimmt, und zwar sowohl fUr die in der Achse des Turmalins 
wie die dazu senkrecht polarisierten Komponenten. 1st J die 1ntcnsitat der be
nutzten Lichtquelle, D der von der Platte durchgelasscne, R der von ihr reflek
tierte Bruchteil, so ist die absorbierte 1ntensitat A = E (1 - R - D). Sind die 
Komponcnten der 1ntensitat fUr den ordinaren und extraordinaren Strahl be
ziiglich Eo und Ee die Absorptionsvermagen Ao und A., so muB nach dem 

KmcIIIiOFFschen Gesetz ~~ = ~o. sein. Diese Beziehung wird mit bemerkens-
c r 

werter Genauigkeit bestatigt gefunden. 
Aus dem KmcHHoFFSchen Gesetz ergibt sich die Maglichkeit der cxperi

mentellen Verwirklichung des absolut schwarzen Karpers. KIRCHHOFF selbst 
hat in seiner grundlegenden Arbeit diese Maglichkeit schon angedeutet. Er 
sagt, daB ein von Korpern gleicher Temperatur umschlossener Hohlraum, durch 
dessen Wande keine Strahlen hindurchtreten konnen, die aber im iibrigen belie big 
beschaffen scin konnen, in scincm 1nncrn nur Strahlcn enthalten kann, die 
nach Qualitat und 1ntcnsitat so beschaffen sind, als ob sic von einem schwarzen 
Kijrper von derselben Temperatur herkamen. Man sicht das nach dem KIRCH
HOFFschen Gcsctz sofort ein, wenn man beriicksichtigt, daB jedes Strahlen
biindcl in einem solchen Korper bei den vielen Reflexionen, die es erfahrt, 
allmahlich vollstandig absorbiert wird. Ein entgegengesetzt gerichtetes Biindel 
muB dann also die vollkommene Emission des schwarzen Korpers darstellen. 

Obwohl nach dieser Bemerkung von KIRCHHOFF die Realisierung des schwar
zen Korpers durch einen Hohlraum mit gleich temperierten Wanden, der nur 
eine kleine Offnung enthalt, durch die er Strahlen nach auBen semIen kann, 
nahe gelegen hatte, ist diese praktische Folgerung doch erst sehr vie I spater von 
WIEN und LUMMER5) gezogen worden. Sie zeigen, daB ein kugelformigcr Hohl
raum mit gleich temperierten und diffus reflektierenden Wanden mit einer Off
!lung do bei senkrechter Bestrahlung derselben eine Energiemenge 

do R E· -----. - .. _-
4y2 :r 1-R 

') G. B. RIZZO, Atti di Torino Ed. 29, S.292. 1893/94. 
~) J. P. BOUMAN, Vcrs!. K. Ak. v. Wetensch. Amsterdam Bd. 5, S.438. 1897. 
3) H. ROSENTHAL, Wied. Ann. Bd. 68, S. 783. 1899. 
4) A. PFLUGER, Ann. d. phys. Bd. 7, S.806. 1902. 
5) W. WrEN u. O. Lu~nIER, \Vied. Ann. Bd. 56, S.451. 1895. 



Ziff.2. Das STEFAN-EoLTZMANNSche Gesetz. 125 

wieder nach auBen abgibt, wenn E die einfallende Energie, R das Reflexions
vermogen der Wande und r der Radius der Kugel ist. Dieser Ausdruck ist dann 
gleichzeitig ein MaB fiir die Abweichung vom absolut schwarzen Korper. Sorgt 
man dafiir, daB do klein gegen die Kugeloberflache und R klein gegen 1 ist, so 
kann man diese Annaherung sehr vollkommen machen. 

Fur einen praktischen Zweck, namlich fiit die Messung der Gesamtstrahlung 
eines absolut schwarzen Korpers haben LUMMER und PRINGSHEIM1) diese Idee 
zum erstenmal verwendet, und seither werden alle Messungen der schwarzen 
Strahlung an derartigen strahlenden Hohlraumen ausgefiihrt. 

2. Das STEFAN - BOLTZMANNsche Gesetz. Da durch das KIRCHHOFFsche 
Gesetz die Emission eines beliebig strahlenden Korpers zur Emission des absolut 
schwarzen Korpers in Beziehung gesetzt ist, so ist die Kenntnis dieser letzteren 
von fundamentalem Interesse. Die Untersuchung kann sich auf die von dem 
schwarzen Korper emittierte Gesamtstrahlung und auf diejenige der Emission 
fiir jede einzelne Wellen lange erstrecken. 

Fur die Gesamtstrahlung gilt das von STEFAN2) auf Grund vorliegenden 
experimentellen Materials aufgestellte Gesetz. STEFAN selbst wuBte noch nicht, 
daB es sich dabei urn eine Beziehung fiir den schwarzen Korper handelte; er 
glaubte, sic gelte fiir alle Korper. Die wahre Bedeutung des Gesetzes wurde von 
BOLTZMANN3) erkannt, der auf einen gleichtemperierten warmedurchlassigen 
Hohlraum die Ergebnisse der elektromagnetischen Lichttheorie und der Thermo
dynamik anwandte. Nach diesem Gesetz ist die Gesamtemission des schwar
zen Korpers der vierten Potenz seiner absoluten Temperatur pro
portional. Weitere Beweise des Satzes sind von GAUTZINE4), PLAKCK5) und 
,V. WIE::\6) gegeben worden, so daB es sich auch hier urn ein wohlbegriindetes 
Gesetz der Strahlung handclt. 

Strahlen zwei kleine schwarze FHichen in einem gegen ihre Dimensionen 
groBen Abstand R gegeneinander, so erhalt also die Flache von der niederen Tem
peratur T2 von der mit der hoheren Temperatur Tl wenn Fl und F2 die Flachen
groBcn sind, die zur Verbindungslinie senkrecht stehcn sollen, in der Sekunde 
dic Energie 

E a T·I T·j Fl' F2 , = ;-c ( 1 - ~) •.. f?-2- . 

Diesc Gleichung ist die Beziehung des STEFA::\-BoLTZMANNschen Gesetzcs, wie 
sie fiir experimentelle Untersuchungen des Gesetzes zugrunde gclegt werden 
muB. Die Konstante (j ist die Energie, die das Flachenelement des schwarzen 
Korpers von der GroBe l pro Sekunde in den Raum ausstrahlt. 

Die Prufungen des Gesetzes, die vor der Erkenntnis seiner ausschlieBlichen 
Gultigkeit fiir den schwarzen Korper liegen, konnen hier auBer Bctracht bleiben. 
Die erste brauchbare Arbeit zur Priifung des Gesetzes, bei der bewuBt ein schwar
zer Korper als Strahlungsquelle bcnutzt wird, stammt von Lt:MMER und PRINGS
HEIMi). Der schwarze K6rpcr wird hier durch einen strahlenden Hohlraum mit 
gleich temperierten Wanden und kleiner Offnung realisiert, und dessen Strahlung 
bei verschicdenen Temperaturen in relativem MaB mittelst eines Bolometers 

") O. LUlllllER ll. E. PRINGSHEIM. \Vied. Ann. Bd. 63, S. 395. 1897. 
2) J. STEFAN. \Yicner TIer. Bd. 79 (2). S. 391. 1879. 
3) L. BOLTZMANN. \Viener Ann. Bd.22. S.291. 1884. 
4) B. GALITZINE. Wiener Ann. Bd.47. S.479. 1892. 
5) :\1. PLANCK •. -\nn. d. phys. Ed. 1. S. 111. 1899. 
6) \Y. \\"IEN. \\"ied. Ann. Bd. 52. S. 155. 1894. 
7) O. LUIIIMER U. E. PRINGSHEIM. Wied. Ann. Bd. 63. S. 395. 1895. Ann. d. phys. Bd. 3. 

S. 159. 1900. 
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bestimmt. Das Bolometer ist mit Platinmoor uberzogen und absorbiert die auf
fallende Strahlung einigermaf3en vollstandig. Siedendes Wasser, geschmolzener 
Salpeter und ein elektrisch erhitzter Chamotteofen dienen zur Heizung des strah
lenden Hohlkarpers. Ais MaS fiir die Energiegraf3e der Ausstrahlung dienen die 
AusschHige des Galvanometers der Bolometeranordnung. 1st das STEFAN-BoLTZ
MANKsche Gesetz richtig, so muf3 fUr diesen Ausschlag A die Beziehung 

A = C . (Tt - T~) 

gelten, wo T1 die absolute Temperatur des schwarzen Karpers und T2 die des 
Bolometers ist. Die Temperatur wird mit Thermometern und Thermoelementen 
gemessen. Fiir die Konstante C ergeben sich die in der folgenden Tabelle zusam
mengestellten \Verte: 

Tempcratur C Temperatllr C 

373 0 127 877' 118 
+92 0 12+ 1106° 110 
733 J 11 S 1125 0 111 
755 0 120 1403 c 116 
799 0 111 1492' 116 
820 c llG 1522° 113 

1561° 114 

Das Mittel ist 116 mit verhaltnismaBig kleinen Abweichungen. In der zweiten 
Arbeit zeigen die Verfasser, daB die Abweichungen noch geringer werden, wenn 
eine Korrektur an den Temperaturbestimmungen angebracht wird, die infolge 
ciner Neubestimmung der Temperaturskala natig war. Die I<.ichtigkeit des 
STEFAN-BoLTZMAxxschen Gesetzcs fiir den schwarzen Karper ist damit nach
gewiesen. Als cine relative Messung, die das STEFA,,"-BoLTZMANNsche Gesetz aus
gezeichnet bestatigt, ist auch cine Untersuchung von MENDENHALL1) und FOR
SYTHE zu nennen, die das Gesetz zu Temperaturmessungen verwenden, und cine 
yollstandige Dbereinstimmung d~r so gewonnenen Temperaturen mit der gas
thermometrischen Temperaturskala von DAY und SOSNA"" zwischen 1063 und 
1549° C bis auf ±O,S 0 finden. 

Eine weitere Prufung des Gesetzes, die gleichzeitig zum erstenmal einen 
absoluten 'Wert fur die Konstante desse ben licferte, stammt von KURLBAuM2). 

Die Methode besteht darin, daB die Strahlung eines schwarz~n Karpers, der 
entweder auf 0° oder auf 100° C erwarmt wird, auf einen mit Platinmoor ge
schwarzten Bolometerstreifen auffallt. Nachher wird derselbe Galvanometer
ausschlag durch elektrische Erwarmung des Streifens erzeugt, und aus den elek
trischen Graf3en des Heizstroms die Energie ermittelt. Bei einer Bolometer
temperatur von 18,73 ° C ergibt sich fUr den schwarzen Karper von 0 ° 

So 6 
T' _ -T' = 29 0, 

2 1 

iiir den von 100 ° 

'YO 50 und 5 100 die in willkiirlichem Maf3 gemessene Strahlungsenergie und 1'1 
und 1'2 die Temperatur von Bolometer und schwarzem Karper ist. Der Cnter-

1) C. E. MENDENHALL und \v. E. FORSYTHE, Phys. Rev. Bel. 4. S.62. 1914. 
2) F. KURLBAu:\-r. \Viec!. Ann. Bd. 65. S. 746. 1898. 
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,;chied ist nur 1/3 %, das STEFANsche Gesetz fUr diese beiden Temperaturen also 
erfUllt. Die Konstante ergibt sich zu 

5,32 . 10-12 Watt cm- 2Grad- 4 • 

~ach der Methode von KURLBAUM hat VALENTlNER1) bei Temperatur des Strahlers 
bis 1450° C weitere Messungen ausgefiihrt und fUr den schwarzesten Empfanger 
;,58 als Strahlungskonstante erhalten, nachdem eine Korrektur an den direkten 
:Messungen wegen mangelnder Schwarze des Strahlers und des Empfangers an
gebracht war. 

Gegen diese Bestimmungen ist zuerst von FERy2) eingewendet worden, 
daB eine beruBte oder mit Platinmoor iiberzogene Flache immer noch ein erheb
liches Reflexionsvermogen besitze, also kein absolut schwarzer Empfanger sei. 
Er ersetzt deshalb den Empfanger durch cinen Kupferkonus von 30 ° Offnungs
winkel, der innen mit RuB geschwarzt ist, und in der Mitte einer Metallkugel 
liegt. Er wird durch elektrische Heizung eines urn den Konus gewickelten Drahtes 
in Watt geeicht. Mit dieser Anordnung erhaIt FERY im Temperaturbereich des 
strahlenden schwarzen Korpers von 529 bis 1262° C cine gute Konstanz des Aus
drucks 

s 
'n -·1'1' 

Der Wert der Konstanten ergibt sich im Mittel zu 

6,30' 10- 12 Watt cm- 2 Grad-·1 

mit Extremwerten von 6,66 und 6,02. Auch gegen dic FERYSche Arbeit, die 
spater von FERY und DRECQ3) wiederholt worden ist, und einen noch hoheren 
Wert von 6,51 ergeben hat, sind Einwande erhoben worden, die hauptsachlich in 
der Kritik der Eichung des Empfangers beruhen. Spater sind FERY und DRECQ 
zu einem etwas niedrigeren 'Vert 6,2 gekommen. 

Eine Arbeit von GERLACH4) sucht einen Fehler der KURLBAmIschen Methode 
zu vermeiden, der von PASCHEN5) aufgedeckt wurde, und der darin besteht, daB 
ein Bolometerstreifen, der nicht iiberall gleichmaBige Dicke hat, bei Bestrahlung 
eine andere Warmeableitung zeigt, wie bei elektrischer Hcizung. Der Wert der 
Strahlungskonstanten muB darum nach PASCHEN zu klein ausfallen. Bei GER
LACH wird deshalb hinter den bestrahlten Streifen eine empfindliche Thermo
saule gesetzt, die durch eine diinne Luftschicht von dem Streifen isoliert ist. 
Wird dann der Streifen clektrisch erwarmt, so gibt er bei gleichem Ausschlag 
des Galvanometers nach PASCHEN die gleiche Warme ab, wie bei Bestrahlung mit 
der gleichen Energie. GERLACH erhiilt so aus den Bestimmungen fUr einen schwar
zen Korper von 0° und 100° den 'Vert 

a = 5,80.10- 12 Watt cm -2 Grad -4. 

Dieser Wert ist durch Beriicksichtigung der nicht vollkommencn Schwarzung 
auf 5,9 zu erhohen. Spater hat GERLACH6 ) seine Mcssung in einen groBeren Tem
peraturintervall des Strahlens zwischen 20 und450 ° C wiederholt und ist zu einem 
,,"erte von 

a = 5,85.10- 12 

1) S. VALENTINER, Ann. d. phys. 13d. 31. S.272. 1910; Bd. 39. S.489. 1912. 
2) CH. FJ~RY. C. R. 13d. 148. S. 915.1909; Ann. de chern. et d. phys. Bd. 17. S. 267.1909. 
3) CII. FERY u. :\1. DRECQ. C. H. Bd. 152. S.590; ]ourn. de phys. (5) 13d. 1. S.551. 

1')!1; C. R. 13d. 155. S. 1239. 1912. 
~) W. GERLACH. Ann. d. phys. Bd. 38, S. 1. 1912. 
5) F. I'ASCIIE:-I. Ann. d. phys. Bd. 38. S.30. 1912. 
6) "-. CERLACH. Ann. d. phys. 13d. 50, S.259. 1916. 
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gekommen, den er spater1) durch Einfiihrung einer genauercn Schwarzungskorrck
tion auf 

0= 5,80· 10- 12 Watt cm- 2 Grad- 4 

abgeandert hat. Die GERLAcHschen Versuche sind sehr sorgfaltig ausgcfiihrt, 
und es ist ihnen infolgedessen ein erhebliches Gewicht beizulegen. 

1m wesentlichen die gleiche Methode wie GERLACH hat COBLENTZ2) zu seinen 
Bestimmungen der Konstante a benutzt. Er findet teils in Zusammenarbcit 
mit EMERSON einen Wert von 

5,72 • 10 - 12 . 

Von COBLENTZ3 ) stammen auch einige wertvolle kritischc Zusammenstellungen 
uber die hier in Frage kommenden MeBmethoden. Auch KAHANOWICZ 4) hat nach 
der vorhin beschriebenen Methode gearbeitet und den Empfanger zur Vermeidung 
von Strahlungsverlusten in eine versilberte Halbkugel gesetzt, die zum Eintritt der 
Strahlung einen Schlitz hat. lhr Wert ist 5,61 . 10- 12. Die GERLAcHsche Methode 
ist schlieBlich mit einer Modifikation von KCSSMAKX5) benutzt worden. Als 
Empfanger diente auch hier ein geschwarzter Platinstreifen. Statt der dahinter
gestellten Thermosaule wurde aber ein Radiomikrometer benutzt, auf desscn 
Li:itstclle die Strahlung des erwarmten Streifens durch cine Stcinsalzlinse ge
sammclt wurde. Der gcfundene ·Wert fUr die Konstante bei dieser ebenfalls sehr 
sorgfaltig ausgcfuhrten Messung betragt 

5,795 .10- 12 

mi t einem wahrseheinliehen F ehIer von 1 %. Die en tersehiede in den Resul
taten von GERLACH, KOBLENTZ und KUSSMANN sehcinen im wesentlichcn von 
der versehiedenen Einfiihrung der Sehwarzungskorrektur hcrzuriihren, und zeigen 
sonst reeht gute Ubereinstimmung. 

Es solI nun noeh eine Reihe anderer Methoden zur Bestimmung der Kon
stante a besproehen werden, wenn sie sich aueh zum Teil nieht als brauehbare 
Prazisionsmethoden erwiesen haben. 

Der Einwand, der gegen die Methoden mit elektriseher Bestimmung des 
Empfangerwertes gemacht werden kann,· ist der der versehiedenen Ableitungs
verhaltnisse bei Stromerwarmung und Strahlungserwarmung. Deshalb haben 
BAUER und MOULIN6) versucht, auch die Eichung des Empfangers durch Strah
lung zu bewirken. Sie benutzen dazu einen clektrisch geheizten Platinstreifen, 
der als Strahlungsquelle dient, und bestimmen den Teil der elektrisch zugcfiihrten 
Energie, der ausgestrahlt wird, indem sie den durch Leitung und Konvektion ent
fernten Anteil eliminieren. Die Sicherheit ihres Wertes wird durch eine hohe 
KorrekturgrciBe beeintrachtigt. Dieser ist 5,30, also dem KURLBAuMschen Werte 
nahe. ]edoch hat GERLACH auf eine Unstimmigkeit in der Rechnung hingewiesen. 

Eine interessante Bolometermethode hat PUCCIANTI i ) benutzt. Er kon
struiert zwei Bolometerzwcige von genau glcicher Form und unter gleichen Ab
leitungs- und Konvektionsverhaltnissen aus schwarzcn Ki:irpern und laBt den 
einen gegen einen niedrig temperierten schwarzen Ki:irper (Temperatur der flus-

') W. GERLACH, ZS. f. Phys. I3d. 2, S. 76. 1920. 
2) \V. \V. COBLENTZ, Phys. ZS. I3d. 15, S. 762.1914; Bull. Bur. of Stand Bd. 12, S. 503. 

1916 (mit EMERSON). 
3) \Y. \V. COBLE:>TZ, Jahrb. d. Radioakt. Bd. 10, S. 340.1913; Scient. Bureau of Stand. 

Bd. 17, S. 7. 1921. 
4) M. KAHANOWICZ, Lincci Rend. (5) Bd.28 [1], S.73. 1919. 
5) A. KUSSMANN, ZS. f. Phvs. Bd. 25, S. 58. 1924. 
6) E. BAUER u. 1\1. MOULIN: C. R. Bd. 149, S.988. 1909; Ed. 150, S. 167. 1910. 
7) L. PUCCIANTI, Cim. (6) Bd.4, S. 31. 1912. 
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sigen Luft) strahlen, den anderen nicht. Der Unterschied in der Temperatur 
der beiden Karper wird dann nur durch den Strahlungsverlust des einen bestimmt, 
und dieser Verlust kann durch clektrische Hcizung kompensiert werden; auf 
diese Weise wird die abgegebene Strahlungsenergie gemessen, PUCCI ANTI crhaIt 
den Wert 

a = 5,96 .10- 12 Watt cm -2 Grad -4. 

Nach einem Einwand von COBLENTZ ist dieser Wert vielleicht zu hoch, weil nach 
der Vcrsuchanordnung Strahlungsverluste, die nicht den Empfanger treffen, 
nicht ganz ausgeschlossen sind. 

Eine weitere thermomctrische Methode von PUCCIANTI1) liefert als Resultat 
fUr die Strahlungskonstante den ebenfalls sehr hohen Wert von 6,15, cine gc
nauerc von KEENE2) 

5,89 .10- 12 Watt cm- 2 Grad- 4 • 

Auf eine wieder andere Art ist SHAKESPEAR3) vorgegangen. Eine ebene 
Metallplatte wird durch elektrische Heizung auf 100° C gehalten. Thr gegentiber 
steht cine andere gehcizte Platte, die durch Wasser gektihlt wird und auf kon
stanter Temperatur bleibt. Die erwarmte Platte gibt einen Teil ihrer Energic 
durch Leitung, Konvektion und Strahlung abo .Andert man nun das Emissions
vermagen dieser Platte, indem man sie einmal schwarzt, das andere Mal poliert, 
so bleiben die Verluste durch Leitung und Konvektion die gleichcn, der Strah
lungsverlust andert sich. MiBt man also den Verbrauch der erwarmten Platte 
an clektrischer Energie bei denselben Temperaturen der beiden Platten einmal 
bei hohem und dann bei niedrigem Emissionsvermagen der beiden Platten, so 
laJ3t sich der Verlust durch Leitung und Konvektion eliminieren. Das VerhaItnis 
der Emissionsvermagen wird dann mit einem Radiomikrometer bestimmt. 
SchiieJ3Iich wird noch das Emissionsvermagen der RuJ3flache gegen einen schwar
zen Karper bestimmt. Aus diesen Daten laJ3t sich die Konstante a bcstimmen. 
Die Messungen ergaben 

a = 5,67·1O- 12 Wattcm- 2 Grad-·I • 

Eine ahnliche Methode hat WESTPHAL4) benutzt. Urn zu vermeiden, daB Leitung 
und Konvektion den graf3ten Teil des Energieverlustes bcwirkten, wurden die 
gegeneinander strahlenden Karper, hier cin Kupferzylinder, und die geschw~irzte 
Wand einer Glasflache in Luft von 1 mm Druck untersucht. WESTPHAL findct 
den Wert 

a = 5,54.10- 12 . 

Spater hat HOFFMANN5) nach der WESTPHALschen Methode die Bestimmung 
wiederholt, da die Emissionsbestimmung bei WESTPHAL nicht ganz genau cr
schien, und den Wert a = 5,764 gefunden. Auch WACHSl\IUTHU) hat cine alm
liche Methode benutzt und 5,73 . 10- 12 gefundcn. Aus allen diesen Messungen 
wirel man mit' GERLACH einen wahrscheinlichsten Wert von 

1 5,76'1O- 12 Wattcm- 2 Grad- 4 / 

ableiten kanncn. 

1) L. PUCCIAXTI, Cim. (6) l3d.4, S.322. 1912. 
2) \Y. KEE:-<E, Proc. Roy. Soc. London Bd. 88, S. 49. 1913; s. atlch G. \Y. TODD, Proc. 

Hov. Soc. London Bd.83, S.19. 1909. 
• :I) (~.:\. SHAKESI'EAR, 1'roc. N.o),. Soc. London Bel. S6, S. 1S0. 1911. 

4) W. \YESTPIIAL, Verh. d. n. Phys. (~('s. Bd. 14, S.987. 1912. 
") K. HOFFMANN, ZS. f. l'hys. Bd. 14, S. 301. 1923. 
") R. WACHSMUTH, Vcrh. d: D. Phys. Gcs. (3) Btl. 2, S. 36. 1921. 

I1andbuch <lcr Physik. XX. 9 
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3. Das WIENsche Verschiebungsgesetz. Auf theoretischem \V cge ist W. \VlEN!) 
zu cincm Gcsctze £iir die Emission des schwarzen K6rprrs gelangt, welches 
hrute als \VlENsches Verschicbungsgesetz bezeichnct \Vird. Diescs Gesctz bilC\ctc 
eincn crsten Schritt auf clem \Vege, die GroBe e des KmcHHoFFschen Gesetzcs 
also clas Emissionsvermogen eines schwarzen Korpers, in ihrer Abhangigkeit 
von Wellenlange und Temperatur darzustellen. Man kann dieses Gesetz in der 
Form schreiben 

e (A, T) = +'5 ./ (A • 1') . 

Aus dieser Gleichung ergibt sich, daB der Verlauf der Funktion e fur jede belie
bige Temperatur bercchnct werden kann, wenn er £iir cine einzige Temperatur 
bekannt ist. Nehmcn wir bei der Tempcratur Tl cine bestimmte Wellenlange 
}'1 und bei einer anderen Temperatur T 2 eine andere Wellenlange A2, so daB 
Al 1'1 = }'2 1'2 ist, so hat fiir beide Temperaturen die Funktion ! den gleichen Wert. 
Es ergibt sich also 

e2 
; c, ., 

e1 /.~ 
, 

wobei e1 sich auf die Temperatur 1'1 und die Wellenlange )'1' e2 auf die Temperatm 
1'2 und die Wellenlange }'2 bezieht. Bei der zweiten Temperatur erhalten wir 
also, wenn wir die Wellenlange als Abszissen, die zugehorigen Energien als Or
dinaten auftragen, ein Abzissenverhaltnis von T 2 : T 1 , und ein Ordinatenverhalt
nis von Xi: }.~ oder auch von n: n. Der Flacheninhalt der von der Kurve unci 
cler A-Achse umschlossenen Flache andert sich also mit T4, wie es clas STEFAN
BOLTzMANNsche Gesetz erfordert. 

Die Experimente zeigen nun, daB die Funktion e (A, T) ein Maximum hat. 
Nennen wir Am die Wellenlange dieses Maximums £iir die Temperatur 1', so hat 
die Funktion A -5 • ! (A' T) £iir diesen Wert ihr} Maximum. Die Differentiation 
nach }, bei Konstanten T und die Maximumbedingung licfert 

~~ = - 5· },;;,6 ./(Am· T) + ;. -5. !'Um' 1') . l' = O. 
al. 

DarallS folgt 
5 • ! (Am' 1') = J.", . T· !' ().m· T) . 

Das ist aber eine Bestimmungsgleichung £iir das Produkt Am . 1', die unabhangig 
von clem gewahlten Tcmperaturwert £iir das Produkt I'm . Timmer clas gleiche 
Resultat liefert. Wir folgern also aus dem \VIENschen Gesetz 

Am • l' = konst. 

fUr jecle Temperatur T, d. h. die Wellenlangen cler maximakn Strahlung sim1 
den absoluten Temperaturen umgekehrt proportional. Bei Zunahmc cler Tem
peratur verschiebt sich das Energiemaximum nach kurzeren Wellen. Das Gesetz 
wircl deshalb auch das WIENsche Verschiebungsgesetz genannt. 

Die experimentelle Prufung des WIENschen Verschiebungsgcsetzes ist fast 
immer in Verbindung mit Untersuchungen uber die vollstandige Strahlungs
formel erfolgt. Urn Wieclerholungen zu vermeiden, wollen wir uns cleshalb zu
erst dieser selbst zuwenden. 

4. Das vollstandige Strahlungsgesetz des schwarzen Korpers. Es han
ddt sich Doch darum, im vVIENschen Ver~chichungsgesetz die Funktion f (J, . 1') 

1) \\". \\"IE!\", \\"iC'd. Ann. Bd. 52, S.132. 1R')+; Berl. Ber.1893, S. 55; s. auch liT. THIESEN, 
",.rh. <l. n. Phys. Ges. Bd.2, S. (j5. 1900. 
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zu bcstimmen. Dieser Bestimmung i~t cine groDe und sehr schwierige experimcn
telle und theoretische Arbeit gewidmet worden. 

Auf theoretischem Wege sind drei Gleichungen abgeleitet worden. die gc
nligend begrlindet worden sind. um als Grundlage fUr die Untersuchung zu 
dienen. Die erste stammt von RAYLEIGH und JEANS l ) und lautet 

e(A. T) = C· A -4. T, 

wo C eine Konstante ist. Man sieht, daB sic das WIENsche Verschiebungsgesetz 
erflillt, indem die Funktion t (A . T) den Wert A . T selbst hat. Spater hat RAY-

c. 
LEIGH noch den Faktor e- -;::-P hinzugefUgt. 

Die zweite Formel stammt wieder von WIEN2) und wurde spater von PLANCK3) 
besser begrlindet. Sie lautet 

c, 
e(A, T)=Cl·A-S.e-;"-:-T. 

Die dritte Formel endlich, die als Ausgangspunkt der Quantentheorie historische 
Beriihmtheit erlangt hat, stammt wieder von PLANCK4). Sie lautet 

e (A, T) = Cl • A - S • _1 __ . 
c':! 

eT.7i _ 1 

AIle drei Formcln erfUllen das WIENsche Verschiebungsgesetz; nur gibt die 
RAYLEIGH-JEANssche Formel in der ersten Form keine Rechenschaft von dem 
schon durch rohe Annaherungsversuche feststellbaren Intensitatsmaximum bei 
festgehaltener Temperatur. Man sieht aber, daB fUr hohe Werte von J.. • T die 
PLANcKsche Formel in die RAYLEIGHSche libergeht, wenn man die e-Funktion 
in eine Reihe entwickelt, und hahere Glieder vernachlassigt. Flir kleine Werte 
von J.. • Taber geht die PLANCKsche Formel in die von WIEN liber, weil dann die 
1 im Nenner gegen das erste Glied verschwindet. Es ergibt sich ferner durch die 
Aufstellung der Maximumbedingung aus der WIENschen Formel 

b = Am • T = -~~ , 
aus der von PLANCK 

b = J.. • T = __ C2_ 
m 4.965 ' 

als Zusammenhang mit der Konstanten b des WIENS chen Verschiebungsgesetzes. 
Flir die experimentelle Prlifung der Strahlungsformeln kannen zwei Wege 

beschritten werden. Einmal kann man bei konstanter~ Temperatur des schwarzen 
Strahlers die Abhangigkeit der Strahlungsintensitat von der WellenIange unter
suchen, also Kurven zeichnen, die man Isothermen nennt, dann aber kann man 
bei konstant gehaltener Wellenlange die Temperatur verandern, und erhalt eine 
Abhangigkeit, die sich durch sog. Isochromaten darstellt. 

Beide Methoden sind fUr die Prlifung der Formc1n vielfach verwendet wor
den. Wieder wollen wir bei Besprechung der Versuche diejenigen Arbeiten, diE: 
vor der experimentellen Herstellung des schwarzen Karpers als strahlender Hohl-

1) Siehc z. B. Lord RAYLEIGH. Phil. Mag. (5) Bd. 49, S. 539. 1900 oder H. A. LORE~TZ, 
Theorie d. Strahlung, Leipzig 1927, S. 56ff. 

2) W. WIE:-I, Wied. Ann. Bd. 58, S. 662. 1896. 
3) M. PLANCK, Ann. d. Phys. Bd. 1, S. 719. 1900. 
4) M. PLANCK, Verh. d. D. Phys. Gcs. Bd. 2, S. 202, 237. 1900; s. bcsonders auch M. 

PLANCK, Theoric der "·armestrahlung 5. Auf!. Leipzig 1923. 

9* 
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raum liegen, auBer Betracht lassen. Nur diejenigen von PASCHEN 1) mussen 
erwahnt werden, wei I in ihnen die Methodik soIcher Untersuchungen sehr voll
kommen entwicke!t worden ist. 

Auch bei den Messungen mit schwarzen Strahlern sind wieder zuerst soIche 
von PASCHEN2) zu nennen, der mit schwarzen Korpern verschiedener Temperatur 
als Strahler und geschwarztem Platinbolometer in spiegelnder Kugel als Emp
fanger die Untersuchungen ausfiihrte und sowohl Isothermen wie Isochromaten 
zu den Rechnungen benutzte. Er glaubt fUr das Temperaturintervall von 100 
bis 1300° C und den Wellenlangenbereich von 0,5 bis 9,21l das WIENsche Gesetz 
innerhalb der Versuchsfehler beseitigt zu haben. Allerdings fallen ihm bei den 
hochsten verwendeten Temperaturen Abweichungen auf, die sich in einem gro
Beren Wert der Konstante C2 auBern. 

Fiir das Gebiet der sichtbaren Wellen bestatigte sich das WIENsche Gesetz 
jedoch mit groBer Vollkommenheit. Dies geht aus Messungen von PASCHEN 
und W ANNER3) hervor, die mit dem Spektralbolometer isochromatische Linien 
sichtbarerWellenlangen untersuchten, und weiteren Beobachtungen von WANNER4), 
der die Isochromaten photometrisch untersuchte, und bis zu 4000° zeigte, daB 
das WIENsche Gesetz nahe giiltig sein musse. 

DaB das WIENsche Gesetz nicht als allgemeines Strahlungsgesetz brauchhar 
ist, haben dann LUMlliER und PRINGSHEIM5) gezeigt. Bei ihren Messungen an cler 
durch ein Fluoritprisma oder Sylvinprisma spektral zerlegten Strahlung eines 
schwarzen Korpers ergab sich, daB aus Isochromaten fiir verschiedene Wellen
Iangen errechnete Werte der GroBe c2 cles WIENschen Gesetzes nicht konstant 
waren, sondern mit wachsender Wellenlange anstiegen. So ergab sich der Wert 
dieser GroBe bei einer Wellen lange von 4,5 61l zu 16500 gegen 13 500 bei einer 
Wellenlange von 1,21 fl. Messungen von BECKMANN 6) hatten fur die Wellen
langen der Reststrahlen des FluBspats von 23,5 und 25,5/l sogar einen Wert 
von 24250 ergeben. Ebenso zeigten Messungen von RUBENS und KURLBAUM7) 

bei den Wellenlangen 8,85 bis 51,21l und bei Temperaturen zwischen -190 und 
1500 ° die Unbrauchbarkeit cler WIENschen und die Gultigkeit der PLANcKschen 
Forme!, die bei hohen Temperaturen durch die RAYLEIGHSche ersetzt werden 
kann. Auch weitere Untersuchungen von PASCHENS) bestatigen diesen Befund. 
Auch cliese Versuche sind an Isochromaten ausgefUhrt und ergeben fUr die Kon
stante C2 der PLANCKschen Formel c2 = 14498 Mikron . Grad. Die Konstante 
b des WIENschen Verschiebungsgesetzes falgt daraus zu 2920 Mikron' Grad. 
Einen etwas kleineren Wert fanden HOLBORN und VALENTINER9), die gegen die 
Temperaturbestimmung in den fruheren Arbeiten Bedenken erhoben. Sic fanden 
ebenfalls durch Messungen an Isochromaten c2 = 14200. 1m kurzwelligen Teil 
des Spektrums hat BAISCHlO) Isochromaten durch Schwarzungsmessungen an 
photographischen Platten bestimmt, und zwischen 0,334 und 0,496/l den Wert 
C2 = 14950 gcfunden. 

") F. PASCHEN, Wied. Ann. Bd. 58, S. 455, 1896; Bd. 60, S. 662. 1897. 
2) F. PASCHEN, Ber!. Bcr. 1899, S. 405, 959. 
") F. PASCHl':N, ll. H. \VANNER, Berl. Bcr. 1899, S. 5 . 
. 1) H. WANNEH, Ann. d. Phys. Be\. 2, S. 141. 1900. 
5) O. LUM~lER ll. E. PRINGSHEIM, Verh. d. D. Phys. Gcs. Bd. 1, S. 23,215.1899; Ed. 2, 

S. Hi3. 1900. 
6) H. BECK~IANN, Diss. Ttibingen 1898. 
7) H. HUBENS II. F. KURLBAU~I, Ann. d. Phvs. 13d. 4, S. 649. 19f11; ner!o 13cr. 1'>00, 

S.92<). . 
") F. PASCHEN, Ann. U. Phys. Bd. 4, S. 277. 1901. 
") L. HOLBORN II. S. VALENTINER, Ann. d. phys. Bel. 22, S. 1. 1907. 

10) E. BAISCH, Ann. d. Phys. Bel. 35, S. 543. 1')!!. 
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Sehr sorgfiiltige Messungen sind dann in der physikalisch-technischen Reichs
anstalt von WARBURG und seinen Mitarbeitern1) ausgefUhrt worden. Bei zwei 
Temperaturen wurden Isothermen einer prismatisch zerlegten Hohlraumstrah
lung spektralbolometrisch aufgenommen und auJ3erdem vergleichende Hellig
keitsmessungen bei der WellenHi.nge der roten Wasserstofflinie ausgefUhrt. Aus 
Isothermen und Isochromaten kann dann C2 bestimmt werden. Besonderer Wert 
wurde in diesen Arbeiten auf die richtige Temperaturbestimmung gelegt. Die 
Ergebnisse der ersten Arbeit fUhren zu einem Wert 

c2 = 14370 ± 40 Mikron . Grad, 

die der zweiten 14250 oder 14300 oder 14400 je nach der benutzten Temperatur
skala und der fiir das Quarzprisma angenommenen Dispersionskurse. Ais wahr
scheinlichster Wert wird aus allen diesen Messungen 

c2 = 14300 Mikron . Grad, 

oder fUr die Konstante des WIENschen Verschiebungsgesetzes 

b = 2880 Mikron . Grad 
gewonnen. 

Zu einem Werte, der dem vorigen nahe liegt, ist dann auch COBLENTZ2) 
gekommen, der aus Isothermen und Isochromaten nach anfiinglich etwas hahcren 
Wert en C2 = 14320 b = 2882 fand. In der angefiihrten Arbeit findct sich eine Zu
sammenstellung der von dem Verf. angestellten Versuche. 

AIle diese Untersuchungen lassen es kaum zweifclhaft erscheinen, daB das 
PLANcKsche Strahlungsgesetz, welches das WIENsche Verschiebungsgesetz in 
sich einschlieJ3t, der adiiquate Ausdruck fUr die KIRCHHOFFsche Funktion der 
Strahlung des absolut schwarzen Karpers ist, und man wird die Werte 

c2 = 14300 Mikron . Grad und b = 2880 Mikron . Grad 

als wahrscheinliche \Verte fiir die Strahlungskonstanten ansehan kannen. 
Zwar haben NERNST und WULF3) bei nochmaliger eingehender Kritik aller 

friiheren Untersuchungen cine kleine Modifikation der PLANCKschen Formcl 
durch die empirische Gleichung 

1 c 
e = i.5 • e"'--=-1(1 + eX), 

wo wieder x = X ~2T und IX cine kleine von x abhangige KorrekturgroBe mit einem 

Maximum bei x = 2,5 und einem graJ3ten Werte von 0,07 ist, einfUhren zu miissen 
geglaubt. RUBENS und MICHEL4 ) haben aber dann durch sehr sorgfaltige Mes
sungen an Isochromaten in einem wei ten Bereich des Produktes }. . T zeigen 
k6nnen, daB es doch wohl Fehlerquellen in den alten Messungen sein miissen, die 
die Notwendigkeit der IX-Korrektur bedingen, und MICHELS) hat dann die Mes
sungen zu einer nochmaligen Bestimmung der Konstante C2 benutzt, die den Wert 
14270 liefert. 

Wir diirfen also fUr den untersuchten Temperatur- und Wellenlangenbereich, 
der sich iiber alle herstellbaren Temperaturen und iiber WellenHi.ngen von 8 Ok
taven erstreckt, die Richtigkeit der PLANcKschen Forme! annehmen. 

1) E. \YARBURG, G. LEITHA-USER, E. HUl'KA U. E. MULLER, Ann. d. Phys. Bel. 40, S. 609. 
1913; E. WARBURG U. E. !\lULLER, Ann. d. Phys. Bel. 48, S.41O. 1915. 

2) W. W. COBLENTZ, Zusall1ll1engefaLlt in Journ. Opt. Soc. All1cr. Bd. 5, S. 131. 1~)21. 
:I) W. NERNST U. TH. WULF, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 21, S.294. 1919. 
~) H. RUBENS U. G. !\lICHEL, Berl. Ber. 1921, S. 590. 
5) G. MICHEL, ZS. f. Phys. Bd.9, S.285. 1922. 
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AuBer den besprochenen experimentellen Methoden zur Bestimmung der 
Strahlungskonstanten a und c2 liegt noch die Moglichkeit vor, diese Konstanten 
aus ihren theoretischen Zusammenhangen mit anderen physikalischen Gro13en zu 
berechnen. Die PLANcKsche Strahlungstheorie liefert fUr a und c2 die Beziehungen 

c·ll 
a = 40,862 . -.\ Co 

und 

Darin ist c die Lichtgeschwindigkeit, k die BOLTZMANNsche Konstante und h 
das PLANcKsche Wirkungsquantum. Fur die nach dem augenblicklichen Stande 
der Forschung besten Werte dieser Gro13en 

ergibt sich 

c = 2,9985.1010 cm sec 1 1), 

k = 1,3 72 . 10 -16 erg. grad -1 2), 

It = 6,55 . 10 - 27 erg. sec 3) 

(J = 5,716.10'-5.10- 12 Watt cm -2 Grad- 4, 

c2 = 14320 Mikron· Grad, 
b = 2880 Mikron . Grad. 

Der Wert von a ist etwas kleiner als der aus den Experimenten direkt gcfundenc, 
wahrend C2 gut mit dem experimentellen Mittelwert ubereinstimmt. 

5. Die Strahlung nichtschwarzer Korper. Die GesetzmaI3igkeiten der Strah
lung nichtschwarzer Korper sind noch wenig erforscht. Nach dem KIRCH
HOFFsehen Gesetz kommt die Untersuchung im wesentlichen auf diejcnigc des 
Absorptionsvcrmogens A heraus, da das Emissionsvermogen Emit diesem durch 
clie Bezichung 

E 
A- = e 

verknupft ist, unci e die besprochenen Gese tze befolgt. Die Abhangigkeit cler 
Gro13e A von Temperatur unci Wcllenlange ist aber nur fUr wenige Faile genugend 
bekannt. Fur die Faile, in denen der str ahlende Korper fUr die Strahlung un
clurchlassig ist, steht, wie frtiher .schon crw}hnt, das Abwrptionsvermiigen A 
mit dem Reflexionsvermogen R in dC'r Beziehung 

A = 1 - R, 

so da13 auch die Untersuchung der Temperatur- und Wellenlangenabhangigkeit 
von R in vielen Fallen das Problem 16sen wi.irde. Fur Metalle4 ) la13t sich cine 
Beziehung zwischen dem Absorptionsverm6gen, der Schwingungsdauer T des 
einfallenclen Lichtes und der clektrostatisch gemessenen Leitfahigkeit a in der 
von DRUDE herrschendcn Form aufstcllcn 

4 2 . = -;--"'---- -, 
)0' T· m 

wo m die Magnetisierungskonstante ist, die sich im allgemeinen nur wenig von 
1 unterscheidet. Wird statt cler Schwingungsdauer die Wellenlangc }. in /t gc-

I) F. HEK:-lIKG 11. \V. JAEGER, ds. Handb. 13<1.2, S. 507. 192(,. 
2) F. HE:-lKING U. \V. JAEGER, cbenda, S. 50-t. 
3) F. HEN:-lIl'"(; 11. \Y. JAEGER, cbenda, S. -'11. 
4) Ygl. den Bericht \"on F. HENNIKG, Jallrb. d. Hadioakt. Bd. 17, S. 30. 192U, \va nuch 

aushihrlichcs Litcratllrvcrzcichnis. 



Zi£f. 5. Die Strahlung nichl.schwarzcr Karpel'. 135 

Illt'sscn lind statt (J der spczifische Widerstand I' dcs 1 Meter-Drahtes von ., 111m2 
Querschnitt in Ohm gcmessen eingcfuhrt, so wird fur m = 1 

A = 0,365 ." .!' . ). 

Dicse aus der MAXWELLschcn Thcoric gcwonnene Gleichung gilt jedoch nur fur 
lange Wcllen. Man kann £iir ihren Gultigkeitsbereich die Strahlungsgesetzc fur 
die l\Ictalle angeben und findet nach ASCHKINASSl) 

E = 0,665 . c1 • vi .), -5,5. (el.-\, _ 1 )1, 

\\'0 C1 Hllll C2 die Konstanten der PLANCKschen Forme! sind, 
Flir das :Maximum der Encrgie folgt daraus 

Jell! • T = 2611 , 

und Wr die Ges<lmtstrahlung, wenn sic im Gebiet genugendlallger Wellen bleibt, 

G = C . j!y . p,;, 

1m (~ebiete der langen \Vellcn sind diese Beziehungen insbesondere durch HAGDI 

Hnd RUBENS2) gepruft worden. Es zeigte sich, daB fUr cine gro13e Anzahl von 
"Ietallen bei Zimmertemperatur und Wellenlangcn zwischen 8 und 12!r sowie 
lwi 170 ° und einer Wellenlange von 25,5 fl. die Beziehung zwischen Absorptiolls
,,'('rmogen, LeiWihigkeit und Wellenlange der DRuDEschcn Formel folgte. Auch 
Platin, das bei der Wellenlange 25,51l in einem groBeren Temperaturintervall 
untersucht wurde, folgte bis etwa 1560° bis auf geringe Abweichungcn dicscm 
Cesrtz. Dic Abweichungcn erfolgen hicrbci im Sinnc cines gegen die Theorie zu 
gro13en Emissionsvermogens, 

Ceht man jedoch zu klcincren Wellenlangen uber, so sind die aus der MAX
WELLschcn Theoric gcfolgerten Gesetze, wic cs ja auch zu erwarten ist, nicht mehr 
gliltig. 1m sichtbaren Gebiet andert sich das Reflexionsvermogen der Metalle 
flir einc bestimmtc Wellenlange augenscheinlich nur noch sehr wenig mit der 
Tcmperatur3). Das Absorptionsvermogen ist also hier ebenfalls cine Konstante. 
DOl im sichtbaren Ccbict fur die Strahlung des schwarzen Korpcrs das WIENsche 
Strahlungsgcsctz als gultig angenommen werden kann, lal3t sich das KmcII
][OF1'Schc Gesctz hier in der Form schreiben: 

c~ 

E = A . c1 • ), - 5 • e - I. l' . 

lkstimmt man nun dic Temperatur 5 cincs schwarzcn Korpcrs fur einc be
stimmte sichtbare WellenHi.nge )" fur die die Emission des schwarzen Strahlers 
bei der gleichen WellcnHinge diesel be ist wie die des nichtschwarzen bei der 
Temperatur T, so ist 

abo 

oder 

c'! 

E=c1 ·),-5.e- I,.s, 

c;! 

e i"s=A·e 
c'! 

}. '1' , 

InA =~~ .. [; - ,~-], 

') E. ASCHKINASS, Ann. el. Phys. Bd. 17, S·960. 19(15. 
2) E. HAGEN li. H. RUBENS, Ann. el. Phys. Bel. 8, S. 432. 1902; Bel. 11. S. 873. 1903; 

Verh. el. D. Phys. Ccs. Bd. 6, S. 128. 1904; Berl. Bel'. 1,)09, S. 478; 1910, S.467. 
3) Siehe z, B. L. HOLBORN U. F. HENNING, TIer!. Bel'. 19V5. S.311. 
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Die Temperatur S hei13t die "schwarze Temperatur" des Strahlers fi.ir die 
bestimmte WellenHi.nge, und die obige Gleichung gestattet daher aus wahrer 
und schwarzer Temperatur eines Strahlers sein Absorptionsvermogen zu be
stimmen. Umgekehrt erlaubt die Formel bei bekannten Absorptionsvermogen 
und gemessener schwarzer Temperatur, die mit einem optischen Pyrometer aus
gefiihrt werden kann, auch die Temperaturbestimmung eines nichtschwarzen 
Strahlers 1). 

Unter der Voraussetzung, da13 bei langen Wellen (etwa iiber 8fl) die MAX
wELLsche Theorie angewendet werden darf, und daB im sichtbaren Spektral
gebiet das Absorptions- bzw Reflexionsvermogen konstant ist, la13t sich also 
fi.ir Metalle cine theoretische Behandlung der Strahlung fiir diese Bereiche durch
fi.ihren. 1m iibrigen aber sind wir auf empirische Beziehungen angewicsen, und 
fi.ir cine Reihe von Metallen sind solche Beziehungen aufgestellt worden. 

Besonders einfach zu bestimmen bei Metallen ist die Gesamtstrahlung als 
Funktion des spezifischen Widerstandes. Man braucht dazu nur cine Auf
nahme der Stromspannungskurve eines im Vakuum gegluhten Drahtes, dessen 
Abmessungen bestimmt sind, auszufiihren. Nach Eintreten cines Gleichgewichts
zustandes geht die verbrauchtc Leistung als Ausstrahlung verloren. 

Wenn der Tcmperaturkocffizient des Widerstandes bekannt ist, kann dann 
auch die Temperaturabhangigkeit dcr Strahlung bcstimmt werden. Auf diesem 
Wege findet VERNON A. SUYDAM2) fiir cine Reihe von Mctallen die Gesamt
strahlung, darstellbar durch eine Formel von dem Typus 

G = e. Tn. 

Fur Silber zwischen 610 0 und 981 0 abs. findet er 

e = 2,9 . 10 -13 Wa tt cm - 2 • grad- .1,1, n = 4,1. 

Fiir Platin zwischen 647 0 und 1135 0 abs. findet er 

e = 2,1 bis 2,9.10 15 Watt cm -2 grad -5, n = 5. 

Fur Eisen zwischen 696 0 und 1303 0 abs. findet er 

e = 2,9 bis 3,9 .1O- 17 Wattcm- 2 grad- 5,55, n = 5,55. 

Fiir Nickel zwischen 463 0 und 1283 0 abs. war die Beziehung schlechter cr
mIlt, lie13 sich aber fiir e = 1,04 . 10 -1-1 und n = 4,65 noch einigerma13cn auf
rccht erhalten. 

In almlicher Weise haben spater F01{SYTHE und \i\'ORTHING3), ZWIKKER'I) 
und GEIss5) die Gesamtstrahlung von Wolfram bestimmt. Nach GEISS laf3t 
sich diese durch die Beziehung 

G = 1,425.10- 6 • )'4,14 Watt cm- 2 

als Funktion des spezifischen Widerstandes )' darstellen. Der Temperaturbereich 
geht dabei von 1700 0 bis 2700 0 abs, Fur Platin ist nach GEIss6 ) im Temperatur
bereich zwischen 475 0 und 1575 0 abs. 

G = e· 1"1"0' TI Watt cm- 2, 

wo ('j die Konstante des STEFANschen Gesetzes, e = 6,22' 10- 4 und q! = 0,767 ist. 

1) Siehe z. B. M. \'. PIRA)lr, Verh. d. D. Ph),s. C;cs. Be\. 12, S. 301. 1910; Phys. ZS, 
Bd. 13, S. 753. 1912. 

") VERNO;\[ A. SUYDA;lI, Phys. Ecv. Bd. 5, S. 407. 1015. 
3) \\'. E. FORSYTHE U. l;. \\'ORTHING, Astrophys. Joura. 13<1.61, S. H(i. 1025. 
") C. ZWIKKER, IJiss .. \m:;tcrciam 1925; Arch. Ncerlanel (3.\) Bel. '), S.207. 1925. 
0) \\'. (;EISS, Ann. d. Phys. Bd. 7'), S. 85. 1,)26. 
6) \Y'. GEISS, Physica Bd. 5, S. 203. 1925. 
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Bei elmgen Metallen ist versucht worden, cine voIlsUinclige Strahlungs
gleichung aufzustellen. PASCHEN l ) erhielt fUr die Platinstrahlung Anschlul3 
der Messungen an eine der WIENschen Strahlungsgleichung ahnliche Formcl 

c, 
E = Cl • A. -IX. e J.T 

mit den Konstanten IX = 6,4 und C2 = 15000. Dal3 dies nicht die wahre Strah
lungsgleichung fiir aIle Temperaturen sein kann, folgt aus dem Umstande, dalJ 
aus dieser Gleichung fUr sehr hohe Temperaturen ein Emissionsvermagen folgen 
wiirde, das gral3er als das des schwarzen Karpers bei gleicher Temperatur ware. 
Die Gesamtstrahlung ergibt sieh namlich aus der obigen Gleichung proportional 
zu IX - 1, also zu 5,4. Aueh der Wert von IX = 6, den LUMMER und PRINGSHEIM2) 
fanden, wiirde zu diesem Widerspruch fiihren. Deshalb ist die Beobaehtung von 
COBLENTZ3) wichtig, der fUr IX mit zunehmender Temperatur abnehmende Werte 
findet. Dementsprechend ergibt sieh auch fiir das Produkt }'maxT, das nach 
der obigen Formcl konstant gleieh C2/IX sein miiBte, mit steigernder Temperatur 
eine Zunahme. 

Von nichtmetallischen Strahlern, die untersucht worden sind, ist zunachst 
die Kohle zu nennen. Sie ist schon von PASCHEN4 ) in der Form von Graphit 
untersucht worden, und ihre Emission laBt sieh durch die PASCHENsche Strah
lungsformel im Temperaturbereieh von 343 bis 1206° C mit den Konstanten 
C2 = 13380 bis 14110 und IX = 5 bis 5,6 darstellen. In der Form von RuB wird 
die Kohle zur Schwarzung von Strahlungsempfangern benutzt, und vielfaeh ist 
die Schwarze solcher beruBter Flachen bestimmt worden. Hier ist natiirlich das 
Emissionsvermagen wegen der nichtdefinierten Oberflache nicht immer das 
gleiche, sondern von der Art der Herstellung abhangig. Besonders eingehende 
Untersuchungen solcher geschwarzter Flachen sind von RUBENS und HOFFMANN5) 

angestellt worden. Dabei waren die strahlenden Flachen die Seiten cines mit 
siedendem Anilin von 184 ° C gcfiillten Kupferkastens. Bei geeigneter Herstellung 
und gceigneter Dicke der strahlenden Schieht kann erreicht werden, daB der 
RuB ungcfahr als vollkommen graul'r Karper strahlt, so daB also ein Emis
sionsvermagen vorhandl'n ist, welches unabhangig von der \Vellenlange immer 
den gleiehen Bruehteil des Emissionsvermogens eines absolut schwarzen Kor
pers von der gleichen Temperatur bildet. Als bestes Schwarzungsmittel finden 
RUBENS und HOFFMANN ein nach folgendem R.czept hergestl'lltes: 5 g kauf
lichl's Olschwarz werden in 15 cern Alkohol gdost und drl'imal unter Zusatz 
von jl' 10 ccm Wasser auf klciner Flamme 11ntcr dauerndcm Riihren zu diinncm 
Brei cingedampft, bis aller Alkohol verdampft ist. Dann wird der Brei nach 
Zusatz von 3 eem Natronwasserglas (2,5 g fester Substanz) mit einem Haar
pinscI in diinner Schicht mchrmais auf die zu schw~irzcndc Flache aufgetragen. 
Rei einer Schichtdicke von 400 ft ergibt sich dann ein Emissionsvermogen von 
93 bis 97% derjenigen des schwarzl'n Korpers, wobei die kleineren Werte sich 
auf kiirzere, die graBeren auf Hingcre Welleniangen beziehen. Andere Rul3schich
ten (Terpl'ntinruJ3, CrovaruB) sowie auch Platinmoor zeigen etwas geringere 
Schwarzung und gri>Bere Welleniangenabhangigkeit. 

Eine graBere Anzahl von Untersuchungen liegt tiber die Strahlung von 

1) F. PASCllEK. \Yied. :\nn. Bel. :is. S.455. 1Sq6; Bd. (,(). S. (,22. lR')? 
") O. LU~I:IIER 11. E. PRlNGSHEDI. Ycrh. tI. D. Ph),s. Gcs. Btl. 1, S. 215· 18\>\>. 
:I) \Y. \V. COBLENTZ, Bull. Bureau of Stand. Ed. \>. S. 81. 1 <)12. 
I) F. PASCHE!-1, \\"ied. Ann. EC!. 58, S.455. 18\>6; Bel. 60, S.622. 18\>7. 
0) H. RUBENS u. 1(. HOFFMANN, Eerl. BeL 1922, S.424. 



138 Kap. 5. L. GRIlIl!!:: Wcil.les Licht. Ziff. 5. 

MetaIloxyden vor. Fiir Eisenoxyd und Kupferoxyd findet PASCHEN!) seine 
Strahlungsformel 

c, 
J = C1 • J.. -" • e - X>1' 

mit den Konstanten IX = 5,618 und c2 = 14245 fUr Kupferoxyd und IX = 5,560 
und c2 = 14630 fiir Eisenoxyd giiltig. M. KAHANOWICZ2) findet fiir die Gesamt
strahlung von Eisenoxyd, Nickcloxyd und Kupferoxyd statt des STEFANschen 
Gesetzes cine Beziehung von der Form 

c 

G=C·Tl·e'1' 

erfiillt. Die Konstante Chat dabei fiir aIle diese Oxydc den glcichen Wert. 
Fiir Aluminiumoxyd und Magnesiumoxyd finden HENNING und HEUSE:l), 

daB bci 1100 0 cine 9 mm dicke Schicht im Sichtbaren nahe wie ein grauer Karper 
yom Emissionsvermogen 0,8 des schwarzen Korpers strahlt. 

Besonders interessant ist die Strahlung einer Reihe von Oxyden, die stark 
selektive Eigenschaften aufweisen. Hier ist die Emission des Auerstrumpfes zu 
nennen, die insbesondere von RUBENS4) genauer untersucht worden ist. Das 
Energiespektrum des aus 99,2% Thoriumoxyd und 0,8% Ceroxyd bestehenden 
Auerstrumpfes zeigt ein starkes Maximum in Blau und Griin, das dem des schwar

'zen Korpers bei gleicher Temperatur nahekommt, flint dann stark ab bis auf 
etwa 0,01 der Emission des schwarzen Korpers und erreicht erst bci sehr langcn 
Wellen, bei denen die Strahlung iiberhaupt nur noch einen sehr geringen Bruch
teil der Gesamtstrahlung ausmacht, wieder hahere Werte, die schlie13lich dem 
Emissionsvermogen des schwarzen Korpers bei etwa 18,LL wieder nahekommcn. 
Die Messungen bilden cine Bestatigung einer von NEHNST und BOSE aufgestell
ten Hypothese, nach der infolge der feinen Massenverteilung und der geringen 
Gesamtemission der Auerstrumpf in der Bunsenflamme cine hohe Temperatur 
erreicht. In Verbindung mit der groBen strahlenden Oberflache des Gliihkarpers 
und seinem hohen Emissionsvermagen im sichtbaren Spektralgebiet bedingt 
diese hohe Temperatur von 1500 bis 1600 0 C den giinstigen Lichteffekt. Ubrigens 
ist das Absorptionsvermogen und damit auch das Emissionsvermagen des Strump
fes stark yom Cergehalt abhangig. Die giinstigste Leuchtwirkung wird bei dem 
oben angegebenen geringen Cergehalt erreicht, weil mit zunehmendem Cergehalt 
wegen der dickeren Schicht die Absorption und damit auch die Emission im un
sichtbaren Spektralgebiet erhoht wird, so daB keine so hohe Temperatur mehr 
erreicht werden kann. Auch von der Temperatur ist das Emissionsvermogen 
des Ceroxyds stark abhangig im Sinne cines Wachsens mit steigender Temperatur. 

Das gleichc gilt fUr dic Masse dcs Nernstfadcns, dcr aus Zirkonoxyd mit 
einem Zusatz von 15 % Yttererden besteht. Auch clicse Substanz zeigt nach 
KURLBAUM und GUNTHER-SCHULZE5) zwischen 1100 bis 1500 0 in dcr Gegend von 
0,5 his 0,55/t ein Gcbict sclektiver Emission. Die Gesamtstrahlung ist von 
WIEGAND6) untersucht worden. Sie betragt bei 1000 0 C nur 16% clcr Strahlung 
des schwarzen Korpers und stcigt mit zunehmender Temperatur erst langsam, 
clann schneller, bis sic bei der Brenntemperatur der Nernstmasse von etwa 

1) F. PASCHEN, \Yied. Ann. Bd. 58, S.455. 1896; Dcl. 60, S. 622. 1897. 
2) M. KAHANOWICZ, Lincci Rend. Bd. 30, S. 132. 1921-
3) F. HENNING U. W. I-rEUSE, ZS. f. Phys. Bd. 20, S. 132. 1923. 
4) H. RUBENS, Verh. d. D. Phys. Gcs. Bd. 7, S. 346.1905; Ann. d. Phys. Bd. 18, S. 725; 

l'hys. ZS. Bd.6, S.790. 1905. 
5) F. KURLBAUM U. GUNTHER-SCHULZE, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 5, S.428. 1903. 
G) E. WIEGAND, ZS. f. Phys. Bd. 30, S. 40. 1924. 
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2200° C etwa 75 % der Strahlung des schwarzen Korpers gleicher Temperatur 
erreicht hat. Ober die Emission des Nernstfadens im Sichtbaren ist noch cine 
Untersuchung von PFLUGER!) zu nennen, der mit der linearen Thermosaule die 
spektrale Energieverteilung in diesem Gebiet gemessen hat. 

Von weiteren Arbeiten iiber die Emission von Oxyden ist besonders bemer
kenswert eine von MALLORy2) herriihrende Untersuchung iiber die Strahlung des 
Erbiumoxyds. Auch hier ist eine ausgesprochene Selektivitat vorhanden, die 
von der Temperatur abhangig ist, aber der Vergleich mit der Strahlung des 
schwarzen Korpers zeigt hier eine Abweichung vom KmcHHoFFschen Gesctz. 
Bei Temperaturen nahe 1000° C iibersteigt namlich die Intensitat der Strahlung 
besonders im Griin die des schwarzen Korpers. Die Strahlung des Oxyds im 
Griin kam bei 900° der des schwarzen Kurpers bei 1000° gleich und war bei 
980° viermal so stark, wahrend im Rot diese Anomalie schon nicht mehr auf
trat. Dieser Bcfund wurde spater von NICHOLS und HOWES3) bestatigt und dahin 
gedeutet, daB in diesem Spektralbereich sich cine Lumineszenzstrahlung iiber 
die reine Temperaturstrahlung iiberlagert. Auch das von NICHOLS4 ) im sicht
baren Spektralgebiet untersuchte Germaniumoxyd zeigt cine starke, von der 
Temperatur abhangige SelektiviUit, ohne aber das Emissionsvermogen des 
schwarzen Korpers zu iibersteigen. 

In diesem Zusammenhang ist schliel3lich noell die Emission solcher leuchten
der Flammen zu nennen, die weiBes Licht aussenden, und in denen die Emission 
durch gliihende kleine Teilchen fester Substanz bewirkt wird. 

Als Normallichtquelle ist hier besonders die Hefnerlampe untersucht wor
den. Ihre Gesamtstrahlung hat ANGSTROMS) mit Hilfe seines Kompensationspyr
heliometers in 1 m Entfernung von der Flammenmitte zu 2,15' 10- s cal cm -2 sec- 2 

gemessen, wobei durch ein sich nicht erwarmendes Diaphragma clie Strahlung 
des Flammenrohres und der warmen Luft iiber der Flamme abgeblendet war. 
Spater hat GERLACH6) mit seiner Methode cler absoluten Thermosaule die Mes
sung wiederholt, wobei das definierende Diaphragma in 10 cm von der Flammen
mitte aufgestellt war und cine GroBe von 14· 50 mm hatte. Das Diaphragma 
war aus clreifachem Metallblech hergestel1t, an den Ecken durch Lederstiickchen 
zusammengehalten, blank auf cler Flammenseite, geschwarzt auf cler Seite der 
Thermostiule. Das Resultat ist 2,25 . 10- 5 cal cm- 2 sec! mit einer Reprodu
zierbarkeit von ±2%. Die spektrale Energieverteilung <ler Hefnerlampe im 
sichtbaren Spektralgebiet ist ebenfalls von ANGSTROM gemessen worden 7). Er 
findet eine WIENsche Formel flir die Energie pro cm 2 in Grammkalorien in 1 m 
A bstand von der Flamme 

H30D 

E = 0,016.), -5. e - ;.-;-1820 

giiltig. Eine sptitere genauere Messung von VALENTINER und IWSSIGER8) gibt 
besseren Anschlu13 durch die Formeln 

1431)0 

E = 0,01585' ),-5. e - ),,1840, 

1) A. PFI.UGER, Ann. d. Phys. Be\. 9, S. 185. 1902. 
2) W. S. MALLORY, Phys. Rev. Bd. 14, S. 54. 1919. 

3) E. L. NICHOLS U. H. L. HOWES, Science Bd. 55, S.53. 1922. 
4) E. D. NICHOLS, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd.9, S.248. 1923. 
5) K. A~GSTR(i~l, 'Yied. Ann. Bd. (,7, S. 633.1899; Phys. ZS. Bd. 3, S. 257.1902; Phys 

Rev. Bd. 17, S.302. 1903. 
6) W. GERLACH, Phys. ZS. Bd. 14, S. 577. 1913. 
7) K. ANGSTROM, Phys. Rev. Ed. 3, S. 137, 1895 lind Ed. 18, S.456, 1<)(j·l, 
8) S. VALENTINER II. ::\1. ROSSIGER, A1111. d. I-hys. Bd. 76, S.786. 1925. 
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im Bereiche von 0,44 bis 0,75 f.l. 
Einige amerikanische Arbeiten beschaftigen sich mit der Emission der 

Azetylenflamme. HYDE, FORSYTHE und CADyl) stellten fiir die zylindrische 
Flamme des Eastmanbrenners eine Strahlungsverteilung fest, die mit der des 
schwarzen K6rpers ubereinstimmte, glaubten aber im Rot jenseits 0,7 fL fUr die 
Azetylenflamme eine sHirkerc Strahlung als die des schwarzen Korpers zu finden. 
Nach COBLENTZ2) ist aber bis zu 0,74 f.l die Ubereinstimmung der Energiever
teilung mit der des schwarzen K6rpers von 2360 0 abs. vorhanden. 

1) E. P. HYDE, W. E. FORSYTHE 11. F. E. CADY, Phys. Rev. (2) Bd. 14, S. 379. 1919. 
2) W. W. COBLENTZ, Phys. Rev. Bd. 14, S. 168. 1919. 



B. Fortbildung der Wel1entheorie. 
K apitel 6. 

Elektromagnetische Lichttheorie. 
Von 

W. KONIG, GieSen!). 

Mit 19 Abbilclungen. 

I. Historische Ubersicht. 
1. Einleitung. Von einer Theorie des Lichtes in dem Sinne, den wir hcute 

mit diesem Worte verbinden, in dem Sinne einer Ableitung der Erscheinungen 
aus einer bestimmten Grundvorstellung uber die Natur des Lichtes, kann man 
erst seit dem letzten Viertel des 17. Jahrhunderts sprechen. Nicht als ob man 
sich in fruheren Zeit en keine VorsteUungen uber die Natur des Lichtes gemacht 
hatte. Die optischen Erfahrungen, die jeder Mensch macht, sind ja so unmittd
bar, ja man kann sagen, so viel unmittelbarer, eindringlicher und reichhaltiger, 
als alles, was uns unsere anderen Sinne an Erfahrungen vermittcin, daf3 jeder 
Versuch, das Wesen der Naturvorgange zu erfassen, die Lichterscheinungen vor 
allem behandeln muf3te. Aber die Vorstellungen, die man sich im Altertume und 
im Mittelalter von der Natur des Lichtes bildete, waren doch rein spekulativer, 
man kann sagen, willkurlicher Art; denn es fehlte die Kenntnis bestimmter 
Gesetzmaf3igkeiten, die die Grundlage und den PrUfstein der theoretischen Vor
steUungen abgeben konnten. So1che Kenntnisse wurden erst im Laufe des 17. Jahr
hunderts gewonnen. SNELLIUS und DESCARTES stellten die Gesetze der Spiege
lung und Brechung fest, OLAF ROMER bewies die endliche Fortpflanzungsge
schwindigkeit des Lichtes, BARTHOLINUS entdeckte die Doppelbrechung, GRIMALDI 
die Beugungserscheinungen. Diesen Komplex von Erscheinungen galt es nun 
aus einer einheitlichen Vorstellung von dem Wesen des Lichtvorganges abzu
lciten. 

2. HUYGENS. Der Schopfer dieser Idee und damit der Begrunder unserer 
Lichttheorie war CHRISTIAN HUYGENS, der seine Gedanken uber die Art der 
Lichtausbreitung 1676 in der franzosischen Akademie vortrug und sie 1690 in 
seiner Schrift: Traite de la lumier( 2) im Druck erscheinen lieJ3. Es war offen bar 
die Analogie mit der Ausbreitung des SchaUes einerseits und die Kenntnis der 
StoJ3gesetze andererseits, die ihn in seiner Vorstellung von der Art der Ausbrei
tung des Lichtes geleitet haben; denn er denkt sich das Licht aus Impulsen bc-

1) Ich bin Hcrrn Studienasscsor Dr. phil. HEINRICH FUHR aus Gief3cn, [Icr mir in 
c1er Kontrolle c1er Hechnungcn unci beim Lescn der Korrckturen wcrtvollstc I-lilfc ge
leist('t hat, zu grof3em Dankc verpflichtct. 

") ClIR. HUYGENS, Abhandlung nb('r das Licht, Ostwalds Klassikcr, Nr. 20. 
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stehencl, clie von cler Lichtquelle aus, wie cler Schall von einer Schallqudlc aus, 
nach allen Seiten sich fortpflanzl'Il, und in cler Art iibertragen werden, wie ein 
Sto13 durch cine Reihe sich bertihrender clastischer Kugeln iibertragm win!. 
Dazu beclarf es dann freilich der Vorstellung cines besonderen, auch den leeren 
Raum erfUllenden und die Korper durchdringenden Mittels von entsprechenden 
elastischen Eigenschaften; diesem Mittel hat HUYGENS den Namen gegeben, 
den wir schon bei den Griechen als Bezeichnung fiir die himmlische Spharc, 
fUr das Feinste und Hochste der Welt finden, den Namen "Ather". Damit war 
cliejenige Ausdrucksweise formuliert, deren wir uns bis heute bedienen, urn die 
Tatsache, daB das Licht den leeren Raum mit endlicher Geschwindigkeit durch
eilt, gewissermaBen dem physikalischen Verstandnis zu erschlieBen, die Hypo
these des das Welt all erfUllenden Lichtathers als des Dbertragers der Licht
wirkungen. Die Entwicklung der Lichttheorien ist die Geschichte der Versuche, 
clie Eigenschaften dieses Lichtathers physikalisch zu begreifen. 

3. Die HUVGENSSche Wellenflache. HUYGENS schrieb dem Ather, wie ge
sagt, die Fahigkeit zu, elastische StoBe fortzupflanzen. Dieser Gedanke ware 
an und fUr sich nicht als etwas Besonderes und besonders Neues anzusehen; 
denn der Ather als Lichtiibertrager war schon von HOOKE und anderen an
genommen worden, aber niemals mit der gleichzeitigen Vorstellung der endlichen 
Ausbreitung des Lichtes. Diese Vorstellung aber ist es, die HUYGHENS auf die 
EinfUhrung jenes fundamentalen Begriffes gefUhrt hat, mit dem er die Ausbrei
tung des Lichtes in ihren verschiedenen Formen einheitlich zu erklaren vermochte, 
des Begriffs der We11enflache. Denn wenn das Licht cine endliche Fortpflanzungs
geschwindigkeit besitzt, so erreicht der von einem Punkt der Lichtque11e aus
gehende Impuls nach einer gewissen Zeit (in einem homogenen, isotropen Mittel) 
die Punkte einer jenen Lichtpunkt umgebenden Kugelflache. Diese Flache ist 
die WellenfHi.che; in Gestalt ihrer fortschreitenden Erweiterung vo11zieht sich 
die Ausbreitung des Lichtes, eine Vorstellung, die offenbar ganz unabhangig 
von den Vorste11ungen iiber die Art der fortschreitenden Erschiitterung und tiber 
clie Natur ihres Tragers ist, die also ebensogut fiir Wasserwellen wie fUr Scha11-
uncl Lichtwellen giiltig ist. GewiB hat MACH Recht, wenn er die Ansicht aus
sprichtl), daJ3 es die Erscheinungen an Wasserwellen gewesen sind, die HUYGENS 
auf den Begriff der We11enflache gefUhrt haben. Man kann ja auch die Huy
GENSSchen Ideen experimentell gar nicht besser veranschaulichen, als mit Hilfe 
von Wasserwellen. Infolge dieser ihrer allgemeinen Bedeutung bilden die 
HUYGENSSchen Ideen einen grundlegenden Bestandteil der allgemeinen Wellen
optik, ganz unabhangig von der besonderen Form der Lichttheorie. 

4. Das HUYGENSSche Prinzip. Die Anwendung, die HUYGENS von seiner 
Wcllenflache macht, beruht auf jcnem geistreichen Gedanken, den man im 
besoncleren das "HUYGENSSchc Prinzip" nennt. Er sagt: "Jedes Teilchen dcs 
Stoffes, in wclchem cine Welle sich ausbreitet, muB seine Bewegung nicht nur 
clem nachsten Teilchen, welches in der von dem leuchtenden Punkte aus ge
zogcncn geraden Linie liegt, mitteilen, sondern muB notwendig allen iibrigen 
davon abgeben, welche es beriihren und sich sciner Bewegung widersetzen. 
Daher muS sich urn jedes Teilchen cine Welle bilden, deren Mittelpunkt dieses 
Tcilchen ist". Dic cigentliche WellenfHi.che ist die Beriihrende aller dieser Ele
mentarwellen. Mit Hilfe dieser Elementarwellen leitet HUYGENS die gerad
linige Ausbreitung des Lichtes ab,'indem er fiir alle Punkte des durch eine Off
nung hindurchtretenclen Stiickes einer kugelformigen Wellenflache die Elementar
wellen mit gleichem Radius konstruicrt (Abb. 1). Sie habcn cine gemeinsame 

I) E. MACH, Die Prinzipicn der physikalischen Optik. Leipzig: J. A. Barth 1921, S. 353. 
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Beriihrende nur so weit, als sie innerhalb des durcll den Lichtpunkt und die die 
WcllenfHiche begrenzende Offnung BG I)(',;timmten Kegels licgen. Die von il 
kommenden Wellen werden also imIller clurch die gcraden Linien Ae, .'IE begrenzt 
werden, da diejenigen Teile der Elcnwntarwellen, wclche sich uber den Raum 
ACE hinaus ausbreiten, zu schwach sind, um daselbst Lichteindrucke hervorzu
bringen. Vm Reflexion und Brechung abzuleiten, werden die Elementarwellen 
nicht fUr die in diesem Fallc als eben angenommene 
Wellenflache, sondern fUr dic yom Lichte getroffenen 
Punkte der ebenen Grenzflache dcs brechcndcn Mittels 
konstruiert; sie mussen in diescm Fallc, entsprechend 
den verschiedenen Zeiten, in denen diese Punkte von 
der ankommenden Erschiitterung getroffen werden, mit 
verschiedencn Radicn gezcichnet werden, um in der Be
ri.ihrenden Punkte zusammenzufassen, die wieder zu der
selben Zeit von der Erschiitterung getroffen werden 
(Abb.2). Dabei mi.issen in dem vorderen Mittel, in dem 
das reflektierte Licht sich mit derselben Geschwindigkeit 
fortpfianzt, wie das einfallende, dic Radien der Elementar
wellen so bemessen werden, daB AN = CB, KIN I = 

A 

c 
Abb. 1. HUYGENs' Konstruk
tion der geradlinigen Ausbrei
tung des Lichtes mit Hille der 

ElementarweJlen . 

CB - H1K1, K2N2 = CB - H2K2 ist, wahrend in dem unteren Mittel, urn die 
Brechung erklaren zu k6nnen, eine andere Lichtgeschwindigkcit angenommen 
wcrden muB, und die Radien dcr Elementarwellen samtlich in einem konstanten 
Verhaltnis - im dichtcren Mittel vcrkurzt, im diinneren verlangert werden 
mussen. Dann ergibt die Konstruktion das SNELLIUssche Brechungsgesetz, und 
der Brechungsexponent als Quotient der Sinus des Einfalls- und des Brechungs
winkels ist gleich dem Verhaltnis 
der Lichtgeschwindigkeitcn in den 
bcidcn Mitteln. Nach denselben 
Prinzipien erfahrcn die optischen Er
,;cheinungen im Islandischcn Doppcl
spat ihrc Erklarung; nm verlangt 
dic Tatsache der doppelten Brechung 
die Annahme, daB sich die Licht
fortpflanzung im Kalkspat nicht 
in einer, sondern in zwei Wellcn
f1iichen vollzieht, und daB entspre
chend dic Elementarwellen in dieser 
doppelten Form zu konstruieren 
sind. Es ist ein wahrhaft genialer 
Einfall von HUYGENS, den Vnter
schied der auBerordentlichen Brc
chung von der ordentlichen dadurch 
zu erklaren, daB er sich die Wellen
Wi.che fUr die auBerordentliche Bre

Au},. 2. HL·\·GEN~' ]{o:lstruktion der Rcflcxion und Brechnng 
mit Hilfe tier Elcmcntar\\'cIlen. 

chung in Gestalt eines l(otationsellipsoides denkt, das dic kugelformige Wellen
Wiche dcr ordentlichen Brechung umschlie/3t, cine Annahme, die durch die 
fcinsten Messungen einer spateren Zeit immer wieder bestatigt worden ist 
(,;. daruber dcn Abschnitt uber Kristalloptik). 

5. Mangel der HUYGENSSchen Wellentheorie. Uberblickt man diese Lei
stungen von HUYGENS, so kann es verwunderlich erscheinen, daB er das von 
ihm ,;e\bst betonte Ubergreifen der Elementarwellen in den SchattenrauIll nicht 
zm DClltllng dcr von G1UlII:\LDI entdeckten Bellgungserscheinungen bcnlltzt hat. 



144 Kap. 6. W. KONIG: E1cktromagnetischc Lichtthcoric. Ziff. 6. 

Man hat daraus den Schlu/3 gezogen, daB er die Beugungserscheinungen nicht 
gekannt habe. Allein es war weniger das Dbergreifen des Lichtes i.iber die geo
metrische Schattengrenze hinaus, als viclmehr die Entstehung der Beugungs
fransen diesseits der Schattengrenze, was den Zeitgenossen GRIMALDIS als das 
Neue und Erklarungsbediirftige erschien, wie deutlich aus der Behandlung her
vorgeht, die NEWTON im}. Buche seiner Optik diesen Erscheinungen zuteil werden 
laBt 1). Fiir solche Erscheinungen aber versagte die HUYGENSSche Lehre. Hier 
war ihr schwacher Punkt. HUYGENS betrachtet das Licht als eine unregel
ma/3ige Folge von St6/3en. Es war ihm dadurch jede Mi:iglichkeit genommen, 
die Farbenerscheinungen und alles, was mit den Farben zusammenhangt, jenen 
gro/3en Komplex von Erfahrungen, urn den gerade zu derselben Zeit die For
schungen NEWTONS die Optik bereichert hatten, in seine Lehre aufzunehmen. 
Das ist offenbar der letzte Grund dafiir, daB die HUYGENSSche Undulations
theorie durch die NEWToNsche Emissionstheorie 2) vollstandig in den Hinter
grund gedrangt wurde. 

6. NEWTONS Emissionstheorie. Man wird nun zwar beim besten Willen von 
der Emissionstheorie nicht behaupten ki:innen, daB sic die grundlegenden Tat
sachen der Optik einleuchtender und faf31icher erkHirte, als die Undulations
theorie. Das gilt hi:ichstens von der geradlinigen Ausbreitung des Lichtes; diese 
findet in der Annahme, daB die Lichtstrahlen aus sehr kleinen Ki:irpern bestehen, 
die von den leuchtenden Stoffen ausgesandt werden, in der Tat cine unmittelbar 
anschauliche Deutung, der gegeniiber die HUYGHENSSche Konstruktion aus der 
Wellenflache mit den Elementarwellen gekiinstelt erscheint. Allein schon hier 
fiihrt die Frag.?, warum aIle diese Teilchen mit der gleichen Geschwindigkeit 
fortgeschleudert werden, auf cine Schwierigkeit, die die WeIlenlchre nicht kennt; 
denn bei dieser hangt die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen ausschliel3lich 
von den Eigenschaften des iibertragenden Mittels ab und ist, wie die Geschwindig
keit des Schalles bei der Obertragung durch die Luft, fiir aIle Arten von Er
schiitterungen die gleiche. Eine viel gri:iBere Schwierigkeit aber erhob sich fiir 
die Emissionstheorie in der Erklarung der Tatsache, daB sich ein Lichtstrahl 
an der Oberflache cines durchsichtigen Mittels in einen reflektierten und cinen 
gebrochenen Strahl teilt. Hier konnte sich NEWTON nur mit der gewiB sehr 
merkwiirdigen Annahme helfen, daB die Lichtstrahlen wechselnde Anwandlungen 
hatten, Anwandlungen leichterer Reflexion und Anwandlungen leichteren Durch
ganges. Unter dieser Voraussetzung erkHirt er alsdann den Vorgang der R.e
flexion und Brechung nicht durch Beriihrung der Lichtteilchen mit den K6rper
teilchen, sondern durch fernwirkende Krafte, die in der Nahe der Oberflache von 
den K6rperteilchen ausgeiibt wiirden, und die fiir die Spiegelung in einer Re
pulsion, fiir die Brechung in einer Attraktion bestiinden. Aus dieser anziehenden 
Wirkung folgerte NEWTON fiir das dichtere Mittel eine im Verhaltnis des Bre
chungsexponenten vergri:iBerte Geschwindigkeit der Lichtteilchen, im Gegen
satz zu der Cndulationstheorie, nach der die Lichtgeschwindigkeit im dichteren 
Mittel dem umgekehrten Verhaltnis des Brechungsexponenten proportional ware. 
An diesem Punkte lag die Mi:iglichkeit ciner experiment ellen Entscheidung 
zwischen den beiden Theorien vor, wenn man in der Lage gewesen ware, die 
Geschwindigkeit des Lichtes, etwa im Wasser, unmittelbar zu messen und fest
zusteIlen, ob sie 4/3 oder 3/4 der Lichtgeschwindigkeit im leeren Raume ist. 
Das konnte man zu NEWTONS Zeiten nicht. Erst in der Mitte des 19. Jahrhunderts, 
als die Emissionstheorie aus anderen Griinden langst iiber Bord geworfen war, 
i~! dieser!~eressante und wichtige Versuch durch FOUCAULT, mit seiner Methode 

I} NEWTONS Optik. Ostwalds Klassiker. Nr.97. S. 116. 
2) NEWTO:-lS Optik. Ostwalds Klassiker Nr. 9611. Nr.97. 
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des rotiercnckn Spicgcls, die ihm die Lichtgeschwindigkeit inncrhalb cincs Zim
mers zu mcssen gestattete, ausgefUhrt und die Frage zllgunstcn der Undlliations
theorie entschieden worden (5. Bd. 29). 

7. Das Licht als periodische Erscheinung. So viel Schwierigkeiten aber 
allch die NEWToNsche Theorie durch die Haufung von Annahmen bot, die zu 
ihrer Dllrchfiihrung natig waren, in einem Punkte war sie der HUYGENSSchen 
Lehre cntschieden iiberlegen. Die von NEWTON festgestellten GesetzmaJ3igkeiten 
def Farben diinner Blattchen fiihrten ihn zu dem zwingenden Schlusse, daJ3 es 
sich bci dem Licht urn eine streng periodische Erscheinung handele. Er ist der 
Urhebcr dieses fundamentalen Gedankens, und wenn er ihn auch seiner Emissions
theoric insofern anpaJ3te, als er den wechselnden Anwandlungen diesen perio
(lischen Charakter zuschrieb, so hat er doch den Gedanken als eine von allen 
Hypothesen unabhangige Folgerung aus den beobachteten Erscheinungen hin
gestellt. Und in der Tat ist clieser Gedanke eines cler Fundamente cler weiteren 
Entwicklung aller Lichttheorien geworden. NEWTON sclbst hat, entsprechend 
seinem Grllndsatze, keine Hypothesen aufzustellen, die Emissionstheorie mit 
('inem gewissen Vorbehalte behandelt; er hat auch die Anschauungen der Un
dulationstheorie in seinem Werke besprochen. Aber er hat schliel3lich doch die 
Atherhypothese mit aller Entschiedenheit abgelehnt und sich dadurch auf die 
Seitc der Emissionstheorie gestellt. Damit war die HUYGENSSche Lehre be
scitigt, nicht bloB fiir dic Zeitgenossen der beidcn groBen Physiker; die Auto
riUit NEWTOl\S war so iiberragend, daB iiber 100 Jahre hinaus die Emissionstheorie 
die Grundlagc der theoretischen Optik bildete. Es war vergeblich, daB der gro/3e 
Matlll'matikcr EULEI{ 1760 die Athertheorie wieder aufnahm und mit graBter 
Entschiedcnilcit gegen die Emissionstheorie vorging; er war der erste, der den 
Cedanken der Periodizitat mit der Undulationstheorie verband, indem er jeder 
Farbe Schwingungen von ganz bestimmter Schwingungszahl zuschriebl). Und 
selbst die weitere Entwicklllng dieses Gedankens im ersten Jahrzehnt des 19. Jahr
hunderts durch THOMAS YOUNG 2), der das Prinzip der Interferenz in die Optik 
einfiihrte, die NEWToxschen Ringe und die Beugungserscheinungen iiberein
stimmend daraus erklarte und die ersten Werte der Lichtwellenlangen berech
nete, vermochten der Undulationstheorie noch nicht zum Siege zu verhelfen. 
Aber nun mehrten sich durch die Entdeckungen auf dem Gebiete der Polari
sation in den J ahren 1810 bis 1812 - die MALussche Entdeckung der Polarisation 
durch Spiegelung und die Entdeckung und das Studium der Erscheinungen der 
chromatischen Polarisation durch ARAGO, BlOT und BREWSTER - die von einer 
Lichttheorie zu lOsenden Probleme in einem solchen MaBe, daB ein genialer Kopf 
cine neue und viel vollkommcnere Lichttheorie entwickeln konnte, als sie bisher 
bestandcn hatte. Der Begriinder dicser ersten, mathematisch durchgebildeten 
Lichttheorie, deren Ergebnisse, da sie mit den Versuchen iibereinstimmten, aile 
spatercn Lichttheorien nur wiederholen konnten, war AUGUSTIN FRESNEL. 

8. FRESNEL und die TransversalWi.t der Lichtschwingungen. FRESNEL 
verhalf der Undulationstheorie zum endgiiltigen Siege, indem er erstens das 
Interferenzprinzip YOUNGS mit dem HUYGENSSchen Prinzip der Elementarwellen 
verband und daraus die vollstandige Erklarung der Beugungserscheinungen 
hcrIeitetc, und indem er zweitcns fiir die Polarisationserscheinungen die Mag
lichkeit der Erklarung auf der Grundlage der Wellenlehre gewann durch die 
Annahme, daB die Lichtschwingungen transversal warcn. Diese Idee FRESNELS 
war offenbar von bcsonderer Kiihnheit; denn man hattc sich bisher den Ather 

I) L. EULER, Bride an cine deutsche Prinzessin. Leipzig 1773. 1. Teil. 28. Brief. 
2) THQ)lAS YOUNG, A course of lectures on natural philosophy and the mechanical 

arts. London 1807. 39. Vorlesung. 
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doch ausschlieI3lich als ein Mittel von gasartiger Beschaffenheit gedacht, und in 
solchcn kannte man nur longitudinale Wellen. Transversale Schwingungcn aber 
kommcn in der Materie nur in festen Karpern vor. Man muJ3te abo dem Ather 
die Eigenschaften eines festen elastischen Karpers zuschreiben. FRESNEL be
grundete diese Annahme mit der Bemerkung, daB sich feste Karper von flussigen 
und gasfarmigen in Hinsicht der inneren Beweglichkeit ihrer Tcilchen erst dann 
unterscheiden, wenn die Verschiebung der Teilchen aus der Gleichgewichtslage 
so groB ist, daB eine neue Gleichgewichtslage eintritt; der Unterschied fa11t fort, 
so lange die Verschiebungen kleiner sind, als die Sphare des stabilen Gleichge
wichts; von den Lichtbewegungen aber kann man annehmen, daB die Elongationen 
so klein sind, daB sie innerhalb dieser Sphare verlaufen, und darum fant der Unter
schied der Kohasionszustande hier fortI). 

Von diesem Gesichtspunkte aus behandelte FRESNEL die Lichtschwingungen 
als elastische Schwingungen, indem er sich vorstellte, daB ein Atherteilchen bei 
einer Verruckung nach der Gleichgewichtslage zuruckgezogen werde durch eine 
Kraft, die der Verruckung proportional sei. In isotropen Mitteln ist diese Kraft 
nach allen Richtungen gleich groB und mit der Richtung der Verruckung zu
sam men fall end zu denken. Fur anisotrope Mittel gilt das im allgemeinen nicht 
mchr; nur fur drei zueinander senkrechte Richtungen soIl die elastische Gegen
kraft mit der Richtung der Verruckung zusammen fallen, aber ihre GraBe solI 
bei gleichen Verruckungen verschieden sein. Auf dieser Grundlage hat FRESNEL 
die Gesetze der Lichtausbreitung in Kristallen abgeleitet und die Gleichung der 
Wellenflache fur zweiachsige Kristalle aufgestellt. Aber auch fur isotrope Mittel 
hat er als Erster die Gesetze der Spiegelung und Brechung in aller Vollstandig
keit unter Ableitung der Formeln fUr die Intensitat des reflektierten und des 
gebrochenen Strahles aufgestellt und hat das Problem der Totalreflexion in hachst 
geistreicher Weise behandelt und die dabei auftretenden Phasendifferenzen 
zwischen der in der Einfallsebene und der senkrecht dazu schwingenden Kom
ponente der Lichtbewegung theoretisch abgeleitet und durch Versuche an Glas
parallelepipeden besUitigt. 

9. Die Mangel der FRESNELschen Theorie und die NEUMANNsche Theorie. 
AIle diese Erfolge der FRESNELschen Arbeiten beruhen aber nicht auf einer 
einheitlichen und streng durchgefUhrten Theorie der Elastizitat fester Karper. 
Eine solche gab es zu FRESNELS Zeiten noch nicht; zu ihrer Ausgestaltung im 
Laufe der folgenden Jahrzehnte haben vielmehr gerade die FRESNELschen Ge
danken neben den grundlegenden Arbeiten NAVIERS einen wesentlichen AnstoB 
gegeben. Die FRES!'<ELschen Entwicklungen beruhen auf einer Reihe von An
nahmen, die zum Teil durchaus wi11kurlich erscheinen und miteinander nicht 
in einem inneren Zusammenhange stehen. Es seien nur zwei von diesen Annah
men erwahnt. Seit der Entdeckung von MALUS war es ublich, die Reflexions
cbene des durch Spiegelung polarisierten Lichtes als seine Polarisationsebene zu 
bezeichnen. Bei der Doppelbrechung in einachsigen Krista11en fa11t dann die 
Polarisationsebene des ordentlichen Strahles mit dem Hauptschnitt zusammen, 
die des auBerordentlichen Strahles steht auf dem Hauptschnitt senkrecht. Er
klart man diese Erscheinungen durch die Annahme transversaler Schwingungen, 
so war, bei der va11igen Symmetrie, die ein polarisierter Strahl in bezug auf die 
Polarisationsebene besitzt, die Frage offen, ob die Lichtschwingungen in der 
Polarisationsebene erfolgen oder senkrecht zu ihr. FRESNEL nahm das Letztere 
an. Damit hangt die Vorstellung zusammen, daB in einem doppelbrechenden 
Mittel die Geschwindigkeit des Fortschreitens einer ebenen Welle nur durch die 
-- --- ---

1) A. FRESNEL, Ann. de chim. et de phys. Ed. (2) 17, S. 190, 312. 1821; Oeuvres campI. 
Bd. I, S. 632; F. NEUMANN, Pogg. Ann. Ed. 25, S. 418.1832; Ges. Werke II, S. 164. 
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Richtung der Lichtschwingungen, aber nicht auch durch die Richtung, in dN 
die Welle fortschreitet, bestimmt sci. Ferner bedient sich FRESNEL fiir die Fort
pflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes in ihrer Abhangigkeit von den Eigen
schaften des durchstrahIten Mittels jener Formcl, die seit NEWTON fUr die Fort
pflanzung beliebiger Erschiitterungen in einem elastischen Mittel bekannt war, 
v = iE/e, worin E eine die elastischen Krafte bestimmende Konstante und e 
die Dichte des Mittels bedeutet. Flir die Behandlung der Lichtbewegung in 
anisotropen Mitteln hat nun FRESNEL, wie schon oben erwahnt, die Verschieden
heit der Lichtgeschwindigkeit fUr die beiden Strahlen und ihre Abhangigkeit 
von der Richtung dadurch erklart, daB er die e1astischen Krafte nach verschie
denen Richtungen als verschieden annahm. Bei der Ableitung seiner Spiegelungs
und Brechungsformeln hat er dagegen die Annahme gemacht, daB die Elastizitat 
des Athers in allen Mitteln die gleiche ware, und die Anderung der Lichtge
schwindigkeit beim Dbergang in ein anderes Mittel durch die verschiedene Dichte 
der Mittel. bedingt ware. Hier liegt eine Unausgeglichenheit der FRESxELschen 
Theorie vor, die zur Kritik herausforderte. FUANZ NEUMANN versuchte die FUEs
NELschen Resultate aus einer strengeren und einheitlicheren Theorie abzuleiten. 
Er nahm, urn die Verschiedenheit der Lichtgeschwindigkeit zu erklaren, nicht 
die Dichte, sondern die Elastizitat des Athers in den verschiedenen Mitteln als 
verschieden an. Aber NEUMANN konnte auf dieser Grundlage zu den von der 
Erfahrung so gut bestatigten FRESNELschen Ergebnissen nur gelangen, wenn er 
die Schwingungen des polarisierten Strahles als in der Polarisationsebene liegend 
annahm. So stand man vor der Maglichkeit zweier, durchaus gegensatzlicher 
Fassungen der Grundlagen der Optik. Beide Standpunkte erschienen gleichbe
rechtigt. Beide haben ihre Vertreter gefunden, sind weiter entwickelt und aus
gebaut worden, aber der Dualismus der FRESNELschen und der NEUMANNschen 
Auffassung von der Lage der Schwingungen zur Polarisationsebene blieb be
stehen, da es keinen Versuch gab, der liber diese Frage hatte entscheiden kiinnen. 

10. Weiterentwicklung der elastischen Lichttheorien. Allein man kann 
dem Problem, das in diesem Dualismus steckt, auch cine andere Deutung geben. 
Die vollstandige Theorie der ElastiziUit der fest en Karper, wie sie von LAME 
entwickeIt worden ist, fUhrt zu Gleichungen, die flir isotrope Mittel, wenn tt, v, 
w die Komponenten der Verriickung eines Atherteilchens bedeuten, folgender
maBen lauten: 

iJ2 u iJo 
Il-;;·- = K111,f, + (K + L) ---
~ oP iJx' (1 ) 

entsprechend flir v und w. Dabei ist 
"2 -0 iJ" 

Ll = -~ -I- 5'..."- -1-. -
iJ X2 iJy2 iJ Z2 

gesctzt und 
iJu OV clW 

(J = iJx -I- By -I- oz-
bedeutet die raumliche Dilatation. Nimmt man an, daB die Lichtschwingungen 
ausschlieBlich transversaler Natur sind, so ist die raumliche Dilatation a = 0 
zu setzen nnd die Grundgleichungen der Lichtausbrcitung lauten: 

iJ2 u 
e ail. = KLlu, 

Bildet man die Ausdrticke: 

'J I: _ clW _ PI!. 
-'> - oy OZ' 

[)2v 
e ot2 = KLlv, 

cJu 
21/ = ez 

{,2 W 
0---· = KLlw 
~ ct2 , (:2) 

~ ov ou 
2~ = ox - By' 

10* 
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so stdlen die GroI3en ~, I}, i; die Komponentcn der Drehung dar, die mit der 
Verschiebung im Punkte x, v, z verbunden ist. Diese GraBen ~,I}, i; geniigen 
densclben Glcichungen, wie die GraBen u, v, w. Aber die Richtung des Vektors, 
der die Drehung darstellt, steht senkrecht auf der Richtung des Vektors, der die 
Verschiebung darstellt. In den clastischen Theorien der Optik, wie sie im vor
stehenden erortert sind, war man von der als selbstverstandlich erscheinenden 
Vorstellungausgegangen, daB die Lichtwahrnehmungen durch die Verschiebung 
der Atherteilchen bedingt seien. LiBt man die Frage offen, ob es nicht vielleicht 
die Drehungen sind, die als Ursache der Lichtwahrnehmungen anzusehen sind, 
so liegt der Dualismus, den wir als Gegensatz der FRESNELschen und der NEU

MANNschen Theorie kennen lernten, schon in der einzelnen Theorie seIber, in der 
Frage, welchen der beiden Vektoren, den Verschiebungs- oder den Drehungs
vektor man als maJ3gebenden Lichtvektor der Theorie zugrunde legen will; denn 
heide Vektoren sind in den transversalen Wellen untrennbar miteinander ver
knupft. Setzt man die Ausdrucke fUr die Drehungen = 0, so folgt daraus, daB 

GO GO Go 
t1u=ax' LllI=GY' Llw=Tz 

ist, und die Gleichungen (1) zeigen, daI3 die Verschiebungen dann nm Anderungen 
cler riiumlichen Dilatation bewirken, also rein longitudinalcn Charakter haben. 
Wir werclen weiter unten, in cler elektromagnetischen Thcorie des Lichtes, clem 
Dualismus in der gleichen Formulierung begegnen, wie hier in cler clastischen 
Theorie, so claI3 in cliesem Punkte cine formale Verwandtschaft beicler Theorien 
hesteht. Sie ist besonders ausgepragt in der Theorie von MAC CULLAGH, c1ie in 
cler Tat nicht mit den Verschicbungen, sondern mit clen Drehungen arbeitetl). 

Aile Theorien, die, urn die Transversalitat cler Lichtschwingungen erkHiren 
zu kannen, die Eigenschaften der festen dastischen K(irper als Vorbild fiir die 
Konstitution des Athers nehmen, miissen clie in clen clastischen K(irpern stets 
moglichen, longitudinalen Erschiitterungen clurch besonclere Beclingungen aus-
5chalten. Es wird die raumliche Dilatation = 0 gesetzt; cler Ather wircl als 
unzusammendriickbar angesehen, d. h. clie Krafte, clie einerDichtdinderung ent
gegenwirken, als auI3erorclentlich groB gegeniiber der leichteren Verschiebbarkeit 
derTeilchen in transversaler Richtung, entsprechencl die Geschwincligkeit, mit der 
sich die longituclinalen Erschiitterungen fortpflanzen wiirden, als ungeheuer 
groB. Es moge nicht unerwahnt blciben, daB Sir WILLIAM THOMSON eine Licht
theorie entwickelt hat, in der er die Moglichkeit longitudinaler Erschiitterungen 
daclurch beseitigt, daB er ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeit - sie ware in 
den Gleichungen (1) die GroBe L + 2]{ - gleich Null setzt. Einen Ather, der 
c1iese Eigenschaft hat, miiBte man sich unter clem Bilde cines luftfreien, homo
genen Schaumes vorste11en2). 

11. Verkniipfung der Lichttheorien mit der Molekulartheorie der 
Materie. So gut die Theorien von FRESNEL, NEU11ANN und ihren Nachfolgern 
die Grundtatsachen der Reflexion, Brechung und Doppelbrechung darzustellen 
vermochten, in einem Punkte versagten sie alle. So lange die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit des Lichtes einfach proportional mit -YETi! gesetzt wird, ergibt 
die Theorie fur jec1es c1urchsichtige Mittel nur eine Lichtgeschwinc1igkeit, und es 
hesteht keine Moglichkeit, die Abhangigkeit der Lichtgcschwindigkeit in der 
:Ylaterie von cler Schwingungszahl des Lichtes, die Tatsache der Dispersion, zu 
crklaren. In cinem homogenen, kontinuierlichen, elastischen Mittel besteht flir 

1) The collected works of J. :\IAc CULLAGH, cd. by]. Jcllct and S. Haughton, Dublin, 
j,ol1dol1 1i>i>U. 

2) Sir \Y. THOMSON, Phil. :\Iag. (5) Bel. 2(" S.414. 1R8R ; Baltimore Lectures, London. 
l()O-L S. 1H, 351-354, -W? 
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jede der beiden rnoglichen Wellenarten, die transversalen und die longitudinalen, 
nur je eine Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Man muB den Gedanken der Kon
tinuitat des Mittels aufgeben, urn zu einer Erklarung der Dispersion zu gelangen. 
Nun sind allerdings schon die alteren Elastizitatstheorien von NAVIER und 
POISSON von der Annahrne einer molekularen Struktur des elastischen MitteIs und 
von Fernkraften zwischen den Molekiilen ausgegangen. Wenn sie trotzdem zu einer 
von der Schwingungszahl unabhangigen FortpfIanzungsgeschwindigkeit fiihrten, 
so lag dies, wie CAUCHY gezeigt hat, daran, daB sic ihre Betrachtungen auf Glieder 
der ersten Ordnung bechrankten. CAUCHY war der Erste, der eine Dispersionstheorie 
aufstellte, indem er die Beziehung zwischen den Molekularkraften und den Verriik
kungen in Potenzreihen entwickelte und dieGIieder hoherer Ordnung beriicksichtigte. 
Er kam auf diesem Wege auch fiir den Brechungsexponenten zu einer nach Potenzen 
von 1/).2 fortschreitenden Reihe, einer Formel, die schon in ihren ersten Gliedern 
die gewohnIichen Dispersionserscheinungen in befriedigender Weise darstellte 1). 

Die CAUCHYSche Theorie hatte die Vorstellung eines Mittels von moleku
larer Struktur auf den Ather selbst iibertragen und muBte infolgedessen die 
Tatsache, daB der Ather im leeren Raume keine Dispersion besitzt, durch beson
dere Annahmen erklaren. Eine bessere Rerleitung der CAUCHYSchen Dispersions
forme I gab BOUSSINESQ, indem er die Verlangsamung des Lichtes in der Materie 
und die Abhangigkeit von der Schwingungszahl auf den EinfIuB zuriickfiihrte, 
den die Korpermolekiile auf die Atherschwingungen ausiiben2). Rier liegt der 
Ansatz, auf dem sich die weitere Entwicklung der Dispersionstheorien bewegte, 
als von CHRISTIANSEN und KUNDT die anomale Dispersion entdeckt und ihre 
GesetzmaBigkeiten festgestellt wurden. Fiir deren Erklarung reichte die CAUCHY
sche Formel nicht aus. Aber sie gelang, wenn man die Vorstellung der vom Ather 
bewegten Korpermolekiile durch die Annahme vervollstandigte, daB diese Kor
permolekiile infolge von elastischen Kraften, die zwischen ihnen wirksam sind, 
Eigenschwingungen von bestimmter Periode urn ihre Gleichgewichtslage aus
fiihren. Wenn die Korpermolekiile durch die Atherschwingungen angeregt wer
den, so muB bei Obereinstimmung der Periode der Lichtschwingungen mit der 
Periode der Eigenschwingungen· der Korpermolekiile ein Resonanzvorgang 
auftreten. Das Licht dieser Peri ode wird absorbiert, indem seine Energie auf die 
Korpermolekiile iibcrgeht. SELLMEIER war der erste, der zeigte, da/3 durch diese 
Vorstellung nicht bloB die Absorption, sondern auch die merkwiirdige Verander
Iichkeit des Brechungsexponenten in der Nahe des Absorptionsgebietes her
geleitet werden kann3). HELMHOLTZ hat die SELLMEIERSche Theorie verbessert, 
indem er auBer den clastischen Molekularkraften noch cine der Bewegun g der 
Molekiile entgegenwirkende Reibungskra~t einfiihrt(4). Eine solche Annahme 
erscheint erforderlich, urn die von den Korpermolekiilen aufgenommene Energie 
nicht ins Unendliche wachsen zu lassen. 

Fiir die mechanisch-elastischen Lichttheorien vermehrten sich mit diesem 
Ausbau nach der Seite der Molekulartheorien die Schwierigkeiten, die ihrer 
Erfassung als physikalisch-moglicher Wirklichkeiten im Wege standen. Schon 
die Auffassung des Athers als cines unzusammendriickbaren, festen elastischen 
Mittels war doch im Grunde ein Bild, dem man irgendeine Realitat nicht gut 
zuschreiben konnte. Die Dispersionstheorien fiigten die Annahrne von Kraften 

') A. L. CAUCHY. Exercises de math6matiqlle, Dd. 3, 4,5. lR2R-1830; Mcmoire sur lao 
dispersion de la lllmibre. Prague' lR3(); [Oeuvres (2) Del. X-. 

2) j. BOUSSI:-;!Esg, c. H. Bel. 05, S. IOi. lR()7; jOllrtl. d. math. (2) Bel. 13, S. 313. lRoR; 
fertler jonrtl. d. math. Bel. 13, 1 i, 1 R; Ann de chim. (4) Bd. 30. 

3) \Y. SELLMEIEI{, I'ogg. Ann. Bel. HS, S. 3')<), 520; Bel. 147, S. 3Ro. 52>. lRi2. 
1) II. HEDII!OLTZ, l'ogg. Ann. Bel. 154, S. 5R2. lR75; \\,iss. Abhdlg. II, S. 213. 
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zwischen dem Ather und den materiellen Molekillen hinzu - Krafte, die ja 
iibrigens auch erforderlich waren, wenn man die Aussendung der Lichtwellen 
von den Lichtquellen erklaren wollte - und ferner die Annahme von Kraften 
zwischen den Molekillen - Kraften, die doch wieder von anderer Art waren als die 
Krafte der gew6hnlichen Elastizitat der K6rper. Es fehlte jede Beziehung dieser 
Wirkungen zu irgendwelchen anderen Wirkungen oder Eigenschaften der Materie. 

12. Die elektromagnetische Lichttheorie MAXWELLS. Diese Schwierigkeiten 
verschwanden mit einem Schlage, als MAXWELL die Lichterscheinungen als elek
tromagnetische Vorgange auffassen1) lehrte und H. HERTZ die M6glichkeit nach
wies, elektrische Wellen zu erzeugen, die die gleiche Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
und den gleichen transversalen Charakter haben wie die Lichtwellen. Damit 
wurde die Optik ein Sondergebiet der Elektrodynamik, wie die Akustik schon 
lange ein Sondergebiet der Mechanik war. Die MAXWELLsche Theorie ersetzt die 
Formel v = tElf! der elastischen Theorie durch die Formel v = cNe. iJ" in der 
c die Lichtgeschwindigkeit im leeren Raume, e und }J, Dielektrizitatskonstante 
und Permeabilitat des durchstrahlten Mittels bedeuten, und verkniipft dadurch 
die Lichtvorgange mit den elektrischen und magnetischen Eigenschaften der 
Materie. Aber sie litt in dieser Form an dem gleichen Mangel, wie die elastische 
Theorie; die Formel ergibt nur eine, von der Schwingungszahl unabhangige 
Lichtgeschwindigkeit in der Materie, erklart also nicht die Dispersion. Dafiir 
bedurfte die elektromagnetische Theorie ebenso wie die elastische der Hinzunahme 
molekularer Vorstellungen. Diese aber nahmen auf dem Boden der MAXWELLschen 
Theorie eine ganz andere Gestalt an. Denn wenn die Lichtstrahlen fortschrei
tende elektrische und magnetische Wechselfelder sind, dann miissen elektrische 
Ladungen der Molekiile die Ausgangspunkte bzw. die Angriffspunkte der Licht
wellen sein. Diese notwendige Konsequenz der MAXWELLschen Theorie fand 
ihre Ausgestaltung in der Elektronentheorie in erster Linie durch H. A. LORENTZ 2). 

Aber bei den Bemiihungen, nicht bloB die Absorption, sondern auch die 
Emission, zunachst die GesetzmaBigkeiten der schwarzen Strahlung, aus Schwin
gungsvorgangen in der Materie abzuleiten, ergaben sich Schwierigkeiten, die 
nur durch sehr eigentiimliche, mit der bisherigen Theorie nicht vereinbare An
nahmen iiberwunden werden konnten. Das ist die von PLANCK begriindete 
Vorstellung von der quantenmaBigen Struktur der Strahlung, eine Vorstellung, 
die in ihrer wciteren Ausdehnung und Anwendung auf die Erklarung der Emis
sionsspektra der Gase und Dampfe die Optik zum Fundament der modernen 
Anschauungen vom Aufbau der Materie gemacht hat. Mit dieser Erweiterung 
der Aufgaben, die cine Lichttheorie zusammenfassend und einheitlich zu behan
deln hat, ist nun aber die alte, seit 100 Jahren bestehende und als so wohl be
griindct angesehene Undulationstheorie in eine schwere Krisis eingetreten, deren 
L6sung noch nicht gelungen ist. Es muB hinsichtlich dieser neuesten Wendung 
und des gegenwartigen Standes der Lichttheorie auf die weiter unten folgende 
Darstellung des Herrn LANDE und hinsichtlich der ausfiihrlichen Ausgestaltung 
der Quantentheorie in der Optik auf die folgenden Bande dieses Werkes ver
wiesen werden. An dieser Stelle, in den folgenden Kapitcln dieses Bandes, soIl 
nur die klassische Theorie auf der Grundlage der MAXWELL-HERTzschen Elektro
dynamik behandclt werden. Eine ausfiihrliche Darstellung der historischen Ent
wicklung der alteren Lichttheorie, iiber die hier nur ein kurzer Dberblick gegeben 
werden konnte, findet man in dem Aufsatz von A. WANGERIN in der Enzyklop. 
d. math. Wiss. Bd. V 3, H. 1. 

I) J. C.l\IAXWELL. Phil. Trans. Bd. 155. S. 459. 18G-l; Scient-Papers T, S. 5ii; Trl'atisl' 
Oil electricity and magnetism. Bd. II. Chap. 20, London 1873. 

") H. A. LORE)lTZ, Thl' theory of electrons. Leipzig 1909. 
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II. Elektromagnetische Lichttheorie. 
'a) Die Grundlagen. 

151 

13. R. KOHLRAUSCH und W. WEBER1) stellten 1856 zum ersten Male das Ver
haltnis einer im elektrostatischen MaBe gemessenen Elektrizitatsmenge zu der
selben im elektromagnetischen Maile gemessenen Menge fest. Diese Zahl v war 
sehr nahe gleich der Lichtgeschwindigkeit (3.1010 em/sec). Ais daher MAXWELL2) 
1862 zeigte, daB die Ausbreitungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Wellen 
durch diese GroBe v bestimmt sei, kam er zu dem iiberraschenden SchluB, daB 
e1ektromagnetische Wellen sich mit Lichtgeschwindigkeit fortpflanzen mii/3ten, 
und daB umgekehrt das Licht als ein elektromagnetischer Vorgang aufzufassen 
sei. Damit war die Briicke von der Elektrizitat zur Optik geschlagen. Es 
sei hier in Kiirze die Ableitung der MAXWELLschen Gleichungen wiedergegeben, 
die die Grundgleichungen der Lichttheorie bilden (s. im ubrigen 
Bd. 15 ds. Handb.) . 

Man kann die Beziehung zwischen den elektrischen und magne
tischen Kraften in den beiden symmetrisch gefaJ3ten Satzen aus
sprechen: Ein elektrischer Strom erzeugt urn sich herum einen Wirbel 
magnetischer Kraft, und ein magnetischer Strom erzeugt urn sich 
herum einen Wirbel elektrischer Kraft. Der erste Satz ist der Aus- Abb.3. Posi. 

druck der von OERSTEDT entdeckten magnetischen Wirkung eines liver ~~l~~ungs
elektrischen Leitungsstromes. Der zweite Satz ist die verallgemeinerte 
Fassung des F ARADA yschen Induktionsgesetzes, wenn man unter einem magne
tischen Strom die zeitliche Anderung der magnetischen Induktion versteht. 
Bedient man sich fur den Wirbel des Symbols "rot" und bezeichnet man die 
magnetische Kraft mit S), die magnetische Induktion p,~ mit )8, die elektrische 
Kraft mit (2;, den elektrischen Leitungsstrom mit 0, so sind die beiden Satze durch 
die Gleichungen formuliert: 

] = a rotS), ~~ = -brotQ;, 

in denen a und b zwei von den zu wahlenden Mal3einheiten ab
hangige Konstanten sind. Dabei ist die Drehung positiv gerechnet 
im Sinne der Abb.3, oder wenn man, wie stets im folgenden, 

z 

lLx 
ein Koordinatensystem benutzt, dessen X-Achse nach rechts, Abb. 4. Koordi-

natensystem. 
Y-Achse nach hinten, Z-Achse nach oben gerichtet ist (Abb. 4), 
so ist die positive Drehung diejenige, die bei einer Drehung urn die Z-Achse die 
+ X-Achse auf dem kurzesten Wege (Drehung urn 90°) in die + Y-Achse uber
fiihrt. Denkt man sich die Stromstarke und die elektrische Kraft in elektro
statischem Mal3e, die magnetischen Gral3en in magnetischem Mal3e ausgedrtickt, 
so ist a = c/4n und b = c zu setzen, unter c das Verha.ltnis der beiden Mal3-
systeme, d. h. die Lichtgeschwindigkcit vcrstanden. 

Der wcsentlichste Punkt der MAXwELLschen Theorie ist aber die Erweite
rung, die MAXWELL der ersten der beiden Gleichungen hat zuteil werden lassen. 
Wie in der zweiten Gleichung unter einem magnetischen Strom die veranderliche 
magnetische Polarisation eines magnetisierten Mitte1s verstanden wird - einen 
Leitungsstrom gibt es ja beim Magnetismus nicht -, so hat MAXWELL auch die 
veranc1erliclw elcktrische Polarisation cines e1ektrisierten Mittels als elektrischen 
Strom :\ufgdal3t und die fiir die ganzl' Entwicklung grnndlcgende Hypothese 

') R. KOHl.IL\USCIT lind \\C. WEBER. Abhcl)g. ,I. K. Silchs. Ges. d. \\,iss . V. S.2iS. 
I'ogg. ,\nl1. Bd.9<), S. 10. 185(,. Ostwalds !,)assiker, Nr. 1-+2. 

2) J. C. :\[AXWELL, Phil. l\Iag . Btl. 23, S. 22. 1862 . Scientific Papers I, S. 500. lS90. 
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aufgestellt, daB dieser Vorgang einer zeitlichen Veranderung der elektrischen 
Polarisation die gleichen magnetischen Wirkungen ausiibe, wie sie von Leitungs
stromen bekannt waren. Dieser sog ... Verschiebungsstrom" ist, in elektrosta
tischem MaBe ausgedriickt, durch die Formel gegeben: 

. 1 a~ E a~ 
1 = 4,.- 7ft = 4,.- at' 

in der SD = ea; die elektrische Erregung und e die Dielektrizitatskonstante be· 
deuten, entsprechend der Permeabilitat I-' in der magnetischen Beziehung 58 = I-' S). 
Dann wiirden in einem Dielektrikum, das zugleich Leitfahigkeit besitzt, die 
Grundgleichungen lauten: 

a~ 
7ft + 471J = e rotS), a58 tff: 7[{ = -ero ~. 

Fiihrt man schliel3lich noch die ~pezifische elektrische Leitfahigkeit (J des Mittds 
ein, so ist J = aQ; zu setzen, und die Grundgleichungen der Lichtausbreitung 
nehmen die Form an: 

a~ 
eat + 471aQ; = e rotS) , a.\:> f<: 

It at = -crotl;);, (1 ) 

oder In kartesischen Koordinaten amgedriickt: 

e iJ_~z + 471a(l; = e (0.\\ _ ~~~2Y)' I-' iJ5t)' = e (~(ff.zi-· _ ~~y'i'), 
ci t x, e'y 0 z, ' u u u 

o~. f'" ((;'s.;), 0.\),) /J.~J). = c (iJ~, _ ~~~) 
f. Tt- + 4 71 a0-11 = c 7fZ- -ax-, ' ,- ot ox iJz' (2) 

f. °8~~ + 4710 (l;z = e (~~" - ~~z), I-' _~z = C (-~~~ - ~~). 
I:odem man diese Gleichungen noch einmal nach der Zeit differenziert, kann man 
die S)- oder die Q;-GroOen climinieren und erhalt Gleichungen von der Form 

82 ~~ + 0 ~z 2 A fl' 2 iJ (d' f\o) ) cft iJt2 471ft0 Tt = e LJ~x - e ax IV\:£, 

(3) 
02S), iJs.;)r _ 2 A .2 a '. 

eft ot2- + 471 l t OaT - e LJSjx - C ax (dlV.~), 
und entspreehend ftir (l;1I' (l;z, ~)1I und .~z . Dabei bedeutet LI cp den Ausdruck 

iJ2~ 02~ iJ2~ 
-fY"- + (jy2 -\- -azi! 

und div I den Ausdruek _o/~_ + 0/" + G/, 
Cix - oy oz . 

Abgesehen von dem die Leitfahigkeit ° enthaltenden Gliede auf der linken 
Seite, das flir einen Isolator = 0 wird, haben diese Gleichungen diesclbe Form 
wie die Gleichungen (1) in der historischen Ubersicht, die aus den Grundglei
ehungen der Elastizitat gewonncn waren. Aber wahrend es dort einer beson
deren Annahme bedurfte - der Annahme der Unzusammendrtickbarkeit des 
Aethers -, urn die zweiten Glieder auf der rechten Seite zum Verschwinden zu 
bringen, fallen in der elektromagnetischen Theorie diese Glieder ohne weiteres 
fort. Denn die magnetischen Kraftfelder sind iiberhaupt dadureh charakterisiert, 

daO div~) = 0 (4) 

ist, und fi.ir die elektrisc1wn Kraftfelckr gilt ebenso 

di\'(l; = 0, (5) 

solangC' ('s sieh um Wiml1l' handdt, die keine dcktrisc1wn Ladungm einsehlidkn. 
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(6) 

Fiir die iiberwiegende Mehrzahl der Stoffe ist die Permeabilitat !~ so wenig 
von 1 verschieden, daB diese GroBe in den folgenden Entwicklungen auch inner
halb der Materie = 1 gesetzt werden kann. Doch moge zur Wahrung der All
gemeinheit das Symbol ~ zunachst beibehalten werden. 

b) Lichtausbreitung im leeren Raume. 
14. Ebene geradlinig polarisierte Wellen. Die einfachstc Losung der 

ersten 3 Gleichungen (6) ist gegeben durch den Ansatz: 

0:x =/(pt-qz+6I l. li'y=O, 0:z =O. (7) 
Er giIt, wenn 

(8) 
ist, und stelIt einen mit der Geschwindigkeit c in der Richtung der +Z-Achse 
fortschreitenden Zustand dar, der ausschlieBlich durch zur X-Achse parallel 
wirkende elektrische Krafte charakterisiert ist. Aus den Grundgleichungen (2) 
folgt - / _ ~ 

~):t = 0, '\)Y - (pt - q4 + (1), '~)z = O. 

Also wirken gleichzeitig magnetische Krafte langs der Y-Achse. Beide, die elek
trischen und die magnetischen Krafte liegen senkrecht zueinander und zur 
Fortpflanzungsrichtung der Welle. Da in jeder zur Z-Achse senkrechten Ebene 
der Zustand in allen Punkten der gleiche ist, so stellt die Losung eine ebene 
Welle dar, und zwar, da die elektrische Kraft nur in einer Richtung wirkt, cine 
ebene Welle geradlinig polarisicrtcn Lichtes. Da cs sich erfahrungsgcmaB bei 
den Lichtvorgangen urn Schwingungen von strenger Periodizitat handcIt, kann 
man die allgemeine Funktion f spezialisieren durch cine Sinus- oder Kosinus
funktion, indem man schreibt: 

li'x = AIsin2n(-~ 
oder allgemeiner 

~. + (\). , 
I. 

i:!..,(~ - z +,\,) 
0:=Ae r J • 

.r; 1 ' 

(9) 

und ebenso '~)Y' Darin bedeutet T die Schwingungsdauer, }, die Wellenlange, die 
nach (8) durch die Gleichung: A = C • T (10) 

zusammenhangen. Al ist die Amplitude cler Schwingung, 61 eine den Anfangs
punkt der Zeitzahlung bestimmende Phasenkonstantc. 

Einc ebensolche Losung stelIt clas System clar: 

0:",=0, 0:y=A2sin2ne -;. +f\), 0:,=0, 

,\-)x=-Aosin2n(t- ~ +bo ), ,Dy=O, '~)z=O. ('" ... I I. ... , 

15. Das Prinzip der Ubereinanderlagerung kleiner Bewegungen. Aus der 
Tabache, daB die Difft-rcntialgkichungcn cler Lichtbcwcgung linear und hOl11o
gl'n sind. folgt. daB die SUl11me zWl'in Liisungen auch wieder eine Liisung dar
stellt. Man bezcichnd <lil'sen Satz aIs das l'rinzip cler Obcl'cinallllcrlagcrnng 
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kleiner Bewcgungen. Er moge hier zunachst auf Schwingungen von gleichcl' 
Schwingungsdaucr angewandt werden, also T und A gleich in beiden Wellen. 
Setzt man dann noch gleiche Phasen voraus, <5 2 = <51> so setzen sich die beiden 
Schwingungen wieder zu einer geradlinig polarisierten Schwingung zusammen, 
in der die elektrische Kraft mit der X-Achse einen Winkel cp bildet, der durch 
die Gleichung 

gcgeben ist. 
16. Elliptisch und kreisformig polarisiertes Licht. 1st <5 2 = (51 +\ ' 

und bezeichnet man das Argument der Sinusfunktion zur Abkiirzung mit e, 
so ist 

dahel' 

(11 ) 

Die beiden Schwingungen setzen sich nicht mehr zu einer geradlinigen Schwingung 
zu~ammen, sondern der resultierende Lichtvektor beschreibt wahrend einer 
Schwingung die Flache einer Ellipse, deren Achsen mit der X- und Y-Achse 
zusammenfallen. Man nennt Licht von dieser Schwingungsform elliptisch po
larisiert. 

1st Al = A 2, so ist die Ellipse ein Kreis. Das Licht ist zirkular oder kreis
formig polarisiert, und zwar wird der Kreis, wenn 

G:", = A sine, (5;y = A cose 

ist, in ncgativem Sinne, d. h. von der +Z-Achse gesehcn, im Sinne des Uhrzeigers 
oder rechts herum durchlaufen, wenn 

(5;", = A sin e , (5;11 = - A cos e, 
in entgegengesetztem Sinne oder links herum. 

Hat die Phasendifferenz der beiden Schwingungen einen beliebigen Wert, 
so ist die resultierende Schwingung eine Ellipse, deren Gleichung durch Elimi
nation von e aus den beiden Gleichungen fiir 0;", und (\;y in der Form erhalten 
wird: 

(12) 

Die Achsen dieser Ellipse bilden mit der X- bzw. Y-Achse einen Winkel cp, 
del' durch die Gleichung gegeben ist: 

tg2cp = ~·il~2~OS_2:r(<l2 - ___ ~l) 
Ai - A; 

Haben bride Schwingungen gleiche Amplitude, so licgen die Achsen der Ellipse 
immer unter 45 0 zur X- und Y-Achse. Sind in den Gleichungen: 

(\;x = Al sine, (\;y = A2 sin (e + if), 
die Amplituden Al und A2 positiv, so wird die Ellipse rechts herum durchlaufen, 
wenn // zwischen 0 unci +:t, links herum, wenn es zwischen 0 und -n; liegt. 

17. Geradlinig polarisierte Kugelwellen. HEINRICH HERTZ hat cine par
tikuHire Liisung c1rl' lVfAxwELLschcn Gleichnngl'n anfgestellt, die die Ansbrritung 
<ler drktl'ischen und magndischrn Kriifte YOIl dl'r geradlinigen Schwingung einl's 
elcktrischcn Dipols <lns zum Ausdrnck bringt. Diejenigen Glicder dieser Uisung, 
die die Wirkung in groBer Entfernung yom Schwingungszentrum darstellen, 
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kann man zunachst als Ausdruck fUr die Lichtausbreitung um cincn lcuchtcndcn 
Punkt herum benutzen. HERTZ setztl) 

iJ2IJ iJ2 IJ 02 II 02 n 
crx = - a-XiJz' ~y = - iJyiJz ' CS;z = B"X2 + 8y2 . (13) 

Diescr Ansatz erfiillt die Gleichungen (6), wenn II der Bedingung genligt: 
iJ2IJ 
fii2 = c2 ,dll. (14) 

Man kann die Lasung dieser Gleichung in der allgemcinen Form ansctzcn: 

II=/(pt-qy). (15) 
y 

Sic erfiillt die Gleichung (14), wenn zwischen p und q wieder die Bczichung 
p2 = c2 q2 besteht. Dann ist 

II = /[q(ct- y)] 
y 

und stellt offenbar einen Zustand auf einer KugelfHiche dar, die sich mit der 
Geschwindigkeit c im Raume ausbreitet. Um die elektrischen und magnetischen 
Krafte auf dieser Kugel darzustellen, fUhren wir noch fUr die Winkel, die der 
Radius r mit den Koordinatenachsen bildet, die Bezeichnungen lX, p, r cin, also 

COslX = : ' cosp = ~ , cosy = : . 
Dann ergibt sich aus (13) 

[ q2/" 3q I' 31] Q; = - -+ -- . + -- cos lX cos y 
x Y y2 y3 ' 

rq21" 3QI'. 3f] cr = - --- + -- + -". cos fJ cos y 
Y l Y y2 y3. ' 

(16) 

[Q2/" 3Ql' 31]. 2Ql' cr. = +-y- + y2- + -ra sm2 y --7 
2/ 

Bei den Lichtschwingungen kann man die allgemeine Funktion I durch cine 
cinfache harmonische Funktion oder allgemeiner durch cine e-Funktion mit 
imaginarem Exponenten spezialisieren. Setzt man dann noch 

P -- ~~ oder 2 und 2;:,; ~ = nv q =y, 

so ist 7: die Schwingungsdauer, v die Schwingungszahl in der Sekunde, J.. = C • 7: 

die Wellenlange der betrachteten Schwingung. Da die LichtwellenHingen aul3er
ordentlich klein sind, so brauchen in den obigen Gleichungen fUr endliche Werte 
von r nur die Glieder mit q2/r beriicksichtigt zu werden. Dann ist 

f>. = _ ~.n2 I" :.os IX cos " 
~ V y' 

fF _ _ ~2 I" ~os (I cos)' 
'&y - ).2 y' 

4 • .• cr = + __ :<~t" sm-;' 
z i~2 r· (17) 

Die Resultante dieser 3 Komponenten hat den Betrag 

~ = 41."~~ ~iy~ t" bzw. (i; = 4:~2 si~)' A . sin2n( ~-- _ -y_'). (18) 
I. y ~). 

Sic steht auf dem Radius r senkrecht, da Q;x COSlX + (i;1I cosfJ + cr. cosy = 0 
ist, und fallt in die durch r und die Z-Achse gehende Ebene. Man nennt die 
Z-Aehsc die Polarachsr diescr Kugdwdle. In den Polen ()' = ° oder n) ist 

(i; = 0, am Aquator (y = ~) hat die elektrisclll' Kraft ihr Maximum. Sl'tzt 

1) H. HERTZ, Wiod. Ann. Bd. 36, S.1. 1888. Gcsammclte \\'orkc, II. S.1-tS. 
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man die Werte von (17) in das 2. Tripel der MAXWELLschen Gleichungen (2) 
em, so erh~i.lt man fUr die magnetischen Krafte die Ausdriicke: 

'" _ 4:n:2 /" cosp 
"e'Z - ;.2 r' 

'" = _ 4:n:2/" cos~ 
"elY J.2 r' oS)z = 0, 

aus denen als Resultante folgt: 

4 ",2 sin r . ( t r ) 
oS) = "12 --'r- A • sm2n -;- - T . (18 a) 

Da sowohl .\)", COSlX + .'Qy cosfJ = 0 als auch .'Qx(t", + oS),,(ty = 0 ist, so folgt. 
daB die Richtung von .\) auf dem Radius und auf der Richtung der elektrischen 

z Kraft senkrecht steht. Wah rend also bei 
dieser Art von Kugelwellen die elektrischen 
Krafte in Richtung der Meridiane verlaufen, 
fallen die magnetischen Krafte in die Rich
tung der Breitenkreise (Abb. 5). 

Z 
Abb. 5. Gcradlinig polarisicr!e KugclwcIlc. 
__ Elek!r. Kraft, .... Magn. Kraft. 

i) (011) (5; ----
x - Ox (Jz ' 

Urn zu erkennen, welcher Art der Vor
gang im Mittelpunkt der Kugelwelle ist, der 
die Aussendung der Kuge1welle veranlaBt. 
kann man in den Ausgangsgleichungen (13). 
(14), (15) die Betrachtung auf Werte von r 
beschranken, die klein sind gegen A, so daB 
in der Funktion / qr gegen pt vernachlassigt 
werden kann. Dann ist: 

[J = 1JP.!l 
r 

und 11 n = I (P t) • Ll 1 = O. 
J' 

Daher 

(f __ G (cI~!)· 
z - (~Z c:z ' (19) 

d. h. die Komponenten erscheinen als Ablcitungen cines Potentials von der Form 

oder 

Das ist aber das Potential eines elektrischen Dipols, der in der Richtung der 
Z-Achse Schwingungen von der Periode T. ausfiihrt. 

Bei der vollkommenen Symmetrie der Grundgleichungen in bezug auf die 
elektrischen und die magnetischen Krafte kann natiirlich die glciche Lusung 
auch fUr die magnetischen Krafte aufgestellt werden, wie sic vorstehend fiir 
die elektrischen Krafte aufgestellt wurde. Dann erhalt man polarisierte Kugel
wellen, bei denen die magnetischen Krafte langs den ~Icridianen und die e1ek
trischen Krafte langs den Breitenkreisen schwingen, und die gleichcn Betrach
tungen crgeben als erregendcn Vorgang im Mittelpunkt der Kugelwelle die 
Schwingung eincs magnetischen Dipols in dcr Richtung der Z-Achse. cine 
Schwingung, die man etwa durch die elektrische Schwingung cines kreisf<irmigen 
Oszillators nach Art der BLONDLOTschen Oszillatoren hervorgebracht denken 
kunnte. 

18. Der Dualismus der Theorie und die Entscheidung an der Erfahrung. 
Dcr Dualismus. den wir in den clastischcn Theoricn bercits kennengelernt haben. 
tritt uns hier wieder in doppdter \Vcise cntgcgl'n. Erstcns kiinnte cs fraglich 
('rsclwincn, oh wir die e1ektrischc odcr die magnctischc Kraft als den eigcntliclwn 
wirksamen Lichtvektor in ('incm polarisiert{'n Strahle anzus{'hen hahcn. Aikin 
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da wir seit AMPERE gewohnt sind, alle magnetischen Wirkungen auf elektrische 
Strome zuriickzuftihren, erscheint es naturgemaJ3, die elektrische Kraft als den 
maBgebenden Lichtvektor anzusehen, dessen zeitliche Veranderungen allerdings 
stets zwangslaufig mit dem Auftreten magnetischer Krafte verbunden sind. 

Allein selbst wenn wir diesen Standpunkt festhalten, konnte es bei der Be
trachtung einer polarisierten Kugelwelle infolge der vollkommenen Symmetric 
in bezug auf die Langen- und die Breitenkreise immer noch fraglich erscheinen, 
ob man es mit der einen oder der anderen Art von Kugelwellen zu tun hat. Das 
hangt davon ab, ob wir uns die Schwingungsvorgange in den Licht aussendenden 
Molekiilen oder AtomeI:l eher als geradlinige oder als kreisformige Schwingungen 
denken konnen. 

Die Ausgangspunkte der elektrischen Krafte sind elektrische Massen, elek
trische Ladungen. Der Elektrizitat schreiben wir ebenso wie der Materie eine 
atomistische Struktur zu. Aus positiv geladenen Kernen, die von negativen 
Elektronen umkreist werden, denken wir uns nach den neuesten Anschauungen 
die letzten Tei1chen der Materie, die Atome der chemischen Elemente aufgebaut 
(s. Bd. 22 ds. Handb.). DaB bei leuchtenden Atomen oder Molekiilen die aus
gcsandten elektrischen Wellen von Schwingungen dieser elementaren Ladungen 
nach Art der Schwingungen eines elektrischen Dipols herriihren, das diirfte bei 
den erwahnten Anschauungen yom Bau der Atome wohl annehmbar sein, wah
renn Hinundherschwingungen dieser Elementarladungen auf Kreisbahnen, die 
dnem schwingendcn magnctischcn Dipol entsprachen, wohl weniger gut vor
stdlbar sein wiirden. Man kann clemnach als Grundtypus cler von einem Licht
punkt au,:gehenden Kugdwcllen clie erstc Form cler oben behandclten polari
sinten Kugelwcllen ansehen. 

Diese Auffassung wircl besUitigt durch die Erfahrungen, die man in den 
Fiillen gemacht hat, in denen es gelingt, polarisierte Kugelwellen wirklich her
zustellen. 1m allgemeinen ist das Licht ciner natiirlichen Lichtquellc vollkommen 
unpolarisicrt. ZEEMAN hat gezeigt, daB das unpolarisierte Licht einer Spektral
linie eines leuchtenden Gases im magnetischen Felde in polarisierte Schwingungen 
von verschiedener Schwingungsdauer aufgespalten wird. Bci dcr cinfachsten 
Form des Zeemaneffektes sendet diejenige Komponcnte, die eine yom Magnet
fdd nicht beeinfluI3te Schwingungsdauer bcsitzt, eine geradlinig polarisierte 
Kugelwelle aus, deren Polarachse mit der Richtung der magnetischen Kraft
linicn zusammenfallt. Dasselbe gilt bei der Aufspaltung einer Spektrallinie im 
dektrischen Felde, dem sog. Starkeffekt. Auch hier gibt es Komponentcn, dic 
('ine polarisierte Kugclwelle aussenden mit einer in die Richtung der Kraftlinien 
fallenden Polarachse. In beiden Fallen ist die Erscheinung unmittelbar ver
standlich, wenn man sich die Lichterregung als eine in der Richtung der magne
tischen bzw. elektrischen Kraftlinien verlaufende elektrische Schwingung, die 
dektrischen Krafte in der Kugelwelle also Hings der Meridiane verlaufend denkt, 
entsprechend dem ersten Typus. In der Tat - beobachtet man in Richtung 
der Kraftlinien, so sieht man diesc Komponenten iiberhaupt nicht; senkrecht 
zu den Kraftlinien haben sie das Maximum ihrer Intensitat. 

Bei beiden Effekten treten neben diesen Komponenten andere auf, die bei 
der Beobachtung senkrecht zu den Kraftlinien ebenfalls geradlinige Polari
sation zeigen, aber mit einer urn 90° verschiedenen Richtung, bei denen also die 
elektrischen Krafte auf der Richtung der Kraftlinien senkrecht stehen, wenn wir 
annehmen, daB sic bei den ersten Komponenten bei derselben Beobachtungs
richtung mit den Kraftlinien zusammenfallen. Allein die Kugelwellen, die diese 
zwt'itc Art von Komponenten aussenden, entsprechen nicht etwa dem zweiten 
Typns, wie er oben behandelt ist, denn diese Komponenten verschwinden nicht, 
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wenn man in Richtung der Kraftlinien beobachtet, sondern erweisen sich im 
magnctischcn Feick als zirkular polarisiert, im elektrischen Felde als unpolari
siert. Es sind also Kugelwdlen von einem komplizierteren Typus, die man sich 
durch Dbereinanderlagerung von Kugelwellen des Grundtypus entstanden 
den ken kann. 

19. Elliptisch polarisierte Kugelwellen. Wie bei den ebenen Wellen, kann 
man auch bei den Kugelwellen Wellen verschiedener Schwingungsrichtungen 
iibcrcinanderlagern. Stellen die Gleichungen (13), (14), (15) eine geradlinig pola
risierte Kugclwelle dar, deren Polarachse in der Z-Achse liegt, so stellen die 
Gleichungcn: 

02 II a; - - ---'" - oxoy' 
II = b(pt - q1 

(20) 

r 

cine ebensolche Kugelwelle dar, deren Polarachse in der Y-Achse liegt. Setzt man 

/ = A sin (oj, /1 = B sin f), wobei zur Abkurzung e flir 2n(~ - !;-) geschrieben 
~ I. 

ist, so stellt die Summe der Ausdrucke (13) und (20) abeimals cine geradlinig 
polarisierte Kugclwelle dar, deren Polarachse in der Y Z-Ebene liegt und mit 
cler Y-Achse dcn durch die Gleichung 

A 
tg!/' = B 

hestimmten Winkel tp cinschlicl3t. Anclrrs, wenn zwischen lund 11 cine Phascn
diffcrenz besteht: 

I=Asine, II=Bsin(e+c5). 

Dann setzen sich die Schwingungen zu einer elliptischen Schwingung zusammen, 
und man erhalt als Summe der beiden Losungen die Formeln fUr eine elliptisch 
polarisierte Kugelwelle. Die Darstdlung mage sich auf den Fall beschranken, 

dal3 c5 = % und A = B ist, also 

Dann ist 
I = A sine, 11 = A cose. 

4n2 A 
{S;'" = - ~ [sin e cos I' + cos e cos f3J cos iX , 

I. r 

{S;y = - 4i;2 4- [sinecos{J cosy - cos e sin2f3], 

{S;Z = + 4i;2 ~ [sin e sin2y - cos e cosf3 cosy] . 

In cler Y Z-Ebcne (iX = ~') ist {S;X = 0, 

(S; , 4;Z2 A . «(..) R) . {J '" = -~sln ~ -I' ,sln , 

4n2 A . 
{S;Z = + i.2 r S1l1 (e - fJ) • cos f3 • 

(21) 

Hier ist also das Licht geradlinig polarisiert; die Schwingungsrichtung liegt in 
der Y Z-Ebene; die Amplitude ist in allen Richtungen innerhalb dieser Ebcne 

gleich, nur die Phase variiert. In der X-Achse (iX = 0, (3 =" = -i) ist Cl:x 

l'henfalls = 0, 
4.n2 A Cl: = + .. --- . - cos (~ 

11 Jl.2 r ' 
rc: +4;Z2 A . ,_. 
~z = -;;-.;- -.- sin t!7. 

1.- r 
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In dieser Richtung setzen sich die beiden Schwingungen zu einer Kreisschwingung 
zusammen (s. Ziff. 15). Eine Kugelwelle dieser Art hat also die Eigenschaften, 
die man an den beiden auBeren Komponenten cines einfaehen ZEEMANschen 
Triplets wahrnimmt, wenn man die X-Achse mit der Richtung der magnetischen 
Kraftlinien zusammenfallend denkt. In Richtungen, die zwischen der X-Achse 
und der Y Z-Ebene liegen, ist das Licht dieser Kugelwelle elliptisch polarisiert, 

z. B. fUr eine beliebige Richtung in der X Y-Ebene (1' = ; , fJ = -i· - a): 
4,,2 A . 

{;l;", = - -),2 - .. - cose cos lX SlIla, 
. r 

{;l; = + 4 n2 :4 cos e cos lX cos a , (22) 
Y J.2 r 

4n2 A . £:\ 
(;l;z = + -;'2- SInCl. . r 

Die in die X Y-Ebene fallen de Komponente hat hier wieder den Zeitfaktor 
cos e, die dazu senkrechte Komponente den Zeitfaktor sin e. Aber die Ampli
tuden sind nicht mehr gleich. Wahrend die zur X Y-Ebene senkrechte Schwin-

gung fiir aIle Richtungen die konstante Amplitude ;;2 ~ hat, nimmt fiir die 

in der X Y-Ebene liegende Komponente die Amplitude ab nach der Formt'l 

4.~2 ~_ COSlX. Die resultierende Schwingung ist cine Ellipse, deren groBe Achse 
I. r 

auf der XY-Ebene senkrecht stehtl). 
Nehmen wir entsprechend (19) als Erregungsvorgang einer geradlinig pola

risierten Kugelwelle die geradlinige Schwingung eines clektrischen Dipols oder 
cines im Atomverbandc schwingenden Elektrons an, so miissen wir fiir Kugrl
wellen der hier beschriebenen Art als Erregungsvorgang Kreissehwingungen 
annehmen, aber nicht Hinundherschwingungen, wie sic eine Kugelwelle des 
zweiten geradlinig polarisierten Typus hervorrufen wiirden, sondern Kreisum
Hi.ufe von konstantem Umlaufsinn und konstanter Geschwindigkeit. 

20. Weitere Schltisse aus dem Zeemaneffekt. Die Feststellung des Um
laufssinnes der Kreisschwingungen cines ZEEMANsehen Triplets gestattet eine 
noch tiefere Einsicht in die Natur des Leuchtvorganges. H. A. LORENTZ hat 
zuerst bewiesen, daB eine geradlinige Schwingung elektrischer Ladungen durch 
ein magnetisehes Feld in zwei kreisformige Sehwingungen, eine von vergroBerter, 
die andere von verkleinerter Sehwingungsdauer, zerlegt wird. Man kann die 
Ableitung ganz elementar auf den Satz griinden, daB eine geradlinige Schwingung 
als Resultante zweier entgegengesetzt kreisformiger Schwingungen aufgefaBt 
bzw. in soIche zerlegt werden kann. Beobachtet man in der Riehtung der X-Achse 
cine transversale Schwingung, die langs der Z-Achse erfolgt, so ist der Zustancl 
durch die Gleichungen dargestellt: 

y = 0, Z = a sin2.71not, 

fiir dic man auch schreiben kann: 

y = +~acos2.71not, Z = +!asin2.71not, 
y = -!a cos2.71not, Z = +!a sin2.71not. 

Das erstc Paar stellt cine Kreisschwingung im positiven, das zweite Paar ('inc 
gkich groBe Kreisschwingung im negativen Sinne urn die X-Achse dar. Vor
anssdzung fiir das Bestehen soIcher einfacher Sinusschwingungen ist die Vor-

1) Dber die allgemeineren Formcn elliptisch poiarisierter KugcJwelien s. W. KONIG, 
\Vied. Ann. Bd. 17, S. 1016. 1882. 
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stellung, daB die schwingende clektrische Ladung e durch cine quasielastische 
Kraft nach einer bestimmten Gleichgewichtslage gezogen werde. 1st elann ?It 

die mit der Ladung verbundene Masse, so ist die Frequenz der Schwingung 
bzw. des Kreisumlaufs bei nicht erregtem Felde durch die Gleichung gegeben, 
die die Gleichheit von Zentrifugalkraft des Umlaufs mit der quasielastischen 
Kraft ausdriickt: 

woraus folgt 
TO = ~ = 2nlim . 

Vo t 
Bei erregtem Felde kommt die der linken Handregel entsprechende Wirkung 
des Feldes auf die bewegte Ladung hinzu. Steht die Kraftrichtung des Feldes 
auf der Kreisbahn senkrecht, so wird die quasielastische Kraft fiir den einen 
Umlauf urn 2:nn'eSj/c vermehrt, fiir den entgegengesetzten Umlauf urn ebenso
viel vermindert. Entsprechend andern sich die Frcquenzen in 

2 Q e.p 1'1 

~'1 = ~'ii + I1Z c· 2~ , • • e S) "2 ,,- - J'- - - .. 
2 - II 111 C 2.7< 

Da die durch das Magnetfeld bewirkte Anderung nur sehr gering ist, kiinnf'n dip 
Anclerungen der Frequenzen geschrieben werden: 

e.~) 
~'I - ~'o = 4;'cnl und (21) 

Wenn ZEEMAN in der Kraftlinienrichtung des Magnetfeldes beobachtete, so daB 
die positive Richtung der Kraftlinien auf sein Auge zu lief, so fand er, daB die 
linksherum schwingende Komponcnte die verklcinerte Periode, also die groI3ere 
Frequenz hatte. Wiirde die umlaufende elektrische Masse cine positive Ladung 
sein, so miil3te unter den angegebenen Verhaltnissen das Magnetfeld der nach 
dem Zentrum wirkenden quasielastischen Kraft entgegenwirken; die Periode 
wiirde vcrlangsamt, die Frequenz verkleinert werden miissen. Da das Umge
kehrte beobachtet wurde, muBte daraus mit Notwendigkeit der SchluO gezogen 
werden, daB es negative Elektronen sind, die durch ihre Schwingungen und Um
Hiufe die Lichtaussendung bewirken. Messungen der Frequenz- oder der Wellen
langenanderungen in Feldern von bekannter Starke gewahren nach (23) die Mog
lichkeit, das Verhaltnis e/m fiir die lichtaussendenden Elektronen aus dem 
Zeemaneffekt zu berechnen. Die vorziigliche Obereinstimmung der so gefun
denen Werte mit den an Kathodenstrahlen gefundenen Werten bestatigte die 
Richtigkeit der Annahme negativer Elektronen als lichtaussendender Elemente. 
(Naheres hieriiber Bd. 22 ds. Handb.) 

Eine ausfiihrliche Behandlung polarisierter Kugelwellen und ihrer Zu
sammensetzung hat 1. FROHLICH im Zusammenhange mit Studien iiber die 
Polarisation des gebeugten Lichtes veroffentlichP). Auf polarisierte Kugelwellen 
fiihrt ferner die Theorie der Zerstreuung des Lichtes an kleinen Teilchen2). 

21. Unpolarisiertes Licht. Anders liegen die Verhaltnisse beim Stark
effekt. Beobachtet man beim Zeemaneffekt in Richtung der Kraftlinien mit 
einem einfachen Analysator, so kann man freilich keinerlei Polarisation nach
weisen. Aber es geniigt die Zwischenschaltung einer 1/4-Platte, die zwischen 
die beiden Komponenten, aus denen sich die kreisfi:irmige Schwingung zusammen
sctzt, cine weitere Phasendifferenz von einer viertel Peri ode einfiihrt, urn den 

1) 1. FROHLICH, ExperimcnteUc Erforschung und theoretische Deutung der allgcmcincn 
Gcsetzmal3igkcitcn der Polarisation des von Glasgittern gebeugten Lichtes. Leipzig: B. G. 
T<:'ulmcr 1907. Vgl. auch P. FROHLICH, Ann. d. Phys. (4) Bd.63, S.900. 1920. 

2) Lord RAYLEIGH, Phil. :Ylag. Bd.47, S. 375. 1899. Scient-Pap,ers Bd. lV. S.397. 



Ziff. 22. Energiestromung. POYNTING scher Vektor. 161 

zirkularen Charakter der Schwingung so fort zu erkennen. Beobachtet man aber 
im cIektrischen Felde in Richtung der KraftIinien, so ist das Licht durchaus 
unpolarisiert. Dasselbe gilt von dem nach allen Seiten von einer Lichtquelle 
ausgesandten Licht, wenn sie nicht den richtendcn Kraften magnetischer oder 
elektrischer Felder ausgesetzt ist. Diese voIIkommene Ungeordnetheit der 
Schwingungen des natiirlichen Lichtes kann, da jedes Elektron in jedem Augen
blicke nur eine bestimmte Schwingung ausfUhren kann, einen doppelten Grund 
haben. Erstens wird das Licht einer LichtqueIIe nicht von einem einzelnen 
schwingungsfahigen Gebilde, einem einzelnen Elektron im Verbande eines ein
zelnen Atoms, ausgestrahlt, sondern von einer auBerordentlich groBen Zahl 
solcher Gebilde, die vollkommen unabhangig voneinander sind, wenn nicht die 
richtenden Krafte magnetischer oder elektrischer Felder die beschriebenen Gleich
maBigkeiten hervorrufen. Zweitens aber wird auch die Schwingung des ein
zelnen Elektrons infolge der Zusammenst6Be der Molekiile dauernden Ande
rungen nach Richtung und Phase unterworfen scin. Da jede der m6glichen 
Schwingungen aus Komponenten langs den Koordinatenachsen zusammen
gesetzt bzw. in solche zerlegt werden kann, kann man sich das unpolarisierte 
oder natiirliche Licht dargestellt den ken durch drei Komponenten langs den 
Koordinatenachsen, die den gleichcn zeitlichen Mittelwert der Amplitude haben, 
aber im Betrag der Amplitude und der Phase dauernd und ganz unabhangig 
voneinander nach den Gesctzen des Zufalls schwanken. Entsprechendes gilt 
von den KugelweIIen 'unpolarisierten Lichtes, die sich von einem unendlich 
kleinen Volumenelemcnt einer natiirIichen LichtqueIIe ausbreitcn. Auch diese 
KugelwcIIen sind als transversale Wellen aufzufassen. da ja jeder einzelnc 
Schwingungsvorgang cine transversale KugelweIIe hervorruft. Aber an jedem 
Punkte der WeIIenfIache werden die Schwingungen der elektrischen und magne
tischen Kraft in durchaus unregelmaBiger Folge Richtung und Phase andern. 
Man kann den Zustand der unpolarisierten Welle darstellen durch zwei zuein
andcr senkrechte Schwingungen, die den gleichen Mittelwert der Amplitude 
hahen. aber in den Wcrten der Amplitude und der Phase nach den Gesetzen 
des ZufaIIs schwanken. (Uber Beziehungen zur Thermodynamik s. das 3. Kap. 
ds. Bandes.) 

22. Energiestromung. POYNTlNGScher Vektor. Nach der MAxwELLschen 
Auffassung ist die Arbeit, dic bei dcr Erzeugung cines elektrischen oder cines 
magnetischen Feldes aufgewandt wird, als potentieIIe Encrgie in dem Felde 
enthalten. Driickt man die FeldsUi.rken im GAussschen MaJ3e aus, indem man 
die Einheit der elektrischen bzw. magnetischen Menge nach dem COuLO~1Bschen 
Gesetze definiert. so ist die in cler Raumeinheit cnthaltene Energiemenge im 
l'lektrostatischen Felde durch 

(24) 

1m magnctischcn Felde clurch 

TV", = 8158.\1 = -81 fl.f;)2 :r Sf 
(25) 

ausgcdriickt. Eine in den Raum hinein fortschreitende elektrische WeIIe tragt 
cntsprechend den elektrischen und magnetischen Kraften, aus denen sie besteht, 
Energie in den Raum hinaus. Wendet man das den statischen Feldern entnom
mene EnergiemaB auf diesen Vorgang an, so erhalt man einen Ausdruck fUr 
diese Energiewanderung aus den MAxwELLschen Gleichungen, indem man das 
erste Tripel mit Q;x, Q;y, Q;z. clas zweite Tripel mit ~:r.. 'P1/' .pz. beide auBerdem 

J-Iundbuch der PhysiJ<. xx. 11 
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mit 1/4:rc multipliziert und aIle 6 Gleichungen addiert. Diese Operation ergibt 
fiir den leeren Raum, fUr den a = 0, E. = f..l = 1 zu setzen ist: 

a [ 1 (\;2 + 1 S)2] I at Sn 8n (26) 
c[i) a a 1. 

=~n~~~-~~+~y~~-~~+~~~-~~ 

POYNTING!) hat einen Vektor ® eingefiihrt, dcssen Komponentcn nach den Ko
ordinatcnachsen durch die Gleichungcn gegeben sind: 

®x= - 4c (S)y(\;z-S)z(\;y), ®y= - -4c (.l)z(\;x-~)xCS;J, ®z= - 4c (S)x~y-.I)y(\;x)· (27) n ~ n 

Nach den Regeln der Vektorrechnung ist dieser Vektor das mit c/4:rr multiplizierte 
Vcktorprodukt der beiden Vcktoren 0; und ,I), d. h. 

c 
® = 4-- [(\;, S)]. (27a) 

n 

Dann Hi.l3t sich die auf der linken Seite der Gleichung (26) stchendc zeitlichc 
Andcrung der F eldenergie darstcIlcn als Di vcrgcnz des Vektors ®: 

:t (We + W",) = -div®. (28) 

Da 
und 

so steht der Vcktor ® auf den bcidcn Vektorcn (\; und ,~) scnkrecht. Er £alIt also 
zusammen mit der Richtung dcr WcIlennormale, und das Vorzcichen ist so ge
wahlt, daB die positivc Richtung dcs Vektors in die Richtung HiIlt, nach der dic 
Welle fortschreitct. 

Fi.ir das oben behandelte Beispiel dcr cbcncn Welle, die nach der X-Achse 
schwingt und nach der Z-Achse fortschrcitet, ist, da (\;y = (\;z = .1)", = '~)z = ° ist: 

®y=o, ® = _c.-(\; " = c~lsin22:rr(!.... _ -oZ + ()). (29) 
z 4.7 :cOdy 4n 7: I. 1 

Dic besondere Bedeutung des POYNTINGSchen Vektors erhellt, wenn man 
die Ausdriickc dcr Energie fi.ir einen geschlossenen Raum bildet und auf das 
Integral iiber div® den sog. GAussschen Satz anwendet, der fUr einen im 
gegebenen Raum stetigen und cindeutigen Vektor das Raumintegral in ein 
Integral iiber die Oberflache des Raumcs verwandelt: 

f div®dV = }®ndS , (30) 

wenn die nach aul3en gerichtctc Normale dcs Flachenelementcs dS als positivc 
Normalenrichtung genom men wird und ®" den in diese Richtung fallen den 
Bctrag des Vektors (5 im Element dS bedeutet. Dann ist dic zeitliche Anderung 
der in dcm gegebencn Raume enthaltenen Energie 

dW = d }(We + W 1Il)dV = -dt }®ndS , (31) 

d. h. gleich dem in der betrcffcnden Zeit durch die Oberflache des R.aumes hin
durchtretenden Betrage des Vektors ®. Der Vektor ® stellt also die in den 
Lichtstrahlen enthaltenc und mit ihnen fortschreitcnde Energie dar und wird 
dahcr als "Strahlvektor" bezeichnet. 

Zur Anwendung auf die langs der Z-Achse fortschreitende ebene Welle 
denke man sich als Raum V dcn Inhalt eines Zylinders, dessen Achse der Z-Achsc 
parallel, also auf der Wellenebene senkrccht steht, und der von zwei urn eine WeIlen
lange voneinander entfernten Wellenebencn begrenzt sei. Dann ist, da fUr die 

1) ]. H. POYNTING, Phil. Trans. 1884, II, S. 343. 
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MantelfHiche 61' = 0 und fiir die beiden GrundfHi.chen 61' gleich, aber von ent
gegengesetztem Vorzeichen ist nach (29) 

:J(We + Wm)dV = o. 

Der Betrag der wahrend einer Schwingung durch die eine Grundflache eintretenden 
und durch die andere austretenden Energie ist: 

):~~. 5 
8.7l ' 

wenn 5 den Querschnitt des Zylinders bedeutet. Durch die Flacheneinheit tritt 
also wahrend einer ganzen Schwingung die Energie 1 Ai/871, wahrend einer 
Sekunde der v fache Betrag: cAV871. Die Energie der Strahlung ist also dem 
Quadrat der Amplitude proportional. 

Wenden wir den POYNTINGSchen Satz auf die polarisierte Kugelwelle an, 
so ist nach (18) 

oder die durch ein Element dS der Kugelflache wahrend einer Schwingung hin
durchtretende Strahlung: 

Damit ist der bekannte Satz ausgedriickt, dan die IntensiUi.t des Lichtes bei 
Lichtquellen von kleinen Abmessungen mit dem Quadrat der Entfemung von 
der Lichtquelle abnimmt. Integriert man den Ausdruck tiber die ganze Kugc1-
oberflache, wobci 

dS = 271y2 sinyd,' 

ZU seizen ist, so wird die ganze von der Lichtquclle wahrend einer Schwingung 
ausgesandte Energic 

wah rend einer Sekundc 

16,,4 1" 
3 '3 r.., 

I. 

.16,,4 CA2 
3).4 ' 

(32) 

Diese Strahlung bedingt fUr die Lichtquelle eine allmahliche Abnahme ihrer 
Energie, vorausgesetzt, daB ihr nicht Encrgie immer von neuem zugefiihrt wird1). 

Die Schwingungen der Lichtquelle sind also durch die Ausstrahlung gedampft, 
cine Art der Dampfung, die man als "Strahlungsdampfung" oder nach PLANCK2) 
als "konservative Dampfung" bezeichnet, im Gcgensatz zu einer durch Wider
stand bedingtcn "konsumptiven Dampfung", bei der elektrische Schwingungs
energie durch Umwandlung in JOuLEsche Warmc verlorengeht. 

23. Interferenz. Das Prinzip der Dbereinanderlagerung ist oben auf zwei 
Wellcnziige von gleicher Fortpflanzungsrichtung angewandt, deren Schwingungen 
aufeinander senkrecht stehen, und fUhrte auf die Schwingungsformen der ellip
tischen Polarisation. Angewandt auf zwei Wellenztige von gleicher Fortpflan
zungsrichtung und gleicher Schwingungsrichtung, fiihrt es auf die Gesetze der 

1) G. F. FITZGERALD hat den durch Strahlung eintretcndcn Energicvcriust Hir eincn 
klcinen. alternicrenden Kreisstrom berechnet (Rep. Brit. Assoc. Southport, 1883. S.404). 
also fUr den zwcitcn Typus ciner KugelwelJe. \Venn cr den Betrag nur halb so groB 
findct. wie er oben angegeben ist. so diirftc dies wohl damit zusammenhangcn. daB sich 
seine Rechnungen nur auf den magnetischcn Teil der Strahlungsenergie beziehen. 

2) 1\1. PLANCK, Wied. Ann. Bd. 57, S. 1. 1896 und Bd.60, S.577. 1897. 

11* 
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Interferenz. Zwei Planwellen, die in der X-Achse schwingen und in der Z-Achse 
fortschreiten: 

(5;IX = Al sin2n(-t- _z_ + (ll)' 
1: I. 

ergl'\wn die Summe: 

\\'('nn 

(i;x = (5;1 x + 0':2X = A sin2nU- - ;. + (j), 

AI c~s~n(jl + A2c~s2n02 = A c~s2n(j, } 
Al S1l1 ~n(jl + A2 5111 2n(l2 = A S1l1 2n(j 

(3) 

(H) 

gesetzt wird. Die resultierende Welle ist also eine Welle der gleichen Schwingungs
form, aber mit anderer Amplitude und Phase. Die Amplitude ist bestimmt 
durch die Gleichung 

.1 2 = Ai + A§ + 2AlA2 cos2n((l1 - (l2)' (35) 

die unmittelbar die 1ntensitat ausdriickt, da diese nach dem vorhergehenden 
Paragraphen dem Quadrat der Amplitude proportional ist. Die Amplitude 
Iiegt je nach clem Werte der Phasendifferenz zwischen dem Maximum Al + A2 
fiir 01 - (j2 = k und dem Minimum Al - A2 fUr (ll - (j2 = (2k + 1)/2, wenn 
I, eine ganze Zahl bedeutet. Haben die beiden Wellenziige gleiche Amplitude, 

so ist 

Abb.6. A(}<lition zWtil'r AlIlplitmkn. 

also = 2 A I fi.ir ((jl - (j2) = Il, und = 0 fiir 
(b l - (2) = (2 k + 1) /2. 1m crsteren FaIle addieren 
sich die beiden Wellenziige, im letzteren hehen sie 
sich vollstandig auf. 

Nach Formel (35) berechnet sich, worauf schon FHESNEL hingewiesen haUl, 
die resultierende Amplitude in der gleichen ,,yeise, wie sich die H.esultante A 
zweier Krafte Al und ..12 berechnct, die an einem Punkte angreifen, und deren 
Richtungen den Winkel L1 = 2n (b l - (l2) miteinander bilden (Abb. 6), oder 
in der Sprache der Vektorrechnung. cIie resultierende Amplitude A ist die Summe 
der beicIen Vektoren Al uncI A 2 . 

24. Interferenz zweier Lichtpunkte. Ais einfachstes Beispiel werde der 
Fall der Ubereinanderlagerung zweier Kugelwellen behandelt, die von zwei 
nahe beieinanderliegenden Lichtpunktcn ausgehen. Die beiden Lichtpunkte 
sollen in der X-Achse zu beiden Seiten des Nullpunktes des Koordinatensystems 
urn +e und -e von ihm entfernt liegen und ihre Schwingungen in der Z-Achse 
ausfUhren. ,,yir betrachten das Zusammenwirken der von ihnen ausgehenden 
Kugelwcllen in der XY-Ebene unter der Voraussdzung, daB der lhdius der 
Kugelwellen groB ist gegen den Abstand 2e der heiden leuchtencIen Punktc. 
Unter Fortlassung des konstanten Faktors 4n2jJ.2 [so (18)J ist dann 

(5;[: = Al sin2n(-!.. - I'J + (jl)' CEo, = A2sin 271(~-
1'1 ,T I • . -- Y2 ,r 

J:" + (lo\. 
I. -) 

Dann ist die Phasendifferenz der beiden Wellen 

L1 = 27l'(01 - (j2 + ~2 -;:-:,l,). 
Zur weiteren Vereinfachung werde angenommen, daB die beiden Lichtpunkte 
in gleicher Phase schwingen, d. h. (jl = O2 , Die FHichen glcicher Phasendifferenz 

1) A. FRESNEL, l\Iemoire sur la diffraction de la lumiere; Couronne 1819. Oeuvres 
compl. Bd. I, S. 292. 
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sind dann offenbar Rotationshyperboloide, die die X-Achse als Achse und die 
beiden Lichtpunkte als Brennpunkte haben. Allgemein ist: 

r1 =i(x - e)2+ y2+ Z2 =]/r2- 2ex +ez, r2=l(:~+ e)z+ yZ+ Z2 = 1/r2+ 2ex+e:!, 

wenn r, wie bisher, den Abstand vom Koordinaten-Anfangspunkt bedeutet. 
Nimmt man r groB gegen e, so kann geschrieben werden: 

also 

und 

wenn {} den Winkel des H.adius r mit der X-Achse bedeutet. Die Flachen gleicher 
Phasendifferenz sind in dieser Entfernung von den Lichtpunkten die Kreiskegcl, 
die von den Asymptoten der Hyperboloide gebildet werden. Die Minima liegen 

allf den Kegcln: cosU = 2k -1~1 • i._ ,die Maxima auf den Kegeln: cos19 = k .. J.. 
2 2e 2e 

Fiir 0 .. ,~ 0, d. h. bei Beobachtung in dE'r X-Achse, ist die Phasendifferenz 2n. 2.e , 
I. 

also gleich 2;nJl, wenn m die Zahl der in der Strecke 2e enthaltenen Wellenlangen 

hedeutet. Fur iJ = ~ , ist .d = 0; in der Y Z-Ebene hat die Intensitat ein Maxi

mum. Weitere Maxima sind durch cos',? = /'Im bestimmt. Da" < m sein 
muB, so ist die Zahl der Maxima gleich der grol3ten ganzen Zahl, die in m enthalten 
ist. Fangt man das Licht auf einem zur Y-Achse senkrechten Schirme auf, so 
erscheint auf dem Schirme zu beiden Seitcn des in der Y Z-Ebene liegenden hellen 
Mittelstreifens bei einfarbigem Lichte ein System von dunklen und hellen Streifen. 
In der Nahe des Mittclstreifens ist der Abstand s zweier bcnachbarter Maxima 
oder Minima gegeben durch die Gleichung: 

rio 
s = 2e' 

Aus dem Cmstande, daB der Streifenabstand von der Wdlenlange abhangt, 
folgt, daf3 im weiHen Licht die Streifen far big erscheinen. 

25. Bedingungen der Interferenz. Die Bedingung fUr die Sichtbarkeit dieser 
Interferenzen ist die Unveranderlichkeit der vom Schwingungszustande der beiden 
Lichtpunkte abhangigen Phasendifferenz ((\ - 152), Man driickt diese Bedingnng 
aus, indem man verlangt, dal3 die beiden Lichtquellen "koharent" sein miissen, 
cine Bedingung, die bei zwei voneinander unabhangigen Lichtquellen wegen 
der UnregdmaI3igkeit der Lichtschwingungen nicht erfiillt ist. Sie kann nur 
crfiillt werden, indem man die beiden interferierenden Wellenziige aus einem 
Wellenzuge ableitet. Das geschieht in isotropen Mittcln dadurch, dal3 man ein 
Lichtbiindel durch Spiegelung oder Brechung in zwei Biindel teilt, die man ent
weder in dem gleichen Mittel verschieden lange Wege oder gleiche Wege in 
?I'litteln von verschiedener Lichtgeschwindigkeit durchlaufen lal3t, und dann 
wieder iibereinander lagert; ersteres ist der Fall bei dem oben besprochenen 
FlmSNELschen Spiegelversuch, den LLOYDSchen Streifen, dem Biprisma, den 
NEWToNschen Ringen; letzteres beim JAMINSchen Interfcrenzapparat. Einc 
andere Klasse von Interfcrenzcrscheinungen erhalt man in anisotropen Mitteln, 
indem man polarisiertes Licht auf eine Kristallplatte fallen lal3t, in der cs sich 
durch die Anisotropie des }thttels in zwei senkrecht zueinander schwingende 
Wellen von verschiedener Fortpflanzungsgeschwindigkeit teilt. Nach dem Aus
tritt aus der Platte werden diese beiden Wellen zur Interferenz gebracht, indem 
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sie durch einen Analysator auf gleiche Schwingungsrichtung iibergcfiihrt werden. 
Dies sind die Erscheinungen der chromatischen Polarisation in Kristallplatten. 

Eine andere Frage ist die, wie groB die Zahl ?n, die Phasendifferenz der beiden 
interferierenden Strahlen, werden kann, ohne daB durch die UnregelmaBigkeiten 
im Ablauf der Schwingungen die Interferenzfahigkeit gest6rt wird. Fiir die 
ausfiihrliche Behandlung dieser Fragen wird auf Kap. 9 verwiesen. 

26. Stehende Wellen. Wah rend im Vorstehenden Wellenziigc von gleicher 
oder bei den Kuge1wellen wenigstens annahcrnd gleicher Fortpflanzungsrichtung 
angenommen wurden, k6nnen auch zwei entgegengesetzt laufende Wellenziige 
nach dem Prinzip der Uberlagerung zusammengesetzt werden. 

(\;1 x = Al sin2.n(~. -...; + 01)' , 
T /, 

ergeben die Summe: 

li. = :::: : ::: :::::i~ ~~: ::;:~:::i ~ : ~ ~ ::i ) 
Diese Gleichung stdlt nicht mehr cine fortschreitl'nde \\'cllc dar; dcnn hir 

verschiedene Werte von z ist die Amplitude verschieden, An den Stcllen, wo 

z (I, - 02 11 
-----

,( 2 2 

ist, verschwindet das zweite Glied und 0:,1; schwankt zeitlich zwischen ± (.:1 1 + A 2)' 

An den Stellen aber, wo 

i. 2 
2" + 1 

4 

ist, bctragt die Amplitude (.:1 1 - .'1 2) und ist = 0, wenn die beiden sich iibcr
lagernden Wellen gleiche Amplitude haben, Al = A 2 . Das Ganze stellt cine 
stehende Welle dar; die letztgenannten Stdlen sind die Knoten, an denen die 
Schwingung ihr Minimum, die erstgenannten, die um J./4 von den Knoten ent
fernt liegen, sind die Bauche, an denen die Schwingung ihr Maximum hat. Der 
Abstand zweier benachbarter Knoten oder Bauche ist eine halbe Wellenlange. 

Aus dem Umstande, daB die Wellen entgegengesetzte l~ichtung haben, d. h. 
die Z-Koordinate Wr die cine Welle das negative, fi.ir die andere das positive 
Vorzeichen hat, folgt, daB die die clektrischen Schwingungen beglcitenden magne
tischen Krafte zwar durch diesdben Ausdriicke wie die elektrischen Kr1i.fte gegeben 
sind, aber entgegengesetztes Vorzeichen haben . 

• \.lly = A1 sin2.n(+ - -[ + 01), ·\j2Y = -A 2 sin2.nU- -\- ;, + O2), 

Die Ubereinanderlagerung der beiden Wellen gibt daher fiir die magnetischen 
Krafte der stehenden Schwingung den anderen Ausdruck: 

- (A A ) .' (. z (l, - ( 2) • (t (l, + (1 2 ') I 
~y = - 1 + 2 S1I12.n T - -~2-', coS2.n; + -2-, } 

+ (AI - A2)cOS2.n(;, - 01 ~(l2)sin2.n(+ + ~-t~). J 
(38) 

Die Knoten der magnetischen Kraft liegen an den Stellen, wo die clektrische 
Kraft ihre Bauche hat, und die Bauche der magnetischen Kraft da, wo die Knoten 
der clektrischen Kraft liegen. Zeitlich aber hat die elektrische Kraft ihr Maximum, 
wenn die magnetische Kraft ihr Minimum hat, und umgekehrt. Sind die Ampli
tuden der beiden Wellen, also auch die Encrgicn, die sie mit sich fiihren, gleich, 
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so findet in der stehenden Welle keine Fortftihrung der Energie nach einer Rich
tung mehr statt, sondern nur ein Hin- und Herfluten der Energie zwischen 
Bauchen und Knoten aus der e!ektrischen in die magnetische Form und zuruck. 

Bei der im vorigen Paragraphen behandelten Dberlagerung zweier Kugel
wellen sind die von den beiden Lichtpunkten ausgehenden Wellen zwischen den 
beiden Punkten gegeneinander gerichtet und bilden hier stehende Wellen. Ihre 
Bauche liegen da, wo die konfokalen Hyperboloide, auf denen die Maxima der 
HeIligkeit im Interferenzraume liegen, die X-Achse schneiden, ihre Knoten da, 
wo die den dunklen Streifen entsprechenden Hyperboloide die X-Achse schneiden. 
Diese stehenden Schwingungen sind aber der Beobachtung nicht zuganglich. 
Stehende Lichtwellen sind nur in einem FaIle von O. WIENER nachgewiesen 
worden. Dber die besondere Bedeutung dieser Arbeit s. spater. 

27. Das HUYGENSSche Prinzip. Man kann von den Wellenfronten, gleich
viel ob es ebene oder kugelformige Wellenflachen sind, sagen, daB sie sich in 
Richtung ihrer Normalen fortpflanzen, und da bei ungestarter Ausbreitung die 
Normalen gerade Linien sind, kannte man in diesem Gedankengange von der 
geradlinigen Fortpflanzung des Lichtes sprechen und die Wellennormalen als 
die Lichtstrahlen ansehen. Allein physikalisch griindet sich der Begriff der Licht
strahlen und die Vorstellung ihrer geradlinigen Fortpflanzung auf die Wirkung, 
die ein die Ausbreitung der Wellen stellenweise hemmender Karper auf diese 
Ausbreitung austibt, d. h. auf die Schattenkonstruktion und die Wirkungen einer 
Lochkamera. Eine Erklarung dieser Erscheinungen auf der Grundlage der Wellen
lehre hat HUYGENS mit Hilfe des Gedankens der Elcmentarwellen gegeben; 
FRESNEL hat durch Hinzunahme des Interferenzprinzips den HUYGENSSchen 
Gedanken zur Grundlage der ganzen Beugungstheorie gemacht. Allein es fehlte 
dem Prinzip in dieser Form die strenge mathematische Begrtindung. Eine solche 
ist zuerst von KIRCHHOFF gegeben worden, indem er sich eines mathematischen 
Hilfssatzes bediente, der die Umwandlung cines Raumintegrals in ein Integral 
tiber die Oberflache des Raumes gestattet. Diese unter dem Namen des GREEN
schen Satzes bekannte Forme! lautet: 

I(UilV - v/1u)dV = -I(u~~ - v~~)dF, (39) 

wenn 11 und v zwei Funktionen sind, die mit ihren ersten und zweiten Differential
quotienten nach x, )', z in dem ganzen Raume, tiber den sich das links stehende 
Raumintegral erstreckt, eindeutig und stetig sind, und wenn als positive Nor
malenrichtung an der Grenzflache des H.aumes die innere Normale genommen 
wird. Wenn beide Funktionen der GleiC'hung gentigen: 

!lu = -!?ht und (40) 

so wird das Raumintegral gleich 0 und die Gleichung (39) lautet: 

f·( iJv iJU) 
. uiJn-v iJn =0. (41) 

Diesen Satz kann man benutzen, urn den Wert U o von tt fUr einen Punkt P im 
lnnern des Raumes auszudrticken durch das Integral tiber die Oberflache des 
Raumes. Man mul3 zu dem Ende die Funktion v so wahlen, dal3 sie im Punkte 
P unendlich wird wie 1/r, unter r den Abstand vom Punkte P verstanden - eine 
Bedingung, der zugleich mit der Schwingungsglcichung il v = -k2 v gentigt 
wird z. B. durch die Funktion (cos hr)/r [nicht durch (sin 1,r)/r] oder allgemeiner 

e - ikr 

durch den Ausdruck --. Bei einem solchen Werte von v mul3 der Punkt 
r 

P, in dem v unendlich wird, aus dem Integrationsgebiete ausgeschlossen werden 
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durch cine Kugel von unendlich kleinem Radius. Die Integration ist dann nicht 
bloB tiber die AuBenfHi.che F, sondern auch tiber die OberfHi.che dieser Kugel 
zu erstrecken. Dabei verschwinden aber, wenn u und du/dn endliche Werte 
haben, fiir r = 0 alle Glieder bis auf eines, ftir das sich r2 heraushebt, und das 
ftir r = 0 den Wert -4nuo annimmt. Dann ist also 

u = 1f(uO!! - v ?!t)dF . (42) 
o 4:n: an an 

Um diesen Satz auf die Lichtausbreitung anwenden zu k6nnen, ist zunachst 
zu beachten, daB die Wellengleichung (6) 

02rp 
c2 if ({i = (fj2-

in die Schwingungsgleichung (40) tibergeht, sobald ({i als cine periodische Funk
tion der Zeit angenommen wird. Druckt man dies durch den allgemeinen Ansatz 
aus 

(43) 
\\'0 1/ nur noch "on den Raul11k()()rdinaten abhangt, su crfullt 1t die Schwingungs
glcichung (40), und der Faktor l{ in dieser Gleichung ('rhalt die Bedeutung 

k= p =~;~. 
C I. 

1st nun q; der Lichtvektor, der in jedem Punkte des H.aumes die Lichtcrregung 
darstellt, die von einer oder mehrcren auf3erhalb der FHiche F liegenden Licht
quellen verursacht wird, so erhalt man den Wert von ({io fur den Punkt P inner
halb der Flache, indem man Gleichung (42) mit eipt muitipliziert: 

('r e-Hr ] 
a ..... 

. eipl r e- ikr AU , q; = 1£ e,pt = u '. _ .. - - .. , - dI< 
o 0 4:n:" _ an r an 

(45) 

f'[ oei{p~~kr). ] 

= 1 u-. .!... .. - _ e·(l~I.::..k.:!. au dF' 
4:r,) /In r an ' 

da man eipt als einen von den Integrationsveranderlichen unabhangigen Faktor 
unter das Integralzeichen setzen kann. Der Ausdruck 

ei(pt-kr) 

r r 

hat den Charakter einer VOI11 Element dF ausgehenden Kugclwelle. Die Licht
erregung ({io im Punkte P wird also durch Gleichung (45) dargesteilt als das Er
gebnis des Zusammenwirkens der von allen Elementen der Flache F ausgehenden, 
mit der Geschwindigkeit c sich ausbreitenden "Elementarwellen"; denn del' Er
regung in P zur Zeit t entspricht die Erregung im Flachenelement dF zu einer 
um ric fruheren Zeit. Insoweit kommt also in dieser Formulierung die HUYGENS
sche Idee der Elementarwellen zum Ausdruck. Aber die Bclegung der Flache 
mit Erregungspunkten von Elementarwellen ist wesentlich komplizierter, als die 
del11entare Fassung des HUYGENSSchen Prinzipes es sich vorstellt. Denn der Aus
druck fiir' ({io besteht aus der Differenz zweier Integrale. Das zweite Integral stellt 
cine Belegung mit einfachen Erregungsquellen dar, deren Amplitude durch ou/iJn 

(Ci(jJ'-krJ')1 
gegeben ist. Das erste Integral dagegen stellt durch den Ausdruck a --r- iJn 

offenbar eine Doppelschicht von Erregungspunkten dar, deren Amplitude durch 
u bestimmt ist. Die Werte u und Gu/on sind die Werte, die dieser raumliche 
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Faktor der Funktion rp auf den Flachenelementen besitzt. Insofern sind also 
auch die ElementarweIlen in ihrer Starke durch das auf die Flache auffallende 
Licht bestimmt. 

28. Anwendung auf einen Spezial£all. Die Richtigkeit des Satzes laBt sich 
leicht fUr einzelne FaIle priifen, z. B. fUr den Fall, daB die Lichterregung von 
einem Punkte L ausgeht und fUr einen Punkt P im Abstande a von L dargestellt 
werden 5011. 1st r1 der Abstand cines beliebigen Punktes von L, so kann die 
Lichterregung nach (15) durch die Funktion 

ei(1)t- kr11 

m = A --- = A eipt • u 
• r1 ' 

dargestellt werden und tt hat den Wert 
e- ikrl 

1t = _.-. 
r 1 

(46) 

(47) 

Als Flache um P werde eine Kugel vom Radius r2 genommen, wobei r2 < a 
sein 5011 (Abb. 7). Dann ist dr2/dn = -1. Es ist ferner, w(>nn r1 den Abstand 
des Flachenelementes von L hedeutet, 

r~ = a2 + r~ - 2ar2 coslJ , 

_ ~ ~ .. '! c;?~!!. 
'1 

(l2 - r~ - rr 
2'1'2 Abh. i. ZUlU HUYGENSSchen Prinzip. 

Das Integral iiber die Kugclflache kann leicht ausgefiihrt werden, indem man die 
Flache durch Ebenen, die auf LP senkrecht stehen, in Krciszonen zerlegt, deren 
Flache = 2n~sin-& d{} = 2nr2r1dr1/a ist .. 1 Bei der AusfUhrung der Rechnung 
zerfallt das Integral in cine Summe von Integra1cn, die sich zum Teil fortheben. 
Es blcibt folgender Ausdruck iibrig: 

e- ikr, [ . ( , a2 - ,2.)] e-ikT, [ . a2 - (r - r )2] ----za e- tk" 1 - 2;; +·2:;';;'( = - -2-a- e-<kr. ~r~--..2- , 

der zwischen den Integrationsgrenzen -& = ° und I} = n, bzw. r 1 = a - r 2 

und r1 = a + r2 zu nehmen ist. Werden diese Grenzen eingesetzt, so ergibt sich 
fUr die obere Grenze (r1 - r2 = a) der Wert 0, fUr die untere Grenze (r1 + r2 = a) 

also 

a-ika 

tto = -a-' 

Aei(pt-kfl} 

Cf'o = --... ----0:---, 

wie es fUr r1 = a der Fall sein muB. Aber die Diskussion des Ausdruckes lehrt, 
daB das richtige Ergebnis nur erhalten wird, wenn die Integration iiber die ganze, 
den Punkt P umschlieBende Flache ausgefUhrt wird. 

Statt urn P k6nnte man· ·die. Kugelflache auch urn L 1cgen. Dann wiirde P 
im AuBenraume liegen; entsprechend miiBte die positive Normale der Flache 
nach aul3en gerichtet sein und der AuBenraum ware, streng genommen, durch 
eine unendlich ferne Kugelflache nochmals zu begrenzen. Doch kommt deren 
Wirkung nicht in Betracht, da die Funktionen fUr r1 und r2 = 00 bei endlichen 
Werten der Zeit verschwinden. In diesem Falle ware die Kugelflache um L eine 
WellenfHiche, und die ganze Konstruktion entsprache in noch h6herem Grade der 
HUYGENSSchen Idee, die von der Wellenflache ausgeht. Die Rechnung und 
ihr Ergebnis ware natiirlich das gleiche wie oben. Die Bedingung fUr das Ergebnis 
ist stets die, daB die Flache, iiber die integriert wird, den Aufpunkt und die Licht
quellen trennt. ,Umschliel3t sie beide, so ist, wie KIRCHHOFF ausdriicklich abge
leitet hat, das Integral = o. Man kann namlich in diesem Falle den Integrations-
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raum durch eine HilfsfHi.che in zwei Raume zerlegen, von denen der cine nur P, 
der andere nur die Lichtquellen enthalt. Die Integration tiber die Oberflache 
sowohl des einen wie des anderen Raumes ergibt fUr die Lichtbewegung in P 
4.7HPO' wenn jedesmal die positive Normale der Flache nach der Seite, auf der 
sich P bcfindet, gerechnet wird. Ftir den Raum, der die Lichtquellen enthalt, 
ist aber diese Normalenrichtung entgegengesetzt derjenigen, die bei der Inte
gration tiber die ganze, P und die Lichtquellen umschlieBende Flache zu geIten 
hat. Man erhalt daher die Summe der Integrale tiber diese Flache, wenn man das 
Ergebnis der Integration tiber die beiden Teilraume voneinander abzieht. Diese 
Differenz ist aber = o. 

In der ursprtinglichen HUYGENSSchen Fassung des Prinzipes und auch 
noch in der FRESNELschen Formulierung unter Verkntipfung mit dem Inter
ferenzprinzip war es im Grunde nicht verstandlich, warum die Elementarwellen 
nicht auch nach rtickwarts wirken. Die KIRCHHOFFsche Fassung beseitigt dieses 
Bedenken. Schon bei der obigen Berechnung ist es charakteristisch, daB der 
Wert des Ausdrucks fUr die obere Grenze r1 = a+ r2, d. h. fUr den Pol der Welle, 
cler i.iber den Aufpunkt bereits hinweggegangen ist, null wird, wahrencl die untere 
Grenze, d. h. der ankommende Pol der Welle, den vollen Bctrag licfert. Noeh 
allgemeiner kommt zum Ausdruck, daB die Elementarwellen nieht nach rtick
warts laufen, in dem soc ben erwahnten Satze von KIRCHHOFF, nach dem das 
Integral tiber die Flaehe 0 ist, wenn die FHiche Liehtpunkt und Aufpunkt gleich
zeitig umsehlief3t, wenn also der Aufpunkt innerhalb der Wellenflache liegt. 
Ein weiterer Fortschritt, cler durch die strengere Fassung des Prinzipes erreieht 
wurde, war der, daB die Durchrechnung nach dem KIRCHHoFFschen Satze den 
richtigen Wert des Lichtvektors im Aufpunkte ergibt, wahrend die FRESNELsche 
Zonenkonstruktion immer zu einem urn 71,/2 in der Phase verschobenen Werte 
gefiihrt hatte. 

Gleiehwohl ist auch gegen die KIRCHlIOFFSche Fassung der Einwand mangeln
der Strenge erhoben worden, und manche Versuche sind gemacht worden, sic 
durch eine strengere Fassung zu ersetzen 1). KIRCHHOFF seIber hat zugegeben, 
daB eine vollkommen befriedigende Theorie aus den Hypothesen der Undulations
theorie nicht zu entwickeln ist. Denn erst ens ist die Darstellung insofern un
endlich vieldeutig, als jede Lasung der Schwingungsgleichung (40), die in P 
unendlich wird wie 1/r, in clie Gleichung (41) flir v eingesetzt werden kann. Zwei
tens aber mtissen die Werte von u und Bu/on auf cler OberfHiehe bekannt sein; 
das sind sie im allgemeinen nicht, und auBerdem kannen sic nicht beide will
ktirlich gegeben werden, da, wenn u der Schwingungsgleichung im Raume gentigt 
und auf der FIache vorgeschriebene Werte hat, damit auch die Werte von Ott/an 
gegeben sind. Auf die Schwierigkeiten, die hieraus erwachsen, wird in einem 
spateren Kapitel eingegangen. 

29. Geradlinige Ausbreitung des Lichtes. Ubergang zur geometrischen 
Optik. Die Anwendung des KIRCHHoFFschen Prinzipes auf die Lichtausbreitung 
beruht auf der Tatsache, daB die Lichtwellenlangen auBerordentIich klein sind 
gegen die Entfernungen r und r1, die in den Gleichungen (45) und (47) vorkommen. 
Denkt man sich namlich die Lichterregung wieder durch die Gleichungen (46) 
und (47) gegeben und fUhrt die Differentiationen nach n in Formel (45) aus, so 
erhaIt man 

q; = _1_ r~.~ (~ orl _ ,1_~) ei[pt-k(r+T,)] + !._k_/· dF (or1.. _ ?!....)' ei[pt-k(r+r,)] 
o 4",. rlr ,r1 on r on 4"'., rlr on on ' 

') J. LARMOR, Proc. London Math. Soc. (2) Ed. 1, S.1. 1903; \\'. ANDERSON, Phil. 
l\Iag. (6) Ed. 49, S.422. 1925. 
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oder, wenn man die reellen Werte einflihrt: 

'P =-1-f-dF_(-.!...~_~l_-.!...iJr)COS[Pt_k(r+r)] 1 
o 4.n- rlr rl an r an 1 J 

__ k_ rd_~ (~~!. _ or)' sin[pt _ k(r + r )]. 
4.n-., rlr an an 1 

(48) 

KIRCHHOFF bedient sich nun eines Hilfssatzes, welcher aussagt, dail das Integral 
, 

R =f~~ • sin(k~ + (j)d~ 
~o 

verschwindet, wenn k 00 groil wird, vorausgesetzt, dail ifJ eine innerhalb der 
Integrationsgrenzen stetige Funktion und (j eine Konstante ist. Aus diesem Satze 
folgt sogleich der weitere 

t' 

!'d<P [dW j" k, di;' sin(k~ + b) d( = - dt; cos(kC + b) ;. 

unter cler weiteren Bedingung, daB cler erste Differentialquotient von cP inner
halb der Integrationsgrenzen stctig ist. Diese Satze werden auf die Integrale im 
Ausdruck flir Cf'o angewandt, indem zunachst r -1- r 1 = ~ gesetzt wird. Das Zeit
glied im Argument der Kreisfunktionen kann unberucksichtigt bleiben, da es 
durch Zerlegung der Funktionen ja vor das Integralzeichen gezogen werden 
kann. Da r den Abstand cines beliebigen Punktes yom Aufpunkt P, r1 seinen 
Abstand yom Lichtpunkt L bedeutet, so stellt jeder Wert von ~ = r + r 1 ein 
Rotationsellipsoid dar, dessen Achse die Verbindungslinie des Lichtpunktes mit 
dem Aufpunktc ist. Durch diese, den Werten ~, ~ + d~, ~ + 2 d~ usw. ent
sprechende Schar von Ellipsoiden wird die Flache F in schmale Streifen zerlegt. 
Wenn nun in dem ersten Integral flir 'Po 

'-+d' 
dw d1; ='f'd.F (~ drl ___ 1 _ _ dr)' 
dt; " rlr ,rl dn r dn ' , 

in dem zweiten Integral ~+d~ 

~~ df; = I ~l~ (~~ - ~;z) 
.. 

gesctzt wird, bcide Integrale nur uber die :Flache cines dieser schmalen Streifen 
genommen, so nehmen die Integrale uber die ganze FHiche F die Gestalt der 
Integrale R an. Fur k = 00 verschwindet dann das erste der beiden Integrale 
ganz, falls ~ flir keinen Teil der FIache F konstant ist; das Integral kann ubrigens 
auch, wenn es nicht verschwindet, gegen das zweite Integral, das mit dem Faktor 
k = 2Jl/J.. behaftet ist, vernachlassigt werden. Das zweite Integral verwandelt 
sich in den Ausdruck [d W j::' 

- - _ cos(k~ + 0) _ , (49) 
d, -0 

wenn ~' und ~o den grail ten und den kleinsten Wert von ~ flir das Flachenstuck 
bedeuten, auf das sich die Integration bezieht. Die Flache Fist eine den Auf
punkt P oder den Lichtpunkt L vollstandig umschlief3ende, geschlossene Flache. 
Es werde nun ein Teil dieser Flache durch eine geschlossene Kurve 5 abgegrenzt 
gedacht und die Integration nur uber den von dieser Kurve umschlossenen Teil 
der FHiche ausgeflihrt. Dann sind ~o und i;' die Wertc derjenigen Linien ~, 
die die Randkurve 5 beriihren, und wenn keine endliche Strecke dieser Kurve 
mit den Linien ~o oder 1;' zusammcnfallt, so verschwindet auch der Ausdruck 
(49), weil die FHichen zwischen ~o und 1;0 + d~o bzw.~' und 1;' + d1; klein von der 
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2. Ordnung sind. Die weitere Voraussetzung dafUr ist aber die, daB difJjdC inner
halb der ganzen, von 5 umrandeten Flache sich stetig mit C andert. Das ist nicht 
der Fall, wenn die gerade Verbindungslinie von Lund P den abgegrenzten Teil 
der Flache schneidet; denn in dem Schnittpunkte hat C ein Minimum, d C ist 
hier = O. Es ist auch dann nicht der Fall. wenn die Flache F von einem der 
Ellipsoide ( = konst. beruhrt wird. Dieser letztere Fall aber laJ3t sich dadurch 
ausschlieI3en, daI3 man der von 5 umrandeten Flache cine andere Gestalt gibt. 
Das kann man, weil die Form der Flache beliebig gewahlt werden kann, wenn sic 
sich nur mit dem auI3erhalb 5 Iiegenden Teil zu einer Lund P voneinander tren
nenden und den einen dieser Punkte umschIieI3enden Flache zusammensetzt. 

Auf den vorstehenden Oberlegungen beruht der KIRCHHOFFsche Beweis fur 
die geradlinige Ausbreitung des Lichtes. Denn wenn k oc> groJ3, d. h. ), = 0 ge
nommen wird, so verschwindet in dem Integrale fiir CPo die Wirksamkeit aller 
Teile der Flache mit Ausnahme desjenigen Teiles, durch den clie gerade Ver
bindungslinie L P hindurchgeht, wenn man sich diesen Teil durch eine Kurve 
S abgegrenzt clenkt, die an keiner Stelle mit einer cler Linien (= konst. zusammen
falIt. Fur die Lichtbewegung im Punkte P ist es daher gleichgultig, ob cler auBer
halb 5 liegende Teil der Flache eine nur gedachte, von der Lichtbewegung durch
setzte Flache ocler ein fUr clas Licht voIlkommen llnclurchlassiger, schwarzer 
Schirm ist, der eine von 5 begrenzte Offnung enthalt und der das auf ihn fallende 
Licht so vollstandig absorbiert, daJ3 die Lichtbewegung im H.aume auf cler Seite 
der Lichtquelle clurch ihn nicht verandert wird. Dann ist hinter dem Schirm clie 
Lichtbewegung fUr aIle Punkte P, fUr die die Gerade L P clurch clie Offnung hin
durchgeht, so, als ob cler Schirm nicht vorhanden ware, fiir aIle Punkte auBerhalb 
des durch L uncl den Offnungsrand bestimmten Kegels aber = O. Nur fur die 
Geraclen, die die Randlinie seIber treffen, ist das Resultat unbestimmt; aber die 
Unbestimmtheit, die in den hier auftretenden Beugungserscheinungen ihren Aus
druck findet, beschrankt sich auf einen um so schmaleren Raum, je kleiner J. 
ist. Fur). = 0 ergibt sich also die scharfe Grenze cler geometrischen Schatten
konstruktion. Denkt man sich fUr cliesen Fall die Offnung unenclIich klein, so 
kommt man zum Begriff des Lichtstrahles und der Abbildung clurch eine Loch
kamera. In dieser Weise pflegt man die Grundbegriffe cler geometrischen Optik 
aus cler Wellenoptik abzuleiten. Die geometrische Optik erscheint als Grenzfall 
der Wellenoptik fUr oc> kleines L 

Hinsichtlich der ausfuhrlicheren Darstellung, clie KIRCHHOFF von seinem 
Prinzip gegeben hat, muJ3 auf seine Originalabhandlung oder auf seine Vor
lesungen tiber mathematische Optik bzw. auch auf die DarstelIung von W. WrEN 
uncl von M. v. LAUE in cler Enzyklopadie cler math. Wiss. vcr wiesen werclen 1). 

Auf einem ganz anderen Wege hat H. A. LORENTZ clas HUYGENSSche Prin
zip in cine mathematische Fassung zu bringen versucht2). Er formuliert die 
mathematischen Beclingungen, die die Umwandlung einer Wellenfront aus einer 
Lage in cine folgencle darstellen und beweist, claJ3 in cliesen Beziehungen die 
HUYGE:-iSsche Konstruktion' zum unmittelbaren Ausclruck kommt. Wahrend 
die KIRCHHOFFSche Theorie sich auf den Fall eines homogenen, ruhenclen, iso
tropen uncl clispersionsfreien Mittels beschrankt, vermag LOImc-lTZ seine Theorie 
auf cloppelbrechende und auf inhomogene, geschichtete Mittel auszudehnen, 
allerclings stets mit cler Einschrankung, claB sie clas Licht nicht absorbieren. Es 
sci wegen dieser umfassencleren Giiltigkeit auf die interessante LORENTzsche 

') G. KIRCHHOFF, Wiccl. Ann. Ed. 18, S. 663. 1883; Ges. Abhdlg. Nachtrag, S. 22. 
Yorlesungen liber math. Optik. Berlin 1891. S. 22ft.; \V. WIEN, Enzklop. d. math. WiS8. 
Ed. V, 3, S. 124. 1909; }L v. LAUE, ebenda Ed. V, 3, S.418. 1905. 

2) H. A. LORENTZ, Abhandlg. liber theor. Physik, Ed. J, S. 415. 1906. 
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Arbeit ausdrticklich hingewiesen, zugleich auch wegen einer gewissen Allnlich
keit in der grundsiHzlichen Betrachtungsweise mit einem Aufsatze von A. SOM
MERFELD und J. RUNGE I ), in dem die Grundlagen der geometrischen Optik, 
ausgehend von den Lichtstrahlen und ihren Normalflachen, in vektorieller Form 
dargestellt werden, und die Beziehungen zur Wellenoptik in der Weise behandelt 
werden, daB nach einem Gedanken von P. DEBYE aus der Wellengleichung die 
Gleichung des Eikonals abgeleitet wird. 

c) Beugungserscheinungen. 
30. Das HUYGENSSche Prinzip als Grundlage fUr die ErkHirung der Beu

gungserscheinungen. Der Umstand, daB A in Wirklichkeit nicht 00 klein ist, 
bedingt die am Rande der Offnung oder bei hinreichend kleiner Offnung im ganzen 
Gebiet des durchfallenden Lichtkegels und unter Umstanden weit dartiber hinaus 
auftretenden Beugungserscheinungen. In Verfolgung des hier vorgetragenen 
Gedankenganges beschrankt man sich bei der Berechnung dieser Erscheinungen 
auf die Auswertung des zweiten Integrals in (48) bzw. des Ausdrucks (49). Zur 
weiteren Vereinfachung nimmt man den Schirm als eine Ebene an, die als XY
Ebene gewahlt wird; die Offnung, tiber die zu integrieren ist - sie ist nattirlich 
von einer ebenen Kurve begrenzt - solI groB gegen A, aber klein gegen die Ab
stande r und r l vom Lichtpunkt und Aufpunkt sein. Diese Annahmen haben 
zur Folge, daB man die GraBen r und r l , soweit sie nicht durch A dividiert werden, 
bei der Integration als konstant ansehen kann, ebenso drJdn und drlJdn; man 
kann sogar, da sich die Erscheinungen auf die Nachbarschaft des direkt durch
fallen den Strahles beschranken, drl/dn = -dr/dn bzw. cos (n, r l ) = -cos (n, r) 
setzen. Dadurch reduziert sich der Ausdruck fUr die Amplitude auf 

cp = l!-. A cos(n, r).(dF. sin2Jl (vt _ ,r,±~) = 4_: c_os (n'!)!dFsin2Jl (i _ ~_j--,,!). 
o 211: rr1 . ;.;. r r1 ,,;. 

Werden die Koordinaten des Flachenelementes der Offnung mit ; und 1J be
zeichnet, die Koordinaten des Lichtpunktes mit x, )" z, die des Aufpunktes mit 
Xv Yv Zv so kann geschrieben werden 

oller: 

r = e I/~--=- ~(~~t-y~) + ~2 -t_>c r = e 1/;--=-2(X1~ + Y1'7)'+ ~22!1= 
[!~ !}2' 1 1; ei eI 

und in Bf'riicksichtignng der Kleinheit von; und 1}: 

r = e (1 + ~2 + '72 _ x~ ~]11 _ ,(~~+ Y11)2) 
, 2e2 !!- 2e4 ' 

r = (! (1 + ~2 -1:: 112, _ X1~ + YI}j _~Yl~+:Y\!1)2)' 
1 1 2ei e~ 2et' 

woraus folgt 
r -I- r 1 = e + el - (; + t) ~ - (~ +~~) 1} 

+ ~~j-~('~ +~) _ (xL+ Y'7L:. _ (%1;+ Y11j)2 
2 e e1, 2e3 2e~' 

oderwenn man die Richtungskosinusx/e, xlJev Y/e, h/el' mit tX, tXI,(J,fJI bezeichnet: 

r + r1 = e + el - (tX + tXI); - (fJ + fJI)17 

1) A, SOMMERFELD und J. RUNGE, Ann, d. phys, (4) Bd. 35, S.277. 1911. 
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Das Argument des sinus laJ3t sich dann schreiben: 
vt _ r -I- rl = ! _ (! -I- (!l + (01 -I- OIl)~ -I- (fJ + fJl)I/_ + tJ.~2, 1)2) 

i. T J. J. J. 

und die Amplitude im Aufpunkt P laBt sich durch Zerlegung der sinus-Funktion 
darstellen in der Form 

rpo = Acos_(n! -~) [C . sin2n (L -I!-+~!) + 5 cos2n (L - e +-~l)l ' (50) 
J.rrl T J. T J.. 

wenn man mit C und 5 die beiden Integrale uber die Offnung bezeichnet: 
" 2 

C = 'dF. cos t [(IX + IXI)~ + (fJ + fJI)17 + 1(~2, 172)], 1 
(51) 

5 = j dF· sin~t- [(IX + IXI)~ + (fJ + fJI)17 + 1(~2, 11 2)]. 

Hier erscheint die Lichtwirkung in Pals das Zusammenwirken von zwei Wellen, 
die urn eine Viertelschwingung auseinander liegen. Daher ist die Lichtintensitat, 
in P gegeben durch 

I = ~2 cos2 (n, r2_ (C2 + 52). (52) 
J.2r2r~ . 

Die Berechnung der Beugungserscheinungen lauft also auf die Auswertung dieser 
beiden Integrale C und 5 hinaus. 

Die Behandlung ist verschieden nach der Art der Beugungserscheinungen, 
urn die es sich handclt. Man unterscheidet FREsNELsche und FRAuNHoFERsche 
Beugungserscheinungen. Die letzteren nimmt man wahr, wenn man die beugende 
OHnung vor das Objektiv eines auf einen femen Lichtpunkt eingestellten Fern
rohrs bringt. Der Lichtpunkt erscheint dann verbreitert und von Beugungs
fransen umgeben. Da hierbei die auf die Offnung fallenden und die von ihr 
gebeugten Wellen als ebene Wellen angesehen werden k6nnen, genugt es, bei 
der Berechnung der Integrale nur die linearen Glieder in ~ und 1) zu berucksich
tigen. Liegen dagegen Lichtpunkt und Aufpunkt im Endlichen, beobachtet man 
die im Aufpunkt entstehenden Beugungswirkungen etwa durch Anvisieren des 
Aufpunktes mit einer Lupe, dann k6nnen bei kurzeren Abstanden vom Bcugungs
schirm die Wellenflachen nicht mehr als eben angesehen werden und die quadra
tischen Glieder unter den Funktionszeichen der Integrale mussen berucksichtigt 
werden. Man nennt die Integrale in diesem speziellen FaIle "FHEsNELsche In
tegrale" . 

31. FRESNELsche Beugungserscheinungen einer kreisformigen Offnung. 
Wenn die Offnung kreisfOrmig vom Radius r ist, und Lichtpunkt und Aufpunkt 
auf der durch den Mittelpunkt dieses Kreises hindurchgehenden Z-Achse liegen, 
so ist fUr den l~and der Offnung C = konst. und die Bedingung, die den Ausdruck 
(49) zu 0 macht, ist nicht mehr erfiiIlt. Da IX, fJ, lXI' fJI bei dieser Lage des Licht
und des Aufpunktes = 0 sind, so haben die FREsxELschen Integrale die Form: 

r r 

C = 2 n cos. -- . - -- - .. . r dr, ,-. . [2:r y2 (Q + !!I)l 
, I. 2!!Ql 

5 = 2n I"sin [2:r r2 • ~II + (!l) j . l' dr . 
. J. 2el!1 

() o 

POISSON!) hat bei der Prufung der graBen FRESNELschen Arbeiten uber Beugung 
zuerst darauf hingewiesen, daB die Integrale fUr diesen Sonderfall vollstandig 
zu berechnen sind. Fur die Intensitat im Aufpunkte ergibt sich die Formel: 

4 A 2 • :r y2 (II + 111) 1= -----£ sm2-. --, .------, 
(e -I- el) 2 l'l!el 

(53) 

1) S. D. POISSON, Ann. de chim. ct de phys. (2) Bd.22, S.270. 1823. 
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also ein Ausdruck, der Maxima und Minima aufweist, je nach dem Werte des 
Faktors, mit dem Tl/2 unter dem sin multipliziert ist. Die Maxima liegen da, wo 

(54) 

ist, die Minima da, wo derselbe Ausdruck = 2n ist. An den Minimalstellen ist 
die Intensitat = 0, an den Maximalstellen 4mal groJ3er (die Amplitude doppelt 
so groJ3) , als sie in dieser Entfernung vom Lichtpunkte bei ungestorter Ausbrei
tung sein wiirde. Bei gegebenen Werten von r, .Ie und (!, sind die Maximal- und 
Minimalstellen nach (54) bestimmt durch die Gleichung 

ey2 

III = mi.e _ y2 , (55) 

111 gerade: Minima, In ungerade: Maxima. 

1st der Durchmesser der Offnung 1 mm, der Abstand des Lichtpunktes von der 
Offnung 1 m, so liegen fUr Licht von der mittleren WellenHinge A = 0,000550 mm 
hinter dem Schirme: 

Maxima bei el = 833,3 178,7 100,0 69.4 53,2 mm 
m= 1 3 5 7 9 

:Minima bei el = 294,1 128,2 82,0 60,2 47,6 mm 
m= 2 4 6 8 10. 

Die Messungen FRESNELS haben diese Folgerungen POISSONS bestatigt. 
Forme! (53) gibt den Verlauf der Intensitat auf der durch den Mittelpunkt 

der Offnung gehenden Achse. Ruckt man mit dem Aufpunkt aus dem 1. Maximum 
nach dem 1. Minimum, so erweitert sich das 1. Maximum zu einem hellen Ring, 
cler das 1. Minimum umgibt. Bei weiterer Annaherung erweitert sich das 1. Mini
mum zu einem dunklen Ring, in dessen Mitte das 2. Maximum auftritt usf. Die 
Berechnung der Lichtverteilung urn die Achse herum ist von LOMMEL mit Hilfe 
BESsELscher Funktionen vollstandig durchgefUhrt und die Ergebnisse der Theorie 
sind von ihm durch Messungen bestatigt worden. Es mu/3 hinsichtlich der Einzel
heiten auf cliese Arbeit verwiesen werden 1). 

32. FRESNELsche Beugungserscheinungen eines kleinen run den Scheibchens. 
Die Integrale sincl ebenfalls vollkommen zu berechnen, wenn cler Fall genau 
umgekehrt liegt, d. h. wenn der Aufpllnkt nicht in der Mittelachse des Licht
kegels einer kreisformigen Offnung, sondern in der Mittelachse des Schattenkegels 
cines kreisfOrmigen Schirmes liegt. In dem Ausdruck (48), dessen Berechnung 
wieder auf lias zweite Glied beschrankt werden kann, ist das Integral dann von 
clem H.ande des Scheibchens, fUr den' = konst. gilt, bis in die Unendlichkeit 
auszudehnen. An der unteren Grenze ist, wenn das Scheibchen hinreichend klein 
ist, wie oben, dr1/dn = -dr/dn = 1 zu setzen; in der Unendlichkeit dagegen ist 
dr1/dn = - dr/dn = 0. Daher reduzieren sich die beiden FRESNELschen Inte
grale auf die Werte fUr ihre untere Grenze: 

c = _ _ ! __ e 91 sin 2Jl y2 (9 -t_~! 
(g + el) . J. 2Qlh ' 

s = . ~y_~ cos 2/ l y2 (g +_I?I) 

nnd die Summe ihrer Quadrate ergibt nach (52) 
A2 

1=---
(g + [l1)2 ' 

I? + Ih I. 2glh 

fUr die Intensitat 

Die Intensitat ist also bei hinreichend kleiner Scheibe, unabhiingig von der GroJ3e 
der Scheibe nnd von ihrem Abstande vom Lichtpunkt und vom Aufpunkt, 
im Zentrum des Schattens immer so graJ3, wie sie dart ohne Scheibchen sein wiirde. 

1) E. v. LOMMEL, Abhandlgn. d. bayr. Akad. d. \Yiss. Bd. 15, S. 233. 18S6. 
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Auch diese von POISSON zuerst gezogene Folgerung ist durch Beobachtungen von 
FRES~EL und McABIUA 1) bestatigt worden. Die genaue Berechnung der Licht
verteilung urn den hellen Mittelpunkt herum ist auch hier wieder von LOMMEL 
in der vorgenannten Arbeit durchgehihrt worden. 

33. Allgemeine Behandlung FRESNELscher Beugungserscheinungen. FRES
NEL hat auf Grund seiner Theorie zuerst die Beugungserscheinungen an 
geradlinig begrenzten Offnungen (Schirm, Spalt, Streifen) berechnet. In diesem 
FaIle sind die Integrale nicht vollstandig, sondern nur durch Reihenentwicklung 
auszuwerten. Man kann sie durch passende Wahl der Koordinaten und der Zeit 
auf eine gewisse Normalform bringen. Diese Umformungen sind in verschiedenrr 
Weise durchhihrbar, am einfachsten wohl nach DRuDE in folgender Form2 ). 

Der Anfangspunkt der Koordinaten wird in die Beugungsebene und zwar in den 
Punkt verlegt, in dem die gerade Verbindungslinie von der Lichtquelle zum 
Aufpunkt die Ebene trifft, und die X-Achse wird in dieser Ebene in die Richtung 
der Projektion jener Verbindungslinie auf diese Ebene gelegt. Dann ist (\ = - (\1' 

fJ = - fi1 = O. Daher 

C =/dFcos[~ C + e~)(W(1 - (\2) + 1/2 )], 1 
s = JdF sin l; C + e~) ((~2(1 - (\2) -\- 1/ 2)], j 

oder nach Aufliisung der Kreisfunktionen: 

C = j'd ~ cos [", (: +ed (I - (\2) ~21,I-d II COS l'T (:--='- 1',) 1/21 
. 1·(JQl . I·g~l 

_ I'd ~ sin l,n(~±!'l) (1 _ (\2) ~2,I/'dll sin [n (~±1',) 1/2] 
.' J.g!!! . I. !! Ih 

5; = j'd ~ sin [~L+~') (1 _ (\2) ~2j I'd II cos [n (g + ~.'J11/2]' 
. J·e!!, .' ).g!!! 

-I- j'd ~ cos l'T (~ + g,) (1 - (\2) ~21 rd II sin [n (~ ±-!!.!l1/2]. J 
.' I·e!!, , I. !! '!l , 

Damit sind dip ursprunglichen Integrale zuriickgefiihrt auf Intcgralc von der 
Form: u u 

c (1t) = j d l' cos ~ v2 und s(tt) = (dv sin i v2 • (57) 
o 

Es sind im besonderen diese Integralc, die man als FRESNELsche Integrale im 
engeren Sinne bezeichnet. Tafeln der Werte dieser Integrale sind berechnet 
worden von L011:\IEL 3), von PH. GILBERT4) und W. v. IGNATOWSKy5). Es sei 
auf die Wiedergabe dieser Tabellen in dem Werke von JAHNKE und El\WE ver
wiesen6). Eine eigenartige geometrische Veranschaulichung des Verlaufes dieser 
heiden Integrale hat CORNU gegeben, indem er die Werte von c (u) als Abszissen, 
die von s (tt) als Ordinaten in ein rechtwinkIiges Koordinatensystem eintrug. 
Die Kurve ist cine Spirale, die durch den Nullpunkt hindurchgeht und im posi
tiven Quadranten den Punkt -I-'§, +L und symmetrisch dazu im negativen 
Quadranten den Punkt -}, -+ in immer enger werdenden Spiral en umkreist 

') A. FRESNEL, Oeuvres comp!. Bd. I, S. 365,1819; ABRIA, Journ, d. Math, d, Liouville 
Bd. IV, S. 248. 1838. 

2) P. DRUDE, Lehrbuch der Optik, 3. Auf!. S. 177. Leipzig, S. Hirzel. 1912. 
3) E. v. LOMMEL, Abhandlgn. d. bayr. Akad. d. Wiss. (2) Bd. 15, S. 120. 1886. 
4) PH. GILBERT, Mem. cour. Acad. Bruxelles, Bd. 31. 1886. 
r,) W. V. IGNATOWSKY, Ann. d. Phys. (4) Bd.23, S.894. 1907. 
G) E. JAHNKE uncl F. EMDE, Funktionentafeln. S. 23-26. Lpipzig: R G. Tpl1bnpr 1909. 
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(CORNusche Spirale). Die asymptotischen Endpunkte der Spirale entsprechen 
den Punkten u = ± 00, da C (00) = S (00) = } ist. Es sei hinsichtlich dieser 
Darstellung auf M. v. LAUES Wellenoptik Ziff. 39 verwiesen1). 

Von einer Ausrechnung bestimmter Beugungsprobleme nach dem FRESNEL
schen Verfahren kann abgesehen werden, da diese Probleme in neuerer Zeit 
eine Uisung auf strenger Grundlage gefunden haben. Sie werden in dieser Form 
ausfUhrlich behandelt in Kap. 7, und es kann daher hier auf die dort entwickelten 
Losungen hingewiesen werden. 

34. FRAUNHOFERsche Beugungserscheinungen. Hier kann, wie oben aus
gefUhrt, das Argument der Kreisfunktionen auf die linearen Glieder beschrankt 
werden. Die Integrale C und 5 lauten daher: 

C =/dF cos 2t [(eX + eX l ) ~ + (f3 + f3I) '7J, 5 = JdF sin 2t [(eX + eXI) ~ + (f3 + fll) I)]. (58) 

In der Gleichung (52) fUr die Intensitat tritt in diesen Fallen an die Stelle der bei 
allseitiger Ausbreitung mit der Entfernung von der Lichtquelle bzw. der beu
genden Offnung abnehmenden Amplitude (Air, bzw. Alrl ) die fur ebene Wellen 
beim Fortschreiten konstant bleibende Amplitude A. Fur die Mehrzahl der zu 
behandelnden FaIle kann femer cos (n, r) = 1 gesetzt werden, da sich die berech
net en Erscheinungen meist auf kleine Winkel beschranken und die Abweichung 
von 1 fUr einen Winkel (n, r) von 10 0 erst drei Prozent betragt. Also kann die 
Intcnsitat einfach in der Form 

1= 10(C2 + 52) (59) 
angesetzt werden. 

35. FRAUNHOFERsche Beugungserscheinungen einer rechteckigen Offnung. 
Fur geradlinig begrenzte Offnungen, z. B. cine rechteckige Offnung, einen 
Spalt, ist die Berechnung einfach, wenn man die Koordinatenachsen parallel zu 
den Begrenzungslinien legt. Fur eine rechteckige Offnung von den AusmaJ3en 
2a und 2b ist dann, indem uber ~ von -a bis +a, uber 17 von -b bis +b inte
gricrt wird, 

C =, ';'2, . I • sin 2:r (a :=_':ILa . sin ~.iT(~_: (312! S = o. 
,,-(a + C<I)(/> -;- ,11) I. I. 

[
sin 2;>1 (a_t_CXl1aj2 [Sin 2;,; ((3:- (31) b]2 

1 = 10/2 - 2:r (CX:{;l)a - . . i;'CfJ jlXb' . 

Dieser Ausdruck hat sein Maximum 

Imo, = 10 , p, 

(60) 

(61 ) 

unter f die Flache der Ofb.ung ycrstanden, wenn iX, iX l ' fl und fll = 0 sind, also 
in der Richtung der Normale der einfallenden Welle. Der Einfachheit halber 
mage an genom men werden, daB die Wellenebene mit der Ebene der Offnung 
zusammenfalle, also iX = fl = 0 sei. Bcwegt man sich dann in der X Z-Ebcnc, 
d. h. wahrend fll dauemd = 0 ist, nach groBeren Werten von iXl> so wird die 
I t 't"t . 2:rc< j a . 1 f" 'I . n enSI a = 0, wenn sm --, c= 0 1St, a so ur iX l = nJ. 2a, wenn n eme ganze 

I. 

Zahl bedeutet. Ebenso in der Y Z-Ebene (iX l =c 0) fUr flI = n2j2b. Berucksich
tigt man, daB eX l und /31 die cos cler Winkel sind, die die Richtung der Normale 
der gebeugten Welle mit der X- bzw. Y-Achse bildet, und bezeichnet man den 
Winkel dieser Normalen mit der Z-Achse mit 0, so lauten die Gleichungen fur 

') M. v. LAUE, Enzyklop. d. math. Wiss. Bd. V, 3, S.43O. t9t 5-

Handbuch der Physik. X X. 12 
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diejenigen l~ichtungen, in dencn die IntensiHit des gebeugten Lichtes vollsUindig 
verschwindet, 

in der XZ-Ebene: . x ni. 1 smu = ia' 

. (j n I. 
sm = lb. 

(62) 
in der YZ-Ebene: 

Die Intensitat verschwindet also periodisch mit wachsendem Beugungswinkel. 
Die entsprechenden Winkel sind urn so groBer, je kleiner die Dimensionen (ler 
Offnung sind, oder die Minima liegen in derjenigen Richtung enger beieinander, 
in der die Dimension der Offnung groBer ist. Fur Punkte auBerhalb der X Z
oder Y Z-Ebene sind die Bedingungen offenbar die gleichen, wie sie oben formu
liert sind. Die Intensitat verschwindd, sobald der Winkel der Beugungsrichtung 
mit der X-Achse oder mit der Y-Achse einen der durch obige Gleichungen be
stimmten Werte hat. Die Minima liegen also auf Kegelmanteln, die die X- bzw. 
Y-Achse umgeben, mit Offnungswinkeln von der GroBe :n/2 - 0, wobei die () den 
obigen Glcichungen entsprechen. In der Nahe des Zentralstrahles (ex 1 = /31 = 0) 
crscheinen diese Minimumflachen als nahezu gerade, den l~ichtungen der X
bzw. Y-Achse parallel verlaufcnde, sich durchkreuzende, dunkle Linien. 

Die zwischen diesen Stellen der Intensitat 0 auftretenden Maxima des Lichtes 
liegen angenahert an den Stellen, wo sin2:n<x1a/2 bzw. sin2:n(31bfJ. = 1 ist, 
d h d 2n + 1 i. b (3 212 + 1 i.. D· L d· a wo <X = -- ~ ~ zw = - --- -- . 1st Ie genaue age leser . ., 1 2 2 a . 1 2 2b . . 

Maxima ist, wie die Differentiation des Ausdruckes sin x/x ergibt, durch die 
Wurzeln der Gleichung x = tgx bestimmt. Die Werte dieser Wurzeln sind 
von LOMMEL berechnet worden nebst den Werten von sin Xl); sic lauten aIs 
Vielfache von :n fUr die erst en 5 Maxima 

statt 

1,43°3 

1,5000 

2,4590 

2,5000 

3,4709 

3,5000 

4,4774 

4,5000 

5,4818 

5,5000. 

Man sieht daraus, daB die Abweichung der Lage der Maxima von der genauen 
Mitte zwischen den Minimas mit wachsender Ordnungszahl immer kleiner \Vird. 
Die Intensitat dieser Maxima nimmt auBerordentlich schnell ab, da in dem Aus
druck sinx/x der Nenner dauernd wachst, wahrend der Zahler zwischen 0 und 1 
schwankt. Setzt man die Intensitat des zentralen Maximums (<Xl = (31 = 0) gleich 1, 
so haben die in Richtung der X- oder Y-Achse gelegenen Maxima fiir die crsten 
5 Ordnungen die Werte 

0,0472 0,0165 0,0083 0,0050 0,0034. 

Genaue Tafeln des Intensitatsverlaufes s. bei SCHWERD2). 
Die angegebenen Werte gelten nur unter der Voraussetzung, daB cler andere 

veranderliche Faktor in der Gleichung (60) den Wert 1 hat, also nur fur die in 
der XZ- bzw. Y Z-Ebene gc!egenen Maxima. Fur die anderen, zwischen den sich 
kreuzendcn dunklcn Strcifcn licgenden Maxima ist die Intensitat noch wesentlich 
schwacher, wei I fUr diese ja auch der 2. Faktor wesentlich kleinere Wertc hat. 
Die Beugungserscheinungen einer rechteckigen OHnung erstrecken sich daher 
nur in denjenigcn Richtungen, die auf den Seiten des Rechteckcs senkrecht 
stehen, his zu hoheren Ordnungen; in den Diagonalrichtungen sind nur wenige 
Ordnungen wahrnehmbar. 

") E. v. LO~D!EL, Abhandlgn. d. MUnch. Akad. (2) Ed. 15, S. 123. 1886.; s. auch 
E. JAHNKE lind F. EMDE, Funktionentaieln mit Formeln und Kurven. S. 3. Leipzig: 
B. G. Teubner 1909. 

2) F. 1\1. SCHWERD, Die Beugungserscheinungen usw. l\lannheim 1835. 
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1st die Erstreckung des Rechteckes in einer Richtung, z. B. der Y-Achse, 
sehr gro/3, ist also die Offnung ein Spalt, so schrumpft die Beugungsfigur in dieser 
Richtung auf das Mittelbild in der X-Achse zusammen, und es bleiben nur die 
Beugungserscheinungen in der Richtung senkrecht zum Spalt ubrig. 

36. FRAUNHOFERsche Beugungserscheinungen einer kreisformigen Offnung. 
In diesem Falle mussen in die Integrale Polarkoordinaten statt der recht
winkligen Koordinaten eingefuhrt werden. Der Mittelpunkt der Offnung sei der 
Anfangspunkt der Koordinaten: 

~ = Pcose, 1/ = Psine, dF = PdPde. 

Nimmt man wieder cine auf die Offnung senkrecht einfallende Welle an (~= fJ = 0) 
und fUhrt man 7.wei Gri:iBen p und A durch die Gleichungen ein 

2n e 2:t fJ p . e -; •.. £Xl = P • cos ~ , . i- 1 = . sm ~ , 

wobei 7.U berucksichtigen ist, dati £Xl und fli die cos der Winkel sind, die die 
Normale der gebeugten Welle mit der X- hzw. Y-Achse bildet, so nehmen die 
Integrale (58) die Form an 

R 2;r+1') R 2:<+(-:1 

C = j PdPj decos [po p. cos(e - 8)], S = jPdPjde sin [p. p. cos(e - e)], 
o (oj 0 (-) 

unter R den Radius der Offnung verstanden. Von diesen Integralen ist S wieder 
= O. C ist eine BESsELsche Funktion erster Ordnung. Setzt man e - e = w, 
PP = 1', R· P = uo, so ist 

u. 2:< Uo 

C = F:f./~du.fdwcos(ucosw) = ~:./~duIo(U) = ~: uoIl (uo) = 2nR2 J~:o), 

wenn 
o 0 0 

2:t 1 ,. 
Io(u) = 2;./dwcos(ucosm) 

o 

die BESSELschc Funktion nullter Ordnung bedeutet. FUr die Berechnung dieser 
Integrale sei auf F. NEUMANN und auf G. KIRCHHOFF verwiesen l ). Die Inten
sitat ist also gegeben durch 

(63) 

Der Ausdruck II (x}jx hat fi.ir x = 0 ein absolutes Maximum = l Da tlo = P . R 
= 2nR sin ~jl ist, wenn (j wieder den Winkel bedeutet, den die Normale der 
gebeugten Welle mit der Z-Aehse bildet, so ist in der Riehtung der cinfallcnden 
\"clle (c5 = O) die Intensitat wie in (61) 

Imnx = 10 ./2 • 

Mit wachsendem U o oszilIiert die Funktion II (1'0)' woruber die graphische Dar
stellung und die Tafeln bei J.\HNKE und El\IDE verglichen werden mugen. Die 
Werte von Zto, in denen II (uo) durch 0 hindurchgeht, bestimmen diejenigen 
Werte des Beugungswinkels ~, fUr die die Intensitat verschwindet. In Vielfachen 
von n sind die Wurzeln der Gleichung 11 (uo) = 0 mit Ausnahme d~r Wurzel 
110 =-0 0: 

Uo = 1,220 2,233 3,238 4,241 5,243·· . 

1) F. NEU~IAN~, Theoretische Optik, S.84. Leipzig, B. G. Teubner. 1885; G. KIRCH
HOFF, Yor!esullgen (iber math. Optik. S. 92ff. Leipzig, B. G. Teubner. 1891, 

12" 
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und nahern sich mit wachsender Ordnung immer mehr dem Werte (n + J);z. 
Die Intensitat ist also ° auf Kegelmanteln, die die Normale der einfallendm 
Welle als Achse haben, und deren Offnungswinkel durch die Gleichung 

• .It mJ. 
Slnu = ----- -

2R 
(64) 

hestimmt sind, in denen m eine der obigen Zahlen bzw. in den hoheren Ordnungen 
n + -} bedeutet. Das erste Minimum umgibt also das zentrale Maximum in 
einem Winkelabstande <51 , wenn sirt <51 = 1,220)./2R, das zweite in einem Ab
stande (~2' wenn sin <5 2 = 2,233)./2R ist usf. Zwischen den so bestimmten Mini
malstellen liegen die Maxima annahernd in derMitte, also ftirWerte vonm = n + 1; 
ihre genaue Lage ist durch die Wurzcln der Gleichung: 

d.~~~U) = J~~u) oder ~t = f;1(~2)-
-du-

bestimmt, die der Glcichung x = tg x des vorigen Abschnitte:5 fUr die Maxima 
der rechteckigen Offnung entspricht. Die Werte dieser Maxima nehmen mit 
wachsender Ordnung auBerordentlich schnell abo So betragt ftir das Maximum, 
das zwischen dem 1. und 2. Minimum liegt (bei U o = 5,14 = 1,636n), der Wert 
von 2]1(UO)/Uo 0,1323; die Intensitat dieses Maximums ist also 0,0175 oder 1/57 
der Intensitat im Zentrum des Beugungsbildes. Eine graphische Darstellung des 
Intensitatsverlaufes S. bei V. LAUE, Wellenoptik1). 

Auf den hier entwickelten Formeln fUr die Beugungswirkung einer kreis
fOrmigen Offnung beruhen die wichtigen Berechnungen tiber das Auflosungs
vermogen optischer Instrumente (s. Bd. XVIII dieses Handbuchcs). 

37. Beugung durch mehrere Offnungen. Sind zwei Offnungen gleicher Art 
vorhanden, so lagern sich tiber die Beugungserscheinungen der einzelnen Offnung 
die Interferenzen der von beiden Offnungen ausgehenden gebeugten Wellen. 
Angenommen 2 rechteckige Offnungcn von denselben AusmaBen 2a und 2b 
liegen in der Richtung der X-Achsc nebeneinander in cinem Abstande d ihrer 
Mittelpunkte voneinander. Es ist dann in dem Ausdruck fUr C die Integration 
tiber ~ nicht bloB von -a bis +a, sondern auch von d - a bis d + a zu crstrecken 
lind man crhalt 

C = -2 _l:~_ ___ . sin 2:r (IX :- "'1) a • sin 2:r (P:- PIll!. . (1 + cos 2:r 0_±_"'1)~). 
:r (IX + IXl)(P + PI) I. I. \ ). 

Die entsprechende Rechnung fUr S ergibt in diesem FaIle 

S = 2 - i.~ _____ . sin 2:r i~±~!~ . sin 2:r (P :- Pl1_b • sin ~:r 5~_:-_ "'1)_ d 
:7 ('" + "'1) (fJ + PI) I. I. I. 

Also ist die Intensitat 

[
sin 2:r ('" :- "'I) a]2 [Sin ~-rJ.~_:- Pl)!!..]2 

1=10./2 ____ ,. __ . __ I. 4'COS2:r("'~_"'Ild. 
2:r ('" + "'1) a 2:r (P + ill) b I. 

i. ---i.--
(65) 

Das ist derselbc Ausdruck wie oben fUr eine einzige OHnung, nur noch multi
pliziert mit dem Faktor 4 cos 2 n (0; + 0;1) d/).. Er bestimmt Nullstellen der 
Intensitat fUr die Werte 

3 i. 
"2 d' 

1) Enzyklop. d. math. \\"iss. Bd. "Ii, 3, S. -l26. 

5 i. --
2 d' 

2n + 1 i. 
--2-d' 
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oder, wenn man wieder eX = ° annimmt und fUr den Richtungskosinus eX l wieder 
den sinus des Beugungswinkels <5 einfUhrt, 

. s 2n + 1 ). 
SInu = -2-([' 

Da d> 2a ist, so liegen diese Minima bei kleineren Beugungswinkeln, als die 
durch die Gleichung sino = nJ../2a bestimmten Minima der Grunderscheinung, 
durchziehen also die letztere als enger gelagerte schwarze Streifen, die auf der 
Verbindungslinie der beiden Offnungen senkrecht stehen. An den Stellen, fUr 
die cosn(<x + eXl)dj}, = ± 1 ist, also fUr sino = nJ..fd, also auch fUr <5 = 0, ist 
die Intensitat der Beugungserscheinung 4mal groBer als fUr eine einzelne Offnung. 

Sind nicht 2, sondern m gleiche Offnungen vorhanden, die aIle in einer Reihe 
in gleichen Abstanden d aufeinander folgen, so tritt in dem Ausdruck fUr C an 
die Stelle von (1 + COS'I.fJ) unter 'I.fJ zur Abktirzung 2n (<X + <Xl) dj), verstanden, 
die Reihe 

1 + cos'I.fJ + cos2"1) + cos31p + ... + cos(m - 1)"1) 

und flir 5 an Stelle von sin "Ii die Reihe 

sin 1/' + sin 21p + sin 3 1f! + ... + sin (m ~ 1) 'I.fJ • 

Bezeichnet man diese Reihen mit c und s und bildet die Ausdrlicke c + is und 
c - is, so ergibt ihr Produkt den flir die Intensitat maf3gebenden Ausdruck 
(c 2 + 52). Es ist aber 

. ., em i 'I' -- 1 
c + zs = 1 -1- e"1' + e2 "I' + .,. = ,'-' .--

e,l/'- -t ' 

. . e--mi'l' , .. - 1 
C - is = 1 + e-"I' + C- 2 !l1' + ... = .... ,-" 

e-'( 'I' - 1 ' 

. 2 m 'P . 2 .;r (ex + ,xl) d 
SlIl - SIll 'J1!-"-. . ---

C2 + S2 _____ 2 __ _ . _______ 1. __ 

. . - .• 11' - .• "" (IX + ex l) d • 
Sln-- SIn- ----.---

2 t 

Dieser Faktor hat die Eigentlimlichkeit, daB er nicht bloB flir 1f! = 0, sondern 
auch fUr aIle 11', die gleich ganzen Vielfachen von 2:r sind, den Wert m 2 annimmt. 
1st m sehr groB, so treten an diesen Stellen, d. h. fUr 

. ~ II}. 
SlIl () =d (66) 

(h cine ganze Zahl) scharf begrenzte helle Ma.xima auf; dazwischen lagern sich 
in gleichen Abstanden m - 1 Stellen volliger Ausloschung des Lichtes, entsprechend 
den Werten 

. s !d. SIn () = -- . 
md 

Die zwischen diesen liegenden Maxima sind verschwindend klein gegcntiber den 
m2 fachen Betragen der durch Gleichung (66) gegebenen Hauptmaxima. Dies 
ist die Theorie del' zuerst von FRAUNHOFER behandelten Eigenschaften del' Beu
gungsgitter l ). 

Sind die beugenden Offnungen zwar gleich, aber regellos verteilt, so ver
wischen sich die von je zwei Offnungen herrtihrenden Interferenzerscheinungen, 
da sie sich nicht mehr an gleichen Stellen tibereinander lagern, und es bleibt nur 
das Beugungsbild del' einzelnen Offnung bestehen, das abel' bei m Offnungen die 
mfache Intensitat besitzt. Die Faktoren namlich, mit denen die Werte von C 

1) J. v. FRAUNHOFER. Dcnkschriften d. Akad. d. Wiss. Zl1 MUnchen, Bd. VIII, S. 1, 
1822; Ges. Schriften, S. 51. lVIUnchcn 1888. 



182 Kap. 6. W. KONIG: Elektromagnetische Lichttheorie. Ziff. 38. 

und S fur die einzelne Offnung zu multiplizieren sind, haben III diesem FaIle 
die Form der Reihen: 

c = 1 + COSIPI + COSlj'2 + ... + COS1Pm-l' 

S = sin 1f'1 + sin 1f'2 + '" + sin 1f'm-l 

und geben quadriert und addiert 

c2 + S2 = m + 22: cos (1PIt - 1f'k) 
11., k 

als denjenigen Faktor, mit dem die Intensitat im Beugungsbilde der einzelncn 
Offnung multipliziert werden muG. Bei einer groBen Zahl regellos verteilter 
Offnungen verschwindet das letzte Gliecl, weil in cler Summe cler cos aile bcliebigen 
Werte zwischen +1 uncl -1 vorkommen, uncl cler Faktor reduziert sich auf clie 
Zahl m. 

38. Das BABINETsche Prinzip. Aus den allgemeinen Grundlagen dieser 
Beugungstheorie folgt der zuerst von BABINET ausgesprochene Satz, daB die 
Beugungserscheinung einer Offnung und die eines der Offnung gleichen Schir
mes ubereinstimmen l ). Zur Ableitung dieses Prinzipes denkt man sich zunachst 
in dem die Lichtquelle und den Aufpunkt trennenden Schirm cine Offnung von 
solcher GroBe angebracht. daB cine merkliche Beugungswirkung im Aufpunkte 
durch sie nicht entsteht. Die Integrale liber diese OHnung seien C und S. Nun 
werde innerhalb dieser Offnung ein Schirm f angebracht unci die Integration nur 
liber den freien Teil der Offnung ausgedehnt; die Integrale seien in diesem FaIle 
Cl und SI' Dann werde der Schirm entfernt und die Offnung bedeckt bis auf ein 
Loch von der GroBe des Schirmes; die Integrale C2 und S2 solIen die Werte der 
Integration iiber diese Offnung darstellen. Dann ist offenbar 

und 

Nun ist aber, wenn die ursprlingliche Offnung keine Beugungswirkungen hervor
bringt, C und 5 fUr alle Richtungen = 0 mit Ausnahme der direkten Verbindungs
linie des Aufpunktes mit der Lichtquelle [nach Ziff. 29]. Also ist mit Ausnahme 
dieser zentralen Richtung fUr aile anderen Richtungen C2 = -Cl und S2 = -51 

und cr + sr = c§ + si, d. h. die Intensitaten des gebeugten Lichtes sind fUr den 
Schirm und die ebenso groBe Offnung vollkommen gleich. Auf diesem Satze 
beruht die Dbertragung der Gesetze der Lichtbeugung durch cine kreisformige 
Offnung auf die Beugungsringe, die eine mit Lykopodiumsamen besUiubte 
Glasplatte hervorbringt. und auf die Erscheinung der Hofe, die aus Wassertropf
chen bestehende Wolken urn Sonne und Mond erzeugen. Die Durchmesser der 
beugenden Teilchen oder Tropfchen lassen sich aus den Winkelhalbmessern des 
1. oder 2. dunklen Beugungsringes nach den Formeln (64) berechnen: 

(67) 

In bezug auf die Theorie dieser Beugungserscheinungen an "ielen, unregd
mal3ig liber cine Flache verteilten Teilchen sei hier nur kurz crwahnt, daB 
M. v. LAUE in einer intcressanten Arbeit2) die iibliche Behandlungsweise als 
unvollstandig nachgewicsen hat. Die strenge Theorie verlangt die Anwendung 
von Wahrscheinlichkeits - Betrachtungen auf das Zusammenwirken der an dcn 
cinzelnen Teilchen gebeugten Wellen und fiihrt zu dem Ergcbnis, daB das Bild 
der Beugungsringe noch Intensitatsschwankungen aufweist, die strahlenartig in 

1) A. BABINET. C. R Bd.4, S.638. 1837. 
2) l\I. v. LAUE. Ber!. Ber. Bel. 47. S. 1144. 1914. Enzykl. el. math. Wiss. Bel. V, 3, S.393. 
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radialer Richtung und unregelmaBiger Verteilung das Beugungsbild durchziehen. 
Diese Erscheinung ist tatsachlich zu beobachten, wie K. EXNER zuerst bemerkt 
haP). 

Das R\BI~ETSche Prinzip gilt in gleicher Weise fUr FRESNELsche wie fiir 
FRAUNHOFERsche Beugungserscheinungen. Doch ist immer zu beachten, daB es 
nur fiir solche Punkte des Gesichtsfeldes bzw. solche Richtungen der Lichtstrahlen 
gilt, fUr die die Bedingung C = 0 und'S = 0 erfiillt ist, also nicht fUr die zentrale 
Richtung oder das Bild der Lichtquelle und ihre unmittelbare Umgebung. 

d) Lichtausbreitung in der Materie. 
39. Die Grundgleichungen. Den hislwrigcn Bdrachtungcn lil'gen die Glei

chnngen (6) zugrundc, d. h. sic bcziehen sich auf die Lichtausbreitung im leercn 
Raume. Fiir die Lichtaushrcitung in (ler Materie, die durch ihre DielektrizWits
konstante e, ihre Permeahilitiit ,n unci ihre LeiWihigkeit a charakterisiert ist, 
gdten die Glcichungen (1): 

oG; _ _ 
e --"t- - + 4;ra~ = c . roUi) , o • 

iJ .\') t I\~ II ~ e = - C • ro ~, 
ot 

olicr in Koordinatcn ausgcdriickt (lil~ Glcichungcn (2) unci (3). Werden die drei 
(; leichungen (2) nach dx, d y uml dz (iiffermzicrt und addiert, so erhalt. man die 
Gleichungen 

(68) 

Fiir die magndischcn Krrifte kann auch in der Matcric die Glcichung (4): div.~) = 0 
angenommen werden. In elektrostatischen Fe1dern becleutd cliv~ = dive{S; die 
Dichte [!" einer vorhandenen Raumladung. Dann folgt aus (68) 

o'!c 4:w 
2t" = F. (!" oder in tegricrt : 

.~ .7fT 
- t 

[!(~ == [!oe to 

Einc gL'gebcnc Raumladung sinkt also in der Zeit T = f/4:-ra auf den eten Tcil 
]wrah. Man nennt T die Rclaxationsr.eit. 

Es soll im folgenden von Raumladungl'n in der Materie abgesehcn, 
also (Je = 0 uncl entsprechend div(S; = 0 gesetr.t werden. Die Gnmdgleichungen 
dN Lichtausbreitung in der ~Iat('ril' haben dann clie Form: 

und ell tspreclll'ntl fiil' lind 
(6<)) 

40. Lasung fUr ebene geradlinig polarisierte Wellen. FUr einc in cler Z
Achse fortschreitende ebcne Welle, deren elektrische Schwingungen langs der 
X-Achse erfolgen und in der ganzen Ausdehnung der Wellenebenc gleiche Ampli
tude habpll - man nennt solche Wellen homogene Wellen - laf3t sich die Lasung 
wie~er, unter Fortlassung der Phasenkonstanten, 111 der Form ansctzen: 

(S;x = A . ci(pt-qz) , G:!I = 0, (S;z= o. 
Aber fiir die Beziehung zwischen p und q tritt an Stelle dpr Gleichung (12) die 
komplexe Gleichung: 

/UP2 - i4:-r/loP = c2q2. (70) 

1) K. EXNER, Sitzgsber. el. Wien. ,\kae\. Be\. 76. S.522. 1877. Wied. Ann. Bd. 4, 
S. 525. 1877; Bel. Y. S. 239. 1880. 
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Man muO daher entweder q oder p in komplexer Form ansetzen. Es werde zu
nachst q = rf - irf' gesetzt; das ergibt 

'2 "/'2 _ lup2 
q -'1 -C2"" und ,,/,,/,_ 2:;rp,op 

'1'1 - c2 ' (71) 

und Q;., nimmt die Form an: 
Q;., = A . e-q"z. ei(pt-q'Z) • 

S t . d P 2:;r d ,2:;r k d' b W 11 11 . (' zt man Wle er = - un q = -.-, so ann Ie e ene e C In ree er 
T I. 

Form dargestellt werden durch 

Q; = A . e-q"z. sin2.n(! - ~). (72) 
x , T J. 

Die Losung unterscheidet sich von der Gleichung (9) durch den Faktor e q"z. 

Er druckt aus, daB die Amplitude der Welle, die beim Fortschreiten im Ieeren 
Raume unverandert bleibt, in der Materie im Laufe des Fortschreitens abnimmt, 
fUr die Langeneinheit des durchlaufenen Weges im Verhaltnis e- q". Nur in 
solchen Mitteln, in denen 0 = 0, also auch q" = ° ist, bleibt die Amplitude der 
Welle beim Fortschreiten konstant. 

Fur die die elektrische Welle begleitende magnetische Welle ergibt sich aus 
den Grundgleichungen 

.\1., = 0, .\1y = A· n . '\/1 + ,,2e-q"zsin2.n(!- -:- -- ~-), .\1z = 0, (73) 
I' 1 I. 2.7l 

wobei die neuen Symbole n, " und b foigende Bedeutung haben: n ist das Ver
haltnis der Lichtgeschwindigkeit im leeren Raumc zur Lichtgeschwindigkeit 
c' in der Materie, also eine Zahl, die fUr durchsichtige Mittel seit HUYGENS 

den Brechungsexponenten bedeutet: 

femer 
q" q" i. 

x =-, q 2:r 
und (74) 

mit Ao ist hier und im Folgenden die zur Schwingungsdauer T gehorige Wellen
Hinge im leeren Raume, Ao = c r, bezeichnet, wahrend A die entsprechende 
Wellenlange in der Materie, }, = C'T, bedeutet. 

Wie die Gleichung (73) lchrt, hat die Matcrie, wenn sie Leitfahigkeit besitzt, 
die weitere Eigenschaft, daB die magnetische Welle mit der elektrischen Welle 
nicht mehr in gleicher Phase schwingt, sondem urn <5 gegen sie verzogert ist, 
eine Eigentumlichkeit, die dadurch bedingt ist, daB der Leitungsstrom der elek
trischen Kraft seIber, der Verschiebungsstrom dagegen ihrer zeitlichen Anderung 
proportional ist. In Isolatoren fallt diese Phasendifferenz zwischen elektrischer 
und magnetischer Welle ebenso fort, wie im leeren Raume. 

1m allgemeinen ist also die Materie in optischer Beziehung durch zwei Kon
stanten charakterisiert, durch n und x, die mit den elektrischen Konstanten des 
Mittels, aber nicht mit diesen allein, sondern zugleich mit der Schwingungsdauer 
des Lichtes durch die Gleichungen verbunden sind: 

n2(1 - ,,2) = eft und n 2 x = ftOT, 

oder 
20' 

" = ~(~~+ 4::,2)' 
oder, wenn man den Ausdruck 2or/f: mit In bezcichnet: 

1 +]'1 + m2 

n2 = e't-··_--
• 2 ' 

(75) 

(76) 
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Lost man die Gleichung (70) dadurch, daB man nicht q, sondern P in kom
plexer Form ansetzt, p = p' + i p", so erhalt man folgende Gleichungen: 

und P" = ~_JlO 
E ' 

~'" = Ae-p"t. ei(p't-qz), 

d . d p' 2Jl 2.7 t db" k . h' d B p" 1 un wenn man Wle er = -, q =-.- setz un eruc SIC tIgt, a = -T' 
r ~ 2 

ist, wo T die oben bereits eingefiihrte Relaxationszeit bedeutet, so lauten die 
C;leichungen der eben en Welle: 

t 

G:x = Ae- Z1'sin2n(+ - ;.), lS;y = 0, (l;z = 0, 

(77) 

Sj", = 0, 
t 

S)y = AI ~. e - 21' sin 2 n (t 
I' T 

S)z = 0, 

und es ist 
P" n T III 

tg LI = 17 = 4-;' T 2 ' 

n2 = Ett(1 + ~;n = Ef/(l + 1~2), T =4:0 ) (78) 

Die Form (77) fUr die Gleichung del' ebenen Welle wiirde offenbar dem Fall 
entspreehen, daB zur Zeit t = 0 die Welle in ihrer ganzen Ausdehnung mit kon
stanteI' Amplitude besteht und dann mit del' Zeit allmahlich abkIingt, wahrend 
die Form (72), (73) eine Welle darstellt, deren Amplitude zur Zeit t = 0 im Raume 
langs der Z-Achse mit abnehmender GroBe verteilt ist. Will man im lctzteren 
Falle die zeitliche Abnahme beim Fortschreiten der Welle im Raume zum Aus
druck bringen, so muB man berlicksichtigen, daB t und z durch die Geschwindig-

keit c' = ~ miteinander verkniipft sind. Der Dampfungsfaktor e-q"z wiirde 
T 

dann die Form annehmen: e-q"e't und wlirde sich unter Verwendung der ein-
gefUhrten Symbolc schreiben lassen: e- t/T (r + 11+»1'), wahrend er in (77) die 

t 

Form hat: e 21'. Die beiden Formen der Darstellung, die ja zwei in den An
fangsbedingungen verschiedenen Zustanden entsprechen, stimmen iiberein, und 
zwar nicht bloB in bezug auf den Dampfungsfaktor, sondern auch in den Werten 
von n 2 und in del' Phasenverzogerung (0 = Ll), wenn der Ausdruck In so klein 
ist, daB Jn2 gegen 1 vernachlassigt werden kann. 

41. Energie und Energiestromung in der Materie. Fiihrt man dieselbe 
Operation, wie in Zif£. 22 an den vollstandigen MAXWELLschen Gleichungen (2) 
aus, unter Beibehaltung des die Leitfahigkeit des MittcIs beriicksichtigenden 
Gliedes, so erhalt man unter Verwendung der Definitionen (24) und (25) fUr die 
cIektrische und die magnetische Energie und der Definition (28) fiir den Strahl
wktor die der Gleichung (29) entsprechende Gleichung 

a (W + If' ) - - div6 - 00;2 (79) at e m - , 

und bei Anwendung auf einen durch die Oberflache 5 abgeschlossenen Raum V 
entsprechend der Gleichung (31) 

dW = df(We + W",)dV = -dtf6"dS - dtfa~2dV. (80) 

Das 1. Glied stellt wieder die durch die Oberflache hindurchtretende Strahlung 
dar, das 2. Glied aber eine innerhalb des Raumes V infolge der Leitfahigkeit 
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des Mittcls verschwindende elektrische Energie. In der Materie setzt sich also 
die gesamte Anderung der Energie aus zwei Teilen zusammen, und nur in Iso
latoren, fUr die a = 0 ist, verschwindet das 2. Glied und der Strahlvektor 
allein ist fUr die Energieanderung ma13gebend. 

Als Beispiel sollen die Betrachtungen wieder auf die cbene Welle und auf 
den Raum eines geraden Zylinders, dessen Grundflachen 5 in den \Vellenebenen z 
und Z + A liegen, angewendet werden. Aus (72) und (73) folgt fur den Energie
inhalt dieses Rallmes zur Zeit t: 

\ ,L.%z 
8J. o1-e-. 4""[ " • ('t Z <'l)l-'J Wc=--A-··~-- 1---~-·sm4n -- + e . ·5, 

16" 4"" V1 -\- ,,2 T J. 4JT " 

. _ ,J. 2 I -\- ,,21 - e,-,In% l' " " (' t z ,I )j 
Hili - 6 A - , ""'4 I - ,--'--- . sm4n, -. - c 

1:r 1 - ,,- :r Y. II -\- Yo" , T I. ,~ .• 
. :0;. 

Diese Ausdruckc gehen fUr Isolatorcn (0 = 0, % = 0) uber in elm yon t unab
hangigen Ausdruck: 

W - W - d '25' e - m - -6' '."1 • 
I .• 

Fur cin Mittel mit Leitfahigkeit schwankt del' Encrgieinhalt 
halben Schwingungsdauer; der zeitliche Mittclwert brtragt: 

innerhalb e1l1er 

und 

--- Fi. 1 - e- 4 :rY. -- .. L-TY.Z 1 
TVe = 16." A2_ 4:ry., _.' • e J.", ~-"%Z r 
' n." 1 - e • J % 1 -1- Y.- - J 
W ='" ·1" -- . ' c ··5. J 

1n 16:r' 4;cy. 1-%~ 

(KI) 

In solc1ll'n Mittcln ist also die magnctische Energic grijlkr aIs die dektrischc im 
Verhaltnis (1 -\- %2)/(1 - %2). Die Gesamtenergie betragt im zeitlichen l\Iittd-
wert: 4<T y.z 

,). ,> 1 1 - c-'-'% -- --J 
W = -- A - - ,,' ---- e . 

8:r I - Y." 4:ry. 
(' 

'J. (82) 

Dazu ist zu beinerken, daB dcr Wert von % nac11 (76) stets klcil1l'[ ab list; (lenn 
erst fur m = <Xl wirel % = 1, 

Geht man von den Gleichungen (77) aus, dann crhalt man 
. t 

We = Trill = '6:!.- .'Pe - 'P. S, 
I :r 

uncI ab l\Iittdwert fUr cine Schwillgungsdaucr fiir die Gcs<lmicncrgic: 

W = Ei. .,12 !_=,~~2,"" e;' .5. (S3) 
8:r 2;cm 

Fur kleine vVerte von m uncI entsprechemI % stimmen die Wertc von W nach 
(82) und (83) uberein. Der Unterschied der dcktrischen und magnetischen Energie 
aber tritt bei der zweiten Form der Berechnung nicht auf, weil die Amplitude der 
Schwingung in diesem FaIle innerhalb des betrachteten Zylinders als konstant 
angenommen ist. 

Fur den Strahlvektor ergibt sich nach (28) 

C 11 I ,-- _ 4:, % z [, I ~ ,j' 
15: = A2 "':"1/1 + %2 e i. cosO - cos4n(- - .::. - )1, 

8:r I' , I. 4:r , 
(84) 

und fUr die wahrend einer Schwingung durch die Flache 5 hindurchtreiende 
Energie: 

T 4~"TXz. 'i .• %z 

j'l5:dt = i,o A2.!.:.. e --;.- S = U. A2 ___ L_ e - i . • 5. 
. 8" I" I):r 1-y' 2 

(85) 
o 
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1st also fiir den betrachteten Zylinder die durch die GrundfHiche z eintretende 
Energie = E, so ist die durch die andere GrundfHi.che z + ;, austretende Energie 
= E . e- 4n". Die verhaltnismaBige Abnahme der Energie in der fortschreitenden 

4.1l~ 

Welle betragt also flir die Strecke einer Wellenlange e- 4 n;", flir 1 cm e --)'-.. In 
dem Zylinder ist also die Energie E (1 - e- h ,,) wahrend einer Schwingung 
vernichtet bzw. in andere Energieformen l1mgewandelt worden. Das ist der Vor
gang, der dem letzten Gliede in Gleichung (80) entspricht. In der Tat erhalt 
man den gleichen Ausdruck flir die verschwundene Lichtenergie, wenn man mit 
clem Werte (72) fiir ~'" das Integral f a(5;2dV flir den Zylinder ausrechnet und iiber 
die Zeit einer Schwingungsdauer integriert. 

Driickt man dagegen das Integral mit Hilfc del' Form (77) flir (5;", aus, so 
ist ersichtlich, daB die zeitliche Abnahme der in dem Raum vorhandenen Energic 

t 

im Verhaltnis zu der urspriinglich gegebenen durch den Faktor c -'if ausgedriickt 
wird. Die wahrend einer Schwingung verschwindende Energie im Verhaltnis 

• 
Zll cler bei Beginn der Schwingung vorhandenen ist dann durch (1 - e - 'if) = 
I - c ~ ,,?It ausgedriickt. Fiir kleine Werte von m sind die A usdriicke 1 - e- h x 

und 1 - e - ~:rllt gleich. Fur groBe Werte von m nahert sich der letztere clem Wertc 
1. cl. h. die ganze vorhandene Energie verschwindet wahrend einer Schwingung. 
Der erstere Ausdruck dagegen wird 1 - e-- h , sagt also aus, daB in clem Mittel 
bei ciner Dicke von der Gri)I3e einer Wellenlange, die allerdings in dem Fallc 
m = 00 unendlich klein wie 1/J/m ist, nur 81,7% der auffallenclen Strahlung 
vernichtct werden. Der Unterschied der beiden Berechnungsweisen beruht darauf, 
daI3 in dem einen FaIle die zu Anfang gegebene Energie als ohne neue Zufuhr 
erloschend angenommen wirel, in dem anderen FaIle wahrend der Zeit T. durch 
die cine GrenzfHiche dauernd neue Energie in den Raum eintritt. Fiir jede end
liche Strecke des Fortschreitens der Welle verschwindet die Energie vollstandig, 

4:t'x 

cla cler Dampfungs{aktor c - l - Z zu 0 wird, wenn loo klein wircl wie 1/iI1i. 
42. Geradlinig polarisierte Kugelwellen. Auch die Gleichungen der gerad

linig polarisierten KugelweIlen lassen sich aus den Grundgleichungen flir die 
Lichtbewegung in der Materie ablciten und steIlen sich in derselben Form wie in 
Ziff. 17 dar, unter Hinzutritt des Dampfungsfaktors und del' Phasenver
zogerung. Es ergibt sich 

• 4112 __ 2':'''r. ('t j" sin" 1 ~ = '., fU' A . e I. S111 2 n -- - ,,-). . . , 
/'U T /. . r 

4 ,,2 ... - - ?. '!. 'T (. t I' ~. sin" f 
S) = -;" En 1/1 + ,,2 A . e J. sin 2n - - --;- - ).. I, 
• 1.0 r t. 2:1: r 

(86) 

und fUr die durch cin Element dS cler Kugclflachc yom Radius r wahrend einer 
Schwingung hindurchtretcnde Strahlung 

Infolge der Leitfahigkeit des Mittcls nimmt clie Intensitat bci wachscndem r 
schneller ab als 1/r2 bzw. die durch die ganze Kugelflache hindurchtretende 
Energie ist nicht mehr konstant, wie in (32), sondern hat den mit wachsendem 
r abnehmenden Betrag 

(87) 
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Die von der Lichtquelle im Mittelpunkt der Kugel, d. h. fUr r = 0 wahrend 
einer Schwingung ausgesandte Energie hat also den Betrag 

16,,4 16",4 
----:-A2//f;2n =-A2f;(1-;C2) (88) 
3/.3 ,- 3,P 

und dieser Ausdruck stellt die durch Strahlung bedingte Dampfung der Licht
queUe dar. 

Bei den Betrachtungen in Ziff. 17 war die Lichtquelle als Schwingung 
cines Dipols gedacht. Es ist natiirlich denkbar, daJ3 auch diese Schwingungen 
durch die Leitfahigkeit des Mittels eine "konsumptive" Dampfung erfahren. 
Entwickelt man die Formeln in der zweiten Form des komplexen Ansatzes, so 

t 

wiirde man e - T als Dampfungsfaktor fUr die Energie der Schwingungen auch 
in der unmittelbaren Umgebung des Mittelpunktes erhalten. Doch sind Betrach
tungen dieser Art ohne Bedeutung, solange man nicht ganz bestimmte Vor
stellungen iiber die Art der Lichterzeugung in einer Lichtquelle zugrunde legt. 

43. Extinktion und Absorption. Hinsichtlich der Beiwerte, durch die man 
das Extinktions- oder das Absorptionsverm6gen der Materie charakterisiert, 
herrscht in der praktischen Physik cine groJ3e Unordnung. Es solI im folgenden 
diejenige Nomenklatur benutzt werden, die in dem bckannten Tabellenwerk von 
LANDOLT und BORNSTEIN1) angewandt wird. 

Es m6gen zunachst die Begriffe Extinktion und Absorption so, wie sic sich 
auf der Grundlage der vorstehenden Theorie der Lichtausbreitung in der NIateric 
ergeben, formuliert werden. Danach soIl unter Extinktion die allmahliche Aus
l6schung des Lichtes verstanden werden, unter Absorption die Wirkung, die diese 
Aus16schung auf die fortschreitende Welle in Gestalt der Yerminderung ihrer 
Amplitude ausiibt. Der erstere Vorgang wiirde durch die Rclaxationszeit T 
charakterisiert. Sic ist bestimmt als die Zeit, in der cine in einem Raume ab
geschlossene, sich selbst iiberlassene Schwingung - also etwa eine stehende 
Schwingung in einem Raum, der allseitig von vollkommen reflektierenden Wanden 
umgeben ist - auf den eten Teil ihrer Anfangsintensitat herabsinken wiirdc. 
Fiir die fortschreitende Welle ist die Abnahme der Intensitat durch den Faktor 
e- 2q"z gegeben. Will man hier den Vorgang auch durch die Streckc charakteri
sieren, auf der die Intensitat auf den eten Teil abnimmt, so wiirde der betrcffendc 

Beiwert durch-1" 4 )':-- gegeben sein. Die Beziehung der beiden Beiwerte, 
2q "" 

T fUr die Extinktion und 1/2q" fiir die Absorption zueinander ist durch die 
Gleichung gegeben: 

1 c'T oder T==1-,,2.).0 (89) 
2q" 1 - ,,2 4"" c· 

Experimentell meJ3bar ist nur die Absorption. 1st I die IntensiUt am An
fang, II am Ende der durchlaufenen und in Richtung der Wellennormalc ge
messcnen Strecke d, so ist nach den obigen Formeln 

_4:rY.d 

II = I· e- 2q"d =I' e i .. 

Der Vergleich dieser Glcichungen mit den in dem genannten Tabcllenwcrk auf
gestellten Definitionen fiihrt zu folgendcn Festsetzungcn: Es ist 

der Transmissionskoeffizient p, definicrt durch II = 1· f3d, 
4:rx 

f3 = e - 2 q" = e i.; 

I) LANDOLT-B6R~STEIN, Physikalisch-chernischc Tabellcn. Berlin: J. Springer, 3. Auf!., 
S.193. 1905: Siehe auch F. WEIGERT, Optische Methoden der Chernie. Leipzig, Ak. Ver
lagsges., S. 179. 1927. 
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cler Absorptionskoeffizient ex, definiert dureh II = I. r lXd, 

<X = 2 gil = 4;r .';. ; 
I. 

189 

der Extink tionskoeffizien t oder die BUN SE N sehe 0 der de k adi sehe 
A bsorptionskonstan te E, dcfiniert dureh II = I· lO-,d 

E = 0,86859' g" = 5.4576· ~ . 
I. 

_ ,±-:r_':d 
Der Absorptionsindex x, definiert dureh II = I· e i. 

stimmt mit clem in den obigen Gleiehungen benutzten x uberein. Vielfaeh 
kommt in den Gleiehungen fur absorbierende Mittel das Produkt n' x vor 
und wird in der Regel mit k bezeichnet. KAYSER nennt diese GroBe den Ex
tinktionsmodul. 

Diese Gro/3en haben eine allgemeine Bedeutung fUr jeden Absorptionsvor
gang, fUr den die Grundgleiehung: d I = - <X I dz gilt, d. h. bei dem die Abnahme 
cler Intensitat der vorhandenen Intensitat und dem vVegzuwaehs proportional 
ist. In dem hier behandelten FaIle ist als Ursaehe dieser Absorption die Leit
fahigkeit des Mittels angenommen, und die Beziehung del' vorstehend definierten 
Beiwerte zu den elektrisehen Konstanten des Mittels ist dureh die Gleiehungen 
gegeben: 

1 

T 
4JlO 

und 
2r;r 

x= -------. 
E + yt·2 + 40 2 r2 

(90) 

Ob diese Beziehungen sich an del' Erfahrung uberhaupt bestatigen, solI 
im nachsten Absehnitt erortert werden. Hier mage in bezug auf die Messung der 
Absorption nur noch auf einen Umstand hingewiesen werden, del' genaue Beruek
sichtigung erfordert. LaJ3t man bei einer Absorptionsmessung das Licht von 
Luft aus in das absorbierende Mittel eintreten, so ist die in den obigen Gleiehungen 
vorkommende Intensitat I des eintretenden Liehtes nieht identiseh mit der Inten
sit at des auffallenden Liehtes, da ein gewisser, und in manehen Fallen nieht 
unbetraehtlieher Anteil des auffallenden Liehtes dureh Zuruekwerfung an der 
Oberflaehe fUr das eintretende Licht verlorengeht. In den obigen Gleiehungen 
ist unter I stets die urn den reflektierten Anteil verminderte Intensitat des auf
fallenden Lichtes verstanden. Kennt man diesen Anteil nieht, so mu/3 die Ab
sorptionsmessung an zwei verschieden dieken Sehichten des absorbierenden 
Mittels ausgefuhrt werden. Aus der Differenz dieser Messungen falIt der reflek
tierte Anteil heraus. 

44. Theorie und Erfahrung. Die MAxwELLsehe Theorie eharakterisiert die 
Materie dureh drei Konstanten fl, E und o. Von diesen ist die Permeabilitat fl, 
da die Mehrzahl alIer Stoffe entweder der Gruppe der paramagnetisehen oder 
der der diamagnetischen Korper angehort, von 1 so wenig versehieden, da/3 fl 
in unseren Gleichungen einfaeh = 1 gesetzt werden kann. Da/3 dies aueh fur 
ferromagnetisehe Korper mit ihren hohen Magnetisierungskonstanten gilt, dafur 
hat DRL'DE eine Ableitung gegeben 1), der allerdings die besondere Annahme zu
grunde liegt, da/3 die Magnetisierbarkeit auf dem Vorhandensein von Molekular
stromen beruht; danaeh treten zu den Komponenten der magnetisehen Feld
starke in den Gleiehungen der Liehtbewegung Zusatzglieder, deren Gro/3enord
nung durch den Faktor (fl - l)/c bestimmt ist, die also, selbst wenn It = 1000 
genommen wird, so klein sind, daB sie vernaehlassigt werden konnen. 

') P. DRUDE, Lehrbuch der Optik. 3. Auf I. S.445. 
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Die Dielektrizitatskonstante e ist bei allen Korpern groBer als 1. Sie liegt 
bei Glasern zwischen 6 und 10. W. SCHMIDT1) hat bei Kristallen Werte bis zu 
150 (bei Pyromorphit) und 173 (bei Rutil) gemessen. 

In bezug auf die Leitfahigkeit sind zwei groBe Gruppen zu unterscheiden, 
die elektrolytischen und die metallischen Leiter. Die Leitfahigkeit der ersteren 
in elektrostatischem MaBe, geht der GroBenordnung nach von 106 (fi.ir reines 
Wasser) bis 1012 (fUr bestleitende Losungen). Die Leitfahigkeit der Metalle geht 
von 1010 bis 1018. 

Die optischen Konstanten der Materie hangen aber nach den Formeln (76) 
bzw. (78) nicht nur von den elektrischen Konstanten, sondern auch von der 

Schwingungsdauer l' des Lichtes bzw. der Wt'llenlange 20 ab, da m = 2/H = ;!oJ·o 
E CE 

ist. Dabci ist 20 in Zentimeter zu rechnen, liegt also fUr das sichtbare Licht 
zwischen 4 und 8 .10- 5 und geht im UItrarot bis 10-2. Also wiirde m fiir die Gruppe 
der schlechten Leiter selbst im ungiinstigsten FaIle cines MitteIs von groBem (J 

und kleinem e im sichtbaren Gebit't und noeh weit ins Ultrarot hinein eine sehr 
kleine GroBe und auch an der oberen Grenze des Ultrarot noeh immer < 1 sein. 
Man kann dann in optischer Beziehung 3 Gruppen der Materie unterseheiden: 

1. m 0= 0 (Isolatoren): n 2 = e, % = O. 
2. m so klein, daB hahere als quadratische Glieder von m vernaehHissigt 

werden konnen: 1Z2 = G (1 + n;2) , % = ~; . 

3. m groB gegen 1 (metallische Leiter) n2 = ~~., % = 1 . 

Die Erfahrung lehrt, daB durchsiehtige Stoffe im allgemeinen eine Abhangig, 
keit des Brechungsexponenten von der Wellenlange des Lichtes von solcher 
Art besitzen, daB n waehst mit abnehmenden Werten von 20 (normale Dispersion). 
Es ist ersichtlieh, daB die elektromagnetische Lichttheorie in ihrer bisher dar
gelegten Form dieser Tatsaehe in keiner Weise gerecht wird; denn entweder 
ist n iiberhaupt cine Konstante, oder es sollte sogar mit abnehmendem 20 ab
nehmen statt zunehmen. Nicht besser besteht die Theorie in bezug auf den 
Absorptionsindex; denn er soUte der FormeI naeh mit waehsendem 20 gleiehmaBig 
zunehmen, wahrend doch die Stoffe im allgemeinen eine auswahlende, auf ge
wisse Wellenbereiche beschrankte Absorption besitzen. Aueh der Gedanke, auf 
Grund der auBerordentlichen Kleinheit der Wellenlange der Rantgenstrahlen 
(10- 7 bis 10- 9 em) die Formel fUr % zur Erklarung der Durchlassigkeit der Me
taUe iiir Rantgenstrahlen zu benutzen, erweist sich als unbrauehbar, da die 
verschiedene Absorption der Rontgenstrahlen in versehiedenen MetaUen erfah
rungsgemaB nieht von der Leitfahigkeit, sondern in erster Linie von der Diehte 
der MetaUe bestimmt wird. In allen diesen Fragen erweist sich die Theorie in 
der dargestellten Form als unzureiehend; die Anpassung an die Tatsaehen ist 
dureh die Aufgabe der Vorstellung der Materie als eines Kontinuums, durch die 
EinfUhrung molekulartheorctiseher Vorstellungen erreicht worden, woriiber ein 
spateres Kapitel handelt. Hier bediirfen die beiden Grenzfalle tit = 0 und 11t = 00 

noeh einer besonderen Erarterung. 
45. I~olatoren. Das MAXWELLsche Gesetz: ,,2 = E. Fiir Isolatoren (0 = 0) 

nehmen die Grundgleichungen (69) die gleiehe Form an, wie fUr den leeren 
Raum, Gleiehung (6), mit dem einzigen Untersehiede, daB an Stelle von c2 der 
Faktor c2fep, tritt. Die Lichtausbreitung in Isolatoren erfolgt also genau so, wie 
lIn leeren Raume, nur mit finer andert'n Gt'sehwindigkt'it c' = cd~i~. Da 

1) W. SCU~IIDT. Ann. d. Ph),s. (+) Bd.9. S.932. 1902. 
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c/c' = n ist, so folgt mit der Festsetzung /1 = 1 die zuerst von MAXWELL auf
gestcllte Beziehung n2 = f. (91) 

urn die experimentelle Bestatigung dieser Formc1 hat sich vor allem BOLTZMANN 
hcmuhtl). Er fand cine unzwcifelhafte Dbereinstimmung bei den Gasen, wie fol
gende Zahlen beweisen2): 

Luft CO, 
-

I F: 1,000295 1,000473 
11: 1,000294 1,000449 

H, 
1,11OU132 

1,(lOU1.l" 

co 
1 ,000345 
1 ,(lIJU340 

N,O 
1,000497 
1,ll()0503 

C,H, 

1,000656 

1,000678 

CH, 

1,000472 

1,000443 

Auffallig ist auch der Parallclismus cler drei vcrschieclenen Werte der Dielektri
zitiitskonstantcn des rhombischcn Schwdels mit clen entsprechenclen Brechungs
('xponenten: 

nach BOI:rZMA:-INa): "1 = 4,77 '2 = 3,97 "3 ~o 3,81 
BOREL4): "I = 4,66 "2 0= 3,86 r;) 000 3,67 

\V. SCII:Illln5): '1 = 4,62 
n; = 4,6() 

'2 = 3,83 
n~ ,-c 3,89 

fa = 3,59 

n~ = 3,59 

AIkin fUr die Mchrzahl der Stoffe ergibt sich eine so1che Dbereinstimmung 
nicht. Sie ist aber auch nicht zu erwarten, wei I ja der Brechungsexponent cine 
mit cler Wc1lenlange veranderliche, die Dielektrizitatskonstante aber eine aus 
statischen Versuchen ermittelte, wirkliche Konstante ist. Von der Dispersion 
des Lichtes in der Materie gibt die Theorie, wie schon im vorigen Abschnitt dar
gelegt, keinc Rechenschaft. In den Gasen ist die Dispersion gering, und BOLTZ-
lIIANN konnte daher fUr den obigen Vergleich von l/~ und n die von DULONG 
fur weiJ3es Licht ermittelten Brechungsexponenten cler Gase verwenden. Schwefel 
dagegen besitzt cine starke Dispersion, und die Dbereinstimmung zwischen f

und n2 in cler Tabelle fUr Schwcfel ist nur dadurch zustande gekommen, daI3 
BOLTZ:lIANK fur n nicht clie Brechungsexponenten des Schwefels fUr Lichtwellen 
benutzte, sondern aus den Messungen von SCHRAUF fUr verschiedene Wellen
langen mittcls der Dispersionsformel: n = A + B ji. 2 den Brechungsexponenten 
A fur 00 lange Wellen berechnete und fur den Vergleich mit der Die1cktrizitats
konstanten benutzte. Ebenso haben RUBENS und ASCHKINASS fur FluI3spat uncl 
Quarz dl'll Nachweis gcfuhrt, daB clie vVerte von n 2 den Diclektrizitlitskonstanten 
sehr nahe kommen, 

n2 = 7,0 E = 6,8 fUr FluBspat, 
4,5 4,6 Quarz, 

wenn man sic fur die langcn Wellen cler Reststrahlen des Sylvins (61,1 II) aus 
clem 1~cflexionsverm6gen nach den FHESNELschen Formeln berechnet 6). Die 
Bedeutung der Formel E = n 2 1iegt nicht auf optischem Gebiete, sondern auf dem 
Gebiet cler langen elektrischen Wellen, bei clenen Dispersion im allgemeinen nicht 
mehr in Frage kommt. Hier wird sic benutzt, urn aus der Messung von Wellen
langen bestimmter Schwingungen bzw. clerC'll Brechungsexponenten die Dielek
triziUi.tskonstante des Stoffes zu bestimmen. Sic gilt clann auch nicht bloB fur 
Isolatoren, sonclern auch fUr Stoffe von so geringcr Leitfahigkeit, wie reines 
\Vasser. 

1) L. BOLTZ:I!Al>N, \Vien. Ber. Bd. 69, S. 795. 1874; Pogg. Ann. Bd. 155, S.403· 1875; 
\\,iss. Abhandlgn. Bd. I, S. 537. Leipzig, J. A. Barth. 1909. 

2) Vgl. auch die ausfiihrlichere Tabclle in Bd. 12 ds. Handb. S. 514. 
3) L. BOLTZ:I!AN:-I, \\'iencr Ber. Bu. 7U, S.342. 1,,74; Wiss. AbhandIg. Bd. I, S. 587. 
4) C. BOREL, c. H.. Bd. 116, S. 150'), 1893; Arch. sc. phys. et nat. (3) Bd. 31l, S. 45. 

1893. 
"l W. SCHMIDT, Ann. d. PIli'S. (4) Bel. '), S. 919. 1902; Bd. 11, S. 114. 19113. 
6) H. EUBE:SS und E. ,\SCHK!"'ASS, \\·ied .. \nn. Bd. 65, S.253. 1898. 
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Eine andere Verwendung hat die MAXWELLsche Formel fUr die Darstellung 
der Beziehungen zwischen Brechungsexponent und Dichte in der Theorie der 
sog. spezifischen Refraktion gefunden, al1erdings unter Aufgabe der Vorstellung 
der Materie als eines Kontinuums. MOSSOTTIl) und spater CLAUSIUS 2) haben 
die dielektrischen Eigenschaften der Isolatoren dadurch zu erklaren versucht, 
daB sie sich die Stoffe aus kleinen leitenden Kugeln aufgebaut dachten, die in 
Abstanden, die groB gegen ihren Durchmesser sind, im leeren Raume gleich
maBig verteilt sind. Versteht man unter g das Verhaltnis des von den Kugcln 
eingenommenen Raumes zu dem ganzen Volumen des betrachteten Dielektrikums, 
so stellt sich die Dielektrizitatskonstante des Stoffes dar durch die Gleichung 

E =!± 2g 
1 - g , 

aus dt'r fUr den Raumerfullungsfaktor g die Gleichung folgt 
e - 1 

g= E +-2"' 
Da man die Dichte d dem RaumerfUllungsfaktor proportional annehmen kann, 
ergiht die Heranziehung der MAXWELLschen Formel cinen Ausdruck: 

n 2 - 1 n2 +2: d , (92) 

der fur jeden Stoff eine charakteristische Konstante, die "spezifische Refraktion" 
darstellt, insofern aIs dieser Ausdruck bei allen durch Druck-, Temperatur- oder 
Aggregatzustandsanderungen herbeigefiihrten Anderungen von d konstant 
bleiben solI. Die Formel ist fast gleichzeitig von H. A. LORENTZ3) und von 
L. LORENZ4) aufgestellt worden. Cber ihre Bewahrung an der Erfahrung muB 
auf Kapitel X verwiesen werden. Es moge nicht unerwahnt bleiben, daB 
O. WIENER sie auf die Vorstellung nichtkugelformiger Tei1chen erweitert hat, 
indem er den Ausdruck 

n2 - 1 
----: d = konst. (93) 
n 2 + u 

aufstellte, in dem 1t > 2 zu setzen ist, wenn die Teilchen von der Kugelform ab
weichen 5). 

46. Metallische Leiter. Das DRuDEsche Gesetz: ,.2 = (J • T. 1st (j sehr 
groB, so daB 1 gegen m 2 zu vernachHissigen ist, so wird Y. = 1 uml fUr n erhalt 
man den einfachen Ausdruck 

F.1n 2 ai.Q n2 = : --- odcr n = a . T = 
2 c 

Der Brechungsexponent n ist bei Stoffen dieser Art wegen der starken Absorption 
im allgemeinen nicht direkt zu messen. DRUDE hat in seiner Physik des Athers6) 

statt dessen das Reflexionsvermogen R als eine unmittelbar zu messende GroBe 
in die Beziehung zu der Leitfahigkeit eingefiihrt, indem er die im nachsten 
Kapitel ausfUhrlich abzuleitende Formel: R = 1 - 2Jn benutzte. Dabei ist R 
das Verhaltnis der reflektierten zur einfallenden Intensitat bei senkrechtem Ein
fall. Daraus folgt unter Benutzung der obigen Werte fUr n: 

2 
1-R=r--- (94) 

10 ' Y 

I) O. F. :YIOSSOTTI, Mem. della Soc. Scient. Modena, Bd. 14, S. 49. 1850. 
2) R. CLAUSIUS, Mechanische Warmetheorie, Bd. II, S.63. 1879. 
:1) H. A. LORENTZ, Wied. Ann. Bd.9, S.641. 188U. 
4) L. LORENZ, Wied. Ann. Ed. ii, S.70. 1880. 
0) O. WIENER, Ber. d. sachs. Ges_ d. Wiss. Leipzig, Bd. 62, S_ 256. 1910, desg!. Abhandlg. 

Bd _ 32, S. 581. 1912. 
6) P. DRUDE, Phys!k des Xthers, 1. Aufl., S. 574. 1894. 
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Diese zuerst von DRUDE aus der elektromagnetischen Theorie abgeleitete Be
ziehung zwischen Reflexionsvermogen und Leitfahigkeit der Metalle, die urn so 
besser erfilllt sein muJ3, je grofier i ist, hat eine ausgezeichnete Bestatigung in 
den Messungen von HAGEN und RUBENS gefunden 1). Sie haben zuerst das 
Reflexionsvermogen an einer Reihe von Metallen bestimmt fUr Strahlen des 
UItrarot von 12, 8 und 4,u Wellenlange. Sie haben ferner das der GroJ3e (1 - R) 
nach dem KIRCHHOFFschen Gesetze proportionale Emissionsvermogen der glei
chen Metalle fUr die Reststrahlen des FluJ3spates von der Wellen lange 25,5 ,u bei 
der Temperatur von 170° gemessen und mit dem Wert der Leitfahigkeit fur die 
gleiche Temperatur verglichen. Beide Arten von Messungen ergaben uberein
stimmend, daJ3 fUr eine bestimmte Wellen lange (1 - R)y~ eine Konstante ist. 
Die Mittelwerte dieser Messungen und ihre Genauigkeit sind aus der folgenden 
Tabelle zu ersehen, in der die GroJ3e R in Prozenten, die Leitfahigkeit als reziproker 
Wert ~ des in Ohm gemessenen Widerstandes eines Drahtes von 1 m Lange und 
1 mm 2 Querschnitt und die WeIlenlange in ,u = 10- 4 cm ausgedruckt ist. Aus 
der DRuDEschen Formel ergibt sich in diesen MaBen fUr die Konstante C der 

Wert 36,5Nfo. 
Der Vergleich der 2. 

und .der 4. Spalte zeigt die 
vorzugliche Dbereinstim
mung der beobachteten 
Mittelwerte mit den von der 
Theorie geforderten Werten. 

;'0 

4 
8 

12 
25,5 

I 
r:: I Durchschnit tHehe ' 

C ~ (100 - R) 1" Abweichung vom Mittel 
beobachtct 0/ I 

,0 

19.4 
13,0 
11,0 

7,36 

21,0 
14,5 
9,6 
4,9 

C~36,5 

I'~ 
berechnet. 

18,25 
12,90 
10,54 

7,23 

Aber die 3. Spalte laBt zu gleirher Zeit erkennen, wie viel besser die Dbereinstim
mung der Werte fiir die einzelnen Metalle mit den MittcIwerten fur die langen 
Wellen ist als fur die kurzeren. Eine Ausdehnung der Messungen des Emissions
vermogens auf 12 MetaIle 2) (fur )'0 = 25,5 fl bei 170°) ergab fUr die Konstante 
c;./Yfo folgende Werte: 

Ag Cu All Al 

7,07 6,67 8,10 8,91 

Zn Cd Pt 

7,24 7,29 6,88 

Ni 

7,33 

Sn Fe 

7,32 6,62 

Hg 

7,33 

Bi 

18,2 

Nur Wismut falIt aus dieser Reihe heraus. Fur die anderen Metalle betragt der 
Mittelwert der Konstanten 7,34 in naher Dbereinstimmung mit dem theoretischen 
Werte 7,23. 

Endlich haben HAGEN und RUBENS die Gi.i1tigkeit der DRuDEschen Formel 
noch durch ein drittes Verfahren geprufP). In dem Bereich, in dem die Formel 
gultig ist, muJ3 das Emissionsvermogen bzw. der Wert von (1 - R) fur das 
Reflexionsvermogen, mit der Temperatur proportional der Wurzel aus dem Wider
stande zunehmen. Auch diese Beziehung ist von HAGE::-I und RUBEKS sowohl 
durch Reflexionsmessungen an Metallen und Metallegierungen bis zu Tcmpera
turen von 200 bis 300°, als auch durch Emissionsmessungen an Platin und Platin
rhodium bis zu Temperaturen von 1400° fur WeIlenlangen bis zu 6,u herunter 
bestatigt worden. Bei kleineren Wellenlangen verschwindet die Abhangigkeit des 
Reflexionsvermogcns von der Tcrnperatur allmahlich und ist fUr aIle Metalle 
bei 0,78 fl ~leich null. Fur Konstantan aber, dessen Widcrstand von der Tempc
ratur nahezu unabhangig ist, erweist sich auch das Reflexionsvermogen, auch 

') E. HAGEN und H. RUBENS, Ber!. Ber. 1903, S. 269; Verh. d. D. Phvs. Ges. Bd. 5, 
S. 113. 1903; Ann. d. Phys. (4) Bd. 11, S. 873. 1903. . 

2) E. HAGEN und H. RUBENS, Ber!. Ber. 1903, S. 410. 
3) E. HAGEN und H. RUBENS, Phys. ZS. Bd.9, S. 874. 1908; Ber!' Ber. 1909, S.478; 

Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 10, S. 710,1908; Bd. 12, S. 172.1910; Phys. ZS. Bd. 11, S. 139. 
1910; Ber!. Ber. 1910, S. 467. 
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fiir Hingere WellenHingen, als von der Temperatur unabhangig. Man kann also 
sagen, daG die elektromagnetische Theorie sich mit ihren Folgerungen flir Metalle 
bis zu Wellenlangen von 6 Ii herunter vollkommen bestatigt. 

47. Losung fur inhomogene Wellen. In del' bisherigen Darstellung ist unter 
der Wellenflache die Fli:iche gleicher Phase verstanden, bei ebenen Wellen also 
die Ebene gleicher Phase; sie ist zugleich in den bisher betrachteten Fallen die 
Ebene gleicher Amplitude. Die Wellen so1cher Art werden von VOIGT als homo
gene Wellen bezeichnet. Beim schragen Auftreffen einer so1chen homogenen 
Welle auf die ebene GrenzfHi.che eines leitenden Mittels entsteht im letzteren, wie 
im nachsten Kapitel zu er6rtern ist, ein anderer Wellentyp, bei dem die Ebene 

gleicher Amplitude nicht mehr mit der 
Ebene gleicher Phase zusammenfallt. Dieser 

Chene Wellentyp wird von VOIGT allgemein als in-
"r"Acl1se homogene ebene Welle bezeichnet. Zur Vor

bereitung auf die Behandlung dieser Wellen 
bei der Spiegelung und Brechung ist zuerst 
die Frage zu beantworten, wie ein Ansatz fur 
diese Art von Wellen beschaffen sein muB, 

Abb.8. Beziehung zwischen Phase und Amplitude urn uberhaupt den Grundgleichungen der 
bei inhomogener "·ellc. 

clektromagnetischen Theorie zu genugen. 
Es werde eine ebene Welle vorausgesetzt, die in der Z-Richtung fortschreitet, 

und deren elektrischer Vektor in der X-Rich tung schwingt; also wie in Zif£' 40: 

G:x = A . e - q" z • ei (I' t - q' z) ; cty = 0; (}:z = 0 . (94 a) 

Aber die Amplitude A soil jetzt von den Koordinaten der Wellenebene, also von 
x und y abhangig sein. Wenn G:!I = ctz = 0 ist, so folgt aus den MAXwELLschen 

Gleichungen, daG S'lx = 0!dy = G~SJ, = 0 sein muG. Also darf A nur eine 
e ox 0,1," 

Funktion von y sein, wenn der Ansatz den Grundgleichungen genugen soIl. Fur 
den magnetischen Vektor erhalt man alsdann aus den MAXWELLschen Glei
chungen die Ausdriicke: 

c: C (' • ")A " .( t ') I ~J = ~- q - z q e - q z. e' I' .. q z • 
eY ,up J 

!i) = -i. c .. A'e-q"z. ei(pt-q'z) 
'e Z It p , 

Sjx = 0; 
(94 b) 

wenn unter A'der Differentialquotient dAjdy verstanden wird. Diese Form des 
.\nsatzes geniigt den l\IAxWELLschen Gleichungen. Es ist ferner div ct und 
div,1) = O. Die LOsung stimmt mit den Gleichungen (72) und (73) flir die homo
gene \-Velle uberein, nur mit dem Unterschied, daB .\). nicht = 0 ist, sondern einen 
von der Veranderlichkeit der Amplitude in der Phasenebene abhangigen Wert 
besitzt. Da dies die in der Fortpflanzungsrichtung del' Welle liegende Kompo
nente ist, so ist also die inhomogene Welle dieser Art nicht mehr eine streng 
transversale Welle. Der komplexe Charakter der Amplituden von ,I)y undSjz zeigt, 
daB beide Komponenten gegen U:X eine Phasenverschiebung besitzen, und zwar 
ist Sjz urn nj2, ~)y urn () verzogert, wenn 0 wieder, wie in Gleichung (74) durch 
die Beziehung 

tgo = q" = x 
q' 

definiert ist. Setzt man nun aber diese Ausdriicke flir die Kraftkomponenten 
in die Gleichungen (69) ein, so erhalt man als Bedingungsgleichungen flir die 
GroGen p und q an Stelle der Gleichung (70) folgende Gleichung: 

(9S) 
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in der unter A" der zweite Differentialquotient von A nach y verstanden ist. 
Soll die inhomogene Welle als ebene Welle nach der Z-Achse fortschreiten, so 
sind die samtlichen Gro13en in der Klammer als von y unabhangig anzusehen, 
Dann aber druckt die Gleichung (95) cine bestimmte Bedingung aus, welche die 
Form der Inhomogenitat erfUllen mun, wenn eine solche ebene inhomogene 
\Velle bestehen soll. Es genugt fUr das Folgende, als Losung dieser Differential
glcichung fUr A die Abhangigkeit der Amplitude von y in der Gestalt einer ein
fachen e-Funktion anzusetzen, also die Amplitude in der Form Ao . eby zu schrei
ben, wobei Ao nun eine Konstante bedeutet und die neu eingefUhrte Gro13e b 
ebenfalls eine reelle Konstante sein mu13, wenn die Welle in der Z-Achse fort
schreiten soll. Dannnimmt der Ausdruck fUr die clektrische Kraft die Form an: 

G:.r. = A 0 • eb y - q" Z • ei (I' t - q' z) • 

Daraus ist ohne weiteres ersichtlich, daB die Flachen gleicher Amplitude Ebenen 
sind, die die Ebenen gleicher Phase unter einem ganz bestimmten Winkel cp 
schneiden. Dieser Winkel ist durch die Gleichung festgelegt: 

b 
tg cp = -II • (96) 

q 

Fuhrt man diese Beziehung in die Gleichung (95) em, so gewinnt man zwei 
Glcichungen, die zum Ausdruck bringen, daB bei einer solchen inhomogenen 
Welle sowohl die Fortpflanzungsgeschwindigkeit wie die Absorption vom Grade 
cler Inhomogenitat abhangen. Bezeichnet man den Brechungsexponenten und 
den Absorptionsindex flir eine homogene Welle, also flir (p = 0, mit no und %0' 

so gelten fUr die inhomogene Welle die Gleichungen: 

n2 (1 --"-~-)' = n2 (1 - %2) = € U , cos. <p U (I , 
und (97) 

und die Kraftkomponenten lassen sich flir diesen Fall einer inhomogenen Welle, 
wenn die elektrische Schwingung auf der Richtung des Gradienten der Amplitude 
m der Phasenebene senkrecht steht, folgenderma13en schreiben: 

" ysinrp-zcos'l' q -----
G:x = A 0 • e COS 'I • ei (JI t - q' z) ; G:z = 0, 

"Y sinrp-z cos If! 
11 ,--" ._- 'I -"'--. -"". , S) - A -11 -L %2. e COS 'I' • edpt-qz-,\) 

Y - O/l I" , 

}'l q,,~~~(r-zco.;;.!£. i(Pt-q'Z- ..::.) 
)'l - A - Y. • tg m • e co; 'I' • e 2 
t.c: Z - 0 ,Ll '" r ' 

tgo = %. 

(98) 

:VIan gelangt zu einem zweiten Ansatz fUr eine ebene inhomogene Welle, 
\Venn man von der Annahme ausgeht, daB die magnetische Kraft in Richtung 
der X-Achse schwingt, also S)X gegeben, S)y = S)z = 0 ist. Daraus folgt dann, 
da13 G:x = 0 ist. :Macht man dann fUr <!y den frliheren Ansatz: 

so ergeben die gleichen Rechnungen, wie in dem ersten Fall, da13 auch hier A 
wieder nur von y abhangig sein und wieder derselben Differentialgleichung (95) 
genligen mu13. Es sind auch fUr diese inhomogene Welle zweiter Art die Flachen 
gleicher Amplitude Ebenen, die die Ebenen gleicher Phase unter dem durch die 
Gleichung (96) bestimmten \~·inkel cp schneiden. Die Abhangigkeit des Brechungs
exponenten und des Absorptionsindex von dem Grade der Inhomogenitat ist 

13* 
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wieder durch die Gleichung (97) ausgedriickt und fUr die Komponenten der elek
trischen und der magnetischen Krafte ergeben sich in diesem zweiten Falle fol
gende Ausdriicke: 

"Y sin 'I -z cosep 
rs: - 4 • eq COS 'I' ei(pt-q'z) \;;.Iy -.I. 0 , 

S)y = 0, 

1 
tgoe = -; 

% 

S)z = 0, 

48. Energiestromung bei inhomogenen Wellen. Von Interesse, auch wichtig 
fUr spat ere Anwendungen, ist die Betrachtung der Energiestromung im FaIle 
inhomogener Wellen. Urn den POYNTINGSchen Vektor gemaJ3 den fruheren For
meln zu bilden, mussen die Kraftkomponenten in recller Form geschrieben werden. 
Es soIl also 'ei(pt-q'z) durch sin (pt - q' z) ersetzt werden. Zur Abkiirzung werde 
das Argument p t - q' z = 8 gesetzt. Dann ist fiir die erste Art der inhomo
genen Welle: 

r-" C )'0 A A' 2" • Ll 
e;1/ = - --- e- q 'sm20, 

. 8"" 2""{1 

e =~A2~1/1 +y'2 e- 2q"zsinf).sin(G-0) z 4n p , 

=~_A2~T1+y.2e-2q"Z[ _ 1'_-COS(28-0)] 
8:r {' 1"1 + %2 

und bei Integration uber die Dauer einer Schwingung ergibt sich: 

t+< t+r 

./6y dt = 0; /'6 dt = )'0 A2 ~ -2q"z 
.' z 8"" {I e , (100a) 

t t 

also derselbe Wert wie fur eine homogene Welle [vgl. Formel (85)]. 
Fur die zweite Art der inhomogenen \Velle liegen die Verhaltnisse weniger 

einfach. Es ist wieder 6" = 0, ferner 

oder, wenn man wieder 2aTje mit m bezeichnet, 

c;. , 1 - ,,2 - %2 tg2 'P " 
6 Y =--8 -2° AA (1+:!)-2- e- 2q Z[m(1+y'2)+(m-2y.-my'2)cos28 

;r. :CIl x 
- (1 + 2 my. - y' 2) sin 2 8] 

c::. C A2 n 1 - ,,2 - ,,2 tg2cp {-+ .J 2Q"" 0 . (0 '~) e;z=-'- - .. 1'1 m-e- "Slllt7'slno-um , 
4"" /' 11 + ,,2 

_ .!.... A2~( _ 2 _ 2 2 ) 1/1 -t_m2 -2q"z [ 1 + m" _ (?o ~ ] - 8 1 Y. Y. tg rp 1--. e , 0 '" . "" cos _Cl-U",) . 
"" /1 11 + ,,- 11 + "-1'1 + 112-
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Daraus folgt bei Integration tiber eine Schwingung, da A' = 27Y. tg<p • A ist, 
t+r 
" . 2 2 t J 6 dt = _~A2 ~ ~~e-2q"z 

Y S:l,ll 1 + y' 2 , 

t 

t+r (100b) 
" • 11 1 ,9 2t 2 

/ 6dt= 1.0_A2_--2:Y.--X gq>e-2Q"z . 
• ' Z Sn ,II 1 + ,,2 

t 

Bei den inhomogenen Wellen zweiter Art str6mt also die Energie nicht bloB 
senkrecht zur Phasenebene in der Richtung, die die Fortpflanzungsrichtung 
der Welle im gew6hnlichen Sinne bedeutet, sondern auch senkrecht zu dieser 
Richtung, also parallel zur Phasenebene, und zwar in derjenigen Richtung, in 
der die Amplitude in der Phasenebene abnimmt. Die physikalische Erklarung 
dafUr kann man sich durch die Uberlegung veranschaulichen, daB durch eine 
zur Y-Richtung senkrechte Ebene von der Seite der gr6Beren Amplituden aus 
in der einen Phase der Schwingung mehr Energie hindurchtritt, als in der anderen 
Phase von der Seite der kleineren Amplituden. 

49. Historische Bemerkungen zum Problem der inhomogenen Wellen. 
Die Eigenttimlichkeiten der Wellen, die im Vorstehenden behandelt und als 
inhomogene Wellen bezeichnet sind, und ihre groBe Bedeutung fUr die Theorie 
der Brechung in absorbierenden Mitteln hat wohl zuerst E. KETTELER vollkom
men erkannt, in verschiedenen Aufsatzen behand~lt und vor aHem in seiner 
"Theoretischen Optik" (S. 122ff.) in voller Klarheit dargestellt, alles auf dem 
Boden einer in besonderer Weise erweiterten elastischen Lichttheorie1). KET
TELER hat zuerst den Satz ausgesprochen, daB in jedem absorbierenden Mittel 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit und Starke der Absorption des Lichtes von dem 
Winkel abhangen, den "die Propagationsnormale mit der Extinktionsnormalen" 
bildet, d. h. von dem Winkel, der in der obigen Darstellung mit <p bezeichnet 
ist, und hat als Hauptgleichungen der Theorie absorbierender Mittel Gleichungen 
aufgestellt, die den Gleichungen (97) entsprechen. Auch W. VOIGT hat in einem 
Aufsatze tiber die Theorie der absorbierenden isotropen Mittel von seiner For
mulierung der elastischen Theorie aus das Problem behandelt; er spricht - weniger 
klar als KETTELER - von der Abhangigkeit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
und der Absorption von der "Fortpflanzungsrichtung"2). 

Schliel3lich hat H. A. LORENTZ in ganz allgemeiner Form, d. h. ohne bestimmte 
Vorstellungen tiber die physikalische Natur der Lichtschwingungen zu Grunde 
zu legen, die GesetzmaBigkeiten inhomogener Wellen entwickelt3). 

e) Grenzbedingungen, Spiegelung und Brechung. 
50. AufsteUung der Grenzbedingungen. Wenn zwei Mittel von ver

schiedencn physikalischen Eigenschaften aneinander grenzen, so voHzieht sich 
der Ubergang von Lichtwellen aus dem cinen in das andere Mittel erfahrungs
gemaB in Form einer Aufspaltung der einfallenden Welle in eine zurtickgeworfene 
und cine durchgehcndc Welle. Zur Behandlung dieses Problems bedarf es der 
Aufstellung derjenigen Bedingungen, denen die elektrischen und magnetischen 
Krafte an der Grenze der beiden Mittel zu gentigen haben. Man kann diese Grenz
bedingungen nach dem Vorgange von H. HERTZ4) durch die Vorstellung gewinnen, 

') E. KETTELER, ,,"ied. Ann. Ed. 3, S.83. 1878; Bd.22, S.204. 188-1-; Theoretische 
Optik, Braunschweig, Vieweg & Sohn 1885. 

2) \Y. VOIGT, \Vied. Ann. Bd.23, S. 112. 1884. 
3) H. A. LORENTZ, \Yied. Ann. Bd.46, S.244, 1892. 
4) H. HERTZ, \\'jed. Ann. Bd,40, S.577. 1890; Ges. \Yerke Bd. II, S.220. 
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daB der t:bergang an der Grenze nicht in einer sprungweisen, sondern in einer 
auf kurzer Strecke sich vollziehenden allmahlichen Anderung der Eigenschaften, 
d. h. der Werte von e, /-l und 0 besteht derart, daB die Grundgleichungen (2) 
auch in jeder Schicht dieser Ubergangszone ihre Giiltigkeit behalten. Diese Vor
aussetzung besagt, daB alIe in den Gleichungen vorkommenden Differential
quotienten endliche Werte behalten miissen. Wendet man diese Cberlegung auf 
die nach der Richtung der N ormale der Grenzflache differenzierten GraBen an, 
so folgt daraus, daB diese GraBen, wenn die Grenzschicht unendlich diinn genom
men wird, zu beiden Seiten der Grenzflache gleiche Werte haben miissen. In 
den Grundgleichungen (2) kommen nur solche Differentialquotienten der Kraft
komponenten nach den Raumkoordinaten vor, bei denen die Richtung der Ab
leitung auf der Komponentenrichtung senkrecht steht. Beriicksichtigt man dies, 
so folgt aus dem obigen Satze, daB die tangentialen Kraftkomponenten zu beiden 
Seiten der Grenzflache gleiche vVerte haben miissen. Unterscheidet man also 
die beiden Mittel durch die Indizes 1 und 2, und bezeichnet man die tangentialen 
Komponenten durch den Index t, die normalen clurch den Index n, so lauten die 
erst en Grenzbedingungen: 

(101 ) 

Gelten diese Gleichungen in der GrenzfHi.che, und wendet man sic auf die Grund
gleichungen (2) an, indem man sich die Grenzflache in die X Y-Ebene gelcgt 
denkt, so daB die Z-Achse die Normalenrichtung dar:;tcllt, so folgen aus dem 
letzten der drei Paare von Grundglcichungen zwei weitere Beziehungen, die in 
der Grenzflache erfiillt sein miissen. FUr die Kormalkomponente der magnetischen 
Kraft ergibt sich die Gleichung: 

fllS)ln = fl2~2n oder ){Jln = ){J2n' (102) 

Sie geht, wenn man bedenkt, daB fiir alIe Mittel ,it = 1 gesetzt werden dad, in 
die Glcichung iiber ( ) 

~ln=~l2n' 103 

Fiir die Normalkomponente der clektrischm Kraft aber ergibt sich die Glcichung: 

(104) 

Sindlbeide Mittel Isolatoren (01 = O2 = 0), so HiBt sich diese Bedingung in der 
Form schreiben: odcr st;ln == ~~1!. (105) 

Dazu ist zu bemerken, daB die Grenzbedingungen 

G:1t = G: Zt und st:1n := ::t;2n 

die gleichen Bedingungen sincl, die in der Elektrostatik fiir den Ubergang eines 
Kraftfeldes aus einem Isolator in eincn anderen Isolator aufgestellt werden, und 
aus clenen das Tangentialgesetz fiir die Brechung del' Kraftlinien folgt. Man 
hatte also fiir Isolatoren die Grenzbedingungen einfach aus der Elektrostatik 
entnehmen kannen. Sobald abel' ein Mittel ein Leiter ist, kann diese Betrach
tungsweise nicht mehr angewandt werden, da ein statisches Kraftfcld innerhalb 
cines Leiters ja iiberhaupt nicht besteht. 

In Koordinaten lauten die in den Glcichungen (101), (103) und (104) auf
gestellten Grcnzbcclingungen, wenn man die X Y-Ebene als in del' GrenzfIache 
liegend annimmt, 

20;" , ro (:0;2' .) 
f"l -it T 4;rolJ:F = E2 -(:t + 4;ro2G:2z ; 

.~l\Z = .~l2Z· 
(106 ) 
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Diese Bedingungen sind aber, worauf besonders aufmerksam zu machen ist, 
nicht unabhangig voneinander; denn die beiden letzten Bedingungen folgen aus 
den Grundgleichungen, wenn die vier anderen bestehen. 

Die Folgerungen aus diesen Grenzbedingungen soIlen nachstehend fUr den 
Fall des Uberganges des Lichtes aus einem Isolator in ein leitendes Mittel ent
wickelt werden. 

51. Spiegelung und Brechung ebener \!Vellen bei senkrechtem Einfall 
auf eine ebene Grenzfl.ache. Es solI wie oben (Ziff. 40) eine cbene Welle an
genommen werden, die langs der Z-Achse fortschreitet, und deren elektrischer 
Vektor nach der X-Achse schwingt. Sie kann also im 1. Mittel, das ein Isolator 
sein solI, wenn man sie durch den Index e als einfallende Welle kennzeichnet, 
dargestellt werden durch die Gleichungen: 

li:ex = E. ei(pt-q,z); 

Da aus Symmetriegrunden cine Veranlassung zu einer Richtungsanderung bei 
dem Ubergang in das 2. Mittel nicht anzunehmen ist, und da ferner, wie die Er
fahrung lehrt, in ruhenden Mitteln die Schwingungszahl 1/T des Lichtes, also 

entsprechend p = 2", , bei Zuruckwerfung und Brechung ungeandert bleibt, 
" so kann die im 2. Mittel fortschreitende Welle, wenn dies Mittel als Leiter an-

genommen wird und der Index d die durchgehende oder gebrochcne WclIe an
deutet, dargestcllt werden durch die Formcln: 

_ ~~",_z i(pt - q,", '\d) 

G:dx=Do·e "e 

fJ: dy = li:dz = ''\,")dx = ~")dz = O. 

Gleichzeitig entsteht an der Grenzflache cine in das 1. Mittel zurucklaufende, 
reflektierte Welle. Es wird sich im folgenden zeigen, daB die Annahme einer 
solchen reflektierten Welle notig ist, urn die Grenzbedingungen erfullen zu konnen; 
das gilt nicht bloD flir diesen Fall, sondern ganz allgemein. Die reflektierte Welle 
werde durch den Index r gekennzeichnet und muf3, urn den Grundgleichungen 
zu genligen, in dcr Form angesetzt werden: 

fJ:rx = Roei(Pt+q,z+ ,),); s,)ry = - ROnl ei(pt+q,z+ ,),); fJ:ry = G:rz = s,),x = s,)rz = O. 

In diesen Gleichungen bedeuten E, R o, Do die Amplituden der einfallenden, 
der reflektierten und der gebrochenen Welle 1) ; (j, und (jd die bei der Zuruck
werfung und der Brechung eintretenden Phasenanderungen, 1':1 und 1;:2 die Dielek
trizitatskonstanten, Y.l (in unserem Falle = 0 gesetzt) und Y.2 die Absorptions-

indizes der beiden Mittel, ql = ~n und q2 =~:':, )'1 und )'2 die zur Schwingungs-
"1 1'2 

dauer T gehorigen Wellenlangen des Lichtes im 1. und im 2. Mittel, cndlich nach 
Gleichung (74) tg (j = %2' Die GroBen Ro, Do, b, und ()d sind aus den Grenz
bedingungen zu bestimmen. Fiir diese ist zu berlicksichtigen, daB fJ:1x = G:ex +- G:,x 
zu setzen ist. Daher muD nach Gleichung (106) fUr z = 0 sein: 

a:ex +- G:, .• = G:d .c und Sjey +- s,)ry = .'\,ldy. 

Daraus folgen die Gleichungen: 

E +- Roe i ,), = Doci ,)" 

E - Roe;')' = Do2v'1+- ;dei(')'f-')). 
'/1 1 -

1) Dcr Index 0 bei Ro und Do ist angefugt, urn anzudeuten, daB es sich um den Fall 
senkrechten Einfalles (i = 0) handelt. Ferner ist if in beiden Mitteln gleich 1 angenommen. 
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Die Auflosung dieser Gleichungen ergibt fUr die gesuchten GroBen folgende Werte, 
wenn zur Vereinfachung das Verhaltnis n2/n1 durch no, den Brechungsexponenten 
des 2. Mittels gegen das 1. bei senkrechtem Einfall, bezeichnet und entsprechend 
"'0 statt "'2 geschrieben wird: 

t 0 _ 2 no"o 
g r - 1 _ n 2 _ n 2 ,,2 ' 

000 

Ro und Do stehen zueinander in der Beziehung, daB 

R5 + no . D~ = £2 

(107) 

t 0 - no"o 
g d - 1 + 11 0 ' 

ist. In Beachtung der fUr den Strahlvektor aufgestellten Gleichungen (29 a) 
und (85) sagt diese Gleichung aus, daB die Energie der einfallenden Welle sich 
ohne Verlust an der Grenzflache in die Energie der zuriickgeworfenen und der 
in das andere Mittel eintretenden Welle aufspaltet. 

1st auch das 2. Mittel ein Isolator (u = 0), so ist 

()r=Od=O, 

R=_E n - 1 • D=E_2_. 
n+1' n+1 

(108) 

In dem anderen Grenzfalle, u = 1, kann man fUr die reflektierte Energie schreiben: 

R2 = E2(1 _ 4n ') (109) 
1 + 2n + 2n2 . 

Da in diesem FaIle n sehr groB ist, so kann 1 + 2n gegen 2n2 im Nenner des 
Bruches vernachlassigt werden, und man erhalt als Ausdruck fUr die reflektierte 
Energie ( 2) 

R2 = E2 1 - - . 
n 

Das ist die oben in Ziff. 46 benutzte Formel von DRUDE. 
52. Die Phasenanderung bei senkrechter Reflexion und WIENERS Ver

suche iiber stehende Wellen. Das negative Vorzeichen von R in den For
meln (107) und (108) zeigt, daB die elektrische Kraft der einfallendcn Welle 
bei der Zuriickwerfung eine Umkehrung der Schwingungsrichtung erfahrt. 
Fiir Isolatoren gilt dies nach (108), wenn n > 1 ist, d.h. wenn dieZuriickwerfung 
an einem Mittel von hoherer Dielektrizitatskonstante erfolgt, ein Satz, der in 
der Mechanik sein Analogon in der Umkehrung der Bewegungsrichtung in einer 
elastischen Welle bei der Zuriickwerfung an der Oberflache eines dichteren 
Korpers hat, weshalb man dementsprechend in der Optik den Korper mit dem 
hoheren Brechungsexponenten als den optisch dichteren Korper bezeichnet. 

Die Richtigkeit des obigen Satzes ist von O. WIENER durch die Untersuchung 
der stehcnden Wellen bewiesen worden, die bei senkrechtem Einfall die zuriick
geworfene Welle mit der einfallenden Welle bilden muB. Schreibt man die Glei
chungen fUr @ex und @rx in reeller Form, so ergibt ihre Summe nach (37) fUr die 
stehende Welle die F ormel : 

@=(E+R)cOS(QlZ+ ~)sin(pt+ ~)-(E-R)sin(Qlz+ ~)cos(pt+ ~). 

Bei negativem R iiberwiegt das 2. Glied dieser Formel das 1.; bei der Zuriick
werfung an einer metallischen, stark reflektierenden Flache ist R nur wenig 
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kleiner als E und das 1. Glied verschwindet vollkommen. Fur Isolatoren lautet 
die FormeI: 

rc. 2E 2:rz. 2;ct 2nE. 2;cz 2:rt 
I,!, = -- cOS-.- . Slll-- - --- Slll-.- • cos~ . 

n+l I. r n+l /. 1: 

Fur z = 0, 4, 1, 3 ~ usw. schwankt also die elektrische Kraft zwischen ± 1-/:1 ' 
f ·· i.}.}. . h 2nE D' P k h ur z = 4. ' 3 ~' 5 ~ USW. ZWISC en ± n+1 . Ie ersteren un te entsprec en 

den Knoten, die letzteren den Bauchen der stehenden Welle, wenn auch wegen 
der Ungleichheit von E und R die Schwingung in den Knoten nicht null ist. 

O. WIENER hat diese stehenden Lichtwellen nachgewiesen durch die photo
graphische Wirkung der Lichtschwingungen auf eine auBerordentlich dunne 
photographische Schicht, weIche die der GrenzfIache parallel laufenden Bauch
und Knotenebenen der stehenden Welle unter sehr kleinem Winkel schneidet. Als 
reflektierende Flache wurde zunachstein Silberspiegel benutzt ; urn die Reflexion an 
der lichtempfindlichen Schicht bzw. an der Glasplatte, die sie trug, auszuschalten, 
wurde der Zwischenraum zwischen dem Silberspiegel und der Platte durch Benzol 
ausgeftillt, dessen Brechungsexponent sehr nahe gleich dem des Glases und der 
lichtempfindlichen Schicht ist. Es waren dann bei senkrechter Beleuchtung 
keine Interferenzen dunner Blattchen zu sehen; wohl aber zeigte die photo
graphische Schicht nach der Entwicklung ein Streifensystem, das der raumlichen 
Verteilung der Knoten und Bauche der Lichtbewegung entsprach. Hinsichtlich 
der Einzelheiten sei auf die Originalarbeit verwiesen 1). Urn nach diesem Ver
fahren AufschluB uber die Phasenanderung des Lichtes bei senkrechter Reflexion 
an Glas zu erhalten, druckte WIENER die Platte mit der lichtempfindlichen 
Schicht gegen eine schwach konvexe Linse, ermitteIte die Dicke der Luftschicht 
zwischen beiden durch Ausmessung der Durchmesser der im Na-Licht sichtbaren 
Interferenzringe und verglich damit die nach Belichtung mit violettem Licht 
durch die stehenden Wellen in der photographischcn Schicht erzeugten Ring
systeme. Die Versuche ergaben, daB bei senkrechter Reflexion an einer Glasplatte 
die Stellen minima1er Lichtwirkung in Abstanden gleich dem Vielfachen einer 
halben Wellen lange von der reflcktierenden Flache liegen, die Stellcn maximaler 
Lichtwirkung in Abstanden gleich dem ungeraden Vielfachen einer Viertel
wellenlange. Diese Feststellung entspricht dem Ergebnis der theoretischen Ab
leitung, wenn man die ersteren Stellen als die Knoten, die letzteren als die Bauche 
der stehenden Welle ansieht. Demnach liegt bei der Zuruckwerfung am optisch 
dichteren Mittel ein Knoten in der Grenzflache. 

Bei der allgemcinen Besprechung stehender Wellen in Ziff. 26 wurde 
bewiesen, daB die Knoten der magnetischen Krafte bei dies en Wellen da liegen, wo 
die e1ektrische Kraft ihre Bauche hat, und umgekehrt. Bei der hier vorliegenden 
Erzeugung der stehenden Wellen hangt dies Verhalten mit dem Umstande zu
sammen, daB die magnetischen Krafte bei der Zuruckwerfung keine Umkehrung 
ihrer Richtung erfahren, und sich also in der Grenzebene nicht subtrahieren, 
wie es die elektrischen Krafte tun, sondern addieren. 

Den Gegensatz der Reflexion am dichteren und am dunneren Mittel in bezug 
auf die Phasenanderung kann man sehr einfach beobachten, indem man die 
Interferenzstreifen eines dunnen Deckglaschens im reflektierten Na-Licht be
trachtet und die Ruckscite des Blattchens teilweise mit einer hoher brechenden 
Fliissigkeit, z. B. Cassiaol, benetzt. Der Verlauf der Interferenzstreifen erfahrt 
beim Ubergange von der Reflexion an Luft zur Reflexion am 01 eine sprung
weise Verschiebung urn 1/2; Maxima und Minima erscheinen vertauscht. 

') O. WIENER, \Vied. Ann. Bd.40, S.203. 1890. 
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53. Spiegelung und Brechung bei schiefem Einfall. Allgemeine Form 
des Ansatzes und der Berechnung. Bei schiefem Einfall gestaltet sich die Berech
nung verschieden, je nachdem die Schwingungen des einfallenden Lichtes senk
recht zur Einfallsebene oder in ihr erfolgen. Aber die allgemeine Form der 
Grenzbedingungen, aus denen die R und D, br und bd zu berechnen sind, ist in 
beiden Fallen die gleiche. Es solI daher der Gang der Rechnungen zuerst in ganz 
a11gemeiner Form dargestellt werden. Die Grenzbedingungen haben die Gestalt: 

E + Re~o, = D· c" \d(a -- ~lJ), } (110) 

E - Re' o, = D· C' Od(C - tb). 
Daraus folgt: . 

2E = D· eiOd[a + C - i(lJ + b)] , 

2R = D· ei(Od- O,) [a - c - i(lJ - b) ] , 

b ' b 
tg bd = '+ ; a c 

b-b 
tg(Od - br) = a~; I (111) R _ l / (a - C)2 + (b - 1»2 . 

- r (a + C)2 + (b + b)2' 
D 2E 

= I!(~+ c)i+(b-+ b)2 . 

Grl!I1ZeIJen8 

'\ 

Z-Achse 
'\ 

'\ 

2. Alittel 

1. Mittel 

Abb. 9. Spiegelung und Brechung an der Grenze zwischen Isolator 
und Leiter. 

In diese Formeln sind nun die 
besonderen Werte des Einzelfalles 
einzusetzen. 

54. Spiegelung und Bre
chung bei schiefem Einfall. 
Erster Teil: Die elektrische 
Schwingung senkrecht zur Ein
fallsebene. Wie in Zifi. 51, sei 
das 1. Mittel wieder ein Isolator, 
das 2. ein Leiter. Die Grenzflache 
sei wieder die X Y -Ebene, die 
Z-Achse positiv gerechnet vorn 
1. zurn 2. Mittel. Die Y Z-Ebene 
sei die Einfa11sebene; die in ihr 
liegende Norrnale der einfa11enden 
ebenen Welle bilde mit der Z
Achse den Winkel i (s. Abb. 9). 
Die elektrische Kraft solI auf der 
Einfallsebene senkrecht stehen, 
WIt also in die X-Richtung. Fur 
diesen Fall sol1en die Amplituden 

und die Phasenanderungen der Wellen durch den Index s gekennzeichnet werden. 
Die einfallende Welle ist dann darstellbar durch das Gleichungssystem: 

~ex=Esei (Pt - q{[ysini+zcos 'i ]), ~ey=O, ~ez=O, I 
"" - 0 "" - E 111 cosi ei(pt - q;[ysini + zeosi]) "e'ex -, "e'ey - 8 , 

1-'1 

SJez = - E 111 sin i . ei(pt - q; [ysini + zcosi]). 
1-'1 

(112) 

Aus Symmetriegriinden sind auch fiir die zuruckgeworfene und die durchgehende 
Welle die Komponenten Q;y, ~z und SJx = 0 anzunehmen. Die zuriickgeworfene 
Welle 5011 die Amplitude Rs haben und die Phasenanderung br• bei der Zuriick
werfung erleiden. Nennt man den Winkel, den ihre Normale mit der +Z-Achse 
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bildet, zunachst i', und ;r -ii, den Reflexionswinkel, i r , so ist sie durch das 
Gleichungssystem gegeben: 

rx s , ~rJJ ' ~rz , 

S) = 0 S) - -R PI1 cosi et(pt - Q{[lI Sltll , - zcosi,l + ,In) 

@: = R eilpt-q;[ysini,-zcosi,l+v,,) II' = 0 [\' = 0 1 
• rx , "1- S,1I 1 r '(113) 

\~ = -·R n 1 sini e,(pt-q;[yslIlI, ZC08;,]+,\,,) J tC'rz s r 
/11 

Auch von der in das 2. Mittel eintretenden Welle kann man annehmen, daI3 sie 
sich als ebene Welle in ihm fort pflanzen wird, da die Fortpflanzungsgeschwindig
keit ja nicht von der raumlich veranderlichen Amplitude der Welle abhangt. 
Der Winkel, den die Normale der Phasenebene mit der Z-Achse bildet, sei r. 
Da infolge der Absorption des Mittels die Amplitude der WeUe nach MaI3gabe des 
von der Eintrittsstelle aus durchlaufenen Weges abnimmt, so ist die Welle eine 
inhomogene Welle, und zwar eine solche der ersten Art, auf die das Gleichungs
system (98) anzuwenden ist. Es ist ohne weiteres ersichtlich, daI3 die Ebenen 
gleicher Amplitude der X Y-Ebene parallellaufen, mit den Ebenen gleicher Phase 
also den Winkel r bilden, also cp = r. Urn aber das Gleichungssystem (98) auf den 
vorliegenden Fall ubertragen zu k6nnen, ist zu berucksichtigen, daB das dort 
benutzte Koordinatensystem, in dem die Z-Achse die Richtung der Normale 
der Phasenebene bedeutet, gegenuber dem hier benutzten urn den Winkel r 
urn die X-Achse gedreht ist. Es solI fUr die Umrechnung in den Gleichungen 
(98) die Y-Koordinate mit i, die Z-Koordinate mit n bezeichnet werden. Der 
AufsteUung der Gleichungen fUr die durchgehende Welle, deren Amplitude mit 
DB' deren Phasenanderung mit Od8 bezeichnet werde, sind dann die folgenden 
Beziehungen zugrunde zu legen: 

1= Y cosr - zsinr, n = y sinr + z· cosr, 

S)dy = .S)l cosr + 'S)n sinr , .S)dz = -.S)l sinr + .S)n cosr . 

Die Ausrechnung ergibt fUr die gebrochene Welle folgendes Gleichungssystem: 
q~' z 

(:l;ax = Ds • e - cusr ei Ipt - q~ [ysinr + zcosrl + ,Id,) , @:ay = 0, G:dz = 0, 

(114) 

wobei tg1jJ = y. 2/cos 2 r ist. 
Die Werte fUr die Amplituden R8 und D8 und die Phasenanderungen ors 

und Ods ergeben sich wieder aus den Grenzbedingungen. Es muI3 sein fUr z = 0: 

G:ex + G:rx = G:dx , .ijey + .S)ry = .S)dy , ,ul(.S)ez + .S)rz) = fl2 .S)dz· 

Sollen diese Bedingungen fUr alle Werte von y erfullt sein, so muI3 sich der y 
enthaltende Faktor herausheben; also mu13 

d. h. 

sin i = sin ir und q~ sin i = q~ . sin r , 

und 
SlIlZ 

sinr 
i' l PI2 ·-=-=n 
i' 2 n 1 

sein, wenn n den Brechungsexponenten der beiden Mittel gegeneinander, n1 

und n2 die Brechungsexponenten gegen den leeren Raum bedeuten. Damit 
ist das Spiegelungs- und das Brechungsgesetz ausgedruckt. Dann nehmen die 
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Grenzbedingungen folgende Form an, wenn fUr die Phasenanderung 'Ifl gleich 
die komplexe Amplitude geschrieben wird: 

Es + R8ei~rs = DB' ei~d., 

(E - R ei~,,) n1 cos i = D ~ cos r (1 - i ~)' • ei~d8 
• s!1-1 s !1-2 cos2 r ' 

(E. + R8ei~78) nl sini = D8n2 sinr. eif1d ', I (115) 

also: 

a = 1, b = 0, 
n2 !1-1 cosr 

C=-·---., 
n1 !1-2 cosz 

b = n2 .!!:l. ~2 
n1 !1-2 coszcosr 

Die letzte der Gleichungen (115) ist wegen des Brechungsgesetzes mit der 
ersten identisch. Aus den beiden anderen ergeben sich, wenn zur Vereinfachung 
III = 112 angenommen wird, die Werte: 

V "': sin2 i 
R = -E sin(i - r) 1 + cos2rsin2(i - r) 

8 s sin (i + r) "'~ sin2i ' 
1 + cos2rsin2 (i + r) 

E 2cosisinr 
8 sin(i+r) 1/ ",~sin2i' 

V 1 + cos2rsin2(i + r) 

D8= 
(116) 

t ~ _ _ 2 sini cosi sinr cosr 
g 78- "2sin(i+r)sin(i-r)cos2r+",~sin2i' 

sini 
"2 sin (i + r) cosr . 

Es ist leicht zu ersehen, daB samtliche Formeln fUr senkrechten Einfall 
(i = r = 0) in die Formeln (107) iibergehen. 

55. Spiegelung und Brechung bei schiefem Einfall. Zweiter Fall: Die 
elektrische Schwingung parallel zur Einfallsebene. Amplituden und Phasen
anderungen sollen in diesem Faile durch den Index p gekennzeichnet werden. 
Die einfallende Welle ist durch das Gleichungssystem gegeben: 

crez = 0, crey = Epcosiei[Pt-q~(ysini+ZCOSi)], 

crez = -Ep sin i ei[pt-q;(ysini+zcosi)] , 

c:. - -E • ~e'i[pt-q~(ysini+zcosi)l 
~ex - P , 

!1-1 

(117) 

die zuriickgeworfene Welle entsprechend durch die Gleichungen 

(£rz = 0, ~ry = Rp cosirei[pt-q~(y sini,-z cosi,)+~rpl, 

Q;rz = Rp sin irei[Pt-q~ (y sini,-z cosir)+~rpl, 

c:. _ R n 1 ei[Pt-q~(ysini,-zcosr,)+~rpl' 
~rz - P!1-1 ' 

~,,~ 0.) (118) 

Die durchgehende Welle ist wieder inhomogen; aber der elektrische Vektor 
liegt jetzt in der Richtung der Inhomogenitat. Es muB daher das Gleichungs
system (99) auf die gebrochene Welle angewandt werden. Fur die Dbertragung 
gel ten die gleichen Formeln der Koordinatenumwandlung wie oben. Aber es 
ist jetzt 

(£dy = IZI cosr + ~n sinr und 
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Dann ergibt die Ausrechnung fUr die gebrochene Welle, wenn die Phasenanderungen 
~. und c)m gleich als komplexe Amplituden geschrieben werden, das Gleichungs
system: 

(\;d", = 0, 

x! . 2 
1 + --2- - Z X 2 tg r q'; z 

D cos r - - o[ t '( 0 ) , ] (!d = cosr e COST et p -q. y smT+Z COST +Udp 
Y P 1 + x~ , 

. fJ~' z 
D o 1 + ZX2 - - o[ t '( 0 ) • 1 (l;d = - smr---e COSTet p -q. ysmr+zcosr +"dp 

z p 1+x~ '(119) 

S)dY = 0; S)dz = 00 

Die Grenzbedingungen lauten in diesem Falle 

of:l: .. + of:l:rz of:l:dz + 4 rr:. 
81 Bt- £181- = 82 ---at .7la2~dz; 

Fur z = 0 rnuE dann wieder, damit die Gleichungen fUr aIle Werte von y erfilllt 
werden, i = i, und sin i/sin r = n sein, und man erhalt zur Bestimmung der 
Amplituden und Phasenanderungen die Gleichungen: 

2 

1 + + - iX2tg2r 
E + R ei~rp = D ei~dP cos~ __ c_o_s_r_:---;;--__ 

p p p cos Z 1 + x~ 

_ et rp = et dp - -- --- - t -E R o~ D o~ E2 sinr 1 - iX2 (1 o2(H) 
p P P £1 sin i 1 + x~ E2 ' 

(120) 

Von diesen Gleichungen elweist sich die zweite als mit der dritten identisch, 
wenn man in ihr fUr 8 und aT die aus den Gleichungen(97) sich ergebenden Werte 
einsetzt. Die Syrnbole der allgerneinen Losung in Ziff. 53 sind in diesem Falle: 

cos2r + x' n - 2. 

- cosi· cosr· (1 + x~) , 

x • sin2 r 0 b = 2 • 
cosicosr(1 +x~)' 

sini 1 + x~ - x~tg2r 0 c=-- -sinr 1 + ,,~ , 
b =" sin i 1 + x~ + x~ tg2 r 

2 sinr 1 + x~ 

Die Forrneln, die sich hieraus fUr die Arnplituden und die Phasenanderungen 
ergeben, sind auBerordentlich urnfangreich. Urn sie ubersichtlich zu gestalten 
rnogen noch folgende Abkurzungen eingefUhrt werden: 

A = sin (i + r)cos (i - r)cos 2 r+ xHsin (i +r)cos (i -r) - 2sinicosisin2 r] 

B= -cos(i + r) sin(i - r) sin2 r + (1 + x~) sini cosi 
(121) 

C = - cos (i +r) sin (i - r) cos2 r - x~ [cos (i +r) sin (i -r) - 2sin i cos i sin2r] 

D = sin(i + r) cos(i - r) sin2 r - (1 + x~) sini cosi. 
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Dann lauten die \Verte der Amplituden und der Phasenanderungen: 

10..1- ){2D2 1 
Rp = - Ep / A 2 ~ )(lB2 = - Ep 

D = E 2cosisinrcosr(1+ %j) 
p p JlA2+%;B2 ' 

D 
tg(bdP-brp)=X2C' 

cos2 (i + r) sin2 (i - r) cos4 r +)(~ ... 
sin2 (i + r) cos2 (i - r) cos4 r + %~ ••• ' 

(122) 

Auch diese Formeln gehen selbstverstandlich in die Formeln (107) fUr den 
senkrechten Einfall iiber, wenn man i = r = 0 werden laBt. 

56. Die Erhaltung der Energie beim Grenziibergang. Bei der Behand
lung des senkrechten Einfalls ist der Satz nachgewiesen worden, daB die Energie 
der einfallenden Welle sich beim Grenziibergang ohne Verlust in die Energie der 
zuriickgeworfenen und der in das andere Mittel eindringenden Welle aufspaltet. 
Will man die Richtigkeit dieses Satzes fiir den schiefen Einfall priifen, so muE 
man beriicksichtigen, daB die auf eine Flache 5 der Grenzebene auffallende Ener
giestromung der einfallenden eben en Welle in einem auf der Wellenebene senkrecht 
stehenden Zylinder vom Querschnitt S· cos i enthalten ist, desgleichen die in der 
reflektierten Welle von der Grenzebene fortgehende Energie. In der gebrochenen 
Welle aber ist die Energiestromung, wie' oben in Ziff. 47 auseinandergesetzt wor
den ist, im allgemeinen eine doppelte, eine Stromung in Richtung der Normale 
der Phasenebene (dort 6 z , hier entsprechend der obigen Festsetzung mit 6 n 
zu bezeichnen) und eine dazu senkrechte Stromung, (6y, hier E>l genannt). Fiir 
die erste ist der Querschnitt 5 . cos r, fiir die zweite 5 . sin r. Bezeichnet man 
daher den fUr die Dauer einer Schwingung gerechneten Energiestrom in der 
einfallenden Welle mit ~e, in der zuriickgeworfenen mit r$" so lautet die Energie
gleichung: 

~ecosi = ~rcosi + ~ncosr + ~lsinr, 
wobei, wie eine einfache Uberlegung zeigt, fiir die von der Grenzflache fortgehende 
Stromung E>l nicht mit dem negativen Vorzeichen von E>y, sondern mit posi
tivem Vorzeichen einzusetzen ist. Liegt die elektrische Schwingung senkrecht 
zur Einfallsebene, so ist nach (100a) ~l = 0, und die Energiegleichung nimmt fUr 
z = 0 die einfache Form an: 

(123 a) 

Liegt der elektrische Vektor in der Einfallsebene, so lautet die Gleichung nach 
(100b): )(; 

E2 = R2 + D 2 n cosr 1 + ~ (123b) 
jJ p jJ cos i 1 + )(2 

Beide Gleichungen sind erfiillt, wenn man die oben gefundenen Werte von Rs 
und Ds bzw. Rp und Dp in sie einsetzt. 

BORN und LADEN BURGI ) haben darauf aufmerksam gemacht, daB der Satz 
von der Erhaltung der Energie beim Grenziibergange aus der elektromagnetischen 
Lichttheorie in Strenge nicht abzuleiten sei, wenn der Vorgang der Reflexion 
nicht, wie oben vorausgesetzt, in einem durchsichtigen, sondern in einem absor
bierenden Mittel stattfande, auch dann nicht, wenn das zweite Mittel ein nicht 
absorbierendes ist. Sie stellen die Gleichung fUr den POYNTINGSchen Vektor 

1) ::VI. BORN und R. LADENBURG, Phys. ZS. Bd. 12, S.198. 1911. 
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auf fUr den Fall einer in einem absorbierenden Mittel senkrecht auf die Grenz
ebene einfallenden ebenen, geradlinig schwingenden Lichtwelle und zeigen, daJ3 
der Strahlvektor in dem Mittel, in dem sich einfallender und reflektierter 
Strahl iibereinander lagern, aus einer Summe von drei Vektoren besteht, aus dem 
dem Strahlvektor 6 e des einfallenden Strahles, dem Strahlvektor 6 r des 
reflektierten Strahles, und einem dritten Gebilde 6", das dadurch zustande 
kommt, daJ3 in dem Integral, das die Strahlung in diesem Mittel darstellt, das 
Produkt Gfx • Sjy infolge der Ubereinanderlagerung der beiden Strahlen zu 
schreiben ist: 

Gfx • Sjy = (Gfex + Gfrx ) (Sjey + Sjry) = G:exSjey + G:rxSjry + [G:rxSjey + G:exSjry]. 

Aus den in der eckigen Klammer stehenden Gliedern ergibt sieh der Summand 

15m der fiir die Grenzebene z = 0 den Betrag ~.~?: nl Xl R sino, in der hier be

nutzten Sehreibweise annehmen wiirde. Da nun an der Grenze die Strahlung 
im ersten Mittel gleieh der Strahlung im zweiten Mittel sein muJ3, also 

so ist 6 e - 6, = 6 d nur, wenn 6 er = 0 ist. Das ist aber im allgemeinen nieht 
der Fall, wiirde es nur sein, wenn Xl = 0 ist. 

57. Die Veranderlichkeit des Brechungsexponenten und des Absorptions
index mit dem Einfallswinkel. Die Gleiehungen (97) besagen, daB bei einer 
inhomogenen Welle die Fortpflanzungsgesehwindigkeit bzw. ihr VerhaJtnis zur 
Liehtgesehwindigkeit im leeren Raume, also der Breehungsexponent, und die 
Absorption von dem Grade der Inhomogenitat abhangen, namlieh von der 
GraJ3e b2, die dem zweiten Differentialquotienten der Amplitude langs der Rieh
tung des Gradienten der Amplitude in der Wellenebene proportional ist. In den 
vorstehend behandelten Fallen ist b2 = q~2tg2r, ist also vom Breehungswinkel 
r abhangig; also ist die Inhomogenitat mit dem Einfallswinkel veranderlieh. 
Daraus folgt, daJ3 beim Ubertritt des Liehtes aus einem isolierenden in ein lei
tendes Mittel Breehungsexponent und Absorptionsindex vom Einfallswinkel 
abhangig sind, das SNELLIussehe Breehungsgesetz also nieht mehr giiltig ist. 
Es solI nun das mit dem Einfallswinkel veranderliehe Verhaltnis sini/sinr, 
d. h. das Verhaltnis n 2/n1 , mit ni bezeiehnet werden, dagegen das Verhaltnis der 
Lichtgeschwindigkeiten fUr homogene Wellen in den beiden Mitteln, also der 
Wert von ni fUr senkreehten Einfall, mit no, entspreehend X2 mit Xi und "0' 

Dann lauten die Gleiehungen (97): 

w 1 - --- = no (1 - "5) 9 ( Xf) 0 .J 

t c052r 
und 

woraus folgt: 

(124) 

Fiihrt man statt des Brechungswinkels r den Einfallswinkel i ein, ersetzt also 
eos2 r dureh (n~ - sin2i)jnr, so driickt sich die Abhangigkeit der GraBen ni 
und Xi von dem Einfallswinkel dureh die GraBen no, Xo und sin i mittels der 
Formeln aus: 

.. - n~"'o (125) x~ - 2' ni 
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und die Beziehung zwischen r und i, das Brechungsgesetz, laBt sich in der Form 
schreiben: -v 1/ 2 nt"~ ctgr - L + I L + ~'~4~'- , 

SIn t 
(126) 

wenn 

gesetzt wird. Diese Formel geht fUr Xo = 0 in das SNELLIussche Brechungs
gesetz uber. 

Die Formel (125) ist zuerst von KETTELER aus den CAUCHYSchen Ansatzen 
fUr die Metallreflexion abgeleitet worden!). In seiner Theoretischen Optik hat, 
er dann beide Gleichungen (124) und (125) aus seinen Hauptgleichungen der 
Theorie absorbierender Mittel entwickelt (5. oben Ziff.49, Theoretische Optik 
S. 126 und 196). Auch WERNICKE hat die Gleichung (125) aus der elastischen 
Lichttheorie abgeleitet2), ebenso KIRCHHOFF3). WERNICKE macht dabei die Be
rnerkung, daB sich diese Formeln aus samtlichen bisher aufgestellten Differential
gleichungen der Lichtbewegung ergeben. Aus der allgerneinen Theorie der in
homogenen Wellen von H. A. LORENTZ (5. Ziff. 49) haben endlich Du BOIS und 
RUBENS die Formel fUr ni noch einmal abgeleitet4). Diese letzten Arbeiten 
wurden durch die experimentellen Untersuchungen von D. SHEA veranlaBt5), 

dessen genaue Messungen der Brechung des Lichtes durch Metallprismen die 
vollige Ubereinstimmung der Formel fUr ni mit der Erfahrung ergaben6). Aber 
diese Tatsache darf nicht etwa als ein Beweis zugunsten der elektromagnetischen 
Lichttheorie gedeutet werden. Denn einerseits ist die aus der elektrornagne
tischen Theorie folgende Beziehung n5xo = [taT fUr Wellenlangen des roten 
Lichtes (1 = 0,64' 10- 4 cm), wie sie SHEA benutzt hat, uberhaupt nicht mehr 
gultig, wie schon aus den AusfUhrungen in Ziff. 44 und 46 hervorgeht. Anderer
seits aber folgt aus den Arbeiten von WERNICKE und H. A. LORENTZ, daB der 
Formel (125) eine weit allgemeinere Bedeutung zukommt, als es nach ihrer hier 
gegebenen Ableitung aus den Grundlagen der elektromagnetischen Theorie er
scheinen konnte. 

Schon WERNICKE hat darauf aufmerksam gemacht, welch eigentumlichen 
Verlauf der Brechungsexponent nach Formel (125) nimmt, wenn no klein ist, 
wahrend fiir groBe Werte von no die Abweichungen vom SNELLIusschen Brechungs
gesetz gering sind. Urn diese Verhaltnisse zu veranschaulichen, sind in der unten 
folgenden Tabelle die Werte von ni zusamrnengestellt, die sich fUr die Metalle 
Fe, Pt, Cu, Ag und Au ergeben, wenn man sie nach Formel (125) berechnet unter 
Benutzung der Werte von no, die SHEA aus seinen Beobachtungen der Brechung 
in Metallprismen abgeleitet hat, und der Werte von noxo, die von RATHENAU 
direkt und von RUBENS durch Reflexionsmessungen ermittelt worden sind7): 

1) E. KETTELER, Verh. des naturhist. Vereins d. preuB. Rheinlande und Westfalens 
Ed. 32. S. 70. 1875; Carls Rep. Ed. 16, S. 261. 1880. 

2) W. WERNICKE, Pogg. Ann. Ed. 159, S. 198. 1876; Wied. Ann. Ed. 3. S. 126. 1878. 
3) KIRCHHOFF, Vorlesungen liber math. Optik. S. 183. Leipzig: E. G. Teubner 1891. 
4) H. E. 1. G. DU EOIS und H. RUBENS. Wied. Ann. Ed. 47, S.203. 1892. 
5) D. SHEA, Wied. Ann. Ed. 47, S. 177. 1892. 
6) Auch R. E. WILSEY fand bei Messung der Reflexionskoeffizienten von Metallen 

die KETTELERschen Gleichungen fur n i und "I gut bestatigt. Phys. Rev. Ed. 8, 
S. 391. 1910. 

7) Es sei hinsichtlich der Literatur auf die Arbeit von SHEA verwiesen. Die Zahlen fur 
Pt und Fe sind bei SHEA etwas grbBer angegeben als in der obigen Tabelle. Wiederholte 
Nachrechnung mit den von SHEA benutzten Grundwerten hat die obigen Zahlen ergeben. 
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Tabelle 1. 

Fe PI Cu Ag Au 

no = 3,03 1,99 0,48 0,35 0,26 
no"o = 1,78 2,03 2,61 1,79 2,16 

Ubersicht iiber die Veranderlichkeit von ni mit i. 

i=OO 10 ' I 20° I 30' I 40° I 50° I 60' ! 70° I 80' 90° 

Fe 3,03 3,04 3,04 3,04 3,05 3,06 3,06 I 3,07 1 3,07 [' 3,07 
Pt 1,99 2,00 2,01 2,02 2,04 2,07 2,09 1 2,11 2,12 2,12 
eu 0,48 0,51 0,59 0,69 0,79 0,89 0,98

1 
1,04 1 1,08 1 1,10 

Ag 0,35 0,39 0,49 0,60 0,72 0,83 0,92 0,99 1,03 1,05 
Au 0,26 0,31 0,43 0,56 0,69 ; 0,80 . 0,90 i 0,97 i 1,01 1,03 

Abb. 10 gibt den Verlauf von ni in der Abhiingigkeit vom Einfallswinkel 
graphisch wieder, ebenso Abb. 11 nach einer Darstellung von RUBENS und Du 

11, i 
re 

3,0 

BOIS die Beziehung zwischen r und i. Zum 
Vergleich sind die dem SNELLIUsschen Bre
chungsgesetz entsprechenden Kurven fUr 
n = 3/2 und n = 2/3, ferner auch fUr n = 
0,48, 0,35 und 0,26 schraffiert eingetragen. 

2,5 

pt 

2,0 

1,5 

A.,K ~ 

~~p 
~ ~ ;t/u-

........., 

r:::1 0,5 

0 o 10 20 30 II() 50 IJ(J 70 WI 50 50 ?() 80 t 9tJ 

Abb. to. Abhangigkeit des Brechungsexponenten vorn 
Einfallswinkel. 

Abb. 11. Abhangigkeil des BrechungS\\"inkels r ,'om 
Einfallswinkel c. 

Bemerkenswert ist der Umstand, daB die Kurven fUr die drei Metalle, fUr die 
n o-< 1 ist, durch die Linie ni = 1 (in Abb. 11 durch die Diagonale des Koordi
natennetzes, d. h. durch die Linie r = i) hindurchgehen. Die Abszisse des Schnitt
punktes ist, wie aus (124) leicht abzuleiten ist, indem man ni = 1 setzt, durch 
die Gleichung n' %2 

sin2 i = 1 - .0 ;, 
1 + no %0 - nij 

gegebenl). Es gibt also fur diese Metalle zwei Inzidenzen, fur die das Licht un
gebrochen in das Metall eintritt, erstens die senkrechte und zweitens die durch 
die letzte Gleichung bestimmte. Die Werte dieser Einfallswinkel betragen fUr 

1) Auch diese Formel ist bereits von KETTELER in der ersten der obengenannten Ar
beiten abgeleitet worden. Man beachte auch daselbst seine Bemerkungen iiber die experi
mentellen Untersuchungen, die QUINCKE an Silber iiber diese Frage angestellt hat, 

Handbuch der Physik. XX. 14 
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eli 62,9°, Ag 71,9°, Au 76,2°. Fur die Metalle Fe und Pt mit hohem Brechungs
exponenten sind die Abweichungen yom SNELLIusschen Brechungsgesetz so 
gering, wie aus Abb. 10 zu ersehen ist, daB sie sich in Abb. 11 nicht darstellen 
lieBen. Fur die Metalle mit Brechungsexponenten kleiner als 1 dagegen laBt die 
mit wachsendem i stetig in auBerordentlichem MaBe zunehmende Abweichung 
der beiden Kurven (fUr ni und fUr no nach SNELLIUS) voneinander den EinfluB 
der Absorption auf den ganzen Vorgang in besonders anschaulicher Weise er
kennen. Dieser EinfluB ist es auch, der es bei diesen Metallen, obwohl ihr Brechungs
exponent no kleiner als der des auBeren Mittels ist, zu keiner totalen Reflexion 
kommen lafit; die nach Gleichung (124) gezeichneten Kurven erreichen nicht 
den streifenden Eintritt r = 90 0. 

Es ist selbstverstandlich, daB die hier entwickelten Beziehungen zwischen 
r und i in den Formeln fUr die Amplituden und die Phasenanderungen der zuruck
geworfenen und der gebrochenen Wellen berucksichtigt werden mussen, ebenso 
wie fur "2 der mit i veranderliche Wert "i zu set zen ist, wenn man die Ampli
tuden und die Phasenanderungen als Funktionen der Konstanten no, "0 und des 
Einfallswinkels i ausdrucken will. Die Formeln selbst wurden durch die Ein
fUhrung dieser Beziehungen eine sehr unubersichtliche Form annehmen. 

58. Spiegelung und Brechung bei schiefem Einfall und beliebigem Azimut 
des elektrischen Vektors. Wenn die N ormale der einfallenden Welle wie bisher 
in der YZ-Ebene liegt, die elektrische Schwingung aber, deren Amplitude mit 
E bezeichnet werde, mit der X-Achse den Winkel ex bildet, so sind die Kompo
nenten dieser Schwingung 

E s = E . cos ex , Ep=E·sinex (127) 

in die in Ziff. 54 und 55 entwickelten Gleichungen fUr Rs und Ds' bzw. Rp 
und Dp einzusetzen. Aus den so gewonnenen Komponenten lafit sich dann un
mittelbar die resultierende Lichtbewegung der zuruckgeworfenen und der ge
brochenen Welle ableiten. Druckt man die einfallende Welle in reeller Form 
durch die Gleichung 

(f=E.sinf) 

aus, in der 6J wieder zur Abkurzung fur das die fortschreitende Welle kenn
zeichnende, von t, y und z abhangige Argument der Sinusfunktion gesetzt ist, so 
lauten die Schwingungskomponenten fur die reflektierte Welle: 

(l;rs = Rs sin (6Jr + 15r8 ) , (l;rp = Rp • sin (6Jr + 15rp ) • 

Aus der Verschiedenheit der Phasenkonstanten ergibt sich, da13 das geradlinig 
polarisierte einfallende Licht durch die Spiegelung in elliptisch polarisiertes 
umgewandelt wird. Die Gleichungen der Schwingungsellipse lassen sich nach 
Gleichung (12) in Zif£. 16 ohne weiteres hinschreiben: 

('(,l;,,)2 + ((,l;r .)2 (il;" (il;r p ( jl .~ ) _ • 2 ( -" -" ) 
R, Rp - 2 Rs R; cos u rp - U rs - SIn u rp - u rs , (128) 

Diese Gleichung geht in die Normalform uber, wenn die Phasendifferenzen 
der beiden Komponenten = n/2 sind. Die Achsen der Ellipse liegen dann in der 
Einfallsebene und senkrecht zu ihr. Der Einfallswinkel, der durch die Bedingung 
brp - brs = n/2 gegeben ist, wird der Haupteinfallswinkel genannt, das 
Achsenverhaltnis der Ellipse des unter diesem Winkel zuruckgeworfenen Strahles 
das Hauptazimut. Gema13 den Feststellungen in Zif£. 16 wird die Ellipse fur 
ein dem Strahl entgegenblickendes Auge rechtsherum, im Uhrzeigersinne, durch
laufen, wenn 11 = 15p - bs zwischen 0 und +n liegt, linksherum, entgegen dem 
Uhrzeigersinne, wenn 11 zwischen 0 und -n liegt. 
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Fur die gebrochene Welle gelten ahnliche Betrachtungen; doch sind die 
Verhaltnisse verwiekelter, weil hier aueh schon zwischen den beiden Komponenten, 
aus denen der Ausdruck fUr @dP zu bilden ist, eine Phasendifferenz besteht. 
Die betreffenden Formeln ausfUhrlich zu entwiekeln, durfte zu weit fUhren. Ieh 
besehranke mich auf die Behandlung der beiden Sonderfalle ~2 = 0 und ~2 = 1. 

f. Spiegelung und Brechung an Isolatoren. 
59. Der Sonderfall X2 = O. Die FREsNELsehen Formeln. 1st nicht bloJ3 

das 1. sondern aueh das 2. Mittel ein Isolator, also X 2 = 0, so sind naeh (116) 
und (122) samtliehe Phasenanderungen, orB' Ods, Orp, Odp = 0. Fiir die Ampli
tuden der zuruckgeworfenen und der durchgelassenen Welle ergeben sich aus 
(116) und (122) die Formeln: 

R = -E sin(i - r)~ 
8 8 sin(i + r)' 

R =-E tg(i - r) 
p Ptg(i + r) , 

D = E 2cos~sinr 
8 8 sin(i + r), 

D - E 2cosi sinr 
p - p' sin(i + r) cos(Z- r)' 

1 (129) 

Dies sind die zuerst von FRESNEL aus elastisch-mechanisehen Vorstellungen ab
geleiteten Formeln. Sie gehen fUr i = r = ° in die Formeln (108) uber. Das 
negative Vorzeiehen von R zeigt wieder, daJ3 
die elektrisehe Kraft bei der Zuruckwerfung 1,0 

am diehteren Mittel (Mittel von h6herer 49 
Dielektrizitatskonstanten, i > r) ihr Vor- 0,4 
zeichen umkehrt. Das gilt bei R. fUr aIle 
Einfallswinkel, bei Rp nur, solange i + r < 11:/2 4 ? 

6 
ist. Fur i + r = ~ geht Rp durch 0 hin- q 

45 
dureh und wechselt dasVorzeiehen. Fur 

'I 

streifenden Einfall (i = ~) ist Ds = Dp = 0, ;,3 
Rs = -1, Rp = + 1. Der ganze Verlauf der 0,2 

4 Funktionen ist fiir n = 1,5 in der Tabelle 2 
zahlenmaJ3ig angegeben und in der Abb. 12 q1 
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graphisch dargestellt. Dabei sind fUr R. und 0 10 to 30 WJ so GOo 700 800 90 0 

Rp die absoluten Zahlenwerte, ohne Riick-

V 
, 

0 0 0 <> D 

sicht auf das Vorzeichen, dargestellt worden l ) . Abb. 12. Abhangigkeit der Amplitude der 
zuruckgeworfenen und der hindurchgehenden 

Eine Darstellung der Funktionen R. und Rp Welle vom Einfallswiokel. 

in Polarkoordinaten hat A. BEER gegeben 2). 
Die Veranderlichkeit des Brechungsexponenten mit dem Einfallswinkel 

verschwindet im Isolator; fiir X2 = ° geht Gleichung (124) in die Form ni = no 
iiber und das SNELLIussche Brechungsgesetz gilt in aller Strenge. Fiir denjenigen 
Einfallswinkel ip, fiir den Rp = ° wird, ist r = 11:/2 - i, also tangip = n. Diese 
Formel enthalt das von BREWSTER fiir den Polarisationswinkel aufgestellte 
Gesetz; der reflektierte und der gebrochene Strahl stehen bei diesem Einfalls
winkel aufeinander senkrecht. 

1) Bei dieser Art der Darstellung sto13en die beiden Aste der Kurve fur Rp im Punkte 
Rp = 0 unter spitz em Winkel zusammen. Der Kurvenzug ist nicht abgerundet, wie es bei 
AUERBACH, "Physik in graphischen Darstellungen", Tafel 191, Leipzig: B. G. Teubner 1912, 
gezeichnet ist, da Rp ja an dieser Stelle nicht einen Minimalwert hat, sondern durch 0 hin
durchgeht. Es sei auch besonders darauf aufmerksam gemacht, da13 nur D, aus E, durch 
Subtraktion der Zahlenwerte von R, berechnet werden kann, daB dagegen Dp = (Ep .'-- Rp) /n 
ist. Auch in dieser Beziehung ist die von AUERBACH gegebene Darstellung falsch . 

2) A. BEER, Wien. Ber. (Ila). Bd. 21, S.429. 1856. 

14* 
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Ta belle 2. 

I 

I 

I 

I 

f! 

I 

l' i r R, Rp I D, Dp I 
I 

fiir ,, = 45 fiir "=45' 
t 2 3 4 5 6 7 8 

I I 
I 

° 0° 0' -0,200 -0,200 I 0,800 0,800 45 ° 0' 

I 
45 ° 0' 

10 6° 39' -0,204 -0,196 0,796 0, 797 43 0 49' 45 ° 3' 
20 13° 11' -0,217 -0,183 0,783 0,788 40 ° 7' 45 ° 12' 
30 19 ° 28,S ' - 0,240 -0, 159 0,760 0,772 33 0 27' 45 ° 29' 
40 25 ° 22,5' -0,278 -0,120 0,722 0,746 23 ° 18' 45 ° 57' 
50 30° 43' -0, 335 -0,057 0,665 0,705 9° 42' 46 ° 39' 

ip = 56° 19' 33 ° 41' -0,385 0,000 0,615 0,667 0° 0' 47°18' 
35 0 16' 50 46' 47 0 45' 60 -0,420 +0,042 0,580 0,638 -

70 38° 47,S' -0,547 +0,206 0,453 0,529 -20° 38' 49 0 27 ' 
80 41 ° 3' -0,734 +0,487 0,266 0,342 -33 0 33' 52 ° 8' 
90 41 ° 49' - 1,000 +1,000 0,000 0,000 - 45 0 0' )6 ° 19' 

60. Drehung der Schwingungsebene einer geradlinig polarisierten Welle 
durch Spiegelung und Brechung. Wenn die unter dem Winkel i einfallende Welle 
zwar geradlinig polarisiert ist, aber die elektrische Kraft, wie es in Zif£. 58 
angenommen wurde, ein beliebiges Azimut (X mit der X-Achse bildet, so ist in 
die FREsNELschen Formeln E8 = E· cos (X und Ep = E· sin (X einzusetzen. 

Da die Phasenanderungen Null sind, so ist die resultierende Schwingung 
sowohl in der zuruckgeworfenen wie in der durchgelassenen Welle wieder gerad
linig polarisiert. Wenn f3 und y die Winkel bedeuten, die die elektrische Kraft 
in der gespiegelten bzw. der gebrochenen Welle mit der X-Achse bildet, R und 
D die zugeh6rigen Amplituden, so ist: 

t R = Rp = cos (i + r) tNt Dp 1 
g f' Rs cos(i - r) g"", gy = D, = cos(i _ r) tg(X. 

R = yR2 + R2 = E ~g(i. - r) ycos2 (i - r) cos2 (X + cos2 (i + r) sin2 (X (130) 
P , sm(z+r) , 

D-'~D2 _E 2cosisinr 1'1 . 2(' ) 2 
- VlJp +' ,- sin(i+r)cos(i-r) ' -sm ~-r cos (x. 

Tabelle 2 stellt in der 7. und 8. Spalte den Verlauf von f3 und 'Y fUr n = 1,5 und 
(X = 45 0 dar. Fur senkrechten Einfall sind fJ und y = (X; nur ist in der zuruck
geworfenen Welle die Richtung der elektrischen Schwingungen der der ein
fallenden Welle gerade entgegengesetzt, was man auch dadurch zum Ausdruck 

~ 
bringen kann, daB man f3 = (X + 7l 

\1'~ setzt. Bei wachsendem Einfallswinkel 
dreht sich fJ mehr und mehr der zur 
Einfallsebene senkrechten Richtung zu, 
erreicht sie, wenn i = ip ist, und geht bei 
weiterem Wachsen des Einfallswinkels 

Abb. \3. Drehung der Schwingnngsebene eines geradlinig nach der anderen Seite daruber hinaus, 
polarisierten Licbtstrahles durch Reflexion. bis bei streifendem Einfall die Schwin-

gung wieder unter 45 0 zur Einfallsebene erfolgt. Abb. 13, die den Vorgang in an
nahernd perspektivischer Zeichnung darstellt, laBt erkennen, daB bei streifendem 
Einfall die Schwingung der zuruckgeworfenen Welle wieder in derselben Geraden 
vor sich geht wie die der einfallenden Welle, doch mit entgegengesetzter Richtung. 
Daher kommt es, daB der an der Grenzebene streifend vorbeigehende und der 
streifend an ihr reflektierte Strahl sich aufheben, wenn sie sich ubereinander 
lagern. Hierauf beruht die Besonderheit derjenigen Interferenzerscheinung, die 
man erhalt, wenn man aus einem Lichtpunkt durch nahezu streifende Reflexion 
einen zweiten Lichtpunkt ableitet und die von beiden ausgehenden Strahlen sich 
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frberlagern laBt (LLOYDScher Interferenzversuch). Die beiden Lichtpunkte be
finden sich in diesem FaIle in entgegengesetztem Schwingungszustande, und das 
von der Mittelachse allerdings nur nach einer Seite hin sich ausbildende Streifen
system ist komplementar zu dem bei den FRESNELschen Doppelspiegeln oder dem 
Biprisma auftretenden Streifensystem. In der Mittelachse, die in die spiegelnde 
Ebene falIt, liegt nicht ein heller, sondern ein dunkler Streifen. 

Die Erscheinungen sind stets die gleichen, gleichviel ob die Reflexion im 
diinneren Mittel am dichteren oder im dichteren am diinneren Mittel erfolgt. Dies 
hat schon QUINCKE experimentell festgestelltl), eben so spater E. MACH2) und 
P. V. BEVAN3). MACH hat die Bemerkung dar an gekniipft, daB dieser LLOYDSche 
Versuch daher nicht als Beweis fUr die Umkehrung der Schwingungsrichtung 
bei der Reflexion am dichteren Mittel angesehen werden diirfe. Er hat dafUr 
die Phasenverschiebung durch Versuche an JAMINschen Interferenzplatten 
studiert, bei denen die Reflexion nicht unter streifendem, sondern unter mitt
lerem Einfallswinkel stattfand; er stellte fest, daB das bei Reflexion in Luft 
beobachtete Streifensystem in das komplementare iiberging, wenn er die Riick
seite der einen Platte an Wasser, die der anderen Platte an Schwefelkohlenstoff 
grenzen lieB. Andere Versuche zu dieser Frage sind bereits oben Zif£. 52 erwahnt. 

Den Brechungsexponenten eines durchsichtigen Mittels kann man aus 
Reflexionsbestimmungen ermitteln entweder nach dem BREWSTERschen Gesetz 
tg ip = n durch Feststellung des Polarisationswinkels, oder nach der aIIge
meineren Beziehung, die sich fiir ex = 45 0 aus der Gleichung fUr fl ergibt, 

- t '1/1 - cos2isin2{i (131) n - g$ / . 1 - sin2{i , 

durch Feststellung des Azimuts fl, das die unter dem Einfallswinkel i reflektierte 
Schwingung annimmt, wenn das Azimut der einfallenden Schwingung C(, = 45 0 ist. 

61. Spiegelung des natiirlichen Lichtes. Polarisation durch Spiegelung. 
1st das einfallende Licht natiirliches, unpolarisiertes Licht, so kann nach den 
AusfUhrungen in Ziff. 21 auch hier die Zerlegung in die beiden Komponen
ten E. und Ep vorgenommen werden; nur sind die beiden Komponenten voll
kommen unabhangig voneinander, und jede besitzt die Halfte der Gesamt
intensitat des einfallenden Lichtes: 

E~ = !E2. 

Daraus folgt R~ = ~ ~in2 (i .=- r) E2 R2 = ~ tg2 (i - r) E2 
s 2 sin2(i+r)' p 2 tg2(i+r) , 

und die Intensitat der zuriickgeworfenen Welle ist gegeben durch 

J = R2 + R2 = ~ E2 sin2 (i -~ cos2 (i - r) + cos2 (i + r) 
r s l' 2 sin2(i+r) cos2(i-r) 

Dieser Ausdruck stellt zugleich das Verhaltnis der Intensitat der zuriickgewor
fenen Welle zur Intensitat der einfallenden Welle dar. Da Rp immer kleiner ist 
als R., so iiberwiegen im reflektierten Strahl die zur Einfallsebene senkrechten 
elektrischen Schwingungen; das gespiegeIte Licht ist teilweise polarisiert. 
Das MaB dieser partiellen Polarisation (PP)r wird ausgedriickt durch das Ver
haltnis des iiberwiegenden Anteils zur ganzen Intensitat, also durch: 

(PP) = R~ - R~ = cos2(i - r) - cos2(i + r) 
r R; + R; cos2 (i - r) + cos2(i + r) . (132) 

1) G. QUINCKE, Pogg. Ann. Bd. 142, S.222. 1871, 
2) E. MACH, Wiener Ber. (II a) Bd. 116, S. 997. 1907. 
3) P. V. BEVAN, Phil. Mag. (6) Bd. 14, S. 503. 1907. 
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Fur senkrechten und fUr streifenden Einfall ist das zuruckgeworfene Licht un
polarisiert, wie das einfallende, (PP}r = O. Fur i = ip ist (PP}r = 1; das unter 
diesem Winkel reflektierte Licht ist vollstandig polarisiert, und zwar erfolgen die 
elektrischen Schwingungen ausschlieBlich senkrecht zur Einfallsebene, da die 
zur Einfallsebene parallele Komponente unter diesem Winkel verschwindet. 
Das ist die mathematische Formulierung der von MALUS entdeckten Tatsache, 
daB man naturliches Licht in geradlinig polarisiertes Licht verwandeln kann, 
indem man es unter einem bestimmten Winkel von der spiegelnden Grenzflache 
eines durchsichtigen Mittels reflektieren laBt. Aus diesem Grunde heiBt der 
Winkel ip der Polarisationswinkel. Der Verlauf der Intensitat in Bruchteilen 
der einfallenden und der .partiellen Polarisation in Prozenten ist in Tabelle 3 
fUr n = 1,5 zahlenmaBig dargestellt. 

Ta belle 3. 

i r 

I 
R'=!r (PPl r I D' 

I 
!d 

(PPld 

in~oz. in Proz. 

I 2 3 5 6 7 

0 0° 0' 0.040 
I 

0 0.640 
I 

0.960 0 
10 6° 39' 0.040 4 0.634 0.960 0.2 
20 13°11' 0.040 17 0.617 0.960 0.7 
30 19° 28.5' 0.042 39 0.587 0.958 1.7 
40 25 ° 22.5' 0.045 69 0.539 0.955 3.3 
50 30° 43' 0.058 94 0.470 0.942 5.8 

ip =56° 19' 33 ° 41' 0.074 100 0.411 0.925 8.0 
60 35 ° 16' 0.089 98 0.372 0.911 9.6 
70 38°47.5' 0,171 75 0.242 0.829 

1

15
•
5 80 41° 3' 0.388 35 0.094 0.612 24.6 

90 41 ° 49' 1.000 0 0.000 0.000 38.5 

Die Intensitat des zuriickgeworfenen Lichtes hat im Bereich der in der Optik 
vorkommenden Brechungsexponenten ihr Minimum bei senkrechtem Einfall und 

steigt mit wachsendem Einfallswinkel regelmaBig an. Das Verhaltnis I. = ~: ist 

fiir den Einfallswinkel 0: Jo = (: ~ ~r. 
flir den Polarisationswinkel ip: JP = ~ (:: ~ ~t 

flir streifenden Einfall: J = 1. 

Aus diesen Formeln ist aber ersichtlich, daB flir sehr groBe Werte von n, fUr die 
1 gegen n vernachlassigt werden kann, 10 = 1, JP aber = ! ist, die reflektierte 
Intensitat also zwischen senkrechtem und streifendem Einfall einen Minimalwert 
aufweist. F. JENTzsCH-GRAFE1) hat nachgewiesen, daB dieses Verhalten ein
tritt, sobald der Brechungsexponent groBer als 3,732 ist. Bis zu diesem Wert 
liegt das Minimum der reflektierten Intensitat bei senkrechtem Einfall. Bei 
Uberschreitung dieses Wertes riickt es schnell auf groBe Werte des Einfalls
winkels, die aber stets kleiner als der Polarisationswinkel sind. Die Bedingung 
des Minimums ist gegeben durch 

cos 3 (i - r} = cos(i + r}. 

Die Intensitat des reflektierten Lichtes an dieser Minimalstelle liegt zwischen 
1/3 und 1/2 der Intensitat des einfallenden Lichtes. Tabellarische und graphische 
Darstellungen dieser Verhaltnisse sind in der erwahnten Arbeit zu finden. 

1) F. ]ENTZSCH-GRAFE, Verh. d. D. Phys. Ges. 1919, S.361-368. 
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Fur das sichtbare Gebiet sind diese Uberlegungen ohne Bedeutung, da hier 
so hohe Brechungsexponenten nicht vorkommen. Fur elektrische Wellen da
gegen haben eine Reihe von Flussigkeiten n-Werte, die > 3,732 sind, z. B. 
Wasser n = 8,964. K. PFANNENBERG hat die Richtigkeit der von ]ENTZSCH 
entwickelten Formeln durch Messungen der Reflexion elektrischer Wellen an 
Wasser und Kochsalzlosungen nachgewiesen1). 

62. Polarisationsebene und Schwingungsebene. MALUS hat die Polarisation 
durch Reflexion entdeckt. Er bezeichnete die Einfallsebene als die Polarisations
ebene des durch Reflexion polarisierten Lichtes. Diese Bedeutung des Begriffs 
Polarisationsebene ist bis heute beibehalten worden. Als FRESNEL seine elastische 
Athertheorie entwickelte, kam er zu dem Schlusse, daB die Schwingungen des 
Lichtes eines geradlinig polarisierten Strahles auf seiner Polarisationsebene 
senkrecht stunden. Nach der von FRANZ NEUMANN aufgestellten Theorie da
gegen wurden die Lichtschwingungen sich in der Polarisationsebene vollziehen. 
Aus den Darlegungen des letzten Abschnittes ergibt sich, daB nach der elektro
magnetischen Theorie die elektrischen Schwingungen eines durch Reflexion 
polarisierten Lichtstrahles auf der Einfallsebene senkrecht stehen. Also fiihrt 
die heute geltende Theorie zu der Auffassung, daB in einem geradlinig polarisierten 
Lichtstrahl die elektrischen Schwingungen senkrecht zu der MALusschen Polari
sationsebene liegen, die magnetischen in ihr. Den alten Streit, ob die Licht
schwingungen in oder senkrecht zur Polarisationsebene erfolgen, fiihrt also die 
elektromagnetische Theorie auf die Frage zurfick, welches der eigentliche wirk
same Lichtvektor ist, der elektrische oder der magnetische. Die naheliegenden 
Grunde, die zugunsten des elektrischen Vektors sprechen, sind bereits oben, 
Ziff. 18 erortert worden. Eine tatsachliche Entscheidung daruber haben wir 
nur in den Versuchen fiber stehende Lichtwellen von O. WIENER, von denen oben 
(Ziff. 52) bereits in anderem Zusammenhange die Rede war 2). WIENER lieB zur 
Entscheidung der Frage ein breites Bundel paralleler Strahlen von geradlinig 
polarisiertem Lichte unter 45 ° von einem Spiegel reflektieren. Dann durchkreuz
ten sich die einfallenden und die zuruckgeworfenen Strahlen unter 90°. Stand 
die wirksame Schwingung auf der Einfallsebene senkrecht, so fielen die Schwin
gungen des einfallenden und des reflektierten Lichtes in dieselbe Richtung und 
konnten miteinander interferieren. Lag dagegen die wirksame Schwingung in 
der Einfallsebene, so standen die Schwingungen des einfallenden und des reflek
tierten Lichtes aufeinander senkrecht und konnten sich nicht interferierend 
verstarken oder schwachen. Es kam also darauf an, festzustellen, in welcher 
Lage der Polarisationsebene des einfallenden Lichtes Inte~ferenzen auftraten. 
Wie oben bereits beschrieben, hat WIENER die durch Reflexion entstehenden 
stehenden Lichtwellen mittels einer auBerordentlich dunnen photographischen 
Schicht nachgewiesen, die vor der reflektierenden Flache unter ganz schwacher 
Neigung gegen diese ausgespannt war. Bei Anwendung polarisierten Lichtes 
zeigte diese Schicht die Maxima und Minima der stehenden Wellen nur, wenn die 
Polarisationsebene (im MALusschen Sinne) zur Einfallsebene parallel lag. Danach 
sind es die elektrischen Schwingungen, die bei diesen Versuchen den wirksamen 
Lichtvektor gebildet haben. Das gilt fur die chemischen Wirkungen, urn die es 
sich in dies em FaIle handelt. DRUDE und NERNST haben die Versuche unter 
Anwendung einer fluoreszierenden Schicht an Stelle der photographischen wieder-

1) K. PFANNENBERG. ZS. f. Phys. Bd.37. S.758. 1926. 
2) O. WIENER. Wied. Ann. Bd.40. S.229. 1890. Der Gedanke des WIENERschen Ver

suches ist schon 1867 von W. ZENKER ausgesprochen. aber nicht ausgefiihrt worden (C. R. 
Bd.66. S.932 u. 1255; Bd.67. S. 115. 1868). 
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holt und das gleiche Ergebnis erhalten1). SELE~YI hat zu dem gleichen Zweck 
die Diffusion des Lichtes an einer Schicht sehr kleiner Schwefelteilchen benutzt; 
hier verschwinden die Interferenzen in dem Falle des senkrecht zur Einfalls
ebene polarisierten Lichtes nicht vollstandig, sind aber wesentlich schwacher 
als in dem anderen Falle 2). 

63. Brechung des natiirlichen Lichtes. Polarisation durch Brechung. 
Fiir die gebrochene Welle natiirlichen Lichtes ist entsprechend dem Ansatz fUr 
die zuriickgeworfene: 

4 2"2 4 2"2 D2 = ~ cos Z SIll r E2 D2 = ~ COS Z SIll r E2 
8 2 sin2 (i + r) , P 2 sin2 (i + r) cos2 (i - r) , 

D2 = D2 + D2 = 2 cos2 i sin 2 r (1 + 1 ) E2 
, P sin2 (i + r) cos2 (i - r) , 

daher 

wenn D die mittlere Amplitude der gebrochenen Welle bedeutet. Die Intensitat 
der gebrochenen Welle im Verhaltnis zur Intensitat der einfallenden Welle er
halt man daraus nach den AusfUhrungen in Ziff. 56 durch Multiplikation von 
D2 mit tgi. ctgr: 

J _D2t . t _E2sin2i.sin2r(1+cos2<i-r») 
d - gz c gr - 2 sin2(i + r) cos~(i _ r) 

Tabelle 3 enthalt in Spalte 5 und 6 die Werte von D2 und h fiir n = 1,5. In 
der gebrochenen Welle ist Dp stets groBer als D •. Es iiberwiegt die zur Einfalls
ebene parallele Komponente. Also tritt auch hier partielle Polarisation, aber 
von entgegengesetztem Charakter und von geringerem Betrage wie bei der Re
flexion auf. Das MaB dieser partiellen Polarisation (P P)d ist gegeben durch: 

(PP) = D:-D~ = 1-cos2 (i-r)_. (133) 
d m + D: 1 + cos2 (i - r) 

Spalte 7 in Tabelle 3 stellt den Betrag der partiellen Polarisation des durch
gehenden Lichtes in Prozenten dar. Eine vollstandige Polarisation des einfallen
den Lichtes ist durch einmalige Brechung nicht zu erreichen. 

64. Mehrfache Brechung. Theorie des Glasplattensatzes. Man kann die 
polarisierende Wirkung der Brechung verstarken durch wiederholte Brechungen, 
wie es beim Glasplattensatze geschieht. Urn die Formeln dafiir zu gewinnen, 
ist zuniichst festzustellen, daB, wenn das Licht im 2. Mittel unter dem Winkel 
r einfiillt und unter dem Winkel i in das 1. Mittel austritt, die Formeln der vor
stehenden Paragraphen unter Vertauschung von i und r, 1':2 und 1':1 unmittelbar 
auf dies en Fall iibertragen werden k6nnen. R. und Rp bekommen dann posi
tives Vorzeichen, in Dbereinstimmung mit dem Umstande, daB die Reflexion 
jetzt am diinneren Mittel stattfindet, also keine Umkehrung der elektrischen 
Schwingung eintritt. Die Ausdriicke fiir die Intensitiit aber sind die gleichen, 
wie in dem friiheren Fall. 

Wendet man diese Dberlegungen auf den Durchgang des Lichtes durch eine 
planparallele Platte vom Brechungsexponenten n an, so ist zu beriicksichtigen, 
daB das eintretende Licht im Innern der Platte zahlreiche Reflexionen erfiihrt und 
sich infolgedessen sowohl die reflektierte wie die hindurchgehende Welle als 
eine Summe von unendlich vielen Wellen darstellen, deren Amplituden infolge 
der bei der Spiegelung und bei der Brechung jedesmal eintretenden Schwiichung 
eine abnehmende Reihe bilden. Die M6glichkeit, daB diese Wellen wegen ihrer 
Wegdifferenzen miteinander interferieren, pflegt man bei dieser Berechnung 
auBer acht zu lassen unter der Voraussetzung, daB die Platten so dick .und ihre 

1) P. DRUDE und W. NERNST, Wied. Ann. Bd. 45, S.460. 1892. 
2) P. SELENYI, Ann. d. phys. (4) Bd.35, S.444. 1911. 
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Abstande so groB sind, daB die Farben dunner Blattchen nicht zur Erscheinung 
kommen. Der Faktor, mit dem die Amplitude des einfallenden Lichtes multi
pliziert werden muB, urn die Amplitude des zuruckgeworfenen Lichtes bei ein
maliger Reflexion zu erhalten, sei ganz allgemein mit k bezeichnet. Dann ist, 
wenn die Intensitat des einfallenden Lichtes = 1 gesetzt wird, die Intensitat des 
zuruckgeworfenen Lichtes nach einmaliger Reflexion k2, die des durchgelassenen 
Lichtes 1 - k 2• Die Berucksichtigung der inneren Reflexionen ergibt fUr die 
Gesamtintensitat des von einer Platte gespiegelten Lichtes den Ausdruck: 

Ir = k 2 + (1 - k 2) 2 (k2 + k6 + k10 + ... ) = 1 ~k~2' 
und fUr die Intensitat des durchgehenden Lichtes: 

1 - k2 

Id = 1 - Ir = 1+-k2 . 

Setzt man m Platten parallel hintereinander, so ergibt die Berucksichtigung der 
Reflexionen der Platten untereinander nach einer ahnlichen Rechnung fUr das 
von allen Platten zuruckgeworfene Licht die Intensitat: 

2mk2 
Ir=1+(2m-':"'1)k 2 

und fUr das durchgelassene Licht 
1 - k 2 

fa = 1 + (2m - 1) k2 • 

Diese Formeln sind nun anzuwenden auf die in der Einfallsebene und auf die 
senkrecht zu ihr schwingenden Komponenten. Man erhalt die Ausdrucke 

2mkJ, 
Irp = 1 -+ (2m - 1) kf, , 

1 - k; 
las = 1 + (2m - 1) kf' 

1 - k$ 
fap= 1 + (2m - 1)kJ,' 

wobei 
k2 = sin2(i_- r) 

., sin2(i+r), 
k2 _ tg2(i - r) 
P-tg2(i+r) 

einzusetzen ist. Als MaE der partiellen Polarisation ergeben sich daraus die 
Ausdrucke: 

fUr das zuruckgeworfene Licht: 

fur das durchgelassene Licht: 

k: + k~ + 2 (2m - 1) k; • k~ , 

m(k~ - k~) 

1 + (m - 1) (k~ + k~) - (2m - 1) k; k~' 

1st m sehr groB, so ist fur aIle Winkel die Intensitat des reflektierten Lichtes 
nahezu = 1, die des durchgehenden Lichtes nahezu = 0 mit Ausnahme des 
Polarisationswinkels, fur den kp = 0 und infolgedessen Jrp = 0 und Jdp = 1 
wird. Das MaB der partiellen Polarisation des reflektierten Lichtes ist fUr den 
Plattensatz im allgemeinen geringer als fUr einmalige Reflexion wegen des Sum
manden 2 (2m - 1) k~k~ im Nenner, aber wiederum mit Ausnahme des Polari
sationswinkels, fUr den es selbstverstandlich wieder 100% betragt. Fur das durch
gehende Licht ist die partielle Polarisation unter dem Polarisationswinkel 
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Fur n = 1,5 gibt diese Formel als polarisierende Wirkung von 
2 4 8 16 32 Platten 

14,8 25,8 41,0 58,2 73,6 84,7 Prozent. 

Eine eingehende Diskussion des ganzen Problems, auch unter Berucksichtigung 
einer im Glase stattfindenden Absorption, hat G. G. STOKES geliefertl). 

65. Die FRESNELschen Formeln und die Erfahrung. Als FRESNEL 1820 
die vorstehenden quantitativen Gesetze fur die Vorgange der Reflexion und 
Brechung des Lichtes an durchsichtigen Mitteln entwickelte, schuf er damit 
einerseits die theoretische Erkliirung fur eine Reihe von GesetzmiiBigkeiten, 
die damals bereits als Ergebnisse experimenteller Untersuchungen bekannt 
waren; andererseits fUhrte die Aufstellung seiner Formeln zu der Aufgabe, ihre 
Richtigkeit durch besonders zu diesem Zwecke angestellte Untersuchungen zu 
beweisen. Zu den bekannten und durch FRESNEL erkliirten Gesetzen gehorten 
in erster Linie die Entdeckungen von MALUS uber die Moglichkeit, naturliches 
Licht durch Reflexion vollstandig zu polarisieren. Hinsichtlich des Polarisations
winkels hat er den Satz aufgestellt, daB, wenn ip der Winkel der vollstandigen 
Polarisation im 1. Mittel am 2. Mittel und rp der Winkel der vollstandigen Polari-

sation im 2. Mittel am 1. ist, zwischen beiden die Beziehung besteht: s~n ip = n , 
Slnrp 

ein Satz, der ohne weiteres aus der FRESNELschen Theorie folgt, da sie die gleichen 
Bedingungen der Polarisation auch fur den umgekehrten Lichtweg ergibt. Das
selbe gilt fUr das 1815 von BREWSTER aus Beobachtungen erschlossene Gesetz, 
daB beim Polarisationswinkel der reflektierte und der gebrochene Strahl auf
einander senkrecht stehen, also tgip = n, wie es aus der FRESNELschen Be
dingung fUr Rp = 0: i + r = nl2 folgt. Ein drittes durch die FRESNELsche 
Theorie erkliirtes Gesetz war der von ARAGO aus Beobachtungen abgeleitete Satz, 
daB bei Reflexion naturlichen Lichtes an der Grenzflache eines durchsichtigen 
Mittels das reflektierte und das gebrochene Licht gleiche absolute Anteile polari
sierten Lichtes enthalten. In der Tat ist nach den Gleichungen (129) 

R~ - R~ = (D~ - D;) tg i . ctg r . 

Die Untersuchungen andererseits, die nach der Aufstellung der FRESNELschen 
Formeln zu ihrer experimentellen Bestatigung angestellt worden sind, haben sich 
nach sehr verschiedenen Richtungen bewegt. FRESNEL2) selbst und nach ihm 
BREWSTER3) maBen die durch Reflexion oder durch Brechung bewirkte Drehung 
der Polarisationsebene fUr geradlinig polarisiertes, einfallendes Licht. SEEBECK4 ) 

hat sorgfaltige Messungen des Polarisationswinkels an verschiedenen Glassorten, 
an Opal, FluBspat u. a. m. angestellt. ARAG05) hat mit Hilfe eines aus 2 Quarz
prismen hergestellten Doppelprismas die Intensitiit des an einer Glasplatte re
flektierten und des durch sie hindurchgegangenen Lichtes verglichen und die
jenigen Einfallswinkel bestimmt, bei denen diese Intensitiiten in bestimmten ein
fachen Verhaltnissen zueinander standen. Sehr viel genauere Messungen haben 
PROVOSTAYE und DESAINS6) auf objektivem Wege durchgefUhrt, indem sie die 
Intensitaten von Warmestrahlen vor und nach der Reflexion an einer auf der 

1) G. G. STOKES, Proc. Roy. Soc. London Bd. 23, S. 1962; Phil Mag. (4) Ed. 24, S. 480. 
1862; Math. a. Phys. Pap. Bd. IV, S. 145. Siehe auch G. KIRCHHOFF, Vorlesungen fiber math. 
Optik, S. 166ff. Leipzig: B. G. Teubner 1891. 

2) A. FRESNEL, Ann. de chim. et de phys. (2), Bd. 17, S. 314. 1821. 
3) D. BREWSTER, Phil. Trans. 1830, S.69, 133, 145. 
4) L. F. W. A. SEEBECK, Pogg. Ann. Bd.20, S.27. 1830. 
5) F. ARAGO, Oeuvres compI. Ed. 10, S. 150, 185, 217, 468. 
6) F. DE LA PROVOSTAYE and P. DESAINS, Ann. de chim. et de phys. (3) Bd. 30, S.159. 

276. 1850. 
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Ruckseite geschwarzten Glasplatte, desgleichen vor und nach dem Durchgange 
durch einen Glasplattensatz mit einem Thermomultiplikator maBen. N"ach dem
selben Prinzip hat neuerdings W. SCHl\HDTl) mit Hilfe eines ANGSTROlVISchen 
Kompensations-Pyrheliometers die Sonnenstrahlung direkt und nach Reflexion 
an einer Wasseroberflache unter Einfallswinkeln von 43 0 bis 83 0 gemessen und 
eine gute Bestatigung der FRESNELschen Formeln gefunden, wobei allerdings 
der Vergleich nicht fiir homogenes Licht gezogen wurde, sondern die fUr Sonnen
licht beobachteten Werte mit den fUr Na-Licht, als einer dem Energiemaximum 
der Sonnenstrahlung naheliegenden Wellenlange, berechneten Wert en verglichen 
wurden. Ebenfalls eine gute Dbereinstimmung zwischen Theorie und Beobachtung 
erhielt GLAN 2), der die GroBe Rp mit Hilfe eines Spcktrophotomctcrs bestimmte. 
Eine andere Art der Priifung der FRESNELschen Formeln besteht in der Messung 
des polarisierten Anteils, der bei einfallendem natiirlichem Licht im zuriickge
worfenen Lichte enthalten ist. E. DESAINS3) hat dariiber sorgfiiltige und die Theo
rie gut bestatigende Untersuchungen ausgefUhrt, indem er das durch die Reflexion 
partiell polarisierte Licht durch einen Glasplattensatz hindurchgehen lieD und 
diejenige Lage das Plattensatzes bestimmte, bei der das Licht vollkommen de
polarisiert wurde. Auch die schwachende Wirkung der vielfachen Reflexionen 
beim Durchgang durch einen Glasplattensatz ist von LUNELmm4) photometrisch 
gem essen und mit den obigen Formeln in guter Dbereinstimmung gefunden 
worden. 

Umgekehrt ist die Sicherheit, die den FRESNELschen Formeln auf Grund 
ihrer ganz allgemeinen theoretischen Begriindung und ihrer vielfachen Bestati
gung zukommt, in manchen Untersuchungen benutzt worden, urn aus Messungen 
der Reflexionsvorgange den Brechungsexponenten des betreffenden Mittels zu 
berechnen. Es moge nur auf diese Verwendung der FRESNELschen Formeln in 
den Arbeiten von RUBENS und ASCHKINASS und neuerdings von M. CZERNY 
und A. KREBS verwiesen werden5). Aber es muD ausdriicklich darauf aufmerksam 
gemacht werden, daB die Dbereinstimmung von Theorie und Erfahrung bei den 
FRESNELschen Formeln ebensowenig wie bei der oben behandelten Abhangig
keit des Brechungsexponenten vom Einfallswinkel, als Beweis fiir die Richtig
keit der elektromagnetischen Lichttheorie angesehen werden darf. Die moderne 
Theorie hat eben nur den Vorzug, daB sie die Formeln aus Grundlagen gewinnt, 
die im Gebiete des Elektromagnetismus in den Tatsachen fest verankert sind. 

66. Abweichungen von den FRESNELschen Formeln. Das Problem der 
Oberflachenschichten. So gut sich die FRESNELschen Reflexionsformeln im all
gemeinen an der Erfahrung bestatigen, so haben sich bei genauerer Prufung doch 
schlieBlich gewisse kleine, aber ganz charakteristische und systematische Ab
weichungen ergeben. AIRy6) hat zuerst derartige Wahrnehmungen am Diamant 
gemacht. Als er NEWToNsche Ringe zwischen einer Diamantflache und einer 
Glaslinse erzeugte und sie in Licht betrachtete, das senkrecht zur Einfallsebene 
polarisiert war, verschwanden die Ringe nicht unter dem Polarisationswinkel, 
sondern zeigten in dessen Nahe eigentiimliche Veranderungen, die sich durch 

1) W. SCHMIDT, Wiener Ber. (II a) Bd. 117, S. 75.1908. 
2) P. GLAN: Berl. Ber. 1874. S.511. Wied. Ann. Bd.50, S. 590. 1893. 
3) E. DESAINS, Ann. de chim. et de phys. (3) Bd. 31, S.286. 1851-
4) LUNELUND, Phys. ZS. Bd. 10, S.222. 1909. 
5) H. RUBENS und E. F. NICHOLS, Wied. Ann. Bd. 60, S. 448. 1897; H. RUBENS und 

E. ASCHKINASS, Wied. Ann. Bd. 65, S.253. 1898.; H. RUBENS, Berl. Ber. 1915, S.4; 1919, 
S. 198; E. ASCHKINASS, Ann. d. Phys. (4) Bd. 1, S.46. 1900; M. SCHUBERT, Diss. Breslau 
1915; M. CZERNY, ZS. f. Phys. Bd. 16, S. 321. 1923; A. KREBS, Diss. Frankfurt a. 1\1. 1926; 
Ann. d. Phys. (4) Bd.82, S. 113. 1927. 

6) B. G. AIRY, Cambro Trans. Bd.4, S.219. 1832. 
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die Vorstellung erkHiren lieBen, daB die GroBe Rp nicht einen plotzlichen Phasen
sprung erleidet, indem sie im Polarisationswinkel durch Null hindurchgeht, 
sondern daB sie in der Nahe dieses Winkels eine allmahliche Phasenanderung 
erfahrt unter Herabsinken auf ein noch wahrnehmbares Minimum. Diese Tat
sache ist von JAMIN1) durch ausgezeichnete und sorgfaltige Messungen fUr die 
Mehrzahl aller durchsichtigen Korper nachgewiesen worden. Sie zeigen alle die 
Besonderheit, daB sie einfallendes geradlinig polarisiertes Licht, falls das Azimut 
IX seiner Schwingung nicht gerade 0 oder 11:/2 ist, in der Umgebung des Polari
sationswinkels in elliptisch polarisiertes Licht verwandeln. Man kann daher nicht 
in strengem Sinne von einem Polarisationswinkel sprechen. Zu der allmahlichen 
Drehung, die die Schwingungsebene des reflektierten Strahles bei wachsendem 
Einfallswinkel erfahrt, wie sie in Ziff. 60 behandelt und in Abb. 13 dargestellt 
ist, gesellt sich in der Nahe des Polarisation swinkels eine Auflosung der gerad
linigen Schwingung in eine flache Ellipse, wie es in Abb. 14 dargestellt ist. Der 
Verlauf dieser Erscheinung wird durch 2 GroBen charakterisiert, erstens durch 
denjenigen Einfallswinkel, fUr den im reflektierten Lichte der Phasenunter
schied der beiden Komponenten 11:/2 betragt, also den "Haupteinfallswinkel", 
der an die Stelle des Polarisationswinkels tritt, und zweitens durch das Achsen-W verhaltnis der Schwingungsellipse unter 
't~ dem Haupteinfallswinkel, wenn das 

Azimut des einfallenden Lich tes iX = 45 0 

ist. Dieses Verhaltnis wird bestimmt, in
dem mandenPhasenunterschied:n:/2 mit 
einer geeigneten Vorrichtung (BABI-

Abb.14. Elliptiscbe Polarisation durch Reflexion an einem NETSchen Kompensator, A/4-Glimmer-
positiven Korper. platte) kompensiert und das Azimut 

der wiederhergestellten geradlinigen Schwingung, das "Hauptazimut", ermittelt. 
Bei allen hier in Betracht kommenden Stoffen - im Gegensatz zu den spater 
zu behandelnden Metallen - ist die Schwingungsellipse auBerordentlich flach. 
Die Messung ist JAMIN nur dadurch gelungen, daB er mit Sonnenlicht beobachtete 
und das Azimut des einfallenden Strahles, d. h. den Winkel, den die Schwingungs
ebene des elektrischen Vektors mit der X-Achse, also der Normale der Einfalls
ebene, bildet, nicht = 45 0 , sondern = 84 0 (JJ.ahm, wodurch die Amplitude der 
p-Komponente im Verhaltnis zur s-Komponente nahezu verzehnfacht wurde. 

Die vollstandige Beschreibung des Vorganges verlangt aber schlieBlich noch 
die Angabe des Umlaufsinnes, in dem der elektrische Vektor die Schwingungs
ellipse durchlauft. Bei gegebener Lage der Schwingunsrichtung des einfallenden, 
Lichtes hangt der Umlaufsinn vom Vorzeichen des Phasenunterschiedes L1 ab, 
also von der Frage, welche der beiden Komponenten des reflektierten Strahles, 
die s- oder die p-Komponente, der anderen voraneilt. JAMIN hat gefunden, daB 
dieses Vorzeichen von L1 nicht fiir alle Stoffe gleich ist. Fiir die Mehrzahl der von 
ihm untersuchten Stoffe ist der Sinn der Wirkung, die sie auf das Licht bei der 
Reflexion ausiiben, derart, daB die in der Einfallsebene schwingende Kompo
nente bei wachsendem Einfallswinkel verzogert erscheint gegeniiber der senkrecht 
zur Einfallsebene schwingenden Komponente; sie stimmen in dieser Beziehung 
mit den Metallen iiberein. JAMIN bezeichnet diese Stoffe bzw. diese Art der 
Reflexion als positive im Gegensatz zu einer anderen, kleineren Gruppe von 
Stoffen, bei denen die s-Komponente verzogert erscheint gegeniiber der p-Kom
ponente, und die JAMIN dementsprechend als negative Korper oder Korper mit 
negativer Reflexion bezeichnet. Die Ordnung der Korper nach diesen beiden 

') J. JAMIN, Ann. de chim. et de phys. (3) Bd.29. S. 263; Bd. 31, S. 16,. 1850. 
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Gruppen zeigt, daB positiv die Korper mit hoherem Brechungsexponenten 
sind, negativ solche mit kleinem n; die Grenze liegt, ohne scharf zu sein, etwa 
zwischen n = 1,46 und 1,40. Es gibt aber auch eine kleine Anzahl von Stoffen, 
die gar keine Elliptizitat des reflektierten Lichtes aufweisen, die also den 
FRESNELschen Formeln vollkommen geniigen. Diese werden als neutrale Korper 
bezeichnet. 

Der Umlaufsinn der Ellipse wird natiirlich nicht durch das Vorzeichen von 
L1 allein bestimmt, sondern zugleich auch durch die Lage der Schwingungsrich
tung des einfallenden Strahles. Fiir einen positiven Korper wiirde unter den 
Verhaltnissen der Abb. 14 der Umlauf fiir ein dem reflektierten Strahl entgegen
blickendes Auge links herum, entgegen dem Sinn der Uhrzeigerdrehung, erfolgen; 
wiirde dagegen die Schwingungsrichtung des einfallenden Lichtes urn 90° gedreht, 
so verliefe der Umlauf rechts herum, und bei einem negativen Korper wiirden die 
Verhaltnisse umgekehrt sein. 

Diese raumlichen Beziehungen werden in den Lehrbiichern nicht immer 
mit der wiinschenswerten, leicht verstandlichen Klarheit und Anschaulichkeit 
dargelegt. Die groBte Miihe, diese Verhaltnisse in einer ganz unzweideutigen 
Weise dem Leser klarzumachen, hat sich Lord KELVIN in seinen Baltimore 
Lectures l ) gegeben, und es erscheint mir zweckmaBig, die obige perspektivische 
Darstellung durch die Wiedergabe der Fassung, die er diesen GesetzmaBigkeiten 
in Worten gegeben hat, zu vervollstandigen. Lord KELVIN nimmt der Einfach
heit halber die reflektierende Flache wagerecht an. Das einfallende Licht gehe 
durch einen Nicol, an dem die Schwingungsrich tung des a ustretenden Lich tes durch 
einen Zeiger markiert sei. Dieser Zeiger soIl zunachst in der senkrechten, d. h. 
in der Einfallsebene nach aufwarts gerichtet liegen. Dreht man ihn aus dieser 
Richtung entgegen dem Sinn der Uhrzeigerdrehung urn einen \\'inkel kleiner als 
90°, so hat bei positiver Reflexion, wie sie bei Glas und bei Metallen auftritt, das 
reflektierte Licht eine elliptische Polarisation mit einem dem Sinn der Uhrzeiger
drehung entgegengesetzten Umlaufsinne. Dabei gilt der Drehungssinn unter 
der Voraussetzung, daB der Beobachter auf den Nicol und seinen Zeiger von 
derjenigen Seite aus blickt, nach der das Licht aus dem Nicol austritt, und ebenso 
auf das reflektierte Licht von der Seite, nach der das reflektierte Licht in sein 
Auge kommt. 

Die Art der Rechnung des Phasenunterschiedes ist bei verschiedenen Ver
fassern verschieden und unterliegt, wie DRUDE gelegentlich bemerkt 2), einer 
gewissen Willkiir. J AllIIN rechnet die Phasendifferenz fUr senkrechten Einfall 
= ± 'Jl und laBt sie bei wachsendem Einfallswinkel zunehmen bis ± 2'Jl bei 
streifender Inzidenz. Die Rechnung L1 = ± 'Jl bei normalem Einfall beruht auf 
der 'Oberlegung, daB infolge der Umkehrung der Fortschreitungsrichtung des 
Strahles bei der Zuriickwerfung einem dem Lichte stets entgegenblickenden 
Auge die Schwingungsrichtung des Lichtes, wenn sie im einfallenden Strahl 
einen Winkel eX mit der Einfallsebene bildet, im reflektiertem Strahle den Winkel 
'Jl - eX oder -eX mit der Einfallsebene bilden wiirde, wahrend tatsachlich beide 
Schwingungcn im Raum in die gleiche Gerade fallen3). Eine Betrachtung der 

1) Lord KELVIN, Baltimore Lectures on molecular dynamics and the wave theory of 
light. London: C. J. Clay aud Sons 1904, S. 404. 

2) P. DRUDE, \Vinckelmanns Handbuch, 2. Auflage. Bd. 6, S.1258. Leipzig: J. A. 
Barth. 1906. 

3) Man kann die obige Art der Rechnung als ein Arbeiten mit einem mit der Welle 
fest verbundenen Koordinatensystem bezeichnen. Es mage dazu noch folgende Bemerkung 
eingeschaltet werden. Auch DRUDE rechnet in seinem Lehrbuch der Optik in dieser Weise. 
Auf diesem Umstande beruht es, daB er fiir die Amplitude des zuriickgeworfenen Lichtes 
bei senkrechtem Einfall \Verte von entgegengesetztem Vorzeichen findet, je nachdem er 
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perspektivischen Darstellung in Abb.13 oder 14 durfte diese Verhaltnisse am 
best en klarmachen. In der hier gewahlten Darstellung bedeuten Gs und Gp die 
durch den Vorgang der Reflexion verursachten Phasenanderungen der s- und 
der p-Komponente, positiv als Beschleunigung, negativ als Verzogerung gerech
net. Bei Reflexion an einem dichteren Mittel wird bei senkrechtem Einfall 
oder, um uberhaupt von einer Einfallsebene sprechen zu konnen, bei klein em 
Einfallswinkel jede der beiden Komponenten eine Umkehrung der Schwingungs
richtung, also eine Phasenanderung um n erfahren - nicht zu verwechseln mit 
der vorhin besprochenen, nicht physikalisch, sondern rein geometrisch begrundeten 
Phasenanderung n infolge der Umkehrung der Strahlrichtung1). Betrachtet 
man nur diese physikalischen Phasenanderungen, so wird der Phasenunterschied 
der beiden Komponenten nach der Reflexion bei senkrechtem Einfall offenbar 
= 0 zu setzen sein. Bei wachsendem Einfallswinkel andern sich die Verhaltnisse 
fUr die zur Einfallsebene senkrecht schwingende Komponente sehr viel weniger 
als fUr die parallel der Einfallsebene schwingende. In der Tat haben Versuche 
von WERNICKE uber Interferenzerscheinungen des an dunn en Blattchen reflek
tierten Lichtes2) ergeben, daB fUr das in der Einfallsebene polarisierte Licht, 
also fUr die senkrecht zu ihr erfolgende Schwingung die Phase mit dem Einfalls
winkel keine merkliche Anderung erfahrt. Die in der Einfallsebene erfolgende 
elektrische Schwingung dagegen erleidet bei wachsendem Einfallswinkel eine 
Anderung ihres Grp , die von dem Ausgangswerte fUr senkrechten Einfall im einen 
oder anderen Sinne erfolgt, je nachdem es sich um positive oder negative Re
flexion handelt. Definiert man LI wie oben Zif£' 58 als die Differenz Grp - Gr8 , 

so ist fur Korper mit positiver Reflexion, bei denen die s-Komponente der p
Komponente voraneilt, 11 negativ, gleichviel ob dieser negative Wert bei posi
tiven Wert en der 15 durch eine groBere Beschleunigung der s-Komponente oder 
bei negativen Werten der 15 durch eine groBere Verzogerung der p-Komponente 
verursacht ist. Es wurde bei dieser Definition von LI positiven Korpern ein nega
tives, negativen Korpern ein positives 11 zukommen. 

JAM IN hat das Ergebnis seiner Messungen in umfangreichen Tabellen nieder
gelegt, die den nach der CAUCHYSchen Formel (s. den nachsten Abschnitt) be
rechneten Elliptizitatskoeffizienten, den Haupteinfallswinke1 und den auf andere 
Weise gem essen en Brechungsexponenten enthalten. DRUDE hat diese Tabellen 
in Winkelmanns Handbuch3) abgedruckt und durch die Werte des Brechungs
exponenten, die sich nach der BREWSTERschen Formel aus dem Haupteinfalls-

den Wert aus der allgemeinen Gleichung fur die s- oder fUr die p-Komponente ableitet, 
s. Gl. (26) auf S.270 der 3. Auflage 

n - 1 
R, = -E,---, 

n+1 

12-1 
Rp= Ep---. 

12+1 
Diese Formulierung erscheint zunachst gewi!.l merkwurdig, ist aber durchaus folgerichtig, 
und wenn A. SCHUSTER (Proc. R. Soc. Bd.l07, S. 27. 1925) sie als ein bedauerliches 
"mistake" DRUDES bezeichnet, so beruht das auf einem vollkommenen Mi!.lverstandnis 
seinerseits; denn das bei Rp fehlende Minuszeichen steckt bei DRUDE von vornherein in 
dem Ansatz seiner ganzen Rechnung, wie er selbst es ganz deutlich in den der GI. (26) 
folgenden Bemerkungen auseinandersetzt. In der hier durchgefuhrten Darstellung habe 
ich es vorgezogen, mit einem im Raume festen Koordinatensystem zu arbeiten. Aber es 
mage ganz ausdrucklich auf die Maglichkeit einer anderen Art der Darstellung hinge
wiesen werden. 

1) BILLET bezeichnet in seinem Traite d'Optique (Bd. 2, S. 108) diese letztere Phasen
anderung als "Jr de retournement" im Gegensatz zu der Phasenanderung, die bei Uberschrei
tung des Polarisationswinkels eintritt, dem ,,:71: de renversement". 

2) W. WERNICKE, Wied. Ann. Bd.253, S.203. 1885. 
3) Winkelmanns Handbuch der Physik, 2. Auf I. , Leipzig: J. A. Barth 1906, Bd. 6, 

S. 1263. 
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winkel berechnen lassen, erganzt; samtliche Zahlen beziehen sich auf Messungen 
in Luft. Dabei geht der Elliptizitatskoeffizient fur feste Karper von +0,1200 
flir Selen bis +0,0070 fur Kolophonium, fUr positive Flussigkeiten von +0,008 
bis 0,001, fur negative Flussigkeiten von -0,0138 bis -0,0017. Weitere Mes
sung en auf diesem Gebiete liegen vor von KURZ, QUINCKE, CORNU, WERNICKE, 
K. E. F. SCHMIDT, DRUDE u. a. m.!). 

67. Theorien der elliptischen Polarisation der nichtmetallischen Korper. 
Der erste, der eine Theorie der elliptischen Polarisation durch Reflexion gegeben 
hat, war CAUCHY, dessen Formeln dann auch von anderen mehrfach abgeleitet 
und behandelt worden sind2). Die Grundlage seiner Theorie war die Vorstellung, 
daB der Vorgang der Reflexion an der Grenzflache fUr diejenige Komponente, 
deren Schwingungen in der Einfallsebene verlaufen, sowohl im reflektierten wie 
im gebrochenen Strahl auch longitudinale Schwingungen errege, die aber einer 
starken Absorption unterliegen und schon in unmeBbar klein en Entfernungen 
von der Grenzflache wieder verschwinden sollen. Ihre Wirkung solI nur im 
Intensitatsverhaltnis der beiden Komponenten und ihrer allmahlichen Phasen
verschiebung zum Ausdruck kommen, wofur CAUCHY die Formeln aufstellt: 

R~ _ cos2 (i + r) + e'2 sin2i sin2 (i _±!) I 
Ri - cos2 (i - r) + e'2 sin2i sin2 (i - r) , 

(134) 
t L1 _ ' sini[tg(i + r) + tg(i - r)l_ , _____ ~irh cosi 
g - c 1- e'2 sin2i tg (i + r) tg (i - r) - c cos2i - sin2 r - E'2 s--:i-nC:-2 zcc. [=-s:-in--=2--=i-_----csic--n--=2-=r J' 

in den en cf von CAUCHY als Elliptizitatskoeffizient bezeichnet wird 3). 
Andererseits liegt es nahe, zur Erklarung der Erscheinungen auf die all

gemeinen Formeln der Ziff. 54, 55 und 58 zuruckzugehen und das Auftreten 
der Elliptizitat mit dem Vorhandensein einer schwachen Absorption in Ver
bindung zu bringen. In der Tat lieBen sich aus der hier entwickelten Theorie 
Formeln von gleicher Bauart wie die CAUCHYSchen durch die Annahme sehr 
geringer Werte von "2 herleiten, und man kannte sogar geneigt sein, weitere 
Parallelen mit der CAUCHYSchen Theorie zu ziehen, insofern, als ja auch in den 
obigen Formeln eine longitudinale Komponente eine Rolle spielt. Aber die 
Bedeutung dieser Komponente ist doch eine ganz andere als bei CAUCHY; sie 
kommt hier nur in der gebrochenen Welle vor, begleitet sie aber dauernd und ist 
bedingt durch ihre inhomogene Struktur. Doch laBt sich gegen jede Theorie 
dieser Art, die die von JAMIN entdeckte Elliptizitat mit den sonstigen optischen 
Eigenschaften des Stoffes in Beziehung bringt, der Einwand erheben, daB die 
Beobachtungen gesetzmaBige Beziehungen solcher Art nicht ergeben haben. 
1m allgemeinen ist wohl die Elliptizitat graBer bei Karpern mit hOherem Bre
chungsexponenten; aber diese Regel gilt ebensowenig streng, wie die Grenze 
zwischen positiven und negativen Stoffen an einen ganz bestimmten Brechungs
exponent en gebunden ist. Diese Unsicherheit diirfte mit dem anderen Umstande 
zusammenhangen, daB die reflektorischen Eigenschaften der Stoffe, sowohl 

') A. KURZ, Pogg. Ann. Bd. 108, S. 588. 1859; G. QUINCKE, ebenda Bd. 128, S.355. 
1866; W. WERNICKE, Wied. Ann. Bd.25, S.203. 1885; A. CORNU, C. R. Bd. 108, S.917. 
1221. 1889; P. DRUDE. Wied. Ann. Bd. 36, S. 532; Bd. 38, S. 265. 1889; K. E. F. SCHMIDT. 
ebenda Bd. 37. S. 353. 1889. Siehe auch die Diskussion zwischen K. E. F. SCHMIDT und 
P. DRUDE in Wied. Ann. Bd. 51 bis 54. 

2) A. CAUCHY. C. R. Bd. 30, S. 465; Bd. 31. S. 60. 255, 766. 1850; Mem. de l'Ac. des Sc. 
Bd. 22. S. 29.1849; A. BEER, Pogg. Ann. Bd. 111. S. 467.1854; A. v. ETTINGSHAUSEN. Wiener 
Ber. Bd. 8. S. 369.1855; F. EISENLOHR, Pogg. Ann. Bd. 104. S. 346.1858; V. V. LANG. Ein
leitung i. d. theor. Physik. Braunschweig: Vieweg & Sohn 1873, S. 263. 

3) CAUCHY gebraucht fiir diese GroBe das Symbol E. Zur Vermeidung von Verwechs
lungen mit der hier benutzten Bedeutung des E als Dielektrizitatskonstante wird dafiir E' 

geschrie ben. 
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hinsichtlich der Gesamtintensitat des reflektierten Lichtes wie des Ellipti
zitatskoeffizienten, von der Behandlung der Flache abhangen. Die Art der 
Politur und das Poliermittel beeinflussen die Erscheinungen, wie schon A. SEE
BECKl) gefunden hat und woruber besonders neuere Untersuchungen. von CON
ROy2) zu nennen sind. Frisch hergestellte Obedlachen andern ihr Verhalten 
allmiihlich mit dem Altern. J e frischer die Flachen sind, um so kleiner ist die 
Elliptizitat des an ihnen reflektierten Lichtes und um so genauer entspricht 
ihr Verhalten den FRESNELschen Formeln. Das hat RAYLEIGH3) an frisch polierten 
Glasflachen und frisch hergestellten Wasserflachen, ebenso DRuDE an frisch en 
Spaltflachen von Kristallen nachgewiesen4). 

Diese Tatsachen haben zu einer anderen Erklarung der JAMINschen Beob
achtungen gefUhrt, die auf der Vorstellung beruht, daB die reflektierende Flache 
von einer dunnen Obedlachenschicht mit einem anderen Brechungsexponenten 
bedeckt sei, der in der Schicht im allgemeinen als mit der Tiefe veranderlich an
zunehmen sei. Die Annahme einer Dbergangsschicht aus dem einen in das andere 
Mittel ist bereits oben zur Ableitung der Grenzbedingungen gemacht worden; 
aber die ublichen Grenzbedingungen werden durch die Annahme gewonnen, daB 
diese Dbergangsschicht unendlich dunn sei. Man kommt zu einer Theorie der 
elliptischen Polarisation, wenn man der Dbergangsschicht eine gewisse endliche 
Dicke zuschreibt, die immerhin noch klein gegen die Wellenlange des Lichtes 
angenommen werden dad. Fur eine solche Vorstellung spricht auBer den oben 
aufgefuhrten Edahrungen auch eine andere merkwurdige Erscheinung, die 
RAYLEIGH beobachtet hat6). Er tauchte eine Glasplatte in eine Mischung von 
Schwefelkohlenstoff und Benzol, die so abgestimmt war, daB sie fUr gelbes Licht 
denselben Brechungsexponenten hatte, wie das Glas, und beobachtete trotzdem 
eine merkliche Reflexion des Lichtes, im Gegensatze zu den FRESNELschen FOl
meln, eine Tatsache, die ihm fUr das Vorhandensein einer durch keine Reini
gungsmittel vollstandig zu entfernenden Dbergangsschicht zwischen dem Glas 
und der Flussigkeit zu sprechen scheint. 

Theorien uber die Wirkung solcher Dbergangsschichten sind auf der Grund
lage der alteren mechanischen Lichttheorien entwickelt worden von P. ZECH6), 

L. LORENZ 7) , v. D. MUHLL8), DRuDE9) und MACLAURIN10). Letzterer hat eine 
eingehende Studie daruber angestellt, welche Annahme uber die Veranderlich
keit des Brechungsexponenten in der Dbergangsschicht zur besten Dbereinstim-

mung mit den Beobachtungen fiihrt; er findet dafur die Formel n2 = ,I 1 , 
vi + bz 

wenn z die Dickenkoordinate der Schicht ist. Eine Theorie der Dbergangsschicht 
auf elektromagnetischer Grundlage hat A. C. VAN KYN VAN ALKEMADE gegebenll). 

1) A. SEEBECK, Pogg. Ann. Bd.21, S.290. 1831-
2) J. CONROY, Phil. Trans. Bd. 180, S.245. 1889. 
3) Lord RAYLEIGH, Nat. Bd. 35, S.64. 1886; Proc. Roy. Soc. London Bd.41, S.275; 

Phil. Mag. (5) Bd.34, S.309. 1892; Scient. Pap. Bd.4, S.3. 
') P. DRUDE. Wied. Ann. Bd. 36, S. 532. 1889; s. auch die andern, oben zitierten Arbeiten. 
6) Lord RAYLEIGH, Rep. Brit. Assoc. 1887, S. 585; Scient. Pap. Bd. 3, S. 15; Bd. 6, S. 95. 

Ausfiihrlicher ist der Zusammenhang der von RAYLEIGH beobachteten Erscheinungen mit 
den FRESNELschen Formeln von LIESE MEITNER erortert worden. Wiener Ber. Bd. 115, 
S.859. 1906; s. auch NULINI KANTA SUR, Phys. Rev. (2) Bd. 21, S. 699.1923; R. FORRER, 
Vierteljschr. d. naturf. Ges. Zurich Bd. 69, S. 281- 302. 1924. 

6) P. ZECH, Pogg. Ann. Bd. 109, S. 60. 1860. 
7) L. LORENZ, Pogg. Ann. Bd. 111, S.460. 1860. 
8) K. VON DER MUHLL, Math. Ann. Bd. 5, S.471. 1872. 
9) P. DRUDE, Wied. Ann. Bd.43, S. 126. 1891-

10) R. C. MACLAURIN, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd.79, S.18. 1906. 
11) A. C. VAN KYN VAN ALKEMADE, Wied. Ann. Ed. 20. S.22. 1883. 
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Diese hat DRUDE in sein Lehrbuch der Optik aufgenommen und vereinfachtl). 
Sie solI im folgenden Abschnitt wiedergegeben werden. 

68. Theorie der tibergangsschicht von ALKEMADE-DRUDE. Vorausgesetzt 
werden zwei isolierende Mittel mit den Dielektrizitatskonstanten El und E2 und 
eine Obergangsschicht von der Dicke 1 zwischen ihnen, in der die Dielektrizitats
konstante den mit dem A~stande von den Schichtgrenzen veranderlichen Wert 
E habe. Es solI wieder die Z-Achse senkrecht zur Grenz£lache und die Y Z-Ebene 
als Einfallsebene einer einfallenden ebenen Welle angenommen werden, woraus 
folgt, daB die Kraftkomponenten unabhangig von der X-Koordinate sind. In 
der Schicht sollen die MAXWELLschen Gleichungen fiir isolierende Mittel ebenso 
Giiltigkeit haben wie in den Mitteln 1 und 2, und es wird ferner angenommen, 
daB die GroBen ~"" ~y und E@z innerhalb der Schicht konstant sind. Man denke 
sich nun die Grundgleichungen mit dz multipliziert und iiber die Dicke der Schicht 
von der Grenze 1 bis zur Grenze 2 integriert. Dann ergeben sich folgende Be
ziehungen zwischen den der Grenz£lache parallelen Kraftkomponenten an der 
einen und der anderen Grenz£lache: 

rc; _ rt. + fl21 ~Sj2Y 
~lX - ~2'" c iJt' 

wobei die Faktoren 1 (die Dicke), g und h gegeben sind durch die Integrale2) 

2 2 

1 =jdz, g =.I~dz, (136) 
1 1 

Diese Gleichungen treten nun an die Stelle der bisher benutzten Grenzbedingungen 
fiir Isolatoren, in die sie ersichtlich iibergehen, wenn man die Schichtdicke un
endlich diinn nimmt. Sie sind nur zu lOsen durch Einfiihrung von Phasendiffe
renzen fiir die reflektierten und die gebrochenen Komponenten, die sich aus den 
alten Grenzbedingungen fiir Isolatoren als 0 ergeben hatten. Fiihrt man diese 
Grenzbedingungen in die oben in Zif£' 54 und 55 gegebenen Entwicklungen 
fiir die GroBen R., D., Rp und Dp ein, wahrend man in den dortigen allgemeinen 
Formeln (115)und (120) u2 = 0 und zur Vereinfachung gleich ttl = tt2 = 1 setzt, 
so erhalt man folgende Gleichungen: 

D '6 ( .2:il .) = l'e' dp n2 + ~ --.- gcosr , 
, /'0 

(137) 

(Ep+ Rl'eiJrp) cosi = Dpei6dP (cosr + i ~.; n2 [l - hn~sin2rJ). 

Bei der Auswertung dieser Gleichungen nimmt DRUDE an, daB die Schichtdicke 
l im Verhiiltnis zur Wellenlange so klein sei, daB die hOheren als die 1. Potenzen 

1) P. DRUDE, Lehrbuch der Optik, 2. Auf!. Leipzig: S. A. Hirzel 1912, S.273. 
2) DRUDE gebraucht die Symbole 1, p und q. Urn Verwechslungen mit den hier in 

anderem Sinne gebrauchten Buchstaben p und q zu vermeiden, werden dafiir die Buchstaben 
g und h benutzt. 

Handbuch der Physik. XX. 15 
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dieser Korrektionsglieder vernachHissigt werden k6nnen. Dann ergeben sich fUr 
die Amplituden und Phasen folgende Gleichungen: 

D eiodp = E 2 sinr cosi (1 _ i 2:r g cosi cosr + tnl n2 - hn.1cn~ s.0-2r) 
P P sin (i + r) cos (i - r) )'0 (n2 cosr + nl cosi) cos (i - r) , 

R eio" = -E ~~(i - r) (1 + i 4n n l COS,iJL=-i'f!.'!J) 
S 8 sm (~ + r) 20 n~ - ni .' 

(138) 

und daraus fUr die Amplitudenverhiiltnisse der beiden Komponenten und fiir 
ihre Phasenunterschiede Ad und AT, wenn wieder Ep = E sin[\; und E8 = E COS[\; 
gesetzt wird: 

!!L _ t [\;. 1 .1/1 4:r2 ~n2isin2_r __ }2 = tgiX . 
D, - g cos(i-r)' + J.g (n2 cosi+nlsini)21 cos(i-r)cosLld' 

A _ 2:r sin i sin r 
tg a- 20 (n2cosi + nlsini) tj, 

4 . . 2' 
t A. = ~: __ nl C~~H sm ~ 
g r Ao (n~ - nil (cos2 i _ sin2r) 1) . 

Dabei ist tj zur Abkiirzung gesetzt fiir die Summe: 

tj = g - l (81 + 82) + h 81 82 . 

(139) 

Fiir die durchgehende Welle ist der EinfluB der Ubergangsschicht, wie man aus 
den Formeln ersieht, gering. Der Wert von tg Lla nimmt, wenn der Einfalls-

winkel von Obis :!l12 wiichst, zu von Obis ~:rrJ, hat also immer kleine Werte. 
leona 

Fur das reflektierte Licht dagegen kann das Korrektionsglied CXJ groB werden, 

da (cos2i - sin2r) = 0 wird fUr den Fall .i + r = ~ , d. h. unter dem Polari-

sationswinkel, fur den tg i = n ist. Hier ist Ar = ~ , das AmplitudenverhaIt

nis aber wird dabei nicht = 0, weil das Unendlichwerden des Korrektionsgliedes 
das Nullwerden des Faktors cos (i + r) kompensiert. Die Ausrechnung ergibt 
fUr das AmplitudenverhaItnis unter dem Polarisationswinkel: 

/---

!tJJ = -tg [\; ~ tn2~ + 'iZ:_ tj, 
R, 1'0 n 2 - n , 

also wenn [\; = 45 0 genom men wird, fiir das Hauptazimut P, 

tgp=!?p.=_~~.tn2+1.tj 
R, )'0 n l (n2 - 1) . 

Die Formel fUr die Phasendifferenz im reflektierten Licht hat den gleichen Ban, 
wie die CAUCHYSche [s. oben Gleichung (134)], wenigstens fur kleine Werte des 
Elliptizitiitskoeffizienten, entspricht also den Beobachtungen ebensogut wie 
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diese. Zwischen dem CAUCHYSchen Elliptizitiitskoeffizienten £' und dem von 
DRUDE eingefiihrten Koeffizienten '11) besteht dann die Beziehung 

i 2. 2.~ 
=-;'ondn2 -1) '1=-;'o(n~-nn·'1· 

Die Formel fur das Amplitudenverhiiltnis unterscheidet sich von der CAUCHYSchen, 
wenn man bei dieser die Rechnung auch auf die erste Anniiherung beschriinkt 
und £' durch '1 nach obiger Beziehung ersetzt, dadurch, daB in der CAUCHYSchen 

Formel das Korrektionsglied unter dem Wurzelzeichen noch den Faktor COSY. 
n· cosz 

hat. Dieser wird fiir den Polarisationswinkel = 1, so daB auch fUr das Haupt
azimut die beiden Formeln ubereinstimmen2). Aber die DRuDEschen Formeln 
haben offenbar den Vorteil, einen Einblick in Bedingungen zu gewiihren, die 
man als maBgebend fur das Verhalten der Korper in bezug auf die elliptische 
Polarisation ansehen kann. Setzt man in dem Ausdruck fUr '1 die Integrale fiir 
l, g und h ein, so ist 2 

[ (82 - 8) (8 - 81) d 
'1=- z 

• 8 

1 

und das Amplitudenverhiiltnis fur den Polarisationswinkel, das DRUDE, abwei
chend von CAUCHY als Elliptizitiitskoeffizienten bezeichnet, nimmt den Wert an: 

~ YB2 + 811(82 - e) (8 - e1) dz. 
1.0 82 - 81 8 

oder 

Es ist also positiv, wenn £2> £1 ist und £ in der Schicht zwischen e1 und e2 liegt. 
Diese Annahme durfte wohl als die naturlichere anzusehen sein, und damit er
kliirt die Theorie die Tatsache, daB die Mehrzahl de, Stoffe positiven Charakter 
haben. Wenn FluBspat mit seinem kleinen Brechungsindex negativen Charakter 
hat, so konnte sich auch dies nach dieser Theorie durch die Vorstellung erkliiren, 
daB hier das Poliermittel eine Dbergangsschicht von hOherem Brechungsexpo
nenten erzeugt. Auch der negative Charakter gewisser Flussigkeiten lieBe sich 
nach DRUDE durch die Annahme solcher Schichten erkliiren, "welche Zwischen
werte der Dielektrizitiitskonstanten besitzen, falls nur zugleich auch noch Schich
ten von groBerer Dielektrizitiitskonstanten als dem Werte in der Flussigkeit 
vorhanden sind". Legt man der Berechnung das von MACLAURIN als bestes 
gefundene Gesetz fur e: 1 

£ = yi-+ bi 

zugrunde, so ergibt sich fUr 'YJ der Wert: 

-1 (82 - 81)2 = -1 n~(n2 - 1)2 
3(82 + 81) 3{n2 + 1) 

und daraus fUr e der Ausdruck: 
- .1 n1 (n2 - 1) 
O=-~=== 
'" ;'0 3Yn2 + 1 

und fUr das Verhiiltnis der Dicke zur Wellenliinge 

t 3Y~-, 
A~ = .n1 (n2 - 1) (!. 

1) Es muB ausdriicklich darauf hingewiesen werden, daB in der Darstellung, die DRUDE 
in Winkelmanns Handbuch gegeben hat, das von ihm dort benutzte fJ mit 8' identisch ist. 
In seinem Lehrbuch hat er die oben wiedergegebene, andere Bedeutung des Faktors fJ ein-
gefiihrt. . .. e'fn2 + 1 

2) In der CAUCHYSchen SchrelbweIse 1st e = 2 • 

15* 
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Daraus laBt sich ein Urteil uber die ungefahre Dicke der Schicht gewinnen, die 
fUr ein gegebenes n eine bestimmte Elliptizitat hervorbringt. DRuDE hat eine 
solche Rechnung unter der anderen Annahme durchgeffthrt, daB fUr 13 der in 
der Schicht konstante mittlere Wert 1/131 132 zu setzen sei, eine Annahme, die 'fJ 
bei konstantem 13 zu einem Maximum, also l;;.o fUr ein gegebenes (j zu einem 
Minimum macht, die also die kleinste Dicke ergibt, die die Schicht mindestens 
besitzen muB, urn bei konstantem 13 das gegebene e zu verursachen. Diese untere 
Grenze von l nach der DRuDEschen Rechnung hat den Wert: 

I n + 1 

AO = :n:ndn2 + 1 (n - 1) e . 
Die so gerechneten Werte sind etwas kleiner als die nach der MACLAURINschen 
Formel gerechneten. So wurden die Formeln z. B. nach JAMINschen Werten 
ergeben: 

ffir Flintglas mit 
" Glas 
" essigsauren Holzather 

n = 1,75 e = 0,03 
1,487 0,006 
1,359 0,001 

Nach 
MACLAURIN 1 DRUDE 

1 

0,95 . e = °'°295 1 0,58' e = 0,0174 
1,41 . e = 0,0085 0,91' e = 0,0054 
1,90' e = 0,0019 1,25' e = 0,0013 

Der Faktor, mit dem e in der Formel fiir l/20 multipliziert ist, nimmt zwar, 
wie man sieht, mit abnehmendem n zu, aber die Erfahrung lehrt, daB e im all
gemeinen noch schneller abnimmt, so daB fUr die kleinen n sich die Schichtdicke 
doch kleiner ergibt. Nimmt man als mittlere Wellenlange des Lichtes 0,00055 mm 
an, so ist l von der GraBenordnung 10- 6 bis 10- 7 cm. DRuDE weist darauf hin, 
daB schon so geringe Dicken genugen, urn selbst eine starke elliptische Reflexions
polarisation zu erklaren. 

Es mage noch auf eine neuere Arbeit von R. SISSINGH und J. TH. GROOS
MULLER1) aufmerksam gemacht werden, die die Dicke einer Oberflachenschicht 
auf Glas aus Reflexionsbeobachtungen abgeleitet haben. Sie haben die Abwei
chung zwischen dem Polarisationswinkel und dem Haupteinfallswinkel aus den 
DRuDEschen Formeln durch Beriicksichtigung der Glieder von der Ordnung 
d 2/22 abgeleitet und damit d berechnet, aus Beobachtungen fUr die Wellenlangen 
486 und 657 J.lJ.l. Sie finden an Glasflachen, die 20 Jahre alt waren, d = 2,4 
bzw. 3,5 . 10-5 mm, und an neu polierten Flachen d = 0,97 bzw. 1,71 . 10- 6 mm. 

Weiteres iiber Oberflachenschichten s. noch in Zift. 82. 
69. Totalreflexion. Ableitung der Formeln. Die bisherige Behandlung der 

FRESNELschen Formeln arbeitet mit der Vorstellung, daB zu einer einfallenden 
Welle eine zuriickgeworfene und eine gebrochene Welle gehoren. Die Formeln 
behaIten auch ihre GUltigkeit, wenn man i und r miteinander vertauscht. Aber 
das SNELLIussche Brechungsgesetz lehrt, daB die Voraussetzung des Vorhanden
seins einer gebrochenen Welle nicht mehr erfullt ist, wenn die Welle in dem 
dichteren Mittel auf die Grenze gegen das diinnere Mittel einfallt, und der Ein
fallswinkeI groBer ist als der durch die Gleichung 

(140) 

gegebene Winkel. Zu diesem Winkel iT gehort im diinneren Mittel ein Aus
trittswinkel, fiir den sin r = 1, also r = :n/2 ist, d. h. streifender Austritt. Fur 
noch groBere Einfallswinkel im dichteren Mittel ist ein Austritt in das diinnere 
Mittel nicht mehr moglich. Die ganze Intensitat des einfallenden Lichtes geht in 

1) R. SISSINGH und J. TH. GROOSMULLER. Phys. ZS. Bd.27, S. 518. 1926. 
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das reflektierte Licht iiber; sob aid der Winkel iT iiberschritten wird, befinden 
wir uns im Gebiet der Totalreflexion; iT ist ihr Grenzwinkel. Die Erscheinungen 
in diesem Gebiete bediirfen einer besonderen Behandlung. 

Da im Gebiete der Totalreflexion sinr> 1, also r nicht mehr reell ist, so muB 
in den Gleichungen, die die Wellen darstellen, und in den Grenzbedingungen 
sinr durch n· sini, cosr durch -Y1- n2 sin2 i = ±i-yn2 sin2 i - 1 ersetzt werden. 
Wenn also entsprechend den bisherigen Ansiitzen die einfallende Welle ganz all
gemein durch E . ei(Pt-q,[ysini+zcosi]) , 

die zuriickgeworfene durch 
R. ei(Pt-q,[ysini-zcosil+dr ) 

dargestellt wird, so wiirde fUr die gebrochene Welle der Ansatz lauten: 

D • ei(pt-q,[ysinr+zcosrl+dd) = De- q, Vn'sin'i-l. z • ei(pt -q,nsiniy+dd) , 

wobei das negative Vorzeichen der Wurzel gewiihlt ist, urn das Auftreten eines 
mit z ins Unendliche wachsenden Faktors zu vermeiden. Diese Formulierung 
fUhrt also zu der Vorstellung eines gewissen Eindringens der Welle in das diinnere 
Mittel, aber mit sehr schnell abnehmender Amplitude, einer Folgerung der Theorie, 
die in Ziff. 71 ausfUhrlich behandelt wird. Setzt man nun zuniichst fUr den 
Fall der zur Einfallsebene senkrecht schwingenden elektrischen Komponente 
die Grenzbedingungen an, indem man in Gleichung (115) X2 = 0 setzt, und be
riicksichtigt, daB das Mittel 1, in dem die Welle einfiillt, jetzt das stiirker brechende 
Mittel ist, so daB sein Brechungsexponent gegen das 2. Mittel n = n1/nZ zu setzen 
ist, so lauten die Grenzformeln fUr z = 0: 

Es + Rseidrs = Dseidd8, 

(E. - RseiJ")ncosi = -iD.ei~d8-Yn2sinzi - 1, 

aus denen sich ergibt: 

R. = E., 

) ( 141) 

Entsprechend lauten die Grenzbedingungen fUr die in der Einfallsebene schwin
gende Komponente: 

(Ep + RpeioTP) cosi = -iDpei~dP ynz sin2 i - 1, 

(Ep - RpeioTP)n = DpeiodP, 

und die Folgerungen daraus: 

1 
(142) 

70. Eigenschaften des total reflektierten Lichtes. Die Ergebnisse des 
vorigen Abschnittes zeigen, daB der reflektierte Strahl im ganzen Gebiet der 
Totalreflexion die gleiche Amplitude, also auch die gleiche Intensitiit wie der 
einfallende Strahl besitzt. Die gleichen Werte, R. = E" Rp = -Ep, erhiilt 
man aus den FRESNELschen Formeln fUr die partielle Reflexion, wenn man sie 
auf den Einfall im dichteren Mittel unter dem Grenzwinkel iT anwendet. (Niiheres 
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dariiber s. Ziff. 74). Aber die Formeln zeigen ferner, daB die beiden Kompo
nenten Phaseniinderungen erfahren, und zwar wiichst die Phase fur beide von 
o beim Grenzwinkel iT bis 'It bei streifendem Einfall. Aber die PhaseD. sind bei 
gleichem Einfallswinkel verschieden fUr die beiden Komponenten; (5rp ist groBer 
als (5'8; die p-Komponente eilt in dies em Falle der s-Komponente voran, und das 
total reflektierte Licht ist in einer vom Einfallswinkel abhiingigen Weise ellip
tisch polarisiert. Fiir den Phasenunterschied (5,p - (jrs ergibt sich aus den 

Gleichungen fiir tg 0;, und tg o;P die Beziehung: 

t O'P - Or< cos iyn2 sin2 i - 1 
g 2 n sin2 i 

Diese Phasendifferenz ist also fUr den Grenzwinkel iT = 0 und fUr streifenden 
Einfall ebenfalls = O. Sie erreicht ein Maximum fUr den Wert von iM , der durch 
die Gleichung gegeben ist ~ 

siniM = V *', (143) 

und der Betrag dieses Maximums ist bestimmt durch die Gleichung 

tg (OIP - /5rs) = n2 - 1 . 
2 max 2n 

Fur Glas vom Brechungsexponenten 1,5 ist iM = 51 0 41' und 

((j,p - (5rs)max = 45 0 14', 

also sehr nahe 1/8 der Schwingungsdauer. 

(144) 

Die Formeln fiir die totale Reflexion sind bereits von FRESNEL abgeleitet 
worden, allerdings durch Dberlegungen, die physikalisch nicht haltbar waren. 
Aber seine Formeln waren richtig, und er zog aus ihnen die Folgerung, daB eine 
kreisformige Polarisation des total reflektierten Lichtes beim Glase durch ein
malige Reflexion nicht zu erreichen sei, wohl aber durch zweimalige. Auf dieser 

K Dberlegung beruht die Konstruktion der FRES-
NELschen Glasparallelepipede, deren Winkel 
so bemessen sind, daB ein Lichtstrahl, der 
durch die eine Endflache senkrecht eintritt, 
im Innern zweimal unter demjenigen Winkel 
total reflektiert wird, fur den die Phasen
differenz 1/8 ist ; der aus der anderen End

H--t---1--'=:"'*~~~,W---I----ll-lr flache austretende Strahl hat dann die Phasen
differenz 1/4 und ist zirkular polarisiert, wenn 
der einfallende Strahl linear polarisiert ist 
und das Azimut 45 0 hat. Urn durch ein
malige Totalreflexion Zirkularpolarisation zu 
erreichen, muBte das Mittel einen Brechungs
exponent en von mindestens 2,4 haben. 

Lord KELVIN hat in seinen Baltimore Abb. 15. Schwingungsformen des Lichteg nach 
dem Durchgang durch ein FRESNELsches Parallel- Lectures (S. 405) die Beziehungen der Schwin-

epiped. 11· d . F h gungse lpse es aus emem RESNELSC en 
Parallelepiped austretenden Lichtes nach Form, GroBe und Umlaufsinn zur Lage 
und GroBe der einfallenden Schwingung ausfUhrlich behandelt und in einem Dia
gramm dargestellt, das in Abb. 15 wiedergegeben wird. Darin bedeuten 0' die 
Eintrittsfliiche, 0 die Austrittsfliiche des Parallelepipeds, OF die Spur der Einfalls
bzw. Reflexionsebene, OV1 , OV2 , OV3 die Lage und GroBe der Schwingung des 
einfallenden Lichtes in drei verschiedenen Fallen. Die zugehorigen Schwingungs-
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formen des austretenden Lichtes sind durch die Ellipsen (1) und (3) und den 
Kreis (2) dargestellt. Der Umlaufsinn ist unter diesen Verhaltnissen dem Uhr
zeigersinn entgegengerichtet. Geht das aus dem Parallelepiped austretende Licht 
durch ein zweites Parallelepiped, dessen Reflexionsebene der des ersten parallel 
liegt, so erfahrt es im ganzen eine Phasenanderung von n, und das aus dem 
zweiten Parallelepiped austretende Licht ist wieder geradlinig polarisiert und 
schwingt langs der Geraden OV~, OV2, OVi. Sind die Reflexionsebenen der 
beiden Parallelepipede gekreuzt, so heben sich die Phasenverschiebungen auf 
und das austretende, wieder geradlinig polarisierte Licht schwingt in der Richtung, 
in der das einfallende Licht schwingt. ' 

71. Das bei der Totalreflexion in das zweite Mittel eindringende Licht. 
Es ist schon in den Formeln der vorigen Ziffer zum Ausdruck gekommen, daB, 
obwohl die ganze Intensitat des einfallenden Lichtes sich bei der Totalreflexion 
im zuruckgeworfenen Lichte wieder findet, doch ein gewisses Eindringen des 
Lichtes in das andere Mittel stattfindet, allerdings mit einer Amplitude, die mit 
der Entfernung von der brechenden Flache sehr schnell abnimmt. Der schein
bare Widerspruch, der in diesen Behauptungen steckt, ist Gegenstand vielfacher 
Erorterungen gewesen. W. VOIGT hat das Wesen des Vorganges wohl zuerst voll
standig erkannt und richtig beschriebenl) auf Grund von Betrachtungen uber 
die Energiestromung. In der gleichen Weise hat A. EICHENWALD2) das Problem 
auf Grundlage der elektromagnetischen Lichttheorie mit dem POYNTINGSchen 
Vektor behandelt und ausfUhrlich dargestellt. CL. SCHAFER und G. GROSS haben 
den Inhalt dieser Arbeit in deutscher Sprache in den Annalen wiedergegeben 
und die Rechnungen EICHENWALDS noch weiter ausgefUhrt3). 

Urn die Energiestromung berechnen zu konnen, muB die komplexe Dar
stellung der Wellen durch die reelle ersetzt werden. Beschranken wir zunachst die 
Betrachtung auf die s-Komponente, so ware die einfallende Welle durch die 
Gleichungen gegeben: 

Q;e",= Es' sin(pt - ql (ysini + zcosi)), entsprechend SJey und SJez' 

Fur die gebrochene Welle folgt dann aus (114) und (141) das Gleichungssystem: 

IX::. E 2n cosi k' (p .. ~) ~dx= s,;_=e- q, 'ZSIn t -q2nyslllz + Uds , 
r n2 -1 

&jdy = - Es ~n cosi e- q,kz n2 k. cos (pt - q2n ysini + dds) , (145) 
rn2 -1 

c; E 2n cosi k .. . ( ., ~) 
~",dz= - s,;-==e- q, Zn2n SlllZSIll pt - Q2nyslnz + Ud. , 

rn2 -1 

in dem k zur Abkurzung fUr yn2 sin2 i -1 geschrieben ist. Diese Gleichungen 
stimmen in ihrem Bau vollkommen mit den Gleichungen (94a, b) fur die in
homogene Welle erster Art uberein, wenn man in diesen letzteren Gleichungen 
den Absorptionsindex des Mittels, also q" = 0, die Amplitude 

2ncosi _2"'kz 2ncosi _2nzV1i'Siit'i=! 
A=Es,;_e 2, =Es,;_e !., 

rn2-1 r n2 - 1 

und den Inhomogenitatsfaktor A' entsprechend dem anderen Koordinatensystem 

= aa~ setzt. Die Gleichungen (14S) stellen also eine in der Y-Richtung, also 

1) W. VOIGT, Kompendium d. theor. Physik Bd. 2, S. 642. Leipzig: Veit & Compo 1896. 
2) A. EICHENWALD, Joum. d. russ. phys.-chem. Ges. Bd. 41, phys. Teil, S. 131. 1909. 
3) CL. SCHAFER und G. GROSS, Ann. d. Phys. (4) Bd.32, S.648. 1910. 
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parallel zur Grenzflache fortschreitende Welle von groBer Inhomogenitat dar, 
eine inhomogene Welle im isolierenden Mittel. Beim Grenzwinkel iT ist k und 
damit die Inhomogenitat noch = 0, steigt aber bei Uberschreitung des Grenz
winkels plotzlich ganz steil in die Rohe, wie aus dem Verlauf der Kurve fUr k 
in Abb.16 zu ersehen ist. Die Welle hat die Eigentumlichkeit aller inhomogenen 
Wellen, daB sie nicht mehr streng transversal ist, sondern eine longitudinale 
Komponente hat. Bildet man mit den Werten von Q; und S) den POYNTINGSchen 
Vektor nach Gleichung (29) , so erhalt man entsprechend den Gleichungen in 
Ziff. 48, wenn es fur (pt - q2 n ysin i + Od s) gesetzt wird: , 

r.::: _+ C E24n2cos2in2n.sini -2Qo kz' 2L1 
IQ - - --------- • e . sm CI sy 4n 8 n2 _ 1 s, I (146) 

C 4n2cos2in k k' 6 = __ E2 2 e- 2Q, zsmA cose 
8Z 4 n s n2 _ 1 - s • • 

Daraus ist ersichtlich, daB 6 y immer positiv ist, 6 z dagegen wah rend einer 
Schwingung zweimal zwischen positiven und negativen Werten hin- und her
schwankt. Uber eine ganze Schwingunsgperiode integriert ist also die in der 
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Abb. 16. Vcrlauf der GrOBe Vn' sin' i-I fiir n ~ 1,5 . Abb.17. Stromungslinien der Energie bei totaler Reflexion. 

Z-Richtung durch die Grenzflache hindurchtretende Energie = 0. Langs der 
Grenzflache dagegen findet eine zwar periodisch wechselnde, aber immer in 
gleicher Richtung - der Richtung, in der beim Grenzwinkel das streifend aus
tretende Licht fortschreitet - erfolgende Energiestromung statt. Der Vorgang 
im 2. Mittel ist also, wie ihn schon W. VOIGT an der oben angefuhrten Stelle be
schrieben hat, ein doppelter: "ein in der Einfallsebene und langs der Grenze 
hingehender Energiestrom und ein periodisches Reruber- und Rinuberschwanken 
von Energie durch die Zwischengrenze." 

Die Stromlinien der Energie, die durch die Gleichung 

dy 
dZ 

n·sini .. S 
I .. tg(pt - Q2 n ysmt + Uds) 
~n2sm2z - 1 

gegeben sind, hat EICHENWALD graphisch dargestellt. Abb. 17 gibt die Zeich
nung von EICHENWALD, wie sie in der Arbeit von CL. SCHAFER und G. GROSS 
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enthalten ist, wieder. Sie stellt in den punktierten Linien die magnetischen 
Kraftlinien, in den stark ausgezogenen Linien die Stromungslinien der Energie 
in unmittelbarer Nahe des Grenzwinkels dar, der zur Vereinfachung der Rech
nung = 45 0 angenommen ist. Die Zeichnung gilt fUr den Augenblick t = 0; 
fUr alle anderen Zeit en erhalt man ein Bild der Stromlinien, indem man die ganze 
Zeichnung starr parallel zur Y-Achse in deren positiver Richtung mit der Ge
schwindigkeit cjsin i verschiebt. 

Die gleichen Betrachtungen gelten fUr die Komponente, deren elektrische 
Schwingung in der Einfallsebene .liegt. Fur die Kraftkomponenten lauten hier 
die Gleichungen: 

2n cosi e-q,kz 
(l;dy = -Ep _ _ k· cos 6 1" 

V(n 2 - 1) (n2sin2i - COS2t) 

2n cosi e-q2 kz • • • 
(Tdz = -Ep . . .... .. .... n· smt sm6p , 

V(n 2 - 1) (n2 sin2i - cos2i) 
(147) 

2 n cos i e - q, k z • 
Sjdx = -Ep ... ... .. . n2 • sm6p 

j/(n2 - 1) (n2sin2i - cos2i) 

und fur die Energiestromung: 
4 2 2 . .. 

®py = + 4~-c E], (n2~~iD~~1~:r ~1*S2Z) e-2Q2kz. sin2 6 1' , 1 (148) 

®1'z= _..!....Ep2 (2 4)~2~OS2!n2~~) e-212kZ.sin61'cos6p. 
4 .rr n - 1 n sm z - COS t 

Auch hier verschwindet bei der Integration uber die ganze Schwingungsdauer 
~z, wahrend ®y wieder einen stets positiven Wert besitzt, also eine Energie
stromung in Richtung der + Y-Achse darstellt. Die Welle ist eine inhomogene 
Welle der 2. Art; ihre Gleichungen stimmen mit den Gleichungen (99) in Ziff. 47 
im Bau uberein. Aber eine Abweichung tritt insofern ein, als dort im absor
bierenden Mittel die zur Fortpflanzungsrichtung der Welle senkrechte Energie
stromung nicht = 0 wird, wahrend sie hier verschwindet. Das ist aber verst and
lich, wenn man berucksichtigt, daB der Ausdruck fUr diese Energiestromung 
dort den Faktor " enthalt [s. Gleichung (100 b )J, der im isolierenden Mittel = 0 ist. 

Vergleicht man die Ausdrucke fUr die beiden Komponenten miteinander, 
so sieht man, daB 

~'Y = _6" = (n2sin2i _ cos2i)~: = [(n2 + 'l)sin2i _ 1J E;. (149) 
f::!py ISpz Ep Ep 

Der Klammerausdruck ist fur den Grenzwinkel iT = 1/n2, fUr streifenden Ein
fall = n 2 und gleich = 1 fUr den Winkel: 

/--.. l! 2 
smt= /n2 +1' 

d. h. fUr den gleichen Winkel iM , unter dem der Phasenunterschied der beiden 
Komponenten im retlektierten Lichte Ol'P - (Jr. nach (143) sein Maximum er
reicht. Zwischen iT und iM ist also, wenn E. = E1' ist, 6 p > :S., zwischen iM 
und n/2 ist 6 p < 6 •. 

1st das einfallende Licht naturliches, so ist (s. Ziff. 61) E; = E; = ! E2 zu 
setzen, und die Energiestrome der beiden Komponenten lassen sich in ihrer Wir
kung addieren. Also flieBt langs der Grenzflache wahrend einer Schwingungs
dauer die Energiemenge: 

T 

16 JT = /'6 dt = }'o E2 n 2 n3 (n 2 + 1) cos2 i sin2.... e -2Q,kZ (150) 
~ YO iJ Y 4.rr (n2-1)[(n2 +1)sin2i-1] 
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Urn von dies em Betrage und von der Tiefe des Eindringens des Lichtes in das 
2. Mittel eine Vorstellung zu geben, mogen noch folgende Rechnungen mitgeteilt 
werden. Beide Energiestrome im 2. Mittel, sowohl <by wie <bz , nehmen mit der 
Entfernung von der Grenzflache in ihrer Starke ab entsprechend dem Faktor 

4-nVn'sin'i-1 
-~~--z 

e -<, • Fur n = 1,5 und i = 45 0 hat der Exponent den Zahlenwert 
4,46 Z/}.2 oder fUr die Abnahme der Amplitude den Wert 2,2 z/J..2' 1m Abstande 
von einer Wellenlange von der Grenzflache sinkt die Amplitude also bereits auf 
1/10, fur z = 2J.. 2 auf 1/100 , fur z = 322 auf 1/1000 , und entsprechend die Intensi-

tat auf 10- 2, 10- 4, 10- 6 • Bildet man andererseits das Integral f <bydz, 
o 

mit dem oben erhaltenen Werte fur [<by]" so erhalt man fUr die ganze Licht
energie, die im 2. Mittel wahrend einer Schwingungsdauer durch eine zur Y-Achse 
senkrechte und in der Z-Richtung unendlich ausgedehnte Wand von 1 cm Breite 
hindurchtritt, den Ausdruck: 

• 3 (2 ) 2" 3' 1 
"0 E2 n 2 n n + 1 cos 2 sm l _ /'2 

4"" (n2 - 1)[(n2 + 1) sin2 i - 1J 4 ""yn2sin2i -1 . 

1m Vergleich mit der Energiestromdichte der einfallenden Welle ist dieser Betrag 
auBerordentlich klein; er ist von der GroBenordnung der in Zentimeter gemessenen 
\Vellenlange, also fUr Licht von der GroBenordnung 10- 5. 

72. Totalreflexion und Beugung. Die ganzen im vorstehenden Abschnitte 
durchgefUhrten Betrachtungen beruhen auf der Voraussetzung, daB sowohl die 
Grenzflache wie die einfallende Welle unendlich ausgcdehnt sind. Diese Be
dingung ist naturlich bei Versuchen zur Bestatigung der Formeln niemals erfullt. 
Es ist daher in neuerer Zeit gegen die Theorie in der vorliegenden Darstellung 
der Einwand erhoben worden, daB sie den Tatsachen nicht entsprechen konne. 
Nach W. VOIGT (s. die obengenannte Stelle in seinem Kompendium) wurde der 
Vorgang in Wirklichkeit so verlaufen: Am vorderen Rande, wo die Welle die 
Grenzflache zuerst trifft, wird jene tangentiale Energiestromung auf Kosten der 
reflektierten Energie entstehen, an dem hinter en Rande der Welle, da, wo sie die 
Grenzflache zuletzt beruhrt bzw. endgtiltig verlaBt, wird sie, da sie die zu ihrer 
Erhaltung notige Wechselwirkung mit der Bewegung im erst en Mittel nicht mehr 
findet, ihren Charakter andern und sich im Raume zerstreuen. Da diese Energie 
nur auf Kosten der reflektierten entstehen kann, so kann man im strengen Sinne 
nicht mehr von total reflektiertem Lichte sprechen, wenn auch der Betrag zu 
gering ist, urn ihn als Fehlbetrag am total reflektierten Lichte nachweis en zu 
konnen 1). 

Da jede Begrenzung einer Welle mit Beugungswirkungen verbunden ist, 
so wird die strenge Theorie der Versuche uber Totalreflexion auch nur unter 
Herbeiziehung der Beugungstheorie entwickelt werden konnen. Die eigentum
lichen Veranderungen, die die Beugungserscheinungen, z. B. eines Spaltes, er
fahren, wenn das vom Spalte kommende Licht durch ein Prism a hindurch- und 
in der Nahe des Grenzwinkels der Totalreflexion aus dem Prisma austritt, sind 
von CHAKRAVARTY untersucht worden2). Er hat seine Beobachtungen auch im 
wesentlichen aus der elementaren Beugungstheorie erklaren konnen und hat 
darauf hingewiesen, daB man beim streifenden Austritt des Lichtes die beugende 
Offnung gewissermaBen in ihrer eigenen Ebene, unter einem Beugungswinkel 

1) Man vgl. auch die Diskussion zwischen W. VOIGT und EICHENWALD, Ann. d. Phys. (4) 
Bd.34, S.797; Ed. 35, S.1037, Ed. 36, S.867. 1911. 

2) E. N. CHAKRAVARTY (RAMAN schreibt den Namen "CHUKKERBUTTY"), Proc. Roy. 
Soc. London (2) Ed. 99, S. 503. 1921. 
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von 90° betrachtet. Dieser Gedanke ist neuerdings von A. SCHUSTER l ) weiter 
ausgefiihrt worden. Er faBt das ganze in das diinnere Mittel beim Grenzwinkel 
und jenseits des Grenzwinkels eindringende Licht als eine Wirkung der Beugung 
auf, die durch die Begrenzung der GrenzfHiche hervorgerufen wird. Er berechnet 
diese Wirkung mit der FREsNELschenZoneneinteilung und kommt zu demSchlusse, 
daB der Eintritt des Lichtes in das diinnere Mittel hauptsachlich an der vorderen 
Kante stattfindet, die zuerst von der einfallenden Welle getroffen wird. Dieser 
Betrachtungsweise liegt die Analogie der Beugung durch Totalreflexion mit der 
Beugung durch eine ganz schief gehaltene Offnung zugrunde. Dagegen hat 
C. V. RAMAN2) Einwande erhoben. Er hat ebenfalls die Beugungstheorie auf das 
in das 2. Mittel eindringende Licht angewandt. Aber er hat die FRESNELschen 
Zonen fur Punkte in unmittelbarer Nahe hinter der Grenzflache einerseits gra
phisch konstruiert, andererseits analytisch entwickelt; er kommt so von der 
Beugungstheorie aus zu den gleichen Formeln fur den Lichtstrom parallel der 
Grenzflache und die Abnahme seiner Amplitude mit der Entfernung von der 
Grenzflache, wie sie oben entwickelt worden sind. Auch nach ihm ist also die an 
der Grenzflache im 2. Mittel entlang streifende Welle als eine Beugungswirkung 
aus dem HUYGENS-FRESNELschen Prinzipe abzuleiten, aber als eine Wirkung, 
die von den dem Beobachtungspunkte unmittelbar benachbarten Punkten der 
Grenzflache herruhrt, also mit der Begrenzung der Grenzflache oder der Welle 
zunachst gar nichts zu tun hat. Wird die Integration iiber einen beschrankten 
Teil der Grenzflache ausgefiihrt, so treten weitere Beugungswirkungen von den 
Randern der Flache her dazu. Aber dabei ist die vordere Kante nicht, wie 
SCHUSTER behauptet, vor der hinteren bevorzugt, sondern die Erscheinungen 
sind ganz symmetrisch, wie RAMAN auch durch mikroskopische Beobachtung 
der beiden Kanten, die als helle Lichtlinien erscheinen, bestatigt gefunden hat3). 

In gleichem Sinne hat sich A. ROSTAGNI zu der Frage geauBert4). 
73. Experimentelle Bestatigung der Gesetze der Totalreflexion. Die Ver

suche FRESNELS mit den Glasparallelepipeden wurden bereits erwahnt. Die 
Formel fur die Elliptizitat des total reflektierten Lichtes ist von JAMIN5) und 
von QUINCKE6) durch Messung der Elliptizitat mittels geeigneter Kompensatoren 
gepriift und im wesentlichen bestatigt worden. In neuerer Zeit hat R. KYNAST7) 
in einem Prisma aus schwerem Silikatflintglas mit einem Brechungsexponenten 
nn = 1,9166 Abweichungen von den FRESNELschen Formeln gefunden, und 
besonders groDe in eincm Prism a aus amorphem Quarz, wobei von ihm und 
LUMMER die Frage aufgeworfen wird, ob die anomale Dispersion des Quarzes im 
Ultraroten einen EinfluB auf die Elliptizitat des total retlektierten Lichtes aus
uben konnte. 

Das Eindringen des total reflektierten Lichtes in das andere Mittel ist von 
jeher ein Gegenstand besonderen Interesses gewesen. Schon NEWTON hat gegen 
die Hypotenusenflache eines totalreflektierenden Prism as die etwas konvexe 
Flache eines zweiten Prismas gedriickt und aus der GroBe des im total reflektier
ten Lichte auftretenden dunklen Fleckes den SchluB gezogen, daB die Durch
sichtigkeit nicht bloB genau an der Beruhrungsstelle der Glaser eintrat, sondern 
auch noch da, wo schon ein geringer Zwischenraum zwischen ihnen vorhanden warS). 

1) A. SCHUSTER, Proc. Roy Soc. London (2) Bd. 107, S. 15. 1925. 
2) C. V. RAMAN, Proc. Indian Ass. for the Cultiv. of Sc. Bd. 9, S.271. 1926. 
3) C. V. RAMAN, Phil. Mag. (6) Bd. 50, S. 812. 1925. 
4) A. ROSTAGNI, Nuovo Cirn. Bd.4, S.218. 1927. 
5) JAMIN, Ann. de chirn. et de phys. Bd. 30, S.257. 1850. 
6) G. QUINCKE, Pogg. Ann. Bd.127, S.217. 1866. 
7) R. KYNAST, Ann. d. Phys. (4) Bd.22, S.739. 1907. 
8) J. NEWTON, Optik, II. Buch, 8. Beob. Ostwalds Klass. Bd. 97, S. 12. 
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Esist aber klar, daB, sobald die im 2. Mittel verlaufende Energiestromung 
durch Beriihrung mit der OberfHiche des 2. Prismas zum Teil wieder in gewohn
liches, durch das 2. Prism a hindurchgehendes Licht verwandelt wird, die Re
flexion im 1. Mittel nicht mehr total ist und die FRESNELschen Formeln nicht 
mehr streng giiltig sind. Der Fall der Totalreflexion an einer diinnen Luftlamelle 
zwischen zwei Glasflachen ist zuerst von G. G. STOKES berechnet worden l ). 

DRuDE2) hat in der Optik des Winkelmannschen Handbuches diese Theorie eben
falls entwickelt, desgleichen E. HALL3) im Zusammenhang mit einer experimen
tellen Untersuchung. CL. SCHAFER und G. GROSS haben in ihrer obenerwahnten 
Arbeit eine graphische Darstellung des Verlaufs der magnetischen Kraftlinien 
und der Energiestromung im 1., 2. und 3- Mittel gegeben, die die Abweichung 
von dem durch ErcHENwALD dargestellten Verlauf bei wirklich totaler Reflexion 
(s. Abb. 17) sehr deutlich zur Anschauung bringt. 

Die ersten genauen Messungen iiber die Tiefe des Eindringens, erschlossen 
aus dem Durchmesser des zentralen, das Licht durchlassenden Fleckes bei der 
NEWToNschen Anordnung, hat G. QUINCKE ausgefiihrt4). Er fand die Tiefe des 
Eindringens am groBten unmittelbar hinter dem Grenzwinkel iT und anfangs 
schnell, dann langsamer abnehmend mit wachsendem Einfallswinkel. Er fand 
sie ferner zwischen iT und iM kleiner fUr das in der Einfallsebene polarisierte 
Licht als fiir das senkrecht dazu polarisierte, d. h. in unserer Ausdrucksweise 
kleiner fUr den Fall s als fUr den Fall p, zwischen (7)f und n/2 umgekehrt, in 
Dbereinstimmung mit den Folgerungen aus den obigen Formeln. Die Tiefe des 
Eindringens fand QUINCKE unmittelbar hinter der Grenze der Totalreflexion 
bis zu 3 bis 4 Wellenlangen. Die Messungen von HALL und KVNAST bestatigen 
diese Ergebnisse. DaB sie in Dbereinstimmung mit der Theorie stehen, ist von 
W. VOIGT dargelegt worden5). 

Die beste und vollstandigste Priifung und Bestatigung der theoretischen 
Formeln fur die Totalreflexion haben CL. SCH"~FER und G. GROSS in ihrer mehr
fach erwahnten Arbeit geliefert, allerdings nicht fur Lichtwellen, sondern fiir 
elektrische Wellen von 15 cm Wellenlange. Sie a.rbeiteten mit Paraffinprismen 
von 55 cm Kantenlange der Kathetenflachen nach der NEWToNschen Methode, 
d. h. unter Annaherung der Hypotenusenflachen zweier so1cher Prismen, und 
erhielten sowohl fiir die reflektierte, wie fiir die durchgehende Strahlung Er
gebnisse, die so gut mit der Theoric ubereinstimmten, wie nur zu erwarten war. 
Noch interessanter aber ist es, daB sie das Eindringen der Strahlung in das andere 
Mittel auch ohne Zuhilfenahme des 2. Prism as nachgewiesen haben, indem sie 
den Empfanger direkt in den Raum hinter die total reflektierende Hypotenusen
flache des 1. Prism as brachten; sie priiften die Abnahme der Wirkung mit der 
Entfernung von der Flache und fanden auch hier gute Dbereinstimmung mit 
der Theorie. 

Als optische Analoga zu dies en Versuchen mit elektrischen Wellen kann man 
aIle diejenigen Versuchsanordnungen ansehen, die das in das 2. Mittel eindringende 
Licht durch irgendwe1che Reaktionen direkt nachzuweisen suchen. DITSCHEINER6 ) 

hat das zuerst dadurch ausgefiihrt, daB er auf der total reflektierenden Grenz
flache ein Beugungsgitter .anbrachte, ein Versuch, der von QUINCKE und anderen 
wiederholt worden ist, der aber sicherlich kein reiner Nachweis der gesuchten 

1) G. G. STOKES, Trans. Cambr. Phil. Soc. Ed. 8, S. 642. 1848; Math. and Phys. Papers 
Ed. 2, S. 56. 

2) P. DRUDE, Winkelmanns Handbuch, 2. Auf!. Ed. VI, S. 1275. 1906. 
3) E. HALL, Phys. Rev. Ed. 15, S.73. 1902. 
4) G. QUINCKE, Pogg. Ann. Ed. 127, S. 1. 1866. 
5) W. VOIGT, Nachr. d. Kgl. Ges. d. Wiss. Gbttingen, S.49. 1884. 
6) J. DITSCHEINER, Wiener Eer. (2) Ed. 60, S.584. 1870. 
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Wirkung ist, da, wie W. VOIGT ausgefiihrt haP), die Gitterfurchen als feine 
Zylinderflachen den Austritt von Licht aus der Grenzflache auch durch gewohn
liche Brechung ermoglichen. Einen einwandfreieren Nachweis hat HALL in der 
obengenannten Arbeit geliefert, indem er die Hypotenusenflache seines Prismas 
mit einer dicken lichtempfindlichen Schicht bedeckte und bei Benutzung eines 
schmalen Lichtbiindels, das von der Hypotenusenflache total reflektiert wurde, 
unter der getroffenen Stelle der Flache eine bis zu einer Tiefe von etwa'O,005 mm 
reichende Schwarzung der photographischen Schicht erhielt. P. FROHLICH be
deckte die Hypotenusenflache mit einer ganz feinen RuBschicht und beobachtete 
die an den RuBteilchen durch Beugung entstehenden polarisierten Rugelwellen2), 

und S:ELENYI3) benutzte als 2. Mittel eine fluoreszierende Fliissigkeit und fUhrte 
den Nachweis, daB eine deutliche Fluoreszenz auch dann noch vorhanden ist, 
wenn das einfallende Licht total reflektiert wird. ROSTAGNI hat nach diesem Ver
fahren sogar die Starke der Wirkung gemessen4), indem er die fluoreszierende 
Fliissigkeit in einem NEWToNschen Farbenglase mit demselben Strahlenbiindel 
direkt bestrahlte und diejenige Dicke der Fliissigkeitsschicht ermittelte, bei der die 
Helligkeit der Fluoreszenz die gleiche ist, wie die an der Grenzflache durch das 
in das 2. Mittel eindringende Licht hervorgerufene. Doch ist gegen alle diese Ver
suche der Einwand zu erheben, daB die Totalreflexion nicht mehr vollkommen 
ist, sobald der Verlauf des Lichtes im 2. Mittel irgendwie gestort oder verandert 
wird. Man kann wohl in diesen Fallen das einzelne Molekiil, das das Licht zer
streut oder umwandelt, als Analogon zu dem Empfanger bei den elektrischen 
Versuchen von SCHAFER und GROSS ansehen. Aber man kann optisch die Wir
kung nicht mit einem einzelnen Molekiile nachweisen, sondern nur mit einer 
dichten Verteilung von solchen, die alsdann den ganzen Lichtstrom absorbieren 
und beeinflussen mii~sen. 

W. VOIGT5) hat darum versucht, den langs der Grenzflache verlaufenden 
Energiestrom unmittelbar zur Wahrnehmung zu bringen, indem er ein total
reflektierendes Prism a mit geknickter Hypotenuse benutzte; die beiden Teile 
der Flache stoBen unter einem Winkel von 20 0 aneinander. Fiel das Licht so 
ein, daB an beiden Teilen der Hypotenusenflache Totalreflexion stattfand, so 
erschien die Rante des Rnicks einem hinter der Hypotenuse nach der Lichtquelle 
zu blickenden Auge als helle Lichtlinie. Auch fUr Flachen mit groBerem Rnick
winkel, bei denen an der zweiten Flache keine Totalreflexion mehr stattfindet, 
hat VOIGT das Problem theoretisch und experimentell untersucht und immer 
einen starken Lichtaustritt aus derjenigen Rante festgestellt, an der die total
reflektierte Welle auslauft. W. v. IGNATOWSKYUndE. OETTINGER6) habendieTheorie 
in der Weise quantitativ zu priifen versucht, daB sie Licht yom Polarisations
azimut 45 0 einfallen lieBen und das Polarisationsazimut des an der Rante aus
tretenden Lichtes bestimmten. Sie fanden es verandert im Sinne der Formel 
(149), die das Verhaltnis der POYNTINGSchen Vektoren ausdriickt; doch war 
die numerische Ubereinstimmung schlecht. Es ist aber auch bei dieser Versuchs
anordnung, ebenso wie bei den vorherbesprochenen, nicht zu erwarten, daB die 
gesuchte Wirkung der in das 2. Mittel eingedrungenen Welle rein in die Er
scheinung tritt, da der Austritt des Lichtes durchaus von der Beschaffenheit der 
Rante abhangt. IGNATOWSKY und OETTINGER haben die beschriebenen Versuche 

1) W. VOIGT. Wied. Ann. Bd.67, S.200. 1899. 
2) P. FROHLICH. Ann. d. Phys. (4) Bd. 63, S. 900. 1920 
3) P. StLE:NYI. C. R. Bd. 157, S.1408. 1913. 
4) A. ROSTAGNI, Nuovo Cim. Bd. 4, S. 225. 1927. 
5) W. VOIGT. Wied. Ann. Bd.67. S. 185. 1899. 
6) W. V. IGNATOWSKY. Ann. d. Phys. (4) Bd. 37, S. 901. 1912.; \V. V. IGNATOWSKY und 

E. OETTINGER, ebenda Bd. 37. S.911. 1912. 
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auch benutzt, urn zu entscheiden, ob die Lichtenergie durch den POYNTINGSchen 
Vektor oder durch die Energie der Volumeneinheit zu definieren ist. Die von 
IGNATOWSKY abgeleiteten Formeln ergeben fUr den 2. Fall eine Abhangigkeit 
des Polarisationszustandes des austretenden Lichtes von dem Winkel, unter 
dem man die Kante betrachtet, fUr den 1. Fall nicht. Der Versuch ergibt keine 
Abhiingigkeit, entscheidet also zugunsten der ersten Annahme. . 

74. Die Scharfe des tiberganges von der partiellen zur total en Reflexion. 
Die viel benutzte Moglichkeit, den Brechungsexponenten eines Stoffes durch die 
Messung des Grenzwinkels der Totalreflexion zu ermitteln, beruht auf der auBer
ordentlichen Schade, mit der die Grenze zwischen partieller und totaler Re
flexion oder zwischen dem Gebiet des noch durchgelassenen und des nicht mehr 
durchgelassenen Lichtes in die Erscheinung tritt. Zur Beurteilung der Schade 
dieses Uberganges kann man die FREsNELschen Reflexionsformeln benutzen, 
wie sie in Abschn. 61 fur die Reflexion des naturlichen Lichtes aufgestellt worden 
sind, indem man sie auf die Reflexion im dichteren Mittel anwendet, also unter i 
den Einfallswinkel, unter r den groBeren Austrittswinkel im dunneren Mittel 
versteht, das Brechungsgesetz also in der Form sin i/sin r = 1/n ansetzt. Be
zeichnet man die Intensitiit des einfallenden Lichtes mit fe, die des reflektierten 
mit f, und bildet man den Wert der Veriinderlichkeit von f mit dem Einfalls
winkel, so erhiilt man allgemein: 

dJ -f 2(n2-I)sinr.sin2i.sin(i-r) r (.+)_ 3(·_)] 
d · - • 3 ( . ). 3 ( . ) L cos ~ r cos ~ r, z cosr cos z - r sm t + r 

einen Ausdruck, der fUr die Grenze der Totalreflexion, d. h. fUr i = iT, r = n12, 
in den Grenzwert 

8 I 

J 

I 
(Jeblet der port/ellen Rttflexion 

II 

2 

/ 

(Jeble! der loki/en 
R~ ex;on 

1· dJ _ J 2(n2 + 1) _ 
Im-. - e -00 

r="'/2 dz cosr 

iibergeht. Die Kurve, die den 
Verlauf der Intensitat im Gebiet 
der partiellen Reflexion darstellt, 
st6Bt also an der Grenze des Ge
bietes unter einem rechten Winkel 
mit der geraden Linie zusammen, 
die die Unveranderlichkeit der 
Intensitat im Gebiet der totalen 
Reflexion darstellt, wie Abb. 18 
zeigt, die den Verlauf der Inten-

600 ~ sit at fUr Glas vom Brechungs
Abb.18. Abbiingigkeit der Intensitat des in Glas yom Brechungs· exponenten 1,5 veranschaulicht. 

exponenten 1,5 refiektierten Lichtes yom EinfallswinkeI. 

0 0 o 10 20 300 '10 0 

'.Vie auBerordentlich stark der 
Abfall der Intensitat in der Nahe des Grenzwinkels ist, mogen noch die folgtmden 
Zahlen zeigen, die die Intensitiitswerte innerhalb des 1. Winkelgrades, vom Grenz
winkel an gerechnet, darstellen fUr denselben Fall n = 1,5, fUr den iT = 41 048,6' ist. 

i = 41 ° 48' 
r=88°50' 
] = 0,889 

41 ° 47' 
88° 8' 
0,830 

41 °46' 41 °45' 41 °40' 
87°38',5 87°13',5 85°42' 
0,790 0,759 0,655 

41 ° 30' 41 °20' 
83 ° 40', 5 82 ° 9',5 
0,541 0,471 

41 ° 10' 
80° 53' 
0,419 

41 °0' 

79° 45', 7 
0,380 

N och schader als der Abfall der total reflektierten zur partiell reflektierten 
Intensitat ist bei der Betrachtung des aus dem dunneren Mittel in das dichtere 
eintretenden Lichtes der Anstieg von der Intensitat 0 jenseits des Grenzwinkels 
zur durchgelassenen Intensitat, weil in dies em Falle das eintretende Licht auf 
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einen engeren Winkelbereich zusammengedrangt wird. Es sei hieruber auf die 
ausfUhrliche Behandlung dieser Frage bei H. KRuss verwiesen 1). 

Eine interessante Anwendung der FRESNELschen Formeln haben LINNIK 
und LASCHKAREW auf die Rontgenstrahlen gemacht 2), fur die bei Reflexion in 
Luft an Glas, Quarz oder Kalkspat, wie zuerst COMPTON nachgewiesen hat 3), 

ein Grenzwinkel der Totalreflexion bei nahezu streifendem Einfall gefunden 
wird, d. h. bei Werten des Einfallswinkels, die nur urn 13 bis 14' von 90° abwei
chen. Fur den Brechungsexponenten ergeben sich daraus Werte, die ein wenig 
unter 1 liegen, n = 1 -0, wo 0 zwischen 7 und 9.10- 6 liegt. Wenn man in den 
FRESNELschen Formeln die vom Einfallslote ausgerechneten Winkel durch ihre 

Komplementwinkel ersetzt: rp = "- - i, V' = "- - r, und beachtet, daD in diesem 
2 2 

eigentumlichen Sonderfall rp und V' sehr kleine Winkel sind, so nimmt die Formel 
fUr die reflektierte Intensitat bei dieser fast streifenden Reflexion die gleiche 
Form an, wie fur kleine Werte von i und r bei nahezu senkrechtem Einfall: 

J = Je(: ~:t 
Aus dem Brechungsgesetz, das bei Benutzung dieser Winkel lautet: 
cosrp/cosV' = 1 - 0, ergibt sich zwischen V' und rp die Beziehung: 

V' =VcP2--=-2~J =jrp2 - CX2, 
wenn ex den Grenzwinkel der Totalreflexion, von der reflektierenden Flache aus 
gemessen, bedeutet. Unter Berucksichtigung der Kleinheit aller dieser Winkel 
ergibt sich fUr die Intensitat in der unmittelbaren Nachbarschaft der Grenze der 
Ausdruck: 

Der AbfaH der Intensitat ist in diesem Falle noch viel steiler als in dem oben 
behandelten Falle der Totalreflexion der Lichtstrahlen. Wenn fUr Quarz von 
LINNIK und LASCHKAREW der Grenzwinkel zu 13,4' gefunden wird (fUr Rontgen
strahlen von 1,537 A Wellenlange), so wurde die Intensitat schon in 4" Abstand 
von dieser Grenze auf 2/3, in 12" Abstand auf die Halfte gesunken sein. Es ist 
interessant, daD die FRESNELschen Formeln auch fUr Wellen von so auDerordent
licher Kleinheit ihre GuItigkeit zu bewahren scheinen. 

Auch die Rechnungen dieses Abschnittes beruhen ubrigens auf der Voraus
setzung, daD die einfallende Welle und die Grenzflache unendlich ausgedehnt 
sind. Dber die Verminderung der Scharfe des Grenzuberganges, die dureh Beu
gungswirkung eintritt, sob aId die Totalreflexion auf einen schmalen Teil der 
Grenzflaehe beschrankt wird, hat RAlIiAN4) Beobachtungen angestellt. Die 
Hypotenusenflache eines Glasprismas war mit schwarzer Farbe bestrichen und 
nur ein schmaler Spalt in der Mitte davon befreit. War die Breite dieses SpaItes, 
an dem Totalreflexion stattfand, 2 mm oder mehr, so erschien die Grenze der 
Totalreflexion als ganz scharfe Linie; bei geringerer Breite trat eine deutliche 
Verschlechterung ein und bei 1/2 mm Breite war die Unscharfe ganz ausgesprochen. 
Es kann aber auch die andere Frage aufgeworfen werden, welch en EinfluD die 
in Ziff. 67 und 68 behandelten Oberflachenschichten auf die Totalreflexion und die 
Scharfe des Grenzuberganges ausuben. Daruber liegen noch keine Beobachtungen 

1) H. KRUSS, ZS. f. Instrkde. Ed. 39, S. 73. 1919. 
2) L1NNICK und LASCHKAREW, ZS. f. Phys. Bd. 38, S. 659. 1926. Siehe auch H. W. ED

WARDS, Phys. Rev. (2) Ed. 30, S. 91. 1927. 
3) A. H. COMPTON, Phil. Mag. (6) Ed. 45, S. 1121. 1923. 
4) C. V. RAMAN, Proc. Indian Ass. for the Cultiv. of Sc. Ed. 9, S. 331. 1926. 
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oder Berechnungen vor. Aber der EinfluB, den Druckspannungen auf die ellip
tische Polarisation des total reflektierten Lichtes ausuben, ist von M. VOLKEl) 
untersucht worden, was in dies em Zusammenhange nicht unerwahnt bleiben solI. 

g) Metalloptik. 
75. Grundsatzliches. N ach der streng en elektromagnetischen Theorie der 

Kontinua ist der den Isolatoren gegenuberstehende andere Grenzfall der Fall 
Xo = 1. Die Beziehung, die sich unter dieser Annahme fUr die Intensitat des 
reflektierten Lichtes bei senkrechtem Einfall ergibt, ist in Zif£' 51 Gleichung (109), 
abgeleitet worden. Inwieweit sich diese Beziehung bei der Reflexion an Metallen 
in dem DRuDEschen Gesetze: n 2 = or fUr langere Wellen bestatigt, ist in 
Ziff. 46 ausfuhrlich besprochen. Andererseits hat sich die aus den allgemeinen 
Eigenschaften absorbierender StoHe folgende Veranderlichkeit des Brechungs
exponenten mit dem Einfallswinkel [Gleichung (125)J bei Messungen an Metall
prismen bewahrt, wie in Ziff. 57 besprochen worden ist. Aber bei der hochgradigen 
Undurchsichtigkeit der Metalle liegt der Schwerpunkt der Metalloptik in dem 
Studium des reflektierten Lichtes, das, wenn das einfallende Licht geradlinig 
polarisiert ist, im allgemeinen elliptisch polarisiert ist, also in der Feststellung der 
Lage und des Achsenverhaltnisses der Ellipse, im besonderen in der Feststellung 
des Haupteinfallswinkels J und des Hauptazimutes lJf. In der vorliegenden 
Darstellung sind in den Ziff. 54 und 55 die Formeln fur die Reflexion in 
einem isolierenden an einem leitenden, also absorbierenden :Mittel auf der Grund
lage entwickelt worden, daB die in das absorbierende Mittel bei schiefem Einfall 
eindringende Welle inhomogen ist und daher die fur die inhomogenen Wellen in 
Ziff. 47 entwickelten Gleichungen auf sie angewandt werden mussen. Aus den in 
Ziff. 50 aufgestellten Grenzbedingungen ergaben sich die Werte von Rs , Rp , Jrs 

und Jrp ' Man hatte sie in die Formeln der Ziff. 58 einzusetzen, urn die Formeln 
fur die Beschaffenheit des reflektierten Lichtes bei beliebigem Einfallswinkel und 
beliebigem Azimut des einfallenden Lichtes zu gewinnen. Diese Formeln sind 
auBerordentlich verwickelt und unubersichtlich, wie die langwierigen Rechnungen 
bei KETTELER zeigen, der sie zuerst in seiner Theoret. Optik auf dieser Grund
lage entwickelt hat. Auch die Besonderheiten, die der Grenzfall "0 = 1 in bezug auf 
die Reflexion aufweist, lassen sich besser auf dem in den folgenden Abschnitten be
handelten Wege ableiten und sollen deswegen erst in Ziff. 81 besprochen werden. 

Der ubliche Weg, zu Formeln fUr die Metallreflexion zu gelangen, wie ihn 
z. B. DRUDE in seinem Lehrbuch oder ausfUhrlicher in Winkelmanns Handbuch 2) 
und W. \VIEN3) in der Enzyklopadie d. Math. Wiss. befolgt hat, ist zwar physi
kalisch weniger durchsichtig und anschaulich, aber rechnerisch wesentlich ein
facher. Er beruht darauf, daB man die Vorstellung von der zeitlichen Abhiingig
keit der GraBen a; und .p schon von vornherein in die Grundgleichungen einfuhrt. 
Stellt man, wie es im Vorstehenden immer geschehen ist, diese Abhangigkeit 
durch die Zeitfunktion eipt dar, so ist 

~~ = ipa; oder 

und die Grundgleichungen lassen sich in der Form schreiben, 
,a~ o~ 

13 at = crot.p It at = -c rot(l;, 

wenn 
13' = 13 - i20r 

') M. VOLKE, Diss. Breslau. Ann. d. Phys. (4) Bd. 31, S.609. 1910. 
2) Winkelmanns Handbuch der Physik, 2. Auf!. Bd. VI. S. 1297. 
3) Enzyklop. d. Math. Wiss. Bd. V 3. S. 138. 
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gesetzt wird. Die Grundgleichungen (1) und (3) bzw. (69) und ebenso die Grenz
bedingungen (101) bis (106) haben dann die Form, die sie flir isolierende Mittel 
besitzen, mit dem einzigen Unterschied, daB an Stelle der reellen GroBe c, deren 
physikalische Bedeutung die Dielektrizitatskonstante ist, der komplexe Aus
druck c' tritt. Man rechnet nun mit dieser komplex en GroBe so, wie mit dem 
reellen c, und libertragt aIle Losungen, die man flir Isolatoren gefunden hat, 
auf die Metalloptik, indem man in ihnen c durch c' ersetzt. Man legt also ein 
Brechungsgesetz 

zugrunde, m dem 

sini , 
-.-·=n smr 

<2 _ i2~:. 
<I £1 

ist. Setzt man andererseits n' = no (1 - ixo), so ist: 

Der Vergleich mit den Formeln (75) zeigt, wenn noch zur Vereinfachung f.l flir 
beide Mittel = 1 angenommen wird, daB no und Xo den Brechungsexponenten 
der beiden Mittel gegeneinander, d. h. das Verhaltnis der Lichtgeschwindigkeiten 
in ihnen und den Absorptionsindex des zweiten Mittels, beides flir homo gene 
Well en, bedeuten. 

Wenn man ferner R8/ES mit (!s, Rp/Ep mit (!p' (!p/(!s mit (! und (jrp - (jrs 
mit LI bezeichnet, so ergeben die Grenzbedingungen die Gleichungen: 

"' sin (i- r') 
n e'Urs = -
0:8 sin(i + r')' 

irl tg(i - r') 
(!p e 'P = - tg (i + r') , 

iIf_cos(i+r') (151) 
e e - cos (1- r'f ' 

die sich von den Gleichungen (123) flir Isolatoren nur dadurch unterscheiden, 
daB r in dies em FaIle durch das komplexe Brechungsgesetz 

. sin i sin i . 
smr' = _.- = ---- (1 + tx) 

n' no (1 + x~) 0 
( 152) 

bestimmt ist, weshalb, urn Irrtlimer zu vermeiden, r' statt r geschrieben wird. 
Die Messungen der Metallreflexion laufen in der Hauptsache auf die Bestimmung 
der GroBen e und LI hinaus, und zwar wird e meistens fUr den Sonderfall gemessen, 
daB das einfallende Licht unter 45 0 zur Einfallsebene polarisiert, also E8 = Ep 
ist. Dann ist e unmittelbar das Verhaltnis Rp/ R s , das sich nach Kompensation 
des Phasenunterschiedes aus dem Winkel 'IjJ ergibt, den die wiederhergestellte 
geradlinige Schwingung mit der Normale der Einfallsebene bildet. Einige For
scher haben auch auf photometrischem Wege die GroBen (!~ und (!; bestimmt. 
Immer kommt es darauf an, fiir die gem essen en GroBen, d. h. fiir die unter dem 
Einfallswinkel i gemessenen Werte von e und LI bzw. (!~ und (!;, vermittelst der 
Gleichung: 

t eiJ = <.;os(i + r') (151 a) 
g'IjJ cos (i - r') , 

bzw. der anderen obigen Gleichungen Beziehungen abzuleiten, die no und Xo 
aus diesen GroBen zu berechnen gestatten. Auch diese Beziehungen sind im 
allgemeinen verwickelter Art, und urn zu Formeln zu gelangen, mit den en sich 
bequemer rechnen 1aBt, haben sich die verschiedenen Forscher verschiedener 
Substitutionen und meistens angenaherter Losungen bedient. Eine ausfiihrliche 
Behandlung und Vergleichung dieser Formeln hat O. WIENERl) gegeben von dem 

") O. WIENER, Abhandlgn. d. Math.-phys. Kl. d. Sachs. Ges. d. Wiss. Bd. 30, S.495 
bis 555. 1908. 

Handbuch der Physik. XX. 16 
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Gesichtspunkte aus, "eine Darstellung zu gewinnen, welche den stetigen Ver
lauf des genauen Zusammenhangs zwischen Konstanten und Hauptwinkeln 
moglichst einfach zu tibersehen gestattete, wenn man von den durchsichtigen 
Karpern uber schwache zu den starken Absorptionen tibergeht, wie sie bei Me
tallen vorkommen". Auf diese sehr eingehende Behandlung des ganzen Problems 
mage hier ausdrticklich hingewiesen werden. Eine einfachere und tibersicht
lichere Darstellung hat eHR. PFEIFFER in seiner Dissertationl ) im AnschluB 
an die WIENERsche Darstellung gegeben. Die folgende Behandlung des Problems 
schlieBt sich im wesentlichen an den PFEIFFERschen Gedankengang an. 

76. Herleitung der allgemeinen Reflexionsformeln aus der Annahme eines 
komplexen Brechungsexponenten. Der Behandlung der FRESNELschen Formeln 
(151) wird das kamplexe Brechungsgesetz 

sini . , 
smr=~, 

, (r7C~ 
cosr = n' (152) 

zugrunde gelegt. Zur Abktirzung werden die Syrnbole a und b eingefUhrt durch 
die Festsetzung2): 

n'cosr' = 1n'2 - sin2 i = a - ib. (153) 
Dann ist 

a2 - b2 = n~(1 - x~) - sin2 i, ab = n~r.o, I 
a2 + b2 = 1[n8(1 - "6) - sin2iJ2 + 4n6"6, 

a2 = t [1[n5 (1 - r.~) - sin2iJ2 + 4n6x5 + n6(1 - r.~) - sin2i],J 
b2 1 [1/[ 2 ( .) . 2 'J2 4 ~ " (1 ") + . 2'J = 2' r no 1 - "ii - sm t + 4nuxo - no - Xo sm t . 

also (154) 

Mit Hilfe dieser Syrnbole HiBt sich die Abhangigkeit der Phasenunterschiede 
und der Intensitatsverhaltnisse des reflektierten Lichtes von den Konstanten 
no und "0 und dem Einfallswinkel durch verhiiltnismaBig einfache und tiber
sichtliche Farmeln ausdrticken. Die Rechnung ergibt: 

t 15 = _ 2bcosi 
g rs a2 + b2 _ cos2 i ' 

• a2 + b2 - 2a cosz + cos2i o· = ---;c---'---=--,-----~---,-~----,~ 
~s a2 + b2 + 2a cosi + cos2i ' 

t!5 = 2b cosi (a2 + b2 - sin2it 
g rp a2 + b2 - nH1 + X~)2 cos2i' 

2 _ a2 + b2 - 2a cosi + cos2i a2 + b2 - 2a sini tgi + sin2i tg2i 
(!p - a2 + b2 + 2a cosi + cos2i • a2 + b2 + 2a sini tgi + sin2i tg2i ' 

t .1 = 2b sini tgi 
g sin2i tg2i - (a2 + b2) , 

2 _ a2 + b2 - 2asinitgi + sin2itg2i (a - sinitgi)2 + b2 

(! - a2 +b2 +2asinitgi+sin2itg2i (a+sinitgi)2+b2 ' 

(155) 

Diese Formeln gehen fUr "0 = 0 nattirlich in die FRESNELschen Formeln fUr 
nichtleitende Mittel tiber, fUr i = 0 in die Farmeln der Ziff.51, ftir senk
rechten Einfall. Es ist aber in Anbetracht der Gleichheit des ganzen Problems 
selbstverstandlich, daB sie tiberhaupt vollstandig mit den Formeln der Ziff. 54 
und 55 fUr !5r., !5rp , (!. und (!p iibereinstimmen, wavan man sich tiberzeugen kann 

1) eRR. PFEIFFER, Beitrage zur Kenntnis der Metallreflexion. Diss. GieBen 1912. 
2) PFEIFFER schreibt (j und 1'. Urn Verwechslungen zu verrneiden, rn6gen die PFEIFFER

schen Syrnbole durch a und b ersetzt werden. 
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durch Einsetzen der Symbole a und b in die letzteren Formeln oder in die Grenz
bedingungen, aus denen sie abgeleitet wurden. 

Fur den mit dem Einfallswinkel veranderlichen Brechungsexponenten ni 
ergeben sich aus Formel (125) durch Einsetzen von a und b die Beziehungen: 

n; = a2 + sin2 i = b2 + n5(1 - "6). (156) 

Unter dem Reflexionsvermagen 10 eines Metalles versteht man im aIlge
meinen das Verhaltnis der Intensitat der bei senkrechtem EinfaIl zuruckgewor
fen en Strahlung zu der Intensitat der einfaIlenden Strahlung. Bezeichnet man 
dieses Verhaltnis fUr einen beliebigen EinfaIlswinkel mit Ii, so ist 

R:+ R; 
Ii = E2 + E2' 

s P 

1st das einfallende Licht unpolarisiert, so ist E~ = E~ und 

I . = e~ +~ !?! = 12: (1 + 0 2) I 
~ 2 2 "" 

a2 + b2 - 2a cosi + cos2i a2 + b2 + sin2itg2i 
= a2 + b2 + 2a cosi + cos2i . a2 + b2 + 2a sinitgl+Sln2 i tg2i' 

Fur senkrechten Einfall (i = 0) ist 

a2 + b2 = n~ (1 + ,,~) , a2 - b2 = n5{1 - "5) , 
und die Formel fUr das Reflexionsvermagen geht uberin die Formel (107) 

(no - 1)2 + n~"~ 
10 = (no + 1)2 + n~,,~ 

der Ziff. 51. 

(157) 

Die partielle Polarisation des reflektierten Lichtes ist allgemein gegeben 
[so Ziff. 61, Gl. (132J durch R2 _ R2 

(PP), = R; + R: , 
s p 

ist also im vorliegenden FaIle 

(PP) = 1 - e~ = 2a sini tgi (158) 
, 1 + e2 a2 + b2 + sin2itg2i' 

Da fUr "0 = 0, a2 = n5 - sin2 i, b2 = 0 ist, wird fur ein isolierendes Mittel der 
Ausdruck der partiellen Polarisation 

PP = 2YnT=- sin2i· sinitgi 
( )r ng _ sin2i + sin2itg2i 

Die Bedingung voIlstandiger Polarisation, (P P), = 1 fUhrt unmittelbar auf das 
BREWSTERsche Gesetz: nn = tgi. 

Die EinfUhrung der Symbole a und b hat vor aIlem den Vorteil, fur die der 
Beobachtung unmittelbar zuganglichen GraBen einfache und ubersichtliche For
meln zu ergeben, die die Abhangigkeit dieser GraBen von no und "0 darsteIlen. 

77. Berechnung von no und "0 aus 11, Q und i. Urn die charakteristischen 
Konstanten eines Metalls no und "0 aus den Beobachtungen der Reflexion, also 
vor aIlem aus den unter dem Einfallswinkel i gemesssenen GraBen L1 und e bzw. 
VJ berechnen zu konnen, muss en die Grundgleichungen nach no und "0 aufgelOst 
werden. Aus den Gleichungen des vorigen Abschnitts erhalt man 

n5 = ![y(a2 - b2 + sin2i)2 + 4a2 b2 + a2 - b2 + sin2i], ) 

o y(a2 - b2 + sin2i)2 + 4a2b2 - (a2 - b2 + sin2i) 
,," - ~r;=;;=~=~~~=:==~~~-~--'-~;-:-0- y(a2 _ b2 + sin2i)2 + 4a2b2 + a2 _ b2 + sin2i ' 

(159) 

16* 
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Gleichungen, die man auch in der Form schreiben kann1): 

1 [,1 1 B yl-:-A 2;;-+:--B=2 - A 
n~ = "2 V A 2 + B2 + A , "0 = VA 2 + B2 + A = B 

Die GraBen a und b lassen sich aus i, LI und 1jJ berechnen, indem man nach (151 a) 
den Ausdruck 1 _ tg1peiLi . 

1 + tg1peiLi = tg2 • tgr' 

bildet, und daraus unter Berucksichtigung des komplexen Brechungsgesetzes 
fUr n'cosr' = a - ib die Gleichung ableitet: 

·b ··t .cos21p+isinLlsin21p 
a - 2 = sm2 g2 1 • . 2 - cOSLl sm 1p 

Daraus ergibt sich: 
sin i tgi cos21p b sin i tgi sin LI sin21p (160) 

a = 1 - cosLl sin21p' = - 1 - cosLl sin21p . 

Diese Werte sind in die Gleichungen fUr no und "0 einzusetzen. Allein fur die 
Berechnung sind wesentlich bequemer Substitutionen, die sich der Kreisfunk
tionen bedienen. Zu dies em Zwecke gehen wir mit PFEIFFER von den vollstan
digen Formeln fUr nW - "5) und nW + ,,~) aus: 

2{1- 2)-t 2.1-COS2icoSLlSin21p[1_ 2sin2isin2 L1sin221p ] 
no "0 - g 2 1 _ cosLlsin21p (1-COS2icosLlsin21p) (1-cosLlsin21p , 

2{1 + 2) _ t 2· 1- cos2i cosLl sin21pl/ 1- 4sin2icos2i sin2 LI sin221p 
no "0 - g 2 1 _ cosLl Sin21p r (1 - cos2i cosLl sin21p)2 . 

und setzen hierin 
sin2i sinLl sin21p . 2 

.•. =sln.x, 1 - cos2z COSLl sm21p 

sini sinLl sin21p . fJ 
E=====:===:=;====:::::;=~====O==;=:==;: = sln 
V(1 - cos2i cosLl sin21p) (1 - cosLl Sin21p) , 

1 - cos2i cos A sin21p _ 12 
1 - cosA sin21p - , 

wobei zwischen diesen drei GroBen noch die Beziehung besteht: 

2 cosi sinfJ = 1 sin2.x . 
Dann ist 

daher: 
n5 (1 + "5) = f2 tg2i cos2.x, 

n5 = 12 tg2i cos (fJ + .x) cos (fJ - .x) 'J 
n5"5 = 12 tg2i sin (fJ + IX) sin (fJ - .x), 

"5 = tg(fJ + .x) tg(fJ - .x) . 

(161) 

(162) 

Fur den Haupteinfallswinkel ], fUr den LI = ~ ist und 1jJ = 'P, .x = .x, 
- 2 

fJ = fJ gesetzt werden moge, ist 

sin2~= sin2] sin2'¥, J 
sinfJ = sin] sin 2 '¥, 

12 = 1. 

(163) 

Damit gehen die obigen allgemeinen Formeln in die von WIENER in seiner ge
nannten Arbeit aufgestellten Gleichungen (14), (is), (20a) und (21a) uber. 

1) Siehe R. W. and R. C. DUNCAN, Phys. Rev. (2) Bd. 1, S.300. 1913. 
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Einer anderen Substitution hat sich DRuDE bedientl). Sie HiBt sich unter 
Berucksichtigung des hier gewahlten Vorzeichens in der Form schreiben: 

1 + tg1p . eiLl = t P -iQ 
1 - tgip eiLl g e • 

Dann sind LI und 'IjJ bestimmt durch P und Q mittels der Gleichungen 

tgLi = sinQtg2P, cos2'IjJ = cos Qsin2P. (164) 

Andererseits hangen P und Q von 'IjJ und LI ab in der Form: 

t P = 1/1 + cosLls~n21p 
g V1-cosLlsm21p 

tg Q = -sinLi . tg2'IjJ. 

oder cos 2 P = -cosLi sin 2'IjJ, I 
(165) 

Die Beziehungen von P und Q zu den GraBen a und b haben die Form 

ya2 + b2 

tgP= " ., smz tgz 
b 

tgQ=-;, 

oder wenn man noch mit DRuDE a2 + b2 = 52 setzt: 

a2 + b2 = 52 = sin2 itg2 itg 2 P, a2 - b2 = 5 2cos2Q, 2ab = 5 2sin2Q. (166) 

Durch Einsetzen der Werte von a und b erhiilt man schlieBlich die Abhangigkeit 
der GroBen P und Q von no, "0 und i in den von DRUDE aufgestellten Formeln: 

t P = YCnW - ,,~) - sin2iJ2 + 4nt"~ 
g sini tgi ' 

und fUr die vollstandigen Werte von no und "0 die F ormeln : 

n5 = t [1(52 cos2Q + sin2i)2 + 54 sin22Q + 52cos2Q + sin2i], 

2 Y(52 coS2Q + sin2i)2 + 54 sin22Q - 52 COS2Q - sin2i 
" -~7===~~==~==~==~==--=---~--~~ 
0- Y(52coS2Q + sin2i)2 + 54 sin22Q + 52 COs2Q + sin2i . 

I (168) 

78. Berechnung von no und "0 aus Haupteinfallswinkel und Haupt
azimut. Fur den HaupteinfallsV'.rinkel ist nach (160) 

a=sin]tg] cos2'JT, b= -sin] tgJ sin2rp, tgP=1, S=sin]tg], tgQ= -tg2rp. 

Daraus ergibt sich als Bestimmungsgleichung fUr den Haupteinfallswinkel eine 
Gleichung 4. Grades in tg2 J. DRuDE schreibt sie folgendermaBen: 

sin4]tg·"] = n6(1 + "5) - 2n5(1- "6)sin2] + sin4]. (169a) 

Als Gleichung in tg2] lautet sie: 

tg8 ] - [nW + "6)2 - 2n6(1 - "6) + 1J tg4] -2[n6(1 +"6)2_n6(1-"6)J t g2]} 
(169b) 

-n6{i + "6) = o. 
Ermittelt man experimentell den Haupteinfallswinkel und miBt unter diesem 

Winkel das Azimut der wiederhergestellten geradlinigen Polarisation rp, so lassen 
sich no und "0 aus diesen beiden Daten berechnen durch die Gleichungen 

n6 = ! tg2][1 - 2 sin2] sin22 rp + 11- sin22] sin22rp], I 
9 Y1 - sin22Jsin22l{f-(1-2sin2Jsin22l{f) 

x" - '-;====',=== 
0- V1 - sin2 2Jsin2 2l{f+ 1- 2sin2 ] sin22l{f . 

-----

1) P. DRUDE, Wied. Ann. Ed. 35, s. 520. 1888. 
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79. Unterschied des Haupteinfallswinkels und des Winkels des kleinsten 
reflektierten Azimuts. Bei den durchsichtigen Mitteln ist der Polarisations
winkel zugleich der Winkel des Phasensprungs der p-Komponente von ° zu n. 
In Parallele dazu hat BREWSTER den Satz ausgesprochen, daB der Hauptein
fallswinkel zugleich derj enige Winkel sei, fUr den das Verhii1tnis Rpj R. ein 
Minimum erreiche. DRUDE hat aber den Nachweis gefUhrt, daB dies nicht der 
Fall ist. Er bildet den Ausdruck fur o1jJjoi und findet, daB er fur den Haupt
einfallswinkel den Wert sin4'l'· ctg3 J, also einen positiven Wert haP). Eine 
andere Ableitung hat W. VOIGT gegeben2). Er bemerkt dazu, daB die Abwei
chung der beiden Winkel recht betrachtlich sein kann. 

80. Naherungsformeln fur die Metallreflexion. Die Unhandlichkeit der 
strengen Formeln, wie sie in den voraufgehenden Abschnitten entwickelt worden 
sind, ist Veranlassung gewesen, nach Abkurzungen der Formeln zu suchen, die 
in ausreichender Annaherung den Verlauf der Reflexionserscheinungen darzu
stellen und no und "'0 aus den Beobachtungen in einfacherer Weise und doch 
mit genugender Genauigkeit zu berechnen gestatten wurden. Die wichtigsten 
dieser abgekurzten Formeln sollen im folgenden behandelt werden. 

1. Die CAUCHYSche Naherung. Wenn in den Formeln (154) fUr no 
und "'0 die GroBe sin2 i vernachlassigt wird, so gehen sie in die Formeln uber: 

a2 - b2 = n5{i- "'~), a2 + b2 = n5(1 + "'~)' a = no, b = no",o, 

woraus sich durch Benutzung von (160) ergibt: 

sin i tgi COS2tp 
n - --
0- 1 - cosLl sin2tp , 

oder in der DRuDEschen Schreibweise: 

no = S· cosQ, 

"'0 = -sind tg21jJ 

Diese Formeln gehen fur den Haupteinfallswinkel uber in die Form3) 

no = sin] tg]cos2'l', "0 = -tg2lJf. 

Sie entsprechen einer Vernachlassigung ven 
[2ng (1 - x~) - sin"i] sin2 i 

n~ (1 + xg)2 

( 171) 

(172) 

oder nach WIENER von -\-] gegen 1. Es ist leicht ersichtlich, daB die durch 
2tg 

die Formel (171) fur no ausgedriickte Annaherung urn so schlechter stimmt, je 
kleiner "'0 ist; denn fur "'0 = 0, d. h. fur ein durchsichtiges Mittel, wird nach (172) 
auch 'l' = ° und no = sinJtgJ, wahrend der Ausdruck fUr no in diesem FaIle in 
das BREWSTERsche Gesetz no = tg J iibergehen muBte. Fur J = 68 0 wlirde der 
Fehler nach WIENER 0,18 oder 7,5 % betragen. Fur graB ere J wird er geringer. 
Da nach den strengen F ormeln nij "'0 = a • b = - sin 2 J . tg2 J . sin 2'l' cos 2'l' ist, so 
gibt bei der gewahlten Abkiirzung das Produkt n5"'o die richtigen Werte. Daher 
muB "'0 in der obigen Formel urn so viel zu groB ausfaIlen, wie n5 zu klein 
ausfallt. 

Diese Annaherung liillt die Veranderlichkeit des Brechungsexponenten mit 
dem Einfallswinkel unberucksichtigt. Die Gleichung fUr den HaupteinfaIls
winkel reduziert sich auf 

sin2 Jtg2 J = nij (1 + "'5). 
1) P. DRUDE, Wied. Ann. Bd.32, S.614. 1887. 
2) W. VOIGT, Ann. d. Phys. (4) Bd.29, S. 957. 1909. 
3) Zuerst aufgestellt von CAUCHY, Pogg. Ann. Bd. 74, S. 545. 1849. 
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Der Ausdruck fUr das Reflexionsvermogen unter beliebigem Einfallswinkel 
nimm t die Form an 

. _ ~ cosi[_+~~"i, .... 2l5 (.:t.j:-31.~OS2i + sin4i __ 
], - (no + COSi)2 + nGy.~ (no cosi + sin2i)2 + n~"e cos2 i' (173) 

wobei der zweite Faktor = 1 gesetzt werden kann, solange sin 2 i gegen nJ • cosi 
vernachlassigt werden kann. 

Der Ausdruck fUr die partielle Polarisation lautet: 

pp = ___ 21'losinitgi ... 
( )r n~ (1 + "g) + sm2 t tg2t (174) 

und gibt unter dem Haupteinfallswinkel den Betrag: 1/V1 +- x6 . 
2. Die BEER-DRuDEschen Naherungen. Eine wesentlich bessereNahe

rung erhalt man, wenn man in der Formel fUr n6 in der DRuDEschen Form [Glei
chung (168)J sin4ijS4 unter dem Wurzelzeichen vernachlassigt und in der Reihen
entwicklung fUr die Wurzel das Glied mit sin2ijS2 beibehalt. Dann istl) 

(' sin2 i) 
Xo = tgQ 1 - -,52' . (175) 

Fur den Haupteinfallswinkel erhalt man daraus die zuerst von BEER aufgestellten 
Gleichungen2) 

no= sinJtgJcoS2'l'(1 + 2t\-j) , 
. g, 

(176) 

Gm aber fUr eine Reihe von N Messungen unter verschiedenen Einfallswinkeln 
einen genauen Mittelwert zu berechnen, benutzt DRUDE die fUr beliebige i gel
tenden Formeln, indem er folgenden Ansatz machP): 

= ~ sin i tgi t. gP cosQ ( + _1_ ~.sin2i) 1 no N ,1 252 N . 

_ YsinitgitgPsinQ (1 __ ~_ ~Sin2i) 
noxo - 1',' 252 N . 

(177) 

DRUDE weist zur Begrundung der von ihm eingefiihrten Vernachlassigung 
dar auf hin, daB die GroBe n~(1 + XC), wie er an einer Dbersicht uber die Metalle, 
deren Konstanten W. VOIGT zusammengestellt hat, beweist, fur die Mehrzahl 
der Metalle einen groBen Wert hat. Er betragt fur Bleiglanz 21,5 und fUr die 
ubrigen Metalle - abgesehen von Kupfer, Blei und Wismut - mindestens die 
Halfte dieses Wertes. Die Vernachlassigung von sin4ijS4 unter dem Wurzel-

zeichen bedeutet eine Vernachlassigung von 21:14J gegen 1. Die Abweichungen 

von den genauen Wert en sind bei dieser Annaherung wesentlich kleiner ali; bci 
der CAUCHYSchen. Fur Xo = 0 ist no zu groB, nach WIENER z. B. fUr J = 68 ° 
urn 0,008 oder urn 0,3%. Mit wachsenden Werten von 'Pnimmt der Fehler ab, 
wird = O. dann negativ bis zu einem Maximum von etwa 0,007 und sinkt dann 
wieder bis 0 fUr 2'1' = 90°. Da n6xo auch bei dieser Annaherung die streng 
richtigen Werte bis auf Glieder von der Ordnung 1jtg4 J liefert, so zeigt "0 den 
en tgegengesetzten Gang wie nG. 

") P. DRUDE, Wied. Ann. Bd. 39. S. 507. 1890. 
2) A. BEER, Pogg. Ann. Bd.92, S.416. 1854. 
3) P. DRUDE. Winkelmanns Bandb. d. Phys. 2. Aufi. Bd. VI, S. 1302. 
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Bei dieser Anniiherung nehmen die iibrigen GraBen folgende Werte anl): 
• 2· 2 

2_ 2_ sm~ b2 - 2 2+~· 2· a - no 1 + 2' - no"o + 0 SIn t, "0 1 "2 
2_ 2 ~·2· ni - no + + 2 SIn L 

1 "0 
Durch Einsetzen von a und b lassen sich auch hier Formeln fiir das Reflexions
vermagen und die partielle Polarisation ableiten, die allerdings in diesem Falle 
ziemlich umstiindlich sind. 

3. Naherung fiir schwache Absorption. Wenn fiir "0 = 0, no = tg] 
sein soll, so liegt es nahe, statt der obigen Formeln als Niiherung fiir schwache Ab-
sorption zu setzen: no = tg] cos 21J1. 

eine Formel, die fUr 21JF = ° ebenso wie fUr 2lJF = 90° richtige, im iibrigen aber 
iiberall zu kleine Werte liefert, bis zu einem Maximalbetrage der Abweichung 
von 0,012. Soll ferner ~"o mit dem strengen Werte dieses Ausdrucks iiberein-
stimmen, so muB "0 = sin2] tg 21JF 

gesetzt werden. Als entsprechende Formeln fiir beliebige Einfallswinkel kannte 
man ansetzen 

no = 1 - cos A Sin21p , 
tgi cos21p 

"0 = sin2 i sinLl 0 tg2'IjJ. (180) 

WIENER leitet aus graphischen Betrachtungen fiir den Fall schwach absor
bierender Karper die anderen Formeln ab: 

no = tg](cos2lJF + 2cos4] sin2lJF) = tg][1 - 2sin2 lJFsin2](1 + cos2])] '} 
• 2 • (181) 

noxa = tg] sm ]sm2lJF 

mit der Anniiherung: 2 t~ ] klein gegen 1. Die Abweichung von no von dem 

strengen Werte erreicht bei dieser Formel erst bei etwa 21JF = 32° den Betrag 
von 0,001. 

PFEIFFER gewinnt die Niiherung fUr schwache Absorption, indem er den 
Ausdruck fUr S2 = a2 + b2 in der Form . 

~(1 + ,,~) - sin2i)2 + 4n~"5sin2i 
ansetzt und das letzte Glied unter der Klammer fortHiBt, also 

a2 + b2 = n5(1 + "6) - sin2i 
setzt unter Vernachliissigung von 

Dann ist 

2n~,,~ sin2i 
[nW + ,,~) - sin2i]2 

gegen 1. 

und man erhiilt die Formeln 

t . ysin2icos221p + cos2 i(1 - cosAsin21p)2 
no = gt • . , 1 - COSLJ sm21p 

sini sin A . sin21p 
" -
0- ysin2icos2 21p+cos2i(1-cosL/osin21p)2' 

(182) 

1) w. v. ULJANIN hat sich dieser Formeln bedient; der von ihm benutzte Ausdruck 
M· N ist gleich a2 + b2 in der obigen Annaherung. Phys. ZS. Ed. 11, S. 785. 1910. 
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die fiir den Haupteinfallswinkel iibergehen in 

sin T sin 2'P 
no = tg]Y1 - sin2] sin22lJT, 

oder fiir kleine Werte von lJf in : 

" - '0 
0- Y1 _ sin2]sin22'P 
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(183) 

no = tg](1 - 2sin2] sin2!J1 cos2 lJf), "0 = sin] sin 2 !J1( 1 + 2sin2] sin2!J1 cos2!p). 

Die Einfiihrung dieser Werte in die gegen 1 vernachlassigte GroBe zeigt, daB die 

Formeln darauf beruhen, daB 2S~;:;'P gegen 1 vernachHissigt wird. Bei dieser 

Anniiherung verschwindet, wie es bei der angenommenen Kleinheit von "0 
selbstverstandlich ist, die Abhiingigkeit des Brechungsexponenten vom Ein
fallswinkel, ni ist = no, und fiir den Haupteinfallswinkel ergibt sich die Gleichung 

tg2] = nW + ,,~), (184) 

die fiir "0 = 0 in das BREWSTERsche Gesetz iibergeht. Das Reflexionsvermogen 
fiir beliebigen Einfallswinkel ist gegeben durch 

[ • ,/ 2 0 2 oJ" ". "( + 2) t 2 0 0 I = cosz - rno - sm z + no"n. no 1 "0 - g z cos2z (185) 
, [cosi + yng - sin2iJ 2 + n~"~ (sini tgi + yng - sin2i)2 + ng"g' 

eine Gleichung, die fiir "0 = 0 in die aus den FREsNELschen Formeln fiir Isolatoren 

folgende Gleichung 0 = sin2 (i - r) ( cos' (i + r)) (186) 
]. sin2 (i + r) 1 + cos2 (i - r) 

iibergeht. Die partielle Polarisation ist gegeben durch 

PP = 2Yn~ - sin2i sini tgi (187) 
( )r nW + ,,~) - tg2i cos2i . 

Die Formel geht fiir den Haupteinfallswinkel in die Gleichung iiber: 

(PP) _ yng - sin2] (188) 
r - sin]tg] , 

die fiir (PP), den Wert 1 ergibt, wenn "0 = 0 ist. 
4. N aherung fiir kleine Werte von no. Da die Erfahrung gelehrt hat, 

daB unter den Metallen einzelne durch sehr kleine Werte von no ausgezeichnet 
sind, mogen auch noch diejenigen Naherungsformeln angefiihrt werden, die 
man fiir diesen Fall aus den allgemeinen Formeln entwickeln kann. Man kann 
zu diesem Zwecke S2 = a2 + b2 in der Form schreiben 

Y[n5(1 + ,,~) + sin2iJ2 - 4n8sin2i 

und wieder das letzte Glied unter dem Wurzelzeichen vernachlassigen, also 

a2 + b2 = n5(1 + "'~) + sin 2 i 
setzen unter Vernachlassigung von 

2n~ sin2i 
[nW + ,,~) + sin2iJ2 gegen 1. 

Dann ist 

sini tgi cos21p Ysin2i sin2 J sin2 21p - cos2i(1- cos.:::l sin21p)2 
no = 1 _ cosA sin21p' "0 = sini cos21p , (189) 

und fiir den Haupteinfallswinkel 

no = sin] tg] cos2!J1, 
(sln2] sin22'P - cos2] 

"'0 = sin] . cos2'P . (190) 



250 Kap. 6. W. KONIG: Elektromagnetische Lichttheorie. Ziff. 81. 

Aus dem Ausdruck fUr die VernachHissigung geht hervor, daB diese Formeln 
gelten, wenn 2n8 selbst klein gegen 1 ist. In diesem Falle ist n; = n~ + sin2 i. 
Die Gleichung fur den Haupteinfallswinkel lautet: 

sin 2 I tg2 I - sin 2 I = n~ (1 + "5) . ( 191 ) 

Das Reflexionsvermogen ist gegeben durch 

n~ (1 + x~) + 1 - 2no cosi n~ (1 + x~) + tg2i 
Ii = ng (1 + x~) + 1 + 2no cosi· ng (1 + x~) + tg2i + 2no sinitgi· (192) 

1st no sehr klein gegen "0' so ist das Reflexionsvermogen unter allen Winkeln 
sehr groB und nahe = 1. Die partielle Polarisation ist gegeben durch 

(PP) - 2nosinitgi (193) 
r - n~ (1 + x~) + tg2i 

und geht fUr den Haupteinfallswinkel in den Wert cos2P uber. 
5. Die parabolische Naherung von WIENER WIENER hat aus 

graphischen Betrachtungen noch folgende Annaherungsformel abgeleitet: 

und 
n6 = tg 2I· cos 22'P + cos 2I· sin2 2Pcos22P I 
"a = - tg2 I· cos2I . sin2 2!l' + cos2 I sin2 2P cos2 2P. 

(194) 

Formeln, die fUr 2P = 0 0 und = 90 0 und in der Nahe von 2P = 45 0 streng 
richtig sind und zwischen 0 und 45 0 zu groBe, zwischen 45 0 und 90 0 zu kleine 
Werte ergeben. 

6. N aherungsformeln fur den H a upteinfallswi nke!. Die Formen, 
die die Bestimmungsgleichung fUr den HaupteinfallswinkeI unter den verschie
denen Naherungen annimmt, sind im obigen bereits angefUhrt. PFEIFFER hat 
noch eine besondere Formel fUr I abgeleitet von der Dberlegung aus, daB I stets 
bedeutend groBer ist als 45 0 und daher bei der Abkurzung der Formeln der Fehler 
geringer ist, wenn man sin 2 I = 1, als wenn man es = 0 setzt. Er kommt so 
zu der F ormel 

(195) 

die fUr "0 = 0 in das BREWSTERsche Gesetz ubergeht. Sie bewahrt sich allgemein 
urn so besser, je groBer no und "0 sind, wie PFEIFFER an Beobachtungen von 
DRUDE und LISCHNER ·nachweist. 

81. Die Metalloptik und die elektromagnetische Theorie. Die in den letzten 
Abschnitten entwickelten Formeln haben vielfache Anwendung zur Ermittlung 
der optischen Konstanten der Metalle aus Reflexionsbeobachtungen gefunden 
und haben sich dabei auch im ganzen gut bewahrt. Es mogen aus der umfang
reichen Literatur nur namhaft gemacht werden die Arbeiten von JAII1IN, 
QUINCKE, HENNIG, DRUDE, W. VOIGT, MINOR1). 

Aber die Bewahrung der Formeln zur Darstellung der Messungsergebnisse 
darf, wie schon oben betont worden ist, nicht als besondere Bestatigung der 
Grundlagen der elektromagnetischen Theorie aufgefaBt werden. Denn erst ens 
sind Formeln dieser Art schon fruher auf dem Boden der elastischen Lichttheorien 

1) ]. ]AMIN, Ann. de chim. et d. phys. (3) Ed. 19, S.296. 1847; Ed. 22, S.311. 1848; 
Pogg. Ann. Ed. 74, S. 528. 1848; G. QUINCKE, ebenda Ed. 128, S. 541. 1866; R. HENNIG, 
Gott. Nachr. Ed. 13, S.365. 1887; W. VOIGT, Phys. ZS. Ed. 2, S.303. 190"1; P. DRUDE, 
Wied. Ann. Ed. 39, S. 481. 1890; Ed. 42, S. 186. 1891; Ed. 64, S. 159. 1898; R. S. MINOR, 
Diss. Gott. 1902; Ann. d. Phys. (4) Ed. 10, S. 581. 1903. Eine vollstandigere Zusammenstel
lung der Literatur hat DRUDE in Winkelmanns. Handb. d. Phys. 2. Auf!. Ed. VI, S. 1305 ff. 
gegeben, ebenso eine Zusammenstellung der Werte von no, nox, I, 'Jf und Ii nach seinen 
Reflexions beG bachtungen. 
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entwickelt worden , und zweitens entsprechen die aus den Beobachtungen ge
wonnenen Werte fur Y.o durchaus nicht den Werten, die man nach der 
lVIAXwELLschen Theorie erwarten sollte. Die Tabelle der no und noy.o auf S. 209 
zeigt auf das deutlichste, daD die Werte fUr Y.o weit uber die 1 hinausgehen, 
wahrend sie nach der Theorie fur sehr groDe Leitfahigkeit 1 als Grenzwert haben 
muDten. 

Es ist in Ziff. 46 bereits auf das DRuDEsche Gesetz n 2 = 07: hingewiesen 
worden, das in diesem Grenzfalle gultig ist, und es ist gezeigt worden, wie sich 
dies Gesetz fUr elektrische Wellen und auch noch fur die langwelligen Warme
strahlen nach den lVIessungen von HAGEN und RUBENS bewahrt hat. Es mogen 
hier noch einige andere Folgerungen fUr diesen Grenzfall entwickelt werden, 
auf die auch wohl DRUDE zuerst in seiner Physik des Athers 1) aufmerksam ge
macht hat . 1st namlich OT so groD, daD "'0 = 1, n5 = 07: gesetzt werden kann, 
so ist in den Formeln (155) in erster Annaherung a = b = no zu setzen und man 
erhalt fUr die Phasendifferenz J der p- und der s-Komponente die angenaherte 
Gleichung: . 2' . 

taL/= 2nosmzcos z ( 6) 
b sin4i _ 2n~cos2i . 19 

Sie zeigt, daD L1 mit wachsendem i von 0 uber - ~ bis -n verlauft. Aber in

folge des groDen Wertes von no liegt der Haupteinfallswinkel, fur den L1 = ~ 
wird, sehr nahe an 90 0 ; denn er ist durch die Gleichung 

(197) 

in erster Annaherung bestimmt. Daraus ergibt sich z. B. fUr elektrische Wellen 
von 1 cm Wellenlange bei der Reflexion an Quecksilber (no = 548) der Wert von 
J = 89 0 55 ,6', also nur 4,4' unterhalb des streifenden Einfalls. Das Gebiet 
der Veranderlichkeit von L1 beschrankt sich also auf einen ganz schmalen Streifen 
von 9' Breite in der unmittelbaren Nahe des streifenden Einfalls. Fur das ganze 
ubrige Reflexionsgebiet von 0 0 bis nahe zum streifenden Einfall tritt keinerlei 
Phasendifferenz der beiden Komponenten auf. Bei senkrechtem Einfall ist die 
reflektierte Schwingung der einfallenden genau 
entgegengesetzt und sie behalt diese Orientierung ~ 
bei, wenn der Einfallswinkel wachst bis nahe zum 
streifenden Einfall, wie es die angenahert perspek
tivische Darstellung der Abb. 19 veranschaulicht. 
Dadurch erklaren sich die eigentumlichen Be- Abb. 19. Reflexion fUr Wellen, deren 

Haupteinfallswinkel nahezu 90 ° ist. 
obachtungen LINDMANS, der fUr eine geradlinige 
elektrische Schwingung bei nahezu streifender Reflexion unter dem Azimut 
(X, = 45 0 fand, daD der Empfangsapparat unter der gleichzeitigen Wirkung 
der direkten und der zuriickgeworfenen Strahlung gleiche Starke der Er
regung fUr das Azimut + 45 0 und das Azimut -45 0 und die doppelte Er
regung anzeigte, wenn er in der Einfallsebene lag2). Die gleichen Eigentum
lichkeiten muDten auch noch fur die Reflexion derjenigen ultraroten Wellen 
bestehen, fUr die nach HAGEN und RUBENS das DRUDEsche Gesetz n 2 = 07: 

noch Giiltigkeit hat. Doch liegt fUr diese der Haupteinfallswinkel schon urn 
1,5 0 vom streifenden Einfall entfernt und die den LINDMANSchen Beobach
tungen entsprechenden Erscheinungen wurden sehr viel schwieriger wahrzu
nehmen sein3). 

1) P. DRUDE, Physik des Athers, 1. Auf!. S. 577. Stuttgart: F. Enke 1894. 
2) P. F. LINDMAN, Ann. d. Phys. (4) Bd. 4, S.617. 1901. 
3) W. KONIG, Ann. d. Phys. (4) Bd. 71 , S. 65 · 1923. 
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Ebensowenig, wie die Werte der "0 den Forderungen der MAXWELLschen 
Theorie entsprechen, ebensowenig steht die Abhangigkeit der optischen Kon
stanten von der Wellenlange mit der Theorie in Ubereinstimmung. Denn die 
Messungen fUr Licht von verschiedener Wellenlange, sowohl nach der Reflexions
methode!) wie nach der Methode der Ablenkung durch Prismen2) oder der Inter
ferenzen in dunnen Keilen3) haben gezeigt, daB die Dispersion der Metalle ganz 
verschieden ist. Bei Gold, Kupfer, Blei nimmt der Brechungsexponent mit 
abnehmender Wellenlange zu, bei den anderen Metallen dagegen abo Der Theorie 
nach sollte nur das letztere der Fall sein. 

Diese Unstimmigkeiten finden auf dem Gebiet der Metalloptik ebenso wie 
auf dem der Optik der durchsichtigen Mittel ihre Losung durch die Aufgabe der 
Vorstellung, die der MAXwELLschen Theorie in der vorliegenden Fassung zugrunde 
liegt, der Vorstellung, die die Materie als ein Kontinuum behandelt. Die Dis
persion der durchsichtigen Mittel, im besonderen die Erscheinungen der ano
malen Dispersion, haben zu der Annahme gefUhrt, daB in den Molekillen Teilchen, 
Elektronen, vorhanden sind, die an bestimmte Ruhelagen gebunden sind und 
urn diese mit bestimmten Eigenschwingungen zu schwingen vermogen. In den 
Metallen muss en diese Vorstellungen, urn der Leitfahigkeit Rechnung zu tragen, 
noch erweitert werden durch die Annahme von Leitungselektronen, die an keine 
Ruhelage gebunden sind, sondern durch den EinfluB elektrischer Krafte dauernd 
verschoben werden konnen. Hinsichtlich des Ausbaues dieser Vorstellungen 
muB auf das Kapitel "Elektronentheorie" verwiesen werden. 

82. EinfluB von Oberflachenschichten auf Metallen. Bei der Behand
lung der durchsichtigen Mittel ist zur Sprache gekommen, daB die FRESNELschen 
Reflexionsformeln nicht in aller Strenge gultig sind. Man hat die von JAMIN 
und anderen beobachtete schwache Elliptizitat des reflektierten Lichtes auf 
den EinfluB von Oberflachenschichten zuruckfUhren k6nnen. Es ist selbstver
standlich, daB die Frage der Wirkung solcher Oberflachenschichten auch bei den 
Reflexionsmessungen an Metallen eine groBe Rolle spielt. Wenn bei diesen die 
Theorie schon an reinen Flachen ein gewisses MaB von Elliptizitat als charakte
ristische Eigenschaft des Metalles voraussieht, so ist es denkbar, daB Ober
fliichenschichten, die durch Polieren oder durch EinfluB des umgebenden Mittels 
entstehen konnen, den Betrag der Elliptizitiit zu veriindern imstande waren, 
und es liegt nahe, die betriichtlichen Unterschiede, die die Reflexionsmessungen 
verschiedener Beobachter fUr die Konstanten der reinen Metalle ergeben, auf 
diesen EinfluB der Oberfliichenbeschaffenheit zuruckzufiihren4). Eine eingehende 
Theorie der Obe!,fliichenschichten auf Metallen unter Berucksichtigung mehr
facher Reflexionen in ihnen hat HAUSCHILD in seiner Dissertation gegeben5). 

Aber die DRuDEsche Vorstellung von der Struktur und Wirkungsweise der 
Oberflachenschichten ist von anderer Seite beanstandet worden, zunachst von 
LUMMER und seinen Schillern. Es sei auf die Arbeit von KYNAST hingewiesen6), 

der den EinfluB kunstlich hergestellter Oberflachenschichten auf Glasfliichen 

') A. Q. TOOL, Phys. Rev. Bd.31, S.1. 1910; ]. T. TATE, ebenda Bd. 34, S.321. 
1912; C. ZAKRZEWSKI, Krak. Anz. 1910, S.97; 1912, S. 843; W. COBLENTZ, Phys. Rev. 
Bd. 30, S. 645. 1910. 

2) D. SHEA, Wied. Ann. Bd. 47, S.177. 1892; P. A. Ross, Phys. Rev. Bd. 33, S. 549. 1913. 
3) P. A. Ross, Phys. Rev. Bd. 33, S. 549. 1913. 
4) P. DRUDE, Ann. d. Phys. Bd.36, S.532. 1889; R. S. MINOR, ebenda (4) Bd. 10, 

S. 581. 1903; A. Q. TOOL, Phys. Rev. Bd.31, S.1. 1910; ]. T. TATE, ebenda Bd. 34, 
S. 321. 1912. 

5) H. HAUSCHILD, Diss. Leipzig 1920. Gedruckt nur in einem leider sehr gekfirzten 
Auszug erschienen in Ann. d. Phys. (4) Bd.63, S.816. 1920. 

6) R. KYNAST, Diss. Breslau 1906; Ann. d. Phys. (4) Bd.22, S. 726. 1907. 
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studierte, und auf die Arbeit von LUMMER und SORGE l ), die den positiven Cha
rakter der Reflexion an der Flache eines Glasprismas durch einseitigen, parallel 
zur Flache wirkenden Druck in negativen Charakter verwandeln konnten, und 
an die Arbeit von M. VOLKE, der den EinfluB von Druckspannungen auf die 
elliptische Polarisation des total reflektierten Lichtes untersuchte, worauf bereits 
oben hingewiesen wurde (s. S.240). 

Von KYNAST wurde zuerst der Gedanke ausgesprochen, daB die Oberflachen
schicht eines Glaskorpers eine anisotrope Struktur haben konne, indem "infolge 
der Anziehung der Oberflachenschicht durch die Molekularkrafte des Glases an 
jeder Stelle der Oberflachenschicht der Wert der Dielektrizitatskonstanten, 
genommen senkrecht zur Ausbreitungsebene der Schicht, verschieden von dem 
in dieser Ebene genommenen sei". Dieser Gedanke ist von H. SCHULZ weiter aus
gefUhrt worden 2); er hat unter Benutzung des NEUMANNschen Ansatzes fUr die 
kunstliche Doppelbrechung Formeln fUr die Elliptizitat des reflektierten Lichtes 
entwickelt und sie mit den von POCKELS3) an Bleiglasern ermittelten Werten 
der Druckkonstanten quantitativ ausgewertet und einige interessante, mit der 
Erfahrung ubereinstimmende Folgerungen abgeleitet. 

Wahrend diese Theorie fUr Korper gilt, die an und fur sich eine isotrope 
Struktur besitzen, haben H. SCHULZ und H. HANEMANN fur die Metalle eine ganz 
andere Theorie entwickelt4 ), die sich unmittelbar auf das mikroskopische Bild 
der Metallstruktur als eines Gemenges anisotroper GefUgeelemente stiitzt. Unter 
vereinfachenden Annahmen uber die Wirkung der einzelnen Elemente, uber die 
Starke ihrer Anisotropie und uber ihre GroBe im Vergleich zur Wellenlange des 
Lichtes werden Formeln fUr LI und 'IjJ gewonnen, die denen von DRUDE fUr den 
EinfluB etwaiger Oberflachenschichten ganz ahnlich sind. Die Verf. gelangen 
so zu der Au££assung, daB sich die DRUDEschen Formeln ebensogut durch Ver
teilungsanisotropie wie durch Oberflachenschichten deuten lassen. 

Von diesem Standpunkte aus erscheinen die Ergebnisse der bisherigen 
Messungen der Metalloptik als Mittelwerte, denen naturlich ein groBes praktisches 
Interesse zukommt. Aber die wissenschaftliche Metalloptik durfte wohl unter 
dem EinfluB der auBerordentlichen Entwicklung, in der sich zur Zeit die physi
kalische Erforschung der Metalle befindet, andere und neue Wege einschlagen. 
Denn wenn es heutzutage gelingt, die Metalle in Einzelkristallen zu ziichten, dann 
ist o££enbar eine der Aufgaben, die sich unmi ttelbar daraus ergeben, die, die 
optischen Konstanten der Metalle an diesen na turlichen KristallfHichen zu er
mitteln. Damit wird die Metalloptik in Zukunft ein Kapitel der Kristalloptik. 

Besondere Studien tiber die Wirkung der Oberflachenschichten an Metallen 
liegen noch vor von].]. HAAK und R. SISSINGH, C. A. REESER und R. SISSINGH5). 

h) Lichtdruck. 
83. Die ponderomotorischen Wirkungen der Strahlung. Aus der elek

tromagnetischen Lichttheorie heraus ist von MAXWELL zum ersten Male der Ge
danke entwickelt worden, daB eine Strahlung auf einen Korper, von dem sie 
zuriickgeworfen oder absorbiert wird, eine ponderomotorische Kraft, einen Druck, 
ausuben musse6). Dieser Gedanke ergab sich unmittelbar aus jener Grundvor-

1) O. LUMMER und K. SORGE, Ann. d. Phys. (4) Ed. 31, S. 325. 1920. 
2) H. SCHULZ, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 18, S. 384. 1924. 
3) F POCKELS, Phys. ZS. Ed. 2, S.693. 1901; Ann. d. Phys. (4) Ed. 7, S. 145. 1902; 

Ed. 11, S.651. 1903. 
4) H. SCHULZ und H. HANEMANN, ZS. f. Phys. Bd.16, S.200. 1923; Ed. 22, S. 222.1924. 
5) J. J. HAAK und R. SISSINGH, Vers!. d. K. Akad. v. Wet. Ed. 27, S. 417. 1919; C. A. 

REESER und R. SISSINGH, Proc. Amsterdam Ed. 24, S. 108. 1921. 
6) J. C. MAXWELL, Lehrb. d. Elektr. u. d. Magn. Deutsche Ausg., Ed. II, S. 547. 1883. 



254 Kap. 6. '>iV. KONIG: Elektromagnetische Lichttheorie. Zif£. 83. 

stellung der ganzen MAXWELLschen Elektrizitatslehre, die in den durch die Ge
setze von COULOMB und BIOT-SAVART ausgedruckten mechanischen Kraften 
nicht Fernkrafte, sondern Nahewirkungen erblickt, Wirkungen, die durch einen 
Zwangszustand des Zwischenmittels ubertragen wurden. Dieser Zustand er
scheint in den statischen Feldern als eine Zugwirkung in Richtung der Kraft
linien und als ein Querdruck senkrecht zu ihnen. Hinsichtlich der verschiedenen 
Ansatze, die fur die GroBe dieser Spannungen des elektrischen und des magne
tischen Feldes gemacht werden konnen, kann auf die Darstellung verwiesen 
werden, die F. ZERNER im XII. Bande dieses Handb. unter Ziff. 37 und 44 ge
geben hat. Hier handelt es sich darum, den Gedanken dieser Spannungen auf 
den Vorgang in einer Lichtwelle zu ubertragen, in der man es ja auch mit elek
trischen und magnetischen Feldern, allerdings nicht mit statischen, sondern mit 
periodisch wechselnden, zu tun hat. Wir wollen die Betrachtung auf den Fall 
einer ebenen geradlinig polarisierten Welle beschranken, die in der Z-Achse 
fortschreitet, und deren elektrische Schwingung in der X-Richtung erfolgt, also 
auf den Fall, daB nur @x und Sjy als Sinusfunktionen von (pt - qz) gegeben, 
die anderen Kraftkomponenten @y, @z, Sjx, Sjz dagegen = ° sind. Unter dies en 
Umstanden sind die Schubspannungen Pxy, Pxz, Pyz usw. = 0, und nur die Nor
malspannungen Pxx, PYY' Pzz bestehen. Die GroBe dieser Spannungen wurde 
nach der ZERNERschen Ableitung (Bd. XII, S. 68, Formel (4)J betragen: 

2& - 1 rc:.9 1 rc:.9 1 rc:.9 
Pxx = -8---12-;, PVY = --8- 0 :., pzz = --8 ~;, 

;r; J( n 

und entsprechend fur das magnetische Feld; nach dem alteren, und bei den 
Betrachtungen tiber den Lichtdruck meist benutzten Ansatze, der in den Glei
chungen (4a) auf S. 69 des ZERNERschen Aufsatzes wiedergegeben istl), wurden 
die Spannungswerte lauten: 

Pxx = 
& 9 

-8 Cf;;" 
" bzw. P fl ",2 

xx = - 8" "dy' 

P E rc:.0 

yy = - 8" "":;" 
& rc:.9 

pzz = -o~;, 0" 
,ll ",2 

pzz = -Sn"dy' 

Bedienen wir uns dieses letzteren Ansatzes, so heben sich die Spannungen p",,,, 
der beiden Felder auf, ebenso die Spannungen Pvv' und es bleiben nur ubrig die 
Druckspannungen Pzz, die sich summieren zu einer Druckkraft P:, die in Richtung 
der Wellennormale wirkt mit der GroBe 

pz = - -81 (B@; + f1Sj~), 
" 

(198) 

d. h. mit einer GroBe, die durch die an der betreffenden Stelle bestehenden Feld
starken (Energie der Volumeinheit) gem essen wird. Diese Druckspannung wirkt 
nach beiden Richtungen mit gleicher Starke. Nimmt die Feldstarke nach einer 
Richtung hin ab, so besteht nach dieser Richtung hin ein Dberdruck, eine ein
seitig gerichtete Kraft. Da die Feldstarke in einer Welle in jedem Augenblicke 
raumlich nach dem sin 2-Gesetze verteilt ist, so bestehen in jedem Augenblicke 
solche einseitig gerichteten Krafte in der Wene; aber sie schwanken beim Fort
schreiten der Welle an jeder Stelle zwischen gleichen + und --Werten hin und 
her und sind im Mittel des ganzen Schwingungsvorganges = 0. Dagegen konnen 
einseitig gerichtete Krafte auftreten, wenn die Welle durch die Grenzflache 
zweier verschiedener Mittel hindurchgeht, an deren beiden Seiten die Energie 
des Schwingungsfeldes infolge der Aufspaltung der Welle in einen zuruckgewor
fen en und einen durchgehenden Anteil verschiedene Werte besitzt. Urn diese 

") Siehe D. A. GOLDHAMMER, Ann. d. Phys. (4), Ed. 4, S_ 834.1901; W. WIEN, Enzyklop. 
d. math. Wiss. Ed. V 3, S. 181. 1909. 
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Kraft wahrnehmen zu konnen, muB das zweite Mittel ein frei beweglicher Korper 
von endlichen AusmaBen sein, der auf den einwirkenden Druck der Strahlung 
mit einer Bewegung reagieren kann. Die Betrachtungen sollen auf eine Plan
platte beschrankt werden, auf die eine ebene Welle senkrecht auffallt; als erstes 
Mittel werde der leere Raum angenommen. 

Die Platte solI zunachst aus einem vollig durchsichtigen Stoff vom Brechungs
exponenten n bestehen. Hat die einfallende Welle die Intensitat Ie, so hat die 
von der Platte zuruckgeworfene Welle unter Berucksichtigung der vielfachen 

inneren Reflexionen nach Ziff. 64 die Intensitat Ir = 2k~2' Ie und die hin

durchgehende Welle die Intensitat II! = ~ ~ ~: I., wob~tk den Reflexionskoeffi

zienten bedeutet, der fUr senkrechten Einfall nach (108) = 1 +- 11, ist. 1m Innern 
1 n 

der Platte besteht ein Schwingungsfeld von einer Intensitat Ii, die in allen 
Schichten der Platte gleich groB ist. Die aus dies en Feldspannungen des Innern 
hervorgehenden Druckkrafte halten sich daher in der Platte vollkommen das 
Gleichgewicht. Als bewegende Kraft kommt also nur der Druck in Betracht, 
den die einfallende und die zuruckgeworfene Strahlung auf die VorderfHiche in 
Richtung der Fortpflanzung der Welle ausiiben, und der in entgegengesetzter 
Richtung wirkende Druck der an der Hinterflache austretenden Strahlung, also 
eine Kraft, die proportional I. + Ir - Ia istl). Setzen wir die Welle, wie in 
Ziffer 14, in der Form an: 

Q;", = Asin(pt - qz), Sjy = Asin(pt - qz), 

so ist der augenblickliche Druck der Strahlung auf die Flacheneinheit nach 

obiger Gleichung 41", A2 sin2 (pt - qz) und der zeitliche Mittelwert = S1", A2. 

Setzt man diesen Ausdruck fUr I. ein, so erhalt man als den auf die Flachen
einheit der durchsichtigen Platte wirkenden Gesamtdruck den Betrag 

4k2 2(n - 1)2 (n - 1)2 
P=1+k2Ie= n2+1 Ie=4",(n2 +1)A2. (199) 

Fur Glas mit n = 1,5 wurde p = 0,15 Ie = 0,006 A2. 
Anders ist das Ergebnis, wenn das zweite Mittel die Strahlung absorbiert. 

Die Intensitat der austretenden Strahlung ist dann auf aIle FaIle kleiner als I d; bei 
gen iigender Dicke der Platte oder gen iigend starker Absorption kann I d = ° werden. 
1m Innern der Platte ist dann an der hinteren Flache die Intensitat Ii und ent
sprechend die Spannung und der Druck ebenfalls kleiner als an der vorderen Flache, 
unter den angegebenen Umstanden iiberhaupt = 0. Aber den Druckkraften der 
Strahlung, die an der Vorderflache nach auBen wirken wiirden, wird auch in diesem 
FaIle das Gieichgewicht gehalten durch die Druckkrafte, die infoige der Abnahme 
der Intensitat in Richtung dieser Abnahme wirken. Denn auf jede Schicht von 
der Dicke dz im Innern der Platte wirkt als Differenz der Spannungen Ii und 

dj- dj- d d d· . Ii +fi-;- dz ein Druck von der GroBe - dz'- z un Ie ganze daraus sich er-
h 

gebende Druckkraft in der Platte ist - f ¥/- dz = [Ji]O - [Ji]h, wenn h die 
o 

Dicke der Platte bedeutet. Diese in Richtung des Fortschreitens der Welle 
wirkende Druckkraft ist aber genau gleich und entgegengerichtet der Kraft, 
die aus der Differenz der nach auBen wirkenden Drucke an den beiden Grenz
flachen, entsprechend den dort vorhandenen Intensitaten [Ji]O und [Jih hervor-

') D. A. GOLDHAMMER, I. c. 
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geht. Die inneren DruckkriHte halten sich also auch in diesem FaIle das Gleich
gewicht, und als bewegende Kraft bleibt wieder nur der Druck P = f. + f. - fd 
iibrig, oder, wenn fd = 0 ist; nur die an der Vorderflache wirkende Feldenergie. 
Der Betrag der Druckkraft liegt in diesem Falle zwischen zwei leicht angebbaren 
Grenzen. 1st die Flache vollkommen schwarz, so ist auch fr = 0, und der Druck 
auf die Flacheneinheit hat den Wert 

1 P = f. = 8:r A2. (200) 

1st die Flache ein vollkommener Spiegel, der die ganze einfallende Strahlung 
zuriickwirft, so ist fr = fe, und der Druck hat den Wert 

1 P = 2fe = 4:r A2 • (201) 

Man kann in diesem FaIle den Vorgang insofern anders darsteIlen, als man 
die bei der Reflexion vor dem Spiegel entstehende stehende Welle in Betracht 
zieht. Nimmt man an, daB bei vollkommener Zuriickwerfung die elektrische Kraft 
in der Grenzebene mit Umkehrung ihrer Richtung zuriickgeworfen wird, so hat 
die stehende Welle in der Grenzebene einen Knoten der elektrischen und einen 
Bauch der magnetischen Kraft. Die Druckkrafte wiirden also fiir den elektrischen 
Anteil des ganzen Feldes = 0 sein; fUr den magnetischen Anteil aber ware die 
Amplitude = 2 A zu setzen. Es ware also der augenblickliche Druckwert 

= 8~ (SJy)2 und der zeitliche Mittelwert 

P = _1_ (2A)2 = _1 A2 
16:r 4:r 

wie oben. 
84. Andere Formen der Ableitung des Lichtdrucks. DRuDE hat in seinem 

Lehrbuch der Optikl) den Strahlungsdruck aus einer anderen physikalischen 
Uberlegung abgeleitet, nicht aus der Vorstellung der Feldspannungen heraus, 
sondern unter Anwendung der sag. "Linken-Rand-Regel". Fallt die Lichtwelle 
auf die Oberflache eines Korpers, so entstehen in ibm elektrische Strome (Lei
tungs- oder Verschiebungsstrome oder beides); in unserem Beispiele wiirden 
sie in der X-Richtung verlaufen und mogen in ihrer Starke durch j., gekennzeich
net sein. Auf diese Strome wiirde die gleichzeitig vorhandene, zu ihnen senk
rechte magnetische Kraft der Welle eine bewegende Kraft ausiiben, die sie in 
Richtung des Fortschreitens der Welle zu verschieben sucht. Die GroBe dieser 
Kraft ist ftSJyi.,dz, oder, wenn j., in elektrostatischem Maile gemessen ist, 

~ p SJyj., dz. Sie stellt die ponderomotorische Wirkung auf einen von der Lichte 
welle durchstrahlten Zylinder von der Grundflache 1 und der Rohe dz dar. Da 

nach den MAxwELLschen Gleichungen j., -. -::r ~~1I gesetzt werden kann, 

so ist, ft = 1 gesetzt, die Kraft = - 8~ 8X~: dz. Fiir einen Zylinder von der 

Rohe h ist die ganze Kraft gegeben durch 
h 

__ 1 f8S)y d z __ 1 [",2J __ ~ [",2] 
8:r 8z - 8:r "ely 0 8:r "ely h· 

o 
1st am hinteren Ende des Zylinders die Intensitat der Welle auf 0 herabgesunken, 
so erscheint die den Zylinder bewegende Kraft als Druckkraft, die auf die Vorder-

flache wirkt mit der GroBe 8~ [SJ~o. 1st der Korper ein vollkommener Spiegel, 

1) S. 479 in der 3. Aufl. 
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so ist ffir z = 0 .\)y = 2A sinpt, also die Druckkraft nach ihrem Momentanwerte 

~42 sin2pt und nach ihrem zeitlichen Mittelwerte -41 • A 2, wie oben. 
2:1l :1l 

Fiillt die Strahlung schrag unter dem Einfallswinkel i auf die Flache auf, 
so kann man die soeben durchgefiihrten Betrachtungen wieder auf die der Grenz
flache parallelen Schwingungskomponenten anwenden. Aber es bestehen in 
diesem FaIle auch Komponenten, die auf der Grenzflache senkrecht stehen. 
Von diesen kommt die Komponente der magnetischen Kraft, wenn man die 
Permeabilitat des Karpers = 1 setzt, nicht in Betracht. Die Komponente der 
elektrischen Kraft dagegen bedingt in einem Korper von vollkommener Leit
fiihigkeit eine Oberflachenladung, die einerseits das elektrische Feld im Innern 
des Karpers aufhebt, andererseits durch das auBere Feld einem Zug nach auBen 
unterworfen ist, der sich von dem aus der magnetischen Einwirkung abgeleiteten 
Drucke der Strahlung abzieht. In dieser Form hat PLANCK den Strahlungsdruck 
auf einen vollkommenen Spiegel bei schiefem Einfall abgeleitet1). Urn seinen 
Gedankengang kurz zu skizzieren, nehmen wir wieder die XY-Ebene als Grenz
ebene, die Y Z-Ebene als Einfallsebene und bedienen uns der Bezeichnungen 
der Zif£. 54 und 55. Den zur Grenzflache parallelen Komponenten .\)'" und 

.\)y entspricht fur die Flacheneinheit eine Druckkraft ~m = 8~ [~~ + .\)~] oder 

da .\)'" = 2Ep sin E), .\)y = 2Escosi sin E) gesetzt werden kann: 

~m = 21
:1l [E~ + E; cos2 z] sin2 E). 

• 2' 

Die Komponente ~z erzeugt eine elektrostatische Zugkraft ~e = - s~n; t E; sin2 E) • 

Die Summe beider ergibt als Wert des momentanen Strahlungsdruckes: 

P = ~cos2i[E2 + E~ sin2 E) 2n; p sJ , 

und als zeitlichen Mittelwert 

p = 41
:1l [E; + E~ cos2 i. (202) 

Aber fur den allgemeinen Fall eines Karpers, der nicht ein vollkommener 
Spiegel ist, wiirde diese DRuDEsche Betrachtungsweise nicht mehr den gleichen 
Wert des Druckes ergeben, wie er oben aus der Spannungstheorie abgeleitet 
worden ist, sondern nur einen Teil dieses Betrages. Denn die DRuDEsche Ab
leitung beruht im letzten Grunde auf einer Umformung der MAXwELLschen 
Gleichungen von einer ahnlichen Art, wie sie oben bei der Ableitung des POYN
TINGSchen Vektors angewandt worden ist, wie am einfachsten aus folgender Be
trachtung hervorgeht, die die Anwendung dieser Umformung auf unser hier 
immer behandeltes Beispiel beschrankt. Fur diesen Fall, wo nur die GraBen 
~'" und SJy gegeben sind, lauten die MAXwELLschen Gleichungen (2): 

e~~+4na@ =_co!{)y ot '" oz 
o!{)y o~z 

P'fit = -caz' 
Multipliziert man die erste mit /h.\)ydz, die zweite mit e@",dz und addiert sie, 
so erhalt man: 

[_1 o~z + rc:] h d + _1 Omy rc: d = __ ~ ol!~~+ ft!{)~J d 
4:1l ot a~", /hWY Z 4n; ot e~z z 8:1l OZ z. 

1) M. PLANCK, Vorlesungen fiber die Theorie der Warmestrahlung, S. 50ff. Leipzig: 
J. A. Barth 1906, 

Handbuch der Physik. XX, 17 
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Hier entspricht die rechte Seite dem Ausdruck fUr den Strahlungsdruck, wie er 
im vorigen Abschnitt aus der Vorstellung der Feldspannungen abgeleitet wurde. 
Auf der linken Seite stellt das erste Glied die durch die Linke-Rand-Regel aus
gedruckte Kraftwirkung des magnetischen Feldes auf den elektrischen Strom dar. 
Dazu aber kommt das zweite Glied, das den inversen Effekt, die Kraftwirkung 
eines elektrischen Feldes auf einen magnetischen Strom darsteIlt, jene Kraft, 
die zuerst von R. HERTZ!) aus der Reziprozitat der MAXwELLschen Gleichungs
tripel geschlossen wurde, und die POINCARE als "HERTzsche Kraft" bezeichnet 
haP). Erst das Zusammenwirken dieser beiden Arten von Bewegungsantrieben 
ergibt als Strahlungsdruck denjenigen Betrag, der aus der Theorie der Feld
spannungen abgeleitet wird. 

Fallt das Licht unter dem Einfallswinkel i auf die Flache und hat die Ober
flache ein endliches Reflexionsvermogen r, so ubt die Strahlung sowohl einen 
normalen Druck, wie einen tangentialen Schub aus; die normalen Krafte des 
einfallenden und des reflektierten Strahles wirken in gleicher Richtung und ad
dieren sich, die tangentialen Krafte wirken einander entgegen und subtrahieren 
sich. Daher hat der Normaldruck die GroBe 

(1 + r) Wcos 2 i, 

der tangentiale Schub die GroBe 

(1 - r) W cos i sin i , 

wenn W die mittlere Energiedichte der einfal1enden Welle bedeutet. Fur einen 
vollkommenen Spiegel ist r = 1 und die Schubkraft = 03). 

Mit der Erweiterung der MAXwELLschen Theorie zur Elektronentheorie ist 
dann auch die elektromagnetische Begrundung des Lichtdruckes auf eine andere 
Grundlage gestellt worden. Es muB daruber auf den Abschnitt Elektronentheorie 
verwiesen werden. 

Auf einem ganz anderen Wege hat gleichzeitig mit MAXWELL und durchaus 
unabhangig von ihm BARTOLI den Gedanken des Strahlungsdruckes entwickelt 4). 

Er geht von der Tatsache aus, daB in einem von Warme durchstrahlten Raume 
eine gewisse Energiemenge in Form von Warmestrahlung vorhanden ist, welche 
durch Verkleinerung des Raumes, wenn seine sich zusammenziehende Oberflache 
als spiegelnd angenommen wird, einem in dem Raume befindlichen, die Strah
lung absorbierenden Korper zugefiihrt werden kann. Einen Vorgang dieser 
Art denkt sich BARTOLI so gestaltet, daB durch ihn Wiirme von einem kalteren 
auf einen wiirmeren Korper ubergefUhrt wird. Nach den Grundsiitzen der Thermo
dynamik ist das nur moglich, wenn gleichzeitig Arbeit aufgewandt wird; diese 
Arbeit aber konnte in dem vorliegenden FaIle nur in der Dberwindung eines der 
Verkleinerung des Raumes entgegenwirkenden Druckes bestehen. Daraus 
schlieBt BARTOLI auf das Vorhandensein einer von der Strahlung auf die Wand 
ausgeiibten Druckkraft, fur die er bei vollkommen reflektierender Wand den 
doppelten Betrag der in der Raumeinheit enthaltenen Energie berechnet, also 
den gleichen Betrag, wie ihn MAXWELL aus seinen Dberlegungen erhalten hat. 
BOLTZMANN 5) hat dies em Gedankengange BARTOLIS eine streng ere Fassung ge
geben. Er hat den Vorgang zu einem umkehrbaren Kreisprozesse ausgebaut, 

1) H. HERTZ, Wied. Ann. Bd.23, S.84. 1884; Ges. Werke Bd. I, S.295. 
2) H. POINCARE, Electricite et Optique, 2. Auf!. S. 414. Paris: G. CARRE et C. NAUD, 1901. 
3) Hinsichtlich dieser und anderer Ableitungen moge noch ausdriicklich auf einen die 

altere Literatur iiber den Lichtdruck zusammenfassend darstellenden Aufsatz von F. HASEN
OHRL verwiesen werden, Jahrb. d. Radioakt. Bd.2, S.267. 1906. 

4) BARTOLI, Sopra i movimenti prodotti dalla luce e dal calore, Firenze: Le Monnier 1876. 
5) L. BOLTZMANN, Wied. Ann. Bd.22, S. 31. 1884; Wiss. Abhandlgn. Bd. III, S.110. 
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hat die Abhii.ngigkeit der Strahlung von der Temperatur, zunachst als unbekannte 
Funktion cp (T) eingefUhrt und hat folgenden Punkt in BARTOLIS Darstellung 
richtig gestellt: Der Druck, der bei dem BARToLIschen Prozesse wirksam ist, 
ist nicht der Druck allein der senkrecht auf die Fliiche fallenden Strahlung, 
sondern der Gesamtdruck der von allen moglichen Richtungen auftreffenden 
Strahlen. Unter Berucksichtigung dieses Umstandes erhalt BOLTZMANN fUr den 
Strahlungsdruck als Funktion der Temperatur der die Strahlung aussendenden 
Korper den Ausdruck: 

P = /(T) = ;c . T jrp(i2dT , 

in dem J das thermische Arbeitsiiquivalent und cp (T) die in der Zeiteinheit von 
der Fliicheneinheit einer vollkommen schwarzen Fliiche ausgestrahlte Wiirme 
bedeuten. Einen bestimmten Wert erhiilt dieser Ausdruck erst durch die Ein
fUhrung eines bestimmten Gesetzes fUr die Beziehung zwischen Strahlung und 
Temperatur, etwa des STEFANschen Strahlungsgesetzes cp (T) = A P, wodurch 

p = /(T) = 4'1' (T) 
3}c 

wird. In dieser Darstellung ist die ganze in der Raumeinheit in Form von Strah

lung enthaltene Energie E gegeben durch den Ausdruck 4~r:). Also ist der 

Strahlungsdruck E/3. Das entspricht dem Umstande, daB die Strahlung hier 
als eine in vollkommen gleichmiiBiger Verteilung von und nach allen Richtungen 
verlaufende angesehen ist. Diesen ganz ungeordneten Zustand kann man sich 
auch, wie BOLTZMANN an anderer Stelle ausfUhrtl), in der Form denken, daB die 
Strahlen nach drei zueinander senkrechten Richtungen gleichmiiBig verteilt sind, 
also ein Drittel der Strahlen senkrecht, zwei Drittel parallel zur Flache verlaufen. 
Dann erhiilt man das MAXWELLsche Resultat, daB der Druck der Strahlung 
gleich der in der Raumeinheit enthaltenen Energie der senkrecht auf die Flache 
fallenden Strahlung ist. 

Fur Wellen in einem elastischen Mittel hat J. LARMOR den Betrag des Strah
lungsdruckes durch einfachere Uberlegungen energetischer Art abgeleitet2). Von 
unmittelbarster Anschaulichkeit aber ist der Gedanke des Lichtdruckes in der 
NEWToNschen Emanationstheorie. Doch hat schon BOLTZMANN in der letzt
genannten Arbeit darauf hingewiesen, daB der nach dieser Theorie aus der StoB
kraft der Lichtpartikel berechnete Druck sich im Verhiiltnis zur Energie der 
Strahlung doppelt so graB ergibt, als nach der MAXwELLschen Theorie. Aus
fiihrlicher hat PLANCK diese Parallele behandelt3). Er zieht aus dem Ergebnis 
den SchluB, daB die GroBe des MAXWELLschen Strahlungsdruckes nicht aus all
gemeinen energetischen Uberlegungen abgeleitet werden kann, sondern daB sie 
der elektromagnetischen Theorie eigentumlich ist, daB daher alle Bestiitigungen 
der MAXWELLschen Strahlungsformel als Bestiitigungen der elektromagnetischen 
Theorie uberhaupt anzusehen sind. Das fUhrt nun schlieBlich zu der Frage, ob 
die MAXWELLsche Formel durch Versuche bestiitigt werden kann oder nicht. 

1) L. BOLTZMANN, Wied. Ann. Bd.22, S.291. 1884; Wiss. Abhdlgn. Bd. III, S.118· 
2) J. LARMOR, Aether and Matter. Cambridge 1900. Zit. nach G. JAGER, Sitzungsber. 

d. Wien. Akad. (IIa) Bd. 124, S. 369. 191~. Doch ist die von JAGER an dieser Stelle versuchte 
Ubersetzung des LARMoRschen Gedankenganges aus dem Mechanischen in das Elektro
magnetische sicherlich nicht zulassig. 

3) M. PLANCK, Vorlesungen uber die Theorie der Warmestrahlung. S. 57. Leipzig: J. A. 
Barth 1906. 

17* 
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85. Experimenteller Nachweis des Lichtdrucks. Die Druckkrafte des 
Lichtes sind ungeheuer klein. Die Formeln, wie sie oben aufgestellt worden sind, 
driicken den Lichtdruck durch die in der auffallenden Welle enthaltene Energie 
der Raumeinheit aus. Der Messung zuganglich ist die in der Zeiteinheit auf die 
Flacheneinheit des bestrahlten Korpers auffallende Energiemenge. Wird diese 
mit E bezeichnet, so ist die Energie der Volumeinheit Ejc. Also ist der Druck 
einer senkrecht auffallenden Strahlung fiir eine vollkommen schwarze Flache 
= E/c, fiir eine vollkommen reflektierende Flache 2Ejc. Fur die Sonnenstrah
lung ist nach LANGLEY E = 1,3 106 Erg/sec fiir 1 cm 2 ; daher der Druck fiir 
eine schwarze Flache 4 10- 5 Dynjcm2 oder 0,4 mg-Gewicht auf 1 m 2, fiir 
einen Spiegel 8 10- 5 Dynjcm 2 oder 0,8 mg-Gewicht auf 1 m2• Die Schwierig
keit, diese geringen Wirkungen nachzuweisen, liegt aber nicht bloB in ihrer Klein
heit, sondern in noch hoherem M1Be in den durch die Erwarmung der bestrahlten 
Flache hervorgerufenen Kraften anderer Art, den von CROOKES entdeckten 
radiometrischen Reaktionskraften und den durch Luftstromungen erzeugten 
Wirkungen. Der erste Nachweis des Lichtdruckes unter Uberwindung dieser 
Schwierigkeiten ist LEBEDEW gelungen und nahezu gleichzeitig NICHOLS und 
HULL. Hinsichtlich fruherer Versuche und der geschichtlichen Entwicklung 
des Gedankens des Lichtdruckes iiberhaupt kann auf die Darstellung verwiesen 
werden, die LEBEDEW in der Einleitung seiner Abhandlung gibtl). 

LEBEDEW hat bei seinen Versuchen die storenden Krafte nach Moglichkeit 
heruntergedriickt, indem er die Bestrahlung der an einer empfindlichen Dreh
wage befestigten Flachen in einem hinreichend groBen GefaBe bei moglichst 
hohem Vakuum vornahm und als bestrahlte Korper diinne Metallbleche ver
wandte, sowohl blanke als platinierte, die abwechselnd auf der einen und der 
anderen Seite bestrahlt wurden. Die Energie der yom Krater einer Gleichstrom
bogenlampe kommenden Strahlung wurde kalorimetrisch gemessen durch die 
Erwarmung eines Kupferblockes, auf dessen beruBte Flache - bei einem 
anderen Block war sie vergoldet und platiniert - die Strahlung auffiel. 
LEBEDEW fand iibereinstimmende Resultate fiir Belichtung mit weiBem, rotem und 
blauem Licht. Er faBt seine Resultatein der zweiten der untengenannten Veroffent
lichungen in folgender Tabelle zusammen, in der die GroBe der Druckkraft auf 

GroBe des Lichtdruckes 
nach LEBEDEW. 

Bestrahlter Korper 

Schwarz platinierter FliigeJ 
Platin, blank. . . 
Aluminium, blank 
Nickel, blank. 
Glimmer ..... 

I beob·1 ber. 

1,1 1,0 
1,8 1,6 
1,9 1,8 
1,4 1.6 
0,1 I -

eine vollkommen schwarze Flache mit 1 
bezeichnet ist; das Reflexionsvermogen 
der benutzten Flachen wurde photo
metrisch im weiBen Lichte bestimmt. 

Damit war ohne Frage das Vorhanden
sein des Lichtdruckes und die Richti~keit 
der GroBenordnung seines nach der MAX
WELLschen Formel berechneten Betrages 
bewiesen. Die Versuchsfehler betrugen 
aber immerhin noch bis zu 20%. Auch 

die erst en Versuche von NICHOLS und HULL 2) ergaben noch keine scharfere 
Ubereinstimmung zwischen Theorie und Messung. In einer weiteren Arbeit 3) 

aber haben diese Forscher die Genauigkeit der Messun~ so weit gestei~ert, 
daB die Ergebnisse nunmehr auch als eine quantitative B~statigung der MAX
wELLschen Formel angesehen werden k6nnen. Ihr Beobachtungsverfahren war 

1) P. LEBEDEW, Ann. d. Phys. (4) Bd.6, S.433. 1901; Jahrb. d. Radioakt. u. d. Elek
tronik Bd.2, S.305. 1906. 

2) E. F. NICHOLS und G. F. HULL, Science Bd. 14, S. 588. 1901; Phys. Rev. Bd. 13, 
S. 293. 1901. 

3) E. F. NICHOLS und G. F. HULL, Ann. d. Phys. (4) Bd. 12, S.225. 1903. 



Ziff. 85. Experimenteller Nachweis des Lichtdrucks. 261 

anders als das von LEBEDEW. Sie benutzten nicht ein moglichst hohes Vakuum, 
sondern maBen bei einem Druck von etwa 16 mm Hg, nachdem sie festgestellt 
hatten, daB die radiometrischen Krafte bei Drucken zwischen 20 und 11 mm 
ihr Vorzeichen wechselten. Sie wanrlten ferner, urn die Wirkungen der Erwarmung 
herabzusetzen, eine ballistische Methode an, indem sie die Bestrahlung jedesmal 
nur 6 Sekunden lang einwirken lieBen. Sie benutzten endlich als bestrahlte 
Flachen einseitig versilberte Deckglaschen, die abwechselnd auf der Silber- und auf 
der Glasseite bestrahlt wurden. Die Strahlungsenergie wurde durch die Erwar
mung einer Silberplatte mit beruBter Flache ermittelt, deren Temperatur mit 
Thermoelementen gemessen wurde. Die Ergebnisse der Beobachtungen und der 
aus der Energie der Strahlung berechneten Druckwerte fUr die drei FaIle der 
direkten Bestrahlung, der durch ein Rubinglas und der durch einen Glastrog 
mit 9 mm dicker Wasserschicht gefilterten Strahlung enthalt folgende Tabelle. 

Auch diese Versuche zei
gen, daB der Strahlungsdruck 
nur von der Intensitat der 

GroBe des Lichtdruckes nach NICHOLS und 
HULL. 

beob. 10 - 5 Dyn. ber. 10 - , Dyn. Strahlung und nicht von der I 
Wellenlange abhiingt. ---------!If------:------

N h d' dl Direkte Strahlung .: 7,01 ± 0,02 7,05 ± 0,03 
ac lesen grun egen- Rotes Glas . . 6,94 ± 0,02 I 6,86 ± 0,03 

den Versuchen von LEBEDEW Wasserschicht.. 6.,52 ± 0,03 6,48 ± 0,04 
und von NICHOLS und HULL 
hat zunachst POYNTING den Strahlungsdruck bei schiefem Auffall der Strahlung 
auf eine absorbierende Flache gemessen. Dabei war der beruBte Flugel senk
recht zum Arm der Drehwage befestigt, so daB nur die tangentiale Komponente 
des Druckes eine Drehung des Armes bewirkte. Er hat ferner die Druckkrafte bei 
der Totalreflexion und bei der Brechung des Lichtes durch Prism en nachgewiesen 1). 

In sehr origineller Weise hat AMERIO den Lichtdruck demonstriert 2). Er 
laBt eine geradlinig polarisierte Strahlung durch dunne Glasscheiben, die an den 
Enden einer im Vakuum befindlichen Drehwage befestigt sind, unter dem Polari
sationswinkel hindurchgehen. Schwingt der elektrische Vektor in der Einfalls
ebene, so wird die Strahlung nicht reflektiert, sondern geht mit dem vollen Be
trage durch die Platten hindurch; dann hebt sich der Druck der einfallenden und 
der austretenden Strahlung auf. Dreht man aber den polarisierenden Nicol urn 
90°, so wird ein Teil der Strahlung reflektiert und ein entsprechender Lichtdruck 
kommt zur Wirkung. Dies Verfahren ist von ROSSI weiter ausgebaut und zu 
verschiedenen Messungen uber den Lichtdruck benutzt worden 3). 

WEST hat den Lichtdruck an dunn en Metallfolien durch mikroskopische 
Beobachtung der Ablenkung gem essen 4). 

DaB der Lichtdruck, wenn ein Strahlenbundel eine Glasplatte schief durch
setzt, ein Drehungsmoment auf die Platte ausuben muB, weil die Angriffspunkte 
des Druckes nicht mehr in einer Linie liegen, hat zuerst GOLDHAMMER abgeleitet 5). 
BARLOW hat die Theorie durch Versuche gepruft, indem er die Schwingungs
dauer einer drehbar aufgehangten Glasplatte maB bei wirkender und bei abge
bien deter Strahlung, und befriedigende Dbereinstimmung gefunden6). 

Aber an Stelle dieser direkten und doch immer sehr schwierigen Versuche 
zum Nachweis des Lichtdruckes kann man als zwar indirekten, aber viel strengeren 

1) J. POYNTING, Phil. Mag. (6) Bd.9, S. 169, 402. 1905. 
2) A. AMERIO, Nuovo Cim. (5) Bd. 18. S.424. 1909. 
3) A. G. ROSSI. Atti di Torino Bd. 48. S. 209; Nuovo Cim. (6) Bd. 6. S. 145. 1913. 
4) G. D. WEST. Proc. Phys. Soc. Bd.25. S.324. 1913. 
5) D. A. GOLDHAMMER, Ann. d. Phys. (4) Bd.4. S.834. 1901. 
6) G. BARLOW. Froc. Roy. Soc. London (A) Bd.88. S.100. 1913. 
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Nachweis aHe diejenigen Versuche ansehen, weIche die Gultigkeit der Gesetze der 
schwarz en Strahlung, in erster Linie des STEFAN-BoLTZMANNschen Gesetzes 
uber die Abhii.ngigkeit der Gesamtstrahlung von der 4. Potenz der absoluten 
Temperatur erwiesen haben. Denn die theoretische Ableitung dieses Gesetzes 
beruht auf der Annahme, daB der Strahlungsdruck in der GroBe des durch die 
MAXwELLsche Formel bestimmten Betrages vorhanden isF). In bezug auf diesen 
Punkt sei auf die Behandlung der Strahlungsgesetze in Kap. 5 dieses Bandes 
verwiesen. 

86. Anwendungen des Lichtdrucks auf kosmische Erscheinungen. Die Vor
steHung eines von der Lichtstrahlung ausgeubten Druckes ist sehr viel alter 
als die MAXWELLsche Theorie. Denn schon KEPLER und LONGOMONTANUS haben 
im 17. J ahrhundert die Bildung der Kometenschweife auf die abstoBende Kraft 
der Sonnenstrahlung zuriickgefiihrt, die aus der damals herrschenden Emanations
theorie des Lichtes ohne weiteres verstandlich war 2), und die gleiche Anschauung 
hat im 18. Jahrhundert EULER vertreten, allerdings nicht mehr von der Ema
nationstheorie, sondern von der Vorstellung aus, daB das Licht aus einer longi
tudinalen Wellenbewegung bestehe. Nach der elektromagnetischen Begrundung 
des Lichtdrucks durch MAXWELL ist das Problem der forttreibenden Kraft, die 
der Strahlungsdruck auf kleine Korper auszuuben vermag, von FITZGERALD, 
LODGE, LEBEDEW, ARRHENIUS, NICHOLS und HULL erortert und von SCHWARZ
SCHILD einer genaueren Berechnung fUr kleine Kugeln unter Berucksichtigung 
der Beugung des Lichtes unterzogen worden 3). Da die Wirkung des Lichtdrucks 
auf eine Kugel der Oberflache, die der Schwerkraft dagegen dem Volumen pro
portional ist, so nimmt das Verhaltnis beider mit abnehmendem Radius der Kugel 
zu; fUr eine gewisse GroBe besteht Gleichgewicht beider Wirkungen, und fUr noch 
kleinere Korper uberwiegt der Lichtdruck uber die Schwere. Fur eine reflektie
rende Kugel ergeben die Rechnungen von SCHWARZSCHILD, daB fUr TeiIchen von 
der Dichte 1 und fUr eine Strahlung von der Welleniange 0,6 p, und einer Inten
sit at gleich der Gesamtintensitat der Sonnenstrahlung Lichtdruck und Schwere 
gleich sind bei einem Kugeldurchmesser von 2,5}' = 1,5p" derLichtdruck erreicht 
einenMaximalwert, der die Schwere urn das 18fache iibertrifft, bei einem Durch
messer von 0,3}' = 0,18 p" wird bei 0,07 p, wieder gleich der Schwere und sinkt 
bei weiterer Abnahme des Durchmessers rasch auf Null herunter. Der Gedanke 
ciner Wirksamkeit dieses Druckes auf kosmische Massen ist in weitgehendem 
MaBe von. ARRHENIUS zuerst in einem Aufsatze iiber Nordlichter und spater in 
seinem Lehrbuch der kosmischen Physik ausgefUhrt worden4). 

1) L. BOLTZMANN, Wied. Ann. Bd. 22, S.291. 1884; Wiss. Abhandlgn. Bd. III, S. 118. 
2) Hinsichtlich der Literatur kann verwiesen werden auf F. HASENOHRL, Jahrb. d. 

Radioakt. Bd. 2, S. 267; P. LEBEDEW, ebenda S. 305, 1906 und P. LEBEDEW, Ann. d. Phys. 
(4)Bd.6, S.433. 1901. 

3) K. SCHWARZSCHILD, MUnch. Ber. Bd. 31, S.293. 1902. 
4) Sv. ARRHENIUS, Phys. ZS. Bd.2, S.81. 1900; Lehrb. d. kosmischen Physik. Leip

zig: S. Hirzel 1903. 
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1. Einleitung. Die Theorie der Beugungserscheinungen, wie sie von FRESNEL 
und KIRCHHOFF entwickelt worden ist, kann in dem Rahmen der elektromagne
tischen Lichttheorie ohne weiteres keinen Platz finden. KIRCHHOFF l ) beschreibt 
die Lichterregung in jedem Punkte durch eine Funktion u, die der Schwingungs-
gleichung Llu + k2u = 0 (1) 

geniigt. 1st u eine mit ihrer ersten Ableitung stetige Funktion, so HiBt sich die 
Lichterregung in einem Punkte P darstellen durch das FHichenintegral 

1 f( a e- 1kr e- ikr aU) u(P)=- u----- do. 
4n all r r all (2) 

Hierin ist die Integration zunachst iiber eine geschlossene Flache zu erstrecken, 
welche den Punkt P umhiillt und die Lichtquelle ausschlieBt. Ferner ist r der 
Abstand eines Flachenelementes von P. Die Normale y weist nach der Seite 
des Aufpunktes P hin. Es laBt sich leicht zeigen, daB die Gleichung (2) auch 
dann noch richtig bleibt, wenn die Flache 0 nicht geschlossen ist, sondern ins 
Unendliche verlauft, sofern sie nur den Aufpunkt von der Lichtquelle trennt. 
Die Anwendbarkeit der Formel (2) ist dadurch beschrankt, daB sie die Kenntnis 
von u und Bu/By auf der Integrationsflache verlangt. Diese Kenntnis ist aber 
nur dann vorhanden, wenn die Lichtausbreitung nicht durch die Anwesenheit 
von beugenden Korpern gestort wird, wenn sich also die Anwendung der Glei
chung (2) eriibrigt. In jedem anderen FaIle schmiegen wir nach KIRCHHOFF 
die Integrationsflache an die Schattenseite des Schirmes an und setzen dort u und 
Bu/ay gleich O. An den iibrigen Stellen der Flache dagegen tragen wir fUr u 
und Bu/ay diejenigen Werte ein, die sie dort bei ungestorter Ausbreitung der 
Welle haben wiirden. Dieses Vorgehen ist deswegen zu beanstanden, weil u und 
Bu/ay auf der Integrationsflache nicht unabhiingig voneinander gewahlt werden 
k6nnen, ferner sind die angesetzten Randwerte nicht stetig, obwohl die Formel (2) 
nur unter dieser Voraussetzung giiltig ist. Die Folge davon ist, daB die Funktion (2) 
die auf der Integrationsflache angesetzten Randwerte gar nicht befriedigt. 
Physikalisch entsprechen KIRCHHOFFS Ansatze ziemlich angenahert einem 
schwarzen Schirm, wobei hierunter vorlaufig ein Schirm zu verstehen sei, der das 
auffallende Licht ganz absorbiert, ohne etwas zu reflektieren. Infolgedessen 

1) G. KIRCHHOFF, Vorlesungen fiber math. Optik, S. 22££. Leipzig 1891. Vgl. auch 
Kap. 6, Ziff. 26. 
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verzichtet die KIRCHHoFFsche Theorie darauf, den MaterialeinfluB und die Ge
stalt des Schirmes in Rechnung zu setzen, da es ihr bei letzterem nur auf den 
Rand ankommt. Da sie die Lichterregung durch eine skalare Funktion u be
schreibt, ist sie nicht in der Lage, den Polarisationszustand des gebeugten Lichtes 
zu berechnen. Hiervon abgesehen, ist ihre 'Obereinstimmung mit der Erfahrung 
ausgezeichnet, und auch der Vergleich der KIRCHHoFFschen mit einer strengen 
Theorie ergibt zwischen beiden eine weitgehende 'Obereinstimmung. Wie sich 
die mathematischen Schwierigkeiten der KIRCHHoFFschen Theorie umgehen 
lassen, werden wir noch in Ziff.7 zu zeigen haben. 

Die elektromagnetische Lichttheorie beschreibt die Lichterregung durch 
die Feldvektoren ~ und ~, die durch die MAXWELLschen Gleichungen 

1 . 
rot~= --~, c 
div~ = 0, 

r~t~ = C (e~ + o~), l' I 
dlV~ = 0, 

miteinander verbunden sind. Hierin bedeutet e die Dielektrizitatskonstante, 
odie Leitfahigkeit des Mediums, c die Vakuumgeschwindigkeit des Lichtes. 
Die Permeabilitat f1, kann fiir optische Vorgange gleich 1 gesetzt werden. Wir be
trachten ~ und ~ stets als reinperiodische Funktionen der Zeit und setzen 

Hierdurch nehmen die Gleichungen (3) die Gestalt an 
iw rotE = --H, 
c 

divE = 0, 

rotH = ~ (iwe + o)E, I 
divH = 0. 

(4) 

(5) 

Die Elimination von E oder H ergibt ffir beide die Schwingungsgleichung 

AE + k2E = 0, AH+k2 H=0 
mit 

(6) 

k.nennen wir die komplexe Wellenzahl, da es fiir den Fall durchsichtiger Medien 
(0 = 0) in die gewohnliche Wellenzahl iibergeht, die mit der Wellenlange l durch 
die Beziehung 

k w -y- 2n =- 13=-
C ;. 

(7) 

verbunden ist. 
Die Aufgabe, welche wir uns vorlegen, besteht also darin, ebenfalls Losungen 

der Differentialgleichung (1) zu gewinnen. 1m Gegensatz zu KIRCHHOFF be
schreiben wir das Beugungsphanomen durch sechs solcher Losungen, zwischen 
denen die Beziehungen (5) bestehen. An der OberfHi.che der beugenden Korper 
sind nach der MAXWELLschen Theorie die Grenzbedingungen zu erfiillen, daB die 
Tangentialkomponenten von E und H stetig sind. Das Verhalten der Normal
komponenten wird dann durch die Gleichungen (5) mitbestimmt. 

Eine besondere Bemerkung ist uber das Verhalten im Unendlichen not
wendig. Die Losungen ,der Schwingungsgleichung sind nicht wie diejenigen 
der Potentialgleichung durch vorgeschriebene Quellen und die Bedingung, im 
Unendlichen zu verschwinden, eindeutig bestimmt. Denn im Gegensatz zu den 
Losungen der Potentialgleichung gibt es nichtverschwindende Losungen der 
Schwingungsgleichung, die im Unendlichen gleich Null und im Endlichen iiberall 
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regular sind. Physikalisch bedeutet dies, daB die Schwingungsgleichung die 
Existenz stehender Wellen zuliiBt, die jeder Losung des vorgelegten Problems 
iiberlagert werden konnen, ohne die vorgeschriebenen Randbedingungen zu 
modifizieren. Diese stehenden Wellen kommen dadurch zustande, daB sich 
fortschreitende, divergierende Wellen, die aus Quellen im Endlichen kommend, 
ins Unendliche ausstrahlen, mit soJchen iiberlagern, die aus dem Unendlichen 
einstrahlend, sich in die im Endlichen vorgeschriebenen Quellpunkte verlieren 
und die Quellen dadurch zum Fortfall bringen. SoIche konvergierenden Wellen 
sind aber physikalisch unmoglich, und wir setzen daher fest. daB die Losungen 
unseres Problems Wellen dieser Art nicht enthalten diirfen. Es geniigt fUr das 
Folgende, diese Forderung in der Form auszusprechen, daB sich auBerhalb einer 
Kugel von beliebig groBem Radius die Losungen aus Termen zusammensetzen 
miissen, die die Gestalt einer aus einer endlichen Quelle kommenden, ins Un
endliche divergierenden Welle besitzen. Diese Bedingung wird als Ausstrah
lungsbedingung1) bezeichnet. Physikalisch ist damit die Existenz stehender 
Wellen vermieden. Durch die Ausstrahlungsbedingung wird jede Energiezufuhr 
aus dem Unendlichen verboten, vielmehr ein dauernder EnergieabfluB gefordert. 
Unter diesen Umstanden wird jedel' irgendwie eingeleitete Schwingungszustand, 
den wir als Eigenschwingung des unendlichen Gebietes betrachten konnen, 
gedampft sein, also zu einem komplexen k gehoren, wahrend das k unserer Diffe
rentialgleichung im allgemeinen reell ist. Analytisch geniigt es, zu verlangen, 
daB sich im Unendlichen die Losungen von (1) bei drei- und zweidimensionalen 
Problemen verhalten wie 

bzw. 
e- tkr 

r 

Eine strenge Formulierung und den Beweis dafiir, daB durch die Ausstrahlungs
bedingung die Losung eindeutig festgelegt wird, findet man in der angegebenen 
Arbeit von SOMMERFELD. 

Urn die Beugungstheorie der elektromagnetischen Lichttheorie anzupassen, 
liegt es nahe, das KIRCHHOFFsche Integral so umzuformen, daB es mit den MAX
wELLschen Gleichungen vertraglich ist, insbesondere also die Randwerte in (2) 
so zu wahlen, daB dies der Fall ist. Wir werden in Ziff. 7 Ansatze besprechen, 
die auf diesem Wege die Beugungsprobleme zu bewaltigen suchen. Es wird 
sich aber herausstellen, daB gerade diejenigen Beugungsprobleme, die die KIRCH
HOFFsche Theorie umfaBt, namlich die Beugung an schwarzen Schirmen, sich 
der Behandlung durch die elektromagnetische Lichttheorie nicht ohne weiteres 
einfUgen, da sich keine Randbedingungen angeben lassen, die den Begriff "schwarz" 
charakterisieren. Die strenge Behandlung der Beugungserscheinungen ist daher 
mit anderen Methoden in Angriff genommen worden. SOMMERFELD hat mit 
funktionentheoretischen Mitteln die Losung gewisser Beugungsprobleme auf die 
Kenntnis mehrwertiger Losungen der Schwingungsgleichung zuriickgefiihrt, d. h. 
soIcher Losungen, die erst auf mehrblattrigen RIEMANNSchen Fliichen eindeutig 
sind. Andererseits gelingt es manchmal, die Schwingungsgleichung direkt in 
der schlichten Ebene mit den vorgeschriebenen Randbedingungen zu integrieren, 
wenn man die Grundgleichungen auf soIche krummlinigen Koordinaten trans
formiert, in denen die Schirmfliiche Parameterfliiche wird. 

Wir werden es im weiteren meistens mit Problemen zu tun haben, die von 
einer Koordinate unabhiingig sind. 1st dies etwa die i-Koordinate, so unter
scheiden wir zwei FaIle: 

1) A. SOMMERFELD, Jahresber. d. dtsch. Math. Ver. Bd.21, S.309-353. 1912, ins
besondere S. 326ff. 



266 Kap. 7. G. WOLFSOHN: Strenge Theorie der Interferenz und Beugung. Ziff. 2. 

a) Der Schwingungsvorgang sei senkrecht zur Z-Achse polarisiert (Hz = 0), 
d . h . nur die zur Z-Achse parallele Komponente Ez des elektrischen Vektors 
ist von Null verschieden. In diesem FaIle nehmen die Gleichungen (5) die Form an: 

°o~Z = - i: H x , 1 
oEz _ iw H 
ax - c Y' 

(9a) 

L1 Ez + k2 Ez = o. J 
b) Der Schwirigungsvorgang sei in der Z-Achse polarisiert (Ez = 0), der 

elektrische Vektor steht senkrecht auf der Z-Achse. Wir erhaIten: 

oHz 1 (. +)E ~ = - ZWfa x , 
uy c 

oHz 1 ( . )E -::;-- = - - ZWf + a Y' 
uX c 

(9b) 

L1Hz+ k2 Hz = O. 

Beide Falle unterscheiden wir im folgenden nach der Orientierung des elek
trischen Vektors als n- und a-Komponente. 

Aus dem Vergleich der Formeln (9a) und (9b) gewinnen wir die Erkenntnis, 
daB beide Schwingungsvorgange unabhangig voneinander verlaufen. Wir konnen 
also jeden allgemeineren Fall als Superposition der formal iibereinstimmenden 
FaIle (9a) und (9b) darstellen, eine polarisierte Welle durch Superposition ko
harenter, eine unpolarisierte Welle durch Superposition inkoharenter linear 
polarisierter Schwingungen von gleicher Amplitude. 

a) Der SOMMERFELDsche Problemkreis. 
2. Die SOMMERFELDSche Theorie. Mehrwertige Losungen der Schwingungs

gleichung. Die funktionentheoretische Methode von SOMMERFELD behandelt 

pI 
~ 

z 
p . 

ein Beugungsproblem der folgenden Art. 1m Raum be
finde sich eine punktformige LichtqueIle, oder es falle 
aus dem Unendlichen eine ebene Welle ein. Die Aus
brei tung des Lichtes werde gestort durch einen unend
lich diinnen ebenen Schirm 5 mit der Berandung C, der 

~---""'!f einen Teil der XZ-Ebene einnimmt (Abb. 1). Der 
Schirm sei undurchsichtig und voIlkommen blank, d. h. 
er be sitze im Sinne der elektromagnetischen Licht
theorie unendliche LeiWi.higkeit . Wir haben also auf 

Abb. l. SOMMERFELDsches Beu- dem Schirm die Randbedingung Ex = Ez = 0 zu er-
gungsproblem. 

fUllen. An dem Ort der Lichtquelle mogen E und H 
einen einfachen Pol besitzen, das VerhaIten im Unendlichen werde durch die 
Ausstrahlungsbedingung geregeIt. Wir fragen nach der Lichtverteilung, die durch 
die Anwesenheit des Schirmes 5 hervorgerufen wird. 

Die SOMMERFELDsche Losung1) ist eine Verallgemeinerung des THOMSON
schen Spiegelungsprinzips, mit dessen Hilfe verwandte Aufgaben der Potential
theorie behandelt werden. 1st P die LichtqueIle, P' ihr Spiegelbild in bezug auf 
den Schirm, u(P) eine Losung der Differentialgleichung (1), die in P einen ein-

1) A. SOMMERFELD, G6ttinger Nachr. 1894, S. 338-342; 1895, S.268-274; Math. 
Ann. Bd.47. S. 317 - 374. 1896; Proc. Lond . Math. Soc. Bd. 28. S. 395 - 429. 1897; ZS. f. 
Math. u . Phys. Bd. 46. S. 11 - 97. 1901; H. S. CARLSLA w. Proc. Lond. Math. Soc. Bd. 30. 
S. 121 -161. 1899. Die Auffassung des Beugungsproblems als Randwertaufgabe wurde 
zum ersten Male von H . POINCARE durchgefiihrt . (Acta math. Bd. 16, S . 297. 1892.) 
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fachen Pol besitzt, so geniigt die Funktion v = u (P) - u (PI) den vorgeschriebenen 
Randbedingungen auf dem Schirm. Diese Lasung hat aber in dem Punkte P' 
einen zweiten Pol, der in unserem Problem dem physikalischen Gebiet angehart 
und einer weiteren Lichtquelle in P' entspricht. Die Folge davon ist, daB v nicht 
nur auf dem Schirm, sondern auch in seiner Offnung verschwindet. Die Lasung 
ist also nur richtig fUr einen Schirm, der die ganze XZ-Ebene einnimmt. In der 
Tat wiirde in dies em Falle die zweite Lichtquelle den Schwingungszustand auf 
der Seite von P nicht beeinflussen. Urn zu einer Lasung zu kommen, iiber
decken wir den ganzen Raum doppelt und erweitern ihn hierdurch zu einem 
zweifach iiberdeckten RIEMANNSchen Raum. Der erste Raum heiBe in leicht 
verstandlicher Weise der physikalische, der zweite der mathematische. Der 
Schirm bilde eine VerzweigungsfHiche, die Berandung den einzigen Verzweigungs
schnitt, so daB jeder Halbraum mit dem gleichnamigen durch die Offnung, mit 
dem ungleichnamigen durch den Schirm hindurch kommuniziert. Wir spiegeln 
nun die Lichtquelle P an dem Schirm und erhalten eine zweite Lichtquelle P' 
im mathematischen Raum. Sei nun u (P) eine Lasung der Differentialgleichung (1), 
die in dem zweifachen RIEMANNSchen Raume eindeutig ist, die Randkurve als 
Verzweigungslinie und in P einen einfachen Pol besitzt, u (PI) dieselbe Funktion 
in bezug auf P', so ist u (P) - u (PI) die gesuchte Lasung. Der Schirm hat die 
Eigenschaft, die Wirkung der Quelle P in den zweiten Raum ungestart durch
treten zu lassen. Das Entsprechende gilt fUr die Wirkung von P' auf den erst en 
Raum. Die Offnung hat die entgegengesetzte Funktion. Auf den Schirm wirken 
also beide Lichtquellen in symmetrischer Weise ein und heben sich gegenseitig 
auf. Dort ist die Randbedingung erfUllt. Die Einwirkung der Lichtquelle P' 
stellt im wesentlichen den reflektierten Strahl dar, wahrend die durch den 
Schirm gestorte Ausbreitung des Lichtes im gewahnlichen Raum zuriickgefUhrt 
ist auf eine ungestarte Ausbreitung in dem zweifach iiberdeckten RIEMANN
schen Raum. 

In der bisher angenommenen Allgemeinheit ist das Problem nicht zu lasen, 
da keine allgemeinen Satze bekannt sind, nach denen die durch das Problem 
vorgeschriebenen Funktionen aufzufinden sind. \iVir vereinfachen es zunachst 
durch zweidimensionale Spezialisierung, damit uns funktionentheoretische Hilfs
mittel zuganglich werden. Urn von einer Koordinate unabhangig zu sein, nehmen 
wir an, daB der Schirm in der z-Richtung sich beiderseits ins Unendliche erstreckt 
und von zwei zur Z-Achse parallelen Geraden begrenzt wird. Ferner ist es not
wendig, als Lichtquelle einen unendlich dunnen Lichtfaden x = xo, Y = Yo 
anzunehmen oder eine ebene Welle, deren Wellenfront die Schirmebene in einer 
Parallelen zur Z-Achse schneidet. Wir nehmen an, daB das Licht parallel oder 
senkrecht zur Z-Achse polarisiert ist, wodurch die vereinfachten Gleichungen (9) 
Gultigkeit erlangen, ohne daB die Allgemeinheit eingeschrankt wird. Wir werden 
demnach eine Funktion u zu suchen haben, die im FaIle der n-Komponente 
mit Ez , im FaIle der a-Komponente mit Hz identifiziert wird. Sie muB der Schwin
gungsgleichung genugen und in einer doppelt iiberdeckten RIEMANNSchen Flache 
eindeutig sein. Die Blatter dieser RIEMANNschen Flache hangen langs der Spur 
des Schirmes in der xy-Ebene zusammen. 

Solche Lasungen der Schwingungsgleichung werden als zweiwertige Lasungen 
bezeichnet. Wir werden jedoch, da wir sie im weiteren gebrauchen, sogleich 
p-wertige Lasungen der Schwingungsgleichung aufsuchen. Sie sind nur fUr den 
Spezialfall bekannt, daB der eine Windungspunkt ins Unendliche riickt. Die 
RIEMANNSche Flache dieser Lasungen stellen wir uns in der iiblichen Weise her, 
indem wir p Blatter iibereinanderlegen, langs irgendeines Halbstrahles, der vom 
Nullpunkt ausgeht, aufschneiden und das linke Ufer des einen mit dem rechten des 
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nachstfolgenden verbinden. Das letzte Blatt tritt wieder in Verbindung mit dem 
ersten. Der Nullpunkt soIl also der einzige endliche (p - 1) fache Windungs
punkt sein. Zur Auffindung der Losungen schlagen wir den von SOMMERFELD in 
seinen spateren Arbeiten benutzten heuristischen Weg ein. 

Wir fiihren in der RIEMANNSchen Flache Polarkocrdinaten r, cP ein. cP durch
laufe die Werte 0 < cP < 2pn, liege aIm im qten Blatt, wenn 2(q - 1).77 < cP < 2qn 
ist . Ais physikalisches Blatt wahlen wir das erste. Die Gleichung (1) nimmt in 
Polarkoordinaten die Form an: 

2 _ ()2U 1 OU 1 ()2U 2_ 
Au + k u - -0 2 + -?l + ""232 + k u - o. (10) 

r r ur r u'{! 

In der schlichten Ebene ist die Funktion 

u1(r, cP, CPo) = eikrcos(<p-<po) (11) 

eine Losung dieser Differentialgleichung und stellt in Verbindung mit (4) eine 
aus der Richtung CPo einfallende ebene Welle dar. Nach dem CAUCHYSchen Satze 
ist nun die Forme! 

u = eikrcos(<p- <po) = _ 1_ . eikrcos('-'P) ~_._ J . i ~ d!; 

1 2nt e'!; _ et 'Po 
(12) 

eine Identitat, wenn die Integration in der 4"-Ebene langs eines geschlossenen 
Weges ausgefiihrt wird, der den Punkt I; = CPo, aber keine weitere Singula

ritat des Integranden umhlillt . Denn 
der Integrand besitzt im Punkte CPo 
einen einfachen Pol mit dem Residuum 
eikr cos ('1'- <Po). 

Zeichnen wir uns in der 1;-Ebene den 
Integrationsweg ein, so besteht er zu
nachst etwa in einer Umkreisung des 
Punktes CPo. Wir deformieren diesen Weg 
nun so, wie Abb. 2 angibt. Er bestehe aus 
zwei Kurvenzweigen, die ins Unendliche 
gehen und durch die punktierten Strek
kenzlige verbunden sind. Diese Weg
fiihrung ist nur dann moglich, wenn auf 
den ins Unendliche gehenden Kurven
zweig en der Integrand im Unendlichen 
in hinreichender Weise verschwindet. 
Dies ist auf den schraffierten Streifen von 
der Breite n in der Tat der Fall, da dort 

Abb.2. Der Integrationsweg C(<p) in der ;-.Ebene. i k r COS (I; - CPO) einen negativen reellen 
Teil besitzt. Das ganze Streifensystem 

verschiebt sich mit dem Integrationsweg mit wachsendem cp nach rechts. Die 
Integrationen liber die geradlinigen gestrichelten Wegstlicke heben sich wegen 
der Periodizitat des Integranden gegenseitig auf, da diese Streck en in entgegen
gesetzter Richtung durchIaufen werden. Eine Umkreisung von CPo ist demnach 
gleichbedeutend mit dem aus den beiden Kurvenzweigen bestehenden und im 
weiteren als C (cp) bezeichneten Integrationsweg. 

Wir betrachten nun die Funktion 
0('1' ) i.£ 

1 f ' e Pdt; u (r cP f{!) = -- etkrcos(!; - <p) _ _ _ 
P , '0 2:n p i.t i~ • 

(13) 

e P - e P 



Ziff. 3. Beugung an einer Halbebene. 

1-tp ist eine Lasung der Wellengleichung, da die Differentiation unter dem Integral
zeichen ausgefiihrt werden kann. Es besitzt ferner die Periode 2np, ist also ein
deutig erst auf einer pfachen RIEMANNSchen Flache. Denn vergraBern wir cP 
urn 2np, so verschiebt sich zwar der Integrationsweg ebenfalls urn 2np nach 
Techts, aber der Integrand durchlauft auf dies em Wege dieselben Werte, da er 
die Periode 2np besitzt. up hat noch die folgenden Eigenschaften. Fiir r -+ 00 

und I cP - CPo I < a < n geht up -+ U1 ' fiir alle anderen cP wiederum mit Ausnahme 
·einer beliebig kleinen Umgebung der Stelle cP - CPo = n gegen Null. Urn dies 
zu beweisen, deformieren wir den Integrationsweg weiter so, daB die Kurven-
zweige,. wie es in 
Abb. 3 fiir das erste 
und qte Blatt ge
zeichnet ist, ganz im 
schraffierten Gebiet 
verlaufen. Dies ist 
immer maglich, wenn 
I cP - CPo I ;? a < n ist 
und wir im ersten 
Blatt den singularen 
Punkt CPo durch einen 
Umlauf ausschlieBen. 
Gehen wir mit r gegen 
unendlich, so konver
gieren die Integrale 
gegen Null, da die In
tegrationswege ganz 

Abb.3. Deformation des Integrationswegs C('I') im ersten nnd qten Blatt der 
RIEMANNschen FHiche. 

im schraffierten Gebiet verlaufen. Nur im erst en Blatt 
den Punkt CPo, der gerade U1 ergibt. 

bleibt ein Umlauf urn 

Es ist iiberall 
UJI + U~I + U~I + ... + U'fl = u1 ' (14) 

wenn die u~) die Werte der Funktion up an den p "iibereinanderliegenden" 
Punk ten der RIEMANNSchen Flache bedeuten. Denn das Integral 

0('1') 0('1'+2.'1:) 0(rp+2(p-lln) 

U~I + U:) + '" + U;f) = I + I + ... + I 
0('1') +0 ('1'+2,,) + ... + 0 ('p+2Ip -1);T) 

I Oscp<2n 

ist iiber einen einzigen zusammenhangenden Kurvenzug zu erstrecken, da die 
einzelnen Kurvenzweige im Unendlichen miteinander verbunden werden k6nnen. 
Diesen Integrationsweg erganzen wir wie friiher zu einem geschlossenen durch 
geradlinige Streckenziige, die hier einen Abstand von 2pn haben und wegen der 
Periodizitat des Integranden keinen Beitrag zum Integral liefern, da sie in ent
gegengesetzter Richtung durchlaufen werden. Der nun geschlossene Weg um
hiilIt als einzige Singularitat den Punkt CPo, in weIchem der Integrand mit dem 
Residuum U t unendlich wird. Hieraus ergibt sich die Behauptung. 

(13) ist also eine pwertige Lasung der Wellengleichung, weIche sich im 
Unendlichen verhalt wie eine ebene aus der Richtung CPo einfallende Welle. Sie 
stellt die ungestorte Lichtverteilung dar, die in der p-blattrigen RIEMANNSchen 
Flache durch eine soIche Welle hervorgerufen wird. 

3. Beugung an einer Halbebene. Ais erste Anwendung berechnen wir 
die Beugung einer ebenen Welle, die aus der Richtung cp = CPo einfiillt, an einem 
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Schirm, der die gesamte Halbebene x >0, Y = 0 einnimmt. Wir fUhren in einer 
zur Schirmkante senkrechten Ebene Polarkoordinaten ein. Der Schirm schneide 
diese Ebene in der Halbgeraden cP = 0 [OF in Abb. 4]. Dort ist 

im FaIle der n-Komponente die Randbedingung: u = 0, 

im FaIle der a-Komponente die Randbedingung: r~~ = ° 
zu erfiiIlen. 

Wir mach en den Schirm zum Verzweigungsschnitt einer doppelt iiberdeckten 
RIEMANNSchen FHiche, bezeichnen jetzt aber aus Zweckmii13igkeitsgriinden als 
physikalisches Blatt die Werte 0 < cP < 2n, als mathematisches -2n < cP < O. 
Wir superponieren, wie in der vorhergehenden Ziffer gezeigt worden ist, eine 

1 
1 

I 
I 

HI 
I 
\ 
\ 

/ 
/ \ 

I 

ebene Welle aus der Richtung CPo mit ihrem Spiegel
bild im zweiten Blatt, also einer ebenen Welle aus der 
Richtung -CPo' Es sei 

(15 ) 

\ / / " / .... _---/ // 

die zweiwertige Lasung (13). Wie man sich leicht 
iiberzeugt, stellt dann die Funktion 

'l--...... ./ Iff 
I - ___ - .... 

8 1 
v = u 2 (CPo) =f u2 ( -CPo) (16) 

Abb.4. Beugung an der Halb- die fUr beide FaIle gesuchte Lasung dar, wenn das obere 
ebene. Vorzeichen die n-Komponente, das untere die a-Kom

ponente charakterisiert. 
Urn dies einzusehen und zur weiteren numerischen Auswertung der Formel 

(16) transformieren wir die zweiwertige Lasung (15) in ein reelles Integral. Sind 
ukll und U~I die Werte von U 2 in den beiden Blattern, U 1 die Lasung (12) in der 
schlicht en Ebenc, so bilden wir die Funktion 

C(cp) 

a {tt~I) - U~21} k - 2'ikr cos' ~CP_j~' C + 'Po - 2'P 2 ikr cos'" - 'P 
- --- = - - e 2 SIll e 2 df;. or u l 2n 2 

Bei dieser Funktion kannen wir den Integrationsweg weiter in die Geraden 

1; = cP - n + iT und 1; = cp + n + iT -00 < T < +00 

deformieren. Die Integration laBt sich dann ausfUhren, und es ergibt sich 

V2 krcos cP; CPo 

{

(II (21} '--. . . 2 cP - CPo ~ .i. U 2 - U~ = V2~k cos 'P - 'Po e -2d:rcos -2- = _ 2 __ .i.Je-i<' dT, 
or U I JIM 2 jI- in or 

T 
u(ll - U(21 2 f . 
_2 __ 2 = ~ e-"'dT, 

u l y- in 
6 

und wegen 

o 

T = V2krcos 'P-'Po 
2 ' 
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Beide Ausdrucke werden identisch, wenn wir verabredungsgema.B im ersten 
Blatt 0 < q; < 271, im zweiten - 271 < q; < 0 setzen. Wir erhalten dann, wenn 
wir noch berucksichtigen, daB 

o 
1 = 2 fe-iT' dr 

V- in 
-00 

ist, in beiden Blattern denselben Ausdruck 
T 

U z = eikrcos('P-'Po) ~fe-iT' dr. 

-00 

(17) 

Man uberzeugt sich nun leicht, auf Grund der Tatsache, daB Uz eine gerade 
Funktion von q; - q;o ist, daB v den vorgeschriebenen Randbedingungen genugt. 
Die Funktion 

v ~ ,'''00' (.-w.) ~J:-". d, 'f e","~(.+~1 ~: I-i.' d,. (18) 
- 00 - 00 

T = '12kr cos q; =F fPo 1,2 r~/H 2 

stellt also die Lasung unseres Problems dar. Der Dbergang zu den FeldgraBen ~ 
und Sj ist nun nach der Vorschrift (4) auszufUhren. Wir erhalten: 

(19) 

Zur Diskussion zerlegen wir die beiden Blatter durch die Halbgeraden OS und OS', 
in der Ausdrucksweise der geometrischen Optik also durch die von der ein
fallenden bzw. reflektierten Welle hervorgerufenen Schattengrenzen (Abb. 4), 
in drei Teile und bezeichnen im physikalischen Blatt mit Ip das Gebiet der 
geometrisch-optischen Reflexion, 11p das unbeschattete Gebiet, I1Ip das Gebiet 
des geometrischen Schattens. Die durch den Index m gekennzeichneten Sektoren 
sind die "daruberliegenden" Teile des mathematischen Blattes. In jedem dieser 
Gebiete besitzen Tl und Tz ein bestimmtes Vorzeichen. Denn es ist 

T1 >0 fur I q; - q;o I < 7l also in I p, 11p, 111m, 

<0 fur 1q;-%I>71 also in IIIp, 1m, 11m, 

Tz>O fUr Iq; + q;ol < 7l also in I p, 11m, 111m, 

<0 fUr iq; + q;ol > 7l also in 11p, I1Ip, 1m. 

Die ausgezogenen Teile der Kreise T 1 , Tz kennzeichnen die Gebiete des physikali
schen Blattes, in denen diese GraBen positiv sind, die gestrichelten Teile die
jenigen, in denen sie negativ sind. 1m mathematischen Blatt ist es umgekehrt. 
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FurT -+ 00, wenn wir uns also dem Grenzfall der geometrischen Optik nahern 
{)der in hinreichender Entfernung vom Schirmrand befinden, geht nun 

T 

i~J . 2 { 1 fUr T > 0 , e e- H dT -+ 

-V :n 0 fUr T < 0 . 
-00 

Hieraus folgt, daB in diesem FaIle in IIp , IIIp , 1m sich die aus der Richtung f{Jo 
,einfallende Welle ungestort ausbreitet, in III p' 1m, II m verschwindet und das 
Entsprechende fUr die aus der Richtung -f{Jo einfallende Welle gilt. Das Licht 
'Cler Welle aus der Richtung f{Jo scheint also aus dem physikalischen Blatt durch 
den Schirm hindurch ungestort in das mathematische Blatt hinein, fur diesen 
Obergang ist der Schirm nicht vorhanden. Dagegen is~ die Offnung fUr den 

Ubergang in das mathematische Blatt gesperrt. 
Die zweite Welle aus der Richtung -f{'o, die in 
das mathematische Blatt einfallt, passiert den 
Schirm ebenfalls ungestort und tritt in Ip als re
flektierte Welle zutage. Wir erkennen hieraus die 
eigenartige Funktion des Schirmes, von der wir in 

p Ziff. 2 gesprochen haben. 
:xIIUL-....L.--- -'- Die hier beschriebene geometrisch optische 

1Il 

Abb. 5. Beugung an der Halbebene. 
Die parabolischen Gebiete, innerhalb 
-<leren bei vorgeschriebencr MeBgenauig
keit eine Beugungserscheinung wahr· 

genommen wird. 

Lich tverteilung wird bei endlicher Wellenlange auch 
dann beobachtet werden, wenn der Wert von 1flTI 
eine bestimmte Schranke e unterschreitet, die von 
der MeBgenauigkeit abhangt. Da die Kurven 
I T 1= konst. Parabeln mit dem O-Punkt als Brenn
punkt, den Halbgeraden OS und OS' als Achsen, 
und dem Parameter I T INk sind, wird nur inner
halb zweier solcher die beiden Schattengrenzen 

umhullenden Parabeln mit dem Parameter ,~ _ 
er k 

eine Abweichung von der geometrisch-optischen Lichtverteilung, also eine Beu-
gungserscheinung, zu beobachten sein. Zwei solche Parabeln sind mit der Be
zeichnung PI und P2 fUr das erste Blatt in Abb. 5 eingetragen, und zwar ist 
aul3erhalb von PI 1fTI < e, aul3erhalb von P2 1jT2 < e. 

Urn die Beugungserscheinung innerhalb dieser parabolischen Gebiete zu 
berechnen, benutzen wir die folgende Naherungsform fur 

T f e- ir2 dT. 
-00 

Fur T < 0 erhalten wir durch partielle Integration 

T '1' 

e-ir'dT = _ e_, - _ ~._ dT. } 
-iT' f -ir2 

2z T 2H2 
-00 -00 

Nochmalige partielle Integration ergibt fur das zweite Integral 

T T 

!e- ir' d~ _ ..!.. 'CiT' l.J·e-ir'dr 
2ir2 - 4 ya + 4 ,4 

-00 - 00 
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und damit die Abschatzung 

(~-iT'dTI _ 1 1 1 

_::.0 2ir2-1 :S4[TI 3 + 41 TI3 = 21 T1 3' 

Schreiben wir die gleiche MeBgenauigkeit f vor wie vorher, so gelten demnach 

auBerhalb der Parabeln 21 ~ 13 < f die Naherungsformeln: 

T 

Ie-iT' dT = _ ~~~2 , T<O. 
-00 

Entsprechend erhalten wir fUr T> 0 (20) 

I:-i7' dT = J: J: e -i~ y~ _ ~~~'. 
-00 -00 T 

Die parabolischen Gebiete, auBerhalb deren diese Formeln Giiltigkeit besitzen, 
schmiegen sich den Schattengrenzen weit enger an. Sie sind ebenfalls in Abb. 5 
unter der Bezeichnung Pi und P~ eingetragen. 

Durch Einsetzen von (20) in (19) erhalten wir fUr T1,2 < 0 

1 'T ( :Jl) 1 S = --V-cos kr - wt + - ----
1,2 4:Jl r 4 ({J 1= ({Jo ' 

cos--
2 

fUr T 1,2 > 0 

S = cos [kr cos (m =r= m ) + wt] - ~ l/~ cos(kr - wt + .:''"'-)' __ 1_~_. 
1,2 ,,0 4:Jl r 4 ({J 1= f/Jo 

cos ----
2 

Hieraus ergeben sich fUr die Lichtbewegung die folgenden Ausdriicke: 
a) im Gebiete des geometrischen Schattens (IIIp) , T1 < 0, T2 < 0 

s",(J= f-l/!"'cos(kr - wt + ~)I±--~+-" -~1_" -I' 
:Jl r , cosT.--- ({Jo cos~~ 

2 2 

b) im unbeschatteten Gebiet (IIp) , T 1 > 0, T2 < ° 
S"',a = cos[krcos(rp - (Po) + wt] j 

+ ~ l/!: cos(kr - wt + -~) I± ~1~ - -1-'1' 
4:Jl r r 4 cos U-'£Q. cos ({J ____ .rEo_ 

2 2 

c) im Reflexionsgebiet (Ip) , T 1 > 0, T 2 > ° 
S",(J = cos[krcos(rp - CPo) + wt] - cos[krcos(cp + cpo) + wt] ) 

+ 1-1/}' cos(kr - wt + -~)I±-, 1 __ - -1-1' 
4:Jl ' r 4 cos ({J + ({Jo cos T~ ({Jo 

2 2 

(21 a) 

(21 b) 

(21 c) 

Diese Formeln stellen die Lichtbewegung dar als eine Uberlagerung der 
vorher betrachteten geometrisch optischen Lichtverteilung mit einer yom Schirm
rand divergierenden Zylinderwelle, deren Intensitat umgekehrt mit der Ent
fernung yom Schirmrand abnimmt. Eine solche, yom Schirm rand ausgehende 
Starung, die sich der geometrisch optischen Lichtverteilung iiberlagert, wird 

Handbuch der Physik. XX. 18 
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als Beugungswelle1) bezeichnet. Die Beugungserscheinung k6nnen wir also 
auffassen als eine Interferenzerscheinung, die durch Superposition der geome
trisch optischen Welle mit einer vom Schirmrand ausgehenden Beugungswelle 
zustande kommt. Obwohl der fiktive Charakter dieser Darstellung nicht 
ubersehen werden dad, da sich im Schirmrand keine wahre Lichtquelle be
findet und die Formeln (21) fur r = 0 keine Gultigkeit mehr besitzen, 
hat doch das Auge, wenn es auf den Schirmrand akkommodiert, den Ein
druck, daB der Schirmrand leuchtet. Diese Erscheinung ist im Gebiete des 
geometrischen Schattens, wo sie nicht durch die einfallende Lichtwelle uberstrahlt 
wird, zuerst von GOUy2) und WIEN3) beobachtet und eingehend studiert worden 4). 
Fur die Priifung der Theorie sind in diesem Gebiete Intensitat und Polarisation 
der Beugungswelle der Beobachtung zuganglich. Fur die Amplitude erhalten wir 
aus (21) die theoretische Formel 

A -'~~;'l± 1 __ 1_1 Jt (J - • 

. 4 n r ffJ +ffJo rp - ffJo 
cos-- COS--

2 2 

(22} 

Aus ihr kann der Intensitatsabfall der ;n- und der 0-Komponente im geometrischen 
Schatten berechnet werden. Da dieser fur beide Komponenten nicht gleichmaBig 
edolgt, findet bei Beleuchtung mit linear polarisiertem Licht eine Drehung der 
Polarisationsebene statt. Wird mit naturlichem Licht beleuchtet, so ist die 
Beugungswelle teilweise polarisiert. Durch die Beobachtung dieser Erscheinung 
laBt sich das Verhaltnis A,,/Aa messen. Aus (22) ergibt sich bei senkrechter 

Inzidenz (970 = ;) 
An (n~) Aa = ctg 4 +2 . (23) 

Hierin ist lJ der Beugungswinkel, d. h. der Winkel zwischen einfallendem und 
gebeugtem Strahl: 

lJ = 97 - 970 - ;n • 

DerVergleich der Formeln (22) und (23) mit der Erfahrung ist in Abb. 6a und 6b 
wiedergegeben. Nach ubereinstimmenden Beobachtungen von WIEN5) und 
JENTZSCH 6) erfolgt mit wachsendem Beugungswinkel die Abnahme des Ver
haltnisses An/Aa schneller, ebenso ist der von MAEy7) beobachtete Intensitats
abfall im Schatten steiler als nach der Theorie zu erwarten ist. Wir konnen 

1) Es HiBt sich zeigen, daB auch in der KIRCHHOFFschen Theorie sich ganz allgemein 
jede Beugungserscheinung in dieser Weise darstellen laBt, wobei die Beugungswelle als Inte
gral iiber die Randkurve des Schirmes in Erscheinung tritt. Bereits E. MAEY (Wied. Ann. 
Bd.49, S. 69-104. 1893) hat von der KIRCHHOFFschen Losung fiir die Halbebene die Beu
gungswelle abspalten konnen. Eine allgemeine Darstellung der Beugungswelle durch ein 
iiber den Schirmrand erstrecktes Integral wurde zuerst von G. A. MAGGI (Ann. di Matern. 
Bd. 16, S. 21. 1888) angegeben. A. RUBINOWICZ (Ann. d. Phys. Bd. 53, S.257-278. 1917), 
der eine andere Ableitung gab, diskutierte in einer zweiten Arbeit (Ann. d. Phys. Bd. 73, 
S. 339-364. 1924) die Eigenschaften der Beugungswelle mit Riicksicht auf die differential
geometrischen Eigenschaften der Randkurve. F. KOTTLER (Ann. d. Phys. Bd. 70, S.405 
bis 456. 1923) leitete die Formel neu ab und benutzte sie zur numerischen Auswertung der 
KIRCHHoFFschen LOsung fiir die Beugung an der Halbebene. 

2) L. G. Gouy, C. R. Bd.96, S. 697-699.1893; Bd. 98, S. 1573-1575.1884; Bd. 100, 
S.977-979. 1885; Ann. de chim. et d. phys. Bd.8, S. 145-192. 1886. 

3) W. WIEN, Wied. Ann. Bd.28, S.117-130. 1886. 
4) Einen objektiven Nachweis der Beugungswelle erbrachte A. KALASCHNIKOW (Joum. 

russ. phys. Ges. Bd.44, S.137. 1912). 
5) W. WIEN, 1. C. 
6) F. }ENTZSCH, Ann. d. Phys. Bd.84, S. 292-312. 1927. 
7) E. MAEY, 1. C. 
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hierin den EinfluB der endlichen Dicke der Schirme, der nicht idealen Schneiden 
und der endlichen LeiWihigkeit des benutzten Schirmmaterials erblicken. DaB 
auch der letztgenannte Faktor einen EinfluB hat, beweisen die Beobachtungen 
von GOUY und WIEN an solchen metallischen Schneiden, die sich nicht so gut 
schleifen lassen wie Stahl. Das Licht ist dann im Schatten intensiv gefarbt, und 
diese Farbung ist nur vom Material und von der Gute der Schneiden abhangig. 
Da die Farbung mit der Oberflachenfarbe der Metalle ubereinstimmt, handelt 
es sich urn selektive Reflexion des betreffenden Materials, die von der Theorie 
nicht in Rechnung gesetzt wird. Es ist aber eine Stiitze der Theorie, daB diese 
Farbungen nur an der a-Komponente beobachtet werden, wah rend die n-Kompo-

0,9 .1tjd 
• 
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Abb. 6a. Das Verhiiltnis der lntensitiiten der ". 
und der a·Komponente des abgebeugten Lichtes im 

geometrischen Schatten der Halbebene. 
-- Berechnet nach Formel (23), 
x x x Beobacktungen von WIEN, 
000 Beohachtungen von ]ENTZSCH. 
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Abb. 6 b. Intensitii tsabfall des abgebeugten Lichtes im geo· 
metrischen Schatten der Halbebene. 

-- "} Intensitatsverlauf der ;rr. bzw. O'.Komponente 
-- (J nach Formel (22). 
o 0 0 Beobachtuogen von MAEY an der ,,·Komponente, 
x x x Beobachtungen von MAEY an der a·Komponeote. 

nente nur die geringe Bevorzugung der langwelligen Strahlen zeigt, wie sie durch 
den Faktor l"I gefordert wird. Es wird namlich, wie sich aus (19) ergibt, fur 
r = 0 die a-Komponente von Q; unendlich, wahrend die n-Komponente endlich 
bleibt. Infolgedessen wird die a-Komponente durch das Material des Schirmes 
auch starker beeinfluBt werden als die n-Komponente. 

Wir wenden uns nun zur Berechnung der Interferenzerscheinung, die auBer
halb des geometrischen Schattens zu erwarten ist, da hier zu der Beugungswelle 
die einfallende Welle hinzutritt. Die vorliegenden Verhaltnisse sind in Abb. 7 
veranschaulicht. Die Maxima der Intensitat liegen bei der einfallenden 
Welle auf den Geraden 

krcos(cp - CPo) + wt = mn, 

bei der Beugungswelle auf den Kreisen 

-kr + wt + in = nn . 

m = 0. ± 1, ± 2, . .. 

n=O, ±1, ±2, ... 

Durch Elimination von t ergibt sich das ortsfeste Interferenzstreifensystem 

kr[1 + cos(cp - CPo)] = (q + t)n , q = 0, 1,2, .. . (24) 

und zwar erhalt man fur gerades q die Maxima, fur ungerades q die Minima der 
Intensitat. Gleichung (24) stellt eine konfokale Parabelschar mit der Grenze des 
geometrischen Schattens als gemeinsamer Achse dar. Von dies en Parabeln sind 

18* 
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in Abb. 7 diejenigen eingezeichnet, die Orte gr6J3ter Intensitat sind. Auf einem 
Schirm, der senkrecht zum einfallenden Lichtstrahl im Abstand d von der Kante 

Abb. 7. Erzeuguog der Lichtverteilung hinter einer Halbebene durch Interfereoz 
der einfallenden mit einer Yom Schirmrand allsgehenden Zylinderwelle. 

in den Strahlengang 
gestellt wird, erhiilt 
man demnach ein 
System von Inter
ferenzstreifen. Be
zeichnet x auf die
sem Schirm die Ent
fernung von der 
geometrisch opti
schen Scha ttengren
ze, so liegen die Ma
xima und Minima an 
den Stellen 

x = -yJ.d(q + l), 
q=O, 1, 2, . .. 

wenn A <t: d ist. 
Dies ist genau das
selbe Resultat, das 
auch die angena
herte KIRCHHOFF
sche Theorie ergibt. 
Diese Dbereinstim

mung erstreckt sich nicht nur auf die Lage der Maxima und Minima, sondern 
auf den gesamten Intensitatsverlauf. Dieser ist gegeben durch den Integralmittel
wert von S2 uber die Periode einer Schwingung, also durch den Ausdruck 

2", 
a+

OJ 

I = ~fs2dt. 
2", 

a 

(25) 

Zu seiner Berechnung greifen wir auf (19) zuruck. Wie ein Blick auf die Abb. 5 
lehrt, befinden wir uns in einem Gebiet auBerhalb der Parabel P2. Demnach kann 
das zweite Integral gegen das erste vernachlassigt werden. Damit verschwindet 
auch der Unterschied zwischen der 'Jl- und der a-Komponente. Es ist demnach 
keine Polarisationserscheinung zu erwarten. Wir erhalten: 

Fuhren wir die FRESNELschen Integrale 
u 

C( u) = f cos ~ r2 dr, 
o 

u 

S(u) = fSin ~ r2 dr 
o 

ein, so wird wegen C(- (0) = 5(- (0) =-! 

(26) 
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Diese Formeln gehen in diejenigen der KIRCHHoFFschen Theorie uber, wenn 

l fkY q; - q; J/kr sin (q; - q; +.1l ) wir an die Stelle von 2 ! - cos _ _ 0 den Ausdruck - -.J --- _0 __ setzen . 
.1l 2 .1l rCos (q; - 'Po + .1l) 

Diese beiden Funktionen stimmen innerhalb der MeBgenauigkeit miteinander 
iiberein, so daB beide Theorien dieselbe Interferenzerscheinung liefern 1). 

Die Theorie der Beugung an der Halbebene ist noch nach einigen Rich
tungen hin erweitert worden. SOMMERFELD2) selbst hat die Beugung fUr den 
Fall einfallender Impulsstrahlung berechnet, der fUr die Theorie der Beugung 
der Rantgenstrahlen Interesse besaB, LANDE 3) dafUr, daB der Impuls aus einem 
endlichen Wellenzug von Sinusschwingungen besteht. WIEGREFE 4) hat die 
Theorie auf den Fall ausgedehnt, daB die einfallende Welle nicht mehr senkrecht 
zur Schirmebene gerichtet ist . BASU 5) undCHINMAYAM 6) betrachten die Beugung 
am Rande eines vollkommen reflektierenden Zylinders, indem sie die Licht
erregung aus drei Teilerregungen zusammensetzen, der einfallenden Welle, der 
an der Oberflache reflektierten Welle und einer Beugungswelle, welche von der 
Kante des Zylinders ausgeht und mit derjenigen fUr die Halbebene identifiziert 
wird. Das Ergebnis ist in guter Ubereinstimmung mit der Erfahrung. 

4. Beugung am Keil. Die Behandlung der Beugung einer ebenen Welle 
am Keil ist ebenfalls bereits von SOMMERFELD 7) durchgefUhrt worden und 
bietet prinzipiell keine neuen Schwierigkeiten. 
Wir idealisieren einen Reil durch einen von 
zwei Halbebenen begrenzten Teil des Raumes. 
Diese Ebenen, die von der Z-Achse ausgehen 
und dort die Keilkante bilden, mogen sich unter 

dem in :rl rationalen Winkel 1.:rl schneiden 
m 

(Abb. 8) . Wir fUhren in einer zur Keilkante 
senkrechten Ebene Polarkoordinaten ein, so 
daB die Spuren der Keilflachen durch die Halb-

geraden cp = 0 und cp = 1.:rl gebildet werden. Den Abb.8. Beugung am Keil . 
m 

unendlichen Sektor 0 < cp < 1.:rl bezeichnen wir als das physikalische Gebiet, 
m 

in dem wir die Lichtbewegung zu studieren haben. An der Oberflache des Keiles, 

also fUr cp = 0 und cp = 1. :rl, haben wir die Randbedingungen u = 0 und ~u = 0 
m un 

fUr die 7l- bzw. die a-Komponente zu erfiillen. Die Lasung gelingt durch einen 
gegeniiber dem vorhergehenden verallgemeinerten SpiegelungsprozeB. Wir 
spiegeln das physikalische Gebiet G zunachst an der Keilflache cp = 0 und er-

halten dadurch ein Gebiet G + G1 von der Offnung 2P.1l. lndem wir dieses Ge-
m 

biet m-mal aneinander setzen, erhalten wir ein Gebiet von der Winke16ffnung 2p71, 

1) S. K. MITRA (Phil. Mag. [6] Bd. 37, S. 50.1919) hatdarallf hingewiesen , daf.l, wie auch 
Abb. 5 lehrt, bei streifender Inzidenz (<Po ~ 0, .1l) in (19) das zweite Integral nicht gegen das 
erste vernachlassigt werden darf. In diesem Faile hatte man also nach der Theorie sowohl 
eine Polarisationserscheinung zu erwarten als auch eine Abweichung von der KIRCHHOFF
schen Darstellllng des Intensitatsverlaufes. Die Beobachtungen von MITRA ergabcn Ull

polarisiert e Strahlung, welche sehr genau dem SOMMERFELDschen Ausdruck, fUr die .1l-Kom
ponente folgte und von der KIRCHHOFFschen Formel abwich. Diese Bcobachtungen scheincn 
gegen die allgemeine GUltigkeit der Grenzbedingungen fiir die o-Komponente zu sprechen. 

2) A. SOMMERFELD, ZS. f. Math. u. Phys. Bd. 46, S. 11. 1901. 
3) A. LANDE, Phys. ZS. Bd. 16, S.201. 1915; Ann . d . Phys. Bd. 48, S. 521. 1915. 
4) A. WIEGREFE, Ann. d. Phys. Bd.42, S. 1241. 1913. 
5) N. BASU, Phil. Mag. (6) Bd.3), S.79. 1918. 
6) T. K. CHINMAYAM, Phil. Mag. (6) Bd.37, S.9. 1919. 7) A. SOMMERFELD, I. c. 
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welches auf eine pfache RIEMANNSche Flache abgebildet wird. Nun liefert uns 
die p-wertige Lasung (13) der Wellengleichung eine Funktion up('Po), welche in 
hinreichender Entfernung vom Schirmrand eine ebene Welle darsteUt, die aus 
der Richtung 'Po einfaUt. Diese legen wir in das physikalische Gebiet, so daB 

o < 'Po < :t n ist. Indem wir noch beachten, daB Ausdriicke von der Form 
m 

Up(1X)=fUl'(-1X) und Up(1X)=fUp(~.n-iX) (28a, b) 

die Randbedingungen an der erst en bzw. an der zweiten Keilflache befriedigen 
und noch der Beziehung Up(iX) = Up(1X + 2np) Rechnung tragen, setzen wir 
die Lasung in der Form an 

up ('Po) =f up ( - 'Po) 

---------------~ 
+ Up (2(m: 12En + 'Po)+Up(~ n - 'Po) ------+ up (2(m;;;, 2)P n + 'Po) =f up (~ n - 'Po) 

(29) 

+ Up(~ n + 'Po) =f Up (2 (m: 111n - 'Po). 

Dieser Ausdruck erfiillt in der Tat die Randbedingungen. Denn die Horizontal
summen sind von der Form (28a), befriedigen also einzeln die Randbedingungen 
auf der erst en Keilflache, die durch die Schragstriche gekennzeichneten Diago
nalsummen einschlieBlich der Summe aus dem letzten linken mit dem ersten 
rechten Term sind von der Form (28b) und befriedigen die Randbedingungen 
auf der zweiten Keilflache. SchlieBlich berner ken wir noch, daB auBer To keines 

der Argumente im physikalischen Gebiet 0 < 'P < L n liegt, dort also auBer der 
m 

durch das Problem vorgeschriebenen keine weitere Lichtquelle vorhanden ist. 
REICHEl) hat den Fall des rechtwinkligen Keiles (P = 3, m = 2) durch

gerechnet. Er fiihrt auf die dreiwertige Lasung der Schwingungsgleichung und 
hat insofern Interesse, als ein Keil der physikalischen Realisierung der Beugung 
an einer Kante naherkommt als die Halbebene. Da die Rechnung durchaus 
analog verlauft wie friiher, geniigt es, hier die Resultate anzugeben. Wir er
halten in hinreichender Entfernung von der Kante das Beugungsphanomen 
wiederum in der Darstellung einer Interferenz zwischen der einfallenden Welle, 
die sich nach den Gesetzen der geometrischen Optik ausbreitet, und einer von 
der Schirmkante ausgehenden Beugungswelle. Diese ist auch hier eine Zylinder
welle, deren Intensitat die gleiche Abhangigkeit von 1 besitzt wie vorher. Wie 
zu erwarten, erfolgt der Intensitatsabfall im geometrischen Schatten fUr die 
n-Komponente schneller als bei der Halbebene, da der Ubergang nach 0 schon 
auf einem urn n/2 kleineren Winkelbereich stattfindet, die o-Komponente faUt 
dagegen langsamer abo Infolgedessen nimmt das Verhaltnis An/A" im geometri
schen Schatten schneller ab und nahert sich den experiment ellen Ergebnissen von 
GOUY, WIEN und JENTZSCH besser an, als es bei der Halbebene der Fall ist. 
Bemerkenswert ist ferner, daB sich fUr kleine Beugungswinkel bis auf in der 
GraBenordnung einer Wellenlange liegende Zusatzglieder, welche die Lage der 

") F. REICHE, Ann. d. Phys. Bd. 37, S. 131. 1912. 
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Interferenzfransen nicht andern, dieselbe Interferenzerscheinung ergibt wie fur 
die Halbebene, die 0bereinstimmung mit der KIRCHHoFFschen Theorie also er
halten bleibt. Es zeigt sich somit, daB die Form der beschatteten Teile des 
Schirmes ohne wesentlichen EinfluB auf die Beugungserscheinung ist, so daB 
diese Voraussetzung, welche in der KIRCHHoFFschen Theorie enthalten ist, durch 
die strenge Durchrechnung des Problems eine neue Stutze erfahrt. 

Aus der Formel (29) konnen wir noch eine interessante Folgerung ziehen. 
1st der Keilwinkel von der GroBe n!m, also p = 1, so wird die Lichtbewegung 
bereits durch die Funktionen U 1 , also in der schlichten Ebene, darstellbar. In 
einem Winkelspiegel von der Offnung n!m, m = 1, 2, 3, ... sind also ebene 
Lichtwellen moglich. Es entsteht zwischen ihnen eine reine Interferenz
erscheinung trotz der Anwesenheit einer beugenden Kante. Eine Beugungswelle 
tritt nicht auf. 

5. Theorie des FRESNELschen Doppelspiegels. Da beim FREsNELschen Spiegel
versuch, dessen strenge Theorie von A. WIEGREFE1) gegeben worden ist, die 
Offnung des Winkelspiegels fast gleich n ist, sind nach dem Vorhergehenden 
nur geringfUgige Abweichungen von einer reinen Interferenzerscheinung zu er
warten. Diese Abweichungen sind jedoch der Beobachtung zuganglich und zuerst 
von WEBER2) erkannt und richtig gedeutet worden. Will man den FREsNELschen 
Spiegel mit Hilfe der Theorie der Beugung am Keil behandeln, so mussen p 
und m so groB gewahlt werden, daB der Offnungswinkel X nur sehr wenig von n 
abweicht. In diesem Falle wurde jedoch eine Diskussion der erhaltenen Resultate 
unmoglich werden. Es ist zu erwarten, daB der 0bergang p -4- 00, m -4- 00 wieder 
einfachere Verhaltnisse erzeugt. Zu diesem Zwecke haben wir (29) in der natiir
lichen Anordnung aufzuschreiben, die dem sukzessiven SpiegelungsprozeB ent
spricht und etwa fUr ungerades m die Form hat: 

v = up(CPo) =F up (- CPo) + up(~ n + CPo) =F Up(~ n - CPo) 

Setzen wir fUr up den Wert (13) ein, so erhalten wir 

0('1') 

_ 1 ! ikTCOS(C-'P)! 1 + 1 + 1 + 
V - 2:np e --i'P.-i; i(2n+'P'-C) i(_2n+'P'-C) ... 

1-e p 1-e m p 1-e m p 

+ 1 + 1 \d' .(m-l +",.-C) .( m-l +'1"-<;) • --n -- t ---;< --

1-e m p 1-e m p 

0('1') 

=r=_1_!eikTCOS(<;-'P)! 1 + 1 + 1 + ... 
2:np _i'P.+,;- i(2"'_'P'+C\ i(_2"'_'P'+') 

1 - e P 1 - e m p -, 1 _ e m P 

+ 

1) A. WIEGREFE, Diss. Gottingen 1912; Ann. d. Phys. Bd. 39, S.449. 1912. 
2) H. F. WEBER, Wied. Ann. Bd. 8, S.407. 1879. 
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]etzt lassen wir p und m Folgen py ->- 00, my ->- 00 durchlaufen, derart, daB 

py ->- X geht. Fur den Keilwinkel X lassen wir demnach nunmehr auch irrationale my 
Werte zu. Es wird 

C ("') 

V = - e'kTCOS( ~ -"') -- + - --- + --- -1 j' { 1 1 1 
2ni '-'Po '-'P0- 2 X '-'Po+ 2 X 

+~--- + ~--- + ... dC 1 1 } 
, - CPo - 4 X , - 'Po + 4 X ' 

Vermittels der WEIERSTRASSschen Partialbruchzerlegung der ctg - Funktion 
ergibt sich hieraus 

C(",) 

V = _ 1_. jeikrCOS (~- "') {ctgn' - 'Po =F ctg n' + 'Po} dC. 
4~X 2X 2X 

Urn den AnschluB an fruhere Formeln zu gewinnen, set zen wir noch 

ctg - = 22 ~~. - -ex .[ 1 1] 
2 1-e - '" 2 

und erhalten wegen C("' ) 

jeikr cos (I; - "') dC = 0 

C(",) I ini. in i. I 
V = ~jeikrCOS(I;-",) e x =F e x dC. 

2);' i"' i. i"' ?:<> i"' i. - in?:<> 
e 1.-e x e X - e 1. 

(30) 

Fur irrationales X ist (30) erst auf einer RIEMANNschen Flache mit unendlich 
vielen BHi.ttern eine eindeutige Funktion von gJ . Rein formal besteht zwischen (30) 
und der zweiwertigen Losung (16) groBe Almlichkeit. Fur X = 2n geht die eine 
in die andere uber. Es ist daher auch eine analoge Auswertung der Integrale 

moglich. Den wesentlichsten Beitrag lie£ern 
dabei die Residua des Integranden, soweit sie 
im Bereich fP - n < C < fP + n liegen, wenn 
fP das physikalische Gebiet 0 < fP < X durch
lauft. Raben wir etwa die Verhaltnisse der 
Abb.9, X = n - 'YJ und CPo> 'YJ, so liegen von 
den Polen des Integranden C = 2kX ± CPo nur 
CPo, -CPo, 2X - fPo innerhalb des betreffenden 
Gebietes. Sie liefern die einfallende und die 

~"lr--l.----- an beiden Spiegeln reflektierten Wellen. Rierzu 
Abb.9. FRESNELscher Doppe\spiegel. tritt eine Storung, die sich fur groBe r wieder-

urn als eine von der Kante ausgehende Zy
linderwelle darstellen laBt und die Gestalt hat: 

V- sin n2 (n) 
~o~ X oe - ikr+ 4 . 
r 2X n 2 17, 

cos - - cos - (tp - tpo) 
X );' 

Diese SWrung, die schon wegen des Faktors VI klein ist, wird auch noch, falls 
X = n - 'YJ und 'YJ klein ist, sehr gering. Sie genugt jedoch, urn die Abweichungen 
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von der Aquidistanz zu erkHiren, die an den FRESNELschen Streifen beobachtet 
werden. 

6. Beugung am Spalt. AIle bisher betrachteten Beugungserscheinungen 
lieBen sich mit Hilfe mehrwertiger Lasungen der Schwingungsgleichung behan
deln, deren RIEMANNSche FHiche nur einen Verzweigungspunkt besaB. Die An
wendung der funktionentheoretischen Methode auf die Beugung an einem Spalt 
oder Gitter wiirde bereits die Kenntnis von Integralen der Wellengleichung ver
langen, die auf RIEMANNSchen FHichen mit mehr als einem Verzweigungspunkt 
eindeutig sind. Es ist jedoch SCHWARZSCHILDI ) gelungen, die Theorie der 
Beugung am Spalt fur den Spezialfall senkrechter Inzidenz des einfallenden 
Lichtes zuruckzufiihren auf die Lasung des Halbebenenproblems und die Auf
gabe, eine zweiwertige Lasung der Schwingungsgleichung anzugeben, welche auf 
dem Schirm vorgegebene Randwerte annimmt. 

Diese Aufgabe ist gelOst, wenn die GREENsche Funktion der Differential
gleichung (10) bekannt ist, d. h. eine Funktion g(r, cP, rJ , CPo), welche dieser 
Differentialgleichung genugt, in einem berandeten Gebiet mit Ausnahme eines 
einzigen Punktes Po(ro, CPo) stetig ist und auf dem Rande verschwindet. In 
dem Unstetigkeitspunkte schreiben wir eine Singularitat vor wie diejenige der 
Funktion -lgz im Nullpunkt. Es hat dann 

1 f dg u(ro,CPO)=--2n. u(r,cp)([;;ds 

die geforderten Eigenschaften, wenn u (r, rp) langs des Integrationsweges die vor
geschriebenen Randwerte durchlauft und die 
Normale v nach innen gerichtet ist. 

Wir brauchen demnach zunachst Integrale 
der Schwingungsgleichung mit logarithmischen 
Unstetigkeitsstellen. Urn solche aufzufinden, 
set zen wir eine Lasung der Wellengleichung 
in der Form an u = u(ke) mit 

e = /r2 + r6 - 2rro cos(cp - CPo)· 
Die geometrische Bedeutung von e geht 

p 

o 

Abb.lO. 

aus Abb. 10 hervor. Durch Einsetzen in (10) erhalten Wlr fUr u die Differen
tialgleich ung 

d 2u + ~ ~~ + k 2 U = 0 
de 2 e de ' (32) 

also die BESsELsche Differen tialgleichung 
d2 u 1 du ( ;,2) 
([xi + -; iTi + \1 -i2, U = 0 (33) 

fUr den Spezialfall A = 0 und das Argument x = kg. Wir setzen die allgemeine 
Lasung der Gleichung (33) in der Form 

U;. = clh + c2 Y,\ (34) 
an, worin die h die BESsELschen, die Y,\ die NEUMANNschen Zylinderfunktionen 
bedeuten. Insbesondere sind2) 

Jo(x)= ~.fsin(xcosiC)dC, 
o 

(5) 
2 ' 

Yo(x) = - --;;./ cos(x cosiC)dC 
o 

1) K. SCHWARZSCHILD, Math. Ann. Bd. 55, S. 177. 1902. 
2) NIELSEN, Handb. d. Zylinderfunktionen. Leipzig; 1904. Kap. VII. 
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linear unabhiingige Losungen von (32). Von ihnen ist die erste im Nullpunkt 

regular und gleich 1, wahrend die zweite sich dort verhiilt wie ~ 19 x, also fur 

unsere Zwecke geeignet ist. Un serer komplexen Schreibweise mehr angepaBt 
sind die HANKELschen Zylinderfunktionen, die durch die Gleichungen 

H1) = J;.. + iY;.,} 
Hf) = J;.. - iYJ. 

(36) 

definiert werden. Es ist demnach 
00 

Hg)(x) = - ~ I eixcosi!: d" 

o 
00 

Hg)(x) = ~Ie-ixcosi !:d'. 
o 

(37) 

Von dies en wird ~ Hb'l>(ke) im Punkte Yo, gJo unendlich wie -logx im Nullpunkt. 
2l 

Wie beim Halbebenenproblem ist es weiterhin notwendig, daB die GREENsche 
Funktion langs der Halbgeraden gJ = 0 verschwinde. Ebenso wie vorher genugen 
wir dieser Forderung in einer doppelt uberdeckten RIEMANNSchen Flache. Wir 
bilden die F unktion 

(38) 

wobei der Integrationsweg wiederum durch eine geeignete Deformation aus einer 
Umkreisung des Punktes gJo hervorgeht. (38) ist eine zweiwertige Losung der 
Schwingungsgleichung, welche die gleichen Eigenschaften besitzt wie die fruher 
betrachtete und auBerdem noch im Punkte Yo, gJo eine logarithmische Unstetig
keit hat. Setzen wir nun 

(39) 

so ist g die gesuchte GREENsche Funktion. Denn sie verschwindet aus Symmetrie
grunden auf der Halbgeraden gJ = 0 und besitzt auBer der vorgeschriebenen 

S1 

p 

Abb. 1 \. Beugung am Spalt. 

Unstetigkeit keine weitere im physikalischen 
Blatt. Es sei noch erwahnt, daB g auBerdem 
die Losung des Halbebenenproblems fUr den 
Fall darstellt, daB die Lichtquelle im End
lichen liegt und die Gestalt des unendlich 
dunn en Fadens Y = Yo' gJ = gJo besitzt. 

Wir fuhren nunmehr in einer Ebene senk
recht zum Spalt zwei Polarkoordinatensysteme 
YI gJI' Y2 gJ2 ein (Abb. 11), die die DurchstoBungs
punkte der Kanten 0 1 und O2 der Spaltflachen 

51 und S2 als Nullpunkte haben und die Spurgeraden der Flachen als Achsen. Je 
nachdem wir in (39) die Argumente des einen bzw. des anderen Systems einsetzen, 
erhalten wir die GREENsche Funktion fUr die eine bzw. die andere Spaltflache, die 
wir als gi und g2 unterscheiden. Wir denken uns zunachst die Schirmhalfte S2 
fort. Dann geht die Aufgabe in die von SOMMERFELD geloste uber. Die Losung 
heiBe Vo' Nun suchen wir eine Funktion VI' die so beschaffen ist, daB Vo + VI 
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auf S2 verschwindet. Dies ist der Fall, wenn VI dort die entgegengesetzten Rand
werte besitzt wie Vo, d. h., wenn wir setzen: 

8, 

1 J' dg2d VI = - V O-d S. 
2Jl v 

Wir hiitten hiermit die Lasung gefunden, wenn nicht VI wiederum auf SI eine 
Starung hervorrufen, d. h. die Randwerte abandern wiirde. Zur Kompensierung 
ist die Addition der Funktion 

8 , 

1 J dg1 d v2 = 2Jl VI ([; S 

notwendig. lndem wir dieses Verfahren fortsetzen, erhalten wir eine unendliche 
Reihe von Funktionen 

deren Konvergenz von SCHWARZSCHILD bewiesen werden konnte, und die daher 
die Lasung des Problems darstellt. Doch ist eine Auswertung nur dann moglich, 
wenn man sich auf die Berechnung der erst en Glieder beschranken kann. Dies 
ist dann der Fall, wenn die Spaltbreite groB gegen die Wellenlange ist. Es ge
niigt dann, die erst en beiden Glieder der Reihe zu berechnen. Physikalisch heiBt 
dies nichts anderes, als daB bei hinreichend weitem Spalt der EinfluB des von der 
einen Spaltflache abgebeugten Lichtes auf die andere so gering wird, daB man 
die Wirkungen beider durch Addition der Einzelwirkungen berechnen kann. 
Die beiden Spaltflachen stellen dann zwei SOMMERFELDsche Halbebenen dar, 
deren Wirkung auch ohne Anwendung der SCHWARZSCHILDschen Theorie 
direkt berechnet werden kann. Wir beschranken uns auch hier auf den Fall 
senkrechter lnzidenz. Der Spalt habe die Breite 2d. AuDer den schon erwahnten 
Koordinatensystemen rI f{JI' r2 f{J2 fUhren wir ein weiteres Polarkoordinaten
system (}, X ein, des sen Mittelpunkt mit der Spaltmitte zusammenfallt und dessen 
Azimut der Beugungswinkel ist (Abb. 11). Wir betrachten nur Punkte hinter 

dem Spalt (Ix I < ~-), die vom Spalt soweit entfernt sind, daB -~- sehr klein ist. 

Nach der Formel (18) wird die Lichtbewegung hinter dem Schirm dann durch 
den Ausdruck 

T(l) 
1 

-00 

T(2) 
1 

-00 

dargestellt. Hierin ist 

T(ll = 1/2kr cos(~ :r'l'!) 
1,2 Y 1 4 T 2 ' 

T(l) 
2 

T(2) 
2 

T('1 = '/2kr cos(~:r q?~.) 
12 r 2 4 T 2 . 

(40) 

Die beiden ersten Terme enthalten die einfallende und die an der erst en Spalt
flache gebeugte Welle, der dritte und vierte das Entsprechende fUr die zweite 
SpaltfHiche. Die einfallende Welle ist darum in diesen Termen doppelt enthalten 
und muB durch den letzten Term einmal abgezogen werden. Nun ist 

r! sin IF! = r 2 sin IF2 = - (} cos X 
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und daher T~) Ti2) 

- -ikecOSl [/'1-J -iT'd + /iJ -iT'd - 1] U;r, a - e ,c e T 1_ e T 
r n t n 

-00 

(41) 

Fur hinreichend graDe e kann 

r] = e - d sinX, r 2 = e + d sinX 

gesetzt werden, und es ergibt sich 

(Ti~)2)2 = ke [1 =f casX - : sin xl ; (Ti:)2)2 =, ke [1 =f casX + : sinxl. (42a) 

Durch Einfiihrung der halben Winkel falgt hieraus wiederum unter Vernach

Hissigung hoherer Potenzen von ~ : 
12 

I Til) I = l/2 k e 'II sin J_ - ~ cos L I I Till I = 12 k e I cos L - ~ sin L I I 
1 2 212 2' 2 2 212 2' 

(42 b) 
I n)1 = Y2ke !sin; + 2de cos; I, I T~2)1 = Y2k e ICos; + 2~ sin ; I, . 
Zur Auswertung der Formel (41) behandeln wir u1 und u2 getrennt. Da hinter 
dem Schirm die T2 stets negativ sind, ist auf die Integrale in U2 die erste der 
Naherungsformeln (20) anzuwenden, und wir erhalten: 

. /i [e _i(T&II)2 e -i(Tk2»)2] 
u2 = - etk [!COS7. -2 .,r= Till + ---T(2) 

t r .7l 2 2 

oder mit Rucksicht auf (42) 

e -i(k[!+~) [eikdSinx e-ikdsinx 1 
U 2 = d + d . 

2.Y2nke cos_X -~sin~ cos~+~sin~ 
2 20 2 2 2e 2 

Vernachlassigen wir noch ~ sin L gegen cos L, beschranken uns also auf 
212 2 2 

nicht zu groDe Beugungswinkel, so wird schlieBlich 

e -i(k2+~) cos (kd sinx) 
U 2 = . . 

Y2nk e cos X 
(43) 

2 

U 1 betrachten wir zunachst hinreichend tief im geometrischen Schatten, 
etwa hinter 51' Wir konnen dann wegen 
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schreiben I Til) _. T (2) j 
- i k I! cos x /. ~. fl -iT'd J 1 - ir'd 

U 1 = e --= e r - e r. 
Vn 

-(Xl -00 

(44) 

Da in dem betreffenden Gebiet n) < 0, Ti2) > ° ist, liegen nun dieselben 
Verhaltnisse vor wie bei u2 ' und wir erhalten mit Rucksicht auf die veranderten 
Vorzeichen unmittelbar 

e -i(ke -~) sin(kd sinx) 
u1 =--=-----.- .. 

Y2nk e sin X 
(45 a) 

2 

Das gleiche Resultat ergibt sich selbstverstandlich im Schattengebiet hinter S2' 
Die Formeln (20) verlieren ihre Gultigkeit fur kleine I TI, werden also unbrauch
bar zur Berechnung von 1t1 in der Umgebung der Schattengrenzen. Dort 
schreiben wir (44) in der Form 

Zunachst betrachten wir das beleuchtete Gebiet. Dort sind beide T1 positiv 
und sehr klein. Der Integrationsbereich beschrankt sich daher auf eine kleine 
Umgebung des Nullpunktes. Wir setzen e- iT' = 1 und erhalten 

oder da X sehr klein ist 

-i(kl! - !'..)y2k d2 
U = e 4 --. 

1 "e 
(45b) 

In den beschatteten Gebieten, die nahe an der Schattengrenze liegen, haben die T1 
entgegengesetztes Vorzeichen. Die Absolutwerte der Tl liegen auch in dies en 
Gebieten noch sehr nahe beieinander. Setzen wir r2 = ~ [(T\'))2 + (Ti2))2] , so 
ergibt sich 

oder wiederum, weil X klein ist 
. ") 12k d2 _ - tke- 4 1/ __ 

u 1 - e V J1e • (45 c) 

(45 b) und (45 c) gelten fUr kleine, (45 a) gilt fUr groDe X. Da jedoch (45 a) fUr 
kleine X in (45 b, c) ubergeht, so ist fUr nicht zu graDe Bcugungswinkel und in 
hinreichender Entfernung yom Spalt (45 a) allgemein gUltig. Demnach wird 
die Lichtverteilung hinter einem Spalt dargestellt durch die Funktion 

u",a = ~c-ik!c j/i sin (k d ~in 1.) =j= e -i ~ cos (k d SinX)) . 
Y2n k (! sin X_ cos .I. 

2 2 

(46) 
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Wird die Intensitat des einfallenden Lichtes gleich 1 gesetzt, so liefert (46) fur 
die n- und die a-Komponente die gleiche Intensitat 

1= 21'\ l[sin(~dsinXl12 + [COS(kdSinXl]21' 
e sm~ cos~ 

2 2 
(47) 

aber eme Phasenverschiebung () zwischen ihnen, welche der Beziehung 

tg ~ = tg ; ctg(kd sin X) 

geniigt. Innerhalb des Giiltigkeitsbereichs der Formeln wird also linear polari
siertes Licht im allgemeinen elliptisch, naturliches Licht durch den Spalt nicht 
polarisiert. Dber den Gultigkeitsbereich hinaus kann man jedoch fiir sehr groBe 
Beugungswinkel auch fiir natiirliches Licht ein Dberwiegen der a-Komponente, 
also eine partielle Polarisation, voraussagen, da die n-Komponente bis zur 
Schirmflache hin nach Null abnehmen muB. Aus (47) findet man unmittelbar: 

1= 2kd21[Sin(k~,SinXl]2 cos + [ 1 ']21 
ne kdsmX X kd X ' 

2 COS2" 

wiihrend man nach der angenaherten KIRCHHOFFschen Theorie den Ausdruck 

1'= 2kd2 [Sin (kd.sinxl]2 
ne kd smx 

erhalt. Es ergeben sich also folgende Unterschiede. Wegen des Faktors cosx 
nimmt die Intensitat mit wachsendem Beugungswinkel schneller ab als bei der 
KIRCHHoFFschen Theorie. AuBerdem uberlagert sich uber diese Lichtverteilung 
ein ziemlich gleichformiger, mit wachsendem Beugungswinkel wenig ansteigender 
und bei breitem Spalt schwacher Lichtschimmer. Die Lage der Maxima und 
Minima bleibt hiervon nahezu unbeeinfluBt. Dagegen sind die Minima nicht 
mehr vollstandig dunkel und die Maxima nicht mehr so scharf ausgepragt. 

7. Theorie der Beugung an schwarzen Schirmen. Die Theorie der Beugung 
an schwarzen Schirmen bietet yom Standpunkt der elektromagnetischen Licht
theorie besondere Schwierigkeiten, wenn wir als schwarz einen Schirm bezeichnen, 
der alles auffallende Licht restlos absorbiert, ohne etwas zu reflektieren oder 
hindurchzulassen. Damit keine Reflexion eintritt, muB nach der elektromagne
tischen Lichttheorie die Dielektrizitatskonstante des Schirmes mit der des um
gebenden Mediums iibereinstimmen. Die Undurchlassigkeit konnte auf zweierlei
weise bewirkt werden. Entweder miiBte der Schirmdas Licht vollstandig reflek
tieren, was der ersten Annahme widerspricht, oder er miiBte es vollkommen 
absorbieren, was bei einem unendlich dunnen Schirm unmoglich ist. VOIGTl) 
hat jedoch zum erst en Male darauf hingewiesen, daB die Schirme, welche in der 
SOMMERFELDschen Theorie verwendet werden, Eigenschaften besitzen, die das 
physikalische Verhalten schwarzer Schirme mindestens mit groBer Annaherung 
zum Ausdruck bringen. In der Theorie der Beugung an einer Halbebene erschien 
die Spur des Schirmes als Verzweigungsschnitt einer zweiblattrigen RIEMANNSchen 
Flache, mid er hatte die Eigenschaft, das Licht ungehindert aus dem physikalischen 
in den mathematischen Raum abzuleiten. Er glich einer offenen Tiir, durch die 
das Licht ohne Reflexion den physikalischen Raum verlieB, ein Effekt, der einer 
vollkommenen Absorption gleichkommen wiirde, wenn wir nicht damit rechnen 
miiBten, daB ein kleiner Teil der Lichtbewegung durch den Schirm hindurch 

1) W. VOIGT. Gottinger Nachr. 1899. S. 1-33; Kompendium der theor. Physik Bd. II. 
S. 768. Leipzig: 1896. 
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wieder Zutritt in das physikalische Blatt erhielte. Die reflektierte Welle kam 
dadurch zustande, daB wir aus dem mathematischen Blatt eine ebene Welle 
durch den Schirm hindurch in das physikalische Blatt eintreten lieBen. Sie war 
durch den Anteil U2 ( - f{Jo) gegeben. Streichen wir diesen aus unserer Endformel, 
so vermeiden wir auch die Reflexion am Schirm. Demnach steUt die Losung 

.1; 
C(<p) ,--

( e 2 
U 2 = eikrcos{I;-<p) -----,,--

• i£ i'£<> 
e 2 _ e 2 

(48) 

sicherlich mit groBer Annaherung die Lichtbewegung dar, welche bei der Starung 
der einfallenden Welle durch einen schwarzen Schirm hervorgerufen wird. Die 
Moglichkeit, daB das Licht aus dem zweiten Blatt einen Weg in das physikalische 
Blatt zuriickfindet, wird sich nun dadurch verringern lassen, daB wir nicht die 
zweiwertige, sondern eine p-wertige Losung (13) benutzen. Wir vermehren 
dadurch die Anzahl der Blatter, so daB das Licht erst in den physikalischen 
Raum zuriickkehren kann, wenn es samtliche Blatter durchlaufen hat. SchlieB
lich konnen wir sogar mit p gegen unendlich gehen. Die Anzahl der Blatter 
wird unendlich, das Licht lauft sich in ihnen sozusagen tot, eine Anschauung, 
die der physikalischen Realisierung des schwarzen Schirmes als Eintrittsoffnung 
in einen Hohlraum sehr nahekommt. Wir erhalten fUr dies en Fall aus (13): 

C(<p) 

U oo = _1_·feikrCOS{I;-rp)~. (49) 
2n~ , - fPo 

Die Moglichkeit, zwischen einer p-wertigen oder der unendlichwertigen Losung 
zu wahlen, ist charakteristisch fUr die Unbestimmtheit der analytischen Formu
lierung von Beugungsproblemen an schwarz en Schirmen. N ach VOIGT wird 
diese Unbestimmtheit noch dadurch erhOht, daB man in den nichtphysikalischen 
Teilen des Raumes offenbar abermals schwarze Schirme annehmen kann, ohne 
im physikalischen Raum weitere Storungen hervorzurufen. Dagegen ist die 
Anwesenheit von Lichtquellen und auch von reflektierenden Korpern dort aus
geschlossen, da diese durch den Schirm hindurch Licht in den physikalischen 
Raum senden wiirden. 1m Gegensatz zum reflektierenden Schirm wird also 
durch den schwarzen Schirm die Struktur der RIEMANNSchen Flache noch nicht 
eindeutig bestimmt. Was wir nach VOIGT zu fordern haben, ist nur, daB der 
mittlere Energiestrom an der Oberflache des Schirmes stets aus dem physikalischen 
in das mathematische Blatt gerichtet ist. Innerhalb dieser Forderung ist bei 
gegebener Berandung auch die Gestalt des Schirmes noch frei wahlbar. Wir 
konnen auch zwei verschiedene Verzweigungsschnitte durch dieselbe Berandung 
legen und den ganzen zwischen ihnen liegenden Teil als einen massiven schwarzen 
Schirm auffassen. Demnach wird durch (48) bzw. (49) die Beugung am schwarzen 
Keil mitgelost, nicht aber etwa durch den Ausdruck, den wir durch Fortlassen 
des zweiten Terms aus (30) erhalten wiirden. Denn der Ausdruck (30) entha1t ja 
Lichtquellen im nichtphysikali~chen Raum, wodurch er zur Beschreibung der Beu
gung an schwarzen Schirmen unbrauchbar wird. Durch die Streichung des zweiten 
Terms in (13) ist der Unterschied zwischen der n- und der a-Komponente ver
schwunden. Das am schwarzen Schirm gebeugte Licht ist demnach unpolari
siert. Dieses Ergebnis stimmt mit den Beobachtungen von Gauy iiberein, der die 
schwarze Halbebene durch eine mit RuB geschwarzte Stahlschneide realisierte. 

Die Unbestimmtheit, die darin liegt, daB wir sowohl (48) wie (49) zur Dar
stellung der Lichtbewegung benutzen konnen, faUt urn so weniger ins Gewicht, 
als beide Formeln in der numerischen Auswertung sich wenig voneinander unter
scheiden. In der Nahe der Schattengrenze haben wir schon am blanken Schirm 
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nur den erst en Term von (13) berucksichtigt, also gerade die Funktion (48) 
benutzt. (48) liefert dort also dieselbe Beugungserscheinung wie ein blanker 
Schirm, ist demnach auch in Ubereinstimmung mit der KIRCHHOFFschen Theorie. 
Fur (49) hat WIEGREFE1) in der Nahe der Schattengrenze die Naherungsformel 

- Y2k7E'J 
.n ( 2 P' ,-

P - ikr(l- -) e 4 . e 2 -H'd 1FT jI~ oJ e T 

-00 

p = (I' - CPo -]I; 

entwickelt. Aus (17) erhalten wir mit den gleichen Bezeichnungen fur die zwei
wertige Lasung den Ausdruck 

-00 

Der Vergleich zeigt, daB in erster und zweiter Naherung Ubereinstimmung 
herrscht. Fur groBe r oder in genugender Entfernung von der Schattengrenze 
erhalten wir die Beugungswelle aus (49) wieder in Form einer Zylinderwelle: 

e -+r+~) l/~ 1 
r r (9'-9'0)2_;71:2" 

Wir erhalten also auch hier einen Intensitatsabfall im geometrischen Schatten. 

Er ist steiler als der durch die Formel cos- 1 T - 9'0 der zweiwertigen Lasung be-
2 

dingte, weicht aber bis zu Beugungswinkeln von 90° nicht meBbar von dem 
erst en abo Das gleiche gilt fUr die Wiedergabe des Lichtabfalls durch die KIRCH
HOFFsche Theorie. Fur noch graB ere Beugungswinkel lieBen sich evtl. durch 
photographische Methoden Messungen gewinnen, die zur Bevorzugung einer 
bestimmten Formel fiihren kannten. Hinter einem blanken Schirm ist der 
Intensitiitsabfall stets weniger stark als hinter einem schwarzen, in Einklang 
mit den Beobachtungen von GOUY. Die folgende Tabelle gibt uber die vor
liegenden Verhiiltnisse eine Ubersicht. 

Tabelle 1. Intensitatsabfall im geometrischen Schatten der Halbebene. 

Blanker Schirm Schwarzer Schirm Schwarzer Schirm 

BeugungswinkeJ (SOMMERFELD ) (SOMMERFELD) [KIRCHHOFF')] 

o=<p-<po-n n I <1 (P-lpo 

u, (<Po) - u, (- <Po) I u, (<Po) +u, ( - 'Po) u, (<Po) u=(<Po) tg z -
10° 10,17 

I 
12,78 11,47 11,15 11,43 

20° 4,53 6,98 5,76 5,43 5.67 
30° 2,71 5,02 3,87 3,53 3,73 
40° 1,82 4,03 2,92 2,58 2,75 
50° 1,30 3,43 2,37 2,01 2,14 
60° 0,96 3.03 2,00 1,60 1,73 
70° 0,73 2,76 1,74 1,37 1,43 
80° 0,55 2,56 1,16 1,18 1,19 
90° 0,42 2,42 1,42 1,02 1,00 

100° 0,30 2,31 1,31 0,90 0,84 
110° 0,21 2,24 I 1,22 0,80 I 0,70 
120° 0,12 I 2,19 1,15 0,72 0,58 

1) A. WIEGREFE, Diss. Gottingen 1912. 
2) Vgl. F. KOTTLER, Ann. d. Phys. Bd. 70, S. 405. 1923. 
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Die Unbestimmtheit der Definition, des schwarzen Schirmes Hi.Bt die 
Moglichkeit zu, sie auf andere Weise durchzufiihren. Wir skizzieren hier noch 
die Ideen, die KOTTLER1) und IGNATOWSKy2) tiber diesen Gegenstand entwickelt 
haben. Das Integral (1) ist tiber eine geschlossene FHiche zu erstrecken, weIche 
die Lichtquelle L ausschlieBt und den Aufpunkt P umhiillt. Wenn wir jedoch 
die Normalenrichtung umkehren und damit das Innere und AuBere der FHi.che 
vertauschen, umhtillt die FHi.che den Lichtpunkt Lund den Schirm. Wir ziehen 
sie nunmehr tiber den Punkt L hinweg und umhtillen diesen statt dessen durch 
eine unendlich kleine Kugel. Die Integration tiber diese liefert den Beitrag 
4nuo' wenn U o die von L ausgehende, durch keinen Schirm gestorte Kugelwelle 
bedeutet. Es ist also j etzt 

f( e-ikr ) 
1 C-r- oue- ikr 

U = U + -~ U -- - - - do 
o 4;c 01' 01' r ' (50a) 

wenn die Integrationsflache weder L noch P umhtillt und die Normale v nach 
auBen weist. 

Nunmehr zerlegen wir die IntegrationsfHiche durch eine geschlossene Kurve 
in zwei Teile 51 und 52' weIche wir einzeln als ungeschlossene, durch die Kurve 
gemeinsam berandete Flachen auffassen, und schmiegen 52 so an 51 an, daB 
beide Vorder- und Rtickseite einer einzigen Flache bilden. Das Integral braucht 
dann nur noch tiber 51 erstreckt zu werden, wenn wir 

(
S(l e-ikr ) 0--- . 

1 r iJu e-,kr 
U = U + - r5u--,~ - 15-- -- do 

o 4;c,J 01' 01' r 
(50b) 

setzen und 

die Differenzen der Werte sind, die U und ~: auf beiden Seiten der FHiche 

annehmen. Die Formel (SOb) stellt also eine Funktion dar, die an der FHi.che 51 

mit ihren ersten Ableitungen Unstetigkeiten von der GroBe r5u und 15 ~tt.. aufweist. 
VI' 

In der mit (1) identischen Formel (50a) wird nun von KIRCHHOFF die 
Integration nur tiber den beleuchteten Teil des Schirmes geftihrt und dort 

U = uo' ~tt.. = _~uo gesetzt, sodaBsiein(50b)tibergeht, wenn(Ju= u O' (J ~u = ~~o 
u1' VI' u1' cv 

gesetzt wird. Die KIRcHHoFFsche Losung stellt also eine Funktion dar, die an 
der beleuchteten Seite des Schirmes Unstetigkeiten von der GroBe der dort von 
der Lichtquelle hervorgerufenen Lichtbewegung besitzt, die also mit denjenigen 
der geometrisch optischen Lichtverteilung beim Sprung an der Schirmflache 
vom Licht zum Schatten tibereinstimmen. Definiert man demnach die Eigen
schaft "schwarz" eines Schirmes als darin bestehend, an seiner Oberflache soIche 
"Sprungweite" hervorzurufen, so ist das KIRcHHoFFsche Integral, das als Losung 
einer Randwertaufgabe unbefriedigend ist, die exakte Lasung des Beugungs
problems. Dies ist die Auffassung von KOTTLER. Die wahre Funktion des 
Schirmes tritt, ganz wie in der SOMMERFELDschen Theorie, auch hier erst in 
einem zweifachen RIEMANNSchen Raum zutage, welcher den Schirm als Ver-

1) F. KOTTLER, Ann. d. Phys. Ed. 70, S.405-456. 1923; Ed. 71, S.457-508. 1923. 
2) w. v. IGNATOWSKY, Ann. d. Phys. Ed. 77, s. 589-643. 1925. 
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zweigungsflache besitzt. Es zeigt sich dann, das auch hier der Schirm das 
Licht in den mathematichen Raum ableitet und eine Rtickkehr in den physi
kalischen Raum verhindert, jedoch nun, ohne zu einer Reflexion an seiner Ober
f1ache AnlaB zu geben. 

Gehen wir von der skalaren Wellenoptik zur elektromagnetischen Lichttheorie 
tiber, so ersetzen wir mit KOTTLER die Lichtquelle durch einen linearen Oszil
lator und schreiben in jedem Flachenelement des Schirmes Unstetigkeiten von 
der GroBe des Feldes vor, welches der lineare Oszillator dort besitzt. Die Un
stetigkeit der Tangentialkomponenten zwingt zur Annahme von Flachenstromen, 
welche Ladungen auf dem Rande der Flache nach sich ziehen. Die mit der 
Unstetigkeit der Tangentialkomponenten zwangslaufig verbundene Unstetigkeit 
der Normalkomponenten fUhrt zur Annahme von Flachenladungen. Die Felder 
dieser Strome und Ladungen bilden die Storung, welche die einfallende Welle 
durch den Schirm, erfahrt und geben den AniaB zu einer Beugungserscheinung. 
Die Durchrechnung ergibt in dem Fall der schwarzen Halbebene, daB von der 
Schattenseite des Schirmes keine Energie auf die Lichtseite ubertritt, daB also 
die VOIGTSche Eigenschaft der Schwarze erfullt ist. Ferner wird durch die Beu
gung keine Polarisation hervorgerufen. 1m librigen ist das numerische Resultat 
in Ubereinstimmung mit der KIRCHHoFFschen Theorie. 

Auf Grund der Annahmen von KOTTLER hat IGNA-
TOWSKY die Beugung an einer Halbebene, einer kreis
runden Scheibe und Offnung, an einem unendlich 
langen Streifen, Spalt und Gitter neu berechnet. 
Schwierigkeiten, welche mit den KOTTLERschenAnnah-
men verbunden sind, veranlassen ihn jedoch zur Auf

p stellung anderer Bedingungen fUr die Schwarze eines 
Schirmes. Es zeigt sich nun, daB man diese Bedingun
gen nicht allgemein angeben kann, sondern in jedem 

Einzelfall durch spezielle Betrachtungen zu ermitteln hat. Flir die Halbebene 

o 
pi o 

Abb.12. 

seien einige Ergebnisse angefUhrt. 1st in Abb. 12 OP eine schwarze Halbebene, 
so set zen wir fest, daB die Beugungserscheinung nicht geandert werden solI, 
wenn wir den Schirm um seine Kante drehen. Wir sind damit in Uberein
stimmung mit der KIRCHHOFFschen Theorie, bei welcher die Beugungserscheinung 
ebenfalls nur durch den Rand des beugenden Schirmes bestimmt wird. Bei dieser 
Drehung wird, ganz im Sinne der SOMMERFELDschen Auffassung, ein Teil des 
nichtphysikalischen in einen Teil des physikalischen Raumes verwandelt. Da 
sich trotzdem an der Beugungserscheinung nichts andern solI, so kann zwischen 
physikalischem und nichtphysikalischem Raum kein Unterschied bestehen, und 
wir mtissen in beiden Raumen dieselben physikalischen Gesetze als gliltig an
nehmen (vgl. hierzu die entgegengesetzte Auffassung bei VOIGT und SOMMER
FELD). Drehen wir OPum 7l in die Richtung OF', so geht die untere Halbebene 
des physikalischen Blattes in den oberen Teil des nichtphysikalischen Blattes 
liber und umgekehrt. Betrachten wir demnach zwei "libereinanderliegende" 
Punkte Q1' Q2 etwa im Gebiete 1p bzw. 1m der RIEMANNschen Flache, so wird hier
bei Q1 ein Punkt des mathematischen, Q2 ein Punkt des physikalischen Blattes, 
ohne daB sich laut Voraussetzung die zugehorigen Werte Ull) und U (2) andern. Er
ganzen wir aber die schwarze Halbebene zur vollen XZ-Ebene, so tritt die un
gestorte Lichtwelle U 1 ohne Beugung in die untere Halbebene des mathemati
schen Blattes liber, und dart herrscht die ungestorte Lichtverteilung u1 • Nun be
trachten wir fur einen Augenblick beide Halbebenen getrennt, beachten, daB 
bei ihrer Vereinigung zur ganzen Ebene ihre beiden nichtphysikalischen Bla.tter 
zu einem einzigen vereinigt werden und schlieBen hieraus, daB sich auch die zu-
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gehorigen Werte der Wellenfunktion addieren. Dies sind aber, wie wir gesehen 
haben, u(1) und U 121 , so daB sich die Beziehung ergibt: 

(51 ) 

also gerade die Eigenschaft, welche die SOMMERFELDsche zweiwertige Losung 
besitzt. Verlegen wir Q auf den Rand des Schirmes, so werden Q1 und Q2 die 
Werte auf den beiden Seiten des Schirmes. An die Stelle der Annahme eines 
Sprunges auf der SchirmfHiche tritt also die Bedingung (51) als charakteristisch 
fUr die schwarze Halbebene. 

Wir nehmen an, daB jeder schwarze Schirm das BABINETsche Prinzip 
erfUllt. Denken wir uns nun etwa in der XZ-Ebene beliebige unendlich dunne 
schwarze Schirme, so gelangen wir durch diese hindurch von der Lichtseite aus 
in nichtphysikalische Raume. Wir setzcn nun fest, daB diese Raume einen 
einzigen nichtphysikalischen Halbraum bilden. Befinden wir uns in dies em Halb
raum und blicken wir nach dem Schirm hin, so sehen wir dieselbe Erscheinung, 
wie wenn wir uns im physikalischen Raum auf der Schattenseite eines komplemen
taren Beugungsschirmes befanden. Wir muss en demnach auch im nichtphysikali
schen Raum das BABINETsche Theorem als erfullt ansehen. Es laBt sich leicht 
zeigen, daB diese Forderung identisch ist mit der Erfullung der Gleichung (51), 
die wir demnach fUr beliebige schwarze Schirme als gultig anzusehen haben. 
Nach IGNATOWSKY kann also das Problem der Beugung an schwarz en Schirmen 
nicht als Sprungwertproblem aufgefaBt werden, sondern es sind die hier erorterten 
Gesichtspunkte, welche allerdings nur notwendige und nicht hinreichende Be
dingungen liefern, fur jeden schwarzen Schirm im einzelnen zu prufen. Hierbei 
ergibt sich fUr die schwarze Halbebene, daB die SOMMERFELDsche zweiwertige 
Losung (48) dem Problem am besten angepaBt ist. 

b) Direkte L6sungen . 
. 8. Beugung am Zylinder. 1m folgenden behandeln wir elmge spezielle 

Beugungsprobleme, die durch direkte Ansatze gelOst werden konnen, soweit sie 
der experiment ellen Prufung zuganglich sind. Wir transformieren hierbei die 
Grundgleichungen auf Koordinaten, in den en die Schirme Parameterflachen 
werden. Es ist dann moglich, Grenzbedingungen einzufiihren, die die Material
konstanten des Schirmes berucksichtigen. 

Die Beugung am Zylinder kann als zweidimensionales Problem behandelt 
werden, wenn wir den Zylinder als unendlich lang annehmen und ibn mit einer 
ebenen Welle beleuchten. Es genugt dann, den Schwingungsvorgang in einer 
zur Zylinderachse senkrechten Ebene zu studieren. Identifizieren wir die Zylinder
achse mit der Z-Achse, so behalten die Gleichungssysteme (9) ihre Gultigkeit. 
Die Spur des Zylinders ist ein Kreis mit dem Radius e. Wir fUhren in der Ebene 
Polarkoordinaten ein, wodurch die Schwingungsgleichung die Form annimmt: 

(52) 

Die aus der Richtung !Po = 0 einfallende Welle U e sei eine ebene, linear pola
risierte Welle. Der elektrische Vektor schwinge in der Z-Richtung. Es ist 
demnach 

Ue = Ez = eikrcos'P. 

Fur konstantes r ist U eine periodische Funktion von !p mit der Periode 2n. U laBt 
sich hier als FouRIERsche Reihe darstellen, bei der die Koeffizienten nur noch 

19* 
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von r abhangen. Da u aus Symmetriegrunden eine gerade Funktion von g; ist, 
erhalten wir: 

00 

u = 2;An (r) cosng; . 
n=O 

Einsetzen in (52) liefert fur die Koeffizienten die BESsELsche Differentialgleichung 

d2 A" + ~ c£~ + (k2 _ !!~)A = 0, 
dr2 r dr r2 n (53) 

deren allgemeines Integral 

An = c~) In (kr) + c~) Y n (kr) (54) 

wir bereits in Gleichung (34) betrachtet haben. Wir haben nun das Innere und 
das AuBere des Zylinders getrennt zu behandeln. Da wir mit endlicher Leit
fahigkeit rechnen, dad im Inneren des Zylinders u niemals uber alle Grenzen 
wachsen. Deshalb kommen im Innern zur Darstellung von u nur die BESsELschen 
Zylinderfunktionen in Betracht, weil die NEUMANNschen im Nullpunkt logarith
misch unendlich werden. Fiir das Innere des Zylinders mussen wir u demnach 
in der Form ansetzen: 

00 

Ui = 2;bn In (kir) cosn g;. 
n=O 

AuBerhalb des Zylinders geben wir u die Gestalt 

ua = eikaTCOS <P + u* . 

(55 a) 

(56) 

Der erste Term stellt die aus der Richtung g; = ° einfallende ebene Welle dar. 
Fur den zweiten, der die vom Zylinder hervorgerufene StOrung liefert, ist zu 
fordern, daB er fur hinreichend groBe r hochstens vom Nullpunkt divergierende 
Wellen darstellt. Dies ist die unter Ziffer 1 besprochene Ausstrahlungsbedin
gung von SOMMERPELD. u* muB sich also im Unendlichen verhalten wie e- ikaT• 

Nun gelten fUr groBe r die asymptotischen Formeln 

1/2 . ( 2n - 1 ) In(x)---+ Ynx sm x - -4-n 

1/2 ( 2n - 1 ) Yn(X)---+ V nxcos x---4-n . 

(57a) 

Demnach ist die zweite HANKELsche Zylindedunktion 

1(2 ·(k 2n+ 1 ) 
H~)(x) = In(X) - iYn(x) ---+ V ;;Xe -t T--4-n: (57b) 

und hat daher die geforderte Eigenschaft. Wir haben also zu setzen: 
00 

u* = ",,' a H(2) (k r) cosn m ..::.. n 1/. a ,. (55b) 
n=O 

Auf dem Schirm sind fur die n-Komponente, welche hier allein betrachtet werden 
solI, die Grenzbedingungen 

CUi CUa ar=ar fur r=e (58) 

zu erfUllen. Indem wir noch fUr U e die Entwicklung 
00 

U e = eikaT cos,!, = lo(kar) + 2 2; in In (ka r) cosng; 
n=O 
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einfUhren1) , erhalten Wlr 
OX) 00 

tta = 10 (ka r) + 21:, in 1n(kar) cosnrp + 1:, anH;~)(kar) eosnrp , (55 e) 
n=l n=O 

und k6nnen nun durch Koeffizientenvergleichung aus (58) fUr die an die Formeln 

_ +'p _ -2 ·nkJ.(k.!!)J~(ki!!) - k.· f~(k.!!). f.(k i !!) 
an-lXn ~ n- ~ (2) I /(2) n=1,2,3,··· (59) 

kiH" (ka!!)fn(ki!!) - k a· H" (k.!!) • .f.(ki!!) 

herleiten. Fur ao ist der Faktor 2 zu streichen. 
Hiermit ist das Problem formal erledigt. Die Reihen konvergieren jedoch 

in brauchbarer Sta.rke nur in dem Faile, daB der Durehmesser des Zylinders 
klein ist gegen die Wellenlange. Fur diesen Fall hat W. SEITZ2) einige Beispiele 
zahlenmaBig durchgereehnet. DEBYE3) gibt fur die Reihe (SSe) eine Integral
darstellung, die sieh aueh fur das optisehe Gebiet auswerten lafit, und hat diese 
fUr den Fall des vollkommen reflektierenden Zylinders diskutiert. Seine Me
thode ist von SPOHN4) und PFENNINGER5) verallgemeinert worden und fiihrt zu 
Ergebnissen, die mit der Erfahrung gut ubereinstimmen. Auf anderem Wege 
hat IGNATOWSKy6) die optisehen Verhaltnisse diskutieren k6nnen. Ausgehend 
von einem allgemeinen Integral der MAxwELLsehen Gleichungen erhielt er unter 
gewissen vereinfaehenden Annahmen Ergebnisse, die mit dem Experiment 
ubereinstimmen. Es ist bemerkenswert, daB die Lage der Maxima im geome
trischen Sehatten die gleiehe ist, wie sie die angenaherte KIRCHHoFFsehe Theorie 
fur die Beugung an einem sehwarzen unendlieh langen Streifen von der 
Breite 2e errechnet. 

Die Schwierigkeit, die mit der Auswertung der Formeln verbunden ist, 
verschwindet, wenn nicht mit optischer, sondern mit kurzwelliger elektrischer 
Strahlung gearbeitet wird. Die experimentelle Anordnung kann dann so gewahlt 
werden, daB das Verhaltnis ell klein ist. Gleichzeitig ergibt sich die M6glichkeit, 
den von der Theorie geforderten EinfluB des Zylindermaterials naehzuprufen. 
Hierbei hat man sich zweckmaBig isolierender Zylinder zu bedienen, da elektri
schen Sehwingungen gegenuber die Leitfahigkeit der Metalle praktisch unend
lich ist. 

Solche Untersuchungen sind von SCHAEFER7) durchgefiihrt worden, zuerst 
mit gedampften, spater mit ungedampften Schwingungen. Den EinfluB der 
Dampfung hat KOBAYASHI-IwAo8 ) berechnet und mit den experimentellen 
Ergebnissen von SCHAEFER in Dbereinstimmung gefunden. 

Da das Feld durch einen Detektorempfanger mit eingeschaltetem Galvano
meter abgetastet wurde, haben wir ~2 als MaB fur die Intensitat anzusehen. 
Urn ~ zu bereehnen, muB ffir die .n-Komponente im AuBenraum tta mit E 
identifiziert werden. Benutzen wir fur die Zylinderfunktionen die asympto
tischen Formeln (57), so ergibt sich 

-~ '('" ) 00 i:r 2 t --kr -n 
E = eikrcosp + 11'-_ e 4 ~e 2 a cosnm. V;kr ~ n T 

n=O 

1) COURANT-HILBERT. Meth. d. math. Phys. 1. S. 392. Berlin 1924. 
2) W. SElTZ. Ann. d. Phys. Bd.16. S·746-772. 1905; Bd.19. S.554-566. 1906; 

Bd. 21. S.1013-1029. 1906. 
3) P. DEBYE. Phys. ZS. Bd. 9. S. 775-778. 1908. 
4) H. SPOHN. Diss. Breslau 1916. 
5) H. PFENNINGER. Ann. d. Phys. Bd.83, S.753. 1927. 
6) W.v. IGNATOWSKY, Ann. d. Phys. Bd.18, S.495- 522.1905; Bd. 23, S.875-904. 1907. 
7) CL. SCHAEFER und F. GROSSMANN, Ann. d. Phys. Bd.31, S.455-499. 1910. 

SCHAEFER und J. MERZKIRCH, ZS. f. Phys. Bd. 13, S.166-194. 1923. 
8) KOBAYASHI-IwAO, Ann. d. Phys. Bd.43, S.861. 1914. 
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Setzen WIr ~ i"" 
...::... e 2 an cosncp = A<p + iB'e' (60) 
n=O 

so wird 

Q; = cos n t { cos (k r cos cp) + r,! r [A (( cos ( ~ - k r) - B <p sin ( ~ - k r )]} 

- sin nt{sin (kr cos cp) + v:!~ [Ar sin (~- kr) + B(pcos(~ - kr)]}. 
1 (61) 

Es genugt, die erst en drei Glieder der Reihe (60) zu berucksichtigen. Man kann 
also in (61) setzen: 

A(p = LXo - fJI coscp - LX2 cos2cp, 

Brr = fJo + LXI cos cp - fJ2 sin 2'J' • 

Wir beschranken die Diskussion auf die Verhaltnisse vor, seitlich und hinter 
dem Zylinder. Die Ausdrucke fur die Intensitat lauten 

vor dem Zylinder (cp = 0): 

I 1 { 1 t. A2 B2 21rfrA (n 4nr\) B . (n 4""r)]} o = 2 1 + ",,2 r ( 0 + 0) + -;' . r 0 cos 4 - T, - 0 SIll 4 - -c ' 
seitlich vom Zylinder (cp = %) : 
I"=~{1+~~(A2 +B2)+~1/~rA cos(1t.--~~r)-B sin(~_2~r)]}, (62) 

-- 2 ",2r"- "- :n r "- 2 I. "- 4 I. 
2 2 2 2' 2' 

hinter dem Zylinder (cp = n): 

I = ~ {1 + ~ t: (A 2 + B2) + ~l/ ;. (A - B )}. 
"2 ",2 r " :r :n 2 r :r :r 

Aus den ersten beiden Gleichungen (62) erkennt man, daB vor und seitlich vom 
Zylinder Interferenzstreifen auftreten, die vor dem Zylinder einen Abstand 
von 1/2, seitlich von ihm einen solchen von 1 haben. Die Intensitat schwankt 
hierbei urn einen Mittelwert, der gr6Ber ist als derjenige der ungestorten Strah
lung, sich aber mit wachsendem r dieser asymptotisch annahert. Das Verhalten 
hinter dem Zylinder wird wesentlich durch das Vorzeichen des Terms A,,- B:r 
bestimmt. 1st A" - B" > 0, so tritt hinter dem Zylinder eine Verstarkung der 
ungestorten Welle ein, die mit wachsendem r verschwindet (Typ I). Eine 
"Schattenwirkung" kann also nur eintreten, wenn A", - B" < ° ist, und zwar 
dann, wenn 

1 
1 1 \ ,( " " 21 A" - B" > "" 2r (A; + B;) 

ist. Gilt diese Ungleichung bereits fur r = e, so beginnt die Schattenwirkung 
direkt hinter dem Schirm (Typ II), sonst erst in einiger Entfernung von ihm 
(Typ III). Da die Schattenwirkung im Unendlichen wieder verschwindet, existiert 
stets eine Stelle tiefsten Schattens. Auch diese Stelle kann direkt an der Schirm
flache liegen oder erst in gewissem Abstand von ihm. Abb. 13 gibt uber die 
vorliegenden Verhaltnisse eine Ubersicht. Die Realisierung der verschiedenen 
Typen ist von SCHAEFER durch Variation der Zylinderradien bei konstanter 
Wellenlange und Dielektrizitatskonstante erreicht worden. Die Kurven e = 0,15 
und 0,50 cm geh6ren dem Typ I, e = 0,72, 0,78 und 0,82 cm dem Typ III, 
e = 0,98 und 1,21 em dem Typ II an. Es hat zunachst den Anschein, als ob mit 
wachsendem e der Typ II immer mehr hervortritt. Dies ware daran zu erkennen, 
daB fUr eine feste Entfernung r vom Zylinder mit wachsendem e die Schatten-
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wirkung immer ausgepdigter wiirde. Zeichnet man jedoch die Werte von I;r; 
fUr festes r und A in Abhiingigkeit von ell auf, so erhiilt man die Kurve der 
Abb. 14. Es findet also eine peri-
odische Verstarkung und Abschwa- 0.10 

chung der Intensitat statt, durch ~'I 
die sich der EinfluB von Form und 
Material des Schirmes am deutlich- ~3 
sten auspragt. Die Maxima und 1,2 

Minima treten namlich dann auf, 
wenn der Radius des Zylinders so 1,1 

gewahlt ist, daB die Frequenz der 
einfallenden Welle mit einer Eigen- 1,0 
schwingung des Zylinders zusam- o,s 
menfallt. Es handelt sich also urn 
eine Art Resonanzeffekt. Die 08 

Eigenschwingungen des Zylinders 
sind diejenigen Zustande, die auch 0,7 
ohne auBere Anregung bestehen 06 
konnen. Wir erhalten sie dem
nach aus (56), indem wir den ersten 0,5 
Term streichen. Die Gleichungen 
fUr die Koeffizienten nehmen die 0,'1 
Form an 

2 

1 

I, 
1\ """-... 

'\ 

I" I'.... 
I' 

/ 

/ V 
'j 

V 

r--t--
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~ -::::-
t;/~ 
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-

50 

15 
72 

78 
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121 

und besitzen nur dann von ° ver
schiedene Losungen, wenn die 
Determinanten 

o 10 20 JO '10 50 50 70 80 90 100 em 
EI1,fornul1g" 1'011 tier Zg/il1t1er AcIN;e 

I H~)(kae) fn(kie) !=o) 
kaH;i21 (k~) kif:, (kie) I (63) 

Abb. 13. Intensitiitsverteilung hinter dielektrischen Zylindem. 
Die Kurven beziehen sich auf Wasserzylinder (. = 81) und 
eine einfallende ebene Welle A = 58 em, deren elektrischer 
Vektor parallel zur Zylinderachse sehwingt. Die Zahlen rechts 

n - 0, 1,2, ... 
geben die Zylinderradien in cm • 10 - 2. 

sind.Wir erhalten also 00 1 transzendente Gleichungen, die nur durch komplexe 
Werte des Arguments befriedigt werden konnen, da die HANKELschen im Gegen
satz zu den BESsELschen Funktionen auch fUr 
reelle Werte komplex sind. Da wir e reell an
nehmen, so folgt, daB die k komplex sind. 
Die Eigenschwingungen sind also gedampftl). 
Jede der Gleichungen hat 001 Wurzeln, so daB 
im ganzen 002 Eigenschwingungen vorhanden 
sind, die sich der GroBe nach anordnen lassen. 
Tabelle 2 gibt die ersten vier Werte fUr den 

o 

2 

° 

Tabelle 2. 

0,0153 
1 I 0,0419 
1 0,0674 
2 0,0730 

0,1084 
0,0050 
0.0002 
0,0090 

in Wellenlangen der einfallenden Welle gemessenen Radius e eines Wasser
zylinders, der eine Eigenschwingung von der Frequenz der einfallenden Welle 
besitzt. Ferner sind die zugehOrigen Eigendampfungen x und die Ordnung i 
der Schwingung hinzugefUgt, die angibt, aus welcher der Gleichungen (63) der 
zugehOrige Wert von ell berechnet worden ist. Die Zahl i ordnet die Wurzeln 
in jeder dieser Gleichungen nach der GroBe. Die Lage dieser Werte von (!/J.. 

1) Vgl. Ziff. 1, S. 263. 
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ist in Abb. 14 eingetragen. Es zeigt sich, daB sie mit der Lage der Maxima 
und Minima zusammenHi.llt. Ebenso erkennt man die Einwirkung der GroBe 
der Dampfung auf die Scharfe der Resonanzerscheinung. Der mathematische 
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Abb. 14. Die IntensWit hinter einem dielektrisehen Zylinder als Funktion des Zylinderradius e. Als Abszisse ist 
der in Wellenlangen der einlallenden Strahlung u, ger'essene Zylinderradius, als Ordinate die Intensitat in Pro· 
zenten der Intensitat von u, aulgetragen. Die Ordinaten vfl geben die Lage der Eigensehwingungen des Zylinders 
an. Die Kurve bezieht sich auf Wasser als Zylindermaterial (E = 81) und einen Abstand r = 10 em von der Zylinder. 
achse. Die Gestalt der Kurve wird allein dureh das Verhaltnis e /J. bestimmt. Der elektrisebe Vektor der ein-

lallenden Welle schwingt parallel zur Zylinderachse. 

Zusammenhang zwischen dem Kurvenverlauf und der Lage der Eigenschwin
gungen wird dadurch hergestellt, daB, wie ein Vergleich von (63) mit (59) lehrt, 
die vV' Nullstellen des Nenners von (59) sind. Die von SCHAEFER beobachteten 

90· 

, 
270 0 

Werte lassen erkennen, daB 
Theorie und Experiment in 
vollstandiger Dbereinstimmung 
sind. 

Der EinfluB der Eigen
schwingungen pragt sich eben
falls in der Energieverteilung 
rund urn den Zylinder aus. Sie 

o' wird durch die Polardiagramme 
(Abb. 15 bis 18) wiedergegeben, 
die einer Wellenlange von 66 cm 
und einem Abstand r = 30 cm 
von der Zylinderachse entspre
chen. Die GroBe der in der 
Richtung fJi herrschenden Inten
sitat wird durch die Lange des 

Abb. 15. IntensWitsverteilung urn einen dielektrischen Zylinder 
(E = 81) im Abstand r = 30 em von der Zylinnerachse. Sie hangt 
nun von dem Quotient ell aus dem Zyllnderradius e und der 
Wellenlange ). der einlallenden Strahlung ab. Elektriseher Vektor 
parallel zur Zylinderaehse. Intensitatsverteilung vor der ersten 

Radiusvektors gemessen, der 
unter dem Winkel fJi vom Null
punkt aus zur Kurve gezogen 
wird. Die Intensitat ist in 
Prozenten derjenigen der ein-Eigenschwingung. ej). = 0,0106. 

fallen den Welle angegeben. 
Das Diagramm der ungestorten Welle ist demnach der Kreis, der die Be
zeichnung 100% tragt. Die einfallende Welle kommt aus der Richtung fJi = 00• 

Die ausgezogenen Kurven geben die theoretische Intensitatsverteilung, die ge
strichelten die Ergebnisse des Experiments. Die Dbereinstimmung ist iiberall 
ausgezeichnet. Solange der Zylinderradius sehr klein ist, ist die Storung 
sehr gering, in der Nahe der erst en Eigenschwingung wird sie merklich. Be
merkenswert ist die Verstarkung hinter dem Zylinder im "Schatten"gebiet auf 
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90' 

o· 

} 
_"'-_--J. - 2 o· 

Abb. 16. Intensitatsverteilung unmittelbar vor def ersten Eigen- Abb. 17. Intensitatsverteilung unmittelbar vor 
schwingung. ej}. = 0,01 36 . del' zweiten Ei genschwingung. uf), := 0,0412. 

Kosten der seitlichen Strahlung, Wle 

sie in gr6Berer Entfernung vor der 
ersten Eigenschwingung eintritt (Ab
bildung 15), um bei weiterer Annahe
rung wieder zu verschwinden (Abb. 16), 
und der groBe Unterschied zwischen 
den Abb. 17 und 18, die den Schwin
gungsvorgang unmittelbar vor und 
hinter der zweiten Eigenschwingung 
viI) = 0,0419 darstellen (vgl. auch Ab
bildung 14). 

Fur die a-Komponente haben wir 
durchaus analoge Verha.ltnisse. Abb. 19 
gibt ein Bild der Abhangigkeit der 1n
tensita.t von e/2 hinter dem Zylinder. 
1m Vergleich zu der Kurve (14) ver
lauft die Kurve (19) noch ausgespro
chener oberhalb der Geraden 1=100, 
so daB hinter dem Zylinder fast iiberall 
eine Verstarkung der freien Strahlung 
eintritt. 

Denkt man sich in ein homogenes 
Medium Oszillatoren von zylindrischer 

Abb. t S. Intensitiitsvertei
lung unmittelbar hinter de.r 
zwciten EigeoscbwiDguog. 

ell = 0,0427. 
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Gestalt regelmaBig eingebettet, so werden diese durch eine in das Medium ein
dringende Welle zur Aussendung einer koharenten Streustrahlung angeregt 
und rufen demnach Dispersion hervor. Da die Eigenschwingungen der Oszilla
toren an verschiedenen Stellen des Spektrums liegen, je nachdem der elektrische 
Vektor der einfallenden Welle parallel oder senkrecht zur Zylinderachse 
schwingt, ist ein solches Medium sowohl doppelbrechend wie dichroitisch. Es 
kann als eine Art Modell fUr einen Kristall mit diesen Eigenschaften gelten. 
BRAUNl) hat durch Verdampfen dunner Drahte mittels einer Kondensator
entladung auf Glas metallische Beschlage hergestellt, die eine zylindrische 
Struktur besaBen und bei denen in der Tat sowohl Doppelbrechung wie 
Dichroismus nachgewiesen werden konnte. 

Die Beugung an einem elliptischen Zylinder ist von SIEGER2) berechnet 
worden. Seine Formeln sind jedoch nur fUr den Fall ausgewertet worden, daB 
die LeiWihigkeit unendlich groB und der Zylinderradius klein gegen die Wellen-

120 
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Abb.19. IntensWitsverteilung hinter einem dielektrischen Zylinder. Die Kurve ist das Analogon zn Abb. 14 fiir 
den Fall, daB der elektrische Vektor der einfallenden Welle auf der Zylinderachse senkrecht steht. 

lange ist. Von groBerem experimentellem Interesse ist die Beugung an einem 
parabolischen Zylinder, die von EpSTEIN3) behandelt worden ist, da der paraboli
sche Zylinder besser als die Halbebene die realen Verhaltnisse bei der Beugung 
an einer Schneide wiedergibt. Trotz der Annahme unendlich groBer Leitfahigkeit 
werden die Polarisationsverhaltnisse im geometrischen Schatten in der Tat 
besser dargestellt als durch die Halbebene, doch bleibt die Diskrepanz zwischen 
Theorie und Experiment immer noch erheblich. Bei der Annahme endlicher 
Leitfiihigkeit ergeben sich selektive Effekte, welche fUr die .7l-Komponente viel 
starker als fUr die a-Komponente sind. Die Theorie der Beugung am para
bolischen Zylinder gibt daher eine exakte Erklarung fUr die Farberscheinungen, 
die bei der Beugung an einer Kante beobachtet werden (vgl. Ziff. 3). 

9. Beugung am Gitter. Uber den Rahmen der KIRCHHOFFschen Theorie 
hinaus ist von der strengen Theorie der Gitterbeugung die Beantwortung zweier 
Fragen zu erwarten, der Frage nach der Polarisation des gebeugten Lichtes und 
nach dem EinfluB der Gestalt der Gitterfurchen auf die Intensitatsverteilung in 
den verschiedenen Spektren. Besteht das Gitter aus zylindrischen Drahten, 
so lassen sich darauf die oben gewonnenen Resultate anwenden, falls man 
voraussetzt, daB die einzelnen Driihte so we it voneinander entfernt sind, daB 

1) F. BRAUN, Ann. d. Phys. Bd. 16, S. 1 und 238. 1905. - Vgl. auch H. SPOHN, 
Phys. ZS. Bd. 21, S. 518. 1920. 

2) B. SIEGER, Ann. d. Phys. Bd.27, S.626. 1908; vgl. P. S. EpSTEIN, Encycl. d. 
math. Wiss. V, 3. Kap. 24, Ziff. 65. 

3) P. S. EpSTEIN, Diss. Miinchen 1914; Encycl. d. math. Wiss. V, 3. Kap. 24, 
Ziff. 66. 
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sie sich in ihren Wirkungen summieren, ohne sich gegenseitig zu beeinflussen. 
Diese Theorie ist von SCHAEFER und REICHEl) gegeben worden. 

Das Gitter bestehe zunachst aus m = 2N + 1 Staben, die unendlich lang 
sind und frei im Raume stehen. Der Radius der Stabe sei gleich e, der Abstand 
ihrer Achsen, die Gitterkonstante, gleich !'. In einer zu den Gitterstaben senk
rechten Ebene sei der Mittelpunkt des von dem mittelsten Stab ausgeschnittenen 
Kreises Zentrum eines Koordinatensystems. 
Die Y-Achse liege in der Gitterebene, die 
X-Achse senkrecht dazu (Abb.20). Wir 
fiihren auBerdem Polarkoordinaten r, rp ein. 
Beleuchten wir das Gitter mit einer ebenen 
Welle 

U e = eikr COS(P, 

so laBt sich nach (55 b) das von dem S ten 
Zylinder abgebeugte Licht darstellen in 
der Form 

"" u: = J: anH~) (kars) cosnrps, (64) 
n=O 

y 

r 

wenn rs den Abstand vom sten Zylinder Abb.20. Beugung am Drahtgitter. 

bedeutet, rps den Winkel, den rs mit der 
Achse des Polarkoordinatensystems bildet. Indem wir r als groB gegen die Gitter
breite annehmen, konnen wir 

rs = r + s!,sinq?, 

q?s = rp 

set zen, das letztere, weil bei der Summierung uber n wegen der schnellen Kon
vergenz der an nur wenige Glieder berucksichtigt zu werden brauchen. Fur das 
gesamte vom Gitter abgebeugte Licht ergibt sich demnach 

+N 

u* = J: an cosnrp J: H:;) (ka(r + s!,sinrp)). 
n~O 8=-N 

Fur die H~) setzen wir die asymptotischen Werte (57b) ein und schreiben noch 
abkurzend 

ka y sin rp = p'. 
Es wird dann 

'('" ) ,- ~ + N e - i'p' 
t --p 1/ 2 " ~ u* = e 4 r -;- . ~ in an cosnq? ~_ lip +-sp~· 

n = O 8=-]1, 

1m weiteren vernachlassigen wir die Gitterbreite gegen die Entfernung des 
Aufpunktes vom Gitter, also sp' gegen p. Es wird dann 

!Ii ~. . m p' 
~ e- j, p' 1 ~ '. 1 8111n:2 

~ V p + s p' "" V7J ~ ,e- t8 p = v7J sin p' , 
8= - N 8=-]\' 2 

und die gesamte Lichtbewegung auBerhalb des Gitters ist 

p' 
) sin\n- ( - 00 

ikrcos ' i(~-' - p 2 11 2 ~. 
U a = e q + e 4 . p' r np~~nancosnq? 

81112 n=O 

1) CL. SCHAEFER und F. REICHE, Ann. d. Phys. Bd. 35, S. 817. 1911. 

(65) 
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Fur die :n-Komponente ist Ua mit Ez , ffir die a-Komponente mit Hz zu 
identifizieren. Die elektrische Kraft der a-Komponente erhalten wir aus den 
Gleichungen (9 b), die in Polarkoordinaten die Gestalt 

'kE _~BHzl ~ a • - .0 r U({J 

'k E BHz ~ 
t a rp=----arJ 

(66) 

besitzen. Es wird demnach bei VernachHissigung aller hoheren Potenzen von 1/r 

( n ) sin lJl P' 00 
E. = - sin q; eik.cosrp, I 
E = -cosmeikrcosrp + ei 4- P. ___ 2_d2 '" inc cosnm (67) 

rp r . p' V;;p~ n r' 
sm 2 1'1=0 

Die EinfUhrung der Cn an Stelle von an deute auf die Verschiedenheit dieser 
Koeffizienten fUr die :n- und a-Komponente hin. SchlieBlich berechnen wir 
noch die Intensitat der Strahlung. Setzen wir die IntensitiH der einfallenden 
Welle gleich 1, so ist 

OJ 
z+-

2n 

OJ 
z+-

2"" 

In =~f('iReEzeiOJt)2dt, I" = ~I[(lReETeiOJt)2 + (lReErpeiOJt)2] dt. 

Setzen wir noch 

so ergibt sich 

sin 2lJl p' sin lJl p' 
l~ = 1 + ---:-~. (A~ + B~) + 2Arp . p~ cos(p + pcosq; - ~-) 

sina !:.. 5m-
2 2 

sinln p' 
+ 2Brp -.-P; sin (p + pcoscp - :), 

SIn-
2 

sin 2 lJl .e' sin lJl p' 
Ia = 1 + -. / (C; + D~) - 2Crp cosq;--:- / cos(p +pcosq; - i) 

SIn! - SIn-

Fur q; = 0 ist 

2 2 

sin lJl p' . 
- 2 Drp cosq; -. p; sin(p + pcosq; - i). 

sm-
2 

lo,n = 1 + 912 [Ag + B5J + 29CAocoS(2p - :) + 29CBosin(2P - :)'1 
10,G = 1 + 912 [q + D~] - 291CoCOS(2P - :) - 291Do sin (2 P - :). 

(68) 

(69) 

(70a) 
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Vor dem Gitter bilden sich also Interferenzstreifen aus, die einen Abstand von l/2 
haben. Ihre Lage hangt vom Material der Stabe und dem VerhaItnis ell ab, 
jedoch nicht von der Gitterkonstanten. Hinter dem Zylinder, also fiir qJ = n, 
erhalten wir 

1 .. ,,,,= 1 + W2(A~ + B~) + inY~ (An - B .. )) 

1",,<1= 1 + in2(C~ + D~) + inY2 (Cn - D",). 
(70b) 

Die Diskussion verlauft hier ganz analog wie bei einem einzelnenZylinder. Es kann, 
je nach dem Verhalten der GroBen A, B, C, D eine Verstiirkung oder Abschwa
chung der einfallenden Strahlung stattfinden. Welcher Fall eintritt, hangt vom 
Zylindermaterial, von dem Verhaltnis ell und der Anzahl der Gitterstabe abo Fiir 
eine beliebige Richtung 'IfJ = n - qJ wird unter Vernachlassigung hOherer Potenzen 

. inny sin 1p 

1 =1+2 sm 
J... [A,cos('2nr(1~COS1p)_~) 

'I',n . nysm1p" I. 4 
sm--;,-

+ B . (2nr(1 - COS1p) _ ~)) 
",sm ), 4 ' 

. inny sin 1p 
sln----

;. [(2nr(1 - COS1p) n) 1",,<1 = 1 + 2 . cos'IfJ C",cos ~ - - -4 . nysm1p , 
sm--J..-

(70c) 

+ D . (2nr(1 - COS1p) _ ~)] 
",sm ), 4 • 

Wir erhalten also auch hier ein System von Interferenzstreifen. Betrachten wir 
fiir einen Augenblick nur die Winkelargumente in den runden Klammern als von 
'IfJ abhangig, so liegen die Extremwerte der Intensitat an den Stellen 

cos(2nr(1 - COS1pl_ !!.- _ a) = ± 1 B", = tga 
J.. 4 'A",' 

cos(2nr(1 ~ COS1p) _ : _ '1) = ± 1, g:, = tgr. 

Diese Gleichungen werden durch die konfokalen Parabelscharen 

2nr(1 - COS1p) _ ~ _ {IJ = hn h 0 ±1 ±2 J.. 4 r ' =, , , ... 

erfiillt, die den Nullpunkt als Brennpunkt und die Richtung 1p = 0 als Achse 
haben. Bewegt man sich langs eines Radiusvektors mit der Richtung 1p vom 
Nullpunkt weg, so betragt die Entfernung zwischen zwei aufeinanderfolgenden 
Parabeln der Schar )./2 (1 - cos 1p). Langs eines Radiusvektors schwankt 
also die Intensitat in dies em Abstand von Maximum zu Minimum. Dieses 
Verhalten ist von dem bei gewohnlichen Gittern beobachteten wesentlich ver
schieden und riihrt daher, daB wir das Gitter frei im Raume sfehend angenommen 
haben. Wir kommen weiter unten darauf zuriick. Sehr kompliziert ist die Ab
hangigkeit der Intensitat vom Beugungswinkel 'IfJ. Ohne Kenntnis der Eigen
schaften des Gitters ist hieriiber wegen der Abhangigkeit der A, B, C, D vom 
Material und den Dimensionen des Gitters wenig auszusagen. Der Faktor 

. inn)' sin 1p 
sm J.. 

. nl' sin 1p 
sln--J..-
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bewirkt wie in der gewohnlichen Gittertheorie im allgemeinen einen Extremwert 
der IntensiUit an den Stellen 

. kl, 
Slll'IjJ= - , 

)' 

der aber durch die Einflusse der ubrigen von 'IjJ abhangigen Faktoren stark 
modifiziert wird und je nach deren Verhalten ein Maximum oder ein Minimum 
sein kann oder gar nicht zum Ausdruck kommt. 

Wir berechnen hier schlieBlich noch die Durchlassigkeit D des Gitters. Es 
ist dies das Verhaltnis der Intensitat der einfallenden zu derjenigen der durch-

2 

1, 0 

0,8 

0,8 

q. 

2 

o 

~ 1\ 
\ 
\ 
\. ~ -

0j13 0,05 

Abb.21. Das Durchliissigkeitsverhaltnis D"/D,, fiir einen einzelnen dielektrischen Zylinder. 

gelassenen Strahlung, d . h. zur Intensitat des Zentralbildes. Sie ist direkt gegeben 
durch die Ausdrucke (70b). Besonders wichtig ist das Verhaltnis der Durch
liissigkeit fur die Tl- und die o-Komponente. Nach (70b) ist 

L1 = D" = 1 + jJCy2"(A" - Bn) + jJC2(A~ + B~) . 
D" 1 + jJCf2(Cn - Dn) + jJC2(C;' + D~) 

(71) 

1st L1 <: 1, so haben wir ein Gitter, das die auffallende Strahlung fast vollkommen 
parallel zu den Gitterstaben polarisiert bzw. von einer polarisierten Strahlung 
nur die Komponente durchlaBt, deren elektrischer Vektor senkrecht zu den 
Gitterstaben schwingt. Dieser Fall ist realisiert bei den bekannten Versuchen 
von HERTZ mit elektrischen Wellen und metallischen Gittern, bei denen Gitter
konstante und Stabradien klein gegen die Wellenlange sind. Eine in dieser 
Richtung polarisierende Wirkung des Gitters wird deshalb als Hertzeffekt be
zeichnet. Der entgegengesetzte Fall wurde an Gittern zum erstenmal von DU 
BOIS und RUBENS!) aufgefunden, und zwar an Metalldrahtgittern von 50 bis 
100 fl, Drahtdurchmessern bei Bestrahlung mit ultrarotem Licht. Er wird als 
Du Boiseffekt bezeichnet. Durch VergroBerung der Wellenliinge der auffallenden 
Strahlung wird der Du Boiseffekt in den Hertzeffekt ubergefiihrt . Der Punkt, 

1) H. Du BOIS, Wied. Ann. Bd . 46, S. 542. 1892.; H. Du BOIS und H. RUBENS, 
Wied. Ann. Bd. 49, S. 593. 1893; Ann. d .. Phys. Bd. 35, S.243. 1911. 
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in dem gerade L1 = 1 ist, wird als Inversionspunkt bezeiehnet. 1m allgemeinen 
ist das Verhalten sehr kompliziert. Fur einen einzelnen dielektrisehen Zylinder, 
fUr den die Kurven der Abb. 14 und 19 bereehnet worden sind, ergibt sieh z. B. 
der Verlauf von L1 (ell) naeh Abb. 21. Wir haben einen dureh die Eigensehwin
gungen des Zylinders hervorgerufenen periodisehen Verlauf von L1 in Ab
hangigkeit von ell, wobei in dem betraehteten Gebiet bereits mehrere In
versionspunkte auftreten. Demnaeh k6nnen quantitative Aussagen uber den 
Verlauf von L1 nur gemaeht werden, wenn die A, B, C, D numeriseh bekannt 
sind. Die Formel (71) ergibt fUr sehr kleine Q/l, fUr die die Reehnungen sieh 
ausfUhren lassen, an metallisehen Gittern das Uberwiegen des Hertzeffektes. 
Betreffs weiterer Einzelheiten wird auf die Originalarbeit verwiesen. Fur das 
optisehe Gebiet lassen sieh die Ergebnisse von DEBYE und SPOHN iibertragen, 
da sieh cin Gitter hinsiehtlieh des DurehHissigkeitsverhaltnisses im wesentlichen 
wie ein einzelner Zylinder verhalt. Die Reehnungen bestatigen die Existenz 
eines Inversionspunktes beim Ubergang zu langweIliger Strahlung und geben 
aueh quantitativ die Abhangigkeit der Lage dieses Punktes vom Material der 
Gitterdrahte reeht gut wieder. 

Die Wirkung der bisher betraehteten Gitter unterseheidet sieh in einem 
wesentliehen Punkte von der gewohnlieher Gitter, namlieh in der oben
erwahnten Abhangigkeit der Intensitat von r. Dieser Effekt wird im 
wesentliehen dadurch hervorgerufen, daB das Gitter frei im Raum steht, 
wahrend die meisten Gitter in eine undurehsichtige Blende eingelassen sind. 
Nehmen wir an, daB das Gitter in der Offnung eines Spaltes von unendlicher 
Leitfahigkeit angebraeht ist, dessen Kanten noeh urn y/2 von den Aehsen der 
beiden auBersten Stabe entfernt sind, so kommt zu der Gitterwirkung noeh die 
beugende Wirkung des Spaltes hinzu, wahrend die einfallende Welle groBtenteils 
abgeblendet wird. Die Lichtbewegung hinter einem Spalt wird dureh 
die Formel (46) der Ziff. 6 gegeben. Die Spaltbreite 2d ist hier gleieh Wy. Ad
dieren wir hierzu noch den durch den zweiten Term von (65) bzw. (67) gegebenen 
Ausdruek fur das vom Gitter abgebeugte Licht, so erhalten wir fur die gesamte 
Liehtbewegung hinter dem Zylinder im FaIle der n-Komponente 

i(~-P) . ",geysin1jJ -i(~+P) ",geysin1jJ 
e 4 sm A e 4 cos --1-: -

E = E = ----c-- --.. -----.-- - ~ .. -.-. -----

n Z Y2",P sin~ V2-;P cos~ 
2 2 

im FaIle der a-Komponente 

i(~-P) . ",geysin1jJ -i(~+P) ",geysin1jJ 
e 4 Sln --;:-- e 4 cos _ .. -j,---

E = E = .. . --------- + . .-. -----
u 'f Y2~P sin.1!~ V2~P cos-lP 

2 2 

. ",gel' sin 1jJ 
i(~-';- - p) Sln --A--+ e 4 ----. -- (C + iD ,), 

. "'Y sm1jJ 'f "I 
sm--.---

I. 

(72a) 

(72b) 
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da in erster Naherung der aus (46) mit Hilfe von (66) berechnete Ausdruck fur Erp 
mit demjenigen fiir H. identisch ist, wahrend Er verschwindet. Aus (72) ergibt 
sich fur die Intensitat 

1[ ' n91rSin1J']2 [ n91)' Sin 1J']2 1 sm J. cos J. 
I,,=- + 

2np sin J!... cos "£.. 
2 2 

+ 2:n;P(A~,+ B~)[Sinn91)'~in1J']2 
sin n)' sm1J' 

J • 

. n91r SinV'[ . n91)'sin1J' n91)' Sin1J']! __ sm J. sm l cos l 

+ 2"y 2:n;p . n)' sin 1J' A", . 1J' + B", . 
Sin --J.- sm 2" cos ~ 

(73) 

Entsprechend Iu durch Ersatz der A"" B", durch C"" -D",. Die ersten beiden 
Terme !iefem die Verteilung, die allein durch die Anwesenheit des Spaltes hervor
gerufen wird. Sie ist innerhalb des geometrischen Schattens gering. Sind IA", I, 
I B", I, I C", I, ID", I ~ (mfPt1, was bei optischen Gittem meist der Fall sein wird, 
so wird die Intensitat im wesentlichen durch den dritten Term bestimmt und 
erreicht ihr Maximum an den Stellen 

h = 0, ±1, ±2, ... 

Dart wird die Intensitat 
In = (A~ + B~)m2, 
Iu = (C~ + D~)m2, 

und zwar ist die Lage dieser Maxima unabhangig von dem Material der Gitter
stabe und im Gegensatz zu den vorher betrachteten Gittern auch unabhangig 
von der Entfernung yom Gitter. Es laBt sich auch hier eine Durchlassigkeit 
definieren, indem wir die Intensitat, we1che allein durch den Spalt hervorgerufen 
wird, mit derjenigen vergleichen, die beim Einsetzen des Gitters in den Spalt 
entsteht. Nach (73) ist die so definierte Durchlassigkeit des Gitters 

1 + (~r + 2np(A~ + B~)912 + 2V~91(Ao ~ + Bo) 

D" = (2n91)')2 1+ -;.-

1 + (~~r + 2np(Q + D~)912 + 2t'~91(Co~ -Do) 

Du = (2n 91 1')2 1+ -;.-

(74) 

Hieraus berechnet sich das Durchlassigkeitsverhaltnis 

1 + (~r+ 2np(Ag + B~)912 + 2~91(Ao~ +Bo) 

L1= (91)2 ( 91 ). 1 + 2n;. )' + 2np(Q + D~)912 + 2V2np91 Co 2n;. )' -Do 
(75) 

Will man uber das Durchlassigkeitsverhaltnis quantitative Aussagen machen, 
so mussen die Koeffizienten A, B, C und D bestimmt werden. Die Rechnung 
laBt sich wieder durchfuhren, wenn ell klein ist. Sie ergibt fur ein Gitter aus 
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sehr dunn en Staben zunachst den Du Boiseffekt, der bei Vermehrung der Stabe 
uber einen Inversionspunkt hinweg in den Hertzeffekt ubergeht. 

IGNATOWSKy1) hat Berechnungen fUr beliebige Gitterprofile von unendlicher 
Langs- und Querausdehnung durchgefUhrt. In dies em Faile laBt sich der Aus
druck fiir das gebeugte Licht durch eine FOURIERsche Reihe darsteIlen. Fur den 
Fall der Drahtgitter kommt IGNATOWSKY zu ahnlichen Resultaten wie SCHAEFER 
und zu einer qualitativen Ubereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen 
von DU BOIS und RUBENS. Ferner ist unter der Voraussetzung der unendlichen 
Ausdehnung des Gitters der Winkel {}h zwischen der Richtung des hten Haupt
maximums und der Gitternormalen unabhangig von der Form der Furchen 
und dem Material des Gitters stets durch die FRAUNHOFERsche Beziehung 

sin {}h - sin {fo = h . + = h· !, ) 
2:.; (76a) 

q= -
r 

gegeben, wenn {fo die Richtung der einfallenden 
Welle bedeutet und h alle ganzen Zahlen durch
lauft, die hiermit vertraglich sind. 

Dieser Tatbestand ist die Voraussetzung der 
Gittertheorie von Lord RAYLEIGH2), der den Ein
fluB des Furchenprofils auf die Intensitatsvertei
lung in den Spektren der verschiedenen Ordnungen ------t----~x 
untersucht. Das Gitter bestehe zunachst aus be
liebigem Material und sei wieder in beiden Rich
tungen unendlich ausgedehnt. Die Furchen m6gen 
der Z-Achse parallel laufen, die Gitterebene sei 
die XZ-Ebene. Die Spur des Gitters in der XY
Ebene laBt sich dann durch die Fourierreihe Abb. 22. Beugung am Gitter. 

+00 

Y = ~ nheihqx, rJo = 0, n -h = 'YJh (77) 
h =-oo 

darstellen. Die Festsetzung rJo = 0 macht die XZ-Ebene zur Gitterebene. Wir 
beleuchten das Gitter mit der eben en Welle 

U e = eik(xsin~o+Ycos~o), (78a) 

die aus der Richtung {fo einfallt (Abb.22) und nehmen nun an, daB die reflektierte 
Welle nur in den durch (76) bestimmten Richtungen eine wesentliche Intensitat 
besitzt und eine Uberlagerung von ebenen, nach diesen Richtungen ausstrahlenden 
Wellenzugen ist. Es ergibt sich mit Rucksicht auf (76a) 

+00 
u* = ei kx sin{}o~Aheihqxe - ikYCOS~h. 

h = -00 

(78b) 

Entsprechend erhalten wir fiir die gebrochene Welle, wenn CPo die Richtung des 
regular gebrochenen Strahles ist und f{'h die Richtungen der gebeugten sind 
(Abb.22); . . hi/ q 

smcph - smcpo = r = h k" (76b) 
+00 

Ui = eik'xsin,(o 2:,Bheihqxeik'YCOS .}", (78c) 
h = - 00 

1) W. V. IGNATOWSKY, Ann. d. Phys . Bd.44, S. 369. 1914. 
2) Lord RAYLEIGH. Theory of sound. sd. ed. London 1926. Ed. II, § 272a.; Proc . Rov . 

Soc. London (A) Bd. 79. S. 399. 1907. 

Halldbuch cter Physik. XX. 20 
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wobei 
k' sin {}o 

k sin CPo 

ist. Wir betrachten nur noch den Fall unendlicher LeiWi.higkeit. Es ist dann 
Ui = 0, und auf dem Schirm ist die Bedingung u* + Ue = 0 zu erftillen. Nach (78) 
ist also auf dem Gitter 

+00 
_eikycosl~o = ~Ahe-ikycoSI~heihqX. (79) 

h~ -00 

Wir nehmen nun an, daB die Tiefe der Gitterfurchen so klein gegen die Wellen
Hi.nge ist, daB auch ky eine sehr kleine Zahl ist. Als erste Naherung ergibt sich 
dann aus (79) 

+00 
-1 - ikycos{}o = LAh eihqx , 

h~ -00 

wahrend nach (77) 
+00 

-1 - ikycos{}o = -1 + ~ - ik cos {}O'Y/h e ihqx 
lt~ -00 

ist. Durch Koeffizientenvergleichung ergibt sich hieraus 

Ao = -1, Ah = - 'Y/h • i k cos{}o' (80a) 

Diese Naherung ergibt einen auBerordentlich iibersichtlichen Zusammenhang 
zwischen der Form des Gitters und der Intensitat der verschiedenen Spektren. 
Besitzt das Gitter z. B. eine reine Sinusgestalt, so sind hiernach nur die Spektren 
erster Ordnung zu erwarten. Eine genauere Berechnung der Koeffizienten wiirde 
in diesem Fall ergeben, daB die Amplitude im Spektrum n ter Ordnung von der 
GroBenordnung Irlln ist. Diese Feststellung rechtfertigt es nachtraglich, daB wir 
in (78b) die Summierung bis ins Unendliche erstreckt haben, wahrend sie in 
Wirklichkeit nur iiber solche h zu erstrecken ist, die mit (76a) vertraglich sind. 
Fiihrt man die Summation nur iiber die zulassigen h, so ergibt sich, wie VOIGT l ) 

gezeigt hat, daG die Intensitatsverteilung in den Spektren nur von so vielen 
KoeffizientenY/h der Entwicklung (77) abhangt, als Spektren vorhanden sind, 
wahrend die hoheren Koeffizienten keinen EinfluB mehr haben. Mit derselben 
Annaherung erhalt man fiir die tJ-Komponente 

(80b) 

Nach dieser Formel ist bei streifendem Austritt des gebeugten Lichtes ein starkes 
Anwachsen der Amplitude zu erwarten, auch laBt der Unterschied zwischen (80a) 
und (80b) auf eine polarisierende Wirkung des Gitters schlieBen. Auf eine nahere 
Diskussion kann hier nicht eingegangen werden. RAYLEIGH hat seine Unter
suchungen auch auf Glasgitter ausgedehnt. Seine Resultate sind in guter Uber
einstimmung mit den schon von FRAuNHoFER 2) beobachteten Polarisations
erscheinungen. 

Fur die experimentelle Prufung der RA YLEIGHSchen Theorie an Reflexions
gittern erweist sich die Annahme unendlich gro13er Leitfahigkeit als unzulassig3). 

VOIGT hat daher den Fall endlicher Leitfahigkeit diskutiert und kommt dabei zu 
Resultaten, die mit der Erfahrung sehr gut iibereinstimmcn. 

') W. VOIGT, Gottinger Nachr. 1911, S.41. 1912, S.385. 
2) J. FRAUNHOFER, Ann. d. Phys. Bd. 74, S. 364. 1823. vgl. auch J. FROHLICH, Polari

sation des gebeugten Lichtes. Leipzig 1907. 
3) B. POGANY, Ann. d. Phys. Bd. 37, S. 257. 1912.; P. COLLET, Gottinger Nachr. 1912, 

S. 401. 
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10. Beugung an der Kugel. Die Berechnung der Beugung an einer Kugel 
ist zuerst von MIEl) durchgefiihrt worden. Fiihrt man raumliche Polarkoordinaten 
ein (Abb. 23), so nehmen die MAXwELLschen Gleichungen die Gestalt an: 

rsin{}(iwE + ~)E = iJ(sin{}Hr) _ iJ(H{}) (81a) 
c c r iJ{} iJep , 

rsin{}(iWE + ~') E = iJHr _ iJ(rsin{}Hr ) 
c c {} iJep iJr' (81 b) 

r(iwe + ~') E = iJ(rH{}) _ iJHr 
c c r iJr iJ{} , (81 c) 

iw . QH _ iJ(sin{}Er) iJE,~ 
- 7 r SIll 11 r - iJ{} - 2rp- , (8id) 

_ iw rsin{} H{} = ~Er _ iJ (r sin {} £'p) 
c iJrp iJr 

(81 e) 

iw H _ iJ(rE{}) iJEr 
- 7 r '1' - ---ar - ifF (81£) 

x 

z 

p 

~\ -+-----:~y 
\ 

y ..... \ 
\ 

\~ 

Abb.23. 

Da wir es jetzt nicht mehr mit einem zweidimensionalen Problem zu tun haben, 
ist die Zerlegung in eine a- und n-Komponente nicht mehr von Vorteil. Wir 
konnen jedoch hier eine andere Zerlegung vornehmen, die die Rechnungen 
vereinfacht. Wir stellen jede allgemeine Schwingung als Superposition einer 
Welle dar, bei der dauernd Er = 0 und Hr =l= 0 ist und die wir mit MIE als 
magnetische Schwingung bezeichnen, und einer Welle, bei der dauernd Er =l= 0 
und Hr = 0 ist und die wir als elektrische Schwingung bezeichnen . In der 
weiteren Darstellung folgen wir DEBYE2). Fiir den Fall der elektrischen 
Schwingung geht (81 d) iiber in 

iJ(sin{}£'r) iJE,? 
--ri{}-- = cJ rp 

Diese Gleichung liiJ3t sich durch den Ansatz 

E _ _ 1 _ iJ2(rlIl ) 

'I' - rsin {} iJrp or ' (82a) 

befriedigen. Die Werte der iibrigen FeldgroJ3en lassen sich dann nacheinander 
aus den Gleichungen (81 b, c, a) gewinnen. Durch Einsetzen in (81 e) und (81 f) 
erhalt man fiir III beide Male dieselbe Differentialgleichung: 

• • ,Q iJ III 
() SlnV'-' 

All + k21I =~ iJ2(rIlI ) + _ t __ ~ + __ 1_ iJ21I1 + k2II = 0 
1 1 r iJr2 r2sin{} iJ{} r2sin2{}iJ<p2 l' 

wodurch der Ansatz (82) gerechtfertigt wird. 

(83) 

Ganz entsprechend setzen wir im Fall der magnetischen Schwingung 

H - _ 1 _ ,a.~1I2), H _ ~ o2(rll2) 
r - r sin {} dr iJ<p , If - r iJriJ{} , (82b) 

berechnen in gleicher Weise die iibrigen Komponenten des Feldes und erhalten 
fiir 112 ebenfalls die Differentialgleichung 

j II2 + k2 lI2 = o. 

I) G, MIE, Ann. d. Phys. Bd.25, S. 377, 1908. 
2) P . DEBYE, Ann, d. Phys. Bd.30, S. 57 . 1909. 

20* 
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Die Superposition beider Schwingungen liefert fiir den allgemeinen Fall die 
Formeln _ o2(rIIl) 

Er - -oT + k2r III' 

E _ 1 02 (1' Ill) + i w 1 0(1' II2) 
tp - rsin,'} or o'll C r -fjD' 

E _ 1 02 (1' JIl ) i w 1 a(r lIz) 
{} - r ara,'} - c rsin,'} a;-' 

H - 02(1' JIg) + k2 II. 
r - orB l' 2' 

(84) 

H = _ ~_(iW8 +!!.--) a(rIIl) + _1_ o2(rIIg) 
tp l' C C a,'} rsin,'} ara'll , 

H = (iwe + !!.--) _1_ a(r Ill) + ~ 02(1' JI2) • 
{} C C rsin,'} a'll l' ara,'} 

Wir haben demnach unsere Aufgabe auf die Auffindung zweier Losungen III und 
II 2 der Schwingungsgleichung zuriickgefiihrt. Wir integrieren die Gleichung (83) 
durch den Ansatz 

II = 1(1') • rJ (cp, {}), (85) 

welcher fiir die beiden Funktionen fund rJ die Differentialgleichungen 

a 
'Q 01] 1 smV' a,') 1 iJ21] 

sin,'} atJ + sin2n- a'll2 + TrJ = 0, 

~ d2 (rf) + (k2 _ !-.)I = 0 
l' dr2 1'2 

(86) 

liefert. Die erste dieser beiden Gleichungen hat nur dann eine auf der ganzen 
Kugelfliiche reguliire Losung, wenn der zuniichst willkiirliche Parameter T nur 
die diskreten Werte n(n + 1), n = 0, 1, 2, ... annimmt. Die zu diesen Eigen
werten gehOrigen Eigenfunktionen sind die Kugelfunktionen rJ .. ({), cp) von 
LAPLACE!). Wir entwickeln 'YJ .. als Funktion von cp in eine FOURIERSche Reihe 
und schreiben 00 

rJ .. ({}, cp) = 1: P .. ,k(a .. ,k coshcp + b .. ,k sinhcp). 
k=O 

Durch Einsetzen in (86) erhalt man fiir P .. ,k die Differentialgleichung: 

s,:n- ddn- (sin{) d:;n) + [n(n + 1) - Si::&] P .. ,k = o. (87) 

Diese Differentialgleichung wird durch die zugeordneten LEGENDRESchen Kugel
funktionen hter Ordnung mit dem Argument cos{} befriedigt, die aus den ge
wohnlichen Kugelfunktionen nach der Vorschrift 

P () _ ,r1--2"k dhP,,(x) 
",k x - f - X dxh (88) 

zu bilden sind. Da die LEGENDRESchen Kugelfunktionen Polynome n ter Ordnung 
sind, so ist P .. ,k = 0 fur h > n. Wir erhalten demnach: 

.. 
rJ .. ({}, cp) = 2; P .. ,k(COS{}) (an,h coshcp + b .. ,h sinhcp). (89) 

k=O 

SchlieI31ich integrieren wir die zweite der Gleichungen (86) durch den Ansatz: 

1(1') = (kr)-L C(kr). 

1) Vgi. COURANT-HILBERT, Methoden d. math. Phys., S.257££, 416ff. Berlin 1924. 
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Er liefert fUr C (kr) unmittelbar die Differentialgleichung 

d2 C(k1 + ~ dC(~_rl + [k2 _ (n + !)2] C(kr) = 0, 
dr2 r dr r2 
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(90) 

also die BESsELsche Differentialgleichung fur die Eigenwerte n +!. Demnach ist 

Cn+l(kr) = cI,n f n+t (kr) + c2,n Yn+~ (kr) (91) 

in der Bezeichnungsweise (34). Eine Lasung von (83) ist also 

TIn = (kr) - t Cn+t (kr) l)n, 
und die allgemeine lautet 

00 n 

11 = 2: ~(kr)-ICn+l (kr) Pn,h(COS{}) (an,h coshq; + bn,hsinhq;). (92) 
n=O h=O 

Durch Einsetzen in (84) erhalten wir unter Berucksichtigung von (90) die formal 
gleichlautenden Ausdrucke fUr E, und H, 

00 n 

En H, = 2:2: (kl n (nr~ Cn+t(kr) Pn,h(cos{})(an,h coshq; + bn,h sinhq;). (93) 
n=1 h=O 

Wir zerlegen das Feld auBerhalb der Kugel in die einfallende und die gebeugte 
Welle, die durch die Potentiale fl' und 11* beschrieben werden. Hierzu kommt 
noch die gebrochene Welle im Inneren der Kugel ni. Die einfallende Welle sei 
eine ebene aus der Richtung der positiven Z-Achse einstrahlende senkrecht zur 
X-Achse linear polarisierte Welle. Es sei also 

E; = eikaz , E; = E; = 0; 

oder in Polarkoordinaten: 

H~ = _eikaz , H; = H! = ° 
E; = eikar COB~ cosq;sin iJ, H~ = - eikaT COB~ sinq; sin {}, 1 
E~ = eikarcos,~ cosq; cosiJ, H~~ = _eilcaTCOS~ sinq; cos{} , 

E~ = _eilcaTCOS~sinq;, H~ = _eikarcos{}cosq;. 

(94) 

Urn den Zusammenhang mit (93) herzustellen, entwickeln wir Er und Hr nach 
Kugelfunktionen. Es isF) 

eikarcos~ = i;in (2n + 1) 1f~- (kar)-qn+~(kar)Pn,o(cos{}), 
n=O 

woraus sich durch Differentiation nach{} und Multiplikation mit -cosg;likr bzw. 
sinq;jikr ergibt 

E~ = 2: in- 1 (2n + 1) V% (ka r) ~ fn+t(kar)Pn'l (COS1~) cosq;, 
n=1 

H~= i; in+1(2n + 1) li ~ (kar)-!fn+i(kar)Pn,dcoS1~) sin q;. 
n=1 

Der Vergleich mit (93) und (91) lehrt, daB wir zu set zen habcn 
in dem Ausdruck fUr E; und 111: 

(95) 

bn,1 == 0, CI,n == 0, - ~l;3 'n-l~+1 
C2,n- k ? 1 n(n...L1)' 

(t.OJ I 
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Es wird also, wenn wir noch 

(96) 

setzen, 
00 

lIe _ 1 ~'n -1 2 n + 1 (k) P ( _Il) r 1- k2"::"; ~ n(n + 1) V'n ar n,1 cOS'U' cosrp, 
a n =1 

00 
(97a) 

[]e_ 1 ~ 'n+! 2n+ 1 (k)P ( fJ)' r 2 - 2 ~ -( -+-) V'n ar n 1 COS smrp. 
ka n=1 nn 1 ' 

Fur die Potentiale IIi und []* fiihren wir in formaler Dbereinstimmung fiir die 
an,h und bn,h dieselben Werte ein wie in (97a). Fiir 11i haben wir auBerdem 
c2,n == 0 zu setzen, da die Funktionen Y n+! im Nullpunkt unendlich werden. 
Fur n* mussen die HANKELschen Funktionen Verwendung finden (Cl,n: c2.n = i), 
da die gebeugte Welle auBerhalb einer Kugel von hinreichend groBem Radius 
den Charakter einer divergierenden Welle erhalten muB. Es wird demnach 

00 
(97b) 

rn~ = k\ ~ A;,V'n(kir)Pn,dcos{})cosrp, 
, n=1 

rII~ = ;2 ~ B;,V'n(kir)Pn.dcos{})sinrp; 
, n=1 

rnt = :2 ~ A~'n(kar)Pn,l(COS&)COSrp, 
a n=l 

00 
(97c) 

rn: = :2 ~ B~'n(kar)Pn,1(COS{})sinrp. 
a n=l 

Zur Bestimmung der Konstanten An und Bn haben wir auf der Kugel die Grenz
bedingungen zu erfullen: 

E~ = E~, 
Wir erhalten: 

A * = _in-1. 2n + 1 
n n(n+1) 

'IjJ,,(P)'IjJ~(NP) - N'IjJ~I,p) 'ljJn(Np) 
?; .. (P)'IjJ~(NP) - N ?;~I,p)'IjJ .. (NP) , 

* 'n-l 2n + 1 N'IjJ(P)'IjJ'(NP) - 'IjJ'(P)'IjJ{NP) 
Bn = -2 n(n+1)· N?;(P)'IjJ'(NP) - C'(P)'IjJ(NP) , 

N = k i = l/(fi - j~) -! 
ka , co ca 

(98) 

Ei und a sind die Materialkonstanten der Kugel, fa ist die Dielektrizitatskonstante 
des umgebenden'Dielektrikums. Die Auswertung der Reihen (97) kann wiederum 
nur dann auf die ersten Glieder beschrankt werden, wenn das Verhaltnis Kugel
radius zu Wellenlange nicht zu groB wird. Dieser Fall ist bei den optischen 
ErschehlUngen an kolloidalen Losungen verwirklicht, wenn wir die Teilchen als 
kugelformig auffassen. Die Rechnung ist unter dieser Voraussetzung von MIE 
durchgefiihrt und auf die Erscheinungen an kolloidalen GoldlOsungen an
gewendet worden. 
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Vnter VernachHissigung der hoheren Potenzen von (! ergeben sich fUr die 
ers ten Koeffizien ten die folgenden Ausdriicke: 

A * _ 'pa 1 - N2, 
1 -2 N2+2' 

(99) 

Allgemein ist, solange die LeiWihigkeit endlich bleibt, die GroBenordnung der 
n ten magnetischen gleich derjenigen der (n - 1) ten elektrischen Partialschwin
gung. Sehr kleine Teilchen strahlen demnach nur die erste elektrische Partial
schwingung aus, bei groberen Partikeln in kolloidalen Losungen ist es not
wendig, wenigstens die zweite elektrische und die erste magnetische Partial
schwingnng noch zu beriicksichtigen. Die erste elektrische Partialschwingung, 
deren Existenz zuerst von Lord RAYLEIGH nachgewiesen wurde, wird als 
RAYLEIGHSche Strahlung bezeichnet. Bei Annahme unendlich groBer LeiWihig
keit werden die magnetischen Partialschwingungen von derselben GroBenordnung 
wie die entsprechenden elektrischen. 

Fiir den Charakter des seitlich abgebeugten Lichtes spielt die GroBe von Er 
und Hr keine Rolle, wenn man in Richtung auf das Teilchen beobachtet. Be
finden wir nns in hinreichend groBem Abstand, so konnen wir die asymptotischen 
Werte (57) der BESSELschen Funktionen anwenden und erhalten fiir die gebeugte 
Welle 

E* = _ sin/p I~oo [A* Pn.1 (cos-&) _ ~ B*P' ,0. . ,0.] e -+r -~-n)] 
'I' k 'It' ,Q k n n, 1 cos 'U' Sln'U' , 

ar Sln'U' C a 
n=1 

E* = _ COS/p I~oo [A * p' ( fJ)' {} _ ~ B* P~,t{coS{j)] e -i(kr- i-n)] 
{} k r n n,1 COS SIll C k n sin {j, ' 

a a 
n=1 

(100) 

woraus sich fiir die Intensitat die Formeln ergeben 

J* I 00 12 ~ = sin2/p ~[A* P n•1 (cos-&) - ~ B*P' ( {}). ,0.,] 
J k2 2 n' ,Q k" n, 1 COS Sln'U' I ' 

ar Slnu' C a 
n=1 

(101) 
* I 00 I" I {} _ COs2q:> """ [ * ' . W * p~, 1 (COSD)]-

T - k!r2 ~ A" Pn.dcos {») SIll{) - cka Bn Sin{}--\' 

I ist die Intensitat der einfallenden Welle. Die beiden KomponentenE~ und E:, 
die aufeinander senkrecht stehen, haben im allgemeinen einen Phasenunterschied. 
Beobachtet man daher in einer beliebigen Richtung, so ist das abgebeugte Licht 
elliptisch polarisiert. Jedoch verschwindet die Phasendifferenz, wenn nur die 
RA YLEIGHSche Welle allein zu beriicksichtigen ist. Eine Ausnahme bilden ferner 

die FaIle ({i = 0 und ({i = ~ , fUr die eine der beiden Komponenten identisch ver

schwinclet. Beachten wir, claB ({i cler Winkel zwischen cler Schwingungsrichtung cles 
elektrischen Vektors cler einfallenden Welle und der Beobachtungsrichtung ist, so 
konnen wir den folgenden Satz aussprechen: Beleuchtet man die kolloidale Losung 
mit linear polarisiertemLicht und beobachtet in einer Richtung, die auf der Schwin-

gnngsrichtung des elektrischen Vektors senkrecht steht (({i = ~), so ist das seitlich 

zerstreute Licht geradlinig polarisiert, nnd zwar ist seine elektrische Schwingungs
rich tung parallel zu derjenigen des durch die Losung gehenden Lichtstrahles 
(E,~ = 0). Dreht man bei unveranderter Visionsrichtung die Schwingungsrichtung 
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des durchgehenden Strahles urn 90° (cp = 0), so bekommt man wieder geradlinig 
polarisiertes Licht, aber seine Schwingungsrichtung ist ebenfalls urn 90° gedreht. 
Dieses Ergebnis der Theorie ist von STEUBING1) nachgepriift worden. Es zeigt 
sich, daB die lineare Polarisation des gebeugten Lichtes nicht vollkommen erreicht 
wird. Dies ist darauf zuriickzufiihren, daB die Annahme kugelfarmiger Teilchen 
eine zu weitgehende Idealisierung darstellt. Doch kann die Abweichung von der 
Kugelgestalt nicht sehr bedeutend sein, da Untersuchungen von GANS2) gezeigt 
haben, daB schon die Annahme einer maBigen Elliptizitat der Teilchen (Achsen

E 

Abb. 24. Strahlungsdiagramm eines unendlich kleinen dielektrischen 
Teilchens (RA YLEIGHSche Strahlung). Die innere Kurve gibt den un· 
polarisierten Anteil, die aullere die Gesamtstrahlung. Die Richtung 

der einfallenden Welle ist durch einen Pleil gekennzeichnet. 

verhaltnis > 0,9) zu Folge
rungen fiihrt, die den experi
mentellen Ergebnissen wider
sprechen. 

Beleuchten wir die kolloi
dale Lasung mit natiirlichem 
Licht, so verliert cp seine phy
sikalische Bedeutung. Die bei
den Komponenten E", und E{} 
sind als inkoharent aufzu
fassen. Wir erhalten eine nur 
von dem Winkel 1} zwischen 

Einfalls- und Blickrichtung abhangige Strahlung, die partiell polarisiert ist. Die 
vorliegenden Verhaltnisse sind in den folgenden Polardiagrammen wiedergegeben. 
Beriicksichtigen wir nur die RAYLEIGHSche Welle, d. h. die Strahlung eines un
endlich kleinen Teilchens, so erhalten wir das Bild der Abb. 24. Die Strahlung 
ist, da unabhangig von cp, rotationssymmetrisch urn die Einfallsrichtung, die durch 
einen Pfeil gekennzeichnet ist. Die innere Kurve gibt den unpolarisierten Anteil, 

die auBere die Gesamtstrahlung. 
Der dazwischen liegende Ab
schnitt entspricht dem polari
sierten Anteil. Der Winkel maxi
maIer Polarisation betragt n/2. 
Nimmt man dagegen unendlich 

-t-=3D:::----------+ ~ groBe Leitfahigkeit an3) (Abb. 25), 

Abb. 25. Strahlnngsdiagramm eines nnendlich kleinen, vollkommen 
leiteuden Teilchens. 

so muB auch die erste magneti
sche Schwingung beriicksichtigt 
werden, und man erhalt, da die 
Teilchen vollkommen reflektieren, 
das Maximum der Strahlung nach 
riickwarts. Dagegen bleibt die 
Richtung maximaler Polarisa
tion 1} = 120 0 • Die Erfahrung 

lehrt, daB solche Strahlungsverhaltnisse nicht auftreten, die Leitfahigkeit der 
Teilchen also nicht unendlich groB gesetzt werden darf. Bei graberen Teilchen 
miissen weitere Partialschwingungen beriicksichtigt werden. Ihr EinfluB besteht 
meistens in einer Verlagerung des Strahlungsmaximums nach der Seite hin, 
nach der der durch die Lasung gehende Lichtstrahl geht. Das gleiche gilt fiir den 
Winkel maximaler Polarisation. Abb. 26 zeigt dies am Beispiel eines Gold-

1) W. STEUBING, Diss. Greifswald 1908. 
2) R. GANS, Ann. d. Phys. Bd. 37, S . 881-900. 1912; Bd . 47, S. 270. 1915; R. GANS 

und R. CALATRONI, Ann. d . Phys. Bd. 61, S. 465. 1920. 
3) Dieser Fall ist zuerst von J. J. THOMSON (Recent Researches in electricity and 

magnetism 1893, S.437) behandelt worden. 
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teilchens von 180 ## Durchmesser. Es sind die erst en beiden elektrischen Partial
schwingungen und die erste magnetische berucksichtigt. Abb. 27 ist das Dia
gramm eines Kohleteilchens1). Es sind drei elektrische und zwei magnetische 
Partialschwingungen berucksichtigt. Dielektrische Teilchen zeigen unter Um
standen den gleichen Typ wie die fiktiven Teilchen von unendlich groBer Leit
fahigkeit, worauf R. GANS2) hingewiesen hat. Abb.28 ist das Diagramm eines 
dielektrischen Teilchens von 196 ## 
Durchmesser. 

Wir haben die Polarisationsver
haltnisse eines Teilchens mit den
jenigen der Lasung identifiziert. Dieses 
Vorgehen ist gestattet, solange die 
Lasung so verdiinnt ist, daB die Strah
lung eines Teilchens durch das von 
anderen Teilchen zugestrahlte Licht 
nicht wesentlich modifiziert wird. 
Diese Voraussetzung kann, besonders 
fUr kolloidale Metallosungen erfah
rungsgemaB als erfullt betrachtet 

Abb. 26. Strahlungsdiagramm eines Goldkiigelchens von 
180/-tlt Durchmesser. 

werden3). Wir berechnen daher auch die Gesamtstrahlung der Losung, indem wir 
die Strahlung eines einzelnen Teilchens mit der Anzahl der Teilchen multiplizieren. 

Beschranken wir uns auf die RAYLEIGHSche Strahlung, so liefert (101) die 
Formeln 

J* = -~ IA*2J 
'l · r2 k~ I 1 I ' 

-
Abb. 2i . Strahlungsdiagramm eiues Kohleteilchens 
von 175 ,u/k Durchmesser ftir monochromatische 

Strahlung von der WellenHinge ), = 4910 A.·E. 

1* _ _ 1_ IA* 12J 2{} 'I~ - 2k2 1 COS , r a 

Abb. 28. StraWungsdiagramm eines dielektrischen 
TeiJchens von 196 f..lP, Durchmesser fUr monochroma
tische Strahlung von der WellenUinge ), = ssoo A.·E. 
Brechungsexponent relativ zum Losungsmittel 1,2. 

weIche sich wegen der Inkoharenz zur GesamtintensiUit addieren. Demnach er
halten wir die gesamte RAYLEIGHSche Strahlung eines TeiIchens durch Integration 
iiber eine KugelfHiche vom Radius r :T 

J R = r 31k! r 2n I At i2 If (1 + cos2{}) sin {} d{}, 
() 

l = 2),2
1 
A * 12] (102) 

R 3n ' 1 I • 

1) H. SENFTLEBEN und E . BENEDICT, Ann. d. Phys. Bd. 60, S.297. 1919. 
2) R. GANS, Ann. d. Phys. Bd. 76, S.29. 1925 . 
3) Der Fall konzentrierterer Losungen ist von R. GANS und H. HAPPEL behandelt worden 

(Ann. d. Phys. Bd.29, S.277. 1909); vgl. ferner: R. GANS, Ann. d. Phys . Bd.62. S. 331-
1920; und T . ISNARDI, ebenda S. 573. Die Wechselwirkung zwischen den Teilchen fiihrt. 
wie die Elliptizitat, zu einer teilweisen Depolarisation der Streustrahlung. 



314 Kap. 7. G. WOLFSOHN: Strenge Theorie der Interferenz und Beugung. Ziff.l0. 

1st nun "R die Anzahl der Teilchen im Kubikzentimeter, so ist die Gesamtstrahlung 
eines Kubikzentimeters der Lasung R = "RIR , und wenn wir noch das Volumen 
eines einzelnen Teilchens -l:ne3 = V setzen, ergibt sich unter Berticksichtigung 
von (99) 

( 1°3) 

Diese Formel ist zuerst von Lord RAYLEIGH l ) bewiesen und zur ErkHirungder Farbe 
des blauen Himmels herangezogen worden. Sie sagt aus, daB bei konstant gehaltener 
Konzentration die Intensitat der Strahlung einer Lasung dem Quadrat des Teilchen-

volumens direkt proportional ist. 1st ~-; :~ hinreichend konstant, so gilt das 

RAYLEIGHSche Gesetz, daB fUr verschiedene Farben unter sonst gleichen Um
standen die Intensitat der Strahlung proportional mit }, -4 ist, also die kurz

welligen Strahlen uberwiegen. Die An-
1 - N2 

nahme, daB N2 + 2 konstant ist, ist 

fUr nichtabsorbierende Karper erlaubt, 
jedoch nicht fUr :Yletalle. In der Theorie 
des Himmelsblaus wurden als beugende 
Teilchen von RAYLEIGH die Luftmole
kiile selbst, von SMOLUCHOWSKI 2) und 
EINSTEIN3) die von der kinetischen Gas
theorie geforderten Dichteschwankun
gen der Luft angenommen. 

Die Proportionalitat der Strahlung 
mit dem Quadrat des Teilchenvolumens 
gilt wie die Formel (103) selbst nur, 
wenn die Teilchen nicht zu groB sind. 
Exakt wird bei festgehaltener Wellen
lange die Abhangigkeit zwischen Strah
lungsin tensi ta t und T eilch engroBe d urch 
Kurven wiedergegeben, wie sie in 

o'-=7,;"'~-;f;;--c;-!;;---;";;---.:t;--;;;;-+-:--±;--'~~ Abb. 29 gezeichnet sind, welche sich 

Abb. 29. Strahlung kolloidaler Goldteilchen fiir ver
schiedene vVellenHingen in Abhangigkeit vom Teilchen
durchmesser 2 p. Als Ordinate ist die mit 103 multipli
zierte Intensitat S der Strahlung relativ zu derjenigen 

der einfallenden \Velle aufgetragen. 

auf kolloidale GoldlOsungen beziehen. 
Das Maximum der Kurven wird, wie 
beim Zylinder, durch die erste Eigen
schwingung der Kugeln hervorgerufen. 
Es ist bei gleicher TeilchengroBe fUr die 

verschiedenen Farben verschieden stark ausgepragt. Dieser Verlauf der Kurven 
kommt durch die Uberlagerung des reinen Resonanzeffektes tiber den EinfluB 

des von der Farbe abhangigen Faktors ~-; :: zustande. Der Resonanzeffekt 

allein reicht, entgegengesetzt der Annahme von EHRE:--.IHAFT4) und MULLER5), 

nicht aus, urn die Abhangigkeit der Kurven von der Farbe zu erklaren. Aus 
den Kurven der Abb. 29 ergeben sich diejenigen der Abb. 30 fur naturliches ein
fallendes Licht und Goldkugelchen verschiedenen Durchmessers. Wir entnehmen 

') Lord RAYLEIGH. Phil. Mag. (4) Bd. 41, S. 107, 274, 447. 1871; (5) Bd. 12, S. 81. 1881; 
Bd. 47, s. 375. 1899· 

2) M. V. SMOLUCHOWSKI, Ann. d. Phys. Bd. 25, S. 205-226 1908. Dort werden auf die 
gleiche Ursache auch die Opaleszenz von Gasen im kritischen Zustand und verwandte Er
scheinungen zuriickgefiihrt. 

3) A. EINSTEIN, Ann. d. Phys. Ed. 33, S. 1275-1298. 1910. 
4) F. EHRENHAFT, Ann. d. Phys. Bd. 11, S.489. 1903; Phys. ZS. Bd. 5, S. 387. 1904. 
5) E. MULLER, Ann. d. Phys. Bd.24, S. 1-24. 1907. 
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daraus, daB die Streustrahlung kleiner Goldpartikelchen gelbgriin ist. Je graBer 
sie werden, urn so mehr verandert sich die Farbe zu Gelb und Rotgelb. Bei 
konstant gehaltener Konzentration strahlen Lasungen, deren Teilchen einen 
Durchmesser zwischen 100 und 140 flfl haben, am starks ten; ihre Partikel senden 
hauptsachlich orangefarbenes Licht aus. Die starkststrahlenden Lasungen sind 
deswegen im auffallenden Lichte braun. 

Urn schlieBlich die Absorption der Teilchen zu ermitteln, bestimmen wir 
die Gesamtstrahlung, die durch eine zum Teilchen konzentrische Kugel hin
durchgeht. Sie wird durch das iiber diese Kugel erstreckte Integral von [~Sj] 
gemessen, wobei die Uberquerung den Integralmittelwert tiber eine Schwingung 
bedeutet. Diese Strahlung setzt sich aus drei 
Teilen zusammen, der einfallenden Welle, 100,..-- ,--- -,-----,----,--.,---, 

deren Anteil zum Integral Null ist, der diffusen 

~3 
So ~----------~--,-, 

50~----~--+_--r~~-~-~ 

50r---------~--~-

WlO 'ISO 650fU(U .it 

Abb. 30. Intensita t sverlauf im Spektrum del' Strahlung 
kolloidaler Goldteilchen bei verschiedenem Teilchend\1rch

messer 2 (!. 

90~-+---~_1~-;--r--_+--_; 

80~-+----4 

?O~-+_--i 

{jO~-+---IIr--f I---\--' 

~I--+--ff-r-r-+-~~-\--t--; 

1101--+--/ 

JO~--t--./'j-

201--+--~--T-~--f1~~ 

Wl--+---r--+-~--t--; 

Abb. 31. Absorption kolloidaler Goldteilchen. 
Die Ordinaten geben den Lichtverlust in Pro
mille der einfallenden Strahlung an, wenn diese 
eine Schicht von 1 mm Dicke und der Konzen-

tration von 1 mm3jl durchsetzt. 

Strahlung des Teilchens, welche wir im vorhergehenden betrachtet haben und die 
einen positiven Beitrag liefert, und einem Integral mit negativem Wert, das die 
Absorption des Teilchens darstellt. MIES numerische Ergebnisse sind in Abb. 31 
wiedergegeben. Man sieht bei feinen Verteilungen das bekannte steile Absorptions
maximum der rubinroten GoldlOsungen im Grtinen. Mit wachsender Teilchengra13e 
wachst die Gesamtabsorption und die Farbe andert sich ein wenig nach Blau hin. 
Oberhalb 100 ftp Teilchendurchmesser wird die Lasung violett und schlie13lich 
wieder tiefblau. Aile diese Farben sind an kolloidalen GoldlOsungen beobachtet 
worden. Die Absorption der Teilchen wird hervorgerufen durch die reine 
Absorption, welche ihr Maximum stets im Griinen hat, und den Lichtverlust 
durch die seitliche Strahlung. Je dicker die Teilchen sind, urn so geringer wird 
der Farbeffekt der reinen Absorption, da flir sehr dicke Teilchen aIle Farben 
sehr stark absorbiert werden. Solche und nur solche Teilchen strahlen also 
ungefahr die Komplementarfarbe zu derjenigen aus, welche sie in der Durch
sicht besitzen. 
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Die MIEsche Theorie ist in zahIreichen Fallen zur Berechnung der Farbe 
kolloidaler Losungen herangezogen worden. MULLER!) hat die Farberscheinungen 
an sehr feinen Silbersolen allein unter Beriicksichtigung der RAYLEIGHSchen 
Strahlung, GANS2) Strahlungsdiagramme fiir Silber- und dielektrische Teilchen 
berechnet. FEIK3) fand fur Quecksilbersole ausgezeichnete Dbereinstimmung 
mit der MIEschen Theorie, jedoch nicht flir Silbersole, was darauf schlieBen 
laBt, daB die Annahme einer massiven Kugelgestalt der Teilchen nicht durch
gehend berechtigt ist. BLUMER4) hat umfangreiche Berechnungen flir dielektri
sche Kugeln durchgefuhrt, wobei teilweise bis zu 15 Partialwellen berucksich
tigt sind, so daB Diagramme auch flir relativ groBe Werte von ell vorliegen. 

GANS5) hat vor allen Dingen den schon erwahnten EinfluB einer Elliptizitat 
der Teilchen untersucht. Seine Theorie benutzt einen schon von RAYLEIGH6) 
angewandten Kunstgriff, der das Randwertproblem der Schwingungsgleichung 
auf das einfacher zu behandelnde der Potentialgleichung zuruckflihrt. Fiihrt 
man in ein homogenes elektrisches Feld eine Kugel ein, so wird durch diese 
ein elektrisches Moment induziert, das in hinreichender Entfernung vom Kugel
mittelpunkt mit dem Moment eines Dipols ubereinstimmt, dessen Achsenrichtung 
mit derjenigen des induzierenden Feldes zusammenfallt. 1st dieses Feld das 
Wechselfeld einer Lichtwelle, so kann man das Problem naherungsweise quasi
statisch durchrechnen und das Feld in jedem Moment als konstant annehmen. 
Die Storung wird dann hervorgerufen durch einen oscillierenden Dipol, dessen 
Strahlung leicht ermittelt werden kann. Sie ist identisch mit der RAYLEIGH
schen Strahlung (103). 

Auf dieselbe Weise ist von GANS der Fall des Ellipsoids behandelt worden. 
An die Stelle des einen Dipols treten dann drei, deren Achsen mit denjenigen 
des Ellipsoids zusammenfallen. Der EinfluB der Elliptizitat der Teilchen be
steht demnach in einer Depolarisation der gestreuten Strahlung; auBerdem 
wird die Farbe der Losung wesentlich modifiziert, und es lassen sich manche 
Farberscheinungen erklaren, die mit der Annahme kugelformiger Teilchen un
vereinbar sind. 

Die quasistatische Berechnung ist nur fur sehr kleine Tei1chen statthaft. 
Eine strenge Behandlungsweise ist zuerst von HERZFELD 7) unternommen 
worden, aber nicht bis zur numerischen Auswertung gelangt. Neuerdings hat 
MOGLICHB) hierzu einen aussichtsreichen Weg eingeschlagen. 

Fur den' Bereich der elektrischen Wellen ist die MIEsche Theorie von 
SCHAEFER 9) nachgepruft worden. Es lassen sich wie beim Zylinder durch die 
Messung des Intensitatsverlaufs hinter dielektrischen und metallischen Kugeln 
eine Reihe von Eigenschwingungen nachweisen. Die Ergebnisse sind in voll
standiger Dbereinstimmung' mit der Theorie. 

1) E. MULLER, Ann. d. Phys. Bd. 35, S. 500. 1911, 
2) R. GANS, Ann. d. Phys. Bd.76, S.29. 1925. 
3) R. FEIK, Ann. d. Phys. Bd. 77, S.673. 1925. 
4) H. BLUMER, ZS. f. Phys. Bd.32, S.115. 1925; Bd. 38, S.920. 1926; Bd.39. 

S.195. 1926. 
6) R. GANS, 1. C. Anm.2, S. 312. 
8) LORD RAYLEIGH, Phil. Mag. (5) Bd.44, S.28. 1897. 
7) K. F. HERZFELD. Wiener Ber. 'Ed. 120, S.1587. 1911, 
8) F. MOGLICH, Ann. d. Phys. Bd.83, S.609. 1927. 
9) CL. SCHAEFER und K. WILMSEN, ZS. f. Phys. Bd.24, S. 345-354. 1924. 



Kapi tel 8. 

Optik, Mechanik und Wellenmechanik. 
Von 

A. LAND£, Tiibingen. 

Mit 6 Abbildungen. 

1. Uberblick. Die NEWToNsche Emissionstheorie fiihrte zu der Aufgabe, 
neben den geradlinigen Bahnen der Lichtkorpuskeln im Vakuum auch die krummen 
Kurven zu studieren, die das Licht in einem inhomogenen anisotropen Medium 
einschlagt. Alle moglichen Strahlwege sollten dabei aus gewissen optischen 
Eigenschaften des Mediums abgeleitet werden, die im allgemeinen mit dem 
Ort und mit der Strahlrichtung variieren. Nach der geometrischen Optik 
muG nur eine einzige GroJ3e, der Brechungsindex n, an jeder Stelle und 
in jeder dortigen Strahlrichtung bekannt sein, urn die Strahlkurven zwischen 
je zwei beliebigen Punkten festzulegen. (Von Variationen der Farbe und 
Polarisation werde dabei abgesehen.) Und zwar sucht sich das Licht denjenigen 
Weg s zwischen zwei Punkten P und P' aus, auf welch em die "optische Lange" 

p' 

5 = fnds 
p 

einen Extremwert annimmt (Prinzip von FERMAT). Den Beugungserscheinungen 
und uberhaupt allen der Wellenlehre des Lichts eigentumlichen Phanomenen 
wird FERMATS Prinzip nur annahernd gerecht, nur soweit der Brechungs
index langs einer Wellenlange verschwindend wenig variiert; dadurch sind z. B. 
Unstetigkeiten, Beugungsschirme usw. ausgeschlossen . 

..., Dem Boden der Emissionstheorie entsprang die Frage, ob und auf welche 
Weise sich der Weg eines Lichtstrahls auf Krafte zuruckfiihren laJ3t, die yom 
Medium ausgehen und den Lichtkorpuskeln eine krumme Bahn aufzwingen. 
Eine solche Mechanik des Lichts soUte das Elementargesetz der Wechsel
wirkung zwischen Licht und Materie aufklaren und damit eine mechanische 
Deutung des optischen Brechungsindex dur<JJ. Zuruckfiihrung des Bahngesetzes 
(Variationsprinzip) auf ein zugrunde liegendes Kraftgesetz (Differentialgleichung 
der Kurvenscharen) bringen. Durch Verfolgung dieses Gedankens gelangte 
MAUPERTUIS zu seinem Prinzip der kleinsten Wirkung als mechanischem 
Gegenstuck zum FERMATschen Prinzip. MAUPERTUIS' Untersuchungen wurden 
von HAMILTON aufgenommen und von ihm mid JAKOB I zu einer umfassenden 
Theorie beliebiger mechanischer Systeme verallgemeinert. Die Bedeutung 
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dieser klassischen Untersuchungen fUr die Entwicklung der Mechanik und 
Astronomie ist bekannt 1). Ihr gegeniiber traten die optischen Anwendungen 
zuriick, zumal sich hier das Interesse mehr den Abweichungen von der geo
metrischen Optik, der Wellenlehre, zuwandte. Gleichwohl blieben geometrisch
optische Satze zur Veranschaulichung mechanischer Zusammenhange von Be
deutung, und die Analogie zwischen FERMAT und MAUPERTUIsschem Prinzip, 
zwischen opt is chen und mechanischen Bewegungsgleichungen, zwischen HUYGENS
schem Prinzip und HAMILTON-JAKOBIS partieller Differentialgleichung lieB die 
Fortschritte der Mechanik mittelbar auch der geometrischen Optik z?gute 
kommen. 

1m ganzen blieb aber der fur den Ausbau der Mechanik so folgenschwere 
Ideenkreis HAMILTONS, infolge der gesonderten Entwicklung der Wellenlehre, 
fur die Optik ungenutzt. Zu neuem Leben ist die alte Analogie durch die 
quantentheoretischen Untersuchungen von DE BROGLIE und SCHRODINGER wieder
erwacht, und abermals war es die Optik, welche ihren befruchtenden EinfluB 
auf die Mechanik ausiibte. Das Studium der Strahlung schwarzer Karper hatte 
in PLANCKS Quan ten theorie bereits zu einer Erschiitterung der klassischen 
Mechanik und Elektrodynamik gefUhrt, die eine Revision urn so dringender 
forderte, als auch beim weiteren Ausbau der Quantenlehre, beim RUTHERFORD
BOHRschen Atommodell, die klassische Mechanik sich nur qualitativ bewahrte. 
Zwar zeigte sich bei der Dbertragung der astronomischen Gesetze auf den ato
maren Mikrokosmos die Dberlegenheit der HAMILTON-JAKoBIschen generali
sierenden und uniformisierenden Methoden, jedoch eben nur bis zu einer durch 
die Quanten gezogenen Grenze. Letztere lieBen sich der Mechanik zunachst 
nicht organisch einverleiben, und auch die fruchtbaren Hypothesen, durch 
welche BOHR der Erforschung und Deutung atomarer Vorgange neue Wege 
gewiesen hat, konnten auf die Dauer nicht von der Forderung abbringen, einen 
Neubau der Mechanik zu errichten, in dessen Fundamente bereits die Quanten 
einzubauen seien, statt erst nachtraglich als einschrankende Nebenbedingungen 
angebracht zu werden. In iiberzeugender Weise hat hier, auf einem von DE 
BROGLIE2) begonnenen Wege, SCHRODINGER3) die alte MAUPERTUIS-HAMILTONsche 
Analogie zwischen Optik und Mechanik zu Hilfe gezogen: Ebenso wie die 
geometrische Optik zur Undulationstheorie ausgebaut wurde, so ist die 
klassische "geometrische" Mechanik zu einer undulatorischen Mechanik zu er
wei tern. 

Dieser Weg, den Problemen der Atommechanik beizukommen, war urn 
so uberraschender, als der Dbergang von der Diskontinuitat der NEWToNschen 
Lichtkorpuskeln und von den ihnen in vieler Hinsicht verwandten EINSTEINSchen 
Lichtquanten zu dem kontinuierlichen Wellenfeld der Undulationstheorie gerade 
in der entgegengesetzten Richtung zu weisen schien. Der Sinn der Quanten
gesetze wurde doch gerade darin gesucht, daB die kontinuierlichen Zustands
graBen der klassischen Mechanik den quantenhaften Diskontinuitaten weichen 
sollten. In der Tat haben HEISENBERG 4), BORN und JORDAN 5), femer 

1) Siehe Handbuch der Physik Bd. V, Kap. 3, die Hamilton-Jakobische Theorie der 
Dynamik, von L. NORDHEIM und E. FUES. 

2) L. DE BROGLIE, These, Paris 1924; Ann. d. phys. (10) Bd. 3, S.22. 1925. Deutsch 
von K. BECKER. 

3) E. SCHRODINGER, Abhandlungen zur Wellenmechanik. Leipzig 1927; Quantisierung 
als Eigenwertproblem. Ann. d. Phys. Bd. 79, S. 361. 489. 1926. 

4) W. HEISENBERG, Uber quantentheoretische Umdeutung kinematischer und me
chanischer Beziehungen. ZS. f. Phys. Bd. 33, S. 879. 1925. 

5) M. BORN und P. JORDAN, Zur Quantenmechanik. ZS. f. Phys. Bd. 34, S. 858, 1925; 
Bd. 35, S. 557. 1926. 
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DIRAC!) eine Quantenmechanik aufgebaut, die im Gegensatz zur klassi
schen Lehre eine wahre Diskontinuumstheorie darstellt, indem alle Differen
tialgleichungen durch Differenzengleichungen ersetzt und alle beobachtbaren 
Daten in rein algebraische (ganzzahlige) Beziehungen zueinander gebracht 
sind. SCHRODINGERS umgekehrter Weg, an die Stelle der Bewegungen eines 
diskontinuierlichen Massenpunktsystems von t Freiheitsgraden ein kontinuier
lich-feldmaBiges Geschehen im Raum von f Dimensionen zu setzen, ist aber, 
wie sich nachtraglich herausgestellt hat, nur eine formal abweichende Dar
stellung ein und desselben Inhalts: Bei SCHRODINGER ist das quanten
mechanische Problem die Eigenwertaufgabe eines Randwertproblems im 
f-dimensionalen Raum, wobei die im allgemeinen diskreten Eigenwerte als 
Energiewerte in den Quantenzustanden des Systems gedeutet werden. Letz
tere und andere der Beobachtung zugangliche GraBen, welche in HEISENBERGS 
Theorie als Komponenten algebraischer Matrizen auftreten, lassen sich gleich
zeitig auch als Koeffizienten einer Entwicklung nach den Eigenfunktionen der 
SCHRODINGERSchen Differentialgleichung darstellen. 

Der formale Zusammenhang zwischen der klassischen Mechanik der Massen
punkte mid der Undulationsmechanik ist gekennzeichnet durch die Umdeutung 
der Impulse Pi< in Differen tialopera toren nach den konjugierten Koordi
naten ql< 

h 0 -E---
2in ot ' 

unter Hinzuziehung der PLANcKschen Konstante h, wodurch die HAMILTON
sche Energiegleichung 

H(q, t, P) - E = 0 

zur SCHRODINGERSchen partiellen Differentialgleichung 

'IjJ(q, t)} = 0 

fUr eine Funktion 'IjJ der Koordinaten q und der Zeit t wird. Abgesehen von den rech
nerischen Vorteilen des Arbeitens mit Operatoren statt mit den ausgefUhrten 
Differentialgleichungen erhalt der Operatorkalktil dadurch prinzipielle Bedeutung, 
daB den 'IjJ-Funktionen selbst keine direkte physikalische Bedeutung zukommen 
kann, weil sie nich t in varian t gegenuber der Gruppe der kanonischen Trans
formationen sind; nur gewisse abgeleitete Funktionen, die wir als "Matrixele
mente" kennenlernen werden, haben jene Invarianzeigenschaft und sind 
dadurch als physikalische, in der Erfahrung greifbare GraBen ausgezeichnet. 
Diesem Umstand tragt die von HEISENBERG begrundete und von BORN und 
JORDAN sowie von DIRAC in ein ihr adaquates mathematisches Gewand ge
kleidete Quantenmechanik Rechnung. Ausgehend von dem erkenntnis
theoretischen Gesichtspunkt, daB die physikalischen Gleichungen nur in der 
Gleichsetzung von (wenigstens prinzipiell) beobachtbaren GraBen bestehen 
sollen, gelangten HEISENBERG, BORN und JORDAN zu einer Quantenalgebra 
der invarianten :Ylatrixelemente, geleitet durch die Korrespondenz zwischen 
den klassisch-mechanisch erwarteten GraBen und den wirklich beobachteten 
und von der Quantentheorie vorauszusagenden Daten. Diese Matrizenalgebra 
tritt aber in einem formalen Gewand auf, welches zur unmittelbaren Um
deutung in eine Operatorenrechnung herausfordert. Dies erkannten BORN und 

1) P. A. M. DIRAC, Proc. Roy. Soc. Bd. 109, S. 642. 1925; Bd. 110, S. 561. 1926. 
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WIENERl ), und LANCZOS 2) war der erste, der eine Zustandsfunktion als 
Objekt der Operatoren einfUhrte, um dem leerlaufenden Operatorformalis
mus einen anschaulich-physikalischen Inhalt zu geben. Von einem ganz 
anderen Ideenkreis aus, eben von der Analogie zur Optik, kam SCHRODINGER 
zur Aufstellung seiner Undulationsgleichung fUr eine Zustandsfunktion 1jJ, 
deren EigenlOsungen jene Diskretheit besitzen, welche die Wirklichkeit mit 
ihren stationaren Quantenzustanden verlangt. 

Obwohl nun die SCHRODINGERSche Theorie mit ihrer neuen Zustandsfunktion 
den Vorteil der Anschaulichkeit gegeniiber jenen Formalismen besitzt, darf 
doch der Nachteil nicht vergessen werden, der in der Nichtinvarianz dieser 
Zustandsfunktion gegeniiber den Transformationen der Mechanik (kanonische 
Transformationen) liegt und der bei dem Rechnen mit jenen invarianten Matrix
elementen vermieden wird. Das Verhaltnis zwischen der Undulationsmechanik 
und der Operatormechanik von DIRAC bzw. der Matrizenmechanik von HEISEN
BERG, BORN und JORDAN kann ahnlich gekennzeichnet werden wie das zwischen 
Ather- und Relativitatstheorie. Die Lehre yom stofflichen Lichtatherals Trager 
der beobachtbaren Feldeigenschaften hat den Vorteil der unmittelbaren An
schaulichkeit, aber den groBen Nachteil, daB jedes bewegte Koordinatensystem 
seinen besonderen Ather verlangt. Die Relativitatstheorie, welche auf der In
varianzforderung gegeniiber Lorentztransformationen aufgebaut ist, muB die 
anschauliche Greifbarkeit des Athers aufgeben zugunsten vieler gleichberechtig
ter Raum-Zeitsysteme, enthiillt dafUr aber in formal durchsichtigerWeise die 
Beziehungen zwischen beobachtbaren GraBen. Ebenso ist auch SCHRODINGERS 
1jJ-Funktion, als ein anschauliches Bild fiir das Zustandekommen der 
quantentheoretisch-diskreten Zustande, von unmittelbarer, fiir den anschaulich 
denkenden Physiker durchschlagender heuristischer Kraft. Da aber jedes neue 
kanonisch-transformierte Koordinatensystem seine eigenen 1jJ-Funktionen be
sitzt, kann der GroBe 1jJ eine physikalische Realitat ebensowenig zugeschrieben 
werden wie dem Ather der Absoluttheorie. 

Die auf den ersten Blick so verschiedenen Theorien von SCHRODINGER 
und von HEISENBERG fiihren aber hinsichtlich der invarianten physikalisch deut
baren GraBen zu denselben Werten. Ihre physikalische Deutung kann in zwei 
Richtungen gesucht werden, namlich als kontinuierlich-hydrodynamische oder 
als wahrscheinlichkeitstheoretisch-statistische Aussage. Die Ent
scheidung, die hier nur dem Experiment zukommt, ist zweifellos zugunsten 
der statistischen Deutung ausgefallen. Dadurch hat sich die Theorie von ihrem 
Ausgangspunkt, der Schaffung einer zur Wellenlehre analogen Undulations
mechanik, scheinbar weit entfernt; sie kann gekennzeichnet werden3 ) als die 
Lehre von der In terferenz gewisser Wahrscheinlichkeitsfunktionen in einem 
Koordinatenraum von so vielen Dimensionen, als die Zahl der Freiheitsgrade 
der zu behandelnden Systeme angibt. Daneben hat die neue Theorie aber 
auch in der Optik den Streit zwischen kontinuierlicher Wellenlehre und dis
kontinuierlicher Lichtquantenlehre geschlichtet durch eine statistische Inter
pretation des Wellenfeldes als eines Wahrscheinlichkeitsfeldes fiir das Auftreten 
von Lichtkorpuskeln. 

1) M. BORN und N. WIENER, Eine nene Formulierung der Quantengesetze fur peri
odische und nichtperiodische Vorgange. ZS. f. Phys. Bd. 36. S. 174. 1926. 

2) C. LANCZOS, Uber eine feldmaBige Darstellung der neuen Quantenmechanik. 
ZS. f. Phys. Bd. 35, S. 812. 1926. 

3) P. JORDAN, Eine neue Begrundung der Quantenmechanik. ZS. f. Phys. Bd. 40, 
S.809. 1926; Bd.44, S. 1. 1927; D. HILBERT, J. V. NEUMANN und L. NORDHEIM, Uber 
die Grundlagen der Quantenmechanik. Math. Ann. Bd. 98, S. 1. 1927. 
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I. Optisch-mechanische Analogie 1). 

2. FERMATsches Prinzip. Die geometrische Optik HiBt sich aus dem 
Prinzip vom ausgezeichneten Lichtweg entwickeln. Wir betrachten hier nur den 
Sonderfall, daB das Medium zwar optisch inhomogen, aber isotrop ist, so daB 
seine optischen Eigenschaften durch eine skalare Ortsfunktion n(x1 x2x3), ge
nannt der Brechungsindex, in folgender Weise bestimmt sind. Fiihrt eine Kurve 

P' 

S =fds 
P 

vom Punkt P zum Punkt pi hin, so bezeichnet man das Linienintegral 
P' P' 

5 =fnds =fd5 (1 ) 
P P 

Hi.ngs der Kurve als deren optische Lange. Der FERMATsche Satz vom aus
gezeichneten Lichtweg sagt nun aus, daB ein Lichtstrahl sich unter den zwischen 
P und pi moglichen Wegen denjenigen von minimaler (genauer von extremaler) 
optischer Lange 5 aussucht. p-

O = t')5 = () (n ds. 
p 

(2) 

Die extremale optische Lange zwischen zwei bestimmten Punkten in dem Medium 
ist eine Funktion der beiden Punktorte 5 (P, Pi) = 5 (Pi, P); wir wollen 
sie als die FERMATsche Funktion bezeichnen. Kennt man die Funktion 5, d. h. 
die Werte von 5 (P, Pi) fiir jedes Punktpaar des Mediums, so lassen sich weitere 
geometrisch optische Eigenschaften des Mediums aus ihr ableiten. 

3. Lichtstrahlen. Urn zu expliziten Gleichungen von Lichtstrahlen in 
einem Medium mit bekannt angenommener FERMATscher Funktion 5 (P, Pi) 
zu gelangen, fragen wir, in welcher Rich tung der Lichtstrahl P pi iiber pi 
hinaus sich zu einem Nachbarpunkt P" fortsetzt, der von pi aus die geometrische 
bzw. optische Entfernung ds bzw. d5 = nds besitzt, der also 
von P aus die optische Entfernung 5 + d5 hat (Abb. 1). Nach 
dem FERMATschen Prinzip liegt dann P" erstens auf der urn P 
in der optischen Entfernung 5 + d5 gezogenen Flache, zweitens 
auf der urn pi in der optischen Entfernung d5 gezogenen Flache, 
also auf ihrem Beriihrungspunkt. Die letztere Fliiche ist aber, 

J'+dJ' 

~
H 

pi 
P . . 

Abb. 1. 

da man bei der Kleinheit von ds die Funktion n in der Umgebung von P' als 
Konstan te ansehen darf, eine Kugel vom optischen Radius dS und vom 

geometrischen Radius ds = dS. P" liegt demnach von pi aus in senkrechter 
n 

Richtung auf die Fliiche 5 + d5 zu, d. i. in der Richtung, in welcher die Funk
tion 5 (P Pi) beim Fortrucken des Punktes pi ihre maximale Zunahme erfiihrt. 
Die Strahlrichtung in pi zeigt also in Richtung des Gradienten 

grad' S = At', 
wobei t ' einen dem Lichtstrahl parallelen Einheitsvektor, A. einen Proportionali
tiitsfaktor und der Strich an grad die Differentiation nach den Koordinaten 

1) E. T. WHITTAKER, Analyt. Dynamik. Deutsch von MITTELSTEN-SCHElD. Berlin 1914; 
L. NORDHEIM, Prinzipe der Dynamik. Handbuch der Physik, Bd. V, Kap. 2; L. NORD
HEIM und E. FUEs, Hamilton-Jakobische Theorie der Dynamik. Handbuch der Physik, 
Bd. V, Kap. 3. Ausarbeitung einer Hamburger Optik-Vorlesung von W. LENZ. Ferner 
L. FLAMM. Die Grundlagen der Wellenmechanik, Phys. ZS. Bd. 27, S. 600. 1926. 

Handbuch der Physik. XX. 21 
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von P' bei festgehaltenem P andeuten soli. Wegen dS = nds bestimmt sich 
A = n, und man erhalt 

grad'S = nt' (Lichtstrahlengleichung). (3) 

Entsprechend gilt bei festgehaltenem P' am Punkt P 

gradS = -nt (Lichtstrahlengleichung), (3') 

wobei das Minuszeichen daher riihrt, daB S abnimmt, wenn P in Richtung t 
fortschreitet. Jede der beiden Vektorgleichungen (3) und (3') reprasentiert 
drei Komponenten: 

as as as 
ax' nt~, ay' nt~, az' nt~ , (4) 

as as as 
- = -nt", , -- - -nt - = -ntZl (4') ax ay - Y' az 

worin die linken Seiten, bei bekannt angenommener FERMATscher Funktion S(P P'), 
bekannte Funktionen der sechs GraBen xyzx'y'z' sind. Denkt man sich die sechs 
Gleichungen nach x' y' z' t~t~t~ aufgelast in der Form 

x' = x' (xy zt",tytzS), ... , t~ = t~ (xy z t",tytzS) , (5) 

so hat man eine Parameterdarstellung (Parameter S) eines Lichtstrahls, der 
von gegebenem Punkt P in gegebener Richtung t losgeht. Man kann somit 
(3) (3') bzw. (4) (4') bei bekannt angenommener Fermatfunktion S (P, P') als im
plizite Bahngleichungen der Lichtstrahlen bezeichnen, welche der expliziten 
Form (5) entsprechen. 

Beispiel: 1m homogenen Medium n = konst. ist die FERMATsche Funktion 

S = ns = n· 1(x' - X)2 + (y' - y)2 + (z' - Z)2, 

die Gleichungen (4) lauten 

x'- x n . -- = n t'r, . . . und s . 

und aufgelast 

x' = x + st~ = x + ~ t~, ... . n 

x'- x 
-n-- = -ntx , ••. 

s 

und t~" = tx , ... 

als Spezialfall von (5); die Lichtstrahlen haben hier konstante Richtung, Sle 

sind gerade Linien. 
Der Dbergang von den GraBen Xk tk zu den GraBen x~ ti wird durch die 

Transformation (5) gegeben. Sie ist vermittelt durch die FERMATsche Funktion 
S (P, P'), die in (3) (3') bzw. (4) (4') auftritt. S (P, P') bezeichnet man als Er
zeugende derTransformation. Wegen der obigen Beriihrungseigenschaft (Abb. 1) 
nennt man die durch S vermittelte Transformation von alten Koordinaten Xktk 

auf neue Koordinaten x~t{. eine Beriihrungstransforma tion. Die vektorielle 
Form (3) (3') der Lichtstrahlendarstellung hat den Vorzug, auch bei beliebigen 
krummen Koordinaten giiltig zu sein, im Gegensatz zu den CARTEsIschen Kom
ponenten (4) (4'). 

4. Bewegungsgleichungen des Lichtes. Die optische Lange S und die 
geometrische Lange s auf einem Lichtstrahl, gemessen von einem Anfangs
punkt des Strahles aus, sei dargestellt als Funktion eines Par ameters T: 

s = S(T), ds = idT, S = S(T), dS = cSdT. 

Bei Zugrundelegung irgendeines auch krummlinigen Koordinatensystems be
sitzen die Punkte des Lichtstrahls die Koordinaten und deren Ableitungen 
nach T: 
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Es wird dann sowohl s wie Seine Funktion der Xk und i k 

s (x, i), 5 (x, x), wobei 

Das FERMATsche Prinzip (2) liiBt sich jetzt in der Form schreiben: 
T, 

of S(x, x)dr = O. (6) 
'1 

Diese Variationsaufgabe wird ge16st durch die LAGRANGESchen Gleiehungen 

fUr k = 1, 2, 3 (7) 

als Differentialgleichungen fUr S. Hier kann man von 5 = ns den nur von den 
Xk, nieht von den Xk abhiingenden Faktor n abspalten und erhiilt 

fiir k = 1, 2, 3. (8) 

Als Parameter T k6nnte man z. B. die Zeit t nehmen, mit der man einen Punkt 
des Strahls (Punkt bestimmter "Phase") auf letzterem fortriicken Hi.Bt; unter 

Zugrundelegung des Geschwindigkeitsgesetzes s =: wird das FERMATsche 

Prinzip zum Prinzip der kiirzesten Lich tzeit 

0= 05 = oJnds = oJnsdt = oJcdt = cOt, 

und (8) stellt Bewegungsgleichungen des Liehtpunktes (der Liehtphase) 
dar. Jedoch iiberschreitet es eigentlich schon den Rahmen der geometrischen 
Optik, ,die zeitliche Ausbreitung einer Lichtphase zu betrachten; vielmehr kommt 
es hier nur auf die geometrische Gestalt der Liehtkurven an, die durch (8) bei 
beliebiger Bedeutung von T gegeben ist. 

Wir wollen (8) jetzt noch vektoriell zu schreiben suchen. Dazu geniigt es, 
die Vektorform ausgehend von irgendwelchen Koordinaten, am bequemsten von 
rechtwinkligen aus herzustellen. Bei rechtwinkligen Koordinaten ist nun spezielJ 

s = #2 + y2 + %2, 
und 

dx 

as = 0 AS X dT 
AX ' ax 5 dS 

d'C 
Dies in (8) eingesetzt gibt 

. and ( dX) 
s ox = d'C n ds , ... 

und schlieBlich vektoriell zusammengefaBt 

s gradn = :'C (nt) oder auch 

dx 
= ds' 

d(nt) -- = gradn 
ds (9) 

mit t als tangentialem Einheitsvektor. Diese Vektorgleiehung zeigt, wie sich 
die Richtung t liings des Strahles in Abhiingigkeit von n iindert. dt 

In homogenem Medium, wo n = konst., vereinfacht sich (9) zu d = 0, 
d. i. unveriinderte Strahlriehtung. s 

Wir werden spater in (9) das Gegenstiick zu den NEWToNschen Bewegungs
gleiehungen der Mechanik wiederfinden (Zif£. 11). 

21* 
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5. Eikonalf1achen. Vorgelegt sei eine beliebige Flache F, gesucht wird 
eine andere Flache, deren Punkte die optische Entfernung 5 von der Aus
gangsflache F besitzen. Wir wollen F als Flache 50' die gesuchte Flache als 
Flache 5 bezeichnen. Letztere gewinnt man durch folgende Konstruktion (Abb. 2); 
man schlagt urn jeden Punkt P von 5 = 0 eine Flache, die von P die optische 
Entfernung 5 hat (HUYGENSSche Elementarflache), und legt an die Elementar
flachen die Enveloppe. Durch Ausfiihrung derselben Konstruktion von 50 
aus mit verschiedenen optischen Radien 515 2 ••• gewinnt man eine ganze Reihe 
von zusammengehorigen Lichtflachen (HUYGENSSche Enveloppen im 
optischen Abstand 515 2 ", von 50)' die auch als Eikonalflachen1) be
zeichnet werden. Der Beriihrungspunkt P' der Enveloppe 5 mit der Elementar
flache vom optischen Radius 5 urn P ist wegen des FERMATschen Prinzips dann 
der DurchstoBungspunkt des optisch kiirzesten von P nach 5 fUhrenden Strahls. 
Die Eikonalflache 52 kann man auch, statt direkt von 50 aus, auf dem Umweg 
iiber 51 gewinnen, indem man von 51 aus die HUYGENSSche Enveloppenkonstruk

Abb.2. 

tion mit dem optischen Radius 52 - 51 ausfUhrt. 
Wir wollen nun eine Lichtflache 5 mit der ihr infinitesimal 

benachbarten 5 + d5 in Beziehung setzen (Abb. 3). Der 
DurchstoBungspunkt P" des von P' nach 5 + (j 5 fUhrenden 
Strahls liegt von P' aus in Richtung der 
kleinsten optischen Entfernung von P' nach 
5 + (j 5, welche zugleich die kleinste geo
metrische Entfernung ist, da der Brechungs
index n dort naherungsweise konstant, Abb.3. 

die urn P' geschlagene kleine Elementarflache eine Kugel vom geometrischen 

Radius (js = ~s ist. Daher steht P' pIt senkrecht auf 5 und 5 + (j5. All-
n 

gemein gilt also: Die Lichtstrahlen durchstoBen die EikonalfHichen 
senkrecht. 

Auf dem Strahlelement (js, dessen Richtung senkrecht auf 5 und 5 + C)5, 
d. i. in Richtung der starksten Zu- bzw. Abnahme des Parameters 5 liegt, kann 
man schreiben IC)SI:t5s=lgrad51, wenn dabei 5(x,y,z)=konst. (=50 

bzw. = 51 usw.) die Gleichungen der Eikonalflachen darstellen. Da anderer
seits I (j5 I: (js = n ist, erhalt man I grad 5 I = n, wofUr man auch schreiben kann 

(grad 5) 2 = n 2 fUr die Eikonalflachen 5 (xy z) = konst. = 5 (10) 

oder bei kartesischen Koordinaten 

(10') 

1st also die Schar zusammengehoriger Eikonalflachen durch die Gleichungen 
S (xy z) = konst. = 5 beschrieben, so muB 5 (xy z) der partiellen Differential
gleichung (10) geniigen. Umgekehrt: hat man eine Funktion 5 (xyz), welche 
der partiellen Differentialgleichung geniigt, so stellt 5 (xy z) = 5 eine Schar 
von zusammengehorigen Lichtflachen in dem Medium des Brechungsindex n 
dar. (10) ist der analytische Ausdruck fUr die HUYGENSSche Enveloppenkon
struktion. Wir werden spater (10) als das optische Gegenstiick zur HAMILTON
jAKoBIschen partiellen Differentialgleichung fUr die Wirkungsfunktion 5 der 
Mechanik erkennen (Ziff. 12). 

1) Das Eikonal ist ein Integral, welches, zwischen zwei Punkten einer Flache 5 = konst. 
erstreckt den Wert 0, zwischen zwei Punkten der Flachen 51 und 52 aber den V\'ert 
52 - 51 hat. 
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6. Lichtstrahlen und EikonalfHichen. Es solI jetzt gez~igt werden, daB 
die FERMATschen Funktionen 5 (P P') in einem Medium n, ferner die Strahl
kurven zwischen zwei beliebigen Punkten P und P' gewonnen werden konnen, 
wenn es gelingt, eine Lasung 5 der partiellen Differentialgleichung (gradS) 2 = n 2 , 

und zwar ein sog. vollsUindiges Integral 5 (XYZlX1lX2lXa) zu finden, welches 
auBer von den Koordinaten noch von konstanten Parametern lX1lX2lXS abhangt. 
Halt" man die lX auf bestimmten Werten fest, so bekommt man eine Schar zu
sammengehariger Lichtflachen in der Form 

S(XYZlX1lX2lXa) = konst. = S (11) 

mit dem Parameter S. Gibt man den lX andere feste Werte, so stellt (11) eine 
andere Schar zusammengehOriger Eikonalflachen dar. Man kann die lX der 
besonderen Aufgabe entsprechend wahlen. 

1st nun S(X1X2xslX1lX2lXa) ein vollstandiges Integral von (10), so bilde man 
die Gleichungen 

-~~ - fJlc fiir k = 1,2,3 (JAKoBIsches Gleichungssystem), (12) OlXk - , 

wobei die fJlc Konstanten sind, die wieder nachtriiglich der besonderen Aufgabe 
angepaBt werden kannen. Wir behaupten, daB (12) eine Lichtstrahlkurve 
darstellt. Dem Beweis schicken wir ein Beispiel voraus. 

Beispiel: 1m homogenen Medium n = konst. ist ein vollstiindiges Integral 
von (10') 

Statt (12) erhiilt man hier speziell 

(J1c = -n(xlc - lXlc):0 = -n2(xk - lXlc): S. 

Es folgt, daB man J:,(fJ1c)2 = n 2 zu wahlen hat, und daB 

(Xl - lXI ) : (X2 - lX2) : (xa - lXa) = {J1 : {J2 : ps 
ist; die Lichtstrahlen sind hier Gerade durch den Punkt Xk = lXk mit den Rich

tungskosinussen fh. 
n 

Den allgemeinen Beweis, daB (12) Lichtstrahlen darstellt, fiihren wir, in
dem wir die Aquivalenz von (12) mit derVektorgleichung gradS = nt der Licht
strahlen dartun, unter Benutzung von (gradS)2 = n 2• Wir denken zunachst karte
sische Koordinaten ~1 = X, ~2 == Y, ~a = Z an Stelle der willkiirIichen Koordina
ten X 1 X2Xa eingefiihrt und fassen jetzt S auf als Funktion S(~, lX). Auf der durch 
(12) beschriebenen Kurve mage ferner die Parameterdarstellung ~1 (r) ~2 (r) ~a (r) 
eingefiihrt sein. Differentiation nach r, d. h. langs der Kurve, deuten wir 
durch Punkte an. Da pi nicht von den ~, also nicht von r abhangt, ist 

dpi d (OS) ~ 02S . 
o = -;r:; = d~ ,0 IX; = .:::. OlXia~~ ~lc· 

k 

Andererseits hangt n2 nicht von den lXi, sondern nur vom Ort ~i ab, so daB 
man wegen n2 = (grad S) 2 erhiilt 

0= on2 =:- (gradS)2 = i_ ~(OS)2 = ~ 2 OS.~ 
OIXi OlXi OIXi':::' O~k .:::. O~k O~kOIX" 

k k 

Vergleich der beiden letzten Gleichungen zeigt die Proportionalitat 

• - A. as und 
~Ic - a~k 
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daher 1 = i. und 
n dtl< 

as tk . n {h 
a~k = T = ~kT = na:s = ntk (fiir k = 1, 2, 3), 

lii 
wo tk die ~k-Komponente des Einheitsvektors t in der Kurvenrichtung be
deutet. Vektoriell schreibt sich die letzte Gleichung gradS = nt, die Kurve 
ist also ein Lichtstrahl. Damit ist bewiesen, daB die K urven (12) Lich t
s tr ahlen sind. 

Die Gleichungen des durch die 2 Punkte Xl X2 Xa und xi ~X3 gehenden Strahls 
erhaIt man, indem man in (12) die Parameter ~l bis fJ3 mit Hille der sechs Glei
chungen (k = 1, 2, 3): 

as(.:rtXsXalXtIXSlXa) = fJk 
fJlXk ' 

(13) 

bestimmt. Die FERMATsche optische Entfernung P P' wird dann 

S(PP') = S(Xlx2xa~1~2~3) - S(x1X2x31X1~2~a). (14) 

7. Phasengeschwindigkeit. Es sollen jetzt einige weitere Zusammenhiinge 
zwischen Lichtstrahlen und Eikonalfliichen besprochen werden, die, obwohl noch 
zum Gebiet der geometrischen Optik gehorig, doch schon zur Wellenlehre iiber
leiten, indem die Geschwindigkeit eines Lichtpunktes bzw. die Geschwindig
keit, mit der eine "Phase" liings des Lichtstrahls forteilt, in den Kreis der Be
trachtung gezogen wird. 

Es sei ein vollstiindiges Integral S (XlX2Xa~1 ~2~3) von 

(gradS)2 = n2 (15) 

gewonnen. Bei festgehaltenen ~ stellt dann S (x, ~) = S mit variierendem 
Parameter Seine Schar auseinander hervorgehender Eikonalfliichen dar, die 
wir die "Schar ~"nennen. Es 5011 nun zur Zeit t = 0 der Wert von S als die 
Phase der Flache S(x, ~) = S bezeichnet werden. Zur Zeit t dagegen werde 
als Phase derselben Flache der Wert S - et definiert: 

tp(X, ~, t) = S(x, ~) - et = Phase (16) 

der Schar ~ im Raumzeitpunkt (x, t). e solI dabei den Wert der Vakuumlicht
geschwindigkeit besitzen. Eine bestimmte Phase wandert also innerhalb der 
Schar ~ von Flache zu Flache; man kann das auch so ausdriicken: jede Einze1-
flache wandert unter Mitnahme ihrer Phase iiber die Schar hinweg. Da nun 
einerseits dS = nds, andererseits wegen (16) dS = edt bei konstanter Phase 
ist, folgt dsldt = eln als Geschwindigkeit, mit der die Phase iiber die Flachen 
der Schar ~ senkrecht zu diesen hinwegwandert oder auch als Phasengeschwindig
keit, mit der eine Flache konstanter Phase sich senkrecht zu sich selbst vor-
schiebt; ds c 

de = n = u = Phasengeschwindigkeit. (16') 

Die Gleichung (gradS)2 =n2 kann man iibrigens wegen (16) und (16') ersetzen 
durch die Gleichung fiir tp: 

(gradcp)2 - ;2 (~~r = o. (17) 

Wir betrachten weiterhin eine andere Fliichenschar, die "Schar IX + ()~", 
die sich von der ersteren nur durch etwas variierte Werte der Konstanten unter-
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scheidet, also die Schar 5 (x, a + ~a) = konst. Auch hier definieren wir als 
Phase einer Flache den Wert der Funktion 

<p(x, a + ~a, t) = S(x, a + ~a) - ct = Phase (17') 

oder entwickelt, da o<p/oak = OS/OlXk 

<p(x, a + ~a, t) = <p(x, a, t) + ~ ~s oak = S(x, a) - ct + Y ~~ .. oak' (18) 
~ VlXk ....... OlXk 

k k 

In ein und demselben Raumzeitpunkt erzeugt also die Schar a die Phase (16), 
die Schar a + 0 IX die Phase (18). Die Phasendifferenz D ist 

~oS~:/~LOlXk = D. (19) 
k 

In allen Punkten, welche der letzten Gleichung mit gegebenem Wert D und ge
gebenen GraBen OlXk geniigen, zeigen die beiden Scharen a und a + oa die 
gleiche Phasendifferenz D, und zwar zu allen Zeiten, da t in (19)lnicht vor
kommt. 

Wir betrachten schlieBlich noch eine dritte, vierte usw. Schar IX + oa', 
a + oa" usw., welche mit andern bestimmten Variationen oa~, (j1X~ usw. 
gebildet sind, die aber samtlich unendlich klein sein sollen. Die ganze Gruppe 
von Scharen, durch Variationen der Schar a erhalten, nennen wir die Gruppe a. 
In einem Raumpunkt P sind die Phasendifferenzen zu jeder Zeit t gleich 

DII=~05(X, 1X).Ie " 
.0. U IX!;, 
V!Xk 

k 

usw. ( 19') 

wie (19), nur mit andern Werte OIX~, oaZ usw. Entsprechend sind die Phasen
differenzen in einem Punkt po 

usw. ( 19") 

Die Bedingung, daB in P dieselben Phasendifferenzen wie in po herrschen 
sollen, 

D" = D;;, ... , (20) 

Da hier die Variation en oak> (ja~, ... die verschiedensten unendlich kleinen 
Werte besitzen kannen, ist das letzte Gleichungssystem nur maglich, wenn 
einzeln die Gleichungen 

05(x, IX) 05 (XOIX) 
~- OlXk 

fUr k = 1, 2, 3 (20') 

erfiillt sind. Alle Punkte P, welche diesem Gleichungssystem geniigen, haben 
die Eigenschaft (20), es herrschen in ihnen dieselben Phasendifferenzen wie 
in PO. Dbrigens kann man (20') auch in der Form 

05~x, IX) = fJk fur k = 1, 2, 3 
V IXk 

(21) 

schreiben und erkennt dann, beim Vergleich mit (12), daB die erwahnten Punkte P 
die Punkte eines Lichtstrahls sind, welcher die Schar a senkrecht durchsetzt 
und welcher natiirlich auch den Punkt po selbst enthalt. Man kommt so zu 
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einer besonderen Auffassung der Lichtstrahlen: Ein Lichtstrahl, senk
recht auf der Schar 5(x, x), ist der Ort der Punkte, in welchen die 
Scharen 5(x, x + c)x), 5(x, x + c)/X') usw. gegeniiber der Schar 5(x, x) 
die gleichen Phasendifferenzen D, D', D", ... besi tzen. Dabei war die 
Phase definiert durch (16) (11) und gezeigt, daB sie sich mit der Geschwindigkeit 

u = ~ vorschiebt. 
n 
8. Gruppengeschwindigkeit. Die Verbindung der bisherigen geometrisch

optischen Resultate mit der Wellenoptik wird dadurch hergestellt, daB man 
periodische Funktionen 'P der Phase betrachtet: 

2in 2in 
A -<p(X,iX,t) A -[S(x,iX)-etl 

'P= ·e" = ·e" (22) 

worin " eine Konstante von der gleichen Dimension wie 5 sein soll. Obrigens 
bezeichnet man gewohnlich den Faktor von i, also 2n 51" als Phase, nicht 5 

seIber. cl" bedeutet die zeitliche Periodenzahl 'I' an einem Ort, und d ~~") ist 

die Strecke l, urn die man senkrecht zu emer FHiche 5 = konst. fortschreiten 
muB, damit 51" urn 1 wachst: 

c 
v=

" ' 
l = ds· " 

dS 
ds c 

v·l = c dS = n = u. (22') 

Es werde nun der Fall betrachtet, daB der Brechungsindex n auBer vom 
Ort noch von einem Parameter abhangt, als welch en wir eben die Schwingungs

c zahl 'I' = - annehmen wollen: n = n (x, J,). Es werden dann alle friiheren 
" 

Beziehungen ebenfalls diesen Parameter enthalten. Z. B. wird die Gleichung 
(grad5)2 = n2 (x, v) als vollstandigeslntegral die Wellenflachen 5 (x, /X, v) = konst. 
besitzen, deren Phase 5 = 5 (x, oX, v) - ct mit der von" abhangigen Phasen
geschwindigkeit cln = u (x, v) senkrecht zu der Flachenschar fortriickt. Die 
periodischen Funktionen 

) A 2 i"'2:.[S (x, iX, v) -etl 
'1/'('1' = ve e (23) 

besitzen dann eine mit 'I' veranderliche Wellenlange. Wir betrachten ferner 
die zum Brechungsindex n = n (x, 'I' + c)v) gehOrigen Lichtflachen und ihre 
periodische Funktion 

2i", v+~v rs(x, iX, v+~v) - etl 
'1/'('1' + c)v) = AvHve e • 

(23') 

Die Phasendifferenz LI von (23) (23'), d. i. die Differenz ihrer Exponenten, 

ist wegen der Entwicklung 5 (x, x, 'I' + c)v) = 5 (x, oX, v) + ~: c)v gleich 

LI = 2; ('I' ~: c)v + 5 c)v - ctC)v). 

Diese Phasendifferenz ist an den durch 

as a 
'I' a" + 5 - ct = 0" ('1'5) - ct = const (23") 

beschriebenen Raumzeitpunkten iiberall gleich groB. Nun stellt fUr bestimmtes t 
die letzte Gleichung eine Flache im Raume dar, auf welcher also iiberall die 
gleiche Phasendifferenz von 'I/' (v) gegen 'P ('I' + c)v) herrscht. Bei Zuwachs 
von t urn d t riickt die Flache konstanter Phasendifferenz im Raume fort, wobei 
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ein Punkt P cler Flache Koorclinatenzuwachse bXk erhalt, weIche clurch Null
setzen cler Variation von (23") 

ocler vektoriell 

0= ~ ~(~(YS)).bXk-C.bt ~ oXk ai' 
k 

"~S' ) o = (grad (C; v) . a £l - C • b t 

eingeschrankt sind. Falls der Punkt P senkrech t zur Flache (23") fortschreiten 
so11, ist in cler letzten Gleichung b£l parallel zu clem gracl zu nehmen. Man er
halt daher fUr die Geschwindigkeit g, mit cler sich ein Flachenelement cler 
Flache konstanter Phasenclifferenz senkrecht zu sich selbst vorschiebt 

(Js I avs! g = --- = c· gracl - I" 

(Jt • av' 

g wircl clie Gruppengeschwincligkeit genannt 

c c 
g =,- --J(v 5) = ---- .. -----,o'----c 

I grad av grad 5 + v aI' grad 5 1 

(24) 

Beim Vergleich mit der Phasengeschwindigkei t 

c c 
U = n = igrad-5 1 

ergibt sich noch clie einfache Formel 

(24') 

Ein wesentlicher Zug der eigentlichen Wellenoptik ist, daJ3 man nicht mit 
Lichtstrahlen operiert, also auch die Phasenbeziehungen zwischen den einzelnen 
Raumzeitpunkten nicht aus ihrer geometrisch-optischen Verknupfung her
leitet (dies fUhrt bekanntlich zu falschen Resultaten, zu scheinbarem Phasen
sprung bei Reflexion uncl Beugung usw.), sonclern die Schwingungsfunktion 1p 

in Raum und Zeit als Lasung einer beherrschenden Differentialgleichung, 
der Wellengleichung berechnet. Nur im Grenzfall kleiner A darf clie geo
metrische Optik angewendet werden: 

Die Differentialgleichung der Wellenoptik heiBt 

I 1 .. 
/1p-z:1p=O. 

U 

Sucht man sie zu lOsen durch den Ansatz 
2 i::r (P 

1p=A·e" , 

so erhalt man fUr rp (x y zt) die Differentialgleichung 

2 i;r [Ll 1"J (2 i 7<)2 [ 1 . J -;;- rp - u 2 rp + ,-;;- (gradrp)2 -1l2 rp2 = O. 

(25) 

Nur in clem Grenzfa11, daB das erste Glied gegenuber clem zweiten verschwinclet 
(kleines x = nA), bleibt die mit (17) iibereinstimmende Gleichung 

(grad rp)2 - ~2 rjJ2 = 0, (25') 
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der geometrischen Optik ubrig. Man kann nun den formalen Zusammenhang 
zwischen (25) und (25') folgenderma13en beschreiben. Man ersetze in (25') die 
Gro13en 

durch ... , durch (26) 

also z. B. (~ :r durch (2;:n: o~ r = - 4~2 . O~2' und ube die entstehende Ope

ra torgleich ung 
02 82 02 1 [)2 

ox2 + oy2 + OZ2 - U2 ot2 = ° 
auf eine Funktion 'IjJ aus; so erhalt man die Wellengleichung (25). Dieser 
formale Zusammenhang wird beim Ubergang von der klassischen zur Wellen
mechanik sein Gegenstuck finden. 

9. Allgemeine MaBbestimmung. Zur spateren Benutzung werden jetzt 
einige gelaufige mathematische Formeln aus der Geometrie krummliniger Koordi
naten zusammengestelltl). 

Der Sinn der Vektoroperationen grad, div usw., ferner Senkrechtstehen, 
Winkel usw. ist unabhangig vom Koordinatensystem. Legt man ein bestimmtes 
krummliniges Koordinatensystem X1X2X3 zugrunde, so kann man skalare geo
metrische Gra13en auch mit Hilfe von Komponenten in dem betreffenden System 
ausdrucken. Charakteristisch fUr das System ist vor allem der Ausdruck fUr 
die gewahnliche Lange ds eines Vektorelements dif:,; (dS)2 ist allgemein eine 
homogene quadratische Funktion der Komponenten dXk 

(27) 

mit den noch vom Ort (X1 X 2 X3) abhangigen Koeffizienten gik, die man als die 
Komponenten des metrischen Fundamentaltensors bczeichnet, wobei gik = gki. 
Hat man ein orthogonales Koordinatensystem, so sind alle gik = 0, fur welche 
i =F kist, und nur die gkk sind von Null verschieden. In einem orthogonalen 
Cartesischen Koordinatensystem sind uberdies die g"" konstant und zwar gleich 1. 

Senkrech t stehen zwei Vektoren d if:, und t5 if:, aufeinander, wenn ihr "skalares 
Produkt" 

(27a) 

verschwindet. 
N eben den Komponenten dx" eines Vektors d?:" die man auch kontravariante 

Komponenten nennt (ihr Index kist unten angehangt), braucht man oft auch 
die kovarianten Komponenten dx" (Index oben) desselben Vektors d?:" welche 
definiert sind durch 

(27b) 

Last man das Gleichungssystem (27b) nach den dXk auf, so erhalt man 
)'ik 

dXk = ~ gi"dxi mit der Abkurzung gik = g* ' (27c) 
i 

worin g* die Determinante der gik, rik die zu einem gik gehorige Unterdeter
minante bedeuten solI. Umgekehrt gilt ferner 

(27d) 

1) Vgl. z. B. E. MADELUNG, Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. Ber
lin: Julius Springer; oder W. PAULI, Relativitatstheorie. Enzykl. d. math. Wiss. Bd. V, 2, 
als Sonderdruck bei B. G. Teubner erschienen. 
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wobei g* die Determinante der gik, Yik die Unterdeterminante von gik be
deutet. 

Man beweist dann die Beziehung 

g*. g* = 1. (27e) 

Besonders einfach werden die gemischten Ausdriicke, in welch em gleich
zeitig kontra- und kovariante Komponenten auftreten, z. B. 

Die gik fallen dabei ganz heraus wegen der Determinantenregel 

2: I'ik gil = 0 fiir l + k, = g* fiir 
i 

Wir geben noch einige weitere skalare GroBen in Komponentendarstellung 
an, deren Form und Betrag sich beim Ubergang zu andern Koordinaten nicht 
andert: Der Inhalt eines Volumelements dv ist definiert durch 

(28) 

Der Gradientvektor einer skalaren Ortsfunktion cp ist definiert durch seme 
Komponenten 

(;'P ~ d'P 
(gradcph = ~fXk = ....::.. gikdi;' (28a) 

woraus fUr das skalare Gradientenquadrat folgt 

(28b) 

Die Laplacesche Operation LI = div grad ist definiert durch 

Acp= divgrad cp = ~~-,11-(1!i*-gik;5)= "'5"' ~,/ t,(1g*gik;'Pk). 

i Ie" tg* Xi·. Xk. -7 J.; Vg*CX X 
(28c) 

Alle diese Formeln sind ohne wei teres auf n statt 3 Koordinaten iibertragbar. 
Ferner gelten sie nicht nur fUr den Fall, daB krummlinige Raumkoordi
naten X 1X2 ... Xn vorliegen, bei denen die gewohnliche (euklidische) MaBbestim
mung zu dem Uingenelement 

fiihrt, sondern auch fiir irgendwelche Koordinaten X 1 X2 • .. Xn in einem Raum, 
in welchem als Element der "Lange" in nich teuklidischer Weise die GroBe 

definiert ist. In einem solchen Koordinatenraum haben dann die Operation en 
des grad, diy, LI, des Senkrechtstehens, des skalaren Produkts usw. definitions
gemaB die in obigen Formeln angegebene iibertragene (nichteuklidische) Be
deutung. Urn daran zu erinnern, daB es sich etwa beim Senkrechtstehen urn 
das "Senkrechtstehen" im nichteuklidischen Sinn der Formel (27 a) handeln solI, 
werden wir zuweilen ,." zur Hervorhebung benutzen. 
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10. MAUPERTUIS' und FERMATS Prinzip. Die enge Analogie zwischen geo
metrischer Optik und klassischer Mechanik beruht darauf, daB ebenso wie die 
Optik aus dem FERMATschen Prinzip des kiirzesten Lichtwegs, sich auch die 
Mechanik aus einem Variationsprinzip ableiten HiBt. Gewohnlich geht man aus 
vom HAMILToNschen Prinzip in der Form 

t' 

o j(T - U) dt = 0, (29) 
t 

worin T die kinetische, U die potentielle Energie des Systems, t und t' zwei Zeit
punkte, 0 den Vergleich zwischen der wirklichen Bewegung des Systems und 
einer zur selben Anfangs- und Endzeit t und t' und zur selben Anfangs- und 
Endlage P und pi der Koordinaten gehorendenden Nachbarbahn bedeutet. 

Wir wollen nun voraussetzen, die potentielle Energie U sei eine Funktion 
der N Koordinaten, welche die Lage des Systems von N Freiheitsgraden 
beschreiben. Ferner sei die kinetische Energie T eine quadratische Funktion 
der Geschwindigkeitskomponenten Xk in der Form 

T = ~ ~ ~ gikx~xL U = U(x), (30) 
i k 

wo m irgendeine Konstante von der Dimension einer Masse bedeutet, welche 
vorangestellt ist, damit die gik, die selbst noch Funktionen der Koordinaten 
sein konnen, dimensionslos werden. Versteht man unter ds den Ausdruck 

(30') 

d. h. fiihrt im Raum der Koordinaten Xl' .. Xn eine nichteuklidische MaB
bestimmung ein (Ziff. 9), so HiBt sich T in der Form 

()1) 

schreiben. Man leitet in der Mechanik aus dem HAMILToNschen Prinzip unter 
der Voraussetzung U = U(x,,) die Konstanz der Gesamtenergie E wahrend der 
Bewegung ab 

T + U = E = konst. 

Wegen (32) wird dann T - U = 2 T - E, und aus (29) wird 
t' 

o ((2T - E)dt = 0, 
t 

(32) 

was wegen E = konst. und wegen Festhaltung von t und t' sich vereinfacht 
zu der Bedingung t' 

oj2Tdt=0, T=E-U. (32') 
t 

Hieri~ kann man y 2 T durch ym ~: ersetzen, so daB die letzte Gleichung iiber
geht III P' 

oj 1-2 m----:-:(E=--- U) ds = 0, (E = konst.) (33) 
P 

variiert zwischen zwei festgehaltenen Anfangs- und Endkonfigurationen P und P' 
des Systems. Die Fassung (32') (3) des HAMILToNschen Prinzips, als EULER
MAUPERTUIssches Prinzip der kleinsten Wirkung bekannt und bei den 
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Voraussetzungen (30) giiltig, ist nun vollig analog dem FERMATschen Prinzip 
yom ausgezeichneten Lichtweg (2), welches ja ebenfalls Variation bei fest em 
Anfangs- und Endpunkt verlangt. Wir wollen es hier in der Form 

r P' 

I5I ~s = 15 fn:s = 15 J : ds (34) 
p p 

schreiben, wo c die Vakuumlichtgeschwindigkeit, u =!-. die Phasengeschwindig
n 

keit im Medium bedeutet. Ferner wollen wir (33) in der Form 
P' 

15 JY2mT~ - U) ds = 0 (35) 

P 

schreiben und die beiden letzten Gleichungen in Analogie Roi setzen. Der optischen 

Funktion n(c der Koordinaten entspricht mechanisch die Ortsfunktion Y~-=--U) 
bei irgendwie vorgegebener Gesamtenergie E 

n (x) Y2m (E - U(X») c- Roi ---E---' (36) 

Mit Benutzung der Analogie (36) konnen jetzt samtliche optisch abgeleiteten Be
ziehungen ohne besonderen Beweis ins Mechanische iibersetzt werden. Dem opti
schen dreidimensionalen Koordinatenraum Xk (z. B. rechtwinklige Koordinaten), 
in welchem Langen, Senkrechtstehen usw. im gewohnlichen (euklidischen) 
Sinne aufzufassen sind, solI ein N dimensionaler Koordinatenraum Xk der 
mechanischen Punktkoordinaten entsprechen, in welchem "Lange", "Senk
rechtstehen" usw. im nichteuklidischen Sinne des Langenelements (30') zu 
verstehen sind; beidemal liegt ein isotroper Brechungsindex n (Xk) vor, der 
mechanisch die Bedeutung (36) hat und die Bahnkurven durch b f ds = 15 f nds 
= 0, die auf ihnen "senkrechten" Wirkungsflachen 5 = konst. durch (gradS)2 
= n 2 auszeichnet. 

11. NEWTONS Bewegungsgleichungen. Zunachst zeigen wir, daB die optische 
Gleichung (9) 

. gradn = :t (nt) 

(t = Einheitsvektor tangential zum Strahl, 
s = Phasengeschwindigkeit = c(n) , 

analog ist den NEWTONschen Bewegungsgleichungen eines mechanischen Systems. 
Bei Benutzung der Analogie (36) wird namlich aus (10) 

sgradY2m(E - U) = :t(q/2m(E - U)), 

Wegen E - U = T = ms2j2 wird die hnke Seite gleich 

sgrad (ms) = ~- grad (ms)2 = -1-grad[2m (E - U)] = -gradU 
2m 2m 

und die rechte Seite 
d ( ') d (') " dt tms = dt m~ = m~, 

wenn ~ den Geschwindigkeitsvektor ts bedeutet, Es wird somit 

-gradU = m~, (37) 
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d. i. die Bewegungsgleichung in der iiblichen Vektorform Kraft = Masse 
X Beschleunigung. In Komponentenform bedeutet dies nach (28 a) genauer 

(k=1,2 ... N) (37') 

in beliebigen Koordinaten Xb wobei die gi'" dem Ausdruck (30) der kinetischen 
Energie entstammen, gik die zugehorigen kontravarianten GroBen sind. Driickt 
man U, statt als Funktion der kontravarianten Xb als Funktion der varianten 
Xk aus, U(x",) = U(x"'), so schreibt sich letztere Gleichung noch einfacher: 

o V d2xk 

- OXk = m dt2 (k = 1,2 ... n). (37") 

Den gradlinigen Lichtstrahlen in homogenem Medium n = konst. entsprechen 
gerade Bahnkurven bei konstanter potentieller Energie U. 

12. Wirkungsfunktion und HAMILTON-J AKoBIsche Gleichung. Der Vergleich 
von (34) und (35) fiihrt noch zu folgender Analogie: Dem Linienelement der 
"optischen Uinge" d5 = nds entspricht mechanisch die GroBe 

d5 = ~ 12m (E - U) ds . 

Der "optischen Entfernung" 5 auf einem Strahl zwischen zwei Punkten 1m 
Medium yom Brechungsindex n entspricht dann die GroBe 

p' pi pi 

5(x, x') = jd5= ;j12m(E- U)ds= ;j12mTds (38) 
p p p 

langs einer Bahnkurve zwischen P und P', welche mit der konstanten Energie E 
durchlaufen wird. Das schon im Prinzip der kleinsten Wirkung (33) auf
tretende Integral wird die "Wirkung" genannt. Wir wollen hier, urn die optisch
mechanische Analogie folgerichtig durchfiihren zu k6nnen, das mit cjE multi
plizierte Integral (38) 5(x, x') als Wirkung bezeichnen und konnen dann sagen, 
daB die FERMATsche Lichtwegfunktion der Punktpaare PP' analog ist zur 
Wirkungsfunktion der Mechanik (38) (5 hat hier beidemal die Dimension 
einer Lange). 

In der Optik wurde gezeigt, daB senkrecht auf den Eikonalflachen 5 = konst. 
die Lichtstrahlen stehen. Hier sind entsprechend die Bahnkurven und die 
Flachen konstanter Wirkung aufeinander "senkrecht". Eine zusammengehorige 
Schar von Wirkungsflachen "orthogonal" zu einer Schar von Bahnkurven ist 
dabei, analog zur Optik, bestimmt als vollstandiges Integral der Differential
gleichung (10) (grad5)2 = n 2, oder hier 

e2 me2 2 T 
(grad5)2 = E2 . 2m(E - U) = E' Ii' (39) 

Diese Gleichung ist identisch mit der in der Mechanik bekannten HAMILTON
JAKoBIschen partiellen Differentialgleichung (H. J. D.) zur Bestimmung 
der Wirkungsfunktion 5, welche man meist in der nach E aufgelOsten Form 

E2 
E = U + T = U(x",) + -2 2 (grad5)2 [HAMILTON-JAKOBI] (39') me 

schreibt (beachte, daB 5 in (38) eine yom iiblichen abweichende Bedeutung 
hat); diese wird in der Mechanik auf folgendem Wege gewonnen: 



Ziff. 12. ·Wirkungsfunktion und HAMILTON-JAKoBIsche Gleichung. 335 

In dem Ausdruck T = 1;-2:2: gi" Xi X" fur die kinetische Energie als 
i k 

Funktion der Geschwindigkeitskomponenten :t" entnimmt man die durch die 
Gleichungen aT 2: .". 'k k 

-0 -. = m g' Xi = mx = ~ , 
OXk 

(40) 

definierten kovarianten Impulskomponenten ~" = mxk, schreibt dann T 
als Funktion der Impulskomponenten 

T = -~-2:2: gile Xii" = 2~2: 2: gi,,~i~k, (40') 
i ki Ie 

und setzt schlieBlich die Impulskomponenten als Ableitungen der Wirkungs
funktion 5 an in der Form 

mii = ~i = ]}. . ~ 
c ax,' 

wodurch T iibergeht in die Form 
E2 

T = -2 2 (gradS)2 , 
me 

m Ubereinstimmung mit 09'). 

(41) 

1st ein vollstandiges Integral S(x", exk) der H. J. D. (39) gefunden, 
so erhiilt man die Bahnkurven - eben so wie in (12) die Strahlen - durch die 
Gleichungen 

(k = 1,2 ... ), (42) 

worin die neuen Konstanten fJk den speziellen der Bahnkurve auferlegten An
fangsbedingungen angepaBt werden k6nnen. Die mit (39) (gradS)2 = n 2 ver
traglichen Gleichungen (41) as C 'k -=-mx 

aXk E (43) 

bestimmen dann auch noch die Geschwindigkeit v = s des Bildpunkts auf der 
Bahnkurve. (42) (43) bilden das JAKoBIsche Gleichungssystem zur Be
stimmung der Bewegung des Systems. (43) enthiilt eine "lokale" Beschreibung 
der Geschwindigkeitskomponenten, die das System an einer Stelle x, in Ab
hangigkeit von den Integrationskonstanten ex, annehmen kann; (42) gibt da
gegen eine "substantielle" Beschreibung des Weges, welch en ein bestimmtes 
durch die Konstanten tX- und fJ charakterisiertes mechanisches System einschlagt. 

Dem zeitlichen Fortschreiten der Lichtphase cp = 5 - ct cntspricht mecha
nisch ein ebensolches Vorriicken der Phase cp = 5 - ct der Wirkungsflachen. 
cp hat dieselben raumlichen Differentialquotienten wie 5, dazu noch den zeit
lichen dcp/dt = -c; im ganzen ist demnach 

acp C' k acp l aXk E mx at =-c 

c!cp = fJk ~ = -t 
aCXk ' ac 

(43') 

das JAKoBIsche Gleichungssystem, welches neben dem durch (42) (43) beschrie
benen raumlichen auch noch das zeitliche Fortschreiten eines Bahnpunktes 
mit der Phasengeschwindigkeit u beschreibt. 

Die Konstruktion der Flachenschar 5 = konst., welche der H. J. D. geniigt, 
verlauft genau wie in Ziff. 5: Man errichtet in jedem Punkt der Ausgangs
flache 5 (x, ex) = 50 nach beiden Seiten hin "Senkrechte" der "Lange" 

ds = dS = dS E 
n C V2m(E - U) 

und gelangt so zu den beiden Flachen 5 (x, ex) = 50 ± d 5 . 
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Sukzessive fortfahrend gelangt man schlie13lich zu endlich entfernten Flachen 
S(x, iX) = So ± LIS. Dasselbe Resultat hatte man auch gewonnen durch Kon
struktion HUYGHENSScher Elementarflachen mit den Radien 

LI 5 = J dS = J ~ V2 m (E - U) dS = konst., 
p r 

urn jeden Punkt P der Ausgangsflache (die Radien sind im allgemeinen ge
kriimmt, die Elementarflachen keine Kugeln) und Konstruktion ihrer Enveloppen. 

Man kann die Flachen 5 (x, iX) = konst. auch zeitlich auseinander hervor
gehen lassen: In der Optik bewegten sich die Flachenelemente der Ausgangs
flache 5 = So senkrecht zu sich selbst mit der Phasengeschwindigkeit u = cln 
fort und legten wahrend der Zeit t die Strecke 

s = f udt = f clndt = f dSln 

zuriick, wobei aus der Flache S(x, iX) = So die Flache S(x, iX) = So + ct wurde. 
Ebenso kann man sich in der Mechanik die Wirkungsflache 5 (x, iX) = So + ct 
aus S(x, iX) = So entstanden denken durch Vorriicken der Flachenelemente 
"senkrecht"l) zu sich selbst wah rend der Zeit t urn die "Strecken" 

··c .. Edt (Edt JdS 
s= j-:n dt =jV2m(E_U) =. Y2mT= n 

mit der "Geschwindigkeit" 
c E E 

U=-= ...... ==-=-c=. 
n V2m(E - U) V2mT 

(44) 

Fiihrt man Wle in Zif£. 7 die Bezeichnung 

rp(x, iX, t) = S(x, iX) - ct 

ein, wo rp eben so wie 5 ein vollstandiges Integral von (gradrp)2 = n 2 bedeutet, 
so wird die Gleichung der zeitlich vorriickenden Wirkungsflache 

rp(x, iX, t) = So' (44') 

worin wieder rp = 50 als ihre dauernd mitgefiihrte Phase bezeichnet werden solI. 
Es iibertragen sich dann wortlich die Resultate iiber Lichtflachenscharen und 
-gruppen von Ziff. 7 und 8 auf Wirkungsflachenscharen und -gruppen, die wir 
daher in der folgenden Ziffer ohne Beweis anfiihren konnen. 

13. Wirkungswellen. Die geometrisch-optischen Resultate der Zif£. 7 und 8 
konnen ohne weiteres in die Sprache der Mechanik iibertragen werden und lauten 
dann wie folgt. 

Es liege die Wirkungsfunktion 5 als ein vollstandiges IntegralS (x, IX) der 
HAMILTON-JAKoBIschen partiellen Differentialgleichung (H. J. D.) (grad5)2 = n 2 

vor, im Koordinatenraum mit der Metrik 

ds = '/1: 2: gik dXi dXk> WO 
V i k 

T = ~ L; L;gik XiXk . 
i Ie 

(45) 

Eine Schar von Wirkungsflachen 5 (x, IX) = konst., charakterisiert durch 
bestimmte Wahl der iXk und verschiedene yVerte von konst. - wir wollen sie die 
"Schar iX" nennen -, entspricht dann einer Schar zusammengehoriger Eikonal
flachen in cinem optischen Medium vom Brechungsindex 

n = ~ 12m(E - U(x)). (46) 

1) Die in ,," gesetzten Ausdriicke sind im Sinne des Linienelements (30') gemeint, 
siehe auch Ziff. 8. Bei einem System von N gleichen Massen VIZ und Benutzung karte
sischer Koordinaten kiinnen also die ,," fortgelassen werden. 
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Jeder Flache der Schar iX ordnen wir zur Zeit t eine Phase zu, definiert durch 
den Wert von cp = 5 (x, IX) - ct. 

cp(x, iX, t) = S(x, IX) - ct = konst. (47) 

bedeutet dann eine Wirkungsflache mit der Phase konst., welche mit der "Ge
schwindigkeit" u = cln "senkrecht" zu sich selbst vorriickt, also sukzessive 
die Lage der Einzelflachen der Schar iX iiberstreicht. 

AuBer der "Schar iX" betrach ten wir noch die" Schar iX + b iX" , gegeben durch 
S(x, iX + biX) = konst. mit bestimmten Variation en biXk, aber denselben iXk 
wie oben. SchlieBlich betrachten wir die ganze Gru ppe der Scharen iX + biX, 
iX + biX', iX + biX" , ... Ihre Phasen im Punkt P zur Zeit t sind 

q;(x, iX + 0 iX, t), q;(x, iX + OiX', t), q;(x, iX + OiX", t), ... , (47') 

und ihre Phasendifferenzen gegeniiber der Phase q; (x, iX, t) sind (19') 

~ ::k OiXe , ~ :~ OiXk , "'~S OiXk , .. . (48) 
...::;;.; [, IXk 

k k k 

unabhangig von t, da in o q;lo iXk = aSjoiXk die Zeit nicht vorkommt. Die ent
sprechenden Phasendifferenzen im Punkt Po zur Zeit to sind (19") 

~(::JoOiXk> ~(:~)oOiXk' ~(::JobiXk,... (48') 
k k k 

Sollen nun in P die gleichen Phasendifferenzen wie in Po herrschen, so muD, 
da 0 iXb b iXk, b iXk beliebige GroBen sind, einzeln geUen 

(k = 1, 2, 3 ... N) (49) 

oder anders geschrieben 

(k= 1,2,3 ... N). (49') 

Dieses Gleichungssystem legt eine Raumkurve fest, in deren samtlichen Punkten P 
die gleichen Phasendifferenzen zwischen den dort gleichzeitig sich durch
kreuzenden Wirkungsflachenscharen iX, iX + biX, iX + OiX', ... vorhanden sind. 

Nun ist aber (49') identisch mit dem JAKoBIschen Gleichungssystem (42), 
welches optisch Lichtstrahlen, mechanisch Bahnkurven des Bildpunkts 
X 1 X 2 • .• XlV des mechanischen Systems festlegt. Man kann also die Bahn
kurven auffassen als Kurven, in deren samtlichen Punkten die 
dort sich durchkreuzenden Wirkungsflachenscharen: iX, iX + biX, 
iX + OiX', iX + OiX", ... , die gleichen Phasendifferenzen besitzen. 

Wahrend die Wirkungsflachen von den "senkrechten" Bahnkurven mit 
der Phasen"geschwindigkeitl)" 

c E u = - = --~.---~ 
n ]12m (E - U(X») 

( 50) 

durchstoBen werden, wandert lier Bildpunkt des mechanischen Systems mit 
der "Geschwindigkeit" 

- . -1/2T -1 !2(E - U(X» 
V-S--/m- m (50') 

auf der Bahnkurve. 

1) Siehe FuBnote auf S. 336. 

Handbuch der Physik. xx. 22 
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Wie man sich in der Optik mit periodischen Funktionen der Phase rp 
von LichtfHichen [vgl. (22)J, d. h. mit den Lich twellen liings den geometrisch
optischen Strahlen 

2in 2in 
.. -- ",(x, <x,t) - [S(x, <X) - etl 

1jJ = Ae " = Ae " (51 ) 

besehiiftigt, so kann man aueh in der Mechanik entspreehende Vhrkungs
wellen betraehten. In (51) bedeutet dann rp die Phase der Wirkungsfliiche 
(rr = Sex, eX) - et) als Lasung von (gradS)2 = n 2, und " eine Konstante von 
der Dimension S. Gewahnlieh wird nieht rp, sondern der Faktor von i im Ex
ponenten, also 2Jlrp/" als Phase bezeichnet. Wie in (22') wird dann 

c 
y=-

" ' 
(52) 

Sch wingungszahl,W ellenliinge und Phasengesch windigkei t der 1jJ- Funk
tion [ds sol1 "senkrecht" auf der Fliiche S (x, eX) =konst. stehen, also in Riehtung der 
Bahnkurve zeigenJ. Die Phasengeschwindigkeit ist dabei versehieden von 
der Bahngeschwindigkeit v = S. 

Wir wollen nun noeh den Fall betrachten, daJ3 der "Brechungsindex" n 
auJ3er vom Ort noch von einem Parameter abhiingt, als welchen wir wieder 

die Schwingungszahl y = ~ annehmen wollen; es wird dann, da in n naeh (46) 
" nur E verfiigbar ist, E diesen Parameter 'V enthalten, z. B. wird die Phasen-

geschwindigkeit u der Wirkungswellen 

mit 

von 'V abhiingen. lndem man die Gesamtenergie als Funktion des Parameters y 

betrachtet, werden auch aUe mit Benutzung von n oder E abgeleiteten Beziehungen 
die Schwingungszahl v enthalten. U. a. wird die Lasung S von (gradS)2 = n 2 

jetzt die Form Sex, eX, 'V) besitzen, und (51) wird in die periodisehe Funktion 
. v 

() A 2"r-[S(x,'<x,") - etl " 
1jJ V = ve e (54) 

iibergehen, we1che dann zu einer von y abhiingigen Wellenliinge (52) fiihrt. Wieder
holt man nun wortlich die Dberlegungen von Gleiehung (23) bis (24) der Ziff. 8, 
betraehtet also auJ3er den Wirkungswellen (54) noeh die Wellen 

v+ov 
~ A 2in-- [S(x,<X v+ov)-etl 

1jJ ('V + u'V) = vHye C , (54') 

sucht dann die Fliichen, auf denen zu einer Zeit t konstante Phasendifferenz 
zwischen 1jJ (y) und 1jJ tv + by) besteht, so erhiilt man fUr die Geschwindigkeit, 
mit der eine solche Fliiehe senkrecht zu sich selbst vorriickt, d. h. fUr die 
Gruppengesehwindigkeit g der Wirkungswellen, den Betrag [vgl. (24) (24')J 

c 1 ov 
g =-I'--~-8(vS) I = o(v/U) = o (1/}.) . 

gra ~ ----a;;-
(55) 

Unter Benutzung von U aus (53) nimmt dies die Form an 

1/2 [E(V) - U(x)] lilT . g= / = ,-=s=v. m m (56) 
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Dieses von L. DE BROGLIE gefundene ResultaF) sagt aus: Die Gruppen
geschwindigkeit g der Wirkungswellen ist identisch mit der Bahn
geschwindigkeit v des mechanischen Systems. 

Dieser Satz ist deswegen von Interesse, wei! er nahelegt, die mecha
nische Bewegung eines Massenpunktes (bzw. des Koordinatenpunktes im N
dimensionalen Raum) aufzufassen als die Bewegung des Gruppenmaximums 
superponierter Wirkungswellen. 

Obwohl nun gerade dieser Gesichtspunkt sich in der Folge als nicht seh! 
fruchtbar erwiesen hat, ist urn so bedeutungsvoller die Verfolgung der einzelnen 
\Virkungswellen, ohne Rucksicht auf ihre Gruppenzusammensetzung. 

14. DE BROGLlESche Phasenwellen. Der Ausgangspunkt der Wellenmechanik 
ist der von DE BROGLIE begonnene, von SCHRODINGER durchgefiihrte Plan, 
mit der in Zif£. 10-13 dargestellten optisch-mechanischen Analogie Ernst 
zu machen, d. h. nicht bei der Feststellung stehenzubleiben, daB sich manche 
Zuge der Mechanik bewegter Massenpunkte durch das Bild der mit der 
Zeit t im Raum sich ausbreitenden Flachen konstanter W ir kung rp (x, t) 
darstellen lassen; sondern dies en Schwingungsvorgang selbst als reale Grund
lage des mechanischen Geschehens aufzufassen und in der periodischen Funktion 

ljJ = sin 2nrp(x, t) eine neue ZustandsgroBe zu erblicken, aus deren Eigen-
cos 

schaften die beobachteten Tatsachen abzuleiten sind, und zwar besser, als es 
nach der klassischen Mechanik oder nach der ursprunglichen Quantentheorie 
moglich war. Die Zuordnung des punktmechanischen Geschehens zu dem Aus
breitungsvorgang der Wirkungsfunktion, wie sie in Zif£' 13 ausgefuhrt wurde, 
ist zunachst im Sinne der Quantentheorie dadurch zu erganzen, daB die dort 
offen gelassene Beziehung zwischen Energie E und Schwingungszahl der peri
odischen Funktion jetzt festgelegt wird durch 

E = hy (h = PLANcKsche Konstante). (58) 

Fur ein mechanisches System, dessen kinetische Energie eine quadratische 
Funktion der Geschwindigkeiten, die potentielle Energie irgendeine Funktion 
der Koordinaten ist 

u= U(x), (59) 

wird also an einer Stelle P(x) die Phasengeschwindigkeit u der Wirkungs
wellen nach (50) 

ltv 
u= ...... . 

Y2m(hv - U(;n) 

sein, dagegen die Gruppengeschwindigkeit g nach (56) 

I! = 1/2(hv: U(X») = 1:a(~) 
v r OJ' • 

(60) 

(61) 

Dabei ist in dem Geschwindigkeitsquotienten (Weg: Zeit) der Weg ds III dem 
nichteuklidischen MaB 

d /" ~. 'i----.-tCd--···d
s = I; ..:... L.. g Xi Xlc 

i k 

zu messen; die Gruppengeschwindigkeit ist ubrigens nach (56) gleich der 
Punktgeschwindigkeit v an der Stelle P bei vorgegebener Gesamtenergie 
E = hy. 

1) L. DE BROGLIE, These. Paris 1924; Ann. d. phys. (10). Bu. 3, S. 22. 1925. 

22* 
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Die Wellenlange l der Wirkungswellen an der Stelle P berechnet sich dann zu 
u h h 

l = - = = ---===, 
'V V2m(E - U) Y2mT 

(62) 

wo T die kinetische Energie ist, die das System punktmechanisch bei der Gesamt
energie E = T + U an der Stelle P haben wfude. Allgemein ist nun -Y2mT = p 
= Impulsbetrag; dies zeigt man so: Die Impulskomponente pk ist definiert 

durch pk = ~ -:, d. h. nach (59) pk = m ~ gki Xi = mxk. Daher wird 
vXk i 

! P 12 = ~ ~ gik pipk = m2~ ~ gik xiii; = m2~ ~ gik XiXk = 2m T . 
i k i k i k 

Statt (62) kann man also schreiben: 

(DE BROGLIESche Wellenlange). (63) 

Diese DE BROGLIESche Gleichung ist das raumliche Gegenstiick zu der zeitlichen 
Gleichung 'V = E jh von PLANCK. 

Betrachten wir etwa das Beispiel des RUTHERFoRDschen H-Atommodells 
mit den Ladungen ±e. Hier ist fUr eine Kreisbahn vom Radius a 

U e2 
-E=--=T=-, 

2 2a 

daher die DE BROGLIE-Wellenlange an jeder Stelle des Kreisumfangs 

l=_h_= hVa. 
V2mT yme2 

Die periodische Funktion 'IjJ des Azimuts cp bzw. des Wegs acp auf der Kreisbahn 
heiBt 2i,,(vt- rpa) 

'IjJ=e I .• 

Verlangt man hier, daB 11' eine eindeutige Funktion des Azimuts ist, d. h. 
11' beim Zuwachs von cp urn 2n in sich selbst iibergeht, so ist das nur moglich, 
wenn der Faktor von icp im Exponenten gleich einer ganzen Zahl n ist 

oder nach a aufgelOst 
n 2 h2 

a = 4n2 me2 

2na 2nayme2 
n=--=----

1 hYa' 

und 

Dies sind die bekannten Formeln fi.ir Radius und Energie der n-quantigen Kreis
bahn, die in der BOHRschen Theorie mit Hilfe von Quantenbedingungen 
(j pq;dcp = h) abgeleitet werden. Die erlaubten Energiewerte E erhalt man 
hier, statt aus Quantenbedingungen, einfach als Folge der fast selbstverstand
lichen Eindeutigkeitsforderung fi.ir die Funktion 'IjJ des Azimuts cp. 

Auch fi.ir den ohne auBere Kraft bewegten relativistischen Massen
punkt m (Tragheitsbewegung eines Elektrons) wollen wir die Phasenwellen 
aufsuchen; hier ist die kinetische Energie nicht mehr eine quadratische 
Form der Geschwindigkeitskomponenten. Nach DE BROGLIE denke man sich 
in diesem Fall zunachst den Massenpunkt ruhend in einem Koordinatensystem Ko 
mit der Ruhmasse mo und der relativistischen Energie Eo = moc2, ordne der 
letzteren mit Hilfe der Gleichung 

(64) 
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eine Schwingungszahl Vo zu, welche in der Zeitrechnung to im ganzen System Ko 
eine synchrone Schwingung 'lfJo = e2 :rYoto definiert. Ko bewege sich mit der 
Geschwindigkeit v in der x-Richtung relativ zu einem System K; in letzteren 

'1 d' Z' h t (V X) I /-v2 D h . d d' b' gi t Ie eitrec nung ,wo to = t - C2 : r 1 - (;2-' a er wir Ie 0 Ige 

Schwingung relativ zu K dargestellt durch 

man hat in K eine nach x fortschreitende Welle der 

Schwingungszahl v = ~'o und Phasengeschwindigkeit tt = c2 (65) 

1/1 _~ v 
, c2 

und ihre WellenHinge in K ergibt sich zu 

oder, bei Benutzung von 
i~--2 

und P = mo v : V 1 - ;2 = relativistischer Impuls, 

(DE BROGLIESche Wellenlange) 

vgl. (63)· Wegen Eo = hvo, E = hv = Eo: V~;: = hvo: V~-~-~ wird 

. ;--2 
die Punktgeschwindigkeit v = c Ii 1 - !'i, 

J' 

[2 1 '1'2 die Phasengeschwindigkeit u = v = c:' 1 - v~ . 

Hieraus berechnet sich noch die , 

Gruppengeschwindigkeit g = 1 : {) ~~) = c 1/1 - ~~ .. 

(66) 

Man erhalt die Gruppengeschwindigkeit identisch mit der Punktgeschwindigkeit 
(vgl. 56). 

Die Beschaftigung mit der in Raum und Zeit kontinuierlichen Wellenfunk
tion 'lfJ (x, t) erhalt erst dadurch Wert, daB man 'lfJ selbst bzw. Funktionen 
von 'lfJ (im allgemeinsten Sinne, z. B. 1p2, ° 'lfJ/ox , J'lfJdx usw.) physikalisch 
deuten lernt. Auf die Zuordnung von 1jJ-Funktionen zu beobachtbaren physi
kalischen GroBen werden wir im folgenden Abschnitt eingehen. Solange man 
nun in der Optik die Wellenfunktion langs cines Strahls s der optischen Lange S 
in der Form 

~~.., 'p(X,t) 2i:r [S(x)"ct] 
'lfJ = Ae x = Ae " (67) 

ansetzt, bleibt man im Rahmen der geometrischen Optik, mit einer den Strahlen 
nur sekundar aufgepragten Periodizitat. Diese fiihrt aber erfahrungsgemaB 
nur fUr breite Wellenfront und geringe Inhomogenitat des Brechungsindex zu 
richtigen Resultaten. Bei schmalen Strahlenbundeln und starker Inhomogenitat 
(Beugung an eng en Offnungen, Reflexion und Brechung an Unstetigkeitsstellen 
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des Brechungsindex) fUhrt die Funktion sin (2:rcrpjx) dem Lichtweg entlang 
nieht zu den richtigen Phasen; yielmehr muB man hier (FRESNEL-FRAUNHOFER
sche Theorie) gewisse "Phasenspriinge" in der Beugungsaffnung und bei der 
Reflexion am diinneren Medium zulassen, urn einigermaBen richtige Resultate 
zu erhalten. Erst die KIRCHHoFFsche Theorie gibt exakt richtige Werte der 
SchwingungsgraBe V' durch Zuriickgehen auf eine der Funktion V' auferlegte 
Differentialgleiehung (Wellengleichung) und Lasung derselben unter Hinzuziehung 
von Randbedingungen. Ahnlich liegt der Fall in der Mechanik. Setzt man 
hier V' einfach liings einer mechanisch maglichen Punktbahn als periodische 
Funktion der Phase bzw. Wirkung an, so erhiilt man eine "geometrische" Mecha
nik mit sekundiir aufgepriigter Periodizitiit (DE BROGLIESche Theorie). Die Leistung 
SCHRODINGERS besteht nun darin, daB er die N otwendigkeit erkannte, die DE BROG
LIEsche Schwingungsfunktion V' als Lasung einer Feldgleichung in Raum und Zeit 
aufzusuchen, und daB er die betre££ende Grundgleiehung der Undulations
mechanik auch im Einzelfall aufzustellen, und physikalisch zu deuten lehrte. 
Als Gegenstiick zur optischen Feldgleichung 

mit 

lautet die SCHRODINGERSche Grundgleichung 
A 1 .. 

LJV' -14iV' = 0 mit 

c 
u = n(x) 

der Undulationsmechanik 
E 

u = 17/ 2==m=:O=;[ E:;=-~U:;=;(x)] • 

Die Quantentheorie ist darin durch die Verkniipfung des konstanten Energie
werts Emit der zeitlichen Periodizitiit v der Schwingungsfunktion V' mit 
Hilfe der Gleichung E = hv eingefiihrt. 

II. Korpuskular- und Wellentheorie des Lichts 
und der Materie. 

15. Statistische Theorien. Der alte Gegensatz zwischen Undulations- und 
Emissionstheorie des Liehts, der lange Zeit durch einen Sieg der Wellentheorie 
beendet schien, war durch die Beobachtung optischer Quantenprozesse wieder auf
gelebt und hatte in EINSTEINS Lichtquantentheorie seinen priignantesten Ausdruck 
gefunden. Dabei war aber von vornherein klar, daB es sieh jetzt nicht mehr 
urn ein Entweder-Oder, sondern urn eine Vereinigung von Wellen- und Korpus
kulartheorie handeln muBte, welche sowohl den typischen Interferenzerschei
nungen als auch den offensichtlichen Emissionen und Absorptionen einzelner 
Quantenenergien und -impulse gerecht werden sollte. 

Ein in dieser Richtung zielender Versuch riihrtvon BOHR, KRAMERS und 
SLATER her, die Theorie der virtuellen Strahlung1). Ausgehend von der 
Tatsache, daB die optische Beobachtung nur quantentheoretische Um
setzungen an materiellen Partikeln (Netzhaut, Film) registriert, machte man die 
zwischen Emissions- und Absorptionspartikel bestehende Strahlung als eine 
heuristisch-mathematische Fiktion ansehen, fUr die man zur Veranschau
lichung zwar das detaillierte Bild eines Zwischenfeldes einffthren kann, ohne diesem 
aber eine "Realitat" in dem Umfang zuzuschreiben, wie den materiellen Par
tikeln selbst. Die Realitat des Feldes in der elektromagnetischen Liehttheorie 
beruht darauf, daB es als Trager von Energie, Impuls, Spannung und Str5-
mung fungiert, derart, daB Energie- und Impulserhaltungssatze nur fiir das 
System Materie plus Feld giiltig sind. Da aber die Erhaltungssatze zunachst nur 

1) BOHR, KRAMERS und SLATER, ZS. f. Phys. Bd. 24, S. 69. 1924. 
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fiir makroskopische Prozesse empirisch bewiesen sind, konnte man sie als sta
tistische Gesetze auffassen, die nur bei Beteiligung einer groBeren Strahlungs
und Partikelmenge Giiltigkeit beanspruchen, fiir Einzelreaktionen aber ver
sagen. 

Wenn z. B. ein Partikel A einen Quantensprung mit Energieverlust 
ausfiihrt, so solI dadurch nach BOHR, KRAMERS, SLATER in anderen Atomen B 
die Wahrseheinliehkeit zu einem umgekehrten Quantensprung mit ent
spreehendem Energiezuwaehs induziert werden; diese Wahrseheinliehkeit sei zu be
reehnen aus den Eigenschaften eines imaginaren klassischen We11enfeldes, das 
seinen Ursprung in einem klassisch gedachten Atom A hat, welches dem wirk
lichen Quantenatom A in gewisser Weise korrespondiert. Dieses "virtue11e 
klassische Feld" solI jedoch nur die Sprungwahrscheinlichkeit des Atomes 
B berechnen lassen, nicht aber selbst als Energie- und Impulstrager auf
treten, denn dieses virtue11e Feld wird aIs klassisch-kontinuierlich und 
interferenzfahig angenommen, die Energieaufnahme und -abgabe der Partikel 
ist aber quantenhaft. Dadurch wird also der Energie- und Impulserhaltungs
satz im einzelnen durchbroehen, B kann nach Wahrscheinliehkeit sofort oder 
eine Weile spater oder sagar friiher absorbieren, als A emittiert, ohne daB in der 
Zwischenzeit irgendwo die ausgetauschte Energie anzutreffen ware. 

Diese Auffassung vereinigt Feld- und Korpuskulartheorie; denn durch die 
klassischen Eigenschaften der virtue11en Strahlung ist die Moglichkeit gegeben, den 
Interferenzerscheinungen gerecht zu werden, andererseits sind aber die quanten
haften Emissions- und Absorptionsprozesse zugelassen, allerdings ohne im 
einzelnen Energie und Impuls fiir das System Materie plus Strahlung zu erhalten. 
In letzterem liegt aber gerade die sehwache Seite der Theorie. Denn die Ex
perimente von BOTHE und GEIGER1), COMPTON und SIMON2), JOFFE und 
DOBRONRAWOFF3) zeigten nachtraglich, daB Emission an einem einzelnen Atom A 
und Absorption an B keineswegs statistisch, sondern streng kausal gekoppelt 
sind, und zwar eben genau so, als wenn von A ein Lichtquant fortfloge und auf 
seinem \Veg irgendwo den entsprechenden Absorptionssprung eines Atoms B 
erzeugte, unter exakter Befolgung des Energie- und Impulssatzes. 

Die Theorie von BOHR, KRAMERS und SLATER hatte also das statistische 
Element, welches zur Vereinigung von Wellen- und Lichtquantenlehre offenbar 
notig ist, nieht ganz an der richtigen Stelle angebracht; denn die Lichtquanten 
existieren, wie das Experiment zeigt, real als direkte Energie- und Impuls
trager. Statistisch geregelt ist dagegen der Zei tpunkt, in welchem das 
Lichtquant von A emittiert wird, und die Richtung der Emission, ahnlich wie 
bei der ~-Strahlenemission radioaktiver Atome. Eine statische Theorie, welche die
sem Faktum Rechnung tragt, werden wir sogleich kennenlernen, wollen uns 
dabei aber zunachst auf die Lichtausbreitung im Vaku urn beschranken, und die 
statische Theorie der Weehselwirkung von Strahlung und materiellen Partikeln 
erst spater behandeln (Absehn. V), wenn die Quantentheorie der von Strahlung 
un gestor ten Materie begriindet ist. 

Besehrankt man sich auf die Lichtausbreitung 1m Vakuum, so liegt zu
naehst keine Mogliehkeit vor, die EINsTEINsehen Liehtquanten mit den Zu
standsgroBen eines MAxwELLsehen elektromagnetisehen Feldes in Beziehung zu 
setzen. Denn die Liehtquanten besitzen, jedenfalls wenn kiinstliehe Zusatz
hypothesen ausgesehlossen werden, keine Polaris a tion und noeh weniger solche 
Seehservektoreigensehaften wie das elektromagnetische Feld t;\;x t;\;y t;\;z Sjx,py Sjz' 

1) W. BOTHE und H. GEIGER, ZS. f. Phys. Bd. 32, S. 639. 1925. 
2) CO)!PTON und SIMON, Phys. Rev. Bd. 26, S. 289. 1925. 
3) JOFFE und DOBRONRAWOFF. ZS. f. Phys. Bd. 34, S. 889. 1925. 
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Vielmehr besteht zunaehst nur die Mogliehkeit, die Liehtquanten von gegebener 
Energie und Impuls einem skalaren Feld 1p zuzuordnen, als Losung der 

Gleiehung L11p - -\ 1p2 = 0 in der Vor-MAxwELLsehen Sehwingungstheorie des 
u 

Liehts (KIRCHHOFF). 
Ahnliehes witd uns spater bei der Zuordnung von materielIen Korpus

keln zu den meehanisehen Undulationen von SCHRODINGER begegnen: Aueh 
die Materieteilehen haben Energie und Impuls, aber keine Polarjsation, sind 
demnaeh nur umdeutbar in eine skalare ZustandsgroBe. AlIerdings zeigen 
die Elektronen naeh UHLENBECK und GOUDSMIT einen Drehimpuls, dessen 
zwei erlaubte Aehsenriehtungen sehr wesentlieh fiir das Zustandekommen 
des atomaren Gesehehens sind und welche in gewisser Weise die zwei entgegen
gesetzten Polarisationszustande der Materie reprasentieren1). Dementspre
ehend mliBte die skalare Theorie des Liehts und der Materie, die in dem vorlie
genden Artikel betraehtet wird, zu einer Vektorfeldtheorie erweitert werden, 
eine bereits in Angriff genommene Aufgabe (Absehn. VI). 

Bleiben wit also bei der skalaren Theorie des Liehts stehen und betraehten 
(aueh als Vorbereitung'auf die Zuordnung von Korpuskular- und WelIentheorie 
der Materie) die Zuordnung von Liehtquanten und skalaren Liehtsehwingungen. 

16. Zuordnung von Lichtquanten und Wellen. Die Feldtheorie des Liehtes 
im Vakuum bestimmt den Feldskalar 1p aus der Gleiehung 

L11p-~=~O, c 
oder in reehtwinkligen Koordinaten 

a21fJ iJ21fJ iJ21fJ 1 iJ21fJ 
iJx2 + iJy2 + iJ z2 - C2 Bi2 = o. (1) 

Flir freifliegende Liehtkorpuskeln gilt dagegen der re1ativistisehe Energie-Impuls

zusammenhang P = E oder in reehtwinkligen Komponenten 
c 

2 2 2 E2_ _E -Pre - py - Po + C2 - 0, P - c· (2) 

Diese beiden Gleiehungen lassen sieh nun in folgender Weise formal ineinander 
liberflihren. 

Wir erinnern an den "Obergang von der geometrisehen zur Wellenoptik 

am SehluB von Ziff. 8. Dort war die Wellengleiehung L11p - 1ji2 = 0 aus der 
-2 u 

geometriseh-optisehen Gleiehung (grad<p) 2 - fP 2 = 0 gewonnen worden, indem 
man in der letzteren formal die GroBen U 

dureh 

ersetzte und den erhaltenen Operator 

00/' "a 
7ft = 2in at 

( " )2( iJ2 1 iJ2) 
2in iJx2 + ... - u2 iJt2 

2iJl:!L 
auf eine Funktion 1p auslibte. (x stammte aus dem Ansatz 1p = e " , welcher 

der WelIengleiehung nur annahernd genligte, und hatte die Bedeutung" = ;). 

1) 'Ober die Korrespondenz von polarisierten Lichtquanten mit Magnetelektronen 
siehe besonders P. JORDAN, Ztschr. f. Phys. Bd. 44, S. 292, 1927. C. G. DARWIN, Proc. 
Roy. Soc. Bd. 116, S. 227, 1927. 
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Hier haben wir es nun mit einer besonderen Veranschaulichung der geometri
schen Optik zu tun, mit Lichtstrahlen als mechanischen Bahnen von Licht
korpuskeln. In der Mechanik gewinnt man aber Energie und Impulse aus der 
Funktion qJ = 5 - ct durch die Ableitungen (I, 41) 

E orp 
-cox=Px,"" 

E orp E 
c -tit = c(-c) = -E, 

wo rp nicht die iibliche, sondern die mit cjE multiplizierte Wirkungsfunktion der 
Mechanik bedeutete. Die obige Ersetzung (3) wird also zu folgender: 

Px durch 
x c a 

Zt-; E ox"'" (-E) durch 

c E 
oder unter Benutzung von x = --;, h = -;,-, 

Px durch 
h 0 

2inox'"'' (-E) durch 

% C 0 
2in E ot ' 

(3') 

Mit Hilfe dieser Umdeutung wird in der Tat die Gleichung (2) fiir Impuls und 
Energie der Lichtquanten zur Operatorgleichung 

(~_)2(_~ _ ... + ~~) _ ° 
2 i n 0 x2 c2 0 t2 - , 

welche man noch auf eine Funktion 'IjJ ausiibt, urn die Wellengleichung (1) in 
der Form 

h2 { 02 1 02 } 
4n2 ox2 + ... - c2 ot2 ' 'IjJ = 0· 'IjJ = {a, 'IjJ} (4) 

zu erhalten. Man kann statt dessen auch die Schreibweise 

{ 
999 E2}{} -P~ - Pij - P; + [2' '1/) = 0,1P (4') 

benutzen, worin Px, ... , E jetzt keine physikalischen GraBen, sondern die in (3') 
eingefiihrten Operatoren bedeuten sollen. Die Form (4') der Wellengleichung 
zeigt dann besonders instruktiv ihre Verwandtschaft zur korpuskularen Gleichung 
(2). Der Ubergang von der Punkt- zur Feldtheorie, von (2) nach (4) 
ist formal gekennzeichnet durch den Dbergang (3') von Impulsen zu 
Operatoren, die auf eine Feldfunktion auszuiiben sind. Die Um
deutung (3) wird in allen spateren Fallen, auch beim Dbergang von der Punkt
zur Wellenmechanik, wiederkehren. 

Bemerkenswert ist, daB die bei der Urn deutung (3) aus Dimensionsgriinden 
eingefUhrte GroBe h in der Wellengleichung (4) fortgehoben werden kann (ein bei dem 
entsprechenden Ubergang in der Mechanik nicht wiederholtes Vorkommnis). 
Das weist darauf hin, daB fUr die Optik im Vakuum in viel weiterem MaBe die 
klassische Theorie zu Recht besteht als etwa in der Mechanik, darf aber nicht zu 
dem SchluB verfiihren, daB nun iiberhaupt kein physikalischer Unterschied 
zwischen klassischer und Quantentheorie der Strahlung im Vakuum bestehe. 
Denn schon die PLANcKsche Strahlungsformel beruht ja auf wesentlichen Ab
weichungen s tat i s tis c her Art von der klassischen Theorie. 

Wir betrachten jetzt einen raumzeitlich periodischen Losungsansatz der 
Wellengleichung (4), namlich 

. (r5) . (X '1' z ) 2,,,. ---.t 2", -5x+ --o-5y+ -il,-.t 
1p=A.e A. =A.e Ie A Ie • (5) 
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Der Einheitsvektor iiS gibt dabei die WeIlennormale der ebenen monoehromatisehen 
Wellen an. Einfiihrung des Ansatzes (5) in die Wellengleichung (4) gibt fUr die 
Konstanten lund l' die Beziehung 

h2 h2 h2 h2 p2 

- ).2 iiS~ - 12 iiS~ - ).2 iiS; + 7 = 0 0 

Der Vergleich mit (2) zeigt, daB Energie und Impuls fliegender Liehtquanten 
den WellengroBen A und l' zugeordnet sind dureh die Gleiehungen 

h 
P",=yiiS"" ... , E = hyo (6) 

Die zugrunde liegende Umdeutung (3') hat uns also zu der PLANcKSehen und 
DE BROGLIESehen Zuordnung gefUhrto Einer ebenen monoehromatisehen 
Welle entsprieht ein Strom von Liehtquanten, welehe die Energie 

E = hv und die Impulskomponenten p", = iiS",' ~ usw. besitzen. 

Einsetzung von (6) in (5) ergibt umgekehrt 
2in 

A -h (p"''''+Pyl/+Pzz-Et) 
1jJ= ·e (5') 

als die ebene monoehromatisehe Welle, welche einem Strom von Liehtquanten 
P",PyPzE zugeordnet ist. 

Die IntensiHit der Welle ist klassiseh proportional dem Amplituden
quadrat A 2 = 1jJ 0 VJ (~ bedeutet Ubergang zum Konjugiert-Komplexen). SoIl 
nun diese IntensiHit in Wirkliehkeit dureh Liehtquanten transportiert werden, 
so wird man 1jJip = 11fJ 12 als ein MaB fUr die Dieh te auffassen, mit der die Lieht
quanten dabei im Raum verteilt sind; die Zahl der Liehtquanten in einem Volumen 
dV ist proportional 1jJip 0 dV und 1jJVJ 0 dV soll ein Mail fur die Wahrsehein
liehkeit sein, in dV ein Liehtquant anzutreffen. Damit sind wir zu einer Ab
wandlung der BOHR-KRAMERS-SLATERsehen statistisehen Auffassung gelangt. 
Wir behaupten niimlieh besonders im AnsehluB an BORN, JORDAN und DIRACI) : 
Uber die mikroskopisehe Verteilung der Lichtquanten kann man niemals exakte 
Daten bereehnen (und aueh niemals beobaehten, vgl. folgende Ziffern), sondern 
stets nur ihre durehnittliehe Verteilung (bzw. in der Beobaehtung nur Daten 
mit einer prinzipieIl nieht untersehreitbaren Ungenauigkeit). Die Bereehnung 
der Wahrseheinlichkeitsfunktion 1jJip gesehieht mit Hilfe der WeIlentheorie, wo
bei aber der WeIlenzustandsgroBe 1jJ keine andere Bedeutung zukommt als eben 
die einer "Wahrseheinliehkeitsamplitude", deren Quadrat 11jJ 12 die Wahr
seheinliehkeit fur das reale Auftreten von Korpuskeln angibt. Das 1jJ-Feld ist 
nur ein "virtuelles Fuhrungsfeld" ffir die realen Lichtkorpuskeln. 

Von Bedeutung ist nun, daB die Wahrseheinliehkeitsamplitude 1jJ komplex 
ist, d. h. daB sie Betrag und Phase besitzt. Die lineare homogene Sehwingungs
gleiehung hat die Eigensehaft, daB ihre versehiedenen komplexen Losungen 
1jJI' 1jJ2 ... superponiert wieder eineLosung tp = 1jJi + 1jJ2 + '" ergeben. Deren 
Intensitiit ist aber jetzt 

1) A. EINSTEIN, Berliner Ber. 1925, S.3; BORN-HEISENBERG-JORDAN, Ztschr. f. Phys. 
Bd.35, S.557, 1926. Kapite14, § 3; P. JORDAN, Die Naturw. Bd.15, S. 105, 1927; 
M. BORN, Die Naturw. Bd. 15. S. 238. 1927; W. HEISENBERG. Ztschr. f. Phys. Bd. 40. 
S. 501. 1926; P. JORDAN, Ztschr. f. Phys. Bd.40, S. 661 und 809. 1926; P. A. M. DIRAC. 
Proc. Roy. Soc. Bd. 113. S. 621. 1926. 
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verschieden von der Summe der Einzelintensitaten \lPl\2 + ,vielmehr treten 
die gemischten Glieder (lPl VJ2 + iiJllP2) + ... hinzu. Es addieren sich nicht die 
Wahrscheinlichkeiten ilPkl 2, sondern es superponieren sich die komplexen Ampli
tuden lPk. Die gleichzeitige Anwesenheit von zwei Wellen lPl und lP2 von nahe 
zusammenfallenden Eigenschaften (AI"'" A2 , 'VI "'" 'V 2 , 01 '" !52), welche zwei Licht
quantenstrome von ahnlichen Lichtquanten fUhren (PI"'" P2' El "" E2, 01 "'" °2), 

geben als statistische Dichtefunktion ftir die Lichtquanten nicht einfach die 
Dichte \lPl\2 + \lP2\2, sondern eine Dichteverteilung, welche vollkommen der 
Intensitiitsverteilung der beiden Wellen lPl und lP2 bei gegenseitiger Interferenz 
entspricht, man hat eine Interferenz der Wahrscheinlichkeiten fUr die 
Anwesenheit von Korpuskeln an den einzelnen Stellen des Raum-Zeit-Kontinuums. 
Ganz entsprechende Verhaltnisse werden sich bei der Theorie der materiellen Par
tikelwiederfinden; auch deren Verteilung wird sich nur statistisch mit Hilfe einer 
Wahrscheinlichkeitsamplitude tp als Losung einer Schwingungsgleichung berech
nen lassen, wobei wieder die verschiedenen Losungen interferenzfahig sind. 

Wir streifen dabei schon hier die Frage nach dem Gtiltigkeitsbereich des 
Kausalgesetzes, daB aus dem Zustand jetzt der Zustand spater determiniert 
sei, oder empirischer gefaBt, daB durch den hinreichend bzw. beliebig genau 
beobachteten Zustand jetzt der Zustand spater mit hinreichender bzw. mit 
beliebiger Genauigkeit voraus zu berechnen und durch Beobachtung feststellbar 
sei. In dieser Aussage ist, nach der Auffassung der Quantentheorie, schon der 
Vordersatz, der genau beobachtete Anfangszustand, nicht nur praktisch, sondern 
prinzipiell unerreichbar. Wenn namlich das physikalische Geschehen nur 
durch die Wellengleichungen ftir Wahrscheinlichkeitsfunktionen geregelt ist, 
so heiBt das eben, der jetzt wahrscheinliche Zustand der Korpuskeln ist mit dem 
spateren wahrscheinlichen Zustand gesetzmaBig verkntipft, aber der mikrosko
pisch exakte Anfangszustand gehe in die physikalischen Gesetze sowohl theore
tisch wie experimentell ebensowenig ein wie der mikroskopische Endzustand. Aus 
der wahrscheinlichen Anfangsverteilung der Korpuskeln ist stets nur eine wah r
s c h e i n 1 i c he Verteilung im Endzustand vorauszusagen, und zwar mit urn so 
groBerer Streuung, je weiter Anfang und Ende voneinander raumzeitlich getrennt 
sind. - Man konnte nun hinter den sich uns enthtillenden statistischen Gesetzen 
des physikalischen Geschehens noch nach verborgenen Gesetzen suchen, denen 
die Individuen, die einzelnen Korpuskeln, gehorchen und die erst im Durch
s c h nit t zu jenen beobachteten Wahrscheinlichkeitsgesetzen fUhren. 

Fur soIche verborgenen Gesetze hat man aber experimentell nicht die ge
ringste Andeutung, vielmehr scheint die WirkungsgroBe heine prinzipielle 
Grenze der mikroskopischen Beobachtbarkeit festzulegen. Und umgekehrt: 
Ein Prinzip der Ununterscheidbarkeit gewisser individueller Zustande schafft 
erst Raum ftir die Aufstellung der Quantentheorie, und dieses Prinzip ist 
empirisch insofern fest verankert, als die Erfahrung uns keinerlei AnlaB 
gibt, an Stelle der formal verhaltnismaBig einfachen Quantentheorie eine 
sehr viel kompliziertere Theorie unterscheidbarer Individuen zu suchen. Neben
bei ist es nattirlich jedem unbenommen, an eine verborgene Kausalitat zwischen 
den Individuen zu glauben. Almlich kann man ja auch glauben, daB eines 
Tages unendlich schnelle Signale gefunden werden, wodurch dann die Relativi
tatstheorie ihrer prinzipiellen Bedeutung entkleidet wiirde. 

17. Grenzen der optischen Auflosbarkeit. Es soIl jetzt an Hand der ele
mentaren optischen Erfahrung gezeigt werden, daB die Existenz des PLANCK

schen Wirkungsquantums h, als unterer Grenze der MeBgenauigkeit einer \vir
kung, in der Wellentheorie ein Aquivalent hat in der Existenz einer unteren Grenze 
der optischen und harmonischen Auflosbarkeit von Wellenzugen. Dadurch wird 
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in der Optik jene quantentheoretische Genauigkeitsschranke als etwas Be
kanntes nachgewiesen und "erklart" und die entsprechende Erklarung in der 
Mechanik vorbereitet. 

In der Wellenlehre gibt es eine ganz bestimmte, nicht mehr unterteilbare 
kleinste Einheit, das LAuEsche "elemen tare Strahlen bundel". Ein Strahlen
bundell ) besteht aus einem Bundel von parallelen Strahlenkegeln, deren Spitzen 
alle auf einer kleinen Flache A t (= A; • An) liegen, welche alle den gleichen 
KegelOffnungswinkel Ail besitzen (Jil = AIX • A p, wobei At senkrecht zu den 
Kegelachsen angenommen werden solI), die ferner dem Schwingungszahleninter
vall Av angehoren und die Zeitdauer At besitzen. Ein elementares Strahlen
bundel ist ein solches, bei dem die Intervalle A der Beziehung 

AvAt. LI~LI~ . LI{JALI'YJ = 1 .1 .1 
(8) 

genugen. Jeder der drei Faktoren solI dabei ffir sich gleich 1 sein. Das elemen
tare Strahlenbiindel bezeichnet die untere Grenze der Unterscheidbarkeit von 
Farben-, Zeit-, Richtungs- und Ursprungsort-Differenzen der Wellenstrahlung 
in folgendem Sinne. 

Av· At = 1. Um in einem Schwingungsgebilde, das aus zwei Schwingungs
zahlen 'JI und 'JI + A'JI zusammengesetzt ist, die Differenz A'JI zu erkennen, braucht 

man mindestens die Zeit A t ~ J v' namlich die Dauer einer zeitlichen S ch w e

bung. Umgekehrt, urn aus rein harmonischen (zeitlich unbegrenzten) Schwin
gungen ein Schwingungsaggregat der Zeitlange At zusammenzusetzen, braucht 

man harmonische Komponenten aus einem Intervall A'JI f::::i Ll1t . - Man kann 

das auch so ausdrucken: Bei gegebener Zeitlange At eines abgebrochenen Schwin

gungsgebildes ist 'JI bestenfalls bis auf GroBen A 'JI ~ Ll1t bestimmt; bei gegebenem 

A'JI ist das Alter des Schwingungsaggregats, d. i. die Zeit seit seiner Emission, 

bestenfalls bis auf GroBen At f::::i Ll1 bestimmt, weil es eben selbst schon die 
Zeitlange At besitzt. v 

LI~LI~ = 1. Urn an einem monochromatischen Wellengebilde, das von zwei 

Quellpunkten senkrecht bzw. nahezu senkrecht zu ihrer Verbindungslinie aus
gesandt wird, den Quellpunktabstand A; zu erkennen, braucht man aus der 

Strahlung einen Bogenausschnitt mindestens der GroBe A IX f::::i LlA~, namlich das 

Richtungsintervall, auf we1chem sich eine raumliche Schwebung (heller und dunk
ler Beugungsstreifen) abspielt. Urn andererseits ein WeUenaggregat von begrenzter 
Bogenoffnung A IX aus KugelweUen zu superponieren, braucht man als Zentren der 

Kuge1weUen ein Linienstuck A; ~ AAe!<. - Man kann das auch so ausdrucken: 

Bei gegebener Ausdehnung A; der QueUe ist die Richtung der ausgesandten 

Strahlen bestenfalls bis auf einen Winkel AIX f::::i :~ bestimmt; bei gegebenem 

Richtungsbereich AIX ist das Zentrum der Strahlung bestenfalls bis auf GroBen 

A ; ~ LlA/X bestimmt. 

Entsprechendes gilt fUr A p • t = 1. 

1) M. v. LAUE, Ann. d. Phys. Bd. 44, S. 1197, 1914. Siehe dieses Handbuch Bd. 20, 
Kap. 9, Ziff. 4ff. 



Ziff.17. Grenzen der optischen Auflosbarkeit. 349 

Zur Erganzung der soeben betrachteten von einem oder mehreren Zentren 
ausgesandten interferierenden Kugelwellen soIl noch der Fall der eben e n Wellen 
betrachtet werden. Der formale Zusammenhang von (8) mit dem Kugelwellen-
ansatz 

a 2i:-r!;-
'IjJ=--e I. 

l' 

beruht darauf, daB man in 

~- = (ro + LI auf ~ + LI fJLI 1]) • ~ (1 _ ~i.), 
~ 20 " to 

die Glieder zweiter Ordnung 
dE LI iX .---' 

i.. ' 

gleich 1 setzt. Verfahrt man entsprechend mit dem Ansatz fiir ebene Wellen 
in der §-Richtung 

. X@X+Y§lj+Z§Z 
2~.-r-- ----;----- ---

'IjJ = e I. 

indem man in 
x ( '(1 1") T §x = Xo + LI x) }.o + LI T ~x 

die Glieder zweiter Ordnung gleich 1 setzt, so erhalt man als Gegenstiick zu (8) 

LI x LI ( 1 ) ~x • LI y LI ( ~. ) 5y . LI z LI ( ;. ) 5z = 1 . 1 . 1 . (9) 

Man kann (9) zu entsprechenden Aussagen verwerten wie (8), namlich bei 
LI v . LI t = 1 wie oben, dazu noch: 

:3x ' Llx· LI(-}) = 1. Urn in einem aus zwei verschiedenen Wellenlangen 

zusammengesetzten in der x-Richtung fortschreitenden ebenen Wellenaggre
gat die Differenz LI}, zu erkennen, muB das Gebilde mindestens die Lange 

LI x = 1: LI (+) besitzen. Urn aus rein harmonischen linear unbegrenzten ebenen 

Wellen ein ebenes Wellengebilde der Lange Llx zusammenzusetzen, braucht man 

harmonische Komponenten mindestens aus einem Intervall LI (1) = ;;}x· 
Man kann das auch so ausdriicken: Bei gegebener Lange L1 x eines eben en 

Wellenaggregates ist }, bestenfalls bis auf GraBen LI (+) = :1\ bestimmt; 

bei gegebenem LI A. ist der Ort des Wellenaggregats bestenfalls bis auf GraBen 

LI x R:O 1 : LI (+) bestimmt. 

Die soeben zusammengestellten experimentellen Tatsachen der Wellen
optik sollen nun in die Sprache der Lich tq uan ten theorie 1) iibersetzt werden. 
Mit Hilfe der PLAKcKschen und DE BROGLIESchen Gleichung 

wird aus (8) und (9) 

E = hv, Px = ~ 5x, ... 

LI E LI t . P LI iX II ~ . P LI fJ Ll1} = h • h . It , 

LI PxLl X· LI PyLl y . LI pz j z = It· 7z • It . 

( 10) 

(11 ) 

1) Die Lichtquantentheorie der Gitterbeugung ist aufgestellt worden von Vi. DUAxE, 
Proc. Nat. Acad. America Bd. 9, S. 158, 1923. Siehe weiterhin G. BREIT ebenda Bd. 9 
S.238, 1923; A. H. COMPTON ebenda Bd. 9, S. 359, 1923; P. S. EpSTEIN und P. EHRE:\' 
FEST ebenda Bd. 1'0, S. 133, 1924; Bd. 13, S. 400, 1927. 
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Dies fUhrt zu folgenden Aussagen uber Lichtquanten, als Folge der obigen 
wellenoptischen Satze: 

LlELlt = h. Urn die Energie Evon Lichtquanten, mit der Genauigkeit LIE 

festzustellen, braucht man einen Lichtquantenzug der Zeitlange LI t = }~, so daB 

dadurch das Alter jedes Lichtquants (die Zeit t seit der Emission) bis auf LI t un
bestimmt ist. SolI dagegen das Alter jedes Lichtquants bis auf LI t bekannt sein 
- dies ist der Fall nur bei einem abgebrochenen Zug der Zeitlange s: LI t -, so ist 

die Energie jedes einzelnen Lichtquants bis auf LIE = ~t unbestimmt. LI E· LI t = h 

ist das kleinste Energie-Zeit-Intervall, innerhalb dessen eine Unterscheidung 
von Energie- und Altersdifferenzen von Lichtquanten nicht weiter moglich ist. 

pl1IXLI,; = h: Urn den Quellpunkt von Lichtquanten, die senkrecht hzw. 
nahezu senkrecht zur x-Richtung fortfliegen, mit der Genauigkeit LI ~ £estzu-

stellen, braucht man ein Lichtquantenbundel der Winkeloffnung J x = ~ ~, 
wodurch die Richtung jedes Lichtquants bis auf LI x unbestimmt bleibt. P ~ 

Will man die Richtung jedes Lichtquants mit der Genauigkeit LI x kennen, 
was nur in einem Bundel der Bogenoffnung s: Llx moglich ist, so bleibt der 

Herkunftsort jedes einzelnen Lichtquants bis auf LI ~ = -.!!.- unbestimmt. PLJIX 
pLl xLI ~ = h ist das kleinste Intervall von Richtungcn und Quellorten, inner
halb dessen eine Unterscheidung nicht weiter moglich ist. 

Llpx Llx = h: Urn den Impuls Px von Lichtquanten mit der Genauigkeit 
LI Px festzustellen, braucht man Lichtquanten, weIche langs einer Strecke 

LI x = LI~x verteilt sind, wobei die x-Koordinate des einzelnen Lichtquants bis 

auf J x unbestimmt bleibt. Will man den Ort der Lichtquanten bis auf LI x 
kennen, so braucht man einen abgebrochenen Zug der Lange <,1 x; in diesem ist 

aber Px nur his auf LI Px = Llk); bestimmhar. LI Px . LI x ist das kleinste Gebiet, 

innerhalb dessen eine Unterscheidung von Impuls- und Koordinatenkompo
nenten von Lichtquanten nicht weiter moglich ist. 

Man kann dies en Aussagen dadurch Rechnung tragen, daB man entweder uber
haupt darauf verzichtet, einem Lichtquant bestimmte Werte EtxyzPXPyPz~17{)i.j3 
zuzuschreiben, vielmehr jedes Lichtquant uber ein Ge biet LlE, Ll t ... aus
gebreitet denkt, welches den Bedingungen (10) (11) entspricht. Oder man kann 
die Lichtquanten weiterhin an und fUr sich als Punkte mit scharfen Orts-, 
Zeit-, Impuls- und Energiewerten betrachten, deren Betrage aber physikalisch 
in keinem Fall genauer als bis auf die Fehlergrenzen LlELlt = h, LlpxLlx = h 
usw. feststellbar sind. SchlieBt man sich der zweiten Vorstellung an, will man also 
uberhaupt scharfe Lichtquanten annehmen, so wird man, bei bis auf LI E bekannten 
Wert E eines Lichtquantenzugs, das Alter der einzelnen Lichtquanten iiber den 

Zeitbereich LI t = LIkE sta tistisch ungeordnet verteilt denken; und bei bis 

auf LI t bekanntem Alter t, d. h. bei einem abgebrochenen Lichtquantenzug der 

Zeitlange LI t, wird man die Energien der Lichtquanten uber das Gebiet LI E = ~~t
statistisch ungeordnet verteilt annehmen. Entsprechendes gilt fUr die Ge
biete Ll Px • LI x = h, P Llx Ll ~ = h, P LI j3 LI y = h als Elementarbereiche. Da so
mit eine exakte Lokalisierung der Lichtquanten im Energie-, Zeit-, Impuls- und 
Koordinatenraum prinzipiell ausgeschlossen ist, darf die Vorstellung scharfer 
Lichtquanten nur als ein fUr manche Zwecke geeignetes Bild angesehen werden, 
ohne Moglichkeit ihrer exakten Messung. 
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18. Interferenz der Materie. Die so eben in der Optik beschriebene Verbin
dung zwischen Korpuskular- und Wellentheorie kann nun unmittelbar auf die 
Mechanik iibertragen werden und fUhrt dann zu neuartigen Vorstellungen als 
Grundlage der Wellentheorie der Materiel). In der klassischen Mechanik 
werden die Energie E, das Alter t (Zeit seit der Emission), der Impuls PXPyPZ' 
der Ort xyz usw. jedes Massenpunkts als physikalisch definierte und prinzipiell 
mit beliebiger Genauigkeit beobachtbare Daten angesehen. Bildet man aber die 
Vorstellung, daB die Massenpunkte einem mechanischen Wellenfeld durch die 

PLANCK-DE BROGLIESchen Gleichungen E = hy, P = ~ zugeordnet sind, so 

gelangt man fUr sie, eben so wie fiir Lichtkorpuskeln, zu den Gleichungen 

JEJt·PJIXJ~·PJtL11J=h.h.h, (12) 

Jp"Jx·JpyJy·JpzJz=h.h·h, (13) 

alsAusdruckfolgender, eine In terferenz der Ma teriewellen behauptenderSatze. 
JE . J t = h. Urn die Energie von freifliegenden Massenpartikeln mit der 

Genauigkeit JE festzulegen, braucht man ein Aggregat solcher Partikel (Aus-

schnitt aus einem Atomstrahl) der zeitlichen Ausdehnung J t = jhE' so daB 

dadurch das Alter t des einzelnen Partikels (die Zeit seit seiner Emission aus dem 
Atomstrahler) bis auf J t unbestimmt ist. SolI umgekehrt das Alter t der Partikels 
mit der Genauigkeit i1 t bekannt sein - dies ist der Fall nur bei einem abgebroche
nen Partikelstrahl der Zeitlange ~:::: J t -, so bleibt dabei die Energie E jcdes 

einzelnen Partikels nur bis auf JE =){ bestimmbar. J E· J t = h ist das 

kleinste Energie-Zeit-Intervall, innerhalb dessen eine genauere Lokalisierung 
der Partikel nicht mehr moglich ist. 

P J IX L1 ~ = h: Urn den Ursprungsort von Partikeln, die senkrecht zur 
x-Rich tung fortfliegen, mit der Genauigkeit J ~ festzustellen, braucht man ein 

Strahlenbiindel mindestens von der Winkeloffnung J IX = P ~1' ' wodurch die 

Richtung jedes Partikels bis auf ,1 IX unbestimmt bleibt. SolI umgekehrt die 
Richtung jedes Partikels mit der Genauigkeit J IX bekannt sein - dies ist nur 
in einem Strahlenbiindel der bffnung <:: .1 IX der Fall-, so ist der Ursprungsort 

jedes einzelnen Partikels nur bis auf ,1'; = P ~ IX bestimmbar. Eine exakte Lokali

sierung von Partikeln innerhalb eines Gebiets LIIXLI~ = -; ist nicht moglich. 

,1 P J q = h: Urn den Impuls p" von Partikeln mit der Genauigkeit LI Px 
festzustellen, braucht man einen Partikelstrahlabschnitt der Lange LI x = L1h , 

Px 
wodurch der Ort jedes einzelnen Partikels bis auf Ll x unbestimmt bleibt. Um-
gekehrt, urn den Ort eines Partikels bis auf Ii x zu kennen, braucht man einen 
abgebrochenen Strahl der Lange :'S Ll x; in einem solchen ist aber der Impuls 

der Partikel nur bis auf ,1 p" = iJhx bestimmbar. 

Diese Behauptungen iiber die Grenze der "mechanischen Auflosbarkeit" 
sind nun auch in der Form auszudriicken, daB man den Massenpunkten 
Wellen zuordnet mit Hilfe der PLANCK-DE BROGLIESchen Gleichungen 

h 
E = Ity, .jJ = £;'y 

1) DaB die EI~~STEI?lSche Gastheorie sich im Sinne von DE BROGLIE als Wellentheorie 
der Materie interpretieren laBt. zeigte SCHRODINGER. Phys. ZS. Bd. 27. S. 95. 1926. 
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und eine raumliche und zeitliche In terferenz dieser Wellen postuliert, 
welche der Lichtstrahleninterferenz nachgebildet ist. Die Grenze der Auflos
barkeit dieser Wellen wird durch die Gleichungen (8) (9) gekennzeichnet 

LlvLlt. LI<X,LI~ .!1l1,Llt} = 1.1.1, 
A Ie 

LI x LI (~) • LI y LI (~) . LIz LI (?) = 1 ·1 ·1, 

deren Ableitung beim Licht ausfiihrlich auseinandergesetzt war. Die Inter
ferenz der Ma terie besteht danach in folgendem: 

LlvLlt = 1: LaBt man zwei Atomstrahlen, welche Partikel mit den zwei 
kinetischen Energiewerten E und E + LIE enthalten, auf einen Schirm auf
fallen, so wird die Menge der pro Zeiteinheit sich niederschlagenden Materie 
nicht zeitlich konstant sein, sondern eine regelmaBige langsame zeitliche Schwe-

bungsperiode der Lange LI t = LI~ besitzen. 

'1~, LI ~ = 1: UiBt man von 2 urn LI ~ entfernten Quellpunkten Partikel mit 

dem gleichen Impuls p ausgehen, so wird auf einem in groBem Abstand aufge
stellten Schirm die Zahl der pro Zeiteinheit auftretenden Partikel nicht ftir alle 
Winkel IX eines kleinen Bereichs urn IX = 0 (senkrecht zur x-Richtung) kon-

stant sein, sondern Maxima und Minima mit der Winkelperiode LI IX = ~ , . p~~ 
zergen. ) 

LI x LI (+ = 1: In einem Strom, welcher aus Partikeln mit den zwei verschie-

denen Impulsbeitragen Px und Px + LI Px besteht, ist die Materiedichte langs 

des Weges x nicht konstant, sondern besitzt die raumliche Periode LI x = f-. 
Px 

Diese Behauptungen tiber die Interferenz der Materie, die mit Hilfe 

der Zuordnungsgleichungen E = hv, V = 5 i ganz der Lichtinterferenz nach

gebildet sind, haben zwar in dieser besonderen Form bisher noch keine exakte 
experimentelle Bestatigung erfahren. 

Uberzeugende direkte Beweise fiir die Wellennatur der ponderablen Materie 
sind aber die Experimente tiber Reflexion von Elektronenstrahlen an Kristall
gittern, weIche von DAVISSON zusammen mit KUNSMAN und GERMER!) aus
geftihrt worden sind. Es handelt sich dabei urn die Entdeckung ebensolcher 
Maxima selektiver Reflexion in gewissen Richtungen, wie sie auch bei der 
Reflexion von Rontgenstrahlen an dem betreffenden Kristall auftreten wtirden. 
Dabei bestatigte sich, nach der zuerst von W. ELSASSER 2) gegebenen Deutung, 
die DE BROGLIESche Beziehung l = h: p. Auch das Analogon zur DEBYE
SCHERRER-Methode wurde untersucht: THOMSON und REID sowie E. RUpp3) 
fan den beim Durchstrahlen dunner Metallfolien mit Elektronen die von den 
Rontgenwellen her vertrauten Beugungsringe. SchlieBlich hat DYMOND 4) bei 
der Reflexion von Elektronen an He-Gasatomen charakteristische Beugungs
maxima gefunden. Auch der RAMSAuER-Effekt ist moglicherweise als Beugungs
erscheinung zu interpretieren 5). 

1) DAVISSON und KUNSMAN, Phys. Rev. Bd. 22, S. 243. 1923. - DAVISSON und 
GERc.lER, Nature Bd. 119, S. 558. 1927; Phys. Rev. Bd. 30, S. 705. 1927. 

2) W. ELSASSER, Naturwiss. Bd. 13, S. 711. 1925. 
3) G. P. THOMSON und A. REID, Nature Bd. 119, S. 890. 1927; Bd. 120, S.802. 1927.

E. Rupp, Ann. d. Phys. Bd. 85, S. 981. 1928. 
4) E. G. DYMOND, Phys. Rev. Bd. 29, S. 433. 1927. 
5) L. MENSING, Ztschr. f. Phys. Bd. 45, S.603, 1927. 
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Einen bundigen indirekten Beweis fUr die Wellennatur der Materie geben 
die experimentell exakt bestatigtenFolgerungen, welcheausderWeiterbildung 
der Wellenmechanik fur Partikel in Kraftfeldern (Elektronen im Kernfeld und 
Lichtfeld) gezogen worden sind, woruber die folgenden Abschnitte berichten. 

Wegen der prinzipiellen Unmoglichkeit einer exakten Verifizierung von 
Orts-, Zeit-, Impuls- und Energiedaten fUr ein Partikel ist die Vorstellung, 
daB ein Atom- oder Elektronenstrahl aus einzelnen individuellen Korpuskeln 
bestehe, nur als ein fur viele Zwecke anschauliches Bild anzusehen, das nicht 
zu wortlich genommen werden darf, da es eben der Tatsache der Inter
ferenzfahigkeit nicht Rechnung tragt. Dasselbe gilt dann fur die Vorstellungen 
der kinetischen Gastheorie (Ziff. 21) und fur das Bild vom Aufbau des Atoms 
aus elektrischen Korpuskeln. 

19. Unbestimmtheitsrelation. Nach HEISENBERGl ) ist schon vom punkt
mechanischen und punktoptischen Standpunkt aus die Unmoglichkeit gleich
zeitig exakter Beob3.chtung der konjugierten GroBen E und t, p", und x usw. 
einzusehen. Es soll etwa der augenblickliche Ort x eines fliegenden Elektrons 
festgestellt werden. Dies kann durch Beleuchtung des Elektrons und Be
obachtung des gestreuten Lichtes geschehen. Der Ort x der Streulichtemission 
ist aber wegen der Wellennatur des Lichts nur bis auf Fehler A x ~ 1 von der 
GroBenordnung der Wellenlange feststellbar. Nimmt man nun, urn diesen 
Fehler kleiner zu machen, 1 immer kleiner, so wird bei der Lichtstreuung das 
Elektron dafUr eine urn so groBere Impulsanderung LI p", ~ kl1 (Comptoneffekt) 
erleiden. Je kleiner die Fehlergrenze Llx der Ortsbestimmung, urn so graBer 
wird also die Fehlergrenze A p", der Impulsbestimmung des Elektrons, und die 
Rechnung ergibt den Zusammenhang LI p", • LI x ~ k. Das gleiche gilt fur Licht
quanten. Es soIl etwa der momentane Ort eines fliegenden Lichtquants fest
gestellt werden. Dies kann geschehen, indem man in seinen Weg Elektronen 
hineinschickt und den Ursprungsort eines vom Lichtquant getroffenen Streu
elektrons beobachtet. Dieser kann aber wegen der Wellennatur der Materie nur 

bis auf Fehler Ax ~ 1, wo 1 =; (P = Elektronenimpuls) festgestellt werden. 

Bei der Elektronenstreuung wird das stoBende Lichtquant eine Impulsanderung 
LIp", ~ kj1 (Comptoneffekt) erleiden. Je kleiner die Fehlergrenze Ax der Orts
bestimmung des Lichtquants, urn so graBer wird die Fehlergrenze LIp", seiner 
Impulsbestimmung. 

Wie HEISENBERG bemerkt, kann man die experimentelle Unmaglichkeit 
einer simultanen exakten Bestimmung der Werte zweier kanonisch konjugierter 
GraBen als Vorbedingung fUr die Aufstellung der Quantentheorie betrachten, 
ganz ahnlich wie die Unmaglichkeit, Signale schneller als mit Lichtgeschwindig
keit zu senden, die Vorbedingung fUr die spezielle Relativitatstheorie ist. Gabe 
es Experimente, welche gleichzeitig eine schiirfere Bestimmung von p und q 
ermaglicbten, als es der Gleichung LI p", LI x ~ h usw. entspricht, so ware die Wellen
mechanik widerlegt. Die Unbestimmtheitsrelationen 

A p", • LI x ~ k , 
LIE ·At~k, 

sind ein Gegenstuck zu den in der Quantenmechanik (Abschn. VJI) eingefUhrten 
"V erta uschungsrela tionen" 

h 
p",x-xP"'=-2' , 

~cn: 
tE-Et=~. 

2zcn: 

1) W. HEISENBERG, Uber den anschaulichen Inhalt der quantentheoretischen Kine
matik und Mechanik. ZS. f. Phys. Bd.43, S. 172 und 809. 1927; N. BOHR, Naturwissensch. 
Bd. 16. S. 245. 1928. 

Handbuch der Physik. XX. 
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Man tragt jener Ungenauigkeit dadurch Rechnung, daB man das ganze Gebiet, 
welches fiir Licht bzw. Materie beziiglich ihrer E-, t-, ~-, (X- usw. Werte zur Ver
fiigung steht, in Elementarzellen der GroBe (12) (13) 

LI E LI t • p LlIX LI ~ • P LI fJ Ll1J = h3 , 

LI Px LI x • LI Pv LI y • LI pz LI z = h3 

einteilt als kleinste Gebiete, innerhalb deren verschiedene E-, i-, (X-, ~- usw. 
Werte nicht mehr unterschieden werden konnen. Die Zahl der Elementarzellen, 
welche in einem endlichen Gebiet (Hohlraum, Farbenbereich) Platz haben, ist 
dann die Anzahl der Freiheitsgrade dieses Gebietes. Die Elementar-

zelle ist vermittels E = hv, P = ~ identisch mit dem LAuEschen elementaren 

Strahlenbiindel (8); die Anzahl der Freihei tsgrade eines endlichen Gebiets 
ist gleich der Anzahl der in ihm enthaltenen elementaren Strahlenbiindel der 
Licht- bzw. Materiewellen. 

20. Korpuskular- und Wellentheorie. Die Korpuskulartheorie beim 
Licht wie bei der Materie ist gekennzeichnet durch die korpuskularen Er
haltungssatze fiir Masse, Energie, Impuls einzelner in ihrer Geschichte ver
folgbarer unzerstorbarer und wiedererkennbarer Licht- oder Materieteilchen, 
die Wellentheorie dagegen durch die Interferenzerscheinungen, bei denen 
Licht + Licht = Dunkelheit, Materie + Materie = Vakuum gibt im Widerspruch 
zu den Erhaltungspostulaten. 

Fiir den Empiriker geniigt es, eine Theorie zu besitzen, welche in allen 
vorkommenden Fallen die zu beobachtenden Erscheinungen mit hinreichender 
Genauigkeit voraussagt und gegebenenfalls die prinzipiellen Grenzen der zu 
erreichenden Genauigkeit solcher Voraussagen angibt. Dieser Aufgabe kommt 
die Wellenmechanik nach, indem sie zunachst ein im undulatorischen An
schauungskreise wurzelndes Rezept angibt, eine gewisse Wellenamplitude 1fJ 
in Raum und Zeit zu berechnen (die iibrigens komplex ist, d. h. eine Phase ent
halt). Das Quadrat ihres absoluten Betrages 1fJVJ = j1fJj2 wird dann als Intensi
tat des Lichtes bzw. als Dichte der Materie gedeutet in dem Sinne, daB 1V'12 
die Wahrscheinlichkeit, V' selbst die mit Phase behaftete "Wahrscheinlich
keitsamplitude" angibt, daB sich an jener Raumzeitstelle Licht- bzw. Materie
korpuskeln befinden und in den dort aufgestellten Apparaten Wirkungen ausiiben. 

Es ist charakteristisch, daB solche Wirkungen stets in korpuskularer Weise, 
z. B. als materieller Niederschlag einzelner Atome oder als photochemische Wir
kung einzelner Lichtquanten in Erscheinung treten, nicht aber als Wellenaggre
gate, die doch zur Vorausberechnung der Wirkung wesentlich benutzt werden. 
Das Erbstiick des Wellenursprungs liegt nur mehr in jener Un b est i m m t
heit, die zunachst als Breite eines Licht- oder Materiestrahlen-Beugungs
streifens in die Rechnung eingeht und korpuskular gedeutet die Auftreffstelle 
der individuellen Partikel nur unscharf voraussagen laBt. Man kann aber -
hierauf weist DARWIN!) hin - jene Umdeutung der Intensitatsdichte in korpus
kulare Wahrscheinlichkeit letzten Endes als eine Konzession an un sere Gewohn
heit ansehen, die Beobachtungsdaten korpuskular auszulegen; man konnte 
genau so gut auf der beim Licht gewohnten undulatorischen Interpretations
stufe stehenbleiben. Man muE sich hier die historische Lage vergegenwartigen, 
die beziiglich der Materie heute dieselbe ist, wie sie beziiglich des Lichtes vor 
FRESNELS Zeit en war. 

Wir wollen diese Auffassung im AnschluE an DARWIN noch etwas weiter 
ausfiihren. Betrachten wir etwa einen Elektronenstrom, so wird in ihm nach 

1) C. G. DARWIN, Proc. Roy. Soc. Ed. 117, S. 258. 1927. 
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korpuskularer Auffassung an jeder Stelle eine gewisse Geschwindigkeitsverteilung, 
etwa die MAXwELLsche, herrschen; undulatorisch liegt dagegen eine Uber
lagerung von Materiewellen verschiedener Wellenlange vor. Es ist aber vo1lig 
gleich, ob man von einem Partikelstrom oder von einem Wellenzug spricht. 
Denn wenn auch ein Experimentator einzelne Partikel mit Geschwindig
keiten nachweisen und isolieren kann, die iiber oder unter dem Geschwindig
keitsmittelliegen, so sind diese Einzelgeschwindigkeiten doch keineswegs in dem 
Gesamtstrahl schon vorhanden, sondern man darf sagen, daB im Gegenteil der 
Beobachtungsapparat selbst erst jene einzelnen homogenen Geschwindigkeiten 
schafft; ebenso erzeugt ja erst das Spektroskop aus dem weiBen Licht die ein
zelnen Farben, und es ist nur eine unkorrekte Ausdrucksweise, wenn man sagt, 
die Farben seien schon in dem weiBen Licht "enthalten", denn dieses Enthalten
sein bedeutet ja nichts anderes als einen Hinweis auf den spektroskopischen 
Versuch. Hat man in der alteren Quantentheorie geglaubt, der STERN-GERLACH
Versuch beweise eindeutig die Existenz einzelner Atome in verschiedenen statio
naren Zustanden in dem magnetisierten Atromstrahl, so wird man jetzt eher 
sagen, der Atomstrahl stelle einen Wellenzug dar, der durch den betreffenden 
Apparat in gewisse Komponenten zerlegt wird, wahrend ein anderer Apparat 
vielleicht andere Komponenten herausschalen wiirde, die aber weniger fur den 
urspriinglichen Atomstrahl als fiir den Apparat charakteristisch sein werden. 

Auch empirisch besteht in gewissen Fallen ein wesentlicher Unterschied 
zwischen den Voraussagen der alteren und der neueren Auffassung. Betrachten 
wir etwa mit DARWIN einen modifizierten STERN-GERLAcH-Versuch. Der Atom
strahl gehe in der x-Richtung und passiere ein inhomogenes parallel y gerichtetes 
Ylagnetfeld, in welchem er in einen nach +y und einen nach -y polarisierten 
Strahl gespalten wird. Die -y-Komponente werde abgeblendet, die +y-Kompo
nente durchlaufe ein homogenes parallel z gerichtetes Magnetfeld, in welchem 
sie nach der alteren Theorie in zwei Komponenten parallel +z und -z gespalten 
wird; durchlaufen diese jetzt weiterhin ein inhomogenes Feld parallel y, so 
werden sie wieder nach ±y gerichtet und sollten auf einem Schirm dahinter 
schlieBlich zwei Streifen geben. 

Nach der Wellenmechanik hat dagegen das z-Feld die Wirkung, die Polari
sationsebene der eintretenden, nach +y polarisierten Strahlen urn z als Pra
zessionsachse mit LARMoRscher Frequenz zu drehen. Hat also das homogene 
z-Feld gerade eine solche Lange, daB die eintretenden, nach +y polarisierten 
Atome eine Prazession urn die z-Richtung urn n· 180 0 (n = ganze Zahl) erleiden, 
so daB sie gerade nur mit -y- oder nur mit +y-Polarisation in das letzte inhomo
gene y-Feld eintreten, so werden sie hier nicht mehr gespalten. und es ist auf 
dem Schirm nur ein Streifen zu erwarten. 

21. Statistik der Lichtquanten und Gasatome. In einem Volumen V bil
den sich stehende Schwingungen mit solchen diskret verteilten Wellenlangen ). 
aus, daB die Wande zu Knotenflachen werden. Nach JEANS!) ist die Anzahl 
der Eigenschwingungen im Bereich}. bis }. + /I}. gleich (siehe Kap. 9 Gl. 4) 

4 n (1) jZ = V T2-"1 Jc • ( 14) 

Will man statt }. die Schwingungszahlen v = u:}. verwenden mit l6 = Phasen
geschwindigkeit, so wird dabei: 

J (}) = !J (:) = . !: (1 __ ; ~~) = ,~v 

1) 1. H. JEANS, Phil. Mag. Bd. 10, S. 91. 1905. Siehe auch 1\1. PLANCK, Vorlesungcn 
fiber die Theorie der Warmestrahlung. 
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mit der Gruppengeschwindigkeit g. und man erhalt 

LlZ=V4~v2Llv. (15) 
ug 

Die korpuskulare Umdeutung von (1) mit Hilfe der DE BROGLIESchen 

Zuordnung P = i gibt als Anzahl der diskreten Impulszellen, welche im 

Impulsbereich P bis P + Ll P liegen, 

LlZ = V4~r Llp. (16) 

Beim Lich t sind diese Ausdrucke noch mit einem Faktor 2 zu versehen, urn den 
zwei Polarisationsfreiheiten gerecht zu werden. Bei der korpuskularen Um
deutung von (15) unterscheiden wir zwei Sonderfalle, erstens Lichtquanten im 
Vakuum (ohne dispergierendes Medium), zweitens Massenpunkte fl ohne gegen
seitige Koppelung und ohne auJ3eres Kraftfeld (ideales Gas). Dann wird 

und 
e = hv 

u 2 • g = e3 

u 2 • g = v3 

(p =~) beim Licht, 

(flV = P = 12fle) beim Gas, 

demnach aus (15) Ll Z = V . ~:;: Ll e beim Licht, 

" 2n (2,uF .'. 
LlZ = V· h3 • 8 2 Lle beim Gas 

( 17) 

(18) 

als Anzahl der diskreten Energiezellen, welche zum Energieintervall e bis e + Ll e 
gehoren. 

N umeriert man die Eigenschwingungen nach wachsendem e von e = 0 an 
fortlaufend mit der Nummer Z, so erhalt man durch Integration aus (17) (18) 

_ 8nt3 

Z(e) = 11· 3e3 k 3 ' 

:l 

Z(e) = V2n~B)" , 
k 3 • 1 

2 

( 3Z )1 umgekehrt e(Z) = 8nV S. he 

( 3 Z )i k2 
umgekehrt e(Z) = 4nV • 2,u 

(Licht), (17') 

(Gas). (18') 

Z(e) ist die Nummer der Eigenschwingung e = hv, e(Z) ist die Energie e = hv 
der Zten Eigenschwingung. Sie hangt vom Volumen abo 

_J_ 

e (Z) = konst. V 3 beim Licht, 
• .1 

e (Z) = konst. V a beim Gas. ( 18") 

Wir fragen jetzt nach der stat is tisch en Verteilung von Licht- oder 
Gaspartikeln uber die Energiezellen des Volumens V. Es mogen 3 Partikel a, b, e 
uber 4 Zellen (Nr. 1, 2, 3, 4) verteilt werden. Fur die Besetzung der Zellen mit 
Partikeln hat man folgende 20 Moglichkeiten. 

Zelle Nr. 1 3 0 0 0 2 2 2 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1 0 

" " 
2 0 3 0 0 1 0 0 2 2 2 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 

" " 3 0 0 3 0 0 1 0 0 1 0 2 2 2 0 0 1 1 0 1 1 

" " 4 0 0 0 3 0 0 1 0 0 1 0 0 1 2 2 2 0 1 1 1 

Ip3 = 1, Po = 31 P2 = 1, PI = 1, Po = 2 PI = 3, Po= 1 

Bei den 4 ersten dieser Verteilungen hat man jedesmal1 Zelle mit 3 Partikeln und 
3 Zellen mit 0 Partikeln (P3 = 1, Po = 3), bei den nachsten 12 Verteilungen 
gilt P2 = 1, PI = 1, Po = 2, bei den letzten 4 Verteilungen gilt PI = 3, Po = 1. 
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In der BOSE-EINSTEINschen Statistik1) werden alle diese 20 Verteilungen 
als gleich wahrscheinlich angesehen, mit demselben Gewicht gezahlt. Diese 
Annahme bedeutet, daB man "die Zellen tiber die Partikelzahlen verteilt" , 
indem man jeder Zelle den Inhalt 0, 1, 2 oder 3 Partikel gleich wahrschein
lich zur VerfUgung stellt. Bei der korpuskularen Deutung, wo 3 individuell 
unterschiedene Partikel a, b, c nach Wahrscheinlichkeit uber die 4 Zellen 

121 
verteilt werden, mochte man dagegen der Verteilung Ib ein viermal so groJ3es 

1
3

1 01 
Gewicht beilegen als der Verteilung Ig, weilletztere nur auf eine Weise realisier-

bar ist, indem alle 3 Partikel in die ~Ielle 1 fallen \ar
l
l, erstere dagegen auf vier 

abclabdlacdlbcd , 0 

Weisen g g ~ \ ~ . Dies geschieht in ~er BOLTZMANNschen Statistik 
o 1 0 1 0 0 

der idealen Gasmolekiile, welche im statistischen Gleichgewicht zum MAx
wELLschen Verteilungsgesetz fUhrt. Wenn in der BosEschen Statistik hiervon 
abweichend jede der obigen 20 Verteilungen mit gleichem Gewicht gezahlt wird, 
so liegt darin der Verzicht auf die Vorstellung unabhangiger individueller 
Korpuskeln. Man kommt aber auch auf Grund der BOLTZMANNschen Statistik 
wenigstens angenahert zur selben statistischen Energieverteilung wie die BOSE
statistik, wenn man die in einer Zelle befindlichen Partikel mit Phase behaftet 
denkt und ihre Energien nicht einfach addiert, sondern ihre Amplituden 
superponiert, wie bei der Superposition von Schwingungen2). 

Wir erwahnen noch die FERMIsche Statistik3), die sich von der BosEschen 
dadurch unterscheidet, daB nur Verteilungen zugelassen werden, bei denen 
keine Zelle mit mehr als einem Partikel besetzt ist. In obigem Beispiel sind also 
nach FERMI nur die letzten 4 Verteilungen zugelassen, die 16 ersten Ver
teilungen werden dagegen mit dem Gewicht 0 gezahlt; allgemein werden bei 
FERMI nur solche Verteilungen erlaubt, bei denen Pn = 0 flir n = 2, 3, ... 
und nur Po und PI von Null verschieden ist. Durch Spezialisierung auf den 
Fall Pn = 0 fUr n > 1 kann man ohne weiteres von den Resultaten der 
BosEschen zu denen der FERMIschen Statistik ubergehen. Die BosEstatistik 
bewahrt sich bei den Lichtquanten, die FERMIsche dagegen bei materiellen 
Partikeln; letztere ist eine Verallgemeinerung des PAuLIschen Prinzips4) , daB im 
Atom nicht mehr als ein Elektron einen Quantenzustand besetzen darf, auf 
beliebige Systeme von n gleichartigen Partikeln. 

Auf die Durchrechnung der verschiedenen statistischen Ansatze bei Licht
und Materiekorpuskeln solI hier nicht eingegangen werden. Das Resultat ist fUr 
Lichtquanten im thermodynamischen Gleichgewicht das PLANcKsche Strahlungs
gesetz. Fur materielIe Teilchen machen sich die Abweichungen der klassischen 
BOLTZMANNschen Statistik von der BOSE-EINSTEINschen und der FERMIschen Sta
tistik besonders bei tiefen Temperaturen bemerkbar ("Entartungserscheinungen"). 

1) S. N. BOSE, ZS. f. Phys. Bd. 26, S. 178. 1924. -- A. EINSTEIN, Berliner Ber. 1924. 
S. 261; 1925. S. 318. - E. SCHRODINGER, Phys. ZS. Bd. 27, S. 95. 1924. 

2) A. LANDE, ZS. f. Phys. Bd. 33, S. 571. 1925. 
3) E. FERMI, ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 902. 1926. Zur Quantelung des idealen ein

atomigen Gases. 
4) W. PAULI, ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 765. 1925. Siehe ferner ORNSTEIN und KRAMERS, 

Kinetische Herleitung des FERMIschen Verteilungsgesetzes, ZS. f. Phys. Bd. 41, S. 481. 
1927; W. HEITLER, Freie WegHinge und Quantelung der Molekiiltranslation, ZS. f. Phys. 
Bd. 44, S. 161. 1927. 
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Ihre experimentelle Prufung ist dadurch erschwert, daB gerade bei tiefer 
Temperatur die VAN DER WAALssche Molekularkraft das ideale Verhalten des 
Gases betrachtlich stort; bevor also nicht eine Quantentheorie nich tidealer 
Gase durchgefuhrt ist, kann hier eine unzweideutige Prufung an der Erfahrung 
kaum durchgefUhrt werden. Sehr viel gunstiger liegen die Verhaltnisse fur die 
2000mal leichteren Elektronen, welche z. B. als Leitungselektronen in einem 
Metallstiick ein "Gas" bilden, das bei sehr viel hoheren Temperaturen entartet, 
als einMolekulgas. PAULI l ) hat die FERMIscheStatistik auf dieLeitungselektronen 
ubertragen im besonderen im Hinblick auf die Frage, warum Leitungselektronen 
in einem auBeren Magnetfeld nicht zu einer starken Magnetisierung der Metalle 
AniaB geben, obwohl doch jedes Elektron nach UHLENBECK und GOUDSMIT ein 
magnetisches Moment vom Betrage 1 Magneton besitzt. Jede Zelle kann aber 
nicht nur einElektron, sondem zweiElektronen aufnehmen, soweit deren magne
tische Quantenzahlen verschieden sind, d. h. wenn die magnetischen Achsen der 
beiden Elektronen nach entgegengesetzten Seiten, parallel und antiparallel zum 
auBeren Feld zeigen. Das Elektronengas ist schon bei gewohnlicher Tem
peratur weitgehend entartet, die meisten Elektronen drangen sich in den 
Zellen moglichst kleiner Nummer Z mit moglichst kleiner Energie e zusammen, 
so daB sie sich mit je einem entgegengesetzt orientierten Elektron in einer 
Zelle befinden und dadurch magnetisch neutralisiert werden. 

Durch weitere Diskussion der Eigenschaften des Elektronengases in auBeren 
Feldem und bei Berucksichtigung von Dichte- und Temperaturgradienten ist 
SOMMERFELD2) zu einer umfassenden Theorie der Leitungselektronen gelangt. 
Fur die Effekte von THOMSON, PELTIER, VOLTA und fUr die Beziehung zwischen 
elektrischer und thermischer Leitung usw. ergaben sich quantentheoretische 
Formeln, die fur hohe Temperatur bzw. geringe Dichte in die Formeln der 
klassischen (LORENTZ-DRuDEschen) Theorie der Leitungselektronen ubergehen, 
fUr tiefe Temperatur und groBere Dichte aber charakteristisch Entartungen 
zeigen, die der Erfahrung angemessen sind und dadurch die FERMIsche Statistik 
bestiHigen. 

III. Undulationsmechanik konservativer 
Systeme. 

22. Optisch-mechanische Analogie. 1m Abschnitt 1 war ausfUhrlich die 
enge Verwandtschaft zwischen geometrischer Optik und klassischer Mechanik 
geschildert worden, die ihren Ursprung in der Analogie des von den Ortskoordi
naten q abhangigen Brechungsindex 

( ) _ c _ Vakuumgeschwindigkeit 
n q - u - Phasengeschwindigkeit 

des Lichts mit der ortsabhangigen GroBe 

y 2m [E - U(q)] 
n=c· E (1 ) 

bei einem Massenpunktsystem mit potentieller Energiefunktion U (q) und der 

kinetischen Energie T =; 2: 2:gKL?K~ hat. Dem konstanten Energiepara-

1) w. PAULI, tiber Gasentartung und Paramagnetismus, ZS. f. Phys. Bd.41, S. 81. 1927. 
2) A. SOMMERFELD, Elektronentheorie der Metalle auf Grund der F'ERMIschen Statistik, 

ZS. fur Phys. Bd. 47, S. 1. 1928; Bd. 47, S.43. 1928; Naturwissensch. Bd. 15, S. 825. 1927. 
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meter E entspricht der konstant gedachte Parameter 'V der Farbe, von dem 
der Brechungsindex abhangt. Die Analogie fiihrte zu der Gegeiliiberstellung 
von Lichtstrahlenkurven im brechenden Feld n(q) und mechanischen Bahn
kurven im Potentialfeld U (q); ferner zur Gegeniiberstellung der auf den Licht
strahlen senkrechten Eikonalflachen rp(q,t) = s(q) - ct, die sich mit der 

Phasengeschwindigkeit u = ~ vorschieben und andererseits den zu den 
n 

Bahnkurven "senkrechten" (im nichteuklidischen Sinn des Linienelements 
ds = y~~gXL dqx dqL) Wirkungsflachen rp (q,t) = 5 (q) - ct, die mit der 
Geschwindig-keit E 

~ c 
u = -ii, = JY2=m=;[~E=-=U:;:;:(q)J ( 1') 

vorriicken. 5 war dabei zu bestimmen als em vollstandiges Integral 
5 (ql q2 ... Xl X z ... ) der Eikonalgleichung 

c2 
(gradS) 2 = n 2 = u2 ' (2) 

In der geometrischen Optik werden ferner die Wellenfunktionen 

2i"'.'£. 2i",(S-ctl 
1jJ = e "= e " (Optik) 

mit der zeitlichen Periode 'V = ~ betrachtet. 
" x wird man dabei so bestimmen, daB 'V = ~ identisch ist mit dem fUr n 

" maBgebenden Parameter 'V der Farbe. 1m mechanischen Fall, wo n statt 
dessen von dem Parameter E abhangt, liegt zunachst kein AniaB vor, die Periode 

'V durch besondere Wahl von x = ~ in besonderer Weise festzulegen. Erst die 
v 

Quantentheorie laBt hier eine bestimmte Wahl bevorzugen: x soIl so gewahlt 

werden, daB 'V = ~- zu dem Energieparameter E in der PLANcKschen Beziehung 

l' = ~ steht, also "x = 1; , wodurch die periodische Funktion der Mechanik die 

Form annimmt: 2i"E(S-ct) 
1jJ = e he 

Wir wollen von jetzt an, anders als in Abschnitt I, in der Mechanik unter 
5 die iibliche Wirkungsfunktion (siehe Ziff. 12) verstehen, also statt des bis
herigen sEjc jetzt 5 schreiben, so daB jetzt 

2in (S- Etl 
ljJ=e h 

wird. 5 ist dabei aus der Gleichung 

(Mechanik) 

E2 E 
(grads)2 = 2" mit u = ===-

u Y2m(E - U) 
zu bestimmen, die in der Form (Zif£. 12) 

1 
2m (gradS)2 + U(q) - E = 0 

(4) 

(5) 

(5 ') 

als HAMILTON-JAKOBIsche partie11e Differentialgleichung (H.J.D.) bekannt ist. 
1jJ in (4) stellt dann die "DE BROGLIESche Wellenfunktion" dar. Die Schwingungs
zahl und Wellenlange der Wirkungswe11en ist dabei wegen (1') 

E u h h 
'V = - , A = - = = - , (6) 

h l' l' 2m (E - U) P 
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wo p = -V 2m (E - U) den gesamten Impuls des mechanischen Systems am 
Ort q bei der Gesamtenergie E darstellt, auch im allgemeinen Fall eines N
Punktsystems. 

23. Grundgleichung der Wellenmechanik 1). Der Dbergang zur optischen 
Wellengleichung fUr 1p war in Ziff. 8 vollzogen, indem in der Eikonalgleichung 

(gradS)2 - c: = 0 die Differentialquotienten ~S durch die Operatoren 2~ ! 
u liZ ~n liZ 

ersetzt wurden, wodurch dann die Operatorengleichung 

(2:nt (:;2 + ... ) - ~: = 0 

erschien, welche, auf eine Funktion 1p ausgeiibt, die Gleichung 

-.- l11p--1p=O'1p ( ,,)2 C2 2zn u2 

ergab, die wegen " = ~ in die Wellengleichung 
v 

(7) 
iiberging. 

Mit SCHRODINGER solI jetzt der entsprechende Dbergang in der Mechanik 
vollzogen werden. Man ersetzt in der Gleichung (5) 

oS h 0 
~ durch -. ~, ... 
lIqk 2~n lIqk 

(8) 

und iibt die erhaltene Operatorgleichung auf eine Funktion 1p aus. Betrachten 
wir zunachst den Sonderfall, daB das System nur aus einem einzigen Massenpunkt 

m best~ht, also (gradS)2 die Form (~:r + ... besitzt, so erhaIt man die 
OperatIOn 

(~)2 (~ + ... ) _ ~ = 0 
2t~ dX2 u 2 

ausgeiibt auf !p, d. h. 

E oder schlieBlich unter Benutzung von u = . 
Y2m(E - U) 

(9) 

Dies ist SCHRODINGERS Schwingungsgleichung fiir die Funktion 1p (xyz). Die 

zeitliche Periode 'P ist dabei durch 'P = -; als mitbestimmt anzusehen; ist also 

1p (xy z) eine losende Raumfunktion der letzten Gleichung, so ist 

2i'" Et 
1p(xyzt) = 1p(xyz) . e 11 (9') 

die zugehOrige Raum-Zeit-Funktion. Der klassischen Bewegung eines Massen
punktes mit der Energie E im Potentialfeld U (xy z) wird hier eine Losung 1p der 
SCHRODINGERSchen Schwingungsgleichung in Raum und Zeit zugeordnet. 

1) E. SCHRODINGER, Quantisierung als Eigenwertproblem, Ann. d. Phys. Bd. 79, S. 361 
und 489. 1926; Bd.80, S.437. 1926; Abhandlungen zur Wellenmechanik. Leipzig 1927. 



Ziff. 23. Grundgleichung der Wellenmechanik. 361 

Wir betrachten jetzt den allgemeineren Fall eines mechanischen Systems, 
dessen klassische Energie als Funktion der N Koordinaten qK und Geschwindig
keiten qk die Gestalt 

E =T + U = ; .L:.L: gLKqLqK + U(q) 
L K 

besitzt mit den von den q abhangigen Koeffizienten gLK = gKL. Die Glei
chung (5') nimmt hier ausfiihrlich geschrieben [siehe (2Sb) in Ziff. 9] die 
Form an: 

2~.L:.L: gLK:~ :~ + U(q) - E =0, [H(q, ~:) - E = 0]. (10) 
i k 

Die SCHRODINGERSche Vorschrift, f)' f)~_ durch-~-- -f)f) zu ersetzen, fiihrt 
qK 2zn qK 

nun zu einer gewissen Mehrdeutigkeit der erzielten Schwingungsgleichung. 
Hangt z. B. gLK vom Ort q ab, so ist gLK pL pK identisch mit dem 

kommutierten Produkt pLgLKPK. Dagegen ist gKL -f)~ f)0 'IjJ eine von ~f)f) gLK ~f)f) 'IjJ 
qr, qK qr, qK 

verschiedene Funktion, da gKL bei der ersteren nicht, bei der letzteren aber wohl 
nach qL differenziert wird. Urn diese Mehrdeutigkeit von vornherein auszu
schlieBen, muB die klassische Hamiltonfunktion in einer symmetrisierten 
Form geschrieben werden; man konnte z. B. daran denken, etwa gKLPKpL 
durch die symmetrischere Form i-(gKLpKpL + 5 weiteren Permutationen 
der Reihenfolge der 3 Faktoren) zu ersetzen, bevor man die Umdeutung in 
Differentialoperatoren vornimmt. Statt dessen benutzt man nach SCHRODINGER 
folgende Symmetrisierung. 1st g* die Determinante der gLK, so geht man aus 
von der symmetrisierten Form 

(11) 

Ersetzt man namlich hierin pK durch hj2 in.: OjOqK, so resultiert die Form 

1 ( h)2 1 ~ ~ 0,1-::. f) 2m 2in • Vg*"::""::" f)qK rg* gKL oqr, 'IjJ + (U - E) 1p = 0, 
L K' 

(11') 

die sich nach Ziff. 9 (28 c) einfach 

2~ (-2~~r . iJ1p + (U - E) 1p - 0 (11 ") 

schreiben laBt; man hat also wieder die Grundgleichung (9) gewonnen, nur 
daB jetzt iJ den verallgemeinerten LAPLAcEschen Operator in einem mehr
dimensionalen Raum bedeutet, in we1chem die nichteuklidische MaBbestimmung 

(dS)2 = 2:~ gKLdqKdqL 
K L 

eingefiihrt ist. Die einfache Grundgleichung (9) ist dadurch in ihrem Geltungs
bereich sehr erweitert. Sind speziell die gKL raumlich konstant, so gilt dasselbe 
von g*, und man kann die unsymmetrisierte Form (10) als Ausgangspunkt des 
Ubergangs von der klassischen zur Undulationsmechanik nehmen. 

Es fragt sich nun, ob und unter welchen Bedingungen iiberhaupt endliche 
Losungen 'IjJ (q) der Schrodingergleichung vorhanden sind. Als so1che Bedingungen 
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treten erstens Randbedingungen auf, etwa 'IfJ(q) soIl im Unendlichen genugend 
stark verschwinden, so daB JI'lfJ1 2dq1 ... dqp endlich bleibt; oder bei endlichem 
Bereich von qx (qx sei etwa ein Winkel, der zwischen 0 und 2n variiert) kann man 
Periodizitat bzw. Eindeutigkeit von 1p verlangen. Bei solchen aus der Natur 
des Problems sich ergebenden "natiirlichen" Randbedingungen existieren nun 
im allgemeinen nur dann endliche Losungen 'IfJ (q), wenn der Parameter E in der 
Schwingungsgleichung gewisse ausgezeichnete Werte E1E~ . .. besitzt (Eigen
werte), zu we1chen dann als Losungen bestimmte Funktionen 'lfJ1(q) , 'lfJ2(q), ... 
(Eigenfunktionen) gehoren. Die physikalische Behauptung der Undulations
mechanik ist nun, die Eigenwerte En, die die SCHRODINGERSche Gleichung 
eines mechanischen Systems H(q,P) - E = 0 losbar machen, seien identisch mit 
den Energiewerten des Systems in den ausgezeichneten Quantenzustanden. 
Die Bestimmung der Energiewerte ist also zuruckgefUhrt auf das Eigen wert
pro blem einer dem klassisch-mechanischen System zugeordneten linear homo
genen partiellen Differentialgleichung in einem Koordinatenraum von N Dimen
sionen mit naturlichen Randbedingungen. 

Die zugehOrigen Eigenfunktionen 1pn (q), noch mit dem periodischen Zeit
faktor e2inEnt/h versehen, stellen dann einen Schwingungsvorgang in jenem 
Koordinatenraum (q-Raum) dar. Auch die Eigenfunktionen konnen als Aus
druck gewisser physikalisch beobachtbarer Eigenschaften des mechanischen 
Systems gedeutet werden, wie spater auseinandergesetzt wird. In besonderen 
Fallen kann ubrigens die Schwingungsgleichung so beschaffen sein, daB sie neben 
dem diskreten Spektrum der Eigenwerte E1E2 ... noch ein kontinuierliches 
Spektrum von E-Werten im Intervall Ea bis Eb besitzt und dazugehorig eine 
kontinuierliche Schar von Eigenfunktionen 'lfJa bis 'lfJb. Dieser Fall tritt z. B. 
bei den atomaren Elektronensystemen auf, die ja neben den diskreten Quanten
energien En noch kontinuierlich alle Energiewerte zwischen E = Ionisierungs
energie und E = 00 besitzen. 

24. Korrespondenz zur klassischen Theorie. Die formale Verwandtschaft 
zwischen klassischer und Undulationsmechanik kommt in der Gegenuberstellung 
der Gleichung 

H(q, ~:) - E = 0 (HAMILTON-JAKOB!) (12) 

und der Schwingungsgleichung in der Form (10') 

H(q,P) - E = 0 oder 

{H(q, 2~1/; 88q) - E, 'IfJ} = 0 (SCHRODINGER) (12') 

zutage. Die Beziehung der SCHRODINGERSchen zur quasiklassischen DE BROGLIE

schen Theorie der mit der Periode y = ! behafteten Wirkungswellen 

E2 
(grad 5)2 = ""2 = 2m (E - U) (DE BROGLIE), (13) 

u 
'IfJ = A . e2inS/h, wo 

erkennt man durch Einsetzung des Losungsansatzes 'IfJ = A . e2i ;r;S/h in (11/1). 
Es bleibt dann fUr 5 (q) die Differentialgleichung 

~L15 + (grad5)2 - 2m(E - U) = o. (SCHRODINGER) (13') 
221/; 

Diese ist, abgesehen von dem erst en mit h proportionalen Glied, identisch mit 
der klassischen Bestimmungsgleichung fUr 5 in (13). Fur h = 0 geht SCHRODINGERS 
in DE BROGLIES Schwingungsfunktion tiber. 
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Man kann die Korrespondenz nach JORDAN!) auch noch auf folgende Weise 
verdeutlichen. Die klassische Gleichung (12) fi'lr 5 Hi.Bt sich in der Form 
schreiben 

(14) 

als Operation ausgeubt auf die konstante Funktion 1, d. h. als Multiplikation 
mit 1. Man betrachte nun die Differentialgleichung 

{ ( aS he') } H q- + ---;-- - - E, 1 = 0 
, oq 2z" oq 

( 14') 

oder ausfUhrlicher, in symmetrisierter Form (vgl. 11) 

{ 
1 ~ ~ 1 (as h a) ~ (as h a) } 

2m ~.off Vg* -aq~ + 27,-" OqK Vg' gKL oq~ + 2i~ 8q~ + U - E, 1 = O. 

Da bei der Ausrechnung der Differentiationen :1 = 0 ist, reduziert sich die 
letzte Gleichung auf die Form (vgl. Ziff. 9) q[ 

2~ [2;; LI 5 + (gradS)2] + U - E = 0 

identisch mit (13'). Das heiBt aber, daB sich die Schrodingergleichung durch 
den Ansatz '!jJ = e2i ;rSlh auf die Form (14') fi'lr 5 reduzieren Hi.Bt, als Gegenstuck 
zu der Gleichung (14) fUr die klassische Wirkungsfunktion. (14') geht fUr h = 0 
in (14) uber. 

25.· Schwingungsgleichung aus Variationsprinzip. In der LAGRANGESche 
Funktion L des klassisch-mechanischen Systems L = Kinet. - Pot. Energie = 
H (q, p) - 2 U ersetze man formal 

pK=~ 
OqK 

und lose das Variationsproblem 

durch 

r ( h 1 OljJ) I J1 = '!jJ2. L q,~. -- '" ·dv = Extremum, 
. 2z"ljJuq 

12 =.r '!jJ2 dv als Nebenbedingung. 
( 15) 

dv soIl dabei das invariante Volumenelement dv = 19* dqI dq2 ... dqN be
deuten. Mit EinfUhrung eines LAGRANGESchen Faktors E ist (15) aquivalent 
der Variationsaufgabe 

mit 
0= lJ1I + EfJ12 = -fJ jF ('!jJ , '!jJq' q) dqI'" dqN 

F - Jz:... ~1 ~ ~ OljJ OljJ 1/* + 2(U _ E) 1/* 
- 4,,2 2m.L..L. gKL OqK OqL ,g 'ljJ vg 

K L 

und mit der EULERschen Variationsgleichung 

~ d (OF) of 
.L. dqK OljJqK - OljJ = O. 

K 

(ljJqK bedeutet ;~) 

Diese ist aber, unter Benutzung der eben angeschriebenen Funktion F, identisch 
mit der SCHRODINGERSchen Gleichung in der Form (11'), (11"). Das Variations-

1) P. JORDAN, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 809. 1927. 
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verfahren fiihrt also, von der gewohnlichen nichtsymmetrisierten Lagrange
funktion ausgehend, automatisch zu der Schrodingergleichung 

8n2m 
A"P - ~ (E - U) "P = 0 

mit richtig symmetrisiertem LAPLAcEschen Operator A. Fur komplexes und 
zeitabhangiges "P ist die Variationsaufgabe in Ziff. 35 angegeben. 

Die Schrodingergleichung hat, wie man aus Form (11') sieht) selbstad
jungierten Charakter, d. h. sie besitzt einen symmetrischen Differentialopera
tor, den man auch von ruckwarts nach vorn lesen kann 

~ ~ O:L yg* gXL o:K "P 
L K 

unter Vertauschung der Reihenfolge der Differentiationen. Von den selbst
adjungierten Differentialgleichungen ist aber bekannt, daB ihre Eigen
funktionen ein Orthogonalsystem bilden, 

(16) 

und zwar ist das Orthogonalsystem vollstandig, jede zu "Pm orthogonale 
Funktion a(q) j a(q) . "Pm (q) dv = 0 

ist eine lineare Zusammensetzung a (q) = ~ Cn • "Pn (q) der von l/,m verschiedenen 
Eigenfunktionen "Pn mit konstanten Koeffizienten Cn • Man kann die Eigen
funktionen dann noch auf 1 normieren, d. h. sie notigenfalls mit solchen kon
stanten Faktoren versehen, daB 

jr.,,(q) dv = 1 (17) 

wird. Auf die besonderen Verhiiltnisse bei kontinuierlichem Eigenwertspektrum 
gehen wir nicht ein. 

Die Aquivalenz der Schrodingergleichung mit einem Variationsproblem, wel
ches ebenfalls die Orthogonalitat und Vollstandigkeit des Eigenfunktionensystems 
garantiert, ist auch aus dem Grunde von Bedeutung, weil ein Dbergang zu 
andern Koordinaten sehr vielleichter im Integranden des Variationsproblems 
als in der Differentialgleichung selbst ausgefiihrt werden kann. Ferner ist es bei 
der angenaherten Aufsuchung der Eigenfunktionen von Nutzen, statt der 
langsam konvergierenden Starungsmethoden zur Lasung von Differentialglei
chungen die sehr viel schneller konvergierenden Naherungsmethoden zur Lasung 
des Variationsproblems (RITzsche Methode) anwenden zu kannen. 

26. Rotator mit raumfester Achse. Wir betrachten als Beispiel!) einen starren 
Korper, der urn eine feste Achse gedreht werden kann. Sein einziger Freiheits
grad ist der Drehwinkel ({!. 1st] sein Tragheitsmoment, p = ] . q; sein Dreh
impuls, so ist die klassische Gesamtenergie 

(U = 0) 

und die Wellengleichung wird daraus, unter Benutzung des Ubergangs (8) 

d2 1JJ 811 2J 
d rp2 - ""Ji2 E"P = 0 • 

Ihre Lasung ist . ('VSn2EJ ) 'If' = A . sm -h-2- • ({! - (j • 

1) Die folgenden Beispiele siehe bei E. SCHRODINGER, Ann. d. Phys. Bd. 79, 
S. 489. 1926. 



Ziff. 27, 28. Starrer Rotator mit freier Achse. Harmonischer Oszillator. 

Bier muB der Faktor von rp eine ganze Zahl n sein, damit 1jJ eine eindeutige 
und stetige Funktion des Drehwinkels wird, 1jJ(rpi = 1jJ(rp= 2n). Dies gibt die 
Bedingung 

als Quantenbedingung fUr die Energie des Rotators. Die Eigenfunktionen heiBen 
dann einfach 

Sie sind durch den Faktor ,~ auf 1 normiert worden. 
l;r 

27. Starrer Rotator mit freier Achse. Bei Einfiihrung der Polarkoordinaten 
{j und rp, der Impulse P,~ und P'I und des Tragheitsmoments ] lautet die klassische 
Energie 

(U = 0) 

demnaeh die Wellengleichung (9) mit .d in Polarkoordinaten ?9q: 

_1_~ (sin~ 01jJ) + ~1_ 021jJ + 8;r2JE ) = 0 
sinU c{} of} sin2 U fhp2 112 1j • 

Dies ist die Differentialgleichung der Kugelfunktionen. Damit 1jJ auf der 
Kugelflache eindeutig und stetig ist, muB der Faktor von 1jJ 

8n2JE h 2- = n(n + 1) n = 0, 1, 2, ... 

sem. Die Energiestufen sind demnach 

E = ~~-t~h2 = [(n + _1~)2 -~1.~2 . 
n 8n2J 2 4 8n2J' 

d. i. eine Formel mit "halbzahligen" Quanten, wie sie bei den Termen von Ban
denspektren vorkommt. Die zugehorigen Eigenfunktionen sind die Kugel-
funktionen n 

, _ y ( .(1) _ ~ (A + B' ). m.f) dm P n (cos U) 
1jJn - n rp, 'U -...:;;;.; mcos m rp msmmrp sm d(cosU)"" 

m = 0 

welche noch auf 1 normiert werden konnen. 
28. Harmonischer Oszillator. Beim harmonischen linearen Oszil

la tor lautet die klassische Energiefunktion, wenn q die Entfernung des Massen
punktes von der Ruhelage, Yo die Eigenfrequenz und P = mq den Impnls bedeutet 

T + U = 1 p2 + (2nYo)2 _1_ q2 = E . 
2m 2m 

Die Wellengleichung (9) im q-Raum ist daher 

d21jJ + 8n:m (E _ i~~'0):;"'q2) . 111 = 0 
d q2 11 2 . 2)41. 'r • 

Mit Bilfe der Abkiirzung 
x = q. ~~ V'711CJo/t;.' ( 18) 

ergibt sich fUr 1jI als Funktion der dimensionslosen GroBe x die Gleichung 

d2 1jJ (2£ 2) _ -. +~ -x ·1jJ-0. 
d X" 11"0 (1~n 
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Die mathematische Theorie dieser Gleichung besagt nun, daB sie durch endliche 

und stetige Funktionen 'IjJ nur losbar ist fUr besondere Werte von ~E , nam-
lich fur die Eigenwerte Vo 

2E 
-h =1,3,5, ... ,2n+1, ... 

Vo 

Die zum n ten Eigenwert 

En= hvO(2n+1) 
2 

( 18/1) 

gehOrige n te Eigenfunktion 'ljJn (x) ist unter AnfUgung des Zeitfaktors e2invnt 

gleich 

(19) 

Darin bedeutet Hn(x) die "nte HERMITEsche normierte Orthogonalfunktion" 

(- 1)n dn e- x2 1 Hn(x) = ,/--= -d n 
r 2". n! x 

=~X' {(2x)n_n(n-1)(2x)n-2 ) 
y2n. n! 11 

+ n(n-1) (n2~2) (n-3) (2X)"-4_+}. 

Die H .. (x) sind aufeinander orthogonal und auf 1 normiert: 

-<Xl 

fur 

fUr 

n+m, 

n=m. 

( 19') 

Die ersten fUnf Funktionen Ho (x) bis H4(X) sind in Abb. 4 graphisch dargestellt; 
sie zeigen Ahnlichkeit mit dem Bild der Grundschwingung und den Oberschwin
gungen einer Saite, und zwar einer unendlich langen Saite mit inhomogener 

-1 
'I 

Abb.4. 

Massenverteilung, zu welcher eine vom Ort abhangige Phasengeschwindigkeit 

u = y E langs der q-Achse gehOrt, entsprechend dem vom Ort abhangen-
2m(E - U) 

den Ausdruck der potentiellen Energie U(q) des Oszillators; die Eigenfunktionen 
sind stehende Schwingungen. Die NuIlsteIlen (Knoten) aufeinanderfolgender 
Hn (x) treimen einander; auBerhalb x = 3 nahern sich aIle fUnf Funktionen 
mono ton der x-Achse. Hn (x) hat n Nullstellen im Endlichen und zwei Null
stellen bei ± 00, ferner n + 1 Schwingungsbauche. 

Die Eigenwerte En in (18") sind durch ungerade Vielfache von hVo/2 
gegeben; man bekommt somit "halbzahlige" Quantenniveaus, im Gegensatz 
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zu den ganzzahligen Niveaus En = n· hyo bei der Festlegung der punktmechanischen 
Oszillatorschwingungen durch Quantenbedingungen. Die Erfahrung, besonders 
an unharmonisch schwingenden Systemen, hatte schon friiher zur Einfiihrung 
einer besonderen "Nullpunktsenergie" vom Betrag hYo/2 gedrangt, die den 
ganzzahlig gequantelten Energiewerten zu iiberlagern sei. Die neue Quanten
theorie benotigt eine solche Zusatzannahme nicht; sie wird auch in anderen 
Fallen den haufig von der Erfahrung geforderten "halben Quantenzahlen" 
gerecht. 

29. Wasserstoffatom1). Die klassische Energiefunktion lautet hier in Polar-

koordinaten 1 (" 1 2 1 ") 8 2 

T + U = 2,u P; + r2 Pi} + ;;2 sin2-& P-:r - r = E, 

und die Schrodingergleichung (9) unter Benutzung von LI in Polarkoordinaten r{)rp 

0- {)21p + ~ {)1p + ~ __ 1_ .i.(sin{){)1p) + __ 1_ rP1p + ~:n;2fA(E +~) 
- {)r2 r or r2 sin -& {) -& 0-& r2 sin2-& O<p2 h2 r 1jJ. 

Wir such en sie durch den Ansatz 

'Ip(r, {}, rp) = X(r). Y({}, rp) 

zu losen und finden durch Einsetzung 

[{)2X 2 OX] X [1 0 (" OY) 1 {)2Yj 
0= Y ({), rp) 'fJy2- + r BY + Y2 sin-& {)-& sm{} {)1} + sin20: O<p2 

+ 8~:fA (E + ~r~) X· Y. 

Diese Gleichung zerspaltet in zwei Gleichungen; setzt man namlich die 
zweite eckige Klammer gleich -l (l + 1) . Y 

1 0 (. o~ 1 a2 y 
-'-0 -;;-:a sm{),,-:il + ~?J~ + l(l + 1) Y = 0, 
SIn 1I G If' V 'If' SIn If' v<p (1=0,1,2, ... ) 

SO bleibt fiir X (r) die Gleichung 

22X + ~ {)X + X. (~:n;2,u E + 8:n;2fA ,-2 - ~-r+2~) = 0. 
{)r2 r or h2 h2 r 

Fur Y hat man die Gleichung der Kugelflachenfunktionen mit den EigenlOsungen 
Y = Y z({}, rp). Die Untersuchung der fUr X(r) bleibenden Differentialgleichung 

{)2X + ~ ax + X. (a + _~ _1(1 + 1») = ° 
iJr2 r or . r r2 

zeigt, daB sie fur jedes positive a, also fUr jede positive Energie E Losungcn 
X (r) besitzt, die im ganzen r-Gebiet endlich und stetig sind und im Unendlichen 
wie 1/r gegenNull konvergieren; dasEigenwert- (Energieterm-) Spektrumistalso 
fUr positive E kontinuierlich. 

Fiir negativeEzeigtsich, daB sie nur dann endlicheundstetige, im Unend
lichen hinreichend gegen Null konvergierende Losungen X (r) besitzt, wenn 

b 2:n;fA82 
2V-a = n, d. h. hV- 2fA-i = n und dabci n> l. 

Der Energiewert ist also' 
(BORRS Termwert) 

1) E. SCHRODINGER, .-\nn. d. Phys. Bd. 79, S. 361. 1926; siehe ferner J. WALLER, 

ZS, f. Phys. Bd, 38, S. 635, 1926; C. ECKART, Phys. Rev. Bd. 28, S, 927. 1926. 
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und als zugehorige Eigenfunktion ergibt sich 
n-l-l 

X () - f ( - I -x ~ (-2X)k ( n + I ) 
n l r - nl x) - x e ~ - kT- n _ 1- 1 _ k, 

k=O 
mit dem Argument 

2nY-2,uE r h2 
x=r - ----=-- mit a =---

h a1 n ' 1 4n2,lI E2 ' 

wo a1 der Radius der erst en BOHRschen Wasserstoffbahn ist. fnl(X) ist bekannt 
als 2l + 1 te Ableitung des 1 + nten LAGUERRESchen Polynoms. Die Eigenfunk-
tionen _0 ITf '} 1jJnZ(rqJU) = Tn(cp, 1 ) • XnZ(r) 

konnen noch auf 1 normiert werden. Abb. 5, einer Arbeit von L. PAULING 
entnommen, zeigt den Verlauf des von r abhangigen Teils der 1jJ-Funktion fUr 
verschiedene Werte von n und l. Charakteristisch ist die Zahl der Knoten (Null
stellen von 1jJ); sie ist gleieh n, wenn man die Nullstelle r = 00 mitrechnet. Die 

5 

/( n - 1 

LT/ n-2 

M11 n - J 

n=z 

n- J 

0 2 'I 6 8 10 7Z 7¥ 

Abb. 5. 
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0,8 
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o Z 'I If " 70 72 7'1- 75 .", 20 

Abb.6. 

beigefUgten Symbole K, L, M sind die zu n, 1 gehorigen Rontgentermzeiehen. 
Abb. 6 zeigt die dureh lp2 gemessene durchschnittliehe Ladungsdichtenverteilung 
(s. Ziff. 30) auf Kugeln vom Radius r. Der senkreehte Querstrich teilt die gesamte 
Ladung in einen auBeren und gleich groBen inneren Teil ein. Der wagereehte dicke 
Strieh an der Abszissenachse zeigt den Bahnbereieh des Elektrons in der BOHR
schen Theorie an. Fur 1 > 0 ist die radiale Diehtefunktion der Figur noch mit 
einer raumlichen Winkelfunktion zu multiplizieren. 

Wir mussen es uns versagen, hier Beispiele von Systemen mit mehr als 
einem Elektron anzufuhren. Die Untersuchungen hieruber haben eine groBe 
Reihe von Fragen der Atomphysik im AnsehluB an die Spektra hoherer Atome 
klaren konnen. 

30. Kontinuierliche Deutung des Feldskalars. Wahrend die punktmeeha
nische Theorie eines N-Korpersystems eine kontinuierliche Schar von Bahnen 
der N Massenpunkte im dreidimensionalen Raum zulaBt, aus den en die 
altere Quantentheorie nach gewissen Vorschriften eine diskrete Zahl von 
"Quantenbahnen" mit den ausgezeichneten Energiewerten E1E2 ... auswahlte, 



Ziff. 30. Kontinuierliche Deutung des Fcldskalars. 

beschreibt die Wellenmechanik den Zustand beim Energiewert Ek durch eine 
Eigenfunktion VJk im Raum der 3 N Koordinaten. Urn zu einer Deutung der 
VJ-Funktion zu kommen, betrachten wir zunachst den Sonderfall eines einzigen 
Massenpunkts in einem zeitlich konstanten Potentialfeld (z. B. Wasserstoff
elektron im Kernfeld). Der Zustand des Systems bei der Energie Ek ist hier durch 
eine skalare Funktion VJk beschrieben, welche den ganzen dreidimensionalen Raum 
einnimmt, an Stelle der kten Quantenbahn der BOHRschen Theorie. Sind die 
Eigenfunktionen auf 1 normiert f VJ~dv = 1, so k6nnen wir die Gesamtenergie 
Ek des Zustands im ganzen Raum zusammengesetzt denken in der Form 

f VJX(q)dv = 1, 

derart, daB der Energiebeitrag des Volumenelements dv gleich VJ7cEkdv, der 
Beitrag pro Volumeneinheit an der Stelle q gleich VJ~Ek ist. VJt tritt dabei auf 
als eine Art Dichtefunktion an der Stelle q. Man gelangt so zu der Vor
stellung, daB der Massenpunkt sich nicht auf die diskrete BOHRsche Quanten
bahn beschrankt, sondern sich iiber den ganzen Koordinatenraum verbreitert. 
1st z. B. E die elektrische Ladung des Massenpunktes, so wird entsprechend beim 
Quantenzustand k einc Ladungsdichte e,(q) = VJt· E herrschen, und eine 
Massendich te Il.,,(q) = 1jJ7. . fl, wenn fl die Masse des Punktes ist. Man gelangt 
so, abweichend von den diskreten Quantenbahncn der BOHRschen Theorie, zu 
der Vorstellung einer kontinuierli~hen Belegung des Raumes mit Massen- und 
Ladungsdichte. Die Ausrechnung dieser Verteilungsdichte in besonderen Fallen 
zeigt nun, daB sie in der Hauptsache von denjenigen Regionen des Raumes her
riihrt, in welchen auch die BOHRschen Quantenbahnen abliefen (siehe z. B. 
Abb.6). Die kontinuierliche Ladungsverteilung wird sich dann auch nach auBen 
bemerkbar machen als Wirkung auf andere geladene Teilchen mit Kraften, 
die von denen der BOHRschen Bahnen quantitativ nicht allzu sehr abweichen1 ). 

Liegt in punktmechanischer Ausdrucksweise ein System von mehreren 
Elektronen vor, so ist VJk eine Funktion im 3 N-dimensionalen Raum, und das
selbe gilt von der Dichte VJ%(qjq2'" q3N) =VJ7c(t1 T2 ... TN)' Die Ladungsdichte 
an einer Stelle I im gewohnlichen dreidimensionalen Raum ist dann additiv 
aufgebaut aus den Dichten, die jede einzelne Ladung dort fiir sich erzeugen 
wiirde, namlich 

N 

eE (x) = E ~ J lpr (1:1 ... XL-1 trL+1 •.• IN) • dVI ••. dVL_I dVL+I ... dVN (20) 
L~] 

(Jedes t solI drei Koordinaten reprasentieren, ebenso jedes dv). 
Wir hatten iibrigens in Zif£' 16 an Stelle der kontinuierlichen Deutung 

eine statistische Deutung der VJ-Funktion kennenge1ernt und bevorzugt. 
Den Durchschnittswert irgendeiner punktmechanisch definierten phy3i

kalischen GroBe des Systems, z. B. das mittlere Moment im Zustand k erhalt 
man, indem man die Funktion WC(Xlt2'" XN)' welche das Moment von N Punkt
ladungen in der Lage Xl ... tN angibt, mit dem Dichtefaktor VJk (Xl 1:2 ... IN) 
versehen, iiber das ganze Koordinatenvolumen dv = dv] ... dVN integriert 

(20') 

Von einer elcktrischen Ladungsverteilung e.(q) im Raum geht clektrodyna
misch nur dann eine Strahlung aus, wenn die Ladungsverteilung bzw. ihr Moment 
sich zeitlich andert. e. = E' lilt (q) ist nun eine nur yom Ort, jedoch nicht von 

1) A. UNSOLD, Ann. d. Phys. Ed. 82, S. 355. 1927. 
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der Zeit abhangende Ladungsverteilung des Zustandes k. Dadurch ist eine Er
klarung fUr die Tatsache gewonnen, daB die stationaren Quantenszustande nicht 
strahlen. Dies war bekanntlich in der BOHRschen Theorie der auf Quanten
bahnen bewegten Elektronen physikalisch ganz unverstandlich und muBte dort 
als besonderes Postulat hingenommen werden. 

Wurde man unter 'ljJk nicht die obige Ortsfunktion, sondern die mit dem 
Faktor e2i ;rEkt/h versehene zeitlich periodische Eigenfunktion verstehen, so wurden 
die obigen Ergebnisse bestehen bleiben, wenn man nur uberall statt 'IjJ~ jetzt 
'ljJk • 1pk schreibt, wo ijJ die zu lp Konjugiertkomplexe angibt; denn in 'ljJ1jJ erganzt 
sich jener Zeitfaktor mit seinem Konjugierten zu eO = 1, und man erhalt die 
gleichen zeitunabhangigen Werte e, Wi usw. wie oben. 

Ein Resultat des folgenden Abschnittes vorausnehmend fUhren wir schon 
hier an, daB fUr den Ubergang yom Zustand k nach einem Zustand l eine 
"Ubergangsdichte" maBgebend ist 

2i;n 
-(Ek-El) 

elk = 'ljJk (q) 'ljJ1(q) • e h = Amplitude· period. Zeitfaktor. (21) 

Man bemerkt, daB diese "Ubergangsdichte" die zeitliche Periode 
1 

v = It (. Ek - E I ) (21') 

besitzt in Ubereinstimmung mit der BOHRschen Frequenzbedingung. 

Das Kombinationsprinzip sagt also, daB die mit Vk = ~k periodische Eigenfunk

tion V'k des Anfangszustandes und die mit VI = ~l periodische 'ljJ1 des End

zustandes miteinander die Schwebungsfrequenz V = Vk - VI erzeugen. 
Die Ausstrahlung wird verschwinden, wenn die Ubergangsdichte (21) uberall die 
Amplitude Null besitzt, oder beim Mehrkorperproblem, wenn die nach dem 
Muster von (2fJ gebildete Dichte 

2in .L 
h(Ek-EI)~ N 

elk = e 1: f 'ljJk (t1rtN)' 'ljJ1 (tlttN) dV1 ..• dVL-1 dVL+l ... dVN (21") 
L=1 

die Amplitude Null besitzt. Tritt dieser Fall fur zwei spezielle Eigenfunktionen 
'ljJ1 , 1j.Ik ein, so kann zwischen den beiden Zustanden lund k kein strahlender Uber
gang stattfinden, der betreffende Ubergang ist verboten. Dies wird in Ziff. 32 
angewendet. 

31. Eigenfunktionen bei Mehrkorperproblemen1). Wir betrachten ein 
System von N Massenpunkten, welche sich gegenseitig nicht storen, indem die 
gesamte potentielle Energie U sich aufbaut aus den potentiellen Energien U(L) 

der einzelnen Partikel fUr sich. Die SCHRODINGERSche Schwingungsgleichung 
1m 3 N-dimensionalen Raum fUr 'IjJ(tl t2 ... tN) heiBt dann 

.2;L1L'IjJ + 8~:~ [E - .2; U(L) (tL) ]. 'IjJ = 0, (22) 

wo L1L den aus der kinetischen Energie des L ten Massenpunktes entspringenden 
LAPLAcEschen Operator bedeutet. Die Losungen 'IjJ gewinnt man hier durch den 
Produktansatz mit N Faktoren 

'IjJ(tl ... tN) = 1j.I(1) (t1) . 'IjJ(2) (t2) ... 1j.I(N) (tN) , (23) 

welcher (22) reduziert auf die N Gleichungen (L = 1, 2, ... , N) 

L1L 'IjJ(L) + 8~:ft [E(L) - U(L) (tL)] 'IjJ(L) = 0 mit E(l) + '" E(N) = E. (23') 

1) '>V. HEISENBERG, Mehrkiirperproblem und Resonanz in der Quantenmechanik. 
ZS. f. Phys. Ed. 38, S.411. 1926; Ed. 39, S. 499. 1926; Ed. 41, S. 239. 1927. 
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Jede dieser Einzelgleichungen hat ein unendliches System von Eigcnwerten und 
Eigenfunktionen 

ElL), E~L), . .. mit '/f~L),'/f~L),... allgemein EfL) mit .,pfL) (rL) , 

und die urspriingliche Gleichung (22) besitzt dann die Produktlosungen 

'/f!';l ... n = lp}.l) . If'f2) ... '/f~N) mit En .. n = Efl) + E[2) + ... E;:V) , (24) 

worin k, I ... n irgendwelche Nummern sind, welche die einzelnen Lasungsfak-
toren von If' charakterisieren. 

Wir wollen nun noch spezieller annehmen, die samtlichen N einander nicht 
storenden Massenpunkte bewegten sich in demselben Potentialfeld U(I) (x) 
= U(2) (t) = ... = U(N) (t), etwa aIle in einem nur vom Ort abhangigen Feld, 
z. B. Gasatome in geschlosscncm Gcfa13 odcr sich gegenseitig nicht storende 
Elektronen urn einen positiven Kern. Dann kannen die oberen Indizes fort
gelassen werden, denn die Reihe der Eigenfunktionen '/fiJiI , '/fkKI, ... ist identisch 
mit der Reihe der Eigenfunktionen If'iLI , If'iL ), ... , fiir die wir dann einfach '/fl' '/f2' ... 
schreiben wollen; dasselbe gilt von den Eigenwerten, die nur noch die einfache 
unendliche Reihe EIE2 ... bilden. Die WeIlengleichung des N-Karperproblems 
von N einander nicht storenden Punkten im gleichen Potentialfeld besitzt also 
cine Lasung 

Ip(1) (r1 t 2 ..• TN) = "pdtl ) 'lPI(t2)··· '/fn(tN) mit E = E!.; + El + ... En· (25) 

Ebenfalls ist 

If'(2) (r1t 2 '" TN) = '/fk'(r1) 'If'I,(t2) '" lpn,(tN) E' = Ek, + El' + ... En' = E (25') 

eine Lasung mit demselben Eigenwert E' = E, wenn die Zahlenfolge k'I' .. . n' 
eine Permutation der Zahlenfolge kl ... n ist. Sind aIle Zahlen kl ... n 
verschieden, d. h. besteht (25) aus lauter verschiedenen '/f - Funktionen als 
Faktoren, so erhalt man zu dem e i n e n Eigenwert 

E = E" + El + .. : En = E", + El' + ... En' = E k" + ... En" = . . . (26) 

im ganzen N! voneinander verschiedene Eigenfunktionen 

'/f(l) = '!Pk(t1) ... '/fn(rN) , '/f(2) = If'k,(t1) .. · '/fn,(rN) , ... , '/feN!) = ... , (26') 

der betreffende Eigenwert E wird dann als N!-fach entartet bezeichnet. Sind 
dagegen unter den N Zahlen kl ... n nicht aIle verschieden, sondern zerfaIlen sie 
in Gruppen von je n1, n2 ... einander gleichen Zahlen (nl + n2 + ... = N), 
so erhalt man durch Permutation der Reihenfolge nur 

(26") 

verschiedene Eigenfunktionen If'(l), "1'(2) . .. '/f(G) zu dem eincn Eigenwert E, 
derselbe ist G-fach entartet. Sind sehlie13lieh aIle k, I ... n einander gleich, so 
gehOrt zuE nur eine Eigenfunktion .,pdtl) If''' (1:2) ... '/fdrN), E = E" + EI.; + ... E" 
ist einfaeh entartet und wird gewohnlich nieh ten tartet genannt. 

Wir betrachten nun einen G-faeh entarteten Eigenwert; zu ihm gehoren 
nicht nur die G Eigenfunktionen '/f(l) , '/f(2) , ... '/f(G), die aus einer von ihnen, 
etwa aus '/f(l) = '/fk(r1 ) • '/f1(r2) ... '/fn(rN) , dureh die G Permutation en der unteren 
Indizes entstehen, sondern es sind aueh aIle linearen Kombinationen mit 
beliebigen Koeffizicnten c 

(27) 

24* 
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selbst wieder Eigenfunktionen dieses Gfach entarteten Eigenwerts. Freilich 
sind diese linear zusammengesetzt aus den G Eigenfunktionen 'ljJ(1) bis 'ljJ(G). 

Man kann aber aus Koeffizienten Gik mit nichtverschwindender Determinante 

G Eigenfunktionen ~(l~ :~: ~~~ ~):(~): ~: ~1:2:~:2; :~: : ':':': : ~~~ ;I;~G; I (28) 

IJI(G) = GGI 'ljJ(1) + GG2'ljJ(2) + .,. GGG'ljJ(G) 

bilden, welche untereinander linear unabhangig sind. Dabei k6nnen in einer 
dieser Zeilen die Gik so gewahlt werden, daB die entstehende Funktion IJI sym
metrisch wird, d. h. sieh bei Vertausehung eines tK mit einem andern tL nieht 
andert; dies ist der Fall, wenn man wahlt 

IJIsym = ~'ljJk(rl)'ljJZ(r2) ... 'ljJn(rN) , (29) 

summiert uber aIle G Permutationen der Zahlenfolge kl ... n. 'Psym ist also 
niehts anderes als 'P = 'ljJ(I) + 'ljJ(2) + ... V,(G) mit den Faktoren c = 1 . 
In einer andern Zeile von (28) kann man die c so wahlen, daB 'P antisym
metrisch wird, d. h. bei Vertauschung eines tK mit irgeneinem tL stets sein Vor-

zeiehen andert, namlich 'ljJk(tl ) 'ljJk(r2) '1I'drN) i 
'P -' ............. " 

antisym - ............... I (30) 

'ljJn(r1) tpn(r2) 'ljJn(rN) I 

(mit allen c gleieh + 1 oder -1), da Vertausehung von tK mit l"L einer Kolonnen
vertauschung in der Determinante aquivalent ist. Man erkennt, daB unter den 
ubrigen G - 2 zusammengesetzten Funktionen IJf von (28) kcine symmetrische 
und keine antisymmetrische mehr sein darf, da sonst nicht aIle G Funktionen 
linear unabhangig waren. Dbrigens ist 'Pantisym nur dann (von Null verschieden) 
vorhanden, wenn alle Funktionen 'ljJk, 'ljJz . .. 'ljJn verschieden sind, weil sonst 
zwei oder mehr Zeilen der Determinante einander gleich waren und sie zum Ver
schwinden bring en wurden; 'Pantisym kommt also nur vor bei G = N!-faeher 
Entartung, wo jedes der N Partikel in einem andern Quantenzustand ist. 

Wahrend bei fehlender gegenseitiger Storung der N Partikel die Koeffi
zienten c von (28) beliebig sind, wird dies anders, wenn man ein in allen Partikeln 
symmetrisches Storungspotential einfiihrt und dieses gegen Null konvergieren 
laBt; man erhalt dann zwar wieder ungestorte Lasungen (28), aber mit ganz be
stimmten Koeffizienten c, und zwar, wie die Storungstheorie zeigt, erst ens die 
symmetrische, zweitens die antisymmetrisehe Lasung und schlieBlich noch 
G - 2 unsymmetrische Losungen, ein Umstand, der von HEISE~BERG als ein 
Analogon zu dem Resonanzphanomen der klassischen Mechanik gekoppelter 
Systeme erkannt worden ist. 1m besonderen bleiben bei einem Zweik6rper
problem nur die symmetrische und die antisymmetrische Lasung ubrig 

1 
Psym = V2 ['ljJk(t l ) 'ljJz(r2) + 'ljJz(r1) 'ljJdr2)]' 

1 
'Pantisym = --;= 'ljJk(r l ) 'ljJz(r2) - 'ljJz(r l ) '1pdr2)] , 

t2 

E = Ek + Ez I 
E = Ek + Ez 

(31) 

bei asymptotisch versehwindendem Storungspotential; der Faktor 1;Y2 ist hin
zugefUgt, urn auf 1 zu normieren. Fur einen anderen Eigenwert E' gilt 

lJ"sym = if ['ljJk' (tl ) 'ljJr(t2) + 'ljJz' (rl ) 'ljJk' (t2)] , 

'l"antiSym = ~ ['ljJk,(t l ) 1I'Z,(t2) - 'ljJ1'(r1) 'ljJk'(t2)] ' 
t2 

E'= EJ,;' +El' I 
E'= EJ,;' + E/,. 
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Wachst das in den Partikeln symmetrische Storungspotential an, so bleibt die 
Symmetrie bzw. Antisymmetrie erhalten, jedoch sind jetzt die Ausdrucke auf 
der rechten Seite von (31) (31') modifiziert. 

32. Kombinationsverbot der Termsysteme. Wir beweisen jetzt fUr den 
Spezialfall eines 2-Elektronensystems den wichtigen Satz, daB Ubergange von 
einem Zustand, der durch eine symmetrische Eigenfunktion beschrieben ist, 
nach einem antisymmetrischen Zustand verboten sind. Dazu bilden wir die mit 
Hilfe von (31) (31') zu bestatigende Gleichung 

j 'l'sym(t:1t:)· 'l':ntisym(r1r) dV1 + j'l'Sym(rt2)· 'l'~ntiSym(rt2) dV2 } 

= - jlJ'sym(rt1) ·1J'~ntiSym(rtl)dvl - j'l'Sym(r2r)' 'P~ntiSym(r2r)dv2' 
(32) 

Hier ist die linke Seite die fUr den Ubergang von 'l';;ym nach IJ'~ntisym maBgebende 
Amplitude der "Ubergangsdichte" (21"). 

Vertauscht man jetzt auf der rechten Seite formal die Indizes 1 mit 2, so 
stellt sich heraus, daB die rechte Seite gleichzeitig auch das Negative der linken 
ist; beide Seiten muss en also gleich Null sein; dam it ist das Verschwinden der 
Ubergangsdichte, aus der das Kombinationsverbot (SchluB von Zif£' 30) folgt, 
bewiesen. 1st also das Elektronensystem irgendwann etwa in einem Zustand 
mit symmetrischer Eigenfunktion, so wird es fUr alle Zeiten in ihm bleiben, wenn 
Ubergange zu einem anti- oder unsymmetrischen Zustand verboten sind. Die 
Erfahrung zeigt nun, daB in Wirklichkeit nur die Zustande mit an tisym
metrischen Eigenfunktionen (s. unten) vorkommen, die dann wegen des 
Kombinationsverbotes auch niemals in symmetrische oder unsymmetrische Zu
stande ubergehen. 

Wenn man namlich nur antisymmetrische Eigenfunktionen zulaBt, so be
schrankt man sich auf solche Zustande des Gesamtsystems, wo (bei fehlender 
Koppelung) jedes Partikel eine andere (ungestorte) Eigenfunktion besitzt, 
anders ausgedruckt, wo jedes Partikel in einem andern Quantenzustand liegt, 
weil ja sonst die Determinante (30) verschwinden wiirde. Nun ist von PAULI 
das Prinzip aufgestellt worden, daB bei einem Mehrelektronensystem jedes Elek
tron fUr sich (bei aufgehobener Koppelung) in einem andern Quantenzustand 
sein mu13. Das PAuLIsche Prinzip stellt sich hier also heraus als aquivalent 
mit der Forderung, daB allein die anti s y m m e tr i s C hen Eigenfunktionen 
zugelassen sind. 

In umfassender Weise ist die Frage des Zerfalles in nichtkombinierende 
Termsysteme bei Mehrelektronensystemen von E. WIGNER und F. HUNDl) gelost 
worden, nachdem HEISENBERG 2) und DIRAC 3) die Grundfragen in den ein
fachsten Fallen gestellt und geklart hatten. 

Als Beispiel fUhren wir nach HEISENBERG das Termsystem des Heliums an, 
bestehend aus einem positivem Kern und zwei Elektronen, deren GOUDSMIT
UHLENBECKsche Spinnimpulse zwei verschiedene Richtungsmoglichkeiten haben 
und daher zu zwei verschiedenen Zustanden Anla13 geben konnen, die wir durch 
die beiden Zeichen + und - unterscheiden wollen. Bei fehlender gegenseitiger 
Storung der beiden Elektronen zerfallt die Losung 'If' der Schrodingergleichung 
in ein Produkt rp' x' wo rp und X zwei Losungen des Einelektronenproblems 

1) E. WrGNER, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 492 und 883. 1926; Bd.43, S. 624. 1927. -
F. HUND, ZS. f. Phys. Bd. 43, S. 788. 1927. 

2) W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 38, S. 411, 1926; Bd. 39, S. 499, 1926. -- Auf 
einem verwandten Resonanzvorgang beruht nach HErTLER und LONDON (ZS. f. Phys. 
Bd. 44, S.455. 1927) auch die hom6opolare Molekiilbindung. 

3) P. DIRAC, Proc. Roy. Soc. Bd. 112, S. 661. 1926. 
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bedeuten, und zwar ist noch, je nach der Stellung der Spinnachsen, zu unterschei
den zwischen q;+ und qr, X'" und X-. Bei Berlicksichtigung der gegenseitigen 
St6rung der Elektronen bleiben dann folgende acht L6sungen 'IjJ des Zweielek
tronenproblems: 

q;+(II}' X+(t2} - X+(I1}' q;+(I2}' 

q;+(Il}' x-(r2) - x-(rl}' q;+(r2}, 

q;+(II}' x+(r2} + X+(II}' q;+(r2} ' 

q;+(II}' X- (t2) + X- (II) . q;+(I2}' 

q; - (II) • X - (r2) - X - (II) • q; - (r2), } an ti-

q;-(rl )'X+(I2} - x+(rl )'q;-(I2), symmetrisch 

q; - (II) • X - (r2) + X - (II) • q; - (I2) , } t' h 
symme nsc 

q;- (tl ) . X+ (t2) + X+ (II) • q;- (I2)· 

Von dies en sind die vier symmetrischen L6sungen nach dem PAuLIschen Prinzip 
auszuschlieBen. Von den vier antisymmetrischen L6sungen entsprechen die 
beiden in der erst en Zeile stehenden L6sungen einem Zustand des He, bei 
welch em beide Elektronen parallel gerichtete Spinnimpulse (+ + bzw. - -) 
besitzen, die zweite Zeile geh6rt dagegen zu an ti parallelen Spinnimpulsen 
(+ - bzw. - +). Der ersten Zeile entspricht ein Tripletterm, der zweiten 
ein Singuletterm (beide sind mit je zwei 'IjJ-Funktionen vertreten, die aber 
zum gleichen Eigenwert geh6ren). Wenn speziell beide Elektronen "auf aqui
valent en Bahnen laufen", d. h. wenn q; = X werden die beiden 'IjJ-Funktionen der 
erst en Zeile gleich Null, und nur die Funktionen der zweiten Zeile 

q;+ (tl ) q;- (I2) - q;- (II) q;+ (I2) , q;- (t,) q;+ (1:2) - q;+ (rl ) . cP- (r2) 

sind von Null verschieden. Aquivalente Bahnen geben also nur Singuletterme; 
z. B. tritt der Grundzustand des He (beide Elektronen auf Bahnen der azi
mutalen Quantenzahl l = 0) nur als Singuletterm in Erscheinung, wahrend die 
hOher angeregten Terme (11 = 0, l2 = 1, 2 ... ) Singuletterme (Parhelium) und 
Tripletterme (Orthohelium) bilden. 

33. Statistik von BOSE und FERMI. Urn die thermodynamischen Eigen
schaften eines aus N gleichartigen Partikeln bestehenden Systems abzuleiten, 
muB zunachst das statistische Gewicht der einzelnen "Zustande" des 
Systems festgelegt werden. 

Die einander nicht st6renden N Partike1 (idea1c Gasatome oder Elektronen 
urn einen Kern ohne Koppelungskrafte) m6gen sich in folgender Weise liner die 
Gesamtenergie E verteilen: 

E = n l El + n2 E2 + ... , nl + n2 + ... = N, 

wobei Ek der zur ungest6rten Eigenfunktion 'ljJk geh6rige Eigenwert sein soIl. 
Der durch die Zahlen (nl n2 ••• ) charakterisierte Zustand des Gesamtsystems 
kann dann auf (26/1) N! 

G=--~-
nIl n 2 ! .•• 

fache Weise, namlich durch G linear unabhangige Funktionen 'IjJ(1) , 'IjJ(2), ... 'IjJ(G) 

dargestellt werden. Sieht man aIle diese G Zustande als verschieden an und 
zahlt jeden mit dem statistischen Gewicht 1, so besitzt der durch die Zahlen 
(n l n2 . •• ) charakterisierte Zustand das Gesamtgewicht G. Dasselbe Gewicht 
G schreibt auch die BOLTZMANNsche Statistik einem Zustand (nl n2 ... ) zu, 
indem jede der G Verteilungen der N Partikel liber die Energiestufen El , E2 ... 
als gleichwahrscheinlicher Zustand gezahlt wird. 

Bei der Verteilung von N = n l + n2 + ... Lichtquanten liber die Energie
stufen E1> E 2, ••• muB man, urn das PLANcKsche Strahlungsgesetz zu erhalten, 
nach BOSE den durch die Zahlen (nl' n2 ••• ) charakterisierten Verteilungszu
stand nur mit dem Gewicht 1 zahlen; die G BOLTZMANNschen Permutationen 
der individuellen Lichtpartikel werden dabei als nicht unterscheidbar angesehen. 
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Dbertragt man mit EINSTEIN diese BOSEsche Statistik auf Materiepartikel (Gas
atome, atomare Elektronen), so bedeutet das, es wird von den G linear unab
hangigen Zustandsfunktionen 'lfl(l), 'lfl(2), ... 'lfl(G), des Partikelsystems nur eine 
einzige zugelassen und mit dem statistischen Gewicht 1 gezahlt. Mit der BOSE
EINSTEINschen Statistik bleibt man also im Einklang, wenn man als einzige 
nur die symmetrische Zustandsfunktion 'lflsym zulaBt; diese wird ja durch 
Vertauschungen der individuellen Partikel [Vertauschung von tK mit tL in (29)J 
nicht geandert. Die BosEsche Statistik bzw. die ihr aquivalente Auswahl der 
symmetrischen Eigenfunktionen bei undulatorischer Auffassung bewahrt 
sich nun zwar beim Licht, aber nicht bei der Materie. 

Fur materielle Partikel gilt, zunachst bei dem N-Elektronensystem eines 
Atoms, das PAULIsche Prinzip, daB kein Quantenzustand von mehr als einem 
Elektron besetzt sein darf; das bedeutet in undulatorischer Auffassung, daB die 
ungestorten Eigenfunktionen 'lflk der N Elektronen aIle verschieden sein mussen 
(E = El + E2 + ... EN, N = 1 + 1 + ... + 1, G = N!), bzw. daB die Reihe 
(27) verschwindet, sowie nicht aIle 'lflk verschieden sind. Das ist aber der 
Fall, wenn man nur die antisymmetrische Eigenfunktion (30) zulaBt. 

FERMI hat das PAULIsche Prinzip auf die N Partikel eines idealen Gases 
ubertragen, von denen also verlangt wird, daB sie sich in N verschiedenen Ener
giezellen befinden. In undulatorischer Auffassung bedeutet das, von den 
G = N! Zustandsfunktionen lJF(l), ..• lJF(G) des Gesamtsystems wird nur eine 
einzige als existenzfahig angesehen, und zwar die antisymmetrische Zustands
funktion (30), wei! dadurch Verteilungen der N Partikel uber weniger als 
N EnergiezeIlen, d. h. Besetzungen einiger Energiezellen mit mehr als einem Par
tikel, automatisch ausgeschlossen sind [denn die Determinante (30) verschwindet, 
wenn zwei oder mehr Zeilen gleich sind]. Das PAuLIsche Prinzip und die FERMI
sche Statistik materieller Teilchen ist also charakterisiert durch die Forderung, 
daB nur antisymmetrische Zustandsfunktionen zugelassen und mit dem stati
stischen Gewicht 1 gezahlt werden. 

34. Zusammenhang mit der Matrizenmechanik1). Es moge gleich hier 
eine etwas andere Darstellung der Quantentheorie gestreift werden, die im Zu
sammenhang erst im Abschnitt VII besprochen wird, die von HEISENBERG, 
BORN und JORDAN begrundete Quantenmechanik. 

Wir verstehen unter f einen Opera tor, indem wir definieren 

(3) 
n 

d. h. die Operation t, auf eine Funktion 'lflm ausgeubt, soIl als Resultat eine 
Reihenentwicklung nach Funktionen 'lfln ergeben mit gewissen konstanten 
Koeffizienten rm (verallgemeinerte Fourierkoeffizienten), durchderengenaue 
GroBenangabe erst der Sinn der Operation t festgelegt wird. Sind die Funk
tionen 'lfln (q) zueinander orthogonal und auf 1 normiert, so bestimmen sich 
ruckwarts aus (33) die Koeffizienten rn , die man auch als "Matrixelemente" 
von t bezeichnet, zu rm = f'lfln {I, 'lflm} dv, (34) 

integriert iiber den ganzen Koordinatenraum der qK' Die Schrodingergleichung 

{H, 'lflm} = Em'lflm 

mit dem Operator H kann somit auch in der Form 

1: Hnm'lfln = Em'lflm 
n 

1) E. SCHRODINGER, Ann. d. Phys. Bd. 79, S. 734. 1926, und unabhangig davon 
C. ECKART, Phys. Rev. Bd. 28, S. 711. 1926. 
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geschrieben werden, woraus hervorgeht, daB die Matrixelemente von H gleich 

Hnm = 0 fur nfm, (35) 

sind. Die Hamiltonfunktion H ist eine Funktion der Px und qx, welche in 
ihr durch endlich oder unendlich viele Additionen und Multiplikationen ver
kniipft sind. Urn die Matrixelemente Hnrn aus den Matrixelementen der Px 
und qx zusammenzusetzen, muB man also wissen, wie sich die Matrixelemente 
zweier Operatoren fund g am Aufbau der Matrixelemente des Operators 
t + g und t· g beteiligen. Es ist nun nach (34) 

Andererseits ist nach einem Satz aus der Theorie der Eigenfunktionen 1) 

f 1f'nt g1f'm d v = 'L f 1f'nt1f'zd v . (1f'1 g1f'm dv, 
z . 

so daB sich ergibt 
(fg)nm = 'Lrlglm 

I 

als Prod uktregel. Diese ist aquivalent der Regel, nach der sich die Elemente 
eines Produktes zweier Determinanten aus den Elementen der ursprunglichen 
Determinanten zusammensetzen. Die Summenregel lautet einfach 

Man kann also jetzt bei einer durch Sum men und Produkte der P und q ge
bildeten Funktion F(P, q) die Matrixelemente pik aus den Matrixele
menten p'jIn und q'jIn aufbauen. 

Der Operator Px soUte bei SCHRODlNGER die Bedeutung ~ -iJiJ besitzen; 
daraus entnehmen wir hier entsprechend (33) 

2zn qK 

h 0 {P} '"'pm" 2in OqK 1f'm = K1f'm =..:::... K 1f'n 
n 

und umgekehrt entsprechend (34) als Wert seines Matrixelements 

Pn'" /" {p } d h I" [; d K = 1f'n K1f'm V = -,- 1f'n -o-1f'm v. 
• 2tn.; OqK 

Betrachten wir ferner den Operator PXqK - qKPK' Es ist 

2:n {O:K qK1f'm - qx iJ~K 1f'm} = {PKqK - qKPK, 1f'm} = .2: (PKqK - qKPK)nm1f'n 
n 

und umgekehrt 

(P P l n1n - r h {iJ ( ) O}d - ~f d KqX - qK K -. 1f'n· 2i7; OqK qK1f'm - qK OqK 1f'rn q - 2in 1f'n ·1f'm q 

h f" 0 fU"r -L = -0- • 1 ur n = m, = n T m , 
2tn 

Daraus folgt dann die nur aus einem Glied bestehende Reihenentwicklung 

h 
{PKqX - qKPX, 1f'm} = 2i-;;· 1f'm, (37) 

1) In der Ableitung derselben Ergebnisse in Ziff. 65 wird diese "Vollstandigkeits
relation" nicht direkt verwendet. 
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d. h. der Operator PKqK - qKPK auf Vim ausgeuht, ist aquivalent dcr Multipli
kation mit demFaktor h/2in. AufganzentsprechendeWeisezeigtman leicht 

(PKqL - qLPK)nm = 0 fur K =/= L, also {PKqL - qLPK, vim} = 0 ·11'm ) 

(PKPL -PLPK)nm = 0 fUr alle K und L, also {PKPL -PLPK, 1jJm}= O·1jJm (37') 

(qKqL - qLqK)nm = 0 fUr alle K und L, also {qK qL - qLqK, 1jJm} = 0 ·1jJm' 

d. h. die letzteren Operatoren sind aquivalent einer Multiplikation mit dem 
Faktor Null. 

(37) (37') zusammenfassend, finden wir also, daB zwar der Operator PKPL 
gleich dem Operator PLPK, und qKqL = qLqK, schlieBlich PKqL = qLPK (fUr 
K =/= L) ist, dagegen PKqK nicht gleich qKPK ist, da ja PKqK - qKPK nicht =0, 
sondern gleich dem Operator h/2 i n als Produktfaktor ist. Etwas anders aus
gedruckt heif3t das, wahrend der Operator PL mit dem Operator PK, qL mit qK 
und PL mit qK (fUr K =/= L) in ihrer Reihenfolge vertauschbar sind, ist PK 
mit qK nicht vertausch bar, und zwar gelten die Vertauschungsrela tionen 

PKqL - qLPK = 2-i-;- l 1 h fUr K=L, 1 
=0 fUr K=/=L, r (38) 

PKPL-PLPK= 0, J 
Das SCHRODINGERSche Eigenwertproblem ist demnach der folgenden HEISEN
BERG-BORN-JORDANschen Aufgabe aquivalent: Man bilde aus den Matrix
element en P'Kn und qjr' die Matrixelementc Hmn des Operators H (pq). Unter 
Beachtung der Vertauschungsregeln (37) (37') 

I 11 
'--'pnlqllll _ q"IPII." =2[;; 
~ K L "K 
t =0 

fUr n = m) 
fUr K = L , = ° fUr K =/= L 

fUr n =/= m (39) 

L:Pl'P~" - P'l'PYtn = 0, L,q'l'qj:n - q'Llqj[' = 0, 
I I 

suche man jetzt den PI!" und q~m solche konstante Werte beizulegen, daB, wie 

in (35) Hlnn = ° fUr m=/=n 

und nur die Htnm gewisse von Null verschiedene Werte erhalten; diese sind dann 
die gesuchtcn Eigenwerte Em der Energie des quantenmechanischcn Problems. 

IV. Undulationsmechanik zeitveranderlicher 
Systeme. 

35. Z~it1ich veranderliches Potential. Wahrend im Abschnitt III die 
stationaren Zustande eines Massenpunktsystems in einem nicht von der Zeit 
abhangigen Potentialfeld U (q) behandelt wurden, sollen jetzt auch die Dber
gange zwischen stationaren Zustanden in den Kreis der Betrachtung gezogen 
werden, welche durch zeitabhangige Felder erzeugt werden. Wenn man nun 
z. B. die vVechselwirkungsenergie zwischen einen Elcktronensystcm und auf
treffendem Licht in der Form ansetzt, daB man das konservativc Potential U (q) 
des Elektronensystems, erganzt durch das zeitahhangige Potential V(q, t) gegen 
das Lichtfeld, in klassischer Weise zur Aufstellung der HAlIIILTO:-.lschen Funk
tion verwendet und dann die Umdeutung der klassischen in die wellenthcoretische 
Grundgleichung vornimmt, so liegt darin insofern eine Inkonscquenz, als dann 
die Ruckwirkung des Elektronensystems auf die Strahlung vergessen ist, die 



378 Rap. 8. A. LANDE: Optik, Mechanik und Wellenmechanik. Ziff. 35. 

sich in der klassischen Theorie als Strahlungsdampfung bemerkbar macht, 
dabei aber uberhaupt nicht durch eine von Ort und Zeit abhangige Potential
funktion darstellbar ist, vielmehr auch vom Bewegungszustand des Elektronen
systems abhiingt. Diesen Mangel werden wir erst im Abschnitt V beseitigt 
sehen, wo das mit dem Atom in Wechselwirkung tretende Licht als ein gleich
berechtigter Teil des gesamten Systems Atom + Licht behandelt wird. Vor
erst betrachten wir den einfacheren und fUr viele Zwecke hinreichenden Fall, 
da13 die Gesamtenergie des Massenpunktsystems klassisch durch eine kinetische 
und eine potentielle Energie beschrieben ist, welche au13er yom Ort auch noch 
explizit von der Zeit abhangen soll (z. B. Lichtfeld ohne Berucksichtigung 
der Ruckwirkung). 

Aus der klassischen Mechanik ist bekannt, da13 die Zeitkoordinate t als 
harmonisch konjugierter "Impuls" der negativen Energie (-E) zugeordnet ist. 
Wahrend die konservative Energiegleichung 

H(q, P) - E = 0 

mit Hilfe einer Wirkungsfunktion 5 (q) und 

as as 
PI = a ql ... PN = iJqN (PK konjugiert zu qK) 

zur konservativen HAMILToN-jAKoBIschen Differentialgleichung fUr 5 

(1 ) 

( 1') 

H(q, ::) - E = 0 (1/1) 

wurde, geht die nichtkonservative Energiegleichung 

H (q, t, P) - E = 0 

mit Hilfe einer Wirkungsfunktion S (q, t) = S (q) - Et und 

as as 
PI = 8q , ... PN = 8q , 

1 N 

-E= as at 
uber in die nichtkonservative HAMILToN-jAKoBIsche Gleichung fUr S 

( as) as 
H q, t, CJIj + at = 0 . 

(2) 

(2') 

(2/1) 

Die EinfUhrung zur Wellenmechanik besteht nun darin, da13 man in der 
HAl\IILToN-jAKoBIschen Gleichung die Gro13en (2') ersetzt durch die Opera toren 

h a -E""~~ 
PK""2i:n:oqK' 2i:n:ct 

und sie ausubt auf eine Koordinatenfunktion ijJ (qi ... q~.t) : 

{H(q, t, 2~:n: o~) + 2~:n: :t' ijJ} = o. (4) 

Setzt sich die klassische Hamiltonfunktion H aus potentieller Energie U (q, t) 
und kinetischer Energie zusammen und ist letztere eine quadratische Form der 
Impulse (nichtrelativistische Mechanik) wie in Ziff. 22, so wird aus (4) 

(~)2 ~ LI - + U - + ~ f)ijJ = 0 
2t:n: 2ft 1p 1p 21:n: f)t 

oder, anders geschrieben, 

Ll1p - 8~:ft Uip + 4i;ft ~~ = 0 (Wellengleichung) (5 ) 

zur Bestimmung von ijJ (q, t) . 
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1st ijJ eine Lasung von (5), so ist die komplex-konjugierte Funktion 'IfJ eine 
Lasung der konjugierten Gleichung 

l,1w - 8:n2 !t Uw _ 4:nifl ihp = 0 
."t' h2 "t' h ot (Wellengleichung) . ( 5') 

Man kann die Wellengleichungen (5) (5') auch aus einem Varia tionsprinzip 
ableiten (vgl. Ziff. 25): In der "LAGRANGEschen Funktion" des klassisch-mecha
nischen Problems 

. oS (OS) oS L = Kmet. - Pot. En. + -0 = T q, -:0- - U(q, t) ±-o 
ot uq ot 

(6) 

2i;rS 

nehme man die aus dem Ansatz 'IfJ = e h entspringende Ersetzung von 

oS h 1 fhp h 1 oip I 
oqK durch 2ix -;;; oqK bzw. durch - 2ix ip aq~ 

+ ~~ durch ~ (2~:n ~ ~~ - 2~:n ~ ~~) und 
(6') 

vor und lase die Variationsaufgabe 

J = f ! 'lfJ1j!. L dt" dv = Extremum, (6") 
d. h. ausflihrlich 

"'J- "'lj"[~~ h2 ihp oip U- - h (_. ':')11 *d d d - (6"') u-u -82gKL~~+ 'IfJ'IfJ+ 4---:-'lfJ'IfJ-'lfJ'lfJrg ql· .. qNt-O. • :n fl uqK uqL 1-x 
K L 

Bezeichnet man hier den Integranden einschlieBlich des Faktors ig* mit F, 
so sind die beiden EULERSchen Gleichungen 

" ~ (~) + ~ (OF\ _ of = 0 + dqL oipqL dt oip) oip , 

"'., ~ (~F) + ~(_O~) _ of = 0 f2 dqK 01jJQK dt o1jJ o'P 

identisch mit den Wellengleichungen (5) (5'). 
Es sei nun speziell U nicht von t abhangig, U = Uo(q); geht man dann 

2i;rEt 2inRt 

mitdemAnsatz'IfJ(q,t) = 'IfJ(q) "e--h-bzw. mit 1P(q,t) ='IfJ(q). e+-" in (5) 
bzw. in (5') ein, so bleibt flir 'IfJ (q) die friihere Schwingungsgleichung (III 9) 

8:n 2 fl 
,1 'IfJ - --;t2 (U - E) 'IfJ = 0 (Schwingungsgleichung) (7) 

mit den Lasungen 'lfJn beim Eigenwert En' so daB die gesuchte Lasung der Wellen-
gleichung heiBt 2in Rut 

~ (8) 

[Beachte, daB, wenn 'lfJn (q) eine Lasung der reellen Schwingungsgleichung ist, 
dann auch 1Pn (q) eine Lasung derselben Gleichung beim selben Eigenwert ist.] 

Die Form der Wellengleichung (5) bzw. (5') besitzt aber im Fall U = Uo(q) 
auBer der Lasung (8) mit dem Index n auch aIle linearen Kombinationen solcher 
Lasungen mit verschiedenen n und beliebigen konstanten Koeffizienten an: 

2irrEn t 

'IfJ(q,t) = ~an'IfJn(q) e --h-- (9) 
1st aber U auch von t abhangig, U = Uo(q) + U1 (q, t) mit dem zeit

veranderlichen Starungspotential Uv so kann man 'IfJ (q, t) immer noch ansetzen 
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in Form der Reihe (9) als Entwicklung nach den Eigenfunktionen 1pn(q), jedoch 
mit von der Zeit abhangigen Koeffizienten an(t): 

2inEn t 2inEn t 

(10) 

Die physikalische Bedeutung einer solchen zusammengesetzten Losung 1p(q, t), 
im besonderen die Bedeutung der Koeffizienten an mit und ohne Zeitabhangig
keit wird in der folgenden Ziff. 36 auseinandergesetzt. 

36. Erhaltungssatze. Multipliziert man (5) mit if, (5') mit 1p und bildet 
einmal die Summe, ein andermal die Differenz der erhaltenen Gleichungen, so 
bekommt man die beiden Gleichungen 

d· (- d d-) 4 niuiJ r 12 
IV 1pgra 'IfJ - 'IfJ gra 'IfJ - h at 11p = ° (11) 

d· (- d d-') 41l i f1 (-ihP iJ if ) IV 1pgra 1p + 1pgra 1p - -h- 1pTt -1p at 

{I I 8n2u I I} =2 grad'IfJ2+ Y U. 'lfJ2 

und 

I (12) 

unter Benutzung der auch im mehrdimensionalen Raum bei nichteuklidischer 
Metrik geltenden Formeln. 

Acp = divgradcp und XAcp = div(xgradcp) - gradxgradcp. (13) 

Integriert man jetzt (11) und (12) nach dv = {g*dqldq2'" liber den ganzen 
Koordinatenbereich und berticksichtigt passende Randbedingungen fUr 1p im 
Unendlichen (bzw. Periodizitatsbedingung bei Winkelkoordinaten), so fallen 
die Beitrage j div( ... ) dv mit Benutzung des GAussschen Satzes fort und es 
bleiben folgende Gleichungen stehen [Erhaltungssatze von SCHRODINGER 

und BORN 1)] : ~ r . 2 - (14) 
dt" 1'lfJ1 dv-O, 

1(8::# Igrad 'IfJ12+ U(q,t)l1pi 2 )dv= 4~JJ(1p~f - ~~~)dv. (15) 

(14) gibt uns zunachst das Recht, 
. j1pijJdv=1 (14') 

zu normieren, da sich ja der Wert 1 zeitlich nicht andert. Weiterhin konnen 
wir, als Verallgemeinerung von Ziff. 30, 1pijJ = 1'lfJ12 als relative Dichte, 
el'IfJ12 = (!, als Ladungsdichte, ,u1'IfJ12 = (!" als Massendichte im Koordinaten
raum bei dem durch 1p (qt) reprasentierten Zustand deuten. (14) gibt dann an, 
daB die Gesamtmenge der Ladung und Masse erhalten bleibt, trotzdem sich die 
Dichte an den einzelnen Stellen q des Koordinatenraumes zeitlich andert. 

Benutzt man jetzt fUr 'IfJ die Reihenentwicklung (10), so wird 
2in 

'~i I I I ""...... -T(En-Em)t 'IfJ'IjJ = ..:.., an 2 1pn 2 + ..:..,..:..,anam1pnijJn· e (16) 

Integriert man dies unter Berlicksichtigung von (14') und der Orthogonalitat 
und Normiertheit der 'lfJn' so wird 

1 = j'IfJijJdv = lal l2 + laai2 + la3 i2 + ... (16') 

Man konnte dementsprechend 1p als Reprasentanten eines Zustandes ansehen, 
bei dem entweder jedes einzelne Atom sowohl im Quantenzustand 1 wie 2 usw. 
gleichzeitig in allen Quantenzustanden ist, aber mit den relativen Gewichten 
1 al l2, I a212, ••• tiber die einzelnen Zustande verteilt; oder auch eines Zustandes, 

1) E. SCHRODINGER, Ann. d. Phys. Bd. 81, S. 109. 1926; M. BORN, ZS. f. Phys. Bd . ..J.O, 
S. 167. 1926. 
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bei dem unter vielen Atomen manche im Zustand 1, andre im Zustand 2 usw. 
liegen, und zwar mit den relativen Haufigkeiten ai, a~ usw. Bei ersterer Auf
fassung stellt 1J1 nach (10) eine Schwebung der zu den Einzelzustanden ge
hOrigen Schwingungen mit den Einzelamplituden an (I) dar. Die im ganzen an 
einer Stelle q des Raumes herrschende Dichte !1J1!2 ist dabei nicht gleich der 
Summe ~a~ l1J1nl 2 der mit den Gewichtsfaktoren !an l2 versehenen Partialdiffe
renz l1J1n!2 der Einzelquantenzustande, sondern, wie (16) zeigt, noch vermehrt 
urn eine Doppelsumme, welche einer typischen Interferenz der Partialschwin
gungen zuzuschreiben ist: Nicht die Partialdichten addieren sich, sondern es 
superponieren sich die Partialschwingungen an1J1n zur Gesamtschwingungs
amplitude 1J1, deren Quadratbetrag erst nachtraglich die Gesamtdichte angibt. 

Setzt man die Reihe (10) in die rechte Seite von (15) ein, so reduziert sich 
diese auf ~ En! an!2 . 
Wir wollen dies als Gesamtenergie E des durch 1p reprasentierten Zustandes 
ansehen, wozu Wlr urn so mehr berechtigt sind, als auch auf der linken Seite 

von (15) /U(q, t) !1J112 dv = U 

als gesamte potentielle Energie im Zustand 1J1 gedeutet werden kann. 
37. Hydrodynamische Deutung. Neben der raumlich verteilten poten

tiellen Energie tritt in (15) links noch ein weiteres Glied auf, welches eine Deutung 
als raumlich verteilte kinetische Stramungsenergie nahelegt. Jedoch darf man, 
wie MADELUNG1) zeigte, nur einen Teil dieses Gliedes als kinetische Stramungs
energie auffassen; der Rest kann dann als "innere" Spannungsenergie gedeutet 
werden (s. unten). Die zu der Dichte e = !1J1!2 gehOrige Stromdichte i ist aus 
(11) abzulesen, wenn man (11) als eine hydrodynamische Kontinuitats
gleich ung auffaBt 

d. . 00 
IV1+0~=0 mit 

Q = 1J11jj = !1J1 [2 , I 
i = -1"- -(If grad ii' - ijJ grad 1p) • 

4 tn f-l 

( 17) 

Massen- und Ladungsdichten erhalt man aus e durch Multiplizieren mit ft und E. 

Eine besonders iibersichtliche Form der hydrodynamischen Darstellung 
erreicht MADELUNG, indem er die Lasung 1J1 der Wellengleichung (6) 

,; 8n2f-l U + .4nf-l Olj) 
LJ1p-h2 - 1p ~h2t=O 

ansetzt III der von der DE BROGLIESchen Mechanik her geHiufigen Form 
2i;rS 

1J1=(X.e h , (18) 

worin die reellen GraBen (X und S beide noch von q und t abhangen werden. 
Umgekehrt folgt dann aus (17) (18) als hydrodynamische Bedeutung von (X und S: 

S = -4h. In (~) = reeller Teil von ~ In 1J1 . 
tn ''P 4tn 

(18') 

EinfUhrung des Ansatzes (18) in die Wellengleichung und Trennung der reellen 
und imaginaren Bestandteile fUhrt zu folgenden zwei Gleichungen fUr tX und S: 

und 

h2 as 
-ci1tX - tX· (gradS)2 - 2fttXU + 2fttX- = 0 
4n2 at 

00; 
(X/..1S + 2 (grad tX· grad S) - 2ft" = o. 

ct 

( 18/1) 

(18111) 

1) E. MADELUNG, Quantentheorie in hydrodynamischer Form, ZS. f. Phys. Bd. 40, 
S. 322. 1926. 
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Die letztere Gleichung kann man nach Multiplikation mit cx auch in der Form 
schreiben ( 2 ) ~ 2 

div ~ grad S + ~~- = 0 . 
fl at' 

sie stellt dann eine hydrodynamische Kontinuitatsgleichung [vgl. 
2 

e = cx2 = Dichte, j = ~gradS = Stromdichte, 
fl 

b = .i = ~ grad S = Stromgeschwindigkeit. 
e fl 

(17)J dar mit 

I (19) 

Dividiert man andererseits (18") durch 2 CXf12 und bildet dann ihren Gradienten, 
so erhalt man die Beziehung 

gradU h2 ,1 IX ab 1 --- + --grad- = - + -gradb2 • 
fl 8n2 fl2 IX at 2 

Wegen der F ormeln 

{- grad )82 = ()8 grad) )8 + [)8 rot )8J und 
alE dlE at + (b grad) )8 = lit 

bei 

wird schlieBlich 

1 
rot b = - rot grad S = 0 

fl 

h2 ,1 IX db 
-grad U + 8n2 fl grad IX = f1 dt' (20) 

was in der Form ~a + ~i = ~ geschrieben werden kann. Wahrend objot die 
Geschwindigkeitsanderung an einem festen Raumpunkt bedeutet, ist dbjd t 
die substantielle Beschleunigung eines mit der Flussigkeit bewegten Punktes; auf 

der linken Seite entspricht - grad U einer auI3eren Kraft ~a pro Masseneinheit 
fl 

der Flussigkeit, und 8_~2 2· L1IX stellt eine Kraftefunktion innerer Krafte ~i pro 
n fl IX 

Masseneinheit dar, deren Gradient an der Beschleunigung der Punkte des Kon
tinuums mitwirkt. Gleichung (14) zeigt, wenn dart der Ansatz (18) eingefiihrt 
wird, daB die Gesamtmenge f f1cx 2 dv der Flussigkeit dauernd erhalten bleibt. 

Die Notwendigkeit der Einfiihrung dieser inneren Kraft sieht man schon 
an folgendem Beispiel. Ein Wasserstoffatom befinde sich im Energiezustand 
En. Dann bedeutet lV'nI2dV, wie spater im Zusammenhang begrundet wird, die 
Wahrscheinlichkeit, das Elektron mit der Gesamtenergie En gerade im Volumen 
dV anzutreffen. Liegt dV im Abstand r yom Kern, so ist bei genugend groBem 

2 

r die potentielle Energie - ~ schwacher negativ als die vorgegebene Gesamt-
r 

energie En, so daB fur die kinetische Energie ~ f1b 2 nur ein nega tiver Restbetrag 

iibrigbleibt, zu dem dann eine imaginare Geschwindigkeit b gehOren wurde; 
d. h. das Elektron befande sich mit der Wahrscheinlichkeit V';,dV in dV, aber 
mit imaginarer Geschwindigkeit, was naturlich sinnlos ist. Die Lasung des 
Paradoxons liegt eben darin, daB man den negativen Restbetrag nicht als kine
tische Energie allein deuten darf: Dieselben Griinde, welche lV'nl2dV als Auf
enthaltsdichte des Elektrons in dV deuten lassen, fiihren in (17) dazu, 

_h_ (grad 1jJ _ gr:d'lf) = b 
. 4t n!t 'If 1jJ 

als die reelle Geschwindigkeit des Elektrons in dV anzusprechen; dies ist aber 
2 

nur dann mechanisch maglich, wenn zu der potentiellen Energie - ~- noch eine 
r 
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passende negative innere potentielle Energie Ui hinzugefugt wird, welche so groB 
zu nehmen ist, daB die Energiebilanz 

e2 1 
E = -- + U· + - 110 2 

n r ~ 2 " 
stimmt. 

In dem Sonderfall zeitlich konstanter Potentialfunktion U = Uo(q) 
2inEnt 

ist 1jJ speziell z. B. gleich an °1jJne --h-mit zeitlich konstan tern Koeffizienten. 

() = tX2 = 1jJtp = a;,1jJ;, (q) 
ist dann ebenfalls zeitlich k.onstant, d. h. es liegt ein stationarer Str6-

mungszustand vor, der uberdies sogarstatisch (0 = ~gradS = 0) ist, dahier (18') 
It 

S = 4~ (In 1jJ - In 1ji) = -En t t:;r 

ist und verschwindenden Gradienten besitzt. 
Die hydrodynamische Auslegung der Funktion 1jJ (q, t) schien, abgesehen 

von ihrer groBen Anschaulichkeit, noch eine besondere Bedeutung dadurch zu 
besitzen, daB sie nahelegte, den wellenmechanischen Zustand eines Atoms mit 
dem umgebenden elektrodynamischen Feld zu verknupfen, indem die obigen 
hydrodynamischen Ladungs- und Stromdichten ee und ei als Quellen und 
Angriffsstellen elektrodynamischer Felder nach der MAxwELLschen Theorie auf
zufassen waren. Nun ist aber sofort zu sehen, daB man dadurch zu Wider
spruchen mit der Erfahrung kommt; denn in dem Sonderfall lanl2 = 1, ak = 0 

2 inEnt 

fur k =1= n (Atom im Zustand n) mit 1jJ = 1jJn (q) ° e h ergibt sich nach (17) 
i = 0, und dadurch nach der MAxwELLschen Theorie keine Ausstrahlung, wah
rend in Wirklichkeit ein Atom im Zustand n eine spontane Strahlung abgibt. 

Es ist aber auch sonst einzusehen, daB die obigen Werte e und i, die aus 
dem Zustand 1jJ abgeleitet sind [aus dem Zustand Nl = 1 a1 (t) 12 Atome im Zu
stand 1 usw., bei statistischer Auffassung], nichts mit der Aus- und 
Einstrahlung dieser Atomschar zu tun haben kann. Denn man denke sich etwa 
aIle N Atome, ohne daB dieselben sich gegenseitig st6ren sollen, ineinander ge
schoben, wobei also ebenso wie im getrennten Zustand keine Krafte zwischen 
den Teilen verschiedener Atome auftreten sollen. Die nach obiger Methode be
rechneten Werte von i und e bleiben bei diesem Ineinanderschieben unverandert, 
wahrend bekanntlich die MAXWELLsche Ausstrahlung, die von getrennten ato
maren Elektronensystemen ausgeht, eine v611ig andere ist als von ineinander
geschobenen Elektronensystemen. - Wir nehmen diese Unbrauchbarkeit der 
kontinuierlichen Deutung der ljJ-Funktion fur die Berechnung der Wechselwirkung 
mit der Strahlung zum AnlaB, die kontinuierliche Deutung spater durch eine 
andere, die statistische Deutung, zu ersetzen. 

Es ist lehrreich, die obigen Dberlegungen auch mit EinfluB eines Magnet
feldes durchzufiihren. Die SCHRODINGERSche Gleichung heiBt dann nach Ziff. 51 
Gl. (6"') 

8:;r2ft 4i:;rft(fhp e ) A'P - /i2erp 01jJ - -h- 7ft - eft mgrad'P = 0 (21) 

mit rp als skalarem und m als Vektorpotential, wirkend auf die Ladung 13; eine der 
obigen analoge Rechnung fiihrt unter Benutzung von divm = 0, mit dem An-

2i~S 

satz 1jJ = tXe h zu 

() = ;2 = Dichte, i = :2 (grad S + ; m) = Stromdichte I 
(22) 

o = 1. = ~ (gradS + ~ m) = Geschwindigkeit 
(! ft. C 
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und zu der Bewegungsgleichung 

du ( 1 fl -- = E - grad q; - -
dt c 

OW) E h2 Llex 
"t + -[tJ, rotm] + -s 2 grad -, 
u C J'Ltl ex 

(22') 

wenn man konsequent relativistische Glieder mit 2P/c 2 fortlaBt. Wegen 

1 . ( 1 ) a; = - gradq; - c m, ~ = [otm, st'a = E a: + c [tJ, ~J 

wird schlieBlich aus (22') 

db 
flfit = st'a + st'i h2 LI ex 

st'. = --grad---. 
'Sn2 f' ex 

mit (23) 

Zu der gewohnlichen Kraft st'a 
Kraft" st'i hinzu. 

des auDeren Feldes kommt noch eine "innere 

38. Wellenpakete 1). Liegt eine Lasung 1jJ (q, t) vor, weIche in einem Zeitpunkt 
to nur in naher Umgebung eines Koordinatenpunkts Po betrachtliehe Werte von 
1jJifJ = e besitzt, in einiger Entfernung von Po aber relativ kleine Werte hat, 
so spricht man von einem auf engem Raum bei Po zusammengedrangten 
"Wellenpaket". Nimmt tzu, so wird im allgemeinen erstens eine Ortsverande
rung des e-Maximums, zweitens eine Verbreiterung stattfinden, die im Laufe 
der Zeit zu einem valligen ZerflieDen des Maximums fUhren kann. Die Orts
veranderung des Wellenpakets hat nun graDe Ahnliehkeit zu der Bewegung 
eines Massenpunkts der klassischen Mechanik. Multipliziert man namlich die 
Gleichung (20) d h2 (LI ex' 

~ (fltJ) = -grad U + --- grad~) 
d t g n 2 f' ex . 

mit e = (\C2 und integriert iiber den ganzen Raum dV, so fant das Integral tiber 
das letzte Glied rechts mit Hilfe von partiellen Integrationen fort2) und es bleibt 

" d " J e d t (fl tJ) . d V = .J e . ( - grad U) d V . 

Diese Gleichung kann man in der Form schreiben 

d -c' 

d t (fl b) = sta , 

mit den Mittelwerten der Beschleunigung und Kraft 

do (db - /" ~ r h2 1ex dt =. dt' edV, Sl'a =. (-grad U) . edV, st'i =.J 8n2 " (\C2 grad ~ dV = 0, 

d. h. der Schwerpunkt des Wellenpakets bewegt sich so, als ob auf das ganze 
Wellenpaket nur die auDere Kraft wirkte; die innere Kraft hebt sich im ganzen 
weg. Ist das Wellenpaket dieht urn seinen Sehwerpunkt zusammengedrangt. 

1) E. SCHRODINGER, Ann. d. Phys. Bd. 79, S.489. 1926. 

2) Es ist die x-Komponente 

Llex 
IX2 gradx - = IX grad. Ll IX - Ll IX . gradx IX = gradx (IX j Ct) - 2 j IX . gradx IX 

IX 
= gradx(iXLlIX) - 2 {div (gradxCt . gradCt) - grad IX . grad gradx IX} 

= gradx(IXLlCt) - 2div(gradx ex. grad IX) -i- gradx (gradCi)2 

- 2 [grad IX, rot grad IX Jx • 
Das letzte Glied verschwindct hier wegen rot grad = 0, u:,d cs bleibt 

IX 2 gradx LlIX = :-[IXLliX + (gradIX)2J - 2di\'(gradx iX' gradiX). 
IX ux 

Die rechte Seite uber den ganzen Raum nach dx dy d z integricrt, gibt Null, wenn 1\ mit seinen 
Ableitungen im Unendlichen genugend stark verschwindet. 
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so kann man das eben gefundene Resultat auch so aussprechen: Die Beschlcu
nigung des Schwerpunkts des Wellenpakets paBt im Sinne der NEWTON
schen Gleichungen zu der am Orte des Wellenpakets herrschenden 
auBeren Kraft (-gradU). Nach dies em von EHRENFEST1 ) gefundenen Satz, 
der ubrigens geradeso auch bei Anwesenheit eines Magnetfeldes (23) gilt, ware 
es sehr verlockend, sich der ursprunglichen SCHRODINGERSchen Ansicht anzu
schlieBen, daB die materiellen Partikel, Elektronen usw. nichts anderes seien als 
eben Wellenpakete. Dem steht jedoch entgegen, daB die Wellenpakete im all
gemeinen im Lauf der Zeit zerflieBen. Um diesen Effekt zu verfolgen, be
trachten wir frei in der x-Rich tung fliegcnde Elcktronen 2) mit der Hamilton-

funktion H (P, q) = 2\'}; daher mit der Wellengleichung 

Olp 2 chI' mit 
731: = a ox2 

Diese hat die Form der Warmeleitungsgleichung. Ihre allgemeine Lasung 

+00 (x _ ~)' 

'l)J(x, t) = _1;=--Jd~.e---4ait- ''l)J(0,~) (24) 
2 a V"t 

-00 

bet~achten wir fUr folgende spezielle Form des Anfangszustandes 
x' 

~ ----- + ilXX 

'l)J (x, 0) = C . e 2w' 

(m und (X seien willkurliche reelle Konstanten), 
x' 

also (J (x, 0) = 'l)J (x, 0) • 1p (x, 0) = C2 . e - ;", . 

Der Anfangszustand stellt ein Wellenpaket mit um so steilerem Maximum dar, 
je kleiner ill genommen wird. Die allgemeine Lasung (24) fUhrt dann naeh 
einiger Reehnung zu folgender Dichteverteilung des Wellenpakets zur Zeit t 

(X _ .~t)2 
2n!(, 

'l)J1p=c(t).e 

wonn 

d. h. eine Versehiebung des Wellenpakets mit der Gesehwindigkeit h(X!2nf-l und 
eine mit der Zeit zunehmende Verflaehung. 1m bcsonderen tritt eine Ver
dopplung der Anfangsbreite (d. h. Q2 = 4w2) ein naeh der Zeit 

,/- 2nf-lw2 

t=r3' -'-1-' 

Fur If = 1,7.10- 24 g (H-Atom) und w = 10- 8 em (Atomdurehmesser) ist 
t I'::::! 10- 13 sec. Fur f-l = 10- 3 g und w = 10- 3 em ist dagegen t I'::::! 1018 sec 
= -} . 1O11 Jahre. Wegen dieser ungeheuren Zeit steht der Auffassung makro
skopischer Massen als Wellenpakete von experimenteller Seite zunachst nichts 
entgegen. Andererseits zeigt aber das Experiment immer wieder die Existenz 
von "mikroskopischen" Partikeln, Elektronen, (X-Teilchen usw., welche trotz 
ihres unendlich hohen Alters noeh nieht zerflossen sind. 

1) P. EHRENFEST, ZS. f. Phys. Bel. 45, S. 455. 1927. 
2) Einige kompliziertere Faile. Elektronen im elektrischen und im magnetischen Feld 

behandelt C. G. DARWIN, Proc. Roy. Soc. Bd. 117, S. 258. 1927; siehe ferner KENNARD, 
ZS. f. Phys. Bel. 44, S. 326. 1927. 

Handbuch der Physik. xx. 25 
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Wir werden deshalb in der hydrodynamischen Deutung des VJ-Feldes 
nur ein fiir manche Zwecke niitzliches Bild zur Veranschaulichung der Eigen
schaften der VJ-Funktion sehen, ohne aber die hydrodynamischen GraBen e 
und j direkt als Dichte und Stromdichte der realen Materie selbst anzusprechen. 
Vielmehr soIl im folgenden eine ganz andersartige statistische Auffassung 
des VJ-Feldes verfolgt werden. 

Sie mage, vor ihrer systematischen Behandlung in Ziff. 39ff, gleich hier am 
Beispiel des Wellenpakets illustriert werden. Es liege also eine VJ-Funktion vor, 
deren Betrag 1 VJ 12 zur Zeit to nur in der nachsten Umgebung eines Koordinaten
punktes Po betrachtliche Werte hat. IVJ!2dv zur Zeit to werdc dann gedeutet als 
die Wahrscheinlichkeit, das System gerade im Volumenelement dV beim 
Punkt P anzutreffen; und zwar sei eben zur Zeit t = 0 diese Wahrscheinlichkeit 
nur nahe bei Po betrachtlich. Aus dieser willkiirlich vorgegebenen Anfangs
wahrscheinlichkeitsdichte im Koordinatenraum v kann aber jetzt zwangs
la ufig (kausal) die Wahrscheinlichkeitsdichte I VJ i2 fiir irgendeine spatere oder 
friihere Zeit t mit Hilfe der SCHRODINGERSchen raumzeitlichen Differential
gleichung fiir VJ berechnet werden. Man kann das auch so ausdriicken: Man 
gibt einer groBen Anzahl von gleichartigen Systemen solche Anfangslagen, daB 
die Anfangszahl der Systeme im Bereich dv proportional IVJI 2 dv ist; die sta
tistische Verteilung I VJ 12 der Systemschar zu einer spateren oder friiheren Zeit t 
wird dann durch die SCHRODINGERSche Gleichung fiir VJ zwangslaufig beherrscht. 
Dber das individuelle Schicksal cines einzelnen Systems der Schar ist dadurch 
aber gar nichts ausgesagt. Dies hangt damit zusammen, daB ja bei unserer 
raumlichen Verteilung der Systeme zur Zeit to die Energien und die Ge
schwindigkeiten der einzelnen Systeme der Schar zur Zeit t = 0 gar nicht 
bestimmt sind. 1m Gegenteil, je scharfer die Zacke von IVJi 2 zur Zeit to beim 
Punkt Po, d. h. je scharfer die Anfangslagen der Systeme eingeengt sind, 
urn so mehr sind in der Eigenfunktionenentwicklung 

2inEk 

VJ(q, t) = LCk e ,,- VJk(q) 
k 

die verschiedensten Eigenfunktionen VJI' VJ2 ... mit betrachtlichen Koeffizienten 
cdto) am Aufbau von VJ beteiligt, d. h. urn so mehr gehoren die Systeme der 
Schar schon fUr to zu den verschiedensten Energie- und Impulswerten mit den 
Haufigkeiten cWo): cWo): cWo): . .. Wiirde man umgekehrt zur Zeit to nur 
Systeme in den einen Energiezustand Ej leg en , so ware deren raumliche Ver
teilung durch die Dichtefunktion 1 VJj (q) 12 gegeben, welche keine scharfe Zacke, 
sondern ein breites Raumgebiet fiir die raumlichen Anfangslagen der Einzel
systeme definiert. (Dber die }{eziprozitat der Genauigkeit von Koordinaten
und Geschwindigkeits-, Zeit- und Energieangaben s. Ziff. 19.) 

Zu jeder mehr oder weniger scharfen Anfangsverteilung der Lagen der 
Einzelsysteme, d. h. zu jeder mehr oder weniger unscharfen Anfangsverteilung 
der G esc h win dig k e i ten der Einzelsysteme, gehort nun eine bestimmte 
Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeit des Schwerpunktes der System
verteilung. Und der von EHRENFEST bewiesene Satz (s. 0.) sagt, daB der 
Sch werpunkt sich so fortbewegt, wie ein in seine Anfangslage und Anfangs
geschwindigkeit gesetztes Einzelsystem nach der klassischen Mechanik. 

Die schnelle Verbreiterung einer anfangs scharfen raumlichen Systemver
teilung ist auf die zugehorige groBe Unscharfe der anfanglichen Geschwindig
keitsverteilung zuriickzufiihren. Bei einer Anfangsverteilung iiber ein graBeres 
raumliches Gebiet sind umgekehrt die zugehorigen Anfangsgeschwindigkeiten 
der Systempunkte weniger gestreut, und die Verbreiterung des Raumgebiets 
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geht entsprechend langsamer vonstatten. - Es braucht kaum darauf hingewiesen 
zu werden, daB es ganz im Widerspruch zu der eben dargelegten Auffassung 
stehen wiirde, wenn man ein Wellenpaket von gewisser raumlicher Anfangs
ausdehnung als ausgedehntes materielles Aggregat (Massenstiick) auffassen und 
dann in der zeitlichen Verbreiterung des Wellenpakets ein Abbild eines raumlichen 
Verschwimmens des Materiestiicks erblicken wollte. 1m Gegenteil halt die 
statistische Auffassung an der Vorstellung fest, daB jedes Einzelsystem in jedem 
Augenblick einen scharf definierten Koordinatenpunkt einnimmt, und daB aus 
einer vorgegebenen statistischen Verteilung vieler solcher Raumpunkte zur 
Zeit to die statistische Verteilung der Punktlagen zur Zeit t zu berechnen sci. 

39. Feld- und Korpuskulartheorie. Es moge jetzt allgemeiner auf den 
Dualismus Wellen- und Korpuskulartheorie eingegangen werden. 

Bekanntlich ist der Wellentheorie des Lich ts an Stelle der alten scheinbar 
iiberwundenen Emissionslehre ein neuer Gegner in Gestalt der EINSTEINschen 
Lichtquantentheorie erwachsen, welche darauf baut, daB sich viele optische 
Beobachtungen nicht in ungezwungener Weise mit der Vorstellung einer kon
tinuierlichen Ausbreitung von Lichtenergie und -impuls vereinbaren lassen. Er
innert sei hier nur an den lichtelektrischen Effekt, d. i. die AuslOsung einzelner 
Elektronen durch auffallendes Licht an einzelnen Stellen des bestrahlten Metalls, 
lange bevor an diese Stelle geniigend Lichtenergie in Form kontinuierlicher 
Wellen gelangt sein kann; ferner an die Abhangigkeit der Energie E der ausge
lOsten Elektronen nicht von der IntensWit, sondern von der Farbe v des Lichis 
(E < hv); femer an die Versuche von BOTHE und GEIGER, welche eine direkte 
Koppelung eines atomaren Emissions- oder Lichtstreuungsprozesses mit einem 
gleichzeitigen AbsorptionsprozeB von endlicher Energie beweisen. Diese und 
viele andere Erscheinungen stiitzen die EINSTEINsche Hypothese, das Licht 
breite sich nicht kontinuierlich, sondem in Form von korpuskularen Licht
quanten aus, deren Energie und Impuls mit der bei Interferenzversuchen zu
tage tretenden Schwingungszahl v und Wellenlange 1 zusammenhangen durch 

die Beziehungen E = hv, P = ~~. Freilich konnte dabei, wegen der Tatsache 

der Interferenz und der durch letztere gestiitzten Wellennatur der Strahlung, den 
Lichtkorpuskeln kein ebenso hoher Grad von Realitat zugeschrieben werden, 
wie man es bei den materiellen Korpuskeln, den unzerstorbaren Elektronen und 
Protonen der Kathoden- und Kanalstrahlversuche gewohnt war (aber inzwischen 
aufgegeben hat). Die Versuche, die Lichtquanten als engbegrenzte Wellen
aggregate aufzufassen, die durch Superposition von passenden Losungen der 
MAXWELLschen Gleichungen zustande kommen, konnten niemals den Kern der 
Sache treffen, erst ens schon wegen des Auftretens der den MAXWELLschen Glei
chungen fremden GroBe h, femer auch, weil beim Auftreffen eines engbegrenzten 
Wellenaggregats auf Inhomogenitaten des Brechungsindex, z. B. auf einen halb
durchlassigen Spiegel, eine Zerstreuung oder Teilung des Wellenaggregats ein: 
treten muB im Widerspruch zu den Experimenten, die zur Annahme unteil
barer Lichtquanten gefiihrt haben. 

Ganz dasselbe gilt von der Theorie der Ma terie. Hier schien sich, durch 
die Erfolge der kinetischen Gastheorie und der Elektronenlehre gestiitzt, die 
korpuskulare Natur der Materie siegreich gegeniiber den alten Kontinuitats
theorien durchgesetzt zu haben. Die Quantenmechanik in der von SCHRODINGER 
gegebenen Form will jedoch, gezwungen durch die Fiille der quantentheoretischen 
Erfahrungen, der Punktmechanik eine Undulationstheorie der Materie entgegen
steIlen. Dabei treten aber ganz entsprechende Schwierigkeiten auf wie im 
optischen Fall, denn die Annahme punktformiger Elektronen und der aus ihnen 

25* 
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aufgebauten Systeme, Atome und Molekiile als selbstandige unzerstOrbare 
Korpuskeln ist so iiberzeugend (man denke etwa an die Bahn eines cx-Teilchens 
in der WILsoNschen Nebelkammer), daB es schwer scheint, ohne weiteres zu 
einer UndulationstheOlie der Materie iiberzugehen, in der jene UnzerstOrbarkeit 
und Wiedererkennbarkeit der Partikel nicht wenigstens in gewissem Umfang 
mehr gelten soll. 

Nun ist es freilich auch im Rahmen der Wellenmechanik moglich, Wellen
aggregate zu bilden, die sich in vieler Hinsicht wie Massenpunkte verhalten, wie 
eben die optisch-mechanische Analogie zeigt; z. B. kann man (Ziff. 38) durch 
Superposition von Losungen der Undulationsgleichung mit passenden Phasen 
und Amplituden ein Wellenpakct aufbauen, welches nur sehr engen Raum ein
nimmt und sich wie ein klassischer Massenpunkt bewegt (ebenso wie Licht
quanten durch Wellenbiindel approximierbar sind). LaBt man jedoch dieses 
Wellenaggregat an eine Stelle groBerer oder geringerer Inhomogenitat des 
"Brechungsindex", d. h. an eine Stelle nicht konstanten oder gar unstetigen 
Potentialverlaufs kommen, so wird das Wellenaggregat sich dort zerstreuen 
oder teilen und nicht mehr wie ein Massenpunkt zusammenhalten; erfahrungs
gemaB ist aber ein elektrisches Partikel nach dem StoB unverandert als 
}lassenpunkt erkennbar. Die undulatorische Auffassung der Mechanik gibt also 
jedenfalls nur eine Seite der Erfahrung wieder. 

Es wiirde also auch hier derselbe Dualismus wie in der Optik bestehen, 
wenn er nicht durch einen verbindenden Gedanken hier wie dort iiberbriickt 
wiirde. Dieser besteht in der statistischen Deutung der wellentheoretischen 
Ergebnisse in dem Sinne, daB die Wellenfunktion lfJ als ein Wahrscheinlich
keitsmaB angesprochen wird, korpuskulare Teilchen an den einzelnen Stellen 
des Raums und der Zeit anzutreffen. 

In praziser Form, an Hand der wellenmechanischen Grundgleichung und 
ihrer Losungen soll die statistische Auffassung in den folgenden Ziffern naher 
besprochen werden. 

40. Statistische Deutung der Wellenfunktion. Bei Verwendung der Ko
ordinaten q und t und der konjugierten Impulse p und -E hat ein quanten
mechanisches System H(q, t; P) die Wellengleichung 

{H( tp) E ( t)} mit -E=+-~-~ p h 0 q" - ,lfJ q, = 0 2ill: at ' " = 2ill: oq" . 

Gefragt wird nach der physikalischen Deutung einer vorgelegten Losung 
1p(q, t), wenn man bei der Vorstellung bleibt, das mechanische System H(q, t; P) 
sei in kinematischer Beziehung ein punktmechanisches System, d. h. es 
konne sich in einem Augenblick nur in einer Lage befinden, nicht etwa zur Zeit 
t ein ganzes Gebiet dv mit gewisser Dichte erfiillen. Dynamisch soIl dagegen die 
Aufeinanderfolge der verschiedenen Lagen q nicht durch die klassische Mechanik 
beherrscht sein, sondern durch Quantengesetze statistischer Art. Nach einem 
besonders deutlich zuerst von DIRAC und BORN l ) ausgesprochenen, dann von 
]ORDAN2) erfolgreich weiterverfolgten Gedanken ist 1p (q, t) zu deuten als 
Wahrscheinlichkeitsamplitude und !1jJ!2dv als die Wahrscheinlich
kei t, daB sich ein durch die Hamiltonfunktion H(q, t; P) beschriebenes Atom 
zur Zeit t im Gebiet dv seines Koordinatenraumes befindet; vorausgesetzt sei 
dabei, daB 'If' (q, t) auf 1 normiert ist, d. h. f 1jJij; dv = 1. DaB dies moglich 
ist, folgt aus der durch (14) gewahrleisteten Konstanz von ./ 1pipd v . 

1) P. A. M. DIRAC, Proc. Roy. Soc. Bd.113, S. 621. 1926; M. BORN. ZS. f. Phys. 
Bd.38, S.803. 1926. 

2) P. JORDAN, Naturwissensch. Bd. 15, S. 105. 1927; ZS. f. Phys. Bd.40, S. 661 u. 
809. 1927· 



Ziff. 40. Statistische Deutung der Wellenfunktion. 

Als 1. Beispiel betrachten wir speziell fUr ein konservatives System die 
normierte Eigenlosung 

2inE"t ---
'If(q,t)='lfn(q)e h 

beim Eigenwert En. Bier ist nach der eben gegebenen Definition 

'lf1jJdv = 'lfntpn dv = I 'lfn (q) i2dv 

die Wahrscheinlichkeit, daB beim Energiewert En die Koordinaten des 
Atoms gerade in dv liegen. Dies bedeutet statistisch, daB bei Anwesenheit von 
sehr vielen voneinander unabhangigen gleichartigen Atomen, welche alle im 
Zustand n sind, die relative Anzahl der in dv befindlichen Systeme gleich 
1'If~(q) Idv ist. 

Als 2. Beispiel betrachten wir die aus normierten Eigenfunktionen 'lfn(q) 
und zeitabhangigen GraBen an (t) aufgebaute allgemeine Lasung 

h (25) 

bei einem nichtkonservativen System, welches durch eine Starung aus einem 
konservativen System mit den EigenlOsungen ''lfn(q) hervorgegangen sein mag. 

Wir setzen dabei voraus, daB 'If auf 1 normiert sei: f'lf 1jJ d v = 1. Dann 
kannen wir 'lf1jJ dv deuten als die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen in dv 
anzutreffen. Die Gesamtwahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo im 
Raume anzutreffen, ist 

(letzteres wie in (16/). Sie setzt sich additiv zusammen aus den lan l2, die dem
nach als die Partialwahrscheinlichkeiten anzusprechen sind, das Partikel irgend
wo im Raum, aber speziell im Zustand n anzutreffen. SchlieBlich mochte man 

!an(t)121'1fn(q)!2dv 

als die Wahrscheinlichkeit deuten, das Teilchen im Zustand n und dabei im 
Volumen dv anzutreffen. In Wahrheit ist aber die Wahrscheinlichkeit, das 
Teilchen in irgendeinem Zustand und dabei in dv zu treffen, nicht etwa gleich 
~/an/21'1fn/2 dv, sondern nach (25) gleich 
n 2i~ 

-d ,'/ /2/ '2d"""""" - --h-(En-Em)td 'If'lf v=",- an V'nl v+",-",-anam'lfn1p",e V, 

es kommen Interferenzglieder hinzu. An die Stelle der einfachen 
Addition der Partialwahrscheinlichkeiten tritt eine Su perposi tion, indem 
sich die "Wahrscheinlichkeitsamplituden" an'lfn mit den Phasen-

-~i!!.Ent 
faktoren e h zu der Gesamtamplitude 'If! additiv zusammensetzen, und 
erst das Quadrat der letzteren die "Intensitat" 'lf1jJ der Gesamtwahrscheinlich
keit seIber gibt. In dieser Interferenz der Wahrscheinlichkeiten kommt die Be
sonderheit der Quantentheorie als Undulationsmechanik in charakteristischer 
vVeise zutage, und man kann sogar umgekehrt, wie JORDAN!) gezeigt hat, aus
gehend von dem Postulat <ler Wahrscheinlichkeitsinterferenz, die Quantcnthcorie 
besondets folgerichtig aufbauen. 

Der wahrscheinlichkeitstheoretischen Deutung fiir den Aufenthalt eines 
Atoms in Zustanden n und Volumelementen dv ist folgende statistische Deutung 
aquivalent: Es sei eine sehr groBe Zahl gleichartiger, voneinander unabhangiger 

1) P. JORDAN, ZS. f. Phys. Bd.40, S.661 ll. 809. 1927. 
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Atome vorhanden. Die relative Anzahl der Atome, weIche sich im Zustand n 
in beliebiger Lage q befinden ist ] a;, (t) ], d. h. es verMlt sich 

17\T'N' ]a2 ]·'a2 ]. (VI' 2 .. ·· = 1·1 2 •..• , 

wobei 
N} + N2 + ... = N = konst. (Erhaltung der Teilchenzahl) 

weil ~] an ]2 zeitlich konstant ist. 
Wiirde man nicht die auf 1, sondern "auf N normierte" Funktion 

2inEnt 

1jJ (q,t) = L, Cn (t) 1jJn (q) e - -,,- mit 

benutzen, so wiirde c;,(t) direkt die Anzahl Nn der Systeme im Zustand n an
geben. 

Als 3. Beispiel, das in Ziff. 45 herangezogen werden wird, betrachten wir 
eine von den "Koordinaten" N v N 2, ••• abhangige Wellenfunktion 1jJ (Nv N 2, ... ) 
als Lasung einer gewissen transformierten Wellengleichung. Wieder deuten wir 
1jJ alsWahrscheinlichkeitsamplitude, ]1jJ(N}N~ .. . )]2 als Wahrscheinlichkeit, das 
System in dem "Koordinatenpunkt" N v N2 anzutreffen. Entsprechend gibt 
]1jJ (N~ N~ ... )]2 die Wahrscheinlichkeit an, das System in Koordinatenpunkt 
N~ N2 ... zu treffen. Die "Koordinaten" NI N 2' .. , welche die "Lage" des Systems 
charakterisieren, magen nun folgende Bedeutung haben. Das Gesamtsystem 
bcstehc aus einer Anzahl gleichartiger, voneinander unabhangiger Teilsysteme, 
von den en NI im Zustand 1, N2 im Zustand 2 usw. liegen. Bei einer groBen 
Schar von Gesamtsystemen gibt dann ]1jJ(N}N2 .. . )]2 die relative Anzahl der 
Gesamtsysteme an, die sich gerade im Zustand NI N2 ... befinden, d. h. deren 
Teilsysteme sich mit den Anzahlen N I N 2 ..• an den Zustanden 1, 2 ... beteiligen. 
Wir sehen an diesen Beispielen, daB je nach der Bedeutung der "Koordinaten" 
die statistische Deutung von 1.jJ noch recht verschieden sein kann. 

Wah rend die normierten Eigenlasungen 1jJn (q) eines konservativen Systems 
ein fiir allemal festliegen, k6nnen die Reihen 1jJ (q, t) = 1: an 1jJn noch die ver
schiedensten Formen haben, je nach der Gestalt der Funktionen an (t). Die 
Wellenmechanik bestimmt nun die an (t) nur insofern, als sic den zei t
lichen Ablauf der an(t) festlegt, bei beliebig vorgegebenen An
fangswerten an(to)' D. h. hei vorgegebener Anfangsverteilung der vielen unab
hangigen Atome iiber die Zustande n sagt sie die Verteilung zur Zeit t voraus. 
Dagegen bestimmt sie nicht, welches Schicksal ein individuelles System, das sich 
jetzt gerade im Zustand n befindet, nach Ablauf einer bestimmten Zeit t haben 
wird. Die Wellenmechanik enthalt also keine kausale Determinierung der von 
einem individuellen Einzelsystem nacheinander durchlaufenen Zustande; sie 
berechnet vielmehr nur die Wahrscheinlichkei t, mit der ein Einzelsystem 
yom gegebenen Anfangszustand aus nach neuen Zustanden hinstrebt. 

Sieht man in der Quantenmechanik der Elektronen das letzte Regulativ 
des Geschehens - vorlaufig ist kein Grund, noch we iter zuriickliegende ver
borgene ~echanismen anzunehmen -, so wird man die kausale Determiniert
heit der klassischen Theorie zugunsten einer nur statistischen Determiniertheit 
des physikalischen Geschehens aufgeben miissen. Fiir die makroskopische Beob
achtung stellt sich dann die exakte Kausalitat als statistische GesetzmaBigkeit 
asymptotisch wieder her. Je eingehender aber die mikroskopischen Verhalt
nisse betrachtet werden, urn so starker werden Unsicherheiten und Streuungen 
eine Rolle spielen, die in der prinzipiellen quantentheoretischen Unscharfe der 
Beobachtung ihr empirisches Gegenstuck haben. 
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41. Erzwungene Quanteniibergange1). Ein mechanisches System, welches 
ungestort durch die Hamiltonfunktion HO(q, p) = T + UO(q) beschrieben ist, 
sei der Einwirkung eines Storungspotentials F(q, t) ausgesetzt. Die Wellenglei
chung des Systems ist dann mit H = HO + F 

{H + -A; a;' 1p} = {HC(q '2~n OOq) + F(q, t) + 2~n ;t' 1p(q,t)} = O. (26) 

Wir setzen als Lasung dieser Gleichung die Reihe nach den Eigenfunktionen 1pn 
der ungestarten Gleichung an: 2i;,;E"t 

I 1p (q, t) = 2'm bm (t) 1pm (q) = 2:m am (t) e - -h-1pm (q) 

mit (26') 

bm(t) = am(t). e 
2i:n:Em t 

bm(t) enthiilt dabei den zeitlich schnell veranderlichen Phasenfaktor e --h

wahrend am(t) sich nur langsam mit t andert (die Phase ist 19m = Emt:h). 
Nach Ziff.40 bedeutet 

ibm(t)i2 = iam(t)i2 = Nm(t) 

die jeweilige Anzahl der Atome im Zustand n. Statt direkt nach der zeit
lichen Anderung dieser Anzahl unter dem EinfluB des Starungsfeldes zu fragen. 
untersuchen wir zuerst die einfachere Frage, in welcher Weise die am (t) oder 

bm (t) sich zeitlich andern (Ii}!" = b,~,). 
Setzt man die Reihe (24') in (24) ein, so erhalt man 

0= 2."".bm• {H°'lf'm} + F· 2:mbm1pm + 2:m1pm ~ b;,. 2tn 

= Lm bmEm1pm + F 2:mbm'll'm + -2~ 2:mb~,1pm' (26") 
tn 

Man entwickle hierin FljJm in die Reihe nach Eigenfunktionen 

F(q, t)1pm(q) = IkFkm (t)1pm (q) , (27) 

deren Koeffizienten Fkm (t) sich wegen der Orthogonalitat und Normierung der 
1pk (q) bestimmen zu 

Fkm(t) = I ipdq)F(q, t)tpm(q) dv = F"'k(t) (27') 

Man nennt F",;n ein Matrixelement 2) von F(q). Die Einteilung von H(qpt) 
in HO(qP) + F(q,t) soIl dabei so vorgenommen sein, daB die Matrixelemente 
Fnn verschwinden, indem der Teil der Storungsenergie, der zu nicht verschwin
denden Fnn AnlaB geben wurde, zur Hauptenergie HO geschlagen wird. Es 

ist dann also Hkm=Fkm flir m=Fk, H",,,,=Ek , Fkk=O. (27") 

Einsetzung der Reihe (27) in (26") gibt 

1) M. BORN, Das Adiabatenprinzip in der Quantenmechanik, ZS. f. Phys. Bd.40, 
S.167. 1926. 

2) Allgemein werden als Matrixelemente einer Funktion A (q, p) beziiglich der Eigen-

funktionen !Pm einer Hamiltonfunktion die Gri:i13en A km = {ipk (q) A (q, --!- ~)!Pm (q) dv 
. 2tn cq 

bezeichnet, evtl. jedes '-I' noch mit seinem Zeitfaktor versehen, so da13 

d:tm = (2~n) ("k-Pm) A km . Matrizenalgebra siehe Ziff.65, ferner Ziff. 34. 



392 Kap. 8. A. LANDE: Optik, Mechanik und Wellenmechanik. Ziff. 41. 

Multiplikation dieser Gleichung mit einem bestimmten 'ljJk und Integration nach 
d v ergibt schlieBlich 

0= bkEk + ~mFkmbm + 2~n b~ fUr k = 1,2 ... , 

wofiir wir schreiben 

-2~b~ = ~rnHkrn(t)brn(t) mit 
In . 

Hkrn = Fkm fiir 

= Ek + FH 
11Z=Fk} (28) 
11Z=k. 

Dies ist das Gesetz fUr die zeitliche Anderung der bk • Fiihrt man hier die Glei
chung (26') ein, so erhalt man fiir die langsam veranderlichen ak die Gleichung 

h ~i~(1!.k-Em2i 

--2' a~ = l,'mFkJn(t). am(t) e h (28') 
In 

Den beiden letzten Gleichungen stellen wir noch gegeniiber die Ausgangsgleichung 
(26) in der Form h . 

- 22~~) = {H, 'IjJ}. (29) 

Urn nun den zeitlichen Verlauf der ak oder bk zu verfolgen, miissen die 
Gleichungen (28') (28) integriert werden. In 1. N aherung, fUr kleine Zeit
intervalle t = 0 bis t, konnen die auf der rechten Seite von (28') stehenden langsam 
veranderlichen GroBen am (t) als Konstante behandelt werden, und man findet 
durch Integration in 1. N ah erung 

ak(t) = ak(O) + L,/~l'm{t). am{O) (30) 
n 

mit 
(30') 

o 
und speziell Nl = 0 wegen (27"). Fiir groBere Zeiten geniigt die 1. Naherung 
nicht, aber auch die strenge Losung laBt sich darstellen durch eine Reihe 

ak{t) = ado) + ~mlkm(t)· am{o) , (fu = 0), (31) 
wobei jetzt die Ikm von den GroJ3en 11m abweichen, aber durch'Reihenentwick
lungen Ikm = lim + .. , darstellbar sind, welche BORN angegeben hat. 

Die physikalische Bedeutung tkm(t) erkennt man am best en zunachst 
an dem Sonderfall, daB zur Zeit t = 0 nur ein a, etwa al(o) von Null verschieden 
ist, d. h. daB zur Zeit t = 0 aIle Atome im Zustand I sind. Dann wird zur Zeit 
t nach (31) 

ak(t) = ikl(t) . at(o) , N,,(t) = 1 adt) 12 = 1 Ikl(t) 12 . Nl(o) = Wkl(t) • Nl(O). 

Man wird hier I/kl(t) 12 = Wkl(t) ansprechen als die Dbergangswahrschein
lichkei t, daB wahrend der Zeit t ein Atom vom Zustand I nach k springt; 
denn von Nt Atomen gehen 1 Ikll2 Nl von I nach k iiber. fkl (t) selbst ist dann 
passend als "Wahrscheinlichkeitsamplitude" eines Dbergangs l--.. k wah
rend t zu bezeichnen. 

1m allgemeinen, bei beliebigen Anfangswerten ak(o), sind die adt) mit den 
an (0) nach (31) durch das lineare Additionsgesetz 

ak(t) - ak(o) = ~mikm(t) . am{o) 

verbunden, die absoluten Quadratbetrage dagegen durch das Gesetz 

;adt) - ado) 12 = ~m 1 Ikm 12 . i am(o) 12 + ~m~zfkmf~lam(o) al(O) , (32) 

das man als Su perposi tionsgesetz bezeichnen und in der Form schreiben 
kann [falls ak(o) = 0, Ndo) = OJ 

N,,(t) = ~m Wkm' Nm(o) + ~ml,llkmlklam(o) al(o). (32') 
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Es enthalt neben den Hauptgliedern WkmNm(O), welche proportional den 
Anzahlen Nm(o) in den Zustanden m sind, noch Interferenzglieder, von 
denen jedes an die Anwesenheit von je zwei Zustanden m und l gebunden ist. 
DaB die Wahrscheinlichkeiten nicht in einem Additions-, sondern in einem Super
positionsgesetz auftreten, ist ein wesentlicher Zug der Wellenmechanik und 
kann als Interferenz der Wahrscheinlichkeiten bezeichnet werden (siehe 
auch Ziff. 40). 

Fiir zeitlich sehr langsam veranderliche Potentialfunktion F(q,t) 
konnte BORN das asymptotische Verschwinden der Ubergangswahrscheinlich
keiten von einem zu einem andern Zustand ableiten; die Zahlen Nk bleiben 
dann also zeitlich konstant, wie es der EHRENFEsTsche Adia ba tensa tz ver
langt. 

42. Quanteniibergange im Strahlungsfeld. Die zeitabhangige Starung be
stehe jetzt speziell aus einem elektrischen Feld Q;(t) von konstanter Richtung. 
Fur die Starungsenergie F (q, t) ist dann einzusetzen 

F(q, t) = -iJR(q)· Q;(t). cos (Q;iJR) (33) 

mit dem zeitlich konstanten Winkel (Q;iJR) zwischen Feldrichtung und elektrischem 
Momentvektor iJR(q) des Elektronensystems in der Konfiguration q. Die Uber
gangswahrscheinlichkeit Wkn wahrend der Zeit t wird dann in 1. Naherung nach 
voriger Ziffer t 

Wkn (t) = IN:, [2 = (_2h"ry[ iJR cos (Q;iJR)kn [2. .f Q; (t) e-2in"kntdt (34) 
o 

unter Benutzung von (30') und der Definition (27') des Ma trixelemen ts von 
iJR(q) cos (iJRQ;). Die Bedeutung des letzten Faktors in einem ungeordneten 
Strahlungsfeld erkennen wir aus Folgendem. Es sei Q;(t) zwischen der Zeit 
o und t1 dargestellt durch das Fourierintegral 

+00 

-00 

dessen Koeffizienten 03. sich riickwarts berechnen zu 
t., 

G:. = f ~(t)e- 2i7lvtdt, so daB ~-v = @" 

woraus die Identitat folgt 
t1 00 4 

fa;.~"dv = J Q;(t)dtJ@,.e- 2i:l v tdv = J Q;(t)@(t)dt, d. h. 
-OX) 0 0 

00 t, 

I[03v[2 dl' =I[03(t)[2dt. 
-00 0 

~un ist die Dich te der Strahlungsenergie im Mittel 

und wegen (35") wird 
00 

l' . 
12 = 4:7: t) [Q;,.[2dl' =.1 12.dv mit 

o 

_ 1 1re:.!2 
(!v - 2""t~ ~vi . 

(35) 

(35') 

(35") 

(36) . 

(36') 
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SchlieBlich wird dann die zu berechnende Dbergangswahrscheinlichkeit (34) 
unter Benutzung von (35') 

Wkn (t) = (2;/ 1m cos (Q;mhnI2 1 Q;" 12 . 

Setzt man hier iQ;"i 2 = 2nt· e(Vkn) entsprechend (36'), und fUr cos2 (Q;m) den 
Wert 1/3, falls die Richtung von Q; unregelmaBig nach allen Seiten schwankt, 
so wird schlieBlich die gesuchte Dbergangswahrscheinlichkeit wahrend der 
Zeit t 

(37) 
00 

wo e (Vl: n) einen monochromatischen Ausschnitt aus dem Spektrum e = Ie (v) dv 
o 

der ungeordneten Strahlung angibt und mkn entsprechend (27') zugebildet ist. 
Denselben Wert (37) erhalt man auch fUr die im Strahlungsfeld e (Vkn) erzwungene 
umgekehrte Dbergangswahrscheirilichkeit von k nach n. 

Neben den Dbergangswahrscheinlichkeiten Wkn und Wnk, die vom Strahlungs
feld e (Vnk) erzwungen werden, gibt es noch spon tane Dbergangswahrschein
lichkeiten von n nach k, wo En> Ek , aber nicht von k nach n. Diesen kann 
man nur durch Beriicksichtigung der Reaktion des Elektronensystems auf das Feld 
Rechnung tragen. Dies wird in Abschnitt V geschehen, wo Atom und Feld zu
sammen als ein quantenmechanisches System betrachtet werden. Der Mangel der 
obigen Methode, welche nicht zur spontanen Strahlung fiihrt, liegt darin, daB das 
elektromagnetische Feld eben "aus Lichtquanten besteht", oder besser gesagt 
in einer dem klassischen Ansatz F (q, t) =, - (m Q;) widersprechenden quan
tenhaften Weise mit dem Atom gekoppelt ist. Die Wechselwirkung zwischen 
Licht und Materie darf konsequenterweise nicht dadurch gewonnen werden, 
daB man die HAMILToNsche Gleichung eines punktmechanischen Atoms in 
einem elektromagnetisch-kon tin uierlichen Feld ins wellenmechanische iiber
setzt, sondern daB man, von einem punktmechanischen Atom in einem korpus
kularen Lichtfeld ausgehend, einen simultanen Dbergang zur Wellentheorie des 
Lichts und der Materie vollzieht. 

43. Spontane iibergange. Wie in Ziff. 40 gezeigt wurde, kann die Funktion 
2 i:r:Ekt 

V' (q, t) = .L: ak (t) • V'k(q) e - -h
k 

(38) 

zur Charakterisierung eines Zustandes benutzt werden, bei dem je jaki2 = Nk 
Atome eines Aggregates sich auf dem Energieniveau Ek befinden (k = 1,2 ... ). 
Andererseits war 

2 in(EI-Ek)t 

V'ip= .2.2akalV'kipl·e--h-=e(q,t) (38') 
k I 

als eine Art Dichte erkannt, welche statistisch die Wahrscheinlichkeit 
angibt, ein Atom zur Zeit tin der Volumeinheit beim Koordinatenpunkt q an
zutreffen. 

Diese Dichte e und die zugehOrige Stromungsdichte i hat aber direkt nichts 
mit der Aus- und Einstrahlung der Atomschar zu tun, wie in Ziff. 37 auseinander
gesetzt war. Jedoch mag schon hier im AnschluB an Formel (38') ohne Beweis 
mitgeteilt werden, wie man die Intensitat der spontanen Emission bei einer 
Schar von Atomen zu berechnen hat, die erst aIle im Zustand l sind und zu ver
schiedenen tieferen Zustanden k iibergehen konnen. 
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Man nimmt ais "Ubergangsdichte pro Atom" die GroBe 

2i:r(EI-Ek)t 

(!kl(q,t) = VJkVJZe--h--

395 

(39) 

d. i. ein EntwicklungsgIied von (38'), aber mit akal = 1. In Zift. 50 wird dann 
wellenmechanisch begrundet, daB die Ladungsdichte s· (!Ik als Quelle der 
spontanen elektrodynamischen Ausstrahlung pro A tom beim (Tbergang l-+ k 
fungiert. Wir bemerken, daB die zeitliche Periode der "Ubergangsdichte" 

gerade die BOHRsche Frequenzbedingung erfiillt. Vilt erscheint dabei ais 

S c h web u n g s fr e que n z zwischen der F requenzl'l = Ell des Anfangs- und 
Ek 1 

Vk = h des Endzustandes. 

Die ausgestrahlte Intensitat berechnet sich aus dem elektrischen Moment, 
welches zu cler Ubergangsdichte gehOrt, auf folgende Weise: 

Bedeutet X (q) die x-Komponente des elektrischen Moments bei dem betrach
teten Atom in der Koordinateniage (ql q2 ... ) seines Elektronensystems, und sind 
die verschiedenen Konfigurationen mit der relativen Haufigkeitsdichte (!lk(q, t) 
vertreten, so ist das mittlere x-Moment 

j X(q)(!ldq, t) dt, = IX(q) 1Pt (q)VJk(q)dv e2i"'lk t = Xlke2i:T"lkt (40) 

mit dem Faktor X lk ais Amplitude und mit Vlk ais Frequenz. l\'z Atome, deren 
Momente mit den Amplituden X lk und den Frequenzen l'tk schwingen, wiirden 
nun nach der klassischen Elektrodynamik die Energie 

(41) 

spontan ausstrahlen. Derselbe Ausdruck wird in Zif£. 49, Gl. (36') in konsequen
ter Weise auch fUr die quantentheoretische spontane Ausstrahlung abgeleitet. 

1st der zugrunde liegende Ausdruck (lZk(q, t) in einem besonderen Fall zeit
lich konstant, so wird auch (40) zeitlich konstant; das ist nur moglich, wenn 
XZlt> YZk> Zlk verschwinden; die Ausstrahlung (41) ist dann gleich Null, d. h. 
bei zeitlich konstantem (!lk finden mit Strahlung verbundene (Tbergange l-+ k 
nicht statt (sind "verboten"). Dasselbe gilt dann auch fUr Cbergange l-+ k 
und k -+ l unter dem EinfluD von auffallendem Licht, da auch diese an die Existenz 
von Momentamplituden [lC7k = XYk + YL + ZZk gebunden sind (Abschn. V). 

Die von Nt Atomen im Zustand l beim Dbergang nach den Zustanden k, 
In, n pro Zeiteinheit ausgestrahltt'n Energien (die Intensitaten) verhalten sich 
nach (41) wit' 

(42) 

Sind die Frequenzen VZk> Vtm, JlZ n nur wenig voneinander verschieden, so 
erhalt man fUr die Spektrallinien Vlk> Vz m , Vl n ' .. bei spontanen Dbergangen 
von l aus angenahert die Intensitatsverhaltnisse: 

(42') 
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v. Wechselwirkung von Materie und Strahlung. 
44. Operatorrechnung. In Abschn. IV war gezeigt. wie man aus der klassi

schen HAMILToNschen Energiegleichung eines Systems von N Freiheitsgraden 
H (qI ... qnt PI ... p},.) - E = 0 die zugehi:irige wellenmechani,che Differential
gleichung gewinnt. Man ersetzt in der (pass end symmetrisierten) Hamilton
funktion die Impulse Pk und -E durch die Operatoren 

h 0 h i3 
Pk~-' - und -E~-.--;c- (1 ) 

21n Oqk 21n dt 

und iibt den erhaltenen Operator 

( h 0) h [ 
H q, t, 27; oq + 2i~ at auf VJ (q, t) 

aus. Der Lasung VJ entsprachen dann gewisse physikalische Eigenschaften 
des quantenmechanischen Systems. 

Urn Lasungen zu erhalten, ist es nun oft vorteilhaft, von den urspriing-
1ich gewahlten Koordinaten und Impulsen qp zu neuen kanonisch konjugierten 
q' P' iiberzugehen, in den en die Lasung 1eichter gefunden werden kann; 
die auf die neuen Koordinaten transformierte Hamiltonfunktion H' (q' tp') fiihrt 
dann zu dem neuen Opera tor 

H'(q't 2:n OOq,) + 2~n;t ausgeiibt auf VJ'(q't) 

Die Lasungen VJ' sind natiirlich ganz andere Funktionen als die urspriing
lichen VJ(q, t). Es ist aber von prinzipiellem Interesse, solche aus den VJ und '1// 
abgeleiteten GraBen zu suchen, die von VJ aus genau dieselben Werte besitzen 
wie von VJ' aus, die also invariant gegeniiber dem zufallig zugrunde gelegten 
Koordinatensystem q oder q' sind. Denn nur solche I n varian ten sind fahig, 
physikalisch me13bare GraBen zu reprasentieren, die unabhangig von dem zu
fallig gewahlten Koordinatensystem sind. Eine solche Invariante ist Z. B. die 
Energie, in der Wellenmechanik der Eigenwert En; in der Tat laBt sich be
weisen (Abschn. VII), daB die Eigenwerte der Gleichungen 

{ h [) } H(q -,_. -.) - E VJ = 0 , 21n oq , und {HI( I fa 0) E '} q _. ,- -, - 111 = 0 
'21:rcq' ,y 

dieselben sind, wahrend die zum Eigenwert En geharigen Eigenfunktionen 
~Pn (q) und VJ~(q') ganz verschieden aussehen. Dasselbe gilt allgemein von 
den Ma trixkomponen ten (S. 391, Fu13note 2) irgendeiner Funktion 
F (q, P) = F'(q~ P'): es 1a13t sich beweisen, daB die Fkl g1eich den F;,z sind; als 
Invarianten sind sie demnach einer physikalischen Deutung fahig. 

Irgendeine Funktion der Koordinaten q und der kanonisch konjugierten 

Impulse P wird durch die Ersetzung Pk ~ ~:,~ zu einem Opera tor, 
21n uqk 

auszuiiben auf eine Funktion VJ der Koordinaten. 
Der Dbergang zu neuen Koordinaten und Impulsen bzw. Operatoren be

trifft nun zunachst den Operator H - E der SCHRODINGERSchen Gleichung, 
erst in zweiter Linie als Lasungen dann auch die VJ-Funktionen. Es ist demnach 
wichtig, sich die einfachsten Rechengesetze der Operator en klarzumachen. 

Es gilt, wegen der Produktregel der Differentiation dd ab = a dib + b d
da , 

x (X x 
h 0 h [) h 

2in (Fq;qlVJ - ql 2in i3q~VJ = 2]~' VJ, (2) 

dagegen h 0 h 0 (2') 
2]-;;; riCh q2 VJ - q2 2. i; ([q~ lp = o· VJ· 
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UiBt man in diesen Gleichungen das FunktionszeichenljJ fort, so erhalt 
man die Operatorgleichungen 

It (; It f! h 
2i; 8q~ ql - ql ~2T; CJql = 2{;' dagegen 

It a k a 
2i n CJ q1 q2 - q2 -2;;'-;; fjq~ = 0, 

oder schlieBlich, wenn wir unter PK den Operator hjZin 8;8qK verstehen, 

dagegen 

Die letzte Zeile solI nichts anderes bedeuten als eine abgekurzte Schreibweise 

fur die Gleichungen (Z) (Z'). (3) besagt, daB zwar der Operator PI = ~_ ;,0 
22n uql 

mit q2 in der Produktreihenfolge vertauscht werden darf (PIQ2 = P2QI)' aber 
nicht PI mit q], wie eben (Z) (Z') als ausfUhrliche Schreibweise von (3) beweist. 
Fur ein Paar konjugierter Koordinaten und Impulse (Operatoren) gilt die Produkt
regel der Kommutation nicht. 

Durch Zuruckgehen auf die ausfuhrliche Schreibweise (Z) beweist man leicht 
allgemein folgende Regeln fur die Produktkommutation 

PKqL - qKPL =h_ fUr K = L, =0 fUr K -!- L, 1 
PKPL - PLPK = ~:n qKqL - qLqK = 0, J~ 

k a 
bei PK = ~.- '0-' 

2tn OqK 

(4) 

Daneben gelten, wenn Xl X2 X3 drei beliebige von den zN GraBen ql' .. qNP] ... PN 
bedeuten, die Additionsgesetze der Assoziation und Distribution 

oder wenn 

und allgemein das kommutative Gesetz der Addition 

Xl + x2 = x2 + Xl' 
M k 1 . d G "13 0 h 0 an ann a so mlt en ro en qK und peratoren PK = ~.-' -0-- genau so 

22:Jt oqK 
rechnen wie mit gewahnlichen Zahlen, nur bei der Multiplikation ist auf die 
Nichtimmervertauschbarkeit der Reihenfolge entsprechend (4) zu achtenl ). Nach 
(4) ist jedes qK mit jedem qL vertauschbar, aber jedes qK nur· mit jedem andern 
PL wo L =l= K. Wir wollen allgemein zwei Funktionen q';:(q, P) und P~(q, P) 
k 'hk" . ko anonlSC - onJuglert nennen, wenn unter Emsetzung von PK = --.- a-~ 
die Operatorbeziehungen resultieren: 2tn qK 

P~ (q, 2~n -OOq)' q~l (q, 2:" aOq) ljJ - q~(q '2L OOq)' p~(q, ~2~--;;q) ljJ = -2:" ljJ 

usw., oder ki.irzer geschrieben 

usw. Wle (4). (4') 

1) Die Operatorrechnung mit "q-Zahlen" ist vom P. A. M. DIRAC zur formalen Ee~ 
griindung der Quantentheorie eingefiihrt worden; Proc. Roy. Soc. Ed. 109, S.642. 1925: 
Ed. 110, S. 561, 1926. Siehe femer C. ECKART, Operator-calculus, Phys. Rev. Ed. 28, 
S·711, 1926. 
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Als Beispiel betrachten wir ein System von 2N als kanonisch - konjugiert vor
ausgesetzten, d. h. der Gl. (4) unterworfenen GraBen qK und PK und bilden 
aus ihnen die GraBen 2i;r;PK 

1- ---

q'n: = -yqK e h , (5) 

von denen wir behaupten, daB sie kanonisch-konjugiert sind, d. h. der Gl. (4') 
unterworfen sind. Zum Beweis betrachten wir zunachst die Gleichung 

2i:rPK () 

e±-h ~. f(ql ... qN) = e ±r;qK f(ql .. qN) 

{ 10102 } 

= 1 ±IT OqK + 2-' oq;;± "', f(ql'" qK'" qN) 

= f(ql ... , qK ± 1, .. qN), 

. 2inPK . 
_ 2tn -h~ 2tn 
- h~e qK1fJ(qj ...• qK -1, ... qN) -hqK1fJ(ql .,. qK'" qN) 

2in 2in 
= -h- (qK + 1) 1fJ(ql ... , qK + 1 ~ 1 , ... qN) ~ -hqK1fJ(ql ... qK .. , qx) 

2in 
= -h-1fJ(ql'" qK'" qN), 

also in Operatorschreibweise 

P' I " 2z";-c Kq]{ - q"PK = -h-' 

Entsprechend beweist man die ubrigen Vertauschungsrelationen (4') fUr die qKund 
PK; die durch (5) definierten Operatoren qK und p~{ sind also wieder konjugiert. 
Umgekehrt kann man auch aus der Voraussetzung, daB die PK und qK kanonisch
konjugiert (4') sind, dasselbe fiir die PK und qK beweisen. 

Als ein Gegenstiick zu (6) leitet man noch folgende Formeln abo Sind 
TI T2 . .. irgendwe1che feste GraBen der Dimension von Pl P2 ... , so ist 

h = e-Y,- (PK + TK) . (7) 

Mit Hilfe dieser Beziehung beweist man dann leicht folgende allgemeineren 
Gleichungen, wenn f(q, P) irgendeine nach Potenzen der PK entwickelbare 
Funktion ist: 

2i'r("q,+ .. "xqs) 2i'r(T,Q,+ "".yq.v) 

f (ql PI) e ---h-"-"- = e h (8) 
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oder in umgekehrter Richtung gelesen 

e 

2;:r (" q, + ... '.VqN) 

h 

2 i.'7 (Tl ql -+- .•• TX (!.\") 
~ ------"-

" 
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(8') 

Bemerkt sei, daB die hier aus der Umdeutung PK -->- h_.o 0 als Identi-
2z;c uqK 

taten folgenden Vertauschungsregeln (4) schon vor der Aufstellung der SCHRO
DINGERSchen Wellenmechanik als Grundgesetze der "Quantenalgebra" 
von HEISENBERG, BORN und JORDAN sowie von DIRAC aufgestellt waren, urn mit 
deren Hilfe beobachtbare GroBen nach gewissen Vorschriften auszurechnen, die 
~ich durch klihne Verallgemeinerung der Korrespondenz zwischen der klassischen 
Mechanik und der Quantentheorie diskreter Elektronenbahnen ergeben hatten. 
Die Operatordeutung dieser quantenalgebraischen Beziehungen war dann 
schon von BORN und WIENER betont worden, und eine den Operatoren 
unterworfene kontinuierliche Raumfunktion in nicht allzuweit von SCHRO
DINGER abweichender Weise hatte bereits LANCZOS eingefiihrt. Nachtraglich 
ist dann von SCHRODINGER selbst und von ECKART die vollige Aquivalenz der 
auf der Quantenalgebra beruhenden "Quantenmechanik" mit der Undulations
mechanik gefunden worden. 

Wir werden in diesem Abschnitt V obige Rechenregeln liber Operatoren 
ausgiebig zur Abkiirzung mancher sonst sehr komplizierter Formeln benutzen. 
Die Moglichkeit, sich mehr urn die Operatoren, weIche auf die 1jJ-Funktion 
ausgeiibt wcrden, zu kiimmern als urn diese selbst, beruht eben in der schon 
erwahnten Uberfliissigkeit, genauer auf nichtinvariante Funktionen einzugehen, 
wenn man auf beobachtbare (invariante) physikalische GroDen und Gesetz
maJ3igkeiten hinaus will. Eine zusammenhangende Dberischt iiber die Quanten
algebra der invarianten GraBen ist dann in Abschn. VII zu finden. 

45. Besetzungszahlen als Koordinaten. 1m folgenden behandeln wir die 
tbergangswahrscheinlichkeiten von einem Zustand n nach einem andern 
Zustand m eines mechanischen Systems, etwa eines aus einem oder mehreren 
Elektronen bestehenden Atoms oder eines aus mehreren Molehilen bestehenden 
fest en oder gasfOrmigen Aggregates usw. Zu diesem Zweck ist es von Nutzen, 
das System, das wir einfach das A tom nennen wollen, als Teilnehmer an einer 
groBen Schar gleichartiger, d. h. dieselbe Hamiltonfunktion besitzender und 
yoneinander unabhangiger Atome zu nehmen, von denen zu irgendeiner Zeit 
~YlAtome im Zustand 1, N 2 Atome im Zustand 2 usw. liegen. Nl + I\'2 + ... N 
ist die Gesamtzahl der Atome der Schar. Ferner betrachten wir noch eine zweite, 
dritte usw. Schar von je N soIcher Atome, bei denen aber der Verteilungszu
stand IV;. bzw. N;: usw. besteht. Die Wahrscheinlichkeit, unter der Gesamtheit 
dieser Scharen zur Zeit t eine Schar im Verteilungszustand N;, zu finden, sei 
[ljJ(NU) 12 genannt, die Wahrscheinlichkeit, zur selben Zeit eine Schar der Gesamt
heit im Zustand N;' anzutreffen, sei [ljJ(N;', tl ) 12• 1jJ(N;., tl ) bzw. 'lJ'(N~tl) sind die 
zugehorigen Wahrscheinlichkeitsamplituden. Nimmt bis zur Zeit t2 der Wert 
von l'lJ'OV;t}j2 ab, der von 1p(N~t) zu, so heiDt das, es besteht eine Dbergangs
wahrscheinlichkeit vom Verteilungszustand N~ und nach dem Ver
teilungszustand N;' hin. 

Wahrend bisher 'lJ' stets als Funktion der Koordinaten q und t betrachtet 
war, sind wir so mit DIRAC l ) zu Wahrscheinlichkeitsamplituden 1jJ gelangt, bei 
den en die Besetzungszahlen Nk als Koordinaten auftreten. Der Anschlu!3 
an Abschnitt IV besonders Ziff. 41, wo 1jJ allgemein in der Form 

1jJ (q, t) = .2kbdt) 1jJk (q) 

1) P. A. M. DIRAC, Proc. Roy. Soc. Bd. 114, S.243, 1927. 
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als Lasung der Grundgleichung1) 

__ h_ ip + {H, tp} = 0 
2zn 

dargestellt war, wird erreicht, indem man hier den Betrag ibk(t)i 2 deutet als die 
Anzahl der Atome, we1che sich gerade im Zustand k befinden, so daB 

ibk(t)i2 = Ndt) und Zkibk(t)i2 = 2"Nk(t) = N = konst. 

Da bk (t) selbst noch komplex sein kann, ist dann 
2 i:r (~k 

bk = {Hk e -~h-

zu setzen, und wir erhalten 

mit V Nk = Amplitude, ek = Phase 

tp(b1 b2 • •• q, t) = Zkbktplc> -IP = Xkhk'Pk' 

(9) 

Wegen der in Ziff. 41 abgeleiteten Gleichung fiir die zeitliche Anderung der b 
h . 

--.- ble + Z"Hk"b" = 0 2zn 
(9') 

kann dies auch in der Fo~m 

tp = Zbktpk'~~ ip + ZkZntpkHkn bn = 0 (10) 

geschrieben werden. Wir wollen dabei wie dort die Einteilung von H(q, t, p) 
in HO(q, P) + F(q, t) so vornehmen, daB die Matrixelemente Fnn verschwin
den, indem der Teil der Storungsenergie F(q, t), der zu nicht verschwinden
den F nn AnlaB geben wiirde, zur Hauptenergie H ° geschlagen wird. Es ist dann 

Hlen = Fkn fUr k=f=n, Hnn=En und Fnn=O. (10') 

Es werde nun --,:--. b't definiert als der zur Koordinate ble konjugierte Im-

puIs, d. h. ~. b* s~{l cteine Abkiirzung fiir den Operator --!- ::, c
b
9 , b* eine Ab-

2zn 2zn U k 

kiirzung fiir c /6 bk bedeuten. Es gelten dann die Operatoridentitaten (vgl. 
(2) (2') und (4)J 

fUr 

bjb" - b/cbj = '1, 

hk bl - bl ble = 0, 

b'tbl - bib'}; = O(l + k), ) 
bffbi - b~bff = 0 

b* _ 8 
Ie - 8bk ' 

Wir verstehen nun unter H (b, b*) den Operator 

H (b, b*) = ZleZnbkHknb: 

(11 ) 

(12) 

und finden bei Ausiibung auf tp = Zlb1tpl, da b~ ~: auf tpz(q) ausgeiibt Null 
ff~hl • 

{H, tp} = ZleZnbkHlentpn, 

so daB (10) iibergeht in die Form 

{24; {t + H, VI} = 0 fUr tp(b, q) = 2',.bntpn(q) . (13) 

Diese Gleichung hat formal dasselbe Aussehen wie die Grundgleichung von 
SCHRODINGER, nur ist in letzterer tp eine Funktion von q und t, in (13) eine 

1) Die Fourierkoeffizienten bk (t) sind schnell veranderlich, bk = ak e-2inEkI!h, im 
Gegensatz zu den langsam veranderlichen ak(t). Die 1j!k(q) sind die Eigen16sungen der 
konservativen Gleichung {HO - E, 1j!} = 0, wo HO der "ungestorte" Anteil von H, 
F = H - HO die Storungsfunktion ist, siehe Ziffer 41. 
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Funktion von q und bi b2 ••• , wahrend die Zeit implizite in den bk (t) steckt. 1m 
folgenden wird es dann weniger auf die Abhangigkeit von q als auf die von den 
b ankommen; da in der Differentialgleichung (13) der Operator H(b, b*) die 
Koordinate q gar nicht enthalt, so sind die Losungen 1p von (13) einfach Funk
tionen 1p (bi b2 ••• ), wo jedes b noch implizite die Zeit t erhalt. 

DIRAC geht jetzt weiter von den kanonischen Variabeln bk und -2~ . bt zn 
= ~. ~ob zu neuen kanonischen Koordinaten und Impulsen (Operatoren) 

2zn v k 

uber, und zwar so, daB die Nk = ibki2 jetzt die Rolle der Koordinaten uber
nehmen. Dies wird erreicht durch die Transformation 

2i;;z f)k 

bk = iNk e --h-, 

2in fh 

bt = e~h~ iNk (14) 

zu den neuen kanonischen Variablen Nk und 8 k = 2~:n;' a~k; daB in der 

Tat bei der durch (14) angegebenen Transformation aus den Vertauschungsregeln 
(11) der bk die Vertauschungsregeln 

entstehen, folgt wie (4') aus (5). 

8 k NI - Nl 8 k = 0 fur 1 =!= k I 
8 k 8 1 - 8 18 k = 0 

(14') 

Bei den neuen kanonischen Variablen N k 8 k wird der Operator H(bb*) 
von (12) jetzt zu dem Operator 

2infh 2i:rf)n 

H(N, 8) = ZkZn -{M,e --h-. Hkne-~h~1Nn h a mit 8 k --
- 2i;;r; ONk 

durch den der Operator der Grundgleichung (13) ubergeht in 

(14") 

Dbt man ihn auf eine Funktion 'Jf aus, so ist 'Jf eine Funktion der konti
nuierlichen Koordinaten N I N 2 ••• , von denen jede zunachst aller Werte 
zwischen 0 und 00 fahig ist. Die Beschrankung der Koordinatenwerte Nk auf 
ganze Zahlen, oder vielmehr der Anderungen der Nk urn ganze Zahlen, ist 
erst ein gleich abzuleitendes Resultat der Quantenmechanik. 

46. Ubergangswahrscheinlichkeiten. Die letzte Gleichung kann mit Hilfe 
der F ormeln (6) in die Gestalt 

h' T 

-. 'Jf(NI· .. NkOo' N n .. ·) } 
2Z:l 

+ ZkZnHkn -yNk '-YNn + 1 . P(NI . .. Nk - 1, ... N n + 1, ... ) = 0 
(15 ) 

gebracht werden; dabei sind in der Doppelsumme nur die Glieder mit k =1= n 
hingeschrieben. Fur k = n kommt noch die einfache Summe hinzu: 

ZkHkk iNk iNk 'Jf(Nl" .Nk"') = IkEkNk 'Jf(NI' .. Nk''')' (is') 

'Jf(NI' .. N k • •• N 2) fassen wir auf (s. auch 3. Beispiel in Ziff.40) als die 
Wahrscheinlichkeitsamplitude, zur Zeit t unter einer Gesamtheit von Atomscharen 
eine Atomschar im Verteilungszustand N I N 2 •• N k •• • anzutreffen. lJ'(NI'" 
Nk - 1, ... N n + 1, ... ) ist dann die Wahrscheinlichkeitsamplitude, zur selben 
Zeit eine Schar der Gesamtheit in einem Verteilungszustand anzutreffen, der 

Handbuch der Physik. XX. 26 
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sich von dem ersteren dadurch unterscheidet, daB im Zustand k ein Atom 
weniger, im Zustand n ein Atom mehr liegt. Die zeitliche Anderung 
der ersteren Wahrscheinlichkeitsamplitude ist durch Gleichung (15) mit den 
Amplituden der letzteren Wahrscheinlichkeiten verknupft. Zur Vereinfachung 
derSchreibweise verstehen wir unter P'N und P'M jetzt die Funktionen P'(NIN2 ... ) 
und P'(M1 M 2 ••• ) und konnen dann statt (15) abgekurzt schreiben 

h . 
o = -2' P'N + ~MiJNM • 'PM' Z:7r 

(16) 

wo die Summe sich auf aile die Verteilungen M erstreckt, welche von der 
Verteilung N durch ein um 1 vermehrtes und ein um 1 vermindertes N ab
weichen, dazu kommt noch ein Glied N = M entsprechend (15'); die Bedeutung 
der Koeffizienten iJN Mist aus dem Vergleich mit (15) (15') abzulesen; z. B. ist 
nach (15') iJNN = ~lcNlcElc' wofur wir auch EN schreiben wollen 

iJNN = EN = ~kNlcEk (16') 

als Gesamtenergie der Atome im Verteilungszustand N. 
Von der Gleichung (16) fiir die schnell veranderlichen Funktionen P'N kann 

man zu langsam veranderlichen Funktionen qJN ubergehen, indem man den 
Ansatz 2inENt 

P'N = qJN' e-h - (17) 

in (16) einfuhrt. Man erhiilt dann [vgl. 'Obergang von (28) zu (28') Ziff.41] fUr rp 

h,j; ~ n.. 2in(EN-EM)t . ct: = iJNM fur N =1= M 
0= 2i:7r 'PN + ':'M~NM'PMe h mIt UNM = 0 fur N = M (18) 

Auch die physikalische Bedeutung der iJNM bzw. ~NM entspricht der 
in Ziff. 41 behandelten Bedeutung der Hnm bzw. Fnm. Die Integration von 
(18) fiir das Zeitintervail 0 bis t fuhrt [vgl. in Ziff. 41 die Integration von (28,)], 

zu der Reihe qJN(t) - qJN{O) = ~MtNM(t) <liM{O) , (19) 

wobei in 1. Naherung fUr kleine Zeiten, in denen sich die lJiM nur wenig andern: 
. t 2in(EN-EM)t 

f'JIM{t) = _2~:7r f~NMe h dt. (20') 
o 

Wird das Zeitintervall 0 bis t so klein genommen, daB auch ~N M als Kon
stante angesehen werden darf, so erhalt man durch Integration 

( 
2in(EN-EM)t) 

f'JIM(t) = ~NM' 1 - e h : (EN - EM)' (21) 

Die Entwicklungskoeffizienten fNM(t) in der Reihe (19) sind die Wahrschein
lichkeitsamplituden, die \fNM\2 = WNM die Wahrscheinlichkeiten, daB 
wiilrrend der Zeit t eine Atomschar aus dem Verteilungszustand M nach N springt. 
Es gilt, genau wie in Ziff.41, ein Interferenzgesetz der Wahrscheinlich
keiten, als Folge des Additionsgesetzes (19) derWahrscheinlichkeitsamplituden. 

Die Besonderheit des hier behandelten Problems der 'Obergange einer Atom
schar aus dem Verteilungszustand M = (MIM2 ... ) in den Verteilungszustand 
N = (N1 N 2 . •• ) ergibt nun, daB die GroBen iJNM bzw. ~NM' welche zu den 
'Obergangsamplituden fNM fUhren, hier nur fUr folgenden Fall von Null ver
schieden sind, den man aus (15) abliest: 

Endverteilung N I Anfangsverteilung M I lJN M = iJN M } 
,;-- ,-- (22) 

=N1 ... Nlc ... N n ... =N1 ... N k -1, ... N n +1 ... = F"n vN" }Nn + 1 
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d. h. die von vornherein kontinuierlichen Koordinaten N k k6nnen nur entweder 
erhalten bleiben oder sich urn ±1 andern, sukzessive also nur urn ganze Viel
fache von 1 springen. 1m einzelnen bedeutet (22) folgendes. Beim Obergang 
von der Anfangs- zur Endverteilung der Atomschar springt ein Atom aus dem 
Zustand n in den Zustand k. Die Unsymmetrie des Dbergangserzeugers Fkn 
iN;. VNn + 1 ist nur scheinbar, denn man bedenke, daB das springende Atom 
im Anfang eines der (Nn + 1) Mome war, welche sich im Zustand n befanden, 
und daB dasselbe Atom am Ende eines der Nk Atome ist, welche sich im Zustand 
k befinden. Gleichwertig mit (22) ist auch folgendes Schema 

Endverteilung N I Anf~ngsverteilung M I 'i5N M _~_~!'li ~} (22') 

= N l •· .Nk+ 1, ... N n-1. .. [ =N 1 ·•· N k··· N n· ··1 = Fkn iNk + 1 VNn 

Sind z. B. im Anfang alle Nk = 0, nur N" = 1, so ist die Dbergangswahrschein
lichkeit dieses Atoms vom Zustand n zum Zustand k zu berechnen aus 
'i5NM = Fkn • 11 {1.-= Fkn , d. h. einfach aus dem MatIixelement der St6rungs
energie. Man sieht hier besonders deutlich, daB fUr das Vorhandensein dieser 
Dbergangswahrscheinlichkeit von n nach k es nicht etwa n6tig ist, daB bereits 
schon vor dem Ubergang ein oder mehrere Atome im Zustand k liegen (wie 
zuweilen unrichtig aus der Wellenmechanik geschlossen wurde). 

47. Wechselwirkung von Licht und Elektron. 1m Anschluf3 an P. DIRACl ) 

verfolgen wir jetzt, indem wir das St6rungspotential F(q, t) spezialisieren, die 
Wechselwirkung von Lichtquanten und Elektronen, urn zu einer Quantentheorie 
der Absorption, Emission, Lichtzerstreuung und Dispersion zu 
gelangen. Dabei m6gen die einfachsten Formeln aus der relativistischen 
klassischen Mechanik des Elektrons im elektromagnetischen Feld vorausge
setzt werden; dieselben sind iibrigens in Abschnitt VI im Zusammenhang 
wiedergegeben. 

In einem storenden Feld mit dem skalaren Potential f{J und den Vektor
potentialkomponenten mxmymZ lautet die Energiegleichung 

( 
'2 1 

Px+ ;mx) +···-c2(E+sf{J)2+ph2=0. 

Die Hamiltonfunktion ist demnach jetzt 
L 

H = E = c· [P6 C2 -+- (Px + ~ mxY + .. r -Ef{J. 

Als un g est 6 r ten Fall betrachten wir die Anwesenheit des skalaren Poten
tials f{J allein, welches iiberdies zeitunabhangig sein solI (Bewegung im Feld 
eines Kerns) mit der Hamiltonfunktion 

Ho = Eo = cip~C2+p2 - 1'f{J. (23) 

Bei Vernachlassigung von v2jc 2 gegen 1 und von Gliedern mit m3 erhiilt man 
dann naherungsweise 2 

H = E = Ho + -~ (0 m) + 2~C2 m2 • (24) 

Diese Gleichung stellt eine Mischung zwischen Korpuskulartheorie der 
Materie und Feldtheorie des Lichtes dar. Urn zu einer konsequenten Feldtheorie 
von Licht + Materie zu kommen, ist es zunachst notig, die Wechselwirkung 
zwischen Elektronen und Lichtkorpuskeln (Lichtquanten) durch eine punkt
mechanische HAMILToNsche Funktion zu fassen, die dann ins Wellenmechanische 
zu iibersetzen ist. Dem Atom mit seinen Freiheitsgraden steht dabei gegeniiber 

1) P. A. M. DIRAC, Proe. Roy. Soc. Bd. 114. S.243. 1927. 

26* 
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das Lichtfeld mit seinen Freiheitsgraden, die mathematisch als ein System von 
harmonischen Oszillatoren eingefuhrt werden, welche in gewisser Weise in st6ren
der Wechselwirkung mit dem Atom stehen; physikalisch sind diese Oszillatoren 
die elementaren Eigenschwingungen des von Licht erfUllten Raumes. Fur 
unsre Zwecke besonders geeignet ist die Verwendung der elementaren LAuEschen 
Strahlenbundel (s. Zif£' 17, ferner Rap. 9), von denen im Volumen V und im 
Schwingungszahlenintervall dy im ganzen 

(25 ) 

elementare Strahlenbundel vorhanden sind, in Ubereinstimmung mit der JEANS
schen Zahl der Eigenschwingungen beider Polarisationsrichtungen. Die Anzahl 
der dabei auf den Winkel6ffnungsbereich d w (statt 4n) fallenden elementaren 
Strahlenbundel einer Polarisationsrichtung ist demnach 

.. 2 

a ="3 Vdydw elementare Strahlenbundel in Vdydw. (25') 
e 

Jedes von ihnen wird in der Rorpuskulartheorie des Lichtes mit einer ganzen 
Zahl Nk von Energiequanten hYk besetzt. Die Ganzzahligkeit der Nk wollen 
wir aber hier nich t voraussetzen, sondern zunachst den Nk den kontinuierlichen 
Bereich von 0 bis 00 zur VerfUgung stellen. Der Lichtzustand des Raumes ist 
dann charakterisiert durch die samtlichen evtl. gebrochenen Zahlenwerte N k 

von Lichteinheiten hYk, welcheauf den einzelnen (auf dem kten) Strahlenbundeln 
liegen, und durch die Phasen 8", dieser StrahlenbUndel. 

Urn jetzt die St6rung zwischen letzteren und dem Atom zu erhalten, be
trachten wir zunachst nur das kte Strahlenbundel mit der (kontinuierlich ver
anderlichen) Besetzungszahl N", und der Phase 8", und fragen nach dem von 
ihm erzeugten Vektorpotential mk. Die von dem Strahlenbundel im Volumen 

V erzeugte mittlere Energiedichte ist Nk;'Vk • Andererseits ist die mittlere 

elektromagnetische Energiedichte der mit v schwingenden Strahlung gleich 

_1_ (@2+ "-2) = _1_ @2=_1_(W)2=_1_ 4 n 2 .. 2 ~.{2 = n .. 2 52{2. 
8n v'" 4n 4nc2 4n c2 e2 

Aus der Gleichsetzung beider Dichten folgt m~ = !.~ . NVk ' und wenn wir 2(1: 
n .. 

periodisch mit dem Phasenfaktor cos (2n 8 k /h) ansetzen, wird schlieBlich 

(26) 

2(k selbst zeigt in der Richtung des elektrischen Vektors @k = _ silk. Das ge
e 

samte Vektorpotential mist die Uberlagerung aller Beitrage k. Auf diese Weise 
ist m durch die korpuskularen Daten Nk und 8k ausgedruckt. 

Vor der Einsetzung in die Hamiltonfunktion (24) solI noch symmetrisiert 
werden: 

e 2i"fh 2i"ek 2 . YNk cos (2~ -k) = YNk e - -h- + ell yNk = bk + bt [vgl. (14)J. 

Mit den Abkurzungen 

Ill: • cos (52{k, ll) == llk und 
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wird dann die Hamiltonfunktion (24) zu 

I (27) 

unter HinzufUgung der ungestorten Lichtenergie. 
Man kann mit DIRAC diese Gleichung so auffassen: Es ist die Hamilton

funktion eines mechanischen Systems von unendlich vielen Freiheitsgraden, 
namlich des Hohlraums V mit seinen Eigenschwingungen (Strahlenbiindeln 
k = 1, 2, 3 ... (0) in einer "Lage", in welcher die Eigenschwingungskoordinaten 
die Werte bi b2 ... und die kanonisch konjugierten Impulse die Werte 

~b* 
2in 1, 

besitzen, oder auch bei Benutzung der Transformation 
. -- Zinl:h 2in!'h,;-

bk = yNke--h-, b't = e-h- y Nb (28) 

bei den Koordinatenwerten Nk und konjugierten Impulswerten Bk. Dazu 
kommen noch die Koordinaten und Impulse des Elektrons, die in Ho und in den 
Faktoren Ok enthalten sind. 

48. Ubergangswahrscheinlichkeiten 1). Der Ubergang von der punkt
mechanischen Hamiltonfunktion (27) zum wellenmechanischen Operator ge
schieht durch die Umdeutung der Impulse bt in Operator en d/dbk bzw. der 

Impulse Bk in ~ "iJN und Bildung der Wellengleichung (16) 
2zn U k 

h . 
- 2i; iJf." = ..rMSjNM· IJfM (28') 

mit IJf als Funktion der kontinuierlichen Koordinaten bk oder N k . Ausfiihrlich 
heiBt diese Gleichung, wenn wir die Umformung (6) 

±2in:Eh 

e h /(NI ... N" ... ) =/(N1 ... N k ±1, ... ) 

beach ten und zur Abkiirzung statt IJf (NI N2 ... ) einfach 1Jf, statt 
IJf(NIN2"" N k +1, ... ) einfach IJf(Nk+1) schreiben: 

- ~ '.P= Ho'P + ~ Nkhvk'P 
2z n ..:::.. 

k 

+ f:-~ V 2.n~T"k Ok' [yNklJf(N" -1) + V N" + 11Jf(Nk + 1)1 
k 

+ ~ ~ ~ _h_ C~S!Xk~. 
2fA ..:::....:::.. 2n V V"k' "/ 

k l 

[1:LV;;M' IJf(Nk - 1, Nl - 1) + V Nk(Nl + 1) . IJf(N" - 1, Nl + 1) 

+ YNk +1)Nl · IJf(Nk+1, N l-1) + {V,,+1) (iTI +1) .1Jf(Nk+1, N l+1)]. 

(29) 

Wir sehen schon hier entsprechend den Betrachtungen von Ziff. 46, daB die 
Zahlen Nksich stets nur urn ± 1 andern, d. h. daB stets nur ganze Lich tquan ten 
umgesetzt werden. Aus dem gewonnenen Resultat werden wir mit DIRAC die Wahr-

1) P. A. M. DIRAC, Proc. Roy. Soc. Ed. 114, S. 243. 1927. 
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scheinlichkeiten der verschiedenen optischen Prozesse, Emission, Absorption, 
Zerstreuung usw. ablesen. Dazu muB aber noch eine Erganzung hinzugefUgt 
werden. Die in (29) auf 'P wirkenden Operatoren Ho und b" enthalten namlich 
Koordinatenqund Impulse pdes Elektrons, so daB aIle vorkommenden Funk
tionen 'P auGer den N" noch das Argument q enthalten. In Zif£. 45 wurde gezeigt, 
daB man statt q als Koordinate des Elektrons auch Zahlen N~ N~ ... als Koordi
nat en einfUhren kann, welche fUr eine ganze Schar von gleichartig gebundenen 
Elektronen die Verteilung uber ihre maglichen Quantenzustande 1, 2, ... bedeuten. 
Dementsprechend wird 'P bei einem System, welches aus einer Schar von Elek
tronen und Lichtquanten besteht, eine kontinuierliche Funktion der Argumente 

'P(N~N~ ... NIN2 ... ) (30) 

sein. Beschranken wir uns auf den Fall, daB nur ein Elektron vorhanden 
ist, und zwar im Anfangszustand m und im Endzustand n, so ist 
auf der rechten Seite von (29) statt des von q und p abhangenden Operators H 
sein Ma trixelemen t Sjnm (siehe S. 391, FuBnote) einzusetzen, also fur b" 
jetzt b~m und fUr Ho jetzt (Ho)nm = 0 zu schreiben. (28') nimmt dann 
folgende Gestalt an 

h lif(n) _ ~ c:...nm IT/(m) 
- 2i:n;T N - "::'il'i~dNJf' r M' (31) 

wobei sich der obere Index n bzw. m auf den Elektronenzustand, der untere N 
bzw. M auf die Lichtkoordinaten beziehen solI; die Werte SjNM sind aus (29) 
abzulesen, und Sj~r':lf sollen ihre Ma trixelemen te bezuglich der Eigenfunktionen 
'/fJn (q) und 'Iflm (q) des Elektrons angeben, deren Eigenwerte gleich En und Em 

sind. Wir haben damit eine der Gleichung (16) analoge Gleichung fUr die schnell 
veranderlichen GraBen 'P genommen. Der Ansatz [vgl. (17)] 

2i;rt(E.Y+E"l -----
'PG·) = cJ>('N) e h 

fUhrt dann zu der Gleichung fUr die langsam veranderlichen GraBen iP [vgl. (18)] 
2 i :rt(K,--El>[+E,,-Em) 

h ni(n) _ ~ C1;nm cJ>(m) h -2i-;""N - mONM' Jl e (32) 

von der uns nur die Glieder N =F M interessieren, we1che fUr Lichtumsetzungen 
maBgebend sind. 

Die Integration nach der Zeit fuhrt dann zu einer Reihe [vgl. (19)J 

cJ>('N)t=o - rJJ(~·)t = ~Mf')/'l[(t), rJJG})t=o, (33) 

deren Koeffizienten IW:;f(t) die Dbergangsamplituden vom Lichtzustand M 
nach N bei gleichzeitigem Elektronensprung von m nach n bedeuten. Ihre 
Quadratbetrage sind die zugehOrigen Dbergangswahrscheinlichkeiten 
w'N'il£(t). 1m einzelnen erhalt man, durch Berucksichtigung der verschieden
artigen Summenglieder von (29), in 1. Naherung die Emissions-, Absorptions
und Zerstreuungswahrscheinlichkeiten, in 2. Naherung die Dispersionserschei
nungen, wie im folgenden im AnschluB an DIRAC gezeigt werden soIl. 

49, Emission, Absorption, Zerstreuung1), Die Integration von (32) fUhrt in 
erster Nahrung zu den Dbergangsamplituden [vgl. (21)J 

( 
2i,,(EN+En-EM-Emlt) ) 

Inm (t) - ct.n. m 1 _ e h : (EN + En - EM - Em 
NM - O,YJI' 

1) P. A. M. DIRAC, Proc. Roy. Soc. Bd. 114, S. 243. 1027; siehe ferner A. LANDE, 
ZS. f. Phys. Bd. 42, S.835. 1927; L. LANDAU, ebenda Bd.45, S. 430; G. WENTZEL, ebenda 
Bd. 43, S. 524, 1927; E. FUES, ebenda Bd.43, S.726, 1927; F. BLOCH, Phys. ZS. Bd. 29, 
S. 58. 1928; J. C. SLATER, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 13, S. 7· 1927· 
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und den Dbergangswahrscheinlichkeiten 

wN1t(t) = IFN1t1 2. 2 [1 - cos 2:t (EN+En-EM-Em)] : (EN+En-EM-Em) 2 • (34) 

Der Emission eines Lichtquants hv" beim Atomsprung m -+ n entspricht 
beim Endzustand N = N 1N 2 ... der Strahlung der Anfangszustand M = N 1 •.. , 

N" - 1, . .. Der zugehOrige Koeffizient iYN1t = .\)N1t ist, wie man aus (29) 
abliest, 

Gleichwertig damit ist bei anderer Bezeichnung des Anfangs- und Endzustandes 

l/-h . ,I~ (EM=N".hv" ) 
.\)N7t-= 231V"k'ID1~mrN,,+1 EN= (N"+1)hv,, (34') 

mit Einfiihrung des elektrischen Moments ID1 = Bt, m = eO. Setzt man ferner 
zur Abkurzung 

Em-En=vnm·h, (!=:;;) , EM-EN=-hv", 

so gelangt man zu der Emissionswahrscheinlichkeit 
1 . 

WN1t(t) = V nh"k [ID1~m[2 (N" + 1) [1 - cos2 nt(vnm - v,,)]: (Vnm - V,,)2 • (35) 

Sie ist nicht proportional der Zahl N" der Lichtquanten im Anfangszustand, 
sondern proportional N" + 1. Den mit N" proportionalen Teil nennt man die 
von der Strahlung induzierte Emission, den mit 1 proportionalen Teil 
die spontane Emission. Das emittierte Lichtquant Vic braucht nicht etwa 
die gleiche Frequenz wie das zum Atomsprung gehorige Vnm zu besitzen, aller
dings ist die Emissionswahrscheinlichkeit urn so groBer, je geringer der Nenner 
(vnm - V,,) 2 wird. Die BOHRsche Frequenzbedingung ist also nicht 
s c h a r fer full t. (35) gibt die Intensitatsverteilung der beim Atomsprung m -+ n 
emittierten breiten Spektrallinie urn das Maximum Vic = Vmn . 

Die gesamte spontane Emissionswahrscheinlichkeit in Volumen V in einen 
Winkelbereich dw hinein und mit Schwingungszahlen des IntervaIls dv erhii.lt 
man aus (35) durch Ersetzung von N" + 1 durch 1 und durch Multiplikation 

mit der Anzahl 0" = "! . V dv"dw" der zugehorigen elementaren Strahlenbundel c 
(25'); dadurch faut V in (35) heraus: 

d 1 j mnmj2 1- cOS231t("n .. - "k) d 
w"'nhc3 k ,vl;' ("nm-"k)2 vk' 

Will man die Emissionswahrscheinlichkeit fUr aile Farben v" durch Integration 
uber v" von 0 bis 00 erhaIten, so zeigt sich, daB das Integral nicht konvergiert, 
weil die Beitrage der hohen Frequenzen zu wenig (wie dv,,/v,,) abnehmen. Dies 
kommt daher, weil fUr sehr hohe Frequenzen, d. h. kleine Wellenlangen, es nicht 
erlaubt ist, im punktmechanischen Ansatz das auf das Elektron in seiner momen
tanen Lage wirkende Feld durch das Feld in seiner Ruhelage zu ersetzen. Denkt 
man sich diese Konvergenzschwierigkeit durch passende Modifikation fUr groBe v" 
beseitigt, so tragen wesentlich nur die v" in der Nii.he von vm .. zum Integral 
bei, so daB man bei der Integration den Faktor v" durch v .. m ersetzen kann. 
Man findet so fUr die Emissionswahrscheinlichkeit beliebiger Farbe in den 
d Wr Kegel hinein 

d _1_ [ Iffinm [22 2 t _ d 2n"nmt .1 ~ Imnm 12 = d . 8n3"~mt [lmnm [2 (36) w" nhc3 ~ .. tk n Vnm - W" hc3 dt ;JJtk w" hc3 ~ .. tk , 

indem man ID1~m mit ~lmnm_ 2in 1m"'" 
dt Wlk - h Vnm~Jtk 
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identifiziert. Die gesamte spontane Emissionswahrscheinlichkeit des vom Zu
stand m nach n springenden Atoms erhalt man bei Ersetzung von dWk durch 
4.n, Hinzufiigung eines Faktors 2 zur Umfassung beider Polarisationsrichtungen 
und Ersetzung des Mittelwerts der k-Komponente durch einen Faktor ~-

1 Wl~m 12 = .~- i Wlnm 12 • 

Multipliziert man dann noch mit hYk, so erhalt man die bei einer groBen Schar 
gleichartiger Atome pro Atom und pro Zeiteinheit ausgesandte Energie 

(36') 

beim Ubergang m --+ n. Dieser Ausdruck stimmt uberein mit der in Ziff.43, 
Gl. (41) benutzten Ausstrahlung und rechtfertigt nachtraglich den dort benutzten 
Ansatz fUr die "Ubergangsdichte" enm als QueUe der klassischen Ausstrahlung. 

Fur dieAbsorptioneinesLichtquants hYk istbeim Endzustand N = N 1N 2 •.• 

der Strahlung maBgebend ein Anfangszustand M = Nl ... , Nk + 1, . .. Der 
zugehOrige Koeffizient H]!;TJ ist in (29) 

Hnm 1/ It nml/N + 1 
.VJf = E . 2:~V:;; bk k 

Gleichwertig dam it ist 

Hn;m =11 __ h __ ~j(nJil liN (EM = Nkhvk ) 
l\J[ r 2;>tVVk k r k EN = (Nk -1)hvk . 

Dies unterscheidet sich von (34') nur durch den Faktor VNk statt YNk +1, 
die Emissionswahrscheinlichkeit verhalt sich zur Absorptionswahrscheinlichkeit 
demnach wie Emissionswahrscheinlichkeit Nk + 1 

Absorptionswahrscheinlichkeit N k 
(38) 

Diese Beziehung kann man als Grundlage von EINSTEINS Beweis des PLANcKschen 
Strahlungsgesetzes benutzen. 

Die Zerstreuung eines Lichtquants umfaJ3t hier nicht den Comptoneffekt, 
da oben v2jc 2 vernachlassigt wurde. Wir betrachten den Dbergang zum End
zustand N = Nl N2 ... vom Anfangszustand M = N1 ... Nk + 1, ... Nl - 1, ... 
Ihm entspricht in (29) 

Hn,m = 2 c2 h COS<Xk' ,IN ,IN +T 
,\ M 21J. • 2n V ,r-:: V l V k 

" rv• v, 

Ein solches Glied kommt namlich in der Doppelsumme 2 mal vor. Statt dessen 
benutzen wir 

Hn", - c2hcos~ ,IN-+1 ,IN (EM = Nkhvk + Nlhvl ) (39) 
N.lf - 2;>tp VY1v, V l V k EN = (Nk - 1)hYk + (Nz + 1)hYz 

fUr den Dbergang eines Lichtquants hVk in ein Lichtquant hvz. Dies fiihrt 
nach (34) zu der Ubergangswahrscheinlichkeit 

wnm = C4 COS2 lXk' . (N + 1)N .2. 1 - cos2nt(v, - Vk - vnm) (39') 
.'I'M 4 ;>t2p2. V Vk' V v, l k (v, - l'k - 1'nm)2 

Durch Multiplikation mit ak=~Vdvkdwk und az=~Vdvldwz (siehe 25') 
c c 

erhalt man als Dbergangswahrscheinlichkeit aus dem Strahlenbundel 
dYkdwk in das Bundel dvldwz 

(39") 
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Besonderes Interesse hat der Fall Y"m = 0 beim Anfangszustand Nl = 0, d. i. 
Streuung an einem ungeandert bleibenden Atom in ein strahlungsfreies dOJldYr 
Biindel hinein. Integriert man auBerdem noch iiber dYI und umgeht die Kon
vergenzschwierigkeit wie S.407, so erhalt man fiir die Wahrscheinlichkeit eines 
Streuprozesses von d"kdwk nach dWI hin wahrend der Zeit t 

E" 
~ COS20t.kIYkNk· 2~lh'kt. dYkdwkdw!. 
2.n ft C 

(40) 

Die auf die Flacheneinheit pro Zeiteinheit auftreffende Strahlungsenergie be

stimmter Polarisation ist dabei sr(Yk)dYkdwk, worin sr(Vk) = ;.ne(Yk) und die 
8nv· 

Strahlungsdichte e(Yk) = Nkkvk' ~ [vgl. (25)], also 
C 

""( ) _ Nkhv~ 
JL Yk - cs-· (40') 

Setzt man hiernach Nk = c2
hit ~k) in (40) ein und multipliziert mit kYI" 

Vk 

soerhaltman als gestreu te Energie pro Elektron und proZeiteinheit aus d"kdwk 
nach dWI hinein dE 84 

lit = ft2C4 COS20t.klsr(Yk) d"k d Wkdwl (41) 

bei auffallender Strahlungsflachendichte sr ('I'k) d 'l'kd Wk' Dabei gibt Ot.k I den Winkel 
zwischen elektrischem Vektor der einfallenden und der gestreuten Strahlung 
an. (41) gibt ein auch aus der Theorie des klassischen Oszillators bekanntes 
Resultat wieder. 

50. Dispersion. Urn den Dispersionserscheinungen gerecht zu werden, ist 
es nach DIRAC1) notig, die zweite Naherung bei der Integration von (32) zu be
trachten. Statt (32) schreiben wir kurz 2) 

h 2in(E",-E,.l! 

--2' a~(t)=1:Fmnan(t)·e h (Fmn=O fiir m=l=n), (42) 
~.n n 

benutzen wir fiir den Sonderfall, daB zur Zeit t = 0 aIle Systeme im Anfangs
zustand k sind, ak(O) = 1, am(O) = 0 fUr m of k. 

Unter Benutzung der Abkiirzung 

wird dann 

bnk = 1 fUr n = k 

= 0 fUr n =1= k 

( 2i:;r (Em-Eklt) 
a",(t) = bmk + Fmk 1 - e h : (Em - Ek)' 

Setzt man diese 1. Naherung in (42) rechts ein, so erhalt man 

1) P. A. }L DIRAC, Proc. Roy. Soc. Bd. 114, S. 710. 1927. 

(42') 

2) Von Gl. (42) bis (44) ist n mit m zu vertauschen (Anm. bei der Korrektur). 
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Integration dieser Gleichung ergibt fUr m + k 2i" 
h(Em-En)t 

am(t) = (Fmk _ ~PmnPnk)._1_-_e=-----==-_ 
..:::.. En - Ek Em - Ek 

(43) 

n 

In der zweiten Summe..:rn kann es nicht vorkommen, daB ein Glied durch Verschwin
den eines Nenners E, - E. unendlich wird, da im Zahler der Faktor Fr. steht, der 
fur r = s ebenfalls verschwindet. In dem ersten Glied rechts von (43) ist da
gegen der N enner Em - E k nich t durch einen gleichzeitig verschwindenden Zahler F mk 
unschiidlich gemacht. Es wird also dieses erste Glied fUr so1che Em, die nahe 
bei Ek liegen, weit uber die zweite ~n uberwiegen. Fur diejenigen m, deren Em 
nahe bei Ek liegen, kann die ~n einfach fortgelassen werden, und man erhalt fur 
diese m die Summe 2n 

1 

p P 122 [1-COST(Em-Ek)t] 

~lamI2= ~ F mk - ~ E~~;;:· (Em- E k)2 
m m n 

1st AEm der kleine Abstand zwischen den Energieniveaus der an der Summe beteilig

ten Zustande m in der Gegend von Eb so kann man die 1: durch LI~m f dEm er

setzen und von Em = 0 bis 00 integrieren, da wesentlich nur die Stelle Em ~ Ek 
zum Integral beitragt. Man erhalt dann unter der Annahme, daB Fmk und Fmn 

an jener Stelle nur langsam mit m variiert 

2/ 1
2=IF _2PmnPnkl'2.~ 

am mk E E h AE' 
I n- kl ·LJ m 

(44) 
m n 

dies ist die Gesamtwahrscheinlichkeit, nach der Zeit t Zustande anzutreffen, 
deren Energien Em gleich bzw. nahezu gleich sind der Energie Ek des Ausgangs
zustandes. ' Beitrage liefern hierzu erstens direkte Dbergange (Fmk) , zweitens 
indirekte Dbergange (Fmn· F nk) auf dem Umweg uber Zwischenzustande. 

Dieselbe Rechnung den ken wir jetzt mit der Gleichung (32) durchgefiihrt 
und erhalten I q:nqpqm 12 2 

~ If/Jn(t)/2 = ""nm _ ~ uNQ Qjl, • ~ 
..:::.. N IlYliJf":::" E' m h A " " Q Q-E.'ll LJEs 

.·'-'n q 

(45) 

als Gesamtwahrscheinlichkeit, nach der Zeit t Zustande des Systems Licht + Elek
tronen anzutreffen, deren Energie EN = EN + En gleich bzw. nahe gleich der 
Energie E';J = EM + Em des Anfangszustandes sind. Die Werte von 6.~'M = SJN';J 
sind jetzt wieder aus (29) abzulesen. 

Anfangszustand M und Endzustand N nehmen wir wie in (39), jedoch mit 
N z = 0 (Streuung von 'Vk - Licht in den vorher strahlungsfreien Zustand 'Vz 
hinein), also 2 

"l:nm _ c;nm _ ~ COS~,W 
ONilf - "dNilf - V'C-:: yHk 

2nf' P'kYl 

und (46) 

Als Zwischenzustand (11) benutzen wir einen so1chen Atomzustand q, daB 
der Dbergang (8 'M) die A b s 0 r p t ion eines 'Vk, der Dbergang ~1~1l) die Em iss ion 
eines 'Vz ist. Dazu gehOrt nach (34') und (37) 

c;qm _ 1/ h "mgm,'N-· 
"dQM - r 2nVy/')~k ylVb 

c;nq - -I/_h- "mnq l 
"dJQ - I 2nV"1 ;J)~l , 

E", - Ell = h('Vqn + vz) , 

(46') 
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wobei q so liegen muB, daB 
K,c - E;; = h(+-l'mq +- 1'qn +- 1'z- I'k) ~o. 

Als Zwischenzustand benutzen wir ferner einen andern Atomzustand q, daB 
der Ubergang UHf) die Emission eines 1'z, der Ubergang C~Q) die Absorption 
eines 1'k ist. Dazu gehOrt nach (34') (37) 

c:..qm =l,~h-fficqlll 
"<?QM -2;rVv,;ul' 

E(j - £7{} = h(1'mq +- I'Z) , 

wobei q wieder so liegen muB, daB 

~R'Q = v::~: Wczq VN~, ) 
E~I - EQ = h(1'qn - 1'k) I 

E",~ - EI:£ = h(1'mq +- 1'qn +- 1'z - 1'k) ~ O. 

( 46") 

Weitere Zwisehenzustande ziehen wir nieht in Betracht. Mit (46) (46') (461/) 
wird aus (45) 

"'1(M(t)!2 = ~Nk' ~-.- .. -- ;~E COS lXkl _ '" _'_._ ... k. +- .-"-~' .. _ (47) 4 2t _ 1 . h 2 (We qm We"" We qm We nq)12 
~ .\ - h2L1v, 4;r2T72 "" •• · f.t .:::;.; Vmq+VI Jlmq-Jlk I 
als Gesamtwahrseheinlichkeit, nach der Zeit t Zustande anzutreffen, deren 
Energien E~~ in der Nahe der Ausgangsenergie E'; liegen, d. i. die Gesamt
wahrseheinlichkeit fur die Umsetzung eines Lichtsquants 1'k in 1'1 

auf Kosten von Atomsprungen. 
Zur Dispersion fiihrt der Vorgang, bei dem die verschwindenden und die 

neuentstehenden Lichtquanten zwar verschiedene Richtung, aber nahezu die 
gleiche Frequenz besitzen (JI/.; = 1'z). Dazu gehi:irt dann wegen E,~ - E'; = 0, daB 
die Atomzustande n und m identisch sind (En = Em). Es wird dadurch aus (47), 
wenn man nach 1'k = 1'z = l' schreibt und mit 0kOZ = V2 • (1'4JC6) J 1'z • Jwz • j 1'k' AWk 

[vgl. {25')J multipliziert, 
,,2. _ i hE2 ~(WeinWe~q WW)J.n~q)12 (48) N k t 26 JWIJ1'kJwk • ,·-COSlXkl - +- ~----
he,ll vnq + JI Jlnq - JI 

gleich der Anzahl der Liehtquanten, weIche wahrend taus dem Strahlenbundel 
.11' Aw/.; kommen und in den Kegel A Wz hineingestreut werden. 

Das Entstehen gestreuter Lichtquanten kann man formal zuruckfiihren 
auf die Emission durch einen klassischen Dipol yom Moment 9JC mit der Kom
ponente ffiC z in Riehtung des elektrisehen Vektors des Streulichts. Die in den 
Offnungskegel Ll WI yon dem Dipol ausgesandte Energic wahrend der Zeit t 
ist nun S n 3 ,,4 ill1;t 

.1wz· --3~ rvgl. (36)J, 
c 

daher die Anzahl der von ihm ausgesandten Lichtquanten h1' 

Sn3 p 3 ill1;t 
J WI • ·~}1:C3~ 

Dies mit (48) gleichgesetzt gibt die denselben Effekt erzeugende klassische 
Dipolkomponente 9JCz = Et{ 

---.~_ - I (.qn 'nq 'qn .n q) I 

ffiCl = l-- .lVk~l'kL1.;''l: c 2 • i !!.. coS tXkl _ '" t'...!k_ +- !k . ..2'_ . 
, 8:r3 h 'J'c 3 i p- .:::;.; l'nq + Y 1-'nq - l' 

(49) 

Diesen Ausdruck kann man noeh vereinfachen. Erstens ist [vgl. (40')J die zum 
Strahlenbii.ndel Nkj 1'kJ OJk gehOrende Feldstarkenamplitude 

c (;;;.) "() / _/ N k hv3 A ,/ 8-;':.;};1. = .n v LJ OJk Ll 1'k = --c2 LJ OJk ,'1 Vk 

also 
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Auch der Absolutbetrag I ... I HiBt sich naeh DIRAC noeh umformen, indem 
man i:qn = 2i:nvqn rqn setzt und auch cos IXkZ zu rr', ryn und Vqn und . v in 
Beziehung setzt. DIRAC erhalt schlieBlieh 

rocz = ~ . _l_k_' + _k_l_ i ~ 21~(rqnt"q tqnrnq),! 
h vnq + V vn• - J' i 

q 

und, wenn man die Vektorkomponente 9)(z durch roc, die Komponente tl durch 
den Vektor r ersetzt, 

_ ~ke2 I ~ (rqntnq r~" rnq) \ roc--· --+--
h '·n.+ v !'o.-!' 

q 

(50) 

a).s das Dipolmoment, welches klassiseh zu der in (48) besehriebenen Zerstreuung 
AnlaB geben wiirde. (50) stimmt nun iiberein mit einer Dispersionsformel, 
welche im AnsehluB an LADEN BURG von KRAMERS und HEISENBERGl) aufgestellt 
war auf Grund von Schliissen, die sieh auf das Korrespondenzprinzip griindeten. 
je naher van einer der Ubergangsfrequenzen vnq des Atoms von seinem Zustand 
n = m zu intermediaren Zustanden q liegt, urn so groBer wird roc. Und zwar 
sind Maxima von roc sowohl an Stellen v = vnq mit positivem vnq , wie auch 
an Stellen v = -vnq mit negativem vnq vorhanden, entsprechend Ubergangen 
des Atoms vom Zustand n nach tieferen und hoheren Zustanden. 

VI~ Relativistische Wellenmechanik. 
51. Relativistisches Elektron im Feld 2). Einer besonderen Behandlung bedarf 

das relativistisehe Elektron, da bei ihm die kinetische Energie nicht, wie bisher 
vorausgesetzt, eine quadratische Funktion der Koordinaten ist. Urn zunachst 
die punktmechanische HAMILToN-jAKoBIsche Gleichung des Elektrons im Feld 
zu suchen, benutzen wir, wie in der Relativitatstheorie iiblich, die Koordinaten 

und fiihren noch die Masse I-' und den Eigenzeitzuwachs d7: ein durch 

dr = dt· -Vi - fJ2, 1-'0 = Ruhmasse. (1) 

Wird die Differentiation nach t durch einen iibergesetzten Punkt angedeutet, 
so gilt die Identitat 

( 1') 

Bei fehlendem auBeren Feld sind die GroBen I-'Xk die Impulse p,., und 
die letzte Gleichung nimmt die Form an 

. E . . 
P~+P~+P~+P~+I-'~C2=0 (P4=-ic' X4=fCt). (1") 

1) H. A. KRAMERS, Nature Bd. 113, S.673, 1924. - KRAMERS und HEISENBERG, 
ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 681. 1925. rnq entspricht klassisch der Amplitude der Oberfrequenz 
(n - q) '1'0 eines (anharmonischen) Oszillators. 

2) E. SCHRODINGER, Quantisierung als Eigenwertproblem, 4. l.IitteilUIig. Ann. d. Phys. 
Bd. 81, S. 109. 1926. - O. KLEIN, Elektrodynamik und Wellenmechanik yom Stand
punkt des Korrespondenzprinzips, ZS. f. Phys. Bd. 4-1, S,407. 1927. - "V. GORDON, Der 
Comptoneffekt nach der SCHRODINGERSchen Theorie, ZS, f. Phys. Bd. 40, S. 117. 1926. -
P. A. M. DIRAC, Proc. Roy. Soc. Bd. 111, S. 405. 1926. 
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Ihre wellenmechanische Umdeutung (Pic = 2::rr a:J heiSt 

~a21p + ('2i:rr)2 2 2 - 0 
...:;.; ax2. h ,UoC 1/' - , 

" k . 

und besitzt die partikulare Lasung (eben homogene Wellen) 
2i:r 

( ) A T(P,x,+ ... P,x,) 
1jJ X1X2 XaX4 = e , 

wobei die im iibrigen willkiirlichen Konstanten Pic der Bedingung (1") zu ge
niigen haben. Die allgemeine Lasung 1jJ erhalt man durch Summation der 
verschiedenen partikularen L6sungen, welche zu verschiedenen Wertesystemen 
der Konstanten (PIP2PaP4) gehOren, wobei aber die Pic jedesmal der Bedingung (1") 
folgen miissen: 2 i '" 

_ ..... .,A (P P P p) T(P1X1+"'P'x,) 
1jJ-~ 1234 e . 

Die Koeffizienten A (PIP2P3P4) sind die W ahrscheinlichkei tsam pli tuden 
fUr das Vorkommen von Elektronen mit den Impulswerten PIP2P3P4' 

Bei Anwesenheit eines Feldes ist zunachst wieder die punktmechanische 
Verallgemeinerung von (1') zu suchen und diese dann wellenmechanisch um
zudeuten. Das elektromagnetische Feld wird abgeleitet aus einem Vierervektor W 
(Potential) mit den Komponenten 

WI W2 W3 W4 = ~(x%(y91z icp (Vektor- und skalares Potential). 

Der Sechservektor F (Feld) ist definiert durch 

F-k = a <Pk _ iJ<P! - -FIc' 
t· ax! aXk - " 

kurz Rot W =F. 

Die gelaufige Bezeichnung der Feldkomponenten ist 

F23F31FI2F41F42F43 = oS)x .~y oS). iQ;" iQ;y i~~z 
und (2) bedeutet 1 . 

oS) = rot~{, ~ = -gradcp - -- m. 
c 

Als Zusatzbedingung fUr l}) nimmt man 

a<Pl + ... a<P4 = 0 
eXl eX4 ' 

Die Bewegungsgleichungen des Elektrons 

nehmen kanonische Form 
dXk eR 
f:[i iJPk' 

kurz Div ifJ = O. 

an, wenn man unter H (x, P) die Funktion 

(2) 

(2') 

H = 2~J(Pl + : ifJ1r + ... + (P4 + : <P4tJ + ~ #oc2 (3) 

versteht, die aus der linken Seite der Identitiit (1') durch die Einsetzung von 

(4) 
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hervorgeht. Die Identitat (1') nimmt dadurch die Form H(x, P) = 0 an. Die 
HAMILTON-JAKoBIsche Gleichung erhalt man daraus unter Einfiihrung einer 

Wirkungsfunktion S (Xl' .. X,) mit p,. = ~s in der Form 
U%k 

H(x, :;) = 2~o {(:! + : lPlt + ... } + ~ floc2 = 0 I 
(4') oder kiirzer 1 ( e)2 1 

2t-to GradS + c lP + 2 floc2 = 0. 

Die DE BROGLIESche Theorie konstruiert aus einer vollstandigen Losung S 
2i:r:S 

dieser Gleichung die Wellenfunktion 1jJ = e-h-. 

Der Dbergang zur SCHRODINGERSchen Wellenmechanik geschieht, indem 
. as h a 

man PIc mcht durch -{) ,sondern durch den Operator 2~ ~ ersetzt und 
%k ~n U%k 

statt H (x, P) = Odie Gleichung bildet: 

, { _1 (l!.- Grad + ~ lP)2 + ~ fl c2 1jJ} = ° ,. 
2t-to 2~.?l C 2 0 ' 

(5) 

Diese von mehreren Autoren1) gleichzeitig aufgestellte Gleichung fur 1jJ (Xl X2XSXJ 

laBt sich nach GORDON2) auch gewinnen als EULERsche Gleichung (ip = Ron-
. . t 8tp - {)'0) lug1er e von 1jJ, 1jJ(f;k = -0 -, 1jJ(f;k = ~ 

OXk UXk 

~ d (aL) aL _ 0 
~ dXk 8ip(f;k - 8ip -

It 

aus der LAGRANGESchen Funktion 

L - ~( + 2in ~ lP )(- _ 2in !..lP -) + (2nt-toC)2 -
- ~ 1jJ(f;k he" 1jJ 1jJ(f;k h c It 1jJ h 1jJ1jJ. 

It . 

Beim trbergang zum Konjugierten ist dabei x, stets wie eine reelle GroBe zu 
behandeln, also nicht etwa x, = -X, zu setzen. 

Ausfiihrlich geschrieben lautet (5) bei Beachtung von (2') 

(6) 
2inS 

Fiihrt man hier den speziellen Losungsansatz 1p = e-k - ein, so gilt ffir S 
die Bestimmungsgleichung 

~OS + (GradS + ~ lP)2 + ~C2 = 0, 
2~.?l c 

welche sich von der klassischen Gleichung (4') nur durch das mit h proportionale 
erste Glied unterscheidet. 

Dagegen wird in der Optik aus der Lichtquantengleichung 

P2 p2 2 p2 _ (p _ iE _ ihv '/p2 + p2 2 _ hv) 
1 + 2 + Ps + 4 - ° 4 - C - -c- , r. 1 2 + Pa - c 

durch die Ersetzung von Pk durch ~ -/- die Wellengleichung 01jJ = 0, welche h 
nicht enthalt. 2M Xk 

WIT betrachten noch einige Sonderfalle. 

1) E. SCHRODINGER, Ann. d. Phys. Bd.81, S. 109. 1926. - V. FOCK, ZS. f. Phys. 
Bd. 39, S. 226. 1926. - J. KUDAR, Ann. d. Phys. Bd. 81, S. 632. 1926. 

2) W. GORDON, siehe femer H. BATEMAN, Proc. Nat. Acad. America Bd. 13, S. 326. 
1927; Phys. Rev. Bd. 30, S. 55. 1927. - E. GUTH, ZS. f. Phys. Bd. 41, S. 235. 1927. 
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a) Bei fehlendem Kraftfeld (rp = 0) wird aus (6) 

r::J~ + (2~J7~6C2~ = o. (6') 

b) Bei statischem Kraftfeld fUhrt man den Ansatz ~ = ~ne2i;r;"nt in (6) 
ein, wo ~n nicht mehr von t abhangt und Yn eine Konstante bedeutet. Fur lPn 

erhalt man dann die Gleichung 

(6") 

mit den Eigenwerten hYn der Energie und den normierten Eigenltisungen lPn. 
2in 

c) Der Losungsansa tz ~ = ~* (Xl X2 X3 X 4) . e - -11 ft. c· t in (6) eingefuhrt er-
gibt fiir ~* die Gleichung 

"* 1 02tp* 8n2 1'0 * 4in{ E Ecp a a } L1~ -C27Ji2-~cq;.~ +T cmgrad+C2ot-~O()i' ~* 

+ (2 ~ n. : Y (m2 _ q;2) ~* = 0 . 

Unter Vernachlassigung der Glieder, welche den Faktor 1jc2 besitzen oder das 
Feldpotential quadratisch enthalten, wird daraus die nichtrelativistische 

Gleichung 8n2 u 4in(E otp*) 
A~*- j,l°cq;'~*+h cmgrad~*-~o aT =0, (6111

) 

welche die Verallgemeinerung der nichtrelativistischen Schri:idingergleichung bei 
Anwesenheit eines Magnetfeldes darstellt. 

52. Hydrodynamische Deutung und Ausstrahlung l ). Jeder Eigenltisung 'IjJ 

der Wellengleichung (6) kann man ein raumzeitliches Stromungsfeld zuordnen, 
gegeben durch einen Stromungsvektor S mit den Komponenten Sl' . S4' welcher 
die Kontinuitatsgleichung DivS = 0 erfullt. Man multipliziert (6) mit if' und 
die zu (6) konjugierte Gleichung mit ~ und subtrahiert; die entstehende Glei-
chung _~ _ 2inE _ _ 

(VILJ~ - ~D~) +hc 2 rp (~Grad~ + ~Grad~) = 0 

laSt sich wegen Div rp = 0 auf die Form bringen: 

D· Oi 0 't '" h (-G d G d - 4niE rF. -) ( ) IV v = ml ~ = 4 in '1/) ra V' - V' ra V' + he 'PV'lP . 7 

Die gelaufige Form div (e tJ) + ~~ = 0 der Kontinuitatsgleichung erhalt man 

aus DivS = 0 durch die Bezeichnung 

01=eOx, 02=e Oy, 03=e OZ' 04= ic e· 

Bei EinfUhrung der R~~d!chie eo = e . V~ ~. = + IS! und des Eigenzeit

differentials dr = dt· V 1 - ~2 erhalt man fUr die Vierergeschwindigkeit is 

mit den Komponenten lBk = ~:k 

, ... , 
go 

iS4 = i~~t = Ti~ v2 ~: 
V 1 - c2 

(8) 

S2 = -C2e6. (9) 

1) W. GORDO~, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 117. 1926. 
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Bei statischem Feld setzt sich die allgemeine Losung von (6) aus den 
Eigenlosungen von (6') zusammen 

1p (Xl .•. X4) = 1: bn 1pn (X IX2Xs) • e2i :tvnt 
n 

(10) 

mit beliebigen konstanten Koeffizienten bn. Der Stromungsvektor S HiBt sich 
dann in der Form 

S = l:1: b1bmS(lm) I 
I m 

schreiben, wobei entsprechend (7) 

S(lm) = 4~0'I: (~m Grad 1pl - 11'1 Grad Vlm + 4~;8 ifJ1pIVlm) 

(11 ) 

Ebenso wie in Ziff. 30 die "Dbergangsdichte" e(lm), so kann man hier die "Dber
gangsstromung" S(lm) als QueUe elektrodynamischer Ausstrahlung einfiihren 
(GORDON): Wenn in dem Feld q) das Elektron aus dem Zustand 1 in den Zustand m 
springt, so soU das Stromungsfeld S(lm) als QueUe eines sekundaren Strahlungs
feldes mit dem retardierten Potential ifJ* 

ifJ* - ..!.f [3<im>]t-r/c d d d 
- c r Xl X 2 Xa ( 12') 

angesehen werden, wie in der MAXWELLschen Theorie. Auf Grund dieser An
nahme ist es W. GORDON gelungen, Frequenz und Intensitat des sekundaren 
Lichtfeldes· ifJ* zu berechnen, welches beim Dbergang eines freien Elektrons 
aus dem Bewegungszustand 1 nach m im Feld einer primaren Lichtquelle q) 
ausgestrahlt wird (COMPToNsche Lichtstreuung). Aus (12) (12') erkennt man 
iibrigens, daB beim Dbergang 1m das sekundare Feld ifJ* die zeitliche Periode 

'VIm = 'VI - 'Vm = (EI ~ Em) besitzt, entsprechend dem Kom binationsprinzip 

und der BOHRschen Frequenzbedingung. 
Von Interesse ist es, den schon friiher (Zif£. 37) gebrauchten Ansatz 

also 
_ h .1jJ) 

S-4iO'l:ln(1jJ ( 13) 

in die WeUengleichung (6) einzufiihren (IX und S reell); durch Trennung des 
Reellen und Imaginaren ergeben sich dann fiir IX und S die zwei Gleichungen: 

h2 8 (82 
if>2 ) I 40'1:2 D IX - IX (GradS)2 - 2!\\ c ifJ GradS - IX' ~ + ,u~C2 = 0 

8 if> (13') 
IX D S + 2GradlX . GradS + 2- Grad IX = o. c 

Die zweite laBt sich wegen Div q) = 0 auch in der Form 

DivS = 0 mit S = 1X2(GradS + ; ifJ) (14) 

schreiben, die erste dagegen in der Form 

1 ( 8 )2 1 h2 0 eo; - Grad S -+- - ifJ + - P. c2 - -- -- = o. 
2p.o . c 2 0 8n2 p.o eo; 

( 14') 



Ziff. 52. Hydrodynamische Deutung und Ausstrahlung. 

Zum Unterschied von der klassischen Gleichung (4'). Wegen (8) ist 
3'2 fl2 _ 

<:."0- -cz-, 
'" und die Vierergeschwindigkeit lB = ~ wird daher nach (14) (14') 
eo 

(\;2 ( E) lB = -- GradS + - $ 
eo C 

mit 

417 

( 14") 

(15 ) 

Wir suchen jetzt die "Bewegungsgleichungen" der Stromung, in Ana
logie zu MADELUNGS hydrodynamischer Bewegungsgleichung (Ziff. 37) der nicht 
relativistischen Undulationsmechanik; dazu gehen wir von der Identitat fUr 
einen beliebigen Vierervektor j8 aus 

d~ 1 dr = (j8 Grad) j8 und -2 Grad j82 = (j8 Grad)}S + [j8, Rot j8] , 

worin djdT die Anderung von j8 beim Fortschreiten mit der Str6mung beschreibt. 
Speziell fUr j8 = lB Po wird 

d 
dr (Po lB) = Po (lB Grad) lB = - Po [lB, Rot lB] , 

da iGradlB 2 = iGrad (_c 2) = 0 ist. HierfUr kann man schreiben 

d [3' ] [ 0'] [ (0' flO 0' )1 - (p lB) = - p lB Rot- = - lB Rot- - lB Rot - ---
d TOO 'eo c.;2', eo c.;2 

und schlieBlich wegen Rot ( ~2 ) = Rot ( Grad S + ; $) = : Rot <P 

dr floC eo ,uoc.; (16) 
~ (lB) = - [lB, Rot-E cp]- [lB, Rot(JS- - 3' 2')] ) 

= sra + sri = - [lB, Rot; $'] 
als Kraft pro Masseneinheit. Das fUr die Str6mung wirksame Potential ist 

gegeben durch (flO C C) ( ~) 
qY=$+~---- = $+-$ 

eoE (\;2E C 5' 

wenn man unter $5 die skalare GroBe 

( 16') 
versteht. 

In der klassischen Elektrodynamik stromender geladener Materie tritt als 
wirksame Kraft pro Masseneinheit nicht die eines "auBeren Feldes" auf, son-
dem die Kraft [E ] sr = - lB, Rot - $ 

floC 

pro Mas sen einheit, wo der F eldsechservektor Rot $ = F durch die MAXWELLS chen 
Gleichungen mit der Stromdichte ~ 

jiv F = ~, Lliv F* = 0, (Ff2 = F24 usw.) 

verkntipft und die Ladung pro Masseneinheit c/po genannt ist. In der wellen
mechanischen Stromung ist dagegen von einer solchen oder ahnlichen Ver
kntipfung von ~ und $ keine Rede, IjJ ist dort vielmehr das unabhangig 
von der Stromung gegebene a uJ3ere Feldpotential und ist erganzt durch ein 

"inneres Spannungspotential" ~ $5 zum wirksamen Potential CP'. 
C 

Handbuch der Physik. xx. 27 
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Eine erste N aherung ~iir die quantentheoretische Stromung erhalt man 
fUr 02 <:: c2 (Vernachlassigung der Relativitatseffekte). wenn man statt (15) 
die Approximation 

benutzt. unter Vernachlassigung von ~ iX gegen LlOI: III DOl:; man bekommt III 
C 

dieser Naherung als Bewegungsgleichung 

d [] h2 'A - ~ = - 58 Rot-C- (JJ + st· mit ~. = -- (X2 grad(~) 
dt 'Cflo' • 8n2flo IX 

fur die drei raumlichen Komponenten von sti • wahrend in dieser Naherung die 
vierte Komponente von sti ganz verschwindet. Die Zusatzkraft ~i hangt dabei 
nur von der Dich te 01: 2 und deren raumlichen Differentialquotienten ab und 
ist identisch mit MADELUNGS nichtrelativistischer Zusatzkraft (23) Ziff. 37 des 
.. inneren" Potentials. Bei der Integration der letzteren Bewegungsgleichung 
uber den Raum verschwindet das Integral der Zusatzkraft gel1au wie in Ziff. 38, 
und es resultiert ein Schwerpunktssatz, daB der Schwerpunkt der stro
menden Flussigkeit ( .. Wellenpaket") sich so bewegt wie ein mechanischer 
Massenpunkt unter dem EinfluB der auf ihn wirkenden auJ3eren Kraft allein. 

In hoherer N aherung dagegen. unter Berucksichtigung der relativistischen 
Glieder. ist die innere Kraft an jeder Stelle nicht nur von der dortigen Dich te
verteilung. sondern auch von der Geschwindigkeitsverteilung der 
Stromung abhangig. Infolgedessengilt jetzt kein Schwerpunktssatz mehr, 
vielmehr ist. auch fiir die Bewegung eines Wellenpakets als Ganzes, jene Zusatz
kraft von wesentlicher Bedeutung. Wenn also in der nichtrelativistischen Me
chanik der 'If'-Stromung ein Wellenpaket wenigstens hinsichtlich seines Schwer
punktes sich wie ein klassisch mechanisch bewegter Massenpunkt verhielt, so 
faUt diese Verwandtschaft zwischen Massenpunkten und Wellenpaketen in der 
relativistischen Quantenmechanik ganz fort. 

53. Fiinfdimensionale Fassung der Wellenmechanik1). Eine besonders 
symmetrische Form der Wellenmechanik des Elektrons erhalt man nach dem 
Vorgang von O. KLEIN, V. FOCK, wenn man zunachst in rein formaler Weise 
neben den Koordinaten xyzict = Xl X2XaX'" noch eine funfte Koordinate X6 her
anzieht, von welcher die Wellenfunktion 'If' in periodischer Weise abhangen 
solI; definiert man namlich 2 i" 

hel',X, 
'If'(Xl X2XaX",X6) = 'If'(Xl X2XaX4) • e 

(
2niC fl )" ontp so kann man statt --h-o • 'If' auch 0 x~ schreiben und an Stelle von (6) 

jetzt fur 'If' (Xl' •• x6) die Gleichung setzen: 

, efP 0 ' [~fP)2] 0211' LJ'If' + 2-2 ~ (Grad'lf') + -2 + 1 ".02 = O. 
floC ()x. oC ()X. 

(17) 

Bei fehlendem Feld ((JJ = 0) reduziert sich (17) auf die Form 

d. h. (17') 

mit der Losung 
2i" 
-h (p,x, ... +p,x,) 

'If' = ae mit ( 17") 

1) O. KLEIN, ZS. f. Phys. Bd. 37. S.895. 1926; V. FOCK, ZS. f. Phys. Bo..39, S.226. 
1926; P. EHRENFEST und G. UHLENBECK, ZS. f. Phys. Bd.39. S,495. 1926. 
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oder bei Einfiihrung der Abkurzungen 
iE ihv 

PI = Px, P2 = Pv' P3 = Pz, P4 = C = -e-' Ps = tko C , 

2i;r 
-. (-hvt+Px7+PuY+PzZ+,'oCX,) 

1p = e " 
Vlstellt jetzt ebene Wellen im xyzxs-Raum dar, deren Phase sich zeitlich mit 
der Geschwindigkeit v, gegeben durch 

v~ = (t;r + (t:y + (t:t + (~o,~r = ;2 d. h. Iv ci (18) 

fortpflanzt, d. h. mit der universellen Geschwindigkeit c, unabhangig von v = ~; 
die Ausbreitung im xyzxs-Raum ist dispersionsfrei. Die Spur der Wellen
ebenen im xyz-Raum (xs = konst.) breitet sich jedoch mit der Geschwindig
keit 1t aus, gegeben durch 

1 (Px)2 (py)2 (P.)2 1 ,ug e2 
u 2 = hv + h" + h" = c2 - h2 v2 

ehv hv hv 
21 = ---- = = ------ (18') 

yh2 p2--=-' ,u~e4 y _P~ -P~ yp~ + P; + P~' 
u hangt von 'V ab (DE BROGLIESches Dispersionsgesetz), die zugehorige Wellen;. 
lange ist u h he 

A=-= ---
v yp~ + p; + p~ YEI - ,ugc' 

und stets reell, weil tkoc2 als Ruhenergie stets kleiner als E ist. 
1st ein elektromagnetisches Feld vorhanden, so versuchen wir die 

allgemeine Gleichung (17) zu lOs en durch den Ansatz 

8S 
mit ?I = ctko. 

U%s 
(19) 

Dieser fiihrt wieder ~u den zwei Gleichungen (13') fur IX und 5 bzw. zu (14) (14'). 
1m besonderen laBt sich (14') dann funfdimensional in der Form 

5 

i(GradS+; cpr=oi, d.h. ~(:~"cpkr=O (19') 
1 

scbreiben, wenn man ifJs nacb F. LONDONl) definiert als die skalare GroBe (16') 

~ 2(85 e fl. ') 21' 0 2 h2 [;,x 
iSs = IX ax;, + -c- '1'5 = IX r tko C - 4~2 0;- = Ceo. 

an die Seite stellen, so daB sich dann (14") in der Form schreibt: 
5 

~m=o, ~=IX2(GradS+ ~cp). 
1 

1) F. LONDON, ZS, f. Phys. Bd.42. S.375. 1927. 

27* 

( 19") 

(20) 
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Die vierdimensionale Kontinuitatsgleichung behiilt die Form DivS = ° auch 
im Fiinfdimensionalen bei, denn es ist aSs/iJxs = 0, da IX nur von Xl' •• X, 

abhiingt. Die zu Ss gehOrige Geschwindigkeit der Stromung in der xs-Richtung 
wird als Erganzung zu den vier Komponenlen ~l' .• ~, von (15) beschrieben 
durch 

m. dxs (OS 8 ffi).ll 22 h2 OiX_ 
"'s = ~ = c oxtc 'l-'s . V fCOC - 4x2 a- - c 

mit Hilfe von (19') und es wird wegen 
4 

)SS = c und ~ )Sz = - c2 

1 
dann (21) 

Den materiellen Punkten des Kontinuums wird so, neb en ihrer zeitlichen 
B~wegung im Xl x2x3-Raum, noch eine bestimmte Fortschreitung III der xs-
Richtung zugeordnet: ( _ dxs _ ) 

dxs = c . dr: )S5 - d. - c . (21') 

Den Stromlinien in der Xl' •. x,-Welt gehoren dadurch bestimmte Stromlinien 
in der Xl' . . Xs-W elt zu. 

Ein dem Strom S paralleles fiinfdimensionales Linienelement do steht 
5 

"orthogonal" auf dem Strom; denn ~ m = 0 bedeutet, daB S auf sich seIber 
orthogonal steht. Es ist also 1 

und daher nach (20) (22) 
(Sdo) = °e I 

GradS· do = - -lPdo 
c 

langs einem fiinfdimensionalen Weltlinienelement do. 
Verfolgt man nun 'IjJ = IXe2inS/h = elgcx+2inS/h langs einer Stromlinie, so wird 

dlg1jJ = d 1jJ = (dlga + 2in Grad S) do 
1jJ da h 

und mit Benutzung von (22) 

d1jJ = "'" (Olga _ 2in ~ lPk) dXk' 
1jJ ~ OXk h c 

5 

Es andert sich also 'IjJ, wenn man mit der fiinfdimensionalen Stromung fort
schreitet, gemaB der FormeP) 

(24) 

ein fUr das F olgende wichtiges Resul ta t. Der formale V orteil der fUnfdimen
sionalen Schreibweise auBert sich besonders in der Einfachheit der eingerahmten 
Formeln gegeniiber denjenigen der vorigen Ziffer. Man vergleiche (17') mit (6'), 
(17") mit (1"), (18) mit (18'), (19') mit (14'), (21) mit (9). 

54. WEYLSche Theorie des Elektromagnetismus 2). Die soeben abgeleitete 
Beziehung iiber die Anderung der SCHRODlNGERSchen Zustandsfunktion 1jJ langs 
einer Stromlinie des zugehorigen Materiestroms hat Bedeutung fiir die allgemein
relativistische .WEYLSche Begriindung des Elektromagnetismus als metrischer 
Eigenschaft des Raum-Zeit-Kontinuums (als Erganzung zu der EINSTEINSchen 
Erklarung der Gravitation). Es moge kurz auf die Grundlagen der EINSTEIN
schen und WEYLSchen Theorie eingegangen werden. In der allgemeinen Relativi
tatstheorie werden die raumzeitlichen Ereignisse, ohne Bezug auf ein spezielles 

1) F. LONDON, ZS. f. Phys. Bd.42, S.375. 1927, 
2) H. WEYL, Ber. PrenJ3. Akad. d. Wiss. 1918, S. 465. Ann. d. Phys. Bd. 59, S. 101. 1919. 
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Koordinatensystem, dadurch geordnet, daD man die "Weltentfernung" ds be
nachbarter Ereignisse (zweier Weltpunkte mit drei riiumlichen und einer ima
ginaren zeitlichen Koordinate) nach einer bestimmten Vorschrift miDt: Die 
Messung soIl an MaDstaben und Uhren geschehen, welche in einem Inertial
system (kleiner frei fallender Kasten) angebracht sind und die betreffende Stelle 
der Welt passieren; (ds) 2 wird dann definiert durch das Messungsergebnis 

dX~ + ... + dX~ = dX2 + dY2 + dZ2 - c2dP = ds2, (25) 

wo dX . .. , d T die Ablesungen in dem Incrtialsystem bedeuten. Dessen MaB
stabe und Uhren sollen so geeicht sein, daB je zwei Weltpunkte eines Licht
strahls die Weltentfernung ds = 0 besitzen, wobei irgendein MaBstab als 
Langeneinheit und dazu irgendeine Uhr als Zeiteinheit genommen wird (wodurch 
dann erst der Zahlenwert der Konstanten c bestimmt ist). Die Relativitats~' 
theorie behauptet dann, daD das Messungsergebnis ds fiir irgend zwei fragliche 
Weltpunkte stets dasselbe wird, ganz gleich, welches der vielen dort vorbeibe
wegten Inertialsysteme zur Messung ds verwendet wird. 

Werden jetzt die Weltpunkte durch Koordinaten X 1 ",X4 (= ict) in einem 
willkiirlichen nichtinertialen krummlinigen Koordinatensystem beschrieben, so 
laBt sich die oben gemessene Entfernung ds je zweier benachbarter Weltpunkte 
auch durch die zugehorigen Koordinatendifferenzen ausdriicken in der Form 

ds2 = ~l: gikdxidxk (26) 
i k 

mit den yom Ort (X1 X2 X3 X4) abhangigen metrischen Koeffizienten gik, 
welche durch inertiale Messung verschieden gerichteter ds an jeder Welt stelle 
bestimmt werden konnen. 

Ratte man der Beschreibung der Weltpunkte ein anderes willkiirliches Koordi
natensystem Xl' .. ~ zugrunde gelegt, so waren durch die Messung ds in einem 
Inertialsystem und durch die Koordinatendifferenzen dXk je zweier Weltpunkte 
die metrischen Koeffizienten g'ik in 

anders ausgefallen.' 
ds2 = l: l: g'ik dxi dXk 

i k 

Die ursprlingliche EINSTEINSche Theorie nahm als Grundlage der Messung 
zunachst an, daB sich, wie in der RIEMANNSchen Geometrie, zwei entfernte 
Strecken messend miteinander: vergleichen lassen, indem die EinheitsmaBstabe 
und Einheitsuhren beim Transport an entfernte Weltpunkte als unverandert 
angesehen wurden. Diese Unveranderlichke'it der Eicheinheiten beim Transport 
(RIEMANNschc "Ferngeometrie") wird aber von WEYL als eine zu enge An
nahme betrachtet, die nur dann sinnvoll sei, wenn die in dem auszumessenden 
Weltgebiet herrschenden Krafte (elektromagnetischen Felder) konstant sind. 
1m allgemeinen ist dagegen nach WEYL mit einer eventuellen Verzerrung der 
MaBstabe und Uhren beim Transport durch das Feld zu rechnen, derart, daD 
fUr jedes kleine Weltgebiet eine neue Festlegung von Langen- und Zeitein
heit in den dort zu verwendenden lnertialsystemen notig sei. Will man also 
liberhaupt Strecken ds mit entfernt liegenden Streck en ds* vergleichen, so 
muE man zunachst Annahmen liber die Veranderung von MaDstaben und Uhren 
beim Transport durch das Feld machen. Zu einer konsequenten "Nahgeometrie" 
gelangt nun WEYL durch die Annahme, daB der Ablauf eines materiellen Vor
gangs, je nach dem Ort, an we1chem er vor sich geht, durch verschieden groBe 
WelWingen ds zu beschreiben sei; und zwar andere sich ds bei einer Verschie
bung ("parallel zu sich selbt") gemaD der linearen Formel 

b(ds2) = ds2 • K.l: qi bXk, 
k 

(26') 
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wo K eine Konstante und die Koeffizienten rpk gewisse Funktionen der Welt
koordinaten bedeuten. Man hat also 

~ (ds2) 
(iT = !5lnds2 = K~(l!5Xk 

und durch Integration hieraus 
d 2 - (d 2) Kj'}}pkdxk s - s o·e (27) 

als Formel fiir die Anderung von ds2 bei der endlichen Parallelverschiebung. 
Man hatte aber durch eine andere Eichung als Lange des Linienelements die 
abweichende GroBe dS 

mit !5(dS2) = dS2 • K· ~qYc~x", 
Ie 

(21) 

festlegen konnen, wo IX eine willkiirliche, die Eichung charakterisierende Koordi
natenfunktion ist und die qYc demgemaB andere Funktion~n sind. 

Der Zusammenhang zwischen den metrischen Koeffizienten gik und G'k 
bei ein und demselben Koordinatensystem, aber verschiedener Eichung ergibt 
sich dagegen aus 

ds2 = l:~gikdxi' dXk 
i k 

in der Form 

und dS2 = ~~Gikdxi' dXk 
i k 

(IX = Eichfunktion) 

Man erhiilt bei dieser neuen Eichung als Formel fUr die Lange des Linien
stiicks nach dem Transport 

dS2 = (dS2)o' eKlfpkdxk • (27") 

Den Zusammenhang zwischen den Funktionen rpk und qYc "findet man 
dabei aus 

d.h. (28) 

so daB man wegen(27) schreiben kann 
Kr-..;;;'(pk+~ alg<X\,lXk 
'J ~ K OXkr 

ds2 = (ds2)o • e (29) 

als Formel fiir die Abhangigkeit der Uinge ds eines Linienelements bei der 
Verschiebung. 

1m allgemeinen ist nun die Anderung des ds 2 vom Weg der Verschiebung 
abhangig. ds 2 ist nicht integrabel. Nur wenn 'cler Integrand im Exponenten 
ein vollstandiges Differential ist. namlich wenn die Rotationskomponenten 

"k "kd. opk Opi Fk" F' = Rot' 'l!' = - - - = - • 
oXi OXk 

(30) 

versch winden. ist die Anderung von ds2 unabhangig von dem W ege, auf 
welchem das Linienelement von einem Anfangspunkt nach einem Endpunkt 

gefiihrt wird; 1- o;g IX _ <J i) a ;g IX d. h. Rot Grad GIX verschwindet namlich von 
uX, UXk uXk UXi 

selbst identisch, es ist also wegen (28) stets 

Rot iP = Rot rp , 

unabhiingig von der willkiirlichen Eichfunktion IX. Ist pik = 0 aber dabei qYc 
nicht gleich Null, so kann man die Eichfunktion IX stets so wahlen, daB rpk 

= qYc + o!glX verschwindet. 
uXk 
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1m allgemeinen brauchen aber die cjjk nicht so beschaffen zu sein, daB 
pik = Rot ikcp verschwindet. Stets gilt jedoch die Identitat 

Rotiklp = opik + apl + opii = 0 fiir pik= Rotikcjj. (31) 
OXj OX; OXk 

Diese Gleichungen gehen aber gerade in die MAXwELLSchen Gleichungen 

rotC); + ~~ = 0, div~ = 0 der Elektrodynamik iiber, wenn man setzt 
c 

(F41,F42,F43)=i~, (P23,pal,p12)=~, (31') 

d. h. cjjk identifiziert mit den elektromagnetischen Potentialen 9Iz 9IlI9Izitp, 
durch deren Rot ik cjj bekanntlich die Feldstarken bestimmt sind. Das andere 

MAXWELLsche Gleichungspaar rot ~ - ~ @; = ~ i, div~ = e laBt sich schreiben 
in der Form C C 

(32) 

In der WEYLSchen Theorie sind die elektromagnetischen 
Poten tiale nich ts anderes als die metrischen Koeffizien ten cjjk 
der Langenanderung bei der Parallelverschiebung eines Linien
elemen ts. Wegen Rot (Gradlg eX) - 0 fiihren ferner die Potentiale cjjk zu den-

selben Feldstarken wie die Potentiale tpk = cjjk + ~ 0 ~~:. Wahrend also die 

Potentiale nur bis auf die additive Funktion Gradlg eX bestimmt sind, werden die 
Feldstarken unabhiingig von der besonderen Eichfunktion eX. Ebenso wie in 
der EINSTEINschen Theorie die Eigenschaften der Gravitation (Gleichheit von 
trager und schwerer Masse) verstandlich werden, wenn man die Gravitation 
nicht auf Krafte in einem euklidischen Raum, sondern auf eine Abweichung von 
der euklidischen Metrik zuriickfUhrt, so macht die WEYLSche Theorie den 
Elektromagnetismus verstandlich, indem sie ibn nicht auf Krafte in einem RIE
MANNschen Raum zuriickfiihrt, sondern auf eine Abweichung von der RIEMANN
schen Metrik, auf die Veranderlichkeit der EinheitsgroBen beim Transport 
(WEYLSche N ahgeometrie). 

Die WEYLSche Theorie in der obigen allgemeinen Form fiihrt jedoch zu
nachst zu einem Konflikt mit der Erfahrung1). Es sei z. B. ds = 7: die Periode 
einer in einem Inertialsystem ruhenden Uhr. In einem konstanten rein elektro
statischen Feld (<PI = t:[J2 = t:[J3 = 0, tfJ4 = itp = konst.) andert sich 7: nach 
(27) gemaB 

Tlifi'P'icdt - .li<pc(t-to) - = e 2 = e 2 • 
TO 

Wird die Uhr nur wiihrend der Zeit t - to iril Feld gelassen, so ist dadurch 
ihre Periode fUr i m mer groBer oder kleiner geworden (je nach dem Vorzeichen 
der als reell angenommenen Konstante K) als die Periode einer gleichen Uhr, 
die sich stets im Feld Null befand. Besonders miiBte sich dies auBern in einer 
dauernden Frequenzverstimmung der Spektrallinien eines Atoms durch zeitweili
gen Aufenthalt in einem Feld. Ein solcher Effekt, der iiberhaupt das Auftreten 
scharfer Spektrallinien verhindern wiirde, widerspricht nun aller Erfahrung; 
die nachste Ziffer wird aber diesen Einwand entkraften. 

55. Periodizitat des WEYLSchen MaBes auf Quantenbahnen. Einen Ausweg 
aus diesem Widerspruch gibt nach F. LONDON eine von SCHRODINGER gefundene 
"bemerkenswerte Eigenschaft der Quantenbahnen"2) in der alteren BOHRschen 

1) Siehe besonders A. EINSTEIN, BeL d. PreuB. Akad. d. Wiss. S.478. 1918. 
2) E. SCHRODINGER, ZS. f. Phys. Bd. 12, S. 13. 1922. 
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Theorie: das Linienintegral gefiihrt iiber eine raumlich geschlossene Quantenbahn 
4 

~ 2; l})kdXk = -nh (33) 
1 

ist ein ganzes Vielfaches der PLANCKschen Konstante. Wir beweisen diese, 
von SCHRODINGER an Beispielen demonstrierten Gleichung mit F. LONDON relati
vistisch folgendermaBen. Fiir die mechanische Bahn eines Elektrons B gilt 
nach (4) 

und daher nach (4') 

Integriert man dies iiber eine raumlich geschlossene periodische Quantenbahn, 
so erhiilt, man infolge der Quantenbedingungen 

die Beziehung 

3 J:. 8S 2r 8Xk dXk = nh 
1 

4 

~:!dX4+~: 2 ~dxk=-nh-~#o~2V1- ~:dt. 
1 

Fiir eine Quan ten bahn in einem stationaren elektromagnetischen 
nun die Energie E des Elektrons beschrieben durch 

8S 8S at = -E, 8x, dX4 = -Edt, 

folglich J:. 4' ):. ( ) 

':f : 2 l})kdXk = - nh + ':f - ,uoC2V~- ;: + Edt. 
1 

Das Integral auf der rechten Seite verschwindet nun. [Denn es ist 

= :f (.t ,uVk ~~k + E pot) dt 

Feld ist 

03') 

und durch partielle Integration iiber die geschlossene periodische Bahn 

= ~(- .tXk:t#Vk + Epot)dt = ~($Xk 8;::t + Epot)dt 

infolge der Bewegungsgleichungen 
d 8 
dt p,vlr; = - 8Xk E pot · 

Macht man jetzt die Voraussetzung, daB Epot eine homogene Funktion 
vom Grade -1 in den Xk ist (COULOMBsches Potential), so verschwindet der Inte
grand nach dem EULERschen Satz iiber homogene Funktionen.] Es bleibt von 
(33') der zu beweisende Satz (33) iibrig. 
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Mit seiner Hilfe folgt dann aber aus (29), daB bei Fiihrung auf einer 
raumlich geschlossenen Quantenbahn die WEYLSche Lange ds zu 
ihrem Anfangswert dso zuriickkehrt, wenn der in (29) der noch unbestimmte 
Faktor K K=_2iJrE 

he (34) 

genommen wird und IX stationar ist, d. h. nur vom Ort, nicht von der Zeit abhiingt. 
Dureh dieses Resultat ist dem Einwand gegen die WEYLSche Theorie (Ziff. S4 
SehluB) begegnet, falls man das WEYLSche StreckenmaB allein auf stationiiren 
BOHRschen Quantenbahnen wandern liiBt, eine im Sinn der BOHRschen Theorie 
ganz na tiirliche Einschriinkung der erlaubten Bewegung eines solchen Gegenstandes. 

56. Quantenmechanische Umdeutung der WEYLSchen Theorie. Nun sind 
aber die durch Quantenbedingungen ausgezeichneten BOHRschen Bahnen durch 
die 'If'-Zustande der SCHRODINGERSchen Theorie abge16st und das vorige Resultat 
dadurch wieder in Frage gestellt. Nach F. LONDON I) liiBt sich nun aber die 
WEYLSche Theorie so erweitern, daB sie auch der Undulationsmechanik an
gem essen ist. Dem Zustand 'If' (Xl X2 X3 X4 ) entspricht ja nach Ziff. 52 eine Stromung, 
bei der die Koordinatenzuwachse OX1 0X2 0Xa<5x4 , an jedem Weltpunkt in be
stimmten Verhiiltnissen stehen. In Ziff. 53 war dann noch eine fiinfte Koordi
nate X5 mit oX5 = COT (T = Eigenzeit) eingefiihrt, so daB sich 1/) liings emer 
fiinfdimensionalen Stromlinie andert entsprechend der Formel (24): 

~1'L. (- ~Pk + 2~'; O::k") deck 
'If' = 'If'oe 5 • (35) 

LONDON erganzt nun auch die WEYLSche Theorie fiinfdimensional, indem 
er der Versehiebung oXI bis oX4 noch eine Verschiebung oX5 = edT zuordnet und 
jetzt als Ersatz fiir die WEYLSche Gleichung (26') setzt 

somit 

5 

0(ds2) = ds2 • K L. (ldXb 
I 

entsprechend (29) K J(L.Pk + 1 a::,,) deck 
ds2 = (dSO)2 • e 5 k (36) 

worin rpi bis rp5 Funktionen von Xl bis x4 sind; man erhiilt dann, wie in der 
WEYLSchen Theorie, gerade die MAxwELLschen Gleiehungen, wenn man rpl 

bis qj4 mit den elektromagnetischen Potentialen, rp5 abcr mit dem LONDoNschen 
Potential (16') identifiziert; da namlich die partiellen Ableitungen nach X5 von 
(PI bis rp5 verschwinden, geben in (31) 

RotiklF = 0 (wobei pik = Rotik rp) (37) 

die Komponenten Rotik5 nichts Neues zu den MAxwELLschen Gleichungen 

hinzu. Benutzt man nun wieder fiir K den speziellen Wert (34) K = _ 2~:', 
so stimmen die Exponentialfunktionen in (35) und (36) iiberein, und man er
halt mit LONDON 'P ds2 'P _ _ 'P~ 

'Po ds~ , ds2 - ds~ • (38) 

In der fiinfdimensional erweiterten WEYLSchen Theorie andert sich also der 
Betrag ds 2 bei Verschiebung des EichmaBes liings einer fiinfdimensionalen Strom
linie im selben Verhaltnis wie die 'If'-Funktion. Der Gegenstand, der sich eben so 
verhalt wie das WEYLSche MaB, ist die komplexe Amplitude der SCHRODINGER
sehen Undulation, so fern man das MaB im fiinfdimensionalen Strom treiben liiBt. 
1m besonderen kehrt ds 2 zu seinem Ausgangswert dS6 zuriick, wenn man langs 
der Stromlinie eine Periode von 'If' durchliiuft. 

1) F. LONDON, ZS. f. Phys. Bd. 42, S. 375. 1927; Naturwissensch. Bd. 1 S. H. 8. 
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57. Kreiselelektron ohne Feld. Die bisher in diesem Abschnitt entwickelte 
Quantenmechanik des relativistischen Elektrons geht von dem Modell des ge
ladenen Massenpunktes aus. In der Sprache der Modellvorstellungen besitzt das 
Elektron aber nach UHLENBECK und GOUDSMIT einen mechanischen Drehimpuls 
1 h 

verbunden mit einem magnetischen Moment vom "anomalen" Betrage 
2 2:n:' 

Ii h 
1 Magneton = -2 - • -2 ' 

floc :n: 
(39) 

an Stelle des "normal" erwarteten Betrages t Magneton. Versuche, diesen Elek
tronendrall in die Wellenmechanik einzufiihren, riihren u. a. von P AULIl), DARWIN2), 
JORDAN 3), FRENKEL'), IWANENKO und LANDAU 5), RICHTER 6) her, wobei es im 
besonderen darauf ankam, den scheinbaren Elektronendrall nicht als eine der 
Theorie des Punktelektrons nachtraglich aufgezwungeneZusatzhypothese, sondern 
als die natiirliche Folge einfacher wellenmechanischer Grundgleichungen zu ent
wickeln. Dieser Forderung entspricht in vollkommener Weise die von DIRAC?) 
aufgestellte Theorie durch eine Abanderung der friiheren Grundgleichung (5) 

~ {(Pk + ~ (jj1c)2 + fl~C2, 'IjI} = 0 WO Pk = 2~:n: a:k ' (40) 
Ie 

Nach DIRAC hat man es mit vier verschiedenen Wellenfunktionen 'IjIl'1j12'1j13'1j1, 

zu tun, welche bei fehlendem Feld dem in den h linearen gekoppelten 
Gleichungssystem 

{i2'Ylch + floc, 'IjId = 0 fUr C = 1, 2, 3, 4 (41) 
Ie 

geniigen. Die Koeffizienten Ylc sind dabei Operatoren, welche die P und q 
nicht enthalten, also mit diesen vertauschbar sind; wird jedoch Ylc auf 'IjI1; aus
geiibt, so soIl das Resultat {Yk'ljld definiert sein durch die Reihe 

{ } ~ 1;1;' 
Yk'ljli; = ~YIe • 'IjIi;' (42) 

mit konstanten Koeffizienten rf, deren Werte gleich angegeben werden. Diese 
Koeffizienten sollen als Matrixkomponenten des Operators Yk angesehen werden 
entsprechend der aus (42) durch Multiplikation mit 'IjIi;" und Integration iiber 
den Raum entstehenden Gleichung . 

J y'1;1;'J '"I;" 
'IjI1;"Yk'ljll;dv = '1'rlc 'IjI1;,,'IjII;,dv = ric (43) 

wobei die 'IjI als zueinander orthogonal und auf 1 normiert angenommen sind. 
Die Anzahl der 'IjI-Losungen ist, da 'IjI hier noch den Index C = 1, 2, 3, 4 

enthaIt, vervierfacht gegeniiber der Schar der friiher betrachteten Losungen; 
jedoch wird noch eine Reduktion auf die Hiilfte eintreten (s. unten). 

DIRAC verlangt jetzt, daB die Operatoren ric solche Form haben, daB bei 
fehlendem Feld aus seinem Ansatz (41) die friihere Wellengleichung des 
Punktelektrons ohne Feld 

{2'p~ + ,u~C2, 'IjId = 0 (44) 

1) w. PAULI, ZS. f. Phys. Bd. 43, S. 601. 1927. 
2) C. G. DARWIN, Proc. Roy. Soc. Bd. 116, S. 227. 1927. 
3) P. JORDAN, ZS. f. Phys. Bd. 44, S. 1. 1927. 
4) J. FRENKEL, ZS. f. Phys. Bd. 47, S. 786. 1928. 
5) D. IWANENKO und L. LANDAU, ZS. f. Phys. Bd. 48, S. 340. 1928. 
8) C. F. RICHTER, Proc. Nat. Acad. America Bd. 13, S. 476. 1927. 
7) P. A. M. DIRAC, Proc. Roy. Soc. Bd. 117, S. 610. 1928. 
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hervorgeht. Ubt man nun auf (41) die Operation {- iJ:,')'IPI + !-loc, ... } aus, 
so erhalt man die Gleichung 

o =:= {( -i ~ YIPI + !-lOc) 0 (i ~ ')'kPk + !to c), 1f!'} 

= {J:,')'~Pi + ~~ (1'1e')'1 + ')'l')'k + P"PI + !-l5 C2 , 1f!/;} 
k<l 

und dies ist die friihere Gleichung (44), wenn man fUr die Operatoren ')' fordert 

Y2 = 1, ')'k/'l + ')'IYk = 0 fUr k 4= 1. (45) 

Diese Forderung wird erfiillt, wenn I'k durch folgende Matrizenkomponenten YF' 
definiert wird: 1 0 0 0 - ill 0 0 0 -1 1 

o 0 -i 0 0 0 1 0 ,'I = ~ i 0 0' 1'2 = 0 1 0 0 ' 
, 0 0 0 -1 0 0 0 

1
0 O-i 
000 

1'3 = i ? 0 
0-, 0 

11 0 0 01 o 1 0 0 
1'4 = 0 0 -1 O' 

o 0 0-1 

(46) 

Fiir fehlendes Feld gibt DIRACS Ansatz dann nichts neues gegeniiber der Theorie 
des Punktelektrons (wohl aber bei Anwesenheit eines Feldes, s. Ziff. 58). Die 
')'-Regeln (45) ki:innen auch zusammengefaBt werden zu 

')'m+l'll'k=2 o dkl (dkl =1 fUr k=l, =0 fiir k4=l). (47) 

Wir zeigen jetzt die Invariimz der DIRAcschen Wellengleichung gegeniiber 
Lorentztransformationen der Koordinaten. Solche erhalt man fUr den 
Vierervektor P durch die vier linearen Gleichungen (Drehung im X1X2x3x4-Raum) 

P~ = ~aklPI (k,l = 1,2,3,4) (48) 
I 

mit den orthogonalen Zahlenkoeffizienten a 

EinfUhrung in die Wellengleichung (41) gibt dann 

{ '~ 'P' + }-'"""",1'"" floC, 1f! -0, 
wobei 

,,;, = 2: anm I'm, 
rn 

(48') 

(49) 

(49') 

d. h. 1'1 bis 1'4 transformiert sich wie ein Vierervektor. Es wird nach (49') 

I'~'''; + 1'~')'k = ~~ak",aln(1'm1'n + 1'nl'm) = 2~~akmalnbmn I 
m n m n (50) 

= 2~ak",alm = 2dkl , 
m 

s'o daB also die 1';. des neuen Koordinatensystems dieselben Relationen (47) wie 
die Yk des urspriinglichen Koordinatensystems befolgen. 

DIRAC zeigt weiter, daB die Lorentztransformation zugleich eine kanonische 
Transforma tion ist, die somit quantenmechanisch stets erlaubt ist. 

Statt der in (46) benutzten I' kann man auch, bei festgehaltenen Koordi
naten, andere 1" zum Ausgangspunkt nehmen, welche aus den obigen durch 
eine beliebige orthogonale Transformation (49') entstehen; diese braucht nicht 
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einmal minkowskiisch zu sein (1, 2, 3 reell, 4 imaginar). Z. B. konnte man 
ausgehen, statt von (46), von den y-Matrizen 

y, ~ I ~ 0 HI r1 0 0 

n-
O 1 0 0-1 0 
1 00' 1'2 = 0 0 1 

-1 0 o 0 o 0 0 
(50') 

Y'~1f 
0 1 

H' 
r,~g o 0 -; I 0 0 o -~ 0 

0 0 i 00' 
1 0 000 

ohne daB sich an den physikalischen Ergebnissen etwas andem wiirde. 
Ganz allgemein kann man statt der Yn auch die Ausgangsmatrizen 

Y~ = A-lYn A 

benutzen, wobei A eine beliebige vierdimensionale Matrix und A-I ihre Rezi-

proke ist: (y~)jk = ~~(A -1)j8(Yn)8t(A)tk. 
8 t 

58. Kreiselelektron im Feld. Der Dbergang zu beliebigem elektromagne
tisch en Feld wird vollzogen durch Ersetzung der Impulskomponenten Pic durch 

Pk + !.- (fJ/c mit dem Viererpotential (fJ/c. DIRAC erhalt so durch Verallgemeine
c 

mng von (41) die lineare Grundgleichung des Elektrons 

{i~Y/c(h +.~ (fJk) + fV, Vli;} = O. (51) 

Multipliziert man diese mit dem konjugierten Operator, bildet also 

so erhalt man durch Ausmultiplizieren 

{fl5 C2 + ,2Yi(h+: (fJkt+ ,2,2rkrl(h+ ; (fJk)(PI++(fJI),Vli;}=O (51') 
k k I 

Da r~' = 1, sind die erst en zwei Terme identisch mit der friiheren Wellenglei
chung (40) des Elektrons im Feld. Wegen rlcfl = -ririe fUr k =1= I kommt aber 
hier noch hinzu der Term 

= ; 1'1 f2 (PI (fJ2 - (fJ2Pl - P2 (fJl + (fJIP2) + ... , Vli;} 

l! h (0 P2 OP1) e h =--2' YIY2VlI;' ~-~ + ... =--2' Rot12 (fJ')'lf2VlI;+'" 
C ZJr uX1 uX21 C PI: 

Mit Hilfe der· Abkiirzungen 

Rotkl (fJ = 'iYkl = - 'iYlk und 
h - .. fleYI = ®kl = - ®llc 

2zJr 

wird schlieBlich die gesamte Wellengleichung erhalten in der Form 

{
1 2 1 ~( e)2,. }_ 

2 floC + 21'0 + Pk + c (fJ/c + 2,u-;;; ('iY, ®), Vli; - 0, 

(52) 

(53) 
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mit dem aus 6 Gliedern bestehenden skalaren Produkt (U-, @). Fiihrt man noch 
die Bezeichnungen 

{
U-23= Sj"" U-31=Sjy, U-12 = Sjz , ~'14=-iQ;"" U-24=-i!Jjy, U-34=-iQ;z,} (54) 

@32=0"" @31 = Dy, @12= D" @14 = +i~"" @24 = +i~y, @34 = +i~z, 

ein, so erhalt man das Zusatzglied die Form 

___ E (U-' @) =~E (SjD) + __ E _. (Q;~). (54') 
21'oC 21'oC 2,lJoC 

Man kann demnach die Wellengleichung entstanden denken aus einer klassischen 
Energiefunktion mit solchen Zusatzgliedern, als ob das Elektron eine magnetische 

Zusatzenergie _E . (SjO) und eine elektrische Zusatzenergie _E~ (Q;~) besaDe, 
2fioC 2,lJoc 

herriihrend von einem magnetischen Eigenmoment q = _E. 0 und einem elek-
21~oC 

trischen Eigenmoment .p = ....!..-~, welches, wie man aus (56') sieht, imaginar 
21'oC 

ist. Wellenmechanisch sind dann 0 und 1-13 bzw. @ die in (54) angegebenen 
auf 'IjJ wirkenden Operatoren, im Sinne der Definitionsgleichung 

{@k[1f!J = ~, @ff' 'ljJb' (55) 
, 

Dabei ist im einzelnen, wie man unter Renutzung von (46) und (52) ableitet 

1
0 

h 1 
D",=~ 0 2x 

o 

. h 0 /

0 

.'J,~",= 2", ~ 

1 
o 
o 
o 
o 
o 
1 
o 

o 
o 
o 
1 

o 
1 
o 
o 

0] IO- i o :"'\ II i 0 
1 ' loy = 2;-c 0 0 
o 10 0 

o 0) r1 0 
o 0 h 10-1 ~- i ' Dz = 2", 0 0 
2 0 0 0 

~ ~) (56) 
0-1 

i) rO 0 
o , i\l< =!'-10 ~ o 1'y 2:r 0-1 

o i 0 

O-i] IO 0 
i OJ '\ _ II 0 0 o 0 ' z:lSz - 2~ 1 0 
o 0 10-1 

~-~) (56') 
o 0 

und es gilt /1 
fjJ? = 0 2 = 0: = (!t..)2 0 

., !I • 2",. 0 

o 

o 
1 
o 
o 

o 
o 
1 
o 

~ ] = _ \IF = _ m2 = _ m2 o 1'x 1'y 1'0' 

1 

(57) 

Urn die Energieterme eines Elektrons in einem elektrischen Zentralfeld 
abzuleiten, geht DIRAC durch eine kanonische Transformation zu Polarkoordi
naten iiber und findet dann Li:isungen, die in erster Naherung mit den auch 
in der Erfahrung bestatigten Resultaten iibereinstimmen, welche DARWIN!) aus 
der unvollkommeneren Wellengleichung (40) unter Hinzufiigung eines passenden, 
den Elektronendrall reprasentierenden Gliedes gewonnen hatte. Der groDe Fort
schritt der DIRACSchen Wellengleichung liegt darin, daB sie auf ungezwungene 
Weise und ohne Zusatzhypothesen von diesen Erscheinungen Rechenschaft gibt. 

Die SOM:.\IERFELDSche relativistische Feinstruktur der H-Atomterme, die 
nach GOUDSMIT als eine Wirkung des Kreiselimpulses anzusehen ist, wurde 
auf Grund von DIRACS Theorie durch GORDON 2) abgeleitet; Zeemaneffekt und 
Linienintensitaten von DIRAC 3) selbst. 

Die Notwendigkeit, neben dem reellen magnetischen Moment Q ein imagi
nares elektrisches Moment ~ [Q2 ist ein positiver, ~2 ein negativer Operator, 

1) C. G. DARWIN, Proc. Roy. Soc. Bd. 115, S. 1. 1927. 
2) W. GORDON, ZS. f. Phys. Bd. 48, S. 11. 1928. 
3) P. A. lIf. DIRAC, Proc. Roy. Soc. Bd. 118, S. 351. 1928. 
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vgi. (57)J einzufiihren, urn eine relativistisch invariante Theorie zu erhalten, ist 
zuerst von FRENKEL1) erkannt und benutzt worden. 

Die Notwendigkeit, den Dbergang vom'Punkt~ zum Kreiselelektron zu voll
ziehen, ist der Grund, weshalb wir es uns hier versagt haben, tiber die geistvollen 
"Untersuchungen zum Problem der Quantenelektrik" von G. MIE 2) zu berichten. 

VII. Quantenalgebra und Transformationen. 
59. Korrespondenz. Die Verbindung zwischen der klassischen und der 

Undulationsmechanik bei einem System mit den Koordinaten ql ... qN und den 
kanonisch konjugierten Impulsen Pl' .. PN geschieht durch die Umdeutung der 
Impulse in Operatoren 

h a 
PK = 2in aqE ' 

Aus der HAMILToNschen Gleichung 

h a 
-E = 2i::t at· 

H(q, P) - E = 0 

wird dadurch die SCHRODINGERSche partielle Differentialgleichung 

{H(q, 2:n a~) + 2~n :t' 1p(q, t)} = O·1p(q, t). 

Es moge jetzt die Ausfiihrung dieser Umdeutung durch Fettdruck der q und 

P = ~ ~a und ihrer Funktionen angedeutet werden. Es soll also die Gleichung 
2~n uq 

H(q,p) -E = 0 

genau dasselbe wie die vorhergehende Gleichung bedeuten, namlich die Ope

ration H(q, 2~n ;q) + 2~n :t ausgetibt auf eine Funktion tp(q, t) ist gleich 0 

ausgetibt auf tp, d. h. = O· tp. Fur die P und q gelten dann die Vert a usch ungs-
regeln h a h a It 

d. h. 

2in aqE qKtp - qK 2in aqE tp = 2in 'IjJ usw., 

h 
PKqK - qKPK = 2in ' 

PKPL - PLPK = 0, 

PKqL - qLPK = 0 fiir L+K, I 
qK qL - qL qK = o. 

(1 ) 

1m ubrigen gelten die gewahnlichen Rechengesetze der Assoziation und Distri
bution; Kommutation ist aber nur beim Addieren, nicht beim Multiplizieren 
der P und q erlaubt 3). Man kann also mit den P und q so rechnen wie mit ge
wahnlichen Zahlen, nur unter Beachtung der Vertauschungsregeln (1), von 
denen auch die Koordinate t und der konjugierte Impuls -E umfaBt sein soll; 
man kommt auf diese Weise zu einer Algebra der GraBen q und p. Sie ist die 
Grundlage der Quantenmechanik, die schon vor der SCHRODINGE·Rschen 
Theorie dUrch HEISENBERG, BORN, JORDAN 4) und DIRAC 5) aufgestellt worden 
ist als eine Methode, beobachtbare GraBen miteinander in eine numerische 
Beziehung zu setzen, die durch die klassische Mechanik nur unvollkommen 
wiedergegeben wurde. Die Aufstellung jener Vertauschungsregeln war dabei 

1) J. FRENKEL, ZS. f. Phys. Bd. 47, S. 786. 1928, 
2) G. MIE, Ann. d. Phys. Bd. 85, S. 711. 1928. 
3) V gl. Ziff. 44. 
4) W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 33. S. 879. 1925; M. BORN und P. JORDAN, 

ebenda Bd. 34, S. 858. 1925; Bd. 35, S. 557. 1926. 
0) P. A. M. DIRAC, Proc. Roy. Soc. Bd. 109, S. 642. 1925; Bd. 110. S. 561. 1926; 

Bd. 111, S. 281,1926; Bd. 112, S. 661; 1926. 



Ziff. 59. Korrespondenz. 431 

das Endglied eines systematischen Vergleichs der klassisch-mechanischen Er
wartung mit der quantentheoretischen Wirklichkeit, als eine quantitative Ver
scharfung des BOHRschen Korrespondenzprinzips. Wir wollen die Korre
spondenz zwischen der klassischen Mechanik und der auf der Quantenalgebra 
aufgebauten Quantenmechanik naher verfolgen. 

Die Korrespondenz wird hergestellt durch die Zuordnung 
r _ ~(Ox oy oy OX) 
LX,y] -..:::::.. ap aq -ap aq 

L L L L L. 
klassisch, (A) 

2i:n: 
[x,y] = -T (xY - yx) quan ten theoretisch, (B) 

welche der "POISsoNschen Klammer" [x(q, P)' y(q, P)] zwei Bedeutungen, 
eine klassische und eine quantentheoretische, zulegt. In (A) bedeuten x und y 
beliebige Funktionen der q und p; in (B) bedeuten x und y dieselben Funktionen 
der q und p, nur sol1en, da es dann auf die Reihenfolge von Produktfaktoren 
ankommt, x und y symmetrisiert sein, also statt x = pq solI z. B. stehen 
x = !(pq + qp),damit dieVertauschbarkeit auch beiderquantenalgebraischen 
Funktion gewahrleistet ist. 

Setzt man in (A) speziell x(q, P) = PK, y(q, P) = qL, so erhiilt man 

[PKqLJ = 1 fur K = L, =0 flir K=f=L. 

Die Korrespondenz (A) -4- (B) flihrt dann zu der Forderung 

[PKqL1=l flir K=L, =0 fur K=f=L, (2) 

Auf entsprechende Weise wird man zu den Forderungen 

[PKPL] = 0, [qKqL1 = 0 (2') 

geftihrt. (2) und (2') sind aber identisch mit den oben angeftihrten Verta u
schungsregeln (1) wegen der Bedeutung (B) der POISsoNschen Klammer in 
der Quantentheorie. Dies war der Weg, auf dem die Vertauschurigsregeln zuerst 
gefunden wurden. 

Setzt man in (A) rechts fur x und y einmal x (q, P) und q K, ein anderes Mal P K 

und y (q, P) ein, so erhiilt man aus (A) die speziellen Gleichungen 

ox(q, P) I --op~- = [x, qK], 
(3) 

oy~q,P) = [PK, y]. 
uqE 

Die Korrespondenz (A) -4- (B) fordert dann auf, die quantenalgebraischen Diffe
rentialquotienten folgendermaBen zu definieren: 

o~ = [x, qK] = 2~:n: (x qK - qKX) I 
By 2i:n: (4) 

oQK = [PK, y] = -h- (PKY - YPK)' 

Urn auch zu den klassischen Differentialquotienten nach der Zeit t die 
korrespondierende Quantenoperation kennenzulernen, betrachten wir die kano
nischen Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik 

. aH (q, P) . {)H (q, P) K 
qK = OPE -, PK = - OqE (= 1, 2 '.' . N), (5) 

nehmen eine beliebige Funktion z (q, P) und bilden 
. ~ (. {)z . {)z.) ~ (OZ oH {)z {)H) 
z = ..:::.. 8qL qL + {)PL PL =..:::.. {)qL ePL - ePL {)qL = [H, z] 

L L 

(5') 
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als zusammenfassenden Ausdruck der kanonischen Bewegungsgleichungen, 
welcher die Spezialfalle (5) z = qK und z = PK umfaBt. ]etzt benutzen wir 
die Korrespondenz der POISsoNschen Klammern, urn quantentheoretisch zu 
definieren : 

Die Punktierte zeiner q-Funktion z(q, p) mit Bezug auf eine be
stimmte HAMILToNsche Funktion H(q, p) sei die Funktion 

z = [H, z] = 2~n (Hz - zH) . (6) 

z korrespondiert der zeitlichen Ableitung z der klassischen Theorie, und (6) 
korrespondiert fiir z = qK bzw. z = PK den klassischen kanonischen Be
wegungsgleich ungen: 

. 2in ( ). 2in (p ) qK=-h- HqK-qKH, PK=-T KH-HPK' (6') 

Fiir den Spezialfall z(q, p) = H(q, p) folgt ferner aus (6) 

iI = [H, H] = o. (6") 
Die Punktierte der HAMILToNschen Funktion verschwindet. Dies ist das quanten
mechanische Gegenstiick zum Energieerhaltungssatz if = 0 der klassischen 
Mechanik. 

60. Kanonische Transformationen. Winkelvariable1). Urn das quanten
mechanische Problem zu losen, ist es meist erforderlich, von:den urspriinglichen 
Variablen qk, Pk zu neuen Variablen Qk> Pk iiberzugehen durch eine Trans
formation 

Die Forderung, daB die neuen Variablen ebenso wie die alten wieder kanonisch 
sind, d. h. den Vertauschungsregeln 

[PKQL] = 1 fUr K = L, = 0 fiir K =1= L, } 

[PKPL] = 0 , [QK~h] = 0 
(7) 

geniigen, wird erfUllt durch jede Transformation der Form 

QK=T-l(q,p)·qK·T(q,p), PK=T-l·PK·T, (8) 

bei der T(q, p) eine beliebige Funktion der q, P ist und T-l ihre Reziproke 
bedeutet. definiert durch T-l. T = T· T-l = 1. DurchAnwendungaufSummen 
und Produkte der P und q gewinnt man leicht die allgemeinere Formel 

F(Q, P) = F(T-lqT, T-1pT) = T-IF(q, p)T. (8') 

Ein mechanisches System sei klassisch durch eine bestimmte HAMIL
TONsche Funktion H (q, P) charakterisiert, quantenmechanisch durch eine 
symmetrisierte HAMILToNsche Funktion H(q, p). 

Gefragt wird nach den quantentheoretischen Energiewerten (Spektral
termen), spater auch nach den Schwingungszahlen, Intensitaten und Polari
sationen des von dem System ausgestrahlten Lichtes. Die Lasung wird auf 
folgendem Weg erreicht. Man geht von den Koordinaten q und Impulsen p 
zu neuen Koordinaten w (Winkelvariablen) und Impulsen J (Wirkungsvariablen) 
durch eine kanonische Transformation (9) iiber 

wK=T-l(q,p)·qK·T, JK=T-l·PK·T, also F(w,J)=T-IF(q,p)T 

1) M. BORN, \Y. HEISENBERG und P. JORDAN, ZS. f. Phys. Bd.35, S. 557. 1926; 
P. JORDAN. ebenda Bd. 37. S. 383. 1926; G. WENTZEL. ebenda Bd. 37, S. 80. 1926. 
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mit so gewahlter transformierender Funktion T (q, p), daB aui3er der 
(9) ohne weiteres gewahrleisteten Kanonizitat der w und J, namlich 

[JKwd=1 flir K=L, =0 flir 

[JKh] = 0, [wKwd = 0, 

noch folgende Bedingungen erflillt sind: 
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durch 

(10) 

a) Setzt man in die HAMILToNsche Funktion H(q,p) fUr die q und p die 
aus (9) ruckwarts folgenden Funktionen qK(W, J), PK(W, J) ein, so soIl die so 
entstehende Funktion H(q(w,J), p(w,J) = H*(w,J) nur die J, nicht die w 

enthalten: H(q,p) = H*(J). 

b) Die Funktionen qK(W,J), PK(W,J) sollen die Reihenform 

qK = 2: q~(J). ei('w) , PK = 2: p~(J). ei(TW) (11) 

besitzen; darin ist (1W) zur Abkurzung fUr 11Wl + ... 1NWN geschrieben, und 
der zugehOrige Koeffizient q~(J) ware genauer mit q~, ... TN(Jl" .IN) zu be
zeichnen, 2: ist zur Abkurzung fUr 2: ... 2.: geschrieben, jedes TK summiert . ~ ~ 

liber alle ganzen Zahlen von - 00 bis + 00. Die PK und qK sind damit in den 
W periodisch mit der Periode 2 n. 

1st die Bedingung (b) erflillt, so folgt, daB irgendeine durch Addition und 
Multiplikation aus den p und q zusammengesetzte Funktion x(p,q) sich in der 
entsprechenden Reihenform x(q,p) = 2: xT(J) • ei('w) (11') 

T 

darstellen lai3t. Wegen (8) in Ziff. 44 ist dies identisch mit 

x(q,p) = 2: ei(TW)xT (J + ~:) . (11 ") 

Auch x(p, q) ist dann in den w periodisch mit der Periode 2n. 
Es sei nun durch eine pass end ausgesuchte Transformierende T die Trans

formation auf Winkel- und Wirkungsvariable w und J vollzogen und die trans
formierte HAMILToNsche Funktion H* (J) gefunden. Sie gibt dann AnlaB zu der 
SCHRODlNGERSchen Gleichung 

{H* (2~;; CJ~), 1f!*(W)} = {E '1jJ*(w)}. (12) 

1st dabei H* (J) in die Potenzreihe 
H* (J) = 2: A., .... N· (Jl)T!. (J2)T, . .. (J N)TN 

T 

entwickelt, so wird die Schwingungsgleichung (h = ~ . -00 ) 
22'" WE 

2: (h)" +T,+'" TN OT, OT, OTN * I A -- -- - ... ------ 11) (W WN) ·, ... ·N 2i", OWT, iJw" iJWTN 1'" 
, 1 2 N 

T 

= E '1jJ*(Wl ... WN) 

ge16st durch den Ansatz 1jJ* (w) = B ei(nw), ausfuhrlich geschrieben 

1jJ* (WI' .. WN) = C· ei(n,w,+ •• 'nNWN) , 

( 12') 

(13 ) 

( 14) 

mit beliebigen Zahlwerten n1 •.• nN' Wahlt man letztere ganzzahlig, so hat 
man erreicht, daB 1jJ* (w) in den W periodisch mit der Periode 2n wird. Der 
Ansatz (14) in (13) eingefUhrt gibt den zu (14) gehOrigen Eigenwert 

'" ( h )T,+T,+ •••• N . . . 
..:::.. A., ...• N 2",i • (nit)'" (n2I)" ... (nNI)'s = E, (15 ) 

Handbuch dec Physik. XX. 28 
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den man genauer noch mit En! . .. nN bezeichnen kann. Den noch unbestimmten 
Faktor C von 'IjJ kann man so normieren, daB 

wird, d. h. 

2", 2", r . -f 'IjJ Vi· dW l ... dWN = 1 
o 0 

N 

C = (2n) 2. 

Das Eigenwertproblem ist also ge16st, wenn es gelingt, durch kanonische Trans
formation (q,p)---*(w,J) die Hamiltonfunktion zu einer Funktion H*(Jl •• • I N ) 

der Wirkungsvariablen allein zu machen; die Eigenfunktionen sind dann die 
Exponen tialfunktionen (14) mit ganzzahligen nl ... nN, und die Eigenwerte 
besitzen nach (15) (12') die einfache Form 

E=H*(n,l71, ~2!!., ... nNh). (15') 
2n' 2n 2n 

Man kann dieses Resultat nachtriiglich. auch ohne von der SCHRODINGERSchen 
Undulationsmechanik zu sprechen,in folgender Weise als ein Resultat der 
Quantenalgebra aussprechen: 

Gelingt es, aus der HAMILToNschen Funktion H(p,q) durch eine kanonische 
Transformation T zu Winkel- und Wirkungsvariablen w,J iiberzugehen, so 
daB H iibergeht in eine Funktion H* (Jl ••• IN), so erhiilt man die quanten
theoretischen Energiewerte, indem man in letzterer Funktion statt der Argu
mente Jl •• ' I N die GraBen n l h/2n ... nNh/2n mit ganzzahligen n l ... nN 

einsetzt. 
61. Kanonische Transformationen (Fortsetzung). In der klassischen 

Mechanik wird eine kanonische, die Form der HAMILToNschen Bewegungs
gleichungen nicht iindernde Transformation von den q, p zu neuen Variablen 
Q, P erhalten, indem man mit Hilfe einer willkiirlichen "Wirkungsfunktion" 
S(Q, p) die Gleichungen 

85 85 
qk = 0h' Pk = OQk [5(Q, p)] 

ansetzt und sie nach Qk = Qdq, P), Pk = Pdq, p) aufl5st. 
Auch in der Quantenmechanik stellt 

oS oS 
qk = OPk' Pk = fJQk S(Q,p) (16) 

eine kanonische, d. h. hier die Vertauschurigsregeln erhaltende Transformation 
dar; wie gleich zu zeigen, liiBt sich niimlich (16) auf die Form 

( 16') 

bringen, wenn T und S in bestimmter Weise zusammengeharig gewiihlt werden. 
Der Zusammenhang zwischen der Funktion S und der die gleiche Transformation 
vermittelnden Funktion T ist nach JORDAN 1) der folgende. 

Es sei S (Q, p) en twickelt in die Form 
m 

S(Q,p) = L}fs(Q) ·gs{p) (17) 
1 

als Summe von mProdukten, als ersten Faktor eine nur von Q, als zweiten 
Faktor eine nur von p abhangige Funktion; die Faktoren sind nicht vertausch
bar. Man definiert nun nach PAULI die Exponentialfunktion eXY , in welche 

1) P. JORDAN, ZS. f. Phys. Bd. 38, S. 513. 1926. 
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die Faktoren re und y als Funktionen von QuantengroBen nicht vertauschbar 
sind, durch die Reihe 00 

~
xryr 

e""Y = r-,. (18) 
Y. 

o 

Ihre Verallgemeinerung ist die Exponentialfunktion 

(18') 

bei der also die x-Faktoren den y-Faktoren vorangehen sollen. Nur wenn die 
x mit den y vertauschbar waren, konnte man dafiir auch schreiben 

Wir wollen nun nach JORDAN zeigen, daB die Transformierende T(q,p), welche 
die gleiche Transformation wie S(Q,p) vermittelt, gegeben ist durch die Ex-
ponential£unktion _ [2i3t ] 

T(q,p) - exp 71 S* (q,p) , (19) 

worin S* (Q, p) bedeuten 5011 [vgl. (17)J 
m 

S* (Q,p) = S(Q,p) -1; QKPK = ~8 fs(Q)gs(p) -1; QKPK' (20) 
K 1 K 

Zum Beweise der Formel (19) beachte man, daB aus den allgemeinen Differential
formeln (4) 

folgt 

h aT 
TqK-qKT--

- 2i:n: apK' 

h aT 
PK= T-1PKT =PK+ -20 T-l_!l-; 

t:n: uqK 

h aT 
PKT-TPK=-o -

2u aqK 

Setzt man hier auf den rechten Seiten fiir die Differentialquotienten von T die 
aus (19) folgenden Funktionen ein und beachtet, daB nach (8') gilt 

T-l Is (q) T = Is(Q) , 

so erhalt man in der Tat gerade die Transformationsformeln (16). 
Der Sonderfall der Pllnkttransformation ist charakterisiert durch die 

Erzeugende 
(21) 

also 

Hier wird 

somit 

T(q,p) = exp [2~3t s*(q,p)] = exp [2~3t 2:(VK(q) - qK) PK] . (21') 
K 

Die Transformierende T, welche die Punkttransformation qK = VK(Q) ver
mittelt, ist also eine komplizierte transzendente Funktion der q und p. 

28* 
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62 •. Transformationen in der Wellenmechanik. In der Wellenmechanik 
handelt es sich darum, die Differentialgleichung 

{H(q, 2t OOq) - E, 'Ip(q)} = 0 (22) 

zu IBsen, was unter Umstanden durch Einfiihrung neuer Koordinaten erleichtert 
wird. Zunachst kommen hier Punkttransformationen q = q(Q) in Betracht, 
durch welche die Grundgieichung iibergeht in die Form 

{H(q(Q), 2~n:~ o~)-E,'Ip(q(Q))}=O. 
An ihrer Stelle wollen wir kiirzer schreiben 

{H*(Q, 2~n O~) - E, 'Ip*(Q)} = 0, (23) 

mit den Eigenfunktionen 1f!(Q) = 'lpn(q(Q) 

und den gieichen Eigenwerten En wie bei der urspriinglichen Gieichung (22). 
Allgemeine kanonische Transformationen in der Wellenmechanik sind, nach 

dem Vorbild der JORDANschen Transformationen der Quantenmechanik, zuerst 
von F. LONDON 1) behandelt worden. Von einer willkiirlichen Funktion T(q, p) 

ausgehend bilde man den Operator r.(q, 2~n :q) und setze 

Q TIT _h __ o_= T-1~~ T (4) K = - qK, 2in OQK 2in OqK . 2 

Ein Operator F*(Q, 2~n O~) geht dadurch iiber in den Operator [vgl. (8')] 

F*(Q, 2~n o~) = T-1F*(q, 2~n :q)T = F(q, 2~n :q). (24') 

Die SCHRODINGERSche Gieichung fUr die gesuchten Eigenfunktionen 'Ip* (Q) 

und Eigenwerte E* des HAMILToNschen Operators H*(Q, 2~n o~) heiBt dann 

, {H*(Q, 2~n o~) - E*, 'Ip*(Q)} = o. (25) 

Wir zeigen jetzt, daB diese die gieichen Eigenwerte wie die urspriingliche Glei
chung (22) besitzt (was soeben nur fUr Punkttransformationen gezeigt war). 
Zu diesem Zweck schreiben wir statt (22) unter Benutzung von (24') 

{T-1H*(q, 2~n oOq) T - E, 'Ip(q)} = 0 

und iiben den Operator Taus: 

{H*(q, 2:n OOq)T - T E, 'Ip(q)} = O. 

Setzen wir hierin 
T· 'Ip(q) = 'Ip*(q) , d.h. 1jJ(q) = T-1'lp*(q) , 

so wird daraus 
{H*(q, 2~n-:q)-E,1jJ*(q)}=o, 

~nd schlieBlich bei Ersetzung der Buchstaben q durch Q 

1), F. LONDON, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 193. 1926. 

(26) 

(27) 
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Vergleich von (27) mit (25) zeigt dann die Ubereinstimmung der EigenwerteE 
undE*. Der Zusammenhang der Eigen£unktionen, vermittelt durch die Trans
formierende T, ist durch (26) gegeben, 

Vl~(Q) = T(Q, 2:n -lg)' Vln (Q) 

Vln(q) = T-l(q, 2~n :q )1J1~(q) 
Besondere Beriicksichtigung erfordert der Umstand, daB der Existenz

bereich von q nicht mit dem von Q iibereinzustimmen braucht; q sei etwa eine 
Langenkoordinate - 00 <: q <: 00, Q ein Winkel 0 <: Q <: 2n . Wie sich im 
Einzelfall diese Schwierigkeit automatisch lOst, zeigt das Beispiel von Zif£. 64. 

Wenn die Transformierende T das Argument pin gebrochener oder negativer 
Potenz enthalt, geben die Transformationen zu nichtganzzahligen und negativen 

"Differentiationen" ~ ~2nn AnlaB. Auf deren Bedeutung gehen wir nicht ein, 
2zn uq 

bemerken nur, daB die bei der Transformation auf Winkelvariable vorkom
mende Formel 

auch auf gebrochene und negative n iibertragen werden solI. 
(28) gibt Antwort auf folgende Frage. Bekannt sei die zum Energiewert En 

gehOrige Eigenfuntion Vln(q) , die wir bezeichnen wollen als die Wahrschein
lichkeitsamplitude, beim Energiewert En die Koordinaten qx in gewissen 
Lagen qx anzutreffen. Wie groD ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude 'IjJ~ (Q), die 
Funktionen Qx(q, p) auf gewissen Werten Qx anzutreffen? Die Antwort (28) 
setzt voraus, daD man die Transformierende T gefunden hat, welche die 
kanonische Transformation Q P ----)0 qp vermittelt. 

Wir betrachten noch den Sonderfall, daB die Koordinate Ql' die als ein 
Argument der Wahrscheinlichkeitsamplitude 'IjJ~ (Ql' Q2'" QN) auftritt, gleich 
der HAMILToNschen FunktionQI = H(q, P)ist. DanngiltQI = T-lqIT=H(qP), 
also qlT = TH, und unter Benutzung von En'lpn(q) = HVln(q) wird aus (28) 

En Vl~ (q) = En T1jJn (q) = TEn 1jJn (q) = T H 1jJn (q) = ql T1jJn (Q) . 

Die Gleichung En 1jJ~ (q) = En' T1jJn = ql' TVln kann aber nur bestehen, wenn 
entweder Vl! (q) = ° ist oder, falls 1jJ~ (q) =1= 0, wenn ql = En ist. Es hat also die 
Wahrscheinlichkeitsamplitude 1jJ! (q) nur fiir ql = En einen nicht verschwinden
den Wert, und 'IjJ! (Q) nur bei Ql = En einen nicht verschwindenden Funktions
wert, anders ausgedriickt 'IjJ~(Q) hat dort ein unendlich steiles Maximum 
und verschwindet sonst iiberalI. 

Von Bedeutung ist der Zusammenhang zwischen dem eine kanonische 

Transformation vermittelnden Operator T (q, ~ ~~-) 
2zn uq 

Qx = T-lqxT,-~ ~ = T-L_~- 0_ T (29) 
2zn 2QK 2z,," iJqK 

und dem dieselbe Transformation erzeugenden Operator S (Q ~- -~) mit , 2zJt oq 
den Transformationsgleichungen 

oS (Q, -~-~) 
2zJt iJq 

(30) 
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War in der Quantenmechanik nach JORDAN der Zusammenhang zwischen den 
·Funktionen T(q,p) und S(Q,p) durch (19) gegeben. so erhiilt man in derWellen
mechanik nach LONDON den entsprechenden Zusammenhang zwischen den 
Operatoren T und S durch 

T(q "2~n iJdq) = exp [2!n S* (q, 2~n iJ~)]' (31) 

worin wie in (17) (20) 

S (Q ~~) = ~f (Q).g (~~) und S* = S - ""QK-2~ -1--. (32) , 2in iJq . £..8 8 • 2in iJq ..:::;.; 'n uqK 
1 K 

.ImSpezial£all der Punkttransformation qK = VK(Q) wird entsprechend (21') 

T(q, 2:n ;q) = exp[2(VK(q) - qK)· d:J· 
K 

In diesem Fall wird mit Benutzung von (26) und (18') 

'IjJ* (q) = T'IjJ (q) = exp [2 (VK(q) - qK) d!K] 'IjJ(q) . 
K 

Dies ist aber eine Taylorreihe 

'IjJ*(q) = 'IjJ(ql + [v1 (q) - qJ, q2 + [V2(q) - q~, ... ) = 'IjJ(v(q». 

Schreibt man jetzt in der hiermit gefundenen Beziehung 'IjJ* (q) = 'IjJ (V (q» 
statt q den Buchstaben Q, also 

'IjJ!(Q) = 'ljJn(v(Q» (Punkttransformation), (33) 
so hat man das Ergebnis, daB bei Punkttransformationen qK = VK(Q) die 
Eigenfunktion 'IjJ~ (Q) der neuen Variablen in die Eigenfunktion 'ljJn (q) der 
alten Variablen iibergeht durch die Substitution qK = VK(Q), als Sonderfall 
des allgemeinen Zusammenhangs (26) 

'IjJ!(Q) = T(Q, 2;n a~)'IjJ .. (Q) (allgemeine kanonische Transformation). (34) 

63. Winkelvariable in der Wellenmechanik. Es sei nun gelungen, solche 
neue Koordinaten w einzufiihren, daB aus dem urspriinglichen HAMILTONschen 

Operator H(q, 2:n ;q) ein Operator H*(2:n a:) wird, welcher nicht w, sondern 

nur iJ/iJw als Argument enthalt, und welcher nach Potenzen von iJ/ow mit von w 
unabhangigen, d. h. konstanten Koeffizienten entwickelbar sein moge: 

H*C:n a:) 'IjJ* (w) = 2 A'(2;n r a:' 'IjJ* (w) = E 'IjJ* (w) • 
• 

(Wir betrachten jetzt der Einfachheit halber ein System mit nur einem Frei
heitsgrad.) Dann laBt sich dieses Eigenwertproblem unmittelbar losen durch 
den Ansatz 

'IjJ*(w) = Beflw , und hat den Eigenwert E(fJ) = 2 A'(2;n)'- P' = H*(::"), (35) 
r 

worin B noch aus den Randbedingungen zu bestimmen ist. Winkel variable 
sind in der kIassischen Mechanik konjugierte Koordinaten w und Impulse 
J, £tir welche die HAMILToNsche Funktion eine Funktion der ] allein wird, 
wahrend die Ortskoordinaten periodisch in den w mit der Periode 2.7l sind. 
In der Wellenmechanik sind entsprechend Winkelvariable dadurch ausgezeichnet, 
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daB der HAMILToNsche Operator nicht von w, sondern nur von a/ow (in be
liebig hoher Ordnung) abhiingt, wahrend die Eigenfunktionen als Funktionen 
der Ortskoordinaten periodisch in w mit der Periode 2.n sein sollen. Letztere 
Forderung legt nun die in (35) noch offengelassene Randbedingung fest und gibt 
schlieBlich 1. (hn) 

V'~(w) V2n e'nw, En = H* 2n (n = 0,1,2, ... ) (36) 

1 
Der Faktor B = V2n ist dabei durch als Losung des Eigenwertproblems. 

die N ormierung 
2" f V'~(w) • ijJ~(w) dw = 1 

. d 0 bestImmt wor en. 1 . 
Es wird nun oft verlangt, auBer V'~ (w) = ,/_ . e,nw auch die Eigenfunk-

r2n 
tion V'n (q) in den ursprunglichen Koordinaten anzugeben, welche zum selben 
Eigenwert En gehi:irt. Nach LONDON wird diese Aufgabe tolgendermaBen gelost. 
Es sei 5 (q, J) die Erzeugende der Transformation 

os(q,~~) h 0 os(q,~fw) 
w = oj ' 2in oq --oq 

welche den Ubergang von q zu w vermittelt, und sei dargestellt in der Reihen-
fu~ m m 

5 (q, 2~n 0:) = ~ f8(q)· g8(2:n 0:)' 5* = ~ f8 (q)g. (z'{; 0:) 
8=1 8=0 

mit f 0 (q) = -q, go (~ 1-) = ~ 1-. Kennt man die zur gleichen Trans-
2znuw 2znuw ( h 0) 

formation gehi:irige Transformierende T* w, ~ 8~ , so ist nach (26) und (18') 
die gesuchte Darstellung gegeben durch zn w, 

( ) _ T ( h 0) inw _ [2in ~f .) (h 0)] inw lPn w - * w, 2in ow . e - exp h -+ .(w g. 2in ow e 

m 00 

II (3i':.)'v j'v(w). TIgrv(~ -~) 
00 00 h v v 2zn ow 

= .LJ, .. . .LJm v=o 00 v=O einw . 

o 0 IT r,,! 
v=O 

Die zuerst erfolgende Operation g;,v (~ ~ ), auf einw ausgeubt, ist aber identisch 2zn uW 

mit der Multiplikation g;,v(n-"--).einw , und man erhiilt als Gesamtergebnis . 2n 
somlt m 

2i" L: (nh) - - t,(w) fls ---

( nh) h 2" V'n(W) = T* W,- .einw=e 0 ·einw 
2n 

m 
, 2i,,; "., (nh) -,nw+,..- ..:::...t,(w)g, 2", 2i" s(w,nh) 

= e 1 • e,nw = e h 2" , 

oder schlieBlich bei formaler Ersetzung des Buchstabens w durch q 

2i'!.. s(q nh) 
'ljJn(q) = e h '2". (37) 
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Da in 5 die GraBen q und nh vertauschbar sind (samtliche Differential
operationen sind schon ausgefUhrt), liegt in (37) eine gewahnliche Exponential
funktion vor, bei der man also gar nicht mehr auf die Reihendarstellung von 
5 zuriickzugreifen braucht. Das LONDoNsche1) Ergebnis ()7) ist deshalb von groBer 
Bedeutung fiir das Eigenwertproblem, weil es die Eigenfunktionen "Pn (q) eiries 
quantenmechanischen Systems (hier zunachst von einem Freiheitsgrad) in be
liebigen Koordinaten q darzustellen lehrt als Abbildungen der Exponential
bzw. der trigonometrischen Funktionen, des Prototyps aller Schwingungs-
vorgange. 2irrS 

Die LONDoNsche Formel "Pn = e h stellt iibrigens den exakten Limes 
eines Approximationsverfahrens zur Lasung der Wellengleichung dar, welches 
vorher WENTZEL und BRILLOUIN angaben. WENTZEL2) benutzte zur Lasung der 
Wellengleichung den DE BROGLIESchen Ansatz 

2in. r: h 1p' 
"P(q) = e-kJyaq, also y = 2in -;p' (38) 

wodurch die Wellengleichung sich auf eine RICCATISche Differentialgleichung 
fUr y (q) reduziert. Deren Lasung laBt sich dann durch eine Reihe nach stei
genden Pot en zen von h ansetzen 

y(q) = ~(2~nr ys(q) , 
8=0 

wobei die nullteNaherung Yo(q) der klassischen MechanikYa = p, jYodq = jPdq 
entspricht, wahrend die haheren Naherungsglieder eine sukzessive Annaherung 
an die Quantenmechanik geben. Fiihrt man cp Y dq auf einem geschlossenen 
Wege urn einen Bereich herum, in welchem samtliche n Nullstellen (Knoten) 

der Eigenfunktion "Pn liegen, in welchem also Y = 2" ~. 1p' n Pole vom Residuum h 
besitzt, so ergibt sich als Wert des Integrals 1 n 1p 

cpydq = nh (n = ganze Zahl = Knotenzahl). 

Man erhalt also nach WENTZEL die SOMMERFELD-WILsoNsche Quantenbedingung 
cp p dq = nh als nullte Naherung der wellenmechanischen Grundgleichung 
zur Bestimmung der Eigenwerte. Die Reihenentwicklung bricht iibrigens, wie 
WENTZEL an mehreren Beispielen zeigt, in vielen Fallen nach wenigen Gliedern 
ab, so daB man durch eine endliche Zahl von Naherungen die strenge Lasung 
des Eigenwertproblems erhalt. 

BRILLOUIN3 ) betrachtet, von der optisch-mechanischen Analogie geleitet, 
"P (q) als Wellenfunktion eines verallgemeinerten Eikonals 5 durch den Ansatz 

2i", S(q) (39) 
"P (q) = e h . 

und entwickelt S(q) nach Potenzen von h; als erstes Glied (Faktor von he) tritt 
dabei die klassische Wirkungsfunktion auf. Den Zusammenhang zwischen dem 
Eikonal und der die kanonische Transformation auf Winkelvariable erzeugenden 
Wirkungsfunktion stellt die LONDoNsche Untersuchung [vgl. (37)] klar. 

64. Harmonischer Oszillator. Zur Illustration der kanonischen Trans
formationen in der Wellenmechanik diene LONDoNs4) Beispiel des harmonischen 
Oszillators. 

1) F. LONDON, ZS. f. Phys. Bd.40, S.193. 1926. 
2) G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd.38, S.518. 1926. 
3) L. BRILLOUIN, C. R. Bd. 183, S. 23. Juli 1926. 
4) F. LONDON, ZS. f. Phys. Bd.40, S. 193. 1926. 



Zif£. 64. Harmonischer Oszillator. 441 

"Die Wellengleichung des Oszillators 

h2 02tp (q) 1'2 
- if;2 -2q2- + Tq2ljJ{q) = EljJ{q) (40) 

wird vermittels der Erzeugenden 

kanonisch auf eine Variable x transformiert: 

h1' otp* (x) h1' 
--- x - + ljJ* (x) = E ~IJ* (x) 
2n Ox 4n 

und diese schlieBlich vermittelst 52 (x, -2~ !--) = - ~ . lnx . :- (Punkttrans-
t n ow 2n vW 

formation) auf die Winkelvariable w: 

-"'-:'- 8tp** (w) + h1' ",** (w) = E ",** (w) . 
2tn ow 4n 'r 'r 

Fiir die letzten beiden Gleichungen verifiziert man leicht als eindeutige 
2in S ( nh) 

Losungen ljJ::* (w) = einw bzw. 'If~ (x) = ill ,x, 2n = xn mit den Eigenwerten 

En = (n +~) 71-"-. Uns interessiert der Dbergang zu den Eigenfunktionen ljJn(q). 
2 2n 

Man tindet diese nach (31) (32) mit Hilfe der Erzeugenden Sl durch Einwirkung 
des Operators 

( 
h 8· 2in S (x ~ ~)-x ~ 

T x ----;-- --) = e hI, 2i", ox ox 
, 2tn 8x 

auf ljJ~ (x) = xn. Man erhalt so fUr ljJn (x) schrittweise: 

-2vn x' x (iVil-; -1) ~ ( h )~ {(V¥n )n = e 2h • e ox - 2 -x 
4n h 

Die jetzt auszufiihrende Operation /(i V2v -1) O~ ist die Substitution x --)0 i-y2v x 

- 2VJl x' (h)"- {( /27<1' )n 
'lfn{x) = e 2h • 4.n 2 ·in 2}-i-x 

_ n(n -..!.L (2l;p:;;;, x)n-2 + n(n - 1) (n - 2) (n - 3) (21/~~x)n-4 _ + ... } 
1! h 2! r h . 
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Man hiitte auf dies em Wege ein neues System von Orthogonalfunktionen ge
funden, wenn diese nicht als Hermitesche Polynome 

_-Zl 2.n-v 2vn ( j'- ) 
V'n(x) = Konst.· e 2h • Hn ~ TX 

schon bekannt waren". 
65. Matrizenalgebra. 1st H(q, p) eine bestimmte symmetrisierte Hamilton

funktion, En und V'n (q) die Eigenwerte und normierten Eigenfunktionen der 
zugehOrigen SCHRODINGERSchen Gleichung {H - E, V'} ~ 0, ist femer F (q, p) 
eine beliebige Funktion, so versteht man unter den Matrixkomponenten ~mn 
der Funktion F(q, P) in bezug auf die HAMILTONsche Funktion H(q. P) die 

GroBen f - (h 0 ) 
~mn = V'm(q)F q'2i.n-oq V'n(q)dv. (41) 

Das Schema ~11 ~12~13 ••• 

~21 ~22 ~23 ••. 

~ = ~31 ~32 ~33 ••• 

ist die Matrix ~ mit den Komponenten ~mn' Die Definition (41) ist identisch 
mit der folgenden. Es sei P(q,p) die Transformierende von den q, p zu 
andem kanonischen Variablen Q, P, niimlich 

QK = F-l qKF, PK = F-l PKF. (42) 

Dann transformiert sich H(q, P) in H*(Q, P) mit den gleichen Eigenwerten En 
wie vorher, aber den transformierten Eigenfunktionen V'*(Q). Der Zusammen
hang zwischen den V'n (q) und den V'~ (Q) ist dabei nach (28) 

V'n (q) = F-l( q, 2~.n- iJ~) V'! (q), d. h. V'n = {F-l, V':}, I 
V':(Q) = F(Q, 2~.n- iJ~ )V'n(Q), d. h. "1': = {F, V'n}. 

(43) 

Macht man nun den Entwicklungsansatz 

"1': (q) = Z ~mn "I'm (q) , 
m 

so berechnen sich die Entwicklungskoeffizienten ~mn 

~mn = f tPm(q) V'~(q) dv = f tPm(q)F(q, 2~.n- OOq)V'n(q) dv 

gleich den in (41) definierten GraBen. D. h. die Matrixelemente iYmn einer 
beliebigen Funktion F(q, P) sind die Entwicklungskoeffizienten der 

Reihe V'~(q) = Z~mnV'm(q). (44) 
m 

Wir leiten jetzt die fUr die Matrixkomponenten geltenden Grundrechnungsregeln 
ab1). Nach der Definition (41) gilt fur zwei verschiedene Funktionen F(q, p) 
und G(q, P) 

(iY ± Qi)mn = ~mn ± ®mn, femer (iY + ®)mn = (® + mmn (45) 

als Additionsgesetz. Urn auch das Multiplikationsgesetz abzuleiten, d. h. 
die Komponente (iY®)mn durch die Komponenten Fkl und Gk1 auszudriicken, 

1) 1m AnschluB an F. LONDON, ZS. f. Phys. Bd.40, S.193. 1926. 
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benutzen wir F, G und FG als Transformierende folgender Transformationen 
(42) zu neuen Variablen und neuen Eigenfunktionen: 

Q~ = F-IqKF , 

Q'k= G-IqKG, 

Mit Hilfe von (43) (44) gilt dann 

VJ; = {F, VJl} = 1: ~ml1jJrn' 
m 

VJ~' = {FG, VJn} = 1: (~@)rnn VJm· 
m 

VJ;,(Q') , 

v;'; (Q") , 

VJ~' (Q"') . 

Die letzte dieser drei Gleichungen formen wir, unter Benutzung der zwei ersten, 
urn in 

woraus die Multiplikationsregel folgt 

(~@)mn = 1:~ml@ln . (46) 
I 

Sie hat die Form der bekannten Regel, nach der sich die Elemente der Produkt
determinante ~. @ aus den Elementen der Determinanten ~ und @ zusammen
setzen. ~. @ ist dabei nicht immer gleich @. ~, wohl aber ist nach (45) 
~ + @ = @ +~. Aus (46) folgt weiter 

(46') 

Nachdem so die Komponenten, die bei Addition und Multiplikation der 
Matrizen von beliebigen Funktionen F (q, p) und G (q, p) resultieren, durch die 
Komponenten von ~ und @ selbst ausgedriickt werden konnen, bleibt noch die 
Frage nach dem im allgemeinen nicht verschwindenden Wert der Kompo
nenten (~@ - @mrnn' Wir betrachten den Spezialfall ~ = h, @ = qL und er
halten unter Benutzung von (41) 

(t'KqL-qLt'K)mn=fipm(q)(2~ -:-qL-qL-2~--:-)VJn(q).dv=O fUr K=I=L 
~:n; uqK ~:n; uqK 

I h foO 1 h -;- ur m = n 
= 2i:n;f '0m(q)VJn(q)dv = 2~:n; fUr K = L. 

o fUr m =l=n 

Versteht man unter (Jik den Wert 0 fUr i =1= k, den Wert 1 fUr i = k, so schreibt 
sich letzteres Resulta t 

(t'KqL - qLt'K)mn = 0 fUr K =1= L, 

h 
(t'KqK - qKt'K)mn = 2i-;- bmn . 
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1m ganzen lassen sich folgende Regeln der Assoziation, Distribution und Kom
mutation zusammenfassen 

(iY + &) + 5)= iY + (& + 5) , 

iY(& + 5) = iY. & + iY. 5), 

(iY. &) .5) = iY. (& . 5) , 

iY = ° oder @ = ° , wenn iY . & = ° , 
(iY+&)-(®+iY)=o, aber m·&)-(@·iY) gewohnlich=l=O, 

und zwar im besonderen 

.).JdL - .).JL.).JX = 0, 

.).JXqL - qL.).JX = ° fur K =1= L, 

(47) 

(48) 

wenn unter 1 die Matrix mit den Komponenten 15m" ("Einheitsmatrix") ver
standen wird. (47) sind die gewohnlichen Gesetze der Determinanten-Algebra, (48) 
gibt ffir die speziellen Determinanten .).Jx und qx Verta usch ungsregeln 
an. (47), (48) sind formal dieselben Regeln, die in Ziff. 44 ftit die Opera toren 
F(q,p) ... und speziell fUr die qK und PK seIber galten. Operatorenrech
nung (Rechnen mit "QuantengroBen") und Matrizenrechnung (Rechnen mit 
Determinanten) unter Beachtung der elementaren Vertauschungsregeln sind 
formal identisch; nur ist zu beachten, daB die Komponenten der Matrizen 
stets nur mit Bezug auf eine bestimmte Hamiltonfunktion H(pq) bzw. mit 
Bezug auf je zwei ihrer Eigenfunktionen "Pm (q) und "P" (q) definiert sind. 

Da nach der SCHRODINGERSchen Gleichung H(q, P)"I',,(q) = E,,"P,,(q) 
ist, wird das Matrixelement der Hamiltonfunktion 

5)m" = flPmH(ql 2~JI; ;q) "I'"dv = f lPmE""P,,dv = E". (j"m· (49) 

,r.,m" ist eine "Diagonalmatrix", d. h. nur die in der Diagonale m = n stehen
den Elemente sind von Null verschieden. Allgemein gilt wegen (41) ubrigens 

(49') 

Wir fragen noch, welches die Matrixkomponenten der Funktion re(q,p) 
sind, ausgedruckt durch die von re(q,p) seIber. Nun war in (5') definiert 

. 2iJl; ( ) re = h Bre - reB , 

man erhiilt demnach wegen (46) und (49) 

wenn 

• 2iJl; 2i n "'" 
~mn = h (5)~ - ~5)m" = h ~ (5)mk~kn - ~mk5)kn)' 

k 

= 2~JI; (5)mm - 5)",,) ~mn = 2in v(m,,) • ~m'" I 
S)mm - S) .... _ Em - En _ v(m,,) 

h - h -

(50) 

gesetzt wird. Die Division wird eingefuhrt, indem man die Matrix F-l defi
niert durch die Gleichung 
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Man kann W (q) als ein Vektorfeld auffassen mit den unendlich vielen "Kom
ponenten" Wl(q), W2(q), W3(q)··· auf die "Achsen" 1, 2, 3, ... Die W~(q) 
konnen dann aufgefaBt werden als die Komponenten desselben Vektorfeldes W(q) 
auf neue gedreh te Achsen 1 *,2*,3*, ... ; denn die "Koordinatentransformation" 
der Vektorkomponenten 

W!(q) = J:~mn1/'m(q) 
m 

wird vermittelt durch ein Koeffizientenschema iJmn, welches die Orthogonali
tii. tsrela tionen 

~~lj~tk = ()jlc (= 1 fUr i = k, 
I 

= 0 fUr i =1= k) 

erfiillt, die man beweist durch die Gleichungsfolge 

( 51/1) 

()jk =j1fJ!1jJt dv =fJ:~ljiJ;I' 2:~il:1/'idt' =2'J:~lj~ik()li = J:~lj~lk' 
I iii I 

66. Invarianz der Matrixkomponenten. Wesentlich fiir die physikalische 
Deutbarkeit der Matrixkomponenten ®mn einer Funktion G(q, p) mit Bezug auf 
eine bestimmte Hamiltonfunktion H(q, P) ist, daB die Werte ®mn sich nicht 
andern, wenn man von den q, p zu neuen kanonischen Variablen Q, P und 
dadurch von H (q, P) zu H* (Q P) iibergeht. Diese Invarianz beweist F. LONDON l ) 

folgendermaBen. Es ist definiert 

J'- (h 0) ®mn = 1jJm(q)G q, 2i-;'8q Wn(q)dq, 

®!n - j1fJ!(Q) G*(Q, in aOQ) 1/'~(Q)dQ, 

wobei durch die Transformation (42) H (q, P) mit 1/'n (q) zu H* (Q, P) mit W~ (Q) 
geworden ist und G(q, p) = G*(Q, P), daher G*(q, P) = FG(q, p)P-l Hier ist 
nun mit Hilfe von (43) (44) 

®!n = 1iJ;! (q) • G* (q, 2: n ;q) ·W! (q) dq 

=!2:%;miP;(q) • FGF-l. 2:'ijin 'ljJj(q) dq 
k j 

= 2:2:%im('ij®'ij-l)ij' iJjn = ~~2:~§imiJilc®kliJl-/iJjn 
ij iikl 

und schlieBlich wird nach (51') (51") 

®;:;n = 2: 2E ()mk ®kl ()In = ®mn, 
k I 

womit die Invarianz bewiesen ist, d. h. die Matrixkomponenten von G (q, P) 
in bezug auf die 1jJ (q) sind gleich den Matrixkomponenten von G* (Q, P) be
ziiglich W* (9). Gleichzeitig sind auch die Eigenwerte En gleich den E:, wie 
schon in Ziff. 62 gezeigt wurde. 

67. Matrizenmechanik. Die L03ung des quantenmechanischen Problems 
im Operatorkalkiil (Ziff. 60) best and darin, bei vorgelegter Funktion H(q, p) 
eine solche kanonische Transformation von den Variablen q, p zu neuen Variablen 

1) F. LONDON, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 193. 1926. 
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w, J zu finden, daB (a) die Hamiltonfunktion in den neuen Variablen nur von 
den J abhiingt, (b) die Variablen q und p durch Reihen 

qK = 1: q~)(J) • ei«W), PK = 1:p~)(J). ei (7:W) 
7: 7: 

darstel1bar sind. Die Werte En der Energie waren dann = H* (;;). Zu 

denselben Energiewerten gelangt man aber auch unter alleiniger Benutzung 
von Ma trixkom ponen ten: Bei gegebener Funktion H (q, P) unter Be
nutzung der Rechenregel 

wird ein Wert system 

gesucht, welches die kanonischen Bedingungen 

(VKqL - qLVK)mn = 0 fUr K =1= L 
h 

(tJKqK - qKtJK)mn = 2in Jmn 

"(52) 

(53) 

erfullt, welches ferner (a) die Hamiltonmatrix zur Diagonalmatrix macht: 

Sjmn = 0 fUr m =1= n 

und (b) der Bedingung (49') 

qmn = qnm, Vmn = ~nm 
genugt. 

(54) 

(55) 

Zu einem solchen Wertsystem gelangt man, indem man zunachst von irgend
einem GroBensystem (q~)mn' (tJ~)mn ausgeht, das wenigstens die Regeln (52) 
(53) (55) befriedigt, und dann durch eine passende kanonische Transformation 

zu Variablen qKPK ubergeht, die auch noch die Bedingungen (54) befriedigen. 
Die Auffindung einer solchen Transformierenden T ist freilich in den meisten 
Fallen mit graBen Schwierigkeiten verknupft. 

Dbrigens ist nach der Gleichung (50), die man auch als Matrizenbeziehung 

(56) 

schreiben kann, speziell fUr ~ = qK oder ~ = VK 

bzw. (57) 

Diese Identitaten sind die "kanonischen Bewegungsgleichungen" der 
Matrizenmechanik, ebenso wie (6') die der Operatorenmechanik waren. Fur ~ = Sj 
erhaIt man 

Sj = 0, d. h. (58) 

Dies ist der Energieerhaltungssatz in der Matrizenmechanik. 
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Die Maglichkeit, das quantenmechanische Problem der Eigenenergie
bestimmung Em eines gegebenen Systems H (q, P) unter alleiniger Benutzung 
von Matrizenkomponenten und Beziehungen zwischen ihnen zu lasen, wird 
von HEISENBERG, BORN und J ORDANI), welche die Matrizenmechanik begriindeten, 
als ein erkenntnistheoretischer Vorzug gegeniiber der SCHRODINGERSchen Theorie 
angesehen, welche auf die Bestimmung von Eigenfunktionen 1fJm partieller 
Differentialgleichungen zuruckgreift; denn die Gestalt der Eigenfunktionen 
hangt von dem zufiillig gewahlten Koordinatensystem q, P oder Q, P oder w, J 
usw. ab, die Eigenfunktionen kannen also keine physikalisch invarianten 
GraBen reprasentieren, im Gegensatz zu den invarianten Matrizenkomponenten. 

Man deutet die Komponenten Hmm als Energiewerte, die Komponenten Xmn 
der Amplitudenfunktion x (q, p) als die bei der Ausstrahlung der Frequenz 
')J(mn) = (Em - En)/h maBgebenden Amplituden. 

68. Verallgemeinerte Wahrscheinlichkeitsamplitude. In der Wellenmecha
nik von SCHRODINGER war die Eigenfunktion 1fJk(q) als die Wahrscheinlichkeits
amplitude, j1fJk(q) j2dv als die Wahrscheinlichkeit gedeutet, das System 
bei vorgegebenem Energiewert Ek in dem Koordinatenintervall dv anzutreffen. 
Man kann nun mit JORDAN2) allgemeiner nach der Wahrscheinlichkeitsamplitude 
'II' (q, P) fragen, das System in der Lage q bei vorgegebenen Wert en PK irgend
welcher Parameter anzutreffen, welche als Funktionen PK(q, P) eingefiihrt 
sind. [Bisher war fUr PI gewahnlich die Energiefunktion PI (q, p) = - H (q P) ge
nommen.] Es seien wieder 

ql" . qN, PI'" PN kurz qK, PK' 

Koordinaten und Impulse (Operatoren), die den kanonischen Vertauschungs
regeln 

PdK - qKPK = 2:n ' 

geniigen. Ferner seien 

cx,K = cx,K(q, P) 

(59) 

(60) 

neue transformierte Koordinaten und kanonisch konjugierte Impulse, und 
zwar sei der kinematische Zusammenhang zwischen den P, q und den cx" P ge
geben durch die Transformierende T (P, q) in der Form 

Gefragt wird nach einer verallgemeinerten Wahrscheinlichkeitsamplitude fP (q, P) 
als Losung des folgenden Systems von 2N Differentialgleichungen 

{cx,K(q, 2:n OOq) + 2;n O~K' fP(q, P)} = 0 

{PK(q, 2~n O~) - PK, fP(q, P)} = 0 

(K = 1, 2, ... N) . (62) 

Diese Gleichungen fUr fP(q, P) enthalten, wie gleich zu zeigen, erstens die 
SCHRODINGERSche Gleichung als Spezhtlfall, zwei tens besitzt die Funktion 

1) W. HEISENBERG. ZS. f. Phys. Bd.33. S.879. 1925; M. BORN und P. JORDAN 
ebenda Bd. 34. S. 858. 1925; HEISENBERG. BORN und JORDAN. ebenda Bd. 35. S. 557. 
1926. 

2) P. JORDAN. Ober eine neue Begriindung der Quantenmechanik. Gettinger Nachr. 
1926. S. 161. 
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qJ (q, (3) Eigenschaften, welche sie als Wahrscheinlichkeitsamplitude und \ qJ \2 d V 

als Wahrscheinlichkeit charakterisieren, daB bei vorgegebenen Werten f3 sich 
die qx im 1ntervall dv befinden. DaB hier der einen Funktion qJ(q, (3) gleich
zeitig 2N Differentialgleichungen aufedegt werden konnen, ist nur dadurch 
moglich, daB die OI,x und fJx ein kanonisches System bilden und aus den q, p 
durch Vermittlung der einen Funktion T(q, P) hervorgehen. 

Die Gleichungen enthalten erstens in der Tat die Schradingergleichung 
als Sonderfall. Nimmt man namlich als neue Koordinate fJl (P, q) die negative 
Hamiltonfunktion -H(P, q) und demgemaB fJl = -E, IXl = +t, so geht das 
Gleichungspaar K = 1 tiber in 

{t(q, 2~n iJOq) - 2:n o~ ,qJ(qlq2" ., E, fJ2"')} = 0, ) 

{- H(q, 2:1l OOq) + E, qJ(qlq2'''' E, fJ2"')} = o. 
(63) 

Letztere ist SCHRODINGERS Schwingungsgleichung, das Analogon der klassischen 
2inS 

Energiegleichung H (P, q) - E = O. Erstere geht durch den Ansatz qJ = e - -h

tiber in eine Gleichung fUr S: 

{t( ~~)+OS(qlq2 ... ,E{J2"') ( E fJ)} (64) q'2illoq oE ,qJqlq2'''' '2'" =0, 

ein Analogon zur klassischen Gleichung t + ;~ = ° fUr die Wirkungs

funktion, S. Neben dem Gleichungspaar (63) treten aber noch N - 1 
weitere Gleichungspaare ftir K = 2, 3, ... N auf, als klassische Gegenstticke zu 

den JAKoBlschen Gleichungen OI,x - :fx = ° (42) Ziff. 12. 

Urn jetzt zweitens qJ (q, fJ) als eine Art Wahrscheinlichkeitsamplitude 
aufzuzeigen, beweist JORDAN folgenden Sat z: 1st qJ (q, (3) die Lasung der 
Gleichungen (62), die zur Transformation OI,fJ -+ pq (61) gehOrt, ist ferner 1Jl (Q, q) 
die Lasung der Gleichungen 

{ ( h 8) h 0 
PK Q, 2in 8Q + 2in OqK' 

{qx( Q, 2~Jl OOQ) - qx, 

geharig zu einer Transformation 

1Jl(Q, q)} = 0, I 
1Jl(Q, q)} = ° 

(65) 

Ilx = qx(Q, P) = S-lQKS, Px = Px(Q, P) = S-l PKS (pq -+ PQ), (66) 

und schlieBlich tP(Q, fJ) die Lasung der Gleichungen 

{Ax( Q, 2:n o~) + 2:n O!K' Cl>(Q, It)} = 0, I 
{Bx(Q, 2~no~) -fJx, tP(Q,f3)}=o, 

(67) 

gehOrig zu der direkten Transformation (IXfJ -+ PQ) 

OI,x =OI,x(q,P) = OI,X(S-IPS, S-IQS) = S .. I IXK (Q,P)S = Ax(P,Q) } 
(67') 

fJK = fJK(q, P) = fJK(S-l PS, S-IQS) = S-l/lx(Q, P)S = Bx(P, Q), 

:so ist, wie gleich nachzuweisen 

dQ. ifJ(Q, fJ) = dQ f 1Jl(Q, q). qJ(qfJ)dq. (68) 
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Dies ist aber der Ausdruek fUr das Kombinationsgesetz einer "Wahrsehein
liehkei tsampli tude" 

ifJ(Q, fJ) aus 1jJ (Q, q) und cp (q, fJ). 

Da hier die Amplituden, nicht die Wahrseheinlichkeiten selbst, sieh ent
spreehend der Regel (68) zusammensetzen, sieht JORDAN in (68) eine Inter
ferenz der Wahrseheinliehkeiten. 

Zum Beweise von (68) bringe man (67) unter Anwendung des Operators 

S(Q'2::>t oOQ) auf die Form {S-lS.[ ... ].S-lS,ifJ}=O, d.h. naeh (67') auf 

die Form 

{S-l [~K( Q, 2~:>t i9~) + 2::>t o;J 5, ifJ(Q, fJ)} = 0, I 
{S-l [fJK( Q, 2::>t o~) - fJK] 5, ifJ(Q, fJ)} = 0. 

(68') 

Vertauseht man nun in (62) den Buehstaben q mit Q, so zeigt ein Vergleieh 
mit (68'), daB SifJ(Q,8) = cp(Q,fJ) ist, somit 

ifJ(Q, fJ) = S-l( Q, 2::>t aOQ) cp (Q, fJ) (69) 

wird, eine Gleichung, welche wegen des allgemeinen Parameters fJ noeh etwas 
allgemeiner ist, als die Gleiehung (28) der LONDoNsehen Transformationstheorie, 
welche fur fJ speziell den Energieparameter En nahm. Man kann (69) jetzt naeh 
reehts und links mit einer beliebigen Funktion t (,8) multiplizieren und naeh fJ 
integrieren 

so daB sehlieBlieh resultiert 

S( Q, 2:n oOQ) f dfJ ifJ(Q fJ) t(fJ) = f dfJcp(Q fJ) t(fJ)· (69') 

Man wahle nun S(QP) speziell einmal gleich T-l(Q, P), d. h. transformiere 
~fJ -+- pq und wieder zuruek pq-+- ~fJ; es wird dann speziell statt (67') und init 
Benutzung von (61) 

BK(P, Q) = T(QP){JK(QP) T(QP) = QK, ebenso AK(Q, P) = PK, 

so daB aus (67) (statt ifJ sehreiben wir dabei speziell X) 

{ h a h a 
2i~ OQK + 2i:>t oP~' x(Q,,8)}=o, I 

x(Q,fJ)} = 0. 

(70) 

wird. Wegen der ersten dieser Gleichungen hangt x(Q, fJ) nur von den Diffe
renzen QK - (JK allein ab 

X(Q,{J) = tJi(Ql-fJl' ... , QN ..... fJN)· 

Wegen der zweiten kann ifJ' nur von Null versehieden sein, wenn Ql = {Jl 
und gleiehzeitig Q2 = fJ2 USW. ist. Dabei kann X so. normiert werden, daB 
f d{JX(Q, (J) den Wert 1 hat (zu dem Integral tragt nur die StellefJl = Ql' 

Handbuch der Physik. XX. 29 
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fJ2 = Q2" .. bei). Setzt man in die Gleichung (69') fUr 5 jetzt T-l, und 
demgemaB fUr cP jetzt X ein, so wird aus ihr, wenn man noch q statt Q schreibt 
und eine beliebige Funktion f heranzieht, 

( 2in fJ ) J T-l q, It oq • f(q) = dfJ· q;(q, fJ)f (fJ) (71) 

als eine Beziehung zwischen der von (X,fJ nach pq transformierenden Funktion T 
und der nach (62) zugehOrigen Wahrscheinlichkeitsamplitude q; (q, fJ): Letztere 

tritt in (71) als "erzeugende Funktion" des Operators T-l (q, ~ CJO ) auf. Es 
2zn vq 

ist somit (71) eine Folge von (61) (62). Entsprechend folgt, unter Heranziehung 
einer beliebigen Funktion F, 

S-l(Q, 2~n :dF(Q) = Jdq''ljJ(Q,q) .F(q) (72) 

aus (65) (66). Setzt man hier die beliebige Funktion F (Q) = q; (Q, fJ), so er
halt man nach (69) die Formel 

cfJ(QfJ) = J dq. 'ljJ(Qq) . q;(qfJ) , 

womit (68) bewiesen ist. 
69. Winkel variable. Die Aufsuchung der Lasung q; (q, fJ) von (62) ist 

dann erreicht, wenn es gelingt, zu Winkelvariablen uberzugehen: Es mage 
eine solche Transformierende 5 (Q, P) gefunden sein, daB (67') die spezielle Form 

(73) 

annimmt; wir schreiben dann QK = WK, PK = IK (Winkelvariable). Aus (67) 
wird dadurch 

I (7)') 

Diese Gleichungen werden nun sofort gelOstdurch 

2i,,; '" h ~wK/3x 
qJ(w,fJ) = e N (74) 

und nach (69) erhalt man als Lasung der ursprunglichen Gleichungen (62) 

cp(w,fJ) = S(w, 2~n a:) qJ(w,fJ) , (74') 

worin noch der Buchstabe W durch q ersetzt werden kann. Hi13t sich 5 (w, ~ -l-) 
als Reihe 2M vW 

darstellen, 
Form 

5 = ~u",(w) .v",C~n 0:) (75) 
m 

so erhalt man aus (74') (vgl. Ziff. 63) die Lasung in der expliziten 

2~";~ qK{JK 

q;(q,fJ) = L: u",(q). v",(fJ)' e N (75') 
m 
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70. Beobachtungsschiirfe physikalischer GraBen. In den Gleichungen (62) 

{exK(q, 2:n OOq) + 2:n O~K' fP(q, In} = 0, 

{PK(q, 2t-;; COq) - PK, fP(q, P)} = 0 (76) 

fUr die Wahrscheinlichkeitsamplitude fP (q, P) ist die Antwort auf eme sehr 
allgemeine Frage enthalten. Die Schrodingergleichung 

{H(q, 2:n :q) - H, VJ(q)} = 0 (77) 

wurde bei den Eigenwerten Hn des Parameters H durch die zu H (P, q) gehori
gen Eigenfunktionen VJn (q) gelost, bezuglich deren die Matrix von H (pq) eine 
Diagonalmatrix ist (.\)mn = 0 fur m * n, .\)nn = Hn). Ganz entsprechend 
wird 

(7S) 

bei den Eigenwerten PI P2 ... durch Eigenfunktionen fPl (q), fP2 (q), ... ge16st, 
m bezug auf welche die Funktion P(q, p) eine Diagonalmatrix gibt: 

fUr m *n, 
fUr m = n. 

(79) 

Ebenso wie die Eigenfunktionen VJn (q) von (77) die Wahrscheinlichkeitsamplitude 
angeben, bei gegebenem H = Hn einen Koordinatenwert q anzutreffen, so sind 
die Eigenfunktionen fPn (q) von (78) die Wahrscheinlichkeitsamplituden, bei 
gegebenem Wert P (q, P) = Pn einen Koorclinatenwert q anzutreffen. 

Die Wahrscheinlichkeitsamplitude q ~ (Q), bei gegebenem Pn die Funktionen 
QK (q, p) auf Wert en QK anzutreffen, bestimmt sich dann aus der zur transfor
mierten Funktion r (Q, P) = P (q, p) gehOrenden Differentialgleichung: 

{r (Q, 2:;; {jag) - Pn' !p~(Q)} = O. (SO) 

Nimmt man speziell fur Ql (q, P) die Funktion P (q, P) seIber, so hat, wie 
in der Mitte von Ziff. 62 an dem entsprechenden Fall gezeigt, I fP~ (Q) 12 nur fUr 
Ql = Pn einen nieht versehwindenden Wert in Form eines unendlich scharfen 
Maximums. Sind dagegen aIle QK(q, p) versehieden von P(q, P), so besitzt 
1 fP~ (Q) 12 fur gewisse Werte der Q K mehr oder weniger scharfe Maxima. 1st 
schlieBlich speziell Ql(q, P) = ex(q, P) und PI = P(q, P), wo ex die kanonische 
Konjugierte zu P bedeutet, so folgt aus der Transformation P*(Q, P) = P(q, P), 

d.h. R*(ex,Q2 ... ' p, P2 . .. ) =P, daB der Operator P* gleieh ~_oo_ ist, 
~ . 21n O~ 

so daB aus (80) wlrd 

{ ~--CJ~--Pn' fP~(ex,Q2 ... )}=0. (81) 
21n v/X 

Diese Gleichung wird geli:ist durch die Wahrscheinlichkeitsamplitude 
2~'lXfJn 

<P~(ex,Q2 ... )=(J)n(Q2 ... ).e h 
(82) 

mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion 

1 <p~ 12 = 1 wn (Q2 ... ) 12 , (83) 

welche das Argument ex gar nicht mehr enthalt, vielmehr fUr alle Werte ex gleieh 
groB ist. Wir haben also gefunden: 

29* 
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Bei vorgegebenem Wert fJn der Funktion fJ (q, P) ist die Wahrscheinlichkeit, 
fJ (q, P) selbst auf einem gewissen Wert fJ anzutreffen, auf den scharfen Wert 
fJ = fJn konzentriert; die Wahrscheinlichkeit, die zu fJ konjugierte GroBe rx (q, P) 
auf einemgewissen Wert rx anzutreffen, ist dagegen iiber den ganzen Variabilitats
bereich rx gleichmaBig verteilt, ohne Bevorzugung irgendeines besonderen 
rx-Wertes. Irgendeine andere Funktion QK(q, P) besitzt dagegen bei vorgegebenem 
Wert fJ (q, P) = fJn eine Wahrscheinlichkeitsfunktion mit mehr oder weniger 
unscharfen Maxima. Physikalisch bedeutet das, bei gegebenem fJ(qP) = fJn 
ist eine Bestimmung der GroBe QK (P, q) nur mit groBerer oder geringerer Un
scharfe moglich, charakterisiert durch den Verlauf der Funktion 1 q;~ (Q) 12• 

Eine Bestimmung der zu fJ konjugierten GroBe rx (qP) ist dagegen gar nicht mehr 
moglich. 

Die Frage nach den letzten Grenzen del' erreichbaren Beobachtungsgenauig
keit fiir irgendeine physikalische GroBe QK(qP) bei fest em Wert fJn einer andern 
physikalischen GroBe fJ (qP) ist dadurch zu einem quantentheoretischen Problem 
geworden. 



Kapitel9. 

Optik und Thermodynamik. 
Von 

A. LAND£, Tiibingen. 

Mit 3 Abbildungen. 

I. Die Freiheitsgrade der elektromagnetischen 
Strahlung. 

1. Uberblick. In diesem Kapitel sollen Eigenschaften del Strahlung be
handelt werden, die auf Grund der klassischen elektromagnetischen Licht
theorie ableitbar sind, deren Resultate jedoch allgemeinere Geltung beanspruchen, 
auch wenn die klassische durch die Quantentheorie ersetzt wird. Nur sind in 
letzterem FaIle manche Resultate mit etwas andern Wort en zu formulieren, in 
die Sprache der Quanten zu iibersetzen, ohne daB dadurch ihr physikalischer 
Inhalt angetastet wird. 

Die allgemeinste Losung der MAXWELLschen Gleichungen stellt eine so 
groBe Mannigfaltigkeit von Strahlungsfeldern dar, daB es gerechtfertigt ist, 
der Frage nach dem raumzeitlichen Zusammenhang der Strahlung zunachst 
nur in speziellen Fallen nachzugehen. Besonderes Interesse haben stets die 
periodischen und annahernd periodischen Strahlungsfelder beansprucht. 

Im besonderen moge die Strahlung eines bestimmten Farbenausschnittes Av 
wahrend eines. Zeitintervalles A t an einem festen Raumpunkt P betrachtet 
werden. 1st hier die Intensitat einer beteiligten Farbe Vi mitbestimmend fiir 
die Intensitat einer mehr oder weniger verschiedenen Nachbarfarbe v2? Genauer, 
wie viele unabhangige Angaben geniigen, urn die Intensitatsverteilung in dem 
ganzen kontinuierlichen Intervall Llv wahrend der Zeit LIt festzulegen? 

Es moge zweitens streng monochromatisches Licht V aus dem raumlichen 
Offnungskegel LlQ unter dem Neigungswinkel e auf ein Flacbenstiick LIt fallen. 
1st dann die Intensitat an dem Punkt Pi der Flache mitbestimmend fiir die 
gleicbzeitige Intensitat an einem· mehr oder weniger entfernten Nachbar
punkt P 2? Genauer, wie viele unabbangige Angaben sind notwendig und hin
reich end, urn in einem Zeitpunkt to die Intensitatsverteilung auf dem ga'nzen, 
aus unendlich vielen Punkten bestebenden Flachenstiick LIt festzulegen? 

Die im Verlaufe dieses Kapitels gegebene Antwort heiBt allgemein: Es 
geniigt jedesmal· eine endiiche Zahl von Angaben, urn den Strahlungszustand 
in einem kontinuierlichen Bereich (Llv bzw. LIt) zu bestimmen, d. h. der be
treffende kontinuierliche Bereich hat endlich viele Freiheitsgrade. Dieses Er
gebnis steht ferner in enger Beziehung zur Frage der optischen Auflosbar
keit bei der flachenhaften Abbildung von Objekten und der harmonischen 
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Auflosbarkeit von Farbenbereichen und wird schlieBlich in den raumzeit
lichen In tensi ta tssch wankungen des Strahlungsfeldes in Erscheinung treten. 

2. Eigenschwingungen eines Hohlraums. Die Anzahl der voneinander 
unabhangigen Bestimmungsstiicke, die den Strahlungszustand des Intervalls L1 v 
in einem Volumen V bestimmen, berechnet J. H. JEANS!) folgendermaBen. Er 
denkt sich die Strahlung aus allen stehenden Wellen verschiedener Wellenlange 
aufgebaut, die innerhalb des Hohlraums V = za (Wiirfel von der Kanten
lange l) moglich sind. Jede stehende Eigenschwingung des Hohlwiirfels laBt 
sich aus acht fortschreitenden Wellen zusammensetzen, deren Richtungskosinusse 
die Betrage I cos lX J, I cos PI, I cos y I haben. 

Eine stehende Welle dieser "Richtung" ICOSlXl, IcosP[, [cosYI ist aber nur 
moglich, wenn die Wellenlange A. in gewisser rationaler Beziehung zur Kanten
lange 1 des Hohlraums steht. Und zwar zeigt die nahere Rechnung, daB sowohl 
2lcoSlX wie 2lcosp wie 2lcosy ganzzahlige Vielfache von A. sein miissen 

2l· [cos lX [ = 0 • A. , 

2l • [cos P [ = 6 . A. , 

2l' [cos Y [ = c . A., 

(0,0, c = positive 
ganze Zahlen), 

damit der Rand des Volumens zur Knotenflache wird. 
I (1 ) 

Da nun die Quadratsumme der drei Richtungskosinusse gleich 1 ist, folgt 

1 = (;S· (02 + 02 + c2). (2) 

Ein beliebiges Wertetripel positiver ganzer Zahlen 0, 0, C bestimmt also 
nach (2) die Wellenlange, und nach (1) dann die "Richtung" [COSlX[, [cosP[, 
[cosy [ der zugehOrigen stehenden Welle im Wiirfel [3. Entsprechend den MAX
wELLschen Gleichungen konnen sich aber in dieser Richtung zwei aufeinander 
senkrecht polarisierte, in ihren Amplituden und Phasen voneinander unabhangige 
stehende Wellen ausbilden; die zum Wertetripel (0, 6, c) gehOrenden Eigenschwin
gungen haben noch eine willkiirlich vorschreibbare Amplitude und Phase flir jede 
der beiden Polarisationen; das sind im ganzen vier Freiheiten. Zahlt man die 
Freiheit der Phase nicht besonders mit - sie bezieht sich nur auf die Festlegung 
des Zeitnullpunktes -, so bleiben immer noch die zwei Amplituden der senk
recht aufeinander polarisierten Komponenten der Eigenschwingung willkiirlich 
bestimmbar: jedes Wertetripel (0, 0, c) hat zwei Freiheitsgrade. 

Urn jetzt die Gesamtzahl der Freiheitsgrade der Strahlung zu erhalten, 
fragt JEANS nach der Anzahl der ganzzahligen Wertetripel (0,0, c), welche 
Eigenschwingungen des Intervalls v bis v + L1 v liefem; diese Anzahl ist dann 
noch mit 2 zu multiplizieren. 

Zum Intervall L1 A. gehOren nun nach (2) diejenigen positi yen ganzen Zahlen 
a, 0, c, die der U ngleichung 

(~)2 < 2 + 62 + 2 < (,!-~)2 (3) J. + LlJ. = a c = J. 

geniigen. Denkt man sich jedes Wertetripel (0, 0, c) als einen Punkt in 
einem kubischen Raumgitter mit den positiven Koordinaten 0, 0, C dargestellt, 
so liegen die der Ungleichung (3) geniigenden Gitterpunkte im positiven Oktanten 

zwischen zwei Kugeln vom Radius ~t und }, ~tLl J.; da nun jeder Gitterpunkt 

ein Volumen der GroBe 1 vertritt, wird die gesuchte Zahl der Gitterpunkte 

1) J. H. JEANS, Phil. Mag. Ed. 10, S.91. 1905: vgl. auch die ausffihrliche Darstellung 
bei M. PLANCK, Vorlesungen fiber die Theone der Warmestrahlung. 
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innerhalb des genannten Kugelschalenoktanten einfach gleich dessen Volum
inhalt, namlich gleich 

~ '4n(2:r1(~I)=4;413L1l. 

Da jedem Wertetripel (a, {), c) zwei Freiheitsgrade der Strahlung entsprechen, 
ergibt sich schlieBlich als Anzahl LI Z der Freiheitsgrade dcs Volumens l3 = V 
im Intervall Lll 

(4) 

Diese Formel gilt, wie H. WEYL1) zeigte, auch fiir belie bige nichtkubische 
Form des Hohlraums V. 

In einem Hohlraum von 1 cm3 Inhalt gehOren bei der Wellenlange 
A = 4· 10-5 cm zum Intervall Lll = 10-8 cm (1 Angstrom) rund 1011 Frei
heitsgrade. 

3. Strahlung von N leuchtenden Punkten. Dieselbe Anzahl LI Z der Frei
heitsgrade laSt sich auch auf einem Wege ableiten, der auf den ersten Blick 
scheinbar ein ganz anderes, der Gleichung (4) widersprechendes Resultat er
warten lieBe. Denkt man sich die Strahlung ausgehen von N Oszillatoren, 
so sind deren Schwingungen unabhangig voneinander festlegbar, und man er
wartet, daB auch die Strahlung an einem Punkt bzw. die Strahlung im ganzen 
Raum V durch eine zu N proportionale Zahl von Angaben bestimmt sei. Eine 
genauere Analyse fiihrt aber auch hier zu der JEANsschen Zahl (4) der Be
stimmungsstiicke, ein Resultat, welches in der natiirlichen Grenze des optischen 
und harmonischen Au£losungsvermogens seinen Ursprung hat. Es ist 
lehrreich, dies an der folgenden Rechnung2) zu sehen. 

Irgendwo im Raum V liege das ebene Flachenstiick LI t = LI ~ . Ll1], und 
werde von N irgendwie in V verteilten Lichtquellen bestrahlt mit Farben des 
Intervalls LI v . Gefragt wird nach der Zahl der Angaben, welche die Schwin
gungsamplitude A (v. ~,1]) einer bestimmten Polarisationsrichtung in den un
endlich vielen Punkten ~, 1] von LI f fiir die unendlich vielen Farben v des Inter
valls LI'II festlegt. A setzt sich dabei aus den Beitragen der einzelnen Strahler 
zusammen, deren Entfernung vom Punkt ~1] gleich ric sei: 

A(v,~, 1]) =fak(v)e-2i"'''(t-~). (5) 
1 

Die Funktion A(v, ~,1]) entwickeln wir iiber dem Schwingungszahlenintervall 

bis 

und iiber dem rechteckigen Gebiet 

~o - A2~ bis ~o + ,12; , 

zu der FOURIERschen Reihe 

v + ,1v 
o 2 

At} 
fJo- 2 bis 

A( I: )-~~~F 2i"(8"~:'+P~~:'+q1J~1J') 
v, <;, 1] -..:;j..::.!".;;,J 8pqe '1 , 

-00 -00 -00 

1) H. WEYL, Crelles Joum. Bd. 141, S. 163. 1912. 
2) A. LANDE, Ann. d. Phys. Bd. S0, S.89. 1916. 
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wobei der Fourierkoeffizient Fspq den Wert erhiiJt: 

".+ -~ ';,+ .:1i. '1.+ ~ 
Fspq= t1Y'Ll1~'LI'! f 2dV f2d~ f 2 d1].A(v,~,1])e-2i;'l(8v~:O+P';~:·+q'J~:·) • 

.1" .1.; <1'1 
"'-2 ';0-"2- '1'-2 

1m Exponenten von (5) kann man schreiben 

v(t - r;) = vo(t - ;) + (v - vo)t -(v-Yo) r; - ~[(~ - ~o) Nle + (1] -1]o),sleJ. (6) 

WONk> ,sle die Richtungskosinus der Verbindung rg des kten Strahlers mit der 
Mitte von At bedeuten. Daher wird durch Einsetzung von (5) der Fourier
koeffizient 

~ e2i"".(t-~)f f f _2i",V-"o(+t.1"_rO~+8) 
F,pq = ..::..lcLl~. LI'!. t1v dv d~ dYJale{v)e .1v k C 

1 

Ersetzt man die mit v langsam vetanderliche Funktion ale(v) durch einen 
konstanten Wert ale v , so erhalt man durch Ausfiihrung der 1ntegrationen: 

N 2iM. (t- 1.) sinn(s + tLl Y - r£Lle,,) sinn(p - IXkYO ~~) 
F. pq = 2} ale"e c. ( LI)' ( LI ) 

1 n S + tLly - r~-i- n p - IXkYO-!-

SinJt(q - fhvo LIe'!) 

. LI ) ,+ -fhYo-?-

\Vir wollen nun zeigen, daB von den Fourierkoeffizienten F. pq von vornherein 
eine groBe Anzahl verschwinden und daB die iibrigbleibende Zahl der Fourier
koeffizienten grade zur JEANsschen Zahl der unabhangigen Bestimmungsstiicke 
fiihrt. Zu diesem Zweck teilen wir den Raum V urn At herum durch die 

Kugelschar 

und die beiden 

Kegelscharen 

r(') =~s + ct Lly (8) 

(8') 

in Zellen ein, welche urn sokleiner ausfalIen, je gr6Ber Lb', j~, Al) sind. An 
jeder Ecke einer Zelle stoBen drei der Flachen (8) (8') zusammen, so daB die Zellen
ecken ein System von Gitterpunkten spq bilden und zu jedem Gitterpunkt spq 
ein F. pq geh6rt. Mit Bezug auf einen Strahler k mit den von ~o 1]0 aus gerechneten 
Raumkoordinaten rglXk,sk lassen sich die Gitterpunkte spq in Schalen ordnen, 
welche den Strahler k umgeben: Die erste Schale besteht aus 23 Gitterpunkten, 
namlich den acht Ecken der den Strahler selbst enthaltenden Zelle; die 
zweite Schale besteht aus 43 - 23, die dritte Schale aus 63 - (43 - 23) Gitter
punkten usw. Der Beitrag des kten Strahlers zu einem F. pq ist nun urn so 
kleiner, je gr6Ber die Nenner 
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in (7) sind. Der Strahler k triigt also am meisten zu denjenigen F. pq bei, die 
zu den 8 Gitterpunkten der ersten ihn umgebenden Schale gehOren, und sein 
Beitrag zu einem anderen F 8PQ ist urn so kleiner, je groBer die Zahl m der 
zwischen ihm und dem Punkt spq gelegenen Schalen ist, und sinkt mit wachsen
dem m unter jede beliebige Grenze. VergroBert man andererseits LI'V,LI ;,Ll1) hin
reichend, so wird das Netzwerk der Gitterpunkte engmaschiger. Dabei bleibt 
zwar die Anzahl der zu betriichtlichen F8Pq AnlaB gebenden Gitterpunkte un
veriindert; dagegen wird das Raumgebiet, in welch em die wesentlich bei .. 
tragenden Gitterpunkte liegen, beliebig nahe an den Strahler herangedrangt; 
d. h. die EinfluBsphare jedes Strahlers auf die F. pq liiBt sich durch VergroBe
rung von LI'V, 11;, Ll1) riiumlich beliebig verkleinern. Liegen nun Strahler in 
einem gegebenen Volumelement r bis r + LI r, IX bis IX + LI IX, fJ bis fJ + LI fJ , 
welches von Llf aus unter dem Neigungswinkel e gegen die C-Richtung ge-
legen ist AIX A 

LlV=r2 ArLlQ=r2 Ar--fJ (y = cos e) , (9) 
y 

so sind die in AV liegenden Gitterpunkte spq nach (8) eingeschlossen in den 
Grenzen: 

) (10) 

und man hat innerhalb AV im ganzen 

A. .AE A • .1, ~ 
Az = -Ar- LJIX· - AfJ = 3" Ar A'V Llf L1Qcose, 

c c c c 
(11) 

Gittergunkte spq. Durch VergroBerung von L1V oder von A'V Af, d. h. durch 
VergroBerung 1) von L1 z , 

(12) 

HiBt sich nun erreichen, daB die EinfluBsphiiren (5.0.) der in AV liegenden 
Oszillatoren beliebig wenig iiber den Rand von A V hinausragen. 

Zu den F. pq , deren Gitterpunkte spq innerhalb AV liegen, tragen dann 
nur diejenigen Oszillatoren k als Summenglieder (7') bei, welche selbst in dem 
Volumteil LlV liegen. 

Sind andererseits Strahler nur innerhalb !IV vorhanden, so werden im 
Grenzfall LIz::> 1 aIle F8pa , deren Gitterpunkte spq auBerhalb LlV liegen, 
von vornherein verschwinden. Ubrig bleiben nur die F8Pq ' deren Gitterpunkte 
innerhalb LlV liegen, deren spq also in den Intervallen (10) eingeschlossen sind; 
die Anzahl dieser nicht verschwindenden F8PQ ist aber gleich LI z . Man hat 
demnach das Resul ta t: 

Die in einem Volumteil LI V = r2 LI r LI Q verteilten Strahler bringen auf 
einem unter dem Einfallswinkel e gelegenen Flachenstiick LI / im 'Intervall LI v 
eme Lichterregung hervor, die wegen (10) beschrieben wird durch 

'1'2 
L1z=aLl/LlYLlrLlQcose (falls L1z::>1), (13) c 

nicht verschwindende FQurierkoeffizienten F8Pq ' wiihrend die iibrigen F8PQ von 
vornherein verschwinden, unabhangig von der Zahl der in dem Volumteil ent:
haltenen Strahler. Jedes von Null verschiedene F. pq verdankt sein Nichtver:" 
schwinden der Existenz von Strahlern in einer bestimmten Raumgegend. 

1) Eine zu (12) analoge Forderung wird auch bei der Abzahlung von JEANS und WEYI. 
vorausgesetzt. 
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Sind Oszillatoren in mehreren Volumteilen anwesend, so setzt sich 
F. pq additiv aus den Beitragen der einzelnen Volumteile zusammen, und es 
verschwinden wieder alle die Fspq von vornherein, deren Gitterpunkte spq 
auBerhalb des von Oszillatoren eingenommenen Gebietes V liegen. Dadurch ist 
der Strahlungszustand im Intervall LJI, LJv auf die Strahlung von Oszillatoren 
zuriickgefUhrt. Die Zahl der Bestimmungsstucke der Strahlung hangt trotz
dem nicht von der Zahl N der Oszillatoren ab, sondern von dem Voluminhalt 
des ihnen zur Verfugung stehenden Gebietes. 

Urn endlich die Zahl der Bestimmungsstiicke der Strahlung in V und LJ v zu 
berechnen, betrachte man eine beliebige Ebene I, welche ein von Oszillatoren 
erfulltes Raumgebiet V eventuell in mehreren nicht zusammenhangendcn Stucken 
durchsetzt. I sei aus lauter Stucken LJ I zusammeng~~etzt, so daB I = 1: LJ f. 
Durch jedes LJ/ lege man als Achse eines Kegels der Offnung LJ Q in der fest en 
Richtung Q eine Gerade, welche mit der Normalen von LJ I den Einfallswinkel e 
bildet. Den innerhalb V verlaufenden Teil R dieser Geraden denke man aus 
lauter Stucken LJ r zusammengesetzt, so daB 1: LJ r = R. Summiert man jetzt 
in (13) uber samtliche Stucke LJ r der zu einem LJ I gehOrigen Geraden R und 
dann uber samtliche zu I gehOrigen Stucke if t, so wird 

also ist wegen (13 ) 

2: 1: Ll r Ll I cos e = V; 
R f 

die Zahl der Fourierkoeffizienten F spq , welche die Beleuchtung der ganzen 
Ebime I durch samtliche Oszillatoren mit Farben Llv beschreibt, soweit diese 
aus der: KegelOffnung Ll Q auf die einzelnen Stucke Ll t strahlell. LaBt man aIle 
Einfallswinkel zu, so tritt 4n an die Stelle von LJ Q. Da die ganze Betrachtung 
fur jede von zwei aufeinander senkrechten Polarisationsrichtungen gilt, hat 
man noch mit 2 zu multiplizieren und findet schlieBlich 

LlZ=8JlV2 V . Llv (14) 
c3 ' 

als Zahl der unabhangigen Angaben, die den Strahlungzustand auf einer 
beliebigen durch V gelegten Ebene I im Intervall LJ v beschreiben. Da nach 
Bestimmung der LJ Z ZustandsgroBen auf der Ebene I der Zustand in jedem 
anderen Punkt des Volumens V mitbestimmt ist, so ist LJ Z als Zahl der Frei
heitsgrade des ganzen Raumes Vim Intervall LJv anzusprechen. Man erhalt 
also ein Resultat, das mit der JEANsschen Zahl (4) fUr LJZ ubereinstimmt; die 
Anzahl N der Oszillatoren und ihre Freiheitsgrade sind dabei vollig unwesent
lich fUr die Zahl der Strahlungsfreiheiten. 

4. Freiheitsgrade von Strahlenbiindeln. Ein monochromatischer S t r a hIe n
kegel umfa13t die linearen "Strahlen", die aus allen Richtungen innerhalb 
eines raumlichen Offnungswinkels LJQ kommend, in einem Brennpunkt kon
vergieren und auf der anderen Seite des Brennpunktes divergieren. Die strenge 
wellentheoretische Darstellung eines solchen Strahlenkegels, an Stelle seiner 
Zusammensetzung aus wellentheoretisch nicht definierbaren linearen Strahlen, 
ist von DEBYE1) auf folgendem Wege gegehen worden: Man superponiert ehne 
Wellenzuge, von denen jeder einzelne den ganzen Raum erfullen solI, und zwar 
eine kontinuierliche Schar von Wellenzugen, deren Wellennormalen in dem 
vorgegehenen Raumwinkel LJ Q liegen. Durch passend angenommene Phasen 

1) P. DEBYE, Ann. d. Phys. Bd.30, S.755. 1909. 
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und Amplituden der verschiedenen beteiligten ebenen Wellen HiBt sich dann 
erreichen, daB die ebenen Wellen sich auBerhalb des vorgegebenen Doppel
kegels durch Interferenz in beliebiger Annaherung aufheben. 

Eine parallele Schar von monochromatischen Strahlenkegeln, deren Brenn
punkte auf der Flache 11/ liegen, bilden ein monochromatisches Strahlen
bundel; es erstreckt sich von der Brennflache, ebenso wie jeder Strahlenkegel 
fUr sich, beiderseits ins Unendliche. Superponiert man Strahlenbundel ver
schiedener Farben 1', die in einem IntervaH 111' liegen, so kann man durch 
passende Phasen und Amplituden erreichen, daB die Erregung auch longitudinal 
auf einen gewissen endlichen Bereich beschrankt ist, namlich auf die Lange 

1 = e· T = ;v' wenn e die Lichtgeschwindigkeit, T die Dauer der Erregung 

in 11 / ist, wahrend der das endliche Strahlenbundel die Brennflache uberstreicht. 
M. v. LAUEl) fragt nun nach der Zahl der Freiheitsgrade eines Strahlen

bundels (11 /, 11 Q, T, 111') und dann nach den Freiheitsgraden der gesamten 
Strahlung in einem gegebenen Volumen V, die aus einzelnen Strahlenbundeln 
aufgebaut werden kann. Schreibt man dem Bundel eine Lange 1 bzw. eine Zeit 
T = lie zu, so wird die Erregung langs 1 dargestellt durch die FOURIERsche Reihe 

A (x) = ~ Am· cos(2n 7 X - IXm) 
o 

mit den Wellenlangen Am = 11m. Zum Intervall ). bis A + 11A 
nur diejenigen Reihenglieder, fUr welche 

A < ~ < A + 11 A, d. h. m 

ist. Ihre Anzahl ist 

l l ->m>--.J.. J.. + Lli. 

dZ' = J..: !J}. - ~ = 1· 11 (-H = T· Ll1'. 

gehOren also 

(15 ) 

Der Bereich 111' lOst sich also wahrend T in 11 Z' = T 111' unabhangig schwingende 
Fourierkomponenten, d. h. in LI Z' Farben, auf. 

Ein monochromatisches Bundel hat auf 11 / im Raumwinkel 11 Q eine be
stimmte Zahl 11 Z" von Freiheitsgraden (Bestimmungsstucken). Zu deren Be
rechnung stiitzt sich V. LAUE auf die erwiihnte mathematisch exakte Dar
steHung eines Strahlenbiindels von DEBYE, auf die wir hier nicht eingehen 
wollen, da sie hahere mathematische Hilfsmittel erfordert. 

Durch Rechnungen, die als Vorbild fUr die in Ziff. 3 gegebene Ableitung 
gedient haben, findet v. LAUE, daB zur Fourierdarstellung eines streng mono
chromatischen, durch 11 fund 11Q begrenzten Strahlenbundels, bei dem die 
Normale von 11 f mit der Strahlrichtung Q den Winkel e einschlieBt, die Anzahl 

11Z" = !JI· case· !JQ = !JI· !JQ case. ,,2 
}.2 c2 (16) 

nicht verschwindender Fourierkoeffizienten natig sind. Fur ein linear polarisiertes 
Strahlenbiindel der Liinge 1 ergeben sich somit durch Multiplikation von (16) 
mit (15) 
11Z'.11Z"= !J/cosedD. TLl1' = !JI· cose!JD • i Ll1' = [·!JI·!JD. v2Av cose (17) 

}.2 J..2 C c3 

Freiheitsgrade, wobei die Phasen wieder nicht als besondere Freiheitsgrade mit
gezahlt sind. 

1) M. v. LAUE. Ann. d. Phys. Bd.44. S. 1197. 1914. 
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Urn schlieBlich die Zahl der Freiheitsgrade aller die Strahlung im Hohl
raum V zusammensetzenden Strahlenbundel des Intervalls .1 y zu erhalten, be
denke man, daB bei Durchsetzung einer groBeren Fliiche t = 2:.1 t mit Bundeln 
konstanter Strablrichtung die Summe cose· ]:,.1t·l gleich dem Volumen V 
des Hohlraums ist, weill fUr jedes Strahlenbundel den innerhalb V verlaufenden 
Teil der Strablrichtungsgraden vertritt. Summiert man noch uber aile Off
nungswinkel.1 [), d. h. ersetzt .1 a durch 4n, und fUgt einen Faktor 2 hinzu, 
welcher der Auflosung in je zwei senkrecht zueinander polarisierten, voneinander 
unabhangigen Linearschwingungen entspricht, so erhiilt man als Gesamtzabl der 
Freiheitsgrade fUr aile monochromatischen Strahlenbundel in V und im Inter
vall Lly aus (17) 

ubereinstimmend mit der JEANsschen Formel (4). LAUES Ableitung dieser 
Zabl zeigt unmittelbar, daB es auf die Form des Hohlraurils gar nicht ankommt. 
Von besonderer Bedeutung ist ferner das Resultat (17), das wir in folgender 
Form aussprechen konnen: 

Ein linear polarisiertes Strablenbundel der Lange l, welches genau einen 
Freiheitsgrad besitzt, ist definiert durch die Gleichung 

1 Af·J!}·y2LJy e 1 
• c3 cos"'=. (18) 

Ein dieser Bedingung genugendes Bundel nennt v. LAUE ein elemen tares 
Strahlenbundel; die Strahlung in V und im Interval1 Lly ist dann zusammen
gesetzt aus LI Z elementaren Strablenbundeln. . 

Die elementaren Strahlenbundel, welche je einen Freiheitsgrad repnisen
tieren, spielen eine wesentliche Rolle bei der statistischen Theorie des optischen 
und harmonischen Auflosungsvermogens (Ziff.6 und 7), im Zusammenhang mit 
den Schwankungen der Strablung (Ziff. 8ff.); sie sind auch fUr die quanten
theoretische Behandlung des Strahlungsproblems von fundamentaler Bedeutung. 

5. Strahlenbiindel in dispergierenden Medien. Nach dem Sinussatz der 
geometrischen Optik bleibt bei jedem geometrisch-optischen Vorgang das Pro
dukt .1 Q . .1 t . cos e konstant, soweit das Strahlenbundel im leeren Raum 
bleibt. Auch die Schwingungszahl y und die Lange 1 = c T des Strahlenbundels 
~ndern sich nieht. Daher bleibt auch die Zahl seiner Freiheitsgrade bei dem 
geometrisch-optischen Vorgang erhalten [v. LAUE!)]. Geht das Bundel in ein 
anderes Medium uber, so andert sich durch den Unterschied des Brechungs
index n das Produkt LI Q . LI t . cos e, und durch den Unterschied der Licht
geschwindigkeit andert sich die Lange 1 des Bundels. In einem Korper yom 
Brechungsindex n (y) ist also fUr die Zahl der Freiheitsgrade eines Strahlen-

bundels eine Korrektion anzubringen: Man muB in (16) statt 

A. = .!:!... = ~ einfuhren, also jetzt schreiben 
y ny 

~ c. 
A = - Jetzt y 

(u = Phasengeschwindigkeit, n = ~ = Brechungsindex). Ferner muB man 
u 

in (15), wegen u = 2 . V, dt! = Adl' + yd2 = dy . du/dy jetzt schreiben 

.1Z' = l. j (~) = lLJ (~) = ~(1 _ ~ dU) = ~ .1Y(1 + ~ dn).= t. LJv 
;. ,U it .u dy u n dy g' 

1) M. v. LAUE, Ann. d. Phys. Bd.44, S. 1197. 1914. 
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worin u 
g = --v---:d:-n 

1 +n dv 

die Gru ppengesch windigkei t bedeutet. Durch Multiplikation der zwei letzten 
Gleichungen erhalt man als Zahl der Freiheitsgrade des Biindels mit v. LAUEl) 

Ll Z' • Ll Z" = c~ Ll t . cos e . Ll,Q • '1'2 . Ll'l' • l • n2 (n + '1':=). (17') 

Ein Volumen V mit dem Brechungsindex n besitzt somit im Intervall Lly 
im ganzen 

V. 8.nv2 L1v n3(1 + ~ dn) = V 8.nv2 • Llv (u = PhaSengeSChWi~di~keit.) (18') 
c3 n dv u2 • g \g = Gruppengeschwmdlgkelt 

elektromagnetische Freiheitsgrade. - Dasselbe Resultat laBt sich auch durch 
Abzahlung der J EANsschen Eigenschwingungen im brechenden Medium n ab
leiten, wie D. A. GOLDHAMMER2) zeigte. 

Bei allen geometrisch-optischen Erlebnissen des Strahlenblindels bleibt die 
Zahl (17') seiner Freiheitsgrade unverandert, indem sich beim Ubergang von 
einem zum andern Medium die Anderung von Ll,Q· Ll t . cose durch die 
Anderung von n2 kompensiert, und die Anderung von l durch die von 

(n + 'I' ~:) • Auch gegenliber Lorentztransformationen erweist sich die Zahl 

Ll Z' . Ll Z" als invariant; sie hat deshalb fiir aIle berechtigten Bezugssysteme 
der speziellen Relativitatstheorie den gleichen Wert und bleibt im Zusam
menhang damit auch bei Spiegelung an bewegten Korpern erhalten 
(v. LAUE). 

Bei allen Beugungsvorgangen und bei diffuser Spiegelung und Zer
streuung nimmt dagegen die Zahl der Freiheitsgrade zu in dem MaBe, in welchem 
LI,Q bei diesen. Vorgangen wachst. Ein solcher Ubergang von Energie auf eine 
groBere Zahl von Freiheitsgraden ist mit Entropiezunahme verknlipft; diese 
Vorgange sind also im thermodynamischen Sinne irreversibel, im Gegensatz zu 
den reversiblen geometrisch-optischen Vorgangen. Eine Reihe von Unter
suchungen liber die Thermodynamik irreversibler Strahlungsvorgange verdankt 
man M. PLANCK und M. v. LAUE (s. Absch. III). 

6. Harmonisches Auflosungsvermogen. Damit ein Zusammenklang von 
zwei gleichzeitig erklingenden akustischen Tonen oder optischen Farben 'I' 

und '1" in seiner Zusammensetzung erkannt werden, harmonisch analysiert 
werden kann, muB die zur Verfiigung stehende Zeit T etwa gleich der Schwin-

gu?gsdauer [v ~ v'] des Differenztones sein, d. h. man muB etwa eine Schwe

bung abwarten. Damit die zwei Schwingungen 'I' und '1" wahrend der Zeit T 
getrennt werden konnen, muB also T· ('I' - ." ') = 1/r sein, wo r eine Zahl von 
der GroBenordnung 1 bedeuten solI. Ein Intervall LI v zerfallt daher bezliglich 
der Beobachtungszeit T bzw. der Strahlweglange l = c· T in 

Ll Z' = r . T • Lly = r . ~ LI 'I' (19) c 
Elementarfarben. Einen genauen Wert flir den Faktor r kann man nicht 
angeben, well die Analyse der beiden Schwingungszahlen mit Hilfe ihrer Schwe
bungen noch von der Feinheit und Schnelligkeit der Beobachtung von Differenz
tonen abhangen wird, z. B. ob bereits eine Schwingung des Differenztones 

1) Zitiert auf S. 459. 
2) D. A. GOLDHAMMER, Phys. ZS. Bd. 14, S. 1188. 1913. 
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zu seiner Erkennung genugt, oder ob mehrere Differenzschwingungen dazu 
notig sind. Ein Vergieich von (19) mit (15) zeigt jedoch, daB, wenn man r = 1 
setzt, dann die Zabl (19) der analysierbaren Farbenkomponenten ubereinstimmt 
mit der Anzahl der Freiheitsgrade der Strahlung im Intervall Ay wahrend 
der Zeit T. 

Wahrend 1 Sekunde IaBt sich nach (19) ein Tongemisch vom Umfang eines 

musikalischen Halbtones (LI,," = 'liz - 1 = 0,06) in mittlerer Toniage (y = 300) 

noch in etwa 18 Einzeltone auflosen, dagegen wahrend T = 1~ sec (physio

logische Zeitschwelle) nur in etwa zwei Einzeltone im Abstand eines Viertelton
intervalls; die Vierteltoneinteilung dndte also die auBerste Grenze fiir eine 
Musik diskreter Tone sein. 

Wahrend T = 10-8 sec laBt sich ein Farbengemisch vom Umfang eines Ang
strom (Al = 10- 8cm) bei A=4·1O- 5cm noch in etwa 2000 Einzelfarben zerlegen. 

7. OptischesAuflosungsvermogen. Damit zwei im Abstanda voneinander-

Iiegende mit der gleiehen rein harmonischen Schwingungszahl y = f Ieuch

tende Punkte PI und P 2 bei der Abbildung auf eine Bildebene als zwei ver
schiedene unabhangige Punkte erkannt werden sollen, muB der betrachtete 
Bildausschnitt eine lineare Ausdehnung von mindestens etwa einer "Schwe

~ 
A lJ B 

Abb. t. 

bung" haben: Die von PI und P 2 kommenden, in A vereinig
ten Strahien (siehe Abbildung) mussen einenGangunter
schied zeigen, der mindestens ·um etwa 1 A. von dem Gang
unterschied der von PI und P2 nach B gelangenden Strahlen 
differiert. Denn bei kleinerer Differenz ware in einem be
stimmten Zeitpunkt die Helligkeit in A nicht wesentlich ver
schieden von der in B. Aus der Abbildung liest man ab 

). b 
-=-=Ll8 
a r 

(falls l ~ a ~ b ~ r ist) , 

wobei A eden kleinen Winkelunterschied der beiden Strahlenpaare P A gegen P B 
angibt, und angenommen ist, daB r nahezu senkrecht auf a und auf b· steht. 
Der kleinste Abstand a zweier Objektpunkte PI und P2 , die bei gegebener Basis b 
bzw. gegebenem Richtungsunterschied Ae aufge16st werden konnen, ist also 
von der GroBenordnung 

r ). 
a = A' b = LIB' 

Die kleinste Objektflache a2, die als ausgedehnt (nieht punktformig) erkannt 
werden kann, ist bei gegebener Basisflache b2 bzw. bei gegebenem Winkel LIe, 
unter dem b von a aus erscheint, von der GroBenordnung 

r2 ).2 
a2 - l2 -- b2 - (LlB)2' 

oder bei Einfiihrung des raumlichen Offnungswinkels A,Q = (Lle2) , unter 
welch em b2 von a2 aus erscheint 

Af=~'~ 
~ LID 

wo t5 eine Zahl von der GroBenordnung 1 bedeuten soIl. SchlieBt A f mit der 
Strahlriehtung einen Winkel 8 ein, so tritt At· cose an die Stelle von At. Eine 
gegebene Objektflache LI t setzt sich somit aus 

(20) 
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optisch voneinander unterscheidbaren Elementarbezirken zusammen. Der 
Faktor !5 ist wieder nur groBenordnungsmaBig definiert. Jedoch zeigt der Ver
gleich von (20) mit (16), daB man !5 = 1 setzen muB, wenn man die Zahl der 
Elementarbezirke identifizieren will mit der Zahl de! Freiheitsgrade, die das 
von ,11 ausgehende, in den Offnungswinkel ,1!l gestrahlte monochromatische 
Strahlenbundel besitzt. Man erkennt so den engen Z usammenhang zwischen 
optischer und harmonischer Auflosbarkeit mit der Zahl der Frei
heitsgrade eines Strahlenbundels. 

Stellt man in den Weg eines Strahlenbundels ,1!l, welches von einer Beu
gungsoffnung ,11 herkommt, einen Schirm, so ist die Zahl der auf ihm entstehenden 
hellen Beugungsflecken von der GroBenordnung ,1Z". Man hat aut diese Art 
ein einfaches anschauliches MaB ffir die Zahl der Freiheitsgrade eines mono
chromatischen Strahlenbundels gewonnen. 

II. Strahlungsschwankungen. 
8. Schwankungen der spektralen Intensitatsverteilung. Die Anzahl der 

Freiheitsgrade der Strahlung, die sich als Anzahl der harmonisch und optisch 
auflosbaren Elementarbezirke wiederfand (Ziff. 6 und 7), steht in engem Zu
sammenhang zu einer aquivalenten Einteilung der Strahlung in Elementar
bezirke entsprechend den Schwankungen der spektralen und der raumlichen 
Intensitatsverteilung. Man stellt hier die Frage, inwieweit die zeitlichen Inten
sitatsschwankungen benachbarter Farben miteinander gekoppelt sind, ferner ob 
die Intensitatsschwankungen an benachbarten Raumpunkten in jedem Augen
blick irgendwie verknupft sind. Wir werden zeigen, daB bei den raumlichen und 
spektralen Intensitatsschwankungen zwei benachbarte Stellen des Raum~s und 
des Spektrums wahrscheinlichkeitstheoretisch urn so abhangiger voneinander 
sind, je naher sie beieinanderliegen, so daB sich, bis auf unbestimmte Zahlen
faktoren!5 und r, ein kritisches Raumintervall und ein kritisches Far
benintervall feststellen laBt, innerhalb dessen eine Abhangigkeit, auBerhalb 
dessen Unabhangigkeit besteht. Dadurch gelingt es wieder, den Raum und 
das Spektrum in voneinander unabhangig schwankende Elementarbereiche zu 
zerlegen, deren Anzahl, bis auf jene unbestimmten Faktoren !5 und r, mit der 
JEANsschen Zahl (4) der Freiheitsgrade ubereinstimmt. Die kritischen Inter
valle sind identisch mit den kritischen Grenzen des harmonischen und optischen 
Auflosungsvermogens, welche beide auch nur bis auf einen unbestimmten 
Faktor definiert waren [so oben (19) und (20)]. 

Der Beobachtungspunkt P werde bestrahlt von N Lichtquellen, we1che 
in der Entfernung 

dr r--
2 

bis 

von P innerhalb eines raumlichen Winkels ,1!l liegen, also ein Volumelement 
r2 Ll.Q ,1 r erfullen. Die Schwingung des k ten Oszillators werde nach FOURIER mit 
einer Grundperiode 2 T dargestellt durch 

(Qks komplex) (21) 
-00 

1st dann tk die Lichtzeit vom kten Oszillator zum Punkt P (tk = r;), so wird 

die Lichterregung in P herruhrend von allen N Lichtquellen dargestellt durch 
eine Reihe der Form 

(22) 
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wobei die Schwingung y = sT- den Amplituden-Phasenfaktor 
. 2 

(23) 

besitzt. Bezeichnet man mit z die zu z konjugiert kompl~xe GroBe, so wird die 

Intensitat der Schwingung y = 2sT 

.'" 8 ( ) I A A- ~""" - +'71 tk-tl ,= , ,=~~ak,alae , (24) 
, . 

und, wenn y' = 2sT die Schwingungszahl einer anderen Fourierkomponente ist, 

J J ~ ~ ~ ~ - - i-T'!. [,(tk-t/+tm-tn)-(8-B') (tm-tn)) (25) 
B' a' = k.k k.l k.m .::,:ak,aI8ama,ana'· e . 

Unter der Voraussetzung im Durchschnitt gleichmaBiger Dichteerfiillung 
des Volumelements r2iJQiJr mit Oszillatoren variieren die Zeiten t1 . .. tk in 
einem Spielraum 

T = ~r (tk = ~ + Tk, - ~ < Tk < + ~) 
urn t = rIc. Dann wird in (24) der Mittelwert 

= 1 fUr k = 1. 

Nehmen wir an, daB '/IT = ;; groB gegen 1 ist, d. h. daB auf der Strecke L1r 

viele Wellenliingen 1 =!:.. liegen, so ist der Mittelwert der Glieder k § 1 gegen 
v 

den der Glieder k = 1 zu vernachlassigen, und wir erhalten aus (24) 

1. = 2k lakal 2 • (26) 

Sind YT und y'T groB gegen 1, ohne daB auch (v - y').,; groB gegen 1 zu sein 
braucht, so finden wir entsprechend, daB in (25) bei der Mittelung nur diejenigen 
Glieder stehen bleiben, fiir welche k = 1 und m = n ist - diese geben 1 als 
Mittelwert des Exponentialfaktors -, oder fiir welche k = n und 1 = mist -
diese geben den Mittelwert sin2[n(s-s')T/2T]:[n(s-s')T/2T]2 -. Man er
halt also aus (25): 

dagegen aus (26) 
) (27) 

Waren ]aund ] s' voneinander ganz unabhangig, so ware 

I, I" : 1,' 18' = 1 . 

In Wirklichkeit weicht aber, wegen (s ~s') = y _ v', .,; = Llr , dieser Quotient 
2 c 

urn so mehr von dem "unabhiingigen" Wert 1 ab, je groBer in (27) 

sin2 [JT(v - v)iJr/c]: [n(y - y/)iJr/c]2 (28) 
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ist. Der unabhangige Wert 1 wird beim Auseinanderriieken von 'I' und '1" erst
malig erreicht, wenn (28) versehwindet, d. h. bei 

I 'I' - '1" I = dCr • 

Bei weiter waehsender Differenz 1'1' - '1"1> ir entfernt sieh der wahre Wert 

181., : 18' 18' von dem unabhangigen Wert 1 nur noeh minimal. Je naehdem 
man diesem Entfernen mehr oder weniger Reehnung tragt und unter y eine mehr 
oder weniger von 1 versehiedene Zahl versteht, kann man 

(28') 

als eine Art kritisehe Farbendifferenz auffassen, derart, daB zwei Farbenv 

und v' als voneinander abhangig gelten, wenn I v - '1" I < ! . ~. als unabhangig, 
1 y ~r 

wenn 1'1' - '1"1 > -. ,C ist. Ein Spektralbereich ,1'1' wird dadureh in , y ~r 

dr 
y.-Av (29) 

C 

unabhangig sehwankende Farbenbezirke zerlegt. Da die in den GroBen 
ak,(k = I, 2, ... , N; - 00< S < +(0) ausgedriiekten speziellen Emissions
eigensehaften der Oszillatoren und aueh ihre Anzahl N aus dem Ergebnis heraus
fallen. hat man das Resultat: 

Ein gleiehmaBig dieht mit Liehtquellen erfiilltes Volumelement r2 A eAr 
gibt im Aufpunkt r = 0 ein Spektrum, in welchem die Intensitaten zweier Farben J' 

und v' im Sinne der Wahrseheinliehkeitsreehnung um so unabhangiger vonein
ander sehwanken, je gr6.Ber 1'1' - v' I ArJc gegen 1 ist, ohne Riieksicht auf Zahl 
und spezielle Eigensehaften der Oszillatoren. Daraus leitet sich eine Einteilung 
des im Aufpunkt beobaehteten Spektralintervalls ,1'1' in 

AZ' = y. Av. dr (29') 
C 

Elementarbezirke unabhangiger Sehwankungen ab [vgl. (19)]. 
9. Raumliche Intensitatsschwankungen. Man denke sieh wie in (21) die 

Emission jedes Oszillators spektral aufgelOst und betraehte in dieser Ziffer 

nur die Schwingungen einer einzigen Farbe v = 1-. 1st wieder rIc die Ent

fernung des kten Oszillators von P, r~ die voneinem benachbarten Punkt P', 
so wird die Lichterregung in P bzw. P' bis auf den Faktor e- 2i"'vt dargestellt 
durch (i ist eine Abktirzung fUr 27l/}.) 

N 

A = Lj a" ei(Ok+xrk) 

1 

n 

A' = Jja"ei(O,:+"r',,) 
1 

1= AA = ~LIa"alei(dk-OI)+i"(rk-rz) 

I]' = AAA'i' = LjLSl:-l:akalaman·ei(Ok-OI+Om-on)+ix(rk-rl+r;..-r~). 

(30) 

Geht man zu Mittelwerten iiber viele Phasenverteilungen <5 tiber, so bleiben 
in J nur die Summenglieder mit k = l stehen, so daB 

J= Ljlakl2 (31) 

Handbuch der Physik. XX. 30 
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wird. In I I I bleiben nur die Summenglieder stehen, bei welchen k = lund 
m = n ist - diese geben den Exponentialfaktor eO = 1 -, und die Glieder, 
bei denen k = n und l = mist - diese geben den Faktor ei ,,[(rk- 1k) - (n-rl)J . 
Also wird 

IT = 2JJJ 1 ak 121 am 12 + ~fJ 1 a 121 azl 2 ei"[(rk- r,,) - (11-rl)J.j 
Dagegen nach (31) (32) 

7·1' = 2J2."n·1 akl 2
1 am 1

2 • 

Die beiden Aufpunkte P und P' magen nun auf einem Ebenenstiick j liegen; 
P habe auf l die Koordinaten ~ = 0, r; = 0, P' die Koordinaten $r;. Die Mitte 
des die Oszillatoren enthaltenden Raumelements r2 L1 Q ,1 r liege von P aus 
in der Richtung mit den Kosinus lXf3y, so daB 

L1 fJ = L101 L1/1 = L1 IX' L1p 
casB )' (33 ) 

wird, wenn r = cose und e der Einfallswinkel zwischen der Richtung lXf3y und 
der Flachennormalen von jist. Die Oszillatoren magen die urn lXf3r herum
liegenden Richtungskosinus IXk f3k Yk haben, wobei 

( LliX JiX) 
- 2-- < ak < + 2 ' 

( - Ll: < Ok < ~l-) . 
1st die Entfernung P P' klein gegen r", so wird angenahert 

ric - rk = ~lXk + r;f3k = (~IX + r;(3) + (~ak + r;Ok) • (34) 

Unter der Voraussetzung durchschnittlich gleichmaBiger Dichteerfiillung 
des Volumelements r2 L1 r LlIX L1 f3 Icose wird der Mittelwert des Exponential
faktors (32) nach (34) 

+,10: _~l 
2 2 

(Ll IX 1LlI1)211 11 ei " [(~a" + 'lb,,) - (~al + 'lbz)J da" daz do" dOl 
-,1" -J{I 
--

2 2 

sin2 (x ~ Ll iX/2) sin2 (x 'I L1 /1/2) 
= (X~LliX/2)2 • (x'lLl/I/2) 

Daher wird aus (32) 

,,~.} • .::./ ak, az I (x ~ L1 IX/2)2 (x ~ L1 fJ/2) 2 ,.;;;;.",k..::::.: ak az , II' = ~ ~ 1 121 '2 + sin2(x~L1 c</2)sin2 (x'lL1/I/2) ~ "'" 1 121 12 I 
k:Z I (35) 

J . J' = ~ ~ 1 ak 121 azl 2 • 

Waren lund J' voneinander ganz unabhangig, so ware 

II':] .]'= 1. 

In Wirklichkeit weicht aber nach (35) dieser Quotient urn so mehr von dem 
"unabhangigen" Wert 1 ab, je graBer 

• 2 (X ~ Ll IX) . 2 (x 'I Ll fl) SIn -- sIn --
_~_2~ ,2. 

(X~2L1IXr lX'l2LlfJt 
(36) 
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ist. Der unabhangige Wert 1 wird, falls p' (~, 1]) von P(O, 0) abriickt, erstmalig 
erreicht, wenn (36) verschwindet, d. h. auf dem Quadratrand 

I ... 2;7 j. 
i ~ I = ~-j-;;; =.j~ , 

2" ;, 
'1]! = xdfJ = .d{f' 

Bei weiter wachsendem Abstand P P' weicht der wahre Wert J J': J . T nur 
noch minimal von dem "unabhangigen" Wert 1 abo Je naehdem man dieser 
Abweichung mehr oder weniger Rechnung tragt und unter 0 eine mehr oder 
weniger die 1 iibertreffende Zahl versteht, kann man 

1;.;, c2 

f :::J;X • d (f = J . v2 d Q case 06') 

als eine Art kritischen Flaehenbezirk anspreehen, derart, daB die Beleuch
tung in zwei Punkten P(O, 0) und p' (~, 1]) als voneinander abhangig gilt, wenn 

t ;. 1 .,). 1 
; '> i < .de.: . ff ' 17 I < :171 • V~ , 

dagegen als unabhangig, wenn 

It, I, 1 
'>1 >Ll-;;;fb, I ' A 1 

1} : > d{f v';l 
ist. Ein Ebenenstuck L1 t wird dadurch in 

J Z" = o· J I cos e 11 \d~ = 0 .~; L1 f L1 Q cos e 
A. c (37) 

unabhangig schwankende Elementarbezirke zerlegt. 
Wir haben also das ResuItat: 
Wird ein Ebenenstuck aus der Einfallsrichtung e her von Oszillatoren be

leuchtet, weIche im Durchschnitt mit gleichmaBiger Dichte ein Volumelement 
r2 J Q J r erfiillen, so sind die Intensitatsschwankungen in zwei Punkten P' (~,II) 
und P (0, 0) der Flaehe urn so unabhangiger voneinander, je groBer 

x ~.1e.: x rJ .1 fJ 1,2 
-- .---- = ~r}2;lQcose 

2", 2" c 

gegen 1 ist, unabhiingig von der Zahl und den speziellen Eigenschaften der 
Lichtquellen. Daraus leitet sich eine Einteilung des Ebenenstiickes L1 f in 

(37') 

unabhangig ~chwankende Elementarbezirke ab [vgl. (20)]. 
Durch Multiplikation von (37') mit (29) erhiilt man sehlieBlieh 

(38) 

als Gesamtzahl der unabhangig schwan ken den Elementarbezirke, weIche die 
in einem Volumelement r2 J Q Ll r gleichmaBig dieht verteilten Oszillatoren auf 
einem Ebenenstiiek Ll t im Farbintervall Ll v aus der Einfallsriehtung e her 
hervorbringen, unabhangig von der Zahl und den speziellen Eigen
schaften der Oszillatoren, falls diese nur ungeordnet sind. Die Zahl (38) 
der unabhangigen Elementarbereiche von J f· Ll v stimmt bis auf den unbestimm
ten Faktor y. 0 iiberein mit der Zahl der unabhangigen Angaben zur Beschreibung 
des Zustandes von LlI· Llv [Produkt von (19) mit (20)]. 

Der unbestimmte Zahlenfaktor y • 0 in (38) tragt dem Umstand Rechnung, 
daB zwei Stellen des Spektrums bzw. des Raumes auch dann noeh nieht in ihren 

30* 
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Schwankungen ganz unabhangig sind, wenn ihre Entfernung das kritische 
Intervall (28') bzw. (36') iibertrifft, und daB andererseits auch bei unterkritischer 
Entfernung ein gewisses MaB von Unabhangigkeit besteht. 

Die kritische Entfernung (36') I~ - ~' I = 'I~ • ~ unabhangiger Schwan-
v<'l LlOi 

kungen bei Beleuchtung zweier Punkte aus dem Winkel L1 IX ist identisch mit 
der Grenze ihrer optischen Auflosbarkeit, die ebenfalls nur bis auf einen 
unbestimmten Zahlenfaktor definiert ist (s. oben). Analog fiihrt das kritische 
Farbenintervall (28') 

I 'I C 1 v-v =)'.Llr=Tr 

zu einer "Grenze der harmonischen Auflosbarkeit", d. i. einer minimalen 
Schwingungszahldifferenz I v - v' I, welche zwei benachbarte Farben nicht 
unterschreiten diiden, wenn sie wahrend einer vorgegebenen Zeit T auf
gelOst werden sollen. 

10. Freiheitsgrade bei Lichtquanten. Obwohl die in diesem Kapitel 
entwickelten Resultate allein auf Grund der klassisch-kontinuierlichen Vor
stellungen der Wellenoptik abgeleitet worden sind, beanspruchen sie doch 
viel allgemeinere Giiltigkeit. Denn da die Ergebnisse, z. B. iiber das optische 
und harmonische Au£losungsvermogen, auch empirisch zu den sichersten und 
gelaufigsten Tatsachen der Optik gehOren, muB j ede Theorie ihnen gerecht 
werden, und dasselbe gilt dann ftir die J EANssche Zahl der Freiheitsgrade der 
Strahlung (4), die ja aufs engste mit dem Auflosungsvermogen verkntipft ist. 
Und auch die obigen Resultate tiber die Einteilung in unabhangige Schwan
kungsbezirke beanspruchen allgemeine Gtiltigkeit, wahrend dagegen die Starke 
der Schwankung in der Quantenoptik anders als in der klassischen Optik 
ausfallt. 

In der Tat ist es S. N. BOSEl) gelungen, eine Ableitung der JEANsschen 
Zahl auf Grund der extremen Lichtquantentheorie zu geben, deren Vor
stellungen sich sehr weit von denen der Wellenoptik entfernen. Die von EIN
STEIN2) aufgestellte Lichtquantenhypothese behauptet, die Strahlung bestande 
aus einzelnen Lichtkorpuskeln oder Quan ten von sehr geringer raumlicher 
Ausdehnung, welche von Materie nur als Ganzes· emittiert oder absorbiert 
werden konnen. Dabei gebe es Lichtquanten von verschiedenem Energie
inhalt e, welche sich aber alle mit der Geschwindigkeit c durch den leeren 
Raum bewegen. Nach dem Satz von der Tragheit der Energie ist ihnen 

dann ein mechanischer Impuls p (BewegungsgroBe) yom Betrag p = ~ in 
Richtung ihrer Bewegung zuzuschreiben. C 

In optischen Apparaten sollen die Lichtquanten - auf zunachst ratsel
hafte Weise, da ihnen von vornherein keine Phase, somit keine Intederenz
fahigkeit zugeschrieben wird - dieselben Erscheinungen produzieren, die nach 
der Wellentheorie als Wirkung von Wellen der Schwingungszahl und Wellen
Hinge 

'J' = ~ , 1 = hec (h = 6,54.10- 27 = PLANCKS Wirkungsquantum) (39) 

gedeutet werden, so daB man in iibertragenem Sinne v = ~ als die "Schwin

gungszahl", 1 = hc als. die "Wellenlange" des Lichtquants e ansprechen kann. 
e 

Gerade die Tatsache der Interferenz zeigt, daB die extreme Lichtquanten-

1) S. N. BOSE, ZS. f. Phys. Bd.26, S. 178. 1924; Bd.27, S.384. 1924. 
2) A. EINSTEIN, Ann. d. Phys. Bd. 17, S. 132. 1905; Bd. 20. S. 199. 1906. 
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hypothese in wesentlichen Zugen nicht der Wirklichkeit entsprechen kann. 
1m besonderen muB die Vorstellung au£gegeben werden, daB die einzelnen Licht
quanten voneinander v6llig unabhangig seien; vielmehr wird man ihnen 
etwa in Analogie zur Wellensuperposition eine gewisse Wechselwirkung zu
schreiben, so daB durch Zusammenwirken mehrerer Lichtquanten nicht nur ver
mehrte Helligkeit, sondern auch Dunkelheit entstehen kann. Jedoch solI an 
dieser Stelle auf diese Fragen nicht eingegangen werden (siehe dazu Bd. 20 
Kapitel8). In Ziff.1 bis 9 wurde die JEANssche Zahl der Strahlungsfreiheiten erst 
aus den Eigenschwingungen eines Hohlraumes, dann aus der Wellenstrah
lung leuchtender Punkte, dann aus der Auflosung der Strahlung in Elementar
bundel, schlie13lich aus der Einteilung beleuchteter Flachen entsprechend dem 
optischen und harmonischen Auflosungsvermogen abgeleitet und im Ein
klang mit den raumlichen und zeitlichen Beleuchtungsschwankungen gefunden; 
im folgenden soIl auch die Lichtquantentheorie als ein Weg zum selben Ergebnis 
erwiesen werden, im AnschluB an BOSEI ). 

1st die Energie € und dadurch der Impuls p = ~ eines Lichtquants gegeben, e 
so ist die Richtung seiner Fortbewegung bestimmt durch die Impulskomponenten 
p"" Py, Pz, derart, daB der zeitlich konstante Betrag 

p = VP; + p~ + p; = : (39') 

den Radius der Kugel im pzpypz-Raum angibt, auf deren Oberflache das Licht
quant dauernd bleibt, wenn es seine Energie € und seinen Impulsbetrag p be
halt und nur durch StoB (Reflexion) zuweilen seine Richtung andert. Zum 
Impulsbereich p bis p + iJp gehOrt demnach eine Kugelschale yom Volumen 
4:n p2 • iJ p. Hat man eine groBe Zahl von Lichtquanten, deren Energien zwischen € 

und € + iJ € liegen und die sich in einem Hohlraum yom Volumen V befinden, 
so ist das ihnen zur Verfugung stehende sechsdimensionale Gebiet im xyzpxPyPz
Raum ("Phasenraum") gleich 

JdX. dy. d;l;~",· dpy. dpz = V· 4:np2. iJp = V . 4:n :: . Aell • (40) 
p 

Die allgemeinen Grundlagen der PLANcKschen Quantentheorie in ihrer An
wendung auf Lichtquanten lassen nun nicht zu, daB ein Lichtquant jeden be
liebigen Punkt des Phasenraums einnimmt; vielmehr ist der Phasenraum in 
Zellen der GroBe k 3 einzuteilen, und es kann (wenn wir der einfachsten Form 
der Quantentheorie folgen) ein Lichtquant nur einen der unendlich vielen 
Punkte innerhalb einer solchen Zelle einnehmen, jedoch durch Reflexion aus 
dieser Zelle in eine andere Zelle verschlagen werden. Der Strahlungszustand 
im Volumen V ist dann vollstandig bestimmt, wenn angegeben wird, wieviel 
Lichtquanten sich in der ersten Zelle, wieviel sich in der zweiten, dritten usw. 
Zelle befinden; allgemein ist also, falls der betrachtete Phasenraum aus Z Zellen 
besteht, der Strahlungszustand durch Z Angaben bestimmt, d. h. das betrachtete 
Phasengebiet hat Z Freiheitsgrade. 

Nun besteht das zum Volumen V und zum Bereich ,,1€ gehorige Phasen
gebiet (40) aus 

Zellen der GroBe k 3, die den Lichtquanten zur Verfugung stehen. Unterscheidet 
man noch in jeder Zelle Lichtquanten von zwei aufeinander senkrechten Polari-

1) s. N. BOSE, I. c. 
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sationen, SO verdoppeIt sieh die letztere Zahl der zur Besehreibung des Strahlungs
zustandes notigen Angaben, und man erhiiIt als Zahl L1 Z der Freiheitsgrade 
fUr die Strahlung im Volumen V, soweit sie von Liehtquanten des Bereichs L1 E 

herriihrt: 

Diese Zahl stimmt mit der JEANssehen Zahl (4) 

L1Z = V 8.?l1,2~ A!: 
C 

(41) 

(41') 

iiberein, wennman entspreehend (39) e dureh hv und L1 e dureh h· L1 v ersetzt; 

d. h. man . muB dem Liehtquant e eine Sehwingungszahl v = ~ zuordnen, 

urn die quantentheoretisehen mit den klassisehen Resultaten in Einklang zu 
bringen. Jedoeh hat die Zahl v in der Quantentheorie nur eine iibertragene 
Bedeutung, eben als zugeordnete Sehwingungszahl klassiseher Wellen, welche 
di.mselben empirisehen Tatbestand hervorrufen wiirden wie die Liehtquanten e 
der GroBe hv. 

Die Zahl L1 Z der von der Quantentheorie zugelassenen Energiewerte und 
Fortsehreitungsriehtungen (Phasenzellen), die ein Liehtquant im Intervall 

L1l = 10-8 em = 1 A (L1e = L1l· ~~) bei 

l = 4 . 10 - 5 em (e = ~c = 1,2 . 10 -7 erg) 

in einem Volumen von 1 m3 annehmen kann, ist naeh (41') rund 1011, ent
spreehend dem Beispiel am SehluB von Ziff. 2. 

Aber nicht nur die Gesamtzahl der JEANssehen Freiheitsgrade L1Z in 
einem gegebenen Volumen V und gegebenem Umfang L1v fiihrt in der Wellen
theorie wie in der Lichtquantentheorie zum gleichen Zahlenwert, sondern auch 
die dureh die Beobaehtung des optisehen und harmonisehen Auflosungsver
mogens gestiitzten Zahlen L1 Z' und L1 Z" fiir sich, deren wellentheoretisehe 
Bedeutung in Gleiehung (15), (16), ferner (19), (20) und (29), (37) behandelt 
war, miissen in der Liehtquantentheorie eine entspreehende Bedeutung haben: 

L1Z'= TL1v = T~B , (42a) 

L1Z,,_AD.Af·cose_L1n.L1j. Q.~ 
-. l2 - ~4 eos~ h2c2 ' (42b) 

Diese Gleichungen bedeuten hier, auf dieselben VerhiiItnisse wie die Beispiele 
am SehluB von Ziff. 6 und 7 angewandt, folgendes: 

a) Eine bestiqJ.mte Stelle des Raumes wird wahrend der Zeit T = 10-8 sec 
von etwa 2000 Phasenzellen, zugehorig zu Lichtquanten des Bereichs L1l = 1 A 
bei l = 4000 A, durehkreuzt. (Ob diese Phasenzellen leer oder mit einem oder 
mit mehreren Liehtquanten e besetzt sind, wird die Intensitat des Lieht
strahles bedingen. 1st die Intensitat gleieh Null, so werden die Zellen alle 
leer sein; bei geringer Lichtintensitat werden manehe Zellen leer, manehe aber 
mit einem Liehtquant e belegt sein, wahrend Belegung mit zwei Quanten nur 
sehr seIten vorkommen wird.) 

b) Die Anzahl der einer bestimmten Lichtquantensorte e zur Verfiigung 
stehenden Phasenzellen, welche in einem bestimmten Zeitmoment eine von 
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der Spa1taffnung JJ f aus beleuchtete Flache schneiden, ist von derselben 
GraBenordnung wie die Anzahl der auf der Flache erscheinenden Beugungs-

maxima bei koharenter monochromatischer (v = -~-) Strahlung. (Ob diese 

Phasenzellen leer oder mit Lichtquanten belegt sind, hangt wieder von der 
Intensitat der Beleuchtung ab.) 

AIle in diesem Abschnitt behandelten Fragen fiihrten sowohl bei weIlen
theoretischer wie bei quantentheoretischer Behandlung physikalisch-zahlen
maBig zu gleichen Ergebnissen, die nur in ihrer anschaulichen Interpretation 
wellentheoretisch ein etwas anderes Aussehen als quantentheoretisch besitzen. 

III. Koharenz und Entropie. 
11. Breite der Spektrallinien als MaB der Koharenz. Die von einer Licht

quelle ausgehende Strahlung mage aus Sinusschwingungen der Wellenlange J. 

und der Frequenz v = -';- bestehen, jedoch solI nach je k Schwingungen ein un-
I. 

regelmaBiger Wechsel der Phase stattfinden. Vorausberechenbare Inter
ferenzen geben dann nur zwei zur Superposition gebrachte Stellen der aus-

gesandten Welle, deren Emissionszeitpunkte sich urn weniger als T = ~ unter-
y 

scheiden, die also einen Gangunterschied von weniger als l = k . l besitzen. 
kl nennt man die Koharenzlange, k/v die Koharenzdauer der Lichtquelle 
bzw. der von ihr ausgesandten Wellen. 

Fallen solche Wellen aus groBer Entfernung, so daB sie als eben betrachtet 
werden k6nnen, auf ein ebnes Beugungsgitter, so wirken beim Zustandekommen 
des B~ugungsbildes nicht aUe Gitterstriche zusammen; vielmehr beteiligt sich 
an dem Beugungsmaximum pter Ordnung nur ein Teil der Gitterstriche. Denn 
das Beugungsmaximum pter Ordnung entsteht in derjenigen Beugungsrich
tung, in welcher je zwei von benachbarten Gitterstrichen herkommende 
Strahlen den Gangunterschied l = P .}, haben; von je zwei nicht benach
barten Gitterpunkten kommen dann Strahlen her mit den Gangunter
schieden 2l = 2pl, 3l = 3pl, ... , ml = mpl (Abb.2). 
1st H die Koharenzlange, so wird also die Anzahl m cler 
mitwirkenden Gitterstriche in pter Ordnung gegeben durch 
die Gleichung 

mpl = kJ., d. h. 
k 

m=p' (43) Abb.2. 

Bei k koharenten Schwingungen wirken bei der Entstehung des 

Beugungsmaximums (Spektrallinie) pter Ordnung nur m = ~- Gitter

striche, natiirlich nur dann, wenn das Gitter iiberhaupt so viele Striche be

sitzt; andernfalls, wenn m= ; graDer als die Strichzahl n ist, beteiligen sich 

eben nur alle n Striche des Gitters am Zustandekommen des Beugungsmaxi
mums. Je hOher die Ordnung p, desto weniger Gitterstriche sind nach (43) 
an dem betreffenden Beugungsmaximum beteiligt, ein EinfluB, der zu einer 
wen i g e r groBen Scharfe des Beugungsmaximums fUhren wiirde, wenn nicht 
umgekehrt, je haher die Ordnung p, des to "scharfer" die von einer gegebenen 
Strichzahl erzeugte SpektraUinie ware. Beide Einfliisse zusammen fiihren dann 
zu einer von der Beugungsordnung unabhangigen, nur von der Koharenz
lange abhangigen Linienschirfe, wie gleich zu zeigen: 
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Die In tensi ta t J, welche ein aus n Strichen bestehendes Gitter in der Rich
tung des Gangunterschieds l· A. benachbarter Strahlen gibt, ist namlich nach 
der elementaren Theorie der Beugungsgitter gegeben durch 

. 2 (llnl) sm -;.-
J-----

- . 2 (11:1) . 
sm T 

Intensitatsmaxima erhalt man demnach fUr den Gangunterschied l = P . ). mit 
ganzzahligem p (Maximum pter Ordnung vom Betrage ] = n 2). Das na.chste 
Minimum liegt beim Gangunterschied 

l = P A. ±~ = p (A ± L) . n pn 

In dieser Richtung, wo A ein Minimum gibt, wurde Licht der Wellen lange 

A(1±p1n)=A+LlA. mit LlA=±:n (44) 

ein Maximum pter Ordnung erzeugen, welches sich von dem Maximum von }, 
abhebt; die Zahl 

I ll}, i =~ 
}. I pn (44') 

gibt die halbe Breite des Maximums von A. in relativem MaB an. pn nennt 
man das Auflosungsvermogen des aus n Strichen bestehenden Gitters in 

der pten Ordnung. Die relative Halbbreite I ~.}·I nimmt also nach der letzten 

Formel mit zunehmender Ordnung ab, das Auflosungsvermogen nimmt entspre
chend bei gegebener Strichzahl n zu. 

Liegt aber nicht streng monochromatisch schwingendes Licht vor, son
dem treten nach je k Wellen unregelmaBige Phasenwechsel ein, so sagt (43), 

daB dann in der p ten Ordnung nur m = ; Gitterstriche zusammenwirken. 

In ] u~d in (44) ist dann n zu ersetzen durch die kleinere Zahl m = ; ; 

nur wenn p> n ist, bleibt n in ] und (44') stehen: 

I ~.21 = p~ =! fUr p > ~ , I ~:. i = pin fUr p <~. (45) 

Bis zur p = ~ten Ordnung nimmt die relative Breite der 
n 

Spektrallinie entsprechend (44') ab, bleibt aber in hoheren Ord-

nungen p > ~ unabhangig von Strichzahl und Ordnung konstant 
n 

gleich der reziproken Koharenzzahl 11k. 
Also nur wenn man in nicht zu niedriger Ordnung beobachtet, ist die 

relative Linienbreite direkt ein MaB fur die Koharenzzahl k, unabhangig von 
Eigenschaften (Strichzahl n) des Beugungsapparates. Dagegen ist in niedriger 

Ordnung (fUr p < ~) die Breite der Linie wesentlich von der Strichzahl n abhangig; 

es ist also nicht richtig, daB die Linienbreite im Beugungsbild stets eine har
monische Analyse des phasenspringenden Wellenzugs in Analogie zur Fourier
darstellung gibt; denn die letztere mathematische Darstellung ist unabhangig 

k 
von etwaigen Gittereigenschaften; die Linienbreite in p < nter Ordnung ist 
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aber von der Strichzahl n abhangig. Wir wollen uns jedoch uberzeugen, daB die 

fUr p > ~ geltende Formel fur die relative Linienhalbbreite ~ A =! uber

einstimmt mit der Halbbreite, die man bei der Fourieranalyse eines Aggregats 
aus k ungestorten Schwingungen Vo erhalt. Der Wellenzug sei hier gegeben 
durch seine Elongation 

91 (t) = l2{oe2i;r~.t 
(46) 

l2{(t) = 0 fur und 

Setzt man fUr l2{(t) das Fouriersche IntegraF) 
00 

12{ (t) = J a" e2i.,~tdv, (47) 
-00 

so berechnet sich die Amplitude av der harmonischen Komponente v nach 
der inversen Formel 

+00 

a" = J 12{ (t) e - 2i.,,'tdt . 
-00 

Setzt man hier (46) ein, so wird 
k 

+ :lv. 

a" = ,·e2'ill(v.-,')tdt = __ 1_~ sin(nk (vo - v)), 
.' n(vo - 1') Vo 
k 

2')'0 

somit die Intensitat der harmonischen Komponente v 

I a" 12 = -2-1_--2. sin2(nk (v(l_-=_~r)2. 
I :il ("0 - v) 1,"0, 

Ihr Hauptmaximum liegt bei 

v = Yo 

ihr nachstes Minimum bei 

k2 

mit dem Betrag --'-2' 
1'0 

IYo - vi = ~, 

d. h. bei einer relativen Wellenlangenabweichung 

I ~ ).[ = I A v [= I Vo - ~ = ~ 
, 1'0 1 Vo Vo k 

(48) 

im Einklang mit (45). Mathematische Fourieranalyse und physikalische 

Gitteranalyse fUhren also bei nicht zu niedriger Beugungsordnung p > ~ 
n 

zu der gleichen relativen Spektrallinienbreite, namlich der reziproken Koharenz
zahl k der Schwingungen, unabhangig von Strichzahl und Beugungsordnung. 

Dadurch ist die Berechtigung erwiesen, die relative Breite einer Spektral-

linie in beliebiger Ordnung eines beliebigen Auflosungsapparats (soweit p > ~ ) 

1) Die Darstellung in einer Fourierschen Reihe. die man bei Zugrundelegung eines 
endlichen Zeitintervalls T an Stelle des in (47) zugrunde gelegten unendlichen Zeit
intervalls erhalt, hat keine physikalische, sondern nur formale Bedeutung. weil die dabei sich 
ergebenden Amplituden der einzelnen diskret liegenden Fourierkomponenten von der GroBe 
des Zeitintervalls T abhangen. 
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als MaB der Koharenz und gleichzeitig als Ausdruck fiir die Zusammensetzung 
aus rein harmonischen Schwingungen in FOURIERScher Integraldarstellung an
zusehen. 

12. Entropie und Temperatur der Strahlung. In einem evakuierten, von 
spiegelnden Wanden eingeschlossenen Hohlraum mage sich Strahlung verschie
dener Schwingungszahlen v befinden mit beliebiger spektraler Energieverteilung, 
gegeben durch die raumliche Energiedichte 

00 

~ = u = J u(v).dv, 
o 

zusammengesetzt aus den spezifischen Strahlungsdichten u (v). Dieser Strah
lungszustand bleibt zeitlich unbegrenzt erhalten, vorausgesetzt daB keine ab
sorbierende oder emittierende Substanz, welche die Energiedichte u (v) einer 
Farbe auf Kosten einer anderen Farbe verandern wiirde, anwesend ist. 1st 
jedoch die Maglichkeit eines Energieaustausches zwischen den verschiedenen 
Farben gegeben mit Hilfe eines in dem Hohlraum anwesenden, fiir aIle Farben 
absorptions- und emissionsfahigen Karpers, z. B. eines Kohlestaubchens, so 
verlangt der 2. Hauptsatz der Thermodynamik, wie in der allgemeinen Strah
lungstheorie gezeigt wird, daB die anfangs vorliegende spektrale Energieverteilung 
u (v) allmahlich in eine ganz bestimmte Verteilung u (v) iibergeht, in die Verteilung 
des thermodynamischen Gleichgewichtszustandes der Strahlung; 
dabei bleibt wegen des Energiesatzes die Gesamtenergie und auch die gesamte 
Energiedichte u erhalten. Die endgiiltige stabile Energieverteilung u (v) nennt 
man die der "schwarzen" Strahlung, weil sie in einfacher Beziehung zur Emission 
der verschiedenen Farben durch einen "schwarzen Korper" steht. 

Der schwarzen Strahlung im Volumen V kann nun eine Temperatur T 
zugeschrieben werden, namlich die absolute Temperatur T eines beliebigen 
materiellen Korpers, welcher mit der Strahlungsdichte u im Gleichgewicht ist. 
u(v) ist eine Funktion von T. 

Denkt man sich durch einen quasistatischen ProzeB im Gleichgewicht mit 
schwarzen Korpern die Energie U der Strahlung und damit ihre Tempera
tur T, ferner das Volumen V geandert, so kann man die zugehorige Entropie
anderung der Strahlung durch 

dS _ dU+pdV 
- T 

definieren; bei passender Normierung der Entropiekonstante wird dadurch 
jedem Gleichgewichtszustand der schwarzen Strahlung bei gegebenem U und 
V bzw. T und Vein Entropiewert S bzw. ein Wert der Entropiedichte 

s = ~ zugeordnet, die man auffassen kann als zusammengesetzt aus Bei

tragen der einzelnen Farben in der schwarzen Strahlung: 

00 

S= V·s= V-f~(-v).dv. 
o 

1st die Strahlung nicht "schwarz", sondern in einer abweichenden spektralen 
Energieverteilung u (v), so hat es keinen Sinn mehr, von einer bestimmten Tem
peratur der Strahlung zu reden. Trotzdem kann man rein formal auch jetzt 
noch der Strahlung in V, wie jedem in einem bestimmten Zustand befindlichen 
physikalischen System, eine gewisse Entropie S = V· s zuschreiben. 
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Da die verschiedenen Farben unabhangig voneinander in dem Volumen V 
existenzfahig sind, darf S aus Beitragen der einzelnen Farbenbereiche dv additiv 
zusammengesetzt werden: 

00 

S= V·s= Vf~(v)dl" 
o 

In welcher Weise ~ von v und u abhangt, dariiber kann noch durch Defi
nition verfiigt werden; man wird diese Definition natiirlich so einrichten, daB 
sie sich moglichst an den von materiellen Systemen her gewohnten Entropie
begriff anschlieBt. Vor aHem wird man verlangen, daB bei gegebener Gesamt
energie U in gegebenem Volumen V die Gleichgewichtsentropie S der schwarzen 
Strahlung groBer ist als jede Nichtgleichgewichtsentropie S; d. h. man verlangt 
als Bedingung fUr die schwarze Strahlung 

dS=o, (dU=O, dV=o) 

fiir aHe Variationen der spektralen Energieverteilung u (v), welche bei konstantem 
U und V moglich sind. Denken wir uns die Variation der Energieverteilung 
dadurch charakterisiert, daB u (v) fUr jede Schwingungszahl v eine gewisse Ande
rung du erfahrt, so wird wegen d V = ° 

00 00 

0= dS = C)(VJ?3dv) = V./c)?). dv = ~f~~ c)u·dv. 
o 0 

Dies ist bei beliebigen du, welche der Nebenbedingung 
00 

° = b U = V· {bu, dv 
b 

geniigen, nur moglich, wenn 
as 
au = konst. 

fUr alle Schwingungszahlen v. 

(49) 

Aus der letzten Gleichung folgt dann bei konstantem Volumen V, aber 
variabler Energie U 

00 

j 0?' os ( o?, os 
bS=V oubu.dv=au·V. ~u.dv=ou·V.~u=ou·~U. 

o 0 

Da nun andererseits fUr schwarze Strahlung in konstantem Volumen bS = d UjT 
gilt, so ergibt sich 

als besondere Eigenschaft der Entropiefunktion s bei schwarzer Strahlung. 
Es sei nun die spezifische Strahlungsentropie s als Funktion von u und v 

fiir schwarze Strahlung bekannt. Dann solI auch fUr beliebige nicht
stabile Strahlungsverteilung dieselbe Funktion ~ (u, v) als Definition der spezi
fischen Strahlungsentropie beibehalten und die Temperatur T (v) der betreffen
den Farbe v in diesem Strahlungszustand definiert werden durch dieselbe 
Gleichung 

1 as (tt.v) 
T(u,v) = au 

Bei nichtschwarzer Strahlung hat dann jede Farbe v in dem Volumen V eine 
andere Temperatur; die schwarze Strahlung, bei der (49) gilt, ist unter allen 
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moglichen spektralen Energieverteilungen dadurch ausgezeichnet, daB fur sie 
aIle Farben die gleiche Temperatur haben. 

Die Temperatur T (y) einer Farbe y, welche sich mit der Strahlungsdichte 
u (y) an nichtschwarzer Strahlung beteiligt, ist also festgelegt als die Temperatur 
eines schwarzen K6rpers, welcher mit u (y) im Gleichgewicht ist. Ebenso wie 
der Strahlung pro Volumeinheit, so kann man auch einem beliebig geformten 
Ausschnitt aus der Strahlung, z. B. einem Strahlenbundel (dQ, dl, dy, 1, 1, 
Ziff.4), einen bestimmten Entropiewert beilegen. Die Gesamtentropie 5 wird 
sich dann additiv aus den Beitragen der einzelnen Strahlenbundel zusammen
setzen. 

13. Nichtadditivitat der Entropie koharenter Bunde!. Die Gesamtentropie 
eines Systems ist nur dann gleich der Entropiesumme seiner Teile, wenn die 
Teile in der Art voneinander unabhangig sind, daB jeder "Zustand" des einen 
Teils mit jedem "Zustand" des anderen Teils vertraglich ist. Die Additivitat 
der Entro pie 

5 = 51 + 52 + ... 
bedeutet namlich nach BOLTZMANNS statistischer Entropiedefinition 

5 = k-lnW; 

daB die Wahrscheinlichkeiten WI' W 2 , ••• fUr das Eintreten eines Zustandes 
des ersten, zweiten, . ' .. Teilsystems miteinander zu multiplizieren sind 

W = WI· W 2 • Ws· .. 
urn die Wahrscheinlichkeit fur den Zustand des Gesamtsystems, d. h. fur das 
gleichzeitige Eintreffen der Zustande seiner Teile zu ergeben. 

Die Additivitat der Entropie ist daher ohne weiteres gewahrleistet bei 
der Zusammensetzung der Gesamtstrahlung aus Beitragen der einzelnen Farben
bereiche entsprechend der Gleichung 

00 

S = V· s = V -f 15 (v) . dv, 
o 

da Energie bzw. Temperatur jedes Farbenbereichs unabhangig von Energie 
und Temperatur jedes andern Farbenbereichs ist. Denkt man sich dagegen 
die Energie, welche in einem schmalen Strablenbundel (Ziff.4, Gl. 18) 

I . d f . d {} . '1'2 dv • cos e 
--'---c3=---- <: 1 , 

konzentriert ist, durch Superposition mehrerer, etwa zweier, Strahlenbundel von 
passender Phase und Amplitude entstanden, so sind die beiden beteiligten 
Bundel nicht voneinander unabhangig; vielmehr muE das zweite eine ganz 
bestimmte Phase und Amplitude besitzen, um bei gegebener Phase und Ampli+ 
tude des ersten Bundels zu einem gegebenen superponierten Gesamtbundel zu 
fiihren. Schreibt man also den beiden Teilbundeln und ihrer Superposition 
Entropiewerte aJ , a2 und a entsprechend ihren Energiewerten bzw. Tempera
turen zu, so wird wegen der Abhangigkeit in den Phasen und Amplituden 
der Teilbundel (Koharenz) nicht mehr a = 01 + a2 sein: Fur koharente 
Strahlen bundel gilt das Additions theorem der En tropie nich t 
[v. LAUEl)]. 

Besonders deutlich erkennt man .das aus Folgendem: Bekanntlich ist bei 
materiellen Systemen die Additivitat der Entropie eng verknupft mit der Dn-

1) M. v. LAUE, Ann. d. Phys. Bd.20, S.365. 1906; Bd.:n S. 1 u. 795. 1907· 
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mogliehkeit, die Temperaturdifferenz zweier Teilsysteme ohne Kompensation 
zu vergroBern. Dasselbe gilt fiir die der Entropie materieller Korper naehgebildete 
Strahlungsentropie: Zeigt sieh, daB man die Temperaturdifferenz zweier Strahlen
biindel ohne Kompensation vergroBern kann, so ware da
dureh die Niehtadditivitat ihrer Entropien gewahrleistet. 
Hierzu hat v. LAUE folgendes Beispiel angegebenl). 

Auf eine absorptionsfreie planparallele Platte P 
(Abb.3) trifft ein monoehromatisehes, in der Einfalls
ebene oder senkreeht zu ihr polarisiertes Strahlenbiindei 
von der lntensitat Sf. 1st r das Reflexionsvermogen der ,;£l, 
Platte, so sind die lntensitaten des reflektierten und des 
gebroehenen Strahlenbiindels 

Sf I = rst, st'z = (1 - r)Sf. 

Abb. 1. 
Abb . . 1. 

Letztere sollen auf zwei ebene vollkommen reflektierende zur Platte P symmetriseh 
gelegene Spiegel 51 und 52 fallen, welche sie in derselben Einfallsebene, aber 
unter anderen Einfallswinkel auf die Platte zuriiekwerfen. 1st r' das Reflexions
vermogen bei der zweiten Spiegelung, so entstehen dabei dureh lnterferenz 
zwei Strahlenbiindel, deren lntensitaten ~ und st; sich folgendermaBen be
reehnen: In Sf~ interferieren zwei Strahlenbiindel mit dem Ganguntersehied 
Null und den IntensitatenSf· r(1 - r') und Sf· (1 - r) . r', d. h. den Amplituden 
liSt· r(1 - r') und ySf(1 - rf7, welche superponiert zur lntensitat 

st'; = CYSf· r(1 -=7) + yst'(1 - r),')2 

= Sf {r(1 - r') + (1 - r)r' + 2 Vrr'(1 - r) (1 - r')} 

fiihren. Wegen des Energieprinzips 

Sf; +~ = Sf1 +,R'2 =St 
wird daher 

st2 = Sf I - Sf; =Sf{rr'+ (1 - r)(1 - r') - 21rr'(1 - r)(1 - r')}. 
1st speziell 

r = r' und 

so folgt aus den vorigen Gleiehungen 

1 Wr - st~ 1 > 1 St\ - .\1'2 I, 
d. h. der lntensitatsuntersehied I '~' l - St't 1 der beiden Teilbiindel ist dureh die 
benutzte Anordnung zu 1.\1'; -Sf~ 1 vergroBert worden; dasselbe gilt somit von 
ihrem Temperaturuntersehied. Die Temperaturdiffer enz kohar enter 
Strahlenbiindel laBt sieh demnaeh dureh geeign e t e Interfer enz
vorgange ohne Kompensation vergroBern. Dies ist nur dann im Ein
klang mit dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik, wenn die Additivitat 
der Entropie fur koharente StrahlenbundeI aufgegeben wird. 

Die Gleiehungen dieses Beispiels lehren aber noch mehr. Wahlt man den 
Einfallswinkel bei der zweiten Spiegelung so, daB 

r' = 1 - r, 
so wird 

,R'~ = 0, 

d. h. man hat die zwel koharenten StrahlenbiindeI, welche aus Sl' entstanden 
waren, zu einem einzigenSfi zuriiekverwandelt. Spiegelung und Breehung 
ohne Absorption stellen daher vollstandig umkehrbare (rev er-

1) M. V. LAUE. Phys. ZS. Bd.9. S. 788. 1908. 



478 Kap.9. A. LANDE: Optik und Thermodynamik. Ziff. 14. 

si ble) Vorgange dar. Der 2. Hauptsatz folgert daraus, daB die Entropie 
zweier koharenter Strahlenbiindel zusammen nicht gleich der Summe ihrer 
Einzelentropien, sondern gleich der Entropie des einen Strahlenbiindels ist, 
in welches sie sich durch Spiegelung und Brechung umwandeln lassen, bzw. aus 
welchem sie durch Spiegelung und Brechung entstanden sind. 

14. Thermodynamik der Beugung. Man kann weiter fragen, ob auch die 
Beugung eines Strahlenbiindels umkehrbar ist, d. h. ohne Vermehrung von 
Entropie vor sich geht. DaB die Beugung, ahnlich wie die Reflexion und 
Brechung, aus Strahlenbiindeln Systeme koharen ter Wellen macht, spricht 
von vornherein fiir Reversibilitat, soweit Absorptionsvorgange, die zweifellos 
irreversibel sind, ausgeschlossen werden. Andererseits ist aber zu bedenken, 
daB ein Strahlenbiindel vermoge seiner einheitlichen Fortpflanzungsrichtung 
ein sehr viel geordneterer Vorgang ist, als die nach allen Richtungen £ort
schreitenden Wellen, die durch Beugung aus ihm entstehen, so daB die An
nahme einer Irreversibilitat eben falls nicht von vornherein abzuweisen 1st, 
und eben erst eine genauere Untersuchung die Entscheidung bringen kann. 
M. v. LAUEl) geht von dem Gedanken aus, daB ein Beugungsvorgang dann 
reversibel zu nennen sei, wenn sein Resultat auch durch geometrisch-optische 
Vorgange (reversible Spiegelung oder Brechung) zu erreichen gewesen ware. 

v. LAUE betrachtet nun zunachst im leeren Raum ein unendliches regel
maBiges Strichgitter vom Strichabstand a, auf welches ein monochromatisches 
Strahlenbiindel von kleinem raumlichen Offnungswinkel dQ auffii.llt. Sind 
lXofJoYo die Richtungskosinus eines linearen zum einfallenden Strahlenbiindel 
gehOrenden Strahls, IX, fJ, Y die Richtungskosinus eines abgebeugten Strahls, 
so gilt die bekannte Gittergleichung 

j IX = lXo + p 4· , 
fJ = fJo' 

mit ganzzahligem p 
(P = Beugungsordnung). 

(50) 

Daher ist fiir jedes gebeugte Strahlen biindel im Vergleich zum einfallenden Biindel 
dlX' dfJ = dlXo ' dfJo. 

Letztere Beziehung ist aber, wenn statt IX, fJ, y die Polarkoordinaten {}, rp 
und der raumliche Offnungswinkel dQ eines Biindel eingefiihrt werden (cos{) = y, 
cos{}o = Yo), identisch mit der Gleichung 

dQ· cos{} = dQo' cos{}o' 

Es bleibt also bei dem betrachteten Beugungsvorgang der Ausdruck 

dQ· cosD· dt 
).2 (51) 

erhalten, wo dt die unter der Neigung {} aus dem Offnungswinkel dQ beleuchtete 
Flache des Gitters bedeutet: 

dt = dto, 
Dieser Ausdruck (51), der schon in Gleichung (17) als Zahl dZ" der Freiheitsgrade 
des monochromatischen Strahlenbiindels auftrat, ist nun nach dem. Sinussatz 
der geometrischenOptik bei allen geometrisch-optischen Erlebnissen des Strahlen
biindels konstant. Koharente Strahlenbiindel, die in diesem Ausdruck dZ" 
iibereinstimmen, lassen sich also geometrisch-optisch aus einem einzigen Strahlen
biindel erzeugen und wieder zu ihm zusammensetzen. Bei der Gitterbeugung 
entstehen nun eine Reihe koharenter Strahlenbiindel, die von derselben Flache dt 

I) M. v. LAUE, Ann. d. Phys. Bd.30, S.225. 1909. 
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ausgehen und die GroBe dQ· cos{} gemeinsam haben; demnach ware das Er
gebnis der Gitterbeugung auch auf geometrisch-optischem Wege sowohl zu 
erreichen wie riickgangig zu machen, womit dann die Reversibilitat der 
Gitterbeugung erwiesen ist. Die Dbertragung auf Vorgange in einem Medium 
des Brechungsindex n gelingt ohne weiteres mit Rilfe der in Ziff. 5 angefiihrten 
Beziehungen. 

Freilich sind diese Dberlegungen nicht einwandfrei. Denn erstens sind die 
Gitterformeln (50) aus der KIRCHHOFFschen Beugungstheorie abgeleitet, die 
nur angenahert gilt, sofern alle in Betracht kommenden Strecken groB gegen l 
sind. Ferner werden bei einem nicht unendlichen Gitter auch in von (50) ab
weichenden Richtungen merkliche Intensitaten auftreten. v. LAUE!) ist durch 
eine strengere Behandlung des Beugungsproblems diesen Einwanden nachgegangen 
und hat besonders den Fall des endlichen Gitters untersucht. Rier zeigt sich 
in der Tat eine Abweichung von den Gesetzen der geometrischen Optik und 
demnach eine durch die Beugung bewirkte Entropiezunahme, die jedoch urn 
so kleiner ausfiillt, je groBer die von dem ganzen Gitter eingenommene Flache 
ist; v. LAUE bewies hier namlich den wichtigen Satz, daB die Beugung an 
einem (rechteckigen) Gitter von endlicher GroBe sich ersetzen liiBt durch geo
metrisch-optische Vorgange iiberlagert durch die Beugung einer Offnung von 
der GroBe der Gitterflache. Rinsichtlich der Entropievermehrung ist demnach 
die Beugung an einem endlichen Gitter thermodynamisch aqui
valent der Beugung an einer OHnung von der Form und GroBe 
der Gitterflache. 

Nun folgt aber der letztere Vorgang urn so mehr den Gesetzen der geo
metrischen Optik, je groBer die Offnung ist; urn so kleiner ist dann die Entropie
vermehrung. Durch VergroBerung der Gitterflache kann man also die Entropie
vermehrung unter jedes MaB herabdriicken und die Gitterbeugung dadurch 
in beliebiger Anniiherung reversibel machen. 

Bleibt man jedoch zunachst noch bei endlichem Gitter, so wird die An
naherung, in welcher die Gleichung dQcos{} = dQocos{}o gilt, also die An
naherung, in welcher die Beugung reversibel ist, abhangen von dem Offnungs
winkel dQo des auffallenden Strahlenbiindels. Denn bei endlichem Gitter wird 
zwar aus jedem auffallenden Strahl bestimmter Richtung in jeder Ordnung p 
ein ganzes Blindel von abgebeugten Strahlen, deren Rauptintensitat freHich in 
engen Offnungsgrenzen dQ eingeschlossen ist. Nimmt man nun einfallende 
Strahlen, welche ein Strahlenbiindel des Offnungswinkels dQo bilden, so kann 
man es bei geniigend groBem dQo erreichen, daB auch bei den abgebeugten 
Biindeln die Hauptintensitat in Offnungen konzentriert ist, die der Beziehung 
dQocos{}o = dQ· cos{} geniigen; der Vorgang ist dann annahernd reversibel. 
LaBt man dagegen Biindel von kleiner Offnung dQo auffallen, so wird deren 
Beugung an endlichem Gitter erheblich mehr irreversibel sein. Auf praktische 
Falle angewandt heiBt das, bei breitem Kollimatorspalt ist die Beugung umkehr
bar, bei schmalem nicht. Will man das harmonische Auflosungsvermogen des 
Gitters moglichst ausnutzen, so muB man auffallende Strahlenbiindel von mog
lichst geringer Offnung dQo, d. h. moglichst parallele Strahlenbiindel verwenden. 
In diesem Falle ist die Beugung dann nicht umkehrbar [v. LAUE 2)J. 

Irreversibel ist die Beugung auch dann, wenn sie nicht an regelmaBigen 
Gitteranordnungen, sondern an vielen unregelmaBig verteilten Partikeln geschieht, 
entsprechend der volligen Unordnung dieses Vorganges; solche Beugungsvor
gange sind dann mit erheblicher Vermehrung der Entropie verbunden. 

1) M. v. LAUE. 1. c. 
2) M v. LAUE. 1. c. 
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Absorption und Dispersion. 
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I. Experimentelles und Theorie der normalen 
und anomalen Dispersion. 

a) Allgemeine Grundlagen und Historisches. 
1. Grundlegende experimenteUe Tatsachen. Bereits MARKus2) (1595-1667) 

und GRIMALDI 3) (1618-1663) haben die Erscheinung der Dispersion gekannt. 
Aber erst NEWTON4), der 1666 mit einem Glasprisma zu experimentieren be
gann, untersuchte sie naher. Auf Grund seiner Emanationslehre konnte er 
auch eine Deutung dafiir geben, daB Glas fiir verschiedene Farben, wir wiirden 
heute sagen Wellenlangen, verschiedene Brechungsindizes, d. h. Fortpflanzungs
geschwindigkeiten zeigt. Nach seiner Theorie, nach der die Lichtkorpuskeln von 
den Korperteilchen angezogen, also beschleunigt werden, mii13te die Fortpflan
zungsgeschwindigkeit proportional mit dem Brechungsindex zunehmen, also im 
optisch dichteren Medium gro13er sein als im optisch weniger dichten, wahrend 
die Undulationstheorie zu dem gegenteiligen Ergebnis fiihrt. FOUCAULT D) konnte 
dann im Jahre 1850 experimentell mit seiner bekannten Methode zur Bestim
mung der Lichtgeschwindigkeit die sich aus der NEWToNschen Annahme er
gebende Folgerung endgiiltig widerlegen 6). 

Solange man die Farben nicht genauer prazisieren konnte, waren exakte 
Messungen nicht moglich. Erst nachdem FRAUNHOFER 18147) die nach ihm be
nann ten Linien im Sonnenspektrum entdeckt hatte, konnte man die Dispersions
erscheinungen genauer verfolgen und lernte bald zwei FaIle unterscheiden. 1m 

1) Die Abschnitte I-III, V und VI wurden von K. L. WOLF, der Abschnitt IV 
wurde von K. F. HERZFELD bearbeitet. 

2) J. MARKUS, Thaumantias, liber de arcu coelesti deqe colorum apparentium natura. 
Prag 1648. S. auch dieses Handbuch, Bd. I in dem Artikel von HOPPE. 

3) F. M. GRIMALDI, Physico-Mathesis de lumine, coloribus et irride. Bonn 1665. 
4) J. NEWTON, Optics, 1704 und Laplace Mec. celestre (4) Bd. 10, S.237. 1805. 
5) L. FOUCAULT, C. R. Bd. 30, S. 551. 1850; Ann. chim. phys. (1) Bd. 41, S. 129. 1850. 

Von MICHELSON wiederholt und bestatigt. 
6) Siehe jedoch L. FLAMM, Naturwissensch. Ed. 15, S.569. 1927. 
7) J. FRAUNHOFER, Gilberts Ann. 56, 264. 1817. 
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leeren Raum ist die Geschwindigkeit aller Lichtarten dieselbe 1), in den ponde
rabeln K6rpern aber der Regel nach fUr die gr6Bere Wellenlange (rot) grOBer 
als fUr die kleinere (violett) und zwar nimmt sie stetig mit wachsender Frequenz 
abo Diese, die normale, Dispersion war allein bekannt bis CHRISTIANSEN 2) zeigen 
konnte, daB es Ausnahmen von dieser Regel gibt. Es gibt K6rper, die, wie man 
sagt, anomale Dispersion zeigen. Bereits Le Roux3) hatte 1862 mit Joddampf
prismen Spektren mit anomaler Folge der Farben beobachtet. Geniigende Beach
tung fand aber erst die Beobachtung von CHRISTIANSEN, der im Jahre 1871 
anomale Dispersion bei alkoholischer Fuchsinlosung feststellen konnte. Fast 
gleichzeitig fand KUNDT4) in einer Reihe von klassischen Arbeiten die Beob
achtung von CHRISTIANSEN bei einer graBen Zahl von ahnlichen Korpern - und 
zwar Losungen und Dampfen - bestatigt. Er erkannte auch bereits, daB die 
anomale Dispersion mit der Absorption zusammenhangt und in der Umgebung 
der Wellenlangen auftritt, die stark absorbiert werden. Von theoretischen Vor
stellungen ausgehend, erwartete er anomale Dispersion bei den Substanzen, weIche 
intensive Oberflachenfarbung mit metallischem Glanz verbinden, da die von 
diesen reflektierten Strahlen von denselben beim Durchgang des Lichtes stark 
absorbiert werden. Dadurch wird aber die genaue Messung des Brechungsexpo
nenten im Gebiete anomaler Dispersion sehr erschwert und bleibt im wesentlichen 
auf die Randgebiete des Absorptionsstreifens beschrankt. 

CHRISTIANSEN beobachtete die Dispersion durch direkte prismatische Er
zeugung des Spektrums. Dabei iiberlagern sich aber unter Umstanden infolge 
anomaler Dispersion verschiedene Spektralgebiete. Dies wird vermieden durch die 
Methode der "gekreuzten Prismen", deren sich KUNDT bediente. Sie besteht in 
folgendem: Bei etwa horizontal gestelltem Spalt entwirft man mittels eines Pris
mas mit horizontaler Kante (oder mittels eines Gitters) ein vertikales Spektrum. 
Bringt man zwischen das erste Prisma und das Auge ein zweites Prisma mit ver
tikaler Kante, so verschiebt sich das vertikale Spektrum seitwarts und zwar fUr 
das kurzwellige Ende starker als fUr das langwellige. Zeigen beide Prismen im 
betrachteten Gebiet normale Dispersion, so erscheint also das neue Spektrum in 
schiefer Lage. Bestehen ferner beide Prismen aus demselben Material, so entsteht 
ein geradliniges, schragliegendes Spektrum (s. Abb. 1). Verwendung zweier ver
schiedener normal dispergierender Prismen liefert ein gekriimmtes Spektrum. 
Zeigt aber die Substanz, aus der das zweite Prisma besteht, anomale Dispersion, 
so ist die seitliche Ablenkung des ersten Spektrums ebenfalls anomal. Eine Sub
stanz mit einem Absorptionsstreifen gibt etwa das Bild der Abb. 2. An der 
Absorptionsstelle selbst ist das Spektrum unterbrochen, in der Nahe des Absorp
tionsstreifens ist die Anomalie am graBten. 

Man kann diese Methode auch auf Flammengase anwenden, wobei die Flamme 
selbst als Prisma mit horizontaler Kante wirkt. Mit dieser Anordnung beobachtete 

1) Das ergibt sich Z. B. aus der Beobachtung der Verfinsterung der Jupitermonde oder 
von Stemen .wechselnder Helligkeit (Bedeckungsveranderlicher), wie z. B. des Algol, bei 
deren groBer Entfemung von der Erde selbst eine sehr geringe Dispersion bereits eine starke 
Verzogerung des blauen gegeniiber dem roten Licht verursachen wiirde. Dber entsprechende 
Beobachtungen S. NORDMANN (Publikationen der Pariser Stemwarte) und TYKOFF (Publi
kationen der Pulkowaer Stemwarte). 

2) C. CHRISTIANSEN, Pogg. Ann. Bd. 141, S.479. 1870; Bd. 143, S. 250. 1871; Bd. 146, 
S. 154. 1872; Phil. Mag. (4) Bd. 41, S.244. 1871; Ann. chim. et phys. Bd.25, S.400. 1872. 

3) F. P. LE Roux, C. R. Bd. 55, S. 127. 1862; Pogg. Ann. Bd. 117, S.659. 1862. Friiheste 
Vermutung der anomalen Dispersion S. D. BREWSTER, Pogg. Ann. Bd.21, S.219. 1831 
sowie J. JAMIN, Ann. de chim. et de phys. (3) Bd.22, S. 311. 1848 und die diesbez. Ver
suche von H. QINCKE. Pogg. Ann. Bd. 119, S. 368. 1863 und Bd. 120, S. 599. 1864. 

4) A. KUNDT, Pogg. Anu. Bd. 142, S. 163. 1871; Bd. 143, S. 149 u. 259. 1871; Bd. 144, 
S. 128. 1871; Bd. 145, S. 67 u. 164. 1892; Wied. Ann. Bd. 10, S. 321. 1880. 
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bereits KUNDT die anomale Dispersion einer Na-Flamme in der Nahe der D
Linien. Durch Anwendung eines Spektralapparates mit graBerer Dispersion ge
lang esBEcguEREL (1898)1) und genauer JULIUS (1900)2) bei einer Wiederholung 
dieses Versuches die anomale Dispersion der beiden D-Linien getrennt zu beob
achten. Abb. 3 zeigt das Bild, das sich unter diesen Bedingungen beim Durch
gang weiBen Lichtes durch eine Na-Flamme ergibt. Die Flamme bricht natiirlich 
nicht stark. Man sieht ihre Wirkung nur an der Stelle der starksten Brechung im 
Absorptionsgebiet. Diese Methoden sind daher wohl zur schnellen Untersuchung 

\~~L 
I I 

IJ1 Dz 
Abb.1. Abb.2. Abb.3. 

brauchbar. Zur exakten Messung auf 5 Dezimalen muB man die iiblichen Refrak
tometer anwenden. 

2. Entwicklung der Theorie von CAUCHY bis zur Elektronentheorie 3). 

Bald fing auch die Theorie an, sich dieser Vorgange zu bemachtigen und auf 
diesem Wege vorzugsweise wurden die Vorstellungen entwickelt, die sich heute 
die Physiker iiber die Einwirkung der Materie auf den Ather bei der Lichtausbrei-
tung gebildet haben. . 

Schon das Problem der normalen Dispersion hatte der elastischen Licht
theorie groBe Schwierigkeiten verursacht, da Wellen verschiedener Lange sich, 
wie es beim Schall tatsachlich der Fall ist, in einem elastischen Medium mit 
gleicher Geschwindigkeit fortpflanzen sollten. lndem er annahm, daB bei den 
sehr kleinen Wellenlangen des Lichts die \Virkungssphare der Molekularkrafte 
nicht mehr klein zu sein brauche gegeniiber der Wellenlange, gelang es CAUCHY 4) 
mit Hilfe der so erweiterten elastischen Theorie, eine Dispersionsformel abzuleiten 
von der Form: bed 

n = a + ),2 + ),4 + ;,6 •••• 

Sie schien in der abgekiirzten Form 
b 

n=a+ ,(2 

zur Darstellung der damals allein bekannten normalen Dispersion zu geniigen 
und findet sich in der Literatur noch after zur formelmaBigen Darstellung von 
Beobachtungen in nicht allzuweiten Grenzen. 

Das Problem der Einwirkung der Molekularkrafte auf die Athermolekiile 
wurde nach Ableitung der CAUCHYSchen Formel urn die Mitte des vorigen Jahr
hunderts besonders von englischen Physikern mit groBem Eifer behandelt. 

1) H. BECQUEREL, C. R. Bd. 127. S. 899. 1898; W. H. JULIUS, Phys. ZS. Bd. 2, 
S. 349. 1901,' s. auch H. WINKELMANN, Wied. Ann. Bd. 32, S. 439. 1887. 

2) Auf die Versuche von JULIUS, die Erscheinung der anomalen Dispersion zur Er
kHirung gewisser Erscheinungen im Chromospharenspektrum und der Protuberanzen heran
zuziehen, kann hier nicht naher eingegangen werden. 

3) Ausfiihrliche historische Darstellung in Kaysers Handb. d. Spektroskopie Bd. IV, 
Leipzig 1908, Artikel PFLUGER. Ferner F. ROSENBERGER, Geschichte der Physik Bd. II. 
Braunschweig 1882. 

4) A. CAUCHY, Memoires sur la Dispersion. Prag 1836. 
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Es finden sich damals bereits theoretische Ansatze, welche auf anomale 
Dispersion hinweisen. Aber im Hinblick darauf, daB eine derartige Erscheinung 
noch nicht beobachtet war, behielt die CAUCHYSche Theorie lange die Oberhand. 

CAUCHY hatte angenommen, daB der schwingende Ather durch die Teilchen 
der Materie behindert werde, ohne daB an ein Mitschwingen der Teilchen gedacht 
wird. Aber bald kam man dahin, dieses Mitschwingen in Betracht zu ziehen. 
SELLMEIERl), der bereits vor Bekanntwerden der Versuche von CHRISTIANSEN 
und KUNDT auf Grund tbeoretischer Vorstellungen sich bemiiht hatte, anomale 
Dispersion an Fuchsin16sung aufzufinden, entwickelte seine Tbeorie im Jahre 
1872 eingehend und begriindete, indem er das Mitschwingen der Teilchen be
riicksichtigte und gleichzeitig den Molekiilen bestimmte Eigenschwingungen zu
schrieb, die moderne Dispersionstheorie, die die normale Dispersion mir als einen 
Spezialfall eines allgemeineren Gesetzes ansieht und zu engem Zusammenhang 
zwischen Absorption und anomaler Dispersion fUhrt. Die in weiterer Verfolgung 
der SELLMEIERschen Anschauungen gewonnenen Formeln von KETTELER-HELM
HOLTZ2) sind noch heute gebrauchlich. Sie sind auf Grund der elastischen Theorie 
abgeleitet, lassen sich aber auf die elektro-magnetische umdeuten. Die Umdeu
tung hat HELMHOLTZ3) selbst vorgenommen. Als neueste Phase der Entwicklung 
greift hier die Elektronentheorie ein, fUr die das Dispersionsproblem von be
sanders groBer Bedeutung ist. 

Die diesbeziiglichen Anschauungen, die auf DRUDE4), LORENTZ 5) und 
PLANCK 6) zuriickgehen, sind auch der folgenden Darstellung zugrunde gelegt. 
Man nimmt hier als mitschwingende Teilchen in den Ather eingelagerte Elek
tronen und lonen an, die durch ihre Bewegung das elektromagnetische Feld be
stimmen. Ruhende elektrische Teilchen wiirden iiberhaupt nieht wirken, im Gegen
satz zur elastisehen Theorie, weil dart aueh an starren, ruhenden Massen Ober
flachenbedingungen geiten, im elektrisehen Fall aber nur bewegte Ladungen auf 
die Strahlung EinfluB haben. 

b) Ableitung der Formeln nach DRUDE-VOIGT. 

3. Allgemeines zur Ableitung. Wir geben zunaehst die gew6hnliehe Ab
leitung wie man sie bei DRuDE oder VOIGT 7) in den Lehrbiiehern findet. Sie ist 
mathematisch kurz und elegant, hat aber den Nachteil, daB sie nieht klar erkennen 
laBt worauf es ankommt. Wir wollen dann spater eine andere, umstandlichere, 
dafUr aber in dem letzten Punkte durchsichtigere Ableitung geben. 

Zunachst miissen wir erklaren, warum iiberhaupt das Licht in versehiedenen 
K6rpern verschiedene Geschwindigkeiten hat, d. h. wir miissen das Vorhanden
sein des Brechungsexponenten erklaren. Wir treHen dann allerdings automatisch 
auf die Dispersion, d. h. die Frage naeh der Abhangigkeit von der Frequenz. 

Unsere Frage lautet also: Wir haben einen K6rper, den wir uns aus beweg
lichen Ladungen aufgebaut denken, und m6ehten wissen, wie sich in diesem K6rper 
elektromagnetische Wellen fortpflanzen. Wir sehen den K6rper zunachst als isotrop 

1) W. SELLMEIER, Pogg. Ann. Bd. 143, S. 272. 1871; Ann. chim. phys. Bd.25, S.421. 
1872; Pogg. Ann. Bd. 145, S. 399 u. 520. 1872; Bd. 147, S. 386 u. 525. 1872. 

2) H. v. HELMHOLTZ, Pogg. Ann. Bd. 154, S. 582. 1875; E. KETTELER. Theoret. Optik. 
Braunschweig 1885. 

3) H. v. HELMHOLTZ, Wied. Ann. Bd. 48, S. 389 und 723. 1893; s. auch F. KOLACEK. 
Wied. Ann. Bd. 32. S. 224 und 429. 1887. 

4) P. DRUDE, Lehrb. d. Optik, 2. Auti., Leipzig 1906; Wied. Ann. Bd. 48, S. 536. 18~3. 
5) H. A. LORENTZ, Wied. Ann. Bd.9, S.641. 1880; Enzyklop. d. math. Wiss. Bd. V. 

Leipzig. 
6) M. PLANCK, Ber!' Ber. 1902. S.470; 1903, S.480; 1904, S. 740; 1905. S.382. 
7) W. VOIGT. Wied. Ann. Bd. 67, S. 345.1899; Magneto- und Elektrooptik. Leipzig, 19u8. 
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an, d. h. wir beschranken uns vorerst auf Gase, Flussigkeiten und Glaser, schlieBen 
aber Kristalle aus. Eine zweite Voraussetzung, die wir machen, besteht darin, daB 
wir vom Standpunkt der elektromagnetischen Wellen aus den Rorper als homogen 
voraussetzen konnen, d. h., daB wir uns um die molekulare Struktur im einzelnen 
nicht zu kummern brauchen, sondern sie vielmehr in die Materialkonstanten 
hineinstecken konnen. Wenn wir Z. B. einen roten Farbstoff in Wasser l6sen, 
so wissen wir, die rote Farbe ist dadurch bestimmt, daB zwischen vielen Wasser
molekiilen einzelne Farbstoffmolekule herumschwimmen. Trotzdem konnen wir 
die Farbe durch die fur unsere grobe Betrachtung genugende Angabe "rot" be
stimmen. Das ist der Sinn des oben gesagten an einem Beispiel. Wir denken uns 
also den Rorper aus schwingungsfahigen Gebilden aufgebaut; aber diese mole
kularen Gebilde sollen so sitzen, daB ihre Abstande klein sind gegenuber der 
Wellenlange des einfallenden Lichtes. Ferner betrachten wir das einzelne Mole
kiil als punktf6rmig und seine Resonatoren, falls es mehrere tragt, als unter
einander nicht gekoppeltl). 

4. Wellengleichung. Wir brauchen jetzt die allgemeine Gleichung fUr die 
Ausbreitung der Wellen. Das sind einfach die MAXWELLschen Gleichungen fur 
Dielektrika : 

1 8)8 cat = rot~, (1 ) 

worin ~ = magnetische Feldstarke, ~ = elektrische Feldstarke, ~ = magnetische 
Verschiebung 'Il = elektrische Verschiebung bedeuten. Nun zeigt sich, daB wir 
p von vornherein = 1 setzen konnen. Das liegt daran, daB wir ferromagnetische 
Korper ausschlieBen 2) und daB in andern Korpern p nur wenig von 1 verschieden 
ist (um Glieder von der GroBenordnung von h6chstens 10- 4). Wir haben also: 

1 8S) 
rot~ = -c at· (1a) 

Wir differenzieren jetzt die erste der Gleichungen (i) nach t bei der zweiten (1 a) 
nehmen wir noch einmal die rot-Operation vor und haben: 

• 1 8 1 02~ rotrotQ; = -- -rotc:. = ---c 8t W c2 8t2 

oder die allgemeine Wellengleichung 

. 1 82 ~ (82 82 82 ) L1~ - graddlv~ = C2 872' wo L1 = 8x2 + 8y2 + dz2 . 

Der Gradient verschwindet, wenn wir elektrostatische Felder, die sich einfach 
uberlagern wurden, ausschlieBen. Es bleibt dann: 

82~ i2~ 82~ 1 82~ 
8x2 +8y2 + 8z2 - c2 8t2 = O. (2) 

Damit brauchen wir die ursprunglichen MAXWELLschen Gleichungen uberhaupt 
nicht mehr. 

5. Dielektrizitatskonstante. In der ebenen Welle interessiert uns als Kon
stante die Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Diese ist im wesentlichen durch die 
Dielektrizitatskonstante bestimmt. Das ist zu zeigen. 

1) Nimmt man elektromagnetische Koppelung in nicht punktfOrmigen Molekiilen an, 
so kommt man zur ErkW.rung der natiirlichen Aktivitat (M. BORN, Ann. d. Phys. Bd. 55, S. 177. 
1918.) 

2) Auch bei ferromagnetischen Korpern kann die Magnetisierung den hochfrequenten 
Lichtwellen nicht folgen. (ARKADIEW, GANS und LOYARTE.) 
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Wir nehmen eine ebene Welle in der z-Richtung an. Der Schwingungsvektor 
liegt dann in der xy-Ebene. Wir nehmen an daB er speziell in der x-Richtung 
liegt, so daB also 

Q:y = Q:z = O. 

Also konnen wir (2) in der Form schreiben: 

02 Q;x 1 02 'Ilx 
OZ2 = c2 - ot2 " • 

Wir setzen 
;w(t_£) 

(~ - rc; • e W 
\.!ox - ~ox J (4) 

also 

also 

(5) 

Das ist das aus der Elektrostatik bekannte Resultat: Die Verschiebung ~ 
ist proportional der Feldstarke Q:. In der Elektrostatik bezeichnet man den Pro
protionalitatsfaktor mit e und nennt ihn Dielektrizitatskonstante. Nun ist (4) 
die Gleichung einer ebenen Welle, die sich in der z-Richtung mit der Geschwindig-

keit w ausbreitet. Aus der Optik ist aber bekannt, daB -~ = n ist. Wir haben 
w 

also die Bedingungsgleichung: 

(6) 

Wenn man unter 8 die elektrostatisch meBbare GroBe versteht, ist diese Beziehung 
in einem groBen Wellenlangenbereich erfullt und dieser Umstand hat wesentlich 
beigetragen zur Durchsetzung der MAXWELLschen Theorie. In der Optik selbst 
stimmt die Gleichung (6) nicht mehr, da der Brechungsindex ja von der Wellen
lange abhangig ist. n wird immer bei hoher Frequenz, e im statischen Felde ge
messen. Wir mussen also e fUr groBe Frequenzen berechnen Urn das zu erreichen, 
mussen wir uns spezielle Vorstellungen uber den Aufbau der Materie machen. 
Es ist hier wie so oft in der Physik: Die weitreichenden Gesetze geben nur den 
groBen Rahmen. So konnen auch die MAXwELLschen Gleichungen nicht ohne 
weiteres die Abhangigkeit des Brechungsindex von der Wellenlange, d. h. also 
n als Funktion von 1 [n = f (l)J liefern. Sie fiihren nur zu der formalen Be
ziehung (6). Wollen wir diese weiter verwerten, so mussen wir auf die Natur der 
einzelnen Korper naher eingehen, indem wir die spezielle Annahme schwingungs
fahiger Gebilde einfiihren. Die MAXwELLsche Theorie selbst, nach der ja jeder 
Isolator durchsichtig sein muBte und nur metallisch leitende Korper Licht ab
sorbieren, kann hier nicht weiter fUhren. Die Moglichkeit detaillierterer Vor
stellungen gibt erst die Elektronentheorie, welche Materialkonstanten wie die 
Dielektrizitatskonstante z. B. auf atomistische GroBen der in den Ather ein
gelagerten Atome und Molekiile zuruckfiihrt. 

6. Polarisation. Diejenige FeldgroBe, die dirckt durch die eingelagerten 
Teilchen bestimmt wird, ist die Polarisation der Volumeneinheit, die sich additiv 
aus der Polarisation der einzelnen Atome zusammensetzt. Urn etwas naher 
hierauf einzugehen, treiben' wir .zunachst reine Elektrostatik. Wir haben zwei 
Kondensatorplatten von bestimmter Ladung. Die Feldstarke im Vakuum sei 
Q3. Sie ist bestimmt durch die wahren Ladungen, die auf den Kondensatorplatten 
sitzen. Wir bringen jetzt zwischen die Platten ein dielektrisches MEdium, z. B. 
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Benzol. Dieses wird durch das elektrische Feld polarisiert. Darunter verstehen 
wir folgendes: solange die Schwerpunkte der negativen und positiven Ladungen 
im Molekiil zusammenfallen, ist dieses nicht nur neutral, sondern noch nicht ein
mal polar. 1m Gegensatz dazu ist eine Magnetnadel z. B. polar. Der Schwer
punkt des einen Magnetismus ist an einer andern Stelle als der des andern. Zwei 
Magnetnadeln, die so zusammengelegt sind, daB die zwei gleichen Pole anein
ander grenzen (- ++ -), sind dagegen nicht mehr polar. Im elektrischen Felde 
werden nun die urspriinglich nicht polaren (Benzol-) Molekiile polarisiert. Sie 
verwandeln sich in Dipole, indem der Schwerpunkt der einen Elektrizitat nach 
der einen, der der andern nach der andern Seite gezogen wird. Ladung mal Ab
stand der beiden Ladungen bestimmen das Dipolmoment. Grob gesprochen haben 
dann alle Molekiile zwischen den beiden Platten ein positives Ende auf der 

einen, ein negatives auf der andern Seite. Wir be
merken, daB sich auf diese Weise (s. Abb. 4) an der 
positiv geladenen Platte eine induzierte negative 
Schicht, an der negativen eine positive Schicht 
"scheinbarer" oder "induzierter" Elektrizitat bildet. 
Diejenige GroBe, die durch die "wahren" Ladun-

Abb.4. gen bestimmt ist, nennt man jetzt elektrische Ver-
schiebung:tJ. Sie ist also in unserem speziellen Fall 

gleich der Feldstarke, die vor Einfullung des Dielektrikums geherrscht hatte. 
Andererseits ist die Feldstarke G); definiert als Kraft auf die Einheitsladung und 
wird mit der Probekugel gemessen. Bleibt man bei dieser urspriinglichen Defi
nition und nennt auch jetzt noch, was man mit der Probekugel miBt, Feldstarke, 
so erscheint die im Vakuum gemessene, von der wahren Ladung herriihrende 
Kraftwirkung jetzt durch die Wirkung der den beiden Platten anliegenden indu
zierten Ladungen geschwacht. 

Die so skizzierte 1) Wirkung des au13eren Feldes auf das Dielektrikum, das 
Auseinanderfahren der Molekiile, nennt man Polarisation. Es ist 

~ = ~ + 4n$ 

= ~ + 4nNtJ 

(\15 = Polarisation pro Volumeneinheit) 

(N = Zahl der Molekule pro Volumeneinheit, 
p = Polarisation des einzelnen Molekiils). 

Aus der Definition der Dielektrizitatskonstante :tJ/G); = e folgt also: 

(7) 

Je harter die Molekel, d. h. je kleiner die Dielektrizitatskonstante ist, desto schwa
cher sind die induzierten Ladungen, desto mehr bleibt also von der Wirkung der 
wahren Elektrizitat ubrig, desto naher kommt :tJ an G);. 

7. Bewegungsgleichung. Un sere Aufgabe ist jetzt, die GroBe ~ durch Eigen
schaften schwingungsfahiger Gebilde und in ihrer Abhangigkeit von der Frequenz 
des einfallenden Lichtes auszudrucken. Urn ein naheres Bild iiber die Natur der 
schwingungsfahigen Gebilde zu erhalten, gehen wir von dem wichtigen Erfah
rungssatz aus, daB, grob gesagt, die Farbe eines Korpers unabhangig ist von der 
Intensitat des Lichtes, in dem man ihn betrachtet, also von der Tatsache, daB 
der Brechungsexponent unbeeinfluBt ist von der Starke des Lichts. Das bedeutet, 
daB die Frequenz der Eigenschwingungen unabhangig ist von der Amplitude, also 
nach bekannten Sat zen der Mechanik, daB es sich urn quasielastische Schwin
gungen handelt. Das sind solche, die durch lineare Differentialgleichungen mit 

1) Siehe K. F. HERZFELD, Phys. ZS. Ed. 26, S.824. 1925. 
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konstanten Koeffizienten dargestellt werden. Nur sie liefern eine Lasung, in der 
die Farbe unbeeinfluBt bleibt von der IntensitaL Wir setzen also die Differential
gleichung fUr das schwingende Teilchen an in der Form der Bewegungsgleichung(8) 

mx + mw~x = O. (8) 

Das ist der denkbar einfachste Fall, in dem nur die Tragheitskraft (mi) und die 
riicktreibende Kraft mW6x wirken. Dazu kannen noch Glieder kommen, die den 
Sinn einer Reibung haben. Darauf solI jedoch erst weiter unten eingegangen 
werden. 

Urn nun die Polarisation eines einzelnen Atoms zu bestimmen, gehen wir 
so vor: 

Als Bewegungsgleichung der quasielastisch gebundenen Elektronen haben 
wir die Gleichung (8) einzusetzen. Sie stellt die freie Schwingung mit der Eigen
frequenz Wo dar. Ihre Lasung laBt sich ansetzen in der Form: 

x = A . eiwot • 

Fiir die erzwungene Schwingung ist 

mx + mW5x = St = e@", (e = elektrische Ladung). 

Also unter Beriicksichtigung von (4) und (9): 

e(,l;x x = -------
m(w6 - w2)' 

(9) 

(10) 

Nun ist ~ = ex (Ladung mal Abstand) = aSt, wo ale die Weichheit miBt, 
d. h. die Leichtigkeit, mit der ein Teilchen polarisiert wird. 

Enthalt ein Molekiil nicht einen, sondern p gleiche, u'ntereinander nicht ge
koppelte Resonatoren, so ist 

Somit nach (7): 
2 4nN e2 p F-1=n -1=--.,----;,-. 

m(wo - OJ") 

(10a) 

(11 ) 

8. Diskussion der Formel (11). Gleichung (11) ist die Dispersionsformel, 
wie sie DRUDE und VorGT aus der Elektronentheorie ableiteten. Sie wurde ge
wonnen durch eine Deutung der Polarisation durch quasielastisch gebundene 
Elektronen, die unter der Einwirkung einer elektrischen Welle erzwungene 
Schwingungen ausfUhren. 1m Vakuum ist 

Der EinfluB des durchstrahlten Mediums auBert sich also nach (11) III einem 
Zusatzglied 

4nNe2 p 
m(wr=~' 

Darin bedeutet w die Frequenz des einfallenden Lichts , Wo die Eigenfrequenz 
des Elektrons, m seine Masse, N die Zahl der MolekUle pro Raumeinheit und p 
die Resonatorenzahl pro Molekiil. Exakter miiBten wir fiir an Materie gebundene 
Elektronen setzen: 

mElektron • mMolektil 
m=~---

tnElektron + mMolekiH ' 
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was aber gleich mElektron gesetzt werden dar£ wegen mMolekill:> mElektron' Die 
statische Dielektrizitatskonstante stellt sich nach (11) dar in der Form 

4:nNe2p 2 
13 - 1 = 2 = n;.=oo - 1 . 

mwo 

13 ist demnach rim so groBer, je kleiner wo, d. h. je schwacher die Bindung des 
Elektrons ist. 

Solange wo> w, haben wir Werte von n> 1. Fur w = Wo wird n = 00. 

Dann wechselt das Vorzeichen. Hier springt die Phase der Schwingung gegen die 

1 

Welle urn n (5. dariiber spater). Die Kurve 
kommt aus -00 und nahert sich fUr Werte 
von w:> wo, dem Wert 1 (s. Abb. 5). Sobald 
wir also Wo nach der Seite groBer Frequenzen 
uberschritten haben, wird n 2 negativ. d. h. die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit wird imaginar. 
Bei noch groBerer Frequenz des einfallenden 
Liehts wird n 2 wieder positiv und steigt an. 
Die Forme! (11) versagt also auf jeden Fall in 

1--------,,-';---:7""'-----w der Nahe der Resonanzfrequenz (w N wo). Da

Abb.5. 

gegen ist sie in Gebieten normaler Dispersion 
durch die Er£ahrung gut .bestatigt. 

9. Ausdehnung auf mehrere Resonatoren
arten. Bisher haben wir nur eine Art schwin
gungsfahiger Gebilde angenommen. Gewohnlich 
kommt man aber mit dieser einfachen Vorstellung 
nicht aus. Wir mussen uns vielmehr die Korper 

als aus mehreren Resonatorenarten aufgebaut denken, die iI). verschiedener Zahl 
mit verschiedener Eigenschwingung (und Dampfung) vorhanden sind. Da nun 
die Gesamtpolarisation sich offenbar aus der Summe der Einze!polarisationen 
zusammensetzt, so ergibt sieh zur Darstellung der Dispersion beim Vorhanden
sein mehrerer Resonatoren in Erweiterung von Gleichung (11): 

n2 -1 = ""1 4:nNe2p; __ 1_ - ~ ~ mit e: = 4:nNe2 Pi. (11a) 
~/ mi ro~ - w 2 - .::::.; ro~ - 002 mi 

Nun fand LORENTZl) zuerst, daB bei K6rpern, deren Dispersion durch mehr
gliedrige Formeln dargestellt wird, sich das Verhiiltnis elm fUr Glieder mit ultra
violett en Eigenfrequenzen nahe gleich dem Wert von elm errechnet, wie es sich 
aus der Ablenkung von Kathodenstrahlen und aus dem Zeemanneffekt ergibt. 
DRUDE2) zeigte weiter, daB dies bei allen damals untersuchten Substanzen zu
trifft, wenn man nur die Resonatorenzahl pro Molekiil bzw. Atom (die Zahl der 
"Dispersionselektronen") gleich setzt der Zahl der "Valenzelektronen" und 
schloB daraus, daB die ultravioletten Eigenschwingungen durch quasielastisch 
gebundene Elektronen hervorgerufen werden. Heute, wo der Wert von elm auf 
anderem Wege sehr genau bestimmt ist, berechnen wir umgekehrt p mit Hilfe 
von elm (s. spater). Und dabei zeigt sich, wie hier schon bemerkt sei, die DRUDE
sche Beziehung: 

Zahl der Dispersionselektronen = Zahl der Valenzelektronen 
zwar oft angenahert bestatigt, doch versagt sie schon bei einfachen organischen 
Verbindungen 3). 

1) H. A. LORENTZ, Zittingsversl. Kon. Akad. Amsterdam 1898/99, S. 506 u. 555. 
2) P. DRUDE, Ann. d. Phys. (4) Ed. 14, S. 677. 1904. H. ERFLE, Miinchener Disser

tation 1907. 
3) C. u. M. CUTHBERTSON, Proc. Roy. Soc. London (A) Ed. 97, S. 152. 1920. 
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Etwas anders liegen die Verhaltnisse bei ultraroten Gliedern. Wollte man 
dort mit Hilfe des Verhaltnisses elm, wie es dem Elcktron zukommt, P bestimmen, 
so ergaben sich unverhaltnismal3ig kleine Zahlen. Daraus schlol3 DRUDE, daB 
fiir langsame Eigenschwingungen praktisch nur Atome oder Ionen in Betracht 
kommen, die ja eine verhaltnismal3ig grol3e Masse haben. 

Wir ki:innen danach auch schreiben: 

2 ~ 4:rNe2 pv _ +~ 4:rNe.2p, 
n - 1 = v (2 2) r M (2 2) • m W't! - OJ r OJ, - 0) 

(11b) 

(ultraviolett) (u.ltrarot) 

Wenn wir weit genug von den Absorptionsstellen entfernt sind, konnen wir cnt
wickeln. Fur den praktisch wichtigen Fall 

lal3t sich (11 b) dann schreiben 

(l)r < w 

wv>w 

n2-1= ~4nNe:p--,,+ ~(4nNe~pv')(w:)+ ~1±:rNe2!,'+ ",,:~'Ne~,W~(';) (11 c) 
~ mw1, ~ mmv Wv ~ Mrw r ~ Mr OJ 

(ultraviolett) (ultrarot) 

Das erste und dritte Glied sind meist von derselben Gri:il3enordnung. Dagegen 
ist das zweite oft gri:il3er als das vierte, wie leicht ersichtlich ist, wenn man sie in 
der Form 

4.:r N e2 jJ". (»2 und 
m w~ OJ~ 

schreibt, da ja immer 

ist. Deshalb werden in dem durchsichtigen Gebiet, das zwischen beiden liegt, 
immer die durch die Elektronenschwingungen hervorgerufenen Beitrage die 
Dispersion uberwiegend bestimmen. 

c) Experimentelles Material tiber normale Dispersion von 
Gasen und seine formelma.Bige Darstellung 1). 

10. Chemische Elemente. Urn nun zu zeigen, daB sich Formel (11) bzw. (11 a) 
in Gebieten normaler Dispersion (wo :';> w) tatsachlich durch die Erfahrung gut 
bestatigt, betrachten wir zunachst die Dispersion von Gasen. Ausfiihrlich solI 
hier nur auf die Dispersion des Argons und des Wasserstoffs eingcgangen werden, 
wahrend fiir eine Reihe anderer Gase nur den Beobachtungen genugende Formeln 
und die daraus berechneten Konstanten angegeben werden. Dabei werden die 
Formeln in der Form n -1 anstatt n 2 -1 gegcben, da man bei Gasen, wo n -1021 
ist, n 2 - 1 durch 2(n -1) ersetzen darf, so daB nur der Zahler auf der rechten 
Seite der Gleichung (11) mit dem Faktor t multipliziert zu werden braucht. Wir 
schreiben also (11) in der Farm 

271Ne2 p fl'/2 
11 - 1 = ------ = ---. 

m(w~ - (1)2) w~ - (1)2 

1) Eine ausfiihrlichere, aber nicht sehr tiefgehende Zusammenfassung gibt das Buch 
von LORIA, Die Lichtbrechung in Gasen. Braunschweig 1914. Kritische Sichtung des Beob
achtungsmaterials sowie formelmaJ3ige Darstellung fiir einatomige Gase s. K. F. HERZFELD 
U. K. L. WOLF, Ann. d. Phys. Bd. 76 (4), S. 71 u. 567. 1925. Beziigl. weiterer Messungen 
s. die Tabellen von LANDOLT-BoRNSTEIN-SCHEEL·RoTH, Leipzig 1921, S. 959££. 
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und indem wir zu Schwingungszahlen iibergehen I ), wegen w = 2Jlv, 

Ne 2 p 
n-1= (22)' 2nm vo - v 

oder wenn wir den von v unabhangigen Faktor 

mit C' bezeichnen 

Ne2 p, r/ 
mn 4",2 

C'/2 
n-1=-2--2' 

vo - v 

Flir Argon liegt eine Reihe von Beobachtungen vor. Da aber die Bestimmung 
der Konstanten urn so genauer wird, je groBer das Gebiet ist, liber das sich die 
Messungen erstrecken, und vor allem je weiter sie nach Seiten klirzerer Wellen2) 

reichen, geniigt es, die Werte von QUARDER 3), der allein auch im Ultravioletten 
(bis 2441 A) beobachtete, heranzuziehen. Sie lassen sich darstellen durch eine 

Formel 49981 . 1027 { Ao = 708,0 A, 
n 1 - 'mit (I) 

- -17953·1027 -v2 P=4,58. 
In Tabelle 1 sind die mit dieser Formel berechneten und die von QUARDER beob
achteten Werte angegeben. Ferner sind die mit einer zweigliedrigen Formel 

0,02715.1027 50131.1027 • {AI = 1029 A PI = 0,025 
n - 1 = +' mIt (I a) 

8499,6.1027 - v2 18215.1027 - v2 A2 = 702,9A P2 = 4,59 

berechneten Werte angegeben, da diese Formel, die die Beobachtung zwar nicht 
besser und nicht schlechter als die Formel I darstellt, aus Griinden, auf die wir 
spater eingehen werden, wahrscheinlicher erscheint. Die Beitrage der beiden 
Glieder sind getrennt angegeben. Aus den klein en Beitragen des ersten Gliedes 
erklart sich auch, inwiefern es iiberhaupt moglich ist, daB beide Formeln so weit
gehend iibereinstimmende Resultate liefern. Die Beobachtungsfehler diirften 
5 bis 10 Einheiten der letzten Stelle betragen, die Differenzen zwischen beobach
teten und errechneten Werter erreichen 22 Einheiten dieser Stelle. Auf den 
schwachen Gang zwischen Formel und Messung werden wir spater zuriickkommen. 

Tabelle 1. Argon. 

(n-l) ·10' I J I (n -1) 010' ber. nach Forme! (1 a) J 
xA I 

I 
~~~~:~: ~~~:,~. (~.) ber. - beob. , 1. Glied I 2. Glied Summe ber.-beob. 

2441 303,78 303,97 

I 
+0,19 I 3,88 300,09 303,97 +0,19 

2492 302,80 3,85 299,01 302,86 +0,6 
2618 300,38 300,37 -0,01 3,78 296,59 300,37 +0,1 
2766 298,11 3,71 294,26 297,97 -0,14 
2824 297,14 3,68 

I 

293,39 297,17 -0,07 
2961 295,50 295,28 -0,22 3,63 291,66 295,29 -0,21 
3349 291,62 291,43 -0,19 I 3,53 287,88 291,41 -0,21 
4275 286,34 286,25 -0,09 

I 3,39 I 282,87 286,26 -0,08 
4651 284,99 3,36 281,65 285,01 +0,02 
5105 283,79 3,33 I 280,54 283,87 +0,08 
5153 283,67 3,33 

I 
280,44 283,77 +0,10 

5218 

I 
283,50 283,03 +0,13 i 3,32 280,30 283,62 

I 
+0,12 

5700 282,55 282,77 +0,22 I 3,30 279,47 282,77 +0,22 
5782 282,47 282,65 +0,18 I 3,30 279,35 282,65 +0,18 

. c 2nc 
1) Es tritt also )etzt v = - an Stelle von w = --;_. 

A A 
2) Messungen im Ultrarot tragen, so fern ihre Genauigkeit nicht iiber die bisher erreichte 

hinausgeht, zur Bestimmung genauerer Formc1n nicht sehr viel bei, da die Dispersion nur noch 
sehr klein ist. Die Anzahl guter Messungen im Ultravioletten ist leider immer noch sehr klein. 

3) B. QUARDER, Ann. d. Phys. (4) Bd. 74, S. 255. 1924. 
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Fiir einatomige Gase liegen geniigend zahlreiche und genaue Messungen 
bis jetzt nur noch fiir die iibrigen Edelgase vor, und zwar von CUTHBERTSON l ) 

fUr das sichtbare Spektrum sowie fUr Helium eine ins Ultra violett reichende 
Beobachtungsreihe von KocH2). Tabelle 2 gibt die Konstanten der Formeln, 
die diese Beobachtungen darstellen wieder. Fur Neon, Krypton und Xenon sind 
sie den Arbeiten von CUTHBERTSON direkt entnommen. Brauchbare zweigliedrige 
Formeln von der Art der Argonformel (Ia) sind hier wegen des klein en und 
relativ langwelligen Spektralbereichs noch nicht angebbar. Ebenso zeigt sich, 
wohl aus demselben Grunde, der beim Argon und Wasserstoff beobachtete kleine 
Gang zwischen Rechnung und Beobachtung noch nicht. 

Eine Ausdehnung der Beobachtungen nach Seite kurzer Wellen diirfte 
beides bringen, aber im ganzen die Konstanten der CUTHBERTsoNschen Formeln 
nur mehr unwesentlich andern, etwa in der Weise, wie die in der Tabelle an
gefiihrten Heliumwerte der CUTHBERTsoNschen Formel gegeniiber den ebenfalls 
in der Tabelle angegebenen Werten, die sich aus der formelmaBigen Darstellung 
der bis ins Ultraviolette reichenden Beobachtungen von KOCH berechnen. Neben 
dieser eingliedrigen lassen sich die KocHschen Messungen, ahnlich wie die QUAR
DERschen Argonmessungen, durch zweigliedrige Formeln darstellen. (Naheres 
hieruber s. spater.) 

Tabelle 2. Dbrige Edelgase. 

C' 
1'0 A Bemerkungen Element _ _ 10- 27 vB. 10 _27 P 

2 

1,21238 34991,7 507 1,11 Formel von CUTHBERTSO,," 
1,3314 38423 484 1,22 eingliedrige Formel 

He {0,03579 u. I 26352 u. 584 u. 0,033 u-}: zweigliedrige Forme! 
1,2984 39003 480 1,19 ' 

{0,55200 u. 26352 u. 584 u. - r 0,)01 u. ! 
zweigliedrige Formel 

1,9840 144730 249 1,82 i 

Nc I 2,59326 38916,2 481 2,37 ' Formel von CUTHBERTSON 
Kr 5,3445 12767,9 840 4,90 
Xe 6,1209 8977,9 1001 5,61 

Dispersionsmessungen fiir einatomige Metalldampfe liegen ebenfalls vor3). Doch 
sind die Messungen noch sehr wenig zahlreich (meist nur fUr einige Linien des 
sichtbaren Spektrums) und zum Teil noch sehr unsicher, so da13 auf sie nicht 
weiter eingegangen werden solI. 

11. Molekiile und Verbindungen. Wahrend bei einatomigen Gasen nur 
ultraviolette, ·(auf Elektronen zuriickzufiihrende) Eigenfrequenzen in die Dis
persionsformel eingehen, sind bei Molekiilen auch solche im Ultraroten zu er
warten, wie denn tatsachlich bei einigen Gasen z. B. CO2 und CH4 im Gebiet 
groBerer Wellenlange (rot oder ultrarot) bereits anomale Dispersion beobachtet 
wurde. Fur die hier zunachst allein interessierende normale Dispersion liegen 
Messungen fUr eine gro13e Anzahl von Molekulen bzw. Verbindungen vor. Aus
fiihrlicher soIl nur die Dispersion des Wasserstoffs behandelt werden. 

Die Dispersion des Wasserstoffs ist von einer gro13en Reihe von Beobachtern 
gemessen worden. Die sorgfaltigsten Messungen der letzten Jahre sind die von 

1) C. u. M. CUTHBERTSON, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd.84, S.13. 1910. 
2) J. KOCH, Ark. f. Mat., Astron. och Fys. Bd.9, Nr.6. 1913. 
3) C. CUTHBERTSON U. E. P. METCALFE, Proc. Roy. Soc. (A) Bd. 80, S. 411, 1908; 

Phil. Trans. (A) Bd. 207, S. 135. 1906; J. C. McLEl.;NAN, Proc. Roy. Soc. (A) Bd. 100, 
S.191. 1921; K. F. HERZFELD U. K. L. WOLF, Ann. d. Phys. (4) Bd.7(" S. 71. 1925; 
s. auch Ziff. 16. 
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CUTHBERTSON 1) , KOCH2) und KIRN3), die aIle in beriicksichtigt werden. Sowohl 
KOCH als KIRN geben Dispersionsformeln an. Die Formel von KOCH stellt dessen 
Messungen sowie die von KIRN bis 2300 A gut dar, geniigt aber nicht mehr fiir 
die von KIRN gefundenen Brechungsindizes im Gebiete kiirzerer Wellen, ein 
Fall, an dem die besondere Bedeutung einer moglichst weiten Ausdehnung der 
Messungen ins Ultraviolette zur genauen Formelbestimmung deutlich hervortritt 
(s. Zif£' 10). Andererseits ergab eine Kontrolle der KIRNschen Tabelle (S. 572 
seiner zitierten Arbeit), daB die Differenz der beobachteten und berechneten 
\Verte groBer ist, als dort angegeben. Dagegen gibt die folgende, etwas von 
der KIRNSchen abweichende Formel 4) 

mit 
}'l = 734,5 A; 
A2 = 942,6 A; 

Pl = 0,69. 

P2 = 0,84. 

(II) 

die Messungen gut wieder. Tabelle 3 enthalt die gemessenen und die berechneten 
Werte. Der Maximalfehler der Beobachtungen diirfte 18 Einheiten der letzten 
Dezimale betragen. Die Differenzen zwischen Messung und Rechnung iiberschrei
ten die Beobachtungsfehler nur wenig, zeigen aber, ahnlich wie beim Argon, 
einen wenn auch schwachen, so doch deutlichen Gang. 

Tabelle 3. 'Vasserstoff. 

I.A (n-I) .\0' (n - 1) • 10' berechnet nach Forme! (II) 
I ber. -,1 beob. beob. von KIRN I 1. G!ied 2. Glied Summe 

1854 1759,96 
i 

1224,35 535,94 1760,29 +0,33 
1862 1755,41 1220,66 535,08 1755,74 +0,33 
1935 1718,24 1190,31 527,87 1718,18 -0,06 
1990 1693,95 1170,62 523,11 1693,73 -0,22 
2302 1594,18 1090,87 503,06 1593,93 -0,25 
2379 1576,81 1077,19 499,49 1576,68 -0,13 
2535 1546,90 1053,74 493,27 1547,01 +0,11 
2753 1515,00 1028,65 486,50 1515,15 +0,15 
2894 1498,59 1015,85 482,98 1498,83 +0,24 
2968 1491,01 1009,97 481,36 1491,33 +0,32 
3342 1461,33 986,58 474,81 1461,39 +0,06 
4047 1427,41 960,19 467,26 1427,45 +0,04 
4078 1426,32 959,35 467,02 1426,37 +0,05 
4359 1417,73 952,65 465,07 1417,72 -0,01 
5462 1396,50 936,00 460,20 1396,20 +0,30 

(Xl 1360,005) 

Neben Wasserstoff ist vor aHem Kohlendioxyd sehr oft und sehr genau unter
sucht. Auf seine anomale Dispersion im Ultraroten solI erst spater eingegangen 
werden. Die Beobachtungen im Ultravioletten und sichtbaren Spektrum lassen 
sich darstellen durch eine Formel von der Form 

_ 6,2144 . 1027 6) • 

n-1-14097·1027-v2 ' J. o = 799; p = 5,70. (III) 

1) C. u. M. CUTHBERTSON, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd.83, S. 151. 1909. 
2) ]. KOCH, Ark. f. Mat., Astron. och Fys. Bd.8, Nr. 20. 1922. 
3) M. KIRN, Ann. d. Phys. (4) Bd. 64, S. 566. 1921. 
4) H. SCHULER U. K. L. WOLF, ZS. f. Phys. Bd. 34, S. 343. 1925. 
5) nl~oo - 1 (ber.) = 0,00027; 8 - 1 ist von C. T. ZAHN (Phys. Rev. Bel. 24, S. 400, 

1924) beobachtet zu 0,000265. 
6) C. u. M. CUTHBERTSON, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 97, S. 152. 1920; ]. KOCH, 

Ark. f. Mat., Astron. och Fys. Bel. 10, N r. 1. 1914. 
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Messungen an Sauerstoff, Stickstoff, Chlor, Brom, Jod (anomale Dispersion im 
Sichtbaren), Fluor, Wasserdampf, Ozon, Schwefelwasserstoff, Schwefeldioxyd, 
Cyan, Ammoniak, Stickoxyd, Stickoxydul und Kohlenoxyd liegen fUr mehr oder 
weniger zahlreiche Wellenlangen vor und sind teilweise auch formelmaBig dar
gestellt. Die Zahlenwerte lE1d Literaturangaben sind in den bereits zitierten Zu
sammenstellungen zu finden. Nur die Konstanten der Formeln, die CUTH
BERTSON1) fur seine Messungen an den Halogenwasserstoffen angibt, sollen hier 
noch in einer Tabelle zusammengestellt werden: 

Tabelle 4. 

C' 
i·oA __ 10- 27 P~ _10- 27 P 

2 

HCI 4,6425 1066,40 919 4,25 
HBr 5,1446 8668,4 1019 4,71 
HJ 5,7900 6556.4 1172 5,30 

AuBerdem sind die Messungen FRIBERGS2) (im Institut von J. KOCH) besonders 
zu nennen, der die Dispersion von NHa bis ins Ultraviolette gemessen hat. Sie 
werden dargestellt durch eine Formel mit den EigenwellenHingen 11 = 873, 
12 = 1965 A und den Elektronenzahlen P1 = 3,65, P2 = 0,07. 

An gasfOrmigen Kohlenwasserstoffen endlich mussen Methan (anomale Dis
persion im Ultraroten), Athan, Azetylen und Athylen angefUhrt werden. Methan 
ist [von FRIBERG2)] bis weit ins Ultraviolette gemessen. Wie bei NHa werden auch 
hier die Beobachtungen am besten durch eine zweigliedrige Formel dargestellt. 
Deren Konstanten sind 11 = 755,5, 12 = 1255,5 A; Pl = 5,08, P2 = 0,42. 
CUTHBERTSON gibt etwas andere Konstanten: PNH, = 2,72; PCH, = 4,60; 
loNH. = 1052; loCH, = 878 A.) 

Fur die Reihe Ne, HF, HP, NHa und CH4, fur die man nach GRIMM Edel
gaskonfigurationen (F -, 0 - -, N3 -, C4 -) annimmt, sind die Konstanten in 
Tabelle 4a zusammengestellt: 

Tabelle 4a. 

c' -_10- 27 'V~.10-n p 
2 

Ne 2,59326 38916 2,37 
HF (2,6) (20703) (2,37) 
H 2O 2,6270 10697 2,41 
NH3 2,9658 8135 2,72 
CH, 5,0277 11689 4,60 

Die C (2 und vij sind die von CUTHBERTSON angegebenen, die fUr Vergleichs
zwecke den Vorteil des gleichen Autors haben. Der eingeklammerte Wert fur 
vij bei HF ist aus der von FAJANS und Joos geschatzten Molrefraktion (s. spater) 
berechnet, unter der Annahme, daB C(2 in der ganzen Reihe praktisch gleich 
2,6· 1027 ist. (Weiteres s. Ziff. 76c). 

Normale Dispersion ist ferner bei einer Reihe von Kristallen beobachtet 
und durch Formeln vom Bau der Gleichung (11 a) dargestellt worden. Doch ist 
Gleichung (11) in dieser einfachen Gestalt bei Kristallen, wo sich die einzelnen 
Atome bzw. lone wegen der dichten Packung gegenseitig beeinflussen, theoretisch' 
nicht zulassig: Die diesbezuglichen Beobachtungen k6nnen daher erst spater 
besprochen werden. 

1) C. u. M. CUTHBERTSON, Phil. Trans. Bd.213, S. 1. 1913. 
2) S. FRIBERG, ZS. f. Phys. Bd. 41, S.378. 1927. Diesbez. Absorptionsmessungen s. 

G. LANDSBERG U. A. PREDWODlTEFF, ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 544. 1925. 
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d) Ausdehnung der Formeln auf anomale Dispersion. 
Absorption. 

12. Einfiihrung des Dampfungsgliedes in die Bewegungsgleichung. For
mel (11) findet sich also in Gebieten, in denen W < Wo ist, gut bestatigt. 
Dagegen versagt sie, sob aId wir in die Nahe der Resonanzfrequenz kommen, 
weil dort, wie bereits Ziff. 8 erwahnt, n2 negativ, also die Fortpflanzungsge
schwindigkeit des Lichts imaginar wird. An der Stelle Wo selbst wird der Bre
chungsindex 00. Die Abweichung von n 2 yom Werte 1 kam dadurch zustande, 
daB die Molekiile unter dem EinfluB der einfallenden Welle zu Dipolen verzerrt 
wurden, wobei das Dipolmoment bestimmt war durch Ladung mal Abstand. 1m 
Falle der Resonanz wird das Moment des Dipols und damit Polarisation und 
Brechungsindex unendlich groB. Wir haben jetzt dafiir zu sorgen, daB in unserer 
Formel das Dipolmoment nicht mehr unendlich groB wird und erreichen das, 
wie immer wenn bei schwingenden Gebilden unendlich groBe Ausschlage ver
mieden werden sollen, durch Einfiihrung einer Reibungskraft. Ohne Dampfung 
mtiBte ja auch jede Feder im Resonanzfalle unendlich groBe Ausschlage geben. 

Wir mtissen also, urn Gleichung (11) zu verbessern, den einen Teil unserer 
Gleichungen (1) bis (8) erweitern. Das, was wir tiber die elektromagnetischen 
Teile gesagt haben, bleibt unverandert, also die Beziehung (7): 

Ii = n2 = 1 + 4nN g . (7) 

Dagegen andert sich der Zusammenhang zwischen Polarisation und Feldstarke, 
d. h. die Bewegungsgleichung (8) des quasielastisch gebundenen Elektrons: 

mx + bi + mW5x = e0;", = e0;o"" eiwt . (8a) 

Darin stellt bi das Dampfungsglied dar, in dem die Dampfung proportional der 
Geschwindigkeit gesetzt ist. Als Lasung haben wir, wie sich leicht verifizieren laBt, 

x = A . eiuJt = _ -,----_ _ e_~.2X_cc-
in (w~ - w2 + 1~ £ (() ) m ( wg - w2 + -~ i w) 

(10a) 

Fur b = 0 ist das unser altes Resultat (10). 
Wir wollen jetzt zunachst das Verhalten von x naher betrachten. Wir tragen 

in Abb. 6 als Ordinaten den absoluten Betrag der Amplitude des Ausschlages auf. 

fA} 

, 
L---------7'.---------~ "'. 

Abb.6. 

" '1' 

-~{~:> 
GJo 4J 

Abb.7 . 

In Abb. 7 und 7a stellen die Ordinaten die Phasendifferenz cp der anregenden und 
der angeregten Schwingung dar. Dabei sei zunachst die Dampfung b = O. Die 
Gestalt der Abb. 6 ist dann aus der Formel ohne weiteres ersichtlich. Abb.7 ergibt 
sich nach Formel (10a) daraus, daB fUr w < Wo die Phase der anregenden und 
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der angeregten Schwingung gleich, also die Phasendifferenz cp = 0 ist, wahrend 
fUr w> Wo das Vorzeichen der beiden Schwingungen entgegengesetzt, d. h. 
cp = - n ist (s. Abschn. IVa). Wir haben also an der Resonanzstelle einen 
Phasensprung urn n. 

Betrachten wir jetzt den Fall b =Fe 0 (s. Abb. 6a und 7a). Wir form en (loa) 
urn m 

. , ? b. or - OJ'" - - Z(j) 
e0:ox 0 m iwt 

X = _ . . --------.- - -- . e 
m (? )2 b2 

9 or - w + - w-o m 2 

und erkennen zunachst, daB jetzt die Amplitude nicht mehr unendlich werden 
kann, denn die Summe der Quadrate im Nenner ist immer =Fe O. Durch EinfUhrung 
des Damph.ingsgliedes ist also die Gefahr des unendlich groBen Ausschlages be
seitigt. Aus (1 Oa) erhalten wir we iter den Ausdruck: 

( 12) 

wobei 
b w 

tgcp = -m' (w~ _ (1)2) (13 ) 

ist. Die Amplitude ist jetzt durch den Wurzelausdruck in (12), die Phasenverschie
bung durch (13) bestimmt. Fur w = 0, d. h. fUr den statischen Fall spielt die 
Dampfung keine Rolle. Mit wachsendem (J) steigt die Kurve in Abb 6a nicht ganz 
so schnell an wie in 6, erreicht ein Maximum, das jetzt etwas gegen Wo verschoben 
l'3t und nahert sich mit wachsendem w dem Werte O. Die Frequenz, bei der die 

Abb.6a. 

-;[ z 

Wo 

Abb. 7a. 

Amplitude ihr Maximum erreicht, ergibt sich aus (12) durch Differentiation und 
Nullsetzen des Differentialquotienten zu 

2 2 b2 0 V'2 

(J)max = COo - 2m2 = (00 - '2 ' 

wobei im AnschluB an VOIGT blm = v' gesetzt ist. Das Maximum liegt also links 
von Wo' Die Verschiebung geht quadratisch mit b 1m oder v'. Die Phase geht w~e 
fruher von 0 bis -n, springt aber nicht an der Stelle wo, sand ern geht dart stetIg 
durch -n/2 (s. Abb. 7a). 
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13. Komplexer Brechungsindex. Wir schreiben jetzt ferner, ebenfalls im 
Anschlu13 an VOIGT, fUr den allgemeinen Brechungsindex n. Wir setzen wie oben 
(Ziff. 7) den Wert von x, der jetzt das Dampfungsglied enthalt, in (7) ein. Das 
ergibt 

2 4:reNe2p 1 1 4:reNe2p co~-co2-ico¥ 
n = 1 + m . w~ _ co2 + iw¥ = + m • (cog _ C02)2 + C02V'2' (14) 

Der so definierte allgemeine Brechungsindex ist komplex. Wir zerlegen in den 
reellen und imaginaren Teil und setzen n = n(1 - ix). Also 

und 

(15) 

(16) 

( 17) 

Urn die Bedeutung des komplexen Brechungsindex zu erkennen, gehen wir auf 
seine Definition in der Gleichung (6) zuruck. Es wird unter Berucksichtigung 
von (15) und (4): 

wn"z i(o(t-~Z) 
. e C 

wn"'z 

Das Glied e zeigt eine Absorption des Lichtes, eine Verkleinerung der 

Amplitude mit dem Fortschreiten der Welle an. Da _c_ = -2J• ist, miBt 21 
conx:rex :rex 

die Zahl der Wellenlangen, innerhalb deren das Licht auf den e-ten Teil seiner 
ursprunglichen Amplitude abfant, also 1/4nx den Abstand, in dem die Inten
sitat auf 1le abnimmt. Fur kleine Dichten, wenn n nahe 1 ist, kann man n2 x 
statt nx als MaB fUr die Absorption nehmen. 

14. Absorption. Wir beginnen mit der Diskussion der Formel (17). Der 
Faktor 4nN e2 p/m ist von w unabhiingig. Er ist proportional der Zahl der absor
bierenden Teilchen in der Volumeneinheit. 

Nun ist stets v' < Wo (s. Ziff.27). Betrachten wir zunachst Gebiete, wo w 
weit weg ist von wo, so k6nnen wir in dem zweiten Bruch der Gleichung (17) 
W 2 V'2 streichen neben (w~ - ( 2)2. wv' selbst wollen wir nicht vernachlassigen. 
Wir haben also: 

wo 
, 4:reNe2 p 
0=----
~ m (17 a) 

gesetzt ist. Die Absorption ist also fiir den vorliegenden Fall (w stark verschieden 
von (.00) wegen des groBen N enners sehr klein und beinahe symmetrisch auf beiden 
Seiten von Wo (nicht ganz symmetrisch wegen des w im Zahler). 

In der Nahe von Wo verlauft die Absorptionskurve dagegen jetzt anders. 
Wir setzen Wo - w = d. Formel (14) kann dann annahernd die Form annehmen: 

2 _ ' co~ - (coo - ~}2_ icop' 
n - 1 + e [ru~ _ (coo _ 11)2]2 + co2V'2 

(14a) 

,2 COo II - icoov' 
ex> 1 +e 4co~1l2+cogv'2' 

1) In dem vorliegenden Artikel sind lediglich die mit der Dispersion eng zusammen
hangenden Fragen der Absorption behandelt (s. auch Abschnitt III). Wegen der ubrigen 
Probleme der Absorption sei auf die Artikel von GREBE und LEY in Bd. XXI dieses 
Handbuches verwiesen. 
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wobei quadratische Glieder von b vernachlassigt sind und in dem Ausdruck 
wv' das w ersetzt ist durch woo Fur Werte von w sehr nahe gleich wo, also sehr 
kleines 0, ist OJ v' das MaBgebende. 

Fiir 2n2 /t ergibt sich aus (14a) und (15): nlx 

j/ 2 ? _, 

n- x = I! ;~O(4«52 + /2) . 
Der Verlauf der Absorption ist dargestellt in 
Fiir (j = 0 hat die Absorption ihr Maximum: 

(2' 
2n2xmax = -- i' 

Wo)' 

(17b) 

Abb.81). 

Je kleiner v' ist, desto groBer ist der Maximalwert. 1m 
ubrigen ist die Anordnung symmetrisch zu OJo, so lange 
eben 0 klein ist. Andernfa11s ist die Symmetrie nur 
noch annahernd gewahrt (s. 17a). Die Hohe der Ab
sorptionskurve ist also bestimmt durch 

2 4nN e2 p 1 n x . = --------. ----
max m NOV' • 

- w 

Abb.8. 

Urn tiber die Breite des Absorptionsstreifens etwas zu erfahren, betrachten wir 
den Ausdruck n2xjn2xmax. Von besonderem Interesse ist die sog. Halbwerts
breite, d. i. derjenige Wert von 15 doppelt genommen, flir den der zugehorige 
Wert von n2 x auf die Halfte seines Wertes an der Stelle starkster Absorption 
gesunken ist. Die Halbwer"tsbreite gibt also die Breite cler Absorptionskurve an 
I S 11 I 2 n- "ilia, . 1 GI' h (er te e, an (er n x =2- 1St. Aus (er elc ung 

n 2 x )/2 

n 2 "rna, 4 -~-2 +-V'Z 
( 18) 

folgt, daB die Hohe der Absorptionskurve die Halfte ihres Maximums erreicht 
fUr 0 = iv'. Dieser Wert 5011 im folgenden mit o! bezeichnet werden. Die 
Halbwertsbreite wird also durch v' bestimmt und ist demnach urn so groBer, 
je groBer die Dampfung ist. Die Kurve (s. Abb. 8) wird also mit wachsendem '1" 

nieclriger, aber breiter. Die Art cler Kurve bleibt immer clieselbe, nur die Ma/3-
stabe in'den Koordinaten andern sich. Gleichung (18) laBt sich jetzt, nach Ein
filhrung der Halbwertsbreite, auch in cler Form schreiben 

11,2", 

( 19) - (---;r-)2' 1 -I- -
«5~ 

112 X mu \: 

Unter cler so eingeflihrten Halbwertsbreite einer Absorptionslinie ist die 
Halbwertsbreite fUr unencllich dtinne Schicht zu verstehen. Die Starke einer 
A bsorptionslinie hangt namlich exponentiell von der Schichtclicke abo Pro
portionalitat zwischen Intensitat und Schichtdicke, also Unabhangigkeit der 
Halbwertsbreite von der Schichtdicke ergibt sich daher erst bei sehr geringen 
Schichtdicken. Bei Emissionslinien ist dagegen die Extrapolation auf unencllich 
diinne Schicht nicht notig, es sei denn, daB Selbstabsorption stattfindet2), bei 
cler cler mittiere Teil der Linie durch den emittierenden Dampf starker absorbiert 
wird ais die Ranclpartien. Ohne Selbstabsorption ist die Intensitat flir die ganze 
Linie der Schichtclicke proportional, die Halbwertsbreite also davon unabhangig. 

1) Experimentelle Eestatigung S. R. MINKOWSKI, ZS. f. Phys. Ed. 36, S. 839. 1926. 
2) Siehe T. ROYDS, Proc. Roy. Soc. London (A) Ed. 107, S.360. 1925; W. ORTHMANN, 

Ann. d. Phys. Ed. 78, S.601. 1925; R. LADENBURG 11. F. REICHE, Ann. d. Phys. (4) 
Rd. 42, S. 181. 1913. 

Handbuch der Physik. XX . 32 
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Bei sehr schwacher Absorption, d. h. dunner Schicht k6nnen wir den Aus-
nxroz 
--- ] - ] nxwz 

druck 1 = 10' e c (s. Ziff. 13) ersetzen durch T = -c- und ge-

winnen damit die M6glichkeit, die im Bereich des Absorptionsstreifens absor
bierte Menge zu berechnen, indem wir unter Umgehung der Exponentialfunktion 
zjc fnuwdw bilden, was dann aber nur fur kleine Schichtdicken gilt. Unter Be
nutzung von (19) schreiben wir dafUr 

-00 

z 2:tNep :t 
=c'-m--'z' (20) 

wenn man die Integration uber die w durchgefuhrt. (DaB wir bis w = 00 inte
grieren, bedingt keinen wesentlichen Fehler, da die Absorption nur in der Nahe 
von Wo merkliche Starke erreicht.) 

Bei geringer Schichtdicke k6nnen wir also nach (20) aus einer Absorp
tionsmessung direkt auf die Zahl der Resonatoren schlieBen. Die Gesamtabsorp
tion ist in diesem FaIle unabhangig von der Dampfungsstarke '))'. 

Der physikalische Grund hierfiir wird noch klarer, wenn man die Wirkung 
der Dampfung von einem andern Standpunkt ansieht, wie es zuerst von KRONIG1) 

ausgesprochen worden ist. Man kann namlich sagen, daB die Wirkung der Damp
fung darin besteht, die urspriinglich vollkommen scharfe Absorptionslinie in ein 
Band von der Form der Abb. 8 [Gleichung (18)J auseinanderzuziehen. Die Zahl 
der virtuellen Resonatoren wird nicht verandert, sie haben alle eine scharfe 
Absorption, aber nicht aIle an der gleicl-en Stelle wo, sondern bei der Frequenz 
Wo + b, wobei der Bruchteil derjenigen mit einem b zwischen b und b + db 
gleich 2v' 1 

--·----dd 
:t 4b2 +v'2 

ist. (Die Konstante 2v In ist so bestimmt, daB die Gesamtzahl richtig heraus
kommt.) Da die Gesamtzahl der Resonatoren sich bei dieser Vorstellung nicht 
andert, bleibt auch die Gesamtabsorption konstant. 

Bei dieser Auffassung kommt auch als Brechungsindex fUr das ganze Gas 
richtig Gleichung (14) heraus, wenn man fUr den idealen Resonator mit scharfer 
Absorption (11) ansetzt. Es ist namlich nach einiger Rechnung 

+00 

q .' A 2v' 1 
n- - 1 =.J (000 + ,,)2 _ 002' --;;-. 04b2 + y,2 db , 

-00 

-00 

+00 

A 1 1 1 2" - ---- . -~---d-
- :t(W~ - 002) (2")2 2" wy' 1" , 

1 + -;I 1 + ---:;7 002 _ 002 
o 

-00 

A {w~ - 00 2 - iwv'} 
= (w~ - 00 2)2 + 002 1,12 • 

1) R. DE L. KRONIG, Journ. Amer. Opt. Soc. 1926. 
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15. Dispersion in der Nahe des Absorptionsstreifens. Wenn wir ,,2 gegen 
1 vernachlassigen, ergibt sich aus (16) und (14a): 

(21) 

Wir sehen zunachst: Der Brechungsindex verlauft jetzt auch innerhalb der 
Absorptionsbande stetig (s. Abb. 9 im Gegensatz zu Abb. 5). n 2 - 1 kehrt sein 
Vorzeichen urn an der Stelle wo, da 0 sein Vorzeichen umkehrt. Die Maxima 
und Minima des Ausdrucks liegen an den Stellen (-\ oder 1"/2. (Es handelt sich 

urn das Maximum einer Funktion von der Form -~)' . An den Umkehrpunk-
. 1 + x 

ten 1St , 
1/2 -1 =±- (!- . n Z 

2W01,l 

Auf beiden Seiten verlauft die 
Kurve wieder symmetrisch1) (s. Abb. 9). 

16. Experimentelles zur anomalen 
Dispersion 2). Formel (14) stellt also 
neben der Absorption auch die anomale 
Dispersion dar. Fiir die normale Disper
sion geht sie in Gleichung (11) iiber, wie 
aus (14 a) leicht ersichtlich ist. Wenn man 
von der Linie so weit entfernt ist, daB '--------~w • .--------~w 

I w5 - w2 1 > Wo I Wo - ()) I> wov' oder Abb. 9. 

Wo - wi> v', darf daher immer die einfache Gleichung (11) angewandt werden. 
Das ist in der Entfernung einiger Linienbreiten der Fall. Experimentell bestatigt ist 
diese Folgerung an der Kohlensaure, bei der sich der Verlauf der Dispersion auch 
noch in der Nahe der beiden ultraroten Absorptionsbanden durch die einfache 
Gleichung (11) wiedergeben laJ3t (s. Ziff. 22). Fiir Gebiete anomaler Dispersion 
wird Formel (14) in der entsprechenden Form (21) ebenfalls durch die Erfah
rnng gut bestatigt, wie etwas eingehender gezeigt werden solI. 

CHRISTIANSEN hatte seine ersten Beobachtungen an 19proz. alkoholischer 
Fuchsin16sung gemacht (brechender Prismenwinkel 1 ° 14'). Bei schwachen, 
wenig gefarbten Losungen wird jedoch bei Anwendung der CHRISTIANSENSchen 
Methode die an om ale Dispersion des Farbstoffes durch die normale des Losungs
mittels verdeckt, bei starken Losungen andererseits ist die Absorption so grol3,' 
dal3 nur noch sehr wenig Licht durchgelassen wird, CHRISTIANSEN benutzte 
deshalb Prismen von kleinem brechenden Winkel bei starker Konzentration. 
SORET3) konnte auch verdiinnte L6sungen untersuchen, indem er sie in Prismen 
von grol3erem brechenden Winkel (30 °) fUllte und den Einflul3 des Losungsmittels 
dadurch eliminierte, dal3 er das Prisma selbst wieder in parallelwandige Glas
gefal3e setzte, die mit dem Losungsmittel gefiillt waren. 

Von neueren Messungen des Verlaufs der Dispersion von L6sungen innerhalb 
des Absorptionsstreifens sind vor aHem die interferometrischen Messungen von 
v AN DER PLAATS4) an konzentrierten Losungen von KristaHviolett, Erythrosin 

1) Bei groBer Absorption verschiebt sich das Maximum in Abb, 8 etwas, Ebenso ver
Hi.uft die Kurve der Abb. 9 nicht mehr gallz symmetrisch. 

2) Ausfiihrliche Besprechung der alteren Arbeiten iiber anomale Dispersion s. in dem 
Artikel von PFLUGER in KAISER-KoNENS Handbuch der Spektroskopie, Bd, IV. Leipzig 1908. 

3) J. L. SORET, Pog, Ann. Bd. 143, S. 325. 1871; Ann, chim. et phys. (4) Bd. 25 , 
S, 412. 1872 ; Phil. Mag. (4) Bd, 44, S. 395, 1872. 

4) B. J. v. D. PLAATS, Ann. d. Phys. (4) Bd. 47, S. 429, 1915. Ferner B, SODERBORG, 
ebenda Bd. 41, S. 381. 1913. 

32* 
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und andern Farbstoffen zwischen 3600 und 6700 A zu nennen. V AN DER PLAATS 
nahm auch eine Zerlegung der eben falls gemessenen Absorptionskurven in Teil
banden vor und fand durch formelmaBige Darstellung seiner Beobachtungen 
im wesentlichen befriedigende Ubereinstimmung mit der Theorie auch inner
halb der Absorptionsstreifen. Beobachtungen anomaler Dispersion von Fltissig
keiten im Ultraviolett und Ultraroten liegen ebenfalls vor 1). 

Untersuchungen tiber die anomale Dispersion organischer Farbstoffe in 
festem Zustand hat zuerst WERNICKE2) ausgeftihrt, indem er Prismen aus festem 
Fuchsin herstellte. 1m Gebiet, wo die anomale Dispersion am deutlichsten zu
tage tritt, ist die Absorption nattirlich sehr groB und eben deshalb muBte WER
NICKE sich auf solche Spektralbereiche beschranken, die weitab von den Absorp
tionsstreifen liegen. Diese Schwierigkeit hat PFLUGER3} tiberwunden, indem er 
Prismen von sehr kleinem brechenden Winkel (40 bis 130") herstellte (mit Hilfe 
einer von QUINCKE zur Herstellung keilformiger Silberschichten angegebenen 
Methode) und dadurch in der Lage war, die Brechungsindizes auch in den 
Gebieten starkster Absorption messend zu verfolgen. Er konnte so den von 
der Theorie geforderten stetigen Verlauf innerhalb der Absorptionsbande, den 
C:a:RISTIANSEN bei seinen Losungen beobachtet hatte, an den reinen Stoffen 
prtifen. PFLUGER untersuchte auBer Fuchsin noch Cyanin, Magdalarot, HOFF
MANNS Violett und Malachitgrtin. Er findet den von der Theorie erwarteten Ver
lauf (s. Tabelle 5 und Abb.9a; s. auch Ziff. 76). Dabei ergibt sich z. B. bei 

n 
2,2 

2,00 -

Abb. 9 a. Dispersion des festen Cyanins. 

Fuchsin als kleinster beobachteter Wert ein 
Brechungsindex von 0,83. Nach unserer bis
herigen Definition hieBe das, daB Geschwin
digkeiten auftreten, die groBer sind als die 
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. Den sich 

Tabelle 5. 
Dispersion des festen Cyanins . 

.l <,t) n .l<.u) n 

0,288 1,71 0,565 1.39 
0.350 1,70 0,570 1.46 
0,378 1,69 0,589 1.71 
0,400 1,69 0.620 1.94 
0,440 1,59 0.635 2,10 
0,486 1,40 0.645 2.23 
0.505 1,28 0.656 2.19 
0,520 1,19 0.671 2.13 
0,535 1,20 

hieraus scheinbar ergebenden Widerspruch gegen die Relativitatstheorie konnte 
SOMMERFELD4} entkraften, indem er darauf hinwies, daB es sich hier urn die 

1) R. W. WOOD, Phil. Mag. (6) Bd. 6, S. 96, 1903 (Toluol im Ultravioletten); 
W. FRICKE, Ann. d. Phys. (4) Bd. 16. S. 865. 1905 (Farbstofflosungen, Brom, Schwefel
kohlenstoff im Ultravioletten); H. VOELLMY. ZS. f. phys. Chern. Bd. 127, S. 305. 1927 
(Organische Flussigkeiten im sichtbaren und ultravioletten Spektralgebiet); H. RUBENS 
und E. LADENBURG, Verh. d. D. Phys. Ges. 1906. S. 16 (aus Reflexionsmessungen im 
Ultraroten fUr Wasser). 

2) W. WERNICKE, Pogg. Ann. Bd. 155. S.87. 1875. 
3) A. PFLtJ-GER, Wied. Ann. Bd. 56. S.412. 1895; Bd. 65, S. 173 u. 225. 1898; s. auch 

R. W. WOOD, Phil. Mag. (5) Bd. 46. S. 380. 1898; (6) Bd.1, S.664. 1909, ferner J. KONIGS
BERGER U. K. KILCHLlNG. Ann. d. Phys. (4) Bd.28, S. 889. 1901. 

4) A. SOMMERFELD. Ann. d. Phys. (4) Bd.44, S. 177. 1914; L. BRILLOUIN, Ann. d. 
Phys. Bd. 44, S. 203. 1914. 
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Phasengeschwindigkeit, nicht aber urn die fiir Lichtsignale allein in Betracht 
kommende Gruppengeschwindigkeit handelt. 

Wesentlich einfacher und in theoretischer Hinsicht durchsichtiger als bei 
den komplizierten organischen Farbstoffen liegen die Verhaltnisse bei Gasen 
und Dampfen, bei denen es aber bis jetzt noch nicht gelungen ist, die Disper
sion in den Gebieten starkster Absorption zu verfolgen. Bereits oben wurden 
die Beobachtungen von KUNDT und JULIUS am Na-Dampf erwahnt. WOOD!) hat 
die Dispersion des reinen Natriumdampfes zwischen 2260 und 7500 A mit Hilfe 
der von ihm etwas modifizierten Methode der gekreuzten Prismen untersucht. 
In diesem Bereich hat der Natriumdampf drei sehr schmale Absorptionsgebiete: 
bei 2852, 3303 und 5890 A. An allen dreien beobachtete WOOD anomale Disper
sion. Seine Messungen reichen sehr nahe an die D-Linien heran. Bei der formel
maBigen Darstellung diirfen 
die beiden ultravioletten Ab
sorptionslinien, da infolge 
ihrer geringen Intensitat ihr 
EinfluB nur in ihrer un
mittelbaren Nahe merklich 
ist, vernachlassigt werden. 
Durch Zusammenfassen der 
beiden D-Linien in ein Glied 
(Ao=5889,8A) kommtGoLD
HAMMER2} zu folgender For
mel fUr WOODS Messungen: 

Tabelle Sa. Dispersion des niehtleuehtenden 
Natriumdampfes bei 644 0 C. 

Beobaehtet von R. W. WOOD. 

(n-I). to' beob.1 (II-I) .10' ber. I (11--1) ·10' ber. 
nach (IV) , nach (V) 

-------~---------~--------~---------

n-1 
13,9475, 1024 

= 259,440. 1027 __ y2' (IV) 

Beriicksichtigt man jedoch 
beide D-Linien, so fUhrt das, 
wie die mit der zweigliedri
gen Formel 
n-1 

4,5391 -- 1024 

258,894 • 10.7 - y' 

9,0782 • 1024 

+ 259,418. 1027 - vi 
(V) 

2260 0,5 
3270 2 1 
3610 3 2 
4500 5 4 
5300 12 11 
5400 15 14 
5460 17 16 
5650 35 31 
5700 40 40 
5750 50 55 
5807 91 94 
5827 110 120 
5843 150 170 
5850 180 200 
5858 230 250 
5867 310 340 
5875 460 530 
5882,0 920 1010 
5885,0 1400 1600 
5886,6 2300 2500 
5888,4 5600 5600 
5889,6 38600 38600 
5916 +297 +340 

berechnetenWertezeigen,zu 5942 153 154 
wesentlich besserer Uberein- 5960 116 150 

stimmung (s. Tabelle 5 a). Die ~b~; ~~ ~~ 
in allernachster Nahe der 6055 52 50 
D-Linien auftretenden Ab- 6137 34 34 
weichungen riihren wohl da - 6200 29 29 

von her, daB das v' hier be- ~~bg ~~ 2~ 
reits merklichen EinfluB ge- _ 

--- n,5 
1 
2 
4 

11 
14 
16 
30 
39 
53 
89 

117 
157 
183 
227 
310 
462 
830 

1250 
1700 
3420 

12500 
+331 

157 
116 
93 
66 
50 
34 
27 
21 

7 

winnt. DaB die Abweichung bei 5886,6 A, also in drei A Abstand von der 
Absorptionslinie, noch 25 % betragt, ist gut moglich, da die D-Linien recht breit 
sein diirften3). Die Differenzen bei 3610 und 3270 A sind offenbar durch Ver-

1) R. W. WOOD, Froe. Amer. Acad. Bd.40, Nr.6, S. 365. 1904; s. auch Proc. Roy. 
Soc. (A) Bd. 69, S. 157, 1901; Phil. Mag. (6) Bd.3, S. 128. 1902; Phys. ZS. Bd. 3, 
S. 233. 1902; Phil. Mag. (6), Bd. 8, S. 293. 1904; Phys. ZS. Bd. 5, S. 750. 1904. 

2) D, A. GOLDHAMMER, Dispersion und Absorption des Lichts. Braunschweig 1913. 
2) R. MINKOWSKI, Ann. d. Phys. (4) Bd.66, S.206. 1921. 
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nachlassigung des Einflusses der Linie 3303 verursacht, wahrend die Differenz 
bei 2260 A wohl darauf zuriickzufiihren ist, daB diese Wellenlange bereits kurz
welliger ist, als die Seriengrenze (s. Ziffer 78, 79). 

,Noch weiter als WOOD kam ROSCHDESTWENSKy1) mit Hilfe einer von 
PUCCIANTI 2) angegebenen Methode (horizontale Streifen im kontinuierlichen 
Spektrum). Es gelang ihm, die Messung in seiner "Hakenmethode" so weit zu 
verfeinern, daB er den Verlauf der Dispersionskurve sogar zwischen den beiden 
D-Linien quantitativ verfolgen konnte. Seine Beobachtungen werden dargestellt 
durch eine zweigliedrige Formel, deren Eigenfrequenzen durch die beiden D
Linien gegeben sind. Das Ergebnis der Untersuchung von ROSCHDESTWENSKY 
darf als die schonste Bestatigung der klassischen Dispersionsformel angesehen 
werden 3). 

In der Nahe der iibrigen Hauptserienlinien des Natriums und der Alkalien 
findet BEVAN4) mit der genannten Methode von WOOD den Verlauf der Disper
sion ebenfalls in Ubereinstimmung mit der Theorie, ebenso WOOD5) bei de)' 
Hg-Linie 2536 mit der Methode von PUCCIANTI. 

Anomale Dispersion an Tl-Dampf beobachtete Mc LENNAN 6) bei 5350 und 
6000 A. Die letztgenannte Anomalie erwies sich aber nach neueren Versuchen 
von NARAYAN, GUNNAIYA und RA07) als nicht reell. Dagegen fanden diese 
starkere Anomalie in der Nahe der starken Absorptionslinie 3776 A. 

Weiterhin sind noch qualitative Beobachtungen von KINGS) mit der seinem 
Kohlerohrwiderstandsofen angepaBten WooDschen Methode an zahlreichen 
Linien von Ca, Mg, Ti, Cr und Fe zu nennen. 

SchlieBlich konnte anomale Dispersion auch in elektrisch angeregten Gasen 
beobachtet werden 9). LADENBURG und seinen Mitarbeitern gelang es, an einigen 
LinienlO) von H, He, Ne und Hg bei Anregung dieser Gase mit Gleichstrom quali
tative Messungen auszufiihren, wozu sie sich der bereits erwahnten Methode der 
horizontalen Interferenzstreifen im kontinuierlichen Spektrum bzw. der Haken
methode bedienten. Sie fanden, daB bei kleiner Anregungsstromstarke die meta
stabilen Zustande vorherrschen und daB mit wachsendem Strom die Zahl der 
nichtmetastabilen, spontan zerfallenden Zustande rascher zunimmt als die der 

1) D. ROSCHDESTWENSKI, Ann. d. Phys. (4) Bd.39, S.307. 1912. 
2) L. PUCCIANTI, Cim. Bd. 2, S. 257. 1901; Mem. Spett. Ital. Bd. 33, S. 133. 1904.

Erste Anwendungen s. z. B. R. LADENBURG u. ST. LORIA, Phys. ZS. Bd. 9, S.875. 1908; 
ST. LORIA, Ann. d. Phys. (4) Bd. 30, S. 240. 1909. 

3) Es sei hier besonders auf die sch6nen, der zitierten Arbeit beigegebenen Tafeln 
verwiesen. 

4) P. V. BEVAN, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd.85, S. 58. 1911; Bd. 83, S. 421. 1910. 
5) R. W. WOOD, Phys. ZS. Bd. 14, S.191. 1913; Phil. Mag. (6) Bd.25, S.433. 1913; 

S. auch F. E. KLINGAMAN, Phys. Rev. Bd. 28, S. 665. 1926. 
6) J. C. McLENNAN, Proc. Roy. Soc. (A) Bd. 100, S. 191. 1921. 
7) A. L. NARAYAN, D. GUNNAIYA und R. RAo, Proc. Roy. Soc. (A) Bd.106, S.596. 

1924; Uber eine interessante Anwendung S. E. FERMI und F. RASETTI, ZS. f. Physik 
Bd. 43, S. 379. 1927. 

8) A. S. KING, Astroph. Journ. Bd. 45, S. 254. 1917. 
9) O. LUMMER U. E. PRINGSHEIM, Phys. ZS. Bd. 4, S. 430. 1903; F. SCHOEN, Diss. 

Jena 1904; H. GEISSLER, Diss. Bonn 1909; R. LADENBURG u. ST. LORIA, Phys. Z. Bd.9, 
S. 874. 1908; A. PFLUGER, Ann. d. Phys. (4) Bd.24, S. 515. 1907; R. W. WOOD, Phys. ZS. 
Bd.7, S.926. 1906; P. P. KOCHU. W. FRIEDRICH, ebenda Bd. 12, S. 1193.1911; R. LADEN
BURG, Ann. d. Phys. (4) Ed. 38, S.250. 1913 und vor aHem in neuester Zeit R. LADEN
BURG, H. KOPFERMANN U. A. CARST, Berl. Ber. Ed. 20, S. 255. 1926 und R. LADENBURG, 
Phys. ZS. Bd.27, S.789. 1926; S. auch die wahrend des Druckes erschienenen Arbeiten 
von R. LADENBURG u. H. KOPFERMANN, ZS. f. Phys. Bd.48, S.26 u. 51. 1928. 

10) Uber den Zusammenhang mit BOHRschem Atommodell und Quantentheorie, auf 
denen die diesen Experimenten zu Grunde gelegten Gedanken basieren, s. spater (bes. 
Ziff. 42 und 78). 
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metastabilen, so daB sich schlieBlich z. B. zwischen den energetisch benachbarten, 
zu einem Triplett gehorigen s-Zustanden des Neons ein statistischer Gleich
gewichtszustand ausbildet. Die Zahl der Atome in den verschiedenen An
regungszustanden andert sich dann nicht mehr mit der Stromstarke, die Ver
haltnisse der Zahlen der verschieden angeregten Atome sind in Dbereinstimmung 
mit den Gesetzen der Quantenstatistik, unabhangig von dem metastabilen oder 
labilen Charakter der Atomzustande, wesentlich nur durch das Verhaltnis ihrer 
Quantengewichte bestimmt. 

Schlief3lich sei noch erwahnt, daB auch bei Molekiilen in der Nahe der 
Absorptionsbanden bzw. deren einzelner Linien anomale Dispersion beobachtet 
worden istl). 

II. Dispersion bei dichter Packung der Atome; 
Temperaturabhangigkeit und Dispersion 

im Gebiete langer Wellen. 
17. Einfiihrung der LORENTZ-LoRENzschen Kraft. Bei dichter Packung 

der Atome bzw. Molekiile oder lonen macht sich ein wichtiger Faktor geltend, 
den wir im vorhergehenden vernachlassigt haben. Die Kraft, die auf die Einheits
ladung des einzelnen Molekiils wirkt, die sog. "erregende Kraft" , ist dann namlich 
nicht mehr mit der auBeren Feldstarke identisch, sondern wird auch noch durch 
die unmittelbare Umgebung, von den Nachbarmolekiilen , mitbestimmt, wie 
LORENTZ-LORENZ gezeigt haben 2). 

Urn uns iiber die Art dieser Zusatzkraft eine Vorstellung machen zu konnen, 
greifen wir zunachst auf unsere friihere elektrostatische Betrachtung in Zift. () 
zuriick. Danach wird bei Einwirkung eines elektrischen Feldes auf ein dielek
trisches Medium das einzelne Atom zu einem Dipol auseinandergezogen . Das
selbe geschieht aber mit allen benachbarten Atomen und diese wirken nun ihrcr
seits durch ihre Ladungen auf das betrachtete Atom ein. 

Wir betrachten wieder zwei Kondensatorplatten mit bestimmter Ladung 
(s. Abb. 10). Der Zwischenraum sei mit einem Dielektrikum angefiillt. Wie k6nnen 
wir jetzt mit der Probekugel Q; und;t) messen? Urn 
die elektrischc Verschiebung ;t) zu messen, machen + 1//je a<;.:/t ·u m 0 zrdii ~/w/,. 
wir einen feinen Spalt senkrecht zur Richtung der 
Feldstarke. Der Spalt tragt dann von der Platte in
duzierte entgegengesetzte Ladungen, die gleich den 
induzierten Ladungen am auBeren Rande des Me
diums sind und daher deren Wirkung aufheben. 
Was wir im Innern des Spaltes mit der Probekugel 

~t' t* ... ~ + ~ ... H r .. 
~ + + + + + + ~$;$ + \~ : ///(-- ¥;:Z 30'~1h: 

Abb.l0. 

messen, ist jetzt;t), wenn nur der Kondensator groB genug ist, so daB wir von cler 
Randwirkung absehen k6nnen. Q; k6nnen wir messen, wenn wir einen ebensolchen 
Spalt parallel zur Kraftlinienrichtung nehmen. Dieser tragt natiirlich auch Rand
belegungen. Aber wir brauchen den Spalt nur schmal genug zu machen, urn diesc 
induzierten Ladungen neben der Wirkung des iibrigen Kondensators vernach
lassigen zu k6nnen. Die kleine Schicht am Rand des Spaltes kann dann eben die 
lange, an den Platten induzierte Schicht nicht kompensieren. 

Unsere Frage lautet also, weIche Kraft wirkt in einem Dielektricum auf 
die Einheitsladung eines einzelnen Atoms? Was man in den Spalten miBt, ist 

1) W. H. JULIUS und B . J. VAN DER PLAATS, ZS. f. wiss. Photogr. Bd. 10, S. 62. 
1911; s. auch Ziffer 22. 

2) H. A. LORENTZ, Wied. Ann. Bd. 9, S. 641.1880; L. LORENZ, ebenda Bd.11, S.70. 1880. 
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immer die Feldstarke, die innerhalb derselben herrscht. Was sich mit der Spalt
form andert, ist das Verhaltnis der Feldstarke im Innern zu der Feldstarke im 
Dielektrikum. Es sind natiirlich auch alle Ubergange zwischen den beiden 
obengenannten Spaltarten moglich. Dann ist allgemein Q;Hohlraum = Q;:i) + a \13 1). 
Uns interessiert jetzt der Fall eines kugelf6rmigen Hohlraums (s. Abb. 11). Die 

Wirkung der induzierten Ladung liegt jetzt zwischen 
+ id'-iPOh%.'1' .' (/ Z derjenigen in den beiden,gerade betrachtetenFallen. 

++ Die Feldstarke Q;O, die man bei Verschiebung eines 
~:d.:: Probekorpers im Kugelinnern miBt, ist gegeben 

durch: 
~+++~+++~ ++++ - 7'J0<&4j0''l ·yY#,,.0@Ct 

Abb. 11. 

(Q;:i) = Feldstarke im Dielektrikum.) Die Verschiebung der ganzenKugd als sol
cher miBt natiirlich die im Dielektrikum herrschende Feldstarke Q;:l). Bemerkens
wert ist, daB der Kugelradius nicht in die Gleichung fiir Q;O eingeht. Das kommt 
daher, daB eine Kugelschale iiberhaupt keine Wirkung ausiibt. Wenn wir den 
Radius groBer nehmen, schneiden wir aber nur Kugelschalen weg, die sowieso 
keine Wirkung ausiiben. DaB unser Hohlraum iiberhaupt eine Wirkung hat, 
riihrt davon her, daB wir den Kugelraum nicht beliebig gro/3 machen konnen, 
sondern. zum SchluB auf die Kondensatorplatten treffen. Es wirken dann die 
Partien rechts und links auf den Innenraum ein . 

Warum messen wir dann aber auch ~:i), wenn wir den Probekorper direkt 
in das Dielektrikum tun ? Die Oberflache der Hohlung wird dann zwar auch 
induziert; aber wenn wir ihn bewegen, nehmen wir die induzierte Fliissigkeits
schicht mit. Der Probekorper wird also nicht gegen die an ihm induzierten La
dungen verschoben und diese wirken also nicht auf die Lage des Schwerpunktes, 
sondern nur als elastische Spannung. In dem Hohlraum dagegen bewegen wir 
den Korper gegen die an den Randern induzierten Ladungen. 

Wenn wir diese Uberlegungen anwenden wollen, miissen wir nur noch recht
fertigen, daB wir gerade den Fall des kugelformigen Hohlraumes angenommen 
haben. Bei einem Gas oder einer Fliissigkeit wird das in einem bestimmten Augen
blick gewiB nicht stimmen. Aber im Mittel wird es so sein, daB die iibrigen Atome 
an das betrachtete herankommen bis auf einen gewissen Abstand, den wir dem 
Hohlraum als Radius zuschreiben . Wir konnen also annehmen, die iibrigen Atome 
seien im Mittel in ein homo genes Dielektrikum auBerhalb einer Kugel "ver
schmiert". Der Kugelradius spielt dann ja keine Rolle. Die urspriingliche Ab
leitung von LORENTZ stellt es so dar, daB sie urn das Molekiil eine etwas weiterc 
Kugel einfiihrt. Die Atome auBerhalb dieser Kugel konnen dann als gleichmaBig 
verteilt angesehen werden . 1m Innern ist das dann zwar nicht mehr der Fall. 
Aber die Wirkung der Molekiile innerhalb dieser weiteren Kugelschale laBt sich 
durch einen Mittelwert ersetzen, der sich zu Null ergibt. 

Das Resultat bleibt, auBer fUr isotrope homogene Medien, auch im Fall der 
gewohnlichen, kubischen Raumgitter2) bestehen. (Betr. anderer Gitterformen 
s. Abschn. IV). 

LUNDBLADT3) betrachtete auch den Fall, in dem das Atom nicht im Mittel
punkt einer Kugel, sondern eines ellipsoiden Hohlraumes anzunehmen sei. Dann 

1) H. A. LORENTZ, Theorie of Electrons, S. 138. Leipzig 1909. Literatur s. DORN, En
zyklopadie der Math. Wiss. Ed. V4 , S.758. 

2) P. DEBYE, Miinchener Vorlesung. 1912 ; Handb. d . Rad. Ed. VI, Leipzig 1925 . 
3) R . LUNDBLADT, Untersuchungen iiber die Optik der dispergierenden Medien vom 

molekulartheoretischen Standpunkt. Uppsala Univ. Arsskr. 1920. 
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erhalt man als Zusatzkraft nicht mehr ~~ 1:j3. 1st das Ellipsoid sehr lang ge-
J 

streckt, so liegt z. B. der Fall des Langsspaltes vor. Wenn die Ellipsoide verschie
den orientiert sind, so kommt das im Mittel wieder auf die Wirkung einer Kugel 
heraus, sobald unsere obige Annahme giiltig bleibt. LUNDBLADT meint nun, 
daB im elektrischen Felde die Ellipsoide eine bestimmte Orientierung hiitten und 
fiihrt hierauf den Kerreffekt zuruck. 

DaB wir die fiir den stat is chen Fall gultige Bereehnung der LORENTZ-LoRENZ
sehen Kraft auf Weehselfelder ubertragen, ist bloB dann zulassig, wenn die GroBe 
des Molekiils klein ist gegen die Wellenlange. Denn es war ja vorausgesetzt, 
daB das kugelformige Loch (oder Molekiil) sieh in einem homogenen Feld befindet, 
daB also die Feldstarke im Gebiet der Kugel nieht merklieh variiert. Das trifft 
nun tatsaehlieh aueh zu (z. B. A = 3000 A = 3 . 10- 5 em gegenuber Molekiil
durehmessern von der GroBenordnung 10- 8 em). IZieht man die Anderung del' 
Feldstarke innerhalb der Kugel in Bctraeht, so kommt man zur Erklarung der 
natiirliehen Aktivitatl).] 

18. Formel fUr die Refraktion (n: -!). Das alit's iilwrtragl'l1 wir jetzt auf 
die Dispersion. Die Gleiehung n~ + - . 

n 2 =c 1 -+- 4:rN -.~ = 1+ 471Nep x 
l\: l\: 

bleibt unverandert. 
Ebenso bleibt die Bewegungsgleichung jetzt zwar wie fruher 

mx+ bY: + mw~x = Sf, 

abel' die Kraft .\l' ist jetzt nieht mehr wie fruher e {'\;o' sondern 

.R = e ((£0 + 4 Jl ~) 3 . 

Der Summand 4~""~, die LORENTZ-LoRENzsehe Kraft, kommt daher, daB jetzt 

aueh die Nachbarn eines jeden Atoms cine Kraft auf dieses ausuben, wenn sic 
polarisiert sind. 

Das fiihrt wie fruher (s. Zif£. 7) zu 

p=epx=ap~t, 

wo ale die Weichheit, d. h. die Leiehtigkeit, mit der ein Teilchen polarisiert 
wird, miBt2). Es ist unverandcrt 

Wir sehreiben 

e 
a =m-(w~-';)2+i;;;-;i) . 

e~ 
471Nape = 471NP--- - ----=31\ 

m (wg - - (1)2 + iwl") 

und nennen 1\ das Refraktionsaquivalent. Dann ist 

471 ~ = 3 R ( (£ + ~Jl 1.l3) , 

lS:(n2 --- 1) 471~ (Ddiniton), 

n 2 - 1 = 3 R (1 + n2 
;- 1) , 

1) Z. B. M. BORN, Ann. d. Phys. (4) Bd. 55, S. 177. 1918; C. W. OSEEN, ebcllda Bd. 48, 
S.1. 1915. 

2) tiber die Mogliehkeit, die Anisotropie der Polarisierbarkeit mit Hilfe der Lichtzer
streuung und des Kerreffektes zu bestimmen, s. Ziff. 68. 
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also wird 
n 2 - 1 n2 + 2 = R . (22) 

Formel (22) geht fiir kleine Werte von n, d. h. fiir Medien, die sich yom leeren 
n 2 - 1 

Raum nur wenig unterscheidcn, in ~--3 - = R, d. h. in unsere friihere Formel 

iiber. Bei Gasen, bei den en die Zahl der Atome in der Raumeinheit klein 
ist und die Teilchen sich gegenseitig kaum beeinflussen, reicht sie daher voll
kommen aus. Bei dichter Packung mu13 aber Formel (22) Anwendung finden. 
DRUDE und VOIGT verwenden immer die einfache Forme!' Sie muB dann durch 
die andere ersetzt werden. 

Wenn wir die Molekeln nicht im Mittel in einer kugelformigen Hohlung 
anzunehmen hatten, sondern in irgendeinem sonstwie symmetrischen Gebilde, 
hatten wir anstatt des Faktors 3 eine GroBe s zu setzen und (22) hatte beim 
Auflosen die Form 

n~ -- 1 1 
-~--,,-:·R 
n 2 + s s ' 

wobei die GroBe s durch die Form der Molekeln bestimmt ist und von der 
Richtung abhangen kann. 

Wir sehen ferner aus Formel (22), da13 Rimmer kleiner als 1 sein muG, 
denn erst fiir n = 00 erreicht der Ausdruck seinen Maximalwert 1. 

R miBt die Starke der riicktreibenden Kraft. Was bedeutet nun die Un
gleichung R < 1? Sic kommt zustande aus der Gleichung 

4n~ = 3R(@ + 4f~). 
Diese crgibt fUr R = 1 die Beziehung 

4n~ = 3@ + 4n~, 
die nur fiir @ = 0 erfiillt ist. D. h. ohne auDere Feldstarke ist jede beliebige 
Polarisation moglich. Die gegenseitige Wirkung der Dipole ist dann so stark, 
daB sie sich in jeder Lage festhalten. Wird der Dipol noch weicher, so wird 
R > 1. Dann ist 

4n~ = 3R@ + 4nR~ oder 
3Rf§; 

- R- 1 = 4n~. 

D. h. fiir eine endliche Polarisation von positivem Vorzeichen brauchen wir 
eine negative Feldstarke. Ohne eine solche ware die Polarisation so stark, daB 
die quasielastisch gebundenen Elektronen aus dem Molekiilverband geworfen 
wiirden1). 

19. Abhangigkeit des Brechungsindex von der Dichte. Wir hatten 
seinerzeit n2 - 1 proportional der Dichte gefunden. Das ist aber nur richtig, 
solange wir die gegenseitige Beeinflussung der Teilchen vernachlassigen diirfen, 
also Z. B. bei Gasen und Dampfen unter Normalbedingungen, wo wir immer 

n: +- 1 durch 3..(n - 1) ersetzen diirfen. Die exakte Formel (22) verlangt Pro-
n 2 3 2 

portionalitat zwischen ;-=-J und der Dichte. Wir schreiben jetzt noch, indem 
n +2 

wir mit dem Molekularvolumen multiplizieren: 

n: - 1 • Md = RMd (M = Molekulargewicht, d = Dichte). 
n +2 

1) S. auch K. F. HERZFELD, Phys. Rev. (2) Bd. 29, S. 701. 1927, wo die Anwesen
heit der freien Elektronen in Metallen an diesen Effekt gekniipft wird. 
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Diese GroBe heiBt Molekularrefraktion. Sie muBte vollig unabhangig sein von 
Dichte und Temperatur, weil dies, vorausgesetzt, daB weder Wo noch ",' von Dichte 
und Temperatur abhangen, fUr die Polarisation des Einzelteilchens zutrifft und 
der EinfluB der Dichte durch den Faktor Mid eliminiert ist. (Die Anderung von 
",' kann man vernachlassigen, sob aid man weit von der Spektrallinie entfernt 
ist, uber die Anderung von Wo s. Ziff. 20.) Die Unabhangigkeit der Molekular
refraktion von der Dichte ist tatsachlich auch sehr weitgehend erfUllt und scheint 
nach Versuchen von LORENZ und PRYTZ1) auch bei Anderung des Aggregatzu
standes noch gewahrt zu bleiben. Weiteres s. Abschn. V. 

20. Temperaturabhangigkeit. Wir mussen erwarten, daB die Krafte, die 
im Atominnern herrschen und die Elektronenbindung bedingen, temperatur
unabhangig2) sind. Der Brechungsindex sollte daher, soweit er auf Elektronen
schwingungen zuruckzufUhren ist, nur dadurch von der Temperatur abhangen, 
daB die Dichte davon abhangt. Wir werden also nach Ziff. 19 ohne weiteres an-

nehmen durfen, daB zwar nichtn, wohl aber n: -~ . Md fur Glieder mit ultra-
n + 2 

violetten Eigenfrequenzen temperaturunabhangig ist. Streng richtig ist dies abt'r 
auch nur innerhalb der praktisch vorkommenden Temperaturdifferenzen. So
bald namlich die Temperatur so hoch ist, daB hOhere Elektronenbahnen angeregt 
sind, haben wir ja eine Mischung zwischen Atomen im Normalzustand und solchen 
mit hoherquantigen Elektronenbahnen, wobei das Verhaltnis der Komponenten 
der Mischung von der Temperatur abhangt. Damit haben wir dann eine direktc 
Temperaturabhangigkeit. Dieser Fall tritt bei Atomen, also bei den ultravioletten 
"'0' von 700 bis 800 0 an ein. Dagegen muS bei den ultraroten Eigenschwingungen, 
wo es sich urn Molekiilbewegungen handelt, schon bei viel tieferen Temperaturen 
fUr die exakte Rechnung eine Temperaturabhangigkeit berucksichtigt werden. 
Das kommt so zustande, daB mit steigender Temperatur hohere Oberschwingungen 
des Molekiils bereits haufiger werden. Waren die die Schwingungen bedingenden 
innermolekularen Krafte quasielastisch, so nahme nur die GrOBe der Amplitude 
zu. Oberschwingungen gabe es keine. Sind die Krafte aber nicht quasielastisch, 
was tatsachlich zutrifft, so ergibt sich quantentheoretisch eine Anderung mit der 
Temperatur. AuBerdem wird aber auch die sichtbare Absorption geandert, da 
diese durch Uberlagerung von Elektronenbewegung, Oszillationsbcwegung und 
Rotation bestimmt ist (Bandmstruktur). Bei steigender Temperatur verschiebt 
sich die IntensWitsverteilung der Bande und damit andert sich auch die Disper
sion. Ein weiterer TemperatureinfluB mag unter Umstanden darauf beruhen, 
daB infolge starkerer Oszillation bereits eine merkliche Lockerung des Molekiils 
eintritt. was sich aber ebenfalls erst bei groBen Temperaturen meBbar ge1tend 
machen diirfte. 

21. Natiirliche Dipole. Die beobachteten Dielektrizitatskonstanten zeigen 
oft eine viel groBere Temperaturabhangigkeit, als sie nach diesen Uberlegungen 
zu erwarten ware. Das ist dann darauf zuruckzufiihren, daB wir fiir viele Sub
stanzen, besonders fiir solche, die unter Normalbedingungen bereits nicht mehr 
gasformig sind, die Existenz natiirlicher, drehbarer Dipole anzunehmen haben. 
Bei diesen Substanzen bedingt, wie DEBYE3 ) zeigte, eine Unsymmetrie im inneren 

1) L. LORENZ, Wied. Ann. Bd. 11, S. 70.1880; K. PRYTZ, ebenda Bd. 11, S. 104.1880; 
L. BLEEKRODE, Proe. Roy. Soc. London (A) Bd. 37, S. 339. 1884; Journ. de phys. (3) Bd. 4, 
S.109. 1885; J. W. BRUHL, ZS. f. phys. Chern. Bd.7, S.1. 1891; s. aueh S. KYROPOULUS, ZS. 
f. Phys. Bd.40, S. 507. 1926, wo aueh weitere Literaturangaben zu finden sind. 

2) Ob bei MolekUlen die mit Temperaturerhohung bedingte sehnellere Rotation so
wie die starkere Oszillation der Atome im Molekul eine rnerkliehe Anderung der Elek
tronenbindung bedingt, muB aus den Bandenspektren ersehen werden. 

3) P. DEBYE, Handb. d. Radiol. Bd. VI, Leipzig 1925. 
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Aufbau der Molekiile, daB sie ein elektrisches Feld urn sich erzeugen, dessen Kraft
linien ebenso verlaufen wie die magnetischen bei einem Magneten. Es sind die
selben Substanzen, fUr welche die MAXwELLsche Relation nicht erfUllt ist. Sie 
tragen elektrische Dipole in sich, deren Wirkung sich der erst bei Einschaltung 
des elektrischen Feldes erzeugten Polarisation uberlagert. Ohlle auBeres elek
trisches Feld ist die Richtung dieser Dipole nicht ausgezeichnet, das raumliche 
elektrische Moment eines groBen Volumenelementes also gleich O. Sobald aber 
ein auBeres elektrisches Feld auf einen solchen K6rper einwirkt, versuchen die 
Dipole sich in eine bestimmte Richtung einzustellen, da jetzt die richtende Wir
kung des Feldes der Warmebewegung entgegenwirkt. Das fUhrt dann zu einer 
Temperaturabhangigkeit umgekehrt proportional mit T, also zu der Form 

8-1 M a 
~·--=-+b 
8+2 d T ' 

wo a vom Richteffekt, b von der quasielastischen Kraft abhangt. Der Ausdruck 

8 -+' 1 • _Md~- heiBt Molekularpolarisation. Uber die mit naturlichen Dipolen verbun
e 2 
dene Absorption und anormale Dispersion im Gebiete langer Wellen siehe den zi
tierten Artikel von DEBYE im Handbuch der Radiologie sowie dieses Handbuch 
Band XV (Artikel ROMANOFF). 

Fur das rein optische Gebiet interessieren die Dipolschwingungen nicht (beim 
Wasser z. B. betragt die entsprechende Wellenlange einige Zentimeter). Dagegen 
lassen sich die Abweichungen von der Beziehung n 2 = 13, die fUr manche Stoffe 
beobachtet wurden (beim Wasser z. B. ist der optische Brechungsindex 1,33 die 
Dielektrizitatskonstante aber 81), jetzt gut verstehen. Fur sehr lange Wellen 
(von der GroBenordnung 1 m und langer) ist auch hier die MAXWELLsche Rela
tion (6) erfullt. 

22. Ultrarote Eigenschwingungen bei gasftirmigen Molekiilen. Wenn wir 
jetzt nachtragen, was sonst an ultraroten Frequenzen noch in Betracht kommt, 
konnen wir von den Atom- bzw. Ionenschwingungen im Kristall absehen, die 
in anderem Zusammenhang (Ziff.26) behandelt werden sollen. Bei Molekiilen 
gasformiger Stoffe ist die polare Natur der Molekiile oder die Existenz ,ungleich
geladener Kerne in gemeinsamer Elektronenhiille (z. B. beim homoeopolaren 
CO im Gegensatz zu dem ihm isosteren N2) Vorraussetzung fiir das Auftreten 
ultraroter Absorption, bei einatomigen Korpern fehlt sie iiberhaupt. 

Die ultraroten Absorptionsbanden der gasformigen Molekule gliedern sich 
in zwei Gruppen: die Rotationsspektren und die Rotationsschwingungsspektren. 
Die Rotationsspektren, aquidistante Linienfolgen von derselben Wellenzahl
differenz, liegen im langwelligen Ultrarot (bei etwa 100 #), die Rotationsschwin
gungsspektren, in denen neben Rotationen des Molekiils als Ganzes auch noch 
die Schwingungen der Atome gegeneinander zum Ausdruck kommen, ent
sprechend den Kraften, urn die es sich hier handelt, bei viel kurzeren Wellen
langen [einigen #]1). 

Der EinfluB dieser beiden Arten der Molekiilabsorption auf die Dispersion 
im sichtbaren Spektrum ist offensichtlich nicht groB. Denn wir konnten z. B. 
(Ziff. 11) beim CO2 die Dispersion bis 9000 A sehr gut darstellen, ohne die ex
perimentell bei 2,7 4,3 und 14,7# gefundenen Absorptionsbanden 2) zu beruck
sichtigen. Dagegen verlangt die formelmaBige Darstellung, wenn man zu den 

1) Ausfiihrlichere Darstellung s. A. SOMMERFELD, Atombau und Spektrallinien, 4. AufL, 
S. 706ff. Braunschweig 1924. 

2) E. V. BAHR, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 15, S. 710 u. 1150. 1913; W. BURMEISTER, 
ebenda Bd. 15, S. 610.1913; G. HERTZ, ebenda Bd. 13, S. 617.1911; E. F. BARKER, Astro
phys. Journ. Bd. 55, S. 391. 1922; CL. SCHAFER U. B. PHILIPPS, ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 641. 1926. 
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Messungen im Ultra violett und im Sichtbaren1) noch die Messungen im Ultrarotl) 
hinzunimmt, neben dem ultravioletten noch zwei ultrarote Glieder, deren Eigen
wellenHi.ngen mit den beiden starksten ultraroten in Absorption beobachteten 
Wellenlangen zusammenfallen. Die dritte in Absorption gefundene Eigen
frequenz geht dagegen nicht in die Formel ein. Der Grund hierfiir diirfte in ihrer 
geringen Starke zu suchen sein, wie aus Messungen WETTERBLADS2) hervorgeht, 
der in allernachster Nahe der Bande bei 2,72 fl eine schwache Anomalie beobach
tete. Der EinfluB der ultraroten Glieder macht sich dann im langwelligen Tei! 
des sichtbaren Spektrums noch etwas bemerkbar. In Formel (VI), die die Dis
persion von CO2 von 2380 A bis 13,19 fl wiedergibt, muBte daher auch das 
ultraviolette Glied gegeniiber Formel (III) etwas geandert werden. 

7,3205.1027 8,2060.1025 1,1676.1023 8,1742.1021 

n-1 = 17341,6.1027 :::"-;2+ 4108,8.1027 - 1'2 + 4,845.1027 - 1'2 + 0,405 .1027 _.,,2 (VI) 

Al = 720,4 A, A2 = 1480,0 A, As = 4,31 !I, A4 = 14,91 fl, 

PI = 6,716, P2 = 0,0753, Ps = 1,729, P.l = 0,12L 

Die von O. FucHs 3) auf Grund der zitierten Messungen berechnete Formel 
(VI) weist die Giiltigkeit der Dispersionsformel iiber einen sehr groBen Wellen-
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Abb. 12. 

langenbereich nacho Die Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Beobachtung 
zeigt Tabelle 6; den Verlauf der Dispersion gibt Abb. 12 wieder. Die anomale 
Dispersion in der Nahe der Absorptionsstreifen (in der Abbildung punktiert) 
tritt deutlich hervor. Die Dielektrizitatskonstante der Kohlensaure berechnet sich 
mit Formel (VI) zu 1,000975, wahrend die Beobachtung 1,000972 bzw. 1,0009874) 

ergibt. Die MAXWELLsche Relation ist also innerhalb der Fehlergrenzen erfiillt 

1) E. KETTELER, Pogg. Ann. Bd. 124, S. 390. 1865; ]. KOCH, Nova Acta Upsal. (4) 
Bd.2, Nr. 5. 1909; Ark . f. Mat., Astron. och Fys. Bd.10/11, Nr. 1. 1914; ]. STATESCU, 
Phil. Mag. Bd. 30, S. 737.1915; C. u. M. CUTHBERTSON, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 97, 
S. 152. 1920; E. STOLL, Ann. d. Phys. Bd. 69, S. 81. 1922. Die genannten Arbeiten sind in 
der Tabelle 6 in dieser Reihenfolge zitiert mit: KT, K l , K 2 , STC, C, ST. 

2) T. WETTERBLAD, Diss. Upsala 1924. Die dort angegebene Formel ist unvollstandig, 
stimmt aber in den ultraroten Konstanten gut mit (VI) uberein. 

3) O. FUCHS, ZS. f. Phys. Bd.46, S. 519. 1928. 
4) C. T. ZAHN, Phys. Rev. Rd. 27, S.455. 1926; H. A. STUART, ZS. f. Phys. Bd.47, 

S. 457. 1928. Altere Messungen von c schwanken zwischen 1,000946 und 1,000994. 



Ta belle 6. 

-lA. (n-l).IO' ber. (n -1) • 10' beob. ber. - beob .• 10' Beobachter 

2379,10 4972,9 4973,0 0,1 Kz 
2447,64 4936,0 4937,0 1,0 
2464,82 4927,4 4928,6 1,2 
2535,55 4894,4 4895,5 1,1 
2577,08 4876,5 4878,0 1,5 
2675,77 4838,2 3839,8 1,6 
2753,60 4811,2 4813,1 1,9 
2760,58 4809,2 4810,9 1,7 
2857,80 4779,8 4781,3 1,5 
2894,44 4769,6 4771,0 1,4 
2926,13 4761,1 4762,1 1,0 
2968,13 4750,5 4751,8 1,3 
3342,42 4673,9 4674,5 0,6 
3544,69 4643,5 4644,1 0,6 
3681,04 4626,0 4624,9 + 1,1 
3861,36 4605,7 4604,6 + 1,1 
3985,Q7 4593,6 4593,2 + 0,4 
4109,25 4582,3 4581,7 + 0,6 " 
4358,34 4562,9 4562,7 + 0,2 ST 
4388,10 4560,9 4560,8 + 0,1 
4437,71 4557,5 4557,2 + 0,3 
4471,48 4555,3 4554,7 + 0,6 
4713,14 4540,9 4540,2 + 0,7 " 
4800 4536,1 4535,5 + 0,6 C 
4917,20 4530,2 4528,9 + 1,3 Kz 
4921,92 4530,0 4529,3 + 0,7 ST 
5015,73 4525,5 4524,9 + 0,6 
5047,82 4524,0 4523,3 + 0,7 " 
5085 4522,4 4521,4 + 1,0 C 
5209 4517,1 4516,1 -I- 1,0 

" 5460,72 4507,4 4506,0 + 1,4 Kz, ST, C 
5770 4497.4 4496,0 + 1,4 C 
5790 4496,8 4495,3 + 1,5 

" 5875,64 4494,1 4493,0 + 1,1 ST 
5896 4493,5 4492,1 + 1,4 ST, KT 
6438 4479,8 4478,4 + 1,4 C 
6678,15 4474.7 4473,1 + 1,6 ST 
6707,86 4474,1 4472,7 + 1,4 ST, C 
7030,23 4468,1 4466,7 + 1,4 ST 
7065,20 4467,4 4465,9 + 1,5 
7067,22 4467,2 4466,0 + 1,2 
7147,04 4466,1 4464,9 + 1,2 
7272,94 4463,8 4463,0 + 0,8 
7281,81 4463,7 4462,7 + 1,0 
7383,98 4462,3 4461,1 + 1,2 
7635,11 4458,4 4458,0 + 0,4 
7723,76 4457,1 4456,8 + 0,3 
7948,18 4454,1 4453,7 + 0,4 
8264,52 4450,2 4450,4 0,2 
8521,48 4447,2 4447,6 0,4 
8667,95 4445,5 4446,2 - 0,7 
9123,00 4440,8 4442,3 - 1,5 
9224,52 4439,8 4441,4 - 1,6 

10000 4432 4415 +17 STC 
20000 4358 4336 +21 
30000 4188 4185 + 3 
40000 2910 2895 +15 
50000 5334 5316 +18 
67000 4781 4838 -57 
67094 4780,6 4803,8 -23,2 Kl 
86784 4637,8 4579,2 +58,6 
87000 4637 4581 +56 

110000 4466 4472 - 6 
131900 3961 4004 -43 
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was zusammen mit einer Reihe anderer Tatsachen die gestreckte Gestalt der 
Kohlensauremolekel beweistl). SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, daB in 
dem Temperaturbereich, in dem die spez. Warme der Kohlensaure stark an
steigt, die Refraktion, soweit sie von den ultraroten Gliedern mitbestimmt wird, 
eine Abhangigkeit von der Temperatur zeigen muBte, da eben in diesem Be
reich die hOheren Oszillationsquantenzustande auftreten. Die infolge von Ab
weichungen von der Quasielastizitat auftretenden Veranderungen der Rehak
tion sind aber nur gering. 

23. Dispersionsformel. 1m AnschluB an Ziff. 18 ist jetzt noch die Frage 
zu betrachten, wie die Formel fUr die Brechung selbst geandert wird. Wir hatten 
fruher, ohne Berucksichtigung der "LORENTZ-LoRENzschen Kraft" abgeleitet 
(Formel 14): 

n2 - 1 = R = 4nNe2p 1 
33m w~ - w2 + i w v' , 

wobei im folgenden der Faktor 4nNe2 p mit e bezeichnet werden solI. Also e = ( 
3m 3 

oder 

An ihre Stelle tritt die Formel (22), die jetzt nach n aufzu16sen ist: 

R - n2 - 1 _ 1 3 
- n2 + 2 - - n2 + 2 ' 

1 n2 + 2 
1-~ R 3 

n2 - 1 = 3 (1 ~ R) . 
Einsetzen der Werte fUr R ergibt: 

e 
wg - w2 + i w v' 3 e n2 - 1 = 3 --~------ = -;:----=--c:------,-_ 

1 _ e w~ - e - w 2 + i OJl" , 

w~ - w2 + iwv' 

Oder fUr den reellen Brechungsindex III Gebieten ohne Absorption (s. 
Gl. 15, Ziff. H) 

3e e' n2 - 1 = ------- - = ----
w~ - e - (02 ro~ 2 - w 2 • 

(23) 

Das ist wieder dieselbe Wellenlangenabhangigkeit 2) wie in Formel (11), nur ist 
die Bedeutung der im Nenner auftretenden Eigenwellenlange w~ eine andere. 
Wahrend Wo die Eigenwellenlange des freien Molekiils ist, ist die Eigenfre-, V 2 4nNe2 p. . K" h R h b . quenz Wo = 0)0 ----- 1m mass1ven orper nac ot zu versc 0 en; es 1St 

3m 
sozusagen die Masse eines Molekiils durch das Daranhangen der andern, die es 
bei seiner Schwingung mitnehmen muB, vermehrt, und wir beobachten deshalb 
den Absorptionsstreifen optisch nicht an der Stelle, wo er im einzelnen Moleki.il 
liegt. Bei Gasen ist unter Normalbedingungen N, die Molekiilzahl pro Raum
einheit, so klein, daB 4'llNe2 pfm neben w~ vernachlassigt werden darf und wir die 
Absorption an der richtigen Stelle beobachten. Kondensation des Gases bedeutet 
VergroBerung von N. Die Absorption findet nicht mehr dort statt, wo sie im 
freien Molekiil auftritt; die Koppelung durch die Polarisation macht sich be-

1) K. L. WOLF, ZS. f. phys. Chern. Ed. 131, S.90. 1927/28. 
2) G. H. LIVENS, Phil. Mag. Ed. 24, S.268. 1912; T. H. HAVELOCK, Proc. Roy. Soc. 

London (A) Bd.84, S.492. 1910; M. PLANCK, Berl. Ber. 1905. 
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merkbar; der Absorptionsstreifen riickt nach Rot. Dieses "Rotwandern" kann 
ziemlich viel ausmachen (s. z. B. Xylol und CS2 in Ziff. 25). 

24. Mehrere Resonatorenarten. Addivitat fur n: -!. Solange nur eine 
n + ... 

Art von schwingenden Elektronen in Betracht kommt, gibt (22) den Absorptions
streifen an, dort, wo er fUr das einzelne Molekiilliegt, (23) dort, wo wir ihn wirklich 
sehen. Sind mehrere Absorptionsstreifen vorhanden, so setzt sich die Polari
sation der Volumeneinheit additiv aus den Einzelpolarisationen der verschiedenen 
Resonatoren zusammen. Es gilt dann: 

~N (~)4JlNiPie2 1 )(1): 4Jl ill) 
4n~=...::JiPi~i=...::J In ;;;r- w2 .:r+ 3 -1-' 

oder 

(22a) 

Demnach setzt sich die Molekularrefraktion additiv aus den Molekularrefrak
tionen der einzelnen Bestandteile zusammen, und nicht, wie es nach Formel (11 a) 
zu erwarten ware, der Ausdruck n 2 - 1. Fiir diesen ergibt sich aus (22a) 

NIPI N 2P2 
4Jle2 W 2 _W2 +W2 _W2 +'" n2 _ 1 = __ ! 2 ________ • 

In 1- 4Jle2
( NIP!. + N 2 P2 + ... ) 

m w~ - W'" w~ -- 002 • 

Die Addivitat der Molrefraktion hat sich dann auch bei Salzen und Mischungen 
gut bewahrt. Andererseits zeigt es sich, daB man die WellenHtngenabhangig
keit der Brechungsindizes komplizierter gebauter Substanzen auch gut durch 
eine Formel von der Gestalt 

darstellen kann, wie dies z. B. von DRUDE, MARTENS, PASCHEN u. a. geschehen 
ist. Auch die strenge Ableitung der optischen Eigenschaften von Kristallen (s. 
Abschn. IV) ergibt eine Formel von dieser Gestalt. 

Dieser scheinbare Widerspruch klart sich dadurch, daB sich auch fUr den 
Fall mehrerer Resonatorenarten ein Ausdruck von der Form (22a) stets in die 
Gestalt (11 a) bringen laBt1). Die dann auftretenden e; und w~ sind aber nicht 
mehr einzeln bloB durch einen einzelnen Bestandteil bestimmt, sondern hangen 
ietzt von den entsprechenden GraBen ei, Wi aller Bestandteile und ihrer Dichte 
abo Die Umrechnung erfolgt ahnlich wie oben (s. Ziff.23) und ergibt 

n2 - 1 = 3 (-----~----e:- - 1 ') = 3 ( ~ ~J~f.2_) I 
1 - 2J wf- w 2 JJ 1 - wT~ ~2 I (24) 

"2J (lin; (w; - w2 ) j 
= 3 ili (wf~ w2) -1] (li Il; (wJ - w2) • 

Hierbei bedeutet ilj, daB das Produkt iiber alle i =1= i zu nehmen ist. Eine ein
fache Partialbruchzerlegung dieses Ausdruckes fUhrt stets zu (14a). Die GraBen 
W;2 sind die Wurzeln des Nenners von (24). 1m einfachen Fall von bloB zwei 
Gliedern ist die Rechnung allgemein durchfiihrbar, sonst muB man numerisch 
rechnen. So gibt die weiter un ten eingefUhrte Formel fUr die Refraktion des KCI 

1) K F. HERZFELD n. K L. WOLF, Ann. d. Phys. Ed, 7R, S. 35. 1925. 
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(s. Ziff. 25 und 26) auf n 2 -1 umgerechnet, fUr die vier Absorptionslinien 515,967, 
1583 A und 55,08 1-', welche die Ionen ohne die Belastung durch die gegenseitige 
Kopplung zeigen wurden, die nach Rot verschobenen Werte 529, 1083, 1621 A 
und 70,23 1-', die allein der Beobachtung zuganglich sind. Theoretisch brauchbar 
sind also nur die Konstanten von Formeln vom Bau der Gleichung (22). Nur 
bei Gasen, wo die Packung der Molekiile sehr lose ist, ist es erlaubt, (22a) durch 
(14a) zu ersetzen und dort wieder n 2 -1 durch 2(n -1), so daB also fUr Gase 

;: ~~ durch ~ (n - 1) ersetzt werden darf. Davon ist oben, bei der Darstellung 

der Dispersion von Gasen, Gebrauch gemacht. Der dort in dem Zahler auftretende 

Faktor~~e~ entspricht dem in dem e der Refraktionsformel steckenden Faktor 
m 4:n-e2 

3m . 
25. Experimentelles Material. Als Beispiel fUr normale Dispersion waren 

oben Messungen von Gasen angefUhrt. Fur optisch isotrope feste Korper und 
Flussigkeiten1) liegen ebenfalls viele und genaue Bestimmungen von Brechungs
indizes vor. Diese wurden teilweise auch schon formelmaBig dargestellt. Doch 
sind in den meisten Fallen [MARTENS, PASCHEN 2) u. a.] Formeln von der Form 
(11 a) anstatt der bei dichter Packung theoretisch allein brauchbaren (22a) be
benutzt. Diese Formeln waren nun nach den vorhergehenden Uberlegungen 
ohne weiteres in die theoretisch gewiinschten umzurechnen. Aber sie haben meist 

auBer den Gliedern 21 "'? ~ ",2 noch ein konstantes Glied (also die Form 

n2 - 1 = a + ~ --.il-2 = a + ~ '2 c; 2)' so daB auch eine Umrechnung ~." Wi - 0) ..:::.; 'Vi - v 

nicht moglich ist. Andererseits gibt Z. B. GOLDHAMMER3) bei KCI eine Formel fUr 

n:~_ an. Aber diese hat ebenfalls ein konstantes Glied, das nach seiner Ansicht 
n T 2 
von Eigenwellen herriihrt, die so weit im Ultravioletten liegen, daB sie nur noch zur 
Refraktion beitragen, die Dispersion im Sichtbaren und nahen Ultraviolett aber 

nicht mehr beeinflussen, d. h. also, daB in den Summanden --2~2 oder ~ 
COo - OJ Yo -- 1'''' 

(1)2 bzw. y2 neben (1)5 bzw. Y5 vernachlassigt werden darf. Bei der Genauigkeit, 
mit der die Rechnung gewohnlich gefUhrt wird, muBte aber, wenn diese Ver
nachlassigung erlaubt sein soIl, Y~ mindestens gleich l' 1034 sein, d. h. das 
zugehorige C = 3 . 1033, was zu unertraglich hohen Elektronenzahlen (etwa 
2000 pro Molekiil) fUhren wtirde. Zudem fUhren aHe diese Formeln bei 
Extrapolation auf 1 = 00 zu falschen Werten fUr die Dielektrizitatskonstante. 
Wirbrauchen also fUr feste Korper Formeln von der Form (22a) ohne kon
stantes Glied. 

Von festen durchsichtigen und isotropen Korpern sind vor aHem KCI, NaCl 
und Diamant sehr genau und tiber ein groBes Gebiet untersucht. Ferner, teil
weise allerdings nur uber das sichtbare Gebiet, eine Reihe anderer Korper, vor 
allem Alaune. Fur alle diese Untersuchungen sei auf die Tabellen von LANDOLT
BORNSTEIN hingewiesen. Speziell fUr die Alkalihalogenide hat erst neuerdings 

1) Die Dispersion mehrachsiger Kristalle solI hier nicht behandelt werden, S. dazu den 
Artikel von BORN u. BOLLNOW in Bd. XXIV dieses Handbuchs. Uber die Dispersion der 
Glaser S. F. ECKERT, Jahrb. d. Radioakt. Bd. 20, S.94. 1922. Uber Dispersion der Metalle 
s. D. A. GOLDHAMMER, Dispersion und Absorption des Lichts, 1913 und die neueren Arbeiten 
von G. JAFFE, Ann. d. Phys. Bd.45, S.1217. 1914 u. Bd.46, S.984. 1915. 

2) F. F. MARTENS, Ann. d. Phys. Bd.6, S.603. 1901; F. PASCHEN, ebenda Bd.26, 
S.120. 1908. 

3) D. A. GOLDHAMMER, Dispersion und Absorption des Lichts. Leipzig 1913. 

Handbnch der Physik. XX. 33 
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GYULAll) die Dispersionsmessungen von KBr, KJ, NaBr, NaJ, RbCl und LiF 
ins Ultraviolette ausgedehnt (6150-2063 A). Die formelmaBige Darstellung, die 
eine Prazision der in Ziff. 82 angegebenen Konstanten dieser Salze bedeuten 
diirfte, steht noch aus. Hier sollen deshalb nur NaCl und KCl etwas naher be
trachtet werden, fiir die theoretisch brauchbare Formeln2) vorliegen. Das Beob
achtungsmaterial ist, da verschiedene MeBreihen existieren, einer kritischen 
Sichtung unterzogen. 

Die Messungen lassen sich bei NaCl darstellen durch die dreigliedrige Formel 

1,4150. 1030 2,6575.1030 0,11230,1030 

76950. 1027 - y2 + 10275. 1027 - y2 + 3778,3.1027 _ y2- , 
(VII) 

Al = 341,9A, A2 = 935,9A, A3 = 1543.4 A, 

PI = 2.35 P2 = 4.41, Ps = 0,19. 

Formel (VII) gibt die Beobachtungen im Ultravioletten und Sichtbaren gut 
wieder. Die Beobachtungen an KCI werden durch eine ahnliche Formel dar
gestellt: 

n2 - 1 1,9968.1030 1,8297, 1030 0,10886.1030 

n 2 + 2 + 33999.1027 - y2 + 9525,8 .1027 - 1,2 + 3613,7.1027 _ y2' (VIII) 

Al = 515,oA, )'2 = 972,0 A, 
PI = 4,60, P2 = 4,21, 

AS = 1578,1 A, 
Ps = 0,25. 

Die Dbereinstimmung zwischen Rechnung und Messung ist dieselbe wie beim 
NaCl. Auf den kleinen Gang zwischen Formel und Beobachtung (s. auch Ziff. 10) 
kommen wir spater zuriick, ebenso auf die Zuordnung der einzelnen Glieder. 

Rechnet man hier auf n 2 - 1 urn, so erhalt man fiir KCl 

A~ = 529A, l~ = 1090 A, l~ = 1626 As). 

Die Verschiebung ist hier verhaltnismaBig klein, verglichen mit dem Fall des 
Schwefelkohlenstoffs4) (2250 bzw. 1850 A) und Xylols (1366-1158 A), weil der 
Hauptteil der Versehiebung erst bei sehr groBer Annaherung hervorgebracht 
wird. Der mittlere Abstand zweier CS2 Molekiile im flftssigen Zustand ist 
2,9.10- 8 em, zweier Xylolmolekiile 3,7 .10-8 em, der mittlere Abstand zweier 
Cl- Ionen im KCl aber 6,28 '10- 8 em. Zwar ist der Abstand K+ - Cl- nur 
3,14' 10-8 em, aber nur gleichartige lonen wirken stark aufeinander. 

Als Beispiel fiir die Dispersion von Fliissigkeiten5) sei zunachst Xylol an
gefiihrt, dessen von RUBENS gemessene Brechungsindizes zwischen 4340 A und 
1,88 ft 6) bis auf 10 Einheiten der 4. Dezimale dargestellt werden durch die 
Formel 

2 5,6549 . 1030 

n - 1 = 4823,2,1027 _ y2 
mit A~ = 1366 A 

oder umgerechnet nach Ziffer 23 

n 2 - 1 1,8850. 1030 

n 2 + 2 = 6708,2, 1027 _ 1,2 mit AO = 1158 A, 
------

1) Z. GVULAI, ZS. f. Phys. Bd. 46, S. 80. 1928. 
2) K. F. HERZFELD U. K. L. WOLF, Ann. d. Phys. Bd.78, S.35. 1925; K. L. WOLF, 

Miinchener Dissertation 1925. 
3) In guter Obereinstimmung damit hat H. A. PFUND (Science Bd. 65, S. 595. 1927 

u. Phys. Rev. (2) Bd. 31, S. 315. 1928) in jiingster Zeit bei NaCl ein Reflexionsmaximum 
bei etwa 1600 AE, bei KCl bei 1624 A festgestellt. Exakte Obereinstimmung ist erst 
nach genauerer Messung und Umrechnung nach Ziff. 26 zu erwarten. Anzeichen weiterer 
Re:fl.exionsmaxima sind in der Nllhe von 1000 A vorhanden. 

4) E. FLATOW, Ann. d. Phys. Bd. 12, S. 85. 1903. 
5) Dber Dispersion von Losungen s. unter Molrefraktion (Abschnitt V). 
8) F. F. MARTENS, Ann. d. Phys. Bd.6, S.603. 1901. 
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e errechnet sich mit dieser Formel zu 2,17 gegeniiber einem beobachteten Wert 
von 2,30. Fiir eine groBe Reihe anderer Fliissigkeiten, und zwar dipollose wie 
Benzol, Toluol, CS2 und CC1" wie auch fUr Dipolfliissigkeiten wie Wasser, 
Athylalkohol, Azeton u. a., liegen Messungen des Brechungsexponenten im 
ultravioletten, sichtbaren und ultraroten Spektralgebiet vor, fUr die teilweise 
auch Formeln angegeben sind, jedoch beinahe immer in der KETTELER-HELM
HOLTzschen Form fUr n 2 - 1 und mit konstantem Glied. FUr all diese Messungen 
sei auf die Tabellen von LANDOLT-BoRNSTEIN verwiesen, wo sich auch die notigen 
Literaturangaben befinden 1). Besonders hervorgehoben seien hier nur Wasser 
und CS2• Wasser ist gemessen zwischen 1860 A und 250 cm. Wasser ist vom 
kurzwelligen Ultraviolett (etwa 1200 A) bis zu einigen # durchsichtig und nor
mal dispergierend. Bei ca. 5 # setzt starke anomale Dispersion ein, die von da 
an bis ins Gebiet kurzer elektrischer Wellen (Dipole!) immer wieder auftritt. 
Eine einheitliche formelmaBige Darstellung besteht nicht und diirfte infolge der 
Kompliziertheit des Spektrums auch recht schwierig zu gewinnen sein, be
sonders da auch die verschiedenen MeBreihen schlecht an einander an
schlieBen 2). 

Die Dispersion von Schwefelkohlenstoff ist zwischen 2550 A und 2 # gemessen. 
Er zeigt anomale Dispersion bei 3300 A. Eine formelmaBige Darstellung ist des 
ofteren versucht worden, so von MARTENS, FLATOW, FRICKE und FEUSSNERa). 
Eine neuere Untersuchung von PAUTHENIER und BRUHAT4), die sich auf neue 
Messungen der Absorption stiitzen, faBt alle diese Messungen in einer KETTELER-

HELMHOLTzschen Formel zusammen, deren Umrechnung in die n: +- 1 Formel 
n 2 

lohnend erscheint, aber noch nicht durchgefUhrt ist. SchlieBlich sei noch die 
Dissertation von STIEFELHAGEN5) erwahnt, in der KETTELER-HELMHOLTzsche 
Dispersionsformeln fUr CC1" CHCla, SiCI" TiC14 , SnCI" PCla und AsCla ange
geben sind. 

26. Dispersion im Ultraroten und Reststrahlfrequenzen. Die fUr NaCl 
und KCI angegebenen Gleichungen (VII) und (VIII) stellen die Beobachtungen 
im ultravioletten und sichtbaren Spektralgebiet dar, geben dagegen noch keine 
Rechenschaft iiber die im Ultraroten beobachtete anomale Dispersion, die durch 
Schwingungen der Ionen des Gitters gegeneinander bedingt wird. Die Bewegungen 
der Gitterteilchen innerhalb des Kristalls, also der ganzen lonen oder von Atomen 
oder lonen innerhalb der "Radikalionen" (wie S04 - -, NOa - - usw.), bedingen nam
lich fUr die Kristalle zwei neue Arten von Eigenschwingungen, die sich Lichtwellen 
gegeniiber als Resonanzstellen erweisen, derart, daB Licht, dessen Schwingungs
zahl mit der einer solchen Eigenfrequenz zusammenfallt, stark absorbiert und 
demgemaB auch reflektiert wird. Diese Eigenfrequenzen sind also der Beobach
tung mit Hilfe optischer Methoden zuganglich und zwar entweder durch Mes
sung des Reflexionsvermogens 6) oder durch Messung des Absorptionsvermogens 

1) Neuere Messungen vom langwelligen sichtbaren Spektrum bis ins Ultraviolette hat 
FEuSSNER (ZS. f. Phys. Bd. 45, S. 689. 1927) fur Acetophenon, Anilin, Benzaldehyd, 
Chinolin u. Nitrobenzol mitgeteilt. 

2) Eingehende Literaturangaben s. D. A. GOLDHAMMER, Dispersion und Absorption des 
Lichts, S. 87ff. 1913 und H. FALKENHAGEN, im Handb. d. Phys. Optik Bd. 12 , S. 781-782. 

3) F. F. MARTENS, Ann. d. Phys. Bd.6, S.603. 1901; E. FLATOW, ebenda Bd. 12, 
S. 85. 1903; W. FRICKE, Dissert. Jena 1904; Ann. d. Phys. Bd. 16, S. 865. 1905; T. H. 
HAVELOCK, Froc. Roy. Soc. London (A) Bd.84, S. 1. 1911; K. FEUSSNER, ZS. f. Phys. 
Bd.45, S. 689. 1927. 

4) G. BRUHAT U. M. PAUTHENIER, Ann. d. phys. (10) Bd.5, S.440. 1926. 
5) STIEFELHAGEN, Dissert. Berlin 1905; s. auch F. F. MARTENS, Verh. d. D. Phys. 

Ges. 1902, S. 150 und H. H. MARVIN, Phys. Rev. (2) Bd. 34, S. 160. 1912. 
6) Siehe z. B. A. H. PFUND, Journ. Opt. Soc. Amer. Bd. 15, S.69. 1927. 

33* 
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oder durch Dispersionsmessungen in dem in Frage kommenden WellenHingen
gebiet. 

Es ist nun bekannt daB die beiden oben erwahnten Arten von Eigenfrequen
zen im ultraroten Teil des Spektrums liegen: Die zweite Gruppe (Schwingungen 
einzelner Atome oder lonen innerhalb der Gitterbestandteile) liegt entsprechend 
der besonders starken gegenseitigen Bindungen der Bestandteile eines Radikal
ions bei kiirzeren Wellenlangen (etwa bei 10 bis 20 fl). Sie sind fiir das betreffende 
Ion charakteristisch1) und werden auch bei Dbergang dieses Ions in ein anderes 
Salz oder sogar beim Lasen des Salzes nur unwesentlich geandert. Die andere 
Gruppe von ultraroten Eigenschwingungen, die auf Schwingungen der ganzen 
lonen gegeneinander beruhen und die nur dem Gitter selbst eigentiimlich sind, 
liegen bei graBeren Wellenlangen (J. > 20 fl). Sie sind immer nur fiir ein bestimm
tes Gitter charakteristisch und verschwinden in jedem Fall in der Lasung. 
Beide bedingen, wie gesagt, Absorption und demnach auch anomale Disper
sion. Dieser Umstand auBert sich z. B. in dem platzlichen Umbiegen der Dis
persionskurve im kurzwelligen Ultrarot, das z. B. bei Sulfaten auf Schwin
gungen innerhalb der lonen und auf Schwingungen der lonen gegeneinander, 
bei so einfachen Salzen, wie KCI und NaCl, bei denen beide lonen nicht zu
sammengesetzter Natur sind, nur auf Schwingungen der ganzen lonen zuriick
gefiihrt werden muB 2). 

Die kurzwelligeren Eigenschwingungen brauchen wir hier nicht zu betrachten. 
Sie sind im wesentlichen von derselben Art wie die oben bei CO2 behandelten 
Eigensch'wingungen. Dagegen miissen wir etwas ausfiihrlicher auf die im lang
welligen Ultrarot liegenden eigentlichen Gitterschwingungen eingehen. Sie sind 
mit den iiblichen spektrometrischen Methoden nicht mehr zuganglich und des
halb, abgesehen von indirekter Berechnung3), nur noch mit Hilfe der von RUBENS 
und seinen Mitarbeitern ausgebildeten Reststrahlenmethode oder mit Hilfe einer 
Dispersionsformel zu fassen. Die Dispersionsformel liefert direkt die Eigen
frequenzen. Die Reststrahlenmethode dagegen vermittelt uns mit Sicherheit nur 
die Lagen der Reflexionsmaxima. Wellenlange des Reflexionsmaximums und 
Eigenwellenlange sind aber keineswegs identisch 4). Doch laBt sich, wie FOERSTER
LING und HAVELOCK zeigten, die eine aus der andern errechnen. FOERSTERLING5) 
gibt, wenn J"M die Wellenlange des Reflexionsmaximums, .44 die ihr entsprechende 
Eigenfrequenz der n 2 - 1 Formel bedeutet, die Beziehung: 

~-~ ~--
,2 -).12 + 4n2c2• 2n2' 
AM 4 0 

(25 a) 

n5 bedeutet darin den im Ultraroten annahernd konstanten Beitrag der ultra
violetten Glieder zum Brechungsexponenten, !?4 ist, wie oben = 4:n2 C4. Doch ist 
die FOERSTERLINGSche Formel infolge unzulassiger Annahmen iiber n~ nicht aus
reichend. Eine allgemeinere Formel gibt HAVELOCK 6). Sie lautet in unserer Be
zeichnungsweise 

ay4 + by3 + cy2 + dy + f = 0, (25 b) 

1) Cl. SCHAEFER u. M. SCHUBERT, Ann. d. Phys. (4) Bd. 50, S. 283. 1916. 
2) S. dieses Handbuch Bd.24, Artikel BORN-BoLLNOW, Abschnitt II (S. 382ff.). 
3) Siehe z. B. M. BORN, Enzykl. d. Math. 'Yiss. Bd. V 3, S. 529ff.; K. FOERSTERLING, 

Ann. d. Phys. Bd. 61, S. 549. 1920. 
4) R. W. WOOD, Phys. Rev. (1) Bd. 14, S. 315. 1902; H. RUBENS und E. LADEN

BURG, Verh. d. D. Ges. Bel. 11, S. 16. 1909; J. KOENIGSBERGER ll. K. KILCHLING, Ann. 
d. Phys. (4) Bd. 32, S. 843. 1910. 

5) K. FOERSTERLING, Ann. d. Phys. Bd.61, S. 577. 1920. 
6) T. H. HAVELOCK, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 105, S.488. 1924. 
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mit und a = 3 (n5 - 1)2, 

-b = n6(n~~f2 - 4) + n5(S - n~~f2) + n~~f2 - 4, 
-c = 3 ~:,~~ (3 - n,Cv~2-) + ~~~(n:::'2 - 6) + n···~~t2-' 

4 04 4 04 04 

2 C'2 C!3 
d = ~(3ng - 2), -I = ~/i;-. 

no v, no v. 

In gut brauchbarer Naherung kann man dafUr schreiben: 

1 1 C~ 1 1!4 ( ) 
~~~; = W +(6n~ :::.:: 4) (2 = A~2 + 4",,2 c2 (6n8 _ 4) , 25 c 

und diese Formel geht fUr den im allgemeinen nicht zutreffenden Fall, daB n5 = 1 
ist, in die FORsTERLINGsche tiber. 

n Eine DurchfUhrung der Berechnung der in Rede stehenden ultraroten 
t Eigenfrequenzen ist auf Grund der Dispersionsmessungen bisher nur 

fUr KCl und NaCl vorgenommen worden!). Zu den drei ultraroten 
Eigenfrequenzen der obigen Formel (VII) und (VIII) ist eine2) ultra
rote hinzugefUgt, derart, daB jetzt auch die Messungen des Brechungs
exponent en im Ultraroten von der Formel mit dargestellt werden. Die 
Aufnahme des ultraroten Gliedes bedingt ihrerseits eine unwesentliche 
Modifikation der ultravioletten Konstanten. Die neu gewonnenen For
meln, deren Konstanten so mit als die endgultigen gelten k6nnen, stellen, 

1,80 

1,70 

1,60 

1,50 

1,'10 

o 5 10 15 

Abb.12a. 

wie Tabelle 6a (NaCl) zeigt, die 
Beobachtungen im ganzen durch
messenen Bereich gut dar. Auch 
die Dielektrizi ta tskonstan ten 
kommen jetzt richtig heraus. 
Uber den Verlauf der Dispersion 

20;'(p)-l5fL s. Abb. 12 a. Die Konstanten 
der Formeln lauten fUr: 

NaCl: c1 = 1,4150 . 1030, J'l =, 343,9 A, PI = 2,35, 

C2 = 2,6575 . 1030, A2 = 935,9 A, P2 =c 4,41, 
C3 = 0,11230' 1030, )." = 1543,4 A, P3 = 0,1,). 
C, = 1,3401 . 1025 , J •• = 45,751' , P. = 0,57, 

KCl: c1 = 2,0047 . 1030, Al = 514,6 A, PI = 4,61, 
c2 = 1,8533 . 1030, A2 = 966,9 A, P2 ,= 4,26, 

C3 = 0,10720' 1030, }'3 = 1582,9 A, Pa = 0,26, 
c, ~ 8,2035 . 1024, A, = 55,09 p, P. = 0,649, 

Aus ihnen sind mit Hilfe der in Ziff. 24 angegebenen Umrechnungsformel 
die Konstanten der Gleichung fUr n 2 - 1 wie folgt bestimmt: 

.. -~-----

NaCl: c~ = 3 . 1,30 . 1030, }.; = 347 A, 
c~ = 3 . 2,56 . 1030, A~ =0 1085 A, 
q ~, 3 . 0,324 . 1030, ).~ =, 1584 A, 
c~ = 3' 2,79 . 1025, ,(~ = 61,67 fl, 

KCl: c; = 3 '1,6887 '103°, 2; = 529,1 A, 
c~ = 3' 2,0145 . 1030, A~ = 1082,8 A, 
Ci = 3' 0,26178' 1030, ).; = 1621,4 A, 
c~ =c 3 . 1,5884 . 1 025, ).~ = 70,23 ft, 

1) O. FUCHS U. K. L. WOLF, ZS. f. Phys. Bd.47, S.506. 1928. 
~) C. J. BRESTER, Utrecht 1923; W. DEHLINGER, Phys. ZS. Bd. 15, S. 276. 1914. 
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Aus den C~ berechnen sich 1) nun mit Hilfe der HAVELOcKschen Gleichung 
(25b) die Reststrahlfrequenzmaxima zu 52,10 fl fUr NaCl und 60,74 fl fUr ReI. 

Ta belle 6a. 

H n'-l beob. n2 -1 Differenz Beobachter ') -ber. 
n'+2 n2 +2 . ber. - beob .• 10' 

1854 0.46281 0.46310 + 29 MI 
1862 0,46000 0.46019 + 19 
1935 0,43840 0.43842 + 2 
1977 0,42850 0.42845 -- 5 
2000 0.42360 0,42360 () 

2110 0.40476 0.40488 + 12 " 2144 0,40006 0.40022 + 16 M2, MCBo 
2194 0,39375 0,39400 + 25 MI , Bo 
2312 0,38153 0,38184 + 31 Bo 
2573 0,36305 0,36340 + 35 
2748 0,35443 0,35482 + 39 
3403 0,33569 0,33597 + 28 " 
3944 0,32764 0,32788 + 24 M1.2' LA-Bo 
4415 0,32317 0,32334 + 17 M2 
4861 0,32020 0,32029 + 9 P (od. MI, L, M2 U. P) 
5461 0,31734 0,31738 + 7 M2 
5893 0,31583 0,31583 ° Bo (od. MI, Bo, DUFET, L, M2 

und P) 
6438 0,31436 0,31434 2 M2 
6563 0,31408 0,31404 4 M2, P 
7857 0,31188 0,31181 7 P 
8839 0,31085 0,31072 - 13 
9822 0,31009 0,30994 - 15 

11786 0,30908 0,30892 - 16 
17686 0,30765 0,30745 - 20 
23573 0,30688 0,30665 - 23 
29466 0,30623 0,30598 - 25 
33559 0,30556 0,30531 - 25 
41252 0,30482 0,30456 - 26 
50092 0,30351 0,30330 - 21 
58932 0,30205 0,30178 - 27 " 64825 0,30087 0,30063 - 24 L, P 
70718 0,29961 0,29938 - 23 P 
76611 0,29825 0,29800 - 25 
79558 0,29750 0,29727 - 23 
88398 0,29513 0,29489 - 24 

100184 0,29148 0,29128 - 20 
117864 0,28500 0,28483 - 17 
129650 0,27988 0,27976 - 12 
141436 0,27417 0,27404 - 13 
153223 0,26744 0,26760 + 16 
159116 0,26409 0,26408 - 1 " 
179300 0,25047 0,25041 - 6 R-T 
205700 0,22821 0,22799 - 22 R 
223000 0,20989 0,20983 - 6 

1) O. FUCHS U. K. L. WOLF, ZS. f. Phys. Bd.46, S. 506. 1928. 
2) Beobachter: F. F. MARTENS, Ann. d. Phys. Bd. 6, S.603. 1901 (als Ml zitiert); 

ebenda Bd. 8, S. 459. 1902 (M2); Mittelwert zwischen beiden = MI; H. DUFET, Bull. soc. min. 
Bd. 14, S. 130. 1891; S. A. BOREL, C. R. Bd. 120, S. 1406. 1895; Arch. sc. phys. de Gen. (3) 
Bd. 34, S. 134.1895 (Bo; nach LANDOLT-BoRNSTEIN auf 18° reduziert); F. PASCHEN, Ann. 
d. Phys. Bd. 26, S. 120. 1908 (P); H. RUBENS, ebenda (4) Bd. 26, S. 615. 1908 (R); H. RUBENS 
U. A. TROWBRIDGE, Wied. Ann. Bd. 60, S. 733.1897; Bd. 61, S.224. 1897 (R-T); J. STEFAN. 
Wien. Ber. Bd.63 (2). S.239. 1871. Diskussion des Beobachtungsmaterials s. K. F. HERZ
FELD U. K. L. WOLF, Ann. d. Phys. Bd.78, S.35. 1925. 
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Wir haben also fiir 
KCI: J.~ = 70.23, NaCI: 61.67. 

AM= 60.74, 52.10 berechnet. 
AM= 63.4. 52.00 beobachtetl). 

Die Obereinstimmung mit der Beobachtung ist befriedigend. Die aus der Dis
persionsformel bestimmten Eigenfrequenzen erscheinen damit experimentell hin
reichend gesichert und k6nnen als brauchbarste Bestimmung der - direkten 
Messungen nicht zuganglichen - Eigenfrequenzen angesehen werden. Einige 
anderweitige Angaben tiber die Eigenfrequenzen der n 2 - 1-Formel sind zu
sammen mit den aus der Dispersion bestimmten Werten in der folgenden Tabelle 
zusammengestellt: 

NaCI: A~ = 61,67 
= 61.6 
= 64.5 

= 61.8 

I N ach FUCHS-WOLF2) 
I N ach BORN3) aus der Theorie der Kohasionskrafte 

I FORSTERLING4) aus der BORN-KARMANschen Theorie 
spezifischen \Varme 

Nach MARVIN°) 

KCI: ;.~ = 70.23 Ii 

= 74.5 
=77 
= 71 

Nach FUCHS-WOLF2) 
Nach BORN6) • 

FORSTERLING4) 

Nach MARVIN°) 

der 

Fiir andere Stoffe stehen die analogen Rechnungen noch aus. Doch diirften die 
beiden behandelten Beispiele des KCI und NaCI wohl hinreichend dartun. in 
welch weitem Umfang Gleichungen (22a, 24 und 25) sich an der Erfahrung be
statigen. 

Fiir Schwefelkohlenstoff (s. Zif£' 25) lieBe sich auch fiir Fltissigkeiten eine 
ahnliche Betrachtung durchfiihren. wozu eine Umrechnung der von BRUHAT und 
PAUTHENIER7) angegebenen KETTELER-HELMHOLTzschen Dispersionsformel in 

die n: - 1 Formel notig ware. Die daraus gewonnenen Eigenwellenlangen 
n + 2 

miiBten weiterhin mit Hilfe der HAVELOcKschen Formel (25) mit den Re-
flexionsmessungen HULBURTS8) und FLATows sowie den Absorptionsmessungen 
von BRUHAT und P AUTHENIERD) im Ultraviolett und von COBLENTZlO) im Ultra
roten kombiniert eine vollstandige Kenntnis der aus der Dispersion zu gewin
nenden Daten dieser auch in anderer Hinsicht wichtigen Fliissigkeit gewinnen 
lassen. 

III. Molekulartheoretische Behandlung 
von Absorption und Dampfung. 

Breite von Spektrallinien. 
In Gleichung (8a) hatten wir zur Vermeidung unendlich groBer Amplituden 

rein phanomenologisch ein Dampfungsglied von der Art einer Reibungskraft ein-

1) H. RUBENS. Berl. Ber. 1917, S.47. 
2) O. FUCHS U. K. L. WOLF, ZS. f. Phys. Bd. 46. S. 506. 1928. 
3) M. BORN. Enzykl. d. math. Wiss. Bd. V 3. S. 529ff. 
4) K. FORSTERLING. Ann. d. Phys. Bd.61. S.549. 1920. 
0) H. H. MARVIN. Phys. Rev. Bd. 17. S.412. 1921; s. auch R. C. MACLAURIN. Proc. 

Roy. Soc. (A) Bd. 81. S. 367. 1908. 
6) M. BORN. Berl. Ber. S.604. 1918. 
7) G. BRUHAT U. M. PAUTHENIER. Ann. d. phys. (10) Bd.5. S.440. 1926. 
8) O. E. HULBURT. Astropl. Journ. Bd.46. S. 1. 1917. 
9) G. BRUHAT U. M. PAUTHENIER. Journ. de phys. et Ie Radium Bd. 6. S. 36. 1925. 

10) W. W. COBLENTZ. Phys. Rev. (1) Bd. 17. S. 51. 1903. 
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gefUhrt, indem wir in die Bewegungsgleichung einen Summanden bt aufnahmen1). 

Dieses bedeutet einen Energieverlust. Greift namlich keine auBere Kraft an dem 
Resonator an, so kann die Bewegungsgleichung 

m~ + mwU + bi = 0 
auch geschrieben werden 

~(~~2 + ~WU2) = -bi2 , (26) 

so daB b;2 den Energieverlust angibt, der zu einer gedampften Schwingung 

b----
._ - :,- t }/" b2 

t = !- • e -'" cos / w" - - - t " ~o II 4m2 

fiihrt, bei welcher die Energie im Mittel proportional 

b 
- t 

e In 

abnimmt. v' ist also gleich der reziproken Abklingungszeit. Andererseits ist J,', 

wie oben gezeigt wurde, gleich der Halbwertsbreite der Absorptionslinie, d. h. 
gleich dem ganzen Abstand der Stellen, an denen der Absorptionskoeffizient auf 
die Halfte seines Maximalwertes gesunken ist. Wir haben also das Ergebnis, 
daB die natiirliche Halbwertsbreite der Linie in unendlich diinner Schicht im 
FrequenzmaB gleich der reziproken Abklingungszeit ist. 

27. Strahlungsdampfung nach PLANCK. Nach PLANCK riihrt die Ver
minderung der Energie des Resonators daher, daB das schwingende Elektron 
strahlende Energie an das Medium abgibt. Wir miissen daher die von einem 
Oszillator ausgestrahlte Energie berechnen. Wir spezialisieren un sere Forme! 
gleich so, wie wir sie brauchen. Es sei ein Resonator gegeben, der sich in der 
;-Richtung bewegen kann. Dabei denken wir uns den Resonator im Nullpunkt 
des Koordinatensystems. 1st r der Abstand des Aufpunktes, fUr den wir das Feld 

bestimmen wollen, und .; Funktion von (t - ~), so ist das von dem Resonator 
ausgestrahIte Feld bestimmt durch: C 

~ ( 02 02 e ~(t - :) 
(s;'" = - -"y2 + -.:1 .2) r " v U,,-'. 

_ 02 e;(t - -:-) 
li!l = (h-ai r ' 

2 e~(t - ~) 
Q; __ ._O_ c 
Z-dxoy r . 

Wenn wir geniigend weit von dem Resonator entfernt sind - und das diirfen 
wir immer voraussetzen, denn der Abstand des leuchtenden Punktes vom Auge 
ist immer groB gegen die Wellen lange -, k6nnen wir die Glieder mit 1/r2 und 1(r3 
neben denen mit 1/r vernachlassigen. Ausrechnung fUhrt zu gew6hnlichen Kugel
funktionen, und es ergibt sich folgendes Resultat 2): 

1) Siehe zusammenfassenden Bericht J. STARK, Jahrb. d. Radioakt. Rd. 12, S. 349. 1915. 
Ferner O. SCHONROCK, Ann. d. Phys. Bd. 22, S. 209. 1907; J. MANDERS LOOT, Jahrb. d. Radio
akt. Bd. 13, S.1. 1916; F. REICHE, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 15, S.3. 1913. 

2) Siehe z. B. ABRAHAM-FoPPL, Theorie der Elektrizitat I, 5. Auff. S. 331 ff. 
Leipzig 1918. 
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Elektrische und magnetische Feldstarke sind ihrem Betrag nach bestimmt 
durch die Gleichung: 

,. e 1" . 
lQ;i, = 1""'1 = ---~Slll-&. ; "0', r c2 

(27) 

Q; liegt in der Meridianebene ON P, S) senkrecht zu Q; in Richtung der Tangente 
an den Parallelkreis durch den Aufpunkt P (s. Abb. 13). Die pro Sekunde aus
gestrahlte Energie ist nach dem POYNTINGSchen Satz: 

dW = '5r2d£l 

und das ist, wegen G-1. (27) und weil (S; .1 .~ 

_ e2 ,£:2. C • 2-&1 2dIJ 
- c4 " 4;;' Sill i2Y • Abb.13. 

Die gesamte Energiestromung ergibt sich durch Integration liber die I\ugelober
flache: 

(28) 

e2~' 4 

2 c3 3 

Das ergibt fUr das Dampfungsglied 

dW 2 e2 ~2 

~ 3 ca ~ 
(29) 

(29) und (26) fUhren also zu der Beziehung: 

I 2 e2 ~2 1 
')1=- 3C"ym' 

Setzen wir wieder ~ = A . eimt, so wird der Ausdruck 

also 

00) 

Das ist die Formel von PLANCKl). 

G' "13 d Gl' h ,12 ,,' b . 2nc . . d 1 d' H lb t ema er elC ung ;- = ;-' wo el ')1 = --r- 1st, wIr a so Ie a wer s-
breite in A . 

also gcmaB (30) 

., ' v' i.2 
LJA= 

2nc' 

= 0,83 .10- 4 A. 

Wenn auf unsercn Resonator eine ebene Welle auffallt, so wird ihr Energie 
cntzogen, die die nach (26) verbrauchte Energie liefert. Da hier fUr das Gesamt-

1) M. PLANCK, Wied. Ann. Bd.60, S.577. 1897; Berl. Ber. Bd.24, S.471. 1902. 



522 Kap. 10. K. L. WOLF und K. F. HEFZFELD: Absorption und Dispersion. Zif£' 28. 

gebiet kein Energieverlust eintritt und da Warmebewegung nicht auftreten solI, 
so bleibt die ganze dem Primarstrahl entzogene Energie Strahlungsenergie. Wir 
haben keine Umwandlung der Strahlungsenergie, sondern lediglich Streuung, in
dem die Molekiile, die selbst zu Schwingungszentren werden und sekundare 
Lichtwellen aussenden, zerstreuend wirken. Wir haben also wenigstens im Ge
biete schwacher Dispersion, wo das Mitschwingen der Elektronen nicht stark 
ist, ahnliche Verhiiltnisse wie bei der Zerstreuung des Lichts durch triibe Medien, 
deren Theorie von Lord RAYLEIGH entwickelt und zur Erklarung der Himmels
farbe herangezogen wurde. 

ZahlenmaBig nimmt v' im sichtbaren Gebiet (l = 5.10- 5) nach (30) den Wert 
10~ an. Daraus ergeben sich fUr die Abklingungszeit Werte von der GroBen
ordnung 10- 8 sec in Ubereinstimmung mit dem Experiment1). Ubereinstimmung 
mit dem aus Formel (30) sich ergebenden Wert findet auch MINKOWSKI2) , der 
durch Kombination von Absorption und Magnetorotation fUr die D-Linien 
V~j = 0,63 .108, V~. = 0,62 .108 sec- 1 bestimmt. 

Strahlungsdampfung ist mit jeder Schwingung, die Wellen in das umgebende 
Medium sendet, untrennbar verbunden, also immer vorhanden. Die durch sie 
bestimmte Halbwertsbreite bestimmt daher die "natiirliche Linienbreite". 

28. Theorie von LORENTZ. LORENTZ 3) untersucht den Fall, daB der Strah
lungs- und AbsorptionsprozeB der ungedampft schwingenden Elektronen durch 
ZusammenstoB infolge der thermischen Bewegung unterbrochen werde. Die 
Energieverminderung wird dabei also auf Umsetzung von Strahlungsenergie in 
kinetische Energie der beiden StoBpartner zuriickgefiihrt (StoBe zweiter Art). 
Und zwar wird vorausgesetzt daB die ganze momentan vorhandene Energie des 
Resonators in Warmebewegung umgesetzt wird. Es sei T die Zeit zwischen zwei 
StoBen. In der Sekunde erfolgen dann 1/T StoBe. Die von einem Molekiil wahrend 
der Zeit T in ungeordnete Bewegung umgesetzte Schwingungsenergie wird dann 

• 
nach (26) gleich fbX2dt, nach der jetzigen Auffassung aber gleich der Energie 

o 
im Augenblick des StoGes U(T). Also 

• 
-~f mx2dt = U(T) . 

o 

Wiirde man U(-r) = 2 ~ 12 setzen, so erhielte man 

b 1 
m T 

(3 1) 

Nun ist die Rechnung noch nicht korrekt. Wir nahmen ja die Schwingungen als 
praktisch ungedampft an und fUhrten die Dampfung auf von Zeit zu Zeit erfol
gende plotzliche Storungen zuriick; diese sol1ten die Schwingungsvorgange 
unterbrechen, so daB unmittelbar nach einem StoB die (kinetische) Energie des 
Resonators = 0 ist. Durch die einfallende Welle wird die Schwingung dann von 

1) W. WIEN, Ann. d. Phys. Bd. 60, S. 597. 1919; Bd. 66, S.229. 1921; Bd. 73, S.483. 
1924 (Abklingen des Kanalstrahlleuchtens); A. ELLET, Jouro. Opt. Soc. Amer. Bd.1O, 
S. 427. 1925 (Drehungder Polarisationsebene der Resonanzstrahlung); W. HANLE, ZS. f. Phys. 
Bd. 30, S. 93.1924; zusammenfassende Darstellung der Resultate s. H. KERSCHBAUM, Ann. 
d. Phys. Bd.83, S.287. 1927; L. S. ORNSTEIN U. V. D. HELD, Ann. d. Phys. (4) Bd. 85, 
S. 953. 1928 (Absolute Intensitatsmessung). 

2) R. MINKOWSKI, ZS. f. Phys. Bd.36, S.839. 1926. 
3) A. A. MICHELSON, Astrophys. Jouro. Bd.2, S.251. 1895; H. A. LORENTZ, Versl. 

Akad. Amsterdam Bd. 14, S. 518 u. 577. 1906. 
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neuem erzeugt, und ihre Amplitude nimmt zu bis zum nachsten StoB. Die Ampli
tude im Moment des StoBes ist dann nicht die mittlere, sondern hat einen groBeren 
Betrag. 

LORENTZ rechnet folgendermaBen 1): Man setzt die Losung der Bewegungs
gleichung (9) (Ziff. 7) inkl. der zu Beginn auftretenden freien Schwingungen der 
Frequenz Wo an und bestimmt deren Konstanten so, daB unmittelbar nach dem 
letzten StoB, der vor t'sec gewesen sein moge, sowohl x als x = 0 sind. Man hat 
dann 

x = - e~o ___ • eimt {1 _ ~(1 + ~)ei(a>o-W)t' - -~(1 _~)e-(Wo-W)t'}. 
m (w~ - ( 2) 2 Wo 2 Wo 

In einem gegebenen Augenblick ist der Bruchteil der Molekiile, die ihren letzten 
t' 

1 ---
StoB zwischen t' und t' + dt' hatten, proportional -. e T. dt; man erhait 
daher als Mittel von x iiber aIle Molekiile T 

/
":" 1 t' e~. iwt 

X = x· -;- . e - -; . d t' = --,------''-------,----
o m (w~ _ w2 + i ~ W )' 

(32) 

d. h. Formel (10 a) (Zif£' 12) mit b = 2m. 
r 

Die LORENTzsche StoBdampfung ist direkt proportional der StoBzahl und 
diese wieder dem Gasdruck. Ferner muB YLORENTZ wie die StoBzahl bei konstanter 
Dichte proportional iT zunehmen. Da Y' die Halbweite der Spektrallinie be
stimmt, muB eine Erhohung des Druckes oder der Temperatur eine Verbreite
rung der Spektrallinie bewirken. 

Fiir Emissionslinien ergibt sich das gleiche. Die ungestort schwingenden 
Elektronen bedingen gemaB der klassischen Elektrodynamik, sofern man von 
der Strahlungsdampfung absieht, die Emission streng monoehromatischen Liehts. 
Die so ausgesandten Wellenziige haben aber nur eine endliche Lange, da der Emis
sionsprozeB jeweils durch die thermischen ZusammenstoBe unterbrochen wird. 
Ein endlicher Wellenzug laBt sich aber durch FOURIER-Analyse in eine stetige 
Folge von Wellenlangen, also in ein ganzes Spektrum zerlegen derart, daB die 
Intensitatsverteilung in diesem "Spektrum" sich urn so mehr urn die Frequenz 
der ungedampften Sehwingung konzentriert, je Hinger der WeIlenzug ist 2). 

29. Strahlungsdampfung und Breite von Spektrallinien. Die rein elek
tromagnetiseh begriindete Strahlungsdampfung ist immer gleichmaBig wirksam. 
Die StoBdampfung dagegen wird sehr schwach, wenn das Gas sehr diinn, die 
StoBe also selten sind. Der rein formale Ansatz (8a) umfaBt beide, und im all
gemeinen werden wir anzusetzen haben: 

v'== YPLANCK 1r VLORENTZ' 

In sehr diinnen Gasen wirkt nur PPLANCK' Dann bleibt die ganze Strahlungsenergie 
ihrer N atur naeh erhalten 3). Die Dampfung beruht nur auf der zerstreuenden Wir
kung der Resonatoren. Daher bestimmt eben YPLANCK die natiirliche Breite der 
Spektrallinien. Diese ist immer, wie das Zahlenbeispiel Zif£. 27 zeigt, so klein, 

1) Dber eine etwas andere Ableitung mit nicht ganz den gleichen Resultaten siehe 
G. JAFFE, Ann. d. Phys. (4) Bd. 45. S. 1217. 1914. 

2) O. SCHOENROCK, Ann. d. Phys. Bd. 22, S. 209. 1907; H. A. LORENTZ, Theorie of 
Electrons, S.141. Leipzig 1916. 

3) R. W. WOOD. Phys. ZS. Bd. 13. S. 353. 1912; F. PASCHEN. Ann. d. Phys. (4) 
Bd. 45. S.625. 1914; J. Z. ZIELINSKI. Phys. Rev. (2) Bd. 31, S. 559. 1928. Dieses Hand
buch Bd. XXIII, Kapitel 5. 
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daB sie mit dem bis jetzt erreichten Auflosungsvermogen der Spektralapparate 
nicht gemessen werden kann. D. h. die Linie wird durch Beugungserscheinungen 
verbreitert. Aber auch ohne das wiirde der Dopplereffekt hier eine Messung 
storen. Wenn namlich ein emittierendes Atom!) mit der Geschwindigkeitv auf 
den Beobachter zu bzw. von ihm fortfliegt, so ist die vom Beobachter wahr
genommene Frequenz 

Das mittlere Geschwindigkeitsquadrat v fUr die Molekiile eines Gases ist gegeben 
durch 

oder 1,579.103 V! . 
Das bedeutet 2) eine mittlere Verbreiterung nach jeder Seite von der GroBenordnung 

~. V3~T 'Vo = 5 . 1O- 7V ~ 'Vo. FiirWasserstoff (M = 2) und Zimmertemperatur 

(T = 300) ergibt sich so als Gesamtbreite der Spektrallinie Al c-.J 10 .10- 5, 

wahrend nach (30) Al c-.J 10 , 10- 8 ist. Die durch Strahlungsdampfung bedingte 
Linienbreite ist also durch die Verbreiterung infolge des Dopplereffektes3) voH
kommen iiberdeckt. Der letztere.nimmt mit steigender Temperatur und faHendem 
Molekulargewicht zu. Will man daher die natiirliche Strahlungsdampfung finden, 
so ist Quecksilberdampf nach (32) am gunstigsten, weil er ein groBes Molekularge
wicht hat und der Dampfdruck schon bei gewohnlicher Temperatur hinreichend ist. 

Eine Methode zur direkten Bestimmung dernattirlichen Linienbreite hat 
MINKOWSKI 4) in neuester Zeit angegeben. Er geht davon aus, daB die durchDopp
lerverbreiterung bedingte Intensitatsverteilung in einer Linie verschieden ist 
von der durch Strahlungs- oder StoBdampfung bedingten Breite in der Art, daB 
der AbfaH des Absorptionskoeffizienten bei alleiniger Wirksamkeit des Doppler
effektes exponentiell mit dem Quadrat des Abstandes von der Linienmitte ab
fallt2) , bei Druckverbreiterung oder naturlicher Linienbreite dagegen reziprok 
dem Quadrate der Frequenzdifferenz. Daher solIte auch bei Mitwirkung des 
Dopplereffektes der Absorptionskoeffizient in hinreichendem Abstand von der 
Linienmitte von diesem unabhangig sein und bei genugend dunnem Druck eine 
Bestimmung der naturlichen Linienbreite ermoglichen (s. den von MINKOWSKI 
angegebenen Wert fUr die naturliche Breite der D-Linien in Ziff.27). Einige die 
Druckverbreiterung betreffende Daten MINKOWSKIS werden in der nachsten 
Ziffer angefUhrt werden. 

1) Der Einfachheit halber wird hier die Emissiortslinie betrachtet. 
2) Exakt. Behandlung des Intensitatsverlaufs in der Linie s. Lord 'RAYLEIGH, Phil. 

Mag. Bd. 27, S.298. 1889; O. SCHONROCK, Ann. d. Phys. (4) Bd. 20, S. 995. 1906. 
3) Erste experimenteUe Untersuchungen s. H. EBERT, Wied. Ann. Bd. 36, S. 466. 1889. 

Genauere Messungen s. A. A. MICHELSON, Phil. Mag. Bd. 34, S. 280.1892; C. FABRYU. H. BUIS
SON, Joum. d. phys. Bd.2, S.442. 1912 und besonders M. DUFFIEUX, ebenda (9) Bd.4, 
S.252. 1925, mit ausfiihrlicher Literatur iiber Messungen. Der Dopplereffekt als Ursache 
der Linienverbreiterung wurde zuerst von F. LIPPISCH (Pogg. Ann. Bd. 139, S.465. 1870) 
und L. PFAUNDLER (Wien. Ber. Bd. 76, S. 852. 1877) behandelt. Lord RAYLEIGH (Phil. Mag. 
(5) Bd. 27, S. 298. 1889) leitet dann ab, da/3 der Intensitatsabfall von der Mitte der Linie nach 
au/3en experimentell mit dem Quadrat der Frequenzdifferenz geht (s. auch CH. GODFREY, 
Phil. Trans. (A) Bd. 195, S. 329. 1901). Weiterfiihrung s. O. SCHON ROCK, Ann. d. Phys. Ed. 20, 
S.995. 1906 und Lord RAYLEIGH, Phil. Mag. (6) Bd.29, S.274. 1915. 

4) R. MINKOWSKI, Naturwissensch. Bd. 13, S.1091. 1925; ZS. f. Phys. Bd. 36, S.839. 
1926; s. auch W. SCHUTZ, ZS. f. Phys. Bd. 38, S. 864. 1926; Bd. 45, S. 30. 1927 (mit kriti
schen Bemerkungen zu den Messungen MINKOWSKIS). 
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An dieser Stelle moge schlieBlich noch erwahnt werden, daB das Ausphoto
metrieren der Absorptionslinien im Sonnenspektrum, wenn man ebenso wie 
MINKOWSKI vorgeht, auch hier neben anderem Schliisse auf die natiirliche Halb
wertsbreite und LORENTz-Breite zuzulassen scheint. Untersuchungen dieser Art 
sind von H. V. KLtjBER in Potsdam begonnen worden. Abb. 13a gibt ein Photo-
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gramm von Hx im Sonnenspektrum wieder!). Die gestrichelte Kurve gibt den 
theoretischen Verlauf bei alleiniger Wirkung des Dopplereffektes, wahrend die 
dunn ausgezogene Kurve die von Gleichung (17b) und (18) geforderte Linien
form angibt. Es ist deutlich zu sehen, wie in der Linienmitte der Dopplereffekt, 
in weitem Abstand davon aber Gleichung (17b) den beobachteten Verlauf 
wiedergibt 2). 

30. Experimentelle Priifung der LORENTzschen Theorie. Bei kleinem 
Drucke brauchen wir nur die Strahlungsdampfung zu berucksichtigen. Bei Er
hohung des Gasdruckes, d. h. Verkleinerung von T, wird aber bald ein Zustand 
erreicht, wo die StoBdampfung von der gleichen GroBenordnung ist. Das ist der 
Fall, sobald die Stof3zeiten die GroBenordnung von 10- 8 erreichen. Wenn dann 
die StoBzeiten noch kleiner werden, tritt YPLANCK zuruck gegen YLORENTZ' Bei groBen 
Drucken ergeben sich so die Moglichkeiten, die LOREnzsche Theorie zu priifen, 
und zwar durch Pruiung der Abhangigkeit von v' von der Temperatur (es muBte 
bei konstanter Dichte wachsen proportional mit {f ) und durch Prufung der 
Abhangigkeit vom Druck (v' muBte zunehmen proportional mit dem Druck). 

In Fallen, in denen die Linienbreite praktisch nur von der StoBdampfung 
herruhrt, muBte also dieselbe Verbreiterung auftreten, wenn man einmal den 
Fremddruck bei konstanter Temperatur, einmal die Temperatur bei konstantem 
Fremddruck erhoht. Die erforderlichen Fremddrucke mussen dann den Wurzeln 
aus den Temperaturen proportional sein. Das Experiment scheint diese Fol
gerung zu bestatigen 3). 

Eine Reihe von Untersuchungen zur Prufung cler LORENTzschen Theorie 
unternahm FUCHTBAUER mit seinen Mitarbeitern auf photographisch-photo
metrischem Weg. Indem sie in jedem Fall die Bedingungen so wahlten, daB 

') H. v. KLUBER, ZS. f. Phys. Bd. 44, S. 481. 1927; s. auchM. MINNAERT, ebenda Bd. 45, 
S . 610. 1927. 

2) Uber die Behandlung der Struktuf der FRAUNHOFERschen Linien auf Grund der 
SCHWARZSCHILDschen Theorie des Strahlungsgleichgewichts s. A. UNSOLD, ZS.f. Physik 
Bd. 46, S. 765. 1928. 

3) W.ORTHMANN, Ann. d. Phys. Bd. 78, S. 601. 1925 (durch Anderung der Absorption 
einer hochmonochromatischen Resonanzlampe). 
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Dopplereffekt und Strahlungsdampfung vernachHissigt werden konnten, fanden 
sie die Druckabhangigkeitl) von Vi bis zu Drucken von 30, in einer weiteren 
Untersuchung2) bis zu 50 Atmospharen vollkommen bestatigt. Auch fur die 
Gr6Benordnung der St6rungszahlen ergab sich der erwartete Wert, dagegen nicht 
fur ihre Absolutzahl. Es folgte vielmehr, daB die "optischen StoBzahlen", wie 
sie sich aus der Halbwertsbreite nach (31) bestimmen, z. B. fUr die Na-Linie 
5890 mit N2 als Druckgas 18mal 3), fUr die Cs-Linie 4555 32mal1) so groB sind, als 
die Zahl der gaskinetisch berechneten Zusammenst6Be. SCHUTZ4) errechnet je
doch unter Zugrundelegung eines anderen gaskinetischen StoBradius aus den 
gleichen Versuchen nur den Faktor 7 (anstatt 18) und gibt weiter auf Grund eige
ner Versuche fUr die D-Linien mit N2 als Druckgas den Faktor 2,9, gegenuber 
der gaskinetisch berechneten Zahl der Zusammenst6Be. Ahnliche Zahlen folgen 
nach SCHUTZ aus den Versuchen FUCHTBAUERS und seiner Mitarbeiter fUr die 
Hg-Linie 2536 bei verschiedenen Druckgasen (A 8,8; He 3,14; H2 5,7; CO2 10,7; 
N20 6,9). Versuche von MANNKOPFF5) uber die Ausl6schung der Resonanz
fluoreszenz in Na-Dampf und von HANLE6) uber die Depolarisation der Resonanz
fluoreszenz durch Fremdgase fUhren zu Zahlen ahnlicher Art. Ebenso findet HEIT
NER 7) an den Linien des Rotations- und des Rotationsschwingungsspektrums von 
Gasen im Ultraroten Proportionalitat zwischen Druckund Linienbreite. Der wirk
same StoBdurchmesser ergibt sich dabei 4- bis 8mal so groB wie der gaskinetische. 

FUCHTBAUER hatte bei allen seinen Versuchen den Fall realisiert, wo der 
Druck des absorbierenden Gases klein war gegeniiber dem eines beigemischten, 
chemisch indifferenten Fremdgases (N 2, CO2 , H 2 , A, HP, O2), so daB also die 
Zahl der Zusammenst6Be des absorbierenden Molekiils mit artgleichen (seiner An
sicht nach) vernachlassigt werden konnte gegeniiber solchen mit dem Fremdgas 
(s. aber Ziff. 32). Dabei zeigte sich neben dem Faktor, der die aus der Halb
wertsbreite berechnete, von der gaskinetischen StoBzahI unterschied, noch eine 
weitere Abweichung von der Theorie. Die Absorptionslinien erwiesen sich nam
lich als unsymmetrisch, und auBerdem war die Kurvenform bei der gleichen 
Linie v611ig verschieden fUr die einzelnen verbreiternden Gase. Bei N2 , A, H 20, 
02 und CO2 fiel die Linie nach der kurzwelligen Seite schneller ab, als die Theorie 
erwarten lieB. Wasserstoff als verbreiterndes Gas rief eine viel weniger starke 
Asymmetrie - und zwar auf der langwelligen Seite - hervor. Die eigentiim
liche Form der Absorptionskurve scheint also, wie FUCHTBAUER und Joos sich 
ausdriicken, "nicht charakteristisch fUr das gestOrte, sondern fUr das storende 
Atom" zu sein 8). Auch scheint die Starke der verbreiternden Wirkung fUr die 
verschiedenen Fremdgase nicht gleich zu sein 9). 

Hatten die schon gerade besprochenen Untersuchungen, bei denen die Linien
breite im wesentlichen durch das Fremdgas bedingt sein sollte, zu groBe St6rungs-

1) CHR. FUCHTBAUER U. W. HOFMANN, Phys. ZS. Bd. 14, S. 1168. 1913 und besonders 
Ann. d. Phys. Bd.43, S.96. 1914; CHR. Ftl"CHTBAUER, Phys. ZS. Bd. 12, S. 722. 1911. 

2) CHR. Ftl"CHTBAUER, G. Joos u. O. DINKELACKER Phys. ZS. Bd. 23, S. 73. 1922; Ann. 
d. Phys. Bd. 71, S. 204. 1923. 

3) CHR. Ftl"CHTBAUER U. C. SCHELL, ZS. f. Phys. Bd.14, S.1164. 1913; Verh. d. D. 
Phys. Ges. Bd. 15, S. 974. 1913. 

4) W. SCHtl"TZ, ZS. f. Phys. Bd.45, S. 30. 1927. 
5) R. MANNKOPFF, ZS. f. Phys. Bd.36, S. 315. 1926. 
6) W. HANLE, ZS. f. Phys. Rd. 41, S. 164. 1927; s. auch G. L. DATTA, ebenda Ed. 37, 

S.625. 1926. 
7) G. HETTNER, Phys. ZS. Ed. 27, S. 787. 1926. Ferner W. H. KUSSMANN, ZS. f. 

Phys. Ed. 48, S. 831. 1928. 
B) S. auch eHR. Ftl"CHTBAUER u. H. MEIER, Phys. ZS. Bd. 27, S. 853. 1926. 
9) S. auch B. TRUMPY, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 594. 1927; M. WIMMER, Ann. d. Phys. 

Bd.81, 5.1091. 1926. 
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zahlen erfordert, so ergab die Betrachtung der Falle, wo der Eigendruck des absor
bierenden Gases allein in Betracht kommt, noch groBere Unstimmigkeiten. Lo
RENTZ selbst hatte seine Theorie auf einen solchen Fall (Versuche von HALLO an 
Na-Dampf) angewandt und das Verhiiltnis der Storungszahl zur StoBzahl zehn
mal so groB gefunden als FUCHTBAUER. Es hat sich dann in der Tat gezeigt, daB bei 
Steigerung des Druckes des reinen Gases die durch starkere StoBdampfung verur
sachte Verbreiterung der Linien viel groBer ist als bei der entsprechenden Druck
steigerung eines Fremdgases. TRUMPy1) findet (durch Ausphotometrierung der 
Absorptionslinien), daB die Hauptserienlinien des Natriums mit wachsender Dichte 
des Na-Dampfes bei konstantem Gesamtdruck sehr viel starker verbreitert werden, 
als nach der LORENTzschen Theorie zu erwarten ist. MINKOWSKI 2) gibt an, daB 
die Verbreiterung der D-Linien durch den Eigendruck des Na-Dampfes bereits 
bei einem Druck von 10- 2 mm bemerkbar wird und daB der Verlauf der Ab
sorptionskurve dann von dem aus der StoBtheorie sich ergebenden abweicht, 
wahrend nach der Messung von FUCHTBAUER und SCHELL, falls ein Na-Atom 
auf ein anderes ebenso einwirken wiirde wie ein N 2-Molekiil, eine Druckverbreite
rung neben der natiirlichen Breite erst bei 10- 1 mm zu erwarten ware. Falls 
die Extrapolation von den groBen Drucken bei FUCHTBAUER richtig ist 3), ergabe sich 
also eine etwa 10mal so starke Storung bei StoBdampfung durch gleichartige 
Atome. Zu ahnlichen Resultaten fiihren Versuche von SCHUTZ 4) iiber die De
polarisation der Quecksilberresonanzstrahlung in einem auBeren Magnetfeld, aus 
denen hervorgeht, daB der Druck, bei dem die Storungen durch Atome der 
gleichen Art merklich werden, etwa SOmal so klein ist wie der entsprechende 
Fremdgasdruck. SchlieBlich finden ORTHMANN und PRINGSHEIM5), daB die Hg
Linie 2536 bei 7,3 mm Eigendampfdruck dieselbe Breite hat wie bei 250 mm 
Edelgaszusatz. Die experimentellen Daten fiihren also auf den verschiedensten 
Wegen zu derselben GroBenordnung. 

31. Theorie von DEBYE-HoLTSMARK-GANS. (Starkeffekt molekularer Felder.) 
Die LORENTzsche Theorie stellt also eine Reihe von Erscheinungen richtig 
dar, kann aber nicht alle experimentellen Befunde erklaren. DEBYE-HoLTs
MARK 6) fiihren nun neben oder an Stelle der LORENTzschen StoBdampfung 
als Ursache der Linienverbreiterung einen Starkeffekt der molekularen Felder 
ein. Sie berechnen aus den die Atome umgebenden Feldern das mittlere Feld 
an der Stelle des emittierenden oder absorbierenden Atoms. Ware es ein Gas 
von lonen, so ware das atomare Feld ein COULoMBsches. 1m vorliegenden Fall 
hangt es im wesentlichen vom Polcharakter der Molekiile abo In einzelnen Fallen 
werden wir Z. B. das Feld von Dipolen haben, im allgemeinen wird es sich urn 
Quadrupole handeln. Diese Felder beeinflussen die Bahnen im einzelnen Molekiil, 
das in hinreichende Nahe kommt, merklich. Die Spektrallinie erleidet dann eine 
Aufspaltung proportional der am Ort des absorbierenden oder emittierenden Mole-

kiils herrschenden Feldstarke (;: = E2 + AE2 - E1 - AE1). Was wir beob-

1) B. TRUMPY, ZS. f. Phys. Bd. 34, S. 715.1925; s. auch G. R. HARRISON U. J. C. SLATER, 
Phys. Rev. Bd. 26, S. 176. 1925. 

2) R. MINKOWSKI, ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 839. 1926. 
3) S. hierzu P. KUNZE, Ann. ll. Phys. (4) Bd. 85, S. 1013. 1928. 
4) W. SCHtJ'TZ, ZS. f. Phys. Bd. 35, S.260. 1925; W GERLACH U. W. SCHtJ'TZ, Natur

wissensch. Bd. 11, S.637. 1923; S. auch J. FRANCK, ebenda Ed. 14, S.211. 1926. 
5) W. ORTHMANN U. P. PRINGSHEIM, ZS. f. Phys. Ed. 46, S.160. 1928. S. hierzu auch 

M. SCHEIN, Ann. d. Phys. (4) Bd. 85, S. 257. 1928. 
8) J. HOLTSMARK, Ann. d. Phys. Bd. 58, S.577. 1919; Phys. ZS. Bd.25, S.73. 1924; 

P. DEBYE, ebenda Ed. 20, S. 160. 1919; R. GANS, Ann. d. Phys. Bd. 66, S. 396. 1921; s. auch 
J. STARK U. H. KIRSCHBAUM, ebenda Bd.43, S.1017. 1914; G. WENDT, ebenda Bd.45, 
S.1257. 1914; A. J. DEMPSTER, ebenda Ed. 47, S. 791. 1915. 
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achten, ist der Effekt einer groBen Anzahl von Molekiilen. Wenn wir also, 
was auf dasselbe hinauskommt, ein einzelnes Hingere Zeit verfolgen, so werden 
die Nachbarmolekiile bald naher, bald weiter sein und dementsprechend bald 
starker, bald schwacher aufspaltend wirken. Nun ist es natiirlich im Mittel so, 
daB die schwachen Felder haufiger sind als die starken. Das fiihrt wieder zu einer 
Form der Intensitatsverteilung von ahnlicher Art, wie wir sie oben behandelten. 
Wir haben auch jetzt noch eine Energieiibertragung durch StoB; aber es gibt 
jetzt keinen bestimmten Abstand mehr, von dem ab wir von einem StoB reden, 
also keinen definierten StoBradius. Wir haben sozusagen dauernd StOBe, aber 
bald schwacherer, bald starkerer Art. Jetzt andern sich die Verhaltnisse gegen
iiber dem einfachen LORENTzschen Ansatz dadurch, daB die mittlere Aufspaltung 
nicht mehr proportional ist der Zahl der stoBenden Atome. Die bei der StoB
dampfungstheorie lineare Druckabhangigkeit der Linienbreite wird jetzt durch 
folgende Beziehungen ersetzt: 

., 
fur Ionen ist y' "'" p:l (P = Druck) 

"Dipole " j,' .". P, 
" Quadrupole " y' C'V P:". 

Das folgt daraus, daB der mittlere Abstand zweier Molekiile proportional 1/pn 
ist und ferncr bci Ionen die Feldstarke proportional 1 /r2, bei Dipolen proportional 
1/r3 und bei Quadrupolen 1/r4 istl). 

Die Hauptschwierigkeit entsteht dieser Theorie daraus, daB auch soIche 
Spektrallinien Verbreiterung zeigen, bei denen trotz griindlicher Untersuchung 
kein meBbarer Starkeffekt im homogenen Felde gefunden werden konnte. Das 
trifft nach PASCHEN und GERLACH 2) z. B. auf die von FucHTBAUER und Joos 
auf Druckverbreiterung untersuchte Hg-Linie 2537 zu. Es ist somit auch nicht 
erstaunlich, daB FucHTBAuER und Joos einen anderen DichteeinfluB beobachteten 
als den von der DEBYE-HoLTSMARKschen Theorie geforderten. Nach letzterer 
miiBte namlich bei den Quadrupolen N 2. CO2 und H2 Proportionalitat der Halb
weite mit deri-., bei H 20 (starker Dipol) mit der erst en Potenz auftreten, wahrend 
tatsachlich alle 4 Gase die 1. (C02 evtl. die t.) Potenz zeigen. Es kann da
her der DruckeinfluB hier nicht dUTCh Starkeffekt erkHirt werden. Ebenso
wenig kann die Verbreiterung des ultraroten HCI-Absorptionsspektrums nach 
HETTNER3) auf einen Starkeffekt zuriickgefiihrt werden, da der Starkeffekt zu 
einer Abnahme der Linienbreite mit wachsender Rotationsquantenzahl fiihren 
miiBte und da ferner die beobachteten Linienbreiten, die aus dem Starkeffekt 
sich ergebenden bedeutend (etwa 30mal) iiberschreiten 4). 

32. Weitere theoretische Ansatze. Joos macht ftir Falle wie den bei 
2537 vorliegenden die starken zeitlichen Veranderungen wahrend eines Elektro
nenumlaufs verantwortlich 5). STERN 6) hat versucht anzusetzen, daB es sich nicht 
urn den gewohnlichen Starkeffekt handelt, der proportional ~ selbst ist, sondern 
urn einen, der proportional 0 ~/o x ist, also auf die Inhomogenitat des Feldes zu
rtickgeht. Dies wtirde erklaren, daB 2537 im gewohnlichen homogenen Feld keine 

1) J. HOLTSMARK U. B. TRUMPY, ZS. f. Phys. Bd. 31, S.803. 1925. 
2) F. PASCHEN U. W. GERLACH, Phys. ZS. Bd. 15, S.489. 1914; s. auch \V. HANLE, 

ZS. f. Phys. Bd. 35, S. 346. 1926. 
3) G. HETTNER, Phys. ZS. Bd.27, S.787. 1926. 
4) Weitere experimenteUe Untersuchungen uber Starkeffekt und Linienbreite s. 

R. ROSSI. Astrophys. Journ. Bd. 34, S.299. 1911: E. O. HULBURT, Phys. Rev. (2) Bd. 22. S. 24. 
1923; M. KIMURA U. G. NAKAMURA. Jap. Journ. of Phys. Bd.2. S. 61. 1923; J. HOLTSMARK 
U. B. TRUMPY, ZS. f. Phys. Bd. 31. S.803. 1925; M. HANOT, C. R. Bd. 184. S.281. 1927; 
Ann. de phys. (10) Bd. 8, S. 555. 1927. 

5) G. JOOS, Phys. ZS. Bd.23. S. 76. 1922. 
6) O. STERN, Phys. ZS. Bd.23. S.476. 1922. 
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Beeinflussung zeigt. Aber auch dann ergibt sich nicht die richtige Druckab-
4 3 

hangigkeit, denn man hatte bei Dipolen Y'X' ps-, bei Quadrupolen =p:r zu 
erwarten, kommt also zu noch starkerem Widerspruch mit dem Experi
ment. HUMPHREYS!) hat versucht, den Zeemaneffekt zur Erklarung heran
zuziehen. 

Alle diese Theorien sind unbefriedigender als die ursprungliche LORENTzsche 
StoBdampfung. Die groBe Reihe neuerer Experimentaluntersuchungen (HETTNER, 
SCHUTZ, TRUMPY) weist vielmehr darauf hin, daB die LORENTzsche Theorie in all 
den Fallen im wesentlichen richtig zu sein scheint, wo sich nicht andere Effekte, 
wie der oben genannte starke EinfluB des Eigendrucks des Absorptionsgases be
merkbar machen. DaB solche Abweichungen eintreten mussen, ist leicht verstand
lich, sobald man bedenkt, daB die nach LORENTZ verbreiternd wirkenden thermi
schen ZusammenstoBe nicht nur darin bestehen konnen, daD sich durch einen StoH 
zweiter Art Strahlungsenergie in Warmeenergie der beiden StoDpartner umsetzt, 
was LORENTZ ursprunglich allein in Betracht gezogen hatte, sondern daD sie auch 
in Anregungsenergie des verbreiternden Gases ubergehen kann 2). 1m letzteren 
Fall tritt dann, je nach der Art der StoBpartner, ein verschieden groJ3er "StoJ3-
radius" auf, der bei Artgleichheit der beiden stoBenden Atome einen Maximal
wert annimmP), was bereits auf den besonders starken EinfluB der Erhohung 
des Eigendampfdruckes des absorbierenden Gases hinweist. Dieser EinfluB ist, 
wie bereits gesagt, hinsichtlich der Druckabhangigkeit von y' tatsachlich direkt 
beobachtet (TRUMPY, MINKOWSKI, SCHUTZ). DaB die Starke der Verbreiterung 
durch Fremdgase nicht nur yom Druck, sondern auch von der Art des verbrei
ternden Gases abhangt, geht auf die gleiche Ursache zuruck. 

Fur die starke Verbreiterung bei Storungen durch gleichartige Atome, 
deren endgultige Aufklarung einen wesentlichen Fortschritt bedeuten wurde, 
liegen auch bereits theoretische Ansatze vor. Zunachst ist zu erwahnen, daB 
bereits GALITZIN4) 1895 auf die Moglichkeit elektromagnetischer Koppelung der 
Atome als Ursache fUr Verbreiterung und Asymmetrie hinwies. Der hier inter
essierende Fall artgleicher Atome durfte cine in dies em Sinn zu verstehende Rc
sonanzerscheinung vorstellen. Diese Ansicht findet sich auch bald nach Kenntnis 
des Einflusses der Dampfdichteerhohung ausgesprochen (SCHUTZ, TRUMPY) und 
ist von MENSING und HOLTsMARK eingehender entwickelt worden. 

HOLTSMARK 5), der klassisch rechnet, betrachtet die Atome als Rcsonatoren. 
die mit der Frequenz Wo schwingen. Diese Frequenz wird nun durch Koppelung 
der (gleichartigen) Atome (wenig) gestort, so daB etwas von der ursprunglichen 
verschiedene Eigenschwingungen eng urn diese verteilt liegen. Die mittlere Ab
weichung fuhrt zu der Linienverbreiterung. Die Linienbreite wird proportional 
der Wurzel aus der Dichte des absorbierenden Gases. 

MENSING 6) rechnet auf quantentheoretischer Grundlage. Nach mehreren 
vereinfachenden Annahmen (die zeitliche Anderung des Abstandes der Atome 
wird vernachlassigt; ferner wird nur die Wirkung zweier Atome aufeinander in 
Rechnung gesetzt) kommt sic zu dcm Resultat, daB die Linienbreite proportional 
der Dichte und daB sie weiterhin fUr alle Linien innerhalb der Alkalihauptserien 
die gleiche sci. 

1) W. J. HUMPHREYS, Astrophys. Journ. Bd.23, S.233. 1<";06. 
2) Siehe z. B. G. CARlO, ZS. f. Phys. Bd.10, S. 185. 1922. 
3) W. SCHUTZ, ZS. f. Phys. Bd. 35, S.260. 1925. 
4) B. GALITZIN, Drud. Ann. Bd. 56, S. 78. 1895. 
5) J. HOLTSMARK. ZS. f. Phys. Bd.34, S. 722. 1925. 
6) L. MENSING, ZS. f. Phys. Bd. 34.. S. 611. 1925. 
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Der Theorie von MENSING widersprechen die Versuche von TRUMPyl) und 
von HARRISON und SLATER2), die iibereinstimmend eine Abnahme der Halb
wertsbreite mit wachsender Liniennummer finden. Ein friiheres entgegen
gesetztes Resultat von FUCHTBAUER und BARTELS 3) erklart TRUMPY auf 
Grund seiner letzten Versuche. SchlieBlich scheinen auch die Untersuchungen von 
MINKOWSKI gegen die Theorie von MENSING zu sprechen. 

Dagegen findet die Theorie von HOLTSMARK in einer Reihe von Ergebnissen 
TRUMPYS gute Bestatigung. Gleichzeitig finden ihr zufolge die Widerspriiche 
gegen die urspriingliche LORENTzsche StoBdampfung, die oben erwiihnt wurden, 
ihre AufkHirung dadurch, daB neben der Verbreiterung durch das Fremdgas 
die durch das Eigengas, auch wenn sein Partialdruck viel geringer ist, nicht 
- wie bisher meist iiblich - vernachlassigt werden dad. TRUMPY hat die 
experiment ellen Bedingungen so gewahlt, daB zwischen den beiden Effekten 
unterschieden werden konnte. Von den zahlreichen Resultaten TRUMPYS sei 
nur noch das eine angefUhrt, daB er optische und gaskinetische StoBzahl an der 
Hg-Linie2536inguter Ubereinstimmungfindet 4). 1m iibrigen muB auf die Original
arbeit verwiesen werden, die als experimenteller Beleg fUr die urspriingliche 
LORENTzsche StoBdampfungstheorie sowohl wie fUr die HOLTSMARKsche Koppe
lungstheorie angesehen werden will. Doch sind die Messungen TRUMPYS beziig
lich der Halbwertsbreiten wahrscheinlich durch Beugungserscheinungen und 
photographische Effekte iiberdeckt, so daB es zweifelhaft erscheint, ob man sie 
als eindeutig heranziehen dad 5). Einen von HASCHE, POLANYI und VOGT6) 
gegen TRUMPY erhobenen Einwand weist SCHUTZ zUrUck, wobei er betont, 
daB deren Messungen keineswegs einen Widerspruch gegen die Koppelungs
theorie bedeuten. 

IV. SpezieUe theoretische Fragen der Dispersion 7). 

a) Der Mechanismus, durch den die verminderte 
Phasengeschwindigkeit zustande kommt B). 

33. Die Sekundarwellen. In der vorangehenden Behandlung der Dis
persion sind zwei Teile zu unterscheiden: Die Berechnung der Bewegung des 
Elektrons unter dem EinfluB der elektrischen Welle und die Ruckwirkung dieser 
Bewegung auf die Welle. Der erste Teil, der zu Formel (10a), Ziff. 12 fUhrt, ist 
in seiner physikalischen Bedeutung vollkommen klar. Der zweite Teil ist formal 

1) B. TRUMPY, ZS. f. Phys. Bd. 34, S. 715. 1925 und vor aHem Bd.40, S.594. 1927. 
B. TRUMPY. ZS. f. Phys. Bd. 44. S. 575. 1927. Die experimenteHe Methode s. B. TRUMPY. 
Uber Intensitat und Breite der Spektrallinien. Trondjhem 1927. 

2) G. R. HARRISON u. J. C. SLATER. Phys. Rev. Bd. 26. S. 176. 1925. 
3) H. BARTELS. Ann. d. Phys. (4) Bd. 65. S. 143. 1921. 
4) Siehe aber H. W. KUSSMANN. ZS. f. Phys. Bd. 48. S. 831. 1928. 
5) Laut personlicher Mitteilung von Herro R. MINKOWSKI. 
6) R. S. HASCHE, M. POLANYI u. E. VOGT. ZS. f. Phys. Bd.41, S. 583. 1927. 
7) Ziff. 33-54 wurden im Sommer 1926 geschrieben und im wesentlichen unverandert 

gelassen. Zu dieser Zeit war der PAuLIsche Artikel in Bd. XXIII dem Verf. noch nicht 
bekannt, so daB Wiederholungen vorkommen. Ziff. 55-66 sind zu Beginn des Jahres 1928 
geschrieben. 

8) Literatur fur diese Betrachtungsweise: Lord RAYLEIGH. Phil. Mag. (5) Bd.47, 
S. 375. 1899; A. SCHUSTER, Theory of optics. 2. Aufl., S. 325. London 1909; P. P. EWALD. 
Dissert. Miinchen 1912; Ann. d. Phys. Bd. 49. S. 1 und 117. 1916; Physica Bd. 4. S. 234. 1924; 
Fortschr. d. Chemie. Phys. u. phys. Chern. (B) Bd. 18. H. 8. 1925 (besonders klar); W. Es
MARCH, Ann. d. Phys. Bd.42. S.1257. 1913; L. NATANSON, Bull. Acad. Krak. (A) 1914, 
S.1 u. 335; 1916. S. 221; Phil. Mag. (6) Bd.38. S.269. 1919; K. F. HERZFELD, ZS. f. 
Phys. Bd.23. S.341. 1924; F. REICHE. Ann. d. Phys. Bd.50, S.1 und 121. 1916. 
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durch Benutzung der Gleichung (7), Ziff. 6: 

n2 - 1 = 4-,,1,)5_ 
Cf 

erledigt worden, doch ist physikalisch nicht klar, wieso sich die so berechnete 
Verminderung der Phasengeschwindigkeit ergibt. Wenn eine Welle irgendwie 
verandert wird, so kann man diese Veranderung immer so darstellen, daB sie 
aus der Uberlagerung einer anderen Welle (Sekundarwelle) resultiert. Wenn 
die Veranderung durch irgendeinen Gegenstand hervorgerufen ist, so ist dieser 
Gegenstand als Quelle der Sekundarwelle anzusehen. 

Wenn eine ebene Welle iiber eine Materialschicht wegstreicht, verandert 
wird und dabei eben bleibt und ihre Richtung bellalt, so muB eine ebene Welle 
iiberlagert worden sein. Hat z. B. die urspriingliche ebene Welle die Form 

+2.'Ti v (t- ~) 
(l;lll = ~(11 • e C 

.1' Ox , 
(3) 

und wird diese Form nach dem Uberstreichen einer Schicht von der Dicke d z, 
die senkrecht auf z steht, 

(~= (\:111.(1 _ Llv). /,,;v(t--n- U .T 1'1 (34) 
\,!; \2;0.1. /" , 

so wird das formal dadurch beschrieben, daB man sagt, die Primanvelle hat eine 
Absorption (bezogen auf Energie) 2J Z erfahren, d. h., der Absorptionskoeffizient 
ist 

(35) 

Ferner ist eme Phasenverzogerung da, die emem Brechungsindex n ent-
spricht, wo 

oder 

n.1z LIz 
-2:rJ'-- = -2nl'-- - 2ndg:', 

c c 

n-1 c Ll 'P 
)' Jz . (36) 

Urn diese Wirl}ung hervorzurufen, muB zu (33) eine ebene Sekundarwelle von der 
Form 

hinzutreten, wo (33') 

Umgekehrt, wenn 0),) die iiberlagerte Sekundarwelle ist, berechnet man aus ihrer 
Amplitude ~ox d z P und ihrer Phase yJ + n den komplexen Brechungsindex nach 

n - 1 = n(1 - i%) - 1 = _c_Piei(~'+"), 
2:JtJ' 

bzw. den reellen 
c P . n - 1 = - . sm1p 

2:T" 
und die Energieabsorption 

2LlX 
2nl" 2n% = 2Pcos1p =-Llz . 

(36') 

(3 6") 

Wenn demnach die ebene Welle (33) iiber die Molekularschicht hinstreicht 
und in ihr die e bene Sekundarwelle (33') erregt, so ist das Resulta t die e bene Welle 
(34), die sich so verhalt, als ob die Primarwelle einen Phasensprung dtp nach 

34* 
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rlickwarts erlitten batte. Wenn das Licht durch eine Reihe solcher Schichten 
hindurchgeht, dann erscheint im Mittel die Phasengeschwindigkeit kleiner, wah
rend sie in Wirklichkeit zwischen den Schichten c ist und in jeder Schicht ein 
endlicher Sprung nach rlickwarts erfolgt. Wenn man die obigen Formeln an
wendet, so wahlt man L1 z groBer als den Abstand zweier Schichten und behandelt 
die Verteilung als kontinuierlich. 

Wenn die ebene Welle auf ein einzelnes Teilchen trifft und dieses nach Zif£. 7 
zu Schwingungen erregt, so gehen von diesem Teilchen nach Zif£. 27 Kugelwellen 
aus, die mit der Primarwelle zusammen keine ebene Welle geben. In der ge
nauen Richtung der Primarwelle tritt zwar eine Phasenverschiebung durch die 
Dberlagerung ein, aber diese nimmt proportional der Amplitude der Kugelwelle, 
d. h. proportional dem Abstand yom Teilchen ab und ist in meBbaren Entfer
nungen verschwindend. Wenn man eine ebene Sekundarwelle erhalten will, muB 
man zahlreiche Teilchen haben. Wir wollen annehmen, dieselben seien in einer 
Ebene senkrecht zum Primarstrahl im Mittel gleichmaBig angeordnet; das Ge
biet, innerhalb dessen die sekundaren Kugelwellen parallel zur Primarrichtung 
annahernd ebene Wellen geben, ist folgendermaBen begrenzt: Der Beobachter 
muB mindestens so weit entfernt sein, daB die UngleichmaBigkeiten annahernd 
ausgeglichen sind, d. h., einige Male so weit, als der mittlere Teilchenabstand in 
der Ebene betragt. Andererseits ist die obere Entfernung, von der ab die Sekun
darwellen nicht mehr als eben betrachtet werden k6nnen, wo sich also die Scheibe, 
liber welche die Teilchen verteilt sind, wie ein einzelnes Teilchen verhalt, etwa durch 
d2/l gegeben, wenn d die Dimension der Scheibe ist. Man erkennt das folgender
maBen: Man kann die Sekundarwellen als das Beugungsbild der Scheibe in pa
rallelem (Primar-) Licht auffassen. Solange das Beugungsbild ungefahr mit der 
wahren GroBe der Scheibe libereinstimmt, kanil man die Sekundarwellen als eben 
auffassen; die betreffende Entfernung ist oben angegeben. Bei gr6Beren Ent
fernungen verschwindet aber das Bild der Scheibe auf einem Schirm, d. h. nimmt 
die Intensitat der Sekundarwellen in der Primarrichtung merklich mit der Ent
fernung abo 

Wenn die Teilchen so dunn verteilt sind, daB sie sich gegenseitig nicht be
einflussen, ist die aus den Kugelwellen resultierende Sekundarwelle gegeben durch 

d. h., die Amplitude ist 

die Phase 

_ ~Ndz. il'Q; 
me "~ - y2 + iVl'" 

v~ - 1,2 
1jJ = arc tg --,- . 

vv 

(37') 

(37") 

Die folgende Abbildung zeigt der Reihe nach, wie sich die resultierende Welle 
aus primarer und sekundarer zusammensetzt: 
1. Flir y < Yo n - 1> 0, Absorption merklich; 

.,1 

2 FU"r • . Y = Yo - 2 

3. Flir IYo-YI<~ 

n - 1 = Maximum, 

n - 1 fast Null, 

Absorption merklich; 

Absorption stark (nahe 
der Linienmitte); 

4. Flir Y> Yo n - 1 < 1 , Absorption merklich. 
In den Richtungen, die von der Primarrichtung verschieden sind, geschieht 

folgendes: Entgegengesetzt der Primarrichtung gibt es bei diinner Schicht 
(dz ~ l) einen reflektierten Strahl derselben Amplitude wie die Sekundarwelle, 
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da fUr die Kugelwellen, die die Sekundarwellen bilden, diese beiden Richtungen 
gleichberechtigt sind. Bei dicker, ebener Schicht bleibt nur die Strahlung ubrig, 
die von etwa 1/4 bis l/S ). herruhrt, da die Wirkung tieferer Schichten sich gegen
seitig aufhebt. Diese Strahlung bildet auch jetzt die reflektierte Strahlung. Bei 
unebener Schicht gibt es auch in dieser Richtung nur zerstreutes Licht, so wie 
in allen anderen. Dieses zerstreute Licht berechnet sich bei genugend dunner 

Packung (N < +:3) durch Multiplikation der von jedem einzelnen Teilchen ge

streuten Energie 1). 

1st yl, die Dampfung, reine Strahlungsdampfung, so wird die ganze absor
bierte Energie zerstreut; ist noch eine andere Dampfung da, so bleibt die Ge
samtabsorption bei kontinuierlichem Licht ungeandert (Ziff. 14), aber die Streu
strahlung nimmt ab. Und zwar bleibt weit auBerhalb der Spektrallinie die Am
plitude der Sekundarwelle nahe unverandert, ihre Phasenverschiebung wird 
aber etwas vermindert, so daB hier die Absorption bei unveranderter Streuung 
groBer wird. 

Die Linie, das Gebiet starker Absorption, wird verbreitert; innerhalb nimmt 
(an jeder einzelnen Stelle und im ganzen) die Amplitude der Sekundarwelle und 
die Streustrahlung ab, dagegen wird der Winkel so verandert, daB fUr manche 
Stellen (auBen) die Adsorption zu-, fUr andere (in der Linienmitte) abnimmt, die 
Gesamtabsorption aber unverandert bleibt 2). 

34. Dichteres Medium (die riicklaufenden Wellen)3). In der vorhergehen
den Betrachtung hat man als Primarwelle, die auf eine Schicht auffallt und sie 
zum Mitschwingen erregt, die wirklich auf die Schicht langs der positiven z
Richtung kommende Strahlung anzusetzen, d. h. die von auBen auf den Korper 
fallende Strahlung vermehrt urn die in 'l 

den vorhergehenden Schichten erregten, 
in derselben Richtung laufenden Sekun- ff 
darwellen. Graphisch heiBt das, daB in 
der Abb. 14 die Richtung des resultie
renden Vektors in einer Schicht als An-
fangsrichtung der nachsten Schicht zu z 
zahlen ist, von der aus 1fJ, 11 ip usw. ge- Abb. 14. 

rechnet werden; man iiberzeugt sich 
leicht, daB sonst ein unsinniges Resultat entsteht. (Hierbei erstreckt sich der 
Korper von z = 0 nach z = 00.) 

Bei etwas groBerer Dichte des Korpers muB man berucksichtigen, daB als 
erregende Strahlung nicht nur die obepgenannten beiden Komponenten, sondern 
auch die von den tieferen Schichten reflektierte Strahlung vorhanden ist. Hier
durch tritt auf die linke Seite von (36), (36/1) statt n - 1 der Ausdruck 

n2 - 1 n + 1 
- 2- = (n - 1) - 2-- ' 

in Ubereinstimmung mit der Formel 11, Ziff. 7. Der Beweis lauft so. 
Urn die aus den tieferen Schichten stammende Strahlung zu berechnen, 

gehen wir folgendermal3en vor: 
Es sei die (in den tieferen Schichten) vorhandene, in der positiven z-Richtung 

fortschreitende Gesamtstrahlung . . ( nz) 2.TII,t- -
Q:o • e C 

') E. BUCHWALD, Ann. d. Phys. (4) Bd. 52, S. 775. 1917. 
2) Berm Prof. R. W. WOOD danke ieh fur manche anregende Diskussion. 
3) Der hier behandelte Zusammenhang zum erstenmal bei P. P. EWALD, Physiea 1. C. 
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wo n der komplexe Brechungsindex ist. Diese erregt an der Stelle i eine Sekundar
strahlung, die in der positiven z-Richtung nach (33') Ziff.33 die GroBe 

2 . (t nz') . z-z' . 
",tW - - , -2",,,,·- +'('1'+:<) 

Q;o • e c P L1 z • e C (39) 

nach der negativen z-Richtung den Betrag 

2 . (t nz') . z-z' .( + .n:?,v - - +2;tO' -~- -- +~ lP+:Z-) 
Q;o • e c P L1 i . e C (39') 

hat. 
Die gesamte Strahlung, die aus den tiefer als z liegenden Schichten stammt 

und durch z hindurchgeht, ist 
00 

2",iw(t+!..)+i('II'+"') r -2.,;i'~z'(n+t) dz' 
Q; • e C Pfe C • o _ 

z 

Als obere Grenze des Integrals sollte man eigentlich die Stelle der unteren 
Plattenbegrenzung setzen; dann wtirde man aber Interferenzeffekte (stehende 
Wellen) erhaIten, die eine hier unwesentliche Storung bedeuten. Nach EWALD 
nimmt man daher entweder die obere Grenze unendlich und denkt sich eine 
leichte Absorption eingefUhrt, so daB der Beitrag der oberen Grenze wegfallt, 
oder man fUhrt die obere Grenze als endlich ein und mitteIt tiber sie (d. h. die 
Plattendicke). So erhalt man als Beitrag der reflektierten Strahlung 

IT: 211: iw(t- nz) c P i('1,+;r) 
~ .e C --. --.e . 

o 2JlZl'n+1 
(40) 

Es ist bemerkenswert, daB die Phase in der +z-Richtung zu stromen scheintl), 
was daher rtihrt, daB Fortschreiten in der z-Richtung nicht nur eine Anderung 
des durchlaufenen Weges, sondern auch Wegnahme einer beitragenden Schicht 
bedeutet. 

Die Erregung der Sekundarstrahlen findet nun durch das gesamte Feld Q; 
statt, das daher in 03') einzusetzen ist. Dagegen interessiert uns fUr den Bre
chungsindex nur die Phasenanderung derwirklich in der + z-Richtung gehenden 
Welle Q;l gemaB (34). 

Es ist daher die durch den Korper in der positiven z-Richtung hindurch
gehende Welle Q;(l) , namlich die Primarwelle + den in der z-Richtung gehenden 
Sekundarwellen, gleich der Gesamtstrahlung Q; weniger der "reflektierten" Welle 
(40), d. h. 

Q; _ Q;. _c_. ~'ei('I'+;T) = (l;(l). 
2nvz n + 1 

Daher kann man nach (33') fUr die in der + z-Richtung stromende Sekundarwelle, 
die in der Schicht erregt wird, schreiben . 

Q;(l) 
Pei(t.p+.,;) L1 z. 

1 _ _ C_. ~i('1'+"') 
2nzv n + 1 

Demnach erhaIt man statt (36') Ziff.33 

n-1= 

1) Obwohl die element are Sekundarwelle in der - z-Richtung geht. 
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und daraus folgt 

2 2 2 2c P . n -n X -1=---- 'Slll1jJ 
2.n1' ' 

2c 
2n2 x = .- . p. cos1jJ. 

2nv 

(41 ) 

(41') 

(41/1) 

35. Der Ausloschungssatz. Wir ki:innen die resultierende Welle auch anders 
zerlegen. Wir ki:innen das Resultat in Ziff. 33 auch so aussprechen, daB wir sagen, 
in der Schicht sei eine Sekundarwelle von der Form C); - (2;1 erregt worden. 
Hierbei kompensiert der Anteil C);1 den Primarstrahl, und (f bleibt allein ubrig. 
Wenn wir die Addition von Primar- und Sekundarwelle nicht schichtweise vor
nehmen, sondern nach Durchlaufen einer dicken Platte, mussen wir sogar so 
vorgehen. Addiert man namlich die gesamte Sekundarstrahlung, die an die 
Stelle z von vorhergehenden Teilen der Platte, d. h. von den Teilen zwischen z 
und 0, kommt, so erhalt man entsprechend wie in der vorhergehenden Ziffer 

(42) 

Der erste Ausdruck in der Klammer darf allein stehen bleiben, da er allein eine 
Wellenfortpflanzung mit dem (komplexen) Brechungsindex n bedeutet. Der 
zweite Ausdruck, eine Welle mit der Geschwindigkeit c und ohne Absorption, 
vernichtet gerade die prim are Welle. EWALD nennt sie die "Randwelle", die 
ganze Auftassung nennt man den "Auslaschungssatz"1). 

Man erhalt aus der obengenannten Bedingung, daB der zweite Summand 
in (42) entgegengesetzt gleich der Primarwelle CP ist, ohne weiteres wieder die 
Formel (36') Ziff. (33) bzw. (41) Zift. (34). 

Diese Art der Rechnung ist weiter erforderlich, wenn man schiefen Einfall 
der auI3eren Welle auf die Grenzflache (Brechung) hat. Fur den Fall einer schief
stehenden ebenen Platte ist das Problem nach der ersten Methode noch nicht 
geli:ist worden, denn in einem Prisma uberlagern sich nicht einfach ebene Wellen. 

36. Die EWALDsche Theorie, unendlicher Korper. EWALD beginnt mit 
der Betrachtung der Wellenfortpflanzung in einem allseitig unendlich aus
gedehnten Karper. Urn prazise Resultate zu haben, nimmt er ihn als Kristall 
an, und zwar soIl nur eine einzelne Atomart vorhanden und an den Eckpunkten 
eines rechtwinkligen, einfachen Gitters mit den Seitenlangen 2 a, 2 b, 2 c' be
festigt sein. Mit der speziellen kristalloptischen Frage wollen wir uns spater 
(Zifi. 38) befassen und jetzt nur das Prinzipielle behandeln. EWALD setzt ebene 
Wellen in beliebiger Richtung an. Er betrachtet nun einerseits die mechanische 
Schwingung der Elektronen in den Atomen, andererseits die Fortpflanzung der 
elektromagnetischen Wellen, die von diesen Schwingungen hervorgerufen werden. 
Jedes Elektron sendet eine Kugelwelle aus, die sich iiberallhin mit Lich tgeschwin
digkeit fortpflanzt, aber selbst natiirlich wieder die Atome, iiber die sie weg
streicht, zu Schwingungen erregt. In unserer friiheren Behandlung haben wir 
die von jeder Kugelwelle erregten Sekundarwellen so fort zu ihr addiert und das 

1) W. ESMARCH, Ann. d. Phys. (4) Bd. 42, S. 1257. 1913: L. NATANSON, 1. c. Ziff. 33: 
P. P. EWALD, Ann. d. Phys. (4) Bd. 49; S. 1. 1916: C. W. OSEEN, Ann. d. Phys. Bd.48, 
S.1. 1915: W. BOTHE, ebenda Bd.64, S.693. 1921: Dissert. Berlin 1914: H. FAXEN, ZS. 
f. Phys. Bd. 2, S. 218. 1920; R. LUNDBLAD, lips. Univ. Arsskr. 1920, Mat. och. Nat. 2. 
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Resultat als Absorption, Phaserisprung usw. beschrieben; jetzt nehmen wir die 
Summation in anderer Reihenfolge vor. 

Jede Atomschwingung von der Form 

tJ = tJo e2""vt 

erregt eine Kugelwelle, deren mit e multiplizierter HERTzscher Vektor durch 

2,ntv .p ---r 
~=--.e c 

r (43) 

gegeben ist. Hier ist 1'2 = (x - xo)2 + (y - Yo) 2 + (z - ZoP, xo, Yo' Zo die Ko
ordinaten des Beobachtungspunktes, x, y, z die des Atoms. Aus dem HERTzschen 
Vektor erhaIt man dann das Feld durch 

(43') 

wobei die Differentiationen in bezug auf xo . .. auszufiihren sind. 
Das gesamte Feld, das auf ein gegebenes Atom wirkt, ist dann die Summe 

aller Felder, die ihm von den anderen Atomen zugestrahlt werden, d. h. berechnet 
sich aus 

.v 2 ' 2,.pi -2;q-ri 
~,= --.e C, 

ri 
(44) 

wobei der Strich an der Summe bedeutet, daB der Beitrag des betrachteten 
Atoms j mit den Koordinaten Xo = Xj, Yo = Yi' Zo = Zj auszulassen ist. 

Die Bewegungsgleichung des Elektrons im Atom j lautet dann 
v 

- 2" ,. t ~,.p,-2;n;'-r, 
mlJj + m4.n Y5 tJj + m2.nY .pj = ero jrotj - e C. r, (45) 

'=1= i 
Diese Gleichung ist fiir jedes Atom aufzuschreiben, und die Losung gibt dann die 
.lJ als Funktion von Ort und Zeit. 
. Urn eine Losung zu finden, versucht EWALD den Ansatz, daB sich die Elonga
tionen so anordnen lassen, als bildeten sie eine ebene Welle mit dem Richtungs
kosinus cos IX , cos/J, cosy und der (komplexen) Geschwindigkeit c/n, d. h., er 
setzt 

_ -2;n;,v.!!. (x, cosa:+v, cos,B+z, cosr) 
tJo, = lJe c 

(46) 

(45) nimmt dann die Form an 

n: . 4.n2 (v5 - y2 + tvv') ~ = rot rotfJII'. e 
(45') 

wo II' folgende Abkiirzung bedeutet: 
2JllV 

ll' = ~' ~ e - -c -en (x'-"'J) cos a:+ n(V'-Vj)Cos,B+n (z,-zJ)cOsr+r'j] . 

. r'J 
, J 

Anmerkung. Hierbei macht EWALD (S. 135) folgende wichtige Bemerkung: 
Bezeichnet man den HERTzschen Vektor des Gesamtfeldes mit P, P = 1:" die 
Summe iiber aile TeiJchen erstreckt, so gehorcht P der Wellengleichung im Vakuum, 

tlP + 4.71.":1'2 P = O. Mittelt man aber iiber eine Gitterzelle, so gehorcht das resultierende 
__ c _ 4.71."21'2 _ 
P "im Groben" der Welleugleichung im Medium, LIP + --2-n2P = o. Der Unter-

4.n2 v2 _ c 
schied, --2 - (n2 - 1) P, entsteht durch die Mittelung von LIP uber den DipoJ. 

c 
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(45') ist eine Gleichung fUr n, deren L6sung die Antwort auf folgende Frage 
gibt: Mit welcher Geschwindigkeit muB sich die Phase der Elektronenschwingung 
im Raume fortpflanzen, damit die von den Schwingungen herrtihrenden elektro
magnetischen Wellen bei Uberlagerung ein Feld geben (das sich im GroBen mit 
derselben Geschwindigkeit zu bewegen scheint), das die Elektronenschwingung 
gerade aufrecht erhalten kann? ,,1m GroBen" muBte eingefUhrt werden, weil 
das Feld zwischen den Atomen sehr kompliziert ist, und das beobachtbare opti
sche Feld nach EWALD eine "Dtihnung" darstellt, die durch Mittelung tiber 
Raume, die mehrere Teilchenabstande, aber nur Bruchteile der Wellenlange 
enthalten, gewonnen wird. 

Nun berticksichtigt man rot rot = grad div - LI und erhalt, da (45') eine 
Vektorgleichung ist, als Bedingung fUr die Lasbarkeit der 3 linearen Gleichungen 
mit den 3 GraBen ~ox' ~oy, ~oz 

als Dispersionsgleichung. 
Nehmen wir als einfachstes ein kubisches Gitter, legen die Ausbreitung und 

die Schwingungsrichtung je in eine Achse (z. B. y und z), so wird (47) 

4,,2 m 9 2 ,iJ2 II' 82 II' 
------. (V" - V + 1'1''1') + - + -- = o. 

e2 I) 8y2 OZ2 (47') 

Wir verschieben die Berechnung von II' auf Zif£' 38, wo wir naher auf die kri
stalloptischen Verhaltnisse eingehen und schieben hier die Berechnung des 
Gesamtfeldes II im allgemeinen Fall ein, d. h. die Summe (44) tiber aIle Atome. 
aber fUr einen Ort Xo Yo zo, wo kein Atom sitzt. Die Umformung erfolgt mittels 
der Formel 

" "' u2 +1,\2 +W2 ..4. 2 

etAR 1 fJJ! --" -t(ux+vy+wz) +-4 2 dq -- = - e ~q q du dv dw - -
R 4n2 . q3 

= _ _ l_f-'I'I'et(Ux+VY+wZ)_~dVdW __ 
2,,2 .• " A 2 - u 2 _ v2 + w2 

und komplexer Integration unter Anwendung des Residuensatzes. 
Man erhalt 

2::rtv I II = _ __ c2 ____ e --c n(xcosIlo+ycosfi+zcosy) 

4nabv2 c' 

-tn(ll-"-+I.,~+13--'--) J~ (48) 

• ~~~-(ll-C- l C2Ca . b CIt (13 C r 
l l., l 1 - -- + n cos <x - --- + It cos(3 - ----- -+- n cosy. 

' "3 2va 2vb 21'C' 

Die erste e-Potenz bedeutet eine Phasengeschwindigkeit c/n, wahrend die 
Summe eine mit dem Gitterabstand periodische "mikroskopische" Struktur mit 
den Perioden 2a, 2b, 2c' bedeutet. Mittelt man fUr 2a, 2b, 2c' < c/2nv, wie es 
bei optischen Wellen in festen K6rpern stets erfUllt ist, tiber ein Elementar
parallelepiped 2a 2b 2c', so erhalt man fUr die dreifache Summe 

1 - n2 • 
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Das iiber die mikroskopische Struktur gemittelte Feld schreitet daher ebenso 
wie die Elektronenschwingung mit der Phasengeschwindigkeit cjn fort. Wenn 
der ProzeB mechanisch moglich sein solI, muB (47) erfiillt sein. 

37. EWALDsche Theorie, Brechung. Urn zur Brechung iiberzugehen, 
nehmen wir an, daB nur die obere Halfte des Raumes ausgefiillt ist, wobei die 
c'-Achse vertikal steht. D.h., es solI -00<l1, l2<00, 0<l3<00 sein. 

Wir set zen wieder an, daB im Innern die Dipolschwingungen in eine Welle 
mit der Phasengeschwindigkeit cjn und den Richtungskosinus cos ex , cosp, cosy 
angeordnet werden konnen, 

2 2 Jl tv [t _.!" (x cos IX + Y cos fJ + z cos y) 1 
li = - 4ny~abC' e c 1 _ n 2 • (49) 

Die von den schwingenden Dipolen erzeugten Kugelwellen, die jede einzeln die 
Geschwindigkeit c haben, dringen auch in den unteren leeren AuBenraum und 
geben dort eine ebene Welle, deren (mit e multiplizierter) HERTzscher Vektor die 
Form hat (fiirA>a,b,c) 

2;t tV t - t 2 ;tV [nx cos IX + ny cos fJ -- z Vi - n' cos' IX - n' cos' fJl 
ce ~ c (50) 

16ny2 ab V1 - n" COS2 1X - n2 cos2 fJ (y 1 - n2 COS2 1X - n2 COS2 fJ + n cosy) . 

Das bedeutet eine ebene Welle, deren Phasengeschwindigkeit durch 

c 
_ =c 

yn2 cos2 ,x + n2 cos2 fJ + 1 - n2 cos2 ,x - n2 cos2 fJ 

gegeben ist und deren Richtungskosinus sind: 

cos ex' = n cos <x , cos 13' = n cosfJ, cosy' = -V1 - n 2 cos 2 ex - n 2 cos 2 fJ 
= -Vi - n 2 sin 2 y oder siny' = n siny. 

Diese AuBenwelle hat daher genau die Richtung des reflektierten Strahles, 
zu dem die Dipolsehwingung als gebroehener Strahl gehoren wiirde; (50) kann 
aueh geschrieben werden 

( X cos IX' + Y cos fJ' + z cos Y') 
2JTlV t-

ce c sini.1 
16ny2 ab sin(y - )") cos;'" (50') 

Zu (49) bzw. (50') kommen allerdings noeh weitere Glieder hinzu, die inhomo
gene, mit der Entfernung von der OberfHiche rasch abnehmende Wellen dar
stellen, entsprechend den hoheren Gliedern in (48), Ziff. 36. (Bei Totalreflexion 
bleiben diese im "diinneren" Medium allein iibrig.) 

Urn nun die Verhaltnisse im Halbkristall zu erhalten, iiberlegen wir folgender
maBen. Nehmen wir an, der ganze Raum ware ausgefiillt, dann lagen die Ver
haltnisse der Ziff. 36 vor, und wir hatten im oberen Halbraum nur den Ausdruck 
(49). Nun entfernen wir die Atomfiillung des unteren Halbraums; infolgedessen 
ist von der Strahlung (49) das abzuziehen, was der untere, gittererfiillte Hohl
raum in den oberen strahlen wiirdc. Wir haben aber socben berechnet, was ein 
gittererfiillter Halbraum in den andern strahlt, namlich eine ebene Welle der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit c, deren Riehtung und Intensitat sofort aus (50') 
entnommen werden kann, wenn nur die Richtungsvertausehung (oben und 
unten) beriicksiehtigt wird. D. h., man setzt als Richtungskosinus dieser Welle 

cosex" = cos <x' = neosex, eosfJ" = eosfJ' = n eosfJ, cosy" = -cosy' = -Vi--=- n2 sin2 y-; 
siny,,= siny' = nsiny, 
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Das ist die Richtung der Phasengeschwindigkeit, die die Fortsetzung der 
zu (49) gehorigen einfallenden Welle in den Korper hinein haben wurde. Der ganze 
von (49) zu subtrahierende Ausdruck lautet dann 

(
X cos tx" +y cos/i" +z COSY") • 

C -2""v t- slny 
- 16~v2ab e C cos)I"sin(y _ )I")' (51) 

Es sei daran erinnert, daB so wie hier die "Randwelle der Geschwindigkeit e" 
von der Entfernung des einen Halbraums herruhrt, ebenso in der Behandlung 
des Ziff. 35 die entsprechende Welle von der unteren Grenze des Integrals, z = 0, 
stammte. Ware keine Plattenbegrenzung da, d. h. ginge die Integration bis 
z = -00, so fiele sie weg. Der Zustand innerhalb des K6rpers ware also durch 
(49) weniger (51) gegeben. 

Nun ist die Fortpflanzung der (negativ genommenen) Welle (51) dynamisch 
unmoglich, sie wurde die Bewegung der Elektronen staren; urn den Zustand 
mechanisch wieder maglich zu machen, muB die "innere Randwelle" [namlich 
der negativ genommene Ausdruck (51)] durch die auBere Welle vernichtet werden. 
Also 

lJauBereWelle = (51) (52) 

Der Rand schirmt demnach durch Erzeugung der inneren Randwelle [ - (51)] 
das Innere gegen die mit e fortgepflanzte auBere Welle abo 

Man kann die ganze letzte Uberlegung auch so ausdrucken: Die auBere Welle 
ersetzt im oberen Halbraum die Wirkung, die bei allseitig unendlichem Karper 
der untere Halbraum liefern wurde. 

Die Bedingung (52) gibt das Amplitudenverhaltnis der auBeren Welle zur re
flektierten (50') und gebrochenen (49); man erhalt so die FRESNELschen Reflexions
formeln. 

38. EWALD sche Theorie. Kristalloptisches. Wir kehren nun zum eigent
lichen Dispersionsproblem in Zif£. 36 zuruck. Gleichung (47) dieser Ziffer gibt 
je nach Fortpflanzungs- und Schwingungsrichtung verschiedene n. Wir haben 
nun zu zeigen, daB die Abhangigkeit der n von der Richtung der phanomeno
logischen Kristalloptik entspricht, und haben dann die Zahlenwerte der n zu 
berechnen. 

Hierzu betrachten wir zuerst qualitativ die Hauptbrechungsindizes, die man 
erhalt, wenn sowohl Schwingungs- als Fortpflanzungsrichtung mit einer der 
Gitterachsen zusammenfallen. Zu jeder Schwingungsrichtung, z. B. x, gibt es 
dann zwei ausgezeichnete Fortpflanzungsrichtungen, Z. B. y und z; so daB 6 ver
schiedene Hauptbrechungsindizes zu erwarten sind. 

Betrachtet man aber a/A., b/A., e'/A. als klein gegen 1, was bei optischen Wellen 
in festen Karpern erlaubt ist, so fallen, wie im folgenden gezeigt wird, je 2 dieser 
Hauptbrechungsindizes zusammen, und man hat nur deren 3, je einen fUr jede 
Schwingungsrichtung. In der Tat, betrachten wir ein Atom im anisotropen 
Kristallgitter, so hangt die erregende Kraft auf ein Atom von der Einwirkung 
der Umgebung abo 1st das erregende Feld homogen, so sind die geometrischen 
Verhaltnisse nur von der Richtung des Feldes, d. h. von der Schwingungsrich
tung, abhangig. Die Fortpflanzungsrichtung spielt nur dann eine Rolle, wenn 
das Feld als inhomogcn betrachtet werden muB, da die Richtung dieser Inhomo
genitat von der Fortpflanzungsrichtung abhangt. Diese Inhomogenitat ist aber 
proportional a/A., b/A., e'IA.. Ihre Berucksichtigung ergibt das naturliche Drehungs
vermogen des Kristalls (s. Bd. XXIV). 

Bei der Berechnung der erregenden Felder hat man Konvergenzschwierig
keiten. Es wird eine ahnliche Integralformel benutzt wie in Zift. 36, der Integrand 
mittels der sog. '!9-Funktionen umgeformt, das Integral aber dann in zwei Teile 
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geteilt; das erste geht von 0 bis A, das zweite von A bis 00; fUr diese beiden 
Teile werden getrennte Formeln benutzt. A ist eine geeignet gewahlte Zahl. 
Vernachlassigt man dann ai). ... gegen 1, so wird 

82 II' :1; n 2 cos2 fJ , 1 
oy2 = label 1 - n2 -) 1f1yy , 

82 II' :1; n2 (53) 
8-8-- = --b -, -~-., cos IX cosfJ ... 

x y 2a c 1 - n-

Hierin bedeutet 

00 

und entsprechende Ausdrucke fUr die 'lfJyy, 'lfJzz. Die 'lfJ sind von der Fortpflan
zungsrichtung unabhangig (d. h. cos IX , cosfJ, cos)' kommen nicht vor!) Zum 
Vergleich mit den EWALDschen Formeln sei erwahnt, daB er statt unseres A, q 

. . E 2 n 8 2 ;;r,. 
dIe Buchstaben E, c benutzt, wobe1 A = 3(---=--:' q = 3C= 1st. 

la 2 b2 e'2 j:a2 b2 e'2 

Wenn wir jetzt aus Gleichung (47) die Hauptbrechungsindizes bestimmen 
wollen, haben wir der Reihe nach die drei Achsen als Fortpflanzungsrichtung 
einzusetzen. 

Wir erhalten z. B. fUr COSIX = 1, cosfJ = cos)' = 0 (Fortpflanzung langs der 
:r-Achse) mit (53) Zift. 38 und (47), Ziff. 36 

1

4:1;2 nz 0 2 ' 
ez-(l'2- V +IVV) +'lfJyy+'lfJzz o o 
I 4n2nz2 2 2 ' n n 2 

o --e2-(VU-V +lVV)+2ab?1_n2 +'lfJxx+'lfJzz o =0 

o o 

d. h. 

oder j (54) 

Einer dieser Ausdrucke gilt fUr ny, der andere fUr nz • Wie die Zuordnung 
ist, ersieht man, wenn man entsprechend cosfJ = 1 mit nx und nz und cosy = 1 
mit nx und ny behandelt. Es ergibt sich, daB der erste Ausdruck (54) fUr ny, 
der zweite fUr nz gilt. Es gilt daher 

.) e2 

n: - 1 = ;111 8abe' 2 (55) 
v~ - ;em ~abC; (1 - 'Pyy - '1',,) - y2 + tVV' 

usw. 
Fur den kubischen Fall ist 'lfJxx = l/Jyy = 1f1zz = t und daher (55) in Uberein

stimmung mit (22 a) Zif£. 23. 
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Um nun die Winkelabhangigkeit des Brechungsindex richtig zu erhalten, 
setzt man (53) und (54) in 47, Ziff. 36 ein und erhalt nach einiger Rechnung 

I n2 . 2 n; 
--sm iX----. 
1 - n2 1 - n; 

n2 
- --2 COS ~ cosfJ 

1 - n 

n2 

- --cos~ COS" 1 - n 2 , 

oder 

n2 

- --2 COS ~ cos f3 
1 - n 

n 2 

- 1 _ n2 COS~ COS/' 

n2 • 2 n! 
---sm fJ---
1 - n2 1 - n! 

n2 
- ----;- COS R COS)' 1 - 122 I-' !=o 

n 2 

- -- cosfJ COS)' 
1 - n 2 

n2 • I) n:: 
---- S1n-" - --I 
1 - n2 I 1 - n' I , , 

n' cos·", n2 cos2 {J n2 cos2 " 
x + Y +_' __ ' =0 n 2 _ n2 n2 _ n2 n2 _ n2 • 

x Y , 
(56) 

Das ist die gewohnliche Gleichung der NormalenfHiche des zweiachsigen 
Kristalls. 

Es gibt zwei weitere theoretische Untersuchungen uber den EinfluB der 
Kristallstruktur auf die Doppelbrechung: Die eine ist von BRAGG l ) durchgefUhrt 
worden, der die in Ziff.17 behandelte elektrostatische Rechnung auf anisotrope 
Umgebung ausdehnt und eine vernunftige Dbereinstimmung mit der Erfahrung 
fUr CaC03 (Kalzit und Aragonit), andere Karbonate und Nitrate sowie Al20 3 er
halt, ohne fUr das Einzelion anisotrope Bindung annehmen zu mussep.. 

Die zweite Methode ist die von BORN, deren Annahmen uber EWALD 
hinausgehen; bei EWALD sind die Atome an feste Gitterpunkte gebunden und be
einflussen einander nur durch gegenseitige Zustrahlung, oder elektrostatisch ge
sprochen (BRAGG), durch ihre Polarisation. Das entsprieht vielleicht bei un
geladenen Teikhen genugend den Tatsachen, soweit bloB Elektronenschwingun
gen in Betracht kommen, weil die Elektronen praktisch oft nur an ihr eigenes 
Atom gebunden sind. Die BORNsche Theorie laBt nun aIle Arten von Kraften 
zu. Sie ist in Bd. XXIV naher behandelt. Insbesondere ist in den gleich zu 
besprechenden Arbeiten von HYLLERAAS berucksichtigt, daB auch d::mn, wenn 
kein auI3eres elektrisches Feld vorhanden ist, das die Teikhen gemaB der 
Anisotropie der LORENTZ-LoRENzschen Kraft anisotrop polarisiert, besonders 
bei heteropolaren Verbindungen infolge des elektrischen Feldes der anisotrop 
angeordneten Teikhen (Ionen) die auf ein Elektron oder Ion wirkende ruck
treibende Kraft anisotrop ist. Sie setzt sich namlich aus der isotrop voraus
gesetzten Ruekwirkung des eigenen Ions und der Wirkung der umgebenden 
Teikhen zusammen. 

Es ist bisher ein Versueh gemaeht worden (auBer dem BRAGGschen), die 
Rechnungen anzuwenden, indem RYLLERAAS2) versucht hat, die Doppelbrechung 
von Hg2Cl2 zu bereehnen. Das Elementarparallelepiped ist reehtwinklig mit 
quadratischer GrundfHiehe und enthalt je 8 Rg und Cl-Ionen. Auf jeder Gitter
geraden parallel der Lingsaehsen sind abwechselnd je 2 Rg und 2 Cl-Ionen an
geordnet. Fur die Brechung sind die Cl-Ionen als maBgebend anzusehen (s. 
Abschnitt VI, Ziff. 81 und 82, NaCl). Es zeigt sieh, daB die Doppelbrechung 
sehr stark von einem "Parameter" abhangt, der angibt, welcher Bruchteil der 
Rohe der Zelle gleich dem Abstand zweier CI-Ionen ist. Die Rontgenanalyse 
zeigt ihn zwischen 0,14 und 0,16. Die Doppelbrechung ergibt sich nur richtig 
mit 0,1501. Dann wird aus der Dispersion des einen Brechungsindex p und 'Vo 

1) W. L. BRAGG, Proc. Roy. Soc. London Bd. 105, S. 370. 1924; Bd. 106, S. 346. 1925. 
2) E. HYLLERAAS, Phys. ZS. Bd. 26, S. 22. 1925; ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 859. 1926: 

Die Rechnungen sind inzwischen mit Erfolg auf Quarz und TiO. ausgedehnt worden 
(ZS. £. Phys. Bd. 44, S. 871. 1927). 
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berechnet. P findet sich zu 4,68 bzw. (fiir den anderen) 4,71, in ausgezeich
neter Ubereinstimmung mit den Resultaten fiir NaCl und Kel (Tab. 18, Ziff.81). 
Leider benutzt aber HYLLERAAS P = 5 und findet folgende Formel (N' Zahl 
der Elementarzellen in 1 cm3) 

8· 5 ·N'e2 

2 :rem 
nx - 1 = 5 N'e2 , 

,,~_ 2,1861, -- _,,2 
:rem 

8· 5 .N'e2 

2 :rem 
nz - 1 = 5 N'e2 

,,~ - 3,6277 • -- - ,,2 
:rem 

Das Resultat zeigt folgende Tabelle 

6708 
5890 
5350 

1,9582 
1,9749 
1,9908 

1,9556 
1,9733 
1,9908 

mit AD = ~ = 1360A. 
"0 

ber. 

2,6066 
2,6599 
2,7129 

beob. 

2,6006 
2,6559 
2,7129 

Als nachste Naherung gibt er zweigliedrige Formeln1). 

b) Quantentheorien der Dispersion 2). 

39. Allgemeines tiber das Verha.ltnis von Dispersion und Quanten
theorie. Wir haben im vorhergehenden die Dispersion auf Grund der klassischen 
Theorie behandelt. Das System laBt sich vollkommen konsequent durchfiihren, 
es fiihrt nur bei folgenden experimentellen Resultaten auf Schwierigkeiten. 
a) Es erklart zwar glatt den experiment ell bestatigten (Ziff. 16 und 26) Zusam
menhang zwischen Absorptionslinien und Dispersion, hat aber keine M6glich
keit, das Vorhandensein so zahlreicher Spektrallinien zu erkla.ren - nur einige, 
etwa dreimal soviel, als Elektronen vorhanden sind, diirften auftreten. Ebenso
wenig kann die klassische Theorie die Anordnung der Linien erkla.ren. 

b) Die klassische Theorie kann keinen verniinftigen Grund fiir das schein
bare Auftreten sehr kleiner Elektronenzahlen angeben, wahrend sich das Auf
treten von Abweichungen von der Ganzzahligkeit, wenigstens soweit es durch 
Ersatz mehrerer Eigenschwingungen durch eine einzelne bedingt ist, durch die 
Annahme anisotroper Bindungen verstandlich machen Ia.Bt3). 

c) Als letzte Schwierigkeit ergibt sich die zu hohe LORENTzsche StoB
dampfung (Zif£. 30 und 31). 

Die Entwicklung der Physik hat nun das Auftreten der Quantentheorie ge
bracht. Es erhebt sich die Frage, wie die Resultate der klassischen Theorie auch 
mit Hilfe der Quantentheorie gedeutet werden k6nnen. Hierzu ist allgemein zu 
bemerken, daB die Hauptschwierigkeiten nicht auf dem Gebiete der Dispersion 
liegen, sondern viel allgemeiner sind. 

1) Siehe auch die Messungen und Rechnungen iiber erzwungene Doppelbrechung 
von F. POCKELS, Wied. Ann. Bd. 37, S. 151. 1889; Bd. 39, S.440. 1890; H. B. MARIS, 
Journ. Opt. Soc. Amer. Bd. 15, S.203. 1927; K. F. HERZFELD, ebenda Bd. 17, S.26. 1928. 

2) Insbesondere in diesem Abschnitt finden sich zahlreiche Wiederholungen gegen
iiber dem Artikel PAULI, Handb. 23, auch sind manche Arbeiten mit einer heute (Mitte 
1928) nicht mehr gerechtfertigt erscheinenden Ausfiihrlichkeit behandelt. 

3) CL. SCHAEFER, Ann. d. Phys. Ed. 32, S.883. 1910; A. SOMMERFELD, ebenda Bd. 53, 
S.497. 1917. 
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Sobald es gelingt, das Verhalten des Lichtes im Vakuum (Interferenz) und 
gegeniiber einem isolierten Atom (Absorption) in geniigender Weise zu erklaren, 
bietet die spezielle Erklarung der Dispersionserscheinungen keine Schwierigkeit. 
Wir werden im folgenden im wesentlichen mit zwei Gruppen von optischen Theo
rien zu tun haben. Die erste (BOHR-KRAMERS-SLATER, DARWIN) ist besonders 
auf die Erklarung der Interferenz zugeschnitten. In ihr bietet die Erklarung 
der Phasengeschwindigkeit keine Schwierigkeit, die klassische Erklarung kann 
ohne weiteres iibernommen werden. Dagegen scheitert diese Theorie an der 
Energieiibertragung (Absorption, Streuung). Die Erklarung, die sie hierfiir gibt, 
steht im Widerspruch zu experiment ellen Ergebnissen. 

Die andere Gruppe, die das Licht korpuskular auffaBt, hat keine Schwierig
keit mit der Absorption, wenn auch die klassische Deutung durch iiberlagerte 
Sekundarwellen entgegengesetzter Phase hinfallig wird. Die Schwierigkeit ist hier 
die Erklarung der Interferenz iiberhaupt, spezieller, soweit das Dispersions
problem beteiligt ist, die Bedeutung der Worte Phase, Phasengeschwindigkeit, 
der Zusammenhang zwischen Phasengeschwindigkeit und Brechung, d. h. das 
HUYGENSSche Prinzip. Die Einwande, die gegen die Korpuskularanschauung zu 
erheben sind, richten sich in der Tat gegen die Erklarungen, die sie fUr Inter
ferenzexperimente u. dgl. geben kann. Wir werden diese beiden Gruppen im 
folgenden, soweit n6tig, besprechen. 

Man kann nun zuerst versuchen, die Konstanten der Formeln in der Sprache 
der Quantentheorie auszudriicken, ohne eine speziellere Theorie fUr den Mechanis
mus vorauszusetzen. Das hat zuerst FUCHTBAUER1) auf eine Anregung von 
DEBYE hin fUr die Absorption getan. 

Wenn ein Lichtstrahl, dessen spektrale Helligkeit J(y) dy in der Umgebung 
der zu absorbierenden Spektrallinie der Frequenz Yo von 'I' wenig abhangt, durch 
eine diinne Schicht x des Mediums durchgeht, so ist die absorbierte Lichtmenge 
innerhalb der Grenzen dy nach der Definition des Absorptionskoeffizienten 

(Ziff.13) fUr einen Querschnitt von 1 cm2 J(v)dv(1 _ e-bc,·n"x), und wenn die 

Schicht diinn genug ist, 411:· ~. nx J (v) dv . x. 1m ganzen wird 
c 

x· 411: I~nxJ(Y)dv = xJ(y) 4c,-rlynxdJI 

absorbiert. Quantentheoretisch ist dies als Absorption von Quanten der Energie 
hy zu deuten, wie der Mechanismus dieser Absorption auch sein mag. 1st die 
Wahrscheinlichkeit, daB ein Atom, mit der Intensitat J = 1 bestrahlt, ein Quan
tum absorbiert, b, so absorbieren die N x Atome unserer Schicht N xJ(y) b Quan
ten, also 

. 1 4""j' 1 4:"f b = N li;.o . C ynxdv = TiN· C nxd11 (57) 

wenn der Absorptionsstreifen so schmal ist, daB man J' vor das Integral ziehen 
kann. 

Will man ferner statt der Absorptionswahrscheinlichkeit b bei der Strahlungs
intensitat J = 1 die Absorptionswahrscheinlichkeit b bei der Strahlungsdichte 
(! = 1 einfUhren, so hat man zu beachten, daB 

J = o· u' ist, wo ~ = dd (~) die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Energie 
'" U II nc 

bedeutet. Man kann die weitere Rechnung fUr die Spektrallinie als Ganzes, d. h. 
ohne Beriicksichtigung der Verteilung der Absorptionswahrscheinlichkeit tiber 

1) eRR. FUCRTBAUER, Phys. ZS. Bd. 21, S. 322. 1920. 
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eine breite Linie, nur durchfUhren, wenn man die Dichte so klein annimmt, 
daB man u' = c (d. h. n = 1) setzen darf; dann ist 

4n} b = hN nxdv. 

(58) 

(59) 

Setzen wir fUr die rechte Seite nun den klassischen Ausdruck ein, wobei wieder 
diinnes Gas (n - 1 ~ 1) vorausgesetzt ist, so wird 

ne2 p 
b--·-- m hv' (60) 

D. h. bei einer Energiedichte von 0,1 erg/cm3 innerhalb einer Spektralbreite von 1 A 
bei 1 = 4000 A oder einer Strahlung von 300 ]oule/cm2 sec in diesem Spektral
gebiet (Llv"'" 2.1011, e"" 1/2 '10- 12 erg/cm3) finden etwa 8,7 '107 Ubergange 
(Absorptionsprozesse) pro Atom und Sekunde statt, wenn die Spektrallinie eine 
solche Starke hat, daB man ihr nach der klassischen Theorie ein Elektron zu
schreiben wiirde. 

Umgekehrt, wenn wir ein Atom haben, das unter dem EinfluB der Energie-

dichte Q = 1 bei der Spektrallinie Vki = Ek ~ Ei b mal in der Sekunde vom 

Niveau i zum h6heren Niveau k iibergeht, so ist die Absorption der gleich, die 

ein klassisches Atom mit p = hV7- . b Elektronen geben wiirde. 
ne 

40. Die EINSTEINsche Gleichgewichtsiiberlegung. Die Ausdrucksweise ist 
bei Anwendung der GroBen b etwas schwerfallig. Wir fiihren andere quanten
theoretische GroBen ein und miissen hierzu eine Uberlegung EINSTEINS1) iiber das 
Gleichgewicht zwischen Materie und Strahlung einschalten. 

Es seien Atome in den Zustanden i und k gegeben, so daB Ei < Ek ist. Die 
Verteilung der Atome im Gleichgewicht bei der Temperatur T ist bestimmt 
durch 

(61) 

WO gk und gi die "a priori" Gewichte der Zustiinde bedeuten, die fUr nichtent
ratete Zustiinde = 1, flir entartete gleich der Anzahl der nichtentarteten Zu
stiinde sind, in die der entartete durch ein iiuBeres Feld iibergefiihrt werden kann. 

Diese Verteilung darf nicht davon abhiingen, ob die Ubergiinge praktisch 
nur z. B. durch StoBe "unerregbarer" Atome oder nur durch Strahlung statt
finden. 1m letzteren Fall ist die Anzahl der Atome, die pro Zeiteinheit absor
bieren und von i nach k gehen, Ni bi -+ k e. Auch hier ist wieder eine im Bereich 
der Absorptionslinie kontinuierliche Lichtquelle vorausgesetzt. Dies ist der 
einfachste Ansatz; es sei hervorgehoben, daB diese Anzahl proportional e, der 
Dichte flir LIl' = 1, gesetzt ist. Wenn wir andererseits eine Anzahl Nk Atome 
auf der hoheren Quantenstufe k im praktisch strahlungsfreien Raum haben, so 
werden von diesen Nk ak -+ i dt in der Zeit dt einen Ubergang nach i ausfiihren, 
wobei ak -+ i von k und i, aber weder von Nk noch von der Zeit t explizit abhiingt 
(Gesetz des radioaktiven Zerfalls). 

Die Zahl Nk wiirde abnehmen nach dem Gesetz 
t 

Nk = N2e- lXk -+ d = Nge fk-+' 

t) A. EINSTEIN, Phys. ZS. Bd.18, S.121. 1917. 

(62) 
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WO Tk--+i = _1~ die "mittlere Lebensdauer" eines Atoms im Zustand k ware. 
ak~i 

Auch die emitierte Strahlung wiirde nach dem Gesetz 
t 

J = Jo' e Tk--+i (6}) 

abnehmen, weil die Zahl der emittierenden Partikel abnimmt. (Andererseits 
wiirde klassisch die Intensitat des Lichts, das von Nk in untereinander gleicher 
Weise erregten Oszillatoren ausgesandt wird, nach 

t 

J=Jo.e Tkl (64) 

abnehmen, wobei die Abnahme sich nicht auf die Zahl der leuchtenden Teilchen, 
sondern auf die Intensitat jedes einzelnen bezieht.) 

Bringt man nun die Atome in das Strahlungsfeld, das mit ihnen im Gleich
gewicht ist, so wollen wir zuerst annehmen, daD die Zahl der Ubergange k --+ i 
dieselbe bleibt wie ohne Strahlung. Jetzt nimmt aber die Zahl der Atome Nk 

nicht ab, da diejenigen, die k durch Emission verlassen, durch so1che ersetzt 
werden, die nach Absorption aus i kommen. Es gilt 

ak--+i Nk = bi --+ k Nd!· (65) 

Diese Gleichung fUhrt aber zur WIENschen, statt zur PLANcKschen Strahlungs
formel. EINSTEIN nimmt daher an, daD auch die Zahl der Emissionen im Strah
lungsfeld vermehrt wird, und zwar urn bk --+ i Nk e (bk --+ i eine neue Konstante ahn
licher Definition wie bi --+ k). Diese Annahme stiitzt sich auf das Korrespondenz
prinzip da auch klassisch die Emission durch auDere Strahlung vermehrt wird. 
Die Gleichgewichtsbedingung wird 

(ak--+i + bk--+ie)Nk = bi--+kNie· 

Einsetzen von (61) und der PLANcKschen Strahlungsformel 

8nv;k hv 
e = --ca --,;:v---

ekT ~ 1 
fUhrt zu 

(65') 

gi bik = gk bki , I 
gi 8nvh (66) 

ak--+ i = gk • c3" • hv . bik · 

Es ist also die Haufigkeit ak--+i, mit der ein Atom spontan einen Quantensprung 
aus dem hoheren Zustand k in den niederen Zustand i voIlfUhrt, und die gleich 
der reziproken Lebensdauer im k-ten Zustand ist, eindeutig durch die Wahrschein
lichkeit bik bestimmt, mit der ein Atom im unteren Zustand i bei der Strahlungs
dichte e = 1 ein Quantum hVik absorbiert. 

Hat das Atom die Moglichkeit, aus dem Zustand k in mehrere niedrigere 
Zustande i, j ... iiberzugehen, so gilt fUr die wahre Lebensdauer im Zustand k 
natiirlich 

:k = ~~;;. (67) 

Auch das Abklingen der Intensitat wird fUr aIle Linien bei festem k und beliebigem 
i durch Tk bestimmt. 

41. Elektronenzahlen und mittlere Lebensdauer. Wir driicken nun mit 
LADENBURG1) die Absorptionsstarke der Linie durch die mittlere Lebensdauer 

1) R. LADENBURG, ZS. f. Phys. Bd. 4, S. 451. 1921. 

Handbuch der Physik. XX. 35 
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(evtl. die mittlere partielle Lebensdauer Tki bei mehreren i) aus. Es ist nach 
(59) Ziff·39 und (66), Ziff.40 

1 8 2 4" 8 22 ___ = gt. n;ik. hVik' --'""-/ nu dl} = gi "';ik. ne • p . (68) 
'ki gk c hN, gk C m 

Das heiBt: wenn die Spektrallinie, die in Absorption dem Dbergang i ~ k ent
spricht, so stark absorbiert, daB man dies klassisch durch p Elektronen im Atom 
beschreiben wiirde, ist die mittlcrc (partielle) Lebensdauer des oberen Zustandes 
k gleich Tki' Flir einen klassischen eindimensionalen Resonator, der ein Elektron 
hat und nur durch Ausstrahlung gedampft wird, ist 

(69) 

Flir einen Resonator mit der Ladung pe und der (schwingenden) Masse pm ist 
dies mit p zu multiplizieren. Folglich kann man schreiben 

(70) 

Das heiBt: Es sei eine Spektrallinie Vile gegeben, deren Starke in Absorption so 
ist, daB man sie klassisch durch p Elektronen beschreiben wlirde. Ein solcher 
klassischer Resonator hatte die Abklingungszeit Tklip. Die mittlere Lebensdauer 
Tki des entsprechenden oberen Zustandps h 1st dann 1/3 gkig; mal so groB, wobei 
der Faktor 3 von den drei m6g1ichen Ausstrahlungsrichtungen hernlhrt. 

Klassisch wlirde das Atom die gesamte absorbierte Energie wieder ausstrah
len, wenn die Dichte genligend klein ist, urn Zusammenst6Be vemachlassigen zu 
k6nnen, welche Schwingungsenergie in solche der fortschreitenden Bewegung 
verwandcln. Dasselbe findet quantentheoretisch statt, sobald man "St6Be 
zweiter Art" vernachlassigen kann. Wenn daher ein quantentheoretisches und 
ein klassisches System gleich absorbieren, zerstreuen sie auch gleich, vorausgesetzt, 
daB StoBe unbeachtet bleiben konnen. 

42. Anwendung auf die Dispersion. LADENBURG1) ist nun weitergegangen 
und hat diese Dberlegungen auch auf die Dispersion angewandt. Wir konnen 
dies vorderhand tun, ohne etwas liber den Mechanismus zu sagen; wir postulieren 
einfach, daB der klassische Zusammenhang zwischen Absorption und Dispersion 
auch hier besteht. Wir konnen ihn fUr ein verdlinntes Gas in der Form schreiben 

(71) 

Darin ist ausgedrlickt, daB sich der Brechungsindex durch die Frequenz der Ab
sorptionslinie VO' ihre Breite v' und ihre Starke ausdrlicken laBt. 

Wenn die Starke so ist, wie sie einer Lebensdauer im oberen Zustand der 
Absorptionslinie Tk entspricht, ist die Dispersion so groB, wie sie durch klassische 
Resonatoren der Elektronenzahl p gegeben wlirde, wenn 

(70') 

ist. Man kann also schreiben, wenn man weit von dem Absorptionsstreifen ent
femt ist, 

n-1 = ~ N~_l_Ni ~ ridki 
2n1n ..:... 3gi N ..:... l'L - v2 , 

(72) 
i k 

1) R. LADENBURG, ZS. f. Phys. Bd.4, S.451. 1921; R. LADENBURG U. F. REICHE, 

Naturwissensch. Bd. 11, S. 584. 1923. 
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wo die zweite Summe tiber aIle k zu erstrecken ist, fUr die Ek > E i • Ni ist die 
Zahl der Atome im i-ten Niveau pro cm3, tki eine Abktirzung: 

Hier tragt also jedes 
von ihm ausgehen. 

t g; 7:kl 
ki = 3 -~- . Pki = -- = Tkl' aki . 

gk 7:ki 
(73) 

Atom zur Dispersion mit den Absorptionslinien bei, die 

43. Dispersion in kontinuierlichen Spektren. Neben den Absorptions
linien laBt die Quantentheorie das Auftreten einer besonderen Art kontinuier
licher Absorption erwarten (s. Ziff. 78). Solche kontinuierlichen Spektren sind 
anschlieBend an die (optische) Seriengrenze von Spektren (H, Na, K)l) gefunden 
worden (s. auch Zift. 78) und spielen vor aHem bei R6ntgenstrahlen, wo sie an 
die Absorptionskanten anschlieBen, eine bedeutende Rolle. 

Die klassische Theorie kann sie nicht erklaren und daher auch nicht in 
die Dispersionstheorie einbeziehen. KRONIG 2) hat, urn die durch sie verursachte 
Dispersion zu erhalten, das in Ziff. 42 angedeutete und in Zift. 14 auch schon 

benutzte Verfahren angewandt. Wir schreiben (fUr n - 1 klein), wenn 4.nvn~ = X' 
der Absorptionskoeffizient bei der Frequenz 11 ist: C 

C I' x'("o) n - 1 = - ---- dl' 
2.n2 • "~ _ v2 0' 

(74) 

indem wir die Wirkung der ganzen Absorption zusammensetzen 
kungen von Linien der Breite dvo' der Lage 110 und der "Starke" 

aus den Wir-

C , e2 "ok 
~ - X (1' ) d}, = - N· dp = N· -- db. 
2.n2 0 0 2.n In' • 2.n2 

Fur den speziellen Fall, daB X die Form hat X' = NC Z4 C3/V 3 , WO Z die Ordnungs
zahl des Atoms ist, welche Formel fUr R6ntgenstrahlen nahe gilt, erhalt man 

n - 1 = _ ~C4C--;Z~ [~., In (v: - ,.2)\ 3J. 
8.7l'J,2 1,00 11~ v~ 

44. Normale und anormale Streustrahlung. Wir haben bisher die For
meln der Absorption und Dispersion einfach formal in die Sprache der Quanten
theorie ubertragen. Wir k6nnen dasselbe ebenso fUr die Streustrahlung tun. 
Allerdings entsteht dabei evtl. eine Schwierigkeit, wenn man mit Licht beleuchtet, 
dessen Frequenz gleich der einer Absorptionslinie ist (s. Zif£. 45, 46, 47, 48, 49). 
• SMEKAL 3) hat darauf hingewiesen, daB neben Streulicht derselben Frequenz 11 

wie die Primarstrahlung auch anderes auftreten muB. Fallt namlich die Pri
marstrahlung v auf ein erregtes Atom der Energie E", das die Emissionslinie 

Ex - Ei hI k k . d BE" ( }'"i = It ausstra en ann, so ann es sem, a erzwungene mISSIOn ent-

sprechend dem b"-4-i in Ziff.40) eintritt. Dann kommt diesem Emissionsakt die 
E . h E E d d d' Ex - E; nergle 11 + ,,- i un emnach Ie Frequenz 11 + ----r- = }' + }'''i zu. 

Wenn umgekehrt Licht der Frequenz 11 auf ein Atom im Zustand E. fallt, 

~as d~Absorptionslinie ! Vi -r.! = r:,,~ Ei besitzt, so kann es sein, daB ein von 

1) R. W. WOOD, Astroph. Journ. Bd.29, S. 97. 1909; P. DEllYE, Phys. ZS. Bd. 18, 
S. 428. 1917; J. HARTMANN, ebenda Bd. 18, S. 429,1917; J. HOLTSMARK, Phys. ZS. Bd. 20, 
S.88. 1919; G. R. HARRISON, Proc. Nat. Acad. Wash. Bd.8, S.260. 1922; Phys. Rev. (2) 
Bd.24, S.466. 1924; R. W. DITSCHBURN, Proc. Roy. Soc. (A) Bd. 117, S. 486. 1928. 

2) R. DE L. KRONIG, Journ. Amer. Opt. Soc. Bd. 12, S. 547. 1926; H. KALLMANN 
u. H. MARK, Naturwissensch. Bd. 14, S. 648. 1926; Ann. d. Phys. Bd. 82, S.585. 1927; 
J. A. PRINS, Physica Bd. 8, S. 68. 1928; ZS. f. Phys. Bd.47, S. 479. 1928; R. DE L. KRONIG 
U. H. A. KRAMERS, ZS. f. Phys. Bd.48, S. 174. 1928. 

3) A. SMEKAL, Naturwissensch. Ed. 11, S. 873. 1923; ZS. f. Phys. Ed. 32, S.241. 1925. 

35* 
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der auBeren Strahlung gelieferter Betrag hv teilweise zur Erregung des Atoms 
dient und nur der Rest der Energie gestreut wird. Diese Streustrahlung hat 
dann die Frequenz 

Das geht natiirlich nur, wenn der Energiebetrag hv groB genug ist, d. h., wenn 
v> · Vi" \. Man kann sich vorstellen, daB der ProzeB in zwei Stufen geht, erst 
Aufnahme des Quants unter Bildung eines "metastationaren" Zustands, der 
nicht den Quantenbedingungen gehorcht, dann nach sehr kurzer Zeit Reemission. 

Nimmt man noch die kinetische Energie des ganzen Atoms dazu, so kann 

man den erlaubten Energiebetrag etwas variieren, Ei + m 0 2• 
2 

Man kann so auch der Impulsbedingung geniigen. Doch gibt das, Wle 
SCHRODINGER1) gezeigt hat, nur den Dopplereffekt. 

45. Die Theorie von BOHR-KRAMERS-SLATER2). Urn sowohl die Gebiete, die 
bisher allein wellentheoretisch erklart werden konnten, als auch die Gebiete, 
in denen die Quantentheorie alleinherrschend scheint, zu umfassen, machen die 
Autoren folgende Annahmen: Es gibt station are Bahnen wie in der urspriing
lichen BOHRschen Theorie. Zwischen diesen Bahnen sind Quantenspriinge mog
lich, deren Energie nach den bisherigen BOHRschen Prinzipien berechenbar ist. 
Das entspricht den alten BOHRschen Annahmen. 

Dagegen wird die Strahlungsfreiheit in den stationaren Bahnen nur fiir die 
(ungestorte) Grundbahn beibehalten. AUe Elektronen, die sich nicht in der 
Grundbahn befinden (sondern "erregt" sind), strahlen kontinuierlich aus, und 
zwar im allgemeinen mehrere "Partialschwingungen", d. h. Spektrallinien, 
gleichzeitig. Die Zahl dieser Spektrallinien ist gleich der Zahl der erlaubten 
Ubergange, die von dem betrachteten Zustand zu Zustanden niedrigerer Energie 
fUhren. Die Frequenzen dieser Spektrallinien sind gleich den Frequenzen, die 
nach der friiheren BOHRschen Auffassung wahrend cines der moglichen Uber
gange gestrahlt wurden. D. h., wenn wir den Zustand i betrachten, von dem aus 
Ubcrgange nach den Zustanden 1, 2 ... moglich sind, so daB Ei > E 1 , E 2 . •. 

so strahlen die Elektronen im Zustand i die Linien 

usw. gleichzeitig aus. Die Intensitat der betreffenden Linie hangt mit der mecha
nischen Bewegung des Elektrons so zusammen, daB die Helligkeit der Spektral
linie ViI' die einer Anderung dcr Quantenzahl ni - n 1 zugeordnet ist, yom 
Quadrat der Amplitude der ni - n1-ten Oberschwingung in der Bewegung im 
n;-ten Zustand qualitativ bcstimmt wird. 

Wahrend der Strahlung andert sich die Energie des Atoms nicht, so daB 
das Prinzip der Erhaltung der Energie (und des Impulses) verletzt ist. 

Von Zeit zu Zeit findet aber ein Ubergang zu niedrigeren Niveaus statt, 
der nun nicht von Strahlung begleitet ist. Zugleich hort das Atom auf, die WeUen
langen ')Jib k < i zu strahlen; ist das Endniveau des Ubergangs die Grundbahn, 
so hort die Strahlung iiberhaupt auf, andernfalls setzt Strahlung ein, die zu dem 
neuen Zustand als Ausgangszustand gehort. 

Die Haufigkeit der Ubergange ist im Durchschnitt so groB, daB im Mittel 
das Gesetz der Erhaltung der Energie gilt. D. h., wenn Ni Atome im Zustande 
i vorhanden sind und die Energie, die jedes pro Zeiteinheit in der Wellenlange 

1) E. SCHRODINGER, Phys. ZS. Bd.23, S. 301. 1922. 
2) N. BOHR, H. A. KRAMERS u. J. C. SLATER, ZS. f. Phys. Bd. 24, S. 69. 1924. 
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Vi!, Vi2' ... ausstrahlt, Jil' Ji2"" ist, so finden im Mittel Ndil/hl'il Ubergange 
in den Zustand 1, Ndi2/hvi2 Ubergange aus dem Zustand i in den Zustand 2 
statt. (Die Strahlung selbst verhalt sich vollkommen klassisch, so daB alle 
Interferenzversuche erklarbar sind, nur in bezug auf Dampfung und natiirliche 
Breite der Spektrallinien ist die Dbereinstimmung mit der klassischen Theorie 
ungeklart.) Fallt die Strahlung ViI auf ein Atom des Zustandes 1, so reagiert 
dieses hierauf erstens durch Aussendung von Sekundarwellen in klassischer Weise 
(Modifikation s. Zif£. 47). Diese Sekundarwellen ergeben die Phasenverzogerung 
und eine evtl. Schwachung der Primarstrahlung genau wie in der klassischen 
Theorie, nur ist eine Schwachung der Primarstrahlung, d. h. Absorption, nicht 
unmittelbar mit einer entsprechenden Energiezunahme im Atom verkniipft. 
Aber von Zeit zu Zeit springt das Atom in den hOheren Zustand i, wobei die 
dazu notige Energie Ei - El = hVil nicht etwa aus der Strahlung stammt, 
sondern "entsteht". N ur im Mittel finden diese Spriinge unter dem EinfluB der 
Strahlung der Intensitat ];1 so hiiufig statt, als wiirde ihre Energie aus der in 
der gleichen Zeit durch "Absorption", d. h. Schwachung der Primarstrahlung 
durch sekundare Strahlung, verschwundenen Energie stammen. (Man kann 
ebensogut von der Strahlung iiberhaupt absehen und sagen, daB im Mittel die 
Energie der Spriinge zu niederen Niveaus die Energie der umgekehrten Spriinge 
deckt. Die Strahlung hat dann nur die Bedeutung von Telegrammen, die den 
"absorbierenden" Atomen angeben, wie oft sie springen miissen, urn den von den 
"emittierenden" Atomen erlittenen Energieverlust zu decken). Man kann dem
nach das Verhalten der Atome so beschreiben, als ob sie auBer den springenden 
Elektronen, die die Energie bestimmen, noch "virtuelle Resonatoren" enthielten, 
deren Eigenschaften (Zahl, Frequenz usw.) sich mit dem Zustand andern, die 
klassisch strahlen und klassisch auf Strahlung reagieren, deren Amplitude (oder 
vielleicht in man chen Fallen die Anderungsgeschwindigkeit der Amplitude, da 
im AbsorptionsprozeB klassisch bei starker Dampfung kein stationarer Zustand 
erreicht wird) fUr die Haufigkeit der Spriinge maBgebend ist, deren "Schwingungs
energie" aber nicht als Energie des Atoms zu rechnen ist. Die Versuche von 
GEIGER und BOTHEl) haben aber der ganzen Theorie den Boden entzogen, indem 
sie zeigten, daB der Strahlungs- und der SprungprozeB, wenigstens soweit der 
Sprung zu einem freien, schnell bewegten Elektron £Uhrt, zeitlich verkniipft sind. 
Ebenso haben COMPTON und SIMON 2} gezeigt, daB in diesem Fall der Impuls 
in jedem einzelnen Fall sich so verhalt, wie es die Korpuskulartheorie fordert. 
Trotzdem also die Vorstellung iiber den Mechanismus offenbar falsch ist, sind 
die auf Grund des Korrespondenzprinzips im folgenden abgeleiteten Formeln 
richtig. 

46. Anwendung auf die Dispersion und Streuung nach LADENBURG und 
REICHE. Noch vor der Arbeit von BOHR-KRAMERS-SLATER haben LADEN
BURG und REICHE ahnliche Gedanken entwickelt, wenn auch nicht so im ein
zelnen ausgefiihrt, und auf die Umdeutung der Dispersionsformeln (Ziff. 42) an
gewandP). Danach kommt also die Dispersion genau so zustande wie in der 
klassischen Theorie, namlich durch die Emission von Sekundarwellen, die mit 
den Primarwellen (und daher fiir verschiedene gleichzeitig bestrahlte Atome auch 
untcrcinander) koharent sind. Ihre Emission hort auf, sobald das Atom in einpn 
andern Zustand iibergeht, was natiirlich im Grundzustand nur durch StoBe 
oder durch die Anwesenheit von Licht, dessen Frequenz mit der einer Absorptions-

1) W. BOTHE U. H. GEIGER, ZS. f. Phys. Ed. 32, S.639. 1925. 
2) A. H. COMPTON U. A. W. SIMON, Phys. Rev. (2) Ed. 26, S.289. 1925. 
3) In der zitierten Arbeit sind diese beiden Gesichtspunkte nicht getrennt (formale 

Anwendung der Formeln und Deutung durch SekundarwelIen). 
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linie ubereinstimmt, neben dem auf seine Dispersion untersuchten Licht ver
ursacht werden kann. Die Starke der durch diese Sekundarwellen gestreuten 
Energie hangt mit der Dispersion quantitativ ebenso zusammen wie in der klassi
schen Theorie bei Anwesenheit von "Ersatzoszillatoren" der Ladung pe und 
Masse pm. 

Sobald man aber mit Licht einer Spektrallinie selbst bestrahlt, ergibt sich 
ein Unterschied, der dem Referenten fUr die Theorie in der ihr von LADENBURG
REICHE und BOHR-KRAMERS-SLATER gegebenen Form bedenklich erscheint, wah
rend in einer modifizierten Darstellung von SLATER (Ziff. 46, 49) und BECKER 
(Ziff.48) diese Schwierigkeit vermieden ist. 

Man hat dann namlich zwei Arten von Streustrahlung zu unterscheiden, die 
koharente und die inkoharente. Urn prazis sprechen zu konnen, nehmen wir an, 
wir bestrahlen unter normalen Umstanden Natriumdampf mit (nicht uber
starkem) Licht der D 2-Linie, das dem Ubergang 1 s -+ 2Po entspricht. 

Die Uberzahl der Atome wird in 1 s sein und "koharentes" Streulicht aus
senden, das die Primarstrahlung schwacht, und zwar so, daB diese Schwachung 
genau in der klassischen Beziehung zur Dispersion steht. AuBerdem sind aber N 2 

Atome im Zustand 2po, deren Zahl sich aus der Bedingung der Stationaritat 

~ 1 
N I hI -+ 2 J = N 2 • _. 

'l2 --*1 

berechnet. 
Diese Atome strahlen nach BOHR-KRAMERS-SU.TER im oberen Zustand in

koharent mit der Primarwelle die D2-Linie aus, entsprechend dem, was man 
fruher "Resonanzstrahlung" nannte, und zwar in der Starke, daB die hierdurch 
im Mittel ausgestrahlte Energie der Energie der Quantensprunge entspricht, 
also 

Hierbei ist vorausgesetzt, daB diese Strahlung durch die Anwesenheit der Primar
strahlung nicht beeinfluJ3t wird. AuJ3erdem strahlen die Atome N2 noch ko
harent, entsprechend den zu ihnen gehorigen Absorptionslinien (z. B. 2Po - 3d), 
doch ist dieser Anteil zu vernachlassigen. 

Das ersterwahnte Verhaltnis von koharent gestreuter Strahlung zur klassisch 
berechneten, oder genauer gesagt, die Winkelverteilung der koharenten Streu
strahlung hat zur Folge, daB die aus der ebenen Primarwelle absorbierte Energie 
genau gleich der gestreuten ist, so wie in der klassischen Theorie bei reiner 
Strahlungsdampfung, denn die absorbierte Energie wird ja durch die Starke der
jenigen Sekundarwellen bestimmt, die in die Primarrichtung gehen. Es bleibt 
also gar keine Energie ubrig, die im Zeitmittel die Energie kompensieren kann, 
die durch das "Hinaufspringen" der Elektronen verbraucht wird. Die Energie, 
die durch das spatere Herabfallen wieder frei wird, soIl ja im Mittel in die un
koharen te Resonanzstrahlung gehen, die von erregten Atomcn ausgestrahlt 
wird oder anders gesagt, die gestreute Strahlung (koharente + inkoharente) 
ist groBer als die absorbierte. 

Das einzige Mittel, diese Schwierigkeit zu vermeiden, wurde darin bestehen, 
daB man innerhalb der Spektrallinie auf den klassischen Zusammenhang zwischen 
koharenter Streustrahlung und Dispersion, wie er bei reiner Strahlungsdampfung 
herrscht, verzichtet. Wenn man z. B. eine groBere Dampfung annimmt, was be
deutet, daB die Phase und Amplitude der Sekundarwellen auBerhalb der Spektral
linien praktisch unverandert bleibt, innerhalb aber so geandert wird, daB trotz 
gleicher Gesamtschwachung des Primarstrahles die nach allen Seiten gestreute 
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Strahlung schwacher wird, dann bleibt in groBerer Entfernung von der Spektral
linie der Zusammenhang zwischen Dispersion, Streustrahlung bei dieser Wellen
lange und Gesamtabsorption in der Spektrallinie unverandert gewahrt. Von 
dieser Gesamtabsorption wird aber nur ein Teil durch koharente Streustrahlung 
verbraucht, der Rest dient zur Deckung der "wahren Absorption", d. h. im Mittel 
zur Erregung der Atome, und wird dann als inkoharente Resonanzstrahlung von 
den erregten Atomen ausgesandt. Dann ist es aber nicht richtig, die Dbergangs
wahrscheinlichkeiten a und b, die nur fur die wahre Absorption bzw. die inko
harente Strahlung maBgebend sind, in die Dispersionsformeln einzusetzen, die 
durch die Gesamtabsorption bestimmt werden. Diesen Ausweg hat BECKER1) 
beschritten (s. Ziff.48). SLATER2) uberwindet die Schwierigkeit dadurch, daB 
er die Annahme fallen laBt, die im erregten Zustand (2) ausgesandte, inkoharente 
Resonanzstrahlung der Frequenz Y 21 sei stets in gleichem AusmaB vorhanden. 
Er nimmt an, daB, im Fall die Erregung durch Absorption von Licht der Frequenz 
1'21 hervorgebracht ist, im erregten Zustand kein inkoharentes, sondern nur ko
harentes Licht Y 21 , entsprechend einem klassischen Ersatzoszillator, ausgesandt 
wird (genauere Formulierung s. Zift.49). 

47. Die Dispersionsformel von KRAMERS. KRAMERS 3) hat gezeigt, daB die 
konsequente Anwendung der BOHR-KRAMERS-SLATERschen Theorie nur fur die 
unangeregten Z ustande zur klassischen Dispersionsformel (16) Zift. 13, fuhrt. 

Betrachtet man aber ein Atom im angeregten Zustande, das auBer den Ab
sorptionslinien mit den Frequenzen Y, und den "Starken" I, noch Emissions-
linien Vj' 1; entsprechend Elektronenubergange zu niederem Niveau besitzt, so 
tragt es zum Ausdruck n - 1 den Anteil bei (die g = 1 gesetBt) 

2;:n t( ~ v; ~ ,,2 - 1: ~-~'-;2) . (75) 

Der Beweis wird von KRAMERS und HEISENBERG4) korrespondenzmaBig gegeben. 
Sie beschreiben das fur die Strahlung mal3gebende elektrische Moment des 
Modells durch eine mehrfache Fourriereihe 

(76) 

wo Ws = Ys t + Os die kanonischen Winkelvariable ist, die zum S-ten Frei
heitsgrad gehort, die T, aIle ganzen Zahlen unabhangig voneinander durchlaufen 
und die C Vektoren sind, de noch von den Wirkungsvariabeln Jl ... Js und den 
T abhangen. 

Bringt man nun durch ein auBeres elektrisches Feld @ = @o • e2 ;ril't eine 
Storungsfunktion (Anderung der potentiellen Energie) an 5), so kann man formal 
(76) noch immer als Losung der Bewegungsgleichung ansehen, nur sind jetzt die 
W, J nicht mehr Winkelvariable der gestorten Bewegung, d. h., die J sind nicht 
mehr konstant, die W nicht mehr linear in der Zeit. Wenn aber die Starung 
klein ist, so unterscheiden sich die fUr die neue Bewegung als Winkelvariable 

') R. BECKER, ZS. f. Phys. Bd. 27, S. 173. 1924. 
2) J. C. SLATER, Phys. Rev. (2) Bd. 25, S. 395. 1925. 
3) H. A. KRAMERS, Nature Bd.113, S.673. 1924; Bd. 114, S.310. 1924; M. BORN, 

ZS. f. Phys. Ed. 26, S. 379· 1924. 
4) H. A. KRAMERS U. W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 681. 1925; J. H. v. VLECK, 

Phys. Rev. (2) Bd.24, S. 330. 1924. 
5) Naheres s. M. BORN, Atomdynamik. Berlin 1924. Ferner Handb. Bd. 5, Kap. 4. 
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dienenden Funktionen J*, w* nur wenig von den alten. Man findet 

1 o ReelJ {~ (@ C) • } ) w = w* - - -- 0 e2"" (T'Wt + ... TSWS) 
" " 2 oj! 2.nt(v,,+,,) 

TiTS 

J = J* + ~ a Reell { } 
" " 2 ow! ' 

(77) 

wobei jetzt die J* zeitunabhangig und die w: = Y" t + <5: sind. (77) hat man in 
(76) einzusetzen und nach der Storung zu entwickeln, urn wieder eine mehrfache 
Fourierreihe, jetzt in w*, zu erhalten. Man bekommt dann zum elektrischen 
Moment des ungestorten Atoms folgenden Zusatz: 

() 1 ll{~ ~[( aCT, ... Ts OCT, ... TS) 2 ( )t Vl t = -Ree £.,; £.,; 7:,---- + ... 7:s--- e "" T,V'+"'TS"S 
4 , ,OJI oJTs 

TiTS TiTS 

( a B) (@o • CTi ... Til) , , " ]} . 7: -+"'7:s- " ·e2""(T I Vl +"·TsVs+V)t. 
10Jl oJs xiv~+ ... xsvs+v 

Man multipliziert aus und faBt alle Produkte zusammen, die denselben Expo
nenten haben und erhalt so 

.):llCt) = ! Reell~e2"'*'v,+", Tsvs+V)t~{((7:1 - 7:1) B~l + ... (7:s-7:~) B~JCT;"'T:~ 1 
" TS T,TS J (78) 

(@o • CT,-., ... TrTs) ( , a 0 ) ( (@o • CT,-T, .. "r's) )} 
. -C.' T' 7:1-+ · .. rs- . 
(~l-xDVl+"'(.S-xs)vs+V 1'" S aJl aJs (Xl-xnVl+···(Ts-XS)Vs+v 

Wir haben also in der Streustrahlung alle Frequenzen 7:1 Y1 + ... 7:s1's + 1'. nicht 
nur die auffallende Frequenz Y. Das ist dem Dopplereffekt zuzuschreiben,der 
infolge der periodisch wechselnden Geschwindigkeit des Elektrons auftritt und 
daher selbst die Perioden 1'1 Y1 ... 7:s Ys hat. 

Nun haben wir gemaB dem Korrespondenzprinzip von den klassischen For
meln zu entsprechenden Quantenformeln iiberzugehen, d. h., das Moment durch 
eine Reihe 

h - "",m e2""Y' t ( 8') t'qu-...::;.,'U",s '1""S 7 
darzustellen. 

Die Quantenfrequenz Y'" .. 's' die der klassischen Frequenz 1'11'1 + .. . 7:8YS 
entspricht, gehOrt dabei zu einem Dbergang, bei dem sich die Quantenzahlen 
des betreffenden Zustandes n 1 ... n8 urn 7:1 ... 7:s andern, d. h., es ist 

E (nl + Xl' n 2 + X2' .. ns + Xs) - E (nl' n 2· .. ns) 
Y'" ·.'s = h 

wahrend die korrespondierende "klassische" Frequenz 

1 ( BE OE) 
Yl 7:1 + ... YS7:8 = 11 1'1 onl + ... 7:8 ons 

ist. Die m bestimmen die Starke in der Weise, daB das EINSTEINsche a 

h (2.nv" . .. 'S)4 (m ill ) 
a., . . . 's Y"'" 's = 3 c3 'U., ... 's . 'U., ... 's . 

ist (der Strich bedeutet die konjugiert komplexe GroBe). 
Die Differentialquotienten der klassischen Reihe (78) 

~ 0 ~'lj 0 
£.,; T.j oJ, = £.. 11 on, 

i 

(79) 
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werden nun durch die Differenzen 

ersetzt. 
Nun wollen wir zuerst den Anteil der Summe (78) nehmen, dessen Frequenz 

gleich der des auffaUenden Lichtes ist, d. h. in (78) den Anteil mit T1 = ... TS = 0 
(bei dem also das ungestorte Elektron als ruhend angenommen ist). Er gibt 

wo sich wie in (75) t auf die Absorptionslinien, fund dasZeichen ~·auf Emissions
linien, die von dem betrachteten Zustand ausgehen, bezieht. 

Setzt man wieder wie in Zif£' 41 und 42 

3c3 m 
Tkl - --- (nichtentartetes System, g = 1), 

- 8n2 c2 v2 

nimmt ferner m = mil @, so wird 

~~" =@04e: (~-,~ - ~ ~>.JY-9) cos2nvt, 
n m ~ V" ~ Y ~ v" - yo. 

(, l j.J 

(81) 

was zur KRAMERsschen Dispersionsformel (75) fUhrt (naturlich gilt die Formel in 
der Linie selbst wegen VernachHissigung der Dampfung nicht. Dies bezieht sich 
auch auf das Folgende). 

Wir gehen nun zu den folgenden Gliedern der Summe (78) uber und nehmen 
den folgenden Summanden heraus: 

e2;T«'lV,+ ""svs+V)t{[(T -T') 0_+ (r -T') ~]c, ,. (@'o-.: C'l-r; ... rs-'~ 
. 1 1 oJ1 ... SS OJs T , .•• T S (r,-r;)v1+ ... (r8-T:~)1'S+1' 

Die korrespondierende Frequenz ist quantenmaJ3ig 

1 
- -h- [E(n1 + T1 ... ns + TS) - E(n] ... ns)] + 1'. (82) 

Fur die Amplituden set zen wir, wenn wir mit I2ln,+"", ns+rs die fUr den 
nl ns 

Obergang von n1 ... ns zu n1 + T1 ... ns + TS nach (79) charakteristische GroBe 
bezeichnen 

Urn die Amplitude des Streulichts 1) zu erhalten, das die Frequenz (82) hat, 
i.st die Summe der Amplituden (83) fUr aUe moglichen Arten von Obergangen 
zwischen n1 .. . ns und n1 + T1 ... ns + Ts zu bilden, die cine Zwischenstufe 
lZ1 + T~ ... ns + T~ haben, wobei aUe benutzten Teilubergange (n1 ... ns .. n 1 
+ T~ ... ns + T~ --->- n1 + T1 ... ns + T8 ) spontan moglich sein mussen (9( 0). 

') A. S~IEKAL, Natunvissensch. Bd. 11, S. 873. 1923. 
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Hierbei ist noch folgendes zu beachten. In Formel (83) soIl 

ni ... n8 _ 1 [E ( , ') E ( )' 
'Pnl ... ns-h nl··· nS - nl···nsJ 

bedeuten. 1st E (n~ ... ns) < E (nl ... ns) (Emissionslinie), so ist der Wert von 'P 

mit dem resultierenden Vorzeichen, d. h. als negative Zahl, einzusetzen. AuBer
dem ist dann das zugehorige m: durch 2{ zu ersetzen. 

Wenn im letzteren Fall auBerdem das auffallende Licht so langwellig ist, daB 

h'P < E (n1 ... ns) - E (n1 + <1 ••• ns + <s) , (Emission!) 

so tritt neben dem Streulicht von der Frequenz (82) (= 'P + 1'P~~~~~!~ .. ns+Ts\) auch 
noch Licht von der Frequenz 

1 [E(n1···· ns) - E(n1 + T1··· ns + TS)] -'P = 1'P~~~~~~ .. nS+TS: - 'P 

auf, dessen Amplitude wieder durch (83) gegeben ist, wenn man dort erstens 
wieder die 'P~' mit dem richtigen Zeichen einsetzt, zudem aber 'P mit - 'P und 2( 

mit m vectauscht. Wenn 'Pn1+<1 ... ns+<s> oist (Absorption) somuB'P>l,n,+T, ... n,+T, 
1'h ... ns '1'l1 ... ns 

sein, wenn die Streustrahlung der Frequenz (82) gemaB Formel (83) auftreten 
solI, sonst tritt nur solche des Frequenz 'P nach (80) auf. 

Auf die Moglichkeit dieser andersfarbigen Streustrahlung hat zuerst SMEKAL 
(s. Ziff.44) hingewiesen und ihr vom Standpunkt der "extremen Quanten
theorie" eine anschauliche Deutung gegeben. 

Sie soil besonders stark in bestimmten Wellenlangen werden, wenn die 
Nenner in (83) klein werden (genau Null werden sie nicht, weil sich dann die 
bisher vernachlassigte Dampfung bemerkbar macht). Das tritt dann ein, wenn 
z. B. 

In diesem Fall verhalt sich eine groBere Menge von Atomen genau so, wie 
man es nach der (alteren) BOHRschen Auffassung der Resonanzstrahlung erwarten 
sollte. Es werden dann Atome aus dem Zustand n1 • •. ns in den erregten Zustand 
n1 + <1 ... n. + r; gebracht werden und von dort unter Aussendung der Reso
nanzstrahlung 

zuruckfallen. 
Aber auch wenn 

wird, solI starke Streustrahlung der Frequenz 

auftreten, und hier ist die obige Deutung nicht zulassig (Abweichung von der 
SToKEsschen Regel). 

KRAMERS und HEISENBERG weisen aber darauf hin, daB dies unmoglich eine 
erhohte Energieausstrahlung bedeuten kann, da sich sonst bei diesem Frequenz
wert 'P auch erhohte Absorption zeigen muBte. Zur Erklarung erinnern sie daran, 
daB die Frequenz 'P~~:~:~: .n,+<; auch spontan emittiert wird (negatives Vor
zeichen!) Wenn man nun eine geeignete Phasenbeziehung zwischen der spontan 
emittierten und der durch das Licht der Frequenz 'P induzierten, eben besproche
nen Welle der Frequenz 'Pn,+,; ... n,+,; annimmt kann es sein daB keine veTstarkte 

t'h ... ns ' , 
Ausstrahlung eintritt. 
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Experimentell ist uber dieses andersfarbige Streulicht nichts bekanntl), es 
sei denn, daB man in den Fallen, die man bisher ausschlieBlich als Resonanzlicht 
yon erregten Zustanden gedeutet hat, wenigstens einen Teil des andersfarbigen 
Lichtes als vom unerregten Atom ausgehend deuten wurde. 

BREIT2) hat eine etwas andere korrespondenzmaBige Zuordnung als die nach 
(79) erwahnte vorgeschlagen, wobei das negative Glied in (SO) vermieden wird. 

48. BECKERS Theorie 3). BECKER hat Formeln abgeleitet, welche von den 
in Zift. 46 gemachten Einwanden frei sind. Urn uberhaupt eine merkliche Ab
sorption zu erhalten, und urn von endlichen Wellenzugen reden zu konnen, 
nimmt er an, daB die gequantelten Energiezustande nicht ganz scharf sind. Be
zeichnet man die Energieabweichung vom "scharfen" Quantenwert E, mit 1)" 
so daB die Energie eines Atoms 

E = E, + 11, (S4) 

ist, so solI die Zahl der Atome, deren Abweichung 11, betragt, proportional g, (1),) dl}, 
sein, wobei g so bestimmt ist, daB 

00 

(S5) 

(g, Gewicht des ganzen (-ten Zustandes) und die Unscharfe nicht sehr groB ist, 
d. h. g <:: 1 auBer fUr lljE <:: 1. BECKER fUhrt dann die EINSTEINsche Gleichge
wichtsuberlegung fUr jede Stelle in der Spektrallil).ie durch und erhalt in leicht 
yerstandlicher Bezeichnung in Analogie zu Gleichung (66) Zift. 40 

(66') 

a . = b. 8;rjz1':; "- (66") 
Jh'-~I}l t12~/h c3 

Nimmt man an, daB b (auBer von der Spektrallinie selbst, d. h. von Vo = E2 ~ El) 

nur von dem 17 der betreffenden Endlage abhangt (bry,--+II, nur von 172), so wird 

b'll --+ '12 = g2 ~:2) h b1--+ 2 ' 

b'j,+111 = g~;I} hb2 --+ 1 • 

Fur die Gesamtabsorptionen und Emissionen sind dann die GraBen 
+ CX) <Xl 

(gl (171) dl71 r b'lt-HI, d1'2 = b1--+ 2 gl 
. 0 

und entsprechend fUr b2 -+ 1 sowie 

(g2 (112) dYj2 (a'l2--+111 dJ'l = g2 a2-+ 1 . . 
(J 

(S6) 

(86') 

maBgebend, wobei die a und b untereinander durch die EI~STEINsche Beziehung 
(66) Ziff. 40 verbunden sind. 

1) Anm. bei der Korrektur: s. jedoch C. V. RAMANN und K. S. KRISHNAN, Nature 
Bd. 121, S. SOl und 711. 1928; Ind. Journ. of Phys. Bd. 2, S. 399. 1928; C. V. RAMAN, 
ebenda Bd. 2, S. 387. 1928. Zusammenfassung durch P. PRINGSHEIM in Naturwiss. Bd. 16, 
S. 397. 1928; s. femer A. SMEKAL, ebenda Bd. 16, S.612. 1928. 

2) G.BREIT, Nature Bd.114, S.310. 1924. 
3) R. BECKER, ZS. f. Phys. Bd.27, S. 173. 1924. 
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Jedes Atom soIl nun eine koharente Kugelwelle emittieren, deren Ampli
tude pmal so groB als die von einem Elektron entsandte und deren '1" amal 
so groB als das klassische bei reiner Strahlungsdampfung vorhandene ist. 

(87) 

Es ist demnach die sekundlich von einem Atom gestreute Energie dividiert 

durch e (v) dv = S3:rc • @~ im Intervall dy 

(88) 

die pro Atom wirklich absorbierte Energie, dividiert durch edY 
S:rc e4 1'4 

9 m 2 c3 (1'~ _ 1'2)2--+ 021'k} 1'2 P (a - P)· (89) 

Wenn wir annehmen, daB das betrachtete "absorbierende" Atom eine Abweichung 
1]1 hat, so setzt BECKER fUr seine "Grundfrequenz" 

- 171 
Yo = Yo - It 

und erhalt fUr 'I' = Yo + ("J~~ '71) im Innern der Spektrallinie mit den ublichen 
Naherungen 

2:rc e4 -21'~ p(a _ P). bTJ'-+TJ, = -9 m2c3 h2 
r;2 + ~ . 1"2 h2 

" 4 kl 

Die linke Seite ist aber nach (86) 
1 
-g2(1]2)hb1-+ 2· 
g2 

BECKER teilt nun (89) so in Faktoren, daB er setzt 

g2(r;2) Oh1'kl 

:rc e2 
( PI) b1 -+ 2 = :3 . m • PI 1 - -~ 1 

(89) 

(90) 

WO PI' aI' dem Zustand 1 zugeordnet und also von 1]1 praktisch unabhangig an
genommen sind. 

Fur a2-+ 1 ergibt sich 
S:rc2e21'~ ( PI) 

a2 -+ l = hVo-:XmC3 PI 1 - -;;-1 ' 

in der Dispersionsformel (72, 73) Zif£' 42 ist statt a = ~ der Ausdruck 
-,; 

a ___ __ PI 
(91) 

einzusetzen. 
Jetzt ist die in Ziff.46 erwahnte Schwierigkeit vermieden, da die in der 

Dispersionsformel auftretende, die Gesamtabsorption bestimmende GroBe a I 
1 - PliOl 

ist, wahrend die wahre Absorption durch a gemessen wird. a < __ a_j_ ist fur 
1-po 

die Entstehung erregter Zustiinde verantwortlich, deren Energie entweder als in-
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koharentes Resonanzlicht wieder ausgestrahlt oder durch StoBe zweiter Art in 
andere Energie umgewandelt werden kann. Das koharente Resonanzlicht ist 
durch 

a p a 
~---a=-~ 

1- P "1_ 1 
(j " 

gemessen. (E _ E) 
Wenn die Welle VO(X)_~_l auf ein erregtes Atom (imZustand 2) falIt, so 

tritt hier an Stelle der Absorption von Energie eine "induzierte Emission". Man 
erhalt so fiir b1J ,--+'h eine (90) analoge Gleichung mit entgegengesetztem Vorzeichen 
und daher 

b1 --+ 2 = - -~.~. P2( 1 - ~~), (90') 

woraus mit (66) (unabbangig von der Annahme d~l b1J1 --+ 1J , = 0) folgt 

PI(1 -~~) = -P2 (1 - ~:). 
Eine Strahlungsdampfung, die zu P Elektronen klassisch gehOren wiirde, ist 
P = (J; da die Linien stets breit dagegen sind, ist (J > P; also P2"" PI entsprechend 
der Formel von KRAMERS. 

LANDE 1) hat die Theorie insofern abgeandert, als er annimmt: Ein Atom, 
das einen Quanteniibergang ausfiihrt, tut das nicht so, daB es irgendeinen schar
fen Ubergang innerhalb der Grenzen (84) ausfiihrt, wobei die endliche Breite der 
Spektrallinie durch das Zusammenwirken vieler Atome mit etwas verschiedenen 
Ubergangen entsteht: Sondern jedes Atom andert wahrend der endlichen Dauer 
der Emission seinen Zustand dauernd sehr schnell so, daB das Einzelatom eine 
endliche Breite der SpektraUinie crgibt. Wenn TO die Abklingungszeit ist, dann 
ist die relative Zeit, wahrend deren das Atom die Frequenz v aussendet, und da
mit auch die relative Intensitat dieser Frequenz 

1 1 g = -2- ----~~---- . 

2nrO(222 1 
vo-v) + ~ 

4.n ~o 

(92) 

Ebenso hat man nach LANDE bei Bestrahlung in jedem Atom eine nach (90) 
verteilte Menge von virtuellen Oszillatoren anzunehmen. Anders konne man die 
Tatsache der beschrankten Intcrferenzfahigkeit nicht erklaren. 

49. SLATERS Abiinderung der BOHR-KRAMERS-SLATERschen Formeln. Wie 
schon in Zif£. 46 erwahnt, hat SLATER 2) die urspriingliche Theorie modifiziert, 
urn die Schwierigkeiten mit der inkoharenten Resonanzstrahlung zu vermeiden 
und gleichzeitig die klassische Verkniipfung von Linienbreite und endlicher Lange 
der Wellenziige herzustellen. 

Er iibernimmt zuerst die Uberlegung beziiglich der Ubergangswahrschein
lichkeiten nach EINSTEIN, Ziff. 40 mit der Modifikation, daB er im Fall einer 
stark mit der Frequenz sich andernden Intensitat 

durch fb' (v) e (v) dv , fb'(v)dv = b 

ersetzt (s. auch Ziff. 46,53) und cntsprechend fiir bx --+,' Ferner kann ein Ubergang 
auch durch StoB erzwungen werden; die cntsprechende GroBe ist k'i' 

') A. LANDE, ZS. f. Phys. Bd. 35, S. 317. 1926. 
2) J. C. SLATER, Phys. Rev. (2) Ed. 25, S. 395. 1925. 
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Der erregte Zustand " hat im Strahlungsfeld eine Lebensdauer 

~= ~~ 
'lx ~'ly.i 

i 

[so die entsprechende Gleichung (67) Ziff. 40] mit 

~ = a,,~, + k,,~, + fbx~,(Y)!!(v)dv, 
~t 

wobei a", wegfallt, wenn das Energieniveau i haher ist als das von". 

(93) 

7:' bedeutet die wirkliche Lebensdauer unter den gegebenen Bedingungen, 
7: die "spontane" Lebensdauer. 1m Zustand " strahlt das Atom spontan die Fre
quenzen '1'", flir alle diejenigen l, die Emissionslinien entsprechen wie in Ziff. 45. 
Es wird aber jetzt neu angenommen, daB es wahrend dieser Zeit vorkommen' 
kann, daB die Phase einer solchen Schwingung platzlich wechselt. Es wird an
genommen, daB die Wahrscheinlichkeit hierfiir 1/7:: ist. Demnach ist die Lange 
eines ungestarten Wellenzuges 

(94) 

da die Starung entweder ein vollstandiges Verlassen des Zustandes oder eine 
Phasenanderung sein kann. Wenn eine auBere Lichtwelle vorhanden ist, so er
regt diese erzwungene Schwingungen, wie in Ziff. 46, die aber ebenfalls den vor
erwahnten Unterbrechungen (beim Quantensprung) und Phasenanderungen 
unterworfen sind. Dieses auBere Feld beeinfluBt aber auch, wie schon in Ziff. 46 
erwilint, die gleichzeitig vorhandene spontane Emission. 

Die spontane, also inkoharente Strahlung '1'", solI namlich entfallen, wenn die 
Erregung dadurch hervorgerufen wurde, daB das Atom im Zustand l ein Quantum 
hl'", absorbiert hat und die jetzt erzwungene, koharen te Strahlung '1'", noch keine 
sprunghafte Phasenanderung erlitten hat. Zweitens solI sie fehlen, wenn im Zu
stand" die letzte Unterbrechung (Phasenanderung) durch den Anteil fb,~,,(!(y) dy 
in 1/T; hervorgerufen wurde. 

Durch diese Annahmen wird erreicht, daB bei Atomen, die durch StaBe oder 
durch Herabfallen aus noch haheren Energieniveaus erregt sind, Resonanz
strahlung vorhanden ist, wahrend im Lichtfeld nur koharentes Streulicht auf
tritt, auBer der spontanen Strahlung nach Unterbrechungen, die der Verminderung 
der Koharenz durch vergraBerte Linienbreite entsprechen. Hat die Primarstrah
lung die Form 

(t = f (to (v) cos 21lY [t - t' (y)Jdy 

und setzt man die erzwungene Strahlung des zu Yx, geharigen Oszillators so an, 
daB die Amplitude zur Zeit to der letzten Unterbrechung 0 ist, so wird das Moment 

.p,,~, = ± e2I}{h~,rQ;o (v) {cos21lv [t - t'(y)] - cos21l [Yx, (t - to) -y(t'(v) -to)J}dv. (95) 
12 J~x,-v , 

Der zweite Term in (95) entspricht klassisch der beim "Einschwingen" auf
tretenden freien Schwingung. Mittelt man iiber to, d. h. iiber viele Atome, so 
ergibt sich 

- e21}{~f 1 r 
p,,~, = ± 12k 1 1 1('1'", - '1') (to ('I') cos21ly[t - t'(y)] 

(~'''' - V)2 + -4 2 If, 
11, "Xl, (96) 

+ ~ (to ('1') sin21ly[t - t'(Y)]} d)l. 
2""~", 
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In (95) und (96) ist das positive Vorzeichen zu nehmen, wenn '1'", eine Ab
sorptionslinie ist, das negative bei einer Emissionslinie. 

Aus dieser Formel folgt angenahert (v,,, - v < v) die KRAMERssche 

Dispersionsformel mit v' = __ 1". Man bemerke, daB diese GroBe nach (93) (94) 
von [! abhangt. 2::>;<" 

Weiter wird in Gbereinstimmung mit der klassischen Absorptionsformel 
angenahert 1 

I by.( 2nT~(, 
b",(v) = - ---------. 

;r ( ). 1 
l'%l - Y .. + 4-2-;;--2 

:Jl ly.t 

Die Linienverbreiterung durch StoB steckt in dem Zusammenhang zwischen 
T~, und k,,,. 

50. Andere Korrespondenzbetrachtung (WENTZEL). Eine andere Art der 
Korrespondenz hat G. WENTZELl) verwendet. Auch er behalt (flir ein verdlinntes 
Gas) die Beziehung bei 

1:1 n = 1 - 2nN--
~. (97) 

Bier soIl man aber als fUr den Brechungsindex maBgebendes elektrisches 
Moment nicht das wirkliche elektrische Moment p' einsetzen, das man aus der 
mechanischen Bewegung des ModeIls berechnet, sondern eine GroBe, die mit lJ' 
folgendermaBen zusammenhangt 2) : 

lJ = fdi.J d1£lj.J'(1£I)e2ndvt-iw). (98) 
-00 0 

Bierin ist 1£1 die Winkelvariable der Bewegung, die j.J' bestimmt; die Bewegung 
ist hierbei also zuerst liber eine Bahn zu mitteln, d. h. liber 1£1 (es ist nur ein Frei
heitsgrad vorausgesetzt). 

Dann ist liber die Bahnen zu mitteln, die durch i gemessen werden, und 
zwar libel' aIle (Quanten- und Nichtquanten)-Bahnen; i miJ3t den Quantensprung, 
ausgehend von einer bestimmten Ausgangsbahn, 

jh = AI, (99) 
v ist die bei dem betreffenden gedachten Ubergang j ausgestrahlte Frequenz, 
namlich 

(99') 

Diese kontinuierliche, nicht nur ganzzahlige Variation von jist notig, urn 
zu verstehen, daB das Atom auf jedes P reagiert. Nun tragt zum Brechungsindex 
fUr die Frequenz v nur der Teil von j.J bei, der selbst die Frequenz v hat. (98) 
laf3t sich aber schreiben 

cod ,0 

p =.1 d~Jd1£lP'(1£I) e2nl (vt-jw) . 

• ' dJ 
-00 0 

Die Komponente der Frequenz v ist daher 

d' . 
p,. = e2 ,",Ivt ill d1£l p' (1£1) e- 2n 'jw. (100) 

o 
Die Frage ist nun, welcher Wert von p' angemessen ist. 

1) G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd.29, S. 306. 1924. 
2) G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd. 27, S. 279. 1924. 
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Hierzu bemerken wir, daB wir Formel (100) auch fUr einen harmonischen Os
zillator im klassischen Fall anwenden konnen, wenn wir fur ,p' eine gedampfte 
Schwingung set zen : 

;lV' 

h'. = e2 (l;o(v) sin2:n:we - iJvow w = 'I'ot 
't'w 2nmvo ' 

und ferner dy/dj durch Yo (klassisch), jw = jYot durch 'I't ersetzen. Dann erhalt 
man den klassischen Ausdruck fiir (100). Die Berechtigung hierfUr findet man 

darin, daB man nach (99) (99') ~.~ = ~~ schreiben kann, welcher Ausdruck fUr 
d h . h 0 '11 kl ! h . Ad' .. . f1 E f1 E en armomsc en SZl ator aSS1SC ='1'0 1St. n ererse1ts1st J'I'o=J f1 j=T=Y. 

1m allgemeinen Fall wird man klassisch Oberschwingungen, quantentheore
tisch Sprunge urn mehr als j = 1 mitberucksichtigen mussen. Man erweitert da
her (100) durch Summation uber Oberschwingungen der Starke p und schreibt 
das in Umkehrung des soeben durchgefUhrten Prozesses in Quantenschreibweise. 
Das ergibt 

ilk 
h' e2 Q;o(v) ~ h . 2 k -zw 
1" = 2nm .L.. -d-;sm :n: we . 

k k di 

(101 ) 

In (97, 100) eingesetzt, ergibt dies fUr den Brechungsindex der Atome einer 
bestimmten Quantenzahl 

n _ 1 - N e~ ~, Pk . (102) 
- 2n m .L.. (dV)2 [k2 '2 • l' 

k d' - J + 2tuklJ 
1. 

Hier ist k die (ganze) Zahl, die angibt, wie groB der Quantensprung ist, den das 
Atom bei der Absorption der k-ten Linie ausfiihrt. l' ist eine GroBe, die aussagt, 
urn wieviel sich die Quantenzahl andern muBte, wenn das Atom das auffallende 
Licht l' absorbieren wurde, d. h., wenn seine Energie urn hy vermehrt wiirde, 
und ist im allgemeinen eine gebrochene Zahl. Nun ist fUr Wellenlangen, die 
viellanger als die einer Absorptionslinie sind, j <i( 1. Dann kann man schreiben 

dv . 
d7 1 = Y. 

Mit der Abkiirzung 
dv k -
di = Yo 

wird dann (102) 
n _ 1 = Nez ~_P-,,---

2nm.L.. Yk - 1'2 

also die ublichc Form, aber mit Yk =1= Yk der wahren Absorptionslinie. Andererseits 
hat, wenn 'I' nahe Yk ist, (102). sein Maximum am Ort der wahren Absorptionslinie 
Yk' Dazwischen muB ein Ubergangsgebiet vorhanden sein. 

51. Die Theorie von DARWIN. DARWINl) hat schon vor BOHR-KRAMERS
SLATER eine Theorie entwickelt, die sich enger an die urspriingliche (1912) BOHR
sche Theorie anschlieBt, insofern ein Atom nur Wellen aussenden kann, die 
seinen eigenen Quantenzustanden entsprechen, namlich solche von der Frequenz 

E.-E, 
'I'i' = ~-, nicht solche von der auffallenden Frequenz Y. AuBerhalb der 

Materie verhalten sich die Wellen gemaB der klassischen Theorie. 

1) C. G. DARWIN, Proc. Nat. Acad. Wash. Ed. 9, S. 25.1923; Nature Ed. 110, S.841-
1922. 
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Mit der BOHR-KRAMERS-SLATERschen Theorie hat die von DARWIN gemein
sam, daB der Energiesatz nicht in jedem einzelnen Moment, sondern nur im 
Mittel gilt. 

Wenn nun eine ebene Welle von der Frequenz Y auf ein Atom auftrifft, so 
solI dieses Atom imstande sein, Kugelwe11en von der ihm zukommenden Frequenz 
Y'j auszusenden; nicht wie bei BOHR-KRAMERS-SLATER, daB diese Aussendung 
durch die auffa11ende Strahlung erzwungen wird, sondern so, daB die auffallende 
Strahlung aIs eine Art "Anregung" wirkt, die das Atom in die Lage versetzt, 
irgendwann plotzlich mit der Aussendung einer gedampften Kugelwelle der 
Frequenz Y'.i zu beginnen. Urn aber Absorption und Dispersion hervorrufen zu 
konnen, muB die Strahlung, die auf dieses Weise in einer groBeren Gruppe von 
Atomen erregt wird, eine Periodizitat der Frequenz Y aufgedrtickt erhalten. 

Dies erreicht Darwin durch folgende Annahmen: 
a) Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Atom bei Anwesenheit einer 

auBeren Welle von der Form (l; = (l;o cos2nyt in einem gegebenen Augenblick 
E - E, il(l; 

eine Kugclwelle der Frequenz Y'i = JT - aussendet, ist gegeben durch -Ail! 

(wobei A von Y'l' aber weder von ~o noch von Y abhangt). Wenn wir daher eine 
groBe Anzahl N von Atomen haben, so wird die Zahl derjenigen, die unter dem 
EinfluB dieser auBeren Welle wahrend der Zeit dt zu emittieren beginnen, gleich 

-N A ~~ = NA 2n1' ~o sin2nyt· dt. (103) 

b) Die emittierte Kugelwelle ist so polarisiert, wie es die klassische Theorie 
von einem parallel (l; schwingenden Elektron verlangen wtirde. Ihre Intensitat, 
Dampfung (und Frequenz) hangt nur von dem emittierenden Atom abo 1m 
Augenblick des Beginns der Emission hat das zugehOrige elektrische Feld (l;' 
der Kugelwelle den hochsten Wert, d. h., wenn die Emission zur Zeit t' einsetzt, 
so hat (l;' in der Entfernung r vom Atom die Form 

'( , r) ( , ~'= (l;~e-;rv t-t -'c cos2nY'j t _ t' _ .1'). 
c, 

(104) 

AIle Atome, die zu gleicher Zeit zu strahlen beginnen, haben daher die 
gleiche Phase. 

Die gesamte Sekundarstrahlung von einer Gruppe von N Atomen, die zu 
einer Zeit t an einem ~unkt in der Entfernung r anlangt, rtihrt daher von all 

den Atomen her, die in irgendeinem Augenblick t', der frtiher aIs t - .L ist, zu 
strahlen begonnen haben, und ist C 

r t--

N~o A ~of; -ny' (t-t' -~) cos2n1"i (t - t' - ~-) . 2ny· sin2nyt'dt'. (105) 
-00 

Dieses Integral wird 

N (l;o A ~o 2- v
2 

. 2 cos 2 n l' (t - ~) , ( 106) 
Vtj - Y C 

v' 
wenn -- gegen 1 vernachlassigt werden kann. Die Periode Y in der Ampli-

Yli - v 
tude hat sich daher der resultierenden Welle aufgepragt. 

Wenn wir nun ansetzen 

Handbuch der Physik. XX. 36 
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erhalten wir fUr die gestreute Welle genau das gleiche Resultat wie in der klassi
schen Theorie und konnen die Dberlegungen der Ziff. 33 fUr den Zusammenhang 
zwischen sekundarer Kugelwelle und Dispersion sofort anwenden. 

DARWIN betont, daB die erhOhte Streuung (und Absorption) bei Annaherung 
an die Eigenfrequenz nicht durch eine Erhohung der Haufigkeit der Einzel
emission, sondern nur dadurch bedingt ist, daB infolge der Annaherung in den 
Perioden von Einzelwelle und Amplitudenschwankung die Einzelwellen sich 
besser unterstutzen. (Fur 'I' nahe 'I',j gilt die angenaherte Auswertung des Integrals 
nicht mehr.) 

Hierbei ist aber zu bemerken, daB wir bei der Ausrechnung von (105) voraus
gesetzt haben, daB aIle Molekule, die bei der Erzeugung der Welle mit der Frequenz. 
'I' zusammenwirken, dieselbe Phase, d. h. dasselbe r haben. Das bedeutet, daB 
innerhalb des Wellenlangenkubus viele Molekiile liegen mussen. Fur feste Korper 
ist das der Fall, nicht aber in Gasen. Nun macht das fUr die Dispersion nichts 
aus, da das in der Richtung der Primarwelle gestreute Licht in seiner Phase un
abhangig von der Lage des streuenden Molekuls ist, so daB man fUr die ebene Se
kundarwelle, die Absorption und Dispersion liefert, auch hier die Frequenz 'I' 

erhiilt. Dagegen ist das senkrecht gestreute (und das reflektierte) Licht im all
gemeinen nicht mehr von der Frequenz '1'; die Rechnung ist nicht durchgefUhrt, 
durfte aber ein breites Frequenzintervallliefern. Auch mit der Intensitat durfte 
es Schwierigkeiten geben l ). 

52. Korpuskulartheorie der Interferenz. Die Anwendung der extremen 
Korpuskulartheorie 2) auf optische Erscheinungen ist zuerst von WENTZEL syste
matisch entwickelt worden. Nach ihr findet die Emission des Linienquants h'l' 
so statt, daB die Energie wie ein GeschoB auf engen Raum zusammengedrangt 
und unteilbar, solange die Frequenz ungeandert bleibt, fortgeschleudert wird. 
Die Richtung dieser Emission wechselt nach Wahrscheinlichkeitsgesetzen. Das 
Quantum hat parallel seiner Flugrichtung (Lichtstrahl) die BewegungsgroBe h}'le. 
Diese Auffassung erklart aIle mit der Emission und Absorption verknupften 
energetischen und mechanischen Verhaltnisse (RiickstoB, Tatsache, daB die 

Emission von Photoelektronen ohne Wartezeit sofort 
beginnt). Dagegen sind die allgemeinen Interferenz
erscheinungen sehr schwierig zu erklaren. Man be
trachte als einfachstes einen abgeanderten Versuch 
nach FRESNEL (s. Abb.15). Die Interferenzstreifen 
sind abwechselnd helle und dunkle, senkrecht auf der 
Zeichenebene stehende Schichten. In einer hellen 
Schicht hat man nach der klassischen Theorie in
homogene ebene Wellen, die langs der Schicht mit der 

Abb. 15. Geschwindigkeit e . cos tX fortschreiten. Die Deutung 
durch Quanten scheint schwierig. Entweder das Quan

tum muB, von einem der Spiegel kommend (z. B. A) erst in der Richtung A B 
fliegen , dann plotzlich umbiegen und mit verminderter Geschwindigkeit langs 
Be fliegen, oder es konnte auch, zwischen dunk len Raumen, die die Schicht Be 
begrenzen , hin und herreflektiert, im Zickzack langs Be wandern. Aber wie 
sollte man in beiden Fallen die Richtungsanderung der BewegungsgroBe er
klaren? Andererseits wiirde ein geradliniger Flug von A nach C eine Durch
querung der dunklen Interferenzschichten links von Be bedeuten, also eine 
Erleuchtung derselben. 

1) Fur den Hinweis bin ich Herrn Dr. R . DE L. KRONIG zu Dank verpflichtet. 
2) A. EINSTEIN. Ann. d. Phys. Bd. 17. S. 132. 1905; Phys. ZS. Bd. 10. S. 185. 1909 ; 

Bd. 18. S.121. 1917 ; J. STARK, ebenda Rd. 10. S. 579 u. 902. 1909; Bd. 11. S. 24. 1910. 
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Der einzige Weg, diese Schwierigkeit zu umgehen, scheint der von WENTZELl) 
im AnschluB an Gedanken von SMEKAL2) und SCHOTTKy5) beschrittene zu sein, 
der drastisch folgendermaBen beschrieben werden kann: Wenn wir konstatieren 
wollen, daB an einer Stelle Energie stromt (ein Lichtstrahl vorhanden ist), mussen 
wir an diese Stelle Atome oder wenigstens ein Atom bringen, entweder urn einen 
Teil des Lichts zu absorbieren (photographische Platte, Netzhaut des Auges, 
Thermoelement, Photozelle) oder abzulenken (Spiegel, Staub zur Erzeugung 
eines Tyndallkegels). Wenn wir sagen, die Bahn des Lichtstrahles sei ABC, 
so meinen wir damit, daB ein langs dieser Bahn bewegter Empfanger uberall 
Licht anzeigt. Wir haben aber kein Mittel, zu beweisen daB durch B Licht 
stromt, wenn der Empfanger in C steht und in B kein (zerstreuendes oder absor
bierendes) Atom sich befindet. 

Es genugt daher, die Theorie so einzurichten, daB ein als Empfanger dienendes 
Atom immer dann und nur dann, wenn es nach der '.Vellentheorie in einer er
leuchteten Stelle sitzt, Quanten zugeschickt bekommt. Dazu ist folgendes notig: 

Das emittierende Atom "weiB" in jedem Augenblick, wo sich aIle Atome 
befinden, die als Empfanger in Betracht kommen. Es kennt ferner alle Wege, 
die von seinem Platze aus zu diesem Empfanger fUhren. Es "rechnet" die Hellig
keit aus) die all diese moglichen Wege zusammengenommen am Ort des Emp
fangers auf Grund der Wellenoptik liefern wurden. Dann schieBt es seine Quanten 
"gezielt" auf die Empfangsatome los, und zwar in solcher Verteilung, daB die
selbe Helligkeit im Zeitmittel herauskommt wie es die Wellentheorie verlangt. 

Wir mussen nun trachten, als GroBen, die die Helligkeit bestimmen, solche 
zu wahlen, die fUr das Quantum von Bedeutung sind. Wir beginnen mit Licht
wegen im Vakuum, n = 1. Klassisch wird das Verhalten eines Strahls durch 
seine Phase nach dem Durchlaufen eines bestimmten Weges geregelt, namlich 
durch die GroBe 

q; =fdS 
I. 

(106) 

Quantentheoretisch gibt es keine "Welleniange". Das Quantum hat eine be
stimmte Energie e und den zugehorigen Impuls elc. Ferner mussen wir noch eine 
Richtung senkrecht zu seiner Bahn als "Polarisationsrichtung" auszeichnen. Die 
wichtigste GroBe ist nach den allgemeinen Quantenregeln die "Quantenzahl" 

+,(Pdq. (107) 

Nun ist die Koordinate die Entfernung langs des Weges s, der Impuls ist P = elc. 
Folglich wird die Quantenzahl 

f;c· ds. (107') 

Wir wollen nun eine GroBe v einfUhren, "Frequenz" nennen und so definieren: 
v = elk, ferner eine GroBe "Wellenlange" 

A = ~ = ch . (108) 
'V e 

Substituieren wir (108) in (107), so sehen wir: Wenn die Quantenzahl die Helligkeit 
genau so bestimmt wie die Phase in der klassischen Theorie, so erhalt man die 
in (108) definierte Wellenlange einer Lichtart genau so aus Interferenzmessungen 
wie in der klassischen Theorie. 

1) G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Ed. 22, S.193. 1924. 
2) A. SMEKAL, Wien. Anz. 1922, S. 79; Naturwissensch. Ed. 11, S. 411. 1923. 
3) W. SCHOTTKY, Naturwissensch. Ed. 9, S.492 u. 506. 1921; Ed. 10, S.982. 1922 

36* 
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Die Definition (108) stimmt mit den Formeln liberein, die das Experiment fUr 
das Verhaltnis der aus Interferenzmessungen ermittelten "Wellenlange" und 
Energie und Impuls der Quanten geliefert hat. 

Die Wahrscheinlichkeit dafUr, daB ein Atom e einem andern Atom a ein 
Lichtquantum zusendet, ist dann gegeben durch 

~ ("(g0 • e2;;d<Pi) ( ..... (go e- 21l i<Pi) 
L-(§;'r .::.. J f' J • (109) 

Die Sum men sind liber aUe moglichen Lichtwege zu erstrecken, die vom emittie
renden zum absorbierenden Atom fUhren, die cPj sind die Phasen (106), (107') auf 
dem Weg j, die (gJ die zugehOrigen vektorieU gerechneten klassischen Amplituden. 
Dieser Ausdruck ist so angesetzt, daB die klassisch berechneten Intensitaten 
herauskommen. Auf weitere Folgerungen WENTZELS bezliglich des Zusammen
hanges mit dem Korrespondenzprinzip sei hier nicht eingegangen. 

Die oben besprochenen Annahmen klingen etwas antropomorph. Sie schei
nen aber die einzigen, die mit einer extremen Quantentheorie eine Erklarung 
der Interferenz liefern. Sie konnen durch folgende Dberlegung WENTZELS mathe
matisch plausibel gemacht werden. Man fasse zwei Wege, die von e ausgehend 
in a endigen und durch Interferenz zusammenwirken, als eine geschlossene Bahn 
auf. Dann muB fUr maximale Helligkeit 

CPl - CP2 = !pdq (110) 

ganzzahlig sein, erstreckt liber die geschlossene Bahn e- Bahn 1 - a- Bahn 
2 - e. DaB das Atom diese Bedingung kennt, ist im Prinzip nicht erstaunlicher 

I~ 

c.. 
(5) 

~ 

als bei andern Quantenbahnlinien, nur ist diese 
Qu:,wtenbahn besonders groB. Gerade hiergegen 
wendet sich ein Einwand von LANDE!). 

I.--+ '8 

Man denke sich einen riesigen J AMINSchen 
Apparat aufgebaut, so daB die Seite jedes Qua
drates z. B. 10 Lichtjahren entspricht (s. Abb. 16). 
Trotzdem ist Interferenz m6glich, wenn die Diffe-

JL (10) renzen der Wege klein sind. Nun richte man die 
Wege so ein, daB die Gangdifferenzen )./2 sind, also 
in A Dunkelheit herrscht. Dann schiebe man in 
den einen Lichtweg plotzlich eine undurchsichtige 
Platte ein. 

(5) { ~ 

IJ _ 1/ 

fr;) 
A N ach der klassischen Theorie wird in A zehn 

Abb. 16. weitere Jahre Dunkelheit sein, bis die Wellen, die 
im Augenblick des Einschiebens der Platte in B 

waren, vorbeigestrichen sind; von da an wirkt nur das liber den Weg II kom
mende Licht und gibt Helligkeit. Nach der hier entwickelten Theorie mliBte 
die Lichtquelle aber zehn Jahre vor dem Einschieben der Platte beginnen, Licht
quanten nach A zu schicken, wenn dort die Beleuchtung zehn Jahre nach Ein
schieben der Platte beginnen solI. 

Doch scheint dieses Argument nicht zwingend, da die vor Einschieben von 
B langs I und II stromende Energie auch nach der klassischen Theorie irgendwo 
hinstromen muB und tatsachlich durch D abstromt. Das Einschieben der Platte 
muB also nur nach zehn Jahren dem halbdurchlassigen Spiegel C "bekannt 
werden", damit er den Quantenstrom so ablenkt, daB jetzt nur ein Teil nach D, 
ein anderer Teil nach A geht. 

1) A. LANDE, ZS. f. Phys. Bd. 35. S. 317. 1926. 
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Wir wollen nun die Formel (107) in etwas andererWeise betrachten, indem 
wir sie statt auf das Licht auf das absorbierende und emittierende Atom anwenden. 
Wir schreiben also jetzt 

cpt = 12:jp,dq" (107") 
, 

wobei die Summe tiber aIle Koordinaten und kanonisch zugeharigen Impulse 
beider Atome zu erstrecken ist. 

Man kann nun allgemein bei mechanischen System en die kanonischen Va
riabeln so wahlen, daB als erstes Paar die Zeit t und die Gesamtenergie (beider 
Atome) E, als weitere Paare GraBen fJ2' ~ 2 ••• fJ., cts dienen, die konstant sind, 
solange die Bewegung ohne Starung gemaB den mechanischen Bewegungs
gleichungen erfolgt. 

Hierbei kann man die fJ, ct so wahlen, daB die fJ die Bedeutung von Phasen
konstanten, die 0; die von Impulsen haben, wenn die Bewegung bedingt perio
disch ist. (107") wird dann: 

(=8 

,1' 1 ""/ cp = h j tdE + h':::" fJ,do;,. 
,;2 

(111) 

Betrachten wir das erste Integral, so ist dE gleich Null, solange die Energiezu
stande der Atome unverandert sind. Emittiert das Atom e zur Zeit te , so ver
schwindet die Energie LIE aus dem System der beiden Atome, urn zur Zeit ta 
der Absorption wieder aufzutauchen. 

Das Integral (111) wird daher 

cp'= -1- LlE (ta - te) + 12:jfJ,da,. (111') 
, 

Der erste Teil stimmt mit dem Integral (107'), das fUr das Licht, statt fUr die 
Atome berechnet wird, tiberein. Die in (111') folgende Summe ware 0, wenn alles 
entsprechend den mechanischen Bewegungsgleichungen vor sich geht. Bei 
Emissionen und Absorptionen andern sich einzelne der 0;, des emittierenden und 
absorbierenden Atoms urn GraBen Th. Nun macht WENTZEL die Annahme, daB 
wahrend eines Emissions- oder Absorptionsprozesses die zugeharige Bewegungs
phase f3 ungeandert bleibt, so daB die Summe in (111') wird 

L,Tl (fJte - fJ,a) . , 
Setzt man in der Wahrscheinlichkeitsformel (109) die cp' statt der cp ein, so ist dann 
noch eine Mitte1ung tiber die f3 einzufUhren, so daB die Endformel wieder gleich 
(109) wird. Dabei kann bewiesen werden, daB Llo; = Th, T ganzzahlig, ist. 

Hat man auf der Lichtbahn auBer dem emittierenden und absorbierenden 
Atom noch andere (streuende oder dispergierende) Atome, so tragen auch diese 
eine Summe 

"2jfJ d o; 
bei. Setzt man auch jetzt die optische Phase gleich (111), so wird 

n = LtE :s~ jfJldex,. 
,;1 

Auch fUr die Endlichkeit der "Koharenzlange" laBt sich ein Grund angeben. Un
abhangigvon WENTZEL hat auch G. N. LEWIS1) eine ahnliche Theorie entwickelt. 

1) G. N. LEWIS, Proc. Nat. Acad. Amer. Ed. 12, S. 22 und 439. 1926; s. auch 
R. C. TOLMAN u. S. SMITH, ebenda Ed. 12, S. 343 und 508. 1926. 
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53. Dispersionstheorie. HERZFELD 1) hat versucht, unter den WENTzELschen 
Annahmen Genaueres uber den Mechanismus zu erfahren, der die Erscheinungen 
der Dispersion bewirkt. Man muB uber die Erscheinungen Rechenschaft geben: 

Veranderung der Phase; auf der Strecke dz andert sie sich urn vn dz statt 
c 

urn ~.dz. 
c 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Energie: Die Energie braucht fur die 

Strecke dz die Zeit 

dCZ d d( :) = dcz 1 _ : ~~ "'" dcZ (n + v ~-;) 
,n n dv 

[ dIn n kl' . 1 dz wenn d In--;- em 1st statt C . 

Es wird in dz Licht gestreut bzw. absorbiert. 
Urn nun irgendeine Einwirkung beliebiger Quanten hv auf Atome zu er

klaren, wird angenommen, daB auch solehe, deren Frequenz nicht paBt, d. h. 
fUr die hv ~ E, - E" ist, fUr kurze Zeit von einem Atom aufgenommen werden 
k6nnen (s. auch Zif£. 44). Nach einiger Zeit werden sie dann wieder abgegeben. 
Die BOHRschen erlaubten Bahnen zeichnen sich vor "unerlaubten" nur dadurch 
aus, daB sie ihr Quantum viellanger behalten, im optischen etwa 10- 8 sec, wah
rend die Zwischenbahnen nur eine Lebensdauer (Xl 10- 15 sec haben. Die in 
ihnen aufgespeicherte Energie ist daher vernachlassigbar klein. 

Wahrend der Zeit seines Aufenthalts im Atom kann das Quantum durch 
einen StoB in andere Energie verwandelt werden (wahre Absorption). Wenn das 
nicht passiert, fliegt es am Ende seines Aufenthalts weiter. Fliegt es in der ur
sprunglichen Richtung weiter, so bildet es einen Teil des regularen Lichtstrahls, 
in dem aber die Energiefortpflanzung infolge des Aufenthalts verz6gert ist. Zu
gleich ist infolge der unmechanischen Veranderungen im Atom auch die Phase 
verandert. Fliegt es nicht in der ursprunglichen Richtung, so bildet es Streu
strahlung. 

Es wird angenommen, daB die Wahrscheinlichkeit des Quantums, in der 
ursprunglichen Richtung zu fliegen, sein "Gedachtnis" fUr die ursprungliche 
Richtung, mit steigcndcr Aufenthaltsdauer abnimmt. 

Wenn daher die Quantenfrequenz mit der Mitte einer Absorptionslinie uber
einstimmt, das Quantum sich also sehr lange im Atom aufhalt, werden praktisch 
aIle Quanten gestreut, die Streustrahlung (Resonanzstrahlung) ist stark, die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit c, da praktisch keine Quanten, die uberhaupt 
festgehalten worden sind, in die ursprungliche Richtung fliegen. 

Fur die Streuung und den Brechungsindex werden die klassischen Formeln 
Zif£' 33 fUr ein verdunntes Gas benutzt (mit v' unabhangig von ,.), fUr die Energie
fortpflanzungsgeschwindigkeit die annahernd richtige2) 

c 
e2 N (11& + )12) (1'5 _ )12)2 

1 + -- ----. --.--
2:n:m [(I'~ - )12)2 + ,,'2).2]2 

c 
( 112) n" 

Bezeichnet man dann die Zahl der Quanten, die von N Atomen in 1 cm 3 

pro Sekunde absorbiert werden, wenn die Intensitat der Strahlung hv ist, d. h. 
wenn 1 Quantum in 1 sec durch 1 cm2 gEht, mit N q, so kann man q als eine 

") K. F. HERZFELD, ZS. f. Phvs. Ed. 23, S. 341. 1924. 
2) Siehe A. SOMMERFELD, Ann'. d. Phys. Bd.44, S. 177. 1914; L. BRILLOUIN, ebenda 

S. 203. 
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Art "absorbierenden Querschnitt" des Atoms (oder des Quantums) auffassen. 
Der Zusammenhang mit der GroBe 6- von Zif£. 39 ist 

Jtv·d1'=b. 

Es sei ferner die mittlere Aufenthaltszeit eines Quantums, das von einem 
Molekiil aufgenommen worden ist, 7:, die zugehorige Phasenverschiebung LI cpo 
Von den aufgenommenen Quanten gehe der Bruchteil We in der urspriinglichen 
Richtung weiter, der Teil 1 - we werde seitlich gestreut oder absorbiert. Die 
mittlere Aufenthaltszeit fiir die Quanten, die in die urspriingliche Richtung 
emittiert werden, sei 7:e , die fiir absorbierte oder gestreute 7:8 • 

Dann berechnen sich diese GraBen aus experimentellen GraBen folgender
maBen: 

~ (n - 1) = qNweLlcp, c 

n' - 1 
--=qNWe7:e. c 

(113) 

(114) 

S = Bruchteil der gestreuten und absorbierten Energie = qN (1 - we). 
Man hat also drei Gleichungen mit vier Unbekannten und kann eine GroBe 

wahlen. Wir!) wahlen LI cp als irgendeine GroBe zwischen - 1 und + 1. Hierbei 
muB LI cp fiir v < 1'0 positiv, fiir v > 1'0 negativ sein. 

Ferner erhalt man 
n' - 1 1 

7:e = Acp--1 -, n- v 

w. n-1 --=--1' 1-w, cSA<p' 

v n -1 S 
q=cN;r;;+N' 

(115) 

(116) 

(117) 

Die letzte Gleichung sagt einfach aus, daB aIle aufgenommenen Quanten 
entweder zur Dispersion beitragen oder zu S. 

Durch Einsetzen der Werte fur S, . . . erhalt man 

7: = ILl rp I (vg + v2 ) I v~ - v2 1 
e v (v~ _ v 2)2 + V2 y'2 ' 

( 115') 

__ e:_ _v_ Iv~ - v2 1 +_ 4nvv'I~1'l 
q - 2nmc PiLl rp I (II~ - V2)2 + 11211'2 (117') 

Fur 1'= 1'0 wird das ~ P 2,. Setzt man fiir v' den Wert der klassischen 
mc v 

Strahlungsdampfung ein, so wird dies 3/2n . p},,2, also wesentlich groBer als der 
Atomquerschnitt (s. Ziff. 54). Fur v =1= 1'0 findet man 

e2 2 = __ p V OX) 2814 .1Q-13p _c_ v 
q 2nmc 11I~_1I2I1Ll'PI' vILlrpllll~_1I21' 

ein Ausdruck, der kleiner ist als der Atomquerschnitt. 
Urn die iibrigen auftretenden GraBen zu berechnen, wird angesetzt: 
Von einer Gruppe gleichzeitig erregter Atome ist zur Zeit t noch der Bruch

t 

teil e r erregt. Von den zur Zeit t emittierenden Atomen dieser Gruppe emittiert 
der Bruchteil e- rt nach vorn, so daB 1/y das "Gedachtnis" miBt. 

1) L. c. s. 353 ist irrtiimlich gesagt 0 und 2 n. 
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Man findet leicht 

Das ergibt 

t: 
1'8=--' 

1 +),t 

)'t: 

1 - we = 1 + )'t:' 

Is = 1(1 + 1 ~ )' t) . 
T= Iv~-v21+4.nvv'ILl9'1 vg +v2A 

(vg - v2)2 + V2 v'2 V cp. 

Also weit weg von der Spektrallinie L1v9'"", 10- 15, innerhalb 8.n1~~. 
von der GroBenordnung 1/'1" sein muB, kann IAcpl nicht sehr klein sein. 
enthaltsdauer der gestreuten und absorbierten Quanten 

T = 2 vg + v2 /A / Ivg - v21 + 2.nvv' I .19'1 
s . v cp (v~ _ v2)2 + v2v'2 , 

( 115") 

(116') 

(118) 

(118') 

da dies 

Die Auf-

(118") 

d. h. innerhalb der Spektrallinie "'" T (da hier aIle Quanten gestreut oder absor-
biert werden), auBerhalb (X) 2T. , 

Es laBt sich fUr das thermische Gleichgewicht fUr LI cp, -;'-- und die Gewichte 
eine ahnliche Beziehung ausarbeiten wie bei BECKER Vklas. 

(119) 

Eine gewisse Schwierigkeit tritt auf, wenn die Strahlungsintensitat so hoch 
ist, daB das PLANcKsche statt des WIENschen Gesetzes gilt. Dann muB man 
namlich in Analogie zu EINSTEINS Uberlegung Ziff. 40 durch die Strahlung er
zwungene Ubergange annehmen und hat noch etwas die Wahl, welche GroBe 
man beeinflussen laBt. Je nachdem wird die Streuung auBerhalb der Linie, v' 
oder der Brechungsindex geandert. Die Veranderung von v' findet sich auch 
in SLATERS Theorie (Ziff.49). 

54. Die tiberlegungen von ORNSTEIN und BURGER. ORNSTEIN und BURGERI) 
haben eine skizzenhafte Ableitung einer Dispersionsformel, oder genauer gesagt, 
einer Formel fur die GroBe n' (112) Ziff. 53, die die Energiefortpflanzungsgeschwin
digkeit miBt, gegeben. 

Sie betrachten ein Quantum als ein Gebilde, in welchem elektrische Felder 
herrschen und dessen Querschnitt 2) von der GroBenordnung 12 ist. Diese letztere 
Tatsache erhalten sie durch prinzipiell ahnliche Betrachtungen, wie sie zu 114 
Ziff. 53 gefUhrt haben. 1m Grunde beruhen diese auf einem sehr allgemeinen 
Lehrsatz der Wellentheorie3) ("Tiefempfang"). 

Als Lange des. Quants wird ebenfalls etwa "'" 1 angenommen. 
Es wird nun angenommen, daB das Quantum beim Uberstreichen eines Atoms 

eine Kraft ~ erfahrt, die seine Geschwindigkeit tJ verandert nach der Gleichung 

(120) 

wo @ der Impuls ist. Fur @ wird angesetzt @ = ltv und v als unverandert 
betrachtet. Also ist tJ 

hv. 
- \)2 tJ =~. (120') 

1) L. S. ORNSTEIN U. H. C. BURGER, ZS. f. Phys. Bd. 30, S.253. 1924; Bd. 32, S,678. 
1925· 

2) L. S. ORNSTEIN U. H. C. BURGER, ZS. f. Phys. Bd.20, S.345. 1923. 
3) W. SCHOTTKY, ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 689.1926; Ann. d. Phys. Bd. 79, S. 557. 1926. 
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tJ ist vor dem StoB c, wird dann (etwas) kleiner und ist nach dem StoB 
wieder c. Also ist die Zeitdifferenz, die durch das Dberstreichen eines Atoms 
hervorgerufen wird, 

LIt = I(~ - ; )ds = je ~ b dtc-o - ; j dtjUdt~ ;vj dtj Sfdt. 

Nun ist die Dauer des StoBes etwa llc und daher, wenn I~I ein geeigneter Mittel
wert uber den Betrag von Sf ist, 

,p -
LIt = e2 h ISfI. 

Die Zahl der auf 1 cm angetroffenen Atome ist Nl2 (N Atomzahl in 1 cm3) 

und daher 

n'-1 =Nl2L1t=N+l5Isel. c h 
(121) 

Die Kraft ISfI ergibt sich als Produkt von V Q; innerhalb des Quantums 
multipliziert mit dem durch Q; im Atom induzierten Moment. 

Das letztere wird so berechnet: Es gilt fUr das Moment des Atoms 

mfj + m4.1l2Y5P = e2Q;, 

wo "5 eine Konstante ist, die hier nicht als Schwingungszahl gedeutet werden 
muB. 

e2(,!; ( m p) P = m4Ji2v~ 1 - e2(,!; • 

Das zweite Klammerglied wird als Korrektur betrachtet und in ihm ::: 

~ umgekehrt proportional dem Quadrat der Zeit gesetzt, die das Quantum zum 

Dberstreichen des Atoms braucht, d. h. c-o{3 ~: mit fJ von der GroBenordnung 1. 
Fur P wird hier die erste Naherung gesetzt, 

e2(,!; 
.p = m4Ji2v~ • 

Ferner wird 

gesetzt, also 

Bedenkt man noch, daB im Quantum 

2 hI' rxch 
Q; ~ IX ---;:a c-o Y 

ist (IX eine numerische Konstante), so erhiilt man zum SchluB 

n' - 1 = .!"i.;"5 IX e h ~ ~ --;-:---;c-;o---

e2 h ;'5 m p (4.?t2,,~ ~)' 
p + ),2 

bei der Wahl fJ = -4.1l2 und geeigneter Wahl von IX wird daraus die klassi
sche Form weit weg von Absorption. 
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c) Die neue Quantenmechanik. 
55. Allgemeine Ubersicht. In neuester Zeit sind zwei Theorien entwickelt 

worden, die in ihren mathematischen Resultaten iibereinstimmen und die Losung 
der Schwierigkeiten erwarten lassen. Sie werden als Wellenmechanik, neue 
Quantentheorie oder einfach als Quantenmechanik bezeichnet. Da Bd. XXIII 
vor ihrer Ausarbeitung erschienen ist, mag es zweckmaBig sein, hier eine Dber
sicht zu geben, bevor wir zur speziellen Anwendung auf die Dispersion iibergehen 

Die wesentlichen Unterschiede gegen die "alte Quantentheorie" sind: 
a) Es werden nicht erst "klassische" Bewegungsgleichungen aufgestellt und in
tegriert und dann durch einen davon vollstandig verschiedenen ProzeB bestimmte 
Losungen als durch die Qantenbedingungen allein erlaubt herausgesucht; son
dern Bewegungsgleichungen und Quantenbedingungen bilden ein einheitliches 
Ganzes, das nebenbei in vielen Einzelproblemen richtigere Resultate liefert als 
die alte Theorie (halbzahlige Quanten beim Wasserstoffatom und vielen Banden
spektren, Mehrelektronensysteme). 

b) Es ist kein eigenes Korrespondenzprinzip ni:itig, die Losung liefert gleich
zeitig die Intensitaten, Polarisationen u. dgl. 

Soweit es sich im besonderen urn das Dispersionsproblem handelt, fiihren die 
neuen Theorien zur KRAMERsschen Dispersionsformel (75) und zur KRAMERS
HEISENBERGSchen Formel fiir die Streustrahlung, aber sie fiihren dazu in ahn
licher Weise wie die klassischc Behandlung auf direktem Wege, ohne erst, wie 
bei HEISENBERG-KRAMERS, eine Korrespondenzbetrachtung fUr den Dbergang 
von 78 zu 78' zu benotigen. Zugleich erlauben sie (wenigstens prinzipiell) auch 
die Bestimmung der Starken t 

Dagegen muB betont werden, daB die neue Quantenmechanik die Haupt
schwierigkeit der alten noch nicht gelost hat, namlich das Problem der Strahlung, 
die Frage, was Energiefortpflanzung im Raum bedeutet und wie die Interferenz
erscheinungen mit der scheinbaren Energiekonzentration in Punkten zu verein
baren sind (siehe jedoch Ziff.63). 

56. Die SCHRODINGERSche Wellenmechanik. Physikalische Grundiiber
legungen. SCHRODINGERS Dberlegungen 1) sind angeregt durch eine Arbeit DE 

BROGLIEs 2), der zeigt, daB man sich mit einem Elektron "Phasenwellen" standig 
verkniipft denken kann, sowie durch Bemerkungen EINSTEINS 3) zur neuen Sta
tistik BOSES4), in welchen EINSTEIN Elektronen so behandelt wie BOSE Hohl
raumeigenschwingungen. 

DE BROGLIE hat zuerst zur Erklarung der friiher erwahnten Dualitat an
genommen, daB die Materie, insbesondere die Elektronen, mit "Phasenwellen" 
verkniipft sind. Mit groBer Kiihnheit hat er fUr diese, auf die Deutung als 
elektromagnetische Erscheinung verzichtend, nicht die Lichtgeschwindigkeit, 
sondern eine wesentlich hi:ihere (123) als Phasengeschwindigkeit angenommen. 
Mit Hilfe der relativistischen Mechanik der Teilchen und des Ansatzes E = hv 

1) E. SCHRODINGER. Ann. d. Phys. Bd.79. S. 361. 489 u. 734. 1926; Bd.80. S.437. 
1926; Bd. 81. S. 109.1927; Naturwissensch. Bd. 14. S. 664.1926. Diese Abhandlungen sind 
auch separat erschienen als "Abhandlungen zur Wellenmechanik". Leipzig 1927. 2. Aufl. 
1928. Ferner Ann. d. Phys. Bd. 82. S. 257 u. 265. 1927. Zusammenfassend L. FLAMM, 
Naturwissensch. Bd. 15. S. 569. 1927; Phys. ZS. Bd 27. S.600. 1926; C. G. DARWIN. Nature 
Bd.119. S.282. 1927. A. E. HAAS. Materiewellen und Quantenmechanik. Leipzig. 1928; 
G. BIRTWISTLE. The new Quantum Mechanics. Cambridge 1928; A. SOMMERFELD. Atombau 
und Spektrallinien. Wellenmechanischer Erganzungsband. Braunschweig 1928. 

2) L. DE BROGLIE. Theses. Paris 1924; Ann. de phys. (10) Bd. 3. S. 22. 1925; Deutsch: 
Untersuchungen zur Quantentheorie. Leipzig 1928. 

3) A. EINSTEIN. Berl. Ber. 1925. S. 18. 
4) S. N. BOSE. ZS. f. Phys. Bd. 26. S. 178. 1924. 
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hat er dann die Gruppengeschwindigkeit nach (124) als gleich der TeiIchen
geschwindigkeit erkannt. Der (von den spateren Theorien wieder aufgegebene) 
Zusammenhang mit den Quantenbedingungen besteht darin, daB die Lange 
einer erlaubten Quantenbahn gleich einer ganzen Anzahl Wellenlangen der zu
gehOrigen Phasenwellen ist. 

Die allgemeinen Betrachtungen, die SCHRODIKGER zu seinen Gleichungen 
fUhrten, sind folgende: N ach HAMILTON besteht eine sehr enge Verknupfung 
zwischen geometrischer Optik und Mechanik (s. Bd. III), insofern man zu jeder 
gegebenen Bahn eines TeiIchens in einem mechanischen Problem einen ent
sprechend laufenden Lichtstrahl finden kann, wenn man nur den Brechungs
index des Mediums geeignet mit dem Ort variieren laBt. Die Bahn des Teilchens 
sowohl als die Bahn des Lichtstrahls werden (auBer mit der Natur des Problems, 
dem Anfangspunkt usw.) noch mit der Anfangsrich tung variieren. Nimmt 
man bei gege bener Energie und gege benem Anfangspunkt aIle maglichen Anfangs
richtungen in Betracht, so erhalt man ein Bundel von Bahnen. Diesem entspricht 
ein Bundel von Lichtstrahlen in einem Medium, dessen "Brechungsindex" durch 

V2(E - V)m 
cE 

(122) 

gegeben ist, wo E die Energie des entsprechenden mechanischen Teilchens, V 
seine potentielle Energie fUr diejenigen ,Koordinatenwerte des mechanischen 
Problems ist, weIche an der Stelle herrschen, wo man den "Brechungsindex" 
bestimmen will. 

An Stelle des Bundels von Strahlen kann man nun die zugeharigen Wellen
fl a c hen betrachten, die in geometrischer Beziehung daher vollkommen die mecha
nische Bewegung zu beschreiben gestatten. 

SCHRODINGER macht nun mit dieser Beschreibung ernst, indem er die Wellen 
als das Reale ansieht und so, wie er sagt, den Ubergang von der "geometri
schen Optik" zur "Wellenoptik" vollzieht. Das hat z. B. zur Folge, daB ein 
Schirm, der eingefUhrt wird, nicht nur, wie es der geometrischen Optik entspricht, 
einen scharfen Schatten wirft, d. h. die Lichtstrahlen abschneidet, die auf ihn 
fallen, d. h. die mechanischen Bahnen beeinfluBt, die auf ihn stoBen, sondern 
zugleich (durch Beugung) auch diejenigen etwas verandert, die nahe an ihm 
vorbeigehen. 

Das Elektron wird dann z. B. nach SCHRODINGER, solange es angenahert 
frei ist (d. h. nicht zu starken Beschleunigungen oder Bahnkrtimmungen unter
worfen), aus ebenen Wellen aufgebaut, deren Richtungen und Phasen so ab
gestimmt sind, daB sie sich praktisch tiberall vernichten mit Ausnahme eines 
kleinen Raumes (Wellenpaket), wo sie sich verstarken und eben das Elektron 
darstellen. Dieses Wellenpaket bewegt sich nicht mit der "Phasengeschwindigkeit" 

E 
U = I ., , (123) 

}2m(E - V) 

sondern mit der "Gruppengeschwindigkeit"; setzU) man die Frequenz der Wellen 
proportional E, so wird diese 

'_'VI2E - V u - . 
m 

(124) 

Diese ist also gleich der Geschwindigkeit v des Elektrons. Es mage betont werden, 
daB E nichts mit der Energie der Wellen zu tun hat, sondern definiert ist als 

E = t mv2 + V =t mu'2 + V. 

1) Siehe DE BROGLIE, 1. c.; F. D. MURNAGHAN U, K. F, HERZFELD, Proe. Nat. Acad. 
Amer. Bd, 13, S,330. 1927; A. HAAS, Phys. ZS. Bd,28, S.632 u. 707. 1927. 
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Kommt das Elektron dagegen unter den EinfluB von Kraften, die zu sehr 
groBen Krummungen AnlaB geben, so bleibt das Wellenpaket nicht beisammen 
(s. jedoch Ziff.63), so wie bei Beugung die Form der Wellen nahe am Schirm 
geandert wird. 

Wird z. B. das Elektron von einem Kern "eingefangen" - ein ProzeB, von 
des sen Verlauf die Theorie noch keine genauere Rechenschaft gibt -, so verflieBt 
und verschmiert sich das Elektron in der Umgebung des Kerns. Die Schwingung 
umgibt dann den Kern, kann aber noch (je nach den "Quantenzahlen") verschie
dene Formen annehmen. Wir wollen die GroBe, die (als Funktion von Ort und 
Zeit) den Schwingungszustand beschreibt, Ip nennen. Nach SCHRODINGER ist 'I.jJ 

nicht beobachtbar, die 1jJ-Schwingung ist also nicht etwa cine elektromagnetische 
Schwingung. Dagegen hat 1jJVJ CIp ist die zu 1jJ konjugiert komplexe GroBe) die 
Bedeutung der elektrischen Ladungsdichte. Fur diesen Ausdruck gilt eine Kon
tinuitatsgleichung (er andert sich nur durch "Konvektion"). Demnach ist die 
Ladung eines Elektrons (mit sehr rasch fUr groBe Entfernungen abnehmender 
Dichte) kontinuierlich im ganzen Raum verteilt. 

57. SCHRODINGERSche Wellenmechanik. Mathematische Darstellung. Ganz 
unabhangig von dieser Deutung seiner Gleichungen ist nun aber die SCHRODINGER
sche Rechenvorschrift, die man axiomatisch etwa folgendermaBen beschreiben 
kann. 

Wir beschranken uns zuerst auf ein einziges Elektron. Dasselbe habe in 
einem beliebigen Koordinatensystem an der Stelle ql' q2' q3 nach der klassischen 
Theorie eine potentielle Energie V(ql> Q2' Q3)' Diese ware z. B. im Wasserstoff
atom mit Starkeffekt 

Die kinetische Energie habe die Form 

(125) 

Dann schreibt man folgende Differentialgleichung fUr 1jJ hin: 

L1 _ 8n2 m V _ 4ntm otp = 0 
1f' h2 1f' hot • (126) 

Die konjugiert komplexe GroBe VJ gentigt dann der entsprechenden Gleichung 
mit -to 

Die Randbedingung lautet: 1f' und VJ tiberall endlich, was bei den durchge
rechneten Beispielen Verschwinden im Unendlichen bedeutet. Macht man den 
Ansatz 

IT/2""',,,t 1jJ = Ie "r, ( 126') 
so wird (126) 

(127) 

Diese Gleichung ist von dem Charakter einer Schwingungsgleichung, Z. B. 
in der Hydrodynamik1) mit vom Ort und der Frequenz abhangiger "Phasen
geschwindigkeit" U 

1) Siehe fur eine hydrodynamische Deutung E. MADELUNG, ZS. f. Phys. Ed. 40, S. 322. 
1927· 
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In einem hydrodynamischen Problem, bei welchem die Begrenzung z. B. 
eine Kugel ist, sind dann nur abzahlbar (nicht kontinuierlich) viele Schwingungen 
moglich. Jede Schwingung ist durch drei ganze Zahlen zu charakterisieren, 
welche z. B. angeben, wieviel Knotenflachen bei dem speziellen Schwingungs
zustand in jeder der drei Gruppen von Knotenflachen auftreten. Bei Problemen 
auf der Kugel sind z. B. die Knotenflachen: na Meridianebenen im Abstand 
2n/na entsprechend den Faktoren sinna X, n 2 Ebenen durch die Breitenkreise 
entsprechend den Faktoren P~:+1l' (cos fJ) und n i konzentrische Kugelflachen. 

Fiir jedes Zahlentripel n l , n2 , ns ist dann durch die Grenzbedingung die 
Frequenz (Eigenschwingungszahl, Eigenwert der Differentialgleichung) und die 
Schwingungsform [d. h. 'IjJ (x, y. z), die Eigenfunktion] eindeutig bestimmt. 

Ganz ahnlich liegen die Verhaltnisse hier. Wir konnen eine Eigenfunktion 
(Schwingungsform) durch drei ganze Zahlen charakterisieren, die die drei Arten 
der Knotenflachen zahlen und die Rolle der Quantenzahlen spielen. 

Urn die Dbereinstimmung klar zu machen, mogen zuerst die iiblichen Be
zeichnungen der Quantenzahlen besprochen werden. In der urspriinglichen 
SOMMERFELDschen Theorie konnte das Wasserstoffatom durch eine radiale 
Quantenzahl n;' beschrieben werden, die den Bereich 0, 1 ... 00 durchlief, und 
eine azimutale n<p, die die Werte 1,2 ... 00 annahm. Die Summe, die Haupt
quantenzahl n = n~ + ncp' geht daher von 1 ... 00. n,p konnte wieder in zwei 
GroBen aufgespalten werden, ncp = n~ + no, wo n~, die ·aquatoriale oder magne
tische Quantenzahl, die Werte 1 ... ncp, nt}, die polare, die Werte ncp - n', von 
o anfangend, annahm. Die neue Entwicklung der Seriensystematik hat nun den 
Bereich der Hauptquantenzahl n unverandert zu 1 ... 00 gelassen, dagegen an 
Stelle der azimutalen Quantenzahl ncp eine GroBe k gesetzt, die von 0 bis 00 (bzw. bis 
n - 1) geht. Dementsprechend geht jetzt die radiale Quantenzahl n, = n - k 
von 1 an. k kann wie friiher in eine aquatoriale oder magnetische Quanten
zahl nx aufgeteilt werden mit einem Bereich von 0 bis k und in eine polare 
nf} = k - nx von 0 anfangend. 

Ganz genau entsprechend sind beim SCHRODINGERSchen Modell des Wasser
stoffatoms ohne auBeres Feld, in welchem die potentielle Energie V Kugelsym
metrie hat, die geeigneten Zahlen zur Charakterisierung des Schwingungszustandes 
durch Knotenflachen die folgenden: 

Eine Zahl nl, die der Zahl der KnotenfHichen entspricht, die als Kugel
schalen auftreten (einschlieBlich des Mittelpunkts) und die genau gleich der 
"radialen Quantenzahl" n, der SOMMERFELDschen Theorie in neuer Zah
lung ist. 

Eine Quantenzahl n2 , die den Meridianebenen zukommt und der SOMMER
FELDschen polaren Quantenzahl nf} in neuer Zahlung analog ist. 

Eine Quantenzahl n3 , die die Zahl der als Knotenflachen auftretenden 
Parallelkreise angibt und die Rolle der aquatorialen oder magnetischen 
Quantenzahl nx spielt. 

Demnach ist die Gesamtzahl der auf einer Kugelflache liegenden Knoten
linien n 2 + n3 gleich der azimutalen Quantenzahl k (bei SCHRODINGER n ge
schrieben), die Gesamtzahl der Knotenflachen n l + n2 + ns gleich der Haupt
quantenzahl n (bei SCHRODINGER l genannt). 

Die Entartung auBert sich darin, daB weder die Achse der Kugelfunktionen 
noch die Ebene, von der aus die Meridianebenen m bestimmt sind, festgelegt ist. 

Wie im hydrodynamischen Problem ist dann auch hier durch die Schwin
gungsgleichung und Randbedingung fUr ein bestimmtes Zahlentripel n l n2 , ns der 

. 1 
Werte von VV' oder genauer gesagt von v'!' - h V(oo) festgelegt. 
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Die spezielle Lasung, die man so erhaJt, sei als die Eigenfunktion Uj be
zeichnet, wo j fUr die (drei) Quantenzahlen steht. Die U haben allgemein1) die 
Eigenschaft, orthogonal zu sein. 

Es ergibt sich, daB h'l''I' - V 00 genau [bis auf eine, dem magnetischen Elek
tron nach GOUDSMIT-UHLENBECK entsprechende Korrektur 2) 3)J mit den BOHR
schen Wasserstofftermwerten ubereinstimmt. Die allgemeine Lasung lautet dann 

'If-! = ~ Aj e2ntY",jt Uj' 
j 

(128) 

wo die j, wie erwahnt, eigentlich Zahlen tri pel sind und die Aj angeben, wie 
stark jede einzelne Eigenfunktion angeregt ist. Die Aj sind nicht ganz unabhangig; 
wir wollen es namlich so einrichten, daB die Gesamtladung e ist. Daraus folgt 
nach (130) 

(129) 
00 

Als Ladungsdichte wird dann angesetzt 

e = e 1p 1jJ = e ~ 2' Aj Aj'Ujuj' cos 211 ('1''1'1 - '1',,,1') t. 
j r 

(130) 

Das elektrische Moment, das fUr die Strahlung verantwortlich ist, hat z. B. 
in der x-Achse die Komponente 

tJ", = e L~ cos 211 ('I'v'j - '1''1'1') t Aj Aj' J x UjUj' dx dy dz . (131) 
j j' 

Die Strahlung wird daher aus einer Reihe von Komponenten bestehen, deren 
jeder durch zwei Indizes jj' zu bezeichnen ist. Die Frequenz 'I'jj' = '1"1'1 - '1''1'1' ist 
die Differenz zweier (durch h dividierter) BOHRscher Termwerte, V (00) fallt 
heraus. Wenn V(oo) einen groBen Wert hat, kann demnach die sichtbare Frequenz 
eine relativ kleine Differenz zwischen zwei groBen 'I''I'-Werten sein. Die Intensitat 
ist pro~?rtional einem charakteristischen Faktor J XUj uj' dx dy dz, der der BOHR
schen Ubergangswahrscheinlichkeit entspricht und in Ausgangs- und Endzu
stand (in der alten Ausdrueksweise) symmetriseh ist, und dem Produkt der An
regungsstarken. 1st nur ein Zustand, Z. B. der Grundzustand, angeregt, so findet 
keine Ausstrahlung statt. 

Unsere Darstellung ist aber noch nieht vollstandig. Es gibt namlich auBer 
dem diskontinuierlichen "Linienspektrum" der obenerwahnten diskreten '1''1'
Werte noch ein kontinuierliches "Streckenspektrum", in dem aIle 'I',,,-Werte zu
lassig sind, fur die hvv' - V(oo) positiv ist. Es gibt dann fUr jeden dieser konti
nuierlichen 'I',p-Werte eine (oder mehrere) Lasungen U y , die den BOHRschen nicht
gequantelten Hyperbelbahnen entsprechen und zu der allgemeinen Lasung 
einen Beitrag liefem 

'If-!l = J A ('I') uye2ntytd'l', (132) 

der sich zu (128) verhalt wie ein Fourierintegral zu einer Fourierreihe. Auch zu (131) 
kommen weitere Beitrage, die das kontinuierliche Spektrum liefem, das an die 
Seriengrenze anschlieJ3t (s. Ziff. 78). Fur Mehrkarperprobleme ist statt des einfachen 
dreidimensionalen Raums cin "Konfigurationsraum" aller Koordinaten ql ... q. 

') Siehe Z. E. COURANT-HILBERT, Methoden der math. Physik. Eerlin 1924. 
2) G. E. UHLENBECK u. S. GOUDSMIT, Naturwissensch. I3d.13, S.953. 1925; Nature 

Ed. 117, S.264. 1926; F. R. EIeHOWSKY u. H. C. Urey, Proc. Nat. Acad. Amer. Ed. 12, 
S. 80.1926; L. H. THOMAS, Nature I3d. 117, S. 514.1926; J. C. SLATER, Proc.Nat. Acad. Amer. 
Ed. 11, S.732. 1925; Nature Ed. 117, S. 587. 1926; A. SOMMERFELD U. A, UNSOLD, ZS. 
f. Phys. Ed. 36, S.259. 1926; s. Handb. d. Phys. Ed. XXIII, S.215. 

3) Emfiigung in die Wellenmechanik s. C. G. DARWIN, Proc. Roy. Soc. London Ed. 116, 
S.227. 1927; P.DIRAC, ebenda Ed.t17, S.610. 1928. 
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zu wahlen, und es ist dieser Raum, in welchem die ip-Schwingung stattfindet. 
Dieser Umstand macht es allerdings schwieriger, ihr physikalische Tatsachlich
keit zuzuschreiben. 1m allgemeinen Fall wird die kinetische Energie nicht mehr 
die einfache Form (125) haben, sondern wird allgemein T(Pj' qj) sein, allerdings 

quadratisch in Pj' Wir bezeichnen mit Tpj die Funktion O~j T, ferner mit Ll 

die Diskriminante der quadratischen Form T. Dann lautet die Schwingungs
gleichung 

,/-~ 0 { 1 (ihp ) 8n2 m 4nlm fhP} 
rLl .L.. oqj fJ Tpj aq,' q, - ~ V(q,) ip =f -h at = 0 

J 

(126') 

als Ergebnis der Forderung, daB ein "HAMILToNsches Integral" der Form 

J{T(~~, q,) + ~:m V1jJ} V~ dql'" dqs 

ein Minimum sein soIl mit der Nebenbedingung 

(1/)2 ) dql ... dqs = 1 . 
.; rA 

. d' d 0 4n2 l1n alb' M 1 . l'k "I Hierbel lent er per at or ±-h- at a s "un estlmmter u tlp 1 at or . n 

diesem allgemeinen Fall hat man in den Integralen (129), (131) wirklich das Volum

element, d. h. nicht einfach das Produkt dql ... dq" sondern V ~ dql ... dqs 

= dX1 ••• dzu z. B. fiir Polarkoordinaten r2 sin-& drd-&dX zu schreiben. 
58. Storungstheorie, Streustrahlung und Dispersion bei SCHRODINGER. 

SCHRODINGER hat eine Storungstheorie analog derjenigen in der klassischen 
Mechanik entwickeltl). Es sei z. B. die Gleichung (126) (jetzt aIle GraBen mit 
oberem Index 0 bezeichnet) gelast. Das gestarte Problem lautet dann 

,j 8n2m(h 1 0 VO ~V") LJ 1jJ +-- - -- - - '"' 1jJ = 0 , 
h2 2nl at (133) 

wo a; eine kleine GroBe erster Ordnung ist. 
Es werden jetzt im allgemeinen sowohl die Eigenwerte v", als auch die Eigen

funktionen abgeandert werden. In dem uns speziell interessierenden Fall einer 
periodischen Starung (primares Licht), deren Periode nicht mit der einer Eigen
funktion iibereinstimmt, bleiben aber die Eigenwerte wenigstens in erster 
Naherung ungeandert. Setzt man dann 

(134) 
so wird 

(135) 

Da nun fUr 1jJo (128) gilt, wird sich infolge der Linearitat auch 1jJ' aus einer 
entsprechenden Sum me zusammensetzen. Zu jeder Eigenfunktion gehart also 
eine Starung (oder mehrere), die proportional ist der GroBe Aj , mit der die ur
spriingliche Eigenfunktion Uj angeregt war, und die dieselbe Frequenz Y~'j hat, 
wcnn V' zeitlich konstant ist, oder, wenn 

V' = V' e2n ,vt, (13 6) 

1) S. auch J. WALLER, Phil. Mag. (7) Ed. 4, S.1228. 1927. 
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Da die linke Seite von (135) mit (126) identisch ist, wird man versuchen, 1pj 
als Summe (mit vorderhand unbestimmten Koeffizienten) der ungestorten Eigen
schwingungen zu schreiben 

1pj = ~ Yjn Un' e2,nt(v1pj+v)t. 
n 

Nun entwickelt man jedes Glied der rechten Seite in eine Reihe von Eigen
funktionen V'1pJ= e2n'("1pj+,,)t;ECjn u n' (137) 

Einsetzen in (135) und Beachten von (126) liefert durch Koeffizientenver
gleich die vollstandige Losung 

1p' = ~ Aje2n'(v1pj+v)t ~ CJn Un • (138) 
.£. .£. 111pJ - 11,1' n + 11 

j n 

Man erMlt dann als elektrische Di0te eJ1p1jjdxdydz. Da in Wirklichkeit 
V' (136) reell ist, schreibt man V' = 1- V' (e2""vt + e- 2 ,mt). Fur die ~-Kompo
nente der elektrischen Polarisation erhalt man: 

~; = e~ = e~LAjAj'cos2n(v1pj - v1pr)tUjUj'~ 
j l' 

~~A2Cj" z; 1I1pj-1I1pn 
+e2cos2nvt rh-UjUn<;( )2 2 

. "1pj-1I1pn -" (139) 
1 n 

+e ~~~AJAmCOs2n(V1pj-V1pm±J')t.Cj;UnUm~( V1pJ-\~n 2' 
j m n 1I1pJ - 1I1pn - 11 

Wir diskutieren der Reihe nach die' drei Glieder. Das erste ist die "un
gestorte" Polarisation, die zur ungestorten, freien Ausstrahlung der Frequenzen 
Vji' = v1pj - v1p.i' fiihrt, wenn die beiden Eigenschwingungen i und l' mit den 
Starken Aj und Aj angeregt sind 1), oder konstant ist, wenn nur eine angeregt ist. 

Das zweite Glied liefert eine Strahlung, die mit der Storungsenergie gleiche 
Periode hat und koharent ist. Dieser Teil kann daher mit auffallendem Licht 
interferieren und zu Absorption und Dispersion AnlaB geben. Der Ausdruck be
steht aus Summanden, die den Absorptions- und Emissionslinien zugeordnet 
sind. Ist nur ein Zustand (Grundzustand) erregt, so tritt nur 

A2~ Cln z; 111 .. 
1 -h U1Un'i 2 2 

Vi,. -,.. 
n 

auf, d. h. Maxima bei allen vom Grundzustand ausgehenden Absorptionslinien 
mit einer Dispersionsformel, die (mit Ausnahme des Bereiches innerhalb der Linie 
·selbst) mit der klassischen ubereinstimmt, wobei fiber den Zahlenwert des Fak
tors C1n , der die "Starke" oder Elektronenzahl der Linie bestimmt, noch zu 
sprechen sein wird. Das Verhalten innerhalb der Linie kann in der klassischen 
Theorie nur durch EinfUhrung der Dampfung beschrieben werden, fUr die hier 
noch die Theorie fehlt. 

Sind noch hOhere Eigenschwingungen angeregt (noch andere A =1= 0), so 
auBern sich auch "von anderen Niveaus ausgehende" Absorptionslinien, ferner 
ist A1 infolge der Gesamtnormierung von 1p geschwacht (in der BOHRschen Ter
minologie: es ist die Zahl der Atome im Grundzustand vermindert), auBerdem 

b t t B d GI' d A 9 1112 h I h A" 1121 A2 "12 a er re en au er en Ie ern i. 2 noc so c e ;; -'-2 = - 2 -'--2 
"lS- V V~n-V "12-V 

auf, d. h. die negativen Dispersionsglieder der KRAMERsschen Formel, mit der 
der mittlere Ausdruck von (139) in der Tat identisch ist, 

1) Siehe dagegen den neuen Gesichtspunkt in Ziff. 63 z. B. 180. 
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Das letzte Drittel des Ausdrucks entspricht der von KRAMERS-HEISENBERG
SMEKAL theoretisch abgeleiteten Erscheinung, daB Licht mit Kombinations
frequenzen 1'jm ± v emittiert wird, falls sowohl f als m erregt sind, und zwar be
sonders stark, wenn v = Vjn ist, also gleich der Frequenz einer Absorptionslinie, 
die einen Term mit Vjm gemeinsam hat und gewisse Auswahlbedingungen erfiillt. 
Das emittierte Licht hat dann die Frequenz Vnm, und der Effekt ist eine Erhohung 
der Spontanemission dieser Linie. In der Tat stimmt der Ausdruck (139) mit 
dem durch Korrespondenz abgeleiteten von KRAMERS-HEISENBERG tiberein und 
die Diskussion ist identisch Ziff. 47. Wir haben nun noch tiber die Koeffizienten 
(Linienstarken, Elektronenzahlen) zu sprechen. Der Gesamtbeitrag der Ab
sorptionslinie Vjn zur ~-Komponente des Moments des Atoms fUr den koharenten 
Teil ist (~ irgendeine Richtung) 

(AO A9) Gjn )'in (t d d d 2e ; - :, -,- -2--2 q;UjUn X Y z 
l l'jn - V ., 

(140) 

e f ~UjUndxdydz ist aber die ~~Komponente des Moments der Frequenz Vjn, das 
fUr deren Spontanemission (Ubergangswahrscheinlichkeit) bestimmend ist. 1st 
die Storung einfallendes Licht der Polarisationsrichtung 1), so ist V' = ell und 
Cjn in (140) nach den allgemeinen Entwicklungsformeln von Normalfunktionen 

Gjn = e f 1)ujun dxdydz.' (140') 

Man kann daher den Anteil, der zur Absorptionslinie 1'jn gehort, schreiben 

( 140") 

Dabei sind die c2 den LADENBURGSchen spontanen Ubergangswahrscheinlichkeiten 
ajn proportional. 

Wir haben nun noch den KUHN-REICHE-THOMAsschen Summensatz (Ziff. 77) 
zu beweisen 1) . 

Zu diesem Zweck gehen wir zu sehr groBen v tiber, so daB im Nenner V]n 

gegen v 2 vernachlassigt werden kann. Der koharente Teil des Moments wird dann 
nach (131), wenn bloB die f-te Eigenschwingung angeregt ist (Aj = 1, A, = 0 fUr 
l =f n, 

LONDON verallgemeinert diese Formel fUr Z Elektronen, die durch den 
oberen Index an ihren Koordinaten ~s unterschieden werden mogen. Zugleich 
ist nach Ziff. 57 der Koordinatenraum nicht mehr dreidimensional, sondern wird 
cin 3Z dimensionaler Konfigurationsraum, dessen Element dT heiBe. Ebenso 
sind die U jetzt Funktionen von 3 Z Koordinaten. Der obige Ausdruck wird dann 

~:22.2 2:.2 (Ej - En) (~'UjUn dT ( 1)"1(jUn dT. 
" " n s " 

LONDON beweist nun erstens, daB fUr ~ -.l 1) der Ausdruck Null ist, d. h., daB fUr so 
schnelle Schwingungen, daB inn ere Koppelungen nicht in Betracht kommen, 
das Resonanzlicht keine Polarisationskomponente senkrecht zur Polarisation des 

erregenden Lichts hat, zweitens, daB fUr ~ II 1) der Ausdruck gleich ~; wird, 
4:JTm ), 

wie zu erwarten ist. Zu diesem Zweck haben wir zwei wichtige mathematischc 

1) F. LONDON, ZS. f. Phys. Bd. 39, S. 322. 1926. Dieser Abschnitt gehOrte eigentlich 
nach Zifi. 77. 
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Hilfsmittel zu gebrauchen, das "Walzen", das durch partielle Integration von 
j gAldr zu - j (Jgdr fiihrtl) (I, g zwei beliebige Funktionen) und die "Voll
standigkeitsrelation" fiir Normalfunktionen 2) u, die lautet 

J:.jlundr. jgundt = jlgdl. 
n 

Benutzung der Grundgleichung (126) fiihrt unsern Ausdruck tiber in 

43C2e:v2 ~f~[g8(UnAUj - Uj A un) d'l] f~ 1)" ujundr, 
n 8 " 

was durch Walzung (partielle Integration) im ersten Integral zu 

43C::,,2 2.J.L)g8 A ttj _. A(~8Uj)] undrf ~ 1)u ujundr 
n s " 

8,U 

fiihrt, das letztere durch Anwendung der Vollstandigkeitsrelation auf die linke 
Seite. Infolge des Umstandes, daB u 2 positiv ist und ~ und 1) ebensoviel positive 
.als negative Werte annehmen, verschwindet dieses Integral, wenn nicht s = a 
ist und gleichzeitig 1J eine Komponente II ~ hat, was die erste Halfte der Be
hauptung beweist. Ftir 1)8 = ~8 laBt der Ausdruck nochmals partiell integrieren 

was zu beweisen war. 

e2 =--z 
43Cmv2 ' 

Sind mehrere Schwingungen angeregt, so erhalt man einfach in der letzten 

Formel ----t--. ~ ~ A;lu;d-,;, und das gibt infolge (129) wieder das vorige 
4", mv ~~ J' 

s j 

Resultat. Der inkoharente Teil liefert statt u;: UjU,., was die Integrale infolge 
der Normierung zum Verschwinden bringt. 

59. Matrizenmechanik. Physikalische Grundlegungen. Schon vor 
SCHRODINGERS Arbeiten hat HEISENBERG die physikalischen Vorstellungen ent
wickelt, die der zweiten neuen Theorie zugrunde liegen. Ihre Ausarbeitung ist 
mit den Namen M. BORN, W. HEISENBERG, P. JORDAN, P. DIRAC verkntipfP). 

Die physikalische Idee ist folgende: Was wir von atomistischen Vorgangen 
beobachten, sind im a:Igemeinen die Lichtwellen, die von einer groBen Gruppe 

- ~ ~ ~ 
1) Lf ist der Operator, der durch partielle Integration aus Lf folgt. Fiir Lf = 3"2 +::\2 +::i2 

istLf=Ll. uX uy uZ 

2) Siehe COURANT-HILBERT, Methoden der mathem. Physik. S.36. Berlin 1925. 
3) W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 33, S. 879. 1925; Bd. 38, S. 411. 1926; Bd. 39, 

S.499. 1926; Bd.40, S.501. 1927; Bd.41, S.239. 1927; Bd.43, S.172. 1927; M. BORN, 
ebenda Bd. 37, S. 863.1926; Bd. 38, S. 803.1926; Bd. 40, S. 167. 1927; M. BORN U. P. JOR
DAN, ebenda Bd. 34, S. 858. 1925; M. BORN ;W. HEISENBERG U. P. JORDAN, ebenda Bd. 35, 
S. 557. 1926; P. DIRAC. Proc. Roy. Soc. London Bd. 109-117 (s. § 12); P. JORDAN, ZS. f. 
Phys. Bd. 37, S. 376 u. 383. 1926; Bd. 38, S. 513. 1926; Bd. 40, S. 661 u. 809. 1926; Bd. 41, 
S.797. 1927; Bd.44, S.1. 292 u. 473. 1927; Bd.45, S.766. 1927 und zahlreiche andere 
Arbeiten. Zusammenfassende Darstellung M. BORN, Probleme der Atomdynamik. Berlin 1926, 
urspriinglich englisch: Problems of Atomdynamics. Cambridge. Mass. 1926; P. JORDAN, Natur
wissensch. Bd. 15, S. 105, 614 u. 636.1927; Nature Bd. 119, S. 566.1927; A. LANDE, Natur
wissensch. Bd. 14, S.455. 1928. 
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von Atomen ausgehen (wobei vorderhand von Experimenten wie den C. T. R. 
WILsoNschen abgesehen sei). Wir haben kein Mittel, Lage oder Geschwindigkeit 
eines Elektrons in einem Augenblick scharf zu beobachten. Wenn wir uns daher 
darauf beschranken, nur direkt beobachtbare GraBen in unsere Beschreibung 
aufzunehmen, ist es besser, die Bewegung durch die ausgesandten Lichtwellen 
zu beschreiben. Dabei wird die Terminologie der BOHRschen Quantentheorie in 
gewissem Sinne beibehalten, insofern, als eine Lichtemission einem Dbergang 
zwischen zwei Zustanden zugeordnet wird. HEISENBERG bezweifelt aber, ob es 
Sinn hat, im allgemeinen von Gesetzen zu sprechen, die vorschreiben, daB ein 
bestimmter Dbergang in einem bestimmten Augenblick stattfindet. Die hier zu 
besprechende Theorie ist der Auffassung, daB nur die statistischen Haufig
keiten, d. h. die Intensitaten des von einer graBeren Gruppe von Atomen aus
gesandten Lichtes, berechenbar sind; sie gibt in gewissem Sinn die determini
stische Kausalitat der Mechanik, wie sie das 18. Jahrhundert hervorgebracht hat, 
auf (s. jedoch Ziff. 63). 

60. Mathematische Formulierung der Matrizenmechanik. Wir wollen 
nun zur quantitativen AusfUhrung der in der ersten Halfte der vorigen Ziffer 
dargestellten Dberlegungen iibergehen. 

In der klassischen Theorie kann man die Bewegung eines Systems mit einem 
Freiheitsgrad bei einer "Librationsbewegung" (periodischen Bewegung) durch 
eine Fourierreihe darstellen. Bezeichnet man die Koordinate mit x (x kann aber 
z. B. bei der Keplerbewegung ebensogut r oder cp sein), so gilt 

x = ~qne2n:"·nt. 
n 

(141) 

Diese Darstellung von x als Funktion der Zeit bestimmt gleichzeitig eindeutig 
die Strahlung. 

In der Quantenmechanik sind hieran zwei Anderungen anzubringen: Erstens 
sind die "Oberschwingungen" nicht mehr harmonisch, auBer im Fall des harmo
nischen Oszillators mit quasielastischen Kraften 

l'n = nY, (142) 

sondern mussen allgemein durch zwei Indizes gekennzeichnet werden, vnm • 

Allerdings lassen sich die v als Differenzen darstellen, die wir vorderhand formal 

(143) 

schreiben wollen. Das allein wiirde aber nur eine Anderung der Darstellung von 
x als Funktion von t in die Form einer Doppelsumme bedingen 

(144) 

Das Entscheidende ist aber, daB wir zweitens nicht die Bewegung des Elek
trons mit ihren Phasenbeziehungen selbst beobachten, sondern das ausgesandte 
Licht, und daB wir dieses in einem Spektralapparat analysieren. Das bedeutet, 
daB wir kein Recht haben, in (144) die Summation auszufUhren, sondern daB 
wir als charakteristisch fUr das Verhalten von x die Gesamtheit der einzelnen 
Summanden in (144) getrennt betrachten mussen. Diese Gesamtheit beschreibt 
im BOHRschen Sinn nicht das, was in einem Augenblick wirklich geschieht, 
sondern das, was uberhaupt geschehen kann oder das, was als statistisches Re
sultat in einer groBen Summe von Atomen geschieht. 

37* 
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Die einzelnen Summanden, deren Gesamtheit das Verhalten von x beschreibt, 
konnen wir zweckmaDig in folgendes (unendliche) quadratische Schema einordnen, 
das ein Viertel der unendlichen Ebene fiiIlt: 

qu e2nlvllt 

q21 e2rrtV2d 

Q12e2nlv12t 

q22e2nlv"t ( 145) 

Hierbei steIlt allgemein Qnme2nlvn1llt die Welle dar, die mit der Frequenz 
'Vnm ausgesandt (Wn> Wm ) oder absorbiert (Wn < Wm ) wird, wenn der Dber
gang n -+ m erfolgt, und zwar nach Frequenz, Amplitude (Absolutwert von qnm) 
und Phase (Phasenfaktor). Man nennt eine solche Anordnung cine Matrix 
(wohl zu unterscheiden von einer Determinantc, die aus der Matrix hervorgeht, 
indem aus der Gesamtheit der Glieder, die in der Matrix individuell beizubehalten 
sind, nach einer bestimmten Vorschrift eine Zahl, der Wert der Determinante, 
berechnet wird). 

Wir wollen ferner annehmen, urn gewissen Realitatsbedingungen zu geniigen, 
daD qnm und qmn konjugiert komplex sind (HERMITESche Matrix). 

Die Betrachtung von (143) und (145) lehrt, daD 'Vnn = 0 ist, daher die "Diago
nalglieder" nicht von der Zeit abhangen. Wenn alle W voneinander verschieden 
sind (nicht-entartetes System), hangen dagegen alle anderen Glieder von der 
Zeit ab, es sei denn, ihre Amplitude qnm verschwande. Eine Matrix, die nur 
Diagonalglieder hat: 

~l ( 145') 

heiDt Diagonalmatrix und ist von der Zeit unabhiingig. Umgekehrt ist bei nicht
entarteten Systemen nur eine Diagonalmatrix von der Zeit unabhangig. 

Was solI nun weiter geschehen, urn die Gesetze zu erforschen, nach denen 
sich eine solche durch eine Matrix charakterisierte Koordinate verha1t? 1m klassi
schen Fall besteht die Aufgabe aus zwei Teilen: Erstens stellt man eine Funktion 
von p und q auf, die das spezielle Problem charakterisiert, z. B. die HAMILTON-

sche Funktion. Ein harmonischer Oszillator ist durch J!.... + A q2 charakterisiert 
2m 

usw. Zweitens wendet man auf diese Funktion allgemeine Rechenoperationen 
an, urn p und q als Funktion von t zu finden, d. h., man bildet die HAMILTON
schen Gleichungen und integriert sie, bzw. man setzt nach BOHR au13erdem 
Quantenbedingungen an. 

Genau so werden wir hier vorgehen. Wir charakterisieren das spezielle 
Problem durch Angabe einer bestimmten Funktion H(P, q), und zwar wahlen 
wir, urn moglichst genauen AnschluD an die alte Theorie zu haben, dieselbe 
Funktionsform, die diesem Problem klassisch zukame, z. B. fUr den harmonischen 

Oszillator wie oben H = P:'" + A q2. 
2m 

Zweitens wahlen wir auch fUr die Bewegungsgleichungen formal die HAMIL
TONschen. 

Der wesentliche Unterschied besteht nun aber darin, daD wir jetzt gar nicht 
. mehr erwarten, unser p, q bzw. x als eine Funktion der Zeit im gewohnlichen Sinn 
zu bekommen, sondern als Matrix. Was meinen wir dann iiberhaupt, wenn wir 

sagen, H = J!.... + A q2, wenn weder p noch q in einem gegebcnen Augenblick 
2m 

Zahlen sind, sondern - fiir den ganzen Proze13ablauf - Matrizen? Wir miissen 
daher festlegen, was die formalen Rechenvorschriften, die, auf Zahlen angewandt, 
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wie das klassische P, q, eine Zahl H ergeben, bedeuten, wenn man sie auf Matrizen 
anwendet. Zur Vereinfachung wollen wir annehmen, daB H (formal) eine Potenz
reihe ist, so daB wir mit Definitionen von Addition, Multiplikation und Differen
tiation auskommen. Ferner sei ausgemaeht, daB Gleiehheit zweier Matrizen 
Gleichheit aller entspreehenden Glieder bedeutet. Die einfachsten Opera tionen sind: 

a) die Addition: Die Summe zweier Matrizen ist die Matrix, deren jedes 
Glied die Summe der entsprechenden Glieder der Summanden ist. 

Q = Q' + Q" bedeutet daher: 

(
Q11 Q12 Q13 ... ) (Q~l + Q;~ Q~2 + Q;~ ... ) (Q11 Q~2 ... ,) 

~~1 . ?2~ . ?2~ .' .. : = ?~I~. ~~ ?;2. ~ ~~ .' .. : = ~~1.?~",,: 
(146) 

(Q;~ Q;~ Q;; ...) 

+ ~~I. ~~ • ?~ .... : . 
b) Man erhalt den Differentialquotienten einer Matrix nach der Zeit, indem 

man jedes Glied nach der Zeit differentiert: 

. (2ntV~1 Q21 Q= 
2ntV31 Q31 
....... 

2ntv12 Q12 

o 
2ntv32 Q32 

2nlv13 Q13 

2nlv23 Q23 
o 

... ... ) 
. ..... 

c) Multiplikation. Wenn Q = Q'Q" sein solI, so heiBt das 

Qnm = 1:Q~jQ.i'm. 
i 

(147) 

(148) 

Aus dieser Regel folgt sofort, daB die Multiplikation nieht kommutativ ist, d. h. 
Ql = Q" Q' ist von Q verschieden, denn das Glied nm von Ql heiBt 

(148') 

und ist im allgemeinen nieht gleich (148). 
Wenn man aber naeh (148) Potenzen derselben GroBe sehrittweise aufbaut, 

kommt das nicht in Frage, d. h. Q3 = QQ2 = Q2Q. Wenn wir wiinschen, 
daB in Q8 nur dieselben Frequenzen auftreten wie in Q (wie das 
klassisch auch der Fall ist), so folgt aus (148) 

(149) 

d. h., das RITzsche Kombinationsprinzip oder Formel (143). 
Die GroBe Q' Q" - Q" Q' charakterisiert die Abweichung vom klassischen 

Verhalten (fiir Q' = Q" ist sie Null). 
Die fiir BORN-HEISENBERG charakteristische Annahme ist nun, daB fiir 

zusammengehOrige Koordinaten und Impulse stets gelten solI (s. jedoch Ziff. 66). 

h 
pq - qp = 2;rt (150) 

fUr die Diagonalelemente und 0 fUr alle andern, d. h. 

~(Pnjqjn - qnjPjn) = 2:Jiir alle n (150') 
i 

.2: (Pnjqjm - qnJPjm) = 0 fiir aIle n und aIle m =F n (150") 
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d) Differentiation nach einer Matrix 

of = lim f(q') - f(q) 

oq ",=0 IX 

wo ex eine gewohnliche Zahl ist und q' die Matrix bedeutet 

f ql1 + IX q12 q13 . .. 1 
, I q21 q22 + ex q23··· J q= . 

1 ~~1 ..••.•• ~3.2 ...... ~~~ ~ .~ 
(151 ) 

Hat man mehrere Variable, so andert das nichts Prinzipielles, nur bezieht 
sich jetzt (150) auf zusammengehorige allein, wahrend fUr nicht zusammen
gehorige GraBen gelten solI 

1 
p(j) qU') - qU') p(j) = 0) 
q(j) qU') - qU') q(j) = 0 j 4= j' . 
p(j\ p(j') - p(j') pU) = 0 

Solche GroBen heiBen vertauschbar. 
Dann werden formal die HAMILToNschen Gleichungen 

• (k) = _ 0 H . (k) = 0 H 
P o qlk) , q Oplk) , 

( 150"') 

hingeschrie ben 

(152) 

wobei der Punkt Differentiation nach der Zeit bedeutet, die in b) erklart ist, 
wahrend die Bedeutung der rechten Seiten aus c) und d) folgt. 

BORN, HEISENBERG und JORDAN zeigen dann: 
Der Energiesatz ist erfullt, d. h., H ergibt sich als Diagonalmatrix. 
Die Werte Wn in (143) sind identisch mit den Werten dieser Diagonalglieder 

(153) 

(Bisher war noch nicht ausgesagt worden, daB die Konstanten W in Beziehung 
zur Energie stehen.) 

Der Satz von der Erhaltung des Drehimpu1ses ist erfiillt. In den durch
gerechneten Fallen sind die Resultate in Dbereinstimmung mit denen der BOHR
schen Theorie bzw. bei Abweichung von dieser in Dbereinstimmung mit der Er
fahrung (halbzahlige Quantenzahlen, wie bei SCHRODINGER, s. Ziff. 57). 

Was die Integration der HAMILToNschen Gleichungen betrifft, so 1aBt sich 
zeigen: 

Nehmen wir an, es seien zwei Matrizen p und q gegeben, die die Beziehung 
(150) erfill1en Ihre Frequenzen (in beiden dieselben) sind nach (143) durch GraBen 
Wn bestimmt. Wir wollen von der Gesamtheit dieser W als der Diagonalmatrix 
W sprechen, d. h. Wnn = W n, Wnm = 0, n of m. 

Wenn nun die p, q in die gegebene HAMILTONsche Funktion H ein
gesetzt das Resultat ergeben 

H=W, (154) 

d. h. H zu einer Diagonalmatrix machen, deren G1ieder = Wn sind, oder zu 
Hnn = Wn, Hnm = 0, n'l= m fUhren, so geniigen p und q den HAMILTON
schen Bewegungsgleichungen. 

Die Integration der Bewegungsgleichungen ist daher auf die Suche nach 
solchen, (150) geniigenden p, q zuruckgefUhrt, die zu H = W fiihren. 
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61. Storungstheorie, Streustrahlung und Dispersion. Bevor wir weiter
gehen, haben wir den Begriff der inversen Matrix einzufUhren. Wir definieren 
die zur Matrix S inverse S -1 dadurch, daB 

SS-I=1. (155) 

1 ist hier die sog. Einheitsmatrix, d. h. die Diagonalmatrix 

(155) bedeutet daher 

(
1 0 0 
010 
001 :J (156) 

~ Snj SJ:,~ = 1 fUr aile 11; 
i 

~ Snj Sj-':' = 0 fUr alle 11 und 11 =1= m (1 55') 
i 

1st insbesondere (l; eine kleine Zahl und 

S = 1 + (J;S' + (l;2 S" + ... , 
so wird 

S-1 = 1 - (l;S' + (l;2(S'2 - S") - ... 

(157) 

(151) 

Nun laBt sich folgendes zeigen: Seien p, q irgend zwei Matrizen und f(p, q) 
irgendeine Funktion derselben, so gilt 

Sf(P, q)S-l =f(SpS-l, SqS-l) 0 (158) 

Hieraus ergibt sich folgendes Verfahren fUr die Integration der Bewegungs
gleichungen. Seien p, q irgend zwei Matrizen (mit denselben Frequenzen), die 
kanonisch zugeordnet sind, d. h. der Beziehung (150) geniigen. Dann werden sie 
im allgemeinen nicht auch schon Losungen einer vorgegebenen Bewegungs
gleichung sein, d. h., es wird nicht 

H(p, q) = W 

sein. Wenn es aber gelingt, eine Matrix S so zu finden, daB 

SH(p, q)S-l = w (159) 

ist, dann ist nach dem Vorhergehenden auch 

H(SpS-l, SqS-l) = W, 

d. h. P = Sp s-1, Q = SqS-l sind Losungen der Bewegungsgleichungen, da 
sie die HAMILToNsche Funktion zur richtigen Diagonalmatrix machen und 
gleichzeitig nach derselben Formel (158) der Gleichung 

h 
PQ-QP=2n, 

geniigen, also kanonisch zugeordnet sind. 
Sei nun ein ungestortes Problem integriert d. h. wir wissen, daB 

HO(p, q) = woo 

Fiihrt man nun eine Storungsfunktion (l;H', ein so hat man etwas geanderte 
Koordinaten zu suchen, welche die neue gestorte HAMILToNsche Funktion zu 
einer etwas abgeanderten Diagonalmatrix machen, d. h. 

HO(P, Q) + (l;H'(P, Q) = W 0 

Zu diesem Zweck suchen wir eine Transformationsmatrix S so, daB 

S(HO + (l;H')S-l = W O + (l;W' + (l;2W" + ... , 
wo W die den gestorten Frequenzen entsprechende Diagonalmatrix und S von 
der Form (157) ist. 
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Setzt man die Faktoren gleicher Koeffizienten von Q; gleich und beachtet, 
daB HO = WO ist, so findet man 

S' WO - Wo S' + H' = W' } 

S"Wo - WoS" + WOS' 2 ~ S' JJloS' + S' H' - H' S' = W". 
(160) 

Bildet man die Diagonalelemente (klassisch: Zeitmittelwert) zuerst, so folgt 

H;,n = W~, S~n = 0, 

W~ = ~ {(W~ - WJ) S~j Sj" + S~j Hin - H~j Sin}. 
j 

( 160') 

( 160") 

Falls, wie bei einer rein periodischen Starung (Lichtwelle), der klassische 
Mittelwert 0 ist, fehlen die konstanten Diagonalglieder in H' und Wi verschwindet, 
d. h. in erster Ordnung ist die Energie ungeandert, wie klassisch, entsprechend 
der Tatsache, daB bei SCHRODINGER in diesem Fall die Eigenwerte 1'", in erster 
Naherung ungeandert sind (Ziff. 58). 

Die Elemente mit ungleichen Indizes in (160) geben 

5' = H:' n 

mn hYmn' 
m =F n, 

Die Lasung fiir S;{,n interessiert uns nicht weiter. 
(160"') in (160") eingesetzt, ergibt 

Q;2 W" = ~2 ~ H~j . Hjn. 
n h ~ 1~j 

j 

( 160"') 

( 160"") 

als Anderung der Energiewerte. Die Lasungen der Bewegungsgleichungen er
geben sich aus 

Q = q + Q; (S' q - q S') , } 
p = p + Q; (Sip - pS'). 

(161) 

Wir kannen allerdings diese allgemeinen Resultate nicht direkt auf die 
Dispersion anwenden, da hier H' explizit die Zeit enthalt, namlich proportional 
cos 2nvt ist, und daher nicht direkt auf einen konstanten Wert gebracht werden 
kann. Urn doch weiterzukommen, wird ein neuer Freiheitsgrad q*, p* ein
gefiihrt, so daB q* proportional cos 2nvt ist und demnach H' formal durch q, 
p, q* p* ausgedriickt werden kann 1). Das Endresultat ist, daB in (160) die Matrix 
s(r) W O - W O s(r), deren allgemeines Glied hvnmSf[Jn ist, allgemeiner durch 

_ ~ .f) s(r) ersetzt wird 2). 
2nt f)t 

Setzt man dann fiir die Lichtwelle 3) 

{162} 

1) S. auch das im § 64 besprochene Verfahren von P. DIRAC, in dem das storende 
Syste~ eingefUhrt ist. 

2) Bei BORN und HEISENBERG findet sich ein anderer Ausdruck, der mir aber irrtiimlich 
scheint. 

3) Mir scheint bei Anwendung dieser Formeln das im Anfang eingefiihrte Prinzip auf
gegeben, nach welchem aIle in einer Rechnung vorkommenden Matrizen dieselbe Zeit-

2;rt 

abhangigkeit haben sollen, namlich fiir das mnte Glied den Faktor eh(Wm-Wn)t. Nur 
dann andert Multiplikation von Matrizen an dieser Zeitabhangigkeit nichts und nur dann 
ist der benutzte Satz richtig, daB die Diagonalglieder nicht von der Zeit abhangen, Diagonal
matrizen also zeitlich konstant sind. Wahrscheinlich laBt sich diese Schwierigkeit durch 
formale Einfiihrung einer Hilfsvariabeln umgehen, die auch beim Beweis von (163) benutzt 
ist, doch ist mir das nicht unmittelbar ersichtlich. 
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und spricht vorderhand nur von dem einen Exponenten, so werden die Diago
nalglieder der erst en Gleichung (160) 

(163) 

Daraus folgt 

5' = 1':3 nn e2 :l tvt 
nn zhv ' ( 163') 

Fur die andern Glieder erhalt man entsprechend 

( 163/1) 

Da Formel (161) unverandert ist, ergibt sich als resultierendes Moment, das zu 
einem evtl. vorhandenen ungestorten hinzukommt, 

e(Q - q)mn = ~(l;_ ~(g"'iqjn _ qmj Qj n)e2nt (,'mn·±v)t. (164) 
zh ~ Vmj±V Vjn±V 

J 

Diese Formel ist mit der SCHRODINGERSchen und KRAMERS-HEISENBERG
schen identisch. 

Insbesondere geben die Diagonalglieder n = m 

(164') 

die fUr die Dispersion maBgebenden Glieder, die fUr "Emissionslinien" negativ 
sind (vnj < 0). Fur groBe Frequenzen, oder wenn nur eine einzige vom Grund
zustand ausgehende Linie merklich in Betracht kommt, erhalt man das klassische 
Resultat, wie es KUHN-REICHE-THOMAS nach der alten Quantentheorie gezeigt 
haben (Zifi. 77). Hat man namlich nur einen Freiheitsgrad, so ist (in Elek
tronenmasse) 

p=mq 

und (150) wird fUr die Diagonalglieder 

~qnjqjnVnj=-8n~m' (165) 
i 

was in (164') eingesetzt den klassischen Wert fUr ein Elektron ergibt. Die Glieder 
von (164), fUr die n =F mist, ergeben dann die HEISENBERG-KRAMERssche Streu
strahlung. 

Man kann hier zum erstenmal einen Zusammenhang ableiten, der fUr die 
klassische Theorie charakteristisch war, aber in der alten Quantentheorie etwas 
verlorengegangen ist. In der klassischen Theorie erhalt man aus der Dispersions
formel beim Dbergang zur Frequenz 0 die Dielektrizitatskonstante, so daB die 
letztere implizit ein Produkt aus der "Starke der Absorptionslinien" und dem 
reziproken Quadrat der Frequenz der Absorptionslinien enthielt. Multipliziert 
man das Moment mit der halben Feldstarke, so erhalt man die Energie1) e@zj2. 
Andererseits ist dieser Energiebetrag auch als Starkeffekt berechenbar 2), [und zwar 
als quadratischer 3)J. 

e (l;zZ = @2W". (166) 

') Siehe W. PAULI, Bandb. d. Phys. Bd. XXIII, S.95. 
2) Zuerst betont von J. E. (LENNARD-) lONES, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd.105, 

S. 650. 1924. 
3) R. BECKER, ZS. f. Phys. Bd.9, S.332. 1922. 
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In diesem Starkeffekt kommen aber nicht die Absorptionsfrequenzen vor, 
sondern die mechanischen Bewegungsfrequenzen. Mit andern Worten: Die 
Gleichung (166) ist auch in der BOHRschen Theorie richtig und wird tatsachlich 
zur Berechnung von W" nach der BOHRschen Starungsmethode benutzt. Das 
in ihr eingehende z (in unserer Bezeichnung Q - q) ist das aus den mechanischen 
Gleichungen direkt berechnete. Fur die Dispersion muB man aber ein anderes, 
daraus durch Korrespondenzbetrachtungen erhaltenes, benutzen (s. Zif£' 47), 
fUr das (166) nicht mehr gilt, wenn man links das Dispersions-z, rechts das alte 
W" nimmt. In der neuen Theorie gilt (166) wieder l ), denn jetzt ist auch das 
mechanische z gleich dem Dispersions-z, wahrend gleichzeitig das mechanische 
W", der quadratische Starkeffekt, ein anderer 2) ist als nach BOHR, namlich dem 
Dispersions-z angepaBt. Dies folgt sofort, wenn man den mit Q;/2 multiplizierten 
Ausdruck (164') fUr y = 0 hinschreibt 

e ~ (Q ._ q)nn = e2
:

2 ~ qn: q~n 
ftJ 

und mit (160"") vergleicht, nachdem man beachtet hat, daB 

ist. 
62. Vergleich der neuen Mechanik mit der BOHRschen und Vergleich der 

beiden neuen Theorien untereinander. Wie schon erwahnt, liefert die neue 
Theorie haufig Resultate, die mit der BOHRschen ubereinstimmen. Der formale 
Zusammenhang kommt am besten in einer Arbeit WENTZELS3) zum Ausdruck. 
Machen wir in SCHROOINGERS Wellengleichung (zur Vereinfachung in einem 
eindimensionalen Problem) 

die Substitution 

so wird (167) 

d2 1Jf 8n2m 
dx2 + Ji2 [E - V(x)] 'l! = 0, E = hy'l' (167) 

2:r'j dS d 
'I'=ek d.,", 

---- -E-Vx ---h d (dS) 1 (dS)2 
4:r.m dx dx - () 2m dx . ( 167') 

FUr h = 0 geht das in die klassische HAMILTON-JACoBIsche Differential
gleichung der Mechanik uber. Die wellenmechanische Lasung kann also in eine 
Potenzserie nach h8 entwickelt werden und liefert, wenn So die klassische Lasung 
bedeutet . 

d2 S0 

dS _ dSo _ ~ dx2 _ (~)2 .. , 
dx - dx 4nl dSo 2nl 

dx 

Der Zusammenhang der BOHRschen Quantenbedingungen mit der Regulari
tatsbedingung SCHRODINGERS besteht nun darin, daB wir eine Lasung suchen, 
die in den singularen Punkten der Differentialgleichung beschrankt bleibt, was 
festlegt, welche Lasung der klassischen Gleichung und damit von (167') man 

1) Wie zuerst UNSOLD hervorgehoben hat; A. UNSOLD, Ann. d. Phys. Bd. 82, S.355 
{spez. 381) 1927; s. F. L. PAULING, Proe. Roy. Soc. London (A) Bd. 114, S. 181. 1927. 

2) G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd.38, S.518. 1926; J. WALLER, ebenda S.635. 1926; 
P. EpSTEIN, Phys. Rev. Bd.28, S.695. 1926. 

3) G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd.38, S. 518. 1926. 
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wahIt. Da in den Knotenstellen ~ = 2~1 ~; einfache Pole hat, muB nach dem 

CAUCHYSchen Satz bei Integration im Komplexen urn aIle Pole ~ I ~; dx eine 

ganze Zahl sein, was mit den BOHR-SOMMERFELDschen Quantenbedingungen 
identisch ist. 

Die mathematische Gleichwertigkeit der Wellen- und der Matrizenmechanik 
laBt sich nach SCHRODINGER1) durch folgenden Gedankengang beweisen: Zuerst 
zeigt man, daB es moglich ist zu allen p, q Matrizen zu konstruieren, die kanonisch 
konjugiert sind [d. h. (150) gehorchenJ, sonst aber noch unbestimmt sind und 
dementsprechend ein System willktirlicher Eigenfunktionen Un enthalten. Wtinscht 
man, daB die Matrizen einer bestimmten Gruppe von HAMILTONschen Bewegungs
gleichungen gehorchen, die zu einem gegebenen Problem gehoren, so hat man als 
Un diejenigen zu wahlen, die Losungen jener SCHRODINGERSchen Wellengleichung 
sind, die zum selben Problem gehort. Die Eigenwcrtc und Intensitaten werden 
dann identisch fUr beide Darstellungen. 

Wir wollen zur Vereinfachung den Beweis fUr ein eindimensionales System 
fUhren. Zuerst definieren wir zu jeder (als Potenzreihe von p darstellbaren) 
"wohlgeordneten"2) Funktion F 

F = ...... A fir,) (q) pr, fl}",1 . (q) pr, fli",) (q) pr, 
..::.... fl···Tt rIo .. rt rio .. rt '" ri···rt ' 

T1'" 'ft 

(wo die I beliebige Funktionen von q sind), einen Operator [F, ... J, der, auf eine 
beliebige Funktion U(q) angewandt, ergibt 

[F UJ = ~ (_~)rl + '" +r, A Ilr,) () ~ ... fir,) () or, U 
, ..::;.; 2n I r, ... rt r1'" r, q 0 q}"l 1", ••. ", q 0 qr, . 

rl" . Tt 

1st dann Un ein vollstandiges System beliebiger, normierter Eigenfunktionen mit 
den Eigenwerten Wn , so definiert man als zu der "Matrizenfunktion F" ge
harig die Matrix, deren Element 

F =e2Jl ,IWm-WnltjU [F UJdT mn m , n (168) 

ist. dT ist das wahre Volumelement (d. h. hier dq, evtl. mit einer Dichtefunktion 
multipliziert, s. Ziff. 57). Es ist leicht zu ze gen, daB die GraBen Fmn wirklich 
den in Ziff. 60 entwickelten Regeln fUr das Rechnen mit Matrizen geniigen 

(F + F*)mn = Fmn + Fr~n' (FF*)rnn = ;EFmjFtll 
i 

Es ist also 

I 
( 148") 

(169) 

Damit beweist man die Gtiltigkeit von (150). Hiermit ist die erste Aufgabe ge
last, allgemeine Matrizen zu finden, die kanonisch konjugiert sind. Die nachste 
Aufgabe ist die, solche U zu finden, daB die q, p gegebenen HAMILToNschen Be
wegungsgleichungen geniigen, d. h. 

. (0 J-I ) qmn = -,-
op mn 

. (0 H)' Pmn= - -~- . 
cq mn 

1) E. SCHRODINGER, Ann. d. Phys. Bd. 79, S. 734. 1926; C. ECKARDT, Phys. Rev. Bd. 28, 
S. 711. 1926. 

2) In der Matrizenrechnung ist die Aufeinanderfolge von Faktoren von Bedeutung! 
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Dazu haben wir zuerst nachzusehen, was den Differentiationen entspricht. 
Fur die Differentiation nach der Zeit folgt wie bei BORN 

qmn = 27ll(Wm - W n) qmn' 

Fur die partiellen Differentiationen ergibt sich: 1st F eine Matrixfunktion, 

der der Operator [F, .. . ] entspricht, so gehi:irt zur Matrixfunktion ~: derOperator 

[~~, ... ] = 2~' [PF - FP, ... ], zur Matrixfunktion ~: der Operator 

[~~, ... J = 2;'[Fq - qF, ... ]. 

Diese Rechenregeln stirn men uberein mit den von BORN und HEISENBERG 
aufgestellten. 

Demnach werden den rechten Seiten der HAMILToNschen Bewegungs
gleichungen Matrizen zugeordnet von der Form 

2nt (-

(OR) = h(Wm-Wn)t 2n'j U [H - H U] d ap mn e h m q q, n r, 

- (~:)mn = /:'(wm- Wn)t 2:'j Um[PH - Hp, Un] dr. 

Nach Rechenregel (148") kann man aber dafUr schreiben 

(OR) _ 2;'(Wm-Wn)t2n, ~{! J" 
ap mn - e h -+ Um[H, Uj ] dr UjqUndr 

- !UnqUjdr! Uj[H, Un] dr} 

und entsprechend fUr die zweite Gleichung. Das wird nach (169) 

(OR) 2;'(Wm-Wn)t2nt ~{f H d J' } 
ap mn = e h...of Um[, UJ r· qjn - qmj Uj[H, Un] dr. (170) 

Urn nun der Bewegungsgleichung zu genugen, nehmen wir jenes System von 
Eigenfunktionen, das der Differentialgleichung genugt 

[H, Uj ] = Wj Uj (171) 

und nennen es Uj. Dann wird der in (170) auftretende Ausdruck 

o j of m 
JUm[H, Uj]dr = J um[H, uj]dr = w.iI umujdr = W 

m j=m 
Daher ist 

2nl ' 

(OR) _ -h-(Wm- IV,,)t 2n, (W _ W ) _ . 
fJ P mn - e h m n qmn - qmn' 

und der einen Bewegungsgleichung ist genugt, ebenso beweist man, daB auch 
die andere erfullt ist (171) ist aber mit der SCHRODINGERSchen Schwingungs
gleichung (127) identisch, wenn nur die HAMILToNsche Matrizenfunktion H geeignet 
symmetrisch gemacht ist. Die U sind demnach die nach SCHRODINGER zu dem 
betreffenden Problem gehi:irigen Eigenfunktionen, die W die nach SCHRODINGER 
dazu gehi:irigen Eigenwerte hV1jJ' so daB die Frequenz der beobachtbaren Schwin
gungen nach beiden Theorien ubereinstimmt. Endlich stimmen auch die In
tensitaten uberein, die nach BORN-HEISENBERG den (mit e2 multiplizierten) 
Quadraten der Matrizenglieder qmn, nach SCHRODINGER den Quadraten der 



Ziff.63. Weiterentwicklung des physikalischen Gesichtspunktes. 589 

Glieder des elektrischen Moments proportional s nd. Veigleich von (131) und (169) 
zeigt aber die Identitat der beiden Ausdriicke. 

Die Uberlegung kann ahnlich fUr mehrere Variable gefUhrt werden. 
63. Weiterentwicklung des physikalischen Gesichtspunktes. Eine wesent

liche Anderung des urspriinglichen physikalischen Gesichtspunktes HEISEN
BERGS (Ziff. 59) ist, veranlaBt durch den Aquivalenzbeweis, von BORN l ), DIRAc 2), 

]ORDAN3) und DE BROGLIE4) ausgegangen. Nach der neuen Auffassung hat die 
SCHRODINGERsche Lasung folgende Bedeutung: Es sei eine Gesamtheit von N 
gleichen (nicht aufeinander einwirkenden) Atomen gegeben, fUr weIche (128) die 
Lasung der SCHRODINGERSchen Gleichung ist: Dann sollen die Ai' die nach 
SCHRODINGER die Starke der Anregung der j-ten Eigenschwingung messen, nach 
BORN die Zahl der Atome messen, die im i-ten Zustand sind, so daB 

Die N ormierung 

A2- Nj 
j-Jl' 

f 11'lpdxdydz = 1:A; = 1 

(172) 

( 129') 

bedeutet dann die Erhaltung der Gesamtzahl der Atome. 'IjJ miBt also die Wahr
scheinlichkeit eines Zustandes des Elektrons (auch im Raum). 1m Speziellen miBt 
'IjJ~ (xy z) dx dy dz die Wahrscheinlichkeit, daB ein Elektron des n-ten Quanten
zustandes in dx dy dz liegt5). Die BORNsche Auffassung kombiniert so die Dis
kretheit der einzelnen BOHRschen Zustande mit der aus einer partiellen Diffe
rentialgleichung abgeleiteten kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsfunktion. 

Die wesentliche Bedeutung dieser Auffassung beruht auf folgendem: 
Es sei ein System urspriinglich durch (128) gegeben, also mit Tei~chenzahlen 

A~. Nun fUhre man eine Starung ein. Nach den Starungsrechnungen (Ziff. 58) 
wird dann die Lasung lauten 

'IjJ = 2.' A~e2"''''nt (un + @1:b;,jUj) . (173) 
n i 

]etzt ist der Koeffizient von Un' der die Zahl der jetzt im n-ten Zustand befind
lichen TeiIchen miBt 

j i= n, 

An = ~bjnAJ (174) 
i 

N n = N A~, = N(1:bjnAj)2. (174') 
i 

Die bnj messen daher in gewissem Sinn die Dbergangswahrscheinlichkeiten. 
Dadurch, daB die Gleichungen in 'IjJ linear sind, fUr die Wahrscheinlichkeit 

aber 'ljJ2 maBgebend ist, sind die einzelnen Ereignisse nicht mehr statistisch un
abhangig (Interferenz der Wahrscheinlichkeiten), was diese neue Auffassung nun 
aufs engste mit der neuen Statistik6) verkniipft. In der Tat hatte LANDE7) diese 
neue Statistik schon friiher als eine Interferenz der "Lichtquantenamplituden" 

1) M. BORN, ZS. f. Phys. Bd. 37, S. 863. 1926; Bd. 38, S. 803. 1926; Bd. 40, S. 167. 1927. 
2) P. DIRAC, Proc. Roy. Soc. Bd. 112, S. 661. 1926. 
3) P. JORDAN, ZS. f. Phys. Bd.40, S 661, 809. 1927; Bd.41, S.797. 1927. 
4) L. DE BROGLIE Journ. d. Phys. (VI) Bd.8. S.225. 1927. 
5) W. PAULI, ZS. f. Phys. Bd.41, S.81. 1926. 
6) S. N. BOSE, ZS. f. Phys. Bd. 27, S. 384. 1924; A. EINSTEIN, Berl. Ber. 1924, S. 261 u. 

1925, S.3 u. 18; E. FERMI, ZS. f. Phys. Bd.36, S.902. 1926. 
7) A. LANDE, ZS. f. Phys. Bd. 33, S. 571. 1925. 
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gedeutet. Wir werden die Diskussion von (174) in Ziff. 64 aufnehmen und hier, 
in der allgemeinen Diskussion fortfahrend, betonen, daB demnach die ",,-Phasen
welle als "Gespenstedeld" die Wahrscheinlichkeitsverteilung der materiellen 
Teilchen angibt bzw. sie ihnen vorschreibt. BORN (1. c.) behandelt z. B. den StoB 
eines Elektronenstroms auf ein Atom so, daB er die die Verteilung der ankommen
den, parallel fliegenden Teilchen reprasentierende ebene ",,-Welle am Teilchen 
streuen laBt und aus der (nach allen Richtungen) gestreuten ",,-Welle die Wahr
scheinlichkeitsverteilung der gestreuten Teilchen berechnet. 

Dieselbe Auffassung, daB das optische Lichtwellenfeld als "Gespenstedeld" 
nicht selbst Energie tragt, sondern den mit Energie und Impuls begabten kor
puskelhaften Lichtquanten nur die Wahrscheinlichkeitsverteilung ihrer Flug
bahnen angibt und so die mittlere Intensitatsverteilung vorschreibt, wird von 
DE BROGLIE l ), BECK 2) und JORDAN 3) vertreten. Das ist aber gar nichts anderes 
als die WENTzELsche Theorie4), nach der das Lichtquant seine Bahn wahrschein
lichkeitstheoretisch vorausberechnet (Ziff. 52) und der gegen diese erhobene Ein
wand von LANDES) scheint auch hier zu gelten. 

Neuerdings hat HEISENBERG6) diese Anschauungen wesentlich prazisiert 
(und damit seine urspriingliche Auffassung teilweise geandert). Seine Dber
legungen machen die Bedeutung des SCHRODINGERSchen Wellenpakets, das nur 
in speziellen Fallen dauernd zusammenhalte, in der Deutung der "" als im Raum 
kontinuierlich ausgebreitete Wahrscheinlichkeitsfunktion deutlich. Er betont, 
daB alle physikalisch meBbaren GroBen sich zu Paaren anordnen lassen, z. B. 
Ort q und Geschwindigkeit bzw. Moment p, Energie und Zeit bzw. Phase, Im
pulswert ] und Wirkungsvariable w, so daB sich bei geeigneter Anordnung die 
eine GroBe des Paares mit beliebiger Genauigkeit messen laBt, daB aber durch 
diese Messung die andere GroBe derart gestort wird, daB sie nur mit desto groBerer 
Ungenauigkeit bekannt ist. Und zwar stehen diese Genauigkeiten in der Be
ziehung z. B. 

(175) 

Hat man z. B. den Ort eines Elektrons zu bestimmen, so kann man das mit 
(im Prinzip) beliebiger Genauigkeit mit Hilfe eines "y-Strahl-Mikroskopes" tun, 
wenn man nur die Wellenlange geniigend klein macht. Dann wird aber diese 
I'-Strahlung infolge des Comptoneffekts den Geschwindigkeitswert des Elektrons 
andern, und zwar urn so mehr, je kurzwelliger die y-Strahlung, je genauer also 
die Ortsbestimmung ist. Infolge des notwendigen Offnungswinkels7) im l'-Strahl
mikroskop kann man aber nicht aus der Bewegung nach dem ComptonprozeB 
auf die Geschwindigkeit vor demselben mit Schade zuriickschlieBen. Umgekehrt 
kann man die Geschwindigkeit des Elektrons durch den Dopplereffekt des ge
streuten Lichts finden. Will man aber den Comptoneffekt moglichst wirkungslos 
machen, so hat man moglichst langwelliges Licht zu nehmen, was nach dem 
Obigen eine gleichzeitige Ortsbestimmung ungenau macht. 

Entsprechend gibt es bei einer genauen Messung der Energie (etwa bei 
StoBmessungen) keine Moglichkeit, gleichzeitig die Phase, den Elektronenort, 
genau zu bestimmen. 

I} L. DE BROGLIE, Journ. de phys. (VI) Bd.8, S.225. 1927. 
2} G. BECK, ZS. f. Phys. Bd.43, S.658. 1927. 
3} P. JORDAN, Naturwissensch. Bd. 15, S.636. 1927. 
4} G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd.22, S.193. 1924. 
5) A. LANDE, ZS. f. Phys. Ed. 35, S. 317. 1926. 
6} W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd.43, S. 172. 1927; s. auch z. B. N. R. CAMPBELL, 

Phil. Mag. (7) Bd. 1, S. 1106. 1926; Nature Bd. 119, S. 779. 1926. 
7) Apertur! 
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Ahnlich steht es mit dem Begriff der Bahn eines Elektrons. Verstehen wir 
darunter die Reihenfolge der "Orte", die ein Elektron im Laufe der Zeit ein
nimmt, so ware zu ihrer Beobachtung z. B. Licht von wesentlich kiirzerer Wellen
lange als 10- 8 em erforderlich. Da aber ein einziges Quant so kurzwelligen Lichts 
geniigt, das Elektron vollkommen aus seiner Bahn zu werfen, ist die Beobachtung 
einer vollstandigen individuellen Bahn unmoglich. 

Dagegen ist es im Prinzip moglich, an einer groBen Zahl von Atomen, die 
sich im selben Quantenzustand befinden, die Verteilung der Elektronen im Raum 
in einem gegebenen Augenblick zu bestimmen und so eine Wahrscheinlichkeits
funktion fUr die Verteilung der Elektronenorte im Raum zu geben. 

Fiir den Rest zitieren wir am besten 3 Stellen aus HEISENBERGS Arbeit: 
"Darin, daB in der Quantentheoric in einem bestimmten Zustand, z. B. 1 S, 
nur die Wahrscheinlichkeitsfunktion des Elektronenorts angegeben werden kann, 
mag man mit BORN und JORDAN einen charakteristisch-statistischen Zug der 
Quantentheorie im Gegensatz zur klassischen Theorie erblicken. Man kann aber, 
wenn man will, mit DIRAC auch sagen, daB die Statistik durch un sere Experimente 
hereingebracht sei. Denn offenbar ware auch in der klassischen Theorie nur die 
Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Elektronenorts angebbar, solange wir die 
Phasen nicht kennen. Der Unterschied zwischen klassischer und Quanten
mechanik besteht vielmehr darin: klassisch konnen wir uns durch vorausgesetzte 
Experimente immer die Phase bestimmt denken. In Wirklichkeit ist dies aber 
unmoglich, weil jedes Experiment zur Bestimmung der Phase das Atom zerstort 
bzw. verandert." (S.177.) 

"Es liegt nahe, hier die Quantentheorie mit der speziellen Relativitats
theorie zu vergleichcn. Nach der Rclativitatstheorie laBt sich das Wort ,gleich
zeitig' nicht anders definieren als durch Experimente, in weIche die Ausbreitungs
geschwindigkeit des Lichts wesentlich eingeht. Gabe es eine scharfere Definition 
der Gleichzeitigkeit, also z. B. Signale, die sich unendlich schnell fortpflanzen, 
so ware die Relativitatstheorie unmoglich ... Ahnlich steht es mit der Definition 
der Begriffe: ,Elektronenort, Geschwindigkeit' in der Quantentheorie ... Gabe 
es Experimente, die gleichzeitig eine scharfere Bestimmung von p und q ermog
lichen, als es der Gleichung (175) entspricht, so ware die Quantentheorie unmog
lich." (S. 179, 180.) 

"Ich glaube, daB man die Entstehung der klassischen ,Bahn' [in der Makro
mechanikJ pragnant so formulieren kann: Die Bahn entsteht erst dadurch, daB 
wir sie beobachten. Sci z. B. cin Atom im 1000. Anregungszustand gegeben. Die 
Bahndimensionen sind hier schon relativ groB, so daB es im Sinn von S. 591 ge
niigt, die Bestimmung des Elektronenortes mit verhaltnismaBig langwelligem 
Licht vorzunehmen. Wenn die Bestimmung des Ortes nicht allzu ungenau sein 
soll, so wird der ComptonriickstoB zur Folge haben, daB das Atom sich nach dem 
StaB n irgendeinem Zustand zwischen, sagen wir dem 950. und 1050., befindet; 
gleichzeitig kann der Impuls des Elektrons mit einer aus (175) bestimmbaren Ge
nauigkeit aus dem Dopplereffekt geschlossen werden. Das so gegebene experi
mentelle Faktum kann man durch ein WellenpakeP) - besser Wahrscheinlich
keitspaket - im q-Raum, von einer durch die Wellenlange des benutzten Lichts 
gegebenen GroBe, zusammengesetzt im wesentlichen aus Eigenfunktionen 
zwischen der 950. und 1050. Eigenfunktion, und durch ein entsprechendes 
Paket im p-Raum charakterisieren. Nach einiger Zeit werde eine neue Ortsbe
bestimmung mit der gleichen Genauigkeit ausgefUhrt. Ihr Resultat laBt sich ... 
nur statistisch angeben, als wahrscheinliche Orte kommen alle innerhalb des nun 

1) Siehe Ziff.56. C. G. DARWIN, Proc. Roy. Soc. Bd. 117, S. 258. 1927; P. EHRENFEST, 

ZS. f. Phys. Bd. 45, S. 455, 1927. 



592 Kap.10. K. L. WOLF und K. F. HERZFELD: Absorption und Dispersion. Ziff.64. 

schon verbreiterten Wellenpakets mit berechenbarer Wahrscheinlichkeit in Be
tracht. Dies ware in der klassischen Theorie keineswegs anders, denn auch in der 
klassischen Theorie ware das Resultat der zweiten Ortsbestimmung wegen der 
Unsicherheit der ersten Bestimmung nur statistisch angebbar; auch die System
bahnen der klassischen Theorie wurden sich ahnlich ausbreiten wie das Wellen
paket. Allerdings sind die statistischen Gesetze selbst in der Quantumsmechanik 
und in der klassischen Mechanik verschieden. Die zweite Ortsbestimmung wahlt 
aus der Fillle der Moglichkeiten eine bestimmte ,q' aus und beschrankt fUr alle 
folgenden die Moglichkeiten. Nach der zweiten Ortsbestimmung konnen die Re
sultate spaterer Messungen nun berechnet werden, indem man dem Elektron 
wieder ein ,kleineres' Wcllenpaket der GroBe 1 (Wellenlange des zur Beobachtung 
benutzten Lichtes) zuordnet. Jede Ortsbestimmung reduziert also das Wellen
paket wieder auf seine ursprungliche GroBe 1." (S. 186) 1). 

64. Anderung der Verteilung, tibergangswahrscheinlichkeiten. Linien
starken. HEISENBERG hatte (Ziff.60) angenommen, daB die Quadrate der 
Matrixelemente ein MaB fUr die betreffenden Intensitaten sind, SCHRODINGER 
(Ziff. 57) hatte als solches die Quadrate der damit identischen Dipolmomente 
angesehen. Die hier darzustellenden Dberlegungen sollen diese Ansatze aus den 
Grundlagen der Theorie ableiten, bzw. Abanderungen von diesen Ansiitzen 
liefern. Da die Starke der Linien sich einerseits in EINSTEINS Dbergangswahr
scheinlichkeiten ausdrucken lafit (Ziff. 41), andererseits in die dispersionstheore
tischen Elektronenzahlen eingeht, so liefern die Dberlegungen dieser Ziffer die 
quantitative Theorie dieser GroBen. Zu diesem Zweck gehen wir mit JORDAN, 
BORN, DIRAC und SLATER 2) folgendermaBen vor: Wir setzen als Losung der 
SCHRODINGERSchen Gleichung (135) an 

1jJ = 1jJo + @1jJ' = 2:AJe2n'~jtUj + @1:Aje2nwJtUj' (176) 
j 

Hier sind also die AJ die GroBen, die die ursprungliche Verteilung der Atome 
bestimmen, 

N] = AJ2 N. (172') 

Zur Zeit t haben diese GroBen die Werte angenommen 

N j = AjN, Aj = AJ + @Aj. (172") 

Urn diese zu finden, entwickeln wir wie in Ziff. 58 V'1jJo in eine Summe nach Uj 

V'1jJo = 1: e2n'~ntun1: AJ e2n'(~J-~n)tjV'(t, x ... ) UjUn dr:. 
n j 

Dann fUhrt Einsetzen dieser Entwicklungen mit Berucksichtigung von (138) und 
Beibehaltung der ersten Potenz von Q; zu 

~ A' = 2Jtt ~ AO e2""(~J-~n)tjV'(t x)u.u dr: ot n h ~ J , J n 
j 

bzw. mit der Abkurzung VJn = 2;t@jV'(t,x)uj undr: zu der Gleichung fUr die 

zeitliche Anderung der Aj 

~ A - ~ A· e2 ,.,(vJ-v,,)t V' (t) (177) ot n - ~ ) In • 

1) Siehe auch N. BOHR, Nature Bd. 121, S. 580. 1928. Anwendung auf Lichtquanten. 
J. C. SLATER, Phys. Rev. Bd. 31, S. 895. 1928. 

2) P. JORDAN, ZS. f. Phys. Bd. 33, S. 506.1926; M. BORN, ebenda Bd. 40, S. 167.1927; 
P. DIRAC, Proc. Roy. Soc. London Bd. 112, S. 661. 1926; Bd. 114, S.243 u. 710. 1927; J. C. 
SLATER, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 13, S.7 u. 104. 1927. 
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Daraus lassen sich eine Reihe von Folgerungen ableiten. Integriert man erstens 
(177) flir kleine Anderungen von A (schwache St6rung oder kurze Zeit), so erhalt 
man die in (174) auftretenden Obergangswahrscheinlichkeiten 

bjn = @fe2,.'(VJ-Vn)t Vjn (t) dt 0 (178) 

Dann folgt flir die eigentIichen Ubergangswahrscheinlichkeiten 

(ljn = bjnbin (b konjugiert komplexer Wert) f 01= n, 

(lnn = 1 - "J:,(lnjo 
j 

Findet im besonderen die Storung unendlich langsam statt, so ist Aj = A~, 
d. h., die "adiabatische Storung" induziert (in der Sprache der BOHRschen Theo
rie) keine unmechanischen Obergange, sondern verandert nur den einzelnen Zu
stand. 

Geht man nun zur Berechnung der EINSTEINschen Obergangswahrschein
lichkeiten iiber, d. h., setzt man als Storung eine Lichtwelle an, so ergibt sich 
so fort eine merkwiirdige Schwierigkeit. 

Setzt man namlich eine genau monochromatische Welle an, so hat man 

(179) 

also 

V' = 2nt (e2ntVt + e2n,v,) h . 
11j 2h 't'nJ' ( 179') 

wo 
Vnj = e f x Un Uj d'l ( 131') 

das nf-te Element der Matrix ist, die die x-Komponente des elektrischen Moments 
des Atoms darstellt. 

Bildet man nun das Integral (178), so erhiiIt man einen wesentlichen Beitrag 
nur, wenn 'I' = 'I'n - 'I'j ist, mit 

b nt rc;o 
nj = h ~:l:Vnjt 

und wenn urspriinglich nur die beiden Zustande n und i da waren 
2 

N n = N~ + ~2@~V~jt2(NJ - N~) 

Die Wahrscheinlichkeit des Oberganges nimmt also proportional t2 zu. Richtig 
kommt heraus, daB die erzwungenen Obergangswahrscheinlichkeiten nach beiden 
Seiten (n ---+ i und i ---+ n) gleich sind. 

Setzt man nun aber natiirliche Strahlung an, so istl) 

rc:2()=8n e(v) 
~x 'I' 3 T' ( 179") 

indem fiir einen, die Zeit T andauernden Wellenzug die Intensitat einer ganz 
bestimmten Wellenlange desto kleiner wird, je langer er anhalt (Abnahme des 
einzelnen Koeffizienten bei der Fourieranalyse). Dann gibt (179") direkt 

(180) 

1) M. PLANCK, Theorie der Warmestrahlung, S. 119. Leipzig 1906 . . 
Handbuch der Physik. XX. 38 
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also 
Bj - Bn _ 8.n3 2 

n - j - 3 h2 1:'nj 

m Dbereinstimmung1) mit dem korrespondenzmaBig erwarteten Wert 2). 

Ferner findet man, daB bei natiirlicher Strahlung, bei welcher die Phasen 
benachbarter Frequenzen unregelmaBig verteilt sind, im Gegensatz zum all
gemeinen Fall die Dbergange von i - n unabhangig davon sind, welchen Wert 
Nk(k of l' of n) hat und ob auch diese Dbergange angeregt werden, ebenso wie 
in der BOHRschen Theorie. 

Ahnliche Rechnungen fUr das kontinuierliche Spektrum haben WENTZEL3) 
OPPENHEIMER4) und SUGIURA5) angestellt. WENTZEL gibt fUr den Verlauf des 
Absorptionskoeffizienten in der kontinuierlichen Absorption, die an die Lyman
grenze Ax anschlieBt, folgende Formel 

~ = 136 ~:2(:Jt[9y2A+(1-y2)A" + 6YV1- y2VU,,], 

wo y eine GroBe zwischen 0 und 1 (Kosinus der Phase der auslaufenden Welle 
im Atommittelpunkt) ist. 

Zieht man nach WENTZEL6) in Betracht, daB die Lichtwelle innerhalb des 
Atoms (der Funktion 'If,,) nicht streng als ortlich konstantes Feld betrachtet 

-2ncp ~ . 
werden kann, d. h., fUhrt man in (179) den Faktor e C ein, so erhalt man auch 
den Strahlungsdruck und damit den Comptoneffekt. Andere Behandlungen 
des Comptoneffektes stammen von SCHRODINGER7), BECKS) und DIRAC 9). Ferner 
hat WENTZEL die Haufigkeit vonstrahlungslosen (Auger-) Spriingen berechnePO). 

Wesentlich schwieriger ist die Frage nach der spontanen Ausstrahlung zu 
behandeln. Wenn namlich von vornherein kein auBeres Feld da ist, ist die 
StOrungsfunktion und demnach jedes V~j Null, und die A und N bleiben konstant. 

Einen Versuch, die Frage durch Berufung auf das Korrespondenzprinzip zu 
beantworten, hat KLEINll) gemacht, der auch die Absorptionsprozesse ahnlich be
handelte. Andere Vorschlage betreffen die Einfiihrung eines Dampfungsfeldes 
[LANDE12)] oder einer Reibungskraft [SLATER13)], die so gewahlt sind, daB sich die 
richtigen Werte der spontanen Ausstrahlung ergeben. 

Die entscheidende Antwort scheint aber nach DIRAC 14) viel tiefer mit den 
Grundlagen der Theorie verkniipft zu sein. 

DIRAC setzt die Storungsenergie urspriinglich ebenso an wie wir (178), aber 
er betrachtet dann das elektrische Feld nicht als auBere vorgegebene GroBe, 
sondern behandelt das ganze System, Atom + Feld, als aus zwei Teilen aufgebaut, 

1) M. BORN, 1. c. S. 180, Formel 39 hat 4 statt 2; s. auch P. DIRAC, Proc. Roy. Soc. 
London Bd. 114, S.262 (Anm.). 1927. 

2) S. z. B. ]. H. VAN VLECK, Phys. Rev. Bd. 24, S. 330 u. 347. 1924; W. PAULI, Dies. 
Handb. Bd. XXIII, S. 44; man beachte, daB .p"J t der Amplitude in der komplexen 
Schreibweise ist! 

3) G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd.40, S.574. 1927. 
4) J. R. OPPENHEIMER, ZS. f. Phys. Bd.41, S.268. 1927. 
5) Y. SUGIURA, Journ. de phys. (6) Bd.8, S.113. 1927. 
6) G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd.43. S.1 u. 779. 1927. 
7) E. SCHRODlNGER, Ann. d. Phys. Bd.82, S.257. 1927. 
8) G. BECK, ZS. f. Phys. Bd.38, S. 144. 1926. 
9) P. DIRAC, Proc. Roy. Soc. London Bd. 111, S.405. 1926. 

10) G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd.43, S.524. 1927. 
11) O. KLEIN, ZS. f. Phys. Bd.41, S.407. 1927. 
12) A. LANDE, ZS. f. Phys. Bd.42, S.835. 1927. 
13) ]. C. SLATER, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 13, S.104. 1927. 
14) P. DIRAC, Proc. Roy. Soc. London Bd. 114. S. 243 u. 710. 1927. 
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deren jeder gequantelt werden muJ3. Zu diesem Zweck betrachtet er zuerst das 
System, das aus dem Atom (HAMILToNsche Funktion HO) und den in einem 
Hohlraum befindlichen Lichtquanten besteht, ohne Koppelung zwischen Licht
quanten und Atom zu beriicksichtigen. Hat der r-te Hohlraumfreiheitsgrad N~ 
Lichtquanten, so ist die HAMILToNsche Funktion 

H = HO + 2:.hvrN~ . (181) 

Nennen wir die zu hN;: als Wirkungsvariable kanonisch zugeordnete Winkel
variable Wr (s. dies. Handb. Bd. 5, IV), so ist 

• ri H 
hN;: = - dcm, = 0, 

• 1 riH 
Wr = Ii' tiN, = vr , 

Wr ist also einfach die Phase der Lichtwelle. 
Fiihren wir nun die Koppelung zwischen Atom und Lichtquanten wieder 

ein, so haben wir den Ausdruck~-Q;r x zu bilden. Urn Q; durch N: auszudriicken, 

beachten wir, daJ3 die Strahlungsdichte, die zwischen den Frequenzen v und 
l' + dv liegt, gleich 

1 * 8.7ly2 n dv = -hvN V ---- dv 
o:v V r c3 

ist, falls N: sich langsam mit r andert, da V 8.7l;2 dv die Anzahl der Eigenschwin
c 

gungen ist, die bei einem Gesamtvolumen V in diesem Intervallliegen, und jede 
Eigenschwingung N r Quanten enthalt. Mit (179) wird dann die Storungsfunktion 

e 2.7l1:2 8 .7lV hV; 'W-* (2 ") -. - --- -- VH. e nlUl, + e--''''UI, x. (182) 
2 h c 3Tc l 

Bisher ist die Uberlegung vollkommen identisch mit der von (179) zu (180) 
fiihrenden. Wenn man aber nun von der HAMILToNschen Gleichung zur SCHRO
DINGER-Gleichung iibergeht, so darf man nicht mehr (182) einfach als die einer 
potentiellen Energie entsprechendeStorungsfunktion (f°V' in (178') einfiihren, 
sondern als "Operator" gemaJ3 Zift. 62, da sie die den Impulsen p entsprechenden 
Wirkungsvariabeln enthalt. Dann geht (182) iiber in den Ausdruckl) 

(183 ) 

1) Die Uberlegung. die von (182) zu (183) fiihrt. kann man meiner Meinung nach 
vielleicht so formulieren: (182) ist nicht direkt brauchbar. da die Wirkungsvariabeln nicht 
in ganzer rationaler Funktion vorkommen (JlN*). Daher fiihrt man neue kanonisch kon-
jugierte Gro/3en p, q ein durch r 

VN*h 
p = JI N* h e - 2" l W, q = __ r_ e + 2" t w, • 

r 2.7lt 

Dann bleibt (181) rational. der entscheidende Ausdruck in (182) wird 

17 V 3ic (p + 2.7llq) ( 182') 

und ist daher auch rational. Aber die oben erwahnten p. q geniigen n i c h t der quanten
mechanischen Vertauschungsregel (150). Sie werden demnach abgeandert zu 

(185) 

38* 
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in dem die Funktionen die gewohnliche, nicht die Operatorbedeutung haben. Urn 
am einfachsten zu den EINSTEINschen A zu gelangen, setzt man N: = 0 (keine 
auBere Strahlung) und erhalt auf demselben Weg, der zu (178) (180) fUhrt, 

N - N0 64n4 T 3 2 N 
n - n - :3 c3 h Y ~nj n' (184) 

mit 

in Ubereinstimmung mit der Korrespondenzbetrachtung 1). 
DerErsatzdesN*durchN*+11iefert so auch in der Abwesenheit von auBerer 

Strahlung das von LANDE geforderte Dampfungsfeld in der richtigen GroBe von 
1 Quant fUr jede Eigenschwingung. DaB dies nur bei dem einen Glied in (182} 
(dem mit negativem Exponenten) auf tritt, hat zur Folge, daB es nur eine spon
tane Emission, keine "spontane Absorption" gibt. Hatten wir nicht zur Ab
kiirzung bei der Ableitung die N; = 0 gesetzt, so hatten sie die schon in (184) 
erhaltene erzwungene Absorption und Emission geliefert; diese beiden treten 
auf, weil N; bei beiden e-Potenzen steht. 

Es ist noch kurz die Frage einer separaten Dampfungskraft zu behandeln. 
BEcK2) hat schon darauf hingewiesen, daB man die richtige Abnahme der Strah
lungsintensitat von selbst erhalt, wenn man die richtigen Ubergangswahrschein
lichkeiten hat (nur konnten diese vor DIRACS Arbeiten eben nicht ohne Strah
lungswiderstand erhalten werden). BLOCH hat die ausfiihrlichen Formeln nach 
den oben besprochenen Methoden entwickelt 3). 

Klassisch ist die natiirliche Linienbreite mit der Dampfungskonstante ver
kniipft. Dieselbe Verkniipfung besteht nun nach einer wichtigen Bemerkung 
von SLATER4) auch in der neuen Theorie. Nach dieser ist die Frequenz des aus
gestrahlten Lichtes namlich durch Y n - 'l'j gegeben, wenn 2ntyj t der zeitab
hangige Exponent einer vor einer Eigenfunktion Uj stehenden e-Potenz ist. 
Wenn nun die in der Lasung (176) auftretenden A nicht zeitunabhangig sind, 
sondern nach (177) usw. von der Zeit abhangen, so hat man den ganzen zeit
abhangigen Faktor A j e2 ,,;, vj t in ein Fourierintegral aufzulosen 5), so daB mit ge
ringerer Intensitat auch zu Y~ benachbarte Frequenzen auftreten. 

Die genaue Form der Absorptions- und Dispersionskurve innerhalb der 
Spektrallinie ist noch nicht berechnet, doch hat DIRAC 6) Formeln fill den Fall 
genauer Resonanz angegeben. 

65. ZahlenmaBige Resultate fUr die Linienstarke 7). Die Auswertung der 
Formeln 140 fiir die Linienintensitat der Wasserstofflinien ist zuerst zahlenmaBig 

wobei jetzt N* und die e-Potenz nicht mehr direkt vertauschbar sind, sondern den Ver
tauschungsregeln folgen (P. DIRAC, Proc. Roy. Soc. Lonnon Bd. 110, S. 566. 1926). 

e±,(2,,;wr) f{N) = f{N =f 1)e±t(2";Wr) , 

HN)e±,(2nWr) = e±,(2;-,Wr) j{N ± 1). 

(185) gehorcht nun (150). Dann behalt man fur die Stiirungsfunktion die Form (182') 
bei, benutzt aber (185). 

1) W. PAULI, Dies. Handb. Bd. XXIII, S. 43; s. auch Anm. 1, S. 594 dieses Artikels. 
2) G. BECK, ZS. f. Phys. Bd.42, S.86. 1927. 
3) F. BLOCH, Phys. ZS. Bd.29, S. 58. 1928. 
4) J. C. SLATER, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 13, S. 104. 1927. 
5) G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd.27, S.279. 1924. 
6) P. DIRAC, Proc. Roy. Soc. London Bd. 114, S.710. 1927. 
"7) Man beachte hier auch bereits die Ziff. 75, 76 und 77. 
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von SCHRODINGER1) vorgenommcn worden, dannhat PAULI 2) allgemeine Formeln 
fUr die relativen Starken angegeben. OPPENHEIMER3) hat den absoluten Absorp
tionskoeffizienten fUr einzelne Linien und das kontinuierliche Spektrum aus
gerechnet, die letztere Aufgabe ist (mit Anwendung auf die Rontgenabsorption) 
gleichzeitig von WENTZEL 4) gelost worden5) (s. Ziff. 64). 

Am vollstandigsten und bequemsten aber finden sich die Resultate bei 
SUGIURA 6). Wenn ro den Radius der innersten BOHRschen Bahn bezeichnet, so 
findet er fUr das Quadrat des Gesamtmoments fUr einen Dbergang nk --+ n'k' 
(k in der neuen Bezeichnung, nach der k = 0 ein s-Term ist) . 

• , 2 k 'I" = e2r2k4k+k'+2(_n_)2k'+4(~)' 2k'+4(k + k' + 3) 12 
1'n --+n "0 n + n' n + n' 

dn +n'-k-k'-2 1(1 - U')k'-k+2 1 I 
• dUn - k - 1 dv'" k' 1 1-=V r n - n' 1 k k' 4 • 

1 - uv - ----, (u - v) + + 
n + n u=v=o 

Daraus berechnet man dann 

t v 0 

nk--+n'k' = 3gk'Rrg ~~k--+n'k" 

1m Fall der Lymanserie (n' = 1, k' = 0, k = 1) wird das 

28 n 5 (n _ 1)2.-4 

f = 3 (n + 1)2.+4 , 

(186) 

(187) 

fUr die Balmerserie (bei der nach KRAMERS auch ein negatives Glied n = 2 --+ n' = 1 
auftritt) 

211n5 (n _ 2)2n-6 
f =--- --- (3n2 - 4) (5n2 - 4) . 3 (n + 2)2' H . 

(187') 

Fur das kontinuierliche Spektrum kann man von der Elektronenzahl d f in einem 
Frequenzbereich dy reden. Man erhalt fUr das an die Lymangrenze y = R an
schlieBende kontinuierliche Spektrum 

( 188') 

Fiir das an die Balmerscrie anschlieBendc kontinuierliche Spektrum lautet 
die Formel 

l /--;;R 114 ;;---R 

_ 2 3 (R)4 e - 4/ 4';-R arc.tg V -R- ( -"-~)~. 
df--- ... 3+ 2 R + R' . 3 v / 4R l' 

-2;tl/--
1-e 41'-R 

(188) 

1) E. SCHRODlNGER, Ann. d. Phys. Bd.80, S.437. 1926. 
2) W. PAULI, Ann. d. Phys. Ed. 80, S.489. 1926. 
3) J. R. OPPENHEIMER, ZS. f. Phys. Bd. 41, S.268. 1927; Gottinger Dissert, 
4) G. WENTZEL" ZS. f. Phys Bd.40, S. 574. 1927. 
5) Das kontinuierliche Wiedervereinigungsspektrum zweier Atome bei E. FUES, Ann. 

d. Phys. Bd.81, S.281. 1926. 
6) y, SUGIURA, Journ. de phys. (6) Bd.8, S, 113, 1927. Anm. bei der Korr.: S. a. 

A. KUPPER, Ann. d. Phys. Bd, 86, S, 511. 1928; F. G. SLACK, Phys. Rev, BeL 31, S, 527. 1928. 
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Die Zahlenrechnung ergibt folgende Tabelle: 

I L ymanserie n' = 1 

n= 1 I 
n=2 
n=3 
n=4 
n=5 
n=6 
n=7 
n=8 
n=9 

00 

~ 
10 

0,4162 
0,0791 
0,0290 
0,0139 
0,0078 
0,0048 
0,0032 
0,0022 

0,0079 

0,564 

Balmerserie n' = 2 

f -4 = -0,104 

0,6408 
0,1193 
0,0447 
0,0221 
0,0127 
0,0080 
0,0054 

0,0185 

0,768 

Das Integral iiber das kontinuierliche Spektrum ergibt fUr die Lymanserie 
0,437, fUr die Balmerserie 0,225. So ergibt sich, in Ubereinstimmung mit dem 
KUHN-REICHE-THOMAsschen Satz, als Summe der Elektronenzahlen aller vom 
Grundzustand ausgehenden Absorptionen 0,564 + 0,437 = 1,001. SUGIURA 
zeigt ferner, daB die "Elektronendichte" d//dv, liber die sich gegen die Grenze zu 
anhaufenden Linien gemittelt, denselben Wert hat wie im kontinuierlichen Teil 
jenseits der Grenze, so daB sich diese letztere bei Photometrierung mit niedriger 
Dispersion nicht scharf abhebt und daher das kontinuierliche Spektrum schon 
vor der Grenze anzufangen scheint. 

Nach WENTZEL (1. c.) sollte die Elektronendichte sein 

16 (R)t( '/-lr; v')dv 3 n --; 9 y2 + 6 Y r 1 - y2 ! R + (1 - y2) Ii ---;;. 

SolI das mit (188) angenahert iibereinstimmen, so kann man versuchen, y geeignet 
zu bestimmen. 

SUGIURA hat auch / fUr die D-Linien des Natriums zu 0,97 und 'L,f zu =1 
berechnet. 

Fur Helium hat HEISENBERG l ) gezeigt, daB die Dbergangswahrscheinlich
keiten innerhalb der (miteinander nicht kombinierenden) Ortho- und Parasysteme 
in erster Annaherung gleich den entsprechenden bei Wasserstoff sind (wobei 
naturlich nicht die Gesamtintensitat der betreffenden H-Linie, sondern nur die 
entsprechende Komponente zu nehmen ist). Hierbei sind Kombinationen mit 
dem 1 S-Term auszuschlieBen, da dieser zu sehr von H abweicht. 

OPPENHEIMER 2) hat den EinfluB auBerer Felder auf die Linienstarke berechnet. 
66. Entwicklung der mathematischen Methoden. Operatorrechnung. 

q-Zahlen. Neben den vorher erwahnten Methoden der Wellengleichung und 
der Matrizenrechnung sind zwei weitere entwickelt worden. BORN und WIENER3) 

haben, unter Beibehaltung des der urspriinglichen HEISENBERGSchen Arbeit 
zugrunde liegenden Gedankens, an Stelle der Darstellung der quantentheoreti
schen GroBen durch Matrizen eine Darstellung durch Operatoren [Rechen
vorschriften, wie eine Reihe von Differentiationen 4 )] gesetzt. DIRAC 5) hat die 
Methode der q-Zahlen begrundet. Jede quantentheoretisch wichtige GroBe ist 
eine q-Zah1. Es ist nicht moglich, eine q-Zahl direkt mit irgendeiner gewohnlichen 

1) W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 39, S. 499. 1926. Anm. bei der Korr.: Genaueres 
bei Y. SUGIURA, ZS. f. Phys. Bd.44, S.190. 1927. 

2) J. R. OPPENHEIMER, ZS. f. Phys. Bd.43, S.27. 1927. 
3) M. BORN U. N. WIENER, ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 174. 1926. 
4) S. Ziff. 62. 
5) P. DIRAC, Proc. Roy. Soc. London Bd.109, S.642. 1925; Bd. 110, S.561. 1926; 

Bd. 111, S. 405. 1926; Bd. 112, S. 661. 1927; Bd. 113, S. 621. 1927; Bd. 114, S. 243 u. 710. 1927. 
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Zahl (c-Zahl genannt) oder einer Funktion zu identifizieren. q-Zahlen sind neue 
Dinge, ganz fUr sich. Wie man aus ihnen c-Zahlen, d. h. numerische Resultate 
gewinnt, die auf das Experiment anwendbar sind, vgl. spatcr. Aber man kann 
systematisch Rechenvorschriften fUr sie aufbauen, d. h. Vorschriften, wie man 
aus einem solchen Ding ein anderes machen kann. So lassen sich die Addition 
und Multiplikation von q-Zahlen definieren, die erste genau wie die von gewohn
lichen (c-) Zahlen in der gewohnlichen Algebra, die zweite im Gegensatz dazu 
im allgemeinen nicht kommutativ, sondern der Regel (150) gehorchend. Eine 
wichtige Rolle spielen in der Theorie die PorssoNschen Klammerausdriicke 
(Handb. Bd. 5, S. 106), die im allgemeinen als MaB der Vertauschbarkeit benutzt 
werden 

xy - yx = lh[x, yJ. 

Mit Hilfe der so erhaltenen Rechcnregeln werden dann auch Vertauschungsformeln 
fUr e-Potenzen gewonnen, wie sie auf S. 595, Anm., benutzt wurden. Ferner 
werden im AnschluB an SCHRODINGER und BORN-HEISENBERG-JORDAN Mul-

tiplikationen mit Impulsen p durch Operatoren -lh (J0q ersetzt. Das fiir die 

Methode Charakteristische ist aber folgendes: Deutet man die q-Zahlen als Ma
trizen, so ist jedes Element durch zwei Zahlen charakterisiert, z. B. ein HEISEN
BERGSches Element durch n und m. Doch kommt es auch hier schon vor (im kon
tinuierlichen Streckenspektrum), daB in einem Teil des Bereiches die Zahlen n, m 
kontinuierliche Werte durchlaufen. Man kann nun ebenso die SCHRODINGERSchen 
V' als Matrizenelemente auffassen, deren einer Index das i, deren anderer die 
Variable z. B. x ist. 

Man kann nun die GraBen, die man als fUr die Reihen- und Kolonnen
bezeichnung als maBgebend ansehen will, weitgehend frei wahlen. Es wird 
nun die Transformationsmethode cntwickelt, die von einem Paar solcher 
GraBen zu einem andern fUhrtl). 

Wahlt man als GraBen in dem Paar, zu dem man transformiert, eine Inte
grationskonstante, die numerische Werte im gewohnlichen Sinn haben kann, 
z. B. Energiewerte, Quantenzahlen, so geben die Diagonalglieder der resultieren
den Matrix die Mittelwerte der transformierten GroBe iiber x (z. B. die Winkel
variable). Die TransformationsgroBen hangen aufs engste mit den Losungen 
der SCHRODINGERSchen Gleichung zusammen. 1m besonderen, wenn man die 
HAMILToNsche Funktion, als Matrix mit den beiden "Indizes" p und q betrachtet, 
in eine Diagonalmatrix mit den Quantenzahlen als Indizes nn (Ziff. 60) tran
formieren will, hat man Losungen der SCHRODINGERSchen Gleichung zu wahlen. 

Die Transformationstheoric hat im besonderen gezeigt, daB (158) die einzige 
kanonische Transformation ist. Sie ist neuerdings durch JORDAN 2) weitgehend 
gefordert worden. 

v. Molrefraktion3). 
67. Molrefraktion und Volumen. a) Zur CLAUSIUS-MossoTIschen Theorie. 

D A d k 4ne2 4n ex d f' . hAb h' II d . . er us rue (Z 2 . I) = - fC e lllIert nac sc mtt aSJemge 
3 m "'0 - (0 + t m J' 3 "" 

') Einfache Darstellung und Anwendung bei E. H. KENNARD, ZS. f. Phys. Bd. 44, 
S.326. 1927. 

2) Siehe P. JORDAN, ZS. f. Phys. Ed. 37, S.383. 1926; Ed. 38, S. 513. 1926; Ed. 40, 
S. 809. 1927; Ed. 44, S. 1. 1927; G. WENTZEL, ebenda Ed. 37, S. 80. 1926; F. LONDON, ebenda 
Ed. 37, S·915. 1926; Ed. 40, S.193. 1926. 

3) Abschnitt V und VI lagen ebenso wie Abschnitt I bis III und IVa u. b im Herbst 
1926 im Manuskript fertig vor. (Sie wurden im Friihjahr 1928 bez. der inzwischen 
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Dipolmoment, das das einzelne Teilchen, unbeeinfluBt durch die andern Mole
ki.ile, im Felde der Starke 1 bekommt. Nun haben, als man begann, sich mit 
der Natur der Dielektrika zu befassen, also zu einer Zeit, wo man noch nicht an 
quasielastisch gebundene Elektronen dachte, CLAUSIUSl) und MOSSOTI 2) sich vorge
stellt, die Dielektrikaseienaus Kugeln aufgebaut (vom Radius r), die selbst metallisch 
leitend, voneinander isoliert ins Vakuum eingelagert sein sollten. (Ahnliche An
schauungenhatte man ja damals allgemein, z. B. WEBER iiber Magnete.) Eine so1che 
Kugel wird im homogenen Felde influenziert und wirkt dann genau so als Dipol, wie 
wir es von dem Modell mit den quasielastisch gebundenen Elektronen voraussetzten. 
So1che Kugeln erhalten ein Moment, das bestimmt ist durch die Beziehung 

e; = r3, so daB also R = 4; r3 N ist, oder, auf ein Mol bezogen, 

4;>1: yIlNL 

3 
R = -xf-' (189) 

d 

4; 1'3 ist der Inhalt der einzelnen Kugel, 43;>1: y3 N L der Inhalt samtlicher Kugeln, 

also das wahre Volumen aller Moleki.ile eines Mols in cm3• Nimmt man 
diesen Bau der Dielektrika an, so laBt sich der Radius dabei jeweils aus der Di
elektrizitatskonstanten bestimmen. Der Nenner M/d ist das Molekularvolumen, 
d. h. der von den Moleki.ilen im ganzen ausgefiillte Raum. Das Verhaltnis beider, 
die sog. Raumerfiillung, ist also durch die Refraktion bestimmt. Der Aus-

n2 - 1 e - 1 
druck n 2 + 2 oder e + 2 sollte uns somit, wenn M und d bekannt sind, den von 

den Moleki.ilen wirklich eingenommenen Raum bestimmen lassen. Das Dber
raschende ist nun, daB das so berechnete wahre Volumen mit den aus der kine
tischen Gastheorie berechneten Daten nahezu iibereinstimmt. Die Tabelle gibt 
einige Werte (fiir A, Ha, N2 und C12), die das zur Geniige erkennen lassen. 

Argon .. 
Wasserstoff 
Chlor .... 
Stickstoff. . 

Molekiilradien in A. 
Molrefraktion 

1,48 
0,93 
1,65 
1,21 

Inn. Reibung 

1,43 
1,09 
1,85 
1,55 

VAN DER WAALssche Konst. 

1,46 
1,25 
1,65 
1,42 

Ferner ist nach der VAN DER WAALsschen Zustandsgleichung das Molekular
volumen am kritischen Punkt Vkr = 3 b 3), oder, da b gleich dem vierfachen 
wahren Volumen der Moleki.ile ist, 12mal so groB als das wahre Volumen der 
Molekiile und die Raumerfiillung demnach gleich 1/12. Also sollte nach CLAU-

sIUs-MoSSOTI vkr gleich 12 • 4; N h1'3 sein und somit die Refraktion aller Stoffe 

am kritischen Punkt gleich 1/12. Das stimmt ebenfalls der GroBenordnung nach 4). 
Die Dbereinstimmung der auf Grund des unseren heutigen Ansichten gewiB 

fernliegenden Bildes abgeleiteten Beziehung zwischen Refraktion und wahrem 

erschienenen einschHigigen Arbeiten so weit als moglich erganzt.) Wo es sich um quanten
theoretische Deutungen und Fragen handelt, wird ,also fiberall der Standpunkt der 
alten Quantentheorie vertreten. 

1) R. CLAUSIUS, Ges. Abh. Ed. 2, S. 135. 1867; Mech. Warmetheorie Ed. 2, S. 64. 1879. 
2) O. F. MOSSOTI, Mem. Soc. Ital. Bud. Ed. 14, S.49. 1850. 
3) Nach A. WOHL (ZS. f. phys. Chem. Ed. 87, S. 1. 1914) ware genauer Vkr = 4b zu setzen. 
4) C. SMITH, Proc. Roy. Soc. London (A) Ed. 87, S.366. 1912. PRODHOMME. Journ. 

de chim. phys. Ed. 11, S.589, 1913. 
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Volumen scheint also auf jeden Fall auf einen Zusammenhang hinzuweisen zwischen 
der GroBe und der durch die Starke der Elektronenbindung bestimmten Festig
keit der Molekiile. Dieser Zusammenhang HiBt sich qualitativ tatsachlich be
grunden, wozu wir allerdings auf die speziellen Atommodelle eingehen mussen. 

Zunachst sei aber hier noch darauf hingewiesen, daB fUr solche Substanzen, 
die, wie NH3 oder H20 oder die Alkohole, naturliche Dipole darstellen, die CLAU
sIus-MossoTIsche Theorie nicht mehr gelten kann, wenn man die statische Di
elektrizWitskonstante benutzt (s. Ziff. 21), da ja der temperaturabhangige 
Richteffekt unabhangig ist von GroBe und Polarisierbarkeit des Molekiils. 
Dagegen behalt sie ihre Gliltigkeit fUr n. Ais Beispiel sei Ammoniak angefUhrt, 
ffir den sich der Wert fUr das wahre Volumen der in einem Mol enthaltenen 
Molekiile zu 0,52 aus der Zustandsgleichung, zu 63 nach CLAUSIUS-MoSSOTI 
(aus e) berechnet1). 

b) THOMSONsches Atommodell. Bis 1912 war bekanntlich das THOMSON
sche Atommodell vorherrschend: eine positiv geladene Kugel mit einer homo
genen Raumladung, in der sich die Elektronen bewegen. Auf Grund dieses 
Atommodells ergibt sich nun, wie LORD KELVIN gezeigt hat, tatsachlich die 
Polarisierbarkeit proportional r 3 ; der Zahlenfaktor ist derselbe wie fUr die oben 
angenommenen leitenden Kugeln. 

c) BOHRsches Atommodell. Wir haben jetzt, anstatt der gleichmaBig 
geladenen Kugel, einen Kern, den die Elektronen (wir nehmen der Einfachheit 
halber ein solches an) umkreisen. Wenn wir jetzt dieses Atom in ein 
elektrisches Feld bringen, stellt sich die Bahn senkrecht zum Feld, +~~ -}ro 
und der Kern wird etwas aus der Bahnebene herausgezogen (s. ~ 
Abb. 17). ]etzt muB die auBere Kraft eQ; gleich der rucktreibenden 
Kraft von seiten des Kerns sein. Also: Abb.17. 

Das ergibt 

e2 x 
-·-=eQ; 
y2 y (; = cos~). 

ex -n -W-- 0 (wobei ro = r gesetzt ist). (190) 

ex = Moment in der Feldrichtung, da der Schwerpunkt des kreisenden Elektrons 
ja in der Mitte der Bahn zu lagern ist. r~ bestimmt wieder den Inhalt der dem 
Atom umschriebenen Kugel. 

Fur allgemeinere Falle laBt sich das nicht mehr durchrechnen. Aber wir 
konnen da wenigstens noch dimensionale Betrachtungen anstellen. Man kann 
sagen, daB 'P/@ gleich sein muB y3 mal einer dimensionslosen Funktion, also 

g = r3 f(h, e, r, m). (191) 

Man sieht leicht ein, daB die einzige dimensionslose Kombination dieser GraBen 
e2 ym 
··-h2 ist. Setzt man n2 h2 

r = 4-;2e2 mZ' 
so haben wir 

(191') 

wo Z = Kernladungszahl, n = effektive Quantenzahl bedeuten. Soviel HiBt 
sich vom Standpunkt der BOHRschen Theorie fUr lange Wellen sagen2). 

1) Weitere Beispiele s. P. DEBYE, Handb. d. Radiologie Bd. VI. 
2) J. A. WASASTJERNA, ZS. f. phys. Chern. Bd. 101, S.193. 1922. K. HERZFELD, 

Jahrb. d. Radioakt. Ed. 19, S.321, 1923. 
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68. Molrefraktion und Festigkeit. Die Molrefraktion miBt nach dem vor
hergehenden (Ziff. 7 und 18) die Leichtigkeit, mit der ein Teilchen polarisiert 
wird. Die Polarisation konnen wir wieder als eine Anderung der Elektronenhiille 
durch ein auBeres Feld ansehen und kommen so zu dem Ergebnis, daB die Po
larisierbarkeit urn so kleiner ist, je fester die Elektronen (Dispersionselektronen) 
gebunden sind. Nun gibt die Quantentheorie zwar AufschluB iiber die Energie, 
die notig ist, ein solches Elektron aus dem Atomverband herauszulosen oder 
es auf eine hohere Quantenbahn zu heben. Doch handelt es sich jetzt nicht 
urn eine vollsta.ndige Loslosung oder Anregung hoherer Bahnen, so daB Ioni
sierungs- oder Resonanzpotential uns nicht gentigende Auskunft tiber die Pola
risierbarkeit geben konnen. Das nachstliegende MaB ware vielmehr die Ver
anderlichkeit der Grundbahnen durch ein auBeres Feld, wie sie etwa beim Stark
effekt vorliegt (s. auch Zif£. 61). Da aber unsere diesbeziiglichen Kenntnisse 
noch sehr unvollkommen sind, bleibt als bestes MaB fUr den Grad der Beein
flussung durch auBere Felder, d. h. fiir die "Festigkeit" der Elektronenhiille, 
die Molrefraktion. 

Die Berechtigung, die Molrefraktion als MaB der Festigkeit anzusehen, 
zeigt sich darin, daB die so definierte Festigkeit bei einfachen Gebilden in Dber
einstimmung mit den aus den Atommodellen sich ergebenden Resultaten ist, 
wie sich an freien, gasformigen Ionen mit edelgasahnlicher Elektronenschale zeigen 
la.Bt. Nach KOSSELl) und LEWIS2) muB man ja den Alkali- und Halogenionen 
sowie den h6hergeladenen Ionen der im periodischen System vorangehenden und 
folgend~n Elemente Elektronenhiillen von derselben Struktur und Besetzungszahl 
zuschreiben wie den benachbarten Edelgasen. Betrachten wir etwa 0 - - , F-, Ne, 
Na"", Mg+ +. Die auBere Elektronenhiille ist in jedem Fall von derselben Art, 
die Kernladungszahl nimmt aber mit der Ordnungszahl urn je eine Einheit zu, 
und dementsprechend wird die Festigkeit der Elektronenbindung groBer, Mol
refraktion (und Radius) also kleiner. Fiir die Molrefraktion ist diese Forderung, 

·lL. .. L.~L~~ . ..JJ·· · -J..LJ.£...,]J....l.8·· 
.. 17... 18, ... '!.9.J1l. .. t!. .. -?7·· ··53 5'1- 55 55 57·· 

-'> Ora'nvng05ztrlllen (vnlerorochene "R;;;,-;j----
Abb.18. 

1) W. KOSSEL, Ann. d. Phys. Bd. 49, S. 229. 1916; Naturwissensch. Bd. 7, S. 339 u. 360. 
1919. 

2) G. N. LEWIS, Journ. Arner. Chern. Soc. Bd. 38, S. 762. 1916. 
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wie WASASTJERNA1) und FAJANS und Joos 2) zeigen konnten , erfiillt (5 . Tab. 7 
und Abb. 18, die der Arbeit von FAJANS und Joos entnommen ist). 

Bei nicht isotrop gebauter Elektronenhiille ist die Polarisierbarkeit fUr ver
schiedene Richtungen im Molekiil verschieden. Die aus der Molrefraktion ent
nommene Polarisierbarkeit gibt dann einen Mittelwert. Ein MaS fUr die Aniso
tropie der Elektronenbindung gibt erst die Beobachtung der Depolarisation des 
gestreuten Lichtes und bei Fehlen eines natiirlichen Dipolmomentes auch der 
Kerreffekt, wenigstens bei Gasen. Bei Fltissigkeiten ist die Theorie noch nicht 
weit genug ausgebildet 3). 

Tabelle 7. Molrefraktion (D-Linien) d e r Edelgase und edelgasahnlichen Ionen. 

Ladung -1 

F 
(2,50) 

Cl 
9 ,00 

Br 
12,67 

J 
19,24 

0 

He 
0,50 

Ne 
1,00 

A 
4,20 

Kr 
6,37 

X 
10,42 

+ 1 

Li 
(0,20) 

Na 
0,50 

K 
2,23 

Rb 
3,58 

Cs 
6,24 

+2 +3 +4 

Be B C 
(0,1) (0,05) (0,Q3) 

Mg Ai Si 
(0,28) (0,17) (0,1) 

Ca Sc Ti 
1,33 (0,9) (0,5) 

Sr 
(2,24) 

Ba La 
4,28 (3,3) 

69. Molrefraktion und Radius4). In Zif£' 67 war auf die Zusammenhange 
zwischen Molrefraktion und Atomvolumen, d. h. also auch Atomradius, bereits 
hingewiesen worden. 
WASASTJERNA und FA- 0 

]ANS und Joos fanden A ~Si'- ~6e . -
den oben fUr lonen mit ~qf---+----i.--+---+·\--f---!l---+----+---I 

1 \ ' edelgasahnlicherSchale :-c \ \ \1"=-
geforderten Parallelis- ; 1,1 \ Irf '( I:~ ;:;.---c5:,="=q:t..---+---I 
mus in der Abstufung ~ \ 1ft ~r\lI'r_..----- 1 L6:~'~ 
dervonihnengeschatz- . ~ L ~ \0 / \\A x-~V~ {.(;" 
ten Refraktionswerte ., 0,8I---\4"'/--)l-t'f:::--'---+----,:;!'~, --+_-_I--_+_.;;·;__~ 

.~ '\' (';('.\ " XII 
und den aus den Gitter- ~ ' hi? "CQ'" ~~ +~{. .-
abstanden berechneten ~ No'" .. Mn'i " y! 
lonenradien 5) besUi- ';; 0,5 \ ' ' YJIlh, r 

+K!l" 1'.,\ \t \T~J"1 H tigt. Ein Vergleich der \ Jln~N<'" 

von GRIMM fUr die o,zt---t---'\ ry,;i---+-"-' _I"_t-_-l __ -+ __ -+-_--I 
Ionenradien gegebenen ~lZ 
Abb. 19 mit Abb. 18 
zeigt deutlich, daB die 
fUr die lonenradien ge
fundenen GesetzmaSig

o to 20 90 50 50 70 60 
Ordnun.§F.sznhl 

Abb.19. 

keiten in vollkommener Analogie bei den Refraktionswerten wieder auftreten, und 
zwar nicht nur , wie seit langem bekannt war, fiir die lonen derselben Vertikalreihe 

') J . A. WASASTJERNA, ZS. f. phys. Chern. Bd. 101, S.193. 1922. 
2) K. FAJANS U. G. JOOS, ZS . f. Phys. B d. 23 , S. 1. 1923; R. RUDY, Rev. gen. d. sciences 

Bd.34, S.362. 1923; K. F. HERZFELD, Jahrb. d . Radioakt. Bd. 19, S.321. 1923. 
3) Siehe P. DEBYE, Handb. d. Radiologie Bd. VI. 
4) Ausfiihrliche Darstellung s . ds. H andb. Bd. XXII, Kap. 5, Abschn. F. 
5) K. FAJANS U. K. F. HERZFELD, ZS. f. Phys . Bd. 2, S. 309. 1920; H . G. GRIMM, ZS. f. 

phys. Chern, Bd.98, S. 353. 1921 (s. bes. S. 370 ft .). 
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des periodischen Systems (z. B. Alkaliionen untereinander), sondern auch fur 
solche mit gleicher Elektronenzahl und verschiedener Kernladungszahl. Die
selbe GesetzmaBigkeit lassen die einer Arbeit von SPANGENBERG!) entnom
menen Tabellen 8 und 8a fUr Molrefraktion und Molekularvolumen erkennen. 

Tabelle 8. Experirnentelle Molekularvolurnina. 

F L1 Cl L1 Br LI 

Li 9,83 10,67 20,50 4,58 25,08 7,88 32,96 
L1 5,13 6,47 7,05 7,95 
Na 14,96 12,01 26,97 5,16 32,13 8,78 40,91 
L1 8,37 10,52 11,15 12,15 
K 23,33 14,16 37.49 5,79 43,28 9,78 53,06 
L1 4,60 5,65 6,04 6,65 
Rb 27,93 x 15,21 43,14 6,18 49,32 10,39 59,71 
L1 5,66 - 0,90 - 1,46 - 2,29 
Cs 33,59 8,65 42,24+ 5,62 47,86+ 9,56 57,42+ 

+ = p-Cs-Salze. x = Berechnete ·Werte. 

Tabelle 8 a. Experirnen telle Molekularrefraktionen. 

F L1 I Cl 
I 

L1 
I 

Br 
I 

.1 I 
I 

J 

Li 2,34 5,25 7,59 2,97 10,56 
I 
I 5,42 15,98 

L1 0,68 0,93 1,00 1,10 
Na 3,02 5,50 8,52 3,04 11,56 5,51 17,07 
L1 2,15 2,33 2,42 2,68 
K 5,17 5,68 10,85 3,14 13,98 5,77 19,75 
L1 1,58 1,70 1,80 1,96 
Rb 6,74 5,81 12,55 3,23 15,78 5,93 21,71 
L1 I 2,77 2,70 

I 
2,68 I 2,56 

Cs 9,51 5,74 15,25 3,21 18,46 5,81 i 24,27 

70. Molekularrefraktion von Gemischen. Aus der Ableitung der Refrak
tionsformel ergibt sieh, da sich die Gesamtpolarisation offenbar additiv aus der 
Polarisation der einzelnen Bestandteile zusammensetzt, die Forderung, daB die 
Molekularrefraktion einer Misehungoder Lasung gleich der Summe der Refraktionen 
der Bestandteile sein muB, sofern nur beim Misehen oder Lasen die einzelnen 
Teilchen nieht, wie das beim Misehen von Dipolflussigkeiten immer der Fall zu 
sein scheint, der Einwirkung neuer Krafte ausgesetzt werden, die graB genug 
sind, die Eigenfrequenzen merklich zu andern 2). Bei gasfOrmigen Stoffen ist diese 
Voraussetzung bei nicht zu groBer Dichte immer, bei Flussigkeiten oft annahernd 
erfullt. Es gilt dann also 

n 2 
- 1 P _ ~ n; - 1 Pi (Misehungsregel), (192) 

n 2 + 2 d - ~ n~ + 2 di 

worin Pi die Gewiehtsmenge des Teils der Misehung mit der Diehte di und dem 
Brechungsindex ni bedeutet; P ist das Gewicht der gesamten Mischung (P = L;Pi ) 

und d ihre Dichte. 
Bei Gemisehen von Gasen sehienen altere Beobachtungen (RAMSAY und 

TRAVERS) an Mischungen von He und H2 sowie CO2 und O2 die Mischungsregel 
nicht zu bestatigen. Fur die bestuntersuchte Gasmischung, Luft, ergaben in
dessen neue exakte Messungen CUTHBERTSONS [1909 3)J eine Bestatigung der 
Mischungsregel (n beob. = 1,0002938; n bereehnet = 1,0002936). 

1) K. SPANGENBERG, ZS. f. Krist. Bd. 57, S.494. 1922. 
2) S. z. B. G. SCHEIBE u. Mitarbeiter, Eer. d. D. Chern. Ges. Ed. 59, S.2617. 1926; 

Ed. 60, S.1406, 1927; K. L. WOLF und E. LEDERLE, ZS. f. phys. Chern. 1928. 
3) L. u. }I. CUTHBERTSON, Proc. of the Roy. Soc. (A) Ed. 83, S. 151, 1909. 
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Sehr gut ist die Mischungsregel auch noch bei Mischungen dipolfreier Fliissig
keiten, wie Benzol und Schwefelkohlenstoff erfiillt. Auch Mischungen von Dipol
fliissigkeiten, wie Athylen
bromid und Propylalkohol, 
lassen sich nach der Mischungs-

Tabelle 9 a. Mischungen von Athylenbromid 
und Propylalkohol (18°, Na-Licht). 

regel berechnen (F. SCHUTT; Gewichtsprozent 
A thylenbromid 

F. MARTENS), wie Tabelle 9a 
zeigt. Doch macht sich hier 
berei ts ein systema tischerGang 
in nber. - nbeob. bemerkbar. 

Halbwachs hat fUr 
mehrere verdiinnte wasserige 
Losungen die spezifische Re

° 20,9516 
40,730 
60,094 
80,0893 

100 

d 

0,80659 
0,92908 
1,08453 
1,29695 
1,62640 
2,18300 

n beob. 

1,38616 
1,39914 
1,41582 
1,43901 
1,46580 
1,54040 

n ber.-beob. 
10' 

00 
- 03 
-12 
- 34 
- 57 

00 

fraktion D der gf'losten Substanz berechnet nach der aus der Mischungsregel 
(192) folgenden Beziehung 

D _ n2 - 1 1 100 ng - 1 1 100 - q - n2 + 2 • -;r' -q- - ng - 2 do --q- , (193) 

worin no und do sich auf das Losungsmittel, n und d sich auf die Losung beziehen 
und q die Gewichtsprozente der Lasung bedeuten. Er fand D bei verschiedenen 
Konzentrationen recht gut konstant, wie Tabelle 9b zeigt, in der v die Verdiinnung 
bedeutet. Der EinfluB der Assoziation bzw. Dissoziation ist in keinem Fane 
merklich, was sich verstehen laBt unter der Annahme, daB die ultravioletten 
Eigenfrequenzen bei der Assoziation in den betreffenden Fallen nur wenig 
verandert werden (s. auch Ziff. 72). 

Tabelle 9 b. Spezifische Refraktion geloster Stoffe bei 
verschiedener Konzen tra tion (Na-Lich t). 

Essigsaure Zucker Sch we!elsa ure 

v D v D D 

1,09 0,2165 16,0 0,2065 2,028 0,1370 
2,18 0,2164 32,0 0,207 2,704 0,1367 
4,36 0,2164 384 0,2070 4,056 0,1360 

26,18 0,2167 769 0,208 (8,112) (0,137) 
52,4 0,2166 (1573) (0,208) 64,9 0,1377 

104,7 0,2165 97.4 0,1368 
(194,9) (0,134) 

Die nach der Mischungsregel berechnete "Refraktion des ge16sten Stoffes" 
schlieBt auch die Anderung der Refraktion des Losungsmittels ein. So ist 
z. B. in der berechneten Refraktion eines ge16sten Molekiils bei verdiinnten 
Losungen auch die Anderung der Refraktion des "Hofes" von Lasungsmittel
molekiilen enthalten. 

71. Molrefraktion gasformiger chemischer Verbindungen. Atomrefrak
tionen. In der organischen Chemie beschaftigt man sich seit GLADSTONE und DALE 
mit der Beziehung zwischen der Refraktion einer chemischen Verbindung und der 
ihrer Bestandteile. Der Satz, daB die Molekularrefraktion einer Verbindung aus der 
Summe der "Atomrefraktionen" sich berechnen lasse, hat sich dabei als sehr frucht
bar erwiesen. Jedoch ergab sich, wie eine groBc Rcihc von Arbeiten (erwahnt seien 
die Namen von GLADSTONE und DALE, LANDOLT, SCHRAUFF, BRUHL, KANOWNI
ROW, V. AUWERS, EISENLOHR) zeigen, daB die Atomrefraktion nicht unabhangig 
ist von der Natur der im Molekiil auBer dem betrachteten noch vorhandenen 
Atome und der Art ihres Einbaues in das Molekiil. Gerade die letztere Tatsache 
lieB die Molrefraktion zu einem wichtigen Hilfsmittel bei der Konstitutions-
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forschung werden 1). Andererseits aber ist es aus demselben Grund noch nicht 
moglich, das Material flir exaktere theoretische Dberlegungen auf Grund der mo
demen Atomtheorie zu verwerten, es sei denn, daB man den SchluB zieht, daB 
von einer wirklich konstanten Atomrefraktion keine Rede sein kann, wenn man 
beachtet, daB z. B. BRUHL sich genotigt sah, dem Stickstoff je nach der Art 
seiner Bindung im ganzen 32 verschiedene Atomrefraktionen zuzuschreiben, 
oder daB sich aus den gasformigen Kohlenstoffverbindungen ganz verschiedene 
Zahlen flir die Atomrefraktion des Kohlenstoffs 2) ergeben und daB femer in vielen 
Fallen die berechneten und die gemessenen Werte nur sehr schlecht iiberein
stimmen. 

FaBt man iibrigens die Refraktion als durch die Valenzelektionen bedingt 
auf, welche die Bindung bewirken, so ist es zweckmaBiger, statt der Atom
refraktionen die ihnen in formaler und praktischer Hinsicht gleichwertigen, 
von FAJANS und KNORR3) diskutierten Bindungs- und Oktettrefraktionen zu 
benutzen. 

Auf anorganischem Gebiete, wo die Verhaltnisse vom Standpunkt der 
Theorie aus viel durchsichtiger sind, liegen nur sehr wenig Versuche vor, die Mol

refraktion von Verbin
Tabelle 10. A tom- und Molekularrefraktion 

Gasen bei 0° und 760 mm fiir Na-Licht. 
von dungen aus Atomrefrak-

Elemente. 

Element Atom-

I n beob. Dichte 
I 

Atom-
gewicht refraktion 

H2 1 1,000139 0,00009 I 1,03 
°2 16 1,000270 0,00144 2,00 
N2 14 1,000299 0,00126 2,21 
Cl2 35,5 1,000780 0,00291 5,82 
Br2 80 1,001173 0,00720 8,69 
J 2 126,9 1,002150 0,01142 

I 
15,9 

(S2) 32 (2,04) (2,04) 8,2 

Verbind ungen. 

Verbindung Molekular- I n beob. Molrefraktion Molrefr. ber. 
gewicht beob. aus Atomrefr. 

H 2O 18 I 1,000252 3,74 4,06 
NHs 17 1,000377 5,58 5,30 
HCl 36,5 1,000447 6,67 6,85 
HBr 81 1,000613 9,08 9,72 
HJ 127,9 1,000921 13,64 16,93 
H 2S 34 1,000641 9,50 10,27 
S02 64 1,000661 9,79 12,21 
N20 44 1,000508 7.53 6,42 
NO 30 1,000295 4,36 4,21 
Os 48 1,000515 7.63 6,00 

von N 2 , O2 und N02 besonders sorgfaltig bestimmt 
die Abweichung von der Additivitat zu 21 % ergab. 

tionen der Bestandteile 
zu berechnen. Speziell 
fUr Gase zeigt die Ta
belle 10, daB in keinem 
einzigen FaIle die be
obachteten mit den un
ter Annahme einfacher, 
additiver Zusammen
setzung aus Atomrefrak
tionen berechneten Wer
ten iibereinstimmen. Die 
Abweichungen betragen 
bis zu 24 %, wahrend 
die Messungen selbst ge
wohnlich auf 1 Promille, 
schlimmstenfalls auf 1 % 
genau sein diirften. Vor 
allem sind hier die 
Untersuchungen CUTH

BERTSONS 4) anzuflihren, 
der zur Klarung der vor
liegenden Frage· die 
Brechungsexponenten 

hat, wobei sich fUr N02 

Dieses Resultat ist denn auch keineswegs iiberraschend, wenn man beriick
sichtigt, daB die lockerst gebundenen Elektronen, welche die Dispersion eines 
Elementes fast allein bestimmen, nach unseren heutigen Vorstellungen die Fahig-

1) Ausfiihrlichere Angaben s. z. B. W. NERNST, Theoretische Chemie, S. 361 ff. Stutt-
gart 1921 oder EISENLOHR, Spektrochemie Stuttgart 1912. 

2) Siehe ST. LORIA, Die Lichtbrechung in Gasen, S.77. Braunschweig 1914. 
3) K. FAJANS U. C. A. KNORR, Ber. d. D. Chern. Ges. Bd. 59, S.249. 1926. 
4) C. u. M. CUTHBERTSON, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd.89, S.361. 1913. 
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keit der Atome bedingen, zu Molekiilen zusammenzutreten, wobei in der An
ordnung der auBeren Elektronenhiillen betraehtliehe Umgruppierungen auf
treten konnen. FAJANs und Joos1), deren Darstellungen wir uns im folgenden 
ansehlieBen, weisen darauf hin, daB es nieht angangig ist, aus der Tatsaehe, 
daB die Molrefraktion von HCI (6,67) angenahert mit der Summe der Refraktion 
des gasfOrmigen Wasserstoffes pro Grammatom (1,04) und des Chlors (5,82) 
iibereinstimmt, zu sehlieBen, "daB im HCl-Molekiil die Atome aueh nur in erster 
Annaherung ihre ElektronenhiiIlen intakt behalten, oder etwa unter Heranziehung 
der CLAUSIUS-MossoTIsehen Theorie zu folgern, daB ihr wahres Volumen un
verandert bleibt. Denn die Werte 1,04 und 5,82 beziehen sieh gar nieht auf die 
freien Atome H und Cl, sondern auf tH2 und tCl2' und es ist der Bindungszustand 
der Elektronen z. B. im H 2-Molekiil sieher ein anderer als im freien H-Atom. 
Dies ergibt sieh schon daraus, daB das Spektrum des H 2, aueh naeh Beriieksichti
gung der Atomsehwingungen und Rotationen, von dem des H versehieden ist 2). 

Wir miissen deshalb aus der eben erwahnten Additivitat eher umgekehrt schlieBen, 
daB sich bei der Vereinigung von atomarm H und Cl zu dem homoopolaren "HCI 
der Bindungszustand ihrer Elektronen weitgehend andert'(3). Doch ist die Kennt
nis der optischen Eigenschaften bei den meisten der in Frage kommenden 
mehratomigen Substanzen noch zu wenig bekannt, urn beziiglich dieser Ande
rungen zu einfachen GesetzmaBigkeiten gelangen zu konnen. Nur im FaIle 
der gasformigen Halogenwasserstoffe und salzartiger, heteropolarer Verbindungen 
im fest en Zustand und in Losungen lassen sich weitergehende Schliisse 
ziehen. 

72. Molrefraktion salzartiger Verbindungen. Die Bindung in rein hetero
polaren Molekiilen und Kristallen binarer Salze, auf die wir uns zunachst be
schranken wollen, pflegt man heute als rein elektrostatische Anziehung starrer 
lonen anzusehen. Besetzungszahl und Bau der Elektronenhiillen dieser lonen 
haben wir uns dabei iihnlich vorzustellen wie bei den im periodischen System 
benachbarten Edelgasatomen (s. Ziff.68). Die Molrefraktion ist hiernach in 
zwei Anteile zu zerlegen, von denen je einer einer der beiden lonenarten zukommt. 
Andererseits liegen in verdiinnten Losungen die geladenen lonen in getrenntem 
Zustand vor und in unendlich verdiinnter Losung setzt sieh die Molrefraktion 
der Salze wohl additiv aus den Refraktionen der gelosten (solvatisierten!) lonen 
zusammen (s. aber auch Ziff. 70, letzter Absatz). Es liegt daher nahe, zu prii
fen, inwieweit bei der Vereinigung der lonen zu (undissoziierten Molekiilen oder) 
festen Salzen sich eine durch Anderung der Elektronenhiille bedingte Abweichung 
der Molrefraktion der Salze von der Summe der lonenrefraktionen zeigt. Zu
nachst fanden HALLWACHS 4) und CHENEVEAU5) zwischen den Molrefraktionen 
der Salze in Losung und im fest en Zustand kaum einen Unterschied. Auch 
HEYDWEILLER6) zog noch 1913 aus seinen Messungen diesen SchluB, obwohl er 
die Refraktion bei den festen Korpern meist etwas kleiner fand als bei den 
Losungen. Ebenso vertraten HANTZSCH7) sowie WASASTJERNA8) die Ansieht, 
daB bei streng heteropolaren Molekiilen in optischer Hinsicht kein Unterschied 

1) K. FAJANS U. G.loos, ZS. f. Phys. Bd.23, S.1. 1923; K. FAJANS, ZS. £. Krist. 
Bd. 61, S.18. 1925; Bd.66, 5, S.321. 1928. 

2) H. GLITSCHER, Miinchener Ber. 1916, S. 125. 
3) Das ist auch der Grund, warum wir uns oben darauf beschranken muBten, den Atom-

refraktionen der organischen Chemie nur eine rein rechllerische Bedeutung zuzuschreiben. 
4) W. HALLWACHS, Ann. d. Phys. Bd.47, S.380. 1892 u. Bd. 53, S.1. 1894. 
5) C. CHENEVEAU, Ann. chim. phys. Bd. 12, S. 145 u. 289. 1907; Bd.21, S.36. 1910. 
6) A. HEYDWEILLER, Ann. d. Phys. Bd.41, S.499. 1913. 
7) A. HANTZSCH, ZS. £. Elektrochern. Bd.29, S.221. 1923. 
8) J. A. WASASTJERNA, ZS. f. phys. Chern. Bd. 101, S.193. 1922. 
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bestehe zwischen den dissoziierten und nichtdissoziierten MolekUlen, d. h. also, 
daB die Dissoziation und Solvatation ohne optische Anderung vor sich gehe. 

1m Gegensatz hierzu folgerte FAJANSl) aus einer Reihe von Tatsachen 
(Gitterabstanden, Gitterenergien, Fliichtigkeit, Li:islichkeit usw.), daB bei jeder 
Vereinigung von freien, gasfi:irmigen Ionen zu Kristallgittern oder MolekUlen 
eine mehr oder minder groBe Veranderung der Elektronenhiillen (von F AJ ANS 
als Deformation bezeichnet) eintritt. DaB dies sogar fiir den extremen Fall der 
polaren Bindungsart, namlich fUr die Alkalihalogenide, anzunehmen ist, fand 
FAJANS zuerst aus der Abstufung 2) in den Siedepunkten. Die Bestatigung an 
Hand der optischen Daten gaben FAJANS und Joos, indem sie die feineren, vor
her unbeachteten Veranderungen der Molrefraktion in Betracht zogen. In der 
von ihnen zusammengestellten Tabelle 11 bedeutet RLOs• die Molrefraktion 3) des 
geli:isten Salzes [nach Messungen von HEYDWEILLER 4) und seinen Schiilern von 
HEYDWEILLER auf unendlich verdiinnte Li:isung extrapoliertJ. Rfest bezeichnet 
die Werte fUr die festen Salze (s. Tab. 11). Die Tabelle zeigt, daB bis auf die 

Tabelle 11. :Molrefraktion der Alkalihalogenide fur die D-Linien. 

I F Cl Br 

11 
2,38 8,58 12,25 18,82 RJ.ijs. 

Li 2,34 7,59 10,56 15,98 R fest 

0,04 0,99 1,69 2,84 R Lijs. _. R fest 

(0,36) (1,61) (2,31) (3,46) RGas - R'est 

1 

3,00 9,20 12,87 19,44 R Lih. 

Na 3,02 8,52 11,56 17,07 R fest 

- 0,02 0,68 1,31 2,37 RLos. -- R fest 

(- 0,02) (0,98) (1,61) (2,67) RGas - R fest 

! 
5,03 11,23 14,90 21,47 R Lijs . 

K 5,16 10,85 13,98 19,75 R fest 
_. 0,13 0,38 0,92 1,72 RLos. - Rfest 
(- 0,43) R Ga9 - R fest 

! 
6,38 12,58 16,25 22,82 RLos. 

Rb 6,74 12,55 15,78 21, 71 R fest 

- 0,36 0,03 0,47 1,11 RLos. - R fest 

(- 0,66) RGas - R fest 

! 
<),04 RLos. 

Cs 9,51 R'est (a) 
- 0,47 RLos. - R'est (a) 
(- 0,77) R Ga, _. R'e,t (a) 

{ 
15,24 18,91 25,48 RLos. 

Cs 15,25 18,46 24,27 R'cot (fi) 
- 0,01 0,45 1,21 RLos. - Rfe,t ((I) 

Fluoride die Refraktionswerte der Li:isungen gri:iBer sind als die der Salze. Die 
Differenzen iiberschreiten die Beobachtungsfehler bei weitem. Sie wachsen mit 
steigendem Atomgewicht des Halogens und mit fallendem Atomgewicht des Al
kalimetalls. Die negativen Differenzen bei den Fluoriden ordnen sich in algebra
ischer Hinsicht dieser GesetzmaBigkeit ein. 

1) K. FAJANS, Naturwissensch. Ed. 11, S. 165.1923; ZS. f. Krist. Ed. 66, S. 321. 1928. 
2) H. v. WARTENBERG und H. SCHULZ, ZS. f. Elektrochern. Ed. 27, S. 568. 1921. 
3) Sonst bezeichnet R in diesern Artikel die Refraktion. 
4) Experirnentelles Material in Arbeiten von A. HEYDWEILLER, Ann. d. Phys. Ed. 41, 

S.499. 1913; Ed. 48, S.681. 1915; Ed. 49, S.653. 1916 (mit O. GRUBE); Verh. d. D. Phys. 
Ges. Ed. 16, S. 722. 1914; ZS. f. anorg. Chern. Ed. 88, S. 103.1914; A. KUMMEL, Rostocker 
Dissert. 1914; G. LIMANN, ZS. f. Phys. Ed. 8, S. 13. 1921. 
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Weist so die Tatsache, daB RLos. =1= R fest ist, darauf hin, daB die Dissoziation 
und Hydratation nicht ohne Anderung der Elektronenhiillen vor sich gehen, so 
zeigt die Veranderlichkeit dieser Differenz von Salz zu Salz, da RLos. streng additiv 
sein soUte, daB die Molrefraktion der festen Salze sich nicht mehr additiv aus 
Atom- bzw. Ionenrefraktion zusammensetzen laBt. Ebendas zeigt auch Tabelle 8a, 
da die mit L1 bezeichneten Differenzen in den einzelnen Horizontal- und Verti
kalreihen nicht gleich sind, wie sie es bei additiver Zusammensetzung aus const. 
Atom- bzw. Ionenrefraktionen sein soUten [das Analoge fiir Molekularvolumina1) 

s. Tab.8]. Auf Grund dieser Differenzen wies SPANGENBERG schon darauf hin, 
daB zum mindesten fUr den kristallisierten Zustand von einer bestimmten Ionen
refraktion eines Rations oder Anions nicht mehr gesprochen werden kanne, 
daB diese sich vielmehr gegenseitig beeinflussen (nach F AJ ANS "deformieren ") 
miiBten. 

73. Molrefraktion und Ionendeformation2). Die Natur der Deformations
erscheinungen kann man sich mit FAJANS und Joos etwa folgendermaBen klar
machen: "Wenn man ein Atom oder Ion in ein elektrisches Feld bringt, so er
leiden, wie der Starkeffekt zeigt, die Bahnen seiner Elektronen eine Deformation, 
deren Grad mit der Feldstarke kontinuierlich veranderlich ist. Deshalb ist an
zunehmen, daB, wenn die Elektronenhillle eines Ions oder neutralen Mole
kills (H20, NH3) in die Nahe eines Ions kommt, auch hier eine Deformation 
eintritt, die als ein Starkeffekt im inhomogenen Feld angesehen werden kann, 
und zwar wird dieser Effekt sehr erheblich sein: ist doch das elektrische Feld 
der Elementarladung in der Entfernung 10- 8 em, der GroBenordnung der Atom
abstande, von der Starke 15 . 108 Volt/em. Von vornherein ist zu erwarten, daB 
diese Deformation urn so starker ist, je starker das elektrische Feld des defor
mierenden Ions, d. h., je groBer seine Ladung ist und je naher die im Mittelpunkt 
des Ions gedachte Ladung an die, zu deformierende Hiille herantreten kann, 
d. h. je kleiner das Ion ist. Es muB somit die deformierende Wirkung des Na + 
groBer sein als die des K + und die des Mg + + groBer als die des N a +. Da das elek
trische Feld in der unmittelbaren Nahe eines Ions auch von dem Bau seiner eige
nen Elektronenhiille abhangt, worauf besonders H. G. GRIMM3) mit Nachdruck 
hingewiesen hat, ist zu erwarten, daB die deformierende Wirkung auch von 
dem Bau des deformierenden Ions abhiingt, also z. B. beim Ag+ (18Elektronen 
in der auBeren Schale) anders ist als bei Na+ (8 AuBenelektronen)." 

Andererseits muB aber die Deformation auch von der Natur der zu defor
mierenden Elektronenhiille abhangen, und zwar von deren Festigkeit, also 
dem Grad der BeeinfluBbarkeit durch auBere Faktoren. Als Mail fUr die Festig
keit haben wir dabei (nach Ziff. 68) die Molrefraktion des in Frage kommenden 
Atoms oder Ions anzusehen. Es ergibt sich dann, daB die Deformation der An
ionen durch die Kationen bei den Alkalihalogeniden in den meisten Fallen groBer 
sein muB als die Beeinflussung der Kationen durch die Anionen, da nach Tabelle 7 
die Molrefraktion des groBten Kations Cs+ (6,2) schon von der des Cl- (9,0) 
stark iibertroffen wird. Weiter muB die Deformierbarkeit der Anionen mit wachsen
der Ordnungszahl des Halogens (nach Tab. 7 und Ziff. 68) und abnehmender 
Ordnungszahl des Alkalis (Ziff. 72) zunehmen. 

Es sei hervorgehoben, daB "Deformation" hier nicht eine kleine Polarisation 
unter quasielastischen Kraften bedeutet, die ja '/10 (und die Molekularrefraktion) 
unverandert lassen wiirde, sondern eine so starke Verschiebung, daB gegeniiber 
kleinen (Licht-) Schwingungen die Eigenschwingungszahl '/10 geandert erscheint. 

1) H. G. GRIMM, ZS. f. phys. Chern. Bd.98, S.353. 1921, 
2) S. auch Ziff. 82. 
3) H. G. GRIMM, ZS. f. phys. Chern. Bd. 98, S. 353. 1921; Bd. 102, S. 145 u. 150. 1922. 

Handbuch der Physik. XX. 39 
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Solche Verschiebungen treten meBbar schon unter der Wirkung von Dipolmole
killen ein 1). Doch wird man annehmen konnen, daB auch diese Anderung von 
"0 (Abweichung vom quasielastischen Fall) qualitativ wie die einfache Polarisier
barkeit (Molrefraktion) geht. 

Das vorliegende experimentelle Material zeigt nun, daB Kationen stets im 
Sinne einer Verminderung der Molrefraktion, d. h. im Sinne einer Verfestigung 
der Elektronenhiille des angelagerten Anions wirken. DaB dies wenigstens bei 
einseitiger Deformation, also z. B. bei der Deformation eines Cl- durch ein H + im 
gasformigen HCl auch tatsachlich erwartet werden muB, stellen FAJANs und Joos 
am Beispiel der Anlagerung eines H-Kernes an ein Halogenion folgendermaBen 
dar: 1m Halogenion "beschreiben die auBersten Elektronen nach BOHR, wenn 
man dessen Angaben fiir die Edelgase auf die Halogenionen iibertragt, recht 
exzentrische Bahnen (im Cl- 31- und 32-Bahnen, im Br- 41- und 42-Bahnen, 
im J- 51- und 52-Bahnen), befinden sich also auf einem groBen Teil ihres Weges 
in erheblicher Entfernung von dem sie anziehenden positiven Kern. Kommt nun 
ein H-Kern in :unmittelbare Nahe einer solchen Bahn, oder wird er sogar, wie es 
C. A. KNORR2) annimmt, von einer oder zwei solcher Bahnen umkreist, so kommt 
natiirlich damit die Bahn unter die anziehende und stabilisierende Wirkung einer 
neuen positiven Ladung und wird dadurch einer Beeinflussung, sei es durch 
Licht oder durch weitere angelagerte H-Kerne weniger zuganglich". 

Speziell am Beispiel des HCl konnen wir den Deformationsvorgang heute 
bereits eingehender verfolgen. Hier hatte bereits HABER3) 1919 bemerkt, daB die 
Energie, die bei der Vereinigung von H + mit Cl- frei wird, urn etwa 30 % mehr 
betragt, als man bei der Vereinigung zweier starrer Ionen erwarten sollte. Er hatte 
dieses Resultat auch bereits durch eine Deformation, durch eine Verschiebung 
von Kern zu ElektronenhiiHe im Cl- gedeutet. Heute haben wir allen Grund 
anzunehmen, daB der Wasserstoffkern in die,Elektronenhiille des Cl-Ions einge
baut ist, wofiir vor allem folgende Tatsachen sprechen: Die beobachtete 
kritische Elektronengeschwindigkeit von etwa 13 Volt entspricht nicht, wie 
man urspriinglich unter Zugrundelegung eines rein heteropolaren HC1-Molekiils 
erwartete, dem Vorgang HCl- H + + C1-, was energetisch ganz gut mit dem 
gemessenen Werte vertraglich ware, sondern wie vor aHem neuerdings BARTON4) 

mit dem Massenspektrographen zeigte, dem Vorgang HC1- HCl+ + e. Eben 
dieser Vorgang erscheint aber bei einheitlicher Elektronenhiille wahrscheinlicher. 
Ferner kristallisiert HCl nicht, wie es bei rein heteropolarem Bau das Wahr
schein1ichere ware, in einem Ionen-, sondern in einem Molekiilgitter5). Und 
schlieBlich muB dem HCl-Molekiil auf Grund des k1einen Depolarisationsgrades 
des gestreuten Lichts6) eine hohe Symmetrie zugeschrieben werden, die die des 
Argons beinahe erreicht. Dies alles fiihrt zu der Vorstellung, daB das Proton 
bei der Deformation in die E1ektronenhiille des Kerns eingedrungen ist. Das 
bedeutet aber, daB die E1ektronenhiil1e des C1-, die zunachst unter dem Ein
fluB der Kern1adungszah117 stand, durch den EinfluB einer weiteren Kernladungs
zahl stabilisiert, verfertigt worden ist. Und das eben bedeutet eine Verringerung 
der Molre£raktion der Achterschale des C1- im HCl gegeniiber dem freien, un
de£ormierten Cl-. Denkt man sich den H-Kern ganz mit dem Cl-Kern vereinigt, 

1) G. SCHEIBE und Mitarbeiter, Chern. Ber. Bd. 59. S. 2617.1926; Bd. 60. S. 1406.1927. 
2) C. A. KNORR. ZS. f. anorg. Chern. Bd.129. S.109. 1923. 
3) F. HABER, Verb. d. D. phys. Ges. Bd. 21. S. 750. 1919. 
4) H. A. BARTON. Phys. Rev. (2) Bd.30, S. 164. 1925. 
5) Siehe z. B. A. REIS. ZS. f. Phys.Bd. 1. S. 204. 1920; Bd. 2. S. 57. 1920; W. KaSSEL. 

ZS. f. Phys. Bd. 1, S.395. 1920. 
6) J. RAMAKRISCHNA RAO. Ind. Journ. of Phys. Bd.2. S. 61. 1927. 
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so hatte man ein Isotropes des Argons mit der Molrefraktion 4,201). Die tatsach
liche Molrefraktion von HCI betragt aber 6,67, gegenuber einer Molrefraktion 
von 9,00 fUr freies Cl- (s. Tabelle 7). Der heteropolare Charakter ist also infolge 
der Deformation verloren gegangen, das Proton in die Hulle eingedrungen, aber 
keineswegs mit dem Chlorkern vereinigt. Die Elektronenhulle ist gegenuber 
dem freien Chlorion verfestigt, die Molrefraktion vermindert. 

Gleiches gilt fur HBr und HJ mit dem 
Unterschied, daB Be und J - entsprechend 
ihrer groBeren Molrefraktion noch mehr 
verfestigt erscheinen, so daB die Molrefrak
tion von HBr und HJ noch starker von der 
der freien Ionen abweicht, als das schon 
beim HCl der Fall ist. Tabelle 12 laBt 
dies deutlich erkennen. Weiteres zur Mol
refraktion der Halogenwasserstoffe s. in 
Zif£. 80. 

Tabelle 12. Molrefraktion der 
Halogenionen und Halogen

was s e r s t 0 ff e. 

x F 

9,00 

6,67 
2,33 

Cl I Br 

12,67 19,24 
9,14 13,74 
3,53 5,50 

Bei den Halogenwasserstoffen Iiegen die Verhaltnisse insofern besonders 
einfach, als das Kation (H +) hier nicht deformiert werden kann. Tritt aber an 
Stelle des Wasserstoffs etwa Na (im dampfformigen NaCl), so muB nicht nur mit 
einer Deformation des Cl- durch N a +, sondern auch mit einer Deformation des 
Na + durch das Cl- gerechnet werden. In diesem letzteren FaIle liegen die Ver
haltnisse aber gerade umgekehrt wie bei der Deformation eines Anions durch ein 
Kation. Denn Anionen wirken abstoBend auf die Elektronenhulle eines an
gelagerten Kations; es muB daher erwartet werden, daB sie eine Lockerung der 
Elektronenhulle des Kations, d. h. eine Erhohung der Molrefraktion, verursachen. 
Jede Deformation ist danach ais das Resultat zweiser entgegengesetzter Wir
kungen anzusehen. 

AIle diese Betrachtungen erscheinen zwingend bei einseitiger Feldwirkung. 
Wie man sich die Deformation bei allseitiger Beeinflussung, also im Kristall, 
vorstellen soIl, laBt sich auf Grund dieser trberlegungen nicht sagen. FAJANS 
und Joos ubertragen sie ohne Anderung auf die Kristalle, bei denen sie ebenfalls 
Verfestigung der Anionen durch die Kationen und Lockerung der Kationen durch 
die Anionen2) annehmen und so eine Erklarung fUr die Differenzen RLos. - Rfest 
in Tabelle 11 geben konnen. Speziell fUr die neg. Differenzen dieser Tabelle 
geschieht das so: 1st die Erhohung der Refraktion durch das Anion groBer als 
die Erniedrigung durch das Kation, so ist fUr das feste Salz ein hoherer Re
fraktionswert zu erwarten als fiir die freien bzw. gelosten lonen. Die Bedin
gungen hierfiir sind bei den Fluoriden der am leichtest deformierbaren Kat
ionen am ehesten erfullt, da einerseits das Fluorion als kleinstes Halogenion 
am sHi.rksten auf die Kationen (K+, Cs+, Rb+) einwirkt und seinerseits am wenig
sten von ihnen deformiert wird und da andererseits die groBten Alkaliionen in
folge ihrer groBen Refraktion am starksten deformiert werden und infolge ihres 
groBen Radius am schwachsten deformierend wirken. Hierin finden die in Ta
belle 11 bei einigen Fluorionen auftretenden negativen Differenzen ihre Er
klarung. 

Unter Berucksichtigung dieser Gesichtspunkte und indem sie auch noch die 
deformierende Wirkung der Ionen auf das Losungsmittel in Betracht zogen3), 

1) M. BORN U. W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd.23, S.388. 1924. 
2) Auf anderem Wege ergibt sich in Ziff. 82 das gleiche Resultat beziiglich des Vor

zeichens, nicht aber beziiglich der GroBe der Deformation. 
3) Man beachte, daB R aa, - Rfe,t bei den Li-, Na- und F-Salzen in Tabelle 11 von 

R Lij •• - R fest verschieden ist. 

39* 
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gelang FAJANS und Joos die Aufteilung der Molrefraktion einer Reihe von Salzen 
in die dem Kation und dem Anion zuzuordnenden Betrage1). Die von ihnen fUr 
die freien Ionen geschatzten Werte wurden bereits friiher in Tabelle 7 angegeben. 

Tabelle 12a. 
Refraktionswerte pro 
1 Cl in verschiedenen 

Verbindungen. 

Li+ 
Na+ 
K+ 
Cs+ 

Die Abweichungen der Molrefraktion der Salze von der 
Summe der Ionenrefraktionen sind beim Vergleich 
dieser Werte mit den in Tabelle 8a und 11 angegebenen 
Refraktionswerten zu ersehen. Die Abhangigkeit der 
Molrefraktion des Anions vom Kation zeigt Tabelle 12 a, 
in der die Refraktionswerte pro 1 Cl angegeben sind, 
wie sie sich aus den verschiedenen Verbindungen 
berechnen. Die obenerwahnte zunehmende Verfestigung 
mit abnehmendem Radius des Kations oder mit zu
nehmender Kernladungszahl tritt in der Tabelle deut
lich hervor2). 

Das gleiche Resultat wie FAJANS und Joos er
halten beziiglich der "Verfestigung" des Anions durch das Kation und der 
"Lockerung" des Kations durch das Anion Herzfeld und Wolf auf Grund der 
Dispersionsformeln bei NaCl und KCI. Naheres hieriiber s. Ziff. 82. 

7,4 
8.0 
8.6 
8.97 
9.01 
6.61 
7.01 

(9.17) 

Rb+ 
C++++ 
Si ++ ++ 
Ti+ +++ 

Auf Grund dieser spater zu besprechenden Anschauungen laBt sich viel-, 
leicht auch das Verhalten der Silbersalze besser verstehen, wenn man beachtet 
daB die Silberhalogenide nicht mehr als rein heteropolare Salze angesehen werden 
diirfen. Es erscheint wahrscheinlich, daB in nicht mehr rein heteropolaren 
Salzen auch im Gitter, ahnlich wie es nach Untersuchungen von FRANCK 
und seinen Mitarbeitern3) bei den Dampfen der Fall ist, die langwelligere Ab
sorption, deren Deutung auf Grund der Versuche von FRANCK an Alkalihalo
geniddampfen in Ziff. 82 behandelt werden wird, auf Kosten der kurzwelligeren 
an Intensitat zunimmt, was eine Erhohung der Molrefraktion durch Anderung der 
Ubergangswahrscheinlichkeiten bedeutet. Da andererseits nach der in Ziff.82 
zu besprechenden Anschauung gerade dieses Glied in vollkommen dissoziierter 
Losung verschwindet, so diirfte auch die Molrefraktion der Losungen der Alkali
halogenide im AnschluB an die Dberlegung von Ziff.82 wesentlich besser 
herauskommen als bisher. 

Auf die Anwendung der Theorie der Ionendeformation auf die neuere Theorie 
der Elektrolyte kann hier nur hingewiesen werden4). 

VI. Schliisse aus Konstanten. 
a) Elektronenzahlen bzw. Ubergangswahrscheinlichkeiten. 

. Starke der Absorptionslinien. 
In die Dispersionsformel gehen, sofern man von der Dampfung, die ja auch 

nur in Gebieten anormaler Dispersion einen merkbaren EinfluB gewinnt, absieht 
(s. Abschnitt III), zwei charakteristische Atomkonstanten ein, deren eine (Ai) 
die Lage der Absorptionslinien, deren andere (Pi) ihre Starke bestimmen. Die 
Kenntnis dieser Konstanten ist ein wesentliches Ergebnis der Dispersions
und Absorptionsmessungen. 

1) tiber einen ahnlichen Versuch s. auch M. BORN u. W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. 
Bd.23. S.388. 1924; s. aber E. SCHRODINGER. Ann. d. Phys. Bd.77. S.43. 1925. 

2) Dies unter der Voraussetzung. daB die tibergangswahrscheinlichkeiten unverandert 
bleiben. Eine diesbeziigliche Anderung ist jedoch immerhin als moglich anzusehen (s. Ziff. 80). 

3) J. FRANCK. H. KUHN u. G. ROLEFFSON. ZS. f. Phys. Bd. 43. s. 155. 1927; J. FRANCK 
u. H. KUHN. ebenda Bd. 43. S. 164. 1927; Bd.44. S. 607. 1927. 

4) Siehe K. FAJANS. H. KOHNER u. W. GEFFKEN. ZS. f. Elektrochem. Bd. 34. S. 1. 1928. 
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74. Methoden. Wenden wir uns zunachst den Pi zu. Bei ihrer experimen
tellen Bestimmung mussen wir unterscheiden zwischen Messungen in groBer Ent
fernung von den Absorptionslinien und solchen in deren unmittelbarer Nahe. 
Die erst ere Methode ist gegeben durch Dispersiommessungen in Gebieten nor
maIer Dispersion, wo sich die Wirkungen der einzelnen Absorptionsstellen iiber
lagern. Sie liefert daher, allerdings oft erst nach langwieriger numerischer 
Rechnung, aIle Pi auf einmal. Zur Bestimmung der p-Werte fUr die einzelnen 
Absorptionslinien liegen im wesentlichen drei voneinander verschiedene Mog
lichkeiten vor, namlich: 

1. Dispersionsmessungen in der Nahe der einzelnen Absorptiomlinien. 
2. Messungen der Absorption, und zwar entweder von Halbwertsbreite und 

Maximalabsorption oder Auswertung des Integrals der Absorption uber die ganze 
Linienbreite (kurze Schicht, geringer Gasdruck !). 

3. Messung der anomalen magnetischen Drehung der Polarisationsebene 
(Magnetorotation). Die letzte Methode ist besonders bequem, da man mit dem 
Nicol direkt messen kann1). AIle drei liefern nur die Ci . Da die Zahl der Atome 
selbst in den meisten Fallen nicht zweifelhaft ist, fUhrt die Kenntnis der Ci ohne 
wei teres zu den Pi' 

75. Relativzahlen innerhalb der Absorptionsserien der Aikalidampfe. 
Die meisten und best en Untersuchungen an einzelnen Linien sind an Alkali
dampfen ausgefUhrt. Die Alkalien haben den Vorteil, daB ihre Spektren vom 
Standpunkt der heutigen Theorie am besten ubersehen werden konnen. Die 
Absorptionslinien, urn die es sich hier ja allein handelt, gehen von den Grund
termen aus und sind Dublettlinien, von denen die kurzwelligeren immer die starke
ren sind, und zwar sollte das Intensitatsverhaltnis fUr samtliche Alkalidubletts 
nach der Intensitatsregel von BURGER und DORGEL0 2) gleich 2: 1 sein. 

Fragen wir zunachst nach diesem durch die p-Werte bestimmten Verhaltnis 
der Starke zweier Absorptionslinien eines Alkalidubletts, so zeigt sich bei den 
D-Linien sehr genau das Verhaltnis 2: 1. Die nach verschiedenen Methoden ge
wonnenen Zahlen stimmen sehr gut uberein. Es ergeben die Messungen von 
GOUy3) (Flammenspektrum) 1,9; ROSCHDESTWENSKy4) (Dispersions methode) 2,0; 
FUCHTBAUER und SCHELL5) (Absorptionsmethode) 2,0; SENFTLEBEN (Magnet
orotation) 2,06, und LADENBURG und MINKOWSKI6) (Magnetorotation) 2,03. 
Endlich ergibt sich aus Formel V (Ziff. 16) das Verhaltnis 2,07,8). 

1) Nach SENFTLEBEN, Ann. d. Phys. Bd. 47, S. 949. 1915, verdient jedoch die Messung 
mit der SAVARTschen Platte den Vorzug; da sie am unabhangigsten ist von Aufl6sungsver
m6gen und Spaltbreite. 

2) H. B. DORGELLO, ZS. f. Phys. Bd. 22, S. 170. 1924; H. C. BURGER U. H. B. DORGELLO, 
ebenda Bd. 23, S.258. 1924; H. B. DORGELLO, Utrechter Dissert. 1924. 

3) H. L. GOUY, Recherches photometriques surles flammes colon§es. Ann. chim. et phys. 
Bd. 18, S. 70. 1890; s. auch R. LADENBURG U. \V. REICHE, Ann. d. Phys. Bd. 42, S. 181. 1913 
u. H. SENFTLEBEN, ebenda Bd.47, S.949. 1915. 

4) D. S. ROSCHDESTWENSKY, Trans. Opt. lnst. Petro grad Bd. 2, Nr. 13, S. 39. Berlin 
1921; Ann. d. Phys. Bd. 39, S. 307. 1912. Journ. Russ. phys. chern. Ges. Bd. 50, S. 11. 1922. 

5) Chr. FtrCHTBAUER u. C. SCHELL, Phys. ZS. Bd. 14, S. 1164.1913; Verh. d. D. Phys. 
Ges. Bd. 15, S. 974. 1913; CHR. FtrCHTBAUER u. H. :;WEIER, Phys. ZS. Ed. 27, S. 853· 1926. 

6) R. LADENBURG u. R. MINKOWSKI, ZS. f. Phys. Rd. G, S. 153. 1821; R. MINKOWSKI. 
Ann. d. Phys. Bd. 66, S.20G. 1921. 

7) Uber die Regulierung der Verteilung der angcregten Atome nach dem Quanten
gewicht unter verschiedenen Anregungsbedingungen s. "Y. LOCHTE-HOLTGREVEN, ZS. f. 
Phys. Bd.47. S.362. 1928. 

8) Eine Reihe weiterer diesbeziiglicher Daten gibt W. KUHN in einer Abhandlung der Kg!. 
Danischen "Viss. Gcs. (Bd. 7, Heft 12, Kopenhagen 1926). die dem Verf. dieses Artikels bei 
dessen Niederschrift (abgeschlossen im September 1926) noch nicht bekannt war. KUHN 
fiihrt dort teilwcise Neuberechnungcn auf Grund altcrer :.vressungen durch. So berechnet cr 
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Beinahe derselbe Wert folgt fUr das erste Glied (1 s - 2P) der Cs-Haupt
serie aus FUCHTBAUERS1) Absorptionsmessungen zusammen mit ROSCHDEST
WENSKYS Dispersionsmessungen. 

Fur die Rb-Resonanzlinie gibt BEYAN2) den Wert 3: 1. Fur die hOheren 
Hauptseriendubletts liegen beim Na noch keine Versuche yor. Dagegen hat 
FUCHTBAUER 3) die Cs-Dubletts4) is - 3P, is - 4P und is - 5P untersucht. 
Er findet die Verhaltniszahlen 3/1, 4/1, 5/1, woraus er schlieBt, daB das Ver
haltnis der p-Werte der beiden Komponenten eines Dubletts in der Serie 1 s - mp 
gegeben sei durch m: 1. ROSCHDESTWENSKY beobachtet beim Cs ebenfalls eine 
Zunahme des Intensitatsverhaltnisses mit der Laufzahl. ROSCHDESTWENSKY 
gibt fUr das 2. Glied der Rb-Hauptserie den Wert 2,5: 1 an; GOUY fUr eben
dasselbe 3 : 1; derselbe Wert ergibt sich aus BEYANS Messungen fUr die 6 ersten 
Serienglieder beim Rb. 

Bei den hoheren Gliedern ergeben also sowohl die Dispersions- als die Ab
sorptionsmethoden Abweichungen yon der oben erwahnten Intensitatsregel. Es 
scheint zunachst unwahrscheinlich, daB diese Abweichungen, die der PRESTON
schen Regel widersprechen, reell sein sollen. Von einer Klarung dieses Wider
spruches ist man aber noch weit entfernt, besonders da erneute Experimente die 
Ergebnisse der fruheren Beobachtungen bestatigten: FILIPPOV 5), der auf An
regung von ROSCHDESTWENSKY das blaue Cs-Dublett (is - 3P) neuerdings in 
Emission (Bogenentladung, Flamme und GeiBlerrohre) sowie FUCHTBAUER6), der 
die Cs-Linie 1 s - 4P mit einer der fruher von ihm angewandten ahnlichen Me
thode in Absorption untersllchte, finden die Abhangigkeit des Intensitatsver
haltnisses von der Laufzahl wiederum bestatigt. Ferner finden neuerdings KOHN 
und JAKOB 7) fUr das 2. Rb-Hauptserienglied (1 = 4202 und 4215 A) den Wert 
2,3 bis 2,6: 1 und fUr das 2. Cs-Hauptserienglied (is - 3P) in Ubereinstimmung 
mit FILIPPOy5) und HAGENOW und HUGHES 8) den Wert 4: 1 (Emission). Keine 
nennenswerte Abweichung yon der Summenregel ergeben sich dagegen nach 
FILIPPOy9) bei der diffusen und scharfen Nebenserie des Kaliums 8) sowie bei 
der diffusen N ebenserie und Bergmannserie des Cs lO). 

aus Angaben BECQUERELS (Magnetorotation u. Dispersion) aus dem Jahre 1898 den Wert 
2,0. Auch die Messungen GEIGERS (Magnetorotation) aus dem Jahre 1907 fiihren unter 
Zugrundelegung der neueren Daten uber den Zeemanneffekt, bei einer Neuberechnung zu 
dem 'iV'erte 2,0 anstatt des von GEIGER selbst berechneten Wertes 2,9. Bezuglich weiterer 
Daten sei auf die Arbeit von KUHN selbst verwiesen. 

1) CHR. FUCHTBAUER U. G. Joos, Phys. ZS. Bd.23, S. 73. 1922. 
2) P. Y. BEVAN, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 84, S. 209. 1910; Bd. 85, S. 58. 1911; 

Ed. 86, S. 325. 1912. 
3) Chr. FUCHTBAUER u. W. HOFMANN, Ann. d. Phys. Bd.43, S.96. 1914; Phys. ZS. 

Ed. 14, S. 1168. 1913; Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 15, S.982. 1913; CHR. FUCHTBAUER U. 

H. BARTELS, ZS. f. Phys. Bd. 4, S. 337. 1921; H. BARTELS, Ann. d. Phys. Bd. 65, S. 143. 1921-
4) Mit Rucksicht auf die Originalarbeiten sind hier die bis vor kurzem ublich gewesenen 

Termbezeichnungen (nach SOMMERFELD, Atombau u. Spektrallinien 4. Aufl. 1924) beibe
halten. Nach der neuerdings eingeburgerten Schreibweise hieBe es hier m 2 S - n 2 p. 

5) A. FILIPPOV, ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 477.1926; Bd. 42, S. 495.1927 (bei kleinem und 
groBem He-Zusatzdruck). 

6) CHR. FUCHTBAUER und H. MEIER, Phys. ZS. Bd.27, S. 853. 1926. 
7) H. KOHN u. H. JAKOB, Naturwissensch. Bd. 15, S. 17.1927 s. auch die wahrend der 

Korrektur erschienene Arbeit von H. JAKOB, Ann. d. Phys. (4) Bd.86, S.449. 1928. 
8) C. F. HAGENOW U. A. L. HUGHES, Phys. Rev. (2) Bd. 30. S.284. 1927. 
9) A. FILIPPOV, ZS. f. Phys. Bd.42, S.495. 1927. 

10) Anmerkung bei der Korrektur: In einer neuerdings im Physikalischen Institut in 
Utrecht ausgefuhrten Untersuchung (S. SAMBURSKY, ZS. f. Phys. Bd. 49, S. 731. 1928) wird 
die Abhangigkeit des Intensitatsverhaltnisses der Alkalidubletts von der Laufzahl bei den 
Hauptserien ebenfalls bestatigt. Untersucht wurden Na, K, Rb und Cs und zwar Cs bis zum 
8., Rb bis zum 6., K bis zum 4. und Na bis zum 2. Hauptserienglied. Nach diesen Unter-
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Neben dem Verhaltnis der beiden Linien ein und desselben Dubletts haben 
wir noeh das Verhaltnis der p-Werte der aufeinanderfolgenden Du bletts der A b
sorptionsserien, also z. B. Pls-2p: Pls-~p: Pls-4p •.. zu betraehten. Tabelle 13 
gibt die aus BEVANS!) Messungen an den Alkalidampfen erreehneten Werte 
wieder. Versehiedene bei einem Metall angegebene Werte entspreehen ver
sehiedenen MeBreihen und geben die maximalen Sehwankune-en. Der Wert fUr 
das erste Glied ist jeweils gleieh 1 gesetzt. 

Tabelle 13. Relative Intensitaten der ersten G lieder der Alkalihauptserien. 

I Pls- '2p Pls-3p Pls- 4p PJs-5p Pts -- 6p Pls-7p 

Na { 1/80 1/470 
1/70 1/295 

K { 1/105 1/525 1/1800 
1/200 1/2050 1/7000 

Rb 1/105 1/570 1/1660 1/1850 1/2900 

BEVAN arbeitete mit der Dispersionsmethode. GraBere Genauigkeit kommt 
den Zahlen FtCHTBAUERS und seiner Mitarbeiter (Absorptionsmethode) zu. Sie 
beginnen erst bei 1 s - 3 P und fUhren zu den Relativzahlen 

Cs 1/6 1/20 

ROSCHDESTWENSKY gibt fUr die drei ersten Glieder beim Cs die Werte 2) 

Cs 1/62 1/372 

Kombination beider fUhrt also zu 

Cs 1/62 1/372 1/1240 

Bis zu sehr viel haheren Seriengliedern reiehen die relativen p-Werte, die 
man aus den Angaben von TRUMPy 3) (Absorptionsmethode)und von HARRISON 4) 
bei Na erhalt. Doeh beginnen die Messungen beider erst beim dritten Glied. 
Die Zahlenwerte sind - zusammen mit solchen fUr die ubrigen Alkalidampfe -
in Tabelle 14 zusammengestellt 5). 

Fur das Intensitatsverhaltnis des erst en zum zweiten Hauptsereindublett 
des Kaliums geben PROKOFIEW und GAMOW6) in befriedigender Dbereinstimmung 
mit dem Wert BEVANS in Tabelle 14 den Wert 115 ±1,5. 

Endlich gibt LADENBURG7) fUr das Verhaltnis der Starke von H", und HI>' 
bei starker elektriseher Erregung mit Hilfe der Dispersionsmethode das Ver
haltnis Pp:Pex zu 1/4,7 an 8). Neuere Messungen, besonders uber metastabile 

suchungen zeigt sich zuerst ein Anstieg des Intensitatsverhaltnisses mit der Laufzahl und 
dann, bei den hbheren Gliedern, wieder eine Abnahme. Auf Einzelheiten dieser Arbeit kann 
leider nicht mehr eingegangen werden. Es sei nur noch bemerkt, daB auf die Mbglichkcit 
verwiesen wird, daB auf Grund der Theorie des rotierenden Elektrons vielleicht eine Erklarung 
hir diese mcrkwurdige Erscheinung erwartet werden darf. 

1) Siehe FuBnote 2 voriger Seite. 
2) Die \Verte sind die Arbeit von CHR. Fi'ICHTBAUER U. G. Joos (Phys. ZS. Ed. 23. 

S. 72. 1922) entnommen. 
3) E. TRUMPY, ZS. f. Phys. Ed. 34, S. 715. 1925 u. "Uber die Intcnsitat und Breite der 

Spektrallinien". Trondjhem 1927. 
4) G. R. HARRISON, Phys. Rev. (2) Ed. 25, S. 768. 1925. Uber Fehlerquellen hierzu s. 

R. MINKOWSKI, ZS. f. Phys. Ed. 36, S. 839. 1926. 
5) Neuere Messungen TRUMPYS fur Lithium s. ZS. f. Phys. Ed. 44, S.575. 1927. 
6) W. PROKOFIEW U. G. GAMOW, ZS. f. Phys. Ed. 44, S.887. 1927; W. PROKOFIEW, 

Phil. Mag. (6) Ed. 3, S.101O. 1927. 
7) R. LADENBURG, Ann. d. Phys. Ed. 38, S.249. 1912; A. CARST U. R. LADENBURG, 

ZS. f. Phys. Ed. 48, S. 192. 1928. 
8) Theoretisch ergibt sich nach der Wellenmechanik der Wert 5,37 (E. SCHRODINGER. 

Ann. d. Phys. (4) Ed. 80, S. 437, 1926). Weiteres s. Ziff.65. 
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Tabelle 14. Rela ti vintensita ten in den Alkaliha uptserien. 

Pre!. Na nach 

I 

Prel. Cs nach 

ls-mp Pre!. K nach Pre!. Rb nach ROSCHDEST~ 
BEVAN BEVAN WENSKY und 

BEVAN TRUMPY HARRISON FUCHTBAUER 

2P 1 1 1 1 
3P 1/80 1/105 1/105 1/62 
4P 1/470 1/470 1/470 1/530 1/575 1/370 
5P 1/910 1/730 1/1855 1/1665 1/1240 
6p 1/1230 1/865 1/1855 
7P 1/1980 1/1140 1/2965 
8p 1/2975 1/1395 
9P 1/4135 1/1610 

lOp 1/5550 1/1950 
11P 1/6810 1/2230 
12P 1/8440 1/2530 
13P 1/9860 1/2850 
14P 1/3225 
15 P 1/3585 
16P 1/4000 
17 P 1/4490 

ZusUinde, hat in allerletzter Zeit LADENBURG 1) mit seinen Mitarbeitern aus
gefUhrt (naheres daruber s. Zif£' 16). 

Die Bestimmungen des Verhaltnisses der p-Werte der aufeinanderfolgenden 
Glieder der Absorptionsserien sind, wie die Tabelle 13 und 14 erkennen lassen, 
besonders bei den hoheren Gliedern, noch sehr unsicher. Doch lassen die Ver
suche alle ubereinstimmend eine sehr starke Intensitatsabnahme der Absorp
tionslinien mit der Liniennummer erkennen. Emissionslinien werden bei nicht 
allzu hoher Temperatur noch schneller mit zunehmender Hauptquantenzahl 
schwacher. 

76. Absolutzahlen. a) Metalldampfe. Die Bestimmung der Absolutzahlen, 
d. h. nach der klassischen Theorie der Zahl der Dispersionselektronen pro Atom 
bzw. Molekiil aus den alteren Messungen war nicht leicht, da man die Dichte 
der Gase in den Flammen, mit denen man meist arbeitete, nicht genau bestimmen 
konnte. Aus dem Flammenspektrum findet LADENBURG 2) nach GOUYS Mes
sungen fur beide D-Linien zusammen P zu 0,411 an, fur die starkere D-Linie 
also 0,27. Emissionsmessungen sind aber unverwertbar, da die Zahl der erregten 
Atome unbekannt ist. Nach der Absorptionsmethode bekommt F0cHTBAUER 
als Summe fUr die beiden D-Linien 0,28. Benutzt man zur Bestimmung des 
Dampfdrucks anstatt der Angaben KRONERS, auf die sich F0cHTBAUER stutzte, 
eine von LADEN BURG und MINKOWSKI 3) aus den Dampfdruckmessungen von 
ZISCH4) (zwischen 473 und 565 0 C) abgeleitete Formel, so erhalt man fUr 
PD ,+D2 den wesentlich hoheren Wert 1,35. Eine neuere (wohl die genaueste) Be
stimmung haben LADENBURG und MINKOWSKI5) nach der Methode der Magneto
rotation ausgefUhrt. Sie finden mit groDer Annaherung fUr die Summe der 
beiden D-Linien die Zahl 1. Endlich entnimmt man der aus den Dispersions
messungen von WOOD in Zif£' 16 gewonnenen Formel, wenn man auf den Dampf-

') R. LADEN BURG, H. KOPFERMANN u. A. KARST, Berl. Ber. S.255. 1926; R. LADEN
BURG, Phys. ZS. Bd.27, S.789. 1926; R. LADENBURG u. R. LADENBURG U. H. KOPFER
MANN, ZS. f. Phys. Bd. 48, S. 15 u. 26 u. 351. 1928. 

2) R. LADENBURG, ZS. f. Phys. Bd. 4, S. 451. 1921. 
3) R. LADENBURG U. R. MINKOWSKI, ZS. f. Phys. Bd. 6, S. 153. 1921. 
4) F. HABER U. W. ZISCH, ZS. f. Phys. Bd.9, S.302. 1922. 
5) R. MINKOWSKI, Ann. d. Phys. Bd. 66, S. 206. 1921; R. LADEN BURG U. R. MINOWSKI, 

ZS. f. Phys. Bd. 6, S. 153. 1921. 



Zif£. 76. Absolutzahlen. 617 

druck des N a bei 644 0 mit Hilfe der von LADENBURG und MINKOWSKI angege benen 
Formel extrapoliert, fUrPD 1 = 0,3 und fUr PDz = 0,6, fUr die Summe also wiederum 
etwa 1. Fi.JcHTBAuER hat auch fiir Cs die Schatzung gemacht und kommt fUr 
Pls-:lp zu der Zahl 0,014 + 0,005. Fiir das Verhaltnis zu 1 s - 2P entnimmt 
man den Angaben ROSCHDESTWENSKYS (s. Tab. 14) den Wert 1/62 und erhalt 
so fUr die Cs-Resonanzlinie (beide Dublettkomponenten) ebenfalls ungefahr 1. 

AuJ3er den Alkalien sind noch Hg, Cd und Tl untersucht. Bei Hg und Cd 
ist der Grundterm ein Singulett-S-Term. Das Spektrum zerfallt in ein Singu
lett- und ein Triplettsystem. Es treten dementsprechend als Absorptionslinien 
der nichtleuchtenden Dampfe die Linien 15- mP und 15 - mPl aufl) , 
die Hauptserie der Einfachlinicn und die der Interkombinationslinien. Dle 
Grundzustand des Thalliums ist ein Dublett-p-Term 2 Pl' In Absorption treten 
die Linien 2Pl - ms (scharfe Nebenserie) und 2Pl - md (diffuse Nebenserie) 
auf, sowie bei hoheren Temperaturen auch noch die von 2P2 ausgehenden Linien 2). 

Bei Hg fUhren die Dispersionsmessungen von WOOD3) fiir die Interkombina
tionslinie 2536 (1 5 - 2Pl) zu dem Wert PlS-2Pl = 1/30, neuere Messungen von 
Fi.JcHTBAuER und JOOS4) (Absorption) zu PlS-2Pl = 1/40. Fur das erste Glied 
der Hauptserien der Einfachlinien 1849 A (15 - 2 P) liegen noch keine Mes
sungen vor. 

Bei Cd hat KUHN5) die p-Werte fUr die Linien 3261 und 2288 A nach der 
Methode der Magnetorotation bestimmt zu 

PlS-2P = 1,2 ± 0,05 und } 

PlS-2Pl = 1,9 .10- 3 ± 0,2.10- 3 
Cd. 

Auffallend ist die GroJ3e des Wertes von 15 - 2 P gegenuber dem Werte 1 der 
D-Linien. Sie durfte auf das Vorhandensein zweier aquivalenter Elektronen 
zuriickzufUhren sein. Der Wert der Interkombinationslinie ist hier noch kleiner 
als bei Hg (2,5 . 10- 2). Fur Thallium findet KUHN6) 

P2 P _2S=0,080,} Tl. 

P2P2- 3 d2 = 0,20 

b) Edelgase. Anders als bei den Metalldampfen, wo die p-Werte einzeln 
durch Untersuchung der einzelnen Linien bestimmt werden konnen, liegen die Ver
haltnisse bei den ebenfalls einatomigen Edelgasen. Dort kommt man experimen
tell nur schwer an die Hauptsericnlinien heran und muJ3 daher die p-Werte aus 
der normalen Dispersion berechnen, die im Sichtbaren und bei He und A auch 
im langwelligen Ultraviolett bekannt ist. Die Zahlwerte sind bereits in Ziff. 10 
(Tab. 2 und Formel I und Ia) angegeben. 

Wenn wir die Werte aus den eingliedrigen Formeln betrachten, die hier 
noch einmal besonders zusammengestellt sind, so zeigt sich zunachst folgendes7): 

Bei He ist pro Atom 1 Elektron wirksam. Ne mit der erst en ausgebildeten Achter-

He 1,12 Ne 2,37 Ar 4,58 Kr 4,90 Xc 5,61 

1) In der neuen Bezeichnung 115 - mip und 115 - m 3 p. 
2) W. GROTRIAN, ZS. f. Phys. Bd. 12, S.218. 1923. 
3) R. W. WOOD, Phys. ZS. Ed. 14, S.191. 1913; Phil. Mag. (6) Ed.25, S.433. 1913· 
4) CHR. FUCHTBAUER U. G. JOOS, Phys. ZS. Bd. 21, S.694. 1920; Bd.23, S. 73. 1922; 

CHR. FtiCHTBAUER, G. Joos u. G. DINKELACKER, Ann. d. Phys. Ed. 71, S. 204. 1923; s. auch 
E. TRUMPY, ZS. f. Phys Ed. 40, S.594, 1927. 

5) W. KUHN, Naturwissensch. Ed. 14, S. 48. 1926; Kgl. Danske Vidensk. Selskab Ed. 7. 
Heft 12. 1926. 

6) W. KUHN, Naturwissensch. Ed. 13, S.725. 1925. 
7) K. F. HERZFELD U. K. L. WOLF. Ann. d. Phys. Ed. 76, S.71 u. 567. 1925. 
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schale zeigt 2,4 Elektronen. Von N e zu A verdoppelt sich p beinahe, obwohl auch 
das Ar nur Achterschalen hat. Die Zunahme von A zu Kr ist dagegen nur gering, 
trotzdem jetzt die Besetzung der (inneren) Elektronenschalen eine viel reichere 
geworden ist. Diese Art der Abstufung ein relativ groBer Sprung zwischen 
Ne und A neben einem kleinen zwischen A und Kr und einem mittleren zwischen 
Kr und Xe tritt auch in anderen Vertikalreihen des periodischen Systems und 
in bezug auf andere Eigenschaften1) auf. Das starke Anwachsen der p von Ne 
zu A sowie die weitere, wenn auch langsamere Zunahme von A bis Xe weisen 
darauf hin, daB nicht nur die lockerst gebundenen Elektronen, sondern auch die 
tieferen Niveaus2) den Brechungsindex beeinflussen3). Bei He haben wir ja 
nur die einfach besetzte K-Schale. Beim Neon liegen bereits vier Moglichkeiten 
vor: die doppelt besetzte K-Schale und die 8 Elektronen der 3 L-Niveaus Ln , 
L21 und L224). Neben dem obersten, dem L22-Niveau (Ionisierungsspannung ent
sprechend = 575 A), scheint notwendig nicht nur L21 , sondern auch noch das tiefer
liegende Ln in Rechnung gesetzt werden zu mussen. Denn aus dem Ln-Term 
berechnet sich die Grenze der Absorptionsserie zu etwa 290 A. Eigenwellen
langen von etwa 300 A uben aber auf die Dispersion im Sichtbaren und im Ultra
violett en noch einen merklichen EinfluB aus. Ahnlich wie beim Neon liegen die 
Verhaltnisse bei A, Kr und Xe. Die Zahl der zu berucksichtigenden Niveaus 
scheint mit wachsender Ordnungszahl zuzunehmen, da man aus den Rontgen
termen5) entnehmen kann, daB das Verhaltnis ihrer Bindung zur Bindung der 
lockersten Gruppe immer kleiner wird. Das erstmalige Mitwirken einer tiefer
liegenden Achterschale beim Argon macht dann den Sprung von Neon zu Argon 
verstandlich. und die reichere Besetzung und groBere Zahl der die Dispersion 
bestimmenden Niveaus erklart die weitere Steigung der Zahl p von A bis Xe. 

Neben den eingliedrigen wurden (Ziff. 10) fUr He und Ar zweigliedrige For
meln berechnet, deren eine Eigenwellenlange gleich der der Resonanzlinie (s. 
Ziff. 78 und 79) gesetzt ist. Beim tJbergang zu diesen Formeln zeigt sich folgendes 
Bild: Die p-Werte des Hauptgliedes sind von derselben GroBenordnung wie in 
den eingliedrigen Formeln. Dagegen kommen den Resonanzlinien, deren Auf
treten man nach der klassischen Theorie vor aHem erwarten wurde, nur sehr 
geringe "Elektronenzahlen" zu. Beim He ist nach Ziff. 10, Tabelle 2, das p 
fur die Resonanzlinie nur 1/30, bei Ai/40 gegenuber Werten von 1,1 bzw. 4,6 
fur das andere Glied. Dieselbe Zahl, namlich 1/30 bis 1/40, fanden, wie bereits 
erwahnt, FUCHTBAUER und Joos fUr die Hg-Linie 2537. Doch kann aus dieser 
tJbereinstimmung noch nicht auf eine Analogie geschlossen werden, da, wie 
bereits betont, bei Hg eine zweite, von der Grundbahn 15 ausgegehnde starke 
Linie existiert. Man sollte fUr Hg vielmehr eine Analogie zu den Alkalien er
warten, bei denen p fUr die Resonanzlinie = 1 ist, und die sich demnach auf jeden 
Fall anders verhalten als die Edelgase (s. Ziff. 79). Bei He ist noch eine zweite, 
zweigliedrige Formel moglich, die der Resonanzlinie einen groBeren EinfluB 
einraumt (p = 0,55). Doch ist diese Formel, wie sich aus den entsprechenden 
Formeln fur A, KCl und N aCI ergibt, als physikalisch weniger wahrscheinlich 
anzusehen. 

1) H. G. GRIMM, ZS. f. phys. Chern. Bd.98, S.353. 1921, 
2) R. LADENBURG u. F. REICHE, Naturwissensch. Bd. 11, S. 584. 1923; K. L. WOLF, 

Miinchener Dissertation, 1925. K. F. HFRZFELD U. K. A. WOLF, Ann. d. Phys. Bd. 76, 
S. 71. 1925· 

3) Daneben sind auch noch die Spektren ins Auge zu fassen, bei denen zwei Elektronen 
gleichzeitig springen (sog. gestrichene Terrne). 

4) Niveaubezeichnung nach SOMMERFELDS Atornbau u. Spektrallinien. Braunschweig 
1924. 

5) N. BOHR U. D. COSTER, ZS. f. Phys. Bd. 12, S.342. 1922. 
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c) Molekule. Bei Molekulen lassen sich die Formeln bis jetzt nur bei 
Wasserstoff und Kohlendioxyd, Ammoniak und Methan einigermaBen uber
sehen, da nur fUr diese Gase sehr sorgfaltige Messungen bis weit ins Ultra
violette existieren. Zu ihrer formelmaBigen Darstellung erwies sich bei Wasser
stoff eine zweigliedrige Formel als notwendig l ), die in Ziff. 11 bereits angegeben 
ist. Die Werte von PI und P2 bestimmen sich daraus zu 0,84 und 0,69, ihre Summe 
also zu 1,53. Fruher setzte man mit DRUDE umgekehrt zu der Art, wie wir es 

jetzt tun, in dem Zahler Ne2p P gleich der Zahl der Valenzelektronen, also beim 
2:rm 

H2 = 2 und bestimmte daraus elm. Da an der Tatsache, daB fUr das einzelne 
Elektron e und m dieselben Werte zuzuschreiben seien wie den auf anderem Wege 
(Kathodenstrahlen, Zeemanneffekt) bestimmten, nicht gezweifelt werden konnte, 
glaubte man die Abweichungen (P ergab sich aus der Dispersion als etwas zu 
klein) auf Koppelungserscheinungen der Elektronen innerhalb des Molekills 
zuruckfUhren zu mussen. Auf dieser Grundlage fUr die Rechnung fand man, 
daB tatsachlich die Zahl der Dispersionselektronen bei einer Reihe von einfachen 
Molekillen gleich der Zahl der Valenzelektronen gesetzt werden kanne. Die ge
nauere Kenntnis der Dispersion sowie der Absorptionsverhaltnisse im Ultra
violetten laBt aber diese Zahlen nur als Naherungswerte erscheinen. Die theo
retisch allein brauchbaren Zahlen mussen auf demselben Wege gefunden werden, 
wie hier beim Wasserstoff. 

Wasserstoff zeigt keine Absorption im Sichtbaren - die Linien des Viel
Iinienspektrums treten ja in Absorption nicht auf - und ultraroten Teil des 
Spektrums, sondern nur im Ultravioletten 2). Dasselbe gilt fUr Sauerstoff und 
Stickstoff. Dagegen ist bei C12, Br2 und J2 das ganze sichtbare Spektrum von 
feinen Absorptionslinien und kontinuierlichen Absorptionsspektren durchzogen. 
Da uber deren Charakter3) noch sehr wenig Klarheit herrscht, lassen sich aus den 
wenigen Dispersionsmessungen weiter keine SchlUsse ziehen als hachstens der, 
daB die den einzelnen Linien entsprechenden p-Werte sehr klein sein mussen. 

Von gasfarmigen Stoffen ist die Dispersion fUr die Halogenwasserstoffe und 
einer Reihe einfacher Verbindungen so weit bekannt, daB sich die p-Werte mit 
einiger Sicherheit bestimmen lassen. Die Werte sind in Tabelle 15 aufgefUhrt. 
Bei den Halogenwasserstoffen, bei denen wir uns das Molekill als aus einem die 
Dispersion nur indirekt (durch Deformation) beeinflussenden Wasserstoffkern 
und einem Halogenion mit edelgasahnlicher Schale aufgebaut denken, stimmen 
sie fUr Hel, HBr und HJ annahernd mit den Werten der entsprechenden Edel
gase uberein. Zweigliedrige Formeln lassen sich hier, da die Messungen nur ein 
kleines Spektralgebiet uberdecken und da neben den Pi auch noch die Ai, die bei 
den Edelgasen wenigstens fUr Resonanzlinie und Seriengrenze bekannt sind, bei 
den Molekillen aus der Dispersion bestimmt werden mussen, noch nicht ganz 
eindeutig angeben. Doch zeigt die Rechnung4), daB die der Resonanzlinie zu
zuordnenden p-Werte wohl von derselben GraBenordnung sind wie bei Argon 
und daB sie ferner mit steigendem Atomgewicht des Halogens zunehmen (s. 
Tab. 15). 

Von den ubrigen Verbindungen verdient die Reihe Ne, HF, HP, NHa 
und CH4 (s. Tab. 17a, Ziff. 80) etwas nahere Beachtung. Es wurde bereits £ruher 

1) H. SCHtl'LER U. K. L. WOLF, ZS. f. Phys. Bd.34, S.343. 1925. 
2) Siehe J. J. HOPFIELD U. H. G. DIEKE, ZS. f. Phys. Bd.40, S.299. 1926. 
3) Betreffend der kontinuierlichen Spektra s. J. FRANK, ZS. f. phys. Chern. Bd.120, 

S.144, 1926; K. L. ",,"OLF, ZS. f. Phys. Bd. 35, S.490. 1926; H. KUHN, Naturwissensch. 
Bd.14, S.600, 1926; ZS. f. Phys. Bd.39, S. n. 1927. 

') K. L. WOLF, Ann. d. Phys. Bd. 81. S.637. 1926. 
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erwahnt, daB man sich die Vorstellung macht, aile Ver
birtdungen dieser Reihe seien heteropolar und bestanden 
aus einem neonahnlichen Anion und Wassersfoffkernen. 
Daraus ware zu folgern, daB die p-Werte flir aile flinf 
wenigstens annahernd gleich 2,4 sein sollten. Wir benutzen 
flir aile vier "Hydride" und flir Neon die Werte der Ta
belle 4a (Ziff. 11) und sehen, daB sie tatsachlich praktisch 
gleich sind, bis auf CH4, das vollkommen aus der Reihe 
falIt. Sein p-Wert ist vielmehr etwa dem des Argons 
gleich. Das kann man, zusammen mit der Tatsache, 
daB auch die Ionisierungsspannung (s. Tab.4a, Ziff.11, 
und Tab. 17a, Ziff. 80) nicht in die Reihenfolge der flir 
die iibrigen dieser Hydride gefundenen Werte paBt!), so 
verstehen, daB die Annahme heteropolarer Bindung zwar 
fiir Neon bis NH3 berechtigt ist, daB dagegen dem CH4 eine 
andere Struktur zukommt. Auf Grund einer ahnlichen 
trberlegung kommt HAVELOCK zu dem SchluB, daB CH .. 
aus einem vierfach positiv geladenen Kohlenstoffkern und 
vier negativen Wasserstoffionen besteht2). Dem steht 
die bereits ofter betonte3) Ahnlichkeit der physikalischen 
Eigenschaften des Methans mit den en von Krypton ent
gegen, die sich, wie sowohl die Konstanten der Disper
sionsformel von CUTHBERTSON wie auch die genaueren 
Werte FRIBERGS zeigen, auch hier bestatigt findet. Es ist ja 

Kr: Po = 4,90; 

X: Po = 5,61; 

CH4 : PI = 5,08; 

P2 = 0,42 . 

Auch beim CH4 muE also an einer edelgasahnlichen Schale 
festgehalten werden, wobei man sich des Methan wohl als 
ideal unpolares Molekiil mit gemeinsamer Elektronenhiille 
urn C4+ und die 4 Protonen vorzustellen hat. Die tetra
edrische Anordnung der 4 Protonen innerhalb der Elek
tronenwolke erscheint dabei auf Grund der Edelgasahn
lichkeit von CH3 sowie der Tatsache, das CH4 kein Dipol
moment hat4), unter allen Umstanden anzunehmen zu 
sein. Die Tatsache, daB bei CH4 auf Grund des beobach
teten endlichen Depolarisationsgrads des gestreuten Lichtes 
eine Anisotropie erwartet werden miiBte, die dieser An
nahme widerspricht, ist kaum im gegenteiligen Sinne deut
bar, da bei der geringen GroBe des gemessenen Effektes 
MeBfehler (nicht vollkommen paralleles Licht!) eine Ani
sotropie leicht vortauschen konnen. 

Besonderes Interesse beansprucht hier noch folgende 
Ta tsache : Der Wert von P2 (" Resonanzlinie ") ist bei 
CH4 (P2 = 0,42) erheblich groBer als bei Argon (0,02). 

1) E. PITSCH U. G. WILCKE, ZS. f. Phys. Ed. 43, S. 342. 1927 . 
2) T. H. HAVELOCK, Phil. Mag. Ed. 4, S. 721. 1927; s. auch 

C. D. NIVEN. ebenda Ed. 3. S. 1314. 1927. 
3) J. LANGMUIR. Journ. Arner. Chern. Soc. Ed. 41. S.1543. 

1919; A. O. RANKINE, Nature Ed. 108, S. 590. 1921; G. GLOCKLER. 
ebenda. Ed. 48. S.2021. 1926; H. G. GRIMM ds Handb. Ed. 24. 

4) R. SANGER. Phys. ZS. Ed. 27. S. 556. 1926. 
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Ahnliches diirfte danach auch bei Kr und Xe erwartet werden. Das ist in 
bester Obereinstimmung mit dem Verhalten der Reihe Cl-, Br- und J
(s. oben und Ziff. 82). 

d) Feste Karper mi t A bsorptionss treifen im sich t baren Spektrum. 
Anschlie13end seihierzunachst eine Gruppefester Karper mit schmalenAbsorptions
streifen betrachtet: KMn04 , Uran- und Chromsalze haben bekanntlich Absorp
tionsstreifen im sichtbaren Spektrum. Wo das locker gebundene Elektron, das 
diese Absorption hervorruft, sitzt, wissen wir nicht. Beim Uran gehart es sicher 
dem Uranylion, beim KMn04dem MilO:!, bei den Chromsalzen dem Chromation 
an. Ahnlich ist es bei einer Reihe gefarbter Cu- und Ni-Salze. Auch bei ihnen 
spricht vieles dafiir, da13 cs nicht das Cu oder Ni ist, das farbt. Denn die ent
wasserten Salze sind farblos. Die Farbung gehart vielmehr hier offenbar einem 
Komplexe an, in dem das Kristallwasser eine Rolle spielt. Auf solche Absorp
tionsbander, die also scheinbar immer auf Komplexbildung zuriickgehen, sind 
unsere Formeln anwendbar. Daneben gibt es aber noch eine Reihe gefarbter 
Stoffe, z. B. das gelbliche AgJ, bei denen die Absorption sich iiber das ganze 
Spektrum erstreckt und sich durch unsere Formeln nicht mehr darstellen la13t. 
Ferner zeigen eine Reihe organischer Farbstoffe selektive Absorption im sicht
baren Spektrum. Ober die Art der Elektronenbindung kannen wir auch bei 
ihnen noch kaum etwas aussagen, wohl aber iiber die Zahl der Dispersions
elektronen, die von KONIGSBERGER und KrLCHLING 1) nach zwei verschiedenen 
Methoden bestimmt worden sind, von denen sich die eine auf x allein, die andere 
auf n und x zusammen bezieht. Einige Zahlen aus der Arbeit von KONIGSBERGER 
und KILCHLING sind in Tabelle 16 angcfiihrt. Auf die Arbeiten von PFLUGER, 
der die Absorptionsbanden z. B. bei Cyanin rechnerisch in Teilbanden zerlcgte, 
wurde bereits in Ziff. 16 hingewiesen. Absorptionsbanden im Ultraroten und 
Ultravioletten, die gewisse ,-\bweichungen bei Cyan in erklaren, sind ebenfalls 
beobachtet2) • 

Verbindung 

Jodeosin . 
Fuchsin 
Eisenglanz 

Tabelle 16. 

p 

0,66 
0,73 
0.31 

I Verbindung 

I Antimonglanz . 
Cyanin .... 

p 

0,38 
0,33 

Eine weitere Art selektiver Absorption im sichtbaren Spektrum zeigt sich 
bei den Glasern der seltenen Erden. Ihre Breite betragt bei Zimmertemperatur 
ungetahr 5 bis 10 A und nimmt etwa ~ {rab3). Bei der Temperatur der fliissigen 
Luft sind sie so schmal, da13 man an ihnen den Zeemaneffekt beobachten kann4). 

Die Werte fiir p werden hier von der Gro13enordnung 10- 65). Man nahm lange 
Zeit an, da13 diese Streifen van Verunreinigungen herriihren. Dach ist cs wahr
scheinlicher, da13 sie scharfe Linien der Ianen darstellen, die etwa Obergangen 
zwischen den unfertigen Elektronenschalen zugehoren und durch Starkeffekte 
im Molekiil verbreitet sind. Die kleinen p-Werte lassen sich dann nur quanten
theoretisch verstehen. Thearetisch wurde die Temperaturabhangigkeit der 

1) J. KbNIGSBERGER U. K. KILCHLING, Ann. d. Phys. Ed. 28, S.889. 1909 u. Ed. 32, 
S. 843. 1910. 

2) W. W. COBLENTZ, Phys. Rev. (1) Bd. 16, S. 119. 1903; R. W. WOOD U. C. E. MAGNUS
SEN, Phil. Mag. (6) Ed. 1, S. 36. 1901; A. PFLUGER, Ann. d. Phys. (4) Ed. 8, S.230. 1902. 

3) J. EECguEREL, Phys. ZS. Ed. 8, S. 929. 1907. 
4) H. DU EOIS u. G. J. ELIAS, ,-\nn. d. Phys. (4) Ed. 27, S.233. 1908; J. EECgUEREL, 

Phys. ZS. Ed. 8, S. 632. 1907· 
5) J. EECQUEREL, Phys. ZS. Ed. 9, S. 94. 1908. 
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Breite dieser Bander unter Annahme intermolekularer Starkeffekte von HERZ
FELD behandeltl), wobei auch Beziehungen zur Breite von Banden in Losungen 
und Phosphoren gesucht werden. Da soleh schmale Bander nur in paramagne
tischen Substanzen vorkommen, mliBte man erwarten, daB sie bei Ti + + + und 
Fe+ + +, die auf der Spitze der Magnetonenkurven liegen, besonders stark auftreten. 

77. Theoretische Satze tiber Elektronenzahlen. An dieser Stelle konnen 
jetzt auch einige theoretische Satze tiber Elektronenzahlen behandelt werden 
(s. auch Zif£. 58. KUHN einerseits, REICHE und THOMAS andererseits, sind auf 
Grund verschiedener Uberlegungen zu einem allgemeinen Satz tiber die p-Werte 
gelangt. KUHN2) geht von der klassischen Formel fUr die Polarisation aus, 
welehe auch die Dispersion bestimmt [(7), Ziff. 6, (10a), Zif£. 7J. 

(194) 

zu erstrecken tiber alle Absorptionslinien, wobei fUr kontinuierliche Absorption 
(s. Zif£. 43, 57, 58 und 79) Integrale einzufUhren sind. Damit verknlipft ist die 
in der Sekunde pro Atom zerstreute Energie 

(195) 

Flir Y > Yi, d. h. so kurzwellige Strahlen, daB aIle Elektronen als frei behandelt 
werden konnen, geht das tiber in 

3~:C3·(~Pir@2. (195') 

Andererseits hat sich in dies em Fall bei Rontgenstrahlen folgende von J. J. THOM
SON abgeleitete Formel experimentell bestatigt, sobald es moglich war, der Be
dingung Y > Yi zu genligen, ohne die Strahlen allzu hart zu machen: 

4 
_e_ Z2@2(195") 3m2 c3 • 

Bier ist Z die Gesamtelektronenzahl. In der Tat ist (195") einfach durch direkte 
Ableitung von (195') auf klassischer Grundlage gewonnen. Daraus folgt experi
mentell 

(196) 

Da KUHN nicht die KRAMERssche Dispersionsformel anwendet, beziehen sich 
seine Uberlegungen nur auf den Grundzustand. Ein ahnliches Resultat haben 
REICHE und THOMAS3) durch Anwendung des Korrespondenzprinzips erhalten, 
ohne sich auf die experimentelle Bestatigung von 195" stutzen zu mussen. 

Wir gehen von der Formel aus, die BORN und HEISENBERG fUr die durch 
eine auBere Welle der Frequenz Y hervorgerufene Polarisation derselben Frequenz 
erhalten haben [(78') Zif£. 47J. 

, Reell rc; 2,",ivt~{( iJ + iJ iJ·) rC2T1 ... T,!(T1V1+ ... TsV,)}( ) 
1J=~-·~·e T~- T-"'T-o 197 6 0 1iJl1 2iJl2 siJI, (T1 v1+ ... T,V,)2_ v2 

T 

Hierin ist -~ I C2j @ fUr C(C@) bzw. C(C@) gesetzt, als Mittel tiber alle Orientie
rungen des Moleklils. Hier nimmt also 

HT1iJ~1 + ... 'lSiJ~~)[jC2'l1 ... 'lsj(T1Y1 + ... 'l8 Y8)] (198) 

1) K. F. HERZFELD, Phys. ZS. Bd.22, S. 544. 1921-
2) W. KUHN, ZS. f. Phys. Bd.33, S.408. 1925. 
3) W. REICHE U. W. THOMAS, ZS. f. Phys. Bd. 34, S.51O. 1925. 
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1 e2 • 
die Stelle von 4':;2· in • Pi em. Wir wollen nun beweisen, dal31) 

(199) 

Das geschieht so, daB man erst den Zeit mittel wert der kinetischen Energie 

m2 • p'2 bildet, andererseits beachtet, daB dieser Wert gleich -Hl11\ + ... 181'8) 
2e 
ist. Dann wird die daraus folgende Gleichung partiell nach 'l'k differentiert, 
wobei die 1 konstant gehalten werden und in Betracht gezogen wird, daB die 
C nur von den 1, nicht von den l' explizit abhangen. Man erhalt dann (199). 

ManfindetsofUr denin (196) auftretendenAusdruck, dernach (198) l2. e2 ~ Pi 
darstellt: 2n m 

wo s die Gesamtzahl der Freiheitsgrade ist. Aus dem Verg leich von (198) und 
(200) folgt dann 

(201 ) 

oder die Summe der Elektronenzahlen ist 1/3 der Zahl der Freiheitsgrade. Bisher 
haben wir rein klassisch gerechnet, und insoweit erweitert der Satz nur ein Re
sultat, das bei einzelnen ruhenden Systemen selbstversUindlich ist, auf ein bedingt 
periodisch bewegtes, beliebig kompliziert gebautes Modell, in welchem die Koeffi
zienten p, die die Absorptions- und Dispersionsstarke messen, nicht unbedingt 
wirkliche ganzzahlige Elektronenzahlen sein mussen. 

Der nachste Schritt ist dann ganz wie bei KRAMERS und HEISENBERG 
(Zif£. 47) der korrespondenzmaBige Ubergang von den Differentialquotienten und 
Amplituden der klassischen Gleichung (197) zu Differenzen und Ubergangswahr
scheinlichkeiten der Quantentheorie und fUhrt zur KRAMERsschen Dispersions
formel mit 

L fa - L f:= s (Periodizitatsgrad) (202) 

fUr ein nichtentartetes System. 
Fur ein entartetes System erhalt man statt la' welche GroBe der Ubergangs

wahrscheinlichkeit vom betrachteten Niveau i zu irgendeinem hoheren j pro
portional ist, gj/gi· li--+j,a sowohl in der Dis12-ersionsformel, als auch in (202), wah
rend die negativen Glieder unverandert Ie bleiben. 

Ferner gelingt es REICHE und THOMAS, in verschiedenen einfachen Fallen, 
in denen das Korrespondenzprinzip das Verhaltnis der verschiedenen I gibt, jetzt 
diese absolut zu berechnen, z. B. fUr den harmonischen Oszillator Ij--+j-l = j. 

An und fUr sich beziehen sich diese Resultate nur auf das ganze Gebilde, 
bei Einbeziehung aller optischen und Rontgenabsorptionen. KUHN versucht 
aber, den Satz auch auf Untergruppen anzuwenden. So ist bei der Er
zeugung der Hauptserie einschlie13lich des kontinuierlichen Spektrums bei den 
Alkalimetallen praktisch nur das Valenzelektron beteiligt. Daher versucht 
KUHN, fUr diese Serien + dem an die Grenze anschlieBenden kontinuierlichen 
Spektrum 2: P'i = 1 zu setzen, wahrend in (196) be wiesen ist, daB fur die Summe 
aller vom unerregten N atriumatom ausgehenden Absorptionen L Pi = 11 ist. 

1) Auch J. H. VAN VLECK, Phys. Rev. Ed. 24, S.330. 1924. 
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Doch scheinen sich hier schon Schwierigkeiten zu ergeben. Nach den Mes
sung en von LADENBURG und MINKOWSKI (Ziff. 76) ist ja P fUr D1 und D2 zu
sammen schon 1, der Anteil des kontinuierlichen Spektrums nach Ziff. 79 0,1 ; 
dazu kommen noch die hoheren Serienglieder, deren EinfluB allerdings nicht groB 
zu sein scheint (s. Ziff. 75 und Ziff. 16). KUHN halt die Werte Dl und D2 fUr 
zu hoch, was ja auch nach Gleichung (V) in Ziff. 16 zuzutreffen scheint, aus der 
PDl +D2 = 0,9 folgt. An dieser Stelle heben REICHE und THOMAS hervor, daB 
die Benutzung von vier Quantenzahlen zur Beschreibung der Spektren dafUr 
spricht, daB hier s = 4 und damit '21 = l zu set zen ist. Experimentelle Ent
scheidung sei noch nicht mog1ich; doch spricht die neuere Entwicklung dagegen. 

Aber auch die Messungen an Edclgasen (Zif£' 76), den C1- -Ionen in festem 
KCI und NaCI (Ziff. 81) und Hg2 Cl2 (Ziff 38) sowie endlich Dispersionsmessungen 
an Rontgenstrahlen 1) sprechen vielleicht gegen die allgemeine Giiltigkeit dieser 
Auffassung, wahrend die Giiltigkeit des allgemeinen Satzes (196) durch letztere 
Dispersionsmessungen fUr V> Vi bestatigt wird (s. auch Ziff. 58). 

b) Eigenfrequenzen. 
Wahrend wir, urn zur Kenntnis der absoluten Werte fUr die Pi zu ge1angen, 

im wesentlichen auf Dispersions- und Absorptionsmessungen angewiesen sind, 
konnen wir in vielen Fallen iiber die Ai von vornherein auf Grund spektrosko
pischer Messungen bestimmte Erwartungen aussprechen. Wir miissen uns daher, 
bevor wir zur Besprechung der Einze1heiten kommen, mit der quantentheoretischen 
Deutung der Absorptionsfrequenzen befassen (s. auch Abschn. IV b und c). 

78. Absorptionslinien und kontinuierliche Absorption. Vo ist in un serer 
Formel die Eigenfrequenz der Absorptionsstelle. Den gleichen Wert hat nach 
der klassischen Theorie die Umlaufsfrequenz der Elektronen. 

Nach der BOHRschen Theorie ist aber die Umlaufsfrequenz der Elektronen 
von der Frequenz des absorbierten Lichts verschieden. Messungen der Dispersion 
in der Nahe der Hauptserienlinien der Alkalien (s. die oben behandelten Messungen 
von BEVAN, WOOD und ROSCHDESTWENSKY) und der Quecksilberlinie 2537 
(WOOD) (s. Ziff. 16) zeigen nun, daB hier zur Darstellung die klassische Formel 
geeignet ist, wenn man als Eigenfrequenz die der Absorptionslinien, nicht die 
des Elektronenumlaufs einsetzt. Wir haben also zu erwarten, daB die Dis
persion durch die klassische Formel dargestdlt wird, wenn man in ihr fUr 
die Frequenzen J'i die der Absorptions1inien einsetzt. 

Nach BOHR konnen in der Absorption des unangeregten Atoms nur soIche 
Linien auftreten, die von der Grundbahn ausgehen, d. h. bei He, Cd, Hg usw. 
nur die Linien 15 - n P und von 15 ausgehende Interkombinations1inien, 
wahrend es bei den Alkalien und den iibrigen Edelgasen die von 1 s ausgehenden 
Linien sind. Tatsach1ich wurde von WOOD2) im Natriumdampf eine Anzahl 
dieser Linien in Absorption beobachtet. Hier ist die erste Linie, 1 s - 2P, die 
gelbe D-Linie, wahrend die meisten andern Linien und die Seriengrenze im 
Ultravioletten liegen. An die Seriengrenze sch1ieBt sich dann ein kontinuier
liches Spektrum an. Dieses ist quantentheoretisch folgendermaBen zu verstehen3): 

Wenn ein Elektron in einer Quantenbahn lauft, so daB Ei die gesamte Energie 
ist, die zugefUhrt werden muB, urn dieses Elektron in unendliche Entfernung zu 
bringen und dort in den Zustand der Ruhe zu iiberfiihren (Ionisationsarbeit), 
so wird jede Energie groBer als Ei dieses Elektron in unendliche Entfernung 

1) R. DE L. KRONIG, Journ. Opt. Soc. Amer. Bd. 12. 1926. 
2) R. W. WOOD, Phil. Mag. (6) Bd. 16, S.945. 1908; Bd. 18, S. 530 1909. 
3) N. BOIIR, Kopenh. Akad. Ber. Teil II, § 6. Braaunschweig 1922. 
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bringen und ihm noch eine kinetische Energie erteilen, so daB E = Ei + ~ b2• 

Wahrend also unterhalb Ei nur einzelne diskrete Energiewerte zugefiihrt werden 
k6nnen, k6nnen oberhalbEi beliebigeEnergiewerte zugefiihrt werden. Entsprechend 
hat dieses Elektron unterhalb Vi = Edh nur einzelne Absorptionslinien 

Vij = Ei ; EJ , oberhalb aber ein kontinuierliches Spektrum, das bei der 

"Seriengrenze" (beinahe) scharf einsetzt und nach kurzeren Wellenlangen lauft, 
im allgemeinen mit abnehmender Intensitat etwa nach dem Schema der Abb. 20, 
die HARRISONl) fUr Natriumdampf an
gegeben hat. Die Intensitatsabnahme 
nach Seite kurzerer Wellenlangen bedeu
tet, daB die Wahrscheinlichkeit der Ab
sorption am gr6Bten fUr eine solche 
Wellenlange ist, die gerade imstande ist, 
das Elektron zu entfernen, ohne ihm 
weitere kinetische Energie zu erteilen. 

Ea,~ 
VIo,e" 

Abb.20. 

(In Abb. 20 sind als Abszissen die Wellenlangen, als Ordinaten die Absorptions
starke eingetragen.) 

Der in Ziff. 42 gegebene Zusammenhang zwischen Dispersion und Absorp
tionslinien liiBt zuniichst erwarten, daB die Resonanzlinie die Dispersion maB
gebend bestimmt. Die h6heren Serienglieder sollten ohne wesentlichen EinfluB 
sein, da nach Ziff. 75 die Elektronenzahlen CObergangswahrscheinlichkeiten) p 
in diesen Gliedern sehr schnell abnehmen. 

79. Eigenfrequenzen bei einatomigen Gasen und Dampfen. Nach dem 
Vorhergehenden liegt es nahe, zu erwarten, daB die kontinuierliche Absorption 
jenseits der Seriengrenze, die in allen Fallen im Ultravioletten liegt, auf die Dis
persion im optischen Gebiet denselben EinfluB ausubt wie eine (ultraviolette) 
Absorptionslinie 2). Fur den Fall des Na, wo PResonanzlinie ex> 1 ist, schatzt 
KUHN 3) aus den Messungen von HARRISON4) Pkont. etwa gleich 0,1 oder etwas 
kleiner, so daB die kontinuierliche Absorption ahnlich wie die hOheren Serien
glieder die Dispersion im sichtbaren Spektrum nur sehr wenig beeinflussen durfte. 
Dementsprechend treten auch in Formel V, Ziff. 16, nur die beiden D-Linien auf. 
.Ahnliche Verhaltnisse waren auch fUr die Dampfe der iibrigen Alkalien zu er
warten. Dagegen zeigt schon eine fliichtige Vergleichung der Eigenwellen
langen, wie sie in die Dispersionsformeln der Edelgase, die CUTHBERTSON auf 
Grund seiner nur ein kleines Spektralgebiet iiberdeckenden Messungen abgeleitet 
hat, mit den aus Resonanz- und Ionisierungsspannungen berechneten Wellen
langen die auffallende Tatsache, daB die Eigenfrequenz dieser einatomigen Gase 
nahe mit der Seriengrenze zusammenfallt oder noch kurzwelliger ist als diese. 
Bei Helium und Argon, wo Messungen bis weit ins Ultraviolette vorliegen, ge
niigen aber die CUTHBERTsoNschen Formeln der Beobachtung nicht mehr. Eine 

1) G. R. HARRISON, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 8, S. 260. 1922 (5. auch Ziff. 42). Neuere 
Messung an Na siehe B.TRUMPY, ZS. f. Phys. Bd.47, S.804. 1928 (speziell S. 808). Weitere 
Beobachtungen solcher kontinuierlicher Absorptionsspektren an Alkalien und Wasserstoff 
s. P. DEBYE. Phys. ZS. Bd. 18, S.428. 1917; J. HARTMANN, ebenda Bd. 18, S.429. 1917; 
J. HOLTSMARK, ebenda Bd. 20, S. 88. 1919; C. B. HARRISON, Phys. Rev. (2) Bd.20, S.198. 
1922 u. Bd. 24. S.466. 1924; R .W. DITSCHBURN, Proc. Roy. Soc. (A) Bd. 117, S.486. 1928. 
Ferner an Edelgasen H. B. DORGELO U. H. ABBINK, ZS. f. Phys. Bd. 41, S.753. 1927. 

2) K. F. HERZFELD U. K. L. WOLF, Ann. d. Phys. Bd. 76, 5.71 u. 567. 1925; A. H. KRA
MERS U. W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 681. 1925; s. auch E. SCHRODINGER, Ann. d. 
Phys. (4) Bd.81, 5.109, 1926. 

3) W. KUHN, ZS. f. Phys. Bd. 33, S.408. 1925. 
4) G. R. HARRISON, Phys. Rev. (2) Bd. 24, S.466. 1924. 
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eingehende Durchsicht der Messungen und Berechnung neuer eingliedriger 
Formeln fiihrte zu dem Ergebnis, daB die aus den eingliedrigen Dispersions
formeln errechneten Eigenwellenlangen bei samtliehen Edelgasen ultravioletter 
sind als die Seriengrenze. Sie werden von HERZFELD und WOLFl) bei Festhaltung 
der Giiltigkeit der klassischen Dispersionsformel als "Sehwerpunkt" des konti
nuierliehen Absorptionsspektrums gedeutet (s. Tab. 17). Daneben mi:igen noeh, 
wie PAULI2) bemerkte, die (bei manehen Stoffen starken) Linien der Spektren, 
bei denen zwei Elektronen gleiehzeitig springen (s. aueh Ziff. 76b) mit in dieses 
Glied eingehen. 1m wesentliehen diirfte jedoeh die kontinuierliehe Absorption 
an der Seriengrenze den "Sehwerpunkt" bestimmen. Dessen groDe Verschiebung 
gegen die Seriengrenze (Tab. 17) ist zu erwarten, da bei den Edelgasen das kon
tinuierliehe Seriengrenzspektrum in Absorption sieh in groDer Starke sehr weit 
naeh kleinen Wellenlangen erstreekt, wie z. B. aus einer Bemerkung DORGELOS 
und ABBINKS3) hervorgeht, die Argonlinien zwischen 769 und 661 A in reinem 
Argon infolge dieser Absorption nicht beobachten konnten und aueh den analogen 
Fall fiir Neon anfiihren. 

In den eingliedrigen Formeln tritt die Resonanzlinie iiberhaupt nieht auf. 
Da die Messungen andererseits dureh Formeln, in die nur die Resonanzlinie ein
geht, sicher nieht darzustellen sind, bleibt nur noch die Frage offen, ob nieht 
zweigliedrige Formeln, deren eine Eigenwellenlange die Resonanzlinie ist, die 
Messungen wiedergeben. So1che Formeln lieD en sieh denn aueh in den beiden 
Fallen, in d~nen geniigend Beobaehtungen vorliegen, namlieh bei He und A. 
tatsachlch finden 4); aueh in ihnen hat das Glied, das neben der Resonanzlinie 
eingeht, eine Wellenlange, die ultravioletter ist als die Seriengrenze. Die Elek
tronenzahlen dieses Gliedes bleiben annahernd dieselben wie in der einglied-

Tabelle 17. 

I 
I Eigenwellen- i I 

Abstand des I 

Element Pi 
: lange aus ' Ionisierungs- I Resonanz-
I Dispersions- I spannungen in A llinien in A d. kont. Abs. Benutzte Dispersionsformel 

"Schwerpunktes" I 
von der Serien-formeln in A : grenze in A 

, ' , 

He 
I 

484,0 I I 584,4 I eingliedrige 1,22 

I 
503 19 

1,19 u. 480,4u. 23 zweigliedrige nach 
0,033 584,4 I HERZFELD-WOLF 

Ne 2,37 480,9 i 575 771 94 I eingliedrige nach 
CUTHBERTSON 

A 4,58 708,0 7865) I 1067 u. 78 I eingliedrige nach 
10487) HERZFELD-WOLF 

4,59 u . 702,9u. 84 zweigliedrige nach 
0,025 ! 1029 HERZFELD-WOLF 

Kr 4,90 839,6 9286) od. 12367)u. 88 od. 46 eingliedrige nach 
8868) 1165 9) 

I CUTHBERTSON 
I 

X 5,61 1001,4 10733) od. 1470 u 'l 72 od. 25 eingliedrige nach 
10268) 12967)9) CUTHBERTSON 

1) K. F. HERZFELD u. K. L. WOLF, Ann. d. Phys. (4) Ed. 76, S. 76 u. 567. 1925. 
2) W. PAULI, ds. Handb. Ed. XXIII. 
3) H. E. DORGELO U. J. H. ABBINK, ZS. f. Phys. Ed.41, S.753. 1927. 
4) Eei Argon ist die Resonanzlinie mit 1029 A eingesetzt. Dieser Wert ist inzwischen 

genauer zu 1048 A bestimmt, was jedoch an der Formel praktisch niehts andern wiirde. 
5) Naeh K. W. MEISSNER, ZS. f. Phys. Ed. 37, S. 238.1926; Ed. 39, S. 172. 1926; Ed. 40, 

S.839. 1927. 
6) G. HERTZ, Naturwissensch. Ed. 12, S. 1211. 1924. 
7) G. HERTZ und J. H. ABBINK, Naturwissensch. Ed. 14, S.27 u. 648. 1926; L. B. 

TAYLOR, Proc. Nat. Acad. Amer. Ed. 12, S.658. 1926. 
8) J. H. ABBINK U. H. B. DORGELO, ZS. f. Phys. Ed. 47, S.221. 1928. 
9) H. SCHULER U. K. L. WOLF, ZS. f. Phys. Ed. 34, S.343. 1925. 
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rigen Formel (S. Ziff. 76), wahrend der Resonanzlinie nur sehr kleine p-Werte 
zukommen (Tab. 17). 

Der Einfluf3 der Resonanzlinie ist also bei den Edelgasen nur sehr gering. 
Doch zeigt die Dispersion der Alkalihalogenide (s. Ziff. 82), daf3 er nicht ver
nachlassigt werden darf. Bei den Edelgasen wird die Dispersion fast allein durch 
das kontinuierliche Seriengrenzspektrum bestimmt. Die h6heren Serienglieder 
k6nnen, wie Ziff. 75 zeigt, in jedem Fall vernachlassigt werden. 

80. Eigenfrequenzen bei Molekiilen. Fur eine Reihe mehratomiger Gase 
lassen sich die ultravioletten Eigenfrequenzen aus der Dispersionsformel ent
nehmen (s. Tab. 15). Diesen kommt aber in den meisten Fallen nur eine rechne
rische Bedeutung zu, indem sie die gemeinsame Wirkung mehrerer Absorptions
gebiete zusammenfassen. So geben z. B. die verschiedenen Formeln, die fUr die 
Dispersion des Sauerstoffs aufgestellt worden sind, einen Wert fUr 20 von etwa 
830 A, wahrend bereits bei 1760 und 1250 A von LYMAN Absorptionsbanden 
gefunden sind. Nur bei Wasserstoff, CO2, H20, NH3 , CH4 und den Halogen
wasserstoffen kann man die Eigenwellenlangen der Formeln bis jetzt in Zu
sammenhang mit den durch Elektronenstof3messungen gefundenen Potentialen 
bringen. 

Beim Wasserstoffl) entsprechen die in die Formel eingehenden Eigenwellen
langen [so Formel (II), Ziff. 11] Elektronengeschwindigkeiten von 16,8 und 13,1 V. 
Diese Werte stimmen annahernd uberein mit den am Wasserstoff beobachteten 
kritischen Potentialen, wo bei etwa 13 Volt2) der erste starke Energieverlust 
und bei 16,0 bis 16,4 Volt 3) der erste mit Ionisation verbundene StoB beobachtet 
wird. Der Wert von 16 Volt wird jetzt allgemein der Bildung von H2 + zuge
schrieben 4). A.hnlich wie an der Seriengrenze der Atome ist also auch hier ein 
kontinuierliches Absorptionsspektrum zu erwarten, dessen langwellige Grenze bei 
16,0 Volt zu suchen ist. Das 22 der Dispersionsformel ist dann, wie bei den 
Edelgasen, als Schwerpunkt dieser kontinuierlichen Absorption anzusehen. Der 
Wert bei 13 Volt kann als Analogon zu dem Resonanzpotential der Edelgase 
betrachtet werden. 1m Anschluf3 an HOPFIELD und DIEKE5) ist er aufzufassen 
als Schwerpunkt der beiden Anregungsstufen von 11,16 (erste Molekulanregung) 
und 14,53 Volt (H + Hangeregt). Daf3 diese beiden Anregungsstufen nicht scharf 
getrennt beobachtet werden k6nnen, ist nach HOPFIELD und DIEKE ohne weiteres 
einzusehen. Die beiden Absorptionen wurden beobachtet (1115 A Beginn der 
Bandenabsorption, 850 A Einsetzen starker kontinuierlicher Absorption). 

Bei den Halogenwasserstoffen6) entsprechen die in Tabelle 15, Ziff.76 an
gegebenen Eigenwellenlangen der eingliedrigen Formeln Elektronengeschwindig
keiten von 13,4, 12,1 und 10,5 Volt. Diese Werte fallen nahe zusammen mit 
den von KNIPPING7) nach der 10nenstoBmethode gefundenen Werten von 13,5, 
13,0 und 12,6 Volt. Da diese sich nicht, wie man frwer annahm. auf den Vor
gang HCl--+ H + + Cl-, sondern auf HCI--+ HCl + + Elektron beziehen8), so 

1) Siehe FuBnote 9. S. 147. 
2) THEA KRU'GER, Ann. d. Phys. Bd. 64, S. 288. 1921. 
3) Zusammenstellung S. T. R. HOGNESS U. E. G. LUNN, Phys. Rev. Bd. 26, S. 53.1925. 
4) T. R. HOGNESS U. E. G. LUNN, Phys. Rev. Bd. 26, S. 44. 1925; H. D. SMYTH, 

ebenda Bd. 25, S. 452. 1925; H. KALLMANN U. M. A. BREDIG, Naturwissensch. Bd. 13, 
S. 802. 1925. 

5) J. J. HOPFIEI.D u. G. H. DIEKE, ZS. f. Phys. Bd.40, S.299. 1926. 
6) K. F. HERZFELD U. K. L. WOLF, Ann. d. Phys. Bd.78, S.195. 1926. 
7) P. KNIPPING, ZS. f. Phys. Bd. 7, S. 328. 1921; C. A. MACKAY, Phil. Mag. (6) Bd. 46, 

S.828. 1923; Phys. Rev. (2) Bd.23, S. 553. 1924. 
8) H. D. SMYTH, Phys. Rev. Bd.25, S.452. 1925; H. G. GRIMM, ZS. f. Elektrochem. 

Bd. 31, S.474. 1925; H. A. BARTON, Phys. Rev. (2) Bd.30, S.614. 1925; E. F. BARKER 
u. O. S. DUFFENDACK, Phys. Rev. (2) Bd.26, S.339. 1925. 
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sind die EigenwellenHingen der CUTHBERTsoNschen Formeln wieder als Schwer
punkte der sich an die Ionisierung anschlieBenden kontinuierlichen Spektra 
anzusehen. Diese Anschauung wird dadurch gestiitzt, daB die p-Werte nahe 
mit denen der entsprechenden Edelgase zusammenfallen. Die Formeln, welche 
die "Resonanzlinie" beriicksichtigen (s. Tab. 15), fUhren zu noch besserer Dber
einstimmung. Das bereits oben erwahnte Zunehmen des Einflusses der Reso
nanzlinie von Cl- zu J- macht sich in den Formeln von CUTHBERTSON da
durch bemerkbar, daB das Ao' das bei HCI etwa an der Stelle des durch die 
Messungen von KNIPPING bestimmten Absorptionsbeginns liegt, bei HBr und 
HJ etwas nach langeren Wellen verschoben st. Das ist daraus zu erklaren, daB 
das Ao das ganze Spektrum, also im wesentlichen Resonanzlinie und kontinuier
liche Absorption, in einem Glied zusammenfaBt, daB es also gemeinsamer Schwer
punkt aller Absorptionsstellen ist. In den genaueren zweigliedrigen Formeln 
kommt dem zweiten Glied durchweg eine Wellenlange zu, die kurzwelliger ist 
als die Seriengrenze. Dieses Beispiel mage neben dem von UNSOLDI) erwahnten 
Fall der Lymanserie zeigen, daB die Lage der resultierenden Frequenz bei Zu
sammenfassung in ein Glied auch innerhalb der Serie liegen kann. Man mag 
in dem zweiten Glied neben dem kontinuierlichen Spektrum noch den EinfluB 
gestrichener Terme vermuten, wird aber mit diesen allein keineswegs auskommen. 
Das ist urn so befriedigender, als das merkwurdige Resultat, zu dem UNSOLDS 
Annahme bei He fiihrt (der EinfluB der Linien des gestrichenen Spektrums sollte 
graBer sein als der des nicht gestrichenen), so nicht aufrecht erhalten werden muB, 
wahrend andererseits die groBe Ausdehnung des kontinuierlichen Seriengrenz-

spektrums bei den Edel-
Tabelle 17a. gasen (Ziff. 79) fur die 

Ne FH OH, NHs 

VDiSP.{ 
25.4 13,5 11,7 

14,1 

VIano 21,5 13,2 11,1 

CH. I CO, 

14,0 15,4 
16,3 17,1 

14,62) 143) 

I H,S 

11,5 

10,43) 

Starke seines Einflusses ver
antwortlich zu machen ist. 

SchlieBlich sind noch 
in Tabelle 17a fUr eine 
Reihe weiterer Gase die 
direkt gemessenen mit den 

aus den Dispersionsformeln gefundenen Eigenfrequenzen (in Volt) zusammen
gestellt. Die letzteren sind aIle den CUTHBERTSONschen eingliedrigen Disper
sionsformeln entnommen. Fur CH4 und NHs sind auBerdem die Konstanten 
der zweigliedrigen Formeln von FRIBERG, fiir CO2 die der Formel von FUCHS 
angegeben. In jedem dieser Falle ist die aus den angegebenen Ionisierungs
spannungen zu berechnende Seriengrenze kurzwelliger als die als Schwerpunkt 
des kontinuierlichen Seriengrenzspektrums aufzufassende Eigenwellenlange der 
Dispersionsformel (Ao bzw. AI) und zwar bei den genaueren zweigliedrigen For
meln noch eindeutiger als bei den eingliedrigen CUTHBERTSONS. 

Hier sei darauf hingewiesen, daB auch DAVIS4) auf den Zusammenhang 
zwischen V Diap. und VIon. aufmerksam gemacht hat. Doch fuhrt er seine Be
trachtungen weniger allgemein durch, worauf es wohl auch zuruckzufiihren 
ist, daB er gerade bei den Edelgasen keine befriedigenden Resultate erhalt. 
SchlieBlich ist hier noch eine spatere Arbeit von MORTON und RIDING5) zu er
wahnen, die aber, wohl infolge unklarer Vorstellungen fiber die kontinuierliche 
Seriengrenzabsorption, zu keinem nennenswerten Ergebnis fUhrt. 

1) A. UNSOLD, Ann. d. Phys. (4) Bd.82, S.355. 1927. 
2) E. PIETSCH u. G. WILCKE, ZS. f. Phys. Bd.43, S.342. 1927. 
3) C. A. MACKEY, Phys. Rev. Bd.24, S.319. 1924; ebenda Bd. 23, S. 553. 1914. Phil. 

Mag. (6) Bd.46, S.828. 1923. 
') BERGEN DAVIS, Phys. Rev. (2) Bd.25, S. 587. 1925; Ed. 26, S.232. 1926. 
5) R. A. MORTON u. R. W. RIDING, Phil. Mag. (7) Ed. 1, S. 726. 1926. 
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81. Ultraviolette Eigenfrequenzen bei Kristallen1• 1m AnschluB an die 
Edelgase konnen jetzt auch die fUr einige Salze sich aus den Dispersions
formeln ergebenden Ronstanten betrachtet werden. Molekiile oder Rristalle 
von rein heteropolarem Bau sind nach unseren Erfahrungen aus in sich ab
geschlossenen lonen entgegengesetzter Ladung aufgebaut. Diese lonen ent
stehen nach ROSSEL2) dadurch, daB die elektronegativen Elemente durch 
Aufnahme von Elektronen ihre auBere Schale zu einer Achterschale, einer 
Edelgaskonfiguration, erganzen, wahrend die elektropositiven Elemente durch 
Abgabe ihrer Valenzelektronen auf eben eine solche abbauen. So gibt z. B. 
das Na im NaCl sein locker gebundenes Valenzelektron an das Cl abo Was 
zuruckbleibt, ist ein verhaltnismaBig sehr starrer Rest vom Bau des Neons. Das 
Elektron, das lose gebunden war und die Absorption des Metalldampfes im 
Sichtbaren bedingte, ist an das Anion ubergegangen. Die Achterschale aber ist 
sehr fest und fUr das Na -t ergibt sich so eine Absorption, die viel weiter im Ultra
violetten liegt. 

Wir haben also in den einfachsten heteropolaren Rristallen, den Alkali
halogeniden, zwei Edelgaskonfigurationen anzunehmen. Dabei ist zu erwarten, 
daB die Elektronenbindung gegenuber den entsprechenden Edelgasbahnen eine 
.Anderung erfahrt. Die groBere Rernladungszahl des Rations bewirkt, bei gleicher 
auBerer Schale, eine Verfestigung, die kleinere des Anions eine Lockerung gegen
uber dem benachbarten Edelgas. 

Diese Uberlegungen weisen auf Zusammenhange 3) zwischen der Dispersion 
bzw. Molekularrefraktion der Edelgase und der Alkalihalogenidionen bzw. der 
Salze selbst hin, deren Molrefraktion sich additiv aus den Anteilen der lonen 
zusammensetzt. Fur die beiden bestuntersuchten Salze, KCl und NaCl, wurden 
bereits in Ziff. 25 und 26 Dispersionsformeln angegeben. Von den bei jedem 
der beiden Salze auftretenden 3 Summanden mit ultravioletten Eigenfrequenzen 
ist je der erste dem Ration, die beiden andern dem Anion zuzuschreiben. Die 
Zuordnung ergibt sich recht augenfallig schon aus der weitgehenden Uberein
stimmung der dem Cl- als gemeinsamen Bestandteil beider Salze zugeschriebenen 
Werte 966,9 lind 1582,9 A beim RCl mit den entsprechenden 935,9 und 
1543,4 A bei NaCl, sowie daraus, daB diese Werte wesentlich langwelliger sind 
als irgendeine beim Argon auftretende Absorptionswellenlange, und somit nur 
von einem im Vergleich zum Argon weniger festen Gebilde, also vom Cl-, her
riihren konnen. 

Wir stellen in Tabelle 18 die den einzelnen Ionen zukommenden Pi und Ai 
zusammen, urn sie dann mit den \Verten der entsprechenden Edelgase zu ver-

Tabelle 18. 

K+ el-
._----_ .. 

Po I )'0 p, A, p, A, 

KCI 4,61 514,6 4,26 966,9 0,25 1582,9 
NaCI 2,35 343,9 4,41 935,9 0,19 1543,4 
A 4,58 708,0 4,59 702,9 0,025 1029 
Ne 2,37 480.9 

gleichen, die noch einmal in die Tabelle aufgenommen sind. Bei den dem Cl
zugehOrigen Gliedern fallt die nahe Dbereinstimmung der p-W erte des kurz-

1) Ultrarote Eigenfrequenzen s. Ziff. 26. 
2) W. KOSSEL. Ann. d. Phys. Bd.49. S.229. 1916; ZS. f. Phys. Bd. 1. S.395. 1920. 
3) K. F. HERZFELD U. K. L. WOLF. Ann. d. Phys. Bd. 78. S. 35 u. 195. 1925. 
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welligen Gliedes (4,26 bzw. 4,41) mit dem des Argon (4,59) sofort in die Augen. 
Wir werden darum dieses Glied, wie beim Argon, dem kontinuierlichen Spektrum, 
welches an die von der vollstandigen Ionisierung herriihrende Grenze anschlieBt, 
zuordnen, wahrend wir den dritten Summanden der Formeln der "Resonanzlinie" 
des Chlorions zuschreiben. Die beiden vom C1- herriihrenden Glieder entsprechen 
damit ganz den beiden Summanden der zweigliedrigen Formeln fiir die Edelgase. 

Bei den beiden Kationen haben wir nur je eine Eigenfrequenz, die im wesent
lichen durch die kontinuierliche Absorption bestimmt ist. Die Elektronenzahlen 
stimmen mit denen der entsprechenden eingliedrigen Edelgasformeln iiberein. 

Beim Chlorion sind die Elektronenzahlen, welche der Resonanzlinie zu
kommen, in den beiden Salzen nicht vollkommen gleich (0,25 beim KCI und 0,19 
beim NaCl) und beide Werte sind wesentlich hoher ais der entsprechende beim 
Argon (0,025). Vom Standpunkt der rein klassischen Theorie ware dies unver
standlich, aber von diesem Standpunkt ware ja auch das Auftreten so kleiner 
Zahien iiberhaupt unerklarbar. Die Quantentheorie muB dagegen nach Ziff. 41 
die "Elektronenzahien" als MaB fiir die Wahrscheinlichkeit gewisser Ubergange 
ansehen. Dann bedeutet also das Resultat, daB der Ubergang, welcher der 
Resonanzlinie entspricht, beim Chlorion im Salz haufiger ist ais beim freien 
Argonatom oder im gasformigen HCI-Molekiil (s. Tabelle 15), ferner im Kalium
saiz etwas haufiger als im Natriumsalz. Dabei ist bemerkenswert, daB die EIek
tronenzahlen des Hauptgliedes (des zweiten) im Salz etwas kleiner sind als die 
entsprechenden Zahlen des Argons. Nur macht der Unterschied verhaltnis
maBig wenig aus. Die Summe der EIektronenzahlen der beiden Glieder ist da
gegen recht genau gleich der Summe beim Argon, namlich: 

Ke! . 4,26 + 0,25 = 4,51 
NaCl ...... 4,41 + 0,19 = 4,60 
Argon ..... 4,58 + 0,03 = 4,61. 

Das bedeutet also, daB die Gesamtiibergangswahrscheinlichkeit nur vom Bau des 
Gebildes selbst abhangt; beim Einbau in ein Salz nimmt die Ubergangswahrschein
lichkeit zur nachsten Bahn auf Kosten der Wahrscheinlichkeit vollstandiger Ab
trennung zu. 

Bei KBr und KJ lagen bisher!) nur sehr wenige Dispersionsmessungen VOL 

Der Versuch, sie durch dreigliedrige Formeln (analog KCI) darzustellen, deutet 
ebenfalls auf ein Wachs en der Dbergangswahrscheinlichkeit zur nachsthoheren 
Bahn ("Resonanzlinie") in der Reihenfo1ge C1-, Br-, J- hin 2) (Pres = 0,22; 
0,65-0,85; 0,70-0,95). 

82. Deutung der auftretenden WellenHingen 3). Bei der eben besprochenen 
Zuordnung der Wellenlangen 967 (bzw. 936) und 1583 (bzw. 1543) zum Chlorion 
ais Ionisierungs- und Resonanzwelleniange ist aber noch folgendes zu beachten. 
Wenn die kiirzere der beiden erwahnten Wellenlangen tatsachlich derjenigen Ab
sorption entspricht, welche bei der vollstandigen Losiosung eines Elektrons aus 
dem Chlorion zustande kommt, so ware zu erwarten, daB die langwellige Grenze 
des kontinuierlichen Spektrums dieser Absorption etwa urn 90 A weiter nach Rot 
liegt a1s diese Wellenlange angibt, also etwa bei 1055 bzw. 1025. Ihre Schwingungs
zahl miiBte mit der AblOsearbeit des E1ektrons, d. h. der sog. Elektronenaffinitat 
QE des Ch10rs, durch die Beziehung zusammenhangen: 

NLhv=QE' (203) 

1) Die neuen Messungen von GYULAI (ZS. f. Phys. Bd. 46, S. 80. 1928) lassen wohl 
genauere Berechnung zu. 

2) K. L. WOLF, Ann. d. Phys. (4) Bd. 81, S. 637. 1926. 
3) K. L. WOLF, Mi'mchener Dissertation 1925; K. F. HERZFELD U. K. L. VVOLF, Ann. 

d. Phys. (4) Bd. 78, S. 35. 1925. 
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Da QE etwa = 88 kcal ist, so entspricht das einer WellenHinge von 3280 A. 
mit anderen Worten: Es miiBte diese Absorption einfach dem von FRANCK 
vorausgesagten kontinuierlichen Spektrum des Chlors entsprechen. In Wirklich
keit sind aber die Chloride in der Gegend von 3000 A vollkommen durchsichtig, 
und unsere Absorption liegt sehr viel weiter im Ultraviolett; demnach muB zur 
Elektronenaffinitat noch ein wesentlich hoherer Arbeitsbetrag hinzukommen. 
Wenn man sich iiberlegt, welche Arbeit zur Entfernung eines Elektrons aus dem 
im Gitter eingebauten Chlorion notig ist, dann sieht man sofort ein, daB hierzu 
nicht nur die Arbeit gegen die Anziehung von seiten dieses Ions selbst geleistet 
werden muE, welche der Elektronenaffinitat entspricht, sondern auch Arbeit 
gegen die umgebenden Ladungen des Gitters. Die Arbeit, die notig ist, urn aus 
einem Gitterpunkt die Elementarladung entgegen den Anziehungen, die von den 
in den andern Gitterpunkten sitzenden UberschuBladungen herruhren, zu ent
fernen, betragt beim NaCI-Typus: 

Q - N 1,742e2 _ 576 k al 
G- L--r-- r C 

(r in A der Gitterabstande zweier Ionen). 

(204) 

Das ist das COULOMBsche Anziehungsglied der Gitterenergie. Fur KCl 
(r = 3,140 A) ergibt sich diese GroBe zu 183 kcal. Hierzu die ElektronenaffiniUit 
yon 88 ergibt eine Gesamtarbeit von 271 kcal. Dieser entspricht eine Wellen
lange von 1065 A. Das liegt urn 98 A von der gefundenen Wellenlange weiter 
nach rechts als die Eigenwellenlange, wie wir es erwartet haben. Bei N aCI 
(r = 2,816 A) finden wir die vom Gitter herruhrende Anziehung zu 204, die 
Gesamtarbeit zu 292 kcal, demnach die Wellenlange zu 990, also einen Abstand 
von 55 A von der gefundenen. 

Ais Abtrennungsarbeit gegeniiber den Anziehungskraften des ubrigen 
Gitters ist nur diejenige gerechnet, die gegen die OberschuBladungen zu 
leisten ist. (COULOMBsche Anziehung). AuBer dieser kommt noch eine An
ziehung hinzu, welche gegen die induzierten Ladungen zu leisten ist, die durch 
das Vorhandensein des nachher zu entfernenden Elektrons an seinem Gitterpunkt 
erzeugt werden. Diese entsprechen etwa der BORNschen Deutung!) der Hydra
tationswarme. Aber dieser Effekt braucht nicht noch einmal berucksichtigt zu 
werden, denn er ist es gerade, welcher den Unterschied zwischen der erregenden 
Kraft und der auBeren Fcldstarke bedingt (s. Ziff. 17). Er ist durch die Verwen-

dung der Formel fUr ~~_+-_1 statt der fUr n 2 - 1 ausgeschaltet. Ferner waren 
n 2 

noch die Krafte zu berucksichtigen, die von den Elektronenhiillen (Neutralkubus) 
der Nachbarionen auf das Elektron ausgeubt werden. Ober diese ist nichts 
Naheres bekannt. In erster Naherung k6nnen sie vernachlassigt werden. 

Bei der Deutung der folgenden Wellenlangen 2) (1583, 1543) als "Reso
nanzlinien" ist eine ahnliche Uberlegung zu machen. 1st das Chlorion voll
kommen frei, so kann die Arbeit, die notig ist, urn das Elektron aus seiner Grund
bahn in die nachste erlaubte zu heben, nicht groBer sein als die, die notig ist, 
urn es ganz zu entfernen. Fur das freie Chlorion miiBte daher die Resonanzlinie, 
wenn es eine solche uberhaupt gibt, eine Wellenlange groEer als 3300 haben. 
Die Wellenlange der "Resonanzlinie" fiir das ins Gitter eingebaute Chlorion da
gegen muB, wenn man sie auf einen Elektronensprung zwischen zwei Quanten
bahnen zuruckfUhrt, wieder kleiner sein, weil beim Herausheben auch Arbeit 
gegen die Ladungen, die in andern Gitterpunkten sitzen, zu leisten ist. Allerdings 

1) M. BORN, ZS. f. Phys. Bd. 1, S.45. 1920. 
2) Siehe A. H. PFUND, Phys. Rev. (2) Bd. 31, S. 315. 1928. 
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kann man hier gar nicht angeben, wie groB diese Arbeit ist, wenn man die GroBe 
und Form der verschiedenen Quantenbahnen des Elektrons nicht kennt. Sie 
wird irgendein Bruchteil der GroBe QG sein. Der WellenHinge 1580 entspricht 
eine Arbeit von etwa 183 kcal. Es ist aber noch nicht moglich diese auf Arbeit 
gegen das eigene Ion (Resonanzlinie des freien Chlorions) und auf Arbeit gegen 
das Gitter aufzuteilen. 

Die Frage, was unter "Resonanzlinie" im Gitter zu verstehen ist, laBt sich 
vorlaufig iiberhaupt nicht eindeutig beantworten. Man konnte zunachst an den 
"photographischen ProzeB" der Oberfiihrung des Elektrons von Cl- zum N a + 
denken. Fiir die hierzu erforderliche Arbeit waren, Wenn man mit starren Git
tern und Linien rechnet, anzusetzen: 

Elektronenaffinitat + Entfernen des Elektrons + Zuriickbringen 

("",80 kcal) (NLe2~ 1,742) 

(205) 
des Elektrons an den Platz des Kations Ionisierungsarbeit des Na. 

(NLe2~1'742 _ N:e~). (118kcal) 

Das ergibt aber 1100 bis 1200 A, anstatt 1500 bis 1600. Doch zeigen Versuehe 
von FRANCK und Mitarbeitern1) iiber die Ultraviolettabsorption von Akali
und Silberhalogeniden, daB im Dampfmolekiil eine Reihe komplizierterer Pro
zesse auftreten, so daB vielleicht auch im Gitter bei der Lichtabsorption nicht 
nur normale, sondern auch angeregte Na- und CI-Atome entstehen diirften. 
Wie die Rechnung sieh dann gestaltet, ist einstweilen noch nicht zu iibersehen. 

Auf Grund dieser Anschauungen ergibt sieh sehr schOn der von FAJANs und 
Joos (s. Ziff. 72, 73) aus den Messungen abgeleitete EinfluB des Kations auf die 
Molekularrefraktion des Anions, der darin besteht, daB ein Kation mit starkerer 
Feldwirkung die molekulare Refraktion des Anions starker herabsetzt (Defor
mation). Denn je starker die Feldwirkung, desto hoher ist die Gitterenergie, 
desto mehr Arbeit muB also bei der Entfernung des Elektrons aus dem Gitter 
geleistet werden, aueh dann, wenn die Bahn des Elektrons in dem Chlorion, 
zu welchem es urspriinglich gehort, bei allen Salzen dieselbe ist. Ein wesent
lieher Untersehied gegen die Zahlen von FAJANs und Joos besteht aber darin, 
daB dieser Verfestigungseffekt gegeniiber dem vollkommen freien Ion noch viel 
groBer ist, als ihn FAJANS und Joos ursprunglieh annahmen. Fur das vollkommen 
freie Ion wiirden wir eine Absorptionswellenlange bei 3200 A mit einer Mole
kularrefraktion von etwa 140 fUr die D-Linie erwarten, vorausgesetzt, daB nicht 
die einzelnen p-Werte (bei konst. };,Pi) im freien Ion anders sind als im in das 
Gitter eingebaute Ion. Diese Voraussetzung trifft allerdings kaum zu, so daB 
die Molrefraktion des freien Ions nur wenig kleiner als 140 herauskommen durfte. 
Der Einbau in das Salz bewirkt demnach eine sehr groBe Verminderung der 
Molekularrefraktion, die bei allen Alkalihalogeniden von etwa derselben GroBen
ordnung ist, weil die Gitterenergien alle von derselben GroBenordnung sind. 

Wenn wir nun zur Diskussion der Eigenwellenlang~ des Kations iibergehen, 
so werden wir, wie schon erwahnt, dieser eine ahnliche Deutung als Schwerpunkt 
des kontinuierliehen Spektrums geben, das der LosreiBung eines Elektrons aus 
dem Kation entspricht. Die dem Kaliumion zugeschriebene Wellenlange von 
515 A laBt die Grenze der Absorption bei etwa 590 A erwarten, was einer Energie 
von 490 keal entspricht. Bei dieser LosreiBungsarbeit ist aber folgendes zu be-

1) J. FRANCK, H. KUHNU. G. ROLEFFSON, ZS. f. Phys. Bd. 43, S. 155. 1927; J. FRANCK 
U. H. KUHN, ebenda Bd. 43, S. 164. 1927; Bd. 44, S.607. 1927. 
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achten: wahrend fUr das negative Ion die Arbeit gegen die Anziehungskrafte 
des Gitters zur Elektronenaffinitat des freien Ions hinzukam, ist hier die ent
sprechende Arbeit von der Ionisierungsspannung des freien Ions abzuziehen, 
denn wir haben ein negatives Elektron von einem solchen Gitterpunkte zu ent
femen, der mit einer positiven Ladung besetzt ist. Die umgebenden Gitterpunkte 
iiben auf die positive Ladung dieses Punktes Anziehungskrafte aus, demnach 
auf das dort sitzende Elektron AbstoBungskrafte, und es gilt daher: 

QJ - QG = Q , (206) 

d. h., man erhalt die Arbeit zur LosreiBung eines Elektrons Q durch Subtraktion 

der GroBe QG = 576 von der Ionisierungsarbeit des freien Ions Qr. Da Q 490 
r 

ist, QG 183, ergibt sich die Ionisierungsarbeit des freien Raliumions zu 673 kcaF). 
Die entsprechende Rechnung fUr das Natrium liefert als Grenze 410 A, daher 
Q = 705 und mit QG 204 also QJ 909· 

Auch hier bewahren sich wieder die Uberlegungen von FAJANS und Joos, 
nach welchen das Ration durch die Wirkung des Anions gelockert wird, desto 
mehr, je starker des sen Feldwirkung ist; im allgemeinen ist aber die Wirkung 
des Anions auf das Ration viel schwacher als umgekehrt. Das kommt jetzt so 
heraus, daB durch die Subtraktion der Gitterenergie die Wellenlange nach Rot 
verschoben wird (Lockerung), desto mehr, je starker die Feldwirkung, d. h., je 
groBer die Gitterenergie ist. Bei den sehr hohen Werten der Ionisierungsarbeit 
der freien Rationen aber machen die Unterschiede der Gitterenergien verhaltnis
maBig sehr viel weniger aus als bei den Anionen (fiir das RaIiumion bedeutet 
ein Unterschied von 20 Ralorien in den Gitterenergien einen Unterschied von 
4 % in der Wellenlange, fUr das Chlorion einen Unterschied von 7,5 %). Ebenso 
entspricht die von FAJA~S und Joos hervorgehobene Tatsache, daB die Auf
lockerung des to starker ist, je groBer die Molekularrefraktion des Rations an 
sich schon ist, dem Umstand, daB die Gitterenergien verhaltnismaBig desto mehr 
ausmachen, je kleiner an und fUr sich die Ionisierungsarbeit des freien Ions ist. 

Tabelle 19. Berechnete Molekularrefraktion der Salze. 

F J Cl J Br II 

Li 2,07 4,76 
I 

6,83 2,12 i 8,95 4,50 13,45 
Lf 1,16 1,50 1,55 1,75 
Na 3,23 i 5,10 8,33 2,17 10,50 4,70 15,20 
LI 2,75 3,03 2,76 3,29 
K 5,98 5,38 11,36 1,90 13,26 5,23 18,49 
j 2,07 2,04 2,29 2,12 

Rb 8,05 5,25 13,40 2,15 15,55 5,08 20,63 
j 3,58 3,72 3,69 4,52 

Cs 11,63 5,49 17,12 2,12 19,24 5,91 
, 

25,15 

Auf Grund der so skizzierten Deutung der Eigenfrequenzen der Formeln 
gelang es, die Molrefraktion samtlicher Alkalihalogenide aus Gitterenergie und 
Ionisierungsarbeit (Ration) bzw. Elektronenaffinitat (Anion) zu berechnen 2). 
Die berechneten zeigen im allgemeinen Verlauf gutc Ubcrcinstimmung mit den 
beobachteten Werten (beob. Werte s. Tab. 8a, Ziff. 68), und auch die meisten 

') Das von MOHLER (Scient. Pap. Bureau of Stand. Nr. 505, S. 167. 1925) gefundene 
Potential von 644 ± 46 kcal, das als Ionisierungspotential zu deuten sein diirfte und der 
von BOWEN [Phys. Rev. (2) Bd. 31, S. 497. 1928J aus dem Spektrum als Ionisierungsspannung 
von K+ bestimmte \Vert von 729 kcal, stimmt damit gut ilberein. 

2) K. F. HERZFELD U. K. L. WOLF, Ann. d. Phys. Bd. 78, S. 195. 1925. 
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Zahlen stimmen verhaltnismaBig gut iiberein. Die Hauptabweichungen (rechte 
obere Ecke der Tabelle) sind auf nicht geniigende Beriicksichtigung der Re
sonanzlinie zuriickzufUhren, fUr die p bei den Chloriden, Bromiden und Jodiden 
jedesmal zu 5 % des p-Wertes des Hauptgliedes angesetzt war. Beriicksichtigung 
der Zunahme der Dbergangswahrscheinlichkeit zur Resonanzlinie (auf Kosten 
der kontinuierlichen Absorption) mit wachsendem Atomgewicht des Halogens 
fiihrt zu noch besserer Ubereinstimmung der Absolutzahlen (vor allem in der 
rechten oberen Ecke), und auch der Gang der Differenzen in den Vertikalspalten 
wird noch urn einiges besser1). Die so berechneten Werte sind in Tabelle 19 zu
sammengestellt. 

Auch fiir die Erdalkalioxyde, bei denen nach FAJANS und Joos die Mol
refraktion des 0- - besonders stark veranderlich ist, fiihrt die Rechnung zu 
befriedigendem Ergebnis (s. Tab. 20). 

BeO 
MgO 
CaO 

Oxyd 

3,28 
4,50 
7,40 

Tabelle 20. Molrefraktion der Oxyde. 

Anteil des Kations 
(von FAJANS geschatzt) 

0,1 
0,3 
1,3 

Anteil des Anions 

3,2 
4,2 
6,1 

ber. Anteil des 
Anions 

2,45 
(4,2) 
7,3 

Die oben an den fest en Alkalihalogeniden und Erdalkalioxyden angestellten 
Uberlegungen sollten sich in derselben Weise auf die Molrefraktion edelgas1ihn
licher Ionen in Losungen anwenden lassen, wobei an Stelle der Gitterenergie 
die Hydratationsarbeit zu treten hatte. Die diesbeziiglichen Berechnungen 
wurden im AnschluB an die Berechnung der Molrefraktion der Halogenide bereits 
durchgefiihrt2), wobei der "Resonanzlinie" in analoger Weise wie bei den Alkali
halogeniden Rechnung getragen wurde. Die so berechneten Werte waren aber 
zu groB und zwar wohl im wesentlichen deshalb, weil die oben als "Resonanz
linie" bezeichnete langwelligere Absorption, sofern ihr der Ubergang eines Elek
trons vorn Anion zurn Kation zugrunde liegt, in der Lasung weg£allt. Eine Neu
berechnung laBt jedenfalls bessere Ubereinstimmung erwarten, urn so mehr, 
als die inzwischen durchgefiihrte Messung der Ultraviolettabsorption des Jod
ions in wasseriger Lasung3) ein Maximum der Absorptionsbande ergibt, dessen 
Lage etwa mit derjenigen iibereinstimmt, die man auf Grund einer Berechnung 
im Sinne obiger Betrachtungen erwarten sollte. 

Auf Grund der gleichen Oberlegungen lassen sich ferner die Eigenfrequenzen 
und damit die Molrefraktion anderer einfacher Verbindungen berechnen, wobei 
an Stelle der Gitterenergie die Bildungswarme dieser Verbindungen zu treten 
hat. Interessante Berechnungen dieser Art hat BERGEN DAVIS4) durchgefiihrt 
und dabei gute Resultate erzielt. 

1) K. L. WOLF, Ann. d. Phys. Bd.81, S.637. 1926. 
2) Siehe FuBnote 2, S. 154. 
3) G. SCHEIBE, R. ROMER U. G. ROSSLER, Chern. Ber. Bd. 59, S. 1221. 1926. 
4) BERGEN DAVIS, Phys. Rev. (2) Bd.26, S.232. 1926. 



c. Kristalloptik. 
Kapitel 11. 

Kristalloptik. 
Von 

G. SZIVESSY, Munster i. W. 

Mit 37 Abbildungen. 

Bei der folgenden Darstellung der Kristalloptik1) (mit AusschluB der 
R6ntgenoptik 2) werden die nachstehenden Bezeichnungen durchgehend benutzt: 

x, y, Z optisches Symmetrieachsensystem. 
x', y', z' beliebiges rechtwinkliges Rechtssystem. 

t Zeit. 
w Frequenz einer Lichtwelle. 

w(O) Eigenfrequenz. 
Ao WellenHinge einer Lichtwelle 1m Vakuum. 
}, WellenHinge einer Lich twelle im Kristall. 
k Elliptizitat (Achsenverhaltnis der Schwingungsellipse) einer elliptisch 

polarisierten Lichtwelle. 
c Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. 

Cn Normalgeschwindigkeit einer Lichtwelle 1m Kristall. 
en komplexe N ormalgeschwindigkeit. 
L1 Phasendifferenz. 
£; Einheitsvektor einer Wellennormalenrichtung. 

:s POYNTINGScher Strahlvektor. 
Einheitsvektor vonS (Rich tung des Lichtstrahles). 

(i elektrische F eldstarke einer Lichtwelle; ~ Amplitude von (i; e Ein
heitsvektor von (2;. 

1) Altere zusammenfassende Darstellungen: E. VERDET, Leyons d'optique 
physique Bd. I u. II. Paris 1869-1870 (= (Euvr. Bd.5 u.6). Deutsche Ausgabe von 
K. EXNER Bd. I u. II. Berlin 1881-1887. (Die deutsche Ausgabe enthalt ein vollstandiges, 
bis 1881 fortgeftihrtes Verzeichnis der alteren Literatur.) E. MASCART, Traite d'optique 
Bd. I, Kap. 8 u. 9; Bd. II, Kap.10 bis 12. Paris 1889-1891; TH. LIEBISCH, Physikalische 
Kristallographie S. 281- 544. Leipzig 1891; J. WALKER, The analytical theory of light 
Kap. XI-XV, XVIII. Cambridge 1904; F. POCKELS, Lehrbuch der Kristalloptik. Leipzig 
1906. Neuere zusammenfassende Darstellungen: J. BECKENKAMP, Statische und 
kinetische Kristalltheorien, Tl. 2, S. 1-- 523. Berlin 1915; E. GEHRCKE, Handb. d. physikali
schen Optik Bd. I (Doppelbrechung von P. DRUDE und A. WETTHAUER S. 813-882; Rot<l
tionspolarisation von K. FORSTERLING, S.901-940). Leipzig 1927; Handbuch der Experi
mentalphysiK, herausgeg. von \"1. WlEN und F. HARMS, Bd. XXVIII (Polarisation des 
Lichtes von H. SCHULZ, S.365-556). Leipzig 1928 

2) tiber die Rontgenoptik cler Kristalle vgl. das Kapitel tiber den Aufbau der festen 
Materie und seine Erforschung durch Rbntgenstrahlen in Bel. XXIV ds. Handbuches. 
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e', e" zu einer Strahlenrichtung f im Kristall gehorende Richtungen e. 
~ elektrische Verschiebung einer Lichtwelle (Lichtvektor); ~ Amplitude 

von ~; b Einheitsvektor von ~ (Schwingungsrichtung). 
b', b" zu einer Wellennormalenrichtung £l im Kristall gehOrende Rich-

tungen b. 
Sj magnetische Feldstarke einer Lichtwelle; ~ Amplitude von Sj. 
~ elektrisches Moment der Volumeinheit; ~ Amplitude von 1,15. 
® Gyrationsvektor. 
n Brechungsindex des Kristalls. 

n l , n 2 , n3 Hauptbrechungsindizes. 
n~, n~ Brechungsindizes der beiden zu einer Wellennormalenrichtung £l in 

einem nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristall gehorenden 
Wellen. 

n', n" Brechungsindizes der beiden, zu einer Strahlenrichtung f in einem 
nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristall gehorenden Wellen. 

no, no' Brechungsindizes der beiden zu einer Wellennormalenrichtung £l in 
einem nicht absorbierenden, aktiven Kristall gehorenden Wellen. 

l' Brechungsindex des isotropen AuBenmediums. 
n komplexer Brechungsindex eines absorbierenden Kristalls. 

n l , n z, n3 komplexe Hauptbrechungsindizes eines absorbierenden Kristalls. 
no, n~ komplexe Brechungsindizes der beiden zu einer vVellennormalenrich

tung £l in einem absorbierenden Kristall gehorenden \Vellen. 
s Strahlenindex des Kristalls. 

s', s" Strahlenindizes der beiden, zu einer Wellennormalenrichtung £l in 
einem nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristall gehorenden 
Strahlen. 

" Absorptionsindex. 
"1' "2' "3 Hauptabsorptionsindizes. 

"0, "r: Absorptionsindizes der beiden zu einer Wellennormalenrichtung 5 
in einem absorbierenden Kristall gehorenden Wellen. 

Cn, CI2' ... , C33 optische Dielektrizitatskonstanten. 
C1' C2' C3 optische Hauptdielektrizitatskonstanten. 

(;n, (;12' ... , (;33 komplexe optische Dielektrizitatskonstanten. 
(;1' (;2' (;3 komplexe optische Hauptdielektrizitiitskonstanten. 

g skalarer Parameter der optischen Aktivitat. 
gn, g12' ... , g33 Komponenten des Gyrationstensors. 

I Vektor vom Koordinatenanfangspunkt zu emem Punkte einer 
Wellenebene. 

61 , 62 Einheitsvektoren der Binormalen. 
II' t2 Einheitsvektoren der Biradialen. 

o Binormalenwinkel. 
bi bzw. bz Winkel zwischen einer Wellennormalenrichtung £l im Kristall und 

61 bzw. 62, 

[J Biradialenwinkel. 
(', (" Winkel zwischen einer Wellennormalenrichtung ;:; im Kristall und 

den zugehorigen Strahlenrichtungen. 
(', e" Winkel zwischen einer Strahlenrichtung f im Kristall und den zu

gehorigen Wellennormalenrichtungen. 
] Intensitat einer Lichtquelle. 
{} Temperatur. 



Ziff. 1. Ubersicht uber die Theorien der Kristalloptik. 

I. Einleitung. 
1. Ubersicht iiber die Theorien der Kristalloptik. Die erste gesehlossene 

Darstellung der Kristalloptik verdankt man FRESNELl), der seiner auf rein 
meehaniseher Grundlage beruhenden Theorie allerdings keine strenge Begriindung 
geben konnte, da damals eine analytisehe Meehanik deformierbarer K6rper 
noeh nieht existierte; eine solche Begriindung wurde erst spater von CAUCHY 2) , 
und unabhangig von diesem und fast gleiehzeitig von NEUMANN 3) geliefert. 

Die Theorien von FRESNEL, CAUCHY und NEUMANN bezeiehnet man wegen 
ihrer elastizitatstheoretisehen Grundlage aueh kurz als elastisehe Theorien 
des Lieh tes; dieselben besitzen. ebenso wie ihre spat ere Weiterbildung und 
Vervollkommnung4), jetzt nur noeh historisehes Interesse, naehdem sie in der 
zweiten Halfte des vorigen Jahrhunderts dureh die von MAXWELL5) gesehaffene 
elektromagnetisehe Liehttheoric verdrangt wurden6). Die Erseheinungen 
der Kristalloptik werden von der elektromagnetisehen Theorie unter der An
nahme erkHirt, daB die optisehe Anisotropie auf die elektrisehe zuriiekzufiihren 
ist. Elastisehe und elektromagnetisehe Theorie des Liehtes fiihren in der 
Kristalloptik formal zu denselben Ergebnissen und vermogen einen groBen 
Komplex von Erseheinungen riehtig wiederzugeben. Beide k6nnen aber ohne 
besondere Zusatzhypothesen weder von den Erseheinungcn der Dispersion, noeh 
von der optischen Aktivitat eine befriedigende Erklarung geben. Eine solche ist 
nur dann moglich, wenn man, im Gegensatz zu jenen alteren Theorien, die 
Materie nicht als kontinuierlich ausgebreitet voraussctzt, sondern annimmt, 
daB dieselbe aus kleinsten Teilchen aufgebaut ist. 

Dieser Standpunkt bildet die Grundlage der atomistisehen Theorien; 
wir iibergehen die friiheren Theorien dieser ArF) und wenden uns gleich der 
Kristallgittertheoric 8) zu, welche von der Vorstellung ausgeht, daB die 
Kristalle aus Atomen oder Atomgruppen aufgebaute Raumgitter sind; da jedes 
Atom aus positiven und negativen Ladungen (Atomkern und Elektronen) be
steht, so bildet jedes Elektron eines Atoms mit den entsprechenden Elektronen 

1) A. FRESNEL, Bull. d. Scienc. par la Soc. philomat. 1822, S. 63; Ann. chim. phys. 
(2) Bd. 28, S.263. 1825; Mem. de L'\cad. d. Scienc. Bd. 7, S. 45. 1827; CEuvr. compl. Bd. II, 
S.261. Paris 1868. Uber die Geschichte der Entdcckungcn FRESNELS vgl. die Einleitung 
von A. VERDET ZU FRESNELS CEuvr. comp!. Bd. I, S. IX. Paris 1866. 

2) A. CAUCHY, Exercices de mathem. Bd. V, S. 19. Paris 1830; CEuvr. compl. (2) Bd. IX, 
S.390. Paris 1890. 

3) F. NEL'MAKN, Pogg. Ann. Bd.25, S.418. 1832; Ges. Vlerke Bd. II, S. 159. Leipzig 
1906; Ostwalds Klassiker der exakt. Wissensch. Nr. 76. Leipzig 1896. 

4) Darstellungen der alteren elastischen Theorien der Kristalloptik: H. POINCARE, 
Theorie mathematique de la lumiere Bd. I. Kap. 6. S. 217-284. Paris 1889; P. VOLKMANN, 
Vorlesungen uber die Theorie des Lichtes, Abschn. IV, 3, S.250-264. Leipzig 1891; 
P. DRUDE, Theorie des Lichtes fur durchsichtige ruhende Medieh (in A. WINCKELMANN, 
Handb. d. Physik, 2. Aufl., Bd. VI, S. 1140-1166. Leipzig 1906) ; insbesondere A. WANGERIN, 
Optik . .Altere Theorie. (in Enzykl. d. math. Wissensch. Bd. V, Tl. 3, S. 1-94. Leipzig 1909). 

5) J. CL. MAXWELL, A Treatise on electricity and magnetism. Bd. II, Kap.20, S. 383 
bis 398. Oxford 1873. Deutsche Ausgabe von B. WEINSTEIN, Bd. II, Kap.20, S. 537-558. 
Berlin 1883. 

6) Uber diese vgl. Eap. 6 ds. Bandes. 
7) Uber die geschichtliche Entwicklung dieser Theorien vgl. R. LUNDBLAD, Uppsala 

Univ. Arsskr. 1920, H. 2, S. 6. 
8) M. BORN, Dynamik der Kristallgitter. Leipzig 1915 (= Fortschr. d. math. Wissensch. 

H. 4); Atomtheorie des festen Zustandes (Dynamik der Kristallgitter). Leipzig 1923 (in 
Enzykl. d. math. Wissensch. Bd. Y, Tl. 3, S.527-781). Kurzere zusammenfassende Dar
stellungen: G. HECKMANN, Die Gittertheorie der festen Korper (in Ergebnisse d. exakt. 
Naturwissensch. Bd.4, S.100-153. 1925); M. BORN, Probleme der Atomdynamik, S. 122 
bis 180. Berlin 1926. 
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der gleichartigen Atome ein Gitter fill sich, und dasselbe gilt fur die Atomkerne. 
Zu den Erscheinungen der Kristalloptik gelangt man, indem man das Ver
halten der Gitter unter dem EinfluB des schnell wechselnden elektrischen Feldes 
einer Lichtwelle ermittelt. Die 'Oberlegenheit der gittertheoretischen Kristall
optik gegenuber den alteren Theorien zeigt sich darin, daB sie die Erscheinungen 
der Dispersion und der optischen Aktivitat zwanglos zu erklaren vermag, auBer
dem aber noch von den Beobachtungen bestatigte Zusammenhange zwischen 
den optischen Parametern und anderen physikalischen Eigenschaften der Kristalle 
(z. B. Beziehungen zwischen den ultraroten Eigenfrequenzen und den Elastizitats
konstanten, sowie den spezifischen Warmen) liefert; sie ist allerdings vorerst 
beschrankt auf nicht absorbierende Kristalle, da eine befriedigende atomistische 
Theorie der Energiedissipation noch nicht existiert. 

Eine streng atomistische Begrundung der Kristalloptik verdankt man Ew ALDl). 
Die Ergebnisse derTheorie lassen sich jedoch auch auf einfacherem Wege erhalten, 
indem man die fur ein Kontinuum geltenden Differentialgleichungen der elektro
magnetischen Lichttheorie zum Ausgang nimmt und von den darin auftretenden 
GroBen mit Hille der Gittertheorie diejenigen berechnet, welche die spezifischen 
materiellen Eigenschaften des KristaHs charakterisieren; diese elementarere 
Methode, bei der also Kontinuumstheorie und atomistische Theorie vermengt 
auftreten, hat BORN2) bei seinen Behandlungen der Gitteroptik benutzt. 

Wir nehmen weiterhin die Bornsche Darstellung wegen ihrer groBeren Ein
fachheit zum Ausgang unserer Betrachtungen und stellen in den folgenden 
einleitenden Ziffern 2 bis 6 die wichtigsten Satze der Theorie zusammen, so
weit dieselben fUr die speziellen Durchrechnungen der beschreibenden Kristall
optik benotigt werden. Hinsichtlich Begrundung und weiterer AusfUhrung ver
weisen wir bezuglich Ziff. 2 bis 5 auf Kap. 6 dieses Bandes, bezuglich Ziff.6 auf 
den Abschnitt uber die theoretischen Grundlagen des Aufbaues der fest en 
Materie in Bd. XXIV dieses Handbuches. 

2. Differentialgleichungen des elektromagnetischen Feldes einer Licht
welle. Nach der elektromagnetischen Theorie des Lichtes sind die Lichtwellen 
elektromagnetische Wellen. 1st Q; die elektrische Feldstarke, 1) die elektrische 
Verschiebung, SJ die magnetische Feldstarke, l8 die magnetische Verschiebung 
der Lichtwelle, .3 die Dichte des Leitungsstromes und c die Lichtgeschwindigkeit 
im Vakuum, so lauten die MAxwELLschen Gleichungen des elektromagnetischen 
Feldes der Lichtwelle fur ruhende Korper 

1 . 4"" - 1) = rot C; - - ~ (1 ) c 0.,1 c U ' 

1 . 
-l8=-rotQ;. 
c 

(2) 

Zu diesen Vektorgleichungen treten noch zwei skalare Gleichungen. Zunachst 
folgt aus (1), daB die zeitliche Anderung von div1) verschwindet, falls .3 = 0 
ist; letztere Beziehung ist aber bei Nichtleitern fUr jede beliebige elektrische 
Feldstarke Q; erfullt. Wir nehmen uber diese Folgerung hinaus bei Nichtleitern 
an, daB nicht nur die zeitliche Anderung von div'l), sondern div'l) selbst identisch 
verschwindet, setzen also allgemein 

div 1) = 0; (3) 

1) P. EWALD, Dispersion und Doppelbrechung von Elektronengittern (Kristallen). 
Dissert. Miinchen 1912; Ann. d. Phys. Bd.49, 5.1 u. 117. 1916. 

2) M. BORN, Elster-Geitel-Festschr. 5.397. Braunschweig 1915; Dynamik der Kristall
gitter, 5.65 und 101. Leipzig 1915 (= Fortschr. d. math. Wissensch. H. 4); ZS. f. Phys. Bd. 8, 
5.402. 1922; Atomtheorie des festen Zustandes (Dynamik der Kristallgitter), S. 596-630. 
Leipzig 1923 (in Enzykl. d. math. Wissensch. Bd. V, Tl. 3). 
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damit schlie Ben wir wahre elektrische Ladungen aus, die doch nur statische, den 
Wellen iiberlagerte Felder erzeugen wiirden. 

Aus (2) folgt, daB die zeitliche Anderung von diy'S verschwindet, d. h. daB 
div'S konstant ist; wir geniigen dieser Bedingung, indem wir im folgenden stets 

div \8 =, 0 (4) 

setzen. Dieser Ansatz ist darin begrundet, daB die Dichte des wahren Magne
tismus immer gleich Null ist. 

Nimmt man an, daB unendliche Betrage der Feldvektoren von vornherein aus
zuschlieBensind,soergebensichdieBedingungen, die an der gemeinsamen 
Begrenzungsflache zweier verschiedener, aneinandersto13ender Kor
per erfUllt sein mussen, aus (1) und (2) durch Grenzlibergang zu 

[n'~l - ~2] = 0, [n'~l - ~2] = 0; (5) 

hierbei bedeutet n den Einheitsvektor der Normale der Flache, welche die an
einander grenzenden Korper 1 und 2 mit den Feldstarken @1' ~1 und @2' ~2 
trennt. Die Grenzbedingungen (5) sagen aus, daB die tangentiellen Kom
ponenten der elektrischen und der magnetischen Feldstarke die 
gemeinsame Begrenzungsflache zweier aneinanderstoBender Kor
per stetig durchsetzen. 

Die Grenzbedingungen fUr ~ und \8 erhalt man aus (3) und (4) durch Grenz-

ubergang zu n, '!l1 - ~2 = 0, n, \81 - \82 = 0, (6) 

wobei n dieselbe Bedeutung hat wie vorhin, und \81 ' '3;1 bzw. \82 ' ~2 die Ver
schiebungen im Korper 1 bzw.2 sind. Sie sagen aus, daB die Normal
komponenten der elektrischen und der magnetischen Verschiebung 
die gemeinsame Begrenzungsflache zweier aneinandersto13ender 
Korper stetig durchsetzen. 

Die Feldgleichungen (1) und (2) sind noch zu erganzen durch die Beziehungen, 
welche einerseits die clektrischc Feldstarke ~ mit der elektrischen Verschiebung ~, 
andererseits die magnetische Feldstarke ~ mit der magnetischen Verschiebung \8 
verknlipfen. 

Der Zusammenhang zwischen elektrischer Feldstarkc @ und elektrischer 
Verschiebung ~ ist bestimmt durch die Gleichung 

~ = @ + 4nl.lS . (7) 

Der hier auftretende Vektor I.lS heiJ3t das elektrische Moment der Volum
einheit und charakterisiert den dielektrischen Zustand der Materie, in der sich 
die elektromagnetische Welle ausbreitet; wahrend in isotropcn Korpern @ und 
I.lS stets gleiche Richtungen haben, drlickt sich das anisotrope Verhalten eines 
Kristalls darin aus, daB @ und I.lS im allgemeinen nicht gleichgerichtet sind. 

Ein analoger Zusammenhang wie zwischen ~ und (l; besteht bei statischen 
und langsam wechselnden Feldern zwischen magnetischer Feldstarke ~ und 
magnetischer Verschiebung \8; an Stelle von I.lS tritt das magnetische Momen t 
der Volumeinheit sm. In Dbereinstimmung mit der Erfahrung kann man 
jedoch annehmen, daB bei den zeitlich rasch wechselnden magnetischen Feldern 
der Lichtwellen ~R flir alle Korper verschwindend klein ist; wir set zen daher 
im folgenden unabhangig von der Natur des Korpers, in der sich die Licht
welle ausbreitet, stets (8) 

In einem nicht absorbierenden Korper erleidet eine fortschreitende 
elektromagnetische Welle keine Schwachung ihrer Energie; es muB daher die 
vorhin erwahnte Bedingung 0' = 0 flir jede beliebige elektrische Feldstarke ~ 
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erfullt sein, da sonst eine Abnahme der Energie der Welle durch ]OULEsche 
Warmeentwicklung eintreten wiirde. Die Feldgleichungen fur einen nicht 
absorbierenden Karper lauten demnach nach (1), (2), (3) und (4) unter 
Berucksichtigung von (8) 1 . 

c'll = rot©, (9) 

1 . 
- c; = - rot@ c W ' 

div'll = 0, 

div© = 0; 

( 10) 

(11) 

( 12) 

hierzu treten noch die Verknupfungsgleichung (7), sowie die Grenzbedingungen (5) 
und (6) fUr die gemeinsamen Begrenzungsflachen aneinander grenzenden Karper. 

3. Ebene, linear polarisierte Lichtwellen. Wir wenden uns ebenen, linear 
polarisierten Lichtwellen zu, die fUr unsere folgenden Betrachtungen vor
wiegend in Frage kommen, sowie der gegenseitigen Lage der Feldvektoren bei 
einer soIchen Welle, die sich im Inneren eines nicht absorbierenden, homogenen 
Kristalls ausbreitet. 

Wir nennen eine Welle eben, wenn sich eine Schar paralleler Ebenen so 
legen laBt, daB in jeder derselben Betrage und Richtungen von ~, 'll und © 
konstant sind. Diese Ebenen bezeichnen wir als Wellenebenen, ihre gemein
same Normale als Wellennormale. Ist 5 der Einheitsvektor, der die Richtung 
der Wellennormale angibt und! der vom Koordinatenanfangspunkt zu einem 
Punkte der Wellenebene gezogene Vektor, so ist die Gleichung der Wellen
ebenenschar 5! = const. 

1st die ebene Welle auBerdem linear polarisiert, so muB weiter die 
Richtung jedes Feldvektors fUr samtIiche Wellenebenen dieselbe sein. Die 
Feldvektoren geniigen den an eine ebene, linear polarisierte Welle gestellten 
Bedingungen, wenn wir fUr sie 

:D = ~t (t - ~:), 

@ = @t (t - ::) , 

© = ~t(t - ::) 

(13 ) 

(14) 

(15 ) 

schreiben. In diesen Ausdrucken, die wir als partikulare Integrale fur (9) und (10) 
ansetzen, bedeutet t die Zeit und Cn die Normalgeschwindigkeit, d.h. die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle im Inneren des Kristalls in Richtung 
derWellennormale 5. ~, ~ und fj sind zeitIich und raumlich konstante Vektoren, 

f (t -~) ist eine willkurliche Funktion des Arguments t - ~ . 
~ ~ 

Wir beschranken uns im folgenden stets auf rein periodische Wellen, 

d. h. auf soIche Wellen, bei weIchen f (t - :t) gleich dem reellen Teil des 
komplexen Ausdruckes n 

e - iro{t- ~) (16) 

zu setzen ist; hierin ist unter w die Frequenz der Welle zu verstehen, welche 
mit der Schwingungsdauer T und der Wellen lange im Vakuum AJ = cT 
durch die Beziehung 2.11." 2.11."c 

W= -=- (17) 
T ;'0 
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zusammenhangt. Ein bestimmter Wert von OJ entspricht emer monochro
matischen Welle. 

Der Brechungsindex n des Kristalls ist gegeben durch 

(18) 

wobei A = cnT die Wellenlange im Kristall ist. n hangt, eben so wie Cn, 
von der Frequenz der Welle, sowie von der Richtung 5 der Wellennormale abo 

Bei rein periodischen Wellen bezeichnet man die in (13), (14) und (15) auf
tretenden Vektoren ~, (f und ~ als die Amplituden der betreffenden Feld
vektoren. 

4. Gegenseitige Lage der Feldvektoren. Urn die gegenseitige Lage der 
Feldvektoren bei einer ebenen, linear polarisierten Welle zu erhalten, die sich 
in einem homogenen, nicht absorbierenden Kristall ausbreitetl), setzen wir 
zunachst (13) in (11), sowie (15) in (12) ein und bekommen 

51) = 0, (19) 

5~ = 0; (20) 

elektrische Verschiebung ~, und magnetische Feldstarke ~ liegen 
somit bei eben en Wellen senkrecht zur Wellennormale, d. h. in der 
Wellenebene. Da bei Kristallen der durch (7) bestimmte Vektor I.lS im all
gemeinen mit Q; nicht zusammenfallt, so muE mit Riicksicht auf (19) im all-
gemeinen 5 Q; + 0 

sein, wahrend bei isotropen K6rpern wegen der Parallelitat von Q; und I.lS stets 

sQ; = 0 

ist. Die elektrische Feldstarke Q; einer eben en Welle ist demnach 
im Inneren eines Kristalls im allgemeinen unter einem von Null 
verschiedenen Winkel C gegen die Wellenebene geneigt. 

In den Ansatzen (13), (14) und (15) sind ~, ~ und ~ nicht unabhangig 
voneinander. Setzt man (14) und (15) in (10) ein, so erhalt man durch Integration 
bei Beriicksichtigung von (18) ~ = n[5~]; (21) 

mitte1s dieser Beziehung folgt aus (9) durch Integration [bei Heranziehung 

von (13)J S) = _ n2l5[5l¥]] = n2{~ - 5 (5~)}. (22) 

Aus (21) und (22) ergibt sich 

und 

~Q; = 0 

~~=O. 

(23) 

(24) 

Die magnetische Feldstarke liegt somit (auBer zur Wellennormale) 
auch zur elektrischen Feldstarke Q; und zur elektrischen Verschie
bung 'I) senkrech t; elektrische Feldstarke, elektrische Verschiebung und Wellen
normale liegen demnach parallelzu ein und derselben Ebene, die man als Schwin
gungsebenc bczeichnet. Die elektrische Verschiebung steht narh (19) und (24) 
senkrecht zu der Ebene, die man parallel zur magnetischen Feldstarke und 
Wellennormale legen kann; diese Ebene nennt man die Polarisa tionse bene der 
Welle. Der Winkel, den die Schwingungsebene bzw. die Polarisationsebene 

1) Die gegenseitige Lage der Feldvektoren wurde zuerst von H. HERTZ (Gottinger 
Nachr. 1890, S. 148; Wied. Ann. Bd. 40, S. 622. 1890; Ges. Werke Bd. II, S.253. Leipzig 
1892) erHi.uterl. 

Handbuch der Physik. XX. 
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mit einer gegebenen, fest en Bezugsebene bildet, heiBt das Azimut der Schwin
gungsebene bzw. der Polarisationsebene gegen die feste Ebene. 

Yom Standpunkte der elektromagnetischen Theorie aus ist es prinzipiell 
gleichgilltig, welchen der in der fortschreitenden Welle schwingenden Feld

SChwlngvngsebenc 

Abb.1. Gegenseitige Lage derFeld
vektoren bei einer im Inneren eines 
homogenen, nicht absorbierenden 
Kristalls fortschreitenden ebenen, 
linear polarisierten Welle (Il Wellen
normalenrichtung. ~ elektrische Ver· 
schiebung, Q: elektrische Feldstarke, .v magnetische Feldstarke, @) POYNTING' 

scher Strahlvektor). 

vektoren Q;, :3) oder Sj man als "Lichtvektor" 
betrachtet (vgl. Rap. 6 dieses Bandes). In Dber
einstimmung mit den bekannten Versuchsergeb
nissen WIENERS fiber stehende Lichtwellen iden
tifizieren wir den Lichtvektor mit der zur Polari
sationsebene senkrechten elektrischen Verschiebung 
:3); diese Annahme fiihrt zu denselben formalen Er
gebnissen wie die elastische Lichttheorie FRESNELS 
[vgl. Ziff. 11)]. 

Die Richtung von :3) wird auch schlechtweg 
als die Schwingungsrichtung der Lichtwelle 
bezeichnet; den Winkel, welchen :3) mit einer ge
gebenen festen Richtung (bzw. Ebene) bildet, 
nennt man das Azimut der Schwingungs
rich tung gegen die feste Richtung (bzw. 
Ebene). 

Die gegenseitige Lage der Feldvektoren bei 
einer im Innern eines homogenen, nicht absor
bierenden Kristalls fortschreitenden ebenen, 
linear polarisierten Lichtwelle ist in Abb. 1 dar
gestellt. 

5. Energie einer Lichtwelle. POYNTINGScher Strahlvektor. Lichtstrahl. 
a) POYNTINGScher Strahlvektor. Die MAXWELLsche Theorie faBt das elektro
magnetische Feld als Sitz der elektrischen und magnetischen Energie auf; jedes 
Volumelement liefert einen Anteil zum Gesamtbetrage der Feldenergie. Be
zeichnen wir ihren auf die Volumeinheit entfallenden Betrag mit· U, so ist 

Da bei der Lichtwelle nach (8) stets 58 = Sj zu setzen ist, so kann man an Stelle 
der letzten Gleichung auch schreiben 

u = 8~ (Q;:3) + Sj2) . (25) 

Nun folgt mit Hilfe von (21) und (22) 

Q;:3) = Sj2, 

und diese Beziehung sagt in Verbindung mit (25) aus, daB bei e benen Wellen 
in nicht absorbierenden Kristallen die in einem Volumelement 
enthaltene Feldenergie zur Hiilfte elektrischer und zur Hiilfte 
magnetischer Art ist; wir haben daher 

(26) 

1) Wiirde man den Lichtvektor mit der magnetischen Feldstarke ~ identifizieren, 
so erhielte man dieselben formalen Resultate wie die elastische Lichttheorie NEUMANNS 

(vgl. Ziff. 1). 
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Eine fortschreitende elektromagnetische Welle ist mit einem Energie
transport verbunden, der nach der MAXWELLschen Theorie durch den 
POYNTINGSchen Strahlvektor 

(27) 

gegeben ist; die Komponente dieses Vektors nach irgendeiner Richtung ist 
gleich der Energiemenge, die in der Zeiteinheit durch die Flacheneinheit einer 
senkrecht zu jener Richtung gelegten Ebene hindurchgeht. 

b) Lichtstrahl und Strahlgeschwindigkeit. Die Richtung des maxi
malen Energietransportes bei einer fortschreitenden Lichtwelle bezeichnet 
man als Lich tstrahl; dieser fallt daher in die Richtung des POYNTINGSchen 
Strahlvektors. 

Aus (27) folgt mit Rucksicht auf (26) und (23) 
2 

6 2 = ~Q;2U, 
4~ 

(28) 

eine Beziehung, die wir spater noch ben6tigen werden. 1st f der zu :s gehOrende 
Einheitsvektor, so folgt aus sa; =1= 0 (Ziff. 4) und (27), daB bei Kristallen im 
allgemeinen f ' s -;+-0 

ist, wahrend bei isotropen K6rpern wegen ;3 Q; = 0 stets auch 

~f = 0 

sein muB. Wahrend also bei der Ausbreitung ebener Wellen in iso
tropen K6rpern Wellennormale s und Strahlenrich tung f stets zu
sammenfallen, ist dies in Kristallen im allgemeinen nicht der Fall. 

Aus (27) ergibt sich fSj = 0, d. h. der Lichtstrahlliegt senkrecht zur magne
tisch en Feldstarke und somit inder Schwingungsebene (Abb. 1); die Schwin
gungse bene kann daher a uch definiert werden als die parallel zum 
Strahl und zur elektrischen Feldstarke gelegte Ebene. 

Wegen (27) ist fa; = 0 ; (29) 

aus dieser Gleichung und (23) folgt, daB a; senkrecht zu der parallel fund Sj 
gelegten Ebene steht; diese Ebene wird auch als die Polarisationsebene 
des Strahls1) (Abb. 1) bezeichnet. 

Beachtet man, daB die Vektoren s, f, a; und :!) komplanar sind, so folgt 
aus den Gleichungen (19) und (29) ohne weiteres, daB der Winkel i; zwischen 
Lichtstrahl und Wellennormale gleich dem Winkel zwischen elektrischer Feld
starke Q; und Lichtvektor ~ ist. 

Die in der Zeiteinheit durch die Flacheneinheit einer senkrecht zur Wellen
normale gelegten Ebene hindurchtretende Energiemenge ist gegeben durch 

s6 = 161 cos i; ; 

da nun aus (27) und (21) mit Rucksicht auf (26) 

~ 6 =L ~[Q;f'lJ = ~n_ ",2 = C U 4n ~ 4nW n 

{olgt, so ergibt sich hieraus 
cosi; = CnU 

I @) I (30) 

1) A. FRESNEL, Mem. de l'Acad. des Scienc. Bd. 7. S. 157. 1827; CEuvr. compI. Bd. II. 
S. 579. Paris 1868. 

41* 
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I @) list aber die Energiemenge, die in der Zeiteinheit durch die FHicheneinheit 
einer senkrecht zu f gelegten Ebene hindurchgeht, somit bedeutet 

I~I 
e. = -u (3 1) 

die Energiegeschwindigkeit oder Strahlgeschwindigkeit. Aus (30) und (31) 
ergibt sich fUr die N ormalgeschwindigkeit en und die Strahlgeschwindigkeit e. 
die Verkniipfungsgleichung 

e=~' 
8 COse' 

die N ormalgeschwindigkeit wird somit nie groBer als die Strahl
gesch windigkei t. 

c) Intensitat einer Lichtwelle. Wegen der Kleinheit der Schwin
gungsdauer ist es bei den Lichtwellen unmoglich, die Feldvektoren i), Q; und SJ 
selbst zu beobachten; es HiBt sich immer nur die 1 n ten sit ii t de r Lie ht
welle messen, die gleich dem zeitlichen Mittelwerte der Feldenergieist, erstreckt 
iiber ein Zeitintervall, das nur einen kleinen Bruchteil einer Sekunde betriigt, 
jedoch sehr groB ist im Vergleiche zur Schwingungsdauer der Lichtwelle. 

Die Intensitiit der fortschreitenden Lichtwelle wird stets in einem isotropen 
AuBenmedium beobachtet und in einem solchen ist ~ parallel zu Q;; somit sind 
dort nach (7) auch i) und Q; gleichgerichtet. Fur eine ebene, rein periodische 
Welle folgt dann aus (26), daB U im isotropen AuBenmedium dem Quadrate 
jedes Feldvektors proportional ist; berucksichtigt man (13), (14), (15) und (16), 
so ergibt sich, daB der uber eine groBe Zeit erstreckte zeitliche Mittelwert von U 
proportional mit jedem der Amplitudenquadrate ~,@;2 und ~2 wird. Es ist 
daher gleichgiiltig, weI c he s dieser Quadrate wir bei der Messung im isotropen 
AuBenmedium als MaB fur die Intensitiit J der Lichtwelle verwenden; da 
wir die elektrische Verschiebung i) als Lichtvektor gewiihlt haben (Ziff. 4), so 
setzen wir im folgenden J = ~2 = 1 fu 12. (32) 

Stellt sich der Betrag des Lichtvektors als reeller Teil einer komplexen GroBe D 
dar und ist D* die zu D konjugiert komplexe GroBe, so erhiilt man fUr die durch 
(32) dargestellte Intensitiitl) J = D· D*. (3) 

6. Berechnung des elektrischen Moments der Volumeinheit. Zu den Gesetzen 
der Lichtausbreitung in nicht absorbierenden Kristallen gelangt man auf ein
fachstem Wege, indem man von den MAXWELLschen Feldgleichungen (9), (10), 
(11) und (12) fUr nicht absorbierende Korper ausgebt und mittels der Kristall
gittertheorie das durch die Verknupfungsgleichung (7) definierte elektrische 
Moment der Volumeinheit ~ berechnet, welches von den speziellen Eigenschaften 
der Materie abhiingt, in der sich die Lichtwelle ausbreitet. Die gittertheoretische 
Herleitung der Grundlagen der Kristalloptik auf diesem Wege stammt von 
BORN2) (vgl. Ziff.1), dessen Darstellung sich die hier gegebene Zusammenstellung 
anschlieBt. 

Wir betrachten eine ebene, linear polarisierte, monochramatische Licht
welle, bei der die Feldvektoren Q;, i) und SJ nach (13), (14) und (15) proportional 
dem reellen Teil von (16) sind; dasselbe gilt dann gemiiB (7) auch von~. 1st ~ 

1) Vgl. hierzu die Ausffihrungen in Kap.4 ds. Bandes. 
2) M. BORN (Dynamik der Kristallgitter, S. 65 u.101. Leipzig 1915 (Fortschr. d. math. 

Wissensch. H. 4); ZS. f. Phys. Bd. 8, S; 402. 1922; Atomtheorie des festen Zustandes 
(Dynamik der Kristallgitter), S. 596. Leipzig 1923 (in Enzykl. d. math. Wissensch. Bd. V, 
Tl. 3); vgl. auch den Abschnitt fiber die theoretischen Grundlagen des Aufbaues der festen 
Materie in Bd. XXIV ds. Handb. 
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die Amplitude von 1,]5, so laBt sieh m aus den dureh die elektrisehe Feldstarke ~ 
der Lichtwelle erzwungenen Versehiebungen der elektriseh geladenen Gitter
teiIchen berechnen. 

In der Kristalloptik (aussehlieBIieh der Rontgenoptik) kommt nur der Fall 
in Frage, daB die Wellenlange A im Kristall groB ist gegen die linearen Dimen
sionen der Gitterzelle [Gitterkonstante1)J. SU wird dann als eine nach Potenzen 
von 1/1 fortschreitende Reihe erhaIten; bezieht man die Potenzen von 1/1 in 
die Reihenglieder ein, so erhalt man 

~ = \13(0) + \13(1) + \13(2) + 
Die beiden erst en Glieder der Entwieklung sind 2) 

und 

(34) 

(35) 

(36) 

Hierin bedeutet V das Volumen der Gitterzelle, wjO) sind die Eigenfrequenzen 
des Gitters; diese haben den Charakter von Resonanzstellen, wie man aus (35) 
und (36) ersieht, wenn die Frequenz w der auffallenden Welle mit einer Eigen
frequenz wjOi zusammenfallt. Die Summierungen sind uber die Gesamtzahl j 
der Eigensehwingungen zu erstreeken, dabei gehoren j und j' zu irgend zwei 
Eigensehwingungen. Die Vektoren £j sind diejenigen Amplituden der elektrisehen 
Momente der Volumeinheit, weIche den Amplituden der Eigensehwingungen 
des Gitters entspreehen und in hier nieht naher zu erorternder Weise von der 
Massenkonfiguration und den elektrisehen Ladungen der GitterteiIchen ab
hangen; die Vektoren ffijj, sind gewisse lineare, sehiefsymmetrisehe Vektor
funktionen dieser Eigensehwingungsamplituden. Der bei (36) auftretende Faktor 

i = /i driiekt aus, daB \13(1) eine Phasendifferenz von n/2 gegen \13(0) besitzt. 
Fur die Darstellung der Erseheinungen der Kristalloptik geniigt es, die Ent

wieklung (34) auf die beiden erst en Glieder (35) und (36) zu beschranken ; dann stellt 
\l5(0) die gewohnliche Doppelbrechung, ~(1) die optische Aktivitat dar. 
Die Beriieksichtigung weiterer Glieder in (34) wiirde neue kristalloptische Er
scheinungen erwarten lassen; es miiBten dann z. B. Kristalle des kubisehen 
Systems, die sich sonst in optischer Hinsieht wie isotrope Korper verhalten 
(vgl. Ziff. 23), optische Anisotropie zeigen. Nach letzterer Erseheinung hat 
LORENTZ (bei Steinsalz) gesucht und glaubt sie gefunden zu haben3), doeh sind 
die Ergebnisse seiner Versuche noeh nicht als unbcdingt gesichert zu betraehten. 

Wir beschranken uns daher darauf, die Reihe (34) spates tens naeh dem zweiten 
Gliede abzubreehen. Wird nur das erste Glied in Betraeht gezogen, so gelangt 
man zur Optik nieht absorbierender, nieht aktiver Kristalle, die in 
Absehnitt II behandelt wird; die Beriieksiehtigung aueh des zweiten Gliedes 
liefert die Optik nieht absorbierender, aktiver Kristalle (Absehnitt III). 

1) Die Gitterzelle ist ein bestimmtes kleines, von Gitterpunkten crfiilltes Parallel
epiped, welches das Gitter vollstandig bestimmt; dieses ergibt sich durch kongruente vVieder
holung der Gitterzelle. 1st V das Volumen der Gitterzelle, so ist die Gitterkonstante 
durch Vi gegeben. 

2) M. BORN, Atomtheorie des festen Znstandes (Dynamik der Kristallgitter), S.598. 
Leipzig 1923 (in Enzyk!. d. math. Wissensch. Bd. V, T!. 3). 

3) H. A. LORENTZ, Vers!. Akad. vVetensch. Amsterdam Bd. 30, S.362. 1921. 
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Die Optik absorbierender Kristalle laBt sich mangels einer befriedi
genden atomistischen Theorie der Lichtabsorption durch die Kristallgittertheorie 
noch nicht erfassen. Bei ihr ist man vorderhand auf eine phanomenologische Dar
stellung angewiesen und wir besprechen sie daher am Schlusse (Abschnitt IV). 

7. Mesomorpher Aggregatzustand1). Die meisten Kristalle gehen bei einer 
bestimmten (mit dem auBeren Druck veranderlichen) Temperatur (dem sogen. 
Schmelzpunkt) in den fliissigen, isotropen Aggregatzustand iiber. Es 
gibt aber eine groBe Anzahl organischer Verbindungen, bei welchen zwischen 
dem festen kristallinischen und dem isotrop-fliissigen Aggregatzustande noch ein 
oder mehrere anisotrop-fliissige Aggregatzustande vorhanden sind2), die 
sich durch ihre physikalischen Eigenschaften scharf voneinander abgrenzen 
und ebenfalls bei ganz bestimmten Temperaturen eintreten; man bezeichnet 
sie nach FRIEDEL3) als mesomorph. Eine Vorbedingung dafi.ir, daB eine Sub
stanz im mesomorphen Aggregatzustande auftreten kann, ist offenbar lange 
Stabchen- oder Nadelform des Molekiils, die in der chemischen Strukturformel 
ihren Ausdruck findet4); charakteristisch fiir den mesomorphen Aggregatzustand 
ist, daB sich in ihm diese langen, stabchenformigen Molekiile spontan parallel 
stellen, wodurch die Anisotropie des Zustandes hervorgerufen wird. 

Man kennt zwei Hauptarten des mesomorphen Zustandes, die als smek
tischer und nematischer Zustand unterschieden werden 5). Beim smek
tischen Zustande sind die von den Molekiilen ausgehenden, orientierenden Krafte 
so stark, daB sie auch bis zu einem gewissen Grade in seitlicher Richtung wirken; 
die stabchenformigen Moleki.ile treten hier in parallel gerichteten Biindeln auf6). 

Beim nematischen Zustande dagegen reichen die orientierenden Krafte nicht 
mehr aus, urn diese teilweise seitliche Ordnung zu erreichen; die Molekiile liegen 
zwar parallel, sind aber nicht zu Biindeln angeordneP}. Der nematische Zustand 
tritt in zwei verschiedenen Formen auf, die als eigen tlich nema tischer 
und nematisch-cholesterischer Zustand unterschieden werden; auBer 
durch andere Eigenschaften unterscheiden sich diese beiden Zus±ande in op
tischer Hinsicht dadurch, daB der eigentlich nematische Zustand, ebenso wie der 
smektische, keine optische Aktivita.t zeigt, wa.hrend der nematisch-cholesterische 
Zustand optisch aktiv ist. 

1) Neuere zusammenfassende Darstellungen: W. VOIGT, Phys. ZS. Bd. 17, S.76, 128. 
152 u. 305. 1916; F. STUMPF, Jahrb. d. Radioakt. Bd. 15, S. 1. 1918; G. FRIEDEL, Ann. d. 
phys. Bd. 18, S.273- 1922. 

2) Die Entdeckung des anisotrop-flussigen Aggregatzustandes erfolgte durch O. LEH
MANN (ZS. f. phys. Chern. Bd. 4, S. 462. 1889; Wied. Ann. Bd. 40, S. 401. 1890); vgl. femer 
seine zusammenfassenden Darstellungen: Flussige Kristalle. Leipzig 1904; Die Lehre von 
den flussigen Kristallen. Wiesbaden 1918. 

3) G. FRIEDEL, Ann. d. phys. Bd. 18, S.275. 1922. Die alteren Bezeichnungen fiir den 
mesomorphen Aggregatzustand sind "flussiger Kristall", "kristallinische Flussigkeit", "doppel
brechende Fliissigkeit" und "anisotrope Flussigkeit". 

4) Dies ist namentlich von D. VORLANDER erkannt worden. Vgl. dessen zusammen
fassende Darstellungen: Kristallinisch-fliissige Substanzen. Stuttgart 1908; Chemische 
Kristallographie der Flussigkeiten. Leipzig 1924. 

5) Die Bezeichnungen stammen von G. FRIEDEL (Ann. d. phys. Bd. 18, S.276. 1922). 
Der smektische Zustand entspricht den "schleimig-flussigen" und einem Teil der "flieBenden" 
Kristalle LEHMANNS. der nematische Zustand seinen "fliissigen" und "tropfbar-flussigen" 
Kristallen. 

6) Nach den Riintgenuntersuchungen von J. R. KATZ (Naturwissensch. Bd. 16, S. 758. 
1928) kiinnen auch im isotrop-flussigen Zustande Molekulbundel auftreten; es ist aber die An
nahme begrundet, daB die Molekiilbundel im mesomorphen Zustande bedeutend griiBer sind. 

7) Uber die Stutzung dieser von G. FRIEDEL (s. Anm. 3) entwickelten Vorstellungen 
durchRiintgenuntersuchung vgl. M. DE BROGLIE U. G. FRIEDEL, C. R. Bd. 176. S. 738. 1923, 
sowie den Abschnitt uber den Aufbau der festen Materie und seine Erforschung durch 
Riintgenstrahlen in Bd. XXIV ds. Handb. 
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Eine Substanz kann, wenn iiberhaupt, entweder nur in e i n e m oder bei stei
gender Temperatur nacheinander in zwei verschiedenen mesomorphen Ag
gregatzustanden auftreten. 1st letzteres der Fall, so muE einer der beiden Zu
stande der smektische sein, da beide nematische Zustande bei der namlichen 
Substanz anscheinend nicht vorkommen k6nnen; dabei tritt dann der smek
tische Zustand stets bei tieferer Temperatur ein als der nematische. 1st somit 1~1 
die Temperatur, bei welcher der feste kristallinische Zustand in den smektischen 
iibergeht, {}2 die Temperatur des Dberganges yom smektischen in den nema
tischen Zustand und {}3 die Temperatur, bei welcher der isotrop-fliissige Zu
stand auf tritt, so haben wir {}l <: {}2 S;; {}3; dabei gilt das Gleichheitszeichen, 
wenn der betreffende mesomorphe Zustand bei der in Rede stehenden Su bstanz 
iiberhaupt nicht existiert. 

Es ist klar, daB die Gittertheorie der fest en Kristalle die Erscheinungen 
des mesomorph en Zustandes nicht erfassen kann; trotzdem werden wir seine 
optischen Eigenschaften im folgenden besprechenl), soweit sie mi t der Kri
stalloptik im Zusammenhang stehen. Insbesondere werden gewisse Erschei
nungen der von der Kristallgittertheorie ohnehin noch nicht bewaltigten Optik 
der absorbierenden Kristalle durch den mesomorphen Zustand in bemerkens
werter Weise veranschaulicht2). 

Eine kinetische Theorie des mesomorphen Zustandes auf Grund 
der vorhin angedeuteten Vorstellungen hat OSEEN 3) gegeben, nachdem schon 
friiher BORN4) einen solchen Versuch unter der Annahme gemacht hat, daB 
die stabchenformigen Molekiile Dipole sind und ihre spontane Ausrichtung durch 
Krafte bewirkt wird, die von den ungleichartigen Ladungen der Molekiilenden 
herriihren. Neuere Beobachtungen lassen es jedoch zweifelhaft erscheinen, ob 
der mesomorphe Zustand tatsachlich auf den Dipolcharakter der Molekiile 
zuriickzufiihren ist 5) und haben zu der von ORNSTEIN 6) vertretenen Auf£assung 
gefiihrt, daB die stabchenformigen Elemente nicht die Molekiile selbst, sondern 
kleine Elementarkristalle (Molekiilaggregate) sind 7). 

II. Optik nicht absorbierender, nicht aktiver 
Kristalle. 

a) Gesetze der Lichtausbreitung in nicht absorbierenden, 
nicht aktiven Kristallen . 

.x) Lichtausbreitung monochromatischer Wellen. 
s. Optische Dielektrizitatskonstanten und optische Symmetrieachsen. Wir 

schlieBen in diesem Abschnitt die optische Aktivitat aus, beschranken also 
die Reihenentwicklung (34) auf das erste, die gewohnliche Doppelbrechung 

1) Vgl. die Ziff. 24, 25, 110, 147, 148 und 149. 
2) Vgl. Ziff. 147, 148 und 149. 
3) C. \V. OSEEN, Handlingar Stockholm Bd.61, Nr.16; Bd.63, Nr.1 u. 12. 1923; 

Ark. f. Mat., Astron. oeh Fys. Bd. 18, Nr.4, 8, 13 u. 15. 1924. 
4) M. BORN, Berl. Ber. 1916, S. 614 u. 1043; Ann. d. Phys. Bd. 55, S.221. 1918. 
5) Hierher gehiirt z. B. die von W. KAST [Ann. d. Phys. Bd. 73, S. 145. 19241 unter

suchte Abhangigkeit der Dielektrizitatskonstante des mesomorphen Zustandes von der 
Starke eines auBeren magnetisehen Feldes [vgl. dazu L. ORNSTEIN, Ann. d. Phys. Bd. 74, 
S.445. 1924]; der Versuch, die Existenz der Dipole unmittelbar nachzuweisen, hat ebenfalls 
zu einem negativen Ergebnis gefiihrt (G. SZIVESSY, ZS. f. Phys. Bd. 34, S. 474.1925; Bd. 40, 
S.477. 1927; W. KAST, ebenda Bd.42, S.91. 1927). 

6) L. ORNSTEIN, Ann. d. Phys. Bd. 74, S. 445. 1924; ZS. f. Phys. Ed. 35, S. 394 .. 1925; 
W. KAST, Verh. d. D. Phys. Ges. (3) Bd. 7, S.22. 1926. 

7) Uber Versuche, iiber die Natur der die spontane Ausrichtung bewirkenden Krafte 
AufschluB zu erhalten, vgl. V. FREEDERICKSZ U. A. REPIEWA, ZS. f. Phys. Bd. 42, S. 532. 1927. 
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darstellende Glied, welches durch (35) gegeben ist; dann ergibt sich fUr den 
Lichtvektor nach (7) S) = Q; + 4nl.13(0) , (37) 

wobei 1.13(0) die durch (35) bestimmte Amplitude 1.13(0) besitzt. Da ~(O) nach (35) 
eine homogene lineare symmetrische Vektorfunktion von (f ist, so gilt nach (37) 
das gleiche fUr S); in einem beliebigen rechtwinkligen Rechtssystem x', y', z' 
ist daher1) 

S)x' = cn ll:x' + E12 Q;y. + E13 Q;z·, l 
S)y' = E21 (Zx' + E22 Q;y· + E23 Q;Z" (Ekl = Elk; 

S)z· = c31 ll:x' + E32 Q;y' + E33 Q;z· • 

h, l = 1, 2, 3) . (38) 

Die Koeffizienten in (38) sind nach (35) und (37) die folgenden 

(39) 

sie heiBen die optischen Dielektrizitatskonstanten und gehen fiir unend
lich langsam wechselnde Felder (w = 0) in die statischen Dielektrizitatskonstanten 
liber. Den symmetrischen Tensor, dessen Komponenten die optischen Dielektrizi
tatskonstanten sind, nennen wir den optischen Dielektrizitatstensor des 
betreffenden Kristalls. Tragt man vom Koordinatenanfangspunkte aus auf 
jeder Richtung ~ eine Strecke ab, die gleich der reziproken Quadratwurzel des 
Ausdrucks 

e = En ~;. + E22i3;. + E33 ~~. + 2 £23 9y• i3z• + 2 E 31 9z• 9x' + 2 E12 9x• 9y• 

ist, so erhalt man die Flache des opt is chen Dielektrizitatstensors. 
Sie ist eine zentrische Flache zweiter Ordnung mit der Gleichung 

En x' 2 + 822 y' 2 + 833 z' 2 + 2823 y' z' + 2 E31 z' x' + 2812 x' y' - 1 = 0 . ( 40) 

Ihre Hauptachsen heiBen die optischen Symmetrieachsen, die durch je 
zwei Hauptachsen bestimmten Ebenen die optischen Symmetrieebenen; 
die optischen Symmetrieachsen sind dadurch ausgezeichnet, daB in ihren Rich
tungen S) und Q; parallel sind. 

1) In der elektromagnetischen Theorie des Lichtes treten die Beziehungen (38) als An
satze auf, welche die lJbertragung einer fUr statische Felder erfahrungsmaBig geltenden 
GesetzmaBigkeit auf die zeitlich schnell wechselnden Felder der Lichtwellen bedeuten 
0. CL. MAXWELL, A Treatise on Elektricity and Magnetism. Bd. II, S.392. Oxford 1873; 
deutsche Ausgabe von B. WEINSTEIN Bd. II, S. 549. Berlin 1883); die Symmetrie der linearen 
Vektorfunktion (38) wird dort aus den Prinzipien der Thermodynamik gefolgert CW. THOMSON, 
Phil. Mag. (4) Bd. 1, S. 186. 1851; Reprint of Papers on Electricity and Magnetism., S. 479. 
London 1872; deutsche Ausgabe von L. LEVY und B. WEINSTEIN. S.463. Berlin 1890]. 
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LaBt man die Koordinatenachsen x', y', z' mit den optischen Symmetrie
achsen x, y, z zusammenfalIen, so gewinnt Gleichung (40) die Form 

(41) 
wobei nach (39) 

£2 £2 
el = 1 + 4.n V ~ -(0)' J~ , e2 = 1 + 4.n V ~ -(0-),_iY--2 .L.,; OJ. - 0) • .L.,; CO. - OJ ' 

j J j J (42) 

V ~ £;z 
ea = 1 + 4.n .L.,; 00(0)' -=-~2-

j 

ist. el' e2' ea sind die Hauptwerte des optischen Dielektrizitatstensors und 
heiBen die optischen Hauptdielektrizitatskonstanten; sie sind stets 
positiv, die Flache des optischen Dielektrizitatstensors ist somit ein Ellipsoid. 
Ffir ein mit den optischen Symmetrieachsen zusammenfallendes Koordinaten
system gehen die Gleichungen (38) offenbar fiber in 

(43) 

9. Gesetz des Brechungsindex. Urn die Abhangigkeit des 
Brech ungsindex n des Kristalls von der Wellennormalen
rich tung § zu finden, gehen wir aus von der fUr ebene, linear polarisierte, 
monochromatische Wellen gemaB (22) geltenden Beziehung 

~=n2{a;-§(§a;)}. . (44) 

Ffihrt man die optischen Symmetrieachsen x, y, z als Koordinatenachsen ein, 
so folgt unter Heranziehung von (43) 

(~~-~2)~X=~X(sa;), (~~-~2)~y=~y(~a;), (~~-~2)~Z=SZ(~a;), (45) 

wobei 
(46) 

gesetzt ist; aus (45) und (19) erhalt man 

5~ 5~ 5~ 
-1--1- +1-1 + -1--1- = O. (47) 

ni n 2 n~ - n2 n~ n 2 

Diese Gleichung stellt das FRESNELsche Gesetz1) dar; es enthalt samtliche 
Gesetze der Lichtausbreitung in nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristallen, 
die wir in den folgenden Ziffern 10-22 aus ihm herleiten. 

Durch Gleichung (47) wird der Brechungsindex n als Funktion der Wellen
normalenrichtung 5 bestimmt; sie ist eine quadratische Gleichung fUr n 2, die 
in ausfUhrlicher Schreibweise lautet 

n n1",x n2",u n31J= -no n2~3 1'11' 1Jz nan1 1Jz 1Jx n 1 n 2 "'x "'y (48) 4( 2",2 + 2",2 + 2,,2) 2{ 2 2(,,2 + -"2) + 2 2(-"2 + -"2) + 2 2("'2 + "2)}} 

+ nin~n~ = o. 
Wie in Zif£' 10 gezeigt wird, besitzt sie reelle Wurzeln, die im allgemeinen 
nicht zusammenfallen. Es pflanzen sich also im Innern des Kristalls in jeder 
Richtung im allgemeinen zwei Wellen mit verschiedenen Brechungsindizes fort. 
Hierauf beruht die von BARTHOLINUS2) gefundene Erscheinung der Doppel-

1) A. FRESNEL, Mem. de l'Acad. des Scienc. Bd. 7, S. 132. 1827; <Euvr. compl. Bd. II, 
S. 555. Paris 1868. 

2) E. BARTHOLINUS, Experimenta crystalli islandici disdiaclastici quibus mira et insolita 
refractio detegitur, S. 29. Kopenhagen 1669 (Deutsch von K. MlELEITNER, in Ostwalds 
Klassiker der exakt. Wissensch. Nr.205, S.20. Leipzig 1922). 
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brech ung; sie wurde von ihm am Kalkspat entdeckt und einige Zeit spiiter 
von HUYGHENS1) eingehend untersucht. 

Aus (45) und (19) folgt weiter 

(~- - ~) 'I)2 + (~ - ~) ,\,2 + (~ - ~) 'I)2 = 0 . 
ni n2 x n~ n2 --y n~ n 2 /,Z , 

bezeichnen wir den zu 'I) gehorenden Einheitsvektor mit b, so erhiilt man 
aus der letzten Gleichung 

(49) 

Der Brechungsindex n ist somit durch die Schwingungsrichtung b 
eindeutig bestimmt 2). 

Die durch (46) bestimmten GroBen nv n2 undn3 heiBen die Ha u pt brech ungs
indizes; entsprechend nennt man die in den [analog (18) gebildeten] Verhiilt-
nissen 

auftretenden GroBen c1 , c2 und c3 die Ha uptlich tgeschwindigkei ten. Fiillt ~ 
in Richtung einer optischen Symmetrieachse, so werden je zwei Hauptbrechungs
indizes zu Wurzeln der Gleichung (47). 

Die Differenzen n2 - n3, n3 - n1 und n1 - n2 benutzt man als MaB fUr die 
GroBe der Doppelbrechung3). 

Das FRESNELsche Gesetz (47) hat sich bei allen nicht absorbierenden, nicht 
aktiven Kristallen als richtig erwiesen. Die genaueste Bestiitigung erhielt es 
durch die Messungen von GLAZEBROOK4), HASTINGS 5), KOHLRAUSCH 6), DANKER7), 
ZAVISKA 8), VERSCHAFFELT 9) und SCOUVART 10); geringe Abweichungen, welche 
VIOLA 11) bei Quarz und Turmalin 12) nachgewiesen zu haben glaubte, konnten 
durch die spiiteren Untersuchungen von MACE DE LEPINAy I3) und WULFING 14) 

sowie durch die sehr genauen Messungen von NAKAMURA 15) nicht bestiitigt werden. 

1) CHR. HUYGHENS, Traite de la lumiere, S. 48. Leiden 1690 (Deutsch von E. LOMMEL, 
in Ostwalds Klassiker der exakt. Wissensch. Nr. 20, S. 49. Leipzig 1890); Opera reliqua Ed. I, 
S. 39. Amsterdam 1728. 

2) Diese Beziehung lag der elastischen Theorie FRESNELS (Ziff. 1) als Annahme zugrunde. 
3) Uber empirisch erkannte Faktoren (z. E. Starke der Brechung), welche auf die 

GroBe der Doppelbrechung von EinfluB sind, vgl. J. BECKENKAMP, Statische und kinetische 
Kristalltheorien, Tl. 2, S. 180. Berlin 1915. 

4) R. T. GLAZEBROOK, Proc. Roy. Soc. London Bd.27, S.496. 1878 (Aragonit); Phil. 
Trans. Bd. 170, S.287. 1879 (Aragonit); Bd. 171, S.421. 1880 (Kalkspat). 

5) CH. S. HASTINGS, Sill. Journ. (3) Bd.35, S.60. 1885 (Kalkspat). 
6) W. KOHLRAUSCH, Wied. Ann. Bd. 6, S. 86. 1879; Bd. 7, S. 427. 1879 (Natronsalpeter, 

Gips, \Veinsaure); vgl. hierzu TH. LIEBISCH, N. Jahrb. f .. Min. 1885, (1) S.246 sowie das 
folgende Zitat S.248. 

7) F. DANKER, N. Jahrb. f. Min. Beil., Bd.4, S.241. 1886 (Kalkspat, Quarz, Beryll, 
Dolomit, Aragonit, Anhydrit, Baryt, Gips). 

8) F. ZAVISKA, N. Jahrb. f. Min. 1905 (1) S. 183 (Aragonit). 
9) J. E. VERSCHAFFELT U. A. SCOUVART, Bull. de Belg. 1910, S. 518 u. 590; 1911, S. 12 

(Topas). 
10) A. SCOUVART, Bull. de Belg. 1911, S.473 (Baryt); 1912, S.97 (Aragonit); 1913, 

S. 497 (Kalkspat). 
11) C. VIOLA, ZS. f. Krist. Bd.32, S.551 u. 557. 1900; Bd.34, S.281. 1901; Bd.37, 

S. 120. 1903. 
12) Quarz gehort allerdings zu den nicht absorbierenden aktiven und Turmalin zu 

den schwach absorbierenden, nicht aktiven Kristallen; doch besitzen ihre entsprechenden 
abweichenden Eigenschaften keinen merklichen EinfluB auf das FRESNELsche Gesetz (vgl. 
hierzu Ziff. 108 und 134). 

13) J. MAcE DE LEPINAY, ZS. f. Krist. Bd. 34, S.280. 1901. 
14) E. A. WULFING, Centralbl. f. Min. 1901, S.299. 
15) S. NAKAMURA, Gottinger Nachr. 1903, S.343. 
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Fur spat ere Anwendungen beaehten wir noeh folgende, aus (45) folgende 
Beziehung 

m der 
iHf 

p=~ 

gesetzt ist; fUr P kann mit Rueksieht auf (19) und (45) auen 

1 1 1 
P = 2 ~xbx+ 2~yby + 2 ~zbz n) n 2 n, 

gesehrieben werden. 

(50) 

(51) 

( 52) 

10. Gesetz des Strahlenindex. Wir bilden mit der Strahlgesehwindigkeit e. 
die dem Brechungsindex (18) analoge GroBe 

e 
s= -

e, ' 

die wir als S t r a hIe n i n d e x 1) bezeiehnen, und stellen uns die Aufgabe, s als 
Funktion der Strahl enrich tung 1 im Kristall zu ermitteln. 

Zu dem Zwecke fiihren wir in (45) statt ~ und:tl die Vektoren 1 und ~ ein. 
Aus (27) und (21) folgt zunachst 

und somit 

en [ 1 en {2 } ® = -~- Q;[~~J = - ~Q; - Q;(~Q;) 
4n 4n 

;;, = 4n • ~ + £iQ; ((; • 
~ en Q;2 Q;2 ~ , 

mit Hilfe dieser Beziehung erhalt man dann aus (43) und (44) 

Q; (1 _ !!,i _ (£i(!;)2) = 4n ~t! ® 
x n2 (!;2 en (!;2 x' 

cs; (1 _ n~ _ (ij(!;)2) _ 4n ~ ® 
z n2 Q;2 - en (!;2 z· 

(53) 

(54) 

Zur Umformung des auf der reehten Seite auftretenden Faktors ~~ folgern wir 
aus (53) bei Benutzung von (19) und (26) 

en 
®',!) = - - (Q;',!)) (~CS;) = -en U (~@;) ; 

4n 
somit wird 

(,\;2 en U{,\;2 

und dieser Ausdruck laCt sieh mit Rucksicht auf (28) in der Form schreiben 

e ®~ 
- 4nn -®2 . (55) 

Urn den in den linken Seiten von (54) vorkommenden Ausdruck 1 _ (ij~)2 
zu erhalten, gehen wir aus von der aus (26) mit Hilfe von (22) folgenden Be
ziehung 

1) Die Bezeichnung stammt von M. BORN (ZS. f. Phys. Bel. 8, S. 407. 1922). 
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und gewinnen hieraus unter Heranziehung von (28) und (31) 

1 (sGW __ 4"U _ 5 z 
- Q'z- -1t2~z - nZ' (56) 

wobei s der vorhin eingefiihrte Strahlenindex ist. 
Setzt man (55) und (56) in (54) ein, so crgibt sich bei Beriicksichtigung 

von (28) 

@x(ni - S2) = fx(f~), C!y(n~ - S2) = fY(f~), ~z(n~ - S2) = fz(f~)· (57) 

Schreibt man das Gleichungssystem (45) unter Heranziehung von (43) in der 
Form 

( 58) 

~z (--;- - --;-) = i3z (--;- i3x ~x + --;- i3y ~y + ~2 i3z ~z) , na n \n 1 1Z2 na 

so erhaJt man den Zusammenhang zwischen Wellennormalenrichtung 13 und 
Lichtvektor ~; entsprechend liefert das Gleichungssystem (57), unter Heran
ziehung von (43) auf die Form 

~x(n~ - s:) : lx(n~fx~,' x + n:~y~y + n:fz~z), ) 
@y(n2 - s ) - b(n j lx~x + n21Y~Y + n31z@z) , 

~z (n~ - S2) = 1z (nifx~x + n§fya;y + n~lz@z) 
(59) 

gebracht, den Zusammenhang zwischen Strahlenrichtung fund elektrischer Feld
starke @. Die Gegeniiberstellung von (58) und (59) zeigt, daB die GraBen 

13, 

f, 

n, 

5 ' n ' 1 112 ' 

n3 (W ellennormale) 

1 - (Strahl) 
n3 

einander entsprechen. Diese Dualitatsbeziehung ordnet jedem fiir 
die Wellennormale abgeleiteten Resultat ein entsprechendes fiir 
den Strahl zu; so z. B. entsprechen die Gleichungen (19) und (29) 

s~ = 0 und 1~ = 0 
einander. 

Aus (57) und (29) ergibt sich 

e "i:, i; 
n;-5z + n~-52 + ~-S2 = 0 (60) 

oder 

(61) 

letztere Beziehung geht durch Addition von 

e+\~+1;=1 
in die Form 

f: "2 i~ + I. + S2 
1 1 1 1 1 - (62) 

--- - -- -
52 ni S2 n~ 52 1Z} 

iiber. 
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Jede der Gleichungen (60), (61) oder (62) stellt das Gesetz des Strahlen~ 
index dar l ) und entspricht dem durch (47) ausgedriickten FREsNELschen Gesetz 
des Brechungsindex; es liefert die gesuchte Abhangigkeit des Strahlenindex s 
von der Strahlenrichtung 1 und ist eine quadratische Gleichung fUr S2. Diese 
lautet ausfUhrlich geschrieben 

S4 - S2 ! (:~.)(1~ + 9m2 ~ n~ (~ ~9 g) + n~ (j; + 1~))} } 
+ (n;;n:;l:;' + niindif + nin;;j;) = 0 

und besitzt, wie in Ziff. 14 ausgefiihrt wird, reelle, im allgemeinen nicht zu
sammenfallende Wurzeln. 1m Inneren des Kristalls geharen somit zu 
j eder Rich tung zwei Strahlen mit im allgemeinen verschiedenen 
Strahlenindizes. Fallt j in Richtung einer optischen Symmetrieachse, so 
werden zwei der GraBen n1 , n2 und n3 zu Wurzeln der Gleichung (63), d. h. 
die beiden Strahlenindizes werden gleich den entsprechenden Hauptbrechungs
indizes. 

Aus (57) und (29) folgt 

(ni - s2)CI;; + (n~ - s2)CI;; + (n5 - s2)CI;; = 0 

und hieraus ergibt sich 

wobei eden zu CI; geharenden Einheitsvektor bedeutet. Diese Beziehung ent
spricht (49) und zeigt, daB der Strahlenindex durch die Richtung der 
elektrischen Feldstarke der Lichtwelle eindeutig bestimmt ist. 

Mit Riicksicht auf spatere Anwendungen fassen wir noch die aus (57) folgende 
Formel 

ins Auge, III der 
f~ 

n=~! 

(64) 

(65) 

gesetzt ist; dieser Ausdruck entspricht der durch (51) definierten GraBe P und 
kann mit Hilfe von (57) und (29) in der (52) entsprechenden Form 

geschrieben werden. 
Aus (65) und (51) folgt ferner 

P _ Q'i (\3~) 

II - T~n('tl) 
Q'2 (\3 e) 
~2(fbf . 

(66) 

(67) 

Nun liegen Q;, :.t, 1 und i3 in derselben Ebene, namlich der Schwingungsebene 
(Ziff.4 und 5); man schlieBt daher mittels (19) und (29) i3e = 1tl und erMlt 
somit fUr (67) die Form 

P (l;2 

II <;t2 • 

Hieraus ergibt sich bei Heranziehung von (22) und (56) 

II 
- = n 2 s2 
P (68) 

") Die Form (61) dieses Gesetzes wurde von F. NEUMANN (Berl. Ber. 1835, S. 90) und 
IV. R. HAMILTON (Trans. R. Irish Acad. Bd. 17, S. 130. 1837) fast gleichzeitig angegeben. 
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11. Bestimmung der zu einer Wellennormalenrichtung gehorenden 
Brechungsindizes. Binormalen. a) Berechnung der zu einer Wellen
normalenrichtung 5 gehorenden Brechungsindizes n~ und n~. Wir 
gehen jetzt dazu tiber, die Brechungsindizes der beiden Wellen zu ermitteln, 
die zu einer gegebenen Wellennormalenrichtung 5 gehoren. 

Zu dem Zwecke haben wir die Wurzeln n~2 und n~'2 der Gleichung (48) zu 
berechnen l ) und schreiben letztere in der Form 

;4 - ~2 {(;~ + ~~)5; + (~~+ ;~)5; +(~~+ ~~)s~} + (n~~i5~ + n:1n~5; + n~1n:S;) = 0, 
multiplizieren das von -; freie Glied mit 

n 
~+~+~=1 ~~ 

und setzen zur Abkiirzung 

(70) 

n~2 = ~ {(~ + ~)s~+ (~+ ~)5; + (~+ ~)s;} 
(71) 

- YNf + N~ + N~ - 2N2Na - 2NaNl - 2N1 N 2, 

wobei entweder beide Quadratwurzeln mit dem positiven oder beide mit dem 
negativen Vorzeichen zu nehmen sind. 

Fur die auf die Langeneinheit bezogene Phasendifferenz der 
beiden zur Wellennormalenrichtung 5 gehorenden Wellen ergibt sich 
mit Riicksicht auf (16), (17) und (18) der Ausdruck 

.!l W (' ") 2"" (' ") u=- no-no =,---- no-no. 
C AO 

(72) 

Liegt, wie wir im folgenden stets annehmen wollen, n2 zwischen n1 und 
na, so besitzen von den durch (70) eingefiihrten GroBen Nl und Na das gleiche, 
N2 jedoch das entgegengesetzte Vorzeichen. Nun ist aber 

Ni + M + M - 2N2 Na - 2NaNl - 2NIN2 = (Nl + N2 - Na)2 - 4N1 N2; 

der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen 
und nur verschwinden, wenn 

N2 =0, 

ist. Gleichung (48) hat daher stets 
(71) und (69) flir 

V/~-~ 2 2 
5 = ± n 1 n. 

z 1 l' 

n~ - n: 
zusammenfallen. 

(71) kann somit nicht negativ werden 

NI = Nl (73) 
zwel reelle Wurzeln, die nach (73), 

Vi 1 
2 2 

5 = ± n. na 
z 1 1 

n~ - n= 

(74) 

b) Binormalen. Durch (74) werden vier Wellennormiilenrichtungen 
bestimmt, von denen jedoch je zwei einander entgegengesetzt sind. Es geniigt 
daher, zwei dieser Richtungen ins Auge zu fassen, deren Einheitsvektoren 01 

1) Diese Form der Liisung stammt von G. KIRCHHOFF, Vorlesungen fiber mathem. 
Physik Bd. II. Mathem.Optik. Herausgeg. von K. HENSEL, S.201. Leipzig 1891. 
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und v2 wir so wahlen, daB die positive z-Achse zwischen ihnen liegt; dann wird 
nach (74) 

Viz = + 
! 1 1 

V¥-~ ~: . 
i ni n~ 

/1--~1 I /-1-1 
"" ~ - 1/ ~-~!!. b" ~ O. b" -! I ~f --- i~ 

V ~ - n~ I n~ - ni 

(75) 

Die durch (75) bestimmten Richtungen nennt man die Binormalen oder 
optischen Achsen 1). Die Binormalen liegen in einer bestimmten optischen 
Symmetrieebene symmetrisch zu den optischen Symmetrieachsen; bei der an
genommenen GroBenbeziehung zwischen nr , n 2 und n;:, ist diese optische 
Symmetrieebene die zx-Ebene. Die optische Symmetrieachse, welche den spitz en 
Winkel der Binormalen halbiert, heiBt die erste Mittellinie, diejenige, welche 
seinen Nebenwinkel halbiert, die zweite Mittellinie. 

Fiillt die Wellennormale mit einer Binormale zusammen, so folgt aus (71) 
und (74) 

ferner ergibt sich aus (45) und (74), daB dann die Schwingungsrichtung un
bestimmt bleibt. In Richtung einer Binormale eines nicht absorbie
renden, nicht aktiven Kristalls pflanzt sich demnach nur eine ein
zige Welle fort, deren Polarisationszustand beliebig sein kann 
und sich beim Fortschreiten im Kristall nich t andert 2 ). 

Der als Binormalenwinkel oder optischer Achsenwinkel (von den 
Mineralogen als Achsenwinkel schlechtweg) bezeichnete Winkel 0 zwischen 
den Binormalen bestimmt sich nach (75) durch eine der beiden Gleichungen 

. 20 n; - n~ 
SIn - = - -- oder 

2 1 1 
2 0 COS ---

2 

1 1 

(76) 

Aus (76) folgt, daB der Binormalenwinkel berechnet werden kann, falls die 
Hauptbrechungsindizes bekannt sind 3). 

1) Der Kame optische Achsen geht auf D. BREWSTER [Phil. Trans. 1818, (1) S.210] 
zuriick. Manche Autoren verwenden jedoch diese Bezeichnung fur die in Zift. 14 zu be
sprechenden Biradialen, so z. B. A. FRESNEL in einigen Abhandlungen (Mem. de l' Acad. des 
Scienc. Bd. 7, S. 150. 1827; CEuvr. compl. Bd. II, S. 288,321,332,396 u. 573. Paris 1868j, 
wahrend sie bei ihm an anderen Stell en [Bull. des Scienc. par la Soc. philomat. 1822, S. 6R: 
Ann. chim. phys. (2) Bd. 28, S.272. 1825; Mem. de l'Acad. des Scicnc. Bd. 7, S.11R. 1R27; 
CEuvr. compl. Bd. II, S. 339, 473 u. 545. Paris 1868J in dem hier gebrauchten Sinne auftritt. 
Zur Vermeidung von Verwechslungen ist daher die von L. FLETCHER (Mineral. Mag. Bd. 9, 
S. 338. 1892; The optical indicatrix and the transmission of light in crystals, S. 63. London 
1892; deutsche -ebers. von H. AMBRONN und W. KONIG, S. 57. Leipzig 1893) stammende 
Bezeichnung Binormalen vorzuziehen. W. R. HAMILTON (Trans. R. Irish Acad. Bd. 17, 
S. 132. 1837) nannte die Binormalen Linien mit nur einer Normalgeschwindigkeit, 
E. MALLARD (Traite de cristallographie geometr. et phys. Ed. II, S. 113. Paris 1884) spricht 
von Achsen innerer Brechung. 

2) Hierdurch unterscheiden sich die nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristalle 
von den akti ven Kristallen; bei letzteren erleidet eine polarisierte, in Richtung einer 
Binormale sich ausbreitende \Velle beim Fortschreiten im Kristall eine Drehung der Lage 
ihrer Schwingungsbahn (vgL Zif£. 96). 

3) tiber die Verwendung von (76) bei der Bestimmung des Binormalenwinkels von 
Dunnschliffen vgL A. C. LANE, Sil!o Joum. (3) Bd.39, S.53. 1890; J. CHLIG, CentralbL £. 
Min. 1911, S. 305; S. ROSCH und M. STt'RENBERG, ZS. f. Krist. Bd.65, S. 588. 1927. 
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Zuweilen ist es Yorteilhaft, die zur W ellennormalenrich tung 5 ge
horenden Brechungsindizes n~ und n~ durch die Winkel b1 und b2 

auszudriicken, welche 5 mit den Binormalenrichtungen VI und v2 

bildet. Mit Hilfe yon 

Vk-~ 1 1 
n~ - n~ 

n~ n~ 

n~ n~ 

und (69) ergibt sich aus (71) nach elmger Umformung fiir die Wurzeln der 
Gleichung (48) die bequemere Form l ) 

1 1(1 1') 1(1 1) - - - - - - - - -- cos b - b n~2 - 2 ,n~ + n~ + 2 n~ n~ ( I 2) , I (77) 1 1(1 1) 1(1 1) 
nil. = 2: n2 + n2 + -2 n2 - n' cos(bi + b2); 

o 1 3 1 3 

hierfiir kann man auch schreiben 

1 1 ( 1 1). 2 bl - b2 

niJ' = n~ - n~ - n~ sm --2-' 
_1 __ ~ _ (~ _~) . 2 bl + b2 

'" - 2 2 2 SIn . no n 1 n 1 n3 2 
(78) 

Aus (77) folgt weiter die Beziehung 2) 

1 1 (1 1). b . b 
12 - -'72 = ---.- - ---.- sm 1 sm 2' no no n 1 n3 (79) 

die wir spater noch ben6tigen werden. 
c) Wellennormalenkegel kons tan ter Brech ungsindizes. Wir 

suchen jetzt den geometrischen Ort der Wellennormalenrichtungen, fiir die n~ bzw. 
n~ konstant ist. Da die durch (77) gegebenen Brechungsindizes no und n~ Wurzeln 
der Gleichung (47) sind, so wird die Gleichung 

(~2 ~ n~2) (~2 - n~") = ~;(~2 - ~~) (~2 - ~:) +~; (~2 - ,::) (~2 - ;~) 

+~~(~2 - ~~)(~2 - ~~) 
fUr aIle Werte n identisch erfUIlt. Setzen wir fUr n 2 der Reihe nach ni, n~ 
und n~ ein, so erhalten wir (~ _ ~) (~ __ 1_) 

n2 n'" n2 n'" §,2 = 1 0 1 0 , 

x (1 1)(1 1)' 
n~ - n~ n~ - n~ 

2 _ (-k - nP)(nI - n~2) 
5y - (~ _ ~) (~ __ 1 )-' 

n~ n: n~ n~ 

( ~2 - n~2) (~? - n~'2) 
152 = 3 0 ., o. 

z (~~ _ ~~) (~~ _ ~~) 

(80) 

1) Diese Form der Losung der Gleichung (48) stammt von F. NEUMANN. Pogg. Ann. 
Bd.33. S.278. 1834; Ges. Werke Bd. II. S.337. Leipzig 1906. 

2) J. J. SYLVESTER. Phil. Mag. (3) Bd. 11. S.468. 1837. 
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Die durch (80) bestimmten Werte 0x , ?'y und 0z definieren eine Wellennormaler.
richtung 0, welche wir durch einen Punkt der urn den Koordinatenanfangspunkt 
beschriebenen Einheitskugel darstellen konnen. 1st n;; konstant und n& ver
anderlich, so beschreibt dieser Punkt eine spharische Ellipse, deren erzeugender 

Kegel durch ~ __ + ~ __ + __ ;3;~ = 0 
1 1 1 1 1 1 

n~ n~2 

gegeben ist; der Mittelpunkt und die Brennpunkte dieser spharischen Ellipse 
sind die der positiven z-Achse bzw. den Binormalenrichtungen VI und v2 ent
sprechenden Punkte der Einheitskugel. 

Ist andererseits n~ veranderlich, wahrend n& konstant bleibt, so beschreibt 
der zu 0 gehorende Punkt eine durch den Kegel 

;3; §; §; 
-1--1- + -1---1 + 1---1--- = 0 

erzeugte spharische Ellipse, deren Mittelpunkt und Brennpunkte die der positiven 
x-Achse bzw. den Binormalenrichtungen 01 und -02 entsprechenden Punkte der 
Einheitskugel sind. 

Zusammenfassend konnen wir sagen, daB diejenigen Wellennormalen
richtungen, ftir welche einer der Werte no bzw. n;{ konstant ist, die 
Mantel zweier Kegelscharen zweiten Grades bilden, deren Achsen 
die beiden Mittellinien und deren Fokallinien die Binormalen sind; 
durch jcdc Wellennormalenrichtung geht je ein Kegel der beiden 
Scharen1 ). Stellt man samtliche Richtungen durch die Punkte der Einheit~
kugel dar, so entsprechen den Kegelscharen konfokale spharische Ellipsen 2) ; 
durch jeden Kugelpunkt gehen zwei Ellipsen, von welchen die eine die Spur 
der ersten, die andere die Spur der zweiten Mittellinie zum Mittelpunkt hat 
und deren Brennpunkte die Spuren der Binormalenrichtungen sind. Die orthc
gonalen Projektionen dieser Ellipsen auf eine beliebige Ebene nennt man 
Ski 0 d rom e n 3): sie finden bei der Darstellung der In terferenzkurven Ver
wendung [vgl. Zif£' 83 b)]. 

12. Wahrer und scheinbarer Binormalenwinkel. Zwei Wellennormalen, die 
im Inneren des Kristalls die Riehtungen der Binormalen besitzen, werden naeh 
Austritt in das isotrope AuBenmedium im allgemeinen einen von 0 versehiedenen 
Winkel 0' miteinander bilden. 0' heiBt der seheinbare Binormalenwinkel 
im Gegensatz zum wahren Binormalenwinkel 0; 0' ist der Messung 
unmittelbar zuganglieh (Zif£. 87), hangt aber noeh von der kristallographischen 
Orientierung der Begrenzungsflaehe des Kristalls, aus welcher die Wellen aus
treten, sowie vom Brechungsindex v des isotropen AuBenmediums abo 

Wir behandeln in dieser Ziffer das P r i n zip de r Met hod en, die dazu 
dienen, aus dem gemessenen seheinbaren Binormalenwinkel 0' 
den wah re n Bin 0 r m a len win k e I 0 z u e r mit tel n. 

Sind die seheinbaren Binormalenwinkel O~ und O~ fUr zwei Platten 
desselben Kristalls, deren Normalen parallel zur Binormalenebene 

1) A. BEER, Arch. Math. u. Phys. Bd.16, S.223. 1851. Uber die geometrischen 
Eigenschaften dieser Kegel vgl. A. SCHRADER, Geometrische Untersuchung <ler Geschwin
<ligkeitskegel und der Oberflachen gleichen Gangunterschiedes optisch cloppeltbrechen<ler 
Kristalle. Dissert. Munster 1892. 

2) A. CLEBSCH, Prinzipien cler mathemat. Optik. Herausgeg. von A.E:URZ S. 38. 
Augsburg 1887. 

3) F. BECKE, Tschermaks mineral. u. petrogr. Mitt. Bd. 2+, S. 1. 1903; Wiener Denkschr. 
Bd. 75 (1), S.66. 1913. 

Handbuch der Physik. XX. +2 
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liegen und beliebige, aber verschiedene Winkel mit der ersten Mittellinie bilden, 
ermittelt, so kann hieraus 0 berechnet werden 1). Die Verhaltnisse vereinfachen 
sich2) , wenn die beiden Platten senkrecht zur erst en bzw. zweiten 
Mittellinie geschnitten sind. 1m ersteren Falle ist nach dem Brechungs
gesetz (vgl. Ziff.32), da der Brechungsindex des Kristalls fiir eine in Richtung 
einer Binorma]e fortschreitende Welle n2 betragt (Ziff. 11), 

. 0 v. 0; 
Sln- = -Sln····-· 

2 n 2 2 ' 
(81) 

fiir die senkrecht zur zweiten Mittellinie geschnittene Platte haben wir, da bei 

dieser die Binormalen mit der Plattennormale die Winkel ; + ~ bilden, 

o v. O~ 
cos- = -Sln-. 

2 n2 2 

Sind O~ und 0; gemessen, so folgt aus (81) und (82) 

0' 
sin -.-! o 2 

tg-=--, . 
2 . O2 

SIn-
2 

(82) 

Der allgemeine Fall einer einzigen, belie big zur ersten Mittel
linie geneigten Platte erfordert auBer 0' noch die Kenntnis der Winkel P~ 
und P2' welche die Schenkel des scheinbaren Binormalenwinkels mit der Platten
normale n bilden. Bedeutet PI bzw. P2 den Winkel zwischen n und 01 bzw. O2 , 

ferner y den Winkel zwischen den parallel zu n und 01 bzw. n und O2 gelegten 
Ebenen, so ergibt eine einfache Betrachtung3) 

cosO' = cosM cosp; + sinp'r sinp~ cosy, I 
cosO = COSPl COSP2 + sinPI sinp2 cos!" 

sin Pl : sin Pi = sin P2 : sin p; = 'V : n2 • 

(83) 

Sind 0', Pi und P~ gemessen (vgl. Ziff' 87), so liefert die erste dieser Gleichungen y, 
wahrend die letzte [bei bekannten Wert en 'V und n2 4)J PI und P2 ergibt; aus der 
zweiten Gleichung folgt dann der gesuchte Winkel O. 

Liegt n parallel.zur ersten Mittellinie, so geht die dritte Gleichung (83) wieder 
in die Beziehung (81) iiber5); letztere ergibt sich aus dem Gleichungssystem (83) 
iibrigens auch dann, wenn n in der durch die erste Mittellinie senkrecht zur 
Binormalenebene gelegten Ebene eine beliebige Lage besitzt. 

13. Polarisationszustand der zu einer Wellennormalenrichtung 6 geho
renden Wellen. Wir zeigen jetzt, daB die beiden zur selben Wellen
normalenrichtung s geharenden, im Inneren eines nicht absorbie
renden, nicht aktiven Kristalls fortschreitenden Wellen linear und 
senkrecht zueinander polarisiert sind. 

1) H. DE SENARMONT, Ann. chim. phys. (3) Bd. 33, S.412. 1851. 
2) A. DESCLOIZEAUX, C. R. Bd. 52, S. 784. 1861. 
3) G. KIRCHHOFF, Pogg. Ann. Bd. 108, S. 580. 1859; Ges. Abhandlgn, S. 561. Leipzig 1882. 
4) In den meisten Fallen geniigt es, an Stelle von n2 einen mittleren Brechungsindex 

des Kristall zu setzen. 
5) -ober die Korrektionen, die gemaB (83) an (81) anzubringen sind, falls n nicht genall 

parallel zur ersten Mittellinie liegt, vgl. B. HECHT, N. Jahrb. f. Min. 1887 (1), S. 250. 
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1st ~' bzw. ~" der Liehtvektor der Welle mit dem Breehungsindex n5 
bzw. n~, so folgt aus (45) 

b' . b' . b' = __ 5x __ • __ 5y __ • 5, 
x' y' = 1 l' 1 l' 1 ' 

(84) 
>." . b'" b" = __ 5x _ 
1.1,"' Y' z 1 

Aus (84) und (71) ergibt sieh, daB die Sehwingungsriehtungen b' und b" dureh 5 
und die Hauptbreehungsindizes n l , n2 , n3 eindeutig bestimmt sind; die 
beiden Wellen sind somit (vgl. Ziff. 3) linear polarisiertl). 

Urn die gegenseitige Lage der Sehwingungsebenen der beiden Wellen zu 
erhalten, bilden wir das skalare Produkt bib"; dieses ist naeh (84) proportional 

~ ~ + ~ 

(n\ - -n~i2) (~, - n~/') + (~2 - :'2) (~2 - -:)12) (n\ - :'2)" (~2 - 1,~i2) 
1 0 1 0, ,2 0 2 0 3 0 3 "0 

und da der Klammerausdruek reehts wegen (47) versehwindet, so wird 

bib" = o. (85) 

b' und b" sind aber (vgl. Ziff. 4) die Normalen der Polarisationsebenen 
der beiden Wellen; diese stehen somit naeh (85) senkreeht zuein
ander. 

Wir leiten jetzt noeh einige Beziehungen fUr die Sehwingungsriehtungen b' 
und b" der zu £\ gehorenden Wellen her, die wir im folgenden benotigen werden. 

Aus (84) und (50) erhalten wir 

))' =~-P' 
Xli ' 

n" 
" 

a b" == __ "_x __ pI' 
.r 1 1 ' 

b' 'J II P' 
y = 1 1 ' 

n~ 11,;)-2 

b" = 5y P" 
y 1 1 ' 

"2 n" 

b: = --~-P" 
- 1 1 ' 

(86) 
n~ - n;)-2 

"''' = 5z P'I 
liz 1 1 ' 

n~ 

wobei pi bzw. P" den aus (;0) fiil: n = n~ bzw. n = n~ sieh ergebenden Wert 
bedeutet; nun gelten fUr b' und b" noeh die beiden in (19) enthaltenen Glei-
ehungen 0b' = 0, (87) 

0b" = o. (88) 

und jede derselben liefert zusammen mit (85) und (86) die Beziehung 

(89) 

1) Die zu einer gegebenen Wellennormalenrichtung i3 gehiirenden Schwingungsrich
tungen b' und b" bezeichnet man auch als die zu 5 gehiirenden Grundrichtungen 
oder Grundschwingungsrichtungen (A. FRENKEL, Lehrbuch der Elektrodynamik, 
Bd. 2, S. 203. Berlin 1928). 

42* 
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Fallt £\ der Reihe nach mit den Richtungen der optischen Symmetrie
achsen x, y und z zusammen, so folgt aus (71) und (84) fUr eine Lage 

II zur x-Achse: n~ = n 2 , b~ = b~ = 0, b~ = 1; 

II zur y-Achse: no = na, b;, = b~ = 0, b~ = 1; 

ng = na, b~ = b~ = 0, b~ = 1, 

'n{{= n l , b~ = b~ = 0, b~ = 1, 

Ilzurz-Achse: nO=nl' b~=b~=O; b:.=1; ng=n2 , b~=b~=O, b~=1. 

Von den in den Richtungen zweier optischer Symmetrieachsen fortschreitenden 
Wellen besitzen somit diejenigen gleiche Brechungsindizes, bei welchen der 
Lichtvektor gleiche Lage hat. 

14. Bestimmung der zu einer gegebenen Strahlenrichtung gehorenden 
Strahlenindizes. Biradialen. Wir behandeln jetzt die zu der in Ziff. 11 be
sprochenen duale Aufgabe, namlich die Bestimm ung der zu einer 
gegebenen Strahlenrichtung f gehorenden St rahlenindizes So 
und s~;. Zu dem Zwecke haben wir die Wurzeln der Gleichung (63) zu berech
nen und k6nnen dabei ganz entsprechend verfahren wie in Ziff. 11 bei Be
handlung der Gleichung (48). Es ergibt sich, daB (63) stets zwei reelle 
Wurzeln hat, die fur vier Richtungen zusammenfallen, von denen je zwei 
entgegengesetzt sind; es genugt daher, zwei dieser Richtungen ins Auge zu 
fassen. Liegt n2 zwischen n1 und na, so fallen diese Richtungen in die zx-Ebene; 
wir wahlen ihre Einheitsvektoren i l und t2 so, daB die z-Achse zwischen ihnen 
liegt, und erhalten dann 

tlz=+iv~i; I n, - n3 

t2x=-iv/n~-n~i' t2y=0, t2z=+i n:-n!i' 
n~ - n~ n, - n. 

i1/n2 - n2i 
i l x = + V n~ - ni ' 

(90) 

Die durch (90) bestimmten Richtungen heiBen Biradialen oder Strahlen
achsen 1). Die Biradialen liegen in derselben optischen Symmetrieebene wie 
die Binormalen und wie diese symmetrisch zu den optischen Symmetrieachsen; 
in unserem Falle ist jene optische Symmetrieebene die zx-Ebene. 

Fallt die Strahlenrichtung mit einer Biradiale zusammen, so wird s6 = sg = n2 ; 

ferner folgt aus (57) und (90), daB die Richtung der elektrischen Feldstarke dann 
unbestimmtbleibt. In Richtung einer Biradiale eines nicht absor
bierenden, nicht aktiven Kristalls pflanzt sich daher nur ein 
einziger Strahl fort, dessen Polarisationszustand beliebig sein 
kann und sich beim Fortschreiten im Kristall nicht andert. 

Fur den Biradialen winkel Q, d. h. den von den Einheitsvektoren il 
und i2 gebildeten Winkel, erbalt man aus (90) 

• 2 Q n~ - n~ 
SIn -=--

2 n~ - n~' 

n n~ - n~ cos2 - = ---=---" . 
2 n~ - n~ , (91) 

1) A. FRESNEL bezeichnete die Biradialen in den meisten Abhandlungen (Mem. de 
I'Acad. des Scienc. Bd. 7, S. 150. 1827; (Euvr. compI. Bd. II, S.288, 321, 332, 396 u. 573. 
Paris 1868) ais optische Achsen, wahrend er hierunter an einigen anderen Stellen [Bull. 
des Scienc. par Ia Soc. philomat. 1822, S. 68; Ann. chim. phys. (2) Bd. 28, S. 272.1825; Mem. 
de I'Acad. des Scienc. Bd.7, S. 119. 1827; (Euvr. compI. Bd. II, S. 339,473 u. 545. Paris 
1868] die Binormalen (vgI. Ziff. 11) versteht; die Bezeichnung Strahienachsen tritt zuerst 
bei F. NEUMANN (Pogg. Ann. Bd. 33, S. 278. 1834; Ges. Werke Bd. II, S. 337. Leipzig 1906) 
auf. Spatere Autoren nannten die Binormalen primare, die Biradialen sekundare optische 
Achsen. W. R. HAMILTON (Trans. R. Irish Acad. Bd. 17, S. 132. 1837) bezeichnete die Bi
radialen ais Linien mit nur einer Strahlgeschwindigkeit, E. MALLARD (Traite de 
cristallographie geometr. et phys. Bd. II, S. 137. Paris 1884) als Achsen a uBerer Brechung. 
Der Ausdruck Biradiale riihrt von A. FLETCHER (Mineral. Mag. Bd.9, S.319. 1892; The 
optical indicatrix and the transmission of light in crystals, S.43. London 1892; deutsche 
'Obers. von H. AMBRONN und W. KONIG, S. 35. Leipzig 1893) her. 
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nach (76) und (91) besteht demnach zwischen Binormalen- und Biradialenwinkel 
die Beziehung 

. 2 Q _ n~ . 2 0 Q n; 0 
SIll - - 2 SIll 2' cos2 - cos2 -

2 ~ 2 ~ 2 
(92) 

Aus (92) folgt, daB der Biradialenwinkel bei Kristallen, die nicht sehr verschiedene 
Hauptbrechungsindizes [d. h. nur geringe Doppelbrechung (Ziff. 9)J besitzen, nur 
wenig vom Binormalenwinkel abweicht 1). 

Druckt man die Wurzeln s[) und s(; der Gleichung (63) durch die 
Winkel PI und (12 aus, welche die Strahlenrichtung 1 mit den Bi
radialenrichtungen tl und t2 bildet, so erhalt man die den Formeln (77) 
entsprechenden Beziehungen 2) 

S~2 = ~ (ni + nD + ~ (ni - n~) cos ((11 - (12)' 1 
112122122 (1 (1 So =2(n1+n;:)+2(n1-na)cos( 1+ z) 

(93) 

oder 

Hieraus folgt die der Gleichung (79) entsprechende Gleichung 

,. "., (. "). R . (3 
So" - S,," = ni - n3 SID t'1 SIll 2; 

dieselbe wurde schon von BREWSTER 3) und BIOT 4) angegeben, aber erst spater 
von FRESNEL5) hergeleitet. 

15. Polarisationszustand der zu einer Strahlenrichtung 1 gehorenden 
Strahlen. Wir zeigen jetzt, daB die Polarisationsebenen der beiden zur selben 
Strahlenrichtung 1 gehorenden Strahlen senkrecht zueinander stehen. 

1st Q;' bzw. Q;" die elektrische Feldstarke des zur Richtung 1 gehorenden 
Strahles mit dem Strahlenindex s~ bzw. s;:, so folgt aus (57) 

, . '. ' i.e. f.. . i, "."." _ fx . fy . iz () ex· ey • ez == --2--~'-2----/2'_~ -12' e,T . cy • e: - -2-----,12·--2-~·-2 --,-;z. 94 n 1 - So 1l z - So 1l;, - So n 1 - So n z - So ng - So 

Aus (94) und (93) ergibt sich, daB die Richtungen e' und e" der elektrischen 
Feldstarken @' und Q;" durch i und die Hauptbrechungsindizes n1 , n2 , n3 ein
deutig bestimmt sind; hierin drtickt sich wieder (vgl. Ziff. 13) die lineare Pola
risation der sich im Kristall ausbreitenden Wellen aus. 

Urn die gegenseitige Lage der Polarisationsebenen der beiden Strahlen zu 
erhalten, bilden wir das skalare Produkt e' err und erhalten aus (94) mit Hilfc 
von (60) e' elf = 0 (95) 

in ganz entsprechender Weise, wie sich (85) aus (84) mit Hilfe von (47) ergeben 
hat. e' und err sind aber die Kormalen der Polarisa tionse benen der beiden 
Strahlen; diese stehen somit nach (95) in der Tat senkrecht 
zueinander. 

1) Dies bemerkte schon A. FRESNEL, Mem. de l'Acad. des Scienc. Bd. 7, S. 163.1827; 
CEuvr. compl. Bd. II, S. 584. Paris 1868. Fine Zusammenstellung der Winke 0 und Q fiir 
cine Anzahl Kristalle findet sich bei TH. LIEBISCH, Physikal. Kristallographie, S. 321. 
Leipzig 1891. 

2) A. FRESNEL, },Um. dc l'Acad. des Scienc. Bd. 7, S. 155. 1827; CEuvr. compl. Bd. IT, 
S. 297 u. 577. Paris 1868. 

3) D. BREWSTER, Phil. Trans. 1818, S.267. 
4) J. B. BlOT, Mem. de l'Acad. des Scienc. Bd.3, S.228. 1818. 
5) A. FRESNEL, Mem. de l'.~cad. des Scienc. Bd. 7, S. 150. 1827; CEuvr. compl. Bd. n, 

S.298 u. 573. Paris 1868. 
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16. KonstruktionsfHi.chen. Die wichtigsten der in denZiff. 11,13,14 und 15 
behandelten Beziehungen lassen sich auch auf geometrischem Wege gewinnen. 
Wir besprechen diese rein geometrischen Konstruktionen in dieser und der 
nachsten Ziffer, da sie bei den spateren Betrachtungen wiederholt benotigt werden. 

a) Ovaloid, Indexellipsoid. Urn die zu einer gegebenen 
Wellennormalenrichtung 0 gehorenden Brechungsindizes n6 
und n6' sowie die zugehorigen Schwingungsrichtungen b' und b" 
z u e r h a It en, geht man von einer Flache aus, deren Gleichung in bezug auf 
die optischen Symmetrieachsen 

( )
m X2 y2 Z2 

,
x2 + y2 + Z2 = __ + -;- + _ 

ni n~ n~ 
(m = 0, 1,2, ... ) (96) 

lautetl); die Flache ist ovalformig und liegt symmetrisch zu den optischen 
Symmetrieebenen. 

An Stelle von (96) kann man auch schreiben 

(97) 

wobei )8 den vom Koordinatenanfangspunkt zu einem Flachenpunkt gezogenen 
Vektor und b den zu )8 gehorenden Einheitsvektor bedeutet. Das Doppelte der 
in die optischen Symmetrieachsen fallen den Werte 1)81 heiBen die H a u p t
achsen der Flache. 

Legt man durch den Koordinatenanfangspunkt eine Ebene senkrecht zu ~, 
so ist die Schnittkurve mit (96) ein Oval; dieses besitzt in paarweise entgegen
gesetzten Richtungen zwei groBte und zwei kleinste Vektoren )8' und )8", deren 
Betrage 1)8' 1 und 1)811 [ wir die Halbachsen des Ovals nennen. Wir zeigen, daB 

1. die durch (71) oder (77) bestimmten, zur Wellennormalenrich
tung 0 gehorenden Brechungsindizes n~ und no gleich 1)8'I-(m-l) 
und 1)8"I-(m-l) sind, 

2. die entsprechenden Schwingungsrichtungen durch b' und b" 
bestimmt werden, und daB v' zu l~'l-(m-r), v" zu 1~1I1-(m-r) gehort 2). 

Es ist namlich fUr jeden in dem eben en Zentralschnitt liegenden Vektor ~ 

auBerdem haben wir 
b~ + b~ + b; - 1 = 0 ; 

(98) 

(99) 

urn Betrage und Richtungen der extremen Werte von )8' und )8" zu finden, hat 
man die Bedingungen des Maximums und Minimums der Funktion 

1)8\2m-2 - fll(b~ + b; + b~) - fl2(b x0", + by 0y + bziilz) = 0 (100) 

aufzusuchen, wobei fll und fl2 noch unbestimmte Multiplikatoren 
diese Bedingungen erhalt man aus (97) und (100) 

sind. Fur 

2(d: - fll)bx - fl2 0X = 0 , 2(~! - flr)by - fl20y = 0 , 

Multipliziert man'diese Gleichungen bzw. mit bx , by, 

sich mit Rucksicht auf (97), (98) und (99) 

flr = ims\2m-2, 
1) V. V. LANG, Wiener Ber. Bd.43 (2), S.645. 1861. 

( 
1 ' 

2 2- fll)bz - fl2iilz = O. 
,no 

bz und addiert, so ergibt 

2) A. FRESNEL, Bull. des Scienc. par la Soc. philomat. 1822, S. 67; Ann. chim. phys. 
(2) Bd.28, S.271. 1825; Mem. de I'Acad. des Scienc. Ed. 7, S.112. 1827; CEuvr. compI. 
Ed. II, S. 338, 351, 472 u. 540. Paris 1868. FRESNEL betrachtete den speziellen Fall m = 2. 
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wobei ~ einen der extremen Werte von~' oder ~" bedeutet; durch Einsetzen in 
die letzten Gleichungen erhalt man 

(~ _ i~2m-2)b = 1125 
n~ y 2 Y' 

Der Vergleich mit (45) ergibt in der Tat, daB jede Halbachse des Ovalschnittes 
durch ihre - (m - 1) te Potenz den Brechungsindex und durch ihren Einheits
vektor die zugehOrige Schwingungsrichtung liefert. 

Aus (97) und (75) folgt, daB der Ovalschnitt zu einem Kreise wird, falls 
S mit VI oder v2 zusammenfallt; der Radius eines jeden dieser beiden Kreise ist 
(bei der in Ziff. 11 angenommenen GroBenbeziehung zwischen n1 , n2 und na) 

gleich ~. Die angegebene Konstruktion zeigt somit das in Ziff. 11 analytisch 
n2 

gewonnene Resultat, daB sich in Richtung einer Binormale nur eine Welle aus
breitet und ihre Schwingungsrichtung unbestimmt bleibt, ihr Polarisations
zustand somit beliebig sein kann. 

Fur m = 2 geht die Flache (96) in 

(101 ) 

und fUr m = 0 In 

(102) 

uber l ). 

(101) ist eine Flache vierten Grades und wird als Ovaloid2) bezeichnet; 
die Flache (102) heiBt Indexellipsoid 3). Die zu 5 gehOrenden Brechungs
indizes no und nO werden beim Ovaloid durch die reziproken Halbachsen, beim 
Indexellipsoid durch die Halbachsen des zu 5 gehOrenden ebenen Zentralschnittes 
dargestell t. 

b) FRESNELsches Ellipsoid. Urn die zu a) duale Aufgabe zu 16sen, narn
lich di e z u einer b es t imm t en S tr ahlenrich tung 1 g eh oren den 
Strahlenindizes So und s;{ sowie die Richtungen e' und e" der 
zugehorigen elektrischen FeldsUi.rken durch geometrische 

') Fur m = 1 stellt (96) einen Asymptotenkegel dar und wird zur Konstruktion un
geeignet. 

2) Der Name Ovaloid wurde von F. NEUMANN (Vorlesungen fiber theoret. Optik. 
Herausgeg. von E. DORN, S. 181. Leipzig 1885; Ges. Werke Bd. II, S.460. Leipzig 1906) 
in seinen Vorlesungen benutzt. Die Flache selbst tritt zuerst bei A. FRESNEL [Bull. des Scienc. 
par la Soc. philomat. 1822, S. 67; Ann. chim. phys. (2) Bd. 28, S. 270.1825; Mem. de l'Acad. 
des Scienc. Bd. 7, S. 110. 1827; ffiuvr. compI. Bd. II, S. 338, 469 u. 538. Paris 1868] auf, 
der sie Elastizitatsflache nannte. 'V. VOIGT (Kompend. d. theoret. Physik Bd. II, S. 577. 
Leipzig 1896) gebrauchte die Bezeichnung Polarisationsovaloid. 

3) Die Flache wurde zuerst von J. PLUCKER (Journ. f. Math. Bd. 19, S. 10. 1839; 
Ges. wissensch. Abhandlgn. Bd. I, S. 348. Leipzig 1895) untersucht, der sie zweites 
Ellipsoid nannte; von A. CAUCHY [Mem. sur la dispersion de la lumiere, S.27. Prag 1836; 
ffiuvr. compI. (2) Bd. IX, S.226. Paris 1895] wurde sie als Polarisationsellipsoid, 
von F. BILLET (Traite d'optique physique Bd. II, S.513. Paris 1859) als inverses Ge
schwindigkeitsellipsoid oder als erstes Ellipsoid, von J. STEFAN [Wiener Ber. Bd. 50, 
(2) S. 510. 1864J als Ellipsoid der gleichen Arbei t, von G. KIRCHHOFF (Abhandlgn. d. Ber!. 
Akad. 1876, S. 67; Ges. Abhandlgn., S. 361. Leipzig 1882) als Elastizitatsellipsoid und 
von A. FLETCHER (Mineral. Mag. Bd.9, S.296. 1892; The optical indicatrix and the trans
mission of light in crystals, S.20. London 1892; deutsche 'Obers. von H. AMBRONN und 
"-.KONIG, S.17. Leipzig 1893) als Indicatrix bezeichnet. Bei J.MACCULLAGH (Trans. 
R. Irish Acad. Bd. 21, S. 31. 1848; Collect. Works, S. 161. London 1880) tritt das Ellipsoid 
ohne besonderen Namen auf; die Bezeichnung Indexellipsoid findet sich zuerst bei TH. LIE" 
BISCH (PhysikaI. Kristallographie, S.316, 317 u. 351. Leipzig 1891). 
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z u e r h a It en, geh t man von der (96) en tsprechenden 

(103) 

ausI), die ebenfalls ovalformig ist und symmetrisch zu den optischen Symmetrie
ebenen liegt; die (97) entsprechende Gleichungsform dieser Flache lautet 

!'B!2m-2 = n~b; + n~b~ + n~b~. 
Das Doppelte der in die optischen Symmetrieachsen fallenden Werte !'B I 

heiBen wieder die Hauptachsen der Flache. 
Legt man durch den Koordinatenanfangspunkt eine Ebene senkrecht zu f, 

so erzeugt diese mit (103) ein Oval als Schnittkurve, welches in paarweise ent
gegengesetzten Richtungen zwei groBte und zwei kleinste Vektoren 'B' und 'B" 
besitzt, deren Betrage !'B'I und I'B"I wir wieder die Halbachsen des Ovals 
nennen. In ahnlicher Weise wie bei Behandlung der Flache (96) laBt sich dann 
[unter Heranziehung von (57) an Stelle von (45)] zeigen, daB 

1. die durch (93) bestimmten, zur Strahlenrichtung f gehorenden 
Strahlenindizes sO und s({ gleich 1'B'lm-l und 1'B"lm-I sind, 

2. die Rich tungen e' und err der en tsprechenden elektrischen 
Feldstarken (if und Q;" durch b' und b" bestimmt werden, und b' 
zu 1'B'lm-I, b" zu 1'B"[m-l gehort 2). 

Aus (103) und (90) Iolgt ferner, daB der Ovalschnitt zu einem Kreise 
wird, wenn f mit II oder I2 zusammenHi.Ilt, und daB der Radius eines jeden 
dieser Kreise (bei der in Ziff. 11 angenommenen GroBenbeziehung zwischen n1 , 

n2, und n3) gleich ~ ist. Aus der angegebenen Konstruktion ergibt sich daher 
n 2 

das in Ziff. 14 angefiihrte Resu1tat, daB in Richtung einer Biiradiale sich nur ein 
Strahl fortpflanzt und die Richtung seiner elektrischen Feldstarke unbestimmt 
bleibt, sein Polarisationszustand somit beliebig sein kann. 

Von den aus (103) durch Spezialisierung von m folgenden besonderen Kon
struktionsflachen ist nur die dem Werte m = 0 entsprechende gebrauchlich. 
Diese Flache ist ein Ellipsoid mit der Gleichung 

nix2 + ~y2 + n~z2 - 1 = 0 (104) 

und wird als FRESNELsches Ellipsoid 3) bezeichnet; mit Riicksicht auf (41) 
und (46) folgt, daB es mit der Flache des optischen Dielektrizitats
tensors iden tisch ist (vgl. dazu Ziff. 23). Ein ebener Zentralschnitt senk
recht zu f erzeugt beim FRESNELschen Ellipsoid eine Ellipse als Schnittkurve, 
deren reziproke Halbachsen die zu f gehorenden Strahlenindizes s~ und s({ sind. 

c) Geometrische Beziehungen zwischen Ovaloid, Indexellipsoid 
und FRESNELschem Ellipsoid. Zwischen Ovaloid, Indexellipsoid und FRESNEL-

1) V. V. LANG, Wiener Ber. Bd.43 (2), S.652. 1861. 
2) A. FRESNEL, Bull. des Scienc. par la Soc. philomat. 1822, S. 70; Ann. chim. phys. 

(2) Bd.28, S.276. 1825; Mem. de l'Acad. des Scienc. Bd.7, S. 137. 1827; ffiuvr. comp!. 
Bd. II, S.475 u 561. Paris 1868. FRESNEL betrachtete den speziellen Fall In = O. 

3) Die Flache tritt zuerst bei A. FRESNEL [Bull. des Scienc. par la Soc. philomat. 1822, 
S. 70; Ann. chim. phys. (2) Bd.28, S.276. 1825; Mem. de l'Acad. des Scienc. Bd. 7, S. 137. 
1827; ffiuvr. comp!. Bd. II, S.475 u. 561. Paris 1860] auf. Von J. PLUCKER (Joum. f. 
Math. Bd. 19, S. 10. 1839; Ges. wissensch. Abhandlgn. Bd. I, S.348. Leipzig 1895) wurde 
sie erstes Ellipsoid, von V. V. LANG [Wiener Ber. Bd. 43 (2), S. 652. 1861) Erganzungs
ellipsoid, von F; BILLET (Traite d'optique physique Bd. II, S. 525. Paris 1859) direktes 
Ellipsoid oder zweites Ellipsoid und von E. MALLARD (Traite de cristallographie 
geometr. et phys. Bd. II, S. 107. Paris 1884) Hauptellipsoid genannt. 
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schem Ellipsoid bestehen gewisse einfache geometrische Beziehungen, die im 
Zusammenhange zuerst von PLUCKER!) dargestellt wurden. 

Wir zeigen zunachst, daB das Ovaloid die FuBpunktsflache d es 
FRESNELschen Ellipsoids ist 2). Die Gleichung der Tangentialebene in einem 
Punkte xo, Yo, Zo des FRESNELschen Ellipsoides (104) lautet 

nixox + n~yoY + n~zoz - 1 = O. 

Sind Xl' YI' Zl die Koordinaten des FuBpunktes des yom Flachenmittel
punkt auf die Tangentialebene gefiillten Lotes, so haben wir zu zeigen, daB 
Xl' YI' Zl die Koordinaten eines Ovaloidpunktes sind. 1st iY der vom Flachen
mittelpunkt zum FuBpunkte des Lotes gezogene Vektor, f der zu iY gehorende 
Einheitsvektor, so folgt aus der letzten Gleichung 

fx=ni liYl xo, fy=n~liY IYo, fz = n~l iYlzo 
Da xo, Yo, Zo der Gleichung (104) genugen mussen, so haben wir 

liYI2 = t;, + Ii, +_U 
n~ n~ n~ oder, wei I 

1ct:12 .+.+ 9 u =Xi Yi zi, 
ist, 

d. h. Xl' Yl' ZI genugen in der Tat der Gleichung (101) des Ovaloides. 
Weiter ergibt sich, daB Ovaloid und Indexellipsoid zueinand e r 

in v e r s sin d. Gehort namlich m(O) zum Ovaloid, m(i) zum Indexellipsoid, so 
folgt aus (9'7) fUr die namliche 
Richtung tJ sofort Im(O)llm(i)1 =1. 

Aus diesem und dem vori
gen Satze schlieDt man, daB 
das Indexelli psoid und das 
FRESNELsche Ellipsoid rezi
proke Polarflachen in be
zug auf die konzentrische 
Einheitskugel sind. 

Die gegenseitigen Lagen 
von FRESNELschem Ellipsoid, 
Ovaloid und Indexellipsoid wer
den durch Abb. 2 erlautert, 
welche die Schnittkurven dieser 
Flachen mit der die Binormalen 
01 , O2 (und Biradialen r1 , r2) ent
haltenden optischen Symmetrie
ebene (z x-Ebene) darstellt . 

Abb. 2. Schni t tkurven der Konstruk tionsflachen mi t d er 
zx-E bene (F FRESNELsches Ellipsoid, Ov Ovaloid, J I ')~p,<pn~!).;;()ii! . 
E Einheitskugel. 01 , O2 Binormalenrichtungen. [1' r~ 1\11';1':: ~;, It· 
richtungen. n1 und n:l kleinster und groBter Hauptbrechun gsindex . 
F, Q und R einander zugeordnete Punkte des FRESNELschen 

Ellipsoides,Ovaloides und Indexellipsoides.) 

d) POTIERSche Relation. Mit Rucksicht auf spat ere Anwendungen er
wahnen wir noch eine zwischen zugeordneten Punktepaaren des FRESNELschen 
Ellipsoides und des Indexellipsoides bestehende Beziehung. Es seien Xl, YI' z; 
und X2' y~, Z2 die Koordinaten zweier Punkte des FRESNELschen Ellipsoides, 
bezogen auf ein beliebiges rechtwinkliges Rechtssystem x', y', z', dessen Anfangs-

1) J. PLUCKER, ]ourn. f. Math . Bd. 19, S. 10. 1839; Ges. wissensch. Abhandlgn. Bel. I. 
S. 348. Leipzig 1895. 

2) Dieser Satz wurde zuerst gefunden von L. ] . MAGNUS, Sammlung von AufgabC'1l 
und Lehrsatzen aus der analytischen Geometrie des Raumes, 1. Abt., S.402. Berlin 1S37. 
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punkt mit dem Ellipsoidmittelpunkt zusammenfallt; x;, y;, -Z; und x~, y~, -Zf 
seien die zugeordneten Punkte des konzentrischen Indexellipsoides. Da dieses 
die reziproke Polarflache des FRESNELschen Ellipsoides in bezug auf die kon
zentrische Einheitskugel ist, so ergibt sich z. B. Punkt x{, y;, -Z; als Endpunkt 
des Vektors, der vom FHichenmittelpunkt normal zu der durch x;, y{, z{ an 
das FRESNELsche Ellipsoid gelegten Tangentialebene gezogen wird und dessen 
Betrag gleich dem reziproken Mittelpunktsabstande dieser Tangentialebene ist. 
Bedeutet F(x', y', z') - 1 = 0 die Gleichung des FRESNELschen Ellipsoides, so 
hat man 

und ebenso" " _, 1 (vF) -, 1 (vF) _, . 1 (OF)' 
x2='2.oX'2' Y2='2 Oy'2' Z2='2 02'2' 

wobei die Indizes andeuten, daB nach Ausfiihrung der Differentiation die Koordi
nat en des betreffenden Punktes des FRESNELschen Ellipsoides einzusetzen sind. 

Da F eine quadtatische Form ist, so ergibt sich unmittelbar die POTIERSche 

Relation 1) x{x~ + Y;Y2 + z{-Z; = x~x{ + y~y; + Z2Z{, (105) 

weIche den Zusammenhang zwischen zugeordneten Punktepaaren des FRESNEL
schen Ellipsoides und des Indexellipsoides gibt. 

17. Abgeleitete FHichen. Aus jeder der in Ziff. 16 besprochenen Konstruk
tionsflachen lal3t sich eine weitere Flache ableiten, indem man im Mittelpunkte 
jedes ebenen Zentralschnittes zu beiden Seiten in Richtung seiner Normale zwei 
Vektoren auftragt, deren Betrage die Halbachsen des Zentralschnittes sind. 
Die Endpunkte dieser Vektoren erfiillen dann eine z wei s c hal i g e F 1 a c he, die 
symmetrisch zu den optischen Symmetrieebenen liegt und die als a b gel e i t e t e 
F 1 a c h e bezeichnet wird 2). Wir besprechen in dieser Ziff. die rein geometrischen 
Eigenschaften der abgeleiteten Flachen wegen ihrer haufigen Verwendung bei 
den folgenden Betrachtungen. 

a) N ormalenflache. Die abgeleitete Flache, die man erhalt, wenn das 
Ovaloid alsAusgangsflache genommen wird, heiJ3t Normalgeschwindigkeits
oder kurz Normalenflache 3). Aus den in Ziff. 16 angegebenen Eigenschaften 
des Ovaloides folgt, daB die Nor m al enfla c h e der g e 0 m e trisch e 0 r t 
der Endpunkte der Vektoren ist, die man vom Koordinaten
anfangspunkte aus zu jeder Wellennormalenrichtung § mit den 
Bet rag e n 11n6 un d 1 In:; au ft rag t und daB ihre Gleichung in Polarkoor
dfnaten durch (47) gegeben ist; auf die optischen Symmetrieachsen x, y, z be
zogen ergibt sich ihre Gleichung aus (48) zu 

n~n~n~ (x2 + y2 + Z2)3 - {ni(n~+ n2) X2+ n~ (n~ + nil y2 + n~ (ni + n§) Z2}(X2 + :y2 +Z2) 

+ nix2 + n~y2 + n~z2 = o. 
') A. POTIER, Journ. de phys. (2) Bd. 10, S.351. 1891; vgI. hierzu F. SCHWIETRING, 

N. Jahrb. f. Min. 1915 (1), S.76. 
2) J. MAC CULLAGH (Trans. R. Irish Acad. Bd. 17, S. 244. 1837; Collect. 'Works, S.24. 

London 1880) bezeichnete die abgeleiteten FHichen als BiaxialfUichen. 
3) Die Bezeichnung Normalgeschwindigkeitsflache stammt von H. DE SENAR

MONT (Journ. de l'ecole polyt. Bd. 20, S. 7.1853; A. FRESNEL, (Euvr. compI. Bd. II, S. 604. 
Paris 1868), doch gebrauchte er auch den Namen Elastizitatsflache, wahrend FRESNEL 
diesen fur das Ovaloid verwandte. F. BILLET (Traite d'optique physique Bd. II, S. 521. 
Paris 1859) bezeichnete die Normalenflache als zweischalige Elastizitatsflache, 
A. CLEBSCH (Prinzipien der mathem. Optik. Herausgeg. von A. KURZ, S. 20. Augsburg 1887) 
als Wellenflache, F. RINNE (Leipziger Ber. Bd.65, S.350. 1913) als Wellenlangen
£lache. Der Name Wellenflache wurde jedoch von anderen Autoren vorzugsweise flir die 
gleich zu besprechende StrahlenfHiche gebraucht (vgI. S. 667, Anm. 1). 
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Die N ormalenflache ist demnach eine Flache sechsten Grades; die Gleichungen 
ihrer Schnittkurven mit den Symmetrieebenen sind 

in der yz-Ebene {ni(y2 + Z2) - 1}{n~nHy2 + Z2)2 - (n§y2 + n~z2)} = 0, 
in der zx-Ebene {n~ (Z2 + x2) - 1}{n§ni(z2 + x2)2 - (n~z2 + nix2)} = 0, 
in der xy-Ebene {n~(x2+y2) -1}{nin§(x2+ y2)2 - (n~x2 + n§y2)} = o. 

Die Schnittkurven werden somit in jeder Symmetrieebene je durch einen Kreis 
und ein konzentrisches Oval dargestellt. In einer Symmetrieebene schneiden 
sich Kreis und Oval in vier Punkten; bei der in Ziff. 11 angegebenen Groilen
beziehung zwischen n1 , n2 und na ist diese Symmetrieebene die zx-Ebene. Die 
vier Schnittpunkte sind konische Doppelpunkte, 
in welchen die beiden Schalen der N ormalenflache 
zusammenhangen; die beiden Verbindungslinien 
je zweier symmetrisch zum Koordinatenanfangs
punkt liegender DoppeIpunkte Iiefern die Binor
maIen 01 und O2 aIs diej enigen WellennormaIenrich
tungen, fUr welche die im allgemeinen verschiede
nen WurzeIn der GIeichung (47) zusammenfallen. 

In Abb. 3 sind die ausgezogenen Kurven 
die Schnittlinien der optischen Symmetrieebenen 
mit dem im ersten Oktanten liegenden Teil der 
N ormaIenflache; B ist einer der vier konischen 
DoppeIpunkte; A B ergibt die Richtung der 
einen Binormale 01 , der Winkel zwischen A B 
und der positiven z-Achse ist demnach der 
haIbe Binormalenwinkel 0/2. 

Abb.3. Schnittkurven der Norm a len· 
und Strahlenflache mit den optischen 
Symmetrieebenen. (NormalenfViche aus
gezogen, Strahlenflache gestrichelt. AB Rich
tung einer Binormale, AR Richtung einer 
Biradialc. 0 /2 balber Binormalenwinkel, 
Q/2 halber Biradialenwinkel. nIl n:!, 11-3 Haupt-

brechungsindizes.) 

b) S t r a hIe n fl a c he. WahIt man als A usgangstIache das FRESNELSche 
Ellipsoid, so erhalt man als abgeleitete Flache die StrahIgeschwindigkeits
oder kurz Strahlenflache1). Aus den in Ziff. 16 behandelten Eigenschaften 
des FRESNELschen Ellipsoides ergibt sich, dail die S t r a h len f lac he de r 
geometrische Ort der Endpunkte der Vektoren ist, die man 
vom Koordinatenanfangspunkte aus zu jeder Strahlenrich-

tung f mit den Betragen ~ und ~, auftragt. Die GIeichung der 
So So 

Strahlenfliiche in Polarkoordinaten ist durch (61) oder (62) gegeben; bezogen 
auf die optischen Symmetrieachsen x, y, z lautet sie 
(x 2 + )'2 + Z2) (n§ n~x2 + n;nI\,2 + nIn~z2) - (n§ + n~) x2 - (n~ + nil y2} 

- (ni + n~) Z2 + 1 = 0 . 
(106) 

Die Strahlenfliiche ist also eine Flache vierten Grades 2); die Gleichungen 
der Schnittkurven der Strahlenfhiche mit den Symmetrieebenen sind 

in der yz-Ebene {ni (y2 + Z2) -- 1} (n§y2 + n~z2 - 1) = 0, 1 
in der zx-Ebene {n§ (Z2 + x 2) - 1 }(ni Z2 + n~x2 - 1) = 0, 

in der xy-Ebene {n~ (x 2 + y2) -- 1} (n§x 2+ niY2 - 1) = O. 
~~~-

(107) 

1) A. FRESNEL benutzte in seinen Abhandlungen die Bezeichnung Wellenflache, 
die aber spatcr von anderen Autoren (z. B. A. CLEBSCH) fur die NormalenfHiche gebraucht 
wurde (S. 666, Anm. 3). Der Name Strahlenflache stammt von A. CLEBSCH (Prinzipien 
der mathem. Optik. Herausgeg. von A. KURZ, S.28. Augsburg 1887). 

2) Die geometrischen Eigenschaften der Strahlenflache und ihre Beziehungen zu den 
ftbrigen in dieser und der vorhergehenden Ziffer behandelten FIachen sind zusammenhangend 
zuerst von J. PLUCKER (Journ. f. Math. Bd. 19, S. 1 u. 91. 1839; Ges. wissensch. Abhandlgn. 
Bd. I, S. 339. Leipzig 1895) untersucht worden. Eine Zusammenstellung der zur Strahlen
flache geh6renden mathematischen Literatur findet sich bei G. LORIA, II passato ed il presente 
delle prineipali teorie geometriche, 3. Aufl., S.113. Torino 1907. 
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Die Schnittkurven werden somit in jeder Symmetrieebene durch einen 
Kreis und eine konzentrische Ellipse dargestellt. In einer Symmetrieebene 
schneiden sich Kreis und Ellipse in vier Punkten, und zwar findet dieser Schnitt 
bei der in Ziff.11 angenommenen GroBenbeziehung zwischen n l , n2 und n3 
in der zx-Ebene statt. Die vier Schnittpunkte sind konische Doppelpunkte, 
in welchen die beiden Schalen der StrahlenfHiche zusammenhangen; die beiden 
Verbindungslinien je zweier symmetrisch zum Koordinatenanfangspunkt liegen
der Doppelpunkte ergeben die Biradialen Xl und x2 als diejenigen Richtungen, 
fUr welche die im allgemeinen verschiedenen Wurzeln der Gleichung (61) ein
ander gleich werden. 

In Abb. 3 sind die gestrichelt gezeichneten Kurven die Schnittlinien der 
optischen Symmetrieebenen mit dem im ersten Oktanten liegenden Teil der 
Strahlenflache; R ist einer der vier konischen Doppelpunkte, A R ergibt die 
Richtung Xl der einen Biradiale, der Winkel zwischen A R und der positiven 
z-Achse ist demzufolge der halbe Biradialenwinkel. 

c) Indexflache. Nimmt man das Indexellipsoid als Ausgangsflache, so 
erhalt man als abgeleitete Flache die Indexflache l ). Sie ist der geo
metrische Ort der Endpunkte der Vektoren, die man vom 
Koordinatenanfangspunkte aus zu jeder Wellennormalen
ric h tun g mit den Bet rag e n no un d n~ au ft rag t; sie ist also die 
zur Normalenflache in verse Flache. Wir erhalten daher ihre Gleichung in 

Polarkoordinaten, indem wir in der Gleichung (47) der Normalenflache 1 an 
Stelle von n schreiben, und bekommen n 

52 5.2 52 
~1-X- + ~1-Y- + ~1-z- = 0; 
-. - n2 -. ~ n2 -. ~ n2 

n 1 n 2 n3 
(108) 

fUr ihre auf die optischen Symmetrieachsen x, y, z bezogene Gleichung folgt 
aus (107) 

(n~x2 + nb2 + n~z2) (x 2 + y2 + Z2) } 

{ 2 ( 2 + 2) 2 + 2 ( 2 + 2) 2 + 2 ( 2 + 2) 2} + 2 2 2 0 (109) - n1 n2 n3 x n2 n3 n1 Y n3 n1 n2 z n1 n2 n3 = . 
Die Indexflache ist daher, wie die StrahlenfHiche, cine Flache vierten Grades; 

die Gleichungen ihrer Schnittkurven mit den Symmetrieebenen sind 

in der yz-Ebene (y2 + Z2 - nil (~; + ~~ - 1) = 0, 

in der z x-Ebene (z + x - n2) ,- + ,- - 1 - 0, 2 2 2 (Z2 x2 ) _ 
n 1 n3 

in der xy-Ebene (x 2 + y2 - n~) (x: + y: - 1) = 0; 
n 2 n 1 

die Schnittkurven werden somit in jeder Symmetrieebene durch einen Kreis 
und eine konzentrische Ellipse dargestellt. In einer Symmetrieebene miissen 
sich Kreis und Ellipse in vier Punkten schneiden, und dieser Schnitt findet 

1) Die Flache tritt zuerst bei A. CAUCHY [Ecercices de mathem. Bd. Y, S. 36. Paris 1830; 
(Euvr. campI. (2) Ed. IX, S.41O. Paris 1891J auf. Der Name Indexflache stammt von 
J. MAC CULLAGH (Trans. R. Irish Acad. Bd. 18, S. 38. 1839; Collect. Works, S. 96. London 
1880); in einer friiheren Abhandlung (Trans. R. Irish Acad. Ed. 17, S.252. 1837; Collect. 
Works, S. 36. London 1880) wurde die Flache von ihm als Refraktionsflache bezeichnet. 
W. R. HAMILTON nannte sie (Rep. Brit. Assoc. 1833, S. 367; Trans. R. Irish Acad. Bd. 17, 
S.142. 1837) Komponentenflache. 
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bei der in Ziff. 11 angenommenenen GroDenbeziehung zwischen n1, n2 und n3 
in der zx-Ebene statt. Diese vier Schnittpunkte sind konische Doppelpunkte, 
in welch en die beiden Schalen der Indexflache zusammenhangen; die beiden 
Verbindungslinien je zweier symmetrisch zum Koordinatenanfangspunkt liegender 
Doppelpunkte ergeben (wie bei der Normalenflache) die Binormalen 01 und O2, 

d) Geometrische Beziehungen zwischen Normalen-, Strahlen
und Indexflache. Zwischen den abgeleiteten Flachen bestehen entsprechende 
geometrische Beziehungen wie zwischen den Ausgangsflachen. 

Wir zeigen zunachst, daD die N ormalenflache die FuDpunktsflache 
der Strahlenflache ist. Zum Beweise ziehen wir vom Mittelpunkte der Nor
malenflache Vektoren nach drei unendlich benachbarten Flachenpunkten, legen 
durch ihre Endpunkte die zu ihren Richtungen senkrechten Ebenen und zeigen, 
daD der Schnittpunkt dieser drei Ebenen ein Punkt der Strahlenflache ist. 

Die Gleichungen der drei Ebenen sind 

~xx + 5yY + 5zZ - ~ = 0, n 

o I (' oil, ) ( 1 a : ) _ (~x + 05x) x T 5yY + ,52 + Oilx 05", z - ,n + ail-:;- 05x - 0, (110) 

5x X + (5y + 05y)Y + (52 + ~:, 05y) z - (~ + O~: 05y) = 0, 
()':::)y \ n O':Jy 

wobei wegen 5~ + 5~ + 5; - 1 = Odie 

05 
5x + 5z -05:- = 0, 

bestehen. Fur die Koordinaten x, 51, 
erhalten wir daher die Gleichungen 

O~ o~ 

z des 

( 111) 

Schnittpunktes der drei Ebenen 

, 1 
0-- ily - n 

Y - -- z - -~ = 0. (112) 
5, oily 

Fur o~ und a;. bekommt man 

die Gleichungen 

aus (47) bei Heranziehung von (50) und (111) 

und diese ergeben mit den beiden letzten Gleichungen (112) die Beziehungen 
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zu welcher wir noch die identische Formel 

Z - ~ z = ~ ( __ 1 ~ __ __ 1_)np2 
~. z 1 1 1 1 

n~ - n2~ n~ - n2 
hinzufiigen. Durch Multiplikation mit den Faktoren £ix, £iy , £iz und Addition 
folgt unter Beriicksichtigung von (47) und der ersten Gleichungen (112) 

nP2 --_. 
1 l' 

fiir die Koordinaten des Schnittpunktes der drei Ebenen (110) ergibt sich daher 

_ ( n2 
p2 ) 5 

z = 1 - 1 _ 1 ;. (113) 
-_( _~_)5x 
x-iii n' 

n; - n2 n~ n 2 

Durch Quadrieren und Addieren erMlt man hieraus mit Riicksicht auf (47) 
und (50) 

somit folgt 
1 (-2 + -2 + -2) -- X Y z 

- n~ ~ 
X= .~-

1 1 n ' 
n; 

(114) 

Es ist jetzt zu zeigen, daB x, y und z die Koordinaten eines Punktes der 
StrahlenfHiche sind. Multipliziert man die auf x beziiglichen Gleichungen (113) 
und (114) miteinander, so bekommt man we iter 

addiert man hierzu die entsprechenden Ausdrlicke fUr 

und 
1 (-2 + -2 + -2) 
n~ - x y z 

so ergibt sich 

x2 + y2 + Z2 + 1 = 0 . ( 115 ) 
~ _ (x2 + )12 + Z2) ~ _ (x2 + y2 + Z2) _ 1-;- _ (x2 + y2 + Z2) 
n~ n~ n; 

1st nun f der Einheitsvektor des vom FHichenmittelpunkt zum Schnitt
punkt der drei Ebenen gezogenen Vektors, und 1!s dessen Betrag, so hat man 

- 1 f x=s x, 
- 1_ 
Y = slY, (116) 

die Einfiihrung dieser Werte in Gleichung (115) fiihrt diese in die Form (62) 
der Strahlen£lache liber, der Schnittpunkt x, :Y, z der drei Ebenen (110) ist also 
in der Tat ein Punkt dieser Flache. 
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Durch Variieren von £l in (110) erhalt man die Lagen aller derjenigen 

Wellen eben en zur Zeit t = ~, welche zur Zeit t = 0 durch den Koordinatenc 
anfangspunkt gingen; die Strahlenflache ist daher die Enveloppe 
dieser Wellenebenen1). 

Da die Normalenflache die FuBpunktsflache der Strahlenflache ist, anderer
seits [nach (c)] Normalenflache und Indexflache inverse Flachen sind, so folgt 
unmittelbar, daB Index- und Strah
lenflache reziproke Polarflachen 
in bezug auf die konzen trische 
Einheitskugel sind 2) und daB 
Strahlenflache und FuJ3punkt
flache der Indexflache inverse 
Flachen sind. 

Die gegenseitige Lage der Nor
malen-, Strahlen- und Indexflache ist 
aus Abb. 4 ersichtlich, welche die 
Schnittkurven dieser Flachen mit der 
die Binormalen °1 , O2 (und Biradia
len II' I 2) enthaltenden optischen Sym
metrieebene (zx-Ebene) darstellt. 

e) Pol are ben e. Es sei P der zur 
Strahlenrichtung I gehOrende Punkt der 
StrahlenfHiche und R der dem Punkte P 
entsprechende Punkt der konzentri
schen Indexflache; eine Ebene, welche 
parallel zu P R und senkrecht zu dem 
durch P R gehenden ebenen Zentral
schnitt gelegt wird, heiJ3t Polar
eben e3) der Strahlenrichtung j; ihre 
Einfiihrung ist bei der geometrischen 
Behandlung der Brechungs- und Re
flexionsgesetze von Vorteil (vgl. 
Ziff. 43). 

Abb. 4. Schnittkurven der abgeleiteten Flachen 
mit der zx-Ebe ne. (S StrablenfHicbe [innerster Kreis 
und innerste Ellipse], N Normalenflache [innerster Kreis 
und Oval], ] Indexflache [auBerster Kreis und auBerste 
Ellipse], E EinbeitskugeJ. 01, 0, Binormalenricbtungen. 
t l , t2 Biradialenrichtungen. nl , n2 , ns Hauptbrechungs· 
indizes. P, Q und R einander zugeordnete Punkte der 

Strahlen-, Normalen- und Indexflache.j 

f) Die g e g ens e i t i g e n B e z i e hun g e n z wi s c hen den K 0 n s t r u k -
tionsflachen und den aus ihnen abgeleiteten Flachen sind zu
sammenfassend in der folgenden Tabelle 1 zusammengestellt. 

') Die Gewinnung der Gleichung der Strahlenflache als Enveloppe der Ebenen (110) 
geht auf _\. FRESNEL (Mem. de l'Acad. des Scienc. Bd. 7, S. 134.1827; CEuvr. compl. Bd. II, 
S. 559. Paris 1868) zuruck; dieser hat die Durchrechnung allerdings selbst nicht ausgefiihrt, 
sondern das Ergebnis durch eine geschickte Verallgemeinerung nur erraten. Die ,erste strenge 
Ableitung erfolgte durch A. M. AMPERE [Ann. chim. phys. (2) Bd. 39, S. 113.1828]; ein ein
facheres Verfahren, dem sich die oben gegebene Darstellung anschlieBt, wurde von C. E. SENFF 
(Experimentelle und theoretische Untersuchungen iiber die Gesetze der doppelten Strahlen
brechung in den Kristallen des zwei- und eingliedrigen Systems, S. 101. Dorpat 1837 ; vgl. 
auch F. NEUMANN, Abhandlgn. d . Berl. Akad. 1835, S. 90; Ges. Werke Bd. II, S. 464. Leipzig 
1906) und fast gleichzeitig von A. SMITH [Trans. Cambro Phil. Soc . (1) Bd.6, S.85. 1838; 
Phil. Mag. Bd. 12, S. 335. 1838] gegeben. Andere Ableitungen stammen von J. MAC CULLAGH 
(Trans. R. Irish Acad. Bd. 21 , S. 32.1848; Collect. Works S. 163. London 1880) und H. DE 
StNARMONT (Journ. de math. Bd.8, S. 368. 1843). 

2) J. PLUCKER, Journ. f. Math. Bd. 19, S. 15. 1839; Ges. wissensch. Abhandlgn . Bd . I, 
S. 353. Leipzig 1895. 

3) J. MAC CULLAGH, Trans . R. Irish .\cad. Bd. 18, S. 39. 1838; Collect. Works, S.96. 
London 1880. 
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Tabelle 1. 
Beziehungen zwischen KonstruktionsfHichen und abgeleiteten FHichen. 

Konstruktionsflache 

1. Ovaloid 
Inverse Flache von 2. FuBpunktflache 

von 3 
2. Indexellipsoid 

Inverse Flache von 1. reziproke Polar
flache von 3 in bezug auf die kon
zentrische Einheitskugel 

3. FRESNELsches Ellipsoid 
Enve10ppe der Tangentialebenen von 1. 

reziproke Polarflache von 2 in bezug 
auf die konzentrische Einheitskugel 

Abgeleitete Fliiche 

1. N ormalflache 
Inverse Flache von 2. FuBpunktflache 

von 3 
2. Indexflache 

Inverse Flachevon 1. reziproke Polar
flache von 3 in bezug auf die kon
zentrische Einheitskugel. 

3. Strahlenflache 
Enveloppe der Tangentialebenen von 1. 

reziproke Polarflache von 2 in bezug 
auf die konzentrische Einheitskugel 

18. Lage der Polarisationsebenen der zu einer Wellennormalenrichtung e 
gehorenden Wellen und der zu einer Strahlenrichtung l gehorenden Strahlen. 
a) Lage der Polarisationsebenen der zu einer gegebenen Wellen
norrnalenrichtung § gehorenden Wellen. Urn die Lage der Polari
sa tionse benen der zu einer gege benen Wellennormalenrich tung s 
gehorenden Wellen in bezug auf die Binormalen VI und O2 zu finden, 

bernerken wir, daB nach (80) fUr die spharische Ellipse ~ = konst. die Be-
ziehungen no 

nr-~ 1 (1) 
§",d§", = - (-; _ -;) (-; __ ~) n:;d n:; , 

n, n 2 n, na. 

gelten; da b' die Norrnale der Polarisationsebene der Welle mit dem Brechungs
index no ist, so ist 

die Polarisationsebene der zu s gehOrenden Welle mit dem Brechungsindex no 
schneidet demnach die Einheitskugel in einer Tangente der spharischen 

Ellipse ~ = konstl). 
no 

Ebenso IaBt sich zeigen. daB die Polarisationsebene der zu s gehorenden 
Welle mit dem Brechungsindex n~ die Flache der Einheitskugel in einer Tan-

gente der spharischen Ellipse ~,. = konst. schneidet. 
no 

1) A. CLEBSCH. Prinzipien der mathem. Optik. Herausgeg. von A. KURZ, S. 38. 
Augsburg 1887; vgl. hierzu auch J. WALKER. The analytical theory of light. S. 199. 
Cambridge 1904. 
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Die Tangente an einen spharischen Kegelschnitt bildet aber gleiche Winkel 
mit den GroBkreisbOgen, welche seine Brennpunkte mit dem Beriihrungspunkte 
verbinden; es folgt hieraus, daB die Polarisationsebenen der zur selben 
W ellennormalenrich tung !3 gehorenden Wellen die Winkel N und 
n - N der beiden Ebenen halbieren, welche durch die Wellen
normale und je eine Binormale bestimmt sind und daB die Polari
sationsebene der Welle mit dem Brechungsindex nijdiejenige dieser 
beiden winkelhalbierenden Ebenen ist, welche die z-Achse ent
halt. 

Diese Lagebeziehung der Polarisationsebenen der beiden zur selben Wellen
normalenrichtung gehorenden Wellen HiBt sich auch auf geometrischem Wege 
mit Hilfe der Konstruktionsflache (96) erhalten. Man hat dabei zu beachten, 
daB in einem ebenen Zentralschnitt dieser FHiche die mit b' und btl zusammen
fallenden Halbachsen Symmetrielinien sind, welche die Winkel zweier beliebiger, 
aber gleicher Durchmesser halbieren und daB die zu zwei derartigen gleichen 
Durchmessern gezogenen Mittelsenkrechten wieder zwei gleiche Durchmesser 
ergeben. Die Geraden, in welchen die durch !3 und 01 bzw. !3 und O2 gelegten 
Ebenen den senkrecht zu !3 gelegten ebenen Zentralschnitt schneiden, sind 
aber die Mittelsenkrechten zu denjenigen beiden gleichen Durchmessern, in 
welchen der ebene Zentralschnitt von den Kreisschnitten der Konstruktions
flache geschnitten wird. Damit ist der obige Satz uber die Lage der Polari
sationsebenen geometrisch geWOnnen; er wurde in dieser Weise zuerst von 
FRESNEL!) hergeleitet. 

b) Lage der Polarisationsebenen der zu einer gegebenen 
Strahl enrich tung f gehorenden Strahlen. Ein analoger Satz, wie der 
unter a) besprochene, gilt fUr die Lage der Polarisationsebenen der 
zu einer gegebenen Strahlenrichtung f gehorenden beiden Strahlen 
in bezug auf die Biradialen Xl und x2 • Die Polarisationsebenen der 
beiden Strahlen halbieren die Winkel 5 und 'll - 5 der beiden 
Ebenen, welche durch die Strahlenrichtung fund je eine Biradiale 
bestimmt sind; sind So und s~ die durch (93) bestimmten Strahlen
indizes, so ist die Polarisationsebene des Strahles mit dem Strahlen
index So diejenige dieser beiden winkelhalbierenden Ebenen, welche 
die z-Achse en thalt. 

Schon BIOT2) hat eine auf empirischem Wege gefundene Regel angegeben, 
die mit diesem Satze ubereinstimmt. Ein analytischer Beweis, der sich in ganz 
entsprechender Weise fUhren laBt wie bei dem unter a) besprochenen Satze3), 

ist (allerdings auf anderem Wege) zuerst von SYLVESTER4) gegeben worden; 
der entsprechende geometrische Beweis bedient sich der Konstruktionsflache 
(103) und stammt von PLti'CKER5). 

c) Formeln fur die GroBen P und n. Mit Rucksicht auf spatere 
Anwendungen drucken wir die durch (51) definierte GroBe P, die nach (50) und 

1) A. FRESNEL, Mem. de l'Acad. des Scienc. Bd. 7, S. 160. 1827; <Euvr. compl. Bd. II, 
S. 581. Paris 1868. Die vielfach verbreitete Meinung, daB F. NEUMANN der Entdecker dieses 
Satzes war (vgl. z. B. C. NEUMANN, in F. NEUMANNS Ges. Werke Bd. II, S. 460 [FuBnoteJ. 
Leipzig 1906), ist irrig. 

2) J. B. 'BIOT, Precis ehlmentaire de physique experiment, 3. Aufl., Bd. II, S. 559. 
Paris 1824. 

3) A. CLEBSCH, Prinzipien der mathem. Optik. Herausgeg. von A. KURZ, S. 38. Augs
burg 1887. 

4) J. J. SYLVESTER, Phil. Mag. (3) Bd. 12, S.77 u. 81. 1838. 
0) J. PLUCKER, J ourn. f. Math. Bd. 19, S. 38. 1839; Ges. wissensch. Abhandlgn. Bd. I, 

S. 378. Leipzig 1895. 

Handbuch der Physik. XX. 43 
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(52) nur von i3 und n bzw. von i3 und b abhiingt, durch die Winkel bI , b2 und 0 
ausI). Aus (50) und (80) folgt 

(;2 - -ni, 2) (;2 -J/2) (:2 - n1/2) 
P'2 = _, 0 2 0 3 0 

1 1 ' 
n~2 - ;-;:2 

( 117) 

wobei P' sich auf die Welle mit dem Brechungsindex n~ und P" auf die Welle 
mit dem Brechungsindex ng bezieht. 

Aus (78) folgt nun 

ferner erhiilt man mit Hilfe von (76) 

~ __ 1,- = _(~ _ ~)(sin2Q _ sin2b1- bJ_) 
n~ n~2 n; n5 2 2 

1 (1 1 ) = - - - - - {cos (b - b ) - cos O}. 
2 n; n~ I 2 

Nun gewinnt man aber leicht mit Hilfe des spharischen Dreiecks, das auf der 
Einheitskugel durch die den Richtungen i3. 01 und O2 entsprechenden Punkte 
markiert wird, die Beziehung 

cos 0 = cos bi cos b2 + sin bi sin b2 cos N, 
somit wird 

- - - = - - - - sm sm SIn -. 1 1 (11)'b'b'2N 
n~ n~ 2 n; n~ I 2 2 

Durch Einsetzen der so gefundenen Ausdriicke fiir ~ - ~2' 1 
1 1. n, no n~ 

- - - m die erste Formel (117) folgt mit Riicksicht auf (79) 
n~ n:)2 

P' =+~(~ _ ~)sin(b - b) sin N. 
- 2 n; n~ I 2 2 ' 

m ganz ahnlicher Weise findet man 

P" = ± ~ (~ - ~-) sin (b +- b ) cos N . 
2 n; n~ I 2 2 

(118) 

(119) 

In diesen Ausdriicken hangen sinN/2 und cosN/2 mit bI , b2 und 0 in bekannter 
Weise durch die trigonometrischen Beziehungen zusammen 

. 2 N _ sint(b1 - b2 + 0) sint(b2 - bl + 0) sm - .. 
2 smbl smb2 . 

2N _sint(bl+b2-0)sin~(bl+b2+0) 
cos - - . b . b • 

2 SIn 1 SIn 2 

I) F. NEUMANN. Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835.,S. 99; Ges. Werke Bd. II, S.475, 
Leipzig 1906; J. MAC CULLAGH, Trans. R. Irish Acad. Bd. 18, S.67. 1839; Collect. Works. 
S. 129. London 1880. 
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Durch eine ganz entsprechende Rechnung kann man die durch (65) definierte 
GroBe II, die nach (64) und (66) nur von fund s bzw. fund e abhangt, durch 
die Winkel PI' /12 und Q ausdriicken. Man erhalt dannl) 

ill = ± 1- (ni - n~) sin (PI - (12) sin~., I (120) 

wobei ill sich auf den Strahl mit dem Strahlenindex So und il" auf den Strahl 
mit dem Strahlenindex s~ bezieht; sinS/2 und cosS/2 hangen mit PI' P2 und Q 
offenbar durch die trigonometrischen Formeln zusammen 

sin2 _~ _ sin! (PI - fJ2 + Q) sin! (P2 - PI + Q) 
2 - sin PI sin,82 ' 

2 5 _ sin! (,81 + ,82 - Q) sin! (PI + Pi + Q) 
cos - - . P . P 2 SIll 1 SIll 2 

19. Analytische Bestimmung zusammengehoriger Wellennormalen- und 
Strahlenrichtungen. a) Bestimm ung der zu einer gegebenen Wellen
norrnalenrich tung geh6ren den Strahl enrich tungen. Jede der 
beiden linear und zueinander senkrecht polarisierten Wellen, die sich in einer 
bestimmten Wellennorrnalenrichtung S irn Inneren eines nicht absorbierenden, 
nicht aktiven Kristalls ausbreiten, transportiert Energie; ihre Strahlenrich
tungen r und f", welche die Richtungen der maximalen Energietransporte an
geben [vgl. Ziff. 5 b)], fallen aber im allgemeinen nicht zusammen. 

Die Aufgabe, zu einer gegebenen Wellennormalenrichtung S die 
zugehorigen Strahlenrichtungen r und 1" zu finden, wird mit Hilfe 
des Formelsystems (113) gelost, das wegen (116) auch in der Form geschrieben 
werden kann 

Iy = s (1 -

Iz = s (1 -

n2 p2 ) i$z 
1 1 n' 
n~ - n 2 

(121) 

durch Quadrieren und Addieren ergibt sich hieraus unter Heranziehung von (47) 
und (50) 

(122) 

Die Gleichungen (121) und (122) liefern die zur Wellennormalen
rich tung 5 gehOrenden Strahlenrichtungen und Strahlenindizes. Urn l' (bzw. f") 
und den zugehorigen Strahlenindex s' (bzw. s") zu erhalten, hat man in (121) 
und (122) fUr n den Wert no (bzw. no) und fUr P den durch (118) [bzw. (119)] 
bestimrnten Wert P' (bzw. P") einzusetzen. Da die beiden zu 5 gehorenden 
Wellen zueinander senkrecht polarisiert sind (vgl. Ziff. 13), so folgt, daB die 
zu 5 gehorenden Strahlen l' und I" zueinander senkrechte Schwingungsebenen 
besitzen. 

') F. NEUMANN, Vorlesungen fiber theoret. Optik. Herausgeg. von E. DaRN, S.207. 
Leipzig 1885. 

43* 
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b) Bestimmung der zu einer gegebenen Strahlenrichtung 
geh ore n de n We 11 e n norm al e nric h t un ge n. 1st im Inneren des Kristalls 
eine Richtung 1 gegeben, so konnen wir nach den Wellennormalenrichtungen 
derjenigen Wellen fragen, bei welchen die Richtung des maximalen Energie
transportes in 1 fa11t. 

Diese Aufgabe, zu einer gegebenen Strahlenrichtung 1 die zugeho
rigen Wellennormalenrichtungen zu finden, ergibt sich mit Hilfe des 
Formelsystems (114), das wegen (116) auch auf die Form gebracht werden kann 

11) 52---;?2 h 1 1 s' 
ni - 52,1 

5 = n (1 + :2 - ~2 ) ~ . 
z 1 1 s' 

n~ - 52 

hierzu tritt die aus (122) und (68) folgende Beziehung 

( 
H2' 

n2 = S2 1 + 54) . 

(123) 

(124) 

Die Gleichungen (123) und (124) liefern die zur Strahlenrichtung f 
gehorenden We11ennormalenrichtungen und Brechungsindizes. Da zur Richtung 1 
zwei Strahlen mit den Strahlenindizes So und s~ und zueinander senkrechten 
Schwingungsebenen geh6ren (vgl. Ziff. 15), so folgt hieraus, daB jeder Strahlen
richtung zwei senkrecht zueinander palarisierte Wellen mit den Wellennarmalen
richtungen il' und il" zugeordnet sind. Um il' (bzw. il") und den zugehorigen 
Brechungsindex n' (bzw. n") zu erhalten, hat man in (123) und (124) fiir s den 
Wert s~ (bzw. s~) und fiir il den durch (120) bestimmten Wert il' (bzw. n") 
einzusetzen. 

c) Zusammengehorige We11ennormalen- und Strahlenrich
tungen in einer optischen Symmetriee bene. Aus (121) und (122) 
falgt, daB die nach derselben optischen Symmetrieachse genommenen Kompo
nenten von 5 und 1 gleichzeitig verschwinden; jede optische Symmetrieebene 
enth§.lt somit zugleich die einander entsprechenden Wellennormalen- und 
Strahlenrichtungen. 

Wir betrachten eine in der z x-Ebene liegende Wellennormalenrichtung 5; es 
ist dann in (118) und (119) N = 0 zu setzen. Fiir die eine zu 5 geh6rende 
Strahlenrichtung l' wird daher P' = 0 und aus (121) folgt, daB l' und i3 zu
sammenfallen. 

Um den Winkel!; zwischen 1" und 5 zu erhalten, bezeichnen wir 
mit q; den Winkel zwischen 5 und der positiven z-Achse und mit 'IjJ den 
Winkel zwischen 1" und der positiven z-Achse; dann ergibt sich aus der zweiten 
Gleichung (107) und der in Ziff.17d) angegebenen geometrischen Beziehung 
zwischen Normalen- und Strahlenflache 

x 
tg'IjJ=z' 

n~ x n~ 
tgq; = ni . z = nytg'IjJ. 
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Man ersieht hieraus, daB die Strahlenrichtung f" naher bei der groHeren und 
die Wellennormalenrichtung £l naher bei der kleineren Halbachse der Ellipse liegt, 
in der die Strahlenflache von der optischen Symmetrieebene geschnitten wird. 
Da ( = rp - 1p ist, so folgt 

tg( = 1t~'P t;'Pt~;~ = ~; ; :i~~~~ . (125) 

Analog erhalt man, daB fUr eine gegebene Strahlenrichtung 1, die in der 
zx-Ebene liegt, £l' mit 1 zusammenfallt und der Winkel ( zwischen ?i' und f durch 

t ;- = (n~ - n;)tg'l' 
g~ ni+n~tg2,p 

bestimmt wird. 
Aus (125) folgt, daB ( seinen maximalen Wert (m = rpm - 1pm erreicht fUr 

tgrpm=±;:, tg1pm=±~~=tg(; -rpm), tg(1n=±111n~~;' 
Ganz ahnlich ergibt sich fUr eine in der xy-Ebene bzw. yz-Ebene liegende 
W ellennormalenrich tung 

tgrpm=± ::. tg1pm=±;~=tg(; -rpm), t ( = ± n; - _n~ 
g m 2n n 

1 2 

bzw. 
Ila (:;r ) tg1pm = ± n = tg -2 - 'Pm , 

2 . 

2 2 

tg(m = ± n~~~" . 
- --

Fur den maximal en Wert (m folgt offenbar (m = (m' 
In jeder optischen Symmetrieebene gibt es somit zwei Richtungen 0 (bzw. 1), 

fi.ir welche ( (bzw. () ein relatives Maximum wird; die Halbierungslinien dieser 
Maximalwinkel fallen mit den Halbierungslinien der Winkel der in der betreffen
den Symmetrieebene liegenden optischen Symmetrieachsen zusammen 1). 

d) Wi n kel zwis chen zusammengehorigen Wellen n ormalen
und Strahl enrich tungen. Die unter a) und b) besprochenen Losungen 
ruhren von NEUMANN 2) her; sie lassen sich in eine fi.ir die Anwendungen geeignetere 
Gestalt bringen, wenn man die Richtungen statt auf die optischen 
Symmetrieachsen auf die Binormalen bzw. Biradialen bezieht3). 

Beachtet man, daB 1/n der Mittelpunktsabstand der Tangentialebene ist, die 
an die StrahlenfHiche durch den Endpunkt des vom Flachenmittelpunkt aus 
gezogenen Vektors 1/s \ gelegt ist und daB die Normale dieser Tangentialebene 
die zu f gehOrende Richtung 0 ist [Zif£. 17d)], so erhalt man fUr den Winkel ( 
zwischen zusammengehoriger Wellennormalen- und Strahlenrichtung aus (122) 
unter Heranziehung von (68) II 

tg( = n2 P = 5"-' (126) 

1st die W ellennormalenrich tung 5 gege ben, so liegen die zusammenge
horigen Strahleneinrichtungen fund 1" in den zu 0 gehorigen Schwingungsebenen, 
die durch 0 und b' bzw. 5 und b" bestimmt sind, wobei b' und b" aus (84) zu ent-

1) \V. WALTON, QuarterL ] ourn. of Nlathem. Bd. 4, S. 1. 1861; numerische Werte dieser 
Maximalwinkel flir cine Anzahl Kristalle sind zusammengestellt bei TH. LIEBISCH, Physikal. 
Kristallographie, S. 309 u. 339. Leipzig 1891. 

2) F. NEUMANN, AbhandJgn. d. Eert Akad. 1835, S.90; Gcs. Werke Ed. II, S.464. 
Leipzig 1906. 

3) F. NEUMANN, Abhandlgn. d. Berl. ,-\kad. 1835, S. 100; Vorlesungen liber thcoret. 
Optik. Herausgeg. von E. DORN, S. 195 u. 207. Leipzig 1885; Ges. Werke Ed. II, S.475. 
Leipzig 1906; J. J. SYLVESTER, PhiL Mag. (3) Bd. 12, S. 76. 183,8; J. MAC CULLAGH, Trans. 
R. Irish Acad. Ed. 18, S.67. 1839; Collect. Works, S.129. London 1880. 
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nehmen sind. Die Winkel C' und C", welche die gesuchten Strahlenrichtungen l' 
und f" mit 13 bilden, sind dann nach (126) und (118) bzw. (119) bestimmt durch 

t 1"' n~ 2 ( 1 1). (b b)' N g ~ = - --- - - sm - sm-
2 n; n; 1 2 2 ' 

1 
(127) 

tgC = - -- - - sm(b + b ) cos-. " nlf2 ( 1 1). N 
2 n; n5 1 2 2 

Der Sinn, in dem f' und 1" von 13 abweichen, la13t sich am einfachsten durch 
einen Grenzubergang ermitteln, indem man die gegebene Richtung 13 in die opti
schen Symmetrieebenen rucken laJ3t, wo sich dann mit Hilfe des unter c) Aus
gefiihrten die gegenseitige Lage von 0 und l' bzw. 13 und f" unmittelbar ergibt. 
Da der Sinn der Abweichung zwischen 0 und l' bzw. i3 und 1" sich bei Verande
rung von 13 stetig andert, so ist derselbe damit auch fUr eine nicht in eine 
optische Symmetrieebene fallende Wellennormalenrichtung bestimmt. 

1st die Strahlenrichtung f gegeben, so liegen die zugehOrigen Wellen
normalenrichtungen in den zu f gehorenden Schwingungsebenen, die durch 1 und 
e' bzw. fund e" bestimmt gind; hierbei sind e' und e" durch (94) gegeben. Die 
Winkel 1;' und C", welche die gesuchten Wellennormalenrichtungen 0' und 13" 
mit f bilden, bestimmen sich dann nach (126) und (120) zu 

14 1(2 2)'(fJ fJ)'S tg~ =-~ n1-ng sm 1- 2 sm-, 
250 2 

1 
(128) 

;:I, 1 (2 2)' (fJ + fJ ) _ 5 tg ~ = ~ n1 - ng sm 1 2 COS - • 
2~ 2 

Der. Sinn, in dem 0' und 13" von f abweichen, la13t sich in entsprechender 
Weise wie vorhin bei (127) angegeben ermitteln. 

20. Geometrische Bestimmung zusammengehoriger Wellennormalen- und 
Strahlenrichtungen. Die in Ziff. 19 behandelten Aufgaben lassen sich auch 
auf rein geometrischem Wege 165 en ; wir besprechen diese Konstruktionen in 

F Anbetracht ihrer spateren haufigen Verwendung. 
----....;:;.:.~ E a) Konstruktion mit Hilfe der Konstruk-

Abb. 5. Konstruktion der zu 
e iner Wellen norm alenrich t un g 
S gehorenrlen Strahlen mit 
Hilfc des Indexellipsoides. 
(EAE' Spur des senkrecht zu >l 
gelegten ebenen Zentralschnittes, 
AE = 118'1 Halbachse dieses ebenen 
Zentralschni ttes. meA bbildung stell t 
den Schnitt des Indexellipsoides mit 
der durch ~' und £5 bestimmten 
Ebene dar. f' ist die eine der beiden 
zu S geh6rendenStrahlenrichtungen.) 

tionsflachen1). Urn mit Hilfe der Konstruktions
flachen (Ziff. 16) die zu einer gegebenen Wellen
normalenrichtung 0 gehorenden Strahlenrichtungen l' 
und 1" zu konstruieren, nimmt man das Index
ellipsoid; bei der dualen Aufgabe, die zu einer ge
gebenen Strahlenrichtung f gehorenden Wellennor
malenrichtungen 0' und 0" zu konstruieren, wird das 
FRESNELsche Ellipsoid benutzt. 

Es sei 0 die gegebene Wellennormalenrichtung 
und l' eine der beiden gesuchten, zu 0 gehorenden 
Strahlenrichtungen. Wir fUhren beim Indexellipsoid 
den zu 0 senkrechten ebenen Zentralschnitt; ist Im'l 
des sen eine Halbachse, so gibt nach Ziff.16 der zu m' 
gehorende Einheitsvektor 0' die Richtung b' des einen 

der beiden zu 0 gehorenden Lichtvektoren, und der zugehorige Brechungs
index ist no = 1 m' I. Wir legen nun im Endpunkte Evon m' die Tangential
ebene an das Indexellipsoid (Abb. 5) und £iHlen auf sie vom Flachenmittel
punkt A das Lot AF. 1st f der von A ausgehende Einheitsvektor dieses Lotes, 

') Diese Konstruktionen stammen von V. V. LANG, Wiener Ber. Bd.43 (2), S.651 
u. 652. 1861; die spatere Abhandlung von J. BOUSSINESQ (C. R. Bd. 152, S.1721. 1911) 
enthalt demgegeniiber nichts Neues. 
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so liegt f in der (~', 5 und r enthaltenden) Schwingungsebene, und wir zeigen 
jetzt, daB die gesuchte Richtung l' senkrecht zu f liegt. 

Bezeichnen wir die Koordinaten von Emit xo, Yo, Zo, so haben wir mit Riick-

sicht auf (45) und (51) x = n'b' = ~~ ... ~p' 
o 0 x 1 1 "U , 

n~ - n'o"2 

Y = n'b' = __ 5y~ ".~p' 
o Oy 1 1"u, 

n~ - n~2 

und gewinnen dann fUr f"" fy, fz aus (102) 

%0 ___ 5z_~ n~P' [! 
f", = ?if e - 1 1 n~ , 

n~ - n~2 

f - Yo _ ~~ n~P'e 
y - n~ e - 1 1 n~ , (129) 

nf - n~' 

f = -':'0_ (} = ~_~_ n~P' [! 
z n~ 0: 1 1 n~ , 

n~ - n~2 

1 yx. y' z· 
wobei - = ---f + ---f + -'J:- zu setzen ist. e n1 n. n. 

Aus (121) und (129) erhalt man nach einiger Umformung unter Heranziehung 
von (47) und (50) in der Tat ff' = 0; 

man hat somit (Abb. 5) AF = 1~'lcosC = n~cosC, oder wegen (126) und (122) 

AF=s', 
wobei s' wieder der zu f' gehOrende Strahlenindex ist. 

Mit Hilfe des zweiten Halbachsenvektors )8" des zu 5 senkrechten ebenen 
Zentralschnittes gelangt man in gleicher Weise zur zweiten zu 5 gehorenden 
Strahlenrichtung f" und zum zugehorigen Strahlenindex s". 

Man erhalt demnach die zu 5 gehorenden Strahlenrichtungenf', i" 
und Strahlenindizes s' S", indem man an das Indexellipsoid in den 
Endpunkten der Halbachsen des senkrecht zu is gelegten ebenen 
Zentralschnittes die Tangentialebenen legt. Die Schnittpunkte 
dieser Tangentialebenen mit den Schwingungsebenen lief ern die 
zu s gehorenden Strahlenrichtungen r und f", die entsprechenden 
Mittelpunktsabstande der Tangentialebenen sind die zu l' und f" 
gehorenden Strahlenindizes s' und s". 

Eine entsprechende, mit Hilfe des FRESNELschen Ellipwides ausgefiihrte 
Konstruktion liefert die zu einer Strahlenrichtung i gehorenden Wellen
normalenrichtungen 5', ?I' und Brechungsindizes n', nil. Man legt zu 
dies em Zwecke an das FRESNELsche Ellipsoid in den Endpunkten 
der Halbachsen des senkrecht zu i gelegten ebenen Zentralt 
schnittes die Tangentialebenen; die Schnittlinien derselben mi
den Schwingungsebenen liefern die zu i gehorenden Wellennor
malenrichtungen 5' und 5", ihre reziproken Mittelpunktsabstiinde 
sind die zu 5' und £l" gehorenden Brechungsindizes n' und n". 
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b) Konstruktion mit Hilfe der abgeleiteten FHichen. Statt der 
KonstruktionsfHichen kann man bei der Konstruktion zusammengehOriger 
Wellennormalen- und Strahlenrichtungen auch die abgeleiteten FHichen benutzen. 
Aus den geometrischen Eigenschaften der Strahlenfliiche und der Indexfliiche 
[vgl. Zif£'17b), c) und d)] erhiilt man unmittelbar folgende Konstruktionen: 

1st die Strahlenfliiche gegeben, und will man zu einer gegebenen 
Wellennormalenrichtung s die zugehorigen Strahlenrichtungen i' und 1" sowie 
die entsprechenden Strahlenindizes s' und s" finden, so legt man senkrecht zu £\ 
die Tangentialebenen an die Strahlenflache; die yom Flachenmittelpunkt nach 
den Beriihrungspunkten gezogenen Vektoren liefern durch ihre Richtungen i' und 
]" und durch ihre reziproken Betrage s' und S"l). Hat man zu einer gegebenen 
Strahlenrichtung ] die zugehorigen Wellennormalenrichtungen S' und S" sowie 
die entsprechenden Brechungsindizes n' und n" zu finden, so legt man durch 
die Schnittpunkte, welche eine durch den Fliichenmittelpunkt parallel zu f ge
zogene Gerade mit der Strahlenfliiche erzeugt, die Tangentialebenen; die yom 
Flachenmittelpunkt auf dieselben gefiilIten Late liefern durch ihre Richtungen S' 
und 15" und durch ihre reziproken Liingen n' und n". 

1st die Indexfliiche gegeben, und hat man zu einer gegebenen Wellen
normalenrichtung s die zugehOrigen Strahlenrichtungen l' und 1" sowie die 
entsprechenden Strahlenindizes s' und s" aufzusuchen, so legt man durch die 
Schnittpunkte, welche eine durch den Fliichenmittelpunkt parallel zu 15 gezo-

(z) gene Gerade mit der Fliiche erzeugt, die Tangential

Abb.6. SYLVESTERS Konstruktion 
der zu einer Wellennormalenrich
tung gehOrenden Strahlenrich
tungen. [Samtliche Richtungen sind 
durch Punkte der Einhei tskugel dar
gestellt. (b,), (b,) Binormalen; (t,), (t,) 
Biradialen. (9) gegebene Wellennormalen
richtung. M, halbiert Winkel N = (b,) 
(~) (b,); M, halbiert dessen Neben
winkel. (t,) P, steht senkrecht M" (t,) P, 
senkrecht M,. (t,) P, = P,Q" (t,) P, 
= P,Q,. (f') und (IN) zu (s) gehOrende 

Strahlenrichtungen.] 

ebenen; die yom Fliichenmittelpunkt auf dieselben 
gefiillten Late liefern durch ihre Richtungen i' und i" 
und durch ihre Langen s' und s". Will man zu 
einer gegebenen Strahlenrichtung f die zugehOrigen 
Wellennormalenrichtungen S' und s" sowie die 
entsprechenden Brechungsindizes n' und n" er
mitteln, so legt man senkrecht zu ] die Tangential
ebenen an die Indexflache; die Verbindungsstrecken 
des FHichenmittelpunktes mit den Beriihrungs
punkten der Tangentialebenen ergeben durch ihre 
Richtungen S' und s" und durch ihre Langen n' 
und n"2). 

c) Konstruktion von SYLVESTER. Die in 
Ziff. 18 angegebene Lagebeziehung der Polaris a
tionsebenen, die zu einer Wellennormalenrichtung i3 
bzw. zu einer Strahlenrichtung f gehoren, gilt 
offenbar auch fiir die Schwingungsebenen; die 
durch die gegebene Wellennormalenrich
tung s und je eine der zugehorigen Strah
lenrichtungen l' und 1" bestimmten Ebenen 

liegen somit parallel zu den Halbierungsebenen folgender Winkel: 
1. Winkel der Ebenen parallel zu i3 und je einer Binormale, 
2. Winkel der Ebenen parallel zu l' (oder n und je einer Biradiale. 
Hierauf griindef sich eine von SYLVESTER3) herriihrende K a n s t r u k t ion, 

um zu einer gegebenen Wellennormalenrich tung 15 die zugeho-
1) Diese Konstruktion fand A. FRESNEL (Mem. de l'Acad. des Scienc. Bd.7, S.140. 

1827; CEuvr. compl. Bd. II, S. 390 u. 564. Paris 1868). 
2) Diese Konstruktion wurde von W. R. HAMILTON (Trans. R. Irish Acad. Bd. 17, 

S.144. 1837) nnd J. MACCULLAGH (ebenda Bd.17, S.252. 1837; Collect. Works, S.36. 
London 1880) fast gleichzeitig angegeben. 

3) J. J. SYLVESTER, Phil. Mag. (3) Bd. 12, S.81. 1838. 
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rigen S t r ahlenr ich t ungen r un d 1" zu finden. Wir stellen samtliche 
Richtungen durch Punkte der Einheitskugel dar und bezeichnen die der posi
tiven z-Achse bzw. den Einheitsvektoren 01 , O2, 1:}, 1:2 und !3 entsprechenden 
Punkte mit (z), (01), (02), (1:1), (1: 2) und (!3) (Abb.6). Wir halbieren nun den 
Winkel (01) (!3) (02) und seinen Nebenwinkel durch die GroBkreise M2 und M1 , 

legen durch (1:1) GroBkreise senkrecht zu Ml und M 2 , welche diese in PI und P 2 

schneiden, und verlangern die Bogen (1:1) PI und (1:1) P2 je urn sich selbst bis Ql 

und Q2' Die Schnittpunkte (l') und (n der GroBkreisbOgen (1: 2) Ql und (1: 2) Q2 

mit Ml und M2 sind dann die Endpunkte der zu !3 gehOrenden Einheitsvektoren 
r und f". 

Durch eine entsprechende Konstruktion, bei der die Binormalen und Bi
radialen vertauscht auftreten, erhalt man die z u e i n erg e g e ben enS tr a h -
lenrichtung 1 gehorenden Wellennormalenrichtungen!3' und !3". 

Mit Riicksicht auf spatere Anwendungen wenden wir die SYLVESTERsche 
Konstruktion auf den Sonderfall an, daB die gegebene Wellennormalen
rich tung !3 sehr nahe bei einer Binormale (etwa O2) liegt. Wir konnen 
dann die Betrachtung in der Tangentialebene durchfiihren, die in (0 2) an die 
Einheitskugel gelegt ist und machen in dieser Ebene (0 2) zum Anfangspunkt eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems ~, 
1'/, dessen ~-Achse in der Binormalen-
ebene, also in der durch (01) (02) ge-
legten GroBkreisebene liegt. Setzt man 
b2 = b, wobei b2 wieder den Winkel 
zwischen O2 und!3 bedeutet, und be
zeichnet den Winkel, den die durch (!3) 
und (02) gelegte Ebene mit der Ebene 
der Binormalen bildet, mit e (Abb. 6), 
so sind b [ = (02) (!3)] und e die ebenen 
Polarkoordinaten des Punktes (!3) 
(Abb. 7). Wir nehmen den Winkel b 
klein gegen den Binormalenwinkel 0 
an und konnen dann 

N = e, b1 = 0 + bcose 

schreiben; ferner ergibt sich aus (76) 
und (78), daB unter dieser Voraus
setzung in erster Naherung 

n~=n({=n2 

-----... t'&f) 

, 
\M, 

Abb.7. Konstrnktion der Strahlenrichtungen, die 
zu einer von einer Binormale wenig abweichenden 
Wellennormalenrichtung gehoren. [Die Konstruk .. 
tionsebene ist die in (Ii,) an die Einbeitskugel gelegte 
Tangentialebene. (s) Spur von s, (1') und (f") Spuren 
von r nnd f". Die iibrigen Bezeichnungen entsprechend 

Abb.6.] 

gesetzt werden darf, so daB sich fiir die dann kleinen Winkel 1;' und 1;" aus (127) 

1;' = ;: (~~ - ~~) sin{O - b (1 - COse)}sin i, 1 
(130) 

1:," = n~ (-; - -;) sin{O + b (1 + cose)}cos~ 
2 n, ns 2 

ergibt. 
Sind f, r/ und f', 1)" die Koordinaten der Spuren (1') und (1") der zu !3 

gehOrenden Strahlenricbtungen r und f", so hat man, da (1') und (1") auf den 
Winkelhalbierenden Ml und M2 von N und seines Nebenwinkels liegen, 

r;' = 1;' sin ~ - b cos e , 
2 

~" = 1;" cos~ - b cose, 
2 

, J-I e b' 1'/ = -<, cos2 - sme, 

" J-I" e b' 1) =<, sm2 - sme. 
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Beschrankt man sich auf die nachste Umgebung von (!3), so kann man in (130) 
die Glieder, welche b als Faktor enthalten, streichen und erMIt, falls man noch 
die unter Heranziehung von (76) ·gebildete Abkiirzung 

einfiihrt, 

n~ (..!..- _ ..!..-) sin 0 = n21 I(..!..- - ..!..-) (..!..- - ..!..-) = 2 u ( 131 ) 
2 n~ n~ 2 V n~ n~ n~ n~ 

~' - u = -(u + b) cOSe, 

~" - U = (u - b) COSe, 

r/ = -(u + b) sine, 

r/' = (u-b) sine. 

Diese Formeln liefern folgende Konstruktion zur Ermittelung der Strahlen
richtungen, welche zu einer nahe bei einer Binormalenrichtung liegenden 
Wellennormalenrichtung gehOrenl): 

Man tragt von (02) aus auf der positiven ~-Achse die Strecke (oJ(t) = u ab, 
zieht durch (t) die Parallele zu (02) (!3) und tragt auf dieser von (t) aus nach oben 
die Strecke (t) (f") = u - b, nach unten die Strecke (t) (f') = u + b abo (f') 
und (f") sind dann die Spuren der zur Wellennormalenrichtung !3 gehOrenden 
Strahlenrichtungen f' und f". 

Wir zeigen jetzt noch, daB (t) die Spur der Biradiale t2 ist, die mit 02 auf 
der selben Seite der ersten Mittellinie liegt. Aus (131) erhaIt man namlich mit 
Riicksicht auf (76) und (91) leicht die Beziehung 

u= 

. O+Q. O-Q 
SlU--SIn--

2 2 
sinO 

Da die Differenz zwischen Binormalen- und Biradialenwinkel 0 - Q bei nicht 
zu starker Doppelbrechung klein bleibt (Ziff. 14), so ist in erster Annaherung 

u = !(O - Q); (132) 

in der Naherungsdarstellung der Abb. 7 stellt somit (t) in der Tat die Spur 
der Biradiale t2 dar. 

21. SinguUi.re Falle zusammengehoriger Wellennormalen- und Strahlen
richtungen.Die in Zif£. 19 und 20 besprochenen Methoden versagen in den 
singularen Fallen, in welchen die gege bene W ellennormalenrich tung 
mit einer Binormale bzw. die gegebene Strahlenrichtung mit einer 
Biradiale zusammenfall t2); wir betrachten diese beiden FaIle getrennt. 

a) Fiillt die gegebene Wellennormalenrichtung !3 mit einer 
Binormale (z. B. mit 02) zusammen, so liiBt sich zeigen, daB die zu
gehorigen Strahl enrich tungen die Man tell inien eines Kegels 
z wei ten G r a des b il de n. Zuniichst folgt namlich aus (78) und (76) (b2 = 0, 

bI = 0) no = no = n2 ; (133) 

denken wir uns nun siimtliche Richtungen von einem Punkte A aus gezogen, 
so wird die durch !3 und 02 gelegte Ebene identisch mit der Binormalenebene. 
Bezeichnen wir den Winkel, den diese Ebene mit der Schwingungsebene der 
zum Brechungsindex no gehorenden Welle (und somit mit der Polarisations
ebene der zum Brec;hungsindex no gehorenden Welle) bildet, mit '!fl, so haben 
wir nach Ziff. 18 N 

'!fl = 2 (134) 

1) W. VOIGT. N. Jahrb. f. Min. 1915 (1). S.38. . 
2) Diese singuHtren Fane waren FRESNEL entgangen. Sie wurden zuerst von 

W. R. HAMILTON (Rep. Brit. Assoc. 1833. S. 368; Trans. R. Irish Acad. Bd. 17. S. 132. 1837) 
behandelt. 
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zu setzen; aus (127) folgt dann unter Beriicksichtigung von (133) und (134) 

t r' n~ ( 1 1). 0 . t r" n~ ( 1 1). 0 (5) g ... = - 2 - 2 SIll SIll If', g... = - 2 - 2 SIll cos If' . 13 
2 n 1 n3 2 n 1 n3 

Die beiden Formeln (135) sind gleichbedeutend, da wegen des Zusammenfallens 
der Wellennormalenrichtung mit einer Binormalenrichtung 'IjJ alle moglichen 
Werte zwischen 0 und 2n annehmen kann (vgl. Ziff.11) und f" in der Hal
bierungsebene des Winkels N, f' in der dazu senkrechten Ebene liegt. Die 
S trahlenrich tung en , welche zu d er mi t O2 zusammenfallenden 
Wellennormalenrichtung iii geh5ren, bilden somit in der Tat 
die Man t ellinien eines Keg e Is zwe i ten Gra de s, dessen Gleichung 

t r n~ ( 1 1). 0 g ... = ----"- ----;- - - SIll cos'IjJ 
2 n; n~ 

(136) 

lautetl) und dessen Spitze in A liegt. Hierin bedeutet C den Winkel zwischen 02 
und. der zum Winkel 'IjJ gehorenden Mantellinie; O2 ist selbst eine Mantellinie 

des Kegels (If' = ~ ). Der Offnungswinkel Co des Kegels ist nach (136) 

und (131) bestimmt durch 

r n~ ( 1 1). 0 2 V/( 1 1 ) (1 ·~1)-tg"o = -2 2 - -2- SIll = n2 2 - 2 2 - 2 . 
n 1 n3 n 1 n 2 n 2 na 

(137) 

Hierdurch ist Co durch die Hauptbrechungsindizes dargestellt und kann 
a us diesen berechnet werden, falls sie bekann t sind; so z. B. ist (fiir 
Ao = 589 mil) beiAragonit Co= 1 ° 52', bei Gips Co = 0° 17,9', bei rhombischem 
Schwefel Co = 7° 10,9'. 

Aus (137) und den Gleichungen (131) und (132) 
folgt, daB Co bei kleiner Doppelbrechung gleich 
0- Q ist; die Achse des zu 02 gehorenden 
Strahlenkegels falIt somit annahernd mit 
der Biradiale 1:2 zusammen. 

~------------~L-~4+Z 

Die Gleichung der Schnittkurve, welche der ff13L-----' 
Strahlenkegel mit der zu !3 = O2 gehOrenden, 
von der Kegelspitze A den Abstand 1/n2 be- rm 
sitzenden Wellenebene erzeugt, ergibt sich (vgl. 'Z 

Abb.8) nachEinfiihrungderAbkiirzung p = J...tg~ -x 
mit Riicksicht auf (136) und (131) zu n2 ~bd8~rS%~~I:~;!~h~~~~::ia'i':I~~: 

sammenfallendenWellennormalen~ 

p = n2 (~2 - --;) sinO cos1J'.= 2 ~- cos'IjJ, 
2 n 1 na n2 

( 8) rich tung geh6ren (D, Binormalen-
13 richtung, in welche die Wellennormalen· 

wobei p und 'IjJ Polarkoordinaten sind; die Kurve 
ist somit ein durch den Endpunkt B des (von A 

aus gezogenen) Vektors J... 62 gehender Kreis mit 
dem Durchmesser n2 

d = !l2_ (--; - --;) sin 0 = 2 .:z-t_ • 
2 n 1 n3 n 2 

richtung ~ Hillt. A P Mantellinie des zu 
~ = D, gehOrenden Strahlenkegels. BC= d 
Durchmesser des Schnittkreises [Tangen
tialkreises]. welchen die zu DI senkrechte 
singulare Tangentialebene der Strahlen
fHtche mit dem Strahlenkegel erzeugt. 
P. 1p Polarkoordinaten des Punktes P in 
dieser Tangentialebene. I; Winkel zwi-
schen AP und b,. C, Offnungswinkel 
des Strahlenkegels. ttl, nz, na Haupt

brechungsindizes) . 

Legen wir urn A als Mittelpunkt die Strahlenflache, so folgt hieraus, daB 
jede senkrecht zu einer Binormale im Abstande 1/n2 von A gelegte 
Ebene die Strahlenflache in einem Kreise beriihrt, der durch 
Gleichung (138) dargestelIt ist. Diese Ebenen sind singulare Tan-

1) F. NEUMANN. Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835. S. 95 u. 114; Vorlesungen tiber theoret. 
Optik. Herausgeg. von E. DORN. S.203. Leipzig 1885; Ges. Werke Bd. II. S. 469 u. 496. 
Leipzig 1906. 
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gentialebenen der StrahlenfHiche1), ihre Schnittlinien mit der zx
Ebene sind die gemeinsamen Tangenten an den Kreis n~(z2+x2) -1 = 0 
und die Ellipse n~z2 + ~X2 - 1 = 0 [vgl. Ziff.17b)J. 

Urn mit Hilfe der Strahlenflache den Strahlenkegel zu erhalten, welcher 
zu der mit O2 zusampIenfallenden Wellennormalenr.ichtung !3 gehort, hat man 
daher im Schnitt der Strahlenflache mit der Binormalenebene die gemeinsame 
Tangente an Kreis und Ellipse zu legen und urn die Verbindungsstrecke d der 
Beriihrungspunkte als Durchmesser den zur zx-Ebene senkrechten Kreis zu be
schreiben. Die Verbindungslinien des Flachenmittelpunktes A mit den Punkten 
dieses Kreises liefern den gesuchten Strahlenkegel (Abb. 8). 

Die Schwingungsebene des Strahles AP ist die durch die Wellennormalen
richtung O2 und die Strahlenrichtung A P bestimmte Ebene BAP. Die Schwin
gungsebenen samtlicher Strahlen des Strahlenkegels gehen somit 
durch die Binormale O2, Fiir den in die Binormale O2 fallenden Strahl AB 

(1J' = ~) steht die Schwingungsebene senkrecht zur Binormalenebene (z x-Ebene), 

fUr den gegeniiberliegenden Strahl A C (1J' = 0) WIt sie mit der Binormalen
ebene zusammen 2). 

b) Der unter a) besprochene singulare Grenzfall des Zusammenfallens einer 
Wellennormalenrichtung mit einer Binormale laBt sich jedoch experimentell 
nicht realisieren, da eine einzelne Wellenebene niemals einen von Null ver
schiedenen Energiebetrag transportiert, und es ist daher praktisch nicht moglich, 
eine bestimmte Wellennormalenrichtung zu isolieren. Ein endlicher, beob
achtbarer Energiebetrag findet sich immer nur in Wellennormalen
kegeln und ist der OHnung des Kegels proportional. 

In Hinblick auf spatere Anwendungen betrachten wir daher jetzt ein System 
von Wellennormalenrichtungen, die einen engen Kreiskegel mit O2 als Achse 
erfiillen, und suchen die zugehOrigen Strahlenrichtungen3); hierbei benutzen wir 
das in Ziff. 20c) besprochene, auf der SYLVESTERschen Konstruktion beruhende 
geometrische Naherungsverfahren. Umlauft die Wellennormale !3 die Bi
normale O2 in einem engen Kegel, so umHiuft Punkt (i3) in Abb. 7 den Punkt 
(b 2) in einem Kreise vom Radius b. Gleichzeitig umlauft (1') den Punkt (r) in 
einem Kreis vom Radius u + b, (f") in einem Kreis vom Radius u - b. Diese 
beiden Kreise fallen gemeinsam in den Kreis K, falls (i3) in (02) riickt; Kist 
somit der Schnitt der ~1]-Ebene mit dem singularen Strahlenkegel (136). 

Ein gleichmaBig mit Wellennormalenrichtungen 'erfiillter diinnwandiger 
Kegel urn O2 als Achse stellt sich in der ~1]-Ebene durch zwei konzentrische 
Kreise urn (02) mit den Radien b und b + c5 b dar; dies em Kreisring entsprechen 
zwei Kreisringe urn (t) mit den Radien u + b und u + b + c5b bzw. u - b und 
u - b - c5b, die mit den Strahlen (f') bzw. (f") erfiillt sind. 

Wir betrachten jetzt im Kristall einen von Wellennormalenrich tungen 
voll erfiillten engen Kreiskegel mit O2 als Achse; in der ~1]-Ebene 
stellt sich dieser Kegel als kleine Kreisflache mit (02) als Mittelpunkt dar (in 
Abb. 9 gestrichelt gezeichnet). Diese Kreisflache denken wir uns zerlegt in 
eine Schar konzentrischer, gleich breiter Kreisringe und wenden auf jeden derselben 
das eben gefundene Ergebnis an; der in Abb. 9 durch zwei ausgezogene Kreise 
begrenzte Ring urn (02) erzeugt demnach die beiden, ebenfalls ausgezogenen 

1) Aus der in Ziff. 17d) angegebenen Beziehung zwischen Indexflache und Strahlenflache 
folgt, daB erstere ebenfalls vier singulare Tangentialebenen besitzt, we1che sie in Kreisen 
beriihren und senkrecht zu den Biradialen liegen. 

2) A. BEER, Pogg. Ann. Bd.83, S. 194. 1851; Bd.85, S.67. 1852. 
3) W. VOIGT, Phys. ZS. Bd.6, S. 672 u. 818. 1905; Ann. d. Phys. Bd.18, S.682. 1905; 

N. Jahrb. f. Min. 1915 (1), S.39. 
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Strahlenringe (0 und (f"). Je kleiner der Ring urn (02) ist, desto naher riicken 
die Ringe (f') und (f") an den [dem singularen Kegel (136) entsprechendenJ Kreis K. 
Hieraus folgt, daB dem klein en Wellennormalenkegel mit O2 als Achse 
zwei diinnwandige Strahlenkegel mit den Richtungen l' und fIr 
entsprechen, die durch den Mantel des singularen Kegels (136) getrennt sind; 
die Intensitaten der beiden Strahlenkegel sind offenbar urn so geringer, je 
kleiner die OUnung des Wellennormalenkegels ist. 

Zieht man durch (t) einen beliebigen Durch
messer, welcher mit den Ringen (f') und (1") die 
Schnittpunkte s', a' und s", a" erzeugt, und 
konstruiert man fUr jedes Punktepaar s', sIr 
und a', a" nach Ziff. 20c) (Abb. 7) die Sch win
gungsebenen MI und M 2 , so liegen diese 
fur zwei benachbarte, d. h. auf demselben 
Radius liegende Punkte (z. B. s' und a" oder 
sIr und a') parallel. 

c) Fallt die gegebene Strahlenrich
tung f mit der Biradiale 1"2 zusammen, 
so laBt sich zeigen, daB die zugehOrigen Wellen
normalenrichtungen die Mantellinien eines 
Kegels zweiten Grades bilden. Zunachst folgt 
namlich aus (93) und (91) (P2 = 0, PI = Q) 

(139) 

denken wir uns samtliche Richtungen von einem 
Punkte A aus gezogen, so wird die durch fund t2 

Abb.9. Wellennormalenkegel mit einer 
Binormale als Achse und zugeh6rige 
StrahlenkegeI. (lJ,) Spur der Binormale. 
DeI urn (lJ,) gezogene, gestrichelte Kreis gibt 
die Spnr des von Wellennormalenrichtungen 
voll erflillten Kegels. Zu dem ausgezogenen 
Kreisring urn (v,) gehOren die beiden durch 
ausgezogene Kreisringe dargestellten dunn-

wandigen Strahienkegei (j') und (j"). 

gelegte Ebene identisch mit der Ebene der Biradialen. Verstehen wir nun unter TjJ 
den Winkf'l, welchen die Schwingungsebene des Strahles mit dem Strahlen
index sg mit der durch fund t2 bestimmten Ebene bildet, so haben wir nach 
Ziff. 18 5 

'!fJ=2:. 

Aus (128) folgt dann bei Berucksichtigung von (139) und (140) 

t J''' 1(9 2)·n-g., = -2 2 n:i - n3 sm ~& cos 'If . n 2 

(140) 

Diese Formeln entsprechen den Gleichungen (135); sie sagen aus, daB die 
Wellennormalen, welche zu der mit x2 zusammenfallenden Strah
lenrichtung i gehoren, den Mantel eines Kegels zwei ten Grades 
bilden, dessen Gleichung 

tgC = -212 (ni - n~) sinQcosTjJ 
n. 

(141 ) 

lautetl) und dessen Spitze in A !iegt. Hierin bedeutet ~ den Winkel zwischen t2 
und der zum Winkel TjJ gehOrenden Mantellinie; x2 ist selbst eine Mantellinie 

des Kegels (TjJ = ~). Der Offnungswinkel Co des Kegels ergibt sich aus 

(141) bei Heranziehung von (91) zu 

(142) 

1) F. NEUMANN, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835, S. 97; Vodesungen fiber theoret. Optik. 
Herausgeg. von E. DORN, S.208. Leipzig 1885; Ges. Werke Bd. II, S.471. Leipzig 1906. 
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Damit ist Co durch die Hauptbrechungsindizes bestimmt und kann aus diesen 
berechnet werden; z. B. ist (fUr Ao = 589m,u) bei Aragonit Co = 1 0 42,2', bei 
Gips Co = 0 0 18',0, bei rhombischem Schwefel~o = 7° 33'. 

Aus der letzten Formel und den Gleichungen (131) und (132) folgt, daB fo 
bei nicht zu starker Doppelbrechung in erster Annaherung gleich 0 - Q ist, 
d. h. die Achse des zu t 2 gehorenden Wellennormalenkegels fallt 

?hz nahezu mit der Binormale 62 zusammen. 
io::--------r"---r-'''"'+z Die Offnungswinkel Co und '0 hangen nach 

-x 
Abb. 10. Wellennormalenrichtungen, 
welche zu der mit einer Biradiale 
zusammenfallenden Strahlenrich
tung gehoren. (r2 Biradialenrichtung, in 
welche die Strahlenrichtung f fallt. AQ Mantel
linie des zu f ~ r2 gehOrenden Wellennor
malenkegels. ED ~ d Durchmesser des 
Schnittkreises, welchen die zu t2 senkrechte 
Tangentialebene der StrahlenWiche mit dem 
Wellennormalenkegel erzeugt. 15, 1jj Polar
koordinaten des Punktes Q in dieser Tan
gentialebene. [Winkel zwischen AQ und r2, 
f. ()ffnungswinkel des Wellennormalenkegels. 

n1 , n2 , na Haupthrechungsindizes). 

(137) und (142) durch die Beziehung zusammen 

n~tg Co = n1 n3 tgCo . 

Eine senkrecht zu f = t2 imAbstand 1/n2 von 
der Kegelspitze A gelegte Ebene schneidet den 
Wellennormalenkegel in einer Kurve (Abb. 10), 
deren Gleichung sich aus (141) nach EinfUhrung 

der Abkurzung p = ~ tg f in Polarkoordi-
naten p, 'If' zu n2 

- 1 n; - n5 . n -
p = 2' ~sm~ ... cos'lf'. 

ergibt; diese Kurve ist somit ein Kreis, der durch 
den Endpunkt R des (von A aus gezogenen) Vek-

1 
tors - t2 geht und den Durchmesser n2 

- 1 n; - n~ . 
d = -2 _. ·:l--smQ 

n 2 

besitzt. 
Legt man durch den zu t2 gehorenden konischen Doppelpunkt R 

der Strahlenflache ihre samtlichen Tangentialebenen und fallt 
vom Flachenmittelpunkt auf diese Ebenen die Lote, so sind diese 
nach Ziff.20b) identisch mit den Mantellinien des Wellennormalen
kegels (141). 

Urn mit Hilfe der Strahlenflache den Wellennormalenkegel zu erhalten, 
welcher zu der mit t2 zusammenfallenden Strahlenrichtung f gehort, legt man 
daher im Schnitt der Strahlenflache mit der zx-Ebene durch den Schnittpunkt R 
von Kreis und Ellipse die Tangenten an beide Kurven, zieht vom Flachenmittel
punktA die Normale zur Ellipsentangente und hestimmt deren SchnittpunktD mit 
der Kreistangente (Abb.10); die Verbindungslinien des FlachenmittelpunktesA mit 
den Punkten des senkrecht zur zx-Ebene urn RD = d als Durchmesser be
schriebenen Kreises liefern den gesuchten Wellennormalenkegel. 

Die Schwingungsebene der zur Wellennormalenrichtung A Q gehorenden Welle 
ist die durch AQ und die Strahlenrichtung t2 bestimmte Ebene RAQ. Die 
Schwingungsebenen samtlicher Wellen des Wellennormalenkegels 
gehen somit durch die Biradiale t 2 • Fur die in die Biradiale t2 fallende 

Wellennormalenrichtung AR (ifJ = JT:) steht die Schwingungsebene senkrecht zur 
2, 

Biradialenebene (zx-Ebene), fUr die gegenuberliegende Wellennormalenrichtung 
AD (~= 0) fant sie mit der Biradialenebene zusammen. 

Aus Abb. 8 und 10 folgt, daB der zu einer Binormale gehorende Strahlen
kegel und der zur entsprechenden Biradiale gehorende Wellennormalenkegel 
sich durch die Orientierung ihrer Schwingungsebenen voneinander unterscheiden; 
die Mantellinie,. fUr welche die Schwingungsebene mit der Binormalenebene 
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(zx-Ebene) zusammenfallt, ist bei dem einen Kegel der erst en Mittellinie (z-Achse), 
bei dem anderen Kegel der zweiten Mittellinie (x-Achse) zugewandt. 

22. Zusammengehorige Schalen der abgeleiteten FHichen. Die abgeleiteten 
Flachen sind (vgl. Zift. 17) zweischalige Flachen, die beiden Schalen jeder Flache 
hangen in ihren vier konischen Doppelpunkten zusammen. Wir stellen uns jetzt 
die Frage, weIche Schalenteile der einzelnen Flachen einander entsprechen, da 
hierauf ein unterschiedliches Verhalten zwischen den nicht aktiven und den 
aktiven Kristallen beruht (vgl. Ziff. 108). 

Wir betrachten zunachst Normalen- und Strahlenflache und be
zeichnen die inn ere Schale der N ormalenflache mit N', ihre auBere Schale mit Nil; 
da die N ormalenflache die F uBpunktsflache der Strahlenflachc ist (Ziff .17 d), so folgt 
unmittelbar, daB zu N' die inn ere Schale der Strahlenflache gehort zuziiglich 

+x 

a +z 

derjenigen Teile der auBeren SchaIc, 
weIche in den konischen DoppeI- +x 
punkten zusammenhangen und von 
den Beriihrungskreisen der in Zif£' 21 
besprochenen singular en TangentiaI
ebenen begrenzt werden. Zu Nil ge
hOrt die auBere Schale der StrahIen
Wiehe, abziiglich der in den konischen 
Doppelpunkten zusammenhangen
den und von den Beriihrungskreisen 

Abb.11. Zusammengehorige Schalen del" Normalen~ 
und StrahIenfliiche. (Die AbbiIdung gibt die Schnittkurven 
der Flachen mit dem ersten Quadranten der zx-Ebene. a Nor .. 
maIen-, b StrahIenfIache. Die den zugehOrigen SchaIen N' und 
S' bzw. N" und S" entsprechenden Kurvenstiicke sind stark 
uzw. schwach ausgezogen. 61 Einheitsvektor der Binormale, 

der singularen Tangentialebenen be
grenzten Teilc. Abb.11 veranschau
Iicht die zugehOrigen Teile der Nor

tl Einhei tsvektor der Biradia1e.) 

malen- und Strahienflache an Hand ihrer Schnittkurven mit dem ersten Qua
dran ten der z x-Ebene ; die den zusammengehorigen Teilen en tsprechenden 
Kurvenstiicke (N' und 5' bzw. Nil und 5") sind gieich stark ausgezogenl). 

Da I n de xfl ac h e und Norm al e n fl a ch e inverse Flachen sind [Ziff.17 d)], 
so entspricht die iiuBere Schale der Indexflache der inneren Schale der Normalen
flache und umgekehrt. 

23. Optische Eigenschaften und Kristallsymmetrie. Die bisher behandeIten 
Gesetze der Lichtausbreitung in einem nicht absorbierenden, nicht aktiven 
Kristall gelten ganz allgemein; wir besprechen jetzt die Vereinfachungen infoige 
Auftretens von Symmetrieelementen 2), wie sie bei den einzelnen 
Kristallsystemen tatsachlich vorkommen. 

Sind Symmetrieelemente vorhanden, so reduziert sich die Anzahl der von 
einander unabhangigen Tensorkomponenten (39) auf eine geringere; hierdurch 
wird eine Vereinfachung del' Lage und Gestalt der Flache des optischen Dielek
trizitatstensors (41) bzw. des mit ihr identischen FRESNELschen Ellipsoides (104), 
sowie der iibrigen Konstruktions- und abgeleiteten Flachen bedingt. 

Besitzt del' Kristall eine Spiegelebene (z. B. die x'y'-Ebene), so behalten 
bei einer Spiegelung an dieser die Komponenten ~j'x' und ~j'y' des in (39) auf
tretenden polar en Vektors ~ ihre Vorzeichen bei, wahrend die Komponente ~# 
das ihrige umkehrt; so mit bleiben die Vorzeichen von Cll' C22' C33 und c12 ungeandert, 
wahrend C23 und E31 die Vorzcichen wechseln. Dies ist mit del' Invarianz der f'ih 

nur fUr c23 = c3l = 0 vertraglich, d. h. die Spiegelebene ist eine op
tische Symmetrieebene. 

1) vV. VOIGT, Phys. ZS. Ed. 6, S.788. 1905. 
2) Uber die Symmetrieelemente der Kristallsysteme vgl. den Abschnitt tiber den Auf

bau der festen }faterie und seine Erforschung durch Rontgenstrahlen in Ed. XXIV 
ds. Bandb. 

+z 
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1st eine zweizahlige Symmetrieachse vorhanden und diese z. B. die 
z'-Achse, so erhalt man durch eine analoge Betrachtung C23 = C3l = 0; ist die 
z' -Achse eine mehr als zweizahlige Symmetrieachse, so wird auBerdem C12 = 0, 
cn = C22' Jed e z wei z a h I i g e S y m met ri e a c h s e i s t s 0 mit e i n e 0 p -
tische Symmetrieachse; existiert eine mehr als zweizahlige 
Symmetrieachse, so sind die Konstruktions- und abgeleiteten 
Flachen Rotationsflachen mit der Symmetrieachse als Rota
tionsachse. 

Besitzt der Kristall eine vierzahlige Drehspiegelachse, und ist diese 
wieder die z'-Achse, so wird bei Ausfiihrung der Deckoperation 2jx' in 2jy" 2jy' 

in -2jx' und 2jz• in -2jz• iibergefiihrt. Man erhiilt daher mit Hilfe von (39) 
cn = C22' C23 = C3l = C12 = 0. Die K 0 n s t r u k t ion s - un dab gel e i t e ten 
Flachen sind wieder Rotationsflachen mit der Drehspiegel
achse als Rotationsachse. 

Die Lage des optischen Symmetrieachsensystems x ,y , z ist beim Vorhandensein 
von Symmetrieelementen dadurch teilweise oder ganz festgelegt, daB die physi
kalische Symmetrie durch die geometrische Symmetrie der Kristallform bedingt 
wird 1) ; wir legen das optische Symmetrieachsensystem so, daB beim Vorhandensein 
einer ausgezeichneten kristallographischen Richtung die z-Achse mit ihr zu
sammenfiillt. Es ergibt sich dann folgende Dbersicht iiber die Kristallsysteme: 

I. Triklines System (keine Symmetrieebene oder -achse, somit keine aus
gezeichnete Lage des optischen Symmetrieachsensystems). Die Hauptachsen 
der Konstruktionsflachen sind verschieden. 

II. Monoklines System (z-Achsc senkrecht zur Spiegelebene bzw. parallel 
zur zweizahligen Symmetrieachse; C23 = C3l = 0). Die Hauptachsen der Kon
struktionsflachen sind verschieden. 

III. Rhombisches System (optische Symmetrieachsen parallel zu den 
drei untereinander senkrechten zweizahligen Symmetrieachsen; bzw. z-Achse 
parallel zur zweizahligen Symmetrieachse, x-Achse und y-Achse je senk
recht zu einer der beiden durch die z-Achse gehenden Symmetrieebenen; 
E23 = E3l = E12 = 0, Ell = El , E22 = E2 , C33 = c3)' Die Hauptachsen der Kon
struktionsflachen sind verschieden. 

IV. Trigonales System (z-Achse parallel zur dreizahligen Symmetrie
achse; E23 = E3l = E12 = 0, En = E22 = El , E33 = c3)' Die Konstruktionsflachcn 
und abgeleiteten Flachen sind Rotationsflachen mit der z-Achse als Rotations
achse. 

V. Tetragonales System (z-Achse parallel zur vierzahligen Symmetrie
achse bzw. Drehspiegelachse; C23 = c3l = c12 = 0, En = C22 = Cl' c33 = C3)' 
Wie IV. 

VI. Hexagonales System (z-Achse parallel zur sechszahligen Symmetrie
achse bzw. Drehspiegelachse; C23 = E3l = C12 = 0, Ell = C22 = 1':1' c33 = c3)' 
Wie IV. 

VII. Kubisches System (optische Symmetrieachsen parallel zu den 
drei untereinander senkrcchten, gleichwertigen, zweizahligen Symmetrieachsen; 
E23 = E3l = E12 = 0, En = E22 = c33 = E). Der optische Dielektrizitatstensor 
wird zum Skalar, die Konstruktionsflachen und abgeleiteten Flachen sind Kugeln. 

Die Kristalle des kubischen Systems verhalten sich daher in optischer 
Hinsicht wie isotrope Korper2), wahrend aIle den iibrigen Kristallsystemen 
angehorenden Kristalle in optischer Hinsicht ani sot r 0 p sind. 

1) "y'gl. z. B. W. VOIGT, Lehrbuch der Kristallphysik, § 12, S.19. Leipzig 1910. 
2) Uber eine moglicherweise bei kubischen Kristallen vorhandene optische Anisotropie 

vgl. Ziff. 6. 
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24. Optisch einachsige und zweiachsige Kristalle. a) Un t e r s chi e d 
zwischen optisch einachsigen und optisch zweiachsigen Kri
s tall e n. Bei den Kristallen der Systeme IV, V und VI ist wegen Gll = G22 = GI 

gemaB (46) n i = n2 ; (143) 

aus (76) und (91) ergibt sich, daB bei ihnen die Binormalen und Biradialen in 
die Richtung der z-Achse fallen. Die Kristalle der Systeme IV, V und VI nennt 
man daher optisch einachsig; die kristallographische Achse, in welche die 
Binormalen und Biradialen fallen, bezeichnet man als optische Achse. 

Die Kristalle der Systeme I, II und III heWen wegen des Vorhandenseins 
von zwei nieht zusammenfallenden Binormalen bzw. Biradialen optisch zwei
achsigl ). 

b) Ordentliche und auBerordentliche Welle; ordentlicher 
u n d au B e r 0 r den t Ii c her S t r a h 1. Bezeichnen wir bei optisch einachsigen 
Kristallen den Winkel zwischen Wellennormalenrichtung und optischer Achse 
mit b, so haben wir in (78) bi = b2 = b zu setzen und erhalten mit Rucksicht 
auf (143) n~= ni = n2 , 

1 _ cos2 b + sin2b 
n~2 - nr ~. 

(144) 

(145) 

Der Brechungsindex (144) der einen der beiden zu einer gegebenen Wellen
normalenrichtung i:l gehorenden Wellen ist somit konstant. Wegen bi = b2 = b 
wird nach (127) femer " = 0, die Richtung f' des zu dieser Welle gehOrenden 
Strahles fallt also in Richtung der Wellennormale; sein Strahlenindex s' ergibt 
sich aus (122) und (118) zu s' = no = n i . (146) 

Die Welle mit dem Brechungsindex no verMlt sich demnach wie eine in 
einem isotropen Medium fortschreitende Welle, sie wird deshalb als orden tliche, 
ordinare oder gewohnliche Welle bezeichnet; dementsprechend heiBt auch 
der in ihre Wellennormalenriehtung fallende Strahl mit dem Strahlenindex (146) 
der ordentliche, ordinare oder gewohnliche Strahl. 

Der Brechungsindex (145) der zweiten zu i:l gehOrenden Welle hangt von dem 
Winkel b zwischen i:l und der optischen Achse abo Nach (127) und (145) ist femer 
~" wegen N = 0 und bi = b2 = b durch die Formel bestimmt 

;-II 1 ( 1 1). b tg<, = ( 2b . 2b' --. - --. sm2 . (147) cos sm) n 1 n. 
2 ~2-+ -2-

n 1 na 

~" ist also im allgemeinen von Null verschieden, der zugehorige Strahl besitzt 
demnach im allgemeinen eine von 5 verschiedene Richtung f"; 5 und f" fallen 

nur zusammen ffir b = 0 oder b = ~ , d. h. bei einer parallel oder senkrecht 

zur optischen Achse fortschreitenden Welle. Der zu f" gehorende Strahlen
index s" bestimmt sich durch (122), wobei fUr P der sich aus (119) ergebende 
Wert (N = 0, bi = b2 = b), 1 (1 1). 

P' =±- --- sm2b 
2 n~ n~ 

ZU setzen ist. Aus (147) folgt, daB'" sein Maximum ,~, fur tgb = ± na er-
~-~ ~ 

reicht und daB tg'~ = ± ~ 1 ist2). 
nlna 

1) Der Unterschied zwischen optisch einachsigen nnd zweiachsigen Kristallen ist von 
D. BREWSTER (Phil. Trans. 1818, S. 199) gefnnden worden. 

2) Die Halbierungslinie von ~~ besitzt gegen die positive z-Achse die Neignng ±!! ; 
vgl. Ziff. 19c. 4 
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Die Welle mit dem Brechungsindex n'O heiJ3t die auBerordentliche, 
extraordinare oder auBergewohnliche Welle, der zugeh6rige Strahl mit 
dem Strahlenindex s'O der auBerordentliche, extraordinare oder auBer
gewohnliche Strahl. 

DemgemaJ3 wird no = n1 auch als der ordentliche, ordinare oder ge
wohnliche Brechungsindex, n'O als der auBerordentliche, extraordi
nare oder au/3ergewohnliche Brechungsindex bezeichnet; entsprechend 
sind die Benennungen von So und So 1). 

Da N = 0 ist, so folgt aus Ziff.18, daB die Polarisationsebene der ordentlichen 
Welle diedurch £; und die optische Achse bestimmte Ebene ist, weIche man als 
den zu£; gehorenden Hauptschnitt2) des optisch einachsigen 
Kristalls·bezeichnet 3). Die Schwingungsebene der ordentlichen Welle 
ist somit die durch die Wellennormale senkrecht zu deren Haupt
schnitt gelegte Ebene, die Schwingungsebene der au/3erordent
lichen Welle ist der Hauptschnitt der Wellennormale. 

Der auBerordentliche Strahl liegt demnach im Hauptschnitt 
der Wellennormale; ist f3 der Winkel, den seine Richtung f" mit der optischen 
Achse bildet, so haben wir f3 = b + C"; 
e" ist durch (147) gegeben, das Vorzeichen von C" bestimmt sich nach Ziff. 19d. 

Die ursprunglich nur fur optisch einachsige Kristalle getroffene Unterschei
dung zwischen orden tlicher und a uBerorden tlicher Welle ubertragt man 
sinngema/3 auch auf optisch zweiachsige Kristalle 4); bei diesen nennt 
man von den durch (78) definierten Brechungsindizes no den ordentlichen, n ;; den 
auBerordentlichen. Hier ist aber keineswegs immer diejenige Welle die ordent
liche, weIche in einer optischen Symmetrieebene konstanten Brechungsindex 

2b . 2b 
besitzt. In der y z-Ebene (b1 = b2 = b) wird allerdings no = n1 , -~i 2 = c;OS 2 . + sm 2· ; 

dagegen ist in der xy-Ebene (b1 + b2 = n) no n, 113 

. 2b 2 b _1_ = sm 1 + COS _.1 

n~2 ni n~' 

Die zx-Ebene (Binormalenebene) endlich zerfallt sogar in zwei Bereiche mit ver
schiedenem Verhalten; fUr den die z-Achse enthaltenden Winkelraum zwischen 
den Binormalen und ihren ruckwartigen Verlangerungen (b1 + b2 = 0) folgt 
aus (78) und (76) n'O = n2 , dagegen fUr den die x-Achse enthaltenden Winkel
raum (b 2 - b1 =±O) no = n1 . 

c) Positive und negative Kristalle. Die Gestalt der Konstruk
tionsflachen kann als Einteilungsprinzip fUr das optische Verhalten der Kristalle 
dienen. 

Die Konstruktionsflachen und abgeleiteten Flachen besitzen bei 0 p tis c h 
e ina c h s i g e n Kr i s tall e n Rotationssymmetrie (Ziff. 23), ihre auf die optischen 

1) Die Bezeichnungen "ordentlich" und "auBerordentlich" stammen von E. BARTHOLI
NUS, Experimenta crystalli islandici disdiaclastici quibus mira et insolita refractio detegitur, 
S. 29. Kopenhagen 1669; deutsch von K. MIELEITNER in Ostwalds Klassiker der exakt. 
Wissensch. Nr. 205, S.20. Leipzig 1922. 

2) Die Bezeichnung Hauptschnitt stammt von CHR. HUYGHENS, Traite de la lumiere, 
S. 52. Leiden 1690 (Deutsch von E. LOMMEL in Ostwalds Klassiker der exakt. Wissensch. 
Nr.20, S. 51. Leipzig 1890); Opera reliqua Bd. I, S.41. Amsterdam 1728. 

3) Der zu einer bestimmten Richtung gehi.irende Hauptschnitt eines optisch 
einachsigen Kristalls ist somit die durch diese Richtung und die optische Achse bestimmte 
Ebene; unter dem zu einer bestimmten Ebene gehi.irenden Hauptschnitt versteht 
man die durch die Normale dieser Ebene und die optische Achse bestimmte Ebene. 

4) G. G. STOKES, Cambr. and Dublin math. Journ. Bd. 1, S. 183. 1846; Mathern. and 
Phys. Papers. Bd. 1, S. 148. Cambridge 1880. 
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Symmetrieachsen bezogenen Gleichungen sind nach Ziff. 16 und 17 mit Ruck
sicht auf (143) die folgenden: 

1 Z2 
Ovaloid (x2 + y2 + Z2)2 = n 2 (x 2 + y2) + n 2 ' 

, s 
1 Z2 

Indexellipsoid ----. (X2 + y2) + ----. - 1 = 0, 
n, ns 

FREsNELsches 
Ellipsoid ni{x2 + J'2) + n;~z2 - 1 = 0, 

NormalenfHi.che {ni(x2 +y2 +z2-1)}{nin~(x2+y2+z2)2-nHx2 + y2) -n~z2}=O. 

Strahlenflache {ni(x2 + y2 + Z2) - 1}{n;Hx2 + y2) + niz2 - 1} = 0, 

Indexflache {X2 + y2 + Z2 - nn{nHx2 + y2) + n~z2 - ninU = o. 
Jede abgeleitete Flache zerfallt somit in eine Kugel und eine Rotationsflache 
(ovalformige Rotationsflache bei der Normalenflache, Rotationsellipsoid bei der 
Strahlen- und der Indexflache), die sich in der z-Achse beriihren. Bei der Index
flache umschlieBt das Rotationsellipsoid die Kugel oder umgekehrt, je nachdem 
n1 < ns oder n1 > ns ist; im ersteren FaIle ist das Indexellipsoid in Richtung 
der optischen Achse verlangert, im zweiten FaIle abgeplattet. Einen optisch 
einachsigen Kristall mit n1 < ns nennt man positiv, einen mit n1 > ns ne
ga tiVl); z. B. ist Zirkon positiv, Kalkspat negativ einachsig. Nach (144) und 
(145) ist bei den positiv einachsigen Kristallen die auBerordentliche, bei den 
negativ einachsigen Kristallen die ordentliche Welle die starker brechbare. 

Dieoptisch zweiachsigen Kristalle heiBen positiv oder negativ, 
je nachdem der Binormalenwinkel 0 spitz oder stumpf ist. Aus (76) folgt nun 

211 
n2 nO n~ 

cosO = 2 1 ' 

nf - n~ 

und hieraus schlieBt man leicht, daB der optisch zweiachsige Kristall positiv ist, 
wenn die mittlere Hauptachse 2n2 des Indexellipsoides der kleinsten Hauptachse 
naher liegt als der groBten, und daB er negativ ist, wenn das Umgekehrte zutrifft. 

Die Bezeichnung geht somit beim Zusammenfallen der Binormalen in die 
fur einachsige Kristalle geltende uber. 

Die Eigenschaft der Kristalle, positiv oder negativ zu sein, bezeichnet 
man auch als den Charakter der Doppelbrechung. 

Wir bemerken noch, daB der mesomorphe Aggregatzustand (vgl. 
Ziff.7) stets optisch einachsig ist2), und zwar sind die nicht aktiven 
mesomorphen Zustiinde, namlich der smektische Zustand und der eigent
lich nematische Zustand, ausnahmslos positiv einachsig S). 

25. EinfluB der Temperatur auf die optischen Konstanten der nicht ab
sorbierenden, nicht aktiven Kristalle. Nur beim absoluten Nullpunkt der Tem
peratur sind die Atome des Kristalls fest an ihre Lage in den Gitterpunkten 

') Die beiden Arten der Doppelbrechung bei einachsigen Kristallen wurden zuerst 
von J. B. BIOT [Mem. de la classe des Scienc. math. et phys. de l'lnst. 1812 (2), S. 28] unter
schieden. Die Bezeichnung positiv und negativ ruhrt von D. BREWSTER (Phil. Trans. 1818, 
S.219) hcr. 

2) Vgl. insbesondere D. VORLANDER U. H. HAUSWALDT, Abhandlgn. d. K. Leop.-Car. 
Deutsch. Akad. d. Naturf. Bd. 90, S. 107. 1909; eine vereinzelte abweichende Beobachtung 
von F. WALLERANT (C. R. Bd. 148, S. 1291. 1909) bei dem von allen anderen Autoren als 
optisch einachsig festgestellten p-Azoxianysol hat sich nicht bestatigt und war vermutlich 
durch Spannungen des Praparates verursacht. 

3) D. VORLANDER U. M. E. RUTH, ZS. f. phys. Chern. Bd. 75, S. 641. 1911; G. FRIEDEL, 
Ann. d. phys. Bd. 18, S.298 u. 347. 1922. 

44* 
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gebunden; bei allen anderen Temperaturen befinden sie sich in einer Warme
bewegung. Die Punkte des Raumgitters bezeichnen somit zwar die Gleichgewichts
lagen, urn welche sieh die Atome bewegen, aber nieht deren wirkliche Stellen im 
Raume. Diese Warmebewegung der Atome hat zur Folge, daB die optischen 
Dielektrizitatskonstanten (39) von der Temperatur abhangig 
sind. 

Eine vollstandige Ausarbeitung der Gitteroptik, durch welche diese Tem
peraturabhangigkeit quantitativ dargestellt wird, liegt bis jetzt noch nicht vor; 
die folgende Dbersicht enthalt daher nur eine Zusammenstellung der bisherigen 
Beobachtungen. 

Die Temperaturabhangigkeit der optischen Dielektrizitatskonstanten be
dingt eine solche der Hauptbrechungsindizes; es miissen somit samtliche von 
den letzteren abhangenden GraBen Temperaturabhangigkeit zeigen. Auilerdem 
miissen die Kristalle des triklinen Systems wegen der Temperaturabhangigkeit 
von C23' C31 und C12 und die Kristalle des monoklinen Systems wegen der Tem
peraturabhangigkeit von 1':12 eine mit der Temperatur veranderliche Lage des 
optischen Symmetrieachsensystems besitzen (vgl. Ziff. 23). 

a) Temperaturabhangigkeit der Hauptbrechungsindizes. Eine 
Temperaturanderung hat eine thermische Dilatation und damit eine Dichte
anderung des Kristalls zur Folge; da eine solche die Hauptbrechungsindizes 
andert, so ist die Temperaturabhangigkeit der letzteren zum Teil schon durch 
die die Temperaturanderung begleitende Deformation bedingt. 1st 1} die Tem-

peratur, nh (h = 1, 2, 3) ein Hauptbrechungsindex, (~~h) der durch die thermische 

Deformation bedingte Temperaturkoeffizient und ~~h der reineTemperatur

koeHizient von nh, so ist der von der Beobachtung unmittelbar gelieferte 
totale Temperaturkoeffizient 

dnh = (dnh')· + ann 
df} df} of} . (148) 

(~;h) lailt sich aus den thermischen Ausdehnungskoeffizienten des Kristails 

und den Beobachtungen iiber die optische Wirkung elastischer Deformationen 
berechnen. 

Fast aile vorliegenden Beobachtungenl ) beziehen sich auf den totalen 

Temperaturkoeffizienten ~;h; (~;h) und der sich mit seiner Hilfe aus (148) 

ergebende reine Temperaturkoeffizient ~;h sind bis jetzt nur bei einigen optisch 

einachsigen und kubischen Kristallen bestimmt worden 2). 

Die Temperaturabhangigkeit der Differenzen n2 - na, na - n l und n l - n2 , 

durch welche die GroBe der Doppelbrechung bestimmt wird, ist verschieden; 
so z. B. nimmt mit zunehmender Temperatur die Differenz n1 - na bei (dem 
negativ einachsigen) Kalkspat ab, dagegen bei (dem gleichfalls negativ-ein
achsigen) Beryll zu. 

1) Vgl. hierzu die Zusammenstellungen bei H. DUFET. Rec. de donnees numer. Tab. XI 
(Ed. II, S. 417-448; Ed. III, S.1218-1223), Tab. XV (Bd. II. S. 751-766; Bd. III, S. 1255). 
Paris 1899-1900; LANDOLT-BoRNSTEIN. Physikal.-chem. Tabellen, 5. Aufi., Tab. 168-173 
(Ed. II; S. 919-955; Erg.-Bd. S.485-522). Berlin 1923-1927. 

2) F. POCKELS. Wied. Ann. Bd. 37. S. 372. 1889 (FluJ3spat); Bd. 39. S. 454 u. 463. 1890 
(Steinsalz, Sylvin); Ann. d. Phys. Bd.11. S. 749. 1903 (Kalkspat). Vgl. auBerdem dle 
Literaturhinweise in Ziff. 109a). 
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1m mesomorphen Aggregatzustande1) sind die Temperaturkoeffi
zienten von n1 und na betrachtlichZ). Das normale Verhalten [z. B. bei Athoxy-

benzalamino-(\;-Methylzimtsaureathylestera)] ist so, daB ~~I positiv und ~~3 
negativ wird; beim Eintritt in den isotrop-flussigen Zustand (vgl. Ziff. 7) liegt 
dann dessen Brechungsindex ni zwischen n] und ns derart, daB ns - ni etwa 
doppelt so groB ist wie ni - n1 und somit die Quotienten 

und 
n~ - n~ n~ + 2 
n~ - n~' n~ + 2 

nahe bei -2 liegende Werte besitzen4). Bemerkenswert ist, daB die in Ziff.7 
erwahnte BORNsche Theorie des mesomorphen Zustandes diese "normale" Tem
peraturabhangigkeit der Brechungsindizes richtig wiedergibt. 

Es gibt aber auch Substanzen [z. B. n-buttersaures Natrium, n-valerian
saures Natrium und isovaleriansaures Natrium5)], die ein hiervon abweichendes 

Verhalten des mesomorphen Zustandes zeigen, indem in diesem ~~I und ~~B 
beide negativ sind und beim trbergang in den isotrop fliissigen Zustand n1 > ni, 
nz > ni ist. 

b) Temperaturabhangigkeit des Binormalenwinkels. Die Tem
peraturabhangigkeit der Hauptbrechungsindizes hat nach (76) eine soIche des 
Binormalenwinkels zur Folge 6). Die Hauptbrechungsindizes sind erfahrungs
gemaB mit groBer Annaherung durch lineare Funktionen der Temperatur dar
stellbar, d. h. durch Ansatze von der Form 

(h = 1,2,3); 

ist die Doppelbrechung gering, d. h. sind die Differenzen n2 - na, na - n1 und 
n1 - n2 klein, so erhalt man aus (76) und der letzten Gleichung in erster An
naherung 

sin2 Q _ (PI - P2) + (qi - qa) {} 
2 - (PI - Pa) + (qi - q3) {} . 

Fur {} = {}o = PI - h verschwindet demnach 0 und der Kristall wird op
q2 - qi 

tisch einachsig. 1st der Binormalenwinkel klein, so andert er sich in der Um-

1) Vgl. hierzu die Bemerkung Ziff.24c. 
2) Vgl. die Zusammenstellungen bei W. VOIGT, Phys. ZS. Bd. 17, S. 152. 1916; F. STUMPF 

Jahrb. f: Radioakt. Bd. 15, S.12. 1918. 
3) E. DORN U. W. LOHMANN, Ann. d. Phys. Bd. 29, S. 533. 1909; W. HARZ, Die 

optischen Eigenschaften des Athoxybenzalamino-IX-Methylzimtsaureathylesters. Dissert. 
Halle 1917. 

4) L. ROYER, C. R. Bd. 178, S.1066. 1924; Joum. de phys. (6) Bd.5, S.208. 1924. 
5) L. OBERLANDER, Untersuchungen iiber Brechungskoeffizienten fliissiger Kristalle 

bei hoheren Temperaturen. Dissert. Halle 1914. 
6) Beziiglieh der bisherigen Beobaehtungen vgl. auBer den alteren Angaben bei 

H. DUFET, Rec. de donnees numer. Tab. XV (Bd. II, S. 751-766; Bd. III, S. 1255). 
Paris 1899-1900; insbesondere U. PANICHI, Mem. Ace. Line. (5) Bd. 4, S. 389. 1904 (Heu
landit, Analcit, Cerussit, Leadhillit, Gips, Anhydrit, Datolit, Brucit, Celestit, Brookit, Adular, 
Sanidin; {} bis - 190 0 C); Bd.6, S.64. 1906 (Baryt); A. E. H. TUTTON, ZS. f. Krist. 
Bd.42. S. 554. 1907 (Casiummagnesiumsulfat. Casiummagnesiumselenat. Casiumselenat. 
Rubidiumsulfat. Ammoniumselenat); Proe. Roy. Soc. London Bd.81, S.40. 1908; ZS. £. 
Krist. Bd.46, S. 135. 1907 (Gips); R. BRAUNS, Centralbl. f. Min. 1911, S. 401 (Gips); R. KOLB, 
ZS. f. Krist. Bd. 49, S. 14. 1911 (Anhydrit, Colestin, Baryt, Anglesit); E. H. KRAUS U. 

L. J. YOUNGS. N. Jahrb. f. Min. 1912. (1) S. 123 (Gips); A. HUTCHINSON U. A. E. H. TUTTON, 
ZS. f. Krist. Bd. 52, S. 218. 1913 (Gips); E. H. KRAUS. ebenda Bd. 52, S. 321. 1913 (Glauberit); 
E. MARBACH, Beitrag zur Kenntnis der optischen VerhlUtnisse von FluBspat, Steinsalz, Sylvin, 
Kalkspat, Aragonit und Baryt. Dissert. Leipzig 1913 (Aragonit); H. SCHREIBER, N. Jahrb. 
f. Min. Beil. Bd.37, S.269. 1914 (Syngenit). 
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gebung von {} = {}o nahezu proportional ({) - {}0)2, seine Temperaturabhangig
keit ist also hier betrachtlich; beim Durchgang durch {} = Do geht dann die 
Binormalenebene in eine andere optische Symmetrieebene iiber l ). Bei (dem 
monoklin kristallisierenden) Gips ist z. B. {}o = 90,9° C bei .10 = 589 m,u2); fiir 
{} < {}o ist die Binormalenebene die Spiegelebene und fUr {} > {}o eine zur 
Spiegelebene senkrechte Ebene. 

c) Temperaturabhangigkeit der Lage der optischen Symmetrie
achsen. Eine Temperaturabhangigkeit der Lage des optischen Symmetrie
achsensystems kann, wie schon zu Eingang dieser Ziffer bemerkt, nur beim 
triklinen und monoklinen System auftreten. 

Bei triklinen Kristallen ist eine Anderung der Lage des ganzen optischen 
Symmetrieachsensystems moglich, doch liegen hierfiir noch keine vollstandigen 
Beobachtungcn vor. 

Bei monoklinen Kristallen ist e in e optische Symmetrieachse fest, d. h. von 
der Teniperatur unabhangig; die beiden anderen zueinander senkrechten optischen 
Symmetrieachsen andern ihre Lage mit der Temperatur. 1st qJ der Winkel, den eine 
dieser Achsen mit einer in der Spiegelebene liegenden festen Geraden bildet, so ist 

B b · G' drp 6 -33) z. . el IpS d{} = 0,44 . 10 . 

11) Dispersionserscheinungen. 
26. Dispersion der Hauptbrechungsindizes. Da die optischen Dielektrizitats

konstanten nach (39) Funktionen der Frequenz der Lichtwelle sind, so miissen 
alle von ihnen abhangenden GraBen Dis per s ion zeigen. 

Die Frequenzabhangigkeit oder Dispersion der Hauptbrechungs
indizes folgt aus (46) und (42) zu 

9 V ~ £J]x 
n1 = 1 + 4n ..::.. (0)2 _ 2' 

j Wj W 

(149) 

o V ~ £JJz 
nil = 1 + 4n ..::.. (0)2 2 • 

j Wj - OJ 

Wir nehmen an, daB die Eigenfrequenzen des nicht absorbierenden, nicht 
aktiven Kristalls in zwei Gruppen zerfallen 4), von denen die eine mit den 
Frequenzen Wv im Ultravioletten, die andere mit den Frequenzen Wr im Ultra
roten liegt 5). Man erhiilt dann aus (149) z. B. fUr n1 den Ausdruck 

9 ~ £J;x V ~ £J;x 
ni = 1 + 4n V..::.. (0)2 2 + 4n ..::.. (0)2 2 ' 

'f Wr - ()J v Wv - co 

1) Zuerst von E. :vlnscHERLICH (Pogg. Ann. Ed. 8, S. 519. 1826) bei Gips beobachtet. 
2) A. E. H. TUTTON, Proc. Roy. Soc. London Ed. 81, S.40. 1908; A. HUTCHINSON 

u. A. E. H. TUTTON, Mineral. Mag. Ed. 16, S.257. 1912; ZS. f. Krist. Ed. 52, S. 218. 1913. 
3) H. DUFET, Eull. soc. mineral. Ed. 11, S. 137.1888; Journ. de phys. (2) Ed. 7, S. 301. 

1888. 
4) P. DRUDE, Ann. d. Phys. Ed. 14, S.677. 1904; vgl. auch Kap.lO dieses Bandes, 

sowie die Abschnitte fiber Dispersion in Ed. XXI ds. Handb. 
5) Die ultraroten Eigenfrequenzen zerfallen in zwei Gruppen; die langwelligere beruht 

auf den Schwingungen der (die Gitterteilchen darstellenden) Ionen gegeneinander, die kurz
welligere auf den Schwingungen der einzelnen Atome innerhalb der Radikalionen. Die ultra·· 
violetten Eigenschwingungen beruhen auf den Schwingungen der Elektronen im Atom; 
vgl. M. EORN, Atomtheorie des festen Zustandes (Dynamik der Kristallgitter), S. 612 u. 621-
Leipzig 1923 (in Enzyklop. d. mathem. Wissensch. Bd. V, Tl. 3), sowie das Kapitel fiber die 
theoretischen Grundlagen des Aufbaues der festen Materie in Ed. XXIV ds. Handb. 
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wobei die erste Summe uber die Gesamtzahl r der ultraroten, die zweite uber 
die Gesamtzahl v der ultravioletten Eigenfrequenzen zu erstrecken ist. Ent
sprechende Gleichungen erhalt man fUr n2 und na, indem man x mit y bzw. 
mit z vertauscht. Sieht man von dem Verhalten in unmittelbarer Umgebung 
der Eigenfrequenzen ab und betrachtet das zwischen ihnen liegende Gebiet, so 
sieht man, daB hier n1 monoton mit w wachst; diese Art des Dispersionsver
laufes bezeichnet man als norm ale Dispersion. Fur das Gebiet der normalen 
Dispersion (wr < w < wv) erhalt man die Reihenentwicklung 

" 2 4 bu b12 ni=a10 +a11 w +a12 w + ... -;';2 -;';4 - "', (150) 

(I ~ " 2, ... ) 1 ( 151) 

gesetzt ist. 
Fuhrt man die durch (17) bestimmte Wellenlange im Vakuum 10 ein, so 

ergibt sich aus (150) 
9 - an al 2 -b 1" b 14 
ni=al0+~+ .+ ... - 11"0- 12"'0-"', "0 J.o 

( 152) 

wobei nach (151) 

zu setzen ist. 
Fur n~ und n~ erhalt man zwei den Formeln (150) bzw. (152) entsprechende 

Reihenentwicklungen, bei welchen fUr die Konstanten (151) und (153) der (erste) 
Index 1 mit 2 bzw. 3, und x mit y bzw. z vertauscht auftritt. Dieselben geben 
die Beobachtungen, die sich bei FluBspat, Sylvin, Steinsalz, Kalkspat und Quarz 
bis weit ins Ultrarote und Ultraviolette erstrecken, richtig wieder!); zu deren 
Darstellung genugt in den meisten Fallen die Beschrankung auf wenige Anfangs
glieder der Reihe. 

Aus den durch die Beobachtung gewonnenen Parametern a10 ' ale} und 
bhl(h = 1,2,3; t = 1,2,3, ... ) der Reihenentwicklung (152) lassen sich 
wichtige Schlusse uber die Natur der Gitterteilchen und der zwischen ihnen 
wirkenden Krafte ziehen; hieruber, sowie bezuglich des Zusammenhanges der 
Eigenfrequenzen mit anderen physikalischen Eigenschaften der Kristalle ist 
auf die Darstellung der Dispersion in Kap. 10 dieses Bandes sowie auf den 
Abschnitt tiber die theoretischen Grundlagen des Aufbaues der festen Materie 
in Bd. XXIV dieses Handbuches zu verweisen. 

Mit den Hauptbrechungsindizes hangen naturlich auch die Parameter likl 

und bhl von der Temperatur ab 2). 

Kennt man die Dispersion der Hauptbrechungsindizes, so ist auch die 
Dispersion der Doppelbrech ung, d. h. (vgl. Ziff. 9) der GroBen d1 = n2 - n3 , 

d2 = n3 - n1 und da = n1 - n 2 bekannt. Sind d~ und d7 (i = 1,2,3) die Doppel
brechungen fUr zwei Frequenzen w' und w", di die entsprechende Doppelbrechung 
fUr eine zwischen w' und w" liegende mittlere Frequenz w, so versteht man 
unter der relativen Dispersion der Doppelbrechung3) des Intervalls (w', W") 

d~' - d' 
den Ausdruck T ; sein reziproker Wert nimmt erfahrungsgemaB bei Kri-

1) Vgl. Kap. 10 dieses Bandes. 
2) Vgl. die Angaben S.692, Anm.1-
3) Vgl. z. B. A. EHRINGHAUS, N. Jahrb. f. Min. Beil. Bd. 41, S. 357.1916; ZS. f. Krist. 

Bd. 56, S.418. 1921; Bd. 59, S.406. 1924. 
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stallen, deren Kationelemente einer und derselben Vertikalreihe des periodischen 
Systems angehOren, mit zunehmendem Atomgewicht des Kationelementes ab1). 

Geht bei einem optiseh einachsigen Kristall die Doppelbreehung n3 - n1 
bei Anderung der Frequenz von positiven zu negativen Werten uber, so muB sie 
fiir eine bestimmte Frequenz verschwinden; fur diese Frequenz verhiilt sieh 
dann der Kristall in optiseher Hinsicht offenbar wie ein solcher des kubisehen 
Systems, d. h. isotrop. Beispiele fiir dieses Verhalten bieten die Mineralien Apo
phyllit, Vesuvian2), Fuggerit3) und Torbernit 4). 

27. Dispersion der optischen Symmetrieachsen. Da die Lage des optischen 
Symmetrieachsenkreuzes x, y, z gegeniiber dem festen Bezugssystem X, 'I, z' 
durch die optischen Dielektrizitatskonstanten 1>23' 1>31 und 1>12 bestimmt wird 
(vgl. Ziff.8), so kann sie nur bei denjenigen Kristallsystemen Dispersion zeigen, 
bei welchen diese Konstanten nicht samtlieh identisch verschwinden, namlich 
(vgl. Ziff. 23) bei den Kristallen der triklinen und monoklinen Systems. 

Bei den Kristallen des triklinen Systems besitzt die Lage des g a nz en 
optischen Symmetrieachsenkreuzes Dispersion, da bei diesen alle drei GraBen 
1>23' E31 und E12 von Null verschieden sind, bei den Kristallen des monoklinen 
Systems dagegen (wegen 1>23 = 1>31 = 0) nur das senkrecht zur ausgezeiehneten 
z-Achse liegende xy-Achsenkreuz. 

Fiihren wir bei den monoklinen Kristallen ein festes System x', y', z' 
ein, dessen z'-Aehse mit der z-Achse zusammenfiillt und ist q; der Winkel zwischen 
der zx-Ebene und der z' x-Ebene, so folgt aus (40) die Beziehung5) 

t 2 2819 g q; = ---=-
ell - e22 

(154) 

die zusammen mit (39) die Frequenzabhiingigkeit von q; darstellt und damit 
die Dispersion des optischen Symmetrieachsensystems bestimmt. 

Die Dispersion der optischen Symmetrieachsen wurde bei den Kristallen 
des monoklinen Systems im sichtbaren Spektralbereiehe zuerst eingehend von 
DUFET6) und neuerdings mit vollkommeneren HilfsmiUeln von BEREK7) und 
PETROW 8) gemessen; im ultraroten Spektralbereiehe hat sie RUBENS9) und 
GOENS10) untersucht. 

1m Ultraroten zeigt q; als Funktion der Frequenz eigentiimliche Umkehr
stellen, die bei manehen Kristallen (z. B. Gips) aueh im siehtbaren Spektral
bereiche vorkommen; aueh kannen relative Maxima und Minima, sowie Wende
punkte auftreten. Dieser anormale Dispersionsverlauf von q; laBt sich mit 
Hille von (154) erklaren und zwar ergibt sieh, daB die Dispersion der optisehen 
Symmetrieaehsen bei denjenigen Frequenzen besonders stark sein muB, bei 
welchen die Dispersion der Doppelbreehung (vgl. Ziff.26) am graBten istll). 

Fiir unendlich lange Wellen (w = 0) gehen die optisehen Dielektrizitats
konstanten in die statisehen Dielektrizitatskonstanten (Ziff. 8) und daher die 

1) A. EHRINGHAUS U. H. ROSE, ZS. f. Krist. Bd. 58, S. 460. 1923; Bd. 59, S.249. 1924. 
2) C. KLEIN, Berl. Ber. 1892, (1) S. 217. 
3) E. WEINSCHENK, ZS. f. Krist. Bd.27, S. 581. 1897. 
4) N. L. BOWEN, Sill. Journ. (4) Bd.48, S. 195. 1919. 
5) S. NAKAMURA, Phys. ZS. Bd. 6, S. 172. 1905. 
6) H. DUFET, Bull. soc. mineral. Bd. 10, S.214. 1887; Bd. 11, S. 128. 1888. 
7) M. BEREK, N. Jahrb. f. Min. Beil. Bd.33, S.633. 1912 (Gips). 
8) K. PETROW, N. Jamb. f. Min. Beil. Bd. 37, S. 457. 1914 (Adular, Borax, Colemanit, 

Diopsid, Euklas, Hornblende, Kobaltbliite, Sanidin, Triphan, Vivianit). In dieser Abhandlung 
findet sich auch eine Zusammenstellung der alteren Beobachtungen. 

9) H. RUBENS, Berl. Ber. 1919, S.976; ZS. f. Phys. Bd. 1, S.11. 1920 (Gips, Augit, 
Orthoklas, Adular). 

10) E. GOENS, ZS. f. Phys. Bd.6, S. 12. 1921 (Gips, Augit, Orthoklas, Adular). 
11) M. BEREK, Verh. d. D. Phys. Ges. (3) Bd.2, S. 71. 1921; ZS. f. Phys. Bd. 8, S. 298. 1922. 
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optischen Symmetrieachsen in die elektrischen Symmetrieachsen tiber; in der 
Tat ist nach den Beobachtungen von RUBENS 1) schon fUr die ultraroten Wellen 
der Unterschied zwischen den beiden Achsensystemen nur noch gering. 

28. Dispersion der Schwingungsrichtungen. Aus (84) folgt, daB die auf 
die optischen Syinmetrieachsen bezogenen Schwingungsrichtungen b' und b" 
der beiden im Kristall in einer bestimmten Wellennormalenrichtung {5 sich 
fortpflanzenden, linear und senkrecht zueinander polarisierten Wellen bei optisch 
zweiachsigen Kristallen wegen der Frequenzabhangigkeit von n1 , n2 , n3 , no und 
nO'im allgemeinen ebenfalls mit der Frequenz veranderlich sind; dieses Verhalten 
wird als Dispersion der Schwingungsrichtungen oder Polarisations
e benen bezeichnet. 

Bei den Kristallen des triklinen und monoklinen Systems tiberlagern sich 
Dispersion der Schwingungsrichtungen und Dispersion der optischen Symmetrie
achsen; ist letztere anomal, d. h. andert sie sich mit der Frequenz nicht 
monoton (vgl. Ziff. 27), so kann die Dispersion: der Schwingungsrichtungen fUr 
gewisse W ellennormalenrich tungen i3 trotzdem eine normale sein 2) . 

29. Dispersion der Binormalen. Aus (76) folgt, daB der BinormalenwinkelO 
wegen der Dispersion der Hauptbrechungsindizes ebenfalls Frequenzabhangigkeit 
zeigen muB; man bezeichnet diese kurz als Dispersion der Binormalen3). 

Bei den Kristallen des triklinen Systems ist [wegen der Dispersion der 
optischen Symmetrieachsen (vgl. Ziff. 27)J auch bei der die Binormalen enthal
tenden optischen Symmetrieebene, sowie bei den (je mit einer optischen Symmetrie
achse zusammenfallenden) Mittellinien Frequenzabhangigkeit vorhanden; voll
standige Messungen, die sich auf dieses Verhalten beziehen, sind jedoch noch 
nicht durchgefUhrt4). 

Bei den KristaIlen des monoklinen Systems liegt eine der beiden Mittel
linien in der Spiegelebene5); die andere Mittellinie liegt entweder ebenfalls in 
der Spiegelebene oder senkrecht zu ihr6). 1m ersteren FaIle fallt die Ebene der 
Binormalen fUr alle Frequenzen mit der Spiegelebene zusammen, wahrend sich 
der Binormalenwinkel und die Lage des Kreuzes der beiden Mittellinien mit der 
Frequenz andern; man bezeichnet diesen Fall als geneigte Dispersion. 1m 
zweiten FaIle ist nur der Binormalenwinkel und [wegen der Dispersion des in 
der Spiegelebene liegenden optischen Symmetrieachsenkreuzes (vgl. Ziff. 27)J die 
Lage der (senkrecht zur Spiegelebene liegenden) Binormalenebene mit der Frequenz 
veranderlich; diesen Fall nennt man gekreuzte oder horizon tale Dispersion, 
je nachdem die erste oder die zweite Mittellinie senkrecht zur Spiegelebene liegF). 

1) H. RUBENS, Berl. Ber. 1919, S.976; ZS. f. Phys. Bd. 1, S. 11. 1920. 
2) M. BEREK, N. Jahrb. f. Min. Beil.Bd. 33, S. 659.1912; Centralbl. f. Min. 1912. S. 739. 
3) Eine Zusammenstellung der iHteren Arbeiten fiber die Dispersion der Binormalen 

und ihre Temperaturabhangigkeit bei U. PANICHI, Mem. Acc. Linc. (5) Bd.6, S.38. 1906. 
4) DaB die Dispersion der Binormalen bei den triklinen Kristallen keinerlei Symmetrie 

zeigt, hat schon F. NEUMANN (Pogg. Ann. Bd. 35, S. 204. 1835; Ges. Werke Bd. II, S.352. 
Leipzig. 1906) bei Traubensaure beobachtet. 

5) Bzw. in der senkrecht zur zweizahligen Symmetrieachse liegenden Ebene (vgl. Ziff. 23). 
6) F. NEUMANN, Pogg. Ann. Bd. 35, S.381. 1835. 
7) Die geneigteDispersion wurde zuerst von J.G.NORREMBERG (F. NEUMANN, Pogg. Ann. 

Bd.35, S.81. 1835; Ges. Werke, Bd.I1, S.344. Leipzig 1906) bei Gips, die gekreuzte Dis
persion von]. HERSCHEL (Corresp. math. et phys. de l'obs. de Bruxelles Bd.7, S. 77. 1832; 
Pogg. Ann. Bd. 26, S. 308. 1832) und J. G. NORREMBERG (ebenda Bd. 26, S. 309. 1832; Bd. 35, 
S.382. 1835; F. NEUMANN, ebenda Bd. 35, S.84. 1835; Ges. Werke Bd. II, S. 344. Leipzig 
1906) bei Borax, die horizontale Dispersion von D. BREWSTER [Trans. Edinbg. Roy. Soc. 
Bd. 11, S. 273. 1831; Phil. Mag. (3) Bd.1, S.417. 1833] bei Glauberit und von F. NEUMANN 
(Pogg. Ann. Bd.35. S.204. 1835; Ges. Werke Bd. II, S.352. Leipzig 1906) bei Ortho
klas (Adular) gefunden. Die Bezeichnungen stammen von A. DESCLOIZEAUX (Manuel de 
mineral. Bd. I, S. XXVIII. Paris 1862). 
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Zuweilen verlauft die Dispersion der Binormalen so, daB die Binormalen
ebene fUr einen gewissen Spektralbereich mit der Spiegelebene zusammenfallt 
und fur einen anderen Spektralbereich senkrecht zu ihr liegtl); fUr eine be
stimmte Frequenz ist der Kristall dann optisch einachsig und die optische Achse 
liegt entweder parallel zur Spiegelebene oder senkrecht zu ihr. So z. B. zeigt 
GipS2) bei hOheren Temperaturen fur den violett en Bereich des Spektrums 
gekreuzte, fUr den roten Bereich geneigte Dispersion, wahrend sich Sanidin 3) 
bei hoheren Temperaturen umgekehrt verhalt4). 

Bei den Kristallen des rho m b i s c hen Systems kann wegen der festen 
Lage des optischen Symmetrieachsenkreuzes (vgl. Ziff. 23) sich nur der Bi
normalenwinkel stetig mit der Frequenz andern5), nicht aber die Lage der 
Binormalenebene, die stets eine bestimmte kristallographische Symmetrieebene 
ist. Zuweilen erfolgt die Dispersion des Binormalenwinkels so, daB er fUr eine 
bestimmte Frequenz verschwindet, der Kristall also bei dieser Frequenz optisch 
einachsig ist6); beim Durchgang durch diese Frequenz geht dann die Binormalen
ebene in eine andere kristallographische Symmetrieebene uber. 

Da der Binormalenwinkel auBer von der Frequenz noch von der Temperatur 
abhiingt (vgl. Ziff. 25), so andert sich mit der Temperatur auch die Frequenz, 
bei welcher er verschwindet und der Kristall optisch einachsig wird. 

b) Gesetze der Reflexion und Brechung bei nicht 
absorbierenden, nicht aktiven Kristallen. 

IX} Richtung der Wellennormalen und Strahlen bei der partiellen 
Reflexion und Brechung. 

30. Reflexion und Brechung an der ebenen Begrenzungsflache zweier an
einander grenzender Kristalle. Wir betrachten die Reflexion und Brechung 
an der ebenen Begrenzungsflache eines Kristalls und fassen zunachst den all
gemeinen Fall ins Auge, daB beide aneinander grenzenden Medien nicht ab· 
sorbierende, nicht aktive Kristalle sind. Den Ausgangspunkt bei der 
Behandlung des Problems bilden die Feldgleichungen (9), (10), (11) und (12) 
zusammen mit den Grenzbedingungen (5) und (6). 

1) Uber die empirisch gefundenen Bedingungen fur das Eintreten dieses Verhaltens 
sowie uber die Abhangigkeit des Verlaufes der Dispersion der Binormalen von der GroBe 
des Binormalenwinkels vgl. A. E. H. TUTTON, ZS. f. Krist. Bd. 42, S. 554.1907; ST. KREUTZ, 
Wiener Ber. Bd.117 (1), S.884. 1908. 

2) A. DESCLOIZEAUX, Mem. present. par div. sav. a l'Acad. des Scienc. Bd. 18, S. 644. 
1868. Bei Gips zeigt der Dispersionsverlauf des Binormalenwinkels bei 19° C fur die 'Wellen
lange 1.0 = 575 mfk ein Maximum [V. v. LANG, Wiener Ber. Bd. 76 (2), S. 793. 1877; H. DUFET, 
Bull. soc. mineral. Bd. 11, S. 128. 1888; Journ. de phys. (2) Bd.7, S.295. 1888; A. Mti"L
HEIMS, ZS. f. Krist. Bd. 14, S.230. 1888]. 

3) A.OFFRET, Bull. soc. mineral. Bd. 13, S.635. 1890. 
4) Wcitere Beobachtungen hieruber: H. LASPEYRES, ZS. f. Krist. Bd. 1, S. 529. 1877 

(Glauberit); G. WYROUBOFF, Bull. soc. mineral. Bd. 5, S. 160. 1882 (Natriumchromat); 
O. MUGGE, N. Jahrb. f. Min. 1895, (1) S.265 (Syngenit); A. E. H. TUTTON, ZS. f. Krist. 
Bd. 42, S. 554. 1907 (Casiummagnesiumselenat, Casiummagnesinmsulfat); L. DELHAYE, 
Bnll. soc. mineral. Bd.41, S.90. 1918 (Natriumchromat). 

5) Zuerst beobachtet von J. HERSCHEL (Phil. Trans. 1820, S. 45) bei Topas und Aragonit. 
6) A. DESCLOIZEAUX, C. R. Bd. 89, S. 922. 1879 (Saccharin); TH. HIORTDAHL, ZS. f. 

Krist. Bd. 7, S. 69. 1883 (isomorphe Mischungen von Eisen- und Manganpikrat); V. v. ZEPHA
ROVICH, ebenda Bd. 8, S. 577. 1884 (Brookit); R. BRAUNS, N. Jahrb. f. Min. 1891, (2) S. 12 
(isornorphe Mischungen von Chlor- und Brornzirntaldehyd); A. E. H. TUTTON, Journ. chern. 
soc. Bd.65, S.663. 1894 (Rubidiumsulfat); ZS. f. Krist. Bd.42, S. 554. 1907 (Rubidium. 
sulfat, Casiumselenat); L. BRUGNATELLI, ebenda Bd. 29, S. 54. 1898 (Saccharin); P. SEvE, 
Journ. de phys. (6) Bd. 1, S. 173. 1920 (Cerussit); Bd. 5, S. 249. 1924 (Hemimorphit); 
S. ROSCH, ZS. f. Krist. Bd.65, S.694. 1927 (Dibenzoylmethan-enol). 
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Wir legen das rechtwinklige Rechtssystem x', y', Z' so, daB die x'y'-Ebene 
in die gemeinsame Begrenzungsebene der Kristalle zu liegen kommt; das System 
x', y', z' Hillt im allgemeinen mit keinem der beiden optischen Symmetrieachsen
systeme zusammen. Den Kristall, in welch em die po sit i v e z' -Achse liegt, be
zeichnen wir im folgenden stets als den ersten, den anderen als den zweiten. 

Betrachten wir in dem erst en Kristall eine Wellennormalenrichtung !il, so 
geh6ren zu dieser im allgemeinen zwei linear und senkrecht zueinander polarisierte 
Wellen mit verschiedenen Brechungsindizes (vgl. Ziff. 11 und 13). Eine soIche 
Welle bezeichnen wir als einfallende Welle, wenn die zu ihr gehorende Strahlen
rich tung mit der positiven z' -Achse einen stump£en Winkel bildet; beim Auf
treffen auf die BegrenzungsfHiche gibt sie zu einem System reflektierter und 
ge brochener Wellen Veranlassung. 

Der Fall zweier ebenfHichig aneinander grenzender Kristalle laBt sich (wegen 
der stets vorhandenen isotropen Zwischenschicht)zur Priifung der Brechungs- und 
Reflexionsgesetze experimentell kaum realisieren; er ist in der N atur verwirklicht 
bei Zwillingskristallen mit der Vereinfachung, daB beide (sonst gleichartigen) 
Kristalle sich nur durch ihre kristallographische Orientierung unterscheiden undihre 
optischen Symmetrieachsensysteme symmetrisch zur gemeinsamen Begrenzungs
flache (Zwillingsebene) liegen. Die Erscheinungen der Reflexion und Brechtmg an 
der Zwillingsebene haben bei optisch einachsigen Kristallen GRAILICHl) und OST
HOFF2) berechnet und durch einige an Kalkspat angestellte Versuche qualitativ be
statigt; bei optisch zweiachsigen Kristallen wurden sie von RAYLEIGH 3) (unter der 
speziellen Annahme, daB dieZwillingsebene senkrecht zu einer optischen Symmetrie
ebene steht und letztere parallel oder senkrecht zur Einfallsebene liegt) behandelt4). 

In dem allgemeinen Falle zweier aneinandergrenzender kristalli
nischer Medien ist auch der wichtige Sonderfall enthalten, daB eines der 
beiden aneinandergrenzenden Medien isotrop ist; auf dies en beziehen 
sich fast aIle zur Priifung der Theorie angestellten Beobachtungen5). 

31. Brechungsindex und Schwingungsazimut der einfallenden Welle 
bei gegebener Wellennormalenrichtung. Der Lichtvektor der einfallenden 
Welle ist [vgl. (13), (16) und (is)] _ -iw (t- ~~t) 

~=~e c; (155) 

ist !il gegeben, so sind auch Brechungsindex n und Schwingungsrichtungen b 
eindeutig bestimmt, wie in dieser Ziff. gezeigt werden solI. 

1) J. GRAILICH, Wiener Ber. Bd. 11, S. 817.1853; Bd. 12, S.230. 1854; Bd. 15, S. 311. 
1855; Bd. 19, S. 226.1856; Wiener Denkschr. Bd. 9 (2), S. 57.1855; Bd. 11 (2). S. 41. 1856; 
Pogg. Ann. Bd. 98, S. 203. 1856. 
. 2) A. OSTHOFF. N. Jahrb. f. Min. Beil. Bd.20, S. 1. 1905. 

3) Lord RAYLEIGH. Phil. Mag. (5) Bd.26. S.241. 1888; Scient. Pap. Bd.3. S. 190. 
Cambridge 1902. 

') Nach Lord RAYLEIGH [Phil. Mag. (5) Bd.26, S.256. 1888; Scient. Pap. Bd.3. 
S. 204. Cambridge 1902] sind die Farbenerscheinungen, die bei Reflexion von weiJ3em 
Lichte im Inneren mancher KaliumchloratkristallbUittchen auftreten (G. G. STOKES. Proc. 
Roy. Soc. London Bd. 38. S. 174. 1885; Mathern. and Phys. Pap. Bd. 5: S. 164. Cambridge 
1905; H. G. MADAN, Nature Bd.34, S.66. 1886). auf Reflexionen an einem System zahl
reicher Zwillingslamellen zuriickzufiihren. Dber die dabei unter Umstanden auftretenden 
dunkeln Banden vgl. R. W. WOOD, Phil. Mag. (6) Bd.12, S.67. 1906. 

5) Das Problem der Reflexion und Brechung an Kristallen wurde fiir den Fall. daB 
das e r s t e Me diu m is 0 t r 0 p ist. theoretisch zuerst von F. NEUMANN (Abhandlgn. d. 
Berl. Akad. 1835. S. 1; Ges. Werke Bd. II. S. 359. Leipzig 1906) und fast gleichzeitig von 
J. MACCULLAGH (Trans. R. Irish Acad. Bd.18. S. 31. 1838; Collect. Works. S. 87. London 1880) 
gelost. Den allgemeineren Fall zweier aneinandergrenzender kristallinischer Medien 
hat spater G. KIRCHHOFF (Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1876, S. 52; Ges. Abhandlgn., S.357. 
Leipzig 1882; Vorlesungen iiber mathem. Physik Bd. II. Mathern. Optik. Herausgeg. von 
1(. HENSEL, S.222. Leipzig 1891) behandelt. 
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a) Berechnung des Brechungsindex der einfallenden Welle. 
Urn n zu erhalten, benutzen wir die in Ziff.16 a) besprochene, auf das Indexellip
soid gegrundete Konstruktion. Die Gleichung des Indexellipsoides in bezug 
auf das Koordinatensystem x', y', z' ist 

~ X'2 + ~Y'2 + ~z'2 + -;- y'z' + -;-z'x' + -;-x'y' - 1 = 0; (156) 
n ll n.. n.. n.. n" n" 

dabei hat man, falls ~1' ~2' ~a, P1' P2' Pa, YI' Y2' Ya die Richtungskosinus der 
optischen Symmetrieachsen gegen die Koordinatenachsen sind, 

~_~~ p~ r~ ~_~~ P~ r~ ~_~~ P~ r~l 
11 1 2 3 22 1 2 3 33 1 2 3 

~ = 0I201a + P2Pa + r2ra ~ = ~a~l + PaPl + rarl (157) 

n' - n' + n' + n' , n' - n2 + n2 + n2 , n2 - n2 + n2 + n2 ') 

n~. n~ n~ n~' n~1 n~ n~ n~' 

~= ~l~2 + PlP2+ rlr2 
ni, n~ n~ n~' 

Wahlen wir der Einfachheit halber das Koordinatensystem x', y', z' so, daB die 
z' x'-Ebene parallel zur Wellennormalenrichtung ~ der einfallenden Welle liegt, 
somit E i n fall s e ben e wird, so lautet die Gleichung der durch den Koordinaten
anfangspunkt senkrecht zu ~ gelegten Ebene 

x'sinrp + z' cosrp = 0, (158) 

wobei rp der (durch £lz' = cosrp bestimmte) Winkel zwischen £l und der positiven 
z' -Achse ist. 

1st j8 der Vektor, der vom Koordinatenanfangspunkte zu einem Punkte des 
durch (156) und (158) bestimmten ebenen Zentralschnittes gezogen ist und bedeutet 
'Yj den Winkel, den er mit der z' x'-Ebene bildet, so haben wir j8y, = ! j8! sin'Yj und 
konnen 

x' = j8x' = !j8!cos'Yj cosqJ, y' = ~y' = !j8! sin 'I] , z' = j8z' = -I j81 cOS'l] sing; 

setzen, da hierdurch die Gleichung (158), sowie die fur 58 geltende Bedingung 
582 = 58!, + 58~, + 58;, erfiillt wird. Das Einsetzen dieser Werte in (156) liefert 
uns folgende Gleichung des ebenen Zentralschnittes 

1 (1 2 1. 2 2. ) 2 1. 2 I 2 = "cos rp + "Slll rp - 2" Slllrp cosrp cos 'yj + 2"" Slll 'yj 
j8 n ll n.. n. , n 22 

( 1 1 . ). +2 "cOSrp-2""Slll'l] Slll'YjCOS'Yj; 
n 12 n 2• 

(159) 

hierzu tritt die Nebenbedingung 

sin2'Yj + cos2 'Yj - 1 = o. 
Zur Bestimmung des groBten und kleinsten Wertes von! j8! erhalten wir aus 
den beiden letzten Gleichungen bei Einfiihrung des noch unbestimmten Multi
plikators 1/n2 die beiden Beziehungen 

( 1 2 1 '2 2. 1) 2"" cos rp + "Slll rp - 2"" Slllrp cosrp -"2 cos'yj nll n.. n a1 n 

( 1 1 , )' + 2"" cosrp - 2"" Slllrp Slll'Yj = 0, n'2 n,. (160)\ 

(1 1.) (1 1), 2""cosq; - "SlllfP cos'yj + 2"" -""""2 Slll'Yj = O. n 12 n2• n22 n 
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Das gleichzeitige Bestehen derselben erfordert das Verschwinden ihrer 
Deterrninante, so daB wir fur 1/n2 die biquadratische Gleichung 

(~COS2tp + ~sin2tp - ~sintpcostp - -;) (~- -;) I n ll n33 n3t n n 22 n 

( 1 1 . )2 - .costp - ... smtp = 0 
n t2 n 23 

erhalten; auBerdern ergibt sich aus (160) und (159) 

n2 = )B2. 

(161) 

Nach Ziff. 16 a) ist somit n in der Tat der Brechungsindex einer einfallen
den Welle mit der durch sx' = sinqJ, Sy' = 0, So' = costp bestimmten Wellen
norrnalenrich tung S. Gleichung (161) gibt daher die Los u n g de r Auf gab e, 
den Brechungsindex der einfallenden Welle bei gegebener 
W ellennorm alenrich tung z u b ere chn en; die in (161) auftretenden 
Koeffizienten bestimmen sich aus den Hauptbrechungsindizes des Kristalls, in 
dem sich die einfallende Welle ausbreitet, gemaB (157). 

b) Berechnung des Schwingungsazimuts der einfallenden 
Well e. Die gesuchte Schwingungsrichtung b der einfallenden Welle ist die 
Richtung der n entsprechenden Halbachse des ebenen Zentralschnittes. Wir 
haben sornit 

bx' = cos1J costp , by' = sin1J , no' = - cos1J sintp , (162) 

wobei fUr 1J, das Azimut der Schwingungsrichtung gegen die Einfalls
ebene oder das Schwingungsazirnut, nach der zweiten Gleichung (160) die 
Beziehung 

(163) 

gilt. n22 , n23 und n l2 sind dabei wieder durch die Hauptbrechungsindizes nl' n2 
und na des Kristalls, in dem sich die einfallende Welle ausbreitet, gernaB (157) 
bestirnrnt. 

32. Lage der Wellennormalen der reflektierten und gebrochenen Wellen. 
Wir unterscheiden die reflektierten Wellen durch I, II, III, ... , die ge
brochenen Wellen durch 1,2,3, ... und schreiben fUr ihre Lichtvektoren 
nach (155) 

- -iw t--~(l)t<l) ( 
nIl) ) 

~(1) = ~(1) e C , 

-- -iro t- -jj(IJ)t<IJ) (
n(ll) ) 

~(ll) = ~(II) e C , 

-- -iw t-_5(1l1)t<IIJ) ( 
n(lIJ) ) 

;;D(Il1) = ;;D(ll1) e C , ••• , 

(164) 
- -iro t- - ~(t)t(1) (

n(t) ) 

;;D(l) = ;;D(l) e c , 

__ iOJ(t_n(')~(')t<8») 
;;D(3) = ;;D(3) e C , ••• 

Urn die Lage derWellennorrnalenrichtungen s(1), S(ll), S(II1), ... und S(l), 5(2), S(3), ... 

zu erhalten, benutzen wir die erste der Gleichungen (6); (155) und (164) ergeben 
dann fur die Begrenzungsebene z' = 0 

;;D., + ;;D~) + ;;D~1) + ;;D~~Il) + ... = ;;D~} + ;;D~) + ;;D~3} + (165) 
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Fur jeden Punkt x', y' der gemeinsamen Begrenzungsebene z' = 0 ist 

[x' = r~) = t:1P = ... = t~! = t~! = ... = x', 

ty,=rlf,l=rlf,lJ= ... =t~! =t~,1= ... =y', 

t z ' = r~~1 = r~~II = ... = t;l} = r~2} = ... = 0; 

da die z' x'-Ebene zur Einfallsebene gewahlt wurde, so ist 0y' = 0, und es folgt 
aus der letzten Gleichung mit Rucksicht auf (155) und (164) fUr einen beliebigen 
Punkt der gemeinsamen Begrenzungsebene 

Diese Bedingung muD fUr jeden Punkt der x'y'-Ebene, d. h. fUr jedes Werte
system x', y' gel ten ; es folgt somit 

(166) 

n ~x' = n(I) ~i],1 = nCll) ~i],II = n(Ill) Bi],lIi = . .. = nCl) ~g! = n(2) B~! = n(3) ~~! = . .. (16 7) 

Die beiden Gleichungen enthalten das Gesetz fUr die Lage der Wellen
normalen der re flektier ten un d ge brochenen Wellen. 

(166) sagt aus, daD die Wellennormalen der reflektierten und ge
brochenen Wellen parallel zur Einfallsebene (y' = 0) liegen. 

Aus (167) folgt, daD die Sinus der Winkel zwischen dem Einfallslot 
und den Wellennormalen der reflektierten und ge brochenen Wellen 
sich verhalten wie die reziproken Brechungsindizes l ). Bezeichnen 
wir namlich mit cp bzw. cp(I), gill), cp(lll) .•• bzw. cp(1), cp(2), cp(3) , ••• die Winkel, 
welche das mit der positiven z'-Achse zusammenfallende Einfallslot mit B bzw. 
Bl, ?p, 01II , ... , bzw. 0(1), B(2), 0(3), ... bildet, so haben wir 0", = sin cp, 

?,<;J = sincp(l), ?';}/I = sincpCIl), ... , ?,~! = sin cp(l) , ?,~! = sincp(2), . .. und dem
nach nach (167) 

sin cp: sin cp(l): sin cp(Il) : sin cp(lII) : •.. : sin cp(l) : sin cp(2): • .• I 
1 1 1 1 1 1 1 (168) 

= n : n(ll : n(IlI : n(IIII: ••• : n(ll : n(2) : ;nl3J : ••• 

Hierbei bedeutet offenbar n - cp den sog. Einfallswinkel; cp(I), cp(ll), •••• 

sind die Reflexionswinkel und n - cp(1), n - q;(2), ..• , die Brech ungs
winkel. 

33. Wellennormalenrichtungen, Schwingungsazimute und Anzahl der 
reflektierten und gebrochenen Wellen. Wahrend bei der Reflexion und 
Brechung an der gemeinsamen Begrenzungsflache zweier isotroper K6rper 
nie mehr als eine reflektierte und eine gebrochene Welle auftreten k6nnen, sind, 
wie wir jetzt zeigen werden 2), bei dem entsprechenden Vorgang an der gemein
samen Begrenzungsflache zweier Kristalle im allgemeinen z wei ref 1 e k tie r t e 
und zwei ge broche ne Welle n vorhanden. 

1) F. NEUMANN, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835, S.9; Ges. Werke Bd. II, S.369. 
Leipzig 1906; G. KIRCHHOFF, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1876, S.76; Ges. Abhandlgn., 
S. 369. Leipzig 1882. 

2) G. KIRCHHOFF, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1876, S.79; Ges. Abhandlgn., S.370. 
Leipzig 1882; Vorlesungen iiber mathem. Physik Bd. II. Mathern.Optik. Herausgeg. von 
K. HENSEL. S. 224. Leipzig 1891. 
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a) Berechnnng der Wellennormalenrichtungen der reflek
tierten und gebrochenen Wellen. Zwischen den Werten rpCil, nCi) 
irgendeiner im erst en Kristall sich ausbreitenden Welle und den entsprechenden 
Werten rp, n der einfallenden Welle (155) besteht nach (168) die Beziehung 

nsinrp = nCi) sinrp(i); (169) 

ferner gilt fUr rp(i) und nCi) die (161) entsprechende Gleichung 

( 1 C") 1" C') 2. C') (") 1 ")( 1 1 ') ---c- COS2~' --L. -- sln2rp' - - smrp' cosrp' - - ~ - - -
,nil I ntl n~l n(i)2 ,?l~2 n(i)2, 

_ (-!, cos rpCi) - .12 sin rp(i»)2 = O. 
n t2 n2il 

Setzt man in diese Gleichung fUr nCi) den aus (169) folgenden Wert ein, dividiert 

mit COS4 rpCi) und benutzt die Identitat----i----w = 1 + tg2rp(i), so folgt fiir den cos cp 
Winkel rpCi) einer sich im ersten Kristall ausbreitenden reflektierten 
Welle (i = I, II, III, ... ) die Bedingungsgleichung 

n ll 11", n"" n SIll cp n 22 n22 n Slll 'P (170) f (rpCi») =={~ - .~ tg rp(.i) + (-!, -2~. 2)tg2rp(i)}{ ~ +( 12_2~1 2)tg2rp(i)}j 

_ (-!, __ 12 tg rp(i»)2 (1 + tg2 rp(i») = O. 
n 12 nZ3 ! 

Gleichung (170) ermaglicht die Berechnung der Reflexionswinkel rpCi) (i = I, II, 
III, ... ) der sich im ersten Kristall ausbreitenden reflektierten 
Wellen. Eine ganz entsprechende Gleichung gilt fiir die Winkel rpCi) (i = 1, 2, 3, ... ) 
der sich im zweiten Kristall ausbreitenden, gebrochenen Wellenl). 
Die in (170) auftretenden GraBen nn, n22 , n33 , n12 , n23 und n3l sind durch die 
Formeln (157) bestimmt, in welchen fiir nl' n2 , n3 , <Xl' <X 2 , ..• , [3 die Werte fiir 
den ersten bzw. zweiten' Kristall einzusetzen sind, je nachdem es sich urn eine 
Welle im ersteren bzw. letzteren handelt. 

b) Berechnung der Schwingungsazimute der reflektierten 
und gebrochenen Wellen. Fiir die Schwingungsrichtungen b(i) der 
reflektierten und gebrochenen Wellen gelten Gleichungen von der 
Gestalt (162), namlich 

b~! = cosr;(i) cos rp(i) , b~! = sin 1) (i) , b~; = - cos 17 (i) sin rp(i) I 
. f (171} (2 = I, II, III, ... bzw. = 1, 2, 3, ... ), 

wobei die Schwingungsazimute 1) (i) die (163) entspreehende Bedingung 

zu erfiillen haben, die mit Hilfe von (169) auf die Form 

( __ 1 __ L')tg2m(i)_ 1 
2 . 2 2 'J' :2 

cotgr;(i) = ~~~~2! ___ ~22 

( ~ - ~ tg 'P(i») Y1 +tg2;P[ii 
,1Z12 n Z3 

(172) 

gebracht werden kann. 

1) Aus den Winkeln cp(i) (i = 1,2,3, ... ) ergeben sich nach Ziff.32 die Brechungs
winkel zu :n; - cp(i). 
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e) Anzahl der reflektierten und gebroehenen Wellen. Aus 
(162) und (163) bzw. (171) und (172) folgt, daB dureh jeden Wert von tgqii) 
diezugeh6rige Sehwingungsrichtung b(i) im ersten oder im zweiten Kristall ein
deutig bestimmt ist; jeder Wurzel der Gleichung (170) und der entspreehenden, 
fUr den zweiten Kristall gebildeten Gleichung entsprieht also nur eine Welle, 
und da beide Gleiehungen biquadratiseh sind, so sind demnaeh vier versehiedene 
Wellen im erst en und vier im zweiten Kristall moglieh. 

Aus der Zweisehaligkeit der Strahienflache ergibt sieh, daB, wenn (170) 
vier reelle Wurzein besitzt, zwei von ihnen einfallenden, die beiden anderen 
reflektierten oder gebroehenen Wellen angehoren mussen, und daB nur eine 
einfallende und eine reflektierte oder gebroehene Welle existiert, falls (170) nur 
zwei reelle Wurzeln besitzt; das gieiche gilt fUr die zu (170) analoge Gieichung 
des zweiten Kristalls. Experimentell realisieren lassen sich nur solche Falle, 
in denen nur eine einfallende Welle auftritt; besitzen (170) und die ent
sprechende, fUr den zweiten Kristall gebildete Gleichung lauter reelle WurzeIn, 
so muB man daher die Amplituden von dreien der vier insgesamt mogliehen 
einfallenden Wellen l) gieich Null annehmen, z. B. im erst en Kristall von 
einer, im zweiten Kristall von beiden Wellen. In dem erst en 
Kristall, in dem die ubrigbieibende einfallende Welle sieh aus
breitet, treten daher neben dieser im allgemeinen noeh zwei 
reflektierte und in dem zweiten Kristall zwei gebroehene Wellen 
auf; dies en Fall, der in den folgenden Ziff.34 bis 49 vorausgesetzt ist, be
zeiehnet man ais partielle Reflexion und Brechung2). 

d) Gegenseitige Lage der Sehwingungsriehtungen der ge
brochenen Wellen. Fur die Sehwingungsazimute der beiden im zweiten 
Kristall sieh ausbreitenden gebroehenen Wellen laBt sich folgende Beziehung 

herleiten3) {tgl/I) tg1}(2) + eos(tp(l) _ tpCZ»)} sin (tp(l) + tp(2») I 
tg ~(1) sin 29'(1) tg ~(2) sin 2 q:;(2) ( 173 ) 

+ cos '1(1) - COS'1121 -- - = 0; 

hierin bedeuten ~(l) und ~(2) die Winkel zwischen den Wellennormalenrichtungen 
der gebroehenen Wellen und ihren zugehorigen Strahlenrichtungen, die sich mit 
Hille von (127) tbereehnen4). Aus (173) folgt, daB die Sehwingungsrichtungen 
der gebroehenen Wellen jedenfalls dann senkrecht zueinander stehen, wenn 
([!CI) = ([!(2) = 0 wird; dies ist der Fall, wenn die Wellennormale der einfallenden 
Welle senkrecht zur gemeinsamen Begrenzungsebene Iiegt [vgl. Ziff. 36a)]. 

34. Berechnung der Reflexions- und Brechungswinkel. Wir fragen jetzt 
naeh den Wurzeln der GIeiehung (170), welche bei gegebenem Einfallswinkel 
die Reflexions- und Brechungswinkel Ii efert , falls die Hauptbreehungsindizes 
und die kristallographisehen Orientierungen der beiden aneinandergrenzenden 
Kristalle bekannt sind. 

Ordnet man die Glieder von (170) nach fallenden Potenzen von tg ([!(i) 
und benutzt (157), so erhalt man naeh einiger Umformung5) 

t (tg tpCi») == ao tg4 tpCi) + 4 al tg3 ([!Ci) + 6 az tg2 ([!Ci) + 4 a3 tg tpCt) + a4 = 0, (174) 

1) Uber die physikalische Bedeutung dieser Wellen vgl. Ziff. 35. 
2) 1m Gegensatz zu der in den Ziff. 50- 56 behandeIten Totalreflexion. 
3) F. NEUMANN, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835, S. 105; Ges. Werke Bd. II, S.481. 

Leipzig 1906; J. MAC CULLAGH, Trans. R. Irish Acad. Bd. 18, S. 52. 1838; Collect. Works, 
S. 112. London 1880. 

4) Bcobachtungen fiber '1(1) _ '1(2) wurden von A. SCHRAUF (ZS. f. Krist. Bd. 11, S. 5. 
1885) bei Kalkspat angestellt. 

0) TH. LIEBISCH, N. Jahrb. f. Min. 1885 (2), S.190. 



Ziff.34. Berechnung der Reflexions- und Brechungswinkel. 

wobei ao, aI' a2 , as und a4 durch folgende Ausdriicke bestimmt sind 

ao = n4 sin4rp(ni lXi + n~f3f + n~Yn 
- n2sin2rp{n~(n§ + n~) lXi + n~(n~ + nil fJi + n~ (ni + n~) yH + nin~nL 

4 . 4 (2 + 2fJ fJ + 2 ) 4al =2n SIll rp nllXllXS n21 S n3 Ylrs 

- 2 n2 sin 2rp {ni(n~ + n~) IXIIXS + n~ (n~ + nil f3IfJS + ni(ni + n~) YIYS}, 

6a2 = n4sin4rp{nHlXr + IX~) + n~(fJi +~) + ~(Yi + ym 
- n2 sin2rp {ni (n~ + n~) IX~ + n~ (n~ + nil ~ + n~ (ni + n~) yU, 

4as = 2n4 sin4 rp (nr IXIlXa + n~fJlf3a + n~rlr3), 
a4 = n4 sin4rp(nilX~ + n~f3~ + n~y~). 
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(175) 

Die Berechnung der Wurzeln der Gleichung (174) lUld der analogen 
Gleichung fUr den zweiten Kristall ist im allgemeinen nur durch Naherungs
methoden moglich; eine vollstandige Losung gelingt jedoch in den folgenden 
Fii.llen, in welchen das optische Symmetrieachsensystem x, y, z des einen Kristalls 
eine spezielle Lage besitzt 1) und die wir mit Rucksicht auf spiitere Anwen
dungen besprechen mussen. 

a) Liegt bei dem einen der beiden aneinandergrenzenden Kri
stalle eine optische Symmetrieebene parallel zur gemeinsamen 
Begrenzungse bene (x', y'-Ebene) oder eine optische Symmetrieachse 
parallel zur Schnittlinie von Einfallsebene und gemeinsamer Be
grenzungsebene (x'-Achse), so reduziert sich die fiir ihn geltende 
Gleichung (174) auf eine quadratische Gleichung in tg2rp<'). 

IX) 1st namlich etwa die y z-Ebene parallel der gemeinsamen Begrenzungs
e bene, und s der Winkel zwischen Einfallsebene (z' x' -Ebene) und xy-Ebene, 
so ist 

1X1 = 0, 

1X2 = 0, 

IXs = 1, 

fJl = coss, 
fJ2 = sins, 

fJa = 0, 

1'1 = -sins, 
1'2 = coss, 

I'a = ° 
und daher nach (175) 

ao = (n2sin2rp - nn {n2(n~ cos2s + n~ sin 2 S ) sin 2rp - n~nn, 

6a2 = n4 (ni + nkos2e + n~sin2s)sin4qJ - n2 ni{n§ + n~) sin2qJ, 

a4 = n4 ni sin4qJ, 

aI=aS=O. 

(176) 

fJ) 1st im zweiten FaIle etwa die x-Achse parallel zur x'-Achse und s der 
Winkel zwischen z'-Achse und z-Achse, so wird 

IX~ = 1 , fJl = 0, 1'1 = 0, 

1X2 = 0, 

IXs = 0, 
und somit nach (175) 

fJ2 = coss, 
fJa = sins, 

1'2 = - sine, 
1'3 = COSS 

ao = ni(n2 sin2rp - nID (n2 sin2rp - n~), 

6a2 = n4(ni + n~sin2s + n~cos2s) sin4rp 

- n2(n~n~ + n~ni cos2 s + nin~ sin2s) sin2rp, 

a4 = n4 (n§ sin2s + n~ cos2s) sin4rp, 

al=aa=O. 
1) TH. LIEBISCH, N. Jahrb. f. Min. 1885 (t), S.250; (2), S.191. 

Handbucb der Pbysik. xx. 

(177) 

45 
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b) 1st die Einfallsebene (z' x' -Ebene) eine optische Symmetrie
ebene des einen Kristalls oder ist dieser optisch einachsig, so zer
fallt ftir ihn die Gleichung (174) in zwei Gleichungen zweiten 
Grades. 

x) Liegt die yz-Ebene parallel zur z' x'-Ebene und ist e der Winkel zwischen 
positiver z'-Achse und positiver z-Achse, so erhalten wir 

x 1 =0, /31=-cose, Y1=sine, 

x2 = 1, /32 = 0, Y2 = 0, 

1%3 = 0, /33 = sine, Y3 = cose; 

(174) geht dann tiber in 

{(n2 sin2<p - nD tg2<p(') + n 2 sin2<p} (do tg2<p(') + 2d1 tg<p(') + d2) = 0, (178) 

wobei 

do = n2(~sin2e + n~cos2e)sin2<p - n~nL d1 = n2(n~ - nID sine cos e sin2 <p , 

d2 = n2(n~cos2e + n~sin2e) sin2<p 
ist. 

/3) 1st der eine Kristall optisch einachsig (n1 = n 2) und e der spitze Winkel 
zwischen seiner optischen Achse und der positiven z'-Achse, ferner ~ das Azimut 
der Einfallsebene gegen den Hauptschnitt der gemeinsamen Begrenzungsebene, 
so haben wir 

IX] = cos ~ cos e , 

/31 =-sine, 

1'1 = cos~sine, 

1%2 = sin~ cose, 

/32 = cose, 

Y2 = sin~ sine, 

und bekommen fiir Gleichung (174) die Form 

X3 = -sine, 

/33 = 0, 

Ya = cose 

{(n2 sin2<p - nntg2<p(i) + n2 sin2<p}(do tg2<p«) + 2d1 tggl<) + d2) = ° , (179) 

wobei jetzt 
do=n2sin2<p[n~+ (n~-n~)sin2ecos2;] -n~nL } 

d1 = n2(~ - nD sin2<p cos; sine cose, d2 = n2 (n~ cos2e + n~ sin2e) sin2<p (180) 

gesetzt ist. 
35. Konstruktion der reflektierten und gebrochenen Wellennormalen

richtungen. Statt auf dem in Ziff.34 angegebenen analytischen Wege kann 
man bei gegebenem Einfallswinkel die zugehorigen Reflexions- und Brechungs
winkel auch geometrisch mit Hilfe der abgeleiteten Flachen (Ziff. 17) finden. 

a) Konstruktion der reflektierten und gebrochenen Wellen
normalenrichtungen mit Hilfe der Strahlenflachen. 1st die 
Strahlenflache [Ziff. 17b)] gegeben, so kann man zur Konstruktion der 
reflektierten und gebrochenen Wellennormalenrichtungen das bekannte Ver
fahren von HUYGHENS benutzen. Man nimmt als gemeinsamen Mittelpunkt 
der Strahlenflachen der beiden Kristalle einen beliebigen Punkt A der ge
meinsamen Begrenzungsebene (x'y'-Ebene) und bestimmt die Schnittkurven 
I(I) und I(2), weIche die Einfallsebene (z' x'-Ebene) mit den beiden Strahlen
flachen erzeugt (Abb. 12); diese werden, wie aus (106) leicht folgt, durch je zwei 
geschlossene, im allgemeinen sich nicht schneidende Kurven dargestellt. i3 sei 
die Wellennormalenrichtung der einfallenden Welle, AW der Schnitt der ein
fallenden Wellenebene mit der Einfallsebene zu einem bestimmten Zeitpunkte, 

DW' der Schnitt der namlichen Wellenebene zu einem urn die Zeit t = ! spateren c 
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Zeitpunkte, wobei c die [in (18) auftretendeJ Lichtgeschwindigkeit im Vakuum 
ist. Man erhalt nach Ziff.17d) die Richtungen der Wellennormalen der ge
brochenen und reflektierten Wellen, indem man von A aus die Normalen AN 
zu den Tangentialebenen zieht, welche durch die Schnittgerade D von W' und 
x'y'-Ebene an die Strahlenflachen gelegt wurden. ANi!) und AN~1) sind dann 
die Wellennormalen der reflektierten, AN~) und AN~) jene der gebrochenen 
'Vellen. Die zu dies en Wellen gehorenden Strahlen erhalt man, indem man 
A mit den Beruhrungspunkten 5\1), 5g), 5i2l und 5~2) der Tangentialebenen 
verbindet; die Strahlen Iiegen im allgemeinen nicht in der Einfallsebene. 

+z' 

Abb.12. Konstruktion der reflektierten und gebro· 
chenen Wellennormalenrichtungen mit Hilfe def 
StrahlenfHichen. (z'x'-EbeneEinfallsebene. 5 Einheitsvektor 
der einfallenden Wellennormale. A W Spur der zu 5 geborenden 
\ ,Vellenebene zu cinem bestimmten Zeitpunkte, DW' Spur def 

namlichen Wellenebene zu eioem urn die Zeit t = ~ spateren 
c 

Zeitpunkt. 2'(1), 1,'(2) Scbnittkurven der Einfallsebene mit den 
urn A als Mittelpunkt gelegten Strahlenflachen def beiden 
Kristalle. ANi1), ANg> und ANi2), AN~2) Wcllennormalen
richtungen der reflektierten und gebrochenen \Vellen, samt1ich 
in der z' x' ·Ebene liegend ; Asi'l, AS~) und AS\2l, ASh") 
Richtungen def renektierten und gebrochenen Strahlen, im 

allgemeinen nicht in der z'x'·Ebene liegend. ) 

Abb.13. Konstruktion der refiektierten und 
gebrochenen \\fellen no rm alenrich tung e n 
mit Hilfe der Index Wichen. (z'x'-Ebene Ein
fallsebene. AN(') Wellennormalenricbtung der ein· 
fallenden Welle, AN~I ) Wellennormalenrichtung 

der Hilfswelle. AN\1 ) und ANk') Wellennormalen
richtungen der reflektierten. AN\2) und A Nk2) 

Wellennormalenrichtungen der gebrochenen Wellen. 
AN~2) und AN~2) Wellennorma]enrichtungen zweier 
weiterer, im zweiten Kristall moglicher \Vellen.} 

b) Konstruktion der reflekti e rten und gebrochenen Wellen
normalenrichtungen mit Hilfe der IndexfHichen. Einfacher als 
das unter a) besprochene Verfahren ist das folgende, auf HAMILTON!) und 
MACCULLAGH 2) zuruckgehende, das sich der Indexflachen der beiden anein
andergrenzenden Kristalle bedient. 

Man wahlt als gemeinsamen Mittelpunkt der Indexflachen der beiden Kri
stalle wieder einen beliebigen Punkt A der gemeinsamen Begrenzungsflache 
(x'y'-Ebene) und bestimmt die Schnittkurven ]<1) und ]<2), weIche die Ein
fallsebene (z'x'-Ebene) mit den beiden Indexflachen erzeugt (Abb. 13); diese 
werden, wie mit Hilfe von (109) leicht folgt, durch je zwei geschlossene, im alI-

') W. R. HAMILTON. Trans. R. Irish Acad. Bd. 17. S.144. 1837. 
2) J. MAC CULLAGH, Trans. R. Irish Acad. Bd, 17, S. 252. 1837; Collect. Works, S. 36. 

London 1880. 

45* 
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gemeinen sich nicht schneidende Kurven dargestelltl). Man zieht ferner durch 
A die Parallele zur Wellennormalenrichtung der einfallenden Welle und sucht 
von den beiden Schnittpunkten mit ]<1) denjenigen N(I) auf, fUr welchen AN(I) 
gleich dem Brechungsindex n der einfallenden Welle ist. Wir betrachten hier nur 
den allgemeinen Fall, daB das von N(1) auf die x'y'-Ebene gefalite Lot N(1)F 
jeden Kurvenzweig von ]<1) und 1(2) in zwei Punkten schneidet2); die Schnitt
punkte mit ](1) bzw. 1(2) seien Nio, NQ) und NilJ bzw. N~), N~), N12) und N~). 
Wir zeigen, daB AN~), AN~) und AN~l) die Wellennormalenrichtungen der jm 
ersten, ferner AN~), AN~), AN~) und AN~) die Wellennormalenrichtungen der 
im zweiten Kristall sich ausbreitenden Wellen sind. 

Bezeichriet man die Winkel, welche die positive z'-Achse mit AN(I), A Nil), 
AN~lJ, ANilJ , A Nf), AN~2), AN~) und AN~) bildet bzw. mit cp, cp(1), rp(Il), cp(IV), 
cp(I), cp(2) , cp(3) und cp(4) , so hat man 

AMI) sincp = ANil) sincp(l) = ANg) sincp(II) = ANil) sincp(IV) = ANi2) sincp(l) 

= AN~2) sincp(2) = AN~) sincp(3) = AN~2) sincp(4) = AF. 

Jede der Strecken AN stelit aber nach Ziff.17c) den Brechungsindex fi.ir die 
in die Richtung AN fallen de Wellennormale dar; bezeichnen wir die zu den 
Richtungen A NilJ, AN~lJ, A Nil), ANf), AN~), AN~) und ANi2) gehOrenden 
Brechungsindizes bzw. mit n(1), n(II) , n(IV), n(l) , n(2) , n(3) und n(4) , so folgt aus 
dem letzten Gleichungssystem 

n sin cp = n(1) sin cp(I) = n(I1) sin cp(I1) = n(IV) sin cp(IV) 

=~~~=~~~=~~~=~~~, 

d. h. die Bedingung (168) ist erfiillt; es stellen somit in der Tat A NilJ, ANg) und 
ANilJ die Wellennormalenrichtungen der im ersten, ferner ANf), AN~2), AN12) 

und ANi2) die Wellennormalenrichtungen der im zweiten Kristall fortschrei
tenden Wellen dar. 

AN~) und AN~l) liefern die Wellennormalenrichtungen 5(1) und 5(11) der 
beiden reflektierten, A Ni2) und AN~) die Wellennormalenrichtungen 5(1) und 5(2) 
der beiden gebrochenen Wellen. 

ANi) ergibt die Wellennormalenrichtung einer zweiten moglichen einfallen
den Welle (vgl. Ziff. 33), welche als Hilfswelle3) bezeichnet wird; dieselbe 
wiirde reflektierte und gebrochene Wellen mit den namlichen Wellennormalen
richtungen erzeugen wie die tatsachlich einfallende Welle mit der Wellennor
malenrichtung AN(I). 

AN&2) und ANi2l liefern die Wellennormalenrichtungen 5(3) und 5(4) zweier 
weiterer, im zweiten Kristall moglicher Wellen (vgl. Zif£. 33), deren physika
lische Bedeutung man sich plausibel machen kann, indem man annimmt, daB 
der zweite Kristall eine zweite, zur x' y'-Ebene parallele Begrenzungsebene 
besitzt; 5(3) und 5(4) sind dann die Wellennormalenrichtungen der an dieser 
zweiten Begrenzungsebene reflektierten Wellen4). 

1) HAMILTON und MAC CULLAGH haben die Konstruktion fiir den Fall behandelt, daB 
nur das eine der beiden aneinandergrenzenden Medien kristallinisch ist; der allgemeinere 
Fall, daB beide aneinandergrenzenden Medien kristallinisch sind, ist zuerst von A. OSTHOFF 
(N. J ahrb. f. Min. Beil. Bd.20, S. 17. 1905) und P. KAEMMERER (ebenda Bd. 20, S. 186. 1905) 
durchgefiihrt worden. 

2) Uber die Sonderfalle, in welchen die Zahl dieser Schnittpunkte sich reduziert, vgl. 
Ziff. 50. 

3) Die Bezeichnung stammt von P. KAEMMERER, N. Jahrb. f. Min. Beil. Bd.20, 
S. 241. 1905. 

4) A. OSTHOFF, N. Jahrb. f. Min. Beil. Bd.20, S.19. 1904. 
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Die zu den reflektierten und ge brochenen Wellen gehorenden 
Strahlen erhaIt man, indem man von A die Normalen auf die an die Index
£Iachen durch Nill und Nkll bzw. Ni21 uud N~I gelegten Tangentialebenen WIt; die 
Strahlen liegen im allgemeinen nicht in der Einfallsebene1). 

36. Spezielle Richtungen der gebrochenen Wellennormalen. a) Zu
sammenfallen der Wellennormalenrichtung einer gebrochenen 
Welle mit der Wellennormalenrich tung der einfallenden Welle. 
Wir fragen nach dem Einfallswinkel, bei dem die Wellennormalenrichtung einer 
gebrochenen Welle mit der Wellennormalenrichtung der einfallenden Welle 
zusammenfallt. 

Bei senkrechter Inzidenz ist cp = 0, somit nach (168) auch cp(l) = cp(2) = 0; 
die Wellennormalenrichtungen der gebrochenen Wellen fallen daun beide in 
die Wellennormalenrichtung der einfallenden Welle. 

Auch bei nicht senkrechter Inzidenz kann die Wellennormalenrichtung 
einer der beiden gebrochenen Wellen mit der Wellennormalenrichtung der 
einfallenden Welle zusammenfallen; die Bedingung hierfiir ist nach (168) n = n(l) 

oder n = n(2). Urn die Wellennormalenrichtungen £l der einfallenden Wellen zu 
erhaIten, welche dieser Bedingung genugen, hat man urn einen Punkt A der 
gemeinsamen Begrenzungsflache die Normalenflachen der beiden aneinander
grenzenden Medien zu konstruieren. Schneiden sich die Flachen in einer 
reellen Kurve C, so sind die gesuchten Richtungen £l die Mantellinien des 
Kegels, der durch C geht und seine Spitze in A hat. Sie wurden fur den 
speziellen Fall, daB das erste Medium isotrop und das zweite Medium optisch 
einachsig ist, von VERSCHAFFELT2) berechnet und experimentell bestatigt. 

b) Zusammenfallen der Wellennormalenrich tungen beider 
g e b roc hen e n Well e n. Die Wellennormalenrichtungen der gebrochenen 
Wellen fallen [auBer dem unter a) angegebenen Fall der senkrechten Inzi
denz] zusammen, wenn sie parallel einer Binormale liegen. In dies em FaIle 
wird namlich n(l) = n(2) (vgl. Ziff. 11), somit nach (168) auch cp(l) = cp(2) und 
nach (172) tp) = 17(2), d. h. man hat in dies em FaIle nur eine gebrochene 
Welle. 

c) Innere konische Refraktion. Den zuletzt erwiihnten Fall, daB die 
Wellennormalenrichtung der gebrochenen Welle parallel zu einer Binormale 
liegt, betrachten wir bei einem optisch zweiachsigen Kristall naher; nach 
Ziff. 21 a) erfiillen dann die zur Wellennormalenrichtung gehorenden Strahlen 
den Mantel eines Kegels. 

Befindet sich z. B. eine senkrecht zur Binormale O2 geschnittene Platte eines 
optisch zweiachsigen Kristalls in einem isotropen Medium und liegt die Wellen
normalenrichtung £l der einfallenden Welle parallel O2 , so haben nach a) auch 
die Wellennormalenrichtungen der gebrochenen Wellen diese Richtung; es tritt 
somit nach b) nur eine gebrochene Welle auf. Die zur einfallenden Welle 
geh6rende Parallelstrahlung gibt dann im Inneren des Kristalls zu dem singularen 
Strahlenkegel (136) Veranlassung3), zu dessen Mantellinien auch O2 gehOrt. Er 
liefert beim Austritt in das isotrope AuBenmedium, in dem Wellennormalen- und 
Strahlenrichtung wieder zusammenfallen, einen zur Plattenebene senkrechten 

1) Uber die Konstruktion der Richtung des aul3erordentlichen Strahles, der an der 
zweiten Begrenzungsflache einer optisch einachsigen, in einem isotropen Medium befind
lichen Kristallplatte reflektiert wurde, vgl. J. WALKER, Proc. Phys. Soc. London Bd. 25, 
S.298. 1913. 

2) J. VERSCHAFFELT, Bull. soc. mineral. Bd. 19, S.58. 1896. 
3) Uber die Komplikationen, welche eintreten, wenn der Strahlenkegel nicht ganz 

in der Kristallplatte liegt, vgl. G. CESARO, Bull. de Belg. (3) Bd.22, S. 503. 1891. 
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Strahlenzylinder von kreisformigem Querschnitt (Abb. 14), dessen Polarisa
tionszustand in den einzelnen Mantellinien sich aus Ziff. 21 a) und Abb. 8 

Ahh.14.Innerekonische 
Refraktion. (5 Einheits· 
vektor der Wellennonnale 
der einfallenden Welle; 
b, mit il gleichgerichteter 
Einheitsvektor der einen 

Binormalenrichtung.) 

ergibtl). 
Dieser singuHire Fall der Brechung ist von HAMILTON 2) 

theoretisch gefunden und als innere konische Refrak
tion bezeichnet worden. Er Hi.Bt sich jedoch experimentell 
nicht verwirklichen, da es nicht moglich ist, eine einzelne, 
bestimmte Wellennormalenrichtung zu isolieren; ein end
Hcher Energiebetrag findet sich vielmehr immer nur in 
einem Wellennormalenkegel von endlicher Offnung. LaBt 
man aber auf eine planparallele Platte der beschriebenen 
Art einen von Wellennormalen erfiillten, sehr engen Kegel 
mit O2 als Achse fallen, so entstehen nach Ziff. 21 b) im 
Inneren der Platte zwei diinnwandige Strahlenkegel, die 

durch den (verschwindend wenig Energie transportierenden) singularen Strahlen
kegel der inneren konischen Refraktion getrennt sind; beim Austritt in das 
isotrope AuBenmedium liefern sie zwei diinnwandige, getrennte, koaxiale Strahlen
zylinder mit kreisformigem Querschnitt, die senkrecht zur Plattenebene stehen. 
Fangt man diese Zylinder auf einem zur Plattenebene parallelen Schirm auf, 
so erhalt man daher zwei konzentrische Ringe, die durch einen dun
keln Kreis getrennt sind und deren Radien vom Schirmabstande 
nich t abhangen. Der dunkle Zwischenkreis entspricht dem theoretischen 
Kegel der inneren konischen Refraktion; die beiden hellen Ringe dagegen 
riihren nich t von der konischen Refraktion her, da sie von Wellen stammen, 
deren Wellennormalenrichtungen nicht genau parallel O2 liegen. 

Die ersten Versuche iiber die innere konische Refraktion wurden auf lIAMIL
TONS Veranlassung von LLOYD3) angeste11t 4); da bei ihm der auffallende Wellen
normalenkegel nicht geniigend eng war, so iiberlagerten sich beim Auffangen 
der austretenden Strahlung die beiden Lichtringe, und er erhielt nur einen 
hellen Lichtring, der von ihm und den spateren Physikern irrtiimlicherweise 
dem Strahlenkegel der inneren konischen Refraktion zugeschrieben wurde. Die 
beiden Lichtringe und der sie trennende dunkle Kreis wurden zuerst von POGGEN
DORFF 5) und spater von HAIDINGER6) beobachtet. Da man aber damals die 
Erscheinung nicht zu deuten vermochte, geriet sie bald in Vergessenheit; ihre 
vollige Klarlegung erfolgte erst verhiiltnismaBig spat durch VOIGT7). 

1) Dber die Verteilung der Intensitat in dem Strahlenzylinder vgl. A. BEER, Pogg. 
Ann. Bd. 85. S.67. 1852; bei beliebiger Lage und nicht senkrechter Inzidenz vgl. F. NEU
MANN. Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835, S. 112; Ges. Werke Bd. II, S.493. Leipzig 1906. 

2) W. R. HAMILTON, Rep. Brit. Assoc. 1833. S.368; Trans. R. Irish Acad. Bd.17. 
S. 136. 1837. 

3) H. LLOYD. Phil. Mag. (3) Bd.2. S. 112 u. 207. 1833; Trans. R. Irish Acad. Bd.17. 
S. 145. 1837; Misc. Pap. connected with physic. Science. S. 1. London 1877. LLOYD benutzte 
Aragonit. weil bei diesem der nach (137) aus den Hauptbrechungsindizes berechnete L>ffnungs
winkel ~o besonders groB (nahezu 2°) ist; noch groBer ist dieser bei Schwefel (~o nahezu 7°). 
Zum Nachweis der inneren konischen Refraktion geeignet sind auch Spaltstucke von Kalium
dichromat, bei welchen stets eine Spaltungsflache senkrecht zu einer Binormale liegt (NODOT. 
Journ. de phys. Bd.4. S.166. 1875). sowie kunstliche Kristalle von Amyrolin (H. ROSE. 
N. Jahrb. f. Min. 1918. S.14). 

4) Dber Anordnungen zur Demonstration der LLOYDSchen Versuchsergebnisse vgl. 
H. SCHRAUF, Wied. Ann. Bd.37, S.127. 1889; TH. LIEBISCH, Physikal. Kristallographie, 
S.346. Leipzig 1891; vgl. hierzu C. V. RAMAN. Nature Bd.107. S.747. 1921. 

6) J. C. POGGENDORFF, Pogg. Ann. Bd.48, S.461. 1839. 
6) W. HAIDINGER. Wiener Ber. Bd. 16 (2). S. 129. 1854; Pogg. Ann. Bd. 96, S.486. 1855. 
7) W. VOIGT. Phys. ZS. Bd.6, S.672 u. 818. 1905; Ann. d. Phys. Bd.18, S.687. 

1905; Bd.19, S.14. 1906; N. Jahrb. f. Min. 1915. (1) S.39. 
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Nach Ziff. 21b) ist der Polarisationszustand fUr zwei Punkte des Licht
ringsystems, die auf demselben Radius liegen, der gleiche. Ui.Bt man die aus
tretenden koaxialen Strahlenzylinder durch einen vor dem Schirm befindlichen 
Analysator gehen, so erscheinen dann bei jeder Stellung desselben zwei auf dem
selben Radius liegende Punkte gleichzeitig ausgelOscht. Dies ist der Grund, 
warum den alteren Beobachtern, bei welchen stets eine Dberlagerung der beiden 
Lichtringe vorlag, deren verschiedene Herkunft auch bei Anwendung eines Ana
lysators entgehen muBte. 

Die Verhaltnisse komplizieren sich, wenn die Offnung des auffallenden 
Wellennormalenkegels groBer wird, z. B. bei Benutzung einer ausgedehnten 
Lichtquelle1). Die austretende Strahlung liefert im letzteren FaIle auf einem 
Schirme ein aufrechtes Bild, welches gleiche GroBe besitzt wie die Lichtquelle 
und als helles, unpolarisiertes Mittelfeld auf einer matter leuchtenden, groBeren 
Scheibe auftritt2). Auch in diesem Falle lassen sich die Intensitats- und Polarisa
tionsverhaltnisse der einzelnen Teile des Bildes durch das in Ziff. 21 b) besprochene 
Verhalten der Wellennormalen in der Nahe der Binormale vollstandig iibersehen3). 

37. Spezielle Richtungen der gebrochenen Strahlen. a) Zusammenfallen 
der Richtung eines gebrochenen Strahles mit der Richtung des ein
fallenden Strahles. Bei Behandlung der Frage, wie der zur einfallenden 
Welle gehorende Strahl gerichtet sein muB, damit einer der zu den gebrochenen 
Wellen gehOrenden Strahlen mit ihm zusammenfallt, betrachten wir nur den 
einfachen Fall, daB das erste Medium isotrop ist; dann ist 2'(1) in Abb. 12 durch 
einen Kreis K{1) darzustellen. Damit der eine der beiden gebrochenen Strahlen 
die Richtung des einfallenden Strahles hat, muB er in der Einfallsebene liegen, 
und dies ist [vgl. Ziff. 19c)] nur dann der Fall, wenn letztere eine optische 
Symmetrieebene ist; 2'(2) wird dann durch einen Kreis K(2) und eine Ellipse E 
dargestellt [vgl. Ziff. 17b)J. Liegt S~) auf K(2), so fallt AS~) bei senkrechter 
Inzidenz in Richtung des einfa11enden Strahles. SolI dagegen nicht A S~), 
sondern der zum elliptischen Schnitt gehOrende Strahl A S~ in die Richtung 
des einfallenden Strahles fallen, so muB S~) und der Beriihrungspunkt der (im 
zweiten Medium liegenden) Tangente, die von D an K(I) gezogen wird, auf 
einer durch A gehenden Geraden liegen. Letztere liefert die Richtung des ein
fallenden Strahles; ihre Bestimmung hat VERSCHAFFELT4) durchgefUhrt. 

b) Zusammenfallen der Richtungen der beiden gebrochenen 
Strahlen. Damit die Richtungen der beiden gebrochenen Strahlen zusammen
fallen, mussen S~) und S~) (Abb. 12) auf derselben durch A gehenden Geraden liegen ; 
das Problem, die entsprechende Richtung des einfallenden Strahles zu ermitteln, 
ist fur den Fall, daB die Einfallsebene eine optische Symmetrieebene ist, eben
falls von VERSCHAFFELT behandelt worden5). 

1) Uber die Berechnung der Gestalt des singularen Strahlenkegels bei geradliniger 
Lichtquelle vgl. R. B. CLIFTON, Quarterl. Journ. of Mathem. Bd.3, S.360. 1860. 

2) H. LLOYD, Phil. Mag. (3) Bd.2, S. 118. 1833; Trans. R. Irish Acad. Bd. 17, S. 153. 
1837; Misc. Pap. connected with physic. Science, S. 12. London 1877; E. KALKOWSKY, ZS. 
f. Krist. Bd. 9, s. 486.1884; C. V. RAMAN u. V. S. TAMMA, Phil. Mag. (6) Bd. 43, S. 510. 1922; 
S. R. SAVUR, ebenda (6) Bd.50, S.1282. 1925. 

3) Dies wurde gezeigt von O. WEIGEL, Sitz.-Ber. Ges. z. Forder. d. ges. Naturwissensch. 
Marburg 1924, S. 31. 

4) J. VERSCHAFFELT, Bull. soc. mineral. Bd.19, S.55. 1896. 
5) J. VERSCHAFFELT, Bull. soc. mineral. Bd. 19, S.40. 1896; fur den Fall, daB das 

zweite Medium ein optisch einachsiger Kristall ist, wurde das Problem schon fruher 
wiederholt untersucht [F. BILLET, C. R. Bd.39, S.733. 1854; A. BRAVAIS, l'Institut (1\ 
Bd.22, S.413. 1854; F. C. WACE, Quarterl. Journ. of Mathern. Bd.3, S.47. 1858; 
C. CAVAN, Arch. Math. u. Phys. Bd.41, S.199. 1864; G. CESARO, Bull. soc. mineral. 
Bd. 12, S.401. 1889]. 



712 Kap. 11. G. SZIVESSY: Kristalloptik. Ziff, 38. 

c) A.uBere konische Refraktion. Wir behandeln jetzt den singularen 
Fall, daB das zweite Medium optisch zweiachsig ist und die Richtung einer der 
beiden gebrochenen Strahlen in die Richtung einer Biradiale (z. B. t2) fallt. Da 
dann im Inneren des Kristalls unendlich viele Wellennormalenrichtungen existie
ren, die den Mantel eines Kegels K bilden [Ziff. 21 c)], so miissen auch im ein
fallenden Licht im ersten Medium unendlich viele Wellennormalenrichtungen 
vorhanden sein, die den Mantel eines bestimmten Kegels E erfiillen, der seine 
Spitze in der gemeinsamen Begrenzungsebene der beiden Medien hat. 

Befindet sich z. B. eine Platte eines optisch zweiachsigen Kristalls in einem 
isotropen Medium, und laBt man den Kegel E einfallen, so erhalt man im Inneren 
des Kristalls parallel t2 einen einzelnen Strahl sowie den durch (141) gegebenen 
singularen Wellennormalenkegel K, dessen Polarisationszustand in den einzelnen 
Mantellinien sich aus Zi£f. 21 c) und Abb. 10 ergibt. Beim Austritt in das iso
trope AuBenmedium, in dem Wellennormalen- und Strahlenrichtungen wieder 
zusammenfallen, entsteht aus K ein Strahlenkegel A; dieser muB durch Auf
fangen anf einem Schirm einen Lich tring ergeben, dessen Durch
messer proportional dem Abstande des Schirmes von der Be
grenzungsebene der Kristallplatte zunimmt. 

Dieser singulare Fall der Strahlenbrechung wurde znerst von HAMILTON1} 

theoretisch vorausgesagt und als auBere konische Refraktion bezeichnet. 
Er laBt sich jedoch nicht streng realisieren, da es nicht moglich ist, einen von 
Wellennormalen gebildeten Kegel man tel E einfallen zu lassen und parallel tit 
einen einzelnen Strahl hervorzubringen. Zur Erzielung eines endlichen Energie
betrages muB man vielmehr stets einen v 0 11 e n, gegen einen Punkt der Be
grenzungsflache konvergierenden Wellennormalenkegel einfallen lassen und er
zeugt damit im Innern der Kristallplatte einen voUen Strahlenkegel, der t2 
zur Achse hat; der beobachtete Lichtring riihrt daher vorwiegend von Strahlen 
her, die sich in der Kristallplatte nicht genau parallel zu t 2, sondern in allen 
moglichen, zu t2 sehr benachbarten Richtungen fortgepflanzt haben, d. h. in 
Wirklichkeit keiner konischen Refraktion nnterworfen waren. Eine dem POGGEN
DORFFschen dunkeln Ringe analoge Erscheinung tritt bei der auBeren konischen 
Refraktion allerdings nicht auf, da hier, wie VOIGT2) gezeigt hat, die Intensitats
verteilung im austretenden Strahlenkegel von jener im einfallenden nicht wesent
lich abweicht. 

Die ersten Versuche tiber die auBere konische Refraktion sind auf Veran
lassung HAMILTONS von LLOYD3) mit Aragonit ausgefiihrt worden4); die vollige 
AufkHirung der Erscheinung erfolgte erst spater durch VOIGT5). 

38. Die SORBYSchen Erscheinungen. Der Brechungsindex einer isotropen 
Platte laBt sich bekanntlich ermitteln6), indem man ihre wirkliche Dicke und 

1) W. R. HAMILTON, Rep. Brit. Assoc. 1833, S.369; Trans. R. Irish Acad. Bd.17, 
S. 136. 1837. 

2) W. VOIGT, Phys. ZS. Bd. 6, S. 672. 1905; Ann. d. Phys. Bd. 18, S. 689. 1905; 
N. Jahrb. f. Min. 1915, (1) S.41, 

3) H. LLOYD, Phil. Mag. (3) Bd.2, S.208. 1833; Trans. R. Irish Acad. Bd. 17, S. 155. 
1837; Misc. Pap. connected with physic. Science, S. 16. London 1877. 

4) Uber verbesserte Versuchsanordnungen zum Nachweis der auBeren konischen Re
fraktion vgl. F. BILLET, Traite d'optique physique Bd. II, S. 571. Paris 1859; L. LAURENT, 
Joum. de phys. Bd. 3, S.23. 1874; J. LISSAJOUS, ebenda Bd. 3, S.25. 1874; TH. LIEBISCH, 
Gottinger Nachr. 1888, S. 124; Physikal. Kristallographie, S. 347. Leipzig 1891, 

5) Vgl. die Zitate S. 710, Anm. 7. 
6) Duc DE CHAULNES, Histoire de l'Academie Roy. des Scienc. Paris 1767, S. 423; 

A. BERTIN, C. R. Bd.28, S. 447. 1849; Ann. chim. phys. (3) Bd.26, S.288. 1849; H. WILD, 
Pogg. Ann. Bd.99, S.258. 1856; L. BLEEKRODE, Proc. Roy. Soc. London Bd.37, S.339. 
1884; Joum. de phys. (2) Bd.4, S. 109. 1885. 
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mit Hilfe eines Mikroskopes ihre schein bare Dicke miBt, und zwar ergibt er sich 
als Quotient dieser beiden Dickenl); bei einer doppelbrechenden Platte liegen die 
Verhaltnisse jedoch erheblich komplizierter. 

Wir denken uns ein aus zwei zueinander senkrechten Liniensystemen be
stehendes Objekt durch ein Mikroskop anvisiert, nachdem zwischen Objekt 
und Mikroskopobjektiv eine durchsichtige Platte geschoben wurde. 1st die 
Platte optisch is 0 t r 0 p, so sieht man das Liniensystem bei e in e r bestimmten 
Einstellung des Mikroskopes. 1st die Platte do p pel b r e c hen d, so hat 
man me h r e re Einstellungen; dabei ist bei jeder Einstellung im allgemeinen 
nur das eine der beiden Liniensysteme scharf zu sehen, und zwar nur bei einer 
bestimmten Orientierung der Platte gegen die Linien. Diese Erscheinungen 
sind bald nach ihrer Entdeckung durch SORBy2) von STOKES3) erklart worden. 

Wir betrachten eine doppelbrechende Kristallplatte, die sich in einem iso
tropen Au8enmedium vom Brechungsindex v (z. B. Luft) befindet. Von einem 
Punkte A der unteren Plattenebene (Abb. 15) mage ein enges Strahlenbiindel 
so ausgehen, daB seine Achse B G nach dem Austritt 
aus der Platte senkrecht zur Plattenebene steht. Wir 
legen urn A als Mittelpunkt eine del beiden Schalen der 
StrahlenfHiche des Kristalls und wahlen den MaBstab bei 
dieser Konstruktion so, daB diese Schale die obere PIa tten
ebene im Punkte B beriihrt. Nach der HUYGHENSSchen 
Konstruktion [Ziff. 35 a)) ist dann A B die Achse des 
Strahlenbiindels im lnneren der Platte. 

1st APQ ein zur A B benachbarter Strahl, der die 
ins Auge gefaBte Schale der Strahlenflache in P und 
die Plattenebene in Q schneidet, und ist Q B unendlich 
klein von der ersten Ordnung, so la8t sich leicht zeigen, 
daB sich das ins isotrope AuBenmedium austretende 
Strahlenbiindel in erster Annaherung so verhalt, als 
ware die Platte isotrop und hatte sich in ihr ein 
Strahlenbiindel fortgepflanzt, dessen Richtungen die 
Normalen des dem Punkte B nachstgelegenen Stiickes 
der Strahlenflachenschale DBE sind. 

Abb. 15. Zur Veranschauli
chung der SORBYSchen Er
scheinungen. (A Spitze des von 
der unteren PlattenebeneED aus
gehenden Strahlenbiindels. BG 
Richtung der Achse des in das 
isotrope AuBenmedium austre
tenden Strahlenbiindels. EPBD 
eine der beiden Schalen der 
Strahlenflache der Kristallplatte. 
C, und C, Kriimmungsmittel
punkte der zum Beri.ihrungs
punkt B geh6renden Hauptnor
malschnitte der Strahlenflache.) 

Wir legen jetzt durch die Plattennormale GF die beiden (zueinander senk
rechten) Hauptnormalschnitte der FIache; die beiden zugehorigen Krtimmungsmit
telpunkte bezeichnen wir mit C1 und C2 , die beiden entsprechenden Hauptkriim
mungsradien mit e1 und (12, wobei letztere im selben MaBstabe ausgedriickt sein 
m6gen, wie die Plattendicke BF = d . Dieser MaBstab ist aber nach un serer 

Konstruktion so gewahlt, daB d = F B ~-= ~ ist, wobei no den Brechungsindex 
no 

der Welle mit der Wellennormalenrichtung F B bedeutet; es wird somit C1 B 
= nOel d. Wir k6nnen daher nach dem Gesagten die in dem einen Hauptnormal
schnitt liegenden Strahlen, deren zugehorige Wellennormalen sich in C1 schneiden, 
so behandeln, als ob sie von C1 in einer isotIopen Platte mit dem Brechungsindex 
no/ v ausgehen wiirden. Nach dem Austritt in das isotrope AuBenmedium ver
halten sie sich wie ein astigmatisches Strahlenbiindel, das von der oberen Platten-

ebene BQ den Fokalabstand C1 B. -;.. = ve1dbesitzt; der scheinbareBrechungs-
no - _.---

1) Vgl. z. B . F. KOHLRAUSCH, Lehrb. d. prakt. Physik,1S. Aufl., S. 301. Leipzig 1927. 
2) H. C. SORBY, Proc. Roy. Soc. London Bd.26, S.384. 1877; Mineral. Mag. Bd. 1, 

S.97 u . 193. 1877; Bd.2, S. 1 u. 103. 1878. 
3) G. G. STOKES, Proc. Roy. Soc. London Bd. 26, S. 386. 1877; Mathern. u. Phys. Pap. 

Bd. 5, S. 6. Cambridge 1905· 
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index ist daher 1/(h'V' Entsprechend HiBt sich zeigen, daB 1/(!2'V der scheinbare 
Brechungsindex im zweiten Hauptnormalschnitt ist. 

In jedem FaIle erscheint daher der mit dem Mikroskop anvisierte Objekt
punkt als kurze, senkrecht zum Hauptnormalschnitt liegende Linie; will man 
nun mit dem Mikroskop ein scharfes Bild des einen oder des anderen der beiden 
zueinander senkrechten Liniensysteme erhalten, so miissen die Linien offenbar 
senkrecht bzw. parallel zu den beiden Hauptnormalschnitten liegen. 

Fiihrt man die entsprechende Betrachtung mit der zweiten Schale der 
Strahlenflache durch, so sieht man ein, daB beim Anvisieren der beiden zu
einander senkrechten Liniensysteme durch ein Mikroskop nach Dazwischen
schieben einer Platte eines optisch zweiachsigen Kristalls im all
gemeinen vier verschiedene Mikroskopeinstellungen existieren, bei welchen die 
(geeignet orientierten) Linien scharf zu sehen sind; bei den beiden Einstellun
gen, die zu demselben Liniensystem gehOren, sind dann die aus der Platte aus
tretenden Strahlenbiindel offenbar senkrecht zueinander polarisiert. Hat man 
fiir das eine der beiden polarisierten Strahlenbiindel die richtige Orientierung 
des einen der beiden Liniensysteme gefunden, so gelangt man zu der dem 
anderen Strahlenbiindel entsprechenden richtigen Orientierung dieses Linien
systems, indem man die Platte in ihrer Ebene urn 90 0 dreht. 

Bei einer Platte eines optisch einachsigen Kristalls reduziert sich 
die Zahl dieser Mikroskopeinstellungen auf drei, da die eine Schale der Strahlen
flache eine Kugel ist und das dem ordentlichen Strahlenbiindel entsprechende 
Bild keinen Astigmatismus besitzt. 

Die SORBYSchen Erscheinungen lassen sich daher henutzen, urn isotrope, 
optisch einachsige und optisch zweiachsige Platten zu unterscheiden; auBerdem 
liefern sie die Moglichkeit einer angenaherten Bestimmung del Hauptbrechungs
indizes und der kristallographischen Orientierung einer doppelbrechenden Kristall
platte l ). 

39. Astigmatische Strahlenbiindel in doppelbrechenden Kristallen. In einem 
isotropen Medium besitzt ein astigmatisches Strahlenbiindel bekanntlich die 
Eigenschaft, daB seine Fokalebenen senkrecht zueinander stehen. In einem doppel
brechenden Kristall dagegen konnen, wie die Untersuchungen von KUMMER2) 
gezeigt haben, auch astigmatische Strahlenbiindelmit geneigten Fokalebenen 
(Biindel 2. Art) oder imaginaren Fokalebenen (Biindel 3. Art) auf
treten; wir geben in dieser Ziffer nur eine Ubersicht tiber die Ergebnisse jener 
Untersuchungen. 

Wir denken uns in einem doppelbrechenden Kristall durch irgendwelche 
brechenden und reflektierenden Flachen ein astigmatisches Strahlenbiindel mit 
der Achse G erzeugt und legen um einen beliebigen, auf G liegenden Punkt als 
Mittelpunkt die Strahlenfliiche des Kristalls. 1st P derjenige der beiden Schnitt
punkte der Strahlenfliiche mit G, welcher dem Achsenstrahl des Strahlenbiindels 
zugeordnet ist, so erzeugen die durch A P gelegten Fokalebenen mit der in P 
an die Strahlenflache gelegten Tangentialebene Schnittlinien, welche konju
gierte Durchmesser der zu P gehorenden DUPINschen Indikatrix der Strahlen
flache sind. 

In optisch einachsigen Kristallen sind die ordentlichen Strahlenbtindel 
von derselben Art wie die Strahlenbtindel in einem isotropen Medium. Da nam
lich die zu den ordentlichen Strahlen gehOrende Schale der Strahlenflache eine 

1) Eine eingehende Darstellung dieser Methoden bei B. HECHT, N. Jahrb. f. Min. Beil. 
Bd.6, S.258. 1889. 

2) E. E. KUMMER, Monatsber. d. Bed. Akad. 1860, S.469; Journ. f. Math. Bd. 57, 
S.189. 1860; R. MEIBAUER, ZS. f. Math. u. Phys. Bd.8, S.369. 1863. 
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Kugel ist, so stehen die konjugierten Durchmesser der DUPINschen Indikatrix 
stets senkrecht zueinander und auBerdem senkrecht zum Achsenstrahl; somit 
miissen auch die Fokalebenen senkrecht zueinander stehen. FUr die den auBer
·ordentlichen Strahlen entsprechende Schale der StrahlenfHiche ist die DUPINsche 
Indikatrix eine Ellipse, deren Achsen parallel und senkrecht zum Haupt
schnitt des Achsenstrahls liegen. Die Fokalebenen stehen nur dann senkrecht 
zueinander, wenn die eine von ihnen parallel zum Hauptschnitt des Achsen
strahls liegt; fUr alle anderen Lagen ist der von den Fokalebenen gebildete 
Winkel kleiner als n/2 und erreicht ein Minimum, wenn sie symmetrisch zu 
jenen ausgezeichneten, zueinander senkrechten Fokalebenen liegen. 

In optisch zweiachsigen Kristallen existieren nicht nur gewohnliche 
astigmatische Strahlenbundel und Blindel 2. Art (mit allen moglichen, zwischen 
o und n/2 liegenden Winkeln der Fokalebenen), sondern auch Bundel 3. Art; 
denn fUr Achsenstrahlen, welche innerhalb eines der Kegel der inneren konischen 
Refraktion liegen [vgl.Ziff. 36c)], ist die DUPINsche Indikatrix eine Hyperbel und 
besitzt daher neb en reellen auch imaginare konjugierte Durchmesser. 

Die KUMMERsche Theorie der astigmatischen Strahlenbiindel in doppel
brechenden Kristallen wurde durch die an Kalkspat- und Aragonitplatten aus
gefiihrten Messungen von QUINCKE1) bestatigt. 

{j} Polarisations- und Intensitatsverhaltnisse bei der partiellen Reflexion 
und Brechung. 

40. Phasen der reflektierten und gebrochenen Wellen. Aus (172) folgt 
das durch die Erfahrung bestatigte Ergebnis, daB die reflektierten und 
gebrochenen Wellen, welche bei der partiellen Reflexion und 
Brechung an der gemeinsamen BegrenzungsfUiche nicht ab
sorbierender, nicht aktiver Kristalle aus der einfallenden, 
linear polarisierten Welle entstehen, ebenfalls linear polari
s i e r t sind 2); denn die Schwingungsazimute 1]«) sind nach (172) und (170) bei 
der partiellen Reflexion und Brechung samtlich reell und hangen nur von dem 
Einfallswinkel n - cp, sowie von den kristallographischen Orientierungen und 
den Hauptbrechungsindizes der beiden aneinandergrenzenden Kristalle abo 

Es konnen daher die bei der partiellen Reflexion und Brechung entstehenden 
refiektierten und gebrochenen Wellen in den Punkten der gemeinsamen Be
grenzungsebene keine Phasendifferenzen gegen die einfallende Welle besitzenj 
jn der Tat folgt aus (164) mit Rucksicht auf (166) und (167) die Beziehung 

,1(1) = LJ(I1) = ,1(1) = ,1(2) = 0 , 

falls wir die Phasendifferenzen zwischen der einfallenden und den beiden re
flektierten, bezw. gebrochenen Wellen mit L/(1) und L/(I1), bezw. L/(1) und ,1(2) 
bezeichnen 3). 

41. Betrage der Lichtvektoramplituden der reflektierten und gebrochenen 
Wellen. Die weitere Untersuchung der Polarisations- und Intensitatsverhalt
nisse der an der gemeinsamen Begrenzungsflache nicht absorbierender, nicht 
aktiver Kristalle durch partielle Reflexion und Brechung entstandenen Wellen 

1) G. QUINCKE, Monatsber. d. Berl. Akad. 1862, S. 498; Pogg. Ann. Bd. 117, S. 563. 1862. 
2) Uber die durch fremde, an der gemeinsamen BegrenzungsfUi.che haftende Ober

flachenschichten hervorgerufenen A.nderungen des Polarisationszustandes vgl. Kap. 6 
ds. Bandes. 

3) Fur den Fall, daB das erste Medium kristallinisch und das zweite Medium isotrop 
ist, wurde die Beziehung ,del) = ,dell) experimentell durch B. BRUNHES [C. R. Bd. 115, 
S·502. 1892; Ann. chim phys. (6) Bd.30, S.98. 1893; Journ. de phys. (3) Bd.2, S.489. 
1893] nachgewiesen. 
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erfordert die Kenntnis der Betrage der Lichtvektoramplituden dieser Wellen, 
die wir daher berechnen mussen. 

Eine erste Beziehung fur diese GraBen gewinnt man aus Gleichung (165), die 
fUr Punkte der gemeinsamen Begrenzungsebene mit Riicksicht auf (166) und (168) 
111 

ubergeht. 

i ~ 1 cos 1] sin cp + I ';t;(l) 1 cos IF) sin cp(l) + 1 ~(~l) 1 cos I) (II) sin cp(Il) I 
= 1 'l;(1) I cos r/l) sin cp(l) + I 'l;(2)! cos lP) sin cp(2) 

( 181) 

Drei weitere Gleichungen ergeben sich bei DurchfUhrung der Gleichungen 
(9) und (10) unter Heranziehung der Grenzbedingungen (5) und der Verknupfungs
gleichungen (43)1), und zwar liefert die zweite Grenzbedingung (5) die Glei
chungen 

I~I sin 17 sin cp cos cp + 1:t(l)1 sin IP) sin cp(l) cos cp(l) + li(IiJl sin 1) (II) sin cp(Il) cos rp(Il) I 
__ _ (1S2) 

= 1'3)(1)1 sin 1)(1) sincp(l) COScp(l) + 1'l;(2) I Sill1)(2) sincp(2) COScp(2) 

und 
1'3:1 sin17 sin2 cp + 11;(1)1 sin 1)(1) sin2cp(I) + I '3:,(Il) I sinl/Il) sin2cp(II) I 

= 1 'l;(1) 1 sin r;(1) sin 2 cp(l) + 1 ~(2) I sin })(2) sin2 cp(2) , 

wahrend die erste Grenzbedingung (5) zur Gleichung 

I~I sin2cp (COS}) cos cp - tg C sin cp) + j!:(l)j sin2 cp(l) (cos 1)(l) cos cp(I) - tg C(l) sin cp(l») 

+ j';t;(Il) I sin2 cp(II) (cosr;(IJ) COScp(ll) - tgC(Il) sincp(IJ») 

= I 1;(1) I sin 2 cp(l) (cos 1)(1) cos cp(l) - tg ~(1) sin cp(l») 

fiihrt. 
+ i 1;(2) 1 sin 2 rp(2) (cos 1)(2) cos cp(2) - tg t(2) sin cp(2») 

(183) 

(184) 

Werden die Winkel cp und I) aus (170) und (172) berechnet und sind die 
Winkel t gemaB Ziff. 19 ermitte1t2) , so kann man mit Hilfe der Gleichungen 
(181), (182), (183) und (184) die Betrage der Lichtvektoramplituden I~(l) I, I~(II) I 
und 1 ~(1) I, 1~(2) 1 der reflektierten und gebrochenen Wellen durch den Betrag der 
Lichtvektoramplitude I~I der einfallenden Welle ausdrucken. Sind]<1) und J(ll), 

bezw, ]<1) und ]<2) die Intensitaten der reflektierten, bezw. ge
brochenen Wellen, so hat man noch (32) 

]<1) = 1~(I)12, J(ll) = 1~(II)12, ]<1) = j~(1)12, ]<2) = 1~(2)12. 

Entsprechende Gleichungen wie fUr die Betrage der Lichtvektoramplituden 
erhhlt man fur die Betrage der Amplituden der magnetischen FeldsUirken in 
den reflektierten und gebrochenen Wellen3). 

') Uber die Einzelheiten der Durchrechnung vgl. z. E. P. VOLKMANN, Vorlesungen 
uber die Theorie des Lichtes, S. 335 - 33 7. Leipzig 1891; CH. E. CURRY, Electromagnetic 
theory of light Ed. I, S. 362-368. London 1905. 

2) 1st das erste Medium isotrop und kennt man die kristallographische Orientierung, 
sowie die Hauptbrechungsindizes des zweiten Mediums, so lassen sich die \Vinkel :(1) und ,(2 ) 

fur die beiden gebrochenen Wellen durch die zugeh6rigen Werte <p(1) und 1)11), bezw. 97(2 ) 

und 1)12) ausdrucken; vgl. P. KAEMMERER, N. ]ahrb. f. Min. Eeil. Ed. 20, S.206. 1905; 
F. E. WRIGHT, Sill. ]ourn. (4) Ed. 31, S. 175. 1901; Tschermaks mineral. und petrogr. Mitteil. 
Ed. 30, S. 191. 1911. 

3) F. E. WRIGHT, Sill. ]ourn. (4) Bd. 31, S. 159. 1911; Tschermaks mineral. und petrogr. 
Mitteil. Ed. 30, S. 174. 1911. Mit den Gleichungen fUr die Amplitudenbetrage der magne
tischen Feldstarke formal identisch sind die Gleichungen, welche G. KIRCHHOFF (Abhand
lungen d. Eerl. Akad. 1876, S. 77; Ges. Abhandlgn., S. 369. Leipzig, 1882) fiir die Eetrage 
der Lichtvektoramplituden bei zwei aneinandergrenzenden kristallinischen Medien aus der 
elastischen Lichttheorie (vgl. Ziff. r) hergeleitet hat. 
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Fiir den allgemeinen Fall, daB beide aneinandergrenzenden Me
dien kristallinisch sind, liegen Beobachtungen nur bei Zwillingskristallen 
(vgl. Ziff. 30) vor. Die bisherigen experimentellen Priifungen der Theorie beziehen 
sich jedoch groBtenteils auf den in den folgenden Ziffern 42 bis 49 zu Grunde 
gelegten Fall, daB das eine der beiden aneinandergrenzenden 
M e die n i sot r 0 p ist. 

42. Betrage der Lichtvektoramplituden der reflektierten und gebrochenen 
Wellen fur den Fall, daB das erste Medium isotrop ist. Ist das erste Medium 
isotropl) , so hat man nur eine reflektierte Welle; in diesem FaIle haben wir 
daher 1'Il(Il) I = 0, ferner' = ,(I) = 0 und nach (168) (wegen n = n(l)) fP = :n - fP(l) 
zu setzen. Fiihren wir zur Vereinfachung der Schreibweise die Bezeichnungen 

1:j51 = A, 1:i)(1) I = P, l:r{l) I = HI 1~(2)1 = H2 , 

1) = <X, rp) = g, 1l1) = 171, 1)(2) = 112' 

~(1) = '1' ~(2) = ~2' fP=:n-i, qP)=i, 

fP(I) =:n - '1' fP(2) = :n - '2 

ein, so daB also i den Einfallswinkel, '1 und r2 die Brech ungswinkel 
(vgl. Ziff. 32) bedeuten, so erhalten wir aus den Gleichungen (181), (182), (183) 
und (184) die folgenden 

(185) 

(A sincX - P sine) sin i cosi = HI sin1Jl sinYI COS'I + H2 sin1J2 sinY2 COSY2 , (186) 

(A cos<x - P cose) cosi sin2 i = HI (COS1h COSY1 + tg~1 siny1) sin2Yl } 

+ H2 (COS1J2 COSY2 + tg~2 siny2) sin2Y2 . 

(187) 

(188) 

In den Gleichungen (185), (186), (187) und (188) sind A, <X und i als gegeben 
anzusehen, femer sind '1' '2' Yv r 2, 1)1 und 1)2 durch die schon besprochenen 
Gesetze der Doppelbrechung (Ziff. 19, 33 und 34) bekannt; man kann die Glei
chungen somit benutzen, urn die unbekannten GruBen P, e, HI und H2 zu 
berechnen2). Wir beschranken uns im folgenden auf die Berechnung der der 
Beobachtung leicht zuganglichen GraBen P und e, von welchen erstere die 
I n ten s ita t d err e fIe k tie r ten We 11 e liefert. 

43. Uniradiale Schwingungsazimute. Fiir die weitere Betrachtung ist es 
zweckmaBig, die speziellen Falle zu betrachten, bei welchen im Kristall nur eine 
gebrochene Welle auftritt, also entweder H2 = 0 oder HI = 0 ist. Das zu einem 
soIchen Falle geharende Schwingungsazimut <Xl bzw. <X2 der einfallenden Welle 
und das entsprechende Schwingungsazimut el bzw. e2 der reflektierten Welle 
bezeichnet man nach MACCULLAGH3) als uniradiale Schwingungsazimute; 

1) Dieser speziellere Fall wurde auf Grund der elastischen Lichttheorie (vgl. Ziff.1) zuerst 
von F. NEUMANN (Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835, S. 1; Ges. WerkeBd. II, S. 359. Leipzig 1906) 
und fast gleichzeitig von J. MAC CULLAGH [Phil. Mag. (3) Bd. 8, S. 103. 1836; Bd. 10, S.42. 
1837; Trans. R. Irish Acad. Bd. 18, S. 31. 1838; Collect. Works. S. 75, 83, 87 u. 140. London 
1880] behandelt. 

2) (! ist unbekannt. wei! das erste Medium isotrop ist und in diesem Falle bei der 
in Ziff. 33 b) besprochenen Methode das Schwingungsazimut der refiektierten Welle un
bestimmt bleibt. 

3) J. MACCULLAGH, Trans. R. Irish Acad. Bd. 18. S.40. 1837; Collect. Works, S.98. 
London 1880. 
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die uniradialen Schwingungsazimute lassen sich experimentell leicht be
stimmenl). 

Wir setzen fiir den durch HI = 0, 0(, = 0(,2, e = ez bzw. H2 = 0 (X = (Xl' 
(! = el gekennzeichrieten Fall A = A 2 , P = P 2 , Hz = Hz bzw. A = AI> 

P = PI' HI = HI' 
Fiir Hz = 0 gehen dann die Gleichungen (185), (186), (187) und (188) in die 

folgenden tiber: 

(A] cos 0(,1 + PI cosel) sini = H] COS1Jl sinrl , (189) 

(AI sin 0(,1 - PI sinel) sini cosi = HI sin1Jl sinYl cosrl , (190) 

(A] sin(Xl + PI sinel) sin2i = H] sin1Jl Sin2y1 , (191) 

(AI cos (Xl - PI cosel) cosi sinzi = HI (COS1J] cosrl + tg~l sinrl) sinzr1 • (192) 

Das gleichzeitige Bestehen der drei ersten Gleichungen fordert das Verschwinden 
ihrer Determinante und diese ftihrt, gleich Null gesetzt, nach geringer Um
formung zu der Beziehung 

sin(i +rl)cotg(Xl - sin(i - rl)cotgel = sin2icotg1Jl; (193) 

ferner ergibt das analog begriindete Nullsetzen der Determinante der dreiletzten 
Gleichungen 

sin(i + rl)cotgO(,l + sin(i - r])cotg~.lJ = sin2Yl cotg1Jl + 2sin.Br! tg~l. (194) 
SIll?]1 

Aus (193) und (194) erhiilt man fiir die uniradialen Schwingungsazimute 0(,1 

und !?J die BestimmungsgleichungenZ) 

(.) sin2rltg~1 1 cotg(Xl = cos ~ - rl cotg1Jl + . (. + ). , 
sm 2 r1 sm?]! 

(.) sin2rl tgC1 cotgel = -cos ~ + r1 cotg1Jl + . (" ). . 
SIn 2 - r1 sln?]1 

(195) 

In entsprechender Weise erhalt man im FaIle HI = 0 fUr .die uniradialen 
Schwingungsazimute (X2 und e2 

t (.) sin2r2 tg~2 I co gO(,Z = cos ~-r2 cotg1Jz+ . (.+ ). , 
sm 2 r2 sm?]2 

(.) sinS rs tgC2 cotge2 = -cos ~ + rz cotg1Jz + . (. ). . 
sm 2 - rs sm?]2 

(196) 

Die Formeln (195) und (196) fur die uniradialen Schwingungsazimute verein
fachen sich erheblich bei optisch einachsigen Kristallen; ihre Richtigkeit wurde 

1) Das Prinzip des MeBverfahrens ist folgendes: Man liiBt das einfallende, mono
chromatische, parallele Licht durch einen Polarisator gehen und dreht diesen so lange, bis 
nur e in e gebrochene Welle im Kristall auf tritt, was bei zwei Stellungen des Polarisators 
erreicht wird; das Azimut der Schwingungsebene des Polarisators in diesen beiden Stel
lungen liefert die uniradialen Schwingungsazimute ~! 'und ~2 der einfallenden Welle. Die 
entsprechenden uniradialen Schwingungsazimute der reflektierten Welle (!I und 1!2 wer
den mit Hilfe eines drehbaren Analysators bestimmt. 

2) J. MAC CULLAGH, Trans. R. Irish Acad. Bd. 18, S. 51. 1838; Collect. Works, S. 110. 
London 1880; F. NEUMANN, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835, S. 144; Ges. Werke Bd. II, 
S. 535. Leipzig 1906. 
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bei diesen durch die an Kalkspat angestellten Messungen von NEUMANN 1) 
und WRIGHT2) erwiesen3). 

Aus (193) ergibt sich, daB bei einer einfallenden Welle, die sich in 
einem uniradialen Schwingungsazimut befindet, die Schwingungs
richtung mit den Schwingungsrichtungen der reflektierten und 
gebrochenen Welle komplanar ist. Infolgedessen liegen auch die durch 
ein und denselben Punkt gezogenen N ormalen der Schwingungs
ebenen dieser drei Wellen in einer Ebene, und eineeinfachegeometrische 
Betrachtung zeigt 4), daB diese Ebene die Polarebene [vgl. Zif£' 17e)] des 
gebrochenen Strahles ist. Aus diesem Satze und den Gleichungen (189) 
und (191) folgt weiter, daB die Res ul tierende a us den Am pI i tud en 
der in einem uniradialen Schwingungsazimut einfallenden und 
reflektierten Welle die Amplitude der gebrochenen Welle liefert. 

Die Einfiihrung der uniradialen Schwingungsazimute bildet die Grundlage 
fiir die zuerst von MAC CULLAGH durchgefiihrte geometrische Behandlung des 
Reflexionsproblems 6); sie erleichtert auBerdem die Berechnung der Amplituden
betrage des Lichtvektors der reflektierten Welle, wie aus der folgenden Ziffer 
zu ersehen ist. 

44. Berechnung der Intensitat und des Schwingungsazimuts der reflek
tierten Welle mit Hilfe der uniradialen Schwingungsazimute. Wir erledigen 
jetzt mit Hilfe der uniradialen Schwingungsazimute, das in Ziffer 42 angedeu
tete Problem, IntensiUit und Schwingungsazimut der reflek
tierten Welle bei gegebener einfallender Welle zu berechnen. 

Wir bezeichnen die parallel zur Einfallsebene genommenen Komponenten 
der Amplituden des Lichtvektors mitdem Index p, die senkrecht zur Einfalls
ebene genommenen Komponenten mit dem Index s, setzen also 

Ap = A cos IX , A8 = AsinlX, Pp = Pcose, P8 = Psine. 

1st fiir IX = IXI (also e = el und H2 = 0) gleichzeitig HI = 1, so bezeichnen 
wir die Betrage der Lichtvektoramplituden der einfallenden und reflektierten 
Welle mit Ail) und Pil ); entsprechend benutzen wir fiir diese GraBen die Bezeich
nungen A~ll und p~1), falls fiir IX = 1X2 (also e = e2 und HI = 0) gleichzeitig 
H2 = 1 ist. A ill, Pi!), A~l) und p~ll berechnen sich aus den entsprechend spezia
lisierten Gleichungen (189), (190), (191), (192); sind die uniradialen Schwin
gungsazimute lXI' IX2' Ih und 1]2 bekannt, so hat man dann 

Ail1 = Ail) cos lXI' 

PiI1 = Pill cos el ' 
Unsere Aufgabe ist, 
P*~ auszudriicken. 

AiI~ = Ai1lsinIXI' A~Ib = A~)COSIX2' A~~ = A~)sinIX2' 

PiI~ = P~) sin el' p~I1 = P~) cos (22 , P2~ = P~) sin e2 . 
P d P d h ACll Am A(I) A(1) p:l) P(II P(ll d 

p un 8 urc Ip' 1.. 2p' 2., Ip' 1., 2p un 

1) F. NEUMANN, Pogg. Ann. Bd. 42, S. 9.1837; Ges. Werke Bd. II, S. 599. Leipzig 1906. 
2) F. E. WRIGHT, Sill. Journ. (4) Bd. 31, S. 188. 1911; Tschermaks mineral. und petrogr. 

Mitteil. Bd. 30, S. 206. 1911. 
3) Die geringere Ubereinstimmung, welche die nach der Theorie berechneten und von 

R. T. GLAZEBROOK (Proc. Roy. Soc. London Bd. 33, S. 30. 1881; Phil. Trans. Bd. 173, S. 595. 
1883) an polierten Oberflachen beobachteten Werte zeigten, war durch Oberflachenschichten 
bedingt; vgl. hierzu R. T. GLAZEBROOK, Proc. Cambridge Phil. Soc. Bd. 5. S. 11?9. 1884; 
C. SPURGE, Proc. Roy. Soc. London Bd. 41, S.463. 1886; Bd.42, S.242. 1887. (Uber den 
Einflu13 der Oberflachenschichten auf die Reflexionspolarisation vgl. Kap.6 ds. Bandes.) 

4) J. MAC CULLAGH, Trans. R. Irish Acad. Bd. 18, S.40. 1838; Collect. Works, S·97. 
London 1880. 

6) J. MAC CULLAGH, Phil. Mag. (3) Bd.8, S. 103. 1836; Trans. R. Irish Acad. Bd. 18, 
S.31. 1838; Proc. R. Irish Acad. Bd. 1, S.228. 1841; Collect. Works, S. 75, 83, 87 u. 140. 
London 1880; A. CORNU, C. R. Bd. 60, S. 47.1865; Ann. chim. phys. (4) Bd. 11, S. 283· 1867. 
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Da die Gleichungen (185), (186), (187), (188) in HI und H2 linear sind, so 
haben wir fiir beliebige, von 0 und 1 verschiedene Werte HI und H2 

Ap = AiI1H} + A~1H2' A. = Ai1;HI + Ah1;H2' } 

Pp = Pil1HI + P~~H2' p. = PiI;HI + Pl!H2 • (197) 

Aus dies en Gleichungen lassen sich die gesuchten GroBen Pp undP. berechnen. 
Man erhalt zuniichst aus den beiden ersten Gleichungen (197) 

mit Hilfe dieser Ausdriicke gewinnt man aus den zweiten Gleichungen (197) 
Pp und p., und zwar folgt 

P _ (_Pill A(l) + p:lJ A(l)~~ _ (_Pill An) + pill A(1)~ 
p - Ip 28 2p Is D Ip 2p 2p Ip D ' 

P = (_pi1I A (1) + pi1I A(I) Ap _ (_pi1I A (1) + pm A(lJ)~ 
B Is 28 28 18 D Is 2p 28 Ip D ' 

wobei 
D = (A (1) A(1) - A(I) An) 

18 2p Ip 2. 

gesetzt ist. 
Fiir die Intensitiit J und das Schwingungsazimut (} der reflektierten Welle 

folgt dann p 
] = P; + P~, tg(} = p-'-. 

p 

45. Zusammenhang zwischen den Schwingungsazimuten der einfallenden 
und reflektierten Welle. Zwischen den Schwingungsazimuten der einfallenden 
und der reflektierten Welle HiBt sich aus den besprochenen Gesetzen eine An
zahl einfacher Beziehungen herleiten, die sich experimentell priifen lassen. 

a) Zusammenhang zwischen den uniradialen Schwingungs
azimuten lXI' lX2' (}I und (}2' Aus den Gleichungen (189), (190), (191) und 
(192) ergibt sich fUr die uniradialen Schwingungsazimute lXI' lX2' (}I und (}2 bei 
Heranziehung der POTIERSchen Relation (105) die Beziehung 

cos (LXI - LX2) 
cos (I?l - 1?2) = fli fl2 , 

wobei fll = ~~ , und fl2 = ~: gesetzt ist; sie wurde von SCHWIETRINGI) ge

gefunden und durch Messungen an Kalkspat bestatigt. 
b) Allgemeiner Zusammenhang zwischen den Schwingungs

azimuten der einfallenden und der re£lektierten Welle. Es liiBt 
sich zeigen, daB das Schwingungsazimut (} der reflektierten Welle in einfacher 
Weise berechnet werden kann, falls der Einfallswinkel i, die Brechungswinkel 
r1 und r2 , das Schwingungsazimut lX der einfallenden Welle und die uniradialen 
Azimute lXI' 1\2' (}2 und [12 bekannt sind. Zuniichst folgt aus (190) und (191) 

und entsprechend gilt 

A · - Ii Sin1)2sinr2sin(i + r2) . 
2 smlX2 - 2 sinisin2i ' 

somit wird AlsinLXl PI sin I?l sin(i+r1) sin(i-rll 
A2sinLX2: P2sinl?2 = sin(i + r2) : sin(i - r2l' 

1) F. SCHWIETRING. N. Jahrb. f. Min. Beil. Bd.26. S. 331 u. 336. 1908. 

(198) 
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Besitzt nun eine einfallende, linear polarisierte Welle das beliebige Schwingungs
azimut eX, die zugehOrige reflektierte Welle das Schwingungsazimut (! und ist 
Al bzw. A2 die nach dem uniradialen Azimut eXI bzw. eX2 genommene Kompo
nente der Lichtvektoramplitude der einfallenden Welle, femer PI bzw. P2 die 
nach (!l bzw. (12 genommene Komponente der Lichtvektoramoplitude der reflek
tierten Welle, so ergibt eine einfache geometrische Betrachtung die Beziehungen 

woraus 

folgt. 

Al sin (IX - lXa) 
A a sin (IXI ----;xy • 

cotg IX - cotg IXZ 

cotg 1X1 - cotg IX ' 

PI sin (e - ea) 
Pz =sin(el-e)' 

PI sin e1 cotg e - cotg ea 
Pasinea = cotgel - cotge (199) 

Aus (198) und (199) ergibt sich der folgende Zusammenhang l ) zwi
schen den zugeh6rigen Schwingungsazimuten der einfallenden 
und der reflektierten Welle: 

oder 

BcotgeXcotge + CcotgeX + Dcotg(l + E = 0 1 
t CcotglX + E 

co g(l = - BcotglX + D' 
(200) 

wobei 
B=M-N, 

D = -McotglXI + NcotgeX2 , 

Jl!I = sin (i + rl) 
sin(i+ra)' 

C = N cotg(ll - M cotg(l2' 

E = M cotg lXI cotg (12 - N cotg lX2 cotg (II , 

N = sin(i - r1) 

sin(i - ra) 

gesetzt ist. Die zweite der Gleichungen (200) liefert in der Tat e als Funk
tion von i, 1'1' r2, lX, eXI , lX2' e, und e2' 

Aus den Messungen der Schwingungsazimute der Wellen, die an einer 
einzelnen, kristallographisch beliebig orientierten Kristallmiche unter geeigneten 
Einfallswinkeln reflektiert werden, lassen sich die Hauptbrechungsindizes, 
sowie die Lagen der Binormalen des Kristalls ermitteln2). 

c) Hauptazimute. Setzt man in (200) flir eX alle moglichen Werte ein, 
so sieht man, daB bei einem bestimmten Einfallswinkel die (durch die einfallende 
bzw. reflektierte Wellennormale gelegten) Schwingungsebenen der einfal
lenden und der zugehorigen reflektierten Wellen zwei projektive 
Ebenenbiischel bilden; die Schnittgeraden der Schwingungsebenen der zu 
einander gehOrenden einfallenden und reflektierten Wellen bilden daher die 
Mantellinien eines Kegels zweiten Grades, der durch die einfallende und 
die reflektierte Wellennormale hindurchgeht 3). 

Da in zwei projektiven Ebenenbiischeln zwei korrespondierende Ebenen
paare vorhanden sind, die senkrecht aufeinander stehen, so muB es zwei zuein
ander senkrechte Schwingungsazimute der einfallenden Wellen geben derart, 
daB die Schwingungsazimute der korrespondierenden reflektierten Wellen eben
falls senkrecht aufeinander stehen. Die Existenz dieser sogenannten Hauptazi
mute wurde von CORNU4) durch Messungen bei Kalkspat und Schwefel mit 
groBer Genauigkeit nachgewiesen. 

1) F. NEUMANN, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835, S.142; Ges. Werke Bd. II, S. 532. 
Leipzig 1906. 

2) C. VIOLA, Lincei Rend (5). Bd. 16 (2), S.668. 1907; Bd. 17 (1) S.314. 1908; ZS. 
f. Krist. Bd.46. S. 154. 1909. 

3) A. CORNU, C. R. Bd.60, S.47. 1865; Ann. chim. phys. (4) Bd. 11, S.329. 1867. 
4) A. CORNU, Ann. chim. phys. (4) Bd. 11, S. 11, 346 u. 376. 1867. 

Handbuch der Physik. XX. 46 
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d) Bezieh ung zwischen den Schwingungsazim u te n zweier 
einfallender Wellen mit gleiche'r Einfallsebene und entgegen
gesetzt gleichen Einfallswinkeln. Wir betrachten eine im ersten 
Medium unter dem Winkel i einfallende, linear polarisierte Welle mit dem 
Schwingungsazimut IX und dem Betrag der Lichtvektoramplitude A; die (unter 
dem Winkel i) reflektierte Welle solI das Schwingungsazimut e und dessen 
Lichtvektoramplitude den Betrag P besitzen. AuBerdem fassen wir in derselben 
Einfallsebene eine zweite einfallende, linear polarisierte Welle ins Auge, bei 
welcher das Schwingungsazimut IX', der Betrag der Lichtvektoramplitude A I 
und der Winkel zwischen Wellennormalenrichtung und Einfallslot cp' = n + i 
ist; besitzt dann die (unter dem Winkel -i) reflektierte Welle das Schwingungs
azimut e' und den Betrag der Lichtvektoramplitude P', so kann man aus den 
Gleichungen (185), (186), (187) und (188) unter Heranziehung der Relation 
(105) die Beziehung cos (a - e') fl 

cos (!oJ - a') fl' 

gewinnen 1), wobei fl = ~ , und fl' = ~; gesetzt ist; ihre Richtigkeit konnte 

eben falls an Kalkspat bestatigt werden 2). 
46. Drehung der Schwingungsebene durch Reflexion. a) D r e hun g de r 

S c h win gun g s e ben e d u r c h R e fl e x ion b e i bel i e big ernE i n fall s
win k e 1. Die Differenz e - IX zwischen dem Schwingungsazim ut e der re
flektierten Welle und dem Schwingungsazimut IX der einfallenden, linear polari
sierten Welle bezeichnet man als die durch die Reflexion hervorgerufene 
Drehung der Schwingungsebene; eine gleiche Drehung erleidet offenbar auch 
die Polarisationsebene. Liegt die Schwingungsebene der einfallenden Welle parallel 

oder senkrecht zur Einfallsebene (IX = 0 bzw. IX = ~), so verschwindet e - IX 

[im Gegensatz zur Reflexion an isotropen Korpern 3)] im allgemeinen nicht, 
sondern nur fUr spezielle Wellennormalenrichtungen der einfallenden Welle; es. 
HiBt sich zeigen, daB dieselben die Mantel zweier gleichartiger Kegel dritter 
Ordnung bilden, die durch das Einfallslot hindurchgehen und in Bezug auf dieses 
urn 180 0 gegeneinander verdreht sind 4). 

b) Drehung der Schwingungsebene durch Reflexion bei 
sen k r e c h t e r In z ide n z. Eine Drehung der Schwingungsebene findet (eben
falls im Gegensatz zur Reflexion an isotropen Korpern) auch bei der Re
flexion un ter senkrech ter Inzidenz statt 5). Sind in diesem FaIle n(l) 

und n(2) die Brechungsindizes der beiden gebrochenen Wellen und werden die 
Azimute IX und e auf die Schwingungsebene der Welle mit dem Brechungsindex 

n(2) bezogen6), so wird IX2 = e2 = 0, IXl = e1 = ~; aus (200) folgt dann 

. N n(l) - y n(2) + y 

cotg e = cotg IX hm M = n(l) + y n(2) _ y cotg IX = P cotg IX , 
-----

') A. POTIER, Journ. de phys. (2) Bd. 10, S. 353. 1891; F. SCHWIETRING, N. Jahrb. f. 
Min., Beil. Bd.26, S.320. 1908. 

2) F. SCHWIETRING, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd.26, S.334. 1908. 
3) V gl. hierzu die Ausfiihrungen in Kap. 6 ds. Bandes. 
4) F. NEUMANN, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835, S. 138; Ges. Werke Bd. II, S. 527. 

Leipzig 1906. 
5) Zuerst beobachtet von H. DESENARMONT, Ann. chim. phys. (3) Bd. 20, S.428. 1847. 
6) Die Schwingungsebenen der bei senkrechter Inzidenz gebrochenen Wellen erhalt 

nian, indem man mittels (84) die Schwingungsrichtungen b' und b" fiir den Fall be
rechnet, daB die Wellennormalenrichtnng § mit der in das Innere des Kristalls gezogenen 
Normale der Begrenzungsflache (negative z'-Achse) zusammenfallt. Die gesuchten Schwin
gungsebenen sind die durch die z'-Achse und b' bzw. b" bestimmten Ebenen. 
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wobei ')J den Brechungsindex des isotropen AuBenmediums bedeutet. Die 

Drehung (2 - (\; wird am gr6Bten fUr (\; = arc cotg /_ und hat dann den Wert 
l-p p 

:i -,r' der durch die von CORNU 1) an Kalkspat und rhombischem Schwefel 
2fP 

angestellten Beobachtungen gut bestatigt "ird. Sie vcrschwindet, wenn entweder 

(\; = £Xl (= ~) bzw. (\; = (\;2(=0) ist, d. h. wenn das Schwingungsazimut der 

einfallenden Welle ein uniradiales ist (denn in diesem FaIle wird auch () = '!-
~ 2 

bzw. (2 = 0), oder wenn n(l) = n(2) ist, d. h. wenn die Begrenzungsebene des 
Kristalls senkrecht zu einer Binormale liegt. 

1st ')J = n(l) oder ')J = n(2), so folgt we iter aus der letzten Gleichung, daB 
dann das Schwingungsazimut der reflektierten Welle unabhangig yom Schwin
gungsazimut der einfallenden Welle und gleich dem Schwingungsazimut der
jenigen gebrochenen Welle ist, deren Brechungsindex von ')J verschieden ist 2). 

47. Polarisationswinkel. Unter dem Polarisationswinkel fUr eine be
stimmte Einfallsebene verstehen wir denjenigen Einfallswinkel i = i: unter dem 
unpolarisiertes Licht einfallen muB, damit es nach der Reflexion an dem 
Kristall v 0 11 s tan dig lin e ar pol a r i s ier tis P). 

Fur i = ;; muG demnach jede einfallende linear polarisierte Welle, unabhangig 
von ihrem Schwingungsazimut (\;, nach der Reflexion das namliche Schwingungs
azimut 12 besitzen; die Bedingung hierfur ergibt sich durch eine einfache Be-
trachtung zu ,u1,u2 sin ((22 - (21) = 0, (201) 

wobei wieder (21 und (22 die uniradialen Schwingungsazimute der reflektierten 

Welle bedeuten und ,ul = APl , ,u2 = ~2 gesetzt ist 4). 
1 2 

Liegt die Einfallsebene parallel zu einer optischerr Symmetrie-
eben e, so liegen, wie aus Symmetriegrunden ohne weiteres ersichtlich 5), die 
uniradialen Schwingungsrichtungen parallel und senkrecht zur Einfallsebene. 

Wir haben daher dann (22 - el = ±% und die Gleichung (201) fordert somit, 

daB in diesem speziellen Falle beim Einfall unter dem Polarisationswinkel 
mindestens einer der beiden Faktoren ,u1 und ,u2 verschwindet. Es lii-Bt sich 
zeigen, daB derjenige Faktor nicht verschwinden kann, der sich auf die senk
recht zur Einfallsebene schwingende Welle bezieht; von den in uniradialen 
Azimuten schwingenden reflektierten Wellen muB daher die in der Einfalls
ebene schwingende verschwinden. Der oben definierte Polarisationswinkel fUr 
eine parallel zu einer opt is chen Symmetrieebene liegende Einfallsebene ist somit 
dadurch gekennzeichnet, daB die Schwingungsrichtung der reflektierten, linear 
polarisierten Welle senkrecht Zur Einfallsebene liegt. 

1) A. CORNU, Ann. chim. phys. (4) Bd. 11, S. 384. 1867. 
2) M. BEREK, Ann. d. Phys. Bd.58. S.172. 1919. 
3) F. NEUMANN, Abhandlgn. d. Ber!. Akad. 1835, S. 34; Ges. Werke Bd. II, S. 396. 

Leipzig 1906. Uber das Verhalten des Polarisationswinkels in dem Faile, daB der Bre
chungsindex des isotropen AuBenmediums nur wenig von dem mittleren Hauptbrechungs
index des Kristalls abweicht, vgl. R. FORRER, Vierteljschr. d. Naturf. Ges. Zurich, Bd. 69, 
S. 296. 1924. 

4) F. SCHWIETRING, Ber!. Ber. 1911, S. 426. Die Bedingung (201) bedeutet, daB das 
Amplitudenverhaltnis PIA fUr das eine Hauptazimut [vgl. Ziff. 45 c)l der einfallenden Welle 
verschwindet. Das zum anderen Hauptazimut gehi:irende Schwingungsazimut e der reflek
tierten Welle ist das Schwingungsazimut der linear polarisierten Welle, die aus der ein
fallenden unpolarisierten Welle durch Reflexion hervorgegangen i5t. 

5) F. SCHWIETRING, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd.26, S. 340.1908; Ber!. Ber. 1911, S. 427. 

46* 
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Liegt die E i n fa 11 s e ben e n i c h t par a 11 e 1 z u e in e r 0 p tis c hen 
Symmetrieebene, so sind PI und P2 von Null verschieden; aus (201) folgt 
dann 

-
(21 = (22 =12 

und diese BedingungI) liefert in Verbindung mit (195) und (196) fur:r die Gleichung 

(-) sin2 y tgC (-) sin2y'tgC 
cos i+rI cotg'lh- . (. 1).1 = cos i+r2 cotg172- . (. 2) .2 . (202) 

sm z - Yl sm!]1 sm z - Y2 sm!]2 

Das Azimut e der unter dem Polarisationswinkel reflektierten Welle wird 
als A blenkung der Schwingungsebene bezeichnet2); die Ablenkung der Polari-

sationsebene ist offenbar gleich ~ - e. e ergibt sich aus der zweiten For

mel (195) oder (196), indem man in dieser den aus (202) folgenden Wert:r einsetzt; 

in gewissen, durch Symmetrieeigenschaften ausgezeichneten Fallen 3) wird e = ~ , 
so z. B. in dem vorhin besprochenen Falle, daB die Einfallsebene parallel zu 
einer optischen Symmetrieebene liegt 4). 

Gleichung (202) vereinfacht sich bei optisch einachsigen Kristallen undgestattet 
bei diesen eine strenge Berechnung von sin:r, wenn die Einfallsebene parallel zum 
Hauptschnitt der reflektierenden Flache liegts); andernfalls muB sin:r durch 
eine Naherungsformel dargestellt werden6). Die von der Theorie gelieferten 
Werte I sind in Dbereinstimmung mit den an Kalkspat angestellten Beob
achtungen von SEEBECK 7) und CORNU 8). 

Auch beziiglich der Ablenkung e fiihrt die Theorie, wie die bei Kalkspat 
ausgefiihrten Messungen von SEEBECK 9), CORNU8) und CONROY 10) gezeigt haben, 
zu richtigen Werten 11). 

48. Schwingungsazimut einer aus einem Kristall in ein isotropes Medium 
austretenden Welle. Wahrend bisher das erste Medium als isotrop und das 

1) Die Bedingung (11 = (12 lie~t der von J. MAC CULLAGH (Trans. R. Irish Acad. Bd. 18, 
S.41 u. 53. 1838; Collect. Works, S.99 u. 111. London 1880) gegebenen Definition des 
Polarisationswinkels zugrunde, die wegen ihrer Anschaulichkeit in den meisten Darstellungen 
der Kristalloptik aufgenommen wurde; sie versagt jedoch in dem vorhin besprochenen Falle. 
daB die Einfallsebene parallel zu einer optischen Symmetrieebene liegt. 

2) F. NEUMANN. Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835. S. 33; Ges. Werke Bd. II. S.396. 
Leipzig 1906; J. MAC CULLAGH. Trans. R. Irish Acad. Bd. 18. S.41. 1838; Collect. Works. 
S.99. London 1880. Beobachtet wurde die Ablenkung zuerst von D. BREWSTER (Phil. Trans. 
1819, S.152). 

3) Diese Falle wurden von F. NEUMANN (Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835. S.134; 
Ges. Werke Bd. II. S. 522. Leipzig 1906) untersucht. 

4) 1m Gegensatz zur Reflexion an der gemeinsamen Begrenzungsflache zweier isotroper 
K6rper. bei welcher stets e = 0 ist; vgl. die Ausfiihrungen im Kap.6 ds. Bandes. 

5) A. SEEBECK. Pogg. Ann. Bd.22. S. 133. 1831, 
6) F. NEUMANN. Abhand'gn. d. Ber'. Akad. 1in5. S. 37; Ges. Werke Bd. II. S.401. 

Leipzig 1906. 
7) A. SEEBECK. Pogg. Ann. Bd.21. S.309. 1831; Bd.22. S. 135. 1831; F. NEUMANN, 

Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1835. S. 38 u. 39; Ges. Werke Bd. II. S. 401 u. 402. Leipzig 1906. 
8) A. CORNU, Ann. chim. phys. (4) Bd. 11. S.376. 1867. 
9) A. SEEBECK. Pogg. Ann. Bd.38. S.281. 1836; F. NEUMANN, ebenda Bd. 42. S.26. 

1837; Ges. Werke Bd. II. S.614. Leipzig 1906. 
10) J. CONROY, Proc. Roy. Soc. London Bd.40, S. 173. 1886. 
11) Die im allgemeinen nur wenige Grade betragende Ablenkung e laBt sich nach 

D. BREWSTER (Phil. Trans. 1819. S. 152) erheblich (bis zu 90°) steigern. indem man die 
reflektierende Flache mit einer Fllissigkeitsschicht von geeignetem Brechungsindex be
deckt; liber die Theorie dieser Anordnung vgl. F. NEUMANN. Abhandlgn. d. Berl. Akad. 
1835. S. 52; Ges. Werke Ed. II. S.417. Leipzig 1906. 
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zweite als kristallinisch vorausgesetzt war, nehmen wir jetzt an, daB d a s e r s t e 
Medium kristallinisch und das zweite isotrop istl). 

1m allgemeinen Falle2) hat man vier Wellen, namlich auBer der einfallenden 
Welle zwpi reflektierte Wellen und eine in das isotrope, zweite Medium 
gebrochene Welle; in den Gleichungen (181), (182), (183) und (184) ist dann 
I st(2) I = 0, C(l) = 0, cp(l) = (p(2) zu setzen3). 

Wir schreiben ferner zur Abkiirzung 

1) = a, 1)(1) = 1)' , cp = n - i, C = C, cpU) = n - r 

und set zen fiir den Fall, daB an Stelle der einfallenden Welle die zu dieser geharende 
Hilfswelle (vgl. Ziff. 35 b) einfallt, 

17=a*, 17(1)=17", cp=n-i*, C=C*, cp(l)=n-r; 

man erhalt dann aus den Gleichungen (181), (182), (183) und (184) bei wieder
holter Benutzung der POTIERSchen Relation (105) die folgenden Ausdriicke4): 

t I _ _ sin iX* sin (r + i*) I 
co g1} - cosiX*sin(r + i*) cos(r _ i*) + sin2i*tgC*' 

(2°3) 
t ,,_ sin iX sin (r + i) . 

co gI7 - - COSiX sin(r + i) cos(r - i) + sin2itgC ' 

hierbei sind die zur Hilfswelle geharenden GraBen a*, i* und C* als bekannt anzu
sehen, da i* und der Brechungsindex der Hilfswelle und somit [nach (172)J auch 
das Schwingungsazimut a* durch die gegebene einfallende Welle bestimmt sind. 
Die Formeln (203) sind in einem speziellen FaIle durch die von NORRENBERG5) 
an Kalkspat angestellten Beobachtungen bestatigt worden6). 

Wir denken uns nun den Lichtweg umgekehrt, nehmen somit an, daB eine 
Welle, aus dem isotropen zweiten Medium kommend, auf die gemeinsame Be
grenzungsflache unter dem Einfallswinkel r fant und im Kristall zwei gebrochene 
Wellen erzeugt, welche (bis auf die Betrage der Lichtvektoramplituden und die 
entgegengerichteten Wellennormalenrichtungen) mit der vorhin behandelten ein
fallen den Welle und ihrer Hilfswelle identisch sind. J e eine dieser beiden gebrochenen 
Wellen verschwindet fUr die durch (195) und (196) bestimmten uniradialen 
Azimute a l und a 2, wobei in diesen Formeln i = " '1 = i, '2 = i*, 1)1 = a, 
1)2 = a*, ~l = ~, und ~2 = ~* zu setzen ist; aus den so erhaltenen Ausdriicken 
ergibt sich durch Vergleich mit (203) 

cotg a l = - tgr/" 
d. h. es ist 

cotga2 = - tgl/, 

I ±n a 2 -I) = :2' (204) 

Die Schwingungsrichtung einer aus einem Kristall in ein angren
zendes isotropes Medium austretenden Welle, die aus einer im 
Kristall einfallenden linear polarisierten Welle Wen t steht, liegt 

1) Uber die eingehende Behandlung dieses Falles vgl. P. KAEMMERER, N. Jahrb. f. 
Min., Beil. Bd. 20, S.218. 1905. 

2) Vgl. hierzu S. 708, Anm. 2. 
3) Der Fall einer in einem Kristall einfallenden linear polarisierten Welle laSt sich 

realisieren, indem man auf die eine ebene Begrenzungsflache einer in einem isotropen Medium 
befindlichen Kristallplatte eine linear polarisierte Welle in einem uniraaialen Azimut ein
fallen laSt. 

4) A. POTIER, Journ. de phys. (2) Bd. 10, S. 354. 1891. 
5) J. NORRENBERG, Verhandlgn. naturhist. Ver. d. pr. Rheinl. Bd. 45, S. 1. 1888; Wied. 

Ann. Bd.34, S.843. 1888. 
6) P. KAEMMERER, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd.20, S.287. 1905. 
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somit senkrecht zur Schwingungsrichtung derjenigen Welle, 
welche, in entgegengesetzter Richtung aus dem isotropen Medium 
einfallend, im Kristall nur die zu W gehorende Hilfswelle erzeugen 
wurde1). 

Dieses Ergebnis liiBt sich mit Hilfe des in Ziff. 43 angegebenen Satzes uber 
die Polarebene des gebrochenen Strahls auch dahin aussprechen, daB die Polar
ebene der Hilfswelle, die zu der einfallenden Welle im Kristall gr'
hart, die Wellenebene der in das isotrope AuBenmedium aus
tretenden Welle in deren Schwingungsrichtung schneidet2). 

49. Drehung der Schwingungsebene durch Brechung. Fiillt eine linear 
polarisierte Welle W mit beliebigem Schwingungsazimut iX auf eine in einem iso
tropen Medium befindliche, planparallele Kristallplatte, so entstehen im Inneren 
derselben durch Brechung im allgemeinen zwei linear polarisierte Wellen WI 
und W 2, deren Schwingungsazimute 'Yj(l) und 1/2) die durch (173) bestimmte 
gegenseitige Lage besitzen. Die Differenzen 'Yj(1) - iX und rp) - iX heiBen die 
d urch Brech ung hervorgerufenen Dreh ungen der Sch wingungs
e ben e; sie sind im allgemeinen auch bei senkrechter Inzidenz von Null ver
schieden 3). 

WI bzw. W 2 tritt in das isotrope AuBenmedium als linear polarisierte Welle W~ 
bzw. W2 aus. 1st 'Yj' das Schwingungsazimut von W~ und r/, das Schwingungs
azimut von W~, ferner iXl das zu WI und iX2 das zu W2 gehorende uniradiale 
Schwingungsazimut von W, so bestehen die zu (204) analogen Beziehungen 

" ± 11 iXI - 1] = --, 
2 

, ±1l 
iX2 - 'Yj = 2' (205 ) 

die von WRIGHT4) hergeleitet und von ihm durch Messungen an Kalkspat be
sUitigt wurden. 

Da aus (195), (196) und (173) folgt, daB £Xl - £X2 im allgemeinen von ± ; 
verschieden ist, so ist aus (205) zu schlieBen, daB 'Yj' - iXl und 1]" - iX2 nicht 
verschwinden; eine linear polarisierte Welle, die mit uniradialem 
Schwingungsazimut auf eine KristallpIatte fiiIlt, erleidet so
mit beim Durchgang durch die Platte eine Drehung ihrer 
Sch wingungse ben e. 

1/1) - 17' und 17(2) -17" geben die Drehungen der Schwingungsebenen 
an, welche die in der Kristall pIa tte durch Brech ung erzeugten Wellen 
beim Austritt in das isotrope AuBenmedium erfahren; sie sind, wie sich 
mit Hilfe von (205), (195), (196) und (173) nachweisen IiiBt, im allgemeinen 
von Null verschieden. 

y) Totalreflexion. 

50. Grenzkegel der Totalreflexion. Wir betrachten wieder zwei ebenflachig 
aneinandergrenzende Kristalle, lassen aber die bisher gemachte Annahme fallen, 
daB samtliche Wurzeln der biquadratischen Gleichung (170) bzw. (174) fUr jedes 
der beiden aneinander grenzenden Medien reell sind. Existieren nur zwei reelle 
WurzeIn, so mussen die beiden anderen Wurzeln konjugiert komplex sein. Der 

1) A. POTIER, Journ. de phys. (2) Bd. 10, S. 354 (FuBnote). 1891. 
2) P. KAEMMERER, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd.20, S.243. 1905. 
3) Die durch Brechung hervorgerufenen Drehungen verschwinden bei senkrechter 

Inzidenz, wenn die Schwingungsebene der einfallenden Welle mit der Schwingungsebene 
einer der gebrochenen Wellen zusammenfallt; vgl. S. 722, Anm. 6. 

4) F. E. WRIGHT, Sill. Journ. (4) Bd. 31, S. 178 u. 188. 1911; Tschermaks mineral. u. 
petrogr. Mitteil. Bd. 30, S. 194 u. 205. 1911; F. SCHWIETRING, Centralbl. f. Min. 1912, S. 339; 
P. KAEMMERER, ebenda 1912, S.521. 
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Ubergang von vier zu zwei reellen Wurzeln ist durch das Zusammenfallen zweier 
reeller Wurzeln gegeben. Bei diesem Ubergang muB also die Diskriminante von 
(174) verschwinden, d. h. es muB 

(aOa4 - 4a1 a3 + 3a~)3 - 27(aOa2a4 + 2a1 a2 a3 - aoa~ - a 4 ai - a~)2 = 0 (206) 

sein; hierbei sind in dem die Koeffizienten ao' a1' a2, aa und a4 darstellenden 
Formelsystem (175) sin rp und die die Lage der Einfallsebene definierenden 
Parameter 1) als unabhangige Variable anzusehen. 

Bei beliebiger Wahl der Einfallsebene definiert derjenige Winkel rp = T. 
fiir den die flir das erste Medium gebildete Gleichung (206) erfiillt ist, einen 
Grenzwinkel streifender Reflexion; entsprechend liefert die Wurzel 
rp = T der flir das zweite Medium gebildeten Gleichung (206) einen Grenzwinkel 
streifender Brechung oder der sog. Totalreflexion2). 

Variiert man in ao, a1' a2, a3 und a4 die Parameter, durch welche die Lage der 
Einfallsebene bestimmt wird3), so erfiillen die von einem bestimmten Punkte der 
gemeinsamen Begrenzungsflache aus gezogenen, durch die Wurzeln rp = T be
stimmten Richtungen den Mantel eines zweischaligen Kegels, den man als 
Grenzkegel der totalen Reflexion bezeichnet; die beiden ineinander
liegenden Schalen des Kegels werden als innerer bzw. auBerer Grenzkegel 
unterschieden. 

Eine geometrische Veranschaulichung der Grenzwinkel erhalt 
man mit Hilfe der geometrischen Methode von HAMILTON und MAC CULLAGH 
[Ziff. 35 b]. 1m allgemeinen FaIle der partiellen Reflexion und Brechung liegt 
(Abb. 13) die lndexflache J(1) des ersten Mediums ganz innerhalb der lndexflache 
J(2) des zweiten Mediums, so daB Ml)F jede Schale von ]<1) in zwei Punkten trifft, 
von denen jeder auf einer anderen Seite der gemeinsamen Begrenzungsebene 
liegt. Wir wenden uns nun dem FaIle zu, daB fiir jede beliebige Wellennor
malenrichtung die Brechungsindizes des zweiten Mediums kleiner 
sind als die Brechungsindizes des erst en Medi urns, so daB ]<2) ganz 
innerhalb ]<1) liegt; flir un sere Betrachtung behalten wir Abb. 13 bei, denken 
uns aber in dieser die auBere Schale von J(2) vollstandig von der inneren Schale 
von ]<1) umschlossen. 1st rp nahezu gleich :n, so haben wir wieder partielle Re
flexion und Brechung; bei abnehmendem rp wird jedoch ein Grenzwinkel T er
reicht, bei dem N(1)F die innere Schale von J(2) beriihrt, und bei einem noch 
kleinerem Winkel rp tritt nur eine gebrochene Welle auf. Dieser Grenzwinkel ip 
ist der Grenzwinkel der totalen Reflexion flir die schwacher brechbare Welle. 
Der Strahl, welcher zu der durch ip bestimmten Wellennormalenrichtung ge
hort, liegt in der gemeinsamen Begrenzungsebene der beiden Kristalle, denn 
seine Richtung ist durch die Normale der an den Beriihrungspunkt von N(I)F 

gelegten (und somit durch N(I)F gehenden) Tangentialebene der IndexfHiche 
gegeben [Ziff. 20 b] und diese steht senkrecht zur Begrenzungsebene; da sie 
aber im allgemeinen nicht senkrecht zur Einfallsebene steht, so liegt der Strahl 
im allgemeinen nicht in letzterer. 

Der entsprechende Fall kann auch bei der auBeren Schale von ]<2) eintreten 
und flihrt dann zu einem zweiten Grenzwinkel T. 

1) Diese Parameter sind <X2' P2 und Y2' falls (entsprechend der in Zif£. 3 I getroffenen 
Festsetzung) die Z'x'-Ebene die Einfallsebene ist. 

2) Das Problem der Totalreflexion an Kristallen wurde zuerst von G. KIRCHHOFF 
(Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1876, S. 80; Ges. Abhandlgn. S.373. Leipzig 1882) behandelt; 
vgl. ferner TH. LIEBISCH. N. Jahrb. f. Min. 1885. (1) S.245; (2) S. 181; 1886, (2) S. 47; 
P. VOLKMANN, Gottinger Nachr. 1885, S.336; 1886. S. 341; Wied. Ann. Bd. 29, S. 263.1886; 
M. HAMPL, Centralbl. f. Min. 1924, S. 520. 

3) Vgl. Anm. 1. 
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Urn die beiden Grenzkegel der Totalreflexion geometrisch zu 
e r h a It en, denken wir uns senkrecht zur gemeinsamen Begrenzungsebene der 
beiden Kristalle den Tangentenzylinder an ]<2) gelegt, welcher j(l) in einer Kurve 
- der Leitlinie der beiden Grenzkegel - schneidet. Die yom gemeinsamen Mittel
punkt der IndexfHichen nach den Punkten dieser Kurve gezogenen Richtungen 
liefern die Mantellinien der Grenzkegel. 

Die Messung der Grenzwinkel der Totalreflexion bildet die Grundlage fiir 
eine Anzahl Methoden zur Bestimmung der Hauptbrechungsindizes eines Kri
stalls; auBerdem ermoglicht sie die Priifung des FRESNELschen Gesetzes (47)1). 

Diesen Messungen liegt der im folgenden ausnahmslos vorausgesetzte ver
einfachte Fall zu Grunde, daB das erste Medium isotrop ist, reflektierter 
Strahl und reflektierte Wellennormale somit zusammenfallen. Liegt die ein
fallende Wellennormale innerhalb des inneren Grenzkegels, so hat man partielle 
Reflexion und Brechung, somit eine in das isotrope Medium reflektierte und zwei 
in den Kristall gebrochene Wellen. Liegt sie zwischen den Manteln des inneren 
und des auBeren Grenzkegels, so tritt eine in das isotrope Medium reflektierte 
und nur eine in den Kristall gebrochene Welle auf2); liegt sie auBerhalb des 
auBeren Grenzkegels, so erhalt man iiberhaupt keine gebrochene, sondern 
nur eine in das isotrope Medium reflektierte Welle; somit Totalreflexion. 

51. Prinzip der Methoden zur Bestimmung der Hauptbrechungsindizes 
mittels Totalreflexion. Die Totalreflexion kann benutzt werden, urn die H a u p t
brechungsindizes eines Kristalls zu bestimme n 3). Zu dem Zwecke 
laBt man die ebene Begrenzungsflache des Kristalls an ein Medium mit hin
reichend hohem Brechungsindex grenzen. Dies geschieht in der Weise, daB man 
den Kristall entweder in eine Fliissigkeit einbettet oder seine reflektierende 
Flache mit der ebenen Begrenzungsfliiche eines festen Korpers (z. B. Glas 
mit hohein Brechungsindex) von Prismen-, Zylinder- oder Halbkugelform in 
Beriihrung bringt; dabei wird der Zwischenraum zwischen Kristall und festem 
Korper mit einer Fliissigkeit angefiillt, deren Brechungsindex groBer ist als der 
groBte Hauptbrechungsindex des Kristalls4). 

LaBt man monochromatische Wellen mit allen moglichen Wellennormalen
richtungen (d. h. also diffuses oder konvergentes Licht) auf die gemeinsame Be
grenzungsebene fallen und beobachtet mit einem auf unendlich eingestellten 
Fernrohre, so zerfllit das Gesichtsfeld bei geeigneter Orientierung des Kristalls 
in Gebiete verschiederier Intensitat. 

Die Trennungslinien dieser Gebiete entsprechen den Grenzkegeln und heiBen 
die Grenzkurven der Totalreflexion5). Jedem Punkte P der Fernrohr
brennebene entspricht niimlich ein System an der Begrenzungsebene reflek
tierter Strahlen, die parallel zu der Verbindungslinie von P mit dem optischen 
Mittelpunkt C des Fernrohrobjektivs verlaufen. Die beobachteten Grenzkurven 
zwischen den helleren und dunkleren Gebieten sind die Schnittlinien der Fern-

1) Vgl. hierzu die Literaturangaben S.650, Ziff.6, 7 u. 8. 
2) Dieser intermediare Fall ist eingehend behandelt bei P. KAEMMERER, N. J ahrb. f. Min .• 

Beil. Bd.20. S.245. 1905. 
3) Zuerst durchgefiihrt von W. H. WOLLASTON, Phil. Trans. Bd.92. S.381. 1802. 
') Die diesbeziiglichen Apparate nennt man To tal r e fl e k tom e t e r. Uber die 

experimentellen Einzelheiten der totalreflektometrischen Methoden zur Bestimmung der 
Brechungsindizes vgl. den betr. Abschnitt in Bd. XVIII ds. Handb. sowie die zusammen
fassende Darstellung bei H. ROSENBUSCH. Mikroskopische Physiographie der Mineralien und 
Gesteine. 5. Aufl. von E. A. WULFING Bd. I (1). Untersuchungsmethoden. S. 647-661. Stutt
gart 1921-1924. 

5) Man kann die Grenzkurven noch deutlicher hervortreten lassen, indem man das 
Licht aus dem Kristall in das angrenzende isotrope Medium nahezu streifend eintreten HiL~t. 
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rohrbrennebene mit Kegeln, deren Spitzen sich in C befinden und deren Mantel
linien parallel zu den Mantellinien der Grenzkegel der Totalreflexion liegen, 
welche ihre gemeinsame Spitze in dem Schnittpunkt A der Fernrohrachse mit 
der reflektierenden Begrenzungsebene haben. Bei hinreichend klein em Gesichts
feld konnen die beobachteten Stucke der Grenzkurven als nahezu geradlinig 
angesehen werden. 

Wird nun das Fernrohr in eine solche Lage gebracht, daB seine AchseAF 
durch einen Punkt B der Grenzkurve G geht, so fallt A F mit einer Mantellinie des 
einen Grenzkegels zusammen; der Winkel X, den die Grenzkurve G mit der Ein
fallsebene des reflektierten Strahles AF bildet, ist offenbar der Winkel zwischen 
dieser Ebene und der durch A F gehenden Tangentialebene des Grenzkegels. A Fist 
daher durch X und den zu B gehorenden Grenzwinkel (j5 der Totalreflexion bestimmt. 

Das Problem der Be s tim m u n g de r H au p t b r e c hun g sin d i z e s 
mittels Totalreflexion besteht darin, die der Messung zuganglichen 
GroBen X und (j5 auszudrucken durch die Hauptbrechungsindizes des Kristalls, 
den Brechungsindex des angrenzenden isotropen Mediums und die als bekannt 
anzunehmenden Winkel, durch welche die kristallographische Orientierung der 
Begrenzungsebene und die Lage der Einfallsebene festgelegt werden!). 

52. Polarisation bei der Totalreflexion. Den Polaris a tionszustand des 
totalreflektierten Lichtes erhalt man aus den Gleichungen (185), (186), 
(187) und (188), in welchen aber mindestens einer der Winkel r! und r 2 kom
plex wird, sob aId die einfallende Wellennormale nicht mehr innerhalb des (vom 
inneren Grenzkegel der Totalreflexion begrenzten) Gebietes der partiellen Re
flexion liegt. Die Durchrechnung 2) fUhrt zu dem Ergebnis, daB die parallel 
und senkrecht zur Einfallsebene schwingenden Komponenten einer einfallenden, 
linear polarisierten Welle bei der Totalreflexion im allgemeinen verschiedene 
Phasenanderungen erleiden, die total reflektierte Welle somit [im Gegensatz 
zu einer partiell reflektierten (vgl. Ziff. 40)J elliptisch polarisiert ist. Die 
Verhaltnisse vereinfachen sich jedoch, wenn die EinfaIlsebene eine optische 
Symmetrieebene des Kristalls ist; ist in dies em FaIle die einfallende Welle 
linear und parallel oder senkrecht zur Einfallsebene polarisiert, so gilt dann 
das gleich auch fiir die total reflektierte Welle. 

Bei der Beobachtung der Erscheinungen der Totalreflexion ist das ein
fallende Licht meistens unpolarisiertes; die in dies em Falle im reflek
tierten Lichte herrschenden Polarisationsverhaltnisse wurden theoretisch erst 
ziemlich spiit3) durch KAEMMERER und SCHWIETRING aufgekliirt4). Sie konnten 
zeigen, daB bei der Reflexion au B e r h a I b des inn ere n Grenzkegels das 
reflektierte Licht im aIIgemeinen teilweise elliptische Polarisation zeigt, 
die fUr diejenigen reflektierten Strahlen, we1che die Mantellinien des Grenz-

') Die Lage der Begrenzungsebene (x'y'-Ebene) in bezug auf das optische Symmetrie
achsensystem x, y, z wird durch 013 ,(13' Y3 und die Lage der Einfallsebene (z'x'-Ebene) 
durch OIg, /12' Y2 bestimmt; vgl. hierzu Zif£. 34. 

2) Dber die Durchrechnung vgl. z. B. CH. E. CURRY, Electromagnetic theory of light, 
Bd. I, S. 376- 383. London 1905. Fur den Fall, daB das erste Medium doppelbrechend und das 
zweite Medium isotrop ist, hat ST. RYBAR (Ann. d. Phys. Bd. 46, S. 305. 1915) die bei der 
Totalreflexion eintretenden Phasenanderungen gemessen und Dbereinstimmung zwischen 
den berechneten und den beobachteten Werten gefunden. 

3) Die alteren Untersuchungen von E. KETTELER (Wied. Ann. Bd.28, S.230. 1886) 
und F. KOLACEK (Ann. d. Phys. Bd. 20, S.433. 1906) waren nicht einwandfrei und fiihrten 
zu teilweise unrichtigen Ergebnissen; vgl. hierzu P. KAEMMERER, N. Jahrb. f. Min., Beil. 
Bd.20, S.311. 1905; F. SCHWIETRING, ebenda Bd.26, S.369. 1908. 

4) P. KAEMMERER, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd.20, S.299. 1905; F. SCHWIETRING, 
ebenda Bd.26, S.360. 1908; Bd.30, S.495. 1910. 
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kegels bilden, in lineare iibergeht. fDiese teilweise Polarisation fehlt j edoch 1) , 
d. h. das reflektierte Licht ist unpolarisiert, wenn die Einfallsebene parallel zu 
einer optischen Symmetrieebene liegt2). 

53. Totalreflexion an optisch einachsigen Kristallen. Wir behandeln zu
nachst den Fall, daB der an das isotrope Medium mit dem Brechungsindex 'I' 

grenzende Kristall optisch einachsig ist3) , 
a) Berechnung der Grenzwinkel der Totalreflexion. Urn die 

Grenzwinkel der Totalreflexion zu erhalten, bezeichnen wir mit 8 den Winkel 
zwischen der optischen Achse des Kristalls und dem Einfallslot (positive z' -Achse) 
und mit ~ den Winkel zwischen Einfallsebene und Hauptschnitt der Begrenzungs
ebene. Die Richtungen q;{i) der gebrochenen Wellennormalen sind nach (179) 
durch die Gleichungen 

und 

bestimmt, wobei do, d1 und d2 durch (180) gegeben sind. 
Die beiden Grenzwinkel p und p' derTotalreflexion sind diejenigen Werte q;, 

welche die reellen Wurzeln dieser Gleichungen von den imaginaren. Wurzeln 
trennen (vgl. Ziff. 50). Aus der ersten Gleichung erhalt man daher (wegen 
'I' >n1) 

und aus der zweiten Gleichung 

oder 
. 2~' _ n~ n~ + (n~ - nn COSIE 

sm q; - -;a n~ - (n~ - nD sin2E sin8~' 

(207) 

(208) 

b) Bestimmung der Grenzkegel der Totalreflexion. Urn die 
Gleichungen der Grenzkegel zu erhalten, fiihren wir ein neues rechtwinkliges 
Rechtssystem x" y" i' ein, dessen x" y" -Ebene mit der x' y' -Ebene, dessen 
positive z"-Achse mit der positiven z'-Achse zusammenfillt und dessen z" x"
Ebene parallel zum Hauptschnitt der reflektierenden Begrenzungsebene liegt. 
Fiir die Koordinaten x", y", z" eines Punktes, der auf der durch fP und ~ 
bestimmten reflektierten Strahlenrichtung liegt und vom Koordinatenanfangs
punkt die Entfemung p besitzt, haben wir dann 

x" = psinfPcos~, y" = psinfPsin~, i' = pcosfP; (209) 

drei entsprechende Gleichungen bestehen fiir die durch p' und ~ bestimmte Strah
lenrichtung. 1st K der zu fP und K' der zu p' gehorende Grenzkegel, so folgt 
aus (207) und (209) fiir die Gleichung von K 

('1'2- nD (X"2 + y"2) - n~z"2 = 0; 

femer ergibt sich fiir die Gleichung von K' aus (208) und den zu (209) analogen, 
p' enthaltenden Formeln 

2( vii 1)x"2+(2 2)y"2 2J'2_0 ns 2 2 + 2 • 2 - V - ns - nsz - . ns cos Ii n 1 SIn E 

1) F. SCHWIETRING. N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd.30. S. 502. 1910. 
2) Bei dieser speziellen Lage der Einfallsebene ist somit das Verhalten wie bei einem 

isotropen Korper, bei welchern einfallendes unpolarisiertes Licht nach der 
Totalreflexion jeder beliebigen Lage der Einfallsebene unpolarisiert ist. 

3) H. DE SENARMONT, C. R. Bd.42. S.65. 1856; Jouro. de mathern. (2) Bd. 1, S.306. 
1856; TH. LIEBISCH. N. Jahrb. f. Min. 1885. (1) S.246; (2) S.203; 1886 (2), S.47. 
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Durch Elimination von z" aus den beiden letzten Gleichungen erhiHt man 

n~ COS2e' X"2 + (n~ COS2e + ni sin2e) y"2 = O. 
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Die beiden Grenzkegel haben somit im allgemeinen n ur ihre Spitzen gemeinsam ; 

liegt aber die optische Achse parallel zur Begrenzungsebene (e = ~) so beruhren 

sie sich entlang der x"-Achse (Schnittlinie von Begrenzungsebene und deren 
Hauptschnitt. ) 

Kist ein senkre~hter Kreiskegel, dessen Achse senkrecht zur Begrenzungs
ebene liegt; fur diesen Kegel ist somit der Winkel X zwischen der Einfallsebene 
eines reflektierten Strahles und der durch letzteren gelegten Tangentialebene 
(vgl. Ziff. 51) gleich n/2, also unabhangig von ~. 

Beim Kegel K' ist die Gleichung der Einfallsebene fur die durch cp' und 
~ bestimmte reflektierte Strahlenrichtung 

x" = y" cotg ~ ; 

die durch diese Strahlenrichtung an K' gelegte Tangentialebene besitzt die 
Gleichung 

n~( 2 ~2 2-'-2--1)COS~.x"+(v2-n~)sin~.Y"-n§.cotgcpl.z"=0' 
naCOSc n,Sln c 

Man erhalt daher aus dies en beiden Gleichungen mit Hilfe von (208) 1) 

v (n~ - nl) sin2c sin'; cos'; (210) 
cosX=------------------~--~~----~--~------------

[nHv2 - (n~ cos2c + n;sin2E)) cos2.; + (1,2 - nD (n~cos2c + n;sin2E)2sin2.;]t 

Die von DANKER2), PULFRICH 3) und NORRENBERG4) an Kalkspat ausgefiihrten 
Messungen von X sind in Ubereinstimmung mit den nach (210) berechneten Werten. 

c) Bestimmung der Hauptbrechungsindizes des optisch ein
achsigen Kristalls und des Winkels zwischen seiner optischen 
Achse und der N ormale der Bewegungse bene. Aus (210) folgt, daB 

X = ~ wird, wenn entweder die optische Achse des Kristalls senkrecht zur 

Begrenzungsebene liegt (e = 0), oder bei beliebiger Lage der optischen Achse, 
wenn die Einfallsebene parallel oder senkrecht zum Hauptschnitt der Begrenzungs-

ebene liegt (,; = 0 oder ,; = ;). 

Fur ~ = 0 folgt aber aus (207) und (208) 

sin2cp' = 1~2 (nr + (n~ - nil cos2e) (211) 

und entsprechend erhalt man fur ~ = ~ 

(212) 

Bestimmt man somit bei einem optisch einachsigen Kristall 
an einer beliebigen Flache (von unbekannter kristallographischer 
Orientierung) die Grenzwinkel der Totalreflexion (jJ und cp', wenn die 

') TH. LIEBISCH. N. ]ahrb. f. Min. 1886, (2) S. 56 u. 58. 
2) ]. DANKER. N. ]ahrb. f. Min., Beil. Bd. 4. S. 265. 1885; TH. LIEBISCH, ebenda 1886, 

(2) S. 63. 
3) C. PULFRICH. N. ]ahrb. f. Min. Beil. Bd. 5. S. 182. 1887. 
4) ]. NORRENBERG. Verhandlgn. naturhist. Ver. d. pro Rheinl. Bd.45, S.28. 1888; 

Wied. Ann. Bd.34. S.854. 1888. 
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Grenzkurven senkrecht zur Einfallsebene liegen, so lassen sich die 
Hauptbrechungsindizes n1 und n3 des Kristalls aus (212) berechnen; 
die Messung der Grenzwinkel fur den Fall, daB die Grenzkurven 
parallel zur Einfallsebene liegen, ergibt dann mit Hilfe von (211) 
den Winkel f zwischen der optischen Achse und der N ormale der 
BegrenzungsfHiche1). 

d) Bestimm ung des Charakters der Doppel brech ung a us der 
Lage der Grenzkurven der Totalreflexion. Aus (207) und (208) 
ergibt sich,' daB bei positiv einachsigen Kristallen (nl < n3) P < p' ist; bei 
negativ einachsigen (n] > n 3) ist umgekehrt p> p'. Welche der beiden Grenz
kurven zu p, bzw. p' gehort, laBt sich dadurch feststeIlen, daB erstere bei 
Anderung der Lage der Einfallsebene (d. h. des Winkels ~) stets senkrecht zur 
Einfallsebene bleibt, letztere jedoch nicht. Aus der Lage der Grenzkurven 
kann man somit den Charakter der Doppelbrechung des optisch ein
achsigen Kristalls bestimmen. 

54. Totalreflexion an optisch zweiachsigen Kristallen bei spezieller Lage 
der Begrenzungsebene. Wir behandeln die Totalreflexion an optisch zwei
achsigen Kristallen 2) zunachst bei den in Ziff. 34 besprochenen speziellen Lagen 
der Begrenzungsebene, bei welchen sich Gleichung (174) auf eine quadratische 
Gleichung in tg2 q;(» reduziert. Wir haben dann zwei Paare entgegengesetzt 
gleicher Wurzeln ± tg q;(1) und ± tg q;(2); sollen die beiden Werte eines solchen 
Paares gleich werden, wie es der Grenzfall der Totalreflexion verlangt, so mussen 
sie entweder gleichzeitig verschwinden oder unendlich werden. Da der erstere 
Fall senkrechter Inzidenz entspricht, so kommt bei der Totalreflexion nur der 
letztere in Frage, und dieser erfordert, daB 

(213) 
wird. 

a) Gestalt der Grenzkegel der Totalreflexion, wenn die Be
grenzungsebene parallel zu einer optischen Symmetrieebene 
Ii e g t. Liegt die Begrenzungsebene parallel zu einer optischen Symmetrie
ebene (z. B. zur yz-Ebene), so ergeben sich fiir die Grenzwinkel p und p' aus 
(213) und (176) die Gleichungen 

. _ n 2 

Sln2 m - ~ 
T - ,,2' 

wobei v wieder den Brechungsindex des isotropen AuBenmediums und f den 
Winkel zwischen Einfallsebene und xy-Ebene bedeutet. 

Bedeutet K den zu p und K' den zu p' gehOrenden Grenzkegel, so ergibt 
sich die Gleichung von K durch eine analoge Betrachtung wie in Ziff. 53 zu 

(v 2 - n~) (y2 + Z2) - n~ . X2 = 0 

und die Gleichung von K' zu 

~ (v 2 - n~) y2 + n~ (v 2 - n~) Z2 - n~n~x2 = 0 . 

Kist ein senkrechter Kreiskegel. Kist reell fiir v> n1 , K' fiir v> VI 

oder v > na' Bei Kist X = ~ , wobei X wieder der Winkel zwischen der Einfalls-

1) Ohne Beweis zuerst angegeben von F. KOHLRAUSCH, Wied. Ann. Bd.4, S. 15. 1878. 
2) Das Problem der Totalreflexion an optisch zweiachsigen Kristallen wurde zuerst 

von H. DE SENARMONT, (C. R. Bd. 42, S. 65. 185(j; Journ. de matMm. (2) Bd. 1, S. 309. 
1856) und spi\ter von TH. LIEBISCH, [N. Jahrb. f. Min. 1885, (2) S.198; 1886, (2) S. 58] 
behandelt. 
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ebene des reflektierten Strahles und der durch letzteren gelegten Tangential
ebene des Kegels ist. Bei K' haben wir 

I' (n~ - n~) sine cOSe 
cosX = - .1 ; 

[nH1'2 - n~) sin2e + n§ (1'2 - n~) cos2cJ2 

Messungen von X hat DANKER1) bei Aragonit vorgenommen. 
Liegt die Begrenzungsebene parallel zu einer der beiden anderen optischen 

Symmetrieebenen, so erhiilt man die entsprechenden Formeln durch zyklisches 
Vertauschen der Buchstaben nv n2 und n3 bzw. x, y und z. 

b) Bestimmung der Hauptbrechungsindizes durch Total
reflexion, wenn die Begrenzungsebene parallel zu einer opti
s c hen S y m met r i e a c h s e Ii e g t. Liegt die Begrenzungsebene parallel zu 
einer optischen Symmetrieachse (z. B. zur x-Achse) und ist die Einfallsebene 
ebenfalls parallel zu dieser, so folgt aus (213) und (177) 

. _ n2 

sln2m =----"-
,. y2 ' (214) 

Liegt die Einfallsebene dagegen senkrech t zur x-Achse (und damit parallel 
zur yz-Ebene), so erhiilt man fiir die Grenzwinkel aus (178) die Gleichungen 

'I'2sin2q;-ni=o, dod2 =di; (215) 
diese ergeben 

n 2 1 
sin 2;P = 1';, sin2 q;1 = Y2 (n~ + (n~ - n~) cos 2 c) . 

MiBt mansomit in diesen beiden Einfallsebenen (welche sich dadurch 
kennzeichnen, daB die Grenzkurven senkrech t zu ihnen liegen) die 
Grenzwinkel ;p und ;P', so erhiiIt man mittels (214) und (215) die 
gesuch ten Haupt brech ungsindizes n1, n2, n3 sowie den Winkel 10, 

den die Einfallsebene mit der zx-Ebene bildet. 
55. Totalreflexion an einer zur Binormalenebene parallelen Begrenzungs

ebene. Von besonderem Interesse ist derjenige der in Ziff. 55a) behandelten 
Fiille, bei dem die Begrenzungsebene parallel zur Binormalenebene 
(zx-Ebene) liegt 2). 

a) Lage der Grenzstrahlen der Totalreflexion. Die Grenzkegel 
K und K' haben dann vier Mantellinien gemeinsam, welche in den senkrecht 
zur Begrenzungsebene liegenden, durch die Binormalen gehenden Ebenen liegen. 
AuBerdem erfiillen die Grenzstrahlen Teile der Miintel zweier weiterer Kegel L 
und L', welche den Wellennormalenkegeln der in Richtung der Biradialen ge
brochenen Strahlen entsprechen; sie sind durch die singuliiren Tangentialebenen 
der Indexfliiche des Kristalls 3) bestimmt, deren Mittelpunkt wir uns in die ge
meinsame Spitze A der beiden Kegel K und K' gelegt denken. Diese singuHiren 
Tangentialebenen liegen offen bar senkrecht zur Begrenzungsebene und gehen 
durch die gemeinsamen Tangenten an den Kreis und die Ellipse, in welch en die 
Indexfliiche von der Begrenzungsebene geschnitten wird. 

Ein senkrecht zur Begrenzungsebene an die Indexfliiche gelegter Tangential
zylinder beriihrt somit die Indexflache nicht nur in Kreis und Ellipse, son
dem aueh in den Beriihrungskreisen der singuliiren Tangentialebcncn; die 

1) J. DANKER, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 4, S.272. 1885; TH. LIEBISCH, ebenda 1886, 
{2) S.63. 

2) H. DE SENARMONT, Journ. de mathem. (2) Bd. 1, S. 310.1856; TH. LIEBISCH, N. Jahrb. 
f. Min. 1856, (2) S. 60; E. MALLARD, Journ. de phys. Bd. 5, S. 389. 1886; CH. SORET, Arch. 
sc. phys. et nat. (3) Bd.20. S.279. 1888. 

3) V gl. S. 684. Anm. 1. 
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Mantellinien der Kegel Lund L' sind nun die Verbindungsgeraden von A mit 
den Punkten der Kurve, in welcher die singularen Tangentialebenen die urn A 
mit dem Radius y beschriebene Kugel (d. h. die IndexfHiche des angrenzenden 
isotropen Mediums vom Brechungsindex y) schneiden. 

Da diese Tangentialebenen senkrecht zu den Biradialen liegen, so lauten 
ihre auf die optischen Symmetrieachsen bezogenen Gleichungen mit Riicksicht 

auf (90) ~ 11 In: - n! I z ± ~ 1 
n2 V n, - na I n2 

n , - n2 X - 1 = O· 2 2 1 
ni - n5 ' 

zusammen mitder Gleichung der erwahnten Kugel 
1 
~ (X2 + y2 + Z2) - 1 = 0 (216} 

liefern sie fUr die Kegel Lund L' die Gleichungen 

n2(x2 + y2 + Z2) = v2 { I V:~ = :: 1 Z ± 1 v:~ = :i I x}. 

Jeder der beiden Kegel Lund L' hat mit jedem der Kegel K und K' eine Mantel
linie gemeinsam. Die K und L (oder L') gemeinsame liegt in der durch die zu
geh6rige Biradiale senkrecht zur Begrenzungsebene gelegten Ebene; die K' 
und L (oder L') gemeinsame liegt in der Ebene, welche senkrecht zur Begren
zungsebene durch A und den Beriihrungspunkt der singularen Tangentialebene 
mit der Ellipse gebt, in welcher die Indexflache des KristaIls von der Begren
zungsebene geschnitten wird. Nur die zwischen diesen gemeinsamen Mantel
linien liegenden Mantelsektoren der Kegel Lund L' liefern Grenzstrahlen 
der Totalreflexion; aIle iibrigen Strahlen werden total reflektiert, da die durch 
ihre Schnittpunkte mit der Kugel (216) gehenden Normalen der reflektierenden 
Begrenzungsflache die Indexflache des Kristalls weder beriihren, noch schneiden. 

b) Einfallse bene nahezu parallel zu einer Binormale. Wir 
wenden uns jetzt dem bemerkenswerten FaIle zu, daB die reflektierende 

Flache parallel zur Binormalenebene 
A'"""-------.--.--~ ,l. und di e Einfallsebene nahezu parallel zu 

,x 
Abb.16. ZurTotalreflexion an einer 
zur Binormalenebene parallelen 
Begrenzungsebene eines optisch 
zweiachsigen Kristalls, wenn die 
Einfallsebene nahezu parallel 
zu einer Binormale liegt. [Die 
Zeichenebene ist die Begrenzungsebene 
(a-Ebene) ; die positive y-Achse geht von 
vorn nach hinten. Die Kurven sind der 
Schni ttkreis und die Schni ttellipse der Be
grenzungsebene mit der urn A als Mittel
punkt gelegten IndexfUiche des Kristalls. 
ABS Richtung der einen Binormale, 

AUVW Spur der Einfallsebene.] 

einer Binormale liegt. Wir bezeichnen mit F 
den FuBpunkt des Lotes, das vom Schnittpunkt N 
der einfallenden WeIlennormale mit der Kugel (216) 
auf die Begrenzungsebene gef1i.Ilt wurde und neh
men zunachst an, daB die Einfallsebene durch die 
Binormale A B geht (Abb. 16). 1st 5 der Schnitt
punkt von A B mit der gemeinsamen Tangente an 
Kreis und Ellipse, so kann Totalreflexion offenbar 
nur dann eintreten, wenn F nicht auf AS liegt, 
da sonst das Lot N F die Indexflache des KristaIls 
in z wei Punkten schneidet. Die Einfallsebene m6ge 
daher die durch die Spur A UVW bestimmte Lage 
haben, wobei U, V und W die Schnittpunkte dieser 
Spur mit der Ellipse, dem Kreis und der gemein
samenTangentedieser Kurvensind. LiegtF zwischen 
A und U, so trifft das Lot N F die Indexflache des 
Kristalls in zwei Punkten; es existieren dann zwei 
gebrochene Wellen und keine Totalreflexion. 

Liegt F zwischen U und V, so schneidet das Lot die Indexflache des Kristalls nur 
in einem Punkte; es tritt jetzt nur eine gebrochene und eine total refl~ktierte 
Welle auf. Liegt F zwischen V und W, so wird die Indexflache des Kristalls 
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wieder in zwei Punkten geschnitten, so daB man jetzt wieder zwei gebrochene 
Wellen und keine Totalreflexion hat. Liegt endlich F jenseits W, so be
findet sich das Lot auBerhalb der Indexflache des Kristalls und es tritt voll
standige Totalreflexion ein. 

Die beobachteten Grenzkurven 1) stellt Abb. 17 dar; in 
dieser wird der Bereich der partiellen Reflexion durch das 
engschraffierte, der Bereich der teilweisen Totalreflexion durch 
das breitschraffierte und der Bereich der vollstandigen Total
reflexion durch das unschraffierte Gebiet dargestellt. 

Da die Einfallsebenen, in welchen sich die Grenzkurven 
schneiden, durch die Binormalen gehen, so laBt sich durch 
Bestimmung der Grenzkurven der Totalreflexion an einer zur 
Binormalenebene parallelen Flache der Binormalenwinkel 
messen2). 

56. Allgemeiner Fall der Totalre£lexion an einem 
optisch zweiachsigen Kristall. Wir wenden uns jetzt dem 
allgemeinen FaIle zu, daB die Begrenzungsebene des optisch 
zweiachsigen Kristalls weder parallel, noch senkrecht zu einer 
optischen Symmetrieebene liegt. 

Ab~17. Grenzkurven 
der Totalreflexion an 
e iner zur Binorma
lenebene parallel en 
Begrenzungsflache 

eines optisch zwei
achsigen Kristalls. 
(Bereich partieller Re
flexion eng schraffiert1-
Bereich teilweiser Total
reflexion breitschraffiert,. 

Bereich vollstandiger 
Totalreflexion un

schrafliert.) 

Wir legen durch einen beliebigen Punkt A der Begrenzungsebene die op
tischen Symmetrieebenen und bezeichnen ihre Schnittgeraden mit der Be
grenzungsebene mit AS1, AS2 und ASa. Hierbei sollen 51' 52 und 53 die 
Schnittpunkte dieser Geraden mit den Kreisen sein, in welch en die urn A ge
legte Indexflache des Kristalls von den optischen Symmetrieebenen geschnitten 
wird und deren Radien nl' n2 und n3 sind. 51' 52 und 53 liegen auf dem senk
recht zur Begrenzungsebene an die Indexflache gelegten Tangentialzylinder; die 
Grenzwinkel der Totalreflexion CPI' CP2 und CP3 fUr die durch AS1 , AS2 undASa 
gehenden Einfallsebenen sind durch 

• - n2 
SIll (fJ2 = ---;- , 

gegeben, wobei V wieder der Brechungsindex des isotropen Au Ben mediums ist. 
Nun folgt aus (109), daB in dem durch die Begrenzungsebene erzeugten 

Zentralschnitt der Indexflache der gr6Bte bzw. kleinste Behag der vom Mittel
punkt zu den Kurvenpunkten gezogenen Vektoren durch 111 bzw. na (oder um
gekehrt) gegeben ist; 112 ist, je nach der Orientierung der Begrenzungsebene, der 
Betrag des groBten Vektors der inneren Kurve oder des kleinsten Vektors der 
auBeren Kurve. 

Variiert man die Lage der Einfallsebene, so erhalt man daher vier Lagen, in 
welchen der Grenzwinkel einen maximalen oder minimalen Wert besitzt. Drei 
dieser Einfallsebenen gehen durch ASl , AS2 und AS3 . Die durch ASl und 
AS3 gehenden sind dadurch ausgezeichnet, daB in der einen der Grenzwinkel 
ein absolutes Maximum, in der anderen ein absolutes Minimum wird; diese 
beiden extremen Werte der Grenzwinkel liefern un mittel bar nl und n3 3). Von 
den beiden Grenzwinkeln, die zu den beiden anderen ausgezeichneten Einfalls
ebenen gehoren, ergibt der eine n2 und geh6rt zu der durch AS2 gehenden 

1) W. KOHLRAUSCH, Wied. Ann. Bd. 6, S. 113. 1879 (Weinsaure). 
2) A. MULHEIMS, ZS. f. Krist. Bd. 14, S. 202. 1888. Die Methode liefert nur bei starkerer 

Doppelbrechung brauchbare Werte, da der Winkel zwischen den Grenzkurven sonst zu klein 
wird. 

3) CH. SORET, C. R. Bd. 107, S. 176 u. 479. 1888; Arch. sc. phys. et nat. (3) Bd. 20, 
S. 2]7. t%8; ZS. f. Krist. Bd. 15, S. 45.1889; B . Hecht, N. J ahrb. f. Min., Beil. Bd. 6, S. 242. 
1889. 
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Einfallsebene; welcher dieser beiden Grenzwinkel jedoch n2 liefert, laBt sich 
ohne Heranziehung besonderer Betrachtungen nicht entscheiden1). 

Man kann diese Entscheidung dadurch treffen, daB man entweder an einer 
zweiten Begrenzungsebene angestellte Beobachtungen heranzieht, da bei diesen 
in den ausgezeichneten Lagen der Einfallsebene der zu n2 gehorende Wert wieder 
vorkommen muB2). SteM jedoch nur eine Kristallflache zur Verftigung, so 
muB man zur Entscheidung die Polarisation der reflektierten Grenzstrahlen 
heranziehena). Die Grenzstrahlen, welche nl' n2 und na liefern, haben namlich 
ihre Schwingungsebenen parallel zu den optischen Symmetrieebenen, in welchen 
sie selbst liegen, und wenn E1 , E2 und Ea ihre Einfallsebenen sind, so hat man 
flir die Winkel p, q und r zwischen den optischen Symmetrieebenen und der Be
grenzungsebene die Beziehungen4) 

cos2p = cotgE:E2 cotgE-;El' _ cos2q = ~otgE"";Ea cotgE:E2' I 
__ __ (217) 

cos2r = cotgEaEl cotgE2Ea· 

Diese Winkel lassen sich aber mit Hilfe eines in dem Beobachtungsfernrohr des 
Totalreflektometers befindlichen Analysators bestimmen5); die Dbereinstimmung 
zwischen beobachteten und berechneten Werten liefert die Entscheidung tiber 
die Lage der Einfallsebene des zu n2 gehorenden reflektierten Grenzstrahles6). 

1st n4 der Brechungsindex, der sich aus dem erwahnten vierten ausgezeich
neten Grenzwinkel ergibt, so gilt die IdentitaF) 

n~ = nr co 52 p + n~ cos2q + n~ cos2 r, 

wobei p, q und r durch (217) bestimmt sind; diese Formel kann zur Kontrolle8) 

dienen, ob die richtigen Winkel zur Berechnung von n2 , p, q und r benutzt 
wurden. 

d) Durchgang ebener Wellen durch Prismen. 

57. Allgemeines tiber den Durchgang ebener Wellen durch Prismen. Wir 
betrachten das Verh al ten ebener Wellen beim Durchg ang durch ein 
doppelbrechendes Kristallprisma P, welches sich in einem isotropen 

1) Diese Zweideutigkeit hat ihre Ursache darin, daB durch einen gegebenen ebenen 
Zentralschnitt die IndexfHi.che nicht eindeutig bestimmt ist; zu einem so1chen Zentral
schnitt gehoren vielmehr zwei verschiedene Indexflachen, bei welchen der grol3te und 
kleinste Hauptbrechungsindex ubereinstimmt, der mittlere aber verschieden ist [A. BRILL, 
Munchener Ber. Bd. 13, S. 423. 1883; Math. Ann. Bd. 34, S. 297.1889; TH. LlEBISCH, N. Jahrb 
f. Min. 1886, (1) S.31J. 

2) CH. SORET, ZS. f. Krist. Bd. 15, S.45. 1889; F. L. PERROT, C. R. Bd. 108, S.Oi 
1889; Arch. sc. phys. etnat. (3) Bd. 21, S. 113. 1889; B. HECHT, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 6 
S.241. 1889; A. LAVENIR, Bull. soc. mineral. Bd. 14, S. 100. 1891. 

3) C. VIOLA, ZS. f. Krist. Bd. 31, S.40. 1899; Bd. 36, S. 345. 1902; Bull. soc. mineral. 
Bd.25, S.88 u. 147. 1902. 

4) C. VIOLA, Lincei Rend. (5) Bd. 8 (1), S.279. 1899; A. CORNU, C. R. Bd. 133, S.465. 
1901; Journ. de phys. (4) Bd. 1, S.143. 1902; Bull. soc. mineral. Bd.25, S.17. 1902. 

5) Vgl. die Zitate Anm. 3 sowie F. SCHWIETRING, N. Jahrb. f. Min. 1912, (1) S. 21; 
Centralbl. f. Min. 1913, S. 577; C. VIOLA, N. Jahrb. f. Min. 1912, (2) S. 45; Lincei Rend. 
(5) Bd.21 (1), S.737. 1912; Bull. soc. mineral. Bd.35, S.481. 1912. 

6) Eine weitere Methode von C. VIOLA [N. Jahrb. f. Min. 1912 (2), S. 63; Lincei Rend. 
(5) Bd.21 (1), S. 737.1912; Bull. soc. mineral. Bd. 35, S. 481. 1912J zur Entscheidung, welcher 
Grenzwinkel zu n2 gehort, beruht auf den Intcrferenzerscheinungen im konvergenten, polari
sierten Lichte. 

7) A. CORNU, C. R. Bd. 133, S. 129. 1901; Journ. de phys. (4) Bd. 1, S. 140. 1902; Bull. 
soc. mineral. Bd.25, S. 13. 1902. 

8) Vgl. hierzu C. VIOLA, Bull. soc. mineral. Bd. 25, S. 149. 1902; F. POCKELS, Lchrb. d. 
Kristalloptik, S. 132. Leipzig 1906; L. WEBER, Mitt. natur£. Ges. Freiburg (Schweiz), Ser. 
Math. u. Phys. Bd.4, S.24. 1921. 
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Medium vom Brechungsindex v befindet1) und nehmen an, daB v kleiner ist 
als der kleinste Hauptbrechungsindex des Prismas, so daB fUr eine im isotropen 
Medium einfallende Welle Totalreflexion ausgeschlossen ist (vgl. Ziff. 50). Jenes 
Verhalten ist von Wichtigkeit fUr gewisse Methoden zur Bestimmung der 
Hauptrechnungsindizes eines Kristalls, die wir in den folgenden Ziffern 50 bis 
66 besprechen. 

Wie stellen uns in diesen Ziffern die Aufgabe, den B r e c hun g sin d e x n 
e i n e r d e r i n d asP r ism age b roc hen e n Well end u r c h d e r M e s
sung zugangliche WinkelgraBen auszudriicken, d. h. die sog. 
"Prismenformel" aufzustellen. Zu diesem Zwecke legen wir urn irgendeinen 
Punkt A der Prismenkante2) (Abb. 18) die Indexflache K des isotropen 
AuBenmediums (d. h. eine Kugel mit 
dem Radius v), welche von der durch 
A gehenden Wellennormale der ein
fallenden Welle in N geschnitten werden 
mage und fallen von N das Lot auf 
die EintrittsfHiche AE des Prismas. 
Die auf derselben Seite wie N liegen
den Schnittpunkte dieses Lotes mit 
der urn A gelegten IndexfHiche ] des 
Kristalls scien 111 und Q; die durch 
letztere Punkte senkrecht zur Austritts
fHiche A F des Prism as gezogenen Senk
rechten magen die Kugel K in den 
(dem Punkte iY nachstgelegenen) Punk
ten N' und Nil schneiden. A 111 und 
A Q sind dann [vgl. Ziff. 35 b)] die 
Wellennormalen der in das Prisma ge
brochenen, A N'undA Nil diejenigender 
aus dem Prisma austretenden Wellen. 

Wir betrachten zunachst den ein
facheren Fall, daB die Ebene der ein

Abb. 18. Durchgang ebener Wellen durch ein 
doppelbrechendes Kristallprisma. [Wellenebene 
parallel zur Prismenkante, Zeicbenebene Normalschnitt 
des Prismas P. A Prismenkante, AE Eintrittsfhiche, 
AF Austrittsflacbe des Prism.s. IX Prismenwinkel. AN 
Richtung der Wellennormale der einfallenden Welle. 
AM und AQ (letztere nicht ausgezogen) WeUennormalen
richtungen der in das Prisma gebrochenen Wellen; AN' 
und AN" (Jetztere nicht ausgezogen) Wellennormalen
richtungen der aus dem Prisma austretenden Wellen. 
K Scbnittkurve des Normalschnitts mit der Indexflache 
des isotropen Auf3enmediums, J Schni ttkurve des N ormal-

schnittes mit der Indexflache des KristaUs.] 

fallenden Welle parallel zur Prismenkante liegt (d. h. daB der Normalschnitt des 
Prismas Einfallsebene ist) und bezeichnen den Prismenwinkel mit eX, die Gesamt
ablenkung der aus dem Prisma tretenden von uns ins Auge gefaBten Welle mit 
D, den Winkel zwischen der einfallenden Wellennormale und der in das Innere 
des Prismas gezogenen Normale der PrismenfIache AE mit i, den Winkel 
zwischen der austretenden Wellennormale und der nach auBen gezogenen Nor
male der Prismenflache A F mit i', die Winkel zwischen der Wellennormale A 111 
der gebrochenen Welle und der Normale der Flache AE bzw. AF mit r bzw. r', 
endlich den Winkel zwischen A 111 und der Halbierungsebene des Winkels <X 

mit 'P. 
1) G. G. STOKES, Cambro and Dublin Math. Journ. Bd. 1, S. 183. 1846; Rep. Brit. Assoc. 

1862, S. 272; Mathern. and Phys. Pap. Bd. 1, S. 148; Bd. 4, S. 187. Cambridge 1880 u. 1904; 
H. DE SENARMONT, Nouv. Ann. de mathem. Bd. 16, S.273. 1857; V. v. LANG, Wiener Ber. 
Bd.33, S. 155 u. 577. 1858; H. TOPSOE U. C. CHRISTIANSEN, Ann. chim. phys. (5) Bd.l, 
S. 12. 1874; Pogg. Ann. Erg.-Bd. 6, S. 506. 1874; A. CORNU, Ann . de l'ecale norm. (2) Bd. 1, 
S.231. 1872; Bd. 3, S. 1. 1874; TH. LIEBISCH, N. Jahrb. f. Min. 1886 (1), S. 14; M. BORN, 
ebenda, Beil. Bd. 5, S. 16. 1887; H. SMITH, Phil. Mag. (6) Bd. 12, S.29. 1906; L. WEBER, 
Mitt. naturf. Ges. Freiburg (Schweiz), Ser. Math. u. Phys. Bd. 4, S. 1. 1921. 

2) Uber die beim Prisma gebrauchlichen Bezeichnungen vgl. den Abschnitt liber Prismen 
in Bd. XVIII ds. Handb. Statt der sonst liblichen Bezeichnung "Hauptschnitt des 
Prismas" sagen wir im folgenden "N ormalschni tt", urn Verwechslungen mit dem 
kristallographischen Hauptschnitt [Ziff. 24 b)] zu vermeiden. 

Handbuch der Physik. XX. 47 
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Stellt in Abb. 18 die Zeichenebene den Normalschnitt des Prismas dar 
und ist n die Lange von A M, so ergibt eine einfache geometrische Betrachtung 
mit Hille von (168) 

.. n. 
SIn~ = -;smr, 

• Of n. , 
sm~ = --- smr 

'I' 
r + r' = £x, i + i' = £X + D (218} 

und 

oder 

l[f+~=~+r 
2 2 ' 

lJF-~=~-r' 
2 2 

Aus diesen Gleichungen kannen wir die der Messung nicht zuganglichen 
Winkel r und r', sowie einen der Winkel D, i oder i' eliminieren und damit lJF 
und den Brechungsindex n durch £X, zwei andere me13bare Winkel 
lInd den Brechungsindex v des.isotropen AuBenmediums ausdriicken. 

Zunachst ist 
sini ± sini' = ~ (sinr ± sinr')' 

'I' 

oder 
. i + i' i - i' n .' r + y' y - y' I sm -2- cos -2- = --;; sm -2- cos -2 - , 

i + i' . i - i' n y + r' . y - r' 
cos -2- sm -2- = --;; cos -2- sm -2- ; 

(219) 

hieraus ,erhiilt man durch Elimination von n/1' 
y - r' r + y' i - i' i + i' cotg --- tg -- = cotg --tg--

2 2 2 2' 

und diese Gleichung liefert'mit (218) und dem darunter stehenden Werte fiir P 
die Beziehung 

ex (. ex + D) ex + D tg lJF = - cotg 2 cotg ~ - -2- tg -2- . (220) 

Eliminiert man andererseits aus den Gleichungen (219) 
i - i' 

2 ,so ergibt sich 

2Y + r' . 2 Y + y' cos -- SIn --
'1'2 2. 2 Y - y' + 2 2 Y - y' _ 1 2 ITf + 1 . 2 ITf 

2 - . + "sIn -- . + ., cos -- - C2 cos:r S2 SIn :r, 
n cos2 ~ 2 sin2 z __ z_ 2 

wobei 

gesetzt ist. 

2 2 

ex+D cos----
2 C=------, 
ex cos-
2 

. ex +D 
sIn----

S=--~ 
. ex 

sm-
2 

(221) 

Hat man die Winkel £X, D und i gemessen und kennt man den Brechungs
index v des isotropen AuBenmediums, so kann man mit Hilfe von (220) und 
(221) den Winkel lJF und den gesuchten Brechungsindex n berechnen. 

Mit Hilfe der Gleichungen (220) und (221) lii13t sich ferner die Schnitt
kurve der Normalenfliiche mit dem Hauptschnitt des Prismas aus gemessenen 
GraBen bestimmen 1) und damit auch eine experimentelle Priifung des FRESNEL

schen Gesetzes (47) vornehmen2). 

1) G. G. STOKES, Rep. Brit. Assoc. 1862, S. 272; Proc. Roy. Soc. London Bd. 20, S. 443. 
1872; C. R. Bd.n, S.1150. 1873; Mathern. and Phys. Papers Bd.4, S.187, 336 u. 337. 
Cambridge 1904. 

2) Vgl. die Literaturangaben S.650, Anm. 4, 5, 9 u. 10. 
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58. Schrager Durchgang ebener Wellen durch Prismen. Der allgemeinere 
Fall des Durchgangs ebener Wellen durch ein Prisma ist der, daB die Wellen
ebene der einfallenden Welle nicht parallel zur Prismenkante 
liegt, d . h. daB die Einfallsebene gegen den Normalschnitt des Prismas geneigt 
ist; wir wollen fUr diesen Fall die den Formeln (220) und (221) entsprechenden 
Ausdrucke aufstellen. 

Die Prismenkante muB jedenfalls mit der Ebene der einfallenden und der 
austretenden Welle den gleichen Winkel X bilden, da N, N' und N" (Abb. 18) in 
einer Ebene (senkrecht zur Prismenkante) liegen und AN = AN' = AN" ist. 

a) Brech ungsgesetz fur die Schni ttgeraden der Wellene benen 
mit dem Normalschnitt des Prismas. Fur die Schnittgeraden der 
Wellenebenen mit dem Normalschnitt des Prismas gilt das durch (218) aus-

gedriickte Sinusgesetz, wenn in diesem m = V~2 + (~2 - ~) tg2 X an Stelle von n 

geschrieben wird. Denn da M und N gleich weit vom Normalschnitt des Prismas 
entfernt sind, so haben wir 

AM sinx' = ANsinx, somit 
AM sinx n 
AN = sIn? = ;; , (222) 

falls X' den Winkel zwischen der gebrochenen Wellennormale AM und dem 
Normalschnitt des Prismas bedeutet. Sind nun M* und N* die Projektionen von 
M und N auf den Normalschnitt des Prismas, so wird 

A M'* AM cosx' n cosx' 1/n2 (n2) m 
A N* = A N cosz = -; cos X = V 1'2 + ; 2 - 1 tg2 X = --; ; 

der Vergleich mit (222) zeigt, daB in der Tat m an Stelle von n getreten ist. 
b) Prismenformel bei schragem Durchgang. 1st EAF der 

Normalschnitt des Prism as (Abb. 19), so denken wir uns urn A als Mittelpunkt 
eine Kugel beschrieben und durch A die 
Parallelen zur Normale der Eintrittsflache 
AE, der Normale der Austrittsflache AF 
und den Wellennormalen der einfallenden. 
der gebrochenen und det austretenden Welle 
gezogen. Die KugeloberfHiche mage von 
diesen Parallelen in der angegebenen Reihen
folge in den Punk ten N l • N 2 • 51' 5 und 52' 
von der Prismenkante im Punkte z', von 
der Halbierungslinie des Winkels E A F im 
Punkte x' und von der Halbierungslinie 
seines Nebenwinkels im Punkte y' getroffen 
werden; die Schnittpunkte der GroBkreise 
z'5v z' 5 und z' 52 mit dem GroBkreis x' y' Abb,19. Zum schr~gen Durchgang ebener 
seien 01> a und O2 , Bezeichnen wir die Ab- Wellen durch ein doppeJbrechendes 

Kristallprisma. 
len kung 51 5 2 wieder mit D und die Ab-
lenkung 0 1 0 2 der auf den Normalschnitt des Prismas projizierten Wellen nor
malen mit Do, so haben wir zunachst im spharischen Dreieck z' 51 52 (wegen 

, C '5 n 5 ' 5 D) Z ')l=Z 2= 2 - X, 1: j Z 2= 0 

oder 
. D . Do 

SIn - = COS"/ SIn - . 2 I. 2 (223) 

47* 
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In der Bezeichnung der vorigen Ziffer ist weiter 5I N I = i, 5 2N 2 = i', 
5N1 = r und 5N2 = Y. Setzt man ferner Niol = io, N 2 (J2 = i~, N 1 0 = '0' 

N 2 ° = ro und x' (J = lJI, so wird 

cosi = cosiocosX, cosi' = COSi~COSX'} 
cosr = COSyoCOSx', COSy' = cosrocosx'; 

(224) 

da fiir die auf den Normalschnitt des Prismas projizierten 
Wellennormalen das durch (218) ausgedriickte Sinusgesetz gilt, falls in 
diesem m an Stelle von n geschrieben wird, so ergibt sich nach (220) und (221) 
mit Riicksicht auf (222) 

und 

wobei 

ITT a (. a + Do) a + Do tg r = -cotg 2 cotg ~o - -2- tg-2-

a +Do 
COS---

2 
Co=---

a. cos-
2 

. a + Do 
S1n---

2 50 =---
. a 

sm-
2 

(225) 

(226) 

gesetzt ist; lJI bedeutet hierin nach seiner obigen Definition den Winkel, den 
die auf den Normalschnitt des Prismas projizierte Wellennormale der gebro
chenen Welle mit der Halbierungsebene des Prismenwinkels bildet. 

Sind IX, D, i und X gemessen und kennt man den Brechungsindex v des 
isotropen AuBenmediums, so lassen sich demnach Do, io, IfF, X' und der g e sue h t e 
B rech ungsindex n mit Hilfe von (223), (224), (225), (226) und (222) berechnen. 

c) Symmetrischer Durchgang. Aus (223) liest man das fiir die An
wendungen wichtigeErgebnis ab, daB das Minimum von D dem Minimum 
von Do en tsprich t. 

Setzen wir (Abb.19) 5 l x = A, 52 X' = A', .g:::51 xy' = e und 4:52 xy' = (9', 
so nennt man A' - A die Langenablenkung und (9' - e die seitliche 
Ablenkung der austretenden Wellennormale; aus diesen beiden TeiIablen
kungen setzt sich die Gesamtablenkung D zusammen. Da nun, 

sin X = sin A sin e = sinA' sin (9' 

ist, so erhalten wir bei verschwindender seitlicher Ablenkung (e = (9') 

sin A = sin A' oder A' = 1l =F A . 

In diesem Falle wird demnach der Bogen 5 1 5 2 von dem GroBkreis y'i 
halbiert und 5 liegt aus Symmetriegriinden auf diesem GroBkreis; hieraus folgt, 
daB dann 51 N1 = 52 N2 ist, d. h. daB Einfalls- und Austrittswinkel gleich werden. 
Man bezeichnetdiesen Fall als symmetrischen Durchgang. 

59. Allgemeine Bedingung fur das Minimum der Ablenkung. Die Ab
lenkung D verschwindet fiir gewisse Wertesysteme i, x', wenn der Brechungs
index v des isotropen AuBenmediums innerhalb bestimmter, von der kristallo
graphischen Orientierung des Prismas und seinen Hauptbrechungsindizes ab
hangenden Grenzen liegt; zwischen zwei solchen Wertesystemen liegt dann eines, 
fiir welches D ein Maximum istl). Wir iibergehen dieses Verhalten und wenden 
uns dem fiir die Anwendungen wichtigen Falle zu, daB die Ablenkung D 
ein Minimum wird. 

1) J. E. VERSCHAFFELT, Bull. de Belg. 1910, S. 125, 169 u. 380; A. SCOUVART, ebenda 
1913, S.497. VERSCHAFFELT hat auch gezeigt, daB die Ablenkung unabhangig vom Ein
fallswinkel (d. h. also beim Drehen des Prismas urn seine Kante konstant) sein kann, 
wenn v innerhalb gewisser Grenzen liegt. 
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Urn die Bedingungsgleichung fur das Minimum der Ab
len kung zu erhalten, bemerken wir, daB fUr den Brechungsindex n einer im 
Kristall fortschreitenden Welle nach (222) und (226) die Beziehung gilt 

~ = ~ si112x' = ~(sin2 '+ cos2,' t g2X') ) 
n2 ,,2 sin2X ,,2 X X tg2X 

= :2 (sin2x' + cos2 X'(K + Lcos2l[1)) , 
(227) 

wobei 1 1 
2K= C2 + 52' 

o 0 

1 1 
2L = C' - 5'-

o 0 

gesetzt ist; andererseits muB n der Gleichung der Normalenfliiche des Kristalls 
genugen, welche wir uns in der Form 

f(n, P, X') = 0 

geschrieben denken konnen. Eliminiert man n aus (227) und der letzten Glei
chung, so ergibt sich eine Gleichung von der Form 

F(Do' P, X') = 0; (228) 

da das Minimum der Ablenkung offenbar der Bedingung ~r;; = 0 geniigen muB, 
so gilt fUr dasselbe auch die Bedingungsgleichung 

of o 'IF ='"0 o. (229) 

60. Prismen optisch einachsiger Kristalle. Wir betrachten zunachst den 
einfacheren Fall, daB das Prism a a us einem optisch einachsigen Kristall 
von beliebiger kristallographischer Orientierung bestehtl) und be
sprechen das P ri n zip de r Met hod e n z u r Me s sun g de r H a u p t -
b r e c hun g sin d i z e s mittels eines solchen Prismas. Dasselbe besteht darin, 
die Brechungsindizes n(l) und n(2) fUr die in das Prism a gebrochene ordentliche 
und auBerordentliche Welle zu ermitteln und aus diesen die Hauptbrechungs
indizes n1 und na zu berechnen. 

Man hat zu dem Zwecke den Prismenwinkel (x, den Einfallswinkel i, den 
Winkel zwischen Prismenkante und einfailender Wellenebene X und die der be
treffenden gebrochenen Welle entsprechende Ablenkung D zu messen. Aus (223) 
und der ersten Formel (224) ergibt sich dann Do und i o' aus (225) folgt l['und 
aus (226) X'; x'liefert mittels (222) den gesuchten Brechungsindex n(l) bzw. n(2) 

der betreffenden Welle. 
Fur die weiteren Betrachtungen beziehen wir das Prisma auf ein recht

winkliges Rechtssystem x' y' Z, dessen z-Achse in die Prismenkante failt und 
dessen z' x'-Ebene den Prismenwinkel halbiert; die x'-Achse ist dann die sogen. 
inn ere Mit tell i n i e des Prism as, d. h. die Gerade, in der die Halbierungs
ebene des Prismenwinkels vom Normalschnitt des Prismas geschnitten wird. 
J.l sei der Winkel zwischen optischer Achse und Normalschnitt des Prismas 
und if? der (entgegen der Richtung der einfallenden Wellennormale positiv ge
rechnete) Winkel, den die auf den Normalschnitt des Prismas projizierte op
tische Achse mit der positiven x'-Achse bildet. 

a) Bestimmung von n r . Ist n(l) ermittelt, so foIgt aus (144) 

nr = n(l). 

b) Bestimmung von n 3• na liiBt sich berechnen, wenn n(2) und n1 = n(1) 

ermittelt sind. Die N ormalenflache des Prismas besteht niimlich [vgl. Zif£. 24 b)] 

1) H. TOPSOE U. C. CHRISTIANSEN, Ann. chim. phys. (5) Ed. 1, S. 13. 1874; Pogg. Ann., 
Erg.-Ed.6, S. 506. 1874; TH. LIEBISCH, N. Jahrb. f. Min. 1886 (1), S.18. 
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aus einer Kugel vom Radius n1 und einer ovalfi:irmigen Rotationsmiche mit der 
Gleichung 

(230) 

eine einfache geometrische Betrachtung1) ergibt 

cos b = sin,u sin X' + cos,u cos X' cos (lJ' - r.P); (231) 

in dieser Gleichung zur Berechnung von b sind P und X' in der vorhin angege
benen Weise durch die gemessenen Winkel bestimmt, wahrend ,u aus der als 
bekannt angenommenen kristallographischen Orientierung des Prismas folgt. 

Sind n(2) und b ermitteIt und ist n1nach a) gefunden, so folgt n3 aus (230). 
61. Minimum der Ablenkung bei Prismen optisch einachsiger Kristalle. 

Wir behandeln jetzt bei einem aus einem optisch einachsigen Kristall ge
schnittenen Prisma den wichtigen Fall, daB die Ablenkung der betreffenden 
gebrochenen Welle ein Minimum ist (vgl. Ziff. 59) sowie die hierauf gegrundeten 
Methoden zur Messung von n1 und na' 

a) Minimum der Alenkung der ordentlichen Welle. Fur die 
ordentliche Welle bekommt (228) die Form 

:2 {sin2 X' + cos2 X' (K + L cos 2 ']f)} = ~2 ; 
1 

(232) 

wIr erhalten daher beim Minimum der Ablenkung nach (229) 

K 2" ITr 
-2 cos X sm 2 T = 0, .. -

woraus P = ~ folgt, d. h. die auf den Normalschnitt projizierte Wellennormale 

der gebrochenen ordentlichen Welle steht beim Minimum der Ablenkung senk
recht zur Halbierungsebene des Prismenwinkels. (227) ergibt dann 

. IX Sln-

tg X' = tg X V K - L = tg X -. -IX l do ' 
Sln---

2 

(233) 

wobei do das Minimum von Do bedeutet; aus (232) gewinnt man schlieBlich'" die 
zur Bestimmung von n1 dienende Beziehung 

~ = ~{sin2x' + COS2 X'(K -- L)} = ~ sin2X' + cos2X, ___ 2 __ - . ( 
. sin2~ ') 

n 2 1,2 ,. I'·· • IX + d 1 Sln2 __ Jl 
2 

b) Minim urn der A blenkung der a uB erorden tlichen Welle. 
Fur die auBerordentliche Welle bekommt (228) mit Rucksicht auf (230) und 
(231) die Form 

:2 {sin2 X' + cos2X' (K + L cos2 P)} - ~2 l 
3 (234) 

- (-; - -;) {sin,u sin X' + cos,u cos X' cos (P - r.P)}2 = 0, 
n, na 

1) Stellt man samtliche Richtungen durch Punkte der Einheitskugel dar, so erhalt 
man (231) aus dem spharischen Dreieck, dessen Ecken von den Punkten der positiven 
z'-Achse, der optischen Achse und der Wellennormale der im Prisma fortschreitenden 
Welle gebildet werden. 
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we1che fur das Minimum der Ablenkung nach (229) 

~COS2x" Lsin21fF - (~- ~) {sin,usinx' ,,2 n~ n~ 

+ cos,u cos X' cos (IfF - cp)} cos,u cos X' sin (IfF - CP) = 0 
liefert. 
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Aus (235) konnte ns berechnet werden, wenn n1 [etwa nach a)] ermittelt 
ist. Die Geichung ist aber bei einem beliebig orientierten Prisma sowie bei be
liebig schragem Durchgang der Welle zu kompliziert; wir wenden uns daher 
speziellen Fallen zu. 

c) Einfallende Wellenebene parallel zur Prismenkante. 1st, wie 
meistens bei den MeBanordnungen, die einfallende Wellenebene parallel zur 
Prismenkante (d. h. ihre Wellennormalenrichtung senkrecht zur Eintrittsflache 
des Prismas), so ist X' = 0 zu setzen. Man erhalt dann aus (234) und (235) 

~ (K + L cos21fF) - ~ - (~ -~) cos2,u cos2 (1fF - CP) = 0 ,,2 n~ nf n~ , 
nnd 

--;.. L sin 2 IfF - (~ - ~) cos2,u sin (IfF - CP) cos (IfF - CP) = 0 ; 
v n 1 n3 

hieraus ergibt sich durch Elimination von L die Gleichung 

--;.. K sin 2 IfF - ~ sin 2 IfF - (~ - ~) cos2,u cos(1fF - CP) sin ( P + CP) = 0, v n. n1 n. 

die zusammen mit der letzten Gleichung die Beziehungen 

(~- (K + L) - ~) sin 2 IfF = 2 (-;, - J.) cos2,u cos ( IfF - CP) cos cP sin IfF 
v n. n , n. 

und 

(;a (K - L) - ~~) sin 2 IfF = 2 (~~ - ~~) cos2,u cos ( IfF - <l» sin CPcoslfF 

liefert. Aus diesen ergeben sich die Gleichungen 

(~. _1, _ ,L)(~. ~ _~) sin2P = (~_ ~)2 coS4f1COS2(P _ <l» sin2<P 
1'2 q n~ 1'2 5~ n~ , n~ n~ , 

und 

{-; (C\ sin 2 cP + 5\ cos2 cp) - -;-} sin 2lJF = (-;- - -;-) cos2 f-L cos2 (lJF - CP) sin 2 cP , v 0 0 n. n 1 n. 

durch deren Division 

(~~_~)(~. ~_~)_(~ _~) 2 {~(~ . 2di ~ 2 di)_ 1} ( 6) 
2 C2 2 2 52 2 - 2 2 cos f1 2 C. sm ""+ 5' cos"" ---. 23 von" von. n 1 n. p 0 0 n. 

folgt. (236) gestattet, den Hauptbrechungsindex ns aus der Messung des Prismen
winkels und der Minimalablenkung der auBerordentlichen Welle zu ermitteln, 
falls n1 bekannt ist; sie ist allerdings quadratisch in n~, aber da die Doppel
brechung der Kristalle erfahrungsgemaB gering ist, so muB diejenige Wurzel 
gewahlt werden, fiir welche P dem [nach a)] fiir die ordentliche Welle geltenden 

Werte ~ moglichst nahe liegtl). 

d) Einfallende W ellene bene schrag zur Prismenkan te, Ebene 
der auBerordentlichen Welle im Inneren des Prismas beim Mini-

1) Vgl. hierzu die Messungen von A. CORNU, Ann. de I'ecole norm. (2) Bd. 3. S. 25 u, 42. 
'874. 
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mum der Ablenkung parallel zur inneren Mi ttellinie des Prismas. 

In diesem FaIle ist 'Jf = ~ und die seitliche Ablenkung [vgl. Ziff. 58c)] ver

schwindet; die Gleichungen (234) und (235) gehen dann tiber in 

-;-(sin2x' +cos2X'(K - L)) - -;-(-; - \)(sin,usinx' + cos,ucosx'sin (/»)2= 0 (237) 
l' n3 n 1 na 

und 
(sin,u sin X' + cos,u cos X' sin (/») cos,u cos X' cos (/) = 0 . (238) 

Aus (238) folgt, daB entweder 

sin,u sin X' + cos,u cos X' sin (/) = 0 oder 

ist; wir behandeln diese UnterHille, welche 
mung von na liefern als b), getrennt. 

COSlt = 0 oder cos(/) = 0 

bequemere Methoden zur Bestim-

1m erst en Unterfalle ist das Prisma nach (231) so orientiert, daB die 
optische Achse senkrech t zur Wellennormale der jm Prisma fort
schreitenden auBerordentlichen Welle liegt, und wir erhalten aus (233) und (237) 
zur Bestimmung von na die Gleichung 

( 
sin2~ ') 

-; = ~ sin2 X' + cos2 X' ___ 2- . 
n3 v sin2 Oi + do 

2 

1m zweiten Unterfalle wird ,u = ~ , d. h. das Prisma ist so aus dem Kristall 

geschnitten, daB die optische Achse parallel zur Prismenkante liegt; 
(233) und (237) liefern dann fUr na die Beziehung 

-; + (-; _ -;)sin2x' = ~(sin2XI + COS2X' Sin2-T). 
n3 n 1 n3 v . 2 IX + do sm---

, 2 

1m dritten Unterfalle wird (/) = ~ , d. h. es wird ein Prisma vorausge

setzt, welches kristallographisch so orientiert ist, daB der Hauptschnitt der 
Prismenkante senkrecht zur Halbierungsebene des Prismenwinkels 
liegt; (233) und (237) ergeben dann fUr na die Bestimmungsgleichung 

62. Prismen optisch zweiachsiger Kristalle; Transformation der Glei
chung der Normalenflache. Wir wenden uns in den folgenden Ziffern 62 bis 
66 der Behandlung von Pri sme n 0 p tis ch z wei ach s ig er K ris t aIle!) 
zu, und stell en zunachst die Gleichung der Normalenflache auf, die wir nach 
Ziff. 59 zur Herleitung der Bedingung fUr das Minimum der Ablenkung be
n6tigen. Wir beziehen das Prisma auf das in Ziff. 60 eingefUhrte Koordinaten
system x', y', Z'. Zwischen den Koordinaten x', y', z' eines Punktes und seinen 
Koordinaten im optischen Symmetrieachsensystem x, y, z bestehen die Be
ziehungen 

1) TH. LlEBISCH, N. Jahrb. L Min. 1886 (1). S. 23; L. WEBER. Mitt. naturf. Ges. Freiburg 
(Schweiz), Ser. Math. u. Phys. Ed. 4. S. 1. 1921. 
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wobei die Koeffizienten Xl' X 2, ••. , Y3 die in Ziff.31 angegebene Bedeutung 
haben und den bekannten Orthogonalitatsbedingungen geniigen. 

Die Gleichungen der NormalenfHiche im System x' y' i folgt dann aus (47) zu 

("'IX' + 1X2Y' + lXaz')2 + (PIX' + P2Y' + Pa z')2 + (ylx' + Y2Y' + Ya z')2 = o· (239) 
11 11 11 ' 

da nach der Bedeutung der Winkel IfF und X' (Ziff. 58) fUr die Koordinaten 
eines Punktes der N ormalenflache 

1 
X' = - cos IfF cos X', 

n Y'= 1 . IfF ' n sm cosX, 

ist, so geht die letzte Gleichung fiber in 

i = ~sinx' 
n 

f( ljI ') - 1 1 (K 21fF 2' + K . 2'1' 2' + K . 2 ' n, ,x = n4 - n2 11 cos cos X 22 sm cos X 33 sm X 

(240) 

+ K23 sin'l'sin2x' + K31 coslfFsin2x' + K12sin2'l'cos2 X/) (241) 

+ Ln cos21fF cos2 X' + L22 sin21fF cos2 X' + L33 sin2x' 

+ L 23 sin '1' sin 2 x' + L31 cos '1' sin 2 X' + LI2 sin 2 IfF cos2 X' = 0, 
wobei 

und L = "'h~l + Ph{J1 + YhYI 
h,1 n2n2 n2n2 n21.2 

2 a 3 1 1 "2 
(h,l=1,2,3) 

gesetzt ist. 
1st X' = 0, SO gestattet die Bestimmung zusammengehOriger Werte IJF und n die 

Ermittelung der Hauptbrechungsindizes eines kristallographisch beliebig orien
tierten Prismas, wenn auBerdem die Azimute der Schwingungsrichtungen der 
gebrochenen Wellen fiir den Fall ermittelt sind, daB ihre Wellennormalen
richtungen senkrecht zur Eintritts- bzw. Austrittsflache des Prismas liegen. 
Wir gehen auf dieses allgemeinere, von WEBERI) behandelte Problem nicht 
naher ein, sondern begnfigen uns im folgenden mit der Besprechung der 
spezielleren FIDe, welche den vorzugsweise benutzten Methoden zur Bestimmung 
der Hauptbrechungsindizes zugrunde liegen. 

63. Bestimmung der Hauptbrechungsindizes eines optisch zweiachsigen 
Kristalls mittels eines Prismas von bekannter kristallographischer Orien
tierung. Auf. Gleichung (241) grfindet sich ein Verfahren zur Be s tim m u n g 
der Hauptbrechungsindizes mittels eines Prismas aus einem 
optisch zweiachsigen Kristall von beliebiger, aber bekannter 
kris tallogra ph ischer 0 rien ti eru n g. 

Ordnet man namlich (241) nach ~, ~ und ~, so erhiilt man 
n 1 n 2 n. 

wobei 

, U V W 1 1 
f( n IfF. X) =-+-+ - - -(V+ W) --(W+ U) " n;n: n:n~ n~n: n2n~ n2n~ 

1 1 
- --(U + V) + - = 0 

n2n~ n4' 

U = (Xl cos IfF cos X' + x2 sin '1' cos X' + X3 sin x')2, 
V = (PI cos IfF cos X' + f32 sin '1' cos X' + f33 sinx')2, 

W = ( 1'1 cos '1' cos X' + 1'2 sin '1' cos X' + 1'3 sin X')2 

1) L. WEBER, Mitt. naturf. Ges. Freiburg (Schweiz), Ser. Math. u. Phys. Bd. 4, S. 41. 1926. 
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gesetzt ist; hierbei sind die Winkel £Xl' £X 2 , ••• , ,'a durch die bekannte kristallo
graphische Orientierung des Prismas gegeben. 

Hat man nun drei Tripel zueinander gehorender Werte n = n(m), ljf = ~m) 
und X' = X;m) (m = 1, 2, 3) durch Messung gefunden l ), so entsprechen den
selben drei Gleichungen 

U m_ + V m + W m __ 1 _ (V + W ) __ 1 _ (W + U ) __ 1_ (U + V ) 
n~n~ n:n~ nin~ nfm)ni m m n~m)n~ m m nfm)n~ m m 

1 +-.-=0, 
n(m) 

(m = 1, 2, 3), 

die nach __ 1__ _1_ und -i--. aufgelOst, zu den Gleichungen 
, n~n~' n~n~ n 1 nz 

n 21n2 = An2! + nB21 + nG21 + HI' -21 2 = A22 + B; + ~n} + H 2, 
2 3 1 2 3 n3 n 1 n 1 n z I 

_1 _ As + Bs + 0_ + H 
nin~ - ni n~ n~ a 

fUhren, in welch en AI' BlI ... , Ha nur von den ermittelten GroBen UI , VI' .. " 
Wa, n~l), n~2) und n~3) abhangen. Die ersten beiden dieser Gleichungen liefern 

2 A III n~ + B'" n: + Gill n - ---
I - Aln~ + B'n: + C' ' 

2 A '" n~ + Bill n: + Gill n ---------
2 - A"n~ + B"n: + Gil , 

wobei die Koeffizienten rechts Funktionen von U I , VI' ... W a, n~l)' n~2) und n~) 
sind. Setzt man diese Werte in die dritte Gleichung ein, so ergibt sich eine 
Gleichung, die nur n~ und aus den gemessenen GraBen zusammengesetzte 
Koeffizienten enthalt; diese Gleichung ist aber vom fUnften Grade, und urn 
festzustellen, welche ihrer Wurzeln (nebst den zugehorigen Werten n1 und n2) 

zu nehmen ist, muB man schon anderweitig Naherungswerte von nv n~ und na 
kennen2). 

64. Minimum cler Ablenkung bei Prismen optisch zweiachsiger Kristalle. 
Wir leiten jetzt die Bedingung fUr das Minimum der Ablenkung bei 
Prismen optisch zweiachsiger Kristalle her, da sich hierauf die ge
brauchlicheren Methoden zur Bestimmung der Hauptbrechungsindizes grunden. 

n genugt einerseits der allgemeinen Bedingung (227), andererseits der Glei
chung der NormalenfHiche (241). Eliminiert man n aus diesen beiden Glei
chungen, so folgt 

F (E, lJf, X) = ~dsin2 X' + cos 2 X' (K + L cos2l[f)}2 
v 

- :2 {sin2x' + COS 2Xl (K + L cos2 'P)}{Kll cos21[' cos2x' 
+ K22 sin2ljf COS2XI + K33 sin2X' + 2K23 sin I[' sin X' cos Xl 

+ 2 K 31 cos I[' sin X' cos Xl + 2 K 12 sin 'Jf cos ljf cos 2 Xl} 

+ Ln cos 21[' cos 2 X' + L22 sin 21[' cos 2 Xl + Laa sin 2 Xl 

+ 2 L 2a sin I[' sin X' cos Xl + 2 L31 cos ljf sin X' cos z' 
+ 2L12 sin I[' cos ljf cos2 X' = 0 . 

(242) 

1) Unmittelbar gemessen werden auBer dem Prismenwinkel Oi der Einfallswinkel i, 
der Winkel X zwischen Prismenkante und einfallender Wellenebene und die Ablenkung D; 
aus diesen Gri:iBen werden '1' und n mittels (225) und (226) unter Zuziehung von (223) 
und (224) berechnet. 

2) M. BORN, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd.5. S.40. 1887. 
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Fur das Minimum der Ablenkung1) ergibt sich aus (242) mit Rucksicht 
auf (229) die BedingungsgIeichung 

{sin2x' + cos 2 X' (K + L cos 2 P)} 

~4Lcos2x'sin2'P -~. (Kllsin2Pcos2;/ - K22 sin2'Pcos2X' 

- 2 K 23 cos'Psinx'cosx' + 2K31sin'Psin,/cosx' 

- 2Kl2 cos 2 P cos 2 x')} 
- ~- L sin 21P cos 2 X' (Kll cos 2 'P cos 2 X' 

+ K22 sin2 P cos2 X' + Ka3 sin 2X' 

+ 2K23 sin PsinX' cos X' + 2Ka1 cos'Psinl cosX' 

+ 2K12 sin 'P cos 'P cos2 X') + Lll sin 2 'P cos 2 ;( 

- L22 sin 2 'P cos 2 X' - 2L23 cos lJI sin X' cos X' 

+ 2L31 sin 'P sinX' cos X' - 2L12 cos2 P cos2X' = O. 

(243) 

Die Gleichungen (242) und (243) stellen die'Losung des allgemeinen Problems 
dar; sie sind jedoch bei beliebiger kristallographischer Orientierung des Prism as 
flir die Anwendung zur Bestimmung der Hauptbrechungsindizes n1 , n2 und 
n3 selbst dann zu kompliziert 2), wenn X' = 0 ist, d. h. wenn die Ebene der 
einfallenden Welle parallel zur Prismenkante Iiegt3). Wir betrachten daher in 
den folgenden Ziff. 65 und 66 spezielle FiiJIe. 

65. Minimum der Ablenkung bei Prism en optisch zweiachsiger Kristalle, 
wenn die Ebene der einfallenden Welle parallel zur Prismenkante und letztere 
,eine optische Symmetrieachse ist. Wir wenden uns zunachst dem FaIle zu, 
daB die E ben e d ere i n f a II end e n We II epa raIl e 1 z u r P r ism e n k ant e 
liegt und diese eine optische Symmetrieachse ist4); derselbe liefert 
eine wichtige Methode zur Bestimmung der Hauptbrechungsindizes. 

Fallt die Prismenkante in die z-Achse des optischen Symmetrieachsen
systems und der Normalschnitt des Prismas somit in die xy-Ebene und ist 
It der Winkel zwischen der positiven x-Achse und der positiven x'-Achse des 
Bezugssystems x' y' z', welches wir wie in Ziff. 60 legen, so wird 

(\;1 =COS,U, (\;2=sinp, /31 = - sin/I, /32=COSP, fa=1, (\;3=/3a=Yl =1'2=0. (244) 

1st die Ebene der einfallenden Welle parallel zur Prismenkante, so ist X' = 0 
und wir erhalten aus (239), (240) und (244) als Gleichung der Schnittkurve der 
Normalenflache mit dem Normalschnitt des Prismas 

t(n 'P)=(~ - !){~-~-(~-- 1)sin2('P-n)}=0. , n 2 n~ n 2 n~ ni n~ r 

1) Zuerst behandelt bei TH. LIEBISCH, Gottinger Nachr. 1888, S.97. 
2) Uber gewisse Naherungsformeln vgl. F. NEUMANN, Vorlesungen iiber theoret. Optik. 

Herausgeg. von E. DORN, S.211. Leipzig 1885. Ein von G. BARTALINI (Giorn. de Min., 
Crist. e Petrogr. Bd. 1, S.94. 1890) angegebenes Verfahren, die Hauptbrechungsindizes eines 
(Jptisch zweiachsigen Kristalls aus den Minimumablenkungen an drei verschieden orientier
ten Prismen zu ermitteln, liefert nur angenaherte \Verte (vgl. hierzu F. POCKELS, Beibl. 
Ann. d. Phys. Bd. 17, S.458. 1893). 

3) Uber spezielle Faile bei von Null verschiedenem X' vgl. Ziff. 66. 
4) G. G. STOKES, Cambr. and Dublin Math, Journ. Bd. 1, S. 183. 1846; Mathem. and 

Phys. Papers Bd. 1, S. 148. Cambridge 1880; H. DE StNARMONT, Nouv. Ann. de mathem. 
Bd. 16, S.273. 1856; V. V. LANG, Wiener Ber. Bd.33, s. 155 u. 577. 1858; H. TOPSOE U. 

C. CHRISTIANSEN, Ann. chim. phys. (5) Bd. 1, S. 13. 1874; Pogg. Ann., Erg.-Bd. 6, S. 507. 1874; 
TH. LIEBISCH, N. Jahrb. f. Min. 1886 (1), S,29. 
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Diese Gleichung ist erfUllt, wenn entweder 

ist. 
oder 1 1 (1 1'), - - - - - - - 5m2 ('1' - II) = 0 

n2 n~ ni n~ ," 

Die erste dieser Gleichungen ergibt n = n3 • Da namlich die Wellennormalen 
der beiden gebrochenen Wellen in einer optischen Symmetrieebene (xy-Ebene) 
liegen, so besitzt ein e der beiden Wellen konstanten Brechungsindex [Ziff. 24b)]; 
fur diese Welle ergibt demnach das Minimum der Ablenkung nach der ge
wohnlichen Prismenformel fUr optisch isotrope Prismen unmittelbar na' 

Fur das Minimum der Ablenkung der anderen Welle erhalt man aus 
der letzten Gleichung und der fUr X' = 0 spezialisierten Gleichung (227) 

F == ~ (K + L cos2 '1') - ~ - (~ - ~) sin2( '1' - 11.) = 0 
y2 n~ n ~ n~ r~' 

iJ F == 2- L sin 2 '1' + (~ - ~) sin 2 ( 'l' - 11.) = o· iJ 'Jf 1'2 n; n~ ,', 

die Elimination von 'P aus dies en Gleichungen liefert die Beziehung 

(_~ ___ sin2 fl _ COS2/l) (_1 __ COS2fl _ Sin2fl) _ (~ _ ~)2 . 2 2. 
2 C2 2 2 2 52 2 2 - 2 2 sm Jl cos fl , 

. l' 0 n, n 2 l' 0 n, n. n, n 2 
(245) 

diese kann zur Bestimmung von n i und n2 dienen, wenn man auBerdem die Ab
lenkung der Welle fUr irgendeinen anderen, gem essen en Einfallswinkel bestimmtl). 

66. Minimum der Ablenkung bei Prismen optisch zweiachsiger Kristalle, 
wenn die Ebene der gebrochenen Welle parallel zur inneren Mittellinie des 
Prismas liegt. Wir betrachten jetzt die Falle, in welch en die Wellenebene im 
Inneren des Prismas parallel zur inneren Mittellinie liegt 2). Es verschwindet 
dann die seitliche Ablenkung, d. h. wir haben symmetrischen Durchgang [vgl. 

Ziff. 59c)]; da ferner '1' = ~ ist, so folgt aus (242) und (243) 

:4 {sin2 x' + (K - L) cos2 X'}2 

- :2 {sin2 x' + (K - L)cos2X'} (K22 COS2 x' + K33 sin2 X' + 2K2a sinx' cos x') 
+ L22 cos2 x' + L33 sin2 x' + 2L23 sin X' cos X' = 0 

-;.. {sin2 X' + (K - L) cos2 X'} (K31 sin X' cos X' + K12 cos2 x') 
l' 

und 

- (L31 sin X' cos x' + L12 cos2 X') = 0 ; 

setzen wir in diese Gleichungen die Werte fur K 12 , K 31 , L12 und L3I (Ziff. 62) ein, 
so erhalten wir 

:4 {sin2 x' + (K - L) cos2 X'}2 

- ~{sin2x' + (K - L) cos2 X'}· {(~ + ~)' «X2 COSX' + <X3 sinX')2 
l' ~ ~. 

+ ('~ + ~)(fJ2COSX' + fJ3 sin X')2 + (~+ ~)(Y2COSX' + Ya sin X')2} (246) na n, n, n 2 

+ +. (a2 cosX' + a 3 sin;()2 +212 (fJ2 COSX' + fJ3 sinx')2 n2 na nan, 

+ +. (Y2 cosx' + Y3 sinx')2 = 0 _____ n,n2 

1) Urn den EinfluB der Eeobachtungsfehler zu verringern, pflegt man gleich eine griiBere 
Anzahl zusammengehiiriger Einfalls- und Ablenkungswinkel zu messen und dann unter Ee
nutzung von (245) n1 und n2 nach der Methode der kleinsten Quadrate zu berechnen [V. v. LANG, 
Wiener Eer. Ed. 76 (2), S. 795. 1877; 1\1. EORN, N. Jahrb. f. Min., Eeil. Ed. 5, S.44. 1887]. 
. 2) C. VIOLA, Lincei Rend. (5) Ed. 9 (1), S. 196.1900; ZS. f. Krist. Ed. 32, S. 545.1900. 



Ziff. 66. Minimum der Ablenkung bei Prism?n optisch zweiachsiger Kristalle. 749 

und 

~ {sin2x' + (K - L) cosS Xl {(-; + -;) ~1 (~2 COSX' + ~3 sin X') . ~ ~ 

+ (-; + -;) fJl (fJ2 cos X' + fJ3 sin X') na n1 

(247) 
+ (-; + ~) Yl (Y2 cos X' + Ya sin i)} - ~I 9 (1X2 cos X' + lXa sin X') 

~ ~ ~~ 

fJI (fJ I + fJ .,) 1'1 ( I + . ') 0 - ~2-2 2COSX asmX - 22 Y2COSX YasmX = . nanl n1n2 

Aus (247) ergibt sich mit Rticksicht auf (227) ftir n die Gleichung 

t¥I ( , .,) fJI (fJ ' fJ .,) 1'1 ( , + . ') 22 t¥s cosx + t¥a smx + 22 2 cosx + a smX + 22 1'2 COSX 1'a smx 
~~ ~~ ~~ 

-77--~~~------------~~~~--------------~~--~---------

(~ +~) t¥I(t¥2COSX' + OIasin;() + (-; + ~)fJI(fJ2COSX' + fJasinX') + (-; + -;). 1'1(1'2 cos X' + 1'a sin X') n2 na na nl n1 n g 

Nun stellt aber, wie sich mit Hille des in Ziff.13 Gesagten leicht zeigen IaBt, 
dieser Ausdruck das reziproke Quadrat des Brechungsindex einer im Kristall fort
schreitenden Welle dar, deren Schwingungsrichtung senkrecht zur inneren Mittel
linie des Prismas liegt; wir erhalten somit das wichtige Kriterium, daB die Ab
lenkung bei symmetrischem Durchgang ein Minimum ist, wenn die 
Schwingungsebene der gebrochenen Welle parallel zur Prismenkante 
und senkrecht zur Halbierungsebene des Prismenwinkels liegtl). 

Ftir die Anwendungen brauchbare spezielle Falle ergeben sich mit Hilfe 
der Orthogonalitatsbedingung 

IXd~2 cos X' + lXa sin X') + fJl (fJ2 cos X' + fJa sin X') + YI (Y2 cos X' + Ya sin i) = O. (248) 

1st namlich IXI (~2 cos X' + lXa sin i) = 0, 

so geht (247) mit Riicksicht auf (248) in 

[~-{sin2x' + (K - L) cos2xl- -;] (~- ~)Yl(Y2COSX' + Y3sinX') = ° • n, n. n" 

tiber, und diese Gleichung wird erfiillt, wenn entweder 

Yl (Y2 COSX' + Y3 sin X') = 0 und somit auch fJl (fJ2 cosX' + fJa sin X') = 0 

oder .2 
sin2x' + (K - L) cos2i = n 2 

1 

ist; wir betrachten diese beiden Fa.lle getrennt. 
a) 1st 

1X1(~2COSX' + lXasini) = fJl(f.J2COSx' + fJasinX') = Yl(Y2COSX' + YasinX') = 0, 

so haben wir die foigenden drei Unterfalle zu unterscheiden: 
IX) (\1 = fJ2 = l'a = 1, 1X2 = lXa = PI = f.Ja = l'1 = l'2 = 0, d. h. die Koor

dina tenachsen x' y' z' fallen mit den opt is chen Symmetrieachsen 
Zllsammen. Gleichung (246) wird dann 

[-;-{sin2x' + (K - L)cos2x'} -.;] [-;-{sin2x' + (K - L)cos2x'} 
l' nL 'P 

1 '2' 1 2'] - - sm X - - cos X = O. 
n~ n~ 

----~----

1) C. YIOLA, Lincei Rend. (5) Bd. 11 (2), S. 24. 1902. Das Problem, fur welche kri
stallographische Orientierung eines Prismas eines optisch zweiachsigen Kristalls das Mini
mum der Ablenkung bei symmetrischem Durchgange eintritt, wurde zuerst von H. DE SE
NARMONT (Nouv. Ann. de mathBm. Bd. 16, S. 273. 1857) und V. v. LANG (Wiener Ber. Bd. 33, 
S. 155. 1S5S) in Angriff genommen. 
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Hat man somit ein Prisma, welches aus einem optisch zweiachsigen Kristall 
so geschnitten ist, daB die eine optische Symmetrieachse (z-Achse) parallel zur 
Prismenkante und die eine optische Symmetrieebene (zx-Ebene) parallel zur 
Halbierungsebene des Prismenwinkels liegt, so liefert das Minimum der Ab
lenkung bei der einen Welle den einen Hauptbrechungsindex (n1 ) und bei der 
anderen Welle eine lineare Beziehung zwischen den reziproken Quadraten der 
beiden anderen Hauptbrechungsindizes (n2 und na)' 

fJ) £Xl = 1, fJ2 = Ya = cosf1" fJ3 = - 1'2 = sinf1" £x2 = £xa = /31 = 1'1 = 0, 
d. h. die x-Achse ist innere Mittellinie des Prismas, und die positive 
y-Achse bildet mit der positiven y'-Achse den Winkel ,u. Aus (246) 
folgt dann 

[1~2 {sin2 x' + (K - L) cos2 X'} - 1:;]' [:2 {sin2 X' + (K - L) cos2 x'} 

- ~~ sin2(x - f1,) - 1~~ cos2(X - f1,)] = 0, 

und es gilt wieder das beim Fall 1 bemerkte1). 

1') £x1 =0, £x 2 =COSX', £X3 = sinX', fJl=-sinf1" fJ2=-cosf1,sinx', 
li3 = COSf1,COSx', 1'1 = cOSf1" 1'2 = -sinf1, sinx', 1'3 = sinf1, cosx' d. h. die 
x-Achse steht senkrecht zur inneren Mittellinie des Prism as. Die 
seitliche Ablenkung verschwindet bei dieser Art der kristallographischen Orien
tierung des Prismas nur dann, wenn die Wellenebene im 1nneren des Prismas 
parallel zur yz-Ebene liegt. 1st diese Bedingung erfullt, so ergibt (246) 

[:dsin2 x' + (K - L) cos2X'} - ~~l' [:2 {sin2x' + (K - L) COS2x'} -~fl = 0. 

Hat man somit ein aus einem optisch zweiachsigen Kristall derart geschnittenes 
Prisma, daB die eine optische Symmetrieachse (x-Achse) senkrecht zur inneren 
Mittellinie des Prism as liegt, so ergeben sich bei symmetrischem Durchgang 
zwei Hauptbrechungsindizes (n2 und na) unmittelbar aus den Minimalablen
kungen der beiden Wellen 2) . 

b) 1st 

£Xl (£x 2 cos X' + £Xs sin X') = ° und 

so folgt aus (246) mit Rucksicht auf 

(£x2cosX' + £xs sinx')2 + (fJ2COSX' + fJasinX')2 + (1'2 cos X' + YasinX')2 = 1 

die von £Xl unabhangige Gleichung 

-;~{Siri2X' + (K - L) cOS2X'}2 - 1~2 {sin2x' + (K - L) cos2 x'}{~. + ~. 
3 1 

+ 1 1 (1 1 ) ( , . ')2 -- - - - - -:- £X cos X + £X sm X ni ni n~ ni n~ 2 3 

+ -;(-; - -;)(Y2COSX' + YasinX')2 = 0. n 1 n. n3 

1) Uber Messung der Hauptbrechungsindizes nach dieser Methode bei senkrechtem 
Durchgang (X' = 0) vgl. V. V. LANG, Wiener Ber. Bd. 37. S. 380 u. 382. 1859. 

2) Fur senkrechten Durchgang (X' = 0) wurde dieser Fall zuerst von TH. LIEBISCH 

[N. Jahrb. f. Min. 1900 (i). S.57] behandelt. 
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Diese Gleichung wird erfiillt, wenn neben 
nHsin2x' + (K - L) COS2 X/} - 1'2 = 0 

noch ,x2 COS X' + <X3 sin X' = 0 

ist, d. h. wenn die x-Achse in der Wellenebene der im Inneren des Prism as 
fortschreitenden Welle liegt bzw. diese Wellenebene senkrecht zur yz-Ebene 
steht; das durch fehlende seitliche Ablenkung gekennzeichnete Minimum der 
Ablenkung liefert dann den Hauptbrechungsindex n1 • 

Entsprechende Resultate ergeben sich fiir die beiden anderen Haupt
brechungsindizes, wenn die Wellenebene im Inneren des Prismas 
senkrech t zu einer der beiden anderen optischen Symmetrieebenen 
steh tl). 

Auf dieses Verhalten hat VIOLA2) eine Methode gegriindet, urn n1 , n2 und 
n3 durch Beobachtung der Minimumablenkung an ein und demselben beliebig 
orientierten Prisma zu ermitteln. 

67. Richtungen der gebrochenen Strahlen. Wir denken uns ein Spektro
meter, dessen Spalt sich in der Brennebene des Kollimatorrohres und auf dessen 
Tischchen sich ein doppelbrechendes Kristallprisma befindet. Liegt der Spalt 
parallel zur Prismenkante, so beobachtet man mit dem auf paralleles Licht 
eingestellten Beobachtungsfernrohr zwei Spaltbilder, die im allgemeinen gegen 
die Prismenkante geneigt sind; urn eines der beiden Bilder in eine zur Prismen
kante parallele Lage zu bringen, muB man den Spalt gegen letztere neigen. Der 
Winkel cp zwischen Spaltbild und Prismenkante ist stets dann von Null verschie
den, wenn der gebrochene Strahl nicht im Normalschnitt des Prismas liegt. 

Ist nun 'IjJ der Winkel zwischen Spalt und Prismenkante, so HiBt sich, wie 
CORNU3) gezeigt hat, aus der Messung zusammengehorender Werte 'IjJ und q; bei 
verschiedenen Einfallswinkeln die Richtung des Strahles ermitteln, welcher zu 
einer gebrochenen Welle mit parallel zur Prismenkante liegender Wellenebene 
gehort; auBerdem liefert die Messung den zu diesem Strahl gehOrenden Strahlen
index s. Damit ist eine Moglichkeit zur experimentellen Priifung der Ge
stal t der Strahlenflache [vgl. Ziff. 17b)] gegeben; diese ist von CORNU 4) 

bei Kalkspat durchgefiihrt worden und hat die Dbereinstimmung zwischen den 
berechneten und beobachteten Wert en erwiesen. 

c) Interferenzerscheinungen an Platten nicht absorbierender, 
nicht aktiver Kristalle im polarisierten Lichte. 

eX) Interferenzerscheinungen im parallelen, senkrecht auffallenden 
polarisierten Lichte. 

68. Allgemeines tiber Interferenzerscheinungen im parallelen, senkrecht 
auffallenden, linear polarisierten Lichte. Die Interferenzerscheinungen, welche 
Kristalle im parallelen, linear polarisierten Lichte zeigen, sind von ARAG0 5) bei 
Glimmer und Gips entdeckt und bald darauf von BIOT 6) in einer Reihe von 

1) C. VIOLA. ZS. f. Krist. Bd. 32, S. 66. 1900; Lincei Rend. (5) Bd. 9 (1), S. 196. 1900. 
2) C. VIOLA, ZS. f. Krist. Bd.43, S. 210 u. 588. 1907. 
3) A. CORNU, Ann. de l'ecole norm. (2) Bd. 1, S.255. 1872. 
4) A. CORNU, Ann. de l'ecole norm. (2) Bd. 3, S.4. 1874. 
6) F. ARAGO, Mem. de la classe des Scienc. math. et phys. de l'Inst. 1811 (1), S.93; 

CEuvr. compI. Bd. X, S. 36. Paris-Leipzig 1858. 
6) ]. B. BlOT, Mem. de la classe des Scienc. math. et phys. de l'Inst. 1811 (1), S. 135; 

1812 (i), S. 1; (2) S. 1 u. 31; Mem. de phys. et de chim. de la Soc. d'Arcueil. Ed. 3, S. 132. 1813. 
Zusammenfassende Darstellung in seinem Traite de physique experiment. et mathem. 
Bd. IV, S.253. Paris 1816. 
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Arbeiten eingehend experiment ell untersucht worden. Eine Erklarung der 
Erscheinungen auf Grund der Wellentheorie des Lichtes wurde zuerst von 
YOUNGl ) versucht, gelang aber vollstandig erst FRESNEL2) auf Grund der Gesetze, 
die er zusammen mit ARAGO fiir die Interferenz polarisierten Lichtes gefunden 
hatte; nach diesen Gesetzen interferieren zwei linear und senkrecht zuein
ander polarisierte Wellen nach Zuriickfiihrung auf eine gemeinsame Polarisa
tionsebene, falls sie aus der namlichen linear polarisierten Welle hervorgegangen 
sind (vgl. Kap. 4 dieses Bandes). 

Die Erscheinungen werden am iibersichtlichsten, wenn der Kristall die 
Form einer pIa n par a 11 e 1 e n PIa t t e hat, die sich in einem homogenen, 
isotropen Medium (z. B. Luft) befindeP). LaBt man auf die eine Begrcnzungs
flache der Platte eine ebene, monochromatische, linear polarisierte Welle4) 

unter einem Einfallswinkel fallen, bei dem partielle Reflexion eintritt, so 
entstehen im Inneren der Platte zwei gebrochene Wellen, deren Wellennormalen
richtungen im allgemeinen nicht zusammenfallen und die verschiedene Bre
chungsindizes besitzen (vgl. Ziff. 32 und 33); dieselben treten nach (168) mit 
gleichen Wellennormalenrichtungen und einer bestimmten Phasendifferenz aus 
der Platte in das isotrope AuBenmedium aus. 

Diese beiden im Inneren des Kristalls durch Brechung entstehenden 
Wellen sind linear polarisiert, wegen der verschiedenen Brechungswinkel stehen 
aber ihre Schwingungsebenen nach (173) bei beliebigem, von Null ver
s chi e den e m E i n fall s win k e 1 im allgemeinen nicht senkrecht zueinander; 
die in den AuBenraum austretenden Wellen sind (vgl. Ziff.40) ebenfalls 
linear polarisiert, ihre Schwingungsebenen stehen aber auch dann nicht senk
recht zueinander, wenn dies bei den Wellen im Inneren des Kristalls der Fall 
ist, da bei der Brechung in das isotrope AuBenmedium Drehungen der Schwin
gungsebenen eintreten (vgl. Ziff. 49) 5). 

Nun vereinfachen sich die Verhaltnisse aber bedeutend, wenn die Schwin
gungsebenen der in das isotrope AuBenmedium tretenden Wellen senkrecht zu
einander stehen. Dieser Fall tritt nach (173) stets dann ein, wenn die 
Wellennormale der auffallenden ebenen Welle senkrecht zu den 
ebenen BegrenzungsfHichen der planparallelen Platte liegt. Man 
bezeichnet die zueinander senkrechten Schwingungsrichtungen der Platte bei 

1) TH. YOUNG, Quarter!. Rev. Bd. 11, S. 49.1814; Miscell. Works Bd. I, S. 270. London 
1855· 

2) A. FRESNEL, Ann. chim. phys. (2) Bd. 17, S.80, 102, 167, 312, 393. 1821; <Euvr. 
comp!. Bd. I, S. 523, 533, 553, 601 u. 609. Paris 1866; hierzu J. B. BIOT, Ann. chim. phys. 
(2) Bd. 17, S.225. 1821; F. ARAGO, ebenda (2) Bd. 17, S.258. 1821; <Euvr. comp!. Bd. X, 
S.425. Paris-Leipzig 1858. 

3) Der Fall der planparallelen Platte ist der wichtigste. Die Interferenzerscheinungen, 
die beim Durchgang linear polarisierten Lichtes durch eine Kugel aus einem optisch ein
achsigen Kristail auftreten, sind von TURPAIN und de BONY DE LAVERGNE Dourn. de phys. 
(6) Bd.6, S.259. 1925J untersucht worden. 

4) Wir behandeln im folgenden nur die Interferenzerscheinungen im polarisierten 
Lichte; bezuglich der auch bei isotropen planparallelen Platten im unpolarisierten Lichte 
auftretenden Interferenzen gleicher Neigung vgl. Kap.l dieses Bandes. Uber die 
Modifikationen, welche die Interferenzen gleicher Neigung erfahren, wenn die planparallele 
Platte aus einem doppelbrechenden Kristall besteht, vgl. LORD RAYLEIGH, Phil. mag. (6) 
Bd. 12, S. 489. 1906; Scient. Pap. Bd. 5, S. 341. Cambridge 1912; T. V. CHINMAYANANDAM, 
Proc. Roy. Soc. London, Bd.95, S. 176. 1919; Ph. N. GHOSH, ebenda Bd. 96. S. 257. 1919; 
Cl. SCHAFER und K. FRICKE, ZS. £. Phys. Bd. 14, S. 253. 1923; Cl. SCHAFER und A. HERBER, 
ZS. f. techno Phys. Bd. 7, S. 98. 1926; O. M. CORBINO. Lincei Rend. (6) Bd. 3. S. 573. 
1926. Uber die Queteletsch en Ringe bei doppelbrechenden Kristallplatten vgl. 
N. K. SETHI und C. M. SOGANI. Proc. Ind. Assoc. Bd. 7. S.61. 1922. 

5) Vgl. hierzu die Messungen von F.E.WRIGHT, Sill. Journ. (4) Bd. 31. S.183. 1911; 
Tschermaks mineral. und petrogr. Mitteil. Bd. 30, S. 200. 1911. 
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senkrechter Inzidenz als die Hauptschwingungsrichtungen oder Aus
loschungsrichtungen (vgl. Zif£. 69); dieselben sind durch die kristallographische 
Orientierung der Platte bestimmt und werden berechnet, indem man in (83) 
die Wellennormalenrichtung ~ mit der Plattennormale zusammenfallen Hi.Bt. 

Wir konnen uns im Folgenden auf diesen, fiir die Beobachtungen besonders 
wichtigen Fall beschranken, da auch im allgemeinen FaIle nicht senkrechter 
Inzidenz die Schwingungsebenen der gebrochenen Wellen n a h e z u senkrecht 
zueinander liegen, wofem der Einfallswinkel hinreichend klein bleibt; femer 
betrachten wir nur die Interferenz der direkt hindurchgehenden Wellen!), 
sehen also von dem EinfluB innerer Reflexionen2) auf die Interferenzerschei
nungen ab 3). 

69. Eine einzelne Kristallplatte im parallelen, senkrecht auffallenden, 
linear polarisierten, monochromatischen Lichte. Wir betrachten zunachst die 
Interferenzerscheinungen, welche eine einzelne, planparallele Kristallplatte im 
parallelen, senkrecht auffallenden, linear polarisierten Lichte zeigt und denken 
uns dabei folgende Versuchsanordnung zugrunde gelegt: 

Eine ebene, linear polarisierte, monochromatische Welle von der Frequenz OJ, 

die von einer polarisierenden Vorrichtung, dem Polarisa tor, kommt, fallt 
senkrecht auf die eine ebene Begrenzungsflache der Platte. Die aus ihr in 
das isotrope AuBenmedium austretenden, linear und senkrecht zueinander 
polarisierten Wellen fiihren wir auf dieselbe Polarisationsebene znriick, indem 
wir sie durch eine zweite polarisierende Vorrichtung, den Analysator, hin
durchgehen lassen; die den Analysator verlassenden Wellen sind dann nach 
dem obenerwahnten ARAGo-FREsNELschen Gesetze interferenzfahig, und es ist 
jetzt unsere Aufgabe, die Intensitat J des aus dem Analysator aus
tretenden Lichtes zu berechnen. 

Zu diesem Zwecke legen wir ein rechtwinkliges Rechtssystem x', y', z' so, 
daB die Richtung der positiven z'-Achse in Richtung der Wellennormale fallt; 
die x'-Achse und y'-Achse mogen mit den Hauptschwingungsrichtungen der 
Kristallplatte (vgl. Ziff. 68) zusammenfallen. 1st z' = 0 die Begrenzungsebene. 

1) Bei der Reflexion an der zweiten Begrenzungsflache der Kristallplatte entstehen 
vier Wellen, die nach der Brechung in das isotrope AuBenmedium an der ersten Begrenzungs
flache zur Interferenz gelangen; diese Interferenzerscheinungen im reflektierten Lichte 
wurden von E. GENZKEN (N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 30, S.383. 1910) behandelt. 

2) Uber den EinfluB der inneren Reflexionen auf die Interferenzerscheinungen vgl. 
Lord RAYLEIGH, Phil. Mag. (6) Bd. 12, S.489. 1906; Scient. Pap. Bd. 5. S. 341. Cambridge 
1912; H. JOACHIM, Gottinger Nachr. 1907, S. 321; Centralbl. f. Min. 1907, S. 577; M. BEREK, 
Ann. d. Phys. Bd. 58, S. 165. 1919. 

3) LaBt man auf eine planparallele, parallel zur optischen Achse geschnittene Platte eines 
optisch einachsigen Kristalls paralleles, weiBes, linear polarisiertes Licht fallen. dessen Schwin
gungsebene senkrecht zur Einfallsebene liegt und dann das refiektierte Licht durch einen Ana
lysator gehen, dessen Schwingungsebene parallel zur Einfallsebene liegt, so wird das an der 
ersten Begrenzungsflache der Platte reflektierte Licht wegen der durch Reflexion hervor
gerufenen Drehung der Schwingungsebene (Ziff. 46) zwar nicht vollkommen, aber nahezu 
ausgeloscht. Die an der zweiten Begrenzungsflache refiektierten Wellen besitzen jedoch eine 
von der Frequenz abhangige Phasendifferenz; wenn man daher das aus dem Analysator 
austretende Licht spektral zerJegt, so ist das Spektrum von dunkeln Streifen durchzogen. 
1st die Platte (durch Drehen in ihrer Ebene) so orientiert, daB die Schwingungsazimute der 
gebrochenen Wellen angenahert 45 0 betragen, so ist die Lage jener dunkeln Streifen bei einer 
genau parallel zur optischen Achse geschnittenen Platte dieselbe, als ob das Licht durch ein(' 
gleithorientierte Platte von doppelter Dicke hindurchgegangen ware. Hierauf hat B. BRUNHES 
ein Verfahren gegriindet, urn festzustellen, ob eine Platte genau parallel zur op
tischen Achse geschnitten ist und gegebenenfalls den Neigungswinkel der optischen 
Achse gegen die Begrenzungsflache der Platte zu bestimmen [C. R. Bd. 115, S. 600. 1892; 
Etude experimentale sur la rMlexion cristalline interne, S.82. These. Paris 1893; Journ. 
de phys. (3) Bd. 3, S.22. 1894]. 

Handbuch cter Physik. XX. 48 
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auf welche die Welle auWillt, so sind in dieser Ebene die Komponenten des 
Lichtvektors ~ der auffallenden Welle durch 

~"" = I~I cos v , ~y' = I~I sinv, srlz' = 0 

gegeben, wobei nach (13) und (16) 
~=~e-iwt 

gesetzt werden kann und v das Azimut von ~ gegen die positive x' -Achse bedeutet. 
Sieht man von der durch Reflexionen hervorgerufenen Schwachung ab1), 

so sind beim Austritt aus der Kristallplatte die Komponenten ~"" und 'l:y' von 
der Form 

~"" = I~I cosv e-i(mt - r'), 

Bedeutet d die Plattendicke, so ist 

~y' = I~I sinv e-i(wt - r"). (249) 

-,;' = "J. n'd 
CO, 

wobei n~ und n;: die Brechungsindizes der beiden im Kristall in Richtung der 
Plattennormale fortschreitenden Wellen sind; fUr die Phasendifferenz .d, urn 
welche beim Austritt ~~, gegen ~~ zuriickgeblieben ist, erhalt man daher 

,j , /I (V (' ") d 2n (' ") d ~d ,'1=7:-7: =. no-no =,nO-n,i =u 
c "0 

(250) 

wobei ;'0 die Wellenlange im Vakuum und ~ die durch (72) gegebene, auf die 
Langeneinheit bezogene Phasendifferenz ist. 

Da LI im allgemeinen von 2mn (m = 1, 2, ... ) verschieden ist, so iiberlagern 
sich die beiden aus der Platte austretenden, linear und zueinander senkrecht 
polarisierten Wellen zu einer elliptisch polarisierten Welle (vgL Kap.4 
dieses Bandes). 

1st w das Azimut der Schwingungsrichtung des Analysators A gegen die 
positive x'-Achse (Abb. 20), so ergibt sich der Betrag des Lichtvektors der aus 
A austretenden resultierenden Welle mit Riicksicht auf (249) zu 

~A = 1~I{cosvcoswe-i(,,,t-'·-r') + sinvsinwe-i(wt-,-r'+J)}, 

wobei e von der Entfernung des Analysators von der Kristallplatte abhangt; 
+y' 

p 

~-4~------~+XI 

Abb. 20. Doppel brechende 
Kristallplatte im paralle
len, senkrecht auffallen
den, linear polarisierten 
Lichte. (P Schwingungsrich
tung des Polarisators, A Schwin
gungsrichtung des Analysators; 
x', y' Hauptschwingungsrich-

tungen der Platte.) 

hierfiir k6nnen wir auch schreiben 

:l)A = I'!) !{cosvcosw + sin vsin we-il}e-i(",t-, - 7'). (2;1) 

Die gesuchte Intensitat ] des aus dem Analysator 
austretenden Lichtes ergibt sich nach (33), indem man 
die rechte Seite von (251) mit ihrem konjugiert kom
plexen Werte multipliziert; man erhalt somit2) 

J = Jo{cos2 (v - w) - sin2vsin2wsin2~}, (252) 

wobei 

nach (32) offenbar die Intensitat der aus dem Polarisator 
austretenden, auf die Kristallplatte fallenden Welle ist. 

1) Diese VernachHissigung ware streng berechtigt, wenn die durch Reflexionen an 
den Begrenzungsebenen der Platte hervorgerufenen Schwachungen fUr beide Kompo
nenten S)~ und ~; gleich waren. Nun hangt aber diese Schwachung bei jeder Konipo
nente von ihrem Brechungsindex n~ bzw. n~ ab; unsere Vernachlassigung ist daher 
urn so zutreffender, je kleiner n~ - n~', d. h. je geringer die Doppelbrechung der Platte 
in Richtung der Plattennormale ist. Vgl. hierzu M. BEREK. Ann. d. Phys. Bd. 58, S. 165. 1919. 

2) Diesen Ausdruck fiir die Intensitat fand A. FRESNEL, Ann. chim. phys. (2) Bd. 17, 
S. 107.1821; CEuvr. compl. Bd. I, S. 615. Paris 1866. 
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Es ist zu beachten, daB das erste Glied auf der rechten Seite von (252) die 
IntensWit des aus dem Analysator austretenden Lichtes darstellt fUr den Fall, daB 
entweder sich uberhaupt keine doppelbrechende Kristallplatte zwischen Polari
sator und Analysator befindet, oder die Platte senkrecht zu einer Binormale ge
schnitten istl). In diesem FaIle ist namlich die nach der Schwingungsrichtung 
des Analysators genommene Komponente von ~ durch il)icos(v - w) gegeben, 
und die Intensitat des aus dem Analysator austretenden Lichtes wird nach (32) 

J = ;1;12 coS2 (v - u') = Jocos2 (v - w), (253) 

d. h. sie reduziert sich in der Tat auf das erste Glied von (252)1). Denselben 
Wert (253) bcsitzt Jnach (252) bei einer Kristallplatte, deren Phasendifferenz 
" = 2mn(m = 0, 1,2, ... ) ist. 

70. Abhangigkeit der Intensitat J von der Orientierung der Platte. Aus 
(252) folgt, daB sich die Intensitat J des aus dem Analysator austretenden Lichtes 
andert, wenn entweder di e PIa tte b ei un v eran de rter Stell ung von 
Polari s a tor un d An alys a tor in ihrer Eben e gedr eh t wird, oder 
wenn die P I a tt e f est g e h a I ten u n d Pol a ri sat 0 rod erA n a I y sat 0 r 
gedreh t wird. 

Wird die Kristallplatte in ihrer Ebene gedreht, ohne daB die Stellungen 
von Polarisator und Analysator geandert werden, so bleibt v - w ungeandert, 
wahrend die Anderungen von v und w dem Drehungswinkel der Platte ent
gegengesetzt gleich sind. Bei einer einmaligen Umdrehung der Platte erhalt man 
acht singulare Plattenstellungen, weIche durch 

~7 3,,-,; .7 

V = 0, i' n, 2 und w = 0, 2' n, 

bestimmt sind und bei weIchen die Intensitat nach (252) 

J = Jocos2 (v - w) 

3'" 
2 

(254) 

wird. In dies en Stellungen ist somit die Intensitat, wie der Vergleich mit (253) 
ergibt, dieselbe, als ob die Kristallplatte uberhaupt nicht vorhanden 
ware; zwischen ihnen erreicht die Intensitat abwechselnd viermal ein Maximum 
und viermal ein Minimum. Besitzen die Schwingungsrichtungen der Platte 
Dispersion (vgl. Ziff. 28), so sind auch diese acht singularen Plattenstellungen 
von der Frequenz abhangig. Die beiden folgenden speziellen Faile, bei welchen 
sich die acht singularcn Stcllungen auf je vier reduzieren, besitzen besondere 
Bedeutung. 

a) Sind die Schwingungsrichtungen von Polarisator und Ana
lysator gleichgerichtet [Fall "paralleler Polarisatoren" (NICOLS)], 
so ist w = v und man erhalt fUr die Intensitat It aus (252) 

(255) 

1) Eine senkrecht zu einer Binormale geschnittene Platte eines optisch zweiachsigen 

Kristalls muJ3te nach (253) bei gekreuzten Polarisatoren (v - tv = ~) in jeder Stellung viillige 

Dunkelheit des Gcsichtsfeldes zeigen. In \\'irklichkeit beobachtet man jedoch stets cine ge
ringe Aufhellung; diese ruhrt aber nich t, wie man fruher irrtumlich annahm [E, KALKOWSKY, 
ZS. f. Krist. Bd. 9, S, 486. 1884; E. CARVALLO, Journ. de phys. (3) Bd. 4, S. 312. 1895J, von 
der konischen Refraktion [vgl. Zift. 36c)J her, sondern von der stets unvollkommenen Paralleli
tat des benutzten Lichtes [C. TRAVIS, Sill. Journ. (4) Bd. 29, S. 427. 1910;, In der Tat fin, 
(iet man dieselbe Erscheinung auch bei einer senkrecht zur optischen Achse gesclmittcncn 
Platte eines optisch einachsigen Kristalls (vgl. hierzu E, BERTRAND, Bull. soc. mineral. 
Bd.3, S.93. 1880), obgleich bei einer solehen konische Rdraktion all~geschlossen is! 

48* 
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diese erreicht beim Drehen der Platte in ihrer Ebene das Maximum Jo fUr die 

singularen Stellungen v = 0, ~ , ;n und 3~', d. h. wenn die eine Hauptschwin

gungsrichtung der Platte parallel zur Schwingungsrichtung von Polarisator und 

A 1 1· d d M" J ( . 2 Ll) f" :;r 3n 5:;r 7::r na ysator legt, un as mlmum 0 1 - sm 2 ur v = 4' 4' 4' 4' 
d. h. wenn die (gleichgerichteten) Schwingungsrichtungen von Polarisator und 
Analysator den Winkel zwischen den Hauptschwingungsrichtungen der Platte 
halbieren. 

b) Stehen die Schwingungsrichtungen von Polarisator und 
Analysator senkrecht zueinander [Fall "gekreuzter Polarisatoren" 

(NICOLS)], so ist v - w = ± ~ und man erhalt fUr die Intensitat J.L den Aus

druck 

J _J'2 '2 L1 .L - osm 2vsm 2" (256) 

J.L erreicht beim Drehen der Platte in ihrer Ebene den maximalen Wert 

J . 2 L1 f" n 3n 5:;r d 7:;r d h d' H h' . h osm 2 ur v = 4' 4' 4 un 4' . . wenn Ie auptsc wmgungsnc tun-

gen der Platte den Winkel zwischen den Schwingungsrichtungen von Polarisa
tor und Analysator halbieren, und ihr Minimum ° fUr die singularen Stellungen 

v = 0, ~,;n und 3; , d. h. wenn die Hauptschwingungsrichtungen der Platte 

mit den Schwingungsrichtungen von Polarisator und Analysator zusammen
fallen. Man bezeichnet aus diesem Grunde die Hauptschwingungsrichtungen der 
Platte auch als A uslosch ungsrich tungenl); dieselben hangen, wie aus (83) 
und der Bemerkung in Ziff. 68 folgt, von der kristallographischen Orientierung 
der Platte ab2). 

Eine einfache Methode zur Bestimmung der Aus16schungsrich
tungen3) einer doppelbrechenden Kristallplatte besteht daher darin, daB man 
die Platte im parallelen, monochromatischen Lichte zwischen gekreuzten Polari
satoren so lange in ihrer Ebene dreht, bis das Gesichtsfeld v5llig dunkel ist4). 

Wir bemerken noch das nach (255) und (256) fUr denselben Wert v stets 

IiI + f.t = Jo 
ist. 

1) Fallt die Plattennormale nicht mit der vVellennormale der auffallenden Welle zu
sammen, so wird bei keiner Stellung der Platte vollige Ausloschung erreicht, da dann die 
Schwingungsrichtungen der im Kristall durch Brechung entstandenen Wellen sowohl im 
Innern des Kristalls, als auch nach dem Austritt in das isotrope AuBenmedium nicht 
senkrecht zueinander stehen (vgl. Ziff. 68); vgl. hierzu F. E. WRIGHT, Sill. Journ. (4) Bd.31, 
S.209. 1911; Tschermaks mineralog. und petrogr. Mitteil. Bd.30, S.231. 1911. 

2) Vgl. hierzu J. SCHMUTZER, Versl. Kon. Akad. Wetensch. Amsterdam Bd. 16, S. 362. 
1907. Uber die Verwendung der Ausloschungsrichtungen zur Bestimmung der Lage der 
Binormalen in einer Kristallplatte und des Binormalenwinkels vgl. A. BEER, Pogg. Ann. 
Bd.91, S.279. 1854; TH. LIEBISCH, N. Jahrb. f. Min. 1886 (1), S. 155; M. BEREK, ebenda 
Beil. Bd. 35, S.221. 1913; ZS. f. Krist. Bd. 56, S. 515.1921; A. JOHNSEN, Centralbl. f. Min. 
1919, S. 321; L. WEBER, ZS. f. Krist. Bd. 56, S. 1 u. 96. 1921; O. MUGGE, Centralbl. f. Min. 
1924, S.385. Uber die Beziehung zwischen den Ausloschungsrichtungen und den Flachen 
einer Zone vgl. H. MICHEL-LEVY, Ann. d. mines Bd. 12, S. 392 u. 411. 1877; G. CESARO, 
Mem. cour. et memo des say. etrang. publ. par. l'Academ. de Belg. Bd. 54, Nr.3. 1896; 
L. DUPARC U. L. PEARCE, Arch. sc. phys. et nat. (4) Bd. 21, S.100. 1906; ZS. f. Krist. 
Bd. 42, S. 34. 1907; V. DE SOUZA-BRANDAO, ebenda Bd. 35, S. 635. 1902; Bd. 49, S. 293.1911. 

3) Uber ein Verfahren zur genauen Markierung der Ausliischungsrichtungen auf einer 
Kristallp'~atte vgl. A. COTTON, Ann. chim. phys. (8) Bd. 22, S. 428. 1911. 

4) Uber empfindlichere MethQden vgl. Zif£. 75 und 117. 
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71. Abhangigkeit der Intensitat J von der Plattendicke. Aus (252) folgt 
mit Riicksicht auf (250), daB die Intensitat des aus dem Analysator 
a ustretenden Lich tes eine periodische Funktion der Dicke der 
Kristallplatte ist. 

Man kann die Abhangigkeit der Intensitat J von der Plattendicke d iiber
sehen, wenn man zwischen Polarisator und Analysator an Stelle der Kristall
platte einen doppelbrechenden Kristallkeil bringt, dessen Keilwinkel so gering 
ist, daJ3 die Wellennormalenrichtungen der beiden Wellen, die aus der senk
recht auf die eine Keilflache fallenden Welle durch Doppelbrechung entstehen, 
nach dem Austritt in das isotrope AuJ3enmedium angenahert mit der Wellen
normalenrichtung der auffallenden Welle zusammenfallen. Das Gesichtsfeld 
erscheint dann von parallel zur Keilkante liegenden, abwechselnd hellen und 
dunkeln Streifen durchzogen, die nach (252) und (250) dort liegen, wo die Keil
dicke der Bedingung 

d=m~-,(m=o, 1, 2, ... ) 
no - n" 

(257) 

bzw. 
d _ 2m + 1 • ~~ (_ ? ) 

- 2 ' "m - 0, 1, -, ... no - no 
(258) 

geniigt. 
Der Abstand a zweier aufeinanderfolgender heller bzw. dunkler Streifen 

ist daher 

wobei T, den Keilwinkel bedeutet; a nimmt somit mit der Welleniange A.o des auf
fallenden Lichtes abo 

Geniigt· die Dicke d einer doppelbrechenden Kristallplatte der Bedingung 
(257) oder (258), so ist nach (250) die aus ihr austretende Welle linear polari
siert. Aus (249) und (250) folgt, daJ3 im ersteren Falle die Schwingungsrichtung 
der austretenden Welle parallel zur Schwingungsrichtung der auffallenden Welle 
liegt; beziiglich der Intensitat (252) des aus dem Analysator austretenden Lichtes 
verhalt sich die Platte dann fUr die betreffende Wellenlange Ao so, als ob sie iiber
haupt nicht vorhanden ware. 1m zweiten FaIle liegt die Schwingungsrichtung 
der austretenden Welle in bezug auf die Hauptschwingungsrichtungen der Platte 
symmetrisch zur Schwingungsrichtung der auffallenden Welle. 

Besitzt d den speziellen Wert 

bzw. d=·~·-~ 
4 n~ - n:; 

so heiJ3t die Platte eine Halbwellenlangen- bzw. eine Viertelwellen
langenplatte 1), weil dann die als Gangunterschied bezeichnete GroJ3e 

G = ;·0 LI = d(n' - nil) 
2;r 0 0 (259) 

gleich Ao/2 bzw. 10/4 wird. Aus (249) und (250) ergibt sich, daJ3 die aus einer 
Viertelwel~enlangenplatte austretende Welle zirkular polarisiert ist, wenn 

auJ3erdem v = ± : ist, d. h. die Schwingungsrichtung der senkrecht auffallenden 

linear polarisierten Welle den Winkel zwischen den Hauptschwingungsrichtungen 
der Kristallplatte halbiert (vgl. Kap. 4 dieses Bandes). 

1) Die Viertelwellenlangenplatte wurcle zuerst von G. B. AIRY (Trans. Cambro Phil. 
Soc. Bd. 4, S. 313. 1838) benutzt. 
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72. Eine einzelne Kristallplatte im parallelen, senkrecht auffallenden, 
linear polarisierten wei Ben Lichte. a) C h rom a ti s c he Pol a r i sat ion. Tritt 
bei der in Ziff. 69 beschriebenen Anordnung aus dem Polarisator weiBes Licht 
aus, so ist das aus dem Analysator austretende Licht im allgemeinen gefarbt. 
Man erhiilt die Intensitat des Gesichtsfeldes durch Summierung samtlicher, den 
verschiedenen Frequenzen des weiBen Lichtes entsprechender Intensitatsaus
drticke (252); hierbei sind bei den optisch zweiachsigen Kristallen auBer J 0 

und A auch v und w von der Frequenz abhangig, weil die Schwingungsrich
tungen dieser Kristalle Dispersion besitzen (vgl. Ziff. 28). Da diese aber stets 
gering bleibt, kann man sie naherungsweise vernachlassigen und erhalt dann 

J = cos 2 (v - w)"L,Jo- sin2vsin2w2'Josin2 %; (260) 

hierin stellt 1: J 0 gemaB (253) die Intensitat des aus dem Polarisator austretenden 
weiBen Lichtes dar. 

Das erste Glied in (260) bezieht sich somit ebenfalls auf weiBes Licht, das 
zweite dagegen stellt farbiges Licht dar, weil nach (250) der Faktor sin 2A/2 
(mit Ao' n~ und n[{) von der Frequenz abhangt. Das aus dem Analysator aus
tretende Licht ist somit (als ein Gemisch von weiBem und farbigem Lichte) 
gefarbt; diese von ARAG01) entdeckte Erscheinung bezeichnet man als chro
matische Polarisation2). 

b) A bhangigkei t der chroma tischen Polarisation von der 
Orientierung der Kristallplatte. Die Farbe des aus dem Analysator 
austretenden Lichtes andert sich mit der Orientierung der Kristallplatte. 

Dreht man diese in ihrer Ebene, so verschwindet das zweite Glied des 
Ausdruckes (260) in den acht singularen Stellungen (254); in diesen Stellungen 
ist daher das Gesichtsfeld weiB. In den acht Zwischenstellungen ist es ab
wechselnd komplementar gefarbt, da in diesen das zweite Glied von (260) ab
wechselnd entgegengesetzt gleich wird. 

Bleibt die Platte und der Polarisator fest, wahrend der Analysator gedreht 

wird, so verschwindet fUr den Wert w = m; (m=O, 1, 2, ... ) das zweiteGlied 

und es tritt somit weiBe Farbung des Gesichtsfeldes ein; in den vier Zwischen
stellungen ist die Farbung abwechselnd komplementar3). Entsprechend ist das 
Verhalten, wenn man Platte und Analysator festhalt und den Polarisator dreht. 

Sind die Schwingungsrichtungen von Polarisator und Analysator parallel 
bzw. senkrech t zueinander, so tritt beim Drehen der Platte in ihrer Ebene 
keine A.nderung der Farbe ein; fUr die Intensitat Iii bzw. JJ. erhalt man dann 
aus (260) .. L1 

fUr v - w = 0: Iii = ,2 Jo - sm2 2v ,2 Josm2 2 , 

fUr 
::r 

V - W =-: 
2 I (261) 

1m Falle v - w = 0 andert sich beim Drehen der Platte mit v nur die Inten
sitiit des am ursprtinglich weiBen Lichte fehlenden Bestandteils, nicht aber 

1) F. ARAGO, Mem. de la classe des Scienc. math. et phys. de l'Inst. 18\1 (1), S.93; 
CEuvr. compI. Bd. X, S.36. Paris-Leipzig 1858. 

2) Fallt teilweise polarisiertes Licht auf ein Gipsblattchen, so zeigt dieses infolge der 
im Inneren der Platte mehrfach reflektierten und dann interferierenden Wellen auch ohne 
Analysator eine matte Farbung [L. DITSCHEINER, Wiener Ber. Bd. 73 (2), S. 180. 1876J; 
vgI. hierzu S. 753 Anm. 1 u. 2. 

3) Uber die beim Drehen des Analysators eintretende Veranderung der Interferenzfarben 
vgl. A. WENZEL, Centralbl. f. :Min. 1915, S. 233. 
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seine spektrale Zusammensetzung. Es iindert sich somit neben der Gesamtinten
sitiit auch die Siittigung der Farbe, nicht aber letztere selbst. Die Siittigung 

. h f" ::r d 3""h M . errelC t ur v = --l- --- un ± --- 1 r aXlmum 
~ 4 4 . . 

1m FaIle v - w = -i- iindert sich mit v nur die Intensitiit des austreten

den gefiirbten Lichtes, nicht aber die Sattigung seiner Farbe. Da nach (261) 
stets IiI + JJ. = '2:,Jo ist, so sind die Farbungen bei parallelen und ge
kreuzten Polaris at oren komplementar. 

c) Ordn un gen der In terf erenzf arb en; FIZEAU-FouCAULTsche 
S t rei fen. Fiillt paralleles weiBes (unpolarisiertes oder polarisiertes) Licht 
senkrecht auf eine ebene, planparallele Luftschicht von der Dicke 1, so ist be
kanntlich1) die Intensitiit des durchgehenden bzw. an den Begrenzungsebenen 
reflektierten Lichtes durch einen Ausdruck gegeben, der mit (260) bzw. (261) 
iibereinstimmt, falls in dies em 

(262) 

gesetzt wird. 
Wird bei der Kristallplatte die meist geringe Dispersion der Doppelbrechung 

(vgl. Ziff. 26) vernachlassigt, so folgt aus (261), (262) und (250), daB die Inter
ferenzfarbe einer Kristallplatte von der Dicke d zwischen par
allelen bzw. gekreuzten Polarisatoren bei Beleuchtung mit senk
recht auffallendem, parallelem, weiBem Lichte angeniihert liberein
stimmt mit der Interferenzfarbe einer plan parallel en Luftschicht 
von der Dicke 

d 
1 = - (no - n~) 

2 

im durchgehenden bzw. reflektierten Lichte 2). Flir den Gangunterschied 
(259) folgt hieraus G = d (nO - no) = 21, d. h. er ist doppeIt so groB wie die 
Dicke einer gleichwirkenden Luftschicht. 

Man pflegt die Interferenzfarben in Ordn ungen einzuteilen, von denen 
Jede ein Intervall 2l = 550 mp, umfaBt; in den aufeinanderfolgenden Intervallen 
wiederholen sich dann die Farben in ahnlicher Reihenfolge, namentlich in den 
hoheren Ordnungen. In diesen werden die sich wiederholenden mattgrlinen und 
-rot en Farbentone aber immer schwacher, bis sie schlieBlich mit bloBem Auge von 
WeiB nicht mehr unterschieden werden konnen. Ein so1ches W eiB hoherer Ord
n u ng ist jedoch nach (260) von dem WeiB des auffallenden Lichtes spektral verschie
den. Bei gekreuzten Polarisatoren z. B. fehlen in ihm nach (261) diejenigen Frequen
zen, fUr we1che II = ± 2mn ist; sein Spektrum erscheint daher von einer Anzahl 
dunkler Streifen durchzogen3), die als FIZEAU-FouCAuLTsche Streifen bezeich
net werden und deren Anzahl in einem bestimmten Spektralintervall offenbar mit 
der Plattendicke wiichst. Bei beliebiger SteHung von Polarisator und Analysator 

1) VgI. z. B. P. DRUDE, Lehrb.· d. Optik, 3. Auf I., S.292. Leipzig 1912. 
2) tiber die in Wirkliehkeit vorhandenen Abweiehungen vgl. C. GAUDEFROY, C. R. 

Bd. 177, S. 1046, 1227 u. 1452. 1923. 
3) J. MULLER, Pogg. Ann. Bd. 69, S. 98.1846; Bd. 71, S. 91. 1847; H. FIZEAUU. L. Fou

CAULT, Ann. ehim. phys. (3) Bd. 26, S.138. 1849; Bd.30, S. 146. 1850; L. FOUCAULT, Re
eueil de tray. seientif., S. 105. Paris 1878; J. STEFAN, Wiener Ber. Bd. 50 (2), S.481. 1864; 
L. DnscHEINER, ebenda Bd. 57 (2), S.709. 1868; E. MACH, Optisch-akustische Versuehe, 
S.94. Prag 1873; F. DEAS, Trans. Edinbg. Roy. Soc. Bd. 26, S. 177. 1872. tiber die spektrale 
Zerlegung der Interferenzfarben doppelbrechender Kristalle bei Beobachtung im polarisierten 
Lichte unter dem Mikroskop vgl. J. CL. MAXWELL, ebenda Bd.26, S. 185. 1872; TH. LIE
BI!iCH, Physikal. Kristallographie, S. 469. Leipzig 1891. 
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treten V 0 11 k 0 m men dun k 1 e Streifen nach (260) nur bei der speziellen 

Plattenstellung v + w = ± % auf, und zwar bei denjenigen Frequenzen, fur 

we1che LI = ±(2k + 1).71 ist. 
d) Skala der Int.erferenzfarben; empfindliche Farben. Die 

Reihenfolge oder Skala der Intederenzfarben dunner Platten ist zu
erst von BRUCKE1), WERTHEIM 2) und QUINCKE 3) genauer untersucht worden. 
ROLLErr4) und KRAFT5) haben spater gezeigt, daB die Stellung einer einzelnen 
Farbe in dieser Skala von der Natur der benutzten weiBen Lichtquelle abhangt; 
da aber eine weiBe Normallichtquelle nicht eingefUhrt ist6), so ist der Zusam
menhang zwischen Interferenzfarbe und Gangunterschied in allen bisher auf
gestellten Interferenzfarbenskalen nicht streng definiert. 

Tabelle 2 gibt die Skala der Interferenzfarben fUr Quarzplatten zwischen 
gekreuzten und parallelen Polarisatoren nach den Beobachtungen von KRAFT. 
G = 2l = d (n~ - n[{) ist der in m ft gemessene Gangunterschied der Platte fUr 
die Wellenlange Ao = 550mft; als weiBe Lichtquelle diente bei der Aufstellung 
dieser Tabelle von Schnee reflektiertes Sonnenlicht. 

Man kann die Skala der Interferenzfarben ubersehen, indem man eine in 
eine schade Kante auslaufende keilformige Kristallplatte zwischen 
gekreuzte bzw. parallele Polaris at oren bringt; das Gesichtsfeld 
zeigt dann die ganze Farbenfolge 7) der Tabelle, falls der Kristall 
angenahert dieselbe Dispersion der Doppelbrechung besitzt wie 
Quarz. Bei hiervon abweichender Dispersion der Doppelbrechung sind die 
Farben in der 1. Ordnung, je nach der Art der Abweichung, lebhafter ("u b er
normal") oder weiBlicher und schwacher ("u n tern orm al")8); betrachtliche 
Anderungen in der Reihenfolge der Interferenzfarben treten auf, wenn der be
treffende Kristall fUr eine bestimmte Frequenz optisch einachsig wird, wie 
z. B. Apophyllit (vgl, Ziff. 26) 9). 

Aus Tabelle 2 sieht man, daB zwischen gekreuzten oder parallelen Pola
risatoren eine deutlich ausgesprochene Farbung nur dann auftritt, wenn die 
Phasendifferenz fUr den mittleren Spektralbereich weder zu groB noch zu klein 
ist; auBerdem zeigt sie, daB die Platte urn so dunner sein muB, je groBer 
n~ - n[{, d. h. je starker die Doppelbrechung in Richtung der Plattennormale 
ist 10). Ferner folgt aus Tabelle 2, daB fur gewisse Gangunterschiede Farben 
auftreten, we1che sich schon bei geringer Anderung des Gangunterschiedes 

') E. BRUCKE, Pogg. Ann. Bd. 74, S. 582. 1848. 
2) G. WERTHEIM, Ann. chim. phys. (3) Bd. 40, S. 180. 1854. 
3) G. QUINCKE, Pogg. Ann. Bd. 129, S.177. 1866. 
4) A. ROLLETT, Wiener Ber. Bd. 77 (3), S.177. 1878. 
5) C. KRAFT, Krakauer Anzeiger 1902, S.310. 
6) Uber den Versuch zur Definition einer weiJ3en Normallichtquelle vgl. P. G. NUTTING, 

Circular Bur. of Stand. Nr.28, S.6. 1911, 
7) Uber Keilvorrichtungen fur die tieferen Stufen der Interferenzfarbenskala vgl. 

D. J. MAHONY, Nature Bd.74, S.317. 1906; F. E. WRIGHT, Tschermaks mineral. und 
petrogr. Mitteil. Bd.20, S.275. 1901; Sill. Journ. (4) Bd. 29, S.415. 1910. 

8) F. BECKE, Wiener Denkschr. Bd. 75 (1), s. 60. 1913. 
9) Vgl. hierzu C. KLEIN, Berl. Ber. 1892, S.217; N. Jahrb. f. Min. 1892 (2), S.165; 

C. HLAWATSCH, Tschermaks mineral. und petrogr. Mitteil. Bd. 21, S.107. 1902; Bd.23, 
s. 415.1904; B. TROLLE, Phys. ZS. Bd. 7, S. 700. 1906; H. AMBRONN, Leipziger Ber. Bd.63, 
S.249 u. 402.1911; F.BECKE, Wiener Denkschr. Bd.75(1), S.60. 1913; A.EHRING
HAUS, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 41, S. 392. 1917; Bd. 43, S. 589. 1920; K. HOFMANN-DEGEN, 
Sitzungsber. Heidelb. Akad. Bd. 10 (A), Nr.14. 1919. 

10) Bei sehr dunnen Platten, welche die niedrigsten Interferenzfarben zeigen, kann 
deutliche F1l.rbung erzielt werden, wenn man das Licht durch Reflexion an einem Spiegel 
zweimal durch die Platte gehen 11l.J3t; vgl. F. WALLERANT, Bull. soc. mineral. Bd. 20, S. 172. 
1897; J. COOK, Nature Bd. 60, S.8. 1899; J. JOLY, Prot'. Dublin Soc. Bd.9, S.485. 1901. 
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Tabolle 2. Skala der Interferenzfarben fur Quarzplatten zwischen gckrcuzten 
bzw. parallelen Polarisatorcn (nach KRAFT). (G Gangunterschied der Platte 

fur die vVellenlange }.o = 550 111ft)· 
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, Blan I·-,-----,~ i----------' Grlinlichblau l_l±±l-,-~ 
I--~-----: (.elb 1,j>2H I Fleischfarbc ' 1460~ 
I Grlinlichblau i----~--·-1(,61,.S i ' Blaulichgrlill 1468,1 

II 'II I Orange i=Z(J5~ !S~h~cSROt!I.5l~'~ 
'". '" . .----- 714,6 I KI 17 ml'n" 1550 Blauhchgrun Rotllehorange 1

1 

__ ", ._.~ " ares ."ar Grlin = 
, '---, 735,1 1590,9 

Klares Rot I=~= I Sehr klares Pur- I~ ,-------- '----'1 761 ,8 --------- 15968 

I
' Grlin , i Kar~~_ - - }77~3~ I~l::ses grau- CG;elblliChhgrlilnb '1-675~1 
Geliili~--I Purpur I 796 gefarbtes Violett run Ie ge 

stark iindern; diese Interferenzfarben bezeichnet man als empfindliche Far
benI). Die empfindlichen Farben treten nach WENZEL2) stets dann auf, wenn 
der Spektralbezirk maximaler Intensitiit ausge16scht ist. Am empfindlichsten 
ist bei gekreuzten Polarisatoren nach WENZEL das Purpur erster Ordnung, das bei 
geringer Vergr6Berung des Gangunterschiedes in Violett, bei Verringerung in 

1) Uber die Intensitaten der einzelnen Spektralbezirke, aus we1chen sich die empfind
liehe Farbe znsammensetzt, vgl. E. A. vVULFING, Sitzungsber. Heidelb. Akad. Bd. 1, 
Nr. 24. 1910. 

2) A. WENZEL, Phys. ZS. Bd. 18, S.472. 1917. 
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Karmin umschlagt. Auch das Violett zweiter Ordnung wird vielfach als emp
findliche Farbe benutzt; dasselbe geht bei VergroBerung des Gangunterschiedes 
in Indigo, bei Verringerung in Purpurrot uber. 

73. Zwei iibereinanderliegende Kristallplatten im parallelen, senkrecht 
auffaUenden, linear polarisierten Lichte. Die Interferenzerscheinungen, welche 
n ubereinanderliegende Kristallplatten im parallelen, senkrecht auffallenden, 
polarisierten Lichte zeigen, sind von TUCKER:\IAN1) behandelt worden; wir be

+T?' II 

p 

schranken uns im folgenden auf den wichtigen 
Fall n = 2. 

Wir den ken uns zwei planparallele, uberein
anderliegende, doppelbrechende Kristallplatten 
zwischen Polarisator und Analysator im senk
recht auffallenden parallelen, monochromati
schen Lichte und fragen nach der Intensitat 
des aus dem Analysator austretenden Lichtes. 

~-~-¥-F-r-----++{,' Zu dem Zwecke legen wir das rechtwinklige 
Rechtssystem x', )", z' so, daB die Richtung der 

+x' positiven z'-Achse in die Richtung der Wellen
normale £allt und z' = 0 diejenige Plattenebene 
ist, auf welche die Welle zuerst auftrifft. 

Abb.21. Zwei iibereinanderliegende 
Kristallplatten im parallelen, linear 
polarisierten, monochroma tisch en 
Lichte. (P Scbwingungsricbtung des Polari
sators, A Schwingungsrichtung des Analy
sators. x' festeAcbsenrichtung. ~',,1' Haupt
scbwingungsricbtungen der ersten Platte; 
~", 11" Hauptschwingungsrichtungen der 

zweiten Platte.) 

Wir bezeichnen mit ;" 1)' die Hauptschwin
gungsrichtungen der Platte mit der Platten
ebene z' = 0; ist v das Azimut der Schwingungs
rich tung des Polarisators gegen die positive 
x' -Achse, U 1 der Winkel zwischen der positiven 

~'-Achse und der positiven x'-Achse (Abb.21) und,11 die gemaB (250) bestimmte 
Phasendifferenz, welche die Komponente '1)~, des Lichtvektors'Il der auffallenden 
Welle beim Durchgang durch die Platte gegenuber 'Il,], erhalten hat, so haben 
wir beim Austritt aus der ersten Platte 

'1)" = 1'Il1 cos (v - u1 ) e- iwt, (263) 
Sind ~", 17" die Hauptschwingungsrichtungen der zweiten Platte und ist 

U 2 der Winkel zwischen der positiven f'-Achse und der positiven x' -Achse, 
ferner ,12 die gemaB (250) bestimmte Phasendifferenz, welche die Komponente 
'Il;" beim Durchgang durch die Platte gegenuber'Il,/, bekommen hat, so haben 
wir beim Austritt aus der zweiten Platte 

~;" = 1'1)1 {cos(v-u1) COSCU2-Ul) +sin(v-u1) sin(u2-u1) e-iJ'}e-i(wt- e') , } 

'Il'(' = I 'l51{ - cos(v-ur) sin(u2-u1)e- iJ , + sin(v-u1) cos(u2-u1) e-i(J,+LI')}e-i(OJt-e'), (264) 

wobei e' von der gegenseitigen Entfernung der beiden Platten abhangt. 
Bezeichnen wir mit '1)A die nach der Schwingungsrichtung des Analysators 

genommene Komponente von 'Il, so haben wir 
~A = '1);" cos (w - u2) + '1)'1" sin (w - u2) , 

falls w die Schwingungsrichtung des Analysators gegen die positive x'-Achse 
bedeutet; mit Rucksicht auf (264) folgt hieraus 
::IlA = 1'1) I· [{cos (v -U1)COS(U2-U1) +sin(v-u1)sin(u2 -u1)e- iJ,}cos(w-u2) I 

+ {-cos(v-·!tl)sin(u2-u1)e- iJ , (265) 
+ sin (v -u1)COS(U2-U1)e-i(J, +J,)} sin (w -u2)] e -i(wt- " _e") , 

wobei e" von der Entfernung des Analysators von der zweiten Platte abhangt. 

1) L. B. TUCKERMAN, Univ. Studies of the University of Nebraska Bd. 9, S. 157. 1909. 
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Die Intensitat J des aus dem Analysator austretenden Lichtes crgibt sich 
aus (33), indem man die rechte Seite von (265) mit ihrem konjugiert komplexen 
Werte multipliziert; bezeichnen wir wieder die Intensitat der aus dem Polari
sator austretenden, auf die Kristallplatte fallenden Welle mit J 0' setzen also 
nach (32) 

Jo = 

so ergibt sich fUr J mit Hilfe von (265) nach einiger Umformung der folgendc 

Ausdruck1) { .1 I 
J = J 0 C052 (v - w) - sin 2 (v - 1£1) sin 2 (w - ~(1) sin2 21 

- sin 2 (v - t(2) sin 2 (w - t(2) sin 2 ~2 I 
2 1 r (266) 

- 2sin2(v - 1£1) sin2(w - t(2) sin%lsin;(cos~lcos~2 
. .11 ·.12 ( ))} - sm 2 smi c052 1£2 - 1£1 , 

der sich auch auf die Form bringen la13t 

J = Jo{cos 2 (v - w) - sin2(v - ttl)cos2(w - tt2)sin2(u2 - ul)sin2~1 1 
+ cos2(v - ul)sin2(w - 1(2)sin2(u2 - 1£1) sin2-~2 I 
__ sin2(v - ul)sin2(w - U 2)COS2 (U 2 - Ul) sin2 ,11; J2 f 

(267) 

+ sin2(v - ul)sin2(w -1(2)sin2(1t2 _ ul)sin2J1- J 2}. 
2 

Aus (266) folgt, daB bei beliebiger Stellung des Analysators eine Vertauschung 
von 1tl mit 1£2 und /11 mit ,12 eine Anderung von J hervorruft, d. h. die In tensi ta t 
des aus dem Analysator austretenden Lichtes hangt bei belie
biger Stellung von Polarisator und Analysator von der Reihen
folge ab, in welcher die beiden ubereinanderliegenden Platten 
in den Gang der senkrecht auffallenden Welle gebracht werden. 

1st 1£2 - Ul = mn(m = 0, 1, 2, ... ), d. h. befinden sich die beiden uber
einanderliegenden Platten in solchcr Lage, daB die Hauptschwingungsrichtungen 
der entsprechenden (weniger bzw. sHirker brechbaren) Wellen einander parallel 
sind (sog. "Additionslage"), so folgt aus (267) 

J = Jo {COS2 (v - w) - sin 2 (v -ul ) sin2 (w - Ul) sin2 ,11 ~Ll2}; (268) 

ist 1£2 - ttl = ± ~, d. h. befinden sich die beiden ubereinanderliegenden 

Platten in soldIer Lage, daB ihre entsprechenden Hauptschwingungsrichtungen 
gekr.euzt sind (sog. "Subtraktionslage"), so ergibt sich aus (267) 

J = Jo{cos2 (v - w) - sin2(v - u l ) sin2(w - HI) sin2 Jl~ LIZ}. (269) 

Der Vergleich von (268) und (269) mit (252) zeigt, daB in dies en beiden Fallen 
die beiden ubereinanderliegenden Platten wie eine einzelne Platte wirken, deren 
Phasendifferenz im ersteren FaIle gleich der Summe und im zwciten 
FaIle gleich der Differenz der Phasendifferenzen der beiden ubcr
einanderliegenden Platten ist. 

1) A. FRESNEL, Ann. chim. phys. (2) Bd. 17. S. 172. 1821; CEuvr. campI. TId. 1, S. 624. 
Paris 1866. 
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74. Zwei iibereinanderliegende Kristallplatten im parallelen, senkrecht 
auffallenden Lichte zwischen parallelen bzw. gekreuzten Polarisatoren. Sind 
die Schwingungsrichtungen von Polarisator und Analysator gleich
gerichtet [Fall "paralleler" Polarisatoren (Nicols)], so ist v = w, und 
wir erhalten dann aus (266) bzw. (267) hir die Intensitat JI 

bz\v. 

Ii: = Jo {1 - sin2 2 (v - ul ) sin2 ~l - sin2 2 (v - u2) sin2 ~2 

. ( . ). ( ) . Lll . Ll2( Lll .12 - 2sm2 v-ul sm2 v-u2 sm'2sm'2 cos'2cos2-

J,' = Jo{1 - sin2 (v - u l ) cos2(v - u 2) sin2(u2 - ttl) sin2~!1 

+ cos2(V - u l ) sin2(v - u 2) sin2 (u2 - u l ) sin2~2 

- sin 2 (v - ul ) sin 2 (v - u 2) cos2 (u2 - ul ) sin2 Lll + LIz 
2 

+ sin 2 (v - ul ) sin2(v - u 2) sin2(u2 - u l ) sin2L1l - LIz. 
2 

(270) 

(271) 

Liegt die Schwingungsrichtung des Analysators senkrecht zur 
Schwingungsrichtung des Polarisators [Fall "gekreuzter" Polari-

sa toren (Nicols)], so ist v - W = ± or; , und man bekommt aus (266) bzw. (267) 
hir die Intensitat J .L 2 

bzw. 

J.L = Jo{sin22 (v - U l ) sin2~1 + sin22 (v - U 2) sin2L1z 
2 2 

+ 2 sin 2 (v - ul ) sin 2 (v - u2) sin .11 sin LIz (cos Lll cos LIz (272) 
2 2, 2 2 

I -L = 10 {sin 2 (v - ul ) cos2(v - u2) sin2(u2 - u l ) sin2;1 

- cos2(v - ul ) sin2(v - u 2) sin2(u2 - u l ) sin2;2 

+ sin 2 (v - ul ) sin2 (v - u 2) cos2 (u2 - ul ) sin2 Lll ~ Ll2 

- sin 2 (v - ttl) 'sin 2 (v - U 2) sin2 (U2 - U l ) sin2 Lll - LIz. 
. 2 

(273) 

Aus (270) und (272) bzw. (271) und (273) folgt, daB 

IiI + J.L = 10 
ist. 

Aus (271) und (273) ergibt sich ferner, daB bei parallelen bzw. gekreuzten 
Polarisatoren eine Vertauschung von U l mit U 2 und Al mit Az keine Anderung von 
1,1 bzw. ] .L hervorruft; in diesen beiden Fallen ist somit die In tensi ta t des aus 
dem Analysator austretenden Lichtes unabhangig von der Reihen
folge, in welcher die beiden ubereinanderliegenden Platten in 
den Gang der senkrecht auffallenden Welle gebracht werden. 
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Fiir den Fall gekreuzter Polarisatoren ist aus (272) zu schlieBen, daB J c.. 
bei beliebigen Werten von Ll1' .:12 und U2 - u1 durch alleinige Anderung von ttl 

nicht zum Verschwinden gebracht werden kann; hieraus folgt, daB zwei 
belie big iibereinanderliegende doppelbrechende Kristall pIa t ten 
zwischen gekreuzten Polarisatoren in keiner einzigen Lage vo11-
kommen dunkles Gesichtsfeld ergeben konnen. 

Weiter ergibt sich aus (272), daB J 1. jedenfalls verschwinden muB, wenn 

sin 2 (v - u1) sin .11 = sin 2 (v - u2) sin .12 = ° 
2 2 

(274) 

ist. Sind Ll1 und Ll2 fUr die Frequenz der auffallenden Welle von 2mn (m = 0, 1, 
2, ... ) verschieden, sonst aber beliebig, so wird (274) erfiillt, wenn entweder 

d :;r d ::r 
v - u1 = V - u2 = 0, 0 er v - u1 = 0, V - u2 = "20 er v - u1 = -2 ' v - u2 = ° 
ist. 1m monochromatischen Lichte kann somit zwischen gekreuzten Polarisatoren 
bei beliebigen Phasendifferenzen der iibereinanderliegenden Platten vollkom
mene Dunkelheit nur dann eintreten, wenn die Hauptschwingungsrichtungen 
der entsprechenden (weniger bzw. starker brechbaren) Wellen der Platten par
allel oder senkrecht zueinander liegen und mit den Schwingungsrichtungen der 
Polarisatoren zusammenfallen. 

1st dagegen v - ~~1 und v - U z weder gleich Null, noch gleich n12, so kann 
(274) nurerfiilltsein, wenn Ll1 = 2m1n(m1 = 0, 1, 2, ... ) oder J 2 = 2m2n(m2 = 0, 
1, 2, ... ) ist; in diesem FaIle geht die aus dem Polarisator austretende Welle 
ungeandert durch jede der beiden Platten hindurch und die Plattenkombination 
verhalt sich so, als ob sie iiberhaupt nicht vorhanden ware. 

75. Nachweis kleiner Doppelbrechungen und Bestimmung der Aus
loschungsrichtungen. a) Platte empfindlicher Farbung. Befindet 
sich eine doppelbrechende Kristallplatte zwischen gekreuzten Polarisatoren und 
ist ihre Phasendifferenz ,11 von so1cher GroBe, daB bei Beleuchtung mit weiBem 
Lichte die empfindliche Farbe [vgl. Zif£' 72d)] auftritt, so wird die Intensitat 
des aus dem Analysator austretenden Lichtes durch die zweite Formel (261) 
gegeben; bringt man nun eine zweite doppelbrechende Platte in beliebigem Azi
mut zwischen die Polarisatoren, so folgt mit Hilfe von (272), daB eine Anderung 
der Farbung des aus dem Analysator austretenden Lichtes eintreten muB. Diese 
Anordnung laBt sich daher benutzen, urn bei einer Kristallplatte eine geringe 
Doppelbrechung nachzuweisen, da sich schon Spuren einer so1chen durch 
Umschlag der empfindlichen Farbe in eine Nachbarfarbe bemerkbar machen1). 

Die zweite Platte wird nach (272) oder (273) unwirksam, wenn U 2 = v oder 
= v ± nl2 ist, d. h. wenn ihre Hauptschwingungsrichtungen mit den Schwingungs
richtungen von Polarisator und Analysator zusammenfallen; man kann daher die 
Ausloschungsrichtungen (Ziff.70) einer Krista11platte bestimmen, 
indem man sie zusammen mit einer Platte empfindlicher Farbe zwischen 
gekreuzte Polarisatoren bringt und (bei Beleuchtung mit senkrecht auffallen
dem, weiBem Lichte) so lange in ihrer Ebene dreht, bis die empfindliche Farbe 
sich nicht andert2). 

b) Do p p el br e chen de Hal b sch a t t en p la tte n. (BRAVAIssch e un d 
CALDERoNsche Doppelplatte.) Die Empfindlichkeit der unter a) bespro
chenen Anordnung laBt sich erheblich steigern, indem man nach dem Vor-

1) Vgl. hierzu E. KOHLER, lS. f. wiss. Mikrosk. Bd. 38, S.29. 1921; E. A. ''lULFING, 
Sitzungsber. Heidelb. Akad. Bd. 10, Nr. 24. 1910. 

2) Besitzen die Schwingungsrichtungen der Platte Dispersion (liff. 28), so liefert diese 
Methode nur eine gewisse mittlere Lage der Ausloschungsrichtungen. 
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gang von BRAVAIS1) dip Platte empfindlicher Farbung derart zerschneidet, 
daB die Schnittlinie mit der einen Hauptschwingungsrichtung den Winkel 

t' (0 < S <i) bildet, hierauf die eine Halfte urn die Normale der Schnittflache 

urn 180 0 dreht und dann beide Half ten wieder zusammenfugt. Die Hauptschwin
gungsrichtungen der entsprechenden (weniger bzw. starker brechbaren) Wellen 
der beiden Half ten bilden dann miteinander den Winkel 2 s; eine solche 
Doppelplatte wird als doppelbrechendc Halbschattenplatte bezeichnet2). 

Sind U 1 und U 1 + 2s die gegen eine feste Richtung gezahlten Azimute der ent
sprechenden Hauptschwingungsrichtungen der beiden Halften, so sind die Inten
sitaten ]' und ]" der beiden Half ten bei gekreuzten Polarisatoren und Be
leuchtung mit weiBem, parallelem, senkrecht auffallendem Lichte nach (261) 

] f = sin22tt ~] sin2 jl 
~ l~ 0 2 ' (275) 

wobei J 1 die Phasendifferenz der Platte ist. Bei s = ;- wird ]' =]" fUr jedes 

beliebige '1£1; bei einem von nl4 verschiedenen t' besteht Gleichheit von]' und]" 

nur fUr ttl = ~"" - E(m = 0, 1, 2, ... ). Eine solche Stellung der Halbschatten

platte, bei welcher die beiden Half ten bei Beleuchtung mit weiBem Lichte g 1 e i c h 
g ef ar b t erscheinen, nennt man eine Hal bscha ttenstell ung; bei Beleuchtung 
mit monochromatischem Lichte ist die Halbschattenstellung an der g 1 e i c hen 
1 n ten sit at der beiden Halften zu erkennen. 

Befindet sich die Halbschattenplatte in einer Halbschattenstellung und bringt 
man zwischen die gekreuzten Polaris at oren eine zweite, schwach doppelbrechende 
Platte mit der Phasendifferenz ,1 2 in ein von 0 und nl2 verschiedenes Azimut 
1£2' so ergibt sich mit Hilfe von (272), daB bei Beleuchtung mit weiBem 
Lichte die Farben und bei Beleuchtung mit monochromatischem 
Lichte die Intensitaten der beiden Half ten in entgegengesetztem 
Sinnc umschlagcn: 

Die Anordnung wird benutzt, urn sehr geringe Doppelbrechungen 
nachzuweisen; die Empfindlichkeit kann so weit gesteigert werden, daB eine 
Phasendifferenz J 2 von der GroBenordnung 1 . 10- 4 • 2n noch sicher zu erkennen 
ist. Ferner laBt sie sich verwenden, urn bei Beleuchtung mit monochromatischem 
Lichte die Ausloschungsrichtungen einer doppelbrechenden Kristall
platte zu ermitteln 3). Zu dem Zwecke wird diese so lange in ihrer Ebene 
gedreht, bis die (in Halbschattenstellung befindliche) Halbschattenplatte keinen 
Intensitatsunterschied der beiden Half ten zeigt; die Ausloschungsrichtungen der 
zu untersuchenden Platte fallen dann mit den Schwingungsrichtungen der ge
kreuzten Polaris at oren zusammen. Bei den Beobachtungen wird mittels einer 
Lupe scharf auf die Trennungslinie der beiden Half ten der Halbschattenplatte 
eingestellt. 

1st s = .~, so stehen die entsprechenden Hauptschwingungsrichtungen in 

den beiden Half ten der Halbschattenplatte senkrecht zueinander. Aus (275) ergibt 
sich, daB sich die Halbschattenplatte dann bei jedem beliebigen, zwischen 0 und nl2 

1) A. BRAVAIS, C. R. Bd. 32, S. 112. 1851; Ann. chim. phys. (3) Bd. 43, S. 131. 1855. 
2) t'Tber eine auf einem anderen Prinzip beruhende Doppelplatte vgl. Zifi.117. 
3) Uber die Methoden zur Bestimmung der Ausloschungsrichtungen vgl. F. E. \VRIGHT, 

Sill. Journ. (4) Bd. 26, S. 34. 1908; The methods of petrographic-microscopic research, S. 115. 
Washington 1911 (Carnegie Instit. of Washington, Public. Nr. 158); M. BEREK, N. Jahrb 
f. ;\iin., Beil. Bd.33, S. 583. 1912; Ann. d. Phys. Bd. 58, S. 165. 1919. 
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gelegenen Azimutu1 in Halbschattenstellung befindet; gr6Bte Intensitat ist bei 

til = '". Eine solche Halbschattenplatte bezeichnet man als BRAVAISsche 
4 

Doppel pIa tte l ). 

1st f von n/4 verschieden, so nennt man die Halbschattenplatte eine CALDERON
sche Doppelplatte 2). Halbschattenstellung ist bei dieser nach (275) nur dann 
vorhanden, wenn die entsprechenden Hauptschwingungsrichtungen del' beiden 

PI h oolf d' ,. ,mn d" m:7 + ( 1 2 ) atten a ten Ie :~zlmute 111 =-4- - f un It I = 4 f m =0, , , ... 
besitzen, d. h. wenn die Halbierungslinie ihres Winkels entweder mit del' Schwin
gungsrichtung von Polaris at or oder Analysator, oder aber mit einer der Winkel
halbierenden dieser beiden Richtungen zusammenfallt. 

Bezuglich weiterer Einzelheiten uber die Eigenschaften doppelbrechender 
Halbschattenplatten und ihrer Verwendung beim Nachweis geringer Doppel
brechungen vgl. das Kapitel uber die Messung elliptisch polarisierten Lichtes 
in Bd. XIX dieses Handbuches. 

76. Durchgang parallelen, polarisierten Lichtes durch ein symmetrisches, 
geschlossenes Lamellenpaket; REUscHsche Glimmersaulen. Mit Rucksicht 
auf gewisse Fragen der Kristallstruktur sind die Interferenzerscheinungen bei 
Systemen von Kristallplatten von Interesse, bei welchen jede Platte gegen die 
folgende hinsichtlich ihrer Lage urn denselben Winkel verdreht erscheint. 

Wir betrachten daher jetzt ein System von l dunnen, planparallelen, doppel
brechenden Kristallamellen im parallelen, senkrecht auffallenden, monochro
matischen, elliptisch polarisierten Lichte. Ein solches Lamellensystem bezeich
net man als ein Paket 3); das Paket heiBt symmetrisch, wenn samtliche l 
Lamellen gleichartig sind und die Hauptschwingungsrichtungen der starker 
brechbaren Wellen je zweier aufeinanderliegender Lamellen den gleichen Win-

kel w bilden. 1st insbesondere w = 'i, so nennt man das symmetrische Paket 
geschlossen. 

Mehrere iibereinanderliegende Pakete bilden eine Sii ule. 
Urn das Verhalten eines geschlossenen, symmetrischen Lamellen

paketes gegenuber parallelem senkrecht auffallendem, elliptisch polarisiertem 
Lichte zu ermitteln, benutzen wir mit POINCARE4) die vonihmherriihrendegeome
trische Methode zur Darstellung des Schwingungszustandes einer elliptisch polari
sierten Welle; die Grundlage dieser :Methode ist in Kap. 4 (Ziff. 9) dieses Ban
des dargestellt, auf welches wir beziiglich der Einzelheiten, sowie hinsichtlich 
der Bezeichnungsweise verweisen. 

1st M der Mittelpunkt der Einheitskugel und J die von jeder der l Lamellen her
vorgerufene Phasendifferenz, so stellt ~ich die Wirkung des Paketes auf die durch-

1) Vgl. die Zitate S. 766 Anm. 1. BRAVAIS stellte seine Doppelplatte aus Glimmer 
her; spater wurde auch Quarz benutzt (F. STOBER, ZS. f. Krist. Bd.29, S.22. 1898). Eine 
Steigerung der Empfindlichkeit kann man mit vier paarweise gekreuzten, moglichst diinnen 
(~limmerbla.ttchen (Vierteilung des Gesichtsfeldes) erhalten (J. KOENIGSBERGER, Centralbl. 
f. Min. 1908, S. 729; 1909, S. 249 u. 746). Uber die praktische Herstellung der BRAVAIsschen 
Doppelplatte vgl. E. PERUCCA, Cim. (6) Bd. 6, S. 186. 1913; ZS. f. Instrkde. Bd.43, S.26. 
1923. Uber eine Keilkombination, die wie eine BRAVAIssche Doppelplatte mit variierbarer 
Empfindlichkeit wirkt, Ygl. F. E. \\'RIGHT, Sill. Journ. (4) Bd. 26, S. 370. 1908. 

2) L. CALDERON, ZS. f. Krist. Ed. 2, S. 69. 1878; F. E. WRIGHT, Sill. Journ. (4) Bd.26, 
S. 370.1908. CALDERON stclltc seine Doppelplatte aus Kalkspat her; spater wurde als Material 
auch Glimmer [H. TRAUBE, N. Jahrb. f. Min. 1898 (1), S.251J, Gips [E. SOMMERFELDT, ZS. 
f. wiss. Mikrosk. Bd. 24, S. 24.1')07; F. E. WRIGHT, Sill. Journ. (4) Bd.26, S. 371. 1908J oder 
Quarz [F. E. WRIGHT, Sill. Journ. (+) Bd.26, S. 374. 1908J genommen. 

3) E.:.vIALLARD, C. R. Bd.92, S.1155. 1881; Ann. d. mines(7) Bd.29, S.265. 1881. 
4) H. POINCARE, Theorie mathematique de la lumiere Bd. II, S.275. Paris 1892. 
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gehende, elliptisch polarisierte Welle als das Resultat von aufeinanderfolgenden 
Einzeldrehungen urn den Winkel A urn die Achsen MAl' MA 2, ••• dar, die in der 

Aquatorebene der Kugelliegen; hierbei ist offenbar AlA2 = A2 A3 = ... = 2;. 
Bedeutet nun Di eine dieser Drehungen urn eine Achse MA i , ferner 51 eine 

Drehung 2Z:n: urn die Polarachse M PI> so k6nnen wirl) fUr die n~sultierende Drehung 

in leicht verstandlicher Schreibweise 

D l • D 2 ·•· Dl = D· 5_1D l 51· 5-21D1521'" 5-(I-I)IDI 5(1-1)1; 

schreiben; da nun 50-1)1.51 = 511 = 52'" = 1 und somit auch 50- 1)1 = 5_ 1 
ist, so erhalt man 

d. h. die 1 aufeinanderfolgenden Einzeldrehungen sind gleichwertig mit der 
l-fachen Resultierenden aus den Drehungen Dl und 5 -I' Zur Ermittelung dieser 
Resultierenden legen wir durch Al und PI je einen GroBkreis; ersterer soIl mit AIPI 
(entgegen dem Drehungssinn urn MA) den Winkel iJ/2, letzterer mit PIAl (im 
selben Sinne wie die Drehung urn M PI) den Winkel nil bilden (Abb.22). 1st B der 
Schnittpunkt dieser beiden GroBkreise, so erhalt man als Resultierende der bei
den aufeinanderfolgenden Drehungen eine Drehung urn den Winkel 21' urn MB 

als Achse, falls T = AIBPI gesetzt wird. Da AIPI = ; ist, so ergibt sich fUr 

Abb.22. Zur geornetrischen 
Darstellung des Durch· 
ganges einer elliptisch po· 
larisierten, ebenen Welle 
durch ein symmetrisches, 
geschlossenesLamellenpa -
keto (Die Pfeilrichtungen geben 
die Drehungssinne urn die be· 
treffenden Kugeldurchrnesser 

als Drechachsen an.) 

das spharische Dreieck A I B PI 
j :;r 

COST = cos 2 coST; 

setzt man T = ; + e und ist e unendlich klein von der 

erst en Ordnung, so folgt aus der letzten Gleichung In 

erster Annaherung .12 :n: 
e = scotg T . 

Die resultierende Drehung (DIS _1)1 stellt sich somit dar 
als eine Drehung urn MB urn den Winkel 

(2:n: L12:n:) 1L1 2 :n: 
2 T 1 ~ T + 4 cotg T 1 = 2 n + 4 cotg T . 

1st iJ sehr klein, so ist demnach die Wirkung des Paketes derart, daB sich 
der betreffende Kugelpunkt entlang eines Breitekreises zu einem Meridian ver
schiebt, der mit dem ursprunglichen Meridian den Winkel 

1.12 :n: 
p = 4 cotg T 

bildet; die Verschiebung erfolgt entgegengesetzt dem Sinne, in dem der Winkel 
zwischen den Hauptschwingungsrichtungen der starker brechbaren Wellen zweier 
aufeinanderliegender Lamellen gezahlt wird. Fur P kann man bei Heranzie
hung von (72) auch 2""(' ")2 P ~ l:n: u- no - no t:n: 

- ).~ CO gT 

schreiben, wobei no und nil die Brechungsindizes einer Lamelle in Richtung der 
Lamellennormale, d die Dicke einer Lamelle und 10 die Wellenlange (im Va
kuum) der auffallenden elliptisch polarisierten Wellebedeutet. 

1) J . WALKER, Phil. Mag. (6) Ed. 3, S. 548. 1902; The analytical theory of light, S. 354. 
Cambridge 1904. 
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Beim Durchgang durch ein geschlossenes, symmetrisches Lamellenpaket 
wird daher das Azimut der Schwingungsellipse einer senkrecht auffallenden 
ebenen, elliptisch polarisierten Welle urn den Winkel P/2 geandert, wahrend 
die Elliptizitat der Schwingungsbahn ungeandert bleibt; ist die auffallende 
Welle linear polarisiert, so besteht die Wirkung des Paketes in einer ein
fachen Drehung der Polarisationsebene. Bei einer aus m symmetrisch 
geschlossenen Paketen bestehenden Saule ergibt sich der Winkel, urn den die 

Schwingungsellipse bzw. Polarisationsebene gedreht wird, offenbar zu ; P. 

Diese Erscheinung ist von REUSCH 1) bei Saulen von symmetrischen, ge
schlossenen, aus Glimmerlamellen hergestellten Paketen (sog. REUSCHsche 
G limmersa ulen) experimentell gefunden worden. Auf ihr griindeten sich die 
alteren Strukturtheorien von SOHNCKE und MALLARD zur Erklarung der 
optischen Eigenschaften aktiver Kristalle 2). 

77. Durchgang parallelen, polarisierten Lichtes durch ein unsymmetrisches, 
offenes LameUenpaket; Theorie der isomorphen Mischkristalle von MALLARD. 
Wir wenden uns jetzt dem allgemeineren Fane eines unsymmetrischen, 
offenen Paketes zu und betrachten den Durchgang einer senkrecht auf
fallenden ebenen, elliptisch polarisierten Welle; hierbei benutzen wir wie in 
der vorhergehenden Ziffer die geometrische Methode von POINCARE. 

Sind Llv Ll2' Ll3' ... die Phasendifferenzen der Lamellen und WI' W 2, w3, .•• 

die Winkel zwischen den Hauptschwingungsrichtungen der starker brechbaren 
Wellen je zweier aufeinanderliegender Lamellen, so haben wir urn die in der 
Aquatorebene liegenden Radien MAl' MA 2, ... als Achsen die aufeinanderfol
genden Drehungen Llv Ll2' ... auszufiihren; dabei gilt fiir die Punkte AI' A2 , ... , 

AIA2 = 2w l , A2 A 3 = 2w2 , .•. 

Diese Drehungen lassen sich insgesamt durch eine Drehung urn den Winkel L1 
urn eine gewisse in der Aquatorebene liegende Achse MA, verbunden mit einer 
Drehung P urn die Polarachse M Pv ersetzen; urn diese beiden Einzeldrehungen 
zu ermitteln, bestimmen 
wir die ihnen entgegen
gesetzt gleichen Drehun
gen, welche den betref
fenden ins Auge gefaBten 
Kugelpunkt in seine ur
spriingliche Lage zu
ruckfiihren wiirde, nach
dem die aufeinanderfol
genden Drehungen LlI' 

e 

Abb. 23. Zur geometrischen Darstcllung des Durcbganges einer ebenen, ellip
tisch polarisierten Welle durch ein unsymmetrisches, offenes Lamellenpaket. 

Ll2' Ll3' ... ausgefuhrt worden sind. 
Zu dem Zwecke betrachten wir 3) ein raumliches Vielkant MEEIE 2 • •• El, 

dessen Kante M Eh den Winkel n - Llh (h = 1,2, ... ) besitzt und dessen Seitenflache 
EhMEh+1 = AhMAh+ l = 2Wh (h = 1,2, ... ) ist (Abb.23a). Dieses Vielkant 
denken wir uns so auf der Aq~atorebene abgerollt, daB bei der Ausgangslage die 
Seitenflache EMEI mit der Aquatorebene und die Kante MEl mit dem Aqua
torradius MAl zusammenfallt; die Kanten ME2, MEa, ... , MEl und ME 
fallen dann der Reihe nach mit den Radien MA 2, MA 3 , • •• , MAl und MA zu
sammen. Urn nun den betreffenden mit dem Vielkant fest verb un den gedachten 

1) E. REUSCH, Monatsber. d. Berl. Akad. 1869, S. 530; Pogg. Ann . Bd. 138, S. 628. 1869. 
2) Vgl. hierzu Zift. 96 und Ziff. 110. 
3) H. POINCARE, Theorie mathematique de la Inmiere Bd. II, S.296. Paris 1892. 

Handbuch der Physik. XX. 49 
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Kugelpunkt in seine urspriingliche Lage zuriickzubringen, miissen wir zu
nachst eine Drehung urn einen Winkel ,,1 urn MA als Durchmesser ausfiihren, 
wobei n - ,,1 der Kantenwinkel von ME ist und bringen dadurch MEl nach 
MA~ (Abb. 23 b); eine zweite Drehung urn den Winkel AIMAI = P urn die zur 
Aquatorebene senkrechte Achse fiihrt MAl nach AI' falls P der ExzeB von 2n 
iiber die Summe der Seiten des Vielkantes ist. 

Das unsymmetrische, offene Lamellenpaket wirkt demnach auf 
eine senkrecht auffallende, elliptisch polarisierte Welle wie eine 
einzelne doppelbrechende Platte von der Phasendifferenz ,,1, deren 
zur starker brech baren Welle gehorende Hauptschwingungsrich tung 
mit der entsprechenden Hauptschwingungsrichtung der erst en La
melle den Winkel AlMA! bildet, verbunden mit einer Drehung 
der Schwingungsellipse der aus der doppelbrechenden Platte aus
tretenden Welle urn den Winkel P/2. 

Wir betrachten jetzt den Fall, daB die einzelnen Lamellen des 
Paketes sehr dunn und sehr schwach doppelbrechend sind, so 
daB die Phasendifferenzen ,,11' ,,12' .•. als unendlich klein von der ersten Ord
nung angenommen werden konnen. Legt man urn die Spitze des Vielkantes die 
Einheitskugel, so schneiden die Seiten des Vielkantes die Kugeloberflache in 
einem spharischen Polygon EE1E 2 ... EIE. 1st eel e2 ... ele das zu diesem 
Polygon polare Polygon, so ist 

-1:e1e2e3 = n - 2w2 , ••• ; 

die Winkelsumme des polaren Polygons ist somit 

In - 2(w1 + w2 + ... ) = In-(2n - P), 

sein Flacheninhalt betragt daher P. 
Sind ,,1v ,,12' "1,, ... sehr klein, so wird das polare Polygon nahezu eben, und 

man erhalt die Wirkung des Lamellenpaketes, indem man den eben en Linienzug 
eel e2 . .. el (Abb. 23 c) zeichneF), dessen aufeinanderfolgende Seiten eel' el e2 , ••• 

den Achsen MAv MA 2, . .. parallel sind; die Langen von eel' e1e2, ••• sind 
gleich den entsprechenden Drehungen ,,1v ,,12' •.• urn diese Achsen. eel ist dann 
parallel dem der resultierenden Hauptschwingungsrichtung OA entsprechenden 
Aquatorradius, die Lange von eel ist gleich der durch die Doppelbrechung her
vorgerufenen resultierenden Phasendifferenz ,,1 und der (im selben MaBstabe 
wie eel gemessene) Flacheninhalt P des Polygons gleich der doppelten, durch 
das Paket erzeugten Drehung der Schwingungsbahn P /2. Es folgt hieraus, 
daJ3 diese Drehung bei einem aus sehr diinnen Lamellen bestehenden 
Paket unendlich klein von der zweiten Ordnung ist, falls die 
Phasendifferenzen ,,11' ,,12'.'. der einzelnen Lamellen unendlich 
klein von der· erst en Ordnung sind und daJ3 bei Vernachlassigung 
von P die Reihenfolge der Lamellen fiir die re sultierende Wir
kung gleichgiiltig ist. 

Diese Eigentiimlichkeit der unsymmetrischen, offen en Lamellenpakete hat 
lVIALLARD2) benutzt, urn die optischen Eigenschaften isomorpher Misch-

1) E. MALLARD, Ann. des mines (7) Bd. 10, S. 181. 1876; Bd. 19, S.290. 1881; Traite 
de cristallographie geometr. et phys. Bd. II, S.266. Paris 1884. 

2) E. MALLARD, Bull. soc. mineral. Bd. 4, S. 71. 1881; Ann. des mines (7) Bd. 19, S. 257. 
1881; ferner A. MICHEL-LEVY, Bull. soc. mineral. Bd.18, S. 79. 1895 (Berechnung der Bi
normalenrichtungen des Mischkristalls) ; G. WULFF, ZS. f. Krist. Bd. 36, S. 1. 1902 (Berechnung 
der Binormalenrichtungen des Mischkristalls, Verhalten des Mischkristalls in den Binormalen
richtungen der Komponenten). 
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kristalle aus denjenigen ihrer Mischungsbestandteile (Komponenten) zu be
rechnen, unter Zugrundelegung der Vorstellung, daB jeder Mischkristall aus 
sehr dunnen Lamellen zusammengesetzt ist, die abwechselnd aus den einzelnen 
Komponenten bestehen. Die nach der MALLARDschen Theorie aus den Haupt
brechungsindizes der Komponenten berechneten Werte der Hauptbrechungs
indizes und des Binormalenwinkels des Mischkristalls stimmen mit den be
obachteten Werten 1) befriedigend uberein; dasselbe gilt auch von den Aus
loschungsrichtungen 2). Allerdings lassen sich die meisten der an Mischkristallen 
angestellten Beobachtungen ebensogut durch die Annahme erkHiren, daB sich 
dieselben wie feste Losungen der einen Komponente in der anderen verhalten; 
fUr diese Annahme spricht auch die Art der Abhangigkeit der Loslichkeit der 
Mischkristalle von ihrem Mischungsverhaltnis. 

(3) Interferenzerscheinungen im konvergenten, polarisierten Lichte. 
78. Allgemeines tiber Interferenzerscheinungen im konvergenten, linear 

polarisierten Lichte. a) Interferenzbild. Wir wenden uns den Inter
ferenzerscheinungen zu, welche planparallele, doppelbrechende Kristall
platten im kon vergen ten, linear polarisierten Lichte zeigen, betrachten 
also den Fall, daB ebene, linear polarisierte Wellen, deren Wellennormalen 
einen Kegel bilden, auf eine derartige Kristallplatte fallen. Ein Teil der hier
her gehorenden Erscheinungen ist schon von BREWSTER 3) beobachtet worden; 
ihre Erklarung wurde (fur eine senkrecht zur optischen Achse geschnittene 
Platte eines optisch einachsigen Kristalls) von AIRy4) und spater (fUr eine kri
stallographisch beliebig orientierte Platte eines optisch zweiachsigen Kristalls) 
von NEUMANN 5) gegeben. 

Das Prinzip der Versuchsanordnung, mit welcher man die in Rede stehen
den Interferenzerscheinungen zu beobachten pflegt und die beim Polari
s a t ion s m i k r 0 s k 0 P 6) verwirklicht ist, ist folgendes. Man laBt die von 
einer monochromatischen Lichtquelle ausgehenden Wellen durch ein optisches 
System gehen, welches aus einem Polarisator, einem ersten System von 
Sammellinsen, der Kristallplatte, einem zweiten System von Sammellinsen und 
einem Analysator besteht. Die Wellennormalen, welche sich nach dem Durch
gang durch den Polaris at or in einem bestimmten Punkte B derjenigen Brenn
ebene des ersten Linsensystems vereinigen, welche dem Polaris at or zugewandt 
ist, verlaufen zwischen den beiden Linsensystemen parallel; nach dem Durch
gang durch die Kristallplatte und das zweite Linsensystem schneiden sie sich 
in einem Punkte B' derjenigen seiner Brennebenen, die dem Analysator zu
gewandt ist. Die Intensitat J im Punkte B' hangt von der Orientierung 

1) Eine Priifung der MALLARDschen Theorie an Hand der Beobachtungsergebnisse hat 
F. POCKELS (N. Jahrb. f. Min., Bei!. Bd. 8, S. 117. 1892; Lehrbuch der Kristalloptik, S.283. 
Leipzig 1906) durchgefiihrt. 

2) G. WULFF, ZS. f. Krist. Bd.36, S. 1. 1902. Spater hat G. WULFF (ebenda Bd. 42, 
S.558. 1907; Bull. soc. mineral. Bd.30, S.282. 1907) in Zweifel gezogen, ob die Haupt
brechungsindizes isomorpher Mischkristalle lineare Funktionen der Zusammensetzung 
sind, wie es nach der MALLARDS chen Theorie der Fall sein soil; doch ist seiner Auffassung 
widersprochen worden (G. \VYROUBOFF, ebenda Bd. 30, S.94 u. 289. 1907). 

3) D. BREWSTER, A treatise on new philosophical instruments, with experiments on 
light and colour, S.336. Edinburgh 1813; Phil. Trans. Bd.l04, S.187. 1814; Bd.l08, 
S.199. 1818. 

4) G. B. AIRY, Trans. Cambr. Phil. Soc. Bd. 4, S. 88. 1833. 
5) F.NEUMANN, Pogg. Ann. Bd. 33, S. 257.1834; Ges.Werke Bd. II, S. 317. Leipzig 1906. 
6) Uber das Polarisationsmikroskop vgl. insbesondere H. ROSENBUSCH, Mikroskopische 

Physiographie der Mineralien und Gesteine,S. Aufl. von E. A. \VULFING, Bd. I, 1. Unter
suchungsmethoden S.318-600. Stuttgart 1921/1924 sowie den Abschnitt iiber optische 
Instrumente in Bd. XVIII ds. Handb. 

49* 
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der Hauptschwingungsrichtungen der Kristallplatte gegen die Schwingungsrich
tungen von Polarisator und Analysator sowie von dem Einfallswinkel i ab, unter 
dem die von B kommenden Wellen auf die Kristallplatte fallen; da i bei be
stimmter Orientierung der Kristallplatte fUr die einzelnen Punkte B' der Brenn
ebene verschieden ist, so nimmt man eine ungleichmaBige Intensitatsverteilung 
im Gesichtsfelde - ein sog. Interferenzbild oder Interferenzfigur - wahr, 
falls mit dem Auge oder einer Lupe auf die Punkte B' eingestellt wird. 

Erfolgt die Beleuchtung mit weiBem Lichte, so tritt an Stelle einer un
gleichmaBigen Intensitatsverteilung eine ungleichmaBige Farbung des Gesichts
feIdes, d. h. ein farbiges Interferenzbild auf. 

Zur Ermittelung des Interferenzbildes mussen wir die Intensitat be
rechnen, weIche eine ebene, linear polarisierte, monochromatische Welle, die unter 
dem Einfallswinkel i auf die Kristallplatte faUt, nach dem Durchgang durch diese 
und den Analysator besitzt; von den durch Reflexion an den Begrenzungsflachen 
eintretenden Intensitatsverlusten soIl dabei eben so wie bei den bisherigen 
Betrachtungen abgesehen werden. 

b) Interferenzerscheinungen im unpolarisierten Lichte; 
e pop ti s c h e K r i s tall e. Ein Teil der Interferenzerscheinungen im konver
gent en Lichte laBt sich auch ohne Polarisator und Analysator bei Be
nutzung von unpolarisiertem Licht erhalten1); dies ist insbesondere bei ge
wissen Zwillingsverwachsungen der Fa1l 2). Wir betrachten einen Kri
stall I, der mit einer planparallelen Schicht II in Zwillingsstellung (vgl. Ziff. 30) 
verwachsen ist; ein dritter Kristall III solI mit I gieich orientiert und mit II 
ebenfalls in Zwillingsstellung verwachsen sein, so daB I und III symmetrisch 
zu II Iiegen. FaUt eine monochromatische, ebene, unpolarisierte Welle auf I, 
so en tstehen im Inneren von I im allgemeinen z wei linear polarisierte ge
brochene Wellen. Der Einfallswinkel der auffallenden Welle soIl nun so gewahlt 
sein, daB eine der beiden gebrochenen Wellen beim Auffallen auf II total reflek
tiert wird; die andere gebrochene Welle soIl beim Ubergang von I in II mit 
ihrer Wellennormalenrichtung in Richtung einer Binormale von II fallen, so daB 
also in II nur eine linear polarisierte Welle fortschreitet [vgl. Ziff. 36b)J; der 
Kristall I wirkt dann wie ein Polarisator. Beim Ubergang der in II fortschrei
tenden Welle nach III entstehen durch Brechung wieder zwei Wellen, die beim 
Austritt in das isotrope AuBenmedium verschiedene Wellennormalenrichtungen 
besitzen. Bringt man nun das Auge in eine soIche Lage, daB es nur diejenige 
austretende Welle auffangt, deren Schwingungsrichtung nahezu senkrecht zur 
Schwingungsrichtung der in II fortschreitenden Welle Iiegt, so wirkt III wie ein 
mit dem Polaris at or I nahezu gekreuzter Analysator; man sieht dann bei Be
nutzung einer hellen Lichtquelle angenahert dieselben Interferenzerscheinungen, 
wie sie bei einer senkrecht zu einer Binormale geschnittenen Kristallplatte im 
konvergenten Lichte zwischen gekreuzten Polarisatoren auftreten (Ziff. 85 und 86). 

Solche Kristallverwachsungen, weIche die Interferenzerscheinungen ohne 
Polarisator und Analysator bei Beleuchtung mit unpolarisiertem Lichte zeigen, 
nennt man epoptische Krista11e 3); sie finden sich in der Natur z. B. als 

1) Vgl. hierzu E. MASCART, Traite d'optique Bd. II, S. 191-198. Paris 1891-
2) Uber die Deformation der Interferenzfigur einer doppelbrechenden Kristallplatte 

im konvergenten polarisierten Lichte durch eingewachsene Zwillingsschichten vgl. B. CHA
KRABARTI, Bull. Calcutta Math. Soc. Bd. 12. S.145. 1921; B. N. CHUCKERBUTTI. Phil. 
Mag. (6) Bd. 43. S. 560. 1922. 

3) Der Name ruhrt von E. ERMANN (Abhandlgn. d. Ber!. Akad. 1832. S. 1; Pogg. 
Ann. Bd. 26, S.302. 1832) her. Eine andere Bezeichnung ist idiozyklophanisch. die 
von J. HERSCHEL (Light § 1082 in Encyklop. Metropolit. Bd. 4. S. 562. London 1827) 
stammt. aber jetzt zuweilen fur eine andere Erscheinung [vgl. Ziff. 145b)] benutzt wird. 
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Aragonitzwillinge1), konnen aber auch kiinstlich aus Kalkspat hergestellt 
werden 2). 

79. Durchgang ebener Wellen durch eine planparallele, doppelbrechende 
Kristallplatte bei von Null verschiedenem Einfallswinkel. Wir betrachten jetzt 
entsprechend dem in Zif£. 78a gesagten eine ebene, monochromatische, linear 
polarisierte Welle, die unter einem beliebigen Einfallswinkel auf eine plan
parallele, doppelbrechende Kristallplatte fam. 

Aus der einfallenden Welle mit der Wellen-
normalenrichtung s (Abb.24) entstehen im Inneren 
der Platte zwei gebrochene Wellen mit den (in der 
Einfallsebene liegenden) Wellennormalenrichtungen 
]\;1 P und MQ, die beim Austritt in das isotrope 
AuJ3enmedium die parallelen Wellennormalen PW' 
und QW" besitzen. PW' und QW" werden bei 
der in Zif£. 78 a) besprochenen Anordnung durch 
das vor dem Analysator befindliche Linsensystem 
in einem Punkte B' seiner einen, dem Beobachter 
zugewandten Brennebene vereinigt und besitzen 
dort eine Phasendifferenz if, weIche gleich der 
Phasendifferenz in einer beliebigen, senkrecht zu 
PW' gelegten Ebene ist. Legen wir durch Peine 
Ebene senkrecht zu PW', weIche QW" in R 
schneidet, so hat man offen bar 

(276) 

falls A' bzw. A" die zu M P bzw. MQ gehOrende 

~ ______ ~~_______A 

w' 
wI! 

.-\bb.2'+. Durchgang einer ebenen 
\Velle durch eine planpa rallele, 
dappel brechen de Kris taHpla tte 
bei von Null verschiedenem Ein
falls winkel. (s Einheitsvektar der 
'V ellennormalenric h tung der einfallenden 
Welle, M P und MQ Wellennormalenrich
tungen der gebrochenen Wellen, PW' und 
QW"\Vellcnllormalenrichtungen der aus
tretenden \V~elIen. l Einfallswinkel, r' und 
r" Brechungswinkel. dDickeder Kristall-

platte.) 

WellenHi.nge im Inneren des Kristalls ist und Ao die Wellen lange im isotropen 
AuJ3enmedium (Vakuum oder Luft) bedeutet. 

1st d die Dicke der Kristallplatte, i der Einfallswinkel und sind r' und r" 
die Brechungswinkel, so gilt 

MP = ~/' MQ = _d ,l , QR = QPsini = (MPsinr' - }\;1Qsinr")sini; 
cosr cosr 

wlr erhalten somit aus (276) 
J = 2nd {(Sini Si~l yll _ J .). _._1_. _ (Sin i siny' 1·) 1 } 

i.o i." cos r" ;'0 - i. l ·cos yl 

und da aus (168) und (18) die Beziehung 
sin i siny' sinr" 

(277) 
1'0 i.' A" 

folgt, so ergibt sich fUr die Phasendifferenz, urn we1che die in Richtung MP fort
schreitende Welle behn Durchgang durch die Kristallplatte gegeniiber der in 
Richtung MQ fortschreitenden Welle zuruckgeblieben ist, 

.1 = 2nd -'1- -- ,;,- • (
COS r' cos rll) 

I. A 

Dieser Ausdruck3) Hi.J3t sich bei Einfiihrung der Brechungsindizes tt' = ;:~ 
. I. 

und nil =~'~j des Kristalls fUr die in den Richtungen M P und MQ fort
I. 

--------
1) Vgl. z. B. P. GROTH, Physikal. Kristallographie, 4. Auf!., S.403. Leipzig 1905. 
2) J. MULLER, Pogg. Ann. Ed.41, S. 110. 1837; S. P. THOMSOX, Chern. News. Bel.. 61, 

S. 155. 1890. 
3) Uber eine geometrische Deutung dieses Ausdruckes vgl. G. \VULFF, Ann. d. Phys. 

Bd. 18, S.579. 1905. 
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schreitenden Wellen, sowie bei Heranziehung von (277) auf die Formen 
bringenl) 

A _ 2JT:d (' , _" r") _ 2JT:d • • sin (r" - r't . 
LJ -, n cosr n cos -, SIn ~ . r' . r" , 

AO AO SIn SIn 
(278) 

dieselben 2) nehmen eine fur manche Anwendungen geeignetere Gestalt an, wenn 
man die Winkel bl und b2 bzw. b'{ und b; einfiihrt3), welche die Wellennormalen 
M P und MQ im Inneren des Kristalls mit dessen Binormalen bilden. 

1st der Einfallswinkel i klein4), so sind auch die Brechungswinkel r' 
und r" nur wenig voneinander verschieden, so daB man angeniihert bI = b'( 
= bI , b2 = b; = b2 und in (77) n' an Stelle von n~, sowie n" an Stelle von n~ 
schreiben kann; aus (168) und (77) folgt dann 

sin2r' = sin2~ = {~(~ + ~) + ~ (~ _ ~) cos(bl - b2)}sin2 i 
n'2 2 ,n~ n~ 2 n~ n~ , 

si~2r" = si~:/ = {21 (~+~) + 21 (~-~) cos (bi + b2)}sin2 i , 
n ~ ~ ~ ~ 

. (r" r') sin2r" - sin2r' ( 1 1 ) sinb1 sinb2sin2i sm - - -------;---=-,---;--,-' 
- sin (r' + r") - n~ n~ sin (r' + r") • 

also 

Setzt man diesen Wert in (278) ein, so ergibt sich 

L1 _ 2JT:d sin3isinb1 sinb2 (~ _ ~) 
- )'0 sinr'sinr"sin(r'+ r") n~ n~' 

Bei kleinem Einfallswinkel i und geringer Doppelbrechung der Kristallplatte 
in Richtung der Plattennormale kann man weiter angenahert r' = r" = r 
setzen, d. h. die Wellennormalen der beiden gebrochenen Wellen als gleich
gerichtet betrachten und erhalt dann aus dem letzten Ausdruck die Beziehung 

L1 = 2JT:d sin3i sinbl sinb2 nf - -;if 
;'0 sin3 r cosr 2 

Wird auBerdem die Naherungsformel sinr = 1/21 (~+ ~)sini eingefiihrt (die V na n 1 

urn so mehr gilt, je weniger die Doppelbrechung n3 - n1 von Null abweicht), 
so ergibt sich der N aherungsa usdruck 

(279) 

1) F. NEUMANN, Pogg. Ann. Bd. 33, S. 265. 1834; Ges. Werke Bd. II, S. 325. Leipzig 1906. 
2) Fiir i = O(r' = r" = 0, n' = n~, nil = n~) geht (278) in (250) iiber. Hieraus und 

aus dem in Ziff. 72 Gesagten folgt, daB die Interferenzfarbe, welche eine Kristallplatte 
zwischen gekreuzten Polarisatoren im parallelen, weiBen Lichte zeigt, sich andern muB, 
falls die Platte um eine in ihrer Ebene liegende Gerade etwas gedreht wird. Hierauf laBt 
sich eine Methode griinden, um bei einer optisch einachsigen Platte die Projektion der opti
schen Achse auf die Plattenebene und bei einer parallel oder senkrecht zur ersten Mittellinie 
geschnittenen optisch zweiachsigen Platte die Spur der Binormalenebene zu finden 
[G. MESLIN, Ann. chim. phys. (8) Bd. 17, S. 140. 1909]. 

3) F. NEUMANN, Pogg. Ann. Bd.33, S.275. 1834; Ges. Werke Bd. II, S.334. Leipzig 
1906; Vorlesungen iiber theoret. Optik. Herausgeg. von E. DORN, S.233. Leipzig 1885. 

4) Eine strengere Berechnung, die jeden gewiinschten Annaherungsgrad liefert, hat 
J:WALKER (Proc. Roy. Soc. London Bd. 63, S. 79. 1898) gegeben; fiir den Fall optisch ein
achsiger Kristalle vgl. hierzu J. NAKAMURA U. R. TADIME, Proc. Tokyo math.-phys. Soc. 
(2) Bd.7, S.356. 1914. 



Zif£. 80. Intensitat des Interferenzbildes. 775 

wobei l = ~ den von den gebrochenen Wellen im Kristall zuriickgelegten cosr 
Weg MP = MQ bedeutet. Damit ist die gesuchte Phasendifferenz der ge
brochenen, in das isotrope AuBenmedium tretenden Wellen durch die Haupt
brechungsindizes der Kristallplatte und die Winkel ausgedriickt, welche die 
Wellennormalenrichtungen der gebrochenen Wellen mit den Binormalenrieh
tungen der Platte bilden. 

80. Intensitat des Interferenzbildes. Un sere nachste Aufgabe bei der 
Ermittelung des Interferenzbildes ist nach Ziff. 78a) die Berechnung der Inten
sitat der aus der Kristallplatte austretenden Wellen. 

a) Kurven konstanter Phasendifferenz; Isogyren; Kurven 
k 0 n s tan t e r In ten sit a t. 1st der Wellennormalenkegel des auf die Kristall
platte fallenden konvergenten Lichtes klein, so liegen die Schwingungsebenen 
der beiden Wellen, die im Inneren des Kristalls aus jeder einfallenden Welle 
durch Brechung entstehen, angenahert senkrecht zueinander und diese senk
rechte Lage bleibt auch nach dem Austritt der Wellen in das isotrope AuBen
medium bestehen (vgl. Ziff. 68); ein kleiner Wellennormalenkegel des einfallen
den Lichtes bedingt ferner, daB die Orientierung dieser beiden zueinander senk
rechten Schwingungsebenen sich mit dem Einfallswinkel nieht merklich andert. 
Die Schwingungsebenen der aus der Platte austretenden Wellen schneiden daher 
die Schwingungsebenen von Polarisator und Analysator in Geraden, welche 
nahezu parallel zur Achse des auffallenden Wellennormalenkegels liegen. 

Bei dieser Annaherung erhalt man fUr die Intensitat eines Punktes des 
Interferenzbildes nach (252) 

J = Jo{cos2(v - w) - sin 2 (v - u) sin 2 (w - u)sin2 ~}, (280) 

wobei v bzw. w das gegen eine feste (parallel zur Kristallplatte liegende) Riehtung 
gezahlte Azimut der Schwingungsrichtung des Polarisators bzw. Analysators 
und u das gegen dieselbe Richtung gezahlte Azimut der einen (zur betreffenden 
Wellennormalenrichtung gehOrenden) Schwingungsrichtung der Platte bedeutet; 
.1 ist die Phasendifferenz, welche die in dieser Wellennormalenriehtung fort
schreitenden Wellen beim Austritt in das isotrope AuBenmedium besitzen. Geht 
man von einem Punkte des Interferenzbildes zu einem anderen iiber, so andern 
sich im allgemeinen u und .1. 

Hieraus folgt, daB fUr die Interferenzerscheinungen drei Kurvenscharen 
wesentlich sind: 

1. die Kurven konstan ter PhasendifferenzLl = konst., 
2. die Kurven konstanter Schwingungsrichtung oder Isogyren 

u = konst. und 
3. die Kurven konstanter Intensitat J = konst. 
b) Hauptkurven konstanter Phasendifferenz; Hauptiso

g y r en. In allen Punkten des Interferenzbildes, welche der Bedingung 

sin 2 (v - u)sin2{w - u)sin2~ = 0 (281) 

geniigen, verhalt sich die Intensitat so, als ob die Kristallplatte iiberhaupt nicht 
vorhanden ware; Gleichung (281) liefert nun 

1. eine Kurvenschar, genannt Hauptkurven konstanter Phasendiffe
renz, fUr deren Punkte .1 = 2mn (m = 0, 1, 2, ... ) ist, und 

2. die als Hauptisogyren bezeichneten Kurven u = v und u = v + ~. 
2 

bzw. u = w und u = w + i, d. h. die Verbindungslinien derjenigen Punkte des 
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Interferenzbildes, fur welche die Schwingungsrichtungen im 1nneren der Platte 
parallel und senkrecht zu den Schwingungsrichtungen der Polarisatoren liegen. 

Das von L1 abhangige Glied in (280) wird bei konstant gehaltenem L1 am 
B :n; d :n; d :n; d :n;:n; gro ten, wenn v- u = "4 un w - u = "4 0 er v - u = "4 un w - u = "4 ± 2 

(und so mit v - w = 0 oder ±~) ist, d. h. wenn Polaris at or und Analysator 

parallel oder gekreuzt sind und ihre Schwingungsrichtungen gegen die Haupt
schwingungsrichtungen der Platte unter -rr/4 geneigt sind [sog. Diagonal
stellung der Platte, vgl. Ziff. 85 a), P)]. 

Aus (280) folg-t, daB bei parallelen bzw. gekreuz ten Polarisa toren 
die Hauptkurven konstanter Phasendifferenz sowie die Haupt
isogyren als ganz helle bzw. ganz dunkle Linien (] = Jo' bzw. 
J = 0) erscheinen; dabei treten die Hauptkurven konstanter Phasendifferenz 
nach dem eben Gesagten am deutlichsten auf, wenn sich die Platte in Diago
nalstellung befindet. 

Die Hauptisogyren zerlegen das Interferenzbild in Gebiete, in welch en die 
1ntensitat abwechselnd groBer und geringer ist als bei fehlender Kristallplatte; 

bei parallelen bzw. gekreuzten Polarisatoren (v = w oder v = w + %) fallen die 

beiden Hauptisogyrenpaare zusammen 1), und die Intensitat des Interferenzbildes 
wird (auBer auf den Hallptisogyren und Hallptkurven konstanter Phasendifferenz 

selbst) fUr v = w geringer und fur v = w + ~ groBer als bei fehlender Kristall
platte. 

c) Achromatische und isochromatische Kurven. 1st die Dis
persion der optischen Symmetrieachsen und der Binormalen des Kristalls (vgl. 
Zif£. 27 und 29) so gering, daB sie angenahert vernachlassigt werden darf2), so 
andern sich die Hauptisogyren mit der Frequenz des auffallenden Lichtes nicht; 
bei Beleuchtung mit weiBem Lichte erscheinen sie daher in diesem FaIle farblos 
und werden deshalb auch als achroma tische K urven bezeichnet. Die Hallpt
kurven konstanter Phasendifferenz hangen dagegen mit L1 von der Freqllenz 
ab; sie werden bei Beleuchtung mit weiBem Lichte von den Hauptisogyren in 
Stucke konstanter Farben der 1nterferenzfarbenskala [Ziff. 72d)] zerlegt, wobei 
zwei aneinanderstoBende Stucke komplementar geHirbt sind. Fallen die beiden 
Hauptisogyrenpaare zusammen, so zeigen die Kurven konstanter Phasen
differenz entlang ihrer ganzen Ausdehnung konstante Farbung; sie werden 
daher auch als isochromatische Kllrven bezeichnet, ein Name, der aber 
bei betrachtlicherer Dispersion der optischen Symmetrieachsen und Binormalen 
nicht mehr zutreffend ist. 

81. Geometrische Darstellung des Interferenzhildes. Die weiteren Be
trachtungen vereinfachen sich, wenn das 1nterferenzbild, welches bei der in 
Zif£. 78a besprochenen Anordnung des Polarisationsmikroskopes in der dem 
Beobachter zugewandten Brennebene des zweiten Linsensystems entsteht, in 
folgender Weise auf die zweite Begrenzungsflache F (Abb. 24) der Kristallplatte 
abgebildet wird. 

Es sei M der Schnittpunkt der ersten Begrenzungsflache A der Kristall
platte mit der Achse des Linsensystems; M entspricht dem Mit tel pun k t 

1) Strenggenommen hat man in den beiden Fallen v = w und v = w +::. zwei sehr 
2 

benachbarte Hauptisogyrenpaare, die urn so deutlicher auseinandertreten, je starker kon
vergent das benutzte Licht ist (G. CEsARO, Bull. de Belg. 1906, S. 368). 

2) Uber den EinfluB der Dispersion auf das Interferenzbild bei Beleuchtung mit weiBem 
Lichte vgl. Ziff. 88. 
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des G e sic h t s f e 1 des. Man denkt sich nun die Wellennormalen samtlicher 
im Inneren des Kristalls fortschreitender Wellen durch M gelegt. Dem Punkte B' 
der Brennebene, in dem die Wellen W' und W" interferieren, wird Punkt P 
zugeordnet (oder auch Punkt Q, da fUr kleine Einfallswinkel i nach Zif£. 79 
r' = r" = r gesetzt und MP mit MQ vertauscht werden kann). Rierdurch 
entsteht eine Figur auf der zweiten Begrenzungsflache F, welche bei kleinem 
Einfallswinkel idem Interferenzbilde in erster Annaherung ahnlich istl); wir 
bezeichnen diese dem Interferenzbilde zugeordnete Figur kurz als die Proj ek
tion des Interferenzbildes und k6nnen dieselbe an Stelle des Interferenz
bildes selbst betrachten. 

Ehe wir dazu iibergehen, die Projektion der Interferenzbilder bei Kristall
platten von spezieller kristallographischer Orientierung zu behandeln (Ziff. 85 
und 86), besprechen wir die hierzu benotigten allgemeinen geometrischen Eigen
schaften der Kurven konstanter Phasendifferenz, der Isogyren und der Kurven 
konstanter Intensitat. 

82. Kurven konstanter Phasendifferenz. a) F lac hen k 0 n s tan t e r 
Ph a sen d iff ere n z. Wir denken uns von einem beliebigen Punkte im Inneren 
eines Kristalls den Vektor 

abgetragen, wobei £; der Einheitsvektor einer bestimmten Wellennormalen
richtung, b die auf die Langeneinheit bezogene, zu £; gehorende Phasendifferenz 
(72) und L1 eine gegebene Konstante ist. LaBt man £; aIle moglichen Richtungen 
annehmen, so beschreibt der Endpunkt von ?8 die F lac h e k 0 n s tan t e r 
Ph as end if f e re n z 

j = konst. 

Raben nun M und F die in Ziff. 81 erlauterte Bedeutung, so sieht man, daB 
die Projektionen der Kurven konstanter Phasendifferenz offenbar die Schnitt
kurven der Ebene F mit den urn M beschriebenen Flachen konstanter Phasen
differenz sind2). 

Wir beziehen die Projektion des Interferenzbildes auf das optische Symmetrie
achsensystem x, y, z, dessen Anfangspunkt wir mit 11l zusammenfallen lassen; 
ist n der Einheitsvektor der Plattennormale, so ist die Gleichung von F 

(282) 

die Polargleichung der urn M beschriebenen Flache konstanter Phasendifferenz 
ergibt sich mit Rilfe von (279) zu 

P i)Bi sin bI sin b2 = .1 = konst., (283) 

1) Der in cler Ebene F yom Mittelpunkt cler Figur zu clem Punkte P gezogene 
Radiusvektor besitzt namlich einen mit tgr proportional en Betrag; andererseits ergibt 
sich mit Hilfe einer einfachen geometrisch-optischen Betrachtung (vgl. z. B. TH. LIEBISCH, 
Physikal. Kristallographie, S.476. Leipzig 1891 oder F. POCKELS, Lehrbuch der Kristalloptik, 
S.237. Leipzig 1906), daB der entsprechende, in der Brennebene yom Mittelpunkt des 
Interferenzbildes zum Punkte B' gezogene Radiusvektor einen Betrag besitzt, der mit 
sin r proportional ist. Die Ahnlichkeit besteht somit in clem MaBe, als (bei kleinem 
\Vinkel r) sinr mit tgr vertauscht werden clarf. 

2) A. BERTIN, C. R. Bd.52, S. 1213. 1861; Ann. chim. phys. (3) Bd. 63, S.57. 1861; 
A. SCHRADER, Geometrische Untersuchung der Geschwindigkeitskegel unci der Oberflachen 
gleichen Gangunterschiecles optisch cI~ppeltbrechencler Kristalle. Dissert. Munster 1892; 
C. RAVEAU, C. R. Bd. 155, S. 965. 1912. Uber die Konstruktion der Flachen konstanter Phasen
differenz mit Hilfe der IndexfUlchc vgl. C. RAVE AU, Bull. soc. mineral. Bd. 34, S. 24. 1911. 
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wobei 

(284) 

zu setzen ist. 
Die Schnittkurve von (282) und (283) liefert somit die Projektion der zu 

LI = konst. gehorenden Kurve konstanter Phasendifferenz. Nun ist aber die 
Schnittkurve der Ebene (282) mit der Flache p I~I sinbi sinb2 = hLl offenbar 
derjenigen Kurve ahnlich, die sich als Schnitt der Flache (283) mit einer zu (282) 
parallelen Ebene ergibt, welche von M den Abstand d/h besitzt, und zwar sind 
die linearen Abmessungen der letzteren Kurve hmal kleiner als die der ersteren. 
Man kann somit die Projektion samtlicher Kurven konstanter Phasendifferenz 
erhalten, indem man eine urn M gelegte Flache konstanter Phasendifferenz 
durch ein System zu (282) paralleler Ebenen schneidet, jede der entstandenen 
Schnittkurven im umgekehrten Verhaltnis des Abstandes ihrer Ebene von M 
linear vergroBert und dann das so erhaltene Kurvensystem senkrecht auf die 
Ebene F projiziert. 

Aus (282), (283) und (284) laBt sich ohne weiteres folgern, daB die Haupt
kurven konstanter Phasendifferenz urn so dichter beieinanderliegen und urn so 
feiner erscheinen, je groBer die Plattendicke d, je starker die Doppelbrechung 

n3 - n i und je kleiner die Wellenlange .1.0 des be
nutzten monochromatischen Lichtes ist. 

b) Flachen konstanter Phasendifferenz 
b ei op tis ch z weiach s i gen K ris t all en. Bei 
optisch zweiachsigen Kristallen wachst I~I bei 
Annaherung an die durch b1 = 0 und b2 = 0 be
stimmten Binormalenrichtungen unbegrenzt; in diesen 
Richtungen erstreckt sich die Flache somit ins Un
endliche (Abb.25). Urn die Gestalt der vier sich ins 
Unendliche erstreckenden Aste zu iibersehen, beachten 
wir, daB I ~ I sin b1 bzw. I ~ I sin b2 bei Annaherung an 
die Binormalenrichtung 61 bzw. 02 nach (283) gegen 

den konstanten Grenzwert p ~ 0 konvergiert, wobei 0 
SIn 

den Binormalenwinkel bedeutet; nun ist aber 1~lsinbl 
Abb.25. Flache konstanter Phasen. bzw. I~I sin b2 der Abstand des betreffenden Flachen
differenz eines optisch zweiachsigen 
Kristalls. (x, y, • optisches Sym- punktes von der Binormale 01 bzw. O2 , die Flache 
:~tr;,.~~~~~e~~~~~~t:~!!:~;;~~~ konstanter Phasendifferenz besitzt somit in hin
renz. h, und li, Einheitsvektoren reichender Entfernung von M die Gestalt zweier 
der Binormalen. f8 Radiusvektor 
von M zu dem Flachenpunkt S. Kreiszylinder mit den Binormalen als Achsen. 
b, bzw. b, Winkel zwischen!8 und Die Schnittpunkte der Flache mit der x-Achse 
li, bzw. li,. C, und C, Schnittkurven 
der Flache mit einer Ebene parallel (b nOb nO) b ( n) 
zu xy-Ebene; B, und B, Spuren 1 = 2" - 2' 2 = 2 +"2 zw. y-Achse bi = b2 = 2" 
der Binormalen in dieser Schnitt .. 

ebene.) bzw. z-Achse (b i = b2 = ~) besitzen nach (283) von 

der yz-Ebene bzw. zx-Ebene bzw. xy-Ebene die AbsHinde ± Ll 0 bzw. ± ~ 
p sin2 2 

bzw. ± . Ll 0; seinen kleinsten Wert : erreich t I ~ I in Rich tung der y-Achse. 
psm2 -

2 
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Die optischen Symmetrieebenen sind zugleich auch Symmetrieebenen der 
Flache konstanter Phasendifferenz; die von ihnen erzeugten Schnittkurven sind 
in der zx-Ebene vier hyperbelahnliche Aste mit den Binormalen als Asymptoten, 
in der xy-Ebene und der yz-Ebene je ein lemniskatenahnliches Oval. 

c) Flachen konstan ter Phasendifferenz bei optisch ein
a c h s i g e n K r i s t a II e n. Die Polargleichung der FHiche konstanter Phasen
differenz bei 0 ptisch einachsigen Kristallen (b1 = b2 = b) folgt aus (283) zu 

p [~lsin2b = Ll = konst., (285) 

die Flache ist somit eine nicht geschlossene Rotationsflache mit der z-Achse als 
Rotationsachse (Abb. 26). I~I erreicht seinen kleinsten Wert fUr die in der xy-

Ebene liegenden Richtungen (b = ;); derselbe betragt : . ~~Z 
Bezogen auf die optischen Symmetrieachsen geht die 

Flachengleichung (285) wegen 

liber in 
P2(X2 + y2)2 _ Ll2(X2 + y2 + Z2) = 0; 

die Flache wird fUr sehr groBe Werte z angenahert zum 
Rota tions para boloid 

P (X2 + y2) - Llz = 0, 

fiir sehr kleine Werte z (d. h. in der Nahe der xy-Ebene) an
genahert zum Ro tat io nsh yp er b oloid 

P2(X 2 + y2 _ Z2) _ Ll2 = O. 

Abb.26. Flache kon· 
stanter Phasendiffe· 
renz eines optisch 

einachsigen 
KristaIIs. 

83. Isogyren. a) Iso g y r e n f1 a c hen. Urn die Projektionen der Isogyren 
zu erhalten, denken wir uns in der zweiten Begrenzungsflache F der KristaIl
platte (Abb. 24) eine beliebige Richtung gezogen, deren Einheitsvektor wir 
mit g bezeichnen. 1st M wieder der Schnitt der ersten Begrenzungsflache A 
mit der Achse der Linsensysteme des Polarisationsmikroskopes (Ziff. 81), so 
konnen wir uns durch Malle Wellennormalenrichtungen 0 gezogen denken, 
fUr welche eine der beiden zugehOrigen Schwingungsrichtungen (z. B. b/) senk
recht zu g liegt; diese Wellennormalen bilden den Mantel eines Kegels mit M als 
Spitze, der als Isogyrenflache1) bezeichnet wird. LaBt man galle moglichen 
Lagen annehmen, so erhalt man samtliche iiberhaupt moglichen Isogyrenflachen; 
die Projektionen der Isogyren sind offenbar die Schnittkurven dieser Flachen mit 
der Ebene F. 

Wir benutzen zur Herleitung der Gleichung der Isogyrenflache2) das optische 
Symmetrieachsensystem x, y, z, dessen Anfangspunkt wir mit M zusammenfallen 
lassen. Aus (85) und (89) ergibt sich 

(286) 

fUr eine der Isogyrenflache angehorende Wellennormalenrichtung muB ferner 
die Bedingung 

big = O. (287) 
erfiillt sein. 

1) E. LOMMEL, Wied. Ann. Bd. 18, S. 56. 1883; J. MACE DE LEPINAY, Journ. de phys. 
(2) Bd. 2, S. 162. 1883; K. PITSCH, Wiener Ber. Bd. 91 (2), S.527. 1885; G. CEsARO (Bull. 
de Belg. 1906, S. 373 u. 493) nennt die IsogyrenfHiche "achromatischer Kegel" (cone 
incolore). 

2) Uber eine andere Herleitung vgl. F. PEARCE, ZS. f. Krist. Bd. 41, S. 113. 1906. 
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Um die Gleichung der Isogyrenflache zu erhalten, miissen wir b~, b~, b~, 
b~, b~ und b~ aus (87), (88), (286) und (287) eliminieren. Aus (88) und (286) 
ergibt sich zunachst un mittel bar 

Sx ( 1 1 ) + Sy ( 1 1 ) + s. ( 1 1 ) V no - tif V n~ - tif V tif - tif = 0, 
x23 va 1 zl 2 

(288) 

wahrend (87) und (287) die Beziehungen 

b~c: b~: b~ = (5ygz - 5zgy): (5.g", - 5",g.): (5",gy - 5yg",) (289) 

liefem. Setzt man (289) in (288) ein, so erhalt man fUr die Gleichung der Isogyren
flache in Polarkoordinaten die Form 

(1 1) (1 1) S --- S ---
x n2 n2 Y n2 n2 

,2 3 + 3 , 

S.B. - SzBy S.Bx - SxB. 

S (~-~) 
" 2 + n, n 2 = 0 
SxBy - suBx 

oder in rechtwinkligen Koordinaten 

(1 1) (1 i)' (1 1) 
x nf-nr + Y nr-nr + 2 nr-nf 

9zY - B.2 B.Z - BoX ByX - B.Y 
=0. 

Aus letzterer Gleichung folgt mit Riicksicht auf (76) 

2 0 . 2 0 
XC05 - Z5m -, 

__ 2__ Y + 2 =0. (290) 
BoY - ByZ Bxz - B,x Box - BxY 

Die Gestalt der Isogyrenflache hangt auBer von den Hauptbreehungsindizes 
des Kristalls noeh von der kristallographischen Orientierung der Kristallplatte 
ab; denn ist wieder n der (in Richtung der auffallenden Wellennormalen gezogene) 
Einheitsvektor der Plattennormale, so besteht fUr die in (290) auftretenden 
Komponenten von 9 die Nebenbedingung 

ng = 11",g", + 11ygy + 11.g. = O. (291) 

Fur jede besondere Orientierung der Kristallplatte hat man daher eine besondere 
Isogyrenflachensehar, im Gegensatz zu den FHichen konstanter Phasendifferenz 
[Ziff. 82 a)], die (bei gegebener Frequenz der dureh die Platte gehenden Wellen) 
nur von den Hauptbrechungsindizes des Kristalls abhangen. 

(290) und (291) lie£em zusammen mit (282) die Projektionen der Isogyren. 
b) Gestalt der Isogyrenflaehe bei optiseh zweiachsigen und 

optisch einachsigen Kristallen. Aus (290) folgt, daB die Isogyren
flache bei optisch zweiachsigen Kristallen ein Keg e 1 d r itt enG r a des is t, 

der durch die beiden Binormalen (Y = 0, x = ±z tg ~) hindurchgeht. 

Bei optiseh einaehsigen Kristallen ist 0 = 0; Gleiehung (290) zerfallt da
her bei diesen in die Gleichung der E ben e 

gyX - g.,y = 0 

und in die Gleichung des Kegels zweiten Grades 

g.(x2 + y2) - z (g",x + gyY) = 0, 

der dureh die optische Aehse hindurchgeht. 

(292) 

(293) 

Wir bemerken noch, daB eine angenaherte Darstellung des Verlaufes der 
Isogyren, die fUr manche Zweeke der kristallographisehen Bestimmungsmethoden 
ausreicht, sich mit Hilfe der Skiodromen [Ziff.He)] geben Hi.Btl). 

') AuBer den Literaturangaben S. 657, Anm. 3 vgl. H. HILTON, ZS. f. Krist. Bd.42, 
S. 277. 1907; E. SOMMERFELDT, Tschermaks mineral. und petrogr. Mitteil. Bd. 27, S. 285. 1908. 
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84. Kurven konstanter Intensitat. Die Hauptkurven konstanter Phasen
differenz und die Hauptisogyren teilen das Interferenzbild in Gebiete, in 
welchen sich je ein Punkt gr613ter und geringster Intensitat (] = Jo und J = 0) 
befindet; jeder dieser Punkte wird von ganz in dem betreffenden Gebiete liegenden 
Kurven konstanter Intensitat [vgl. Ziff. 80a)] umgeben1). Die Gleichung 
der Kurven konstanter Intensitat ist nach (280) 

Jo{ cos 2 (v - w) - sin2 (v - u) sin 2 (w - u) sin 2 ~} = konst., 

wobei u und LI als Variable anzusehen sind. 
Die Punkte gro13ter bzw. kleinster Intensitat sind offenbar die Schnittpunkte 

der Kurven konstanter Phasendifferenz 1:1 = (2m + 1) n (m = 0, 1, 2, ... ) mit 
den beiden Isogyren 

bzw. 

v + w u = ----- -
2 

v + w +" u=------
2 

v+w::r; v+w 3:7 
2£ = -2- + 4' 11 = -2- + 4- , 

wie sich aus (280) mittels der Bedingung ~l = 0 ohne weiteres ergibt. Urn 
ou 

die Intensitatsyerteilung im Interferenzbild zu iibersehen, be
trachten wir nun das von den Hauptisogyren u = v und u = w begrenzte 
Gebiet und setzen zur Abkiirzung 

-sin2 (v - u) sin2 (w - It) sin 2 ~ = y. 

AIle in diesem Gebiet liegenden Kurven konstanter Intensitat, die zu einem 
bestimmten y geh6ren, werden von den Isogyren 

11 + W 
u=--+a 2 -

beriihrt, wobei 

- sin (2 a + v - w) sin (2 a - v + w) = y , 

ist; durch die Beriihrungspunkte gehen die Kurven konstanter Phasendifferenz 
LI = (2m + 1)n. AuBerdem werden jene Kurven konstanter Intensitat von den 
Kurven konstanter Phasendifferenz 

beriihrt, wobei 
LI = 2mn + T, j = 2(m + 1)n - T 

sin2 (v - w)sin2~ =)' 
2 

ist; durch die Beriihrungspunkte gehen die Isogyren v+w 
2£ =--- -

2 

Endlich wird jede der zu einem bestimmten )' gehorenden Kurven konstanter 
Intensitat von einer Kurve konstanter Phasendifferenz 

LI = 2m 1'( + e (e > T) 

in den Punkten der Isogyren 
11 + w , 

u=-2-±a 

geschnitten, wobei ('-------

sin2a' = 1/ sin2 (v - w) - __ L 
I sin2 _o 

2 

1) E. LOMMEL, Pogg. Ann. Bd.120, S. 69.1863; Miinchener Ber. Bd. 19, S. 317.1889; 
Wied. Ann. Bd. 39, S. 258.1890; W. D. NIVEN, Quarterl. Journ. of Mathern. Bd. 13, S. 172. 
1874; R. T. GLAZEBROOK, Proc. Cambro Phil. Soc. Bd.4, S.299. 1883; C. SPURGE, ebenda 
Bd.5, S.74. 1884; Trans. Cambro Phil. Soc. Bd.14, S.63. 1889. 
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ist; andererseits liegen die weiteren Schnittpunkte dieser Isogyren mit der be
treffenden Kurve konstanter Intensitat auf den Kurven konstanter Phasen
differenz LI = 2 (m + 1) 1l - f. Bezeichnen wir nun in dem zu m gehorenden 
Gebiet des Interferenzbildes mit LIm und LI;" die Phasendifferenzen in denjenigen 
Punkten, in welchen eine Kurve konstanter Intensitat y von einer Isogyre ge
schnitten wird, so ist LI;" - LIm = 21l- 21':, also unabhangig von m; ferner ist 
LI;n + LIm = 2 (2m + 1) 1l, d. h. unabhangig von I': und so mit auch unabhangig 
von der Kurve konstanter Intensitat y. Sind ferner Llm- 1 und LI;"-l die Phasen
differenzen in denjenigen Punkten, in welch en dieselbe Isogyre die zu demselben 
y gehorende Kurve konstanter Intensitat in dem zu m - 1 gehorenden Gebiet 
des Interferenzbildes schneidet, so ist LI;"-l = 2mll - 1':; somit wird Llm- LI;n-l 
= 21':, d. h. unabhangig von m, und LIm + A;"-l = 4mll, d. h. unabhangig von y 
und folglich auch unabhangig von der betreffenden Kurve konstanter Intensitat. 

Entsprechendes gilt fur die ubrigen Gebiete des Interferenzbildes. 
85. Interferenzbilder optisch zweiachsiger Kristalle. Wir wenden uns jetzt 

den In terferenzbildern bei optisch zweiachsigen Kristallen zu1), 

beschranken uns dabei aber auf die fUr die Beobachtungen2) besonders wichtigen 
speziellen FaIle, daB die Kristallplatte senkrecht zu einer der beiden Mittel
linien oder parallel zur Binormalenebene oder senkrecht zu einer Binormale 
geschnitten ist3). 

a) Plattenebene senkrecht zu einer Mittellinie. lX) Kurven kon
stanter Phasendifferenz. 1st die Platte senkrecht zur ersten Mittel
lin i e (z-Achse) geschnitten und ist der Binormalenwinkel nicht zu klein, so 
haben wir zunachst 

b 0.. 0 . I: 
cos 1 = cos r cos "2 + sm r sm "2 sm" , 

b 0.. 0 . I: cos 2 = cos r cos "2 - sm r sm "2 sm" , 

wobei r den Brechungswinkel und ~ das Azimut der Einfallsebene gegen die 
yz-Ebene bedeutet. In der Annaherung, die bei schwach konvergentem Lichte 
und geringer Doppelbrechung zulassig ist (vgl. Zif£. 79), folgt dann 

sinb, sinb. . 2 a 1 ( 2 a + ) . 2 ( 2 I: . 21:) 
-COSr~ = sm "2 +"2 cos"2 1 sm r cos " - sm " ; 

nach EinfUhrung der rechtwinkligen Koordinaten4) 

x = dsinrsin~, y = dsinrcos~ 

erhalt man hieraus mittels (283) 

(y2 _ x 2) (1 + cos 2 ~) = konst. 

als Gleichung fur die Projektionen der Kurven konstanter Pha
sendifferenz; dieselben sind somit gleichseitige Hyperbeln, deren 
Asymptoten die Winkel zwischen x-Achse und y-Achse halbieren. 

') Reproduktionen photographischer Aufnahmen der in dieser Ziffer zu besprechenden 
[nterferenzbilder optisch zweiachsiger Kristalle bei H. HAUSWALDT, Interferenzerscheinungen 
an doppeltbrechenden Kristallplatten im konvergenten polarisierten Lichte. Taf. 18- 32. 
:\fagdeburg 1902. 

2) Uber die Verwendung der Interferenzkurven zur angenaherten Bestimmung der 
Hauptbrechungsindizes von Diinnschliffen vgl. F. E. WRIGHT, Journ. Washington Acad. 
Ed. 4, S. 534. 1914. 

3) Uber den allgemeinen Fall einer gegen die Binormalenebene und die Binormalen 
beliebig geneigten Kristallplatte vgl. F. BECKE, Tschermaks mineral. u. petrogr. Mitteil. 
Bd.27, S. 1 n. 1908. 

4) Bei der erwahnten Annaherung kann tgr mit sinr vertauscht werden. 
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Ein entsprechendes Resultat erhiilt man bei einer sen k r e c h t z u r 
zweiten Mittellinie (x-Achse) geschnittenen Platte, indem man 0 mit 
JC 2 - 0 vertauscht. 

1st bei dem vorhin besprochenen Falle einer senkrech t zur ersten 
Mi ttellinie geschnittenen Platte der Binormalenwinkel klein, so erhalt 
man die Projektionen der Kurven konstanter Phasendifferenz am einfachsten, in
dem man nach Ziff. 82 a) die Schnittkurven einer Fliiche konstanter Phasen
differenz mit den Parallelebenen zur xy-Ebene bestimmt. Sind a l und a2 die 
Entfernungen eines Punktes Seiner solchen Schnittkurve von den Binormalen
spuren BI und B2 (Abb.25) und bedeutet IXI bzw. IX2 den Winkel, welchen al 

bzw. a2 mit MBI bzw. MB2 bildet, so haben wir 

. b a2· SIn 2 = f}81 SInIX2; 

somit bekommt man fUr die Projektionen der Kurven konstanter Phasendifferenz 
nach (283) die Gleichung 

p . . A k f}81 a l a2 SIn IXI SIn IX2 = LJ = onst. 

Bei kleinem Binormalenwinkel 0 wird \)8\ fur aIle Punkte einer Schnittkurve, 
die durch eine hinreichend weit von der xy-Ebene entfernte Schnittebene erzeugt 
wird, nahezu konstant; IXI und IX2 sind dann nur wenig von :rt/2 verschieden, 
so daB sinlXl und sinlX2 nahezu gleich 1 werden. Wir erhalten in diesem Falle 
fUr die Projektionen der Kurven konstanter Phasendifferenz 

LlI~1 
al~= p' 

Nun ist, wie man ohne weiteres einsieht, 

wobei d wieder die Plattendicke bedeutet; die letzte Gleichung nimmt daher 
die Form an 

(X2 - d2 tg2 ~ r + y4 + 2 y2 (X2 + d2 tg2 ~) = A2~~ 12 . 

Diese Gleichung sagt aus, daB die Kurven konstanter Phasendifferenz 
Cassinische Ovale sind; sie werden zu Lemniskaten, wenn die Schnitt
ebene durch den Schnittpunkt N der FHiche mit der positiven z-Achse geht. 

1st der Abstand der Schnittebene von der xy-Ebene groBer als MN, so 
besteht die Schnittkurve aus zwei getrennten, geschlossenen Kurven CI und C2, 

von denen jede eine Binormalenspur BI bzw. B2 umgibt. 
Wir bemerken noch, daB der Fall des kleinen Binormalenwinkels in den 

vorhin behandelten Fall des groBeren Binormalenwinkels ubergeht, wenn man 
sich auf ein kleines Gebiet urn den Mittelpunkt des Interferenzbildes beschrankt; 

es konnen dann X4, y4 und x2 y2 gegen x2 d2 tg2 ~ und y2 d2 tg2 _C!_ vernachlassigt 
2 2 

werden, so daB man als Kurven konstanter Phasendifferenz wieder die vorhin 
erwiihnten gleichseitigen Hyperbeln 

y2 _ X2 = konst. 
erMlt. 
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fJ) Isogyren. Ist'IjJ das Azimut von 9 gegen die zx-Ebene, so ist bei einer 
senkrecht zur ersten MitteIlinie (z-Achse) geschnittenen Platte in (290) und (282) 

g", = cos'IjJ, gy = sin 'IjJ , gz = 0, n", = ny = 0, nz = 1 

zu setzen; so mit folgt fUr die Gleichung der Projektionen der Isogyren 

a ; a ) a 
X2COS2 2" - xy(cos2 2" cotg'IjJ - tg'IjJ - y2 = d2 sin22"' (294) 

Sind Bl ( x = d tg ~ , Y = 0) und B2 ( x = - d tg ~ , Y = 0) die Spuren 

der durch M gelegten Binormalenrichtungen (sogen. Bin 0 r m a len s pur e n)l), 
so folgt aus (294), daB jede Isogyre eine durch eine Binormalenspur Bl bzw. B2 
gehende Hyperbel ist, deren Asymptoten durch den Mittelpunkt des Gesichts
feldes gehen und die Gleichungen 

a 
xcos2 2" + ytg'IjJ = 0, x - ycotg1p = ° (295) 

besitzen. 
Bei kleinem Binormalen winkel faIlt demnach die eine Asymptote mit g, 

die andere mit der zu 9 senkrechten Richtung g' zusammen. In dies em FaIle 
sind also die Isogyren gleichseitige Hyperbeln, derenAsymptotenparaIlelzu 
den (auf jeder Hyperbel konstanten) Schwingungsrichtungen 9 und g' der beiden 
sich im KristaIl fortpflanzenden Wellen sind; die beiden Hauptisogyren besitzen 
demnach [vgl. Ziff. 80 b)] Asymptoten, die parallel und senkrecht zur Schwingungs
rich tung von Polarisator und Analysator liegen. 

Fallt bei gekreuzten Polarisatoren die Binormalenebene mit der 
Schwingungsebene des Polarisators oder Analysators zusammen (sog. Ha u ptstel
lung der PIa tte), so ist fiir die dann zusammenfallenden2) Hauptisogyren'IjJ = ° 
oder 'IjJ = ~ zu setzen; ihre Gleichung ist so mit nach (294) x = 0, y = 0, d. h. die 

Hyperbel entartet in die durch den Mittelpunkt des Gesichtsfeldes gehenden, zu 
den Schwingungsrichtungen der Polaris at oren parallelen Geraden (sog. d unkle 
Balken). Halbiert die Ebene der Binormalen den Winkel zwischen den Schwin
gungsebenen der gekreuzten Polaris at oren (sog. Diagonalstellung der Platte), 

so hat man fiir die zusammenfallenden Hauptisogyren 'IjJ =: oder 'II' = - : ; 
dieselben bilden somit bei klein em Binormalenwinkel nach (294) eine dunkle 
gleichseitige Hyperbel, deren Asymptoten nach (295) parallel zu den Halbierungs
linien der Schwingungsrichtungen der Polarisatoren liegen. 

Dreht man die Platte aus der Hauptstellung in die Diagonalstellung, so 

offnen sich die dunkeln Balken immer mehr, bis bei'IjJ = : die dunkeln gleich

seitigen Hyperbeln auftreten, die sich iiber n/4 hinaus wieder schlieBen und bei 

'IjJ = ~ erneut in die dunkeln Balken zerfallen 3). 
2 

Die dunkle Hauptisogyrenhyperbel, die bei gekreuzten Polarisatoren in der 
Diagonalstellung die dunkeln Hauptkurven konstanter Phasendifferenz durch
zieht, ist nur in der Nahe von Bl und B 2, wo sich 9 von Punkt zu Punkt stark 
andert, als scharfe Linie zu erkennen, wahrend sie sich in groBerer Entfernung 
immer mehr verbreitert und verwaschener wird. 

1) Die Binormalenspuren im Interferenzbilde werden von den Mineralogen als 
A c h 5 e n b i 1 d e r bezeichnet. 

2) Vgl. hierzu S. 776, Anm. 1. 
3) Uber die geometrische Veranschaulichung dieses Verhaltens der Hauptisogyren 

beim Drehen der Platte vgl. E. G. A. TEN SIETHOFF, Centralbl. f. Min. 1900, S.267. 
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Bei einer senkrech t zur zwei ten Mi ttellinie geschnittenen Platte ist 
das Verhalten der Isogyren im wesentlichen dasselbe. 

Abb.27 gibt das Schema des Interferenzbildes einer senkrecht zur ersten 
Mittellinie geschnittenen, optisch zweiachsigen Kristallplatte zwischen gekreuzten 
Polarisatoren bei kleinem Binormalenwinkel in der Haupt
stellung (obere Figur), bzw. in der Diagonalstellung 
(untere Figur). 

b) Plattenebene parallel zur Binormale n
ebene. a) Kurven konstanter Phasendiffe r enz. 
1st die Platte parallel zur Binormalenebene (z x-Ebene) 
geschnitten, so daB die positive y-Achse in die Richtung 
des Einheitsvektors n der Plattennormale fallt und be
deutet 1jJ das Azimut der Einfallsebene gegen die zy
Ebene, so haben wir 

cos bi = sin r cos (~- - lfJ ), 

somit 

cos b2 = sin r cos (% + 1jJ), 

sin2 bi sin2 b2 = [1 - sin2 r (cos2 ~ COS2 1jJ + sin2 ~ Sin2 11')r 

( . 2 0. ° .)2 - 2 sm r cos - sm -- cos 1jJ sm 1jJ ; 
2 2 

hieraus folgt bei schwach konvergentem Lichte und ge
ringer Doppelbrechung in derselben Annaherung wie bei 
dem unter a, ex) besprochenen Falle 

J 

Abb. 27. Sc h ema de s Inte r · 
ferenzbildes einer senk
recht zur ersten Mittel · 
linie geschnittenen, op
ti sch zweiachsigen Kri
s t a llplatte (mit kleinem 
Binormalenwinkel) zwi
schen gekreuzten Polari
satoren im kOllvergenteIl 
Lich t eo (Obere Figur Haupt- . 
untere Figur Diagonalstellung. 
P Hauptkurven konstanter Ph a
sendifferenz, ] Hauptisogyren . 

B1 • Bz. Binormaiellstrahlen.) 

sinb1 sinb2 '2( 1 20 2 '2°. ) --- --.-. = 1 + sm r _. - cos - cos 1jJ - sm -- sm21jJ . 
cosr 2 2 2 (296) 

Fiihrt man in diese Gleichung die rechtwinkligen Koordinaten x = dsinrsin 1j1. 

z = d sinr cos 1jJ ein, so ergibt sich mit Hilfe von (283) hir die Proj ektion der 
Kurven konstanter Phasendifferenz die Gleichung 

(1 ° (1 ° x2 .2 - sin2 '2) + Z2 'z' - cos2 2) = konst. 

oder 
(X2 - Z2) cos 0 = konst. 

Die Kurven konstanter Phasendifferenz sind somit (unabhangig von der 
GroBe des Binormalen winkels) gleichseitige Hyperbeln, deren Asym
ptoten die Winkel zwischen den beiden Mittellinien (z-Achse und x-Achse) hal
bieren!); die Phasendifferenz nimmt yom Mittelpunkt des Gesichtsfeldes aus 
in Richtung der ersten Mittellinie ab, in Richtung der zweiten Mittellinie zn. 

Hierans und aus dem unter a, £x) besprochenen Verhalten einer senkrecht zur 
z-Achse bzw. senkrecht zur x-Achse geschnittenen Platte folgt, daB bei schwach 
konvergentem Lichte, nicht zu kleinem Binormalenwinkel und geringer Doppel-

1) 1st a = ;r ,so verschwindet zwar das die linke Seite der letLten Gleichung darstellendc 
2 

Glied erstcr Ordnung; die Kurven konstanter Phasendifferenz sind aber auch in diesem Faile 
noch gleichseitige Hyperbeln. da man dann in , der nach Potenzen von z und x 
fortschreitenden Entwicklung von (296) fur das Glied zweiter Ordnung den Aus
druck t (X2 - Z2) 2 erhalt . 

Handbuch der Physik. XX. 50 



786 Kap. 11. G. SZIVESSY: Kristalloptik. Ziff. 85. 

brechung die Kurven konstanter Phasendifferenz bei senkrecht zu den optischen 
Symmetrieachsen geschnittenen Platten eines optisch zweiachsigen Kristalls im 
mittleren Teile des Gesichtsfeldes (d. h. bei kleinem r) stets gleichseitige Hyper
beln sind; die kristalloptische Ungleichwertigkeit der optischen Symmetrie
achsen zeigt sich erst, wenn die Doppelbrechung so stark ist, daB die Annaherung 
r' = r" = r (vgl. Ziff. 79) unzuHi.ssig wird. In diesem FaIle sind die Kurven 
konstanter Phasendifferenz, wie die an (278) ankniipfende strengere Rech
nung zeigt, ungleichseitige Hyperbeln, deren halber Asymptotenwinkel fUr eine 
senkrecht zur x-Achse geschnittene Platte durch arctgna/n2' fUr eine senkrecht 
zur y-Achse geschnittene Platte durch arctgn1/na und fUr eine senkrecht zur 
z-Achse geschnittene Platte durch arctg n2/nl gegeben ist. 

fJ) Isogyren. Die Isogyren ergeben sich [durch eine entsprechende Rech
nung wie bei a,,8)] auch bei einer parallel zur Binormalenebene geschnittenen 
Platte zu Hyperbeln. Da sich aber die Schwingungsrichtungen innerhalb des 
Gesichtsfeldes von Punkt zu Punkt nur wenig andern, so sind die bei gekreuzten 
Polarisatoren auftretenden dunkeln Hauptisogyren viel undeutlicher als bei 
einer senkrecht zu einer Mittellinie geschnittenen Platte]). 

c) Plattenebene senkrecht zu einer Binormale. ~) Kurven kon
stanter Phasendifferenz. Urn die Kurven konstanter Phasendifferenz bei 
einer senkrecht zu einer Binormale geschnittenen Platte eines optisch zwei
achsigen Kristalls zu erhalten, beach ten wir, daB sich jede Flache konstanter 
Phasendifferenz nach Zif£. 82 in hinreichender Entfernung von ihrem Mittel
punkte wie zwei Kreiszylinder mit den Binormalen als Achsen verhalt. Die 
Kurven konstanter Phasendifferenz sind daher bei einer so1chen Platte an
genahert Kreise, falls der Brechungswinkel r klein gegen den Binormalenwinkel 
o ist. Die Radien der Kreise ergeben sich aus (283) fiir bi = r, b2 = 0 urid 
I~I = d zu d . A 

SInr = psinO; 

sie sind somit den Phasendifferenzen proportional und verhalten sich bei den 
Hauptkurven konstanter Phasendifferenz (m = 0,1,2, ... ) wie die 
ganzen Zahlen. 

In weiterer Entfernung yom mittleren Teile des Gesichtsfeldes weichen die 
Kurven konstanter Phasendifferenz merklich von der Kreisform ab und er
scheinen nach der Spur der anderen Binormale hin deformiert. 

fJ) Isogyren. Urn die Gleichung der Isogyren bei einer senkrecht zu einer 
Binormale geschnittenen Platte eines optisch zweiachsigen Kristalls herzuleiten, 
fiihren wir ein zweites rechtwinkliges Rechtssystem x', y', z' mit dem Anfangs
punkt im Mittelpunkt M des Gesichtsfeldes ein, dessen positive z'-Achse mit 
dem Einheitsvektor n der Plattennormale (und damit mit der Richtung der 
betreffenden Binormale), und dessen positive y' -Achse mit der positiven y-Achse 
zusammenfallt; wir haben dann 

, 0 ,. 0 , ,. 0 ./ 0 
X = X cosT + z SIn T ' y = y , z = - x SIn T + ~cos T • 

o ., 0 
go; = cos TCOS'IjJ, gy = SIn'IjJ, gz = -SInTCOS'IjJ 

zu setzen, falls 'IjJ das Azimut von g gegen die z'x'-Ebene bedeutet. Fiihren wir 
diese Werte in (290) ein, so erhalten wir als Gleichung der Isogyrenflache 

y' (x' sin'IjJ - y' COS'IjJ)2 - 2z' cotgO (x' sin'IjJ - y' COS'IjJ) (x' cOS'IjJ + y' simp) 

- Z'2(X' sin2'IjJ - y' cos 2 'IjJ) = 0. 

1) G. CESARO, Bull. de Belg. 1907, S.397. 
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Da die Gleichung der Ebene (282) beim Ubergang zum System x', y', z' die Form 
z' = d 

annimmt, so folgt hieraus in Verbindung mit der letzten Gleichung fUr die 
Projektionen der lsogyren 

. (~n 
y' (x' sin 1p - y' cos 1p)2 - 2 d cotgO (x' sin 1p - y' cos 1p) (x' cos 1p + y' sin 1p) } 

- d2 (x' sm21p - y' coS21p) = O. 

Beschrankt man sich auf ein Gebiet in der Nahe des Mittelpunktes des Ge
sichtsfeldes, so Mnnen wir in (297) die Glieder vernachlassigen, die in x' und 
y' von hoheren als der ersten Potenz sind, und erhalten dann 

x'sin21p - y' cos21p = O. 

Bei einer senkrecht zu einer Binormale geschnittenen Platte sind die Ha u pt
isogyren somit im mittleren Gebiet des Gesichtsfeldes zwei 
Gerade, welche durch den Mittelpunkt des Gesichtsfeldes gehen 
und mitein?nder einen Winkel bilden, der doppelt so groB ist wie 
der Winkel zwischen den Sch wingungsrich tungen der Polaris a toren. 
Sind letztere gekreuzt, so fallen die beiden Geraden zu einer einzigen dunkeln 
Geraden zusammen und der Winkel, den diese Gerade mit der Spur der Bi
normalenebene bildet, wird von der Schwingungsrichtung des Polarisators bzw. 
Analysators halbiert. Dreht man die Platte in ihrer Ebene, so dreht 
sich daher die dunkle Gerade urn denselben Winkel im entgegen
gesetzten Sinne. 

Fur eine groBere Ausdehnung des Gesichtsfeldes laBt sich aus (297) folgern, 
daB die bei gekreuzten Polarisatoren auftretende dunkle Hauptisogyre ge-

krummt ist, wenn die Platte aus der Normalstellung (1p = 0 oder 1p = ;) 
herausgedreht wird. Die Krummung ist am starksten, wenn sich die Platte in 
der Diagonalstellung befindet und kehrt die konvexe Seite nach der Spur der 
ersten Mittellinie hin; sie wird urn so kleiner, je weniger der Binormalenwinkel 
o von :!l12 abweicht. 

86. Interferenzbilder -optisch einachsiger Kristalle 1). a) Allgemeiner 
Fall. lX) Kurven konstanter Phasendifferenz. Urn die Kurven kon
stanter Phasendifferenz bei einer kristallographisch beliebig orientierten Platte 
eines optisch einachsigen Kristalls zu erhalten, fUhren wir neben dem optischen 
Symmetrieachsensystem x, y, zein zweites rechtwinkliges Rechtssystem x', 
y', z' ein, dessen Anfangspunkt sich in der ersten Begrenzungsflache A der 
Platte (Abb. 24) im Mittelpunkt M des Gesichtsfeldes befindet; seine positive 
z'-Achse soIl mit dem Einheitsvektor n der Plattennormale zusammenfallen und 
mit der optischen Achse (positiven z-Achse) den Winkel ifJ bilden, seine x'
Achse parallel zum Hauptschnitt der BegrenzungsfHi.che liegen. 1st ~ das Azi
mut irgend einer Einfallsebene gegen die z'x'-Ebene, so kann ein Punkt der 
Projektion deslnterferenzbildes entweder durch die Polarkoordinaten ~ und dsin y2) 
oder durch die rechtwinkligen Koordinaten x' = dsinycos~, y' = dsinrsin~ 
festgelegt werden. 

1) Reproduktionen photographischer Aufnahmen der in dieser Ziffer zu besprechenden 
InterferenzbiIder optisch einachsiger Kristalle bei H. HAUSWALDT, Interferenzerscheinungen 
an doppeltbrechenden KristalJplatten im konvergenten polarisierten Licht. Taf. 1-10. 
Magdeburg 1902. Neue Folge, Taf. 3-6. Magdeburg 1904. Die analogen Interferenzbilder des 
nicht aktiven mesomorphen Zustandes (Ziff. 7) von Athoxybenzalamino-IX-Athylzimtsaure
athylester sind von D. VORLANDER U. H. HAUSWALDT (Abhandlgn. d. K. Leop.-Car .. Deutsch. 
Akad. d. Naturf. Bd. 90, S. 110. Taf. 1 u. 2. 1909) reproduziert w.orden. 

2) Vgl. die Bemerkung S. 782, Anm.4. 
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Ftir die Projektionen der Kurven konstanter Phasendifferenz folgt dann aus 

(285). da 1\81 = _d_ zu setzen ist 
COSY 

sin2 b 

COSY 
(298) 

da nun fUr eine Wellennormalenrichtung, die in einer Einfallsebene mit dem 
Azimut ; liegt, die Beziehung besteht 

cos b = cos IjJ cos l' + sin IjJ sin y cos; , 
so ergibt sich 

sin2 b = 1 - cos2 1jJ cos2r - sin2 1jJ sin2r cos2 ; - sinr COSy sin21jJ cos; } 
(299) 

= sin2 1jJ + sin2r (cos2 1jJ - sin2 1jJ cos2 ;) - sinr cosr sin21jJ cos;. 

Setzt man naherungsweise 1 + ~ sin2r ftir _1_, was bei kleinen Winkeln r 
2 COSY 

zulassig ist, so erhiilt man aus (298) und (299) fUr die Projektionen der Kurven 
konstanter Phasendifferenz die Gleichung 

sin2r(~ sin2 1jJ + cos2 1jJ - sin2 IjJcos2;) - sinrcos;sin21jJ = :d - sin2 1jJ, (300) 

die bei EinfUhrung der rechtwinkligen Koordinaten x' =d sinr cos;, y' =d sinr sin~ 
die Form annimmt 

X12( cos2 1jJ - ~ sin2 1jJ) + y'2 (cos2 1jJ + ~ sin21jJ) - x'd sin21jJ I 
(301) 

= -"'- d - d2 sin2 1jJ = A - .10 d P P , 
wobei Llo die Phasendifferenz der beiden in Richtung der Plattennormale (r = 0) 
fortschreitenden Wellen ist. 

Die Kurven konstanter Phasendifferenz sind somit bei einer 
kristallographisch beIiebig orientierten Platte eines optisch ein
achsigen Kristalls im mittleren Teile des Gesichtsfeldes konzen
trische, ahnliche und ahnlich liegende Kegelschnitte, deren Mittel
punkt aus dem Mittelpunkt des Gesichtsfeldes parallel zum Haupt
schnitt der Begrenzungsflache der Platte verschoben ist. 

Da L10 mit IjJ stark zunimmt, so kann man bei Beleuchtung mit weiBem Lichte 
bei betrachtlich gegen die optische Achse geneigten Platten die Hauptkurven kon
stanter Phasendifferenz nicht mehr wahrnehmen, weil dann tiberall das WeiB 
hoherer Ordnung auftritt. 

1st r sehr klein gegen IjJ und betrachten wir eine durch den Mittelpunkt 
des Gesichtsfeldes parallel zum Hauptschnitt der Begrenzungsflache (; = 0) ge
zogene Gerade,. so erhalten wir fur die Mittelpunktsabstande d sinrm und 
d sinrm+1 derSchnittpunkte, welche diese Gerade mit zwei aufeinanderfolgen
den Hauptkurven konstanter Phasendifferenz [LI = 2mn, LI = (2m + 1)n; 
m = 0, 1, 2, ... J .erzeugt, aus (300) die Beziehung 

. . 1 1 
smrm+1 - smrm = pd· sin2<l> 

Dieser Ausdruck wird am kleinsten fur IjJ = 45 0 ; bei gleich dicken Platten des 
namlichen Kristalls zeigt somit die unter 45 0 gegen die optische Achse ge
schnittene die Hauptkurven konstanter Phasendifferenz in dichtester Aufein
anderfolge. Bei einer sehr dicken Platte eines stark doppelbrechenden optisch 
einachsigen Kristalls, die ungefahr unter 45 0 gegen die optische Achse geschnitten 
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ist, kann es daher vorkommen, daB auch bei Beleuchtung mit streng monochro
matischem Lichte die Hauptkurven konstanter Phasendifferenz sich wegen zu 
groBer Feinheit der Wahrnehmung entziehen. 

Abgesehen von den Sonderfallen cP = 0 und cP = ~ , die weiter unten 

unter b) und c) besonders behandelt werden, sind folgende spezielle Werte 
bzw. Grenzen von cP zu beach ten : 

1. 0 < cP < arctg Y2 Die Kurven konstanter Phasendifferenz werden 
nach (301) zu Ellipsen, deren groBe Achsen parallel zum Hauptschnitt der Be-

grenzungsflache liegen. Das Achsenverhiiltnis der Ellipsen betragtl/1--~Tg22~ ., 
. 1 + ~ tg </> 

ihr Mittelpunkt ist aus dem Mittelpunkt des Gesichtsfeldes um~ i~ ~~ in Rich-
tung der positiven x'-Achse verschoben. 1 2 g 

2. cP = arctgp = 54 ° 44'. Die Kurven konstanter Phasendifferenz sind 
nach (301) Parabeln, deren Achse parallel zum Hauptschnitt der Begrenzungs
flache liegt. Bei starker doppelbrechenden Kristallen hangt allerdings, wie 
die auf (278) zuriickgehende strengere Rechnung zeigt, der Grenzwert von CP, 
bei dem die Ellipsen in Parabeln iibergehen, noch von dem Verhaltnis der Haupt
brechungsindizes ab l ); er betragt z. B. fUr Kalkspat 53 0 45'2). 

3. arctgyi < cP < 90°. Die Kurven konstanter Phasendifferenz sind nach 
(301) Hyperbeln, deren Mittelpunkt aus dem Mittelpunkt des Gesichtsfeldes um 

t-2t~</> - in Richtung der negativen x'-Achse verschoben ist; das Azimut 
g'l'-2 ---

der Asymptoten gegen die x' -Achse betragt arctg V~:: : ~-~ . 
fJ) Isogyren. Um die Gleichungen fUr die Projektionen der Isogyren zu 

erhalten, den ken wir uns das xy-Kreuz des optischen Symmetrieachsensystems 
so gelegt, daB die x-Achse parallel zum Hauptschnitt der Begrenzungsflache 
liegt; auBerdem fiihren wir ein zweites rechtwinkliges Rechtssystem x', y', z', 
ein, welches dieselbe Lage haben solI wie in IX) angegeben. Istlp das Azimut 
von 9 gegen die zx-Ebene, so gilt 

x = x' cos cP + z' sin cP , 

gx = gx' cos cP + gz· sin cP , 

y =y', z = - x' sin cP + z' cos if; 

gz = - \1x' sin IJj + gz· cos IJj ; 

diese Beziehungen gehen wegen gx' = cos1j1, gy. = simp, \:1zo = 0 iiber in 

x = x' cos cP + z' sin if; , y = y' , z ~ - x' sin IJj + z' cos cP • 

9x = cos 1j1 cos IJj , gy = sin 1j1, 9z' = - coslj! sin cP . 

Fiihrt man diese Werte in (292) und (293) ein und beachtet, daB Gleichung (282) 
im gestrichenen Koordinatensystem die Form 

z' = d 

besitzt, so erhalt man fi.1r die Projektionen der Isogyren die Gleichungen 

x' - y' cotg1j1 + d tg IJj = 0, 1 
y'2tglJj - x'y'tg1j1tgCP + d(x' + y'tg1j1 + dtgcp) = o. f (02) 

Die erste dieser Gleichungen stellt eine Schar von Geraden dar, die durch die 
Spur der durch M gelegten optischen Achse (x' = - dtg CPo y' = 0) gehen. Der 

') G. S. OHM. "Iiinchener Abh. Bd. 7. S. 105. 1853. 
") E. JliIASCART, Traite d'optic!ue Bd. II, S. 131. Paris 1891. 



790 Kap. 11. G. SZIVESSY: KristaUoptik. Zif£. 86. 

zweiten entspricht eine Hyperbelschar, die durch denselben Punkt hin
durchgeht; ihre Asymptoten sind die Gerade y' - x'tg1p = 0 und die durch 
den Mittelpunkt des Gesichtsfeldes gehende Parallele zum Hauptschnitt der 
Begrenzungsflache (y' = 0). 

b) Plattenebene senkrecht zur optischen Achse. IX) Kurven kon
stanter Phasendifferenz. Bei einer senkrecht zur optischen Achse ge
schnittenen Platte ist <P = 0; fUr die Projektionen der Kurven konstanter 
Phasendifferenz erhalt man daher aus (301) die Gleichung 

'2 + '2 _ Ll d x y -p . (303) 

Diese Kurven sind somit konzen trische Kreise, deren Mittelpunkt im Zentrum 
des Gesichtsfeldes liegt. Fur die Hauptkurven konstanter Phasendifferenz er
halt man daher aus (303), je nachdem man [vgl. a, IX)] rechtwinklige Koordi
naten bzw. Polarkoordinaten benlitzt, 

'2 + '2 _ 2mn d x y - p , bzw. . 1/2mn 
smrm= r Pd (m=0,1,2, ... ); 

bei Einfuhrung von (284) gehen die Gleichungen liber in 

( 
1 1 )'; 2+2' 

J. n3 n , 
X'2 + y'2 = 'om --2-- d, 

2 

n2 
1 

bzw. sinr", = 
n~ - n~ 

d-----
2 

Die Durchmesser der die Hauptkurven konstanter Phasendif
ferenz darstellenden Kreise verhalten sich somit wie die Qua
dratwurzeln aus den ganzen Zahlen; hierdurch unterscheiden sie sich 
ohne weiteres von dem Kreissystem, welches nach Ziff. 85 c, IX) die Hauptkurven 
konstanter Phasendifferenz einer senkrecht zu einer Binormale geschnittenen 
Platte eines optisch zweiachsigen Kristalls bildet. Durch Messen der Kreis
durchmesser laBt sich mit Hilfe der letzten Formel die Differenz der Quadrate 
der Hauptbrechungsindizes n~ - n~ bestimmen, falls man einen mittleren 
Brechungsindex des Kristalls kennt1). 1 

1st r nicht mehr so klein, daB naherungsweise 1 + -!.. sin2 r fUr -- ge-
2 COSY 

setzt werden kann, so ergibt die auf (299) zuruckgehende strengere Berechnung 
fUr sinrm die genauere Beziehung 2) 

n~ n~ 
---'--c2-~ = m. 

(3) lsogyren. Fur die Projektionen der lsogyren einer senkrecht zur opti
schen Achse geschnittenen Platte eines optisch einachsigen Kristalls erhiilt man 
aus (302) mittels der Substitution <P = 0 die Gleichungen 

x' - y' cotg1p = 0, x' + y' tg1p = O. 

1) 'Ober die Bestimmung von na aus dem Interferenzbilde vgl. H. E. MERWIN. ]ourn. 
Washington Acad. Bd. 4. S. 530. 1914. 

2) M. BAUER, Monatsber. d. Berl. Akad. 1881, S.958; ]. WALKER. Proc. Roy. Soc. 
London Bd.63. S. 79. 1898. 
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Die Isogyren sind somit zwei Scharen von Geraden und die Hauptisogyren 
sind zwei Geraden paare parallel und senkrech t zu den Sch wingungs
rich tungen der Polarisa toren. Sind letztere parallel oder gekreuzt, so 
reduzieren sich die Geradenpaare auf eines, welches sich bei der Interferenz
figur im ersteren FaIle als helles, im letzteren als dunkles Kreuz zu erkennen 
gibt; dasselbe ist im Mittelpunkt des Gesichtsfeldes, wo g sich von Punkt zu Punkt 
am starksten andert, am deutlichsten ausgepragt. Wird die Platte in ihrer 
Ebene gedreht, so bleibt das Kreuz fest, im Gegensatz zum Verhalten der 
Hauptisogyren bei einer senkrecht zu einer Binormale geschnittenen Platte eines 
optisch zweiachsigen Kristalls zwischen gekreuzten Polaris at oren [liff. 85 c, (3)]. 

c) PIa ttene bene parallel zur optischen Achse1). IX) K urven kon
stanter Phasendifferenz. Um die Projektionen der Kurven konstanter 

Phasendifferenz zu erhalten, hat man in (301) cp = ~ zu setzen und bekommt 

Y'2 _ X'2 = 2 Ll - Llo d . 
P , 

die Kurven konstanter Phasendifferenz sind somit gleichseitige Hyperbeln2) mit 
dem Mittelpunkt im lentrum des Gesichtsfeldes und den Asymptoten y' = ±x'. 
Diejenigen dieser Hyperbeln, fiir welche LJ - LJo = ± 2m':n (m' = 0, 1, 2, ... ) ist, 
besitzen reelle Achsen, die sich wie die Quadratwurzeln aus den ganzen lahlen 
verhalten; dieselben sind jedoch nur dann Hauptkurven konstanter Ph as en
differenz (LJ = 2m:n; m = 0. 1. 2, ... ), wenn LJo = ± 2mo:n (mo = 0, 1, 2, ... ) ist. 

(3) Isogyren. Bei kleinem Gesichtsfelde treten die Isogyren bei einer par
allel zur optischen Achse geschnittenen Platte eines optisch einachsigen Kristalls 
nicht hervor, da die Schwingungsrichtungen der Platte fUr alle Punkte des Ge
sichtsfeldes nahezu konstant sind; liegt der Hauptschnitt der BegrenzungsfHi.che 
parallel zur Schwingungsrichtung einer der beiden Polarisatoren, so zeigt das 
Gesichtsfeld gleichfOrmige Intensitat. 

Bei groBerem Gesichtsfelde folgt aus (302) flir die Projektionen der Isogyren 
mittels der Substitution cP = :n/2 die Gleichung 

y'2 _ x'y'tg1f' + d2 = 0; 

die Isogyren sind demnach Hyperbeln mit den Asymptoten y' = 0 und y' = x' tg 1f'. 
-------

Die reelle Halbachse einer solchen Hyperbel ist d l/~os'P ; das Azimut der 
1 - cos'!) 

reellen Achse gegen die positive x'-Achse betragt ?jJ/2. 
Die Hauptisogyren werden der Beobachtung am besten zuganglich, wenn mit 

weiBem Lichte beleuchtet wird und die Platte so dick ist, daB sie keine deutliche 
Interferenzfarbe im parallelen, linear polarisierten Lichte zeigt [vgl. liff. 72 c)], da 
in diesem Falle die (sonst sti:irenden) Hauptkurven konstanter Phasendifferenz zu
riicktreten. Bei gekreuzten Polarisatoren bilden die Hauptisogyren ein dunkles 
Kreuz, dessen Arme mit den Schwingungsebenen der Polaris at oren zusammen
fallen, falls der Hauptschnitt der Begrenzungsebene der Platte parallel zu einer 
dieser Schwingungsebenen liegt. Bei jedem anderen Azimut der Platte treten 
zwei Hyperbeln auf, deren reelle Achsen in dem die optische Achse enthaltenden 

1) J. MULLER, Pogg. Ann. Bd.33, S.282. 1834; Bd.35, S.95. 1835. 
2) Bei starkerer Doppelbrechung ergibt die strengere, auf (278) zuriickgreifende Rech

nung, daB die Hyperbeln nicht genau gleichseitig sind, sondern ihre Asymptoten gegen die 
/-

x'-Achse das Azimut arctg 11 ~ besitzen; dasselbe ist somit bei positiven Kristallen > 45°, 
n I 

bei negativen Kristallen < 45°. 
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Quadranten liegen; von diesen beiden Hyperbeln wird nur eine bemerkbar, falls 
das Azimut des Hauptschnittes der Begrenzungsebene gegen die Schwingungs
ebene eines der beiden Polarisatoren klein ist. Auf dieses Verhalten hat LOMMEL1) 
ein Verfahren gegriindet, urn bei einer parallel zur optischen Achse geschnittenen 
Platte eines optisch einachsigen Kristalls die Richtung der optischen Achse 
festzustellen. 

87. Bestimmung des scheinbaren Binormalenwinkels mit Hilfe des Inter
ferenzbildes. Das Interferenzbild kann benutzt werden, urn den scheinbaren 
Binormalenwinkel 0' zu bestimmen, dessen Kenntnis bekanntlich bei der ex
perimentellen Ermittelung des Binormalenwinkels 0 erforderlich ist (vgl. Ziff.12); 
wir geben hier nur. die Prinzipien der wichtigsten Methoden2) zur Messung 
von O. 

1. Ausmessung des Abstandes der Binormalenspuren. Hat man 
eine senkrecht zu einer Mittellinie geschnittene Kristallplatte, so kann 0' er
mittelt werden, indem man das Interferenzbild, welches bei der in Ziff. 78 be
sprochenen Versuchsanordnung in der dem Analysator zugewandten Brenn
ebene des zweiten Linsensystems entsteht, mittels eines Hilfsmikroskopeo 
beobachtet, in dem ein Okularmikrometer angebracht ist; mit letzterem wird 
der Abstand a der Binormalenspuren im Interferenzbilde ausgemessen. 1st die 
Platte etwa senkrecht zur e r s ten Mittellinie geschnitten und bedeutet t die 
Aquivalentbrennweite, so hat man 

sinO' = ~~ 
v f' 

wobei '/I der Brechungsindex des isotropen AuBenmediums ist; bei einer senk
recht zur z wei ten Mittellinie geschnittenen Platte ist in diesem Ausdruck 
nl2 - 0' an Stelle von 0' zu setzen. 

Der Faktor q = :f' die sog. MALLARDsche Konstante, laBt sich in der 

Weise bestimmen, daB man Messungen von Ii bei einer senkrecht zur Mittel
linie geschnittenen Platte mit bekanntem scheinbarem Binormalenwinkel 0' 
a usfiihrt. 

Diese Methode liefert jedoch nur bei kleinem 0' hinreichend befriedigende 
Erge bnisse3). 

2. Achsenwinkelapparate. Erheblich genauer laf3t sich 0' mit Hilfe 
der Achsenwinkelapparate bestimmen. Bei diesen Apparaten befindet sich 
die Kristallplatte so zwischen den beiden Linsensystemen der in Ziff. 78 be
sprochenen Versuchsanordnung, daB die Achse derselben parallel zur Binor
malenebene der Platte liegt. Letztere laBt sich urn eine Gerade senkrecht zur 
Binormalenebene (y-Achse des optischen Symmetrieachsensystems) drehen, so 
daB zuerst die eine, dann die andere Binormalenrichtung in eine zur Achse des 
Linsensystems parallele Lage gebracht werden kann. Man ermittelt diese 
Lagen, indem man jeweils den Mittelpunkt des in Ziff. 85 c, tX) besprochenen 
Kreissystems mit dem Schnittpunkte eines Fadenkreuzes zur Deckung bringt, 
das sich in der dem Beobachter zugewandten Brennebene des zweiten Linsen-

1) E. LOMMEL, Wied. Ann. Bd. 18, S. 68. 1883; F. PEARCE, ZS. f. Krist. Bd. 41, S. 131-
1906; C. VIOLA, Bull. de Belg. 1906, S.368. 

2) Vber eine eingehende Darstellung dieser Methoden undMeBverfahren vgl. F. E. "'RIGHT, 
Sill. Journ. (4) Bd.24, S.317. 1907; The methods of petrographic· microscopic research, 
S. 147. Washington 1911 (Carnegie Institut. of Washington, Public. Nr. 158); H. ROSENBUSCH, 
Mikroskopische Physiographie der Mineralien und Gesteine, 5. Aufl. von E. A. 'VVLFING, 
Bd. I, 1. Untersuchungsmethoden, S.600. Stuttgart 1921/1924. 

3) Vgl. S. CZAPSKI, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 7, S. 506. 1891. 
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systems befindet. Der Winkel 0', urn den hierbei gedreht werden muB, wird 
an einem Teilkreise abgelesenI). 

Die vollkommeneren Instrumente besitzen· auBer den beiden Rohren, in 
welchen der Polarisator und Analysator sitzen, noch ein seitliches Kollimator
rohr, mit welchem die Winkel Pi und P2 (Ziff. 12) zwischen der Plattennormale 
und den Schenkeln des scheinbaren Binormalenwinkels 0' gem essen werden 
konnen; auBerdem sind sie Iflit einem Monochromater verbunden, so daB die 
Beleuchtung mit monochromatischem Lichte erfolgen kann. 

Bei einer senkrecht oder nahezu senkrecht zu einer Binormale geschnittenen 
Platte laBt sich der schein bare Binormalenwinkel auch aus der Kriimmung 
ermitteln, welche die Hauptisogyren in einem Gesichtsfelde von groBerer Aus
dehnung bei gekreuzten Polarisatoren zeigen, falls die Platte aus der Normal
stellung herausgebracht wird (vgl. Ziff. 85 c, 13)2). 

Die Achsenwinkelapparate konnen ferner benutzt werden, urn die kristallo
graphische Orientierung der Begrenzungsebenen einer Kristallplatte gegen die 
Binormalen zu bestimmen3). 

88. EinfluB der Dispersion auf das Interferenzbild. Wir betrachten jetzt die 
Modifikationen, welche die Interferenzerscheinungen einer plan parallel en, doppel
brechenden Kristallplatte im konvergenten, linear polarisierten Lichte erfahren, 
wenn dieses nicht monochromatisch, sondern weiB ist; in diesem FaIle er
scheint das Interferenzbild gefarbt, falls (wie bei allen Interferenzerscheinungen) 
die Phasendifferenzen der interferierenden Wellen nicht zu groB sind, da 
sonst ein WeiB hOherer Ordnung auftritt [Ziff. 72 c)]. 

Die Kurven konstanter Farbung oder isochromatischen Kurven [vgl. Ziff. 80c)] 
besitzen dann bei nicht zu groBer Dispersion der optischen Parameter angenahert 
dieselbe Gestalt wie die Kurven konstanter Phasendifferenz4); die Hauptisogyren 
sind bei gekreuzten Polarisatoren dunkle, farbig geranderte Balken. Eine be
trachtIiche Anderung der Erscheinungen tritt jedoch ein, falls nicht nur die 
Hauptbrechungsindizes, sondern, wie bei den Kristallen des triklinen und mono
klinen Systems, auch die optischen Symmetrieachsen Dispersion besitzen. Wir 
besprechen im folgenden die bei den einzelnen Kristallsystemen eintretenden 
Abweichungen getrennt. 

a) Triklines System. Bei den Kristallen des triklinen Systems, bei wel
chen keine der optischen Symmetrieachsen eine durch die kristallographische 
Symmetrie festgelegte, von der Frequenz unabhangige Richtung besitzt (vgl. 
Ziff. 23), zeigt das Interferenzbild bei Beleuchtung mit weiBem Lichte bei jeder 

1) G. KIRCHHOFF. Pogg. Ann. Bd.108, S. 567. 1859; Ges. Abhandlgn .• S. 557. Leipzig 
1882. Beschreibungen neuerer Formen der Achsenwinkelapparate finden sich bei H. ROSEN
BUSCH. Mikroskopische Physiographie der Mineralien und Gesteine. 5. Aufl. von E. A. \VUL
FING Bd. 1,1. Untersuchungsmethoden. S.615. Stuttgart 1921/1924 (daselbst auch Lite
raturangaben) . 

2) F. BECKE. Centralbl. f. Min. 1905, S. 286; Tschermaks mineral. und petrogr. Mitteil. 
Bd. 24. S. 35.1905; Bd. 28, S. 290. 1909; F. E. WRIGHT. Sill. Journ. (4) Bd. 24. S. 317. 1907; 
Tschermaks mineral. und petrogr. Mitteil. Bd. 27, S. 293. 1908; vgl. auBerdem die zusammen
fassende Darstellung von P. KAEMMERER. Fortschr. d. Mineral., Kristall. und Petrogr. 
Bd. 3. S. 141. 1913. sowie V. SouzA-BRANDAO, ZS. f. Krist. Bd. 54. S. 113.1915; F. SCHWIE
TRING. Centralbl. f. Min. 1915, S. 293. 

3) Uber die Bestimmung der kristallographischen Orientierung einer KristaUplatte 
auf diesem Wege vgl. H. DUFET, Bull. soc. mineral. Bd. 13. S. 341. 1890; Journ. de phys. 
(2) Bd. 10, S. 171. 1891; W. J. POPE. Proc. Roy. Soc. London Bd. 60, S. 7.1896; E. A. "'tl"L
FING, ZS. f. Krist. Bd. 36. S. 403. 1902. 

') Uber einen Hinweis zur theoretischen Ermittlung der Abweichung zwischen der 
mit monochromatischem und der mit weiBem Lichte erhaltenen Interferenzfigur, vgl. 
C .. RAMAN, Nature Bd. 113. S.127. 1924. Nach RAMAN hat man hierzu in (18) fiir eM 
die Gruppengeschwindigkeit der 'Vellen zu setzen. 
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beliebigen kristallographischen Orientierung der Kristallplatte v6llig unsymme
trische Farbenverteilung1). (Beispiel Traubensaure.) 

b) Monoklines System. Bei den Kristallen des monoklinen Systems 
sind die in Ziff. 29 unterschiedenen Falle2) getrennt zu betrachten; die folgenden 
Bemerkungen beziehen sich auf eine senkrecht zur erst en Mittellinie ge
schnittene Platte [vgl. Ziff. 85 a)J. 

IX) Geneigte Dispersion. Die Binormalenspuren des Interferenzbildes 
andern ihre Lagen mit der Frequenz in verschiedenem MaBe, und zwar wandern 
sie nach derselben Seite bzw. nach entgegengesetzten Seiten, je nachdem die 
Dispersion der Mittellinien oder die Dispersion der Binormalen iiberwiegt. Die 
bei Beleuchtung mit weiBem Lichte zu beobachtende Farbenverteilung des 
Interferenzbildes ist daher zwar symmetrisch zur Verbindungslinie der Bi
normalenspuren, besitzt aber kein Zentrum der Symmetrie; in den beiden 
farbigen Ringsystemen, von welchen je eines eine Binormalenspur umgibt, ist 
sie verschieden. Die Hauptisogyren sind in der Diagonalstellung der Platte ver
schieden stark farbig umsaumt. (Beispiel: Gips bei gewohnlicher Temperatur.) 

fJ) Horizon tale Dispersion. Die Binormalenspuren liegen fur jede Fre
quenz symmetrisch zur Spur der Spiegelebene3), d. h. zur Mittelsenkrechten ihrer 
Verbindungslinie; diese Verbindungslinie verschiebt sich bei .Anderung der Fre
quenz parallel mit sich selbst. Das bei Beleuchtung mit weiBem Lichte auf
tretende farbige Interferenzbild liegt daher symmetrisch zur Spur der Spiegel
ebene und besitzt kein Symmetriezentrum. Die die beiden Binormalenspuren 
umgebenden farbigen Ringsysteme sind spiegelbildlich gleich, jedes fUr sich 
ist aber unsymmetrisch. Die horizontale Dispersion ist dadurch leicht zu er
kennen, daB bei einer zwischen gekreuzten Polarisatoren in Normalstellung 
befindlichen Platte die die Binormalenspuren verbindende Hauptisogyre zu 
beiden Seiten eine verschiedene (aber bei beiden Binormalenspuren gleiche) 
farbige Saumung zeigt. (Beispiel: Orthoklas.) 

r) Gekreuzte Dispersion. Die Verbindungslinie der Binormalenspuren 
besitzt eine von der Frequenz abhangige Richtung; dieselbe geht fUr alle Fre
quenzen durch den Mittelpunkt des Gesichtsfeldes, d. h. durch die Spur der 
ersten Mittellinie, welche fUr das bei Beleuchtung mit weiBem Lichte entstehende 
farbige Interferenzbild ein Symmetriezentrum ist. Letzeres hat zur Folge, daB die 
die Binormalenspuren umgebenden unsymmetrisch geHirbten Ringsysteme durch 
Drehung zur Deckung gebracht werden konnten. Befindet sich die Platte 
zwischen gekreuzten Polarisatoren in Normalstellung, so ist die durch die beiden 
Ringsysteme gehende Hauptisogyre farbig gesaumt, und zwar (im Gegensatz zu 
einer Platte mit horizon taler Dispersion) in ihren beiden Halften in en tgegen-
gesetztem Sinne. (Beispiel: Borax.) . 

Man sieht ohne weiteres ein, daB die Interferenzkurven an denjenigen 
Stellen nahezu achromatisch sein werden, wo die durch eine .Anderung der 
Frequenz hervorgerufenen .Anderungen von Ao, n1 , n3 , b1 und b2 sich in der 
Formel (279) gerade kompensieren. 

c) Rhombische Kristalle (vgl. hierzu Ziff.29). Da die Binormalen in 
den meisten Fallen bei einer Anderung der Frequenz in ein und derselben optischen 
Symmetrieebene bleiben, so tritt nur eine Anderung des Binormalenwinkels 
ein. Bei einer senkrecht zur ersten Mittellinie geschnittenen Platte zwischen ge
kreuzten Polarisatoren ist das bei Beleuchtung mit weiBem Lichte entstehende 
farbige Kurvensystem symmetrisch sowohl zur Verbindungslinie der Binormalen-

1) F. NEUMANN, Pogg. Ann. Bd. 35, S. 381. 1835. 
2) Vgl. hierzu die historischen Bemerkungen S.697, Anm.8. 
3) Bzw. zu der senkrecht zur zweizahligen Symmetrieachse liegenden Ebene. 
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spuren als auch zu deren Mittelsenkrechte. Da die Binormalenspuren ihren 
Abstand mit der Frequenz andern, so k6nnen sich entsprechende Kurven kon
stanter Phasendifferenz, die zu verschiedenen Frequenzen geh6ren, schneiden; 
in dies em Falle tritt in der Anordnung der Farben eine Abweichung von der 
gewohnlichen Skala der Interferenzfarben [Ziff. 72d)] ein1) , die urn so be tracht
licher wird, je starker die Dispersion der Binormalen ist. 

Die Anderung der Lage der Binormalenspuren bedingt ferner eine Anderung 
der Lage der Hauptisogyren; dieselben sind, je nach der Starke der Dispersion, 
bei Beleuchtung mit weiJ3em Lichte (ausgenommen in der Normalstellung) 
Buschel farbiger Hyperbeln oder dunkle, farbig gesaumte Hyperbeln. Ist in 
der Diagonalstellung der Platte der Hyperbelscheitel auf der konvexen Seite 
rot (bzw. blau) gefarbt, so kann man hieraus schlieJ3en, daJ3 der Binormalen
winkel im roten Spektralbereich groJ3er (bzw. kleiner) ist als im blauen, da nach 
Zif£. 85 a, {3) der Scheitelabstand der den ausge16schten Farben entsprechenden 
Hyperbeln mit wachsendem Binormalenwinkel zunimmt. 

Fallt die Binormalenebene fUr verschiedene Spektralbereiche mit verschie
denen optischen Symmetrieebenen zusammen, so daJ3 der Kristall fUr eine be
stimmte Frequenz optisch einachsig ist (Zif£. 29), so sind die isochromatischen 
Kurven, welche eine senkrecht zur ersten Mittellinie geschnittene Platte eines 
derartigen Kristalls bei Beleuchtung mit weiJ3em Lichte zeigt, auch der Gestalt 
nach von den CASSINIschen Ovalen bzw. Lemniskaten konstanter Phasendiffe
renz [Ziff. 85 a, cx.)] vollig verschieden. 

Auch bei den rhombischen Kristallen sind die Interferenzkurven an ge
wissen Stellen achromatisch; der Grund ist derselbe wie der unter b) bei den 
monoklinen Kristallen angegebene. 

d) Optisch einachsige Kristalle. Bei den optisch einachsigen Kristallen 
liegen die bei Beleuchtung mit weiJ3em Lichte auftretenden isochromatischen 
Kurven symmetrisch zum Hauptschnitt der Begrenzungsflache; da dieser un
abhangig von der Frequenz ist, so zeigt das bei Beleuchtung mit weiJ3em Lichte 
auftretende farbige Interferenzbild dieselbe Symmetrie wie das mit monochro
matischem Lichte erhaltene. Die Dispersion der Doppelbrechung kann aber zur 
Folge haben, daJ3 die Farbenfolge der isochromatischen Kurven von der ge
wohnlichen Skala der Interferenzfarben Abweichungen zeigt; diese sind beson
ders deutlich bei denjenigen optisch einachsigen Kristallen, deren Doppelbrechung 
ihr Vorzeichen bei einer bestimmten Frequenz umkehrt (Ziff.26)2). 

89. Interferenzerscheinungen im konvergenten, elliptisch polarisierten 
Lichte. Wir wenden uns den Interferenzerscheinungen zu, welche planparallele, 
doppelbrechende Kristallplatten im konvergenten, elliptisch polarisierten Lichte 
zeigen; zu dem Zwecke denken wir uns bei der in Zif£. 78 angegebenen Anord
nung elli ptische Polaris a toren an Stelle der gewohnlichen Polarisatoren 
verwendet. 

Unter einem elliptischen Polarisator verstehen wir eine polarisierende Vor
richtung, welche die Eigenschaft besitzt, eine hindurchgeschickte Lichtwelle 
elliptisch polarisiert austreten zu lassen und die auJ3erdem gestattet, Azimut und 
Elliptizitat der Schwingungsellipse der austretenden Wellen beliebig zu variieren; 

1) Zuerst beobachtet von J. HERSCHEL (Phil. Trans. 1820, S. 45.) bei Tupas und 
Aragonit. 

2) C. KLEIN, Berl. Ber. 1892, S. 217; N. Jahrb. f. Min. 1892 (2), S. 165; C. HLAWATSCH, 
Tschermaks mineral. und petrogr. Mitteil. Bd. 21, S. 107. 1902; Bd. 23, S. 415. 1904; B. TROLLE 
Phys. ZS. Bd. 7, S. 700. 1906; H. AMBRONN, Leipziger Ber. Bd. 63, S. 249 u. 402. 1911; 
F. BECKE, Wiener Denkschr. Bd. 75 (1), S.60. 1913; A. WENZEL, N. Jahrb. f. Min., Beil. 
Bd. 41, S. 565. 1917; K. HOFMANN-DEGEN, Sitzungsber. Heidelb. Akad. Bd. 10 (Al, Nr. 14. 
1919· 
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eine p.lliptisch polarisierende Vorrichtung, als Analysator verwandt, wird auch 
als elliptischer Analysator bezeichnet. Man erhalt einen elliptischen Polari
sat~r, indem man das Licht zuerst durch eine gewohnliche, linear polarisierende 
Vorrichtung (z. B. ein Nikol) und dann durch ein in seiner Ebene drehbares 
A/4-Blattchen schicktl); bei einem elliptischen Analysator ist die Reihenfolge 
umgekehrt. 

Urn die Interferenzerscheinungen zu erhalten, welche bei einer plan
parallelen, doppelbrechenden Kristallplatte im konvergenten, elliptisch 
polarisierten Lich te entstehen, denken wir uns bei der in Ziff. 78 besprochenen 
Anordnung die Kristallplatte zwischen zwei l/4-Blattchen eingeschlossen, rechnen 
samtliche Azimute gegen die Schwingungsrichtung des (linearen) Polarisators und 
bezeichnen mit ul das Azimut der Schwingungsrichtung der starker brechbaren 
Welle des ersten (zwischen Polarisator und Kristallplatte liegenden) l/4-Blattchens, 
mit U das Azimut der entsprechenden Schwingungsrichtung der Kristallplatte, 
mit u2 dasjenige des zweiten l/4-BHittchens und mit w das Azimut der Schwin
gungsrichtung des (linearen) Analysators. 

1st '1) die Amplitude des Lichtvektors 'Il der aus dem linearen Polarisator 
austretenden, monochromatischen Welle von der Frequenz w und beachtet 

man, daB eine Phasendifferenz von + ~ bzw. -; sich bei (16) durch den 
.;r; .n 
't- -t-

Faktor e 2 bzw. e 2 ktindgibt, so erhalt man fUr die vom Analysator durch-
gelassene Komponente von 'Il durch eine ahnliche Rechnung wie in Ziff. 73 2) 

'IlA = 1;I)1[{cos(u2 - U) (cos ul cos (u1 - u) + isinu1sin(ul - u») 

+ sin (u~ - u)( cos ul sin (ul - u) - i sin ul cos (ul - u») e-iLl}cos (w-u2) 

- i{sin(u2 - u)(cosuICOS(UI - u) + isinulsin(ul - u») 

- cos (u2-u) (cosuisin (ul-u) -isinu] cos (ul-u) e-iJ}sin(w-u2)]e-iu,t 

= I~I(A + iB + Ce- iJ + iDe-iJ)e-irot, 

(304) 

wobei LI die durch (278) ausgedruckte Phasendifferenz der Kristallplatte be
deutet und 

gesetzt ist. 

+ sinuisin (w - u2) sin (u - uI) sin (u - u2) , 

B=+~~~~-~~~-~~~-~ 

- sin UI cos (w - u2) sin (u - uI) cos (u - u2) , 

C = cosulcos(w - u2)sin(u - u])sin(u - u2) 

+ sin ul sin (w - u2) cos (u -- ul) cos (u - u2) , 

D=-~~~~-~~~-~~~-~ 

+ sin ul cos (w - u2) cos (u - uI) sin (u - u~) 

Die Intensitat ] des aus dem Analysator austretenden Lichtes erhaIt man 
nach (33), indem man die rechte Seite von (304) mit ihrem konjugiert komplexen 
Werte multipliziert; ist 

1) Uber das Verhalten des l/4-Blattchens vgl. Kap.4 ds. Bandes. 
2) Vgl. z. B. J. WALKER, The analytical theory of ligth, S.289. Cambridge 1904. 
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die Intensitat der aus dem linearen Polarisator austretenden Welle, so erhalt man 

J = JO(A2 + B2 + C2 + D2 + 2(AC + BD)cosLl + 2(AD - BC)sinLJ) 

= Jo{(A + C)2 + (B + D)2 - 4(AC + BD) sin2~. 
+ 4(AD -BC)sin--cos-d LI} 

2 2 

= Jo{COs2(W - (U2 + U1))COS2(U2 - U1) 

+ sin2 (w - (U2 - U1)) sin2 (U2 - U1) - (sin2u1 sin 2 (w - u2) 

+ cqs2u1cos2(w - U2) sin 2 (u - u1)sin2(u - u2))sin2 ~ 
- (cos2u1 sin2(W - U 2) sin 2 (u - ul) 

. ( ). ( )). J j} - sm2u1cos2 W - u2 sm2 U - u2 smlcos2-. 

(305) 

Entfernt man die zwischen den beiden l/4-Blattchen befindliche doppelbrechende 
Kristallplatte (d. h. setzt man LJ = 0), so reduziert sich der Klammerausdruck 
der rechten Seite der letzten Gleichung auf die beiden ersten Glieder. 

Es treten somit auch im konvergenten, ell i p tis c h polarisierten Lichte 
Hauptkurven konstanter Phasendifferenz LI = 2mn (m = 0, 1, 2, ... ) auf, in 
deren Punkten dieselbe Intensitat herrscht wie bei Entfernung der Kristall
platte; jedoch existieren im allgemeinen keine Hauptisogyren. 

Die Intensitat J des aus dem Analysator austretenden Lichtes wird nach 
(305) ein Maximum oder Minimum fUr 

t .J = _ cos2uI sin2 (w - u 2 ) sin2 (u - UI) - sin2uI sin2 (w - u 2 ) sin2 (u - u 2 ) 

g. sin2uI sin2 (w - u2) + cos2uI cos2 (w - U2) sin 2 (u - uI ) sin2 (u - u 2) 

und ergibt sich dann zu 

J = ~o{1 + cos2u1cos2(w - u2)cos2(u - ul)cos2(~t - u~) 

~= n 1 - cos2 2u1 cos2 2 (u - ul)) (1 - cos2 2 (w - u2) cos2 2(; ~-u2)j} . 
Wir behandeln im Folgenden den fi.ir die Beobachtungen besonders wichtigen 

Sonderfall, daB in (305) entweder der Faktor von sin2.:!. oder der von sin.:!. cos.:!. 
h . d 1) 2 2 2 versc wm et . 
90. Zirkularer Polarisator und linearer Analysator. Wir betrachten Zli

nachst den Fall, daB in (305) der Faktor von sin2l1/2 verschwindet; es tritt 
dies fUr 

lind oder 

sowie fi.ir :;r n 
U l = 0 oder 2 und w - ~t2 = ± X 

ein. Wir untersuchen diese beiden Unterfalle getrennt. 
1m ersteren Unterfalle ist das auf die Kristallplatte fallende Licht offen

bar zirkular polarisiert2), wabrend das vor dem Analysator befindliche 
l/4-Blattchen unwirksam bleibt. Der elliptische Polarisator ist somit 
in diesem speziellen FaIle ein zirkularer, wahrend die analysierende 
Vorrichtung als gewohnliche lineare wirkt. 

1) A. BERTIN, C. R. Bd.48, S.458. 1859; Ann. chim. phys. (3) Bd. 57, S.257. 1859; 
(5) Bd. 18, S.495. 1879; W. PSCHEIDL, Pogg. Ann. Erg.-Bd.8, S.497. 1878. 

2) Vgl. hieriiber Kap. 4 ds. Bandes. 
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Die auffallende Welle ist rechts- bzw. linkszirkular polarisiert, je nachdem 

U 1 = -: bzw. = +: ist; bezeichnen wir mit u' = u - w das gegen die 

Schwingungsrichtung des Analysators gerechnete Azimut der Schwingungsrich
tung der sHirker brechbaren Welle der Kristallplatte, so folgt aus (305) 

J = {o (1 ± sin 2 u' sin ,1) , 

wobei das obere bzw. untere Vorzeichen gilt, je nachdem U 1 = - : bzw. 

= +: ist. Das Interferenzbild verhiilt sich entsprechend wie bei dem in der 

folgenden Ziff. 91 zu besprechenden zweiten Unterfall, den wir mit Riicksicht 
auf gewisse MeBmethoden (vgl. Ziff. 92) eingehender behandeln mussen. 

91. Linearer Polarisator und zirkularer Analysator. Bei dem zweiten 

Unterfalle der Ziff. 90 (u1 = 0 oder = : und w - U 2 = ± :) ist das zwischen 

linearem Polarisator und Kristallplatte befindliche 2/4-Blattchen unwirksam, 
die auf die Kristallplatte fallende Welle somit linear polarisiert. Die 
analysierende Vorrichtung laBt eine rechts- oder linkszirkular polarisierte 

Welle durch, je nachdem w-u2=-: oder =+ : ist; der elliptische Ana

lysator wird also in dies em FaIle zu einem zirkularen. Unsere An
ordnung unterscheidet sich jetzt von dem gewohnlichen FaIle einer zwischen 
linearem Polarisator und linearem Analysator befindlichen Kristallplatte (vgl. 
Ziff. 80) dadurch, daB zwischen letzterer und dem Analysator ein A/4-Blattchen 
im Azimut :n/4 gegen die Schwingungsrichtung des Analysators gebracht wurde; 
wir wollen feststellen, welche Modifikationen hierdurch im Interferenzbilde 
hervorgerufen werden. 

Fur die Intensitat des aus dem Analysator austretenden Lichtes folgt 
aus (305) 

] = ~o (1 ± sin 2 u sin ,1) , (306) 

wobei das obere bzw. untere Vorzeichen gilt, je nachdem W - u2 = - : bzw. 
+ :11: • 

"4 lSt. 

Wird etwa ein rechtszirkularer Analysator benutzt und bezeichnet ~ bzw. 'YJ 

das gegen eine feste Richtung in der Kristallplatte gerechnete Azimut der 
Schwingungsrichtung der auffallenden Welle bzw. der starker brechbaren Welle 
im Kristall, so wird nach (306) 

J = {o (1 + sin 2 (17 - ~) sin ,1) . (307) 

Aus der Definition der Hauptkurven konstanter Phasendifferenz und der 
Hauptisogyren [vgl. Ziff. 80b)] folgt, daB erstere durch,1 = m:n(m = 0,1,2, ... ), 

letztere durch 'fJ =~, 'fJ = ~ + ~ gegeben sind. Die Intensitat ist auf diesen 

Kurven in der Tat dieselbe, als ob die Kristallplatte iiberhaupt nicht vorhanden 
ware und sich n ur das A/4-Blattchen zwischen Polarisator und Analysator 
befinden wiirde1). 

1) Diese Intensitat ist 10/2, wie sich aus (307) fiir A = 0 oder aus (280) fiir 

w = -~, A= ~ ergibt. 
4 2 
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Durch die Hauptisogyren wird das Interferenzbild III gewisse Gebiete 
zerlegt. In dem durch 

(308) 

begrenzten Gebiete sind die dunkeln Kurven konstanter Phasendifferenz nach 
(307) durch 

j = (2m + 1)n + ~ (m = 0, 1, 2, ... ) 

bestimmt; die absoluten Intensitatsminima ] = ° liegen auf der Isogyre 

1}=~+:. 
AuBerhalb dieses Gebietes (d. h. im Bereiche ~ + ~. < I) < ~ + n) sind 

die dunkeln Kurven konstanter Phasendifferenz nach (307) durch 

j OJ: = (2m + l)n - 2' (m = 0, 1,2, ... ) 

gegeben; hier liegen die absoluten Intensitatsminima ] = 0 auf der Isogyre 
3 on • 

1)=~+4' 
Durch die Einbringung des A./4-Blattchens zwischen Kristallplatte und 

linearem Analysator werden somit die dunkeln Kurven konstanter Phasen
differenz in dem durch (308) begrenzten Gebiet nach der Peripherie des Gesichts
feldes geschoben, wwrend sie in dem iibrigen Gebiete urn denselben Betrag 
gegen den Mittelpunkt gedrangt werden. 

Ein ahnliches Ergebnis erhalt man, wenn der Analysator linkszirkular ist; 
die Gebiete, in welchen ein peripherisches Auseinanderschieben bzw. ein zen
trales Zusammendrangen der dunklen Kurven konstanter Phasendifferenz statt
findet, erscheinen aber gegeniiber dem vorigen FaIle vertauscht. 

Sind die beiden linearen Polarisatoren gekreuzt, so fallen ihre Schwingungs
richtungen mit den Richtungen der Hauptisogyren zusammen (vgl. Ziff.80). 
Das von den letzteren begrenzte Gebiet, in welchem sich die dunkeln Kurven 
konstanter Phasendifferenz infolge Einfiihrung des A./4-Blattchens nach innen 
zusammendrangen, enthalt diejenige Isogyre, bei welcher die Schwingungsrich
tungen der starker brechbaren Wellen im Kristall und im A./4-Blattchen parallel 
liegen. 

92. Bestimmung des Charakters der Doppelbrechung. Die zum Schlusse 
der letzten Ziffer erwahnte Anordnung, bestehend aus zwei gekreuzten linearen 

Polarisatoren und einem im Azimut +: oder - : gegen die Schwingungs

richtung des Analysators befindlichen A./4-Blattchen, kann dazu dienen, den 
Charakter der Doppelbrechung einer Kristallplatte [vgl. Ziff. 24c)] zu bestimmen 1). 

1) Zusammenfassende Darstellungen der Methoden zur Bestimmung des 
Charakters der Doppelbrechung bei C. KLEIN, Berl. Ber. 1893, S. 221; G. CEsARO, 
Ann. Soc. geol. Belg. Bd.20, S. 87. 1893; Bull. de Belg. 1906, S.290. 1907,S.159; F.E. WRIGHT, 
The methods of petrographic-microscopic research, S. 71. Washington 1911 (Carnegie Institut. 
of Washington, Public. Nr. 158); H. ROSENBUSCH, Mikroskopische Physiographie der 
Mineralien und Gesteine, 5. Aufl. von E. A. WULFING Bd. I, 1. Untersuchungsmethoden, 
S.639. Stuttgart 1921/1924. Uber Methoden zur Bestimmung des Charakters der 
Doppelbrechung von Diinnschliffen vgl. F. RINNE, N. Jahrb. f. Min. 1891 (2), S. 21; 
Centralbl. f. Min. 1901, S. 653; Tschermaks mineral. und petrogr. Mitteil. Bd.30, S.321. 
1912; A. KOHLER, ZS. f. wiss. Mikrosk. Bd.38, S.29. 1921. Uber die Bestimmung des 
Charakters der Doppelbrechung bei einer schief zur optischen Achse ge
schnittenen Platte eines optisch einachsigen Kristalls bzw. bei einer schief zur 
ersten Mittellinie geschnittenen Platten eines optisch zweiachsigen Kristalls vgl. F. BECKE, 
Tschermaks mineral. und petrogr. Mitteil. Bd. 24, S. 31. 1905; Wiener Denkschr. Bd. 7S (1), 
S. 77. 1913. Uber eine auf Totalreflexion gegriindete Methode vgl. Ziff. 53 d). 
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Bei einer positiv doppelbrechenden Kristallplatte ist das durch ~ < T) < ~ + ~ 
bestimmte Gebiet identisch mit dem durch ~ + -~- < 17 < ~ + n bestimmten 

Gebiete einer gleichartig orientierten Platte eines negativ doppelbrechenden 
Kristalls und umgekehrt. Bringt man zwei derartige Platten abwechselnd 
zwischen Polarisator und .i\.f4-Blattchen, so erscheinen die beiden Teile des 
Gesichtsfeldes, in welch en eine Verschiebung der dunkeln Linien nach dem 
zentralen bzw. peripheren Teile erfolgt, miteinander vertauschtl). 

a) Bestimmung des Charakters der Doppelbrechung bei 
einer PIa tte eines optisch einachsigen Kristalls. NachZiff. 24C) ist 
bei einem positiv einachsigen Kristall die auBerordentliche Welle die starker 
brcchbare; sie besitzt eine Schwingungsrichtung, die in dem zu ihrer Wellen
normalenrichtung gehorenden Hauptschnitt liegt. Wird daher eine senkrecht 
zur opt is chen Achse geschnittene Platte eines solchen Kristalls zwischen Pola
risator und 2/4-Blattchen gebracht, so tritt bei gekreuzten Polaris at oren in den
jenigen Quadranten, in welchen die Schwingungsrichtung der starker brech
baren Welle des 2/4-Blattchens liegt, eine Verschiebung der dunkeln Kurven 
konstanter Phasendifferenz nach dem peripheren Teile des Gesichtsfeldes ein; 
das Interferenzbild macht daher den Eindruck, als ob diese Kurven durch das 
Vorhandensein des 2/4-Blattchens in jenen beiden Quadranten erweitert und 
in den beiden anderen verengt worden waren. Bei einem negativ einachsigen 
Kristall ist das Verhalten umgekehrt. 

b) Bestimmung des Charakters der Doppelbrechung bei 
ciner Platte cines optisch zweiachsigen Kristalls. Besteht die 
Kristallplatte aus einem optisch zweiachsigen Kristal12) und ist sic senk
recht zur ersten Mittellinie geschnitten, so denken wir uns dieselbe bei gekreuzten 
Polarisatoren in Diagonalstellung (zwischen Polarisator und 2/4-Blattchen) ge
bracht; die Spur der Binormalenebene liegt dann parallel oder senkrecht zur 
Schwingungsrichtung der starker brechbaren Welle des 1/4-Blattchens, und die 
Hauptisogyre ist eine gleichseitige Hyperbel, deren Asymptoten unter 45 0 gegen 
die Spur der Binormalenebene geneigt sind. Durch das Vorhandensein des 
1/4-Blattchens werden die dunkeln Kurven konstanter Phasendifferenz in 
gewissen von der Hauptisogyrenhyperbel begrenzten Gebieten nach dem zen
tralen Teile des Gesichtsfeldes zusammengedrangt; diese Gebiete enthalten die 
Isogyre, in deren Punkten die Schwingungsrichtungen der starker brechbaren 
Wellen in Kristallplatte und 1/4-Blattchen senkrecht zueinander liegen. 

1st der zweiachsige Kristall positiv, so ist fur diejenigen Punkte der Spur 
der Binormalenebene, die auf der konkaven Seite der Hyperbel liegen, die 
Schwingungsebene der starker brechbaren Welle parallel zur Binormalenebene; 
dagegen liegt sie senkrecht zur letzteren fur die ubrigen Punkte der Spur der 
Binormalenebene, sowie fur die Punkte der auf der Verbindungslinie der Binor
malenspuren errichteten Mittelsenkrechten. Bei einer Platte eines positiv zwei
achsigen Kristalls erscheinen so mit die auf der konkaven Seite der Hyperbel 
liegenden Teile der dunkeln Kurven konstanter Phasendifferenz durch das 1/4~ 
Blattchen nach dem peripheren bzw. zentralen Teile des Gesichtsfeldes ver
schoben, je nachdem die Spur der Binormalenebene parallel bzw. senkrecht 
zur Schwingungsebene der starker brechbaren Welle des 1/4-Blattchens liegt. 
Eine Platte eines negativ zweiachsigen Kristalls verhalt sich umgekehrt. 

1) H. W. DOVE, Fogg. Ann. Ed. 40, S. 457 u. 482. 1837; A. BERTIN, Ann. chim. phys. 
(4) Bd. 13, S.240. 1868. 

2) G. CEsARO, Ann. Soc. geol. Belg. Bd.20, S.99. 1893; F. E. WRIGHT, Sill. Joum. 
(4) Bd. 20, S.285. 1905. 
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Die Verschiebungen werden besonders deutlich bemerkbar, wenn der Binor
malenwinkel nicht zu groB und das System der dunkeln Cassinischen Ovale 
[Ziff. 85 a, ,x)] nicht zu eng ist. 

Diese Methoden zur Bestimmung des Charakters der Doppelbrechung 
lassen sich modifizieren, indem man an Stelle des A/4-BliHtchens eine senkrecht 
zur optischen Achse geschnittene Platte eines optisch einachsigen Kristalls 
benutzt, die urn eine der zu untersuchenden Platte par allele Gerade gedreht 
werden kann 1). 

93. Elliptischer Polarisator und eUiptischer Analysator mit ahnlichen 
SchwingungseUipsen2). Wir haben jetzt noch den zweiten der in Zif£. 89 er-

wahnten Falle zu erledigen, bei dem der Koeffizient von sin ~ cos ~ in (305) 

verschwindet; dies trifft offenbar zu, wenn eine der folgenden Bedingungen 

n rr 
a) U 1 = 0 oder = - und w - U 2 = 0 oder = - , 

2 2 

b) U = ± _'!.- und w - U = ± ~ 
1 4 2· 4' 

c) u2 - u 1 = 0 und w - U 2 = U 1 oder = U 1 +.; 
rr d:C oder U 2 - U 1 = --- und w - u2 = -u1 0 er = -U1 + 
2 2 

erfiill t ist. 
1m FaIle a) sind die A/4-Blattchen unwirksam, Polarisator und Analysator 

somit linear. Dieser Fall ist daher bereits durch die AusfUhrungen der Ziff.78 
bis 88 erledigt. 

1m FaIle b) sind Polarisator und Analysator zirkular, und zwar im 

selben bzw. entgegengesetzten Sinne, je nachdem u1 = w - U 2 = ±;- bzw. 

U 1 = - (w - u2) = ± ; ist; die Intensitat des aus dem Analysator austretenden 

Lichtes wird dann nach (305) 

bzw. ] = Josin2~ .. 
2 

Diese Ausdriicke sind unabhangig von U und verschwinden daher fUr keinen 
seiner Werte, es existieren somit keine Hauptisogyren; die dunkeln Kurven 
konstanter Phasendifferenz verlaufen kontinuierlich und zwar sind sie bei einer 
senkrecht zur optischen Achse geschnittenen Platte eines optisch einachsigen 
Kristalls Kreise und bei einer senkrecht zur erst en MitteIlinie geschnittenen 
Platte eines optisch zweiachsigen Kristalls CASSINIsche Ovale. 

1m FaIle c) sind sowohl Polarisator als auch Analysator elliptisch; 
die Hauptschwingungsrichtungen der stiirker brechbaren Wellen der beiden A/4-
Blattchen liegen parallel bzw. senkrecht zueinander, je nachdem u2 - U 1 = 0 

bzw. U 2 - U 1 = ~ ist. Die Schwingungsellipsen, die man erhalt, falls man ent

weder durch den elliptischen Polarisator oder durch den elliptischen Analysator 
allein paralleles Licht hindurchschickt, sind ahnlich mit parallelen groBen Achsen 

und gleichem Umlaufsinn, falls 2£2 - u1 = 0, W - u2 = u1 bzw. u2 - u1 = ~ , 
W - U 2 = ~ - u1 ist; dagcgcn sind die Ellipsen ahnlich mit gekreuzten groBen 

2 

1) J. GRAILICH, Kristallographisch-optische Untersuchungen, S. 51. Wien 1858; A. BER
TIN, Ann. chim. phys. (4) Bd. 13, S.255. 1868. 

2) Reproduktionen photographischer Aufnahmen der hierher gehorenden Interferenz
bilder bei H. HAUSWALDT, Interferenzerscheinungen im polarisierten Lichte, 3. Reihe, Taf. 1 
u. 2. Magdeburg 1907. 
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Achsen und ent~egengesetztem Umlaufsinn bei u2 - U 1 = 0, w - u2 = U 1 + ~ 
bzw. U 2 - u1 = '2' W - u 2 = -u1· 

Die Intensitat ] des aus dem Analysator austretenden Lichtes wird in 
diesen beiden Unterfallen nach (305) 

] = lo{ 1 - (1 - cos 2 2u1 cos 2 2(u - u1) sin 2 ~)} 
bzw. 

1 = 10 {1 - cos2 2u1 cos 22 (u - u1) }sin2 ~ , 

wobei sich die obere Formel auf den ersten und die untere auf den zweiten 
Unterfall bezieht. Da die Summe dieser Ausdriicke 10 betragt, die Interferenz
erscheinungen in beiden Fallen somit komplementar sind, so geniigt es, etwa 
die dem zweiten Unterfalle entsprechenden Erscheinungen zu betrachten. 

Die Hauptkurven konstanter Phasendifferenz sind bei diesem durch 
.1 = 2mn(m = 0, 1, 2, ... ) bestimmt; sie sind vollig dunkel und durch die 
hellen Kurven konstanter Phasendifferenz .1 = mn getrennt. Da der Aus
druck 1- cos2 2u1 cos2 2 (u - u1) fiir keinen Wert U verschwindet, so existieren 
keine Hauptisogyren. Die Intensitat ist aber in denjenigen Punkten der hellen 
Kurven konstanter Phasendifferenz ein Minimum, in welchen diese von den 

Linien U - U 1 = ° und U - U 1 = ~ geschnitten werden; es sind dies diejenigen 

Linien, fiir welche die Schwingungsrichtung der starker brechbaren Welle in 
der Kristallplatte parallel oder senkrecht zu den Schwingungsrichtungen der 
starker brechbaren Wellen in den 2j4-Blattchen liegt; dagegen wird die Inten-
'.. . M' f d L" :1t 3:1t sltat em aXlmum au en mIen U - U 1 = 4""' U - U 1 = 4 . 

94. Zwei iibereinanderliegende I(ristallplatten im konvergenten, linear 
polarisierten Lichte. Geht schwach konvergentes, linear polarisiertes Licht durch 
zwei iibereinanderliegende, planparallele Kristallplatten und dann 
durch einen linearen Analysator, so wird die Intensitat in jedem Punkte des 
Gesichtsfeldes bei der in Zif£' 80 besprochenen Annaherung durch den Aus
druck (266) bestimmt. 

Da sieh nun im allgemeinen in den beiden Platten sowohl die Phasendiffe
renzen ill und .12 , als auch die Azimute der Schwingungsriehtungen der starker 
brechbaren Wellen UI und u2 von Punkt zu Punkt des Gesichtsfeldes andern, so 
wird das Interferenzbild sehr kompliziert. 

Aus (266) folgt, daB 1 bei gekreuzten Polarisatoren (v - W =~) nur ver-
schwindet, wenn 2 

sin 2 (v - uI ) sin~! = ±sin2 (w - u2) sin ~2, 
und LJ1 LJ 2 ( ) • LJ1 • LJ 2 cos'2cos'2-cos2 U 2 -U1 sm'2 sm '2==f1 

ist; es treten somit im Interferenzbilde keine kontinuierlichen dunkeln Kurven 
mehr auf, sondern man hat nur noch ein System isolierter, dunkler 
Punkte, welche die Schnittpunkte der durch die beiden letzten Gleichungen 
dargestellten Kurvensysteme sind!) .. 

Die Verhaltnisse vereinfachen sieh, wenn sich die beiden iibereinander
liegenden Platten in Zwillingsstellung zueinander befinden (vgl. Zif£. 30). Die 

1) Fur optisch einachsige Kristalle wurde dieser Fall zuerst behandelt von CHR. LANG
BERG, Pogg. Ann., Erg.-Rd. 1, S. 529. 1842. 
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hierbei auftretenden Interferenzerscheinungen sind fUr den Fall, daB die Platten 
optisch einachsig sind, wiederholt eingehend untersucht worden l ); auf ihnen 
hat SOLEIL2) ein Verfahren gegrundet, welches festzustellen gestattet, ob eine 
Platte eines optisch einachsigen Kristalls genau parallel zur optischen Achse 
geschnitten ist 3). 

95. SAVARTsche Platte. Die Losung des in Zif£. 94 angegebenen Problems, 
die Interferenzerscheinungen bei zwei ubereinanderliegenden doppelbrechenden 
Kristallplatten im konvergenten Lichte zu ermitteln, gestaltet sich leichter, 
wenn das Gesichtsfeld so klein ist, daB nur Wellen mit kleinen Phasendifferenzen 
zur Interferenz gelangen; in diesem Falle kann man die Schwingungsrichtungen 
fUr beide Platten im ganzen Gesichtsfelde als konstant ansehen. 

Mit dieser Annaherung behandeln wir die sogenannte Sa vartsche PIa tte 4), 

die aus zwei gleich dicken Platten eines optisch einachsigen Kristalls (meist 
Kalkspat) besteht, welche unter demselben Winkel (von angenahert 45°) gegen 
die optische Achse geschnitten und so ubereinandergelegt 5ind, daB die Haupt
schnitte ihrer Begrenzungsflachen senkrecht zueinander stehen. Nimmt man 
den Hauptschnitt der Begrenzungsflache der erst en Platte als feste Bezugs
ebene, so ergibt sich die Intensitat 1 des Interferenzbildes, indem im Aus
druck (269) UI = 0 gesetzt wird; man erhalt dann 

1 = 10 { cos2 (v - w) - sin2v sin2wsin2 L11 ; L12_}. 

Das Interferenzbild 5) wird somit ausschlieBlich von den Kurven konstanter 
Phasendifferenz Lli - Ll2 = konst. gebildet, und die Hauptkurven konstanter 
Phasendifferenz sind durch Lli - Ll2 = 2mn (m = 0, 1, 2, ... ) gegeben; dieselben 
sind v61lig dunkel (] = 0) oder hell (] = 10), je nachdem die Polaris at oren 

gekreuzt (v - w = %) oder parallel (v - w = 0) sind. 

Urn die Gleichung der Projektionen der Kurven konstanter Phasendifferenz 
zu erhalten, hat man zu beachten, daB eine Wellennormale, deren Einfallsebene 
gegen den Hauptschnitt der Begrenzungsflache der erst en Platte das Azimut ~ 

besitzt, gegen denjenigen der zweiten Platte das Azimut ; +i aufweist, wah

rend der Brechungswinkel r fUr beide Platten der gleiche ist; aus Gleichung (300) 
ergibt sich dann 

Lli - Ll2 = Pd{sin2tPsin2r (sin2; - cos2;) - sin2tPsinr (cos; - sin;)}, 

wobei tP wieder der Winkel zwischen Plattennormale und optischer Achse ist, 
ferner LI die durch die erste, Ll2 die durch die zweite Platte hervorgerufene 
Phasendifferenz und d die gemeinsame Plattendicke bedeutet. 

1) Berechnungen dieser Interferenzbilder bei CRR. LANGBERG, Pogg. Ann., Erg.-Bd. 1, 
S.529. 1842; G.ORM. Miinchener Abh. Bd.7. S.265. 1853; V. S. M. VAN DER WILLIGEN, 
Arch. Musee Teyler Bd. 3. S. 241. 1874; Pogg. Ann. Jubelbd .• S. 491. 1874; A. BERTIN. Ann. 
chim phys. (6) Bd. 2. S.485. 1884; F. POCKELS. Gottinger Nachr. 1890. S. 259; B. HECHT. 
N.Jahrb.f.Min.,Beil. Bd.11. S.318. 1898. Vgl.ferner die Angaben S. 772, Anm.2. Repro
duktionen photographischer Aufnahmen der Interferenzbilder bei H. HAUSWALDT. Inter
ferenzerscheinungen in doppeltbrechenden Kristallplatten im konvergenten polarisierten Lichte, 
Taf. 7-10 u. 30-32. Magdeburg 1902; 3. Reihe, Taf. 3-7 u. 12-14. Magdeburg 1908. 

2) H. SOLEIL, C. R. :Sd.41, S. 669. 1855. 
3) "Ober ein anderes diesbeziigliches Verfahren, welches auBe:rdem den Winkel zu be

stimmen gestattet, den die Normale der nicht genau parallel zut' optischeu Achse geschnittenen 
Platte mit letzterer bildet, vgl. S. 753. Anm. 3. 

4) J. C. POGGENDORFF, Pogg. Ann. Bd.49. S.292. 1840. 
5) Zuerst behandelt bei J. MULLER. Pogg. Ann. Ed .. 3-S, S.2M. 18}S. 

51* 
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Fiihrt man in der Plattenebene, aus welcher das Licht austritt, ein recht
winkliges Koordinatensystem x', y' ein, dessen x'-Achse parallel zum Haupt
schnitt der Begrenzungsflache der ersten Platte liegt, so haben wir [vgl. 
Zif£. 86 a, !X)] 

x' = 2 d sin r cos';, y' = 2 d sin r sin'; . 

Aus der letzten Gleichung folgt daher 

(X'2 _ y'2) sin2<p + 2d (x' _ y') sin2P = 4d (,12 - ,11) 
P 

Die Kurven konstanter Phasendifferenz sind somit gleichseitige Hyperbeln, 
deren Asymptoten die Winkel halbieren, welche von den Hauptschnitten der 
Begrenzungsflachen der beiden Platten gebildet werden. Der Mittelpunkt dieser 
Hyperbeln besitzt die Koordinaten x' = y' = - 2d cotg<P, liegt also im Ge
sichtsfelde exzen trisch. Die Exzentrizitat wird, falls <P von 90° hinreichend 
verschieden ist, so groB, daB die Kurven konstanter Phasendifferenz als aq ui
distante Gerade erscheinen, die parallel zur Asymptote y' - x' = 0 laufen, 
d. h. parallel zur Winkelhalbierenden der Projektionen der (den einfallenden 
Wellennormalen entgegengezogenen) optischen Achsen; sie liegen um so dichter, 
je naher iP bei 45 0 liegt (vgl. Zif£' 86a, !X). 

Uber die Verwendung der SAVARTschen Platte beim SAvARTSchen Pola
riskop zum Nachweis teilweiser Polarisation, sowie zur Messung des Polari
sationsfaktors verweisen wir auf den Abschnitt liber die Messung elliptisch pola
risierten Lichtes in Bd. XIX dieses Handbuches. 

III. Optik nicht absorbierender, aktiver Kristalle. 
a) Gesetze der Lichtausbreitungen in nicht absorbierenden, 

aktiven Kristallen. 
!X) Lichtausbreitung monochromatischer Wellen. 

96. Optische Aktivitat. Die in Abschnitt II besprochenen Gesetze der 
Lichtausbreitung gelten keineswegs fUr aIle nicht absorbierenden Kristalle; 
man kennt vielmehr auch solche mit abweichendem Verhalten in dem Sinne, daB 
eine ebene linear polarisierte Welle, deren Wellennormalenrichtung s mit einer 
Binormale zusammenfhllt, sich im Inneren des Kristalls nicht unverandert £ort
pflanzt [vgl. Ziff. 11b)], sondern cine Drehung ihrer Polarisationsebene 
erleidet. Bringt man z. B. eine senkrecht zur optischen Achse geschnittene 
Quarzplatte1 ) zwischen gekreuzte (lineare) Polarisatoren und beleuchtet mit 
monochromatischem Lichte parallel zur optischen Achse, so tritt eine Auf
hellung des Gesichtsfeldes ein, die durch eine Drehung des Analysators riick
gangig gemacht werden kann; das aus der Quarzplatte austretende Licht ist 
also noch linear polarisiert, aber seine Polarisationsebene ist gegen die des auf
fallen den Lichtes gedreht. Diese Erscheinung bezeichnet man als optische 
Aktivitat, natiirliche 2) optische Drehung, Rotationspolarisation 
oder Gyration. 

Die optische Aktivitat, von ARAG03) bei Quarz entdeckt, findet sich sowohl 
bei optisch zwei- und einachsigen Kristallcn als auch bei Kristallen des ku-

1) Quarz ist positiv einachsig. 
2) Nat ii r Ii c h im Gegensatz zu der durch ein au/3eres Magnetfeld erzeugten magne

tischen Drehung der Polarisationsebene (sogen. Faradayeffekt). 
3) F. ARAGO, Mem. de la classe des Scienc. math. et phys. de I'Inst. 1811 (1), S. 115; 

<Euvr. compl. Bd. 10, S. 54. Paris-Leipzig 1858. 
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bischen Systems. Sie ist aber nicht auf Kristalle beschriinkt, sondern tritt, wie 
BlOT!) bald nach ARAGOS' Entdeckung fand, auch bei Flussigkeiten, Lasungen 
und Diimpfen auf2) und ist hier, ebenso wie bei den Kristallen des kubischen 
Systems, fur alle Wellennormalenrichtungen £\ gleich. 

Der Sinn der Drehung der Polarisationsebene ist der Wellennormalenrich
tung S eindeutig zugeordnet; durchsetzt bei dem erwahnten Fundamentalver
suche das Licht die Quarzplatte in Richtung der optischen Achse zweimal im 
entgegengesetzten Sinne, so ist die Drehung der Polarisationsebene bei den 
beiden Wegen entgegengesetzt gleich, die Gesamtdrehung fUr die austretende 
Welle somit gleich Null 3). 

Durch die Wellennormalenrichtung ~ und die ihr zugeordnete Drehung der 
Polarisationsebene wird eine Schra ubung bestimmt. In der Tat ist die Erschei
nung der optischen Aktivitiit auch an eine gewisse schraubenfarmige Sym
metrie gebunden4), die entweder durch die Struktur des Kristallgitters5) 

bedingt ist, oder (wie bei Gasen, Flussigkeiten und Lasungen) im Bau des Mo
lekuls selbst liegt und auf der schraubenfarmigen Bindung der Elektronen im 
Molekul beruht. Ersterer Anteil verschwindet, wenn der Kristall in 
Lasung geht; wenn daher die optische Aktivitiit ausschlieBlich von der Kri
stallgitterstruktur herruhrt, so kann sie nach Zerstorung dieser Struktur im 
geschmolzenen oder gelosten Zustande iiberhaupt nicht mehr auftreten. 

DaB die organischen Verbindungen, we1che in Lasungen optische Aktivitiit 
aufweisen, Molekule von asymmetrischer Form besitzen mussen, haben fast 
gleichzeitig und unabhangig voneinander LE BEL6) und VAN 'T HOFF?) festgestellt. 

Bei Kristallen ist der Zusammenhang zwischen optischer Aktivitiit und 
Kristallstruktur zuerst von SOHNKE8) untersucht worden. Er nahm an, daB 
ein optisch einachsiger, aktiver Kristall aus einem System ubereinanderliegender, 
gleichdicker, doppelbrechender Lamellen besteht, die schraubenformig angeord
net sind in der Weise, daB der kleine Winkel zwischen den entsprechenden 
(d. h. zu den stiirker brechbaren Wellen gehorenden) Hauptschwingungsrich
tungen je zweier aufeinanderfolgender Lamellen konstant ist; in der Tat ver
halt sich nach Ziff. 76 ein derartiges Lamellenpaket gegenuber senkrecht auf
fallendem, linear polarisiertem Lichte wie eine senkrecht zur optischen Achse 
geschnittene Quarzplatte9). Ahnliche Vorstellungen Jagen auch den spiiteren, 

") J. B. BlOT, Bull. des Scienc. par la Soc. philomat. 1815, S. 190; Mem. de l'Acad. d. 
Scienc. Bd.2, S.114. 1817. 

2) Uber die optische Aktivitat von Flussigkeiten und U:isungen vgl. Kap. 12 dieses 
Bandes. 

3) Hierdurch unterscheidet sich die optisehe Aktivitat von der magnetischen Drehung 
der Polarisationsebene, bei welcher der Drehungssinn der Richtung des au13eren magnetischen 
Feldes und nicht der 'vVellennormalenrichtung §; zugeordnet ist. 

4) Dies erkannte schon A. FRESNEL (Bull. des Scienc. par la Soc. philomat. 1822, 
S. 195; Ann. chim. phys. Bd.28, S. 156. 1825; Mem. de l'Acad. d. Seienc. Bd. 7, S·72. 
1827; ffiuvr. compl. Bd. I, S. 726; Bd. II, S. 505. Paris 1866 u. 1868). 

5) Uber die Natur einer schraubenformigen Gitterstruktur vgl. z. B. C. HECKMANN, 
Ergebnisse d. exakt. Naturwissensch. Bd.4, S. 134. 1925, sowie den Abschnitt uber die 
theoretischen Grundlagen des Aufbaues der zusammenhangenden Materie in Bd. XXIV 
ds.Handb. 

6) J. A. LE BEL, Bull. soc. chim. (2) Bd. 22, S·337. 1874. 
7) J. H. VAN 'T HOFF, Voorstel tot uitbreiding der tegenwoordig in de scheikunde gc

bruikte structur-formules in de ruimte etc. Utrecht, 1874; Bull, soc. chim. (2) Bd. 23, 
S. 296 u. 338. 1875; Ber. d. D. chem. Ges. Bd. 10. S. 1620, 1877. 

S) L. SOHNCKE, Mathem. Ann. Bd. 9, S. 504. 1876; Pogg. Ann., Erg.-Bd. 8, S. 16. 1878; 
Entwicklung einer Theorie der Kristallstruktur, S.241. Leipzig 1879; ZS. f. Krist. Bd. 13 
S. 229, Bd. 14, S. 426. 1888. 

9) E. REUSCH, Monatsber. d. Berl. Akad. 1869, S. 530; Pogg. Ann. Bd. 138, S.628. 1869. 
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jetzt uberholten Strukturtheorien von MALLARD 1) und WYROUBOFF2) zu
grunde. 

SOHNKE hat ferner geglaubt3), daB optische Aktivitat bei einem Kristall nur 
dann auftreten kann, wenn derselbe in zwei "gewendeten" (d. h. zwar spiegelbild
lich gleichen, aber nicht deckbaren) Modifikationen vorkommt, also weder Inver
sionszentrum noch Syrnmetrieebenen besitzt. Diese Annahme hat sich jedoch 
nicht halt en lassen, vielmehr konnten spater VOIGT4) und CHIPART5) fast gleich
zeitig zeigen, daB eine notwendige (jedoch nicht hinreichende) Bedingung fUr das 
Vorhandensein der optischen Aktivitat nur das Fehlen eines Inversionszentrums 
ist, daB hingegen Symmetrieebenen sehr wohl existieren k6nnen [vgl. Ziff. 104 b)]. 

97. Altere Theorien der optischen Akti vitat. a) E I a s tis c h eLi c h t -
the 0 ri e n. Die Versuche, eine Theorie der Optik aktiver Kristalle zu ent
weden, beginnen mit MAcCuLLAGH 6), welcher bereits die notwendigen Zusatz
glieder ge£unden hatte, die an den Differentialgleichungen des Lichtvektors fur 
nicht absorbierende, nicht aktive, optisch einachsige Kristalle angebracht wer
den mussen, urn die Lichtausbreitung in optisch aktiven einachsigen Kristallen 
darzustellen; bald darauf hat CAUCHy7) die entsprechenden Zusatzglieder fur 
optisch zweiachsige Kristalle angegeben. Bei beiden Autoren treten aber die 
Ansatze nur in Gestalt empirischer Formeln und ohne physikalische Deutung 
auf. Spater gelangten NEUMANN 8) und CLEBSCH 9) unter der Annahme spezieller 
Kraftgesetze, die zwischen zwei Atherteilchen bei einer relativen Verschiebung 
derselben auftreten sollen, zu Differentialgleichungen des Lichtvektors, welche 
mit den CAUCHYSchen gleichwertig sind. Da aber diese Darstellungen auf 
dem Boden der jetzt verlassenen elastischen Lichttheorie (vgl. Ziff. 1) stehen, 
so besitzen sie heute nur noch rein historisches Interesse10), und dasgleiche gilt 
fiir die Theorien der optischen Aktivitat, welche spater von BRIOTll), Bous
SINESQ12), SARRAU13), v. LANG14), VOIGT15) und CHIPART16) aufgestellt wurden. 

1) E. MALLARD, Ann. d. mines (7) Bd. 10, S. 186. 1876; Bd. 19, S. 285.1881; C. R. 
Bd. 92, S. 1155. 1881; J oum. de phys. Bd. 10, S. 479. 1881; Traite de cristallographie geometr. 
et phys. Bd. II, S. 305. Paris 1884. 

2) G. WYROUBOFF, Ann. chim. phys. (6) Bd. 8, S.340. 1886; Joum. de phys. (2) Bd. 5, 
S. 258. 1886; Bull. soc. mineral. Bd. 13, S. 215. 1890. 

3) L. SOHNCKE, Entwicklung einer Theorie der Kristallstruktur, S.239. Leipzig 1879. 
4) W. VOIGT, G6ttinger Nachr. 1903, S. 155; Ann. d. Phys. Bd. 18, S. 645. 1905. 
6) H. CHIPART, La theorie gyrostatique de la lumiere, S. 20. Paris 1904; C. R. Bd. 178, 

S.995. 1924. 
6) ]. MAC CULLAGH, Trans. R. Irish Acad. Bd. 17, S.461. 1837; Proc. R. Irish Acad. 

Bd. 1, S. 385. 1841; Collect. Works, S. 63 u. 185. London 1880. 
7) A. CAUCHY, C. R. Bd. 25, S. 331. 1847; (Euvr. compl. (1), Bd. X, S. 372. Paris 1897. 
8) C. NEUMANN, Explicare tentatur, quomodo fiat ut lucis planum polarisationis per 

vires electricas vel magneticas declinetur. Dissert. Halle a. d. S. 1858; Math. Ann. Bd. 1, 
S.325. 1869; Bd.2, S.182. 1870. 

9) A. CLEBSCH, Joum. f. Math. Bd. 57, S.319. 1860. 
10) Eine eingehende Besprechung der alteren, auf der elastischen Lichttheorie be

ruhenden Darstellungen der optischen Aktivitat findet sich bei P. DRUDE, Rotationspola
risation (in A. WINKELMANN, Handb. d. Phys., 2. Auf!., Bd. VI, S.1335. Leipzig 1906). 

11) CII. BRIOT, Essais sur la theorie mathemat. de la lumiere, S. 121. Paris 1864; deutsche 
Ausgabe von W. KLINKERFUES, S. 118. Leipzig 1867. 

12) J. BOUSSINESg, C. R. Bd. 61, S. 19. 1865; Bd. 65, S.235. 1867; Journ. de matMm. 
(2) Bd. 13, S.313, 340 u. 425. 1868. 

13) E. SARRAU,C. R. Bd. 60, S. 1174. 1865; Journ. de matMm. (2) Bd. 12, S. 1. 1867; 
Bd. 13, S. 96. 1868. 

14) V. V. LANG, Pogg. Ann. Bd. 119, S. 74. 1863; ·Erg.-Bd. 8, S.608. 1878; Wiener Ber. 
Ed. 75 (2), S.719. 1877-

16) W. VOIGT, G6ttinger Nachr. 1894, S. 72; Kompend. d. theoret. Phys. Bd. II, S. 687. 
Leipzig 1896; J. WALKER, Proc. Roy. Soc. London Bd. 70, S.37. 1902. 

16) H. CIIIPART, La tMorie gyrostatique de la lumiere, S.33. Paris 1904. 
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b) Elektromagnetisehe Liehttheorie. GroBeres Interesse bieten 
die Erweiterungen, die zur Darstellung der optischen Aktivitat spater an den 
Differentialgleichungen der MAXWELLschen elektromagnetischen Liehttheorie 
zuerst von GIBBSl) und spater von CHIPART2) vorgenommen wurden. GIBBS ging 
von der Vorstellung aus, daB der Ather zusammen mit den eingebetteten 
ponderablen Molekiilen ein inhomogenes Medium darstellt und daB die Kom
ponenten der elektrisehen Versehiebung auBer von den Komponenten der elek
trisehen Feldstarke in dem betreffenden Punkte noeh von Zusatzgliedern ab
hangen konnen, we1che die Differentialquotienten der elektrisehen Feldstarke
komponenten nach den Koordinaten enthalten. Besitzen die Molekiile kein 
Symmetriezentrum, so erhalten diese Zusatzglieder bei der GIBBssehen Theorie 
eine Form, we1che die Erseheinungen der optisehen Aktivitat bei Kristallen 
darzustellen ermoglieht. 

Auf anderem Wege gelangte CHIPART zu der erforderliehen Erweiterung 
der MAXwELLschen Gleiehungen und zwar dureh die Annahme, daB die virtuelle 
Arbeit der elektrisehen Versehiebung auBer von der elektrischen Feldstarke (}; 
noeh von rot (}; abhangt. 

e) Elektronen theorie. Wahrend die bisher besproehenen Erklarungs
versuche eine kontinuierlieh ausgebreitete Materie voraussetzen, hat DRUDE 
seiner im Jahre 1892 veroffentliehten erst en Theorie ein spezielles atomistisches 
Bild zugrunde gelegt3). Er nahm an, daB die Elektronen eines Molekiils bei 
einem aktiven Kristall unter dem Einflusse der Molekularstruktur sieh nieht 
in kurzen geradlinigen Bahnen, sondern in kurzen, bei ein und demselben 
Korper im selben Sinne gewundenen Sehraubenlinien bewegen. Ein elektrisehes 
Feld parallel zur Sehraubenaehse erzeugt dann eine Elektronenbewegung, deren 
Bahn, auf eine zur Sehraubenaehse senkreehte Ebene projiziert, einen Kreis 
ergibt. Eine Anderung der elektrisehen Feldstarke a; wird daher nieht nur 
eine Anderung der (bei einem isotropen Korper gleiehgeriehteten) elektrisehen 
Versehiebung '1), sondern auBerdem die Wirkung elektriseher Kreisstrome her
vorrufen, welche ein der Schraubenaehse paralleles magnetisehes Feld Sj er
zeugen; umgekehrt muB die zur Sehraubenaehse parallele Komponente des 
magnet is chen Feldes einer Liehtwelle jene elektrisehe Kreisbewegung und die 
mit ihr verbundene, der Schraubenachse parallele elektrische Versehiebung er
regen. Letztere ergibt sich dann proportional zu rot 0:; fUr eine ebene, linear 
polarisierte, monoehromatische Lichtwelle folgt nun mit Rtieksicht auf (14) und (16) 

rot a; = - i ~ [a;~J , 
en 

so daB sich fUr die gesamte elektrische Verschiebung 'l) der Liehtwelle, die 
sieh in einem isotropen, optisch aktiven Korper ausbreitet, die Beziehung 

Sl) = f Q; + it [0: :3J 

ergibt, wobei f ein skalarer, von der Natur des betreffenden aktiven Korpers 
abhangender Parameter ist. Fiihrt man einen Vektor @ ein, der durch die 
Gleichung f:3 = @, (309) 

definiert ist und durch den die optische Aktivitat bestimmt wird, so geht die 
letzte Beziehung tiber in 

'1) = f(}; + i [a;@]. (310) 

1) W. GIBBS, Sill. Journ. (3) Bd. 23, S. 460. 1882; Scientif. Papers. S. 195. London 1906. 
") H. CHIPART, C. R. Bd. 178, S.77, 995, 1532, 1805 u. 1967. 1924. 
3) P. DRUDE. Gottinger Nachr. 1892, S.400; in ahnlicher \Veise ist fast gleichzeitig 

D. GOLDHAMMER Dourn. de phys. (3) Ed. 1, S.205 u. 345. 1892] vorgcgangen. 
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Urn die Erscheinungen bei optisch aktiven Kristallen zu erhalten, nahm 
DRUDE an, daB bei diesen die optische Anisotropie ebenso wie bei den nicht 
aktiven Kristallen nur durch den optischen Dielektrizitatstensor (vgl. Ziff. 8) 
bedingt wird; diese Annahme fiihrte jedoch zu Folgerungen, die durch die 
Beobachtung nicht bestatigt werden (vgl. S. 832, Anm. 4). 

DRUDE hat deshalb seine Theorie spater erweitertl), indem er bei Kristallen 
den die optische Aktivitat bestimmenden Vektor @l als homogene lineare Vektor
funktion der Wellennormalenrichtung £l ansetzte2) und die speziellere Beziehung 
(09) nur fiir isotrope Korper gelten lieB. DRUDE gelangte damit fUr die Licht
ausbreitung in optisch aktiven Kristallen zu Gesetzen, die kurz vorher schon 
VOIGT3) durch rein phanomenologische Betrachtungen erhalten hatte und welche 
die beobachteten Erscheinungen richtig wiedergeben; doch hat die Theorie von 
DRUDE den Nachteil, daB sie mit einem sehr speziellen molekularen Bilde arbeitet, 
welches ganz auf einen besonderen Zweck zugeschnitten und offen bar mit er
heblicher Willkiir behaftet ist4). 

98. Kristallgittertheorie der optischenAktivWit. Es ist daher bemerkenswert, 
daB, wie OSEEN5) und BORN6) fast gleichzeitig und unabhangig voneinander 
gezeigt haben7), eine elektronentheoretische Erklarung der optischen Aktivitat 
ohne komplizierte und willkiirlich anmutende Zusatzhypothesen auf Grund der 
folgenden beiden einfachen Annahmen moglich ist, deren erste schon vorher 
STARKS) seinen qualitativen Betrachtungen zugrunde gelegt hatte: 

1. Die schwingungsfahigen Teilchen sind nicht unabhangig von
einander, sondern gekoppelt; 

2. Bei Fliissigkeiten9) wird das Verhaltnis des Molekiildurch
messers zur Wellenl3.nge, bei Kristallen das Verhaltnis der Git
terkonstante10) zur Wellenlange nicht vernachlassigt, sondern als 
unendlich kleine GroBe erster Ordnung mitberiicksichtigt. 

Wahrend OSEEN die Koppelungen auf elektrodynamische Wechselwirkungen 
zuriickfiihrte, und bei Kristallen eine schraubenartige Anordnung der Tei1chen 
voraussetzte, werden bei BORN weder iiber die Koppelungskrafte noch iiber die 

1) P. DRUDE, Gottinger Nachr. 1904, S. 1. 
2) DaJ3 @ eine homogene lineare Vektorfunktion der Wellennormalenrichtung £\ sein muJ3, 

laJ3t sich ganz allgemein zeigen, wenn man annimmt, daJ3 die durch das elektrische Feld 
der Lichtwelle zum Mitschwingen gebrachten Teilchen asymmetrisch angeordnet sind 
(R. DE MALLEMAN. C. R. Bd. 184. S. 1374. 1927). 

3) W. VOIGT. Wied. Ann. Bd.69. S.306. 1899; Gottinger Nachr. 1903, S. 155; Ann. 
d. Phys. Bd. 18, S.645. 1905. 

4) Der Ausbau der DRuDEschen Theorie zur Darstellung der optischen Aktivitat bei 
Flussigkeiten erfolgte durch H. A. LORENTZ (Versuch einer Theorie der elektrischen und 
optischen Erscheinungen in bewegten Korpern, S. 78. Leiden 1895) und G. H. LIVENS 
[Phil. Mag. (6) Bd. 25, S. 817.1913; Bd. 26, S. 362 u. 535. 1913; I3d. 27, S. 468 u. 994.1914; 
Bd.28, S.756. 1914; Phys. ZS. Bd. 15, S. 385 u. 667. 1914J. 

5) C. W. OSEEN, Ann. d. Phys. Bd.48, S.1. 1915. 
6) M. BORN, Dynamik der Kristallgitter, S. 109. Leipzig 1915 (= Fortschr. d. mathern. 

Wissensch. H. 4); ZS. f. Phys. Bd. 8, S. 390. 1922; Atomtheorie des festcn Zustandes 
(Dynamik der Kristallgitter), S. 604. Leipzig 1923 (in Enzyklop. d. mathem. Wissensch. 
Bd. V, Tl. 3). 

7) Eine auf derselben Grundlage beruhende Theorie hat, ohne Kenntnis der Arbeiten 
OSEENS und BORNS, spater F. GRAY [Phys. Rev. (2) Bd. 7, S.472. 1916J in einer aller
dings weniger vollstandigen Form gegeben. 

8) J. STARK, J ahrb. d. Radioakt. Bd. 11, S. 194. 1914; Prinzipien der Atomdynamik 
Bd. III, S. 262. Leipzig 1915. 

9) Die zuerst fur Kristalle entworfene Theorie hat M. BORN spater [Phys. ZS. Bd. 16, 
S.251. 1915; Ann. d. Phys. Bd.55, S.l77. 1918J auch fur Flussigkeiten entwickelt. 

10) Vgl. S.645, Anm. 1. 
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Struktur der aktiven Substanz derartige besondere Annahmen gemacht 1); seine 
Theorie ergibt sich vielmehr ohne weiteres aus der Dynamik der Kristallgitter, 
welche ja auf einer Koppelung aller Gitterteilchen beruht. Der zweiten der ange
gebenen Annahmen wird bei der BORNschen Darstellung genugt, indem man 
den Ausdruck (34) fUr die Amplitude des elektrischen Momentes der Volum
einheit erst nach dem zweiten, durch (36) dargestellten Gliede abbricht, was 
wir jetzt durchfuhren wollen. 

Berucksichtigt man, daB die in dem gittertheoretischen Ausdruck (36) 
fur das elektrische Moment der Volumeinheit auftretenden Vektoren ffijj, lineare, 
schiefsymmetrische Vektorfunktionen der Eigenschwingungsamplituden sind, 
d. h. daB ffij j' = - ffij , j 

ist, so ergibt sich aus (36) durch einfache Umformung unter Berucksichtigung 

der bekannten Identitiit [~[Bj Bj'J] = Bj (~Bj') - .Bi' (~Bj) 

die Beziehung 

Wir setzen 

(311) 

dann wird 

(312) 

Der durch (311) bestimmte Vektor ® wird als Gyrationsvektor 2) oder Ro
tationsvektor 3) bezeichnet; da s, ffijj" 2j und Bj' samtlich polare Vektoren 
sind, so sieht man aus (311) ohne weiteres, daB der Gyrationsvektor ® ein 
axialer Vektor ist. 

Die gesamte elektrische Verschiebung ergibt sich dann bei der erstrebten 
Annaherung nach (7) und (34) zu 

~ = ((\; + 4n~(O)) + 4n~(1). 
Bezieht man diese Gleichung auf die optischen Symmetrieachsen x, y, z, 

so erhalt man fUr die Komponenten des Lichtvektors der sich im aktiven, nicht 
absorbierenden Kristall ausbreitenden Welle mit Rucksicht auf (37) und (43) 

oder bei Heranziehung von (312) 

'l)", = El (\;", + i [(\;®]'" , 'l)y = E2(\;y + i [(\;®]y , 'l)z = Eg(\;z + i [@®]z . (313) 

Dieses Gleichungsschema bildet, zusammen mit den gi t ter
theoretischen Ausdrucken (39) fur die optischen Dielektrizi
tatskonstanten und der Gleichung (311) fur den Gyrations
vektor, die Grundlage fur die Gesetze der Lichtausbreitung in 
nicht absorbierenden, optisch aktiven Kristallen. Es stimmt formal 
mit der Gleichung (310) der DRuDEschen Theorie uberein; wahrend aber dort 
der Zusammenhang zwischen Gyrationsvektor ® und Wellennormalenrichtung 

1) Beziiglich eingehender Behandlung der Theorie verweisen wir, auBer auf die S. 808, 
Anm. 6 angefiihrten Abhandlungen, auf den Abschnitt iiber die theoretischen Grundlagen 
des Aufbaues der zusammenhangenden Materie in Bd. XXIV ds. Handb. 

2) M. BORN, ZS. f. Phys. Bd.8, S.405. 1922. 
3) R. DE MALLEMAN, C. R. Bd. 184, S. 1375. 1927. 
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5 durch phanomenologisch eingefuhrte Materialparameter festgelegt wird, ist er 
bei der BORNschen Theorie durch den gittertheoretisch begrundeten Ausdruck 
(311) bestimmt. 

99. Gesetz des Brechungsindex. Wir stellen uns aIs nachstes die Aufgabe, 
den Brechungsindex n eines nieht absorbierenden, aktiven Kristalls aIs Funk
tion der Wellennormalenrichtung i3 zu bestimmen. Fur die auf die optischen 
Symmetrieachsen bezogenen Komponenten des Liehtvektors einer linear polari
sierten Welle gilt nach (22) 

~'" = n2 {~'" - i3",(i3@)}, :Dy = n2{~y - i3y(i3~)}, :D. = n2 {~. - i3z(i3~)}. (314) 

Setzt man die der namlichen Koordinatenachse entsprechenden Komponenten 
von (313) und (314) einander gleich und £Uhrt die durch (46) definierten Haupt
brechungsindizes nl' n2 , na ein, so ergibt sich fUr die Komponenten der elektri
schen Feldstarke ~ das folgende System linearer Gleichungen 

@",{n~ - (1 - i3;)n2} +~y{n2i3",i3y + i@.}+ @.{n2i3z i3x - i@y}= 0, 

~",{n2i3zi3y - i@.} + ~y{n~ - (1 - i3;)n2} + ~.{n2i3yi3. + i@",} = 0, 

@z{n2i3.i3z + i@y} + ~y{n2i3yi3. - i@z} + ~.{~ - (1 - i3~)n2} = 0. 

Eliminiert man aus diesen drei homogenen, linearen Gleichungen ~z, ~y und ~. 
durch Nullsetzen der Determinante, so erhalt man eine kubische Gleichung fur 
n2";(bei dieser verschwindet aber der Koeffizient des hOchsten Gliedes, so daB 
sich~ schlieBlich folgende quadratische Gleiehung fUr n 2 ergibt 

1 x 2 11 3 z 2 3 11 z 3 1 z x 1 2 z 11 (315 ) n4(n2i32 + n2i32+n2i32)_ n2{n~n2(i32+i32) + n2n2(i32+i32 ) +n2n2(i32 +i32) - [5@]2}} . 

+ n~n~n~ - (n~@~ + ~@; + n~@~) = 0. 

Diese Gleichung Hefert uns den Brechungsindex n als Funktion der Wellen
normalenrichtung 5, d. h. sie stellt das Gesetz des Brechungsindex fur 
nicht absorbierende, aktive Kristalle dar; bei verschwindender op
tischer Aktivitat, d. h. fUr @ = 0, geht sie in die fiir nicht absorbierende, 
nicht aktive Kristalle geltende Gleichung (48) iiber. Sind no und no die durch 
(71) bestimmten Wurzeln der letzteren, so konnen wir demnach Gleiehung (315) 
zwecks naherungsweiser Bestimmung ihrer Wurzeln auch in der Form schreiben 

(316) 
wobei die Abkiirzung 

(317) 
eingefiihrt ist. 

g wird als der skalare Parameter der optischen Aktivitat oder 
Gyrationl) bezeichnet; fUr n ist in dem Ausdruck (317) n~ oder.nO' einzufiihren, 
je nachdem die Berechnung der Naherungskorrektur fUr den einen oder den 
anderen der beiden zur Wellennormalenrichtung i3 gehorenden Brechungs· 
indizes beabsichtigt ist. Die Abhiingigkeit der so erhaltenen Niiherungs
werte g' und g" von 5 ist ziemlich kompliziert; sie laBt sich jedoch verein· 
fachen, falls man in ihnen n1 = n2 = ns = n setzt, d. h. in dem die optische 
Aktivitat bestimmenden Ausdruck (317) die Doppelbrechung vernachlassigt 2), 

eine Anniiherung, die fUr die Darstellung der bisher beobachteten Erscheinun
gen vollkommen hinreichend ist. Wir erhalten dann aus (317) 

g=5@; (318) 

1) M. BORN, ZS. f. Phys. Bd.8, S.410. 1922. 
2) W. VOIGT, Giittinger Nachr. 1903, S.167; Wied. Ann. Ed. 18, S.659. 1905. 
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gist offenbar von derselben GroBenordnung wie der Gyrationsvektor @, nach 
(311) also von der GroBenordnung Vi/A, wobei V das Volumen der Gitterzelle 
und A die Wellenlange des Lichtes im Kristall ist. 

Fiir die Wurzeln nri2 und n~2 von (316) erhiilt man dann 

nf/ = t{n~2 + n~2 =f I Y(nb2 - n~2)2 + 4g2 1}, 
n~2 = i {n~2 + n~2± I y(no2 - n~2)2 + 4-g2 1L I (319) 

wobei die oberen bzw. unteren Vorzeichen zu nehmen sind, je nachdem no < n~ 
bzw. no > n~ ist. 

100. Polarisationszustand der zu einer Wellennormalenrichtung e ge
horenden Wellen. a) Berechnung des Polarisationszustandes. Urn 
den Polarisationszustand der beiden Wellen naherungsweise zu berechnen, die 
im Inneren eines nicht absorbierenden, aktiven Kristalls zu einer Wellen
normalenrichtung £; gehoren, kann man folgendermaBen verfahren 1) : 

Man schreibt (44) in der Form 

Q; = ~ + £;(£;0:) 
n 2 

und setzt diesen Wert fUr 0: in die von @ unabhiingigen Glieder von (313) ein. 
Dann erhalt man, falls man an Stelle der Hauptdielektrizitatskonstanten I::}, 1::2, 

103 die durch (46) bestimmten Hauptbrechungsindizes n 1, n2, n3 einfUhrt, die 
folgenden Gleichungen: 

'1l (~- -~) = - s (s0:) - ~ [0:@] x n2 ni x ni x, 

'1l (~-~) = - -3 (£;0:) - ~ [0:@] y n 2 n~ ~ y n~ y , 

;!) (~ - ~) = - £; (s 0:) - i C" [0: @] . 
z n2 n~ z u~ z 

In den yon @ abhangigen Gliedern schreiben wir nun naherungsweise n1 = n2 

= n3 = ii, wobei unter 11, ein gewisser mittlerer Hauptbrechungsindex zu ver~ 
stehen ist, d. h. wir vernachHissigen in diesen Gliedern die Doppelbrechung 
(vgl. Ziff. 99); dementsprechend ersetzen wir unter Hinweis auf (43) in dies en 
Gliedern 0: durch :tJ/11,2. Mit demselben Annaherungsgrade, der fUr die Aus
drucke (319) gilt, erhalt man dann 

;.ti", -9 - -:; - -'3.,('30:) - =4 ['1l@]"" '1ly 2 - 2 - -'3y(50:) - -4 ['1l@]y, '"" ('1 1)_ i (1 1)_ ,i ) 
,n" 1Ij n n n z n 

1 1 ) i (320) 
'1l (- - - = -'3 (50:) - =' ['1l@] . z n2 n~ Z n4 Z 

Dieses Gleichungssystem fUr die Komponenten des Lichtvektors '1l kann mit 
Hilfe des Ansatzes 

l:t'l = l:t" I (321) 

gelost werden, der bei der eingefUhrten Annaherung (nl = n2 = n3 ) fUr die 
elektrische Feldstarke 0: der Lichtwelle die Beziehung 

0; = 0;'+ ik}(J;,,' 10:'1 = 10:"1 (322) 

zur Folge hat. Hierbei sind '3:' und '3:" die Lichtvektoren der beiden Wellen, 
die sich in der Wellennormalenrichtung !.l fortpflanzen wurden, falls der Kristall 
nicht aktiv ware (vgl. Zif£. 13); die Betrage dieser Lichtvektoren sind als gleich 

") Y1. EORK, ZS, f. Phys, Ed, S, S, 410, 1922; A.tomthcoric des fcsten Zustandes (Dynamik 
der Kristallgitter), S, 609, Leipzig 1923 (in Enzyklop, d, mathem, 'Yissensch, Ed, Y. Tl. 3), 
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angenommen. 0;' und 0;" sind die entsprechenden elektrischen Feldstarken 
dieser Wellen und n~2 ist die eine der beiden Wurzeln der Gleichung (315). 

Der noch zu bestimmende Faktor kl muB, wie aus (316) und (321) folgt, 
gleichzeitig mit g verschwinden, denn in diesem FaIle gehen diese Gleichungen 
in die entsprechenden, fUr nicht aktive Kristalle geltenden liber. Dieser Faktor 
ist daher mit g fUr die optische Aktivitat bestimmend und von derselben 

1 
GroBenordnung wie g, also von erster Ordnung in Va/A, falls wieder V das 
Volumen der Gitterzelle und A die Wellenlange im Kristall bedeutet. Urn ihn 
zu ermitteln, setzt man (321) und (322) in (320) ein und trennt die reellen und 
imaginaren Teile; dann bekommt man 

~~(-~2 -~) + i3,,{i30;') = 0, no n , 

~~ (-~. - ~) + £lz ( £I 0;') = 0 , 
no n3 

kl{~;:(-~' - ~) + i3,,(£l0;")} + !4 [~/@J", = 0, no n , n 

~' und 0;' bzw. ~" und 0;" mussen aber offenbar die Gleichungen (45) er
fi.illen, falls in diesen n~ bzw. n[{ an Stelle von n gesetzt wird; es gilt also das 
Gleichungssystem 

~~( ~2 -~) + i3,,(i30;') = 0, ~~(~2 -~) + i3y {i30;') = 0, 
no n , no n. 

~~(~2 - ~) + i3z{i30;') = 0, 
no n3 

Subtrahiert man jede dieser Gleichungen von der fur die entsprechende Koor
dinatenachse geltenden Gleichung des Systems (320), so folgt 

) (324) 

Nun ergibt sich aber aus (319), daB die Differenz n62 - n62 von derse1ben GroBen-
1 

ordnung ist wie g bzw. wie Va/A, die Differenz no2 - no2 dagegen endlich und 
von der GroBenordnung no2- no~ ist; die erste der beiden Gleichungen (324) 
wird daher in erster Anniiherung identisch erfi.illt, wah rend durch die zweite 
Gleichung der noch zu ermittelnde Faktor kl bestimmt wird. 

Urn dies en zu berechnen, beachten wit, daB wir mit Riicksicht auf die 
Gleichungen (19) und (85), sowie auf die in (321) getroffene Festsetzung 1])'\ = \])"\ 
die Beziehung 

:.3)' = [~" £lJ 
haben; es wird dann 

[~'@J = [@[i3~"J] = i3(@~") - ~"(@i3). 
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Setzt man diesen Wert fUr [~'@] in die zweite der beiden Gleichungen (324) ein, 
multipliziert diese dann skalar mit :t" und berucksichtigt die Transversalitats
bedingung (19), so erhalt man 

( i' 1) 1 kl -" - --,,-, = -4(@!3) no no n 

oder bei Heranziehung von (318) 
n'2 n"2 k - _ 0 0 g. 

1- n4(n~'-n;:2) , 

hierfur kann man bei Beschrankung auf den von uns bisher zugelassenen An
naherungsgrad offenbar auch 

kl = n~2 _ n~2 
g 

schreiben. 
In derselben Weise lii.13t sich zeigen, daB das Gleichungssystem (320) noch 

eine zweite Losung besitzt, die wir in der Form 

n = no, ~ = ~"+ ik2~" I~' I = l:t" I (325) 

schreiben konnen. Hierbei haben ~' und ~" dieselbe Bedeutung wie in (321), 
ii~t2 ist die zweite Wurzel der Gleichung (315), und fUr den Faktor k2 gilt die 
Beziehung 

die sich in entsprechender Weise gewinnen HiBt wie der Ausdruck fUr k1 • Aus 
(319) folgt aber n~2 + no2 = n~2 + no2, somit n~2 - no2 = - (no2 - n~2); man 
hat demnach 

oder 
k = - 21g {=f iv(n~2 - no2)2 + 4g21- (n~2 - no2)} , (326) 

wobei wieder [wie in (319)] das obere bzw. untere Vorzeichen zu nehmen ist, 
je nachdem no < no bzw. no> no ist. Wie man aus (326) ohne weiteres sieht, 
muB stets I k I <1 sein. 

Urn jetzt den gesuchten Polarisationszustand der beiden Wellen mit der 
Wellennormalenrichtung !3 zu erhalten, fUhren wir in die beiden Losungen (321) 
und (325) fur ~' und ~" die Ansatze (13) und (16) fur ebene, linear polari
sierte, rein periodisehe Wellen ein und nehmen dann die reellen Teile; dann ergibt 
sieh, falls zur Abkurzung 

gesetzt wird, 
n = no, 
n = no, 

~ =~' coscp + k~"sin!p, I 
~ = ~"coscp + k~' sincp. 

(327) 

Wir wahlen nun ein rechtwinkliges Rechtssystem x', y', z' so, daB die positive 
z'-Aehse parallel zur Wellennormalenrichtung !3, die positive x'-Achse parallel 
zu ~' und die positive y'-Achse parallel zu~" zu liegen kommt, und schreiben 
zur Abkiirzung fUr die beiden als gleich vorausgesetzten GroBen I ~'I und I ~1I1 

I~'I = I~"I = D; 

die beiden Losungen (327) werden dann 

~z' = DCos(w (t - -¥-z,)) , ~y' = kD sin ( w (t - ~~ z')), 
~z' = kDsin(w (t - ~{.' z')), ~y' = D cos ( w (t - it;' z')), 

stz' = 0, J (328) 

~z'=O. 
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Aus (328) liest man das Naherungsgesetz ab, daB sich parallel zu einer 
bestimmten Wellennormalenrichtung 5 im Inneren des nicht ab
sorbierenden, aktiven Kristalls zwei entgegengesetzt elliptisch 
polarisierte Wellen l ) mit der Elliptizitat k fortpflanzen, deren 
Brechungsindizes no und nr; verschieden sind; die groBen Achsen 
der Schwingungsellipsen liegen parallel zu den Schwingungsrich
tungen b' und b", die zur Wellennormalrichtung 5 gehoren wiirden, falls der 
Kristall nicht aktiv ware. Bei positivem kist offenbar die erste der Wellen 
(328) links- und die zweite rechtselliptisch polarisiert; bei negativem k gilt das 
umgekehrte. 

Die Phasendifferenz, urn welche bei positivem k die x'-Komponente der 
rechtselliptisch polarisierten Welle gegeniiber der x'-Komponente der linksellip-

tisch polarisierten zuriickbleibt, betragt ~ (no - iiO) z' + !!.... ; die Phasendifferenz 
c 2 

der entsprechenden y'-Komponenten ist : (no - no)z' - ~. Beim Fortschreiten 

im Kristalliangs einer Strecke d ist daher die rechtselliptisch polarisierte Welle 
gegeniiber der linkselliptisch polarisierten urn die Phasendifferenz 

,f _ W (-II -')d _ 2n (-II -')d LJ--no-no --no-no c 10 
(329) 

zuriickgeblieben. Bilden wir aus (319) die Differenz n02- no2 und setzen nahe
rungsweise no + no = 211" so erhalten wir aus (329) 

Das eben besprochene Gesetz des Polarisationszustandes war schon AIRy2) 
bekannt, der als erster die Vorstellung entwickelte, daB sich in einem aktiven 
Kristall in einer beliebigen Richtung zwei entgegengesetzt elliptisch polarisierte 
Wellen ungeandert fortpflanzen konnen; man bezeichnet diese beiden Wellen 
auch als "privilegierte Schwingungen"3). 

Experimentell bestatigt wurde das Gesetz des Polarisationszustandes durch 
die (samtIich an Quarz angestellten) Beobachtungen von JAMIN4), HECHT 5) , 
CROULLEBOIs6), BEAULARD7) und BRUNHES 8). 

Mit Riicksicht auf spatere Anwendungen driicken wir noch Ell i p t i zit a t k 
und Phasendifferenz L1 der beiden zur selben Wellennormalen
rich tung 5 gehorenden Wellen d urch die Winkel b1 und b2 a us, 
welche 5 mit den Binormalenrichtungen bildet. Aus (79) foIgt 
in erster Annaherung 

(331) 

1) En tgegengesetzt polarisiert heiJ3en nach G. G. STOKES (Trans. Cambro Phil. 
Soc. Bd. 9, S.404. 1852; Mathern. and Phys. Papers Bd. III, S.241. Cambridge 1901) zwei 
Wellen, wenn ihre Schwingungsbahnen ahnlich und rechtwinklig gekreuzt sind und im 
entgegengesetzten Sinne umlaufen werden; vgl. hierzu Kap. 4 ds. Bandes. 

2) G. B. AIRY, Trans. Cambro Phil. Soc. Bd.4, S. 79 u. 199. 1831. 
3) L. G. Gouy, Journ. de phys. (2) Bd. 4, S. 154. 1885. 
') J. JAMIN, Ann. chim. phys. (3) Bd. 30, S. 55. 1850. 
5) B. HECHT, Wied. Ann. Bd.20, S.426. 1883; Bd.30, S.274. 1887. 
6) M. CROULLEBOIS, Ann. chim. phys. (4) Bd. 28, S.433. 1873. 
7) F. BEAULARD, Ann. de la faculte des Scienc. de Marseille Bd. 3 (1), S. 9.1893; Joum. 

de phys. (3) Bd. 2, S.393. 1893. 
8) B. BRUNHES, Arch. Neerland. (2) Bd. 5, S. 13. 1900. 
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durch Einsetzen dieses Wertes in die beiden Gleichungen (326) und (330) 
ergibt sich 

k = - 2~ {=t= I y(nI - n~)2 sin2bI sin2b2 + 4g:i1 - (ni - n~) sin bi sinb2} , (332) 

L1 = ± ~~ I y. (ni - n§)2 sin2bI sin2. b2 + 4g21 ] 
(333) 

= ±;~!l/(ni - n~)2sin2blsin2b2 + 4g21· 
o 

Bei optisch einachsigen Kristallen ist bi = b2 = b, wobei b der Winkel 
ist, den die Wellennormalrichtung i3 mit der Richtung der optischen Achse 
bildet. Hier gehen (332) und (333) uber in 

k = - ~ {=t= I y(ni - ng)2 sin4b + 4g21- (ni - n~) sin2b}, (334) 
2g 

L1 = ± (~d I V(nI - n~)2sin4b + 4g21 = ±~! I y(ni - n~)2 sin4b + 4g21· (335) 
2nc "on 

In den Formeln (332), (333), (334) und (335) sind wieder, entsprechend 
()19), die oberen bzw. unteren Vorzeichen zu nehmen, je nachdcm der dureh 
(3)1) gegebene Wert fiir n~2 - n~2 negativ bzw. positiv ist. 

b) Prinzip der Methoden zur Messung von k und L1. Das unter a) 
besproehene Gesetz des Polarisationszustandes der beiden Wellen, die sich im 
Inneren eines nicht absorbierenden, aktiven Kristalls in derselben Wellen
normal enrich tung i3 fortpflanzen, kann in der Weise gepriift werden, daB man 
Elliptizitat k und Phasendifferenz .d der beiden Wellen einerseits experimentell 
ermittelt, andererseits nach (332) und (333) berechnet. 

Urn k und L1 zu messen, laBt man eine ebene, linear polarisierte, mono
chromatische Welle senkreeht auf eine planparallele Platte des aktiven Kristalls 
fallen. Wird das reehtwinklige Rechtssystem x' y' z' wie unter a) angegeben 
gewahlt und ist u das Azimut der Schwingungsrichtung der auffallenden Welle 
gegen die positive x' -Achse, so sind die Komponenten des Liehtvcktors 'l) der 
Welle 

'l)x' = I ~ I eosue- iwt , 'l)y' = I~I sinue- iwt , ',3)z' = o. 
Man kann sieh diese Welle aber aueh zusammengesetzt denken l) durch die 

Uberlagerung zweier senkreeht auffallender ebener, elliptiseh polarisierter 
Wellen gleicher Frequenz, namlich einer linkselliptiseh polarisierten Welle 

'l)x' = I ':tl/l cos lJfe-i(wt+J') , 

deren Elliptizitat k = tglJf 

ist, und der rechtselliptisch polarisierten Welle 

'l)z' = 0, 

'l)~, = 1':tl"1 sinlJfe-i(wt+~"), 'l:~, = - i 1':tl"1 eoslJfe-i(wtH"), 'l)~ = 0: 

hicrbei muss en die Bedingungen erfiillt sein 

I '.lS' I e-i~' = I 'til (cosusinlJf - isinueoslJf), } 

1'l)"1 e- id" = I~ I (cosu sin IJf + isin u cos 1Jf) . 
(36) 

Die rechtselliptisch polarisierte Welle erleidet nun beim Durehgang durch 
die Kristallplatte gegen die linkselliptiseh polarisierte die durch (330) bestimmte 
Phasendifferenz L1; beide setzen sieh nach dem Austritt zu einer elliptisch 

1) Vgl. hierzu Kap. 4 dieses Bandes. 
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polarisierten Welle zusammen. Bedeutet S1 den Lichtvektor und tg cfJ die 
ElliptizWit dieser resultierenden Welle, so haben wir fiir die nach den Haupt
achsen ~ und 1] ihrer Schwingungsellipse genommenen Komponenten von S1 
die Ausdriicke 

S1; = Iml coscfJe-i(wt+o), S1'1 = -ilS1lsincfJe-i(wt+<l); 

ist 8 das Azimut der positiven ~-Achse gegen die positive x' -Achse, so miissen 
fiir Iml, cfJ, b und 8 offenbar die Bedingungen bestehen 

Iml (coscfJcos8 + i sin cfJ sin 8) e -io = 1'1)'i cos 'l' e- io' + I~"I sin 'l' e-iW' - d) 

iml (coscfJ sin8 - i sin cfJ cos8) e- io = i I'!J'I sin 'l' e -i,)' - i \~"I cos IF e -i(o" - d), 

die sich auch auf die Form bringen lassen 

Iml (coscfJ cos e + i sin cfJ sin e) e -i(O+ -~-) 
= I ~/I cos 'l' e -i(O' +f) + I ~"I sin 'l' e -i(O" - -~), 

Iml (coscfJ sine - i sin cfJ cos8) e -i(,l+ f) 

(337) 

=il~'1 sin 'l'e _i(o' + f) -i 1'!l"1 cos 'l' e -i(O" -f). 

Wir haben nun die zu bestimmenden GroBen k und A durch 
die der Messung unmi t t el bar zuganglichen GroB en u, e und cfJ 
au s z u d r ii c ken. Zu dem Zwecke fiihren wir die durch (336) gegebenen 
Ausdriicke fiir I~'I e- io' und 1~"le-io" in (337) ein und definieren 1) zwei Hilfs
groBen P und A durch die beiden folgenden Gleichungen 

tgP = -sin2'l'tg~ = -~tg~ j 
2 1 + k 2 2 ' 

(338) 
t At ITf' P 1 - k2 • P g 2 = co g 2:r SIll = 2k SIll ; 

dann geht das Gleichungssystem (337) iiber in 

- -i(O+~) {A A} Iffil e 2 (coscfJ cos e + i sin cfJ sin e) = I~I cos (u + P) cos 2 + i cosu sin 2 ' 

Iml e -+l+ f) (coscfJ sine - i sin cfJ cos e) = I~I{ sin (u + P) cos~ - i sin u sin ~} 
oder 

IlRl e -i(O+ f) { coscfJ cos ( 8 - :) + i sin cfJ sin ( 8 - :)} 

= I~I cos (u + :) (cos ~ + i sin ~), 

_ -i(O+~) { (P) (P')} 1S1l e 2 coscfJsin 8 -2 -isincfJcos 8- 2 

= I~I sin (u + :) (cos ~ - i sin ~). 

1) J. WALKER, The analytical theory of light, S.350. Cambridge 1904; Phil. Mag. 
(6) Ed. 18, S. 196. 1909; Proc. Phys. Soc. London Ed. 21, S. 549. 1910. 
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Durch Division dieser beiden letzten Gleichungen fallt die ExponentialgroBe, 
sowie I ffi II 'Ii I heraus und man erhalt die nur noch von den WinkelgroBen ab
hangende Beziehung 

coStPCOS(6-~-)+isint/>sin(8-~) 'p .. 
----- = cotg (u + -) (cos A + ~ smA), 

cos tP sin ( 6 - ~) - i sin tP cos ( 6 _ ~) 2 

woraus man durch Trennung der reellen und imaginaren Teile 

c082 tP sin (26 - P) t ( P\ A - --- - co g u + -) cos 
1 - COS2tPc08(26 - P) - 2' 

sin2tP (P) . 
1=-CC;s2tP cos{26-P) = cotg u + -2- smA 

findet. Aus dies en Gleichungen bekommt man nach einiger Umformung die 
Beziehungen 

tg(28 - P) = tg(2u + P)cosA, sin 21> = sin(2u + P)sinA. (339) 

Aus dem bekannten Azimut u der auffallenden, linear polarisierten Welle 
und den durch Messung zu bestimmenden Konstanten der Schwingungsellipse f) 
und 1> der aus der Kristallplatte austretenden Welle kann man mit Hilfe der 
Gleichungen (339) die HilfsgroBen P und A ermitteln, die, in die Gleichungen 
(338) eingesetzt, die gesuchten GroBen k und Llliefern. Dieses Verfahren bildet 
die Grundlage der MeBmethoden zur Bestimmung von k und LI und 
damit zur experimentellen Priifung des unter a) behandelten Gesetzes des Po
larisa tionszustandes. 

Nach diesem Prinzip ist die durch (334) und (335) ausgedriickte Abhangig
keit der GraBen k und LI vom Winkel b bei Quarz zuerst von J AMINI) und spater 
von HECHT 2), CROULLEBOIS 3), MAC CONNEL 4), BEAULARD5) und BRUNHES 6) ge
messen worden 7); eine vollstandige Priifung der Beziehungen (334) und (335), 
welche die Kenntnis von gals Funktion von b voraussetzen wiirde [vgl. Ziff. 
107b)], ist aber bis jetzt noch nicht durchgefUhrt worden. Bei optisch zwei
achsigen Kristallen, fUr welche die Formeln (332) und (333) gelten, liegen vor
erst iiberhaupt noch keine Messungen vor. 

Wir bemerken hier beilaufig, daB das besprochene MeBverfahren auch die 
Unterlage fiir eine Methode liefert, urn den Winkel zwischen optischer 
Achse und Plattennormale einer nicht genau senkrecht zur 
optischen Achse geschnittenen Platte eines optisch einachsi
gen aktiven Kristalls zu ermitteln 8). 

1) J, JAMIN, Ann. chirn, phys, (3) Bd. 30, S.55. 1850 (k und A). 
2) B, HECHT, Wied. Ann. Bd.20, S.426. 1883; Bd.30, S.274, 1887 (k und d), 
3) ;\1, CROULLEBOIS, Ann, chirn, phys. (4) Bd. 28, S.433. 1873 (k und A). 
4) J. C. Mc, CONNEL, Proc. Carnbr. Phil. Soc, Bd. 5, S, 53. 1883; Proc. Roy, Soc, London 

Bd,39, S,409, 1885; Phil. Trans, Bd, 177, S,299. 1886 (nur A), 
5) F, BEAULARD, Ann. de la faculte des Scienc, de Marseille Bd, 3 (1). s, 9. 1893; Journ. 

de phys, (3) Bd. 2, S, 393. 1893 (k und d). 
6) B. BRUNHES, Arch, Neerland, (2) Bd. 5, S.13, 1900 (nur k). 
7) Die rncisten dieser Mcssungen wurden ausgefiihrt, urn die Forrneln zu priifcn, wc1che 

die iilteren, jctzt nur noch historisches Interesse bietenden elastischen Theorien der 
optischen Aktivitiit [Zifi. 97 a)J flir k und c1 ergaben [Zusarnrnenstellung dieser Forrneln bei 
F. BEAULARD, Ann. de la faculte des Scienc. de Marseille Bd. 3 (1), S,91. 1893; Journ, de 
phys. (3) Bd, 2, s, 405,1893; TH. LIEBISCH, Physikal. Kristallographie, S, 515, Leipzig 1891J. 

8) J, WALKER, Phil. Mag. (6) Bd. 18, S,206. 1909; Proc. Phys, Soc. London Bd, 21, 
S. 560. 1910, Uber eine Interferenzrnethode, urn festzustellen, ob eine optisch einachsige, 
aktivc Platte genau scnkrecht zur optischen Achse geschnitten ist, vgl. Zifi. 121. 

Handbnch der Physik. XX, 52 
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101. Zirkulare Doppelbrechung in Richtung der Binormalen. a) Zirku
lare Doppelbrechung. Wir wenden uns jetzt dem speziellen Falle zu, daB 
die Wellennormalenrichtung 5 mit der Richtung einer Binormale zusammen
fillt; dann wird [vgl. Ziff.11a)] no = n; = ti, ferner erreicht die ElliptizWit I k I 
fUr die der Wellennormalenrichtung s fortschreitenden Wellen nach (326) ihren 
maximalen Wert 1. Fiir die Brechungsindizes (319) der beiden Wellen erhiilt 
man dann bei positivem k 

-, - g -II - g ) 
no = nl= n - 2n ' no = nr = n + 2n' (340 

wobei das Vorzeichen von nr - nl durch das Vorzeichen des skalaren Para
meters derAktivitat g bestimmt wird. 

Das Gleichungssystem (328) geht jetzt iiber in 

i)"" = D cos ( w (t - t i)) , i)", = D sin ( w (t - :1 i)) , ~z, = 0, 

i)"" = Dsin(w(t - ~i)), ~", = D cos(w(t - :r i)), 
die Gleichungen der ersten Zelle stellen eine 1 ink s - und die der zweiten Zelle 
eine rech tszirkular polarisierte Welle von gleichemAmplitudenbetrag D 
dar, deren Brechungsindizes durch die Ausdriicke (340) gegeben sind und 
deren Phasendifferenz nach (329) 

(41) 

betragt. 
Die durch (340) ausgedriickte verschiedene Brechbarkeit der beiden in 

Richtung der Binormale fortschreitenden Wellen bezeichnet man auch als zir
kulare Doppelbrechung 1). 

b) Drehung der Polarisationsebene Wir zeigen jetzt, daB eine 
ebene, linear polarisierte, monochromatische Welle, die sich im Innern eines 
aktiven Kristalls in Richtung einer Binormale fortpflanzt, eine Drehung ihrer 
Polarisationsebene erfahrt. Wir denken uns zu dem Zwecke die Welle (Wellen
normalenrichtung 5) senkrecht auf eine senkrecht zu einer Binorrnale geschnittene 
Platte eines aktiven Kristalls von der Dicke d fallend. Die positive z'-Achse 
unseres Koordinatensystems x' y' i soli mit 5 zusamrnenfallen, die positive 
x' -Achse beliebig in der Plattenebene liegen; u sei das Azimut der Schwingungs
ebene der auffallenden Welle gegen die z' x'-Ebene. 

Urn den Polarisationszustand der aus der Platte austretenden Welle zu be
stimmen, haben wir, da die beiden im Kristall fortschreitenden Wellen nach 
a) zirkular polarisiert sind, k = ± 1 zu setzen und erhalten fUr k = ± 1 aus 
der zweiten Gleichung (338) A =±2mn, somit aus der zweiten Gleichung (339) 

(]>=± ~n(m=0,1,2, ... ); 

die Elliptizitat tg tP der austretenden Welle ist somit 0 oder ± 00, d. h. die 
Welle ist linear polarisiert. 

Urn das Azirnut e ihrer Schwingungsebene gegen die z' x'-Ebene zu er
mitteln, entnehmen wir aus der ersten Gleichung (338) fUr k = 1 

A 
P=2 ±mn, 

, 1) A. FRESNEL, Ann. chim. phys. (2) Bd. 28, S. 147. 1825; ffiuvr. compi. Bd. I, S. 731-
Paris 1866; vgl. hierzu H. M. REESE, Phys. Rev. Bd.22, S.265. 1906. 
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somit aus der ersten Gleichung (339) 

e = t + u ± (m ± +) 7l (h, m = 0,1,2, ... ), 

wofur mit Rucksicht auf (341) auch 

e =- (n, - nz) d + u ± m ± - n w ( h) 
2C 2 

(h, m=O,1,2, ... ) 

geschrieben werden kann. Da e fur 

± (m ± ~) = 0 sein und somit wird 

d = 0 in 2f ubergehen muE, so muE 

K. j o=--+u= 
2 

Die Schwingungsebene der ~ austretenden linear polarisierten Welle besitzt somit 
gegen jene der auffallenden Welle das Azimut ;l/2; die Polarisationsebene 
hat also beim Durchgang durch die senkrech t zur Binormale ge
schnittene aktive Kristallplatte eine Drehung urn den Winkel 

j w wgd 
P = = -~ (n - nz) d =_ -

2 2c r 2nc (342) 

erfahren. 
Nach (342) ist der Drehungswinkel der Polarisationsebene der 

Schichtdicke d des aktiven Kristalls proportional1); ist d = 1, so 
erhiilt man [bei Heranziehung von (17) und (18)J fUr den Drehungswinkel die 
folgenden Ausdrucke 

P w wg ~g ng 
I} = Ii =z-c (n, - nz) = 2nc = X;;-n = i.n2 . (343) 

Der negativ geziihlte Drehungswinkel 

-I} = IX (344) 

heiEt das Drehungsvermogen oder die spezifische Drehung des Kristalls 
fur die betreffende Binormalenrichtung; die in den folgenden Ziffem gelegent
lich angegebenen numerischen Werte von e bzw. IX beziehen sich, dem Gebrauche 
entsprechend: auf d = 1 mm und sind im WinkelmaBe angedriickt2). 

c) Rechts- und linksdrehende Kristallplatten. YIan bezeichnet 
eine senkrecht zu einer Binormale geschnittene Platte eines optisch aktiven 
Kristalls als rechts- oder linksdrehend 3), je nachdem IX positiv oder negativ 
ist; bei einer rechtsdrehenden Kristallplatte erfolgt somit die Drehung der Pola
risationsebene fUr einen der fortschreitenden Welle entgegenblickenden Be
obachter im Sinne des Uhrzeigers, bei einer linksdrehenden Platte dagegen 
im entgegengesetzten Sinne. 

Bei einer rechtsdrehenden Kristallplatte ist nach (343) und (344) offenbar 
die rechtszirkular polarisierte Welle die weniger brechbare; eine linksdrehende 
Platte verhiilt sich umgekehrt. Durch eine der vorigen ganz analoge, fiir 
k = -- 1 durchgefiihrten Betrachtung ergibt sich, daB IX mit k sein Vorzeichen 
umkehrt; bei einer rechtsdrehenden Kristallplatte ist somit kin Richtung der 
Plattennormale negativ, bei einer linksdrehenden dagegen positiv. 

1) Diese GesetzmaBigkeit hat schon J. B. BIOT [Mem. de Ia classe des Scienc. math. et 
phys. de l'Inst. 1812 (1), S. 218; Mem. de I'Acad. des Scienc. Bd. 2, S. 41. 1817] aus seinen 
an Quarz angestellten Beobachtungen gefoigert. 

2) Uber die Methoden zur Bestimmung der Drehung der Polarisationsebene vgl. den 
betreffenden Abschnitt in Bd. XIX ds. Handb. 

3) Zur Geschichte der Definition des Drehungssinnes vgl. F. CHESHIRE, Nature Ed. 110, 
S.807. 1922; A. E. H. TUTTON, ebenda S. 809 

52* 
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Bei optisch zweiachsigen Kristallen kann, wie wir sehen werden [Ziff. 107a)], 
IX unter Umstanden fUr beide Binormalenrichtungen entgegengesetztes Vorzeichen 
besitzen. Bei optisch einachsigen bzw. bei kubischen Kristallen, bei welchen beide 
Binormalenrichtungen zusammenfallen bzw. jede beliebige Richtung einer Binor
malenrichtung gleichwertig ist, existiert nur ein Wert ex und man spricht daher 
hier von rechts- oder linksdrehendem K ri s tall, je nachdem ex positiv oder 
negativ ist. 

d) Geschichtliches zur Entdeckung der Drehung der Pola
risationsebene bei Kristallen. Die unter a) besprochene Drehung der 
Polarisationsebene einer in in einem optisch aktiven Kristall in Richtung 
einer Binormale fortschreitenden ebenen, linear polarisierten Welle ist zuerst 
von ARAG0 1) bei Quarz beobachtet worden, und diese Entdeckung bildete den 
Eingang zu dem ganzen Erscheinungskomplex der optisch aktiven Karper. 
Bald darauf wurde auch eine groBe Anzahl optisch einachsiger und kubi
scher Kristalle bekannt, welche Drehung der Polarisationsebene zeigen. 

Bei optisch zweiachsigen Kristallen ist die Drehung erst verhiiltnis
maBig spat aufgefunden worden2). Fur Wellennormalenrichtungen 6, welche mit 
einer Binormalenrichtung nur einen kleinen Winkel ob bilden, ist namlich die 
Abweichung der Elliptizitat : k I von 1 bei optisch zweiachsigen Kristallen gemaB 

(332) angenahert durch ni; n~ sinOob gegeben, bei optisch einachsigen Kri

stallen dagegen gemaB (334{ durch ni - n~ (Ob)2. Fur optisch zweiachsige Kri-
2g 

stalle mit nicht zu kleinem Binormalenwinkel 0 wird daher die Abweichung der 
Schwingungsbahnen von der Kreisform und damit die Uberdeckung der Akti
vitat durch die gewahnliche Doppelbrechung bei der namlichen Richtungs
abweichung 0 b betrach tlich graBer, als fUr optisch einachsige Kristalle; dies 
ist der Grund, warum sich bei ersteren die Drehung der Polarisationsebene in 
Richtung einer Binormale so lange der Beobachtung entzogen hat. 

102. Nachweis der zirkularen Doppelbrechung. DaB die Drehung der Pola
risationsebene, welche eine in Richtung einer Binormale eines optisch aktiven 
Kristalls fortschreitende, linear polarisierte Welle erleidet, durch die Interferenz 
zweier entgegengesetzt zirkular polarisierten Wellen mit gleichen Amplituden 
und verschiedenen Brechungsindizes erklart werden kann, ist zuerst von FRESNEL 3) 
erkannt worden. Durch eine geistreiche Versuchsanordnung ist es ihm auch 
gelungen, die beiden Wellen zu trennen und damit den direkten Nachweis fur 
ihre Existenz zu ftihren; sie besteht aus einer Kombination eines stumpfwink
ligen Quarzprismas ACE (Abb. 28) mit zwei rechtwinkligen Prismen ABC und 
EDC von entgegengesetztem Drehungssinne, die mit ersterem zu einem recht
winkligen Parallelepiped zusammengesetzt sind. Die optische Achse des Quarzes 
liegt in allen drei Prismen senkrecht zu den Endflachen AB und ED. Eine 
ebene monochromatische Welle, die senkrecht zur Flache AB auffallt, zerlegt 
sich nach Ziff. 101 a) in zwei entgegengesetzt zirkular polarisierte Wellen, die 
an der Flache AC in entgegengesetztem Sinne gebrochen werden, da die in ABC 

1) Vgl. S.804. Anm. 3. 
2) Auf die Moglichkeit des Vorkommens der optischen Aktivitat bei optisch zwei

achsigen Kristallen hat schon J. MAC CULLAGH [Phil. Mag. (3) Ed. 21. S.296. 1842; Collect. 
\Vorks. S.225. London 1880J hingewiesen (vgl. hierzu H. CHIPART, C. R. Ed. 177. S. 1213. 
1923); sie wurde zuerst von H. C. POCKLINGTON [Phil. Mag. (6) Ed. 2. S. 368. 1901J bei Rohr
zucker und Seignettesalz aufgefunden. Die alteren Strukturtheorien von L. SOHNCKE und 
E. MALLARD (vgl. Ziff. 96) schlossen das Vorhandensein optisch zweiachsiger. aktiver 
Kristalle aus. 

3) A. FRESNEL. Ann. chim. phys. (2) Ed. 28. S. 147. 1825; CEuvr. compl. Ed. 1, S. 731. 
Paris 1866. 
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schwacher brechbare Welle die in ACE starker brechbare ist und umgekehrt. 
An der Grenzflache DE findet eine erneute Brechung statt, wodurch der Winkel 
zwischen den Wellennormalenrichtungen noch vergro13ert wird. 

Beim Anvisieren der Lichtquelle sieht man daher zwei Bilder, die ent
gegengesetzt zirkular polarisiert sind. Man zeigt dies, indem man durch einen 
drehbaren Analysator beobachtet und ein Viertplwellenlangenblattchen in den 
Gang der aus ED austretenden Wellen bringt; durch dieses werden die ent
gegengesetzt zirkular polarisierten Wellen 
in zwei linear und senkrecht zueinander 
polarisierte Wellen iibergefUhrt 1), und 
man findet in der Tat zwei zueinander 
gekreuzte Stellungen des Analysators, flir 
weIche je eines der beiden Bilder aus
geloscht wird. 

Spater wurde der FRESNELsche Ver
such statt mit Quarz mit dem gleichfalls 
optisch aktiven, abel' kubisch kristalli
sierenden Natriumchlorat 2) ausgefiihrt3). 

A E 

'L~~-"~ opl18chen AChse 

8 C JJ 

Abb. 28. FRESNELS Prismenkombination zum 
Nachwe~s der zirkularen Doppelbrechung. 
(Die rechtwinkligen Prismen ABC und EDC besitzen 
untereinander gleiches Drehungsvermogen, das Prisma 
ACE entgegengesetztes Drehungsvermogen; die opti
sche Achse liegt in allen drei Prismen senkrecht zu 

den Begrenzungsebenen AB und ED.) 

Das Ergebnis des FRESNELschen Versuches ist auch noch mittels anderer 
Beobachtungsverfahren von BABINET4), STEFAN 5), v. LANG6) und CORNU') ge
wonnen worden; dieselben ermoglichen die direkte Bestimmung der Differenz der 
Brechungsindizes n, und nl, die andererseits nach (343) und (344) aus der Messung 
des Drehungsvermogens 1X berechnet werden kann. Bei Quarz haben die ge
nannten Beobachter (fur Ao = 589 mp) mit befriedigender tTbereinstimmung 
zwischen beobachteten und berechneten Wert en 

nr - nl = =t= 0,0000711 , 

gefunden, wobei sich das obere Vorzeichen auf rechts- und das untere auf links
drehenden Quarz bezieht. 

103. Naherungsformeln von Gouv. Aus den bisher gewonnenen Gesetzen 
lassen sich gewisse Naherungsformeln gewinnen, die der experimentellen Prufung 
besonders eingehend unterworfen worden sind und daher besprochen werden 
mussen. 

Set zen wir naherungsweise n~ + n~; = 2n und nehmen au13el'dem den ska
Jaren Parameter der Aktivitat g von der Wellennormalenrichtung 5 unabhangig 
an, so erhalten wir aus (343) fur eine beliebige Wellennormalenrichtung 

Uno 
g = --Zu--"-; 

fur die Elliptizitat k folgt dann aus (326) fUr diese Wellennormalenrichtung 

k = - de {=F I V{~- (n~ - n~)r + (212)2 1- ; (n() - n(()}. (345) 

1) Vgl. hierzu den Abschnitt liber die Messung eUiptisch polarisierten Lichtes in Bd. XIX 
ds. Handb. 

2) Vgl. Ziff. 107 c). 
3) G. MESLIN. C. R. Bd. 152. S. 1666. 2911. Mit optisch aktiven Flussigkeiten hat 

E. v. FLEISCHL (Wiener Ber. Bd. 90 (2). S. 378. 1884; Wied. Ann. Bd. 24. S. 127. 1885) 
den FRESNELschen Versuch wiederholt. 

4) J. BABINET. C. R. Bd.4. S.900. 1837. 
5) J. STEFAN. Wiener Ber. Bd. SO (2). S.380. 1864; Fogg. Ann. Bd. 124, S.623. 1865. 
6) V. v. LANG. Wiener Ber. Bd. 60 (2). s. 767. 1869; Fogg. Ann . Bd. 140. S.460. 1870. 
7) A. CORNU. C. R. Bd.92. s. 1369. 1881. 



822 Kap. 11. G. SZIVESSY: Kristalloptik. Ziff. 104. 

Nun ist nach (72) 
s 2;z; ( I ") W (' ") Uo = -,- no - no = - no - no 

1.0 c 

die auf die Langeneinheit bezogene, durch die gewohnliche Doppelbrechung in 
der W ellennormalenrichtung ~ hervorgerufene Phasendifferenz; wir erhalten 
daher 

wobei das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist,' je nachdem ()o negativ 
oder positiv ist. L1 

Fuhrt. man die auf die La.ngeneinheit bezogene Phasendifferenz c) = Ii 
der beiden zur Wellennormalenrichtung ~ gehOrenden, elliptisch polarisierten 
Wellen ein, so erhalt man aus Gleichung (330) durch eine ganz entsprechende 
Naherungsrechnung wie vorhin 

c)=±I1/()~+(2e)2i, (346) 

wobei wieder das obere Vorzeichen fur negatives und das untere fur positives C)O 
zu nehmen ist. 

Die Formeln (345) und (346), die sich bei unserer Darstellung als 
N a her u n g s g e set z e aus der allgemeinen Theorie ergeben 1), sind zuerst von 
GOUy2) unter der schon friiher von BRIOT 3) ausgesprochenen speziellen Annahme 
hergeleitet worden, daB sich bei einem optisch einachsigen, aktiven Kristall fur 
eine beliebige Wellennormalenrichtung 5 die gewohnliche Doppelbrechung nnd 
ein von ill unabhangiges, konstantes Drehungsvermogen uberlagern 4); unter der
selben Annahme wurden sie spater von WIENER 5) und [mittels einer von 
POINCARE herruhrenden Methode6)] von WALKER?) auf geometrischem Wege 
gewonnen. Sie werden nach unserer Darstellung urn so eher gelten, je weniger 
sich der skalare Parameter der Aktivitat g mit der Wellennormalenrichtung i3 
andert. 

Die experimentelle Prufung der Gouyschen Naherungsformeln wurde an 
Quarz von BEAULARD 8) durchgefiihrt; Formel (346) zeigte gute, Formel (345) 
dagegen nur ungefahre Vbereinstimmung mit den Beobachtungsergebnissen. 
Die Abweichungen diirften wenigstens zum Teil darauf zuriickzufiihren sein, 
daB in Wirklichkeit die Abhangigkeit des Parameters g von der Wellennormalen
richtung 5 nicht vernachlii.ssigt werden darf [vgl. Ziff. 107b)]. 

104. Optische Aktivitat und Kristallsymmetrie. a) Gyra tionstensor. 
Urn die von der Kristallgittertheorie gelieferte Abhangigkeit des skalaren Para
meters der optischen Aktivitat g von der Wellennormalenrichtung ill zu erhalten, 
setzen wir (311) in (318) ein und bekommen dann in einem beliebigen recht
winkligen Rechtssystem x', y', z' 

g = g1l i3;" + g225;, + g33ill~, + 2g23 5y·i3z• + 2g 31 i3.·i3,,· + 2g12 i3",i3y" (347) 

1) W. VOIGT. Gottinger Nachr. 1903. S. 167 u. 169. 
II) L. G. GOUY, Joum. de phys. (2) Bd. 4, S. 149. 1885; MONNORY, ebenda (2) Bd.9. 

S.277. 1890; P. LEFEBURE, ebenda (3) Bd. 1, S. 121. 1892. 
3) Ca. BRIOT. Essais sur la tMorie matMmat. de la lumiere, S. 121. Paris 1864; deutsche 

Ausgabe von W. KLlNKERFUES, S. 118. Leipzig 1867. 
4) Diese Annahme machte auch DRUDE bei seinem ersten elektronentheoretischen 

Erkllirungsversuch der Aktivitlit [vgl. ZifI. 97 c)]. 
5) O. WIENER, Wied. Ann. Bd.35, S. 1. 1888. 
6) Vgl. beztiglich dieser Methode Kap.4 (ZifI. 9) ds. Bandes. 
7) J. WALKER, Phil. Mag. (6) Bd. 3. S. 546. 1902. 
8) F. BEAULARD. Ann. de la faculte des Scienc. de Marseille Bd. 3 (1). S. 9. 1893; Joum. 

de phys. (3) Bd. 2, S. 393. 1893. 
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schenden Auffassung (vgl. Zif£. 96) erkannt haben, daB bei Kristallen mit 
einer Spiegelebene oder einer Drehspiegelachse das Vorkommen 
optischer Ak ti vi ta t nich t notwendig a usgeschlossen zu se in 
braucht. 

Wir besprechen jetzt den EinfluB der einzelnen Symmetrieelemente getrennt. 
1st ein In versionszen trum vorhanden, so verschwinden siimtliche ghl, 

da bei einer Inversion des Koordinatensystems die Vorzeichen der Komponenten 
der polaren Vektoren ffijj, sich umkehren, wiihrend die der axialen Vektoren 
[Bj£.i,] ungeandert bleiben; samtliche ghl kehren somit nach (348) ihre Vorzeichen 
urn. Dies ist jedoch bei der Invarianz der gh!, die mit der Inversion verbunden 
sein soil, nur fiir ghl = ° moglich. Bei Vorhandensein eines Inversionszentrums 
wird folglich g == 0; bei Kristallen mit Inversionszentrum kann daher 
keine optische Aktivitat vorkommen. 

1st eine Spiegelebene vorhanden, so reduziert sich die Zahl der ghl auf 
zwei. 1st z. B. die x' y' -Ebene die Spiegelebene, so werden bei einer Spiegelung 
an dieser die Vorzeichen der Komponenten ffij1'z" [2j B},]x' und [2j Bj']y' umge
kehrt, wahrend die Vorzeichen der Komponenten ffijj'x" ffijj,y' und [2j Bj ,]z, un
geandert bleiben; von den ghl kehren daher nach (348) gn, g22' g33 und gl2 
ihre Vorzeichen urn. Die mit der Spiegelung verbundene Invarianz der gkl 

erfordert somit gll = g22 = g33 = gl2 = ° und wir erhalten fiir die Abhiingigkeit 
des Parameters g von der Wellennormalenrichtung ~ aus (347) die Beziehung 

g = 2!3z' (g23 13,,' + g3l £Ix') • 

Bei Vorhandensein einer Drehspiegelachse ergeben sich die identisch 
verschwindenden ghl durch eine entsprechende Betrachtung wie bei den vorigen 
Fallen. 1st z. B. die z'-Achse eine 4ziihlige Drehspiegelachse, so geht bei Aus
fiihrung der Deckopera tion ffijj, x' in ffijj'II" ffijj'II' in - ffij}' x' , ffijj,., in - ffijj,., , 
[2j B1']x' in -[2j 2j']y' und [2j Bj']y' in [BjBj']x' iiber, wahrend [2j 21']" ungeandert 
bleibt; es wird daher nach (348) gn in -g22' g22 in -gw g33 in -g23' g23 in -g31 
und g31 in g23 iibergefiihrt, wahrend gl2 sich nicht andert. Die an die Deck
operation gekniipfte Invarianz der gk! erfordert also g22 = - gn, g33 = g23 

= g31 = 0, und wir bekommen aus (347) fiir g den Ausdruck 

g = gll (£1;( - £l~') + 2gl2 £lx, £ly" 

Die Existenz einer Symmetrieachse reduziert die Anzahl der ghl auf 
hochstens vier. 1st z. B. die z'-Achse eine zweizahlige Symmetrieachse, so werden 
die Vorzeichen von ffiy x', ffijj,y' , [2j 2j ,]"" und [2j 21']11' bei Ausfiihrung der Deck
operation umgekehrt, wiihrend sie bei ffijj'z, und [~i21']z' ungeandert bleiben; 
nach (348) werden daher gn, g22' g33 und gl2 in sich selbst iibergefiihrt,. wahrend 
g23 und g31 ihre Vorzeichen wechseln. Die Invarianz der ghl bei Ausfiihrung der 
Deckoperation bedingt demnach g23 = g31 = 0, so daB sich fiir g aus (347) die 
Beziehung 

g = gn £l~, + g22 £I;, + g33 13;, + 2g12 £I",' ~y' 

ergibt. Hierau5 und aus (349) folgt, daB eine zweizahlige Symmetrieachse 
stets eine Hauptachse der Gyrationsflache sein muB. 1st die in die 
z'-Achse fallende Symmetrieachse mehr als zweizahlig, 50 ergibt sich auBer
dem gIl = g22' gl2 = ° und somit folgt dann fiir g aus (347) die Form 

g = gn (~;., + g~,) + g33 £l~, ; 

bei Vorhandensein einer mehr als zweizahligen Symmetrie
achse ist somi t die Gyrationsflache eine Rotationsflache und die 
Symmetrieachse ihre Rotationsachse. 
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wobei 

(348) 

gesetzt istl). 
Die durch (348) definierten Gra./3en ghl (h, l = 1, 2, 3) sind die Kompo

nenten eines symmetrischen Tensors, des Gyrationstensors, dessen (nicht 
notwendig zentrische) Tensorflache die Gleichung 

gllX'2 + g22y'2 + g33Z'2 + 2g23 y'Z' + 2g31 z'x' + 2g12 x'y' = ±1 (349) 

besitzt, wobei das Vorzeichen rechts so zu wahlen ist, da./3 die Flache reell wird; 
dieselbe wird als Gyrationsflache2) bezeichnet3). 

Aus (347) ergibt sich, da./3 g ungeandert bleibt, wenn die Wellennormalen
richtung 5 mit der entgegengesetzten Richtung -5 vertauscht wird; fur zwei 
in entgegengesetzten Richtungen fortschreitende Wellen mussen 
so mit die Erscheinungen der optischen Aktivitat dieselben sein, 
un d die s wi r din de r Tat d u r c h die Be 0 b a c h tun g en be stat i g t 4). 

1st g identisch gleich Null, so ist nach (316) uberhaupt keine 
optische Aktivitat vorhanden. 

b) Einfl uB von Symmetrieelemen ten. Die durch (348) gegebenen 
sechs Komponenten des Gyrationstensors reduzieren sich auf eine geringere 
Anzahl beim Vorhandensein von Symmetrieelementen5). 

Die Beziehung der optischen Aktivitat zu den Symmetrieelementen ist 
zuerst von GIBBS6) und" spater fast gleichzeitig in vollstandigerer Form von 
VOIGT?) und CHIPART8) aufgeklart worden, die auch (entgegen der friiher herr-

1) Der Ausdruck (347) fiir g findet sich als phanomenologischer Ansatz schon bei 
W. GIBBS, Sill. Jouru. (3) Bd. 23, S. 474. 1882; Scientif. Papers Bd. II, S. 208. London 1906 
{Vgl. die Bemerkungen in Ziff. 97 b)]. . 

2) Die Bezeichnung Gyra tionsflache stammt von H. CHIP ART (La theorie gyrostati
que de la lumiere, S.20 u. 43. Paris 1904). 

3) Nach der alteren Theorie von DRuDE [vgl. Ziff. 97 c)] miiBte nach (309) g = f 52 = f 
konstant. die Gyrationsflache also stets eine Kugel sein. 

4) Vgl. die Bemerkung S. 805, Anm. 3. Schon J. B. BlOT [Mem. de la classe des scienc. 
math. et phys. de l'Inst. 1812 (1), S. 218] hatte bei Quarz gefunden. daB fiir linear polarisierte 
ebene Wellen. welche parallel zur optischen Achse in entgegengesetzten Richtungen fort
schreiten. die Drehung der Polarisationsebene dieselbe ist. 

Ii) Uber die Symmetrieelemente der Kristallklassen vgl. den Abschnitt uber den Auf
bau der festen Materie und seine Erforschung durch Rontgenstrahlen in Bd. XXIV ds. Handb. 

6) W. GIBBS, Sill. Jouru. (3) Bd. 23. S. 474. 1882; Scientif. Papers. Bd. II, S. 209. Lon
don 1906. 

7) W. VOIGT. G6ttinger Nachr. 1903, S. 188; Ann. d. Phys. Bd. 18, S. 649. 1905. 
8) H. CHIPART, La theorie gyrostatique de la lumiere, S. 20. Paris 1904; C. R. Bd. 178. 

S. 995. 1924. 
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c) Obersicht uber die einzelnen Kristallklassen. Diese Be
merkungen genugen, urn den durch (347) gegebenen skalaren Parameter 
der optischen Aktivitatg als FunktionderWellennormalenrichtungs 
fur die einzelnen Kristallklassen anzuschreiben1); wir lassen dabei das 
System x', y', z' mit dem optischen Symmetrieachsensystem x, y, z zusammen
fallen und legen das letztere bei den einzelnen Kristallsystemen wie in Ziff. 23 
angegeben. Bei der folgenden Zusammenstellung geben wir bei jeder Klasse in 
Klammern ihre fUr unsere Betrachtungen wesentlichen Symmetrieelemente an; 
dabei bedeutet c~~) das Symbol fUr eine n-zahlige Symmetrieachse parallel zur 
z-Achse, S~) fUr eine n-zahlige Drehspiegelachse parallel zur z-Achse, a fur eine 
zur z-Achse senkrechte Spiegelebene und i fUr ein Inversionszentrum; 0 bedeu
det das Fehlen jeglicher Symmetrieelemente. 

Die bisher bekanntgewordenen aktiven Kristalle sind bei jeder Klasse als 
Beispiel angefuhrt 2) . 

I. Triklines System: 
1. Hemiedrie (0). g =gus;,+ g22S;+ g33S; + 2g23 SySZ + 2g31 SZ S., +2g12 S.,Sy' 

(Beispiel: Strontiumditartrat.) 
2. Holoedrie (i). g = O. 

II. Monoklines System. 
3· Hemimorphie (c~). g = gus;' + g22S; + g33S~ + 2g12 S.,Sy' (Beispiele: 

Rohrzucker, Rhamnose, Weinsaure, Ammoniumtartrat, Kaliumtartrat, Lithium
sulfat-Monohydrat, Campheroxim, d-Camphersaure, Quercit.) 

4. Hemiedrie (az). g = 2sz (g23Sy + g31S,,), (Beispiel: Mesityloxydoxal-
sauremethylester. ) 

5. Holoedrie (c~), i). g = O. 

III. Rhombisches System. 
6. Hemimorphie (qZ), ax). g = 2g12 S.,Sy' (Beispiele bis jetzt nicht be

kannt.) 
7. Hemiedrie (c~), c~·). g = gll s; + g22 s~ + g33 s;. (Beispiele: Magne

siumchromat-Heptahydrat, Mononatriumphosphat-Dihydrat, Magnesiumsulfat
Heptah ydrat, Zinksulfa t -Heptah ydra t, N ickelsulfat -Heptah ydra t, H ydrazinsul
fat, Ammonium-Natriumtartrat-Tetrahydrat, Kalium-Natriumtartrat-Tetra
hydrat, Natriumtartrat-Dihydrat, Ammoniumantimonyltartrat-Monohydrat, 
Strontiumformiat-Dihydrat, Strontiumformiat-Anhydrit, Bariumformiat, Blei
formiat, Calciumdimalat-Hexahydrat, Ammoniumdimalat-Monohydrat, Am
moniumoxalat-Monohydrat, Ammonium-Kaliumoxalat-Monohydrat, Triphenyl
bismutindichlorid, Tartramid, r-Methyl-LX-Glukosid, Jodsaure, Asparagin, r-trans
Camphotricarbonsaure, Anisalcampher, Benzylcampher.) 

8. Holoedrie (c~), ct;), i). g = O. 

IV. Trigonales System. 
9· Tetartoedrie (Cln· g = gl1(S; + s~) + g33S;, (Beispiel: Natriummetaper

jodat-Hexahydrat.) 
1) Vgl. den Hinweis S. 823, Anm. 5. 
2) AuBer den nachstehend aufgefiihrten sind von optisch zweiachsigen aktiven Kristallen 

noch Ammoniummolybdomalat und Baryummolybdomalat bekannt geworden (L. LONG
CHAM BON, C. R. Bd. 173, S. 89. 1921; Bull. soc. mineral. Bd. 45, S. 240 u. 242. 1922), deren 
Kristallform aber nicht erschopfend angegeben ist. 

AuBerdem ist auch bei Eis, das sich in Benzol oder Gasolin befindet, eine Drehung 
der Polarisationsebene beobachtet worden (B. B. HACHEY, Journ. Frankl. lnst. Bd. 197, 
S. 825. 1924). Der Effekt wurde hier aber offenbar nur durch die Wirbel des Schmelz
wassers vorgetauscht; dies ist urn so wahrscheinlicher, als Eis cler Kristallklasse 11 an
gehOrt (vgl. P. GROTH, Chemische Kristallographie. Bd. 1, S. 66. Leipzig 1906), bei cler 
optische Aktivitat ausgeschlossen ist. 
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10. Paramorphie (C~), i). g = O. 
11. Hemimorpbie (C~), ax). g = O. 
12. Enantiomorphie (C~), q"»). g = gu(5;' + 5!) + g335;. (Beispiele: 

IX-Quarz1) , Zinnober, Kaliumdithionat, Calciumdithionat-Tetrahydrat, Blei
dithionat-Tetrahydrat, Strontiumdithionat-Tetrahydrat, Rubidiumtartrat, Ca
siumtartrat, Benzil, d-Campher, Matieocampher, Patchoulicampher, Kalium
rhodotrioxalat.) 

H I dr· (C(Z) C(X) . d C(z) .) 13· ooe Ie 3, 2, ~ 0 er 3, az , ~. g = O. 

V. Tetragonales System. 
14. Tetartoedrie I. Art (C~»). g = gll (5;' + 5~) + g335;. (Beispiel: Anti

monylbariumtartrat-Monohydrat.) 
15. Tetartoedrie II. Art (Sn g = gll(5;' - 5;) + 2g12 5z 5y • (Beispiele 

bis jetzt nicht bekannt.) 
16. Paramorphie (C~>, i). g = O. 
17. Hemimorphie (ct), a,,). g = o. 
18. Hemiedrie II. Art (st), qX». g~= gll (5;' - 5;). (Beispiele bis jetzt 

nieht bekannt). 
19. Enantiomorphie (C~), qX»). g = gll (5;' + 5~) + gaa 5~. (Beispiele: 

Guanidinkarbonat, Striehyninsulfat-Hexahydrat, A.thylendiaminsulfat, Di
azetylphenolphtalein, Sulfobenzoltrisulfid, Zinkdimalat-Dihydrat.) 

O H I d · (C(Z) C(X) • d C(z) .) 2. 0 oe ne 4, 2, ~ 0 er 4, az , ~. g = O. 
VI. Hexagonales System. 
21. Tetartoedrie I. Art (qZ»). g = gll (5; + 5~) + g335~. (Beispiele: Kalittm

lithiumsulfat, Rubidiumlithiumsulfat, Isomorphe Mischkristalle von Kalium
lithiumsulfat und Kaliumlithiumchromat, Hydrocinchoninsulfat-Hendekahydrat, 
Kaliumsilicomolybdat-Oktokaidekahydrat, Kaliumsilicowolframat-Oktokaideka
hydrat, l-cis-n-Camphansaure.) 

22. Tetartoedrie II. Art. (qZ) , a.). g = o. 
23. Paramorphie (C~), i). g = O. 
24. Hemimorphie (qZ) , a,,). g = o. 
25. Hemiedrie II. Art (q'l, qX), az). g = O. 
26. Enantiomorphie (qZ), qX»). g = gll (5;'+5~) +g335~. (Beispiele: fI-Quarz1), 

Cinchoninantimonyltartrat, Allocinchoninsuccina t-Hexahydra t.) 
27. Holoedrie (ct), q"), i oder C~), az , i). g = O. 

VII. Kubisches System. 
28. Tetartoedrie (qX) = Cir) = C~»). g = gn. (Beispiele: Natriumcblorat, 

Natriumbromat, Natriumuranylacetat, Natriumorthosulfantimonat-Enneahydrat, 
Amylammoniumaluminiumsulfat-Dodekahydrat.) 

29. Paramorphie (qX) = Cir) = C~) ,i). g = o. 
30. Hemimorphie (S~) = S1»). g;= o. 
31. Enantiomorphie (C~), ct). g:= gu. (Beispiele bis jetzt nicht bekannt.) 
32. !Ioloedrie (C~), C~), i). g = O. 
Von den 32 Kristallklassen scheiden somit 17 Klassen (namlich 2, 5, 8, 

10, 11, 13, 16, 17, 20, 22, 23, 24, 25, 27, 29, 30, 32) aus, bei welchen g identisch 
verschwindet, optische Aktivitat somit ausgeschlossen ist; zu den iibrig
bleibenden 15 Klassen geh6ren auBer den Klassen mit "gewendeten" Formen 

1) Quarz kommt bekanntlich in zwei Modifikationen vor, die als lX-Modifikation und 
P-Modifikation unterschieden werden: die a-Modifikation ist unterhalb, die P-Modi
fikation oberhalb der Temperatur {} = 570 0 C stabil. 'Ober die Kristallgitterstruktur der 
beiden Modifikationen vgl. R. W. G. WYCKOFF, ZS. f. Krist. Bd. 63, S. 507. 1926, sowie den 
Abschnitt fiber den Aufbau der festen Materie und seine Erforschung durch R6ntgenstrahlen 
in Bd. XXIV ds. Handb. 
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1,3.7.9.12,14.19,21,26,28 und 31. auf welche man friiher die optische Akti
vitiit beschrankt glaubte, noch die vier Klassen 4,6.15 und 18 mit Spiegelebene 
bzw. Drehspiegelachse. Bei diesen 15 Klassen ist optische Aktivitat moglich. 
jedoch nicht notwendig. So z. B. ist bei dem zur Klasse 21 gehOrenden Nephe
lin optische Aktivitat nicht beobachtet worden; ebenso ist der in Klasse 31 
kristallisierende Sylvin optisch nicht aktiv. 

d) Symmetrie des Gyra tionstensors. Es ist bemerkenswert. daB 
die durch (348) ausgedriickte Symmetrie des Gyrationstensors eine un
mittelbare Folge aus der Kristallgittertheorie ist, wiihrend derselbe nach der 
zweiten. von DRuDE entwickelten Theorie bzw. nach der phanomenologischen 
Theorie von VOIGT [vgl. Ziff. 9lc)) auch unsymmetrisch sein konnte. 

Ein unsymmetrischer Tensor laBt sich aber bekanntlich stets in einen 
symmetrischen Tensor und einen axialen Vektor zerlegen1); ware nun der 
Gyrationstensor unsymmetrisch, so miiBten. wie VOIGT2) gezeigt hat. bei den 
Kristallklassen 11, 17 und 24 die Komponenten des symmetrischen Tensors 
zwar identisch verschwinden, die Komponenten des axialen Vektors jedoch von 
Null verschieden sein. Der axiale Vektor miiBte die Reflexion beeinflussen 
und zwar wiirde eine ebene. linear polarisierte. monochromatische Welle, welche 
normal auf eine senkrecht zur polaren Symmetrieachse geschnittene Platte eines 
derartigen Kristalls fallt. als rechts- bzw. linkselliptisch polarisierte Welle reflek
tiert werden, je nachdem die innere Normale der reflektierenden Begrenzungs
flache mit der einen oder der anderen Richtung der polaren Symmetrieachse zu
sammenfallt; auBerdem wiirden Wellen, die im Inneren des Kristalls parallel 
zur polaren Symmetrieachse in entgegengesetzten Richtungen fortschreiten, 
nicht mehr gleiche Brechungsindizes besitzen kOnnen. 

Die Versuche, welche VOIGT zum Nachweis dieser Effekte bei dem zur 
Klasse 11 gehOrenden Turmalin angestellt hat, fUhrten zu negativen Ergeb
nissen.~sind' also im Einklang mit der aus der Gittertheorie sich ergebenden Sym
metrie des Gyrationstensors. 

105. Allgemeine Systematik der nicht absorbierenden Kristalle nach ihrem 
optischen Verhalten. Benutzt man bei der kristalloptischen Systematik die 
Gestalt der Gyrations£lache (349) und ihre Lage zu den optischen Symmetrie
achsen. sowie die Gestalt der in Ziff. 16 besprochenen Konstruktionsflachen als 
Einteilungsprinzip, so erhiilt man wie POCKELS 3) gezeigt hat. fUr die nicht absor
bierenden Kristalle 13 Gruppen, die sich auf 3 Hauptgruppen verteilen. 

Bei den Hauptgruppen A und B ist 0 P ti s c h e A k t i vi t at m 0 g Ii c h ; 
ihre einzelnen Untergruppen sind durch die verschiedene Gestalt der Gyrations
fHiche (349) gekennzeichnet. Bei der 3. Hauptgruppe C ist optische Aktivi
tiit ausgeschlossen; die Untergruppen unterscheiden sich hier durch die 
Gestalt der Konstruktionsflachen. 

Bei der folgenden Dbersicht fiihren wir bei jeder Gruppe die zugehOrigen 
Kristallklassen [vgl. Ziff. 104c)] an. 

A. Kristallklassen ohne Spiegelebenen und Drehspiegelachsen. 
(Optische Aktivitat moglich.) 

a) g = g115~ + g225; + g33 5; + 2g23 5l1 sz + 2g31 szs", + 2g12 s",sy. Die Gyrations
Hache ist eine beliebige zentrische Flache zweiten Grades 

gllx2 + g22y2 + g33 Z2 + 2g23 yz + 2g31 zx + 2g12 xy = ± 1. 

welche beliebig gegen die optischen Symmetrieachsen orientiert ist (Klasse 1). 

1) Vgl. z. B. den Abschnitt iiber Vektor- und Tensorrechnung in Bd. III ds. Handb. 
2) W. VOIGT, Gottinger Nachr. 1903, S. 186; Ann. d. Phys. Bd. 18, S. 660 u. 668. 1905. 
3) F. POCKELS, Lehrbuch der Kristalloptik, S. 317. Leipzig 1906. 
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b) g = gl1§~ + g22§; + g33~; + 2gl2 5",5y • Die Gyrationsflache ist eine 
beliebige Flache zweiten Grades 

gIl x2 + g22y2 + gaa z2 + 2g12 xy = ± 1, 

deren eine Hauptachse mit einer optischen Symmetrieachse zusammenfallt 
(Klasse 3). 

c) g = gn §~ + g225; + gaa 5;. Die Gyrations£Hiche ist eine beliebige Flache 
zweiten Grades 

bei; welcher die Hauptachsen mit den optischen Symmetrieachsen zusammen
fallen (Klasse 7). 

d) g = gn (5;' + 5;) + g335;. Die Gleichung der Gyrationsflache ist 

gn (X2 + y2) + gaaz2 = ± 1 , 

sie und die Konstruktionsflachen sind Rotationsflachen mit der namlichen 
optischen Symmetrieachse als Rotationsachse (Klassen 9, 12, 14, 19, 21, 26). 

e) g = gn. Die Gleichung der Gyrationsflache wird 

gn (x2+ y2 + Z2) = ± 1, 

Sle und die Konstruktionsflachen sind Kugeln (Klassen 28, 31). 
B. Kristallklassen mit Spiegelebenen oder Drehspiegelachsen. 

(Optische Aktivitat moglich.) 
f) g = 252 (g23 5y + gal 5",). Die Gyrationsflache ist ein gleichseitig-hyper-

bolischer Zylinder 2z (g2aY + g3l x) = ± 1 , 

dessen eine Asymptotenebene eine optische Symmetrieebene ist (Klasse 4). 
g) g = 2g12 5",5y • Die Gyrationsflache ist ein gleichseitig-hyperbolischer 

Zylinder 2g12 xy = ± 1, 

dessen beide Asymptotenebenen optische Symmetrieebenen sind (Klasse 6). 
h) g = gn(5;' - 5;)+ 2g12 5",5y und g = gn(§; - §~). Die GyrationsfHiche 

ist ein gleichseitig-hyperbolischer Zylinder 

gn (x2_ y2) + 2g12 xy = ±1 oder gll (x2 - y2) = ±1, 

dessen beide Asymptotenebenen durch diejenige optische Symmetrieachse gehen, 
welche Rotationsachse der (Rotationssymmetrie besitzenden) Konstruktions
£Hichen ist (Klassen 15, 18). 

C. Kristallklassen, bei welchen optische Aktivitat ausgeschlossen 
ist (g = 0). 

i) Die optischen Symmetrieachsen besitzen Dispersion; die Hauptachsen 
der Konstruktionsflachen sind verschieden (Klasse 2). 

k) Eine der optischen Symmetrieachsen ist fest, das Kreuz der beiden 
anderen besitzt Dispersion; die Hauptachsen der Konstruktionsflachen sind ver
schieden (Klasse 5). 

1) Die optischen Symmetrieachsen besitzen keine Dispersion; die Haupt
achsen der Konstruktions£lachen sind verschieden (Klasse 8). 

m) Die optischen Symmetrieachsen besitzen keine Dispersion; die eine 
optische Symmetrieachse ist Rotationsachse der (Rotationssymmetrie besitzen
den) Konstruktionsflachen (Klassen 10, 11, 13, 16, 17, 20, 22, 23, 24, 25, 27). 

n) Die Konstruktionsflachen sind Kugeln (Klassen 29, 30, 32). 
106. Rechts- und linksdrehende Modifikationen. Bezugnehmend auf die 

Syst~matik der vorigen Ziffer zeigen wir jetzt, daB bei den Kristallen der 
Gruppen b, c, d und e die in gewendeten Kristallformen auftretenden Modi-
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fikationen derselben Substanz fUr die namliche Binormalenrichtung entgegen
gesetzt gleiches Drehungsvermogen besitzen miissen. 

In der Tat miissen z. B. fUr zwei gewendete Kristallformen der Gruppe 
b, die spiegelbildlich in bezug auf eine Ebene senkrecht zur z-Achse sind, nach 
Ziff. 104 b) die Komponenten gu, g22' g33 und g12 und somit auch der Para
meter g = gu5~ + g225~ + g335~ + 2g12 5",5y fUr dieselbe, durch 5"" 5y und 5z 
bestimmte Wellennormalenrichtung 5 entgegengesetzt gleich sein; das gleiche gilt 
dann nach (343) und (344) auch von dem zur selben Binormale der beiden For
men gehorenden Drehungsvermogen lX. Ebenso wird bei gewendeten Kristall
formen der Gruppen c, d und e, die spiegelbildlich in bezug auf eine der opti
schen Symmetrieebenen sind, der Parameter g fUr die namliche, durch 5"" ~y, 5z 
gegebene Wellennormalenrichtung entgegengesetzt gleich. Zwei solche gewen
dete, entgegengesetzt drehende Formen desselben Kristalls nennt man die 
optischen Antipoden der Substanz; bei optisch einachsigen und kubischen 
Kristallen bezeichnet man je nach dem Vorzeichen des Drehungsvermogens 
a, [vgl. Ziff. 101 c)] die betreffende Form als rechtsdrehend oder linksdrehenc. 
[auch kurz als r-Form1) oder l-Form]. 

Das Auftreten von rechts- und linksdrehenden Kristallformen bei derselben 
Substanz hat zuerst BIOT 2) bei Quarz gefunden; der Zusammenhang zwischen 
der rechts- und linksdrehenden Modifikation des Quarzes und den "gewendeten" 
Kristallformen ist spater von HERSCHEL3) aufgedeckt worden, der auch erkannte, 
daB der Sinn des Drehungsvermogens in vielen Fallen schon auBerlich aus der 
Orientierung der Kristallflachen zu erkennen ist4). 

Spater wurden die optischen Antipoden auch bei anderen Kristallen nach
gewiesen; auBer durch die Kristallform lassen sie sich zuweilen auch durch 
die entgegengesetzte Lage ihrer Atzfiguren erkennen5). 

107. Numerische Werte der Komponenten des Gyrationstensors. a) Op
tisch zweiachsige Kristalle. Bei optisch zweiachsigen Kristallen ist bis 
jetzt der Wert des skalaren Parameters der Aktivitiit g nur fUr die Richtungen 
der Binormalen 01 und 02 ermittelt worden. Bezeichnet man den zu 01 bzw. 02 
gehorenden Wert von g mit gI bzw. gIl und das entsprechende Drehungsver
mogen mit (XI bzw. lXII, so ist nach (343) und (344) 

aus den beiden Winkeln lXI und lXlI und dem mittleren Brechungsindex ii, welche 
von der Beobachtung 6) geliefert werden, lassen sich hiernach g[ und gIl berechnen. 

Andererseits erhalt man die Werte gI und gIl, indem man in die fur die 
betreffende Kristallklasse modjfjzierte Gleichung (347) fur 5 die Binormalen
rich tung 01 bzw. 02 einsetzt; wir schreiben hierfur 

gI,lI = gno;,. + g220~11 + g33 0L + 2g230iyOiz + 2g310izOi", + 2g12 0i",Oill' 
-----

1) Statt r-Form sagt man vielfach auch d-Form (dextrogyre Form, im Gegensatz zur 
lil.vogyren oder I-Form). 

2) ]. B. BIOT, Mem. de la classe des Scienc. math. et phys. de l'Inst. 1812 (1), S.218; 
Mem. de I'Acad. des Scienc. Bd.2, S.41. 1817. 

3) ]. HERSCHEL, Edinb. Phil. ]ourn. Bd. 4, S. 371. 1821; Trans. Cambro Phil. Soc. 
Bd. 1, S. 43. 1821; A. DESCLOIZEAUX, Ann. chim. phys. (3) Bd. 45, S. 129.1855; H. W. DOVE, 
Pogg. Ann. Bd.40, S.607. 1837; G. ROSE, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1844, S.217. 

4) Vgl. Z. B. P. GROTH, Physikal. Kristallographie, 4. Aufl., S. 462 u. 517. Leipzig 1905. 
5) H. BAUMHAUER, N. ]ahrb. f. Min. 1876, S. 606; B. LOURY, Boll. Soc. Natur. Moscou. 

Bd. 14, S.371. 1900. 
6) Dber die Methoden der Messung von IX bei optisch zweiachsigen Kristallen vgl. 

H. DUFET, ]ourn. de phys. (4) Bd. 3, S. 759. 1904; Bull. soc. mineral. Bd. 27, S. 160. 1904; 
W. VOIGT, Phys. ZS. Bd. 9, 5.587.1908; F. WALLERANT, C. R. Bd. 158, S. 91. 1914; L. LONG
CHAMBON, ebenda Bd.172, 5.1187. 1921; Bull. soc. mineral. Bd.45, S.186. 1922. 
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wobei auf der rechten Seite i = 1 bzw. i = 2 zu setzen ist, je nachdem gl bzw. 
gIl berechnet werden solI. 

1m allgemeinsten FaIle (Kristallklasse 1) sind gl und gll und damit auch 
(Xl und (XII verschieden und ohne bestimmte Beziehung zu einander; fiir die 
librigen Kristallklassen der optisch zweiachsigen Kristalle ist folgendes zu 
bemerken: 

(X) Kristalle der Klasse 3. Es ist 

gl,II = gno~", + g220~y + gaaoL + 2g120i~OiY 
und man hat zwei FaIle zu unterscheiden, je nachdem die Binormalenebene 
parallel oder senkrecht zur ausgezeichneten Symmetrieachse liegt. 

Liegt die Binormalenebene parallel zur Symmetrieachse (z-Achse), so ist 
bu; = -b2." OIY = 02Y = ° und 010 = 02Z oder 01., = Ou = 0, 0111 = -02Y und 
Ou = b2z ' In jedem Falle wird gl = gIl und somit auch !Xl und (Xll; hierher ge
hOrt z. B. Weinsaure, bei welcher in der Tat (XI=(XII=11.4 ° (fUr 20= 589mp;)1) ist. 

Liegt die Binormalenebene jedoch senkrecht zur Symmetrieachse, so ist 
01:1< = -02z, bly = 02Y und biZ = Ou = ° oder OIX = ou, OIY = -02Y und 
OIZ =02z = 0. gl und gIl (und somit auch (Xl und (XII) sind daher verschieden, 
und sie k6nnen auch entgegengesetzte Vorzeichen besitzen, falls gn und g22 
entgegengesetzte Vorzeichen haben oder ~2 > gng22 ist. Fiir verschiedene gr 
und gIl mit gleichen Vorzeichen ist Rhamnose [!Xl = 12,9°, (Xll = 5.4 ° fUr 
Ao = 589 mp;I)], flir verschiedene gl und gll mit entgegengesetzten Vorzeichen 
Rohrzucker [(Xl = 5,38 o,(Xll = -1,61 ° fUr 20 = 579 mp;2)] ein Beispiel. 

fJ) Kristalle der Klasse 7. Wir haben hier 

gl,Il = gu o~., + g22 b;y + gaao~.z 
und daher stets gl = gll (bzw. (XI und (XII), auch wenn gn, g22' ga3 unterein
ander verschiedene Vorzeichen besitzen. Beispiele sind Ammoniumnatriumtartrat
Tetrahydrat [!Xl = (XII = 1,55 ° fUr 20= 589mp;1)], Mononatriumphosphat-Dihydrat 
[(XI = (XII = -4.45 ° fiir 20 = 589 m,ul)], r -Methyl-!X-Glukosid [(Xl = CXII = -4,4 ° 
fUr 20 = 589 m,ul)], Magnesiumsulfat-Heptahydrat [(Xl = (XII = 1,983 0 fUr 
Ao=579 mp;3)], Strontiumformiat-Dihydrat [CXI= CXll= ±0,75 0 fUr 20= 579 mp;3)]; 
die verschiedenen Vorzeichen beziehen sich auf die beiden Antipoden (Ziff. 106). 

y) Kristalle der Klasse 4. Es ist bei dieser Klasse 

gl,Il = 20iz (g23 0iy + g31 biz) 

und man hat auch hier zwei Unterfiille zu unterscheiden, je nachdem die Bi
normalenebene parallel oder senkrecht zur Spiegelebene (xy-Ebene) liegt. Liegt 
die Binormalenebene parallel zur Spiegelebene, so ist bu = b2z = ° und somit 
gl = gIl = 0; liegt sie senkrech t zur Spiegele bene, so ist 01 z = - O2.,, bIY = 0211 = ° , 
und Ou = 02Z oder bIX = 02Z = 0, OIY = -02Y und Ou = ou, somit gl = -gIl' 
Der erstere Fall (gI = gIl = 0) mliBte bei Mesytyloxydoxalsauremethylester
verwirklicht sein4); fUr den zweiten Fall (gI = -gIl) ist bis jetzt kein Beispiel 
bekannt. 

1) H. DUFET, Jouro. de phys. (4) Bd. 3, S. 760-762. 1904; Bull. soc. mineral. Bd.27, 
S. 161-164. 1904. 

2) P. LONGCHAMBON, Bull. soc. mineral. Bd.45, S.242. 1922. 
3) P. LONGCHAMBON, C. R. Bd. 173, S.89. 1922; Bull. soc. mineral. Bd. 45, S. 237 bis 

238. 1922. 
4) Die optische Aktivitlit dieses Kristalls wurde zwar von E. SOMMERFELDT [Phys. ZS. 

Bd. 7, S. 207, 266 u. 753. 1906; Verh. d. D. phys. Ges. Bd. 8, S. 405. 1906; N. Jahrb. f. Min. 
1908 (1), S. 58; vgl. dazu W. VOIGT, Phys. ZS. Bd. 7, S. 267 u. 753. 1906] festgestellt, aber 
nicht gemessen. 
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b) Kristalle der Klasse 6. Wir haben bei dies en 

gr,ll = 2g120i "Oiy 
und je nach der Lage der Binormalenebene mehrere Unterfalle. Liegt die Bi
normalenebene parallel zur Spiegelebene (yz-Ebene), so ist b1" = b2" = O. Liegt 
sie senkrecht zur Spiegelebene und parallel zur Symmetrieachse (z-Achse), so 
ist Olx = 02" = 0 oder Ou = 02Y = 0; liegt sie senkrecht zur Symmetrieachse, 
so ist OIZ = 02Z = 0, 01" = -02" und 0IY = 021/ oder 0IZ = 02Z = 0, Olx = 02" 
und 0111 = -021/' In den beiden erst en Fallen ist somit gr = gIl = 0, im letzten 
Fall wird gI = -gIl; auch hierfur sind, wie uberhaupt fUr die Kristallklasse 6, 
noch keine Beispiele bekannt geworden. 

In den Fallen y) und b) muss en demnach die Drehungsvermogen exI und exlI 
entweder beide gleich Null oder aber entgegengesetzt gleich sein. 

Von den bisher bekannt gewordenen optisch zweiachsigen, aktiven Kristallen 
[vgl. Ziff. 104c)] verlieren Lithiumsulfat-Monohydrat, Magnesiumchromat-Hepta
hydrat, Mononatriumphosphat-Dihydrat, Magnesiumsulfat-Heptahydrat, Zink
sulfat-Heptahydrat, Nickelsulfat-Heptahydrat, Hydrazinsulfat, Strontiumfor
miat-Dihydrat, Bariumformiat, Bleiformiat, Ammoniumoxalat-Monohydrat, 
Ammonium-Kaliumoxalat-Monohydrat und Jodsaure ihr Drehungsvermogen, 
wenn sie in Lasung gehen; die optische Aktivitat ist daher bei ihnen eine 
reine Folge der Kristallgitterstruktur (vgl. Ziff. 96). 

b) Optisch einachsige Kristalle. Fur die Kristalle der Gruppe d (vgl. 
Ziff.105) kann der Ausdruck fUr den skalaren Parameter der optischen Aktivitat 
g bei Einfiihrung des Winkels b zwischen Wellennormalenrichtung s und optischer 
Achse (z-Achse) offenbar auch in der Form geschrieben werden 

g = gll sin 2b + gaa cos2b; (350) 

die vollstandige Kenntnis der optischen Aktivitat dieser Kristalle erfordert 
daher die Messung von gll und gaa' 

ex) Bestimmung von gaa. Fur eine mit der Richtung der optischen Achse 
(b = 0) zusammenfallende Wellennormalenrichtung s erhalten wir g = gaa und 
folglich nach (343) und (344) ;'0 n IX 

g33 = - ...... ;;-. (351 ) 

gaa ist somit bestimmt, wenn das Drehungsvermogen ex und der mittlere Bre
chungsindex it, fur die betreffende WellenHinge Ao ermittelt sind. ex ist fUr zahl
reiche optisch einachsige, aktive Kristalle gemessen worden 1) , am genauesten 
fUr Quarz. Bei dies em ist (bei Ao = 589 mf1 und der Temperatur {} = 20°C)2). 

ex = ± 21,728° (oder in BogenmaB = ± 0,37923). (52) 

Dieser Wert kann fUr optisch homogene Quarze verschiedener Herkunft urn 
±0,05 % schwanken a). 

Fur die Hauptbrechungsindizes des Quarzes hat man 4) fUr Ao = 589 mf1 und 
{}=20°C 

n1 = 1,54424, na = 1,55335, (353) 

wobei unter n l ein Mittelwert aus nr und nl [vgl. Ziff. 101 a)] zu verstehen ist; 
wir erhalten somit _ 1 

n = 2 (nl + na) = 1,54879. (354) 

1) Vgl. die Zusammenstellung Ziff. 104 c). 
2) E. GUMLICH, Wiss. Abh. d. Phys.-Techn. Reichsanst. Bd. 2, S. 201. 1895; Wied. Ann. 

Bd. 64, S. 346. 1898; O. SCHONROCK, ZS. f. Instrkde. Bd. 30, S. 185. 1910. 
3) O. SCHONROCK, ZS. f. Instrkde. Bd. 21, S. 91 u. 150. 1901; Bel. 25, S.289. 1905; 

Bd.27, S.24. 1907. 
4) F. F. MARTENS, Ann. d. Phys. Bel. 6, S.628. 1901. 
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Setzt man (352) und (354) in (351) ein, so folgt fUr Quarz (fUr 20= 589 m ,u) und200 C) 

gaa = =F 1,1012.10-4 , 

wobei sich das obere Vorzeichen auf die rechtsdrehende und das untere auf 
die linksdrehende Form bezieht. 

{J) Bestimmung von gu. gu ist nur bei Quarz ermittelt worden. 
Urn gn zu messen kann man sich folgender Methode bedienen: Man laBt 

eine ebene, monochromatische, linear polarisierte Welle senkrecht auf die ebene 
Begrenzungsflache einer parallel zur optischen Achse geschnittenen Platte des 
betreffenden optisch einachsigen, aktiven Kristalls fallen; es schreiten dann 
im Inneren der Platte in Richtung der Plattennormale zwei entgegengesetzt 
elliptisch polarisierte Wellen fort, deren groBe Ellipsenachsen nach Ziff. 100 a) 
parallel und senkrecht zur optischen Achse liegen und deren Elliptizitat k sich 

nach (334) und (350) (wegen b = -i) zu 

k = -1-{IV(ni - n~)2 + 4g~ 1+ (nj - n~)} 
2gu 

ergibt falls, wie bei Quarz, n l < na ist. 
Hierfiir kann in erster Annaherung (gu klein gegen ni - nID auch 

k=--~ 2n (na - n I ) 

geschrieben werden kann. Somit wird 

gu = 2iik (na - nl ); 

sind n l und na in bekannter Weise (vgl. z. B. Ziff. 61) bestimmt, so ergibt sich 
daher gu durch Messung der Elliptizitat k der senkrecht zur optischen Achse 
fortschreitenden Wellen. 

kist zuerst von VOIGT I) und einem seiner Schiiler2) bei Quarz gemessen 
worden, und zwar wurde von letzterem fUr 20 = 540m,u der Weit k = ±0,00226 
angegeben. Neuere Untersuchungen haben aber gezeigt a), daB diese Beobach
tungsergebnisse durch Nebenerscheinungen vorgetauscht waren, und daB in 
Wirklichkeit k fur die senkrecht zur optischen Achse fortschreitenden Wellen 
verschwindend klein ist. Wir haben daher bei Quarz 

gu = 0, 

d. h. die durch (50) und (349) bestimmte Gyrationsflache ist hier ein auBerst 
gestrecktes Rotationsellipsoid mit verschwindend kleinem Aquatordurch
messer 4). 

Wir bemerken hier anschlieBend, daB von den bisher bekannt gewordenen 
optisch einachsigen, aktiven Kristallen [vgl. Ziff. 104c)] Quarz, Zinnober, 
N atriumperjodat -Hexahydrat, Kaliumdithionat, Bleidithionat -Tetrahydrat, 
Strontiumdithionat-Tetrahydrat, CaIciumdithionat-Tetrahydrat, Benzil, Gua
nidinkarbonat, Athylendiaminsulfat, Diacetylphenolphtalein, Sulfobenzoltri
sulfid, Kaliumlithiumsulfat, Rubidiumlithiumsulfat, Kaliumsilicomolybdat
Oktokaidekahydrat und Kaliumsilicowolframat-Oktokaidekahydrat die Akti
vitat im amorphen (geschmolzenen), sowie im ge16sten Zustande verlieren; sie 

1) W. VOIGT, Gottinger Nachr. 1903, S. 180. 
B) F. WEVER, Jahrb. d. philos. Fakultat d. Universitat Gottingen. 1921 (2) S. 201. 
3) G. SZIVESSY und C. SCHWERS in einer demnachst in den Ann. d. Phys. erschei

nenden. Abhandlung. 
') Dieses Beobachtungsergebnis widerlegt die altere Theorie von DRUDE [vgl. Ziff. 97 c)], 

nach welcher g unabhangig von der Wellennormalenrichtung s. somit gll = g33 sein mliBte. 
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ist daher bei ihnen nach dem in Zif£. 96 gesagten eine reine Gitterstruktur
eigenschaft. 

c) Kubische Kristalle. Bei den Kristallen des kubischen Systems ist 
[vgl. Ziff. 104c)] fur alle Wellennormalenrichtungen 

g = gll 

d. h. der Gyrationstensor wird zum Skalar und die Gyrationsmiche zur Kugel 
(Ziff. 105); diese Kristalle verhalten sich also auch hinsichtlich der optischen 
Aktivitiit in jeder beliebigen Richtung wie die nichtkubischen Kristalle in den 
Richtungen der Binormalen 1), d. h. es findet in jeder Richtung zirkulare 
Doppelbrechung [vgl. Ziff. 101 a)] statt. g = gn ist infolgedessen nach (343) und 
(344) bestimmt, wenn das Drehungsvermogen tX fur eine beliebige Wellen
normalenrichtung £I ermittelt ist. 

Am genauesten bekannt istgfur Natriumchlorat, und zwar ist (fur Ao = 589m,u 
und {) = 13 0 C) 

somit 
g==fo,1547·10- 4 , 

wobei das obere Vorzeichen fUr die rechtsdrehende und das untere fur die 
linksdrehende Form gilt. 

Von den bisher gefundenen kubischen, aktiven Kristallen [vgl. Ziff. 104c)] 
verlieren Natriumchlorat, Natriumbromat, Natriumuranylacetat und Natrium
orthosulfantimonat-Enneahydrat das Drehungsvermogen im gelosten Zustande; 
bei ihnen ist daher die optische Aktivitat gemiiB dem in Ziff. 96 bemerkten nur 
der Gitterstruktur zuzuschreiben. 

d) Mischkristalle. Die optische Aktivitiit von isomorphen Mischkristallen 
ist zuerst von BODLANDER4) bei optisch einachsigen Kristallen untersucht 
worden und zwar beziehen sich seine Beobachtungen auf das Drehungsvermogen, 
d. h. nach dem unter b) ausgefiihrten auf die Komponente g33 des Gyrations
tensors. Bei den optisch einachsigen isomorphen Mischkristallen aus Blei
dithionat und Strontiumdithionat ergab sich empirisch die Formel 

g33 = p' g~ + p" g; , 
wobei g'33 und g'~ sich auf die beiden Mischungskomponenten beziehen und p' 
und P" deren Gewichtsprozentgehalte bedeuten. 

Die Richtigkeit dieser Beziehung wurde spater von PERUCCA 5) bei den 
isomorphen (kubischen) Mischkristallen von Natriumchlorat und Silberchlorat 
bestatigt. 

108. Normalenmiche, StrahlenWi.che, IndexfUiche. Der Unterschied 
zwischen den Gesetzen der Lichtausbreitung bei den nicht absorbierenden, nicht 
aktiven Kristallen einerseits und den nicht absorbierenden, aktiven Kristallen 
andererseits druckt sich auch in der Gestalt der Konstruktions- und abgelei
teten Fliichen aus; fiir un sere Zwecke genugt es, die letzteren zu besprechen. 
a) Normalenfliiche. Die Gleichung der Normalenflache ergibt sich aus 
Gleichung (315) oder (316). Man erhiilt die Gestalt dieser Flache wie bei den 

1) Bei Natriumchlorat nachgepriift und bestatigt von L. SOHNCKE. Wied. Ann. Bd. 3. 
S. 530. 1878. 

2) E. PERUCCA. Cim. (6) Bd. 18, S. 131. 1919. 
3} F. DUSSAUD. C. R. Bd. 113. S.291. 1891; Arch. sc. phys. et nat. (3) Bd. 27, S. 534. 

1892; n ist hierbei ein ~J.ittelwert aus n. und nl [vgl. Ziff. 101 a)). 
4) G. BODLii.NDER. Uber das optische Drehungsvermogen isomorpher Mischungen aus 

den Dithionaten des Bleis und des Strontiums. Dissert. Breslau 1882. 
5) E. PERUCCA. Atti di Torino Bd.49. S. 1127. 1914. 
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nicht aktiven Kristallen [Ziff. 17a)], indem man von einem festen Bezugs
punkte aus parallel zu jeder Wellennormalenrichtung ~ zwei Vektoren auftragt, 
deren Betrage gleich den reziproken Werten der zu ~ gehorenden Brechungs-

indizes ~, und _1" sind, wobei ii~ und n;; durch (319) gegeben sind. 
no no 

Aus (319) folgt leicht, daB n~2 - ii!? fUr g ~ 0 nicht verschwinden kann 
und fiir alle \Vellennormalenrichtungen dasselbe Vorzeichen besitzt, sowie daB 

das Gleiche auch fiir _1, __ 1" gilt. 
no no 

Die Normalenfliiche der nicht absorbierenden, aktiven Kristalle 
besteht somit im allgemeinen aus zwei vollig getrennten Schalen1), welche 
sich in denjenigen vom FHi.chenmittelpunkt ausgehenden Richtungen am stiirksten 

niihern, fiir welche der absolute Betrag der Differenz !, - _~, ein Minimum 
wird. Nun folgt bei Heranziehung von (319) und (331) no no 

_~ __ 1 _ 1 I,J( 2 _ 2)2' 2b . 2b - -21 -, -,'-('+ .') ,., yn! ngsm Ism 2+4g, no no no no nono 

und dieser Ausdruck wird in erster Anniiherung 2) ein Minimum fUr bl = b2 = 0, 
d. h. fiir diejenigen Richtungen, welche die Binormalen bl und b2 bei fehlender 
Aktivitat besitzen wiirden; man bezeichnet daher diese Richtungen auch schlecht
weg als die Binormalenrichtungen des aktiven Kristalls. 

Fiir die Richtungen der Binormalen sind die Brechungsindizes in erster An
niiherung durch die Ausdriicke (340) gegeben. Bei kubischen aktiven 
Kristallen, bei welchen g unabhiingig von der Wellennormalenrichtung ~ 
ist, besteht die Normalenfliiche daher aus zwei konzentrischen Kugeln. Bei 
optisch einachsigen aktiven Kristallen erhalt man die Normalenfliiche, 
indem man sich bei der entsprechenden Flache des nichtaktiven Kristalls die 
Kugel und das Rotationsovaloid [vgl. Ziff.24c)] in der Gegend der optischen 
Achse im entgegengesetzten Sinne deformiert denkt derart, daB die umschlieBende 
Schale verliingert, die umschlossene Schale abgeplattet wird; bei (dem positiv 
einachsigen) Quarz ist dementsprechend die Kugel abgeplattet und das Rota
tionsovaloid verlangert. Beiden optisch zweiachsigen, aktiven Kristallen 
der Kristallklassen 4 und 6 ist der Fall moglich [vgl. Ziff. 107 a, r) und a, ~)], 
daB g in Richtung der Binormalen verschwindet, die beiden Schalen der Nor
malenflache somit in diesen Richtungen gemeinsame Punkte besitzen. Bei 
den iibrigen optisch zweiachsigen aktiven Kristallen ist zu beachten, daB die 
Schnittkurven der Normalenfliiche mit den optischen Symmetrieebenen, die bei 
den nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristallen je in einen Kreis und ein Oval 
zerfallen [Ziff. 17a)], bei den nicht absorbierenden, aktiven Kristallen je zwei 
irreduzible Kurven sind. 

Abb. 29 zeigt die Schnittkurven der Normalenflache eines nicht absorbie
renden, aktiven Kristalls mit der zx-Ebene; der Vergleich mit Abb.11 zeigt, 
daB sich die innere Schale N' von der iiuBeren Schale Nil losgelost hat und 
dabei die Spitze abgerundet wurde. 

Aus (316) folgt, daB die durch !, - -;. bzw. _~, - ~ gegebenen linearen 
no no no no 

Abweichungen zwischen der Normalenflache des aktiven und des nicht aktiven 
Kristalls von derselben GroBenordnung sind wie bei g, d. h. (vgl. Ziff. 99) von 
der GroBenordnung Vip., wobei V das Volumen der Gitterzelle und ). eine 

1) O. WEDER, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 11, S. 1. 1898. 
2) Bei dieser Annaherung wird die Abhangigkeit der GroBen (n~ + n;n ii~ n:; und g von 

der Wellennormalenrichtung i3 vernachlassigt. 
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mittlere WellenHinge im Kristall ist. In der Tat haben auch die Beobachtungen 
bei Quarz ergebenl), daB keine merklichen Abweichungen yom FRESNELschen 
Gesetz (47), in welches die Gleichung (316) der NormalenfHiche fur sehr kleine 
Werte g ubergeht, vorhanden sind. 

c) Strahlenflache. Die Strahlenflache der nicht absorbierenden 
a k ti v e n K r i s tall e besteh t wie die N ormalenfHiche aus zwei vollig getrennten 
Schalen; ihre Gestalt ist von POCKLINGTON 2) und spater auf geometrisch-konstruk
tivem Wege von VOIGT 3) ermittelt worden. Der Schnitt mit einer optischen Sym
metrieebene (zx-Ebene) ist in Abb. 29 dargestellt. Danach geht die Strahlenflache 
des nicht absorbierenden aktiven Kristalls aus jener des nicht absorbierenden nicht 
aktiven Kristalls (Abb. 11) formal dadurch hervor, daB bei der auBeren Schale 51! 
die Locher durch ein nach auBen konvexes Flachenstuck und bei der inneren 
Schale 5' die Offnungen der Kegel durch ein nach auBen konkaves Flachen-
stuck uberdeckt werden; die Spitz en R + ~ 

+x ~ 

der Kegel der inneren Schale sind konische 
Doppelpunkte, ihre Verbindungslinien mit 
dem Flachenmittelpunkt liefern die Bira
dialen II und t2 des aktiven Kristalls. 

Da die bei den nicht absorbierenden, 
nicht aktiven Kristallen auftretenden sin
gularen Tangentialebenen fehlen, beide 
Schalen der Strahlenflache von jeder ge
meinsamen Tangentialebene vielmehr nur 
in je einem Punkte beriihrt werden, so 

Abb.29. Schnitt der Normalen- und Strahlen· 
flache eines uicht a b sorb i ere nden aktiven 
KristaUs mit der Ebene der Binormalen (zx
Ebene). (a Normalen-, b Strahlenflache; V, Einheits· 
vektorder BinormaJe, tl Einbeitsvektor der Biradiale.) 

gehoren zu jeder Wellennormalenrichtung immer nur zwei Strahlenrichtungcn, 
auch wenn die Wellennormalenrichtung in die Richtung einer Binormale fallt. 
Der im l etzte ren FaIle bei nicht absorbierenden, nicht aktiven 
Kristallen auftretende Strahlenkegel (136) existiert somit bei n ich t 
absorbierenden aktiven Kristallen nicht (vgl. auBerdem Ziff. 115) . 

Ebenso wie bei den nicht absorbierenden nicht aktiven Kristallen gehort 
dagegen auch bei aktiven Kristallen zu jeder Strahlenrichtung, die in 
die Richtung einer Biradiale £allt, ein Wellennormalenkegel. 

c) Indexflache. Da die Ind ex flache die zur Normalenflache inverse 
FHiehe ist [vgl. Ziff. 17 c)], so ist sie bei den nicht absorbierenden aktiven Kri
stallen wie letztere eine zweisehalige Flache ohne konisehe Doppelpunkte. 

109. EinfluB der Temperatur. Vber den EinfluB der Temperatur {} auf 
die optisehen Parameter der nicht absorbierenden aktiven Kristalle gelten sinn
gemaB die bei den nieht aktiven Kristallen gemachten Bemerkungen der Ziff. 25. 

a) Temperaturabhangigkeit der Hauptbrechungsindizes. Von 
optisch zweiachsigen aktiven Kristallen sind die totalen Temperatur-

koeffizienten dd~h (h = 1, 2,3) nur bei Kaliumnatriumtartrat-Tetrahydrat be

stimmt worden 4). 
Bei den optisch einachsigen akti yen Kris tallen beziehen sieh fast aile 

Beobachtungen 5) auf iX-Quarz 6), bei dem auch die rein en Temperaturkoeffi-

1) J. MAcE DE LEPINAY, ZS. f. Krist. Bd.34, S.280. 1901. 
2) H. C. POCKLINGTON, Phil. Mag. (6) Bd. 2, S.364. 1901. 
3) W. VOIGT, Phys. ZS. Bd. 6, S. 787. 1905; Verh. d . D. phys. Ges. Bd. 7, S. 340. 1905. 
4) A. MUTTRICH, Pogg. Ann. Bd. 121, S. 193 u . 398. 1864 (ca. 15 ° C < {} < 50° C); 

J. VALASEK, Phys. Rev. (2) Bd. 19, S.529. 1922 (- 70° C < {} < 40° C). 
5) Zusamrnenstellung der neueren Beobachtungsergebnisse bei LANDOLT-BoRNSTEIN, 

Physikal.-chem. Tabellen, 5. Auf!., Bd. II, S.915. Berlin 1923. 
6) Vgl. S.826, Anm. 1. 

53* 



Kap.11. G. SZIVESSY: Kristalloptik. ZifI. 109. 

zienten der Hauptbrechungsindizes [vgl. Ziff. 25 a)] ermittelt worden sind 1). 
Bezeichnet man mit n1 einen Mittelwert aus n, und nz [vgl. Ziff. 101 a)], so 
gelten fiir IX-Quarz bei der Wellenlange Ao. 589 mfl fiir den ordentlichen 
Brechungsindex n1 und den auBerordentlichen n2 folgende Werte 2) 

n1 = 1,54424, 

dn1 6 6 d{} = - ,50, 10- , 

(~~l) = -12,80' 10-6, 
~~l = +6,30 .10- 6 

ns = 1,55335 ; 

_~~3 = -7,54.10- 6 ; 

(~i) = -14,10,10- 6 ; 

~~3 = +6,56.10- 6 ; 

dabei beziehen sich die Angaben fiir n 1 und n2 auf die Temperatur {} = 18 0 C 
und die Zahlenwerte der Temperaturkoeffizienten auf das Temperaturinter
vall 4 0 C < {} < 99 0 C. 

Mit zunehmender Temperatur nimmt die Starke der Doppelbrechung na - n1 

bei IX-Quarz monoton ab, sinkt beim Umwandlungspunkt ({) = 570 0 C) sprunghaft 
und nimmt bei fJ-Quarz mit weiterer Temperaturzunahme wieder monoton zu3). 

b) Temperaturabhangigkeit des Binormalenwinkels. trber die durch 
die Temperaturabhangigkeit der Hauptbrechungsindizes bedingte Temperatur
abhangigkeit des Binormalenwinkels (vgl. Ziff. 25) liegen bei aktiven Kristallen 
nur vereinzelte Messungen vor 4). 

c) Temperaturabhangigkeit der Komponenten des Gyrations
tensors. Die Temperaturabhangigkeit der Komponenten des Gyrationstensors 
ist nur unvollstandig bekannt. 

Bei optisch zweiachsigen aktiven Kristallen liegen iiberhaupt keine 
Beobachtungen vor. 

Bei optisch einachsigen aktiven Kristallen sind eingehende Mes
sungen nur bei Quarz durchgefiihrt worden, und zwar beziehen sich aIle Be
obachtungen auf die Temperaturabhangigkeit der Drehung der Polarisations
ebene, d. h. also nach den Ausfiihrungen der Ziff. 107b) auf die Temperatur
abhangigkeit von gasf». Diese Beobachtungen erstrecken sich bei IX-Quarz von 
sehr tiefen Temperaturen ({) = -180° C) bis zum Umwandlungspunkte6) 

(iJ = 570 0 C) und bei fJ-Quarz bis zur Temperatur {} = 900 0 C; beim trbergang 
von der einen zur anderen Modifikation tritt eine sprunghafte Anderung des 
Drehungsvermogens ein7). Kennt man den linearen thermischen Ausdehnungs
koeffizienten in Richtung der optischen Achse, so kann aus der Temperatur-

1) F. POCKELS, Wied. Ann. Bd.37, S.305. 1889. 
2) F. F. MARTENS, Ann. d. Phys. Bd. 6, S. 628. 1901; F. J. MICHELI, ebenda Bd. 7, 

S.788. 1902; F. POCKELS, Wied. Ann. Bd.37, S.305. 1889. 
3) E. MALLARD U. H. LE CHATELIER, C. R. Bd. 110, S.399. 1890; Bull. soc. mineral. 

Bd. 13, S. 112. 1890; Ann. chim. phys. (7) Bd. 6, S. 92.1895; F. RINNE U. R. KOLB, N. Jahrb. 
f. Min. 1910 (2), S.138. 

4) A. Mti'TTRICH, Pogg. Ann. Bd. 121, S. 222. 1864 (Kaliumuatriumtartrat-Tetrahydrat; 
{} = 16 und 45 ° C); G. GREENWOOD, Mineral. Mag. Bd. 20, S. 126. 1923 (Triphenylbismutin
dichlorid; {} = 18 und 35°C). 

5) Zusammenstellung der Beobachtungsergebnisse bei H. DUFET, Rec. de donnees 
uumer. Bd. III, S. 792. Paris 1900; LANDOLT-BoRNSTEIN, Physikal.-chem. Tabellen, 5. Aufl., 
Bd. II, S. 1009. Berlin 1923. 

6) Vgl. S.826, Anm. 1-
7) H. LE CHATELlER, C. R. Bd. 109, S.266. 1889; F. BATES U. F. P. PHELPS, Phys. 

Rev. (2) Bd. 10, S.90. 1917. 
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abhangigkeit der Drehung der Polarisationsebene, welche eine scnkrecht zur 

optischen Achse geschnittene Platte von bestimmter Dicke besitzt, ~gJ3 berechnet 

werden. So z. B. ist bei (\;-Quarz (in der Nahe von {} = 20° C fur die Wellen
Hinge Ao = 589 m,u) der Temperaturkoeffizient der Drehung der Polarisations
ebene 0,000143 P, wobei P den Drehungswinkel fur {} = 20° C bedeutetl). Da 
der lineare thermische Ausdehnungskoeffizient des Quarzes parallel zur optischcn 
Achse 0,000007 betragt, so erhalt man mit Hilfe von (342), (343) und (344) 

~~ = 0,000136 eX, wobei sich (\; auf {} = 20 ° C bezieht; hieraus und aus dem 

;benf~lls bekannten Werte ~: 2) laBt sich °o~~ mittels (351) berechnen, und 
zwar 1St 

wobei sich die rechts in der Klammer stehenden, durch die Beobachtung ge
lieferten GraBen auf dieselbe Temperatur beziehen wie der Temperatur-

koeffizient °og~3 . 
Von den kubischen aktiven Kristallen ist der Temperaturkoeffizient 

der Drehung der Polarisationsebene nur bei Natriumchlorat 3) bestimmt worden; 

aus diesem wiirde sich O:~3 in der eben angegebenen Weise berechnen lassen, falls 

der line are thermische Ausdehnungskoeffizient von Natriumchlorat bekannt ware. 
110. Optische Aktivitiit des mesomorphen Aggregatzustandes. Von den 

verschiedenen mesomorphen Aggregatzustanden (vgl. Ziff. 7) besitzt nur der 
nematisch cholesterische Zustand optische Aktivitat; dieser Zustand ist auBer
dem stets optisch negativ-einachsig. 

Urn dieses von den iibrigen, samtlich positiv einachsigen mesomorph en 
Aggregatzustanden [vgl. Ziff. 24c)] abweichende Verhalten zu erklaren, hat man 
nach FRIEDEL4) anzunehmen, daB der nematisch-cholesterische Zustand durch 
sehr diinne ubereinanderliegende, lamellenartige Schichten des eigentlichen 
nematischen (positiv einachsigen) Zustandes zustande kommt. In den ein
zelnen Schichten liegen die positiv-einachsigen Molekule parallel zur Schicht
ebene, die Schichten sind aber gegeneinander urn die Schichtnormale verdreht 
und bilden somit ein Lamellenpaket, wodurch sie in ihrer Gesamtheit nach Art 
einer REUsCHschen Glimmersaule (vgl. Ziff. 76 und 96) wie ein negativ ein
achsiger Kristall wirken, dessen optische Achse parallel zur Schichtnormale 
liegt; die abnorm groBen Werte des Drehungsvermagens in Richtung der Schicht
normale, welche eine Reihe von Substanzen im nematisch cholesterischen 
Aggregatzustande zeigen 5), sind ebenfalls auf diese Schichtstruktur zuruck
zufuhren6) . 

') Nach O. SCHONROCK, in LANDOLT-BoRNSTEIN, PhysikaI.-chem. Tabellen, 5. AufI., 
Bd. II, S. 1009. Berlin 1923. 

2) VgI. die numerischen Angaben dieser Ziffer unter a). 
3) L.SOHNCKE, Wied. Ann. Bd.3, S.529. 1878 (16°<{}<148°C); CH.E.GUYE, 

Arch. sc. phys. et nat. (3) Bd. 22, S.149. 1889 (0°< {} < 28° C). 
4) G. FRIEDEL, Ann. de phys. Bd. 18, S. 384. 1922; ahnliche Vorstellungen hatte schon 

O. LEHMANN (Molekularphysik Bd. II, S. 591. Leipzig 1889). 
5) (X betragt z. B. im mittleren Teile des sichtbaren Spektrums bei Anisalaminozimt

saure- und Anisalamino-iX-Methylzimtsaure-akt-amylester ca. 4000°, bei p-Cyanbenzalamino
zimtsaure-akt-amylester ca. 12000°; vgI. die zusammenfassende Darstellungen bei W. VOIGT, 
Phys. ZS. Bd. 17, S. 154. 1916; F. STUMPF, Jahrb. d. Radioakt. Bd. 15, S.27. 1918. 

6) G. FRIEDEL, Ann. de phys. Bd. 18, S. 384.1922; C. R. Bd. 176, S. 475. 1923; L. ROYER. 
ebenda Bd. 174, S. 1182. 1922; Bel. 180, S. 148. 1925. 
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~) Dispersionserscheinungen. 

111. Dispersion der Hauptbrechungsindizes, der optischen Symmetrie
achsen, der Schwingungsrichtungen und der Binormalen. a) Dispersion 
der Hauptbrechungsindizes. Fiir die Dispersion der Hauptbre
chungsindizes der nicht absorbierenden, aktiven Kristalle erhiilt man, ebenso 
wie bei den nicht absorbierenden nicht aktiven Kristallen (vgl. Ziff. 26), das 
Gesetz (149) bzw. (152). Dasselbe ist am eingehendsten bei ~-Quarz nachgepriift 
worden; wir verweisen diesbeziiglich auf den Abschnitt iiber Dispersion in 
Kap. 10 dieses Bandes. 

Der in Ziff. 26 erwahnte Zusammenhang zwischen relativer Dispersion der 
Doppelbrechung und chemischer Konstitution ist auch bei aktiven Kristallen 
festgestellt worden 1). 

Auch bei aktiven, optisch einachsigen Kristallen kann der Fall eintreten 
(vgl. Ziff. 26), daB die Doppelbrechung fUr eine bestimmte Wellenlange ver
schwindet und zu beiden Seiten dieser Wellenliinge entgegengesetztes Vorzeichen 
besitzt 2), der Kristall sich daher fUr diese Wellenlange wie ein solcher des 
kubischen Systems verhalt. 

b) Dispersion der optischen Symmetrieachsen und der 
Schwingungsrichtungen. Uber die Dispersion der optischen Sym
metrieachsen optisch zweiachsiger Kristalle (vgl. Ziff. 27), sowie iiber die Dis
persion der Schwingungsrichtungen (vgl. Ziff. 28) liegen bei aktiven 
Kristallen bis jetzt keine Beobachtungen vor. 

c) Dispersion der Binormalen. Die Dispersion der Binormalen 
(vgl. Ziff. 29) ist bei optisch aktiven Kristallen verschiedentlich gemessen worden. 
So z. B. zeigt Kaliumtartrat deutliche horizon tale Dispersion3) ; bei einigen rhom
bischen aktiven Kristallen wurde auch die Wellenliinge ermittelt, fiir die der 
Kristall optisch einachsig wird, wahrend zu beiden Seiten dieser Wellenlange 
die Binormalenebene parallel zu verschiedenen optischen Symmetrieebenen 
liegt 4). 

112. Allgemeines Gesetz der Dispersion der optischen Aktivitat. Wie die 
fUr die gewohnliche Doppelbrechung maBgebenden Hauptbrechungsindizes, so 
zeigen auch die die optische Aktivitiit bestimmenden Komponenten des Gyrations
tensors Abhangigkeit von der Frequenz; man nennt diese Abhiingigkeit Dis
persion der optischen Akti vi ta t oder der Rotationspolarisation oder kurz 
Rota tionsdispersion. 

Die Dispersion der optischen Aktivitiit ergibt sich aus den F ormeln (348) 5). 
Da die Art der Frequenzabhiingigkeit bei allen Tensorkomponenten gill 

(h, l = 1, 2, 3) die niimliche ist, so geniigt es, eine dieser GroBen, z. B. g23' ins 
Auge zu fassen. Wir s~hreiben hierfiir 

(355) 

1) Z. B. bei den Erdalkalidithionaten (A. EHRINGHAUS u. H. ROSE, ZS. f. Krist. Bd.58, 
S.470. 1923). 

2) H. DE SENARMONT, Ann. chim. phys. (3) Bd. 33, S.427. 1851; H. AMBRONN, ZS. f. 
Krist. Bd.52, S.48. 1913 (isomorphe Mischkristalle von Blei- und Strontiumdithionat). 

3) A. DESCLOIZEAUX, Ann. d. mines (5) Bd. 14, S.409. 1858. 
4) H. DE SENARMONT, Ann. chim. phys. (3) Bd. 33, S.429. 1851 (isomorphe Misch

kristalle von Kaliumnatriumtartrat-Tetrahydrat und Ammoniumnatriumtartrat-Tetrahydrat) 
G. GREENWOOD, Mineral. Mag. Bd.20, S.126. 1923 (Triphenylbismutindichlorid); P. SiNE, 
Journ. de phys. (6) Bd. 1, S.176. 1920 (Ammoniumnatriumtartrat-Tetrahydrat). 

5) M. BORN, ZS. f. Phys. Bd. 8, S. 414.1922; Atomtheorie des festen Zustandes (Dynamik 
der Kristallgitter), S.620. Leipzig 1923 (in Enzyklop. d. mathem. Wissensch. Bd. V, Tl. 3). 
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wobei die Abkiirzung 

)'jj' = 2n2 V {lRjj, y' [£j£1'J., + lRjj'z' [£j£j,Jy,} 
eingefiihrt ist. 

Nun zerlegen wir (355) in Partialbriiche und beachten, daB dabei die nur 
einmal vorkommenden Eigenfrequenzen w~O) zu einfachen, die mehrfach vor
kommenden Eigenfrequenzen w~ zu einfachen und quadratischen Nennern Ver
anlassung geben1). Man erhalt daher als Dispersionsgesetz fUr die Tensorkom
ponente g23 einen Ausdruck von der Form 

g23=+L~:((W~2C:'W2)2 + W~~=-w2)+ 2 w~O)!=-~2}' (356) 
m e 

wobei die erste Summe iiber die Gesamtzahl m der mehrfach vorkommenden 
und die zweite Summe iiber die Gesamtzahl e der einfach vorkommenden 
Eigenfrequenzen zu erstrecken ist. 

Durch das Auftreten der quadratischen Partialbriiche2) unterscheidet sich 
das Dispersionsgesetz der optischen Aktivitat (356) von dem Dispersionsgesetz 
der Hauptbrechungsindizes, welches (vgl. Ziff.26 und 111) stets durch einfache 
Partialbriiche dargestellt wird. Die Komponenten des Gyrationstensors konnen 
daher im Gegensatz zu den Hauptbrechungsindizes beim Durchgang durch 
eine mehrfache Eigenfrequenz syrnmetrisch zu dieser verlaufen und sowohl vor 
als auch hinter derselben sehr groBe Werte mit dem narnlichen Vorzeichen 
annehmen3); dieser Fall wird offenbar dann eintreten, wenn in (356) und den 
entsprechenden Formeln fUr die iibrigen Tensorkomponenten die Koeffizienten 
Pm und Pe klein gegen die IX-m sind. Allerdings sind bis jetzt optisch aktive 
Kristalle mit erreichbaren, hinreichend schmalen Absorptionsstreifen nicht be
kannt geworden, so daB dieses Verhalten noch nicht gepriift werden konnte 
[vgl. hierzu auch Ziff.148a)J. 

In dem Dispersionsgesetz (356) sind die Partialbruchziihler 1X-m, Pm und Pe 
nicht notwendig positiv; die Komponenten des Gyrationstensors konnen da
her mit zunehmender Frequenz sowohl zu- als auch abnehmen, und das gleiche 
gilt dann offenbar auch fUr das Drehungsvermogen, d. h. fUr die Werte des 
Parameters g in Richtung der Binormalen. 

Es kann auch der Fall eintreten, daB sich die einzelnen Glieder des Ausdruckes 
(356) bei einer bestimmten Frequenz gegenseitig vernichten, so daB die be
treffende Tensorkomponente fiir diese Frequenz verschwindet. und zu beiden 
Seiten desselben entgegengesetztes Vorzeichen besitzt; ein solches Verhalten fand 
LONGCHAl\1BON4) fUr g33 bei dem optisch einachsigen Kaliumrhodotrioxalat. 

Fur das Drehungsvermogen IX- haben wir nach (343) und (344) bei Beruck
sich tigung von (17) und (18) 

Fiihrt man wieder (vgl. Ziff. 26) die ultraroten und ultravioletten Eigenfrequenzen 
m~ und w~) ein und berucksichtigt, daB der zu einer Binormalenrichtung ge-

1) ~I. BORN, Phys. ZS. Bd. 16, 5.437. 1915; ZS. f. Phys. Bd.8, S.414. 1922. 
2) Das Auftreten der quadratischen Partialbrliche ist flir die optisch aktiven Kristalle 

charakteristisch; bei den optisch aktiven Fllissigkeiten und Losungen konnen nur die 
einfachen Partialbrliche vorkommen [vgl. M. BORN. Ann. d. Phys. Bd. 55, S. 214. 1918; 
ZS. f. Phys. Bd.8, S.414. 1922]. 

3) M. BORN, ZS. f. Phys. Ed. 8, S.416. 1922. 
4) L. LONGCHAMBON. C. R. Bd. 178, S. 1828. 1924. 
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horende Wert des skalaren Parameters g ebenfalls von der Form (356) ist, so 
ergibt sich fUr das Drehungsvermogen IX der Ausdruck 

der. bei Einfiihrung der durch (17) gegebenen Wellenlange im Vakuum Ao an 
Stelle der Frequenz w in die Form 

~(P,;.g Q,) ~(P.J.~ Q. ) 
ex- = ~ (;.~ _ i.~)2 + ;.~ _ i.~ + ~ (lg _ ;'~)2 + 19 _ ;.~ (357) 

r " iibergeht. 
Es ist bemerkenswert, daB es bei einigen speziellen aktiven Kristallen ge

lungen ist 1), die Abhangigkeit des Drehungsvermogens von der Wellenlange Ao 
mit Hilfe der strengen Gittertheorie der Kristalloptik (vgl. Ziff. 1) absolut zu 
berechnen, wobei sich befriedigende Obereinstimmung der berechneten mit den 
beobachteten Werten ergab (vgl. hierzu den Abschnitt iiber die theoretischen 
Grundlagen des Baues der zusammenhangenden Materie in Bd. XXIV dieses 
Handbuches). . 

113. Naherungsformeln fUr die Dispersion der optischen Aktivitat; 
Beobachtungsergebnisse. a) Niiherungsformeln fiir die Dispersion 
de ro p ti s c hen A k ti v i t at. Wir wollen jetzt das Gesetz fUr die Dispersion 
des Drehungsvermogens (357) in eine fUr die Darstellung der Beobachtungs
ergebnisse geeignete Form bringen. 

Fiir ·eint:m Spektralbereich, der zwischen den ultraroten und ultravioletten 
Eigenfrequenzen liegt (Av < Ao < Ar), erhalt man aus (357) die Reihenentwicklung 

(358) 

in dieser Entwicklung riihren die Koeffizienten Aj von den ultraviolet ten und 
die Koeffizienten Bj von den ultraroten Eigenschwingungen des Kristalls her. 

. Zwischen dem Dispersionsgesetz (358) fUr die optische Aktivitat und dem 
Dispersionsgesetz (150) fiir die Hauptbrechungsindizes bestehen wesentliche 
Unterschiede. Wiihrend bei letzterem samtliche Koeffizienten aj und ~ positiv 
sind, konnen in der Reihenentwicklung (358) die Koeffizienten Aj und Bj 

verschiedene Vorzeichen besitzen; auBerdem wird Bo durch die ultraroten Eigen
schwingungen bestimmt, wahrend das absolute Glied in der Reihenentwicklung 
(150) von den ultravioletten Eigenschwingungen herriihrt. 

Beschrankt man die Reihenentwicklung (358) auf das erste Glied, so erhalt 
man das BIOTsche Gesetz der Rotationsdispersion 2) 

Al 
ex- = ;.~ ; 

nimmt man noch das zweite Glied hinzu, so folgt das BOLTZMANNsche Gesetz 3) 

Al A2 
1X=;:'-+)1' 

o 0 

Beide Formeln sind nach dem Gesagten nur ungefahre Anniiherungsgesetze 
und ihr Geltungsbereich daher ein beschrankter. 

1) E. HERMANN, ZS. f. Phys. Bd. 16, S.103. 1923 (Natriumchiorat, Natriumbroinat); 
E. A. HYLLERAAS, ebenda Bd.24, S.871. 1927 (,8-Quarz). 

2) J. B. BIOT, Mem. de l'Acad. des Scienc. Bd.2, S.41. 1817. 
3) L. BOLTZMANN, Pogg. Ann. JubeIbd. S.128. 1874; Wissensch. Abhandign. Bd. I, 

S.645. Leipzig 1909. 
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b) Beobachtungsergebnisse tiber die Dispersion der opti
schen Aktivitat. Die Beziehung (357) ist zuerst von DRUDE!) gefunden 
und naher diskutiert worden. Nimmt man an, daB die ultraroten Glieder dieser 
Reihe keinen merklichen EinfluB auf das Drehungsvermogen besitzen, so ist 
Pr = Qr = 0 und somit auch in (358) Bj = 0 zu setzen; es ergibt sich dann 
aus (357) als Naherungsgesetz fUr die Rotationsdispersion der Ausdruck 

""( p.J.~ I Q. ') 
IX = ~ (;"~-J.~)' T ;:r....::y; 

v 

Al A. As 
IX=J:2+F+F+ ... 

o 0 0 

bzw. aus (358) (359) 

Zur Priifung dieser Beziehungen eignet sich am besten 1X-Quarz2) , iiber dessen 
Drehungsvermogen weit eingehendere Dispersionmessungen vorliegen als bei 
irgendeinem anderen aktiven Krista1l3). Die Beobachtungen an IX-Quarz4) er
strecken sich iiber einen sehr groBen Spektralbereich und lassen sich in der Tat, 
wie DRUDE gezeigt hat, schon recht gut durch eine zweigliedrige Naherungs
formel 

darstellen5). Hierin bedeutet in dem ersten Gliede At> eine der ultravioletten 
Eigenwellenlangen, welche zur Darstellung der Dispersion der Hauptbrechungs
indizes erforderlich sind, falls man hierzu die auf eine Anzahl ultravioletter 
Glieder beschrankten Ausdriicke (149) beniitzt; beim zweiten Gliede ist eine 
noch kiirzere Wellenlange der ultravioletten Eigenschwingungen zu denken, 
deren Quadrat gegen ~ vernachlassigt werden kann. 

Bei einer genaueren Darstellung diirfen jedoch, wie LOWRY und COO DE
ADAMS6) gezeigt haben, die ultraroten Glieder nicht mehr vernachlassigt werden; 
allerdings ist ihr EinfluB so gering, daB sie durch eine einzige Konstante Bo er
setzt werden konnen. Man erhiilt dann fUr IX die dreigliedrige Naherungsformel 

Q. + Q; + B 
IX = J." _ J."A" _ J.'" 0' o v 'u v 

in welcher At> und A~ die Wellenlangen der beriicksichtigten ultravioletten 
Eigenschwingungen sind. Wird Ao in ft ausgedriickt und setzt man Qt> = 9,5639, 

1) P. DRUDE, Lehrbuch der Optik, S.380. Leipzig 1900; 3. Aufl. Herausgeg. von 
E. GEHRCKE, S.404. Leipzig 1912. 

2) Vgl. S.826, Anm.1. 
S) AuBer den Angaben bei LANDOLT-BoRNSTEIN, Physikal.-chem. Tabellen, 5. Aufl.. 

S.1009-1010. Berlin 1923 sind an neueren Arbeiten zu nennen: F. WALLERANT, C. R. 
Bd. 158. S. 93. 1914 (Ammoniumantimonyltartrat); L. LONGCHAMBON, ebenda Bd. 173, 
S. 89.1921; Bull. soc. mineral. Bd. 45. S. 236. 1922. (Strontiumditartrat. Rohrzucker, Ammo
niumtartrat. Kaliumtartrat, Lithiumsulfat-Monohydrat. Mononatriumphosphat-Dihydrat. 
Ammonium-Natriumtartrat-Tetrahydrat, Kalium-Natriumtartrat-Tetrahydrat, Magnesium
sulfat-Heptahydrat. Strontiumformiat-Dihydrat. Zinksulfat-Heptahydrat, Nickelsulfat
Heptahydrat, Bleiformiat. Magnesiumchromat-Heptahydrat. Ammoniumoxalat-Heptahy
drat, Jodsaure. Asparagin. Ammoniummolybdomalat, Bariummolybdomalat. Hydrazinsul
fat. Anisalcampher, Benzylcampher); C. R. Bd. 178. S. 1828. 1924 (Kaliumrhodotrioxa
lat); E. PERUCCA. Cim. (6) Bd. 18. S. 112. 1919 (Natriumchlorat). 

4) AuBer den Angaben bei H. DUFET, Rec. de donnees numer. Bd. III. S.787-791. 
Paris 1900 und LANDOLT-BoRNSTEIN, Physikal.-chem. Tabellen, 5. Auf I., Bd. II, S.1009. 
Berlin 1923 sind an neueren Arbeiten zu nennen: L. R. INGERSOLL. Phys. Rev. (2) Bd. 9. 
S.257. 1917 (ultraroter Spektralbereich); J. DucLJI.ux U. P. JEANTET, Joum. de phys. 
(6) Bd. 7, S.200. 1926 (ultravioletter Spektralbereich); TH. M. LOWRY U. W. R. C. COODE
ADAMS, Phil. Trans. Bd.226. S.391. 1927 (sichtbarer und ultravioletter Spektralbereich). 

5) Uber eine empirische. eine Exponentialfunktion enthaltende Naherungsformel an 
Stelle von (359) vgI. F. BURKI. Helv. Chim. Acta Bd. 7, S.328. 1924. 

6) TH. M. LOWRY u. W. R. C. COODE-ADAMS. Phil. Trans. Bd.266. S. 391. 1927. 
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Q~ = - 2,3113, Bo= - 0,1905, A; = 0,0127493 und A~2= 0,000974, so besteht 
zwischen den beobachteten und berechneten Werten ~ im ganzen zuganglichen 
Spektrum (228m,u < Ao < 2517m,u) eine nahezu vollkommene trbereinstimmung. 

In lihnlicher Weise liiBt sich auch die Dispersion des Drehungsvermogens 
bei Natriumchlorat1)ausgezeichnet darstellen; weniger vollkommen jedoch die 
des Zinnobers, der allerdings schon im sichtbaren Bereiche mehrere Eigenfre
quenzen besitzt2). 

Optisch aktive Kristalle, welche in Losungen aktiv bleiben, deren Aktivitat 
also nur tellweise eine Gitterstruktureigenschaft ist und zum Tell durch den 
asymmetrischen Bau des Molekiils selbst bedingt wird (vgl. Ziff. 96), besitzen 
erfahrungsgemaB im kristallisierten und gelosten Zustande gleiche 
Dispersion des Dreh ungsvermogens 3). 

b) Gesetze der Reflexion und Brechung bei nicht absorbierenden, 
aktiven Kristallen. 

114. Partielle Reflexion und Brechung. Fiillt eine sich in einem isotropen 
Medium ausbreitende, ebene, monochromatische, linear polarisierte Welle auf die 
ebene Begrenzungsflache eines nicht absorbierenden, aktiven Kristalls, so sind 
die beiden partiell gebrochenen Wellen nach Ziff. 100 a) elliptisch polarisiert; 
dieselben besitzen im allgemeinen verschiedene Brechungsindizes und deshalb 
nach den auch hier giiltigen Brechungsgesetzen (166) und (167) verschiedene 
Wellennormalenrichtungen. 

Die Wellennormalenrichtung der in das isotrope AuBenmedium reflektierten 
Welle folgt dem gewohnlichen Reflexionsgesetz fiir isotrope Medien; wegen 
der elliptischen Polarisation der beiden gebrochenen Wellen besteht dagegen 
die bei nicht aktiven Kristallen geltende und in Ziff. 40 besprochene einfache 
Beziehung nicht mehr, es tritt vielmehr eine Anderung des Polarisationszu
standes durch die partielle Reflexion ein. 

Die Berechnung der Anderung der Phasen und Amplituden, welche eine 
in einem isotropen Medium einfallende, ebene, monochromatische, linear polari
sierte Welle durch partielle Reflexion an der Begrenzungsflache eines nicht 
absorbierenden, aktiven Kristalls erfahrt, erfordert die Durchfiihrung der Glei
chungen (9), (10), (11) und (12), sowie der Grenzbedingungen (5) und (6) unter 
Heranziehung der Verkniipfungsgleichung (310); sie ist bei optisch einachsigen 
aktiven Kristallen von FORSTERLING4) erledigt worden und ergibt, daB die 
reflektierte WeUe eUiptisch polarisiert ist mit gegen die Einfallsebene 
im allgemeinen geneigten Hauptachsen der Schwingungsellipse5). Ihre Elliptizitat 
ist aber bei beliebigem Einfallswinkel nur sehr klein6); sie verschwindet bei 

1) E. PERUCCA, Cim. (6) Bd. 18. S. 112. 1919. 
2) H. ROSE. N. Jahrb. f. Min .• Beil. Bd.29. S. 100 u. 103. 1910; Centralbl. f. Min. 

1911. S.527. 
3) L. LONGCHAMBON. Bull. soc. mineral. Bd.45. S.250. 1922. 
') K. FORSTERLING. GOttinger Nachr. 1908. S.268; Ann. d. Phys. Bd.29. S.809. 

1909; W. VOIGT, Phys. ZS. Bd. 9. S. 782. 1908; Verh. d. D. phys. Ges. Bd. 10. S. 757. 1908. 
Der Fall kubischer Kristalle ist mit Hilfe eines der MAC CULLAGHSchen Methode (Ziff.43) 
analogen Verfahrens von P. KAEMMERER (N. Jahrb. f. Min .• Beil. Bd. 30. S. 510. 1910) be
handelt worden. 

S) Die elliptische Polarisation der reflektierten Welle wurde schon aus den lllterelf 
elastischen Theorien der optischen Aktivitat [Ziff. 97a)] gefolgert; vgl. ·W. VOIGT. Wied. 
Ann. Bd. 21. S. 522. 1884; Bd. 30, S. 190. 1887; Kompend. d. theoret. Phys. Bd. II. S.695. 
Leipzig 1896. 

8) Hierauf ist zuriickzufiihren. daB die alteren Versuche zum Nachweis der Elliptizitat 
(P. DRUDE. Gottinger Nachr. 1892. S. 407) miBgliickt sind. 
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senkrechter 1nzidenz, in welchem Falle sich das optisch aktive Medium wie 
ein gew6hnliches, nicht aktives verhalt. 

1st die einfallende, linear polarisierte Welle parallel oder senkrecht zur 
Einfallsebene polarisiert, so liegen die Achsen der Schwingungsellipse der reflek
tierten Welle ebenfalls parallel und senkrecht zur Einfallsebene. Bei aktiven 
Kristallen des kubischen Systems nimmt, wie FORSTERLING zeigen konnte, die 
sonst kleine Elliptizitat der reflektierten Welle in diesen beiden Fillen merk
liche Werte an, wenn der Einfallswinkel so gewahlt wird, daB die eine der 
beiden im Kristall durch Brechung entstandenen, zirkular polarisierten Wellen 
streifend gebrochen wird (vgl. Ziff. 50); dasselbe Resultat ergibt sich auch 
fUr einen optisch einachsigen, aktiven Kristall, dessen optische Achse 
parallel zur reflektierenden Begrenzungsflache und zur Einfallsebene liegt. Die 
Elliptizitat der reflektierten Welle wird dann besonders betrachtlich, wenn 
der Einfallswinkel, bei dem die streifende Brechung der einen zirkular polari
sierten Welle eintritt, m6glichst groB wird, d. h. wenn der Brechungsindex 
des isotropen AuBenmediums nahezu gleich dem mittleren Brechungsindex 
des reflektierenden, aktiven Kristalls ist; sie konnte unter Benutzung dieses 
Kunstgriffes von FORSTERLING bei Natriumchlorat und Quarz experimentell 
nachgewiesen werden. 

115. Konische Refraktion. Ein bemerkenswerter Unterschied zwischen 
den nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristallen und den aktiven Kristallen 
besteht hinsichtlich der inneren konischen Refraktion. Aus der in Abb. 29 ver
anschaulichten Gestalt der Strahlenflache eines nicht absorbierenden, aktiven 
Kristalls folgt, daB jede Schale derselben von jeder Tangentialebene nur in 
einem Punkte beruhrt werden kann; da nun die inn ere konische Refrak
tion nach dem in Ziff. 36c) ausgefiihrten nur moglich ist, wenn eine die Strahlen
flache in einer K u r v e beriihrende Tangentialebene existiert, so folgt, daB 
eine innere konische Refraktion bei nicht absorbierenden, aktiven Kristallen 
nicht auftreten kann. 

Dagegen lassen sich die in Ziff. 36c) besprochenen Erscheinungen auch 
bei optisch aktiven Kristallen (z. B. bei Rohrzucker) beobachten; denn zu jeder 
von der Binormalenrichtung abweichenden Wellennormalenrichtung geh6ren auch 
bei aktiven Kristallen zwei Strahlen, und es laBt sich leicht zeigen, daB diese zu
sammen zwei von einem dunkeln Zwischenraum getrennte Kegelmantel bilden 
mussen l ). Ein wesentlicher Unterschied zwischen nicht absorbierenden, nicht 
aktiven Kristallen einerseits und aktiven ·Kristallen andererseits besteht jedoch 
bezuglich des Polarisationszustandes der beiden yom POGGENDORFFschen dun
keln Kreis getrennten, hellen Lichtringe. Wiihrend bei nicht aktiven Kristallen 
zwei Punkte der Lichtringe, die auf demselben Radius liegen, gleichen Polari
sationszustand besitzen, ergibt die Theorie bei aktiven Kristallen2), daB die zu 
zwei gleichartig polarisierten Punkten der beiden Lichtringe gezogenen Radien 
einen kleinen Winkel miteinander bilden; wird in der Tat das Ringsystem durch 
einen drehbaren Analysator beobachtet, so zeigt sich, daB diejenigen Stellen, 
an welchen der auBere und der innere Ring ausgeloscht werden, nicht auf dem
selben Radius liegen, sondern etwas gegeneinander verschoben sind 3). 

Die auBere konische Refraktion der nicht absorbierenden, nicht aktiven 
Kristalle beruht nach den Ausfuhrungen der Ziff. 37c) auf dem Vorhandensein 
der konischen Doppelpunkte, d. h. auf der Selbstdurchdringung der Strahlen-

1) w. VOIGT, Phys. ZS. Bd.6, S. 789. 1905. 
2) w. VOIGT, Ann. d. Phys. Bd. 18, S.692. 1905. 
3) Von W. VOIGT (Ann. d. Phys. Bd. 18, S. 678. 1905) bei Rohrzucker und Wein

saure beobachtet. 
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flache in ihren Schnittpunkten mit den Biradialenrichtungen; da diese Eigen
schaft nach dem in Ziff. 108b) gesagten bei der inneren Schale der Strahlen
flache der aktiven Kristalle auftritt, so bleibt bei ihnen die auBere konische 
Refraktion erhalten. 

c) Interferenzerscheinungen an Platten nicht absorbierender, 
aktiver Kristalle im polarisierten Lichte. . 

£x) Interferenzerscheinungen im senkrecht auffallenden, parallelen, linear 
polarisierten Lichte. 

116. Interferenzerscheinungen einer senkrecht zu einer Binormale ge
schnittenen Platte eines nicht absorbierenden, aktiven Kristalls. Wir wenden 
uns in dieser und der folgenden Ziffer den Interferenzerscheinungen zu, welche 
nicht absorbierende, aktive Kristallplatten im senkrecht auffallenden, parallelen, 
linear polarisierten Lichte zeigen. 

Wird eine senkrecht zu einer Binormale geschnittene, planparallele Platte 
eines nicht absorbierenden, aktiven KristaUs zwischen zwei Polarisatoren ge
bracht und mit senkrecht auffallendem, weiBem, parallelem Lichte beleuchtet, 
so erscheint das Gesichtsfeld bei jeder beliebigen Stellung des Analysators ge
fiirbt; die Interferenzfarbe andert sich nicht, wenn man die Platte bei festge
haltenen Polarisatoren in ihrer Ebene dreht, wohl aber, wenn die Platte fest
gehalten und entweder der Polarisator oder der Analysator fur sich allein 
gedreht wird. 

Diese zuerst von ARAG01) bei einer senkrecht zur optischen Achse geschnit
tenen Quarzplatte beobachtete Erscheinung ist eine Folge der Dispersion 
des Drehungsvermogens. Wir sehen von den durch Reflexionen an den Be
grenzungsflachen der Platte hervorgerufenen Schwachungen ab und bezeichnen 
mit w das Azimut der Schwingungsrichtung des Analysators gegen jene des 
Polarisators, mit /X;.. das der Wellenlange lo entsprechende Drehungsvermogen 
der Platte und mit d ihre Dicke; die Schwingungsrichtung des Lichtes von 
der Wellenlange 10 besitzt dann nach dem Austritt aus der Platte gegen die 
Schwingungsrichtung des Polarisators ein Azimut u, welches offenbar durch 

u = w =F ()I,A.d, 

gegeben ist, wobei das obere oder das untere Vorzeichen gilt, je nachdem die 
Platte rechts- oder linksdrehend ist. 

1st )D(J..) die Amplitude des Lichtvektors der aus dem Polarisator austreten
den Welle von der Wellenlange lo, so ist ihre nach der Schwingungsrichtung 
des Analysators genommene Komponente beim Austritt aus der Platte 
)D(.I..) cos (w =f /XA.d); die dieser Wellenlange entsprechende Teilintensitat h. des 
aus dem Analysator austretenden Lichtes betragt daher nach (32) 

];.. = {)D(A.) cos(w =f /X,\.d)}2 . 

Die Gesamtintensitat des aus dem Analysator austretenden Lichtes wird infolge
dessen 

J = 2: {~(Ao) cos(w =f /X;'od)}2, (360) 

wobei die Summierung tiber samtliche in dem auffallenden weiBen Licht ent
haltenen WellenIa.ngen zu erstrecken ist. 

1) F.ARAGO, Mem. de la classe des Scienc. math. et phys. del'Inst.1811 (1). S.117; 
CEuvr. compI. Bd. X, S. 56. Paris-Leipzig 1858. 
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Die spektrale Intensitatsverteilung von J (und damit die Interferenzfarbe) 
andert sich also, entsprechend der ARAGOschen Beobachtung1), mit w und auBer
dem mit d; sie ist aber unabhangig yom Azimut der Platte, da dieses in (360) 
uberhaupt nicht vorkommt. Fiir zwei urn nJ2 auseinanderliegende Werte w 
erhalt man, wie ebenfalls schon von ARAGO feststellt wurde, komplementare 
Interferenzfarben, da die Summe der den beiden Analysatorstellungen ent
sprechenden Intensitaten nach (360) gleich 1: ~(l.)· ist, also dieselbe spektrale 
Intensitatsverteilung besitzt wie das auf die Platte fallende weiBe Licht. 

DaB die den einzelnen Wellenlangen "0 entsprechenden Teilintensitaten 
verschieden stark geandert werden, laBt sich durch spektrale Zerlegung des 
yom Analysator durchgelassenen Lichtes zeigen. 1st z. B. etwa w = 0 (d. h. 
liegen die Schwingungsrichtungen der beiden Polarisatoren parallel), so mussen 
in dem Spektrum alle diejenigen Wellenlangen "0 fehlen, fUr welche 

{X) •• d = (2m + 1) ~ (m = 0, 1, 2, ... ) 

ist; das Spektrum wird daher von dunkeln Streifen durchzogen, deren Anzahl p mit d 
zunimmt. Fiir ein bestimmtes, durch die Wellenlangen "01 und "02 begrenztes Spek
tralintervall ("01 < "02) ist p gleich der Anzahl derjenigen ungeraden Zahlen. die 

zwischen 21 1X1 .. 1 d und 211X'!02 I d liegen; damit in diesem Spektralintervall dunkle 
:If :If 

Streifen iiberhaupt auftreten konnen, muB daher die Plattendicke d eine gewisse 

untere Grenze besitzen, welche (bei I {Xl .. I < I {x,! .. I) durch -2~ gegeben ist. 
IXAOl 

Andert man das Analysatorazimut und erteilt ihm einen von Null verschie
denen Wert w, so verschieben sich die dunkeln Streifen, da jetzt nach (360) die-

jenigen Wellenlangen fehlen, fiir welche {X; .• d = (2m + 1) ~ ± wist; wegen des 

Dispersionsgesetzes (358) tritt die Streifenverschiebung daher nach der kurzwelligen 
bzw. langwelligeren Seite des Spektrums hin ein, je nachdem die Anderung 
von w im selben bzw.entgegengesetzten Sinne erfolgt wie das Drehungsvermogen. 
Hierauf beruht eine von BROCH 2) angegebene Methode zur Bestimmung der 
Dispersion des Drehungsvermogens. 

Der Vergleich von (360) mit (261) zeigt bei Beriicksichtigung des Dispersions
gesetzes (359), daB die Interferenzfarben, welche eine senkrecht zu einer Bi
normale geschnittene Platte eines aktiven Kristalls im parallelen weiBen Lichte 
zwischen gekreuzten Polarisatoren zeigt, ganzlich verschieden sind von den 
Interferenzfarben, welche eine doppelbrechende Platte eines nicht aktiven Kri
stalls unter gleichen Umstanden aufweisP). 

Bei zunehmender Plattendicke d gehen auch die Interferenzfarben der 
aktiven Kristallplatte in immer mattere Tone und schlieBlich in ein WeiB hOherer 
Ordnung [vgl. Ziff. 72c)] uber; doch tritt letzteres erst bei einer Plattendicke 
auf, die erheblich groBer ist als bei einer nichtaktiven, doppelbrechenden Platte. 
Die Abhangigkeit der Interferenzfarben einer senkrecht zu einer Binor
male geschnittenen Platte eines aktiven Kristalls von der Plattendicke d kann 
man am einfachsten iibersehen, indem man einen durch einen Glaskeil zu einer 
planparallelen Platte erganzten Kristallkeil, des sen eine Keilebene senkrecht 

1) Dber die bei Anderung von w auftretende Farbenfolge vgl. A. WENZEL, Centralbl. 
f. :'\Iin. 1919, S.236; C. PULFRICH, ZS. f. Instrkde. Bd.44, S.261. 1924. 

2) O. J. BROCH, Doves Repertor. d. Phys. Bd.7, S. 113. 1846. 
3) Eine vergleichende Untersuchung der Interferenzfarben im parallelen, polarisierten, 

weiBen Lichte bei einer senkrecht und einer parallel zur optischen Achse geschnittenen Quarz
platte wurde von TH. LIEBISCH nnd A. \VENZEL (Berl. Ber. 1917, S.3) ausgefUhrt. 
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zur Binormale liegt, zwischen gekreuzte Polarisatoren bringt und mit weiBem, 
parallelem Lichte beleuchtet; die den einzelnen Keildicken zugeordneten Inter
ferenzfarben erscheinen dann in kontinuierlicher Folge nebeneinander1), 

117. Empfindliche Farbe; SOLEILsche Doppelplatte. Besitzt die Kristall
platte bei der in Ziff. 116 besprochenen Anordnung eine solche Dicke, daB das 
aus dem Analysator austretende Licht die im auffallenden weiBen Licht enthaItenen 
Wellenlangen maximaler Intensitat nicht enthalt, so tritt eine Interferenzfarbe 
auf, welche den Dbergang zu den Nachbarfarben besonders deutlich zeigt2); 
sie ist ein Violett. welches dem bei doppelbrechenden Platten auftretenden Violett 
zweiter Ordnung [vgl. Ziff. nd)] ahnlich ist und auch hier als empfindliche 
Farbe bezeichnet wird. Bei Beleuchtung mit Sonnenlicht, dessen maximalste 
Intensitat bei der Wellenlange 20 = 550 m flliegt, muB demnach die empfindliche 
Farbe bei gekreuzten (bzw. parallelen) Polarisatoren bei derjenigen Plattendicke d 
auftreten, fUr welche iXAo~550' d=n(bzw. = ;) ist; fur Quarz betragt d=7,50 mm 

(bzw. = 3,75 mm)3). Eine geringe Drehung des Analysators aus der gekreuzten 
(bzw. parallelen) SteHung heraus bewirkt einen Umschlag des empfindlichen 
Violett in Rot bzw. Elau, je nachdem diese Drehung im Sinne der durch die 
Platte hervorgerufenen Drehung der Polarisationsebene bzw. im entgegengesetz
ten Sinne erfolgt4). 

Kittet man zwei nebeneinanderliegende, senkrecht zur optischen Achse· 
geschnittene Quarzplatten zusammen, welche beide gleiche, der empfindlichen 
Farbe entsprechende Dicken d besitzen und von welchen die eine rechts- und 
die andere linksdrehend ist, so zeigt die so erhaltene sogenannte SOLEILsche 
Do p pel pIa t t e 5) bei Beleuchtung mit wei Bern Lichte zwischen zwei Polari
sat oren nach (360) nur dann gleich violett gefarbte Halften, wenn die 
Schwingungsrichtungen der Polarisatoren gekreuzt (bzw. parallel) sind; eine 
geringe Drehung einer der beiden Polarisatoren bewirkt sofort, daB die eine 
Halfte in Rot und die andere in Blau umschlagt. Die SOLEILsche Doppelplatte 
kann daher benutzt werden, urn die Schwingungsrichtung des Analysators 
genau senkrecht (bzw. parallel) zur Schwingungsrichtung der auffallenden, linear 
polarisierten Welle zu stellen und findet bei den Methoden zur Messung der 
Drehung der Polarisationsebene Verwendung 6). 

Befindet sich eine SOLEILsche Doppelplatte zwischen gekreuztem Polarisator 
und Analysator und wird zwischen ersterem und die SOLEILsche Platte noch 
eine doppelbrechende Kristallplatte gebracht, so k6nnen, wie in Bd. XIX ausge
fUhrt wird, bei Beobachtung mit weiBem Lichte die beiden Halften nur dann 
gleichmaBig violett erscheinen, wenn die Hauptschwingungsrichtungen der doppel
brechenden Platte mit den Schwingungsrichtungen der gekreuzten Polarisatmen 
zusammenfallen. Die SOLEILsche Doppelplatte laBt sich daher nach BERT-

1) Uber die Interferenzfarben bei Kristallen mit geringer optischer Aktivitltt (z. B. 
Natriumchlorat) vg!. TH. LIEBISCH u. A. WENZEL, Ber!. Ber. 1917, S.803. 

2) A. WENZEL, Phys. ZS. Bd. 18, S.472. 1917; vgl. auch Ziff. 72d). 
3) Vg!. hierzu F. E. WRIGHT, The methods of petrographic-microscopic research, S. 137. 

Washington 1911 (Carnegie Institut. of Washington, Public. Nr.158). 
4) Die Farbenfolge bei der Drehung des Analysators ermoglicht es, rechts- und links

drehende Platten voneinander zu unterscheiden; eine Quarzplatte z. B. ist rechts- bzw. links
drehend, je nachdem (bei einer Platte von etwa 2 mm Dicke) die Reihenfolge Blau, Purpur, 
Gelb, GelbweiB, WeiB bei einer Drehung des Analysators (aus der gekreuzten Stellung heraus) 
im Sinne eines positiven bzw. negativen Drehungsvermogens erfolgt (vgl. C. PULFRICH •. 
ZS. f. Instrkde. Bd.44, S.263. 1924). 

5) J. SOLEIL, C. R. Bd. 20, S.1805. 1845. 
6) Vgl. hierzu den Abschnitt tiber Polarimetrie in Bd. XIX ds. Handb. 
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RANDl) auch zum Nachweis von gering en Doppelbrechungen, sowie 
zur Ermittlung der Ausloschungsrichtungen einer Kristallplatte be
nutzen 2). 

Erfolgt die Beleuchtung mit monochromatischem Lichte, so hat man bei 
Verwendung der SOLEILschen Doppelplatte statt auf gleiche Farbung, auf 
gleiche Intensitat der beiden WHften einzustellen; die Einstellungsgenauigkeit 
wird nach NAKAMURA 3) urn so groJ3er, j e geringer die Dicke der Platte ist (bei 
NAKAMURA 0,04 mm). 

fJ) Interferenzerscheinungen im konvergenten, polarisierten Lichte. 
118. Eine nicht absorbierende, aktive Kristallplatte im konvergenten, 

elliptisch polarisierten Lichte. Wir betrachten in dieser und den folgenden 
Ziffern die Interferenzerscheinungen, we1che eine planparallele Platte eines 
aktiven Kristalls im konvergenten, polarisierten Lichte zeigt4). Diese Erschei
nungen wurden zuerst von AIRY 5) bei einer senkrecht zur optischen Achse 
geschnittenen Quarzplatte beobachtet, aber nur unvollstandig auf Grund un
richtiger Annahmen erklal t. 

Zur Darstellung der Erscheinungen gehen wir aus von dem Falle, daJ3 eine 
ebene, elliptisch polarisierte, monochromatische Welle eine planparallele Platte 
eines nicht absorbierenden aktiven Kristalls senkrecht durchsetzt und dann 
durch einen Analysator hindurchgeht 6); die Begrenzungsebenen der Platte sollen 
gegen die Binormalen zunachst beliebige Neigung besitzen. 

Wir legen das rechtwinklige Rechtssystem x', y', z' so, daJ3 die positive 
z'-Achse mit der Wellennormalenrichtung £l der auffallenden Welle und somit 
mit der Plattennormale zusammenfallt. Die x' y' -Ebene legen wir in diejenige Be
grenzungsebene der Platte, auf we1che die Welle auffallt; die x'-Achse und y'
Achse lassen wir mit den Richtungen zusammenfallen, we1che bei verschwin
dender Aktivitat des Kristalls die Hauptschwingungsrichtungen b' und b" der 
Platte sein wurden [vgl. Ziff.100a)]. 

1st m der Lichtvektor der auffallenden elliptisch polarisierten Welle von 
der Frequenz w und bezeichnen ~ und 'YJ die Richtungen der Hauptachsen 
ihrer Schwingungsellipse, so konnen wir fur die nach ~ und 'f} genommenen 

1) E. BERTRAND, ZS. f. Krist. Bd. 1, S. 69.1877; Bull. soc. mineral. Bd. 1, S.26. 1878; 
eine Doppelplatte mit variierbarer Empfindlichkeit bei F. E. WRIGHT, Sill. Journ. (4) Bd.26, 
S. 377. 1908; vgl. wegen der Einzelheiten den Abschnitt fiber die Messung elliptisch polari
sierten Lichtes in Bd. XIX ds. Handb. 

2) F. E. WRIGHT, Sill. Journ. (4) Bd. 26, S.349. 1908; The methods of petrographic
microscopie research. S. 137. Washington 1911 (Carnegie Institut. of Washington, Public. 
Nr.158); G.SZIVESSY u. CL.MuNSTER, ZS. f. Phys. Bd.47, 5.357.1928. Uber andere 
Methoden zur Bestimmung der Ausloschungsrichtungen vgl. Ziff. 75 a). 

3) S. NAKAMURA, Centralbl. f. Min. 1905, S. 267; Proc. Tokyo Math.-Phys. Soc. (2) Bd. 4. 
S.26. 1907. 

') Reproduktionen photographischer Aufnahmen dieser Interferenzerscheinungen bei 
H. HAUSWALDT, Interferenzerscheinungen im polarisierten Lichte, 3. Reihe, Taf.17-23. 
Magdeburg 1908. 

6) G. AIRY, Trans. Cambro Phil. Soc. Bd.4, 5.79 u. 199. 1833; eine eingehende Dar
stellung der AIRYSchen Entwicklungen findet sich bei F. NEUMANN, Vorlesungen iiber 
theoret. Optik, Herausgeg. von E. DORN. 5.244. Leipzig 1885. 

6) J . WALKER, The analytical theory of light, S. 361. Cambridge 1904; H. JOACHIM, 
N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 21, 5.630. 1906. Der allgemeinere Fall des Durchganges einer 
elliptisch polarisierten Welle durch n iibereinander liegende aktive Kristallplatten wurde 
von O. GALL (ebenda Bd.38, 5.685. 1915) behandelt; fiir die folgenden Betrachtungen 
genfigt die Behandlung des Falles n = 1 bzw. n = 2. 

Beobachtungen fiber die Interferenzerscheinungen bei Plattenkombinationen, be
stehend aus senkrecht zur optischen Achse geschnittenen, rechts- und linksdrehenden 
Quarzplatten, hat TH. LIEBISCH (Berl. Ber. 1916, 5.870) angesteUt. 
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Komponenten von '1) in der Ebene z' = 0 die folgenden Ausdrticke (vgl. Rap. 4 

ds. Bandes) '1)~ = 1$5lcos'/ji'e-iwt, '1)'1 = -il$5lsin'/ji'e-iwt (361) 

ansetzen, wobei durch tg'/ji' = k' die Elliptizitat der Welle bestimmt ist. 
1m Inneren der Platte zerlegt sich die auffallende Welle nach dem in 

Ziff. 100a) ausgefUhrten in zwei entgegengesetzt elliptisch polarisierte Wellen 
von gleicher Elliptizitat k = tg'/ji mit gekreuzten Schwingungsellipsen von 
entgegengesetztem Umlaufssinn, deren groBe Achsen die durch I)' und I)" be
stimmten Richtungen haben; sind '1)(1) und '1)(2) die Lichtvektoren dieser beiden 
Wellen, so haben wir fUr ihre Komponenten in der Ebene z' = 0 

'1)~) = 1'1)(1)1 COS'lp e-iwt , '1)~J = i 1'1)(1)1 sin'/ji e- irot , } 

'1)~) = 1 '1)(2) 1 sin'/ji e- irot , '1)~) = -i 1 '1)(2) 1 cos'/ji e- irot ; 
(362) 

von diesen Wellen ist bei positivem k (d. h. 0 < '/ji < n12) die mit (1) bezeich
nete links-, die mit (2) bezeichnete rechtselliptisch polarisiert. 1st u der Winkel 
zwischen positiver ~-Achse und positiver x'-Achse, so folgt aus (361) und (362) 

'1)~J + '1);) = '1); cos u - '1)'1 sin u , 

oder 
'1)~J + '1)~ = '1).; sin u + '1)'1 cosu 

i '1)(1) i coS'/ji + i '1)(2) i sin'/ji = i $51 (COS'/ji' cosu + i sin 1// sin tt) , 

1 '1)(1) 1 sin'/ji - 1 'l)(2) i cos'/ji = -I $51 (sin '/ji' cosu + i COS'/ji' sin u); 

hieraus ergibt sich 

['1)(1)1 = I~I {cosucos('/ji + '/ji') - isinusin('/ji - '/ji')}. } 

1'1)(2) i = 1 ~I {cosu sin('/ji + '/ji') + i sinu cos('/ji - '/ji')}. 
(363) 

Von den beiden Wellen (362) erhii.1t die rechtselliptisch polarisierte Welle gegen
tiber der linkselliptisch polarisierten beim Durchschreiten der Rristallplatte eine 
Phasendifferenz LI, die durch (330) gegeben ist. 1st W das Azimut der Schwin
gungsrichtung des Analysators gegen die positive x'-Achse und '1)A die nach 
dieser Schwingungsrichtung genommene Romponente des Lichtvektors der aus 
der Platte austretenden Welle, so haben wir 

i'1)Ai = {(i '1)(1) i cos'/ji + iS5l2li sin'lpe- iLl ) cosw + i(i '1)(1) I sin'/ji } 
(364) - i i '1)(2) i cOS'/ji e-iLl) sinw} e- i(rot- e'), 

wobei die Phasendifferenz s' nur durch die Entfernung des Analysators von der 
Rristallplatte bedingt wird. 

Die Intensitat 1 der aus dem Analysator austretenden Welle ergibt sich 
nach (33) durch Multiplikation der rechten Seite von (364) mit ihrem konjugiert 
komplexen Werte. 1st \~ \2 = 10 
die Intensitat der auffallenden Welle, so ergibt sich demzufolge aus (364) mit 
Rticksicht auf (363) fUr 1 nach einiger Umformung1) der Ausdruck 

J = Jo{sin2 '/ji' + cos2'/ji' [(cos(w - u) cos~ + sin (w - u) sin 2'/ji sin ~ r 
+ cos2(w + u) cos22'/jisin2 ~] - sin 2 '/ji'COS 2 '/ji (cos 2w sin2'/ji sin2 ~ (365) 

. . LI LI)} + sm2ws1ll 2 cOs 2 . 

1) Vgl. z. B. J. WALKER, The analytical theory of light, S.362. Cambridge 1904. 
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Dieses unter der Voraussetzung senkrecht auffallenden, parallelen, 
elliptisch polarisierten Lichtes gewonnene Ergebnis laBt sich auch fUr den Fall 
schwach konvergenten, elliptisch polarisiertenLichtesverwenden, wofern man 
(vgl. hierzu Ziff. 80) nur so kleine Einfallswinkel benutzt, daB der Unterschied 
der Brechungswinkel r1 und r2 der beiden aus einer schrag einfallenden Welle 
durch Brechung entstehenden Wellen vernachlassigt werden kann, d. h. r1 = r2 

= r gesetzt werden darf. In dies em FaIle stellt dann (365) eine Naherungs
formel fUr die Intensitat des aus dem Analvsator austretenden Lichtes dar. 

119. Interferenzerscheinungen einer s~nkrecht zur optischen Achse ge
schnittenen Platte eines optisch einachsigen, nicht absorbierenden, aktiven Kri
stalls im konvergenten, linear polarisierten Lichte. Urn die Interferenzerschei
nungen zu erhalten, welche eine Platte eines nicht absorbierenden, aktiven Kri
stalls im kon vergen ten, linear polarisierten Lichte zeigt, haben wir in 
dem Ausdruck (365) 1jJ' = 0 zu setzen und erhalten dann fur die Intensitat des 
aus dem Analysator austretenden Lichtes 

J = J 0 [{cos (w -u) cos4 +sin (w - u) sin 21jJ sin ~ r + cos2(w+u) cos2 21jJ sin2~] . 
Nun ist w - u = ?' das Azimut der Schwingungsrichtung des Analysators gegen 
die Schwingungsrichtung der auffallenden linear polarisierten Welle; fur den 
letzten Ausdruck konnen wir daher auch 

J = J 0 [( cos y cos ~ + sin y sin 21jJ sin ~ r + cos 2 (2 w - y) cos 2 21jJ sin 2 ~] (366) 

schreiben. 
Wir betrachten jetzt eine Platte eines nicht absorbierenden, aktiven, op

tisch einachsigen Kristalls, welche senkrech t zur optischenAchsegeschnitten 
ist; bei einer solchen ergibt sich fur die Phasendifferenz LI der beiden zum 
selben Einfallswinkel gehorenden, im Kristall durch Brechung entstandenen 
Wellen aus (344) und (346) der Ausdruck 

A - ~ - ± -~ \ ,/ 02 + (2 ~)2 ! • 
- cosr - cosr V 0 I ' 

hierin bedeutet r den (nach Ziff. 118 fur die beiden gebrochenen Wellen an
genahert gleichen) Brechungswinkel, ~ das Drehungsvermogen und d die Dicke 
der Platte. Fur Go kann bei Heranziehung von (331) (bl = b2 = r, n~ + nf; an
genahert gleich n l + n3) 

o 27T(1 ") 27T( )'2 o = To no - no = 20 nl - n3 sm r (368) 

geschrieben werden; hierbei darf man bei hinreichend schwacher Konvergenz der 
auffallenden Wellennormalen an Stelle des Brechungswinkels r in erster An
naherung den Einfallswinkel i setzen. In (367) ist gemaB Ziff. 103 das 0 bere 
oder das untere Vorzeichen zu nehmen, je nachdem 00 negativ oder 
positiv ist, d. h. je nachdem der Kristall positiv oder negativ ein
achsig ist; es genugt offenbar einen dieser beiden Falle zu behandeln. 

Wir fUhren die weitere Rechnung fur den Fall eines positiv einachsigen 
Kristalls durch, der z. B. bei Quarz zutrifft und betrachten zuerst die beiden 

Sonderfalle ?' = 0 und y = ; , dann den allgemeinen Fall 0 < y < ~i- bzw. 
;-, 

2 < y < Jl. 

a) Parallele bzw. gekreuzte Polarisatoren. Die beiden Falle )' = 0 

und y = ; sind realisiert, wenn sich die senkrecht zur optischen Achse gc-

Handbuch der Physik. XX. 54 
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schnittene Platte des positiv einachsigen, aktiven KristaIls zwischen parallelen 
bzw. gekreuzten Polarisatoren im konvergenten, monochromati-

schen Lichte befindet; bezeichnen wir die dem FaIle y = ° bzw. y = ~ ent

sprechende Intensitat des aus dem Analysator austretenden Lichtes mit III 
bzw. J.L' so folgt aus dem Intensitatsausdruck (366) 

IiI =10 (cos24 + cos 22wcos221j1sin2 ~), 
bzw. 

Da III + 1.L = 10 ist, so sind die Interferenzerscheinungen m den beiden 

Fallen y = ° und y = ~ [ebenso wie bei einer Platte eines nicht absorbieren

den, nicht aktiven Kristalls (vgl. Ziff. 70)] komplementar; d. h. diejenigen 
Stellen des Interferenzbildes, die im einen Falle hell sind, sind im anderen Falle 
dunkel und umgekehrt; es geniigt daher, einen der beiden Falle zu behandeln. 

etwa den Fall y = ~ . 

Dal.L flir L1 = 2mn (m = 0, 1, 2, ... ) verschwindet, so treten bei gekreuzten 
Polarisatoren ganz dunkle kreisfOrmige Ringe auf; ist r der Brechungswinkel, 
der zu einem Punkte eines solchen dunklen Kreises geh6rt, so ist der Radius 
des Kreises in der Projektion des Interferenzbildes (vgl. Ziff. 81) offenbar d tgr. 
wofiir wegen der Kleinheit von r auch d sinr geschrieben werden darf. Die 
Radien der dunkeln Kreise sind somit nach (367) und (368) durch 

• 2 - _ )'0 111(2m"')2 4 2 smr- ---/X. 
2", (nl - na) d 

bestimmt. Der Wert m = m1 des innersten Ringes ist die kleinste positive Zahl, 

die der Bedingung m> IXd geniigt; flir den hten Ring ist m = h+m1 . Das Gesetz 
'" der Kreisdurchmesser ist somit ein ganz anderes als jenes, welches nach Ziff. 86b) 

bei einer senkrecht zur optischen Achse geschnittenen Platte eines nichtabsor
bierenden, nicht aktiven Kristalls zwischen gekreuzten Polarisatoren im kon
vergenten, monochromatischen Lichte auftrittl). 

In hinreichender Entfernung yom Mittelpunkt des Gesichtsfeldes weich en 
die Wellennormalenrichtungen der gebrochenen Wellen betrachtlich von der 
Richtung der optischen Achse ab. Hier wird nach (34) die Elliptizitat k der 
im Kristall fortschreitenden Wellen und daher auch 1j1 sehr klein, 1.L nimmt 
daher auf den zu den Schwingungsrichtungen der Polarisatoren parallelen Durch-

messern (w = 0, W = ~, W = n, W = 32"') den kleinsten Wert 10 sin 2 21j1sin2~
an. Es tritt also im Interferenzbild ein dunkles Kreuz auf, ahnlich wie bei 
einer senkrecht zur optischen Achse geschnittenen Platte eines optisch ein
achsigen, nicht aktiven Kristalls [Ziff. 86b)]. Dasselbe wird aber hier nach 
dem Mittelpunkte des Gesichtsfeldes zu immer schwacher; im Mittelpunkte 
selbst, wo die beiden in Richtung der Plattennormale fortschreitenden Wellen 

1) Das Gesetz der Kreisdurchmesser, welche eine senkrecht zur optischen Achse 
geschnittene Quarzplatte zwischen gekreuzten Polarisatoren in monochromatischem, kon
vergentem Lichte zeigt, wurde von J. C. Me CONNEL (vgl. S. 817, Anm.4) zur experimen-
tell en Prufung der Beziehung (335) benutzt. . 



Zifi. 119. Interferenzerscheinungell bei aktiven Kristallen. 851 

zirkular polarisiert sind und somit k = tg1jJ = ±1 (1jJ = ± =) ist, verschwindet 
es ganz, da dort die Intensitat 

J -J . 2A 
-L - oSIll 2 

und damit unabhangig von jedem Azimut w wird. 
Eine schematische Darstellung des Interferenzbildes zeigt Abb. 30. 

b) Beliebig gestellte Polarisatoren. Die FaIle 0 < y <; bzw. 

~ < y < n sind verwirklicht, wenn sich die Kristallplatte im konver

gen ten, monochroma tischen Lichte zwischen Polaris a toren befin
det, die weder parallel noch gekreuzt sind. 

£x) Allgemeine Intensitatsverteilung im 
In t e rf ere n z b i 1 d. J verschwindet nach (366), wenn 
jeder Summand fiir sich verschwindet, d. h. wenn 

:n: 
w=±4+Y (369) 

A _ ctgy ( ) 
tg 2 Sin21f' 370 

und 

ist. Es treten daher bei beliebig gestellten Polarisatoren 
keine ganz dunkeln Kurven auf; vollige Dunkelheit 
herrscht vielmehr nur in denjenigen Punkten, in weIchen 
die durch (369) bestimmten Radien von den durch (370) 
bestimmten Kreisen geschnitten werden. 

Auf den Kreisen, deren Punkte der Phasendifferenz 
L1 = 2mn (m = 0, 1, 2, ... ) entsprechen, wird die Inten
sitat J nach (366) 

J = Jocos 2y, 

A 
A 

->P 

Abb.30. Schema der Inter· 
ferenzfigur einer senk· 
recht zur optischen Achse 
geschnittenen Platte eines 
optisch einachsigen, akti
yen Kristalls zwischen ge
kreuzten Polarisatoren im 
konvergenten Lichte. (P 
Schwingungsricbtung des PoIa· 
risators. A Schwingungsrich. 

tung des AnaIysators.) 

besitzt also denselben Wert wie bei nicht vorhandener Kristallplatte. 
fJ) Interferenzbild in der Nahe des Mittelpunktes des Ge

sichtsfeldes. In der Nahe des Mittelpunktes des Gesichtsfeldes 
ist L1 nur wenig verschieden von dem Werte im Mittelpunkte selbst; in diesem 

ist aber tg 1p = ±1 und lp = ±~" wir erhalten daher 

J=JoCOS2(~' =fY), (371) 

wobei nach Ziff. 101 c) das obere oder das untere Vorzeichen zu nehmen ist, je 
nachdem die Platte aus einem linksdrehenden oder einem rechtsdrehenden 
Kristall besteht. Der mittlere Teil des Gesichtsfeldes erscheint daher von auf
einanderfolgenden hellen und dunke1n, nahezu kreisformigen Linien durchzogen, 
deren Radien sich angenahert durch die Bedingung 

A :n: . 
2=fy=(2m+1)2- ' L1=±2y+(2m+1)n (m=0,1,2, ... ) 

bestimmen und sich andern, wenn entweder der Analysator oder der Polari
sat or fUr sich allein gedreht wird. Erfolgt eine soIche Drehung im Sinne 
wachsender y, so nimmt die Phasendifferenz Ll zu oder ab, je nachdem der 
Kristall links- oder rechtsdrehend ist. Da nun nach (367) Ll mit r zunimmt 
(falls, wie wir voraussetzen, der Kristall positiv einachsig und somit das obere 
Vorzeichen zu nehmen ist), so ergibt sich, daB bei der angegebenen Anderung 
von y die (durch dsinr gegebenen) Radien der dunkeln kreisformigen 

54* 
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Linien bei einer linksdrehenden Kristallplatte zunehmen und bei 
einer rechtsdrehenden abnehmen 1). 

1st die Plattendicke hinreichend groB, so folgt mit Hilfe von (367) und 
(368), daB dann die dunkeln kreisformigen Linien dicht beieinander liegen ; ist 
aber die Plattendicke sehr gering, so entsteht ein groBeres, nahezu gleichformiges 
mittleres Gesichtsfeld. Da im Mittelpunkte nach (367) (r = 0, b = 0) LI = 2d (X 

ist, so wird dort nach (371) J _ J 2 ( dO -:c ) 
- oCos (X T Y o 

Urn die Intensitatsverhaltnisse in der unmittelbaren Nahe des Mittel
punktes zu ubersehen, denken wir uns den Analysator so gestellt, daB der Mittel
punkt selbst vollkommen dunkel wird; dies ist nach der letzten Gleichung dann der 

Fall, wenn y = ± (X d + ~ ist, wobei das obere oder untere Vorzeichen gilt, je 

nachdem die Kristallplatte links- oder rechtsdrehend ist. Fur Punkte in der 
Nahe des Mittelpunktes wird dann das erste Glied in dem IntensWitsausdruck 
(366) sehr klein und die Intensitat annahernd gegeben durch 

J = Jocos2(2w - y)cos22"lpsin2 ~; 
sie wird ein Maximum fur 

2w -y = ±mn, 

und ein Minimum fUr 

~ , mJl 
w = t ± T (m = 0, 1, 2,.0.) 

2w - y = ± 2m 2+ 1 , )' 2m + 1 
W ="2 ± - 4- n (m = 0,1,2, .. 0)' 

1m mittleren Teil des Gesichtsfeldes erscheint somit bei dieser Stellung des 
Analysators ein rechtwinkliges dunkles Kreuz, von dem ein Arm dadurch 
gegeben ist, daB er den Winkel zwischen der Schwingungsrichtung P des 

, , 

p 

Abb.31. Schema der Inter· 
ferenzfigur im mittleren 
Teile des Gesich tsfeldes 
einer sehr dunnen, senk. 
recht zur optischen Achse 
geschnit tenen Pia tte eines 
optisch einachsigen, akti· 
ven Kristalls im konvergen. 
ten,~linear polarisierten Lichte 
bei solcher Stellung des Analy· 
sa tors, daB der Mittelpunkt des 
Gesichtsfeldes vollstandig dun· 
kel ist. (PSchwingungsrichtung 
des Polarisators, A Schwin· 
gungsrichtung des Analysators ; 
A' zu A senkrechte Richtung.) 

Polarisators und der zur Schwingungsrichtung A des 
Analysators senkrech ten Rich tung A I halbiert. Wird der 
Analysator aus dieser Stellung herausgedreht, so 16st sich 
das dunkle Kreuz in vier dunkle Flecken auf. Dieses 
Verhalten laBt sich gut beobachten, wenn die Platte sehr 
dunn ist, weil sich dann ihre Phasendifferenz innerhalb 
eines groBen Gebietes nur wenig von dem Werte im 
Mittelpunkte unterscheidet und die angegebene Inter
ferenzfigur eine groBere Ausdehnung besitzt, wie aus 
der schematischen Abb. 31 zu ersehen isto 

y) Interferenzfigur in dem vom Mittel 
punkte entfernteren Gebiete; quadratisch e 
Kurven. In dem vom Mittelpunkte entfernteren 
Gebiete, fUr dessen Punkte die ElliptizWi.t k = tg"lp der 
zu einem bestimmten Brechungswinkel r gehorenden 
Wellen merklich von 1 verschieden ist, sind die dunkeln 
Kurven bestimmt durch 

oj (b . 0 • 02J) 
oLl = ° el poslhvem OLl2 . (372) 

Bei nicht zu geringer Plattendicke kann fUr die Punkte der zu bestimmenden 
Kurve die Elliptizitat tg"lp in erster Annaherung konstant gesetzt werden; 

1) Diese Methode zur Bestimmung des Drehungssinnes einer Kristallplatte Hi.Bt sich 
auch noch bei so groBen Plattendicken verwenden, bei der die S. 846, Anm. 4 angegebene 
Methode versagt. 
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man erhiilt dann aus (366) und (372) fur die in diesen Punkten geltende 
Phasendifferenz die Bedingung 

t LI = sin2,psin2y_ 
g 1 - sin2Y(1 + sin221jJ) - cos221jJcos2(2w - )') . 073} 

1st etwa tg'lf' positiv, also der Kristalllinksdrehend und auBerdem ° < y < ;, 

so hat tgLl in bezug auf y ein Maximum fur w = ; + ~:n: (m = 0, 1, 2, ... ), ein 

Minimum fur w =f + ~m/~7l(m = 0, 1, 2, .. . ). Urn nun die fUr das lnter

ferenzbild maBgebenden dunkeln Kurven zu erhalten, beschreibt man um den 
Mittelpunkt Meinen Kreis und verlangert dessen Radien urn Betrage, die 
mit dem Azimut w variieren; dieselben besitzen ihre gr5Bten Werte in den 
Halbierungslinien der Winkel zwischen den Schwingungsrichtungen von Polari
sator MP und Analysator MA, ihre kleinsten Werte in den zu diesen Halbie
rungslinien unter 45 0 geneigten Richtungen. Die dunkeln Kurven haben daher 
quadratische Form mit ausspringenden, abgerundeten Ecken, die in unserem 

Falle(tg'lf'>o;O<y<~)beiw=~+~Jl p p 

(m = 0,1,2, .. . ) liegen; sie werden als "qua- A 

dratische Kurven" bezeichnet. 
1st der Kristalliinksdrehend und ~ < y < 7l, 

so liegen die ausspringenden Ecken bei w = ~ 
2m+ 1 

+-4-n (m=0,1,2, ... ). 

Bei einem linksdrehenden Kristall und ver
tikal gedachter Schwingungsrichtung P des 
Polarisators liegen somit die Ecken der quadra

" b 

Abb.32. Quadratische Kurven. 
a linksdrehender, b rechtsdrehender Kristall 
(P Schwingungsrichtung des Polarisators, 
A Schwingungsrichtung des Analysators. ) 

tischen Kurven wie in Abb. 32a angegeben, d. h. eine Ecke liegt in dem links 
an P grenzenden Oktanten; bei einem rechtsdrehenden Kristall (tg'lf' negativ) 
haben sie in diesem FaIle die in Abb. 32b veranschaulichte Lage, d. h. eine 
Ecke liegt in dem r e c h t 5 an P grenzenden Oktanten. 

Die lntensitat einer quadratischen Kurve folgt aus (366), indem man fUr 
LI den durch (373) bestimmten Wert einfUhrt; man erhalt 

J = {O{COS2y + sin2ysin22'IjJ + cos2(2w - y)cos22'IjJ 

- y(cos2y - sin2ysi~22~p- =--cos2(2w - y)coS22'IjJ)2 + sin22'IjJsm22y} 

und dieser Ausdruck erreicht seine Maxima fur w = -~ + ~n und seine Minima 

fUr w = f + 2m/ 1 7l (m = 0,1,2, ... ). Bei einem linksdrehenden Kristall be

sit zen daher die Ecken gr5f3te oder geringste lntensitat, je nachdem ° < r < ~~ 

oder -i < y < 7l ist; bei einem rechtsdrehenden Kristall ist dieses Verhalten 

gerade umgekehrt. In Abb. 32 sind die lntensitatsminima durch stark aus
gezogene Stellen angedeutet. 

c) lnterferenzerscheinungen bei weif3em Lichte. Bei Beleuch
tung mit konvergentem, weif3em Lichte erscheint das lnterferenzbild gefiirbt; 
die entstehenden lnterferenzfarben werden durch das Zusammenwirken der 
Dispersion der optischen Aktivitat und der Dispersion der Doppelbrechung in 
komplizierter Weise beeinfluf3t1). 

1) TH. LIEBISCH U. A. WENZEL, Ber!. Ber. 1917, S. 777. 
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120. Interferenzerscheinungen einer senkrecht zur optischen Achse ge
schnittenen Platte eines optisch einachsigen, nicht absorbierenden, aktiven 
Kristalls im konvergenten, zirkular polarisierten Lichte. Wir spezialisieren 
jetzt das in Ziff. 118 besprochene Interferenzproblem, indem wir annehmen, 
daB das auffallende Licht zirkular polarisiert ist. 

Die Intensitat J des aus dem Analysator austretenden Lichtes erhalten 

wir dann, indem wir in dem allgemeinen Intensitatsausdruck (365) '!fJ' = =+= ~ 
4 

setzen; hierbei gilt, wie aus (361) ohne weiteres folgt, das obere Vorzeichen fUr 
links- und das untere fiir rechtszirkularpolarisiertes Licht. Es ergibt sich somit 
fiir J die Beziehung 

J J{ 1 ( . '2,1 .• ,1 L1)} = 0 2" ± cos2'!fJ cos2wsm2'!fJsm 2" + sm2wsm 2" cos 2" (374) 
oder 

J = {o {1 ± cos 2wsin2'!fJcos 2'!fJ =+= cos2'!fJ 1/sin22w + cos22wsin22'!fJ' cos (II - T)}, 
falls 

gesetzt wird. 

tg2w 
tgr = ---.-

sm21p 
(375) 

Die Behandlung des Interferenzproblems vereinfacht sich fiir den Fall, daB 
die Platte optisch einachsig und senkrecht zur optischen Achse geschnitten 
ist; fiir Ll ist dann der durch (367) und (368) bestimmte Wert einzusetzen. Wir 
behandeln dies en einfacheren Fall zuerst fiir einen linksdrehenden und dann 
fUr einen rechtsdrehenden Kristall. 

a) Linksdrehender Kristall. 1st der Kristalllinksdrehend, so ist [vgl. 
Ziff. 101 c)] k = tg'!fJ positiv. Nehmen wir in (374) etwa das obere Vorzeichen, 
also a uffallendes linkszirkular polarisiertes Lich t, so erhalten wir als 
Bedingung fUr die dunkeln Kurven 

Ll = T + 2mn (m = 0, 1, 2, ... ); 

im mittleren Teile des Gesichtsfeldes, in we1chem sich der Polarisationszustand 
der zu einem Brechungswinkel r geh6renden Wellen nur wenig yom zirkularen 
unterscheidet, kann auBerdem angenahert sin2'!j1 = 1 gesetzt werden, so daB 
die letzte Gleichung mit Riicksicht auf (375) die Form annimmt 

Ll = - 2w + 2mn (m = 0, 1, 2, ... ). (376) 

Nun bedeutet w das Azimut der Schwingungsrichtung des Analysators gegen 
die positive x'-Achse (vgl. Ziff. 118); daher ist in (376) offenbar -w das Azimut, 
welches ein yom Mittelpunkt des Gesichtsfeldes zu einem Punkte der dunkeln 
Kurve gezogener Fahrstrahl mit der (als fest angenommenen) Schwingungs
richtung des Analysators bildet. Da nach (367) r gleichzeitig mit Ll zunimmt 
[falls wir wieder einen positiv einachsigen Kristall annehmen und daher in (367) 
das obere Vorzeichen benutzen], so folgt aus (376), daB r (und somit auch die 
Langel) dsinr des yom Mittelpunkte aus gezogenen Fahrstrahles) mit -w mo
noton wachst; die dunkeln Kurven sind somit zwei ineinandergewundene 
Rechtsspiralen (Abb.33), die im Mittelpunkte zusammenhangen. Es laBt 
sich leicht zeigen, daB die im Mittelpunkt 0 an die Spirale gezogene Tangente T 
mit der zur Schwingungsrichtung des Analysators senkrechten Richtung einen 

Winkel bildet, der gleich ~o ist, wobei Llo die Phasendifferenz der Platte im 

1) Die Lange des Fahrstrahles betragt dtgr, wofiir wegen der Kleinheit von r auch 
d sinr gesetzt werden darf [vgl. Ziff. 119 a)]. 
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Mittelpunkte bedeutet; im Mittelpunkte (r = 0, 0 = 0) folgt aber aus (367) 
i/o = 2cx.d, somit wird jener Winkel gleich der Drehung der Polarisationsebene 
einer parallel zur optischen Achse hindurchgehenden, linear polarisierten Welle 
von gleicher Frequenz. 

Die Intensitat der Spirale berechnet sich aus (374) und (376); verbleibt 
man in nicht zu groBer Entfernung vom Mittelpunkte des Gesichtsfeldes, so 
ergibt sich fUr die Intensitat in erster Annaherung 

(377) 

Die Intensitat ist somit auf der Spirale nicht konstant; ihre absoluten Minima 
sind nach (377) die Schnittpunkte mit denjenigen Kreisen, fUr deren Punkte 
die Phasendifferenz LI = (2m + 1)n (m = 0, 1, 2, ... ) ist. Bei der Anniiherung 
an den Mittelpunkt werden die Spiralen immer undeutlicher. 1m Mittelpunkte 
selbst, in welchem jede parallel zur optischen Achse fortschreitende Welle zir-

kular polarisiert und folglich tg 1p = ± 1, 'I) = ± : ist, wird ] = ~o, somit 

ebenso groB wie bei uberhaupt nicht vorhandener Platte; in der Tat laBt diese 
die auffallende zirkular polarisierte Welle in Richtung der optischen Achse 
offenbar ungeandert durchgehen. A 

Man sieht nun leicht ein, daB in Wirklichkeit die ~ 
dunkeln Kurven eine von der Spiralform etwas abwei~ ~-......... 
ehende Gestalt besitzen mussen, da naeh (375) die zur 
Gleichung (376) benutzte Beziehung T = - 2w nur dann 

t 'l m:n: ( ) . . t d' 5 reng gl t, wenn w = 4 m = 0, 1, 2, ... 1st; IS lese 

Bedingung nicht erfUIlt, so ist T < 2w bzw. T> 2w, je 
hd . h m:n: d 2m + 1 b . h nae em W ZWISC en 2 un -- 4 -- - n, zw. ZWlse en 

2m + 1 d 2m + 1 l' B" k . ht' t d B - -4- n un - -2- n legt. erue SIC Ig man, a 

-w das Azimut eines Fahrstrahls gegen die Sehwingungs-
riehtung A des Analysators ist, so ergibt sich, daB in 
den von A aus im Sinne einer Rechtsdrehung gezahlten 
unger aden Oktanten die Phasendifferenz i/ und folglieh 
aueh der Fahrstrahl d sin r groBer ist als bei der Spirale 
der Abb. 33. Die dunkeln Kurven haben daher die Form 
sogenannter quadra tiseher Spiralen!). 

Abb.33. Schema der Inter
ferenzfigur einer senk
recht zur optischen Achse 
gescbnittenen Platte eines 
optisch einachsigen, akti
ven, linksdrehenden Kri
stalls im zirkula r polari
sierten Lich teo (A Schwin
gungsrichtung des Analystors J 

T Mittelpunktstangente.) 

1st das auffallende Licht rechtszirkular polarisiert, so ist in (374) das untere 
Vorzeichen zu nehmen. Die Bedingungsgleiehung fUr die dunkeln Kurven ergibt 
sieh dann zu A ) ( ) • 

LJ = - 2w + (2m + 1 n m = 0, 1, 2, . . . , 

diese sind somit von derselben Gestalt wie im FaIle auffallenden rechtszirkular 
polarisierten Liehtes, erscheinen aber in bezug auf die Schwingungsrichtung OA 
des Analysators urn einen Winkel von 90° gedreht. 

b) Rechtsdrehender Kristall. 1st der Kristall rechtsdrehend, so ist 
k = tg 1p negativ. Durch eine ganz entsprechende Betrachtung wie unter a) er
gibt sieh, daB die dunkeln Kurven dann zwei ineinandergewundene Lin k s
spiralen sind. 

1) E. MASCART, Trait6 d'optique Bd. II, S.318. Paris 1891; Reproduktionen photo
graphischer Aufnahmen bei H. HAUSWALDT, Interferenzerscheinungen an doppeltbrechenden 
Kristallplatten im konvergenten polarisierten Lichte, Taf. 14. Magdeburg 1902. Uber die 
geometrische Konstruktion der quadratischen Spiralen vgl. H. JOACHIM, N. Jahrb. f. Min. 
Beil. Bd. 21, S.640. 1906. 
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Zusammenfassend konnen wir somit sagen, daB der Windungs
sinn der Spiralen nur vom Vorzeichen des Drehungsvermogens 
der Kristallplatte und nicht vom Umlauf sinn des auffallenden zir
kularpolarisierten Lichtes abhiingtl). 

121. AIRysche Spiralen. Wir wenden uns jetzt der Betrachtung des zuerst 
von AIRy2) untersuchten bemerkenswerten Falles zu, daB konvergentes, linear 
polarisiertes, monochroma tisches Licht durch zwei aufeinander
liegende, senkrecht zur optischen Achse geschnittene, gleich dicke 
Platten eines optisch einachsigen, aktiven Kristalls hindurchgeht, 
von welchen die eine rechtsdrehend und die andere linksdrehend ist. 

Beziiglich der Reihenfoige nehmen wir an, daB etwa die erste Platte 
linksdrehend ist. Das Koordinatensystem x', y', z' wahlen wir so, daB die 
positive z'-Achse mit der Wellennormalenrichtung 5 def auffallenden Welle und 
die positive x'- und y'-Achse mit den Richtungen zusammenfallen, welche bei 
fehlender Aktivitat die Hauptschwingungsrichtungen b' und b" der Platte sein 
wiirdep [vgl. Ziff. 1QOa)]. Die x'y'-Ebene soll in derjenigen Plattenebene liegen, 
auf welche das Licht auffa11t. 

Das aus der ersten Platte austretende Licht besteht dann nach dem in 
Ziff. 100a) ausgefiihrten aus zwei entgegengesetzt elliptisch polarisierten Wellen, 
deren Hauptachsen parallel zur x-Achse und y'-Achse liegen und deren Licht
vektoren ~(l) und ~(2) die Komponenten 

~~} = 1~(l)lcosV'riwt, 

besitzen, wobei k = tgV' die gemeinsame Elliptizitat der beiden Wellen ist und 
L1 die Phasendifferenz bedeutet, welche die rechtselliptisch polarisierte Welle (2) 
gegen die linkselliptisch polarisierte Welle (1) beim Durchgang durch die Platte 
erhalten hat. 

1st ~ der Lichtvektor der auf die Platte fallenden linear polarisierten Welle 
und 'Ii das Azimut seiner Schwingungsrichtung gegen die positive x'-Achse, so 
hat man auBerdem 

I :Il(l) I = I :Ill (cosu coslp - i sin u sin 11'), I 
1:Il(2) I = ! :Ill (cosu sin 11' + i sin u cosV' ) . 

(379) 

In der zweiten, rechtsdrehenden Platte fii.lIt offen bar b' mit der y' -Achse 
und b" mit der x' -Achse zusammen; beim Eintritt in diese Platte zerlegt sich 
das Licht in zwei entgegengesetzt elliptisch polarisierte Wellen mit den Licht
vektoren ~(l)' und ~(2)1I. Die nach den Koordinatenachsen genommenen Kom
ponenten der beiden Wellen sind 

:Il~)' = j ~(1)' I cosV' riwt, 

:Il~!' = I ~(2)'1 simp riwt, 

:Il~)' = - ij :Il(l)'l sin V' e- iwt , 

:Il:}' = il:Il(2)'1 cosV' riwt ; 

(380) 

(381) 

hierbei bestehen nach (378), (380) und (381) zwischen 1~(1)1, 1:Il(2) I ' 1:Il(l)' I und 
I :Il(2)' I die Verkniipfungsgleichungen 

I :Il(1)' I cos 11' + j :Il(2)' j sin 11' = I :Il(l) I cos V' + I ~(2) I sin V' ei .1 , 

I :Il(l)' I sin 11' - I :Il(l!)' I cos V' = - I ~(l) I sin V' + I :Il(2) I cos V' ei.1 , 
-----

. 1) Uber eine andere Herleitung der in dieser Ziffer besprochenen Beziehungen vgl. 
TH. LrEBIS'CH, Berl. Ber. 1918. S.821. 

2) G. B. AIRY, Trans. Cambro Phil. Soc. Bd. 4, S. 111. 1832. 
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Ill(lj 'l = I ;3)(1) I cos2 1p + I 'Il(2) I sin21jJ eiLl , 

I ;:D(2)'1 = I ~(1) I sin21J1 - I 'Il(2) I COS 2tp eiLl 
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I 
Beim Durchgang durch die zweite, gleich dicke Platte erHihrt die links

elliptisch polarisierte Welle (381) gegen die rechtselliptisch polarisierte Welle 
(380) die Phasendifferenz il, sodaB die nach den Koordinatenachsen genommenen 
Komponenten des Lichtvektores beim Austritt aus der Platte 

sind. 

SD:~!' = I ~(l)' ! cos1jJ e -iwt, 

;:D~2! = is!)(2)'! sin1jJe- i (OJt-.J), 

'Il~!' = - i I 'Il(l)' I sin 1jJ rimt 

'Il~! = i I 'Il(2)' I cos1jJe-i(wt-Ll) 

Geht das Licht schlieBlich durch einen Analysator und ist w das Azimut 
seiner Schwingungsrichtung gegen die positive x'-Achse, ferner 'IlA die nach 
dieser Schwingungsrichtung genommene Komponente des Lichtvektors der aus 
der zweiten Platte austretenden resultierenden Welle, so hat man 

;3) A = {(I 'Il(l)' I cos tp + I ;3)(2}' I sin tp ei Ll ) cos W 

- i (J~(1}'1 sin tp - I 'Il(2)' I cos'fJ' eiel ) sin w} e-i(wt- e') , I 
wobei die Phasendifferenz e' nur von der Entfernung des Analysators von den 
Kristallplatten abhiingt. 

Die Intensitat 1 der aus dem Analysator austretenden Welle ergibt sich 
nach (33) durch Multiplikation der rechten Seite von (383) mit ihrem konjugiert 
komplexen Werte; fiihrt man diese Multiplikation durch, indem man die durch 
(379) und (382) gegebenen Werte von I ~(l) I, I 'Il(2)!, I 'Il(l)'! und i 'Il(2)'1 benutzt, 
so erhalt man nach einiger Umformung1) 

J = JO{COS2 (W - u) - 4cos22tpsin2 ~ [sin2usin2wcos2 ~ I 
(384) 

. ( ) . . Ll A + . 2 • 2 Ll]} + SIll 2 w + U SIll 2 tp SIll "2 cos "2 cos 2 U cos 2 W SIll 21jJ SIll -2 ' 
wobei 

Jo= 1~12 
die Intensitat der auf die erste Platte fallenden linear polarisierten, monochro
matischen Welle ist, 

Wir betrachten jetzt den speziellen Fall w - U = ~, der reallsiert ist, 

wenn die beiden entgegengesetzt drehenden, gleich dicken Platten sich bei mono
chromatischer, konvergenter Beleuchtung zwischen gekreuzten Polarisa toren 
befinden; man gewinnt dann aus (384) flir die Intensitat des aus dem Analy
sat~r austretenden Lichtes den Ausdruck 

J = 410 (sin2 2u + cos2 2u sin2 2 tp) cos2 21jJ sin2 ~ sin2 (~ + T)' (385) 

wobei 

gesetzt ist, 

tg2U tgT = - ,----
5m21/-' 

(386) 

Nach (385) verschwindet 1 im Falle gekreuzter Polarisatoren fUr L1 = 2mn 
(m = 0, 1, 2, ... ); es existiert also jedenfalls ein System dunkler Kurven, 

1) Vgl. z, B. ], WALKER, The analytical theory of light, S,367, Cambridge 1904. 
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welches aus jener Schar konzentrischer Kreise besteht 1), die auch im FaIle einer 
einzelnen Platte auftreten [vgl. Ziff. 119a)]. 

Nun verschwindet J nach (385) aber auch fUr ,,1 = 2mn - 2r; setzt man 
niiherungsweise tg'lp = 1 und sin2'lp = 1, was in der Niihe des Mittelpunktes 
des Gesichtsfeldes gestattet ist, weil hier die Wellen nahezu parallel zur opti
schen Achse fortschreiten und daher nach Ziff. 101 a) zirkular polarisiert sind, 
so erhalt man mit Hilfe von (386) eine zweite Schar dunkler Kurven, fUr welche 
die Bedingung ,,1 = 2mn + 4u 

gilt. Hieraus folgt, daB ,,1 [und nach dem in Ziff. 119 gesagten auch die Ent
fernung d sinr eines Kurvenpunktes vom Mittelpunkt des GesichtsfeldesJ zu
unimmt, wenn u zunimmt. Nun bedeutet u das Azimut der Schwingungs
richtung des Polarisators gegen die positive x'-Achse; folglich ist - u das 
Azimut, welches der vom Mittelpunkt des Gesichtsfeldes zum Kurvenpunkt 

A 
gezogene Fahrstrahl mit der (als fest angenommenen) 
Schwingungsrichtung des Polarisators bildet. Das 
zweite System der dunkeln Kurven besteht somit aus 
vier Linksspiralen, die durch eine Drehung von je 90 0 

ineinander ubergefUhrt werden konnen (Abb. 34). Es 
-....++-~:---.:~ ... ol- .-> p liiBt sich zeigen, daB die Mittelpunktstangenten der 

Abb. 34. AIRYSche Spiralen. 
(P Schwingungsrichtung des Polari· 
sators, A Schwingungsrichtung des 
Analysators. TT und T'T' Mittel
punktstangenten. bdunkleBuschel.) 

Spiralen T T und T'T' gegen die Schwingungsrich-

tung P des Polarisators die Azimute _ Ao und !.!... _ .10 
4 2 4 

besitzen, wobei [vgl. Ziff.120a)] ,,10 = 2rxd die (mit dem 
richtigen Vorzeichen genommene) doppelte Drehung 
der Polarisationsebene ist, welche eine parallel zur 
optischen Achse fortschreitende, linear polarisierte 
Welle gleicher Frequenz beim Durchgang durch eine 
der beiden Platten erfahren wiirde. A 

In der Niihe des Mittelpunktes des Gesichtsfeldes nehmen sin 2_ und 
2 

sin 2 (~ + r) gleiche Werte an, wenn r = ±m n ist, d. h. wenn u = =F ~'" wird 

(m = 0, 1, 2, ... ) Hieraus folgt, daB diejenigen Punkte, in welch en die Spi
ralen von den dunkeln kreisformigen Kurven geschnitten werden, auf Geraden 
liegen, die mit den Schwingungsrichtungen des Polarisators P und des Analysators 
A zusammenfallen. Da aber in Wirklichkeit die ElliptizWit tg'lp und somit 
auch sin 2'lp auBerhalb des Mittelpunktes von 1 verschieden ist, so muB nach 

(386) r graBer bzw. kleiner als - 2u werden, je nachdem m ; < u < 2m 4+ 1 n bzw. 
2m + 1 m + 1 . t . W' kl' hk . h'd d h d' S . 1 d' --4- n < u < ~-2~n IS ; m lr IC elt SC nel en a er Ie plra en Ie 

dunkeln kreisformigen Kurven unter Winkeln, die graBer sind als die bei der 
schematischen Niiherungszeichnung der Abb. 34 dargestellten 2). 

1) Das Vorhandensein dieser Kreise (vgl. z. B. die Reproduktionen photographischer 
Aufnahmen bei H. HAUSWALDT, Interferenzerscheinungen an doppeltbrechenden Kristall
platten im konvergenten, polarisierten Lichte, Taf. 15. Magdeburg 1902) widerlegt eine 
von G. QUESNEVILLE (C. R. Bd. 121, S. 522. 1895; Sur la double rMraction elliptique et la 
tetrarMringence du quartz dans Ie voisin age de l'axe. Paris 1898; Theorie nouvelle de la 
polarisation rotatoire. Paris 1903) auf Grund besonderer Vorstellungen fiber die Licht
ausbreitung in aktiven Kristallen aufgestellte Theorie, nach welcher die dunkeln Kreise 
fehlen mfiJ3ten. 

2) Vgl. z. B. die Reproduktionen photographischer Aufnahmen bei H. HAUSWALDT, 
Interferenzerscheinungen an doppeltbrechenden Kristallplatten im konvergenten, polarisier
ten Lichte, Taf. 15. Magdeburg 1902. Uber die geometrische Konstruktion der wahren 
Form der Spiralen vgl. H. JOACHIM, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 21, S.644. 1906. 
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Bei sehr kleiner Elliptizitiit tg'IjJ, d. h. in den yom Mittelpunkte entfernteren 
Gebieten des Gesichtsfeldes, wird die Intensitat nach (385) ein Minimum fur 

1£ = ± ~ :n; in dem yom Mittelpunkte entfernteren Teile des Gesichtsfeldes 

treten daher dunkle Buschel b auf, we1che parallel zu den Schwingungsrich
tungen von Polarisator P und Analysator A liegen. 

Geht das auffallende Licht zuerst durch eine rechtsdrehende und dann durch 
eine linksdrehende Platte, so kehrt tg'IjJ und somit auch "I' das Vorzeichen urn; 
dies wirkt sich bei dem vorhin behandelten Interferenzbilde dahin aus, daB die 
auftretenden Spiralen Rechtsspiralen werden. 

Die beschriebenen Spiralen werden nach ihrem Entdecker als AIRYSche 
Spiralen bezeichnet; man kann sie verwenden, urn das Vorhandensein von 
Zwillingsverwachsungen von rechts- und linksdrehendem Quarz in 
senkrecht zur optischen Achse geschnittenen Quarzplatten festzustellen. 

Erfolgt die Beleuchtung statt mit monochromatischem mit weiBem Lichte, 
so horen die dunkeln Kurven auf, isochromatische Kurven zu sein und es treten 
durch die Ubedagerungen der Dispersionen der Doppelbrechung und der 
optischen AktivWit komplizierte Farbenerscheinungen aufl). 

Die Erscheinung der AIRyschen Spiralen HiBt sich auch an einer einzelnen 
Platte erhalten, indem man diese auf den unteren horizontalen Spiegel eines 
NORRENBERGSchen Polarisationsapparates2) legt; in diesem Falle verhalt sich 
das in das Auge des Beobachters gelangende Licht so, als ob es auBer der ge
gebenen Platte noch eine zweite, mit ihr spiegelbildliche Platte (d. h. also eine 
gleich dicke Platte von entgegengesetztem Vorzeichen des Drehungsvermogens) 
durchsetzt hatte. Diese Anordnung wird benutzt, urn festzustellen, ob eine 
optisch einachsige, aktive Platte genau senkrecht zur optischen Achse ge
schnitten ist, was sich an der regelmaBigen Gestalt der auftretenden AIRyschen 
Spirale zu erkennen gibt3). 

122. Interferenzerscheinungen bei Platten aus optisch zweiachsigen, nicht 
absorbierenden, aktiven Kristallen im konvergenten, polarisierten Lichte. 
a) Konvergentes, linear polarisiertes Licht. Urn die Interferenzerschei
nungen zu erhalten, we1che eine optisch zweiachsige, aktive Kristallplatte im 
konvergenten, monochromatischen, linear polarisierten Lichte zeigt4), hat man 
von dem allgemein gultigen Intensitatsausdruck (366) auszugehen. Fur die 
Phasendifferenz LI tritt dabei an Stelle von (367) gemaB (346) die Beziehung 

LI = ±~ iydf+(2g)2 i , (387) cosr ' 

wobei sich fUr die gewohnliche Doppelbrechung (lo bei Heranziehung von (331) 
(no + no angenahert gleich n l + ns) 

(lo = ~.7l (nl - na) sinbl sinb2 (388) 
I,D 

ergibt; hierin sind bl und b2 die Winkel, we1che die Wellennormalenrichtung 
der gebrochenen Welle mit den Binormalen bildet. In erster Annaherung kann 
man den skalaren Parameter der Gyration g von bl und b2 unabhangig an
nehmen; bei hinreichend kleinen Einfallwinkeln der konvergent auffallenden 
Wellennormalenrichtungen darf man ferner fur die beiden zu i gehorenden 

1) Vgl. z. B. E. MASCART, Traite d'optique Bd. II, S. 322. Paris 1891; ferner TH. LIE-
BISCH u. A. WENZEL, Bed. Ber. 1917, S. 799. 

2) "Ober den NORRENBERGSchen Polarisationsapparat vgl. Kap.4 ds. Bandes. 
3) "Ober das Prinzip einer anderen Methode fiir diese Feststellung vgl. Ziff. 100b). 
4) H. C. POCKLINGTON, Phil. Mag. (6) Bd. 2, S. 365. 1901; H. JOACHIM, N. Jahrb. f. 

:.Ylin., Beil. Bd. 21, S.630. 1906; TH. LIEBISCH, Berl. Ber. 1918, S.831. 
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Brechungswinkel 11 und 12 der beiden gebrochenen Wellen naherungsweise 
11 = 12 = i setzen. 

Die Ergebnisse vereinfachen sich betrachtlich in dem FaIle, daB die Platten
ebene senkrecht zur ersten Mittellinie oder senkrecht zu einer der beiden Bi
normale liegt; wir fiihren sie im Folgenden ohne Beweis an. 

Liegt die Plattenebene senkrecht zur ersten Mittellinie, so sind 
Phasendifferenz LI und Elliptizitat tg1jJ auf CASSINIschen Ovalen konstant; 
die gegen die Schwingungsrichtung des Analysators gerechneten Azimute -w 

und - w + ~ der Ellipsenachsenrichtungen il' und nil (vgl. Ziff. 118) sind auf 

gleichseitigen Hyperbeln konstant, welche durch die Binormalenspuren gehen. In 
groBerer Entfernung yom mittleren Teile des Gesichtsfeldes, wo die Elliptizitat 
tg'IjJ und somit auch 1jJ klein ist, ist die Interferenzfigur identisch mit der bei 
nicht aktiven, zweiachsigen Platten auftretenden; in unmittelbarer Umgebung 
der Binormalenspur (und bei kleinem Binormalenwinkel im ganzen mittleren 
Teil des Gesichtsfeldes) fehlen aber die Isogyren. Bei gekreuzten Polarisatoren 
sind die den Phasendifferenzen LI = mn (m = 0, 1, 2, ... ) entsprechenden 
CASSINIschen Ovale ganz dunkel; dagegen besitzen die Binormalenspuren eine 
von der Plattendicke abhangige Intensitat, erscheinen aber bei einer bestimmten 
Analysatorstellung ebenfalls ganz dunkel. 

Liegt die Plattenebene senkrecht zu einer Binormale, so tritt in 
hinreichender Entfernung von der Binormalenspur, wo die gewohnliche Doppel
brechung die optische Aktivitat stark iiberwiegt [vgl. Ziff. 101 d)] dieselbe 
Interferenzfigur auf wie bei optisch zweiachsigen, nichtaktiven Kristallen; in der 
Nahe der Binormalenspuren fehlen aber die dunkeln Balken. Bei gekreuzten 
Polarisatoren sind die kreisformigen Ringe ganz dunkel, dagegen besitzt die 
Binormalenspur eine von der Plattendicke abhangige Intensitat, welche bei einer 
bestimmten Stellung des Analysators verschwindet; wird letztere geandert, so lost 
sich die dunkle Binormalenspur in zwei auseinanderriickende dunkle Flecken aufI). 

b) Konvergentes, zirkular polarisiertes Licht. 1st das auffallende 
Licht zirkular polarisiert, so bestimmt sich die Interferenzfigur wieder aus den 

Gleichungen (365), (387) und (388), wobei aber jetzt in (365) 1jJ' = ± : zu setzen 

ist. Bei einer senkrecht zur ersten Mittellinie geschnittenen Platte geht von 
jeder der beiden Binormalenspuren eine Spirale aus; beide Spirale entsprechen 
zusammen der in Abb. 33 dargestellten Doppelspirale. Bei einer senkrecht zu 
einer Binormale geschnittenen Platte sieht man dagegen nur eine Spirale2). 

c) AIRY s ch e S p i r al en. Zwei von den beiden optischen Antipoden 
(Ziff. 106) desselben optisch zweiachsigen Kristalls stammende Platten, die 
senkrecht zur selben Binormale geschnitten sind, zeigen die den AIRyschen 
Spiralen analoge Erscheinung, wenn sie zwischen gekreuzten Polarisatoren 
iibereinander liegen und mit schwach konvergentem Lichte beleuchtet werden3). 

Die Spiralen lassen sich aber auch an einer einzelnen Platte mittels des in 
Ziff. 121 erwahnten Spiegelungsverfahrens erhalten. 

1) Reproduktionen photographischer Aufnahmen bei H. DUFET, Bull. soc. mineral. 
Bd.27, Taf.2, Fig. 3. 1904 (Rhamnose); H. HAUSWALDT, Interferenzerscheinungen im 
polarisierten Lichte, 3. Reihe, Taf.26. Magdeburg 1908 (Rohrzucker); L. LONGCHAMBON, 
Bull. soc. mineral. Bd.45, Taf. 1, Taf.2 (Fig. 1,2), Taf.3. 1922 (Rohrzucker, Jodsaure). 

2) H. C. POCKLINGTON, PhiL Mag. (6) Bd. 2, S.369. 1901; H. JOACHIM, N. Jahrb. f. 
Min., Beil. Bd. 21, S. 643.1906. Reproduktionen photographischer Aufnahmen bei H. DUFET, 
Bull. soc. mineral. Bd. 27, Taf. 1 u. 2 (Fig. 4). 1904 (Rohrzucker, Rhamnose); L. LONGCHAM
BON, Bull. soc. mineral. Bd.45, Taf.2, Fig. 3. 1922 (Jodsaure). 

3) Reproduktionen photographischer Aufnahmen bei H. JOACHIM, N. Jahrb. f. Min., 
Beil. Bd. 21, Taf.34. 1906 (Rohrzucker). 
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IV. Optik absorbierender Kristalle. 
a) Optik absorbierender, nicht aktiver Kristalle . 

.x) Gesetze der Lichtausbreitung in absorbierenden, nicht aktiven Kristallen. 

123. Kontinuumstheorie der Optik absorbierender, nicht aktiver Kristalle. 
a) Grundeigenschaft der a bsorbierenden Kristalle. Ein absor
bierender Kristall ist dadurch gekennzeichnet, daB eine in ihm fortschreitende 
Lichtwelle eine Schwachung ihrer Intensitat erleidet, die mit der Lange des 
zuriickgelegten Weges zunimmt; diese Eigentumlichkeit hat zur Folge, daB 
die Amplitude des Lichtvektors der fortschreitenden Welle in Richtung der 
Wellennormale abnehmen muB. Wie wir schon in Ziff. 1 bemerkt haben, ver
mag die Kristallgittertheorie die Optik der absorbierenden Kristalle noch nicht 
zu umfassen, da eine befriedigende atomistische Theorie der Energiedissipation 
vorerst nicht existiert; man ist daher bei diesem Gebiete der Kristalloptik einst
weilen auf eine phanomenologische Darstellung angewiesen. 

b) Ansa tz der elektromagnetischen Lich ttheorie; Lei t
fahigkeitstensor. Wir iibergehen die nur noch formales Interesse bieten
den elastischen Theorien der Optik absorbierender Kristalle von VOIGT 1) und 
BOUSSINESQ2) und wenden uns gleich der elektromagnetischen Theorie 
zu. Nach dieser Theorie verschwindet bei einem absorbierenden K6rper der 
Leitungsstrom ~ (vgl. Ziff. 2) nur dann, wenn die elektrische Feldstarke ~ ver
schwindet; ferner sagt sie aus, daB die Verminderung der Energie einer im 
Inneren des absorbierenden K6rpers fortschreitenden elektromagnetischen Welle 
auf die J OULEsche Warmeentwicklung durch den Leitungsstrom zuruckzu
fUhren ist. Entsprechend dem OHMschen Erfahrungsgesetz fUr metallische Lei
tung wird ~ bei absorbierenden isotropen K6rpern mit ~ proportional ange
nommen und bei absorbierenden Kristallen als homogene, lineare Vektorfunktion 
von Q; angesetzp); bei einem so1chen Kristall haben wir daher in einem be
liebigen rechtwinkligen Rechtssystem x', y', z' zwischen ~ und Q; Verkniipfungs
gleichungen von der Form 

3x' = an G:x' + 0 12 Q;II' + 0 13 Q;z·, I 
Sy' = a2l {tx· + 0 22 Q;y' + °23 (tz· , 

3,· = 0 31 Q;x, + °32 Q;y' + 0 33 Q;z, • 

(389) 

Diese homogene lineare Vektorfunktion kann erfahrungsgemaB als symmetrisch 
angenommen werden"'), d. h. wir diirfen 0kl = alh (h, l = 1,2,3) setzen; ihre 
sechs Koeffizienten On, °22' °33 , 02~ = °32 , 031 = °13 , °12 = °21 werden als Leit
fahigkeitskonstanten bezeichnet und bilden die Komponenten eines sym
metrischen Tensors, des Leitfahigkeitstensors. 

1) W. VOIGT, Gottinger Nachr. 1884, S. 337; Wied. Ann. Bd. 23, S. 571. 1884; N. Jahrb. 
f. Min. 1885 (1), S. 119; Kompend. d. theoret. Phys. Bd. II, S. 565 u. 708. Leipzig 1896. 
Diese Abhandlungen von VOIGT sind der erste Versuch, eine Theorie der Optik absor
bierender Kristalle zu entwerfen; die alteren elastischen Theorien zur Darstellung der 
optischen Eigenschaften absorbierender l\Iedien (vgl. Kap. 6 ds. 13andes) bezogen sich auf 
isotrope absorbierende Korper. 

2) J. BOUSSINESQ, C. R. Bd. 136, S. 193, 272, 530 u. 581. 1903; Bd. 140, S. 401 u. 622. 
1905; Bd.152, S.1808. 1911; Bd.153, S.16. 1911. 

3) H. HERTZ, Gottinger Nachr. 1890, S. 116; Ges. Werke Bd. II, S. 219. Leipzig 1892; 
P. DRUDE, Gottinger Nachr. 1892, S. 399; B. BRUNHES, C. R. Bd. 120, S. 1041. 1895; Journ. 
de phys. (3) Bd. 5, S. 12. 1896. 

4) Vgl. z. B. \'Y. VOIGT, Lehrbuch der Kristallphysik, S.358. Leipzig 1910. 
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Die erste MAXWELLsche Feldgleichung (1) nimmt daher in einem absor
bierenden Kristall mit Riicksicht auf (38) und (389) in dem Koordinatensystem 
x', y', z' folgende Komponentendarstellung an 
l' . . 4.1l 
C (en ~x' + e12 ~y' + el3 ~z,) + c (all ~x' + a12 ~y' + a13 ~z,) = rotx' SJ. 

1 • • • 4.1l 
C (e21 ~x' + e22 ~y' + e23 ~z,) + c (a21 ~x' + 1122 ~y' + a23 ~z,) = roty'SJ. (}90) 

1 . . . 4.1l 
-~~+~~+~~+-~~+~~y'+~~=~SJ C C 

(elil = ea, alii = alii; h, l = 1,2,3). 

Fiihren wir in den Gleichungen (390) den durch (14) und (16) gegebenen An
satz fUr eine ebene, monochromatische, rein periodische Welle von der Frequenz w 
ein, so erhalten wir 

; (e3l + i4.1l;31) &x' + ; (e32 + i 4: 03Z) &y' + ; (e33 + i 4.1l;33) ~z, = rot.,SJ. 

Tragt man vom Koordinatenanfangspunkt. aus parallel zu jeder Wellen
normalenrichtung 5 eine Strecke ab, deren Lange gleich der reziproken Qua
dratwurzel des Ausdruckes 

(J = (Jn5;, + a225~, + (J335~, + 2(J23Sy'5z' + 2 (J315z,5x'. + 2a125:1>'511' 

ist, so erhalt man die Flache des Leitfahigkeitstensors. Sie ist eine zen
trische Flache zweiter Ordnung, deren Gleichung im Koordinatensystem X. y', z' 

1111 x'2 + 1122 y'2 + 113az'2 + 21123Y'z' + 2031 z'x' + 2012x'y' -1 = 0 (}92) 

lautet; ihre Hauptachsen heillen die Absorptionsachsen l ). 

c) Komplexe Koordinatentransformation. Die Absorptionsachsen 
fallen im allgemeinen mit den optischen Symmetrieachsen x, y, z nicht zu
sammen; will man daher ein rechtwinkliges Rechtssystem u, v, w finden, fUr 
welches das Gleichungssystem (391) die Form der Feldgleichung (9) annimmt, 
d. h. fiir welches es 

(}93) 

lautet, so kann dies nur durch eine Transformation 

u = PIX + Q1Y' + 1'1z', V = p 2x' + Q2Y' + 1'2z', } 

w = Pax' + Q3y' + 1'az' 
(394) 

geschehen, bei der die den bekannten Orthogonalitatsbedingungen geniigenden 
Koeffizienten PI' P2' ' .. 1'3 im allgemeinen komplexe GroBen sind2), die nur 
dann samtlich reell werden, wenn die Absorptionsachsen mit den optischen Sym
metrieachsen zusammenfallen (vgl. Ziff. 124). 

1) Diese Bezeichnung ist die allgemein fibliche; W. VOIGT gebrauchte sie in seinen 
spateren Abhandlungen [Gottinger Nachr. 1902, S. 51; Ann. d. Phys. Bd.9. S. 370. 1902; 
Bd.27. S. 1005. 1908J allerdings ffir die in Ziff.127 zu besprechenden Absorptionsbinormalen. 

2) P. DRUDE, Wied. Ann. Bd. 32, S. 598. 1887. 
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Schreibt man die Gleichungen (391) fUr die Koordinatenachsen u, v, w an 
und setzt dann die entsprechenden rechten Seiten von (391) und (393) ein
ander gleich, so erhaJt man drei homogene lineare Gleichungen in Cfu , Cfv , Cfw ; 

ihr gleichzeitiges Bestehen erfordert das Verschwinden ihrer Determinante und 
hieraus folgt, daB flo f2 und f3 die (im allgemeinen komplexen) Wurzeln der 
Sakulargleich ung 

=0 

sind, wahrend die komplexen Richtungskosinus p, q und r sich durch 9 Glei
chungen von der Form 

(395) 

( .4;0031) ( .4""032) ( .4""033 ') Pi ,C31 + 2 ~- + qi ,f32 + 2 ~ + ri c33 + 2 ---;- - f = 0 

(i = 1,2,3) 
bestimmen. 

d) Komplexe Hauptbrechungsindizes. Das Gleichungssystem (393) 
stimmt mit der Feldgleichung (9) formal iiberein, wenn zwischen den Feldvek
toren Q; und :tJ die Beziehungen 

~u=flQ;u, :tJv =f2 Q;v, :tJw =f3 Q;w (96) 

als Verkniipfungsgleichungen angenommen werden, welche den fUr nicht absor
bierende Kristalle geltenden Gleichungen (43) entsprechen; sie unterscheiden 
sich von dies en aber durch die komplexen Werte fl' f2' f3' die wir als die 
komplexen optischen Ha uptdielektrizi ta tskons tan ten bezeichnen. 

Die Gleichungen (9), (10), (11), (12) und (96) beschreiben somit die Aus
breitung einer ebenen, monochromatischen Lichtwelle in einem homogenen ab
sorbierenden, nicht aktiven Kristall; sie sind formal vollig identisch mit den 
fUr nicht absorbierende, nicht aktive Kristalle geltenden Gleichungen, nur daB 
an Stelle der dart auftretenden reellen optischen Hauptdielektrizitatskonstanten 
CI' C2' C3 hier die komplexen Konstanten fl' f2' f3 getreten sind. Die durch 

(397) 

bestimmten komplexen GroBen n I , n 2 und n3 heiBen die komplexen Haupt
brechungsindizes. 

1m folgenden werden wir zuweilen einen komplexen, symmetrischen Tensor 

zu betrachten haben, dessen Komponenten ~2 (h, 1 = 1,2, 3) in einem belie-
n hl 

bigen rechtwinkligen Rechtssystem x', y', z' mit den komplexen Hauptbrechungs
indizes nv n 2 und na durch Transformationsformeln zusammenhangen, welche 
aus den Formeln (157) hervorgehen, falls in dieser die reellen Richtungskosinus 
IXv •.. Ya durch die komplexen Richtungskosinus der Achsen u, v, w gegen 
die Achsen x', y', z', und die reellen Hauptbrechungsindizes n l , n2, n3 durch die 
komplexen Hauptbrechungsindizes n l , n 2, n3 ersetzt werden. Die Hauptachsen 
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der zu diesem Tensor gehorenden Flache fallen somit mit u, v, w zusammen 

d · H t 'd 1 1 1 un seme aup werte sm 2' 2' 2' n, n 2 no 
124. Zahl der optischen Parameter bei absorbierenden, nicht aktiven Kri

stallen. Wahrend das optische Verhalten eines nicht absorbierenden, nicht 
aktiven Kristalls durch die optischen DielektrizWitskonstanten (d. h. durch die 
Komponenten des optischen Dielektrizitatstensors, vgl. Ziff. 8) bestimmt ist, 
treten zu diesen bei einem absorbierenden, nicht aktiven Kristall noch die Kom
ponenten des Leitfahigkeitstensors hinzu. 

Die Gesamtzahl der optischen Parameter reduziert sich aber auch hier 
wieder durch das Auftreten von Symmetrieelementen. Legen wir das optische 
Symmetrieachsensystem wie in Ziff.23, so ergibt sich fUr absorbierende nicht
aktive Kristalle folgende Ubersicht: 

I. Triklines System. Die Lage der optischen Symmetrieachsen und der 
Absorptionsachsen ist beliebig; die Flache des optischen Dielektrizitatstensors (40) 
und die des Leitfahigkeitstensors (392) besitzen je drei ungleiche Hauptachsen. 
Es existieren zwolf optische Parameter, namlich 

II. Monoklines Sys tern. Die z-Achse und eine Absorptionsachse fallen 
zusammen, somit wird C23 = C31 = 023 = 0 31 = 0; die Flache des optischen 
Dielektrizitatstensors (40) und die des Leitfahigkeitstensors (392) besitzen je drei 
ungleiche Hauptachsen. Man hat acht optische Parameter, namlich 

III. Rhombisches System. Die optischen Symmetrieachsen und die 
Absorptionsachsen fallen zusammen 1), somit ist C23 = C3l = C12 = 023 = 0 31 = 0 12 = o. 
Die Flache des optischen Dielektrizitatstensors (40) und die des Leitfahigkeits
tensors (392) besitzen je 3 ungleiche Hauptachsen. Sechs optische Parameter, 
namlich 

IV. Trigonales System. Die optischen Symmetrieachsen und die Absorp
tionsachsen fallen zusammen, somit wird C23 = C3l = C12 = 0 23 = 0 31 = 0 12 = O. 
Die Flache des optischen Dielektrizitatstensors (40) und die des Leitfahigkeits
tensors (392) sind Rotationsflachen mit der z-Achse (optischen Achse) als ge
meinsame Rotationsachse, daher ist weiterhin en = C22 und au = 0 22 , Es 
existieren vier optische Parameter, namlich 

V. Tetragonales System. Wie IV. 
VI. Hexagonales System. Wie IV. 
VII. Kubisches System. Die optischen Symmetrieachsen und die Absorp

tionsachsen fallen zusammen, somit wird C23 = C3l = C12 = 0 23 = 0 31 = 0 12 = o. 
Die Flache des optischen Dielektrizitatstensors (40) und die des Leitfahigkeits
tensors (392) sind Kugeln, daher ist weiterhin Cll = C22 = C33' all = 022 = 033' 

Wir haben, wie bei isotropen Korpern, zwei optische Parameter, namlich 

Cll = C22 = C33 = C und an = 0 22 = 0 33 = 0. 

1) Die Abweichungen der Lagen beider Achsensysteme, welche P. DRUDE CWied. Ann. 
Bd.34, S.489. 1888) bei dem rhombisch kristallisierenden Antimonit festgesteUt zu haben 
glaubte, bestehen in Wirklichkeit nicht; vgl. hierzu E. C. MULLER, N. Jahrb. f. :Min., Beil. 
Bd. 17, S.225. 1903. 
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Wir bemerken noch, daB die bei den Systemen I und II vorhandene Ab
weichung der Lage des Absorptionsachsensystems yom optischen Symmetrie
achsensystem betrachtlich sein kann1). 

125. Elektronentheorie der Optik absorbierender Kristalle. Eine von der 
Kontinuumstheorie deutlich verschiedene phanomenologische Darstellung der 
Optik absorbierender, nicht aktiver Kristalle gibt die Elektronen theorie 2). 

Nach dieser wird jedes der in den Molekiilen eines K6rpers enthaltenen Elek
tronen, falls diese durch ein auBeres elektrisches Feld bewegt werden, an seine 
Gleichgewichtslage durch eine quasielastische Kraft gebunden, die als homo
gene, lineare, symmetrische Vektorfunktion der Verriickung aus der Gleichge
wichtslage angesetzt wird; die Koeffizienten der Vektorfunktion sind die Kom
ponenten des quasielastischen Krafttensors, dessen TensorfHiche die 
optischen Symmetrieachsen als Hauptachsen hat. 

AuBerdem wird angenommen, daB der Bewegung jedes Elektrons eine 
dampfende Kraft entgegenwirkt, die eine homogene, lineare, symmetrische Vek
torfunktion der Elektronengeschwindigkeit ist. Die Koeffizienten dieser Vek
torfunktion sind die Komponenten des Dampfungstensors, dessen Tensor
flache die Absorptionsachsen als Hauptachsen hat, die mit den in Ziff.123 b) 
unter dies em Namen eingefiihrten Achsen identisch sind. 

Es seien nun x', y', z' die Koordinaten eines Elektrons zu einem bestimm
ten Zeitpunkte in einem beliebigen rechtwinkligen Rechtssystem bei Einwirkung 
einer zeitlich veranderlichen au.i3eren elektrischen Feldstarke Q;; xo, Yo, zO seien 
die Koordinaten seiner Gleichgewichtslage. Fiir die Komponenten der durch cr 
hervorgerufenen Verriickung aus der Gleichgewichtslage haben wir dann 

I , fJ " " lX = X - Xo , = y - Yo , )' = z - zo . 

Sind in den Molekiilen des betreffenden K6rpers verschiedene Elektronen
gattungen vorhanden, die wir durch den Index i voneinander unterscheiden und 
bedeutet Ni die in der Volumeinheit enthaltene Zahl der Elektronen einer 
bestimmten Gattung i, ferner ei die Ladung eines einzelnen Elektrons dieser 
Gattung, so besitzt das durch die auBere elektrische Feldstarke 0; erzwungene 
elektrische Moment der Volumeinheit ~ des K6rpers die Komponenten 

~"" = 1:, Ni ei ()(,i , ~y' = 1:, Ni ei fJi , ~z' = 1:, Ni em • (398) 
iii 

Indiesen Ausdriicken ist die Summierung iiber samtliche Elektronengattungen 
zu erstrecken. 

Die Bewegungsgleichungen eines zur Gattung i geh6renden Elektrons lauten 
nun nach dem vorhin Gesagten 

miiii + alli 1Xi + aU.!]i + a13d'i + 111ilXi + 112ifJi + 113i)'i = eiQ;x" I 
mi~i + a 21i ~i + a22i~i + a 23i ~i + 121i lXi + 122ifJi + 123i)'i -: eiQ;y" (399) 
mi)'i + a31i lXi + a32ifJi + a3Si)'i + 131i lXi + IS2ifJi + Issi)'i - eiQ;z" 

-----
1) W. VOIGT, Gettinger Nachr. 1896, S. 254; Wied. Ann. Bd. 60, S. 562. 1896 (Axinit 

[triklin]); J. EHLERS, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 11, S.297. 1897 (Kobalt-Kupfersulfat, 
Kobalt-Kaliumsulfat, Kobalt-Ammoniumsulfat [monoklin]); P. bES, Dber die Abhangigkeit 
der Absorption des Lichtes von der Farbe in kristallisierten Kerpern, S. 75. Dissert. Gettingen 
1901 (Diopsid [monoklin]); V. v. LANG, Wiener Ber. Bd.119 (2a), S.949. 1910 (Axinit 
[triklin]). Bei kiinstlich gefarbten und dadurch absorbierend gemachten Kristallen 
scheint allerdings kein Unterschied zwischen den Lagen der beiden Achsensysteme vor
handen zu sein; jedenfalls konnte C. CAMICHEL [Ann. chim. phys. (7) Bd. 5, S.486. t895] 
bei dem durch Campecheholzlesung kiinstlich gefarbten monoklinen Strontiumnitrat
Tetrahydrat keine Abweichung feststellen. 

2) W. VOIGT, Gettinger Nachr. 1902, S.48; Ann. d. Phys. Bd.9, S. 367.1902; vgl. 
ferner zu dieser Ziffer die Ausfiihrungen iiber Elektronentheorie in Kap. 6 ds. Bandes. 

Handbuch der Physik. XX. 55 



866 Kap.11. G. SZIVESSY: Kristalloptik. Zif£. 125. 

Hierin bedeutet m, die trage Masse des Elektrons. lUi, 112., .. . /33, sind die 
Komponenten des quasielastischen Krafttensors, d. h. die x'-Komponente der 
quasielastischen Kraft, welche das Elektron an seine Gleiehgewiehtslage bindet. ist 

Illi(Xi + ludJ. + 113i')"; 

all" a I2 ., ... a 3S' sind die Komponenten des Dampfungstensors, d. h. die x'-Kom
ponente der Kraft, welche die Bewegung des Elektrons dampft und dadurch 
die Absorption bedingt, ist . 

aUitXi + a 12dJ, + a 13 iYi' 
Bei einer rein periodischen Lichtwelle sind nach (16) die beiden Vek-

toren ~ und ~ dem Ausdruck e -ro(t- ::) proportional; das gleiche gilt dann wegen 
(399) auch fiir die Verriickungskomponenten lXi, fl. und ')'.. Aus dem Gleichungs
system (399) folgt daher, daB ~ eine homogene, lineare, symmetrische Vektor
funktion der Verriickung des Elektrons aus der Gleiehgewichtslage ist, wobei die 
Koeffizienten im allgemeinen komplex sind; umgekehrt ergibt siehl), daB auch 
die Verriickung des Elektrons eine durch komplexe Koeffizienten ausgezeiehnete 
homogene, lineare, symmetrische Vektorfunktion der elektrischen Feldstarke ~ 
ist. Hieraus und aus (398) schlieBt man, daB ~ ebenfalls eine homogene, lineare, 
symmetrische Vektorfunktion von ~ mit komplexen Koeffizienten sein muB, 
deren nach x', y' und z' genommene Komponenten wir in der Form schreiben 

4n~"" = (I'll - 1) ~"" + 1'12 ~y' + 1'13 ~z" 1 
4n~y, = 1'21 ~"" + (1'22 - 1) ~y' + 1'23 ~z" (fhl=f/h; h, l= 1, 2, 3) (400) 

4n ~z, = 1'31 ~"" + f32@Y' + (1'33 - 1) ~z, . 

Die komplexen GraBen fhl bestimmen sich aus den oeiden Gieichungs
systemen (399) und (398) und heiBen die komplexen optischen Dielek
trizitatskonstanten; sie sind die Komponenten eines komplexen, symme
trischen Tensors und treten, wie der Vergleich von (400) mit den Gleichungen 
(37) und (38) zeigt, an Stelle der reellen optischen Dielektrizitatskonstanten 
bei nieht absorbierenden, nicht aktiven Kristallen. 

Nach Einfiihrung des durch die komplexe Transformation (394) bestimm
ten rechtwinkligen Rechtssystems u, v, w gehen die Gleichungen (400) in die 
Form iiber 

4n~u = (1\ -1)~u, 4n~v = (1'2 - 1)~v, 4n~w = (1'3 - 1)~w, 

wobei die ais komplexe op tische H au p tdiel ek tri zi ta ts ko ns tan te n 
zu bezeichnenden GroBen 1'1' 1'2 und 1'3 dieselbe Bedeutung haben wie in Ziff. 123 d). 
Aus der letzten Gleichung und (37) foIgt in der Tat, daB zwischen elektrischer 
Feldstarke ~ und elektrischer Verschiebung (Liehtvektor) 1) wieder die Verkniip
fungsgleichungen (396) bestehen, die in Verbindung mit den Differentiaiglei
chungen (9), (10), (11) UIid (12) die Ausbreitung einerLichtwelle im absorbierenden, 
nicht aktiven Kristall beschreiben. 

Die auf dem Boden der Kontinuumstheorie stehende elektromagnetische 
Darstellung und die Elektronent4eorie fiihren somit zu demselben Ergebnis, 
daB bei absorbierenden Kristallen die Gesetze der Lichtausbrei
tung formal dieselben sind wie bei nicht absorbierenden, nur 
treten an Stelle der reellen optischen Dielektrizitatskonstanten 
die komplexen optischen Dielektrizita tskonstan ten 2). 

1) Vgl. z. B. A. G. WEBSTER, The dynamics of particles and of rigid, elastic and fluid 
bodies, 2. Aufl., S. 174. Leipzig 1912. 

2) P. DRUDE, Wied. Ann. Bd. 32. S. 596. 1887. 
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Die Verhaltnisse vereinfachen sich bei Kristallen von rhombischer und 
hOherer Symmetrie, bei welchen nach dem in Ziff. 124 Ausgeflihrten die optischen 
Symmetrieachsen und die Absorptionsachsen zusammenfallen. Wahlen wir 
die optischen Symmetrieachsen x, )" z als Koordinatenachsen, so haben wir in 
den durch (399) gegebenen Bewegungsgleichungen des Elektrons 

illi=ili, 

zu setzen; aus (398), (399) und (400) folgt dann unmittelbar fiir die durch (397) 
definierten komplexen Hauptbrechungsindizes 

o ~ Niei 
1'1 = nj' = 1 + 4 n -------2---;--- , f 1 i - H1i OJ - Z w at i 

i 

9 L .vie; 
E2 = n:; = 1 + 4 n f 2 --c--_ -- , 

... . 2 i - 111-£ OJ - 't (J) a2 i 
t 

2 L Nie; 
E3 = n:l = 1 + 4 n 1-----2--.-- . 

. 3 i - 1ni OJ - 1, OJ aa i , 

(401 ) 

Verschwindet die die Absorption verursachende Dampfung der Elektronen, 
d. h. ist flir aIle Elektronengattungen 

so nehmen die dann reeH werdenden optischen Hauptdielektrizitatskonstanten 
(400) dieselbe Form an, wic die fUr nicht absorbierende Kristalle geltenden 
Ausdriicke (42). 

126. Gesetz des komplexen Brechungsindex. Un sere nachste Aufgabe ist, 
den Brechungsindex des Kristalls als Funktion der Wellennormalenrichtung zu 
ermitteln. 

Wir gelangen zu einem Ansatz fiir ebene, monochromatische Wellen im 
Inneren des absorbierenden Kristalls, indem wir in dem ausgezeichneten Koordi
natensystem u, v, w [vgl.Ziff.123c) und 125J, entsprechend wie in Ziff.3, fUr die 
Komponenten des Lichtv.ektors (396) die Ansatze 

-i",(t- 5_r) -,,,,(t- or) I 
~u = f 1 Gfu = '1). u e en,. 1)v = f2 Gfv = '1)v e en , 

_ -.-.- -i'+-~) 
::D 1I• = E3 G:,I' = ~w e en 

(402) 

einfiihren, wobei <j5u, '1)v, 'l)w und Cn komplexe GroBen sind. 
Urn Wellen zu erhalten, bei we1chen der Lichtvektor in jeder Wellen

ebene konstant ist 1), der Betrag seiner Amplitude aber in Richtung der Wellen
normale abnimmt [vgl. Ziff. 123 a)], setzen wir 

en 
C =---

n 1-i%' 

wobei en (vgl. Ziff. 3) wieder die zur Wellennormalenrichtung §; gehOrende Nor
malgeschwindigkeit der Welle ist und u eine reelle GroBe bedeutet. 

en heiBt die zur WellennormalelJrichtung s gehorende k 0 m pIe x e Nor rna 1-
geschwindigkeit und die dem Ausdruck (18) analog gebildete GroBe 

(403) 

1) Man erhiilt solche Wellen, wenn die aus dem homogenen, isotropen, nicht absor
bierenden AuBenmedium kommenden ebenen Wellen senkreeht auf die ebene Begrenzungs
Wiehe des absorbierenden Kristalls fallen. 

55* 
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der zu i3 gehOrende komplexe Brech ungsindexdes Kristalls. nistin dieser Glei
chung offenbar der durch (18) definierte reelle Brechungsindex; nx wird als A b s 0 r p
tionskoeffizien t und x als A bsorptionsindex bezeichnet. Die in (402) ein
gefUhrten komplexen GroBen ~u, ~v und ~w heiBen die nach den Koordinaten
achsen u, v, w genommenen komplexen Komponenten der Amplitude des 
Lich tvektors. 

x bestimmt die Abnahme der reellen Amplitude S\) des Lichtvektors beim 
Fortschreiten der ebenen, monochromatischen Welle und zwar ist ;l5 nach (402) 
und (403) dem Schwachungsfaktor 

proportional. 

__ ,,_w_(s_r) _ 2",,, n (sr) 

e en =e ;., (404) 

In ganz entsprechender Weise, wie sich bei nicht absorbierenden, nicht 
aktiven Kristallen das FRESNELsche Gesetz (47) ergeben hat, erhalt man bei 
absorbierenden, nicht aktiven Kristallen fUr den komplexen Brechungsindex n die 
Gleichung "2 2.2 "2 _"_" _ + __ "v_ + _"_u_. _ = 0 

1 1 1 1 1 1 . (405) 

Hierin bedeuten ~u, ~v und ~wdieKomponentenderWellennormalenrichtung £l 
nach den Koordinatenachsen u, v, w, fUr welche zu (394) und (395) analoge For
meln gelten; nI> n2 und n3 sind die durch (397) definierten komplexen Haupt
brechungsindizes des Kristalls. 

Gleichung (405) ist quadratisch in n 2 ; in jeder Wellennormalenrich
tung :3 pflanzen sich also im absorbierenden, nicht aktiven Kristall 
zwei Wellen mit im allgemeinen verschiedenen komplexen Brechungs
indizes n~ und n~ fort. 

Durch Trennung des reellen und imaginaren Teiles erhalt man aus (405) zwei 
reelle, voneinander unabhangige, im allgemeinen aber sehr komplizierte Glei
chungen fUr den reellen Brechungsindex n und den Absorptionsindex x; wir wollen 
aber diese Gleichungen nicht ausrechnen, da fUr uns die ohne weiteres einzusehende 
Bemerkung geniigt, daB fiir n das FRESNELsche Gesetz (47) nicht mehr gilt. 

Wie man die Abhangigkeit der reellen Brechungsindizes no und no von der 
W ellennormalenrich tung ;3 durch die Indexflache [vgl. Ziff. 17 c) J darstellen kann, 
so laDt sich auch die Abhangigkeit der Absorption von der Wellennormalenrich
tung dadurch geometrisch veranschaulichen, daB man vom Koordinatenanfangs
punkt aus parallel zu jeder Wellennormalenrichtung :3 zwei Vektoren mit den 
Betragen noxo und no xf{ abtragt; dabei sind n~ und Xo bzw. no und Xo diejeni
gen Werte von n und x, welche zu den der Wellennormalenrichtung ~ ent
sprechenden komplexen Brechungsindizes no und n~ gehoren. Die Endpunkte 
dieser Vektoren erfUllen dann eine zweischalige Flache, die man als Absorp
tionsflache bezeichnetl) (vgl. Ziff. 133). 

127. Refraktionsovaloid, Absorptionsovaloid. Wir schreiben fUr die auf 
ein beliebiges rechtwinkliges Rechtssystem x', y', z' bezogenen Tensorkompo-

nenten ~ [Ziff.123 d)] 
n h• 1 

1 1 .1 ( hI) -. = -2 +$-2- PhI = Plh, qhl = qlh; , = 1, 2, 3 , 
n hl Ph! qhl 

b · 1 d 11 d· 1 d . ... T·l 1. t wo el -2- er ree e un 1 -2- er Imagmare el von -2- IS . 
Phi qhl n hl 

-----
1) Die Flache wurde zuerst von P. DRuDE (Wied. Ann. Bd. 40, S. 676. 1890) betrachtet. 

-Die Bezeichnung AbsorptionsiHiche stammt von F. POCKELS (Lehrbuch der Kristalloptik, 
S.385. Leipzig 1906). 
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Die sechs reellen GraBen p! definieren einen reellen, symmetrischen Tensor, 

und das gleiche gilt fUr die se~hs GroBen --i-; die Hauptachsen der zu diesen 
qhl 

beiden Tensoren gehOrenden Tensorflachen fallen jedoch im allgemeinen nicht 
zusammen. 

Jedem der beiden Tensoren ordnen wir ein Ovaloid zu, dessen auf die 
Hauptachsen der betreffenden Tensorflache bezogene Gleichung formal aus 
der durch (101) gegebenen Ovaloidgleichung fUr nicht absorbierende, nicht 

aktive Kristalle hervorgeht, falls in letzterer an Stelle von ~,-;., 12 die 
1 1 1 1 1 1 n, n.. na 

Hauptwerte p" p' , -p,- bzw. ---.' -., ---. gesetzt werden. Ersteres OvalOld nennen 
1 • a q, q. qa 

wir Refraktionsovaloid, letzteres Absorptionsovaloid; beide Ovaloide 
haben nattirlich dieselben geometrischen Eigenschaften wie das in Ziff. 16a) 
besprochene Ovaloid, insbesondere existieren bei jedem zwei durch den Mittel
punkt gehende Ebenen, die die FHi.che in je einem Kreise schneiden. Die 
Normalen der beiden Kreisschnitte des Refraktionsovaloides bezeichnen wir als 
Refraktionsbinormalen und diejenigen des Absorptionsovaloides als Ab
sorptionsbinormalen1). 

Das Refraktionsovaloid ist dadurch gekennzeichnet, daB es bei verschwin
dender Absorption (x = 0) mit dem in Zif£' 16a) behandelten gewahnlichen 
Ovaloid der nicht absorbierenden Kristalle identisch wird; die Refraktionsbinor
malen gehen dann in die gewohnlichen Binormalen des nicht absorbierenden 
Kristalls tiber. Wir bezeichnen dementsprechend auch einen absorbierenden 
Kristall als optisch zweiachsig, wenn das Refraktionsovaloid drei verschie
dene Hauptachsen besitzt, die beiden Kreisschnitte also gegeneinander geneigt 
sind; dagegen nennen wir ihn optisch einachsig, wenn das Refraktionsovaloid 
eine Rotationsfliiche ist, wobei dann die beiden Kreisschnitte zusammenfallen 
und die Rotationsachse die optische Achse ist. 

Aus den Ausftihrungen der Zif£' 124 folgt, daB bei den Kristallen des 
triklinen Systems die Ebenen der Refraktionsbinormalen und der Absorptions
binormalen keine ausgezeichneten Lagen besitzen. Bei den Kristallen des 
monoklinen Systems liegen (bei der in Zif£' 124 getroffenen Wahl des optischen 
Symmetrieachsensystems) diese beiden Ebenen entweder senkrecht zur z-Achse 
oder gehen durch sie hindurch, ohne aber im allgemeinen zusammenzufallen; 
bei den Kristallen des rhombischen Systems liegt jede parallel zu einer 
optischen Symmetrieebene. Bei den (optisch einachsigen) Kristallen des trigo
nalen und hexagonalen Systems fallen siimtliche Refraktions- und Absorptions
binormalen in die Richtung der optischen Achse. 

128. Polarisationszustand der zu einer Wellennormalenrichtung e ge
horenden Wellen. Wir gehen jetzt dazu tiber, den Polarisationszustand der 
beiden Wellen zu ermitteln, die sich im Inneren eines absorbierenden, nicht 
aktiven Kristalls in einer Wellennormalenrichtung ausbreiten. 

Vorbemerkend weisen wir darauf hin, daB bei Transformierung der Glei
chung (44) auf ein rechtwinkligesRechtssystem x', y', z', dessen positivez'-Achse 

1) Die beiden Ovaloide wurden von W. VOIGT (Kompend. d. theoret. Phys. Bd. II. 
S. 708. Leipzig 1896) in die Betrachtung eingefiihrt; er nannte das Refraktionsovaloid 
PolarisationsfHiche und das Absorptionsovaloid AbsorptionsfHiche. Spater [Got
tinger Nachr. 1902, S. 50; Ann. d. Phys. Bd.9. S. 370. 1902J bezeichnete er ersteres als 
Polarisationsovaloid,letzteres als Absorptionsovaloid. Die Refraktions- bzw. Ab
sorptionsbinormalen wurden von VOIGT Polarisations- bzw. Absorptionsachsen ge
nannt. wahrend wir. dem sonstigen Gebrauche folgend. unter Absorptionsachsen die 
Hauptachsen der zum Dampfungstensor gehorenden Flache (vgl. Ziff. 125) verstehen. 
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in die Wellennormalenrichtung £\ fallt, fur die Komponenten der Amplitude 
des Lichtvektors 'Il die Gleichungen 

( 1 1)- 1-
2 - 2 i)x' = 2 SDy' , n.. n n t2 

( 1 1)- 1-
n~l - n2 Si)y' == n~2 ~x, , il" = 0 (406) 

folgen, wobei sich nn, n 22 und n 12 aus den Hauptbrechungsindizes n 1 , n2 und ns 
gemaB den Formeln (157) berechnen. 

Entsprechend erhalt man in einem absorbierenden, nicht aktiven Kristall 
bei einer Welle, deren Wellennormale in die positive z'-Achse fallt, fUr die kom-

- - -
plexen Komponenten der Lichtvektoramplitude ~"'" ~Y" ~., und den komplexen 
Brechungsindex " die Beziehungen 

(1 1)- i-n- - n2 ~x, = n' ~Y" 
22 12 

(1 1)- 1-
-n2 - ft2 ~y' = n- ~x, , 

11 12 
~z'= 0, (407) 

wobei der Zusammenhang zwischen den GroBen "11' "22' nS3 und den komplexen 
Hauptbrechungsindizes "1' "2' "3 der in Ziff.123 d) angegebene ist und ~x" ~Y" 
iz' sich aus i u, iv, iw nach den bekannten Transformationsformeln fUr Vek
torkomponenten ergeben. 

Setzt man ~y' 
::-::-=#' 
~x, 

so erhiilt man aus den Gleichungen (407) durch Elimination des komplexen Bre
chungsindex " die Gleichung1) 

Diese Gleichung ist quadratisch in #' ihre beiden Wurzeln #1 und ft2 liefern 
uns die Amplitudenverhaltnisse der beiden in Richtung der positiven z'-Achse 
fortschreitenden Wellen; fUr diese Wurzeln haben wir die beiden Ausdriicke 

1 ~-nr: 
#2='"2 

I( . 1 1)2 +1 +n:;~nr. +1. 

(408) 

Das Amplitudenverhaltnis ist somit fUr beide zur selben Wellennormalen
rich tung gehOrenden Wellen kQlIlplex, die Wellen sind daher2) elliptisch 
polarisiert. Aus (408) folgt ferner, daB 

Il1!J2 = -1 

ist; die Schwingungsellipsen sind demnach ahnlich mit gekreuzten 
groBen Achsen und werden gleichsinnig umlaufen. Hierin besteht 
ein Unterschied gegenuber dem Verhalten nicht absorbierender, aktiver Kristalle, 
bei welchen die Schwingungsellipsen im entgegengesetzten Sinne umIlmfen 
werden [vgl. Ziff. 100a)]. 

1) W. VOIGT. Kompend. d. theoret. Phys. Bd. II. S.714. Leipzig 1896; Gottinger 
Nachr. 1902. S. 55; Ann. d. Phys. Bd.9. S.375. 1902. 

2) Vgl. Kap.4. Ziff.9 ds. Bandes. 
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Dieses Gesetz des Polarisationszustandes der zu einer Wel1ennormalenrich
tung gehOrenden beiden Wellen im Innern eines absorbierenden, nieht aktiven 
Kristalls wurde von DRUDEl) aufgefunden. 

129. Bestimmung der zu einer Wellennormalenrichtung gehorenden 
komplexen Brechungsindizes. Wir bestimmen jetzt die komplexen Brechungs
indizes nO und nO der beiden Wellen, die sieh nach Ziff. 126 iIll Inneren eines 
Kristalls in einer Wellennormalenrichtung ausbreiten. 

a) Berechnung der komplexen Brechungsindizes. Aus Glei
chung (407) erhalt man durch Elimination des komplexen Amplitudenverhalt-
nisses ~y': ~"" ftir den komplexen Brechungsindex n die Gleichung 2) 

(1 1')('1 1) 1 
R2 - n" n2 - 112 -"' = 0, , 11 22 12 

die quadratisch in -;. ist 3); ihre Wurzeln liefern die komplexen Brechungs
n 

indizes nij und nO def beiden in der gegebenen Wellennormalenrichtung (posi
tiven z'-Achse) fortschreitenden Wellen. Fur diese Wurzeln haben wir 

1 1(1 1) V'(1(1 1)21 
n'" = -2 112 + ii2 + -2 ft2 - 112) + n' , o 11 22 22 11. 12 I (409) 
1 1 ( 1 1) V( 1 (1 1 ))2 i-

n'" = -2 no + no - '2 112 - n' + n' ; o 11 22 22 11 12 

ihre reellen und imaginaren Teile liefern die Gleichungen zur Berechnung der 
reellen Brechungsindizes und der Absorptionsindizes [vgl. unter b)]. 

Mit Riicksicht auf spatere Anwendungen bemerken wir, daB sich die Aus
drucke (409) mit Hilfe von (408) auch auf die Form bringen lassen') 

1 1 1 1 1 
nil' = no + fl2 no = n' - fL1 n2' (410) 

o 11 12 22 12 

b) Bestimmung der reellen Brechungs- und Absorptionsindizes. 
Bezeichnen wir den reellen bzw. imaginaren Teil von 1/nij2 mit 1/P'2 bzw. i/q'2 
und die entsprechenden GroBen von ~ mit p~', bzw. !,., so haben wir, falls 

no q no, no die reellen Brechungsindizes und ,,~, "0' die Absorptionsindizes der beiden 
in der positiven z'-Achse fortschreitenden Wellen sind, nach (403) 

hieraus folgt 

P" 

q" 

1 _ ,,~" 

n~'(1 + "ri")lf' 
2"~ 

n1"11 + "~")" I (411) 

Sind p' und q' (bzw. p" und q") bekannt, so konnen n~ und ,,~ (bzw. no und 
"0') mittels (411) berechnet werden. 

1) P. DRUDE, Wied. Ann. Bd. 32, S. 600. 1887. 
2) W. VOIGT, Gottinger Nachr. 1902, S. 56; Ann. d. Phys, Bd. 9, S. 375, 1902. 
3) Diese Gleichung entspricht der auf das Koordinatensystem ,;', y', z' transformierten 

Gleichung (108) der Indexflache bei nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristallen. 
') S. BOGUSLAWSKI, Ann. d. Phys, Bd. 44, S. 1080. 1914. 
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Einfacher ist aber der folgende geometrische Weg zur Ermittlung von 
n~ undn~"o aus P' und q', der von DRUDE]) stammt. Setzt man 

nG2 = no2 (1 - i"O)2 = ee- irp = a - ib, 
so sind a und b in leicht anzugebender Weise durch die als bekannt anzu
sehenden GroBen p' und q' bestimmt. Da ferner 

ist, so ergibt sich folgende Konstruktion: Man zeichnet das rechtwinklige Drei
eck ARB, dessen eine Kathete AR = a und dessen andere Kathete BR = b ist, 
und tragt auf der Hypothenuse AB = (} von A aus die Strecke AS = rAB re 
abo 1st F der FuBpunkt des Lotes, das von S auf die Halbierungslinie des 
Winkels BAR gefallt wurde, so ist 

AF = no, SF = no"o. 

tn entsprechender Weise ergeben sich n~ und n~"~ aus p" und q". 
1S0. Windungsachsen. In jedem absorbierenden, nicht aktiven Kristall 

existieren, wie wir in dieser Ziffer zeigen, vier Richtungen, in welchen sich zir
kular polarisierte Wellen ausbreiten. 

Aus (408) und (409) folgt, daB sowohl f-t als auch n2 zweiwertige komplexe 
Funktionen der WeUennormalenrichtung sind; bei beiden Funktionen tritt 
der Wurzelausdruck 

auf. Jede der beiden Funktionen besitzt somit einen Verzweigungspunkt erster 
Ordnung, der dadurch definiert ist, daB in ihm der Wurzelausdruck verschwin
det; 'er ist somit durch die Gleichung 

1 1 
1 -.- - -.-
-~~=±i 
2 1 

(412) 

bestimmt. 
n~2 

Die zu diesen .Verzweigungspunkten gehorenden Richtungen nennt man 
nach VOIGT2) die Windungsachsen oder Singularitatsachsen des absor
bierenden, nicht aktiven Kristalls. Fur die Windungsachsen wird 

f-tl = #2 = ±i 
sOWle 

nQ=~. 

Die in Richtung einer Windungsachse sich fortpflanzenden beiden Wellen sind 
folglich3) zirkular polarisiert mit gleichem Umlaufsinn und gleichen 
komplexen Brechungsindizes (und somit auch gleichen reellen 
Brechungsindizes und Absorptionsindizes); die beiden Wellen 
unterscheiden sich daher iiberhaupt nicht voneinander4). 

Insgesamt hat man, wie wir in Ziff. 133 c) sehen werden, vier Windungs-
achsen, von denen je zwei in der Niihe einer Refraktionsbinormale liegen und 

1) P. DRUDE, Wied. Ann. Bd.40, S.667. 1890. 
2) W. VOIGT, Gottinger Nachr. 1902, S. 70; Ann. d. Phys. Bd. 9, S. 391. 1902. 
3) Vgl. Kap.4, Ziff. 9 ds. Bandes. 
4) W. VOIGT, G6ttinger Nachr. 1902, S. 269; Ann. d. Phys. Bd. 27, S. 1023. 1908. 
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sich dadurch voneinander unterscheiden, daB die in ihren Richtungen sich 
fortpflanzenden Wellen (/11 = 112 = + i bzw. 111 = 112 = - i) entgegengesetzt zir
kular polarisiert sind [vgl. Ziff. 132c)]; bei abnehmender Absorption riicken je 
zwei immer naher an die ihnen benachbarte Refraktionsbinormale. 

131. Transformation des Koordinatensystems auf die Hauptachsen der 
Schwingungsellipse. Bei den folgenden Betrachtungen wird es sich als zweck
maBig erweisen, das Koordinatensystem x', y', z', dessen positive z'-Achse in die 
Wellennormalenrichtung gelegt ist (vgl. Ziff.128), so zu drehen, daB die x'-Achse 
und y'-Achse in die Hauptachsen der Schwingungsellipsen der in Richtung der 
positiven z'-Achse sich fortpflanzenden Wellen zu liegcn kommen; das Kri
terium hierfiir besteht bekanntlich1) darin, daB das Amplitudenverhaltnis 11 
rein imaginar wird. 

Mit Hilfe der Transformationsformeln (157) laBt sich leicht zeigen 2) , daB 
bei einer positiven Drehung des Koordinatensystems x', y', z' um die positive 
z'-Achse um einen Winkel ({J die Beziehungen 

gelten, wobei sich die quergestrichenen GroBen auf die neue Lage des 
natensystems beziehen. 

Es ist nun stets moglich, den Winkel (p so zu wahlen, daB 

(413) 

Koordi-

(414) 

wird, wobei ~ reell und I ~ I ~:: 1 ist. Die auf diese ausgezeichnete Lage des Koor
dinatensystems bezogenen GroBen kennzeichnen wir dadurch, daB wir sie in 
geschweifte Klammern setzen; fUr die dieser Orientierung entsprechenden 
Koordinatenachsen schreiben wir dementsprechend {x'}, {y'} und z'. Die Achsen 
{x'} und {y'} fallen nun mit den Hauptachsen der Schwingungsellipsen der beiden 
Wellen zusammen, die sich in Richtung der positiven z'-Achse im Inneren des 
absorbierenden, nicht aktiven Kristalls fortpflanzen, denn aus (408) und (414) 
folgt, daB {Ill} und {112} rein imaginar werden. 

Sind k1 und k2 = 11k1 die Elliptizibiten der beiden Wellen, so haben wir 

{PI} = i kl , {.u2} = i k2 ; 

hieraus, sowie aus (408) und (414) folgt 

k1 = ~ + -V~2 -1, k2 = ~ - V~=-1. (415) 

Wir wenden uns jetzt mit Riicksicht auf spatere Betrachtungen dem FaIle 
eines schwach absorbierenden Kristalls zu, d. h. einem solchen, bei dem 
die Absorptionsindizes x~ und x~ fUr jede beliebige Wellennormalenrichtung 
so klein sind, daB x62 und x([2 gegen 1 vernachlassigt werden diirfen; diese 
Annahme ist zulassig bei soIchen absorbierenden Kristallen, weIche die Beob
achtung des durchgehenden Lichtes noch in einer Schicht gestatten, deren Dicke 
groB gegen die Wellen lange ist (sog. "gefarbte" Kristalle), gilt aber nicht mehr 
bei den "metallisch" reflektierenden Kristallen. 

') Vgl. hierzu Kap.4. Ziff. 9 ds. Bandes. 
2) S. BOGUSLAWSKI. Ann. d. Phys. Bd.44. S. 1081. 1914. 
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Bei einem schwach absorbierenden Kristall gestatten nun die Formeln (410) 
mit Riicksicht auf (411) eine Trennung der reellen und imaginaren Teile in 
der einfachen Form 

~~ __ {_1 } _ k {~_} 
/2 - 2 1 2 no Pl1 ql2 , 

(416) 

wobei die Bedeutung der GraBen Pw qn, P12 und q12 sich aus den Ausfiih
rungen der Ziff.127 ergibt. 

132. Wellennormalenrichtungen mit zugehorigen linear polarisierten 
Wellen. Wir wollen jetzt zeigen, daB es in jedem absorbierenden, nicht aktiven 
Kristall eine Schar von Wellennormalenrichtungen gibt, in we1chen die sich 
ausbreitenden Wellen nicht mehr elliptisch polarisiert sind, sondern zu linear 
polarisierten ausarten 1). 

a) Die Keg e I V' = k 0 n s t. Wir leg en zu dem Zwecke das (mit der z' -Achse 
in die Wellennormale fallende) Koordinatensystem x', y', z' so, daB entweder 

~X') p~ oder + verschwindet; die auf die erstere bzw. letztere 
12 ql2 

(x) Lage des Koordinatensystems bezogenen GraBen kenn-
zeichnen wir dadurch, daB wir sie in runde bzw. eckige 

, [xj Klammern einschlieBen. Da nun sowohl das Refraktions
Abb.35. Zur Bestim- ovaloid als auch das Absorptionsovaloid dieselben geometri-
::: ~~~ r~~~ t ::~l:~n,;',~; schen Eigenschaften besitzen wie das in Ziff .16 a) besprochene 
zugeh6rigen linear po- Ovaloid der nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristalle, 
larisierten Wellen. Die 
Wellennormale (z'-Achse) SO ergibt sich aus den dortigen Ausfiihrungen, daB die 
liegtsenkrechtzurZeichen. beiden Koordinatenachsen (x') und (y') in den Halbierungs
ebene. Die Ebenez' (x') bzw. 
die Ebene z'[x'J halbiertden ebenen der Winkelliegen miissen, we1che von den parallel zur 
Winkel der beiden Ebenen, 
die durch die z' Achse und Z' -Achse und je einer der Refraktionsbinormalen gelegten 
die Refraktionsbinormalen Ebenen gebildet werden " die entsprechende Lage besitzen 
hzw. die z'~Achse und die 
Absorptionsbinormalen ge- die Koordinatenachsen [x'] und [y'] in bezug auf die Ab-
legt sind. Die {x'}-Achse . b' I 
WIt mit der einen Haupt- sorptlOns lnorma en. 
achse der zur z'-Achse ge- 1st 111 der Winkel zwischen der positiven (x')-Achse 

horenden, gekreuzten 't' 

Schwingungsellipsen und der positiven [x'J-Achse (Abb.35), so bestimmt die 
zusammen. Gleichung 't.jJ == konst. im absorbierenden, nicht aktiven 

Kristall einen Kegel von Wellennormalenrichtungen. Nun wird aber V' nach 
seiner Definition unendlich vielwertig, falls die z'-Achse parallel zu einer 
Refraktionsbinormale oder einer Absorptionsbinormale zu liegen kommt; 
denken wir uns samtliche Wellennormalenrichtungen, sowie Refraktions- und 
Absorptionsbinormalen durch den Anfangspunkt un seres Koordinatensystems 
gelegt, so folgt aus dem Gesagten, daB durch die Gleichung V' = konst. 
eine Schar von Kegeln definiert wird, welche durch aIle Refraktions
und Absorptionsbinormalen hindurchgehen. 

Werden nun samtliche Richtungen durch Punkte der Einheitskugel dar
gestellt, so lassen sich die KegelV' = konst. leicht konstruieren, wenn man die 
Refraktions- und Absorptionsbinormalen in dem Kristall so nahe benachbart 
annimmt, daB das betreffende Stiick der Kugelflache als eben betrachtet werden 
kann; diese Annahme trifft in den meisten Fallen naherungsweise zu. Der 
Winkel V' ist dann derjenige Winkel, unter dem sich zwei Scharen konfokaler 
Ellipsen schneiden, deren Brennpunkte die Spuren der Refraktions- bzw. Ab-

') W. VOIGT, Gottinger Nachr. 1902, S.65; Ann. d. Phys. Bd.9, S.386. 1902; 
S. BOGUSLAWSKI, Ann. d. Phys. Bd.44, S.1084. 1914. 
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sorptionsbinormalen sind; denn die (x')-Achse bzw. [xJ-Achse ist Halbierungs
linie des Winkels zwischen den Brennpunktsfahrstrahlen der einen bzw. der 
anderen Ellipsenschar, und da diese Winkelhalbierenden senkrecht zu den 
Ellipsen stehen, so sind die von ihnen gebildeten Winkel gleich jenen, in 
welchen sich die Ellipsen schneiden. 

Fiir das Folgende ist es erforderlich, den Winkel1jJ durch das gegen die po
sitive [x'J-Achse gerechnete Azimut cp der Schwingungsellipse auszudriicken, 
d. h. durch den Winkel zwischen der positiven {x'}-Achse und der positiven 
[x'J-Achse (Abb.35). Das {x', y'}-Achsenkreuz ist nach Gleichung (414) dadurch 
ausgezeichnet, daB hlr dasselbc die Bezichung 

1 {n;J - {~,} . c 

2 {_~ __ } = t s 
n'2 

gilt, wobei fiir die reelle GroBe ~ die Ungleichung 

]$]:? 1 

(417) 

(418) 

besteht; aus (417) erhalten wir dann [unter Benutzung der Transformations
formeln (413)J fiir cp und ~ die Beziehungen 

t 4 ___ IX2 sin4~ 
g cp - IX2 eos4'1' + (J2 ' (419) 

~ = IX eos~iJ'_- '1') = (J eos2 cp 
(J sin2cp - iXsin2(cp -v,) , (420) 

wobei zur Abkiirzung 

gesetzt ist. 
b) Die Kegel '4)=0; Wellennormalenrich tungen mi t zugeho

rigen linear polarisierten Wellen. Wirbetrachten jetzt die speziellen 

Kegel1jJ = m2" (m = 0,1,2, ... ), wobei es aber offenbar geniigt, die beiden FaIle 

m = ° und m = 1 ins Auge zu fassen. In beiden Fallen folgt [aus (419) und 
(420) bei Beriieksiehtigung von (418)J ~ = 00; somit ergibt sich nach (415) fur 
die ElliptizWiten der Wellen, die zu den diese Kegel bildenden Wellennormalen
richtungen gehoren, 

Dureh 1P=0 und 1jJ=ni2 werden daher im absorbierenden, nicht 
aktiven Kristall Kegel von Wellennormalenrichtungen definiert, 
in welch en sieh zwei linear und senkrecht zueinander polarisierte 
Wellen fort pflanzen. 

Man kann sich leicht iiberzeugen, daB der Kegel 1jJ = ° in Teilkegel zer
faIlt, von welchen jeder durch je eine Refraktionsbinormale und eine Absorp
tionsbinormale begrenzt ist, und daB das gleiche fiir den Kegel 1jJ = ni2 gilt. 
Samtliche Teile der beiden Kegel set zen sich in den Refraktions- und Absorp
tionsbinormalen kontinuierlich ohne Knicke aneinander und konnen zusammen 
als ein einziger, durch samtliche Refraktions-undAbsorptionsbinormalen gehender 
Kegel aufgefal3t werden, den wir kurz als den Kegel 1jJ = (0, ni2) bezeichnen. 

Betrachtet man nun zwei Wellennormalenrichtungen, die dem Mantel des 
Kegels VJ = (0, nl2) sehr nahe liegen, aber durch ibn getrennt sind, so findet 
man mittels der Beziehungen (419) und (420), daB ~ fiir diese beiden Wellen
normalenrichtungen entgegengesetztes Vorzeichen besitzt. Beim Durchgang 
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durch den Kegel 'IjJ = (0, n12) mull sich daher der Umlaufsinn der elliptischen 
Polarisation umkehren; in der Tat konnte die Verschiedenheit dieses 
Umlaufsinnes fur die verschiedenen Bereiche der Wellennormalen
richtungen von VOIGT1) bei einigen schwach absorbierenden Kristallen (Anda
lusit, Axinit, Epidot und braunem Glimmer) experimentell nachgewiesen werden. 

c) Wellennormalenrichtungen mit zugehorigen linear pola
risierten Wellen bei den einzelnen Kristallsystemen. Bei den 
absorbierenden, nicht aktiven Kristallen des triklinen Systems besitzt der Kegel 
'IjJ = (0, n12) keine ausgezeichnete Lage; er zerlegt die ganze OberfHiche der 
Einheitskugel in zwei Teile, die durch entgegengesetzten Sinn der elliptischen 
Polarisation gekennzeichnet sind. 

Bei den absorbierenden, nicht aktiven Kristallen des monoklinen Systems 
zerfallt der Kegel 'IjJ = (0, n12) in einen symmetrisch zur Spiegelebene z = ° lie
genden Kegel und in die Spiegelebene (bzw. eine senkrecht zur zweizahligen 
Symmetrieachse liegende Ebene); hierdurch wird die Oberflache der Einheits-

a 
Abb.36. Darstellung der Kegel ausgezeichneter Wellennormalenrichtungen bei absorbierenden, nieht 
aktiven Kristallen (nach 130GUSLAWSKI). a trikliner Kristall, b rhombischer Kristall mit gekreuzten Ebenen der 
Refraktions- und AbsorptionsbinormaIen. Die Ellipsen stellen die Spnren der Kegel 'P = konst. anf der Einbeitskngel 
dar. R1 , Rz Spuren der Refraktionsbinormalen; A1 • Ail Spuren der Absorptionsbinormalen; W~, W~, W~, W~ Spuren 
der Windungsachsen. 'P = (0, ",/2) Spur des Kegels del Wellennormalenriehtungen mit zugeh6rigen linear poJarisierten 
Wellen; 'I' = ,,/4 Spur des Kegels der WeI!ennormalenrichtungen mit gleichen Absorptionskoeffizienten (gestrichelt) und 

gleichen Brechungsindizes (punktiert) bei schwacher Absorption und schwacher Doppelbrechung. 

kugel in sechs Teile zerlegt, von welch en je zwei aneinandergrenzende ent
gegengesetzten Umlaufsinn der elliptischen Polarisation besitzen. 

Bei den Kristallen des rho m b i s c hen S y s t ems degeneriert der Kegel 
'IjJ = (0, n/2) in die drei optischen Symmetrieebenen; die Oberflache der Einheits
kugel zerfiillt daher in acht Teile mit entgegengesetztem Umlaufsinn der ellip
tischen Polarisation in je zwei aneinandergrenzenden Teilen. Bei rhombi
schen absorbierenden, nicht aktiven Kristallen gehoren somit zu 
jeder in einer optischen Symmetrieebene liegenden Wellennormale 
zwei linear und senkrecht zueinander polarisierte Wellen, deren 
Schwingungsebenen parallel und senkrecht zur betreffenden op
tischen Symmetrieebene liegen. 

Bei den optisch einachsigen Kristallen genugt jeder beliebige, durch die 
optische Achse gelegte Kegel der Bedingung 'IjJ = (0, n/2); bei optisch ein
achsigen absorbierenden, nicht aktiven Kristallen gehoren somi t 
(ebenso wie bei nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristallen) 
zu jeder beliebigen Wellennormalenrichtung zwei linear und senk-

1) W. VOIGT, Gottinger Nachr. 1902, S. 88; Ann. d. Phys. Ed. 9. S.412. 1902. 
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recht zueinander polarisierte Wellen, deren Schwingungsebenen 
parallel und senkrecht zum Hauptschnitt der betreffenden Wellen
normale liegen. 

In Abb. 36a geben nach BOGUSLASWKI I ) die stark ausgezogenen Linien die 
auf der Einheitskugel gezogene Spur des Kegels 'IjJ = (0, :n/2) fUr einen triklinen 
Kristall; Abb. 36b gibt die analoge Darstellung fiir einen rhombischen Kristall 
mit zueinander senkrechten Refraktions- und Absorptionsbinormalenebenen. 
Al und A2 sind die Spuren der Absorptionsbinormalen, Rl und R2 die Spuren 
der Refraktionsbinormalen, durch we1che der Kegel 'IjJ = (0, :n/2) hindurchgeht. 

d) Umlaufssinn der Schwingungsbahn bei den zu einer Re
fraktionsbinormale benachbarten Windungsachsen. Da der 
Kegel 'IjJ = (0, :n/2) durch beide Refraktionsbinormalen geht und je zwei zu 
einer Refraktionsbinormale benachbarte Windungsachsen (in Abb. 36 mit w~ 
und W; bzw. W~ und W~' gezeichnet) zu verschiedenen Seiten des Kegel
mantels liegen, so folgt hieraus, daB diesen beiden Windungsachsen entgegen
gesetzter Umlaufssinn der Schwingungsbahn entspricht; da nun die in einer 
Windungsachse sich fortpflanzenden Wellen ziTkular polarisiert sind (vgl. 
Zif£. 130), so schlieBen wir hieraus, daB die Wellen, welche sich in den 
zu einer Refraktionsbinormale benachbarten Windungsachsen 
ausbreiten, entgegengesetzt zirkular polarisiert sind. 

133. Wellennormalenrichtungen mit zugehorigen gleichen Brechungs
indizes und Absorptionskoeffizienten. a) Ric h tun g s f a c her g lei c her 
Brechungsindizes und gleicher Absorptionskoeffizienten. Von 
besonderer Wichtigkeit sind diejenigen Kegel 'IjJ = konst., fiir deren Mantellinien 
die Brechungsindizes oder die Absorptionskoeffizienten gleich sind, d. h. ent
weder no = n[{ oder no Xo = n[{ x[{ ist. VOIGT2) hat gezeigt, daB diese Mantellinien 
je Teile von Kegeln bilden, die von je zwei Windungsachsen begrenzt werden 
und daB sich diese Teilkegel in den sie begrenzenden Windungsachsen ohne 
Knicke aneinanderschlieBen. Fiir jede in eine Windungsachse fallen de Wellen
normalenrichtung ist sowohl no = n[{ als auch x~ = x[{ (vgl. Zif£. 130). 

Wahrend es in nicht absorbierenden Kristallen hOchstens zwei Richtungen, 
namlich die Binormalen, gibt, fiir we1che no = n[{ ist, hat man somit bei absor
bierenden Kristallen ganze Rich tungsfacher, fiir we1che diese Bedingung 
erfiillt ist; die IndexfHiche der absorbierenden, nicht aktiven, optisch zwei
achsigen Kristalle hiingt somit nicht (wie bei den nicht absorbierenden Kristallen) 
in vier Punkten, sondern in vier Kurvenstiicken zusammen; durch die End
punkte dieser Kurvenstiicke gehen die Windungsachsen. 

Ein ganz analoges Verhalten wie die Indexflache zeigt nach dem Gesagten 
offenbar auch die in Zif£. 126 erwahnte Absorptionsflache3). 

b) Richtungsfacher gleicher Brechungsindizes und gleicher 
Absorptionskoeffizienten bei schwach absorbierenden, schwach 
doppelbrechenden Kristallen. Wir wollen die Wellennormalenrich
tungen gleicher Brechungsindizes und glekher Absorptionskoeffizienten im Falle 
schwacher Absorption und geringer Doppelbrechung 4) naher be
trachten, d. h. bei so1chen Kristallen, fiir we1che einerseits (vgl. Zif£. 131) Xo 

1) S. BOGUSLAWSKI, Uber die optischen Eigenschaften der Platincyaniire, S. 15 u. 17. 
Dissert. Gottingen 1914. 

2) W. VOIGT. Ann. d. Phys. Bd.27, S. 1018. 1908. 
3) DaJ3 die Absorptionsflache im allgemeinen eine zweischalige Flache ist, deren Schalen 

in Vier Kurvenstiicken zusammenhangen, hat P. DRUDE (Wied. Ann. Bd.40, S.676. 1890) 
gefunden. 

4) W. VOIGT, Gottinger Nachr. 1902, S. 58 u. 62; Ann. d. Phys. Bd. 9, S. 378 u. 382. 
1902; S. BOGUSLAWSKI, ebenda Bd. 44, S.1084. 1914. 
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und x~ so klein sind, daB X~2 und X~2 gegen 1 vernachlassigt werden konnen 
und andererseits n~ von n~ fiir alle Wellennormalenrichtungen nur wenig ver
schieden ist; wir zeigen, daB dann jene Wellennormalenrichtungen die Mantel-

linien des Kegels 'IjJ = : sind. 

Aus (419) folgt, daB ({i auf dem Kegel 'IjJ = : die Werte 0, :' ~, 3; an

nehmen kann; welche zwei von diesen vier Werten die richtigen sind, ergibt 
sich aus der Bedingung (418), auf deren Erfiillung die Gleichungen (420) nach-

zupriifen sind!). Geht man auf dem Kegel 'IjJ = = von einer Refraktionsbinor

male zu einer Absorptionsbinormale iiber, so wachst IXjfJ von 0 bis 00, denn in den 
Refraktionsbinormalen ist IX = 0 und in den Absorptionsbinormalen fJ = O. Aus 
(420) ergibt sich also, daB der Kegel durch die vier Mantellinien, in welchen 
IX = ±fJ ist, in vier Teile zerlegt wird derart, daB auf den die Refraktions-

binormalen enthaltenden Teilen (entsprechend ({i = 0 und ({i = ~) die {.x, y}
Achsen mit den [.x, yJ-Achsen, dagegen auf den die Absorptionsbinormalen ent

haltenden Teilen (entsprechend ({i = : und q; = 3;) die {.x, y}-Achsen mit 

den (.x, y)-Achsen zusammenfallen. { 1 } 
Auf den Teilkegeln der ersten Art ist -.- = 0, somit nach Gleichung (416) 

q12 

~=n~, 

d. h. die Mantellinien dieser Teilkegel sind Wellennormalenrich
tungen mit gleichen Brechungsindizes. 

Auf den beiden anderen Teilkegeln ist {p;J = 0 und somit nach Gleichung (416) 

, " Xo "0 
n'2 = n"2 ; o 0 

ist nun die Doppelbrechung gering, d. h. ist fUr aIle Wellennormalenrichtungen 
n6 von n; nur wenig verschieden, so haben wir fUr die Teilkegel der letzteren 
Art in erster Naherung auch 

nOxO! = n~ x~ , 
d. h. in erster Anniiherung sind die Mantellinien dieser beiden anderen 
Teilkegel Wellennormalenrichhingen mit gleichen Absorptions
koeffizien ten. 

c) Anzahl und Lage der Windungsachsen. In den kritischen 

Wellennormalenrichtungen der Kegel 'IjJ = : ' fiir welche IX = ±fJist, wird nach 

(420) ~= ±1, oder nach (417) 
1 1 

1 n~. - n~l . 
-=.:'-:-----''-''- = ± ~ ; 

2 1 
n~. 

dies ist aber nach (412) die Gleichung der Windungsachsen. Da nach dem Ge
sagten vier Richtungen existieren, fUr welche IX = ± fJ ist, so haben wir, wie 
schon in Ziff. 130 bemerkt, vier Windungsachsen. 

1) Von den beiden Ausdrucken (420) .fur ~ ist immer nur einer brauchbar, da der eine 
n n n n 3.n 

fur 1jJ = - und lp = 0 oder = -, der andere fur 1jJ = - und lp = - oder = - unbe-
4 • 2. 4 4 4 

stimmt wird. 
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Bei abnehmender Absorption wird f3 kleiner, infolgedessen werden dann 

diejenigen Teilkegel V' = : ' fiir welche rp = 0 oder = ; ist, immer enger und 

die vier Kurvenstiicke, in welchen die beiden Schalen der IndexfHiche zu
sammenhiingen, immer kiirzer. J e zwei Wind ungsachsen riicken also 
(vgl. Ziff. 130) urn so naher zu einer Refraktionsbinormale, je 
geringer die A b s 0 rpti on is t. 

In Abb. 36 sind die auf der Einheitskugel erzeugten Spuren der Teil-

kegel V' = :' fiir welche no = n[{ bzw. no"o = no"o ist, punktiert bzw. ge

strichelt gezeichnet. 
134. Brechungsindizes und Polarisationszustand der zu einer Wellennor

malenrichtung gehorenden Wellen bei schwach absorbierenden, nicht aktiven 
Kristallen. a) Gese t z d er Bre ch ungsindizes bei s ch w ach a b sor
bierenden, nicht aktiven Kristallen. Wir betrachten jetzt die Ab
hangigkeit der Brechungsindizes von der Wellennormalenrichtung 
bei schwach absorbierenden, nicht aktiven Kristallen fiir solche 
Wellennormalenrichtungen, welche nicht zu nahe bei den Win
d ungsachsen liegen; wir denken uns also zwei enge Kegel gelegt, deren 
Mantel je zwei zu einer Refraktionsbinormale gehorende Windungsachsen um
schlieBen und betrachten nur die auBerhalb dieser Kegel liegenden Wellen
normalenrichtungen. 

Da bei schwach absorbierenden Kristallen ,,2 gegen 1 vernachliissigt werden 
kann (vgl. Ziff.131), so ergibt eine einfache Rechnung1), daB dann Gleichung (405) 
durch Trennung des reellen und imaginaren Teiles die beiden Gleichungen 

(421) 

und 

liefert, die wir getrennt behandeln. 
Gleichung (421) ist mit dem FREsNELschen Gesetz (47) identisch; in hin

reichender Entfernung von den Refraktionsbinormalen ist somit 
bei schwach absorbierenden, nicht aktiven Kristallen die Ab
hangigkeit der Brechungsindizes von der Wellennormalenrichtung 
(und daher auch die Gestalt der Normalen- und der Indexflache) 
die namliche wie bei nich t absorbierenden, nich t aktiven Kristallen. 

In der Tat haben die Beobachtungen, die bei schwach absorbierenden 
Kristallen zur Priifung des FREsNELschen Gesetzes angestellt wurden 2), die 
Giiltigkeit dieses Gesetzes erwiesen. 

b) Gesetz des Polarisationszustandes der zu einer Wellennorma
lenrichtung gehorenden Wellen. Fiir den Polarisationszustand der zu 
einer gegebenen Wellennormalenrichtung gehorenden beiden Wellen folgt bei 

1) W. VOIGT, Gottinger Nachr. 1884, S. 346; Wied. Ann. Bd. 23. S. 593. 1884; N. Jahrb. 
f. Min. 1885 (1), S. 128; Kompend. d. theoret. Phys. Bd.2, S. 733. 1896; P. DRUDE. Wied. 
Ann. Ed. 40, S.673. 1890. 

2) E. A. WULFING, Centralbl. f. Min. 1901, S.299; S. NAKAMURA, Gottinger Nachr. 
1903. S.343 (Turmalin). 
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der gemachten Einschrankung aus (408), daB die imaginaren Teile der Ampli
tudenverhaltnisse P,1 und P,2 von derselben GroBenordnung wie " werden; die 
reellen Teile dagegen nehmen, wie sich aus (406) ergibt, in erster Annaherung 
dieselben- Werte an wie bei nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristallen. 
In einer Wellennormalenrichtung 5, die hinreichend weit von den 
Windungsachsen abliegt, pflanzen sich somit bei einem schwach ab
sorbierenden, nicht aktiven Kristall zwei elliptisch polarisierte 
Wellen mit sehr gestreckten Schwingungsellipsen fort, deren groBe 
Achsen nahezu dieselben Lagen besitzen, welche die zu 5 gehoren
den Schwingungsrichtungen b' und b" bei verschwindender Absorp
tion haben wurden; nahert sich die Wellennormalenrichtung 5 der Richtung 
einer Windungsachse, so nimmtdie Elliptizitat jedoch auch bei schwach absorbieren
den Kristallen stark zu und erreicht beim Zusammenfallen mit der Richtung 
einer Windungsachse den Wert ± 1. 

135. Absorptionsindizes der zu einer Wellennormalenrichtung gehorenden 
Wellen bei schwach absorbierenden Kristallen. a) Abhangigkeit der Ab
sorptionsindizes von der Wellennormalenrichtung. Setzt man eine der 
Wurzeln der Gleichung (421) in (422) ein, so erhalt man das Gesetz, nach wel
chem die Absorptionsindizes "0 und "0 eines schwach absorbierenden, 
nicht aktiven Kristalls von derWellennormalenrichtung 5 abhangen. 

Liegt die Wellennormalenrichtung 5 parallel zu einer optischen Symmetrie
ebene, etwa zur xy-Ebene, so wird1) 

2"~ 1 2 1 2 2. 
-nt2 = -q2 5x + -q2 S51! - -q2 !5x5y , 

o 22 11 12 
(423) 

wobei sich nach dem in Ziff. 134 b) Gesagten no und ·nO gemaB (71) (5z = 0) 
durch die Gleichungen 

_1 __ ~; ~; 

n" - n 2 + n' , o • 1 

bestimmen. 
Entsprechende Ausdrucke erhalt man, falls die Wellennormale parallel zur 

yz-Ebene bzw. parallel zur zx-Ebene liegt. 
b) Hauptabsorptionsindizes. Die Beziehungen vereinfachen sich bei 

den Kristallen von rhombischer und hoherer Symmetrie, bei weIchen (vgl. Zif£. 124) 
die Absorptionsachsen mit den optischen Symmetrieachsen zusammenfallen und 

qn = qI' q22 = q2' qaa = qa, _1_ = _1_ = _1_ = 0 
q23 q3I qI2 

wird. Fur eine parallel zur xy-Ebene liegende Wellennormale gehort dann 
nacb der zweiten Gleichung (423) zu der Welle mit dem konstanten Brechungs
indeJl: na der konstante Absorptionsindex 

1 n~ 
"a = 2 q~ ; 

"3 t;lnd die den beiden anderen' Koordinatenebenen entsprechenden, durch 
zyklisches Vertauschen der Buchstaben 1, 2 und 3 zu erhaltenden Werte 

1 n~ 1 n~ 
"1 = 2 q~ , "2 = 2 q~ 

bezeichnet man als die Hauptabsorptionsindizes. 
Bei optisch einachsigen Kristallen erhalt man 

(424) 

1) P. DRUDE, Wied. Ann. Bd.40, S. 673. 1890. 
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wobei ~ und n~ die durch (144) und (145) gegebenen Brechungsindizes derordent
lichen und auBerordentlichen Welle sind. Wie man sieht, besitzt die ordent
licheWelle nicht nur einen konstanten Brechungsindex nO=n1' son-

g 

dern auch einen konstanten Absorptionsindex Xo = 2n\ = Xl 1). Man q, 
bezeichnet daher in (424) sinngemaB Xo als den ordentlichen und x~ als 
den a uBerorden tlichen A bsorptionsindex; fiir eine senkrecht zur opti
schen Achse fortschreitende Welle (~z = 0, ~~ + ~; = 1) folgt aus (424) und 

" n~ (145) Xo = 2~ = Xs' q. 
Die Hauptbrechungsindizes eines Kristalls konnen zuweilen sehr verschieden 

sein. Bei (dem optisch-einachsigen) Turmalin ist z. B. Xl groB, "s dagegen sehr 
klein; hierau£ beruht die Verwendungsmoglichkeit einer hinreichend dicken, 
parallel zur optischen Achse geschnittenen Turmalinplatte als Polarisator, da 
eine solche fast nur die auBerordentliche Welle durchlaBt 2). 

c) Absorptionsindizes in Richtungen der optischen Sym
met ri e a c h sen. Legt man die Wellennormalenrichtung der Reihe nach 
parallel zu einer optischen Symmetrieachse, so erhalt man fur die Lage 

I~ zur x-Achse: no = n2 , n~ = ns; 
I n~ n 2 

Xo = 2q~2' 
,," __ ._3_ • 

o - 2q~3 ' 

ii zur y-Achse: 110 = ns , n~ = n1; 
, n: 

Xo 
n~ 

; (425) "0 = 2q~3' 2q~, 

II zur z-Achse: no = n1• n~ = n2 ; 
I n~ 

Xo = 2q~~' 
" 2n~ 

Xo = 2q~2 • 

Da bei diesen verschiedenen Lagen gleichen Brechungsindizes gleiche 
Richtungen des Lichtvektors entsprechen (vgl. Ziff.13), so folgt, daB bei 
schwach absorbierenden, nicht aktiven Krista11en von den in 
den Richtungen zweier optischer Symmetrieachsen fortschreitenden 
Wellen diejenigen gleich stark absorbiert werden, welche senkrecht 
zueinanderliegende Schwingungsebenen besitzen 3); hierbei ist unter 
Schwingungsebene die durch die groBe Ellipsenachse und die Wellennormale 
gelegte Ebene zu verstehen 4). 

d) A bhangigkei t der A bsorptionsindizes von der Lage der 
S c h win gun g sell ips e. Gleichung (422) laBt sich in eine geeignetere Form 
bringen, wenn man an Stelle von 9"" 9y und 9z die Richtungskosinus b~, b;, 
b; und b~, b~, b~ der groBen Achsen der zur Wellennormalenrichtung s ge
hOrenden Schwingungsellipsen einfiihrt, welche nach Ziff. 134 b) durch die 

') W. VOIGT. Gottinger Nachr. 1884. S. 346; Wied. Ann. Bd. 23, S. 587. 1884; N. Jahrb. 
f. Min. 1885 (1), S. 125. Diese GesetzmaBigkeit wurde experimentell schon von W. HAIDINGER 
(Pogg. Ann. Bd. 65. S.4. 1845) festgestellt, der fand. daB bei durchgehendem weiBem 
Lichte die ordentliche Welle fur jede Wellennormalenrichtung dieselbe Farbe zeigt wie in 
Richtung der optischen Achse; ihre genaue quantitative Prufung und Bestatigung erfolgte 
durch J. A. WESASTJERNA (bversikt av Finska Vetensk. Soc. Forh. (A) Bd. 64. S. 1. 1922) 
bei Turmalin. 

2) Vgl. Kap.4, Ziff.20 ds. Bandes. 
3) W. VOIGT, Gettinger Nachr. 1884, S. 350; Wied. Ann. Bd. 23, S. 591. 1884; N. Jahrb. 

f. Min. 1885 (1), S. 129. Experimentell wurde dieses Resultat von W. HAIDINGER (Wiener 
Ber. Bd.8, S. 52. 1852; Pogg. Ann. Bd.86. S.131. 1852) gefunden. 

') Bei den absorbierenden Kristallen von rhombischer und hoherer Symmetrie sind 
die parallel zu den optischen Symmetrieachsen fortschreitenden Wellen iiberdies linear 
polarisiert [vgl. Ziff.132c)J. 
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Formeln (84) gegeben sind. Man erhalt dann nach einiger Umformung 1) unter 
Weglassung der die beiden Wellen unterscheidenden Indizes 

2'1 _ 1 2 1 s.2 1 2 2 s. b 2 b 2 
-n2 - -q2 b", + q'Vy + q' bz + q'vy z + q' bz x + q' bxby 

11 22 33 23 31 12 

oder bei Benutzung von (49) 
1 2 1 b2 1 b2 2 b b 2 2 b ,b", +, 'II + -. z +, y • + ,b.bz + ,bz v 

2" = ql1 q'2 q'3 q'3 q31 q'2 (426) 

~ b' + ~ b2 + ~ b2 
n~ '" n~ y n~ z 

Fiihrt man ein beliebiges rechtwinkliges Rechtssystem x', y', z' ein, so geht dieser 
Ausdruck iiber in 

-h b;, + -h b;, + --k b!, + ::2 by, b., + ~ b.,bz, + ~. bz,by, 
2" = ql1 q92 q33 ~S3 q31 q12 

~ b;, + ~ b~, + ~ b;, + ~ by, b., + ~ b.,bz, + ~ bz,by, 
nll n 2S n33 n 23 n 31 n 12 

Man ersieht hieraus, daB der Absorptionsindex bei schwach ab
sorbierenden, nicht aktiven Kristallen [ebenso wie der Brechungs
index gemaB (49)] eine eindeu tige Funktion der Lage der groBen Achse 
der Schwingungsellipse ist. 

Diese Beziehung hat BECQUEREL2) gefunden; sie wurde durch seine und 
DUFETSS) Beobachtungen an Kristallen, deren Absorptionsspektra scharfe Streifen 
zeigen (wie z. B. Didym-, Neodym-, Praseodym- und Samariumsuliat), be
statigt, welche ergaben, daB die relative Intensitat der Absorptionsstreifen von 
der Schwingungsrichtung abhangt4). DaB die Beziehung aber, entsprechend ihrer 
Herleitung, nur ein Naherungsgesetz ist, wurde durch die bei Turmalin an
gestellten, sehr genauen Messungen von LE Roux5) gezeigt. 

Fiir den Fall geringer Doppelbrechung, d. h. kleiner Werte der Differenzen 
nz - ns , na - n1 und n1 - nz, erhalt man aus (426) die weitere Annaherungs-

formel _ (1 2 1 2 1 2 2 2 2) 
2" = n2 -. bx + ,by + -.b. + ,by b. + ,bzbx + ,b",by 

ql1 q.. q33 q'3 Q" Q12 ' 

bei welcher n einen mittleren Wert aus nv n2 und ns bedeutet. Fiihrt man an 
Stelle der optischen Symmetrieachsen x, y, z die Absorptionsachsen .i, y, zein, 
so geht die Formel in 

,,=~~+~~+~~ ~n 
-2 -2 -2 

"b b . n n d n t t . t u er, wo el m1 = -.' m2 = -. un ms = -. gese z IS. 
Q, q. q3 

Aus (427) folgt, daB der geometrische Ort der Endpunkte der Vektoren. 
die man von einem beliebigen Bezugspunkte aus parallel zu jeder Ellipsen-
achsenrichtung b mit dem Betrage 1/Y;; auftragt, bei den schwach absorbie
renden, schwach doppelbrechenden, nicht aktiven Kristallen ein Ellipsoid ist 6). 

') P. DRUDE, Wied. Ann. Bd.40, S.673. 1890. 
2) H. BECgUEREL, Ann. chim. phys. (6) Bd. 14, S.201. 1888. 
3) H. DUFET, Bull. soc. mineral. Bd.24, S. 373. 1901. 
4) Die ersten diesbezfiglichen qualitativen Beobachtungen stammen von R. BUNSEN 

(Pogg. Ann. Bd. 128, S.100. 1866 [Didymsulfat]) und H. C. SORBY (Proc. Roy. Soc. London 
Bd. 17, S. 511. 1869 [uranhaltiges Zirkon]). 

5) P. LE Raux, Joum de phys. (6) Bd. 9, S. 142. 1928. 
8) Diese GesetzmaBigkeit wurde schon von J. GRAILlCH (Kristallographisch-optische 

Untersuchungen, S. 52. Wien 1858) vermutet und spater von E. MALLARD (Traite de cristallo
graphie geometr. et phys. Bd. II, S.353. Paris 1884) ffir beliebig starke Doppelbrechung 
als gi11tig angenommen. 
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Die Beziehung (426) bzw. (427) ist im sichtbaren Spektralbereiche bei den 
schwach absorbierenden Kristallen Turmalin und Rauchquarz durch die Mes
sungen von CAMICHEL1) und EHLERS2), ferner im Ultraroten bei Turmalin durch 
CARVALL0 3) als richtig nachgewiesen worden. Bei dem starker doppelbrechenden 
Kalkspat fand jedoch STEWART 4) im ultraroten Absorptionsgebiete fur die 
auBerordentliche Welle nicht, wie zu erwarten gewesen ware, die strengere 
Beziehung (426), sondern die grobere Naherungsformel (427) bestatigt; doch 
kann dieses Ergebnis noch nicht als ganz sichergestellt angesehen werden Ii) und 
bedarf noch der Nachprufung. 

c) Maxima und Minima der Absorptionsindizes bei schwach ab
sorbierenden Kristallen des triklinen und monoklinen Systems. Liegen 
zwei Wellennormalenrichtungen symmetrisch zueinander in bezug auf eine 
optische Symmetrieachse, so gilt das gleiche auch fur die groBen Ellipsen
achsen der zugehOrigen ordentlichen bzw. auBerordentlichen Wellen; die Rich
tungskosinus der einander entsprechenden groBen Ellipsenachsen dieser Wellen 
unterscheiden sich somit nur durch ihre Vorzeichen. Fur die beiden ordentlichen 
bzw. die beiden auBerordentlichen Wellen, die zu derartigen Wellennormalenrich
tungen gehOren, hat daher der Nenner von (426) denselben Wert; fur den Zahler 

gilt dies jedochnur dann, wenn -i-, -i- und -i-identisch verschwinden, wasbeiden 
q23 q31 q12 

Kristallen des triklinen und monoklinen Systems nicht der Fall ist (vgl. Ziff.124). 
Bei Kristallen des triklinen und monoklinen Systems mussen 

daher die Wellennormalenrichtungen, fur welche ein Absorptions
index x~ (oder xO') ein Maximum und ein Minimum erreicht, unsym
metrisch zu den optischen Symmetrieachsen liegen 6). 

Dieses Verhalten ist zuerst von LASPEYRES 7) und spater durch genauere 
Messungen von RAMSAy8), CAMICHEL9) und CARVALL010) nachgewiesen worden. 

Eine einfache Berechnung ergibt ferner, daB der Winkel zwischen den 
Wellennormalenrichtungen, die zu einem solchen Maximum und Minimum ge
horen, von nJ2 urn einen Betrag abweicht, welcher von derselben GroBen
ordnung ist wie die Differenz der Hauptbrechungsindizesll). 

136. Dispersionserscheinungen. Die komplexen Hauptbrechungsindizes 
besitzen Frequenzabhangigkeit und zeigen daher Dispersion; das Gesetz ihrer 
Frequenzabhangigkeit ergibt sich aus Beziehungen von der Form der Glei
chungen (401). Es mussen daher auch die Parameter Phi und qht (Ziff.127) 
sowie samtliche von ihnen abhangenden GroBen Frequenzabhangigkeit zeigen. 

1) G. CAMICHEL, Ann. chim. phys. (7) Bd. 5, S.468. 1895; Journ. de phys. (3) Ed. 4, 
S. 153. 1895 (Turmalin). 

2) J. EHLERS, N. Jahrb. f. Min., Eei!. Ed. 11, S.284. 1897 (Turmalin, Rauchquarz). 
3) E. CARVALLO, Ann. chim. phys. (7) Ed. 7, S.82. 1896. 
4) O. M. STEWART, Phys. Rev. Ed. 4, S.433. 1897. 
5) Vgl. hierzu F. POCKELS, Lehrbuch d. Kristalloptik, S.411. Leipzig 1906. 
6) P. DRUDE, Wied. Ann. Bd.40, S.673. 1890. 
7) H. LASPEYRES, ZS. f. Krist. Bd. 4, S. 454.1880 (Piemontit, eine Varietat des Epidot). 
8) W. RAMSAY, ZS. f. Krist. Bd. 13, S. 97. 1887 (Epidot). 
9) G. CAMICHEL, Ann. chim. phys. (7) Bd. 5, S.477. 1895 (Epidot, Axinit). 

10) E. CARVALLO, Ann. chim. phys. (7) Bd. 7, S.89. 1896 (Epidot). 
11) P. DRUDE, Wied. Ann. Bd. 40, S. 674. 1890. So z. B. wurde bei Epidot die Abweichung 

1 0 40' betragen mussen. [Der von W. RAMSAY (ZS. f. Krist. Bd. 13, S. 111. 1888; P. DRUDE, 
ebenda S. 567) aus seinen Beobachtungen am Epidot erschlossene Wert von 8 0 ist unrichtig; 
vgl. hierzu F. POCKELS, Lehrbuch d. Kristalloptik. S.412. Leipzig 1906.J Bei Kobalt
kaliumsulfat und Kobaltkupfersulfat konnte J. EHLERS (N. Jahrb. f. Min. Ed. 11, S.297· 
1897) und bei Diopsid P. IrES (Uber die Abhangigkeit der Absorption des Lichtes von der 
Farbe in kristallisierten Korpern, S. 75. Dissert. Gottingen 1901) allerdings keine Ab
weichung von nl2 finden. 

56* 
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a) Dispersion der Brechungs- und Absorptionsindizes. <X) Ge
setz der Frequenzabhangigkeit der Brechungs- und Absorp
tionsindizes. Urn eine Dbersicht iiber die Frequenzabhangigkeit der 
Brechungs- und Absorptionsindizes zu erhalten, geniigt es, den Fall eines 
kubischen Kristalls zu betrachten, bei welch em n i = n 2 = na = n ist und das 
(mit dem Absorptionsachsensystem zusammenfallende) optische Symmetrie
achsensystem beliebig gelegt werden kann (vgl. Ziff. 124); aus (401) und (403) 
folgt dann durch Trennung des reellen und imaginaren Teiles das bekannte, fiir 
~ isotrope Karper giiltige Formelsystem l ) 

w 

Abb. 37. Abhangigkeit des Bre~ 
chungsindex n und des Absorptions~ 
index x von der Frequenz in der 
Nahe einer Eigenfrequenz w~O) bei 
einem kubischen, absorbierenden 

Kristall. 

27 Ni e7 (OIOi' - (02 
n2 (1 - ,,2) = 1 + 4.n - ~ ~----~.---

m a2 , 
i (0(.0)2 _ (02)2 + ---'-(02 

t m~ 

a; 
2 -(0 

~Nie; mi 
2n2 " = 4.n -- 2 

m i (D)' ) at Q (w. - (02 2 + ---:-(0" 

1 n~7 

in welch em die Bezeichnungen diesel ben sind wie in 

Ziff. 125 und w\O) = ~ die Eigenfrequenz der iten 
111; 

Elektronengattung bedeutet. 
Tragt man w als Abszisse und n bzw. " als Ordinate auf, so wird der Ver

lauf des Frequenzabhangigkeitsgesetzes in der Nahe einer Eigenfrequenz w\O) 
durch Abb. 37 veranschaulicht 2). Wie man sieht, besitzt der Brechungsindex n 
zu beiden Seiten der Eigenfrequenz ein Maximum und ein Minimum, wahrend 
der Absorptionsindex " an der Stelle der Eigenfrequenz ein Maximum besitzt. 
In hinreichender Entfernung von der Eigenfrequenz ist bei beiden GraBen die 
Anderung mit der Frequenz monoton. Diese Art des Dispersionsverlaufes, 
der die an isotropen absorbierenden Karpern angestellten Beobachtungen richtig 
wiedergibt, wird bekann tlich als an 0 mal e Dis per s ion bezeichnet. 

Einen ganz analogen anomalen Dispersionsverlauf wie n und " bei kubi
schen Kristallen zeigen die Hauptbrechungsindizes n l , n2 und na sowie die 

Konstanten -i- (h, 1 = 1,2,3) bei den Kristallen niedrigerer Symmetrie. 
qhl 

Bei den optisch einachsigen und rhombischen Kristallen, bei we1chen die 
Absorptionsachsen mit den optischen Symmetrieachsen zusammenfallen, ist die 
Dispersion der Absorption bekannt, wenn sie fUr die Hauptabsorptions
indizes bestimmt wurde. Bei den monoklinen Kristallen ist gemaB Ziff. 124 
und Gleichung (423) die Dispersion der GraBen qIl' q22' q33 und qI2 zu be
stimmen; sie wurde fUr den sichtbaren Spektralbereich bei Kobaltkupfersulfat 
und Kobaltkaliumsulfat von EHLERS 3) gemessen. Bei triklinen Kristallen miiBte 
die Dispersion fUr aIle 6 GraBen qu, q22' Q33' Q23' Qal und Q12 bestimmt werden, 
doch liegen noch keine Messungen vor. 

fJ) Beobachtungen im Bereiche der anomalen Dispersion. Be
obachtungen iiber den anomalen Dispersionsverlauf der Hauptbrechungsindizes 
nl , n2, n3 und der Hauptabsorptionsindizes "1' "2' "3 liegen bei den rhombi
schen KristalIen Yttriumplatincyaniir und Erbiumplatincyaniir, sowie dem 

1) Vgl. hierzu die Abschnitte uber Absorption und Dispersion in Kap. 10 dieses 
Bandes. 

2) P. DRUDE, Lehrbuch der Optik, S.362. Leipzig 1900; 3. Auf1. von E. GEHRCKE, 
S.383. Leipzig 1912. 

3) J. EHLERS, N. Jahrb. f. Min. Bd. 11. S. 297. 1897. 
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optisch einachsigen Magnesiumplatincyaniir 1) vor2). AuBerdem wurde er bei dem 
rhombischen Andalusit untersucht; hier zeigen die drei Hauptbrechungsindizes 
im violetten Gebiete des sichtbaren Spektralbereiches anomale Dispersion3). Bei n2 

und X 2 stimmen die beobachteten relativen Lagen der Maxima mit der Theorie 
nicht ganz iiberein; die Ursache liegt offenbar in der groDen Breite des betreffen
den Absorptionsgebietes, sowie in der Einwirkung ultravioletter Eigenfrequenzen. 

y) Beobachtungen im Bereiche normaler Dispersion. In hinreichen·· 
der Entfernung von einer Eigenfrequenz wird die Frequenzabhangigkeit wieder 
normal, d. h. die Brechungsindizes nehmen bei zunehmender Frequenz zu 
und die Absorptionsindizes nehmen monoton zu bzw. ab, je nachdem man 
sich einer Eigenfrequenz nahert bzw. von ihr entfernt4). Messungen dieses 
normalen Dispersionsverlaufes sind im sichtbaren Spektralbereiche bei schwach 
absorbierenden Kristallen wiederholt5) ausgefiihrt worden. 

Bei optisch einachsigen Kristallen ergab sich, daD in nicht zu groBer Ent
£ernung von einer Eigenfrequenz die sag. BABINETSche Regel gilt6) , wonach 
zu dem groDeren Hauptbrechungsindex auch der groDere Hauptabsorptions
index gehOrF). 

Bei den stark absorbierenden, metallisch reflektierenden Kristallen 
(wie z. B. Antimonit, Magnesium, Zink) , bei welch en die Eigenfrequenzen nicht 
sehr weit auDerhalb des sichtbaren Spektralbereiches liegen, ist die Dispersion 
der Hauptbrechungsindizes und der Hauptabsorptionsindizes im sichtbaren 
Spektralbereiche eben falls in zahlreichen Fallen gem essen wardenS). 

1) S. BOGUSLAWSKI, Ann. d. Phys. Bd. 44, S. 1099. 1914; A. POCHETTINO, Atti di 
Torino Bd. 59, S.291. 1924. 

2) Das starke Ansteigen der Hauptbrechungsindizes bei Annaherung an eine Eigen
frequenz wurde bei Magnesiumplatincyaniir zuerst von A. KUNDT (Pogg. Ann. Bd. 143, S. 267. 
1871) und bei Yttriumplatincyaniir von W. KONIG (Wied. Ann. Bd. 19, S.495. 1883) fest
gestellt; spater wurdc es von H. BAUMHAUER (ZS. f. Krist. Bd. 44, S. 23.1907; Bd. 47, S. 13. 
1910) bei Barium-, Calcium-, Natriumkalium-, Kaliumlithium- und Rubidiumlithium
platincyaniir nachgewiesen. 

3) M. LEWITSKA] A, Gottinger N achr. 1912, S. 504. 
4) Die sog. nichtabsorbierenden Kristalle sind dadurch ausgezeichnet, da/3 bei 

ihnen der Spektralbereich, in dem keine Eigenfrequenzen liegen, sehr breit ist und das sicht
bare Gebiet enthalt. So z. B. besitzt bei Kalkspat der ordentliche Brechungsindex zwischen 
0,2 bis 3,1 ft und der aul3erordentliche zwischen 0,2 bis 5,5 ,u normale Dispersion; ersterer besitzt 
Eigenfrequenzenbei 0,110, 0,157, 2,44 und 2,74ft, letztererbeiO,107, 3,28, 3,75und4,66,u. 
Bezuglich der ultraroten Eigenfrequenzen und ihres Zusammenhanges mit anderen physi
kalischen Eigenschaften der Kristalle (Elastizitatskonstanten, spezifische Warmen) verweisen 
wir auf den Abschnitt uber Dispersion und Absorption in Kap. 10 dieses Bandes, sowie auf 
den Abschnitt uber die theoretischen Grundlagen des Aufbaues derfesten Materie in Ed. XXIV 
ds. Handb. 

5) J. EHLERS, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 11, S.259. 1897 (Turmalin, Rauchquarz 
[optisch einachsig]; Kobaltkupfersulfat, Kobaltkaliumsulfat, Kobaltammoniumsulfat [mono
klin]); P. lIES, Uber die Abhangigkeit der Absorption des Lichtes von der Farbe in kristalli
sierten Korpern. Dissert. Gottingen 1901 (Opal, Granat, Spinell, Zinkblende, Gruner Flu/3-
spat [kubisch]; Turmalin, Rauchquarz, Proustit, Wulfenit, Rutil, Dioptas, Pennin, Kupfer
uranit [optisch einachsig]; Biotit, Diopsid [monoklin]); J. A. \Y ASAST]ERNA, Oversikt av Finska 
Vetensk. Soc. Forh. (A) Bd. 64, S. 1. 1922 (Turmalin). 

,6) J. BABINET, C. R. Bd.4, S. 759. 1837. Bei Turmalin gilt die BABINETsche Regel 
fur den ganzen sichtbaren Spektralbereich (P. SCHWEBEL, ZS. f. Krist. Bd. 7, S. 153. 1883); 
uber die vielfache Ungiiltigkeit der BABINETschen Regel in gr6l3erer Entfernung von den 
Eigenfrequenzen vgl. H. BECQUEREL, Ann. chim. pbys. (6) Bd. 14, S.254. 1888; vgl. auch 
die Literaturangaben der folgenden Anmerkung. 

7) Da/3 die BABINETsche Regel nur in hinreichender Entfernung von den Eigen
frequenzen gilt, ist zuerst von J. KOENIGSBERGER (Absorption des Lichtes in festen 
Korpern, S.21. Habilit.-Schrift Freiburg i. Br. 1900) ausgesprochen worden; vgl. auch 
P. ITEs, Uber die Abhangigkeit der Absorption des Lichtes yon der Farbe in kristallisierten 
l\:orpern, S. 58. Dissert. G6ttingen 1901. 

8) Vgl. die J\ngaben S. 8<)0, Anm.2. 
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~) Dichroismus, Pleochroismus. Man denke sich aus einem schwach 
absorbierenden, nicht aktiven Kristall einen Wiirfel geschnitten, dessen Kanten' 
parallel zu den optischen Symmetrieachsen liegen, und lasse weiBes, paral
leles Licht senkrecht auf eine Wiirfelebene fallen und nach dem Austritt 
durch einen drehbaren Analysator gehen. Besitzen die Absorptionsindizes der 
beiden senkrecht zur Wiirfelebene fortschreitenden Wellensysteme ver
schiedene Dispersion, so beobachtet man dann zwei verschiedene Farben, 
je nachdem die Schwingungsrichtung des Analysators parallel oder senk
recht zu einer der (senkrecht zur Wellennormalenrichtung stehenden) Wiirfel
kanten liegt. 

Liegt die Wellennormale der durchgehenden Wellen nacheinander parallel 
zu einer der drei aufeinander senkrechten Wiirfelkanten, so erhalt man sechs 
Farben, die bei einem optisch zweiachsigen Kristall nach (425) paarweise ein
ander gleich sind; man bezeichnet daher die absorbierenden optisch zwei
achsigen Kristalle als trichroi tisch. 

Bei den schwach absorbierenden, optisch einachsigen Kristallen reduziert 
sich die Zahl dieser Farben offenbar auf zwei, dementsprechend nennt man sie 
auch dichroitisch. 

Der gemeinsame Sammelname fiir den Di- und Trichroismus ist Pleo
chroismus oder Polychroismus1). 

b) Dispersion der Refraktionsbinormalen. Die Dispersion der Haupt
brechungsindizes hat eine Anderung der Gestalt des Refraktionsovaloides 
(Ziff. 127) zur Folge und bedingt damit auch eine Dispersion des Winkels der 
Refraktionsbinormalen. 

Die Dispersion des Refraktionsbinormalenwinkels ist bei schwach absor
bierenden Kristallen zuerst von BAUMHAUER 2) beobachtet und bei dem rhom
bischen Yttriumplatincyaniir von BOGUSLAWSKI 3) gemessen worden. Bei 
diesem wird der Refraktionsbinormalenwinkel bei ,1,0 = 457 ml-' gleich Null und 
der Kristall optisch einachsig; bei groBeren und kleineren WellenHingen liegen 
die Refraktionsbinormalen in verschiedenen optischen Symmetrieebenen (vgl. 
hierzu Ziff. 29). Ahnlich verh1ilt sich Erbiumplatincyaniir4). 

c) Dispersion der rela tiven Lage des optischen Symmetrieachsen
systems und des Absorptionsachsensystems. Die relative Lage des 
optischen Symmetrieachsensystems und des Absorptionsachsensystems ist be
stimmt, wenn man die (auf die optischen Symmetriesachsen x, y, z bezogenen) 
GraBen qhl (h, 1 = 1,2,3) (Ziff. 127) kennt; durch die Dispersion dieser Para
meter ist auch die Dispersion der relativen Lage der beiden Achsensysteme 
bestimmt. 

Quantitative Messungen der Dispersion der relativen Lage der beiden Achsen
systeme liegen nur bei einigen wenigen monoklinen Kristallen vor, bei we1chen 

gem~i.B Ziff.124 q33 = q3 und -}- = + = 0 ist und die zu ermittelnden, die 
q'3 q31 

relative Lage der beiden Achsensysteme definierenden GraBen sich auf qn, q22 

und q12' reduzieren; diese Parameter konnen, wie die Messungen von EHLERS5) 

1) Der Dichroismus wurde zuerst von L. CORDIER (Journ. des mines Bd.25, S.129. 1809) 
bei dem von ihm als Dichroit bezeichneten, spater von J. HERSCHEL [Light, § 1066 (= Ency
klop. :Metrop. Bd.4. S. 556.) London 1827] als trichroitisch erkanuten Mineral Cordierit 
beobachtet. Die Bezeichnungen Trichroismus und Polychroismus stammen von F. S. BEU
DANT (Traite elementaire de mineralogie, 2. Aufl., Bd. 1. S. 300. Paris 1830). 

2) H. BAUMHAUER, ZS. f. Krist. Bd.44, S.23. 1907. 
3) S. BOGUSLAWSKI, Ann. d. Phys. Bd. 44, S. 1102. 1914. 
4) A. POCHETTINO, Atti di Torino Bd. 59, S.291. 1924. 
5) J. EHLERS, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 11, S.297. 1897. 
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bei Kobaltkupfersulfat und Kobaltkaliumsulfat gezeigt haben, betrachtliche 
Dispersion besitzen. 

137. EinfluB der Temperatur. Wir iibergehen die rein phanomenologischen 
Ansatze, die zur Darstellung des Einflusses der Temperatur {} auf die optischen 
Eigenschaften absorbierender Medien versucht worden sind1) und beschranken 
uns auf eine Ubersicht der wenigen bei absorbierenden Kristallen vorliegen
den Beobachtungsergebnisse. 

a) Te m per a t ur a bh an gi g k e i t d er Ei ge n fre q ue n ze n. KOENIGS
BERGER2) fand die spater von ihm und anderen Beobachtern bestatigte 3) Regel, 
daB bei geringer Absorption das Absorptionsgebiet mit steigender 
Temperatur nach kleineren Frequenzen verschoben wird und dabei 
zuweilen eine geringe Ausdehnung der Absorptionsgrenzen eintritt, wahrend 
die GroBe des Maximums der Absorption sich nicht zu andern scheint; bei 
Zinnober4) ergaben die Messungen von RosE5), daB der Abstand der Absorp
tionsgrenzen der ordentlichen und der auBerordentlichen Welle bei dieser Ver
schiebung konstant bleibt. 

Der EinfluB der Temperatur auf die Eigenfrequenzen von 
Kristallen mit scharfen Absorptionsstreifen, wie sie die Verbindungen 
der seltenen Erden zeigen, ist von BECQUEREL6) bei dem monoklinen Monazit 
und den optisch einachsigen Kristallen Parisit, Tisonit und Xenotim untersucht 
worden. Er fand, daB bei Abkiihlung auf die Temperatur der fliissigen Luft 
die Eigenfrequenzen kleine, verschieden starke Verschiebungen erfahren, die mit 
einer Verminderung der Breite und gleichzeitigen VergroDerung der Scharfe 
der Absorptionsstreifen verbunden sind 7). Hinsichtlich des Zusammenhanges 
dieser Resultate mit der Elektronentheorie der Absorption verweisen wir auf 
Kap. 10 dieses Bandes. 

b) Te mpera tu ra bhangigkei t der Ha up tbrech ung sindi zes. 
Beziiglich der Temperaturabhangigkeit der Hauptbrechungsindizes 
im Gebiete der normalen Dispersion verweisen wir auf die allgemeinen 
Bemerkungen in Ziff. 25 a; die bisherigen Beobachtungen bei s c h wac h a b
so r b i ere n den Kristallen sind in den S. 692 Anm. 1 nachgewiesenen Stellen 
angeflihrt. 

Die T e m per a t u r a b han gig k e i t d e r B r e c hun g sin d i z e sin d e r 
Umgebung der Eigenfrequenzen wurde von BECQUEREL8) bei Tysonit 
bei den Temperaturen {} = 25 0 C und {} = -188° C untersucht; die Anderung 
der Brechungsindizes mit der Frequenz zeigte sich dabei bei der niedrigeren 
Temperatur etwa 3- bis 4mal so stark als bei 25 0 C. 

1) \v. VOIGT, Ann. d. Phys. Bd.6, S.459. 1901; E. O. HULBURT, Astrophys. Journ. 
Bd. 51, S.223. 1920; vgl. dazu G. SZIVESSY, ebenda Bd. 53, S.326. 1921, 

2) J. KOENIGS BERGER, Absorption des Lichtes in festen K6rpern, S. 36. Habilit.
Schrift. Freiburg i. B. 1900 (Kaliumdichromat, Klinochlor). 

3) J. KOENIGSBERGER u. K. KILCHLING, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 10, S. 537. 1908; 
Ann. d. Phys. Bd.28, S.889. 1909 (Biotit, Chlorit, Rutil, Brookit); H. RosE, ZS. f. Phys. 
Bd. 6, S.165. 1921 (Zinnober im Temperaturintervall 14 0 < {} < 263 0 C); ::VI. MELL, ebenda 
Bd. 16, S.244. 1921 (Zinkblende im Temperaturintervall - 80 0 < {} < 700 0 C). 

4) Zinnober gehort allerdings zu den schwach absorbierenden, aktiven Kristallen; 
vgl. Zifi. 150. 

5) H. ROSE, ZS. f. Phys. Bd.6, S. 165. 1921 (140 < {} < 263 0 C). 
6) J. BECQUEREL, c. R. Bd. 144, S. 1032 u. 1336. 1907; Phys. ZS. Bd. 8, S. 632 u. 929. 

1907; Le Radium Bd. 4, S. 49 u. 328. 1907. 
7) Auch bei Molybdanit tritt nach E. P. TYNDALL [Phys. Rev. (2) Bd. 21, S. 167. 1923J 

bei Temperaturerniedrigung eine Verscharfung der Absorptionsbanden und eine Verschiebung 
der Eigenfrequenzen ein. 

8) J. BECQUEREL, C. R. Bd. 145, S.795. 1907; Phys. ZS. Bd.9, S.94. 1908. 
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c) Temperaturabhangigkeit der Absorptionsindizes. Die 
Starke der Absorption nimmt mit abnehmender Temperatur ·ab1); quan
titative Bestimmungen der Temperaturkoeffizienten der Absorptionsindizes liegen 
bei Kristallen bis jetzt nicht vor. 

(j) Gesetze der Reflexion und Brechung bei absorbierenden, nicht aktiven 
Kristallen. 

138. Allgemeines tiber die Reflexion bei absorbierenden, nicht aktiven 
Kristallen. Das Problem der Reflexion an der ebenen Begrenzungsflache zweier 
aneinandergrenzender, absorbierender, nicht aktiver Kristalle ist ganz analog 
dem in Abschnitt II bei nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristallen be
sprochenen zu behandeln, nur treten an Stelle der Gleichungen (9) und (43) die 
Gleichungen (393), wahrend insbesondere die Grenzbedingungen (5) und (6} 
dieselben bleiben. 

Es bleiben daher auch die Losungen des Reflexionsproblems for
mal dieselben, die wir bei der Behandlung der nicht absor
bierenden, nicht aktiven Kristalle gewonnen haben; die in 
diesen Losungen auftretenden GroBen sind aber jetzt nicht mehr 
reell, sondern komplex. 

Das Problem der Reflexion an absorbierenden, nicht aktiven Kristallen 
ist von DRUDE2) eingehend behandelt worden.; wir beschranken uns im Folgen
den auf den fUr die Anwendungen wichtigen speziellen Fall, daB das erste 
Medium, in welch em das Licht einfallt, nicht absorbierend, nicht 
aktiv und isotrop (z. B. Luft) ist. 

Die fur das zweite Medium gebildeten, den Gleichungen (170) und (172) 
entsprechenden Gleichungen besitzen komplexe Koeffizienten und liefem daher 
bei den gebrochenen Wellen komplexe Werte sowohl fUr die Brechungs
winkel 11- - cp(l) und 11- - cp(2), als auch fUr die Schwingungsazimute 1}(1) und 
1}(2). Komplexe Werte der Brechungswinkel bedeuten aber, wie aus der Theorie 
der Reflexion an absorbierenden, nicht aktiven, isotropen Korpem3) bekannt 
ist, daB die Amplituden des Lichtvektors in den Wellenebenen der 
gebrochenen Wellen nicht konstant sind, diese somit inhomogen 
sind; komplexe Werte der Schwingungsazimute sagen aus, daB das Verhaltnis 
der zur Einfallsebene parallelen und senkrechten Komponente der Lichtvektor
amplitude bei den gebrochenen Wellen komplex wird, diese Wellen also ellip
tisch polarisiert sind. 

Bei der reflektierten Welle erhaIt man ffir die parallel und senkrecht zur 
Einfallsebene genommenen Komponenten Pp und p. der Lichtvektoramplitude 
analoge Ausdrucke, wie sie in Ziff.44 bei der Behandlung der Reflexion an einem 
nicht absorbierenden, nicht aktiven Kristall fur Pp und p. erhaIten wurden. 1st 
die einfallende Welle linear polarisiert, so ist in diesen Ausdriicken Ep und E. reell, 
wahrend die ubrigen auf den rechten Seiten auftretenden GroBen nach dem vor
hin Bemerkten komplex sind, was wir wieder durch Benutzung fetter Buchstaben 
andeuten; man gewinnt dann durch Division das komplexe Verhaltnis 

(428) 

1) H. NAGAOKA, Proc. Tokyo Math.-Phys. Soc. (2) Bd. 8, S. 55t. 1916 (Pennin, Epidot. 
griiner Turmalin, Smaragd; Temperatur der fliissigen Luft); M. MELL, ZS. f. Phys. Bd. 16, 
S.258. 1921 (Zinkblende; 20° < {} < 700 0 C). 

2) P. DRUDE, Wied. Ann. Bd.32, S.584. 1887. 
3) Dber die Theorie der Reflexion an absorbierenden, nicht aktiven, isotropen Kiir

peru vgl. Kap. 6 ds. Bandes. 
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in welchem As tgex =
Ap 
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das Schwingungsazimut der in dem isotropen Medium einfallenden, linear po
larisierten Welle bestimmt. 

139. Elliptische Polarisation der reflektierten Welle. Bei stark absorbieren
den Kristallen werden die gebrochenen Wellen schon innerhalb einer sehr dunnen 
Schicht nahezu vollstandig vernichtet; es ist daher nur die reflektierte Welle 
der Beobachtung zuganglich. 

Der durch (428) gegebene komplexe Wert ~' bedeutet, daD die aus 
p 

einer einfallenden linear polarisierten Welle durch Reflexion an 
einem absorbierenden Kristall entstehende Welle elliptisch polari
siert ist; dieses Ergebnis gilt, wie sich zeigen laSt, im allgemeinen auch 
bei senkrech ter Inzidenz1), im Gegensatz zum Verhalten eines absorbieren
den, nicht aktiven, isotropen Karpers, bei welch em eine senkrecht einfallende 
linear polarisierte Welle als linear polarisierte Welle reflektiert wird. 

Setzcn wir p 
T = tge eiJ , (429) 

p 

so ist LI die Phasendifferenz der Lichtvektorkomponenten parallel und senkrecht 
zur Einfallsebene und e das sog. Azimut der wiederhergestellten linearen 
Polarisation, d. h. das Schwingungsazimut der reflektierten Welle, nachdem 
die Phasendifferenz L1 durch irgendeine kompensierende Vorrichtung2) auf
gehoben wurde. 

Die Bestimmungsgleichungen fUr L1 und e erhalt man, indem man die 
rechten Seiten der Gleichungen (428) und (429) gleichsetzt und dann den reellen 
und imaginaren Teil trennt. 

Ein dem Polarisationswinkel bei nicht absorbierenden, nicht ak
tiven Kristallen (Ziff.47) entsprechender Winkel, bei dem eine einfallende unpo
larisierte WeUe eine voUstandig (eUiptisch) polarisierte WeUe liefert, kann bei absor
bierenden KristaUen nicht existieren, da die entsprechende Bedingung als Gleichung 
zwischen zwei komplexen GroDen in zwei reelle, nicht gleichzeitig erfullbare Glei
chungen zerfallt. 

Bei gegebener Einfallsebene und gegebenem Schwingungsazimut iX der ein
fallenden, linear polarisierten Welle laSt sich der Einfallswinkel so wahlen, daD 

die Phasendifferenz L1 = ~ wird, die Hauptachsen der Schwingungsellipse der 

reflektierten Welle somit parallel und senkrecht zur Einfallsebene liegen. Ein 

solcher Einfallswinkel, bei dem das Schwingungsazimut ex = ~ ist, heiDt der 

Haupteinfallswinkel der betreffenden Einfallsebene, das zu ihm geh6rende 
Azimut der wicderhergestellten linearen Polarisation das Ha u ptazim u t. 

Haupteinfallswinkel undHauptazimut hangen in hier nicht naher zu er
arternder Weise von der kristallographischen Orientierung der Einfallsebene ab 3) 

und stehen in bestimmten Beziehungen zu den Hauptbrechungsindizes n1 , n 2, n3 
und den Absorptionskonstanten 1jqL (h, l = 1, 2, 3) (Ziff.127) des Kristalls. 
Diese Beziehungen sind im allgemeinen sehr kompliziert; sie vereinfachen sich 

1) P. DRUDE, Wied. Ann. Ed. 32, S.624. 1887. 
2) Uber derartige Vorrichtungen vgl. den Abschnitt uber die Methoden zur Messung 

elliptisch polarisierten Lichtes in Bd. XIX dieses Handbuches. 
3) Diese Abhangigkeit ist schon von H. DE SENARMONT [Ann. chim. phys. (3) Bd. 20, 

S. 397. 1847J durch Messungen an Antimonit, Quecksilberchlorur und Zinnoxyd experi
mentell gefunden worden. Sie wurde spater von P. DRUDE (Wied. Ann. Ed. 32, S. 603. 1887) 
auf Grund der von ihm hergeleiteten Reflexionsgesetze allgemein erklart. 
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aber in dem speziellen Falle, daB (wie bei rhombischen und optisch einachsigen 
Kristallen) die optischen Symmetrieachsen mit den Absorptionsachsen zusammen
fallen; bei kubischen Kristallen gehen sie in die bekannten, fiir isotrope, ab
sorbierende, nicht aktive Korper geltenden tiber (vgl. Kap.6 dieses Bandes). 
Wie bei diesen, konnen jene Beziehungen dazu dienen, aus dem beobachteten 
Haupteinfallswinkel und Hauptazimut die Hauptbrechungs- und Haupt
absorptionsindizes zu berechnen. 

Diese Berechnung hat DRUDEl) bei rhombischen Kristallen flir den Fall 
durchgefiihrt, daB sowohl Einfallsebene als auch reflektierende Begrenzungs
ebene optische Symmetrieebenen des Kristalls sind. Die erhaltenen Reflexions
formeln hat er dann zur Ermittelung der Hauptbrechungs- und -absorptions
indizes von Antimonit benutzt; spater wurde dieses Verfahren auch bei anderen, 
stark absorbierenden, nicht aktiven Kristallen zur Bestimmung ihrer optischen 
Parameter und deren Dispersion verwendet2). 

140. Reflexionsvermogen. a) Metallisches Reflexionsvermogen. 
Fill das Reflexionsvermogen R, d. h. das Verhaltnis der Intensitat der 
reflektierten Welle zur Intensitat der auffallenden Welle bei senkrechter Inzi
denz, hat man bei einem isotropen, absorbierenden, nicht aktiven Korper be-
kanntlich die Beziehung 1 + n2 (1 + ,,2) - 2n 

R= 1+n2(1+,,2)+2n' (430) 

wobei n den Brechungs- und" den Absorptionsindex des isotropen Korpers be
deutet; der niimliche Ausdruck gilt offenbar auch fill kubische absorbierende, 
nicht aktive Kristalle. 

Die in Ziff. 139 angedeutete Durchrechnung ergibt ferner, daB (430) auch 
das Reflexionsvermogen bei nicht kubischen absorbierenden, nicht aktiven Kri
stallen darstellt, falls die Schwingungsrichtung der im isotropen AuBenmedium 
einfallenden, linear polarisierten Welle parallel zur Hauptachse der einen der beiden 
gekreuzten Schwingungsellipsen liegt, welche bei senkrechter Inzidenz zu den im 
Inneren des Kristalls fortschreitenden Wellen gehoren3); diesen beiden moglichen 
Fallen entsprechen in (430) diejenigen Wertepaare von Brechungs- und Absorp
tionsindex n = n~, " =,,~ bzw. n = no, " = "0' welche zu der im Kristall senk
recht zur Begrenzungsflache liegenden Wellennormalenrichtung gehoren. 
Andert man das Azimut der Schwingungsebene der einfallenden Welle, so andert 
sich daher im allgemeinen auch R 4). 

1) P. DRUDE, Wied. Ann. Bd.34, S.489. 1888. 
2) Rhombische Kristalle: E. C. MtrLLER, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 17, S.187. 

1903 (Antimonit); E. P. T. TYNDALL, Phys. Rev. (2) Bd. 21, S.175. 1923 (Antimonit). 
Fur das aullerste sichtbare Rot zeigt Antimonit ubrigens keine merkliche Absorption 
(A. HUTCHINSON, ZS. f. Krist. Bd.43. S.461. 1907.) Optisch einachsige Kristalle: 
G. HORN, N. Jahrb. f. Min., Beil. Bd. 12, S. 360. 1899 (Magnesiumplatincyanur, Zink
blende, Wismut, Antimon); C. FORSTERLING, ebenda Beil. Bd. 25, S. 344. 1907 (Eisen
glanz); E. P. T. TYNDALL, Phys. Rev. (2) Bd. 21, S.177. 1923 (Molybdanit); G. DEWEY 
VAN DYKE, Joum. opt. Soc. Amer. Bd.6, S.917. 1922 (Tellur); L. P. SIEG, ebenda S. 448 
(Selen); M. E. GRABER, Phys. Rev. (2) Bd. 26, S. 380. 1925 (Magnesium, Zink) ; R. F. MILLER, 
Joum. Opt. Soc. Amer. Bd. 10, S.621. 1925; A. W. MEYER, Phys. Rev. (2) Bd.27, S.247. 
1926 (Molybdanit; nur ordentlicher Hauptbrechungs- und -absorptionsindex im Ultra
violetten); F. E. DIX U. L. H. ROWSE, J oum. Opt. Soc. Amer. Bd. 14, S. 304. 1927 (Wis
mut; nur ordentlicher Hauptbrechungs- und -absorptionsindex). Kubische Kristalle: 
P. DRUDE, Wied. Ann. Bd. 36, S. 548. 1889 (Bleiglanz); P. ZEEMAN, Versl. Kon. Akad. 
Wetensch. Amsterdam Bd. 3, S. 230. 1895 (Magnetit); G. HORN, N. Jahrb. f. Min., 
Beil. Bd. 12, S.329. 1899 (Bleiglanz). 

3) Diese beiden Richtungen gehen bei verschwindender Absorption in die Haupt
schwingungsrichtungen uber [vgl. Zif£. 134b)]. 

4) J. KOCH, Ark. f. Mat., Astron. och Fys. Bd. 7, Nr.9. 1912. Die Messungen von KOCH 
beziehen sich auf Kalkspat in der Nahe einer ultraroten Eigenfrequenz (.1.0 ca. 6,6 fl). 



Ziff. 141,142. Prisrnen. Konische Refraktion bei absorbicrcnden Kristallen. 891 

Bei Metallen ruhrt der groBe Wert des Reflexionsvermogens R von dem 
groBen Absorptionsindex x her; nach (430) kann aber auch ein groBer Wert 
des Brechungsindex n einen groBen Wert von R hervorrufen, und dies ist z. B. 
bei den Metalloxyden und -sulfiden (wie Bleiglanz und Eisenglanz) der Falll ) , 

die we it schwacher absorbieren als die Metalle, infolge ihrer groBen Brechungs
indizes aber trotzdem starken Metallglanz zeigen. 

b) Schillerfarben. Wir nehmen jetzt an, daB die Absorptionsindizes 
Xo und x~, welche zu der senkrecht zur Begrenzungsflache liegenden Wellen
normalenrichtung gehoren, sehr verschieden sind, wie dies bei den pleochroiti
schen Kristallen der Fall ist. 1st nur einer der beiden Werte betrachtlich, so 
wird bei einfallcndem unpolarisiertem Lichte das reflektierte Licht teilweise 
linear polarisiert sein, da diejenige Lichtvektorkomponente starker reflektiert 
wird, welche parallel zur groBen Achse der Schwingungsellipse der im Kristall 
starker absorbierten Welle liegt. Da nun der Kristall die Welle mit dem kleine
ren Absorptionsindex xb nur wenig absorbiert, so kann es vorkommen, daB er 
zwar noch ziemlich durchsichtig ist, aber trotzdem Metallglanz zeigt, der 
dann aber teilweise polarisiert sein muB. 

Diese metallischen Schillerfarben treten z. B. bei verschiedenen 
Platincyanuren auf, bei welchen sie zuerst von HAIDINGER 2) beobachtet und 
spater von BEHRENS3) und KONIG4) eingehend untersucht wurden. 

141. Durchgang ebener Wellen durch Prismen. Die Methoden zur Bestim
mung der Hauptbrechungsindizes nicht absorbierender Kristalle durch Prismen 
(Abschn. IIb, 0) lassen sich nicht unverandert auf absorbierende Kristalle uber
tragen; sie gelten mit urn so groBerer Annaherung, je geringer die Absorption 
und je kleiner der Prismenwinkel ist. 

Die streng gultigen Prismenformeln fUr absorbierende, nicht aktive Kristalle 
hat VOIGT 5) hergeleitet und ein dar auf gegrundetes Verfahren zur Messung des 
Absorptionskoeffizienten nx angegeben. 

142. Konische Refraktion bei absorbierenden, nicht aktiven Kristallen. 
Der elliptische Polarisationszustand der im Inneren eines schwach absorbierenden 
Kristalls zu einer Wellennormalenrichtung £\ gehorenden beiden Wellen weicht 
nach Zif£. 134b) urn so starker von dem linearen ab, je naher £\ an die zu einer 
Refraktionsbinormale (z. B. b2) gehOrenden Windungsachsen heranruckt; es ist 
infolgedessen zu erwarten, daD die Erscheinungen der inneren konischen Re
fraktion bei absorbierenden, nicht aktiven Kristallen ein ganz anderes Verhalten 
zeigen als bei nicht absorbierenden. 

Die innere konische Refraktion bei schwach absorbierenden, 
nicht aktiven Kristallen ist von VOIGT6) theoretisch behandelt worden; wir 
geben hier nur die Ergebnisse seiner (den in Ziff. 21 besprochenen, analogen) 
Untersuchungen an, welche dahin lauten, daB bei hinreichend kleinem Offnungs
winkel des einfallenden \Vellennormalenkegels die der Beobachtung zugang-

1) J. KOENIGSBERGER, Phys. ZS. Bd. 4, S. 495. 1903; J. KOENIGSBERGER U. O. REICHEN
HElM, Centralbl. f. Min. 1905, S.454. Die Beobachtungen von KOENIGSBERGER beziehen 
sich auf langwellige \Varrnestrahlen (I.o bis 401'); im sichtbaren Spektralbereiche wurde 
spater R in seiner Abhangigkeit von der Frequenz bei rnehreren Kristallen bestirnmt; vgl. 
hierzu die Angaben in S. 890, Anrn. 2. 

2) W. HAlDINGER, Fogg. Ann. Bd. 68, S. 302. 1846; Bd. 70, S. 574. 1847; Bd. 71, S. 321. 
1847; Bd.76, S.99 u. 294. 1849; Bd.77, S.89. 1849; Bd.81, S.572. 1850; Wiener Ber 
Bd.1 (2), S. 151. 1848; Bd. 1 (4), S.3. 1848; Bd.2, S.20. 1849· 

3) H. BEHRENS, Pogg. Ann. Bd.150, S.303. 1873. 
4) W. KONIG, Wied. Ann. Bd. 19, S.491. 1883. 
5) W. VOIGT, Gottinger Nachr. 1884, S.287. 
6) W. VOIGT, Ann. d. Phys. Bd.20, S.108. 1906. 
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lichen beiden hellen Lichtringe [vgl. Ziff. 36c)] nicht mehr Kreisform, sondern 
lemniskatenf6rmige Gestalt besitzen mussen. 

Ferner ergibt sich, daB die Strahlen gleichen Polarisationszustandes, welche 
die zu jenem Wellennormalenkegel gehOrenden Strahlenkegel bilden, nicht mehr 
auf denselben Meridianebenen durch die Kegelachse liegen. Es befinden sich 
demnach (bei der zu Abb. 9 analogen Darstellung) die Punkte a' und a" bzw. s' 
und s" nicht mehr auf demselben Durchmesser, sondern es erscheint der Durch
messer a' a" gegen den Durchmesser s's" urn einen kleinen Winkel T verdreh t; 
T verschwindet fUr die Ebene der Refraktionsbinormalen (positive ~-Achse der 
Abb. 9) und die dazu senkrechte Meridianebene des Strahlenkegels. 

Diese Resultate haben zur Folge, daB bei Beobachtung durch einen dreh
baren Analysator bei einfallendem linear polarisiertem Lich te im all
gemeinen diejenigen Stellen der Lichtring e dunkel sein werden, die nicht auf 
demselben Radius liegen, sondern etwas gegeneinander verschoben sind; bei 
einfallendem zirkular polarisiertem Lich te muss en (je nach dem Um
laufssinne desselben) auf dem zur positiven ~-Achse senkrechten Durchmesser 
in den beiden Lichtringen entweder die Stellen a' und a", oder die Stellen s' 
und s" geschwachte Intensitat zeigen. 

Diese letztere von der Theorie vorausgesagten Erscheinungen konnte VOIGT 

bei einem Diopsidkristall in der Tat nachweisen; die oben erwahnte Deformation 
der Lichtringe lieD sich jedoch nicht sicher feststellen und war (wegen des ver
haltnisma13ig schwachen Pleochroismus des Diopsid) h6chstens andeutungsweise 
zu bemerken. 

y) Interferenzerscheinungen an Platten absorbierender, nicht aktiver 
Kristalle. 

143. Allgemeines tiber die Interferenzerscheinungen im konvergenten, 
polarisierten Lichte bei schwach absorbierenden, nicht aktiven Kristallen. Wir 
wenden uns den Interferenzerscheinungen zu, welche sch wach a bsorbierende, 
nicht aktive Kristallplatten im durchgehenden konvergenten, pola
risierten Lich te zeigen und denken uns dabei die in Ziff. 78 beschriebene 
Anordnung benutztl). 

Fur Wellennormalenrichtungen i3 im Kristall, die mit den Refraktions
binormalen hinreichend groBe Winkel bilden, kann die ell i p ti s c h e Pol a -
r i s a ti 0 n. de r z u i3 g e h 0 r end e n Well en v ern a chI ass i g tun d d u r ch 
angenahert lineare Polarisation ersetzt werden [vgl. Ziff. 134b)J; 
bei Berechnung der Intensitat des aus dem Analysator austretenden Lichtes 
la13t sich dann das in Ziff. 79 besprochene, fUr nicht absorbierende Kristalle 
geltende Naherungsverfahren verwenden. 

Wir legen das rechtwinklige Rechtssystem x', y', z' so, daB die positive 
z'-Achse mit der Richtung der Wellennormale der auf die Kristallplatte fallenden 
Welle zusammenfiillt und die x'- und y'-Achse in derjenigen Plattenebene liegen, 
welche dem Polarisator zugewandt ist; die Lage des x' y'-Kreuzes solI beliebig 
sein. Wir beziehen samtliche Azimute auf die positive x'-Achse und bezeichnen 
das Azimut der Schwingungsrichtung des Polarisators mit v, das Azimut der 
Schwingungsrichtung des Analysators mit w; sind ferner nG, xG und no, x({ 
Brechungs- und Absorptionsindizes der beiden Wellen, die im Inneren der 
Kristallplatte in einer bestimmten Wellennormalenrichtung fortschreiten, so soIl 

') Reproduktionen photographischer Aufnahrnen der in den folgenden Ziffern zu be
sprechenden Interferenzerscheinungen bei H. HAUSWALDT, Interferenzerscheinungen irn 
polarisierten Lichte, Neue Folge, Taf. 78-80. Magdeburg 1904; Dritte Reihe, TaL 42-70. 
Magdeburg 1907. 
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die zu no, "0 gehOrende Schwingungsrichtung das Azimut 1t (und demnach die 

zu n~, ,,~ gehOrende Schwingungsrichtung das Azimu~ u + ~) besitzen. 

1st :!) der Lichtvektor der aus dem Polarisator austretenden, linear pola
risierten, ebenen, monochromatischen Welle von der Frequenz w, so erhalten wir 
unter Beriicksichtigung von (404) fiir seine nach den Hauptschwingungs
richtungen genommenen Komponenten beim Austritt aus der Platte 

und I (431) 

_ _ 2:t"~n~ ~ -i(wt - A,) 
[:!)[cos(v-u)e AD COSTe 

Hierin bedeutet wieder Ao die WellenHinge im Vakuum, d die Plattendicke 
und r den BrechungswinkeP); no, ,,~ und n~, ,,~ beziehen sich auf die beiden 
Wellen, die zu der durch r bestimmten Wellennormalenrichtung im Kristall 
gehOren. Al und .12 sind die Phasendifferenzen, welche diese beiden Wellen beim 
Durchgang durch die Kristallplatte erhalten. 

Setzt man zur Abkiirzung 

p" _ 2nn';d 
- "ocosr ' (432) 

so gehen die durch (431) gegebenen Ausdriicke ftir die beiden Lichtvektor
komponenten tiber in 

- -p'''~ -i(rot-Lf,) - • -p",,;; -i(wt-Lf,) 
[:!)jcos(v-u)e e und [:!)[sm(v-u)e e . 

VernachHissigt man die durch Reflexionen hervorgerufenen Schwachungen, 
so ist beim Austritt aus dem Analysator die nach dessen Schwingungsrichtung 
genommene Komponente des Lichtvektors 

:!)A = I:!) I {cos (v - u)cos(w - u)e-P'''~ei(J,-E') } 
(433) + sin (v - u)sin(w - u) e-P""~' ei(A.-E')}e- irot , 

wobei die Phasendifferenz Sf nur von der Entfernung des Analysators von der 
Kristallplatte abhangt. 

Die Intensitat 1 der aus dem Analysator austretenden Welle 
erhalt man nach (33), indem man die rechte Seite von (433) mit ihrem konju
giert komplexen Werte multipliziert; die Durchrechnung ergibt dann flir 1 den 
Ausdruck 

J = lo{cos2(v - u)cos2(w - u) e-2p'''~ + sin2(v - u)sin2 (w - U)e-2p",,~,} 

+ 2sin(v - u)cos(v - u) sin (w - u) cos (w _ u)e-(P'''~+P''''~')cosA}, (434) 

wobei 

die Intensitat der aus dem Polarisator austretenden, linear polarisierten Welle 
bedeutet und unter 

die Phasendifferenz zu verstehen ist, urn welche die zu n~, "0 gehOrende Welle 
gegeniiber der zu no, "6 gehOrenden Welle beim Austritt aus der Kristallplatte 
zurtickgeblieben ist. 

1) 'Ober die Berechtigung der naherungsweisen Gleichsetzung der beiden zum selben 
Einfallswinkel gehorenden Brechungswinkel vgl. Ziff. 79. 
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Denkt man sich den Polarisator entfernt, d. h. ist die auf die Kristall
platte fallende Welle eine unpolarisierte von der Intensitat 2Jo, so 
kann dieselbe durch zwei linear polarisierte Wellen gleicher Intensitat J 0 ersetzt 
werden, die zueinander senkrechte, sonst aber ganz beliebig liegende Schwingungs
ebenen besitzen 1). Die Intensitat J des aus dem Analysator austretenden Lichtes ist 
gleich der Summe der Intensitaten l' und J" dieser beiden hindurchgelassenen 
Einzelwellen, und zwar erhiilt man l' bzw. I", indem man in dem Intensitats-

ausdruck (434) fUr v den Wert v bzw. v + ~ setzt. Wir erhalten daher 

1= Io{cos2 (w - u)e-2P'''~ + sin 2 (w - u)e-2P""~'}. (435) 

Wird der Polarisator beibehalten und nur der Analysator entfernt, 
so erhaIt man fUr J einen Ausdruck, der aus (435) durch Vertauschen von w mit 
v hervorgeht, wie aus (434) durch Bildung des doppelten Mittelwertes fiber 
samtliche w (0 < w < n) folgt. 

Werden Polarisator und Analysator entfernt, d. h. laBt man eine 
unpolarisierte Welle von der Intensitat 210 durch die absorbierende, nichtaktive 
Kristallplatte gehen, so erhiiIt man aus (435) durch Bildung des doppelten 
Mittelwertes fiber samtliche w 

1 - I ( -2p',,' + -2p""") - oe 0 eo. (436) 

144. Senkrecht zur optischen Achse geschnittene Platte eines optisch 
einachsigen absorbierenden, nicht aktiven Kristalls. Bei optisch einachsigen, 
absorbierenden, nicht aktiven Kristallen gehoren zu jeder beliebigen Wellen
normalenrich tung zwei 1 i n ear un d sen k r e c h t zueinander polarisierte Wellen 
[vgl. Zif£' 132C)]; die in Ziff. 143 fiber den Polarisationszustand gemachte An
nahme ist daher hier fUr jede beliebige Wellennormalenrichtung streng giiltig. 
Wir betrachten in dieser Ziffer die Interferenzerscheinungen einer senkrech t 
zur optischen Achse geschnittenen Platte eines solchen Kristalls 
im konvergenten, monochromatischen Lichte2). 

a) Sind Polarisator und Analysator vorhanden, so ist die Intensitat 
des aus dem Analysator austretenden Lichtes durch (434) bestimmt, wobei 
fur die Absorptionsindizes ,,~ und ,,~ der beiden Wellen gemaB (424) die Aus
driicke 

(437} 

gelten und die entsprechenden Brechungsindizes n~ und n[{ nach (144) und (145) 
durch 

1 _ cos2 r + sin2 r no' = n1 , - -- -- (438) n';2 - n~ n~ 
gegeben sind. 

1m Mittelpunkt des Gesichtsfeldes, d. h. in der Spur der optischen Achse 
(r = 0), folgt aus den Gleichungen (432), (437) und (438) 

P' = P", "0 = ,,[{, 11 = 0 

und somit nach (434) (439) 
hier verhalt sich die Intensitat ebenso wie bei dem entsprechenden Interferenz
bilde eines nicht absorbierenden, nicht aktiven, optisch einachsigen Kristalls [vgl. 
Ziff. 86b)], d. h. es ergibt sich bei gekreuzten Polarisatoren vollige Dunkelheit 
(] = 0), bei parallelen Polarisatoren maximale Helligkeit. 

1) Vgl. hierzu Kap.4 ds. Bandes. 
2) W. VOIGT, G6ttinger Nachr. 1884, S. 347; Wied. Ann. Bd. 23, S. 587. 1884; N. Jahrb. 

f. Min. 1885 (1), S. 125. 
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Wegen der periodischen Anderung von cos LI mit wachsendem r bedingt 
das dritte Glied "der rechten Seite von (434) ein System heller und dunkler Ringe 
urn die Spur der optischen Achse. Diese Ringe sind die Hauptkurven 
konstanter Phasendifferenz; sie werden aber urn so undeutlicher, je starker 
die Absorption der Kristallplatte ist, da dann im Intensitatsausdruck (434) 
das den Faktor cosLl enthaltende Glied gegen eines der beiden anderen Glieder 
sehr klein wird. 

Wir haben nun die beiden Falle getrennt zu behandeln, daB entweder ql 
groB gegen qa ist, oder umgekehrt qa groB gegen ql; in beiden Fallen verhalt 
sich das Interferenzbild verschieden. 

IX) ql groB gegen qa, somit auBerhalb der Umgebung der optischen Achse 
,,~ klein gegen ,,~. AuBerhalb des Mittelpunktes des Gesichtsfeldes bleibt nach 
(434) nur das Glied 10cos2(v _ u)cos2(w _ u)e-2P'''~ 

von EinfluB, welches fUr v - u = ~ und w - u = ~ verschwindet. Es treten 

somit zwei dunkle Balken im Gesichtsfelde auf, die senkrecht zu 
den Schwingungsrichtungen von Polarisator und Analysator liegen, 
aber nur dann ganz bis zum Mittelpunkt heranreichen, wenn die beiden Pola-

risatoren gekreuzt sind (v - w = ~), da nur in diesem Falle die Mittelpunkts

intensitat (439) verschwindet. Bei parallel gestellten Polarisatoren (v = w) 
fallen beide Balken in einen einzigen zusammen, der nach (439) von der 
hellen Stelle im Mittelpunkte des Gesichtsfeldes unterbrochen wird. Ein der
artiges Verhalten zeigt Magnesiumplatincyanur1). 

f3) qa groB gegen qv somit auBerhalb der Umgebung der optischen Achse 
,,~ klein gegen "6. In der Umgebung der optischen Achse, wo die beiden Ab
sorptionsindizes nahezu gleich werden, somit naherungsweise "0 = ,,~ gesetzt 
werden kann, sind wegen des groBen "6 alle drei Glieder von (434) klein, das 
Gesichtsfeld ist daher im Mittelpunkte stets dunkel. In einiger Ent
fernung von der optischen Achse nimmt zuerst das zweite Glied von (434) 
merkliche Werte an, auBer jedoch auf den Geraden v - u = 0 oder = n und 
w - u = 0 oder = n; das Gesichtsfeld hellt sich also von der Mitte 
aus nach auBen hin allmiihlich auf, ist aber von zwei dunkeln 
Balken durchzogen, die parallel zu den Schwingungsrichtungen der 
Polarisa toren liegen. Bei parallelen Polarisatoren fallen die beiden Balken 
wieder zu einem einzigen zusammen. Ein Beispiel fur dieses Verhalten bietet 
der dunkelfarbige Turmalin 2). 

b) 1st das auffallende Licht unpolarisiertes von der Intensitat 
210' so ist die Intensitiit des Gesichtsfeldes durch (435) gegeben; in Richtung 
der optischen Achse wird daher 1 = 10 e-2P'x~. (440), 

Bei den Kristallen von dem unter a) beschriebenen Typus IX) sieht man 
einen dunkeln Balken senkrecht zur Schwingungsrichtung des Analysators, der 
gemiiB (440) von dem hellen Fleck im Mittelpunkt des Gesichtsfeldes unter
brochen wird; bei den Kristallen vom Typus f3) liegt ein stetig durch den 
Mittelpunkt des Gesichtsfeldes laufender dunkler Balken parallel zur Schwin
gungsrichtung des Analysators. 

c) Sind beide Polarisatoren entfernt, erfolgt also die Beobachtung 
in unpolarisiertem Lichte, so haben wir fur die Intensitiit des Gesichtsfeldes 

1) E. BERTRAND, Bull. soc. mineral. Bd. 2, S. 67. 1879; Journ. de phys. Bd. 8, S.227. 
1879; E. LOMMEL, Wied. Ann. Bd.9, S. 108. 1880. 

2) TH. LIEBISCH, G6ttinger Nachr. 1888. S.203. 
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den Ausdruck (436). Bei den Kristallen vom Typus IX) ist dann im Mittel
punkt des Gesichtsfeldes ein heller Fleck im dunkeln Felde, bei den Kristallen 
vom Typus fJ) ein dunkler Fleck im hellen Felde zu sehen. 

145. Senkrecht zu einer Refraktionsbinormale geschnittene Platte eines 
optisch zweiachsigen absorbierenden, nicht aktiven Kristalls. Wir be
trachten eine senkrecht zu einer Refraktionsbinormale geschnittene 
Platte eines optisch zweiachsigen absorbierenden, nicht aktiven 
Kristalls 1) und fassen zunachst nur solche Wellennormalenrichtungen ins 
Auge, die nicht zu kleine Winkel mit jener Refraktionsbinormale bilden; 
dannk6nnen wir nach dem in Ziff. 134b) Gesagten die zu einer solchen Wellen
normalenrichtung gehorenden Wellen als angenahert linear und senkrecht zu
einander polarisiert ansehen und die in Ziff. 143 angegebenen Intensitatsaus
drucke benutzen. 

a) Gekreuzte Polarisa toren. Befindet sich die Kristallplatte zwischen 
gekreuzten Polarisatoren, so wahlen wir das rechtwinklige Rechtssystem 
x', y', z' wie in Ziff. 145 angegeben und legen die x'-Achse parallel zur Spur der 
Refraktionsbinormalenebene. 1st '!jJ das Azimut der Einfallsebene gegen die 
z'x'-Ebene, so konnen wir bei kleinem Einfallswinkel in erster Annaherung 
gemaB Ziff. 18 

setzen; es ergibt sich daher aus (434) 

] = ~o sin2 (2v - '!jJ) {e-2P"~ + e- 2P "'; - 2 e- P(";' + ,,~) cos L1}; (441) 

hierin ist nach (432) 
p = p' = P" = 2J<.n2 d , 

1'0 

da fUr Wellennormalenrichtungen, welche von der Refraktionsbinormale nur 
wenig abweichen, der Brechungswinkel r nahezu = 0 ist und daher angenahert 
no = n~ = n 2 wird. 

Fiir den Mittelpunkt des Gesich tsfeldes gilt der N aherungs
a usdruck (441) urn so weniger, j e naher man sich an die Spur en der 
Windungsachsen heranbegibt, da dort die elliptische Polarisation der 
Wellen merklich wird und nicht mehr vernachlassigt werden darf; trotzdem 
liefert seine Anwendung noch einen angenaherten qualitativen Uberblick uber 
die Interferenzfigur, vermag aber nicht aIle beobachteten Erscheinungen wieder
zugeben (vgl. Ziff. 146). 

Fur die Richtung der Refraktionsbinormale selbst kann man '!jJ = 0 setzen 
und erhalt aus (441), da fUr diese Richtung die Phasendifferenz LI = 0 sein muB, 
als Intensitatsausdruck im Mittelpunkt des Gesichtsfeldes 

(442) 

Hierbei ist xb bzw. x~ derjenige Wert von ?t, der zu der senkrecht bzw. 
parallel zur Refraktionsbinormalenebene liegenden Lichtvektorkomponente ge
h6rt; xo und x~ sind aus (423) zu berechnen, indem man die Wellennormalen
richtung in die Richtung der Refraktionsbinormale fallen laBt. 

Der Faktor sin 2 (2v - '!jJ) im Intensitatsausdruck (441) liefert eine dunkle 
Hauptisogyre '!jJ = 2v; diese wird aber im Mittelpunkte des Gesichts
feldes von einem hellen Flecke unterbrochen, welcher der Binormalen-

1) W. VOIGT, G6ttinger Nachr. 1884, S. 357; Wied. Ann. Bd. 23, S. 597. 1884; N. Jahrb. 
f. Min. 1885 (1), S.134. 
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spur entspricht und dessen Intensitiit durch (442) gegeben ist. Letztere ver

schwindet nur in der durch v = 0 und v = ~ bestimmten sog. Hauptstellung 

der Platte [vgl. Ziff. 85 a, fJ)J und wird am groBten in der durch v = : bestimm

ten sog. Diagonalstellung; bei pleochroitischen Kristallen ist demnach 
die Binormalenspur, entgegen dem Verhalten bei nicht absorbie
renden Kristallen, auch bei gekreuzten Polarisatoren aufgehellt1). 

Da sich cosA mit zunehmendem Einfallswinkel periodisch iindert, so liefert 
das letzte Glied in (441) als Hauptkurven konstanter Phasendifferenz 
ein System abwechselnd heller und dunkler Ringe; diese werden aber bei hin
reichend groBer Plattendicke undeutlich und entziehen sich der Beobachtung, 
da in diesem Falle der Faktor e-p(,,~ + "~') sehr klein wird und der Ausdruck (441) 
dann angeniihert in 

iibergeht. 
Urn die Intensitiitsverteilung im Gesichtsfelde zu erhalten, hat man aus 

(441) den Ausdruck a Jlo'lf' zu berechnen, wobei zu beachten ist, daB die Ab
sorptionsindizes Xo und Xo ebenfalls von 'If' abhiingen, wie sich aus (422) ergibt2). 
Die Durchrechnung zeigt, daB J fur 'If' = 0 und 'If' = n ein Maximum, fUr 

n d 3n. M" . d 11' = 2' un 'If' = 2 em Immum WIr . 

Das Gesichtsfeld zeigt also auBer der dunkeln Hauptisogyre 
noch dunkle Buschel, die senkrecht zur Spur der Refraktionsbinor
malenebene liegen. 

b) Unpolarisiertes, konvergentes Licht. Betrachtet man die senk
recht zur Refraktionsbinormale geschnittene Platte im unpolarisierten, 
konvergenten Lichte von der Intensitiit 2Jo ohne Analysator, so ist die 
Intensitiit des Gesichtsfeldes durch den Intensitiitsausdruck (436) gegeben. Sind 
die Absorptionsindizes "0 und "0 betriichtlich verschieden, so wird die eine der 
beiden parallel und senkrecht zur Refraktionsbinormalenebene liegenden Licht
vektorkomponenten stark, die andere jedoch nur wenig absorbiert, und es folgt 
aus (436) fUr die Intensitiit im Mittelpunkte des Gesichtsfeldes angeniihert 

J = Jo. (443) 

Nach (436) und (443) muB man demnach im unpolarisierten Lichte 
dunk Ie Buschel sehen, die im Mittelpunkte des Gesichtsfeldes von 
einer hellen Stelle un terbrochen sind 3); diese Buschel hat schon BREw
STER4) beobachtet, und man kann sie z. B. bei Andalusit und Epidot leicht 
wahrnehmen, indem man durch eine geeignet geschnittene Platte nach dem 
Himmel blickt5). Die Lage dieser Buschel in bezug auf die Spur der Refrak
tionsbinormalenebene hiingt noch von der Lage des Absorptionsachsensystems 

1) Diese Erscheinung kann bei sehr schwach pleochroitischen Kristallen geradezu zum 
Nachweis des Pleochroismus dienen [W. VOIGT. Gottinger Nachr. 1884. S. 357; Wied. Ann. 
Bd.23. S. 598. 1884; N. Jahrb. f. Min. 1885 (1). S. 135; Gottinger Nachr. 1902. S. 84; Ann. 
d. Phys. (4) Bd. 9, S.408. 1902]. 

2) Man erhalt diese Abhangigkeit, indem man in (422) die Winkel einfiihrt, we1che die 
Wellennormalenrichtung mit den Refraktionsbinormalen bildet; vgl. W. VOIGT, Gottinger 
Nachr. 1884. S. 352; Wied. Ann. Bd.23, S. 594. 1884; N. Jahrb. f. Min. 1885 (1). S.131. 

3) Man nennt zuweilen Kristalle, welche diese Erscheinung zeigen. idiozyklophanisch. 
doch wurde diese Bezeichnung urspriinglich in anderem Sinne gebraucht (vgl. S. 772. Anm. 3). 

') D. BREWSTER. Phil. Trans. 1819. S.11. 
5) 1m weiBen Lichte erscheinen diese Biischel farbig, bei Andalusit z. B. braunrot in 

fast farblosem Felde. 
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gegen das optische Symmetrieachsensystem ab1). Es laBt sich zeigen, daB die 
Buschel bei'den Kristallen des rhombischen Systems und denjenigen des mono
klinen Systems, deren Refraktionsbinormalenebene parallel zur Spiegelebene 
(bzw. senkrecht zur zweizahligen kristallographischen Symmetrieachse) liegt, 
senkrecht zur Spur der Refraktionsbinormalenebene stehen; bei den Kristallen 
des triklinen Systems und denjenigen des monoklinen Systems, deren Refrak
tionsbinormalenebene senkrecht zur Spiegelebene (bzw. parallel zur zwei
zahligen kristallographischen Symmetrieachse) liegt, sind sie zur Spur der 
Binormalenebene geneigt. Dieses Ergebnis der Theorie wird von den Beob
achtungen ebenfalls bestatigt; bei dem triklinen Axinit z. B. betragt die Nei
gung etwa 20 0 • 

c) Parallele Polarisatoren; Fehlen des Polaris a tors oder Analy
sators. Liegen die Schwingungsrichtungen der beiden Polarisatoren parallel 
(v = w), so wird nach (434) die Intensitat des Gesichtsfeldes bei denselben 
Annahmen wie unter a) 

Die Erscheinungen sind im wesentlichen identisch mit denjenigen, die 
man bei Entfernung des Polarisators oder Analysators erhalt, denn in diesem 
Falle ergibt sich mit Hilfe von (435) 

Dieses Ergebnis hat ebenfalls durch die Beobachtungen seine Bestatigung ge
funden. 

Man hat nun zwei Typen von zweiachsigen absorbierenden Kristallen zu 
unterscheiden, je nachdem die senkrecht zur Refraktionsbinormalenebene liegende 
Lichtvektorkomponente die schwacher oder starker absorbierte ist, d. h. je nach
dem Xo klein gegen x;;, oder Xo klein gegen Xo ist 2). Die Diskussion des Aus
druckes (444) fuhrt dann zu folgendem Ergebnis: 

Bei Kristallen vom e r s ten Ty p (E pidottyp) er halt man bei sen k r e c h t 
zur Schwingungsrichtung des Polarisators liegender Refrak
t ion s bin 0 r mal e neb e n e ein dunkles, in der Binormalenspur durch eine 
helle Stelle unterbrochenes Buschel; dieses Buschel liegt bei rhombischen und 
solchen monoklinen Kristallen, deren Refraktionsbinormalenebene parallel zur 
Spiegelebene (bzw. senkrecht zur zweizahligen kristallographischen Symmetrie
achse) liegt, senkrecht zur Spur der Refraktionsbinormalenebene. Bei parallel 
zur Sch wingungsrich tung des Polarisa tors liegender Refrak
t ion s bin 0 r mal e neb en e erhalt man ein maBig dunkles Kreuz, dessen 
Balken parallel und senkrecht zur Spur der Refraktionsbinormalenebene liegen 
und dessen Mittelpunkt dunkel ist. Die Kristalle vom zwei ten Typ (Andalusit
typ) verhalten sich gerade umgekehrt. 

') W. VOIGT, Kompend. d. theoret. Phys. Bd. II, S. 728. Leipzig 1896; Gottinger Nachr. 
1896, S. 17; 1902, S. 81; Wied. Ann. Bd. 60, S. 560.1897; Ann. d. Phys. Bd. 9, S. 404. 1902. 

2) Die beiden Typen wurden zuerst von W. HAIDINGER (Wiener Ber. Bd. 13, S. 316.1854) 
unterschieden. Die experimentelle Untersuchung ihrer Interferenzerscheinungen erfolgte 
durch A. BERTIN [Ann. chim. phys. (S) Bd. 15, S. 396. 181,8; Bull. soc. mineral. Bd. 2, S. 54. 
1879; Joun. der phys. Bd.8, S. 217. 1879]; die theoretische Aufklarung der letzteren ver
dankt man W. VOIGT [Gottinger Nachr. 1884, S. 358; Wied. Ann. Bd. 2}, S. 600.1884; N. 
Jahrb. f. Min. 1885 (1), S. 137]. 
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Zum ersten Typ gehOren nach LIEBISCHl) Andalusit (rhombisch), Anomit, 
Vivianit, KobaltbHite, basalt. Hornblende und Titanit (siimtl. monoklin), zum 
zweiten Typ Cordierit (rhombisch), Epidot, Muscovit, Augit (monoklin) und 
Axinit (triklin). 

146. EinfluB der elliptischen Polarisation der in einem optisch zwei
achsigen, absorbierenden Kristall fortschreitenden Wellen auf das Inter
ferenzbild; idiophane Ringe. Die in Ziff. 145 besprochene Naherungsmethode 
gestattet nicht, samtliche bei optisch zweiachsigen absorbierenden, nicht aktiven 
Kristallen im konvergenten Lichte beobachteten Interferenzerscheinungen dar
zustellen; dies ist vielmehr nur dann moglich, wenn man bei den im Kristall 
in einer bestimmten Wellennormalenrichtung fortschreitenden 
Wellen den elliptischen Polarisationszustand berucksichtigt, d. h. 
die Elliptizitat dieser Wellen (vgl. Ziff. 128) nicht gleich Null setzt. 

Die vollstandige Theorie der Interferenzerscheinungen im konvergenten 
Lichte bei optisch zweiachsigen, schwach absorbierenden, nicht aktiven Kristallen 
unter Berucksichtigung der Elliptizitat der im Inneren des Kristalls sich aus
breitenden Wellen ist von VOIGT 2) entwickelt worden; wir geben in dieser 
Ziffer nur eine Dbersicht tiber die Ergebnisse seiner Untersuchungen. 

Wir betrachten eine senkrecht zu einer Refraktionsbinormale ge
schnittene Platte eines schwach absorbierenden, nicht aktiven 
Kristalls im konvergenten, monochromatischen Lichte zwischen 
Polarisator und Analysator und wahlen die Bezeichnungen wie in Ziff.143, 
wobei aber jetzt u das Azimut der groBen Achse der Schwingungsellipse der im 
Kristall fortschreitenden Welle mit dem Brechungsindex n6, dem Absorptions
index ,,~ und der Elliptizitat k ist 3). Beschrankt man sich auf Wellennormalen
richtungen, die so weit von den Windungsachsen abliegen, daB das Quadrat 
von k gegen 1 vernachlassigt werden kann, so erhalt man, wie VOIGT gezeigt 
hat, fur die Intensitat J der aus dem Analysator austretenden Welle 

J = Jo {cos2 (v - u) cos2 (w - u) e-2p'''~ + sin2 (v - u) sin2 (w - u) e- 2P"";;j 
+ 2 sin (v - u) cos (v ~ u) sin(w -~) c. os(w ~ U),,~~,(P'''~+P'''';;)COSJ (445) 

+ k(sin2(v - u) + sm2(w - u))smede-(p "o"-P "o)}. 
Wird nur der Polaris a tor en tfern t, der Analysator aber beibehalten, so 

folgt fiir die Intensitat des Gesichtsfeldes 

J = Jo {cos2 (w - u) e-2p'''~ +, s~n2,~w,,- u) e-2p""~' I (446) 

+ 2ksin2{w - u) sinj e-(p "0+P "o)}; 

wird dagegen der Polarisator beibehalten und der Analysator entfernt, so 
hat man fUr die Intensitiit 

J = Jo {cos2 (v - u) e-2p'''~ ~ s,in2,~v,,- u) e- 2p",,;; I (447) 

+ 2ksin2{v - u) sined e-(p "o+P "o)}. 

Werden Polarisator und Analysator entfernt, d. h. erfolgt 
tung im unpolarisierten Lichte, so gilt 

J J( 2 ,' 2"" = 0 e-' p "0 + e- p "0). 

1) TH. LIEBISCH, Gottinger Nachr. 1888, S.205. 

die Beobach-

(448) 

2) W. VOIGT. Gottinger Nachr. 1902. S. 73; Ann. d. Phys. Bd.9. S.394. 1902. 
3) Die Elliptizitat der Welle mit dem Brechungsindex n;: und dem Absorptions

index u;: betragt dann nach (415) 11k. 

57* 
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In (448) tritt iiberhaupt kein von der Elliptizitiit k abhiingiges Glied auf; in 
(445) enthiilt nur das eine der beiden von der Phasendifferenul abhiingigen Glieder k 
als Faktor und ist daher sehr klein gegeniiber dem anderen. Bei Beobachtung 
im unpolarisierten Lichte sowie bei Benutzung von Polarisator und 
Analysator besitzt daher die Elliptizitiit k bei der vorausgesetzten 
Niiherung (k 2 klein gegen 1) keinen merklichen EinfluB auf das 
In terferenzbild. 

Dagegen tritt in (446) und (447) die Phasendifferenz J nur in dem mit der 
Elliptizitiit k proportionalen Gliede auf; bei Beobachtung mit Polarisator 
allein oder mit Analysator allein miissen daher abwechselnd helle 
und dunkle Ringe auftreten. Diese Ringe werden in der Tat bei optisch 
zweiachsigen, schwach absorbierenden, nicht aktiven Kristallen im natiirlichen 
Lichte beobachtet und als idiophane Ringe bezeichnetl). 

Es ist zu beachten, daB der IntensWitsausdruck (448) nicht mehr streng 
gwtig ist, wenn die Elliptizitiit so groB wird, daB k 2 gegen 1 nicht gestrichen 
werden darf; treibt man die Anniiherung noch weiter, indem man die mit k2 

proportionalen Glieder beriicksichtigt, so erhiilt man nach VOIGT an Stelle von 
(448) die Beziehung 

J = (1 !Ok2)2 {(1 + k2)2 (e-2P'''~ + e- 2P"";:) - 4k2 e-(p'''~+P'''';:) cosJ}. 

Da das die Phasendifferenz J enthaltende Glied mit k 2 proportional ist, so sind 
bei dieser Anniiherung auch ohne Polarisator und Analysator im un
polarisierten Lichte helle und dunkle Ringe zu e~warten; diese wurden 
in der Tat auch gelegentlich festgestellt2). 

Auch die Interferenzerscheinungen, welche eine nicht zu dicke, senkrecht 
zur erst en Mittellinie geschnittene Platte eines optisch zweiachsigen, schwach 
absorbierenden, nicht aktiven Kristalls (z. B. aus Yttriumplatincyaniir) im 
konvergenten Lichte zeigt, niimlich das Auftreten von vier dunkeln Flecken 
bei Beleuchtung mit unpolarisiertem Lichte ohne Polarisator und Analysator, 
sowie die Deformation der ringformigen Hauptkurven konstanter Phasendiffe
renz bei Beobachtung zwischen gekreuzten Polarisatoren, lassen sich, wie BOGUS
LAWSKI 3) zeigen konnte; durch Beriicksichtigung des elliptischen Polarisations
zustandes der im Kristall fortschreitenden Wellen erkHiren. 

b) Optik absorbierender, aktiver Kristalle. 
147. Gesetze der Lichtausbreitung in absorbierenden, aktiven Kristallen. 

Wie bei den absorbierenden, nicht aktiven Kristallen (vgl. Ziff. 123), so ist man 
auch bei der Optik absorbierender, aktiver Kristalle vorerst noch auf eine phano
menologische Darstellung der Erscheinungen apgewiesen; diese erfolgt formal 
analog wie bei ersteren, indem man zu den Feldgleichungen (9), (10), (11) und (12) 

1) Die Bezeichnung stammt von W. VOIGT (Gottinger Nachr. 1902, S. 49 u. 80; Ann. 
d. Phys. Bd.9, S.368 u. 403. 1902), der diese Ringe bei Platten von Epidot, Andalusit 
und Axinit beobachtete; vgl. z. B. die Reproduktionen photographischer Aufnahmen von 
rotlichbraunem Glimmer bei H. HAUSWALDT, Interferenzerscheinungen im polarisierten 
Lichte. Neue Folge, Taf. 80, Abb. 2 u. 3. Magdeburg 1904. 

2) A. BERTIN, Ann. chim. phys. (5) Bd. 15, S.412. 1878; Bull. soc. mineral. Bd.2, 
8.54.1879; Journ. de phys. Bd. 8, S. 217. 1879. Die aJteren unvollkommenen Erklarungs
versuche der BERTINschen Beobachtung nahmen teilweise Polarisation des in die Platte 
eintretenden Lichtes (E. MALLARD, Bull. soc. mineral. Bd. 2, S. 72. 1879) oder mehrfache 
Reflexionen im Inneren der Platte an [W. VOIGT, Gottinger Nachr. 1884, S. 360; Wied. Ann. 
Bd. 23, S. 602. 1884; N. Jahrb. f. Min. 1885 (1), S. 139]. 

3) S. BOGUSLAWSKI, Ann. d. Phys. Bd.44, S. 1087. 1914. 
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eine Verkniipfungsgleichung zwischen <:li und S) hinzufiigt, die formal aus den 
flir nicht absorbierende, aktive Kristalle geItenden Beziehungen (313) dadurch 
hervorgeht, daB man in diesen die reellen Koeffizienten durch komplexe 
ersetzt. 

Die Durchflihrung der Theorie ist schon bei optisch einachsigen Kri
stallen, bei welch en sie von FORSTERLINGl) bewrutigt wurde, auBerordentlich 
kompliziert. Sie ergibt, daB sieh in einer Wellennormalenrichtung S, die 
unter einem be1iebigen Winkel b gegen die optische Achse geneigt ist, zwei ellip
tisch polarisierte Wellen ausbreiten, deren Schwingungsellipsen iihnlich sind 
und in entgegengesetztem Sinne umlaufen werden; wiihrend aber ihre groBen 
Achsen bei den nieht absorbierenden, aktiven Kristallen mit den Schwingungs
richtungen h' und h" zusammenfallen, welche bei fehlender Aktivitiit zu 
jener Wellennorrnalenrichtung gehOren wiirden [vgl. Zif£. 100 a)], sind sie bei 
den absorbierenden, aktiven Kristallen aus den Richtungen h' und h" urn den 
gleichen Betrag cp in entgegengesetztem Sinne herausgedreht. Die Elliptizitiit 
der beiden Wellen kann bei zunehmendem bunter Umstanden verhiiltnismiiBig 
langsam abnehmen und bei senkrecht zur optischen Achse liegenden Wellen
normalenrichtungen noch betriichtlich sein. 

Bei eigentlichen Kristallen, die sowohl absorbierend, als auch aktiv sind, 
lieBen sich diese Ergebnisse der Theorie mangels geeigneten Beobachtungs
materials noch nicht nachpriifen; sie konnten aber von STUMPF2) beim nema
tisch-cholesterischen Zustande (vgl. Ziff. 7 und Ziff. 110) von p-Cyanbenzalamino
zimtsiiure-akt-Amylester nachgewiesen werden, der sehr starken Dichroismus 
und gleichzeitig enorm groBe Aktivitiit zeigt und daher als Modell flir einen 
optisch einachsigen absorbierenden, aktiven Kristall geIten kann. 

In Richtung der optischen Achse geht die elliptische Polarisation 
der beiden Wellen in zirkulare iiber; da aber die Absorptionsindizes der beiden 
Wellen verschieden sind, so besitzen diese beim Austritt in das isotrope 
AuBenmedium nicht mehr gleiche Amplituden. FruIt daher auf eine senkrecht 
zur optischen Achse geschnittene Platte eines optisch einachsigen absorbieren
den, aktiven Kristalls eine ebene, linear polarisierte, monochromatische Welle, 
so tritt nicht (wie bei nicht absorbierenden, aktiven Kristallen) eine linear polari
sierte Welle mit gedrehter Polarisationsebene [vgl. Zif£. 101 a)], sondern eine 
elliptisch polarisierte Welle aus3), deren groBe Achse im allgemeinen gegen die 
Richtung der auffallenden, linear polarisierten Welle eine Drehung [I erfahren hat. 
Man bezeichnet diese Erscheinung als zirkularen Dichroismus4), da bei 
Beleuchtung mit weiBem Lichte verschiedene Farben auftreten, je nachdem die 
auffallenden Wellen rechts- oder linkszirkular polarisiert sind. 

HAIDINGER5) und DOVE6) haben den zirkularen Dichroismus bei Amethyst 
gefunden, doch konnten ihre Beobachtungen spiiter von PERUCCA7) nicht be
stiitigt werden; anscheinend ist die Erscheinung bei diesem Kristall auf die tief
blaue Varietiit beschriinkt. 

1) K. FORSTERLING, Gottinger Nachr. 1912, S.207. 
2) F. STUMPF, Ann. d. Phys. Bd.37, S.365. 1912. 
3) Zwei entgegengesetzt zirkular polarisierte Wellen mit verschiedenen Amplituden 

setzen sich zu einer elliptisch polarisierten Welle zusammen (vgl. Kap.4 ds. Bandes). 
4) A. COTTON, C. R. Bd. 120, S. 989 u. 1044. 1895; Ap,n. chim. phys. (7) Bd. 8, S. 347. 

1896; Joum. de phys. (3) Bd. 5. S. 237 u. 290. 1896. CqT,TONhat den zirkularen Dichroismus 
bei LOsungen von Kupfertartrat und Chromtartrat in Kalilauge gefunden; vgl. hierzu Kap. 12 
ds. Bandes. 

6) W. HAIDINGER, Pogg. Ann. Bd. 70, S.531. 1847. 
8)' H. W. DOVE, Pogg. Ann. Bd. 110, S.284. 1860. 
7) E. PERUCCA, Ann. d. Phys. Bd.45, S.463. 1914. 
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Dagegen zeigt der erwiihnte p-Cyanbenzalaminozimtsaure-akt-Amylester 
im nematisch-cholesterischen Zustande den zirkularen Dichroismus nach den 
Beobachtungen von STUMPF!) sehr stark ausgepragt. 

148. Dispersionserscheinungen bei absorbierenden, aktiven Kristallen. 
a) Disp-ersion der optischen Aktivitat in Richtungder optischen 
Achse. Die Gittertheorie der aktiven Kristalle ergibt [vgl. Ziff. 112], daB 
die Komponenten des Gyrationstensors (und damit auch das Drehungsver
mogen in Richtung der optischen Achse bei einem optisch einachsigen Kristall) 
im durchlassigen Spektralbereiche zu beiden Seiten einer Eigen
frequenz auBerordentlich groBe Werte annehmen miissen, die unter Um
standen (im Gegensatz zu den Brechungsindizes) dasselbe Vorzeichen besitzen 
konnen. 

Um aber das Verhalten im Inneren eines Absorptionsstreifens 
zu iibersehen, muB man die Dampfung der Elektronenbewegung (vgl. Ziff.125) 
beriicksichtigen. Die DurchfUhrung der Rechnung nach dem in Ziff. 136 an
gedeuteten Schema ist fUr isotrope absorbierende, aktive Korper (und damit 
auch fiir absorbierende, aktive kubische Kristalle, sowie fiir absorbierende, 
aktive, optisch einachsige Kristalle in Richtung der optischen Achse) von 
DRUDE2) ausgefiihrtworden; ist nl bzw. n, der Brechungsindex der in der 
Richtung der optischen Achse fortschreitenden, links- bzw. rechtszirkuhir pola
risierten Welle, Ul bzw. u, der entsprechende Absorptionsindex, ii der Mittelwert 
von nl und n, und g die Komponente des Gyrationstensors in Richtung der 
optischen Achse, so ergibt sich, falls nur eine Elektronengattung angenommen 
wird, 

(449) 

hierbei bezieht sich das obere Vorzeichen auf den zur linksdrehenden und das 
untere auf den zur rechtsdrehenden Welle gehorenden Wert, der auf der linken 
Seite durch l bzw. r gekennzeichnet ist, wiihrend die iibrigen Bezeichnungen 
dieselbe Bedeutung haben wie in Ziff. 136a) bzw. Ziff. 125. 

Ermittelt man analog wie bei Gleichung (343) die Drehung e (vgl. Ziff. 147), 
indem man aus (449) die Differenz n, - nl berechnet, so ergibt sich, daB (! bei 
Veranderung von winder Niihe der Eigenfrequenz w(O) von sehr groBen posi
tiven zu sehr groBen negativen Werten iibergeht; der Vorzeichenwechsel findet 
flir w = w(O) statt, fUr welchen Wert e verschwinden muB. 

Die quantitative Priifung dieser Beziehungen konnte bis jetzt bei eigent
lichen KristaIlen, welche sowohl absorbierend, als auch aktiv sind, mangels 
geeigneten Materials noch nicht durchgefiihrt werden3). 

Zu erwahnen sind aber die Beobachtungen, die an einigen Substanzen (z. B. 
p-Cyanbenzalaminozimtsaure-akt-Amylester und Cholesterinzimtsaureester) im 
nematisch-cholesterischen Zustande angestellt worden sind 4), obgleich die bei dem-

1) F. STUMPF, Ann. d. Phys. Bd. 37; S. 359. 1912. 
2) P. DRUDE, Lehrb. d. Optik, S. 382. Leipzig 1900; 3. Auf!. von E. GEHRCKE, S.405. 

Leipzig 1912; L. NATANSON, Krakauer Anzeiger 1905, S.764; 1909 (1), S.25; Joum. de 
phys. (4) Bd. 8, S.321. 1909. . 

3) Uber die Prufung bei aktiven Uisungen vgl. Kap. 12 ds. Bandes, sowie ·N. WEDE
NEEWA, Ann. d. Phys. Bd. 72, S.122. 1923· 

4) F. STUMPF, Ann. d. Phys. Bd. 37, S. 357. 1912; L. ROYER, C. R. Bd. iSO, S. 14S. 1925. 
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selben auftretende, mit Absorption verbundene Aktivitat nicht eine Erscheinung des 
Gitterbaues, sondern die Folge einer speziellen Schichtstruktur ist (vgl. Ziff. 110), 
durch welche die Eigenschaften der absorbierenden, aktiven Kristalle gewisser
maBen nachgeahmt werden. Diese Beobachtungen haben die zweite Formel 
{449} bestatigt und auch gezeigt, daB die Drehung () in der Nahe der Eigenfrequenz 
(0(0) das erwahnte Verhalten besitzt; beim Ubergang von groBen positiven zu 
groBen negativen Werten, der bei 0)(0) stattfindet, ist aber () nicht gleich Null, 
wie es bei den eigentlichen absorbierenden, aktiven Kristallen sein muBte1). 

b) EinfluB der Dispersion auf den Polarisationszustand fur 
Wellennormalenrichtungen, die zur optischen Achse geneigt sind. 
Bei optisch einachsigen nicht absorbierenden, aktiven Kristallen besteht die 
NormalenfIache aus zwei Rotationssymmetrie aufweisenden Schalen, die in 
Richtung der die Rotationsachse bildenden optischen Achse deformiert sind 
derart, daB die umschlie13ende Schale verlangert und die umschlossene abgeplattet 
ist [vgl. Ziff. 108a)]. Bei optisch einachsigen absorbierenden, aktiven Kristallen 
ist nun der Fall moglich, daB sich beide Schalender Normalenflachein Richtungder 
optischen Achse durchdringen2). Kehrt namlich in einer senkrecht zur optischen 
Achse liegenden Wellennormalenrichtung die Komponente des Gyrationstensors 
und damit die Differenz der Brechungsindizes nr - nz das Vorzeichen bei An
derung der Frequenz nicht urn, wahrend diese GraBen parallel zur optischen 
Achse beim Durchgang durch die Eigenfrequenz 0) = 0)(0) das Vorzeichen 
wechseln, so beginnen die beiden Schalen der Normalenflache sich zu durch
dringen, wenn man beim Variieren der Frequenz die Stelle ill = 0)(0) pas
siert. Die beiden (symmetrisch zur Aquatorebene liegenden) Durchdringungs
kurven bestimmen einen Kegel von Wellennormalenrichtungen, der durch die 
yom FHichenmittelpunkt zu den Punkten der Durchdringungskurve weisenden 
Vektoren gebildet wird; in diesen Wellennormalenrichtungen werden sowohl die 
Brechungs- als auch die Absorptionsindizes gleich, d. h. es schreitet in jeder 
solchen Wellennormalenrichtung nur eine Welle im Kristall fort. 

Ein solches Verhalten zeigt der nematisch-cholesterische Zustand des er
wahnten p-Cyanbenzalaminozimtsaure-akt-Amylesters3); bei e i g e n t 1 i c hen 
absorbierenden aktiven Kristallen ist es noch nicht beobachtet worden. 

149. Interferenzerscheinungen bei absorbierenden, aktiven Kristallen. 
Die Interferenzerscheinungen bei einer senkrecht zur optischen Achse ge
schnittenen Platte eines optisch einachsigen, schwach absorbierenden, aktiven 
Kristalls im konvergenten Lichte sind von VOIGT') behandelt worden. Wir 
geben hier nur die Ergebnisse seiner Untersuchungen wieder, die dahin lauten, 
daB bei Belel1chtung mit konvergentem weiBem Lichte zwischen gekreuzten 
Polarisatoren einerseits der erste und dritte Quadrante des Gesichtsfeldes, 
andererseits der zweite und vierte gleich gefiirbt sind; man bezeichnet diese 
Erscheinung als "Quadrantenfarbung". 

Wird entweder der Polarisator oder der Analysator entfernt, so bleibt die 
Quadrantenfarbung in beiden Fallen die gleiche, wenn man von gekreuzten 
Polarisatoren al1sgeht; dagegen vertauschen die I Ql1adrantenpaare bei nicht zu 
geringer Plattendicke bezuglich der Farbung ihre Rollen, wenn die beiden 
Polarisatoren parallel gestellt waren. 

1) G. FRIEDEL. Ann. de phys. (9) Bd. 18. S. 399. 1922; L. ROYER. C. R. Bd. 174, S. 1182. 
1922; Bd.180, S.148. 1925. 

2) W. VOIGT, Gettinger Nachr. 1903, S. 166; K. FORSTERLING, Gettinger Nachr. 1912. 
S.227. 

3) F. STUMPF, Ann. d. Phys. Bd. 37, S.375. 1912. 
4) W. VOIGT, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 14, S. 649.1912: G5ttinger Nachr. 1916. S. 27: 

Ph}'!' ZS. Bd. 1i, S. 159. 1916. 
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Wird nur der Polarisator oder nur der Analysator benutzt, so ergibt sich. 
daB bei Be1euchtung mit konvergentem weiBem Lichte die Farbenfolge bei 
positivem Umlauf urn die Spur der optischen Achse im ersteren Faile dieselbe 
ist, wie im letzteren bei negativem Umlauf. 

Diese von VOIGT aus der Theorie gefolgerten Erscheinungen waren schon 
vorher bei einigen Substanzen im mesomorphen Aggregatzustande beobachtet 
worden1); Beobachtungen an eigen tlichen absorbierenden, aktiven Kristailen 
wurden bis jetzt nicht ausgefiihrt. 

150. EinfluB der T~mperatur. Uber den EinfluB der Temperatur auf 
dieoptischen Eigenschaften absorbierender, aktiver KristaIle liegen Beobach
tungen nur bei dem schwach pleochroitischen Zinnober vor, bei dem ROSE2} 

fand, daB die Tempera turkoeffizien ten der Ha uptbrech ungs
in d i z e 5 stark ansteigen, wenn man sich einer Eigenfrequenz w(O) nahert. 

Der EinfluB der Temperatur auf das Drehungsvermogen des 
Zinnobers ist von BECQUEREL3) beobachtet worden. Das bei Annaherung an eine 
Eigenfrequenz w(O) betrachtlich zunehmende Drehungsvermogen verschiebt seinen 
Anstieg bei Anderung der Temperatur gleichzeitig mit der Eigenfrequenz; bei 
bestimmter Frequenz co nimmt das Drehungsvermogen mit Abkfthlung auf die 
Temperatur der flftssigen Luft merklich abo 

1) O. LEHMANN. Ann. d. Phys. Bd. 18. S.808. 1905; D. VORLANDER U. M. E. HUTH. 
ZS. f. phys. Chem. Bd. 75. S. 641. 1911; Bd. 83. S. 723. 1913. 

2) H. ROSE. ZS. f. Phys. Bd.6. S.165. 1921. 
3) J. BECQUEREL. C. R. Bd. 147. S.1281. 1908. 



Kapitel 12. 

Polarisation und chemische Konstitution. 
Von 

H. LEV, Munster. 

Mit 11 Abbildungen. 

1. Auf den folgenden Seiten sollen die wichtigeren GesetzmaBigkeiten zusam
mengestellt werden, die zwischen dem optischen Drehungsvermogen und 
der Konstitution, d. h. dem Bau des chemischen Molekiils erkannt sind. Be
kanntlich lassen sich die Stoffe, die die Fahigkeit besitzen, die Ebene des polari
sierten Lichtes zu drehen, in mehrere scharf gesonderte Klassen einteilen: 

1. Stoffe, deren optische Aktivitat lediglich an den kristallisierten Zustand 
gebunden ist. 

2. Stoffe, die im amorphen, fliissigen, gasformigen und gelosten Zustande 
aktiv sind. Sie gehoren fast durchweg den organischen (Kohlenstoff-) Ver
bindungen an und werden uns im folgenden fast ausschlieBlich beschaftigen. 

3. Stoffe, die sowohl im kristallisierten als auch amorphen, d. h. geschmol
zenen oder gelosten Zustande Drehungsvermogen besitzen. 

Bei den unter 1 genannten Stoffen ist die Zirkularpolarisation eine Eigen
schaft des Kristallbaues, die Kristalle der links- und rechtsdrehenden Modifi
kationen kristallisieren in sog. enantiomorphen Formen, die in allen sechs Kristall
systemen vorkommen konnen. Das bekannteste Beispiel ist der hexagonal 
kristallisierende Quarz; andere dem gleichen System zugehorige aktive Ver
bindungen mit Zirkularpolarisation sind Zinnober und Kaliumdithionat. Regular 
kristallisierende drehende Stoffe sind Natriumchlorat und Natriumsulfanti
moniat. 

Bei den unter 2 genannten Stoffen - klassische Beispiele sind die Wein
sauren, Milchsauren, Zuckerarten, Kampfer u. a. - ist die Zirkularpolarisation 
eine Eigenschaft des chemischen Molekiils und letzten Endes durch die Anord
nung der Atome innerhalb desselben bedingt, denn das Drehungsvermogen dieser 
Stoffe bleibt im gelosten und geschmolzenen Zustande erhalten. Von Interesse 
sind hier die Messungen von GERNEZI), der im AnschluB an altere Versuche 
von BlOT den Nachweis erbrachte, daB optisch aktive Stoffe, wie Terpentinol 
und Kampfer, auch in Dampfform Rotation besitzen. Da der Dampf des Kampfers 
unimolekular ist und die spezifischen Rotationen (s. S. 1906) der geschmolzenen 
und gasformigen Stoffe praktisch identisch sind, haben diese Versuche fiir den 
Nachweis, daB das Drehungsvermogen der organischen Verbindungen mit dem 
Aufbau des Molekiils aus den Atomen ursachlich verkniipft ist, eine besondere 
Bedeutung. Ahnliche Messungen sind auch von GUYE2) angestellt. 

1) D. GERNEZ, Ann. scient. de l'Ecole Norm. Sup. Bd. 1, S. 1. 1864. 
2) PH. A. GUYE U. P. DE AMAREL, Arch. sc. phys. de Geneve (3) Bd. 33, S. 409 u. 513. 

1894; Wied. Ann. Beibl. 1895, S. 792 u. 894. 
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Die bei den unter 1-3 genannten Stoffen auftretende Erscheinung war 
auch als natiirIiche optische AktivWit bezeichnet im Gegensatz zu der magne
tischen AktivWit, die nach FARADAY aile durchsichtigen Stoffe zeigen, falls sie 
dem EinfluB eines Magnetfeldes ausgesetzt werden. Auch zwischen magnetischer 
Aktivitiit und chemischer Konstitution sind Beziehungen vorhanden, die aber 
hier nicht behandelt werden. 

2. Spezifische und molekulare Drehung. Ehe auf die Beziehungen zwischen 
dem chemischen Bau des Molekiils und dem Drehungsvermogen naher einzu
gehen ist, sollen ankniipfend an die grundlegenden physikalischen Untersuchungen 
von BlOT die MaBe des Drehungsvermogens £liissiger und geloster optisch aktiver 
Stoffe erortert werden. BlOT fand fUr diese, daB der Drehungswinkel von der 
Temperatur abhangt, der Lange der durchstrahlten Schicht proportional ist und 
mit der Menge aktiven Substanz zunimmt. Urn die Starke der Rotation auszu
driicken, benutzt man mit BIOT1) den Begriff der spezifischen Drehung [lX] 
und versteht darunter den Drehungswinkel, den man beobachten wiirde, falls 
in 1 cm3 1 g aktive Substanz enthalten ist und der Lichtstrahl einen Weg von 
1 dm zuriicklegt. Sind in 1 cm3 g gr. aktiver Substanz vorhanden, betragt die 
wirksame Schichtdicke l dm und der unter diesen Bedingungen abgelesene 
Drehungswinkel in Kreisgraden lX, so ist: 

IX 
[lX] = r:g' 

1st die drehende Substanz eine homogene Fliissigkeit, deren Dichte, bezogen auf 
Wasser von 4 0 , d ist, so ist: . 

c\ 
[lX] = r:d' (1) 

Bei Losungen HiBt sich g in verschiedener Weise berechnen. 1. Bezeichnet p 
die Gewichtsprozente an aktiver Substanz und d die Dichte der Losung, bezogen 
auf Wasser von 40 als Einheit, so ist 

P ·1 
g = 100 und IX • 100 

[~] = I'P'Ii" (2) 

2. 1st c die in 100 cm3 Losung vorhandene Menge an aktiver Substanz, so ist ent
sprechend der Definition: 

[lX] = IX' 100 
1· c • 

Da die spezifische Drehung von der Temperatur und der Wellenlange despolari
sierten Lichtes abhangig ist, miissen diese Daten bei der Angabe der Drehung 
vermerkt werden: [lX]i" etwa [lX]~. Nur bei einer kleinen Gruppe von Stoffen ist 
die spezifische Drehung in weiten Grenzen unabhangig von der Konzentration. 
Bei derartigen Verbindungen (Rohrzucker, Milchzucker u. a.) laBt sich die Kon
zentration aus dem abgelesenen Drehungswinkel bei konstantem [lX] nach Glei
chung (2) oder (3) berechnen; auf dieser Beziehung beruht bekanntlich die 
polarimetrische Analyse, z. B. die Besthnmung des Zuckers (Saccharimetrie). 

Meist erweist sich [lX] als konzentrationsvariabel; man kann dann aus zu
sammengehorigen Werten der spezifischen Drehung und des Gehaltes der Losung 
die Abhangigkeit analytisch durch Formeln wie 

oder [lX] = A +:Bp + Cp2 
ausdriicken: (P Prozentgehalt an aktiver Substanz, A, B: C Konstanten.) 

1) Siehe besonders LANDOLT I; zurGeschichte s. auch WALDEN I; vgl. ·die Biblio
graphie am Schlusse des Artikels. 
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Molekularrotation. Fur stochiometrische Zwecke verwendet man in der 
Regel die sog. Molekularrotation und versteht darunter den hundertsten Teil 
des Produktes von spezifischer Rotation und Molekulargewicht M der drehenden 

S b·~ . -MJ10 M . [<xJ~~ • u "tanz. . = .--~~-
- I . 100 

3. Allgemeines tiber optische Aktivitat und molekularen Bau. a) Optisch 
aktive Kohlenstoffverbindungen. Die ersten Versuche, die physikalische 
Eigenschaft der Rotation mit dem chemischen Bau des Molekiils in Beziehung zu 
setzen, r iihren von PASTEUR l ) her, der, ankniipfend an das von ihm aufgestellte 
Prinzip, "alle in Lasung aktiven Korper kristallisieren in gewendeten (enantio
morphen) Formen " , von dem asymmetrischen Aufbau des Kristalls auf einen 
-ebenfalls asymmetrischen Aufbau des chemischen Molekiils aus den Atomen 
schlol3. Das genannte PASTEuRsche Prinzip ist spater wiederholt auf seine all
gemeine Gtiltigkeit untersucht worden, neuerdings u. a. von JAEGER2). 

Es bedurfte erst des tieferen Ausbaues der Systematik organischer Ver
bindungen, bis die P ASTEuRschen Anregungen sich weiter entwickeln konnten. 
Bei der weitaus grol3ten Zahl der drehenden Verbindungen beruht die Aktivitat 
auf der Gegenwart eines besonders konfigurierten Kohlenstoffatoms, dessen 
Theorie gleichzeitig von VAN'T HOFF und LE BEL gegeben wurde. Die eingehende 
Darlegung derselben gehort in das von den beiden Forschern geschaffene Spezial
gebiet der allgemeinen Chemie, die Stereochemie; hier kann nur in Kurze die 
formale Grundlage der Theorie entwickelt und im iibrigen auf die Spezialwerke 
verwiesen werden 3). 

VAN'T HOFF zeigte, anknupfend an die Isomerieverhaltnisse der Kohlenstoff
verbindungen im Sinne der Strukturchemie, daB samtliche damals bekanntp 
optisch aktive Verbindungen mindestens ein 
asymmetrisches Kohlenstoffatom: C abed 
enthalten, dessen vier mit dem Zentralatom 
verbundene Gruppen abed strukturverschie
den sind. Unter der Annahme, daB die vier 
Valenzell des Kohlenstoffs nach den Ecken 
eines regularen Tetraeders gerichtet sind, in d-Form 

i:::-- ---Aia. 

I·Form 
dessen Schwerpunkt das Kohlenstoffatom Abb.1 . Kohlenstoff·Tetraeder nach VAN T ' HOFF. 

selbst sich befindet, lassen sich fur Verbin-
dungen C abed zwei und nur zwei verschiedene raumliche Gruppierungen der vier 
Gruppen abed vorhersehen im Sinne der obigen tetraedrischen Anordnungen I 
und II . Nun sind bei Verbindungen mit einem asymmetrischen Kohlenstoff
atom, z. B. Milchsaure C(CH3)H(OH)COOH, zwei optisch aktive Formen be
kannt, die bei gleichem Energieinhalt und damit volliger Gleichheit ihrer physi
kalischen und chemischen Eigenschaften sich lediglich durch ihre optische 
Drehung voneinander unterscheidell - die eine Form (d-Form) dreht eben
soviel nach rechts, wie die andere (I-Form) nach links. Zur Erklarung dieser 
Isomerie hat nun VAN 'T HOFF die d- und I-Formen auf die obigen beiden Tetra-

1) L. PASTEUR, uber die Asymmetrie bei natiirlich vorkommenden organischen Ver
bindungen (1860), s: Ostwalds Klassiker Nr. 28 . 

. 2) F.M.JAEGER, Rec. d . traveaux chim. Pa ys-Bas . (3) Bd. 8, S.171. 1919. JAEGER 
hat eine groBe Zahl optisch aktiver WERNERscher Salze des Co, Cr, Fe und anderer Metalle, 
z. B. [Co ena] Xa (s. S. 912) mit Riicksicht auf das PASTEuRsche Prinzip untersucht; erkommt 
zu dem SchluB, daB diese in Losung aktiven Stoffe prinzipiell stets in enantiomorphen Formen 
kristallisieren, daB aber die Flihigkeit, solche nicht deckbaren Formen zu liefem, haufig 
durch die chemische Ahnlichkeit der urn das " asymmetrische" Atom angeordnet en Gruppen 
mehr oder weniger unterdriickt wird . 

3) Siehe die Bibliographie S. 953. 
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ederschemata bezogen; das d-Molekiil ist dann das Spiegelbild des I-Molekiils, 
es kann dureh keine irgendwie geartete Drehung mit dem anderen zur Deckung 
gebracht werden. 

Fiir die Theorie spricht vor allem die experimentell ausnahmslos bestatigte 
Tatsache, daB die Aktivitat verschwindet beim Dbergang der asymmetrisehen 
Verbindungen Cabcd in die symmetrischen: Ca2 bc bzw. Ca2 b2 oder Casb. 

1st die Verbindung mit einem asymmetrischen Kohlenstoffatom optisch 
inaktiv, so stellt sie ein gleich molares Gemenge (d + i-Form) oder eine ehemische 
Verbindung der beiden Spiegelbildisomeren (r-, Razemform) dar. 

Was die Form des Tetraeders betrifft, so wird bei gleichen Substituenten 
C a, von VAN'T HOFF das regulare Tetraeder gefordert, jedoch werden bei Verschie
denheit der Gruppen allfallige Abweiehungen von dieser Form zugelassen wegen 
der gegenseitigen Beeinflussung der Substituenten. Eine Ablenkung der Valenzen 
des Kohlenstoffs aus ihrer Normallage im regularen Tetraeder wird auch von 
v. BAEYER in seiner "Spannungstheorie" angenommen, urn die Konfiguration und 
das Verhalten von Ringsystemen, vor allem der Verbindungen (CH~n' n = 2, 3, 
4, 5 ... zu erklaren. 

Die Entwicklungen LE BELSl) sind insofern allgemeiner, als sie nicht von 
bestimmten raumlichen Vorstellungen des Molekiilbaues ausgehen, sondern an 
den von PASTEUR 2) gesehaffenen Begriff der molekularen Asymmetrie ankniipfen. 
Insbesondere abstrahiert LE BEL auch von der einseitigen Anwendung des 
Tetraederschemas; fur das Molekiil des Methans konnte z. B. aueh eine vier
seitige Pyramide in Frage kommen, wo die vier Wasserstoffatome an den Ecken 
der quadratischen Grundflache und das Kohlenstoffatom an der Spitze sich be
findet. 

Verbindungen mit zwei asymmetrischen Kohlenstoffatomen und unsym
metriseher Struktur Cab c - Cd e t mit den Gruppendrehungsvermogen A und 
B fur Cabc bzw. Cdet konnen in vier verschiedenen optischen Isomeren: 

1 + A 2 - A 3. +_ AB 4 - A 
·+B ·-B -+B 

auftreten, von denen 1 und 2 sowie 3 und 4 gleiches und entgegengesetztes 
Drehungsvermogen besitzen und d + 1 oder r-Formen geben konnen. Ganz all
gemein sind Verbindungen mit n asymmetrisehen Kohlenstoffatomen 

C1abc - C2 de - C3/g _ .. cn uvw 

in 2ft-Form en m6glieh, die optisch aktiv sind. 
Bei symmetriseher Struktur reduziert sich die Zahl der isomeren F ormen; 

ist n = 2: Cab c - Cab c, so werden die Gruppendrehungsvermogen A und B 
gleich, und von den obigen vier Formelbildern bleiben drei iibrig: 

+A -A +A 
1. + A 2. _ A 3· _ A 

1 und 2 stellen Spiegelbildformen dar, die zu inaktiven (d + l oder r-) Formen 
zusammentreten konnen; diese dureh sog_ extramolekulare Kompensation in
aktiven Verbindungen sind, wie in allen anderen derartigen Fallen, nach bestimmten, 
schon PASTEUR bekannten Methoden in die Spiegelbildisomeren. spaltbar. 3 
stellt hingegen einen neuen Typ, die dureh intramolekulare Kompensation 
inaktive und nieht spaltbare Form dar (meso-Form). 

1) J. A. LE BEL, Bull. Soc. Chim. (2) Bd. 22, S.337. 1874. Weitere Literatur siehe 
LANDOLT I. 

2) L. PASTEUR, -aber die Asymmetrie bei natiirlich vorkommenden organischen Ver
bindungen (1860). Ostwalds Klassiker Nr. 28. 
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Das bekannteste und im folgenden sehr haufig zu erwiihnende Beispiel ist 
* * die Weinsaure 1): CH(OH)COOH. CH(OH)COOH; die drei Formen derselben 

werden durch folgende Projektionsformeln 2) veranschaulicht: 

COOH COOH COOH 

H_I-OH Hoi-H H-I-- OH 
Ho-I-H H-1-OH H- - OH 

COOH COOH COOH 

I. d·Weinsaure II. I·Weinsaure III. meso-Weinsaure. 

I und II treten zu der Razemform, der Traubensaure, einer Verbindung mit 
doppelter MolekulargroBe zusammen 3). 

Weiteres iiber die Zahl der Isomeren bei Verbindungen mit mehr als zwei 
asymmetrischen Kohlenstoffatomen siehe in den in der Bibliographie genannten 
Schriften. 

In der klassischen Stereochemie spielt das Prinzip der freien Drehbar
keit einfach gebundener Kohlenstoffatome eine wichtige Rolle. Das
selbe sagt aus, daB man bei Verbindungen mit einfach gebundenen Kohlenstoff
atomen (mit einer C-C-Achse) durch eine Drehung urn die die Kohlenstoffatome 
verbindende Achse nicht zu verschiedenen existenzfahigen Isomeren kommt. 

H 

CI-I-H 
CI---H 

H 

und 

H 

CI-I-H 
H--Cl 

H 

sind nicht fiir sich existierendeFormen, es gibt nur eineVerbindung: CH2Cl. CH2Cl. 
Erst neuerdings sind Fille aufgefunden, die eine Durchbrechung des genannten 
Prinzips darstellen (s. weiter unten). 

Es ist schon lange bekannt, daB das asymmetrische Kohlenstoffatom zwar 
eine hinreichende, aber noch keine notwendige Vorbedingung fiir optische Akti
vitat darstellt, denn es gibt eine Reihe von optisch aktiven Verbindungen, in 
denen kein asymmetrisches Kohlenstoffatom im Sinne VAN 'T HOFFS vorhanden 
ist. In diesen Fillen muB man die Symmetrieverhii.ltnisse des gesamten Mole
kills beriicksichtigen. Urn zu entscheiden, ob in gegebenen Fallen optische 
Antipoden moglich sind, bedarf es der Untersuchung, ob durch das Modell oder 
das aus diesem in geeigneter Weise abgeleitete Schema eine Symmetrieebene 
gelegt werden kann oder nicht. Molekiile optisch aktiver Verbindungen 
konnen keine Symmetrieebene besitzen. Zu diesen Verbindungen mit 
Molekiilasymmetrie gehoren u. a. Substitutionsprodukte zyklischer Systeme; 

1) 1m folgenden sind die asymmetrischen C-Atome bisweilen durch ein Sternchen 
bezeichnet. 

2) In den Projektionsformeln sind die C-Atome an den Kreuzungspunkten zu denken; 
die in der Formel oben und unten stehenden COOH-Gruppen befinden sich am Tetraeder
modell oberhalb der Papierebene und sind in diese projiziert, die rechts und links befind
lichen H- und OH-Gruppen liegen in der Ebene des Papiers. 

3) Die Bezeichnungen d und I sollen ubrigens nicht den wirklichen Sinn der Drehung 
wiedergeben, sondern die Zugehorigkeit zu einer konfigurativen Normalsubstanz; als solche 
dient nach dem Vorschlage von E. FISCHER d-Glukose, deren relative Konfiguration durch 
diesen festgelegt ist. Konfigurationsbestimmungen haben augenblicklich in der organischen 
Chemie u. a. mit Rucksicht auf biologische Probleme eine gewisse Bedeutung. Es werden 
hierzu Methoden bevorzugt, die auf dem polarimetrischen Vergleich analoger optisch aktiver 
Verbindungen beruhen und die von C. W. CLOUGH, C. S. HUDSON, K. FREUDENBERG u. a. 
ausgearbeitet sind; zur Literatur s. u. a. K. FREUDENBERG U. L. MARKERT, Chem. Ber. 
Bd.60, S.2447. 1927. 
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ein bekanntes Beispiel ist Hexaoxy-cyclohexan: [CH. (OH)Js' Von den mog
lichen Formen gibt es zwei: d- und l-Inosit, die sich wie Bild und Spiegelbild 
verhalten. H OH OH H 

OH /i- I OH OH!L hHi--O--H-:~ 0'1 H 
/ OH H, , / J L '" 
I' H H ~ : I, H H' 
H~, __ ,/ H H,,'_!/H 

1 I 
OH OH OH OH 

Ein weiterer Fall einer Verbindung mit "Molekiilasymmetrie", die kein 
asymmetrisches Kohlenstoffatom enthalt, ist das Spiranderivat 

//CHa ~ ~CHa ", 
C6H4 "NH . co/C"'CO • NH)CsH4 , 

das als Disulfosaure in Form von Spiegelbildisomeren erhalten wurde1). 

Weitere Falle von optischer Isomerie, die sich der klassischen Stereochemie 
VAN 'T HOFFS nicht ohne weiteres einordnen lassen, sind neuerdings bei einigen 
Derivaten des Diphenyls 

/aT ?~ /2' 3" 
CSH5-C6H 5 = ~s~ ;"r-<..( 6' 5" 

aufgefunden. N ach Versuchen von CHRISTIE und KENNER 2) sowie von BELL 
und KENYON3) u. a., die von anderen Seiten 4) bestatigt wurden, gelang es 6, 6'
Dinitro-, 6,6'-Dichlor-, ferner 6-Nitrodiphensaure sowie andere Derivate des 
Diphenyls von der allgemeinen Zusammensetzung: 

R R R R 

a) <_1_>- -<II> sowie b) <_1)-< II > 
R' R' R' 

in Spiegelbildisomere zu zerlegen (Diphensaure = 2, 2'-Diphenyl-dicarbonsaure). 
Die Existenz dieser Isomeren hangt damit zusammen, daB bei bestimmter Art 
von Substitution im einfachsten Falle wie bei b) die freie Drehbarkeit der beiden 
Benzolkerne aufgehoben ist, wobei die Raumerfiillung der Radiale R und K 
ausschlaggebend wirkt. 

Tritt namlich bei hinreichender raumlicher Ausdehnung der Substituenten 
R und R' Beriihrung bzw. Dberdeckung derselben ein, so ist damit die Moglich
keit gegeben, daB sich die Kerne I und II unter Fixierung gewisserGleichgewichts-

/R R" /R 
c) /1-" (-II" d) /-I-"'---/ II" ,,_/ / ,,_/ ~/ 

"R' ""R' R/ 

lagen zueinander senkrecht oder annahernd senkrecht stellen konnen, womit 
im Sinne des obigen Schemas, siehe c) und d), Molekiilasymmetrie auftreten muD. 

b) Homologe des Kohlenstoffs. Die Darstellung optisch aktiver Ver
bindungen des Siliziums ist KIPPING5) gelungen, der z. B. Silicolanhydride wie: 

C2H 5" /C2H s 
C3H7-Si-O-S~C3H7 

C6H5 . CH2/ "'CHa . CoH 5 

1) Siehe H. LEUCHS u. Mitarbeiter, Chern. Ber. Bd. 55, S.2131. 1922. 
2) G. H. CHRISTIE u. J. KENNER, Journ. chern. soc. Ed. 121, S. 614. 1922; Ed. 123, 

S. 779 u. 1948. 1923; 1926, S.671. 
3) F. EELL U. J. KENYON, Journ. chern. soc. 1926, S.2707. 
4) Siehe J. MEISENHEIMER u. M. HORING, Chern. Eer. Ed. 60, S. 1425. 1927; daselbst 

weitere Literatur. 
5) F. ST. KIPPING, Proc. Chern. Soc. Bd. 23, S. 9.1907; Journ. chern. soc. Bd. 91, S. 717. 

1907. 
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in optisch aktiven Formen gewann, wahrend POPE und PEACHEyl) optisch 
aktive Verbindungen des vierwertigen Zinns z. B. Methyl-athyl-propyl-zinnjodid: 
CHs . C2H5 • C3H7 . Sn . J isolierten. 

c) Gruppe des Stickstoffs. Optisch aktive Ammoniumsalze von asym
metrischer Struktur: [N abed)X, X = Anion, sind mit Sicherheit zuerst von POPE 
und PEACHEy2) erhalten, die u. a. Salze des Benzyl-phenyl-allyl-methyl-ammo
niums, z. B. das Jodid [N . C7H7· C6H5 • CsHo' CHaJJ in d- und I-Formen zer
legten. Die Stereochemie dieser Verbindungen ist spater von WEDEKIND S) 

weiter gefordert. In ihren Asymmetrieverhaltnissen entsprechen diese Ammo
niumsalze bzw. ihre Kationen I, in denen die Koordinationszahl des Stickstoffs 
nach WERNER gleich 4 ist, vollig den asymmetrischen Verbindungen des vier
wertigen Kohlenstoffs II: 

I [N abedJX II [C abed] . 

SchlieBlich sind Aminoxyde, wie Methyl-Athyl-phenylaminoxyd I sowie daraus 
sich ableitende Salze II und die Ba~e III von MEISENHEIMER4) in aktiven Formen 
gewonnen: 

I [ CHa" /0] II [CHa" /OH 1 III [CHa" /OH ] . /N" . /N" X . /N" OH 
C2H, C6H 5 C2H5 CuHs C2H 5 CoHo 

dem auch die Aktivierung analoger Verbindungen des Phosphors gelang5). 

d) Gruppe des Schwefels. Derivate des sog. vierwertigen Schwefels 
und Selens sind von POPE und Mitarbeitern in spiegelbildisomeren Formen ge
wonnen. Es genugt, hier zwei Vertreter dieser Verbindungen zu nennen: 

CH3"S(CH2 • COOH CHa"Se/CH2 . COOH 

C2H5/ Br C2H/ "Br 
Methyl·athyl-thetin-bromid·) Methyl-1ithyl-selenetin-bromid') 

dieselben sood Salze der Kationen von der allgemeinen Zusammensetzung: 
[RabeJX, R = 5, 5e, die hinsichtlich ihrer Symmetrieverhaltnisse nicht ohne 
weiteres mit den Ammoniumsalzen vergleichbar sind, da in den Schwefel- und 
Selenverbindungen das Zentralatom die Koordinationszahl 3 besitzt. Auch in 
diesen Fallen lassen sich die Verbindungen auf den Tetraedertypus beziehen, 
falls man dem Schwefel- bzw. Selenatom eine Ecke des Tetraeders anweist, 
wiihrend die Gruppen abc die drei anderen Ecken besetzen (das Anion X ist wie 
bei den Ammoniumsalzen in der auBeren Sphare des Komplexes zu denken). 

Von Interesse fiir die Stereochemie des Schwefels ist ein neuer Befund von 
PHILLIPS 8), daB auch Sulfinsaureester, Z. B.: 

/OCZH 5 
0= S" 

C7H 7 

in optisch aktiven Formen existieren; dieser Fall laBt sich formal dem eben 
behandelten der Thetinsalze unterordnen (5 in einer Tetraederecke). PHILLIPS 
bevorzugt folgende Deutung; er nimmt an, daB die 5 = O-Doppelbindung eine 

1) W. J. POPE U. ST. J. PEACHEY. Proc. Chern. Soc. Bd. 16, S.42. 1900. 
2) W. J. POPE U. ST. J. PEACHEY, Journ. chern. soc. Bd.75, S.1127. 1899. 
8) E. WEDEKIND, Entwicldung der Stereochemie des fftnfwertigen Stickstoffs. Stutt-

gart 1909. 
') J. MEISENHEIMER, Chern. Ber. Bd.41, S.3966. 1908. 
5) J. MEISENHEIMER U. L. LICHTENSTADT. Chern. Ber. Bd.44, S.356. 1911. 
6) W. J. POPE U. ST. J. PEACHEY, Journ. chern. soc. Bd. 77. S. 1072. 1900. 
7) W. J. POPE U. A. NEVILLE, Proc. Chern. Soc. Bd.18, S.198. 1902. 
8) H. PHILLIPS, Journ. chern. soc. Bd. 127, S.2552. 1925. 
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"semipolare" ist und driickt das durch folgendes Konstitutionsbild des Sulfin
saureesters aus: 

das im Sinne der Oktettheorie von LANGMUIR u. a. unter Beriicksichtigung der 
Elektronenverteilung des Schwefels und der am Schwefel gebundenen Atome 
noch weiter aufgelost werden kann. Damit laBt sich die optische Aktivitat zu
riickfiihren auf ein Atom, das an drei verschiedene Gruppen gebunden ist und 
eine positive Ladung tragt, d. h. ein Elektron verloren hat. 

e) Gruppe des Bors. SchlieBlich ist auch bei einem Element der 3. Gruppe 
des periodischen Systems, namlich beim Bor, optische Aktivitat aufgefunden. 
BOESE KEN 1) hat u. a. Borsalizylsaure in die Spiegelbildisomeren zerlegt, die das 
komplexe Anion: 

C H / ----B/ ----C H [ 0 0 ]' 
6 4"CO. 0/ "0. CO/ 6 4 

enthalten. Es handelt sich hier urn ein sog. innerkomplexes Salz, in dem drei
wertiges Bor die Koordinationszahl vier besitzt. 

Abseits von den bisher betrachteten Verbindungen stehen die 
f) optisch aktiven WERNERschen Salze. Die Existenz dieser Isomeren, 

die bei Derivaten von Komplexen der allgemeinen Formel [MeRe] zuerst von 
1 WERNER aufgefunden sind, bildet den scharfsten Beweis fUr die 

Richtigkeit der von dies em Forscher fUr Komplexe mit der Koordi
nationszahl 6 vorgeschlagenen "Oktaedertheorie", die sich als 

2~-"+"~-7'1 Pendant der fUr Verbindungen mit vierwertigem (bzw. vierzahli

6 
Abb. 2. WERNERS 
Oktoedorschorna fiir 
sechszablige Kom· 

plexe [M, R.l. 
I . 2 = cis·Stellung 
I • 6 = trans·Stellung 

gem) Zentralatom giiltigen "Tetraedertheorie" darstellt. Zur Er
klarung aller Isomerieerscheinungen bei Verbindungen mit sechs
zahligem Zentralatom hat sich folgende Annahme ais ausreichend 
erwiesen : die sechs mit dem Zentralatom verbundenen Gruppen R 
sind symmetrisch im Raume verteilt und daher in den Ecken eines 
regularen Oktaeders, S. Abb. 2, anzunehmen, in dessen Schwer
punkte sich das zentrale Metallatom selbst befindet. Spiegel

bildisomerie ist nun bei folgenden drei Grundtypen von komplexen Radi
kalen beobachtet : 

I [Me bra], 
III [Me ~~~l' 

CIS 

br stellt hier ein Molekiil bzw. ein Radikal dar, das gewissermaBen als Briicke 
zwei Ecken des Oktaeders verbindetTund damit die Asymmetrie des gesamten 
Molekiils bedingt, falls die iibrigen Gruppen 2X bzw. X und Y sich in Kanten
oder cis- (1,2-) Stellung des Oktaeders befinden. Ais Briicken fungieren in erster 
Linie Athylendiamin NH2 • CH2 • CH2 • NH2 = en und ahnliche Diamine wie 
NH2 • CH(CHa)' CH2 • NH2 ='pn ferner der Rest der Oxalsaure O· CO· CO· 0 
und anderer zweibasischer Sauren. Wie leicht zu erkennen, ist jedes der obigen 
komplexen Radikale Iibis III, das sowohl Ration als Anion 

([Cr en3l"Cl3 , [Cr(C20 4h],"K3) 

sein kann, in zwei Spiegelbildisomeren (d- und I-Form) denkbar, die sich zuein
ander wie ein Gegenstand zu seinem nicht deckbaren Spiegelbild verhalten 

1) J. BOESEKEN, s. Chern. Ber. Bd. 58, S.268. 1925, woselbst weitere Literatur. 
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(s. Abb. 3). Die ersten Komplexe, bei denen Aktivierung gelang, waren solche 
mit "asymmetrischem Kobaltatom"l). 

[~~3N Co en2] X2 
I ·Cbloro·2·ammin·diathylendiamin. 

cobaltsalze. 

und [~~~3 Co en2] X2 
1 Bromo·2·ammin·diatbylendiamin. 

cobaltsalze. 

Von interessanten optisch aktiven Komplexen seien noch folgende genannt: 

[Co enaJXa, [Co(C20 4)aJMea , [Fe(C20 4laJMea, [Co(~~)Co(NHa)4)a] X 6 • 

Manche Komplexe sind durch sehr hohes Drehungsvermogen ausgezeichnet, so 
ist [MJ,l=527 fiir [CoenaJBra '" 3100 noch hOhere Rotationen kommen bei 
gewissen mehrkernigen Komplexen wie Dodekammin-hexoltetrakobaltibromid 2) 

[Co(~g)Co(NH3)4)3] Br6 vor, fur diesen vollig 

kohlenstofffreien Komplex ist 

[XJ56o = -4500 und [MJ560 = -47610°. 

AuBer Co-, Cr-, Fe-Komplexen sind nochdiejeni
gen des Platins, Iridiums, Rhodiums und neuer
dings auch des Aluminiums ([AI(C20 4);] (NH4) a) a) 
aktiviert worden. 

Von verschiedenen Seiten, unter anderen 
von WALDEN4), ist darauf hingewiesen, daB man 
sich das VAN 'T HOFFsche Kohlenstofftetraeder 
nicht als starres Modell vorzustellen hat. Die 
Auffassung der Valenzen des Kohlenstoffs als 
(nach den Ecken eines Tetraeders) gerichteter 
Einzelkrafte fiihrt zu vielfachen Widerspriichen 
mit der Erfahrung; so ist es nicht m6glich, mit 
Hilfe dieser Vorstellung die Umwandlungs
erscheinungen optischer Antipoden, vor allem 

d·Formen I·Formen 
Abb. 3. Spiegelbild - isomere WERNERscbe 

Komplexe. 

die Razemisation, d. h . die Umlagerung der optisch aktiven Formen in die in
aktiven d - A -+ (d - A + l- A) +-l- A zu erkliiren, die bisweilen als Auto
razemisation ohne jeden katalytischen EinfluB vonstatten geht. Die Vorstellung 
starrer Valenzkrafte ist ferner ungeeignet zur Erklarung der gegenseitigen Um
wandlung optischer Antipoden ohne vorherige Razemisation, d. h. der WALDEN
schen Umkehrung. Man versteht darunter die Moglichkeit, aus einer optisch 
aktiven Verbindung etwa d - C abed vermittels einer chemischen Reaktion I ein 
Derivat der entgegengesetzt drehenden Form l- Cabd'e darzustellen, das dann 
mit Hilfe einer zweiten Reaktion II in den optischen Antipoden der urspriing
lichen Verbindung iibergefiihrt wird: 

d - Cabed ~ l- Cabd'e 2!.l- Cabde. 

Es hat nicht an Versuchen gefehlt, die urspriingliche VAN'T HOFFsche Theorie 
zu erweitern, so daB auch eine teilweise Erkliirung der erwahnten dynamischen 

') A. WERNER, Chern. Ber. Bd.44, S. 1887, 2445 u. 3132. 1911; weitere Literatur 
s. WERNER-PFEIFFER, Neuere Anschauungen auf dern Gebiete der anorganischen Chernie. 

2) A. WERNER, Chern. Ber. Bd. 47, S. 3087. 1914. 
3) W. WAHL, Chern. Ber. Bd.60, 5.399. 1927. 
4) P. WALDEN, Optische Urnkehrungserscheinungen. Braunschweig 1919; s. auch 

WALDEN II. 

Handbuch der Physik. XX . 58 



914 Kap.12. H. LEY: Polarisation und chemische Konstitution. Ziff.4. 

Verhaltnisse des asymmetrischen Kohlenstoffatoms m6g1ich erscheint. Es sei in 
diesem Zusammenhang an die Versuche WERNERSl) erinnert, der unter Aufgabe 
der Vorstellung der Valenz als gerichteter Einzelkraft und unter Beriicksichtigung 
der intramolekularen Bewegungen der vier Gruppen eine Erklarung der Razemi
sationserscheinungen anstrebte. Von den vielen Erklarungsversuchen der 
WALDENschen Umkehrung seien nur die von FISCHER 2) und v. WEINBERG 3) 
genannt.Ferner hat STARK4) versucht, auf Grund seiner elektroatomistischen 
Auffassung der Valenz die Erscheinungen der WALDENschen Umkehrung zu 
deuten. 

AbschlieBend ist noch auf Bestrebungen hinzuweisen, die eine fundament ale 
Umgestaltung der klassischen Stereochemie zum Ziele haben. WEISSENBERG 
hat die von SCHONFLIESS5) u. a. geschaffene kristallographische Symmetrielehre 
auf die chemischen Systeme iibertragen, urn so bestimmte Aussagen iiber die 
Stabilitatsverhaltnisse gegebener Atomanordnungen im kristallisierten Zustande 
zu machen. Diese neue "geometrische Stereochemie" WEISSENBERGS stellt eine 
Systematik aller im Kristallzustande denkbaren Atomanordnungen dar. 

4. EinfluB des Losungsmittels auf das Drehungsvermogen. Die Empfindlich
keit der Rotation gegeniiber physiko-chemischen Faktoren auBert sich besonders 
deutlich in der Tatsache, daB in vielen Fallen das Drehungsverm6gen stark mit 
dem L6sungsmittel variiert wie aus Versuchen von FREUNDLER, LANDOLT, 
TOLLENS u. a. hervorgeht6). Diese L6sungsmitteleinfliisse konnen in der Regel 
nicht auf eine Verschiedenheit im Assoziationsgrade des ge16sten Stoffes in dem 
betreffenden Medium zuriickgefiihrt werden. Von neueren Beispielen sei das 
Verhalten des Apfelsaurediathylesters7) (Tabelle 1) aufgefiihrt, der in verschie
denen L6sungsmitteln, in denen er monomolekular ge16st ist, folgende spez. 
Rotationen unter vergleichbaren Bedingungen aufweist: 

Losungs. 
mittel Aceton Chloroform 

- 13,24 - 5,39 

Tabelle 1. 

Methyl- Athvlacetat 
alkohol ' 

- 10,68 - 11,98 

Benzol homogen 

- 9,5 - 10,2 

Wertvolles Material zu der Frage des L6sungsmitteleinflusses verdankt man ferner 
PATTERSON8). Es ist charakteristisch, daB dieser Effekt besonders bei Stoff en 
mit anomaler Rotationsdispersion angetroffen wird (vgl. Ziff.13). 

WALDEN 9) hat iiberzeugend dargetan, daB die Losungsmitteleffekte in vielen 
Fallen auf eine chemische Beteiligung des Solvens hinweisen: "wenn bei einer 
optisch aktiven Substanz GroBe und Sinn der Drehung durch' auBere Faktoren, 
wie Losungsmittel u. a., sich meBbar andern, so haben diese Faktoren in dem 
gegebenen System der aktiven Molekel chemische Reaktionen ausgelost und neue 
Gleichgewichte herbeigefiihrt". 

1) A. WERNER, Vierteljschr. 0.. naturf. Ges. Zurich Bd. 36, S. 1. 1891; s. auch E. BLOCH, 
Werners Theorie des Kohlenstoffatorns. Wien 1903. 

2) E. FISCHER, Lieb. Ann. Bd.402, S.364. 1914. 
3) A. v. WEINBERG, Kinetische Stereochernie. Braunschweig 1914. 
4) J. STARK, Prinzipien der Atorndynarnik Bd. III. 1915. 
5) Von wichtigerer Literatur sei genannt: K. WEISSENBERG, ZS. f. Krist. Bd. 62, S. 13 u. 

52. 1925; Bd. 63, S. 221. 1926; Chern. Ber. Bd. 59, S. 1526. 1926; H. MARK U. K. WEISSEN
BERG, ZS. f. Phys. Bd. 17, S. 301. 1923; F. RICHTER, Naturwissensch. Bd. 14, S. 889. 1926; 
W. HUCKEL, Chern. Ber. .Bd. 59, S.2826. 1926; A. SCHLEEDE U. A. HETTICH, ZS. f. anorg. 
Chern. Bd. 172, S. 121. 1928. 

6) Die altere Literatur s. bei LANDOLT I. 
7) P. WALDEN, Chern. Ber. Bd.38, S.389. 1905; Bd.40, S.2463. 1907. 
8) T. S. PATTERSON, Literatur s. S.918. 
9) P. WALDEN I. 



Ziff. 5, 6. Abhangigkeit des Drehungsverrn6gens von Ternperatur und Konzentration. 915 

Man wird allerdings auch beriicksichtigen miissen - was von chemischer 
Seite bis jetzt nicht geniigend geschehen - daB die Beteiligung des Losungs
mittels keine eigentliche chemische zu sein braucht (Bildung von Solvaten nach 
stochiometrischen Gesetzen), sondern in vielen Fallen auch auf einer gegen
seitigen elektrostatischen Wechselwirkung zwischen den optisch aktiven und 
Losungsmittelmolekiilen beruhen kann. In der Mehrzahl der Falle (Alkohole, 
Ester, Sauren, Amine) sind die drehenden Molekiile so1che mit ausgesprochenem 
Dipo1charakter; sind diese in der Losung ebenfalls von Dipolmolekiilen des 
Solvens umgeben, so sind gegenseitige Beeinflussungen vorherzusehen, die zu 
Drehungsanderungen fiihren mussen. 

5. Abhangigkeit des Drehungsvermogens von der Temperatur. Bei allen 
Stoffen beobachtet man eine mehr oder weniger groBe Abhangigkeit der [(X]
Werte von der Temperatur; relativ gering ist diese bei Rohrzuckerlosungen, 
1 Grad TemperaturerhOhung erniedrigt [(X] nur urn etwa 0,04 % 1). DerTemperatur
ein£luB wird durch Formeln wie [(XY = a + bt oder 

[(X]I=a+bt+ct2 (1) 

u. a. zum Ausdruck gebracht. In der aus (1) durch Umformung hervorgehenden 

Formel: [ ]t _ b ( )2 (2) (X -al + It-to 

mit 3 Konstanten bedeutet to die Temperatur eines allfalligen Drehungsmaxi
mums, a1 ist die spezifische Drehung bei der Maxirnaltemperatur, bl ist der eigent
liche Temperaturkoeffizient, der fur die verschiedenen Farben und fur die Glieder 
zusammengehoriger Reihen die Vergleichung des Temperatureinflusses ermog
licht. Der Temperaturein£luB auf die Drehung der Weinsaure und ihrer Ester 
ist sehr eingehend von WINTHER 2) untersucht, to ist hier bei ein und demselben 
Stoff fur alle Farben gleich. Legt man die Formel (1) zugrunde, so sind in manchen 
Fallen die Verhaltnisse b : a und c:a fur aIle Farben gleich, fiir Quarz steigt 
b:a mit der Brechbarkeit, weit groBere Effekte dieser Art sind bei Weinsaure 
beobachtet 3). 

6. Die Abhangigkeit des Drehungsvermogens von der Konzentration ist 
ebenso von Fall zu Fall verschieden, sie kann vielfach durch Formeln wie 
[ (X] = A + B q + C q2 oder seltener durch eine lineare Beziehung: [ (X] = A + B q 
ausgedruckt werden, wo q den Prozentgehalt an inaktivem Losungsmittel be
deutet. Eine lineare Anderung der Drehung von der Konzentration zeigt z. B. 
Nikotin in alkoholischer Losung: 

[(X]1r = 160,83 - 0,2224q. 

Die Anderung der spezifischen Drehung bei zunehmender Verdunnung mit in
aktiver Substanz erfolgt ganz allmahlich, so daB sich aus dem Drehungsvermogen 
einer Anzahl von Losungen q.asjenige der gelosten £lussigen aktiven Substanz 
rechnerisch mit mehr oder weniger groBer Genauigkeit ermitteln laBt. In einigen 
Fallen durchlauft die Kurve, die die Abhangigkeit der spez. Drehung von der 
Konzentration ausdruckt, ein Minimum, ein so1ches tritt in verdunnten wasserigen 
Nikotinlosungen auf; Kampfer in Isovaleriansaure zeigt bei 38,55% Kampfer 
ein £laches Minimum der spez. Drehung. Bei anderen Stoffen auBert sich die 
Konzentrationsvariation sogar in einem Drehungswechsel, so bei wasserigen 
Losungen von Apfelsaure, die oberhalb 36,7% Saure rechtsdrehend, unterhalb 
36,7% linksdrehend sind; auch in Losungeneiniger Malate (Natriummalat, Natrium-

1) Die altere Literatur s. bei LANDOLT 1. 
2) CHR. WINTHER. ZS. f. phys. Chern. Ed. 41, S. 161. 1902; Ed. 45. S.331. 1903. 
3) Literatur s. bei CHR. WINTHER. 1. C. 
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hydromalat u. a.) tritt bei bestimmten Konzentrationen Vorzeichenwechsel 
ein. Strenge Konstanz der spez. Drehung ist bei keinem Stoff vorhanden und auch 
theoretisch unwahrscheinlich. Selbst Verbindungen wie Rohrzucker und andere 
Zuckerarten, auf deren Konstanz der [1XJ-Werte die exakte quantitative Bestim
mung dieser Stoffe beruht (polarimetrische Analyse) zeigen innerhalb 
groBerer Konzentrationsbereiche merkliche Anderungen der [1XJ-Werte. Fiir 
Rohrzucker leitete TOLLENS folgende Formel aus seinen Beobachtungen ab: 

[1XmO = 66,386 + 0,015035 p - 0,0003986 p2 

(P Prozentgehalt an Rohrzucker, giiltig zwischen p = 3,8 und 69,2%). 
7. Drehungsanderung durch inaktive Stoffe. Bisweilen vermogen auch 

scheinbar indifferente Zusatze das Drehungsvermogen wesentlich zu andern. 
Schon BlOT beobachtete die starke ErhOhung der Rotation der Weinsaure, die 
diese auf Zusatz von Borsaure erleidet. Bekannt ist ferner seit langem die drehungs
steigernde Wirkung des Borax auf Mannit und Verbindungen der Mannitgruppe. 
-aber den drehungssteigernden EinfluB der molybdansauren, wolfram- und 
uransauren Salze auf Weinsaure liegen altere Arbeiten von GERNEZ1) vor. Die 
Beeinflussung der Rotation der Glukose und Lavulose durch anorganische Salze 
(Th, Ce, Zr, Zn, Cd, Stannate, Arseniate u. a.) wurde in groBem Umfange von 
RIMBACH und WEBER 2) untersucht. Eingehende Messungen des Drehungs
vermogens bei Salzen yom Typus des Brechweinsteins (C4H40 6) SbO.K der Bor
weinsaurekomplexe verdankt man vor allem DARMOIS 3), der auch den EinfluB der 
Molybdansaure und ihrer Salze auf die Drehung der Apfelsaure und der Apfelsaure. 
ester studierte 4). Rotationsmessungen an wasserigen Losungen der Bor-Weinsaure 
im Ultraviolett bei verschiedenen Wellenlangen sind vonDEscAMPs5) ausge£iihrt. 

In der Mehrzahl der FaIle handelt es sich urn die Bildung neuer Komplexe 
(mit den zugesetzten Salzen) von wesentlich anderem Drehungsvermogen, die 
bisweilen auch durch andere Methoden nachgewiesen werden konnten 6), ver
einzelt gelang es auch, die Zusammensetzung der Komplexe aus den optischen 
Daten £estzustellen. 

Diesen meist erheblichen auf einer wesentlichen Veranderung der aktiven 
Molekel beruhenden E££ekten stehen die meist geringfiigigen Drehungsvariationen 
gegeniiber, die durch neutrale Salze der Alkalien und Erdalkalien auf aktive 
Sto££e ausgelost werden. So wird nach F ARNSTEINER 7) die spezifische Drehung 
des Rohrzuckers durch die Chloride des K, Na, Li, Ba, Sr, Ca, Mg merklich er
niedrigt. Eine befriedigende Erklarung fUr diese Effekte hat TAMMANNB) gegeben, 
sie hangen groBtenteils mit der Zunahme des inneren Druckes· der Losung in
folge des Salzzusatzes zusammen, denn es ist durch Versuche9) erwiesen, daB auch 
durch auBeren Druck die Drehung der Rohrzuckerlosung im entsprechenden 
Sinne verandert wird. 

1) Siehe die altere Literatur bei LANDOLT I. 
2) E. RIMBACH U. O. WEBER, ZS. f. phys. Chern. Bd. 51, S.473. 1905. 
3) E. DARMOIS, Bull. Soc. Chirn. Belg. Bd. 36, S. 64. 1927; Journ. chirn. phys. Bd. 23. 

S.649 u. 130. 1926. 
') E. DARMOIS, Journ. de Phys. et Rad. (6) Bd.4, S.49. 1923; C. r. Bd. 176, S. 1140. 

1923. Siehe auch C. r. Bd. 177. S.49. 1923. 
5) R. DESCAMPS, C. R. Bd. 184, S. 453 u. 876. 1927. 
6) Siehe z. B. G. MAGNANINI, ZS. f. phys. Chern. Bd. 6, S. 58. 1890; Bd. 9, S. 230. 1892; 

Bd. 11, S.281. 1893;vgl. VAN'T HOFF I, S.90. 
7) K. FARNSTEINER, Chern. Ber. Ed. 23, S. 3570. 1890. 
B) G. TAMMANN, "Ober die Beziehunge~ zwischen den inneren Kraften und Eigen

schaften der Liisungen. 1907. 
9) L. K. SIERTSEMA, Arch. Neerland. (2) Bd. 3, S. 79. 1899. 
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8. Drehungsvermogen der Elektrolyte. Nach Versuchen von OUDEMANS, 
LANDOLT u. a.I ) besitzen die Salze optisch aktiver Basen mit inaktiven Sauren 
sowie aktiver Sauren mit inaktiven Basen Drehungsvermogen, die in hinreichender 
Verdiinnung unabhangig sind von der Natur des inaktiven Bestandteils. So liegt 
die spez. Drehung der Chinasaure in den Chinaten Me· C7Hl10 6 (Me = K, Na, 
NH4, Ba!2, Sr!2, Ca!2, Mg(2) bei 2,6 g Chinasaure in 100 ccm Wasser zwischen 
46,6 und 48,9°. 

J enes Gesetz von OUDE:\IA}\ S-LANDOLT ist eine selbstverstandliche F orderung 
der Theorie der elektrolytischen Dissoziation 2). 

Starke Sauren wie IX-Bromkampfersulfonsaure ClOH14BrO. S03H und ihre 
Salze besitzen bei gleichen Konzentrationen annahernd gleiches Drehungsver
mogen 3). Der hier haufig gemachte Befund, daB mit zunehmender Verdiinnung 
die Molrotation sich nur wenig andert, kann im Sinne der neueren Theorie der 
starken Elektrolyte so gedeutet werden, daB derartige Salze vollig dissoziiert sind. 

Bei schwachen und mittelstarken Elektrolyten und ihren Ionen, besonders 
mehrbasischen Sauren (Weinsaure und Tartrationen: H 2 • C4H 40 6 , H· C4H40;;, 
C4H406') sind in der Regel groDe Unterschiede in der Drehung vorhanden. 

Sind Kation und Anion aktiv, so ist die Drehung des Salzes ungefahr gleich 
der algebraischen Summe der Drehungen der Einzelionen wie WALDEN am brom
kampfersulfonsauren Morphin nachwies, dessen [lI1JD ftir v = 30 1 -100° betrug, 
wahrend die Drehung des Morphinions - 3 70 0 und die des Anions + 270 ° ist. 

Eingehende Untersuchungen iiber die Drehung des Tartrations C4H406' 
verdankt man neuerdings DARiIlOIS4). Urn gewisse Drehungsanomalien der Wein
saure zu erklaren, hat man angenommen, daB die Drehung des Tartrations unter 
allen Umstanden konstant ist. DARMOIS zeigte, daB das bei Gegenwart von 
Salzen nicht der Fall ist, setzt man z. B. Kalziumchlorid zu Natriumtartrat
losungen, so wird die Rechtsdrehung geringer als in rein em Wasser, zwischen 
3 und 4 m. CaCl2 Null und in noch konzentrierterer Lasung negativ. Von ahn
licher GroBe ist der Effekt bei Strontium- und Bariumchlorid, geringer ist er 
bei Kalziumnitrat. Ganz besonders groB ist die rotationsvermindernde Wirkung 
auf Zusatz von Salzen der dreiwertigen seltenen Erden wie La(N03)3 und Ce(N03b 
hier tritt der Effekt schon bei geringer Konzentration des Zusatzes auf. Auch 
Thoriumnitrat Th(N03)4 auBert eine sehr groBe Wirkung, die aber in entgegen
gesetzter Richtung liegt. 

Die Abhangigkeit des Drehungsvermogens schwacher Basen und Sauren 
von der Wasserstoffionenkonzentration, aus der u. a. die Dissoziationskonstanten 
der schwa chen Elektrolyte berechenbar sind, haben LIQUIER5), VLES und 
VELLINGER6 ) u. a. gemessen. 

9. Zur Theorie der Veranderlichkeit des Drehungsvermogens. Versuche, 
die Abhangigkeit der optischen Drehung von den genannten Faktoren, vor allem 
der Konzentration, Temperatur und Losungsmittel dem Verstandnis naher zu 
bring en, sind sehr zahlreich. So hat man Bildung von Assoziationsprodukten, 
Verbindungen mit dem Losungsmittel u. a. als Ursachen angenommen7). 

a) Wie besonders PATTERSON S) hervorhob, sind einfache Beziehungen all-
gemeiner Art zwischen Drehungsvermogen und Molekulargewicht der aktiven 

1) Siehe LANDOLT I. 
2) H. HADRICH, ZS. f. phys. Chern. Ed. 12, S.476. 1893. 
3) P. WALDEN, ZS. f. phys. Chern. Ed. 15, S.196. 1894. 
4) E. DARMOIS, C. R. Ed. 184, S. 1239 u. 1438. 1927. 
5) J. LIQUIER, Ann. de phys. (10) Bd.8, S.121. 1927. 
6) F. VLES u. E. VELLINGER, Arch. de phys. bioI. Bd.5, S.31, 37. 1927. 
7) Siehe besonders LANDOLT I U. P. WALDEN I. 
8) T. S. PATTERSON, Chern. Ber. Ed. 38, S.4090. 1905; Bd.40, S.1243. 1907. 
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Substanz in einem gegebenen Losungsmittel nicht vorhanden. So finden wir in 
manchen FaIlen, wo sich das osmotisch ermittelte Molekulargewicht sehr stark 
mit der Konzentration andert, nur geringen EinfluB auf die Drehung; als Bei
spiel sei Athyltartrat in Benzol angefiihrtl): 

Prozentgehalt . 4,99 10,00 24,98 
Ternperatur. . . . 51,5 50,2 53,6 
[<xJb . . . . . . . 10,80 10,55 10,80 

Das Drehungsvermogen bleibt praktisch konstant, wahrend das kryoskopisch 
ermittelte Molekulargewicht im Bereiche p = 11,2 - 1,17% sich von 387 bis 
224 andert. Die wasserigen Losungen des Athyltartrats zeigen gerade entgegen
gesetztes Verhalten: das Molekulargewicht andert sich mit der Konzentration 
nicht, wahrend das Drehungsvermogen betrachtlich mit der Konzentration 
wechselt 2) . 

b) Von systematischen Versuchen, die zu einerTheorie des optischenDrehungs
vermogens hinzielen, seien zuerst die Arbeiten PATTERSONS genannt, der das 
Molvolumen bzw. das molare Losungsvolumen zur Erklarung heranzog. 
DbersichtIiche Verhaltnisse fand PATTERSON3) bei Athyltartrat, wo mit Er

Losnngsmittel 

Wasser .... 
Methylalkohol . 
Glyzerin ... 
Athylalkohol . 
n-Propylalkohol 
i-Butylalkohol . 
sec-Oktylalkohol . 
Benzol. 
Toluol . 
o-Xylol .. 
m-Xylol . 
p-Xylol 
Mesitylen . 
Chloroform 

Ta belle 2. 

'.1 160,1 I. 159,3 
163,3 
164 
167,5 
170,3 
174,3 
175,1 
174,8 
176,8 
176,5 
176,1 
177.4 
178 

26,$5 
11,50 
10,57 

9,13 
7.40 
6,53 
5,24 
6,1 
4,6 
2,7 
1,8 
0,7 

- 3,0 
- 3,2 

hohung des mol. Losungsvolu
mens die spezifische Drehung 
abnimmt. In der Tabelle 2 
sind Volumina und spezifische 
Drehungen auf unendliche 
Verdiinnungen berechnet. Ab
gesehen von der Ausnahme
stellung des Wassers tritt der 
Parallelismus deutlich hervor 
(s. Tabelle 2); auch in anderen 
Fallen sind Beziehungen zwi
schen Rotation und Molvolu
men aufgefunden. 

PATTERSON ist der An
sicht, daB der EinfluB einer 
Volumanderung auf die Dre
hung eines bestimmten Mole

kiils davon abhiingt, ob sich die Symmetrie des Molekiils erhOht oder erniedrigt, 
was von Fall zu Fall verschieden und dazu noch schwer nachweisbar sein wird. 

c) WINTHER4) hat die Drehungsanderungen zu zwei gleichzeitig verlaufenden 
molekularen Anderungen in Beziehung gesetzt, namlich dem Molvolumen und 
dem Molekulargewicht. IX) In den Fallen, wo das Molekulargewicht ohne Ein
fluB ist, wird die Drehung durch die Anderung des Molvolumens oder des mol. 
Losungsvolumens MV bedingt; es gilt dann: 

A[M]=klAMV bzw. 

v spezifisches Volumen (spez. Losungsvol.) kl ist eine Konstante, die in der Regel 
fiir denselben Stoff im homogenen und ge16sten Zustande ungefahr gleich ist, 

1) T. S. PATTERSON, Journ. chern. soc. Bd.81, S. 1115. 1902. 
2) T. S. PATTERSON, Journ. chern. soc. Bd.79, S. 182. 1901;. Bd. 85, S.1130. 1904. 
3) T. S. PATTERSON, Journ. chern. soc. Bd. 79, S. 167 u. 477.1901; Bd. 87, S. 313.1905 

sowie die vorhergehenden Arbeiten im.Journ. chern. Soc: ;5. auch Chern. Ber. Bd. 38., S. 4101. 
1905. 

4) CRR. WINTHER, ZS. f. phys. Chern. Bd. 55, S.257. 1905; s. auch T. S. PATTERSON, 
ebenda Bd. 56, S.366. 1906. 
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sofern keine Verbindungen zwischen aktivem Stoff und Solvens vorhanden sind. 
So ergab sich bei Nikotin1) in rein em Zustande und in Azetonlosung kl = 70 
bzw. 76, wahrend die Losungen in Wasser, Athyl- und Propylalkohol kl Werte 
von anderer GroBenordnung namlich 1536, 629 und 634lieferten, was mit Solvat
bildung gedeutet wird. In diese Gruppe gehort ferner Kampfer sowie die von 
FRANKLAND und Mitarbeitern 2) untersuchten Glyzerinsaureester. 

fJ) Fur den Fall, daB das Molekulargewicht die Drehung mitbestimmt, 
wird den einfachen und doppelten Molekulen eine bestimmte konstante Drehung 
beigelegt und deren Abhangigkeit von der Temperatur berucksichtigt. Unter 
Festlegung einer Reihe vereinfachender Annahmen wird fUr dies en Fall folgende 
F ormel abgeleitet: Ll [ eX] = Ll m1 K + Ll V Kl , 

m1 ist die Konzentration der EinzelmolekUle in der Volumeinheit, Ll v die Ande
rung des spezifischen bzw. Molvolumens, K Kl sind empirisch bestimmbare 
Konstanten. Fur die homogenen Stoffe laBt sich die Temperaturabhangigkeit 
von [eX] ermitteln, indem die Temperaturabhangigkeit von m1 durch eine empi-
rische Formel: LI T 

Llml=kTT 
1 

(TTl absolute Temperaturen, k Temperaturkoeffizient der Assoziation) dar
gestellt wird. Die vollstandige Formel ist 

[eX]D = [eXoJ~ + K k # ~ + KI Ll v . 
I 

Fur Diathyltartrat wird z. B. 

[eX] - + 5 19 + 149.1 2 T - 273 + ~ _ 87 
D -, 0 273. T 1,2254 1,2254 - 0,001013 (T - 273) • 

Zwischen 11 0 und 89° stirn men die beobachteten und berechneten [cX]-Werte gut 
uberein, eben so fUr andere Weinsaureester. 

Ahnliche Rechnungen werden auch fUr Losungen durchgefUhrt unter Zu
grundelegung der Messungen P A TTERSONS an den W einsaureestern 3). 

d) Nach TAMMANN4) ist die Volumanderung bei der Bildung einer Losung 
ein sehr komplizierter Vorgang, auch ist das unter der sicher nicht zutreffenden 
Annahme, das Volumen des Losungsmittels erfahre bei der Bildung der Losung 
keine Veranderung, berechnete Losungsvolumen nur in Ausnahmefallen zu 
einem Vergleich mit den Drehungswerten geeignet. In spateren Arbeiten ver
sucht WINTHER 5) fUr eine allgemeine Theorie der optischen Drehung die be
sonders von T AMMANN studierte GroBe des Binnendrucks heranzuziehen, die 
unter anderem aus der Gleichung von VAN DER WAALS berechenbar ist; er nimmt 
an, daB die Anderungen der spezifischen Drehungen den Anderungen der Binnen
drucke proportional sind. Statt des bisher benutzten spez. oder mol. Losungs
volumens definiert WINTHER das wirkliche spezifische Volumen in der Losung 
(1jJ) als dasjenige, das der reine Stoff einnehmen wurde, wenn er einer Druck
anderung unterworfen wurde, die gleich der Diffcrenz zwischen dem Binnendruck 
der Losung und dem des reinen Stoffes ist. Als Basis seiner Theorie stellt WINTHER 
drei Grundsatze auf. 1. Isotherme Volumanderungen in homogenen Systemen 

1) Siehe LANDOLT, Ann. d. Chern. Bd.189, S.319. 1877; LANDOLT I, vgl. REIN, 
Ing.-Dissert. Berlin 1896. 

2) P. F. FRANKLAND, F. M. WHARTON U. R. ASTON, J ourn. chern. soc. Bd. 79, S. 26. 1901 ; 
P. F. FRANKLAND U. J. MCCRAE, ebenda Bd. 73, S. 307. 1898 sowie altere Arbeiten ebenda. 

3) T. S. PATTERSON, Journ. chern. soc. Bd. 79, S. 167 u. 477. 1901; Bd. S7, S. 313. 1905; 
Bd. 85, S. 1116 u. 1153. 1904; Bd.81, S. 1097 u. 1134. 1902. 

4) Siehe z. B. ZS. f. phys. Chern. Bd. 21, S.529. 1896. 
5) CHR. WINTHER, ZS. f. phys. Chern. Bd.60, S.590, 641 u. 685. 1907. 
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kannen entweder durch Anderung des inneren oder auBeren Druckes oder durch 
Anderung des Assoziations-, Dissoziations- oder Verbindungsgrades oder durch 
gleichzeitige Anderungen dieser GraBen bedingt werden. 2. Jede Anderung der 
Drehung eines optisch aktiven Stoffes ist ursachlich mit einer Volumanderung 
verkniipft. 3. Jede Volumanderung, die ausschlieBlich durch eine Druckanderung 
verursacht wird, ohne daB sich der Assoziations- oder Verbindungsgrad dabei 
andert, ist voneiner damit proportionalen Drehungsanderung begleitet. Nach 
3 ist: A[~] = kAq;; q; ist das wirkliche spez. Losungsvolumen. 

Fur Losungsvorgange bei konstanter Temperatur werden drei FaIle unter
schieden. 

A. Die Losung enthalt nur einen aktiven Stoff, der aber in einfachen und 
Doppelmolekiilen auftreten kann; es wird ferner die vereinfachende Annahme 
gemacht, daB· Volumanderungen durch Anderung des Assoziationsgrades aus
geschlossen sind und daB sich der geloste Stoff nicht mit dem Solvens verbindet. 
In diesem Faile ergibt die Rechnung, daB auch zwischen der Anderung des be
rechneten Losungsvolumens und der Rotation Proportionalitat bestehen muB, 
d. h. daB die schon frUber erorterte Beziehung: A[~] = klAv besteht; es laBt 
sich zeigen, daB die Relation urn so genauer gilt, je weniger die Binnendrucke 
der Bestandteile der Losung voneinander abweichen. Die fruheren Beispiele 
werden noch durch folgende erganzt: Nikotin in Wasser nach Messungen von 
PruBRAM und GLUCKSMANN1), Nikotin in Formamid und Methylalkohol nach 
WINTHER 2) , Kampfer in verschiedenen Losungsmitteln und kampfersaure Salze 
nach Beobachtungen von HARTMANN 3). Als Beispiel diene Nikotin in Methyl
alkohol. 

P l . ["'1 A ["'1 1/ All k, 

100 163.91 0.9901 
8.17 0.0130 628 

81.233 155.74 0,9771 
14.77 0,0229 645 

65.111 149,t41 0.9672 
20.74 0.0330 628 

47,611 143,17 0,9571 
27,89 0,0442 631 

25,213 136,02 0,9459 
31,35 0,0511 614 

12,066 132.56 0.9390 
32.94 

I 
0.0566 582 

6.031 130.97 0.9335 
33.46 0.0580 577 

3,444 130.48 0.9321 

Mit Kenntnis der GroBe kist man imstande, das wirkliche Volumen der ak
tiven Substanz in der Losung zu berechnen. Ferner laBt sich beweisen, daB 
innerhalb nicht zu groBer Druckbereiche die Anderung der Drehung annahernd 
der Anderung des Binnendrucks der Lasung proportional ist: A [~] = k' A~ , 
eine Beziehung, die z. B. fur einige Nikotinlosungen erfullt ist: 

Nikotin in: 
Athylenbromid . 
Benzol 
Azeton ... . 
Ather ... '.' 

I 

[lXJ1° 
- 183,5 
- 163.5 
- 162,6 
- 161.0 

II 

Sf 
2114 
1792 
1790 
1220 

1) R. PRIBRAM U. K. GLtJCKSMANN, Wiener Ber. Ed. 106 II, S.314. 1897. 
2) CHR. WINTHER. ZS. f. phys. Chem. Bd.60, S. 55, 69 u. 568. 1907. 
3) W. HARTMANN, Chem. Ber. Bd.21. S.224. 1888. 
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Unter I stehen die auf unendliche Verdunnung extrapolierten spez. Drehungen, 
unter II die von WINTHER berechneten Binnendrucke fur die reinen Losungs
mittel. Mit ErhOhung der Drucke wird die negative Drehung des Nikotins 
groBer. Anders verhalten sich die Losungsmittel Form amid, Wasser, Methyl
und Athylalkohol. 

I II 

Nikotin in: [OiJ~o ~ 
Formamid - 70 > kWasser 

'Vasser - 77,4 4900 
:\Iethylalkohol - 129,7 2420 
Athylalkohol . - 140,1 2030 

Gegen die Erwartung werden in Formamid und Wasser die niedrigsten 
Drehungen beobachtet, was sich wahrscheinlich dadurch erkHirt, daB Nikotin 
in diesen Medien Verbindungen bildet, deren Menge auch yom Binnendruck der 
Losung abhiingig ist. 

B. Die Losung enthalt zwei aktive Stoffe; es werden zwei Falle diskutiert, 
1. der aktive Stoff bildet Einzel- und Doppelmolekule von verschiedenem 
Drehungsvermogen, 2. der aktive Stoff, dessen Einzel- und Doppelmolekiile 
gleiche Drehung haben, geht mit dem Losungsmittel eine Verbindung mit anderem 
Drehwert ein. 1. 1st im Falle der einfachen Mischung ohne Bildung einer Ver
bindung das spezifische Volumen abhangig yom Assoziationsgrade (im Gegen
satz zu A), so mussen Einzel- und Doppelmolekule verschiedene spez. Volumina 
und damit auch verschiedene spez. Drehungen besitzen. Die Rechnung zeigt 
nun, daB auch in dies em FaIle Proportionalitat zwischen A [.x] und AlP besteht, 
daB aber diese Beziehung nicht fur die Av-Werte gilt. 

Eine Ausnahme macht hier Diathyltartrat, bei dem, besonders nach PATTER
SONS Messungen, die Anderungen der Drehungen und der Losungsvolumina bei 
unendlich verdunnten Losun
gen einander parallel gehen; 
hier liegt aber insofern ein 
singularer Fall vor, als das 
Volumen in sehr hohem MaGe 
mit dem Assoziationsgrade 
variiert, in diesem FaIle muE 
auch umgekehrt die Bezie
hung: A[.x] = k1Av gelten. 

Die Tabelle 3 enthiilt die 
fUr unendliche Verdunnung 
berechneten spez. Drehungen 

Lllsungsmittel 

Formamid .. 
\Vasser .... 
Methylalkohol . 
Glyzerin ... 
Athylalkohol . 
n -Propylalkohol 
Benzol ... . 
Toluol ... . 
Chloroform . . 
Athylenbromid 

Tabelle 3. 

+ 30,4 
+ 26,85 
+ 11,50 
+ 10,57 
+ 9,13 
+ 7,40 
+ 6,1 
+ 4,6 
- 3,2 
- 19,0 

4900 
2420 
3493 
2030 
1900 
1792 
1638 
1680 
2114 

des Diathyltartrats in verschiedenen Medien zugleich mit den Werten der 
Binnendrucke ~ nach den Berechnungen WINTHERS. Normale Anderungen 
von ~ und [IX] findet man bei Losungen in Wasser, den Alkoholen und. 
Chloroform, Ausnahmen in Glyzerin und Athylenbromid; auch die Losungen 
in aromatischen Kohlenwasserstoffen nehmen eine Sonderstellung ein. Aus 
der Tatsache, daB die ProportionaliHit zwischen A[IX] und Av fur aIle Losun
gen des Diathyltartrats in Methylalkohol gilt, wird weiter gefolgert, daB 
beide Stoffe nahezu den gleichen Binnendruck besitzen; denn der Theorie ent
sprechend gilt die genannte Proportionalitat bei einem Losungsmittel, dessen 
Molekulargewichtsanderungen von Volumanderungen begleitet, nur dann, wenn 
die Binnendrucke von Losungsmittel und gelOstem Stoff gleich sind. Die Aus
nahmestellung des Glyzerins und Athylenbromids erklart sich wahrscheinlich 
durch Bildung von Solvaten, die besondere Stellung der Losungen in aromatischen 
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Kohlenwasserstoffen durch starke Polymerisation des Diathyltartrats in dies en 
Medien (dreifache und hahere Molekiilaggregate). 

2. Wenn der wie bei A konstituierte aktive Stoff mit dem Lasungsmittel 
eine oder mehrere Verbindungen von konstanter Zusammensetzung bildet, haben 
samtliche in der Lasung vorhandene Stoffe unabhangig von ihrer relativen 
Menge konstante Binnendrucke und damit konstante Losungsvolumina und 
Drehungen; die Mischungsregel gilt hier exakt. Die Bildung der Verbindung ist 
in der Regel von einer Volumanderung begleitet, deshalb mussen die anwesenden 
beiden aktiven Stoffe, die freie aktive Verbindung und das Solvat verschiedene 
Drehungen besitzen. In dies em Falle ist [a] nicht allein dem wahren, sondern 
auch dem berechneten Lasungsvolumen proportional; das ist z. B. der Fall 
fUr Losungen des Nikotins in Wasser, Methyl- und Athylalkohol, und zwar stim
men hier die k1-Werte wesentlich besser als im Falle des Kampfers, wo kein 
Solvat angenommen wird. Einen besonderen Fall stellt die Lasung des Nikotin
azetats in Wasser dar: bei 76,2 % zeigen spez. Drehung, Lasungsvolumen und 
spez. Gewicht eine platzliche und sprunghafte Anderung, eine fur ein homogenes 
System sehr ungewahnliche Erscheinung, sie wird mit dem Auftreten eines neuen 
Hydrates innerhalb eines engen Konzentrationsbereichs gedeutet. 

C. Enthalt die Lasung mehr als zwei aktive Stoffe, so werden die Verhalt
nisse auBerst kompliziert, und die Beziehung LI[a] = kLlcp scheint weder fUr 
den Fall der einfachen Lasung ohne Bildung einer Verbindung zu gelten, nClch 
fUr den Fall, daB zwischen aktivem Stoff und Lasungsmittel Verbindungen 
entstehen. 

10. Asymmetrieprodukt. Von alteren Versuchen quantitative Beziehungen 
zwischen der Asymmetrie des Molekiils und dem Drehungsvermagen aufzufinden, 
sei an die Arbeiten von GUYEl) und CRUM BROWN 2) erinnert. GUYE glaubte, 
daB fUr die GraBe des Drehungsvermagens das sog. Asymmetrieprodukt maB
gebend sei, das "dem Produkt der sechs yom Schwerpunkt eines tetraedrischen 
Schemas auf die sechs ursprunglichen Symmetrieebenen des regularen Tetra
eders gehenden Senkrechten" entsprechen sollte. Befinden sich die Gruppen 
genau in den Ecken des regularen Tetraeders, so hangt das Asymmetrieprodukt 
allein von den Massen m1 bis m4 der vier Gruppen ab, und die Molrotation sollte 
in folgender Weise dargestellt werden kannen: 

[M] _ f (m1 - m 2) (m1 - ma) (m1 - m4) (m2 - ma) (m2 - m 4) (ma -~m4) 
- ~+~+~+~6 ' 

wo f einen universellen Proportionalitatsfaktor bedeutet. Dieser Ausdruck paBt 
sich theoretisch den Asymmetrieverhaltnissen in ausgezeichneter Weise an, 
denn 1. wird das Produkt = 0, falls zwei oder mehrere der GraBen m einander 
gleich werden - in diesem FaIle verschwindet die Asymmetrie und damit gleich
zeitig die Drehung; 2. das Produkt bleibt gleich, andert aber sein Vorzeichen, 
falls zwei Werte von m miteinander vertauscht werden; dem wurde der Ubergang 
der Rechtsform in die Linksform entsprechen. Weiter verlangt die Theorie, daB 
den bei der Variation der Massen m1 bis m4 entsprechenden Anderungen des 
Produktes Anderungen des Drehungsvermagens parallel gehen. 

Eingehende Prufungen besonders durch W ALDEN3 ) und FRANKLAND4) 
zeigten aber, daB die Forderungen der Theorie durch die Beobachtung in wesent-

1) PH. A. GUYE, C. R. Bd. 110, S. 714. 1890; Stndie fiber die rnolekulare Dissyrnrnetrie, 
These. Paris 1891. Weitere Literatur S. bei P. WALDEN, ZS. f. phys. Chern. Bd. 15, S. 638. 
1894; LANDOLT 1. 

2) CRUM BROWN, Proe. Roy. Soc. Edinburgh Bd.17, S.181. 1890. 
a) P. WALDEN, ZS. f. phys. Chern. Bd. 15, S.638. 1894; Bd. 17, S.245 U. 705. 1895. 
4) S. U. a. P. FRANKLAND U. J. MCGREGOR, Journ. chern. soc. Bd. 63, S. 1419. 1893. 
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lichen Punkten nicht bestatigt werden. So besitzen Verbindungen, bei denen 
zwei Substituenten gleiches Molekulargewicht haben, hiiufig starkes Drehungs
vermagen; als Beispiel sei angefUhrt: 

[IXlD 

Azetyl-apfelsaure-dirnethylester: C(CHaCOOCHa)(COOCHa)(OC2H302)H. 
73 59 59 1 

Azetyl-rnandelsaure-rnethylester: C(C6Hs)(COOCHa)iOCaHaOz)H • . • . -146,1 0 

77 59 59 1 

Der von der Theorie geforderte Drehungswechsel durch Vertauschung der 
Reihenfolge der Gruppengewichte bleibt haufig aus, als Beispiel unter anderen: 

Mandelsaure: 
C(C6HS)(COOH)(OH)H 

77 45 17 1 
Mandelsaurearnylester: 

C(C6Ho)(COOCsH u)(OH)H 

Reihenfolge der 
Gruppengewichte: 

abc d 

b a c d 

Drehungssinn der 
Substanz: 

+ 

+ 

Vorzeichen des 
Asymmetrieprodukts 

+ 

E. BOSE1) hat spater versucht, die Lehre vom Asymmetrieprodukt zu er
weitern, in dem er von den Massen als Bestimmungsstiicken fUr [M] absieht und 
an Stelle derselben allgemeine noch von der Temperatur und WellenHinge ab
hangige Konstanten C1 bis C4 einfUhrt ohne irgendwelche Annahmen iiber einen 
Zusammenhang mit anderen GraBen. Ais Asymmetriefunktion benutzt er den 
vereinfachten Ausdruck: 

[M] = f (c1 - c2) (c1 - c3) (c1 - cJ (c2 - c3) (c2 .,.- c4) (c3 - c4), 

doch ist man auch auf diesem Wege nicht wesentlich weitergekommen2). 

Auf Grund dieser Untersuchungen ist der SchluB berechtigt, daB ein Ein
fluB der Massen der mit dem asymmetrischen Kohlenstoffatom verbundenen 
Gruppen - falls er iiberhaupt besteht - nur von geringer Bedeutung sein kann 
und von rein chemischen Faktoren iiberdeckt wird 3). 

Neuerdings hat man versucht, an Stelle der mechanischen elektrostatische 
Momente zur Erklarung der Drehungsanderungen heranzuziehen. RULE 4) 
bringt die Dr.ehungsanderungen durch Einfiihrung von Substituent en in ein 
optisch aktives System mit den relativen Polaritaten der Gruppen in Zusammen
hang. Diese Betrachtungen hangen eng mit Vorstellungen von THOMSON5) zu
sammen, der die Anderungen der chemischen Eigenschaften eines Molekiils in
folge Substitution auf die Anderung der elektrostatischen Momente zuriickfiihrt, 
die das Molekiil durch den Substitutionsvorgang erleidet. RULE versucht, die 
verschiedenen Substituenten nach ihrer relativen Polaritat in eine Reihe ein
zuordnen 6). 

Auch zu den Atomdimensionen sind die Drehungswerte in Beziehung gesetzt: 
BRAUNS7) hat gelegentlich der Untersuchung von Fluor-, Chlor-, Brom- und Jod
tetraazetylverbindungen der Glukose, Xylose, Fruktose u. a. gefunden, daB die 
Differenzen der spezifischen Rotationen der einzelnen Halogenderivate parallel 
gehen den Differenzen der von BRAGG ermittelten Atomdurchmesser. 

1) E. BOSE, ZS. f. phys. Chern. Bd.65, S.695. 1909; Phys. ZS. Bd.9, S.860. 1908; 
E. BOSE U. FR. A. WILLERS, ZS. f. phys. Chern. Bd.65, S.702. 1909. 

2) J. W. WALKER, Journ. phys. chern. Bd. 13, S. 574. 1909. 
3) S. hierzu H. KAUFFMANN I, S. 238. 
4) H. G. RULE, C. R. Bd. 178, S.1647. 1924. 
0) J. J. THOMSON, Phil. Mag. (6) Bd. 46, S.497. 1923. 
6) Siehe hierzu D. R. BOYD, Chern. a. Ind. Bd.43, S.851. 1924. 
7) D. H. BRAUNS, Journ. Arner. Chern. Soc. Bd. 45, S. 238. 1923; Bd. 46, S. 1484. 1924; 

Bd.47, S.1280. 1925. 
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11. Optische Superposition. Bei einer Verbindung mit mehreren asym
metrischen Kohlenstoffatomen soli nach einem von VAN 'T HOFFl) aufgestellten 
Satze das totale Drehungsvermogen gleich sein der Summe der den einzelnen 
asymmetrischen Atomen bzw. den einzelnen asymmetrischen Gruppen zukom
menden Teildrehungsvermogen. Das wiirde also bedeuten, daB sich die Asym
metriezentren im Molekiil gegenseitig nicht beeinflussen. Dieses Prinzip glaubten 
GUYE2) und WALDEN 3) durch Untersuchung aktiver Ester, die aus aktivem und 
razemischem Amylalkohol sowie aktiven und razemischen Sauren (Milch- und 
Mandelsaure) bereitet waren, bewiesen zu haben, jedoch wurden von ROSANOFF 4) 

und PATTERSON 5) gegen die Beweisfiihrung Einwande erhoben. PATTERSON 
hat die Drehungen der beiden Dimenthyl-diazetylester der beiden optisch aktiven 
Weinsauren sowie der durch intramolekulare Kompensation inaktiven Wein-

CHaCO. ° . C . H . COOClOH 19 
I 

CHaCO. ° . C . H . COOClOH 19 

saure miteinander verglichen. 1st +M die jedem der beiden Menthyle zu
kommende Partialdrehung und ±A die Gruppendrehung, die den asymmetrischen 
Kohlenstoffatomen in den Weinsauren entspricht, so miiBte, falls das Super
positionsprinzip giiltig ist, die Drehung betragen: 

fiir den d-Weinsaureester: [MJ = 2A + 2M, 

l-Weinsaureester: [MJ = -2A + 2M, 
i-Weinsaureester: [MaJ = +A - A + 2M = 2M, 

woraus folgt: [MaJ = ([Ml ] + [MJ)/2. 
Tatsachlich ergab sich folgendes ('S. Tabelle 4): 

Tabelle 4. 

[M,lbeob [M.lbeob I [M,lbeob j<[M,l+[M,ll/2 

homogen (20°) - 256 - 360 i - 274 I - 308 
Losung in C2H 5OH - 268 - 367 ! - 292 - 317,5 

" " C6H 6 • - 285 - 313 - 248 - 299 

" " 
C6H 5N02 - 238 - 355 - 244 - 296 

Eine ahnliche Abweichung machte sich bei der Untersuchung der d-sec
Octylester der d-, 1- und Mesoweinsaure6) bemerkbar; die Rotation des Esters 
der Mesoform war wesentlich kleiner als die des Mittels aus den Estern der aktiven 
Sauren. Der Ansicht von PATTERSON, daB das Prinzip mit den Tatsachen nieht 
in Dbereinstimmung ist, schlieBt sich auch LOWRy7) an. 1m AnschluB an seine 
Arbeiten iiber anomale Rotationsdispersion hat TSCHUGAEFF8) die Frage der Giil
tigkeit des Prinzips in ahnlicher Weise wie PATTERSON untersucht. Es wurden 
unter anderen die Menthylurethane der d-, 1- und Mesoweinsaureester bei ver-

1) J. H. VAN'T HOFF, S. u. a. Bull. Soc. Chim. (2) Bd. 23, S.298. 1875; VAN'T HOFF I, 
S.95. 

2) PH. GUYE U. M. GAUTIER, C. R. Bd. 119, S.953. 1894; PH. GUYE, ebenda Bd. 121, 
S.827. 1895. 

3) P. WALDEN, ZS. f. phys. Chern. Bd. 17, S.723. 1895. 
4) M. A. ROSANOFF, ZS. f. phys. Chern. Bd.56, S. 565. 1906. 
5) T. S. PATTERSON U. J. KAYE, Journ. chern. soc. Bd. 89, S. 1884. 1906; Bd. 91, S. 705. 

1907· 
6) T. S. PATTERSON U. CH. BUCHANAN, Journ. chern. soc. Bd. 125, S. 1475. 1924. 
7) TH. M. LOWRY, Journ. chern. soc. Bd.89, S. 1039. 1906. 
8) L. TSCHUGAEFF U. A. GLEBKO, Chern. Ber. Bd.46. S.2752. 1914. 



Ziff. 12. Spezielle konstituti ve Einfliisse. 925 

schiedenen WellenHingen gemessen. Die I-Menthylurethane in Azeton16sung 
(c = 7,80, % t = 22 0 C-Linie) lieferten folgendes Resultat: 
Urethan der d·Weinsaure l-\Veinsaure Mesoweinsaure 

gefunden berecbnet 
("']~2 -58,31 ° -31,04° -45,14° -44,68° 0,46 

Die Abweichungen betragen bei anderen Wellenlangen bis 2,2%; in erster An
naherung stimmen jedenfalls die Messungen TSCHUGAEFFS mit den Forderungen 
des Prinzips iiberein. Wenn diesem somit auch keine allgemeine und strenge 
Giiltigkeit zukommt, so ist doch der SchluB berechtigt, daB in vielen Fallen die 
asymmetrischen Kohlenstoffatome innerhalb desselben Molekiils weitgehend 
voneinander unabhangig sind, so daB dem Prinzip der optischen Superposition 
jedenfalls eine angenaherte Giiltigkeit zukommt. Von praktischer Bedeutung 
ist das Prinzip fUr die Zwecke der Konfigurationsbestimmung; unter andern ist 
es in der Zuckergruppe von verschiedenen Autoren mit Erfolg verwendet. 

12. Spezielle konstitutive Einfliisse. Die Untersuchungen der Beziehungen 
zwischen dem chemischen Bau und der optischen Drehung sind besonders bei 
den asymmetrischen Kohlenstoffverbindungen durchgefUhrt und sollen auch 
nur bei diesen eingehender dargelegt werden. 

A. EinfluB von Substituenten. jeder Ersatz eines Wasserstoffatoms 
oder einer Gruppe durch einen anderen Substituent en wirkt mehr oder weniger 
drehungsverandernd. Dabei ist jedoch zu beachten, daB unter Umstanden beim 
Ersatz von X in einer asymmetrischen Verbindung I durch die Gruppen Yoder Z 

II 

Umlagerungen stattfinden konnen entweder im Sinne einer volligen oder teil
weisen Razemisation, derart, daB Rl R 2 R3CY entsprechend II vOllig oder teil
weise inaktiv wird oder im Sinne einer sog. "WALDENschen Umkehrung" derart, 
daB Rl R2 R3 CZ entsprechend III sich von dem optischen Antipoden von I 
ableitet. Durch das Bestehen derartiger Umwandlungen wird die Auffindung 
von Beziehungen zwischen der chemischen Natur der Substituent en und den 
[iX]- oder [MJ-Werten bisweilen erschwert. Auch bei Abwesenheit derartiger 
SWrungen ist die Ausbeute an exakteren zahlenmaBigen Beziehungen genannter 
Art nicht sehr erheblich. 

Die Frage, ob fUr stochiometrische Verglciche die spezifischcn oder Mol
rotationen zugrunde gelegt werden sollen, ist unter anderen von RUPEl) und 
HILDITCH2) untersucht. Benutzt man die [MJ-Werte, so tritt haufig der EinfluB 
des Molekulargewichts zu stark hervor, so beim Vergleich der polarimetrischen 
Effekte einer Methyl- mit einer Phenyl- oder ahnlichen hOhermolekularen Gruppe; 
die Molrotationen sind besonders brauchbar, wenn es sich urn Vergleiche in homo
logen Reihen handelt. 

Ausschlaggebend fUr die GroBe des Substitutionseffektes scheint nach 
TSCHUGAEFF3) und GUYE4) in erster Annaherung die Entfernung des Substitu
enten vom asymmetrischen Atom zu sein. "je naher ein inaktiver Substituent 
zu einem asymmetrischen Komplex sich befindet, desto bcdeutender ist seine 

1) H. RUPE, Lieb. Ann. Bd.395, S. 129. 1912. 
2) TH. P. HILDITCH. Traus. Faraday Soc. Bd. 10. S. 79. 1915. 
3) L. TSCHUGAEFF, Chern. Ber. Bd. 31, S. 1777. 1898. 
4) PH. GUYE. Arch. sc. phys. et nat. Geneve (4) Bd. 7. S. 114. 1899; PH. GUYE U. 

M. GA1JTIER, ZS. f. phys. Chern. Bd. 58, S.660. 1907. 
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optische Wirkung. Mit allmiihlicher Entfernung wird dieselbe stufenweise ab
geschwacht, urn schlieBlich ganz zu verschwinden." Die Prufung dieses Satzes iilt 
unter anderem an Derivaten des Menthols ausgefiihrt. Werden die verschiedenen 

CHa CHa 
I I 

I 
HzC-CH-CHz II HzC-CH-CHz 

I I I I 
H 2C-CH-CH-X HzC-CH-CH-O . CO • CH2-X 

I I 
CH(CHs)2 CH(CHa)2 

Substituenten direkt in das Menthylradikal an Stelle von X entsprechend I ein
gefugt, so resuItieren Verbindungen von unter sich meist sehr verschiedenem 
Drehungsvermogen; geschieht die Substitution unter Zwischenschaltung einer 
anderen Gruppe, z. B. OCOCH2X entsprechend II, so weichen die Drehungen 
meist weniger voneinander ab, wie die folgenden Molrotationen substituierter 
Fettsaurementhylester erkennen lassen1). 

[Ml~O 

Essigsaureester ClOH 19 ' o· CO· CHa • • . . . . • - 153,7 
Monochloressigsaureester C1oH 19 . 0 . CO . CHz . Cl . - 174,6 
Monobromessigsaureester C1oH 19 · 0 . CO . CH2 • Br . - 169,7 
Monojodessigsaureester ClOH 19 • 0 . CO . CH2 • J . . - 158,7 
Nitroessigsaureester C1oH 19 · 0 . CO· CH2 • N02 - 162,7 

Es ist allerdings zu beachten, daB dieses "Prinzip der geringsten Wirkung 
entfernter Substitutionen" nur beschrankter Anwendung fahig ist; wir werden 
bald Ausnahmen kennenlernen. 

B. Drehungsvermogen in homolog en Reihen. Die ersten Unter
suchungen sind von GUYE2) und TSCHUGAEFFS) an den normalen Fettsaure
estern des aktiven Amylalkohols bzw. des Menthols ausgefiihrt. Die Gesetz
maBigkeiten auBern sich besonders deutIich, wenn man die Molrotationen zu
grunde legt, wie aus der Betrachtung der folgenden Tabelle 5 (TSCHUGAEFF) 
hervorgeht. 

Tabelle 5. 

Homogene Menthylester der 

Ameisensaure H . CO2 ' ClOH19 - 79,52 - 146,3 
Essigsaure CHa · CO2 ' ClOH19 - 79,42 - 157,3 
Propionsaure C2H 5 • CO2 ' ClOH 19 - 75,51 - 160,2 
Buttersaure CSH7' CO2 , C10H 19 . - 69,52 - 156,9 
Valeriansaure C4H 9 ' CO2 ' ClOH 19 . - 65,55 - 157,3 
Kapronsaure C5Hn . CO2 ' ClOH 19 . - 62,07 - 157,7 
Heptylsaure CaH 13 · CO2 ' C10H 19 . - 58,85 - 157,7 
Kaprylsaure C?H15 . CO2 ' C1oH 19 . - 55,25 - 155,8 

Wahrend die [i%]-Werte ziemlich stark schwanken, erreichen die [MJ-Werte 
meist schon in den niederen Gliedern der Reihe einen Grenzwert, urn haufig bis 
zu hohen Gliedern herauf konstant zu bleiben (Regel von TSCHUGAEFF). 

In der obigen homologen Reihe wird der Grenzwert der Molrotation schon 
beim Essigsaureester erreicht; das Mittel der [MJ-Werte yom Essig- bis zum 
Kaprylsaureester betragt 157,8°. 

Sehr eingehende Messungen in homologen Reihen sind spater von PICKARD 
und KENYON 4) ausgefuhrt, die unter anderem normale Ester der Karbinole, 
z. B. Karbonsaureester des d-,B-Butylalkohols: 

* CHs ' H· C· C2Hs ' O· CO· R (R = CRa, C2H" CaR7 usw.) 
-----

1) Siehe z. B. J. B. COHEN, Journ. chern. soc. Bd.99, S.1061. 1911 und KAUFFMANN I. 
2) PH. GUYE U. M. CHAVANNE, C. R. Bd. 119, S.906. 1894. 
3) L. TSCHUGAEFF, Chern. Ber. Bd. 31, S.363. 1898. 
') R. H. PICKARD U. J. KENYON, Journ. chern. soc. Bd. 105, S. 830. 1914; andere Bei

spiele s. ebenda Bd. 101, S.620. 1912; Bd. 105, S.2262. 1914. 
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untersuchten. In diesem Falle wird der Grenzwert etwa beim Valeriansauteester 
erreicht; es gilt auch hier die Regel von TSCHUGAEFF. Sehr einfache asymmetrische 
Systeme liegen in den normalen sec. Alkoholen: 

* * CH3· CH(OH)R, C2H5 • CH(OH)R (R = CH3, C2Hs ... ) 

vorl), auch hier erreichen die [MJ-Werte eine obere Grenze. 
In einigen Fallen kommt es innerhalb einer homologen Reihe zur Ausbildung 

eines Maximums, was wohl zuerst von REITTER2) fiir die Azylderivate des 
l-Apfelsaureesters: 

* CH(OR)(CH2COOC2Hs)COOC2Hs (R = CHaCO, C2HsCO ... ) 

exakt festgestellt wurde. Hier steigen die Molrotationen zuerst an, erreichen fiir 
R = C4H9 ein Maximum, fallen dann wieder etwas ab, urn in den hoheren Glie
dern konstant zu werden. Nach neueren Messungen3) gehen auch bei den nor
malen Estern der l-Milchsaure: 

CH3CH(OH)COOR, R = CHa bis C9H19 

die Molrotationen durch ein Maximum hindurch, das zwischen l = 0,44 und 
0,66 ft beim Hexylester liegt, ausgenommen bei niederen Temperaturen, wo die 
Rotationen beim Ubergang vom Hexyl- zum Heptylester schwach ansteigen. 
Weiteres iiber die Giiltigkeit der TSCHUGAEFFSchen Regel siehe bei WALDEN I 
sowie HILDITCH4). 

Interessanten Erscheinungen sind PICKARD und KENYONS) in der Reihe 

* C2HsCH(OH)R (R = CHa, C2HS"') 

begegnet. Die Molrotationen der homogenen Alkohole nehmen mit wachsendem R 
langsam zu und zeigen an den Stellen, wo R = CSHll(CsHI3) sowie CloH21(CllH23) 
und CIsH31 ist, eine deutliche Exaltation, die noch ausgesprochener in alkoho
lischer und benzolischer Lasung hervortritt. 

Derartige Storungserscheinungen in homologen Reihen sind 
neuerdings in groBerem Umfange untersucht. Die Anomalie zeigt sich darin, 
daB der regelmaBige Verlauf der Rotationswerte in homologen Reihen an be
stimmten Stellen der Kohlenstoff- (bzw. Kohlenstoff-Sauerstoff-) Kette durch
brochen wird, und zwar nach Verlauf von 5 und einem Multiplum von 5 Gliedern 
der Kette; manchmal tritt die UnregelmaBigkeit erst beim 6., 11. bzw. 
16. Gliede auf. In einer Zusammenstellung werden die friiher studierten Ano
malien dieser Art aufgezahltS). 

Zur Erklarung dieser eigenartigen Erscheinungen kniipfen PICKARD und 
KENYON an eine Vorstellung von FRANKLAND7) an; nach diesem sind in den 
Kohlenstoffketten die Kohlenstoffatome in Spiralen angeordnet, und es laBt sich 
an Hand der Molekiilmodelle feststellen, daB jedesmal nach Verlauf von 5 Glie
dern eine Windung der Spirale geschlossen wird. FRANKLAND hat zuerst darauf 
aufmerksam gemacht, daB innerhalb homologer Reihen bei Verbindungen mit 

1) R. H. PICKARD U. J. KENYON, Journ. chern. soc. Ed. 99, S. 49. 1911; Ed. 105, S. 1115. 
1914. 

2) H. REITTER. ZS. f. phys. Chern. Ed. 36. S. 129. 1901. 
3) CH. E. WOOD, J. E. SUCH U. F. SCARF, Journ. chern. soc. Ed. 123. S.60. 1923. 
4) TH. P. HILDITCH, Journ. of chern. soc. Ed. 101, S. 192. 1912. 
5) R. H. PICKARD U. J. KENYON, Journ. chern. soc. Ed. 103, S.1923. 1913. 
6) R. H. PICKARD, J. KENYON U. H. HUNTER, Journ. chern. soc. Ed. 123, S. 1. 1923; 

TH. P. HILDITCH. ebenda Ed. 95, S. 1581. 1909; Ed. 101, S. 199. 1912; vgl. K. INGOLD u. 
Mitarbeiter. ebenda Ed. 119. S.305. 1921. 

7) P. FRANKLAND, Journ. chern. soc. Ed. 75, S.368. 1899. 
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5 bzw. n· 5 Kettengliedern Anomalien gewisser physikalischer Konstanten zu 
erwarten seien 1). Da die Rotation in besonders empfindlicher Weise auf kon~ 
stitutive Faktoren reagiert, zeigte sich hier auch der EinfluB der Spiralanordnung 
besonders deutlich. Die FRANKLANDsche Auffassung hat zu einer groBeren Reihe 
von Versuchen Veranlassung gegeben, von denen nur wenige genannt werden 
sollen2). In der Reihe der homogenen Methyl-n-Alkyl-carbinole: CnH2n+1 

. CH(OH)CH3 ist die Rotation der Propylverbindung abnorm hoch; werden die 
Stoffe in benzolischer oder alkoholischer Losung untersucht, so treten auBer bei 
der Propylverbindung (n = 3) noch bei dem Amyl-, Oktyl- und Decylderivat 
(n = 5,8,10) Anomalien auf. 1st n = 5 oder ein Multiplum von 5, so erstreckt 
sich die Bildung der Spiralen lediglich auf die dem asymmetrischen Kohlen
stoffatom angegliederte Kette, ist andererseits n = 3 oder ein Multiplum, so 
ist die gesamte Kohlenstof£kette an der Spiralbildung beteiligt. 

Sehr deutlich sind diese UnregelmaBigkeiten bei den homologen Athyl
alkyl-carbinolen ausgebildet, ein anderes Beispiel ist das der Ester des l-Iso
pulegols, wobei auch sehr auffallige Temperatur- und Losungsmitteleffekte 
beobachtet wurden. 

In der Reihe der normalen Ester optisch aktiver sec. Alkohole (d-Benzyl
methyl-karbinol, d-,8-0ktanol) zeigen sich abnorme Werte der spezifischen 
Rotationbeim Propionat, n-Valerianat, Oktoat, Dekoat und Undekoat; diese 
Anomalien werden darauf zuruckgefUhrt, daB ein derartiger Molekiilbau die 
Moglichkeit zur Bildung mehrerer Kettentypen und damit mehrerer Spiral
anordnungen vorhersehen HiBt, je nachdem 

R ,1 R: 2 
a) R~>:CH-O-CO. R, b) R~>CH-O:-CO. R 

a) das Anfangsglied der Kette beim asymmetrischen Kohlenstoffatom 1, oder b) 
beim Karbonyl-Kohlenstoffatom 21iegt. Fur den Typ a) sind die Spiralwindungen 
vollendet, falls die Kohlenstoffzahlen in R: 2, 7 und 12, fur den Typ b) falls die 
entsprechenden Zahlen 4,9 und 14 sind. Tatsachlich sind auch bei der Mehrzahl 
der Verbindungen Rotationen beobachtet, die von den normal zu erwartenden2) 

abweichen. SchlieBlich ist auch noch eine Kette und damit eine Spiralbildung 
denkbar, die sich durch das gesamte Molekiil hindurchzieht. Eine derartige drei
fache Spiralbildung, nehmen KENYON und McNICOL 3) bei Athern des d-,8-0k
tanols an: 

die auch bei verschiedenen Wellenlangen untersucht wurden. Die Resultate 
einiger Messungen sind in Abb.4 wiedergegeben. Die gestrichelte Kurve bei 
A zeigt den ungefahren Verlauf der Rotation, der sich bei Abwesenheit von 
Storungen ergeben wurde, charakteristisch ist, daB fast durchweg auBer dem 

1) Vgl. Journ. chem. soc. Bd. 101, S. 637 u. 1430. 1912; Bd. 117, S. 1248. 1920 (Mole
kularrefraktion in homologen Reihen). 

2) Literatur s. Journ. chem. soc. Bd. 123, S.1. 1923. Von PICKARD wird bei dieser 
Gelegenheit auf folgendes interessante stereochemische Problem hingewiesen. Falls die 
Spiralform einer Verbindung mit gerader Kohlenstoffkette wirklich existenzfahig ist, ware die 
Moglichkeit einer Molekiilasymmetrie gegeben insofern, als <lie Verl:>indung (etwa ein Kohlen
wasserstoff wie Hexan, ein Alkohol wie ,Dodecylalkohol u. a.) in, enantiomorphen Formen als 
d- und l-Spiralformen auftreten konnten. Falls diese Form,en niclit existenzfah~g sind, diirfte 
das damit zusammenhangen, daB sich die aktiven Spiralformen fiber die "gestreckte" Form 
mit linearer Kohlenstoffanordnung auBerst leicht ineinander umwandelten. 

3) J. KENYON U. R. A. Mc. NICOL, Journ. chem, SOC. Bd. 123, S, 14. 1923. 



Ziff. 12. Spezielle konstitutive Einflusse. 929 

Propyl- der Amyl-, Hexyl- und Oktylather aus der Reihe herausfallen; drei der 
maglichen Spiralbildungen sind in der obigen Formel angedeutetl). 

Die Rotationen der Di-d-,8-0ktylester zweibasischer Sauren: 

R(CO· 0 . CH(CHa)C6H1a)2 R = 0, CH2, C2H4 •.. 

von der Oxal- bis zur Undekandikarbonsaure sind von HALL2) gemessen; einen 
besonders groBen Drehwert weist der Oxalsaureester R = 0 auf, was mit 
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Losung des CS,. B. [<>l!~~8 homogen. C. [<>l ;~Gl homogen. 

D. ["'1.461 in 5 proz . alkohol. Lasung. 

der N achbarstellung der beiden CO
Gruppen zusammenhangt 3), wahrend 
dem Bernsteinsaureester R = C2H4 

eine starke Depression in [lX] eigen 
ist (Abb. 5). 
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Abb. 5. d·p·Oktylester zweibasischer Siiuren 
(CH,)n(COOH),. 

(5 proz. Lasung in CS, .) 

Die Rotationswerte der hOheren Glieder sind abwechselnd hoch und niedrig, 
was besonders in den Werten fur die 5 proz. Lasung in Schwefelkohlenstoff zum 
Ausdruck kommt und vielleicht so gedeutet werden kann, daB abwechselnd Cis
und Transkonfigurationen vorliegen. Bekanntlich zeigt sich eine derartige 
alternierende Zu- und Abnahme auch bei anderen physikalischen Konstanten in 
homologen Reihen (Schmelzpunkte zweibasischer Sauren). 

C. EinfluB des Sattigungsgrades. Wie zuerst von WALDEN 4) nach
gewiesen wurde, ubt der Sattigungszustand der mit dem asymmetrischen Kohlen
stoffatom verbundenen Gruppen einen entscheidenden Einflu13 auf den Drehwert 
der Verb in dung aus, wie aus der folgenden Zusammenstellung ohne weiteres er
sichtlich ist (s. Tabelle 6). 

RUPE 5) benutzt als aktiven Komplex die Menthylgruppe und vergleicht 
die Menthylester einiger gesattigter und ungesattigter Sauren in ca. 9proz. 
alkoholischer Lasung (s. Tabelle 7). 

Die Wirkung der Doppelbindung ist urn so starker, je naher sich diese dem 
asymmetrischen Komplex befindet, doch gilt diese Beziehung nur bis zu einer 

') Andere Beispiele s. bei H. PHILIPS, Journ. chern. soc . Bd. 123, S.22. 1923. 
2) L. HALL, Journ. chern. soc. Bd. 123, S.32. 1923. 
3) Vgl. TH. P . HILDITCH, Journ. chern. soc. Bd.95, S. 1581. 1909. 
4) P. WALDEN, ZS. f . phys. Chern. Bd. 20, S. 569. 1896; A. W. STEWART, Proc. Chern. 

Soc . Bd. 23, 5.8. 1907; Journ. chern. soc. Bd. 91, 5.199. 1907. 
5) H. RUPE , Ann. d. Chern. Bd.327, S. 157. 1903. 
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Ta belle 6. 

Amylester der [Ml~oO 
I 

A 

Buttersaure CRa ' CR2 • CR2 • CO OR 4,43 } 2,19 Krotonsaure CR3CR : CR . CO OR . 6,62 
Bernsteinsaure ROOC· CR2 • CR2 • COOR 9,71 } 5,46 Fumarsaure ROOC· CR: CR . COOR 15,17 
Chlorbernsteinsaure HOOC . CRCl· CR2 • COOH 10,98 } 5,80 Chlorfumarsaure HOOC . CCI : CR . COO H 16,78 
Hydrozimtsaure CaRs' CR2 • CRa . COOR 4,98 } 11,38 Zimtsaure CSH5 . CR : CR . COOR . 16.36 
Phenylpropiolsaure CaRs' C : C • COOR . 12,05 

gewissen Grenze, die im Falle der ungesattigten Sauren die y-d-Stellung ist, denn 
die spezifische Rotation des y-d-Hexensaure-menthylesters (10) ist annahernd 
die gleiche wie die der d-e-Verbindung (11). 

Tabelle 7. 

Menthylester der 

1. Buttersaure CR3 • CRa . CR2 • CO OR . 
2. Krotonsaure CRaCR = CR . COOR . 

3. Valeriansaure CH3 • CR2 • CR2 • CR2 • CO OR 
4. l¥-,B-Pentensaure CR3 • CR2 • CR = CR . COOR 
5. ,B-l'-Pentensaure CR3 • CR = CH· CH2 • COOR 
6. l'-~-Pentensaure CHa = CH· CRz ' CRa · COOH 

7. Kapronsaure CH3 • CHa . CHa . CH2 • CH2 • CO OR 
8. iX-,B-Hexensaure CR3 • CH2 • CHa . CH = CH . COOH . 
9. ,B-l'-Hexensaure CHa . CHa . CH = CH . CHa . COOH 

10. l'-~-Hexensaure CHaCH = CH· CHz ' CRz ' COOH . 
11. ~-B-Hexensaure CH2 = CH . CHa ·CH2 • CH2COOR 

12. Sorbinsaure CH3 • CH = CH . CH = CH . CO OR 

I ["'l~Oo 

1 - 72,91 
- 90,67 

- 69,05 
- 74,41 
- 72,51 
- 67,32 

- 64,86 
- 68,38 
- 65,11 
- 60,93 
- 61,25 

- 88,53 

[M]~OO 

- 164,7 
- 203,1 

- 165,7 
- 177,1 
- 172,5 
- 160,2 

- 164,7 
- 172,4 
- 164,1 
- 153,5 
- 154,4 

- 221,6 

In der lX-,8-SteHung ist der Effekt am gr6Bten (1,2) (3.4) (7,8), kleiner in der ,8-y
SteHung (3,5), (7,9), in der y-d-Stellung ist der Effekt negativ insofern, als der 
y-<5-Saureester schwacher dreht als die Ester der gesattigten Sauren (3,6) (7,10). 
Die erheblich exaltierende Wirkung in der 1X-,8-Stellung ist jedenfaHs mitbedingt 
durch die Konjugation der Athylen- mit der Karbonylgruppe: CH = C - C = 0; 
das geht vor aHem daraus hervor, daB durch die Herstellung einer weiteren 
konjugierten Bindung im Molekiil der 1X-,8-Hexensaure, wodurch die Sorbinsaure 
(12) hervorgeht, die Rotation weiter betrachtlich ansteigt (7, 8, 12). 

Auch die Menthylester einiger ungesattigten hydrozyklischen Karbonsauren 
sind von RUPE gem essen : 

Menthylester der: 

Benzoesaure 

J 1_ Tetrahydrobenzoesaure 

COOR 
/'\ 

U - 83,53 (1 ) 

- 74.64 (2) 
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L12_ Tetrahydrobenzoesaure 

COOH 
CH 

HaC()CH 

HaC,,/CH 
CHa 

COOH 
CH 

HaCOCHa Hexahydrobenzoesaure 
HaC CH2 

CHa 

- 59,44 

- 59,11 
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(3) 

(4) 

Je nach der Lage der Doppelbindung ist der EinfluB verschieden. Die rein 
aromatische Verbindung (1) besitzt die starkste Drehung, mit dem Eintritt 
von Wasserstoffatomen nimmt der EinfluB ab (2,3) und erreicht in der vollstandig 
hydrierten Verbindung den kleinsten Wert. Ahnliches wurde bei den hydrierten 
N aphthoesaureestern beobachtet. 

Bemerkenswert sind die polarimetrischen Konstanten der Amylester der 
Hydrozimtsaure, Zimtsaure und Phenylpropiolsaure (s. Tabelle 6). Der Effekt 
der dreifachen Bindung erweist sich hier geringer als der der Doppelbindung; 
analoges wurde auch bei der Absorption im Ultraviolett beobachtetl): die Zimt
saure absorbiert merklich starker als die Phenylpropiolsaure; auch hinsichtlich 
der Molrefraktion und der Verbrennungswarme iibertrifft haufig der Effekt 
der doppelten den der dreifachen Bindung. 

Andere Beispiele, daB die Verbindung mit C : C-Gruppe einen niederen 
Drehwert besitzt als diejenige mit C: C-Bindung, haben RUPE und GLENZ2) 
erbracht. DaB hier jedoch keine durchweg giiltige Regel vorliegt, zeigten Mes
sungen von PICKARD und KENYON 3) an Estern des optisch aktiven Methyl-n
hexylkarbinols: CHaCH(C6H13)OR 

R = CsH •. C : C . CO 
R = C6H •. CH : CH . CO 
R = C6H.· CHa · CHao CO 

[aW = -+ 50,80 
" = -+ 40,19 
" =.-;- 12,19 

Besonders einfach konstituierte ungesattigte Verbindungen liegen in denVinyl
karbinolen I vor, deren vier erste Glieder von KENYON und SNELLGROVE') ge
messen und mit den .entsprechenden gesattigten Karbinolen verglichen wurden 

I CH2 : CH • CH(OH)R, II CH3 • CH2 • CH(OH)R. 

Auch hier ergaben sich in beiden Reihen erhebliche Unterschiede, z. B.: 
I-n-ButyI-vinyI-karbinoI 

CR2 : CH . CH(OH)C.Hu 
[a]~o: _ 25 0 

I-n-ButyI-iithylkarbinoI 

CH3 • CHa . CH(OH)C.Hu 
[<xJ~Oo: _ 8,11 0 

D. Einflu13 der Ringbildung auf die Drehung. Eine betrachtliche 
Steigerung erfahrt die Rotation einer Verbindung bisweilen dadurch, daB aus 
ihr eine andere mit ringformigem Bau hervorgeht, worauf besonders VAN 'T HOFF 
hingewiesen hat. Eine derartige Ringbildung ist z. B. die Entstehung eines 
Laktons II, aus einer Oxysaure 15), wie die in Tabelle 8 folgenden von VAN 'T HOFF 
gegebenen Beispiele zeigen 5). 

1) H. LEY n. K. v. ENGELHARDT, ZS. f. phys. Chern. Bd. 74, S. 1. 1910. 
a) H. RUPE U. K. GLENZ, Ann. d. Chern. Bd.436, S. 184. 1924. 
3) R. H. PICKARD U. J. KENYON. J ourn. chern. soc. Bd. 99, S. 46. 191t. 
4) J. KENYON U. D. R. SNELLGROVE, Journ. chern. soc. Bel. 127, S. 1169. 1925. 
0) Siehe VAN'T HOFF I. 
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Tabelle 8. 

Drehung der Oxysaure I Drehung des Laktons II 

- 73,9 
+ 21 
+ 53,8 

Ma nnozuckersaure • I 

< - 8,5 
-7 
schwach 
schwach + 201,8 (Doppellakton) 

Weitere Beispiele, die zeigen, daB die Ringverbindung II gegeniiber der 
nichtzyklischen I eine erheblich hohere Drehungsrotation besitzt, sind folgende 1): 

Tabelle 9. 

Drehung der nichtzyklischen 
Verbindung I 

[xjD 

Drehung der Ringverbindung 
[x]D 

Milchsaure . . . . . 
Mannit ...... . 

+2°_+3° 
schwach drehend 

+ 18,2° 

- 86 ° (Esteranhydride, Gernisch) 
+ 94 ° (Doppelanhydrid) 

Hexahydrophthalsaure - 76° 

Auch die teilweisc enorm drehungssteigernde Wirkung, die Borsaure auf 
mehrwertige Alkohole (Mann it, Arabit u. a.), ferner antimonige Saure auf Oxy
sauren (Weinsaure, Brechweinstein) ausiibt, fiihrt VAN 'T HOFF auf Ringbildung 

c-o 
etwa im Sinne der zyklischen Anordnung I )B(OH) zuriick2). 

c-o 
E. Aromatische Verbindungen. Optisch aktive einkernige Verbin

dungen des Benzols mit Substituenten, die kein asymmetrisches Kohlenstoff
atom enthalten, sind nicht bekannt. Optische Aktivitat tritt erst bei gewissen 
mehrkernigen Verbindungen auf, wo die Orientierung der Ringebene des Benzol
kerns Veranlassung zur molekularen Asymmetrie geben kann (s.910). 

Die Phenylgruppe als Substituent wirkt haufig drehungserhOhend, falls sie, 
wie zuerst TSCHUGAEFF3) erkannte, dem asymmetrischen Komplex benachbart 
ist. Das geht aus dem Vergleich der Menthylester der Benzoesaure, Phenyl
essigsaure und Hydrozimtsaure hervor (s. Tabelle 10), in der letzten Verbindung 
wird etwa der normale Wert fiir die aliphatischen Ester erreicht. 

Tabelle 10. 

Menthylester der 

Benzoesaure CSH5 . CO . OC10H 19 • • • • • • 

Phenylessigsaure CsHs' CH2 • CO . OC10H 19 • • 

Hydrozirntsaure CsHs' CH2 • CH2 • CO . OC10H 19 

Norrnalwert der aliphatischen Saureester . . . 

[x]~' 

- 91.95 
- 68.70 
- 56.21 

[M]~OO 

- 239.0 
- 188.2 
- 161.9 
- 157.5 

Die Wirkung des Phenyls ist aber in manchen Fallen wesentlich kompli
zierter, wie RUPE 4 ) bei Menthylestern substituierter Zimtsauren und ihren Reduk
tionsprodukten beobachtete (s. Tabelle 11). 

Die Ester der Zimtsaure und cx-Methyl-zimtsaure besitzen gegeniiber ihren 
Hydrierungsprodukten, wie zu erwarten, groBere Drehungsvermogen, anomal 
verhalt sich p-Methyl-zimtsaure und ihr Reduktionsprodukt,was wahrscheinlich 
dem EinfluB des bei der Hydrierung neu entstehenden zweiten asymmetrischen 
Kohlenstoff atoms zuzuschreiben ist. Bei den Estern der Phenylzimtsauren 

1) S. u. a: A. WERNER I. 
2) vVahrscheinlicher ist hier die Bildung von Innerkornplexsalzen. 
3) L. TSCHUGAEFF. Chern. Ber. Bd. 31. S. 1778. 1898; J. B. COHEN U. H. W. DUDLEY. 

Journ. chern. soc. Bd.97. S. 1732. 1910; s. auch KAUFFMANN I. 
4) H. RUPE. Ann. d. Chern. Bd.369. S. 311. 1909. 
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Tabelle 11. 

Menthylester der [<x]1°0 Menthyles!er der [<x]1°0 

Zimtsaure Hydrozimtsaure 
C6H 5CH;CH' COOH I - 76,95 C6H~ . CHa . CHa • COOH - 58,48 

lX-Methyl-zimtsaure lX-Methyl-hydrozimtsaure ! 
C6H 5CH; C(CHa)COOH - 62,60 C~H5' CHa' CH(CHa) . COOH 1 -- 50,73 

(1-Methyl-hydrozimtsaure : (1-Methyl-zimtsaure 
CsH5C(CHa) ;CH' COOH - 65,89 CSH5C(CHs) . CH2 • COOH '- 76,23 

ex-Phenyl-zimtsaure lX-Phenyl-hydrozimtsaure 
CSH5CH;C(CsH5)COOH - 53,44 C6H 5 · CHz ' CH(CsH5)COOH - 86,04 

(1-Phenylzimtsaure (1-Phenyl-hydrozimtsaure 
CSH5C(CsH5) ;CH • COOH - 37,92 CSH5' CH(C6H 5) . CHa . COOH ! - 61,72 

steht man der merkwiirdigen Tatsache gegeniiber, daB die Ester der hydrierten 
Sauren erheblich starker drehen als die ungesattigten Verbindungen, was sich 
zum Teil ebenfalls durch den EinfluB der neugebildeten Asymmetriezentren er
klaren diirfte; daneben kommt aber jedenfalls noch ein anderer Effekt in Be
tracht, der mit der Haufung negativer Gruppen, hier der Phenyle, in den un
gesattigten Sauren in Beziehung steht. Auffillig tritt dieser Effekt bei den 
Menthylestern phenyl-substituierter Essigsauren zutage. Wahrend die Ester 
der Phenyl- und Diphenyl-essigsauren nach RUPE in 10proz. benzolischer Losung 
(lXJ~o-Werte von -67,57 bzw. 66,70 zeigen, besitzt der Menthylester der Tri
phenyl-essigsaure sehr viel kleinere Drehungen, die auBerdem, wie TSCHUGAEFF 
und GLININ 1) fanden, sehr stark vom Losungsmittel beeinfluBt werden, 

Ersatz des Methyls durch Phenyl in den ungesattigten Sauren hat, wie 
RUPE an folgenden Menthylestern (Tabelle 12) feststellte, einen Riickgang der 
Drehung im Gefolge, 

Menthylester der 

Krotonsaure 
Zimtsaure ..... . 
lX-Methylakrylsaure . 
lX-Phenylakrylsaure . 
fJ-Dimethylakrylsaure 
p-Methyl-zimtsaure. . 
p-Phenyl-zimtsaure. . 

Tabelle·12. 

CHs ' CH;CH· COOH 
CSH5 . CH; CH ' COOH 
CHz; C(CHs)COOH 
CHa; C(CSH 5)COOH 
(CHs)aC;CH' caOH 
CSH5 . C(CHs) ; CH • COOH 
C6H 5C(C6H 5) ; CH • COOH 

- 91.06 
- 76.95 
- 91.76 
-63.06 
- 88.60 
- 65.89 
- 37,92 

SchlieBlich ist noch folgende Zusammenstellung (s, Tabelle 13) RUPES von 
Interesse, die den polarimetrischen Effekt des Ersatzes von Methyl durch Phenyl 
in den gesattigten Fettsauren darstellt. 

Menthylester der 

Propionsaure . . 
Phenyl-essigsaure 
n-Buttersaure . . 
Hydrozimtsaure . 
Kapronsaure . . 
{j-Phenyl-valeriansaure 
Essigsaure • 
Benzoesaure. . . . . 

Tabelle 13. 

CHa' CHa . COOH - 75.51 } 
CSH 5 . CHa . COOH i - 69.57 
CHa . CHa . CHz . COOH . - 70,46 } 
C6H5 . CHz . CHa . COOH -- 58,48 
CHa · CHa . CHa . CHa . CHa . COO:-J - 64,86 } 
C6H5'CHa'CHz·CHz·CHz·COOH - 33,86 
CHa' COOH I - 73,77 
CSH5 ' COOH - 90,90 

1) L. TSCHUGAEFF U. G. GLININ. Chem. Ber. Bd.45, S.2759. 1912. 

5,94 

11,98 

31,00 
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Sie fiihrt zu der Konsequenz, daB die fruher erwiihnte Regel von TSCHUGAEFF
GUYE unter Umstiinden vollig versagt. Nach den Genannten sollte die Wirkung 
beim Ersatz von Methyl durch Phenyl in einer gewissen Entfernung yom Asym
metriezentrum gleich Null werqen. Tatsiichlich wird aber der durch die Sub
stitution bewirkte Effekt mit der Entfernung vom asymmetrischen Kohlen
stoffatom groBer, wie die Ll-Werte erkennen lassen. Die Differenz ist am groBteri 
zwischen der Kapron- und c'l-Phenyl-valeriansiiure. RUPE erkliirt diesen Effekt 
als einen solchen der Masse beim Austausch des Methyls durch das funfmal 
schwerere Phenyl. AuBer der polaren Wirkung ,die stets erhohend wirkt, unter
scheidet er noch' eine Art Hebelwirkung; sie wird urn so groBer, je groBer die Ent
fernung vom asymmetrischen Kohlenstoffatom, d. h. je groBer der Hebelarm 
wird. Je niiher der ungesiittigte Komplex (Phenyl) dem aktiven Rest steht, 
desto mehr wird die Schwerewirkung durch den polaren EinfluB verdeckt (Essig
siiure- und Benzoesiiurementhylester) (s. Tabelle 13). Wiihrend die Kohlenstoff
doppelbindung vorwiegend nur polar wirkt (vgl. Tabelle. 7), kommt dem Phenyl 
auch noch eine Schwerewirkung zu. Der eigenartige Effekt der Phenylgruppe 
(c'l-Phenylvaleriansiiure u. a.) konnte aber auch mit dem spiraligen Bau des 
Molekiils in Beziehung stehen!). 

Stellungsisomere Benzolderivate sind unter anderen von COHEN und Mit
arbeitern 2) auf ihre Rotation untersucht, als Objekte dienten neben anderen 
Menthylester substituierter Benzoesiiuren. In der Regel haben die Orthoderivate 
ein von den m- und p-Verbindungen verschiedenes Drehungsvermogen, wiihrend 
letztere beiden ungefiihr gleiche und von dem Benzoesiiurementhylester nicht 
wesentIich abweichende Drehung besitzen, z. B. Menthylester der 0-, m-, p
C6H4(OCH3)COOH, C6H4 • F· COOH, C6H4 • Cl . COOH, C6H4 • Br . COOH, C6H4 
. N02 • COOR. EineAusnahme macht C6H4 • J. COOH, deren drei isomereEster 
sich in bezug auf die Rotation gleich verhalten. Beziehungen allgemeiner Art 
lassen sich nicht ableiten. 

F. Konjugierte Bindungen. Zwei Athylenbindungen verstiirken sich 
in ihrer Wirkung auf das asymmetrische Atom in der Regel, wenn sie zueinander 
konjugiert sind, das gleiche trifft fUr andere Konjugationen wie C = C - C = 0 
zu; es, gelten hier ahnliche Verhaltnisse wie fUr Absorption und Refraktion. 
Der EinfluB der Konjugation auBert sich deutlich in dem groBen Drehungs
vermogen des Menthylesters der Sorbinsaure im Vergleich mit dem der Hexen
siiuren (s. Tabelle 7). 

Andere konjugierte Systeme sind von HILDITCH 3) in den Menthylestern 
der Muconsaure und Piperinsiiure gemessen und mit ihren Reduktionsprodukten 
verglichen; eine "Obersicht gibt Tabelle 14. 

Dimenthylester der 

1. Muconsaure . . . . 
2. !¥-p-Dihydro-muconsaure 
3. P-r-Dihydro-muconsaure 
4. Adipinsaure ..... . 
5. Menthylester der Piperin-

saure .. : ...... . 
6. der !¥-p-Hydro-piperinsaure 
7. der P-r-Hydro-piperinsaure 

Tabelle 14. 

HO' CO· CH:CH' CH:CH· CO· OH 
HO . CO . CH: CH . CH2 . CH2 . CO . OH 
HO ·CO· CH2 ·CH:CH· CH2 ·CO· OH 
HO . CO . CH2 • CH, . CH2 • CH2 • CO . OH 

(CH20 2)C6H 3 ' CH:CH· CH:CH' CO· OH 
(CH20 2)C6H 3 • CH2 · CH2 • CH:CH' CO· OH 
(CHP2)C6H 3 • CH2 ' CH:CH' CH2 · CO· OH 

- 93,40 
- 88,78 
- 80,78 
- 83,60 

- 53,02 
- 45,92 
- 42,22 

1) TH. P. HILDITCH, Jouro. chern. soc. Ed. 95, S. 1581. 1909; vgl. Ed. 101, S. 199. 1912. 
2) J. B. COHEN u. Mitarbeiter, Jouro. chem. soc. Ed. 99, S. 1058. 1911; Ed. 97, S. 1732. 

1910 und vorhergehende Arbeiten; s. auch KAUFFMANN 1. 
3) TH. P. HILDITCH, Journ. chern. soc. Bd.95, S. 1570. 1909. 
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Es ist zu beachten, daB in der Mucon- und Sorbinsaure wegen der Beteiligung 
der Karbonylgruppe mehrfache Konjugationen vorliegen: 

0: C· CH:CH· CH:CH· C:O bzw. O:C· CH:CH· CH:CH, 

in der Piperinsaure ist letzteres System in Konjugation mit dem Benzolkern. 
Sehr deutlich (s. Tabelle 15) pragt sich der EinfluB der mehrfachen Kon

jugation in den von RUPE 1) gemessenen Menthylestern der Zinnamenylacrylsaure 
(3) sowie ihren Reduktionsprodukten (1,2) aus. In (3), wo das konjugierte 
System CH: CH . CH: CH . C: 0 in direkter Bindung mit dem Benzolkern an
geordnet ist, ist der Drehwert am hOchsten, in der vollstandig reduzierten Saure (1) 
am niedrigsten; die Stoffe wurden in 10proz. benzolischer Lasung untersucht. 

Tabelle 15. 

Menthylester der 

1. d-Phenylvaleriansaure . CaHs . CH2 . CH2 • CH2 . CH2 • COOH - 33.86 
2. d-Phenyl-,B-l'-pentensaure CaH5' CH2 · CH:CH· CH2 · COOH - 47.54 
3· Zinnamenyl-acrylsaure CaHs' CH:CH· CH:CH' COOH - 75.14 

Einfachere Systeme liegen in den zuerst von KLAGES und SAUTTER 2) stu
dierten optisch aktiven Kohlenwasserstoffen vor (s. Tabelle 16), die den asym
metrischen Amylrest enthalten. 

Tabelle 16. 

['"lD [MlD 1 to 

* ! 
1. CaH5' CH:CH' CH(CHa)C2Hs 50.3 80.6 15 

* 2. CaH 5CH2 • CH2 • CH(CHa)C2H 5 . 17.2 27.9 14.5 
* 3. CaH7' CSH4' CH:CH· CH(CHa)C2H 6 41.9 84.7 16 

* 4. CaH7' C6H, . CH2 • CH2 • CH(CHa)C2H 5 15.9 32.5 15,5 

Die Kohlenwasserstoffe 1 und 3 mit dem konjugierten System C6H5CH:CH 
zeigen gegeniiber 2 und 4 wieder wesentlich hohere Drehungswerte. 

1st die ungesattigte Gruppe yom Benzolkern durch einen gesattigten Kom
plex etwa eine CH2-Gruppe getrennt, also die Konjugation aufgehoben, so sinkt 
die Rotation, wie etwa 

I. H· co . OCSH 14 • co· OCaH a(OCHa)CH2 · CH:CH2 [cx]fi'° = 32.7 
II. H· co· OCSH 14 • co· OCSH 3(OCHs)CH:CH· CHa [cx]t30 = 38.6 

die sauren Kampfersaureester des Eugenols I und Isoeugenols II zeigen3). 

SchlieBlich kann auch die meist sehr erhebliche Rotationssteigerung beim 
trbergang der Merkaptane bzw. Sulfide I in die Disulfide II einer Art von'Kon
jugation in letzteren Verbindungen zugeschrieben werden, insofern als die beiden 

I 

d-Camphyl-merkaptan 
(C1oH 150)SH 

I-Amyl-sulfid (CSHllhS 
0/-Thiopropionsaure 

(CHs . CH . COOH)2S 

[M)D II 

d-Camphyl-disulfid 
+ 11 (CloHlSOhS2 

. -42.7 l-Amyl-disulfid (C5Hll)2S2 
cx-Dithiopropionsaure 

- 190 (CHs . CH . COOH)2S2 

[M]D 

-355 
. -149 

-429 

ungesattigten S-Atome in direkter Bindung miteinander stehen; auch der sym
metrische Bau der Molekiile II diirfte, worauf HILDITCH hinweist, zu der Drehungs
verstarkung beitragen. 

1) H. RUPE. Ann. d. Chem. Bd.369. S.311. 1909. 
2) A. KLAGES U. R. SAUTTER. Chem. Ber. Bd. 37. S. 649. 1904; Bd. 38. S. 2313. 1905. 
3) TH. P. HILDITCH. Journ. chem. soc. Bd. 95, S.331. 1909. 
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Sehr eingehend wurde von RUPE 1) das in den Methylenkampfern vorliegende 

* CHg-CH--C=CHR 

I 1(CHg)2 I 
CH2-C(CHg)-C=0 

System untersucht, in dem die konjugierte Bindung 0 = C· C = CRR direkt 
mit den beiden asymmetrischen Kohlenstoffatomen verkniipft ist (s. Tabelle 17). 

Tabelle 17. 

Derivate des Methylenkampfers 

I 
[<xl:r 

I 
[MJ1Oo 

meist 10 proz. Liisungen in Benzol 

1. Methyl-methylenkampfer 
<C:CHCH3 1+178,58 + 318,1 

CsHu I I 
C:O 

2. Phenyl-methylenkampfer 
/C:CHC6Hs + 426,55 + 1023,6 

CsHu,,- I 
C:O 

3. /X-Naphthyl-methylen- /C:CHC10H 7 + 353,62 + 1026,2 
kampfer. CSH14,,- I 

C:O 

<C: C(C6HS)2 + 242,90 + 785.9 
4. Diphenyl-methylenkampfer CSH14 d :0 

5. Phenylathyl-methylen- /C:CH' CHa • CHa . CaHs + 117,70 + 315.6 
kampfer. CSH14,,- I 

c:o 

6.1 Propyl-methylenkampfer 
/C:CH. CHg • CHa · CH3 + 149,32 + 307.7 

CSH14~ 
:0 

Auf die Einfiihrung verschiedener Substituenten R reagiert die Rotation 
in auBerst empfindlicher Weise. Geht man von (1) als Grundsubstanz aus (siehe 
Tabelle 17), so zeigt sich in (2) der enorme EinfluB des Phenyls (Konjugation 
des Phenyls mit der konjugierten Doppelbindung im Ring). Von ungefahr gleicher 
GroBenordnung ist der EinfluB der Naphtylgruppe (3). Auffillig ist zunachst, 
daB durch Einfiihrung eines zweiten Phenyls (4) die Rotation verglichen mit (2) 
betrachtlich gesunken ist, es liegt hier wieder ein Beispiel vor, daB durch Hau
fung negativer Gruppen die Rotation geschwacht wird. 1st der Phenylrest durch 
Methylengruppen getrennt (5). so ist der Effekt schwacher als bei der rein ali
phatischen Verbindung (6). 

13. Rotationsdispersion 2). A. Einleitendys. Dispersionsformeln. In 
friiheren Arbeiten wurden die Rotationswerte meist auf die D-Linie bezogen. 
Diese Beschrankung auf eine einzige Wellenlange bedeutet jedoch eine bedenk
liche Einseitigkeit, da mit Riicksicht auf den verschiedenartigen Verlauf der 
[~J-Werte mit der Wellenlange nie vorherzusehen ist. ob die bei einer einzigen 
Farbe ermittelten Rotationen wirklich vergleichbar sind. Spater wurden dann 
auch fiir konstitutionschemische Zwecke Drehungsmessungen bei verschiedenen 
Wellenlangen zunachst des sichtbaren Spektrums ausgefiihrt und neuerdings 
auch auf das Ultraviolett ausgedehnt3). 

1) H. RUPE. Ann. d. Chern. Ed. 409, S. 327. 1915; s. auch A. HALLER u. Mitarbeiter. 
Lit. s. bei H. RUPE (1. c.). 

2) Siehe den Artikel Polarimetrie von SCHONROCK. Hdb. d. Phys. Ed. 19. S.716. 
3) T. M. LOWRY. Proc. Roy. Soc. London (A) Ed. 81. S.472. 1908; A. COTTON U. 

R. DESCAMPS, C. R. Ed. 182. S.22. 1926; Rev. d·opt. Ed. 5. S.481. 1926. 
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Bei der Mehrzahl der farblosen Stoffe nehmen die Rotationen mit abneh
mender Wellenlange zu; man nannte diese Erscheinung friiher allgemein normale 
Rotationsdispersion. Zur vorlaufigen Charakterisierung des Wellenlangen
einflusses kann man bestimmte empirische Beziehungen benutzen, so den Dis
persionskoeffizienten und die relative Rotationsdispersion, man bezeichnet: 

[IX ]'!,/ [IX];., z. B. 

als Dispersionskoeffizient (Di.C), den Quotienten: 

z. B. ([IX]p - [IX] 0) /[ IX]D 

als relative Rotationsdispersion (r. RD). Gelegentlich ist auch die Differenz 

[IX],!, - [IX],!, z. B. [IX]p - [IX]O 

als spezifische (totale) Rotationsdispersion (RD) fUr Vergleichszwecke benutzt. 
Ausgedehnte Untersuchungen iiber die Zahlenwerte dieser GroBen verdankt 

man vor allem WALDEN 1). Fiir homogene aktive Verbindungen gilt unter anderem 
folgendes: 

Die Di.C und r. RD sind von der Temperatur nahezu unabhangig, die RD 
zeigen sich in der Regel als temperaturvariabel. Die Glieder einer homologen 
Reihe besitzen ungefahr gleiche Di.C und r. RD; allerdings verhalten sich die 
erst en Glieder bisweilen abweichend. 

GroBe Di.C bzw. RD gehen in der Regel parallel groBen, meist negativen 
Temperaturkoe££izienten. Verbindungen mit groBer RD besitzen meist groBe 
optische Dispersion fiir dasselbe Wellenlangengebiet. Fiir Losungen gilt unter 
anderem nach WALDENl) folgendes: 

Die Di.C, die relativen und spezifischen RD eines gelOsten aktiven Stoffes 
sind bei allen Konzentrationen eines gegebenen Losungsmittels konstant. Wiir 
viele Losungsmittel sind die RD der gelosten aktiven Sto££e praktisch gleich 
und identisch mit den an den freien fliissigen Stoffen ermittelten RD. Verschie
denheiten in den RD treten bei Verwendung von Losungsmitteln auf, die hin
sichtlich der Konstitution und der optischen Eigenschaften stark differieren. 
Die D.C und r. RD entfernen sich urn so mehr yom Mittelwert, je groBer die 
Eigendispersion des Losungsmittels ist. 

Unter Umstanden treten aber Storungen auf, derart, daB der geloste Stoff 
durch den Losungsvorgang eine erhebliche Anderung seiner RD erleidet oder 
die RD anomal wird (l-Apfelsauredimethylester). 

Bei den meisten farblosen normal dispergierenden Verbindungen (s. Ziff. 13 C) 
sind die Di.C [IX]p/[IX]O wenig verschieden, nach WALDEN betragt der Koeffizient 
im Mittel 1,95, doch konnen nach Messungen von TSCHUGAEFF, RUPE u. a. auch 
wesentlich hohere und niedrigere Werte auftreten. Dem Normalwert nahe
liegende Koeffizienten fand TSCHUGAEFF2) bei aktiven Kohlenwasserstoffen und 
Alkoholen der Kampfer und Terpenreihe und anderen zyklischen Verbindungen 
(Kohlenwasserstoffe: l-Pinen, Kampfer, d-Menthen, d-Limonen, Cholestan u. a. 
- Alkohole: I-Menthol, d-Borneol, Methylcyclohexanol, Fenchylalkohol, Chole
sterin u. a.). Wesentlich hOhere Werte fand TSCHUGAEFF bei zyklischen Ketonen 
(d-Kampfer: 2,75, Pulegon: 2,76, Methylcyclohexanon: 3,50, Dihydrokarvon: 
3,30). Einigen dieser zuletzt genannten Stoffe wie d-Kampfer werden wir bei 
der Untersuchung der anomalen RD (Cottoneffekt) wieder begegnen. 

1) P. WALDEN. ZS. f. phys. Chern. Bd. 55, S. 1. 1906; daselbst weitere Literatur, ferner 
W ALDEN I; s. auch CHR. WINTHER, ZS. f. phys. Chern. Bd. 52, S. 200. 1905. 

2) L. TSCHUGAEFF, ZS. f. phys. Chern. Bd. 76, S. 469. 1911. 
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Urn die zahlenma13ige Abhangigkeit der [ex]-Werte von cler Wellenlange 
darzustellen, sind eine Reihe von Formeln vorgeschlagen. So hat STEFAN!) 
versucht, durch Hinzunahme einer zweiten Konstanten A zu der zuerst von BIOT2) 

vorgeschlagenen Formel: [ex] = Bj12 einen besseren Anschlu13 an die Beobach
tung en zu erzielen. In einigen Fallen vermag die STEFANsche Gleichung: 
[ex] = A + Bj12, deren graphische Darstellung eine Parabel ergibt, die Ver
suchsergebnisse befriedigend wiederzugeben, eine allgemeine Anwendbarkeit 
kommt ihr jedoch nicht zu. Wesentlich mehr leistet in der Regel die ebenfalls 
zweikonstantige Formel von BOLTZMANN 3) : [ex] = Aj12 + Bj14. 

Auf die von DRUDE4) aufgestellte Formel, die zuerst von LOWRY und DICK
SON mit Erfolg auf organische aktive Verbindungen in homogenem und gelOstem 
Zustande angewendet wurde, wird spater noch einzugehen sein. 

Von HAGEN BACH sind die Formeln von STEFAN und BOLTZMANN auf die 
Glieder homologer Reihen mit normaler Dispersion angewendet; dabei hat sich 
folgende Gesetzma13igkeit ergeben: Stellt die allgemeine Funktion: 

[cx]=rp(l) 

die Abhangigkeit der Rotation von der Wellenlange fiir ein Glied der Reihe dar, 
so sind die Dispersionen der anderen Glieder der Reihe darstellbar durch: 

[ex]' = C'rp(l) , [ex]" = C"rp(l) , [ex J'" = C'" rp (1) ... 

die C-Werte, die sog. spezifischen Faktoren sind von einem Glied zum anderen 
verschieden, aber unabhangig von der WellenHi.nge. Sie sind gewisserma13en 
die:Gro13en, die die Dispersionskurven einer homolog en Reihe miteinander ver
binden und stellen die Quotienten zweier beliebiger [cxJ-Werte der Reihe fiir eine 
und dieselbe Wellenlange dar. Also: 

C' = [ex;Jj[cx;J z. B. 

z. B. 

[CXFJ'/[exFJ, 

[exFJ"/[exF]" . 

Fur die gleich noch niiher zu besprechenden Methylenkampferderivate er
geben sich folgende in Tabelle 18 Kolumne 1 und 2 verzeichnete Konstanten 
A und B der STEFANschen Gleichung: 

[ex] = A + B1'2; (1' = 1/1); 

zurBerechnung sind die [cxJ-Werte fiir dieWellenlangen Ao, J'D, AEund AF benutzt. 

Tabelle 18. 

I 
1 ! 2 3 4 5 

I I CA = CB = c= 
A 

I 

B 10' ' A' B' [<xl' (Mittel) 
I A Anfangsglied B Anfangsglied ["') 

Phenyl-Methylenkampfer .- 186,90 I 21660 1 I 1 I 1 
Phenathyl- " 

- 52,51 6033 0,2809 0,2785 

I 
0,2764 

Benzyl-
" 

- 52,15 5936 0,2790 0,2740 0,2719 
Phenyl propyl- ,. - 46,59 5468 0,2503 0,2524 

I 
0,2532 

Methyl- " 
--- 72,55 8863 0,3882 0,4091 0,4175 

Athyl- " 
--0 69,68 8037 0,3728 0,3710 

I 
0,3699 

Propyl- " 
-- 71,40 7804 I 0,3820 0,3603 0,3513 

Isobutyl-
" 1- 66,00 7445 0,3531 0,3437 I 0,3400 

") E. STEFAN, vViener Ber. Bd. 50 II, S.88. 1864. 
2) J. B. BIOT, Mem. de l'Acad. Bd. 2, S.41 u. 91. 1817; Ann. chim. phys. (2) Bd. 10, 

S.63. 1819. 
3) L. BOLTZMANN, Pogg. Ann. Jubelbd., S. 128. 1874. 
4) Siehc P. DRUDE, Lehrb. d. Optik, 3. Aufl. 1912. 
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Nun gilt fur irgendein Glied der homologen Reihe dieBeziehung:A'jA = B'jB = C, 
wo eden spezifischen Faktor bedeutet. In der 3. und 4. Kolumne sind die Quo
tienten A'jAAnfangsglied und B'jBAnfangSglied gegeben, wo A' und B' sich auf das 
betreffende Glied der Reihe, AAnfangsglied und B Anfangsglied sich auf Phenylmethylen
kampfer beziehen. Tatsachlich sind diese Quotienten praktisch identisch mit den 
spezifischen Faktoren (Kolumne 5), die sich aus den [~J-Werten der Tabelle 19 
berechnen lassen und Mittelwerte fUr die vier genannten Wellenlangen 
darstellen. Analoge Rechnungen lassen sich auch unter Benutzung der BOLTZ
MANNschen Formel fUr homologe bzw. zusammengehorige optisch aktive Ver
bindungen anstellen. 

B. Charakteristische Wellenlange. Der von GUYE, WALDEN u. a. 
aufgefundenen GesetzmaBigkeit, daB die r. R.D z. B. ([.xJp - [.xJolj[.xJD inner
halb zusammengehoriger Reihen konstant ist, hat HAGENBACH1) auf Grund von 
Beobachtungen RUPES eine etwas andere Form gegeben. Aus der Konstanz der 
Di.C folgt, daB in einer zusammengehOrigen Reihe analoger Stoffe die Quotienten 
zweier [~J fUr die gleiche Farbe konstant sind [.x]l/[.x],l = C. Bezeichnet man 
die R.D [.x]p - [.xJo mit [.xJa und gehOrt zu [.xJa die Wellenzahl Ya(Y = 1/)'), 
so kann man statt der r. R.D z. B. im Sinne WALDENS auch die zu [.xJa gehOrige 
Wellenzahl Ya aufsuchen, fUr die ([.xJp - [.xJO)j[.xJa = 1 ist; die entsprechende 
Wellenlange ).a = 1/Ya wird als charakteristische bezeichnet. Zur Berechnung 
der~lben muB man zur Festlegung der Krummung der Dispersionskurven eine 
bestimmte Funktion [.xJ = t(A) z. B. [.xJ = A + Bv2 annehmen. Sind die [.x] 
bei vier Wellenlangen entsprechend C, D, E, F ermittelt, so ist: 

2 _ 2 + F( 2 2) Ya - VE Vo - VlJ , wo 

ist, oder: 

Y~ = 3,3507 - 0,5579 [lX]C[--= [lXh[-]JlX]P. 
lXJn - lX c 

(1 ) 

Tabelle 19. D eri vat e des Methylen kamp fers IO p roz. L osung in Be nzol. 

[~Ja [~ln 
I 

[<xlE I I I [~lF I (<xlF (<xlF-[<xlc [<xlc F 

1. Phenyl- . 322.48 i 426,55 530.40 ' 741,87 419,39 : 2,293 1 1,066 
2. Phenathyl- 89,32 117,70 145,52 206,69 117,37 12,314 0,992 
3. Benzyl- . 87,78 115,72 143,39 203,38 115,60 12,317' 1,071 
3. Phenylpropyl- 82,01 108,03 133,26 188,59 106,58 I 2,299 1,025 
5. Methyl- . 136,37 178,58 219,31 308,49 172,12 12,261 1,070 
6. Athyl- 119,07 157.44 195,25 276,96 157,89 2,326 0,974 
7. Propyl- . 112,57 149,32 185.40 264,75 152,18 I 2,351 0,901 
8. Isobutyl- 109,55 145,04 , 179,05 254,14 144,59 I 2,320 , 0,971 

1,007 M1ttel von F 

In der vorstehenden Tabelle sind die zur Berechnung von Aa notwendigen Daten 
fUr die Methylenkampfer nach RUPE enthalten. Man erkennt die Konstanz 
von [.x]p/[.xJo (auch [.xJpj[lX.]D u. a. sind konstant), ferner sieht man, daB in diesem 
Falle [.xJp - [.xJo ungefiihr gleich [.xJD ist. Mit F berechnet sich nach 1 die 
charakteristische Wellenlange zu 598.8 mIL. 

Von RUPE mit AKERMANN2) und KAGI3) sind die Aa-Werte fUr eine groBe 
Zahl zusammengehoriger Stoffe gemessen. In der Reihe der Menthylester (Benzoe
saure, Zimtsaure, substituierte Zimtsauren) ist ).a weiter nach Rot verschoben 

1) A. HAGENBACH, ZS. f. phys. Chern. Bd.89, S. 583. 1915. 
2) H. RUPE U. A. AKERMANN, Ann. d. Chern. Bd.420, S.1. 1919. 
3) H. RUPE U. H. KAGJ, Ann. d. Chern. Bd.420, S.33. 1919. 
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und liegt bei etwa 684 mJ1. Mit Aa laBt sich in erster Annaherung der Verlauf 
der Dispersionskurve, d. h. ihre Steigerung und Kriimmung zwischen 1.0 und Ap 
charakterisieren; je flacher die Kurve verlauft, desto mehr verschiebt sich Act 
nach Rot. 

C. Normaler und anomaler Verlauf der Dispersionskurve, Tem
peraturabhangigkeit. Von der Regel, daB mit abnehmender Wellenlange 
die (1X]-Werte wachsen, weicht eine groBe Zahl von Stoffen abo Bei manchen 
steigt die Dispersionskurve t(l, [1X]) mit zunehmender Brechbarkeit nicht regel
maBig an, sondern durchlauft bei bestimmter Wellenlange ein Maximum oder 
Minimum oder es findet Vorzeichenwechsel statt, oder schlieBlich die Rotationen 
erweisen sich innerhalb eines bestimmten Gebietes als unabhangig von der Wellen
lange. 

Derartige Anomalien waren schon BIOT bekannt, der sie an Weinsaure
lasungen auffand, spater wurden sie hier von ARNDTSEN, KRECKEl), WENDELL2) 
U. a., in neuerer Zeit unter anderen von WINTHER3) und GROSSMANN und WRESCH
NER4) studiert. Die waBrigen Lasungen sind rechtsdrehend und weisen ein 
Maximum auf, das in verdiinnten Lasungen in Elau liegt und sich mit ErhOhung 
der Konzentration nach langeren Wellen verschiebt. Yom Maximum an nimmt 
die Rechtsdrehung mit der Brechbarkeit der Strahlen ab und geht in 70proz. 
Lasung sogar in Linksdrehung iiber. Feste geschmolzene Weinsaure zeigt, wie 
BRUHAT5) in Fortsetzung alterer Versuche von BIOT fand, von 560mJ1 ab mit 
abnehmender Wellenlange zunehmende Linksdrehung. 

Auch die anomale R.D der .Apfelsaure ist eingehend bearbeitet6), die ihrer 
Ester u. a. von GROSSMANN und LANDAU?). 

Die starke BeeinfluBbarkeit der Rotation einer typisch anomalen Verbindung 
durch Lasungsmittel zeigt Abb. 6, wo nach Messungen von LOWRY und ABRAMS) 
die Dispersionskurven des Methyltartrats wiedergegeben sind. Die Lasung 
in .Athylenchlorid zeigt scheinbar norm ales Verhalten, ein Maximum im Sicht
baren weist der homogene Ester (100°) sowie die Lasung in Formamid und 
Azeton auf, ein Wendepunkt ist bei der Kurve in Wasser, Vorzeichenwechsel 
bei der Losung in Chinolin sowie dem homogenen Ester bei 20° zu erkennen. 
Bei anomal dispergierenden Verbindungen ist die Dispersion in der Regel stark 
temperaturvariabel. Messungen des Temperatureinflusses auf die Dispersion 
der Weinsaureester (Methyl-, .Athyl-, Propyltartrat) sind von WINTHER9) an
gestellt. Der TemperatureinfluB kann durch die Gleichung (IX] = a - b(t - 149)2 
dargestellt werden. Alle drei Ester besitzen die maximalen Drehungen fUr aile 
Wellenlangen im Sichtbaren bei der gleichen Temperatur (etwa 149°). 

In diesem Zusammenhange ist noch darauf aufmerksam zu machen, daB 
derS.937 fUrVerbindungen mit normalerR.D definierte Di.C z. B. [1X]p/[1X]o fUr 
anomal dispergierende Stoffe, wie leicht einzusehen, vallig versagen muB. Fiir 
diese definiert WINTHER unter Beriicksichtigung des Temperatureinflusses auf 
die Rotation eine andereFunktion, den rationalen Di.C, der gleich dem Verha.ltnis 
der GraBen b in der obigen Temperaturgleichung: b)..Ib)., ist. Die Temperaturen 
werden dann nicht von 0°, sondern von der Maximaltemperatur aus gerechnet; 

1) Die altere Literatur s. bei LANDOLT I, GROSSMANN U. 'VRESCHNER I. 
2) G. V. WENDELL, Ann. d. Phys. Bd. 66, S. 1149. 1898. 
3) CHR. WINTHER, ZS. f. physik. Chern. Bd. 41, S.207. 1902; Bd.45, S. 331. 1903. 
4) H. GROSSMANN U. M. WRESCHNER, Journ. f. prakt. Chern. (2) Bd.96, S. 125. 1918. 
5) BRUHAT, Trans. Faraday Soc. Bd. 10 I, S.42. 1914. 
6) Literatur s. bei GROSSMANN u. WRESCHNER I. 
7) H. GROSSMANN U. B. LANDAU, ZS. f. phys. Chern. Bd. 75, S.129. 1910. 
8) TH. M. LOWRY U. H. H. ABRAM, Journ. chern. soc. Bd.107, S.1187. 1915. 
9) CHR. WINTHER, ZS. f. phys. Chern. Bd. 41, S.207. 1902; Bd.45, S. 367. 1903. 
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die rationalen Di.C werden somit von der Temperatur unabhangig. Praktisch 
berechnet sich der rationale Di.C als der Quotient aus der Differenz der spez. 
Drehungen fur zwei Wellenlangen bei zwei verschiedenen Temperaturen: 

[at - [a]11 

[a)l, - [aJx, 

wobei vorausgesetzt wird, daB die Maximaltemperaturen auch wirklich fur aIle 
Farben gleich sind. Wie WINTHER an den Estern der Weinsaure feststeIlte, ist 
der rationale Di.C von der Temperatur und Konzentration unabhangig und ebenso 
von der GroBe des Molekulargewichtes in der homologen Reihe, er stellt flir diese 
somit eine charakteristische Kon-
stante dar. 

D. Einfache und kom
plexe Rota tionsdispersion. 
Zu einem besseren Einblick in das 
Wesen der Dispersionsanomalien 
auch nach der konstitutions-chemi
schen Seite gelangte man durch 
Verwendung einer von DRUDE auf
gestellten Beziehung zwischen 
Rotation und Wellenlange. Wie 
LOWRY und DICKSON 1) gezeigt 
haben, ist man imstande, an der 
Hand der theoretisch begrlindeten 
Dispersionsformel von DRUDE 2) . 

[a] = ~ )2:: )2 
~ ' n "0 

das normale und nichtnormale 
Verhalten der Stoffe hinsichtlich 
der R.D exakt zu charakterisieren. 
Flir eine groBe Zahl von Verbin
dungen laBt sich die R.D durch 
eine eingliedrige F ormel: 

k 
[IX] = "'T---C:-;; 

A - / ' 0 

Jpezifische Rolofion des Mefhyl- Torlrols 
6800 6300 5800 5300 118{)() IfJOO 3800 3)00 

+5 . r--:::: .:::-K ~ . {L ~ 

~ ~ [\ 
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~ / ~\ 

-
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+50· 

f'j ~ ~ 
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~ / '\ 
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Abb. 6. Spezifische Rotation des Methyl· Tartrats . 
a homogcner Ester 20 ° ; e Lasting in Anisol 20%; 
a' homogener E ster 100°; t Lasung in Xthylenchlorid 250/0; 
b L6sung in Aceton 25~o; g Losung in \Vasser 25%; 
c Losung in Cbinolin 21,5%; h Losung in Formamid 25%· 
d Lasung in Pyridin 20%; 

wiedergeben, 2 ist die variable 
Wellenlange, k und 25 sind Kon
stanten, erstere wird als Rota tions-, 
letztere als Dispersionskonstante 
bezeichnet (LOWRY). 

Die physikalische Bedeutung von 20 ist die der Wellenlange einer Eigen
schwingung einer bestimmten Elektronengattung (s. S. 943). Die graphische 
Darstellung 1(22, [IX]) ergibt eine gleichseitige Hyperbel. 

Diesen Typus nennen LOWRY und DICKSON einfache Rotationsdis
persion und geben dafUr ein einfaches Kriterium: wird 1j[a] in Abhangigkeit 
von 22 graphisch dargestellt, so ist die Kurve eine Gerade, der Schnittpunkt mit 
der Wellenlangenachse gibt den Wert fUr die Dispersionskonstante 25· 

1) TH. M. LOWRY U. TH. W. DICKSON, Journ . chern. soc. Bd.103, S.1068. 1913; Bd. 107, 
S. 1173. 1915; s . hierzu jedoch H. HUNTER, ebenda Bd. 125, S. 1198. 1924. 
s. auch CHR. WINTHER, ZS. f . phys. Chern. Bd. 41, S. 188. 1902. 

2) Siehe XVIII u. XX ds. Handb. 
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Alle Falle, bei den en die einfache Formel versagt, werden als soIche kom
plexer Rotationsdispersion bezeichnet. In der Regel kommt man dann mit 
einer zweigliedrigen Formel: 

aus . 

[] kl k2 
ex = ' 2 _ '2 + 12 _ ' 2 

, .. /' 1 ,.. 1'2 

1m Falle der komplexen RD kommt somit die Dispersionskurve durch 
Superposition zweier Hyperbeln zustande. Wenn die Rotationskonstanten in 
dieser Formel dasselbe Vorzeichen haben und die Dispersionskonstanten sich 

auf Wellenlangen beziehen, die 

0.7 0.5 0.'1 0.3 0.2 0.1 

/j /'. 

rl / 
// J M 

, ~ V ~ 
~ ~ 

p-- --V ,,/ = I--- t--' 

' V 
-~ \ - i-- r--- r---.. 

r--:--<-- -....... 

'" \ -:;;;:. ::::::::: "" r---.-.... 
........... 
~ 1\ 1\ \ I'\.. 

'\\ \ \ 
\ \ 1\ \ 
\\ \ \ 

1.5 

kiirzer als die beobachteten sind, 
wird die Kurve der komplexen 
RD sich nicht wesentlich von der 
der einfachen RD unterscheiden 
und kann als normal bezeichnet 

/'1 ;;;: _ werden; zum Unterschied von der 
einfachen RD gibt aber t (1 /[ ex], ),2) 
keine gerade, sondern eine mehr 

~ oder weniger gekriimmte bzw. 
~ zickzackformige Linie. 

c:::; 
.,." 0« 

!lJ 

12 ~ 
Ii: ., 

/1" 

/ 1+ 0(- 0 

Wenn aber die beiden Rota
tionskonstanten entgegengesetzte 
Vorzeichen haben, und das Glied 
mit der groBeren Rotationskon
stanten die klein ere Dispersions
konstante besitzt, so hat die Kurve 
alle auBeren Merkmale, die man 
friiher als fiir anomale RD charak

-1 
<a 
<::> 

-2 <; .. 
~ 

-3 ~ 
~ 

- 'I t: 
'<: 
I 

--~ 
Jnfioarot Sichlbar I (j - violeft 

~ teristisch ansah. Die Kurve ist 
dann durch einen Wendepunkt 
sowie ein Maximum ausgezeichnet 
und [ex] erleidet einen Zeichen
wechsel. Urn diese charakteristi
schen Merkmale der Kurve zu 

Abb. 7. Einfacbe und komplexe Rotationsdispersion. 
1) +B; 2) +A; 5) 0,6A-o,4B; 8) 0,3A-O,7 B; 
3) 0,8 A-o,2 B; 6) 0,5 A-o,5 B; 9) 0,1 A-o,9 B; 
4) 0,7 A-o,3 B; 7) 0 ,4 A-o,6 B; 10) - B. 

beobachten, ist es allerdings haufig 
notwendig, die Beobachtungen 
iiber beide Seiten des sichtbaren 
Spektrums auszudehnen. 

Urn diese Verhaltnisse allgemeiner iibersehen zu konnen, sind in der Abb. 7 
eine Reihe von Kurven entsprechend der zweigliedrigen Formel: 

k 1-k 
[ex] = i,2 _ 0,03 - 22 - 0,06 

zur Darstellung gebracht; der Einfachheit halber ist die Summe der Rotations
konstanten = 1 gesetzt. Die Kurven entsprechen den Gleichungen: 

[ex] = nA + (1 - n)B, 

wo A = 1/ (22 - 0,03) und B = 1/ (22 - 0,06) ist. Die drei oberen und unteren 
Grenzkurven [ex] = +B, +A, -B (Kurve 1, 2 und 10) sind rechtwinklige Hy
perbeln, sie verkorpern die einfache Rotationsdispersion (positive und negative). 
Die iibrigen sieben Kurven sind samtlich komplex. Man kann sie aber in zwei 
Gruppen teilen: die unteren Kurven (6 bis 10), die ohneZeichenwechsel zwischen 
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den beiden Asymptoten und hyperbeliihnlich verlaufen, werden als komplex und 
normal, die oberen Kurven (3 bis 5), die eine der Achsen schneiden, als komplex 
und anomal bezeichnet. Die Punkte W, M und Z bezeichnen Wendepunkt, 
Maximum und Vorzeichenwechsel. 

Damit ist aber die Zahl der charakteristischen Kurven der RD noch nicht 
erschapft, es ware moglich, daJ3 die Kurven zu beiden Seiten einer Asymptote 
verlaufen, was bei Anwesenheit eines intensiven Absorptionsbandes im mittleren 
Spektrum eintreten wurde; auch ein Absorptionsband im nahen Infrarot kann 
einen besonderen Typus der RD-Kurve hervorrufen. 

AuJ3erst exakte Messungen der komplexen RD des Athyl- undfMethyltartrats 
bei verschiedenen Temperaturen verdankt man DIXON und LOWRyl) bzw. 
LOWRY und ABRAM2). Fur Athyltartrat gelten z. B. die Formeln: 

[ ] 25,22 21,05 ( 0) 
ex = J.2 _ 0,030 - ),2 _ 0,055 20 , 

[] 22,941 17,670 (6430) 
x = ;,2 _ 0,030 - ),2 - 0,057 ' . 

Der folgende Ausschnitt aus einer Versuchsserie (Athyltartrat bei 20°) erliiutert 
die sehr gute Ubereinstimmung zwischen den beobachteten und nach der DRUDE
schen Formel berechneten Werten: 

;, 

[a]beob 
[a]ber 

6708 
6,69 
6,75 

5893 
7.45 
7.45 

5086 
6,96 

6,94 

4358 
1,62 
1,70 

4191 
-1,38 
-1,34 

3879 
-11,22 
--11,13 

SchlieJ31ich ist noch darauf hinzuweisen, daB BURKI3) ausgehend von der Glei
chung von DRUDE die Beziehung zwischen Rotation und Wellenlange in Form 
einer Exponentialgleichung dargestellt hat: 

[ex] = C_ eli/).' ,1.2 , 

C und fJ sind Konstanten. 
fJ=y2.).g, 

wo r> 1, jedoch nicht sehr von 1 verschieden ist. Durch die Exponential
formel wird besonders der Tatsache Rechnung getragen, daB Stoffe mit groBem 
Drehungsvermogen in der Regel auch groBe Rotationsdispersion aufweisen 4). 

Auf Grund der letzten Gleichung laBt sich noch ein weiteres Kriterium fUr 
normaldispergierende Stoffe ableiten, es muB namlich log).2[ex] eine lineare 
Funktion des Quadrats der Wellenzahl '/! = 1/). sein, was BURKI an verschiedenen 
Stoffen gepruft hat u. a. an Losungen von Kampfer in Benzol und Alkohol auf 
Grund von Messungen von GUMPRICH5), erstere Lasung wies bei hohen Konzen
trationen eine schwache Anomalie auf; vgl. Cottonphanomen S. 950. 

E. Die Wellenlange der Eigensch wingung ).0' Fur die Wellenlange 
der der aktiven Elektronengattung zugeharigen Eigenschwingung berechnen 
sich aus den Rotationsdispersionen nach der DRuDEschen Formel Werte, die 
z. B. fUr Athyltartrat in der Nahe von 1600 A.-E. liegen, d. h. in einem Gebiet, 
das mit Hilfe der iiblichen absorptionsspektroskopischen Methoden schwer zu-

1) TH. W. DIXON U. TH. M. LOWRY, Journ. chern. soc. Bd.107, S. 1173. 1915. 
2) TH. M. LOWRY U. H. H. ABRAM, Journ. chern. soc. Bd. 107, S. 1187. 1915. 
3) F. BtJRKI, Helv. Chirn. Acta Bd. 7, S. 163. 1924. 
4) Siehe P. WALDEN,. ZS. f. phys. Chern. Bd. 55, S. 62. 1906; R. H. PICKARD U. J. KEN

YON, Journ. chern. soc. Bd. 105, S.830. 1914. 
5) A. GUMPRICH, Phys. ZS. Bd.24, S.434. 1923. 
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ganglich ist. Es ist deshalb von Interesse, daB PICKARD und HUNTERl) in dem 
d-y-Nonylnitrit, demNitrit des d-Athyl-n-hexylkarbinols CSHl3,C(C2Hs)' H·O·NO 
eine fiir die direkte Messung des Absorptionsbandes geeignete Substanz gefunden 
haben. Diese, eine gelbe Fliissigkeit, zeigt in homogenem Zustande komplexe 
Rotationsdispersion, die sich durch die zweigliedrige DRuDEsche Formel 

[ ] = 0,76 + 0,43 
eX 22 _ 0,135 ).2 

(eX bezogen auf 100 mm, A in Mikrons) berechnen laBt. Nach der Formel sollte 
das Absorptionsmaximum bei Ao = 10,135 = 3680 A.-E. liegen. 

Die direkte Messung der Absorption, die in sehr diinnen Schichten der homo· 
genen Substanz vorgenommen wurde, ergab in Dbereinstimmung damit ein 
zwischen 3670 und 3720 A. E. liegendes breites Band. Auch unter Benutzung 
der SELLMEIERSchen Formel fiir den Refraktionsindex berechnet sich ein dem 
vorigen naheliegender Wert fiir Ao (3700 A.-E.). 

Die Frage der Beziehungen zwischen optischer Absorption und anomaler 
Rotationsdispersion farbloser Verbindungen ist auch von RUPE2) und Mitarbeitern 
untersucht, insbesondere mit Riicksicht auf die Erscheinung der relativ anomalen 
RD (s. S. 953); ein Parallelismus zwischen anomaler RD und selektiver Absorp
tion war nicht deutlich ersichtlich3). 

F. Beziehungen zur Konstitution. Nach Messungen von LOWRY, 
HUNTER u. a. bestehen gewisse Beziehungen zwischen der Fahigkeit der Ver
bindung komplex zu dispergieren und ihrer Konstitution, derart, daB komplexe 
RD besonders bei Verbindungen mit doppelt gebundenem Sauerstoff angetroffen 
wird. Beispiele fiir komplexe RD4): Weinsaure, Apfelsaure, ihre Ester. d-f3-
Oktylester der Karbonsauren R'(C:O)OR, R'= n-Alkyl, R = CH3CH(CsH13). 
Normale Ester der Milchsaure5) (komplexe RD, normaler Typ) d-,8-0ktylester 
zweibasischer Karbonsauren 6). Oktylnitrit4) CH3CH(CsH13)O· N:O. Die Ro
tationsdispersion der Ester ist fast durchwegs stark abhangig von der Konzen
tration, dem L03ungsmittel und der Temperatur. DaB geringfiigige Anderungen 
in der Konstitution der Verbindungen den Charakter ihrer RD vollig zu ver
andern vermogen, beweist unter anderem die Tatsache, daB der linksdrehende 
Methylenester der Weinsaure (im Gegensatz zum Dimethylester) einfache, durch 
eine eingliedrige DRuDEsche Formel ausdriickbare RD besitzp). 

Demgegeniiber zeigen sehr viele aktive Alkohole 8) sowie Ather, in denen der 
Sauerstoff in anderer Bindungsart vorhanden ist, einfache RD, so die Ather des 
sec. d-Oktylalkohols 9), des Benzylmethylkarbinols10). 

1) R. H. PICKARD U. H. HUNTER, Journ. chern. soc. Bd. 123, S.434. 1923; s. auch 
H. HUNTER, ebenda Bd. 123, S.1671. 1923. 

2) H. RUPE, A. KRETHLOW U. K. LANGBEIN, Liebigs Ann. Bd.423, S.324. 1921-
3) Was z. T. darnit zusarnrnenhangen kann, daB die qualitativen Grenzabsorptions

messungen der Verbindungen (Derivate des Carnphers, Menthylester u. a.) in Benzol als 
Losungsrnittel ausgefiihrt wurden, das wegen seiner Eigenabsorption kurzwelligere Absorp
tionsbanden nicht erkennen laBt. Es ware irnrnerhin rnoglich, daB unter Mitwirkung be
stirnrnter konstitutiver Faktoren auch ein irn mittleren Ultraviolett befindliches Absorp
tionsband die Rotationsdispersion irn sichtbaren Gebiet beeinfluBt, s. auch Cottoneffekt S. 950. 

4) Siehe u. a. J. KENYON U. TH. W. BARNES, Journ. chern. soc. Bd.125, S.1395. 1924 
sowie die friiheren Arbeiten der Serie. 

S) CH. E. WOOD, J. E. SUCH, F. SCARF, Journ. chern. soc. Bd. 123, S.600. 1923. 
6) L. HALL, Journ. chern. soc. Bd. 123, S.32. 1923. 
7) P. C. AUSTIN U. V. A. CARPENTER, Journ. chern. soc. Bd. 125, S. 1939. 1924. 
8) TH. M. LOWRY, R. H. PICKARD, J. KENYON, Journ. chern. soc. Bd. 105, S.94. 1914. 
9) J. KENYON U. R. A. McNICOL, Journ. chern. soc. Bd. 123, S. 14. 1923. 

10) H. PHILLIPS, JOlll'. chern. ·soc. Bd. 123, S.29. 1923. 
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Diese Regeln sind aber nicht ohne Ausnahmen: die Di-l-menthylester der 
zweibasischen Sauren (Malonsaure u. a.) besitzen meist einfache RDl). Die 
gleiche Form der RD beobachtete man bei den Karbonaten und Suliiten: 
RO· C:O· OR und RO· S:O· OR (R = p-Oktyl), was mit der symmetrischen 
Verkniipfung der aktiven Gruppen mit den c:o und S :O-Resten in Beziehung 
gesetzt wird 2). Andererseits sind einfache Ather aliphatischer Alkohole (Alkyl
ather des d-y-Nonanols) bekannt 3), deren RD sich nicht durch die eintermige 
DRuDEsche Formel darstellen laBt, bei denen also optische Heterogenitat nicht 
einer entsprechenden chemischen parallel geht; die chemische Einfachheit der 
Verbindung schlieJ3t die Annahme von Isomerie oder Tautomerie aus. 

SchlieBlich ist noch zu berichten, daJ3 auch sehr komplizierte zyklische 
Verbindungen mit 2 und 3 asymmetrischen Kohlenstoffatomen in ihrer Rotations
dispersion sich der eingliedrigen DRuDEschen Formel anpassen. Es sind das 
die schon friiher genannten Methylenkampfer, Menthol und Ester desselben, 
Kampfer, Karvon u. a. wie LOWRY und ABRAM4) aus den Messungen RUPES 
abgeleitet haben. Durchsichtige chemische Beziehungen existieren somit nicht; 
vgl. hierzu HUNTER 5) . 

Neuerdings ist die Frage wiederholt untersucht worden, ob die Stoffe, deren 
RD sich durch eine zweitermige DRuDEsche Formel wiedergeben laBt, auch 
chemisch heterogen sind und etwa Gleichgewichts- oder dynamisch-isomere 
Formen darstellen, die verschicdenes Rotations- und Dispersionsvermogen be
sitzen. LOWRY und CUTTER 6) kommen z. B. fUr die Ester der Weinsaure zu dem 
SchluJ3, daJ3 tatsachlich zwei Formen der aktiven Ester existieren. 

Uber die Heterogenitat der d-Weinsaure sind Versuche und Ubedegungen 
von LONGCHAMBON 7) und VELLINGER 8) angestellt; nach ersterem enthaIten die 
WeinsaurelOsungen zwei Komponenten, die eine, linksdrehende, ist identisch 
mit der im Kristall enthaltenen Form, die andere, rechtsdrehende Komponente, 
bildet sich auf Kosten der ersteren bei hoherer Temperatur oder durch Verdiinnen 
der Losungen. In Dbereinstimmung dam it stehen Versuche von DEscAMPs 9), 

der die Rotationsdispersion von WeinsaurelOsungen verschiedener Konzentration 
im UItraviolett gemessen und festgestellt hat, daJ3 hier auch die verdiinnten 
Losungen sehr erhebliche Linksdrehung besitzen; die Versuche sind bis A. = 0,254 tt 
durchgefiihrt; fiir Weinsaure 1,1 g in 100 cm3 Wasser war [<xn"~O,254,u = - 856. 

In dies em Zusammenhange ist noch auf eine Arbeit von BRUHAT und PAU
THENIER hinzuweisen, die 10) die Ursache fiir die anomale RD der Weinsaure 
nicht in einer chemischen Komplexitat des Molekiils erblicken, sondern in einer 
Art von optischen Superposition (s. S. 949); die linksdrehende Anordnung der 
Molekiile soIl durch die spontane Orientierung und die elektrostatische Anziehung 
der Molekiile, die mit steigender Konzentration groI3er wird, begiinstigt werden. 
Die gleichen Autorenll) fan den ferner, daJ3 die Rotationsdispersion der Wein
saure auch in stark verdiinnter Losung anomal bleibt. 

1) L. HALL, Joum. chern. soc. Bd. 123, S. 105. 1923. 
2) H. HUNTER, Joum. chern. soc. Bd. 125, S.1389. 1924; daselbst weitere Literatur. 
3) J. KENYON u. TH. W. BARNES, Joum. chern. soc. Bd. 125, S. 1395. 1924. 
4) TH. M. LOWRY u. H. H. ABRAM, J oum. chern. soc. Bd. 115, S. 300. 1919. 
5) H. HUNTER, Joum. chern. soc. Bd. 123, S. 1671. 1923; Bd. 125, S. 1198. 1924. 
6) T. M. LOWRY U. J. O. CUTTER, Joum. chern. soc. Bd. 125, S. 1465. 1924. Die Autoren 

Iehnen eine von W. T. ASTBURY (Proc. Roy. Soc. London Bd. 102, S. 506, 1923) aufgesteJlte 
Theorie iiber die Struktur der d-Weinsaure abo 

7) L.LONGCHAMBON, C. R. Bd.08, S.951. 1924; Bd.183, S.958. 1926. 
8) E. VELLINGER, C. R. Bd. 183, S. 741. 1926. 
9) R. DESCAMPS, C. R. Bd. 184, S. 1543. 1927. 

10) G. BRUHAT u. M. PAUTHENIER, Joum. de phys.et Ie Radium (6) Bd.8, S.153. 1927. 
11) G. BRUHAT U. M. PAUTHENIER, C. R. Bd. 182, S. 1024. 1926. 

Handbuch der Physik. XX. 60 
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G. Produkt der Rotationsdispersion. Spater haben auch RUPE 1) und 
AKER#AN·N die DRuDEsche eingliedrige Formel bei ihren Untersuchungen benutzt 
und geben Methoden zur graphischen und analytischen Festlegung der Kon-
stant en k und ~. k 

, [1X]=;'2_;'~ 

stellt ja die Asymptotengleichung einer gleichseitigen Hyperbef dar, die eine 
Asymptote fallt mit der x(l2)-Achse zusammen, die andere ist im Abstande 
x = ~ parallel zur Y[IX}Achse. Die GroBe ~ ist somit ein MaB fiir die Verschie
bung der Hyperbellangs der x-Achse. Aus 4 bei lc, lD, lHg und lp beobachteten 
[1X}Werten berechnen sich die Konstanten ~ und ko zu: 

~ = ;'~g [lX]Hg + ;.} [lX]F - ().~ [lX]o + ).~ [lX]D) 
[lX]H9 + [lXh - ([lX]o + [lXJD) 

k = -t [l~ [IX)c + l~ [IX]D + l~g [1X]Hg + A~ [IXJp - l~ ([IXJc + [IX]D + [1X]Hg + [1X]p)] 

~ wird im Verein mit der friiher erorterten Konstanten Aa zur Charakteristik 
normal dispergierender Verbindungen benutzt und diese Konstanten fiir eine 
groBe Zahl von aktiven Verbindungen berechnet2). Es ist namlich hervorzuheben, 
daB die charakteristische Wellenlange, die den ungefahren Verlauf der Dispersions
kurve kennzeichnet, nicht zu der Feststellung geniigt, ob ein Stoff anomal dis
pergiert, fUr anomale Dispersion sind starke Verschiebungen von la notwendig, 
aber nicht hinreichend. Sowohl ~ als auch k sind von konstitutiven Faktoren 
abhangig, wie RUPE und AKERMANN an einem groBen Beobachtungsmaterial 
nachwiesen. Vergleicht man ein aktives SUbstitutionsprodukt mit seiner aktiven 
Grundsubstanz. so scheint es, als ob A~ keine Anderung erleidet, falls durch die 
Substitution der asymmetrische Komplex nicht in Mitleidenschaft gezogen wird; 
bisweilen erweisen sich die ~-Werte als sehr empfindlich und schwanken nicht 
nur von einer Stoffklasse zur anderen, sondern auch innerhalb der Glieder einer 
homologen Reihe. Auch fiir km, d. h. den auf die Molrotation bezogenen k-Wert 
haben sich GesetzmaBigkeiten ergeben. 

In der folgenden Tabelle sind einige km-Werte fiir zusammengehorige Stoffe 
gegeben: 1st der in eine optisch aktive Verbindung eingefiihrte Rest ein gesattigtes 
Alkyl, so bleibt km in homologen Reihen annahernd konstant. Diese Regel gilt 

Methyl-methylenkampfer 
Athylc 
Propyl-
Isobutyl-
Benzyl-

Myrtenol ........ . 
n-Buttersaure-myrtenylester . 
Kapronsaure- , 
Phenylessigsaure-

Methylenkam pfer-D eri va teo 

84,4 
78,0 
78,2 
82,1 
76,0 

Phenyl-methylenkampfer 
Diphenyl 
a-Naphthyl-

Myrtenol-Derivate. 

22,3 
23,8 

,23,7 
22,0 

Krotonsaure-myrtenylester 
'Sorbinsaure-
Benzoesaure-

1) H. RUPE U: A. AKERMANN, Ann. d. Chern. Bd.420, S. 1. 1919. 

264,7 
253,1 
253,2 

km 

28,1 
28,5 
29,4 

2) Neuerdings benutzt RUPE zur Berechnung von ;.g auch eine andere von ihm "End
gliederformel" gena~nte, bei der nur die rote und blaue Linie benutzt wird: 

).~ = (d;'} - ;'~)I(d - 1) wo d = [lXh/[lX]o 
ist. Wenn dieVerbindung normal dispergiert; stimmt'der nach dieser mit dem nach der 
dbigen Formel berechneten ;'~-Wert 'iiberein. (Nach freundlicher privater Mitteilung von 
Herrn RUPE.) 
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auch fUr aromatische Reste, vorausgesetzt, daB dieselben durch Zwischenschal
tung einer oder mehrerer Methylengruppen (Benzyl u. a.) aus der direkten Wir
kungssphare der asymmetrischen Gruppe geruckt sind. VergroBerungen der 
km-Werte werden unter anderem bewirkt 1. durch Athylenbindungen (Kroton
saure-myrtenylester u. a.), 2. dadurch, daB ein aromatischer Rest direkt an das 
asymmetrische Kohlenstoffatom angegliedert wird (Phenyl-methylenkampferu.f.) 1) 

Wie RUPE fand 2), sind Aa und A~ einander umgekehrt proportional und das 
Produkt: ;'0' Aa = P.RD. erweist sich fur normaldispergierende Verbindungen 
innerhalb zusammengehoriger Reihen als konstant (fUr negative Werte von 
~ wird das Produkt naturlich imaginar). Nach RUPE HiBt sich mit Hilfe der 
Zahlenwerte P.RD., Aa und A~ entscheiden, ob eine zu einer bestimmten 
Stoffklasse gehOrige Verbindung normal dispergiert oder nicht. In der folgenden 
Tabelle sind ffir einige aktive Stoffklassen von normaler Dispersion die P.RD.
Werte sowie die Abweichungen nach oben und unten verzeichnet. 

Menthylester, aliphatische . 
aromatische . 
von Ketosauren 

" " II 

Methylenkarnpfer. . . . . . 
Methylkarnpfer. Carnphylkarbinol 
Carnphokarbonsaure und davon sich 

ableitende Ketone . . . . . . . 

Tabelle 20. 

P.R.D. 

106.7 
117.7 
97.0 

119.4 
179.3 
188.3 

170.4 

Abweichungen 
in Prozeuteu 

+2.6. -1.8 
+4.2. -4.6 
+6.8. -5.1 
+5. -11 
+3.8. -4,4 
+6.5. -4.2 

+4. -3 

reine Ketoforrnen 
Gleichgewichtsforrnen 

Differieren die tatsachlich gefundenen Produkte stark von jenen Normalwerten, 
so liegt anomale RD vor; einige Beispiele sind in: der folgenden Tabelle 21 der 
Menthylester enthalten: 

Tabelle 21. 

Mentbylester der 

(X-Methyl-zirntsaure3). • • 

Brenztraubensaure4) • • • 

Benzalbrenztraubensaure4) • 

DiphenylrnethylenkarnpferS) . 

P.R.D. 
gefunden . 

86.9 
140.9 
139,8 
81.09 

P.R.D. 
normal 

117.7 
97.0 
97.0 

179.3 

DaB bisweilen innerhalb einer Gruppe ahnlich gebauter Verbindungen erhebliche 
Differenzen in den P.RD.-Werten auftreten, zeigen folgende Derivate des Bor-<CH 
neals CSH4 I mit normaler Rotationsdispersion: 

C(OH)R 
R= ["']n 

1. c:c· csHs - 27.37 
2. CH:CH·CsHs - 101.7 
3. CH2 • CH2 • CsHs - 25.45 

Aa 

573.3 
579.8 
634.9 

;.~ 

0.1014 
0.0962 
0.0536 

P.R.D. 

182.5 
179.8 
146.9 

Die gesattigte Verbindung 3 £ii.lIt hier mit einem wesentlich zu groBem Aa- und 
abnorm kleinem A~-Wert vOllig aus der Reihe heraus6). 

1) Siehe hierzu auch die Arbeit von J. KENYON u. D. R. SNELLGROVE. Joum. chern. soc. 
Bd. 127. S. 1169. 1925. 

2) H. RUPE. Ann. d. Chern. Bd.428, S.188. 1922. 
3) Ann. d. Chern. Bd.369. S.355. 1909; Bd.409. S.340. 1915. 
4) Ann. d. Chern. Bd.420. S.33. 1919. 
S) Ann. d. Chern. Bd.409. S.331. 1915. 
S) H. RUPE u. K. GLENZ. Ann. d. Chern. Bd.436. S. 184. 1924. 

60* 
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Stark anomal dispergierenden Verbindungen sind RUPE und JAGGI1) bei 
Derivaten des optisch aktiven Tri- und Tetramethylcyclopentans z. B.: 

CHa-CH-Rl 

ICHa.?CHa 

CHs-C(CHa)-Rs 

begegnet. Normal verhalt sich das Methyl- und Athylketon (Rl = CHa, R2 = 
COCH3 bzw. Rl = CH3 , R2 = COC2Hs)' Ganz erhebliche Storungen treten auf, 
wenn R2 = CO· C6Hs ist, sie durften damit zusammenhangen, daB die Substitution 
der reaktiven Gruppe direkt am asymmetrischen Kohlenstoffatom erfolgt ist. 
Auch hier druckt sich die Storung in den ganz abnormen Werten der P.R.D. 
aus, sowie des Di.C., die zugleich mit den anderen Konstanten in der folgenden 
Tabelle 22 gegeben sind (B bedeutet Benzol, km ist der auf die Molrotation be
zogene Wert von k. 

Tabelle 22. 

!'-osungs- [IXl~Oo 
[IXlF I 

).a ).' P.R.D. k km ~[:l' A' mittel [IXlO I 0 

/CHa - + 63,67 1,81 716,7 - - + 22,09 + 37,16 Gerad 
CsHu"-CO.CHa B + 53,89 1,80 734.4 - - + 19,41 + 35,37 " 

e 

/CHa - + 63,15 1,86 708,3 0,0099 70,76 + 21,3 + 38,8 " CH 
s 14'\.CO.CaC. B + 54.83 1,83 713.4 0,0085 35,95 + 18,9 + 34,4 " 

/CHa -

I 

- 1,21 - - - - + 0,43 + 0,99 Kurv 
CsHu'\.CO.CsH. B - 11,47 24,36 412,6 0,2322 201,6 - 0,93 - 2,2 

" 

e 

Moglicherweise ist die zuletztgenannte Verbindung hinsichtlich ihrer Anomalie 
mit dem Menthylester der Triphenylessigsaure 2) (s. Tabelle 23) vergleichbar, der 
einen auBerst stark ausgepragten Losungsmitteleffekt und z. B. in Azeton besonders 

Tabelle 23. Losungen des Triphenylessigsaure-I-rnenthylesters. 

LOsungsmittel Prozent- [IXl~o [IXl1" I [/Xli? [IX1W [IX1F 
gehalt [,Xla 

Schwefelkohlenstoff 19,22 + 9,94 + 13,791 + 19,65 + 25.97 2,61 
Toluol 26,17 - 3,04 - 3,44 - 3,67 - 3,63 1,20 
Azeton . 12,89 - 1,S8 - 1,58 - 1,28 - 0,70 0,44 

kleine Werte des Di.C. aufweist. Die Anomalie hangt zweifellos mit der Gegen
wart der Gruppe (C6Hs)aC, CO zusammen3), ihre einwandfreie Erklarung von 
rein chemischen Gesichtspunkten ist aber wie in anderen Fallen schwierig. 

Weitere Anomalien, die sich unter anderem in abnormen Wert en der P.R.D. 
auBern, sind bei einer Reihe von Ketonen in der Kampfergruppe und ahnlichen 
cyclischen Systemen beobachtet4). . 

Bisweilen haben geringe Anderungen inder Konstitution erheblichen Ein
fluB auf die Art der Anomalie. Aus der groBen Zahl der von RUPE und Kopp 
dargebotenen Beispiele seien zwei genannt: 

(ICH • co . CHs /CH • co . C2H S 

I csHu I II CSH14"'" I 
Hs CHs 

1) H. RUPE U. A. JXGGI, Ann. d. Chern. Bd.428, S.164. 1922. 
2) L. TSCHUGAEFF U. G. GLININ, Chern. Ber. Bd.45, S.2760. 1912. 
3) S. auch KAUFFMANN 1. 
4) H. RUPE U. E. Kopp, Ann. d. Chern. Bd.440, S.215. 1924. 
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Methylkamphanketon I besitzt eine "totale" Anomalie der Rotationsdispersion, 
die Kurve geht tiber ein Maximum, beim .Athylderivat II fehlt dieses Maximum, 
die RD. ist aber auch anomal, 15 ist negativ. Dieser sehr auffallige Unterschied 
zwischen Methyl- und .Athyl wird mit der groBeren Haftfestigkeitl) des ersteren 
Radikals im Gegensatz zum .Athyl in Beziehung gesetzt und zeigt, daB unter 
Umstanden schon Differenzen in der Valenzbeanspruchung von Atomen innerhalb 
des asymmetrischen Systems die Dispersion wesentlich beeinflussen konnen. 

Weitere Anwendungen der Konstanten P.RD., 1a und 1.5 siehe in den Ar
beiten RUPES fiber optisch aktive Verbindungen mit dreifacher Bindung2). 

Dber Losungsmitteleinfliisse auf die Dispersion siehe unter anderen H. RUPE3) 

H. RUPE und A. KAGI4), R H. PICKARD und J. KENYaNS). 
H. Andere Einteilung der Dispersionsanomalien. Cottonpha

nomen. AbschlieBend solI noch eine andere Einteilung der verschiedenen Falle 
anomaler Rotationsdispersion gegeben werden, die zum Teil von TSCHUGAEFF 
herriihrt. 

I. BIOTscher Typus der extramolekularen Dispersionsanomalie. 
Derselbe tritt bei Gemischen von zwei optisch aktiven Stoffen auf, die entgegen
gesetztes Drehungsvermogen und verschiedene Dispersion besitzen. Durch 
Mischen geeigneter Stoffe kann man, wie BIOT, v. WySS, GENNARI u. a. zeigten 6), 

diese Art der Rotationsanomalie kiinstlich hervorrufen; sie zeigt sich z. B. in 
einer essigsauren Losung von linksdrehendem Terpentinol und rechtsdrehendem 
Kampfer. Auf diesen Typus laBt sich zunachst formal die anomale RD. der 
Weinsaure, Apfelsaure sowie ihrer Ester und anderer friiher genannter Stoffe 
zuriickfUhren, auf die die zweigliedrige DRuDEsche Formel anwendbar ist (LOWRY), 
dabei ist allerdings zu bedenken, daB der exakte Beweis fiir die Existenz zweier 
Formen mit den verlangten optischen Eigenschaften nur in den wenigsten Fallen 
mit einiger Sicherheit erbracht ist. Andere Beispiele von anomaler Rotations
dispersion s. in der Zusammenstellung von GROSSMANN und WRESCHNER, in 
der besonders die Arbeiten fiber Weinsaure und Apfelsaure sowie ihre Derivate 
eingehend behandelt sind. 

II. TSCHUGAEFFScher Typus der intramolekularen Dispersions
anomalie. Dieser steht mit dem Prinzip der optischen Superposition in Zu
sammenhang. Eine Verbindung enthalte zwei asymmetrische Kohlenstoff
atome, deren Partialdrehungen +RI -R2 entgegengesetztes Vorzeichen haben, 
dann wird in erster Annaherung die Rotation der Verbindung gleich der Summe 
der Partialdrehungen sein, sind ferner fUr die beiden Partialdrehungen die Dis
persionskoeffizienten: [RJF/[RJc = ki und [R:JF/[R:Jc = k2 verschieden, etwa 
k2 > kl' so ist auch bei einem derartigen einheitlichen Stoffe anomale RD. zu 
erwarten. Ein Beispiel fand TSCHUGAEFF7) im d-,B-Kampfersulfonsaure-l-Menthyl
ester. Vorlaufige Versuche ergaben folgendes: die aliphatischen und aromatischen 
Menthylester inaktiver Sauren drehen bei normaler Dispersion ([ oc. ]F/[ oc. Jc zwischen 
1,94 und 2,00) nach links, die Ester der d-,B-Kampfersulfonsaure mit inaktiven 
Alkoholen drehen nach rechts und besitzen wesentlich groBere Dispersion 
([~]F/[oc.]C ca. 2,4). Danach war fUr den obengenannten Ester des I-Menthols 

1) S. u. a. A. MEERWEIN, Ann. d. Chern. Bd.419, S. 121. 1919. 
2) H. RUPE U. R. RINDERKNECHT, Ann. d. Chern. Bd.442, S.61. 1925; H. RUPE U. 

F. VONAESCH, ebenda S. 74. 
3) H. RUPE, Ann. d. Chern. Bd.428, S. 164. 1922. 
4) H. RUPE U. A. KXGI, Ann. d. Chern. Bd.420, S.33. 1919. 
5) R. H. PICKARD U. J. KENYON, Journ. chern. soc. Bd. 103, S. 1923. 1913. 
6) Literatur s. LANDOLT, H. GROSSMANN U. M. WRESCHNER 1. 
7) L. TSCHUGAEFF, Chern. Ber. Bd. 44, S. 2023. 1911. 
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eine Anomalie zu erwarten, was der Versuch in der Tat bestatigte (s. Abb. 8 II). 
Die Verbindung zeigt schwache Linksdrehung und ein Maximum der R.D -Kurve 
in der Nahe von E(527 pp), wahrend l-P-Kampfersulfonsaure-l-Menthylester 
stark nach links dreht und normal dispergiert (Abb. 8 I), weder die spez. Rotation 
noch die Dispersion werden merklich vom Losungsmittel beeinfluBt, beim 
d-P-Kampfersulfonsaure-l-Menthylester ist hingegen wie bei vielen anomal 
dispergierenden Verbindungen ein starker Losungsmitteleffekt gefunden. 

Ein sehr interessanter Fall von intramolekularer Dispersionsanomalie ist 
von RUPE und KOppl) beim Methylkamphanketon eingehend untersucht. Die 
Verbindung (s. Formell S. 948) kommt in zwei Formen vor, die eine weist totale 
Anomalie der R.D. auf, das andere Isomere dispergiert normal. Die Autoren 
zeigen, daB zwei Umstande zusammen wirken miissen, urn diese Effekte zu er
zielen, 1. die Wirkung mehrerer asymmetrischer Kohlenstoffatome im Sinne 
TSCHUGAEFFS, 2. eine spezifische Wirkung der an einem der asymmetrischen 
Atome befindlichen CO· CHs-Gruppe. 

Dbrigens fiihrt TSCHUGAEFF auch das anomale Verhalten des Triphenyl
essigsaurementhylesters (s. S.948) auf eine Art von intramolekularer Disper
sionsanomalie zuriick, indem er annimmt, daB die Anwesenheit der Gruppe 
CO • C(C6HS)S die den drei asymmetrischen Kohlenstoffatomen in der Menthyl
gruppe entsprechenden Partialdrehungen und Dispersionskoeffizienten in un
gleicher Weise beeinflussen kann. 

III. COTToNscher Typus bei absorbierenden Verbindungen. Aus 

der friiher erwahnten Gleichung [IX] = ;. ~ J.~ folgt, daB die Drehung sehr groB 

wird, falls die Wellenlange 1 in der Nahe der Eigenwellenlange 10 der aktiven 
Elektronengattung liegt; die Theorie von DRuDE laBt weiter fiir diesen Fall des 
Bestehens einer Absorptionsbande Zirkulardichroismus und anomale Rotations
dispersion voraussehen. Diese Forderungen der Theorie wurden von COTTON 2) 

verifiziert, der an den farbigen Losungen von Kupfertartrat und Chromtartrat 
in Kalilauge Zirkulardichroismus und anomale Rotationsdispersion erstmalig 
auffand. In der alkalischen Losung von Kupfertartrat liegt das Rotations
maximum im Gelhgriin, wahrend sich das Absorptionsmaximum im Rot befindet. 
Die Untersuchungen von COTTON wurden von McDoWELL3) und GROSSMANN 4) 

an ahnlichen Losungen bestatigt und erganzt. Ferner ist von YOLKS) an den 
farbigen Losungen des Kupfer-, Nickel- und Kobalt-d-Iaktats, die wahrscheinlich 
innerkomplexe Salze dieser Saure enthalten, der Cottoneffekt nachgewiesen. 
Die ersten Beobachtungen sind an chemisch wenig definierten Verbindungen 
angestellt; es war deshalb von Interesse, daB TSCHUGAEFF6) eingehende Unter
suchungen iiber den Cottoneffekt an einheitlichen farbigen Stoffen unternommen 
hat. Es handelt sich urn Xanthogenderivate der optisch aktiven Terpenalkohole 
Menthol C1oH190H, Borneol ClOH170H und Fenchol C1oH170H. Besonders ge
eignet erwiesen sich die Thiourethane der Zusammensetzung 

. /R2 
R 1-(C. S)-N,,(C: S)ORa (Irnido-xanthide). 

1) H. RUPE U. E. Kopp, Ann. d. Chern. Bd.440, S.215. 1924. 
2) A. COTTON, Ann. chirn. phys. (7) Bd. 8, S.347. 1896. 
3) McDOWELL, Phys. Rev. Bd.20, S. 163. 1905. 
4) H. GROSSMANN U. A. LOEB, ZS. f. phys. Chern. Bd.72, S.93. 1910. 
5) H. H. VOLK, Chern. Ber. Bd.45, S. 3744. 1912. 
6) L. TSCHUGAEFF, Chern. Ber. Bd. 42, S. 2244. 1909; L. TSCHUGAEFF U. A. OGORODNI

KOFF, ZS. f. phys. Chern. Bd. 74, S.503. 1910; Bd.79, S.471. 1912; Ann. chirn. phys. (8) 
Bd.22, S. 137. 1911. 
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Rl und Rz sind aromatische Reste, R3 ist der Rest eines der Terpenalkohole 
z. B. ClOH I9 • AuBerdem wurden noch Xanthogensaureester z. B. 

(R3 bedeutet wieder den optisch aktiven Rest), SOWle ahnliche Verbindungen 
untersucht. 

In der Abb. 9 sind die Kurven des Phenyl-o-tolyl-d-bornylimidoxanthids: 
CaH5(C : S)-N(CaH4 . CH3)(C: S)OC1oH17 dargestellt, das in azetonischer und 
toluolischer Lasung gem essen wurde. Das Maximum der Dispersionskurve 
liegt im Gelb und zwar in Azeton bei langeren Wellen (574 f-lf-l) als in Toluol 
(582f-lf-l); einen analogen Verlauf nehmen die Absorptionskurven, die gegenuber 
den Dispersionskurven urn etwa 70 f-lf-l nach Violett verschoben sind. Der Losungs
mitteleffekt ist somit in Dispersion und Absorption der gleiche; fUr die Substanz 

Abb. 8. TSCHUGAEFFScher Typus der intramoleku
laren Dispersionsanomalie. 

I) /.KamPfersulfonsiiure./-MenthYlester}. T I I 
II) d.Kampfersulfonsiiure./.Menthylester m 0 uo . 

Abb. 9. eottoneffekt bei 1·Phenyl·2-o-tolyl·d·bornyl·imido
xanthid. Rl R2 Rotationskurven, Al A2 Absorptionskurven. 
Die ausgezogenen K urven: Toluo1l6sungen (0,1390 g in 100 em 3 ). 

Die gestriehelten Kurven: Aeeton16sungen (0,1424 g in 100 em'). 

gilt ubrigens die KIRCHHOFFsche Regel. In der Figur bedeutet k die Molar
extinktion definiert durch 1 = 10' e- kG • 10 ist die Intensitat des durch die 
1 em dieke Schicht der Losung, 1 die Intensitat des dureh das Losungsmittel 
von gleicher Schichtdicke hindurchgegangenen Lichtes, C bedeutet Mole gelOster 
Substanz. 

Es wurde iibrigens noch besonders festgestellt, daB der Charakter der Rota
tionsdispersionskurve durch das L6sungsmittel keine prinzipielle Anderung 
erleidet, denn die geschmolzenen und unterkiihlten Substanzen lieferten ganz 
analoge Kurven. 

Einen Cottoneffekt im ultravioletten Absorptionsgebiete hat DARMOIS1) 
an d-Kampfer aufgefunden, die Verbindung hat ein schwaches Absorptionsband 
bei etwa 290 f-lf-l2). Durch diese Beobachtung ist auch der abnorm hohe Di.C. des 
Kampfers, auf den fruher S. 937 hingewiesen wurde, erklart, die Dispersionskurve 
verlauft im Blau und Violett sehr steil, urn im Ultraviolett ein Maximum zu 
erreichen; auch bei den anderen durch hohe Di.C. ausgezeichneten zyklischen 
Ketonen durfte der Cottoneffekt ohne Schwierigkeit nachweisbar sein. 

Ein weites Feld zur Beobachtung von Cottoneffekten stellen die zuerst 
von WERNER erhaltenen optisch aktiven Komplexsalze des Kobalts, Chroms und 
anderer Metalle dar, bei denen die optische Aktivitiit durch die Asymmetrie 
des gesamten Komplexes (Metallatom + koordinativ gebundene Gruppen) be
dingt wird (s. S. 912). Neuerdings ist die Rotationsdispersion derartiger 

1) E. DARMOIS, These de Doctorat. Paris 1910. 
2) S. z. E. TH. M. LOWRY U. C. H. DESCH, Journ. chern. soc. Ed. 95. S.807. 1909. 
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WERNERscher Komplexe in Abhangigkeit von der Konfiguration in umfassen
der Weise von JAEGER!) studiert. Einfache in bezug auf die Dispersion genauer 
untersuchte Falle stellen die Salze des Triathylendiaminkobalts darZ). 

[Coen:JX3(X = Cl, Br, N03 usw., en = NHz ' CHz · CHz ' NHz). 

Das d- und I-Bromid weist ein Maximum bzw. Minimum in der Kurve der Ro
tationsdispersion (5. Abb. 10) bei A. ca. 522 I1fl auf, dem die betrachtIiche Molar
rotation von 3100 entspricht; der Umkehrpunkt Iiegt bei A. = 492 flft. 

Ganz analog verIaufen die Kurven der d-Kobalt-d-propylendiamin- und 
l-KobaIt-l-propylendiaminsalze z. B. d[Cod-pn3JBr3 und 1-[Col-pn:JBra, hier be-

* finden sich im Komplex die aktiven Amine d- bzw. I-pn = NHz' CH2 • CH(CHa)NHz, 
deren Drehungen sich zu denen der aktiven KobaItkomplexe addieren (s. Abb. 10). 
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Da die aktiven Propylendiaminmolektile als Kom
ftx} ponenten eines Komplexes immer entgegengesetzte 
t Drehungsvermogen besitzen3), so dreht der Propy-

600 lendiaminkomplex fUr WellenHingen, die kleiner 
+ als "" 64311fl sind, geringer als der Athylendiamin

'100 komplex, die jeweiligen Rotationen setzen sich 
ungefahr aus der Komplexdrehung vermindert urn 

200 die entgegengesetzte Diamindrehung zusammen, 
der N ullpunkt im kurzweIIigen Gebiet liegt bei 

o 504ftfl . 
Eingehend sind die Rotationsdispersionen bei 

200 den Dinitro-athylendiamin-propylendiaminkobalt-
salzen von WERNER studiert4): 

1100 

6IJ0 
[N02C en]X 
N02 0 pn . 

PI' 662 626 589 S60 5]7 Sf7 '192 

Diese Verbindungen, die wie die vorigen intensiv 
farbig sind, weisen sehr interessante Isomerie
erscheinungen auf, sie existieren in einer cis- (1,2 

Abb. 10. Roti3. t ioll~d i spersionskurven . 
d.[Cod - pn,lSr, + 2 H,O oder Flavo-) und einer trans- (1,6 oder Croceo-)reihe, 

und 1.[Co 1 _ po,lSr, + 2 H,O und die Theorie sieht 8 optisch aktive Flavosalze 

und 

(ausge7.ogenc Kurve); 

d·[Co cn.lSr, + 2 H ,D 

HCo en.1Sr, + 2 H ,O 
(gestricbeltc Kurvc) . 

voraus, die auch samtlich erhalten sind und in aus
gesprochener Weise anomale R.D. zeigen. 

Schon DRUDE S) hat darauf hingewiesen, daB 
nicht jeder aktive Stoff, der selektive Absorption 
besitzt, die Erscheinung der anomalen Rotations

dispersion zeigt, dazu ist notwendig, daB die gleichen Elektronenarten, die die Ab
sorption veranlassen, auch Trager der Aktivitat sind. Bei den Salzen des Kobaltitri
propylendiamins ist das Band bei 522 11ft in der Dispersionskurve Elektronen des 
Kobalts zuzuordnen, denn auch der Athylendiaminkomplex, dessen Aktivitat 
nur auf das "asymmetrische" Metallatom zuriickgefiihrt werden kann, zeigt das 
Maximum in der Cottonkurve bei der gleichen Wellenlange, dem ein Maximum 
in der Absorptionskurve bei etwa 470 flfl entspricht. In Anlehnung an DRUDE 

1) S. u. a. F. M . JAEGER und H. B. BLUMENDAL. ZS. f. anorgan. Chern. Bd.175. 
S. 161. 1928. Daselbst weitere Lit. 

2) A. SMIRNOFF, Helv. Chirn. Acta Bd. 3, S. 177. 1920; J. LIFSCHITZ U. E. ROSENBOHM. 
ZS. f. wiss. Photogr. Bd. 19, S. 209. 1920. 

3) L. TSCHUGAEFF U. W. SOKOLOFF, Chern. Ber. Bd. 40. S. 3464. 1907; Bd. 42, S. 57. 1909. 
4) A. WERNER, Helv. Chirn. Acta Bd. 1, S. 5. 1918. 
5) P. DRUDE, Optik, 3. Aufl., S.407. 1912. 
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hat neuerdings LIFSCHlTZ 1) die Beziehungen zwischen Cottoneffekt und Absorp
tionsspektrum auf stereochemische und optisch-chemische Probleme angewendet. 
1st z. B. der Chromophor einer Bande aus anderweitigen Erfahrungen bekannt 2), 
so kann das Auftreten oder Fehlen eines Cottoneffektes in der Bande Auskunft 
geben iiber Lage und Art des Aktivitiitszentrums. 1st anderseits der Sitz der 
Aktivitiit im Molekiil bekannt, so kann das polarimetrische Verhalten innerhalb 
der Bande iiber die Art des Chromophors unterrichten. Zur Illustration sind in 
Abb. 11 die Dispersionskurven von drei Bromiden des Dinitro-iithylendiamin
propylendiaminkobalts nach Messungen WERNERS wiedergegeben, von denen 
nur a und b den Cottoneffekt geben. Siimtliche Salze zeigen im sichtbaren Ge
biet iibereinstimmende selektive AbsorptionS). Aus der Tatsache, daB bei c der 
Cottoneffekt fehlt, wird man schlie13en, daB hier kein "kobaltaktiver" Komplex 
vorliegt, sondern daB die im sichtbaren normaleRotationsdispersion lediglich durch 
das im Komplex eingebaute "kohlenstoffaktive" Amin 

* q~ 
NH2 • CH2 • CH(CHs)NHz verursacht wird, dessen Ab- faj 

sorptionsgebiet im Ultraviolett liegt. Bei a und b 300 

hingegen zeigt der Cottoneffekt das Vorliegen "kobalt-
" 

I I , b 

aktiver" Komplexe an. 2~ 

o 

aj I il-l? \ 
). I 

~.;. :::: I 

a b\ I II 

\ \ 

Abschlie13end ist darauf hinzuweisen, daB RUPE4) 

noch einen weiteren Anomalietypus aufgestellt hat, 

1~ 

V 
den der relativ anomalen Rotationsdispersion. Die 
Stoffe, die diesem Typ entsprechen, weisen zwar mit _ 1~ 
zunehmender Brechbarkeit steigende spezifische Rota
tionen auf, ihre charakteristische Wellenliinge ist aber 

- 2DOcso 6f)O SSf) j(l 
betriichtlich verschoben urn ca. 15 pp von dem fUr 'BPI< 
diese betreffende Stoffklasse gliltigen Aa-Wert. Zu den Abb.l1. Rotatioosdispersioneo 

optisch aktiven Verbindungen mit relativer Disper- dor Salzc [ (NO,),Co:~]Br. 
. l' h R fJ Ph l' a - - d·Co . r3c· pDj slOnsanoma Ie rec net UPE u. a. - eny Zlmtsiiure- b _ - - I-Co. I-po; 

menthylester und Diphenylmethylenkampfer. Auch C - . - . rae-Co, I-pn. 

nach BURKI5) verhalten sich diese Stoffe anomal, 
10g[1X] . A2 in Abhiingigkeit von v2 gibt fiir fJ-Phenylzimtsiiurementhylester -eine 
schwach gekriimmte Kurve von entgegengesetzter Neigung wie das 1X-Derivat 6), 

wahrend das von LOWRY angegebene Kriterium f (}.2, 1j[1XJ) fiir beide Verbin
dungen Gerade ergibt und keine Anomalien erkennen lii13t. LOWRY und ABRAM7) 
lehnen die RealiUit dieser von RUPE aufgestellten Anomalie abo 

Bi bl io g rap hie. 

Abschlie13end sei eine Auswahl von Werken iiber Stereochemie SOWle zu
sammenfassender Schriften liber Drehungsvermogen u. a. aufgeflihrt, auf die 
zum Teil im vorhergehenden hingewiesen wurde. 

1) J. LIFSCHITZ, ZS. f. phys. Chern. Bd. 105, S.27. 1923; Bd. 114, S.485. 1925; Ygl. 
A. SMIRNOFF, Rely. Chirn. Acta Bd. 3, S. 177. 1920. 

2) S. hierzu J. LIFSCHITZ, ZS. f. phys. Chern. Bd.95, S.1. 1920; Bd. 97, S. 15. 1921. 
3) J. LIFSCHITZ U. E. ROSENBOHM, ZS. f. wiss. Photo Bd. 19, S. 198. 1920; ZS. f. phys. 

Chern. Bd.97, S.1. 1922. 
4) R. RUPE, Lieb. Ann. Bd.420, S.57. 1919. 
5) F. BURKI, RelY. Chirn. Acta Bd. 7, S.759. 1924. 
6) Vgl. S.943. 
7) TH. M. LOWRY U. R. R. ABRAM, Journ. chern. soc. Bd. 115, S. 300. 1919; S. dagegen 

H. RUPE, Lieb. Ann. Bd.420, S.60. 1919. 
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a) Stereochemie: 
J. H. VAN T' HOFF, Lagerung der Atome im Raume, 3. Aufl. 1908; zitiert VAN 'T HOFF I. 
A. 'WERNER, Lehrbuch der Stereochemie 1904; zitiert WERNER I. 
A. HANTZSCH, Grundri13 der Stereochemie, 2. Aufl. 1904. 
A. \V. STEWART, Stereochemie, bearbeitet von K. LaFFLER 1908. 

b) Drehungsvermogen und Allgemeines: 
H. LANDOLT, Das optische Drehungsvermogen, 2. Aufl. 1908; zitiert LANDOLT I. 
F. M. JAEGER, Lectures on the Principle of Symmetry and its Applications in all Natural 

Sciences. Amsterdam. 1920. 
P. WALDEN, Uber das Drehungsvermogen optisch aktiver Karper, Vortrag. Chern. Ber. 

Bd. 38, S.389. 1905; zitiert WALDEN I. 
P. \VALDEN, Fiinfzig Jahre stereochemischer Lehre und Forschung, Vortrag. Chern. Ber. 

Bd. 58, S. 237. 1925; zitiert WALDEN II. 
H. RUPE, Drehungsvermagen der organischen Verbindungen. Journ. chim. phys. Bd.20. 

S.87. 1923. 
H. KAUFFMANN, Beziehungen zwischen physikalischen Eigenschaften und chemischer Kon

stitution 1920; zitiert KAUFFMANN I. 
S. SMILES, Chemische Konstitution und physikaJische Eigenschaften; bearbeitet von 

R. O. HERZOG 1914. 
H. GROSSMANN und M. WRESCHNER, Die anomale Rotationsdispersion. Sammlung chern. 

und chem.-technischer Vortrage. 1922. 
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Parallelepiped 120. 



FRESNELsches Parallelepiped, 
Schwingungsformen des 
Lichtes nach dem Durch
gang durchs 230. 
Prismenkombination 821. 
Spiegel 3. 
Spiegelversuch 165. 
Spiegelversuch bei breiter 
Lichtquelle 9. 
Transversalitat der Licht
schwingungen 145. 
Zonen 35. 

Gangunterschied 92. 
Gas, Brechungsexponenten

bestimmungen von 31-
- ,Dispersion von 489. 
-, Opaleszenz im kritischen 

Zustand von 314. 
Gasatome, Statsitik der 355. 
Gegensonnen 81-
"Geister" 59. 
GERLACHsche Strahlungskon

stante 129. 
Germaniumoxyd, Strahlung 

des 139. 
Geschwindigkeitsellipsoid 

663. 
Gesetz, DRuDEsches 192. 
-, MAxwELLsches 190. 
- der Totalreflexion, Prii-

fung der 235. 
Gipsblattchen 758. 
Gitter 50, 57. 
- , Auflosungsvermogen 

eines 58. 
-, Beugung am 298, 305. 
-, Durchlassigkeit eines 302. 
Gitterbeugung,Lichtquanten-

theorie der 349.' 
Gitterfehler 59. 
Gitterkonstante 645. 
Gitteroptik 638. 
Gittertheorie, RAYLEIGHSche 

305. 
Gitterzelle 645. 
GLANsches Prisma 116. 
Glasplattensatz 111, 219. 
-, Theorie des 216. 
Glimmersaulen, REUscHsche 

767, 769. 
Glorien 74. 
GouYsche Formeln 821. 
Grenzbedingungen 197, 198. 
Grenzkegel, auBerer 727. 
-, innerer 727. 

der totalen Reflexion 
727· 
der Totalreflexion 726. 

Grenzwinkel streifender Bre
chung 727. 
streifender Reflexion 727. 
der Totalreflexion, Bre
chung der 730. 

Grundrichtungen 659. 

Sachverzeichnis. 

Grundschwingungsrichtungen 
659. 

Gruppengeschwindigkeit 328, 
339, 341, 461-

Gyration 804. 
Gyrationsflache 823, 828. 
-, Hauptachse der 824. 
Gyrationstensor 822. 
-, Symmetrie des 827. 
-, Temperaturabhangigkeit 

der 836. 
Gyrationsvektor 809. 

H-Atomterme, relativisti-
sche Feinstruktur der 429. 

HAIDINGERSche Biischel 85. 
- Ringe 11. 
Hakenmethode 502. 
Halblinsen, BILLETsche 6. 
Halbachsen 662. 
Halbschattenplatten, doppel-

brechende 765, 766. 
Halbschattenstellung 766. 
Halbwellenlangenplatte 757. 
Halbwertsbreite 497, 520, 521. 
Halogenwasserstoffe, Disper-

sion von 493, 627. 
-, Molekularrefraktion der 

611-
Halos 81-
HAMILToNsche Funktion 432. 
HAMILTON-JAKoBIsche Glei-

chung 334. 
HANKELsche Zylinderfunk

tionen 282. 
HARTNACK- und PRAZMOWS-

KIsches Prisma 116. 
Hauptabsorptionsindizes 880. 
Hauptazimute 721, 889. 
Hauptbrechungsindizes 650. 
-, Bestimmung der 731-
-, Bestimmung durch Total-

reflexion 733. 
-, Dispersion der 694, 838. 
-, Komplexe 863. 
-, Temperaturabhangigkeit 

der 692, 835, 887. 
-, Temperaturkoeffizienten 

der 904. 
-, Bestimmung mittelsTotal

reflexion 728. 
Hauptdielektrizitatskonstan

ten, optische 649. 
-, komplexe optische 863, 

866. 
Haupteinfallswinkel 889. 
- und Hauptazimut 245. 
-, Naherungsformeln fUr den 

250. 
- und Winkel des kleinsten 

reflektierten Azimut 246. 
Hauptellipsoid 664. 
Hauptisogyren 775, 896. 
Hauptkurven konstanterPha-

sendifferenz 77 5. 
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Hauptlichtgeschwindigkeiten 
650. 

Hauptquantenzahl 573. 
Hauptschwingungsrichtungen 

753. 
Hauptschnitt 83, 690. 
HAVELOCKsche Gleichung518. 
Hefnerlampe, Strahlung der 

139. 
Heiligenschein 74. 
Hemiedrie 825. 
Hemimorphie 825. 
Hertzeffekt 302. 
HERZFELDsche Theorie 566. 
Heterogenitat, optische 945. 
Hilfswelle 708. 
Himmel, blauer, Farbe des 

314. 
Holoedrie 825. 
Homologe des Kohlenstoffs, 

Aktive Korper 910. 
HUYGENSches Prinzip 35, 142, 

167, 172, 173. 
Wellenflache 142. 
Wellentheorie, Mangel der 
143· 

Impulskomponenten 335. 
Indexellipsoid 662, 663, 672. 
Indexflache 668, 672, 833. 
Indicatrix 663. 
Integrale, FRESNELsche 276. 
-, KIRCHHoFFsche 289. 
Intensitat des polarisierten 

Lichtes 214. 
reflektierten Lichtes, Ab
hangigkeit yom Einfalls
winkel 238. 
einer Lichtwelle 644. 
der gebrochenen Wellen 
716. 
der reflektierten Welle 719. 
hinter einem dielektri
schen Zylinder 296, 298. 
und Plattendicke 757. 

Intensitatsregel 613. 
Intensitatsschwankungen, 

raumliche 465. 
Intensitatsverhaltnis von Ab

sorptionslinien eines Mul
tipletts 613, 615. 

Intensitatsverteilung in Ab
sorptionslinien 524, 528. 

-, spektrale, Schwankungen 
der 463. 

- urn einen dielektrischen 
Zylinder 296. 

In terferen tialrefraktor, J A-
MINscher 33. 

Interferenz 98, 163. 
-, Bedingungen der 165. 
- an dunnen Blattchen 17. 
-, BREWSTERsche, JAMIN-

sche Anordnung zur Er
zeugung von 22. 



960 

Interferenz, BREWSTERSche, 
Anordnung von LUMMER 
zur Erzeugung von 22. 
an Keilen 18. 
polarisierten Lichtes 98. 
im wei13en Licht 20. 
zweier Lichtpunkte 164. 
der Materie 352. 
der Materiewellen 351, 
gleicher Neigung 752. 
an mehreren Platten 21. 
an einer planparallelen 
Platte 10. 
gleicher Neigung 10. 
Prinzip der 145. 
der Wahrscheinlichkeiten 
347, 449. 
linear zueinander polari
sierter Wellen 106. 
WIENERsche 23. 

Interferenzanordnung, JA
MINsche 6. 

Interferenzapparate 1, 25. 
-, Aufliisungsvermiigen 16, 

17-
Interferenzbild 171, 
-, Einflu13 der Dispersion 

auf das 793. 
-, Einflu13 der elliptischen 

Polarisation auf 899. 
-, Geometrische Darstellung 

des 776. 
-,Intensitat des 775. 
-, allgemeine Intensitats-

verteilung im 851. 
-, optisch einachsiger Kri

stalle 787. 
-, optisch zweiachsiger Kri

stalle 782. 
in der Nahe des Mittel
punktes des Gesichtsfeldes 
851, 

-, Projektion des 777. 
Interferenzerscheinungen 8. 

nach HAuswALDT 892. 
bei absorbierenden, akti
yen Kristallen 903. 
an Platten absorbierender, 
nichtaktiver Krystalle 
892. 
an Platten nichtabsorbie
render, aktiver Kristalle 
im polarisi"erten Lichte 
844. 
beim Durchgang durch 
Kristallkugeln 752. 
im konvergenten, polari
siertenLichte 771,847,849. 
im parallelen, polarisier
ten Lichte 751. 
im senkrecht auffallenden, 
parallelen, linear polari
sierten Licht 844. 
im unpolarisierten Lichte 
772. 

Sachverzeichnis. 

Interferenzerscheinungen bei 
weiJ3em Lichte 853. 

Interferenzfahigkeit des un
polarisierten Lichtes 106. 

Interferenzfarben, Abhangig-
keit der 845. 

- einer Kristallplatte 759. 
-, Ordnungen der 759. 
- dunner Platten 760. 
- fur Quarzplatten 761, 
-, Skala der 760. 
Interferenzfigur 772. 
- in dem yom Mittelpunkte 

entfernteren Gebiete 852. 
Intederenzgesetz der \Vahr

scheinlichkeiten 402. 
In terferenzialrefraktoren 33. 
Interferenzprinzip, Y OUNG

sches 145. 
Interferenzpunkte 32. 
Interferenzspektroskop von 

LUMMER und GEHCRKE 31. 
Interferenzstreifen, Methode 

im kontinuierlichen Spek
trum der horizontalen 
502. 

Interferenzversuche 1. 
-, SCHRODINGERScher 8. 
-, YouNGscher 7. 
Interferometer 25. 
-, MICHELsoNsches 25. 
-, MICHELsoNsches, Anord-

nung nach 26. 
-, von PEROT- und FABRY-

sches 28. 
Inversionspunkt 303. 
Inversionszentrum 824. 
Ionendeformation 609. 
Ionenradien 603. 
Ionenrefraktionen 607. 
Isogyren 77 5, 779. 
Isogyrenflachen 779. 
Isolatoren, Lichtfortpflan-

zung in 190. 

JAMINscher Interferentialre
fraktor 33. 
Interferenzanordnung 6. 
Interferenzplatten 213. 
Prisma 117. 

JEANssche Formel 460. 
- Strahlungsformel 131. 

Kalkspat-Glasprisma 113. 
KanonischeTransformationen 

434. 
Kausalgesetz 347. 
Keile, Interferenzen an 18. 
Keilvorrichtungen fur Inter-

ferenzfarben 760. 
KETTELER-HELMHOLTzsche 

Dispersionsformel 482, 
483. 

KIRCHHOFFsches Gesetz 122. 
- Integral 289. 

KIRCHHoFFsches Prinzip 172. 
Regel 951. 
Theorie der Beugungs
erscheinung~n 263. 
Turmalinversuch 124. 

Kiirper, negative 220. 
-, neutrale 221. 
-, positive 220. 
-, schwarzer 125. 
-, -, Gesamternission des 

125. 
Koharenz 471, 474. 
-, Breite der Spektrallinien 

als Ma13 der 471. 
- und Entropie 471. 
Kohle, Strahlung der 137. 
Kohlensaure, Dispersion von 

492, 508, 628. 
Kohlenstofftetraeder nach 

VAN T'HoFF 907. 
Kohlenstoffverbindungen,op

tisch aktive 907. 
Kohlenwasserstoffe, gasfiir

mige, Dispersion von 493. 
Kolloidale Liisungen, opti

sche Erscheinungen an 
310. 
Teilchen, Elliptizitat der 
316. 

Kompensationsplatte zum 
MICHELsoNinterferometer 
26. 

Kompensator, SOLEILscher 
119. 

Komponentenflache 668. 
Konkavgitter 60. 
-, Aufstellung eines 62. 
-, Fehler der 63. 
Konstitution, chemische, und 

Polarisation 905. 
Konstruktionsflachen 662. 
Koordinatentransformation, 

komplexe 862. 
Korpuskulartheorie der Inter

ferenz 562. 
- des Lichts 342. 
Korpuskular-· und Wellen

theorie des Lichts 342, 
354. 
und Wellentheorie des 
Lichts, statistische Theo
rien 342. 

Korrespondenzbetrachtung 
nach WENTZEL 559. 

Kranze, Messungen an 71. 
Krafttensor, quasielastischer 

865· 
KRAMERssche Dispersions

formel 623. 
KRAMERS-HEISENBERGSche 

Dispersionsformeln 577. 
Kranzerscheinungen im ho

mogenen Nebel 67. 
Kreiselelektron im Feld 428. 
- ohne Feld 426. 



Kreuzgittec 52. 
Kristalle, absorbierende, 

Grundeigenschaft dec 861. 
-, absorbierende, aktive, 

Lichtausbreitung in 901. 
-, absorbierende, nichtakti

ve,- Reflexion bei 888. 
-, nichtabsorbierende 885. 
-, nichtabsorbierende, Sy-

stematik der 827. 
-, schwach absorbierende 

873-
- mit scharfen Absorptions

streifen 887. 
-, aktive 819. 
- mit einer Drehspiegel-

achse 824. 
-, Drehung des 819. 
-, epoptische 772. 
-, fliissige 646. 
-, heteropolare, Dispersion 

von 629. 
-, idiozyklophanische 772, 

897. 
- mit Inversionszentrum 

824. 
-, kubische 834. 
-, kubisch-aktive 834. 

im auffallenden zirkular
polarisierten Licht 856. 
im konvergenten, linear 
polarisierten Licht 859. 
im konvergenten, zirkular 
polarisierten Licht 860. 
im linear polarisierten 
Licht 892. 
im linear polarisierten 
monochromatischen Licht 
856. 
im linkszirkular polari
sierten Licht 854. 
im unpolarisierten, kon
vergenten Licht 897. 
im zirkular polarisierten 
Licht 892. 

-, linksdrehender 854. 
-, negative 690. 
-, optisch-einachsige 689, 

831, 90t. 
-, optisch einachsige absor

bierende 894. 
-, optisch einachsige, aktive 

834, 836. 
-, optisch zweiachsige 689, 

820, 829. 
-, optisch zweiachsige, ab

sorbierende 896. 
-, optisch zweiachsige, ak-

tive 834, 836. 
-, pleochroitische 897. 
-, positive 690. 
-, rechtsdrehender 855. 
-, metallisch reflektierende 

885. 
mit einer Spiegelebene 824. 

Handbuch der Physik. XX. 

Sachverzeichnis. 

Kristallgittertheorie der op
tischen Aktivitat 808. 

Kristallklassen 825. 
ohne optische Aktiv'itat 
828. 
mit Drehspiegelachsen 
828. 
ohne Drehspiegelachsen 
827. 
mit Spiegelebenen 828. 
ohne Spiegelebenen 827. 

-, Symmetrieelemente 687. 
Kristallographie der Fliissig-

keiten 646. 
Kristalloptik 539, 63 5. 
-, atomistische 638. 
-, elektromagnetische Theo-

rie der 637. 
-, Theorien der 637. 
-, elastische Theorien der 

637. 
Kristallplatte 851-
-, aktive 819. 
-, Ausloschungsrichtungen 

765. 
-, doppelbrechende, Aus

loschungsrichtungen von 
766. 

-, Drehungsvermogen der 
856. 

-, keilformige 760. 
im parallelen Lichte 753. 

- im parallelen weiBenLicht 
758. 

-, linksdrehende 819. 
-, rechtsdrehende 819. 
-, senkrecht zur Refraktions-

binormale 899. 
-, iibereinanderliegendedop

pelbrechende 765. 
-, zwei iibereinanderliegen

de, im konvergenten 
Lichte 802. 

Kristallprisma, doppelbre
chendes 737. 

-, Durchgang ebener Wellen 
durch 736. 

-, schrager Strahlendurch
gang durch 739. 

-, symmetrischer Strahlen
durchgang durch 740. 

Kristallsymmetrie 822. 
-, optische Eigenschaften 

687. 
Kristallsystem, hexagonales 

688, 826. 
-, kubisches 688, 826. 
-, monoklines 688, 825. 
-, rhombisches 688, 825. 
-, tetragonales 688, 826. 
-, trigonales 688, 825. 
-, triklines 688, 825. 
Kugelfunktionen, LAPLACE

sche 308. 
-, LEGENDRESche 308. 
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Kugelfunktionen, zugeord. 
nete, LEGENDREsche 308. 

Kugelwellen, elliptisch pola,ri
sierte 158. 

-, geradlinig polarisierte 154, 
187. 

KUHN -REICHE-THOMAsscher 
Summensatz 577. 585,598, 
622. 

Kupferoxyd, ,Strahlung des 
138. 

Kurven, achromatische 776. 
gleicher Dicke 1 7. 

- konstanter Intensitat 77 5, 
78t. 

-, isochromatische 776. 
- konstanter Phasendiffe-

renz 775, 777. 
-, quadratische 853. 

konstanter Schwingungs
richtung 775. 

Ladungsdichte, elektrische 
572. 

Lamellen, Phasendifferenzen 
von 769. 

Lamellenpaket, symmetri
sches 767. 

-, geschlossenes, symmetri
sches 767. 

-, unsymmetrisches, offe~es 
769. 

LANDoLTsche Streifen 117. 
LAPLACEsche Kugelfunktio

nen 308. 
LE BELSche Asymmetrie 908. 
Lebensdauer, mittlere. 545, 

546. 
LEGENDREsche Kugelfunk

tionen 308. 
-, zugeordnete, Kugelfunk

tionen 308. 
Leiter, metallische, Lichtfort-

pflanzung in 192. 
Leitfap.igkeitskonstanten 861. 
Leitfahigkeitstensor 861. 
-, Flache des 862. 
Licht, Absorption des 496. 
-, geradlinige Ausbreitung 

des 170. 
-, polarisiertes, Herstellung 

des 110. 
-, polarisiertes, Interferenz 

des 98. 
-, elliptisch polarisiert$ls 118. 
-, elliptisches, und kreisfor-

mig polarisiertes 154. 
-, teilweise polarisiertes 109. 
-, zirkular polarisiertes 118. 
-, natiirliches 103. 
-, total reflektiertes, Eigen-

schaften des 229. 
-, unpolarisiertes 103, 160. 
-, weiBes 121. 

61 
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Licht, weiBes, Berechnung 
von Beugungsfarbenim 68. 

-, weiBes, Farbgleichung des 
69. 

-, weiBes, WellenHinge des 
71-

- und Elektron 403. 
Lichtausbreitung in absorbie

renden, nichtaktiven Kri
stallen 861. 
in nichtabsorbierenden, 
nichtaktiven Kristallen 
647. 
in der Materie 183. 
im leeren Raume 153. 

Lichtdruck 253. 
-, Formen der Ableitung des 

256. 
nach HAAK und SISSINGH 
253. 
nach REEsER und SIS
SINGH 253. 

Lichtdurchgang durch eine 
kreisfiirmige Offnung 45. 

Lichtfortpflanzung in Kri
stallen 535. 

Lichtquanten, Freiheitsgrade 
bei 468. 

-, Statistik der 355. 
- und Wellen 344. 
- als Wellenaggregate 387. 
-, Zerstreuung eines 408. 
Lichtquantentheorie der Git-

terbeugung 349. 
Lichtschwebungen 24. 
-, Versuche von RIGHI 24. 
Lichtschwingungen, stehende 

23. 
Lichtstrahlen 321, 325, 643. 
Lichttheorie CAUCHYSche 149. 
-, elastische 147, 637. 
-, elektromagnetische 141, 

151, 637, 861-
-, elektromagnetische, nach 

LORENTZ 150. 
-, elektromagnetische, nach 

MAXWELL 150. 
-, FRESNELsche 146. 
-, MACCULLAGHSche 148. 
-, NEUMANNsche 146. 
-, SELLMEIERsche 149. 
-, WILLIAM THOMsoNsche 

148. 
Lichtvektor 89, 893. 
-, komplexe Darstellung des 

91-
-, Schwingungsbahn 92. 
Lichtvektoramplituden bei 

Reflexion 717. 
Lichtwelle eines Feldes 638. 
-, elliptisch-polarisierte 92. 
-, Intensitat einer 90. 
Lichtzeit 323. 
Lichtzerstreung, Quanten-

theorie der 403, 406. 

Sachverzeichnis. 

Linienbreite 525, 526, 529,! Metalldampfe 617. 
557. 

-, natiirliche 522, 524, 596. 
Linienstarken 592. 
Linksspiralen, zwei ineinan-

dergewundene 855. 
LIPPMANNsche Farbenphoto

graphien 24. 
Liisungen, aktive Kiirper in 

920. 
-, kolloidale. Optische Er

scheinungen 310. 
Liisungsvolumen, molare 918. 
LORENTzsche elektromagne

tische Lichtheorie 150. 
StoBdampfung 522, 523, 
530. 
Theorie der Dampfung 
525. 

LORENZ-LoRENTzsche For-
mel 192. 

- Kraft 503. 
LLOYDSSches Biprisma 165. 
- Spiegelversuch 6. 
Luftplatte, PEROT-FABRY-

sche 30. 
LUMMER-GEHRcKEsches In

terfrometer 31. 
In terferenzspektroskop 
31-
Platte 32. 

LUMMERsche Interferenz
platte 11. 

LUMMER- und PRINGSHEIM
sches Strahlungsgesetz 
132. 

MAC CULLAGHSche Licht-
theorie 148. 

MALLARDsche Konstante 792. 
MALUS, .Gesetz von 85. 
Materie, Interferenz der 352. 
Materiewellen, Interferenz 

der 351-
Matrizen, Summe zweier 581. 
Matrizenalgebra 442. 
Matrizenmechanik 375, 445, 

578, 579. 
Matrizenrechnung 444. 
Matrix, Differentialquotient 

einer 581. 
- HERMITESche 580. 
- inverse, Begriff der 583. 
Matrixelemente 406, 442. 
Matrixkomponenten 446, 447. 
-, In varianz der 445. 
MAUPERTIUsschesPrinzip 332. 
MAXWELLsches Farbendrei-

eck 69. 
Gesetz 190. 
elektromagnetische Licht
theorie 150. 
Relation 485, 508. 

MAXWELL-HERTzsche Elek
trodynamik 150. 

-, Dispersion von 491-
Metalle, Brechungsexponen

ten der 208. 
-, Oberflachenschichten auf 

252. 
-, Strahhing der 136. 
Metallische Leiter, Lichtfort

pflanzung in 192. 
Metalloptik, Grundsatzliches 

240. 
- , Messungen als Mittelwerte 

253. 
- und die elketromagne-

tische Theorie 250. 
Metallprismen 208. 
Metallreflexion 208. 
-, Messungen der 241-
-, Naherungsformeln fiir die 

246. 
I Meter, Ausmessung in Wellen

langen 29. 
i MICHELsoNsches Interferenz

meter 25. 
- Spiegelversuch 6. 
Minimum der Ablenkung bei 

Kristallprismen 740. 
-, Sonderfalle 743. 
- bei Prismen optisch 
einachsiger Kristalle 742. 
- bei optisch zweiachsi
gen Prismen 747. 
- bei optisch zweiachsi
gen Prismen, Sonderfalle 
748. 
- der auBerordentlichen 
Welle 742. 
- der ordentlichen Welle 
742. 

Mischkristalle 833. 
-, isomorphe. Optische 

Eigenschaften von 771. 
-, isomorphe von MALLARD, 

Theorie der 769. 
Mischungsregel fiir die Mol-

refraktion 604. 
Mittellinie, erste 655. 
-, zweite 655. 
Molekiile, optisch-aktiver 

Verbindungen 909. 
Molekiilasymmetrie 909. 
Molekularpolarisation 508. 
Molekularrefraktion 507. 
- von Gemischen und Lii

sungen 604. 
Molekularrotation 907. 
Molekulartheorie der Materie 

148. 
Molekularvolumen 604. 
Molrefraktion 599. 
- der Alkalihalogenide 633. 
-, edelgasahnlicher Ionen in 

Liisungen 634. 
einfacher Verbindungen 
634. 



Molrefraktion gasformiger 
chemischer Verbindungen 
605. 
salzartiger Verbindungen 
607. 
und Festigkeit 602. 
und Radius 603. 

Molrotationen 925. 
Molvolumen 918. 
Moment, elektrisches, der Vo

lumeinheit bei Kristallen 
639, 644. 

-, magnetisches, der Volu
meneinheit bei Kristallen 
639. 

Multiplikationsregel 443. 

Naherungen, BEER-DRUDE
sche 247. 

-, CAUCHYSche 246. 
-, parabolische, von WIE-

NER 250. 
Naherungsausdriicke 774. 
Naherungsformeln fiir 

schwache Absorption 248. 
- fiir die Dispersion der op

.tischen Aktivitat 840. 
von GOUY 821, 
fiir den Haupteinfalls
winkel 250. 
fiir die Metallreflexion 

Naherungsgesetze von GOUY 
822. 

Nahgeometrie,WEYLSche 423. 
Natrium, Dispersion von 501. 
Nebel, Beugungserscheinun-

gen im kiinstlichen 72. 
-, homogener, Kranzerschei

nungen im 68. 
-, kiinstlicher, Beugungs

erscheinungen im 72. 
-, kiinstlicher, TropfengraBe 

beim 72. 
Nebensonnen 81. 
NEUMANNsche Lichttheorie 

146. 
- Zylinderfunktionen 281. 
NEWToNsche Bewegungsglei

chungen 333. 
Emissionstheorie 144. 
Farbenbezeichnungen 20. 
Ringe 19. 

Nicols 764. 
NrCOLsche gekreuzte Polari

satoren 756. 
- Prisma 115. 
NORRENBERGScher Polari-

sationsapparat 110, 859. 
Normalenflache 666,669,687, 

833. 
- der nichtabsorbierenden 

aktiven Kristalle 834. 
Normalflache 672. 
Normalgeschwindigkeit 640, 

644. 

Sachverzeichnis. 

N ormalgeschwindigkeit,kom
plexe 867. 

N ormalgeschwindigkeits
Wiche 666. 

Normalschnitt eines Prismas 
737. 

Oberflachenschichten 219. 
- auf Metallen 252. 
Objektbreite und Interferenz-

erscheinung 8. 
Oktetttheorie von LANG

MUIR 912. 
Oktraedertheorie 912. 
Opaleszenz von Gasen im 

kritischen Zustand 314. 
Operatorenrechnung 396, 

444, 598. 
Optik absorbierender Kri-

stalle 861. . . 
absorbierender aktiver 
Kristalle 900. 
absorbierender, nicht ak
tiver. Kristalle 861, 

-, geometrische 170. 
-, geometrische, Grundlagen 

der 173. 
Optische Antipoden 829. 
- Auflasbarkeit 347. 
- Lange 317. 
- -mechanische Theorien 

321. 
ORNSTEIN-BuRGERSche Dis

persionsformeln 568. 
Orthogonalita tsrela tionen 

445. 
Oszillatoren, BLONDLoTsche 

156. 
-, harmonischer365, 440. 
Ovaloid 662, 663, 672. 
Oxyde, Strahlung der 139. 

Parallelepiped, FRESNELsches 
120. 

Parameter, optischer 864. 
-. optischer, Temperatur

einflu13 auf 835. 
-, skalarer 825. 
_., skalarer, der optischen 

Aktivita.t 810. 
Paramorphie 826. 
PASCHENsche Strahlungs-

konstante 132. 
PASTEuRsches Prinzip 907. 
PAuLIsches Prinzip 375. 
Permcabilitat 189. 
PEROT- und FABRYSches 

Interferometer 28. 
- Luftplatte 30. 
Phasen der reflektierten und 

gebrochenen Wellen 715. 
Phasenanderung 534. 

bei senkrechter Reflexion 
200. 

Phasendifferenz 92, 97. 
-, konstante, Hauptkurven 

895, 897. 
-, konstante, Kurven 77 5. 

von zwei iibereinander
liegenden Platten, Diffe
renz der 763. 

Phasengeschwindigkeit 326, 
338, 339, 501. 

Phasenkonstante 90. 
Phasensprung 495. 
Phasenverzagerung 531. 
Phasenwellen 570. 
-, DE BROGLIESche 339, 

341, 
PLANcKsche Strahlungsfor-

mel 131, 
Platin, Emission des 193. 
-, Strahlung des 137. 
Platinrhodium 193. 
Platte, Diagonaistellul:\g .der 

776. . 
- empfindlicher Farbung 

765. 
-, Hauptstellung der 784. 
-, LUMMER-GEHRcKEsche32. 
Plattenebene senkrecht zu 

einer Binomalen 860. 
- senkrecht zur ersten Mit-

tellinie 860. 
Plattennormale 817. 
Pleochroismus 886. 
-, Nachweis des 897. 
Polarebene 671, 
Polarisation 81, 485, 817. 
- durch Brechting 89, 111, 

216. 
-, chromatische 758. 
- durch Doppelbrechung 83, 

112. 
-, EinfluB auf konjugierte 

Bindungen 934. 
--, Einflu13 der Ringbildung 

auf die Drehung 931. 
-, Einflu13 des Sattigungs

grades 929. 
-, Einflu13 von Substituen

ten 925. 
--, elliptische 892, 899. 
-', elliptische, dernichtmetal-

lischen Karper 223. 
-, elliptische, durch Re

flexion 220. 
-, elliptische, der reflektier

ten Welle 889. 
- bei Gitterbeugung 305. 
-, lineare 892. 

in der Quantentheorie 343. 
durch Reflexion 87. 
bei partieller Reflexion 
715· 
durch Spiegelung 213. 

-, aromatische Verbindun
gen 932. 

- pro Volumeneinheit 486. 

61* 
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Polarisation und konstitutive 
Einfl iisse 925. 

- und chemische Konstitu
tion 905. 

Polarisationsachsen 869. 
Polarisationsapparat, NOR

REMBERGScher 110, 859. 
Polarisationsebene 85. 100, 

819. 
-, Ablenkung der 88. 
-, Drehung der 818, 820. 
-, Drehungswinkel der 819. 
-, Lage der 673. 

des Strahls 643. 
der Welle 641. 
in Wellennormalenrich
tung, Lage der 672. 
und Schwingungsebene 
215. 

Polarisationsellipsoid 663. 
Polarisationsfaktor 109. 
Polarisationsfeld 116. 
Polarisationsflac~e· 869. 
Polarisa tionsgrad1 09. 
Polarisationsmikroskop 771. 
Polarisationsovaloid 663, 869. 
Polarisationsprismen 112, 

113, 114. 
- von ABBE 114. 
Polarisationszustand in 

Strahlenrichtung 661. 
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tung 658. 
Polarisationswinkel 87, 723. 

bei nichtabsorbierenden 
nichtaktiven Kristallen 
889. 

Polarisatoren 110, 763, 894, 
898. 

-, elliptische 795. 
-, gekreuzte 764, 849, 857, 

896. 
-. gekreuzte, im konvergen

ten, monochromatischen 
Lichte 850. 

-, gekreuzte, nach NICOL 
756. 

-, beliebig gestellte 851. 
-, parallele 764, 776, 849, 

898. 
-, parallele, im konvergen

ten, monochromatischen 
Lichte 850. 

-, Schwingungsrichtungen 
von 764, 898. 

-, zirkulare 797. 
Polarisierbarkeit 487, 505, 

602. 
Polariskop, SAVARTsches 804. 
Polynome, HERMITEsche 442. 
Potential, zeitlich verander-

liches 377. 
POTIERSche Relation 665. 
POYNTINGScher Strahlvektor 

642. 
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Prinzip, BABINETsches 182, 

291. 
-, HUYGENSSches 167, 172, 

173. 
-, KIRCHHoFFsches 172. 
-, PAULIsches 375. 

der freien Drehbarkeit 
einfach gebundener Koh
lenstoffatome 909. 
der Elementarwellen 145. 
der kleinsten Wirkung 
317, 334. 

Prismen 113, 114. 
-. achromatisierte 113. 
-. AHRENssches 116. 
-, BERTRANDsches 11 7. 
-. doppelbrechendes, Rich-

tungen der 'gebr6chenen 
Strahlen bei 751-

-. DovEsches 114. 
-. FEUSSNERsches 117. 
-. FOUCAULTsches 116. 
-. gekreuzte, Methode der 

481. 
-. GLANsches 116. 
-. HARTNACK- und PRAZ-

MOWsKIsches 116. 
-, JAMINsches 117. 
- optisch: einachsiger Kri-

stalle 741. 
-, NIcoLsches 11 5. 
-, ROCHoNsches 113. 
-, SENARMoNTsches 113. 
-, THOMPsoNsches 116. 
-, WOLLASToNsches 114. 
-, schrager Durchgang ebe-

ner Wellen durch 739. 
Prismenformel 737. 
Prismenkombination, FRES

NELsche 821. 
PUCCIANTISche thermometri-

sche Methode 129. 
- Strahlungskonstante 129. 
Punktgeschwindigkeit 339. 
Punkttransforma tion 435. 
Purpurlicht 82. 
Pyromorphit 190. 

Quadrantenfarbung 903. 
Quantenalgebra 399, 430. 
Quantengewichte 544. 
Quantenmechanik 319, 430, 

570. 
-, neue 570. 
Quantentheorie 318. 

der Absorj)tion 403, 406, 
410. 
der Dispersion 403, 408, 
542. 
der Emission 403, 406. 
in hydrodynamischer 
Form 381. 
der Lichtzerstreuung 403, 
406. 

Quanteniibergange, erzwun-
gene 391. 

-, spontane 394. 
- im Strahlungsfeld 393. 
Quantenzahl, azimutale 573. 
QUETELETsche Ringe 752. 

Radien der dunkeln kreis
f6rmigen Linien bei einer 
linksdrehenden Kristall
platte 852. 

RAMANeffekt 555. 
Randwelle 535. 
Raumerfiillung 600. 
RA YLEIGHSche Gittertheorie 

305· 
'- Strahlung 311-
- Strahlungsformel 131-
Rechtsspiralen, zwei inein-

andergewundene 854. 
Reflexion, partielle 704, 842. 
-, Ubergang von der par

tiellen zur total en 238. 
-. streifende, Grenzwinkel 

der 727. 
-. totale, Grenzkegel der 727. 

elektri~cher Wellen 215. 
- und Brechung bei Kristal

len 698. 
Reflexionsformeln, allgemeine 

242. 
Reflexionsgesetze bei nicht-

absorbierenden aktiven 
Kristallen 842. 

Reflexionsgitter 58. 
Reflexionsmaximum, Wellen

lange des 516. 
Reflexionsproblem, Losungen 

des 888. 
Reflexionsvermogen 122. 515, 

890. 
-, metallisches 890. 
Reflexionsw.inkel 702. 
Reflexions- und Brechungs-

winkel, Berechnung der 
705· 

Reflexsehne fur Wellen 251. 
Refraktion 505. 
-, konische 843. 
-, konische, bei absorbieren-

den nicht aktiven Kristal
len 891. 

-, auBere konische 712, 843. 
-, innere konische 709, 843, 

891. 
Refraktionsaquivalent 505. 
Refraktionsbinormalen 869. 
Refraktionsbinormalenebene 

898. 
Refraktions binormalenwinkel 

Dispersion des 886. 
Refraktionsflache 668. 
Refraktionsovaloid 868. 
Refraktionswerte 612. 



Regenbogen, Deutung nach 
DESCARTES 74. 

-, strenge Theorie des 81. 
-, Theorie von AIRY 76. 
-; Theorie von YOUNG 76. 
Regenbogenintegral, AIRY

sches 78. 
Regentropfen, Strahlengang 

im 75. 
Relativintensitaten in den 

Alkalihauptserien 616. 
Relaxationszeit 183. 
Resonanzlinie und Dispersion 

626, 628. 
Resonanzphanomen 372. 
Reststrahlfrequenzen 515. 
Reststrahlfrequenzmaxima 

518. 
Resonanzserien 614. 
Resonatorenarten 488. 
Richtungsf1tcher 877. 
Ringbildung, Einflu13 auf die 

Drehung 931-
Ringe, idiophane 899. 
-, NEWToNsche 19. 
RITZSCHES Kombinations-

prinzip 58t. 
ROCHoNsches Prisma 113. 
ROLLETsche Farbenbezeich

nungen 20. 
Rotationsdispension 838,936, 

940. 
-, anormale 914, 949. 
-, Beziehungen zur Konsti-

tution944. 
-, einfache 94t. 
-, komplexe 941. 
-, Produkt der 946. 
-, charakteristische Wellen-

lange 939. 
Rotationsdispensionskurven 

952. 
Rotationsflache 824. 
Rotationspolarisation 804, 

838. 
Rotationsvektor 809. 
Rotationswerte in homologen 

Reihen 927. 
Rotator mit raumfester Achse 

364. 
-, starrer, mit freier Achse 

365. 
Rutil 190. 

Sattigungsgrad, Einflu13 des 
'929. 

Saule 767. 
SAVARTsche Platte 803. 
- Polariskop 804. 
Schichtdicke 497. 
-, EinfluB auf die Halbwerts-

breite 497. 
- des aktiven Kristalls 819. 
Schichten, ZENKERsche 24. 
Schillerfarben 891. 
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Schillerfarben, metaUische 
89t. 

Schnittkurven der abgeleite
ten Flachen 671-
der Konstruktionsflachen 
665. 
der Normalenflache 667. 
der Strahlenflache 667. 

Schwachungsfaktor 868. 
Schwingungsellipse, Lage der 

88t. 
Schwingungsrichtungen, Dis

persion der 838. 
SCHRODINGERSche Gleichung 

444. 
Interferenzversuch 8. 
Quantisierung 358. 
Theorie 320. 
Wellenmechanik 412, 570, 
572. 

SCHUSTERsche Zonen 39. 
Schwarzer Korper 125. 

-, Gesamtemission des 
125. 
- , Strahlungsgesetz des 
130. 
Strahlung 123. 
Temperatur 136. 

Schwebungsfrequenz 370. 
Schwefelkohlenstoff, Disper

sion von 515, 519. 
Schwingungen, privilegierte 

814. 
Schwingungsazimut 701, 72t. 
-, uniradiale 717. 

einer austretenden Welle 
724. 
der einfallenden Welle 
72t. 
der reflektierten Welle 
72t. 
zweier Wellen 722. 

Schwingungsdauer 90. 
- der Welle 640. 
Schwingungsebene 100. 
-, Drehung der 212. 
-, Drehung durch Reflexion 

722. 
-, Drehung durch Spiege

lung und Rechnung der 
212. 

SchwingungseUipse 97. 
Schwingungsgleichung 263. 
-, mehrwertige Losungender 

266. 
- aus Variationsprinzip 363. 
Schwingungsrichtung 642. 
-, Azimut der 701. 
-, Dispersion der 697. 
-, konstante, Kurven 775. 
Sekundarstrahlung 561. 
Sekundarwellen 530. 
SELLMEIERsche Dispersions-

theorie 483. 
- Formel 944. 
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SELLMEIERsche Lichttheorie 
149. 

StNARMoNTsches Prisma 113. 
Singularitatsachsen 872. 
Skala der Interferenzfarben 

760. 
Skiodromen 657. 
SNELLIUssches Brechungsge-

setz 208. 
SOLEILsche Doppelplatte 846. 
- Kompensator 119. 
SORBYSche Erscheinungen 

712. 
Spektralbereiche,durchlassige 

902. 
Spektrallinien, Breite von 

519, 523. 
-, Verbreiterung der 523. 
Spiegelbild WERNERscher iso

merer Komplexe 913. 
Spiegelebene 824. 
Spiegelversuch, FRESNEL-

scher 3. 
-, LLOYDScher 6. 
-, MICHELSONscher 6. 
Spiegelung 197. 

und Brechung ebener Wel
len 199. 
bei schiefem Einfall 202, 
204, 210. 
an Isolatoren 211. 
an der Grenze zwischen 
Isolator und Leiter 202. 
des natiirlichen Lichtes 
213. 

Spiralen, AIRysche 856, 859. 
-, quadratische 855. 
-, Windungssinn der 856. 
Starkeffekt 160. 
- molekularer Felder 527. 
-, quadratischer, und Linien-

breite 528. 
Statistik von BOSE und FER

MI 374. 
- der Lichtquanten und 

Gasatome 355.· 
- von Wellenpaketen 386. 
Statistische Theorien der Kor

puskular- und Wellen
theorie 342. 

STEFAN-BoLTZMANNsches Ge-
setz 125. 

Steinsalz, Dispersion des 518. 
Stereochemie 907. 
-, geometrische, nachWEIS

SENBERG 914. 
- des Schwefels 91t. 
Stickstoff, Gruppe des, aktive 

Korper 911. 
Storungserscheinungen in ho-

mologen Reihen 927. 
Storungstheorie 575, 583. 
StoBdampfung 523, 525. 
Sto13radius 526, 528, 529. 
Strahl, au13erordentlicher 689. 
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Strahl, spezielle Richtungen 
der gebrochenen 711. 

-, ordentIicher 689. 
Strahlenachsen 660. 
Strahlenbundel, astigmati-

sche, in doppelbrec.henden 
Kristallen 714. 

-, aul3erordentliches 83. 
-, KUMMERsche 714. 
- in dispergierenden Medien 

460. 
-, monochromatische 459. 
-, ordentliches 83. 
-, polarisiertes 84. 
-, unpolarisiertes 85. 
StraWenflache667, 672, 680, 

687, 833, 835. 
-, Prufung der Gestalt der 

751. 
-, Gleichung der 671. 

der nichtabsorbierendelf 
aktiven Krista1le 835. 
als Enveloppe von Wellen
ebenen 671. 

StraWenindizes 65(}, 660. 
Strahlenkegel 835. 
Strahlenrichtungen 675, 678. 
- in einer Binor.malen 683. 
-, Konstruktion der 681. 
-, SYLVESTERS, Konstruk-

tion der 680. 
Strahlgeschwindigkeit 643, 

644. 
-, Linien mit einer 660. 
Strahlgeschwindigkeitsflache 

667. 
Strahlung des Eisenoxyd 138. 

des Germaniumoxyds 139. 
der Hefnerlampe 139. 
nichtschwarzer Korper 
134. 
der Kohle 137. 
des Kupferoxyd 138. 
der Metalle 136. 
des Platins 137. 
von n leuchtenden Punk
ten 455. 
der Oxyde 139 .. 

-, RA YLEIGHSche 311. 
-, schwarze 123. 
- der Yttererden 138. 
StraWungsdampfung 163,520, 

523, 525. 
StraWungsdiagramm 312,313. 
Strahlungsformel, DRUDE-

sche 135. 
-, J EANssche 131-
-, PLANcKsche 131-
-, RAYLEIGHSche 131-
-, WIENsche 131. 
Strahlungsgesetz des schwar

zen Korpers 130. 
- nachLuMMERundPRlNGS

HElM 132. 
-, WIENsches 125. 
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StraWungskonstante 129. 
nach COBLENTZ 129. 
nach GERLACH 129. 
nach PASCHEN 132. 
nach PUCCIANTl 129. 
nach WARBURG 133. 

- nach WESTPHAL 12~. 
Strahlungsschwankungi'lh 

463. 
Streifenspektrum 574. 
Streifen, BREWSTERsche 21-
-, TALBoTsche 52. 
Streuung 522. 
StreustraWung 533. 
-, andersf3{bigEl' .. ,554. 
-, koharente Ulid inkoha-

rente 550. . 
-, normale . und anormale 

547. 
und Dispersion 583. 
und Dispersion bei SCHRO
DINGER 575. 

Str6mung, quantentheoreti
sche 418. 

Stromlinien der Energie bei 
Totalreflexion 232. 

Stufengitter 65. 
Substituenteneinflul3 von 925. 
Substitutionsprodukte zykli-

scher Systeme 909. 
Subtraktionslagll 763. 
Sum:mensatz, Ktl"HN-REICHE

THOIl!lASscher 577, 585. 
Superposition kleiner Bewe-

gungen.1. 
-, optische 924, 945. 
-, Prinzip der 1. 
SYLVESTERsche Konstruktion 

der Strahlenrichtungen 680. 
Symmetrieachsen 688, 824. 
-,optische 647, 648, 881. 
-, optische, Dispersion der 

696, 838. 
optische, Temperatur

abhangigkeit der Lage der 
694. 

-, zweizahlige 824. 
Symmetrieebenen, optische 

648. 
Symmetrieelemente 823. 
Symmetrielehre, kristallo-

graphische 914. 

TALBoTsche Streifen 52. 
"Temperatur, schwarze" 136. 
Temperaturabhangigkeit des 

Brechungsexponenten507. 
Temperaturkoeffizienten der 

Hauptbrechungsindizes 
904. 

Termsysteme, Kombinations
verbot der 373. 

Tetartoedrie 823. 
Theorie von CLAUSIUS-Mos

SOTT! 599. 

Theorie von HERZFELD 566. 
- von WENTZEL 563, 590. 
THOMSONsche Lichttheorie 

148. 
THOMPsoNsches Prisma 116. 
Totalreflektometer ·728. 
Totalreflexion 228, 726. 
- an zur BinorFalenebene 

parallelen Begrenzungs
ebenen 733. 

-, Formeln fiir 230. 
-, Prufung der Gesetze der 

235. . 
-, Grenzkegel der 726, 730. 
-, Grenzkurven der 728, 735. 

.an einachsigen Kristallen 
730. 
an zweiachsigen Kristal
len 732. 
an optisch zweiachsigen 
Kristallen. Allgemeiner 
Fall 735. 

- ,das eindringende Licht bei 
der 231. 

-, Tiefe des Eindringens bei 
236. 

-, PolarisatiQn bei 729. 
- und Beugung 234. 
Transmissionskoeffizient 188. 
Transversalitat der Licht-

schwingungen 100, 145. 
TSCHUGAEFFSche Regel 927. 

Typus der intramoleku
laren Dispersionsano
malie 949, 951. 

Turmalin 121. 
- , BABINETsche Regel fur 885. 
- als Polarisator 112. 

tibereinanderlagerung kleiner 
Bewegungen 153. 

Ubergange, spontane 394. 
Ubergangsamplituden 406. 
Ubergangsdichte 416. 
Ubergangsschicht, Theorie 

der 224. 
- und Polarisation 224. 
Ubergangsstromung 416. 
Ubergangswahrscheinlich-

lichkeiten 399, 401, 405, 
406, 408, 545, 577, 589, 
592, 598, 630, 634. 

Umlaufsfrequenzen 586. 
Umsetzung, Gesamtwahr

scheinlichkeit fUr 411. 
Unbestimmtheitsrelation 353. 
Undulationsmechanik 358. 

zeitveranderlicher Sy-
steme 377. 

Valenzelektronen, Zahl der 
488, 619. 

Verbindungen, aromatische 
932. 



Verschiebung, elektrische, 
und Wellennormale 641. 

Verschiebungsgesetz WrEN
sches 130. 

-, WIENsches, experimen
telle Priifung des 130. 

Verteilungszustand 401. 
Viertelwellenlangenplatte 

119, 757. 
Volumen, wahres 600. 

Wahrscheinlichkeitsampli
tude 346, 401, 402, 437, 
447, 449· 

W ALDENsche U mkehrung 
913· 

W ARBURGSche Strahlungs-
konstante 133. 

Wasser, Dispersion von 515. 
Wasserstoff, Dispersion von 

491, 492, 627. 
Wasserstoffatom 367. 
WeiB hoherer Ordnung 759. 
Welle, auBerordentliche 689. 
-, ebene 640. 
-, ebene, Durchgang durch 

Prismen 891. 
-, inhomogene 194. 
-, ordentliche 689. 
-, entgegengesetzt polari-

sierte 101. 
-, gradlinig polarisierte 183. 
-, gleichartig polarisierte 

102. 
-, linear polarisierte 640. 
-, linkselli ptisch polari-

sierte 92. 
-, rechtselliptisch polari

sierte 92. 
-, Intensitaten der reflek

tierten 716. 
-, Konstruktion der reflek

tierten 707. 
-, reflektierte, elliptisch po-

larisierte 842, 889. 
-, rucklaufende 533. 
-, stehende 166, 200. 
Wellenebene 89, 640. 
Wellenflache 666, 667. 
-, HUYGENSSche 142. 
Wellenfunktion, statistische 

Deutung der 388. 
Wellengleichung 379. 
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Wellengleichung, DrRAcsche 
427. 

Wellenlange 563, 640. 
'-', DE BROGLIESche 340. 

des Reflexionsmaximums 
516. 

_. des weiBen Lichts 71. 
Wellenlangenflache 666. 
Wellenmechanik 321, 570. 
-, DE BROGLIESche 414. 
-, Grundgleichung der 358. 
-, funfdimensionale Fassung 

der 418. 
-, rela ti vistische 412. 
-, SCHRODINGERSche 412, 

570, 572. 
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Wellennormale 89, 640. 
-, spezielle Richtungen der 
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- und Strahlenrichtung 643. 
Wellennormalenkegel 684. 

konstanter Brechungs
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675, 678. 

- in einer Firadialen 686. 
-, EinfluB der Dispersion 

auf 903. 
-, Konstruktion mit Hilfe 

des Indexellipsoides 678. 
-, Konstruktion der reflek

tierten 707. 
-, Konstruktion der reflek

tierten und gebrochenen 
706. 
und Strahlenrichtungen. 
Singulare Faile von 682. 

Wellenpakete 384, 571 590, 
591. 

-. statistische Auffassung 
von 386. 

Wellentheorie, Fortbildung 
der 141, 

- des Lichts 342. 
VVENTzELsche Korrespon

densbetrachtung zur Dis
persionstheorie 559. 

- Theorie 563, 590. 
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WERNERsche Salze, optisch 
aktive 912. 

WESTPHALsche Strahlungs
konstante 129. 

WEYLSches MaB auf Quan
tenbahnen 423. 
Theorie 423. 
Theorie, Quantenmecha
nische Umdeutung der 
425. 

VVIENERSche Interferenzen 23. 
WIENsches Strahlungsgesetz 

125· 
- Strahlungsformel 131. 
- Verschiebungsgesetz 130. 
Windungsachsen 872, 877, 

878. 
Winkelvariable in der Wel-

lenmechanik 438. 
Wirkungsfunktion 334, 440. 
Wirkungswellen 336. 
Wolkenelemente, GroBe von 

71. 
WOLLAsToN-Prisma 114. 

YouNGsches Interfercnz
prinzip 145. 
Interferenzversuch 7. 
Interferenzversuch bei 
breiter Lichtquelle 9. 
Theorie des Regenbogens 
76. 

Yttereden, Strahlung der 
13 

ZEEMANeffekt 160. 
-. Schlusse aus dem 159. 
ZENKERsche Schichten 24. 
Zirkularpolarisation 905. 
Zonenplatten 55. 
Zwillingskristalle 699. 
Zylinder, Beugung am 291, 

295· 
-, Eigenschwingungen des 

295. 
-, elliptischer. Beugung am 

298. 
-, parabolischer. Beugung 

am 298. 
Zylinderfunktionen, BESSEL

sche 281, 
-, HANKELsche 282. 
-, NEUMANNsche 281. 
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