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Vorwort zur ersten Auflage.

Die Firma ,Friedr. Vieweg und Sohn% hatte die
Giite, bei mir anzufragen, ob ich geneigt wire, einen Beitrag
fiir ihre ,Sammlung naturwissenschaftlicher und mathemati-
scher Monographien: Die Wissenschaft* zu liefern. Es
wurde mir der Vorschlag gemacht, die Fortschritte der
kinetischen Gastheorie zu behandeln. Ich konnte der Auf-
forderung nicht sofort zustimmen, da mir das Vorwort der
einzig dastehenden ,Kinetischen Gastheorie* L. Boltz-
manns in Erinnerung kam, in welchem es wortlich LeiBt:
»Schon oft wurde mir nahe gelegt, ein Lehrbuch iiber Gas-
theorie zu schreiben. Speziell erinnere ich mich der ener-
gischen Aufforderung Prof. Wroblewskis hierzu bei der
Wiener Weltausstellung 1873. Als ich diesem gegeniiber
wenig Lust zeigte, ein Lehrbuch zu schreiben, da ich ohne-
dies nicht wisse, wie bald mir die Augen den Dienst ver-
sagen wiirden, antwortete er trocken: »Ein Grund mehr,
sich zu beeilen.« Jetzt, da ich diese Riicksicht nicht mehr
nehme, scheint der Zeitpunkt fiir ein solches Lehrbuch
weniger geeignet als damals. Denn erstens ist in Deutsch-
land die Gastheorie, ich mdchte sagen, aus der Mode ge-
kommen, zweitens erschien soeben O. E. Meyers bekanntes
Lehrbuch in zweiter Auflage und widmet Kirchhoff in
seinen Vorlesungen iiber Wirmelehre einen ldngeren Ab-
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schnitt der Gastheorie.¥ Dadurch, daB sich Boltzmann
zur Herausgabe einer kinetischen Gastheorie entschloB,
schenkte er uns in Uberfiille neue fruchtbare Gedanken,
Resultate und Darstellungsmethoden. Allerdings erfordert
es keine kleine Miihe, Boltzmanns Anschauungskreis sich
zu eigen zu machen, was viele abschrecken mag, in die
kinetische Gastheorie tiefer einzudringen.

Werfen wir nun einen Blick auf die verschiedenen
Lehrbiicher der Physik, so finden wir darin die kinetische
Gastheorie meist sehr stiefmiitterlich behandelt. Die Lehr-
biicher haben ferner gewdhnlich die Absicht, Theorien und
Resultate in moglichst Gkonomischer Weise vorzufiihren,
und nehmen in der Regel gar keine Riicksicht darauf, den
Gegenstand so zu behandeln, dal er zur Weiterforschung
anregt und anleitet. Gerade aber auf diesen Punkt beson-
deres Gewicht zu legen, erscheint mir als wesentliche Be-
dingung bei der Darstellung der letzten Fortschritte eines
bestimmten Gebietes der exakten Wissenschaften. Mich fiir
eine Theorie als Selbstzweck zu begeistern, gelingt mir
gsowie den meisten Physikern in nur sehr geringem Grade.
Erst die Einsicht in ihren heuristischen Wert regt zum
Studium einer Theorie an. Diese Einsicht scheint nun im
Laufe der letzten Jahrzehnte fiir die kinetische Gastheorie
verloren gegangen zu sein, soll ja ein hervorragender Ver-
treter der physikalischen Chemie geduBert haben: ,Die
kinetische Gastheorie hat nichts als die Erkenntnis gezeitigt,
daB die innere Reibung der Gase vom Druck unabhingig
ist.¥ Sollte diese Anekdote auch nur erfunden sein, jeden-
falls spiegelt sie die Ansicht wider, welche durch lingere
Zeit in wissenschaftlichen Kreisen vorherrschend war.

Wihrend man aber gegen die Atomistik der Materie
ankimpfte, entwickelte sich gleichzeitig ruhig die Atomistik
der Elektrizitit. Um fiir die elektrischen Erscheinungen
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in Gasen einen Ausdruck zu gewinnen, verkniipfte man die
Atomistik der Elektrizitit mit jener der Materie und stand so
wieder mitten in der kinetischen Gastheorie. Beachten wir
noch, welchen grofien Vorteil M. Planck aus der Anwendung
der Methoden der kinetischen Gastheorie auf seine elektro-
magnetische Strahlungstheorie zog, so scheinen wirklich fiir
die kinetische Gastheorie wieder bessere Tage zu kommen,
Diese Uberlegung ermutigte mich, eine Darstellung der
jiingsten Erscheinungen dieses Gebietes zu versuchen, soweit
sie mir fiir den Physiker wesentlich erschienen und mit
einfachen mathematischen und sonstigen Denkmitteln dar-
stellbar waren.

Indem ich nun aus bereits genannten Griinden nicht
annehmen konnte, daB die #lteren Resultate der kinetischen
Gastheorie allgemein bekannt sind, so sah ich mich leider
gendtigt, als Einleitung eine kurze Darstellung derselben zu
geben und damit einen groferen Teil des zur Verfiigung
stehenden Raumes der Einleitung zuzuweisen, als es ge-
wohnlich iiblich ist. Obgleich dadurch die Darstellung der
yFortschritte dem Umfange nach beschrinkt wurde, so
glaube ich doch, daff in der gewihlten Form das Werkchen
den Lesern willkommener sein diirfte.

Der beschrinkte Raum machte es ferner notwendig,
nur eine bestimmte Anschauungsweise zum Ausdruck zu
bringen. Ich wihlte durchwegs jene Theorie, welche die
Gasmolekeln als vollkommen elastische Kugeln annimmt,
die Anziehungskriifte aufeinander ausiiben. Es scheint mir
diese Annahme besonders fiir die Physik nicht idealer Gase
und Fliissigkeiten am ehesten einen Fortschritt zu ver-
sprechen.

Wien, im Dezember 1905.
G. Jiger.
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Vorwort zur zweiten Auflage.

In der neuen Auflage wurde die bewihrte Anordnung
des Stoffes der ersten Auflage beibehalten. Es erwies sich
als iiberfliissig, wesentliche Textéinderungen vorzunehmen, so
daB sich der Verfasser im ganzen begniigen konnte, die
neuesten Erscheinungen anzufiigen. Diese erstrecken sich
auf die kinetische Theorie hochverdiinnter Gase, der Losungen
und Emulsionen. Natiirlich war es auch hier geboten, sich
auf das Allerwesentlichste zu beschrinken. Es wurde bei der
Darstellung durchwegs an der ,klassischen“ Theorie fest-
gehalten. Die Beziehungen der Elektronen- und Quanten-
theorie zur kinetischen Gastheorie wurden nicht aufgenommen,
weil dies weit iiber den Rahmen dieser Schrift hinausgegangen
wire und wohl mehr als ein Gebiet fiir sich, denn als Teil-
gebiet der kinetischen Gastheorie aufgefaBt werden mub.

Wien, Ostern 1919.
Der Verfasser.
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Einleitung.

GrundriB der kinetischen Gastheorie.

1. Boyle-Charlessches Gesetz.

Wir wollen annehmen, die Wirme sei eine bestimmte Art
der Bewegung der kleinsten Teilchen der Korper. Die Theorie,
welche auf Grund dieser Annahme die Eigenschaften der Gase
darstellt, nennen wir die kinetische Gastheorie.

Fir die Bewegung der Gasmolekeln hat zuerst Daniel
Bernoulli (Hydrodyn. 1738) bestimmte Vorstellungen gegeben,
welche zwar wieder vergessen wurden, aber identisch sind mit der
houtigen kinetischen Gastheorie. Erst Kronig (1856), Clausius
(1857) u. a. entwickelten von neuem, ohne Bernoullis Werk zu
kennen, dieselben Gedanken, die schon von Clausius zu grofer
Fruchtbarkeit gebracht und von spiteren Forschern zu einem be-
deutenden und wichtigen Teile der Physik ausgearbeitet worden sind.

Nach der kinetischen Gastheorie nehmen wir an, die Mole-
keln der Gase seien vollstindig voneinander getrennt und bewegen
sich geradlinig vorwirts. Fiir ein ruhendes Gas sind sowohl die
Geschwindigkeiten iiber simtliche Molekeln, als auch die Rich-
tungen der Geschwindigkeiten iiber den dem Gase zur Verfiigung
stehenden Raum gleichméBig verteilt. Den Molekeln schreiben
wir eine gewisse Ausdehnung zu. Sie werden sich somit nicht
ungestort durcheinander bewegen konnen, sondern sie werden
ZusammenstoBe erfahren und auch Stéfe auf die Wand des
Gefifes vollfilhren, welches das Gas einschlieffit. Infolge der
Zusammenstdfie werden sich sowohl die Geschwindigkeiten als auch
die Bewegungsrichtungen der Molekeln bestindig éndern. Damit
wir es aber mit einem stationdren Zustande zu tun haben, das
heift, damit das Gas mit der Zeit seine Eigenschaften nicht

Jager, Die Fortschritte der kinetischen Gastheorie. 1
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verdndert, ist es notwendig, daf durch die Stéfle die Geschwindig-
keiten der Molekeln und deren Richtungen nicht verindert werden.
Die Molekeln haben die Bedingung zu erfiillen, daB fiir einen
Zusammenstof sowohl das Gesetz von der Erhaltung des gemein-
schaftlichen Schwerpunktes, als auch von der Erhaltung der
Energie giiltig ist. Setzt man diese beiden Gesetze voraus, so
ist es nicht notwendig, noch weitere Annahmen iiber die Molekeln
zu machen. Trotzdem hat man fiir viele Fille, hauptsichlich um
die Vorginge der Rechnung zugiinglich zu machen, die Molekeln
eines Gases sich als vollkommen elastische Kugeln vorgestellt,
welche alle dieselbe Masse und dieselbe Griéfe besitzen. Fiir den
ZusammenstoB vollkommen elastischer Kugeln gilt ja ebenfalls das
Gesetz von der Erhaltung des Schwerpunktes und der Energie,
und da wir fiir ein ruhendes Gas annehmen miissen, daf die
Geschwindigkeiten und Richtungen der Molekeln ither den ganzen
Raum gleichmiBig verteilt sind, so wird durch die Zusammen-
stofe der Zustand des Gtases nicht verindert, indem ja nach dem
ZusammenstoBe eine bestimmte Richtung und Geschwindigkeit der
Molekeln ebenso wahrscheinlich ist wie vor demselben.

Wir wollen nun noch voraussetzen, daf jede Molekel, welche
die GefiSwand trifft, von derselben zuriickgeworfen wird wie eine
vollkommen elastische Kugel von einer vollkommen glatten Wand.
Wenn wir demnach die Geschwindigkeit einer solchen Molekel in
zwei Komponenten zerlegen, deren eine senkrecht zur Wand, die
andere parallel zu ihr gerichtet ist, so wird nach dem Gesetze
des elastischen Stofles letztere durch den StoB nicht verindert,
wihrend die senkrechte Komponente einfach die entgegengesetzte
Richtung annimmt. Durch den StoS auf die Wand wird somit
der Molekel nicht nur jene Bewegungsgrofie entzogen, die sie vor
dem StoB senkrecht gegen die Wand besaB, sondern es wird ihr
durch den Stof eine neue Bewegungsgrofe senkrecht zur Wand
‘erteilt, welche gleich grof und entgegengesetzt der fritheren ist.
Die Molekel hat somit auf die Wand und nach dem Gesetze von
der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung ebenso die Wand
auf die Molekel eine BewegungsgroBe iibertragen, welche gleich
ist der doppelten Bewegungsgrofe, die die Molekel vor dem Stof
senkrecht gegen die Wand besa. Da wir annehmen miissen,
dab fiir gewohnlich die Zahl der Gasmolekeln in einem Gefafe
eine sehr grofe ist, so erfolgen die Stofe auf die Wand sehr
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zahlreich, so daB es den Anschein gewinnt, als wiirde kontinuier-
lich auf die Winde BewegungsgroBe iibertragen, und jene Be-
wegungsgrobe, welche in der Zeiteinheit der Flichen-
einheit der Gefiflwand zukommt, entspricht dann dem Druck
des Gases, da wir ja die GréBe einer jeden Kraft — und unter
dem Gasdruck verstehen wir ja ebenfalls eine Kraft per Flichen-
einheit — dadurch messen, indem wir bestimmen, wie grof die
Bewegungsgrofe ist, die sie in der Zeiteinheit auf eine bewegliche
Masse zu iibertragen imstande ist.

Wir setzen nun weiter voraus, da fiir den Fall, dafl wir den
Molekeln ein bestimmtes Volumen zuschreiben, wie wir es z. B.
tun, wenn wir sie als vollkommen elastische Kugeln betrachten,
dieses Volumen sehr klein sei gegeniiber dem Raum, welcher einer
jeden Gasmolekel zu seiner Bewegung zur Verfiigung stebt, oder
anders ausgedriickt, der Raum, welchen die Molekel wirklich mit
Materie ausfilllen soll, klein sei gegeniiber dem Volumen des
GefiBles,” in welchem sich das Gas befindet. Fiir die Berechnung
des Druckes eines Gases konnen wir dann von den Zusammen-
stofen der Molekeln vollkommen absehen, indem, wie wir frither
erwihnt hatten, die Verteilung der Geschwindigkeiten und Ge-
schwindigkeitsrichtungen der Gasmolekeln derartig sein soll, daf
sie durch die ZusammenstsBe im Durchschnitt keine Verinderung
erfahren. Wir konnen demnach fiir die Rechnung annehmen, daf
die einzelnen Gasmolekeln und Geschwindigkeiten im Gefile ihren
Weg zuriicklegen, bis sie auf die Gefdfwand auftreffen, von welcher
sie dann nach den Gesetzen des elastischen StoBes reflektiert
werden.

Im allgemeinen werden die Molekeln die verschiedensten Ge-
schwindigkeiten besitzen. Da wir jedoch voraussetzen, daf die
Zahl in dem der Betrachtung unterzogenen Raum eine sehr grofie
ist, so wird auch immer eine bestimmte Zahl zwischen bestimmten
Geschwindigkeitsgrenzen vorhanden sein, und es miissen natiirlich
auch diese Molekeln iiber den Raum gleichméaBig verteilt sein.

Es sei nun N die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit,
welche die Geschwindigkeit ¢ besitzen. Wir stellen jetzt die Frage:
Wie groB ist von diesen Molekeln die Zahl jener, welche gleich-
zeitig mit der Normalen zu einem bestimmten Punkte der Gefal-
wand einen Winkel einschliefen, der zwischen & und & 4 d&
liegt? Wir finden diese Zahl auf folgende Weise:

1*
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Wir denken uns samtliche Richtungen der Geschwindigkeiten
von dem Mittelpunkt O einer Kugel ausgehend (Fig.1), so werden
dieselben die Oberfliche der Kugel in Punkten durchstechen, welche

Fig. 1. gleichmiBig die Kugelober-
fliche erfiillen. Nennen wir
die Zahl der Richtungen NN,
so gehen auf die Flichen-
einheit der Kugeloberfliche

N .
A i Punkte, wenn wir den

Radius der Kugel gleich
Eins setzen. Die Zahl der
Richtungen, welche mit
einer bestimmten Richtung
OA einen Winkel ein-
schlieBen, der zwischen & und & 4 d 9 liegt, wird nun folgender-
maBen gefunden:

Denken wir uns die Fig.1 um OA rotierend, so beschreibt
der unendlich kleine Kreisbogen BB’ einen Kreis vom Radius BC.
DieserKreis ist gleichzeitig der Umfang einer Kugelzone, deren Breite

BB = 4%
ist. Alle Punkte, welche auf dieser Zone liegen, entsprechen nun
Richtungen, welche mit 0 A einen Winkel zwischen & und & - d &

einschlieBen. Die Zahl dieser Punkte verhalt sich nun zur Gesamt-
zahl wie die Oberfliche der Zone zur Oberfliche der Kugel, oder

da die Zahl der Punkte auf der Flicheneinheit gt ist, so ist die
Zahl der Punkte auf der Kugelzone gleich der Fliche der Zone
multipliziert mit :g; Die Fliche der Kugelzone ist aber gleich

dem Produkte aus Umfang und Breite der Zone. Der Umfang
ist 22 BC und da —

BC =sin®
ist, so ist der Umfang 2w sin®. Die Breite der Zone ist d4,
somit deren Fliche 2 wsin & d & und die Zahl der auf ihr befind-
lichen Punkte

N oonsinodd =2 sinoao.
47 2
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Dies ist gleichzeitig die Zahl der Molekeln in der Volum-
einheit unseres Gases, welche mit der Normalen an einem be-
stimmten Punkte der Gefilwand einen Winkel zwischen & und
@ + d ¥ einschlieflen.

Jede dieser Molekeln besitzt senkrecht gegen die Gefafwand
eine Geschwindigkeitskomponente ¢ cos &. Beim Stof auf die
Wand wird sonach nach unseren fritheren Erérterungen eine
BewegungsgroBe 2 m ccos @ auf die Wand iibertragen, wenn wir
mit m die Masse einer Mo- Fig. 2.
lekel bezeichnen. Um nun B
die Zahl der Molekeln zu
finden, welche in der Zeit-
einheit die Flicheneinheit
der Wand treffen, konnen c
wir folgendermafien ver-
fahren.

‘Wir errichten auf der
Flicheneinheit der Wand
A A' (Fig.2) einen Zylinder
von der Seitenldnge ¢, dessen Achse mit der Normalen B C _den
‘Winkel & einschliefit. Dieser Zylinder sei gleichmiBig erfiillt mit
Molekeln, welche mit der Geschwindigkeit ¢ parallel zur Zylinder-
achse gegen die Gefilwand A A’ fliegen. Es werden somit in der
Zeiteinheit sdmtliche Molekeln, welche der Zylinder enthilt, die
Fliche A A’ treffen. Da wir berechnen, da8 die Zahl derartiger
Molekeln in der Volumeinheit

—1;181:%'9‘(1'3'

A

U

¢

ist, 80 befinden sich in dem Volumen ccos & des Zylinders
% cos & sin & d 9

solche Molekeln. Das ist auch die Zahl der StoBe, welche diese
Molekeln in der Zeiteinheit auf die Flicheneinheit der GefiSwand
bewirken. Multiplizieren wir diese Zahl mit der Bewegungsgrofe
2meccos?, welche durch jeden StoB an der GefiBwand abgegeben
wird, so erhalten wir den Druck, den diese Molekeln auf die
GefaBwand ausiiben. Derselbe ist somit

dp = Nmcicos?Fsindd® . . . . . . (1)
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Den wirklichen Druck, der in unserem GefiBe vorhanden ist,
werden wir nun finden, wenn wir die StoSe aller Molekeln in
Betracht ziehen, die gegen die Gefiwand fliegen. Das sind aber
alle jene Molekeln, deren Richtungen mit der GefaBwand Winkel

einschlieBen zwischen &# — 0 und & — g Wir erhalten sonach
den Druck p, wenn wir die Gleichung (1) nach & zwischen den
Grenzen 0 und g integrieren. Dies ergibt

7

2
_ cos“ﬂ] __Nme?

— 2
p = Nm¢ 3 3

cos2sinddd = ch’[

°"‘_‘¢mln

Hiitten alle Molekeln in unserem Gefifle dieselbe Geschwindig-
keit ¢, so wire der Gasdruck durch die Gleichung
__ Nmc?
3

vollgtindig gegeben.

Wir miissen aber annehmen, daB die verschiedenen Molekeln
auch verschiedene Geschwindigkeiten besitzen. Es seien somit
in der Volumeinheit v, Molekeln mit der Geschwindigkeit ¢,
v, Molekeln mit der Geschwindigkeit ¢, usw. vorhanden. So wird
der Druck gegeben sein durch

vyme: | vomel vmc? m
p=1—3—1+—'3 LI ...=ZT=-§Z'1102.

Nun ist aber

Zvc? = Net,

wenn wir unter ¢ den Mittelwert simtlicher Geschwindigkeits-
quadrate und unter N jetzt die Zahl simtlicher Molekeln in der
Volumeinheit verstehen. Welcher. Art demnach die Verteilung
der Geschwindigkeiten unter den Gasmolekeln immer sein mag,
auf jeden Fall erhalten wir fiir den Druck die Formel

Nmes
p_3.........(2)
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Ist die Gesamtzahl der Gasmolekeln im Gefile %, das Volumen

des Gefifes v, so ist die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit
n

-

)
wonach wir aus Gleichung (2) die folgende erhalten

nmcd
pv=3........(3)

Wir miissen natiirlich annehmen, daB8 »m konstant ist; denn
es ist dies ja nichts anderes als die Gesamtmasse des Gases.
Bleibt die Temperatur des Gases ebenfalls konstant, so &ndert
sich nach unserer Auffassung die innere Energie des Gases nicht,
da wir unter dem Wirmeinhalt nichts anderes als den Energie-
inhalt des Gases verstehen. In unserem Falle beschrinkt sich
der Energieinhalt auf die gesamte kinetische Energie der Gas-
molekeln, indem wir annehmen, daf zwischen diesen auf merkbare
Entfernungen keine Krifte wirksam sind, so dab die potentielle
Energie gleich Null gesetzt werden kann.

mc? .
Die kinetische Energie einer Molekel ist nun 5 Die
Gesamtenergie oder der Wirmeinhalt des Gases ist somit
me! _ nmcd
2 7 2
Soll diese GréBe konstant bleiben, so muB ¢? konstant bleiben.
Danach ergibt sich bei konstanter Temperatur

pv = const.

Das ist das Boylesche Gesetz.
Beriicksichtigen wir jedoch auch die Temperatur, so gilt das
Boyle-Charlessche Gesetz

pv=RT,

wenn wir unter T’ die absolute Temperatur und unter R eine
Konstante verstehen. Diese Gleichung wird mit Gleichung (3)
identisch, wenn wir ¢2 proportional der absoluten Temperatur T
setzen. Es wiichst demnach das mittlere Quadrat der Geschwindig-
keit der Molekeln oder deren kinetische Energie proportional der
absoluten Temperatur.
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Man bezieht das Boyle-Charlessche Gesetz gewohnlich auf
eine Grammolekel des Gases, kurz ein ,Mol“ genannt, das sind so viel
Gramme des Gases, als das Molekulargewicht angibt. In diesem
Fall wird die sogenannte Gaskonstante B =— 8,315.107 ge:—agd - Mit
Benutzung dieses Wertes gilt dann fiir 1 g des Gases

,— BT
.p —.M-,

wenn wir unter M sein Molekulargewicht verstehen.

2. Avogadros und Gay-Lussacs Regel.

Haben wir eine Mischung zweier Gase, so kommen dreierlei
Arten von Stofen vor. Es konnen Molekeln des einen Gases mit
gleichartigen zusammenstofien, ferner Molekeln des anderen Gases
mit gleichartigen und schlielich Molekeln des einen Gases mit
Molekeln des anderen. Fiir jede dieser Arten von Zusammen-
stoBen soll aber wiederum das Gesetz der Erhaltung des
Schwerpunktes und der Energie gelten. Es wird dies der
Fall sein, wenn wir uns die Molekeln beider Gase wieder als
vollkommen elastische Kugeln vorstellen, die jedoch fiir die ver-
schiedenen Gase auch verschiedene GréBe und Masse besitzen
sollen.

Es haben nun zuerst J. Cl. Maxwelll) und spiter andere?)
gezeigt, dal in einer Mischung zweier oder auch mehrerer Gase
der Durchschnittswert der kinetischen Energie einer Molekel fiir
alle Molekeln gleich gro8 ist, was iibrigens schon Clausius an-
genommen hat. Bezeichnen wir demnach fiir die verschiedenen
Gase die Massen der Molekeln mit m, m', m", ... und die zu-
gehorigen Geschwindigkeitsquadrate mit c2, ¢2, ™, ..., so muB
fiur die Mischung dieser Gase, vorausgesetzt natiirlich, daf das
Gas im mechanischen und im Wirmegleichgewicht sich befindet,
gelten

med _ m'd®  wm'hB

-5 = 7 = 3 =eee=% .. .. 4

1) Phil. Mag. (4) 19, 25 (1860).
?2) Biehe v. Lang, Theoretische Physik, 2. Aufl., 8. 691.
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Es liegt nun kein Grund vor, anzunehmen, daf das Verhalten der
Gase ein anderes wire, wenn jedes fiir sich allein bei derselben
Temperatur vorhanden wire. Ob demnach die Gase getrennt oder
gemischt sind, wir nehmen an, da fiir ein und dieselbe Temperatur
die Gleichung (4) giltig ist. Wir stellen nun verschiedene Gase
unter gleichen Druck und gleiche Temperatur. Dann gilt fiir den
Druck der einzelnen Gase
Nm c2 N'm' 2
3 = 3 = ..., (5)
wobei wir wiederum unter N, N/, ... die Zahl der Molekeoln der
einzelnen Gase in der Volumeinheit verstehen. Aus dieser und
der Gleichung (4) folgt nun

N:N:.-.

Dies ist aber die sogenannte Regel von Avogadro, welche
besagt, daB Gase unter gleichem Druck in gleichenRiumen
bei derselben Temperatur gleichviel Molekeln besitzen.
Ferner konnen wir ohne weiteres das Gesetz von Gay-
Lussac folgern, welches beziiglich der Gasdichte aussagt: ,Wenn
sich zwei Gase chemisch verbinden, so stehen die in
Verbindung eingehenden Gasmengen, bezogen auf
gleichen Druck und Temperatur untereinander, sowie
zur Menge der Verbindung in Verhaltnissen, welche
durch einfache ganze Zahlen dargestellt werden.* Es
ist dieses Gesetz ohne weiteres klar, wenn wir nach Daltons
Theorie annehmen, dafl die Molekeln einer chemischen Verbindung
aus ganzen Zahlen von Atomen der sie bildenden Elemente be-
stehen, und wenn wir auBerdem A vogadros Regel beriicksichtigen.

p:

3. Daltons Gesetz.

Nach den Gleichungen (4) und (5) gilt fir den Druck eines
Gases Nmd o N
me %
p = 3 — 3 e e e e e s (6)

Wir wollen die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit verschie-
dener Gase, die eine Mischung bilden, mit N;, Ny, ... bezeichnen.

Es ist dann
N= N1+N2+""
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wenn wir jetzt unter N die Gesamtzahl der Molekeln in der Volum-
einheit verstehen. Ferner ist nach Gleichung (6)

__2Nx __ 2Ny%x , 2 Nyx .
P="3" =3 t3 T T
=P+t

wobei wir also
__2Nx __2N,x
P = 3 ’ Py = 3 ’

sotzen, welche jene Drucke bedeuten, die jedem einzelnen Gas fiir
sich zokommen wiirden. Damit ist aber Daltons Gesetz ge-
geben, nach welchem der Gesamtdruck eines Gasgemenges
gleich der SBumme der Partialdrucke der einzelnen Be-
standteile ist.

4. Zahlenwert der Geschwindigkeit.

Die Gréfe Nm in der Gleichung (5) ist nichts anderes als
die Masse der Volumeinheit des Gases. Bezeichnen wir demnach
die Dichte des Gases mit @, o kénnen wir auch

Nm=—¢
setzen und Gleichung (5) ergibt
_ e
P=5
oder
a=232
Y

Nun 148t sich aber das Verhdltnis zwischen Druck und Dichte
eines Gases experimentell bestimmen. Folglich kénnen wir auch
den Mittelwert des Quadrates der Geschwindigkeiten zahlenmiBig
darstellen. Die Wurzel aus diesem Werte darf zwar nicht mit
dem Mittelwerte der Geschwindigkeiten verwechselt werden, aber
sie wird jedenfalls der GriBenordnung nach mit der mittleren
Geschwindigkeit der Gasmolekeln iibereinstimmen. Clausius hat
diese Geschwindigkeit in der angefithrten Weise zuerst berechnet
Jand fand fiir

Luft ... ... 485 m, Stickstoff . . . . 492m,

Bauerstoff . . . , 461m, Wasserstoff . . . 1844 m.

Und zwar gelten diese Zahlen bei der Temperatur 0°C.
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Wir haben es also mit sehr groBSen Geschwindigkeiten der
Molekeln zu tun, welche sich der GroBenordnung nach mit der
Geschwindigkeit unserer schnellsten Geschosse vergleichen lassen.

Wir haben hier durch strenge Anwendung der Rechnung
auf die Theorie eine Grofle kennen gelernt, in welche einen Ein-
blick zu tun von vornherein vollig ausgeschlossen erscheint. Wir
werden im Laufe unserer Untersuchungen noch andere Gréfien
der Rechnung zuginglich machen, bei welchen es noch viel mehr
iiberrascht, dafl es menschlichem Scharfsinn gelungen ist, sie zu
ergriinden.

Besitzen wir mehrere Gase unter demselben Druck p, so ist

_ed et
P="g =" ="
woraus folgt
o«
2 e

Es verhalten sich somit die Dichten der Gase wie umgekehrt die
mittleren Geschwindigkeitsquadrate der Molekeln. Dies trifft nun
auch zu fiir die Ausstromungsgeschwindigkeit der Gase aus feinen
Offnungen, und es hat ja Bunsen daraufhin eine Methode aus-
gearbeitet, die Dichten verschiedener Gase zu vergleichen. Es ist
damit aber nicht eine Stiitze fiir die Anschauungen der kinetischen
Gastheorie gegeben, sondern es folgt die Formel fiir die Aus-
stromungsgeschwindigkeit unmittelbar aus den aerodynamischen
Grundgleichungen.

b. Maxwells Gesetz.

Wir erwihnten schon zu wiederholten Malen, daf die Mole-
keln eines Gases nicht nur verschiedene Bewegungsrichtungen,
sondern auch verschiedene Geschwindigkeiten besitzen, was ja
unmittelbar ersichtlich ist, wenn man iiberlegt, daf zwei Molekeln
gleicher Geschwindigkeiten in der Regel durch den Zusammen-
stoB verschiedene Geschwindigkeiten erlangen werden. Also hitten
wir selbst fiir einen bestimmten Augenblick ein Gas, dessen
Molekeln alle dieselbe Geschwindigkeit besitzen, so wiirde dieser
Zustand durch die ZusammenstoBe der Molekeln untereinander
sofort wieder zerstort.
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Mag sich nun auch die Geschwindigkeit einer Molekel von
StoB zu StoB #ndern, so liegt doch der Gedanke nahe, daff bei
einer sehr grofen Zahl von Molekeln ein Gesetz vorhanden ist,
nach welchem die Geschwindigkeiten iiber die Molekeln verteilt
sind. Dies ist so zu verstehen, dal jede mogliche Geschwindigkeit
zwischen O und oo eine gewisse Wahrscheinlichkeit haben wird,
oder mathematisch gesprochen, wir kennen das Gesetz, wenn wir
die GroBe der Wahrscheinlichkeit angeben kénnen, daB eine Molekel
eine Geschwindigkeit zwischen ¢ und ¢ 4 d¢ besitzt.

Es gelang zuerst J. Cl. Maxwell, das Verteilungsgesetz auf-
zustellen, und wir wollen im folgenden in zwar nicht vollkommen
strenger, dafiir aber in um so einfacherer Weise dieses Verteilungs-
gesetz der Geschwindigkeiten herleiten.

Wir bezeichnen die Komponenten der Geschwindigkeit ¢ einer
Molekel parallel zu den Achsen eines rechtwinkligen Koordinaten-
systems mit %, v, w. Es ist demnach

=402 tw2 .. ... ...
‘Wir machen nun die Annahme, dafi die Wahrscheinlichkeit einer
bestimmten Geschwindigkeitskomponente unabhingig ist von der
GroBe der beiden anderen, so dafl die Wahrscheinlichkeit, daB
eine Molekel eine Geschwindigkeitskomponente besitzt, die zwischen
# und % 4 du liegt, lediglich eine Funktion der GroBe w ist.
Wir bezeichnen diese Wahrscheinlichkeit mit £ (u) du. Gleicher-
weise ist dann die Wahrscheinlichkeit, daB die Molekeln Ge-
schwindigkeitskomponenten zwischen ¢ und v -4 dv und w und
w -+ dw haben, ¥(v) dv baw. f(w)d w.

Nach der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist nun die Wahr-
scheinlichkeit, daf gleichzeitig mehrere Ereignisse eintreten, gleich
dem Produkte aus dem Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Er-
eignisge. Stellen wir demnach die Frage, wie groB die Wahr-
scheinlichkeit ist, daf eine Molekel alle drei Komponenten zwischen
den oben gestellten Grenzen besitzt, so erhalten wir als Produkt
aus den Wahrscheinlichkeiten

f)f@ fwdwdvdw . . . . . . . ()

Da die verschiedenen Geschwindigkeiten fiber alle Richtungen
des Raumes gleichmiBig verteilt sind, so kann ein und dieselbe
Geschwindigkeit ¢ die verschiedensten Komponenten u, v, % be-
sitzen. Wir konnen demnach in der Gleichung (7) ¢ als Kon-
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stante betrachten, die Komponenten u, v, w jedoch als Variable.
Fragen wir ferner nach der Wahrscheinlichkeit einer bestimmten
Geschwindigkeit ¢, so wird der Ausdruck (I) eine bestimmte kon-
stante Griofle besitzen miissen, obwohl wir die Funktionen f(),
(), f(w) als variabel ansehen. Fiir eine bestimmte Geschwindig-
keit ¢ hat somit auch das Produkt f(u)f(v)f(w) eine konstante
GroBe, und wenn wir es differenzieren, mul das Differential gleich
Null sein. Gleicherweise muB in Gleichung (7) d(c?) = 0 werden.
Fithren wir dies durch, so ergibt dies

und ebenso wdu +vdofwdw =10 . . . . . . (8)

' @) f@)fw)du + fu)f' (v)f(w)do + f(w)f®)f' (w)dw = 0.
Die letzte Gleichung dividieren wir noch durch f(u)f(v)f(w) und

erhalten
f'(w) ') fw ,

) adu + ) av + o) dw=20. ... (9
Wir wollen Gleichung (8) mit einem willkiirlichen konstanten
Faktor A multiplizieren und sie zur Gleichung (9) addieren. Dies
ergibt dann

"(w) f' () f'(w)

).u]du [ M] dv [ lw] dw = 0.
[Ty + 2] au+ [y + ao]ao + [ 75 +

Wie groB wir du, dv, dw wihlen, vorausgesetzt natiirlich nur,

daB es unendlich kleine Gréfien bleiben, ist vollkommen willkiirlich.

Folglich kann die letzte Gleichung nur bestehen, wenn jeder ein-

zelne dieser Faktoren gleich Null ist. Dies ergibt

e =0
-
% 4 Aw=0.
Schreiben wir die erste dieser drei Gleichungen
’;((:)) du = — Audu,

so ergibt die Integration u?
If(w) = — }'E + 14,
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wobei A eine willkiirliche Konstante bedeutet. Die letzte Glei-
chung kénnen wir schlieBlich noch amformen in

_iw

flu) = Ae 2,

und ebenso erhalten wir 20

f)) = 4e *

und 12

fw) = Ae 2.

Es wird sich spéter als vorteilhaft erweisen, wenn wir

A 1
27

setzen, wobei also &¢ wiederum eine willkiirliche Konstante ist.
Danach erhalten wir fiir die Wahrscheinlichkeit, dal eine Molekel
eine Geschwindigkeitskomponente zwischen % und  + du besitzt,

_w
fwdu = Ae “du.

Haben wir in unserem Gas 7 Molekeln, wobei n als eine sehr
groBle Zahl zu denken ist, so wird die Zahl der Molekeln, welche
eine Geschwindigkeitskomponente zwischen % und % 4 du besitzen,
gleich sein # multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit, daf eine
Molekel die verlangte Geschwindigkeitskomponente besitzt. Diese
Zahl ist demnach

u2
nde “du.
Unsere Geschwindigkeitskomponente kann nun alle moglichen
Werte zwischen — oo und 4 oo besitzen. Integrieren wir dem-
nach den letzten Ausdruck zwischen den Grenzen — co und -+ oo,
80 mub dies die Gesamtzahl der Molekeln ergeben. Es mufl also

4+ oo
u2

n = nAJ.e— Py

sein, oder es ist + oo

v
Aje 2du — 1.

Diese Gleichung erlaubt uns somit den Wert der Konstanten
A4 zu bestimmen.
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Zu dem Zwecke gehen wir folgendermaflien vor. Es ist natiir-

lich auch + o
-2
Aje 2dy =1
und somit auch — o
+ oo + oo 4+ 90 + oo
_w [ _ _wta

(Aje “""du) <AJe ""dv> = Aﬁf je @ dudv = 1.

‘Wir wollen nun zi‘ = z, g = g setzen und erhalten dadurch
4+ 00 + oo

Aﬂoﬂj J.e“(”“'yz)dxdy = 1.

Die beiden Variablen # und y betrachten wir aber jetzt als
die Koordinaten eines ebenen rechtwinkligen Koordinatensystems
und fithren an Stelle der rechtwinkligen Polarkoordinaten ein.
Wir haben also

22+ y? = 2
dzdy = rdrdg
zu setzen. Fithren wir dies durch, so zeigt sich, daB
+ 00 + oo o 37
A2p2 @+ Pdrdy = A202| |e="*rdrde.
[l /]

Hier beziehen sich 0 und oo auf # und 0 und 27 auf den
Winkel ¢. Das Integral nach d¢ ergibt einfach 2, so daf wir
schreiben kénnen

27:A2u2j'e—’2rdr = — [nA2a2e—'”];° = mwA202 = 1.
0
Somit wird A= 1_
wym
und 1
f(’ll/) == —=¢ aZ,
wyn
1 -2
V) = ——=e &,
@ py
1 w2
fw) = @

afn’
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Wollen wir nun die Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte
Geschwindigkeit ¢ von ganz bestimmter Richtung wissen, so ist
diese durch die Wahrscheinlichkeit der Komponenten u, v, w ge-
geben. Die Wahrscheinlichkeit dieses bestimmten ¢ ist nach (I) also

1 w42 fu? -
ff@)fwdudvdw — —5—e a2 dudvdw.
2 03

In dieser Formel wollen wir aber wiederum u, », w als die
rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes ansehen und dieselben
in Polarkoordinaten verwandeln. Wihlen wir demnach die Ge-
schwindigkeit ¢ und die Winkel © und ¢ derart, daf

02 — uﬁ + 02 + w2
und das Raumelement
dudvdw = c2dcsin 0dode
wird, so ist & der Winkel, welchen ¢ mit der #-Achse und ¢ jener,
welchen die Projektion von ¢ auf die #y-Ebene mit der z-Achse

einschlieBt. Dadurch erhalten wir fiir die Wahrscheinlichkeit
einer Geschwindigkeit ¢ von bestimmter Richtung

o2
31 ¢ atc2dcesin O addep.
w2 o3

Fragen wir ohne Riicksicht auf eine bestimmte Richtung,
lediglich nach der Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Geschwin-
digkeit zwischen ¢ und ¢} de¢, so ist diese Wahrscheinlichkeit
natiirlich viel gréfer als die frithere und wir erhalten sie, wenn
wir nach den Winkeln ¢ und & iiber den ganzen Raum integrieren.
Wir haben also nach & zwischen 0 und 7, nach ¢ von 0 bis 27
die Integration durchzufithren. Dadurch gelangen wir zu folgen-
dem Ausdruck:

7T 2
2

-2 § 4 -2
cle “2chJsin&dﬂd¢ = ——¢c2e “de.
Vazocs
0 0

3
7? o8
Danach ergibt sich fiir die Zahl der Molekeln, welche eine Geschwin-
digkeit zwischen ¢ und ¢ + dc¢ besitzen, die Grofie
c2

4n -
V}E“scze “de . . . . . ... )
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Es eriibrigt uns noch, die Bedeutung der GréBe von o kennen zu
lernen. Wir wollen zu dem Zwecke jene Geschwindigkeit auf-
suchen, welche die gréfte Wahrscheinlichkeit besitzt. Wir haben
also jene Geschwindigkeit zu suchen, fiir welche der Ausdruck ein
Maximum wird. Dies geschieht auf die Weise, da wir ihn nach ¢
differenzieren und den Differentialquotienten gleich Null setzen.
Aus der so erhaltenen Gleichung ergibt sich dann

Cc — 0.

Es ist somit o nichts anderes als die wahrscheinlichste Ge-
schwindigkeit.

Diese ist jedoch nicht zu verwechseln mit der mittleren
Geschwindigkeit der Gasmolekeln. Die letztere erhalten wir auf
folgende Weise. Wir haben die Summe sémtlicher Geschwindig-
keiten zu bilden und durch die Zahl derselben zu dividieren.
Die Zahl samtlicher Geschwindigkeiten ist gleich der Zahl n der
Molekeln in unserem Gas. Die Summe simtlicher Geschwindig-

keiten ist gleich
- @
4_n 3e “de.
Vn od
0

Letzterer Ausdruck durch # dividiert ergibt somit die mittlere
Geschwindigkeit, wie aus folgender Gleichung ersichtlich:

©o cz -]
4 - = —
cse ﬁdc:il—g e Pdx
Vmwos V=
0 0
4u[ zle— 20

= ﬁ —-—2———+J.we—“’da:]:’ = V;

Wie man sieht, haben wir hier die Variable 2 — :—c eingefiihrt.

Es ist also die mittlere Geschwindigkeit 2—ﬁ grofer als die wahr-
scheinlichste Geschwindigkeit c. v

Wir wollen noch den Mittelwert von ¢2 berechnen, den wir
in der Druckformel mit ¢2 bezeichnet haben. Wir bilden diesen

Mittelwert in derselben Weise wie den fritheren, nur fithren wir
Jager, Die Fortachritte der kinetischen Gastheorie. 2
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anstatt der Geschwindigkeit ¢ das Quadrat derselben ein. Danach

ergibt sich
J. e Pdg

4 Jc*e 2de =
2 2
—2d g = iﬁ‘_c—‘[e—“zdx = 3%

Vos
¢
b4

ﬁl*‘

6 o
—V~
Je_#dx = L

Das hier benutzte

2
0
erhilt man leicht nach den fritheren Erérterungen in folgender
Weise. Es ist
4+ 00 + a0 00
J‘ je @+PDdpdy = Ue—“zdw] je—”“dx]“ =m
Lotw 0

Wiihrend wir fanden, dal die mittlere Geschwindigkeit
groBer ist als die wahrscheinlichste, so zeigt sich hier, daB
das mittlereQuadrat der Geschwindigkeit wiederum gréSer
ist als das Quadrat der mittleren Geschwindigkeit.

Da wir in der Lage waren, aus der Druckformel das mittlere
Geschwindigkeitsquadrat der Molekeln seinem Zahlenwerte nach
zu finden, so konnen wir jetzt auch die mittlere und die wahr-
scheinlichste Geschwindigkeit berechnen. So wird z. B. fiir Sauer-
stoff ¢ = 426 m, « =— 377 m.

6. Mittlere Weglinge und Stofzahl der Molekeln.

Die grofie Geschwindigkeit, welche die Gasmolekeln besitzen,
lassen etwas befremdlich erscheinen, dal ein Gas in ein zweites
doch nur sehr langsam eindringt, weshalb man anfinglich daran
gezweifelt hat, ob die Art des Vorganges, die Geschwindigkeit der
Gasmolekeln zu berechnen, auch ihre Berechtigung besitze. Da-
durch angeregt, hat nun Clausius gezeigt, dafl ein groBer Unter-
schied sei zwischen der Geschwindigkeit einer einzelnen Gasmolekel
und der Geschwindigkeit, mit welcher das gesamte Gas in ein
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zweites eindringt. Stellen wir niémlich die Annahme, daB die
Molekel eine gewisse Ausdehnung besitze, so kann keine, wie wir
ja schon frither erwihnten, ihren Weg ungestort zuriicklegen, son-
dern sie st66t bestindig mit Nachbarmolekeln zusammen. Dadurch
wird sie bestindig von ihrem Wege abgelenkt, was zur Folge hat,
daf sie nur sehr langsam nach einer bestimmten Richtung vor-
wirts kommt.

Zur Vorstellung eines Zusammenstofes zweier Molekeln
kommen wir natiirlich nur dann, wenn wir die Molekeln wie
materielle Korper betrachten, etwa Kugeln von bestimmter Aus-
dehnung. Der ZusammenstoB erfolgt dann einfach nach den
Gesetzen des Stofies vollkommen elastischer Kugeln,

Anders wire es jedoch, wenn man, wie es ja auch zu ge-
schehen pflegt, die Molekeln als Kraftzentren ansieht, welche
AbstoBungskrifte aufeinander ausiiben, die jedoch nur dann von
erheblicher Wirkung werden, wenn diese Kraftzentren einander
sehr nahe kommen. Auch unter diesem Gesichtspunkte lassen
gich die verschiedenen Eigenschaften der Gase darstellen, und
zwar hat dies zuerst Maxwell getan, indem er, um die Integration
geiner Formeln zu ermoglichen, annahm, die Molekeln iitben Ab-
stoBungskrifte aufeinander aus, welche verkehrt proportional der
fiinften Potenz ihrer Entfernung sind. Auch in diesem Falle
werden sich die Molekeln nicht wesentlich anders verhalten, als
wenn wir es mit vollkommen elastischen Kugeln zu tun hitten,
da ja die KraftduBerungen tatsachlich nur auf sehr kurze Distanzen
merkbar sind. Aber wir sind nicht mehr in der Lage, von einem
bestimmten Zusammensto der Molekeln zu sprechen, es sei denn,
daB wir einen bestimmten Grenzwert der Entfernung feststellen
und annehmen, ein Zusammensto8 erfolge, so oft die Distanz der
Molekeln unter diesen Grenzwert fallt, hingegen stoflen sie nicht
zusammen, wenn die Molekeln in einer gréferen Entfernung als
der Grenzwert aneinander voriibergehen.

Da die Auffassung der Molekeln als feste Kérper, besonders
als Kugeln in der Darstellung héufig groe Erleichterung gewihrt,
80 ist es nicht ohne Bedeutung, unter dieser Voraussetzung die
kinetische Gastheorie zu entwickeln, und wie sich spiter zeigen
wird, ist es dann wichtig, die Zahl der Zusammenstdfbe zu
kennen, welche eine Molekel in der Sekunde mit anderen macht,
und die wir kurz die Sto8zahl der Molekel nennen wollen.

g%
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Wir setzen ein homogenes Gas voraus, dem wir Molekeln
zuschreiben, welche alle von derselben Beschaffenheit sind, und
zwar seien sie Kugeln vom Durchmesser 6. Wiederum wollen
wir die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit mit N bezeichnen.
Nebhmen wir nun an, simtliche Molekeln seien itber den Raum
gleichmiBig verteilt, aber in vollkommener Ruhe, wihrend nur
eine Molekel mit der Geschwindigkeit ¢ sich zwischen den anderen
Gasmolekeln vorwirts bewegt, so erfolgt immer ein Zusammen-
stoB, so oft die Entfernung des Mittelpunktes der sich bewegenden
Molekel mit einer ruhenden gleich 6 wird. Wiirden wir demnach
voraussetzen, dal sich ein ausdehnungsloser Punkt mit der Ge-
schwindigkeit ¢ durch die Molekeln bewege, daf aber die Molekeln
nicht den Durchmesser, sondern den Radius 6 besitzen, so wiirde
dieser Punkt genau dieselbe Anzahl von StoBen machen, welche
unsere bewegliche Molekel vollfiihrt. Auch wiirde sich die Sto8-
zahl nicht dndern, wenn wir unserer beweglichen Molekel den
Radius 6 erteilen wiirden, die ruhenden Molekeln aber als Punkte
angehen.

‘Wir wollen fiir die Rechnung jenen Fall withlen, bei welchem
wir uns die ruhenden Molekeln als Kugeln vom Radius ¢, die
bewegliche jedoch als Punkt denken. Wir fragen jetzt nach der
Wahrscheinlichkeit, mit welcher der Punkt den Weg «, ohne an-
zustoBen, zuriicklegt, und nennen dieselbe

W = f(x).
Dann ist die Wahrscheinlichkeit, daB er den Weg z -+ d zuriicklegt,

W =f@+da) =(@+ 1 @do = W+57 aa.

Die Wahrscheinlichkeit nun, da8 der Punkt den Weg z -+ dx
zuriicklegt, konnen wir als die Wahrscheinlichkeit zweier Ereignisse
betrachten, nimlich, daB er sowohl den Weg # als auch den Weg
dz zuriicklegt. Es wird somit die Wahrscheinlichkeit, da8 er
den Weg x 4 dx zuriicklegt, gleich sein dem Produkte der Wahr-
scheinlichkeiten fiir den Weg # und fiir den Weg dx. Letztere
‘Wahrscheinlichkeit sind wir aber in der Lage zu berechnen.
Wir legen senkrecht zur geradlinigen Bahn unseres Punktes
zwei Ebenen in der Entfernung d# und um die Bahn als Achse
eine Zylinderfliche vom Querschnitt 1. Die beiden Ebenen und
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der Zylinder begrenzen demnach ein Raumelement vom Volumen
dz. In demselben befinden sich Ndz Molekeln. Diese stellen
dem wandernden Punkte eine Fliche entgegen von der Grofe
Nwmo2dz. Die Wahrscheinlichkeit, da der wandernde Punkt den
betrachteten Raum passieren kann, ist nun gleich dem Verhiltnis
der von Molekeln freien zur gesamten Fliche, die in unserem
Falle gleich 1 ist. Die freie Fliche ist aber gleich 1 — Nn62dx,
und das ist somit die Wahrscheinlichkeit, dal der Punkt den Weg
dx zuriicklegt. Sonach ist die Wahrscheinlichkeit, dal er den
Weg x + dx zuriicklegt,
aw

W = W(l—-NarGﬂdx) = W+—d-;. az,

woraus folgt, daB

%dw = — WN=znoldx
oder, wenn wir durch d« kiirzen,
%V — — N=na6?dz,
woraus wir durch Integration erhalten
W= —N=nd¢z+1C

W = C.eNnddz

Die willkiirliche Konstante C bestimmen wir folgendermalen.
Die Wahrscheinlichkeit, daB unser Punkt den Weg 0 zuriicklegt,
ist gleich 1. Es muf demnach
1=¢C

sein, was fiir die Wahrscheinlichkeit, da der Punkt den Weg ,
ohne anzustoBen, zuriicklegt,

W — e~ N7z
ergibt.

Wir wollen jetzt eine sehr groBe Zahl von moglichen Wegen,
die eine Molekel im Laufe der Zeit zwischen je zwei Zusammen-
stofen zuriicklegt, ins Auge fassen und den Mittelwert derselben
suchen. Die Zahl dieser Wege sei #. Es ist dann die Zahl jener,
welche kleiner als z sind, gleich der Gesamtzahl », multipliziert
mit der Wahrscheinlichkeit, mit welcher die Molekel den Weg z,
ohne anzustoBen, zuriicklegt. Diese Zahl ist somit ne—¥7%z,
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Die Zahl jener Wege, welche kleiner sind als # -+ d, ist analoger-
weise
ne—Nnod(x+da) — pg—Nnodz o—Nro2dz

— ne—Nnoa (1 — Nma2ds).

Diese Zahl ist wegen des groBeren Weges natiirlich kleiner als
die frithere. Wollen wir demnach die Zahl der Wege kennen
lernen, welche eine Linge zwischen 2 und # 4+ dx haben, so haben
wir die Differenz der beiden gefundenen Ausdriicke zu bilden und
erhalten ‘

ne N7z _ pe—Nno¥z (1 — Nwo2dux)
= pe~N7oz Nxo?dx — nowe*%dzx,
indem wir der Kiirze halber
Nn62 = o
setzen wollen. Integrieren wir diese Anzahl zwischen den Grenzen
0 und oo, so mufl dies natiirlich wieder # ergeben, das heilit die
Gesamtzahl aller Wege, was auch tatsiichlich der Fall ist.

Bilden wir nun die Summe aller Wege und dividieren sie
durch die Zahl derselben, so erhalten wir den mittleren Weg,
welchen eine Molekel zwischen zwei Zusammenstéfien zuriicklegt.
Um die Summe der Wege von einer bestimmten Linge zwischen
2 und = 4 dz zu bilden, haben wir deren Zahl mit # zu multipli-
zieren. Die Summe aller Wege wird demnach sein

oo oo

no |ze— % dr — no [
— 0
0

oo
= -—-ﬁe“““ :ﬁ--
o 0 o

Dividieren wir diesen Ausdruck durch die Zahl der Wege %, so
bekommen wir die mittlere Weglinge

] — 11
" o  Nng?

Die verschiedenen Geschwindigkeiten, welche die Molekel
infolge der Zusammenstofe zu verschiedenen Zeiten hat, sollen
den Mittelwert ¢ besitzen, das heiBt, es legt in der Zeiteinheit die

Molekel den Weg ¢ zuriick. Der Mittelwert des Weges zwischen

0
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zwei Zusammenstofen ist nun L Folglich ist die Zahl der
Nmo?

Zusammenstofe, welche die Molekel in der Sekunde macht, ¢,
dividiert durch die mittlere Weglinge 7, das ist

7= % = Nz 6%

Diese letzte Zabl kénnen wir auf viel einfachere Weise finden,
indem wir von folgender Vorstellung ausgehen. Wir haben schon
frither erwihnt, daf es fiir die Rechnung gleichgiiltig ist, ob wir
annehmen, eine Molekel von bestimmtem Radius bewege sich
durch eine grofie Anzahl ruhender Molekeln von demselben Radius,
oder ein Punkt bewege sich durch dieselbe Anzahl von Molekeln
von doppeltem Radius, oder eine Molekel von doppeltem Radius
bewege sich durch dieselbe Anzahl gleichmiBig verteilter ruhender
Punkte.

In letztem Falle 146t sich nun die Rechnung folgendermafien
durchfithren. Wir denken uns simtliche Wege, welche die Molekel
macht, zu einer groflen geraden Linie aneinander gelegt. Dann
wird fir die Sekunde diese Gerade eine Linge von ¢ besitzen,
und unsere wandernde Molekel vom Radius ¢ wird als Spur einen
Zylinder vom Querschnitt 762 und der Linge ¢ hinterlassen.
Dessen Volumen wird demnach 7 62¢ sein. Die Molekel wird nun
so viel Zusammenstofe auf diesem Wege machen, als Punkte in
diesem Zylinder zu liegen kommen. Nun hatten wir aber die
Zahl der Molekeln in der Volumeinheit N genannt. Folglich
befinden sich N 62¢ Punkte in unserem Zylinder, und das ist
auch gleichzeitig die Zahl der ZusammenstéBe, welche die Molekel
in der Sekunde macht. Bei dieser Uberlegung haben wir allerdings
in sehr einfacher Weise die StoBzahl gefunden, doch erméglicht
sie uns nicht, die Wahrscheinlichkeit eines Weges von bestimmter
GroBe zu berechnen, den die Molekeln zuriicklegen.

Die von uns gefundene StoSzahl ist aber nicht identisch mit
der Zahl der StoBe, welche eine Molekel erfihrt in einem Gase,
wo simtliche Molekeln in Bewegung sind. Aber es ergibt eine
leichte Uberlegung, daB auch jetzt dieselbe Formel gilt, nur haben
wir an Stelle der mittleren Geschwindigkeit ¢ die mittlere
relative Geschwindigkeit ¥ einzufithren, welche eine Molekel
gegeniiber den anderen besitzt. Denn es ist ja klar, dab, wenn
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die ruhende Schar von Molekeln sich mit einer gewissen Ge-
schwindigkeit bewegen wiirde, die bewegliche Molekel mit einer
anderen, da8 der Effekt dann derselbe ist, als wiiren die urspriing-
lich ruhenden Molekeln wieder in Ruhe, wihrend die bewegliche
Molekel sich jetzt mit der relativen Geschwmdlgkelt gegen die
ruhenden Molekeln bewegt.

Um nun die mittlere relative Geschwindigkeit einer Molekel
gegeniiber den anderen zu finden, wollen wir folgendes Verfahren
einschlagen. Wir denken uns vorerst zwei Geschwindigkeiten ¢,
und ¢y welche den Winkel & einschliefen. Wir tragen dieselben
von einem Punkte 0 aus als Strecken auf. Es ist dann die Ver-
bindungsgerade der Endpunkte dieser Strecke die relative Ge-
schwindigkeit 7y, und zwar ist nach einer bekannten Formel

ry == Vel + ¢ —2¢,¢5 cosD.
Je nach der Grofe des Winkels & wird demnach die relative
Geschwindigkeit 7, sich #ndern, aber wir kénnen wiederum den
Fig. 8. Mittelwert simtlicher 7, bilden. Auf
diese Weise erhalten wir dann die
mittlere relative Geschwindigkeit
einer Molekel von der Geschwindig-

‘ keit ¢; gegeniiber Molekeln von
5

der Geschwindigkeit ¢,. Die Zahl
der Molekeln von der Geschwindig-
keit ¢, sei m. Dieselben kénnen
wir wieder als gleichmilig verteilte
Punkte auf einer Kugelfliche an-
sehen, deren Radius ¢, ist (Fig. 3).
Die Zahl jener Geschwindigkeiten,
welche nun mit ¢, einen Winkel zwischen & und & 4 d® ein-
schlieen, ist demnach
% sin9do.
2
Es ergibt sich dies aus derselben 'Uberlegung, welche wir bereits
im ersten Abschnitte gemacht haben. Der letztere Ausdruck gibt
uns auch die Zahl sémtlicher relativen Geschwindigkeiten r,, deren
Komponenten Winkel zwischen " und & 4 d & bilden. Integrieren
wir diesen Ausdruck demnach von O bis =, so miissen wir wieder
die Gesamtzahl % aller relativen Geschwindigkeiten erhalten. Wenn



— 925 —

wir aber den gefundenen Ausdruck mit der relativen Geschwindig-
keit r, multiplizieren und abermals von O bis # integrieren, so
erhalten wir die Summe sidmtlicher relativen Geschwindigkeiten,
welche, durch deren Zahl » dividiert, die mittlere relative Ge-
schwindigkeit r ergeben mufl. Es ist demnach

— rls'm%d'ﬂ
T 2

! chl +ef— 2¢¢5c0sP sin AP
0

1
= 6oic [(c1 +el—2¢0¢ cos«‘))ﬂ] .

Die relative Geschwindigkeit ist immer eine positive Grofie. Wir
3
miissen demnach den Awusdruck (¢ 4 ¢ — 2¢, ¢3cos )2, der
ja sowohl positiv wie negativ sein kann, immer mit positivem Vor-
zeichen in die Rechnung einfithren. Bei Einsetzung der Grenzen

in die letzte Gleichung haben wir demnach zu beachten, ob ¢; > ¢,
oder ¢; < ¢y ist. Im ersten Falle erhalten wir

el+t¢]
3, (10)
und im zZweiten
_sdtd oy
3¢y

Beide Formeln miissen natiirlich fiir ¢; = ¢, denselben Ausdruck
ergeben. Wir erhalten tatsichlich jedesmal §¢,. Wirden wir
sonach voraussetzen, simtliche Molekeln hitten dieselbe
Geschwindigkeit ¢, so erhielten wir fiir die StoBzahl einer

Molekel Z — Nﬂ 621' —_— % Nﬂ 62 C.

Die mittlere Weglinge wire dann

¢ 3
Z  4N=mo®
Das sind auch die Formeln, welche zuerst Clausius, dem das
Verteilungsgesetz der Geschwindigkeiten damals noch nicht bekannt
war, fir die mittlere Weglinge und die StoBzahl der Molekeln
aufgestellt hat.

Etwas langwieriger gestaltet sich die Berechnung der relativen
Geschwindigkeit, wenn wir das Maxwellsche Verteilungsgesetz
beriicksichtigen. Das, was wir zu suchen haben, ist der Mittel-

] =



wert r aller relativen Geschwindigkeiten . Wir gehen dabei so
vor, daB wir vorerst die relative Geschwindigkeit einer Molekel
von der Geschwindigkeit ¢, gegeniiber allen iibrigen bestimmen.
Dabei besitzen die anderen Molekeln alle méglichen Geschwindig-
keiten zwischen 0 und co. Nun ist die Wahrscheinlichkeit, daf
eine Molekel eine Geschwindigkeit zwischen ¢, und ¢, + d ¢; besitzt,
4

Vat o8
Dies wird auch die Wahrscheinlichkeit sein fiir jene relative Ge-
schwindigkeit r, welche eine Molekel von der Geschwindigkeit ¢,
gegeniiber simtlichen von der Geschwindigkeit zwischen ¢; und
¢y + dcy besitzt. Wenn wir demnach diese Wahrscheinlichkeit
mit 7 multiplizieren und zwischen 0 und oo integrieren, so er-
halten wir die relative Geschwindigkeit einer Molekel von der
Geschwindigkeit ¢; gegeniiber simtlichen anderen Molekeln. Nun
ist bei der Integration zu beachten, daB wir fiir den Wert r ver-
schiedene Formeln einzusetzen haben, je nachdem ¢, = ¢, ist. Ist
niamlich ¢; < ¢, so gilt fiir r die Gleichung (10), ist ¢5 > ¢;, so
haben wir die Gleichung (11) zu benutzen. Die von uns auf diese
Art erhaltene relative Geschwindigkeit, welche wir mit 7, be-
zeichnen wollen, 146t sich demmnach folgendermafen darstellen:

fa.21 2 o £33 L o2 ca?
= 4 U’?»cl + e cle Fde, +IM cle #d 02]-
V” o8 3 €1 3 Co

Wollen wir nun die mittlere relative Geschwindigkeit 7 einer
Molekel gegeniiber allen anderen kennen lernen, so haben wir
noch den Mittelwert simtlicher #, zu bilden. Die Wahrscheinlich-

keit, dal eine Molekel eine Geschwindigkeit zwischen ¢; und
2

g —%
cle ardey,

2
2 2
e “deg.

¢y

¢ + d ¢, besitzt, ist nach dem Fritheren wieder

7T 003
und dies ist auch wieder die Wahrscheinlichkeit fiir die relative
Geschwindigkeit ;. Wenn wir demnach diesen Ausdruck mit 7,
multiplizieren und noch einmal von 0 bis co integrieren, so be-
kommen wir schlieflich den gewiinschten Wert ¥. Dieser 148t
sich folgendermafen darstellen. Es ist

16
(i + ).

r=
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Dabei haben die Integrale J; und J, folgende Bedeutung. Es ist

1L

—a? 3 g2 2
lejcfe "zdclj-ic-‘j_ﬁc}e 2 dey

3¢
und - -
~a 2 3 _
Jazjcfe *dclji%cifl—cge 2 d ¢,.
2

(=4

c1

In dem Ausdruck J; hat ¢; alle Werte zwischen 0 und oo anzu-
nehmen, wihrend ¢, alle Werte zu durchlaufen hat, welche kleiner
als ¢, sind. Vertauschen wir demnach die Integrationsordnung,
0 hat ¢y alle Werte von 0 bis co und fiir jedes ¢y jedoch, ¢, alle
Werte anzunehmen, die grofer als ¢, sind. Danach erhalten wir

also auch o o

c? 3 2 2 o2
lejc;e ““dcgj—lg———jicfe 2 de,.
1
Ce

In einem bestimmten Integral ist es aber gleichgiltig, wie wir die
Variable bezeichnen. Wir kénnen sonach in dem letzteren Aus-
druck nach Boltzmanns Vorgang ¢, mit ¢, ohne weiteres ver-
tauschen. Dadurch erhalten wir aber ein Integral, welches voll-
kommen iibereinstimmt mit J,, was sehr wichtig ist, weil uns auf
diese Weise seine Auswertung erméglicht wird. Demnach wird

32
7 o

; = g

Bei der Berechnung des J; gelangen wir nun zu lauter Integralen,
die wir bereits im 5. Abschnitt erledigt haben. Das schlieSliche
Resultat ist

oc”V;
gy —
7 8y2
und _ io
r =

Var
Im 5. Abschnitt fanden wir nun, daf die wahrscheinlichste Ge-

schwindigkeit @ mit der mittleren Geschwindigkeit ¢ in der Be-

ieh tand
ziehung stan 20

V=

¢

I
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Wir kénnen demnach & ersetzen durch o ¢ und erhalten so
F=rc¢ye.
Daraus ergibt sich fiir die StoBzahl einer Molekel
Z = Nmno2r = VEN%G’Z
und fiir die mittlere Weglinge
] — ¢ 1
T Z {Y2Name
Dies ist jemer Wert der mittleren Weglinge, der zuerst von
Maxwell berechnet worden ist.
Es ist also der Unterschied fiir den Zahlenwert zwischen der
Clausius schen und Maxwellschen Formel fir die mittlere Weg-

linge nicht groB. Die eine trigt den Zahlenfaktor 2 — 0,75,

die andere ——12—.-_—_ 0,707. Bedenkt man, wieviel umstindlicher

die Rechnung mit Zuhilfenahme des Maxwellschen Verteilungs-
gesetzes sich gestaltet gegeniiber der Annahme, simtliche Molekeln
besilen dieselbe Geschwindigkeit, so ist leicht einzusehen, daf es
in vielen Féllen, ohne daf wir ein wesentlich anderes Resultat zu
erwarten haben, fiir die Rechnung von groflem Vorteil sein wird,
vom Maxwellschen Verteilungsgesetze abzusehen und allen
Molekeln gleiche Geschwindigkeit zuzuschreiben.

7. Spezifische Wirme.

Wir haben schon frither (1. Abschnitt) gesehen, daB der ge-
samte Energieinhalt eines Gases durch die kinetische Energie der
Molekeln gegeben ist. Wir betrachten im folgenden die Massen-
einheit eines Gases. Fiir dieselbe wird also

mn =1
und die Gleichung (3) —
c
pv = 3

Die im Gase enthaltene kinetische Energie ist aber

c?
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Driicken wir die Temperatur in Celsiusgraden aus, so 1iBt sich
das Boyle-Charlessche Gesetz in der Form

Pv =Pty (1 + af)

schreiben, wobei wir unter & — 0,003 66 den Ausdehnungskoeffi-
zienten der Giase und unter ¢ die Temperatur in Celsiusgraden
verstehen. Danach kénnen wir also auch

a_

d
setzen. Hs ist somit%’— der Wirmeinhalt oder die gesamte kine-

tische Energie der Masseneinheit des Gases bei der Temperatur
2

des schmelzenden Eises. Ferner ist ﬁ’; die Energie oder der
Zuwachs der Epergie, welchen das Gas erfihrt, wenn wir seine
Temperatui um einen Celsinsgrad erhéhen. Bleibt dabei das
Volumen des Gases konstant, so wird gar keine &ulere Arbeit
geleistet. Es wird demnach lie ganze dem Gase zugefithrte Wirme
lediglich dazu verwendet, die kinetische Energie der Molekeln zu
erhohen, oder wie ma hiufig sagt, die innere Energie zu ver-
groflern. Die so zugefiithrte Wiarmemenge ist aber nichts anderes
als die spezifische Warme des Gases bei konstantem Volumen.
Bezeichnen wir dieselbe mit ¢, so haben wir

falls wir die spezifische Wirme in mechanischem MaB ausdriicken.
Geben wir dieselbe aber, wie es gewohnlich geschieht, in Kalorien
an, so wird — —
=%% _5,%
v=g4= %%
wenn wir unter A das mechanische Warmeidquivalent verstehen,
mithin mit J dessen reziproken Wert, das ist das kalorische
Arbeitsiquivalent, bezeichnen.
Halten wir den Druck eines Gases konstant, so folgt aus der
eben verwendeten Form des Boyle-Charlesschen Gesetzes

v =19y (1 + a ).
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Es nimmt also bei der Temperaturerhéhung um 1° das Volumen
um v, zu. Gleichzeitig ist der &uBere Druck p, welcher auf
dem Gase lastet, zu iberwinden, mithin die Arbeit p v, ¢¢ zu leisten.
Wenn wir demnach die Temperatur eines Gases bei konstantem
Druck um 19 erhéhen, so haben wir nicht nur die Wérmemenge
zuzufithren, welche notwendig ist zur Erhohung der kinetischen
Energie der Molekeln, sondern auch noch eine Wirmemenge,
welche notwendig ist, um die #&ubere Arbeit pv, o zu leisten.
Driicken wir dieselbe wieder in WirmemaB aus, so wird sie
Jp vy, und es ist die gesamte zugefithrte Wirmemenge

PH el cf
P=y+Jdprye = Ja ~2‘1+Ja-?‘:—= gJocE°,
indem ja o2
P ="g
ist.
Fir das Verhiltnis der beiden spezifischen Wirmen ergibt
sich somit r

4

Haben wir zwei verschiedene Gase, so gilt fiir dieselben bei
gleicher Temperatur (2. Abschnitt)

5,
3

myel  mgcl

2 2

Daraus wiirde folgen, daB die Molekularw#rmen fiir alle
Gase gleich sind, was also ein Analogon zum Dulong-Petit-
schen Gesetze wire, welches fiir feste Kérper aussagt, daff fiir
alle Korper die Wiarmekapazitit eines Atoms dieselbe sei.

Ferner miissen sich nach der Regel von Avogadro die Ge-
wichte verschiedener Gase, deren Volumina gleich sind, wie die
Molekulargewichte verhalten, woraus wir den weiteren SchluB
ziehen kinnen, daf die Wirmekapazititen der Gase verkehrt
proportional den Molekulargewichten sind. Das, was wir hier
abgeleitet haben, trifft auch tatsichlich fiir verschiedene Gase zu,
wie zum Beispiel fiir den Quecksilberdampf, den Dampf des
Cadmiums und fiir jene Bestandteile der atmosphirischen Luft,
welche in jingerer Zeit gefunden worden sind, das Argon,
Helium, Krypton, Xenon usw., das ist bei den sogenannten
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einatomigen Gasen. Darunter verstehen wir Gase, deren
Molekeln nur aus einem Atom bestehen.

Fir die weitaus grofere Zahl der Gase treffen jedoch die
Verhiltnisse, die wir soeben abgeleitet haben, nicht zu. Weder
ist das Verhéltnis der spezifischen Wéarmen bei konstantem Druck
und bei konstantem Volumen £, sondern kleiner, noch bestitigt
sich das Analogon zum Dulong-Petitschen Gesetze.

Um nun die bestehenden Abweichungen zu erkliren, hat
schon Clausius behauptet, daB man einen Unterschied machen
miisse zwischen der gesamten Energie der Molekel H und der
Energie der fortschreitenden Bewegung derselben K. Bei unseren
Untersuchungen haben wir namlich als Energie der Molekel ledig-
lich jene kinetische Energie in Rechnung gezogen, welche aus der
Bewegung ihres Schwerpunktes folgt, wir haben aber nicht be-
achtet, daB noch andere Bewegungen vorhanden sein koénnen,
z. B. Rotation der Molekel um ihren Schwerpunkt, ferner Be-
wegungen der einzelnen Teile der Molekel, der Atome, gegen den
Schwerpunkt. Fir die fortschreitende Bewegung allein ist die
Energie der Masseneinheit des Gases

=%
K= 9

die gesamte Energie hingegen
H =K 4 F,

wobei wir unter k¥ jenen Teil der Energie verstehen, der sich auf
die sogenannte innere Bewegung der Molekeln bezieht. Wihrend
wir demnach frither fiir die spezifische Wirme bei konstantem
Volumen Jud?

y = %& = Ja K

bekamen, haben wir jetzt
2
y = J“—;O + Jak = JaH

zu setzen. I erhalten wir dann, wenn wir zu y noch die Wirme-
menge hinzufiigen, welche zur Leistung #duBerer Arbeit notwendig
ist. Es ist demnach

Py
1"=y+Jpvou=%JL;ci+Juk.



Schreiben wir somit y = Joa H, I' = JccH+ 2Ju K, so ergibt
sich r
Rl 1_|_3 g (12)

(—— D=5
"1

Unter I} und ; wollen wir die spezifischen Warmen, bezogen
auf die Volumeinheit, verstehen, wihrend I" und ¢, wie aus dem
Fritheren hervorgeht, auf die Gewichtseinheit bezogen sind. Das
Verhiltnis der spezifischen Wéarmen #4ndert sich selbstverstind-
lich nicht, ob wir es auf die Gewichts- oder Volumeinheit beziehen.
Die beiden spezifischen Wirmen bei konstantem Druck und
konstantem Volumen unterscheiden sich nun lediglich durch die
dulere Arbeit, welche bei der Ausdehnung des Gases zu leisten
ist. Bezogen auf gleiche Volumina ist diese Ausdebnung fiir alle

oder

Gase gleich. Wir konnen daher sagen, ,das Verhiltnis g ist

umgekehrt proportional der nach der Volumeinheit
gerechneten wahren spezifischen Warme der Gase“.
Unter der wahren spezifischen Wirme ist dabei jene bei kon-
stantem Volumen gemeint.

Nach den von uns eingefithrten Bezeichnungen mufl das

Verhiltnis % zwischen 0 und 1 liegen. Folglich muBl nach

Gleichung (12) % immer grofer als 1, aber immer kleiner

als $ sein. Das ist eine Folgerung, die sich ausnahmslos bestitigt,
die wir demnach auch als eine kriftige Stiitze fiir die kinetische
Gastheorie betrachten kénnen. Wir kennen keine andere Theorie,
aus welcher diese Beziehung direkt zu folgern wire.

8. Innere Reibung.

Gerade so wie die einzelnen Teilchen einer Fliissigkeit, welche
sich in einem Gefille in Bewegung befindet und sich selbst iiber-
lassen ist, allmihlich zur Ruhe kommen, so geschieht dies auch
in einem Gase. Wiirden gar keine Krifte auf die Fliissigkeits-
bzw. Gasteilchen wirken, so miilten sie sich in Ewigkeit fort-
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bewegen. Da sie aber in Wirklichkeit zur Ruhe kommen, so mu8
ihnen kinetische Energie entzogen und in eine andere Form der
Energie verwandelt werden, die hier als Wiarme auftritt. Diese
Umwandlung von kinetischer Energie in Wirme wird verursacht
durch Widerstandskrifte, welche die einzelnen Teilchen des Gases
aufeinander ausiiben, und zwar pflegen wir diesen Vorgang mit
dem Namen innere Reibung zu bezeichnen.

Um ein klares Bild davon zu erhalten, denken wir uns zwei
ebene Platten, welche einander parallel sind und sich in sehr ge-
ringem Abstande voneinander befinden. Zwischen den beiden
Platten sei ein Gas. Denken wir uns nun die eine Platte fest,
die andere aber parallel zu sich selbst in ihrer eigenen Ebene
fortbewegt, so wird durch das Vorhandensein des Gases auf die
sich bewegende Platte ein Widerstand ausgeiibt, wihrend die
ruhende Platte in entgegengesetzter Richtung einen Zug erfahrt.
Diese liege in der wy-Ebene eines rechtwinkeligen Koordinaten-
systems, die bewegliche wandere mit der konstanten Geschwindig-
keit u parallel zur x-Achse. Die Erfahrung zeigt, daf die
unmittelbar an die Platte anliegende Gasschicht die jeweilige Ge-
schwindigkeit der Platte selbst besitzt. Die zwischen den beiden
Platten liegenden Gasschichten haben demnach in unserem Falle
Geschwindigkeiten zwischen 0 und %, und zwar lehrt die experi-
mentelle Untersuchung, daB der Ubergang der Geschwindigkeit
von der unteren zur oberen Platte linear erfolgt. Nennen wir

den Abstand der beiden Platten 2, so verstehen wir unter ——:’—

das Geschwindigkeitsgefille in unserem Gas.

Es hat nun schon Newton gezeigt, daf der Widerstand R,
welcher auf die obere Platte verzogernd wirkt, per Flicheneinheit
proportional dem Geschwindigkeitsgefille im Gase ist. Wir konnen
somit w

B=—n P

setzen, wenn 7 die entsprechende Proportionalititskonstante ist,
welche den Namen Koeffizient der inneren Reibung oder
kurz Reibungskoeffizient fithrt.
Herrscht irgendein Geschwindigkeitsgefille in einem Gas,
80 konnen wir immer parallel der Geschwindigkeitsrichtung uns
das Gas in Schichten zerlegt denken, und fiir jede einzelne
Jager, Die Fortschritte der kinetischen Gastheorie. 3
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Gasschicht gilt dann, daB die schnellere von der langsameren eine
Verzogerung erlangt, die langsamere aber durch die schnellere
eine Beschleunigung erfihrt. Auch hier kénnen wir den Be-
griff der inneren Reibung aufstellen und sagen, daB diese Be-
schleunigung beziiglich Verzogerung per ¥lacheneinheit gegeben
ist durch

adu
R = —’7‘&;7

indem wir mit —-% ebenfalls das Geschwindigkeitsgefille be-

zeichnen konnen. %% kann sich im Gas sowohl mit der Zeit als

auch mit dem Orte #ndern.

Wenn irgendeine Kraft auf eine Masse wirkt, so erteilt sie
derselben eine Bewegungsgriofie, und es ist der Zuwachs der Be-
wegungsgrofe in der Zeiteinheit gleichzeitig das Maf fiir die
GroBe der Kraft. Wir kénnen demnach auch so sagen, die Kraft
ist gleich der in der Zeiteinheit an die Masse iibertragenen Be-
wegungsgrofe. Wenn wir demnach noch einmal den Fall unserer
zwei Platten in Betracht ziehen, so mufl der oberen Platte be-
stindig BewegungsgroBe entzogen werden, und dieser Verlust an
Bewegungsgrofe mub sich erkliren durch die Bewegung der Gas-
molekeln zwischen den beiden Platten.

Diese Erklirung mit Hilfe der kinetischen Gastheorie zu
geben, ist zuerst Maxwell gelungen. Er verfolgte dabei etwa
folgenden Weg. Von jeder Gasschicht geht in jeder Sekunde eine
bestimmte Menge von Molekeln aus. Ist das Gas in Ruhe, so
sind die Geschwindigkeiten der Molekeln nach allen Richtungen
des Raumes gleichmiBig verteilt. Ist es jedoch in Bewegung, so
mub die Geschwindigkeitskomponente der einzelnen Gasmolekeln
im Mittel in der Richtung der Bewegung des Gases gréfer sein
als entgegengesefzt. Kommen demnach Molekeln in schnellere
Schichten, so wird durch die Zusammensto8e ihre Bewegungsgrofe
vermehrt, wihrend sie selbst der Schicht Bewegungsgriofie ent-
ziehen. Kommen sie hingegen aus einer schnelleren Schicht in
eine langsamere, so teilen sie infolge ihrer gréferen Geschwindig-
keit den langsameren Molekeln Bewegungsgrofie mit, und es erfahrt
dadurch diese Schicht eine Beschleunigung.
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Wir wollen nun annehmen, daf die sichtbare Bewegung des
Gases parallel zur x-Achse eines rechtwinkeligen Koordinaten-
systems erfolgt. Die Geschwindigkeit des Gases in der  y-Ebene
sel %y, in irgendeiner anderen parallelen Ebene sei sie gegeben
durch

_ du
U = w + s 2.

Ist demnach, wie wir annehmen wollen, gg positiv, das heiit,

wiichst die Geschwindigkeit mit zunehmender Ordinate 2, so wird
jene Schicht, welche die # y-Ebene von unten begrenzt, durch
die darunter liegende Schicht eine Verzogerung erfahren, wihrend
die darunter liegende Schicht die entsprechende Beschleunigung
erlangt. Die GroBe der inneren Reibung wird nun gegeben sein
durch die Bewegungsgrofie, welche per Zeiteinheit durch die
Flicheneinheit der zy-Ebene wandert. Durch die hin und her
fliegenden Molekeln wird nun sowohl Bewegungsgré8e von unten
nach oben als von oben nach unten getragen. Die GrofBe der
inneren Reibung erhalten wir somit, wenn wir die algebraische
Summe dieser beiden Bewegungsgréfien bilden.

Es seien nun in der Volumeinheit des Gases v Molekeln
vorhanden, welche eine Geschwindigkeitskomponente § parallel
zur ¢-Achse und eine Komponente &' parallel zur 2-Achse besitzen.
Von diesen Molekeln werden somit ¥{ in der Zeiteinheit die
Flacheneinheit der x y-Ebene, falls { positiv ist, von unten nach
oben passieren. Jede dieser Molekeln besitzt parallel zur x-Achse
eine BewegungsgroBe m &', wenn m wieder die Masse einer Molekel
bedeutet. Die gesamte Bewegungsgrofe parallel zur z-Achse,
welche von diesen Molekeln in der Zeiteinheit durch die Flichen-
einheit getragen wird, ist ¥ m{ &, und wenn wir iiber siimtliche
Molekeln summieren, wobei wir alle positiven und negativen § in
Betracht ziehen, so ergibt dieser Ausdruck die gesamte Bewegungs-
grofe parallel zur x-Achse, welche per Flicheneinheit in der Zeit-
einheit durch die zy-Ebene getragen wird. Das ist aber gleich-
zeitig die GroBe der inneren Reibung R. Es ist somit

R=Zvm § §’.
Die Komponente & setzt sich nun zusammen aus der Ge-

schwindigkeit £, welche die Molekel infolge ihrer Wirmebewegung
g*
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hat, und aus der sichtbaren (eschwindigkeit #, welche das Gas
parallel zur z-Achse besitzt. Es ist also
§=u+t+é
folglich R=Zvmtu+ Svmtt.
Das zweite Glied unserer Summe ist gleich Null, da fiir ein be-

stimmtes £ ebenso viele positive als negative { vorhanden sind.
Im ersten Gliede der Summe ist aber, wie bereits erwihnt,

du
U = %y + % 2.
. . d
Dies ergibt R=2vm§uo+2vm§5d—u;-
Wiederum ist das erste Glied unserer Summe gleich Null, weil
¢ mit gleicher Wahrscheinlichkeit positiv oder negativ ist. Im

zweiten Gliede ist die Gréfe m und %

das Summenzeichen gesetzt werden. Wir haben somit

konstant, kann daher vor

du
R_m_g;z,‘ry;g. e e e e e (13)

Besitzt eine Molekel die Geschwindigkeit ¢ und schliet ihre

Fig. 4. Richtung (Fig. 4) mit der

2 2-Achse den Winkel &
ein, 8o ist

& = ccos?.

Nehmen wir ferner an,

¢ eine jede Molekel be-

9 sitze im Durchschnitt die

sichtbare Geschwindig-

X keit jener Schicht, in

1 L9, welcher sie den letzten
Zusammensto8 erfahren

.......... ] hat, so ist in Gleichung

(13) fir 2 jene Tiefe
anzugeben, in welcher
dieser letzte Zusammen-
stof stattgefunden hat. Hat nun der Weg, den die Molekel von
diesem Zusammensto8 bis zum Passieren der 2 y-Ebene zuriicklegt,
die Liinge 4, so ist

e = — Acos®
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zu setzen. Danach wird Gleichung (13)

R = —m@Zvclcosﬁﬂ.
dz

Unter v verstehen wir dabei die Zahl der Molekeln, welche eine
Geschwindigkeit ¢ besitzen, deren Richtung mit der ¢-Achse den
‘Winkel & einschlieBt, und welche nach ihrem Zusammensto8e bis
zum Passieren der x y-Ebene den Weg 4 zuriickgelegt haben.
Fihren wir nun die Summierung durch itber alle méglichen
Winkel bei einem bestimmten ¢ und bestimmten 4, so kénnen wir
ung die Geschwindigkeitsrichtungen der verschiedenen Molekeln
wiederum gleichférmig iiber eine Kugelfliche verteilt denken. Wir
bekommen dann fiir die Zahl jener, die einen Winkel zwischen
¥ und & -} d ¥ einschliefen, einen Ausdruck, welcher gleich ist
der Gesamtzahl der vorhandenen Richtungen, multipliziert mit
31sin @ d D (s. Abschnitt 1). Wenn wir demnach schreiben

R = ~ % 3 Zvchcostdsinddd

und diesen Ausdruck nach @ zwischen 0 und = integrieren, so
erhalten wir

R_—ﬂd—u2wcljcosﬂﬂsmﬂdﬂ
(]
m du cos3 m du
=-2% 5 z.[ : ]0__ 2o S,

Um aus dieser Formel den Wert der inneren Reibung zu
bestimmen, haben wir also noch die Mittelwerte iiber ¢ und 4 zu
bilden. Die Summe Xv¢A hat nidmlich folgende Bedeutung.
Unter v verstehen wir jetzt die Zahl jener Molekeln in der
Volumeinheit, denen eine Geschwindigkeit zwischen ¢ und ¢+ d¢
zukommt und die von ihrem letzten ZusammenstoS bis zum Pas-
sieren der xy-Ebene den Weg A zuriicklegen. 2 kann nun alle
Werte von O bis oo besitzen. Es ist daher unsere Summierung
erstens iiber simtliche 4 von 0 bis oo bei einem bestimmten Werte
des ¢ durchzufithren, dann erstreckt sie sich iiber simtliche ¢ mit
den Grenzen 0 und co. Dabei ist natiirlich zu beachten, daB fiir
ein bestimmtes ¢ die mittlere Weglinge eine andere ist als das,
was wir im allgemeinen unter mittlerer Weglinge verstehen.
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Diese andert sich mit dem Werte des ¢ selbst. Allerdings werden
wir einen angeniherten Wert der inneren Reibung erhalten, wenn
wir die Summierung einfach so durchfithren, da wir fir 4 direkt
die mittlere Weglinge I, fiir ¢ die mittlere Geschwindigkeit ¢ und
fir v die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit N einfiihren.
Danach wird dann

Vergleichen wir nun diesen Ausdruck mit der oben auf-
gestellten Gleichung du

R = — n ﬁ'
80 ergibt sich fiir den Reibungskoeffizienten
N == %N mel.
Da aber N'm = ¢ die Dichte des Gases ist, so ist auch

n = pél.

ool

Wie schon erwihnt, ist dies nur eine angeniherte Formel.
Wir wollen deshalb noch zeigen, wie man den wahren Mittelwert
von Zvci bildet. Unsere Molekel legt in der Sekunde den Weg
¢ zuriick. Ist dabei der Mittelwert des A 1, so ist die Zahl der
Sto8e, welche die Molekel in der Sekunde erfihrt,

Z==—i—

A

oder c
l =-—-Z—-

Fithren wir den Mittelwert von A4 in unsere Summenformel ein,
2
80 wird sie 2% In derselben bedeutet jetzt v die Zahl der

Molekeln in der Volumeinheit, welche eine Geschwindigkeit zwischen
¢ und ¢+ dc besitzen, wihrend die StoBzahl Z, wie wir in Ab-
schnitt 6 gefunden haben, durch die Gleichung

Z = N“Gs;l



gegeben ist. Fiihren wir in dem Ausdruck, welchen wir fir 7;
ebendaselbst gefunden haben, die Integration nach ¢; durch und
setzen wir an Stelle von ¢, den Buchstaben ¢, so gelangen wir

zur Formel
2 %
- oe 2 o2
. = halll —y?
n V= +V§<c+2c>0je 49

. o . .
wenn wir — =y setzen. Fithren wir nun die neue Variable

ll

x = 2 ein, so ergibt dies
e—“2 1
= —_ —~2 d
7 o —= V— f (x + 3 x) je Y
0

V”[ 4 (24 )fe—vzdy] = “V—;w).

Die StoBzahl einer Molekel von der Geschwindigkeit ¢ ist sodann
Z = Nm=nd?ry, = NYmaox(z)

Bilden wir nun unsere Summenformel, so erhalten wir dem Vor-
hergehenden entsprechend

v c? vl
z ENV—iﬁ?ocml)(w)
In dieser Gleichung haben wir jetzt unter v die Zahl der Molekeln

in der Volumeinheit zu verstehen, welche eine Geschwindigkeit
zwischen ¢ und ¢ -+ d¢ besitzen. Es ist demnach

2
4N e “de.
V;ras

Danach wird der Ausdruck unter dem Summenzeichen

2
dcte “de 4uw3e“z’dx
ad’cx*:vtp(x) w62 Y (x)

a—
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Die Summation verwandelt sich jetzt in eine Integration, indem
wir den letzten Ausdruck zwischen 0 und oo zu integrieren haben.
Daraus ergibt sich fiir die innere Reibung die Formel

— . _mdu o [4z°
k= 3dzn69_[w(x)e da.

0

Aus Abschnitt 5 wissen wir, daB

I
[}

ol
<

o
desgleichen ist nach Abschnitt 6

1 — 1
" Y2Nme:

Fithren wir diese Grofen in unsere letzte Gleichung ein, so kénnen
wir auch schreiben

= —kNmcl,

V 4:1;3 22

v@°
Werten wir das bestimmte Integral numerisch aus, so wird nach
Boltzmann, wenn wir den Reibungskoeffizienten

n==%keoel. . .. .. ... (19
schreiben, die Konstante ¥ — 0,350271. Es unterscheidet sich

wobei

1
diese Grofe nicht wesentlich von 3 S0 daB wir auch an diesem

Beispiel wieder zur Geniige erkennen, daB wir auch ohne An-
wendung des Maxwellschen Verteilungsgesetzes, lediglich unter
Voraussetzung gleicher Geschwindigkeit der Molekeln, zu Werten
gelangen, welche in vielen Fillen vollkommen befriedigend sind.
Dabei zeichnet sich die letztere Art zu rechnen in der Regel
durch grofe Einfachheit aus, wihrend die Anwendung des
Maxwellschen Gesetzes hiufig zu langwierigen rechnerischen
Schwierigkeiten fiihrt.

Setzen wir in die Gleichung (14) den Wert fiir die mittlere
‘Weglinge

1
- VENnGﬂ’
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den wir frither (Abschnitt 6) gefunden haben, ein und iiberlegen,
dafl ¢ = Nm ist, so resultiert

_ kNme __ kme
1 VENﬂmz_}/Em:(ﬂ

In dieser Form sagt die Gleichung ein sehr iiberraschendes Re-
sultat aus, welches ebenfalls zuerst von Maxwell entdeckt wurde,
daB nimlich die innere Reibung eines Gases von dessen
Dichte oder, was auf dasselbe hinauskommt, vom Druck un-
abhingig ist, vorausgesetzt, daB wir das Gas auf einer kon-
stanten Temperatur halten, indem dann alle den Reibungskoeffi-
zienten bestimmenden Stiicke konstante Gréflen sind. In der Tat
haben dann die Beobachtungen, welche zuerst von O. E. Meyer
und Maxwell angestellt wurden, innerhalb groSer Druckinter-
valle die Richtigkeit des theoretischen Ergebnisses bestitigt.

Aus unserer Formel geht ferner hervor, dafl der Reibungs-
koeffizient eines Gases eine Funktion der Temperatur ist, indem
ja die mittlere Geschwindigkeit ¢ mit der Temperatur zunimmt,
und zwar so, da ¢ proportional der Quadratwurzel aus der ab-
soluten Temperatur ist. Es haben auch alle Untersuchungen
iiber die Abhingigkeit der inneren Reibung der Gase von der
Temperatur gezeigt, dafl sie mit wachsender Temperatur zunimmt,
daB jedoch die Proportionalitit zwischen Reibungskoeffizient und
Quadratwurzel aus absoluter Temperatur nicht vorhanden ist,
gsondern daB in der Regel die Reibung rascher wichst als die
Wourzel aus der absoluten Temperatur. KEs lafit sich diese Er-
scheinung auf die Art erkliren, daB die mittlere Weglédnge I selbst
eine Funktion der Temperatur ist. Bei unserer einfachen Vor-
stellung iiber den Mechanismus eines Gases ist die mittlere Weg-
linge von der Temperatur des Gases unabhingig. Aber wir
werden spiter sehen, dall es nicht geniigt, die Gasmolekeln ledig-
lich als vollkommen elastische Kugeln zu betrachten, sondern daf
wir den Molekeln auch Anziehungskrifte zuschreiben miissen,
welche bereits in Wirkung treten, bevor zwei Molekeln einander
beriihren.

Gleichung (14) 1aBt sich auch schreiben

=_"_.
koc
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Nun wissen wir aber, daB sowohl 7 als auch ¢ und ¢ der Messung
zugingliche GréBen sind. Daraus folgt also, dal auch die mittlere
Weglinge zahlenm#fig bestimmt werden kann. So findet man
zum Beispiel fiir atmosphérische Luft, bei welcher wir allerdings
den berechneten Wert der mittleren Weglinge als den Mittelwert
der Wege, die den einzelnen Gasen, die die Luft enthalt, zu-
kommen, betrachten miissen,

1=—95.10""cm.

Es gilt dies fiir die Temperatur 0° C. Fiir dieselbe Temperatur
finden wir dann fiir die Zahl der Zusammenstofe einer Luft-
molekel in der Sekunde
% = 4700 Mill

Die kinetische Gastheorie hat uns bis jetzt den Weg zu drei
wichtigen und interessanten GroSen gebahnt, némlich zur Ge-
schwindigkeit, mittleren Weglange und Sto8zahl der
Molekeln.

9. Wirmeleitung.

Stehen verschiedene Punkte eines Gases auf verschiedener
Temperatur, so treten Wirmestromungen auf, und wenn nicht
gleichzeitig Gasstromungen vorkommen, so pflegen wir zu sagen,
dafl die Warme durch Leitung iibertragen wird. Je mehr Wirme
unter sonst gleichen Verhiltnissen durch eine bestimmte Fliche
in der Zeiteinheit wandert, desto grofler ist das Wirmeleitungs-
vermdgen des betreffenden Kérpers. Wir konnen nun erfahrungs-
gemil die Wirmemenge d W, welche durch ein Flichenelement
dxdy wandert, proportional dem Temperaturgefille in der Rich-
tung der Normalen zu unserem Flichenelement, also proportional

ar
~ds setzen, wenn wir mit 7 die Temperatur bezeichnen. Es

ist daher
AW—=— —k g dxdy.

Ist in allen Punkten der #y-Ebene das Temperaturgefille das-
selbe, so wandert in der Sekunde durch die Flicheneinheit der
Ebene die Warmemenge

de
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Das negative Vorzeichen wiahlen wir, weil bei ansteigender Tem-
peratur die Wirme entgegengesetzt der Richtung der #-Achse

durch die #y-Ebene wandert. Wird ‘;—f = — 1, dann wird
W==k.

Die GréBe % nennen wir den Koeffizienten der Wiarme-
leitung oder die Warmeleitungsfahigkeit. Es ist dies also
jene Wirmemenge, welche beim Temperaturgefille Eins in der
Zeiteinheit durch die Flicheneinheit wandert.

Bei der Vorstellung, die wir uns von einem Gase gemacht
haben, verstehen wir unter der Wirmemenge, welche das Gas
enthilt, nichts anderes als die gesamte kinetische Energie der
Gasmolekeln. © Die Wirmeleitungsfihigkeit ist daher jener Betrag
von kinetischer Energie, welcher beim Temperaturgefille Eins in
der Zeiteinheit die Querschnittseinheit des Korpers passiert.
Dieses Wandern von kinetischer Energie wird hervorgerufen durch
die Bewegung der Molekeln, und zwar in genau derselben Weise
wie das Wandern von Bewegungsgrofe bei der inneren Reibung
eines Gases. Gelangen Molekeln aus wirmeren Schichten in
kiltere, so werden sie an die kilteren Energie abgeben und mit
geringerer Energie weiterwandern, und umgekehrt, kommen Mo-
lekeln aus kilteren Schichten in wéirmere, so werden sie Energie
aufnehmen.

‘Wir wollen nun annehmen, daB in allen Punkten einer Ebene,
welche parallel zur zy-Ebene eines rechtwinkeligen Koordinaten-
systems ist, die Temperatur des Gases konstant ist, da8 also eine
Anderung der Temperatur lediglich in der 2-Achse stattfindet und
daB dieselbe eine lineare Funktion von # sei, so dal wir die ab-
solute Temperatur etwa darstellen konnen durch

T promnnd T 0 + dd_f_ 2.
T, ist also die absolute Temperatur in der zy-Ebene. Bedeutet
nun m die Masse einer Molekel und 9 die auf die Masseneinheit
bezogene spezifische Wirme des Gases bei konstantem Volumen,
ferner ¢ die Hohe jemer Schicht, in welcher die Molekel ihren

: arT .
letzten ZusammenstoB erfahren hat, so ist my (To + s z) im
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Mittel der Warmeinhalt der Molekel, und passiert eine derartige
Molekel die #y-Ebene, so transportiert sie ihren gesamten Wiarme-
inhalt durch diese Ebene.

Als wir bei der Theorie der inneren Reibung die Bewegungs-
grofe aufstellten, welche eine Molekel durch die zy-Ebene tragt,
fanden wir die Formel

au
m uo+ﬁ 5)'

Es kann somit aus der Formel fiir den Gesamttransport der Be-
wegungsgrofe bei der inneren Reibung unmittelbar der Gesamt-
transport der kinetischen Energie bei der Wiarmeleitung abgeleitet
werden, wenn wir anstatt' m das Produkt my und anstatt der
Geschwindigkeit % die Temperatur T' setzen. Wihrend wir also
fiir den Reibungskoeffizienten

n = kNmel
fanden, ergibt sich demnach fiir die Wirmeleitung die Gleichung
% = kNmcly = kocly.

Aus diesem Resultat folgt nun, dal eine innige Beziehung besteht
zwischen dem Reibungskoeffizienten und der Wirmeleitungs-
fihigkeit eines Gases, indem
=Ny

gein muB. In der Tat haben die Beobachtungen iiber die Warme-
leitung der Gase zwar nicht genau diese Formel ergeben, aber es
hat sich immerhin gezeigt, daB die GroBen % und %y doch ver-
hiltnismiBig wenig voneinander verschieden sind, GrofSen, die ja
ihrer #uBeren Natur nach scheinbar nichts miteinander zu tun
haben. Nach O. E. Meyers Zusammenstellungen geniigt fiir
sehr viele Beobachtungen die Gleichung

®* = 1,6 9.

Natiirlich “lassen sich auch aus der Formel fiir die Wirme-
leitungsfihigkeit die Grofen der mittleren Weglingen ziffern-
mibig berechnen, und es resultieren daraus Werte, die, wie aus
den eben gemachten Uberlegungen hervorgeht, tatsichlich in
naher Ubereinstimmung mit jenen Werten sein miissen, welche
wir aus der inneren Reibung der Gase gewinnen.
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10. Diffusion.

Schichten wir in einem Gefile zwei Gase derart iibereinander,
daB das schwerere unten und das leichtere oben sich befindet, so
bleibt dieser Zustand nicht bestehen, sondern es dringt das
schwerere (GGas allmihlich nach oben, das leichtere nach unten, so
daB schlieSlich beide Gase das Gefa8 gleichmaBig erfiillen. Diesem
Vorgang hat man den Namen Diffusion der Gase gegeben. Be-
finden sich die Gase in einem senkrechten zylindrischen Gefifle,
so erfolgt die Wanderung gegeneinander parallel zur Achse des
Zylinders, die wir gleichzeitig zur x- Achse eines Koordinaten-
systems machen wollen. In jeder Ebene senkrecht zur x-Achse
haben wir in allen Punkten denselben Zustand, so dal die Wan-
derung der Gase lediglich parallel zur x-Achse vor sich geht.
Nennen wir nun den Partialdruck des einen Gases in der Ent-
fernung 2, welche wir von einem beliebigen Punkte der x- Achse
zéblen koénnen, p,, so ist die Bewegung dieses Gases gegeben
durch die Gleichung

o __s%m
ot = 0«2 ) ’ - - (15)

Die Konstante 0 fithrt den Namen Diffusionskoeffizient.

Fiir die beiden Gase in unserem Gefidfe gilt das Daltonsche
Gesetz, das heit, wenn wir den Partialdruck des zweiten Gases
mit py bezeichnen, mufl

D1+ =0p

sein, wobei wir also unter p den Gesamtdruck des Gasgemenges
verstehen. Danach ist

in  dn _
dx az
oder
ip 9Py
dw dx
Unter ‘3—1;1 verstehen wir die Druckénderung des ersten Gases in

der Richtung der x-Achse, unter — ‘Z—Z;’ die Druckinderung des

zweiten Gases in derselben Richtung.
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Es sei nun die Anordnung so getroffen, daB da;l konstant
3
somit ‘;f; = 0 wird. Nach Abschnitt 1 ist nun
Nymy E?
n = —3
_ Ny m,c_,”
.pﬂ -_ 3
Da ferner — —
my e = my ey
d
w N, + N, =N,
8o wird auch ‘1&__%__
dow ~ dos

sein, wobei wir unter o« eine Konstante verstehen. Aus der letzten
Gleichung folgt N, = %, — oz

-N2 - mﬂ_"“xy

wobei also i; und N, die Werte von N, beziiglich N, fir =0 sind.

Unsere Aufgabe ist nun, bei dieser gegebenen Anordnung
zu untersuchen, wieviel Molekeln eines jeden Gases in der Zeit-
einheit die Querschnittseinheit passieren. Jeder Querschnitt wird
natiirlich nach beiden Richtungen von Molekeln beider Gasarten
durchsetzt werden, aber es werden mehr Molekeln des einen Gases
nach der einen Richtung als nach der anderen fliegen.

Wir legen parallel zur y 2-Ebene zwei Ebenen durch unser
Gas, welche um d2 voneinander abstehen. Aus diesen Ebenen
schneiden wir die Flicheneinheit derart heraus, da8 ein Zylinder
von der Grundfliche Eins und der Héhe dx entsteht. Derselbe
wird demnach V; dx Molekeln des ersten Gases enthalten. Dessen
Molekeln besitzen die mittlere Weglinge !, und die Geschwindig-
keit ¢;. Eine jede solche Molekel wird demnach in der Sekunde
Q
L
demnach in der Zeiteinheit

und

StoBe erfahren. In dem von uns konstruierten Zylinder finden
N
L
Molekeln statt. Das konnen wir auch so auffassen, daf in der

dz ZusammensttBe derartiger
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Zeiteinheit N—;cl dxz Molekeln von diesem Zylinder ausfliegen.

1
Nach Abschnitt 6 legen von n Molekeln nae~*"dr einen Weg
zwischen 7 und 7 4 dr zuriick, wobei wir unter & den reziproken
Wert der mittleren Weglinge zu verstehen haben. Von unseren
Nia
L

dx Molekeln werden demnach

r

Nyce 4

12
einen Weg zwischen r und r 4 dr zuriicklegen. Alle Molekeln,
deren Bewegungsrichtungen mit der negativen x-Achse einen
Winkel & einschliefen derart, da rcos® >z ist, miissen die
(y2)-Ebene passieren. Die Zahl der Molekeln, welche Richtungs-
winkel zwischen & und & 4 d9 haben, ist nun

r

Nee 4
21}

(siehe Abschnitt 1). Daraus finden wir fiir die Gesamtzahl,
welche die (y#)-Ebene passieren kann,

dxdr

dxdrsinddd

@
arccos —
r

=)

”
— Nyee (1 ——
Nye e ) LG <
»—1—21dedr sinddd = a7
1]
‘Wenn wir diesen letzten Ausdruck nach z innerhalb der Grenzen
0 und r integrieren, so finden wir die Zahl simtlicher Molekeln,
welche aus einer Tiefe zwischen £ =— 0 und £ — r kommen und
die Flicheneinheit der y#-Ebene durchsetzen. Beachten wir noch,
dal N; = N, —az ist, so ergibt dies

r

,
Nycie 1 (1—;) c e—l—z .
A had
X drda="7dr (Sftl—oam)(l—r>dx
0 0

r

- 2 3 h
__Ge ;dr[%x ( +§721 z +gx_] (57?1 ocr) are ar.
21 Ty
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Wenn wir nun noch den letzten Ausdruck zwischen den Grenzen
0 und oo integrieren, so erhalten wir die Gesamtzahl der Molekeln
des ersten Gases, welche in der Zeiteinheit die Flicheneinheit der
Yy 2-Ebene in der Richtung der negativen x-Achse passieren. Dies
ergibt folgendes Resultat:

-z oc - RN, c el
[ —_ 1 2, 1 — " 7,
Jre ar 12112‘[7“ e hdr = 4 6
0 0

o
41}

In gleicher Weise konnen wir die Zahl der Molekeln berechnen,
welche in entgegengesetzter Richtung die y 2-Ebene durchwandern,
fiir deren Zahl wir folgendes erhalten:

Rie , 2ol
4 + 6
oely

Die Differenz beider Zahlen 3 ist somit der Uberschul der

Molekeln auf der positiven Seite der y#-Ebeme. In derselben
Weise ergibt sich fir den UberschuB der Molekeln des zweiten

Gases auf der negativen Seite %ol

Es liegt in der Natur des Ganzen, da8 ¢, I, und ¢y, im all-
gemeinen voneinander verschieden sind, so dal g(c1 l, —egly)

Molekeln mehr nach der positiven Seite der y #-Ebene als nach
der negativen wandern. Nun mu8 aber die Bedingung

N+ Ny, =N
bestehen, weshalb (;;—‘(c1 1, — ¢y l3) Molekeln des Gasgemenges nach

der negativen Seite der yz-Ebene iibergehen miissen. Somit-
wandern vom ersten (Glase in der Zeiteinheit durch die Quer-
schnittseinheit nach der positiven Richtung

el o N o
31 l—g(c;ll'—calz)wl = g—N(ﬁllmz'{‘calaml)

Molekeln. Vom entgegengesetzt wandernden Gas passieren natiir-
lich ebensoviel Molekeln die y 2-Ebene. Da es nun gleichgiiltig
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ist, wohin wir die y #-Ebene verlegen, so gilt fiir die Zahl der
passierenden Molekeln im allgemeinen

Z = — (011 Ny + 31 Ny).
. A . anN, . N
Fithren wir jetzt wieder ot — — Fg O 80 ergibt dies
a N,
Z = — (0111N2+0212-Nl)’—1

Wir betrachten jetzt einen nicht stationiren Zustand. Die
Zahl der Molekeln, welche durch die Flicheneinheit einer be-
stimmten Ebene gehen, sei Z. Durch eine benachbarte Ebene in
der Entfernung dx geht dann die Zahl

Z'=Z+%—fdw.

Zwischen beiden Ebenen bleibt somit der Uberschuf

0z

1
Pz dz = ﬁ(clllN2+c2121\rl

02 N,
) 02 d

anN;
Wir haben dabei die Voraussetzung gemacht, daf —— az d
d

——2 kleine GroBen sind, so daB deren Quadrate vernachlissigt

werden koénnen. Die Zunahme von N; in der Zeiteinheit ist

@_{Vl’ somit die Zunahme der Molekeln des ersten Gases zwischen

ot

den beiden Ebenen in der Entfernung dz oN, dz, was nach

N
dem Vorhergehenden die Gleichung ergibt
oW, 02N,
‘a_tl—' (6111N2+02l2Nl) 3:13‘;'

2
Wir wollen beide Seiten dieser Gleichung mit 30 multiplizieren
und beriicksichtigen, da

Nymy ¢}
—1——31 L=p

Jager, Die Fortechritte der kinetischen Gastheorie. 4
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ist. Danach erhalten wir jetzt

op 02p 02p
’a—f‘— N(C111N2+0212-N1) 1—6 89021.

Der Vergleich mit Gleichung (15) ergibt somit
1
6 = ﬁ(clll N3+0212 Nl) « e e e (16)

Wir haben demnach einen Ausdruck fiir den Diffusionskoeffizienten
gefunden, nur ist in demselben der Wert der mittleren Weglingen
1, und Iy noch zu berechnen.

‘Wir haben bei unserer bisherigen Untersuchung die Voraus-
setzung gemacht, da8 alle Molekeln des einen Gases die Ge-
schwindigkeit ¢;, alle Molekeln des zweiten die Geschwindigkeit
¢q besitzen. KEs sei ferner der Durchmesser der Molekeln erster
Art 6,, jener zweiter Art 6; und die Entfernung der Mittel-
punkte zweier Molekeln verschiedener Art bei der Berithrung

G = ?% . Unter dieser Annahme ist die Zahl der Zusammen-

stofe, welche eine Molekel des ersten Gases mit gleichartigen

[
macht, é—l—v%iﬂ hingegen die Zahl der Zusammenst68e mit
o2
Molekeln des zweiten Gases le_& Ny 62 Die Gesamtzahl

der StoBe in der Zeiteinheit fiir eine Molekel erster Art ist somit
Z, = 4N, walc + el + 2 W,

3 3e, T 62,
Nun ist aber c
L= _ls
Z,
daher L 1
% Nymal+ 36‘%;{_0”' N,n 62

und mit Riicksicht darauf, da
myef = mycy
1

4 3my +m
'3-N175612 +—§—’;‘;—1N27ZG2

ist, erhalten wir

I, =
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Fir die Molekeln zweiter Art ergibt sich gleicherweise
1

4 g, 3¢i+c?
— P SIS S X 62
3 Nymo] + 300, Ny=w

ls=

1
3 Mgy + ml -N;l 762
le Mg
Das sind somit die Werte fir 7, und l,, welche in die

Gleichung (16) zur Bestimmung des Diffusionskoeffizienten ein-
zusetzen sind.

Da die mittlere Weglinge der Zahl der Molekeln in der Volum-
einheit immer umgekehrt proportional ist, so ist der Klammer-
ausdruck ¢, l; Ny + ¢, 13 N; in Gleichung (16) vom Volumen
oder, was dasselbe bedeutet, vom Druck unabhingig, jedoch pro-
portional der® Geschwindigkeit der Molekeln oder proportional der
Quadratwurzel aus der absoluten Temperatur des Gases. Aus der
Druckgleichung

= N2n6?+

_ch_2
3

folgt ferner
N=32.

mc?
Dem reziproken Wert davon ist ebenfalls der Diffusionskoeffizient

3

proportional. Mithin ist dieser proportional dem Ausdruck%
Vi)

oder proportional —- Es miibte somit der Diffusionskoeffizient

ten
der (g Potenz der absoluten Temperatur direkt und verkehrt

proportional dem Druck sein. Letzteres hat sich tatsichlich aus
der Beobachtung ergeben. Was jedoch die Abhiingigkeit von der
Temperatur anbelangt, so hat sich gezeigt, da8 der Diffusions-
koeffizient proportional dem Quadrate der absoluten Temperatur
ist. 'Wir haben also tatsichlich eine Zunahme des Diffusions-
koeffizienten mit der Temperatur. Aber in gleicher Weise wie
bei der Wirmeleitung und inneren Reibung stimmt die berechnete
Abhingigkeit von der Temperatur mit der beobachteten nicht
4%
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vollig iiberein. Doch es liegt auch hier die Ursache dafiir in
ahnlichen Umstéinden, wie wir sie bei der Betrachtung der inneren
Reibung erwiahnt haben.

Da man die mittlere Weglinge der Molekeln eines Gases
durch den Reibungskoeffizienten darstellen kann, so ist es auch
moglich, eine unmittelbare Beziehung zwischen Diffusionskoeffi-
zienten und der inneren Reibung der beiden Gase herzustellen,
das heit, man kann aus der inneren Reibung zweier Gase
direkt deren Diffusionskoeffizienten bestimmen. Auch hier befindet
sich Theorie und Beobachtung in geniigender Ubereinstimmung.

11. Grofe der Molekeln. Loschmidtsche Zahl.

Wir fanden im Abschnitt 6 fiir die mittlere Weglinge
———-——1 .
Y2re N
Diese Gleichung lift sich umwandeln in

6= 6V§N%‘asz.

l =

Da wir unter 6 den Durchmesser einer kugelférmig gedachten

Molekel verstehen, so ist g 63 einfach das Volumen einer Mo-

lekel und l%t 68 das Volumen samtlicher Molekeln, welche in der

Volumeinheit des Gases vorhanden sind. Nach Loschmidt ent-
spricht dieses Volumen dem kleinsten Volumen, auf welches das
Gas gebracht werden kann, und er nimmt an, daf dies im fliissigen
Zustande angenihert erreicht sei. Nennen wir dieses Volumen v,
so ergibt uns die Formel

6 =26 VEDZ

die Moglichkeit, den Durchmesser der Molekeln zu finden, da wir
ja alle Gase verfliissigen und somit die GroBe » bestimmen konnen.
Wie man [ findet, wurde bereits im Abschnitt 8 gezeigt. Nach
dieser Formel hat man fiir viele Gase und Dampfe die GroBe der
Molekeln berechnet und gefunden, daB fast alle der GroSen-
ordnung nach iibereinstimmen, welche etwa

—— mm
betragt. 10¢
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So hat uns die kinetische Gastheorie schlieflich einen Weg
erdffnet, auch die ungeahnt kleine Grofie der Molekeln numerisch
zu berechnen, ein Resultat, daf um so glaubwiirdiger erscheint,
als auflerdem noch eine grofle Reihe teilweise voneinander vollig
unabhiingiger Methoden gefunden wurde, die Gréfe der Molekeln
zu berechnen, und alle Methoden haben dieselbe Grifenordnung
ergeben.

Aus der eingangs erwihnten Glsichung erkennen wir ohne
weiteres, daB bei bekanntem Durchmesser einer Molekel wir auch
die Zahl N der Molekeln in der Volumeinheit finden konnen.
Wir wollen diese Zahl auf ein Mol des Gases beziehen und sie die
Loschmidtsche Zahl!) nennen. Sie ist rund

6.10%,

12, Abweichungen vom Boyle-Charlesschen Gesetz.

Die Erfahrung zeigt, daB kein Gas das Boyle-Charlessche
Gesetz vollkommen befolgt, sondern daff im Verhalten eines jeden
Gases geringere oder groBlere Abweichungen von diesem Gesetz
auftreten. Um diesen Abweichungen gerecht zu werden, wurden
von verschiedenen Forschern verschiedene Formeln vorgeschlagen,
deren fruchtbarste die sogenannte Zustandsgleichung von
van der Waals wurde. Van der Waals’ Gedankengang ist
etwa folgender. Die Zahl der Stofle, welche auf die Gefifiwand
ausgeiibt werden, ist proportional der Stofzahl einer Molekel und
diese verkehrt proportional der mittleren Weglinge. Je kleiner
die mittlere Wegléinge, desto grofer der Druck. Unter Annahme
gleicher Geschwindigkeit fiir alle Molekeln ist ohne Riicksicht auf
das Molekularvolumen die mittlere Weglinge

-3 .
T 4Nma?
Beriicksichtigen wir jedoch das Molekularvolumen, so erhalten wir

einen kleineren Wert fiir die mittlere Weglinge; denn ,wiren
alle StoBe zentral, so miilte {; um den Abstand, den die Zentra

4

1) Man versteht vielfach unter der Loschmidtschen Zahl die
Zahl der Molekeln eines Gases in 1 cm3 beim Druck einer Atmosphire
und der Temperatur 0°C. Die von uns 5o bezeichnete Zahl nennt man
héufig die Avogadrosche Zahl, was eine ungerechte Bezeichnungs-
weise ist, da Avogadro diese Zahl nicht bestimmt hat.
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der Molekeln im Momente des StoSes haben, vermindert werden.
In diesem Falle wird also

l, = 11 —0
oder ly__ ,_4Nmo®
Lo 3

Beriicksichtigt man nun, da }6 der Radius der hier kugelférmig
gedachten Molekel ist und
n

N=-—-,
v

wobei v das #ulere Volumen darstellt, und ferner auch £mn 63
achtmal das Molekularvolumen, so bekommt man

l_g _— v — 8 bl

W
wobei b; das Molekularvolumen bedeutet.

Indessen sind die Sté8e nur ausnahmsweise zentral und muf
daher 1, im Mittel um weniger denn 6 vermindert werden. Mit
welchem Teile von ¢ dies geschehen muf, kénnen wir aus folgender
Betrachtung finden. Im Augenblick des Stofies liegt der Mittel-
punkt der sich bewegenden Molekel auf einer Kugelfliche, be-
schrieben um den Mittelpunkt der zweiten Molekel mit dem
Radius 6. Denken wir uns diese Kugel durch eine Ebene senk-
recht auf die Richtung der Bewegung in zwei Halbkugeln geteilt.
Die Verkiirzung des Weges ist der Abstand, um den der Mittel-
punkt beim StoB von dieser Ebene entfernt ist. Da beim Stof
die Wahrscheinlichkeit, da8 der Mittelpunkt einen bestimmten
Punkt der kugelférmigen Oberfliche trifft, fiir alle Punkte der
Oberfliche gleich groB ist, so haben wir die mittlere Ordinate fiir
gleiche Elemente der Oberfliche zu suchen und nicht, wie man
leicht glauben kénnte, fir gleiche Elemente der Ebene. Wir
haben demnach dieselbe Rechnung durchzufithren wie fiir den
Schwerpunkt der Hilfte einer kugelférmigen Oberfliche. Ohne
weitere Rechnung weil man, daB dieser auf der halben Hohe des
Radius liegt. Somit muf von ¥, der Wert 3 6 abgezogen werden.
Setzen wir

L—306 =1l
80 ist nunmehr
lg- _— ”—4b1 "
L~
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Die Gleichung (1) ist somit dadurch zu korrigieren, dal wir deren
linke Seite mit dem letztgefundenen Ausdruck multiplizieren.
Wir erhalten so -
nme __ p T

po—0b)=

wenn wir fir 45, = b setzen.

Van der Waals bringt aber noch eine zweite Korrektion
im Boyle-Charlesschen Gesetze an, welche er auf folgende Uber-
legung stiitzt. Wir kénnen die Gasmolekeln nicht blo8 als voll-
kommen elastische Kugeln auffassen, sondern wir miissen ihnen
Anziehungskrifte zuschreiben, die sie aufeinander ausiiben, was
zur Folge hat, daf im Inneren des Gases die Bewegung der
Molekeln dadurch zwar nicht geindert wird, weil die umgebenden
Molekeln sich in jhrer Wirkung aufheben, jedoch in der Nihe der
Gefiflwinde treten diese Anziehungskrifte in der Weise in Er-
scheinung, daf sie auf die Molekeln einen Zug gegen das Innere
des Gases ausiiben. Das hat den Effekt, als wiirde der #uflere
Druck p, unter welchem das Gas steht, vergréfert. Da der
duflere Druck proportional der Zahl der Stéfe auf die Winde
und diese wieder proportional der Dichte des Gases ist, so wird
auch die GroBe, um welche der #uBere Druck infolge der An-
ziehungskrifte vergrofert werden mufl, proportional der Gasdichte
sein. Da aber der Zug, den jede einzelne Molekel gegen das Gas-
innere erfihrt, ebenfalls proportional der Gasdichte ist, so wird
die Grofe, um welche der #ulere Druck zu vermehren ist, pro-
portional dem Quadrate der Dichte des Gases oder verkehrt pro-
portional dem Quadrate des Volumens v des Gases gesetzt werden
miissen. Wir werden demnach den &uleren Druck » um eine

o @ . . .
GroBe > zu vermehren haben, wobei wir unter @ eine Konstante

verstehen, und erhalten so die Formel
a
(p-l—{;) *—b=RLT

Das ist die berithmte Gleichung von van der Waals. Sie ist
einigermaflen theoretisch begriindet fiir verdiinnte Gase. Die Er-
fahrung hat jedoch gezeigt, dall sie auch das Verhalten stark
komprimierter Gase hiufig geniigend darstellt, ja sie wurde von
van der Waals selbst sogar auf den fliissigen Zustand an-
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gewendet. Gerade darin, daB sie das Verhalten der Gase bis zur
Kondensation wiedergibt, besteht ihre grofSe Bedeutung, indem es
von vornherein ganz unméglich erscheint, durch eine Gleichung
mit 8o wenig Konstanten das iiberaus komplizierte Verhalten der
verdichteten Gase und Flissigkeiten darzustellen. Aus ihr folgt
ferner, da sie fiir das Volumen eine Gleichung dritten Grades
ist, daB sie drei reelle Wurzeln oder nur eine solche be-
sitzen kann. Im ersten Fall stellt sie den Zustand unter der
kritischen Temperatur, in letzterem oberhalb derselben dar.

Sie erméglicht somit, die kritische Temperatur einer Fliissig-
keit beziiglich eines (fases direkt zu berechnen. Selbst fiir den
Fall, daB wir sie nur als empirische Gleichung betrachten, gewihrt
sie bei Anwendung der Gesetze der mechanischen Wirmetheorie
einen tiefen Einblick in die Beziehungen, welche zwischen dem
gasformigen und fliilssigen Zustande bestehen.

13. Das Virial.

Wir wollen unter u, v, w die Geschwindigkeitskomponenten
des Massenpunktes M verstehen, unter X, Y, Z die Komponenten
der Krifte, welche auf den Massenpunkt wirken, so besteht die
Bezichung

du_ y
mag =
und zwei analoge Gleichungen beziiglich der y- und z-Achse.
Diese Gleichungen lassen sich aber auch schreiben
d (mu)
at

Bilden wir nun die Ableitung nach der Zeit von dem Produkt
m % %, so erhalten wir

= X,

dimzu) _ d(mu) dmaz) 9

at =g teT g = Xetm
da ja iz _
at v

ist. Nebmen wir nun an, unser Massenpunkt erlange unter dem
EinfluB der duBeren Krifte im Laufe der Zeit Geschwindigkeiten
und Koordinaten, welche bestindig zwischen bestimmten endlichen
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Grenzen liegen, und integrieren wir jetzt die letzte Gleichung iiber
eine beliebig grofe Zeit 7 und dividieren wir den Integralwert
durch die Zeit 7, so erhalten wir das sogenannte Zeitmittel der
einzelnen Glieder unserer Gleichung, und zwar in der Form

m -
- (U T — Uy X)) = mu? + X .

Es sind somit #, und x, die Werte von % beziiglich z fiir die Zeit
t = 0, 4y und z¢ die entsprechenden Werte fiir die Zeit 7. Da
die Differenz w2, — %, 2, nach unserer Voraussetzung eine end-
liche Grofle ist, so mu die linke Seite unserer letzten Gleichung
um so kleiner werden, je grofier die Zeit ist, iiber welche wir die
Integration durchfiihren. Wihlen wir demnach in praktischen
Fallen 7 geniigend groB, so wird die linke Seite immer gleich Null
gesetzt werden koénnen und wir erhalten die Beziehungen

mut + X =0,
mo? + Yy = 0,
mw?4 Zg = 0.
Diese Gleichungen geben addiert
m? + v + w?) + (Xz + Yy + Zs) = O.
Dehnen wir nun unsere Betrachtung iiber beliebig viele Massen-
punkte aus, so koénnen wir fir jeden Massenpunkt dieselben

Gleichungen aufstellen, oder wenn wir siamtliche Gleichungen
addieren, dies in der Form schreiben

Eme2 4+ XXz + Yy + Zg) = 0,

wobei wir also

Wb wr=c

gesetzt haben. Den Ausdruck 2 (Xz + Yy + Z#) nennt Clau-
sius, von dem zuerst eine derartige Betrachtung gemacht worden
ist, das Virial der Krifte, welche auf das System der Massen-
punkte wirken, so da8 wir demnach die bemerkenswerte Beziehung
erhalten, daB das Virial vermehrt um die doppelte kine-
tische Energie des Systems gleich Null ist.

Die von Clausius aufgestellte Virialgleichung wollen wir
jetzt benutzen, um daraus den Druck eines idealen Gases zu
berechnen. Fiir diesen Fall ist X m ¢? = nm¢? wobei wir jetat



unter n die Zahl der Gasmolekeln in unserem Gefifle, unter m
die Masse und unter ¢ die Geschwindigkeit einer Molekel ver-
stehen. Von &uBeren Kriften sei nur der Druck vorhanden, den
die Gefilwinde auf das Gas ausitben. Der Einfachheit halber
wollen wir unserem Gefial die Gestalt eines Parallelepipeds geben,
dessen Kanten die Lingen a beziiglich b, ¢ besitzen. Wir wihlen
eine Ecke des Parallelepipeds zum Ursprung eines Koordinaten-
systems, dessen Achsen mit den drei Kanten des Parallelepipeds
zusammenfallen. Die duberen Krifte, welche nun auf unser Gas
wirken, sind folgende. Parallel zur z-Achse haben wir den Druck,
welcher von der Fliche b¢ in der y 2-Ebene herriithrt, der dem-
nach die GréBe bcp besitzt, wenn wir unter p den Druck des
Gases verstehen. Da aber dieser Druck fiir die linke Seitenfliche
mit der Abszisse Null zu multiplizieren ist, so trigt er zur GroBe
des Virials nichts bei. Die rechte Seitenfliche iibt auf das Gas
parallel zur x-Achse ebenfalls den Druck bcp aus, der jedoch als
eine negative Kraft zu betrachten ist. Die Abszisse dieser Flache
ist a. Es liefert somit die rechte Seitenfliche fiir das Virial das
Glied — abcp. Genau dieselbe Uberlegung ergibt aber auch,
daB wir fir die Kraft parallel zur y- und parallel zur 2-Achse je
ein Glied — abcp in das Virial einfithren miissen. Somit ist fiir
unseren Fall das Virial gegeben durch — 3abcp. Dieses Virial,
vermehrt um die doppelte kinetische Energie siimtlicher Molekeln,
mub nun gleich Null sein. Wir erhalten somit die Gleichung

nme®—3abep = 0.
Nun ist aber das Volumen unseres Gefalles
v=oabe,
wonach wir weiter erhalten
nme — 3 pv =0,
oder

v__nmc?
P=—3

und das ist tatsichlich die Gleichung, welche wir im Abschnitt 1
fiir das Boyle-Charlessche Gesetz erhalten haben.
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I. Boltzmanns H-=Theorem.

Wir nehmen an, wir héitten ein einfaches Gas, dessen Molekeln
alle dieselben Eigenschaften besitzen. Fiir die Geschwindigkeiten
der Gasmolekeln sei ein Verteilungsgesetz vorhanden. Die Zahl
der Molekeln in der Volumeinheit, welche Geschwindigkeitskom-
ponenten zwischen £ und § + d§, y und n+dn, E und {+d§
haben, sei eine Funktion von & %, § und der Zeit ¢, also

Wir wollen diese im folgenden die Molekeln erster Art nennen.
In gleicher Weise sei die Zahl jener Molekeln zweiter Art, welche
Geschwindigkeitskomponenten zwischen £ und &, + d£,, 17, und

M + dny, & und &, + d§, besitzen,
fEum, 6 t)dé dn dE, = fido,.
‘Wir setzen also der Kiirze halber

f&En &0 ="

1,6, 8) = fu
dédndf =dow

d§ dn dfy = do,.

Mogen wir die Molekeln als vollkommen elastische Kugeln
oder als Kraftzentren auffassen, immer werden sie sich bei einer
gowissen Anndherung ablenken und ihre Geschwindigkeit andern.
Es ist unmittelbar klar, daf die Zahl der Abldnkungen, welche
eine Molekel erster Art von jenen zweiter Art erfihrt, der Zahl
der Molekeln zweiter Art f; d @,, sowie der relativen Geschwindig-
keit g, welche die Molekel erster Art gegen die Molekeln zweiter
Art besitzt, proportional ist. Die Zahl der Ablenkungen ist also
proportional g f; d @,. Durch die Ablenkungen werden die Molekeln,
gsowohl die erster wie die zweiter Art, die verschiedensten Ge-
schwindigkeiten und Geschwindigkeitsrichtungen erlangen, je
nachdem der Eintritt der Molekeln in die gegenseitige Wirkungs-
sphire mehr oder weniger zentral erfolgt. Stellen wir die Forde-
rung, daf nach der Ablenkung die Geschwindigkeiten wie auch
die Geschwindigkeitsrichtungen ganz bestimmte sind, so kénnen
wir nur jene Ablenkungen in Betracht ziehen, bei welchen die

und
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Molekeln erster mit jenen zweiter Art unter denselben geometrischen
Bedingungen in Wechselwirkung getreten sind. Diese Bedingungen
wollen wir durch die Bezeichnung d G in Rechnung setzen, so
daB die Zahl der Ablenkungen, welche die Molekeln erster Art in
der Zeiteinheit durch jene zweiter Art unter den gegebenen Be-
dingungen erfahren, durch gf, d ®;d G und die Gesamtzahl der
Ablenkungen, welche simtliche Molekeln erster Art in der Volum-
einheit und in der Zeiteinheit erfahren, durch gff;dwd a,d G
gegeben ist. In der Zeit d¢ verschwinden daher

dn—=gffidodo,dGdt . . . . . .(17)

Molekeln erster Art. Durch die Ablenkungen solien die Molekeln
erster Art Geschwindigkeitskomponenten zwischen £ und & + d £,
' und 9 +d9, & und £ + d ¢, jene zweiter Art Geschwindig-
keitskomponenten zwischen £, und &, + d £}, %, und %} + d7},
&, und &, + d§, erhalten. Es werden nun auch die Molekeln mit
den Geschwindigkeitskomponenten &',%’, §’ beziiglich £, 13, £, unter
gewissen geometrischen Bedingungen, denen wir durch d G’ Rech-
nung tragen wollen, so zusammenstoffen koénnen, daf sie nach
dem Stofl Geschwindigkeiten von der urspriinglichen Gréfe und
Richtung der beiden Arten von Molekeln besitzen, Die Zahl
dieser wird pro Volumeinheit in der Zeit d¢
dv=¢ffid@'derdG@dt . . . . . .(18)

sein, wobei die Bedeutung der mit einem Strich versehenen Buch-
staben aus der Analogie mit dem Fritheren zu erkennen ist.

Setzen wir voraus, dal die Krifte, welche die Molekeln aufein-
ander ausiiben, Zentralkrifte sind, so ist die relative Geschwindig-
keit der Molekeln vor und nach der Ablenkung dieselbe, also ¢'=—g.
Da es sich bei unserer Betrachtung nur um die relative Bewegung
handelt, so sind auch die geometrischen Bedingungen, unter welchen
die Molekeln in ihre gegenseitige Wirkungssphire eintreten, wechsel-
weise dieselben, also i6¢ = de

Es 148t sich ferner auch leicht zeigen, dab

do' = dw
d
u dow, = dw,
ist. Wir wollen durch die Zentren der zwei Molekeln, wenn sie
den kiirzesten Abstand erreicht haben, eine gerade Linie legen,
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deren Richtung durch OK (Fig.5) gegeben ist, und sie kurz die
Zentrilinie nennen. Von O aus tragen wir die Geschwindigkeiten
¢ und ¢, durch Strecken auf. Es stellt uns dann die Strecke C'C,
die relative Geschwindigkeit g dar. Durch den Halbierungspunkt S
dieser Strecke legen wir die Parallele K; K, zu OK. Jene Kom-
ponente der relativen Geschwindigkeit g, welche senkrecht zu O K

Fig. 5.

0< K

oder, was dasselbe ist, zu K, K, steht, erfihrt durch die Ablenkung
der Molekeln keine Verinderung. Die Komponente parallel zu
K, K, wird durch die Ablenkung einfach umgekehrt. Wir erhalten
somit die neue Richtung der relativen Geschwindigkeit, wenn wir
in der Ebene, welche die Geraden CC, und K, K, bestimmen,
durch S, das ist den gemeinschaftlichen Schwerpunkt beider
Molekeln, eine Gerade ' C; so legen, daB sie zu K, K, dieselbe
Neigung hat wie C Cy, nur in entgegengesetzter Richtung. Machen
wir noch

C8=018=C8 = (8,

go stellen uns die Strecken O C’' und O O] die Geschwindigkeiten
¢ und ¢ der Molekeln nach der Ablenkung dar.

Verschieben wir nun den Punkt C um die unendlich kleinen
Strecken d&, dn, d§, so mul sich (' wegen der vollkommenen
Symmetrie um genau dieselben Strecken d&’, dn’, d§’ verschieben.
Es ist somit

! do = do'
und ganz analog
do, — day.

Ziehen wir das alles in Betracht, so kénnen wir Gleichung (18)
schreiben

dv = gf' fidodwo,d Gdt.
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Es wird somit die Anderung der Zahl der Molekeln fd® in der
Zeit dt gegeben sein durch

Z{dwdt = jdv —Idn —-“‘(f'fl—ffl)gdmdcoldet

oder
d
H=[wri—thotmae . ... a9
Fiir den stationdren Zustand mul
af _
="
somit
. Fifi = fh
sein.

Bilden wir fiir eine Molekel die ,Logarithmusfunktion® If
und addieren wir die Werte simtlicher Logarithmusfunktionen
der Molekeln in der Volumeinheit des Gases, so ergibt dies

H=)’lf.fdm. N )

da ja fd o die Zahl der Molekeln von einer bestimmten Geschwindig-
keit mit den Komponenten zwischen £ und £ 4 d&, 4 und 7 + d,
§ und § + 4§ ist.

Wir wollen nun die Anderung von Hnach der Zeit bestimmen,

also dH bilden. Nach Gleichung (20) ist

dt
@—_—j fd +j1dffd jlf U o,

at fat
da
1df af 4o —
jfdtfd J.dt @ =0,

was nichts anderes als die Anderung der Gesamtzahl der Molekeln
mit der Zeit ist, Diese Zahl ist aber konstant. Setzen wir den

Wert von g{ aus Gleichung (19) ein, so wird

dH

- J.lf(f’ﬂ —ff)gdode,dG . . . . (21)
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Da die Integration immer iiber sémtliche vorhandenen Werte

erstreckt werden muB, also z. B. fir die Geschwindigkeit von
0 bis oo, so ist

H={if.fdo =j'zf'.f'dm',

desgleichen
d !
=k —jZf'(f'ﬁ—ffl)gdwdmldG . @1a)

Welche Molekeln wir als jene erster und als jene zweiter Art an-
nehmen, ist natiirlich ebenfalls gleichgiiltig. Daher folgt aus
Gleichung (21) und (21a) ohne weiteres

= r—rreetsas . . . @y
und
T =—| e a—rhsaeieae. . @0

Das arithmetische Mittel aus den Gleichungen (21), (21a), (21D),
(21 ¢) ergibt schlieBlich

= —%j[l(f’ﬁ)—l(fﬁ)}(f’fl ff)gdode,dG.

Die Funktionen f, f;, /", f1 sind alle positive Zahlen, desgleichen
mufl nach den fritheren Forderungen auch d G immer positiv sein.
Da nun auch der Logarithmus mit dem Numerus wichst und ab-
nimmt, so muf das gesamte Integral positiv, mithin % stets
negativ sein, d. h. H muBl infolge der Ablenkungen, welche die
Molekeln bei jeder Anndherung an eine andere erfahren, bestindig
abnehmen oder das Gas muB sich bestindig einem Zustande nahern,

tir welchen fFA=TFA. . . ... ... (22

ist. Ist dieser Zustand erreicht, so bleibt er stationir, das Gas
ist dann im thermischen und mechanischen Gleichgewicht.

Bei diesem stationdren Zustande sind fiir die Geschwindig-
keiten alle Richtungen des Raumes gleich wahrscheinlich. Wir
werden daher f als eine Funktion von ¢? ausdriicken koénnen,
wenn wir unter ¢ die Geschwindigkeiten der Molekeln erster Art
vor dem Stofl verstehen. Fiir die Geschwindigkeit nach dem Stof
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wollen wir dann analog ¢’ setzen, wihrend die Geschwindigkeiten
der Molekeln zweiter Art vor und nach dem StoB entsprechend
¢, and ¢; genannt werden sollen. Wir setzen

f —3 e¢(°2)’
desgleichen

fi = e,

f ! — ep(c?)
und fi= e @d,

Infolge des Energieprinzips mu8
me2  mel  mc? | mo?
2t =t
a?=c*+c}—c?
folgt. Aus Gleichung (22) erhalten wir jetzt
g0 + 9 = 9 + 9 (e + ] — .

Diese Gleichung der Reihe nach partiell nach ¢, ¢;, ¢’ differenziert,

sein, woraus

ergibt
‘P' (= ‘P' (24 012 - ’2)’
' () = @' (24 ¢} —¢'?)
und 0= g'(¢)—g'(*+ ¢ — 0
oder

1
¥ =9/ =99 =— 4,
wobei — &% konstant ist, indem ja bei der Willkiir der Wahl von

¢% ¢ und ¢? die letzte Gleichung nur unter dieser Bedingung
moglich ist. Daraus folgt nun weiter durch Integration

c?
o) =—2;+1a

_e
f=ae ¥,

woraus mit Leichtigkeit, wie in der Einleitung, Abschnitt 5, ge-
zeigt wurde, das Maxwellsche Verteilungsgesetz gefunden
werden kann.

und
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Wir wollen jetzt die Entropie eines Gases bestimmen. Die-
selbe ist J.%g - Dabei setzt sich d @ zusammen aus der Wirme-

menge, welche zur Erhohung der inneren Energie der Molekeln
notwendig ist, und jener, welche &uflere Arbeit leistet. Der ge-

samte Warmeinhalt eines Gases ist k2 falls nur die fortschreitende

Bewegung der Molekeln in Betracht kommt. Unter k¥ verstehen
wir demnach die Gesamtmasse des Gases. Es ist ferner

¢ R

Elairi
was aus dem Boyle-Charlesschen Gesetze (siehe Einleitung,
Abschnitt 1) folgt. u bedeutet hier das Molekulargewicht des

Gases. Die Erhohung der Energie liefert also fiir 4 @ den Anteil

?2_70%3 dT. Die duere Arbeit ist pd &2, wenn p der Druck und

£ das Volumen des Gases ist. Da nun
_k
0
»__RT
0 w
1 kR 1
iQ = kd(—) — kB Td(—)-
b p 0 7 0 0
Wir erhalten somit
3k R 1
dQ = -2——dT—|———— Td(—(;)
und fir die Entrople

J‘dQ 3kRde @jdG).

T  — 24 _T—+y,

ist, so wird wegen

1
e

= kf[lTﬂ + l( )] ~+ Const.

3
kR (T5)
= I — Const.
@ @ T

Jager, Die Fortschritte der kinetischen Gastheorie. 5



Die Grofe H definierten wir in folgender Weise. Wir setzten

szﬂMm
dabei ist &
f=ae #
also
62

lf= la—a’

Dies in den Ausdruck fiir H eingesetzt ergibt
1 Ne2
H= laj.fdw —oﬁjc’fdto =Nla—72— = N(la—3),

wenn wir unter N die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit ver-
stehen und beriicksichtigen, daB

A =3%o2
igt (siehe Einleitung, Abschnitt 5).
In .der Einleitung (Abschnitt 5) wurde nun gezeigt, dal
N

8
2 o8

a =

ist. Ersetzen wir a? durch 2¢2, so wird

@ v
a = Jﬁ .
(wiys
Nun ist aber nach dem Obigen
o2 = %LE T,

folglich i N
—a —g‘- .
(2 zE T)’
u

Multiplizieren wir Zihler und Nenner dieses Bruches mit m, der
Masse einer Molekel, so wird der Zihler Nm = @, das ist die
Dichte des Gases, und 3

ol ®
U4 = —F

8 73 R3 M3

m



indem wir jetzt
$ = o
setzen, wobel wir mit M die Masse einer Molekel des Normalgases,
etwa des Wasserstoffs, bezeichnen. Bilden wir nun mit diesem
Werte von a die GroBe H, so konnen wir schreiben:
— 3 8 R8s s
H= Nla—%v = niler 2)—N[1V%—ﬂi+i]-

Diesen Ausdruck wollen wir noch mit — —R& multiplizieren
@
und erhalten so:

3
—"RQH = wl<gs> + Const.
w w 0
8
kR Te
= —l(—— Const.
w [ T

NmRS V8n3R3M3 .
[ +1]
w m

ist tatsichlich nur eine Konstante, da ja Nm £ nichts anderes
als die Gesamtmasse des (Gases ist, welche sich natiirlich nicht
dndert. Die rechte Seite unserer letzten Gleichung enthdlt aber
nichts anderes als die Entropie des Gases. Wir erkennen somit,
daB die GroBe — H in enger Beziehung zur Entropie steht. Wie
sich — H ohne &uBeres Zutun einem Maximum nihert, so tut es
auch die Entropie. Dabei erscheint uns also die Eigenschaft
der Entropie, einem Maximum bestindig zuzustreben,
als ein Streben desGases, von einem weniger wahrschein-
lichen zu einem wahrscheinlicheren Verteilungszustande
zu gelangen.

Der Ausdruck

II. Maxwell=-Boltzmannsches Gesetz.

Fiir das Maxwellsche Verteilungsgesetz, mit dem wir uns
in der Einleitung (Abschnitt 5) bekannt gemacht haben, mit der
von Boltzmann gegebenen Erweiterung bei Beriicksichtigung des
Einflusses duBerer Krifte lieferte G. Jager eine Herleitung, welche

5 *
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im wesentlichen die hydrostatischen Grundgleichungen be-
nutzt. Vorausgesetzt wird, da8 ein Verteilungsgesetz unter den
Geschwindigkeiten der Gasmolekeln existiere und, was bei jeder
Ableitung des Maxwell-Boltzmannschen Gesetzes angenommen
werden muB, daf das Gas ,molar und molekular“ 1) ungeordnet
ist, worunter zu verstehen ist, daB wohl verschiedene Teile des
Gases dieselbe Eigenschaft besitzen, daf aber unter
den Molekeln keine bestimmten Gruppierungen vor-
kommen, sondern dal die Beziehungen einer jeden
Molekel zu jeder anderen im Mittel, d.h. iiber eine
geniigend groffe Zeit genommen, dieselben sind.-
Wir konnten das etwa auch so ausdriicken, daf
wir sagen, die Molekeln sowohl als auch deren Ge-
A B schwindigkeiten sind in jedem Volumelement des
Gases gleichmifig verteilt.

Wir denken uns nun ein zylindrisches Gefal
(Fig.6), OX sei dessen Achse und gleichzeitig die
2-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems.
Senkrecht zur 2-Achse denken wir uns zwei Ebenen
X AB, welche sich in dem unendlich kleinen Ab-

stande 0 voneinander befinden. Der Zylinder sei
mit einem einfachen Gas erfilllt. Auf jede Molekel desselben,
welche zwischen den Ebenen A B liegt, wirke eine Kraft £ parallel
der Richtung OX. So oft demnach eine Molekel die Ebene A B
in der Richtung O X passiert, erfihrt sie einen Energiezuwachs a,
welcher gleich der Arbeit £0 ist, die die Kraft £ dabei leistet.
Die in entgegengesetzter Richtung passierenden Molekeln erfahren
eine Energieverminderung von gleicher Grife.
Fir den Gleichgewichtszustand parallel zur z-Achse gilt die
hydrostatische Grundgleichung
dap
A==
wobei wir unter @ die Dichte, unter X die Kraft auf die Massen-
einheit des Gases und unter p den Druck des Gases zu verstehen
haben. Bringen wir die Gleichung in die Form

Fig. 6.
0

0,

@ = Xduz,
Q

1) Boltzmann, Vorlesungen iiber Gastheorie I, 8. 21.
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80 ist Xdz die Arbeit, welche die Kraft X leistet, wenn die Massen-
einheit des Gases den Weg dx zuriicklegt. Wir wollen diese Arbeit
mit d A bezeichnen, erhalten sonach

@sz
. . Q
oder integriert md
p
—=A . . .. ... ... (28
|2 (28)
)

A ist dann die Gesamtarbeit der Kraft, wenn die Masseneinheit
des Gases beim Transport von dem Druck p, zu dem Druck p,
iibergeht.

Das Gas in unserem Gefile sei ein ideales, befolge also das
Boyle-Charlessche Gesetz

P _ Do,
D folgt ¢ &
araus 1o
g 1_ml
Q0 P

@
und es wird Gleichung (23)

Py
&JﬂzA
Qo p
Do
oder

1B — 4@
Do Do
A
Pr=Dpee P . . . . . ... (29
Passiert die Masseneinheit des Gases die Ebenen AB in der Rich-~
tung der x-Achse, so ist die zugehérige Arbeit

und weiter

Ad=na,
wenn wir unter n die Zahl der Molekeln der Masseneinheit des
Gases verstehen.
Wir fanden nun in der Einleitung (Abschnitt 1) fiir die Be-
ziehungen zwischen Druck und Dichte
Py __nmcl

Qo 3



Folglich gilt auch
A ;gg == na- 3 —_— _31

Po nmc2 m c3
und fiir Gleichung (24) resultiert 54
pr=poe™® . . . .. .. (24a)

sDiesen Ausdruck fiir die Beziehung zwischen p, und p,
wollen wir jetzt aus den Vorstellungen der kinetischen Gastheorie
ableiten.“ Ist ein Gleichgewichtszustand vorhanden, so miissen
in derselben Zeit ebensoviel Molekeln unsere Ebenen 4B von
oben nach unten wie umgekehrt von unten nach oben durch-
setzen. ,Wir nehmen nun an, da8 ein Verteilungsgesetz der
Geschwindigkeiten der Gasmolekeln existiere, dessen Form uns
jedoch unbekannt ist.“ Die Wahrscheinlichkeit, da8 eine Molekel
eine Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Ebene A B be-
sitzt, deren Wert zwischen % und % -+ du liegt, wollen wir f(u)du
nennen. Machen wir ferner die Voraussetzung, dal die Zahl der
Molekeln in der Volumeinheit des oberen Teiles des GefiBes N,
jene im unteren IV, sei, so haben wir oben in der Volumeinheit
Nof(u) du Molekeln mit einer Geschwindigkeitskomponente zwischen
% und % + du. Die entsprechende Anzahl unten ist NN f(u)du.
Von diesen Molekeln wandert nun in der Zeiteinheit durch die
Flicheneinheit der Ebene 4 B von oben nach unten die Zahl
uNof(u)du. Errichten wir niamlich iiber der Flicheneinheit
unserer Ebene einen Zylinder von der Héhe %, so gehen in der
Sekunde samtliche Molekeln, die die Geschwindigkeitskomponente %
besitzen, nach unten. Der Inhalt unseres Zylinders ist aber u
und in der Volumeinheit haben wir N, f (¥) d  Molekeln der oben
gekennzeichneten Art, folglich ist die Gesamtzahl dieser Molekeln
in dem Zylinder Ny« f(«)du, und das ist auch, wie schon erwihnt,
die Zahl der bewuBten Molekeln, welche in der Sekunde durch
die Flicheneinheit der Ebene 4 B nach unten wandern.

Wollen wir dieZahl der Molekeln wissen, welche itberhaupt in der
Zeiteinheit die Flicheneinheit von oben nach unten durchsetzen, so
haben wir den gewonnenen Ausdruck iiber alle Geschwindigkeits-
komponenten % zwischen den Grenzen 0 und oo zu integrieren, also
zu bilden

jNo“f(u)d"=M>g N ()
0
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Bilden wir niamlich den Mittelwert aller positiven % und nennen
denselben #, so wiirden wir dasselbe Resultat erhalten, wenn wir
annehmen, die eine Hilfte der vorhandenen Molekeln fliege mit
der Geschwindigkeitskomponente % nach oben, die andere Hilfte
nach unten. Diese letztere Hilfte wiirde also fiir die Zahl der
in der Zeiteinheit die Flicheneinheit der Ebene A B durch-

setzenden Molekeln den Ausdruck % # liefern.

»Bilden wir jetzt die Zahl der Molekeln, welche in der Zeit-
einheit die Flicheneinheit der Ebene A B von unten nach oben
durchsetzen, so wird das nur jenen Molekeln mdglich sein, welche
senkrecht zur Ebene A B eine Komponente der kinetischen Energie
besitzen, die grofer ist als a, d. h. fiir welche

m ul

5 ¢

ist. Also nur jene Molekeln, denen eine Geschwindigkeits~

komponente —
% > 24
m

zukommt, kénnen die Ebene A B nach oben passieren, weshalb
die Grenzen unseres Integrals fiir diesen Fall nicht 0 und oo,

2a . .
sondern ‘/—m— und oo sein werden. Wir bekommen demnach

fiir die Zahl der in der Zeiteinheit durch die Flicheneinheit nach
oben fliegenden Molekeln

leuf(u)du .. @
2a
m
Fiir den Fall des Gleichgewichts mu8
I =11,
d. h. -
N;“:Nljuf(u)du. N 1))
2a
m

gein.
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Nach bekannten Formeln der kinetischen Gastheorie (s. Ein-
leitung, Abschnitt 1) ist aber

N

— Do«
A b
Mit Zuziehung der Gleichung (25) kénnen wir sonach bilden
N _m 2f
T ==—==\uf(u)du.
N p —a _f (%)
2a
w
»Da nun nach Gleichung (24 a)
3a
Do _ e—;;

ist, so erhalten wir die Beziehung

o0

-
=]

juf(u)du: ’;Z e_;_

Vﬁ
m

%l

Wir wollen jetzt

2a
—_— =
m
setzen. KEs wird demnach
g _ 822
u -
J.uf(u)du =g ¢ 2,
x

Diese Gleichung besagt, da [ u f(u)dwu fir ¥ = oo den Wert 0
__sa2

und fir ¥ — x den Wert — 3¢ 2¢2 gnnimmt. Wir konnen
demnach schreiben

o822
jwf(m)da; ..

hd EY:
3 e .
Das Differential davon ist

322

sf(@)ds = ZLE’ e 29 dg.
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Daraus erhalten wir die Funktion \
3
3a — 5
) =— — e 22,
fo) =%

Es ist somit die Funktion f(x) gefunden.“

Kennen wir einmal diese Funktion, so laft sich nach dem
Vorgang, den wir in der Einleitung (Abschnitt 5) befolgten, das
Maxwellsche Gesetz leicht erhalten. Nehmen wir nédmlich
wiederum an, die Komponenten einer Geschwindigkeit seien
%, v, w, so ist nach der letzten Beziehung die Wahrscheinlichkeit,
dal eine Molekel eine Geschwindigkeitskomponente zwischen u
und % 4 du besitzt, 5 u2
3 — 5

wdu = "=¢ 22 du.
fyde= =

Fiir eine Komponente zwischen v und » 4 d v erhalten wir gleicher-

weise 302

35 —°
— 2c2
f(v)de;_2c_23 dv.

Wegen der gleichmifigen Verteilung simtlicher Geschwindig-
keiten ist natiirlich _ - —
@ =v=w.
Die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit im oberen Teile
unseres Gefifes nannten wir N,. Die Zahl jener, welche gleich-
zeitig eine Geschwindigkeitskomponente zwischen % und % 4 du
besit: ist it
esitzen, ist somi Nof(w)du,

welcher Ausdruck, von — oo bis + oo integriert, wiederum die
Gesamtzahl ¥y ergeben muB. Wir haben somit

+ oo
[Mrwan =,

woraus folgt
Jf(“)du:J"z—:ze 2 Ju =1
c

3ud .

28

Wir wollen



setzen, somit wird

Weiteres ergibt sich

+ oo
3
a'/—: e—¥dy =1,
20’1 y

Da nun
4 oo
jc""’dy:V;
ist, so folgt -
7= 2¢2
I Y
und
— 3u2 u?
3 _—— 1 —_—
— 22 — a2
f(u)—l/Mae ==t %

—T . .
wobei wir —39— = o? eingefiithrt haben. Unter & verstehen wir

jetzt, wie in der Einleitung (Abschnitt 5), die wahrscheinlichste
Geschwindigkeit der Molekeln; gleichzeitig haben wir das Max-
wellsche Verteilungsgesetz in derselben Form gefunden, wie wir
es in der Einleitung (Abschnitt 5) dargestellt haben.

‘Wir denken uns jetzt unser Gefil nicht wie urspriinglich
von einem einzigen Ebenenpaar A B, sondern von einer sehr
groBen Zahl paralleler Ebenenpaare durchsetzt, welche alle die-
selbe Eigenschaft wie das Ebenenpaar A B besitzen. Wihrend
wir uns die zwei Ebenen je eines Paares unendlich nahe anein-
ander dachten, sei der gegenseitige Abstand je zweier benach-
barter Paare zwar sehr klein, aber doch so groB, daf darin noch
eine sehr groBe Anzahl von Molekeln vorhanden ist. ,Es laBt sich
dann fiir zwei aufeinander folgende Gasschichten genau dieselbe
Uberlegung wiederholen, wie wir sie frither auf das einzelne
Ebenenpaar A B angewendet haben.“

Nennen wir die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit der
aufeinander folgenden Gasschichten Ny, N;, Ny, ..., den Zuwachs
der kinetischen Energie, welche eine Molekel beim- Passieren
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der einzelnen Ebenen erfihrt: a,, a,, a3, ..., so ist nach Glei-
chung (24): 3

8(ay +ag+ - --ag) 3z
N = Nye ma = Nye ¢,
wenn wir a; -+ ag + -+ 4 a4 = — my setzen.

Da die Arbeit der Krifte gleich ist der Zunahme der kineti-
schen Energie, somit gleich der Abnahme der potentiellen, so
kénnen wir j als das Potential der &uleren Krifte auffassen
und damit unsere Formel nicht nur nach einer Richtung, sondern
nach allen drei Richtungen des Raumes erweitern. Es ist dann
die Zahl der Molekeln, welche eine Geschwindigkeitskomponente
zwischen % und % 4 d % besitzen, gegeben durch:

8y u? 1
-NO _E—EE NO —j‘;(u"}'ﬂl)
e du = ——e au,
“v% ayn

2¢2 . .
da ja, wie bereits erwihnt wurde, o2 = 5 ist. Es ist somit

N, die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit an einer Stelle des
Gases, fiir welche das Potential der duBleren Kriifte gleich Null ist.

Wir haben damit das Maxwellsche Verteilungsgesetz mit
jener Ergiinzung gefunden, welche ihm Boltzmann?) gegeben hat.

Ill. Giiltigkeit des Maxwell=Boltzmannschen
Gesetzes fiir beliebig kleine Kraftfelder.

Das Maxwellsche Verteilungsgesetz der Geschwindigkeiten
soll noch aus einer anderen Anschauungsweise entwickelt werden.
Das Gleichgewicht in dem Gefifl (Fig. 6) konnen wir an folgende
Bedingung kniipfen. Wir setzen wieder voraus, daB ein Verteilungs-
gesetz iiberhaupt existiert, da8 das Gas in beiden Teilen des

') Boltzmann, Vorlesungen tiber Gastheorie I, 8.137 (1896).



GefilBes molar und molekular ungeordnet ist, und da die Wahr-
scheinlichkeit, da8 eine Molekel eine (eschwindigkeitskomponente
zwischen % und 4 + du hat, f(u)du ist. Durchsetzt eine der-
artige Molekel von oben nach unten die Ebenen A B, so ver-
wandelt sich ihre Geschwindigkeitskomponente % in #', indem ja
durch die Arbeit, welche die Krifte zwischen den Ebenen 4 B
leisten, die Molekel einen Zuwachs ihrer kinetischen Energie
erfihrt. Da die Krifte parallel zur z-Achse wirken, so wird an
der Geschwindigkeit der Molekel nur die Komponente senkrecht
zu A B eine Anderung erfahren, und es muf die kinetische Energie
mu'?  mu?

2-—-T=a.......(26)

sein, wenn wir unter @ wieder die Arbeit verstehen, welche die
dueren Krifte leisten, wenn die Molekel die Ebenen 4 B passiert.
Die Zahl der Molekeln dieser Art, welche in der Zeiteinheit durch
die Flicheneinheit der Ebenen A B aus dem oberen Teil des
GefiBes in den unteren iibertreten, ist Ny« f(#)du. Das Gas im
unteren Teil empfingt demnach in der Sekunde Nouf(u)du
Molekeln von der Geschwindigkeitskomponente %'. Soll nun Gleich-
gewicht bestehen, so miissen von dem unteren Teil ebensoviel
Molekeln von der Geschwindigkeitskomponente %’ nach oben iiber-
treten. Diese Zahl ist aber N; o' f(u') d«', folglich mufl

Nufw)du = N, f(u)dou' . . . . . (27)
gein. Aus Gleichung (26) folgt aber durch Differentiation, daf
udu = o' du,

was fiir unsere Beziehung ergibt

No f(u) = Ny f ().
Durch Differentiation dieser Gleichung erhalten wir

Nof'(Wdu = N, f' (W)dw'

Dividieren wir jetzt diese Gleichung durch Gleichung (27), so
erhalten wir 1 £ 1 £ (u')

w f@) W o)
Diese letzte Gleichung ist nun vollstindig unabhingig von der
Arbeit, welche die Kriifte zwischen den Ebenen 4 B leisten. Andert
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sich diese Arbeit, so @ndert sich damit auch ', d. h. wir koénnen
die GroBe %' in unserer Gleichung ganz willkiirlich wihlen, ohne
daB dadurch die Giiltigkeit der Gleichung eine EinbuBe erfihrt.

1 !
Dies ist aber nur dann méglich, wenn " ’; ((:)) einen konstanten
Wert hat. Wir wollen somit
Lrw

w fw)

setzen, wobei wir unter A eine ganz willkiirliche Konstante ver-
stehen. Schreiben wir die Gleichung in der Form

f' ()
f(w)
go konnen wir leicht die Funktion f(u) bestimmen, indem wir

durch Integration erhalten

1 (u) = _1“;+ 1.

du = —Audu,

Das ist aber dieselbe Gleichung, welche wir bereits in der Ein-
leitung (Abschnitt 5) erhalten haben und deren weitere Behand-
lang uns das Maxwellsche Verteilungsgesetz liefert. Diese
Eigenschaft des Maxwell-Boltzmannschen Verteilungsgesetzes,
daB bei Vorhandensein dullerer Krifte die Dichte des Gases sich
immer so verteilen mufl, daf aus jedem Volumelement in der Zeit-
einheit ebensoviel Molekeln von einer bestimmten Geschwindig-
keit ausfliegen miissen, wie Molekeln derselben Geschwindigkeit in
das Volumelement eintreten, wollen wir nun benutzen, um nach-
zuweisen, daf auch fiir den Fall, als 4uBere Krifte nur iiber sehr
kleine Réume wirken, das Maxwell-Boltzmannsche Verteilungs-
gesetz giiltig bleibt.

‘Wir haben némlich bisher dieses Gesetz immer unter der
Voraussetzung abgeleitet, dal in jedem auch noch so kleinen
Volumen gleichzeitig eine sehr groSe Anzahl von Molekeln vor-
handen ist, so daB wir auch fiir jedes Volumelement annehmen
konnten, daf in demselben Molekeln von allen méglichen Ge-
schwindigkeiten vorhanden sind. Gehen wir aber fiir die Volum-
elemente auf Riume herab, deren Dimensionen sich mit den
Molekeldimensionen direkt vergleichen lassen, so kénnen wir nicht
mehr annehmen, daf in einem solchen Raum eine grofe Anzahl
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von Molekeln vorhanden sei, sondern da deren Zahl in dem
betreffenden Raum bestindig wechseln wird, da ja durch das
Umberfliegen der Molekeln sich dieselben besténdig hiufen und
zerstreuen werden, und wir nur fiir den Fall, daB wir groBere
Riume in Betracht ziehen, von einer bestimmten Gasdichte
sprechen konnen, wihrend fiir sehr kleine Riume diese Dichte
bestindig wechseln wird, ja gelegentlich auch Null werden kann,
was der Fall ist, wenn gar keine Molekel in dem betreffenden
Raum vorhanden ist.

Denken wir uns jetzt nun eine duBere Kraft, welche auf die
Molekeln wirkt, aber nur innerhalb eines so engen Raumes, dal
gleichzeitig nur eine geringe Anzahl von Molekeln in diesem Raum
vorhanden sein konne, so wire es moglich, dal unsere Gesetze
vielleicht gar nicht mehr gelten. Es wurden tatsichlich Unter-
suchungen gemacht, welche fiir so kleine Riume ganz andere
Eigenschaften folgern, als aus dem Maxwell-Boltzmann schen
Gesetz hervorgehen wiirden.

Um derartige Folgerungen begreifen zu kénnen, wollen wir
vorerst eine Uberlegung machen, welche sich auf die Bestimmung
der Gasdichte bezieht, wenn keine duleren Krifte vorhanden sind.
Wir betrachten ein Raumelement eines gréBeren mit Gas erfiillten
Raumes, fiir welchen das Gas im mechanischen und thermischen
Gleichgewicht sich befindet, so daf in allen Punkten des Raumes
das Gas konstante Dichte besitzt, was wir auch so ausdriicken
kénnen, daBl die Zahl N der Molekeln in der Volumeinheit fiir
alle Punkte des Raumes dieselbe ist. Nun haben wir aber gerade
erwihnt, daB nach der kinetischen Gastheorie diese Zahl fiir sehr
kleine Riume bestindig wechselt. Wir koénnen aber trotzdem
unseren Begriff aufrecht erhalten, wenn wir anstatt der Gasdichte
fiir einen bestimmten Zeitpunkt die mittlere Dichte des Gases in
unserem kleinen Raum fiir eine lingere Zeit einfithren. Wir
behaupten also, daB, wenn v die jeweilige Zahl der Molekeln
wihrend einer unendlich kleinen Zeit d¢ in dem beliebig kleinen

Volumen @ ist, dann t

N=—l jldt

tﬁ;——_t1 @

sein muB; vorausgesetzt, dafl das Zeitintervall {y — ¢, geniigend
grof ist.
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Wir kénnen uns dies etwa folgendermafen klar machen.
Wir denken uns durch unser Gas zwei parallele Ebenen in dem
sehr kleinen Abstand 0 voneinander gelegt. In der Volumeinheit
des Gases seien ¥ Molekeln mit einer Geschwindigkeitskompo-
nente £ senkrecht gegen die Ebenen vorhanden. ,Von diesen
Molekeln werden v £ in der Sekunde die Fliacheneinheit der Ebene
passieren. Die Strecke 0 zwischen den beiden Ebenen werden

0
sie in der Zeit 3 zuriicklegen. Die mittlere Zahl der Molekeln

in dem Raum 0, d. h. in einem Zylinder von der Hoéhe 0 und der
Grundfliche 1, ist daher

v&%—:v&,

wobei wir als Zeitintervall die Zeiteinheit benutzt haben, was
erlaubt ist, weil wir als solche jede beliebige Zeitgrofle wihlen
kénnen. Dehnen wir diese Betrachtung auf alle moglichen Ge-
schwindigkeitskomponenten £ aus, so ergibt sich als mittlere Zahl
der Molekeln im Volumen §

Zvd=02Zv =00,

wobei N jetzt die Zahl simtlicher Molekeln in der Volumeinheit
ist. Die Summierung ist dabei iiber alle positiven und negativen
£ auszudehnen, d. h. wir ziehen gleichzeitig die Molekeln, welche
von oben nach unten und jene, welche von unten nach oben
fliegen, in Betracht.

Dividieren wir jetzt die Zahl der Molekeln im Raum 0 durch
den Raum selbst, so erhalten wir IV als die Zahl der Molekeln in
der Volumeinheit, womit unsere obige Behauptung bewiesen ist.
Die von uns durchgefithrte Untersuchung gilt natiirlich nur inso-
fern, als die Molekeln als Punkte aufgefat werden konnen, oder
fiir den Fall, dall das Gas derartig verdiinnt ist, daB die Grofe
der Molekeln gegeniiber ihrem mittleren Abstande voneinander
zu vernachlassigen ist.

Wir statten unsere beiden Ebenen derart aus, daB jede auf
die Gasmolekeln in dem Momente, wo sie die Ebenen passieren,
eine Kraft ausiibe, welche fiir jede Ebene gleich grofBl ist, aber
stets gegen das Innere des Zwischenraumes O gerichtet ist, d. h.,
so oft eine Molekel in den Zwischenraum 0 eintritt, soll sie den
Energiezuwachs a erfahren, den sie beim Austritt wieder einbiilt.
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» Wir nehmen & so klein an, daB wir jenen Fall, dafl eine Molekel
zwischen den beiden Ebenen einen Zusammenstol mit einer
anderen erfihrt, auBer Betracht lassen konnen.“ Jede Molekel,
welche demnach von auBen kommend die eine Ebene passiert,
geht auch durch die andere ungestért weiter.

» Wir fragen nun: Wie groB ist jetzt die Zahl der Molekeln
in der Volumeinheit zwischen den beiden Ebenen, wenn sie im
iibrigen Gefall N ist? Wir wollen wieder in der obigen Weise
vorgehen. ¥ § Molekeln passieren in der Sekunde die Flichen-
einheit der Ebene A B, éndern aber beim Passieren ihre Kompo-
nente £ in £, und zwar ist nach unserer Annahme £ > £, da
eine jede Molekel den Energiezuwachs a erfihrt. Die Zeit, welche

eine jede solche Molekel zwischen den Ebenen zubringt, ist g—a,; die

mittlere Zahl dieser herausgehobenen Molekeln im Raum 0 ist
somit
§

v§-§=v6?,

die Gesamtzahl hingegen

21/3;,—:621;—,5:51\7'@1

wobei wir unter (%) den Mittelwert sdmtlicher §£’ verstehen.

| e

Nun ist aber nach unserer Voraussetzung jedes einzelne
kleiner als Eins, folglich auch

Q_j«

6N<—§—,) <O0N

!

o

und

oder
< XN.

Das heiBit: Zwischen unseren Ebenen ist die Zahl der Molekeln
in der Volumeinheit kleiner, und zwar bestindig kleiner als im
itbrigen Gefis.



Nach dem Maxwell-Boltzmannschen Gesetz hitten wir
aber erwarten miissen, daB die Dichte des Gases zwischen beiden
Ebenen groBer sei als auBerhalb. ,Es hat somit den Anschein,
als wire die Moglichkeit vorhanden, dafl fiir sehr kleine Riaume
beziiglich der Gasdichte andere Gesetze gelten als fiir geniigend
groBe oder als hétten die hydrostatischen Grundgleichungen fiir
sehr kleine Riume keine Giiltigkeit mehr.

Es sei schon jetzt erwihnt, da dem nicht so ist, sondern
daB unser Resultat einen ganz bestimmt definierten Gaszustand
voraussetzt, der tatsichlich nicht vorhanden ist. Diese Definition
besteht in dem Verlangen, daf zwischen den Ebenen nie eine
Molekel einen Zusammenstol8 erfahre, was in Wirklichkeit nicht
vorkommt.

Wie leicht man aber geneigt sein kann, die obige Uberlegung
fiir bindend anzusehen, geht aus einem anderen Beispiel hervor,
welches tatsichlich von anderer Seite angegeben wurde und etwa
in folgendem besteht. Es sollte gezeigt werden, daf sich eine
Gastheorie in gleicher Weise wie die bestehende entwickeln lasse,
wenn man den Molekeln lediglich Anziehungskrifte beilegt. Sieht
man z. B. die Molekeln als Kugeln an, welche beim Zusammen-
treffen wie Billardbille wieder auseinanderfliegen, so wiirde man
denselben Effekt erzielen, wenn beim Durchschneiden der Wir-
kungssphiren zwei Molekeln sich mit sehr grofer Kraft anziehen
wiirden. Sie wiirden dann einfach durcheinander hindurchfliegen
und sich nach der Trennung gerade so bewegen, als hitten wir
es mit einem Zusammenstof vollkommen elastischer Kugeln zu
tun gehabt.

Hatten wir in Wirklichkeit zwei im iibrigen ganz gleiche
Gase nur mit dem Unterschied, dafl die AbstoBungskrifte zwischen
den Molekeln beim einen durch analoge Anziehungskrifte beim
anderen ersetzt wiren, so wiirden sich tatsichlich diese beiden
Gase sehr verschieden verhalten. Daf man nach den obigen An-
nahmen das gleiche Verhalten beider Gase folgerte, rithrt davon
her, daB man im zweiten Fall ein Gas annahm, welches , mole~
kular geordnet“ ist; denn die Forderung, gleichzeitig sollen sich
nie mehr als zwei Wirkungssphiren durchschneiden, liuft auf
eine bestimmte ,molekulare Ordnung“ hinaus, die bei einem wirk-
lichen Gas nie vorkommt. Vielmehr gilt fiir alle Fille das Max-
well-Boltzmannsche Gesetz.

Jager, Die Fortschritte der kinetischen Gastheorie. 6
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Wir haben gesehen, daB, wenn wir uns in einem GeféB,
welches ein einfaches Gas enthilt, eine ideale Trennungsebene
von der Eigenschaft denken, daB jede Molekel, welche nach einer
bestimmten Richtung diese Ebene durchsetzt, einen bestimmten
Energiezuwachs a erfihrt, wihrend sie beim Passieren in der ent-
gegengesetzten Richtung die Energie @ einbiilt, nur dann Gleich-
gewicht herrschen kann, wenn auf der einen Seite der idealen Ebene
das Gas eine grofere Dichte besitzt als auf der anderen. In dem
dichteren Teil des Gases ist immer eine bestimmte Anzahl von
Molekeln vorhanden, welche diesen Gefifteil nicht verlassen
kénnen, das sind alle jene Molekeln, deren Geschwindigkeits-

komponente £ senkrecht gegen die ideale Ebene kleiner als V%‘g

ist. So oft eine derartige Molekel gegen die ideale Ebene fliegt,
wird sie wie von einer festen Wand reflektiert. Denken wir uns
nun parallel zu unserer Ebene in dem sehr geringen Abstande
eine zweite, welche ebenfalls die Eigenschaft hat, da8 sie den
Molekeln, welche sie passieren, einen Energiezuwachs erteilt, so
kénnen wir drei Arten von Kombinationen zweier Ebenen unter-
scheiden. Erstens konnen die Krifte gleichgerichtet sein. Es
wird dann eine jede Molekel beim Passieren einer der Ebenen
in einer bestimmten Richtung von jeder einen Energiezuwachs
erfahren oder durch jede eine Einbufie an Energie erleiden, je
nachdem die Molekel in der einen oder in der entgegengesetzten
Richtung die Ebenen durchfliegt. Zweitens konnen die Krifte
entgegengesetzt, und zwar nach aulen gerichtet sein. KEs wird
dann eine jede Molekel, die in den Zwischenraum eintritt, Energie
verlieren, jede austretende Molekel Energie gewinnen, gleichgiltig,
von welcher Seite der beiden Ebenen die Molekeln kommen.
Drittens konnen die Krifte entgegengesetzt, aber nach innen
gerichtet sein. Es gewinnt dann jede in den Zwischenraum ein-
tretende Molekel Energie und verliert Energie beim Verlassen des
Zwischenraumes.

s Erfahrt eine Molekel in dem Zwischenraum einen Zusammen-
stoB, so wird die Regel die sein, daB die stofende Molekel aufer-
halb dieses Raumes liegt. Machen wir 0 unendlich klein, so wird
die Wahrscheinlichkeit, daB beide Molekeln beim Zusammenstofl
im Raume 0 liegen, unendlich klein hoherer Ordnung sein, so daB
wir sagen konnen, die Zusammenstéfe finden so statt, daB die
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stoBende Molekel auBerhalb des in Betracht gezogenen Raumes
liegt. Die -gestoBenen Molekeln werden ebenfalls wieder Ge-
schwindigkeiten besitzen, welche das Maxwellsche Verteilungs-
gesetz befolgen, da ja die stofenden Molekeln im oberen und
unteren Teil des GefiBles nach diesem Gesetz verteilt sind.“

Wir wollen nun den ganz speziellen Fall betrachten, daB
unsere beiden Ebenen horizontal seien und daBl die Krifte in
beiden nach abwirts gerichtet sind, so dal eine Molekel, welche
von oben die erste Ebene passiert, den Energiezuwachs a@,, beim
Passieren der zweiten Ebene den Zuwachs a, erfihrt. Jede
Molekel, die von oben kommt, kann daher beide Ebenen passieren
und gewinnt dabei noch den Energiezuwachs a, 4 a,, somit werden
samtliche Molekeln, welche von unten kommen und senkrecht
gegen die Ebene eine Energie besitzen, die kleiner als a; + a,
ist, nicht beide Ebenen passieren konnen. Jene Molekeln, welche
eine Energie zwischen ay und @, 4 @, besitzen, werden zwar in
den Zwischenraum eintreten, aber von der oberen Ebene reflektiert
werden, jene Molekeln schlieflich, deren Energie kleiner als @, ist,
werden schon an der unteren Ebene eine Reflexion erfahren.
Aber auch jene Molekeln, welche von unten in den Zwischenraum
eintreten und vermoge ihrer Energie auch die obere Ebene passieren
kénnten, konnen im Zwischenraum einen Sto8 erfahren und da-
durch eine derartige Energieeinbufle erleiden, daf sie nicht mehr
fahig sind, die obere Ebene zu passieren. Andererseits kénnen
aber auch Molekeln geringerer Energie durch einen Stof im
Zwischenraum eine derartige Geschwindigkeit erlangen, dall sie
die Eignung besitzen, auch die obere Ebene zu passieren. Fiir
den Fall eines Beharrungszustandes miissen nun wiederum die
StoBe so stattfinden, daB jeder Anzahl von Molekeln, welche eine
bestimmte Energieeinbulle erfahren, eine gleich grofe Anzahl
entspricht, die den entsprechenden Energiezuwachs gewinnen.
Dies ist wiederum nur dann méglich, wenn der Maxwellsche
Verteilungszustand vorhanden ist, d. h. es muf auch innerhalb
des beliebig kleinen Zwischenraumes 0 die Verteilung der Ge-
schwindigkeiten nach dem Maxwellschen Gesetz vorhanden sein.
Dieser Zustand laBt sich allerdings nicht fiir einen gegebenen
Zeitmoment an den wenigen Molekeln innerhalb des Zwischen-
raumes O erkennen, sondern wir miissen unsere Beobachtung iiber
simtliche Molekeln, die wihrend einer geniigend langen Zeit im

6*
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Zwischenraum 0 vorhanden sind, ausdehnen. Wir erkennen jetzt
auch, daB, wenn das Maxwellsche Verteilungsgesetz im oberen
und unteren Teil des Gefafes wie auch im Zwischenraum 0 herrscht,
die Dichtenverteilung derart sein muB, wie sie aus der Boltz-
mannschen Erginzung des Maxwellschen Gesetzes folgt.

Wir wollen dies noch an folgendem Beispiel erlédutern.
Unsere beiden Ebenen seien mit Kriften ausgestattet, die gegen
das Innere des Zwischenraumes gerichtet sind. ,Ob demnach
eine Molekel von oben oder von unten in den Zwischenraum tritt,
immer erfihrt sie einen Energiezuwachs. Wiirden demnach im
Zwischenraum gar keine Zusammenstofe vorkommen, so wiirde
daselbst nicht der Maxwellsche Verteilungszustand herrschen,
indem Geschwindigkeitskomponenten senkrecht zu den Ebenen
zwischen Null und einer bestimmten Gréfe nie vorkommen kénnten.
Da aber innerhalb des Zwischenraumes Zusammenstofe vorkommen,
so werden auch Geschwindigkeitskomponenten entstehen, welche
innerhalb der genannten Grenzen liegen, aber es konnen derartige
Molekeln den Zwischenraum iiberhaupt nicht mehr verlassen, weil
sie sowohl beim Stofl auf die obere als auch auf die untere Wand wie
von starren Winden reflektiert werden. Soll nun wiederum ein
Beharrungszustand sich einstellen, so miissen sich diese Molekeln,
welche den Zwischenraum nicht mehr verlassen kénnen, mit jenen
anderen, welche bestindig den Zwischenraum von oben nach
unten und umgekehrt passieren, so erginzen, daf sie zusammen-
genommen den Maxwellschen Verteilungszustand realisieren.
Tun sie aber das, so gilt ebenfalls wieder die Boltzmannsche
Erginzung des Maxwellschen Verteilungsgesetzes, welche uns
die Dichtenverteilung kennen lehrt, die unter dem Einflul dulerer
Krifte sich einstellt.

Wo immer demnach &ufBlere Krifte auf ein Gas wirken, ob
diese Krifte jetzt auf groflere Distanzen oder auf beliebig kleine
Entfernungen wirksam sind, ob wir es mit Kriften wie der
Schwerkraft oder mit Kriften zu tun haben, wie sie etwa eine
Molekel auf ihre Nachbarmolekeln ausiibt, immer bewahrt das
Maxwell-Boltzmannsche Verteilungsgesetz der Geschwindig-
keiten und der Gasdichte seine Giiltigkeit.



1V. Die Zustandsgleichung schwach
komprimierter Gase.

Wir haben in der Einleitung (Abschnitt 13) den Begriff des
Virials kennen gelernt und fanden die Beziehung, dal

Eme2 4+ EZXaeF+ Yy + Zz = 0.

Dabei verstanden wir unter X, Y, Z die Komponenten der duleren
Krifte, welche auf eine Molekel wirken. Schreiben wir nun den
Molekeln auch Anziehungskrifte untereinander zu, so kénnen wir
diese Krifte, welche auf irgendeine Molekel von den sie um-
gebenden Molekeln ausgeiibt werden, ebenfalls wie #ubere Krifte
betrachten und auf sie dieselben Uberlegungen anwenden, welche
wir bei der Ableitung des Virialsatzes gemacht haben.

Wir nehmen also an, da8 zwei Molekeln, deren Entfernung
r sei, in der Richtung von r eine Kraft aufeinander ausiiben,
deren GréBe durch f(r) dargestellt wird. Es seien die Koordinaten
der beiden Molekeln z, y, 2z bzw. &/, ¥, 2. Die Kraft, welche dann
eine auf die andere ausiibt, ist fiir eine Molekel parallel den drei

4 —
Achsen f(r)- r— #

¥—y d—e
) f(r) pat f(r) P fiir die andere

Molekel sind die Krifte gleich groB, aber entgegengesetzt bezeichnet.
Bilden wir nun das Virial, so haben wir jede der Kraftkomponenten
mit der entsprechenden Koordinate zu multiplizieren, also zu bilden

—_ J S ’ - /
fir eine Molekel z.f(r)” r”, y.f(r)y——r—y—, PRI r”

! y—y
=Y )=

Addieren wir simtliche Ausdriicke, so erhalten

.
’

z—a

fiir die zweite Molekel erhalten wir — &' 7(r)

— !
—d ) =2
wir das Virial der Kriifte zwischen den beiden Molekeln. Dasselbe

ist demnach

@—aP+@—9)+ (c—4)?

r

fr) = rf(r)

Bilden wir wieder den entsprechenden Mittelwert, so erhalten wir
demnach fiir das Virial der sogenannten inneren Krifte X'r f(r).



— 86 —

‘Wir setzen nun voraus, wir hitten ein Gas in dem Volumen v
und unter dem Drucke p. Die Zahl der Molekeln sei n, ihre
Masse m, ihre Geschwindigkeit ¢. Wir wissen, da wir dann bei
Einfithrung des Virials der Druckkrifte die Gleichung erhalten

3pv = nmed

(Einleitung, Abschnitt 13). Wir nehmen nun ohne weiteres an,
daf auch die Molekeln aufeinander Krifte ausiiben, und zwar
seien dieselben folgender Art. Wird der Abstand zweier Mole-
keln kleiner als eine bestimmte Grofe, so sollen merkliche An-
ziehungskrifte zwischen den Molekeln auftreten. AuBerdem
denken wir uns die Molekeln aber als Kugeln, welche in dem
Falle der Berithrung einer weiteren Anniherung der Mittelpunkte
eine sehr grofie Kraft entgegensetzen. Wir bilden uns also ein
ahnliches mechanisches System, wie es etwa zwei gewohnliche
vollkommen elastische Kugeln darstellen, welche zwar eine An-
ziehungskraft aufeinander ausiiben, die aber im Falle eines Zu-
sammenstofes in Abstofungskrifte iibergehen, welche durch die
elastischen Krifte hervorgerufen werden. Wir werden demnach,
solange r grofer ist als der Durchmesser einer Kugel, d. h. solange
sich zwei Molekeln nicht vollkommen berithren, Anziehungskrifte
konstatieren kénnen. Sobald aber Berithrung der Molekeln ein-
tritt, haben wir fiir jede weitere Anniherung sehr grofe Ab-
stofungskrifte einzufithren.

Es sei nun f(r) jene AbstoBungskraft, welche vorhanden ist,
wenn 7 kleiner wird als der Durchmesser 6 einer Molekel. F'(r)
hingegen sei die Anziehungskraft fiir den Fall, daB r gréBer als
6 ist. Das Virial der AbstoSungskrifte ist nach den eingangs
gemachten Uberlegungen somit gegeben durch X7 f(r), wihrend
das Virial der Anziehungskrifte 2 r F(r) lautet. Der Satz iiber
das Virial ergibt uns sonach folgende Gleichung:

S3pv=nme2 +Zrf(+ZrF(@) . . . (28)

»Uber die AbstoBungskriifte machen wir die Hypothese, daf die
Dauer des Stofes vernachlissigt werden kann. Wir behandeln
sie also wie elastische Momentankrifte.

Die Anziehungskrifte sollen sehr rasch, jedoch kontinuierlich
mit wachsender Entfernung unmerklich werden und keine Funk-
tion der Molekulargeschwindigkeit sein.
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In diesen Grundhypothesen bleiben wir ganz auf dem Boden
der van der Waalsschen Theorie.

Wir wollen uns aber insofern von der urspriinglichen Form
derselben entfernen, als wir nicht die Hypothese einfithren wollen,
daB sich im Inneren des Gases die Krifte der Molekiile vollig
gegenseitig aufheben. Es erscheint vielmehr als Konsequenz
unserer Grundanschauung, daf wenigstens in geniigend verdiinnten
Gasen die Anziehungskrifte bei jedem Voriibergange oder Stol
zweier Molekille zur Wirkung kommen. Es soll also die gegen-
seitige planetarische Beeinflussung der Molekiile in der Zustands-
gleichung in Riicksicht gezogen werden“ (M. Reinganum). Wir
wollen die Masseneinheit unseres Gases in Betracht ziehen. Fir
dieselbe ist

nm—1,
also nme? _ ¢?
3 —3 = RT.
Fir die AbstoBungskrifte wollen wir annehmen, daf sie fir
¥ = 6—0,

wobei 0 gegen G eine sehr kleine GroGe ist, schon unendlich groB
werden. Da wir ferner angenommen haben, daf die Anziehungs-
krifte mit wachsendem 7 ebenfalls sehr rasch abnehmen, so
konnen wir fiir ein mabig dichtes Gas voraussetzen, dal gleich-
zeitig nie mehr als zwei Molekeln in Wechselwirkung treten
werden, indem die Wahrscheinlichkeit, daB sich gleichzeitig drei
oder mehrere Molekeln auf einem so kleinen Raum zusammen-
finden, wie fiir die gegenseitige merkbare Anziehung notwendig
ist, unendlich klein ist gegeniiber der Wahrscheinlichkeit, da8
zwei Molekeln in Wechselwirkung treten. Denken wir uns nun
um jede der n Molekeln- zwei Kugelflichen vom Radius r und
r + dr konstruiert, so ist das Volumen des Zwischenraumes je
zweier entsprechender Flachen 4mr3dr. Fiur die n Molekeln
betrigt demnach dieser Gesamtraum 4 mnr2dr. Die Wahr-
scheinlichkeit nun, daB ein willkiirlich gelegener Punkt in unserem
Gase innerhalb eines solchen Zwischenraumes liegt, ist gegeben
durch das Verhaltnis des Volumens der Zwischenridume zum
Gasamtvolumen des Gases v. Es ist somit diese Wahrscheinlich-

4 2
keit -ﬂgﬂ Das ist demnach die Wahrscheinlichkeit, da8
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der Mittelpunkt irgendeiner Molekel in einen derartigen Zwischen-
raum zu legen kommt. Die Gesamtzahl der Molekeln innerhalb
der Zwischenriume ist somit gegeben durch die Zahl % sdmtlicher
Molekeln, multipliziert mit der von uns gefundenen Wahrschein-
lichkeit. Wir erhalten demnach dafiir den Ausdruck

4 wnr?
ar

Wir wollen nun unter einem Molekelpaar zwei Molekeln ver-
stehen, deren eine mit ihrem Mittelpunkte in dem bewuBten, der
anderen Molekel zugehorigen Zwischenraum der beiden konzen-
trischen Kugelflichen zu liegen kommt. Da wir nun annehmen,
daB gleichzeitig nie mehr als zwei Molekeln in Wechselwirkung
treten, so wird die Zabl von Molekelpaaren gerade halb so grofl
gein wie die Zahl von Molekeln von der Eigenschaft, dall eine
innerhalb des Zwischenraumes der anderen zu liegen kommt. Es
ist somit die Zahl der Molekelpaare, deren Molekeln einen gegen-
seitigen Abstand zwischen 7 und » 4 dr haben, gegeben durch

adn —

2mnlr?
= —dr
A

Wir haben in Kapitel II gezeigt, daB nach dem Maxwell-
Boltzmannschen Verteilungsgesetze die Dichte eines Gases
beeinflubt wird durch die vorhandenen sufleren Krifte, und aus
Kapitel IIT geht hervor, daB wir dieses Gesetz auch auf Krifte
anwenden konnen, die nur iiber sehr kleine Riume wirken, so
daB die Giiltigkeit dieses Gesetzes auch auf die Molekularkrifte
ausgedehnt werden kann. :

Wenn wir demnach unter y (r) die Arbeit verstehen, die
geleistet wird, wenn zwei Molekeln aus einer Entfernung, fiir
welche ihre Anziehungskraft vernachlissigt werden kann, bis zur
Entfernung r einander gendhert werden, so finden wir nach dem
Maxwell-Boltzmannschen Gesetz fiir die Zahl der Molekel-
paare die Gleichung

8x(r)
2xn2r? ———
dn — p e méE gy,

Bilden wir nun das Virial der AbstoBungskrifte fiir die Massen-
einheit unseres Gases, so erhalten wir dies, indem wir die Zahl d»
der Molekelpaare mit dem Ausdruck »f(r) multiplizieren und
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diese GroBe integrieren nach r iiber alle Riume, fiir welche die
AbstoBungskrifte wirksam sind. Nun wissen wir aber, daf diese
AbstoBungskrifte auftreten, wenn r = 6 wird, und fiir ein 7,
das nur ein Weniges kleiner als 6 ist, schon unendlich werden.
Wir wollen demnach jenen Wert von r, fir welchen die Ab-
stoBungskrifte unendlich grof werden, 6 — 0 setzen, wobei, wie
schon ofter erwihnt, 0 eine sehr kleine Grofe ist. Nach dieser
Erorterung ergibt sich fir das Virial der AbstoBungskrifte

275%26 — 20
er(r):——v—— r3f(r)e ™= dr. . . . (29)
c—9

Da % (r) die Arbeit ist, welche die Kréfte leisten, wenn eine Molekel
aus dem Unendlichen in die Entfernung r von einer zweiten
Molekel gebracht wird, so ist

1) = [Fwar + [foar.

Das erste Glied dieses Ausdruckes ergibt somit im Virial einen
Faktor, der vor das Integralzeichen der Gleichung (29) gesetzt
werden kann. Es ist ferner negativ, da es die Wirkung der
Anziehungskrifte darstellt, es liefert somit fiir die Gleichung (29)
den Faktor

Ld
3
—m_a‘ ‘jF(r)dr
4 G

£
=eéT,
worin ¢ eine positive Konstante bedeutet. Da die Grenzen des r
einander unendlich nahe liegen, so kann iiberall dort, wo r nicht
unter einem Funktionszeichen steht, es durch den konstanten
Wert ‘6 ersetzt werden, so daB wir schlielich Gleichung (29)
schreiben kénnen

c (]
3

Sp2 — -2 ({remvar
Zrf(r) = 2”—2—"— eTJf(r).e "‘”12;[ ar.
c—9

Nach Boltzmann lifit sich das Integral folgendermafen aus-
werten. , Wir setzen:

Jfo).ar=y
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und konnen das Integral schreiben:

-2y
_[e me - dy,
[}
da fir r = 6, y — 0 und fiir r = 6 — 0, y = oo ist.
Letzteres Integral ist gleich:

s —
-y 3
Je mdl dy=m3—c=mRT.
0

Es wird daher

4 [4
2me3n2.m.R.T.eT _ 3R.b.eT.T
v - v

Zrf(r) = - - (30)

jndem wir in der iiblichen Weise setzen :
2aned =>

und beachten, daf nm —= 1 ist.*
Fiir das Virial der Anziehungskrifte erhalten wir nach dem
frither eingeschlagenen Wege

2 n? — 20
SrF(r)= p Jrﬂ?’(r)e me dgy,

c

Hier ist

2) = [F@ar.

Eine allgemeine Integration dieses Virials 1iBt sich nicht durch-
fithren, sondern es ist notwendig, die Funktion F(r) in bestimmter
Form auszudriicken. Da wir jedoch das Anziehungsgesetz der
Molekeln nicht kennen, so ist es uns auch nicht miglich, das
Virial der Anziehungskrifte ohne neue Hypothese zu berechnen.
Eines ist sicher, daB unser Integral bei konstanter Temperatur
eine Konstante ergibt, da wir ja nur nach r integrieren und fiir
diesen Wert in das Integral bestimmte konstante Grenzen ein-
gesetzt werden. Gleichzeitig enthilt.das Integral aber auch die
GroBe mc?, das ist die doppelte mittlere kinetische Energie einer
Molekel. Diese wiederum ist proportional der absoluten Tem-
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peratur, so daf im allgemeinen unser Integral eine Funktion der
Temperatur sein wird. Wir konnen demnach

2An Ty . . . ... (81)

ZrF@r) =
setzen, wobei also
oo __31(:)
jr3F(r)e ma dy = @(T)
4
angenommen wurde.

Fithren wir nun in Gleichung (28) fiir das Virial der inneren
Krifte die Resultate aus den Gleichungen (30) und (31) ein, so
ergibt dies e

2 wn?

T
pv:RT<1+b-2— + 5 9 (D)

Dies ist somit die wahre Zustandsgleichung wirklicher Gase, wenn
deren Dichte eine milbige bleibt.

Wir sind in unseren Erorterungen im allgemeinen M. Rein-~
ganum 1) gefolgt, welcher zuerst die Anziehungskrifte der
Molekeln in dieser Weise der Rechnung unterzog, was wir als
einen bedeutenden Fortschritt in der Erkenntnis der Wirkungs-
weise dieser Krifte betrachten miissen. Unter der Annahme,
daf die Anziehungskrifte der Molekeln im Inneren eines Gases
sich gegenseitig aufheben, so daB bei einer Bewegung zweier
Molekeln lediglich die AbstoSungskrifte in Betracht kommen,
wurde die Zustandsgleichung von H. A. Lorentz, L. Boltz-
mann, G. Jdger, van Laar u. a. berechnet. Doch da diese
Arbeiten keine neuen physikalischen Anschauungen bringen, son-
dern sich lediglich mit der Losung zum Teil sehr schwieriger
mathematischer Probleme beschiiftigen, wollen wir an dieser Stelle
nicht niaher auf sie eingehen.

Aus der Reinganumschen Gleichung laBt sich leicht die
Zustandsgleichung in der van der Waalsschen Form zuriick-
znd

gewinnen. Setzen wir ndmlich ¢ =— 0, ferner 3 3 9 (I)= —ug
wobei wir jetzt unter @ eine Konstante verstehen, so wird unsere
Gleichung b a

po=RI(1+ )~

1) Drudes Annalen 6, 533 f£. (1901).
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oder RT b a
r="(145)—w

was wir in die Form bringen kénnen
BT _ RT
v (1 — %) v—b
Dies ergibt schlieflich die bekannte van der Waalssche Gleichung

(p—}—%)(v—b):RT.

a
19+;)_5=

V. Der Temperaturkoeffizient der inneren Reibung.

‘Wir haben in den Abschnitten der Einleitung iiber die innere
Reibung, Wirmeleitung und Diffusion der Gase erfahren, daB
die Anderung dieser Eigenschaften mit der Temperatur sich in
Wirklichkeit nicht so erweist, als es unsere Theorie ergeben hat.
Wir haben an jenen Stellen bereits aufmerksam gemacht, daB
wir in wirklichen Gasen die mittlere Weglinge nicht unabhingig
von der Temperatur ansehen konnen, sondern dafl sie mit wachsen-
der Temperatur ebenfalls zunehmen muB, oder, was dasselbe
besagt, es ist die Zahl der Zusammenstéfie, welche eine Molekel
mit den anderen macht, ebenfalls eine Funktion der Temperatur,
und zwar derart, daf sie um so gréfer wird, je tiefer die Tempe-
ratur des Gases ist.

Es hat zuerst W. Sutherlandl) den Versuch gemacht, die
Anziehungskrifte der Molekeln bei Berechnung der mittleren
Weglinge in Betracht zu ziehen, und wir wollen im folgenden
die Sutherlandschen Uberlegungen im wesentlichen wiedergeben.

Wenn wir zwei Molekeln, welche im Verlaufe der Zeit zu-
sammenstofen, in Betracht ziehen, so handelt es sich dabei ledig-
lich' um die relative Bewegung gegeneinander. Wir kénnen
deshalb auch eine fiir die Rechnung als feststehend ansehen,
withrend die Geschwindigkeit der anderen in Gréfe und Richtung

1) Phil. Mag. 86 (5), 507 (1893).
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mit der relativen Geschwindigkeit identisch ist. Legen wir durch
die feste Molekel und die Richtung der beweglichen eine Ebens,
so fillt die Bahn der beweglichen Molekel in die Ebene hinein,
da wir zwischen den Molekeln lediglich Zentralkrifte annehmen.
Fig. 7.
Y

Unter dem Einflu der Anziehungskraft wird die Molekel eine
Bahn beschreiben, wie sie etwa durch Fig. 7 dargestellt wird.

Die Anziehungskraft sei ihrer Grofe nach durch F(g)
gegeben, wobei ¢ die Entfernung der beiden Molekeln bedeutet.
Geben wir der beweglichen Molekel der Einfachheit halber die
Masse 1, so werden die Gleichungen fiir ihre Bewegung

d?x z
T i F(g)—
» i (32)
e’y _ _ Yy

Multiplizieren wir beide Gleichungen mit y bzw. # und subtra-
hieren sie, so erhalten wir
dz Py
Van ~ ap
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oder d/ dx dy\ __
d—t yd—t—xﬁ) = 0.

Nun ist aber ydz — xdy nichts anderes als die doppelte Drei-
ecksfliche, welche der Radiusvektor @ in der Zeit d¢ beschreibt.
Dieselbe konnen wir auch darstellen durch @3d¢. Es ist somit

auch i(gf‘ﬂ)_o
at\®at) =
oder
ao
2_° =
e =3 h,
do _ &
at — o¥

wobei wir unter h eine willkiirliche Konstante verstehen, die wir
nach Analogie der Planetenbewegung auch die doppelte Flichen-

geschwindigkeit der Molekeln nennen kénnen.

Multiplizieren wir die Gleichungen (32) mit %i: beziiglich
%‘:! und addieren sie, so ergibt dies

dz diz | dy &y zdz | ydy
Fo\ga: T oat

at ae ' at ae

1 d [/dz\3 ay
Em[aﬁ +<ﬂ>

Nun ist aber

oder

=22 L@t

T e

dz\2 | (dg\*__
(zﬁ +(ﬁ, =

wobei ¢ die Geschwindigkeit unserer Molekel ist, ferner
Bty = o1,
80 daf wir erhalten

e _ F(e)d(ed) _ de.
=Tl — a3

Bezeichnen wir nun den Winkel, welchen der Radiusvektor ¢ mit
der negativen z-Richtung O C einschlieft, mit @ und zerlegen wir
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die Geschwindigkeit ¢ in die zwei Komponenten in der Richtung
des Radiusvektors und senkrecht darauf, so wird

o= (@) +e (@) = G+

Danach wird
d(c®) _ _dod?e 2hdpo

dat — “dtam et dt
Daraus folgt schlieflich
d2o h?
P F(o)

Die GroBe von h ergibt sich aus folgender Uberlegung. ,Wir
bestimmen ihren Wert durch Betrachtung einer Stelle der Bahn,
welche so weit von der festen Molekel entfernt liegt, daf die an-
ziechende Kraft F'(¢) noch als verschwindend klein anzusehen ist.
Dann ist die Geschwindigkeit konstant, und zwar gleich der rela-
tiven Geschwindigkeit 7, mit welcher sich die Molekeln auf gerad-
liniger Bahn einander zu nihern begannen; die Fliche k wird
dann gleich dem Produkte
h =rb,

wenn b die Linge des senkrechten Abstandes ist, in welchem der
Ort des festen Teilchens von der geradlinigen Bahn r liegt.”
Danach wird unsere letzte Gleichung

dig __ bird

d t2 93

Durch Integration erhalten wir

(%Y c—i%’——jm)de

— F(0)-

at 2
Nehmen wir das Integral zwischen den Grenzen @ und oo, so ist
ae

zu itberlegen, daf fir ¢ == oo Tt gleich der relativen Geschwin-

digkeit r wird, und wir koénnen, indem wir die ganze Gleichung
mit 2 multiplizieren, sie verwandeln in

do b2r2 3
rs— dt> o ——2!1’1’(9)(19.



— 96 —

Fiir den kleinsten Abstand b, der Bahn vom Punkt O erhalten
wir keine Gteschwindigkeit in der Richtung des Radiusvektors, da
in diesem Punkte der Radiusvektor zur Bahn senkrecht steht.
Es wird daher

und aus der letzten Gleichung ergibt sich

b2s2
0=r—L%12[F@de;

Q9

€
und es wird
2
b= 95[1 + ﬁjF(o)do]-
€

Wird nun ¢y <06, unter ¢ den Durchmesser einer Molekel ver-
standen, so wird ein ZusammenstoB stattfinden. Es bestimmt sich
demnach by, das ist der Grenzwert des b, bei welchem gerade ein
ZusammenstoB noch stattfindet, aus der Gleichung

0 = or{1 + %J;(o)do}-

(3

Fiir jedes kleinere b wird demnach ein ZusammenstoB stattfinden.
Der Effekt ist somit derselbe, als wenn keine Anziehungskrifte
vorhanden wiren, die Molekeln jedoch den Durchmesser by be-
sifen. Wir finden somit die mittlere Weglinge einer Molekel,
indem wir in die Formel

1

l'—"-—'—' ———
V2N7562

fir 62 b} einfihren. Es wird somit die mittlere Weglinge

1

l =

oo

V2 Nmo2l1 + %jF(p)d@

-1
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Das Quadrat der relativen Geschwindigkeit ist proportional der
absoluten Temperatur, so dal wir

2 [ c
;5“-1'(9)‘“7—‘?
c

getzen konnen, wobei wir unter C eine Konstante zu verstehen
haben. Danach wird die mittlere Weglinge

B VENauiﬂ(l + —2—,)

Fir den Koeffizienten der inneren Reibung haben wir in der
Einleitung (Abschnitt 8) die Formel gefunden

n =kocl

l

Setzen wir demnach den neuen Wert der mittleren Weglinge hier
ein, so ergibt dies

= kot .
VENmsz(l +-g->

Fiir die Temperatur 0°C erhalten wir

i

kot

’)10 _ — 0 .
Y2 N= o2 (1 + ——)
To
Daraus ergibt sich

c c
BINE S e
=gl —nVZ. .

00 : g To E
1+ 1+ 7

Damit ist also die Abhiingigkeit der inneren Reibung von der
Temperatur gegeben. Tatsichlich zeigt die gewonnene Formel
eine ausgezeichnete Ubereinstimmung mit den Beobachtungen.
Wir wollen zum Beweise dafiir die nach Holmans Beobachtungen
fiir die Reibung der Kohlensiure gefundenen Werte anfiihren.
Fiir den Wert der Konstanten C = 277 ergeben sich die in der
folgenden Tabelle verzeichneten Resultate.
Jager, Die Fortschritte der kinetischen Gastheori 7
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14 &/ beobachtet x berechnet
o 7o
180 1,068 1,066
41 1,146 1,148
59 1,213 1,211
79,5 1,285 1,280
100,2 1,351 1,351
119,4 1,415 1,414
142 1,484 1,490
158 1,537 1,541
181 1,619 1,614
224 1,747 1,746

Auch fir die Beobachtungen anderer Physiker findet
W. Sutherland seine Formel bestitigt.

Von denselben physikalischen Anschauungen ausgehend, aber
in anderer mathematischer Darstellung berechnet M. Reinganum?)
die Abhingigkeit der inneren Reibung von der Temperatur, was
wir kurz folgendermafen wiedergeben wollen. In Kapitel IV
stellten wir die Formel auf, nach welcher die Zahl der Zusammen-

stofe der Molekeln geéindert werden mufl, wenn wir Anziehungs-~
R

krifte zwischen denselben wirkend annehmen. ,e7 ist das Ver-
haltnis, in welchem die Zahl der St608e durch die Anziehungskrifte
vergroBert ist. In demselben Verhiltnis ist also die mittlere Weg-
lange verkleinert.“

Fir letztere Grofe gilt nun bekanntlich ohne Krifte

1
VEN%(S?'

worin N die Zahl der Molekiile bedeutet. Durch die Krifte erhilt
man daher

1=

1
] = _—T;'_
Y2 Nm62eT
Ist ¢ die Dichte, so gilt fiir die innere Reibung
n = 0,3603.90.C.1

1) Physik. Zeitschr. 2, 242 (1900—1901).
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und wir erhalten durch Einsetzung unseres Wertes fiir 1
0,3503.90.¢
n= el

e
V2 NmaseT
Die Gleichung ohne Krifte unterscheidet sich hiervon also durch
c

das Fehlen des Gliedes ¢T im Nenner. Auch diese Formel schlieft
sich nach M. Reinganums Untersuchungen sehr gut den Beob-
achtungen an, ja sie ist der Sutherlandschen Formel sogar
itberlegen, indem sie z. B. fiir grofe Temperaturkoeffizienten wie
bei den Estern und Quecksilberdampf sich noch verwenden lift,
wihrend die Sutherlandsche Formel dafiir versagt.

Wire die Ableitung der Formeln von Sutherland und
M. Reinganum streng richtig, so miiten sie ein und dasselbe
Resultat ergeben. Da sie aber untereinander abweichen, so kann
pur eine richtig sein oder es sind beide ungenau und letzteres
ist tatséchlich so.

Bei der Theorie der inneren Reibung setzen wir voraus, daf
die ZusammenstoBe den Effekt haben, dafl die Energie der einzelnen
Molekeln sich dabei éndert, indem ja die Geschwindigkeitskompo-
nenten in der Richtung der Zentrilinie beim Stof sich einfach
vertauschen. Fiir jene Theorie, welche die Molekeln nur als voll-
kommen elastische Kugeln ohne Anziehungskrifte annimmt, ist
der StoS demnach der einzige Vorgang, bei welchem eine Uber-
tragung von Energie von einer Molekel auf die andere stattfindet.
Wir waren demnach auch berechtigt, uns lediglich auf den
Energieaustausch bei den Zusammenstofen zu beschrénken.

Nehmen wir nun Anziehungskrafte an, welche zwischen den
Molekeln wirken, so lenken sich die Molekeln einander bei jeder
Begegnung mehr oder weniger aus ihrer Bahn ab und #ndern
dabei auch ihre absoluten Geschwindigkeiten. Also auch ohne
daf ein Zusammenstof stattfindet, kann ein Austausch der Energien
erfolgen.

Dieser Energieaustausch wird nun sowohl von Sutherland
als auch von M. Reinganum nur dann in Betracht gezogen,
wenn gleichzeitig damit ein Zusammenstofl der Molekeln verbunden
ist. Jedoch jener Anteil, der dadurch hervorgebracht wird, daB
die Molekeln ohne zusammenzustoen einander von ihrer Bahn
ablenken, wird in beiden Theorien vernachlissigt. Eine strenge

7*



— 100 —

Theorie miiBte natiirlich diesen Umstand in Betracht ziehen, doch
diirften sich dabei der Rechnung uniiberwindliche Schwierigkeiten
bieten. Nur fiir einen Fall ist es bisher gelungen, eine exakte
Theorie der inneren Reibung zu geben, und zwar wurde derselbe
zuerst von Cl. Maxwell behandelt. Es ist Maxwell gelungen,
die Formeln fiir simtliche Vorgiinge in einem Gas aufzustellen,
unter der Annahme, die Molekeln seien Kraftzentren, welche Ab-
stoBungskrifte aufeinander ausiitben. Die gewonnenen Formeln
sind aber nur fiir eine ganz bestimmte Annahme integrabel, nim-
lich fiir den Fall, daB die Krifte verkehrt proportional der fiinften
Potenz der Entfernung wirken. Daraus laBt sich schon erkennen,
daB die viel komplizierteren Gebilde, welche wir der Rechnung
unterzogen haben, nimlich vollkommen starre Kugeln mit An-
ziehungskriften, kaum einer strengeren Rechnung werden zu-
ganglich sein.

DaB trotz der Vernachlissigungen, welche Sutherland und
Reinganum machen, ihre Formeln in vielen Fillen brauchbar
sind, diirfte aus dem Umstande hervorgehen, dafl jener Teil des
Energieaustausches, welcher vernachlissigt worden ist, auf die
innere Reibung einen Einfluf ausiibt, welcher in #hnlicher Weise
wie der in Rechnung gezogene Energieaustausch mit der Tem-
peratur wichst und abnimmt, so daB wir sagen konnen, da8 zwar
die aus der Rechnung gewonnenen Formeln nicht der Wirklich-
keit entsprechen, aber innerhalb gewisser Grenzen dem wahren
Vorgange proportional gesetzt werden konnen.

Da es sich nun bei der Bestimmung der Temperaturkoeffi-
zienten der inneren Reibung nicht um die Absolutwerte, sondern
um die Relativwerte der inneren Reibung handelt, so ist es natiir-
lich nur notwendig, daf die Formeln fiir den Reibungskoeffizienten
Werte ergeben, welche dem wirklichen Reibungskoeffizienten pro-
portional sind.

VL. Der Temperatursprung bei der Wirmeleitung.

Bestimmt man die innere Reibung von Gasen, sei es, da8
wir Platten in einem Gas schwingen oder daB wir die Gase durch
Rohren stromen lassen, immer entsteht die Frage: Wie verhilt
sich das Gas in unmittelbarer Nihe der.festen Wiande?
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Bei Stromungsversuchen durch Rohren zeigt es sich, daB die
Annahme gerechtfertigt ist, dafl das Gas unmittelbar an der Wand
dieselbe Geschwindigkeit besitzt wie die Wand selbst, so daf es
also in einem ruhenden Rohr ebenfalls ruht oder fiir eine beweg-
liche Scheibe die Geschwindigkeit derselben besitzt. Diese An-
nahmen sind jedoch nur gerechtfertigt, solange das Gas iiber
eine gewisse Verdiinnung nicht hinausgebracht wird. Fiir Gase
bei groBerer Verdiinnung haben Kundt und Warburg?) gezeigt,
dab eine mefibare Gleitung stattfindet, d.h. dag die Geschwindigkeit
des Gases unmittelbar an der GefaBwand eine andere ist als jene der
Wand selbst. Es hat sich gezeigt, da8 diese Gleitung mit zunehmen-
der Verdiinnung des Gases der GréBenordnung der mittleren Weg-
linge der Molekeln entspricht. Daraus ist auch ersichtlich, daB fiir
Gase bei hoherem Druck, fiir welche ja die mittlere Weglinge eine sehr
kleine GroéBe ist, eine Gleitung nicht wahrgenommen werden kann.

In der Einleitung (Abschnitt 9) haben wir gesehen, daB viele
Beziehungen zwischen innerer Reibung und Wirmeleitung be-
stehen. Ks machten daher schon Kundt und Warburg darauf
aufmerksam, als sie eine kinetische Theorie der Gleitung gaben,
daB auch firr die Warmeleitung bei sehr verdiinnten Gasen etwas
Ahnliches existieren muB, d.h., wahrend bei Vorhandensein®der
Gleitung eine Unstetigkeit in der Geschwindigkeit nachweisbar ist
an der Grenze zwischen festem Kérper und Gas, so wiirde fiir die
Wirmeleitung dies die Bedeutung haben, daB an dieser Grenz-
fliche eine Unstetigkeit in der Temperatur vorhanden sein
mub, daf also fiir den Fall, daf Wirme vom Gas an den festen
Korper oder umgekehrt abgegeben wird, an der Oberfliche des
festen Korpers eine tiefere bzw. hohere Temperatur herrschen miiSte
als in der unmittelbar daran stofenden Grenzschicht des Gases.

Es ist das bemerkenswerte Verdienst M. v. Smoluchowskis,
einen derartigen Temperatursprung, wie man gewdhnlich diese
Temperaturunstetigkeit nennt, mit voller Sicherheit nachgewiesen
zu haben. Es hat sich bei seinen Versuchsanordnungen gezeigt,
daB Temperaturspriinge bis zu 79C aufgetreten sind.

Den Nachweis liefert man in der Art, daB man ein Gefal in
einem zweiten abkiihlen 148t, wobei der Zwischenraum zwischen
den beiden Gefifien von dem verdiinnten Gas erfiillt ist. Macht

1) Kundt und Warburg, Pogg. Ann. 155, 337 (1875).
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man nun den Zwischenraum verschieden weit, fiillt ihn aber
immer mit Gas von derselben Verdiinnung, so stimmen die Ab-
kithlungszeiten fiir das innere GefiB, welche aus einer bestimmten
Wirmeleitungsfihigkeit des Gases hervorgehen, nur dann, wenn
die Verdiinnung des Gases nicht zu weit getrieben wird. Gehen
wir jedoch iiber einen gewissen Grad der Verdiinnung hinaus, so
wiirde man unter Annabme eines stetigen Temperaturiiberganges
von den GefiBwinden auf das Gas je nach den Dimensionen
der Gefife verschiedene Wirmeleitungsfihigkeiten des Gases
erhalten, wofiir natiirlich kein physikalischer Grund vorhanden

Fig. 8. wire. Nimmt man jedoch bei
B C groferen Verdiinnungen an,
daBsich an den Begrenzungen
des Gefifos ein Temperatur-
sprung einstellt, so ergeben
die verschiedenen Resultate
der verschieden dimensio-
nierten Gefifle nicht nur den
Wert der Wairmeleitungs-
fihigkeit des Gases selbst,
sondern auch die Grofe des
vorhandenen  Temperatur-
sprunges.

Um dies zu begreifen,
wollen wir folgende Uber-
legung machen. Die Geraden AB und CD der Fig. 8 seien zwei
feste Winde, welche die Temperaturen T, bzw. T, besitzen. Da-
zwischen sei ein Gas. Sobald sich ein stationirer Zustand der Warme-
stromung hergestellt hat, wiirde nun nach den gewshnlichen An~
schauungen das Temperaturgefille in dem Gase lings der Geraden
EFerfolgen. Fiir den Fall aber, daB sich ein Temperatursprung ein-
stellt, wird der Temperaturabfall nicht mehr lings der Geraden EF,
sondern lings der Kurve EF stattfinden, welche im Innern des
Gases ein Temperaturgefille erzeugt, das kleiner ist als das der
Geraden EF, indem es jetzt durch die konstruierte Gerade G H
dargestellt wird, so dal das Gas ein Verhalten aufweist, als hitte
es unter sonst gewdhnlichen Bedingungen an don Winden die
Temperaturen Ty bzw. T5. Da nun die iibergefithrte Warmemenge
dem Temperaturgefille im Gas proportional ist, so geht daraus

A D
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hervor, daB fir den Fall, daB ein immer grofer werdender Tempe-
ratursprung mit wachsender Verdiinnung des Gases auftritt, die
Wirmeleitungsfihigkeit des Gases immer kleiner werden mubB.
Wir stehen dann also in scheinbarem Widerspruch mit der Theorie
(s. Einleitung, Abschnitt 9), welche besagt, daB die Wiarmeleitungs-
fihigkeit unabhingig von der Gasdichte sei. Aber wie erwihnt,
ist dieser Widerspruch nur ein scheinbarer; denn wir erhalten nur
deshalb eine kleinere Wirmeleitungsfihigkeit, weil infolge des
Temperatursprunges an den Winden des Gefifes fiir sehr ver-
diinnte Gase das Temperaturgefille im Innern des Gases kleiner
ist als jemes, welches wir aus der Temperatur der Gefilwinde
folgern. DaB wir es aber nicht mit einer wirklichen Anderung der
Wirmeleitungsfihigkeit des Gases mit wachsender Verdiinnung zu
tun haben, sondern nur mit einem Temperatursprung an den Gefaf-
winden, das geht daraus hervor, daf die Abnahme der scheinbaren
Wiirmeleitungsfihigkeiten mit der Dichte des Gases eine andere wird,
sobald wir den Abstand der beiden Ebenen A B und CD verindern.
~ Es hat M. v.Smoluchowski?) nicht nur den experimentellen
Nachweis des Temperatursprunges, sondern auch dessen Begriin-
dung nach der kinetischen Gastheorie geliefert. Er ging dabei
von der die Rechnung vereinfachenden Annahme aus, daf samt-
liche Molekeln dieselbe Geschwindigkeit besitzen, gelangte aber
trotzdem zu derart weitldufigen und verwickelten Rechnungen, da
wir es uns an diesem Orte versagen miissen, einen Auszug der-
selben wiederzugeben. Doch lifSt sich auch ohne Rechnung das
notwendige Vorhandensein eines Temperatursprunges begreiflich
machen. ,Der Grundgedanke ist folgender: Die Wirmeleitung
der Gase beruht nach Maxwell, Clausius usw. darauf, daB
die Molekile die lebendige Kraft, welche sie an einer Stelle
des Gases besitzen, infolge ihrer Bewegung an andere Stellen
tibertragen und dort beim Zusammensto8 mit anderen Mole-
kiilen, welche vorher eine verschiedene Bewegungsenergie hatten,
an dieselben abgeben, so daf ein fortwahrender Ausgleich der
lebenden Kraft (der Temperatur) unter den Molekiilen stattfindet.
In der Niéhe eines festen Korpers wird nun dieser Wirme-
ausgleich zwischen dem Kérper und den Gasmolekiilen in doppelter
‘Weise behindert:

1) Wiener Ber. 107, Abt, II, 8. 304 ff. (1898).
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1. Dadurch, da8 die Beweglichkeit der letzteren durch die
Nahe der Wand beeintrichtigt ist, indem sie daselbst kiirzere
Wege zuriicklegen werden, da ihnen das Eindringen in den festen
Korper verwehrt ist.

2. Dadurch, daB sie beim Zusammenstof mit den Teilchen
des festen Korpers, insbesondere falls dieselben eine erheblich ver-
schiedene Masse haben, im allgemeinen doch nicht vollstindig die
Temperatur desselben annehmen werden.“ »

Es sind also zwei Ursachen, welche den Temperatursprung
erzeugen; die erste beruht darauf, daf die mittlere Weglinge der
Molekeln unmittelbar an der Wand eine kleinere wird als im
Innern des Gases. Dann ist klar, daB die Molekeln, welche in
der Nihe der Wand einen ZusammenstoB erfahren und danach
gegen die Wand fliegen, eventuell im Mittel bis zum néchsten
Zusammenstol einen weiteren Weg zuriicklegen wiirden, wenn
sich das Gas in der Richtung gegen die Wand weiterhin fortsetzen
wiirde, als wenn die Gasmolekeln nach einer verhiltnismafBig kurzen
Strecke in das Gebiet der dichtgedringten Molekeln des festen
Korpers kommen. Nun ersehen wir aber aus der Formel fiir die
Wirmeleitfahigkeit (Einleitung, Abschnitt 9), da8 diese der mitt-
leren Wegléinge proportional ist. Einer Verkleinerung der mitt~
leren Weglinge entspricht also konsequenterweise eine Verminde-
rung der Warmeleitfihigkeit, was fiir die stationire Warmestromung
mit einer entsprechenden Erhéhung des Temperaturgefilles ver-
bunden ist. Es muf sich somit an der Grenzwand des festen
Korpers aus dem angefithrten Grunde ein gréBeres Temperatur-
gefille herstellen als im Innern des Gases.

Was nun jenen Punkt anbelangt, daf die Gasmolekeln die
Temperatur der Gefafwand beim Stof auf dieselbe nicht voll-
kommen annehmen, so hat das nach M. v. Smoluchowski darin
seinen Grund, daB die Molekeln des festen Korpers eine andere
Masse besitzen als jene des Gases.

Es bat niamlich Cl. Maxwell den Beweis bereits geliefert,
daB Gasmolekeln verschiedener Masse, wie sie in einem Gemenge
verschiedener Gase etwa vorkommen, ihre kinetische Energie der-
art austauschen, daf sie fiir alle Molekeln im Mittel gleich gro8
wird. Es ergibt diese Rechnung aber auch den Beweis, daf nach
einem einzigen ZusammenstoB der Austausch der kinetischen
Energie nur dann so erfolgt, daf im Mittel jede Molekel nach dem
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Stof dieselbe Energie besitzt, wenn beide aufeinander stoSenden
Molekeln dieselbe Masse haben; stofen jedoch Molekeln verschie-
dener Masse zusammen, so #ndern sich durch einen einzigen
Zusammensto§ die Energien nicht derart, daB sie im Mittel nach
dem StoB gleich sind, sondern so, daB sie sich zwar austauschen,
dafl aber die Abnahme bzw. Zunahme der Energie im Durchschnitt
kleiner ist, als das vollige Gleichwerden der Energien beider Molekeln
erfordern wiirde.

Nach dieser Annahme muf} ebenfalls an der Grenze zwischen
einem Korper und einem Gas ein Temperatursprung entstehen,
der sich um so gréfer gestalten wird, je gréfer das Verhiltnis der
Masse der Molekeln der Gefiwand zu jener des Gases ist. In der
Tat haben v. Smoluchowskis Messungen ergeben, daf der Tem-
peratursprung, welcher durch diese Ursache bedingt ist, bei Wasser-
stoff weitaus groBer ist als bei anderen Gasen, was in Ubereinstim-
mung mit der weitaus geringeren Masse der Wasserstoffmolekeln
gegeniiber jener anderer Gase steht.

Aus den aufgestellten theoretischen Annahmen wiirde ferner
hervorgehen, daB der Temperatursprung nicht nur abhingig sein
wird von der Dichte des Gases, sondern auch von der Natur der Gefs-
wand, was durch M. Knudsen ) tatsichlich nachgewiesen wurde.

VII. Gase bei hoher Verdiinnung.

Wenn wir die Dichte eines Gases so herabsetzen, daf die
mittlere Weglinge der Molekeln nicht mehr als verschwindend
klein gegeniiber den Dimensionen des Gefifles angesehen werden
kann, so werden auch die auf Grund dieser Annahme abgeleiteten
Resultate im allgemeinen ihre Giiltigkeit verlieren. Darauf hin-
zielende Untersuchungen wurden in neuerer Zeit hauptsichlich
von M. Knudsen?) ausgefithrt. Es handelt sich dabei im
wesentlichen um die innere Reibung und Wairmeleitung hoch-
verdiinnter Gase.

Schon bei der Besprechung des ,Temperaturursprungs®
hatten wir Gelegenheit zu bemerken, daf die Beschaffenheit der

1) Ann. Phys. (4) 34, 593—656 (1911).
9 1Le
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Oberfliche der GefiaBwinde nicht ohne Einflub auf die Grofe des
‘Wirmeiiberganges sein kann. Wir wollen annehmen, wir hitten
pabsolut raube* GefiBwinde. Diese sollen so beschaffen sein, daf
Gasmolekeln, welche die Oberfliche treffen, in die Wand eindringen
und in deren Innerm so oft Zusammenstéfe mit den Wand-
molekeln erleiden, daf sie beim Verlassen der Wand eine der
Temperatur derselben entsprechende mittlere Geschwindigkeit haben.
Es werden also sozusagen alle auf die Wand auftreffenden Molekeln
absorbiert. Zur Erhaltung des Gleichgewichts miissen demnach
von der Wand ebensoviel Molekeln ausgesandt werden, deren Ver-
teilung, was Geschwindigkeit und Geschwindigkeitsrichtung an-
belangt, genau so0 sein muB, wie sie bei den absorbierten Mo-
lekeln war.

Unser Gas sei so verdiinnt, daB wir den Einfluf der Zusammen-
stoBe der Molekeln vernachlissigen und fiir die Rechnung an-
nehmen kdnnen, daf gar keine Zusammenstéfe vorkommen. Wir
wollen der Einfachheit halber annehmen, alle Molekeln hitten die
ihrer Temperatur entsprechende mittlere Geschwindigkeit ¢. Die
Zahl der Molekeln in der Volumeinheit sei N. Die Zahl jener,
die mit der Normalen zur Wand einen Winkel zwischen & und

oy .. Nsinwdo X . ]
o -+ d o einschlieBen, ist —5 (8.8). 3 Nesinocosodosist
dann die Zahl jener, die in der Zeiteinheit die Flicheneinheit der
‘Wand treffen, und

©|Y

T

Kl
Ne i1 o6 CO udu—-&smm]-—lv—c
g |nEesEeE =" 1 T 1
0

o

ist die Zahl der Molekeln, die in der Sekunde 1 cm?2 der Wand
treffen. Ebensoviel wird die Flicheneinheit der Wand in der
Sekunde aussenden.

Wir denken uns nun zwei vollkommen rauhe unendlich groSe
ebene Platten, die zueinander parallel, iibereinander angeordnet
sind. Die obere habe die Temperatur T}, die untere 7,. Die
mittlere Geschwindigkeit der Molekeln, welche die obere Platte
verlassen, wollen wir mit ¢,, fiir die zweite Platte mit ¢; bezeichnen.
Die obere Platte sendet daher pro Flicheneinheit in der Sekunde
3 N, ¢; Molekeln aus, die untere  Nyc,. Simtliche Molekeln, die
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von der oberen Platte ausgehen, treffon die untere und umgekehrt.
Wegen des stationsren Zustandes muB daher
Niey _ Nyey
i =

oder N;¢; = Nyeg = Ne

sein, wobei wir jetzt N und ¢ als eine Art Mittelwert von N

und N, bzw. ¢; und ¢; ansehen.
2
Jede von oben ausfliegende Molekel hat die Energie m—;l,

e i s . Nyme}
daher ist die in der Sekunde austretende Gesamtenergie ——L -
Diese Energie empfingt die untere Platte pro Flichen- und Zeit-

Nyme}

einheit und sendet selbst die Energie aus. Die gesamte

von oben nach unten wandernde Energie ist somit

m Nme
'8—(N1‘-‘13'—N2093)= 3 (e —cd.

Nach dem Boyle-Charlesschen Gesetz ist

y_ BT _»_o
Po=op = 0o 3’
wenn wir 1g des Gases in Rechnung ziehen (S.8), da dann die

Dichte ¢ = %ist. Aus dieser Gleichung finden wir

SRT , S8RT, , 3RT,
Cc = T, CI=-" i y Cg = i .

Fir die ubertragene Energiemenge konnen wir jetzt leicht bilden

E = ch(012 —cd) = -g—‘/3RT(cf—c,2)

8 M
= g@-% -1 =) G-
=213k (-,
wenn wir nach dem Boyle-Charlesschen Gesetz % = (7%

setzen.



— 108 —

Eine #hnliche Formel, jedoch mit Beriicksichtigung des
Maxwellschen Verteilungsgesetzes der Gleschwindigkeiten, hat
Knudsen aufgestellt und deren qualitative Richtigkeit experimentell
nachgewiesen.

Ein Vergleich mit der gewihnlichen Formel der Wirmeleitung
(8.44) ergibt, daB fir Gase innerhalb gewisser Grenzen die
Wairmeleitfihigkeit vom Druck unabhingig ist, bei wachsender
Verdiinnung aber abnimmt und schlieBlich dem Druck pro-
portional wird.

Ahnliche Uberlegungen kénnen wir fiir die innere Reibung
der Gase machen. Wir geben unseren Platten, deren Temperatur
jetzt iiberall dieselbe sein soll, Geschwindigkeiten in ihrer eigenen
Ebene, etwa parallel zur z-Achse eines Koordinatensystems. Die
obere Platte habe die Geschwindigkeit #,, die untere %,. Von

unten fliegen dann pro Flichen- und Zeiteinheit 1—1—'—0 Molekeln

nach oben. TIhre sichtbare Geschwindigkeit (S. 86) ist u,. Dringen
sie in die obere Platte ein, so erlangen sie die Gleschwindigkeit %, .
Jede Molekel entzieht daher der oberen Platte eine Bewegungs-
grobe m (u; — o) und samtliche Molekeln die BewegungsgroBe

Nme (4, — w,). Das ist somit die GroBe der inneren Reibung

4
fir die Flicheneinheit der oberen Platte. Mit Riicksicht darauf,
da Nm — 9, ¢ = f"Z__T ist, konnen wir fiir die Reibung R

auch schreiben

—r1_32 —
E=1 VMRT (1 — o).

Wiihrend also fiir ein groBes Intervall des Druckes die innere
Reibung vom Druck unabhingig ist, wird sie aus denselben
Griinden wie die Wirmeleitung bei sehr niedrigem Druck diesem
proportional.

Haben wir keine absolut rauhe Wand, so dndern sich die
Formeln sowohl fiir die Wirmeleitung wie die innere Reibung in
dem Sinne, daB die auf die Wand auftreffenden Molekeln nur
zum Teil die der Temperatur der Wand entsprechende thermische
Geschwindigkeit bzw. die sichtbare Geschwindigkeit der Wand
annehmen.
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VIII. Thermische Molekularstromung.

Ein Gefif habe eine senkrechte Scheidewand mit einer kleinen
Offnung. Links von der Scheidewand habe das Gefil die Tem-
peratur T, rechts 7;. Im Falle des Gleichgewichts strémt kein
Gas durch die Offnung. Wir stellen die Frage, welche Dichte
fiir diesen Fall das Gas in den einzelnen Gefifteilen besitzen muB.

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir gesehen, da8 auf die
Flicheneinheit der Wand in der Sekunde E‘if Molekeln treffen.

Hat unsere Offnung die GroBe d S, so passieren demnach in der
Noco

Sekunde von links nach rechts d S, von rechts nach links

l%ds Molekeln. Beide Grofen miissen im Falle des Gleich-
gewichts gleich sein, daher haben wir

No Cy — Nl Cy
oder

Yo_o_a_14,

N, 01 T e To

Wihrend also bei einer groferen Offnung :—:9 = % ist, gilt
1 )

fiir die kleine Offnung eine andere Beziehung. Halten wir Qos
T, und 7; konstant, so ist fiir eine groBe Offnung @, = go%.
1

Machen wir die Offnung immer kleiner 80 muB schlieflich @,

== @, T werden. Ist T} > T, so < - Daher ist im

ersten Fall @, kleiner als im zweiten, d. h machen wir die Offnung
immer kleiner, so muf schliefllich eine Strémung des Gases aus
dem linken Teil des Gefialles nach dem rechten, d. h. vom kilteren
zum wirmeren erfolgen.

Wir denken uns jetzt ein Flachenelement d S einer absolut

rauhen Wand. Es sendet in der Sekunde l%ds Molekeln aus.

Wir suchen von diesen jene, die mit der Normalen einen Winkel
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zwischen o und & 4+ deo und deren Projektion auf 4S5 mit
einer fixen Richtung in d S einen Winkel zwischen ¢ und
@ + d @ einschlieBen. Deren Zahl muB gerade so groB sein wie
die Zahl der in der Sekunde unter denselben Bedingungen ein-
fallenden Molekeln. Von N Molekeln haben die genannte Richtung
jNsinodod @. Die Zahl jener, die das Flichenelement treffen,
finden wir, wenn wir die letztere GroSe noch mit d Scoso und
der Geschwindigkeit ¢ multiplizieren. Wir haben also im ganzen
1 Ncsinocosedocd @ d S. Dieselbe Zahl muB zur Erhaltung des
stationdren Zustandes von d S in der entgegengesetzten Richtung
in der Sekunde ausfliegen. Diese Molekeln verbreiten sich also
iiber den Raumwinkel 3sinodod . Haben wir in der Ent-
fernung r von d S ein Flichenelement d S', dessen Normale mit »
den Winkel ¢’ einschlieBt, so sieht man es von d S aus unter
!

einem Raumwinkel %’%ﬂf— - Diese Grofe konnen wir an Stelle
von ;sinodod @ setzen und haben somit fiir die Zahl der von
d S ausgehenden und auf d S’ auftreffenden Molekeln

Neccoseicose'daSas
4mr?

Das ist dieselbe Formel (Lambertsches Gesetz), die bei Temperatur-
gleichgewicht fiir die Wirmemenge gilt, die von d 8 nach d§'
und umgekehrt strahlt.

Wir betrachten jetzt ein kreiszylindrisches Rohr, dessen
Radius R gegen die mittlere Weglinge der Gasmolekeln eine sehr
kleine Grofe ist. Wir nehmen ferner an, daf an allen Punkten
eines Rohrquerschnitts die Dichte
der durchgehenden Molekeln als
konstant angenommen werden kann.
Wenn wir daher die Zahl der Mole-
keln wissen wollen, die durch einen
Rohrquerschnitt in der Sekunde
gehen, so geniigt es, dies fiir ein
Flichenelement dS in der Achse
des Rohres zu kennen. Diese Grofe konnen wir folgendermafen
finden. Wir denken uns einen Rohrquerschnitt (Fig. 9) und in
der Entfernung # von ihm zwei im Abstand dx voneinander be-
findliche Querschnitte senkrecht zur Rohrachse. Diese begrenzen

Fig. 9.

as
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eine Fliche 2 Rdx auf der inneren Rohroberfliche. Von dort
werden durch d S in der Sekunde

NedS.2x Rdxcos o cos o
4mr?

Molekeln fliegen. Wir kénnen cos o = ;, cos o' = 1;% setzen
und erhalten

NcdSRizdx __ NcR*dSzdx
21 = 2@+ R’

indem wir 72 = 23 | R? einfithren. Integrieren wir den letzten
Ausdruck nach # von — oo bis -} oo, so ist das Resultat Null,
was nichts anderes heiflt, als dal ebensoviel Molekeln von
links nach rechts wie von rechts nach links durch d S hindurch-
fliegen.

Wir nehmen nun an, die Temperatur 7' des Rohres éndere
sich mit = in der Weise, daB T'—= T, + y2 = T (1 + le> ist.

0

Fir £ = 0 haben wir also die Temperatur T,. Im iibrigen

C . c? T, .
steigt sie mit wachsendem % linear an. Da —3 == - ist, so ist

4 T,
auch 3 =g¢;} (1 +lw>oderc=co 1+Lx=co<1—|—Lw>
T, T, 2T,

= ¢y (1 + B &), indem wir voraussetzen, dafl —,;—w eine Lleine
GroBe ist. °

Damit nun im Rohr Gleichgewicht herrsche, mufl IV jedenfalls
auch eine Funktion von 2 sein, und zwar wird an Stellen hiherer
Temperatur N kleiner sein. Wir wollen daher annehmen, da8
wir fir ein mafig langes Rohrstick N = No(1 — axx) setzen
kénnen. Suchen wir also nach dem fritheren die Zahl der Molekeln,
die durch die Fliche d S in der Mitte des Rohres in der Sekunde
gehen, so haben wir zu bilden

RﬁdSNocoI‘-(T—ux)(l tBrywds,

2 (#® + Roy
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Soll Gleichgewicht herrschen, so muf dieser Ausdruck wieder
gleich Null werden. Die hier auftretenden Integrationen lassen
sich leicht durchfithren. Wir haben
+ oe 4 oo
((1—azx)(14f2)yrdr zdzx
| =rmr = |wrm
+ oo + oo
+ B—o)x?dx afzidr
(wﬂ + _Rﬁ)ﬁ (x? + Rﬂ)?

- 00

Es ist weiter

+ oo + oo
_wde 1 | _,
@+ BR - 2@+ R
+ o0 400 4 oo + oce
z2dx . i +1 dz ——1—arct z|_ =
@2+R22 222+ R?) g2} R 2R g.R Yy
Schliefflich haben wir noch
+ oo d . 4 00 4 00 d + o0
»dx x zdx
@ LB 2(a + B9 +L2+Ra‘—‘%l(ﬂv”+1€“’) =0,

was sich ohne weiteres ergibt, wenn wir anstatt der Grenzen — oo
und + oo etwa. — C und -+ C einfithren, wobei C eine beliebig
grofe Zahl sein kann. Da das erste und dritte Integral Null ist,
mufl es auch das zweite sein. Das ist nur méglich, wenn

[ =] ﬂ
ist.
‘Wir haben somit .
N,
N=Ny(l—ozx) =N, (1—fz) = 1_:}:%2
oder
No
N — 148,
daher -
N __c_ 1T
N e VT,
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Am Anfang unseres Rohres ist die Dichte des Gases @g. Nennen

wir @, die Dichte am Ende, so mu8, da 171 Z‘l’

—oVh
. 01 = 0o T,
sein.

Sind die beiden Enden mit GefiBen versehen, so verhalten
sich in diesen die Dichten des Gases genau so, wie eingangs in
den beiden Teilen des Gefifes mit Querwand und kleinem Loch.
Halten wir die Dichte im ersten Gefa konstant gleich @o, s0 wird

sich im zweiten die Dichte 9, — @, l/ Ty herstellen.

Da — < 1 ist, so mufl — < V— gein. Verbinden wir dem-

nach unsere belden Gefille a.uBer dem engen noch durch ein weites
Rohr, so wird sich die Dichte in den Gefidfen so herstellen, dal

%—' % ist. Dann kann sich im engeren Rohr das Gleich-
0 1

gewicht nicht behaupten, sondern es wird ein Strémen des Gases
vom Ende tieferer Temperatur zu jenem hoherer erfolgen. Haben
wir z. B. eine pordse Platte, die auf der einen Seite wirmer ist
als auf der anderen, so stromt bestindig Luft von der kilteren
durch die Poren zur wirmeren Seite, eine Erscheinung, die schon
lange bekannt ist.

IX. Die ideale Fliissigkeit.

Schon in der Einleitung (Abschnitt 12) haben wir erwihnt,
dafl van der Waals die von ihm gefundene Zustandsgleichung
der Gase auf groBe Druck- und Temperaturintervalle angewendet
hat, und daB er sogar die Erscheinungen beim Ubergang von
dem gasférmigen in den flissigen Zustand durch die verhiltnis-
mibig einfache Gleichung darstellte. Doch bemerkten wir schon
damals, daB die theoretische Begriindung dieser Gleichung nur
auf schwach komprimierte Gase Anwendung finden kann, und
daf es lediglich als ein gliicklicher Zufall erscheinen muf}, daB sich

Jager, Die Fortschritte der kinetischen Gastheorie. 8
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van der Waals’ Zustandsgleichung auf einen weitaus groferen
Bereich anwenden 1aBt. Allerdings zeigt es sich, daf fiir die
genaue Darstellung der Druck-, Volum- und Temperaturverhalt-
nisse einer Flissigkeit bzw. ihres zugehérigen gesattigten Dampfes
die van der Waalssche Zustandsgleichung versagt. Es wurden
deshalb auch bald Veranderungen und Erginzungen derselben
vorgenommen, welche zum Teil aus empirischen Anpassungen an
die Beobachtungen, zum Teil aus theoretischen Uberlegungen
hervorgegangen sind.

Aufklirung der wirklichen Vorginge bietet natiirlich nur
die exakte Theorie. Es wurden deshalb von verschiedener Seite,
wie wir bereits im Kap. IV erwihnten, Versuche gemacht, sowohl
den EinfluB des Volumens der Molekeln als auch der Anziehungs-
kréifte derselben auf die Zustandsgleichung in Rechnung zu ziehen,
doch scheiterten alle diese Versuche daran, daf bei zunehmender
Dichte des Gases sich uniiberwindliche Schwierigkeiten fir die
mathematische Darstellung bieten. Es erscheint daher auf diesem
Wege vorlaufig ausgeschlossen, von der Theorie der Gase einen Uber-
gang auf die Theorie der Fliissigkeiten zu finden, und es hat
dieser Umstand G. Jager!) bewogen, die Theorie der Fliissig-
keiten von einer ganz anderen Seite in Angriff zu nehmen.

» Wie es von groBem Vorteil fiir den Ausbau der kinetischen
Gastheorie war, daB man zuerst die Eigenschaften der idealen
Gase darzustellen suchte und spéter auf die wirklichen Gase iiber-
ging, so scheint der einzig richtige Weg zum Ausbau einer kine-
tischen Theorie der Fliissigkeiten darin zu liegen, daf man erst
versucht, eine ideale Fliissigkeit zu konstruieren und deren Eigen-
schaften zu prézisieren und erst dann zu den wirklichen Fliissig-
keiten iiberzugehen.“

nDie Molekeln einer idealen Fliissigkeit stellen wir uns als
Kugeln vor — man tat dies urspriinglich zur Vereinfachung der
Rechnung ja auch mit den Gasmolekeln. Diese Kugeln sollen
fir eine bestimmte Flissigkeit in GréBe und Masse alle einander
gleich, vollkommen elastisch und unendlich wenig kompressibel
sein. Sie iiben Anziehungskrifte aufeinander aus, deren Wir-
kungssphiire so grof ist, daB sehr viele Molekeln innerhalb einer
‘Wirkungssphire Platz finden. Ferner sollen sie so nahe anein-

1) Drudes Annalen 11, 1077 ff. (1903).
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ander liegen, daf die Krifte, welche eine Molekel von ihren
Nachbarmolekeln erfihrt, nach -allen Richtungen dieselben sind,
d. h. sich gegenseitig in ihrer Wirkung aufheben. Im Inneren
der Flissigkeit verhilt sich also jede Molekel so, als wiirde sie
von den Nachbarmolekeln gar keine Kraft erfahren. Abgesehen
vom GroBenunterschiede der mittleren Weglinge werden sich
unsere Molekeln genau so bewegen wie die Molekeln eines idealen
Gases. Der Kompressions- sowie der thermische Aus-
dehnungskoeffizient der Fliissigkeit sei so klein, dafi wir
das Volumen der Fliissigkeit beziiglich des #uBeren Druckes
und der Temperatur als konstant annehmen kénnen. Die An-
ziehungskrifte, welche die Molekeln aufeinander ausiiben, seien
nur von deren gegenseitiger Entfernung abhingig.“

Durch die Anziehungskrifte, welche die Molekeln aufein-
ander ausiitben, erleiden sie an der Oberfliche der Fliissigkeit
einen Zug gegen das Innere derselben, ebenso wie wir es bei
einem nicht idealen Gase in der Einleitung (Abschnitt 12) aus-
einandersetzten. Es haben diese Anziehungskrifte demnach die-
selbe Wirkung, als wiirde der &ulere Druck auf die Flussigkeit
erhoht. In der Tat erhielten wir fiir ein nicht ideales Gas das
Resultat, da wir den duBeren Druck p in der Zustandsgleichung

. e @ .
um die Gréfle o zu vermehren hatten. Es hat demnach die
GroBe " ebenfalls die Dimension eines Druckes, man nennt sie

zum Unterschied vom #uBeren Druck den inneren Druck des
Gases. In gleicher Weise werden wir auch vom inneren Druck
einer Flissigkeit sprechen konnen.

Da wir fiir unsere ideale Fliissigkeit die Annahme machten,
daB der Kompressions- sowie der thermische Ausdehnungskoeffi-
zient so klein sei, daf durch Temperatur- und Druckénderungen
das Volumen der Fliissigkeit nicht geindert wird, so wird der
innere Druck lediglich eine Funktion des Volumens, d. h.
vom #uBeren Druck und der Temperatur unabhingig
sein. ,Dasselbe ist mit der Kapillaritatskonstante und der
Verdampfungswirme der Fall

Der zu unserer idealen Flissigkeit zugehorige gesattigte
Dampf verhilt sich wie ein ideales Gas und seine Dichte
sei sehr klein gegeniiber der Dichte der Flissigkeit.

g*
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Die so definierte Fliissigkeit, der ja auch wirkliche Fliissig-
keiten, wie z. B. Quecksilber, sehr nahe kommen, erleichtert die
Anwendung der Sitze der Thermodynamik wie auch der kine-
tischen Theorie der Materie sehr bedeutend. Wir wollen das
Gesagte dadurch erliutern, da8 wir auf beiden Wegen die Ab-
hingigkeit des Druckes des gesittigten Dampfes von der Tem-
peratur ableiten. Nach Clapeyron und Clausius steht die
Verdampfungswirme r einer Flissigkeit mit der absoluten Tem-
peratur T, dem Druck des gesiittigten Dampfes p, dem spezifischen
Volumen des Dampfes » und dem spezifischen Volumen der
Flassigkeit ¢' in der Beziehung

r=T§—%(@;-—-v’) e e e e ... (33

falls wir alle GroBen im selben MaBsystem ausdriicken. Es ist
dies eine bekannte Gleichung, welche in einfacher Weise aus den
zwei Hauptsitzen der mechanischen Wirmetheorie gefolgert werden
kann. Wir wollen ferner das Boyle-Charlessche Gesetz

pv=RT

in der Weise benutzen, daB R sich auf die Masseneinheit der
Flissigkeit bezieht, ¢’ soll so klein sein, daf es gegen v vernach-
lassigt werden kann, so daB wir fiir unsere ideale Fliissigkeit,
da wir annahmen, es gelte fir ihren gesittigten Dampf das
Boyle-Charlessche Gesetz,

, __RT
v—0 = —
p
setzen konnen. Danach wird Gleichung (33)
— BT dp
T~ p 4T
oder
9 _ r 47T
p R T

Fiir die ideale Fliissigkeit sind in dieser Gleichung bloS p und T
als Variable aufzufassen. Durch Integration erhalten wir somit

r 1
lp———R?'T‘l-lC,
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wobei C eine willkiirliche Konstante bedeutet. Die letzte Glei-
chung 148t sich, indem wir fiir die Logarithmen die Numeri ein-
fithren, auch schreiben _r
p=20C.e BT , . . .. ... (3%
Die GroBe r sei die Verdampfungswirme der Fliissigkeit in
Arbeitsma8 ausgedriickt. Wir fassen auch tatsdchlich die Ver-
dampfungswirme als eine Arbeit auf, welche in die Flissigkeit
bzw. den Dampf bei der Verdampfung der Masseneinheit der
Flissigkeit hineingesteckt werden muf, indem-wir dabei von
folgender Vorstellung ausgehen. Wir wissen, daB an der Ober-
fliche der Flissigkeit die Molekeln einen Zug gegen das Innere
erfahren. Dieser Zug erstreckt sich bis zu einer gewissen Tiefe
der Fliissigkeit, nimlich so weit, als die Fliissigkeitsmolekeln auf-
einander noch merkbare Anziehungskrifte ausiiben. Bringen
wir demnach eine Molekel aus dem Inneren der Flissigkeit an
die Oberfliche, so miissen wir dabei zur Uberwindung der Kapillar-
kréfte eine bestimmte Arbeit leisten. Eine weitere Arbeit ist
notwendig, um die Molekel von der Oberfliche zu entfernen, da
ja die Anziehungskrifte der Molekeln auch iiber die Oberfliche
der Fliissigkeit hinaus in den Dampf bis zu einer gewissen Tiefe
hineinreichen. FErst wenn wir iiber diese bestimmte Entfernung
von der Oberfliche aus hinausgehen, wird die Anziehung der
Flissigkeitsmolekeln auf die Dampfmolekeln unmerkbar klein.
Die Gesamtarbeit, welche nun geleistet werden muB, um eine
Molekel aus dem Fliissigkeitsinneren in das Dampfinnere zu
bringen, sei . Wir konnen demnach a auch als die in Arbeits-
maf ausgedriickte Verdampfungswirme einer Molekel ansehen.
Ist » die Zahl der Molekeln in der Masseneinheit der Flissigkeit,
so ist deren Verdampfungswirme
r = na.

Da wir fiir den Dampf einer idealen Flissigkeit die Giiltigkeit
des Boyle-Charlesschen Gesetzes voraussetzten, so besteht die
Beziehung (s. Einleitung, Abschnitt 1)

nmcl

3 = RT.

Danach ergibt sich
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und fiir die Dampfspannung aus Gleichung (34)

Sa

p=_C.e ™%

,0 konnen wir nun dank unserer Definition einer idealen
Fliissigkeit auch aus der kinetischen Theorie herleiten. Es be-
steht thermisches Gleichgewicht, wenn in der Zeiteinheit ebenso-
viel Molekeln aus dem Dampf in die Flissigkeit iibergehen, wie
umgekehrt aus der Flissigkeit in den Dampf. Ist w die Ge-
schwindigkeitskomponente der Molekeln senkrecht zur Fliissig-

keitsoberfliche, so ist N_2u die Zahl der Molekeln, welche in der

Zeiteinheit durch die Oberflicheneinheit in die Fliissigkeit iiber-
treten, wenn N die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit des
Dampfes ist, von denen wegen der gleichmifiigen Verteilung der
Geschwindigkeiten nach allen Richtungen des Raumes die eine
Hilfte gegen die Flissigkeitsoberfliche, die andere davon
wegfliegt. Unter % verstehen wir somit den Mittelwert der
gegen die Fliissigkeitsoberfliche gerichteten Komponenten u.

Die Zahl der Molekeln, welche in der Zeiteinheit durch die
Einheit der Oberfliche unserer Fliissigkeit in den Dampf iber-
gohen und eine Geschwindigkeitskomponente normal gegen die
Oberfliche zwischen % und % 4 du besitzen, sei @ (u)du. Nicht
alle Flissigkeitsmolekeln, welche die Oberfliche treffen, konnen
in den Dampf iibertreten, sondern nur jene, deren kinetische
Energie senkrecht zur Oberfliche groBer ist als die zum Eintritt
notige Arbeitsleistung a.“ ,Fiir die Moglichkeit der Verdampfung

mulB also
mu?

2

u>1/%‘—

sein. Die Zahl der in der Zeiteinheit durch die Oberflichen-
einheit iibertretenden Molekeln ist somit

>a

oder

jE(u) du = j:f(u) du,

i Vi
m m
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indem wir @ (u) = uf(u) einfibren.“ Es gilt nun fir das
thermische Gleichgewicht oder, was dasselbe ist, fiir den statio-
néren Bewegungszustand der Molekeln die Gleichung

o

E;:qu(u)dzt N € 1))
2a

Nur unter dieser Bedingung treten namlich in derselben Zeit
ebenso viele Molekeln aus dem Dampf in die Fliissigkeit iiber, wie
umgekehrt aus der Flissigkeit in den Dampf, so daf im Mittel
trotz des bestindigen Austausches der Molekeln alle iibrigen
Verhéltnisse dieselben bleiben.

Ersetzen wir N aus der Gleichung des Druckes

__N m c?
- 3
durch :3—%, so erhalten wir aus Gleichung (35)
mc o
2me?
=g |u f(u)du.

2a
m

Nun fanden wir aber eingangs mit Benutzung der Clapeyron-
Clausiusschen Gleichung fiir den Druck p die Formel
8a
p = C.e_ 'Tcz’.
Aus der Gleichsetzung der beiden gefundenen Ausdriicke fiir
den Druck p ergibt sich somit

— 8a
2;”®_,/02Juf(u)du = C.e ™2

Ve
m

Diese Gleichung ist der Form nach uns nicht unbekannt. Wir
fanden namlich im Kapitel II

= a3
j.uf(u)du = me,
2a

m
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Schlagen wir nun weiter genau denselben Weg ein wie dort, so
gelangen wir schlieBlich zur Beziehung
_ _3a
—af(x)dz =__gu_(ix.e 22y ... . (36)
2m(c2)?

Wir nannten nun frither die Zahl der Molekeln, welche in der
Zeiteinheit durch die Einheit der Fliissigkeitsoberfliche in den
Dampf iibertreten und in der Fliissigkeit eine Geschwindigkeits-
komponente zwischen % und % -+ du besitzen, @ (u)du. Weiter
setzten wir

@ (u) = uf(u).

In der Gleichung (36) kénnen wir also auch

zf (@) = ¢ (@)

setzen und erhalten somit fiir die Zahl der in der Zeiteinheit per
Oberflicheneinheit itbertretenden Fliissigkeitsmolekeln
i C _ 842
pwdu = 2% @ ay ... (387)
2 m (c2)?

Wir setzten fiir unsere ideale Fliissigkeit voraus, daB die
Anziehungskrifte, welche die Molekeln aufeinander ausiiben,
wegen der gleichmiafigen Raumerfiillung sich im Inneren der
Flussigkeit in ihrer Wirkung aufheben. Dort bewegen sich also
die Molekeln wie vollkommen elastische Kugeln, die, abgesehen
von den ZusammenstoBen, gar keine Krafte aufeinander ausiiben.
Es gilt somit fiir die Verteilung der Geschwindigkeiten in der
Fliissigkeit ebenso das Maxwellsche Gesetz wie in einem idealen
Gas. In einem solchen fanden wir aber fir die Zahl der Mole-
keln, die eine Geschwindigkeitskomponente zwischen % und » 4 du
besitzen, den Ausdruck (s. Einleitung, Abschnitt 5)

Dabei verstanden wir unter o die wahrscheinlichste Geschwindig-
keit einer Molekel und es besteht die Beziebung, dafl
ol — _2._03

3
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ist. In Kapitel II haben wir gezeigt, dal

;— 1/2¢
“=V3=x
ist. Driicken wir nun sowohl o wie V; durch die beiden letzten
Gleichungen aus, so erhalten wir
1 34

afz 20
<88 kann demnach die oben genannte Zahl der Molekeln auch aus-
gedriickt werden durch

‘Wollen wir ferner die Zahl der Molekeln, welche in der Zeiteinheit
die Querschnittseinheit passieren, finden, so haben wir diesen
Ausdruck noch mit % zu multiplizieren. ,Wir erhalten somit der
Form nach fiir das ideale Gas denselben Ausdruck wie fiir unsere

3
Flussigkeit, nur hitten wir in letzterem Falle dann N durch _gs

mc
zu ersetzen.

Konnten wir die Konstitution einer Fliissigkeit analog jener
eines idealen Gases auffassen, d. h. kénnten wir auch bei der
Flussigkeit annehmen, daf der Durchmesser gegeniiber der mitt-
leren Weglinge der Molekeln eine kleine GroSe sei, so wiirde

ig ebenfalls nichts anderes als die Zahl der Molekeln in der

mc?

Volumeinheit der Flissigkeit bedeuten. Da wir aber bei unserer
idealen Flissigkeit umgekehrt die mittlere Weglinge der Molekel
als klein gegeniiber dem Durchmesser einer Molekel annehmen
miissen, so ist die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit klein

gegeniiber dem Ausdruck —3—'—%- In anderen Worten gesagt heiBt
mc

das nichts anderes, als dafl die Zahl der Sto8e, welche die Molekeln
auf die Flicheneinheit einer idealen durch die Flissigkeit gelegten
Ebene ausfiithren, viel gréBer ist, als wir erhalten, wenn wir diese
Zah! nach der Formel fiir ideale Gase berechnen wiirden.*
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Wir wollen nun noch einen Blick auf die Konstante C werfen.
Um deren Bedeutung einzusehen, ist es nétig, den inneren Druck
der Flissigkeit in die Rechnung einzufiihren. Fiir unseren idealen
Fall kénnen wir den &uBeren Druck, das ist der Druck des ge-
sittigten Dampfes, gegeniiber dem inneren Druck der Fliissigkeit
als verschwindend klein ansehen. Nehmen wir nun an, die
Flussigkeit befinde sich in einem Gefifie mit vollkommen starren
Wiinden, welches sie vollig ausfillt. Wiirden die Flissigkeits-
molekeln ihren Bewegungszustand beibehalten, die inneren Krifte,
d. h. die Anziehungskrifte, welche sie aufeinander ausiiben, aber
plotzlich verlieren, so wiirde die Fliissigkeit auf die Gefilwinde
einen Druck ausiiben, welcher gleich dem inneren Druck der
Flussigkeit ist; denn was frither die Anziehungskrifte der Mole-
keln fiir den Zusammenhalt der Fliissigkeit leisten muBten, das
leisten jetzt die Wiinde unseres GefiBes. Nach den Vorstellungen
des Druckes in einem Gas kénnen wir diesen auch definieren als
die Gesamtbewegungsgrife, welche die Molekeln durch die Flichen-
einheit einer idealen Ebene, die wir durch das Gas legen, in der
Zeiteinheit tragen. Dieselbe Definition des Druckes kénnen wir
auch auf den Druck der Fliissigkeit iibertragen.

»Multiplizieren wir die Gleichung (37) mit mu, das ist die
Komponente der Bewegungsgréfe, welche eine Molekel von der
Masse m senkrecht gegen unsere ideale Ebene besitzt, und inte-
grieren wir nach % von — oo bis - oo, so erhalten wir den
inneren Druck

Foee Feo su
9uaC ~ 3
P=|mupu)du = —— | ute 2%du
2 (c3)2

+ oo
=#C VEJm’e‘”’Ww:ﬁG E—Z
c? 2¢2

Es wird dieses Resultat leicht gewonnen, wenn wir

3u?

—

20
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setzen und bedenken, dafl

Fee + oo . , Yo e
J'zﬂr”zdx='|.w.xe""2dx.—_|'—e2 -x]—l—%je‘“”dm:%ﬁ

ist (s. Einleitung, Abschnitt 5).“

‘Wie schon erwihnt, gilt fiir unsere Fliissigkeit ebenfalls das
Maxwellsche Verteilungsgesetz der Geschwindigkeiten. Sonach
haben wir wie oben fiir das Gas auch fiir die Fliissigkeit

_ o
= —
V=
und —
T
]

Fithren wir diese Werte fiir % und ¢? in unsere Gleichung fiir
den inneren Druck ein, so wird

P=C.
Wir kénnen demnach die Konstante C' direkt als den inneren
Druck der Flissigkeit auffassen und erhalten somit nach den
eingangs gemachten Bemerkungen das Resultat, daf der Druck
des gesiittigten Dampfes p gleich ist dem inneren Druck der
Flissigkeit P, multipliziert mit dem Ausdruck

;T ET

also

-.r
p = Pe¢ ET,

X. Innerer Druck der Fliissigkeiten.

Fiir eine ideale Fliissigkeit haben wir im vorhergehenden
Kapitel den inneren Druck P ausgedriickt durch den Druck p
des gesittigten Dampfes der Fliissigkeit durch die Gleichung

P=p. e_ RT .
Wir kénnen nun leicht diese GroBe noch auf einem anderen Wege
finden. Wir wollen wieder annehmen, daf der duBere Druck der
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Flissigkeit so klein sei, daB er gegen den inneren vernachlissigt
werden kann. Indem wir die Temperatur der Fliissigkeit um
erhohen, wird die kinetische Energie der Molekeln, falls wir nur
das Volumen der Fliissigkeit konstant halten, ebenso wie bei
einem idealen Gas um einen Betrag zunehmen, welcher propor-
tional der Temperaturerhohung 4 ist. Damit das Volumen der
Flussigkeit konstant bleibt, haben wir den #uBeren Druck um
die GroBe p zu erhéhen. Der innere Druck hingegen, das ist
jener Druck, der aus den Anziehungskriften der Molekeln ent-
springt, bleibt bei konstantem Volumen auch konstant. Es wird
sich demnach der innere Druck zum Gesamtdruck, den die Mole-
keln ausiiben, das ist aber jener Druck vermehrt um den dufleren,
verhalten wie die urspriingliche absolute Temperatur I' der Fliissig-
keit zur neuen 7'+ 4. Wir erhalten somit die Gleichung -

P T
Pyp T4 4
»Ist bei vernachlissigtem &uBeren Druck fiir die Temperatur T’

das Volumen der Fliissigkeit v, fiir die Temperatur T'+ 4 ent-
sprechend ¢/, so kénnen wir

Y=v(Q+ad). . . ... .. (39

(38)

getzen und o« den Ausdehnungskoeffizienten der Fliissigkeit
nennen. Wollen wir die Fliissigkeit vom Volumen ¢’ bei kon-
stanter Temperatur auf das Volumen v zuriickbringen, so haben
wir einen entsprechend hohen #uleren Druck p aufzuwenden,
und wir kénnen schreiben

v=v0—kp). . . . . . .. (40)

wobei wir % den Kompressionskoeffizienteﬁ nennen. Aus
Gleichung (39) folgt nun

vV —v=1dad,
aus Gleichung (40)

v —ov =dkp,
folglich ist
od =kp
oder
a="2

o
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Fithren wir diesen Wert fiir 4 in Gleichung (38) ein, so
finden wir nach leichter Reduktion

P:%T“.........(M)

Wir konnen somit nach zwei verschiedenen Formeln den
inneren Druck einer idealen Fliissigkeit berechnen und es zeigt
sich, daB fiir Quecksilber — es ist das eine Fliissigkeit, welche
einer idealen ziemlich nahe kommt — in der Tat nach beiden
Formeln gleiche Resultate erhalten werden.

Um diese GroBen nach der ersten gewonnenen Gleichung
berechnen zu kénnen, wollen wir nach Person die Verdampfungs-
wirme des Quecksilbers bei 3500 C 62 Kal. setzen, wonach sich

der innere Druck
: P = 20200 Atm.
ergibt.
Fiir die zweite Formel sei nach Amagat fiir Quecksilber
bei 0°C k& = 0,000003918, fir den Ausdehnungskoeffizienten
setzen wir o¢ = 0,000 181 8.: Danach erhalten wir

P = 12700 Atm.

HJiir den Wert £— 0,000 003 38, welchen Colladon und Sturm
angaben, wird P—14700 Atm. Amaury und Descamps finden
far 15°C k¥ = 0,00000187, demnach wiirde P =— 28000 Atm.
Es scheint dieser letzte Wert des % weniger zuverlissig zu sein
als die Angaben von Colladon und Sturm und Amagat.“ ,Es
stimmen sonach tatsdchlich, mit Riicksicht auf die Schwierigkeit
der Bestimmung der in den Gleichungen vorkommenden Gréfen,
die auf beiden Wegen gewonnenen Werte fiir den inneren Druck
vollkommen befriedigend iiberein.“

Unsere Gleichungen setzen voraus, dafl die Molekeln im
gasférmigen und flissigen Zustande dieselben seien, umgekehrt
diirfte der SchluB erlaubt sein, daB. eine Fliissigkeit, welche nach
beiden Formeln denselben inneren Druck ergibt, gleiche Kon-
stitution der Molekeln im fliissigen und dampfférmigen
Zustande besitzt. Wie wir gesehen haben, ist dies bei Queck-
gilber der Fall, und es gibt ja bekanntlich noch andere chemische
Erscheinungen, welche den Schlull erlauben, daf die Molekeln
des Quecksilbers im fliissigen und dampfférmigen Zustande die-
selben, d. h. einatomig sind.
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Von jenen Fliissigkeiten, welche schon in ihren gewdhnlichen
Eigenschaften, wie Volumausdehnung, Anderung der Verdampfungs-
wirme und der Kapillarititskonstanter mit der Temperatur usw.
betriachtlich von den geforderten Eigenschaften einer idealen
Fliissigkeit abweichen, ist natiirlich nicht zu erwarten, daf die
von uns gewonnenen Gleichungen ohne weiteres auf sie angewendet
werden kénnen. Vor allem kann die Formel fiir den Druck des
gesittigten Dampfes nicht aufrecht erhalten werden, falls bei der
Verdampfung gleichzeitig Anderungen in der Konstitution der
Molekeln vor sich gehen, wie es ja vielfach fiir die Flissigkeit
angenommen wird.

XI. Innere Reibung idealer Fliissigkeiten und
GrofBle der Molekeln.

Wir wollen fiir die innere Reibung einer idealen Fliissigkeit
eine Formel ableiten, indem wir einen ganz dhnlichen Weg ein-
schlagen, wie wir es in der Einleitung (Abschnitt 8) fiir die innere
Reibung der Gase getan haben. Wir gewannen dort den Ausdruck

du
R= ﬁvagz.

du
de
wegung in der Richtung der #-Achse, wihrend die Bewegungen
der einzelnen Schichten parallel zur xy-Ebene vor sich gingen.
¢ war die Geschwindigkeitskomponente einer Molekel parallel zur
2~Achse, wihrend 2 die Ordinate der Molekel bedeutete, als sie den
letzten Zusammensto mit einer zweiten Molekel gemacht hatte.

Bei verdiinnten Gasen war nun ¥ nichts anderes als die
Zahl der Molekeln in der Volumeinheit, denen eine Geschwindig-
keitskomponente zwischen §{ und § + d§ zukommt. Wollen wir
nun diese Formel auf ideale Flissigkeiten iibertragen, so haben
wir die GréBe v durch eine andere zu ersetzen, und zwar derart,
daB sich die neue GroBle zu v verhilt wie der innere Druck der
Flissigkeit zum entsprechenden Druck eines verdiinnten Gases,
d. h. wir haben, wenn wir die Zahl der Molekeln suchen, welche

Dabei war das Geschwindigkeitsgefille der sichtbaren Be-
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die Flicheneinheit einer idealen Ebene innerhalb der Fliissigkeit
in der Zeiteinheit passieren, genau so vorzugehen, wie wir es in
dem Kapitel IX getan haben, wo wir den inneren Druck der
Fliissigkeit nach derselben Weise bestimmten wie den eines idealen
Gases. Wir haben dort gesehen, dall infolge der ZusammenstdBe
der Molekeln die Zahl jener, welche in der Zeiteinheit die Flichen-
einheit einer bestimmten Ebene passieren, bedeutend erhéht wird.
» Wéhrend wir bei verdiinnten Gasen ohne weiteres unter # die
Ordinate des Mittelpunktes der Molekel einfithren kénnen, da wir
die GroBe der Molekel gegeniiber deren mittlerer Weglinge als
sehr klein ansehen, ist dies bei Fliissigkeiten jedoch nicht ge-
stattet. Wir miissen dort im Gegenteil die mittlere Weglinge
gegeniiber dem Durchmesser der Molekeln als sehr klein betrachten,
80 daBl wir unter ¢ nicht die Ordinate des Mittelpunktes einer
Molekel, sondern die des jeweiligen StoBpunktes der Oberfliche
der Molekel einfithren miissen. Es ergibt sich aus dieser Be-
trachtungsweise ferner, daf zwischen zwei Zusammenstofen die
Molekel kaum ihren Platz verlift, so daf wir fir die Entfernung
der beiden StoBpunkte im Raume einfach die Linge der Sehne
einfithren kénnen, welche die beiden StoSpunkte der Molekel mit-
einander verbindet. Da alle Punkte der Oberfliche einer Molekel
mit derselben Wahrscheinlichkeit gestofien werden, so ist der
Mittelwert der Entfernungen zweier aufeinander folgender Stol-
punkte, wie man sich durch eine einfache Rechnung leicht iiber-

()
zeugen kann, gleich dem Radius der Molekel, also gleich 5'“
Wihrend wir also bei idealen Gasen 2 — — Acos® und fir
cosY — %, also auch
A

g = — —

c

setzen konnten (s. Einleitung), wobei wir nach der Summierung
fir A die mittlere Wegléinge ! erhielten, haben wir jetzt an Stelle

]
dieser mittleren Weglinge die Grofe 3 einzufithren. Es wird

demnach fiir die Flissigkeit
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Mit Benutzung dieses Ausdruckes erhalten wir fiir die innere
Reibung R =_1d1£2,,m§2.

2dec

In dieser Formel hat nun v die Bedeutung, daB

Svm§2 = P,
d. i. gleich dem inneren Druck der Flissigkeit wird. Wir kénnen
also fiir die Reibung auch schreiben

Da wir ferner wissen, da R — — g Z—: ist, wobei wir  den

Reibungskoeffizienten der Fliissigkeit nennen, so wird somit
"=

»Da wir in der Lage sind, den Reibungskoeffizienten einer
Fliissigkeit experimentell zu bestimmen und deren inneren Druck,
wie frither gezeigt wurde, zu berechnen, so ergibt die letate
Formel die Moglichkeit, den Durchmesser einer Fliissigkeitsmolekel
zu ermitteln, da ja nach ihr ist
__2¢q
=

‘Wenden wir dies wieder auf Quecksilber an und setzen wir
fiar 0°C P=13000 Atm., §==0,016 97 (S.Koch), c=18431cm

6

3
berechnet aus der Druckformel p = 9—;~, so finden wir nach der

letzten Gleichung
6 =30.10"%cm = 0,3.10—®mm.“

Wir erhalten also in der Tat eine GroBe fiir den Durch-
messer der Quecksilbermolekeln, welche in vollkommener Uber-
einstimmung mit der GréBenordnung der Molekeln (10— ¢ mm),
wie wir sie in der Einleitung (Abschnitt 11) aus der Bestimmung
der mittleren Weglinge der Gasmolekeln gefunden haben.
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XIl. Der osmotische Druck.

Unter dem Druck eines Gases versteht man nach der kine-
tischen Theorie jene Bewegungsgrofle, welche die Molekeln infolge
der ZusammenstoBe mit der Wand in der Zeiteinheit an die Flichen-
einheit abgeben. Sind in der Volumeinheit eines Gases 7 Molekeln
von der Masse m mit einer Geschwindigkeitskomponenten & senk-
recht gegen die Wamnd, so treffen n & solche Molekeln in der Zeit-
einheit die Flicheneinheit der Wand und geben an dieselbe die
BewegungsgroBe 2 nm £2 ab, welche, iiber alle Molekeln summiert,
den Gasdruck darstellt. Dieser Druck ist im Gesamtraum des
Gases vorhanden. Wir konnen ihn also auch auf eine beliebige
Ebene beziehen, die wir uns durch das Gas gelegt denken, und
kénnen ihn jetzt als die GesamtbewegungsgroBe definieren, die
senkrecht zur Ebene durch die Fliacheneinheit derselben sowohl
nach der einen wie nach der anderen Richtung von den Molekeln
getragen wird. Fir ein ruhendes Gas — und nur diesen Fall
wollen wir in Betracht ziehen — geht natiirlich gleich viel Bewe-
gungsgroBe sowohl in der einen wie in der entgegengesetzten Rich-
tung durch die Ebene. Schreiben wir den Molekeln Kugelgestalt
von nicht zu vernachlassigender Ausdehnung zu, so hat dies zur
Folge, daB mehr Bewegungsgrofle in der Zeiteinheit durch die
Flacheneinheit der Ebene getragen wird; denn denken wir uns
z. B. den Fall, mehrere vollkommen elastische Kugeln — als solche
wollen wir uns die Molekeln vorstellen — seien in einer geraden
Linie aufgestellt, und nun treffe die erste mit der Geschwindigkeit ¢
auf die zweite, so wird die erste zur Ruhe kommen, die zweite
aber sofort die Geschwindigkeit und die Geschwindigkeitsrichtung
der ersten annehmen; diese stoBt dann auf die dritte, wobei sich
derselbe Vorgang abspielt usw. Der Effekt ist nun derselbe, als
hitte sich die erste Kugel allein bewegt, jedoch bei jedem Zusammen-
stof sofort eine Wegstrecke gleich dem Durchmesser 6 einer Molekel
iibersprungen. Das heibt, es wird in diesem Fall eine gewisse
Strecke rascher durchlaufen, als es chne ZusammenstsBe geschihe.
Dasselbe erfolgt, wenn zwei Kugeln zentral gegeneinander fliegen.
Sie trennen sich mit vertauschten Geschwindigkeiten in entgegen-
gesetzter Richtung. Es ist gerade so, als wiren die Kugeln durch-
einander hindurchgeflogen, nur hat dabei wieder jede die Strecke ¢
iibersprungen.

Jager, Die Fortschritte der kinetischen Gastheori 9
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In einem ruhenden Gas sind nun die Bewegungsrichtungen
der Molekeln iiber den Raum gleichmafig verteilt, und es wird
diese Verteilung durch die ZusammenstoBe der Molekeln nicht
gestort. Die Komponente der Gesamtbewegungsgrofle der Molekeln
nach einer bestimmten Richtung, wobei nur die positiven Werte
gezihlt werden sollen, ist daher von der Richtung selbst vollstindig
unabhingig, und es hiitte, wenn wir auf die Ausdehnung der
Molekeln keine Riicksicht nidhmen, die Komponente der normal
durch die Flicheneinheit der Ebene in der Zeiteinheit getragenen
Bewegungsgrolle den Wert:

ZnméE

Dieser Wert wird vergrofert, wenn wir den EinfluB der Zusammen-
stoBe der Molekeln in Betracht ziehen, und wir wollen diesen Ein-
flul mit dem Namen: Foérderung der Bewegungsgrofe
bezeichnen.

Stofen zwei Molekeln mit der relativen Geschwindigkeit
gegeneinander und bildet r mit der Verbindungsgeraden der Mittel-
punkte der beiden Molekeln, welche wir die Zentrilinie nennen
wollen, den (spitzen) Winkel %, so erfihrt dadurch die Bewegungs-
groBe mr cos y eine Forderung Gmrcosy, wenn wir unter ¢ die
Entfernung der Mittelpunkte der Molekeln beim Stof3, also den
Durchmesser einer Molekel verstehen. Bildet dabei die Zentrilinie
mit der Normalen zu unserer Ebene, fiir welche wir den Druck
berechnen wollen, den Winkel ¢, so erfihrt die Bewegungsgrife
senkrecht zur Ebene die Forderung:

6mr cos Y cos? o,

da wir dann anstatt ¢ den Wert G cos ¢, sowie mr cos ¥ cos o fiir
mr cos % zu setzen haben. Und zwar entfillt dabei ein Teil dieser
Forderung auf die eine Richtung, der andere auf die entgegen-
gesetzte. Wir brauchen aber diese beiden Teile nicht zu trennen,
da ja nach dem Obigen der Druck durch die Summe der von beiden
Seiten durch die Ebene getragenen Bewegungsgrofen bestimmt wird.

Wollen wir nun die Férderung der Bewegungsgrofe wissen,
welche die in der Volumeinheit enthaltenen Molekeln in der Zeit-
einheit erfahren, so brauchen wir blof obigen Betrag eines Stofes
itber die Zahl der Zusammenstofe pro Zeit- und Volumeinheit zu
summieren, was uns dann jenen Betrag liefert, um welchen der
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Druck zu erhéhen ist, wenn wir auf die Ausdehnung der Molekeln
Riicksicht nehmen.

Ist die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit, die eine Ge-
schwindigkeit zwischen ¢ und ¢ 4 d ¢ besitzen, f(¢)dc, f(c)d¢ die
Zahl jener, denen eine Geschwindigkeit zwischen ¢’ und ¢’ 4 d¢’
zukommt, und schlieBen die Bewegungsrichtungen beider den
Winkel @ ein, so ist die Zahl der ZusammenstoBe, welche die eine
Art der Molekeln mit den anderen in der Sekunde macht, falls wir
den Durchmesser gegeniiber den Wegen der Molekeln vernach-
lassigen konnen:

z‘—2iiff"(c)dcf(c’)dc’r sin @ d .

Wird die mittlere Weglinge der Molekeln immer kleiner, so
wird der Einflull der Ausdehnung der Molekeln auf die Korrektion
der Stofzahl immer groBer. Wir konnen jedoch eine solche Kor-
rektion anbringen, wenn wir den Ausdruck fiir die Zahl der Zu-

sammenstofe mit 1+ F (%) multiplizieren, wobei die Funktion
F(%) die Eigenschaft hat, dafl sie mit wachsendem Volumen v,

welches das Gas besitzt, immer kleiner und fiir ¥ = oo Null wird,
wihrend sie mit abnehmendem v immer grofiler und bevor es den
Wert b (Molekularvolumen) erreicht, unendlich gro wird.

Gewisse ZusammenstéBe werden unter der Bedingung er-
folgen, daf} die relative Geschwindigkeit mit der Zentrilinie zweier
Molekeln beim Stof den Winkel § einschliefit. Die Zahl derselben
erhalten wir, wenn wir den letzten Ausdruck mit 2sinycosydy
multiplizieren. Wollen wir dann von dieser neuen Zahl noch
die Zahl jener kennen lernen, fiir welche die Zentrilinie mit der
Normalen zu unserer Ebene den (spitzen) Winkel ot einschlieft,
s0 haben wir noch mit sin ¢t do zu multiplizieren. Diese Zahl
ist also:

7 62 [1 + F(g)]f(c)dcf(c')dc'rsin(pdq) sinycosy dysinodao.

Bei jedem solchen StoB erfibrt die Bewegungsgrole eine Forderung:

Gmr cos y cos?a.
9%
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Daher ist die Forderung fiir alle StoBe gleich:

xas[1 + F(%)] x
X fle)def(c)Ydc' mr? sin @ d o sin g cos? yd g sin o cos? otd o.
Dabei ist zu beachten, da
r2= 24?24 2¢c cos @
ist. Wollen wir nun die Gesamtférderung kennen lernen, so haben
wir diesen Ausdruck nach o und § zwischen den Grenzen 0 und

1
5 nach @ zwischen 0 und 7 und nach ¢ und ¢’ zwischen 0 und oo

zu integrieren. Integrieren wir zuerst iiber die verschiedenen
‘Winkel, so erhalten wir:

grme |14 F ()| @ +enr@r@acae.

Integrieren wir nun diesen Ausdruck nach ¢ und ¢’ zwischen den
Grenzen 0 und co, 8o rechnen wir jeden Zusammenstof zweimal.
Wir haben also, um den richtigen Wert der Forderung der Bewe-
gungsgrobe zu erhalten, dann noch durch zwei zu dividieren.
Dies ergibt:

T m 63
9

1 +F J. J. 2+ cDf(e)f(cdedd
0

' _2armlg726302[ +F< )]

fof(c)dc = ff(c')dc’ =N

indem nimlich

und

_rcﬁf(c)dc = j 2 f()dce = Ne¢2
0 0

ist, wenn wir unter N die Gesamtzahl der Molekeln in der Volum-
einheit und unter ¢* das mittlere Geschwindigkeitsquadrat der-
selben verstehen.
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Haben wir n Molekeln im Volumen v, so ist

N = ?—,
v
obige GroBe wird also
2 7 m n? 68 c? b ]
903 [1 + F<v)

Um diese Grofle haben wir den Druck
Nmed __ nme?
3 7w

zu vermehren und erhalten dadurch den wahren Wert des Druckes
nm c2 2 7 n 68 b
P= "5 {1+ 30 [H'F(?)]}

=L@

4 = %n%ds

wenn wir unter

das vierfache Volumen verstehen, das die Molekeln wirklich mit

Materie ausfiillen.
4b b
Q)=+

Setzen wir:
nm e

p=—5 1+,

s0 wird:

wobei ¥ mit wachsendem » sich der Null nihert, wihrend bei ab-
nehmendem es.immer grioBer und, bevor » den Wert b erreicht,
unendlich gro§ wird.

Ist n gleich der Zahl der Molekeln eines Mols, also gleich der
Loschmidtschen Zahl (8. 53), so 148t sich die Gleichung fiir den
Druck in der gebrauchlichen Form

po=RT(Q1+¥)
oder, wenn wir N Mole des Gases in Betracht ziehen,
pv=NRT( 4 v¢)

schreiben.
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Wir denken. uns jetzt durch unser verdichtetes Gas eine

ideale Ebene gelegt. Durch die Flicheneinheit derselben wird
1

in der Sekunde die Gesamtbewegungsgrofe NE T —L_ L befordert.

Diese BewegungsgroBe setzt sich aus zwei streng voneinander zu

ist jener,

unterscheidenden Teilen zusammen. Der erste

den die Molekeln hindurchtragen, indem sie selbst die Ebene
passieren, der zweite jener, der infolge blofer ZusammenstoBe,
ohne daB dabei die Molekeln die Ebene passieren miissen, hindurch-
geht, also infolge jener Erscheinung, die wir frither Férderung
der Bewegungsgriofe genannt haben.

Wir definieren einen Durchgang einer Molekel durch die
Ebene so, daf dabei der Mittelpunkt der durchgehenden Molekel
von einer Seite der Ebene zur anderen gelangt, nicht daf die
ganze Molekel die Ebene passieren muf. Wihrend also fiir letz-
teren Fall die Molekel zumindest einen Weg gleich ihrem Durch-
messer G zuriicklegen miifite, geniigt fiir den von uns definierten
ein unendlich kleiner Weg. So oft aber eine Molekel in diesem
Sinn die Ebene passiert, sagen wir, es sei die Bewegungsgrofie m§&
von ihr hindurchgetragen worden, falls # die Masse, £ die Ge-
schwindigkeit der Molekel senkrecht zur Ebene ist.

Das blofle Passieren von Bewegungsgriofe ohne Passieren
einer Molekel sei durch Fig. 10 erliutert. FEE ist unsere ideale

. Ebene. Sie schneidet
Fig. 10. die Molekel I. Die Mo-
E lekel IT trifft von .inks

kommend die Molekel 1.
Diese iibernizimt durch
den Stof B wegungs-
grofe von II, fliegt
gegen IIT und iiber-
E tragt Bewegungsgrife
auf III. Auf diese
Weise wird Bewegungsgréfe von II auf III, d. h. durch die
Ebene E E ibergehen, ohne daB in unserem Sinn eine Molekel
die Ebene EFE passiert hat; denn der Mittelpunkt O, der
Molekel I hat sich rechts von der Ebene nur um eine kleine
Strecke verschoben. Es braucht wohl nicht eigens darauf hin-
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gewiesen zu werden, daB schon beim Stof von I7 auf I dieser
Durchgang der BewegungsgréBle in dem von uns beschriebenen
Fall erfolgt. Dieser Teil der Bewegungsgrofie, bezogen auf ein
verdichtetes Gas und die Flacheneinheit unserer Ebene E E,
RT "

besitzt die GroBe N

Um alle Zweifel zu heben, sei der erste Teil der Bewegungs-
groBe noch besonders berechnet. Vorerst wollen wir der Uber-
sichtlichkeit halber weniger streng vorgehen, doch soll dieser ver-
einfachten Darstellung dann sofort die strenge folgen.

‘Wir denken uns wieder durch das Gas eine ideale Ebene ge-
legt. 'Wir nehmen an, daf sich ein Drittel der Gasmolekeln senk-
recht zu dieser Ebene, die als y 2-Ebene eines rechtwinkligen Koor-
dinatensystems angesehen werden soll, ein Drittel parallel zur y-,
ein Drittel parallel zur ¢-Achse bewegt. Die Ebene werden dann
nur Molekeln passieren, die sich senkrecht zu ihr bewegen. Die
Weglinge der Molekeln sei I. Jede Molekel macht also eine hin-
und hergehende Bewegung von der Doppelamplitude I. Es kénnen
somit nur die Mittelpunkte jener Molekeln unsere Ebene passieren,

die im Mittel nicht mehr als um die Strecke 21 von der Ebene

entfernt sind.
Ist die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit %, so nehmen

" an der Bewegung parallel zur 2-Achse teil. Das Volumen, in

dem sich jene Molekeln befinden, welche die Flacheneinheit
unserer Ebene passieren, ist das Volumen eines Zylinders von der
Basis 1 und der Hoéhe !, indem sich die Grundflichen dieses

Zylinders im Mittel um 21 links und rechts von unserer idealen
Ebene entfernt befinden. Die Anzahl der am Durchgang teil-
nehmenden Molekeln ist also %—l .

Die Geschwindigkeit der Molekeln sei ¢, folglich passiert jede
%mal in der Sekunde die Ebene. Dabei trigt sie eine Bewegungs-~
groBe mc hindurch. Die von sémtlichen Molekeln durch die Flichen-

einheit der Ebene in der Sekunde getragene Bewegungsgréfe ent-
spricht dem Druck p.



Es ist somit

Das ist die Druckformel, welche die kinetische Theorie fiir ein
verdiinntes Gas liefert.

In unserer Ableitung spielt die Dichte des Gases keine Rolle;
denn die GréBe 7, die fiir verdichtete Gase durch eine sehr kom-
plizierte, allgemein iiberhaupt noch unbekannte Formel ausgedriickt
wird, fillt aus unserer Rechnung heraus.

Auch obne die einschrinkenden Annahmen unserer Beweis-
fithrung mit Zugrandelegung der tatsichlichen Verhiltnisse kénnen
wir das zuletzt gewonnene Resultat ableiten. Wir verallgemeinern
die Sache noch dadurch, daf wir ein Gemisch von zwei Gasen an-
nehmen. Wir legen parallel zur y2-Ebene zwei Ebenen durch
unser Gas, welche um d2 voneinander abstehen. Aus diesen
Ebenen schneiden wir die Flicheneinheit derart heraus, daf ein
Zylinder.von der Grundfliche 1 und der Hohe dx entsteht. Der-
selbe wird demnach IV, dx Molekeln des ersten Gases enthalten.
Dessen Molekeln besitzen die mittlere Weglinge I, und die Ge-
schwindigkeit ¢;. Eine jede solche Molekel wird demnach in der

Sekunde %1— StoBe erfahren. In dem von uns konstruierten Zylinder
1

finden also in der Zeiteinheit Mo

L

Molekeln statt. Das kénnen wir auch so auffassen, daf in der

Yie
L

n Molekeln legen noce—*"dr einen Weg zwischen r und r 4 dr

zuriick (S.211ff), wobei wir unter & den reziproken Wert der

dz ZusammenstoBe derartiger

Zeiteinheit dz Molekeln von diesem Zylinder ausfliegen. Von

mittleren Weglinge zu verstehen haben. Von unseren El‘-c—ldx
1

Molekeln werden demnach

=

h
E‘—fl—:— dzdr
l
einen Weg zwischen r und r 4 dr zuriicklegen. Alle Molekeln,
deren Bewegungsrichtungen mit der negativen x-Achse einen
Winkel & einschlieSen derart, da r cos & > z ist, miissen die y2-
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Ebene passieren. Die Zahl der Molekeln, die Richtungswinkel
zwischen ¥ und & 4 d9 haben, ist nun
-r
[
—Nl——cle.—i dxdr sin O do
21
(S.47).

Die Komponente der BewegungsgroBe, die eine Molekel senk-
recht zur y¢-Ebene hat, ist m, ¢; cos &. Die in der Sekunde durch
die Ebene getragene Bewegungsgrofe ist somit

Nymycle o

213 dadr sin & cos T d .

Sehen wir von einem bestimmten Winkel &' ab, so ergibt die Inte-
gration nach 9 die gesamte iibertragene BewegungsgroBe. Diese
ist also

r arccos%
Nlm—;%‘l—dxdrjsina‘)cosﬂdﬁ

0

urccos-;
Nymyel —i° cos%‘%] Nymge? - ( x2
o ee—— ll —_— o L "1 —_—— .
Y, e da;dr[ 3 Yy e Wdzdr (1 r’)
0

Wenn wir diesen letzten Ausdruck nach z innerhalb der Grenzen
0 und r integrieren, so finden wir die BewegungsgroBe, welche
sémtliche Molekeln iibertragen, die aus einer Tiefe zwischen 2 =— 0
und £ =— r kommen und die Flacheneinheit der y'#-Ebene durch-
setzen. Dies ergibt

r r
l\T,mlc1 - Nyme? —L [ x8]
bud _—— = 1 L] —_—
47 ar 1 Py e hdr|x 32
0
Nymef -
2;6112—"8 1 d'r.

Wenn wir nun noch den letzten Ausdruck zwischen 0 und oo
integrieren, so erhalten wir die gesamte Bewegungsgréfe, die von
den Molekeln des ersten Gases in der Zeiteinheit durch die Flichen=
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einheit der yz-Ebene in der Richtung der negativen #-Achse ge-
tragen wird. Demnach erhalten wir

lec"‘“° - Nymy c? - _r 7

l(i—ll’lj-” Hdr::——%-i}—l[——rlle '1+11J.e ‘ldr]
T _Nlmlcf[ —;T_Nlmlc;“
= %1, e Wdr = 61, lie h| = 8

0

Ebensoviel an Bewegungsgrofe wie von rechts nach links wird
von links nach rechts durch die Ebene getragen. Die Summe
beider ist gleich dem Druck, das ist

Nym,c?
P1=—1311'

Wiederum entspricht das jenem Druck, den die kinetische Gas-
theorie fiir ein verdiinntes Gas finden lehrt.

‘Wir haben dabei nur noch zu bemerken, dafl wir die Rech-
nung durchgefithrt haben, als wire ¢, fiir alle Molekeln konstant.
Diese Bedingung kénnen wir jedoch fallen lassen. Hiatten wir
etwa in der Volumeinheit ¥; Molekeln von einer Geschwindigkeit
zwischen ¢, und ¢, + d¢;, so wiirden sie einen Druck

vymyc}
=g

erzeugen. Analoge Ausdriicke wiirden wir fiir die iibrigen Ge-
schwindigkeiten erhalten, so daf schlieflich
z
p=2xm =%1— Zvof = %
wird, wobei jetzt ¢} den Mittelwert der Quadrate der Geschwindig-
keiten der Molekeln bedeutet.

‘Wir haben also wie frither durch die vereinfachte weniger
strenge Beobachtungsweise das Resultat erhalten, daB jener An-
teil des Druckes eines komprimierten Gases, der durch
das Passieren der Molekeln an einer Ebene erzeugt wird,
80 berechnet werden kann, als kimen gar keine Zu-
sammenstéB8e unter den Molekeln vor. Zu diesem Anteil
kommt dann noch jener hinzu, der durch die Férde-
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rung der Bewegungsgrofle infolge der Zusammenstsfe
der Molekeln entsteht. Die Summe beider Teile bildet den
Druck, der auf die Gefiwand ausgeiibt wird.

Uber den Mechanismus, wie das vor sich geht, brauchen wir
uns keine Vorstellung zu machen; denn die Gefilwand bleibt in
Ruhe, durch sie wird keine Bewegungsgrofe getragen, infolge-
dessen mul die an die GefiBwand in der Sekunde abgegebene
BewegungsgroBe gleich der oben berechneten sein und das ent-
spricht der Gréfe des Druckes.

Wir denken uns jetzt das Gefil durch eine ideale Wand
geteilt, die fir das erste Gas durchlissig, fiir das zweite undurch-
lassig ist. Das erste Gas wird daher
das ganze Gefil gleichméBig erfiillen,
das zweite soll sich sehr verdiinnt nur
in einem Teile des GefiBes befinden.
Gleichgewicht wird nur vorhanden
sein, wenn in beiden GefiSteilen das
erste Gas denselben Druck ausiibt;
denn nur so kénnen in einer gegebenen
Zeit gleich viel Molekeln die Wand
nach beiden Richtungen passieren. Die
Anwesenheit des zweiten Gases in
einem Teile des Gefifes #ndert daran
nichts; denn so oft sich eine Molekel
dieses ' Gases unmittelbar an der
Trennungswand befindet, bildet sie in
gleicher Weise ein Hindernis fiir die
eintretenden wie fiir die austretenden Molekeln des ersten Gases.
Es ist also nicht méglich, daf das erste Gas einen einseitigen
Uberdruck auf die Wand ausiibt, wohl erfihrt die Wand aber
durch das zweite Gas einen einseitigen Druck. Dessen Grife
kénnen wir leicht durch folgende Uberlegung finden.

Wir denken uns unsere Zwischenwand als ideale Ebene EE
(Fig. 11), parallel dazu eine zweite Ebene B’ E’. Die Entfernung
beider entspreche dem Halbmesser einer Molekel des zweiten
Gases, das sich auf der rechten Seite der Ebene E E befinden
soll. Jede Molekel des ersten Gases soll K E ungehindert passieren
konnen. Die Mittelpunkte der Molekeln des zweiten Gases be-
finden sich stets rechts von der Ebene E’'E’. Nur dann, wenn
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eine Molekel die Ebene EE trifft, fallt deren Mittelpunkt mit
der Ebene E' E' selbst zusammen. In diesem Falle, und zwar
nur in diesem wird von den Molekeln des zweiten Gases Bewegungs-
groBe an die Ebene abgegeben.

Dieses Refloktiertwerden des Mittelpunktes einer Molekel an
der Ebene E' E' konnen wir auch dadurch ersetzen, daB wir an-
nehmen, die Molekel wiirde ihren Weg nach dem Treffen von EE
in derselben Richtung fortsetzen, aber gleichzeitig trite eine
andere Molekel, deren Bewegung das genaue Spiegelbild beziiglich
der Ebene E'E’ ist, in den Gasraum rechts von EE ein.

Wollen wir jetzt den Druck wissen, den die auf die Wand
EFE auftreffenden Molekeln des zweiten Gases bewirken, so
handelt es sich nur darum, genau so wie frither die Bewegungs-
groBe zu suchen, die von den Molekeln des zweiten Gases durch
die Flicheneinheit der Ebene E’E’ in der Sekunde getragen
werden wird. Dieser Druck berechnet sich aber so, als wire
nur das verdiinnte zweite Gas vorhanden.

Die Forderung der BewegungsgroSe durch die Molekeln des
zweiten Gases kommt niamlich nicht in Betracht, da diese, wie
aus Fig. 11 leicht ersichtlich ist, durch die Wand E E nicht ge-
hemmt werden kénnen. Es treffe z.B. die Molekel II des zweiten
Gases auf die Molekel IIT des ersten. Das wird einen Sprung
der Bewegungsgrofe durch.die Ebene ¥ E bewirken. Eine solche
Forderung konnen aber nur die Molekeln des ersten Gases duych
die Ebene EE hervorrufen. Da dies von beiden Seiten im
selben Male geschieht, so darf diese Férderung fiir die Berech-
nung des Gesamtdruckes zwar nicht auBer acht gelassen werden,
ein einseitiger Uberdruck kann dadurch jedoch nicht entstehen.
Erst wenn das zweite Gas so verdichtet wird, daB es auch fir
sich allein das Boylesche Gesetz nicht mehr befolgt, muB bei der
Berechnung des Uberdruckes auch auf die Ausdehnung der Mo-
lekeln Riicksicht genommen werden. Diesen Fall ziehen wir aber
nicht in Betracht.

Auf eine verdiinnte tropfbar fliissige Lésung an-
gewendet, stellt uns das erste Gas das Lésungsmittel, das zweite
die geloste Substanz dar. Der Uberdruck, den das zweite Gas
hervorbringt, ist identisch mit dem osmotischen Druck.

Es ist damit dargetan, daB wir fiir die Berechnung des
osmotischen Druckes so vorgehen kénnen, als wire das Lésungs-
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mittel gar nicht vorhanden, wihrend die geloste Substanz allein
im gasformigen Zustande im GefiB existieren wiirde. Die For-
meln fiir den osmotischen und den Gasdruck sind
vollig identisch.

XIll. Der innere Druck einer verdiinnten Losung.

Der Druck, welcher dem StoBe der Fliissigkeitsmolekeln das
Gleichgewicht hilt, setzt sich zusammen aus dem inneren Druck
der Fliissigkeit und dem &uBeren Druck, der fiir gewdhnlich der
Luftdruck ist. Bringen wir eine Zelle mit halbdurchlissiger
Wand, die mit einer Lésung gefiillt ist, in das reine Losungs-
mittel, so zeigt sich, dab das Lésungsmittel so lange in die Zelle
diffundiert, bis im Inneren eine Druckerhdhung stattfindet, die
dem osmotischen Druck entspricht. Fiir diesen Fall ist also
nach dem fritheren der Gesamtdruck der Lésung immer um den
osmotischen Druck hoher als der Gesamtdruck, unter dem das
Losungsmittel steht. Daraus folgt unmittelbar, da eine ver-
diinnte Losung denselben inneren Druck besitzen muf
wie das reine Lésungsmittel. Dabei vernachlissigen wir
natiirlich die Voluminderung, die eine Lésung durch Erhohung
des suBeren Druckes um den osmotischen Druck erfihrt; denn
durch eine solche wiirde ja auch der osmotische Druck ein anderer.

Die Sache wird vielleicht durch folgende Uberlegung noch
durchsichtiger. Wiren keine Kohésionskrifte vorhanden, so
miifte der gesamte thermische Druck, d.i. die Summe aus
#uBerem und innerem Druck durch den #uBeren Druck im Gleich-
gewicht gehalten werden. Der Druck der Losung, gleichviel ob
guberer oder thermischer, ist um den osmotischen Drutk grofer
als jener des reinen Losungsmittels. Wir filhren nun wieder
Kohssionskrafte ein. Der Unterschied der &uBeren Drucke soll
sich nicht #ndern. Die thermischen Drucke bleiben unverindert.
Die duBeren Drucke miissen sich demnach um gleiche Grofien ver-
ringern, nimlich um den in Loésung und reinem Lésungsmittel
gleich groBen inneren Druck.
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XIV. Die Dampfspannung verdiinnter Losungen.

Denken wir uns einen Teil, etwa 1 Prom. der Molekeln des
reinen Lésungsmittels gekennzeichnet, ohne daB dadurch ihre
Eigenschaften geéindert wiirden, so werden sich diese ,gekenn-
zeichneten“ Molekeln gleichméfig in der Flissigkeit verteilen.
Fir die Dampfspannung nehmen wir nun an, daf der Dampf
gesittigt ist, wenn in der Sekunde ebensoviel Molekeln von der
Fliissigkeit in den Dampf als umgekehrt iibertreten. Wegen der
gleichmiBigen Verteilung der Molekeln wird dann auch im Dampf
1 Prom. der Molekeln aus ,gekennzeichneten“ bestehen. Die
n@ekennzeichneten“ sollen jetzt bei Beibehaltung ihrer sonstigen
Eigenschaften die Fahigkeit verlieren, sich aus der Flissigkeit zu
entfernen. Es muf dann der gesittigte Dampf die gekennzeich-
neten Molekeln verlieren, weil diese wohl in die Fliissigkeit hinein,
aber nicht mehr heraus kénnen. Zwischen den nicht gekennzeich-
neten Molekeln wird aber das Gleichgewicht bestehen bleiben;
denn von diesen werden ja auch weiterhin ebensoviel nach der
einen Richtung wie entgegengesetzt fliegen. Der Dampfdruck
ist also jetzt klpiner als frither.

An dieser Uberlegung éndert sich nichts, wenn wir die ,ge-
kennzeichneten“ durch die Molekeln einer Substanz ersetzen, die
aus der Losung in den Dampf nicht itbergeht. In der Losung
spielen sie, wie wir gesehen haben, genau dieselbe Rolle wie
frither die ,gekennzeichneten“ Molekeln. Es ist der innere Druck
in einer verdiinnten Liosung genau derselbe wie im reinen Lésungs-
mittel, die gelosten Molekeln konnen jedoch infolge der grofen
Anziehungskrifte, welche die Fliissigkeit auf sie ausiibt, die Ober-
fliche der Fliissigkeit nicht verlassen. Die Zahl der Molekeln des
Lésungsmittels, die jetzt in der Sekunde in die Fliissigkeitsober-
fliche kommen, ist im selben Mafle kleiner als in unserem fin-
gierten Falle. Im selben Mafle mufl auch die Dichte des Dampfes
und unter der Voraussetzung, daf fir den Dampf das Boyle-
Charlessche Gesetz gilt, der Dampfdruck kleiner werden. Nennen
wir daher die Zahl der Molekeln des Lésungsmittels - in der
Volumeinheit N, die Zahl der darin befindlichen Molekeln des
Gelosten #, den Dampfdruck des reinen Lésungsmittels p, jenen
der Losung p/, so mub die Dampfdruckerniedrigung p — p’ sich
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zum Druck p verhalten wie n zu N 4 » oder, da wir bei ver-
dinnten Lésungen # gegen N vernachlissigen konnen, erhalten
wir die Gleichung )
b—p _ 7
» N’
das von Raoult empirisch gefundene Gesetz.
Wir fanden fir den Dampfdruck einer Flussigkeit (S. 123)
r
p=Pe BT
Gleicherweise erhalten wir fir eine verdiinnte Losung
rl
p' = P'e ET,
Hier ist fiir P’ der thermische Druck zu setzen, den das Losungs-
mittel fiir sich allein ausiibt. Fir + ist die Verdampfungswirme
des reinen Loésungsmittels aus der Losung zu nehmen.
‘Wir kénnen nun beweisen, dall

P P

PP

sein muB. Wir wissen, daf der thermische Druck einer ver-
diinnten Lésung gleich jenem des reinen Losungsmittels ist.
Ferner hat am thermischen Druck eine Molekel des Gelosten im
Mittel denselben Anteil wie eine Molekel des Liésungsmittels.
Das geht ohne weiteres aus unseren fritheren Betrachtungen
hervor. Wir fanden, daB sich der thermische Druck zusammen-
setzt aus einem Teile, der nach der kinetischen Formel des Boyle-
Charlesschen Gesetzes berechnet wird, und jenem Teile, der aus
der Forderung der BewegungsgroBe entspringt. Der erste Teil
ist nur von der Zahl der Molekeln, nicht aber von der Natur des
Stoffes abhingig. Er ist deshalb im reinen Losungsmittel und
in der Losung derselbe. Dann mufl aber auch der zweite Teil
in beiden Flissigkeiten derselbe sein, und da der Anteil, den die
Molekeln des Liosungsmittels nehmen, in derselben Weise entsteht
wie im reinen Liosungsmittel, also jede Molekel denselben Betrag
liefert, sei es in der Losung oder im reinen Losungsmittel, so
mull wiederum auch jede Molekel des Gelosten ebensoviel liefern
wie eine des Loésungsmittels; denn nur so koénnen sie sich zu
dem Resultat gleicher thermischer Drucke in der Lésung und im
Lésungsmittel erginzen.
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Haben wir daher # Mole in N Molen gelést, so erhalten wir
die Gleichung ?_N +n.
PP N
Von frither wissen wir, daf

!

p—y _p—p _n
p pl N,
was.wegen des geringen Unterschiedes von p und p’ ohne weiteres
einleuchtet. Wir erhalten somit weiter

513
oder £=_"_+1=-N+”_
p N N
Somit ergibt sich tatsdchlich die Gleichung
»__ P
pl — P .

Daraus folgt dann auch, daB r = 7' sein muB, d. h. verdiinnte
Lésung und reines Lésungsmittel haben dieselbe Ver-
dampfungswirme.

Der Siedepunkt ist durch jene Temperatur definiert, bei
welcher der Dampfdruck gleich dem Druck einer Atmosphire
wird. Suchen wir daher die Siedepunktserhéhung 4T einer
Losung, so ist dies jene Temperaturerhohung, die den Dampf-
druck der Losung p' gleich dem Dampfdruck p des reinen Losungs-
mittels bei seiner Siedetemperatur T' macht. Aus den von uns
gemachten Annahmen fiir eine ideale Fliissigkeit (S. 115) ist P
von der Temperatur unabhingig. Stellen wir daher die Gleichungen

r r
p=Pe B? und p' =p==Pe¢ RT+ID
auf, so haben wir unter P und P’ Konstanten zu verstehen.
Somit ist wieder n
P = .P / (1 + ﬁ),

woraus wir die Gleichung

r r
n — e —_—————————
(1 +ﬁ)e RT — , R(@T+4T)
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n
erhalten. Fir 1 4 1% schreiben wir e¥, dann ist

oder
n r r r (1 AT)
—_——_— = —_—— —_—— H
N T RT(I-}—AT RT T
das ergibt weiter
ar=2212
- r N’

die fiir die Siedepunktserhéhung bekannte Formel.

XV. Die Gefrierpunktserniedrigung
verdiinnter Lésungen.

Wir wollen unter méglichst einfachen Annahmen einen festen
Korper konstruieren. Wir denken uns, daB die Molekeln des-
selben kugelférmig und analog wie die Molekeln einer idealen
Flussigkeit oder eines Gases in lebhafter Bewegung sind. Kiihlen
wir eine Fliissigkeit bis zum Gefrierpunkt ab, so wird die Ge-
schwindigkeit der Molekeln immer kleiner. Beim Gefrierpunkte
haben wir nun anzunehmen, daB, sobald die Molekeln eine be-
stimmte Anordnung ihrer Lage besitzen, die Krifte, die sie auf-
einander ausiiben, derartig grof sind, dal sie ihre gegenseitige
Lage von selbst nicht mehr dndern kénnen. Mit noch weiter ab-
nehmender Temperatur sgoll sich an dieser Anordnung nichts
dndern. Nichtsdestoweniger werden wir nicht eine Stabilitit im
gewohnlichen mechanischen Sinne haben, sondern die Molekeln
werden sich in lebhafter Bewegung um ihre Gleichgewichtslage
befinden. Auch die Geschwindigkeiten der Molekeln werden sich
bestindig #ndern und nur deren Mittelwert wird fir eine be-
stimmte Temperatur ein konstanter sein.

Es wird daher an der Oberfliche des festen Korpers vor-
kommen, daf Molekeln Energien erlangen, die groBer sind als die
Arbeit, die notwendig ist, um eine Molekel von der Oberfliche

Jager, Die Fortschritte der kinetischen Gastheorie. 10
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loszureilen, d. h. auch der feste Korper wird verdampfen konnen,
bzw. einen bestimmten Dampfdruck besitzen. Dessen Grofe
kénnen wir nun genau so bestimmen wie den Dampfdruck einer
nidealen“ Flissigkeit. Wir kénnen also die Vorginge an
der Oberfliche fester und fliissiger Kérper fiir die Rech-
nung als vollstindig identisch auffassen.

Fiir den Dampfdruck p, einer Fliissigkeit beim Gefrierpunkt,
der fiir den festen und flissigen Korper derselbe sein mufB, weil
sonst der Dampf bei gleichzeitiger Anwesenheit der festen und
flissigen Phase nicht im Gleichgewicht wire, konnten wir die
Formel aufstellen

r
po = Ce ET,

wobei C eine Konstante, 7, den Gefrierpunkt bedeutet. Fiir den
festen Korper erhalten wir gleicherweise
—rtl
Do = C'e RTO,

wobei r 4 I jene Warmemenge bedeutet, die aufgewendet werden
mub, um 1g der festen Substanz zu verdampfen; I ist also nichts
anderes als die Schmelzwirme des festen Koérpers. Die Gleich-
stellung dieser beiden Ausdriicke ergibt

r r l

Ce BT = (¢ Bh.¢ ED

oder .

C=Ce¢ ED,

Wie fiir die Molekeln einer idealen Fliissigkeit miissen wir
auch fiir jene des festen Korpers das Maxwellsche Geschwindig-
keitsverteilungsgesetz annehmen.

Nennen wir ¥ die Zahl der Fliissigkeitsmolekeln, die in der
Sekunde die Flicheneinheit einer durch sie gelegten idealen Ebene
passieren, v' dieselbe Zahl fiir den festen Korper, so muB, da C
und (' die inneren Drucke beider Korper bedeuten,

v C
v
gein, d. h. wir kénnen auch schreiben

1
v=1e BH, . .. ... (42
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Denken wir uns die Flissigkeit und den festen Korper in Be-
rithrung, so gilt fiir die Berithrungsfliche, daf im Falle des
Gleichgewichtes ebensoviel Molekeln in der Sekunde von der
Flissigkeit zum festen Korper wie umgekehrt fliegen miissen.
Wir kénnen nu; v auch als die Zahl der Flissigkeitsmolekeln an-

sehen, die in d r Sekunde die Flicheneinheit der Oberfliche des
]

festen Korpers treffen, und o' e ETo igt jener Teil der Zahl v’ der
gegen die Flissigkeit fliegenden Molekeln des festen Korpers, die
tatsachlich in die Flissigkeit iibertreten, die also die Oberfliche
des festen Korpers tatsichlich verlassen. Die letzte Gleichung
gibt uns somit die Bedingung fiir den Fall des thermischen und
mechanischen Gleichgewichtes zwischen Fliissigkeit und festem
Korper.

Haben wir den Korper in fester und fliissiger Phase und
setzen der Fliissigkeit eine geringe Menge einer sich losenden
Substanz zu, so wird, wie wir frither gezeigt haben, die Zahl v
vermindert, und zwar so, dall die Verminderung zu v sich verhilt
wie die in der Volumeinheit der Losung vorhandene Anzahl der
Molekeln der geldsten Substanz zur Zahl der Molekeln, die das
reine Losungsmittel in demselben Volumen besitzt. Es werden
somit vom festen Korper zur Flissigkeit mehr Molekeln iiber-
treten als umgekehrt. Wir haben kein Gleichgewicht mehr, es
wird der feste Korper schmelzen. Wohl kénnen wir aber das
Gleichgewicht wieder herstellen, wenn wir die Temperatur des
Ganzen erniedrigen.

Nach Gleichung (42) ist ja die Zahl der vom festen Korper

1
in die Losung iibertretenden Molekeln v'¢ 7o, die Zahl der aus
der Losung zum festen Korper iibertretenden ist aber jetzt kleiner,

néamlich v — %1}, wenn sich wie frither # Molekeln der Substanz

in N Molekeln des Losungsmittels befinden. Soll das Gleich-
gewicht hergestellt werden, so haben wir nach Gleichung (42) die
Temperatur T, um einen bestimmten Betrag A T' zu erniedrigen,
so daB
n _—t
Vv — —ﬁ‘v — v'e RB(THo—4T)

10*
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wird. Nach unseren Voraussetzungen mu8 4 T gegen T, ebenso
wie # gegen N klein sein. Wir kénnen daher schreiben
1 1 4T 4T
To— AT ( Aﬁ 1xbfn) E+7T
ol —7,
o

Dies, auf obige Gleichung angewandt, ergibt

1 1 1
n — e AT —_—— 4
v—lTrv=v’e BTy, ¢ BT —9le BT0<1—R—T?AT>.

Unter Heranziehung der Gleichung (42) erhalten wir weiter
1

[}
”—;_ve RT;- RT“’AT
oder "
N~ RWAT
also AT___.RToa,Z‘_
- 1 N

Das ist aber nichts anderes als die von van 't Hoff zuerst
aus thermodynamischen Betrachtungen gewonnene
Gleichung fiir die Gefrierpunktserniedrigung von Lé-
sungen.

Wir haben zu unseren Ausfiithrungen nur noch folgendes zu
bemerken. Bei der Ableitung der Dampfspannungserniedrigung
benutzten wir den Satz, daf die Verdampfungswirme dieselbe ist,
ob wir das reine Losungsmittel direkt oder aus einer verdiinnten
Losung verdampfen. Dasselbe mu$ fiir die Schmelzwirme gelten,
wenn wir unsere fritheren Uberlegungen als giiltig ansehen wollen.
DaB dies der Fall ist, 1aBt sich aber leicht nachweisen.

Wir wollen den Schmelzpunkt unter dem Druck einer At-
mosphéire T nennen. Die betrachtete Fliissigkeit sei Wasser
— o8 JiBt sich mit jeder anderen Fliissigkeit dieselbe Betrachtung
durchfithren —, so wird bei hoherem Druck der Schmelzpunkt
erniedrigt. Fiir einen bestimmten Druck sei diese Erniedrigung
A4 T. Wir nehmen nun folgenden ProzeB vor. Wir erwirmen
l1g Eis von der Temperatur Ty — 4 T auf die Temperatur 7,
und schmelzen es dann. Wir haben dabei die Wirmemenge
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¢ 4 T 4 1, zuzufithren, wenn ¢, die spezifische Wirme des Eises
ist. Wir konnen aber auch unter héherem Druck bei der Tem-
peratur Ty — 4 T' 1 g Eis schmelzen, was die Wirmemenge I er-
fordern soll, und das Wasser auf 7T, erwirmen. Die gesamte
erforderliche Wirmemenge ist also I 4 ¢, 4 T, wobei ¢,, die spe-
zifische Warme des Wassers ist. Die Arbeit beim Zusammen-
driiccken bzw. Ausdehnen des Korpers haben wir als sehr klein
vernachlissigt.

Da wir bei den Prozessen vom selben Anfangszustand aus-
gehen und zum gleichen Endzustand gelangen, so mulB

cedT+ 1l =14+ codT
l=1y—(w—c)d4T . . . . .. (43)

sein. Wire ¢, = ¢,, so wiirde I =— [;, d. h. die Schmelzwirme
wire von der Temperatur unabhingig. In erster Anniherung
werden wir das annehmen konnen, wie wir es bei der Ableitung
der Gleichung fiir den Dampfdruck des Eises getan haben.

Wir fithren jetzt folgenden Proze durch. Wir lassen 1g
Wasser gefrieren und entziehen ihm dabei die Wirmemenge Z,.
Wir kiithlen das Eis um 47T ab, was den Wairmeentzug c, 4 T
verlangt. Nun bringen wir das Eis mit einer verdiinnten Losung
vom Gefrierpunkt 7y — 4 T zusammen und schmelzen es. Das
erfordert die Wirme I'. Jetzt erwirmen wir auf 7, miissen
also noch die Wiarmemenge ¢, T jenem Teil der Lésung zu-
fithren, der durch das Schmelzen des Eises entstanden ist. Und
nun pressen wir mit Hilfe einer halbdurchlissigen Wand 1g
Wasser aus der Losung heraus und sind so zum Anfangszustand
zuriickgekehrt. Die algebraische Summe der zugefiihrten Energien
mul fir den ganzen ProzeB gleich Null sein. Wir haben also

—lp—edT+ V4 codT =0.
Die Arbeit beim Herauspressen des Wassers aus der Liésung haben
wir nicht beriicksichtigt, weil dafiir eine #quivalente Wiarme-
menge der Losung entzogen werden muf. Awuch diese Gleichung
ibt
erg V=1, —(o—0) AT . . . ... (44)

Nach den Gleichungen (43) und (44) ist also tatsichlich I' = I,
wie wir frither vorausgesetzt haben. Allerdings haben wir die
spezifische Wirme der Losung gleich jener des reinen Losungs-

oder
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mittels gesetzt. Wir kénnen dies tun, denn ,bei nicht allzu
konzentrierten Lésungen kann man die Wirmekapazitit nahe
gleich derjenigen der Menge des in ihnen enthaltenen Wassers
setzen®.

In allen Ausfilhrungen iiber die Eigenschaften der Losungen
sind wir im wesentlichen der Darstellung G.Jégers?) gefolgt.

XVI. Emulsionen.

Wenn wir nachgewiesen haben, daB sich in einer verdiinnten
Losung beziiglich des osmotischen Druckes die geléste Substanz
genau so verhilt wie ein Gas, so braucht das fiir andere Eigen-
schaften nicht zuzutreffen. Es leuchtet das ohne weiteres ein
bei makroskopischen Bewegungserscheinungen, wie z. B. bei der
inneren Reibung und Diffusion. Hier spielt das Lésungsmittel
eine wesentliche Rolle. Aber auch bei rein statischen Problemen
haben wir das Losungsmittel zu beriicksichtigen, z. B. immer dann,
wenn auf die Losung #ulere Krifte wirken.

Wir wollen annehmen, die Losung sei der Schwerkraft unter-
worfen. Hitten wir nur eine Mischung zweier verdiinnter Gase,
so wiirde sich jedes Gas so verhalten, als wire es fiir sich allein
vorhanden. Fiir jedes wiirde die Hohenformel gelten. Bei Gasen
unter hoherem Druck, bei welchem das Boyle-Charlessche Gesetz
nicht mehr als giilltig angenommen werden kann, gelangen wir
bereits zu uniiberwindlichen rechnerischen Schwierigkeiten. KEin-
facher wird jedoch wieder die Sache bei verdiinnten tropfbar
flissigen Losungen. Hier kénnen wir fiir viele Fille das Losungs-
mittel als inkompressibel ansehen. Jeder Korper, der sich in der
Flissigkeit befindet, wird nach dem Archimedischen Prinzip schein-
bar so viel an Gewicht verlieren, wie die von ihm verdringte
Fliissigkeitsmenge wiegt.

Fir die geloste Substanz gilt also scheinbar nicht die Iden-
titit zwischen tréger und schwerer Masse. Wollen wir demnach
das Maxwell-Boltzmannsche Verteilungsgesetz (S.75) auf die
geloste Substanz anwenden, so haben wir die Wirkung der Schwere

1) Ann. Phys. [4] 41, 854—865 (1913); 54, 463—480 (1918).
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in dem erwihnten Sinn zu beriicksichtigen. Allerdings ergibt
sich dabei wieder die Schwierigkeit, festzustellen, wie grol der
Raum ist, den die Molekeln des Gelosten tatsiichlich einnehmen.
d. h. welche Fliissigkeitsmenge von jeder Molekel des Geldsten
verdréngt wird.

Diese Schwierigkeit fillt weg, wenn wir die Teilchen der
gelosten Substanz gegeniiber den Molekeln des Losungsmittels als
grofl ansehen konnen, indem dann das Volumen der verdringten
Fliissigkeit dem Volumen der Teilchen gleichgesetzt werden kann.
Dies ist der Fall bei den sogenannten Emulsionen.

Geben wir z. B. Gummigutt oder Mastix in Wasser, so stellt
sich eine Art Losung her. Es zeigt sich aber, dal sich die Materie
nicht bis in ihre Molekeln zerlegt, sondern daf die Teilchen weitaus
grofer sind, ja so grof, dal sie mit einem guten Mikroskop wahr-
genommen und ihre Grofle gemessen werden kann.

Da bei der Ableitung des osmotischen Druckes das Verhalten
der gelosten Substanz nicht an eine Grenze der Grofie oder Masse
der Teilchen gebunden ist, so miissen sich die Teilchen einer
Emulsion physikalisch genau so wie die einer Losung verhalten.
Sie werden einen osmotischen Druck ausiiben, sie werden unter
dem Einflul der Schwere eine Verteilung annehmen wie ein Gas.

Wir konnen auf das Verhalten der Emulsionsteilchen bei
statischen Problemen die hydrostatischen Gleichungen anwenden. Es
gilt fiir eine Kraft parallel zur z-Achse die Gleichung ¢ X — g—s =0,
wenn wir unter X die Kraft auf die Masseneinheit der Fliissigkeit
(des Gases, des Gelésten) verstehen. Denken wir uns z. B. die
x-Achse senkrecht nach oben gerichtet, so wird beziiglich der

Schwerkraft X =— — g, wenn wir unter g die Beschleunigung der
Schwere verstehen. Unsere Gleichung konnen wir dann schreiben
ap
a; - 09
da ferner » H
0 M
(S. 8) ist, so ergibt sich weiter
RT do Mg
d —_— e — .
p= I —d o, also 0 RT dzx.
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Die Integration liefert
_ My — Mg

lp_—ﬁm+kmst oder 1o —19, = BT
wenn wir fiir x — 0, ¢ = @, haben. Da @ proportional der
Anzahl N der Molekeln in der Volumeinheit ist, 50 haben wir
N, _ Mg,
N RT™

Ziehen wir verschiedene Gase in Betracht, aber so, daf wir

lgo—l‘):lo—go:l

immer jene Hohe x aufsuchen, fiir die Ny denselben Wert an-

Mgz
RT
Wert haben. Wenn wir also ein zweites Gas vom Molekular-
gewicht M’ haben, so wird unsere Forderung fiir eine Hohe 2’
gelten derart, da

nimmt, so mufl der Ausdruck natiirlich immer denselben

Mgz Mg
RT ~— RT
oder Mz — Mo

ist. Suchen wir also etwa fiir zwei Gase jene Hohen x und &/,

fiir welche Q 2 wird, so mub

/
%:%.-.-.....(45)
sein.

Das konnen wir auch auf die Verteilung einer Emulsion unter
dem EinfluB der Schwere iibertragen, wenn wir das eingangs Er-
wiihnte beriicksichtigen. Fiithren wir die Dichte ¢ =— Nm ein,
so verstehen wir unter m die trige Masse eines Teilchens. Hat

47rs
dieses Kugelgestalt und ist seine Dichte 6, so ist m — o.

Infolge des Auftriebs, den es im Losungsmittel erfahrt, ist aber
der Einfluf der Schwere ein geringerer. Wir miissen fiir das

M 4mrd
Teilchen die scheinbare Masse m’' — ——— (6 — 6') einfiihren,

3 ’
—0
wenn 6’ die Dichte des Lésungsmittels ist. Esist alsom’—=m g p

0 —
Ebenso ist in Gleichung (45) anstatt

und ebenso @' = ¢
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M die GroBe

M’ einzufithren und wir erhalten die Beziehung

M o
M~z 6—0d

Hitten wir also eine Emulsion von gleich grofen Teilchen
und kénnten wir die GrofBe dieser Teilchen mit dem Mikroskop
bestimmen, so wire uns die Masse eines Teilchens gegeben. Da
sich die Molekulargewichte wie die Massen der Molekeln verhalten,
so konnen wir in unserer Formel M und M’ auch als die Masse
einer Molekel beziiglich eines Emulsionsteilchens ansehen. Es sei
z. B. M die Masse einer Wasserstoffmolekel, M’ die Masse eines
Gummigutteilchens. Wir kénnen nun mit Hilfe der Hohenformel
leicht jene Héhe z berechnen, fiir welche die Dichte des Wasser-
stoffs halb so groB ist wie auf der Erdoberfliche. Kénnten wir
ferner etwa wieder mit dem Mikroskop Gummigutteilchen in ver-
schiedener Hohe zdhlen, so konnten wir die Hohe z' feststellen,
fiir welche die Zahl der Teilchen in einem bestimmten Volumen
die Hilfte wird. Wir hitten dann die Grofen M/, z, x'. Natiir-
lich ist uns auch die Dichte des Wassers 6’ und jene des Gummi-
gutts 6 bekannt. Wir haben dann alle Grofen um M, die
Masse einer Wasserstoffmolekel und schlieflich die Loschmidtsche
Zahl zu berechnen. In der Tat ist es J. Perrin!) gelungen, alle
Schwierigkeiten des Experiments zu iiberwinden und mit Hilfe einer
Gummiguttlésung die Loschmidtsche Zahl?) zu finden. Dabei
ist die Hohe, auf der die Dichte zur Hilfte abnimmt, nur ein
kleiner Bruchteil eines Millimeters. Fiir N wurde 6,8.102% ge-
funden.

Aus Perrins Versuchen ergibt sich das wichtige Resultat,
daBl die Theorie des osmotischen Druckes, angewendet auf Emul-
sionen, zu keinen Widerspriichen mit der Erfahrung fiihrt.

1) ,Die Atome.“ Deutsch von A. Lottermoser. Dresden, Th.
Steinkopf, 1914.
" 2) Loschmidts Name kommt in Perrins Buch nicht vor.



— 154 —

XVIl. Die Brownsche Bewegung.

Der Botaniker Brown?) hat die Entdeckung gemacht, daB
in Wasser suspendierte Gummigutteilchen, die mit einem stark
vergroBernden Mikroskop noch beobachtet werden kénnen, sich
in konstanter lebhafter Bewegung befinden. Man nennt nach
ihrem Entdecker diese Erscheinung die Brownsche Bewegung.
v. Smoluchowski?) und Einstein?) fithrten diese Bewegung
auf thermische Bewegungen der Fliissigkeitsmolekeln zuriick.

Die Wahrscheinlichkeit, da ein Teilchen in der Zeit ¢ die
Fihigkeit erlangt, einen Weg zuriickzulegen, dessen Projektion
auf die z-Achse eines Koordinatensystems eine GroéBe zwischen
& und £ 4+ d& besitzt, se1 f (§)d&. Die Funktion £(£) muB dle

Eigenschaft haben, da.BI f (g)d& = 1 und f(— &) = f(&) ist.

Die Volumeinheit entha.lte N Teilchen. In einer Schicht
vom Querschnitt 1 und der Dicke dx befinden sich somit deren
Ndwx. In der Zeit { werden von diesen Ndzf(£)d & die Schicht
verlassen und den Weg £ zuriicklegen, und zwar wird dies sowohl
nach der positiven wie nach der negativen Seite der Schicht er-
folgen. Wenn die Schicht in der Entfernung z von der y z-Ebene
liegt, so werden in der Zeit ¢ diese Molekeln von rechts nach links
durch die Flicheneinheit der yz-Ebene gehen, wenn £ >z ist.
Die Zahl simtlicher Teilchen derselben Eigenschaft ist daher

N dx_‘.f (§)dé. Wenn wir nun die Zahl aller Teilchen, die aus
x

allen Schichten von rechts nach links durch die y #~-Ebene wandern,
wissen wollen, so haben wir zu bilden

[xasfr@at

Die Teilchen seien nun so verteilt, daf
.N = No —ax

1) Pogg. Ann. 14, 294 (1828).
2) Ann. 4. Phys. 21, 756 (1906).
5) Ann. d. Phys. 17, 549 (1905); 19, 371 (1906).
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ist. Unser letzter Ausdruck wird daher
(o —azyasfrEas.
? z

Wenn wir uns die z-Achse entgegengesetzt gelegt denken, so
finden wir ganz analog die Zahl der Teilchen, die durch die
y z-Ebene von links nach rechts gehen; nur haben wir dann

N=N,+ax

zu setzen und die Teilchenzahl wird
f@+anas(r@as
0 x

Wenn wir von dieser Zahl die frithere subtrahieren, so erhalten wir
die Zunahme der Teilchen auf der rechten Seite. Diese ist also

2a .rwdxrf(’g') dE.

Es ist also die Integration iiber alle £ zu erstrecken, die
grober als # sind, und dann nach # von 0 bis co. Wenn wir die
Integrationsgrenzen vertauschen, so haben wir iiber alle x zu
integrieren, die kleiner als £ sind, und dann iiber £ von 0 bis oo.
Es ist also

oo oo

2a-"xdm“-f(§)d§=2aff(§)d§f:cdx

oe oe + oo
=2a{r@ae-5=afor@ar=2{er@a

Wenn wir mit 5?2 den Mittelwert aller £2 iiber die Zeit ¢ be-
zeichnen, so kénnen wir schreiben

+ oo _ toe
[er®as=8[r@ae

!
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+ oo
Da aber jf (§)dE = 1 ist, so ist die Zahl der in der Zeit ¢ durch

die Fliacheneinheit wandernden Teilchen *

+ oo —
af., ak? dN
s [er@ae=""=—p:,

wenn wir unter D den Diffusionskoeffizienten verstehen (S. 45 f£.).

Es ist aber —-id-—l—tr = a, somit

dx
af®  Bd4AN__ dN
2 T T ads . P
daher
g2 —= 2Dt

Legen wir demnach zur Zeit { — 0 durch ein Teilchen eine Ebene,
so entfernt es sich im Laufe der Zeit so von dieser Ebene, daf
das mittlere Quadrat der Entfernung proportional der Zeit ist.
Dies wurde von A. Einstein vorausgesagt und durch die Beob-
achtung bestitigt.

Wir haben im Abschnitt XVI kennen gelernt, daB fiir die
Emulsionen der osmotische Druck genau so gilt wie fiir Lsungen.
‘Wir nehmen an, daf wir parallel zur z-Achse eines Koordinaten-
systems ein Konzentrationsgefille haben. Wir denken uns ein
Elementarparallelepiped von den Kanten o, 8, ¢ parallel zu den
drei Achsen. An der linken Seitenfliche wirke der osmotische Druck

p, an der rechten p' = p —I—Z—iu, Die Kraft, die das Prisma
nach rechts erfihrt, ist

dp mc? dN
— —_———— T e — —_—
Br—p) aa"B7 5 eBro
c?
da jap=N’3nc ist.

Diese Kraft wirkt auf ooy N Molekeln. Nennen wir die
Kraft auf eine Molekel K, so ist

aN

me?
afy NK = —7“57-‘1‘;,



oder med AN
N == 3z
nmet . . .
Da 3 = R T ist, falls # die Zahl der Molekeln in einem Mol
bedeutet, so ist
NE— _BTaN
n dx

Es hat nun Stokes gezeigt, daB eine Kugel vom Radius r,
die sich in einer Flissigkeit vom Reibungskoeffizienten % befindet,

unter dem Kinflub einer Kraft K die Geschwindigkeit

6mxnr
: . . .1 ., NK
annimmt. Es wandern daher durch die Flicheneinheit T
Teilchen. Dieselbe Zahl kénnen wir aber auch durch — D%i!
ausdriicken. Wir haben also
NK dN
6mqr D dx
oder RTAN iN
Daraus ergibt sich schlieilich
RT 1
D= n 6myr’

oder, da nach dem Fritheren £2 = 2 D¢ ist,
1_ET
3xyr n

F—

Verfolgen wir daher die Wanderung eines Teilchens durch lingere
Zeit und bilden £2, so kénnen wir bei bekanntem Teilchenradius die
Loschmidtsche Zahl, oder mit Benutzung der Loschmidtschen
Zahl die TeilchengrsBe finden.

Freilich diirfen wir dabei nicht vergessen, daf wir einen
logischen Sprung gemacht haben; denn die Beziehung zwischen



— 158 —

£ und D haben wir aus der Voraussetzung abgeleitet, daB die
Teilchen aufeinander gar keine Wirkung ausiiben. Die Wanderung
der Teilchen unter dem Einfluf des osmotischen Druckes haben
wir aber so berechnet, als wiirden die Teilchen aufeinander wirken.
Ob dies gestattet ist, konnte entschieden werdem, wenn man
gleichzeitig in der Lage wire, Diffusionsversuche nach Art
der Untersuchungen von Léosungen und Beobachtungen der
Brownschen Bewegungen derselben Teilchen durchzufithren. Bei
Gummiguttemulsionen scheint sich die Richtigkeit unserer An-
nahmen zu bestitigen.
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