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Vorwort zur ersten Auflage. 

Die Firma "Friedr. Vieweg und Sohn" hatte die 
Güte, bei mir anzufragen, ob ich geneigt wäre, einen Beitrag 
für ihre "Sammlung naturwissenschaftlicher und mathemati
scher Monographien: Die Wissenschaft" zu liefern. Es 
wurde mir der Vorschlag gemacht, die Fortschritte der 
kinetischen Gastheorie zu behandeln. Ich konnte der Auf
forderung nicht sofort zustimmen, da mir das Vorwort der 
einzig dastehenden "Kinetischen Gastheorie" L. Boltz
manns in Erinnerung kam, in welchem es wörtlich heißt: 
"Schon oft wurde mir nahe gelegt, ein Lehrbuch über Gas
theorie zu schreiben. Speziell erinnere ich mich der ener
gischen Aufforderung Prof. Wro blewskis hierzu bei der 
Wiener Weltausstellung 1873. Als ich diesem gegenüber 
wenig Lust zeigte, ein Lehrbuch zu schreiben, da ich ohne
dies nicht wisse, wie bald mir die Augen den Dienst ver
sagen würden, antwortete er trocken: nEin Grund mehr, 
sich zu beeilen.« Jetzt, da ich diese Rücksicht nicht mehr 
nehme, scheint der Zeitpunkt für ein solches Lehrbuch 
weniger geeignet als damals. Denn erstens ist in Deutsch
land die Gastheorie, ich möchte sagen, aus der Mode ge
kommen, zweitens erschien soeben 0. E. Meyers bekanntes 
Lehrbuch in zweiter Auflage und widmet Kirchhoff in 
seinen Vorlesungen über Wärmelehre einen längeren Ab-
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schnitt der Gastheorie." Dadurch, daß sich Boltzmann 
zur Herausgabe einer kinetischen Gastheorie entschloß, 
schenkte er uns in Überfülle neue fruchtbare Gedanken, 
Resultate und Darstellungsmethoden. Allerdings erfordert 
es keine kleine Mühe, Boltzmanns Anschauungskreis sich 
zu eigen zu machen, was viele abschrecken mag, in die 
kinetische Gastheorie tiefer einzudringen. 

Werfen wir nun einen Blick auf die verschiedenen 
Lehrbücher der Physik, so finden wir darin die kinetische 
Gastheorie meist sehr stiefmütterlich behandelt. Die Lehr
bücher haben ferner gewöhnlich die Absicht, Theorien und 
Resultate in möglichst ökonomischer Weise vorzuführen, 
und nehmen in der Regel gar keine Rücksicht darauf, den 
Gegenstand so zu behandeln, daß er zur Weiterforschung 
anregt und anleitet. Gerade aber auf diesen Punkt beson
deres Gewicht zu legen, erscheint mir als wesentliche Be
dingung bei der Darstellung der letzten Fortschritte eines 
bestimmten Gebietes der exakten Wissenschaften. Mich für 
eine Theorie als Selbstzweck zu begeistern, gelingt mir 
sowie den meisten Physikern in nur sehr geringem Grade. 
Erst die Einsicht in ihren heuristischen Wert regt zum 
Studium einer. Theorie an. Diese Einsicht scheint nun im 
Laufe der letzten Jahrzehnte für die kinetische Gastheorie 
verloren gegangen zu sein, soll ja ein hervorragender Ver
treter der physikalischen Chemie geäußert haben: "Die 
kinetische Gastheorie hat nichts als die Erkenntnis gezeitigt, 
daß die innere Reibung der Gase vom Druck unabhängig 
ist." Sollte diese Anekdote auch nur erfunden sein, jeden
falls spiegelt sie die Ansicht wider, welche durch längere 
Zeit in wissen11chaftlichen Kreisen vorherrschend war. 

Während man aber gegen die Atomistik der Materie 
ankämpfte, entwickelte sich gleichzeitig ruhig die Atomistik 
der Elektrizität. Um für die elektrischen Erscheinungen 
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in Gasen einen Ausdruck zu gewinnen, verknüpfte man die 
Atomistik der Elektrizität mit jener der Materie und stand so 
wieder mitten in der kinetischen Gastheorie. Beachten wir 
noch, welchen großen Vorteil M. Planck aus der Anwendung 
der Methoden der kinetischen Gastheorie auf seine elektro
magnetische Strahlungstheorie zog, so scheinen wirklich für 
die kinetische Gastheorie wieder bessere Tage zu kommen. 
Diese Überlegung ermutigte mich, eine Darstellung der 
jüngsten Erscheinungen dieses Gebietes zu versuchen, soweit 
sie mir für den Physiker wesentlich erschienen und mit 
einfachen mathematischen und sonstigen Denkmitteln dar
stellbar waren. 

Indem ich nun aus bereits genannten Gründen nicht 
annehmen konnte, daß die älteren Resultate der kinetischen 
Gastheorie allgemein bekannt sind, so sah ich mich leider 
genötigt, als Einleitung eine kurze Darstellung derselben zu 
geben und damit einen größeren Teil des zur Verfügung 
stehenden Raumes der Einleitung zuzuweisen, als es ge
wöhnlich üblich ist. Obgleich dadurch die Darstellung der 
"Fortschritte" dem Umfange nach beschränkt wurde, so 
glaube ich doch, daß in der gewählten Form das Werkchen 
den Lesern willkommener sein dürfte. 

Der beschränkte Raum machte es ferner notwendig, 
nur eine bestimmte Anschauungsweise zum Ausdruck zu 
bringen. Ich wählte durchwegs jene Theorie, welche die 
Gasmolekeln als vollkommen elastische Kugeln annimmt, 
die Anziehungskräfte aufeinander ausüben. Es scheint mir 
diese Annahme besonders für die Physik nicht idealer Gase 
und Flüssigkeiten am ehesten einen Fortschritt zu ver
sprechen. 

Wien, im Dezember 1905. 

G. Jä.ger. 
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Vorwort zur zweiten Auflage. 

In der neuen Auflage wurde die bewährte Anordnung 
des 'Stoffes der ersten Auflage beibehalten. Es erwies sich 
als überflüssig, wesentliche Textänderungen vorzunehmen, so 
daß sich der Verfasser im ganzen begnügen konnte, die 
neuesten Erscheinungen anzufügen. Diese erstrecken sich 
auf die kinetische Theorie hochverdünnter Gase, der Lösungen 
und Emulsionen. Natürlich war es auch hier geboten, sich 
auf das Allerwesentlichste zu beschränken. Es wurde bei der 
Darstellung durchwegs an der "klassischen" Theorie fest
gehalten. Die Beziehungen der Elektronen- und Quanten
theorie zur kinetischen Gastheorie wurden nicht aufgenommen, 
weil dies weit über den Rahmen dieser Schrift hinausgegangen 
wäre und wohl mehr als ein Gebiet für sich, denn als Teil
gebiet der kinetischen Gastheorie aufgefaßt werden muß. 

Wien, Ostern 1919. 

Der Verfasser. 
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Einleitung. 

Grundriß der kinetischen Oastheorie. 

1. Boyle-Charlessches Gesetz. 

Wir wollen annehmen, die Wärme sei eine bestimmte Art 
der Bewegung der kleinsten Teilchen der Körper. Die Theorie, 
welche auf Grund dieser Annahme die Eigenschaften der Gase 
darstellt, nennen wir die kinetische Gastheorie. 

Für die Bewegung der Gasmolekeln hat zuerst Daniel 
Bernoulli (Hydrodyn. 1738) bestimmte Vorstellungen gegeben, 
welche zwar wieder vergessen wurden, aber identisch sind mit der 
heutigen kinetischen Gastheorie. Erst Krönig (1856), Clausius 
{1857) u. a. entwickelten von neuem, ohne Bernoullis Werk zu 
kennen, dieselben Gedanken, die schon von Clausius zu großer 
Fruchtbarkeit gebracht und von späteren Forschern zu einem be
deutenden und wichtigen Teile der Physik ausgearbeitet worden sind. 

Nach der kinetischen Gastheorie nehmen wir an, die Mole
kein der Gase seien vollständig voneinander getrennt und bewegen 
sich geradlinig vorwärts. Für ein ruhendes Gas sind sowohl die 
Geschwindigkeiten über sämtliche Molekeln, als auch die Rich
tungen der Geschwindigkeiten über den dem Gase zur Verfügung 
stehenden Raum gleichmäßig verteilt. Den Molekeln schreiben 
wir eine gewisse Ausdehnung zu. Sie werden sich somit nicht 
ungestört durcheinander bewegen können, sondern sie werden 
Zusammenstöße erfahren und auch Stöße auf die Wand des 
Gefäßes vollführen, welches das Gas einschließt. Infolge der 
Zusammenstöße werden sich sowohl die Geschwindigkeiten als auch 
die Bewegungsrichtungen der Molekeln beständig ändern. Damit 
wir es aber mit einem stationären Zustande zu tun haben, das 
heißt, damit das Gas mit der Zeit seine Eigenschaften nicht 
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verändert, ist es notwendig, daß durch die Stöße die Geschwindig
keiten der Molekeln und deren Richtungen nicht verändert werden. 
Die Molekeln haben die Bedingung zu erfüllen , daß für einen 
Zusammenstoß sowohl das Gesetz von der Erhaltung des gemein
schaftlichen Schwerpunktes, als auch von der Erhaltung der 
Energie gültig ist. Setzt man diese beiden Gesetze voraus, so 
ist es nicht notwendig, noch weitere Annahmen über die Molekeln 
zu machen. Trotzdem hat man für viele Fälle, hauptsächlich um 
die Vorgänge der Rechnung zugänglich zu machen, die Molekeln 
eines Gases sich als vollkommen elastische Kugeln vorgestellt, 
welche alle dieselbe Masse und dieselbe Größe besitzen. Für den 
Zusammenstoß vollkommen elastischer Kugeln gilt ja ebenfalls das 
Gesetz von der Erhaltung des Schwerpunktes und der Energie, 
und da wir für ein ruhendes Gas annehmen müssen, daß die 
Geschwindigkeiten und Richtungen der Molekeln über den ganzen 
Raum gleichmäßig verteilt sind, so wird durch die Zusammen
stöße der Zustand des Gases nicht verändert, indem ja nach dem 
Zusammenstoße eine bestimmte Richtung und Geschwindigkeit der 
Molekeln ebenso wahrscheinlich ist wie vor demselben. 

Wir wollen nun noch voraussetzen, daß jede Molekel, welche 
die Gefäßwand trifft, von derselben zurückgeworfen wird wie eine 
vollkommen elastische Kugel von einer vollkommen glatten Wand. 
Wenn wir demnach die Geschwindigkeit einer solchen Molekel in 
zwei Komponenten zerlegen, deren eine senkrecht zur Wand, die 
andere parallel zu ihr gerichtet ist, so wird nach dem Gesetze 
des elastischen Stoßes letztere durch den Stoß nicht verändert, 
während die senkrechte Komponente einfach die entgegengesetzte 
Richtung annimmt. Durch den Stoß auf die Wand wird somit 
der Molekel nicht nur jene Bewegungsgröße entzogen, die sie vor 
dem Stoß senkrecht gegen die Wand besaß, sondern es wird ihr 
durch den Stoß eine neue Bewegungsgröße senkrecht zur Wand 
erteilt, welche gleich groß und entgegengesetzt der früheren ist, 
Die Molekel hat somit auf die Wand und nach dem Gesetze von 
der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung ebenso die Wand 
auf die Molekel eine Bewegungsgröße übertragen, welche gleich 
ist der doppelten Bewegungsgröße, die die Molekel vor dem Stoß 
senkrecht gegen die Wand besaß. Da wir annehmen müssen, 
daß für gewöhnlich die Zahl der Gasmolekeln in einem Gefäße 
eine sehr große ist, so erfolgen die Stöße auf die Wand sehr 
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zahlreich, so daß es den .Anschein gewinnt, als würde kontinuier
lich auf die Wände Bewegungsgröße übertragen, und jene Be
wegungsgröße, welche in der Zeiteinheit der Flächen
einheit der Gefäßwand zukommt, entspricht dann dem Druck 
des Gases, da wir ja die Größe einer jeden Kraft - und unter 
dem Gasdruck verstehen wir ja ebenfalls eine Kraft per Flächen
einheit - dadurch messen, indem wir bestimmen, wie groß die 
Bewegungsgröße ist, die sie in der Zeiteinheit auf eine bewegliche 
Masse zu übertragen imstande ist. 

Wir setzen nun weiter voraus, daß für den Fall, daß wir den 
Molekeln ein bestimmtes Volumen zuschreiben, wie wir es z. B. 
tun, wenn wir sie als vollkommen elastische Kugeln betrachten, 
dieses Volumen sehr klein sei gegenüber dem Raum, welcher einer 
jeden Gasmolekel zu seiner Bewegung zur Verfügung steht, oder 
anders ausgedrückt, der Raum, welchen die Molekel wirklich mit 
Materie ausfüllen soll, klein sei gegenüber dem Volumen des 
Gefäßes,· in welchem sich das Gas befindet. Für die Berechnung 
des Druckes eines Gases können wir dann von den Zusammen
stößen der Molekeln vollkommen absehen, indem, wie wir früher 
erwähnt hatten, die Verteilung der Geschwindigkeiten und Ge
schwindigkeitsrichtungen der Gasmolekeln derartig sein soll, daß 
sie durch die Zusammenstöße im Durchschnitt keine Veränderung 
erfahren. Wir können demnach für die Rechnung annehmen, daß 
die einzelnen Gasmolekeln und Geschwindigkeiten im Gefäße ihren 
Weg zurücklegen, bis sie auf die Gefäßwand auftreffen, von welcher 
sie dann nach den Gesetzen des elastischen Stoßes reflektiert 
werden. 

Im allgemeinen werden die Molekeln die verschiedensten Ge
schwindigkeiten besitzen. Da wir jedoch voraussetzen, daß die 
Zahl in dem der Betrachtung unterzogenen Raum eine sehr große 
ist, so wird auch immer eine bestimmte Zahl zwischen bestimmten 
Geschwindigkeitsgrenzen vorhanden sein, und es müssen natürlich 
auch diese Molekeln über den Raum gleichmäßig verteilt sein. 

Es sei nun N die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit, 
welche die Geschwindigkeit c besitzen. Wir stellen jetzt die Frage: 
Wie groß ist von diesen Molekeln die Zahl jener, welche gleich
zeitig mit der Normalen zu einem bestimmten Punkte der Gefäß.. 
wand einen Winkel einschließen, der zwischen .& und .& + d .& 
liegt? Wir finden diese Zahl auf folgende Weise: 

1* 
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Wir denken uns sämtliche Richtungen der Geschwindigkeiten 
von dem Mittelpunkt 0 einer Kugel ausgehend (Fig.l), so werden 
dieselben die Oberfläche der Kugel in Punkten durchstechen, welche 

Fig. 1. gleichmäßig die Kugelober
fläche erfüllen. Nennen wir 
die Zahl der Richtungen N, 
so gehen auf die Flächen
einheit der Kugeloberfläche 

0 A ~Punkte, wenn wir den 

Radius der Kugel gleich 
Eins setzen. Die Zahl der 
Richtungen, welche mit 
einer bestimmten Richtung 
0 A einen Winkel ein

schließen, der zwischen -3- und -3- + d lt liegt, wird nun folgender
maßen gefunden: 

Denken wir uns die Fig.l um OA rotierend, so beschreibt 
der unendlich kleine Kreisbogen B B' einen Kreis vom Radius B 0. 
Dieser Kreis ist gleichzeitig der Umfang einer Kugelzone, deren Breite 

BB'=d-3-
ist. Alle Punkte, welche auf dieser Zone liegen, entsprechen nun 
Richtungen, welche mit 0 A einen Winkel zwischen -3- und -3- + d -3-
einschließen. Die Zahl dieser Punkte verhält sich nun zur Gesamt
zahl wie die Oberfläche der Zone zur Oberfläche der Kugel, oder 

da die Zahl der Punkte auf der Flächeneinheit 4~ ist, so ist die 

Zahl der Punkte auf der Kugelzone gleich der Fläche der Zone 

multipliziert mit 4~ • Die Fläche der Kugelzone ist aber gleich 

dem Produkte aus Umfang und Breite der Zone. Der Umfang 
ist 2:n:BO und da 

BO = sin-3-

ist, so ist der Umfang 2 :n: sin -3-. Die Breite der Zone ist d -3-, 
somit deren Fläche 2 :n: sin -3-d -3- und die Zahl der auf ihr befind
lichen Punkte 

4~ 2 :n: sin -3-d -3- = ~ sin -3-d -3-. 
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Dies ist gleichzeitig die Zahl der Molekeln in der Volum
einheit unseres Gases, welche mit der Normalen an einem be
stimmten Punkte der Gefäßwand einen Winkel zwischen -3' und 
-3' + d -3' einschließen. 

Jede dieser Molekeln besitzt senkrecht gegen die Gefäßwand 
eine Geschwindigkeitskomponente c cos -3'. Beim Stoß auf die 
Wand wird sonach nach unseren früheren Erörterungen eine 
Bewegungsgröße 2 m c cos -3' auf die Wand übertragen, wenn wir 
mit m die Masse einer Mo-
lekel bezeichnen. Um nun 
die Zahl der Molekeln zu 
finden, welche in der Zeit
einheit die Flächeneinheit 
der Wand treffen, können 
wir folgendermaßen ver
fahren. 

Wir errichten auf der 
Flächeneinheit der Wand 
A A' (Fig. 2) einen Zylinder 

A--------~------~-----------~ 

0 

von der Seitenlänge c, dessen Achse mit der Normalen ,B 0. den 
Winkel -3- einschließt. Dieser Zylinder sei gleichmäßig erfüllt mit 
Molekeln, welche mit der Geschwindigkeit c parallel zur Zylinder
achse gegen die Gefäßwand AA' fliegen. Es werden somit in der 
Zeiteinheit sämtliche Molekeln, welche der Zylinder enthält, die 
Fläche A A' treffen. Da wir berechnen, daß die Zahl derartiger 
Molekeln in der Volumeinheit 

~ sin -3- d -3-

ist, so befinden sich in dem Volumen c cos -3' des Zylinders 

~ c cos -3' sin -3' d -3' 

solche Molekeln. Das ist auch die Zahl der Stöße, welche diese 
Molekeln in der Zeiteinheit auf die Flächeneinheit der Gefäßwand 
bewirken. Multiplizieren wir diese Zahl mit der Bewegungsgröße 
2mccos&, welche durch jeden Stoß an der Gefäßwand abgegeben 
wird, so erhalten wir den Druck, den diese Molekeln auf die 
Gefäßwand ausüben. Derselbe ist somit 

dp = Nmc2coss&sin&d& •..... (1) 
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Den wirklichen Druck, der in unserem Gefäße vorhanden ist, 
werden wir nun finden, wenn wir die Stöße aller Molekeln in 
Betracht ziehen, die gegen die Gefäßwand fliegen. Das sind aber 
alle jene Molekeln, deren Richtungen mit der Gefäßwand Winkel 

einschließen zwischen .& = 0 und .& = j· Wir erhalten sonach 

den Druck p, wenn wir die Gleichung (1) nach .& zwischen den 

Grenzen 0 und j integrieren. Dies ergibt 

" 7t 
2 2 

p = Nmc2 J cos2.ß'sin.&d.& = Nmc2 [- co~.&] = N;c2 
• 

0 0 

Hätten alle Molekeln in unserem Gefäße dieselbe Geschwindig
keit c, so wäre der Gasdruck durch die Gleichung 

Nmc2 
p=-3-

voll~tändig gegeben. 
Wir müssen aber annehmen, daß die verschiedenen Molekeln 

auch verschiedene Geschwindigkeiten besitzen. Es seien somit 
in der Volumeinheit v1 Molekeln mit der Geschwindigkeit c1 , 

v2 Molekeln mit der Geschwindigkeit c2 usw. vorhanden. So wird 
der Druck gegeben sein durch 

p = v1 mcf + v2 mci + ... = ~ vmc2 = m~ vc2 
3 3 -'..J 3 3~ . 

Nun ist aber 

wenn wir unter c2 den Mittelwert sämtlicher Geschwindigkeits
quadrate und unter N jetzt die Zahl sämtlicher Molekeln in der 
Volumeinheit verstehen. Welcher. Art demnach die Verteilung 
der Geschwindigkeiten unter den Gasmolekeln immer sein mag, 
auf jeden Fall erhalten wir für den Druck die Formel 

Nmc2 
p = -3-. . . . . . . (2) 
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Ist die Gesamtzahl der Gasmolekeln im Gefäße n, das Volumen 
des Gefäßes v, so ist die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit 

n 
N=-, 

V 

wonach wir aus Gleichung (2) die folgende erhalten 

nmc1 
pv =-3- ..... (3) 

Wir müssen natürlich annehmen, daß nm konstant ist; denn 
es ist dies ja nichts anderes als die Gesamtmasse des Gases. 
Bleibt die Temperatur des Gases ebenfalls konstant, so ändert 
sich nach unserer .Auffassung die innere Energie des Gases nicht, 
da .wir unter dem Wärmeinhalt nichts anderes als den Energie
inhalt des Gases verstehen. In unserem Falle beschränkt sich 
der Energieinhalt auf die gesamte kinetische Energie der Gas
molekeln, indem wir annehmen, daß zwischen diesen auf merkbare 
Entfernungen keine Kräfte wirksam sind, so daß die potentielle 
Energie gleich Null gesetzt werden kann. 

Die kinetische Energie einer Molekel ist nun m ; 2 
• Die 

Gesamtenergie oder der Wärmeinhalt des Gases ist somit 

~mc2 _ nmc2 

~2--2-· 

Soll diese Größe konstant bleiben, so muß Cii konstant bleiben. 
Danach ergibt sich bei ·konstanter Temperatur 

pv = const. 

Das ist das Boylasche Gesetz. 
Berücksichtigen wir jedoch auch die Temperatur, so gilt das 

Boyle-Charlessche Gesetz 

pv=RT, 

wenn wir unter T die absolute Temperatur und unter R eine 
Konstante verstehen. Diese Gleichung wird mit Gleichung (3) 
identisch, wenn wir Cii proportional der absoluten Temperatur T 
.setzen. Es wächst demnach das mittlere Quadrat der Geschwindig
keit der Molekeln oder deren kinetische Energie proportional der 
absoluten Temperatur. 
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Man bezieht das Boyle-Charlessche Gesetz gewöhnlich auf 
eineGrammolekel des Gases, kurz ein "Mol" genannt, das sind so viel 
Gramme des Gases , als das Molekulargewicht angibt. In diesem 

Fall wird die sogenannteGaskonstanteR = 8,3 Hi .1 07 ergd · Mit 
gra 

Benutzung dieses Wertes gilt dann für 1 g des Gases 

RT 
pv = M' 

wenn wir unter M sein Molekulargewicht verstehen. 

2. A vogadros und Gay-Lussaos Regel. 

Haben wir eine Mischung zweier Gase, so kommen dreierlei 
Arten von Stößen vor. Es können Molekeln des einen Gases mit 
gleichartigen zusammenstoßen, ferner Molekeln des anderen Gases 
mit gleichartigen und schließlich Molekeln des einen Gases mit 
Molekeln des anderen. Für jede dieser Arten von Zusammen
stößen soll aber wiederum das Gesetz der Erhaltung des 
Schwerpunktes und der Energie gelten. Es wird dies der 
Fall sein, wenn wir uns die Molekeln beider Gase wieder als 
vollkommen elastische Kugeln vorstellen, die jedoch für die ver
schiedenen Gase auch verschiedene Größe und Masse besitzen 
sollen. 

Es haben nun zuerst J. Cl. MaxwelJl) und später andere2) 
gezeigt, daß in einer Mischung zweier oder auch mehrerer Gase 
der Durchschnittswert der kinetischen Energie einer Molekel für 
alle Molekeln gleich groß ist, was übrigens schon Clausius an
genommen hat. Bezeichnen wir demnach für die verschiedenen 
Gase die Massen der Molekeln mit m, m', m", ... und die zu
gehörigen Geschwindigkeitsquadrate mit c2, c12, c112, ••• , so muß 
für die Mischung dieser Gase, vorausgesetzt natürlich, daß das 
Gas im mechanischen und im Wärmegleichg~wicht sich befindet, 
gelten 

m cll m' c'2 m" (/12 
2=-2-=-~-= .. ·=" .... (4) 

1) Phil. Mag. (4) 19, 25 (1860). 
i) Siehe v. Lang, Theoretische Physik, 2 . .Aufl., 8. 691. 



9 

Es liegt nun kein Grund vor, anzunehmen, daß das Verhalten der 
Gase ein anderes wäre, wenn jedes für sich allein bei derselben 
Temperatur vorhanden wäre. Ob demnach die Gase getrennt oder 
gemischt sind, wir nehmen an, daß für ein und dieselbe Temperatur 
die Gleichung ( 4) gültig ist. Wir stellen nun verschiedene Gase 
unter gleichen Druck und gleiche Temperatur. Dann gilt für den 
Druck der einzelnen Gase 

Nmc2 N'm'c' 2 
P= -3-= -3-=···, · · · · (5) 

wobei wir wiederum unter N, N', ... die Zahl der Molekeln der 
einzelnen Gase in der V olumeinheit verstehen. .Aus dieser und 
der Gleichung ( 4) folgt nun 

N=N'=··· 
Dies ist aber die sogenannte Regel von .A vogadro, welche 
besagt, daß Gase unter gleichem Druck in gleichenRäumen 
bei derselben Temperatur gleichviel Molekeln besitzen. 

Ferner können wir ohne weiteres das Gesetz von Gay
Lussac folgern, welches bezüglich der Gasdichte aussagt: "Wenn 
sich zwei Gase chemisch verbinden, so stehen die in 
Verbindung eingehenden Gasmengen, bezogen auf 
gleichen Druck und Temperatur untereinander, sowie 
zur Menge der Verbindung in Verhältnissen, welche 
durch einfache ganze Zahlen dargestellt werden." Es 
ist dieses Gesetz ohne weiteres klar, wenn wir nach Daltons 
Theorie annehmen, daß die Molekeln einer chemischen Verbindung 
aus ganzen Zahlen von .Atomen der sie bildenden Elemente be
stehen, und wenn wir außerdem .A vogadros Regel berücksichtigen. 

3. Daltons Gesetz. 

Nach den Gleichungen (4) und (5) gilt für den Druck eines 
Gases 

Nmc2 2Nx 
p = -3- = -3- . . . . . . (6) 

Wir wollen die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit verschie-
dener Gase, die eine Mischung bilden, mit N1 , N2, ••• bezeichnen. 
Es ist dann 
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wenn wir jetzt unter N die Gesamtzahl der Molekeln in der Volum
einheit verstehen. Ferner ist nach Gleichung (6) 

I!= 2N" = 2N;." + 2 Ns" + ... = 
3 3 3 

= P1 +Ps+···, 
wobei wir also 

2N1 " P1 = - 3-, 

Betmen, welche jene Drucke bedeuten, die jedem einzelnen Gas für 
sioh zukommen würden. Damit ist aber Daltons Gesetz ge
geben, nach 'Welchem der Gesamtdruck eines Gasgemenges 
gleich der Summe d•r Partialdrucke der einzelnen Be
standteile ist. 

4. Zahlenwert der Geschwindigkeit. 

Die Größe Nm in der Gleichung (5) ist nichts anderes als 
die Masse der V olumeinheit des Gases. Bezeichnen wir demnach 
die Dichte des Gases mit (!, so können wir auch 

Nm=(! 
setzen und Gleichung (5) ergibt 

oder 

(!es 
p=s 

- 3p 
es=-· 

(/ 

Nun läßt sich aber das Verhältnis zwischen Druck und Dichte 
eines· Gases experimentell bestimmen. Folglich können wir auch 
den Mittelwert des Quadrates der Geschwindigkeiten zahlenmäßig 
darstellen. Die Wurzel aus diesem Werte darf zwar nicht mit 
dem ~ittelwerte der Geschwindigkeiten verwechselt werden, aber 
sie wird jedenfalls der Größenordnung nach mit der mittleren 
Geschwindigkeit der Gasmolekeln übereinstimmen. Clausius hat 
diese Geschwindigkeit in der angeführten Weise zuerst berechnet 

.und fand für 
Luft . . . . . . 485 m, Stickstoff • . . . 492 m, 
Sauerstoff • . . • 461 m, Wasserstoff • . • 1844 m. 

Und zwar gelten diese Zahlen bei der Temperatur oo C. 
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Wir haben es also mit sehr großen Geschwindigkeiten der 
Molekeln zu tun, welche sich der Größenordnung nach mit der 
Geschwindigkeit unserer schnellsten Geschosse vergleichen lassen. 

Wir haben hier durch strenge Anwendung der Rechnung 
auf die Theorie eine Größe kennen gelernt, in welche einen Ein
blick zu tun von vornherein völlig ausgeschlossen erscheint. Wir 
werden im Laufe unserer Untersuchungen noch andere Größen 
der Rechnung zugänglich machen, bei welchen es noch viel mehr 
überrascht, daß es menschlichem Scharfsinn gelungen ist, sie zu 
ergründen. 

Besitzen wir mehrere Gase unter demselben Druck p, so ist 

'! (jii Q' c'2 
p=a=-a- =···, 

woraus folgt 
c2 Q' 

===- = -· c'2 Q 

Es verhalten sich somit die Dichten der Gase wie umgekehrt die 
mittleren Geschwindigkeitsquadrate der Molekeln. Dies trifft nun 
auch zu für die Ausströmungsgeschwindigkeit der Gase aus feinen 
Öfl'nungen, und es hat ja Bunsen daraufhin eine Methode aus
gearbeitet, die Dichten verschiedener Gase zu vergleichen. Es ist 
damit aber nicht eine Stütze für die Anschauungen der kinetischen 
Gastheorie gegeben, sondern es folgt die Formel für die Aus
strömungsgeschwindigkeit unmittelbar aus den aerodynamischen 
Grundgleichungen. 

5. Ma.xwells Gesetz. 

Wir erwähnten schon zu wiederholten Malen, daß die Mole
kein eines Gases nicht nur verschiedene Bewegungsrichtungen, 
sondern auch verschiedene Geschwindigkeiten besitzen, was ja 
unmittelbar ersichtlich ist, wenn man überlegt, daß zwei Molekeln 
gleicher Geschwindigkeiten in der Regel durch den Zusammen
stoß verschiedene Geschwindigkeiten erlangen werden. Also hätten 
wir selbst für einen bestimmten Augenblick ein Gas, dessen 
Molekeln alle dieselbe Geschwindigkeit besitzen, so würde dieser 
Zustand durch die Zusammenstöße der Molekeln untereinander 
sofort wieder zerstört. 
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Mag sich nun auch die Geschwindigkeit einer Molekel von 
Stoß zu Stoß ändern, so liegt doch der Gedanke nahe, daß bei 
einer sehr großen Zahl von Molekeln ein Gesetz vorhanden ist, 
nach welchem die Geschwindigkeiten über die Molekeln verteilt 
sind. Dies ist so zu verstehen, daß jede mögliche Geschwindigkeit 
zwischen 0 und oo eine gewisse Wahrscheinlichkeit haben wird, 
oder mathematisch gesprochen, wir kennen das Gesetz, wenn wir 
die Größe der Wahrscheinlichkeit angeben können, daß eine Molekel 
eine Geschwindigkeit zwischen c und c + dc besitzt. 

Es gelang zuerst J. Cl. Maxwell, das Verteilungsgesetz auf
zustellen, und wir wollen im folgenden in zwar nicht vollkommen 
strenger, dafür aber in um so einfachererWeise dieses Verteilungs
gesetz der Geschwindigkeiten herleiten. 

Wir bezeichnen die Komponenten der Geschwindigkeit c einer 
Molekel parallel zu den Achsen eines rechtwinkligen Koordinaten
systems mit u, v, w. Es ist demnach 

c2 = u2 + v2 + w2 • . . . . . • • (7) 

Wir machen nun die Annahme, daß die Wahrscheinlichkeit einer 
bestimmten Geschwindigkeitskomponente unabhängig ist von der 
Größe der beiden anderen, so daß die Wahrscheinlichkeit, daß 
eine Molekel eine Geschwindigkeitskomponente besitzt, die zwischen 
u und u +du liegt, lediglich eine Funktion der Größe u ist. 
Wir bezeichnen diese Wahrscheinlichkeit mit f (u) du. Gleicher
weise ist dann die Wahrscheinlichkeit, daß die Molekeln Ge
schwindigkeitskomponenten zwischen v und v + dv und w und 
w + d w haben, f(v) d v bzw. f(w) d w. 

Nach der Wahrscheinlich.keitsrechnung ist nun die Wahr
scheinlichkeit, daß gleichzeitig mehrere Ereignisse eintreten, gleich 
dem Produkte aus den W ahrscheinlichkeiten der einzelnen Er
eignisse. Stellen wir demnach die Frage, wie groß die Wahr
scheinlichkeit ist, daß eine Molekel alle drei Komponenten zwischen 
den oben gestellten Grenzen besitzt, so erhalten wir als Produkt 
aus den W ahrscheinlichkeiten 

f(u) f(v) f(w) du d v d w . . . • . . . (I) 

Da die verschiedenen Geschwindigkeiten über alle Richtungen 
des Raumes gleichmäßig verteilt sind, so kann ein und dieselbe 
Geschwindigkeit c die verschiedensten Komponenten u, v, w be
sitzen. Wir können demnach in der Gleichung (7) c als Kon-
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staute betrachten, die Komponenten u, v, w jedoch als Variable. 
Fragen wir ferner nach der Wahrscheinlichkeit einer bestimmten 
Geschwindigkeit c, so wird der Ausdruck (I) eine bestimmte kon
stante Größe besitzen müssen, obwohl wir die Funktionen f(u), 
f(v), f(w) als variabel ansehen. Für eine bestimmte Geschwindig
keit c hat somit auch das Produkt f(u) f(v) f(w) eine konstante 
Größe, und wenn wir es differenzieren, muß das Differential gleich 
Null sein. Gleicherweise muß in Gleichung (7) d(c2) = 0 werden. 
Führen wir dies durch, so ergibt dies 

und ebenso 
udu+vdv+wdw = 0 .....• {8) 

f'(u)f(v)f(w)du + f(u)f'(v)f(w)dv + f(u)f(v)f'(w)dw = 0. 

Die letzte Gleichung dividieren wir noch durch f(u)f(v)f(w) und 
erhalten 

f'(u) f'(v) f'(w) 
f(u) du+ f(v) dv + f(w) dw = 0. • . . (9) 

Wir wollen Gleichung (8) mit einem willkürlichen konstanten 
Faktor Ä multiplizieren und sie zur Gleichung (9) addieren. Dies 
ergibt dann 

[ f' (u) ] [f' (v) ] [f' (w) ] 
f(u) + lu du+ f(v) + lv dv + f(w) + lw dw = 0. 

Wie groß wir du, dv, dw wählen, vorausgesetzt natürlich nur, 
daß es unendlich kleine Größen bleiben, ist vollkommen willkürlich. 
Folglich kann die letzte Gleichung nur bestehen, wenn jeder ein
zelne dieser Faktoren gleich Null ist. Dies ergibt 

f'(u) 
f(u) + lu = 0, 

f'(v) 
f(v) + lv = 0, 

f'(w) 
f(w) +lw = 0. 

Schreiben wir die erste dieser drei Gleichungen 

f'(u) 
f(u) du = - ludu, 

so ergibt die Integration 2 u 
lf(u) = - Ä2 + l.A, 
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wobei .A eine willkürliche Konstante bedeutet. Die letzte Glei
chung können wir schließlich noch umformen in 

und ebenso erhalten wir 

und lw2 

f(w) = .Ae--2 

Es wird sich später als vorteilhaft erweisen, wenn wir 

.il 1 
2 ~2 

setzen, wobei also ~ wiederum eine willkürliche Konstante ist. 
Danach erhalten wir für die Wahrscheinlichkeit, daß eine Molekel 
eine Geschwindigkeitskomponente zwischen u und u +du besitzt, 

u2 

f(u)ilu = .Ae-fi2du. 

Haben wir in unserem Gas n Molekeln, wobei n als eine sehr 
große Zahl zu denken ist, so wird die Zahl der Molekeln, welche 
eine Geschwindigkeitskomponente zwischen u und u + du besitzen, 
gleich sein n multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit, daß eine 
Molekel die verlangte Geschwindigkeitskomponente besitzt. Diese 
Zahl ist demnach 

Unsere Geschwindigkeitskomponente kann nun alle möglichen 
Warte zwischen - oo und + oo besitzen. Integrieren wir dem
nach den letzten Ausdruck zwischen den Grenzen- oo und+ oo, 
so muß dies die Gesamtzahl der Molekeln ergeben. Es muß also 

-oo 

sein, oder es ist 

-oo 

Diese Gleichung erlaubt uns somit den Wert der Konstanten 
.A zu bestimmen. 
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Zu dem Zwecke gehen wir folgendermaßen vor. Es ist natür
lich auch 

und somit auch 
+~ +~ +~+~ 

(AJe-~au)(AJe-~av) = A2J Je-"2 ~vadudv = 1. 
-oo -oo-eo 

Wir wollen nun ~ = x, ~ = y setzen und erhalten dadurch 
u. u. 

+~+~ 

A2u2 J J e-<.,2 + y2) dxdy = 1. 
-oo-oo 

Die beiden Variablen x und y betrachten wir aber jetzt als 
die Koordinaten eines ebenen rechtwinkligen Koordinatensystems 
und führen an Stelle der rechtwinkligen Polarkoordinaten ein. 
Wir haben also x2 + y2 = r2 

dxdy = rdrdqJ 

zu setzen. Führen wir dies durch, so zeigt sich, daß 
+ ~ +"" 00 211' 

A2 u2 f J e-<"'2 + Y 2>axdy = A2 u2 J f e-r2rdrdrp. 
-oo-oo 0 0 

Hier beziehen sich 0 und oo auf r und 0 und 2 1t auf den 
Winkel fP· Das Integral nach d rp ergibt einfach 2 n, so daß wir 
schreiben können 

~ 

2nA2u.2Je-r2 rdr =- [ nA2a2e-r•]: = nA2 u2 = 1. 
0 

Somit wird 

und 

1 
A = uf% 

1 -~ 
f(u) = ~e a2, 

u.yn 

1 -~ 
f(v)= 1re a2, 

urn 
w2 

1 -
f(w) = -e a2 

af1i: 
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Wollen wir nun die Wahrscheinlichkeit für eine bestimmte 
Geschwindigkeit c von ganz bestimmter Richtung wissen, so ist 
diese durch die Wahrscheinlichkeit der Komponenten u, v, w ge
geben. Die Wahrscheinlichkeit dieses bestimmten c ist nach (I) also 

1 u2+v2+w2 -
f(u)f(v)f(w)dudvdw = -8 -e- a2 dudvdw. 

:n;2 us 

In dieser Formel wollen wir aber wi,ederum u, v, w als die 
rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes ansehen und dieselben 
in Polarkoordinaten verwandeln. Wählen wir demnach die Ge
schwindigkeit c und die Winkel -3' und q> derart, daß 

c2 = u2 + v2 + w2 
und das Raumelement 

dudvdw = c2 dc sin .ßod.ß'dq> 

wird, so ist -3' der Winkel, welchen c mit der z-Achse und q> jener, 
welchen die Projektion von c auf die xy-Ebene mit der x-Achse 
einschließt. Dadurch erhalten wir für die Wahrscheinlichkeit 
einer Geschwindigkeit c von bestimmter Richtung 

1 -~ . Q. Q. 

- 8-e a2 c2 dcstn"'d"'dq>. 
:n;2 us 

Fragen wir ohne Rücksicht auf eine bestimmte Richtung, 
lediglich nach der Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Geschwin
digkeit zwischen c und c + dc, so ist diese Wahrscheinlichkeit 
natürlich viel größer als die frühere und wir erhalten sie, wenn 
wir nach den Winkeln q> und -3' über den ganzen Raum integrieren. 
Wir haben also nach -3' zwischen 0 und :n:, nach q> von 0 bis 2 :n: 
die Integration durchzuführen. Dadurch gelangen wir zu folgen
dem Ausdruck: 

--i---c2 e- ~ dcfnf
2 
:n .ß'd-3' d q> = -!- c2 e -~ dc. 

:n;i a8 V :n: us 
0 0 

Danach ergibt sich für die Zahl der Molekeln, welche eine Geschwin
digkeit zwischen c und c + dc besitzen, die Größe 

4n -~ y;r u8 c2 e a2 d c . . . . (ll) 
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Es erübrigt uns noch, die Bedeutung der Größe von u kennen zu 
lernen. Wir wollen zu dem Zwecke jene Geschwindigkeit auf
suchen, welche die größte Wahrscheinlichkeit besitzt. Wir haben 
also jene Geschwindigkeit zu suchen, für welche der Ausdruck ein 
Maximum wird. Dies geschieht auf die Weise, daß wir ihn nach c 
differenzieren und den Differentialquotienten gleich Null setzen. 
Aus der so erhaltenen Gleichung ergibt sich dann 

c = u. 

Es ist somit u nichts anderes als die wahrscheinlichste Ge
schwindigkeit. 

Diese ist jedoch nicht zu verwechseln mit der mittleren 
Geschwindigkeit der Gasmolekeln. Die letztere erhalten wir auf 
folgende Weise. Wir haben die Summe sämtlicher Geschwindig
keiten zu bilden und durch die Zahl derselben zu dividieren. 
Die Zahl sämtlicher Geschwindigkeiten ist gleich der Zahl n der 
Molekeln in unserem Gas. Die Summe sämtlicher Geschwindig
keiten ist gleich 

Letzterer Ausdruck durch n dividiert ergibt somit die mittlere 
Geschwindigkeit, wie aus folgender Gleichung ersichtlich: 

Wie man sieht, haben wir hier die Variable x = ~ eingeführt. 
u 

Es ist also die mittlere Geschwindigkeit 2 ~ größer als die wahr

scheinliebste Geschwindigkeit u. fn 
Wir wollen noch den Mittelwert von c2 berechnen, den wir 

in der Druckformel mit c2 bezeichnet haben. Wir bilden diesen 
Mittelwert in derselben Weise wie den früheren, nur führen wir 

Jäger, Die Fortachritte der kinetischen Gaatheorie. 2 
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anstatt der Geschwindigkeit c das Quadrat derselben ein. Danach 
ergibt sich 

-4-f:•e-~dc = 4 c;eiiJ""x'e-~da; ynus vn 
0 0 

Das hier benutzte 
"" 
Je-~dx = v; 
0 

erhält man leicht nach den früheren Erörterungen in folgender 
Weise. Es ist 

+oo+oo +oo oo 
J Je-<~+112>dxdy= [fe-~dx] 11 = [2Je-~dx] 2 = n. 
-~-~ -~ 0 

Während wir fanden, daß die mittlere Geschwindigkeit 
größer ist als die wahrscheinlichste, so zeigt sich hier, daß 
das mittlere Quadrat derGeschwindigkeitwiederum größer 
ist als das Quadrat der mittleren Geschwindigkeit. 

Da wir in der Lage waren, aus der Druckformel das mittlere 
Geschwindigkeitsquadrat der Molekeln seinem Zahlenwerte nach 
zu finden, so können wir jetzt, auch die mittlere und die wahr
scheinlichste Geschwindigkeit berechnen. So wird z. B. für Sauer
stoff c = 425 m, u = 377m. 

6. Mittlere Weglänge und Stoßzahl der Molekeln. 

Die große Geschwindigkeit, welche die Gasmolekeln besitzen, 
lassen etwas befremdlich erscheinen , daß ein Gas in ein zweites 
doch nur sehr langsam eindringt, weshalb man anfänglich daran 
gezweifelt hat, ob die Art des Vorganges, die Geschwindigkeit der 
Gasmolekeln zu berechnen, auch ihre Berechtigung besitze. Da
durch angeregt, hat nun Clausius gezeigt, daß ein großer Unter
schied sei zwischen der Geschwindigkeit einer einzelnen Gasmolekel 
und der Geschwindigkeit, mit welcher das gesamte Gas in ein 
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zweites eindringt. Stellen wir nämlich die Annahme, daß die 
Molekel eine gewisse Ausdehnung besitze, so kann keine, wie wir 
ja schon früher erwähnten, ihren Weg ungestört zurücklegen, son
dern sie stößt beständig mit Nachbarmolekeln zusammen. Dadurch 
wird sie beständig von ihremWage abgelenkt, was zur Folge hat, 
daß sie nur sehr langsam nach einer bestimmten Richtung vor
wärts kommt. 

Zur Vorstellung eines Zusammenstoßes zweier Molekeln 
kommen wir natürlich nur dann, wenn wir die Molekeln wie 
materielle Körper betrachten, etwa Kugeln von bestimmter Aus
dehnung. Der Zusammenstoß erfolgt dann einfach nach den 
Gesetzen des Stoßes vollkommen elastischer Kugeln. 

Anders wäre es jedoch, wenn man, wie es ja auch zu ge
schehen pflegt, die Molekeln als Kraftzentren ansieht, welche 
Abstoßungskräfte aufeinander ausüben, die jedoch nur dann von 
erheblicher Wirkung werden, wenn diese Kraftzentren einander 
sehr nahe kommen. Auch unter diesem Gesichtspunkte lassen 
sich die verschiedenen Eigenschaften der Gase darstellen, und 
zwar hat dies zuerst Maxwell getan, indem er, um die Integration 
seiner Formeln zu ermöglichen, annahm, die Molekeln üben Ab
stoßungskräfte aufeinander aus, welche verkehrt proportional der 
fünften Potenz ihrer Entfernung sind. Auch in diesem Falle 
werden sich die Molekeln nicht wesentlich anders verhalten, als 
wenn wir es mit vollkommen elastischen Kugeln zu tun hätten, 
da ja die Kraftäußerungen tatsächlich nur auf sehr kurze Distanzen 
merkbar sind. Aber wir sind nicht mehr in der Lage, von einem 
bestimmten Zusammenstoß der Molekeln zu sprechen, es sei denn, 
daß wir einen bestimmten Grenzwert der Entfernung feststellen 
und annehmen, ein Zusammenstoß erfolge, so oft die Distanz der 
Molekeln unter diesen Grenzwert fällt, hingegen stoßen sie nicht 
zusammen, wenn die Molekeln in einer größeren Entfernung als 
der Grenzwert aneinander vorübergehen. 

Da die Auffassung der Molekeln als feste Körper, besonders 
als Kugeln in der Darstellung häufig große Erleichterung gewährt, 
so ist es nicht ohne Bedeutung, unter dieser Voraussetzung die 
kinetische Gastheorie zu entwickeln, und wie sich später zeigen 
wird, ist es dann wichtig, die Zahl der Zusammenstöße zu 
kennen, welche eine Molekel in der Sekunde mit anderen macht, 
und die wir kurz die Stoßzahl der Molekel nennen wollen. 

2* 
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Wir setzen ein homogenes Gas voraus, dem wir Molekeln 
zuschreiben , welche alle von derselben Beschaffenheit sind, und 
zwar seien sie Kugeln vom Durchmesser 11. Wiederum wollen 
wir die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit mit N bezeichnen. 
Nehmen wir nun an , sämtliche Molekeln seien über den Raum 
gleichmäßig verteilt, aber in vollkommener Ruhe, während nur 
eine Molekel mit der Geschwindigkeit c sich zwischen den anderen 
Gasmolekeln vorwärts bewegt, so erfolgt immer ein Zusammen
stoß, so oft die Entfernung des Mittelpunktes der sich bewegenden 
Molekel mit einer ruhenden gleich 11 wird. Würden wir demnach 
voraussetzen, daß sich ein ausdehnungsloser Punkt mit der Ge
schwindigkeit c durch die Molekeln bewege, daß aber die Molekeln 
nicht den Durchmesser, sondern den Radius 11 besitzen, so würde 
dieser Punkt genau dieselbe .Anzahl von Stößen machen , welche 
unsere bewegliche Molekel vollführt. Auch würde sich die Stoß
zahl nicht ändern , wenn wir unserer beweglichen Molekel den 
Radius 11 erteilen würden, die ruhenden Molekeln aber als Punkte 
ansehen. 

Wir wollen für die Rechnung jenen Fall wählen, bei welchem 
wir uns die ruhenden Molekeln als Kugeln vom Radius 11, die 
bewegliche jedoch als Punkt denken. Wir fragen jetzt nach der 
Wahrscheinlichkeit, mit welcher der Punkt den Weg x, ohne an
zustoßen, zurücklegt, und nennen dieselbe 

W= f(x). 

Dann ist die Wahrscheinlichkeit, daß er denWeg x + dx zurücklegt, 

dW 
W' = f(x + dx) = f(x) + f' (x) dx = W + da; dx. 

Die Wahrscheinlichkeit nun, daß der Punkt den Weg x + d x 
zurücklegt, können wir als die Wahrscheinlichkeitzweier Ereignisse 
betrachten, nämlich, daß er sowohl den Weg x als auch denWeg 
dx zurücklegt. Es wird somit die Wahrscheinlichkeit, daß er 
den Weg X+ dx zurückleg,t, gleich sein dem Produkte derWahr
scheinlichkeiten für den Weg x und für den Weg d x. Letztere 
Wahrscheinlichkeit sind wir aber in der Lage zu berechnen. 

Wir legen senkrecht zur geradlinigen Bahn unseres Punktes 
zwei Ebenen in der Entfernung dx und um die Bahn als Achse 
eine Zylinderfläche vom Querschnitt 1. Die beiden Ebenen und 
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der Zylinder begrenzen demnach ein Raumelement vom Volumen 
d x. In demselben befinden sich Nd x Molekeln. Diese stellen 
dem wandernden Punkte eine Fläche entgegen von der Größe 
Nn6tdx. Die Wahrscheinlichkeit, daß der wandernde Punkt den 
betrachteten Raum passieren kann, ist nun gleich dem Verhältnis 
der von Molekeln freien zur gesamten Fläche , die in unserem 
Falle gleich 1 ist. Die freie Fläche ist aber gleich 1-Nn62dx, 
und das ist somit die Wahrscheinlichkeit, daß der Punkt denWeg 
d x zurücklegt. So nach ist die Wahrscheinlichkeit, daß er den 
Weg x + d x zurücklegt, 

dW 
W' = W(l- Nn62 dx) = W + dx dx, 

woraus folgt, daß 

dW 
- dx =- WNn62dx 
dx 

oder, wenn wir durch dx kürzen, 

dW 
W = -Nn62dx, 

woraus wir durch Integration erhalten 

ZW= -Nno2x+lO 
W= O.e-Nna2111J. 

Die willkürliche Konstante 0 bestimmen wir folgendermaßen. 
Die Wahrscheinlichkeit , daß unser Punkt den Weg 0 zurücklegt, 
ist gleich 1. Es muß demnach 

1=0 
sein, was für die Wahrscheinlichkeit, daß der Punkt den Weg x, 
ohne anzustoßen, zurücklegt, 

W= e-Nna2111J 

ergibt. 
Wir wollen jetzt eine sehr große Zahl von möglichen Wegen, 

die eine Molekel im Laufe der Zeit zwischen je zwei Zusammen
stößen zurücklegt, ins .Auge fassen und den Mittelwert derselben 
suchen. Die Zahl dieser Wege sei n. Es ist dann die Zahl jener, 
welche kleiner als x sind, gleich der Gesamtzahl n, multipliziert 
mit der Wahrscheinlichkeit, mit welcher die Molekel den Weg x, 
ohne anzustoßen, zurücklegt. Diese Zahl ist somit ne-N:ta2111J. 
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Die Zahl jener Wege, welche kleiner sind als :x; + d :x;, ist analoger
weise 

nrNtto2(z+do:) = nrNtto2z.e-Ntto2dz 

= ne-Ntto2z {1- N'1t62d:x;). 

Diese Zahl ist wegen des W"ößeren Weges natürlich kleiner als 
die frühere. Wollen wir demnach die Zahl der Wege kennen 
lernen, welche eine Länge zwischen :x; und :x; + d:x; haben, so haben 
wir die Differenz der beiden gefundenen Ausdrücke zu bilden und 
erhalten 

ne-Ntto2z- ne-Ntto2z {1- N'1t62d:x;) 

= ne-Ntto2z N'Jt62d:x; = n~e-azd:x;, 
indem wir der Kürze halber 

N'1t62 = ~ 
setzen wollen. Integrieren wir diese Anzahl zwischen den Grenzen 
0 und oo, so muß dies natürlich wieder n ergeben, das heißt die 
Gesamtzahl aller Wege, was auch tatsächlich der Fall ist. 

Bilden wir nun die Summe aller Wege und dividieren sie 
durch die Zahl derselben, so erhalten wir den mittleren Weg, 
welchen eine Molekel zwischen zwei Zusammenstößen zurücklegt. 
Um die Summe der Wege von einer bestimmten Länge zwischen 
:x; und :x; + d :x; zu bilden, haben wir deren Zahl mit :x; zu multipli
zieren. Die Summe aller Wege wird demnach sein 

00 

J [:x;e-a"']"" J nu :x:e-a"' d:x; = nu _ ~ 
0 
+ n e-ax d:x; 

0 0 

= [- : e-az ]~ : . 

Dividieren wir diesen Ausdruck durch die Zahl der Wege n, so 
bekommen wir die mittlere Weglänge 

Z=.!_=_1_. 
tx N'1t62 

Die verschiedenen Geschwindigkeiten, welche die Molekel 
infolge der Zusammenstöße zu verschiedenen Zeiten hat, sollen 
den Mittelwert c besitzen, das heißt, es legt in der Zeiteinheit die 
Molekel den Weg c zurück. Der Mittelwert des Weges zwischen 
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1 
zwei Zusammenstößen ist nun --· Folglich ist die Zahl der 

Nnd 2 

Zusammenstöße, welche die Molekel in der Sekunde macht, c, 
dividiert durch die mittlere Weglänge l, das ist 

z = !_ = Nn6 2c z 
Diese letzte Zahl können wir auf viel einfachere Weise finden, 

indem wir von folgender Vorstellung ausgehen. Wir haben schon 
früher erwähnt, daß es für die Rechnung gleichgültig ist, ob wir 
annehmen, eine Molekel von bestimmtem Radius bewege sich 
durch eine große Anzahl ruhender Molekeln von demselben Radius, 
oder ein Punkt bewege sich durch dieselbe Anzahl von Molekeln 
von doppeltem Radius , oder eine Molekel von doppeltem Radius 
bewege sich durch dieselbe Anzahl gleichmäßig verteilter ruhender 
Punkte. 

In letztem Falle läßt sich nun die Rechnung folgendermaßen 
durchführen. Wir denken uns sämtliche Wege, welche die Molekel 
macht, zu einer großen geraden Linie aneinander gelegt. Dann 
wird für die Sekunde diese Gerade eine Länge von c besitzen, 
und unsere wandernde Molekel vom Radius 6 wird als Spur einen 
Zylinder vom Querschnitt n 6 2 und der Länge c hinterlassen. 
Dessen Volumen wird demnach n (j2 c sein. Die Molekel wird nun 
so viel Zusammenstöße auf diesem Wege machen, als Punkte in 
diesem Zylinder zu liegen kommen. Nun hatten wir aber die 
Zahl der Molekeln in der Votumeinheit N genannt. Folglich 
befinden sich Nn62c Punkte in unserem Zylind&r, und das ist 
auch gleichzeitig die Zahl der Zusammenstöße, welche die Molekel 
in der Sekunde macht. Bei dieser Überlegung haben wir allerdings 
in sehr einfacher Weise die Stoßzahl gefunden , doch ermöglicht 
sie uns nicht, die Wahrscheinlichkeit eines Weges von bestimmter 
Größe zu berechnen, den die Molekeln zurücklegen. 

Die von uns gefundene Stoßzahl ist aber nicht identisch mit 
der Zahl der Stöße , welche eine Molekel erfährt in einem Gase, 
wo sämtliche Molekeln in Bewegung sind. Aber es ergibt eine 
leichte Überlegung, daß auch jetzt dieselbe Formel gilt, nur haben 
wir an Stelle der mittleren Geschwindigkeit c die mittlere 
relative Geschwindigkeit r einzuführen, welche eine Molekel 
gegenüber den anderen besitzt. Denn es ist ja klar, daß, wenn 
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die ruhende Schar von Molekeln sich mit einer gewissen Ge
schwindigkeit bewegen würde, die bewegliche Molekel mit einer 
anderen, daß der Effekt dann derselbe ist, als wären die ursprüng
lich ruhenden Molekeln wieder in Ruhe , während die bewegliche 
Molekel sich jetzt mit der relativen Geschwindigkeit gegen die 
ruhenden Molekeln bewegt. 

Um nun die mittlere relative Geschwindigkeit einer Molekel 
gegenüber den anderen zu finden, wollen wir folgendes Verfahren 
einschlagen. Wir denken uns vorerst zwei Geschwindigkeiten c1 

und c2, welche den Winkel -3- einschließen. Wir tragen dieselben 
von einem Punkte 0 aus als Strecken auf. Es ist dann die Ver
bindungsgerade der Endpunkte dieser Strecke die relative Ge
schwindigkeit r 11 und zwar ist nach einer bekannten Formel 

r1 = Vci + C22 - 2 Ct c2 cos-3-. 

Je nach der Größe des Winkels -3- wird demnach die relative 
Geschwindigkeit r 1 sich ändern, aber wir können wiederum den 

Fig. 3. Mittelwert sämtlicher r 1 bilden. Auf 
diese Weise erhalten wir dann die 
mittlere relative Geschwindigkeit 
einer Molekel von der Geschwindig
keit Ct gegenüber Molekeln von 
der Geschwindigkeit c2• Die Zahl 
der Molekeln von der Geschwindig
keit c2 sei n. Dieselben können 
wir wieder als gleichmäßig verteilte 
Punkte auf einer Kugelfläche an
sehen, deren Radius c2 ist (Fig. 3). 
Die Zahl jener Geschwindigkeiten, 

welche nun mit Ct einen Winkel zwischen -3- und -3- + d -3- ein
schließen, ist demnach 

Es ergibt sich dies aus derselben Überlegung, welche wir bereits 
im ersten Abschnitte gemacht haben. Der letztere Ausdruck gibt 
uns auch die Zahl sämtlicher relativen Geschwindigkeiten r 1 , deren 
Komponenten Winkel zwischen -3- und -3- + d -3- bilden. Integrieren 
wir diesen Ausdruck demnach von 0 bis n, so müssen wir wieder 
die Gesamtzahl n aller relativen Geschwindigkeiten erhalten. Wenn 
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wir aber den gefundenen Ausdruck mit der relativen Geschwindig
keit r 1 multiplizieren und abermals von 0 bis n integrieren, so 
erhalten wir die Summe sämtlicher relativen Geschwindigkeiten, 
welche, durch deren Zahl n dividiert, die mittlere relative Ge
schwindigkeit r ergeben muß. Es ist demnach 

n n 

fr1 sin.ftd.ft 1 J . 
r = 2 =2 Vcf+ c;- 2c1 c2 cos.fts~n.ftd.ft 

0 0 

= -6 
1 [< C12 + cl - 2 c1 c2 cos .ft)~]n· 

C1 c2 o 

Die relative Geschwindigkeit ist immer eine positive Größe. Wir 
3 

müssen demnach den Ausdruck (cf + c;- 2 c1 c2 cos .ft-)2, der 
ja. sowohl positiv wie negativ sein kann, immer mit positivem Vor
zeichen in die Rechnung einführen. Bei Einsetzung der Grenzen 
in die letzte Gleichung haben wir demnach zu beachten, ob Ct > c2 

oder Ct < c2 ist. Im ersten Falle erhalten wir 

. . . . . (10) 

und im zweiten 

Beide Formeln müssen natürlich für c1 = c2 denselben Ausdruck 
ergeben. Wir erhalten tatsächlich jedesmal ~ Cp Würden wir 
sonach voraussetzen, sämtliche Molekeln hätten dieselbe 
G e s c h w in d i g k e i t c, so erhielten wir für die Stoßzahl einer 
Molekel 

Die mittlere Weglänge wäre dann 

l=~= 3 
Z 4Nn ()2 

Das sind auch die Formeln, welche zuerst Clausius, dem das 
Verteilungsgesetz der Geschwindigkeiten damals noch nicht bekannt 
war, für die mittlere Weglänge und die Stoßzahl der Molekeln 
aufgestellt hat. 

Etwas langwieriger gestaltet sich die Berechnung der relativen 
Geschwindigkeit, wenn wir das Maxwellsehe Verteilungsgesetz 
berücksichtigen. Das, was wir zu suchen haben, ist der Mittel-
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wert r aller relativen Geschwindigkeiten r. Wir gehen dabei so 
vor, daß wir vorerst die relative Geschwindigkeit einer Molekel 
von der Geschwindigkeit c1 gegenüber allen übrigen bestimmen. 
Dabei besitzen die anderen Molekeln alle möglichen Geschwindig
keiten zwischen 0 und oo. Nun ist die Wahrscheinlichkeit, daß 
eine Molekel eine Geschwindigkeit zwischen c2 und c2 + d c2 besitzt, 

4 -~ 
---=--- c; e a• d c2. yn v.S 

Dies wird auch die Wahrscheinlichkeit sein für jene relative Ge
schwindigkeit r, welche eine Molekel von der Geschwindigkeit c1 

gegenüber sämtlichen von der Geschwindigkeit zwischen c2 und 
c2 + d c2 besitzt. Wenn wir demnach diese Wahrscheinlichkeit 
mit r multiplizieren und zwischen 0 und oo integrieren, so er
halten wir die relative Geschwindigkeit einer Molekel von der 
Geschwindigkeit ~ gegenüber sämtlichen anderen ~olekeln. Nun 
ist bei der Integration zu beachten, daß wir für den Wert r ver
schiedene Formeln einzusetzen haben, je nachdem c1 ~ c2 ist. Ist 
nämlich c2 < c1 , so gilt für r die Gleichung ( 10 ), ist c2 > ~ , so 
haben wir die Gleichung (11) zu benutzen. Die von uns auf diese 
Art erhaltene relative Geschwindigkeit, welche wir mit r1 be
zeichnen wollen, läßt sich demnach folgendermaßen darstellen: 

~ 2 ® 2 4 [J3c2 +c2 -~ J31!2 +c2 -~ ] r =---=--- l 2 c 2 e a2dc + "'2 1 c2 e a2dc • 
1 l'n Ol:s 3 cl 2 ll 3 c2 2 2 

0 ~ 

Wollen wir nun die mittlere relative Geschwindigkeit r einer 
Molekel gegenüber allen anderen kennen lernen, so haben wir 
noch den Mittelwert sämtlicher r1 zu bilden. Die Wahrscheinlich
keit, daß eine Molekel eine Geschwindigkeit zwischen c1 und 

c1 + d ~ besitzt, ist nach dem Früheren wieder 11 
4 Cf e-~ d c1, 

r n Ol:s 
und dies ist auch wieder die Wahrscheinlichkeit für die relative 
Geschwindigkeit r1 • Wenn wir demnach diesen Ausdruck mit r1 

multiplizieren und noch einmal von 0 bis oo integrieren, so be
kommen wir schließlich den gewünschten Wert r. Dieser läßt 
sich folgendermaßen darstellen. Es ist 

;: = 166 (Jl + Jll). 
'JtOI: 



27 

Dabei haben die Integrale J 1 und J2 folgende Bedeutung. Es ist 

und 

J. - c2 e- a2 dc c2 c1 c2 e- a2 dc f"" Ct2 f""3 2 + 2 er 
s- 1 1 3 c2 2 s· 

0 CJ 

In dem Ausdruck J 1 hat c1 alle Werte zwischen 0 und oo anzu
nehmen, während c2 alle Werte zu durchlaufen hat, welche kleiner 
als c1 sind. Vertauschen wir demnach die lntegrationsordnung, 
so hat c2 alle Warte von 0 bis oo und für jedes c2 jedoch, c1 alle 
Werte anzunehmen, die größer als c2 sind. Danach erhalten wir 
also auch 

"" 00 

J, - c2 e- a• dc c1 c2 c2 e- a2 dc f ~>J.2 f 3 2 + 2 CJ2 

1 - 2 S 3 Cl 1 1' 

0 c. 

In einem bestimmten Integral ist es aber gleichgültig, wie wir die 
Variable bezeichnen. Wir können sonach in dem letzteren Aus
druck nach Boltzmanns Vorgang c1 mit c2 ohne weiteres ver
tauschen. Dadurch erhalten wir aber ein Integral, welches voll
kommen übereinstimmt mit J 2 , was sehr wichtig ist, weil uns auf 
diese Weise seine Auswertung ermöglicht wird. Demnach wird 

;: = 326 J2. 
nrx 

Bei der Berechnung des J 2 gelangen wir nun zu lauter Integralen, 
die wir bereits im 5. Abschnitt erledigt haben. Das schließliehe 
Resultat ist 

und 
- 4rx 
r=f2n. 

Im 5. Abschnitt fanden wir nun, daß die wahrscheinlichste Ge
schwindigkeit a mit der mittleren Geschwindigkeit c in der Be
ziehung stand 

- 2 (X 
c=-· 

Vii 
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Wir können demnach a y-;-
ersetzen durch 2 c und erhalten so 

r = cy2. 
Daraus ergibt sich für die Stoßzahl einer Molekel 

z = Nnd2r = ßNndsc 
und für die mittlere Weglänge 

l- c- 1 
- Z- ßNnds 

Dies ist jener Wert der mittleren Weglänge, der zuerst von 
Maxwell berechnet worden ist. 

Es ist also der Unterschied für den Zahlenwert zwischen der 
Clausius sehen und Maxwellsehen Formel für die mittlere "\Vag
länge nicht groß. Die eine trägt den Zahlenfaktor ! = 0,75, 

1 
die andere V2 = 0,707. Bedenkt man, wieviel umständlicher 

die Rechnung mit Zuhilfenahme des Maxwellsehen Verteilungs
gesetzes sich gestaltet gegenüber der Annahme, sämtliche Molekeln 
besäßen dieselbe Geschwindigkeit, so ist leicht einzusehen, daß es 
in vielen Fällen, ohne daß wir ein wesentlich anderes Resultat zu 
erwarten haben, für die Rechnung von großem Vorteil sein wird, 
vom Maxwell sehen Verteilungsgesetze abzusehen und allen 
Molekeln gleiche Geschwindigkeit zuzuschreiben. 

'1. Spezülsohe Wärme. 
Wir haben schon früher (1. Abschnitt) gesehen, daß der ge

samte Energieinhalt eines Gases durch die kinetische Energie der 
Molekeln gegeben ist. Wir betrachten im folgenden die Massen
einheit eines Gases. Für dieselbe wird also 

und die Gleichung (3) 
mn= 1 

c2 
pv=a· 

Die im Gase enthaltene kinetische Energie ist aber 
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Drücken wir die Temperatur in Celsiusgraden aus, so läßt sich 
das Boyle-Charlessche Gesetz in der Form 

p V = Po Vo ( 1 + IX t) 

schreiben, wobei wir unter IX = 0,003 66 den Ausdehnungskoeffi
zienten der Gase und unter t die Temperatur in Celsiusgraden 
verstehen. Danach können wir also auch 

c2 c2 
- = _!)_ (1 + 1Xt) 
2 2 

2 
setzen. Es ist somit c~ der Wärmeinhalt oder die gesamte kine-

tische Energie der Masseneinheit des Gases bei der Temperatur 
2 

des schmelzenden Eises. Ferner ist Co21X die Energie oder der 

Zuwachs der Energie, welchen das Gas erfährt, wenn wir seine 
Temperatui um einen Celsiusgrad erhöhen. Bleibt dabei das 
Volumen des Gases konstant, so wird gar keine äußere Arbeit 
geleistet. Es wird demnach lie ganze dem Gase zugeführte Wärme 
lediglich dazu verwendet, die kinetische Energie der Molekeln zu 
erhöhen, oder wie ma häufig sagt, die innere Energie zu ver
größern. Die so zugeführte Wärmemenge ist aber nichts anderes 
als die spezifische Wärme des Gases bei konstantem Volumen. 
Bezeichnen wir dieselbe mit r, so haben wir 

c21X r __ o_ 
- 2' 

falls wir die spezifische Wärme in mechanischem Maß ausdrücken. 
Geben wir dieselbe aber, wie es gewöhnlich geschieht, in Kalorien 
an, so wird 

wenn wir unter A das mechanische Wärmeäquivalent verstehen, 
mithin mit J dessen reziproken Wert, das ·ist das kalorische 
Arbeitsäquivalent, bezeichnen. 

Halten wir den Druck eines Gases konstant, so folgt aus der 
eben verwendeten Form des Boyle-Charlesschen Gesetzes 

V = V0 (1 +IX t). 



30 

Es nimmt also bei der Temperaturerhöhung um 1° das Volumen 
um v0 a zu. Gleichzeitig ist der äußere Druck p, welcher auf 
dem Gase lastet, zu überwinden, mithin die Arbeit p v0 a zu leisten. 
Wenn wir demnach die Temperatur eines Gases bei konstantem 
Druck um 1 o erhöhen, so haben wir nicht nur die Wärmemenge 
zuzuführen, welche notwendig ist zur Erhöhung der kinetischen 
Energie der Molekeln, sondern auch noch eine Wärmemenge, 
welche notwendig ist, um die äußere Arbeit p v0 cx zu leisten. 
Drücken wir dieselbe wieder in Wärmemaß aus, so wird sie 
J p v0 cx, und es ist die gesamte zugeführte Wärmemenge 

c 2 c~ c2 r = 'J' + Jpvo cx =Ja .J!. + Ja.J!. = i Ja .J!., 2 3 2 
indem ja 

ist. 
Für das Verhältnis der beiden spezifischen Wärmen ergibt 

sielt somit r_5 
--a· 
'J' 

Haben wir zwei verschiedene Gase, so gilt für dieselben bei 
gleicher Temperatur (2. Abschnitt) 

2 2 m1c1 _ mllc2 _2 ___ 2_. 

Daraus würde folgen, daß die Molekularwärmen für alle 
Gase gleich sind, was also ein Analogon zum Dulong-Petit
schen Gesetze wäre, welches für feste Körper aussagt, daß für 
alle Körper die Wärmekapazität einesAtomsdieselbe sei. 

Ferner müssen sich nach der Regel von Avogadro die Ge
wichte verschiedener Gase, deren Volumina gleich sind, wie die 
Molekulargewichte verhalten, woraus wir den weiteren Schluß 
ziehen können, daß die Wärmekapazitäten der Gase verkehrt 
proportional den Molekulargewichten sind. Das, was wir hier 
abgeleitet haben, trifft auch tatsächlich für verschiedene Gase zu, 
wie zum Beispiel für den Quecksilberdampf, den Dampf des 
Cadmiums und für jene Bestandteile der atmosphärischen Luft, 
welche in jüngerer Zeit gefunden worden sind, das Argon, 
Helium, Krypton, Xenon usw., das ist bei den sogenannten 
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einatomigen Gasen. Darunter verstehen wir Gase, deren 
Molekeln nur aus einem Atom bestehen. 

Für die weitaus größere Zahl der Gase treffen jedoch die 
Verhältnisse, die wir soeben abgeleitet haben, nicht zu. Weder 
ist das Verhältnis der spezifischen Wärmen bei konstantem Druck 
und bei konstantem Volumen i, sondern kleiner, noch bestätigt 
sich das Analogon zum Dulong-Petitschen Gesetze. 

Um nun die bestehenden Abweichungen zu erklären, hat 
schon Clausius behauptet, daß man einen Unterschied machen 
müsse zwischen der gesamten Energie der Molekel H und der 
Energie der fortschreitenden Bewegung derselben K. Bei unseren 
Untersuchungen haben wir nämlich als Energie der Molekelledig
lich jene kinetische Energie in Rechnung gezogen, welche aus der 
Bewegung ihres Schwerpunktes folgt, wir haben aber nicht be
achtet, daß noch andere Bewegungen vorhanden sein können, 
z. B. Rotation der Molekel um ihren Schwerpunkt, ferner Be
wegungen der einzelnen Teile der Molekel, der Atome, gegen den 
Schwerpunkt. Für die fortschreitende Bewegung allein ist die 
Energie der Masseneinheit des Gases 

2 
K- Co 

- 2' 
die gesamte Energie hingegen 

H:-K+k, 
wobei wir unter k jenen Teil der Energie verstehen, der sich auf 
die sogenannte innere Bewegung der Molekeln bezieht. Während 
wir demnach früher für die spezifische Wärme bei konstantem 
Volumen 

Jac2 ?' = __ o =JaK 
2 

bekamen, haben wir jetzt 

Jac2 r = --0 +Jak= JaH 
2 

zu setzen. r erhalten wir dann, wenn wir zu?' noch die Wärme
menge hinzufügen, welche zur Leistung äußerer Arbeit notwendig 
ist. Es ist demnach 

2 
r =I'+ Jpvoa = i J~co +Jak. 
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Schreiben wir somit r = J u H, r = J u H + ~ J u K, so ergibt 
sich 

(12) 

oder 
K =:! (r _1) = ![r1-r1]· 
H 2 r 2 1'1 

Unter T1 und '}'1 wollen wir die spezifischen Wärmen, bezogen 
auf die Volumeinheit, verstehen, währendrund 'J', wie aus dem 
Früheren hervorgeht, auf die Gewichtseinheit bezogen sind. Das 
Verhältnis der spezifischen Wärmen ändert sich selbstverständ
lich nicht, ob wir es auf die Gewichts- oder Volumeinheit beziehen. 
Die beiden spezifischen Wärmen bei konstantem Druck und 
konstantem Volumen unterscheiden sich nun lediglich durch die 
äußere Arbeit, welche bei der Ausdehnung des Gases zu leisten 
ist. Bezogen auf gleiche Volumina ist diese Ausdehnung für alle 

K 
Gase gleich. Wir können daher sagen, "das Verhältnis H ist 

umgekehrt proportional der nach der Volumeinheit 
gerechneten wahren spezifischen Wärme der Gase". 
Unter der wahren spezifischen Wärme ist dabei jene bei kon
stantem Volumen gemeint. 

Nach den von uns eingeführten Bezeichnungen muß das 

Verhältnis ! zwischen 0 und 1 liegen. Folglich muß nach 

r 
Gleichung (12) -immer größer als 1, aber immer kleiner 

r 
als l sein. Das ist eine Folgerung, die sich ausnahmslos bestätigt, 
die wir demnach auch als eine kräftige Stütze für die kinetische 
Gastheorie betrachten können. Wir kennen keine andere Theorie, 
aus welcher diese Beziehung direkt zu folgern wäre. 

8. Innere Reibung. 

Gerade so wie die einzelnen Teilchen einer Flüssigkeit, welche 
sich in einem Gefäße in Bewegung befindet und sich selbst über
lassen ist, allmählich zur Ruhe kommen, so geschieht dies auch 
in einem Gase. Würden gar keine Kräfte auf die Flüssigkeits
bzw. Gasteilchen wirken, so müßten sie sich in Ewigkeit fort-
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bewegen. Da sie aber in Wirklichkeit zur Ruhe kommen, so muß 
ihnen kinetische Energie entzogen und in eine andere Form der 
Energie verwandelt werden, die hier als Wärme auftritt. Diese 
Umwandlung von kinetischer Energie in Wärme wird verursacht 
durch Widerstandskräfte, welche die einzelnen Teilchen des Gases 
aufeinander ausüben, und zwar pflegen wir diesen Vorgang mit 
dem Namen innere Reibung zu bezeichnen. 

Um ein klares Bild davon zu erhalten, denken wir uns zwei 
ebene Platten, welche einander parallel sind und sich in sehr ge
ringem Abstande voneinander befinden. Zwischen den beiden 
Platten sei ein Gas. Denken wir uns nun die eine Platte fest, 
die andere aber, parallel zu sich selbst in ihrer eigenen Ebene 
fortbewegt, so wird durch das Vorhandensein des Gases auf die 
sich bewegende Platte ein Widerstand ausgeübt, während die 
ruhende Platte in entgegengesetzter Richtung einen Zug erfährt. 
Diese liege in der xy-Ebene eines rechtwinkeligen Koordinaten
systems, die bewegliche wandere mit der konstanten Geschwindig
keit u parallel zur x-Achse. Die Erfahrung zeigt, daß die 
unmittelbar an die Platte anliegende Gasschicht die jeweilige Ge
schwindigkeit der Platte selbst besitzt. Die zwischen den beiden 
Platten liegenden Gasschichten haben demnach in unserem Falle 
Geschwindigkeiten zwischen 0 und u, und zwar lehrt die experi
mentelle Untersuchung, daß der Übergang der Geschwindigkeit 
von der unteren zur oberen Platte linear erfolgt. Nennen wir 

den Abstand der beiden Platten z, so verstehen wir unter - ~ z 
das Geschwindigkeitsgefälle in unserem Gas. 

Es hat nun schon Newton gezeigt, daß der Widerstand R, 
welcher auf die obere Platte verzögernd wirkt, per Flächeneinheit 
proportional dem Geschwindigkeitsgefälle im Gase ist. Wir können 
somit 

u 
R = -f]z 

setzen, wenn fJ die entsprechende Proportionalitätskonstante ist, 
welche den Namen Koeffizient der inneren Reibung oder 
kurz Reibungskoeffizient führt. 

Herrscht irgendein Geschwindigkeitsgefälle in einem Gas, 
so können wir immer parallel der Geschwindigkeitsrichtung uns 
das Gas in Schichten zerlegt denken, und für jede einzelne 

J ä g er , Die Fortschritte der kinetischen Gastheorie. 3 
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Gasschicht gilt dann, daß die schnellere von der langsameren eine 
Verzögerung erlangt, die langsamere aber durch die schnellere 
eine Beschleunigung erfährt. Auch hier können wir den Be
griff der inneren Reibung aufstellen und sagen, daß diese Be
schleunigung bezüglich Verzögerung per Flächeneinheit gegeben 
ist durch 

du 
R=-'Y}

dz' 

du 
indem wir mit - dz ebenfalls das Geschwindigkeitsgefälle be-

zeichnen können. ~: kann sich im Gas sowohl mit der Zeit als 

auch mit dem Orte ändern. 
Wenn irgendeine Kraft auf eine Masse wirkt, so erteilt sie 

derselben eine Bewegungsgröße, und es ist der Zuwachs der Be
wegungsgröße in der Zeiteinheit gleichzeitig das Maß für die 
Größe der Kraft. Wir können demnach auch so sagen, die Kraft 
ist gleich der in der Zeiteinheit an die Masse übertragenen Be
wegungsgröße. Wenn wir demnach noch einmal den Fall unserer 
zwei Platten in Betracht ziehen, so muß der oberen Platte be
ständig Bewegungsgröße entzogen werden, und dieser Verlust an 
Bewegungsgröße muß sich erklären durch die Bewegung der Gas
molekeln zwischen den beiden Platten. 

Diese Erklärung mit Hilfe der kinetischen Gastheorie zu 
geben, ist zuerst Maxwell gelungen. Er verfolgte dabei etwa 
folgenden Weg. Von jeder Gasschicht geht in jeder Sekunde eine 
bestimmte Menge von Molekeln aus. Ist das Gas in Ruhe, so 
sind die Geschwindigkeiten der Molekeln nach allen Richtungen 
des Raumes gleichmäßig verteilt. Ist es jedoch in Bewegung, so 
muß die Geschwindigkeitskomponente der einzelnen Gasmolekeln 
im Mittel in der Richtung der Bewegung des Gases größer sein 
als entgegengesetzt. Kommen demnach Molekeln in schnellere 
Schichten, so wird durch die Zusammenstöße ihre Bewegungsgröße 
vermehrt, während sie selbst der Schicht Bewegungsgröße ent
ziehen. Kommen sie hingegen aus einer schnelleren Schicht in 
eine langsamere, so teilen sie infolge ihrer größeren Geschwindig
keit den langsameren Molekeln Bewegungsgröße mit, und es erfährt 
dadurch diese Schicht eine Beschleunigung. 
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Wir wollen nun annehmen, daß die sichtbare Bewegung des 
Gases parallel zur x-Achse eines rechtwinkeligen Koordinaten
systems erfolgt. Die Geschwindigkeit des Gases in der x y-Ebene 
sei u0 , in irgendeiner anderen parallelen Ebene sei sie gegeben 
durch 

du 
u = u0 + dz z. 

du 
Ist demnach, wie wir annehmen wollen, d z positiv , das heißt, 

wächst die Geschwindigkeit mit zunehmender Ordinate z, so wird 
jene Schicht, welche die x y-Ebene von unten begrenzt, durch 
die darunter liegende Schicht eine Verzögerung erfahren, während 
die darunter liegende Schicht die entsprechende Beschleunigung 
erlangt. Die Größe der inneren Reibung wird nun gegeben sein 
durch die Bewegungsgröße, welche per Zeiteinheit durch die 
Flächeneinheit der xy-Ebene wandert. Durch die hin und her 
fliegenden Molekeln wird nun sowohl Bewegungsgröße von unten 
nach oben als von oben nach unten getragen. Die Größe der 
inneren Reibung erhalten wir somit, wenn wir die algebraische 
Slllmme dieser beiden Bewegungsgrößen bilden. 

Es seien nun in der Volumeinheit des Gases v Molekeln 
vorhanden, welche eine Geschwindigkeitskomponente ' parallel 
zur z-Achse und eine Komponente~~ parallel zur x-Achse besitzen. 
Von diesen Molekeln werden somit V' in der Zeiteinheit die 
Flächeneinheit der xy-Ebene, falls ' positiv ist, von unten nach 
oben passieren. Jede dieser Molekeln besitzt parallel zur x-Achl!le 
eine Bewegungsgröße m ~~, wenn m wieder die Masse einer Molekel 
bedeutet. Die gesamte Bewegungsgröße parallel zur x-Achse, 
welche von diesen Molekeln in der Zeiteinheit durch die Flächen
einheit getragen wird, ist v m b ~', und wenn wir über sämtliche 
Molekeln summieren, wobei wir alle positiven und negativen ' in 
Betracht ziehen, so ergibt diese!" Ausdruck die gesamte Bewegungs
größe parallel zur x-Achse, welche per Flächeneinheit in der Zeit
einheit durch die xy-Ebene getragen wird. Das ist aber gleich
zeitig die Größe der inneren Reibung R. Es ist somit 

R = .Evmb~'. 
Die Komponente ~~ setzt sich nun zusammen aus der Ge

schwindigkeit ~. welche die Molekel infolge ihrer Wärmebewegung 

3* 
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hat, und aus der sichtbaren Geschwindigkeit u, welche das Gas 
parallel zur x-Achse besitzt. Es ist also 

E' = u + E. 
folglich R = ~vmtu + Ivmt ~. 
Das zweite Glied unserer Summe ist gleich Null, da für ein be
stimmtes E ebenso viele positive als negative b vorhanden sind. 
Im ersten Gliede der Summe ist aber, wie bereits erwähnt, 

du 
u = u0 + dz z. 

Dies ergibt du 
R = :Evmtu0 + :Evmte dz · 

Wiederum ist das erste Glied unserer Summe gleich Null, weil 
t mit gleicher Wahrscheinlichkeit positiv oder negativ ist. Im 

zweiten Gliede ist die Größe m und :; konstant, kann daher vor 

das Summenzeichen gesetzt werden. Wir haben somit 
du 

R=m dz~vbe · · · · · · · (13) 

Besitzt eine Molekel die Geschwindigkeit c und schließt ihre 
Fig. 4. Richtung (Fig. 4) mit der 

Z e- .Achse den Winkel .ßo 
ein, so ist 

c 

t = ccos.ßo. 
Nehmen wir ferner an, 
eine jede Molekel be
sitze im Durchschnitt die 
sichtbare Geschwindig
keit jener Schicht, in 
welcher sie den letzten 
Zusammenstoß erfahren 
hat, so ist in Gleichung 
(13) für z jene Tiefe 
anzugeben, in welcher 
dieser letzte Zusammen-

stoß stattgefunden hat. Hat nun der Weg, den die Molekel von 
diesem Zusammenstoß bis zum Passieren der xy-Ebene zurücklegt, 
die Länge l, so ist 8 = _ A cos 4)-
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zu setzen. Danach wird Gleichung (13) 

du 
R = -m de .EvcJ..cos2 &. 

Unter v verstehen wir dabei die Zahl der Molekeln, welche eine 
Geschwindigkeit c besitzen, deren Richtung mit der e-Achse den 
Winkel & einschließt, und welche nach ihrem Zusammenstoße bis 
zum Passieren der xy-Ebene den Weg J.. zurückgelegt haben. 

Führen wir nun die Summierung durch über alle möglichen 
Winkel bei einem bestimmten c und bestimmten J.., so können wir 
uns die Geschwindigkeitsrichtungen der verschiedenen Molekeln 
wiederum gleichförmig über eine Kugelfläche verteilt denken. Wir 
bekommen dann für die Zahl jener, die einen Winkel zwischen 
& und & + d & einschließen, einen Ausdruck, welcher gleich ist 
der Gesamtzahl der vorhandenen Richtungen, multipliziert mit 
lsin&d& (s. Abschnitt 1). Wenn wir demnach schreiben 

R =-m du .EvcJ..cos2&sin&d& 
2 de 

und diesen Ausdruck nach & zwischen 0 und n integrieren, so 
erhalten wir n 

R =-~ ~: .EvcJ.. J cos2 &sin&d& 
0 

m du [ coss&]n m du 
= -2 de .EvcJ.. --3- 0 = -3 dz .EvcJ... 

Um aus dieser Formel den Wert der inneren Reibung zu 
bestimmen, haben wir also noch die Mittelwerte über c und J.. zu 
bilden. Die Summe .E v c J.. hat nämlich folgende Bedeutung. 
Unter v verstehen wir jetzt die Zahl jener Molekeln in der 
Volumeinheit, denen eine Geschwindigkeit zwischen c und c + d c 
zukommt und die von ihrem letzten Zusammenstoß bis zum Pas
sieren der xy-Ebene den Weg J.. zurücklegen. J.. kann nun alle 
Werte von 0 bis oo besitzen. Es ist daher unsere Summierung 
erstens über sämtliche J.. von 0 bis oo bei einem bestimmtenWerte 
des c durchzuführen, dann erstreckt sie sich über sämtliche c mit 
den Grenzen 0 und oo. Dabei ist natürlich zu beachten, daß für 
ein bestimmtes c die mittlere Weglänge eine andere ist als das, 
was wir im allgemeinen unter mittlerer Weglänge verstehen. 
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Diese ändert sich mit dem Werte des c selbst. Allerdings werden 
wir einen angenäherten Wert der inneren Reibung erhalten, wenn 
wir die Summierung einfach so durchführen, daß wir für 1 direkt 
die mittlere Weglänge l, für c die mittlere Geschwindigkeit c und 
für v die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit N einführen. 
Danach wird dann 

Vergleichen wir nun diesen Ausdruck mit der oben auf
gestellten Gleichung 

du 
R=-"1-, 

d~ 

so ergibt sich für den Reibungskoeffizienten 

'YJ = ~Nmcl. 
Da aber Nm = ~ die Dichte des Gases ist, so ist auch 

1 -z n=-Qc. 
3 

Wie schon erwähnt, ist dies nur eine angenäherte Formel. 
Wir wollen deshalb noch zeigen, wie man den wahren Mittelwert 
von .1J v c 1 bildet. Unsere Molekel legt in der Sekunde den Weg 
c zurück. Ist dabei der Mittelwert des 1 I, so ist die Zahl der 
Stöße, welche die Molekel in der Sekunde erfährt, 

oder 
- c 
1=-· z 

Führen wir den Mittelwert von 1 in unsere Summenformel ein, 

so wird sie :;E V ;
9 

• In derselben bedeutet jetzt v die Zahl der 

Molekeln in der Volumeinheit, welche eine Geschwindigkeit zwischen 
c und c + dc besitzen, während die Stoßzahl Z, wie wir in Ab
schnitt 6 gefunden haben, durch die Gleichung 

Z=Nn61r1 
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gegeben ist. Führen wir in dem Ausdruck, welchen wir für r1 

ebendaselbst gefunden haben, die Integration nach c2 durch und 
setzen wir an Stelle von c1 den Buchstaben c, so gelangen wir 
zur Formel 

c2 
wenn wir- = y setzen. Führen wir nun die neue Va.riable 

llG 

c . 'b d' x = - em, so erg1 t 1es u 

11: 

=-= -e-"'2+ 2+- e-y2dy = -1/J(x). CIGX [ 1 ( 1) J ] CIGX f'Jt X xll V1i: 
0 

Die Stoßzahl einer Molekel von der Geschwindigkeit c ist sodann 

Z = N'1t62r1 = Nf1i:62axtfJ(x). 

Bilden wir nun unsere Summenformel, so erhalten wir dem Vor
hergehenden entsprechend 

vcll vcll 
2:;-.z = 2: Nf'Jt62ax1/J(x) • 

In dieser Gleichung haben wir jetzt unter v die Zahl der Molekeln 
in der Volumeinheit zu verstehen, welche eine Geschwindigkeit 
zwischen c und c + d c besitzen. Es ist demnach 

4N -~ v=--c2e a2dc. 
f1i: as 

Danach wird der Ausdruck unter dem Summenzeichen 

c2 

4c'e-<iidc 
'1t ()lla' x 1/J (x) -

4axse-x2dx 
'1t Cf21/J (x) 
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Die Summation verwandelt sich jetzt in eine Integration, indem 
wir den letzten Ausdruck zwischen 0 und oo zu integrieren haben. 
Daraus ergibt sich für die innere Reibung die Formel 

"" 

Aus Abschnitt 5 wissen wir, daß 

a; = -vn c, 
2 

desgleichen ist nach Abschnitt 6 

z- __ 1_, 
- f2Nn62 

Führen wir diese Größen in unsere letzte Gleichung ein, so können 
wir auch schreiben 

R = -kNmcZ, 
wobei 

k = ~ Vi s:t:)e-z2dx. 
0 

Warten wir das bestimmte Integral numerisch aus, so wird nach 
Boltzmann, wenn wir den Reibungskoeffizienten 

n = k(}cZ . ...•.... (14) 

schreiben, die Konstante k = 0,350 271. Es unterscheidet sich 

diese Größe nicht wesentlich von .!:.., so daß wir auch an diesem 
. 3 

Beispiel wieder zur Genüge erkennen, daß wir auch ohne An
wendung des Maxwellsehen Verteilungsgesetzes, lediglich unter 
Voraussetzung gleicher Geschwindigkeit der Molekeln, zu Werten 
gelangen, welche in vielen Fällen vollkommen befriedigend sind. 
Dabei zeichnet sich die letztere Art zu rechnen in der Regel 
durch große Einfachheit aus, während die Anwendung des 
Maxwellsehen Gesetzes häufig zu langwierigen rechnerischen 
Schwierigkeiten führt. 

Setzen wir in die Gleichung (14) den Wert für die mittlere 
Weglänge 



41 

den wir früher (Abschnitt 6) gefunden haben, ein und überlegen, 
daß Q = Nm ist, so resultiert 

kNmc kmc 
fJ = y.2 Nn6 2 = f2 nc52 · 

In dieser Form sagt die Gleichung ein sehr überraschendes Re
sultat aus, welches ebenfalls zuerst von Maxwell entdeckt wurde, 
daß nämlich die innere Reibung eines Gases von dessen 
Dichte oder, was auf dasselbe hinauskommt, vom Druck un
abhängig ist, vorausgesetzt, daß wir das Gas auf einer kon
stanten Temperatur halten, indem dann alle den Reibungskoeffi
zienten bestimmenden Stücke konstante Größen sind. In der Tat 
haben dann die Beobachtungen, welche zuerst von 0. E. Meyer 
und Maxwell angestellt wurden, innerhalb großer Druckinter
valle die Richtigkeit des theoretischen Ergebnisses bestätigt. 

Aus unserer Formel geht ferner hervor, daß der Reibungs
koeffizient eines Gases eine Funktion der Temperatur ist, indem 
ja die mittlere Geschwindigkeit c mit der Temperatur zunimmt, 
und zwar so, daß c proportional der Quadratwurzel aus der ab
soluten Temperatur ist. Es haben auch alle Untersuchungen 
über die Abhängigkeit der inneren Reibung der Gase von der 
Temperatur gezeigt, daß sie mit wachsender Temperatur zunimmt, 
daß jedoch die Proportionalität zwischen Reibungskoeffizient und 
Quadratwurzel aus absoluter Temperatur nicht vorhanden ist, 
sondern daß in der Regel die Reibung rascher wächst als die 
Wurzel aus der absoluten Temperatur. Es läßt sich diese Er
scheinung auf die Art erklären, daß die mittlere Weglänge l selbst 
eine Funktion der Temperatur ist. Bei uns.erer einfachen Vor
stellung über den Mechanismus eines Gases ist die mittlere Weg
länge von der Temperatur des Gases unabhängig. Aber wir 
werden später sehen, daß es nicht genügt, die Gasmolekeln ledig
lich als vollkommen elastische Kugeln zu betrachten, sondern daß 
wir den Molekeln auch Anziehungskräfte zuschreiben müssen, 
welche bereits in Wirkung treten, bevor zwei Molekeln einandor 
berühren. 

Gleichung (14) läßt sich auch schreiben 

l=_!L· 
kQc 
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Nun wissen wir aber, daß sowohl fJ als auch (! und c der Messung 
zugängliche Größen sind. Daraus folgt also, daß auch die mittlere 
Weglänge zahlenmäßig bestimmt werden kann. So findet man 
zum Beispiel für atmosphärische Luft, bei welcher wir allerdings 
den berechneten Wert der mittleren Weglänge als den Mittelwert 
der Wege, die den einzelnen Gasen, die die Luft enthält, zu
kommen, betrachten müssen, 

Z = 95 . I0-7 cm. 

Es gilt dies für die Temperatur 0° C. Für dieselbe Temperatur 
finden wir dann für die Zahl der Zusammenstöße einer Luft
molekai in der Sekunde 

~ = 4700 Mill. 

Die kinetische Gastheorie hat uns bis jetzt den Weg zu drei 
wichtigen und interessanten Größen gebahnt, nämlich zur Ge
schwindigkeit, mittleren Weglänge und Stoßzahl der 
Molekeln. 

9. Wärmeleitung. 
Stehen verschiedene Punkte eines Gases auf verschiedener 

Temperatur, so treten Wärmeströmungen auf, und wenn nicht 
gleichzeitig Gasströmungen vorkommen, so pflegen wir zu sagen, 
daß die Wärme durch Leitung übertragen wird. Je mehr Wärme 
unter sonst gleichen Verhältnissen durch eine bestimmte Fläche 
in der Zeiteinheit wandert, desto größer ist das Wärmeleitungs
vermägen des betreffenden Körpers. Wir können nun erfahrungs
gemäß die Wärmemenge d W, welche durch ein Flächenelement 
dxdy wandert, proportional dem Temperaturgefälle in der Rich
tung der Normalen zu unserem Flächenelement, also proportional 

dT - 7ii setzen, wenn wir mit T die Temperatur bezeichnen. Es 

ist daher dT 
d W= -k ds dxdy. 

Ist in allen Punkten der xy-Ebene das Temperaturgefälle das
selbe, so wandert in der Sekunde durch die Flächeneinheit der 
Ebene die Wärmemenge 

W= -kdT. 
ds 
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Das negative Vorzeichen wählen wir, weil bei ansteigender Tem
peratur die Wärme entgegengesetzt der Richtung der e-Achse 

durch die xy-Ebene wandert. Wird ~~ = -1, dann wird 

W=k. 

Die Größe k nennen wir den Koeffizienten der Wärme
leitung oder die Wärmeleitungsfähigkeit. Es ist dies also 
jene Wärmemenge, welche beim Temperaturgefälle Eins in der 
Zeiteinheit durch die Flächeneinheit wandert. 

Bei der Vorstellung , die wir uns von einem Gase gemacht 
haben, verstehen wir unter der Wärmemenge, welche das Gas 
enthält, nichts anderes als die gesamte kinetische Energie der 
Gasmolekeln. Die Wärmeleitungsfähigkeit ist daher jener Betrag 
von kinetischer Energie, welcher beim Temperaturgefälle Eins in 
der Zeiteinheit die Querschnittseinheit des Körpers passiert. 
Dieses Wandern von kinetischer Energie wird hervorgerufen durch 
die Bewegung der Molekeln, und zwar in genau derselben Weise 
wie das Wandern von Bewegungsgröße bei der inneren Reibung 
eines Gases. Gelangen Molekeln aus wärmeren Schichten in 
kältere, so werden sie an die kälteren Energie abgeben und mit 
geringerer Energie weiterwandern, und umgekehrt, kommen Mo
l ekeln aus kälteren Schichten in wärmere, so werden sie Energie 
aufnehmen. 

Wir wollen nun annehmen, daß in allen Punkten einer Ebene, 
welche parallel zur xg-Ebene eines rechtwinkeligen Koordinaten
systems ist, die Temperatur des Gases konstant ist, daß also eine 
Änderung der Temperatur lediglich in der e-Achse stattfindet und 
daß dieselbe eine lineare Funktion von e sei, so daß wir die ab
solute Temperatur etwa darstellen können durch 

dT 
T= T0 + a;; e. 

T0 ist also die absolute Temperatur in der xy-Ebene. Bedeutet 
nun m die Masse einer Molekel und r die auf die Masseneinheit 
bezogene spezifische Wärme des Gases bei konstantem Volumen, 
ferner e die Höhe jener Schicht, in welcher die Molekel ihren 

letzten Zusammenstoß erfahren hat, so ist mr (To + ~~ e) im 
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Mittel der Wärmeinhalt der Molekel, und passiert eine derartige 
Molekel die xy-Ebene, so transportiert sie ihren gesamten Wärme
inhalt durch diese Ebene. 

Als wir bei der Theorie der inneren Reibung die Bewegungs
größe aufstellten, welche eine Molekel durch die x y -Ebene trägt, 
fanden wir die Formel 

m (uo + ~: s)· 
Es kann somit aus der Formel für den Gesamttransport der Be
wegungsgröße bei der inneren Reibung unmittelbar der Gesamt
transport der kinetischen Energie bei der Wärmeleitung abgeleitet 
werden, wenn wir ansta.tt · m das Produkt mr und anstatt der 
Geschwindigkeit u die Temperatur T setzen. Während wir also 
für den Reibungskoeffizienten 

fJ = kNmcl 

fanden, ergibt sich demnach für die Wärmeleitung die Gleichung 

"= kNmclr = kt(clr. 

Aus diesem Resultat folgt nun, daß eine innige Beziehung besteht 
zwischen dem Reibungskoeffizienten und der Wärmeleitungs
fähigkeit eines Gases, indem 

"= fJf 
sein muß. In der Tat haben die Beobachtungen über die Wärme
leitung der Gase zwar nicht genau diese Formel ergeben, aber es 
hat sich immerhin gezeigt, daß die Größen " und fJ r doch ver
hältnismäßig wenig voneinander verschieden sind, Größen, die ja 
ihrer äußeren Natur nach scheinbar nichts miteinander zu tun 
haben. Nach 0. E. Meyers Zusammenstellungen genügt für 
sehr viele Beobachtungen die Gleichung 

"= 1,6fJf· 

Natürlich 'lassen sich auch aus der Formel für die Wärme
leitungsfähigkeit die Größen der mittleren Weglängen ziffern
mäßig berechnen, und es resultieren daraus Werte, die, wie aus 
den eben gemachten Überlegungen hervorgeht, tatsächlich in 
naher Ubereinstimmung mit jenen Warten sein müssen, welche 
wir aus der inneren Reibung der Gase gewinnen. 
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10. Di:ft'usion. 

Schichten wir in einem Gefäße zwei Gase derart übereinander, 
daß das schwerere unten und das leichtere oben sich befindet, so 
bleibt dieser Zustand nicht bestehen, sondern es dringt das 
schwerere Gas allmählich nach oben, das leichtere nach unten, so 
daß schließlich beide Gase das Gefäß gleichmäßig erfüllen. Diesem 
Vorgang hat man den Namen Diffusion der Gase gegeben. Be
finden sich die Gase in einem senkrechten zylindrischen Gefäße, 
so erfolgt die Wanderung gegeneinander parallel zur Achse des 
Zylinders, die wir gleichzeitig zur x- Achse eines Koordinaten
systems machen wollen. In jeder Ebene senkrecht zur x- Achse 
haben wir in allen Punkten denselben Zustand, so daß die Wan
derung der Gase lediglich parallel zur x-Ach!e vor sich geht. 
Nennen wir nun den Partialdruck des einen Gases in der Ent
fernung x, welche wir von einem beliebigen Punkte der x-Achse 
zählen können, p 1 , so ist die Bewegung dieses Gases gegeben 
durch die Gleichung 

()pl = 0 ()2pl .....•.. (15) 
() t () a;2 

Die Konstante o führt den Namen Diffusionskoeffizient. 

Für die beiden Gase in unserem Gefäße gilt das Daltonsche 
Gesetz, das heißt, wenn wir den Partialdruck des zweiten Gases 
mit p 2 bezeichnen, muß 

P1 +Ps =p 

sein, wobei wir also unter p den Gesamtdruck des Gasgemenges 
verstehen. Danach ist 

oder 
dpl dp2 
dx =- dx · 

Unter i; verstehen wir die Druckänderung des ersten Gases in 

der Richtung der x-Achse, unter - ~r;: die Druckänderung des 

zweiten Gases in derselben Richtung. 
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Es sei nun die Anordnung so getroffen, daß ~~ konstant 

somit ~;; = 0 wird. Nach Abschnitt 1 ist nun 

N1m1Cf 
P1 = 3 , 

Da. ferner 

und 
N1+Ns=N, 

so wird auch 
dN1 dN2 --=---=-oe dx dx 

sein, wobei wir unter oe eine Konstante verstehen. Aus der letzten 
Gleichung folgt 

und 
N2 = ~2 +rxx, 

wobei also~1 und ~ll die Werte vonN1 bezüglichN2 für x= 0 sind. 
Unsere Aufgabe ist nun, bei dieser gegebenen Anordnung 

zu untersuchen, wieviel Molekeln eines jeden Gases in der Zeit
einheit die Querschnittseinheit passieren. Jeder Querschnitt wird 
natürlich nach beiden Richtungen von Molekeln beider Gasarten 
durchsetzt werden, aber es werden mehr Molekeln des einen Gases 
nach der einen Richtung als nach der anderen fliegen. 

Wir legen parallel zur y z- Ebene zwei Ebenen durch unser 
Gas, welche um d x voneinander abstehen. Aus diesen Ebenen 
schneiden wir die Flächeneinheit derart heraus, daß ein Zylinder 
von der Grundfläche Eins und der Höhe d x entsteht. Derselbe 
wird demnach N1 d x Molekeln des ersten Gases enthalten. Dessen 
Molekeln besitzen die mittlere Weglänge l1 und die Geschwindig
keit c,.. Eine jede solche Molekel wird demnach in der Sekunde 

~1 Stöße erfahren. In dem von uns konstruierten Zylinder finden 

demnach in der Zeiteinheit N~ c,. dx Zusammenstöße derartiger 

Molekeln statt. Das können wir auch so auffassen, daß in der 
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Zeiteinheit N~ Ct d:» Molekeln von diesem Zylinder ausfliegen. 

Nach Abschnitt 6 legen von n Molekeln nue-ardr einen Weg 
zwischen r und r + dr zurück, wobei wir unter u den reziproken 
Wert der mittleren Weglänge zu verstehen haben. Von unseren 
N1Ct T d x Molekeln werden demnach 

r 

N1cle-!l d d 
z2 X r 
1 

einen Weg zwischen r und r + d r zurücklegen. Alle Molekeln, 
deren Bewegungsrichtungen mit der negativen x- Achse einen 
Winkel & einschließen derart, daß r cos & > x ist, müssen die 
(us)-Ebene passieren. Die Zahl der Molekeln, welche Richtungs
winkel zwischen & und & + d & haben, ist nun 

r 
N1 c1e-!l . 

212 dxdrsm&d& 
1 

(siehe Abschnitt 1). Daraus finden wir für die Gesamtzahl, 
welche die (ys)-Ebene passieren kann, 

"' arccos-r 

_!'_ J N,c e-~ (1-~) N,ce zl 11 r 
1 ~l 2 dxdr sin&d& = 2 p dxdr. 

1 1 
0 

Wenn wir diesen letzten Ausdruck nach X innerhalb der Grenzen 
0 und r integrieren, so finden wir die Zahl sämtlicher Molekeln, 
welche aus einer Tiefe zwischen x = 0 und x = r kommen und 
die Flächeneinheit der y s-Ebene durchsetzen. Beachten wir noch, 
daß N;. = fH1 - u x ist, so ergibt dies 
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Wenn wir nun noch den letzten Ausdruck zwischen den Grenzen 
0 und oo integrieren, so erhalten wir die Gesamtzahl der Molekeln 
des ersten Gases, welche in der Zeiteinheit die Flächeneinheit der 
yz-Ebene in der Richtung der negativen x-Achse passieren. Dies 
ergibt folgendes Resultat: 

In gleicher Weise können wir die Zahl der Molekeln berechnen, 
welche in entgegengesetzter Richtung die y z-Ebene durchwandern, 
für deren Zahl wir folgendes erhalten: 

911 C1 + U Ct l1 • 

4 6 

Die Differenz beider Zahlen u i 11 ist somit der Überschuß der 

Molekeln auf der positiven Seite der 11 z-Ebene. In derselben 
Weise ergibt sich für den Überschuß der Molekeln des zweiten 

Gases auf der negativen Seite u c; ls • 

Es liegt in der Natur des Ganzen, daß c1 1'1 und c2 12 im all

gemeinen voneinander verschieden sind, so daß ~ (c1 l1 - c2 12) 

Molekeln mehr nach der positiven Seite der y z-Ebene als nach 
der negativen wandern. Nun muß aber die Bedingung 

N1 +N2 = N 
u 

bestehen, weshalb 3" ( c1 11 - c2 l2) Molekeln des Gasgemenges nach 

der negativen Seite der y z-Ebene übergehen müssen. Somit· 
wandern vom ersten Gase in der Zeiteinheit durch die Quer
schnittseinheit nach der positiven Richtung 

uc1 11 u 911 u 
- 3 --3(Ctll-c2l2) N = 3 N(clll912 +c2 l2911) 

Molekeln. Vom entgegengesetzt wandernden Gas passieren natür
lich ebensoviel Molekeln die y z-Ebene. Da es nun gleichgültig 
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ist, wohin wir die y s-Ebene verlegen, so gilt für die Zahl der 
passierenden Molekeln im allgemeinen 

Wir betrachten jetzt einen nicht stationären Zustand. Die 
Zahl der Molekeln, welche durch die Flächeneinheit einer be
stimmten Ebene gehen, sei z. Durch eine benachbarte Ebene in 
der Entfernung d x geht dann die Zahl 

oz 
Z' = Z+axdx. 

Zwischen beiden Ebenen bleibt somit der Überschuß 

oz 1 o~N1 
- 0 x dx= 3 N(c1 l1 N2 +c~l2 N1 ) ox2 dx. 

dN, 
Wir haben dabei die Voraussetzung gemacht, daß d; und 
dN2 kleine Größen sind, so daß deren Quadrate vernachlässigt 
dx 

werden können. Die Zunahme von N1 in der Zeiteinheit ist 

0 0~1 , somit die Zunahme der Molekeln des ersten Gases zwischen 

den beiden Ebenen in der Entfernung dx 0:: dx, was nach 

dem Vorhergehenden die Gleichung ergibt 

oN1 1 o2Nt 
~ = gN (c1.l1 N2 + c2l2N1) ox2 • 

2 

Wir wollen beide Seiten dieser Gleichung mit ~01 multiplizieren 

und berücksichtigen, daß 
N, ,..._ ,._2 
___!_···_•--1 = Pt 

3 
J IL g er , Die Fortachritte der kinetischen Gastheorie. 4 
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ist. Danach erhalten wir jetzt 

OPt 1 02Pt 02Pt at = 3 N (<; l1 N2 + c11 l2 N1) 0 a;ll = o 0 x2 • 

Der Vergleich mit Gleichung (15) ergibt somit 

1 o = 3 N (clll Ns + c2l2 N1) • • • . (16) 

Wir haben demnach einen Ausdruck für den Diffusionskoeffizienten 
gefunden, nur ist in demselben der Wert der mittleren Weglängen 
11 und l2 noch zu berechnen. 

Wir haben bei unserer bisherigen Untersuchung die Voraus
setzung gemacht, daß alle Molekeln des einen Gases die Ge
schwindigkeit c1 , alle Molekeln des zweiten die Geschwindigkeit 
c2 besitzen. Es sei ferner der Durchmesser der Molekeln erster 
Art 61 , jener zweiter Art 62 und die Entfernung der Mittel• 
punkte zweier Molekeln verschiedener Art bei der Berührung 

6 = 61 t 62 • Unter dieser Annahme ist die Zahl der Zusammen

stöße, welche eine Molekel des ersten Gases mit gleichartigen 

macht, 4 N1 ~ 612 <;, hingegen die Zahl der Zusammenstöße mit 

3 c 2 + c 2 
Molekeln des zweiten Gases ~ <; 2 N2 n (52, Die Gesamtzahl 

der Stöße in der Zeiteinheit für eine Molekel erster Art ist somit 

Nun ist aber 

daher 

Z _ 4 N1 n 6{<; + 3 c{ + ci N. 2 
1- 3 3cx lln6. 

und mit Rücksicht darauf, daß 

ist, erhalten wir 
1 

lx = --------c-----
~N 62 +3m2 + m1 N. 2 
3 x n I 3 m2 ll n 6 
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Für die Molekeln zweiter Art ergibt sich gleicherweise 

1 
ls = 2+ 2 

Das sind 
Gleichung (16) 
zusetzen sind. 

!Nno2+3cl c2Nno2 
3 s a 3 C:t c2 I 

1 

somit die Werte für 11 und 12 , welche in die 
zur Bestimmung des Diffusionskoeffizienten ein-

Da die mittlereWeglänge der Zahl der Molekeln in der Volum
einheit immer umgekehrt proportional ist, so ist der Klammer
ausdruck c1 l1 N 2 + c2 l2 N1 in Gleichung (16) vom Volumen 
oder, was dasselbe bedeutet, vom Druck unabhängig, jedoch pro
portional der'Geschwindigkeit der Molekeln oder proportional der 
Quadratwurzel aus der absoluten Temperatur des Gases. Aus der 
Druckgleichung 

folgt ferner 

Nmc2 
p=--

3 

N= 3~. 
mc2 

Dem reziproken Wert davon ist ebenfalls der Diffusionskoeffizient 

proportional. Mithin ist dieser 
8 

es 
proportional dem Ausdruck -

p 
T2 

oder proportional - • Es müßte somit der Diffusionskoeffizient 

(3)ten 'P 
der 2 · Potenz der absoluten Temperatur direkt und verkehrt 

proportional dem Druck sein. Letzteres hat sich tatsächlich aus 
der Beobachtung ergeben. Was jedoch die Abhängigkeit von der 
Temperatur anbelangt, so hat sich gezeigt, daß der Diffusions
koeffizient proportional dem Quadrate der absoluten Temperatur 
ist. Wir haben also tatsächlich eine Zunahme des Diffusions
koeffizienten mit der Temperatur. Aber in gleicher Weise wie 
bei der Wärmeleitung und inneren Reibung stimmt die berechnete 
Abhängigkeit von der Temperatur mit der beobachteten nicht 

4* 
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völlig überein. Doch es liegt auch hier die Ursache dafür in 
ähnlichen Umständen, wie wir sie bei der Betrachtung der inneren 
Reibung erwähnt haben. 

Da man die mittlere Weglänge der Molekeln eines Gases 
durch den Reibungskoeffizienten darstellen kann, so ist es auch 
möglich, eine unmittelbare Beziehung zwischen Diffusionskoeffi
zienten und der inneren Reibung der beiden Gase herzustellen, 
das heißt, man kann aus der inneren Reibung zweier Gase 
direkt deren Diffusionskoeffizienten bestimmen. Auch hier befindet 
sich Theorie und Beobachtung in genügender Übereinstimmung. 

11. Größe der :Molekeln.- Loschmidtsche Zahl. 

Wir fanden im Abschnitt 6 für die mittlere Weglänge 

l = 1 . 
y21eotN 

Diese Gleichung läßt sich umwandeln in 

o = 6 fi.N~ oBl. 
6 

Da wir unter o den Durchmesser einer kugelförmig gedachten 

Molekel verstehen, so ist ~ (1S einfach das Volumen einer Mo

lekel und ~1C oB das Volumen sämtlicher Molekeln, welche in der 

Volumeinheit des Gases vorhanden sind. Nach Loschmidt ent
spricht dieses Volumen dem kleinsten Volumen, auf welches das 
Gas gebracht werden kann, und er nimmt an, daß dies im flüssigen 
Zustande angenähert erreicht sei. Nennen wir dieses Volumen \>, 
so ergibt uns die Formel 

(j = 6 V2\>l 
die Möglichkeit, den Durchmesser der Molekeln zu finden, da wir 
ja alle Gase verflüssigen und somit die Größe \> bestimmen können. 
Wie man l findet, wurde bereits im Abschnitt 8 gezeigt. Nach 
dieser Formel hat man für viele Gase und Dämpfe die Größe der 
Molekeln berechnet und gefunden, daß fast alle der Größen
ordnung nach übereinstimmen, welche etwa 

1 

beträgt. 106 mm 
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So hat uns die kinetische Gastheorie schließlich einen Weg 
eröffnet, auch die ungeahnt kleine Größe der Molekeln numerisch 
zu berechnen, ein Resultat, daß um so glaubwürdiger erscheint, 
als außerdem noch eine große Reihe teilweise voneinander völlig 
unabhängiger Methoden gefunden wurde, die Größe der. Molekeln 
zu berechnen, und alle Methoden haben dieselbe Größenordnung 
ergeben. 

Aus der eingangs erwähnten Gleichung erkennen wir ohne 
weiteres, daß bei bekanntem Durchmesser einer Molekel wir auch 
die Zahl N der Molekeln in der Volumeinheit finden können. 
Wir wollen diese Zahl auf ein Mol des Gases beziehen und sie die 
Loschmidtsche ZahP) nennen. Sie ist rund 

6. 1023. 

12. Abweichungen vom Boyle-Charlesschen Gesetz. 

Die Erfahrung zeigt, daß kein Gas das Boyle-Charlesscha 
Gesetz vollkommen befolgt, sondern daß im Verhalten eines jeden 
Gases geringere oder größere Abweichungen von diesem Gesetz 
auftreten. Um diesen Abweichungen gerecht zu werden, wurden 
von verschiedenen Forschern verschiedene Formeln vorgeschlagen, 
deren fruchtbarste die sogenannte Zustandsgleichung von 
van der W aals wurde. V an der W aals' Gedankengang ist 
etwa folgender. Die Zahl der Stöße, welche auf die Gefäßwand 
ausgeübt werden, ist proportional der Stoßzahl einer Molekel und 
diese verkehrt proportional der mittleren W eglänge. Je kleiner 
die mittlere Weglänge, desto größer der Druck. Unter Annahme 
gleicher Geschwindigkeit für alle Molekeln ist ohne Rücksicht auf 
das Molekularvolumen die mittlere Weglänge 

l = 3 
4Nn 6 2 

Berücksichtigen wir jedoch das Molekularvolumen, so erhalten wir 
einen kleineren Wert für die mittlere Weglänge; denn "wären 
alle Stöße zentral, so müßte l1 um den Abstand, den die Zentra 

1) Man versteht vielfach unter der Loschmidtschen Zahl die 
Zahl der Molekeln eines Gases in 1 cmS beim Druck einer Atmosphäre 
und der Temperatur oo 0. Die von uns so bezeichnete Zahl nennt man 
häufig die Avogadrosche Zahl, was eine ungerechte Bezeichnungs
weise ist, da A vogadro diese Zahl nicht bestimmt hat. 
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der Molekeln im Momente des Stoßes haben, vermindert werden. 
In diesem Falle wird also 

llJ = 71 -d 

!! = 1-4N1t6S. 
Zt 3 

oder 

Berücksichtigt man nun, daß ! 6 der Radius der hier kugelförmig 
gedachten Molekel ist und 

n 
N=-, 

V 

wobei v das äußere Volumen darstellt, und ferner auch !1tn ()S 

achtmal das Molekularvolumen, so bekommt man 

zll v-8b1 -Z1 v 
wobei b1 das Molekularvolumen bedeutet. 

Indessen sind die Stöße nur ausnahmsweise zentral und muß 
daher Z1 im Mittel um weniger denn d vermindert werden. Mit 
welchem Teile von 6 dies geschehen muß, können wir aus folgender 
Betrachtung finden. Int Augenblick des Stoßes liegt der Mittel
punkt der sich bewegenden Molekel auf einer Kugelfläche, be
schrieben um den Mittelpunkt der zweiten Molekel mit dem 
Radius d. Denken wir uns diese Kugel durch eine Ebene senk
recht auf die Richtung der Bewegung in zwei Halbkugeln geteilt. 
Die Verkürzung des Weges ist der Abstand, um den der Mittel
punkt beim Stoß von dieser Ebene entfernt ist. Da beim Stoß 
die Wahrscheinlichkeit, daß der Mittelpunkt einen bestimmten 
Punkt der kugelförmigen Oberfläche trifft, für alle Punkte der 
Oberfläche gleich groß ist, so haben wir die mittlere Ordinate für 
gleiche Elemente der Oberfläche zu suchen und nicht, wie man 
leicht glauben könnte, für gleiche Elemente der Ebene. Wir 
haben demnach dieselbe Rechnung durchzuführen wie für den 
Schwerpunkt der Hälfte einer kugelförmigen Oberfläche. Ohne 
weitere Rechnung weiß man, daß dieser auf der halben Höhe des 
Radius liegt. Somit muß von Z1 der Wert ! 6 abgezogen werden. 
Setzen wir 

so ist nunmehr 
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Die Gleichung (1) ist somit dadurch zu korrigieren, daß wir deren 
linke Seite mit dem letztgefundenen Ausdruck multiplizieren. 
Wir erhalten so 

nmc2 
p(v-b)= - 3-= R'l', 

wenn wir für 4 b1 = b setzen. 
V an der Waals bringt aber noch eine zweite Korrektion 

im Boyle-Charlesschen Gesetze an, welche er auf folgende Über
legung stützt. Wir können die Gasmolekeln nicht bloß als voll
kommen elastische Kugeln auffassen, sondern wir müssen ihnen 
Anziehungskräfte zuschreiben, die sie aufeinander ausüben, was 
zur Folge hat, daß im Inneren des Gases die Bewegung der 
Molekeln dadurch zwar nicht geändert wird, weil die umgebenden 
Molekeln sich in ihrer Wirkung aufheben, jedoch in der Nähe der 
Gefäßwände treten diese Anziehungskräfte in der Weise in Er
scheinung, daß sie auf die Molekeln einen Zug gegen das Innere 
des Gases ausüben. Das hat den E:fl'ekt, als würde der äußere 
Druck p, unter welchem das Gas steht, vergrößert. Da der 
äußere Druck proportional der Zahl der Stöße auf die Wände 
und diese wieder proportional der Dichte des Gases ist, so wird 
auch die Größe, um welche der äußere Druck infolge der An
ziehungskräfte vergrößert werden muß, proportional der Gasdichte 
sein. Da aber der Zug, den jede einzelne Molekel gegen das Gas
innere erfährt, ebenfalls proportional der Gasdichte ist, so wird 
die Größe, um welche der äußere Druck zu vermehren ist, pro
portional dem Quadrate der Dichte des Gases oder verkehrt pro
portional dem Quadrate des Volumens v des Gases gesetzt werden 
müssen. Wir werden demnach den äußeren Druck p um eine 

Größe a2 zu vermehren haben, wobei wir unter a eine Konstante 
V 

verstehen, und erhalten so die Formel 

(p + :2) (v- b) = R T. 

Das ist die berühmte Gleichung von van der Waals. Sie ist 
einigermaßen theoretisch begründet für verdünnte Gase. Die Er
fahrung hat jedoch gezeigt, daß sie auch das Verhalten stark 
komprimierter Gase häufig genügend darstellt, ja sie wurde von 
v an der W a als selbst sogar auf den flüssigen Zustand an-
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gewendet. Gerade darin, daß sie das Verhalten der Gase bis zur 
Kondensation wiedergibt, besteht ihre große Bedeutung, indem es 
von vornherein ganz unmöglich erscheint, durch eine Gleichung 
mit so wenig Konstanten das überaus komplizierte Verhalten der 
verdichteten Gase und Flüssigkeiten darzustellen. Aus ihr folgt 
ferner, da sie für das Volumen eine Gleichung dritten Grades 
ist, daß sie drei reelle Wurzeln oder nur eine solche be
sitzen kann. Im ersten Fall stellt sie den Zustand unter der 
kritischen Temperatur, in letzterem oberhalb derselben dar. 

Sie ermöglicht somit, die kritische Temperatur einer Flüssig
keit bezüglich eines Gases direkt zu berechnen. Selbst für den 
Fall, daß wir sie nur als empirische Gleichung betrachten, gewährt 
sie bei Anwendung der Gesetze der mechanischen Wärmetheorie 
einen tiefen Einblick in die Beziehungen, welche zwischen dem 
gasförmigen und flüssigen Zustande bestehen. 

18. Das Virial. 

Wir wollen unter u, v, w die Geschwindigkeitskomponenten 
des Massenpunktes M verstehen, unter X, Y, Z die Komponenten 
der Kräfte, welche auf den Massenpunkt wirken, so besteht die 
Beziehung 

du 
mdt=X 

und zwei analoge Gleichungen bezüglich der u- und z-Achse. 
Diese Gleichungen lassen sich aber auch schreiben 

d(mu) _X 
dt - . 

Bilden wir nun die Ableitung nach der Zeit von dem Produkt 
m x u, so erhalten wir 

d(mxu) _ d(mu) + d(mx) _X + 2 
dt - x dt u dt - x mu' 

da ja 
dx ae=u 

ist. Nehmen wir nun an, unser Massenpunkt erlange unter dem 
Einfluß der äußeren Kräfte im Laufe der Zeit Geschwindigkeiten 
und Koordinaten, welche beständig zwischen bestimmten endlichen 
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Grenzen liegen, und integrieren wir jetzt die letzte Gleichung über 
eine beliebig große Zeit 't' und dividieren wir den Integralwert 
durch die Zeit 1:, so erhalten wir das sogenannte Zeitmittel der 
einzelnen Glieder unserer Gleichung, und zwar in der Form 

m - -
- (u.-x..--u0x0) = mu2 + Xx. 

1:' 

Es sind somit u0 und x0 die Werte von u bezüglich x für die Zeit 
t = 0, u.- und x.- die entsprechenden Werte für die Zeit 1:. Da 
die Differenz u.- x.- - u0 x0 nach unserer Voraussetzung eine end
liche Größe ist, so muß die linke Seite unserer letzten Gleichung 
um so kleiner werden, je größer die Zeit ist, über welche wir die 
Integration durchführen. Wählen wir demnach in praktischen 
Fällen 1:' genügend groß, so wird die linke Seite immer gleich Null 
gesetzt werden können und wj_r erhalten die Beziehungen 

mu2 + Xx = 0, 

mv2 + Yy = 0, 
- -

mw2+ Zs = 0. 

Diese Gleichungen geben addiert 

m(u2 + v2 + w2) + (Xx + Yy + Zs) = 0. 

Dehnen wir nun unsere Betrachtung über beliebig viele Massen
punkte aus, so können wir für jeden Massenpunkt dieselben 
Gleichungen aufstellen, oder wenn wir sämtliche Gleichungen 
addieren, dies in der Form schreiben 

Emc2 + E(Xx + Yy + Zs) = 0, 
wobei wir also 

u2 + v2 + w2 =Ci 
gesetzt haben. Den Ausdruck E(Xx + Yy + Zs) nennt Clau
sius, von dem zuerst eine derartige Betrachtung gemacht worden 
ist, das Virial der Kräfte, welche auf das System der Massen
punkte wirken, so daß wir demnach die bemerkenswerte Beziehung 
erhalten, daß das Virial vermehrt um die doppelte kine
tische Energie des Systems gleich Null ist. 

Die von Clausius aufgestellte Virialgleichung wollen wir 
jetzt benutzen, um daraus den Druck eines idealen Gases zu 
berechnen. Für diesen Fall ist E m c2 = n m c2, wobei wir jetzt 
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unter n die Zahl der Gasmolekeln in unserem Gefäße, unter m 
die Masse und unter c die Geschwindigkeit einer Molekel ver
stehen. Von äußeren Kräften sei nur der Druck vorhanden, den 
die Gefäßwände auf das Gas ausüben. Der Einfachheit halber 
wollen wir unserem Gefäß die Gestalt eines Parallelepipeds geben, 
dessen Kanten die Längen a bezüglich b, c besitzen. Wir wählen 
eine Ecke des Parallelepipeds zum Ursprung eines Koordinaten
systems, dessen Achsen mit den drei Kanten des Parallelepipeds 
zusammenfallen. Die äußeren Kräfte, welche nun auf unser Gas 
wirken, sind folgende. Parallel zur x-Achse haben wir den Druck, 
welcher von der Fläche b c in der :!1 z-Ebene herrührt, der dem
nach die Größe b c p besitzt, wenn wir unter p den Druck des 
Gases verstehen. Da aber dieser Druck für die linke Seitenfläche 
mit der Abszisse Null zu multiplizieren ist, so trägt er zur Größe 
des Virials nichts bei. Die rechte Seitenfläche übt auf das Gas 
parallel zur x-Achse ebenfalls den Druck b c p aus, der jedoch als 
eine negative Kraft zu betrachten ist. Die Abszisse dieser Fläche 
ist a. Es liefert somit die rechte Seitenfläche für das Virial das 
Glied - ab c p. Genau dieselbe Überlegung ergibt aber auch, 
daß wir für die Kraft parallel zur y- und parallel zur e-Achse je 
ein Glied - ab c p in das Virial einführen müssen. Somit ist für 
unseren Fall das Virial gegeben durch - 3 ab c p. Dieses Virial, 
vermehrt um die doppelte kinetische Energie sämtlicher Molekeln, 
muß nun gleich Null sein. Wir erhalten somit die Gleichung 

nmc2 -3abcp = 0. 

Nun ist aber das Volumen unseres Gefäßes 

v = abc, 
wonach wir weiter erhalten 

oder 
nmc2 - 3pv = 0, 

nmc2 
pv = -3-

und das ist tatsächlich die Gleichung, welche wir im Abschnitt 1 
für das Boyle-Charlessche Gesetz erhalten haben. 



59 

I. Boltzmanns H-Theorem. 
Wir nehmen an, wir hätten ein einfaches Gas, dessen Molekeln 

alle dieselben Eigenschaften besitzen. Für die Geschwindigkeiten 
der Gasmolekeln sei ein Verteilungsgesetz vorhanden. Die Zahl 
der Molekeln in der Volumeinheit, welche Geschwindigkeitskom
ponenten zwischen ~ und ~ + d ~' fJ und fJ + d fJ, ' und ' + d' 
haben, sei eine Funktion von ~. fJ, ' und der Zeit t, also 

f(~, fJ, ~. t)d~ dfJ db = fflro. 

Wir wollen diese im folgenden die Molekeln erster Art nennen. 
In gleicher Weise sei die Zahl jener Molekeln zweiter Art, welche 
Geschwindigkeitskomponenten zwischen ~1 und ~1 + d ~11 f/1 und 
f/1 + d '~'h• ~1 und ~1 + d ' 1 besitzen, 

f(~~~ fJu 'I• t) d ~1 d f/1 d '1 = f1 d OJ1. 

Wir setzen also der Kürze halber 

und 

f(~, 'YJ, ,, t) = f, 

((~1. f/1, ,11 t) = (1, 

d~d1Jd' = dro 

d~1 df/1 d'1 = d OJ1• 

Mögen wir die Molekeln als vollkommen elastische Kugeln 
oder als Kraftzentren auffassen, immer werden sie sich bei einer 
gewissen Annäherung ablenken und ihre Geschwindigkeit ändern. 
Es ist unmittelbar klar, daß die Zahl der AbHmkungen, welche 
eine Molekel erster Art von jenen zweiter Art erfährt, der Zahl 
der Molekeln zweiter Art (1 d ro1, sowie der relativen Geschwindig
keit g, welche die Molekel erster Art gegen die Molekeln zweiter 
Art besitzt, proportional ist. Die Zahl der Ablenkungen ist also 
proportional g f1 d ro1 • Durch die Ablenkungen werden die Molekeln, 
sowohl die erster wie die zweiter Art, die verschiedensten Ge
schwindigkeiten und Geschwindigkeitsrichtungen erlangen, je 
nachdem der Eintritt der Molekeln in die gegenseitige Wirkungs
sphäre mehr oder weniger zentral erfolgt. Stellen wir die Forde
rung, daß nach der Ablenkung die Geschwindigkeiten wie auch 
die Geschwindigkeitsrichtungen ganz bestimmte sind, so können 
wir nur jene Ablenkungen in Betracht ziehen, bei welchen die 
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M-olekeln erster mit jenen zweiter Art unter denselben geometrischen 
Bedingungen in Wechselwirkung getreten sind. Diese Bedingungen 
wollen wir durch die Bezeichnung d G in Rechnung setzen, so 
daß die Zahl der Ablenkungen, welche die Molekeln erster Art in 
der Zeiteinheit durch jene zweiter Art unter den gegebenen Be
dingungen erfahren, durch g f1 d w1 d G und die Gesamtzahl der 
Ablenkungen, welche sämtliche Molekeln erster Art in der Votum
einheit und in der Zeiteinheit erfahren, durch g f f1 d ro d w1 d G 
gegeben ist. In der Zeit d t verschwinden daher 

d n = g fh d ro d ro1 d Gd t . . • . . . (17) 

Molekeln erster Art. Durch die Ablenkungen sollen die Molekeln 
erster Art Geschwindigkeitskomponenten zwischen ~' und ~' + d ~', 
1J1 und 1J1 + d 1J1, ~' und ~' + d ~', jene zweiter Art Geschwindig
keitskomponenten zwischen ~~ und ~~ + d s~, 1]11 und fJ~ + d n;' 
'~ und ~'1 + d ~~ erhalten. Es werden nun auch die Molekeln mit 
den Geschwindigkeitskomponenten ~', 1]1, ~1 bezüglich~~. t'J~, ~;unter 
gewissen geometrischen Bedingungen, denen wir durch d G' Rech
nung tragen wollen, so zusammenstoßen können, daß sie nach 
dem Stoß Geschwindigkeiten von der ursprünglichen Größe und 
Richtung der beiden Arten von Molekeln besitzen. Die Zahl 
dieser wird pro Volumeinheit in der Zeit d t 

dv = g'f'f'tdw'dw'tdG'dt ...... (18) 

sein, wobei die Bedeutung der mit einem Strich versehenen Buch
staben· aus der Analogie mit dem Früheren zu erkennen ist. 

Setzen wir voraus, daß die Kräfte, welche die Molekeln aufein
ander ausüben, Zentralkräfte sind, so ist die relative Geschwindig
keit der Molekeln vor und nach der Ablenkung dieselbe, also g1 = g. 
Da es sich bei unserer Betrachtung nur um die relative Bewegung 
handelt, so sind auch die geometrischen Bedingungen, unter welchen 
die Molekeln in ihre gegenseitige Wirkungssphäre eintreten, wechsel
weise dieselben, also 

dG' = dG. 

und 

Es läßt sich ferner auch leicht zeigen, daß 

dw' = dro 

ist. Wir wollen durch die Zentren der zwei Molekeln, wenn sie 
den kürzesten Abstand erreicht haben, eine gerade Linie legen, 
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deren Richtung durch OK (Fig. 5) gegeben ist, und sie kurz die 
Zentrilinie nennen. Von 0 a.us tragen wir die Geschwindigkeiten 
c und c1 durch Strecken auf. Es stellt uns dann die Strecke 0 0 1 

die relative Geschwindigkeit g dar. Durch den Halbierungspunkt S 
dieser Strecke legen wir die Parallele K1 K2 zu OK. Jene Kom
ponente der relativen Geschwindigkeit g, welche senkrecht zu 0 K 

Fig.5. 

0 

oder, was dasselbe ist, zu K1 K 2 steht, erfährt durch die Ablenkung 
der Molekeln keine Veränderung. Die Komponente parallel zu 
K 1 K 2 wird durch die Ablenkung einfach umgekehrt. Wir erhalten 
somit die neue Richtung der relativen Geschwindigkeit, wenn wir 
in der Ebene, welche die Geraden 0 01 und K1 K 2 bestimmen, 
durch S, das ist den gemeinschaftlichen Schwerpunkt beider 
Molekeln, eine Gerade 0' 0~ so legen, daß sie zu K 1 K2 dieselbe 
Neigung hat wie 0 01o nur in entgegengesetzter Richtung. Machen 
wir noch 

so stellen uns die Strecken 0 0' und 0 0{ die Geschwindigkeiten 
d und c~ der Molekeln nach der Ablenkung dar. 

Verschieben wir nun den Punkt 0 um die unendlich kleinen 
Strecken d~, d'YJ, d~, so muß sich O' wegen der vollkommenen 
Symmetrie um genau dieselben Strecken d~', d'YJ', d~' verschieben. 
Es ist somit 

dro = dm' 
und ganz analog 

dm1 = dw~. 

Ziehen wir das alles in Betracht, so können wir Gleichung (18) 
schreiben 
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Es wird somit die Änderung der Zahl der Molekeln f d w in der 
Zeit d t gegeben sein durch 

:~ dwdt = Jav -Jdn = J<r' fi- ff1)gdwdwld Gdt 

oder 

Für den stationären Zustand muß 

df 
dt = O, 

somit 
f'fi = ffl 

sein. 
Bilden wir für eine Molekel die "Logarithmusfunktion" l f 

und addieren wir die Werte sämtlicher Logarithmusfunktionen 
der Molekeln in der Volumeinheit des Gases, so ergibt dies 

H= jlf.fdw . ....... (20) 

da ja fdw die Zahl der Molekeln von einer bestimmten Geschwindig· 
keit mit den Komponenten zwischen s und s + ds, 1J und 1J + d1J, 

' und ' + d' ist. 
Wir wollen nun die Änderung von H nach der Zeit bestimmen, 

also ~:bilden. Nach Gleichung (20) ist 

da 

f ldf fdf 
f dt fdw = dt dw = 0, 

was nichts anderes als die Änderung der Gesamtzahl der Molekeln 
mit der Zeit ist. Diese Zahl ist aber konstant. Setzen wir den 

Wert von :{aus Gleichung (19) ein, so wird 
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Da die Integration immer über sämtliche vorhandenen w· erte 
erstreckt werden muß, also z. B. für die Geschwindigkeit von 
0 bis oo, so ist 

H = flf.fdro = Jzr'. f' dro', 
desgleichen 

d: = f lf' ~' dro' =-f l f' (f' f{- ff1)gdrodro1 d G • (21 a) 

Weiche Molekeln wir als jene erster und als jene zweiter Art an
nehmen, ist natürlich ebenfalls gleichgültig. Daher folgt aus 
Gleichung (21) und (21 a) ohne weiteres 

~~ = f lf1 (f' f{- ff1)gdrodro1 d G .. (21 b) 

und 
a;{ = -flf{(f'f{-ff1)gdrodro1dG • . (21c) 

Das arithmetische Mittel aus den Gleichungen (21), (21 a), (21 b), 
(21 c) ergibt schließlich 

Die Funktionen f, {1, f', f{ sind alle positive Zahlen, desgleichen 
muß nach den früheren Forderungen auch d G immer positiv sein. 
Da nun auch der Logarithmus mit dem Numerus wächst und ab-

. t ß d t I t l . · 'th' dH t mmm , so mu as gesam e n egra pos1t1v, m1 m dt ste s 

negativ sein, d. h. H muß infolge der Ablenkungen, welche die 
Molekeln bei jeder Annäherung an eine andere erfahren, beständig 
abnehmen oder das Gas muß sich beständig einem Zustande nähern, 
für welchen 

ffl = f' f{ . . . . • • . . . (22) 

ist. Ist dieser Zustand erreicht, so bleibt er stationär, das Gas 
ist dann im thermischen und mechanischen Gleichgewicht. 

Bei diesem stationären Zustande sind für die Geschwindig
keiten alle Richtungen des Raumes gleich wahrscheinlich. Wir 
werden daher f als eine Funktion von c2 ausdrücken können, 
wenn wir unter c die Geschwindigkeiten der Molekeln erster Art 
vor dem Stoß verstehen. Für die Geschwindigkeit nach dem Stoß 



64 

wollen wir dann analog c' setzen, während die Geschwindigkeiten 
der Molekeln zweiter Art vor und nach dem Stoß entsprechend 
c1 und c; genannt werden sollen. Wir setzen 

desgleichen 

und 

f = &<c2>, 

f1 = eP<c,."'>, 

f' = e'P <c'2> 

f~ = e'P<•'•">. 

Infolge des Energieprinzips muß 

mc2 mc 2 m c'2 mc~2 
2+----t=-2-+-2-

sein, woraus 

folgt. Aus Gleichung (22} erhalten wir jetzt 

fJ' :es) + rp (cn = rp (c'2) + rp (c2 + cf- c'2). 

Diese Gleichung der Reihe nach partiell nach c, c1, c' differenziert, 
ergibt 

und 

oder 

rp' (c2) = rp' (cll + cf- c'2), 

rp' (ctJ = rp' (c2 + cf- c12) 

o = rp' (c'2) _ rp' (c2 + f1.2 _ c's) 

1 
rp'(c2) = rp'("-2) = rp'(c'2) = --, 

-~ a2 

1 
wobei - all konstant ist, indem ja bei der Willkür der Wahl von 

c11, c12 und c12 die letzte Gleichung nur unter dieser Bedingung 
möglich ist. Daraus folgt nun weiter durch Integration 

cll 
rp(cll) = - a2 + la 

und 
c2 

f = ae-fi2, 

woraus mit Leichtigkeit, wie in der Einleitung, Abschnitt 5, ge
zeigt wurde, das Maxwellsch~ Verteilungsgesetz gefunden 
werden kann. 
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Wir wollen jetzt die Entropie eines Gases bestimmen. Die

selbe ist f d ~ · Dabei setzt sich d Q zusammen aus der Wärme

menge, welche zur Erhöhung der inneren Energie der Molekeln 
notwendig ist, und jener, welche äußere Arbeit leistet. Der ge-

samte Wärmeinhalt eines Gases ist k ; 2
, falls nur die fortschreitende 

Bewegung der Molekeln in Betracht kommt. Unter k verstehen 
wir demnach die Gesamtmasse des Gases. Es ist ferner 

c2 R ---T 3- ,." , 

was aus dem Boyle-Charlesschen Gesetze (siehe Einleitung, 
Abschnitt 1) folgt. p, bedeutet hier das Molekulargewicht des 
Gases. Die Erhöhung der Energie liefert also für d Q den Anteil 

3
2k: d T. Die äußere Arbeit ist pda, wenn p der Druck und 

a das Volumen des Gases ist. Da nun 

ist, so wird wegen 

k a=
(} 

p RT 
-

(} ,." 

pda =pka(~) = k: (}Ta(~)· 
Wir erhalten somit 

dQ = 3k R dT+ kR (}Td(_!) 
2p, ,." (} 

und für die Enf:~ie akR [ dT + kRJa(%) . 
T 2p, J T p, _! 

(} 

= k:[zT! + z(~)] + Oonst. 
3 

kR (T2) = /tl Q + Oonst. 
Jäger, Die Fortschritte der kinetischen Gastheorie. 5 
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Die Größe H definierten wir in folgender Weise. Wir setzten 

H= J flfdw, 
dabei ist 

also c2 
lf= Za--· 

a;ll 

Dies in den Ausdruck für H eingesetzt ergibt 

f 1 J NCS H = la fdw- a;'J. cllfdw = Nla- a;ll = N(la- !), 

wenn wir unter N die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit ver
stehen und berücksichtigen, daß 

C2 = ius 
ist (siehe Einleitung, Abschnitt 5). 

In .der Einleitung (Abschnitt 5) wurde nun gezeigt, daß 

N 
a=-s

n2a;s 

ist. Ersetzen wir 01:2 durch i es; so wird 
8 

_ (~)2 N 
a- -=s· 

(nc2)2 

Nun ist aber nach dem Obigen 

2- 3RT c- ' p, 
folglioh 

Multiplizieren wir Zähler und Nenner dieses Bruches mit m, der 
Masse einer Molekel, so wird der Zähler Nm = (! , das ist die 
Dichte des Gases, und 3 

QT-2 
a = -r===:=====:= 

ysns!sMs' 
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m 
p,=

M 

setzen, wobei wir mit M die Masse einer Molekel des Normalga.ses, 
etwa des W a.ssersto:ffs , bezeichnen. Bilden wir nun mit diesem 
Werte von a die Größe H, so können wir schreiben: 

H = Nla- a; = Nl(() T-~)-N[zysns!sMs +~l 

Diesen Ausdruck wollen wir noch mit - m R ~ multiplizieren 
,." 

und erhalten so: 
8 

- m R~H = NmR~z(T"2\ + Oonst. 
,." ,." ~ ) 

8 

kR (T») = --,;- l Q + Oonst. 

Der Ausdruck 
Nm,_"R~[zysns!sMs +~] 

ist tatsächlich nur eine Konstante, da. ja Nm~ nichts anderes 
als die Gesamtmasse des Gases ist, welche sich natürlich nicht 
ändert. Die rechte Seite unserer letzten Gleichung enthält aber 
nichts anderes als die Entropie des Gases. Wir erkennen somit, 
daß die Größe - H in enger Beziehung zur Entropie steht. Wie 
sich - H ohne äußeres Zutun einem Maximum nähert, so tut es 
auch die Entropie. Dabei erscheint uns also die Eigenschaft 
der Entropie, einem Maximum beständig zuzustreben, 
als ein Streben des Gases, vo Ii einem weniger wahrschein
lichen zu einem wahrscheinlicheren Verteilungszustande 
zu gelangen. 

II. Maxweli•Boltzmannsches Oesetz. 
Für das Maxwellsehe Verteilungsgesetz, mit dem wir uns 

in der Einleitung (Abschnitt 5) bekannt gemacht haben, mit der 
von Boltzmann gegebenen Erweiterung bei Berücksichtigung des 
Einflusses äußerer Kräfte lieferte G. Jäger eine Herleitung, welche 

5* 
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im wesentlichen die hydrostatischen Grundgleichungen be
nutzt. Vorausgesetzt wird, daß ein Verteilungsgesetz unter den 
Geschwindigkeiten der Gasmolekeln existiere und, was bei jeder 
Ableitung des Maxwell-Boltzmannschen Gesetzes angenommen 
werden muß, daß das Gas "molar und molekular" 1) ungeordnet 
ist, worunter zu verstehen ist, daß wohl verschiedene Teile des 

Fig.6. 

0 

Gases dieselbe Eigenschaft besitzen, daß aber unter 
den Molekeln keine bestimmten Gruppierungen vor
kommen, sondern daß die Beziehungen einer jeden 
Molekel zu jeder anderen im Mittel, d. h. über eine 
genügend große Zeit genommen, dieselben sind.· 
Wir könnten das etwa auch so ausdrücken, daß 
wir sagen, die Molekeln sowohl als auch deren Ge-

A~::::j[==jB schwindigkeiten sind in jedem Volumelement des 
Gases gleichmäßig verteilt. 

l 

X 

Wir denken uns nun ein zylindrisches Gefäß 
(Fig. 6), OX sei dessen Achse und gleichzeitig die 
x-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems. 
Senkrecht zur x-Achse denken wir uns zwei Ebenen 
AB, welche sich in dem unendlich kleiilen Ab
stande Ö voneinander befinden. Der Zylinder sei 

mit einem einfachen Gas erfüllt. Auf jede Molekel desselben, 
welche zwischen den Ebenen AB liegt, wirke eine Kraft g parallel 
der Richtung 0 X. So oft demnach eine Molekel die Ebene AB 
in der Richtung 0 X passiert, erfährt sie einen Energiezuwachs a, 
welcher gleich der Arbeit gö ist, die die Kraft g dabei leistet. 
Die in entgegengesetzter Richtung passierenden Molekeln erfahren 
eine Energieverminderung von gleicher Größe. 

Für den Gleichgewichtszustand parallel zur x-Achse gilt die 
hydrostatische Grundgleichung 

nX-dp = 0 
.,.. dx ' 

wobei wir unter ~ die Dichte, unter X die Kraft auf die Massen
einheit des Gases und unter p den Druck des Gases zu verstehen 
haben. Bringen wir die Gleichung in die Form 

dp 
-=Xdx, 
~ 

1) Boltzmann, Vorlesungen über Gastheorie I, S. 21. 
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so ist Xdx die Arbeit, welche die Kraft X leistet, wenn die Massen
einheit des Gases den Weg dx zurücklegt. Wir wollen diese Arbeit 
mit d.A. bezeichnen, erhalten sonach 

oder integriert 

dp = d.A. 
~ 

Pt 

Jd: = .A. 
Po 

. . • . . . . . (23) 

.A. ist dann die Gesamtarbeit der Kraft, wenn die Masseneinheit 
des Gases beim Transport von dem Druck Po zu dem Druck p1 

übergeht. 
Das Gas in unserem Gefäße sei ein ideales, befolge also das 

Boyle-Charlessche Gesetz 

Daraus folgt 
1 Po 1 -
Q Qo p 

und es wird Gleichung (23) 

oder 

und weiter 

Pt 

Po J dp = .A. 
(>o p 

.Po 

l Pt = .A. ()o 
Po Po 

A.~ 
Pt =poe Po .•..•..• (24) 

Passiert die Masseneinheit des Gases die Ebenen AB in der Rieb-
tung der x-Achse, so ist die zugehörige Arbeit 

.A. = na, 
wenn wir unter n die Zahl der Molekeln der Masseneinheit des 
Gases verstehen. 

Wir fanden nun in der Einleitung (Abschnitt 1) für die Be
ziehungen zwischen Druck und Dichte 

Po nmc2 

(Jo = -3-· 
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Folglich gilt auch 
A ()o = n a. 3 _ = 3 a 

Po nmc2 mc2 

und für Gleichung (24) resultiert 8 a 

(24a) 

"Diesen Ausdruck für die Beziehung zwischen p 1 und Po 
wollen wir jetzt aus den Vorstellungen der kinetischen Gastheorie 
ableiten." Ist ein Gleichgewichtszustand vorhanden, so müssen 
in derselben Zeit ebensoviel Molekeln unsere Ebenen AB von 
oben nach unten wie umgekehrt von unten nach oben durch
setzen. "Wir nehmen nun an, daß ein Verteilungsgesetz der 
Geschwindigkeiten der Gasmolekeln existiere, dessen Form uns 
jedoch unbekannt ist." Die Wahrscheinlichkeit, daß eine Molekel 
eine Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Ebene A B be
sitzt, derenWert zwischen u und u + du liegt, wollen wir f( u) du 
nennen. Machen wir ferner die Voraussetzung, daß die Zahl der 
Molekeln in der Volumeinheit des oberen Teiles des Gefä.lles N0, 

jene im unteren N1 sei, so haben wir oben in der Volumeinheit 
N0 f( u) du Molekeln mit einer Geschwindigkeitskomponente zwischen 
u und u + du. Die entsprechende Anzahl unten ist N1 f ( u) du. 
Von diesen Molekeln wandert nun in der Zeiteinheit durch die 
Flächeneinheit der Ebene AB von oben nach unten die Zahl 
u N0 f(u) du. Errichten wir nämlich über der Flächeneinheit 
unserer Ebene einen Zylinder von der Höhe u, so gehen in der 
Sekunde sämtliche Molekeln, die die Geschwindigkeitskomponente u 
besitzen, nach unten. Der Inhalt unseres Zylinders ist aber u 
und in der Volumeinheit haben wir N0 f ( u) du Molekeln der oben 
gekennzeichneten Art, folglich ist die Gesamtzahl dieser Molekeln 
in dem Zylinder N0 u f( u) du, und das ist auch, wie schon er-Wähnt, 
die Zahl der bewußten Molekeln, welche in der Sekunde durch 
die Flächeneinheit der Ebene AB nach unten wandern. 

Wollen wir dieZahl der Molekeln wissen, welche überhaupt in der 
Zeiteinheit die Flächeneinheit von oben nach unten durchsetzen, so 
haben wir den gewonnenen Ausdruck über alle Geschwindigkeits
komponenten u zwischen den Grenzen 0 und oo zu integrieren, also 
zu bilden ao 

JN0 uf(u)du=N0 ~ • • • • • • • (I) 
0 
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Bilden wir nämlich den Mittelwert aller positiven u und nennen 
denselben ü, so würden wir dasselbe Resultat erhalten, wenn wir 
annehmen, die eine Hälfte der vorhandenen Molekeln fliege mit 
der Geschwindigkeitskomponente ü nach oben, die andere Hälfte 
nach unten. Diese letztere Hälfte würde also für die Zahl der 
in der Zeiteinheit die Flächeneinheit der Ebene .AB durch-

setzenden Molekeln den Ausdruck ~0 ü liefern. 

"Bilden wir jetzt die Zahl der Molekeln, welche in der Zeit
einheit die Flächeneinheit der Ebene .AB von unten nach oben 
durchsetzen, so wird das nur jenen Molekeln möglich sein, welche 
senkrecht zur Ebene .AB eine Komponente der kinetischen Energie 
besitzen, die größer ist als a, d. h. für welche 

mus 
T>a 

ist. Also nur jene Molekeln, denen eine Geschwindigkeits-
komponente 

u>V~a 
zukommt, können die Ebene .AB nach oben passieren, weshalb 
die Grenzen unseres Integrals für diesen Fall nicht 0 und oo, 

sondern V ~a und oo sein werden. Wir bekommen demnach 

für die Zahl der in der Zeiteinheit durch die Flächeneinheit nach 
oben fliegenden Molekeln 

d. h. 

sein. 

ao 

J N1 uf(u)du ...•.•• (II) 

w 
Für den Fall des Gleichgewichts muß 

I= II, .. 
N0 ü J - 2- =Nt uf(u)du ..... (25) 

V~ 
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Nach bekannten Formeln der kinetischen Gastheorie {s. Ein
leitung, Abschnitt 1) ist aber 

No Po u 

N1 = P1. 

Mit Zuziehung der Gleichung {25) können wir sonach bilden 

00 

N,No =Po= ~fuf(u)du. 
1 P1 u 

v~.: 
"Da nun nach Gleichung (24 a) 

Sa 

Po=;: m02 
P1 

ist, so erhalten wir die Beziehung 

Wir wollen jetzt V2a 
-=x m 

setzen. Es wird demnach 
00 8:»2 

f uf(u)du = ~ e- 202. 

"' 
Diese Gleichung besagt, daß J uf(u)du für u = oo den Wert 0 

S:Ji& 
ü --

und für u = x den Wert--e 202 annimmt. Wir können 
2 

demnach schreiben 
812>'& 

f xf(x)dx =-~ e-·202 • 

Das Differential davon ist 
s.za 

3üx ---= 
xf(x)dx =-= e 202 dx. 

2c2 
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Daraus erhalten wir die Funktion 
S<t2 

3ü ---= 
f(x) =-= e 2cll. 

2 c2 

Es ist somit die Funktion f(x) gefunden." 
Kennen wir einmal diese Funktion, so läßt sich nach dem 

Vorgang, den wir in der Einleitung (Abschnitt 5) befolgten, das 
Maxwellsehe Gesetz leicht erhalten. Nehmen wir nämlich 
wiederum an, die Komponenten einer Geschwindigkeit seien 
u, v, w, so ist nach der letzten Beziehung die Wahrscheinlichkeit, 
daß eine Molekel eine Geschwindigkeitskomponente zwischen u 
und u + du besitzt, 8 u2 

3ü --= 
f(u)du =-= e 2 cll d·u. 

2 c2 

Für eine Komponente zwischen v und v + d verhalten wir gleicher-
weise _ StJ2 

3v ---= 
f(v)dv =-= e 2c2 dtJ. 

2 c2 

Wegen der gleichmäßigen Verteilung sämtlicner Geschwindig
keiten ist natürlich 

ü=ii=w. 
Die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit im oberen Teile 
unseres Gefäßes nannten wir N0• Die Zahl jener, welche gleich
zeitig eine Geschwindigkeitskomponente zwischen u und u + du 
besitzen, ist somit 

Nof(u)du, 

welcher Ausdruck, von - oo bis + oo integriert, wiederum die 
Gesamtzahl N 0 ergeben muß. Wir haben somit 

woraus folgt 

Wir wollen 

+oc J Nof(u)du = N 0 , 
-oo 

J+oo f+Sü _Su2 

f(u)du =. -= e 202 du= 1. 
2 c2 

-00 -00 



setzen, somit wird 

1/ 2c2 
du= y 3 dy. 

Weiteres ergibt sich 

Da nun 

ist, so folgt 

- ~Ci u= -
3~ 

und 

V- 3u2 ,.2 
3 --= 1 --

f(u) = --= e 2c2 = ~e a2, 
2~c2 a.v~ 

2 c2 
wobei wir--= a,2 eingeführt haben. Unter a, verstehen wir 

3 
jetzt, wie in der Einleitung (Abschnitt 6), die wahrscheinlichste 
Geschwindigkeit der Molekeln; gleichzeitig haben wir das Max
wellsehe Verteilungsgesetz in derselben Form gefunden, wie wir 
es in der Einleitung (Abschnitt 5) dargestellt haben. 

Wir denken uns jetzt unser Gefäß nicht wie ursprünglich 
von einem einzigen Ebenenpaar AB, sondern von einer sehr 
großen Zahl paralleler Ebenenpaare durchsetzt, welche alle die
selbe Eigenschaft wie das Ebenenpaar .AB besitzen. Während 
wir uns die zwei Ebenen je eines Paares unendlich nahe anein
ander dachten, sei der gegenseitige Abstand je zweier benach
barter Paare zwar sehr klein, aber doch so groß, daß darin noch 
eine sehr große Anzahl von Molekeln vorhanden ist. "Es läßt sich 
dann für zwei aufeinander folgende Gasschichten genau dieselbe 
Überlegung wiederholen, wie wir sie früher auf das einzelne 
Ebenenpaar .A B angewendet haben." 

Nennen wir die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit der 
aufeinander folgenden Gasschichten N 0, N1, N 2, ••• , den Zuwachs 
der kinetischen Energie, welche eine Molekel beim- Passieren 
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der einzelnen Ebenen erfährt: a11 a2 , a8 , ••• , so ist nach Glei-
chung (24): 8 ,.,_ 

N1 = NoemC2, 
8 "2 8(a1 + 112) 

N2 = NlemC2 = Nöe mcll 

S(a,.+a"+ .. ·ak) _sx 

N.,. = Noe mcll = Noe Ci, 

wenn wir a1 + a2 + · · · + a.,. = - m X setzen. 
Da die Arbeit der Kräfte gleich ist der Zunahme der kineti

schen Energie, somit gleich der Abnahme der potentiellen, so 
können wir X als das Potential der äußeren Kräfte auffassen 
und damit unsere Formel nicht nur nach einer Richtung, sondern 
nach allen drei Richtungen des Raumes erweitern. Es ist dann 
die Zahl der Molekeln, welche eine Geschwindigkeitskomponente 
zwischen u und u + a u besitzen, gegeben durch: 

8z ~ 1 
No -02-~~ - ~ -~~+~~ 
.r::: e u. u - .r::: e u. u, 

~fn arn 

da ja, wie bereits erwähnt wurde, ~2 = 2 t ist. Es ist somit 

N0 die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit an einer Stelle des 
Gases, für welche das Potential der äußeren Kräfte gleich Null ist. 

Wir haben damit das Maxwellsehe Verteilungsgesetz mit 
jener Ergänzung gefunden, welche ihm Boltzmann 1) gegeben hat. 

111. Gültigkeit des Maxwell-Boltzmannschen 
Gesetzes für beliebig kleine Kraftfelder. 

Das Maxwellsehe Verteilungsgesetz der Geschwindigkeiten 
soll noch aus einer anderen Anschauungsweise entwickelt werden. 
Das Gleichgewicht in dem Gefäß (Fig. 6) können wir an folgende 
Bedingung knüpfen. Wir setzen wieder voraus, daß ein Verteilungs
gesetz überhaupt existiert, daß das Gas in beiden Teilen des 

1) Boltzmann, Vorlesungen über Gastheorie I, S. 137 (1896). 
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Gefäßes molar und molekular ungeordnet ist, und daß die Wahr
scheinlichkeit, daß eine Molekel eine Geschwindigkeitskomponente 
zwischen u und u + du hat, f ( u) du ist. Durchsetzt eine der
artige Molekel von oben nach unten die Ebenen .AB, so ver
wandelt sich ihre Geso.b.windigkeitskomponente u in u', indem ja 
durch die Arbeit, welche die Kräfte zwischen den Ebenen .AB 
leisten, die Molekel einen Zuwachs ihrer kinetischen Energie 
erfährt. Da die Kräfte parallel zur .x-Achse wirken, so wird an 
der Geschwindigkeit der Molekel nur die Komponente senkrecht 
zu AB eine Änderung erfahren, und es muß die kinetische Energie 

mu'2 mull 
- 2- - - 2- = a . • . . . . . (26) 

sein, wenn wir unter a wieder die Arbeit verstehen, welche die 
äußeren Kräfte leisten, wenn die Molekel die Ebenen .AB passiert. 
Die Zahl der Molekeln dieser Art, welche in der Zeiteinheit durch 
die Flächeneinheit der Ebenen .AB aus dem oberen Teil des 
Gefäßes in den unteren übertreten, ist N0 uf(u)du. Das Gas im 
unteren Teil empfängt demnach in der Sekunde No u f(u) du 
Molekeln von der Geschwindigkeitskomponente u'. Soll nun Gleich
gewicht bestehen, so müssen von dem unteren Teil ebensoviel 
Molekeln von der Geschwindigkeitskomponente u' nach oben über
treten. Diese Zahl ist aber N1 u' f( u') du', folglich muß 

N0 uf(u)du = N1 u' f(u')du' ..... (27) 

sein. Aus Gleichung (26) folgt aber durch Differentiation, daß 

udu = u'du', 

was für unsere Beziehung ergibt 

Nof(u) = Nd(u'). 

Durch Differentiation dieser Gleichung erhalten wir 

N 0 f'(u)du =Nd' (u')du'. 

Dividieren wir jetzt diese Gleichung durch Gleichung (27), so 
erhalten wir 

Diese letzte Gleichung ist nun vollständig unabhängig von der 
Arbeit, welche die Kräfte zwischen den Ebenen AB leisten. Ändert 
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sich diese .Arbeit, so ändert sich damit auch u', d. h. wir können 
die Größe u' in unserer Gleichung ganz willkürlich wählen, ohne 
daß dadurch die Gültigkeit der Gleichung eine Einbuße erfährt. 

1 f' (u) 
Dies ist aber nur dann möglich, wenn u f(u) einen konstanten 

Wert hat. Wir wollen somit 

setzen, 
stehen. 

!_ f'(u) = -l 
u f(u) 

wobei wir unter l eine ganz willkürliche Konstante ver
Schreiben wir die Gleichung in der Form 

f' (u) 
f(u) du= -ludu, 

so können wir leicht die Funktion f(u) bestimmen, indem wir 
durch Integration erhalten 

u2 
lf(u) = -1 2 + lA. 

Das ist aber dieselbe Gleichung, welche wir bereits in der Ein
leitung (.Abschnitt 5) erhalten haben und deren weitere Behand
lung uns das Maxwellsehe Verteilungsgesetz liefert. Diese 
Eigenschaft des Maxwell-Boltzmannschen Verteilungsgesetzes, 
daß bei Vorhandensein äußerer Kräfte die Dichte des Gases sich 
immer so verteilen muß, daß aus jedem Volumelement in der Zeit
einheit ebensoviel Molekeln von einer bestimmten Geschwindig
keit ausfliegen müssen, wie Molekeln derselben Geschwindigkeit in 
das Volumelement eintreten, wollen wir nun benutzen, um nach
zuweisen, daß auch für den Fall, als äußere Kräfte nur über sehr 
kleine Räume wirken, das Maxwell-Boltzmannsche Verteilungs
gesetz g1iltig bleibt. 

Wir haben nämlich bisher dieses Gesetz immer unter der 
Voraussetzung abgeleitet, daß in jedem auch noch so kleinen 
Volumen gleichzeitig eine sehr große .Anzahl von Molekeln vor
handen ist, so daß wir auch für jedes Volumelement annehmen 
konnten, daß in demselben Molekeln von allen möglichen Ge
schwindigkeiten vorhanden sind. Gehen wir aber für die Volum
elemente auf Räume herab, deren Dimensionen sich mit den 
Molekeldimensionen direkt vergleichen lassen, so können wir nicht 
mehr annehmen, daß in einem solchen Raum eine große .Anzahl 
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von Molekeln vorhanden sei, sondern daß deren Zahl in dem 
betreffenden Raum beständig wechseln wird, da ja durch das 
Umherfliegen der Molekeln sich dieselben beständig häufen und 
zerstreuen werden, und wir nur für den Fall, daß wir größere 
Räume in Betracht ziehen, von einer bestimmten Gasdichte 
sprechen können, während für sehr kleine Räume diese Dichte 
beständig wechseln wird, ja gelegentlich auch Null werden kann, 
was der Fall ist, wenn gar keine Molekel in dem betreffenden 
Raum vorhanden ist. 

Denken wir uns jetzt nun eine äußere Kraft, welche auf die 
Molekeln wirkt, aber nur innerhalb eines so engen Raumes, daß 
gleichzeitig nur eine geringe Anzahl von Molekeln in diesem Raum 
vorhanden sein könne, so wäre es möglich, daß unsere Gesetze 
vielleicht gar nicht mehr gelten. Es wurden tatsächlich Unter
suchungen gemacht, welche für so kleine Räume ganz andere 
Eigenschaften folgern, als aus dem Maxwell-Boltzmannschen 
Gesetz hervorgehen würden. 

Um derartige Folgerungen begreifen zu können, wollen wir 
vorerst eine Überlegung machen, welche sich auf die Bestimmung 
der Gasdichte bezieht, wenn keine äußeren Kräfte vorhanden sind. 
Wir betrachten ein Raumelement ·eines größeren mit Gas erfüllten 
Raumes, für welchen das Gas im mechanischen und thermischen 
Gleichgewicht sich befindet, so daß in allen Punkten des Raumes 
das Gas konstante Dichte besitzt, was wir auch so ausdrücken 
können, daß die Zahl N der Molekeln in der Volumeinheit für 
alle Punkte des Raumes dieselbe ist. Nun haben wir aber gerade 
erwähnt, daß nach der kinetischen Gastheorie diese Zahl für sehr 
kleine Räume beständig wechselt. Wir können aber trotzdem 
unseren Begriff aufrecht erhalten, wenn wir anstatt der Gasdichte 
für einen bestimmten Zeitpunkt die mittlere Dichte des Gases in 
unserem kleinen Raum für eine längere Zeit einführen. Wir 
behaupten also, daß, wenn v die jeweilige Zahl der Molekeln 
während einer unendlich kleinen Zeit d t in dem beliebig kleinen 
Volumen w ist, dann 12 

N=-1-f!!...at 
ta-ft w 

ft 

sein muß; vorausgesetzt, daß das Zeitintervall t2 - ~ genügend 
groß ist. 
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Wir können uns dies etwa folgendermaßen klar machen. 
Wir denken uns durch unser Gas zwei parallele Ebenen in dem 
sehr kleinen Abstand 8 voneinander gelegt. In der Volumeinheit 
des Gases seien v Molekeln mit einer Geschwindigkeitskompo
nente ~ senkrecht gegen die Ebenen vorhanden. "Von diesen 
Molekeln werden v ~ in der Sekunde die Flächeneinheit der Ebene 
passieren. Die Strecke 8 zwischen den beiden Ebenen werden 

8 
sie in der Zeit f zurücklegen. Die mittlere Zahl der Molekeln 

in dem Raum fi, d. h. in einem Zylinder von der Höhe 8 und der 
Grundfläche 1, ist daher 

8 
v~ I= v8, 

wobei wir als Zeitintervall die Zeiteinheit benutzt haben, was 
erlaubt ist, weil wir als solche jede beliebige Zeitgröße wählen 
können. Dehnen wir diese Betrachtung auf alle möglichen Ge
schwindigkeitskomponenten ~ aus, so ergibt sich als mittlere Zahl 
der Molekeln im Volumen 8 

:Ev8= 8.Ev = 8N, 
wobei N jetzt die Zahl sämtlicher Molekeln in der Volumeinheit 
ist. Die Summierung ist dabei über alle positiven und negativen 
~ auszudehnen, d. h. wir ziehen gleichzeitig die Molekeln, welche 
von oben nach unten und jene, welche von unten nach oben 
fliegen, in Betracht. 

Dividieren wir jetzt die Zahl der Molekeln im Raum 8 durch 
den Raum selbst, so erhalten wir N als die Zahl der Molekeln in 
der Volumeinheit", womit unsere obige Behauptung bewiesen ist. 
Die von uns durchgeführte Untersuchung gilt natürlich nur inso
fern, als die Molekeln als Punkte aufgefaßt werden können, oder 
für den Fall, daß das Gas derartig verdünnt ist, daß die Größe 
der Molekeln gegenüber ihrem mittleren Abstande voneinander 
zu vernachlässigen ist. 

Wir statten unsere beiden Ebenen derart aus, daß jede auf 
die Gasmolekeln in dem Momente, wo sie die Ebenen passieren, 
eine Kraft ausübe, welche für jede Ebene gleich groß ist, aber 
stets gegen das Innere des Zwischenraumes 8 gerichtet ist, d. h., 
so oft eine Molekel in den Zwischenraum 8 eintritt, soll sie den 
Energiezuwachs a erfahren, den sie beim Austritt wieder einbüßt. 



80 

"Wir nehmen ~ so klein an, daß wir jenen Fall, daß eine Molekel 
zwischen den beiden Ebenen einen Zusammenstoß mit einer 
anderen erfährt, außer Betracht lassen können." Jede Mol ekel, 
welche demnach von außen kommend die eine Ebene passiert, 
geht auch durch die andere ungestört weiter. 

"Wir fragen nun: Wie groß ist jetzt die Zahl der Molekeln 
in der Volumeinheit zwischen den beiden Ebenen, wenn sie im 
übrigen Gefäß N ist? Wir wollen wieder in der obigen Weise 
vorgehen. v E Molekeln passieren in der Sekunde die Flächen
einheit der Ebene .AB, ändern aber beim Passieren ihre Kompo
nente Ein E', und zwar ist nach unserer Annahme E' > E, da 
eine jede Molekel den Energiezuwachs a erfährt. Die Zeit, welche 

eine jede solche Molekel zwischen den Ebenen zubringt, ist ;, ; die 

mittlere Zahl dieser herausgehobenen Molekeln im Raum ~ ist 
somit 

~ E 
V E • E' = V~ E" 

die Gesamtzahl hingegen 

E vE (E) .E V~ E' = ~ .E 1' = ~ N E' I 

wobei wir unter (:,)den Mittelwert sämtlicher f, verstehen. 

Nun ist aber nach unserer Voraussetzung jedes einzelne : 
kleiner als Eins, folglich auch 

(i,) < 1 

und 

~N(:,)<~N 
oder 

Nm<N. 
Das heißt: Zwischen unseren Ebenen ist die Zahl der Molekeln 

in der Volumeinheit kleiner, und zwar beständig kleiner als im 
übrigen Gefäß. 
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Nach dem Maxwell-Boltzmannschen Gesetz hätten wir 
aber erwarten müssen, daß die Dichte des Gases zwischen beiden 
Ebenen größer sei als außerhalb. "Es hat somit den Anschein, 
als wäre die Möglichkeit vorhanden, daß für sehr kleine Räume 
bezüglich der Gasdichte andere Gesetze gelten als für genügend 
große oder als hätten die hydrostatischen Grundgleichungen für 
sehr kleine Räume keine Gültigkeit mehr. 

Es sei schon jetzt erwähnt, daß dem nicht so ist, sondern 
daß unser Resultat einen ganz bestimmt definierten Gaszustand 
voraussetzt, der tatsächlich nicht vorhanden ist. Diese Definition 
besteht in dem Verlangen, daß zwischen den Ebenen nie eine 
Molekel einen Zusammenstoß erfahre, was in Wirklichkeit nicht 
vorkommt. 

Wie leicht man aber geneigt sein kann, die obige Überlegung 
für bindend anzusehen, geht aus einem anderen Beispiel hervor, 
welches tatsächlich von anderer Seite angegeben wurde und etwa 
in folgendem besteht. Es sollte gezeigt werden, daß sich eine 
Gastheorie in gleicher Weise wie die bestehende entwickeln lasse, 
wenn man den Molekeln lediglich Anziehungskräfte beilegt. Sieht 
man z. B. die Molekeln als Kugeln an, welche beim Zusammen
treffen wie Billardbälle wieder auseinanderfliegen, so würde man 
denselben Effekt erzielen, wenn beim Durchschneiden der Wir
kungasphären zwei Molekeln sich mit sehr großer Kraft anziehen 
würden. Sie würden dann einfach durcheinander hindurchfliegen 
und sich nach der Trennung gerade so bewegen, als hätten wir 
es mit einem Zusammenstoß vollkommen elastischer Kugeln zu 
tun gehabt. 

Hätten wir in Wirklichkeit zwei im übrigen ganz gleiche 
Gase nur mit dem Unterschied, daß die Abstoßungskräfte zwischen 
den Molekeln beim einen durch analoge Anziehungskräfte beim 
anderen ersetzt wären, so würden sich tatsächlich diese beiden 
Gase sehr verschieden verhalten. Daß man nach den obigen An
nahmen das gleiche Verhalten beider Gase folgerte, rührt davon 
her, daß man im zweiten Fall ein Gas annahm, welches "mole
kular geordnet" ist; denn die Forderung, gleichzeitig sollen sich 
nie mehr als zwei Wirkungssphären durchschneiden, läuft auf 
eine bestimmte "molekulare Ordnung" hinaus, die bei einem wirk
lichen Gas nie vorkommt. Vielmehr gilt für alle Fälle das Max
well-Boltzmannsche Gesetz. 

Jäger, Die Fortschritte der kinetischen Gastheorie. 6 
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Wir haben gesehen, daß, wenn wir uns in einem Gefäß, 
welches ein einfaches Gas enthält, eine ideale Trennungsebene 
von der Eigenschaft denken, daß jede Molekel, welche nach einer 
bestimmten Richtung diese Ebene durchsetzt, einen bestimmten 
Energiezuwachs a erfährt, während sie beim Passieren in der ent
gegengesetzten Richtung die Energie a einbüßt, nur dann Gleich
gewicht herrschen kann, wenn auf der einen Seite der idealen Ebene 
das Gas eine größere Dichte besitzt als auf der anderen. In dem 
dichteren Teil des Gases ist immer eine bestimmte Anzahl von 
Molekeln vorhanden, welche diesen Gefäßteil nicht verlassen 
können, das sind alle jene Molekeln, deren Geschwindigkeits-

komponente g senkrecht gegen die ideale Ebene kleiner als Jl 2: 
ist. So oft eine derartige Molekel gegen die ideale Ebene fliegt, 
wird sie wie von einer festen Wand reflektiert. Denken wir uns 
nun parallel zu unserer Ebene in dem sehr geringen Abstande ~ 
eine zweite, welche ebenfalls die Eigenschaft hat, daß sie den 
Molekeln, welche sie passieren, einen Energiezuwachs erteilt, so 
können wir drei Arten von Kombinationen zweier Ebenen unter
scheiden. Erstens können die Kräfte gleichgerichtet sein. Es 
wird dann eine jede Molekel beim Passieren einer der Ebenen 
in einer bestimmten Richtung von jeder einen Energiezuwachs 
erfahren oder durch jede eine Einbuße an Energie erleiden, je 
nachdem die Molekel in der einen oder in der entgegengesetzten 
Richtung die Ebenen durchfliegt. Zweitens können die Kräfte 
entgegengesetzt, und zwar nach außen gerichtet sein. Es wird 
dann eine jede Molekel, die in den Zwischenraum eintritt, Energie 
verlieren, jede austretende Molekel Energie gewinnen, gleichgültig, 
von welcher Seite der beiden Ebenen die Molekeln kommen. 
Drittens können die Kräfte entgegengesetzt, aber nach innen 
gerichtet sein. Es gewinnt dann jede in den Zwischenraum ein
tretende Molekel Energie und verliert Energie beim Verlassen des 
Zwischenraumes. 

"Erfährt eine Molekel in dem Zwischenraum einen Zusammen
stoß, so wird die Regel die sein, daß die stoßende Molekel außer
halb dieses Raumes liegt. Machen wir ~ unendlich klein, so wird 
die Wahrscheinlichkeit, daß beide Molekeln beim Zusammenstoß 
im Raume~ liegen, unendlich klein höherer Ordnung sein, so daß 
wir sagen können, die Zusammenstöße finden so statt, daß die 
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stoßende Molekel außerhalb des in Betracht gezogenen Raumes 
liegt. Die ·gestoßenen Molekeln werden ebenfalls wieder Ge
schwindigkeiten besitzen, welche das Maxwellsehe Verteilungs
gesetz befolgen, da ja die stoßenden Molekeln im oberen und 
unteren Teil des Gefäßes nach diesem Gesetz verteilt sind." 

Wir wollen nun den ganz speziellen Fall betrachten, daß 
unsere beiden Ebenen horizontal seien und daß die Kräfte in 
beiden nach abwärts gerichtet sind, so daß eine Molekel, welche 
von oben die erste Ebene passiert, den Energiezuwachs a11 beim 
Passieren der zweiten Ebene den Zuwachs a2 erfährt. Jede 
Molekel, die von oben kommt, kann daher beide Ebenen passieren 
und gewinnt dabei noch den Energiezuwachs a1 + a2, somit werden 
sämtliche Molekeln , welche von unten kommen und senkrecht 
gegen die Ebene eine Energie besitzen, die kleiner als a1 + a2 

ist, nicht beide Ebenen passieren können. Jene Molekeln, welche 
eine Energie zwischen a2 und ~ + a2 besitzen, werden zwar in 
den Zwischenraum eintreten, aber von der oberen Ebene reflektiert 
werden, jene Molekeln schließlich, deren Energie kleiner als a 1 ist, 
werden schon an der unteren Ebene eine Reflexion erfahren. 
Aber auch jene Molekeln, welche von unten in den Zwischenraum 
eintreten und vermöge ihrer Energie auch die obere Ebene passieren 
könnten, können im Zwischenraum einen Stoß erfahren und da
durch eine derartige Energieeinbuße erleiden, daß sie nicht mehr 
fähig sind, die obere Ebene zu passieren. Andererseits können 
aber auch Molekeln geringerer Energie durch einen Stoß im 
Zwischenraum eine derartige Geschwindigkeit erlangen, daß sie 
die Eignung besitzen, auch die obere Ebene zu passieren. Für 
den Fall eines Beharrungszustandes müssen nun wiederum die 
Stöße so stattfinden, daß jeder Anzahl von Molekeln, welche eine 
bestimmte Energieeinbuße erfahren, eine gleich große Anzahl 
entspricht, die den entsprechenden Energiezuwachs gewinnen. 
Dies ist wiederum nur dann möglich, wenn der Maxwellsehe 
Verteilungszustand vorhanden ist, d. h. es muß auch innerhalb 
des beliebig kleinen Zwischenraumes ~ die Verteilung der Ge
schwindigkeiten nach dem Maxwellsehen Gesetz vorhanden sein. 
Dieser Zustand läßt sich allerdings nicht für einen gegebenen 
Zeitmoment an den wenigen Molekeln innerhalb des Zwischen
raumes ~ erkennen, sondern wir müssen unsere Beobachtung über 
sämtliche Molekeln, die während einer genügend langen Zeit im 

6* 
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Zwischenraum ~ vorhanden sind, ausdehnen. Wir erkennen jetzt 
auch, daß, wenn das Maxwellsehe Verteilungsgesetz im oberen 
und unteren Teil des Gefäßes wie auch im Zwischenraum~ herrscht, 
die Dichtenverteilung derart sein muß, wie sie aus der Boltz
mannsehen Ergänzung des Maxwellsehen Gesetzes folgt. 

Wir wollen dies noch an folgendem Beispiel erläutern. 
Unsere beiden Ebenen seien mit Kräften ausgestattet, die gegen 
das Innere des Zwischenraumes gerichtet sind. "Ob demnach 
eine Molekel von oben oder von unten in den Zwischenraum tritt, 
immer erfährt sie einen Energiezuwachs." Würden demnach im 
Zwischenraum gar keine Zusammenstöße vorkommen, so würde 
daselbst nicht der Maxwellsehe Verteilungszustand herrschen, 
indem Geschwindigkeitskomponenten senkrecht zu den Ebenen 
zwischen Null und einer bestimmten Größe nie vorkommen könnten. 
Da aber innerhalb des Zwischenraumes Zusammenstöße vorkommen, 
so werden auch Geschwindigkeitskomponenten entstehen, welche 
innerhalb der genannten Grenzen liegen, aber es können derartige 
Molekeln den Zwischenraum überhaupt nicht mehr verlassen, weil 
sie sowohl beim Stoß auf die obere als auch auf die untere Wand wie 
von starren Wänden reflektiert werden. Soll nun wiederum ein 
Beharrungszustand sich einstellen, so müssen sich diese Molekeln, 
welche den Zwischenraum nicht mehr verlassen können, mit jenen 
anderen, welche beständig den Zwischenraum von oben nach 
unten und umgekehrt passieren, so ergänzen, daß sie zusammen
genommen den Maxwellsehen Verteilungszustand realisieren. 
Tun sie aber das, so gilt ebenfalls wieder die Boltzmannsche 
Ergänzung des Maxwellsehen Verteilungsgesetzes, welche uns 
die Dichtenverteilung kennen lehrt, die unter dem Einfluß äußerer 
Kräfte sich einstellt. 

Wo immer demnach äußere Kräfte auf ein Gas wirken, ob 
diese Kräfte jetzt auf größere Distanzen oder auf beliebig .kleine 
Entfernungen wirksam sind, ob wir es mit Kräften wie der 
Schwerkraft oder mit Kräften zu tun haben, wie sie etwa eine 
Molekel auf ihre Nachbarmolekeln ausübt, immer bewahrt das 
Maxwell-Boltzmannsche Verteilungsgesetz der Geschwindig
keiten und der Gasdichte seine Gültigkeit. 
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IV. Die Zustandsgleichung schwach 
komprimierter Oase. 

Wir haben in der Einleitung (Abschnitt 13) den Begriff des 
Virials kennen gelernt und fanden die Beziehung, daß 

:Em02 + :E Xx + Yy + Zz = 0. 

Dabei verstanden wir unter X, Y, Z die Komponenten der äußeren 
Kräfte, welche auf eine Molekel wirken. Schreiben wir nun den 
Molekeln auch Anziehungskräfte untereinander zu, so können wir 
diese Kräfte, welche auf irgendeine Molekel von den sie um
gebenden Molekeln ausgeübt werden, ebenfalls wie äußere Kräfte 
betrachten und auf sie dieselben Überlegungen anwenden, welche 
wir bei der Ableitung des Virialsatzes gemacht haben. 

Wir nehmen also an, daß zwei Molekeln, deren Entfernung 
r sei, in der Richtung von r eine Kraft aufeinander ausüben, 
deren Größe durch f(r) dargestellt wird. Es seien die Koordinaten 
der beiden Molekeln x, y, z bzw. x1, y1, z'. Die Kraft, welche dann 
eine auf die andere ausübt, ist für eine Molekel parallel den drei 

X1 - x y1 - y z1 - z 
Achsen f(r)·--, f(r)·--, f(r)·--; für die andere 

r r r 
Molekel sind die Kräfte gleich groß, aber entgegengesetzt bezeichnet. 
Bilden wir nun das Virial, so haben wir jede der Kraftkomponenten 
mit der entsprechenden Koordinate zu multiplizieren, also zu bilden 

x-x1 y-y1 z-z' 
für eine Molekel x. f(r) --, y. f(r) --, z. f(r) --; 

r r r 
I I 

fürdie zweiteMolekel erhalten wir -X1 f(r)x-x, -y1 f(rl-y, 
z-z~ r r 

- z1 f(r) --· Addieren wir sämtliche Ausdrücke, so erhalten 
r 

wir das Virial der Kräfte zwischen den beiden Molekeln. Dasselbe 
ist demnach 

(.:....x __ x...:..1)2_+...:.._(.:::.Y_-=..Y...:..I)_2 _.:.+ _ _:_(z __ z_:_l)2. f(r) = r f(r). 
r 

Bilden wir wieder den entsprechenden Mittelwert, so erhalten wir 
demnach für das Virial der sogenannten inneren Kräfte :Er f(r). 
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Wir setzen nun voraus, wir hätten ein Gas in dem Volum611 v 
und unter dem Drucke p. Die Zahl der Molekeln sei n, ihre 
Masse m, ihre Geschwindigkeit c. Wir wissen, daß wir dann bei 
Einführung des Virials der Druckkräfte die Gleichung erhalten 

3pv = nm& 

(Einleitung, Abschnitt 13). Wir nehmen nun ohne weiteres an, 
daß auch die Molekeln aufeinander Kräfte ausüben, und zwar 
seien dieselben folgender Art. Wird der Abstand zweier Mole
kein kleiner als eine bestimmte Größe, so sollen merkliche An
ziehungskräfte zwischen den Molekeln auftreten. Außerdem 
denken wir uns die Molekeln aber als Kugeln, welche in dem 
Falle der Berührung einer weiteren Annäherung der Mittelpunkte 
eine sehr große Kraft entgegensetzen. Wir bilden uns also ein 
ähnliches mechanisches System , wie es etwa zwei gewöhnliche 
vollkommen elastische Kugeln darstellen, welche zwar eine An
ziehungskraft aufeinander ausüben, die aber im Falle eines Zu
sammenstoßes in Abstoßungskräfte übergehen, welche durch die 
elastischen Kräfte hervorgerufen werden. Wir werden demnach, 
solange r größer ist als der Durchmesser einer Kugel, d. h. solange 
sich zwei Molekeln nicht vollkommen berühren, Anziehungskräfte 
konstatieren können. Sobald aber Berührung der Molekeln ein
tritt, . haben wir für jede weitere Annäherung sehr große Ab
stoßungskräfte einzuführen. 

Es sei nun f(r) jene Abstoßungskraft, welche vorhanden ist, 
wenn r kleiner wird als der Durchmesser () einer MolekeL F(r) 
hingegen sei die Anziehungskraft für den Fall, daß r größer als 
o ist. Das Virial der Abstoßungskräfte ist nach den eingangs 
gemachten Überlegungen somit gegeben durch Xrf(r), während 
das Virial der Anziehungskräfte ;IJ r F(r) lautet. Der Satz über 
das Virial ergibt uns sonach folgende Gleichung: 

3pv=nmCii+;IJrf(r)+;IJrF(r) ... (28) 

"Über die Abstoßungskräfte machen wir die Hypothese, daß die 
Dauer des Stoßes vernachlässigt werden kann. Wir behandeln 
sie also wie elastische Momentankräfte. 

Die Anziehungskräfte sollen sehr rasch, jedoch kontinuierlich 
mit wachsender Entfernung unmerklich werden und keine Funk
tion der Molekulargeschwindigkeit sein. 
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In diesen Grundhypothesen bleiben wir ganz auf dem Boden 
der van der Waalsschen Theorie. 

Wir wollen uns aber insofern von der ursprünglichen Form 
derselben entfernen, als wir nicht die Hypothese einführen wollen, 
daß sich im Inneren des Gases die Kräfte der Moleküle völlig 
gegenseitig aufheben. Es erscheint vielmehr als Konsequenz 
unserer Grundanschauung, daß wenigstens in genügend verdünnten 
Gasen die Anziehungskräfte bei jedem Vorübergange oder Stoß 
zweier Moleküle zur Wirkung kommen. Es soll also die gegen
seitige planetarische Beeinflussung der Moleküle in der Zustands
gleichung in Rücksicht gezogen werden" (M. Reinganum). Wir 
wollen die Masseneinheit unseres Gases in Betracht ziehen. Für 
dieselbe ist nm= 1, 

also nmc2 c2 
-3-=a=RT. 

Für die Abstoßungskräfte wollen wir annehmen, daß sie für 

r = o-h, 
wobei ~ gegen o eine sehr kleine Größe ist, schon unendlich groß 
werden. Da wir ferner angenommen haben, daß die Anziehungs
kräfte mit wachsendem r ebenfalls sehr rasch abnehmen, so 
können wir für ein mäßig dichtes Gas voraussetzen, daß gleich
zeitig nie mehr als zwei Molekeln in Wechselwirkung treten 
werden, indem die Wahrscheinlichkeit, daß sich gleichzeitig drei 
oder mehrere Molekeln auf einem so kleinen Raum zusammen
finden, wie für die gegenseitige merkbare Anziehung notwendig 
ist, unendlich klein ist gegenüber der Wahrscheinlichkeit, daß 
zwei Molekeln in Wechselwirkung treten. Denken wir uns nun 
um jede der n Molekeln/ zwei Kugelflächen vom Radius r und 
r + d r konstruiert, so ist das Volumen des Zwischenraumes je 
zweier entsprechender Flächen 4 :rr:rldr. Für die n Molekeln 
beträgt demnach dieser Gesamtraum 4 :rr: nr2dr. Die Wahr
scheinlichkeit nun, daß ein willkürlich gelegener Punkt in unserem 
Gase innerhalb eines solchen Zwischenraumes liegt, ist gegeben 
durch das Verhältnis des Volumens der Zwischenräume zum 
Gasamtvolumen des Gases t'. Es ist somit diese Wahrscheinlich-

keit 4 :rr:nr2dr. Das ist demnach die Wahrscheinlichkeit, daß 
V 
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der Mittelpunkt irgendeiner Molekel in einen derartigen Zwischen
raum zu liegen kommt. Die Gesamtzahl der Molekeln innerhalb 
der Zwischenräume ist somit gegeben durch die Zahl n sämtlicher 
Molekeln, multipliziert mit der von uns gefundenen Wahrschein
lichkeit. Wir erhalten demnach dafür den .Ausdruck 

4 nn2r2 
---dr. 

V 

Wir wollen nun unter einem Molekelpaar zwei Molekeln ver
stehen, deren eine mit. ihrem Mittelpunkte in dem bewußten, der 
anderen Molekel zugehörigen Zwischenraum der beiden konzen
trischen Kugelflächen zu liegen kommt. Da wir nun annehmen, 
daß gleichzeitig nie mehr als zwei Molekeln in Wechselwirkung 
treten, so wird die Zahl von Molekelpaaren gerade halb so groß 
sein wie die Zahl von Molekeln von der Eigenschaft, daß eine 
innerhalb des Zwischenraumes der anderen zu liegen kommt. Es 
ist somit die Zahl der Molekelpaare, deren Molekeln einen gegen
seitigen .Abstand zwischen r und r + dr haben, gegeben durch 

2 nn2r2 
dn = dr. 

V 

Wir haben in Kapitel TI gezeigt, daß nach dem Maxwell
BoI t z man n sehen Verteilungsgesetze die Dichte eines Gases 
beeinßu.ßt wird durch die vorhandenen äußeren Kräfte, und aus 
Kapitel Ill geht hervor, daß wir dieses Gesetz auch auf Kräfte 
anwenden können, die nur über sehr kleine Räume wirken, so 
daß die Gültigkeit dieses Gesetzes auch auf die Molekularkräfte 
ausgedehnt werden kann. 

Wenn wir demnach unter X (r) die .Arbeit verstehen, die 
geleistet wird, wenn zwei Molekeln aus einer Entfernung, für 
welche ihre Anziehungskraft vernachlässigt werden kann, bis zur 
Entfernung r einander genähert werden, so finden wir nach dem 
M a x w e 11-BoI t z man n sehen Gesetz für die Zahl der Molekel
paare die Gleichung 

dn 
V 

Bilden wir nun das Virial der Abstoßungskräfte für die Massen
einheit unseres Gases, so erhalten wir dies, indem wir die Zahl dn 
der Molekelpaare mit dem Ausdruck r f(r) multiplizieren und 
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diese Größe integrieren nach r über alle Räume, für welche die 
Abstoßungskräfte wirksam sind. Nun wissen wir aber, daß diese 
Abstoßungskräfte auftreten, wenn r = o wird, und für ein r, 
das nur ein Weniges kleiner als o ist, schon unendlich werden. 
Wir wollen demnach jenen Wert von r, für welchen die .Ab
stoßungskräfte unendlich groß werden, o- 8 setzen, wobei, wie 
schon öfter erwähnt, 8 eine sehr kleine Größe ist. Nach dieser 
Erörterung ergibt sich für das Virial der Abstoßungskräfte 

G 

2nn2 ---f sz(r) 

Er f(r) = -v- rBf(r)e mC! dr . ... (29) 

a-ö 

Da X ( r) die Arbeit ist, welche die Kräfte leisten, wenn eine Molekel 
aus dem Unendlichen in die Entfernung r von einer zweiten 
Molekel gebracht wird, so ist 

eo G 

x(r) = f F(r)dr + f f(r)dr. 
a r 

Das erste Glied dieses Ausdruckes ergibt somit im Virial einen 
Faktor, der vor das Integralzeichen der Gleichung (29) gesetzt 
werden kann. Es ist ferner negativ, da es die Wirkung der 
Anziehungskräfte darstellt, es liefert somit für die Gleichung (29) 
den Faktor 

worin c eine positive Konstante bedeutet. Da die Grenzen des r 
einander unendlich nahe liegen, so kann überall dort, wo r nicht 
unter einem Funktionszeichen steht, es durch den konstanten 
Wert ·11 ersetzt werden, so daß wir schließlich Gleichung (29) 
schreiben können a a 

2 noSn2 .!!._f - -3-Jr<r) ar 
Erf(r)= eT f(r).e mC! dr. 

V r 

G-Ö 

Nach Boltzmann läßt sich das Integral folgendermaßen aus
werten. "Wir setzen: 

G 

f f(r).dr = y 
r 
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und können das Integral schreiben: 
00 

Je- :ö2 11 .dy, 
0 

da für r = d, y = 0 und für r = d - h, 11 = oo ist. 
Letzteres Integral ist gleich: 

"" f __ s_" mcll 
e mcT dy= y=mRT. 

0 

Es wird daher 
e c 

:Erf(r) =2n:6Sn2.m.R.T.eT = 3R.b.eT. T .. (SO) 
V V 

indem wir in der üblichen Weise setzen : 

~n:nc1B = b 

und beachten, daß n m = 1 ist." 
Für das Virial der Anziehungskräfte erhalten wir nach dem 

früher eingeschlagenen Wege 
00 

2n:n2 ---J S,r(r) 

:ErF(r) = -v- rBF(r)e mö2 dr. 
a 

Hier ist 

x<r> = {F<r)dr. 
r 

Eine allgemeine Integration dieses Virials lä..l.lt sich nicht durch

führen, sondern es ist notwendig, die Funktion F(r) in bestimmter 

Form auszudrücken. Da wir jedoch das Anziehungsgesetz der 

Molekeln nicht kennen, so ist es uns auch nicht möglich, das 
Virial der Anziehungskräfte ohne neue Hypothese zu berechnen. 

Eines ist sicher, daß unser Integral bei konstanter Temperatur 
eine Konstante ergibt, da wir ja nur nach r integrieren und für 

diesen Wert in das Integral bestimmte konstante Grenzen ein

gesetzt werden. Gleichzeitig enthält . das Integral aber auch die 

Größe mc2, das ist die doppelte mittlere kinetische Energie einer 

Molekel. Diese wiederum ist proportional der absoluten Tem-
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peratur, so daß im allgemeinen unser Integral eine Funktion der 
Temperatur sein wird. Wir können demnach 

2 n-nll 
.ErF(r)=--cp(T) ..... (31) 

V 
setzen, wobei also 

"" sx(r) J rSF(r)e- m;;i dr = cp(T) 
a 

angenommen wurde. 
Führen wir nun in Gleichung (28) für das Virial der inneren 

Kräfte die Resultate aus den Gleichungen (30) und (31) ein, so 
ergibt dies c 

( beT) 2:n:n2 
pv = RT 1 + v + 3V cp(T). 

Dies ist somit die wahre Zustandsgleichung wirkliche1• Gase, wenn 
deren Dichte eine mäßige bleibt. 

Wir sind in unseren Erörterungen im allgemeinen M. Rein
ga n um 1) gefolgt, welcher zuerst die Anziehungskräfte der 
Molekeln in dieser Weise der Rechnung unterzog, was wir al11 
einen bedeutenden Fortschritt in der Erkenntnis der Wirkungs
weise dieser Kräfte betrachten müssen. Unter der Annahme, 
daß die Anziehungskräfte der Molekeln im Inneren eines Gases 
sich gegenseitig aufheben, so daß bei einer Bewegung zweier 
Molekeln lediglich die Abstoßungskräfte in Betracht kommen, 
wurde die Zustandsgleichung von H. A. Loren t z, L. B o lt z
mann, G. Jäger, van Laar u. a. berechnet. Doch da diese 
Arbeiten keine neuen physikalischen Anschauungen bringen, son
dern sich lediglich mit der Lösung zum Teil sehr schwieriger 
mathematischer Probleme beschäftigen, wollen wir an dieser Stelle 
nicht näher auf sie eingehen. 

Aus der Reinganumschen Gleichung läßt sich leicht die 
Zustandsgleichung in der van der Waalsschen Form zurück-

gewinnen. Setzen wir nämlich c = 0, ferner 3 ~nll cp ( T) = - a, 

wobei wir jetzt unter a eine Konstante verstehen, so wird unsere 
Gleichung 

pv=RT(1+~)-~ 
!I. V 

1) Drudes Annalen 6, 533ft. (1901). 
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oder p = RT (l + !_) _ ~. 
V V v2 

was wir in die Form bringen können 

Dies ergibt schließlich die bekannte van derWaalssche Gleichung 

(p + :2)(v- b) = RT. 

V. Der Temperaturkoeffizient der inneren Reibung. 
Wir haben in den .Abschnitten der Einleitung über die innere 

Reibung, Wärmeleitung und Diffusion der Gase erfahren, daß 
die Änderung dieser Eigenschaften mit der Temperatur sich in 
Wirklichkeit nicht so erweist, als es unsere Theorie ergeben hat. 
Wir haben an jenen Stellen bereits aufmerksam gemacht, daß 
wir in wirklichen Gasen die mittlere Weglänge nicht unabhängig 
von der Temperatur ansehen können, sondern daß sie mit wachsen
der Temperatur ebenfalls zunehmen muß, oder, was dasselbe 
besagt, es ist die Zahl der Zusammenstöße, welche eine Molekel 
mit den anderen macht, ebenfalls eine Funktion der Temperatur, 
und zwar derart, daß sie um so größer wird, je tiefer die Tempe
ratur des Gases ist. 

Es hat zuerst W. Sutherlandl) den Versuch gemacht, die 
.Anziehungskräfte der Molekeln bei Berechnung der mittleren 
Weglänge in Betracht zu ziehen, und wir wollen im folgenden 
die Sutherlandschen Überlegungen im wesentlichen wiedergeben. 

Wenn wir zwei Molekeln, welche im Verlaufe der Zeit zu
sammenstoßen, in Betracht ziehen, so handelt es sich dabei ledig
lich um die relative Bewegung gegeneinander. Wir können 
deshalb auch eine für die Rechnung als feststehend ansehen, 
während die Geschwindigkeit der anderen in Größe und Richtung 

1) Phil. Mag. 86 (5), 507 (1893). 
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mit der relativen Geschwindigkeit identisch ist. Legen wir durch 
die feste Molekel und die Richtung der beweglichen eine Ebene, 
so fällt die Bahn der beweglichen Molekel in die Ebene hinein, 
da wir zwischen den Molekeln lediglich Zentralkräfte annehmen. 

Fig. 7. 

y 

Unter dem Einfluß der Anziehungskraft wird die Molekel eine 
Bahn beschreiben, wie sie etwa durch Fig. 7 dargestellt wird. 

Die Anziehungskraft sei ihrer Größe nach durch F (I!) 
gegeben, wobei I! die Entfernung der beiden Molekeln bedeutet. 
Geben wir der beweglichen Molekel der Einfachheit halber die 
Masse 1, so werden die Gleichungen für ihre Bewegung 

d2x =- F(Q) !!_) 
dt2 I! 

. . 
d2y '!I 
dt2 = -F(Q)Q 

(32) 

Multiplizieren wir beide Gleichungen mit lJ bzw. x und subtra
hieren sie, so erhalten wir 
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oder 

Nun ist aber ydx- xdy nichts anderes als die doppelte Drei
ecksfläche, welche der Radiusvektor I! in der Zeit d t beschreibt. 
Dieselbe können wir auch darstellen durch f!idq>. Es ist somit 
auch 

oder 

:t ( 1!2dd~) = 0 

n2 dq> = k 
~ dt , 

dq> k 
1ft= 1!2' 

wobei wir unter h eine willkürliche Konstante verstehen, die wir 
nach Analogie der Planetenbewegung auch die doppelte Flächen
geschwindigkeit der Molekeln nennen können. 

Multiplizieren wir die Gleichungen (32) mit ~~ bezüglich 

:~ und addieren sie, so ergibt dies 

dx d2x dy d2y (xdx ydy) 
dt. ats + dt. dt2 = -F(f!) (j dt + (j dt 

oder 

Nun ist aber 
(dx)s (dy)2 
dt + dt. = 02' 

wobei c die Geschwindigkeit unserer Molekel ist, ferner 

x2!+ ys = 11 2, 

so daß wir erhalten 

d(c2) = _ F(f!) d(~,> 9) = _ 2 F(f!) d Q. 
dt I! dt dt 

Bezeichnen wir nun den Winkel, welchen der Radiusvektor I! mit 
der negativen X-Richtung 0 0 einschließt, mit q> und zerlegen wir 
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die Geschwindigkeit c in die zwei Komponenten in der Richtung 
des Radiusvektors und senkrecht darauf, so wird 

( d f/)2 (d rp)2 (d Q)2 h' 02 = _ + f/2 _ = _ + _. 
dt dt dt (/2 

Danach wird 

d(c2) = 2 dfl d2p _ 2h2 dp = _ 2 F( ) dfl. 
dt dt dt'J (/8 dt (/ dt 

Daraus folgt schließlich 
dll(! h2 
dtll- f/s = -F(f!). 

Die Größe von h ergibt sich aus folgender Überlegung. "Wir 
bestimmen ihren Wert durch Betrachtung «;liner Stelle der Bahn, 
welche so weit von der festen Molekel entfernt liegt, daß die an
ziehende Kraft F (Q) noch als verschwindend klein anzusehen ist. 
Dann ist die Geschwindigkeit konstant, und zwar gleich der rela
tiven Geschwindigkeit r, mit welcher sich die Molekeln auf gerad
liniger Bahn einander zu nähern begannen; die Fläche h wird 
dann gleich dem Produkte 

h = rb, 

wenn b die Länge des senkrechten Abstandes ist, in welchem der 
Ort des festen Teilchens von der geradlinigen Bahn r liegt." 
Danach wird unsere letzte Gleichung 

d2 Q b2 r2 

dfJ = Qs -F(f!). 

Durch Integration erhalten wir 

_!_ (dp)l! = 0-_!_ btrll -fF((l)d(l. 
2 dt 2 (12 

Nehmen wir das Integral zwischen den Grenzen (I und oo, so ist 

zu überlegen, daß für (/ = oo ~; gleich der relativen Geschwin

digkeit r wird, und wir können, indem wir die ganze Gleichung 
mit 2 multiplizieren, sie verwandeln in 
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Für den kleinsten Abstand b0 der Bahn vom Punkt 0 erhalten 
wir keine Geschwindigkeit in der Richtung des Radiusvektors, da 
in diesem Punkte der Radiusvektor zur Bahn senkrecht steht. 
Es wird daher 

d (J - 0 
dt - ' 

und aus der letzten Gleichung ergibt sich 

und es wird 
00 

b2 = C?i[ 1 + :2 f F(Q)d(>] · 

Bo 

Wird nun (>o < d, unter d den Durchmesser einer Molekel ver
standen, so wird ein Zusammenstoß stattfinden. Es bestimmt sich 
demnach b0 , das ist der Grenzwert des b, bei welchem gerade ein 
Zusammenstoß noch stattfindet, aus der Gleichung 

"" 
bi = 112{1 + :2f F(Q)d(>}· 

CJ 

Für jedes kleinere b wird demnach ein Zusammenstoß stattfinden. 
Der Effekt ist somit derselbe, als wenn keine Anziehungskräfte 
vorhanden wären, die Molekeln jedoch den Durchmesser b0 be
säßen. Wir finden somit die mittlere Weglänge einer Molekel, 
indem wir in die Formel 

für 112 b02 einführen. Es wird somit die mittlere Weglänge 
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Das Quadrat der relativen Geschwindigkeit ist proportional der 
absoluten Temperatur, so daß wir 

0 
T 

setzen können, wobei wir unter 0 eine Konstante zu verstehen 
haben. Danach wird die mittlere Weglänge 

l = 1 . 

f2Nno2 ( 1 + ~) 
Für den Koeffizienten der inneren Reibung haben wir in der 

Einleitung (Abschnitt 8) die Formel gefunden 

1J = k(lcl. 

Setzen wir demnach den neuen Wert der mittleren Weglänge hier 
ein, so ergibt dies 

Für die Temperatur oo C erhalten wir 

kQCo 1]o = . 
y2 N n ()2 ( 1 + ~) 

Daraus ergibt sich 
0 0 I+- V- 1+-c T0 T T0 

1J = 1Jo c0 • 1 + 0 = 1]o To • 1 + .!!_ 
T T 

Damit ist also die Abhängigkeit der inneren Reibung von der 
Temperatur gegeben. Tatsächlich zeigt die gewonnene Formel 
eine ausgezeichnete Übereinstimmung mit den Beobachtungen. 
Wir wollen zum Beweise dafür die nach Holmans Beobachtungen 
für die Reibung der Kohlensäure gefundenen Werte anführen. 
Für den Wert der Konstanten 0 = 277 ergeben sich die in der 
folgenden Tabelle verzeichneten Resultate. 

J 11 g er, Die Fortschritte der kinetischen Gastheorie. 7 
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_!]_ beobachtet !L berechnet 
'lo 11o 

18° 1,068 1,066 
41 1,146 1,148 
59 1,213 1,211 
79,5 1,285 1,280 

100,2 1,351 1,351 
119,4 1,415 1,414 
142 1,484 1,490 
158 1,537 1,541 
181 1,619 1,614 
224 1,747 1,746 

Auch für die Beobachtungen anderer Physiker findet 
W. Sutherland seine Formel bestätigt. 

Von denselben physikalischen Anschauungen ausgehend, aber 
in anderer mathematischer Darstellung berechnet M. Rein g an um 1) 

die Abhängigkeit der inneren Reibung von der Temperatur, was 
wir kurz folgendermaßen wiedergeben wollen. In Kapitel IV 
stellten wir die Formel auf, nach welcher die Zahl der Zusammen
stöße der Molekeln geändert werden muß, wenn wir Anziehungs-

c 
kräfte zwischen denselben wirkend annehmen. "eT ist das Ver
hältnis, in welchem die Zahl der Stöße durch die Anziehungskräfte 
vergrößert ist. In demselben Verhältnis ist also die mittlere Weg
länge verkleinert." 

Für letztere Größe gilt nun bekanntlich ohne Kräfte 

1 
z = .rn ' y2 N~()2 

worin N die Zahl der Moleküle bedeutet. Durch die Kräfte erhält 
man daher 

1 
l = -----;;0 

fiN~()2eT 

Ist (} die Dichte, so gilt für die innere Reibung 

fJ = 0,3003. (}. c. z 
1) Physik. Zeitschr. 2, 242 (1900-1901). 
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und wir erhalten durch Einsetzung unseres Wertes für l 

0,3503 . f! . c 
fJ = 0 

f2Ntt6ieT 

Die Gleichung ohne Kräfte unterscheidet sich hiervon also durch 
0 

das Fehlen des Gliedes eT im Nenner. Auch diese Formel schließt 
sich nach M. Reinganums Untersuchungen sehr gut den Beob
achtungen an, ja sie ist der Sutherlandschen Formel sogar 
überlegen, indem sie z. B. für große Temperaturkoeffizienten wie 
bei den Estern und Quecksilberdampf sich noch verwenden läßt, 
während die Sutherlandsche Formel dafür versagt. 

Wäre die Ableitung der Formeln von S u t herland und 
M. Reinganum streng richtig, so müßten sie ein und dasselbe 
Resultat ergeben. Da sie aber untereinander abweichen, so kann 
nur eine richtig sein oder es sind beide ungenau und letzteres 
ist tatsächlich so. 

Bei der Theorie der inneren Reibung setzen wir voraus, daß 
die Zusammenstöße den Effekt haben, daß die Energie der einzelnen 
Molekeln sich dabei ändert, indem ja die Geschwindigkeitskompo
nenten in der Richtung der Zentrilinie beim Stoß sich einfach 
vertauschen. Für jene Theorie, welche die Molekeln nur als voll
kommen elastische Kugeln ohne Anziehungskräfte annimmt, ist 
der Stoß demnach der einzige Vorgang, bei welchem eine Über
tragung von Energie von einer Molekel auf die andere stattfindet. 
Wir waren demnach auch berechtigt, uns lediglich auf den 
Energieaustausch bei den Zusammenstößen zu beschränken. 

Nehmen wir nun Anziehungskräfte an, welche zwischen den 
Molekeln wirken, so lenken sich die Molekeln einander bei jeder 
Begegnung mehr oder weniger aus ihrer Bahn ab und ändern 
dabei auch ihre absoluten Geschwindigkeiten. Also auch ohne 
daß ein Zusammenstoß stattfindet, kann ein Austausch der Energien 
erfolgen. 

Dieser Energieaustausch wird nun sowohl von Sutherland 
als auch von M. Reinganum nur dann in Betracht gezogen, 
wenn gleichzeitig damit ein Zusammenstoß der Molekeln verbunden 
ist. Jedoch jener Anteil, der dadurch hervorgebracht wird, daß 
die Molekeln ohne zusammenzustoßen einander von ihrer Bahn 
ablenken, wird in beiden Theorien vernachlässigt. Eine strenge 

7* 
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Theorie müßte natürlich diesen Umstand in Betracht ziehen, doch 
dürften sich dabei der Rechnung unüberwindliche Schwierigkeiten 
bieten. Nur für einen Fall ist es bisher gelungen, eine exakte 
Theorie der inneren Reibung zu geben, und zwar wurde derselbe 
zuerst von Cl. Maxwell behandelt. Es ist Maxwell gelungen, 
die Formeln für sämtliche Vorgänge in einem Gas aufzustellen, 
unter der Annahme, die Molekeln seien Kraftzentren, welche Ab
stoßungskräfte aufeinander ausüben. Die gewonnenen Formeln 
sind aber nur für eine ganz bestimmte Annahme integrabel, näm
lich für den Fall, daß die Kräfte verkehrt proportional der fünften 
Potenz der Entfernung wirken. Daraus läßt sich schon erkennen, 
daß die viel komplizierteren Gebilde, welche wir der Rechnung 
unterzogen haben, nämlich vollkommen starre Kugeln mit An
ziehungskräften, kaum einer strengeren Rechnung werden zu
gänglich sein. 

Daßtrotz der Vernachlässigungen, welche Sutherland und 
Reinganum machen, ihre Formeln in vielen Fällen brauchbar 
sind, dürfte aus dem Umstande hervorgehen, daß jener Teil des 
Energieaustausches, welcher vernachlässigt worden ist, auf die 
innere Reibung einen Einfluß ausübt, welcher in ähnlicher Weise 
wie der in Rechnung gezogene Energieaustausch mit der Tem
peratur wächst und abnimmt, so daß wir sagen können, daß zwar 
die aus der Rechnung gewonnenen Formeln nicht der Wirklich
keit entsprechen, aber innerhalb gewisser Grenzen dem wahren 
Vorgange proportional gesetzt werden können. 

Da es sich nun bei der Bestimmung der Temperaturkoeffi
zienten der inneren Reibung nicht um die Absolutwerte, sondern 
um die Relativwerte der inneren Reibung handelt, so ist es natür
lich nur notwendig, daß die Formeln für den Reibungskoeffizienten 
Werte ergeben, welche dem wirklichen Reibungskoeffizienten pro
portional sind. 

VI. Der Temperatursprung bei der Wärmeleitung. 
Bestimmt man die innere Reibung von Gasen, sei es, daß 

wir Platten in einem Gas schwingen oder daß wir die Gase durch 
Röhren strömen lassen, immer entsteht die Frage: Wie verhält 
sich das Gas in unmittelbarer Nähe der festen Wände? 
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Bei Strömungsversuchen durch Röhren zeigt es sich, daß die 
Annahme gerechtfertigt ist, daß das Gas unmittelbar an derWand 
dieselbe Geschwindigkeit besitzt wie die Wand selbst, so daß es 
also in einem ruhenden Rohr ebenfalls ruht oder für eine beweg
liche Scheibe die Geschwindigkeit derselben besitzt. Diese An
nahmen sind jedoch nur gerechtfertigt, solange das Gas über 
eine gewisse Verdünnung nicht hinausgebracht wird. Für Gase 
bei größerer Verdünnung haben Kundt und Warburg I) gezeigt, 
daß eine meßbare Gleitung stattfindet, d. h. daß die Geschwindigkeit 
des Gases unmittelbar an der Gefäßwand eine andere ist als jene der 
Wand selbst. Es hat sich gezeigt, daß diese Gleitung mit zunehmen
der Verdünnung des Gases der Größenordnung der mittleren W ag
länge der Molekeln entspricht. Daraus ist auch ersichtlich, daß für 
Gase bei höheremDruck, fürwelche ja die mittlere Weglänge eine sehr 
kleine Größe ist, eine Gleitung nicht wahrgenommen werden kann. 

In der Einleitung (Abschnitt 9) haben wir gesehen, daß viele 
Beziehungen zwischen innerer Reibung und Wärmeleitung be
stehen. Es machten daher schon Kundt und Warburg darauf 
aufmerksam, als sie eine kinetische Theorie der Gleitung gaben, 
daß auch für die Wärmeleitung bei sehr verdünnten Gasen etwas 
Ähnliches existieren muß, d. h., während bei Vorhandensein • der 
Gleitung eine Unstetigkeit in der Geschwindigkeit nachweisbar ist 
an der Grenze zwischen festem Körper und Gas, so würde für die 
Wärmeleitung dies die Bedeutung haben, daß an dieser Grenz
fläche eine Unstetigkeit in der Temperatur vorhanden sein 
muß, daß also für den Fall, daß Wärme vom Gas an den festen 
Körper oder umgekehrt abgegeben wird, an der Oberfläche des 
festen Körpers eine tiefere bzw. höhere Temperatur herrschen müßte 
als in der unmittelbar daran stoßenden Grenzschicht des Gases. 

Es ist das bemerkenswerte Verdienst M. v. Smoluchowskis, 
einen derartigen Temperatursprung, wie man gewöhnlich diese 
Temperaturunstetigkeit nennt, mit voller Sicherheit nachgewiesen 
zu haben. Es hat sich bei seinen Versuchsanordnungen gezeigt, 
daß Temperatursprünge bis zu 70 C aufgetreten sind. 

Den Nachweis liefert man in der Art, daß man ein Gefäß in 
einem zweiten abkühlen läßt, wobei der Zwischenraum zwischen 
den beiden Gefäßen von dem verdünnten Gas erfüllt ist. Macht 

1) Kundt und Warburg, Pogg. Ann. 155, 837 (1875). 
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man nun den Zwischenraum verschieden weit, füllt ihn aber 
immer mit Gas von derselben Verdünnung, so stimmen die Ab
kühlungszeiten für das innere Gefäß, welche aus einer bestimmten 
Wärmeleitungsfähigkeit des Gases hervorgehen, nur dann, wenn 
die Verdünnung des Gases nicht zu weit getrieben wird, Gehen 
wir jedoch über einen gewissen Grad der Verdünnung hinaus, so 
würde man unter Annahme eines stetigen Temperaturüberganges 
von den Gefäßwänden auf das Gas je nach den Dimensionen 
der Gefäße verschiedene Wärmeleitungsfähigkeiten des Gases 
erhalten, wofür natürlich kein physikalischer Grund vorhanden 

Fig. 8. 
B c 

wäre. Nimmt man jedoch bei 
größeren Verdünnungen an, 
daß sich an den Begrenzungen 
des Gefäßes ein Temperat~r
sprung einstellt, so ergeben 
die verschiedenen Resultate 
der verschieden dimensio
nierten Gefäße nicht nur den 
Wert der Wärmeleitungs
fähigkeit des Gases selbst, 
sondern auch die Größe des 
vorhandenen 
sprunges. 

Temperatur-

Um dies zu begreifen, 
wollen wir folgende Über

legung machen. Die Geraden AB und OD der Fig. 8 seien zwei 
feste Wände, welche die Temperaturen T0 bzw. T1 besitzen. Da
zwischen sei ein Gas. Sobald sich ein stationärer Zustand derWärme
l!trömung hergestellt hat, würde nun nach den gewöhnlichen An
schauungen das Temperaturgefälle in dem Gase längs der Geraden 
EFerfolgen. Für den Fall aber, daß sich ein Temperatursprung ein
stellt, wird der Temperaturabfall nicht mehr längs der Geraden EF, 
sondern längs der Kurve EF stattfinden, welche im lnnern des 
Gases ein Temperaturgefälle erzeugt, das kleiner ist als das der 
Geraden EF, indem es jetzt durch die konstruierte Gerade G H 
dargestellt wird, so daß das Gas ein Verhalten aufweist, als hätte 
es unter sonst gewöhnlichen Bedingungen an don Wänden die 
Tempe~aturen T0 bzw. T{. Da nun die übergeführte Wärmemenge 
dem Temperaturgefälle im Gas proportional ist, so geht daraus 

A D 
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hervor, daß für den Fall, daß ein immer größer werdender Tempe
ratursprung mit wachsender Verdünnung des Gases auftritt, die 
Wärmeleitungsfähigkeit des Gases immer kleiner werden muß. 
Wir stehen dann also in scheinbarem Widerspruch mit der Theorie 
(s. Einleitung, Abschnitt 9), welche besagt, daß die Wärmeleitungs
fähigkeit unabhängig von der Gasdichte sei. Aber wie erwähnt, 
ist dieser Widerspruch nur ein scheinbarer; denn wir erhalten nur 
deshalb eine kleinere Wärmeleitungsfähigkeit, weil infolge des 
Temperatursprunges an den Wänden des Gefäßes für sehr ver
dünnte Gase das Temperaturgefälle im Innern des Gases kleiner 
ist als jenes, welches wir aus der Temperatur der Gefäßwände 
folgern. Daß wir es aber nicht mit einer wirklichen Änderung der 
Wärmeleitungsfähigkeit des Gases mit wachsender Verdünnung zu 
tun haben, sondern nur mit einem Temperatursprung an den Gefäß
wänden, das geht daraus hervor, daß die Abnahme der scheinbaren 
Wärmeleitungsfähigkeiten mit der Dichte des Gases eine andere wird, 
sobald wir den Abstand der beiden Ebenen AB und OD verändern. 

Es hat M. v. Smoluchowski 1) nicht nur den experimentellen 
Nachweis des Temperatursprunges, sondern auch dessen Begrün
dung nach der kinetischen Gastheorie geliefert. Er ging dabei 
von der die Rechnung vereinfachenden Annahme aus, daß sämt
liche Molekeln dieselbe Geschwindigkeit besitzen, gelangte aber 
trotzdem zu derart weitläufigen und verwickelten Rechnungen, daß 
wir es uns an diesem Orte versagen müssen, einen Auszug der
selben wiederzugeben. Doch läßt sich auch ohne Rechnung das 
notwendige Vorhandensein eines Temperatursprunges begreülich 
machen. "Der Grundgedanke ist folgender: Die Wärmeleitung 
der Gase beruht nach Maxwell, Clausius usw. darauf, daß 
die Moleküle die lebendige Kraft, welche sie an einer Stelle 
des Gases besitzen, infolge ihrer Bewegung an andere Stellen 
übertragen und dort beim Zusammenstoß mit anderen Mole
külen, welche vorher eine verschiedene Bewegungsenergie hatten, 
an dieselben abgeben, so daß ein fortwährender Ausgleich der 
lebenden Kraft (der Temperatur) unter den Molekülen stattfindet. 

In der Nähe eines festen Körpers wird nun dieser Wärme
ausgleich zwischen dem Körper und den Gasmolekülen in doppelter 
Weise behindert: 

1) Wiener Ber. 107, Abt. II, S. 304. :ff. (1898). 
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1. Dadurch, daß die Beweglichkeit der letzteren durch die 
Nähe der Wand beeinträchtigt ist, indem sie daselbst kürzere 
Wege zurücklegen werden, da ihnen das Eindringen in den festen 
Körper verwehrt ist. 

2. Dadurch, daß sie beim Zusammenstoß mit den Teilchen 
des festen Körpers, insbesondere falls dieselben eine erheblich ver
schiedene Masse haben, im allgemeinen doch nicht vollständig die 
Temperatur desselben annehmen werden." 

Es sind also zwei Ursachen, welche den Temperatursprung 
erzeugen; die erste beruht darauf, daß die mittlere Weglänge der 
Molekeln unmittelbar an der Wand eine kleinere wird als im 
Innern des Gases. Dann ist klar, daß die Molekeln, welche in 
der Nähe der Wand einen Zusammenstoß erfahren und danach 
gegen die Wand fliegen, eventuell im Mittel bis zum nächsten 
Zusammenstoß einen weiteren Weg zurücklegen würden, wenn 
sich das Gas in der Richtung gegen die Wand weiterhin fortsetzen 
würde, als wenn die Gasmolekeln nach einer verhältnismäßig kurzen 
Strecke in das Gebiet der dichtgedrängten Molekeln des festen 
Körpers kommen. Nun ersehen wir aber aus der Formel für die 
Wärmeleitfähigkeit (Einleitung, Abschnitt 9), daß diese der mitt
leren Weglänge proportional ist. Einer Verkleinerung der mitt
leren Weglänge entspricht also konsequenterweise eine Verminde
rung der Wärmeleitfähigkeit, was für die stationäre Wärmeströmung 
mit einer entsprechenden Erhöhung des Temperaturgefälles ver
bunden ist. Es muß sich somit an der Grenzwand des festen 
Körpers aus dem angeführten Grunde ein größeres Temperatur
gefälle herstellen als im Innern des Gases. 

Was nun jenen Punkt anbelangt, daß die Gasmolekeln die 
Temperatur der Gefäßwand beim Stoß auf dieselbe nicht voll
kommen annehmen, so hat das nach M. v. Smoluchowski darin 
seinen Grund, daß die Molekeln des festen Körpers eine andere 
Masse besitzen als jene des Gases. 

Es hat nämlich Cl. Maxwell den Beweis bereits geliefert, 
daß Gasmolekeln verschiedener Masse, wie sie in einem Gemenge 
verschiedener Gase etwa vorkommen, ihre kinetische Energie der
art austauschen, daß sie für alle Molekeln im Mittel gleich groß 
wird. Es ergibt diese Rechnung aber auch den Beweis, daß nach 
einem einzigen Zusammenstoß der Austausch der kinetischen 
Energie nur dann so erfolgt, daß im Mittel jede Molekel nach dem 
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Stoß dieselbe Energie besitzt, wenn beide aufeinander stoßenden 
Molekeln dieselbe Masse haben; stoßen jedoch Molekeln verschie
dener Masse zusammen, so ändern sich durch einen einzigen 
Zusammenstoß die Energien nicht derart, daß sie im Mittel nach 
dem Stoß gleich sind, sondern so, daß sie sich zwar austauschen, 
daß aber die Abnahme bzw. Zunahme der Energie im Durchschnitt 
kleiner ist, als das völlige Gleichwerden der Energien beider Molekeln 
erfordern würde. 

Nach dieser Annahme muß ebenfalls an der Grenze zwischen 
einem Körper und einem Gas ein Temperatursprung entstehen, 
der sich um so größer gestalten wird, je größer das Verhältnis der 
Masse der Molekeln der Gefäßwand zu jener des Gases ist. In der 
Tat haben v. Smoluchowskis Messungen ergeben, daß der Tem
peratursprung, welcher durch diese Urg;ache bedingt ist, bei Wasser
stoff weitaus größer ist als bei anderen Gasen, was in Übereinstim
mung mit der weitaus geringeren Masse der Wasserstoffmolekeln 
gegenüber jener anderer Gase steht . 

.Aus den aufgestellten theoretischen Annahmen würde ferner 
hervorgehen, daß der Temperatursprung nicht nur abhängig sein 
wird von der Dichte des Gases, sondern auch von derNaturder Gefäß
wand, was durch M. Knudsen 1) tatsächlich nachgewiesen wurde. 

VII. Oase bei hoher Verdünnung. 
Wenn wir die Dichte eines Gases so herabsetzen, daß die 

mittlere Weglänge der Molekeln nicht mehr als verschwindend 
klein gegenüber den Dimensionen des Gefäßes angesehen werden 
kann, so werden auch die auf Grund dieser Annahme abgeleiteten 
Resultate im allgemeinen ihre Gültigkeit verlieren. Darauf hin
zielende Untersuchungen wurden in neuerar Zeit hauptsächlich 
von M. Kn udsen ~) ausgeführt. Es handelt sich dabei im 
wesentlichen um die innere Reibung und Wärmeleitung hoch
verdünnter Gase. 

Schon bei der Besprechung des "Temperaturursprungs" 
hatten wir Gelegenheit zu bemerken, daß die Beschaffenheit der 

1) Ann. Phys. (4) 34, 593-656 (1911). 
!) I. c. 
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Oberfläche der Gefäßwände nicht ohne Einfluß auf die Größe des 
Wärmeüberganges sein kann. Wir wollen annehmen, wir hätten 
"absolut raube" Gefäßwände. Diese sollen so beschaffen sein, daß 
Gasmolekeln, welche die Oberfläche treffen, in dieWand eindringen 
und in deren Innerm so oft Zusammenstöße mit den Wand
molekeln erleiden, daß sie beim Verlassen der Wand eine der 
Temperatur derselben entsprechende mittlere Geschwindigkeit haben. 
Es werden also sozusagen alle auf die Wand auftreffenden Molekeln 
absorbiert. Zur Erhaltung des Gleichgewichts müssen demnach 
von der Wand ebensoviel Molekeln ausgesandt werden, deren Ver
teilung, was Geschwindigkeit und Geschwindigkeitsrichtung an
belallgt, genau so sein muß, wie sie bei den absorbierten Mo
lekeln war. 

Unser Gas sei so verdünnt, daß wir den Einfluß der Zusammen
stöße der Molekeln vernachlässigen und für die Rechnung an
nehmen können, daß gar keine Zusammenstöße vorkommen. Wir 
wollen der Einfachheit halber annehmen, alle Molekeln hätten die 
ihrer Temperatur entsprechende mittlere Geschwindigkeit c. Die 
Zahl der Molekeln in der V olumeinheit sei N. Die Zahl jener, 
die mit der Normalen zur Wand einen Winkel zwischen u und 

+ d . . hl' ß • N sin u du (S ") 1 N . d . u u etnsc 1e en, 1st 2 . u . 2 c sm u cos u u tst 

dann die Zahl jener, die in der Zeiteinheit die Flächeneinheit der 
Wand treffen, und 

!!.. "' 
2 2 

Ncf . Nc[sin 2 u] Ne 2 Stnucosudu = 2 - 2- = 4 
0 0 

ist die Zahl der Molekeln, die in der Sekunde 1 cm2 der Wand 
treffen. Ebensoviel wird die Flächeneinheit der Wand in der 
Sekunde aussenden. 

Wir denken uns nun zwei vollkommen raube unendlich große 
ebene Platten, die zueinander parallel, übereinander angeordnet 
sind. Die obere habe die Temperatur T1, die untere T2• Die 
mittlere Geschwindigkeit der Molekeln, welche die obere Platte 
verlassen, wollen wir mit c1, für die zweite Platte mit c2 bezeichnen. 
Die obere Platte sendet daher pro Flächeneinheit in der Sekunde 
t N 1 C1 Molekeln aus, die untere t N2 c2• Sämtliche Molekeln, die 
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von der oberen Platte ausgehen, treffen die untere und umgekehrt. 
Wegen des stationären Zustandes muß daher 

sein, wobei wir jetzt N und c als eine Art Mittelwert von N1 

und N 2 bzw. c1 und c~ ansehen. 
. mcl 

Jede von oben ausfliegende Molekel hat die Energte 2 , 
N, mc 3 

daher ist die in der Sekunde austretende Gesamtenergie T · 
Diese Energie empfängt die untere Platte pro Flächen- und Zeit-

. h · d d lb di E · N 2mci Di em e1t un sen et se st e · nergte - 8-- aus. · e gesamte 

von oben nach unten wandernde Energie ist somit 

m ("T 3 ,.T 3) _ Nmc 2 2 8 .Ll1 c1 - .Ll 2 c2 - - 8- (c1 - c2 ). 

Nach dem Boyle-Charlesschen Gesetz ist 

RT p c2 pv------ M -l!- 3' 

wenn wir 1 g des Gases in Rechnung ziehen (S. 8), da dann die 

Dichte (! = !_ ist. Aus dieser Gleichung finden wir 
V 

c = 1/3 R T, cl = 3 R T1 , cl = 3 R T2 • r M M M 

Für die übertragene Energiemenge können wir jetzt leicht bilden 

E _ Nmc( 2 2) _ l! 1J3ii'i( 2 2) --8-Ci-c» -srlifcl-c» 

= g_1/3R T. 3 R (T1 _Ta)= 3(! 1f3RT._l!_ (T1 _ T2) 

8r M M 8 r M (!T 

3 1/3R = 8 p r MT (Tl - Ts), 

wenn wir 

setzen. 

nach dem Boyle-Charlesschen Gesetz MR - p 
~T 
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Eine ähnliche Formel, jedoch mit Berücksichtigung des 
Maxwellsehen Verteilungsgesetzes der Geschwindigkeiten, hat 
K n u d s e n aufgestellt und deren qualitative Richtigkeit experimentell 
nachgewiesen. 

Ein Vergleich mit der gewöhnlichen Formel der Wärmeleitung 
(S. 44) ergibt, daß für Gase innerhalb gewisser Grenzen die 
Wärmeleitfähigkeit vom Druck unabhängig ist, bei wachsender 
Verdünnung aber abnimmt und schließlich dem Druck pro
portional wird. 

Ähnliche Überlegungen können wir für die innere Reibung 
der Gase machen. Wir geben unseren Platten, deren Temperatur 
jetzt überall dieselbe sein soll, Geschwindigkeiten in ihrer eigenen 
Ebene, etwa parallel zur x-Achse eines Koordinatensystems. Die 
obere Platte habe die Geschwindigkeit Uu die untere u 0• Von 

Ne unten fliegen dann pro Flächen- und Zeiteinheit 4 Molekeln 

nach oben. Ihre sichtbare Geschwindigkeit (S. 36) ist u0• Dringen 
sie in die obere Platte ein, so erlangen sie die Geschwindigkeit u1 • 

Jede Molekel entzieht daher der oberen Platte eine Bewegungs
größe m ( u1 - u0) und sämtliche Molekeln die Bewegungsgröße 
Nmc 
- 4- (u1 - u0 ). Das ist somit die Größe der inneren Reibung 

für die Flächeneinheit der oberen Platte. Mit Rücksicht darauf, 
1f3RT daß Nm= Q, c = y ~ist, können wir für die Reibung R 

auch schreiben 

R=~~(u1 -Uo)· 
Während also für ein großes Intervall des Druckes die innere 

Reibung vom Druck unabhängig ist, wird sie aus denselben 
Gründen wie die Wärmeleitung bei sehr niedrigem Druck diesem 
proportional. 

Haben wir .keine absolut raube Wand, so ändern sich die 
Formeln sowohl für die Wärmeleitung wie die innere Reibung in 
dem Sinne, daß die auf die Wand auftreffenden Molekeln nur 
zum Teil die der Temperatur der Wand entsprechende thermische 
Geschwindigkeit bzw. die sichtbare Geschwindigkeit der Wand 
annehmen. 
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VIII. Thermische Molekularströmung. 
Ein Gefäß habe eine senkrechte Scheidewand mit einer kleinen 

Öffnung. Links von der Scheidewand habe das Gefäß die Tem
peratur T0 , rechts T1 • Im Falle des Gleichgewichts strömt kein 
Gas durch die Öffnung. Wir stellen die Frage, welche Dichte 
für diesen Fall das Gas in den einzelnen Gefäßteilen besitzen muß. 

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir gesehen, daß auf die 
Ne 

Flächeneinheit der Wand in der Sekunde T Molekeln treffen. 

Hat unsere Öffnung die Größe d S, so passieren demnach in der 

Sekunde von links nach rechts N~co d S, von rechts nach links 

N~c1 d S Molekeln. Beide Größen müssen im Falle des Gleich

gewichts gleich sein, daher haben wir 

N0 c0 = N 1 c1 

oder 

W .. h d I b . . ··ß o··""" Qo T1 • t 'lt a ren a so e1 emer gro eren unung - = m 1s , gx 
Ql .LQ 

für die kleine Öffnung eine andere Beziehung. Halten wir Qo, 
.. To T0 und T1 konstant, so ist für eine große Offnung Q1 = Qo T

1 
• 

Machen wir die Öffnung immer kleiner, so muß schließlich Q1 

1ffo To 1/To .. = Qo y T;. werden. Ist T1 > T0 , so T
1 
< y T

1 
• Daher 1st xm 

ersten Fall ()1 kleiner als im zweiten, d. h. machen wir die Öffnung 
immer kleiner, so muß schließlich eine Strömung des Gases aus 
dem linken Teil des Gefäßes nach dem rechten, d. h. vom kälteren 
zum wärmeren erfolgen. 

Wir denken uns jetzt ein Flächenelement d S einer absolut 

rauben Wand. Es sendet in der Sekunde ~ c d S Molekeln aus. 

Wir suchen von diesen jene, die mit der Normalen einen Winkel 
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zwischen a; und a; + da; und deren Projektion auf d S mit 
einer fixen Richtung in d S einen Winkel zwischen tp und 
tp + d tp einschließen. Deren Zahl muß gerade so groß sein wie 
die Zahl der in der Sekunde unter denselben Bedingungen ein
fallenden Molekeln. Von N Molekeln haben die genannte Richtung 
} N sin a; da; d tp. Die Zahl jener, die das Flächenelement treffen, 
finden wir, wenn wir die letztere Größe noch mit d S cos a; und 
der Geschwindigkeit c multiplizieren. Wir haben also im ganzen 
! N c sin a; cos a; da; d tp d S. Dieselbe Zahl muß zur Erhaltung des 
stationären Zustandes von d S in der entgegengesetzten Richtung 
in der Sekunde ausfliegen. Diese Molekeln verbreiten sich also 
über den Raumwinkel i sin a; d a; d tp. Haben wir in der Ent
fernung r von d S ein Flächenelement d 81, dessen Normale mit r 
den Winkel a;1 einschließt, so sieht man es von d S aus unter 

• Ra • k 1 d Scosa;' Di Gr""ß k.. · St 11 emem umwm e 4 '1t r» · ese o e onnen Wir an e e 

von i sin a; da; d tp setzen und haben somit für die Zahl der von 
d S ausgehenden und auf d S' auftreffenden Molekeln 

N c cos a; cos a;' d S d S' 
4 1tr2 

Das ist dieselbe Formel (La m b er t sches Gesetz), die bei Temperatur
gleichgewicht für die Wärmemenge gilt, die von d S nach d S' 
und umgekehrt strahlt. 

Wir betrachten jetzt ein kreiszylindrisches Rohr, dessen 
Radius R gegen die mittlere Weglänge der Gasmolekeln eine sehr 
kleine Größe ist. Wir nehmen ferner an, daß an allen Punkten 

Fig. 9. 

··~ 
Z I 

dx 

eines Rohrquerschnitts die Dichte 
der durchgehenden Molekeln als 
konstant angenommen werden kann. 
Wenn wir daher die Zahl der Mole
kein wissen wollen, die durch einen 
Rohrquerschnitt in der Sekunde 
gehen, so genügt es, dies für ein 
Flächenelement (J, S in der Achse 

des Rohres zu kennen. Diese Größe können wir folgendermaßen 
finden. Wir denken uns einen Rohrquerschnitt (Fig. 9) und in 
der Entfernung x von ihm zwei im Abstand d x voneinander be
findliche Querschnitte senkrecht zur Rohrachse. Diese begrenzen 



111 

eine Fläche 2 n B a a; auf der inneren Rohro berfläche. Von dort 
werden durch d S in der Sekunde 

Molekeln fliegen. 

und erhalten 

Ncd S. 2 n Rdxcosrx cosrx' 
4nr2 

x R 
Wir können cos rx = -, cos rx' - setzen r r 

N cR2 d S a;dx 
2 (x2 + R2)2 ' 

indem wir r 2 = xs + R 2 einführen. Integrieren wir den letzten 
Ausdruck nach x von - oo bis + oo, so ist das Resultat Null, 
was nichts anderes heißt, als daß ebensoviel Molekeln von 
links nach rechts wie von rechts nach links durch d S hindurch
fliegen. 

Wir nehmen nun an, die Temperatur T des Rohres ändere 

sich mit X in der Weise, daß T = To + r X= To ( 1 + ;0 X) ist. 

Für x = 0 haben wir also die Temperatur T0• Im übrigen 

steigt sie mit wachsendem x linear an. Da c: = : ist, so ist 
___ c0 o 

auch es= ci ( 1 + ; 0 x) oder c = c0 V 1 + ~0 x = c0 ( 1 + 2 ~0 a) 
= c0 (1 + ß x), indem wir voraussetzen, daß LX eine lcleine 

To 
Größe ist. 

Damit nun im Rohr Gleichgewicht herrsche, muß N jedenfalls 
auch eine Funktion von x sein, und zwar wird an Stellen höherer 
Temperatur N kleiner sein. Wir wollen daher annehmen, daß 
wir für ein mäßig langes Rohrstück N = N0 (1 - rx x) setzen 
können. Suchen wir also nach dem früheren die Zahl der Molekeln, 
die durch die Fläche d S in der Mitte des Rohres in der Sekunde 
gehen, so haben wir zu bilden 

+oo 
R 2a S N0 co J(1- rx x)(1 + ß x)x d x. 

2 (x2 + B2)2 
-00 
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Soll Gleichgewicht herrschen, so muß dieser Ausdruck wieder 
gleich Null werden. Die hier auftretenden Integrationen lassen 
sich leicht durchführen. Wir haben 

+~ +~ 

J .. (1 -t~~x) (1 + ßx)xdx = J xdx 
(x2 + R2)2 (x2 + R2)2 

-oo -oo 

Es ist weiter 

+oo 
1 X I :11: 

2 R arc tg R = 2 R • 
-oo -oo -oo -oo 

Schließlich haben wir noch 

+oo +oo +"" 

- 2(x2x:R2)1 + J x:~xR2_._~l(x2+R2)1=0, 
-oo-oo -oo 

was sich ohne weiteres ergibt, wenn wir anstatt der Grenzen - oo 
und + 00 etwa. - a und + a einführen' wobei a eine beliebig 
große Zahl sein kann. Da das erste und dritte Integral Null ist, 
muß es auch das zweite sein. Das ist nur möglich, wenn 

ist. 
Wir haben somit 

ß No 
N = N 0 (1-txx) = N0 (1- x) = 1+ ßx 

oder 
No 
N = 1 +ßx, 

daher 
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Am Anfang unseres Rohres ist die Dichte des Gases (/o· Nennen 

wir ()1 die Dichte am Ende, so muß, da NNo = (/o , 
1 "1 

sein. 
Sind die beiden Enden mit Gefäßen versehen, so verhalten 

sich in diesen die Dichten des Gases genau so, wie eingangs in 
den beiden Teilen des Gefäßes mit Querwand und kleinem Loch. 
Halten wir die Dichte im ersten Gefäß konstant gleich (/o, so wird 

sich im zweiten die Dichte (]1 = ()o ~ herstellen. 

Da ~: < 1 ist, so muß ~: < V~: sein. Verbinden wir dem

nach unsere beiden Gefäße außer dem engen noch durch ein weites 
Rohr, so wird sich die Dichte in den Gefäßen so herstellen, daß 

:: = ~: ist. Dann kann sich im engeren Rohr das Gleich

gewicht nicht behaupten, sondern es wird ein Strömen des Gases 
vom Ende tieferer Temperatur zu jenem höherer erfolgen. Haben 
wir z. B. eine poröse Platte, die auf der einen Seite wärmer ist 
als auf der anderen, so strömt beständig Luft von der kälteren 
durch die Poren zur wärmeren Seite, eine Erscheinung, die schon 
lange bekannt ist. 

IX. Die ideale Flüssigkeit. 

Schon in der Einleitung (Abschnitt 12) haben wir erwähnt, 
daß van der Waals die von ihm gefundene Zustandsgleichung 
der Gase auf große Druck- und Temperaturintervalle angewendet 
hat, und daß er sogar die Erscheinungen beim Übergang von 
dem gasförmigen in den flüssigen Zustand durch die verhältnis
mäßig einfache Gleichung darstellte. Doch bemerkten wir schon 
damals, daß die theoretische Begründung dieser Gleichung nur 
auf schwach komprimierte Gase Anwendung finden kann, und 
daß es lediglich als ein glücklicher Zufall erscheinen muß, daß sich 

J•ger, Die Fortschritte der kinetischen Gastheorie. 8 
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van der Waals' Zustandsgleichung auf einen weitaus größeren 
Bereich anwenden läßt. Allerdings zeigt es sich, daß für die 
genaue Darstellung der Druck-, Volum- und Temperaturverhält
nisse einer Flüssigkeit bzw. ihres zugehörigen gesättigten Dampfes 
die van der Waalssche Zustandsgleichung versagt. Es wurden 
deshalb auch bald Veränderungen und Ergänzungen derselben 
vorgenommen, welche zum Teil aus empirischen Anpassungen an 
die Beobachtungen, zum Teil aus theoretischen Überlegungen 
hervorgegangen sind. 

Aufklärung der wirklichen Vorgänge bietet natürlich nur 
die exakte Theorie. Es wurden deshalb von verschiedener Seite, 
wie wir bereits im Kap. IV erwähnten, Versuche gemacht, sowohl 
den Einfluß des Volumens der Molekeln als auch der Anziehungs
kräfte derselben auf die Zustandsgleichung in Rechnung zu ziehen, 
doch scheiterten alle diese Versuche daran, daß bei zunehmender 
Dichte des Gases sich unüberwindliche Schwierigkeiten für die 
mathematische Darstellung bieten. Es erscheint daher auf diesem 
Wege vorläufig ausgeschlossen, von der Theorie der Gase einen Über
gang auf die Theorie der Flüssigkeiten zu finden, und es hat 
dieser Umstand G. Jäger 1) bewogen, die Theorie der Flüssig
keiten von einer ganz anderen Seite in Angriff zu nehmen. 

11 Wie es von großem Vorteil für den Ausbau der kinetischen 
Gastheorie war, daß man zuerst die Eigenschaften der idealen 
Gase darzustellen suchte und später auf die wirklichen Gase über
ging, so scheint der einzig richtige Weg zum Ausbau einer kine
tischen Theorie der Flüssigkeiten darin zu liegen, daß man erst 
versucht, eine ideale Flüssigkeit zu konstruieren und deren Eigen
schaften zu präzisieren und erst dann zu den wirklichen Flüssig
keiten überzugehen." 

"Die Molekeln einer idealen Flüssigkeit stellen wir uns als 
Kugeln vor- man tat dies ursprünglich zur Vereinfachung der 
Rechnung ja auch mit den Gasmolekeln. Diese Kugeln sollen 
für eine bestimmte Flüssigkeit in Größe und Masse alle einander 
gleich, vollkommen elastisch und unendlich wenig kompressibel 
sein. Sie üben Anziehungskräfte aufeinander aus, deren Wir
kungasphäre so groß ist, daß sehr viele Molekeln innerhalb einer 
Wirkungssphäre Platz finden. Ferner sollen sie so nahe anein-

1) Drudes .Annalen 11, 1077ff. (1903). 
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an der liegen, daß die Kräfte, welche eine Molekel von ihren 
Nachbarmolekeln erfährt, nach allen Richtungen dieselben sind, 
d. h. sich gegenseitig in ihrer Wirkung aufheben. Im Inneren 
der Flüssigkeit verhält sich also jede Molekel so, als würde sie 
von den Nachbarmolekeln gar keine Kraft erfahren. Abgesehen 
vom Größenunterschiede der mittleren Weglänge werden sich 
unsere Molekeln genau so bewegen wie die Molekeln eines idealen 
Gases. Der Kompressions- sowie der thermische Aus
dehnungskoeffizient der Flüssigkeit sei so klein, daß wir 
das Volumen der Flüssigkeit bezüglich des äußeren Druckes 
und der Temperatur als konstant annehmen können. Die An
ziehungskräfte, welche die Molekeln aufeinander ausüben , seien 
nur von deren gegenseitiger Entfernung abhängig." 

Durch die Anziehungskräfte, welche die Molekeln aufein
ander ausüben, erleiden sie an der Oberfläche der Flüssigkeit 
einen Zug gegen das Innere derselben, ebenso wie wir es bei 
einem nicht idealen Gase in der Einleitung (Abschnitt 12) aus
einandersetzten. Es haben diese Anziehungskräfte demnach die
selbe Wirkung, als würde der äußere Druck auf die Flüssigkeit 
erhöht. In der Tat erhielten wir für ein nicht ideales Gas das 
Resultat, daß wir den äußeren Druck p in der Zustandsgleichung 

a 
um die Größe 2 zu vermehren hatten. Es hat demnach die 

V 

Größe ~ ebenfalls die Dimension eines Druckes, man nennt sie 
f) 

zum Unterschied vom äußeren Druck den inneren Druck des 
Gases. In gleicher Weise werden wir auch vom inneren Druck 
einer Flüssigkeit sprechen können. 

Da wir für unsere ideale Flüssigkeit die Annahme machten, 
daß der Kompressions- sowie der thermische Ausdehnungskoeffi
zient so klein sei, daß durch Temperatur- und Druckänderungen 
das Volumen der Flüssigkeit nicht geändert wird, so wird der 
innere Druck lediglich eine Funktion des Volumens, d. h. 
vom äußeren Druck und der Temperatur unabhängig 
sein. "Dasselbe ist mit der Kapillaritätskonstante und der 
Verdampfungswärme der Fall. 

Der zu unserer idealen Flüssigkeit zugehörige gesättigte 
Dampf verhält sich wie ein ideales Gas und seine Dichte 
sei sehr klein gegenüber der Dichte der Flüssigkeit. 

8* 
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Die so definierte Flüssigkeit, der ja auch wirkliche Flüssig
keiten, wie z. B. Quecksilber, sehr nahe kommen, erleichtert die 
Anwendung der Sätze der Thermodynamik wie auch der kine
tischen Theorie der Materie sehr bedeutend. Wir wollen das 
Gesagte dadurch erläutern, da.ß wir auf beiden Wegen die Ab
hängigkeit des Druckes des gesättigten Dampfes von der Tem
peratur ableiten." Nach Clapeyron und Clausius steht die 
Verdampfungswärme r einer Flüssigkeit mit der absoluten Tem
peratur T, dem Druck des gesättigten Dampfes p, dem spezifischen 
Volumen des Dampfes v und dem spezifischen Volumen der 
Flüssigkeit v' in der Beziehung 

r = T :~ (v-v) . (33) 

falls wir alle Größen im selben Maßsystem ausdrücken. Es ist 
dies eine bekannte Gleichung, welche in einfacher Weise aus den 
zwei Hauptsätzen der mechanischen Wärmetheorie gefolgert werden 
kann. Wir wollen ferner das Boyle-Charlessche Gesetz 

pv=RT 

in der Weise benutzen, daß R sich auf die Masseneinheit der 
Flüssigkeit bezieht, v' soll so klein sein, da.ß es gegen v vernach
lässigt werden kann, so daß wir für unsere ideale Flüssigkeit, 
da wir annahmen, es gelte für ihren gesättigten Dampf das 
Boyle-Charlessche Gesetz, 

RT v-v'=-
p 

setzen können. Danach wird Gleichung (33) 

RT2 dp 
r=--·-

p dT 
oder 

dp r dT 
p=R·T2 • 

Für die ideale Flüssigkeit sind in dieser Gleichung bloß p und T 
als Variable aufzufassen. Durch Integration erhalten wir somit 

r 1 
lp=--·-+lO 

R T ' 
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wobei 0 eine willkürliche Konstallte bedeutet. Die letzte Glei
chung.läßt sich, indem wir für die Logarithmen die Numeri ein-
führen, auch schreiben ,. 

p = O.e- RT •••••••• (34) 

Die Größe r sei die Verdampfungswärme der Flüssigkeit in 
Arbeitsmaß ausgedrückt. Wir fassen auch tatsächlich die Ver
dampfungswärme als eine Arbeit auf, welche in die Flüssigkeit 
bzw. den Dampf bei der Verdampfung der Masseneinheit der 
Flüssigkeit hineingesteckt werden muß, indem· wir dabei von 
folgender Vorstellung ausgehen. Wir wissen, daß an der Ober
fläche der Flüssigkeit die Molekeln einen Zug gegen das Innere 
erfahren. Dieser Zug erstreckt sich bis zu einer gewissen Tiefe 
der Flüssigkeit, nämlich so weit, als die Flüssigkeitsmolekeln auf
einander noch merkbare Anziehungskräfte ausüben. Bringen 
wir demnach eine Molekel aus dem Inneren der Flüssigkeit an 
die Oberfläche, so müssen wir dabei zur Überwindung der Kapillar
kräfte eine bestimmte Arbeit leisten. Eine weitere Arbeit ist 
notwendig, um die Molekel von der Oberfläche zu entfernen, da 
ja die Anziehungskräfte der Molekeln auch über die Oberfläche 
der Flüssigkeit hinaus in den Dampf bis zu einer gewissen Tiefe 
hineinreichen. Erst wenn wir über diese bestimmte Entfernung 
von der Oberfläche aus hinausgehen, wird die Anziehung der 
Flüssigkeitsmolekeln auf die Dampfmolekeln unmerkbar klein. 
Die Gesamtarbeit, welche nun geleistet werden muß, um eine 
Molekel aus . dem Flüssigkeitsinneren in das Dampfinnere zu 
bringen, sei a. Wir können demnach a auch als die in Arbeits
maß ausgedrückte Verdampfungswärme einer Molekel ansehen. 
Ist n die Zahl der Molekeln in der Masseneinheit der Flüssigkeit, 
so ist deren Verdampfungswärme 

r = na. 
Da wir für den Dampf einer idealen Flüssigkeit die Gültigkeit 
des Boy 1 e- C h a r 1 es sehen Gesetzes voraussetzten , so besteht die 
Beziehung (s. Einleitung, Abschnitt 1) 

Danach ergibt sich r 

!_lmii = BT. 
3 

Bna Ba 
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und für die Dampfspannung f-US Gleichung (34) 

Sa 

p= C.e möll. 

"p können wir nun dank unserer Definition einer idealen 
Flüss~keit auch aus der kinetischen Theorie herleiten. Es be
steht thermisches Gleichgewicht, wenn in der Zeiteinheit ebenso
viel Molekeln aus dem Dampf in die Flüssigkeit übergehen, wie 
umgekehrt aus der Flüssigkeit in den Dampf. Ist u die Ge
schwindigkeitskomponente der Molekeln senkrecht zur Flüssig-

keitsoberfläche, so ist ~u die Zahl der Molekeln, welche in der 

Zeiteinheit durch die Oberflächeneinheit in die Flüssigkeit über
treten, wenn N die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit des 
Dampfes ist, von denen wegen der gleichmäßigen Verteilung der 
Geschwindigkeiten nach allen Richtungen des Raumes die eine 
Hälfte gegen die Flüssigkeitsoberfläche, die andere davon 
wegfliegt. Unter. u verstehen wir somit den Mittelwert der 
gegen die Flüssigkeitsoberfläche gerichteten Komponenten u. 

Die Zahl der Molekeln, welche in der Zeiteinheit durch die 
Einheit der Oberfläche unserer Flüssigkeit in den Dampf über
gehen und eine Geschwindigkeitskomponente normal gegen die 
Oberfläche zwischen u und u + du besitzen, sei IJl ( u) du. Nicht 
alle Flüssigkeitsmolekeln, welche die Oberfläche treffen, können 
in den Dampf übertreten, sondern nur jene, deren kinetische 
Energie senkrecht zur Oberfläche größer ist als die zum Eintritt 
nötige Arbeitsleistung a." "Für die Möglichkeit der Verdampfung 
muß also 

oder 

mu11 ->a 2 

u>~ 
sein. Die Zahl der in der Zeiteinheit durch die Oberflächen
einheit übertretenden Molekeln ist somit 

J~ (u) du= s:r(u)du, 

V2
.: W 
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indem wir cp (u) = uf(u) einführen." Es gilt nun für das 
thermische Gleichgewicht oder, was dasselbe ist, für den statio
nären Bewegungszustand der Molekeln die Gleichung 

00 

N- J 
2u = uf(u)du . . . . . . . . (35) 

v2.: 
Nur unter dieser Bedingung treten nämlich in derselben Zeit 
ebenso viele Molekeln aus dem Dampf in die Flüssigkeit über, wie 
umgekehrt aus der Flüssigkeit in den Dampf, so daß im Mittel 
trotz des beständigen Austausches der Molekeln alle übrigen 
Verhältnisse dieselben bleiben. 

Ersetzen wir N aus der Gleichung des Druckes 

Nmc2 
p=-3-

durch _3 ~' so erhalten wir aus Gleichung (35) 
mc2 "" 

2mc2J p = 3 ü !:_f(u) du. 

V2.: 
Nun fanden wir aber eingangs mit Benutzung der Clapeyron
Clausiusschen Gleichung für den Druck p die Formel 

Sa 

p = C.e mc2, 

Aus der Gleichsetzung der beiden gefundenen Ausdrücke für 
den Druck p ergibt sich somit 

"" 
2mc2 ---f Ba 
Sü uf(u)du = 0. e mC2, 

w 
Diese Gleichung ist der Form nach uns nicht unbekannt. Wir 
fanden nämlich im Kapitel ll 

"" aa 
J uf(u)du = ~e-mci, 

w 
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Schlagen wir nun weiter genau denselben Weg ein wie dort, so 
gelangen wir schließlich zur Beziehung 

s..a 
9ü0a; --

-a;f(a;)(la; =---_-·e 2 <2da; (36) 
2m(c2)2 

Wir nannten nun früher die Zahl der Molekeln, welche in der 
Zeiteinheit durch die Einheit der Flüssigkeitsoberfläche in den 
Dampf übertreten und in der Flüssigkeit eine Geschwindigkeits
komponente zwischen u und u +du besitzen, qJ (u)du. Weiter 
setzten wir 

fP (u) -:- u f(u). 

In der Gleichung ( 36) können wir also auch 

a;f(a;) = qJ(~») 

setzen und erhalten somit für die Zahl der in der Zeiteinheit per 
Oberflächeneinheit übertretenden Flüssigkeitsmolekeln 

Su2 
9ü0u --

qJ(u)du = --=-·e 2<2du . . (37) 
2 m(c2) 2 

Wir setzten für unsere ideale Flüssigkeit voraus, daß die 
Anziehungskräfte, welche die Molekeln aufeinander ausüben, 
wegen der gleichmäßigen Raumerfüllung sich im Inneren der 
Flüssigkeit in ihrer Wirkung aufheben. Dort bewegen sich also 
die Molekeln wie vollkommen elastische Kugeln, die, abgesehen 
von den Zusammenstößen, gar keine Kräfte aufeinander ausüben. 
Es gilt somit für die Verteilung der Geschwindigkeiten in der 
Flüssigkeit ebenso das Maxwellsehe Gesetz wie in einem idealen 
Gas. In einem solchen fanden wir aber für die Zahl der Mole
kein, die eine Geschwindigkeitskomponente zwischen u und u + du 
besitzen, den Ausdruck (s. Einleitung, Abschnitt 5) 

N -~ 
' u2 d rx.f"'·e u. 

Dabei verstanden wir unter rx. die wahrscheinlichste Geschwindig
keit einer Molekel und es besteht die Beziehung, daß 

2 c2 
rx.2=-

3 
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ist. In Kapitel 11 ha\len wir gezeigt, daß 

ü=ffi 
ist. Drücken wir nun sowohl ~ wie yn durch die beiden letzten 
Gleichungen aus, so erhalten wir 

1 3ü 
~vn=2&. 

,.Es kann demnach die oben genannte Zahl der Molekeln auch aus
gedrückt werden durch 

Su2 
3üN -
-=- e 2 02 du. 
2 c2 

Wollen wir ferner die Zahl der Molekeln, welche in der Zeiteinheit 
die Querschnittseinheit passieren, finden, so haben wir diesen 
Ausdruck noch mit u zu multiplizieren. "Wir erhalten somit der 
Form nach für das ideale Gas denselben Ausdruck wie für unsere 

30 
Flüssigkeit, nur hätten wir in letzterem Falle dann N durch -= 

mcll 
zu ersetzen. 

Könnten wir die Konstitution einer Flüssigkeit analog jener 
eines idealen Gases auffassen, d. h. könnten wir auch bei der 
Flüssigkeit annehmen, daß der Durchmesser gegenüber der mitt
leren Weglänge .der Molekeln eine kleine Größe sei, so würde 

3 ~ ebenfalls nichts anderes als die Zahl der Molekeln in der 
mc2 

Votumeinheit der Flüssigkeit bedeuten. Da wir aber bei unserer 
idealen Flüssigkeit umgekehrt die mittlere Weglänge der Molekel 
als klein gegenüber dem Durchmesser einer Molekel annehmen 
müssen, so ist die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit klein 

30 
gegenüber dem Ausdruck-=· In anderen Worten gesagt heißt 

mcll 
das nichts anderes, als daß die Zahl der Stöße, welche die Molekeln 
auf die Flächeneinheit einer idealen durch die Flüssigkeit gelegten 
Ebene ausführen, viel größer ist, als wir erhalten, wenn wir diese 
Zahl nach der Formel für ideale Gase berechnen würden. u 
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Wir wollen nun noch einen Blick auf die Konstante C werfen. 
Um deren Bedeutung einzusehen, ist es nötig, den inneren Druck 
der Flüssigkeit in die Rechnung einzuführen. Für unseren idealen 
Fall können wir den äußeren Druck, das ist der Druck des ge
sättigten Dampfes, gegenüber dem inneren Druck der Flüssigkeit 
als verschwindend klein ansehen. Nehmen wir nun an, die 
Flüssigkeit befinde sich in einem Gefäße mit vollkommen starren 
Wänden, welches sie völlig ausfüllt. Würden die Flüssigkeits
molekeln ihren Bewegungszustand beibehalten, die inneren Kräfte, 
d. h. die Anziehungskräfte, welche sie aufeinander ausüben, aber 
plötzlich verlieren, so würde die Flüssigkeit auf die Gefäßwände 
einen Druck ausüben, welcher gleich dem inneren Druck der 
Flüssigkeit ist; denn was früher die An.ziehungskräfte der Mole
kein für den Zusammenhalt der Flüssigkeit leisten mußten, das 
leisten jetzt die Wände unseres Gefäßes. Nach den Vorstellungen 
des Druckes in einem Gas können wir diesen auch definieren als 
die Gesamtbewegungsgröße, welche die Molekeln durch die Flächen
einheit einer idealen Ebene, die wir durch das Gas legen, in der 
Zeiteinheit tragen. Dieselbe Definition des Druckes können wir 
auch auf den Druck der Flüssigkeit übertragen. 

"Multiplizieren wir die Gleichung (37) mit mu, das ist die 
Komponente der Bewegungsgrö.l.le, welche eine Molekel von der 
Masse m senkrecht gegen unsere ideale Ebene besitzt, und inte
grieren wir nach u von - oo bis + oo, so erhalten wir den 
inneren Druck 

f+ 00 9 ü c f+ oc - 3u2 

P = mucp(u)du =-=- u1 e 2 ~du 
2 (c2)2 

-oc -oa 

Es wird dieses Resultat leicht gewonnen, wenn wir 
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setzen und bedenken, daß 

-oo -oo 

ist (s. Einleitung, Abschnitt 5)." 
Wie schon erwähnt, gilt für unsere Flüssigkeit ebenfalls das 

Maxwellsehe Verteilungsgesetz der Geschwindigkeiten. Sonach 
haben wir wie oben für das Gas auch für die Flüssigkeit 

- OG 
u=~ yn 

und 

Führen wir diese Werte für ü und c2 in unsere Gleichung für 
den inneren Druck ein, so wird 

P= C. 
Wir können demnach die Konstante C direkt als den inneren 
Druck der Flüssigkeit auffassen und erhalten somit nach den 
eingangs gemachten Bemerkungen das Resultat, daß der Druck 
des gesättigten Dampfes p gleich ist dem inneren Druck der 
Flüssigkeit P, multipliziert mit dem Ausdruck 

also 

X. Innerer Druck der Flüssigkeiten. 

Für eine ideale Flüssigkeit haben wir im vorhergehenden 
Kapitel den inneren Druck P ausgedrückt durch den Druck p 
des gesättigten Dampfes der Flüssigkeit durch die Gleichung 

r 

p = p.e- BT, 

\Vir können nun leicht diese Größe noch auf einem anderen Wege 
finden. Wir wollen wieder annehmen, daß der äußere Druck der 
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Flüssigkeit so klein sei, daß er gegen den inneren vernachlässigt 
werden kann. Indem wir die Temperatur der Flüssigkeit um LI 
erhöhen, wird die kinetische Energie der Molekeln, falls wir nur 
das Volumen der Flüssigkeit konstant halten, ebenso wie bei 
einem idealen Gas um einen Betrag zunehmen, welcher propor
tional der Temperaturerhöhung LI ist. Damit das Volumen der 
Flüssigkeit konstant bleibt, haben wir den äußeren Druck um 
die Größe p zu erhöhen. Der innere Druck hingegen, das ist 
jener Druck, der aus den Anziehungskräften der Molekeln ent
springt, bleibt bei konstantem Volumen auch konstant. Es wird 
sich demnach der innere Druck zum Gesamtdruck, den die Mole
kein ausüben, das ist aber jener Druck vermehrt um den äußeren, 
verhalten wie die ursprüngliche absolute Temperatur T der Flüssig
keit zur neuen T + LI. Wir erhalten somit die Gleichung 

(38) 

"Ist bei vernachlässigtem äußeren Druck für die Temperatur T 
das Volumen der Flüssigkeit v, für die Temperatur T + LI ent
sprechend v', so können wir 

v' = v (1 + rx.LI) • . • . • . • . (39) 

setzen und rx. den Ausdehnungskoeffizienten der Flüssigkeit 
nennen. Wollen wir die Flüssigkeit vom Volumen v' bei kon
stanter Temperatur auf das Volumen v zurückbringen, so haben 
wir einen entsprechend hohen äußeren Druck p aufzuwenden, 
und wir können schreiben 

v = v'(l- kp) . ....... (40) 

wobei wirk den Kompressionskoeffizienten nennen. Aus 
Gleichung (39) folgt nun 

aus Gleichung ( 40) 

folglich ist 

oder 

v'-v = v'rx.LI, 

v'-v = v'kp, 

rx.LI = kp 

LI= kp. 
rx. 
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Führen wir diesen Wert für LI in Gleichung {88) ein, so 
finden wir nach leichter Reduktion 

P = ~ T" ( ) k . . . . . . . . . 41 

Wir können somit nach zwei verschiedenen Formeln den 
inneren Druck einer idealen Flüssigkeit berechnen und es zeigt 
sich, daß für Quecksilber - es ist das eine Flüssigkeit, welche 
einer idealen ziemlich nahe kommt - in der Tat nach beiden 
Formeln gleiche Resultate erhalten werden. 

Um diese Größen nach der ersten gewonnenen Gleichung 
berechnen zu können, wollen wir nach Person die Verdampfungs
wärme des Quecksilbers bei 3500 C 62 Kai. setzen, wonach sich 
der innere Druck 

P = 20 200 Atm. 
ergibt. 

Für die zweite Formel sei nach Am a g a t für Quecksilber 
bei oo C k = 0,000 003 918, für den Ausdehnungskoeffizienten 
setzen wir oe = 0,000 1818. Danach erhalten wir 

P = 12 700 Atm. 

"Für den Wert k= 0,000 003 38, welchen Colladon und Sturm 
angaben, wird P= 14 700 Atm. Amaury und Descamps finden 
für 150 C k = 0,000 00187, demnach würde P = 28 000 Atm. 
Es scheint dieser letzte Wert des k weniger zuverlässig zu sein 
als die Angaben von Colladon und Sturm und Amagat." nEs 
stimmen sonacli tatsächlich, mit Rücksicht auf die Schwierigkeit 
der Bestimmung der in den Gleichungen vorkommenden Größen, 
die auf beiden Wegen gewonnenen Werte für den inneren Druck 
vollkommen befriedigend überein." 

Unsere Gleichungen setzen voraus, daß die Molekeln im 
gasförmigen und flüssigen Zustande dieselben seien, umgekehrt 
dürfte der Schluß erlaubt sein, daß eine Flüssigkeit, welche nach 
beiden Formeln denselben inneren Druck ergibt, gleiche Kon
stitution der Molekeln im flüssigen und dampfförmigen 
Zustande besitzt. Wie wir gesehen haben, ist dies bei Queck
silber der Fall, und es gibt ja bekanntlich noch andere chemische 
Erscheinungen, welche den Schluß erlauben, daß die Molekeln 
des Quecksilbers im flüssigen und dampfförmigen Zustande die
selben, d. h. einatomig sind. 
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Von jenen Flüssigkeiten, welche schon in ihren gewöhnlichen 
Eigenschaften, wie Volumausdehnung, Änderung der Verdampfungs
wärme und der Kapillaritätskonstanten mit der Temperatur usw. 
beträchtlich von den geforderten Eigenschaften einer idealen 
Flüssigkeit abweichen, ist natürlich nicht zu erwarten, daß die 
von uns gewonnenen Gleichungen ohne weiteres auf sie angewendet 
werden können. Vor allem kann die Formel für den Druck des 
gesättigten Dampfes nicht aufrecht erhalten werden, falls bei der 
Verdampfung gleichzeitig Änderungen in der Konstitution der 
Molekeln vor sich gehen, wie es ja vielfach für die Flüssigkeit 
angenommen wird. 

XI. Innere Reibung idealer Flüssigkeiten und 
Größe der Molekeln. 

Wir wollen für die innere Reibung einer idealen Flüssigkeit 
eine Formel ableiten, indem wir einen ganz ähnlichen Weg ein
schlagen, wie wir es in der Einleitung (Abschnitt 8) für die innere 
Reibung der Gase getan haben. Wir gewannen dort den Ausdruck 

du 
R= dz~vm6z. 

du 
Dabei war d 8 das Geschwindigkeitsgefälle der sichtbaren Be-

wegung in der Richtung der s-Achse, während die Bewegungen 
der einzelnen Schichten parallel zur x y-Ebene vor sich gingen. 
6 war die Geschwindigkeitskomponente einer Molekel parallel zur 
s-Achse, während s die Ordinate der Molekel bedeutete, als sie den 
letzten Zusammenstoß mit einer zweiten Molekel gemacht hatte. 

Bei verdünnten Gasen war nun v nichts anderes als die 
Zahl der Molekeln in der Volumeinheit, denen eine Geschwindig
keitskomponente zwischen 6 und 6 + d 6 zukommt. Wollen wir 
nun diese Formel auf ideale Flüssigkeiten übertragen, so haben 
wir die Größe v durch eine andere zu ersetzen, und zwar derart, 
daß sich die neue Größe zu v verhält wie der innere Druck der 
Flüssigkeit zum entsprechenden Druck eines verdünnten Gases, 
d. h. wir haben, wenn wir die Zahl der Molekeln suchen, welche 
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die Flächeneinheit einer idealen Ebene innerhalb der Flüssigkeit 
in der Zeiteinheit passieren, genau so vorzugehen, wie wir es in 
dem Kapitel IX getan haben, wo wir den inneren Druck der 
Flüssigkeit nach derselben Weise bestimmten wie den eines idealen 
Gases. Wir haben dort gesehen, daß infolge der Zusammenstöße 
der Molekeln die Zahl jener, welche in der Zeiteinheit die Flächen
einheit einer bestimmten Ebene passieren, bedeutend erhöht wird. 
"Während wir bei verdünnten Gasen ohne weiteres unter z die 
Ordinate des Mittelpunktes der Molekel einführen können, da wir 
die Größe der Molekel gegenüber deren mittlerer Weglänge als 
sehr klein ansehen, ist dies bei Flüssigkeiten jedoch nicht ge
stattet. Wir müssen dort im Gegenteil die mittlere Weglänge 
gegenüber dem Durchmesser der Molekeln als sehr klein betrachten, 
so daß wir unter z nicht die Ordinate des Mittelpunktes einer 
Molekel, sondern die des jeweiligen Stoßpunktes der Oberfläche 
der Molekel einführen müssen. Es ergibt sich aus dieser Be
trachtungsweise ferner, daß zwischen zwei Zusammenstößen die 
Molekel kaum ihren Platz verläßt, so daß wir für die Entfernung 
der beiden Stoßpunkte im Raume einfach die Länge der Sehne 
einführen können, welche die beiden Stoßpunkte der Molekel mit
einander verbindet. Da alle Punkte der Oberfläche einer Molekel 
mit derselben Wahrscheinlichkeit gestoßen werden, so ist der 
Mittelwert der Entfernungen zweier aufeinander folgender Stoß
punkte, wie man sich durch eine einfache Rechnung leicht über-

6 
zeugen kann, gleich dem Radius der Molekel, also gleich .2·" 
Während wir also bei idealen Gasen z = - l cos .fr und für 

cos.fr = ~, also auch 
c le 

z=-c 

setzen konnten (s. Einleitung), wobei wir nach der Summierung 
für l die mittlere Weglänge Z erhielten, haben wir jetzt an Stelle 

6 
dieser mittleren Weglänge die Größe .2 einzuführen. Es wird 

demnach für die Flüssigkeit 

'6 J: = --· 2c 
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Mit Benutzung dieses Ausdruckes erhalten wir für die innere 
Reibung 

In dieser Formel hat nun v die Bedeutung, daß 

~vmt2 = P, 

d. i. gleich dem inneren Druck der Flüssigkeit wird. Wir können 
also für die Reibung auch schreiben 

R = _ _!_ du P6. 
2 ds c 

du 
Da wir ferner wissen, daß R = -1] - ist, wobei wir 1J den 

ds 
Reibungskoeffizienten der Flüssigkeit nennen, so wird somit 

P6 
1J = 2C. 

"Da wir in der Lage sind, den Reibungskoeffizienten einer 
Flüssigkeit experimentell zu bestimmen und deren inneren Druck, 
wie früher gezeigt wurde, zu berechnen, so ergibt die letzte 
Formel die Möglichkeit, den Durchmesser einer Flüssigkeitsmolekel 
zu ermitteln, da ja nach ihr ist 

2CfJ 
6=--· p 

Wenden wir dies wieder auf Quecksilber an und setzen wir 
für oo C P= 13 OOOAtm., 1J = 0,016 97 (S.Koch), c= 18431 cm 

(! c2 
berechnet aus der Druckformel p = T, so finden wir nach der 

letzten Gleichung 

6 = 30.I0-9cm = 0,3.10-6 mm." 

Wir erhalten also in der Tat eine Größe für den Durch
messer der Quecksilbermolekeln, welche in vollkommener Über
einstimmung mit der Größenordnung der Molekeln (Io-6 mm), 
wie wir sie in der Einleitung (Abschnitt 11) aus der Bestimmung 
der mittleren Weglänge der Gasmolekeln gefunden haben. 
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XU. Der osmotische Druck. 
Unter dem Druck eines Gases versteht man nach der kine

tischen Theorie jene Bewegungsgröße, welche die Molekeln infolge 
der Zusammenstöße mit der Wand in der Zeiteinheit an die Flächen
einheit abgeben. Sind in der Volumeinheit eines Gases n Molekeln 
von der Masse m mit einer Geschwindigkeitskomponenten ~ senk
recht gegen die W!tnd, so treffen n~ solche Molekeln in der Zeit
einheit die Flächeneinheit der Wand und geben an dieselbe die 
Bewegungsgröße 2 nm~2 ab, welche, über alle Molekeln summiert, 
den Gasdruck darstellt. Dieser Druck ist im Gesamtraum des 
Gases vorhanden. Wir können ihn also auch auf eine beliebige 
Ebene beziehen, die wir uns durch das Gas gelegt denken, und 
können ihn jetzt als die Gesamtbewegungsgröße definieren, die 
senkrecht zur Ebene durch die Flächeneinheit derselben sowohl 
nach der einen wie nach der anderen Richtung von den Molekeln 
getragen wird. Für ein ruhendes Gas - und nur diesen Fall 
wollen wir in Betracht ziehen - geht natürlich gleich viel Bewe
gungsgröße sowohl in der einen wie in der entgegengesetzten Rich
tung durch die Ebene. Schreiben wir den Molekeln Kugelgestalt 
von nicht zu vernachlässigender Ausdehnung zu, so hat dies zur 
Folge, daß mehr Bewegungsgröße in der Zeiteinheit durch die 
Flächeneinheit der Ebene getragen wird; denn denken wir uns 
z. B. den Fall, mehrere vollkommen elastische Kugeln - als solche 
wollen wir uns die Molekeln vorstellen - seien in einer geraden 
Linie aufgestellt, und nun treffe die erste mit der Geschwindigkeit c 
auf die zweite, so wird die erste zur Ruhe kommen, die zweite 
aber sofort die Geschwindigkeit und die Geschwindigkeitsrichtung 
der ersten annehmen; diese stößt dann auf die dritte, wobei sich 
derselbe Vorgang abspielt usw. Der Effekt ist nun derselbe, als 
hätte sich die erste Kugel allein bewegt, jedoch bei jedem Zusammen
stoß sofort eine Wegstrecke gleich dem Durchmesser d einer Molekel 
übersprungen. Das heißt, es wird in diesem Fall eine gewisse 
Strecke rascher durchlaufen, als es ohne Zusammenstöße geschähe. 
Dasselbe erfolgt, wenn zwei Kugeln zentral gegeneinander fliegen. 
Sie trennen sich mit vertauschten Geschwindigkeiten in entgegen
gesetzter Richtung. Es ist gerade so, als wären die Kugeln durch
einander hindurchgeflogen, nur hat dabei wieder jede die Strecke 6 

übersprungen. 
Jäger, Die Fortschritte der kinetischen Gastheorie. !) 
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In einem ruhenden Gas sind nun die Bewegungsrichtungen 
der Molekeln über den Raum gleichmäßig verteilt, und es wird 
diese Verteilung durch die Zusammenstöße der Molekeln nicht 
gestört. Die Komponente der Gesamtbewegungsgröße der Molekeln 
nach einer bestimmten Richtung, wobei nur die positiven Werte 
gezählt werden sollen, ist daher von der Richtung selbst vollständig 
unabhängig, und es hätte, wenn wir auf die Ausdehnung der 
Molekeln keine Rücksicht nähmen, die Komponente der normal 
durch die Flächeneinheit der Ebene in der Zeiteinheit getragenen 
Bewegungsgröße den Wert: 

Z:nm~2• 

DieserWert wird vergrößert, wenn wir den Einfluß der Zusammen
stöße der Molekeln in Betracht ziehen, und wir wollen diesen Ein
fluß mit dem Namen: Förderung der Bewegungsgröße 
bezeichnen. 

Stoßen zwei Molekeln mit der relativen Geschwindigkeit r 
gegeneinander und bildet r mit der Verbindungsgeraden der Mittel
punkte der beiden Molekeln, welche wir die Zentrilinie nennen 
wollen, den (spitzen) Winkel x, so erfährt dadurch die Bewegungs
größe mrcosx eine Förderung omrcosx, wenn wir unter o die 
Entfernung der Mittelpunkte der Molekeln beim Stoß, also den 
Durchmesser einer Molekel verstehen. Bildet dabei die Zentrilinie 
mit der Normalen zu unserer Ebene, für welche wir den Druck 
berechnen wollen, den Winkel u, so erfährt die Bewegungsgröße 
senkrecht zur Ebene die Förderung: 

o m r cos x coss u, 

da wir dann anstatt o den Wert o cos u, sowie m r cos X cos u für 
m r cos X zu setzen haben. Und zwar entfällt dabei ein Teil dieser 
Förderung auf die eine Richtung, der andere auf die entgegen
gesetzte. Wir brauchen aber diese beiden Teile nicht zu trennen, 
da ja nach dem Obigen der Druck durch die Summe der von beiden 
Seiten durch die Ebene getragenen Bewegungsgrößm bestimmt wird. 

Wollen wir nun die Förderung der Bewegungsgröße wissen, 
welche die in der Volumeinheit enthaltenen Molekeln in der Zeit
einheit erfahren, so brauchen wir bloß obigen Betrag eines Stoßes 
über die Zahl der Zusammenstöße pro Zeit- und V olumeinheit zu 
summieren, was uns dann jenen Betrag liefert, um welchen der 
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Druck zu erhöhen ist, wenn wir auf die .Ausdehnung der Molekeln 
Rücksicht nehmen. 

Ist die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit, die eine Ge
schwindigkeit zwischen c und c + dc besitzen, f(c)dc, f(c')dd die 
Zahl jener, denen eine Geschwindigkeit zwischen c' und c' + d c' 
zukommt, und schließen die Bewegungsrichtungen beider den 
Winkel rp ein, so ist die Zahl der Zusammenstöße, welche die eine 
Art der Molekeln mit den anderen in der Sekunde macht, falls wir 
den Durchmesser gegenüber den Wegen der Molekeln vernach
lässigen können: 

n t f(c) dc f(c') dc' r sin rp d rp. 

Wird die mittlere Weglänge der Molekeln immer kleiner, so 
wird der Einfluß der .Ausdehnung der Molekeln auf die Korrektion 
der Stoßzahl immer größer. Wir können jedoch eine solche Kor
rektion anbringen, wenn wir den Ausdruck für die Zahl der Zu-

sammenstöße mit 1 + F(%) multiplizieren, wobei die Funktion 

F(~) die Eigenschaft hat, daß sie mit wachsendem Volumen v, 

welches das Gas besitzt, immer kleiner und für v = oo Null wird, 
während sie mit abnehmendem v immer größer und bevor es den 
Wert b (Molekularvolumen) erreicht, unendlich groß wird. 

Gewisse Zusammenstöße werden unter der Bedingung er
folgen, daß die relative Geschwindigkeit mit der Zentrilinie zweier 
Molekeln beim Stoß den Winkel X einschließt. Die Zahl derselben 
erhalten wir, wenn wir den letzten Ausdruck mit 2 sin X cos X d X 
multiplizieren. Wollen wir dann von dieser neuen Zahl noch 
die Zahl jener kennen lernen, für welche die Zentrilinie mit der 
Normalen zu unserer Ebene den (spitzen) Winkel a einschließt, 
so haben wir noch mit sin a da zu multiplizieren. Diese Zahl 
ist also: 

n 6 2 [ 1 + F (~) J f(c) dc f(c')dc' r sin qJ d<p sin X cosx d xsin ada. 

Bei jedem solchen Stoß erfährt die Bewegungsgröße eine Förderung: 

6 mr cos X cos2 a. 
9* 
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Daher ist die Förderung für alle Stöße gleich: 

x f(c)dc f(d)dc' mr2 sin cp dcp sin x cos2 xdx sin~ cos2 ~d~. 

Dabei ist zu beachten, daß 

r2 = c2 + c's + 2 cc' cos cp 

ist. Wollen wir nun die Gesamtförderung kennen lernen, so haben 
wir diesen Ausdruck nach u und X zwischen den Grenzen 0 und 
:n; 
:2, nach cp zwischen 0 und :n: und nach c und c' zwischen 0 und oo 

zu integrieren. Integrieren wir zuerst über die verschiedenen 
Winkel, so erhalten ';Vir: 

~ :n:mds [ 1 + F (~) ]<c~ + c'2) f(c) f(c') d cdd. 

Integrieren wir nun diesen Ausdruck nach c und d zwischen den 
Grenzen 0 und oo, so rechnen wir jeden Zusammenstoß zweimal. 
Wir haben also, um den richtigen Wert der Förderung der Bewe
gungsgröße zu erhalten, dann noch durch zwei zu dividieren. 
Dies ergibt: 

00 00 

:n:~c18 [1 +F(~)]f f (c2+c'2)f(c)f(c')dcdc' 
0 0 

2 nmN2 6sC2 [ (b)J = I+F-
9 f) ' 

indem nämlich 
00 "" J f(c)dc = J f(c')dd = N 
0 0 

und 
"" 00 J c2 f(c)dc = J c'2 f(c') d c' = NC2 

0 0 

ist, wenn wir unterN die Gesamtzahl der Molekeln in der Volum
einheit und unter Ci das mittlere Geschwindigkeitsquadrat der
selben verstehen. 
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Haben wir n Molekeln im Volumen v, so ist 

n 
N=-, 

V 

obige Größe wird also 

2:n:mn211s&[ (b)] 1+F- · 9v2 v 

Um diese Größe haben wir den Druck 

Nm& 
3 

nm& 
V 

zu vermehren und erhalten dadurch den wahren Wert des Druckes 

p = ~:}~{1 + 2 ~: 08 [1 + F(~)]} 
= n;vcs {1 + ~b[ 1 + F(~)]}. 

wenn wir unter 
4b = jn:n:ISS 

das vierfache Volumen verstehen, das die Molekeln wirklich mit 
Materie ausfüllen. 

Setzen wir: 

so wird: 
p = nmc2 (1 + 1/J), 

3v 

wobei 1/J mit wachsendem v sich der Null nähert, während bei ab
nehmendem es .immer größer und, bevor v den Wert b erreicht, 
unendlich groß wird. 

Ist n gleich der Zahl der Molekeln eines Mols, also gleich der 
Loschmidtschen Zahl (S. 53), so läßt sich die Gleichung für den 
Druck in der gebräuchlichen Form 

pv = R T(l + 1/J) 

oder, wenn wir N Mole des Gases in Betracht ziehen, 

schreiben. 
pv = NRT(l + 1/J) 
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Wir denken uns jetzt durch unser verdichtetes Gas eine 
ideale Ebene gelegt. Durch die Flächeneinheit derselben wird 

in der Sekunde die Gesamtbewegungsgröße NR T 1 + 1/1 befördert. 
V 

Diese Bewegungsgröße setzt sich aus zwei streng voneinander zu 

unterscheidenden Teilen zusammen. Der erste N R T ist jener, 
V 

den die Molekeln hindurchtragen, indem sie selbst die Ebene 
passieren, der zweite jener, der infolge bloßer Zusammenstöße, 
ohne daß dabei die Molekeln die Ebene passieren müssen, hindurch
geht, also infolge jener Erscheinung, die wir früher Förderung 
der Bewegungsgröße genannt haben. 

Wir definieren einen Durchgang einer Molekel durch die 
Ebene so, daß dabei der Mittelpunkt der durchgehenden Molekel 
von einer Seite der Ebene zur anderen gelangt, nicht daß die 
ganze Molekel die Ebene passieren muß. Während also für letz
teren Fall die Molekel zumindest einen Weg gleich ihrem Durch
messer (j zurücklegen müßte, genügt für den von uns definierten 
ein unendlich kleiner Weg. So oft aber eine Molekel in diesem 
Sinn die Ebene passiert, sagen wir, es sei die Bewegungsgröße m~ 
von ihr hindurchgetragen worden, falls m die Masse, ~ die Ge
schwindigkeit der Molekel senkrecht zur Ebene ist. 

Das bloße Passieren von Bewegungsgröße ohne Passieren 
einer Molekel sei durch Fig.10 erläutert. EE ist unsere ideale 

Fig.lO. 

E 

~ 
~ 

Ebene. Sie schneidet 
die Molekel I. Die Mo
lekel II trifft von inks 
kommend die Molekel I. 
Diese überni~1mt durch 
den Stoß B wegungs• 
größe von II, fliegt 
gegen 111 und über
trägt Bewegungsgröße 
auf III. Auf diese 

Weise wird Bewegungsgröße von 11 auf 111, d. h. durch die 
Ebene EE übergehen, ohne daß in unserem Sinn eine Molekel 
die Ebene E E passiert hat; denn der Mittelpunkt 0 1 der 
Molekel I hat sich rechts von der Ebene nur um eine kleine 
Strecke verschoben. Es braucht wohl nicht eigens darauf hin-
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gewiesen zu werden, daß schon beim Stoß von II auf I dieser 
Durchgang der "Bewegu.ngsgröße in dem von uns beschriebenen 
Fall erfolgt. Dieser Teil der Bewegungsgröße, bezogen auf ein 
verdichtetes Gas und die Flächeneinheit unserer Ebene E E, 

besitzt die Größe NR T 1/J. 
V 

Um alle Zweifel zu heben, sei der erste Teil der Bewegungs
größe noch besonders berechnet. Vorerst wollen wir der Über
sichtlichkeit halber weniger streng vorgehen, doch soll dieser ver
einfachten Darstellung dann sofort die strenge folgen. 

Wir denken uns wieder durch das Gas eine ideale Ebene ge
legt. Wir nehmen an, daß sich ein Drittel der Gasmolekeln senk
recht zu dieser Ebene, die als u.e-Ebene eines rechtwinkligen Koor
dinatensystems angesehen werden soll, ein Drittel parallel zur y-, 
ein Drittel parallel zur .e-Achse bewegt. Die Ebene werden dann 
nur Molekeln passieren, die sich senkrecht zu ihr bewegen. Die 
Weglänge der Molekeln sei l. Jede Molekel macht also eine hin
und hergehende Bewegung von der Doppelamplitude l. E's können 
somit nur die Mittelpunkte jener Molekeln unsere Ebene passieren, 

die im Mittel nicht mehr als um die Strecke !_ von der Ebene 
entfernt sind. 2 

Ist die Zahl der Molekeln in der Volumeinheit n, so nehmen 

i an der Bewegung parallel zur x-.Achse teil. Das Volumen, in 

dem sich jene Molekeln befinden, welche die Flächeneinheit 
unserer Ebene passieren, ist das Volumen eines Zylinders von der 
Basis 1 und der Höhe l, indem sich die Grundflächen dieses 

Zylinders im Mittel um ~ links und rechts von unserer idealen 

Ebene entfernt befinden. Die Anzahl der am Durchgang teil-
. nl 

nehmenden Molekeln 1st also - · 
3 

Die Geschwindigkeit der Molekeln sei c, folglich passiert jede 

T mal in der Sekunde die Ebene. Dabei trägt sie eine Bewegungs

größe mc hindurch. Die von sämtlichen Molekeln durch die Flächen
einheit der Ebene in der Sekunde getragene Bewegungsgröße ent
spricht dem Druck p. 
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Es ist somit 

Das ist die Druckformel, welche die kinetische Theorie für ein 
verdünntes Gas liefert. 

In unserer Ableitung spielt die Dichte des Gases keine Rolle; 
denn die Größe Z, die für verdichtete Gase durch eine sehr kom
plizierte, allgemein überhaupt noch unbekannte Formel ausgedrückt 
wird, fällt aus unserer Rechnung heraus. 

Auch ohne die einschränkenden Annahmen unserer Beweis
führung mit Zugrundelegung der tatsächlichen Verhältnisse können 
wir das zuletzt gewonnene Resultat ableiten. Wir verallgemeinern 
die Sache noch dadurch, daß wir ein Gemisch von zwei Gasen an
nehmen. Wir legen parallel zur yz-Ebene zwei Ebenen durch 
unser Gas, welche um d X voneinander abstehen. Aus diesen 
Ebenen schneiden wir die Flächeneinheit derart heraus, daß ein 
Zylinder. von der Grundfläche 1 und der Höhe d x entsteht. Der
selbe wird demnach N 1 dx Molekeln des ersten Gases enthalten. 
Dessen Molekeln besitzen die mittlere Weglänge Z1 und die Ge
schwindigkeit c,_. Eine jede solche Molekel wird demnach in der 

Sekunde ~1 Stöße erfahren. In dem von uns konstruierten Zylinder 

finden als~ in der Zeiteinheit ~1 c1 dx Zusammenstöße derartiger 

Molekeln statt. Das können wir auch so auffassen, daß in der 

Zeiteinheit ~1 c,_ dx Molekeln von diesem Zylinder ausfliegen. Von 

n Molekeln legen nue-ar dr einen Weg zwischen rund r + dr 
zurück (S. 21 ff.) , wo bei wir unter a den reziproken Wert der 

mittleren Weglänge zu verstehen haben. Von unseren N:
1 

c,_ d x 

Molekeln werden demnach 

einen Weg zwischen r und r + d r zurücklegen. Alle Molekeln, 
deren Bewegungsrichtungen mit der negativen x-Achse einen 
Winkel .f)o einschließen derart, daß r cos .f)o > X ist, müssen die Jl z-
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Ebene passieren. Die Zahl der Molekeln, die Richtungswinkel 
zwischen 4}' und 4}' + d4t haben, ist nun 

(S. 47). 
Die Komponente der Bewegungsgröße, die eine Molekel senk

recht zur ?I z-Ebene hat, ist m1 c1 cos 4t. Die in der Sekunde durch 
die Ebene getragene Bewegungsgröße ist somit 

.. 
Nm c2e-il 

1 ~ l~ d x d r sin 4t cos 4t d 4l'. 
1 

Sehen wir von einem bestimmten Winkel 4}' ab, so ergibt die Inte
gration nach 4t die gesamte übertragene Bewegungsgröße. Diese 
ist also 

ll! arccos,. 
- ~m~cf -,~d d [ cos24}'] Ntmtc12 -f-d d (1 x2) - e .,_ x r --- =---e 1 x r -- · 2l{ 2 4l{ y2 

0 

Wenn wir diesen letzten Ausdruck nach x innerhalb der Grenzen 
0 und r integrieren, so finden wir die Bewegungsgröße, welche 
sämtliche Molekeln übertragen, die aus einer Tiefe zwischen x = 0 
und x = r kommen und die Flächeneinheit der ys-Ebene durch
setzen. Dies ergibt 

~mtcl2 e-i dr J,.(l- :~:2) dx = Nt~C~~ e -~ dr [x- ~]r 
4lf r2 4ll 3r2 

0 0 

Nm c2 _!:. 
1 11 re 1tdr 6ll . 

Wenn wir nun noch den letzten Ausdruck zwischen 0 und oo 
integrieren, so erhalten wir die gesamte Bewegungsgröße, die von 
den Molekeln des ersten Gases in der Zeiteinheit durch die Flächen-
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einheit der ys-Ebene in der Richtung der negativen x-Achse ge
tragen wird. Demnach erhalten wir 

N, fn:! c 2 J"" - .!:.. N, m ,._t [ - .!:.. J - ..!:. Joo 1 1 re lt dr = 1 1 - 1 -rl e lt + l e 11 dr 6Z{ 6lf 1 1 
0 0 

= N1 m1 cl Joo - ~ d = N1 n~t cf [- l - ~]"" = N1 m1 cl. 
6 l1 e r 6 11 1 e 6 

0 0 

Ebensoviel an Bewegungsgröße wie von rechts nach links wird 
von links nach rechts durch die Ebene getragen. Die Summe 
beider ist gleich dem Druck, das ist 

Nlmtcl 
Pt =--3-· 

'Viederum entspricht das jenem Druck, den die kinetische Gas
theorie für ein verdünntes Gas finden lehrt. 

Wir haben dabei nur noch zu bemerken, daß wir die Rech
nung durchgeführt haben, als wäre c1 für alle Molekeln konstant. 
Diese Bedingung können wir jedoch fallen lassen. Hätten wir 
etwa in der Volumeinheit v1 Molekeln von einer Geschwindigkeit 
zwischen c1 und c1 + dc1 , so würden sie einen Druck 

- vl mtc{ 
:11'1- --3--

erzeugen. Analoge Ausdrücke würden wir für die übrigen Ge
schwindigkeiten erhalten, so daß schließlich 

_ ,, _m1 ~ 2 _ N1 m1 cl 
Pt- .:..:n:1 -3 ~vlci- 3 

wird, wobei jetzt ct den Mittelwert der Quadrate der Geschwindig
keiten der Molekeln bedeutet. 

Wir haben also wie früher durch die vereinfachte weniger 
strenge Beobachtungsweise das Resultat erhalten, daß jener An
teil des Druckes eines komprimierten Gases, der durch 
das Passieren der Molekeln an einer Ebene erzeugt wird, 
so berechnet werden kann, als kämen gar keine Zu
sammenstöße unter den Molekeln vor. Zu diesem Anteil 
kommt dann noch jener hinzu, der durch die Förde-
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rung der Bewegungsgröße infolge der Zusammenstöße 
der Molekeln entsteht. Die Summe beider Teile bildet den 
Druck, der auf die Gefäßwand ausgeübt wird. 

Über den Mechanismus, wie das vor sich geht, brauchen wir 
uns keine Vorstellung zu machen; denn die Gefäßwand bleibt in 
Ruhe, durch sie wird keine Bewegungsgröße getragen, infolge
dessen muß die an die Gefäßwand in der Sekunde abgegebene 
Bewegungsgröße gleich der oben berechneten sein und das ent
spricht der Größe des Druckes. 

Wir denken uns jetzt das Gefäß durch eine ideale Wand 
geteilt, die für das erste Gas durchlässig, für das zweite undurch
lässig ist. Das erste Gas wird daher 
das ganze Gefäß gleichmäßig erfüllen, 
das zweite soll sich sehr verdünnt nur 
in einem Teile des Gefäßes befinden. 
Gleichgewicht wird nur vorhanden 
sein, wenn in beiden Gefäßteilen das 
erste Gas denselben Druck ausübt; 
denn nur so können in einer gegebenen 
Zeit gleich viel Molekeln die Wand 
nach beiden Richtungen passieren. Die 
Anwesenheit des zweiten Gases in 
einem Teile des Gefäßes ändert daran 
nichts; denn so oft sich eine Molekel 

E 

Fig.ll. 

r· 

dieses Gases unmittelbar an der • 
Trennungswand befindet, bildet sie in E · 
gleicher Weise ein Hindernis für die 
eintretenden wie für die austretenden Molekeln des ersten Gases. 
Es ist also nicht möglich, daß das erste Gas einen einseitigen 
Überdruck auf die Wand ausübt, wohl erfährt die Wand aber 
durch das zweite Gas einen einseitigen Druck. Dessen Größe 
können wir leicht durch folgende Überlegung finden. 

Wir denken uns unsere Zwischenwand als ideale Ebene E E 
(Fig. 11), parallel dazu eine zweite Ebene E' E'. Die Entfernung 
beider entspreche dem Halbmesser einer Molekel des zweiten 
Gases, das sich auf der rechten Seite der Ebene E E befinden 
soll. Jede Molekel des ersten Gases sollEEungehindert passieren 
können. Die Mittelpunkte der Molekeln des zweiten Gases be
finden sich stets rechts von der Ebene E' E'. Nur dann, wenn 
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eine Molekel die Ebene EE trifft, fällt deren Mittelpunkt mit 
der Ebene E' E' selbst zusammen. In diesem Falle, und zwar 
nur in diesem wird von den Molekeln des zweiten Gases Bewegungs
größe an die Ebene abgegeben . 

. Dieses Reflektiertwerden des Mittelpunktes einer Molekel an 
der Ebene E' E' können wir auch dadurch ersetzen, daß wir an
nehmen, die Molekel würde ihren Weg nach dem Treffen von E E 
in derselben Richtung fortsetzen, aber gleichzeitig träte eine 
andere Molekel, deren Bewegung das genaue Spiegelbild bezüglich 
der Ebene E' E' ist, in den Gasraum rechts von E E ein. 

Wollen wir jetzt den Druck wissen, den die auf die Wand 
EE auftreffenden Molekeln des zweiten Gases bewirken, so 
handelt es sich nur darum, genau so wie früher die Bewegungs
größe zu suchen , die von den Molekeln des zweiten Gases durch 
die Flächeneinheit der Ebene E' E' in der Sekunde getragen 
werden wird. Dieser Druck berechnet sich aber so, als wäre 
nur das verdünnte zweite Gas vorhanden. 

Die Förderung der Bewegungsgröße durch die Molekeln des 
zweiten Gases kommt nämlich nicht in Betracht, da diese, wie 
aus Fig. 11 leicht ersiehtlieh ist, durch die Wand EE nicht ge
hemmt werden können. Es treffe z. B. die Molekel II des zweiten 
Gases auf die Molekel III des ersten. Das wird einen Sprung 
der Bewegungsgröße durch. die Ebene E E bewirken. Eine solche 
Förderung können aber nur die Molekeln des ersten Gases durch 
die Ebene EE hervorrufen. Da dies von beiden Seiten im 
salben Maße geschieht, so darf diese Förderung für die Berech
nung des Gesamtdruckes zwar nicht außer acht gelassen werden, 
ein einseitiger Überdruck kann dadurch jedoch nicht entstehen. 
Erst wenn das zweite Gas so verdichtet wird, daß es auch für 
sich allein das Boy I e sehe Gesetz nicht mehr befolgt, muß bei der 
Berechnung des Überdruckes auch auf die Ausdehnung der Mo
lekeln Rücksieht genommen werden. Diesen Fall ziehen wir aber 
nicht in Betracht. 

Auf eine verdünnte tropfbar flüssige Lösung an
gewendet, stellt uns das erste Gas das Lösungsmittel, das zweite 
die gelöste Substanz dar. Der Überdruck, den das zweite Gas 
hervorbringt, ist identisch mit dem osmotischen Druck. 

Es ist damit dargetan, daß wir für die Berechnung des 
osmotischen Druckes so vorgehen können, als wäre das Lösungs-
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mittel gar nicht vorhanden, während die gelöste Substanz allein 
im gasförmigen Zustande im Gefäß existieren würde. Die For
meln für den osmotischen und den Gasdruck sind 
völlig identisch. 

XIII. Der innere Druck einer verdünnten Lösung. 

Der Druck, welcher dem Stoße der Flüssigkeitsmolekeln das 
Gleichgewicht hält, setzt sich zusammen aus dem inneren Druck 
der Flüssigkeit und dem äußeren Druck, der für gewöhnlich der 
Luftdruck ist. Bringen wir eine Zelle mit halbdurchlässiger 
Wand, die mit einer Lösung gefüllt ist, in das reine Lösungs
mittel, so zeigt sich, daß das Lösungsmittel so lange in die Zelle 
diffundiert, bis im Inneren eine Druckerhöhung stattfindet, die 
dem osmotischen Druck entspricht. Für diesen Fall ist also 
nach dem früheren der Gesamtdruck der Lösung immer um den 
osmotischen Druck höher als der Gesamtdruck, unter dem das 
Lösungsmittel steht. Daraus folgt unmittelbar, daß eine ver
dünnte Lösung denselben inneren Druck besitzen muß 
wie das reine Lösungsmittel. Dabei vernachlässigen wir 
natürlich die Votumänderung, die eine Lösung durch Erhöhung 
des äußeren Druckes um den osmotischen Druck erfährt; denn 
durch eine solche würde ja auch der osmotische Druck ein anderer. 

Die Sache wird vielleicht durch folgende Überlegung noch 
durchsichtiger. Wären keine Kohäsionskräfte vorhanden, so 
müßte der gesamte thermische Druck, d. i. die Summe aus 
äußerem und innerem Druck durch den äußeren Druck im Gleich
gewicht gehalten werden. Der Druck der Lösung, gleichviel ob 
äußerer oder thermischer , ist um den osmotischen Drutlk größer 
als jener des reinen Lösungsmittels. Wir führen nun wieder 
Kohäsionskräfte ein. Der Unterschied der äußeren Drucke soll 
sich nicht ändern. Die thermischen Drucke bleiben unverändert. 
Die äußeren Drucke müssen sich demnach um gleiche Größen ver
ringern, nämlich um den in Lösung und reinem Lösungsmittel 
gleich großen inneren Druck. 
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XIV. Die Dampfspannung verdünnter Lösungen. 

Denken wir uns einen Teil, etwa 1 Prom. der Molekeln des 
reinen Lösungsmittels gekennzeichnet, ohne daß dadurch ihre 
Eigenschaften geändert würden, so werden sich diese "gekenn
zeichneten" Molekeln gleichmäßig in der Flüssigkeit verteilen. 
Für die Dampfspannung nehmen wir nun an, daß der Dampf 
gesättigt ist, wenn in der Sekunde ebensoviel Molekeln von der 
Flüssigkeit in den Dampf als umgekehrt übertreten. Wegen der 
gleichmäßigen Verteilung der Molekeln wird dann auch im Dampf 
1 Prom. der Molekeln aus "gekennzeichneten" bestehen. Die 
"gekennzeichneten" sollen jetzt bei Beibehaltung ihrer sonstigen 
Eigenschaften die Fähigkeit verlieren, sich aus der Flüssigkeit zu 
entfernen. Es muß dann der gesättigte Dampf die gekennzeich
neten Molekeln verlieren, weil diese wohl in die Flüssigkeit hinein, 
aber nicht mehr heraus können. Zwischen den nicht gekennzeich
neten Molekeln wird aber das Gleichgewicht bestehen bleiben; 
denn von diesen werden ja auch weiterhin ebensoviel nach der 
einen Richtung wie entgegengesetzt fliegen. Der Dampfdruck 
ist also jetzt kljliner als früher. 

An dieser Überlegung ändert sich nichts, wenn wir die "ge
kennzeichneten" durch die Molekeln einer Substanz ersetzen, die 
aus der Lösung in den Dampf nicht übergeht. In der Lösung 
spielen sie, wie wir gesehen haben, genau dieselbe Rolle wie 
früher die "gekennzeichneten" Molekeln. Es ist der innere Druck 
in einer verdünnten Lösung genau derselbe wie im reinen Lösungs
mittel, die gelösten Molekeln können jedoch infolge der großen 
Anziehungskräfte, welche die Flüssigkeit auf sie ausübt, die Ober
fläche der Flüssigkeit nicht verlassen. Die Zahl der Molekeln des 
Lösungsmittels, die jetzt in der Sekunde in die Flüssigkeitsober
fläche kommen, ist im selben Maße kleiner als in unserem fin
gierten Falle. Im selben Maße muß auch die Dichte des Dampfes 
und unter der Voraussetzung, daß für den Dampf das Boy 1 e
Charlessche Gesetz gilt, der Dampfdruck kleiner werden. Nennen 
wir daher die Zahl der Molekeln des Lösungsmittels in der 
Volumeinheit N, die Zahl der darin befindlichen Molekeln des 
Gelösten n, den Dampfdruck des reinen Lösungsmittels p, jenen 
der Lösung p', so muß die Dampfdruckerniedrigung p - p' sich 
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zum Druck p verhalten wie n zu N + n oder, da wir bei ver
dünnten Lösungen n gegen N vernachlässigen können, erhalten 
wir die Gleichung 

p-p' n 
-p--N, 

das von Raoult empirisch gefundene Gesetz. 
Wir fanden für den Dampfdruck einer Flüssigkeit (S. 123) 

.. 
p = p e-RT. 

Gleicherweise erhalten wir für eine verdünnte Lösung 
r' 

p' = P'e-RT. 

Hier ist für P' der thermische Druck zu setzen, den das Lösungs
mittel für sich allein ausübt. Für r' ist die Verdampfungswärme 
des reinen Lösungsmittels aus der Lösung zu nehmen. 

Wir können nun beweisen, daß 

'f!__P 
p'- P' 

sein muß. Wir wissen, daß der thermische Druck einer ver
dünnten Lösung gleich jenem des reinen Lösungsmittels ist. 
Ferner hat am thermischen Druck eine Molekel des Gelösten im 
Mittel denselben Anteil wie eine Molekel des Lösungsmittels. 
Das geht ohne weiteres aus unseren früheren Betrachtungen 
hervor. Wir fanden, daß sich der thermische Druck zusammen
setzt aus einem Teile, der nach der kinetischen Formel des Boy le
Charlesschen Gesetzes berechnet wird, und jenem Teile, der aus 
der Förderung der Bewegungsgröße entspringt. Der erste Teil 
ist nur von der Zahl der Molekeln, nicht aber von der Natur des 
Stoffes abhängig. Er ist deshalb im reinen Lösungsmittel und 
in der Lösung derselbe. Dann muß aber auch der zweite Teil 
in beiden Flüssigkeiten derselbe sein, und da der Anteil, den die 
Molekeln des Lösungsmittels nehmen, in derselben Weise entsteht 
wie im reinen Lösungsmittel, also jede Molekel denselben Betrag 
liefert, sei es in der Lösung oder im reinen Lösungsmittel, so 
muß wiederum auch jede Molekel des Gelösten ebensoviel liefern 
wie eine des Lösungsmittels; denn nur so können sie sich zu 
dem Resultat gleicher thermischer Drucke in der Lösung und im 
Lösungsmittel ergänzen. 



- 144 -

Haben wir daher n Mole in N Molen gelöst, so erhalten wir 
die Gleichung 

Von früher wissen wir, daß 

p-p' p-p' n 
-p-- = -----pr- = N' 

was. wegen des geringen Unterschiedes von p und p' ohne weiteres 
einleuchtet. Wir erhalten somit weiter 

p -1=~ 
p' N 

oder 
P=!!_+l=N+n. 
p' N N 

Somit ergibt sich tatsächlich die Gleichung 

p p 
p' = P'. 

Daraus folgt dann auch, daß r = r' sein muß, d. h. verdünn-te 
Lösung und reines Lösungsmittel haben dieselbe Ver
dampfungswärme. 

Der Siedepunkt ist durch jene Temperatur definiert, bei 
welcher der Dampfdruck gleich dem Druck einer Atmosphäre 
wird. Suchen wir daher die Siedepunktserhöhung L1 T einer 
Lösung, so ist dies jene Temperaturerhöhung, die den Dampf
druck der Lösung p' gleich dem Dampfdruck p des reinen Lösungs
mittels bei seiner Siedetemperatur T macht. Aus den von uns 
gemachten Annahmen für eine ideale Flüssigkeit (S. 115) ist P 
von der Temperatur unabhängig. Stellen wir daher die Gleichungen 

r r 

p=Pe-BT und p'=p=P'e-B<T+IITJ 

auf, so haben wir unter P und P' Konstanten zu verstehen. 
Somit ist wieder 

woraus wir die Gleichung 

( 
r r 

1 + ;) e- BT = e- B(T+IIT) 
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" erhalten. Für 1 + ; schreiben wir eH, dann ist 

" r r 
iif-BT = e-B<T+~T) 

oder 

das ergibt weiter 
RT2 n 

LIT= -r-·N' 

die für die Siedepunktserhöhung bekannte Formel. 

XV. Die Gefrierpunktserniedrigung 
verdünnter Lösungen. 

Wir wollen unter möglichst einfachen Annahmen einen festen 
Körper konstruieren. Wir denken uns, daß die Molekeln des
selben kugelförmig und analog wie die Molekeln einer idealen 
Flüssigkeit oder eines Gases in lebhafter Bewegung sind. Kühlen 
wir eine Flüssigkeit bis zum Gefrierpunkt ab, so wird die Ge
schwindigkeit der Molekeln immer kleiner. Beim Gefrierpunkte 
haben wir nun anzunehmen, daß, sobald die Molekeln eine be
stimmte Anordnung ihrer Lage besitzen, die Kräfte, die sie auf
einander ausüben , derartig groß sind, daß sie ihre gegenseitige 
Lage von selbst nicht. mehr ändern können. Mit noch weiter ab
nehmender Temperatur soll sich an dieser Anordnung nichts 
ändern. Nichtsdestoweniger werden wir nicht eine Stabilität im 
gewöhnlichen mechanischen Sinne haben, sondern die Molekeln 
werden sich in lebhafter Bewegung um ihre Gleichgewichtslage 
befinden. Auch die Geschwindigkeiten der Molekeln werden sich 
beständig ändern und nur deren Mittelwert wird für eine be
stimmte Temperatur ein konstanter sein. 

Es wird daher an der Oberfläche des festen Körpers vor
kommen, daß Molekeln Energien erlangen, die größer sind als die 
Arbeit, die notwendig ist, um eine Molekel von der Oberfläche 

Jäger, Die Fortachritte der kinetischen Gaatheorie. 10 
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loszureißen, d. h. auch der feste Körper wird verdampfen können, 
bzw. einen bestimmten Dampfdruck besitzen. Dessen Größe 
können wir nun genau so bestimmen wie den Dampfdruck einer 
"idealen" Flüssigkeit. Wir können also die Vorgänge an 
der Oberfläche fester und flüssiger Körper für die Rech
nung als vollständig identisch auffassen. 

Für den Dampfdruck Po einer Flüssigkeit beim Gefrierpunkt, 
der für den festen und flüssigen Körper derselbe sein muß, weil 
sonst der Dampf bei gleichzeitiger Anwesenheit der festen und 
flüssigen Phase nicht im Gleichgewicht wäre, konnten wir die 
Formel aufstellen ,. 

Po= Oe-BTo, 

wobei C eine Konstante, T0 den Gefrierpunkt bedeutet. Für den 
festen Körper erhalten wir gleicherweise 

r+l 
Po = 0' e- BTo, 

wobei r + l jene Wärmemenge bedeutet, die aufgewendet werden 
muß, um 1 g der festen Substanz zu verdampfen; l ist also nichts 
anderes als die Schmelzwärme des festen Körpers. Die Gleich
stellung dieser beiden Ausdrücke ergibt 

oder 

,. ,. z 
Ce- BTo = 0' 8- BTo.e- BT0 

! 

0 = O'e-BTo. 

Wie für die Molekeln einer idealen Flüssigkeit müssen wir 
auch für jene des festen Körpers das Maxwellsehe Geschwindig
keitsverteilungsgesetz annehmen. 

Nennen wir v die Zahl der Flüssigkeitsmolek~ln, die in der 
Sekunde die Flächeneinheit einer durch sie gelegten idealen Ebene 
passieren, v' dieselbe Zahl für den festen Körper, so muß, da 0 
und C' die inneren Drucke beider Körper bedeuten, 

V 0 
v' = 0' 

sein, d, h. wir können auch schreiben 
! 

v = v' e- BTo. • • • • . • (42) 
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Denken wir uns die Flüssigkeit und den festen Körper in Be
rührung, so gilt für die Berührungsfläche, daß im Falle des 
Gleichgewichtes ebensoviel Molekeln in der Sekunde von der 
Flüssigkeit zum festen Körper wie umgekehrt fliegen müssen. 
Wir können nu: v auch als die Zahl der Flüssigkeitsmolekeln an
sehen , die in d r Sekunde die Flächeneinheit der Oberfläche des 

I 

festen Körpers treffen, und v' e- BTo ist jener Teil der Zahl v' der 
gegen die Flüssigkeit fliegenden Molekeln des festen Körpers, die 
tatsächlich in die Flüssigkeit übertreten, die also die Oberfläche 
des festen Körpers tatsächlich verlassen. Die letzte Gleichung 
gibt uns somit die Bedingung für den Fall des thermischen und 
mechanischen Gleichgewichtes zwischen Flüssigkeit und festem 
Körper. 

Haben wir den Körper in fester und flüssiger Phase und 
setzen der Flüssigkeit eine geringe Menge einer sich lösenden 
Substanz zu, so wird, wie wir früher gezeigt haben, die Zahl v 
vermindert, und zwar so, daß die Verminderung zu v sich verhält 
wie die in der Volumeinheit der Lösung vorhandene Anzahl der 
Molekeln der gelösten Substanz zur Zahl der Molekeln, die das 
reine Lösungsmittel in demselben Volumen besitzt. Es werden 
somit vom festen Körper zur Flüssigkeit mehr Molekeln über
treten als umgekehrt. Wir haben kein Gleichgewicht mehr, es 
wird der feste Körper schmelzen. Wohl können wir aber das 
Gleichgewicht wieder herstellen, wenn wir die Temperatur des 
Ganzen erniedrigen. 

Nach Gleichung (42) ist ja die Zahl der vom festen Körper 
I 

in die Lösung übertretenden Molekeln v' e- B To, die Zahl der aus 
der Lösung zum festen Körper übertretenden ist aber jetzt kleiner, 

nämlich v- ;. v, wenn sich wie früher n Molekeln der Sllbstanz 

in N Molekeln des Lösungsmittels befinden. Soll das Gleich
gewicht hergestellt werden, so haben wir nach Gleichung (42) die 
Temperatur T0 um einen bestimmten Betrag d T zu erniedrigen, 
so daß 

10* 
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wird. Nach unseren Voraussetzungen muß LI T gegen To ebenso 
wie n gegen N klein sein; Wir können daher schreiben 

1 
-----
To-LlT -

Dies, auf obige Gleichung angewandt, ergibt 

n --1- --1-.tT --'-( l ) v - N v = v' e B Po. e B Tol = v' e B Po 1 - B Tg LI T . 

Unter Heranziehung der Gleichung ( 42) erhalten wir weiter 

oder 

also 

nv __ z_ Z "'T 
N = v' e B To. B To2 a 

n l 
N = BT.2LI T, 

0 

LI T = B Tg_ !!_ . 
l N 

Das ist aber nichts anderes als die v:on van 't Hoff zuerst 
aus thermodynamischen Betrachtungen gewonnene 
Gleichung für die Gefrierpunktserniedrigung von Lö
sungen. 

Wir haben zu unseren Ausführungen nur noch folgendes zu 
bemerken. Bei der Ableitung der Dampfspannungserniedrigung 
benutzten wir den Satz, daß die Verdampfungswärme dieselbe ist, 
ob wir das reine LösungsmitteL direkt oder aus einer verdünnten 
Lösung verdampfen. Dasselbe muß für die Schmelzwärme gelten, 
wenn wir unsere früheren Überlegungen als gültig ansehen wollen. 
Daß dies der Fall ist, läßt sich aber leicht nachweisen. 

Wir wollen den Schmelzpunkt unter dem Druck einer At
mosphäre T0 nennen. Die betrachtete Flüssigkeit sei Wasser 
- es läßt sich mit jeder anderen Flüssigkeit dieselbe Betrachtung 
durchführen -, so wird bei höherem Druck der Schmelzpunkt 
erniedrigt. Für einen bestimmten Druck sei diese Erniedrigung 
LI T. Wir nehmen nun folgenden Prozeß vor. Wir erwärmen 
1 g Eis von der Temperatur T0 - LI T auf die Temperatur T0 

und schmelzen es dann. Wir haben dabei die Wärmemenge 
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Ce L1 T + l0 zuzuführen, wenn Ce die spezifische Wärme des Eises 
ist. Wir können aber auch unter höherem Druck bei der Tem
peratur T0 -L1 T 1 g Eis schmelzen, was die Wärmemenge l er
fordern soll, und das Wasser auf T0 erwärmen. Die gesamte 
erforderliche Wärmemenge ist also l + Cw L1 T, wobei Cw die spe
zifische Wärme des Wassers ist. Die Arbeit beim Zusammen
drücken bzw . .Ausdehnen des Körpers haben wir als sehr klein 
vernachlässigt. 

Da wir bei den Prozessen vom salben Anfangszustand aus
gehen und zum gleichen Endzustand gelangen, so muß 

CeLlT+lo = Z+cwLlT 
oder 

l = lo-(Cw-Ce)L1T . . ... (43) 

sein. Wäre Cw = Ce, so würde l = l0 1 d. h. die Schmelzwärme 
wäre von der Temperatur unabhängig. In erster .Annäherung 
werden wir das annehmen können, wie wir es bei der Ableitung 
der Gleichung für den Dampfdruck des Eises getan haben. 

Wir führen jetzt folgenden Proze.ß durch. Wir lassen 1 g 
Wasser gefrieren und entziehen ihm dabei die Wärmemenge l0• 

Wir kühlen das Eis um L1 T ab, was den Wärmeentzug c.Ll T 
verlangt. Nun bringen wir das Eis mit einer verdünnten Lösung 
vom Gefrierpunkt T0 - L1 T zusammen und schmelzen es. Das 
erfordert die Wärme l'. Jetzt erwärmen wir auf T0 , müssen 
also noch die Wärmemenge Cw LI T jenem Teil der Lösung zu
führen, der durch das Schmelzen des Eises entstanden ist. Und 
nun pressen wir mit Hilfe einer halbdurchlässigen Wand 1 g 
Wasser aus der Lösung heraus und sind so zum Anfangszustand 
zurückgekehrt. Die algebraische Summe der zugeführten Energien 
muß für den ganzen Proze.ß gleich Null sein. Wir haben also 

-l0 -c • ..d T + l' + Cw..d T = 0. 

Die .Arbeit beim Herauspressen des Wassers aus der Lösung haben 
wir nicht berücksichtigt, weil dafür eine äquivalente Wärme
menge der Lösung entzogen werden muß. Auch diese Gleichung 
ergibt 

Z' = l0 -(cw-Ce).LIT •.••.• (44) 

Nach den Gleichungen (43) und (44) ist also tatsächlich l' = l, 
wie wir früher vorausgesetzt haben. Allerdings haben wir die 
spezifische Wärme der Lösung gleich jener des reinen Lösungs-
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mittels gesetzt. Wir können dies tun, denn "bei nicht allzu 
konzentrierten Lösungen kann man die Wärmekapazität nahe 
gleich derjenigen der Menge des in ihnen enthaltenen Wassers 
setzen". 

In allen Ausführungen über die Eigenschaften der Lösungen 
sind wir im wesentlichen der Darstellung G. Jägers 1) gefolgt. 

XVI. Emulsionen. 
Wenn wir nachgewiesen haben, daß sich in einer verdünnten 

Lösung bezüglich des osmotischen Druckes die gelöste Substanz 
genau so verhält wie ein Gas, so braucht das für andere Eigen
schaften nicht zuzutreffen. Es leuchtet das ohne weiteres ein 
bei makroskopischen Bewegungserscheinungen , wie z. B. bei der 
inneren Reibung und Diffusion. Hier spielt das Lösungsmittel 
eine wesentliche Rolle. Aber auch bei rein statischen Problemen 
haben wir das Lösungsmittel zu berücksichtigen, z. B. immer dann, 
wenn auf die Lösung äußere Kräfte wirken. 

Wir wollen annehmen, die Lösung sei der Schwerkraft unter
worfen. Hätten wir nur eine Mischung zweier verdünnter Gase, 
so würde sich jedes Gas so verhalten, als wäre es für sich allein 
vorhanden. Für jedes würde die Höhenformel gelten. Bei Gasen 
unter höherem Druck, bei welchem das Boy I e- C h a rIessehe Gesetz 
nicht mehr als gültig angenommen werden kann, gelangen wir 
bereits zu unüberwindlichen rechnerischen Schwierigkeiten. Ein
facher wird jedoch wieder die Sache bei verdünnten tropfbar 
:flüssigen Lösungen. Hier können wir für viele Fälle das Lösungs
mittel als inkompressibel ansehen. Jeder Körper, der sich in der 
Flüssigkeit befindet, wird nach dem Archimedischen Prinzip schein
bar so viel an Gewicht verlieren, wie die von ibm verdrängte 
Flüssigkeitsmenge wiegt. 

Für die gelöste Substanz gilt also scheinbar nicht die Iden
tität zwischen träger und schwerer Masse. Wollen wir demnach 
das Maxwell-Boltzmannsche Verteilungsgesetz (S. 75) auf die 
gelöste Substanz anwenden, so haben wir die Wirkung der Schwere 

1) Ann. Phys. [4] 41, 854-865 (1913); M, 463-480 (1918). 
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in dem erwähnten Sinn zu berücksichtigen. Allerdings ergibt 
sich dabei wieder die Schwierigkeit, festzustellen, wie groß der 
Raum ist, den die Molekeln des Gelösten tatsächlich einnehmen. 
d. h. welche Flüssigkeitsmenge von jeder Molekel des Gelösten 
verdrängt wird. 

Diese Schwierigkeit fällt weg, wenn wir die Teilchen der 
gelösten Substanz gegenüber den Molekeln des Lösungsmittels als 
groß ansehen können, indem dann das Volumen der verilrängten 
Flüssigkeit dem Volumen der Teilchen gleichgesetzt werden kann. 
Dies ist der Fall bei den sogenannten Emulsionen. 

Geben wir z. B. Gummigutt oder Mastix in Wasser, so stellt 
sich eine Art Lösung her. Es zeigt sich aber, daß sich die Materie 
nicht bis in ihre Molekeln zerlegt, sondern daß die Teilchen weitaus 
größer sind, ja so groß, daß sie mit einem guten Mikroskop wahr
genommen und ihre Größe gemessen werden kann. 

Da bei der Ableitung des osmotischen Druckes das Verhalten 
der gelösten Substanz nicht an eine Grenze der Größe oder Masse 
der Teilchen gebunden ist, so müssen sich die Teilchen einer 
Emulsion physikalisch genau so wie die einer Lösung verhalten. 
Sie werden einen osmotischen Druck ausüben, sie werden unter 
dem Einfluß der Schwere eine Verteilung annehmen wie ein Gas. 

Wir können auf das Verhalten der Emulsionsteilchen bei 
statischen Problemen die hydrostatischen Gleichungen anwenden. Es 

gilt für eine Kraft parallel zur x-Achse die Gleichung (!X- : ~ = 0, 

wenn wir unter X die Kraft auf die Masseneinheit der Flüssigkeit 
(des Gases, des Gelösten) verstehen. Denken wir uns z. B. die 
x-Achse senkrecht nach oben gerichtet, so wird bezüglich der 
Schwerkraft X = - g, wenn wir unter g die Beschleunigung. der 
Schwere verstehen. Unsere Gleichung können wir dann schreiben 

dp 
dx = -Qg, 

da ferner 
p 

-
(! 

(S. 8) ist, so ergibt sich weiter 

RT 
dp = M dQ, also 

RT 
M 

dQ =_Mg_."" 
Q RT .. ""' 
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Die Integration liefert 

Mg 
l(J- -- x+ konst - RT 

Mg 
oder l (J -l f!o = - R T x, 

wenn wir für x = 0, (J = f!o haben. Da f! proportional der 
Anzahl N der Molekeln in der V olumeinheit ist, so haben wir 

Po No Mg 
lf!o-lf/ = lfi = l N = RTx. 

Ziehen wir verschiedene Gase in Betracht, aber so, daß wir 
N. 

immer jene Höhe x aufsuchen, für die ;. denselben Wert an-

nimmt, so muß der Ausdruck ~g; natürlich immer denselben 

Wert haben. Wenn wir also ein zweites Gas vom Molekular
gewicht M' haben, so wird unsere Forderung für eine Höhe x' 
gelten derart, daß Mgx M'gx' 

RT = RT 

oder Mx= M'x' 
ist. Suchen wir also etwa für zwei Gase jene Höhen x und x', 

für welche f!o = 2 wird, so muß 
f! 

M x' M'=;; ......... (45) 

sein. 
Das können wir auch auf die Verteilung einer Emulsion unter 

dem Einfluß der Schwere übertragen, wenn wir das eingangs Er
wähnte berücksichtigen. Führen wir die Dichte f! = Nm ein, 
so verstehen wir unter m die träge Masse eines Teilchens. Hat 

4nrs 
dieses Kugelgestalt und ist seine Dichte 6, so ist m =-3-d. 

Infolge des Auftriebs, den es im Lösungsmittel erfährt, ist aber 
der Einfluß der Schwere ein geringerer. Wir müssen für das 

• 4 s 
Teilchen die scheinbare Masse m' = ~ ( 6 - 6 1) einführen, 

3 6-61 

Es ist also m' = m - 6-wenn 6 1 die Dichte des Lösungsmittels ist. 
6-61 

und ebenso f! 1 = f! --. Ebenso ist in Gleichung (46) anstatt 
6 
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6-61 

M' die Größe ---M' einzuführen und wir erhalten die Beziehung 
6 

M x' 6 
M! = x · 11 - a' · 

Hätten wir also eine Emulsion von gleich großen Teilchen 
und könnten wir die Größe dieser Teilchen mit dem Mikroskop 
bestimmen, so wäre uns die Masse eines Teilchens gegeben. Da 
sich die Molekulargewichte wie die Massen der Molekeln verhalten, 
so können wir in unserer Formel M und M' auch als die Masse 
einer Molekel bezüglich eines Emulsionsteilchens ansehen. Es sei 
z. B. M die Masse einer Wasserstoffmolekel, M' die Masse eines 
Gummigutteilchens. Wir können nun mit Hilfe der Höhenformel 
leicht jene Höhe x berechnen, für welche die Dichte des Wasser
stoffs halb so groß ist wie auf der Erdoberfläche. Könnten wir 
ferner etwa wieder mit dem Mikroskop Gummigutteilchen in ver
schiedener Höhe zählen, so könnten wir die Höhe x' feststellen, 
für welche die Zahl der Teilchen in einem bestimmten Volumen 
die Hälfte wird. Wir hätten dann die Größen M', x, x'. Natür
lich ist uns auch die Dichte des Wassers a' und jene des Gummi
gutts 6 bekannt. Wir haben dann alle Größen um M, die 
Masseeiner Wasserstoffmolekel und schließlich die Loschmidtsche 
Zahl zu berechnen. In der Tat ist es J. Perrin 1) gelungen, alle 
Schwierigkeiten des Experiments zu überwinden und mit Hilfe einer 
Gummiguttlösung die Loschmidtsche Zahl 2) zu finden. Dabei 
ist die Höhe, auf der die Dichte zur Hälfte abnimmt, nur ein 
kleiner Bruchteil eines Millimeters. Für N wurde 6,8. 1028 ge
funden. 

Aus Perrins Versuchen ergibt sich das wichtige Resultat, 
daß die Theorie des osmotischen Druckes, angewendet auf Emul
sionen, zu keinen Widersprüchen mit der Erfahrung führt. 

1) .Die Atome." Deutsch von A. Lottermoser. Dresden, Th. 
Steinkopf, 1914. 

2) Loschmidts Name kommt in Perrins Buch nicht vor. 
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XVII. Die Brownsche Bewegung. 
Der Botaniker Brown 1) hat die Entdeckung gemacht, daß 

in Wasser suspendierte Gummigutteilchen, die mit einem stark 
vergrößernden Mikroskop noch beobachtet werden können, sich 
in konstanter lebhafter Bewegung befinden. Man nennt nach 
ihrem Entdecker diese Erscheinung die Browns'che Bewegung. 
v. Smoluchowski2) und EinsteinB) führten diese Bewegung 
auf thermische Bewegungen der Flüssigkeitsmolekeln zurück. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß ein Teilchen in der Zeit t die 
Fähigkeit erlangt, einen Weg zurückzulegen, dessen Projektion 
auf die x-Achse eines Koordinatensystems eine Größe zwischen 
~ und ~ + d ~ besitzt, sei f(~) d ~. Die Funktion f (~) muß die 

+oo 
Eigenschaft haben, daß J f(~) d ~ = 1 und f(- ~) = {(~) ist. 

-oo 

Die Volumeinheit enthalte N Teilchen. In einer Schicht 
vom Querschnitt 1 und der Dicke d x befinden sich somit deren 
Nd x. In der Zeit t werden von diesen Nd x f (~) d ~ die Schicht 
verlassen und den Weg ~ zurücklegen, und zwar wird dies .sowohl 
nach der positiven wie nach der negativen Seite der Schiebt er
folgen. Wenn die Schicht in der Entfernun,g x von der y.e--Ebene 
liegt, so werden in der Zeit t diese Molekeln von rechts nach links 
durch die Flächeneinheit der y s-Ebene geben, wenn ~ > x ist. 
Die Zahl sämtlicher Teilchen derselben Eigenschaft ist daher 

00 

Ndxjf(~)d~. Wenn wir nun die Zahl aller Teilchen, die aus 

"" allen Schichten von rechts nach links durch die y s-Ebene wandern, 
wissen wollen, so haben wir zu bilden 

00 "" 

jNdx J f(~)d~. 
0 :& 

Die Teilchen seien nun so verteilt, daß 

N=N0 -ax 

1) Pogg. Ann. 14, 294 (1828). 
i) Ann. d. Phys. 21, 756 (1906). 
S) Ann. d. Phys. 17, 549 (1905); 19, 371 (1906). 
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ist. Unser letzter Ausdruck wird daher 

{<No- ax)dx [r<~)d~. 

Wenn wir uns die x-Achse entgegengesetzt gelegt denken, so 
finden wir ganz analog die Zahl der Teilchen, die durch die 
'!I e-Ebene von links nach rechts gehen; nur haben wir dann 

N=N0 +ax 

zu setzen und die Teilchenzahl wird 
00 00 

J (N0 + ax)dx J fWd~. 
0 :z: 

Wenn wir von dieser Zahl die frühere subtrahieren, so erhalten wir 
die Zunahme der Teilchen auf der rechten Seite. Diese ist also 

00 

2 a J X d X J f (~) d ~. 
0 :z: 

Es ist also die Integration über alle ~ zu erstrecken, die 
größer als x sind, und dann nach x von 0 bis oo. Wenn wir die 
Integrationsgrenzen vertauschen, so haben wir über alle x zu 
integrieren, die kleiner als ~ sind, und dann über ~ von 0 bis oo. 
E~;~ ist also 

00 ~ 00 s 

2a f xdx f fWd~=2a f f(~)d~ f xdx 
0 :z: 0 0 

oe oe +oo 

= 2 a f f(~)d~· ; 2 = a f ~2 f(~)d~ = if ~2 f(~)d~. 
0 0 

Wenn wir mit "fs den Mittelwert aller ~2 über die Zeit t be
zeichnen, so können wir schreiben 

+oo +"" J ~2 f(~)d~ = "f2 J fWd~. 
-oo -oo 
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Da aber J f(~) d ~ = 1 ist, so ist die Zahl der in der Zeit t durch 
_.,., 

die Flächeneinheit wandernden Teilchen • 

+oo -
~J~2f(~)aE = aE2 =-DaN t 
2 2 dx ' 

-oo 

wenn wir unter D den Diffusionskoeffizienten verstehen (S. 45 :ff.). 

E . b dN "t s 1st a er -lfi = a, som1 

daher 

aE2 E2 dN dN 
-=-~-=-Dt-

2 2 dx dx' 

E2 = 2Dt. 

Legen wir demnach zur Zeit t = 0 durch ein Teilchen eine Ebene, 
so entfernt es sich im Laufe der Zeit so von dieser Ebene, daß 
das mittlere Quadrat der Entfernung proportional der Zeit ist. 
Dies wurde von A. Einstein vorausgesagt und durch die Beob
achtung bestätigt. 

Wir haben im Abschnitt XVI kennen gelernt, daß für die 
Emulsionen der osmotische Druck genau so gilt wie für Lösungen. 
Wir nehmen an, daß wir parallel zur x-Achse eines Koordinaten
systems ein Konzentrationsgefälle haben. Wir denken uns ein 
Elementarparallelepiped von den Kanten ~, ß, y parallel zu den 
drei Achsen. An der linken Seitenfläche wirke der osmotische Druck 

p, an der rechten p' = p + :: ~. Die Kraft, die das Prisma 

nach rechts erfährt, ist 

ßy(p-p') =- dp ~ß'Y =- mc2 aßydN 
dx 3 dx' 

Nmc2 
da ja p = - 3- ist. 

Diese Kraft wirkt auf ~ ß ')' N Molekeln. Nennen wir die 
Kraft auf eine Molekel K, so ist 

mc2 dN 
~ßyNK= -B~ß'Ytfi• 



oder 

167 

mCi dN 
NK=--·-· 

3 d:r: 

Da n ~es = R T ist, falls n die Zahl der Molekeln in einem Mol 

bedeutet, so ist 

Es hat nun Stokes gezeigt, daß eine Kugel vom Radius r, 
die sich in einer Flüssigkeit vom Reibungskoeffizienten fJ befindet, 

unter dem Einfluß einer Kraft K die Geschwindigkeit -6 K 
n1Jr 

annimmt. Es wandern daher durch die Flächeneinheit 6N K 
1l7Jf' 

Teilchen. Dieselbe Zahl können wir aber auch durch - D d N 
d:r; 

ausdrücken. Wir haben also 

oder 
RTdN dN 

NK= --- = -6n7JrD-· n d:r: dx 

Daraus ergibt sich schließlich 

D-RT,_l_ 
- n 6:n:1Jr' 

oder, da nach dem Früheren gs = 2 D t ist, 

EI= _l_,RT•t. 
3:n:nr n 

Verfolgen wir daher die Wanderung eines Teilchens durch längere 
Zeit und bilden E2, so können wir bei bekanntem Teilchenradius die 
Loschmidt.sche Zahl, oder mit Benutzung der Loschmidtschen 
Zahl die Teilchengröße finden. 

Freilich dürfen wir dabei nicht vergessen, daß wir einen 
logischen Sprung gemacht haben; denn die Beziehung zwischen 
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Es und D haben wir aus der Voraussetzung abgeleitet, daß die 
Teilchen aufeinander gar keine Wirkung ausüben. Die Wanderung 
der Teilchen unter dem Einfluß des osmotischen Druckes haben 
wir aber so berechnet, als wütden die Teilchen aufeinander wirken. 
Ob dies gestattet ist, könnte entschieden werden, wenn man 
gleichzeitig in der Lage wäre, Diffusionsversuche nach Art 
der Untersuchungen von Lösungen und Beobachtungen der 
Brownschen Bewegungen derselben Teilchen durchzuführen. Bei 
Gummiguttemulsionen scheint sich die Richtigkeit unserer An
nahmen zu bestätigen. 
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