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Vorwort.

Seitdem E. JAHNKE und insbesondere F. EMDE mit ihren einzigartigen durch Formeln, Kurven
und rdumliche Schaubilder erginzten Tafelwerken die mathematisch hochentwickelte Funk-
tionentheorie weiten Kreisen von Ingenieuren und Physikern erschlossen haben, zeigt sich auf
zahlreichen Gebieten der Technik ein immer fithlbarer werdendes Bediirfnis nach einer weit
ausholenden Darstellung der Praktischen Funktionenlehre.

Es ist in der heutigen Zeit nicht mehr tragbar, daf hochwertigste technische Krifte bei
der Inangriffnahme neuer Probleme immer wieder gezwungen sind, sich mit der Losung von
Integralen, Differential- und Integralgleichungen abzuquélen, die lingst technisches Allgemein-
gut sein konnten, oder infolge Mangel an Besserem zu ungeeigneten oder fehlerhaften Funktionen-
tafeln greifen miissen, welche die Gefahr des volligen Leerlaufs der angestellten Berechnungen
in sich bergen.

In dieser Erkenntnis habe ich vor einiger Zeit den Entschlull gefaBt, ein den heutigen
technischen Bediirfnissen angepalBites Lehr- und Nachschlagebuch der Praktischen Funktionen-
lehre zu schaffen. Es sind zunachst die folgenden sechs Béande vorgesehen:

Band 1. Elementare und elementare transzendente Funktionen, Unterstufe.

Band II. Elementare und elementare transzendente Funktionen, Oberstufe.

Band III. Theta-Funktionen.

Band 1V. Elliptische Funktionen.

Band V. Hypergeometrische Funktionen und Kugelfunktionen.

Band VI. Zylinderfunktionen. A

Meine Assistenten Dr.-Ing. WALTER ERNST, Dr.-Ing. HaNs HAGEN und Dipl.-Ing. CHaNG WEI
hatten die Freundlichkeit, das Manuskript des vorliegenden ersten Bandes zu lesen und samtliche
Formeln und Integrale unabhangig von mir nachzurechnen. In den Hianden meines Oberingenieurs
Dr.-Ing. Kurr HirscureLp lag die Betreuung und Uberwachung der fiir die Berechnung der
Funktionentafeln eingesetzten Krifte. Mein verehrter Kollege, Herr Professor Dr.-Ing. E. BREN-
NECKE, Direktor des Geoditischen Institutes der Technischen Hochschule Berlin, hatte die Freund-
lichkeit, mir in Herrn Vermessungsinspektoi‘ KramM einen Mitarbeiter zur Verfiigung zu stellen,
der, in seltenem Mafle zahlenmaBig begabt, die Zuverlissigkeit der Funktionentafeln weitgehend
sicherstellte. Ich kann jedenfalls versichern, dafl alles Menschenmogliche getan wurde, um der
Fachwelt ein moglichst verlafiliches Werk zu iibergeben.

Es ist mir ein besonderes Bediirfnis, den genannten Herren meinen Dank fiir ihre selbstlose
Mitarbeit auszusprechen. Ferner danke ich auch den studentischen Mitarbeitern, den Herren
E. W. Lixpow, E. Iwavorr, M. V. BobpNaREsCU und R. ScHULZ, sowie Herrn Dipl.-Ing. CuaNG
WelI, Frau Dr. rer. nat. CuaNG-Lu Hs1u-CHEN und den Herren EckKHARD, FRANKE und NEUHAUS
fiir das Lesen der Korrektur.



Vv Vorwort.

SchlieBlich gadenke ich noch dankbar des Verstindnisses und Weitblickes, den ich beim
Springer-Verlag fand. Ohne diesen Weitblick wire es wohl kaum moglich gewesen, ein so
schwieriges Manuskript im gegenwirtigen Augenblicke zu verlegen und den besten Traditionen
des Springer-Verlages gemal} auszustatten.

Charlottenburg, im September 1942.
F. TOLKE,
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Erster Abschnitt.

Definierende Differential- und Integralgleichungen,
Fundamentaleigenschaften und gegenseitige Beziehungen der
elementaren und elementaren transzendenten Funktionen.

I. Gausssche Differentialgleichung und hypergeometrische Reihen ™

In den folgenden Betraehtungen wird des ofteren auf die Giausssche Differentialgleichung und
ihre Losungen durch hypergeometnsche Reihen bezug genommen, weshalb hieriiber das Not-
wendigste vorangestellt sei.

Die Differentialgleichung

2w (ot g4 DHzdw a3 o ;

it e Ty =0 (1)

zwischen den reellen, imaginidren oder komplexen Verinderlichen w und z unter EinschluB von

drei willkiitlichen Parametern «, 3, y heiit Gausssche oder hypergeometrische Differentialgleichung.

Sie 1aBt sich, wenn 1 —z an Stelle von z als unabhangige Verinderliche eingefiihrt wird, auch in
der Alternativiorm

d?w Cx =) (a1 —2)  dw x2 . )

d(1—zp © T 2(l—2) d(—z) " 21—gnt="0 @

schreiben. Ein erstes Partikularintegral liefert die durch die hypergeometrische Potenzreibe dar-
gestellte Funktion

R T N TG ) RV
F(-,\,B,}’,Z)——l"{— ;, + [}(/_'_1)] f)v+ |
[0‘(0‘—L D(x+2)-- ,,(ﬁ-ﬁ% DIBE+DE+2) - (3+n—1))2n e
+ GG+ D624 n— 1) w7 )
wie durch Einsetzen von (2)* in (1)* bewiesen werden soll. Fiir w = F und nach Multiplikation
von (1)* mit — z(l&——; ? Jautet die zu beweisende Identitatsgleichung bei leichter Umordnung

F " dF R Al O dF z &*F | 22 &*F
_ﬂzxfdz ' 3 “dz T agdz T agda?
Da (2)" innerhalb ihres Konvergenzbereiches gleichmaBig konvergent ist, konnen die Ableitungen
von F nach 2 durch gliedweise Differentiation gebildet werden. Aus (2)* folgt daher

= 0.

. . apf e+ D(x+2) - (& + 0 — 1][3 DEBA+2)--- (3 +n—1]zn
Flxgp2) =147z Z PTG S S
v dF o (aEDEED) 2 Mo+ D (a4 2)- - (x +0)][(3 + 1) (3 4 2) -+ - (3 = n)] 2n
xgdz v+ GDHE+2)-(r—mn) nt’
atgel dF a3+l
ag  Tdz ¥ '
Z((x+)‘+ Jx 4+ 1) (x + 2) - - (a+n—1)][( FDE T2 (=1 e
SN2y — 1) (n—11’
_zdF (at )(3+1),_Z"[(a+ ) (x4 2)-- (oc+n7]7£(,7;’+1){f+2) (P )] an
agd T S+ 1) ‘ y( D@ +2)---(y+mn) (n—1t’
:242F_§7[a+ Y+ 2 (ahm — D] (8 )f+2) (B n—1)] 2
\pdE T 4 Y DG+ 2) ( +n—1) (n—2)1°

! Der mathematisch weniger geiibte Leser kann Ziffer 1 zunéchst iiberspringen.
Télke, Funktionenlehre. I.Band. 1



2 Definierende Differential- und Integralgleichungen.

und damit

;dF | a+p+1 dF z d*F 2t d*F
F—pa&z T ey %aa o;;d’zz xp d
G+ )@+ DEFED e+ DD~ (4 DEFD]
1(1 '!’“ ) ~
2007‘*'* Ja+2) - atn—1@E+D)E A2 (F+n—1)
D SEHEDCF) )

[a,9(7-+n)—(a+n)(ﬂ+n)y+(a+p’+1)(y+n)n_(a+n)(3Tn)n+(7+n)(n— 1|

Die Ausmultiplikation auf der rechten Seite zeigt, daB die beiden eckigen Klammern identisch
verschwinden. Somit folgt

r dF a+1?+1 z d*F 2t d*F
F— e T 2~ aade T agds = O
-‘wie zu beweisen war.
Durch Vertauschen von y mit « + 8 —y - 1 und z mit 1 — 2z ergibt sich entsprechend

a3 1—2 [x(x + DIF (B + D] (=23 .

Floogotf—y+L1=a =14 00 ayw Tild g -yt et g—y v 20 7
I CLCR R M G @7—71)1[3<ﬂ+1)(4f_+_2)_7[<3+n—1)](1—z) T 2)

et B—r+Dats—7 Aok =+ )] n! B

als ein Partikularintegral von (1).
Da die Differentialgleichungen (1)* und (1)® identisch sind, liegen in (2)* und (:
voneinander unabhingige Partikularintegrale vor, und man erhalt

189
N
=
@
—

y—(ax+3+1Dzdw a3 -
P T S Sl Pty kAP
w_ch((x,ﬂ/,z)%—c2F(oc,,?,oc-{—ﬂ—7—{—l,l—z). (;Z‘<1) (3)

Die Brauchbarkeit der Losung ist an den Konvergenzbereich der hypergeometrischen Reihen (2)*

und (2)* gebunden. Dieser umfaBt den im Innern des Einheitskreises um z = 0 gelegenen Teil
der komplexen Zahlenebene. Unter gewissen Bedingungen konvergieren die Reihen auch noch
auf dem Einheitskreise selbst, worauf einzugehen sich hier aber eriibrigt.

2. Die Exponentialfunktionen.

a) Definierende Integralgleichung und Potenzreihenentwicklung.
Es sei nach einer Funktion w(z) gefragt, die der linearen Integralgleichung

z

w(z) —wp— [ow(@)dl =0
0

geniigt.  sei dabei ein willkiirlicher Parameter, wahrend w,, wie aus der Integralgleichung
unmittelbar hervorgeht, den Wert von w fiir z = 0 darstellt. Nun sei w(z) nach FrROBENIUS
in der Form der unbestimmten Potenzreihe

w(2) =Wy + w2+ We22 -+ Fwp2" -

angesetzt, mit deren Hilfe das Integral gemaf

z z
Ofw%U(C)dC = wof(“'o + ol wp > walr ) dL
:w{wo {—wl; _}_E”éis jw_..._;_%;,l_#...}_
ausgewertet werden kann. Dann tritt an die Stelle der Integralgleichung nach entsprechender
Zusammenfassung die Identitatsgleichung

w 0w, O Wyt

(wl—w'wo)z+<w2———;—l)l>z2—|—<u3—— 5 )z"% +(w,l— ——;l')z"Jr <0,



Die Exponentialfunktionen. 3

die nur durch Nullsetzen simtlicher Klammern befriedigt werden kann. Hieraus folgt fiir die
unbestimmten Koeffizienten

ww )W WW,—
wW—owy=0, w,——"'=0, wy— 5 =0, w— = =0,
2 3 n
oder nach Auflosung des Gleichungssystems
- ow;, 0w, _ow, o, _ww, wMw,
Wy=0W, Wy="5 = gy Wsg=g =37, W= =5,

Damit lassen sich Ausgangsgleichung und Ergebnis in folgender Weise zusammenfassen

wE) —wy—o[w@d =0, wE)=w 1+ + 57+ G O
0
In entsprechender Weise ergibt sich durch Vertauschen von w mit —w
2 3 n
zwa—mm+w/w 0aT=0, we)=w|1—5 +% =G4 b e
Die in den ecklgen Klammern von (4) enthaltenen Funktionen werden gemif
« 3 & n

etor= 14 P+ T = 20T

o 0z (0 (0 © (w2 (z < o) (5)

er=l—1 + 5% — 3 +"':§(—1) P

als Exponentialfunktionen bezeichnet. Da die Potenzreihen fiir jeden z-Wert konvergieren, werden
die Exponentialfunktionen durch (5) fiir den gesamten Bereich der komplexen Zahlenebene
definiert. Fir reelle z-Werte und w=1 ist ihr Verlauf aus
Abb. 1 ersichtlich.

Die Einfilhrung von (5) in (4) liefert

W(Z)—wo—w-/zw(C)dC:(), w(z):woe+wz, l

F (6)

w(2) — wy + co_/w(:)dg =0, w(z)=uwe"?. ,
0

Die Integralgleichungen (6) lassen sich auch in der allge-

meineren Form
2 .
wE) —w(e) — o [wEdE =0, wE)=w(z) e,

w(z) — w(ze) + @ /w (D)dE=0, w(z)=w(z,) e =2,
schreiben, wie man durch Einsetzen der Losungen in Verbindung mit (5) unmittelbar bestitigt.

b) Differential- und Integralformeln.
Aus (5) folgen die Differential- und Integralformeln

wz .
% — (ue‘”, /ewzdz: ('1' emz, l
o (8)
—w2z
dfedizi = — e vz , /e——mz dz —_ ul) ez, l
c¢) Definierende Differentialgleichungen.
Fiir w= Ce** bzw. w= Ce"? ergeben sich aus (8) die Differentialgleichungen
‘2’: ww=0, w=Ce?, l
(9)

w
dfz—f—wwzo, w=~Ce wz, l
1*
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Man hitte dieses Ergebnis auch unmittelbar aus (6) bzw. (7) durch Differentiation der Integral-
gleichungen gewinnen konnen. Demgemaf sind die Integralgleichungen (6) bzw. (7) und die
Differentialgleichungen (9) als fquivalent anzusehen. Trotz dieser Aquivalenz besteht aber in-
sofern ein bemerkenswerter Unterschied, als in der Losung der Integralgleichung alle GroBen
von vornherein festgelegt sind, wihrend in derjenigen der Differentialgleichung eine zunéchst véllig
willkiirliche Grofle, die Integrationskonstante C, anfallt, deren Bestimmung
erst durch zuséitzliche Aussagen, z. B. iiber das Funktionsverhalten am
Rande, moglich ist.

t d) Beispiel 1.

B Zur Beleuchtung dieser grundséatzlich verschiedenen Betrachtungs-
| moglichkeiten sei gemaB Abb.2 ein langes Bohrgestinge untersucht,
dessen Tragquerschnitt F(z), um das Gesténgegewicht auf ein Minimum

herabzusetzen, iiberall voll ausgenutzt sein soll; die zulissige Zugbean-

R F/{/ spruchung und das Raumgewicht des Stahles seien ¢ bzw. ¥, das Gewicht

' des Bohrers ; und der Querschnitt am unteren Ende F,. Dann liefert

a @ fy die Kraftegleichgewichtsbedingung fiir das Gestdnge unterhalb eines
\ Schnittes im Abstande z vom unteren Ende

¥4
Abb. 2. F()o=Gy— [yF()d;=0,
0
und insbesondere an der Stelle z=0
Fyo—Gy=0 oder Gy,=F,0.

Wird diese Beziehung in der Gleichgewichtsbedingung beriicksichtigt und gleichzeitig durch o
dividiert, so folgt die Integralgleichung

F@)—Fo—7 [F()az=o,
0

die mit der oberen der Integralgleichungen (6) vollstandig iibereinstimmt, wenn w durch F und

o durch }: ersetzt werden. Somit ergibt sich als Losung
z 7,

Flzt4z)o F(z) =Foer .

| Zu einer ganz anderen Art der Betrachtung gelangt man,

wenn gemifl Abb. 3 noch ein zweiter benachbarter Schnitt

an der Stelle z+4z durch das Gestinge gefiilhrt und die

Gleichgewichtsuntersuchung auf das zwischen z und z 4z

liegende ,,Gesténgeelement‘ beschrankt wird. In diesem
Falle ergibt sich

F(z+d2)0—F(2)0—yF(z+342)42=0
oder nach Division durch 42
F(z+ d4z)— F(2)
T
Da der ,,mittlere” Querschnitt F(z-942) des Gesténge-
elementes zunichst unbekannt ist, kann iiber % nur aus-
gesagt werden, daBl es zwischen 0 und 1 liegt. Beim
Grenziibergang fiir 4z~ 0 fallt 9 aus der Gleichgewichts-

bedingung heraus und man erhilt
dF
dz ~

Durch Vergleich mit der ersten der Gln (8) ergibt sich hier die Losung zu

Fztdz)o

'
|

le—Az—~

ZF(z%—U-Az):O.

Abb. 3.

“F=0.
o

1,
F=Ce" .



Die Exponentialfunktionen. D

Die Integrationskonstante C' folgt aus der Randbedingung
F=F, fir z=0
in Verbindung mit (5) zu
C=F,.
Man erhalt daher
¥ 2
F(z) = Fye®

d. h. das gleiche Ergebnis wie bei der ersten Betrachtungsweise.

Wie dieses Beispiel anschaulich erkennen 1a8t, gelangt man zu Integralgleichungen, wenn der
Kérper als Ganzes oder ,,im Groflen* betrachtet wird, zu Differentialgleichungen, wenn er
atomisiert oder ,,im Kleinen* untersucht wird. Da die Betrachtung im GroBen erheblich kiirzer

ist und keine offenbleibenden Bestimmungsstiicke enthilt, ist es haufig vorteilhafter die Probleme
auf Integralgleichungen zuriickzufiihren.

e) Exponentialfunktionen als Lisungen von Difterentialgleichungen hiherer Ovdnung.

Werden die Gln (8) nochmals differenziert, so folgt

d;ej: — w2e®? , d?g;;) = wle—we,

Hiernach lassen sich die beiden Exponentialfunktionen als Lésungen ein und derselben Differential-
gleichung zweiter Ordnung darstellen, z. B. in der Form

2
T w=10, w=Cyerr+ Cyooe. (10)
Durch sukzessive Differentiation ergibt sich fiir die n'*" Differentialquotienten der Exponential-

funktionen
dn wz " z dn —wz -
dz;" = w"e (’l’zn = (— 1) whe vz, (11)
Diese Formeln gestatten — wenigstens formal —, die Losung einer linearen Differentialgleichung
mit konstanten Koeffizienten allgemein darzustellen. Ist die Differentialgleichung in der Form

dr dn—1
g T e 4. doe T T Ansy @ T Ayl gz TAw=0
vorgegeben, so liefert der Ansatz
w=_Ce"?
in Verbindung mit (11)
Cev?[w" + A, 0" Ayor=2 4+ 4, s+ Ay 0+ Ar]=0
Wird der Parameter @ so gewihlt, dal3 die charakteristische Gleichung
Aot Aot LA, s A, o+ A,=0

erfillt ist, so wird die Identitatsgleichung fiir jeden Wert von z befriedigt und Ce”? ist dem-
gemdf ein Partikularintegral der Ausgangsdifferentialgleichung. Die charakteristische Gleichung
besitzt als algebraische Gleichung ‘" Ordnung n Wurzeln, so dal » Losungen von der Form
Ce“? angegeben werden konnen. Thre Uberlagerung liefert die allgemeine Losung mit » willkiir-
lichen Integratlonskonstanten In Zusammenfassung dieser Ergebnisse erhalt man

drw dr 2w 2w dw

A A e LT AT A=, l )
w=Cren? -+ Cye? - -+ 4 Cpen?, l -
o+ Ao+ Ay 2 s Ay Ao+ A, =0.

Auf die praktische Bestimmung der Wurzelwerte w, insbesondere wenn sie komplex sind, auf
die Behandlung von Doppelwurzeln und auf die reelle Zusammenfassung komplexer Losungen
wird weiter unten noch teilweise eingegangen werden.
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f) Produkte von Exponentialfunktionen.
Nun seien zwei Exponentialfunktionen gemifl

wr 0z (w2z)? (wz)? (w2)
e —14**1',4-?”‘{‘*'3’(*‘}*'”4— o
ewets — 1 wozo T ‘”020 + (‘”020,, e b (‘”70;'0) 4.

durch ihre Potenzreihen gegeben; dann hefert ihre Multiplikation

eWZ eWezo — ] ._[_ (wz + szO) + wz + wozo) (w;z_—:;:uo,z,(’)a .. + (w2 _!7;;1,)0,?0,)" + cee == W2+ M2y (13)
Insbesondere folgt fur w=0y=1 und 0= —w;=1
ee% — @z 72 , l
14)
e = e~ |
Fir zy=z erhilt man aus der zweiten der Gln (14) wegen e®=1
1 1 =
er =1L ert=_,. (15)

In Erweiterung auf mehrfache Produkte liefert (14) durch stufenweise Anwendung auf sich selbst

@21 % p% .. @fn = @ittt iz, (16)

g) Potenzen von Exponentialfunktionen.

Aus (16) folgt bei Heranziehung des Potenzbegrlffes der Algebra
() =€ =(e') . (17)

3. Die Logarithmusfunktion.
a) Logarithmusfunktion als Umkehrung der Exponentialfunktion.

Die Logarithmusfunktion ist die Umkehrung der Exponentialfunktion. Demgemi$ lauten die

Definitionsgleichungen .
z=¢€", w=Inz. (18)

b) Differential- und Integralfofmeln, Potenzreihenentwicklung.

Aus dem Umkehrcharakter folgt in Verbindung mit (8)
dinz  dw 1 1 1

y dé_dz:qive;”—z' (19)
2k dw
us /m’—‘ Ferner ergibt sich durch partielle Integration
4 s .
-7/7 23435 6? /lnzdz-zlnz—/ziilnzzdz:z(lnz—l). (20)
-2
Durch n-fache Differentiation erhalt man aus (19)
&'lnz  (— 1)"— (n—1)! _ (— 1y n! d*Inz _(—1p
Abb. 4. = ="l (S5 v)z=1 =" al (21)
Wird die Logarithmusfunktion geméB
Y A dlnzy 1 —z  (d?lnzy, (1 — 2)? L@ Inzy (1 —2)
Inz=1In[l—(—2) “1‘”_(7& ,)1 1! T(*d’zf)l e (=) ( dzn ,)1 w T
an der Stelle z=1 entwickelt, so folgt wegen
Inl= . (22)
und in Verbindung mit (21)
Iz — |1 g o7 L0722 ey -~‘—— 3 L O S G
= - | = Z PR z . 2

Fiir reelles Argument ist der Verlauf von Inz aus Abb. 4 ersichtlich.
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¢) Definierende Differentialgleichung.

Wie man mit (19) oder (21) sofort bestitigt, geniigt die Logarithmusfunktion der Differential-

gleichung

2
Cfl;'—}—ldiu::() mit w=c;lnz+¢c,. (24)

z dz

d) Logarithmus von Produkten und Potenzen.
Nun seien zwei Logarithmusfunktionen geméaf3
z=e€", w=Inz |
Zg=€", wy=Inz, |

gegeben. Dann folgt durch Multiplikation und Addition bzw. Division und Subtraktion

z2y = eleto = ¥t | w - wy=1Inz 4 Inz,, zz,=en?tn%, l
w . 25
f = = e w—wy=Inz—Inz ? = ginz—inz (25)
2, eWo s 0 0> 2
Hieraus ergibt sich durch Umkehrung
4
In(zzy) = Inz + Inz,, In" =1Inz—1Ing. (26)

“0
Im Sonderfalle z =1 liefert die zweite dieser Gleichungen, wenn z an Stelle von z, geschrieben
und gleichzeitig (22) beachtet wird,

'ln%:—lnz. (27)

Bei Erweiterung auf ein n-faches Produkt, durch Anwendung von (26) auf sich selbst, folgt
In (2,2925-+-2,) =Inz; +Inz, +Inz; - +Inz, (28)
und bei Heranziehung des Potenzbegriffes der Algebra
Inz*=A4Inz. (29)

4. Die Potenzfunktion.

a) Darstellung durch Exponential- und Logarithmusfunktion.
Die Funktion
w=2"

heiflit Potenzfunktion. Mit der aus (18) folgenden Identitat

w= e]n w

und unter Verwendung von (29) kann die Potenzfunktion gemiaf3
,w:zl:ei.luz (30)

durch Exponential- und Logarithmusfunktion ausgedriickt werden.

b) Differential- und Integralformeln.

Fiir Differentialquotient und Integral erhalt man

dzt o ' P
"d’z*:/bzl 1, /Zldz:i—*—il . (31)

Hieraus folgt fiir den n-fachen Differentialquotienten und das n-fache Integral
zi_+7l

e A(h—1)(h—2) - (b - 1) 2, u/‘f---./.zl(dz)":(1+])()~+2)_;:(2__I;ﬁ). (32)
(n)

At

d 2"
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¢) Potenzfunktionen als Losungen der gleichdimensionalen Differentialgleichung.

Zufolge (32) lassen sich die Lbsungen der sogenannten gleichdimensionalen Differentialgleichung
Z,;l:) +A1 : (2"2”1_1?_}_ 4 2 52 dz"_il) -t An— 2,,1_ d22 + An— 2,1_1 (f;:) -+ 47; o w=20
unmittelbar durch Potenzfunktionen darstellen. Wird w in der Form
w=Cz"
angesetzt, so geht die Differen.tialgleichung in die Identititsgleichung
CrA(h—1)(h—2) - (A—n 4+ 1) b A A (A— 1) (A—2) oo (A— = 2) o oen |-
Auah (A1) A2 A,] =0
iber. Um sie fiir jedes z zu befriedigen, mufl 2 der charakteristischen Gleichung
AA—1)(—2) - (A—n 1) A LA —1)(h—2) e (h—n = 2) b -er &
+An2d(A—1) + Ap1d+ 4d,=0
geniigen, die nach dem Ausmultiplizieren eine algebraische Gleichung »'*" Grades darstellt. Ent-
sprechend den n Wurzeln dieser Gleichung ergeben sich n Partikularintegrale von der Form C'z,

die bei Uberlagerung, als mit # willkiirlichen Konstanten behaftet, die allgemeine Loésung der
Ausgangsdifferentialgleichung darstellen. In Zusammenfassung dieser Ergebnisse erhilt man

drw A1 d—'w | A, dw n  Aao d?w Ap1 dw A
dz + 2 dant Ty devr U T g g2 + =1 dz + w=0, ]
w=C,2" 4 Cyzhr + C32% + oo L Cpzin, (33)

Lh—1)(h—2) - (h—n+ 1) A AR — 1) (h—2) -+ (A—n 1 2) 1 eer -
Ay od(A—1) - Ay yd+ Ay =0.

Auf die praktische Bestimmung der Wurzelwerte 4, insbesondere wenn sie komplex sind, auf die
Behandlung von Doppelwurzeln und auf die reelle Zusammenfassung komplexer Losungen kann
hier nicht ndher eingegangen werden.

d) Potenzfunktionen und GAUSSsche Differentialgleichung.

In besonders enger Beziehung stehen die Potenzfunktionen zu der Gaussschen Differential-

gleichung fiir die Parameter x =—21 und 8=y=1—A1. In diesem Falle folgt nimlich einer-
seits, wie man durch Einsetzen in Verbindung mit (31) und (32) bestitigt,
(A—4(1—22)d ) X

AR r =0, w=a—2t +az. (34)

und andererseits nach (3)
w (1—2)(1—22)dw /(l——/ .
T s G =0
w=cF(—i,1—21,1— )Lz)—f—c2 (—A,1—2,1—1.1—2). (33)

Dabei stellen nach (2) die mit F bezeichneten Partikularintegrale die hypergeometrischen Reihen
2 ( i— 1

F(—2,1—A1—1,2)=1—12z+ R RN
+(_1)n,’-(’"~i1)(?-,—2n),! =mt D)oy

F(—1,1—1,1—1, l_z):1_/1(1_2)_}_;.V(;.?—!Vl)(1_2)2_;.(;.—13)!(;.~2)(1_Z)3+m+ (36)
e O T

dar.

Der Vergleich von (34) und (35) in Verbindung mit (36) zeigt fiir beide Losungsformen Entwickel-
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barkeit an den Stellen z =0 bzw. z =1 und Ubereinstimmung der Funktionswerte an diesen Ent-
wicklungsstellen. Somit erhdlt man

/(; — 1) o =D —2)

(1—z2)=1—7iz+ g A e
1)
| A=) (=) (h—n 1) (z <
+(—1)n e = R -
Al i)t /(77—1 (11— )2—)'(?"’_%)'.(}"'_2)(1*:)3%""4‘"
, a— 1)(;.—2) —nt1) N
N ) (12t

Dies sind die binomischen Sitze der Algebra.

¢) Produkte und Potenzen von Potenzfunktionen.

Uber (30) und die fiir Exponential- und Logarithmusfunktion abgeleiteten Beziehungen a3t
sich zeigen, daB die Produkt- und Potenzformeln der Algebra

2hzle = At |
o (38)
( )u — zlu — (2‘14)/.7 I )
auch fiir beliebige komplexe Argumente z gelten. Mit 1= /1 folgt aus (38) die Identitat
1 LV

(#)* :z:(z") . (39)

Diese liefert fiir 2" =w die Umkehrung der Potenzfunktion in der Form

1

w:zl, z:ur’ﬂ (40)
5. Die Kreisfunktionen.

a) Definierende Differentialgleichung und Potenzreihenentwicklung der cosinus- und
sinus-Funktion.

Wird in (10) o durch ¢w ersetzt, so ergibt sich

d*w 20 =0 v (' iu:z_;_O —i2 41
g2 Totw=0, w=C_(,ev?L (e . (41)
Fiir die Partikularintegrale von (41) folgen aus (5) die Reihenentwicklungen
; (w2)* o (wz)3 5
etivz — |1 — (“‘22') € ;') —“‘}Il[(llz— (;;') _f_(“;z’), __" (42)
deren Real- bzw. Imaginarteile gemaf
(@2 (02)! S w(@2)tr
cosmz=1— BT T 4 —---:",'-_"(—— 1) @n)t ' (13)
SNz — o= (wz)? + (w2 {7' (— 1) (wz)2n+l
Sitee=0=7 3 5! T = @+ 1)’

als cosinus-Funktion und sinus-Funktion bezeichnet werden. Beide Funktionen werden fiir den
gesamten Bereich der komplexen Zahlenebenen durch (43) definiert.

b) Differential- und Integralformeln.
Die Differentiation der Reihenentwicklungen (43) ergibt

dcos oz AL S o I
= — |2 — o e = = n(— 1)
dz 307 > (@11
dsinwz | (wz)? (ru L \(E‘,l o (©2)270 l
o = o= T = e 2
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In Verbindung mit (44) folgen hieraus die Differential- und Integralformeln

~dcoswz . R R
g, = —osinwz, /coswzdz:—l—m—smcuz, I

(44)

1

‘ - 1
— -~ == T WCeosSw?, /smcozdz:— ., COSWZ. I
¢) MoIVREsche Formel.
Mit (43) wird (42) in die MoivREsche Formel
etivz = coswz -+ i sinwz (45)
iibergefiihrt. Wird diese zusammen mit der Konstantentransformation
Clzé(A'—Bi)s 02:712(A+Bi)
in (41) beriicksichtigt, so folgt
2
%}; 4+ wtw=0, w= Acoswz-+ Bsinwz. (46)
d) Additionstheoreme der cosinus- und sinus-Funktion.
Nun seien gemif
efivi = coswz + 1sinwz, eXi9 o = oS wyZy o ¢ SiN Wy 2 ,
etilwztonn) —: cos (w2 - Wy2y) 4 1 8in (w2 + wWyzy)

drei Exponentialfunktionen mit imagindrem Argument zugrunde gelegt. Wird hierauf die Produkt-
formel (13) angewendet, nachdem w mit 7w und wy, mit ¢w, vertauscht sind, so folgt
(cos Wz o 7 8in wz) (cOs w2y == 1 SiN wyze) = €OS (W2 + Wy2z,) = ¢ Sin (W2 + Wy2y) -
Diese komplexe Gleichung kann nur bestehen, wenn sie getrennt fiir die Real- und Imaginar-
teile befriedigt wird. Es ergeben sich somit die beiden Gleichungen
COS W2 COS WyZ,— SiN W2 sin wyzg = cos (wz +wyz2,) | | e
sin Wz cos wyz, -+ cos wz sin wyzy =sin (wz +wyz,) , | (47)

die das Additionstheorem der trigonometrischen Funktionen enthalten. Werden w=1 und
mg==1 gesetzt und gleichzeitig die aus (43) folgenden Beziehungen
cos (— wz) =cos wz , |
sin (— wz) = —sinwz, | (48)
beachtet, so nimmt (47) die vereinfachte Form
COS 2 COS 2o T~ sin zsinzy =cos (z &+ zy) , | 19
sin z cos z, 4 cos zsinzg=sin (z 4= zy) | (19)
an. Die Auflosung dieser Gleichungen nach cos z und sin z ergibt
cosz= cos (z & 24) cOS 2y &= sin (2 = z,) sin 2z, , |
sin 2 =" cos (z & 2y) sin z, —sin (z £ 2,) cos z, . |
Die entsprechenden Gleichungen fiir wz und wyz, lauten
coswz= €08 (w2 &= Wyz,) COS Wy2zy + sin (V2 £ W2g) sin wWy2zy, |
sin wz = T cos (02 £ 0y 2,) 8in wy 2z, + sin (02 £ wy2,) cos Wy 7z, . |

¢) Verschiedene Lisungsformen der definierenden Differentialgleichung.

Die Gln (51) sollen nun fiir das untere Vorzeichen in die Losungsfunktion (46) eingefiihrt
werden. Dies ergibt

w = (A cos wyzy -+ Bsin 0, z,) cos (0z — wg2zg) + (— A sin w2, - B cos wy2,) sin (wz — 0, 2) .
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Werden fiir die runden Klammern neue Konstante C; und O, eingefithrt und die w-Werte gleich
gesetzt, so ergibt sich die Losung der Ausgangsdifferentialgleichung in der Form
i;w L wtw=0, w=C,cosw(z—7z) + Cysinw(z—z). (52)

Faf3t man z, nicht wie bisher als einen vorgegebenen Parameter auf, sondern als eine willkiirliche
wahlbare Grofe, so enthalt die Losung (52) drei willkiirliche Konstante. Es kann dann, ohne Ein-
schrankung der Allgemeinheit, iiber einen der C-Werte noch frei verfiigt werden. So folgt fiir
Cy=0 bzw. C;=0 die dritte Form der allgemeinen Losung

2
(fi , Totw=0, w=Ccosw(z—z) bzw. w=Csinw(z—7z). (53)
Wird in der ersten der Losungsdarstellungen (53) z, mit z;, in der zweiten z, mit z, vertauscht,
so ergibt sich bei Uberlagerung beider eine mit vier Konstanten behaftete Losungsform, die als
die allgemeinste Darstellung zu bezeichnen ist. In Zusammenfassung der verschiedenen Moglich-
keiten erhéalt man:

dzu; L tw=0, w=_C cosw(z—2,) + Cysinw(z —z,),

dz w=C cosw(z—2y) + Cysinw(z—2z,) , 51)
w=C,coswz + Cysin wz , (5
w=C cosw(z—2z) bzw. w=Csinw(z—z).

Man konnte bei rein formaler Betrachtungsweise eine so weitgehende Unterteilung der Losungs-
moglichkeiten als iiberfliissig ansehen. Dem ist aber keineswegs so. Es ist fiir den Formel- und
Rechenaufwand, der bei Behandlung physikalischer und technischer Randwertaufgaben in Kauf
genommen werden muB}, geradezu ausschlaggebend, in welcher Form die Losung einer Diffe-
rentialgleichung angesetzt wird.

f) Integralgleichungen der cosinus- und sinus-Funktion.

Wie schon unter Ziffer 2 bemerkt wurde, fallen alle mit der nachtriglichen Konstanten-
bestimmung verbundenen Rechenarbeiten fort, wenn anstatt im kleinen im groflen gearbeitet
und’ dadurch die Losung auf eine Integralgleichung zuriickgefiihrt wird. Welches sind nun die
zu (54) dquivalenten Integralgleichungen und wie sehen ihre Losungen aus?

Wird die Differentialgleichung (54) zunichst mit 2dw multipliziert, so folgt

g dw? d

d w dw d (dw\2 ‘dw\2
w= (% CEWNE L 202
dz2 dz T 20 dz(dz) +w? dz T dz (dz) ot 0
oder integriert, zwischen den bestimmten Grenzen z, und z
2 : d fdwe | L : .
((21;) + w2w?— (%15)0—— w?w?(z)) =0 bzw. d? = ]/ (‘2—1:) + w2 w?(zo) — w?(2)] . (55)
Y | ~ 0

Hieraus ergibt sich durch nochmalige Integration zwischen z, und z die Integralgleichung
2z

w(2) — w(z) — /J(dw) R [t (zg) —w2(Q)] dE=0.

Wird entsprechend der zweiten der Losungsformen (54) die allgemeine Losung gemil}

. d .
w=C cosw(z-—zy) + Cosinw(z — 2y , dl»g = —Ciwsinw(z—z) + Cy0 cosw(z — z,)
L}

angesetzt, so folgt fiir z=z,
, dw
wa) =01, (3;) = Coo.
Damit sind ; und C, bekannt, und man erhélt in Zusammenfassung der gefundenen Ergebnisse

w) = wie) = [ | (5] ot [ ) —wt(9)] dL =0, l (56

2o
1 /[dw\ .
w(z) = w(zy) cosw(z —2p) + - (di:)o sinw(z — z,) . ‘
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Mit (36) ist gleichzeitig auch die Losung der in der Anwendung besonders haufig auftretenden
quadratischen Differentialgleichung (55) gewonnen worden. Es ergibt sich

dw)\2 5 dw,\? o1 dwy . -
(dz) + w? w-(z)—(a;)o—(,;2102(zo) =0, w()=w(z)cosw(z—2z)+ (dz)o sinw (2 — %) . (d7)

Durch Multiplikation mit 2w nimmt (55) die Form

da dw? Sdaw Y
2w d: = =2w l (dz)o + oﬂ[w- (20) —w2(2)]
an. Die Integration dieser Differentialgleichung zwischen z, und z liefert eine Alternativform der
Integralgleichung (56). Man erhalt

W) = (z0) — 2 [w Q) || (2] + o [w3(eg) —wr(1)] AT =0, ‘

(5%)

: 1 dw, .
w(2) = w(z,) cOsSw (2 — z) + " (dlf:)osmw(z — 2) . ‘
Die Integralgleichungen (56) und (58) sind dadurch gekennzeichnet, dafl die gesuchten
Funktionen unter einem einfachen Integral stehen. Durch unmittelbare zweimalige Integration
von (54) ergeben sich Integralgleichungen mit Doppelintegralen. Eine erste Integration zwischen
z, und z ergibt
dw dw £ -
22— (00) + ot w@)dt=0. (39)

Wird die zweite Integration zwischen den gleichen Grenzen vollzogen, so folgt als weitere Alter-
nativform der Integralgleichung (56)

w(z) —w(2) — (%})o(z—zo) 4 w? ‘/?/"zw(C) dtdt=0, I
29 2 ’ (6())

w(z) = w(zy) cOsSw(z — 2p) + al' (c(l;:)o sinw(z — z,)
In Zusammenfassung der dquivalenten Losungsformen erhilt man
w(z) — w(z) — ./'] (‘jlf): + w? [w?(zg) — w2 (£) | =0
z°z. - w(2) = w(2p) cosw(z — zy) +
w @) — w0 (e) =2 [w(© /(52 + w2 [tz — Q)] dE =0, o (B sinoe—z). D
w(2) — 1w (zg) — ((til?g)o (2 —2y) + w? //QU(C) dgdt=0

In (61) heilen w(z,) und ((fd?:)o die vorgegebenen Anfangswerte der Integralgleichung. Diese
legen hier den Funktionsverlauf im Punkte z, vollstandig fest. Man kann auch andere Anfangs-
werte vorschreiben. Ist z. B. im Punkte z, die Ableitung und in 2, der Funktionswert vorgegeben,
50 erhélt man durch Integration von (59) zwischen z, und z

22z
dw

w(e) —w(n) — (g, ) e—a) +o? [w(@)dLdl=0.

2, 2
Die zugehorige Losung folgt sofort aus der ersten der Losungsformen (54), wenn z; mit z, und
2, mit z; vertauscht wird. Es ergibt sich

dw

g = 00 sinw(z — 2g) - ¢, cosw(z—z,)

w=c¢, cosw(z—2y) +csinw(z—2z,),

und damit fiir z=z2, bzw. z=2;

(%lf) ==C,mC08m (2g—72y), W(zy)==¢,c08w(z, —2p).
0
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Hieraus konnen ¢, und ¢, unmittelbar abgelesen werden, und es folgt in Zusammenfassung der
Ergebnisse

W) — () — (3) ¢ —=) - ot fw@azaz=o, |

21 2
COs® (z —2zy) l(dw) sinw(z —z;) l

w=1w B R -} - -
(zl)cosw(zl——zo) " w \dzlgcosw(zg —2z,)

(62)

&) Zusammenhang mit der Differentialgleichung der harmonischen Schwingungen.
Beispiel 2.
Die vorstehend behandelten Differential- und Integralgleichungen der Funktionen cos oz
und sin wz werden auch als Differential- und Integralgleichungen der harmonischen Schwin-
gungen bezeichnet. Es diirfte sich verlohnen, die verschie-

denen Moglichkeiten der physikalischen Betrachtung dieser \
Schwingungen in Zusammenhang mit den Differential- und -
Integralgleichungen der Kreisfunktionen zu erértern. Um

hierfiir ein technisches Anwendungsbeispiel vor Augen zu

vy

haben, sei an den aus Abb. 5 ersichtlichen Federpuffer an - Lo,
gekniipft, auf den zur Zeit ¢t =1, eine Masse vom Gewichte 1
G kg mit der Geschwindigkeit v, m sec™! auftreffen moge. t-t,
Bezeichnet u(f) die Federzusammendriickung zur Zeit { und P
P(u) die zu u gehorige Federspannkraft, so sei die Feder- : 2 0 %
charakteristik in der Form . N
P(u)=cu ‘
gegeben; ¢ ist also diejenige Kraft in kg, welche die Feder um N - uft) -
I m zusammendriicken wiirde. Das VorspannmalB der Feder § bt
im Augenblick ¢, des Auftreffens der Masse sei u (¢,) =u,. N ol \m,
Wird zunichst das NEwToNsche Kraftgesetz: , Kraft ) : v(t)
gleich Masse mal Beschleunigung‘ zur Beschreibung des )
Bewegungsvorganges herangezogen, so ergibt sich unter - Abb. 5

Beriicksichtigung des Umstandes, dal die auf die Masse
wirkende Federkraft P dem Wegvektor u stets entgegengesetzt gerichtet ist,
—P(u):m'@‘.
d?

Wird hierin P(u) der Federcharakteristik entsprechend eingesetzt und m durch (g’ ausgedriickt,
so folgt

—eu— G d*u
) dt?
oder anders geschrieben
d*u | gc
e Tgu=
Dies ist die Gl. (54) fir w=u, 2=¢ und w = ,‘g . Wird fiir » die zweite der Losungsformen (54)
zugrunde gelegt, so erhdlt man mit
w=Ccosm(t—ty) 4 Cysinw (t—t,), (f;:: v=—Closine({—1t) + Cyocosm(t —1,)

aus den Antangsbedingungen zur Zeit ¢ =1,
Ug=C1, Vpy= (0.
Damit lauten Bewegungsgesetz, Geschwindigkeitsgesetz und Federkraftgesetz

U=y oS & (I —!y) + q;: sin o (£ —t,),

gc

) = .
G

v=—ugmsinw(t—fy) 4 1gcosm (I —f,),

P =cuycosw(t—ty) + c:j" sinm (f —1,) . ‘
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Eine zweite Moglichkeit zur Beschreibung des Bewegungsvorganges bietet die Energiegleichung.
Sie besagt, daf die Zunahme an kinetischer Energie gleich der aufgewendeten Arbeit ist und
lautet hier

m o, ’
“or— i [ Pds.

%o

Nun ist, da die Arbeit leistende bzw. Arbeit speichernde Kraft P zur Wegrichtung stets ent-

gegengesetzt gerichtet ist,
P=-1cu, ds=—du.

Wird ferner fiir die Masse % und fiir v und v, definitionsgemaB

- v — ("fﬂ)
T de’ 07 \dt )
eingesetzt, so folgt
U
du\2 duy  2¢cq [ g ”
() — (G =—"¢" [udu=—7 (w—u)

: %
oder umgeordnet

("L“‘)z 9o

du 2 g
(Ge) + 35— (5], —
Jeg
G

Dies*ist mit w=wu, z =¢, w—lv ' die Differentialgleichung (57) und man erhilt daher ohne

weitere Rechnung
/g g

U= Uy COS w ({ — o) + %sinw(t—to) mit w~] q-

Man kann aber noch einen Schritt weiter gehen und die quadratische Differentialgleichung,
adhnlich wie es oben im AnschluB an (55) allgemein geschehen ist, noch einmal integrieren und erhalt
dann gemiB

t)—uo—/V< Lg w— i (2)] dr =0

die auf die vorliegenden Bezeichnungen umgeschriebenen Integralgleichung (56) mit der gleichen
Loésung wie vorhin.

Eine dritte Moglichkeit zur Beschreibung des Bewegungsvorganges ergibt sich durch Heran-
zithung des Impulssatzes, der besagt, daB die Zunahme an BewegungsgroBe gleich dem auf-

gewendeten Impuls ist. Im vorliegenden Falle bedeutet dies
t

me —muey= — [ Pdt,
to

wobei das negative Vorzeichen auf der rechten Seite zum Ausdruck bringt, daB es sich bei der
Federzusammendriickung nicht um einen aufgewendeten sondern um einen gespeicherten Impuls
handelt. Nach Einsetzen von v, v,, P und m ergibt sich
t
du ‘du cg .
a @), T4 /“( Jdr=0
[

oder bei nochmaliger Integration zwischen #, und ¢

w(t) —uy— —t) + ¢ r)drdr=0.
(=g o
Dies ist die auf die vorliegenden Bezeichnungen umgeschriebene Integralgleichung (60), und man
erhalt auch hier wieder unmittelbar
. . leg
U=y COS 0 (t — ty) + rzi’-smw(t—fo) mit w= ]/%g
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h) cosinus- und sinus-Funktion als Koordinaten des Einheitskreises. Funktionsverlauf
im Reellen.

Fir w,2z,=— wz liefert die erste der Gin (47)
costwz -+ sinfwz=1. (63)
Wird hierin =1 und - .
s=cCo8z, =8Iz (64)
gesetzt, so folgt E2pn2_1. (65)

Im Falle reeller z-Werte und damit auch reeller - und 7-Werte stellt (65) die Gleichung des

Einheitskreises im kartesischen Bezugssystem dar (Abb. 6). Der Parameter z ist in dieser Deu-

tungsweise der Bogen des Einheitskreises zwischen der Abszissenachse und dem zu cos z und
4 W=cosz

Alae. A ot BN
A AL AT N RN

—

Abb. 6. Abb. 7.
sin z gehorigen Radiusvektor, 7 Wesinz ,
und zwar im Linkssinne posi- A\ I oz 7 ]
tiv gemessen. Da z den Ein- L C”;Z—I’IV 3 Tz < T Vs Z
heitskreis beliebig oft durch- m|w e | w )
Jaufen kann, ist es in keiner or
Weise beschrinkt; jeder neue Abb. 8

Kreisumlauf ergibt immer wie-

der das gleiche Bild fiir den Verlauf von cos z und sin z. Dieses Verhalten der Kreisfunktionen wird
als periodisch bezeichnet; da einem Kreisumlauf der Bogen z=27 entspricht, heillt dieser Wert
die Periode oder Wellenlinge. Alle weiteren Eigenschaften der reellen Kreisfunktionen, wie Vor-
zeichenwechsel, Symmetrieverhalten usw., zeigt eine Auftragung von cos z und sin z im kartesi-
schen Bezugssystem in Anlehnung an den Einheitskreis und seine Quadranten (Abb. 7 und 8).

i) tangens- und cotangens-Funktion. Definitionsgleichungen und Additionstheoreme.

Die Quotienten von cos wz und sin wz werden gemif

sinwz coswz
tangwz=--—-=—tang (—w=z 2= ——" = —cotg(—wz cotgwz =
g coswz tang (— o )s cotg w sinwz co g( )s g

(66)
als tangens- und cotangens-Funktion eingefiihrt. Aus (47) folgt fiir diese Funktionen das

Additionstheorem
tang (wz 4 wyze) =

tang Wz

sin (w z + 0, 2,) sin @ z cos Wy 2y -+ COS  ZSiN W, 2,
COs (2 + Wyz,)  €OS w2 COS w2z, —Sinwzsinwyzg ’

ot = T = -. .

cotg (w2 + woz) Sin (wz - wyzy)  Sinwzcosmyz, -+ Coswzsinwyz, °
oder wenn im Zihler und Nenner durch cos wzcos wyz, bzw. sin wzsin w,z, dividiert wird,
tang (v z - v, zy) — tang w, z, l

cos{wz 4+ wyz,)  €OS® 2z COS WyZ, — SiN @ 2SN W, g ]

tang wz 4 tang o, z,
1 — tang o z tang w, z,

, tangwz= tang (wz + wg2,) tang wyze + 1’

tang (wz 4 wyzy) =
(67)

] 7 ) =— 8 = — B .
cotg (wz + woZ) ’ cotgw?z cotg wyzg — oty (w2 - 1y 2g)

cotg wz 4 cotg w, 2,

k) tangens- und cotangens-Funktion. Differential- und Integralformeln.

Die tangens- und cotangens-Funktion konnen gemaf

1 dlncoswz 1 dinsinwz
tangwz=— _ —5— > cotgwz =+ ~ —7 (68)

__ cotgwzeotg oz — | cotg (2 -+ wy ) cotg oz 1 1 '

auch als logarithmische Ableitungen der cosinus- bzw. sinus-Funktion dargestellt werden, wie
man durch Ausdifferentiation nach der Kettenregel unter Beriicksichtigung von (19) und (44)
leicht bestatigt.
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Durch Differentiation von (66) und Integration von (68) ergeben sich die Differential- bzw.
Integralformeln

dt " '
mos_ v flangonds o o
deotgwz —w ' t Iz — Insinwz (69)
dz T~ sinfoz’ / cotguzdz=- -, - I
Unter Heranziehung von (63) folgt
1 COS‘(U —}—sm wz .
costwz costwz =1+ tangfwz, I
1 cos?wz 4 sin?w 2 ‘ 2 ( 70)
sinfwz T sin?oz =1 1 cotg? wz. l
Die Einfiihrung dieser Beziehungen in (69) liefert
dt
a;lfwz =w(l 4 tang?wz), l
d cotg e (71)
cod:“z w(l 4 cotg?wz). [
oder wenn z durch z—z, ersetzt wird,
dtang —
i gz(z ) — (14 tang?w (z —2y)) , I
d cot, —z (72)
cog%z(z %) =—o(l 4 cotg?w(z —z)) . l

1) Differential- und Integralgleichungen der tangens- und cotangens-Funktion.
Die Gln (72) enthalten die Differentialgleichungen der tangens- und cotangens-Funktion. Mit
w =tang w(z —z,) bzw. w=cotg w(z—z,) folgt

‘(l;: —o(l+w?) =0 w=tangw(z—z,), l

73
c;wq‘—w(l—{—wﬂ—o w:cot‘gm(z—zo).l (73)
z, stellt in den Losungen dieser Differentialgleichungen die Integrationskonstante dar.
Die Integration von (73) fithrt zu den Integralgleichungen
»—w/ (14+22(0)d=0 mit w= + tangw (2 — 40) l
(74)

w(z) +ol (1 ~w?(§)dg=0 mit w=—tangm(z —3z,). I

m) Potenzreihenentwicklung der tangens- und cotangens-Funktion.

Mit Hilfe von (73) lassen sich die hoheren Ableitungen der tangens- und cotangens-Funktion
leicht bilden. Man erhilt

w=tangw (z — z,) w==cotgw (z— z,)
[(l;: = (1 +1u?) ‘(li’: — —aw(l 4 w?)
i 2
(f;;f, =w-2u (f;f = 2w (l + u?) gfzzuz) = 202w (l 4+ w?)
3 3 ppe
'Z:ﬁ = 20*(1 4 3u?) (1 +u?) .j;g = — 2% (1 4 3u?) (1 + u?)
d*w 0 (2 30) (1 - d*w . 2 2 .
(124:8(0 w (24 3w?) (1 + u?) dz4:8w w(2 -+ 3uw?) (1 + u?) (75)
d>w - oy o ‘ Bw
=80 (2 - 15w + 15w (1 =+ u? = — 8w’ (24 15uw? -+~ 15ut) (1 + u?
dz=® 25
6 900 6
P 160w (17 4 60wt 45Ut (1+ut) = 160fu (174 60wt - 15w (14 u?)
‘(’1'7’? = 1607 (17 4 231 w2 + 525ut — ‘f]j‘,’ = —- 1607 (17 + 231 %% 4 525ut L

+ 315u8) (1 -+ w?) < 315wb) (1 + w?)
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Wird die Funktion w=tang w(z —z,) an der Stelle z=z, entwickelt, wofiir die Ableitungen
unter Einsetzen von w=0 aus (75) entnommen werden kénnen, so folgt

—2) | - |
tang[w(z—z)| = 025 + 200 T L1608 @ 5!) 27207 7.) I

oder bei entsprechender Zusammenfassung
tang [w (z— zo)] = [w (z — 2)] + l lw(z—2) > - 125— [(u (z—z))° +

SasloE—z)[ 4 fir — T <lo(—z) <.

315 (76)
Hieraus ergibt sich in Verbindung mit (66) fiir die cotangens-Funktion
1 1

t, . — .
cotg [w (Z 20)] tang [(D (Z—Zo)] [w (z__ 20)]+ 1 [w (Z — 2 ]3 [w (z— zo)]

— )]+
315[w z—z)]" +

oder nach Durchfiilhrung der Reihendivision
1 1 1 2
cotg [e (= — 20)] = [oz—z)] 3 [w (z2—2)| — 45 lo(z—2) | — 945 [o(z—20) ] —

4725[ (z—z)]T— fiir 0<lw(z—2z)l <7. (77)

n) Funktionsverlauf der
tangens- und cotangens-
Funktion im Reellen.

Fiir reelles Argument z=ux

ist der Verlauf der Funktionen =
\

T

¥
g
- N
N

e

tang z und cotg z aus den Abb. 9
und 10 ersichtlich. Die Periode
ist hier nicht 2 = sondern =, da
durch die Division von cosz \
und sin z deren Vorzeichen-
wechsel im dritten Quadranten
wieder aufgehoben wird.

—————8
1
N —

[
)

o) Funktionalbeziehungen
zwischen den Kreisfunk-
tionen.

Durch einfache algebraische Abb. 9 und 10.
Operationen ergeben sich aus
den Gln (63), (66) und (70) die nachfolgenden gegenseitigen Beziehungen zwischen den Kreis-
funktionen:

. ' - w 2
w=snwz , Jl—w?=coswz, —=—= =tangwz, V1= . cotgwz ;
ll—w2 w
e — . ]1_ _ w . .
w=coswz , Jl—w?=smwz, L —tangmz, fl ;,rrz_cotng,
w — W
1 w . 1 . . (78)
w=tangwz, E——cotng R fﬁ_—;z—smwz ) ﬁ:i,_;_cosa;z 5
1 1 . N w .
w=cotgwz, . =tangwz Vit =Sslnwz , Ifiwig——coswz .

Weitere gegenseitige Beziehungen folgen ‘aus (47) und (67) fir w =1 und wy2,=4- n7 bzw.

wyZg= 1+ 2]%;17: oder auch unmittelbar durch Ablesen aus den Abb. 7 bis 10. Sie lauten

Télke, Funktionenlehre. I. Band. 2
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cosz = (— 1)ncos(nm +2) = (— 1)rcos (n= — z)
= (— 1)»sin (“M—;ﬂn—}—z}:(— 1)"sm<—2n—2+7—1 —z’) ,
sinz = (— 1)rsin (n 7 4 2) = (— 1)*+isin (v —2) (r=0,1,2,) (79)
= (— 1)h+1cos(-2rb—_]~—14L—}—z) (—1)"cos(J—t;—1.—~) I
tangz = tang (n = + z) = —tang (n7 —2)
z—cotg<gﬁj~1n—}— )— otg(zng_l—z—z) ,
cotgz=cotg(nm +2 ):——cotg(nn—\z) ' (n=0,1,2,--)  (80)
= —ta g(z—”:tl T2 )—tang(?ﬁ;———l-n—z). ’

6. Die Kreisfunktionen mit der Phase ’{

a) Definitionsgleichungen und Wechselbeziehungen.

Wird in (47) und (67) die Phase wyzy= — Z’ gesetzt, so entsteht eine fiir die Anwendung sehr

wichtige Sonderklasse von Kreisfunktionen, die gemif

*

14
cos(wz— r;—) =coswz ,

. T x
: sm(wz—rr‘i):slnwz )
\ / (81)
tang(wz— }):tanng,

cotg <wz — %) = co?;ng ,

bezeichnet werden sollen. Sie sind wie alle Kreisfunktionen Losungen der Differentialgleichungen
(54) bzw. (73).
Zwischen den Kreisfunktionen der Phasen 0 und ;5 bestehen nach (47), (51) und (67), in

denen hier wyzy=— Z zu setzen ist, die Transformationsgleichungen
*
* sinwz =4 coswz coswz—smwz
COSWZ == — —-, = , e0Swz= -—o——-",
V2 V2
(82)
* smwz—coswz coswz+31nwz
sinwz = "——= ,  slnwz= """ ——".
V2 y2
*
* tangwz — 1 1+ tangwz
tangwz = i ng(;,f’,,,l ) tangwz = ‘*;,*7%;7, ,
angwz - 1 —tangwz
(83)
* 14 cotgwz cot wz—l
cotgwz = ;- + 'Eg'ZIz cotgwz = —*—gf—
cotg ! cotgwz +- 1
Ferner folgt aus (63) bei Vertauschung von wz mit wz — z
* x
cos?wz + sinfwz=1. (84)

b) Differential- und Integralformeln.
Die Differential- und Integralformeln (44) und (69) kénnen unmittelbar iibernommen werden,
da die Vertauschung von wz mit wz— Z ohne Einflufl auf dz ist. Man erhélt daher
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dcosmz * /.C*(.)S(') dz= + 1 q'{'
4y T T wsnwz, _ 2hz= 1 ~SIMwz,
85
ds"ﬂ — o /'s;nwzdz: — Leosoz o
o =t wcoswz, . P .
dt ‘ * 1
angw? = - =w(l +tang?wz) , /tanng dz= — r-l»c—oswz,
dz costwz 0]
deot * * (86)
cotgwz —w - ;
o= o — = —w(l 4+ cotg2wz) __, Insinez
s e g ) / cotgwzdz =+ — _—.

Werden auf den linken Seiten dieser Gleichungen die Transformationen (82) und (83) beriick-
sichtigt, so folgt

d(fsinwz%% = — wVﬁsfnwz , /.(sinmz + coswz)dz = + l(% sfnwz, l
. (87)
d(smmd: coswz) _ 4 w}/icgswz , / (sinwz — coswz) dz = — 3 coswz ; l
gl_[ta.nng — 1] _ @ /tanng —1 v lncgswz l
dz [tangwz -+ 1 c;‘sg vz tangwz - 1 o (88)
[1.&%@] Sl /L,;eeﬁgﬂ _ +lnsmwz I _
dz |1 — cotgwz s1n2wz 1 — cotgwz

Umgekehrt ergibt sich, wenn auf den linken Seiten von (44) und (69) die Transformationen (82)
und (83) beriicksichtigt werden,

d — 5 ox * 2 .
(ggiggﬁﬂnwﬂ = —w)2sinwz, / (coswz —sinwz)dz = + % sinwz, l
. (89)
‘l(“’s‘”z +sinwz) _ /o /(C;Swz + s?nwz) dz=—"2 coswz
i, = Twj2coswz, =% .
* 7] . *
d |1+ tangwz ® 14 tanngd Incoswz
dz * = cosfwz’ Tow Gz=— ) ’
21~ tangowz 1 — tangwz
(90)
d cotng —1 } 7—7— sz / cotg wz—1 1 Y lArlgmwz
dz cotg oz +1 sinfwz’ cotng + 1

¢) Potenzreihenentwicklungen.
Durch Einfithrung von (43) in (82) und durch Einsetzen von ooz(,s—;£ in (76) und (77) folgen

die Reihendarstellungen

* 1 (wz)?2 (w2)® | (w2)t  (w2)’ . (“— " (u)z)z" (wz)2ntl
COS“z—iﬂ“f e T3 T4 Toa —] ZU [+ ot T o) l o)
¥ ! N (w2 (023 (w2)' | (w2)® ] (— 1) (wzpr | (wz)rt?

smez= o [“ Loz o= — o T 5 }” ZU ! e [ @n)! (2‘n’+1)!]' J

* n 1 T\3 2 TS 17 TN\ . T x!

tanng:(MZ—I)+3<wZ—Z) -+f5(wz~;1) +315(U)Z_;4)+“‘fur"—*2 <ia)z—"4:<2’,

* 1 1 a1 a3 2 2\ 1 ooy

cotgor = ' — jfwz—T)— gz — 7 = ggs (02— 3 — g0z — 3 — - [ 92)

<uz:~—f4 .
fiir 0<iwz—zj<_7r .
2*
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d) Funktionalbeziehungen.

Durch Vertauschen von wz mit wz—z liefert (78), (79) und (80)

* I * w * ' 2 *
= 1—u? = coswz 2 _tangwz, V17 _ .
w=smwz , Jl—uw T gwz, = cotgwz ;
* o * 1— w2 * w * .
W= CoSwz , |1—w?=slnwz, ',*A,,, = tanng y T = cotgo)z )
w 1 —w
* 1 * w i 1 *
w=tangwz, - = cotgwz , = slnwz , _——— == COSWZ ;
w 1 + w? |1+ w?
i 1 T s?n z b c:)swz
= = e = w Gt
w = cotgwz , w = tangwz VT Lo T P
77
7 b4 v I y/8 Vg
i * J
ol \efZ Nz / Wﬂ:n §z=c cos(z-Z. | ‘
INEW_ I I ‘ |

Abb. 11
7 V4 Moy 7 m
1 .
‘ /r‘\—sm*z sm/—ljl /\
é‘ |
~ g 7 iz 2.7: 7” |
\—/i ! | !
Abb. 12.
2n +
cosz~ —1)"cos(nrt—4z)— —1)”cos( 2 n—z)
* !
== (— 1)"sin<2i2T 'z + z) = (— 1)"+151n(n7r—— 2),
* * * 9n 1 (n:0:1:2"
inz = i — Hlgin (et T
sing = (— 1)"sin(nz +2) = (— 1) s1n(‘ 5 1)
* -1 *
= (— )"*+lcos (2n——: -7 - z) = (— 1)**1cos (n7 —2).
| W=tong'z-tang(z-F) |
74
| I | 0 I ! I ! i
7
= cotg” 2= coty z-%)
7,..
. | | 0 ! ‘ZJ” 1 ! !
-
\ s |
! i !
J i

Abb. 13 und 14.

‘)

(93)

(94)
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) *
ta;gz = tafng (n7 +2) = — tang (?ﬁ;—ll = —z|
= — c;tg (??};t b z) = co?ag (mm—2),

\ n=20,1,2... (95)
2n -+ 1
Zn

* * *
cotgz = cotg (nx + 2) = —~00tg( 7 —z)

2n 1 \
2

Der Verlauf der Kreisfunktionen mit der Phase gis,t fiir reelles Argument z aus den
Abb. 11 bis 14 ersichtlich.

* X *
::——tang( 7r{—z):tang(nz~z).

7. Die Hyperbelfunktionen.
a) Definitionsgleichungen der Cofjinus- und Sinus-Fuanktion. Potenzreihenentwicklungen.
Wird in den Gln (43) @ mit ¢ vertauscht und die zweite der Gln (43) gleichzeitig mit —s
multipliziert, so ergeben sich die Potenzreihenentwicklungen

2 4 L. 3 5
cosiwz:l—}—(wz—z!) +—(%z!)—+---, ——zs1nzwz=wz+((;? +(a;;;) Foeel

Diese definieren fiir den gesamten Bereich der komplexen Zahlenebene zwei analytische Funk-
tionen, die gemiB

Cojwz=cosiwz, costwz=Cojwz

Ginwz = —isintwz, sintwz =1 Ginwz
als hyperbolische Cosinus- und Sinusfunktion eingefithrt werden. Die Beriicksichtigung dieser
Bezeichnungen in den Ausgangsentwicklungen liefert

(96)

2 4 : e 2n
Sofoz=1+ G + 7 e SO -
X ] 7
E B (w2)? (wz)p N °°ﬁn (wz)2"+1
G[nw2~wz+’v3?+?u> e == 02 (_241;:1:_17’ .

b) Differential- und Integralformeln der €ofinus- und Sinus-Funktion.

Aus den Reihenentwicklungen (97) oder auch durch Umschreiben der Gln (44) folgen die Diffe-
rential- und Integralformeln

d%’i‘“:w@inwz, |Cojwzdz = ,}, Ginwz,
dGinwz . 1 (58)
o =wlojwz , /6mmzdg: Colwz. l
z . )

¢) Differential- und Integralgleichungen der Gofinus- und Sinus-Funktion.

Durch Vertauschen von w mit ¢w und von C, mit —:C, in (54) und (61) in Verbindung mit (96)
erhélt man fiir die Differential- und Integralgleichungen der Hyperbelfunktionen

Pw w0 w=C100fw (2 —2) + C, Ginw (z — 2,),
d2? T w= 080w (z—z) -+ C, Ginew (2 — 7,), l 99
w=C0,Cfwz+ C, Cinwz, ’ (99)
w=CCojw(z—2z,) bzw. w=CGinw(z— z,).
W) — w0 — [ (52— 02 [ 2g) — ()] dg 0, (100)
¢ z s w(z) = w(z9) Cojw (z — 2p) +
2(5) g2 — 25V e lwe a2 — w
w? (2) — wh (z) — 2 / w(©)] (g}, — o [w? @) —wr )] dg =0, N 3(% | Giner (2 2).
w (2) — W (2,) (JA)O (= zo)——wz‘/./'w@)d;d@:o.
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Ferner liefert die Umschreibung von (57) und (62)
dw

(g)g —w?w?(z) — (iddl—:): F 0?w?(z)) =0, w(2)=w(2)Cojw(z—7) + :7 <\dz)0 Ginwz —2z,) . (101)

w(d)—w () —(55) e—m —o? [ [w(E)dtds=0, [

PR (102)
. Coj o (z — z,) 1 [dw\ Cinw (z—z)
o= v Sinte=) 1 2 Sheems |
d) Additionstheoreme der Cofinus- und Sinus-Funktion.
Durch Vertauschung von o mit 1w und w, mit ¢w, folgt aus (47), (48) und (51)
Cof w2 Cof wy 2y + Sinwz Ginwyze = Cof (w2 + wyzo), | (103)
Sinwz Cof wy 2z, + Cof w2z Sintwyz, = Gint (wz + we2y) . |
Cofwz = Cof (w2 4 wy2e) €Y wy 2y F Sint(wz 2 wy2,) Sitwy 2y, | (104)
Sinwz = F Cof (w2 + wy2o) Siwyze + Sin (w2 =+ wy2e) Eofwyzy. |
Coj (—wz) =Cofwz, | -
Gin(—wz) = — Ginwz. | (105)
Mit w=1 und w,= 4 1 liefern (103) und (104) in Verbindung mit (105)
CofzCofzy 4 Ginz Ginzy = Cof (2 4 2,), | 106)
GinzCof z, -+ Cofz Ginzy — Sin(z + 7). | (
Cofz = €of (z - 2) €of 2, F Gin(z & 2,) Sinz,, | (107)
Sinz = F Sin(z + zo) Sinz, + Sin(z & 2o) Cofz,. |
¢) Cojinus- und Sinus-Funktion als Koordinaten der Einheitshyperbel.
Funktionsverlauf im Reellen.
7 ., Mit wt an Stelle von o folgt aus (63) oder mit wy2zy= — wz
T4 / aus (103)
1, 7 Cof2wz— Gintwz=1. (108)
/7 Wird hierin w =1 und
7
« VR s E=Gofz, n=Ginz (109)
A P | ¢ gesetzt, so folgt
50 TN ' ‘ §2—y2=1. (110)
v N _ -
+e7 N Im Falle reeller z-Werte und damit auch reeller 5- und
| £-Gofz \\\ y-Werte stellt (110) die Gleichung der Einheitshyperbel im
T4 N\ kartesischen Bezugssystem dar (Abb. 15). Dem Parameter z
N entspricht hierbei der Flicheninhalt des Hyperbeldreiecks
1 N\ OPP, das in Abb. 15 schraffiert ist. Man erhalt namlich,
wenn das Hyperbeldreieck nach den Methoden der Integral-
Abb. 15. rechnung planimetriert wird,

F=En—2[ydE=GCofzGinz— 2/ Ginzd Cofz) = Cof 2 Ginz — 2| Gin2zdz = 2.
1 1 0
Dem Flicheninhalt z miissen fir 5 >0 positive Werte, fiir 5 <0 negative Werte zugeordnet
werden; den Ubergang vermittelt der Hyperbelscheitel mit z=y=0. Mit wachsendem z riickt
die Hyperbel mehr und mehr an ihre Asymptoten heran. Da diese unter 45° liegen, folgt in
Verbindung mit (105)

lim Cojz= lim Ginz, lim Cojz=— lim Ginz. (111)
z—> z—> z—>—® Z2—>—

Einen Uberblick iiber den Verlauf der Funktionen €of z und Sin z fiir reelle z-Werte gibt Abb. 16.
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f) Beispiel 3.

Einige Beispiele mogen auch hier wieder die Niitzlichkeit der entwickelten Formeln erldutern.
Zunichst sei nach der Durchhangskurve gefragt, die ein iiber zwei gleich hohe Rollen gelegtes
und durch zwei gleich groBe Gewichte G vorgespanntes Kabel unter der Wirkung ihres Eigen-
gewichtes erfahrt (Abb. 17); der Drahtquerschnitt des Kabels sei ¥, das Raumgewicht ¥ und der
Rollenabstand 7. Wird das Kabel an der tiefsten Durch-
hangsstelle (x=0) und an einer beliebigen Zwischenstelle
(x =) durchschnitten, so wirken die Schnittkrifte als Seilzug-
krifte jeweils tangential zur Kabelmittellinie; die waagerechte

] 0 1
- 7 7z H
T L
- - Z - A
_2__ dy S
/.S’founqu://E P
-7l Sy=H
H l '
‘ ettt
e 748
Abb. 16. Abb. 17.

Schnittkraft an der tiefsten Durchhangsstelle sei H, die Schnittkraft an der beliebigen Zwischen-
stelle S. Wird 8 in ihre waagerechten und lotrechten Komponenten zerlegt, so folgt S» aus
Gleichgewichtsgriinden zu H und damit & aus geometrischen Griinden zu H tang @ oder
zu H Z‘Z . Damit ergibt die Gleichgewichtsbedingung in lotrechter Richtung fiir das Kabelstiick
zwischen den Schnittstellen (Abb. 17)
N z
dy [ B dy _yF [ Y\ 0 —
Hdi-—/des—-O oder oY =7 []14(3Y) da=0,
0 0

Diese Integralgleichung entspricht der ersten der Integralgleichungen (100). Den Ubergang ver-
mitteln die Transformationen )

d dy y F dw d2y F
L=, 20::0: U)(Z):;{Z, w(zo)=(~a)0:0, == H’ (E_z)o:(ﬂz) :():yH.
Damit lautet die Losung der Integralgleichung '
dy  ~. yFx
gy = Gy

Hieraus folgt durch Integration zwischen z, und x

x
. yFx , H. yFaz yF
y—- yO = / 6[“ ”H dx - ’);F [(‘.:Di *E’ —(zoi Hp

und bei Beriicksichtigung von y, = z,=0
N vFa

Es muB nun noch H durch G ausgedriickt werden. Wird das Kabel un-
l

mittelbar an der Rolle, d. h. an der Stelle = durchschnitten gedacht, wo der Kabelzug S

gleich dem Gewichte G ist, so ergibt sich (Abb. 18)
H=Gcos«x.

Abb. 18.
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Nun ist nach (78) in Verbindung mit der Losung der Integralgleichung und (108)

1 1 1 1
COS KX — l’i ,i'*fé;: TR :j” :,2 s — 4"**' /:jj;-'pi = *’m .
angtx . 2y ettt ity
"'l—l_(\dx)x—l l 1+ &int Ly 557

Wird dieses in der Ausgangsgleichung berﬁcksichtigt so folgt nach leichter Umformung

in l 2@G
yF l T yFl
Dies ist eine transzendente Gleichung fiir 211; als Unbekannte, die mit
7 e 1Fl __ 2@
| >=9m’ T yFl
in der durchsichtigeren Form
2k Cof ¢
n="g
=S¢
T ¢ geschrieben werden kann. Aus Abb. 19 1aBt sich der zu einem gegebenen
L y-Wert gehorige 5-Wert ungefiahr ablesen. Mit Hilfe der Funktionentafeln

07 7z ¢ am Ende des Buches kann er dann beliebig genau bestimmt werden;
Abb. 19. man vergleiche hierzu die Rechnungsbeispiele zum Gebrauch der Tafeln.

Mit & ist auch H bekannt, und man erhédlt durch Einsetzen von x= %in die aus der Integral-

gleichung abgeleiteten Formeln die grofte Kabelsteigung
tango = C5m —- = Ging

und den groBten Durchhang (vgl. auch Abb. 17)

[Goinzr ]_ ; &31;;_—1‘

: f= rF
Ferner folgt fiir die lotrechte Komponente des Kabelzuges S"‘“X—G am Auflager
Sm“—Htangcx—HGm ' _ Heing,
und hieraus das Kabelgewicht
G, :28{“‘_2H6m E2H6m§

Damit ist auch die Linge L des Kabels zwischen den Rollen bekannt.
Es ergibt sich

_ G _ yFl Ging
o7 ¢ 4 ¢ L= 7 F ; F H Gin oH == E
Abb, 20. ) ne o
Der Verlauf der Funktion —éi ist aus Abb. 20 ersichtlich.

Ist das Kabel an den Enden nicht iiber Rollen gezogen, sondern fest
gelagert (Abb. 21) und gleichzeitig der grofBte Seildurchhang f vorgegeben,
o lfxutet die transzendente Gleichung f— 1 [(Zoi yFl 1" ‘ sl e
b7 k s
~ Sie schrelbt sich mit ar
3
; - vFl _2f 7}
P S=oH 1T
Abb. 21, Z in der durchsichtigeren Form ¢
_ Gofg—1 Abb. 22.
§ ki

deren Verlauf in Abb. 22 zum Zwecke einer ungefihren Ablesung der gesuchten I-Werte
aufgetragen wurde.
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g) Beispiel 4.

Als weiteres Beispiel sei gemafl Abb. 23 ein hinterfiilltes Briickengewolbe mit waagerechter
Abdeckung betrachtet und nach derjenigen Gewolbeform gefragt, bei welcher die Gewoslbemittel-
linie zur Drucklinie wird. Durchschneidet man das Gewolbe einmal im Scheitel (x=0) und
einmal an einer beliebigen Zwischenstelle (z =), so muf} voraussetzungsgemaf die resultierende
Schnittkraft in die Tangente der Gewolbemittellinie fallen. Wird als Gleichgewichtsbedingung
eine Momentengleichung in bezug auf den Angriffspunkt der Schnittkraft an der Schnitt-
stelle « gewahlt und fiir die Auflast voraus-
gesetzt, daBl die unterhalb der Gewolbemittel-
linie liegende Beton- oder Steinmasse durch eine 7
entsprechende Aufhohung der Abdeckung aus-
geglichen ist (punktierte Linien in Abb. 23), so
ergibt sich fiir einen Gewolbestreifen von 1,0 m
Breite -

H(y— yo)—ofry(x—E)dézo.

Eine erste Differentiation dieser Integralglei-
chung liefert

d z
Hﬁ—]yydéz(),
0

eine zweite die Differentialgleichung
a2 ’
Hd—x%——yyzo oder %———72/:0,
die mit den Transformationen
=z, w=y, ) = ‘}71

in (99) iibergeht. Man erhalt daher als Losung, wenn auf die dritte der Losungsformen (99) 2u-
riickgegriffen wird, e
y=C,60i (] 7 2) + €, Gin <H{ z).

Da nach Abb. 23 nur gerade Funktionen als Losungsformen in Frage kommen, kann C, von vorn-
herein gleich Null gesetzt werden. Fiir die verbleibende Konstante folgt aus der Bedingung

=0, y=1y, Ci=1Y,-
Damit ergibt sich ,
= 1, Cof (V% x) .

h) Tangens- und Cotangens-Funktion. Definitionsgleichungen und Additionstheoreme.
Ahnlich wie bei den Kreisfunktionen werden die Quotienten von Cofwz und Sitwz gemah

= —C@oig(—wz), Cotgwz= : (112)

Sinwz Cofwz
Tangoz

= — Tang(—wz), Colgwz="

Tangwz = Sinwz

T Cojw:z

als hyperbolische Tangens- und Cotangens-Funktionen eingefithrt. Durch Verbindung von (66),
(96) und (112) ergeben sich die Transformationsgleichungen
Yangwz = —itangiwz,  tangiwz= -+ iJangwz, |

Cotgwz = 4 teotgiwz, cotgiwz = — iCotgwz . | (113)

Wird in (67) @ mit tw und w, mit iw, vertauscht, so folgt unter Beriicksichtigung von (113)

Tangwz -+ Tang w,z,

— ad _ ‘Im}g ((1) 2 '_—{:”(ljg)zio) i;a;ng 42,
Tang (02 + 002) = | pingwsTanguery TSP = | Tang (w4 g7 Tangesys, e
1+ CotgwzCotgw,z — 1 + Gotg (02 + wyz) Cotg o
Gotg (C(]Z + Wy 20) = g g ¥ 0 , Gotg Wz == (Sf)tg o z__og (— Gi[)tgu([:;)i;).i_’ ;D?)T(S?O l

" Cotgoz - Cotgwyz,
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i) Zangens- und Cotangens-Funktion. Differential- und Integralbeziehungen.

In entsprechender Weise erhilt man durch Umschreibung der Differential- und Integralformeln
(69) und (71) sowie der Differentialgleichungen (73) und Integralgleichungen (74)

4%%9—% = @’[{;@ =w(l —Iang?wz), [ Tangwzdz = 1’-1—(%@3 , | )
o ) (115
d@;;}f% = 6‘—?2%7‘ = w(l — Cotg®wz), / Cotgwzdz = 19—6—::(3? .
%‘g—w(l—w):o, w=TFangw(z —2,) bzw. w=Cotgw(z—z). (116)
wz)—of(1—w(l)di=0, w=Iangw(z—z). (117)
k) Potenzreihenentwicklung der Tangens- und Cotangens-Funktion.
Die Umschreibung der Gln (76) und (77) fiihrt zu den Reihendarstellungen
1 2 17
Tang [w (z—z0)| = [w(z—2)] — 5 [w(z—20) ] + i [w(@E— 20)]° — 37E [w (z—z20) )" + . (118)
otg (s — ] = ¢y s g+ + o= 0] = St 4 o — 0l
glw == T3 @) o 4510 0 015 o 20
1
—;;72-5[w_(z—zo)]’+~-- (119)

1) Funktionsverlauf der Tangens- und Cotangens-Funktion.

Fiir reelles Argument ist der Verlauf der Funktionen Tang z und Cotg z aus Abb. 24 ersicht-
lich, Entsprechend dem durch (111) zum Ausdruck gebrachten Verhalten von €ofz und Ginz
streben Tangz und Cotgz mit wachsendem Argument sehr

e €

(¢ rasch den asymptotischen Werten +1 bzw. —1 zu.
y4
m) Beziehungen zwischen Hyperbel- und
T W=Gotg z Exponentialfunktionen.
L Nach (10) und (99) geniigen die Exponentialfunktionen
derselben Differentialgleichung wie die hyperbolischen Cosinus-
4 und Sinusfunktionen. Es mufl daher moglich sein, die einen
v-Tang z durch die anderen auszudriicken. Der Vergleich der Reihen-
0+ ———+~ darstell 5) und (97) ergibt
S+t ——— darstellungen () und (97) ergi 1
etvr =Qpjwz + Cinwz, Cojwz = (e¥? 4 e7),
= 7 ] 2 (120)
1, evr=Cofwz— Ginwz, Ginwz= -, (¢"*— 7). |
wW=Cotgz : . . : .
1., Aus (112) in Verbindung mit (120) folgt weiter
E w2 29 __ 1 l_e—2wz
Tangos= LT = e g | (121
ePF L g e2wz+1 1+e—2wz
Abb. 24. Cotgoz= ;" ;™ par_| = | Tz

n) Periodenverhalten der Exponential- und Hyperbelfunktionen.
Wird in (45) 0z=2nr gesetzt, wobei n eine positive ganze Zahl sein soll, so erhélt man
et2nai—=cos2nx + isin2nxr =1 (n ganzzahlig) . - (122)
Damit liefert (13) fiir wyzy= +2n71
ew? == gzt inTi (n ganzzahlig) . (123)
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In entsprechender Weise ergibt sich fiir negatives w

ewi= gwrt2nni (n ganzzahlig) . (124)

Werden diese Beziehungen in (120) und (121) beriicksichtigt, so folgt weiter
Col wz = Cof (wz + 2nwe) , Tangwz = Tang (wz & n7i), | 195
Ginwz = Gin(wz 4+ 2n=x1), Cotgwz = Cotg(wz &+ nxi).| (123)

Exponential- und Hyperbelfunktionen sind hiernach periodisch mit der imaginiren Periode 2m1.

0) Beziehungen zwischen Hyperbel- und Kreisfunktionen.
Wird in (96) und (113) @ mit ¢w vertauscht, so erhidlt man

Coltwz = coswz , coswz=Colimz ,

. . . e l (126)
Giniwz =isinwz sinwz=—iGiniwz . |
Tangiwz = itangwz , ®tangwz= —iTangiwz, | 127)
Cotgiwz = —icotgwz, cotgwz=1Colgiwz . | (127

Ferner folgt durch Vertauschen von w,z, mit twyz, in (103) und (114) in Verbindung mit (126)
und (127)
Cof (wz + 1wy 2g) = Col w2z cos w2y + ¢ Siwzsinwyzy, |

. . . 128
Sin(wz + 1w 7o) = Sinwzcoswyzy + iCojwzsinwyzy. | (128)

) . Tangwz + itang v, z . 1—Cotgwzcotgw, z, 5
Zang ((I?Z + 7/(,()0 Zo) 1 + i zang @ ztang{:}; 0 @Dtg ((U 2z + ? (.Uo ZO) (Sotg © 'z*:C*O'DU @y 2, . (1_9)

p) Funktionalbeziehungen der Hyperbelfunktionen.
Durch einfache algebraische Operationen folgt in Verbindung mit (108) und (112)

w=Ginwz , Jw+l=Colwz , | ﬁ%i = Tangwz, ! w2w+ 1 Cotgwz ;
w=ECfwz , Jwr—1=Ginwz , Tzl _ Tangwz, e = Cotgwz ;
w Jw?—1 ,
. (130)
w=3Tangwz, ! = Qotgwz , Y = Ginwz , - Cojwz ;
w ] 1 —u? J1—u?
1 1 . w
w=Cotguwz , - = Tangwz, e = Ginwz |, - =Colwz
w ] w* —1 } w?—1
Mit Hilfe von (128) und (129) ergeben sich die Transformationsgleichungen
Cojz = (— 1)nCof (n7s + 2) = (— 1)"Cof (n7i — 2)
=13(—1 )”+16m(2"+ ~1+z)—z(— l)"+16m(2n;_1 i——z\), I (131)
= 2
Sinz = (— 1)1 Gin (nri + 2) = (— 1)*+1 Gin (ni — 2) (n=0,1,2...)
=14 (— 1)»*1 Cof (2n Elri—{—z):i(——— 1)n Gof(2n+1ni—.z).

Tangz = Tang (n7i + 2) = — Tang (nwe — z) = Cotg (2"+1,.i+z).
:—(zotg(’“;l,—.pz),

‘ ' am 1 Sy (rm=0,1,2..0) (132)
Gotgz:Gotg(nni+z):——(Zotg(nrri——z)=‘Iang( - 2 m}—z)
e

= — Tang mi—z).
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8. Die arcus-Funktionen und Area-Funktionen.

a) Definitionsgleichungen und Verlauf im Reellen.

Die Umkehrungen der Kreisfunktionen werden als arcus-Funktionen, diejenigen der Hyperbel-
funktionen als Area-Funktionen bezeichnet. Ihre

Definitionsgleichungen lauten
174
W T
T H
x4
Z
o
3z
z -7
Ay 7 wi
4
.4 -
¢ W-arccosz
/% z=cosl/
W
‘ 1
% —om
2
Abb. 25a. Abb. 25b.
z=cosw , W = arc cos 2
z=sinw w=arcsinz
z=tangw , w = arctangz
z =cotgw w = arc cotg z
z=0ojw , w = Ar Cof 2
2= Ginw w=Wr Sinz
z=Tangw , w= Ur Tangz
z= Cotgw , w = ArCotgz
W
74
54 g ;5 ¢
W=AcGinz -7+ W=%rGofz
Abb. 27.

w w
4 sz
Z N
m__[ ______ 2 —————-
ir I
H G
J,W_[ _______ e
W=arc tangz W=arccotgz
z=tangl/ z=tang W
T x
Z
7 A 1 Z - o7 Z
X J
z 2
// “““
_ix I
Z H
, Abb. 26a. Abb. 26b.
" ( (arcus-Funktionen). (133)
> 1 (Area-Funktionen). (134)
R Wi
I+
a W=ArCotgz
74
0 - ;
L%rTangz £ g ‘
Abb. 28.

Fiir reelle Argumentwerte ergibt sich der aus Abb. 25 bis 28 ersichtliche Funktionsverlauf. Nach
den Darlegungen unter Ziffer 5 bis 7 stellt w in diesem Falle den Bogen auf dem Einheitskreise
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bzw. den Flacheninhalt zwischen der Einheitshyperbel und ihren Asymptoten dar; hierauf
griinden sich die Bezeichnungen arcus- bzw. Area-Funktionen.

Entsprechend dem periodischen Verhalten der Kreis- und Hyperbelfunktionen sind die arcus-
und Area-Funktionen mehrdeutig. Fiir die Zwecke der Anwendung muB daher stets noch eine
Bereichsbeschrankung hinzugefiigt werden, z. B. w=arc cos z fiir w zwischen 0 und r.

b) Differential- und Integralformeln.
Unter Heranziehung der Differentiationsformel

dw _ 1
dz_'d_z
dw

folgt in Verbindung mit den Differentiationsformeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen aus (133)
und (134)

darccosz _ 17_ _ r__r 1
dz Todeosw T —sinw T 1T _cosfy  |1— 22
Tdw
darcsinz 1 1 o + 1
 dz T dsinw cosw ' |1 _gintw @ J1—22
4w (135)
darctangz 1 0. o 1
Tde T dtangw YT T il T o
dw
darccotgz 1 e . L 1
dz Qﬂg@ - T 1+cotgtw 142"
dw
dUrCofz 1 _ 1 1
dz dCofw Sinw l@on—l |£2_1 ’
dw
dGmz 1 1 11
dz - dGinw T Cofw T | Gintw 1 21
d
¥ (136)
dUrTangz 1 Cof2w — LSNP
dz dIangw T 1 —Tang?w ~ 1—22°
dw
dArCotgz 1 o 1 1
dz d@otgw — Ginfw = —Gotg?w ~ 1-—z?
dw
D1e Integration von (135) und (136) fiihrt zu den Integraldarstellungen
" dz
arccosz =¢— | —-— , WeCojz=c /
/ J1— 22 ) i T ~1
dz
arcsinz = ¢ 4 lﬁ ‘Hrthz—c—[—/lﬁ_l
(137)

arctangz =c -+ [1_*_22 ,

arccotgz =c— /1_1_22 )

Aus ihnen folgt

‘lIrIangz—c—{—/ ; (121 < 1),

arccosz -arcsinz =Lkonst.
arc cotg z +arc tang z =konst.

‘l[r(intgz=c+fl—d_z;§ (lz[>1).

Wird die Bereichsbeschrankung so gewihlt, daB fiir z=0 die Funktionen arc cos z und arc cotg z
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den Wert -, und arc sin z und arc tang z den Wert 0 annehmen, so ergibt sich in beiden Fillen
die Konstante zu ; und man erhalt '

arccosz = - — arcsinz '

(138)

n-iwf‘al

arccotgz = —2— — arctangz. l

Durch partielle Integration unter Benutzung von (135) und (136) folgt fiir die unbestimmten
Integrale der arcus- und Area-Funktionen

/’.arccoszdz = z arc cos z +/ll —fdzﬁzarccosz—yl—z2 ,
/.arc sinzdz = zarcsinz — / dzﬂzarcsmz—f—yl—zz ,
' (139)
/arctangzdz_zarctangz / - dz—zarctangz— In}'1+ 22 ,
/arccotgzdz— zarccotgz -+ / i + ,dz =zarccotgz +In}1+ 22
| MCofzdz = 2 Aoz — /‘ " de=2WColz— ) -1 :
. ze —
/‘Hr@mzdz—z‘)lr@mz—/—r;,,-,— dz=2WcCinz— |22 &1 ,
: 12 +1 (140)
/QIrZangzdz =2zrTangz — /—}3 dz=2rTangz + In j1 — 22 ,
/‘lIr(Sotgzdz 2ArCotgz — / rrrrr dz =2zWcCotgz +1Inj2— 1

- ¢) Zusammenhiinge der Area-Funktionen mit der Logarithmusfunktion.

Aus dem durch (120) und (121) dargestellten Zusammenhang zwischen den Hyperbel- und
Exponentialfunktionen ergibt sich ein entsprechender Zusammenhang zwischen den Area-Funk-
tionen und der Logarithmusfunktion. Wird in (120) und (121) w =1 gesetzt und z mit w ver-
tauscht und gleichzeitig (121) noch nach e”? bzw. e* aufgeldst, so erhilt man die Gleichungskette

I — 1+ Zcmgw l Cotgw +1 (1
41)
Cotquw —

e* = Cofw + Ginw = Ginw + } Gin2w + 1 = Cofw + JCoPPw — 1 = T~ Tangw =
Hieraus folgt durch Umkehrung

JO—

w=In(Ginw + } Gin2w -+ )—ln( w-{—]Con—l)

1j—71ﬂlgw /Gotgw -1 (142)
] — Jangw ]r Gotgw — 1°
Setzt man hierin nun der Reihe nach
Ginw ==z, Cofw =1z, fIdnngz, Cotqw =2
und entsprechend )
w=ArGinz, w = ArCo|z, w= At Tangz, w = rCotgz,
so ergibt sich
WeSinz =In (2 22+ 1) ,  eWGinz— g, 12 ] ,
WCojz =1n (z +-122—1) , eWCoiz — 5 121 ,
' (143)

1—2 z

(
(
‘JIrZangz_ln] T+ (2l <1), e?[rZangz:]vi_i_z (7 <1),

ArCotgz = In (lzi>1). e¥rCotgz :‘ z;; ('z/>1).
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d) Darstellung einiger Logarithmusintegrale.
Die Einfithrung von (143) in (140) liefert

+ 122 —1)dz=2WCofz—}22— 1 ,

In(z+)(z2+1)dz =2 W Ginz—J22 + 1 ’

In

/
/ln] »1+'zdz:z‘JIrZangz+ln]1—z2 (z<1),
/ ' - z‘:szIr(ZDtgz—{—]n}";élrl (z1>1).

e) Funktionalbeziehungen der arcus- und Area-Funktionen.

Mit den aus (78) und (130) fiir wz - w und w — z folgenden Gleichungsgruppen

f—— 1 _ .2
sinw=12z, cosw=}1—z?, tang w = /viz—,, cotgw:l!—»f
J1— 22 2
. R '1T—22 z
COSW == 2, smw=}1—z2, tangw = —— cotgw = —="-.
¥4 l 1— zz
tangw =1z, cotgw= - , sinw == fjfr—, cosSw = ,L
114 22 J1--22
1 . 1 z
cotgw==z, tangw= — , smmw = - - COSW = ~ —-
z J1 422 11422
N A
Ginw =z, Cojw==122+41, Tangw= " —, Cotqw = [t
l/ 2L 1 2z
. e ]/z_ZTI z
Cofw =z, Sinw= 22— 1, Tangw = "~~~ Cotgw = -
2 ]2 —1
Iangw =1z, Cotqw= 1 , Sinw= - Cojw = L
2z } — 2 ]'1 — 22
Cotgw=2, Tangw— , Sinw—= ' Cojw— — = .
2 J22—1 122 —1
ergeben sich fiir die arcus- und Area-Funktionen die Gleichungsketten
]‘i —z

z
w = arc sinz = arc cos | 1—22 —arc tang ——=—— = arc cotg —~—— |
— Z

. 5 ]F»:éz 2
= arc cosz = arc sin }'1 — 22 == are tang - , = arc cotg ==,
—Z

A 1 . z
w = arc tang z = arc cotg -, = arcsin T3 = arc cos T ,
] z ' z

1 1 z
w = are cotg z = arc tang -, = arc sin i == arc cos - T ,
¥ 2 z

w= At Sinz = ArCof } 22 + 1 = Ar Tang ]—f:_ - = U Cotg ]‘—32—;—1 ,
w = r Cof z = Ar Sin 22— 1 = Ar Tang —z— — = ArCotg —f»-r—lr

w = Ar Tang z = Ar Cotq —i = A Gin E o= Ar Cof 1—1—2 ,

—Z

w= Ar Cotgz = Ar Tang- 1_ At Gin -~ = W Cof — * -

2 J22—1 Jz2—1

31

(144)

(145)

(146)

(147)

(148)

Die vier arcus- und Area-Funktionen lassen sich somit durch rein algebraische Transformationen

ineinander iiberfiihren.
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f) Additionstheoreme der arcus- und Area-Funktionen.

Unter Heranziehung von (147) und (148) ergeben sich aus (47), (67), (103) und (114) die
Additionstheoreme der arcus- und Area-Funktionen. Der Rechnungsgang moge am Beispiel der
arc sin-Funktion erliutert werden. Zunichst liefert (47) mit wz=arc sin v und wyz, =arc sin v

sin (arc sin « +arc sin v) =sin (arc sin «) cos (arc sin v) 4 cos (arc sin «) sin (arc sin v) .
Nun ist aber nach (145) und (147), wenn z durch u bzw. v ersetzt wird,

sin (arc sinu) = u, cos (arc sinu) = cos (are cos |1 — —u?) == Vl —u?,
sin (arc sinv) = v, cos (arc sinv) = cos (arc cos | 1— 112) =11—2,
und man erhalt
sin (arc sinu 4 arcsinv) = u 1 —v2 + v} 1 — u2,
oder auch
arc sin u -+ arc sinv = arcsin (u }1 —o* 4 v j1 —u?).
In ahnlichem Rechnungsgange ergeben sich die nachstehenden Formelgruppen:

arc sinw - arc sine = arc sin (uvl — 2 iv}l—uz) —arccos(V 1—u?) (1—v?) Fuv)
arcsinu + arccosv = arcsin (v 4 J(1- —u2) (1 —o?)) =arccos (v)l —u? Fujl—e?)

arc cosu + arcsine = arcsin (J(1 —u?) (1 —v?) + uv) = arc cos (w1 — v Fo y1—w?)
arc cosu - arc cosv = = — arcsin (v | T—u+u)l— v_z) =arccos (uv F (1 — u?) (1— %))
U+ v 1T uv
arc tangu + arc tang v = arc tang Ty ATC cotg i’ (149)
arc tang u 4~ arc cotg v = arc tang 1’;: 1 = arc cotg v:iul )
arc cotg u - arc tang v = arc tang :thu - = arc cotg l—jg%vv )
arc cotg u -4 arc cotg v = arc tang ——!,_31 = are cotg ;ul .

Ar Sinw 4 Ar Ginv = Ar Sin (ujo2 + 1 4+ v jut + 1) = A Cof (J(u2 + 1) (* + 1) - uv) ,
At Ginu + Ar Cojv = Ar Gin (wv + Y2+ 1) (B — 1)) = A Cof (v Y + 1 L u}o2—1)
Ar Cof u 4 Wt Ginv = At Sin (Ju2 — 1) (> + ) J—fm-) A Cof (v Vv2+1 j:v]ﬁﬁ; 1),

Ar Cof u 4 Ar Cofv = Wt Gin (v/u2—1 :t wyer— 1) = W Cof (wv & Y(u2— 1) (02 —1)) ;

W Tang u + WUr Tangv = Ar ‘ﬁmg o™ = W Cotg li—qu’ , (150)
Ar Tangu 4 Ar Cotg e = Ar Tang = :t = Ar Cotg — Iiul ,

Wr Cotgu 4+ Ar Tangv = Ar fIang ﬂ: = WrCotg lu fuvv ,

r Cotgu + Ar Cotge = Ar %ang — = ‘JIr(Sotguvv ful

Wird in (149) und (150) v=wu gesetzt, so ergibt sich fiir das obere Vorzeichen

: 1 T
arc smu-—garcsm(.?uyl—uz) -5 arccos (1 — 2u?) ,
arc cos u = ; ; arcsin (2u J'1 —u2) = —% arc cos (2u% — 1),
151)
1 u 1 — u? (
arctangu = -5 arc tang y— ; = 5 arc cotg —.~ ,
1 2u 1 —1
arc cotgu = - are tang -, = 5 arc cotg 5
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Wr Ginw = Ur Gin (2uur + 1) = | ArGof (2u? + 1) ,
At Cof u = —; Ar Sin (2u Jur—1) = ; Ar Cof (2u? — 1) ,
1 1 u? +1 (152)
Ar Tangu = 3 Ar Tang —— P —H =3 W Cotg ——— (u2<1),
W Cotgu = - 5 UAr Tan = L W Got ?f?i—l (u2=>1)
Shet L 8w + 172 875y =1).

Entsprechend der Mehrdeu’clgkelt der arcus- und Area-Funktionen gelten die Gln (149) bis (152)
nur in Verbindung mit einer dem Werteverlauf Rechnung tragenden Bereichsabgrenzung. Fiir
reelles Argument besitzen die Gln (150) und (152) unbeschrinkte Giiltigkeit.

g) Arc sinus und Ur Sinus-Funktion als hypergeometrische Reihen.

Es sei nun die Funktion
arcsin} z
Jz -

betrachtet. Zunachst folgt fir die erste und zweite Ableitung

dw _ 1 __are sin}'z g"’_w_ 3 1 3arcsin} z
dz 2,11 —2 2zYz dz* 422Y1—2  4z(1—2))1—z 42212
Fiithrt man diese zusammen mit w in die leferentlalglelchung
— 5 dw 1
z ew wo__
d22 +z(z——1 dz +z(24_ 1)—0 (153)

ein, so wird sie identisch befriedigt. Die Ausgangsfunktion ist somit ein Partikularintegral dieser
Differentialgleichung. Ein zweites Partikularintegral liefert die Funktion

1

w = ﬁ ,
wie man durch Einsetzen sofort bestatigt. Zu (153) gehort daher die allgemeine Losung
d*w dw 1w . __aresin}z | ¢

22 +z(z__1) dz + (24__ 1) —‘0: w = ]ﬁ;i*—i_]_/f . (154)
Setzt man in (3) x =4, f=+, y=-, so geht (3) in (153) iiber. Die D1fferent1algle1chung (153)
ist hiernach elne GAUsssche leferentlalglelchung, so daf3 die allgemeine Losung auch in der Form
v d Tw : 155
dzz_‘"’*" 1) d?‘*‘;@;])::(): w:ch(%J%:g )+62 (2,2,2,1——*2) ( )

angesetzt werden kann, wobei F (3, 3,3, 2) und F (3, §, 3, 1—2) nach (2)* und (2)* die hyper-
geometrischen Reihen

- 1 1.3 35 4, 1:3:5:7 ,

F(o, 3 b =1+552+5 5% +2467z "3.2.6.8.9° T ' (156)
1.3.5 1.3.5.7 9

F(,,, 0 1—2)=1+4+3(1—2+ (1“)2+246(1 )+5Z'6’§(1_2)4+"'[

darstellen. Man erkennt nun sofort, daB die mit ¢, bzw. ¢, multiplizierten Partlkularlntegrale
von (154) und (155) identisch gleich sein miissen, denn beide Losungsformen gestatten eine
Potenzreihenentwicklung an der Stelle z—=0 bzw. z=1 und nehmen an diesen Entwicklungs-
stellen den Wert eins an. Ein Beweis dieser Behauptung ist lediglich fiir den arc sin-Ausdruck
zu erbringen, der an der Stelle z=0 den unbestimmten Wert 0/0 annimmt. Man erhilt nach
bekannten Methoden

d — . 1
. lim arcsinl’z) o lm —= —— .
l.marcsm][z _z—)ﬂ ( “_lyi) _Z—>02VZ ll-z-_ 1
0o}z im - (}z lim
z“’ zh—r:lo dz(l 2) z—>0 2]/2

Tolke, Funktionenlehre. 1. Band. 3
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Somit folgt durch Vergleich von (154) und (155) in Verbindung mit (156)

aresinfz _ 5oy o103 594 L 13 o, 1.35 5 1357 ) .
Ve =FGm5d=1+t532 5557 ts467  Taa680¢ T (157)
In entsprechender Weise sei nun die Funktion
_ U Sinyz
1z
betrachtet, die zufolge ihrer Ableitungen
dw__ 1 WGin)z dw 3 1  3%WGinjz
dz 22114z 22z ’ dz? 4221 +2 4z(1+2)11+2 4221z

der Differentialgleichung

v | Ztydw | jw
dz? z(z+l)%+z(z+T)
geniigt. Auch hier liefert die Funktion

=0

1
iz
ein zweites Partikularintegral, womit sich die allgemeine Losung in der Form

w =

d?w 22+ = dw Tw - . ﬂIerlz c?
@ tieing Tesn=0  w=a 17 Va (158)

darstellt. Nun 148t sich aber (158) sofort in (153) iiberfiihren, indem in dieser z mit —z vertauscht
wird. DemgemaB tritt jetzt an Stelle von (155)

d*w 2z -2 duw Tw
=0, w=aF( AP G AL ). (19

Durch Vergleich von (158) und (159) in Verbindung m (156) ergibt sich
W Gin}z _ 1 1-3 1-3.5 1-3.5.7
",;*—F(“%’%’—Z)—1_ﬁz+mzz—’27ﬁ P+ 6597 (160

h) Potenzreihendarstellungen von arc sinus- und 2% Sinus-Funktion.
Ersetzt man in (157) und (160) Jz durch z, so folgen die Potenzreihendarstellungen der
arcussinus- und Areasinus-Funktion in der Form

1.3 1:3-5 1-3.:5-7
3 5 7 I | IO Y
arcsmz~z+23z+245 T316.7° T2.4.6.8.9° + ’]

(lz <1)  (161)
N Sinz = 2__.,,_1 ‘23+ ,,1__'.,7 1. 3,i 27 + 73 ,,L 29 — ... I
o 2.3 2-4-5 2.4 2:-4. 9 ’

i) Komplexe Transformationen zwischen arc sinus- und Ur Ginus-Funktion.
Aus (161) liest man unmittelbar die Richtigkeit der komplexen Transformationen
arcsiniz=¢ A Ginz, WArGiniz=1arcsinz (162)
ab.

k) ¢ Tangens-und arc tangens-Funktion als hypergeometrische Reihen.

Weiterhin sei die Funktion
_ UrTangjz
Jz
betrachtet, die zufolge ihrer Ableitungen

do_ 1 WTenglz Lw_ 3, 1 3%WTangjz
dz ~ 2z(1—2) 22z Yod22 T 422(1—z) | 22(1—2)? 42)z
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der Differentialgleichung

2w | vz—3dw o

a7 Tae— ) dz Tae—1 0
geniigt. Die vollsté,ndige Lt‘)sung dieser Differentialgleichung lautet

2w 2 dw 2 w _ . WrTanglz | ¢,
dzt + z(z — 1) dz + z(z — 1) =0, W=10 V2 + V2 (163)

Setzt man in (3) =+, =1, y=1, so geht (3) in (163) iiber, und man erhalt eine zweite Losungs-
darstellung in der Form

1
*w «
z(z )dz gm)zo, w:CIF(%,1,%,2)+62F(';—1,1,1—Z), (164)

mit den hypergeometrischen Funktionen

2 23 4
F@UL%@:1+§+%+7+%+“H

] (165)
, 1-3 1. 3 5 1.3.5-7 \
Durch Vergleich von (163) mit (164) in Verbmdung mit (165) erglbt sich
Ar Tang}z. . z 22 22 2
Ve =FG. L) =14+5+5+5+g5+ . (166)
Eine entsprechende Betrachtung im Anschlufl an die Funktion
o arctang)z
="
liefert
w22+ 5 dw O _arctanglz | ¢,
dzz + z(z + 1) E + Z(Z ) =0 ’ W= VT i/;: (167)
beziehungsweise
2z d 1w
22+22(z_—}’:12)d1:+ (3 ’1’)203 w_ch(za :2’_ )+62 (2;1;131+z)- (168)
Durch Vergleich beider Losungsformen in Verbindung mit (165) folgt
tanglz . z 22 2, 2
am—ﬁgf =F (3,15, =1—g+:—5+5— . (169)
1) Potenzreihendarstellungen von arc tangens- und Ar Tangens-Funktion.
Wird in (166) und (169) }z durch z ersetzt, so ergibt sich
" . # 8 2 2
arc angz—z—g,-g—ﬁ——{wg——---,l |
L (1z <1) (170)
WeTangz =z + 2 L2 2 L2 .. l
8 T3TE T T

m) Komplexe Transformationen zwischen arc tangens- und €r Tangeits-Funktion.
Mit (170) bestéitigt man die Richtigkeit der komplexen Transformationen
arc tang 1z=1¢ ArTangz, WArTangiz=r¢arctangz. (171)

n) Reihene_ntwicklungen und komplexe Transformationen
fiir arc cotangens- und AYr Cotangens-Funktion.

In Verbindung mit den aus (147) und (148) folgenden Beziehungen

arctang % = arccotgz und Ur i"wng-:— = ArCotg 2
3*
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folgt aus (170)
_ 1 1 1 1
' z _3éﬁ+5z5_5'277_""l
1,1 1 1
+§;s+5j+f’zs+"'-l

z
Hiermit bestatigt man die Richtigkeit der komplexen Transformationen

arccotgz =
(zi>1). (172)
ArCotgz =

arccotgiz=—1¢ ArCotgz, WrCotgiz=—iarccotgz. (173)

9. Die hyperbolische Amplitudenfunktion und ihre Umkehrung.

a) Definition der hyperbolischen Amplitudenfunktion.
Nach (135) folgt fiir den Differentialquotienten der Funktion 2arc tang e*

d 2e? 1 1
Ez (2 arc tang ez) = iii- o = E@;%—e;:) == @’iz. (].7-1-)
Hieraus ergibt sich
zﬁ- — 2arctang e: — 2arc tang 1 = 2arc tang es —
Soft — g gl=-= g g
0
Dieses Integral wird gemif3
z
o [dt N d%mpz 1
Amp 2 —./W = 2arctange — 5, A (175)

. 0
auch als hyperbolische Amplitudenfunktion bezeichnet.

b) Reelle Wechselbeziehungen zwischen Kreis- und Hyperbelfunktionen.

Die hyperbolische Amplitudenfunktion gestattet die Darstellung der Hyperbelfunktionen
durch Kreisfunktionen. Wird zunichst cotg Amp z betrachtet, so folgt bei Beriicksichtigung von
(80), (67) und (120)

cotg Amp z = — cotg (:2[ — 2arc tang et) = — tang (2 arc tang e)

2 tang arc tang ez 2e 1

" 1—tang®arc tang e 1—e*  Ginz

Hieraus ergeben sich in Verbindung mit (145) und (108) entsprechende Formeln fiir die iibrigen
Kreisfunktionen. Man erhalt
sin Ampz = Tangz, Ginz = tang Amp z,

1 .
Eofz Cofz = —— — )

tang Ampz = Ginz Tangz =sinUAmp z

cos Ampz =

(176)

1
cotg Amp z = Ginz Cotgz =

sin WAmp z

¢) Umkehrung der hyperbolischen Amplitudenfunktion.
Durch die Gleichungen '
Amp w = 2, w=ArAmpz, Ump W Ampz =2z (177)
wird die Umkehrung der hyperbolischen Amplitudenfunktion definiert. Fiir diese folgt

do_ 1 _ L e
dz = dz ~ ddmpw — 1
dw dz Coju
oder bei Einsetzung von w und Beriicksichtigung von (176)

dUr Amp 2 1 1

Tap o =G Ampz = s e Wmpz — cos 2
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Da gemaf (175) Ump z fiir z = 0 den Wert Null annimmt, muB auch Ar Amp (0) den Wert Null
annehmen. Man erhélt daher durch Integration

4

[ dt dWrWUYmpz 1
A lepz —/‘ng , T ds T cosz® (178)
0
Wird in (178) z mit ;—z vertauscht, so ergibt sich
R T R T ) A% Amp (% — 2
wermp( — = [ = [ 2T _rar el
2 ) cosg . (jr _ ) sing dz sinz
0 .,_zsm 3 5
Ferner folgt durch Vertauschen von z mit 7 —2
T2 -z z 0 z T _
=% _ A==y _ (4 4t | &b (4l
Ar Amp (7—2) _0" cos{ —0./ cos (m — ) —7./ cosC __lj cost b/ cos O/COSZ +AAmpz

Nun verschwindet aber das von © bis 7 erstreckte Integral angesichts der Polarsymmetrie von
cosz in bezug auf z= % Es verbleibt daher
A Ymp (7 —2) = WwAmpz . (180

d) Potenzreihenentwicklung von Amplitudenfunktion und Umkehrfunktion.
Gemaf (175) und (178) koénnen die hoéheren Ableitungen von Ump z und Ar Amp z sofort
hingeschrieben werden. Mit ihnen erhalt man die Maclaurin-Entwicklungen

3 5 7 w
‘lImpz——*z—%—}—;;“%:@%*“' ,]

2

2 | 2, 6l l (181) 71

! |

6 24 T 5000 T

Vertauscht man in (181) z mit ¢z, so folgt —— , , ; —
. . 2 25 6127

ﬂmp@z:z[z+§+ﬂ+m+...},l

. . 2 2 617
‘Hrﬁlmpm:z[z— §+§4_M+...}’l

WeAmpz =12z -+

oder in Verbindung mit (181)
Ampiz=sWAmpz, ArAmpiz=+WAmpz. (182)

Aus Abb. 29 ist der Verlauf von Umpz und Wr Ump z fir reelles
Argument ersichtlich.

10. Trigonometrisch-exponentielle und hyperbolisch-
exponentielle Produktfunktionen.

a) Definierende simultane Differential- und Integralgleichungen.

Wird in der zweiten der Differentialgleichungen (9) w mit we'* ver-
tauscht, so erhilt man

~1

dw . Tu
dz —}-CUC“‘U):O, w=(Cewze .

Nun ist nach (45)

]

——_—— N
1
S
«F

- 44_,_._._____.;___1\,I§* —_— T — - -
N

€% = cosx -+ ising, ewz¢ " — g—vzcose [cos (wzsina) — isin (wzsina)].
Dies ergibt, wenn gleichzeitig gemés Abb. 29b.
C=0C,+10,
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eine komplexe Aufspaltung der Integrationskonstanten vorgenommen wird,

‘?: +o(cosx +isina)w=0, w=(C,+1C,)e %3¢ [cos (wzsinx) — isin (mésin(x)rl . (183)

Wird in (183) w in Real- und Imaginirteil aufgespalten, so folgt

w=1u-+1iv, u=Ce2%cos (wzsina) + Cye~*2%“sin (wzsing) , | (184)
v = — C ewze0segin (mzsina) 4 Cpe—@2%5¢cos (wzsina). |
Geht man mit w =wu- 4o in die Differentialgleichung hinein, so entsteht eine komplexe Identitéits-
gleichung, die sich den Real- und Imaginérteilen entsprechend in zwei Identitatsgleichungen auf-
spaltet. Da die letzteren wieder Differentialgleichungen sind, stellen # und v deren allgemeine
Losung dar. Man erhilt

d . . . ' : .

d: +uwecosx —vwsinx =0, l w= (e~ wiBu«cos (wzsinx) | Cye—w208¢gin (wzsinx) I
d . : : . (185)
Zi: + vwcosx + uwsina =0 , [ v=—(C ev20sagin (wzsine) 4 C,e—22%8¢ cos (wzsing) . l
Wird in (185) « mit s«, « mit s und C; mit :C, vertauscht, so ergibt sich weiter

‘j{: + wwCojx —vw Gina = 0 l u = C, e~z Qo] (wz Ging) 4 C,e— €0 Gin (wz Ging) | l s
186
%Z +voCofa —uw Gina =0 ' v = (e 2% Gin (wz Gina) + (e Eof (wz Gine) . {

Der Aufbau dieser simultanen Differentialgleichungen und ihrer Losungen legt es nahe, an
Stelle von w und « neue Parameter gemi(

WCoSK = a, wCola=a
. bzw. .
wsinx = b, wGine =1b

einzufiilhren. Mit ihnen lauten (185) und (186)

%+au—bvzz0,l w=Cyetoosbz - Cye—ossindz |

(187)
‘%+av+bu:0,l v=—C e"%sinbz 4 Cye % coshz. ’
%—-I—au—b’[):o’] u:C'le*az(SDibz—f—Cze—“zGinbz 5 l

(188)

‘(% +av—bu=0, I v=_C1e"%Cinbz 4 C,e~%*Cojbz . l

Die Gln (187) konnen als die Differentialgleichungen der trigonometrisch-exponentiellen, die
GlIn (188) als diejenigen der hyperbolisch-exponentiellen Produktfunktionen bezeichnet werden.

b) Differential- und Integralformeln.

Werden in den ersten der Gln (187) und (188) C; =1, C,=0 bzw. ¢, =0, C, =1 gesetzt, so
folgen die Differentialformeln

c;i;(e—“cosbz) = —e % (acosbz 4 bsinbz) ,
;Z (6= *?sinbz) = — e~ % (asinbz — bcosbz) ,

- | (189)
- (e=*@ojbz) = —e**(aCofhz — b Ginbz)

gé (=4 Ginbz) = — =% (a Sinbz — bCofbz) .
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Die entsprechenden Integralformeln ergeben sich mit C, =% , Og=— 7(1; bzw. C, = % , Oy= % zu
fe—“cosbzdz =— *efu(aczyj:;bsmbz) ;
/e—“z§inbzdz: — e_“(bcf;bj;;asmbz) , 190
]r“zGoszdz:— ef“’(a(izzlfz;beinbz)’ (190)
./‘e—‘“ Ginbzdz = — e‘u(b&:jzbi;aeinbz) .

¢) Funktionsverlauf im Reellen.
Mit den Transformationen

nehmen die Gln (187) die Normalform

%+Au_v:0,l u=C,e *cosi - Cye*sinf l

dv . " (191)
E§+M+u:0 , J v=—C e *sinf 4 Cye*cos{, l
an, Werden die darin einander zugeordneten Funktionen gemaf
7 E=e"*cos{, ny=e"*sinl (192)
¢
Wl
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auf ein kartesisches System be-
zogen, so entsteht die Para-
meterdarstellung einer logarith-
mischen Spirale mit dem Bogen
des Einheitskreises als Para-
meter. Im Falle 4 > 0 heifit die
Spirale eine Dampfungsspirale
(Abb. 30a), im Falle A <0 eine Aufschaukelungsspirale (Abb. 30b). Wird die Spirale als Polar-
diagramm aufgefaBt, so folgt der Radiusvektor zu

o=V Fnt=e%, (193)

Abb. 32.
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Diese Funktion wird fiir A > 0 als Dampfungsfunktion, fiir A < 0 als Aufschaukelungsfunktion
bezeichnet ; sie ist im wesentlichen fiir den Verlauf der trigonometrisch-exponentiellen Produkt-
funktionen bestimmend, wie die Auftragungen von §(f) und #%({) in Abb. 31 bis 34 er-
kennen lassen. .

e

eAMips €

N NN W RS
T

Abb. 33.

~

.o
DN L N N & & © oy
; T LA R

Abb. 34.

Durch Integration zwischen den Grenzen z, und z gehen die Differentialgleichungen (187)
und (188) in Integralgleichungen iiber. Bei entsprechender Anpassung der Konstanten C; und
C, erhilt man

u(z)—u(zo)—{—a;./; (z)dz—bz/ju (2)dz=0, “:“(z")e_“(H")Coib?f?zﬁjﬂ)aj_msin be—zy),
v(z)—v(zo)—{-az.fzz(v)dZ—}—bzaf;(z)dz:0> e Y cos big— 20 Y
u(Z)—u(zo)+ogn./Zu(Z)dz—bz{zv(Z)dz:0z u:u(z")e‘a(z—za)Eﬂl;(éo)_e%imeinb(z—zo),
o)~ vl bafo@)dz—b [u ds—o | PTHETITIENE A ) o

Von der Richtigkeit dieser Beziehungen kann man sich durch Einsetzen von w und » unter
Benutzung von (190) unmittelbar iiberzeugen.
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d) Definierende Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

In engem Zusammenhang mit den simultanen Differentialgeichungen (185) steht die lineare
Differentialgleichung zweiter Ordnung

4
dz
die beim Ausdifferenzieren bzw. Ausmultiplizieren in

d? . . d
,f:; + w (eta + e—za) d}: + a)220 =0

— . d —. |
[%%)—i—we““wJ—{—wei”[a@:q’—we““w =0,

und mit
et 4 et = 2@pftor = 2c0S o
in
' d*w
dz?
iibergeht. Es handelt sich also trotz der scheinbar komplexen Ausgangsform um eine Differential-
gleichung mit reellen Koeffizienten. Mit Hilfe der komplexen Ausgangsform erkennt man, daf}
die Losungen der beiden Differentialgleichungen

d
+ 2wcos« EL: + *w =290

dw —iua —
e +wettw=20

dw .
’dz +we+“‘w: 0

Partikularintegrale der betrachteten Differentialgleichung darstellen. Werden diese in der Form
(183) zugrunde gelegt, wobei 4-4 an Stelle von ¢ zu setzen ist, so liefert die Uberlagerung der
Losungen fiir ++¢ und —4 unter Einschaltung eines Faktors |

d?w

g2 T 2weosw %’: +wlw=0, w= é (C,+¢05)e—w7e3%[cos (wz sinw) — ¢ sin (w z sinw )]+

1 . . .. .
+ 5 (€, —iCy)e—wz003¢ [cos (w2 sina ) -+ 2 sin (wz sine )]

oder ausmultipliziert und zusammengefal3t
Pw
dz?
Fir « =0 und o« =n artet die Losung aus, indem das erste Partikularintegral e—? bzw. e'“?
und das zweite Null wird. Um ein Ersatzintegral zu finden, fithrt man zweckmiBig an Stelle

+ 2w cos & ‘% F0iw=0, w=C,e"2?%%cos (wzsin«)+Cye~ 2?5 “gin (wzsin«). (196)

von C, die neue Konstante ng} ein, mit welcher das zweite Partikularintegral die Form

sin (wzsina) 2 o—wz008a sin (wzsin &)

e———mzCOSlX
@ S & @WZ8In x

annimmt. Geht nun « nach 0 oder 7, so niahert sich der Bruch mehr und mehr der Einheit und
man erhilt als Ersatzintegral ze—*# bzw. ze % In Zusammenfassung dieser Ergebnisse erhilt man

‘g‘; i2w'§:+wzwzo, w=Cetvz L Cyzet?, (197)
Wird in (196) &« mit 2o und C, mit —iC, vertauscht, so folgt in Verbindung mit (96
2 2 g g
2
T L 20Ga ! Lotw=0, w=C,eWeGol(wz Gina)t-Cye e Gin (0z Ging).  (198)

Dieses Integral 148t sich noch in durchsichtigerer Form schreiben, wenn C; mit C; +C, und C,
mit C; — C, vertauscht und gleichzeitig (120) beriicksichtigt wird. Man erhalt dann
w=(C,+C,)e 228N Ep| (wz Cinx)+ (C; — Cy)e—w2C%« Gin (wz Sinx)
::01 e—u:z((CDfu—Ginu) +Oze—w2(¢07a + Gina) :Ole—wze_a +026—¢v)ze+ « .

oder zusammengefaf3t

dz — .y [74
d;’ +2w(€07(x%—}—w2w:0, w=C,e-wz¢ —,‘—026—“’“4”‘ . (199)
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Wird in (196) © mit 0 und & mit tx +32r— vertauscht, womit cos & in (—¢ Sin «) und sin & in
Cos « iibergeht, so ergibt sich bei dhnlicher Zusammenfassung der Losung wie im vorigen Falle

2
(fl—zu: +20 Gina%i: —0?w=0, w=Cetor " fCe 0", (200)

e) Lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Mit den Gln (196), (197), (199) und (200) wird die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten, etwa in der Form

‘f;z—“; + a%% 4+ bw=0 (e und b positive reelle Grofen)

vollstindig beherrscht. Werden o und « jeweils durch a und b ausgedriickt, so ergeben sich
die nachfolgenden Abgrenzungen und Loésungen:

dw  dw oo 2o _C —5 ( /;7) c —57 . ( /g_,?>
d25+aﬁ+ w=0, a< , w=0e cos z] vy +Cye sin zV —5)
a
a=2)b, w—(C,4Cyz)e %' (0D
a @ a at
a>21/7), w=Cle_—(-E+VZ—b)z+02e—(2—VZ_b)z ;
L e / s a . —s
‘::—;f~a%i: Lbw=0,a<2}b, w=C’1eT2zcos(\z]'b——%> +Cze+2zsin<zl,b——%2),
. a
a=21b, w=(C,+Cyz)e’ 2 C(202)
a far (@ at
a>27b, wz.C’le(é_ z—b«)z —}—026(~727+vz_b)z ;
it . a o a
%+a%~bw:—_0, wzole*(]/i +b+§)’+02e+(vf+b_§)’ :
B o (203)
G, )
%—a?j—":—bwzo, w:Ole“(‘VZM—’?_)Z+02e+(VZ‘b+2)2

Die Differentialgleichung (201) heiBt Differentialgleichung der gedampften Schwingungen bei
linearem Widerstandsgesetz. Thr Hauptanwendungsgebiet liegt in der Elektrotechnik, wo sie in
der Form

dzJ R dJ 1
T ra e’ =0
geschrieben wird, in der J die Stromstirke, R den Widerstand, L die Selbstinduktion und K
die Kapazitit bezeichnen (Abb. 35). Der Schwingungszustand fir a < 2 Ybist eine echte Schwin-
w gung und die Partikularintegrale
verlaufen gemifl Abb. 31 und 32.
Die Schwingungszustinde fir

\ a=27b und @ > 2}b sind ausge-
Widerstomd W artete Schwingungen oder Kriech-
4 ¢ bewegungen. Je nach Grofle und
Vorzeichen der Konstanten er-
folgt der Xriechvorgang unter
Ausbildung eines Maximums oder
_ monoton oder unter Ausbildung
cines Minimums (Abb. 36). Die Schwingungszustinde fiir @ =271b werden auch als aperiodische
Grenzfalle, diejenigen fiir a > 2} als aperiodische Schwingungen bezeichnet.
Die Differentialgleichung (202) heit homogene Differentialgleichung der aufgeschaukelten
Schwingungen bei linearem Aufschaukelungsgesetz. Fiir sich allein, d. h. ohne Hinzufiigung einer

Aopezilit ¢ Selbstinduktion |

Stromstirke J
Abb. 35. Abb. 36.
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Storungsfunktion besitzt sie. nur theoretisches Interesse, da eine Aufschaukelung nur in Ver-
bindung mit stdndiger Energiezufuhr denkbar ist. Der Schwingungszustand fir a < 2yb ist
wieder eine echte Schwingung und die Partikularintegrale verlaufen gemaB Abb. 33 und 34.
Den Fillen @ =21 und @ > 2)/b entsprechen je nach GroBe und Vorzeichen der Konstanten Auf-
schaukelungen oder Abschaukelungen; die entweder monoton

oder unter Ausbildung eines Minimums oder Maximums ver-
laufen (Abb. 37).

Die Differentialgleichungen (203) stellen je nach Grofe und
Vorzeichen der Konstanten Kriechvorginge oder aperiodische
Auf- oder Abschaukelungsvorginge dar.

Auf dhnlichem Wege, wie es im Falle der Differentialglei-

chung (54) der harmonischen Schwingungen geschehen ist, lassen , / z
sich auch bei den gedimpften harmonischen Schwingungen ver- \
schiedene Losungsformen darstellen. Die wichtigsten von ihnen
sind nachfolgend zusammengestellt. "~ Abb. 37,
@ d T y—a) 15 a Ty 2
E;u; - a—(—l?:—{—bwzo, w:01e+2 ot COS[(Z—ZI)Ifb—%_+026+ e sm[(z—zz)l b aJ )
» F o —2) " T o (e—2 a?
a <2)b w=Ce 2 oS (z—zo)]/b——z +Che 2 sin (z—zo)l b—"; ;

T2, /R T2, A
w=01e+2 cos{(z-z,)l, b—%21+026+2 sin[(z~z2)l/b—%}

—a —— —a ——
w:Cle+ 2 zcos[(z—zo)]’/b—gJ +Cze+ 2 zsm[(z—zo)] b —6:'
Foz . a? Foz a?
w=Ce 2 cos zl/b——}—{—@e 2" sin zl b —4-—} ,
_fi —2 // a? _1 —2) . [ . / a?|
w=Ce 2 ¢ cos (z— zo)]f b—iiJ bzw. w=Ce 2 « sin (z— zo)]’ b— Z—— ,
Tz G For. b
w=Ce % cos (z—zo)] b—Z] bzw. w=Ce 2% sin V(z~z0)| vy
Fiir die Kriech- und Aufschaukelungsvorgéinge kann angesichts des einfacheren Aufbaus der
Grundlosungen auf die Angabe weiterer Losungsformen verzichtet werden.
11, Trigonometrisch-hyperbolische Produktfunktionen.
a) Definierende simultane Differentialgleichungen zweiter Ordnung.
Wird in (46) @ mit wet“ vertauscht und 4 =C, +1C,, B=C; —iC, gesetzt, so ergibt sich
in Verbindung mit (45) und (128)
‘f:ff: “-w2eicw =0, w=(C;+1iC,)|cos(wzcosa)Cof(wzsin a)— isin (o zcbsoc)@in(wzsinoc)] +
+ (C3— 1C,) [sin(wzcos &) Cof(wz sinx) 4 icos(wzcos & )Sin(wzsing)|.(203)
Wird in (205) w in Real- und Imaginarteil aufgespalten, so folgt
w=u—+1v, u=C,cos(wzcosx)Cof(wzsinx)+C,sin(wzcosx)Sin(wzsinux) -+ ‘
+Cysin (wz cos &) Cof (wz sin )4 C, cos (wz cosa) Sin (wzsin«), (206)
v=— (;sin (wzcos«) Gin (wzsin &)+ Cycos (wzcos x) Cof(wzsinw) + ’
+ C3cos (wzcosw) Gin (wzsina) — Cysin (wzcosx)Cof (wzsinx)

Geht man mit w=wu +7v in die Differentialgleichung (205) hinein und setzt man gemafl (45)

€*'% —cos 20 + 14 sin 2 ,

(204)
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so entsteht wieder eine komplexe Identititsgleichung, die sich den Real- und Imaginérteilen
entsprechend in zwei simultane Differentialgleichungen aufspaltet, als deren allgemeine Losung

% und v betrachtet werden konnen. Man erhalt .

d*u 9 .

g TUO cos2x —vw?sin26 =0, I
2

3,2, “+vw?cos 20+ uw?sin 206 =0 ,l

u=C;cos (wzcosx)Cof (wzsina)+C,sin (wz cosw) Sin (wzsina) -+ ]
-+ Cysin (wzcos« ) Cof (wzsina) +C, cos (wz cos «) Sin (wzsink)

v=—(;sin (wzcosw) Sin (w zsinx) +Cyco8 (wzcosx) Cof (wzsinx) -
+ C5cos (wzcosx) Gin (wzsina) — Oy sin (wz cos«) Cof (wzsina).

(207)

Diese Losungen lassen sich noch allgemeiner gestalten, indem in jedes Partikularintegral noch eine

Phasenverschiebung eingefiigt wird. Dies ergibt

(l X
+uw200s2a—vc02 sin2x=20 l

2
32 +vw?cos 20 4 uw? s1n2oc—*0,l

u=0C; cos [w (z—zl)cosoc](iof[ (V—zl)sinoc]+02sin[ (z — z,)cos&| Gin [w (z~zz)sinoc]—{—
+ C3sin[w (z — 23) cos | €of [w (z — zg)sinx| + C cos[ (z — z,) cos] Sin [o (z—z,)sina],
v= — Cysin[w (z— 2, )cosa ] Sin [o (z—2;) )sina |+ 02003[ (z —2,)cosx|Cof [w(@E— 2,)sina | +

+ 03003[ (z — 2g) cosa| Gin[w (z — 2)sinx| — C,sin [w(z— 2,)cos & | Cof [w (z — z,)sin«| .

(208)

SchlieBlich konnen durch Einfiihrung neuer Konstanten auch noch die Hyperbelfunktionen gegen

Exponentialfunktionen ausgetauscht werden. Dies liefert die dritte Losungsform

@u
dz?
@2y 9 2.t

- L vwicos2a + uw2sin 26 =0,

+uw?cos20 —vwlsin26 =0 , '

d2?
. w(z—2z,)sinx w(z—2z,)sine _.
u=0C,e cos|w (2 —2,)cos| + Cye sin [w (z — 2z5)cos o] +
+ Cye™ T M o5 [0 (z — 25) cos o] 4 Oy sin [ (2 — 2,) cos ]
v=— e sin o (2 — 2;) cos | + Cpe” T o5 [ (2 — 2,) cos ] -

Oy CT M0 [0 (2 — z) cos x| — €, e ETHM 00 [0 (2 — 2,) cos .

Mit den Gln (207) bis (209) werden die simultanen Differentialgleichungen
d%: +au—bv=0,
zl;;; +av+-bu=0, l

vollstindig beherrscht. Die entsprechenden Transformationsgleichungen lauten

a=ow?cos2x, a?4bi=owt, w=ja24b? , wcosoc:l,/;(a—}—la?—}—b?) ,I
1/
2

~(—a—}—}a2—}—b2> [

. b 1 " b . /
b=w?sin2«, - =tang2«, x= , arctang-, wsmoc:]

Hiermit erhdlt man unter Beschrankung auf die Loésungsformen (208) und (209)

(209)
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f{; —au—bv=0, l
:2; - av—l—bu———O,l
u=0C,cos|(z—2,) ' ; a—}—]'[tz—;}—'lrﬂj(‘:o)[z—zl)' 2 (—a+ Ja? 402 | -

|

+d Sln[ ] 53 +Wl}¢;2+7572)J in lz—zzl 5 a+}a2—{—b2)}

(z— l—§’(~a+ra2+b)}+
)

+ Cysin (z—z3)| —i(a%‘—ﬁzé—{—bz)J of

Sin

+C4cos l 2( +]r’:d2+bz' (z—2,) ' 1 (-—a+}"a2% b2

El

_I

)
v=— C;sin |( z—-—zl)] ;( +]"a2ﬁ+b2)}6m (z—2) | 1( a+ a4+ b?)

Wi |(z—2) | 4 (—a = faz462)

+ Cyeos | (2 zz)] ; (a + ya2+ b2) +

+ Cjcos (z—z3)], ; a+1a2+b)}6m|z—z3 1/1 (—a—{—]a2—|—b2)’—

2
~Cusin[e—2)] o+ @459 0ol | e—2] |} (—at aro
oder in Exponentialform (210)
/1 e .
2—z) |/ 5 (—a+Var + b2 —
w=0C, Pl & b)cos[(zﬁzl)]'—;(a+]a2+b2)}+

(z 22)1/ —a lt;iirl;’
sin

(z—2) | ;( +1a2+b2)}+

+ C’se_(z_z’)vii'(ia S cos V(z — 23)' %”(a —{—7];24_ bz) +
e Vai o p) T T
+ C4e~(z—z,)-l/-z' (—a+Va —H))Sin [(z - z4) ' ; (a + ]/az—}—bZ)] ,
STt " P 7
’U:Aole(z—zl)]/g(—a-ﬂa +b}sin[(2~—21)‘ ‘2 (a+ ][a2_+_b2) 4+

(z z)V (¢-+-]at*+b’l

os[(z—zz)]'g(aﬂa +b2)J+

—(z— za)]/*(—(t+la'+b’ i { l 2 ]a2+b2)

= Cge

/1 _
e )T e

—C,e €o3

c—=)] ;— (at a2 159

Die simultanen Differentialgleichungen (210) konnen als die Differentialgleichungen der
trigonometrisch-hyperbolischen Produktfunktionen bezeichnet werden.

b) Funktionsverlauf im Reellen.

Werden die Funktionen durch die Transformationen

. iy o2 e
2)=Ry=23=2y=2, (= ] 2 —+— ] a2_Lb2) A= 1/_]_214::2::22 (21])
auf ihre Normalform umgeschrieben und gemi
§,=0C0jAlcosl, & =GinAlcoss, | 219
51 =CofAlsing, r,= GinAlsiny , | (212)
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in zwei Gruppen einander in einem kartesischen Bezugssystem zugeordnet, so ergeben sich die
Parameterdarstellungen zweier Spiralen (Abb. 38 uud 38). Werden die Spiralen als Polardia-
gramme aufgefafit, so folgen die Radiusvektoren zu

a=VE+ni=CL,  e=yR+p=0nL. (213)

- iy &
Lo w.ag 57 -6
-5 5L
wa —74
Abb. 38a. Abb. 38b.
&
/4
ik
j_
#*
g +Qji ¢
2
7
) ¢ 4
Abb. 39. Abb. 40.

Der Verlauf der vier Funktionen &, (8), 7,(2), §,(0), 15(¢) ist aus Abb. 39 bis 42 ersichtlich.

¢) Differential- und Integralformeln.

Die Ditferential- und Integralformeln der trigonometrisch-hyperbolischen Produktfunktionen
lassen sich unmittelbar aus (189) und (190) herleiten, indem die entsprechenden Gleichungen
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unter Vertauschung von a mit —a angesetzt und addiert bzw. subtrahiert werden. Beriick-
sichtigt man hierbei gleichzeitig (120), so ergibt sich

d . .
i, @] azcosbz) = a Sinazcosbz — b Eof azsin bz,
d . . .
4, @ofazsin bz) = a Sinazsin bz + bCo| azcos bz,
d (214)
4, (Ginazcosbz) = aCojazcosbz — b Sinazsinbz
d . . . .
s (Ginazsinbz) =a Cofazsin bz + b Sinazcos bz .
[Cojazcosbzdz = aBinaz cqsrbffffiz(gﬂmsmb—z ,
a®+b
. . i inbz—bC b
|Cojazsin bzdz= aﬁi‘n—sm-{; L olazcosbz )
o~ aColazcosbz + bSinazsinbz (215)
| Ginazcosbzdz= R ,
. . aColazsinbz —bSinazcoshz
/61"“2 sinbzdz = ——— - At‘l‘z ‘_P—b'z*’ -
"2
7 7L
5 s
E) Sk
4 41
J Ein +@&mAl
2 2k
7 7}
0 + ¢ V=] & , : ' ¢
gl 2 M!ﬂziﬂzllﬂz 5w _,_%1 "‘_75317[«77@177/41!}15&1
-2 Gmi s Gink L5
o s AL eosl i ind Csinl
-yt ~¢| -@ini.,
51 _5k
-5} -6
7 -7
Abb. 41, ’ Abb. 42.

d) Definiecrende Differentialgleichung vierter Ordnung.

Den beiden simultanen Differentialgleichungen (210) entspricht eine einzige Differential-
gleichung vierter Ordnung. Man konnte diese, dhnlich wie im AnschluB an (195), auch hier un-
abhéngig von (210) durch Betrachtung der Differentialgleichung

;L;% __*_wze?ﬂan+w26i2ia[‘f;_:;+wze$2iaw —0
herleiten, in der die Losungen der Ausgangsdifferentialgleichung (205) dieser Ziffer unmittelbar
als Partikularintegrale erscheinen. Es ist jedoch bequemer und auch fiir die Bereichsabgrenzungen
der Koeffizienten vorteilhafter, an die simultanen Differentialgleichungen anzukniipfen.
Wird « nach der zweiten der Differentialgleichungen (210) durch v ausgedriickt und in die
erste der Gln (210) eingefiihrt, so ergibt sich .

dty d%v
W+2aw+(a2+b2)v=0.
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Dieselbe Differentialgleichuﬁg ergibt sich fiir . Durch Vertauschen von u und » mit w folgt
in Verbindung mit (210)

d*w

d*w
dzt +2a—d—z—2—{—(a2—f—b2)w:0,

w=C, cos

‘u~aﬂik;%ﬁi¥@ﬂ®ﬂ@—4nra~a+ﬁ?%@ﬂ +

4 C sm[z—z2 | 5 (@+ a2+ 82) ]Cm (z»—zz)] - (— a+1a2+b2)]+ (216)

<, s1n}(z-z3) ] (a+ }az—{— b2) Co} {(z —2z3) | 5 ( a+ Jat+ bZ)J

+ C,cos

Gm[(z~z4) 7( a—}—]a2+"b2)}

Ausgedriickt in Exponentialform lautet die Losung (216)

d'w d*w
dzf"_“—z dz—l—(a2+b2)w 0,

w— e(z;z,)]/é» (—a +]’a’¢b*)
=0,

cos| )] 2 (+1M+WH+

74
Abb. 43.

Fiir b =0 arten die Losungen aus, und zwar ergeben sich zwei Formen der Ausartung, je nach-
dem ob a = 0 ist. Die Ersatzlosungen lassen sich wieder durch Einfiihrung neuer Konstanten
ermitteln. In Anknupfung an (216) erhalt man

d4+2 d2+a2w——0

|
(218)
w=C,cos|(z—2))Ja | +Cs(z—2,)sin[(z—2))a | +Cysin| (z—2,))a | +C, (z—2,)cos| (z—2,)}a . l
d*w d*w ) ]

' (219)

dat —2a d2+a2w 0,

u':C’l(SD”( _‘1)]/0]‘}"02( zz)gm[(z—zz)la] +C, 61“[@_%)1@} +
+O4(z—z4)(‘:oi[(z—z4)]/_].
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Die in (218) auftretenden Produkte (2 — 2,) sin [(z — 2,) Ja] und (z — 24) cos [z — 2,))a ] be-
schreiben eine lineare Schwingungsaufschaukelung. Wird fiir diese z}a = und z; = 2, = 0 gesetzt
und werden die damit entstehenden normierten Funktionen gema8

§=~Ccost ) ¢ 7
p—=csing | 220 L

einander im kartesischen Be- /[ di
zugssystem zugeordnet, so er- or ::k
gibt sich eine archimedische | +C #: +{
Spirale mit dem Bogen des ‘[ 5
Einheitskreises als Parameter j— ol _
(Abb. 43). Wird die Spirale ‘[ i aind
als Polardiagramm aufgefaBt, F x F o ¢ o ‘.% ¥u ¥ z
so folgt der Radiusvektor zu _ I [ Cm(l r -7t | | ¢

o=|E+n*={. (221) ~2f 2
DemgemiB sind die Aufschau- | :j: £
kelungsfunktionen <« Gerade :¢: 2 5
unter 45°. Aus Abb. 44 und | i
45 ist der Verlauf der Para- b .
meterfunktionen §(Z) und (%) o 4
ersichtlich. Die zugehorigen
ﬁblteitungen und Integrale Abb. 44. Abb. 45.

uten
4 (Coost) = cosg—Lsing,  [Ceosdl—cosi+Lsing, |
& (222)

;E (Csinl)=sinS + L cosy, ]gsingd;‘: sinf — { cos{ . [

In (219) stellen die Ersatzlosungen Aufschaukelungsfunktionen von der Normalform
£ =CCojC
n=_Ginl J
dar. Thre Zuordnung im kartesischen Bezugssystem ist aus Abb. 46 und 47 ersichtlich. Fir
die zugehorigen Ableitungen und Integrale ergibt sich

A CCO[)=Col+1Ging,  [TGo[LdL= —Col{+LGinL, |
L Sin)=6ing +LCoft,  [L@inldl=—Ginl+LCofl. [

(223)

(224)

¢) Trigonometrisch-hyperbolische und trigonometrisch-exponentielle Produktfunktionen
vom Argument ]/52

Von besonderer Bedeutung fiir die Anwendung sind die trigonometrisch-hyperbolischen

und trigonometrisch-exponentiellen Produktfunktionen vom Argument *. . Wird in (210), (216)

und (217) a =0 und b =1 gesetzt, so ergibt sich in trlgonometrlsch—hyperbohscher Losungsform
d2u

iz v=0, u—Olcos —(ioi z‘—}O sin = 261 2+03sm _:(S f 2 4
+ 04 CcOSs TA 61“ T: ,
d?v 2! 22 ) 3 Z—2% (225)
g Tu=0,|v= -0 SmT A Gin —{—02 cos 2= Goi +03 cos 2% Gin 73
— (C,sin ~§ Co r*:,z—“ ,
S i 1’2
Tolke, Funktionenlehre. I. Band. 4
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4 — — — — —_ _—
%;’f; Fw=0, w=Ccos” AC0o]* T 4 Cpsin® T2 Gin * 2 4 Cpsin " T Gof P2
12 V2 2 V2 12 V2 (226)
+ C,cos 2% Gin z:%_zi‘ ,
V2 V2
und in trigonometrisch-exponentieller Losungsform
2 h 22 _tTa
d?u 12 z—2 V2 . 2—2 Y2 z—2z :
S —v=0,|u=Ce cos ——' + C,e sin®—--2+4+C,e cos ——2
dz2 s 1 12 2 1/2 + 3 V2 +
Z2—2
+ Cye V2 gin ?—t_:;"— ,
/
z2—2, z—2, _z—z (227)
d*v 0 0 V2 . z—2 c V2 L Ny V2 . z—2
iz +u=0,{v=—0C,¢e sin s + C,e cos ‘:2~ + Cge sm——rj —
Z2—2
—Cee "% costTH.
4 ‘/—2
z2—2z :ZE _ 2—23
d* — 2 .
d:i +w=0, w="C,e 2 cos ?»‘;,EZ—I + Cqe 12 sm—zT_;—2 + Cye V2 eos® =5 1
(228)

+ C,e 1z sin——i;*.

Die Gln (227) und (228) beschreiben unter anderem die durch gedémpfte harmonische Schwin-
gungen darstellbaren Randabklingungsvorgénge, insbesondere auf den Gebieten der Elastizitats-
theorie, der Warmelehre und der Elektrotechnik. Die dabei gleichzeitig bendtigten Ableitungen

lassen sich unter Heranziehung der Kreisfunktionen mit der Phase % in sehr durchsichtiger

Weise darstellen. Beispielsweise folgt fiir w nach (228) in Verbindung mit Ziffer 6

;—Zl z2—2, _{—23 _zl——j
. z2—2z 2 . z—2 ‘2" z—2 2 . z—2
w=Cse V2 cos®28 4 Oye V2 gin? =% + Cye ! cos——>+ Cye V2gin?— A |
V2 12 V2 j 2
z—2 Z2—2, z2—z z—2.
dw ﬁ * p—z Ve * z—z, _’17/‘?3 * 2z, - r*é! * 22,
S — -0y’ “sin"—" 4 Cpe " " cos— -~ —Cyge cos——2—C,e sin-——-*,
dz V2 12 Ve ]2
z—2 z—2, _z—1, _-—'z.
d2w Y2 . z—2z 2 z—z 2 . z—2 2 z2—2 c
= C,e V2 Sin ]F21 -+ Cye V2 cos 71—52*2 +4- Cse ye s1n7—,§—3— Cie ' Zcos®™ 7, (229)
y ' ]
2—2 z2—2, z2—2, z2—2
ddw V—EJ * z—2z V2 A T Ve ¥ a—z - 1754 z—2,
aa = Cie cos 73 C,e sin = Cse sin-—2 4 Cye cos® 2
2o Gl _*Th A
d*w 2 z—2 o . 22 /"2 z2—2 5 . z—2
. == — Che V2 0os? =2 (e b Esin® = — (e V2 oos®~ 5 (e ' Esin® =
dz V2 } 2 ] |2

. f) Beispiel 5.

Es sei noch ein Beispiel aus der Elastizitatstheorie zur Erlduterung hinzugefiigt, und zwar
moge gemiB Abb. 46 eine Kreiszylinderschale unter drehsymmetrischer Randbiegungsbelastung
ohne Léangskrifte betrachtet werden. Wird aus einer solchen Schale ein quaderartiges Element
von der Dicke %, der Lange Jx der Erzeugenden und der Lénge adg des Kreisbogens heraus-
geschnitten, so wirken auf das Element die aus Abb. 47 ersichtlichen Schnittkriafte und Momente.
Die zugehorigen Gleichgewichtsbedingungen lauten

(Q + g%gx)ad¢—QaAgn+kowd¢dx: 0o,

l
(:Mx+d?i%zdx>“4’9’_Mrad(ﬁ~Qadg)dx:0, l
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oder nach Zusammenfassen und Division durch ag¢p42

1+ %A#M;p

Mt S gz
7 e ,»"__E ? -
e /
ﬂ//// o

Abb. 46. Abb. 47.

Aus der zweiten Gleichung folgt
o — e
=2
und damit aus der ersten
a2 M, h
gt T %=
Bezeichnet w die nach auflen positiv geziahlte Durchbiegung der L
Schale (Abb. 48), so ergibt sich unter Zugrundelegung kleiner Ver- 7 f
formungen fiir Ringdehnung ¢,, Langskriimmungsanderung %, und oz L
Ringkriimmungsénderung k, i
w d?w W
NI b=y ke=0. Abb. 48.
Andererseits liefert das erweiterte HookEsche Gesetz
- dg b — M, My b o— My Mz ( E = Elastizitatsmodul, \
=g +=gg MRy = gJ Mgy  # = Querkontraktionszahl )
Aus der Gleichsetzung der Verzerrungen folgt mit dem Tragheitsmoment J = 1%3
Ew Er d*w »
) O'q) = "(T ) M.z = 1*2(’1“__: /;’2) dx2 5 M(p = ‘lth .

Wird die Gleichung fiir M, in der Form
' Ew  12(1—u?)

i g M=0

geschrieben und ¢, in die aus den Gleichgewichtsbedingungen gefundene Beziehung zwischen
M, und g, eingefiihrt, so ergibt sich das simultane Gleichungssystem

CBPw 12(1—u?) l
gz~ gw Me=0,

a2M, Eh

iz T 0.

Um dieses in der Form (227) darzustellen, brauchen nur neue Unbekannte gemiB

e=0f, M,=pM,
4*
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eingefiihrt und die Koeffizienten « und 3 zweckentsprechend bestimmt zu werden. Die Um-
schreibung des Differentialgleichungssystems liefert zunichst

1 2w 12(0—p?) 77 Pw  12(1 —u?) v
a2 dE T ER "ﬂMl—O’] 4 W‘WﬂﬁMz—O,[
= oder e
8 d&*Mz | Eh - l @*M: , Eho? -
wdgE Ta? =0, de T g —O-I
Um die Ubereinstimmung mit (225) herbeizufiihren, miissen die Bedingungsgleichungen
}2(2;”ﬁﬂo¢2= 1 und %ﬁ; =1
erfiillt sein. Durch Auflosen nach « und § erhilt man
__Vab g ER
iza—@ 7 aza-e’
und damit
__Vah o, ER
Nza—wy T en2a—m T
wihrend die simultanen Differentialgleichungen die Form
d*w Y
ag —M==0, |
a?M,
g Tw=0 |

annehmen. Hieraus folgt in Verbindung mit (225) und (227)

w=C,cos _§_]:2§1 Cof ET/_;J +C,sin 5——:‘;’- Gin 51'7—2;2 +Cy sin® S Eoff TS ¢ C,cos SSigiptTs |

Ve Ve Ve Ve Ve
M,—=—C,sin %—;3 Gin%/—:fl +C,ycos %5-* @oi‘%@ + Cacos%i’ Gin%g—“ - qm%ﬁ{ﬁ o:oig-]%& ,
und
] . §—=h _E=5 _i=h
W= C’leTé cosS 1+ (e ¥? sin %':25 4+ Cze V2 cos %;2& 4+ C,e V2 sin gT_;;‘— , l
12 ' |
f__ & . |y ;'—-—;, -:‘:—54
§—¢&1 ST — : . —
I Y E—E 7 o §—8 = ¢
M,——CeV? s1n§i2f‘1 + (e 2 cos 5—]23” +Cze V2 sin r—i‘—,;? —Cye V2 cos 7.2—," ]

Zu der gleichen Losung kann man auch iiber (226) und (228) gelangen, indem in dem simul-

tanen Ausgangssystem

2w 12(1——#2)M 0 l

da? Eh?
M, Eh
dw T =0, |

die erste Gleichung nach M, aufgelost und in die zweite eingefiihrt wird. Dies ergibt
EW__ dw  Eh '
20— dot T T

oder auch » 1201 — )
w —u
ot e =0

Damit der zweite Faktor eins wird, mufl auch hier wieder
xr == 4;L/_.;}éﬁt
112(1 —u®) ‘
gesetzt werden. Damit folgt dann aus (226) bzw. (228) die gleiche Losung fiir w wie voryin,
wihrend M, nach der ersten der simultanen Ausgangsgleichungen sich aus dem zweiten Diffe-
rentialquotienten von w in Verbindung mit (229) ergibt.
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Fiir die praktische Rechnung ist es meist bequemer, mit dem simultanen Gleichungssystem
zu arbeiten, da dieses auf einen Schlag zwei der das Problem bestimmenden Gréfen liefert.
Die fiir die Festigkeitsuntersuchung mafgebenden Funktionen

dw dMI
b de-, jWI’ Mtp, Q’_‘Wd;‘

sind nachfolgend fiir die beiden Losungsformen zusammengestellt.

w

=008 160] 524 Cysin H Gind St 0 sin 5601 0 | ¢ cost R ginE TS0k
w 1COSV—2 07V2+2sml/§ 11/5—{—3sm’/E iV§+4cosV2 mV2 5

dw_{3(1—w) T S SR e S . L E—g g, §—& o E—¢
= ah {01<cos V..életn 7 sin 73 Cof 73 >+ 02<s1n7?6:oi7;2—~+ cosﬁ?etn T-—E—!)-f—.

E—gy o S 8y i T Y
+0C, (sm § 7 3 6m%/% + cos T§ Goi7_29> +0, (cos 7{’ Qﬁoi%;;‘ - sm%r—;i Sin %ﬂ J
' ER

s Sz 56 §—&a v5—6, §—85 = §—&
=i  — 0 _,1 6 n——- 0 "‘“:*(SD I O — 6 —ra‘—'
a]/12(1—u2)[ 1 sin 72 i 72 +Cycos 3 ) 3 + C5cos 7 in 3

— 0, sin =5 “54} My

5

A N B ’
Ehy b [ c ( I TR T —ho & §—Sr g =&
g==-— | — ({sin>22 Cp 14 cos%Gm——f)—%O <costA Sin>—
¢ 2aVai3(1—wy)| * V2 i V2 V2 Ve 2 V )2
—sin® =5 gof =5\ 1 o =S gt =5 ginS =S g i\
sin 7 ©of 72 >+ 3(cos 73 j 72 in 7 2
»E—& = §—6 §—SaarS—&
-0 n>-—>4 Gin>->* COS’T“G —:*)]
4(S.1 Ve 2 TR O
= t—¢ = §—¢& - 3 = e e
w=C,eV? COSﬁH—Oze“ sin—Vi‘?—{—(%e Ve cosg—lF;‘—i—C‘,e Ve Singy;i:]% ,
R =4 =5 §—&, —3
dw 1/12(1—@4’)[ T 6 V2 or §—E Tz * §=¢ vz s
e = e |—CeV2 sinS S (0,eV2 cost St (e V2 $—Cye V2 4
dz Vah 1677 81 V2 +0, ¢ V2 3 cos V2 a€ sin V2 )
N T §—5 £=& =&
Eh? Ve . E—& Ve anoS—E T VT 56 T V2 S| M
- v V2 $T5 Ve ST”Se Ve §753 Ve 4| __ My
M, al’l2(l;"u2)[ C,eV2 sin 73 +Che V2 cos 73 + Cye sin 72 Cye cos 73 }_ P
; . ) §—&, §=&s §—& !
_ __Emh [_o V2 cost 8 0 oV shnfTh 0V SR 4 Ve ik
R e 16'2 cos 73 s’ 2 sin 72 3€ sin 72 +C,e cos

g) Beispiel 6. ‘

Es sei nun noch an zwei speziellen Problemen der Zylinderschale gezeigt, wie bald die eine,
bald die andere der beiden Alternativlosungen die groBeren Vorteile bietot. Zuerst sei gemif
Abb. 49 der zylindrische Teil eines Unterseebootdruckkorpers 1111
betrachtet, bei dem der Biegungszustand durch die Spant- % Y

ringe, die den Druckkorper gegen Ausbeulen aussteifen, aus- /‘ .\\ il 1 T 1T
gelost wird. Denkt man sich die Spantringe voriibergehend _“ AL . L i
entfernt, so wiirde die Schale unter der Wirkung der Ring- d U i “ U ” ” T
und Stirndrucke die Ring- und Léngsspannungen u; A~ '
0
— _ pa —_ P : Abb. 49.
. G=—"r o ==% Abb. 40
und damit die Zusammendriickungen
N
5O 0 pat(l — - u
w0 — Aeg = a (% —u %) E ( h,,E',’,Z, )

erfahren. Diese sind nun an den Spantringen unméglich. Die Folge ist ein Gegendruck seitens
der Spante, der eine Verbiegung der Schale nach auBen nach sich zieht (Abb. 50), und zwar der-



54 Definierende Differential- und Integralgleichungen.

gestalt, dal jeweils iiber den Spanten und mittig zwischen den Spanten Symmetriepunkte der
Biegelinie liegen. Die Untersuchung kann daher auf eines der Spantfelder von der Lénge [
beschrankt werden, wobei das Bezugssystem mittig zwischen die Spante gelegt sei.

Bei einem Symmetriezustand, wie im vorliegenden Falle,
—— ist stets die trigonometrisch-hyperbolische Losungsform am
t  Platze. Werden in Anpassung an das gewihlte Bezugssystem
die Phasen §;, &,, §,, §, sdmtlich null gesetzt und die mit C,
-4 - == und C, multiplizierten antimetrischen Partikularintegrale
von vornherein durch Nullsetzen von (; und C, ausgeschal-
tet, so ergibt sich fiir die zusétzliche Verbiegung

w:Olcos;E i , +C s1n—6m > ‘ z = lah £,
‘ mit 112(1—M2)
M,=—C,sin & Gm T Cacos © (Eof l M,— ¥y, I
l al 12(1—u?) :

Nun entsprach dem vorhin beschriebenen w(o)-Zustand, der auch als Membranzustand bezeichnet
wird, eine iiberall gleiche Durchbiegung

.
o ‘2 J

Wird die elastische Nachgiebigkeit der Spanten, um das Problem nicht unnétig zu erschweren,
unberiicksichtigt gelassen, so muB iiber den Spanten

w4 w=0
sein. Gleichzeitig mufl entsprechend dem geschilderten Symmetrieverhalten
dw dw
7. =0 oder auch i = =0

sein. Dies sind die beiden Bedingungsgleichungen zur Bestimmung der Konstanten C; und C,.
Gemifl z= :{;% ist iiber den Spanten

112 (1 — 2
E— ! 12 (1 —¢ ):

2)ah
zu setzen. Demgemaf lauten die Bedingungsgleichungen

Urg

S

ey |
— WE +C; cos == (an —f— C,ys8in = 17 Gin 52 2 =0,
cos 52 Gm sm— of } O, [sm 53 Qi_oi 5: os — Gm §”] =0, ‘
1' 12 V2 yel 12 ve 2
Die Auflosung liefert
pa? (1 — é u> sin ISS:CDY E'g + Gin f% cos 1582
Or= - hE & . »
2 ' sin =% cos ~;§; + Gin (Eni
1 2 72 l 2

Werden diese Beziehungen zusammen mit
Cs3=0 und & =§=§5=§=0
4

in der oben allgemein fiir Zylinderschalen gegebenen Formelzusammenstellung beriicksichtigt, so
liegt der Biegungszustand eindeutig fest.

~ Die Uberlagerung von Membran- und Biegungszustand liefert fiir Durchbiegung, Ringspannung,
Biegungsmomente und Querkraft
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=5 6o £ 1 gin 2 77) ( S8 6501 $9_ gin 52 55) £ Gin> |
DR Y 70 1_(fl gt O e g s (e NIOMEANENNE
2 sm§vscos§:+6 ci(ﬁoi‘ffg
12 )2
§s §s 0§ e &
sm——Co]’———}— Sm =5 cos © ——)co = ni ;— < gs(‘:oi = n—cos‘>sm—6m?
0= — P11 —1 (1 12 12/ Y2 2 )2 Ve v2) V2 )2
i N R S T s s §s ’
sin s COS8 ',:: + Gm—_(ﬁ)if -
2 y2 12
—(sin 52607 £ 1 @in o 5") £ gin & ( & =°,_e s 5-) S gof &
B e e R ,,V,"%ffnﬁjlf S“ilj%fz S
‘ [l2(1—u2) sm— —eos +651 S €o i ...... ’
V22 1
—(sin ¢ Gin °2 §S) £ Gins. ( =% ®of 5% = —7> 085 Gof =
" pahu(l——;/) < "y ni + lzcos]2 sml’2 ]2_}_ .sm}2 n]' m| 2008]2 *1 2 il/2
My = = o = - e e - ,
112(1 — ) sin 2 osﬁ‘fi Sin fﬂ
1 20 3 + 12 f
53@07 59 gin = 0l S ‘5 — Gin"2 005 2L Gin 5 c0s &
@—rlehd —3m 2 ’2 F 2 V2 Y2 y2 7152
of s §s s ]
1'8(1 — u?) smﬁcosr—-}-e ]FGF]@
Fir die Zahlenwerte a=250cm, [=70cm, h=24cm, p=>5kg/em?, K= 2100000kg/cm?,

1=0,3 ist der Verlauf dieser Funktionen aus Abb. 51 ers1chthch

h) Beispiel 7

Als zweites Beispiel sei ein langlicher Druckkessel mit eingespannten Enden betrachtet
(Abb. 52). Ohne Beriicksichtigung der Einspannung wiirde der Kessel sich unter dem konstanten

J,’m//f W-Linse Ls,'ﬂﬂ//f Innendrucke p um das MaB
2
[/\J/ \J 20(0) = pe
{0036 0™ %m. . ) ) _ .
Op-Linie ! gleichmaBig weiten; die Verformungsbehinderung
- T an den Enden erzeugt jedoch einen zus#tzlichen
Ty wokglem? Biegupgszustand. Im Gegensatz zu dem vorigen
-mkgem Hp-Linie . Beispiel konnen sich hier die von den Réndern
- eingeleiteten Verbiegungen nicht iiberlagern, da die
fJﬂ/kgc . X
Lange des Kessels den sogenannten Randabklin-
_ v ‘ gungsbereich der Biegungsspannungen um ein Viel-
! syussigem 7 e | faches tibertrifft. Der Biegungszustand spaltet sich
1{ T = /I\\u‘ gewissermaflen in einen Biegungszustand am unte-
§-Linie ; N=g580m,
I luAcAulluuuunuuuﬁﬂqp;ﬁﬁlnituz;"9 EITLLIYIZIRSTIR YR
+ + , _doem. . Za 7!7,, L
67056 kg i LLnnnvv‘yffpvvaﬁvvvtvvvvvlhnnnﬂn_t [REETESRTRTRRRIRN
! - | "h-g580m
| o= ——{=em - — - e e
i 7= m,-é% Wo’,m/y
-z +T ;f 1 - & - e —
T e S At — —
Abb. 51 Abb 52 u. 53.

ren und einen am oberen Rande; das dazwischen liegende Kesselstiick bleibt gerade und erfahrt

die konstante Weitung w©.

Nach den gegebenen Erlauterungen kann die Untersuchung auf einen der Rénder, beispiels-
weise auf den unteren, beschrankt werden ; wird hierfiir das Bezugssystem geméf3 Abb. 53 gewihlt,
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so konnen die Phasen &, &,, &,, &, simtlich null gesetzt werden. Damit nun der geschilderte
Randabklingungsvorgang eintreten kann, ist nur ein Losungsansatz brauchbar, der mit wachsen-
dem & nach null geht. Dieser Forderung entspricht der zweite der allgemeinen Losungsansitze,

W-Linie

T |
-40%75cm. /- Zz/fﬂ///mmdn)‘;/rmy/‘
1

\

T

|

‘ O-Linie
- 2093,5 kg/em2 [ Jruek] ‘
|
1 i
I

wenn gemaf

w—C’,,e 12 cos —}—O,;e e sin =

1/-2
nur die mit C5 und 04 multlphmerten Partiku-
larintegrale beibehalten werden.

Fiir die Bestimmung der Integrationskon-
stanten stehen hier dhnlich wie im vorigen Bei-

\_ sz5 kg, M.Z"AL/”/‘" spiele die Randbedingungen
R T ’ ~- WO fw=0,
S "o AT”/B —A Z% =0 fir =0 bzw. §=0

l zur Verfiigung. Werden diese in die oben ent-

~2694,2 kg/em. ¢-Linie wickelten allgemeinen Formeln eingefiihrt, so
2 } -| ergibt sich
_ | I L, — (08 (0) — C,ysin (0) = 0
t_.é- I=300¢m, ~! hE S : ! -
Abb. 54. oder aufgelost
paZ *
03:—-ﬁ, Cy = —C;cotg (0) = —C3cotg( ) + 0.

Damit liegt der zusitzliche Biegungszustand fest. Ahnlich wie im vorigen Beispiele folgt durch
Uberlagerung mit dem Membranzustand unter Beachtung von (82)

3 &
pat “va § . & pa*] 2 5
— PP ¢ V2 (cosE fgin )| = V2 o8 £
w hE[ (.c‘os]/_2_+s1nﬁ>- VB l +e 0812]
i § g
_ Pa —ﬁ< S g i)} P“V2[ V2 op §J
Op = 1—e cos sin — - —e cos =| ,
¢ h[ et Ve holye V2
pah —V——z< & . §>] pah —]732“ * ¢
.—;@ COS — — 81N — = — € Slni,
Tz —m V2 V2 16(1 — 12) 2
__pahu VS2< §> pahu wV% LI
[ COS——Sn e — jp— 3
= T )T Ta—e” e
_ _plah r(smi—cos §> __plah g &
12(1— w2 Ve Ve 1300 —w)

In diesen Formeln tritt der grofle rechnerische Vorteil, den die Einfithrung der trigonometr 1<chen
Sternfunktionen bietet, anschaulich in Erscheinung. Fiir die Zahlenwerte

a=16,79 cm, [=300 cm, k= 3,58 cm, p = 446,7 kg/cm?, K =2100000 kg/cm?, «=0,3

ist der Verlauf der einzelnen Funktionen aus Abb. 54 ersichtlich.

12. Transformation der Differentialgleichungen von 11.

a) Simultane Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit rein trigonometrischen
Losungen.
Wird in den Loésungsfunktionen (208) & mit s, % mit s, € mit +(C, + C,), €y mit C;—C,,
C,; mit (C;+C,), Cy mit —(C3—C,) vertauscht und werden die Phasen z;, z,, 23, 2, voriiber-
gehend samtlich null gesetzt, so folgt, wenn gleichzeitig die Gleichung fiir  durch ¢ dividiert wird,
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% = (C + Cy)cos (wz Cofa) cos (wz Gina) + (C; — C,) sin (wz Cof o) sin (wz Sinw) +
+ (C3 4 Cy)sin (wz Cof &) cos (wz Sina) — (C3 — C)cos (wz Coj o) sin (wz Sina) ,
v=(C, + C;)sin (wz Coj«)sin (wz Ginw) + (C; — C,) cos (wz Cof«) cos (wz Sinx) —
— (C3 + C,)cos (wzCofa)sin (wz Sina) + (C3 — C,)sin (wz Cofa ) cos (wz Sina) .
Die Zusammenfassung unter Beriicksichtigung von (49) und (120) liefert
% = (' cos (wze™)+ Cycos (wzet®) + Oysin (wze—<) + C,sin (wzet«), |
v=C,cos (wze~“)— Cycos (wzet) 4 Cysin (wze—«)— C,sin (wzete). |
Werden hierin nun nachtriiglich wieder Phasen eingeschoben und wird die Transformation auch
in den Differentialgleichungen (208) beriicksichtigt, so erhilt man

d?y .
g TU? €020 —v2Gin2a =0 , ]
d2

g 90 Co 20 —uw? Gin2a = 0, | (230)
u=C,cos[w(z—2)e]+ Cycos [w (z— zy)et ]+ Cysin [w (z — 23)e—=] + Cysin[w (z — z,) e+«], |
v=Ccos[w(z—2)e ] — Cyeos[w(z — 25)et ]+ Cysin[w (2 — 25)e—] — C,sin [ (z — z,)et"] .|
Mit den Transformationen ?&of20=a, w2Cin2a=—>
und den daraus in Verbindung mit (108) und (143) folgenden Beziehungen
a?—b2=0wt, o= ja2—b?, Z =—Cotg2«, oc:—},—‘)lr([otg Z,
1 1
1 T2 a-4b\ 2 fa—b
I Cotg _ (‘e+‘2lt Gotg %) — (L Zﬁjfl}) _ "’/Z"Fb ’ we* = ja—h,
. — 1 L=y .
o e+%mrcotg% — (e+91r¢otg%)+ (] %i’;;) +3 ] :j:?;’ we— — ja-b,
geht (216) in
d?u , -
iz Teutbv="0, u:C’leos[(z~z1)[ﬂa+ b+ Czcos[(z—zz)ya,éb]
4 Cgsin|(z—2z5)Ja +b| + C,sin|(z —z,)ya — b ,
sin[(z—25) ) a +b] + Cysin[(z —z) ja—b] 231)

av -
gz tav+bu=0, v=0,co8{(z—2)}a+ b —02cos[(z—z2)ya—b]

+ COysin[(z— z5) Ja+ b] — C,sin|(z—2,) ya —b] ,
iiber. Die darin enthaltene Losung gilt zunichst nur fiir b < a.” Sie 148t sich aber in Verbindung
mit (96) leicht auch auf b > a umschreiben. Das gleiche gilt fiir negative a- oder b-Werte.

Im Falle a =—b bzw. a= + b artet (231) aus, indem die mit C; bzw. C, multiplizierten Parti-
kularintegrale null werden. Um die Ersatzlbsungen zu finden, werden éthnlich wie im Anschluf3
n (196) an Stelle von C; bzw. C, die neuen Konstanten
Gy G
at+b PRV yay,
eingefiihrt, mit denen die beiden Partikularintegrale die Formen

(g inle—myatsl oo ysinle—z)ie—0]
Y —z)atb ’ Yoe—z)la—b
annehmen, die beim Grenziibergange fiir a > —¥b bzw. a b in )
z—z5 bzw. 2—2, iibergehen.

b) Allgemeine Lisungen der simultanen Differentialgleichungen
d'::{:auj:blMO g—::iavibuz()

In Zusammenfassung der verschiedenen Fille ergeben sich, teilweise unter Einfithrung neuer
Konstanten fir die Losungen der beiden simultanen leferentlalglelchungen

j: au +bv=
dz2 l (¢ und b positive, reelle Groflen)

dza—;tav;tbuzo [
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die nachfolgenden Abgrenzungen:
dZ
(lz2

dz2+av }—bu__O,I

+au+bv=20, I

U= Clcos[(z—zl)la%—'bj + C,yc08| (2 —2,) Ja— b] + Cysin [ (z —z3) Ja + b] +

b<a + O,sin[(z—z,) }a—b] ,
v=C,cos|(z—z)|a+ bl —Cycos|(z—2z,) fa—b] 4 Cysin|(z —z5)|a + b] —

— Oysin|(z —z,)}a — b] ,

w=Cycos|(z—2)} 2a |+ Cy+ Cysin[(z—z,)| 2a] + C,z , |

v=C,cos|(z—2,)} 2a] — Cy+ Cysin|(z—25)] 2a] —C,z , |

w=0C, cos|[(z—z,))a +b]+ 02€0i[(z——z2)1//b —a)+ Cysin|(z — 25) @ + bJ +

b>a + C,Gin|(z—2z,)1b—a] ,

v=C0,cos|(z—2)]a~+b| — Cy€of [ (z—2,) | b — a] + Cysin|(z — z5) Ja + b| —
—C,Gin|(z—2,))b—al

b=a

2
“il—;‘z—au—}—bv:m ]
2 .
::zl;——auv—}—bu:() l

uw= C,cos|(z—2,) )1b—a| + CyCof|(z —2,) 16+ a] + C,4 s1n[(z——z3)]b—a]+
a<b + C,Gin|(z—2,)}b + a ,
v= C,cos|(z wzl)lr/l)i—:a] — C,Cof|(z — zz)}’/bi—}—'d] + Cysin ['(z —2;)}b—al—
—C,8in[—z)b+a]
= O, + C,6of| (z—2,)] 2a] 4- Cyz + C, Gin(z —2,)) 24] , |
v=C— Cz(ioi[(z——zz)}/éd] + Cyz2—C,Gin(z—2z,)) 2a] , |
w=C,Cof[(z—2,)Ja—b] + CoCof[(z —2,) }b + a] + O3 Gin|(z — 2z5) ja — b] +
a>b + C,Gin[(z—z,) Vb + a] ,
v=C,Cof|(z—2,)ja—b| — CyCof[(z—2,)1b + a] + C, Gin [(z—25)Ja—b] —
—C,Gin(z—z,)1b+al

a=>

2

zz;:——f—- au—bv:O,'
2

Z;—}— av——bu:O,[

w = (C,cos [(zmzl)]'a—ib] + C’zcos[(z—zz)[a—f— b] + O3sm[(z—z3);a—b] +
b<a + C,sin|[(z —z,)Va + b] ,
v:C’lcos[(z——zl)]a——bl»—02003[(z—22)]a+b]—f—Cssin[(z—z:i)}‘d——bJ—
—C,sin|(z—2,))a - b] )
uw=C,;+ Cycos|(z—2,) | 2a] + Cyz + C,sin|(z—z,)) 2a] , |
b=a . . ;o
v=C,— Cycos|(z —2,) | 2a] + Cyz — Cysin[(z—z,) 1 24|, |
w=C,Cof[(z—2,) Yb—a] + Cyeos [ (z —2) Ja + b] -0y Gin|(z — 25) b —a] +
b>a + C,sin|(z — )]a—}—b] ,
v="C,Cof| - ,)|b—a)—Cyeos|(z z2)1a+bJ+03Gin[(z—za)1b;a]—
— C,sin[(z—2,))a + b]

|
|

|

|
|

|

(232)

(233)

(234)
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2
:;—;:—au—br:O, l
2
g;;—av—bu:(), ]

2)1b—a] 4+ Cy Sin[(z — 23) b +a| +

u=C,Cof[(z—2)|b+a|+ Cycos|(z— 2,)
a<b + C4sin[(z—z4)1"‘5;7d] , .
v=C,Cof|(z—2) )b+ a| — Cycos [(z—25)1b—a] 4 Cy Gin|(z —23) 1 b +a|— l
— Cysin[(z—2z,)1b—q ; (235)
u= C,60f|(z—2,)] 2a] + Co+ C3Gin|(z —2,)] 2a]+ Cyz, |

v = C’l(iof[(z —2)} Qd] —Cy,+ C;Gin {(z —23)1 2a] —C,z, |
w= C,Cof[(z—2,) b+ a] + C,Cof [(z—2,)1a—b| 4+ CySin|(z—23) | b +a] +
a>b —{—046in[(z~—z4)]d—wb] ,
v =C, Cof|(z—2,) 1 b+ a] — C,€0f (z — 25) @ — b] + C; Gin [ (z — 2,) } b +a| —
—C,Gin|(z—z,)]a—b|
Die Differentialgleichungen (232) bis (235) stellen Sonderfille der Differentialgleichungen der
einfach gekoppelten harmonischen Schwingungen dar. Echte Schwingungen ergeben sich

hierbei nur fiir b < ¢ und fiir positive Koeffizienten im zweiten Gliede, d. h. fiir positive Riick-
stellkrifte. ‘

a=>

¢) Allgemeine Losung der Differentialgleichung %’ 2 ta %2;2’ -+ (a2 —b2) w =0,

Ahnlich wie unter Ziffer 11 folgt aus den simultanen Differentialgleichungen (232) bis (235)
die aquivalente Differentialgleichung vierter Ordnung

dt dZ
_d—z—? + 2“&5 + (@*—P)w=0.
Die zugehorigen Losungen sind bereits in (232) bis (235) niedergelegt; es folgt daher
da: a?
s F2al (@ —b)w=0,
b<a w=C,cos|(z—z)]a +b| 4 C,cos [z —2)10— b]+ Cssin [(z—25)Va +b] +

 +Csinf(z—z)ya—0] : (236)
b=a w= Clcos[(z—zl)]ﬁéa] +C, + Cysin [ (z — 23) 2a]+ Cyz

+C,Gin|(z—2,)1b—a]

153“2“%25 + (a2 —bHw =10,
b<a w= Clcos[(z*zl)]v/b¥'a] + 02(Soi[(z—22)]a—}—b] + Csinl|(z—z,) }b—al +

4 + €, Gin[(z—2)Ya +b] , (237)
b—a w=C;+ Cy6of|(z—2zp)} 2a] + Cyz + C, Sinl(z — 2,)} 2a] ,
b>a w=0C,6of|(z—z)1a—b] + C,Cof[(z—2,) ) a4 b] + O3 Gin|(z—2,)Ja —b| +
+ C4Gin[(z—z4)l|a;f¥b]

d) Beispiel 8.

Um ein Beispiel anzuschlieBen, sei gema Abb. 55 ein  Doppel-Pendelschwinger betrachtet,
bei dem die Koppelung durch eine die Pendelstangen verbindende elastische Feder erfolgt. Die
Lange beider Pendel sei I, das schwingende Gewicht G. Die Feder im Abstande a von der Auf-
héngung sei bei lotrechter Lage beider Pendel entspannt; ihre Charakteristik folge dem Gesetze

S=cu,
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wobei S die Federspannkraft, u die Verlangerung bezeichnen soll. Bezogen auf eine lotrechte

Lage beider Pendel seien ¢, und ¢, die Ausschlagwinkel, », und u, die Wege der FederanschluB-

punkte. Dann ergibt sich durch Anwendung des Drehmomentensatzes der Mechanik auf jeden
: - der beiden Schwinger

M= —Glsing,— Sa=J 20, l

M, = —Qlsing, + Sa —J 4% ]

de -’
Hierin ist Federspannkraft § und Trigheitsmoment J gemaB

S=cu=c(u, —u,), J:mp:{:,lz

einzusetzen. Wird gleichzeitig mit J—! multipliziert und alles
\ auf die rechte Seite gebracht, so folgt

d2g . cga
\ d£+%mw+éﬂm- )=0.|
! e g .
\ 7 t-z-? + % sing, + GP 2 (g —uy) = 0. l

§ Konnen die Ausschlige als klein zugrunde gelegt werden

so ist
sing, = ~ ¢y, u1:~a¢1,|
SINgy = ~ ¢a, u2:~a¢2’l
und man erhéalt
¢ ca? gea?
e + 3 ( -+ @)w qrE P2 ]

Z—;ﬁ@+7(1+%)%—w%=o.l

Diese Differentialgleichungen sind von der Form (234), und zwar ist b < a. Demgemaf lautet
die allgemeine Losung

— —_—

¢, =0, cos [(t‘— tl)VT‘q}%—Ozcos (_(t—tz) 7/51(1—{—
_l._.

y )}-{-0 sm[(t_ts)'L ;g} n
B ,

+C, sm[ (t—t5) '/ }

')

_qmt~m11+@g]

Werden #, und #, nicht als vorgegebene Phasen, sondern als willkiirliche Konstante aufgefaft
so kénnen C; und C; von vornherein null gesetzt werden. Damit verbleibt

s el ) 9| om -] 12|

g 2
Py = Olcos[(t~t1)l J Czcos[(tﬁtz)] ( + g?” l
Die Differentiation nach ¢ liefert die Wlnkelgeschwmdlgkelten

w,=—C, V%}Sin[ t—tl)]/%}— l (1+?0a )Sln[ L —1,) ]//g(1+~ca)

Gl I
/g 2ca®
wy=—0C, l —sm[(t )l/‘/i”—f—Czt (1—}— (c;(ll sin tz)} 1—{—2&?)] I
Die Integrationskonstanten folgen entsprechend den Anfangsbedlngungen Werden die Pendel

zur Zeit t=0 unter den Ausschlagwinkeln ¢, =«, ¢,=8 losgelassen, so lauten die Anfangs-
bedingungen

l
¢ ="C cos [(t —1t) ,//" ;’J —Cycos|(f—1,) ],iq( 14+ &Z

=2, @=0 0.
972:.3, wy, =0,
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Aus dem Verschwinden der Winkelgeschwindigkeiten fiir ¢=0 ergeben sich sofort die Phasen

tl =0 5 tz =0.
Damit lauten die ¢-Bedingungen
a=0,+0C, 01:{"%18, l
mit .
13:01'_02 02:"*2*/. l

Die Einsetzung von ¢,, ¢, und C;, C, liefert die gesuchte Losung in der Form
+3 g 8 2ca
%m, mos(t] l->—i— T-cos(] (1—}— Gl)) ,I

o=l ) ) )|
Pr

0 N_H 4 Ml,o” aN 96 /99 N 3 S1z g \ur /15 \L/m 1995 btk

@ '

T ‘ ‘ : : } : ‘ + ‘ : + AN
SU ¢ 92 \a3 /o0 45 \9¢ & 45 \o3 4 11 Nz 1/ w NS 17 18\assbsk

Abb. 56.

Fiir die Zahlenwerte G=10kg, g=981 cm 572, [=280cm, a=>50 cm, ¢=0,5kg cm™2, «=0,10,
f=—0,05 ist der Schwingungsverlauf der beiden Grundschwingungen und der gekoppelten
Schwingung aus Abb. 56 ersichtlich.

13. Durch Potenzfunktionen abgewandelte trigonometrisch-exponentielle
Produktfunktionen.

Aus (31) liest man unmittelbar die Differentialgleichung

d J .
W _fw=0 mit w=C2
dz z

ab. Werden hierin 4 und C gemif
h=a-bi, C=C,—iC,
als komplex zugrunde gelegt und z* nach (30) und (45) in der Form
2t = ellnz = ga+bilnz — galnzcos (hInz) + ¢ sin (bInz) | = 2%[cos (bInz)+ 4 sin (bInz)]
dargestellt, so folgt
dw__a+bi, o, w=2"|C; cos (bInz)+Cysin (b Inz)|+ i2%[C,sin (bInz)— Cycos (bInz)] .

dz =z
Mit w=wu-+t4v ergibt sich hieraus nach dem bereits mehrfach beschriebenen Aufspaltungs-
verfahren das simultane Differentialgleichungssystem

%%—a%—{— b%:O, l u==C,2%cos (bInz)+C,2%in (bInz), l
‘ . (238)
%2*“%"5220’ l v=_C,2%sin (blnz)—C,y2%cos (bInz). l

Wird die Integralformel (31) unter Einfiihrung der bestimmten Grenzen z, und z in der Form
der Integralgleichung

A+ — g+

B e
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geschrieben und auch hier 1 in der komplexen Form 2=a - bi zugrundegelegt, so folgt

; a [COS (bIng)+isin(bln C)] At = z*+1|cos(bInz) + isin(bln 12)] 23t [cos (bInz,) + isin (b1nz)]

5 . Ta+ 1446 a+1-+1:b

oder nach Erweiterung mit ¢ +1—4b und Aufspaltung nach Real- und Imaginérteilen

jC“cos bIng) dt = a—:l_;:—bz [22+1cos (bInz) — 28+ cos(blnz,)| +

+ a+1)2+b2 [z¢+1sin(blnz) —2¢+1sin(blnz)|
Z/C“sm (bn)dt = “3217 [22+1sin (bInz) — 26+ 1sin (bInz,) | —
" a__qu (2T cos (blnz) — 22+ 1cos (blnz,)]

Mit den Veranderlichen
u=z%cos(blnz), v=2%sin(blnz)

entspricht diesen Gleichungen das Integralgleichungssystem

[u(c dc__(a 1) (Fw —zoup)  b(2v — 2y1,) —0, | u=2cos(blnz),

o+ 1P+ (@14 (239)
K v(Q) dl— (“,,f,,,l,)_(?”—zovo) + blzu —zu) _ =20 sin(bInz)
2/ ( (@ + 1) + b2 @+nr+pr— " 0| VT 2

Durch (239) sind die unbestimmten Integrale der durch u und v dargestellten Funktionen un-
mittelbar gegeben. Da z, beim unbestimmten Integral willkiirlich bleibt, kann es unbeschadet
der Allgemeinheit zu pull angenommen werden. Es folgt daher

d%_ [2%cos (bInz)] = az*1cos (bInz)— bz 1sin (bInz), I

p (240)
iz [2%sin (bInz)] = a2*'sin (bInz) 4 b2z*—lcos (bInz). l
/z“cos(blnz)dz = (af;):l B z“+1cos(blnz)—{—( T 1’;2_“)—2 z**tlsin(blnz), I
(241)
fz“sin(blnz)dz = (afl—;l—bbz 2**1lgin(blnz) — @ —Frlf)r—k j2? *+lcos(blnz). l

Wird in (238) die zweite Gleichung nach % aufgelost und in die erste eingefiihrt oder die erste
Gleichung nach v aufgelést und in die zweite eingefiihrt, so ergibt sich in beiden Fillen die gleiche
Differentialgleichung zweiter Ordnung. Man erhilt unter Vertauschung von « und v mit w

dz2 Y 1—2adw + CA = 0, w=C,;z%o0s{blnz)+ C,2%sin(blnz). (242)

z dz 22

Diese Differentialgleichung ist dem simultanen Systefn (238) dquivalent.
Nun sei in (242) der Parameter b gemifl

b=we*=wcosx 1+ twsinx b2 = w?e2te = 2¢cos 2 -+ tw?sin 2«
. b

als komplex zugrunde gelegt. Ferner seien C; und C, mit C;--7C, bzw. C;—iC, vertauscht.
Dann folgt in Verbindung mit (128)

1-—-2adw a2+w2cos2zx+zwzsm2(x

dz2 + z  dz + 3 w=0, 943
w= (C, +1C,) 2" [cos (wcos «In z) Co] (wsin «ln z) — ¢sin (wcos xInz) Sin (wsinxInz)} 4 l (243)
+ (€3 —10,) 2% [sin (w cos « In 2) Cof (wsin «In 2) + ¢ cos (wcos & Inz) Sin (wsinxInz)] .
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th w=wu--1v ergibt sich hieraus das simultane System

1—2adu a® + w?cos2u @?sin2 &
dzz st LG T = =0, [
1—2adv a2+wzcos2a w?sin 2 &
e i, SR |

u = (;2*cos (wcosxlnz)Cof(wsinxInz) + C,2? sin(wcosxInz) Sin(wsinxlnz) +
+ C32°sin (wcos ¢ In 2) €of (wsin xInz) 4 Cy2*cos (wcos« Inz2) Gin (wsina In 2)
v=— (,2%sin (wcos «Inz) Gin (wsinxInz) + C, 2% cos (wcos « In z) Cof (wsin o In 2) +

+ C32%cos (wcosaln z) Gin (wsinalnz) — €, 2%sin (wcos & In z) Cof (wsinaxInz) .
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(244)

In diesen Gleichungen lassen sich durch Einfithrung neuer Konstanten die Hyperbelfunktionen

gegen Exponentialfunktionen austauschen. Wird dabei beachtet, daf3

N w sina . . .
ewsinelnz —_ glnz = gwsina e—wsinglnz . s—wsine

ist so folgt unter gleichzeitiger Einschaltung trigonometrischer Phasen z,, z,, 25, 2z,

+1—-2a du+a277+m2cos2zxu wzsin2zxv__o
dz2 2z dz 22 P - ’]
1—-2adv a® + w?cos 2 ) sm2a =0,
z2 : T S Tt vt e
Z z
u = (20 twsitecog (wcosocl 5 ) 4 Oy 28 +wsinagin wcosocln z—) -+
1 2
4 4
4 Cyzr—wsinacog wcoslen . >+C z“—“’sm"‘sm(wcosodn?
3 4
2z 2
v=—C, z“+“’5m"‘s1n<mcosocln»—>—}—C z‘“‘““’s“”‘cosx(cucosoclnZ-)—}~
2
. . . 2z
-+ C3za—ws‘n“sm(wcosocln —) —~C4z“““’5‘““cos(wcosocln _>.
4

Fiir die Ableitungen und Integrale der in (245) auftretenden Losungsfunktlonen erhilt man in

Verbindung mit (240) und (241)

du . 2 .
a-é:Clz“—H‘“s‘““ (a—}—wsmoc)cos(wcosocln?)—wcosocsm(wcosocln )
L 1

+ Cyzt—1—wsinai (g ¢sin«) cos

2 . 2
wcosaln -;) —wcosasin (w cosaxln - .
3

&
+ (y22—1+uwsine ‘(a -+ wsin &) sin (wcosocln :;) + wcos« cos (wcosocln zzﬂ +
ks

( 3
. . z 4
+ C,,z“—l“”‘“"‘{(a—wsmoc s(a)cosocln . )—}—wcosoc cos{wcosxln z—)] .
4

——

dv i . z z
= —-(zp—1Fesina (g L gsin«)sin (wcosocln . )+ () COS & COS (wcosocln z—)} +
L 1 1
z z
+o, zu——1+wsmlx[(a—‘[—w81n0() cos wcosocln-;)~wcosocs1n(wcoso<ln . )] +
2 2.

+C, z““‘l-“m"‘{(a»~wsmoc s1n(wcosocln >+wcos<xcos(cocosle

— (gt —1—wsina [(a — wsin&) cos (wcosocln ;) — wcos«sin (w cos«ln

4

—— ,‘;.N‘N

z

(a+ 1+ wsmzx)cos(wcoszx]nf) +cocos<xsm<wcosa1n -
2
1

' — +1+w o N 4
/ udz=Cy2" sne- (@ + 1+ wsina)? + (@cosx)? +

(a+1+ wsina)sin(mcosaln z) —wcosacos(wcosocln i)

1-Fw inex o \ ,,,772 S J(Z‘Z;
+ Co* = (@ + 1+ osina)? + (o cosx)? +

(a+1— ws:nzx)cos(mcosocln—) -+ @ cos & sin (mcosaln —)
%3

+ 03 28 +1—wsinx . St LA IR | +

(@+1—wsina)? + (wcosx)?

(a+1— wsina)sin|wcosaln — ) — wsinxcos{wcosxln u)
z

a+1—wsina ___ L S L
+ Chz (a -+ 1— wsin«)? + (@ cos «)?

(246)

(247)

(248)
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(@ + 1+ wsinx)sin (w cosxln ~) -— @ COS & COS (w cosa In 77)
2

/vdz:_clza+1+wsina,, 1 \ Al

(@ + 1 + wsina)? + (w cos «)?

(¢ +1 —{—msmo:)cos(wcoslen?)-}—wcoszxsm(wcoslen;

4+ 1+ wsina _ o o \ 2/ [, ,,,,zi)
+ €2 . (@ + 1+ wsina)? -+ (w cos &)? + (249)

2 2
(a+1— wsma)sm(mcosaln 2—) — wcoszxcos(wcoslen ~)

@+ 1—wmsina __ _ 3 %3/
+ Ca2 (¢ +1— wsinx)? 4 (w cos x)?

(a +1 —wsma)cos(mcosaln—) -+ wcoszxsm(a)coso{ln —)
—(,zst1—wsina i) — %
4 (@+1— wsina)? 4+ (wcosa)? :

Wird in (245) die zweite Gleichung nach u aufgelsst und in die erste eingefiihrt, so folgt eine
Differentialgleichung vierter Ordnung fiir v; derselben Differentialgleichung geniigt auch u.
Unter Vertausehung von % und v mit w erhalt man

6—4ad’w | T—12a+ 64"+ 2w cos2« d2 (1—2a)(1—2a-+2a*+ 2w?cos24) dw
24 + - 23 + T 22 T T g2 + ( 23 ) dz +

+ @—}— w?cos 2 a)? 4 (w?sin 2 x)?

2t .
w=C, z““’““cos(wcosocln )—{—C z“+“'5‘“"‘sm<wcosocln

w=20 )
=)+

+ C, z“‘“”““"‘cos(wcosocln )—l—C’z“ ws‘"“sm(mcosaln )
4

(250)

29

Diese Differentialgleichung ist dem Systeme (245) dquivalent.
In den Fallen der Anwendung pflegt (245) gewohnlich in der allgemeineren Form

A du Ay N
z2+ P dz +z2u_z_zv—0’l

e A A

d22 + z dz +_Zv+_3_u:() l ’
gegeben zu sein. Den Ubergang zu den in (245) bis (250) auftretenden GroBen vermitteln dann
die Transformationen

=,L_ll, w?cos 20 = 1, —(!:]—) , wzsln2¢x——l3, 0= ,/{lz _ (LTLH —{—l

2
wsing = V— % lz Lth) w }1 —h > \ 422, (252)

@ COS & == V+ Al) 5 l [12 (1_,_11)] +12

Beispiele fiir die Anwendung der Formeln dieser Ziffer finden sich insbesondere in der
Elastizitatstheorie. So fithren verschiedene Knickprobleme an Stiben mit veranderlicher Wand-
stirke auf (242), die Theorie der Kegel- und Kugelschalen mit linear zunehmender Wandstarke
auf (245) bzw. (251).

(251)

14. Trigonometrisch-hyperbolische Algebra.

Es sollen unter dieser Ziffer eine Reihe fiir die Anwendung wichtiger Formeln gruppenweise
zusammengestellt werden, die teils schon entwickelt wurden, teils durch einfache algebraische
Operationen hergeleitet werden konnen.

a) Additions- und Produktformeln.
cos (% =+ ) = cosu cosv F sinu sinv, Cof (u 4 v) = Coju Colv 4 Ginu Sinv
sin (4 + v) = sinu cosv & cosu sinv, Sin(u + v) = Ginu Cojv 4 Coju Sinv,
tangu 4 tangv Tangw 4- Tangv (253)

1 7 tangu tangv ’ Tang(u £ ) = 1 & Tangu Tangv 2
-+ cotgu cotgv — 1

+ Cotgu Cotgw + 1
cotg(u£v) == B otge Cotg (v +2) = “gpigu + Cotgo

tang (w + v) =
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L -+ v u—v
CoSU + COSv = 2cos " ——277— cos -~
. T U — v
CoSU — COSV = — 28In :f - sin 9
v U —r
sinu --- sinv = 2sin % ut cos - s
2 2
. . U+ . owu—v
siny — sinv = 2cos - sin s
2 2
sin(u + v)
tangu |+ tange = ————
gu+ g cosu cosy
sin(u — v)
tangu — tangv = — —
g g cosu cosv
sin(u + v)
cotgu -+ cotgy = —-———
gu -+ cotg sinw sinv  ’
sm(v —u)
cotgu — cotgy = -————
g cotg sinu sinv ’

cos(u + v) + cos (v — v) = 2cosu cosv,

cos (u + v) — cos (4 — v) == — 2sinu sinv ,
sin(u -+ v) + sin(u — ¢) = 2sinu cosv
sin(u -+ v) — sin (4 — v) = 2cosu sinv ,

Cof 2u — cos 2u = 2 (sin?u + Gin?u) = 2 (Cof2u — cos?u) . |

Tolke, Funktionenlehre. I. Band.
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Gofu + Gofv = 260] TV Go] " S "
Cofu — Gojv = 2Gin " " &in" ",
o (254)
Ginu - Sinv = 26in* '—1 (Soif——?
Cinu — Gine = 2(‘207“ + YGin" ",
' i Sin(u 1))
Tangu -+~ Tangw Gofu Gofr °
_ Ginu—1)
FTangu — Tangv = CofuCofo ’ (255)
_ Gin(u +v)
Cotqu + Cotgrv = Ginu Gino °
_ Gin(v —u)
(Sofg wn— GOtg’U = Ginu G——IHTU .
Cof (u + v) + Cof (u — v) = 2Cofu Cojv
Cof (u + v) — Cof (u — v) = 2 Sinwu Ginv , 056
Gin(u + v) + Gin(u — v) = 2Ginu Cofv , (256)
Gin(u + v) — Sin(u — v) = 2Coju Ginv ,

2T angu (1 —Tang?v)

, 2tangu (1l + tang®v) ; N
tang (v + v) 4 tang (v —v) = 1 — tang?u tang®v Tang(u—+v)+ Tang(u—v)= T Tang?s Tangfs
o o 2tangv(1 + tang?u) 2Tangv(1- Tang?u)
tang (u + v) — tang (v —v) =5 — - fu tangtc Tang (u-+v) —Tang (v —v)="— ~rengiu Tang®s
o 2cotgu (1 —}—_cotg v) . 2C@otgu(Cotg?v—1)
cotg (v + v) + cotg (u —v) = cotg?v — cotg®u Cotg (u+v) + Cotg (u —v) = “Eotgto_Golgtu
L _2cotgw (1 + cotg®u) 2Cotg v (Cotg2u—1)
cotg (u + v) — cotg(u —v) == = cotgfu — cotgts Cotg (u + v) —Cotg (v —v) = ~Gotefu—Gotgtr
tang u -+ cot, B Gl Tangu + Cotgv = Cof (u
ang COLEY= osusinv 0 g g (Eoiu@mv ’
o ,__‘E’E"—i_v) 5 _ Qﬂu:ﬁ)
tangu — cotgv = cosusiny ’ Tangu — Cotgv = " CofuGine’ (258)
. cos(u—v) Cof (u +2)
cotgu + tangv = sinucosy ’ Cotgu + Tangv = CofvSinu
. __cos(u+9) _ Coj(u—0)
cotgu —tangv= " , Cotgu — Tangv = Gofv Cinu
cos(u—wv) 1--tangutangv _cotgucotgv +1 Coj(u—v) 1 —TFanguTangv _ CotguCotgv — 1
cos(u+1v) 1—tangutangv cotgucotgv—1’ Cof(u+v) 1+ TanguTange Cotgulotge +1° I 259)
suiafii 3) tangu — tang v __cotgv —cotgu Sin(u—v) _Tangu — Tangv _ Cotgv —Cotgu (
_sin(u-+7)  tangu 4 tangv cotgv+cotgu  ’ Gin(u+v) ZTangu -+ Tangv Cotgv + Cotgu '
b) Funktionen des doppelten Arguments.
cos 2u = cos?u —sin?u = 2cos2u — 1 Cof 2u = Cof2u + Sin?u = 2Co[?u — 1
=1—2sin%u =14 2Ginu
_ l—tang®u _ cotgfu—1 . ljigangzu Gotg?u 11
T 1--tang®u~ cotg®u—+1 ’ " 1—Tang?u  Cotglu—1 ’
. . 2tang u . . 2Tangu
. . (=3 e Oty — O 260
sm2u——2smucosu—l+tang2u , Gin2u = 2GCinuCoju = I Fangtu (260)
_ 2tangu 2 _ 2Tangu 2
tang 2u = 1 —tang?u ~ cotgu — tangu ’ Tang 2w = 1+Zang?u ~ Cotgu + Tangu ’
_ cotg’u—1 _ cotgu —tangu _ Cotg’u+1__ Cotgu + Tangu
cotg 2u = 2cotﬂu - 2 Cotg 2 “2@otgu 2
Cof 2u -+ cos 2u = 2(cos?u + Ginu) = 2 (Coj2u —sin®u) , | (261)
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cos 24 + cos 2v = 2 cos (u - v) cos (u — v) = 2 (cos?u — sin?v) = 2 (cos?v — sin®u)

b

€08 2% — cos 2 = — 2sin (u -+ 2) sin (¥ — v) = 2 (cos? 4 — cos?v) = 2 (sin?v —sin’u) ,

Cof 2% + Cof 2v = 2Cof (u -+ ¢) Cof (w — v) = 2 (Coj2u + Gin®v) = 2 (Cof?v + Sin*u)

s

Cof 2u — Cpj2v = 2 Gin (u + v) Gin (u —v) = 2 (Co]2u — Cof2v) = 2 (SinZu — Gin®v).

sin 2u - sin 2v = 2sin (u + v) cos (u —v) = %%gx%gzh +1 i_t:;lfg%}
__ 2(tangu + tang v) (1 4 tang u tang v)
(1 + tang®u)(1 + tang?v) ’
— 2tangu 2tang v
)= 1 tang®u "1+ tang®v
__ 2(tangu — tang v) (1 — tang u tang v)

(1 + tang?u) (1 + tang? v) ’

sin 24 —sin 2¢ = 2 cos (u -+ v) sin (v —v

Sin 2u 4+ Gin 2 = 2 Gin (u + v) Cof (u—v) = 23;:3;; + 1’2_:;23@%
2 (Tangu + Tangv)(1 — Tangu Tangv)
(1— Tang®u) (1 — Tang?v)
2 Tangu 2Tangv

Gin2u — Gin2v == 2Cof (u -+ v) Gin (v —v) =5 T angtn 1 — Tangtv
2 (Tangu — Tang v) ) (1 + Tangu ‘Iang v)

(1—Tang?u) (1 — — Iang?v)
¢) Funktionen des dreifachen Arguments.

cos 3u = cos u (1 — 4sin%u) Co] 3u == Cofu (1 + 4 Sinw)
=cosu(— 3 + 4cos?u), = Coju (— 3 + 4Cof?w) ,.
sin3u =sinu (— 1 + 4 cos?u) Gin3u = Ginu (— 1 + 4Cof2u)
= sinu (3 — 4sin%u) , = CGinu (3 + 4Sin%u)
tang u (3 — tang® u) Tangu (3 + Tang®u)
tang 3u =1 gt oty o Tamgdu=""0 " gty
cotg u (— 3 + cotg?u) Cotgu (3 + Cotg®u)
cotgdu=""7 r3icigu CotgBu = =) s Cotgru

d) Funktionen des n-fachen Arguments.
€in¥ = cosnu + tsinnu, €int = (et = (cos u + tsinu)® ,

cosnu -} tsinnu = (cos u + 1sinu)® = cos" u - (1>'¢cos"—1us1nu -+
n 2 n—2 in2 T\ on i
—+ o) ¥%cOS usin?y 4+ -+ n)z sin®u ,
_ n n n—29 4in2a n n—1, aind
COSM U = COS u—(2)cos usin?u -+ )cos usinty —--- ,
Goinu~€oi”u+( )(Zoi" 2n61n2u+( )(Soi" 1y Gintu 4 -- ,

sinnu:()cos“—lusmu~(3>cos”*3usm3u+( )oos" Susindy — - ,

1
Ginnu = (7)Cof ~1u Sinu + 3 Cofr—*u Girdu - (3 Colr 5w Ginfu -+

s

COS U == COS U , Cofu = Cofu

cos2u=—1-+ 2cos?u , Cof2u=—1-+ 2Co0[%u

cos 3u = cosu (— 3 + 4cos?u) , of 3u = Cofu (— 3 4+ 4Cof?u)

cos4u=1—8cos?u + 8costu , Cofdu =1—8Co]2u + 8Cof*u

cos 5u = cosu (5 — 20 cos?u + 16 costu), o) 5u = Coju (5—20Cof2u + 16Coftu) ,

cosb6u = —1 -+ 18cos2u —48costu + oj6u=—1- 18Coj2u — 48Cof*u -
-+ 32cosbu ) + 32Co)®u

cos 74 == cosu (— 7 - H6cos®u — Cof 7u = Cofu (— 7+ 56 Cof2u —
—112costu -+ 64 cos® u) , — 112Co}*u -+ 64 Coft u)

cos 8u = 1—32cos?u -+ 160 cost u — Cof8u=1—32Coj2u + 160Coj* u —

— 256 cos®u + 128 cos®u , — 256C0)®u + 128Cof®u

(262)

. (263)

(264)

(265)

(266)
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sinu == sinu
sin 24 = sinycos % - 2
sin3u =sinu (— 1 -+ 4cos 2u)
sin4u = sinucosu (— 4 + 8cos2u)

sinbu = sinu (1 — 12cos2u 4 16costu),

sin 6u = sinwucosu (6 — 32cos?u -
-+ 32cos?u)

sin7wu = sinu (— 1 + 24 cos®u —
— 80cos*u -+ 64 cosbu)

sin 8w = sinu cos u (— 8 + 80 cos2u —
— 192costu 4 128 cosbu)

COSU =— COSU

1 1
2 R ,
cos?u = 5 -+ 5 cos2u

3 1
cos3y = 7cosu—{——cos3u

1
. 3,1
costu = o +§cos2u+f——cos4u
=4
cos®u = o—cosu—l— cos3u—{— cos5u
cos“'u—l6+l5 os2u+ cos4u+
+3200s6u

35
cos?u = Mcosu—}— cos 3u +

7
+ cos5u+ cos7u
. 3 7
cos ?6—128—}— cos2u+ cos4u+
1
—+ lbcos6u—}— 1280088%
sinu = sinu
it L Loogo
sinfu = 5 — ;5 cos2u
sin3y = 3fs1nu~ 1—sin3u
4 4
. 3 1 1
sin®y =: g r§cos2u+ —cosdu
. 5 5
sinfu = g s1nu—~ sm3u+ —sm5u
. 15
sm“u:l% os2u+ cos4u
! cos6u
32
. 35 21
s1n7u:64smu——s1n3u—i—
—{—1s1n5u —}—s1n7u
64 64
. 35 7
sindu — cos2u+ cos4u
128
1
l6cos6u+ l2§cos8u

2

bl

Sinu == Ginu

Gin2u = GinuCofu-2

Gin3u = Ginu (— 1+ +Eo)2u)

Sindu = SinuCofu (— 4+ 8Coj2 )

Sinbu = Ginwu (1 — 12Co)2u 4
+ 16Cof* u)

Sinbu = SinuCo|u (6 — 32Co|2u +
-+ 32Cof )

Sin7u= Ginu(— 14 24Cof2u —
— 80C0| 4% -+ 64 Cof® )

Gin8u = SinuCofu (— 8 4 80Co|2u —
— 192C0f*u -+ 128Cojé u)

Cofu = Cofu
1 1
Goftu= ) + | Cof2u
CoPu= ; Cofut | Cof3u
Coftu= o + 5 Col2u ) Gof4u

CoPPu = ~(€ofu+ (€oi3u—}- (Sof5u

4+ 3% Q:DFG’M,

Cof7y = ——Goiu—i— (Zof3u+
+b4¢of5u—i— (Zoi7u

(Soisu— 7 ©o i2u—{— (50[471,—}—

128 + 16

(Zoiﬁu + - 128

Ginu = 3inu

Ginty = — ;—+ ;Qﬁoi2u
Gintu = — | Ginu+ - Gindu
Sintu= 5 — coi2u+i¢oi4u
Ginf'u—;—Gmu— Gindu+ 6m5u
Gindu = — 16+32€oi2u
CoHu—{— Gﬁo]ﬁu
Ginfy=--" —Gmu—}- 651n3u-—
6m5u+ 6m7u
6in3u=132§ o:oizu+ ! Gof du—
(Zof6u+l28 o] 8u

5*

Cof8u .
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¢) Funktionen des halben Arguments.

U 1 sin u u Cinu
cos 5 = |/ 5 (14+cosu) = —=-=— , Cof [— Colu +
2 ] 2( + ) 12(1 — cosu) ‘.2 : ] ( i ) 12((50iu—1
. 1, i 1. i
sin —;— = l/? (1 —cosu) = e Gino = ] (‘20 o — 1) —Tevmq—‘———
] 12(1 + cosu) 2 1'2(Cofu 4-1)
tang ¥ — 17— cosu sinw 1 —cosu Tana t — /Cofu — 17 _Ginuw_ _ Cofu—1
g3~ ' 1+cosu 1+ cosu sinu ’ ang - _] Gofu+1 Cojut1  Ginu
u /T+cosu _ 1-4cosu _ sinu u /Cofu 41 __Coju+1 Ginu
—_ = |/ —_— = - —— e = |/
cotg 2 1—cosu sinw = l—cosu’ Cotg 2 "Cofu—1~  Ginu T Cofu—1"
2tang > 2 cotg “ 2 Tung - 2 (Sntg
dnue e _ %y G T2
1 -+ tang? 7; cotg2l;— 4+ 1—:3:ang 2 (Eotg v
1 — tang? v cotg? *_ 1 4 Tang? (Snt92 2+
cos U = ——— f? —- 2 Cofu= — - —72 —2
1 + tang? E cotg2—72t -+ 1 1-— Zang 2 G',ntg2 1 —1
2 tang % 2 cotg ; 2 Tang 42— 2(€ntg 2
tangu = ———— = ——- — , Tangu = v ,
1 — tang? 3 cotg? 5 = 1 1+ Tang? ) Cotg? — + 1
1 — tang?® g cotg? ¥ 1 4 Tang? % Cotg? % +1
cotgr= *27‘oang u - E ol ’ Sotgu= 2% w = 2¢ tr— A
2 €3 a8 5 o83

3

(270)
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Durch elementare und elementare transzendente Funktionen
- ausdriickbare Integrale.

Zweiter Abschnitt.

1. Integrale der Klasse

a) Algebraische Integrale.
Wie man durch Differentiation leicht bestéatigt, ergibt sich

/(a+bz){ PP
(c +dz)*tt

i—1

z
/<1 i T

).+1

- (“,'T'f,,bz.
T Abc—ad) ‘¢ +dz
1/ Pl

(liz)

(a+bz)*=! de

(c+dz)*+!

i

(1)

Diese Integralformeln gelten fiir beliebige ganzzahlige, gebrochene oder irrationale Parameter-
werte 4 mit Ausnahme von A=0.
In Anwendung auf die ganzzahligen Parameterwerte =1, 2, 3, 4, 5 erhdlt man

1 a-+bz | z 1 1Lz
,/(c+dz)2 (bc_aa)'c*rda ) /(nz’)z’dzZrigz o [pde=—
aﬁ—bz a+bz2 1 z |2 1~L 4 z\2
,/(c —dz)? 2(bc »—ad) c —{—dz) 1+ 2)3 dz= 2(1:_-7.2) ’ [ cdz=— ;(« ;) ’
(@ -+b2)*dz a - bz\3 1/ =z 3 (I—Lz)2 1 /1423 .
/(c +dz)f T 3(be —ad) (c jf— dz) /(1 + z)4 3'(\1'¥£}.) ’ / dz= 3 ( z ) ’ (2)
(a»l—bz)3 - a-+bz R YRR (1—'—2)3 Y 1/1 424
Jedzp®*= (br—ad)(chz)’ /142)0 z_4(1’£}) ’ / - dz *4'( z') ’
(a + bz)* 1 a + bz\3 P 1/ z \s '(lztz)4 1/1+25
,/(c sz)sd“: 5(bc'—ad)(6 »};dé,) ’ /(1 L dE= sl gz) ’ / S da= *)( =)
Ferner folgt fiir einige gebrochene Parameterwerte
: dz B 1,a+bz - dz . p dz 1z
./1('J;bz)’(c+'dz)8_bc—a&l'c’%fdz ’ ,/(H_r;lj(j#z)—%l*ﬁ /:l‘.(liz) - 2' z ’
" Ja+bzdz 2 a+ bz ’ 12 dz 2/ z 11+ zdz llizi
./(c'-f:drz)zl(-—l—dz 3(bc~ad)< ;};dz>z ’ /7112)211:bz—3(1iz) ’ /7;;2172 = ‘B(Vz ) s 1 (3)
/(a+bz)]a+bzdz 2 ((L—rbz>3 / Vz]z dz 2(L ) /(liz)lﬂlizdz ;*27(1_23
(c4+d2)3)c+ dz 5(bc —ad\c+dz/ ) z)%ll_;A 51_—tz) ’ Bz - 5\ =z )
3 /a + bz C dz 82 Code A 7171—7,
./f(a+bz)2 c—}—dz)“ bcﬁajdrl/ci-l{‘ dz /]zz(l ;)4:3l/1£z ,a’;;(f_[z)z_ 73"/ 2 ’ @
[ 2 3 ,,,i_/(??@zf [ 4 j‘f‘/(, O S ’*1/(Ziz)l
a—'—bz) c—rdz)° 2(bc~ad) c+dz! J2(l£zp 2 '\ 22 12512 2) - o2f\ 2
O I S T S [
D rveperdap be—adbetds  ° Jimaizy™ l itz Moz = (5)
[ dz (arbep [ a4y [ _HE i
](a+bz)(c+dz) 3( cftzd)’ c+dz' f'@(lgk)' 3F 1Lz 127(i:_£z)_ 3] 2



70 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

b) Trigonometrische Integrale.
Werden in (1) die neuen Verdnderlichen

z=sinl, dz=cos{dl bzw. z=cos{, dz=—sinl d{
eingefiihrt, so ergeben sich die trigonometrischen Darstellungen
(e —_i—l)ws_i‘l-lg);'—l cosg 47 = 1 (a j%-_bsmg) (@ + beos)” _71 s;nZ,‘ a4t — 1 ja+bcosty
(c+dsinc)’+1 A(bc—ad)\c+ dsing (¢ + deosg)* 1 —z(eid—bc)(ci?d'cac) ’
sin*~1¢ cost 1/ sinf ° A cos 4  sing 1/ cost 7
/(1 . sm§)’+1d§ (lisin{) ’ /(licosf,‘))"'l L= ).(licos?;) > ((6)
(1 j:sm?,‘)}"‘lcosg 1 isml,‘ (l;}:cosg) smC 1 :l:cosC
/ sm’JFiZ,‘ dt=— ( sing ) ’ / coslﬁg dg_»(‘ cost )
Hieraus folgt fiir die ganzzahligen Parameterwerte 1=1, 2, 3, 4, 5
/" cost C 1 a—}—bsmc [ sing ) g_”i 7177 7 a +b cost
(¢ + dsing)? (be —ad) ¢ + dsing ’ / (c+dcos?)? > (ad—bc)c+ dcost ’
+b 1 +b 2 b 1 +b 2
ferbmbet o iRy, (“(LZ"SE%E}?Q F=sa-sale (o taomt) -
£a+b31n§)zcos§dcz 1 (a+b31n§)3 (a+b£93§ﬁ§1nc (a +bcos§)3 (7)
(¢ + dsing)? 3(bc —ad) \¢ + dsing/ ° J (¢ dcost)t ad—bc) ¢-+dcost/ ’
(a -+ bsing)®cost - 1 a - bsing\4 (a + bcost)? sip; _ (‘L’*Tﬂ’@; 4
(c-%—dsmf)ﬁidc— bec — ad) c+d31n2,‘) ’ J (¢ +dcosg)® dt= 4(ad—bc) +dcosC) ’
(a + bsin CXQP,SC C . 1 a -+ b s1n§>5 (a + ?5;9%)“915 (a, -+b cos§>5
(¢ + dsing)® 5(bc —ad) c+d31n2,‘ ’ 1 (c+ dcosit)® ad— ¢)\¢ + d cost
'A LT Wsin‘g /'7ln: ar = — cosi
/(lfisint)2 h#lj:sinr ’ (1 £ cosg)? 14 cos
f sin cos g at = < 8ing ‘)2 (" cosl‘\smg ar = ﬁ< cos§ ‘)2
) 1+4sing/ ’ licos - :l:co
(smi:;zsc é 1 ging \3 (cos2 4 311(1: & [ 1 cosf \3 X
/ Tireme %t =3 (1 " suT> ) @ reostp =5 (1 L ecat ) (8)
Sin®teost g 1,( sin -L)“ cosPsing g {( oot )4 .
(1 & sing)® 4 \1 4-sin ’ (1 4 cosg)® 4 \1 & cos¢
sintZ cos{ 1 ( sin ¢ >5 / cost{sin§ de— 1 ( cos! g—*)fw
(1 +sing)® _E 1+s8ing/ ° (1-=cosg)® = 5\1 + cosi/
0083 gro . LEsint /”iifli;‘ ¢ LEoose
/ sin?Z 2 sing ’ Jcos?g T cosg ’
/ (1 :{:sm@)ﬁcﬁoii d" 1 (i&ﬂr}h)ﬁ /(1 + COSL.)SlnL, d" 1 (Li cos‘,)2
sing T2\ sing ’ ‘cos? g 2\ cosg /°?
2 1/1 in {\3 1 2 1/1+ g\3
G = ;o:( e ) [0 il =g () (9)
(1 £ sing)cos § ar— 1/1+ sin§>4 / (1 £ cos{)Psin dr— 1 (1 + cosgie
gin®¢ - 747(Vsin§ ] cos?¢ T 4\ cosg ) ’
(lj:smt)“cos._ 1 /14 sing\s (IICOSg)‘lSlnC - 1 /1 4+ cosCys
/ sin®g df = 5 (_77sin§ ) ’ / cosb{ LN 5 ( cos ) :

Werden unter Zugrundelegung des unteren Vorzeichens in den beiden unteren der Gln (1)
die neuen Veranderlichen

z=sin%{, dz=2sinlcos{dl bzw. z=cos®[, dz= —2cos{sinfdl

eingefithrt, so erhalt man
s 241
[ s g b

J cos

d;‘:——l—rcotgmg. (10)



1—1
Integrale der Klasse f @+, 71

c+dz)t+1
Die Anwendung auf die ganzzahligen Parameterwerte A=1, 2, 3, 4, 5 ergibt
"sing 4. 08 § 1
./:;23;(15 Etang [fm%d“ =— 4 cotg?l ,
sin®¢ .. 1 “ cos C - 1
[ cOss‘zd Ztamg‘*b , / St a; = — 1 -cotgtl
sin® ¢ 1 cos®g o 1
Jeargdt= g tang'C [t =— §cote'l (12)
[imiar= §tangl, /gzgdr ;cmg;
s 97 .. 1 cos? ¢
/ ::,%fc' dg 10 tang!®Z, / smSll; al 1—0— cotgl®l .
di . . 1 3 5 7 9
ie halbzahligen Parameterwerte 1= 22 T g Ehefern
1
‘/cos2§dc tang§ , [sz df= —cotgt ,
1 iy
/::,r;f {= ytang’C , /Zﬁi di=— ;cotg®f
sm"{ 1 cos C _ 1
/ COSSC 5 tang5§ ’ [s-;lsz ;_ 5 COtg5§ ) (12)
"sin® E 1 cos®§ 1
/-m e LTI
8 7 > 8; 7
Lot e {d e
/ COSIDC dc = ~tang . gl;lmi; = — 9 Cotg C .

Unter Zugrundelegung des oberen Vorzeichens folgt aus den unteren der Gln (1) fiir z=sin2 {
bzw. z=co0s2¢{

/Sln ~1cost C“'-l'< sin®{ )' " cos?? lcsmz; ar=—, < cos?t )1 ]
=3 , ,

T+ sinzgi+t A\1+ sin®¢, (14 costr)*+1 1+ cos?t (13)
(1—{—51112")1— cos§ 1 4 sin2g\4 (1—}-0052§)2 1s1n§d 1 (1 + cos?§\4
e e o g at= g, (e,
Die Anwendung auf die ganzzahligen Parameterwerte A=1, 2, 3, 4, 5 ergibt
" singcos{ 1 sin2¢ " cosgsing B cos?g
./(l—ri—smzc2 ; 74(1+sm2 ) ’ /(1"-}—»cos2§)2dg ) <1+0052 )
sin®¢cos ¢ 1 sin?g \2 " cos3gsing o 1 coszi 2
.{(1 -+ sin? )3 df= 4 <1 F sin? > (14—1—4(305—22)é df = 4 < | + cos? )
" sin®g cos ¢ 1 sin?¢ \3 cos® ¢ sin C 1 cos2f \3
[ e dt= o (1 Tameg) » dg=— ’, (14)
A+ sin®¢)* 6 \1 - sin? (1 + cos??) 6 \1 -+ cos?g
/ sin’ { cos C 1 sin?¢ \4 cos? L sin Z,‘ dg = 1 ( cos? g 7\)4
J (1 + sin? C)5 B (T + éﬁiﬂ'@) / (I+ecos?f)s "> 8 \(L+cos?y)
sin® ¢ cos C 1 sin2f \5 cos®¢sing o 1 ggsgrh 5
./(1 —}-stC, 6<1+sm2§) /(1 —}-cosZC)“dg 10<1 —}—cos%) :
11 2 i 1 1+ cos?
(b feakan— s
(1 + sin?g) cosC 1/1 +sm2§ (1 4+ cos? §) s1n§ 11 —}—coszg
Oty 1 Lty [(robent gy 11 etne,
sin® ¢ 4\ sin?g ’ . cos®¢ 4\ cos?g
(1 + sin? £)*cos? 1 /14 sin?4\3 {1+ cos?{)®sing 1 /1 --cos2g\3
i dp o L(E L D
. sin’¢ 6 \ sin%¢ ’ N cos’ ¢ 6 cos?g
(1 +sin?Z)*cos? 1 /1+4-sin®g\4 f(l -+ cos? £)*sing 1 (1-+cos?gyt
/ Aglﬁ’ciridc_ 8'<A§12§ ) ’ cos®g df= 8 ( cos?g ) ’
1+sm2§)4cos§ 171 +sm2§ 5 (1 + cos?g) sing 1 /14 cos®Z\5
/ “sin!lg af = ﬁ)( ) ’ I Teosttz df= '1'0( cos?g )




72 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

Fir 1= % und L = — ; erhilt man
/' _cost sinf /', __sing _ . _cost
(1 + sin?g)? 11+sm2; (1 + cos?g)? } 1+ cost ’ ]
/m - EOS;C* _dr — ] 14 —J— s1n27€ / smc _ dr— ¥ 1 C({S?C ’ (16)
sin®Z J1 4 sin?¢ sing 7 cos2 | 1 T cos?? 4 cos & '

c¢) Hyperbolische Integrale.’

Durch Vertauschen von § mit 1¢ gehen die trigonometrischen Integrale in die entsprechen-
den hyperbolischen Integrale iiber. Man erhalt, wenn in den sinus-Integralen gleichzeitig b und d
mit —ib und —id vertauscht werden,

[(a—t bGing)' ~ ot [— 1 (a+b6m§> /(a—l—b&)f;)’_lemc dr— 71””””(@—1@{;)1
(6 +dGing +1 i(be—ad)\c +dGing (c+ dCojg)*+1 = J(be—ad) \c+ dCoft!
Sin' TG0t gy L St i e leSing 1 Coit g
/(I:temc‘“ 21 Ging BRGNSt 1 Goft)
l;tetnc’—l@oic 1+ Singy ((1 + ol g 1“1thc . 1+ Cofg\t
/;ﬁeim“’lC dg= 7 ( Gint ) ’ , (soiurlc At = ; (’(,nic )

Cofg B a-+bGing " Ging . 1 a+bCofl
[(c—}—d@m{}z L= c—ad)c~—d6m§ ’ l/(c—i d€o) g)? df= (be — ad) ¢+ dEof¢ ’
/(a-}—b@mt)(ﬁoigdcﬁ 1 (a+b£51m§ /(a+b£oi§ ) Ging ¢ — 1 (a+b(£oi; 2
J T c+dcingE 2(bec—ad) c+d6m§) » 1 (e 4 dCof £)? 2(bc—ad) c+d’¢6ﬁ) ’

(¢ +bSing) 2(SoiC dr— . 1 (a—‘,— bGing\3 /,“ + b Coj §)? Gmc ar — 1 (a +bCoj )3
/ (c—}-dSmC) 3(bc— ad) c—l—dGmC) ’ (¢ +dCojg)? 3(bc~ad) c—{—d@of{) >
[(a+b6m€f¢oi§d;7 1 ( +bBinke /(a+b¢oi;3@5mcdg (a—i—b(io
J T (c+dcingp (be —ad) b+d6iﬁf) * 17 e+ dCGof¢ c—a’ ¢+ dof ) )
/(a—i-beml)“(ioicd 1 (a+meC) /(a-ljg;oiﬂgmcdc_ - (g+b¢oi€
Ccrdcingy “° 7 s@e—ad) \c+dSmg) | (cFdCofy)e bcﬁad c+d(sn"
f o Cofg Ging CoGing Cof g
| Al = s : [ e 4 = T ea ,
Ja + Ging)y? 1+ Ging T (1 £ Coft 1--Cofy
/SmC(SoM d 1 Sing 2 /(E i;GmC 1/ Goft 2
1+ Ging)® £= (liGm ) ’ Ia+¢eo af = 2 (li(sni‘f:) ’
Sin2gCof g 1 Sing \3 ‘GoPCGinC 1 Cofg 3
/ I+ Sing) t= (I@ﬁ) ’ ’ (1 tciif’;’%“ 3 (\lj—@oﬁ) ’ (19)
/gmiCG-Qﬁ dr — 1 ( Sing \4 "(f,ni“’;@incdg 1 ( Cofl ¢
(1+ Sing) 1+ anc) ’ (M £Cofg) T 412G foic) ’
" GintLCof ¢ - dr — 1 ( Sing )5 /‘@ov;emc It 1 ( Q[Ci)f’
1+ Ging)® 1+ Ging/ T (14 Cojg) "5\l £Cof)
14 Ging Sing _ 1+Gofg
[eiede=—"Gnr : ettt =—"6c ’
(1 + Ging)Cofg 11+ Singe {1+ Cojg)Gint 1 +Cofg\2
Sgwr 4= (e ) R R i 1
(1+£6Ging2Cols ,. 1 /1+6ing (1+Cofg)2Ging ,, 1 /1+Cofg3 .
/‘7 Ginte df = ?T("GTE") ’ [ T Gojig dg = — 3 (*@BTCW) ’ (20)
/(I:I:GITIC)3GDTC [—— 1 (Lq_LSmC (11(‘507@)361"5dci, 1 (li(ioic 4
e T4\ et ) ’ ST ey TP T 4 G’,ni’}:ﬁ) ’
1+ Ging)€ 1/1+6 1+Coj2)S 1/14+¢€
/ € et:zg 3 ol df = s (f:ctéﬁ};l; ) ’ / (‘“'i'(z%ig’:*m g = 5 ( ’i(iTqZE) :
G2t~ (soi../. g
@:oi2'+1c dg= 7 Tang?* ¢, /gi}{éﬁlcd;f ——(Zotg L. (21)

(18)



ergibt sich

Integral der Klasse

Gmc 1
/ Gopt 46 = 5 Tang®C,
Gin®s 1
/ Gtz 46 = ¢ Tang',
Gin®¢ 1
/ o 6= 5 Tang’ L,
"GN’ g _ 1 s
/ (€oi9§d§ 8 Tang® L,
‘Sin? 4
ez =y Tange,
,/(‘;072 dc*zang; )
in%g 1 3
./w g = 5 Tang{,
‘Sint C 1
/ oL & Tang® L,
Sintt 4, 1
/ copor 40 = 777 Tang’ ¢,
Sinét L.
./ oide; + Tang',
2i—1
t®ol & l Gin%g
/' émT’Hldg 24 (1;é{n2;) ’
— Gin%g l"l(ioil ) 1 /1 —Gin2g\4
/' ’*gmmﬁ? - dg:’_z)( TGzt ) ’
/ GintColt 4. L (’ Ging v)
(1 — Gin? §)2 2 \1 — Gin?
3 2
,?né(&:i;adgk 1 ( Gin §2 )2
in2g) 4+ \1—Gm2g
Sin® ¢ Cof Z 1 Sinzg 3
/ 1—61112;) 6 (1—6m2 )
Sin’{Cof & 1/ &in?g ¢
[ G 6= 5 (=&
/ Gm"t(foil lg—— i( Gin*¢ )5
— Bin%g) 1 — Gin%g
/ Goic 11-—-6Gin*t
. 6m3§ T2 Ging ’
/ 1—§mi§@i€ dr——. (}~61n2§)
Sin®g T4 Sin2g ’
(1 — Gin*)*Cof ¢ 1 — Sin2gy3
/77 SNy dgﬁ__(’)( Ginz¢ )
/ 1 — Gin?t)*Cof ¢ AL = — (1-6m2t)4
K Gin®g 8 Sin?
/“?9‘,’&,4&";(1;: 1—61112 )5
Sintg 10 Gintg
Coft .. Ging
/(1—61112;) 1= 6ing
[ Goft g 1@t
65m2 £11 — G2t Ging  °

[(a + b2)A(c + dz)dz.

2. Integrale der Klasse [(e¢+ bz) (c+ dz)"dz.

a) Algebraische Integrale.
A sel eine beliebige ganze, gebrochene oder irrationale Zahl, n eine positive ganze Zahl. Dann

ch

Ha+b2)* (c 4 dz)"dz z'/-(a + bz)*(%)n [(’d’ —a)+ (a+ bz)rdz

J-

"Cof¢ 1
[y 48= — y Cotat
"Cof3¢ 1
IS as = o
"Eof° ¢ 1
./ s 6= — ¢ Cotg’C
"Coj7 g 1
./éiaszdgz‘ s SO1E
"ot 1
| S g 18 =y Cote®t
Tl
| ey 6 = —Cotgl
Cof?g ;. 1
@ch§_~ 3 Ootg’s
FCof¢g . 1
J gy dt=— 5 Cotat,
"Coffg 1
/@I@c‘“‘ e
/ 6111‘”“ g = 9 (Sotg";.
[ e L
la l_GDFC)hLl - Cof2L
/(1»+Go o' Sing g, ,7(1‘1‘,90,72}’
Goit Fi 27l Gog
oiCGmC _ 1
/ 1 4 Cof? 08 = 2(1+(€0i2°)
/ DH,G‘"C L( Cofre 2
J‘_Lozg):’ T4\l Cof2g )
/ 7§6m§ ZCﬁ—l—( Cof2g 3
(1 FCof2?) 6 1+(€o C)
/LOF C@mC lg 71 ( 7777777 4
S +Gofrg 7> 8 1+¢° C)
cson;Gm; 1( Cof?L
/ (14 Corr5s 45 = 10\ T Gofee -
/GmC A= 1 1-+Cof?¢
2 Gof?g ’
1+ Cof2?) Sing 1 (14 Gof?gy2
[ “at=— Canr)
Cofs ¢ 4\ o2 ’
1--Co?5)2&ing 1 /1-4-Gof?g3
[ et =— V)
L TR 61 Gopr )
/(1-1—(207 eeing . 1(71+W§07C4
ol R T
—}—Loij 2 Sing 1 1+(i,0|2§
/ Coftrz T d;_—lﬂ( (_,DTC )
- 8ing _ Gt
/ (1 + Gof2t)? |1+ Cof2¢
, Sing _114+Gof?g
_/ Gof2¢] 1+ Cof2g Cofe

(23)

(24)

(26)



74 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

oder wenn eine neue Veranderliche

substituiert wird,

- n b /+n+

[(a+ b2y (c—l—dz)”dz—»nﬂ(d — /gz 14 0)rde.
Nun ist nach dem binomischen Satze

Qo =1+(1)e+(5) e+ -+ mit

und damit

(f)= =D =2 — k= 1)
1-2.3..k

'/'(a—i— bz) (¢ +d2)rdz = bnd—:f(% — \>Hn+1 / &+ (1{) gl (g) L N AR L1

oder ausgewertet

flatbap o aaraz= s —of [+ () i+ ()i + o+ ) ‘

Fir A=-—-1, —2, —3, --- — (n+1) artet die Losung aus. In diesen Fillen ergibt sich
‘(Z:‘Z))d 'bndzl(cdb “Hl ni+ () ) (5 ) +ot ,
./gfi{%ﬁdz“wd:l(c; af | p (e (5) 5 (5)5 4 T IJ ;
[ = T s G+ e ) G+ 25
S ihar= T = o T g (g () w3 ()5 o+ ).
e e R ) P (TR e LY
S A . A N L W

Wird in den Integralen { wieder in z riicktransformiert, so erhdlt man die sehr weitreichende
Gruppe von Integralen
fcb n b \
” {(2 of @baps )(%—“)" e’

@t b2 o +darda= oy 1o T e (28)
cb n—2 A+3
N —a (a +b2) peyitntl
+(1§)(d ),:+3 o O (A+—1,—2,—3,—@m+1)
. ‘ch \n—1
[t an= a2 e ) T
'd '
‘ch \1 -2
A5 —a (@ + bz)? "
e (’;)( d ) ) SR @iﬁ& )

cb n
,'(g-‘r dz)ndz——— bdn [— <Z —fl>‘ n (”)(&b _a>n In ‘ fl—j_kl —I—( )( a)n—zﬂ—iiz n
. \ d"

4 (1;) (Edb _ a‘>n‘3 (a %29?), 4o (a_‘Lb_z):_lJ ] (29)

n




Integrale der Klasse [(a -+ bz)* (¢ -+ dz)"dz.

/'(C +da)' o ar "(Cdb ——a)n (Eb _ a)’l"l

d \/ch n—2 + bz
L Do = i [aa o — (1) “ane )G/ G

d

‘n\ /i \— 'n \i— 2 n—2
T e
ch n cb —1 cb n—2
wray, e | G LG (T Vb o8 atbe
Ja stz =y | =gt gam— (1) s — (o) Samae +G)T o TG
‘ : d "
e T
b M b n—1 b
[letdary, . & _,,,,ﬁz’fi =), (Ed,““), e[ )(cd“f) ,
T hap T | T S (o + bt \1)(n—2)(a+bz)”_2 n—2) a-+bz "
LI e 55+ @t ]
d
b n ‘ch \n—1 b
(c + d2)" o dr (9;1>—a) n (,Ed'—a) . mn \,cd,_a 1 a--bz
L e T v 11 e tvors ver SR MUY s 7 L
d
Hieraus folgt fir a=0, b=1, ¢c=1, d=--1:
r 41 A2 < A48 n i+n+1
[ ardz= T — (1) i+ ) s 0
(A —1,—2, —3,---— (u+1)).
[0 aa e ()] ()
N n . oo ) n-—1
R R AR SRR
o P e L .
- 2) 1 1 : z w2
/(1 :42 dz=—, 3+(11L)2i2 (Z)z’_( )ln Z‘+(4>1 (1;)22+ + (=1 i~3
(1 — 2) 1 | 1 / 1 ne 1,
/(1 ZnZ) dz:“(n_'_T)izn—l (7;)(71—2)27*2~(;)(n 73')7211—-3—‘*_ + (=1 l(nZQ),.
F (=T ") 2 4 (— 1)
(1 —z)? 1 ¢ 1 1 n/ 1 n
[t = ot By gt UL s

Ferner folgt fir a=1,b=-—-1,¢=0,d=1:

: . =2t m(1—2*t2 i (1—2)t3

./(l_z))'z de=—"",11 () Py ~ (3] e bt
| ‘n+ (1_2)Z+n+1
=

(A=t —1,--2, =3 —(n+1)).

(30)



6 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

[ de=—mm1—z + )]—}4?—(2)“—29@ (= ,
(atpde= i (i =2 — (174 () 0T o e G220
= g0~ 1 O e
(e A ,
otz = g0 o — (g +0)r 2+ (g1 —2 —(3) 77+
+(1 '2‘2)2 i (— 1y @ E,i)';_? . ,
laZate= i~ W ma e Tl gy ps T

(=1 (, ") s+ (= (i L=z (=1 =) ,

: 2n 1 n 1 n 1
[ T ()mfl)( 2 1+(2)(n—2;< e
+(—1)n+1( " )(i (=1 n 1

Fiir c =0, d=1 und die Parameterwerte n =0, 1, 2, 3 liefern die allgemeinen Formeln (28) und(29)

' ST CE 2 _ @z b)Y
./(ai—bz)’dzm + b+ 1) , '/(azj:b) dz a(;.+1)— ,
A1 odz 1
/(aj:bz) o b(1— )(a:}:bz)’"l ’ ,/ (az—Lb) a(l —2)(az = by~
dz 1 i bz dz ' az
locpm=FT g1 : [ =l 1£5
. :}:b A41 P )2.—{»—2 B b b/.+l
./z(aibz)’-dz: *%L’z(l_f_) ' +(gb%3—§ , ./z(azib)lr]z:q: (Z:(;E+)1), +
(az b ))+)
+ W)
© z2dz o @ ‘Azilzﬁ . b
‘/(aj:bz);‘ T o1—1) (aj:bz)""l—r _,/(azib)’-— a?(1— A)(az = by 1 ™
1 1
Tty ey ’ e e sy
Cozdz a z a i bz zdz b z b az
/gz;.:bii‘b*"”ln\li*‘ o lamemte T e lEY
" ozdz zdz b 1 i az
[as = vty T a1, e =t iy a1
" a(a+b2 Tt 2a(@+b2) T | (a+ba)t?
/z (@ ba)idz= BG4 B+2) T B(+3) ’
[ 22dz a? 2a 1

Ja+tbzy BA—2)artba"L b3(2 ; )(a +bz)t—2 2 T b3 (3 — 2)(a - bz) —3

/
/‘ 22dz 3a?
/
/

a 2*
ﬂ*b;:;fba—b?zﬂ‘ﬁﬁln L+
s 22dz B a? a +—bz
o e LI |
[ 2%dz a?

D i abay = 9b3(a+bz2+ba a—l—bz)—'_ba In, 1+

(34)

(36)



Integrale der Klasse [(a + bz)? (¢ + dz)*dz.

' o ada+ba)ttl | 3a2a+b2)t? Ba(a4b2ttP | (a+ba)t?
|2t bapdz=— "5y B+ 2) THGE3) T M
©o28de ad , 2.2 -

f(azi)z_)l T R —) @bl @) (a +bz)li2~b;(3—7}.)(a+bz)z_:i+
1
b (4 — 2)(a + b2l —*

" 28dz 1143 2

+

lavo:= 6w T2 ap?t 5 Z;lni“r .

Lo = waron T e 1+ bf b O
./V'(aidfzp = 2b7(7ai}fbi)2 - %—ib“{) i In ‘1 + 2| + R
/A( zjrdbzz) W(ailﬁfp °b4(2ibz 2 T g a3j-bz) + L In| 1+

Fiir A= folgt aus (28)
: e 2dn(a -+ bz)t ! b el
./(c+(lz)" Ja+ bzdz== ég: z) [3 («d —a) + 5 (;L)(%~a) (@+bz)+
b n—2 1
+ 7(2>(%—a) (@b + -+ g (at bzy
und in Anwendung auf »=0, 1, 2, 3, 4

'/]((—f—bzdz—gb(a—}—bz-i ’

/ (c+dz)ja+bzdz== 5 - bz) F (chb (a+ bz)1

[(c+dn?ya-fbadz— 2T E0 [—31—( ) —(c—b—a)( Fha) 4 o {a b))
l/.(c-%—dz)s Ja+bzdz= 72743;9:}4& [% — (cdb~a)2 (a+bz)+
+§( a)(a +bz>+ —(a+bz)3} ,
[+ dzyyadt badz =220 1 —a")“+ 5(%— f @t 02) +
,,(7 ——(L) (@ + bz)? < °b —~a~)(a+ bz)® 4 111— (@+ b2)t
Ferner folgt fiir A=—

[l ias= SR A 4 (= 004

1 b 2 1
4 3(72‘)(7—@) (@ b2)2 - 4 5ty @+ b2y
und in Anwendung auf =0, 1, 2, 3, 4

—}—d _ 2dja+b; +b
i s
[l gy BVt 2 b ] e b -
‘/(;;_gng = ‘>d3]Z4+b Kidé — a)a—}—<%—a)2(a + bz) + —%(%b——a)(a + b2)2 4 %(a + bz)3|,
cb

/ <ljgb2dz 2d'Ya + bs [( Pl (G —af @t b+ (G —a) @b+

T 7( (a+ baj+ o (a+bz)4]

~1

~1

(38)

(39)

(41)



78 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

Fiir c=0 und d=1 liefern (39) und (41)

[Vatbedz=J @+ b2t ,
/z}a+bzdz~5b2(a+bz) [ a—}—sz

| /z21a+bzdz— 7 (a—}—bz)q[% 5 (a+bz + .(a—’,—bz)zl
./z"}'a—}—bzdz—» (@ bz)} [ 3+W (@4 bz)— 2 (a + bay +%(a+bz)ﬂ
‘/nz‘*}r’fz—}—rbédz— a+ bz): {%4 —75—— (@4 bz) 4+ 7—(a+bz) — 9—(a+bz)3—}—111(a—{—bz)4 .
dz 2
e~ platbe ’
- 2dz 2 ’
¢ 2%dz
[ = — s Va+bz|a — a-}—bz)+—~(a+ bay| ,
./“ﬁ"ff;z f+bz{—a3+a —{—bz)——#(a—}—bz)z—l—%(a%—bz)ﬂ ,
/rg%-izb =5 f+ bz{a" a+bz)—}— — (a-}—b.a) — —( a4 bz) -+ (a—%—bz)’*r.
Fiir A= folgt aus (28)
2dn(a -+ bz)} 'ch \n 1 /n\/cb \n—1
/(a—}—bz) (c+dzyndz="* EETI {5(71’—*“) —1—7(1)(7—0&) (@+bz)-+

+o )7 —a bl e + b2

und in Anwendung auf n=0, 1, 2, 3, 4
/‘(a—}—bz)g'dz: 526 (a—{—bz% . o,
¢+ dz)(a+ bz)? dz="2 b2 (a+b 2)} { <cd{’_a‘)+—;v(a+bz)J ,

I
// (¢ 4+ dz)? a—}—bz)fdz—f a+bz )g[,,(,, —a>2+—§—(ii—b—a>(a+bz)+ ;— (@4 b2)?|,
c+dz) a—{—bz) dz——r

atb2) 5 (G —af + HG —af @+ b2)+

+ g—< -—a)(a—}—bz llfl(a-}—bz)aJ ,
L/(c—}—dz)“(a—}—bz)%dz:ﬂ (@ + bz ) [ <cdb a‘)4—l———77(913—a) (@+bz)+
ch

‘(@
(

_}_5’(7'*“) (a+ b2y +11< )(a+ bz)® + 3(a—{—bz)4; .
Ferner folgt fir A=—3

(¢ -+ dz)n . 2dr b b
l/%;é))g_dz:bh#l]ﬁﬁ{ (%_a) HJ(%‘”“) (@+bz) +

1 /m\/ch \n—2
+§<;)(%——a) (a+b2)2+"+2"h’_i (a‘erZ)"
und in Anwendung auf =0, 1, 2, 3, 4

& 2

Jasot = siases , l
(c+dz)dz 2d b

./7(;; bz)‘z b2+ bz bz[ (,cd'_“> +a+ bz] ,

N dz)*d 2 d? b 3 1 .

Fatoy =oregnlli— +2(7—aaroa+ getoar , ‘

(42)

- (43)

(44)

(45)

(46)

(47)



Integrale der Klasse [(a -+ b2)*(c + dz)*dz. 79

/(f(jf;):)dz b4lzﬁbz[ (Eb )+3(gdb'—“) (@+b2)+(% — )(“ Fo2ty (“J‘"bz)ﬂ’ ' )
/"‘jjf;’;dz e (7 —af + 4 —af (v1+bz)+2(~—av) (@+b2)+ i
+757(c; )(a+bz (a+bz)} |
Fiir A=1 folgt aus (28)
bt a2 L 4 (Y e
+ ()7 =) @t bap bt @ ba (48)
und in Anwendung auf n=0, 1, 2, 3, 4
/]/a—}—bzdz_»b(a—i—bz
/ ¢+ dz)ja+bzdz=137 (a +bz)%[1 (——a/) —;—(a%—bz)} ,
[e+dzpiatbeaz="F @+bz )*[ (5 —af + 7 (5 —a)atba) +  (at-bep
/ +dzpiatbads— 28 (———a>3+7<%—a:) (@t bz) + - (49)
+IO(?J’?— )(a+bz) + 5@+ b2y ,
Jetdzpiatbzda="F @+ b2 [ (G —af + 5 (G —af @+ b2+
t10(7 — o (@ b2+ 5 (F —a) @+ b2y + g o+ by
Ferner folgt fiir A—— 2, |
[ dz= =S (o + LG o et bn) +
+ 5= bt L @ bap (50)
und in Anwendung auf n—0, 1, 2, 3, 4
=ty ,
/:{i)d ifv’( a+ 02| —a) + 4 @+ b ,
I“Lfb’ =% Vato2y |} (§—af + 3 (7 —a)@+b2)+ § @+ b2p],
“ (V%r) dz="50 Ta+bap |y (5 —af + 3 (D —af @ +-b2) + § (F —a) @@+ bap + (51)
h—(a+bz)} ,
%;jgdza ek bap (G —af + 3 ( —af @rb2)+ § (G —af @t bap+
+11(% —a)@+ 025 + | (atb2p

Es folgen nun Anwendungen von (31) und (33) auf n=0, 1, 2, 3, 4
‘dz [ dz
/ Mr_ln]zf , d/—lf_:z:—ln!1~z‘ : , l

/l,ztfdz_lm_z , u/mlr—i—zdz:—lnjl—zdrl—z , [ (52)



80 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.
[P gy —in 2224 o [ dz= 1—z +201—2)— 57
/(l——z) dz=1In ~'—3z+3—zi—%3 /l—r—dz———lnwl—z +3(1—2)—
' _§£L2—,i) +(l,§i),
/'(1 —2! -dz=1In z|—4z—}—3z2—‘—1—;f— —+ z;, /-Tz_iédz:—1n11——z]+4(l——z)—
—3(1— )“r 1_2‘ (,,113),4.
/;§:~i ’ _/'(’1d;z7)’2k liz :
(/.}—;zdz————f——ln\z . ./nilé;—)gdz=rl4+ln\l—z ,
.‘/”(},%id :—%—an‘{z\—}—z _ ./ﬁ(ﬁlfiydzﬁ——r——kﬂn l1—zi—(1—2) ,
./"(1;?-)'"‘ dz 'Sl 4325 ,/'(1 za'z—)zdz-—i:fz—l—3ln\l—z;—3(l—z)+
_}_(iii,z)z ,
/’.(1;3)—4 z= 77~2-—4ln!z“—l~62~2z2+§ , ./,(-T%T)zdz:i—ié+4ln|‘1ﬁz“»6(1—z)+
+ g(lwz)z_(l%?f
/Z*: - 2%2 ’ / 1 i’z’é)a = z’>(1’1'—“;{)2 ’
,/.“"Za'zfd — g+ Tz 7 ,,,/(T’z2z)3dzzé(TllT)2 —i5—hil—z
.[(1—2) de=— g+ 2 4 3Inz—2 : v/'(fffagdz#ml_z) 28124
+(1—72) ,
.’/'(1 R 4 6lnz—dz4> /'(7177?42)3 :27(1‘1_7)2—1é——61n11—z1—}—
' +41—z—"157
f‘f: 323 ’ /(1dz):+3(11—z) ’
l‘—fzdz: 323 +212 ’ f(l z)4d 3(11—74)3 2(1’122)’2 ’
/“;ﬁz‘d"—‘;@ﬂlﬁ% . f(l_ﬁzdzzg‘(rl:ﬁ <1t2)*2+1'17 g
[P ae=— 4 S —2ome L [fde=gnt gttt
+In|1—z2] ,
(Ao de=— f + 5 —F —4lnztz /A(Tif’z)zdz = ml:) — (1127)2 + o

+4lnjl1—z —(1—z2)

SchlieBlich folgt aus (30) und (32) fiir 1=0,1,2,3 4und n=0,1,2, 3, 4

(l—z) (l—z)

(54)

(55)

(56)



Integrale der Klasse [(a + bz)* (¢ + dz)*dz. 81

./z(l-—z)2dz=z§2-—2;f—}—§ ) f(l~z)22dz=—(1—22)2—}—2(1—;—?)}—(—1—_{)4, (56)
[2(1—2pde=? — a4 2 % , fa—gsde= 7T L —ap—
30— Uy ,
[T L N NE S PRI ST
PRTEE N E
/zzdz,:%a , .[(l—z)zdzz—(l_g—z—)s ,
.’/zz(l~z)dz=§—§ , /(1——z)2zdz:—(1;:;i)3 (1—23)4 ,
./nz2(1wz)2dz=zf;—%4—}—%5 , /(l—z)zzzdz:~(1—32)3+(1_2z)4—(lgz)5 ,
[20—zpaz=7 22 32 ,[—zpade= O 30T (57)
| S0 0o ,
'/..22(1—z)4dz=z;—z4 +65i5—23is+277 , /'(1~z)222dz=——(1—_33)—f+(1—z)4~
_60—27, 2(1—2) (1—2)
5 Y3 7
‘/.z”dz:: z£ , /(1 —zPdz=— L}z)4 ,
/zﬂl—z)dz:z;:-—z; , [(1~z)3zalz=:—(l—r_éjr‘—f)f4 (lgﬁs ,
]:23(1—z)2dz=% 2? %6 , ./.(l—z)3z2dz=—-~(!'}fz)—4+2(15—z)5—(1——(;~z)6 ,
/z3(l—z)3dz~zz4 3—525 z;—z; , .’/.(l—z)3z3dz:w(I—Z—z)—{—}—Nl;z)s-— (58)
=2 =2y
2 7 s
/23(1—z)4dz~§—4—§+z6——é;1+§ , ./'(l—z)3z4dz=~(1———4.z—)f—}—‘—ig—5_i)5—
_(1_z)e+‘£(147—,i)7_(}:8i)8.
‘/.z‘*dz:%s— , d/(l—z)“dz— (1—_5—2)5 ,
/z“(l—z)dz:z;——%‘—s , /(1-7)4zdz— ( gzﬁ)sJ,—(—l——ﬁGE)s ,
[AQ—zpde=% % 47 R - TR e R A
_ (L —2)
o e aa . . . L (59)
‘/24(1——2)3dz:%—%+§72——% , ./(l—z)"zf’dz:—(l——;—z)— A
S
."/.z“(l—z)"dz:?:—‘?;f g—g—{—z{: , l’/l‘(1~z)4z4dz=——(L_—sz)i—}—%(lﬂgif——
_ 6,(,1,7“,2_)’ n (!:2,3),8 _ (lrg 2’

Tolke, Funktionenlehre. I. Band. 6



82 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale
b) Trigonometrische Integrale.
z==g¢in{, dz=cos{d¢

Werden in (28) bis (37) die neuen Verinderlichen
dz=—s8in{ d{ eingefiihrt, so erhdlt man:

bzw. z:(‘;OSC’
‘ib,__ " s A1 /Qw \r—1 o ate
/( + bsing)* (¢ +dsing)" cos{ d{ ji{(d ) S 4(”")(d a) (a + bsinf) o
J a Cc _‘bn+1 A41 R PR
ch n—2 o 1+3 ©0)
‘n (E—:;) (@ + bsing) (a+bsin§)l+n+1}_ l+—1,—2, —3,---—(n+1)).
b \n . )
[ b 1 d wsinfdi — dn (%—a> (@ +beosg)+1 . (9;—0,) 1(a+chsC)-+2
| (@ -+ beost) (¢ 4 dcosg)rsin g C—h'b"“ e _,[_(:1> R
'ch \n-—2 143 . :
E—a (@ -+ bcost) b il (61)
+<;>< ) 743 J'”"'JF%" C(AE—1,—2, =3, - —(n+1)).
(c+dsint)cost cb__ \ny latbsing n\/cb n—1(a + bsin{)
[ e 4= ﬁ‘ﬁ{(?f—“)l e (O e T
4

+©G~W”M?“Uw+“%?ﬂ

nl®

’ )n 2a—l—bsin§+

(c+dsing C
/c(a—:l:sm;os dt= b"+1 " a+bsing ()( A—a l cb ]
+<; %b )n ‘i(a—}-bzslnC) 4ok (a—{—zszlf)n ”1. ’
(c 4 dsing)" cosc ar 7__a" n ('_C;_a)" 1 n\/cb n— a—}—bsmc
f (@ +bsing)? C_‘bn+1 a+bsm§ (1) @+ bsing +(2)(7— ) l . el Y ‘+
| d i
n %b )n 3t—l——t};—smc+(j2)(?;—a>n_4(ﬁil?ﬂf—+ +(fz+l;silg)n 2 ’
o+ dsing)"cost [ ,. ‘(E;’_“\)n_l (%"“)n_z
c sin §)" cos n n
/ (e +bsing)t g_b"+1 a—}—bsmg ()2(a+béu@+(> a+bsin.f+
(% " | ac};b%@é +(>( a)"—4@,t§;81n€+
d
+®@—W5Wf““%+“+%%f*
Tt T T T g W b w—1 .
~(c+dsin§)"cos§d€_ d (_ E'_a> FM(’n‘ _Ei_a) o
/ (@ +bsing)" Coprtl (n—1)(a + bsin ) ! )(n— )(a-{-bsm{

e
: +( fb—l)(Cb a)ln ﬁisln—m +a +bs1n§

n(a -+ bsing)

cb

- (nz2l)a——l—m§ d cb
e
(c—}—dsmC) cost - da (C;_a)" n (%—a) 1
et 8= s |~ g W g

/ (@ +bsing)" 1 1

'n) a° a—f—bsmc
(n 1a—}—bsm§+ ch !]
d'*“ |



Integrale der Klasse [(a -+ bz)!(c + dz)*dz. 83

R o
O —ap e b;oﬁ o @iﬁ‘:ﬂ%ﬂ
(¢ dcost)*sing ar (9;~a>'l n\/cb v—1. |a-bcost
[ d 1
oty A5 = 1| apeme T ()7 —ef T n w7
d
1 (g}(\%—a)n__%(i—*‘blcosc+<§>(Eé—a>n_3(a+b2COSC)2+~-.74_(a_+_?)_£?il,,—_l ,
'(c—f—dcosC)"sinCd . at (%_ )" n (?——aﬁi n\/ch n—ll a+beosfi |
/m_ c_ﬁbru-l " 2(a + beosl)? MV(I) a+bcost +(2><E_a> cb
d
+(g)(%—_a)n—iia;*—blcosc_}_(Z)(c; a>n 4(a+b003§)2+ + +bcos2;)n l’
o RN O S
TSN N e N e M e M o
G e P T
d ‘
et e
(e+deost)’sing 5 . l,_ (9‘;_“)" o ") (%b_a)”_l
/ (a + beost)" T gt b(nf:)(a—}-bcosC)"—lm <l. (n—2)(a+boost)" %
c
e e S e
| @ |
(¢ +dcost)” smC AL — — a" [___ (?ﬂa)n __(n) (%—a>,l—1 L
/ (a+beosy)"+? et b"<a+bcos€)" V(n—1)(a+beost)* !
c
Ly —a
_(nﬁl);—%m%_ln!a;bcoﬂq
i
/‘sinlg(l—sing)"cos§d§=sml_:il—c~<71b> ;:22;—{—(2)81;3;; R 1)"%% ,l(lf.—i,(;i,l—))&
/cos%(l——cos{) sin{df=— lsi:ic+<q)cisr:§—<2>cjs:;§+ +(— 1)”*1(;055;”:1; l (64)
/.(l;ziEC)nCOSCdC:lnising‘__()*ﬂc_f_()smC ,.._}_(._l)nf’,i_"}c : [
OB a2 (S (s
c n—2
. (lg—sgrclg)-costg—— 28m2,+( )Smc—%—()ln|sm;]k_<)smc+( )Slnc _..+(_l)n81;1“_2§, | (65)

6*



84 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

[P oo costdt = — ygasy + (1) samey — (3)ang — () isingl 4 (57— (5)°5 7 -+
I |
A—sntf o L
/ T IR L L1 [ s e 19 P S BT
+ (— 1)y~ 1<nn2>sullc¢(~1" 1( jl)ln\smg‘—}—(—l)"smé ,
(1 —sing)" . n 1 ] -
/ gin®T1¢ cosgdf= ”Sln”§+<1)(n—1)s1n" 1 (72L>(n——2)sm T
+ (= 10(," ) s+ (— 1rlnjsing
/“—C(js‘)g‘h mcdc~—1n<cosc+()9§5~()°°”+ (= x"+1"ijf? ,
I N
—cosy) 1 1 1 i : ¢
[(1 ctﬁ andC_+3m—-(1{>ﬁggJr(;)m+<3>1H:COSC\-—(4)°9§_|_
4 (‘75») 2o SN (— 1 C%LS_"_,?% ,
Aoty a1 w1
[t = et~ e Bl gy
+(—1)n(nf2>0718c+(—1)ﬂ<nfl)ln%cos§1+(~-1)n+1cos; ,
(1—cost)" . T ' 1 w1
ety SBEAE=F eamy — ( 1) (o 1y cost~ 1c+<2)(n—2)cos"—2c *
) g + (1 Hncost

1—s1n§)l+% (n)g—sinC)]""Vz ( >(1»—sm§)7'+3
1 2

[(1 —sin{)*sin®*{cos{df=—

(65)

(66)

i3 T (e —1,-2,-3,

1 iF2
np1(l— sm{)“"””:l cv—{n—1))
+(_1) 1 /+n+1 T (6”)
;/+1 1__ §7~+2 1_ 2+3 [
/(1—005@) cos*{sin{di = —} L ,,)"0%1) - (1)( ;‘_’i; - (2)( ;’:S_g) e

L, (1—cost)t t7+1
D e T

/sm"Ccost;__ln 1—sing. +( )17-;811_}7; (2>(1——sm§) Feeed (— )n+1t,,s_h£)“

1 — sing 1 Py R
(sfn_if,fzc {= i~ gz +(7)In 1—sint _(‘2)1:,93@( gy
FERTILES |
St g e (1) g () imi 1 —sing -+ (3)
_(Z)(l—sypg e (— )n+1(1;_%$1—2;2)7n2 |
(1~ —csfr?zc C—*1~'1si£§)3—<7;>§(’1i1§in’c)2+(n)1 e+ s )ln 1—sin{ ‘(Z)HEBEWL

(1 — sing)? nt1(l—sing)* ™
Oy a0 |
————————————————————————————————————————————————— (68)




Integrale der Klasse [(a + b2)i(c + dz)*dz

n 1 " 1
L H—— Rt [ e
e () e+ (D) 11— sing )+
+(—1)"" (1 —sink)

/‘sz_i{l_’fgcosc Jt— 1

sin™§ cos{ _ 1 _(my 1 1 ...
](1 sing)" ¥ 1 C’n(l—sinc)" (1/><n—1)<1 smc"“1+( >(n— 2) (1 —sing)" 2 +
0T g D I 1 —sing

n(lfcos§)

./cos Csmgdgf_}_ln 1—cost | — ( )'1:1:%"*‘( ) 1—;08;) e (—1)

}] 1 —cosg

nE sint 1 1— ¢ n\(1—cost)
[t = — i (>ln\1 cost i+ (5) T —(5) e o+
+ (—1) (1*::?_8;1) -
"¢ sing 1 —cos§
/(ios—c:;nC)” §=— cosC2+( >l—cosc+< )hl I_COSC _(3>77 fos +
+(4)(1—cos§ et (—1) n (1 —noo—slz)ﬁ ]
" ) 1 1 1 ‘
, (‘3103— c::; J df=— — cos)® + (?) 2(1 —cos§)2—<n>1 —cos{m_(n>1nL 1~cos§| +
P
festtoms g L) 1 () 1
1 (1 = cosp)? (n—1)(1 —cost)® 1 \1/(n—2)(1 —ecosfir—2  \2/(y _3)(1— cost)" >

_*_..._}_(__1)"_1(”2]), 1 —}—(—l)"_l(nﬁl)lnll—cos{?—{—

1 — cost
4 (—1)" (1 —cos{)

~cos Csm§ — ; ny | _[n 1
./(l—cosC)'H’l ¢ n(l— cosg)”+(1>(n—1)(1—cosg)"—1 <2>(n—2)(1——-cos§)"—2
1 n
+-- +(_1) (n ]) —cos§+(_l) lnil—COSC[

' o (¢ +bsing)* 1 _ (atbcosp)tt?
/ (@+ bsing) cosldi = bE T 1) , /(a+bcos§)’s1n§d§ 5 E1)

/ cos . 1 ]ﬁ ~sin L= 1
J (a+bsmC) b(l——l)(a—}—bsin;)l_l ’ (a + beost) b(A—1)(a+bcost)!

© cos . [ sing _
u/ﬂzéﬁd; 1n 1—}—7sm§ N _/a-}-bcoscdg —"—ln 1+7COS§|

: . . + bsing)t+1! +bsing) 2
L e ,
/' ] sm?;cost d . S + 1
J(a + bsing)* (1 — A) (@ + bsing)*—1 ' 52(2 — 4) (a + bsinl)*

sing cosg sing aq | b .

/a+b31n§ (=pt ), —pn 1+ "smcl | ’
" sing cosg o a
./(a—i—bsmcz § +bsm§ +b21n 1+ SmC

85
(68)

(70)

(71)



86 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

. . +b 24+1 b A+2
[ @+ bcosty cost sing dg — “ et (et

_costsing a Y
J (@ + beosg) §:b2(1—~l)(a+bcos§)’:'—1 b2(2 — ) (a + b cosg)t 2

/‘&sgsincdcz a _ cost %lntl—kécosC}

J a+bcost b? b a i : _
" cosgsing - a 1 b
/(Zﬁcos;ﬁdc— _’bZ(a+bcosc)“Eélnl 14, cost
. a—}—bsincl+1 2 +b §1+2, +b 111@)“_2
j(a+b8m§) sin®f cos df = b3(1+1)) a(abS(; fl:12)) +% (L +3)
J (@ + bsing)* ba(l—;)(thtbsnn;)**1 b3(2_;)(a+bqing)**2Tb3(3—1)(a+bsinc)l—“
sin%cos{ sin%¢ ‘
.,/a+'bsin; &= 2773—*3‘ n+ 55 +b~‘ln 1+ s1n§
2t 4 a? a—f—bsmg
[ biner 4=~ g gy — s 1 S‘“’;‘ T
" sin?{ cosg a? 2a
/ (a+bs,71c¥"“lc " 3b(a T+ bsint)E T bi(a + beind) +b31n 1+, Smg‘
_ @ (a—i—bcosC);'+1 2a(a—+—bcos§)z7L2 (a+bcos§)l+3
/(a—f—bcosZ) cos?gsinfdi = Bm—v—i— e S T
cosLsing g L% 1 ,
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Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.
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Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.
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Integrale der Klasse

[(a+ b2)(c + dz)*dz

sich die den GIn (60) bis (95) entsprechenden hyperbolischen Integrale.

¢) Hyperbolische Integrale.
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92 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.
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Integrale der Klasse [(a + bz)i(c + dz)*dz. 95
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96 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.
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Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.
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Integrale der Klasse [(a + b2)i(c + dz)"dz.
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100 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

3. Integrale der Klasse f (a:;g?),‘ii(é et

a) Algebraische Integrale.

m und n seien positive ganze Zahlen grofer als Null; dann lassen sich die Integrale der vor-

liegenden Klasse geschlossen darstellen. Wird voriibergehend die Substitution
a -+ bz a—cg

_ be—ad

;::}72’ Z:—g';'ﬁ, a_lf‘bZ——( C—i%f?;’ +d C—‘;Cd, d d§)2 dg
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(C_Z)"1+"—2:§m+n—2_u(‘m+1lz—2>zCm+n—3+<m+;b—2><g>2cm+n—4~n_+
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+ (=" S(Ziz—g><d) ' —m+2+("“1) o (d,) ! 23m+1 ’
und, wenn schlieBlich noch auf z riicktransformiert wird,
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/(a+bz cHdep— b)[ c—i—dz) ch{EE—{'dz c+dz\\
\ d
d bz\3 3b/a+b b? +b by a+bz
]@’ﬂzﬁaﬂzy b>[ cIdZ) WCH:) + dzz—{—d: Zlgln‘%TZ‘
d




 daz

I 1
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d
/ dz ‘a + bz 4 1 [afi—bz' b c+dz | ba(c+dz
T(a+Db2) (c + d2)? _dﬁ be\s e +dz c+dz! 2a+sz d3a+bz>ﬁ
C d)
1 +d
e |
dz . 1 ‘a + bz ba-+bz b2 a+bz | bdc+dz
Via s w7 @ s day *-—d'(a_b”) (c+dz>— TotdeT 10 og, + 105 5y, —
d
5 b4 dz\2 1 % dz\3
T ot Zib:) +3’Eé(fiﬂ+—‘b‘z>, ’
dz . 1 1/a-+b2\3 biat+bz b2a-+bz b a-t+bz
Tasoieram =7 vov|slerds) —3aloras) 710 ggrgs— 20 Sy g —

btct+dz b5c+dz 168 /ct+dz
R R Tk ds(a+bz') 3d6(a+bz>}
Wird in (127) bis (130) a=0, b=1, c=1, d=41 gesetzt, so erhdlt man
/',,,42, TR
JTz(ldz) *
/‘,,,iz,ﬁ,_ = % 4 z
Ja@xz2™ Tz Hiras!
dz .1 z (2
,[;(Tg)s =T 2(_1"iz) 2.,

+
" dz 1/ 2z \8 3/ 2 \2._ z
[ — R 1 _ - = o — :
_/zliz4‘?3(1iz) ‘ "(li-_z) F3p.,Ini

101

(128)

(129)

(130)

(131)



102

. z%l:&z)g

J (1 ko ﬂ:Z)2 o

N

1231 j:z

Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.
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z3(1 z)“

A1 iZ)
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b) Trigonometrische Integrale.

Mit den Substitutionen

z=sing, dz=cos{dC{ bzw. z=cos{, dz=—sinl d{
lauten (127) bis (130)
/' cosgdt 1 4 ta+bsing,
(a—{—bsmC)(c—{—dsmC) bc~ad lc-}—dsmc
/ cosldl 1 a <+ bsing b ia—}—bsin{]
J{a +bsing)(c —{—dsinC)2 - d(a_yc‘)2 c+dsint~ d e+ dsinfd
d
/'7 ,,_LOS,CEC,; - 1 {(a -- bsing\2 b a+bsing qjﬁr}{
(@ +bsing) (¢ +dsing)® &i'a_bq)3 12 \¢ —}—dsinC) T “dc¥dsing + d2 ‘¢ 4+ dsinl:
d
, _ cosgig . 1 1 (a -+ bsing\3 3 b (a + bsing\2 b2 a —i—lsjn{
J(a +bsin)(c +dsing)t — d((;i b"E)i 3 ,c+dsinc) T 2d &':Lﬁéi&) +3 d®c -dsinf
. ) d‘
— S i
'7 cosCﬁdC o 1 '1 a -+ bsing b ¢4 dsing
/(a +bsing) (¢ 4+ dsing) d(a_b-l;‘ﬁ%n ¢+ dsing ! + ‘da +bsinl
e —

/"7 costdt . 1 a + bsing f)b jaﬁ—f—bsin{‘ bzrc—{—dsin;
. (a+b§i’nTt)"2F4;’J§in;)2_—d(a bc>s[ci;"dsinc““d N 1 dsint ~ dfa L bsing)
cd
/" cos¢ dig 1 [I(fl +bsin§2 ba —}:—b smC b2 ln!aiibr_smg
J (¢ — bsing)? (chEiﬁ;) o d'(ré TbT\)‘i 2 ‘c'f{jdsing) T %de+dsing VU d2 ¢4-dsing
T d
, b®c+ dsing

T da Fbsing
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a + bsing)? (¢ + d sin{)* =

a+bsinl) (c +dsing) e

@+ bsing)P (c + dsing)®

+b sm§)3 (c +d sm§)4

a+bsmip(c+dsml)

« 4 bsing) (c +dsml)?

a + bsing)t(c 4 dsint)

a-+bsinl)(c+d smt)

. (a -+ bcosC) (¢ + d cost)

a + beost) (¢ —}—dcos@)2

a+beost) (c+dcos)® [

a + beost) (c + dcos§

dz

R
Integrale der Klasse /( bz)’"( T ,)" .
t + c z

_ 1 [ (
5 -
d(awédf) 3 \¢ + dsing

d\c + dsint

4

‘c—i—dsmg‘ dia +bsint

b31 ja -+ bsing’ b“c—{—dsinC]

[ ‘a+bsm§ 42 bc—i—dsmC
bf> c—i—dsmc da-i—bsmc
d

a-}—bsm§

{ a -+ bsing
qu‘)4 ¢c+dsing” “d w-{—dsmc
d

+ d sing\2
+2ﬁ(a+bsﬁ;”
1 [ (a-}—bsmC ba-bsing
—dr bc\s +dsm§)
Cafa="pP
b ¢ 4+ dsing 1 bt /c + dsing\2
+ 4 d3a +bsing 2 d4<a+F§i?12,)J

1 1/a+bs8inf\3 5 b /a- bsinl,2 2
“d< _bc>6[3(\c+dsin§) —fid(.ci—i—wdsind +10-
‘T
1071’31 {a +bsing btc4dsinf | 1% /cH
—10 geln| st TP Gt beme T 2 @ilan
1 a—{—bsmg‘_}_ b ¢+ dsing 3b2
d "~ be {n‘c—}-dsmc da+bsinl
(““’d')
1 b /c+ dsing
+3d3<a+bsm§)J
1 [a-{—bsinl 1 ‘a—}—bsmg
- < bc>5 c+dsing ~d " |ctdsing
d a—7
© b3 e+ dsing\2 1 b‘<c+dsin§ 3
+2 'da(a +bsin;) T 3dt\a+0 sinC) }
1 1/a - bsing\2 ba 4 bsinl
_7( 77m[§(0+dsinC) 5(ch—}—¢ism§+10d2
d a—d~>

b3 ¢ 4+ dsing 5 bt (c—i—dsinC) 105 (c—}—dsm{
a—}—bsmC

+10d3a+bsm§ 2@\a+b§i*rﬁ +3d5

. 1 [W(a—{—bsingli (a—}—bsm§
be\7|3 c+dsin§) c—i—dsm{)
d(a—fd'>
b3, la -+ bsing bt ¢ + dsing b5/
—20 mln i ng T Y wa bt T3 sla
108 ¢+ dsing
T 3d ﬁb_sTﬁH
1 ;a—{—bcosC

~ adbe n ¢+ dcost !

) 1 a—*—bc;()sﬁ bl ‘a—l—bcosc
bc2[c+dcosc d n‘c—{—dcos{\]
d(a—j)
a—i—bcosc ba—{—bcosC_{ b2
bi [ c—l—dcosc d ¢ -+ dcosg d2
da :l'
[ a—l—bcosC 3 7bﬁ('a+bcosg2+3
a—;> c+dcos§ d c+dcos§>

,._.

n

b3 a—l—bcosc }
‘c—}-deosC

1 'a—|—‘bsin§) s (a—{—b81ﬂ§)2+6 b* @

gV + dsint

3012 0ont )y g

‘dc——!:ds1nc+6d2

+ 5d20+ds1nC

b% a4 bcosy
d?¢c+deost
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104 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

' sinfdg 1 [l |a +bcosl | b ¢+ dcosg
/(a—}-bcosC)z(c—l—dcosC)* } be\2 §c+dcosci+ddf}—bcos§
d(a— Z)
.A,, sin{ dg . l_? Q:{—J) cost 9 ?)1 {a—*—bg)sp b2 ¢ + dcosg
j(a—{—bcos@)z(c—%—dcosg)z_ d<a_lic_>3 ct+decost “d ‘ci—i_—-dcogfg— d*a +bcos ’
d
/' sin{ d¢ 1 P (’af—i—ﬁbiosé2 bg—i—bcosc 3b21 “a—{—bcosC ‘
2 c—}—dcosC) — Ec+dcos§+ a2 c+dcosC

J (@ beost)(c + deosP d(:— bdg)i

. b® ¢ + d cosi)
. + ?’a—i—bccgéJ

[ sinf dg . 771 [
J (@ F beost)(c + d cosl) _d(a—bd(j)s 3\c+dcosg

4bv3l ia—{-bcos&Cl Ec—l—dcosCJ
Tt e o deost| T da+boost
| sinfdf ﬁ_,,_A,}___{n'a_+b008§\+2E§M§
. (E:f—_biébsC)a(c-}—dcosC)-d( bey3| | ¢+ dcost | da+bcost
a—‘ﬁ“)
. sin¢ d¢ o ,l,f,,,,[f’"*'bcosc_g,b,]n1‘1j’bc°s§,
t/(a—’;—bcos{)"(c—}-dcos@)z_ ( be\d [c 4+ d cosg d ¢+ dcost
d a—mdrr)

1 b3 (¢ + dcosl)\2
+ 2id§<a+bcosC>J

1 /a + b cosiy3 b /a4 bcosl\2
( ) — 3(,c+dcos~§) +6Eéc+dcos§‘_

1
9 42

|

i
i

o

¢ + d cosl\2
,a—f—bcosC)

b2 a4+ b cosg

b2 ¢ - d cost

d*a + b cost +

/‘ sin{ d{ R [}7(a+bcosc>2_ bq+bcos§+6ﬁl r‘a—{-bcoscv
I (@ + b cost)® (c + d cost)? —-d(a—fbff)s 2 \¢ + dcost dec - dcost @ o deost +
¢ .
4})%07—}—dcos§ 1‘b74('c-|—dcos§2
+ d®a+bcosl 2 d° \a—;—bcosé)J » ’
; sing dg - 1 717(a+bcosC 3 5,,”,,(1‘,‘,',*‘_6‘305@)2 L 10 b2 a4 bcos
L/(a+bcos§)3(c+dcos§)4'_d(a_bc‘)ﬁ 3 «.c—}—dcosC) 2 dl¢+dcost) V7 d2c+dcosy
d,
b, ja-+bcost, bt ¢ 4+ dcosg 1 55 /¢ 4+ dcosi\2
— 10N st T S Bathoost T iaﬁ(mﬂ :
/‘ sinfdf 1 7{1n;a7+_bcosC!_,_ b+ deost 3b2(’c+dcosC‘2
N (-a,-l—bcosg)"(c—}—dcosC)—#d(a_bg)‘l ic+dcost ! da-+becosl 2 d? &:{-bcosC) +
d
, 1b3(0+dcos§3
T3 a ;sm&z” :
: singdg o Vli[a—f-bcoic 491 a -+ bcost . b2 ¢ + dcosg
/ (a—f-bCOSC)‘(G-f-chSC)z—_d(a__gcf‘)5 c+dcost "~ d n‘E?—TchE o dzﬁf—'}’—"bcosc%_
d

Lo p‘i (cﬁ—i— dcos§‘2 1 b4 (c —{—JZ cos 3|
T a—i—bcosg) T3 4t ,di—}—bcosC)J
” sing dg 1 71('a+bcosc)2_ b a-bcost

J{a+bcost)i(c + dcosl) d'(a ;gg’)’e [2 ¢+ d cost, dc+dcost
d

b2
+ 10 dz

a+bcosg;
In . deost

L qoPetdeost 50 (? ,+i’£~?§)2 4 1P <L+,d£§§ﬂ
' d®a +bcosg 2 d*\a + b cosg 3 d®\a +bcosl ’
M NPT
I (@ + b cosl)*(c + dcosi)? d(a—b£)7 3 \c—}—dcos§) d\c +dcost/ T d?*c 4 dcosg
d
b, ia-+bcost b* ¢ + dcosg b5 /¢ 4+ d cosl\2
_207d5ln’c+dcosc E —1 ‘d*a +bcost +3 dg(a-l—bcosC) -
- 1 b8 (c +dcos‘§>3]
3 ds\a+bcost/
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dz

Integrale der Klasse T 105
( + bz) (¢ + dz)
Mit den Substitutionen
z=sin?f, 1—z=cos?l dz=2sin{cos{ bzw. 2=cos2{ 1—z=sin%f{ dz=—2cos{sinl
und unter Zugrundelegung des unteren Vorzeichens folgt aus (131) bis (134)
T dg | dg ‘ ;
/ SnEoost = In|tangl L eosteme = —In . cotg{ ,
T dg 1 ‘ R 14 1
| sint o = o tang®l - In| tang? ’ ./ cosgsimsy = g COtg*L—Incotgl
1S 1 ) ©dE 1
/ ST oost = 4 tangl -+ tang?C -+ 1n tang?l , / cosEsinir = 4 cotg?{ — cotg?l —- (143)
— 1n ‘cotgl! ,
©ar © o dr
Jsint oot = t‘mg ¢t g tangt? J costsimrz = — ¢ cotE*L — § cotg?l
+ 5 t-a,ng2§ + In itang{ , — 3 cotg?f —In cotgg
Cdg Cdg 1
/ ST cost =In| tang{ — cotg2§ , / cotains = Incotgl| + 9 tang?{
©di Cdg 1
/ SSE oot = 2 tang ¢+ 2Initangl — / ot = 9 cotg® — 2In cotgl -
— ; cotg? ) ; tang?{ ,
R 14 1 3 Todg 1
/ S 0085t — 4 tang?l 4 g tang?{ +- . / oS TEmr — 4 cotgl — cot,g;2 {— (144)
+ 3In tang{|— ;—cotg% , —3In cotgc -+ tang z .,
dg 1 C o dg !
/ ST oot = 6 tang®l + tang*{ + 3tang?f + / coRLsinit = cotg {— cotg?l —
+ 4ln tangl — ; cotg?? , — 3cotg {—4In'cotgl +
1
+ , tang®C
d ‘ 1 dg
, éfrﬁ%&?{ =Initang { — cotg?{ 4 cotg?l , / costsint = In cotg{ 4 tang?f +
+ ! o tang?l ,
' ag 1 , T dg 1
/ ST cosE = 2 tang?{ -+ 3lnitang{ | — / oL et = T 2 cotg?l — 3lnicotgl' +-
3 1 3
—3 cotg?f — i cotg!l , Yy tang?{ +- tang s ,
o dg 1 " dt 1
/ St oossr — 4 tANG'T - 2tang®l / cotainr — — 4 o0tg'L— 2cotgPl — (145)
+ 6In tangl ' — 2cotg?f — — 6lnicotgl - 2tang?f -
1 1
— , cotg?l , -, tang? ;
' dg 1 5 ’ (124 1 5
| Gt comir = ¢ taNg'L + | tang*l + sz oy = — ¢ o0t8*L — | cotg'f —
+ 5tang?{ + 10ln'tangl — - 3cotg?f — 10In cotgl -+
5 1 b} 1
— 5 cotg?t —  cotg'l , T o tang?l - | tang?l
©odg » 3 Codap | .3
/sm " cos = ln‘tdngg T 2 COtg2§— , cos’tsing anCOth ‘ 2 tangzg -
3
_ 3 cotg“‘g 1 cotgGZ; , -+ . tang*l + 6 tang‘*@ ,
[—i tan 2f 1-4lnitangl — | / Y 2 —41ln cotgl -
sin’f cos?t g g Jeos"gsindg 2 g g
—3cotg? —cotg' — cotg6§ , + E;tangzc +- tang?¢ +
+ ¢ tang’t > | (146




106 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

Cdg , Cdt 1 5
sinrgoasss =  tang!C - J tang®C + | cosrgsmsg = — g cOt8*E— 5 cotgtl —
+ 10ln; tangc ~— 5cotg?l — — 10In' cotg{ ! 4 5tang?l +
_5 cotg4§ ! cotg“‘g , -+ z—tang"g + % tang®l ,
' dag ’ ac 1 . 3
/ Sin?t cos? — tang 45 tang ¢+ / Rg’i{r‘ﬁ; = — geotgil— 9 cotg!{ —
-+ ,2, tang2§+ 20In 'tangl — — 12—5 cotg?{ — 20In | cotg{ -
15 3 15 3
— cotg?f — 9 cotgl — - 5 tang?? -+ 3 tang?l -+
— é cotgbl , -+ (13 tang®{

(146)

Mit den gleichen Substitutionen folgt bei Zugrundelegung des oberen Vorzeichens und unter

Beschrankung auf (131)

/'cothdZ . Qi / tanngC —Inl cos?g
J14sin2g n 1 =+ sin%¢ ’ 1+ cos?t I 1 + cos? ’
’ cothdVC o 1 sin%g 78717;E7 /"At-angEdC 1 cos?g " cos?g
/ (Y Fsin2g)? 21+ sin?g +In 1 -+ sin%¢ ° (1 + cos?Z)? ~ 21 + cos?f ny 1+ cos?t
/' cotgtdt 1 sin4g sin2§w N / tanng{ . 1 costs cos?g
. (17—};751n2C) 4 (1 + 8in?()? 71 4 sin?¢ T (14 cos%) T4 (1 + cos2%)? 1+ cos?t
" sin2g 1/ ‘costl
+In ]l—i—smz“ ’ —lnl"l-f—C()st{ ’
" cotgldl 1 5516;7 B 3 si.n4§ ] " tang{ dC_ 1 cos®g 3 cos?t
/ (1 +sin2Z)* 6 (1 +sin2l)® " 4 (14sin2g)2 /(1 +cos2Z)? 6 (1 (” +cos?l) 4 (1 + cos?y)?
3 sin?g 1 sin%g cos?g / “cos?t
9 ll{~'s1n2§+ n 1+ sin?¢ ° + 21+ cos? —In ] 1+ cos?Z

¢) Hyperbolische Integrale.

(147)

Vertauscht man in (135) bis (147) ¢ mit ¢ und in den sinus-Integralen b mit —¢b und d

mit —¢d, so ergibt sich

| _Gojgdt 1y, [etbGinty
e + b Ging) (c +d Sing) ~ bec—ad ‘c—}—dGmC\ ’
Cofsdi . —1 J[a+bdGinf by e+ bGing | w
./(a+bemc) (c+d6in§)2_d(a bc>2 ¢ +dSint ! !c+dem;' ’
d
" Gojgdg =1 (g+j61n§ g@g@@_}_ @+ b&int
/(a+b6h1§) (c—l—d@iné)‘*—d(’a_b ‘)3 2 c—}—dGmC) dc+dGing d2 c+d6md
d
' Cojcdl - -1 'li(a—f-_bieiici" :iﬁr(a—l—bemﬁ)_}_ b2 a4 b&Sing
/(a — b &ing) (c +dGing)r &(é:bfc)‘i 3\c¢cd Ginl;) T 2d\c+dGint d*c+d Ging
d
|a + b Ging
o 3ln¥ 1@@1@‘,”
) LoiCd{ —1 e + b &ing, _}_wadGmC
/( lc+d Ging! da + bGing ’

a b Ging)E (¢ - —i—dGij, d(a—{)—c)
d

a -4 b Ging b a+bGint: b% ¢+ d Ging

: Goft dt - | atbGint +d Gint
/( ¢ +d &ing d ic+dGint|  d¥a+bGing ’

a-+b&ing)? (c +d Gink)2 '
d(a d)

(8]

S e L [labSinte baybSint . gihy atbSing
/(a+b6in§)2 (¢ +d Ging)? _‘d(a_mbc’)"l 2\¢c +dSing/ “dc+dSing c—}-dGinCi
d
L Vetd Ging .
T Ba+bGint ’
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Integrale der Klasse /* —

—1 1

/'( ~ Gofgdt 7
a+bGinl)? (c +d Sing)* d(’a

d

4b31 Ja—}—biGirL;‘ gc+d76inc
—* e T dsing ’“d4a+bemJ
_Gojgaz - —1 i@tk,@ﬁiﬁuﬂ:td@i@ 162 jc 4-d Ging,2
/ (a+bein;)3(c+deinc)“d(a-_ ,c)s_ e +d Sing! d af+bGing 2’6lé(_a+ b@in;),
7 a
[ JSde oL qaf @G g et b@ing g 6teod Ging
) (a+b65in§)3(c+d6in§)2_d(a _bc\)‘l ¢ +d Ging d c+d &g d?a +b Ging
d
1% ja + d Ging\2
+ 5 ale y5eme) ;
/",,, _ Gojgdt - —1 l(ﬁ,’?ﬁi@ 2 _4batd @i"§+ g 1n |2t Sing
. (a+b6in§)3(c+d6in§)3_d(a_bc)5 2%¢ +d GinC) dc-+d Sing d?jc+dGing +
d
Be+dSing 1b

T bt 2 as

/  Qojtdg A,f,f._l',,[l(“ji,e,if}?:"_5,!’,(“3@’6““ 10 0, &0 =M
) (a—}—bGinC)“(c—}—dGinC)“_d('a_bC)G 3 c—i—dGinC) 2 d\c+d Gincl) + d?c+dSinf
‘74
b, a-+bGing| ble4d Ging . 1065 [c+dGinke
=10 0 Gt TP datbeme T2 d5(a+b@m7)J '
/' Qojtat =1 [y 'e+bGCin + gbe+d@ing 39 (6+d,6i“§ 2
(@ — b Ging)t(c + deinc)‘d(a_qq)4 i 6in;! da+b6Gmg  2d*\a+b eﬁt)
T4
18 ¢ +d Gingy3
+ 5 ol ramd

/' _ Cojfat =1 F + b Ging
e+ bSin)t(c + d Ging)2 beyd e +d Ging
d(a— d')

b3 (c+d Singy2 1 bt e+ d Singy3
+2 (i reme) — 3 alo rcing | ’
[ - CQojgdy =1 ,{,1, (‘L‘H,’ 6“‘;)2_ ba+b8int | 4,0 ln“ﬁi@iiﬂq_
(a4 b S (c + d Ging)® d(a_bc‘)ﬁ 2 \¢+d Sing, dc+dGing d? T let-dGing! !
d
b ¢+ d Ging 5 b (c-+dSink\2 | 1% /c+dSing3
100 Cheme 2 atlatoamd) T3 aslotoamd|
[ _Gojtde —1 |1 (@if’,giﬁ)s_ b (“ ThGinbe | bPabGink
3\c+d&Sing d c—{-dGinC) ! d?c+d Ging

J@+bGng)y(c+dSmg)t~ [ bey
d (a — d”)

a -+ b&Sing\3 b /a4 bSing
by 055 [3 (kci +d Gt ) - (

dz

@+b2)™(c+day"

d

2
i I e

! (Efd, §in€>2'
a+ b Ging,

b; ja-+b&ing
—4gIn e —

b? ¢ +d Sing

Fa b Gt

b, la b Ging BetdSint | b5 fc4dSingy
—20 pIn |0 Gne — 15 g0 L peime 3 asla b ee) —
_ 1w (C,Ji@,?“j 3J
3 a+bc-;in;)
/ Gintdt 1, a+bColt
L@+ b 60D (e + dCoft) = ad—be ™ + dCoft|
/ Gintdt —1,,,[%_2 @b Colt
1 (@ + b 6oft) (c + d Gofty = belc +dGoie — d ™ cFdGoft;
d(a— J)
[ Gwmtdt -1 },(¢,,+,?’,§975)2_22Lﬂ@i§+,éﬁln;ﬁi{%}
J(a 4 b Coft) (¢ + dCofL)? d(a_gg‘)s 2 \c¢ +d Cof¢ de+dCof; ' d2 ¢ +dCoftl
. 4y
[ Sntd _ -1 | (“,ﬂ?%f_?,E(EFWDV%)ZJF?,E‘ELL(E%_
(@+ 0G0 o+ dGD — (1 )4 $\crdGoft) T 2 d\c +dGojt ¢ dGoft
"y

‘bal a4 b Cof ¢
— Mo Y dGoft

b2a-+bGing

b2 a+bCSing

e

)

3
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108 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

/‘ Gintdg = 1 \a+ bCofs) , bec +d€oi§}
(

'd+b0:oic)2(c+d‘¢om=é'(‘; )[ .c+d¢oi§‘+da+b¢oi€

© o eingdg ”7__;_‘—71” [a+b¢ofc_: 90 (L+b¢oiq bzc+dcoi;}
./(a—i—b(ioit)z(c—i—d&)i{)z_d(a ) ¢ +dCoft d ™Mo FdGolt,  da+ bGoft ’
o d
/' Singdg =1 [{(a+b€oi€2 é_a—l—b@ofé‘_}_?)h ‘a + b Cof? ’_*_
) (a+b0:of;)2(c+d¢oi;)3_d’(a bc>4 2 c+d(§oi§> T % dc+dCoft d2" ic +dCoft
d
¢ + d®of¢
+ d%—l—b([oi{j ,
/* Sintdt =1 l (a+b¢oi; (q_—}:b(ioi{ 16 b? a + b Cofg
c+d¢of§) c+d¢or;) d?c+dCofs

J(a +bCofg2 (c +dCoft)t — ./ boy
d(a— d)

' 4b"1 a-+bCofg b‘*c—l—d@of{}
- c+dCoz| d*a+ bGofg
,- CGingdt . —1 [ln ja+bColt) | gbetdCoit 1 §§('c+d¢oic z}
(a+b¢nig)8(c+d¢nr;)_d(a_b_g>a lc+dCoft| " “da+bCoi 2 d? a+b€oi§) ’
T d
/' Gingdt _ A—r__]___”[a—l—bﬁioig_:;ﬁ a:}—_b(E_oE}__ gVe+dColt
(a + bCo[2)* (c + dCof2)2 d(a'_gg>4 ¢+ dCoft d" e +dCoft d*a+ bCoft
Cd
18 (c +dCoft
+’2’?3(a+b¢oic_:” ’
‘ Sing dt —1 a+bCoit\2 b a+ bCojs o |e bl
/ [ ( —i—dCDiC) dc+d(€oic+6 c+d¢oif! +

J(a +bCofC) (c + dCofl)® d(a bc)
d

8 ¢ 4+ dCojt 1 b /¢ +dCojg\2
+4’d§a+b¢ofc 2E=<a+b¢oig>,l

/. _ Gingdg _ -1 [ <a+b¢oi;) §g(g+b¢nig) L qpliatGeit

@+ bCol5) (c + dCof) d(a—-lﬁj ¢ +dCofg 2 d\c +dCofg ‘dc+dCojz

\ d

lc £acofz d4a+b¢oi§+2d5

. la+bCofs! bt ¢ + dCofg 105 /c+dCojC
— 105 (6 beoie) |

,[ ~ Gimgat -1 [In a+b0:ofc'+ bc+d¢of€_3rb:(c7—};d¢oi§)2+
(a+b¢of§)4(c+d¢oi;)_d(a_gp)4 ¢+ dColt. da+bCoj 2 d%\a+ bCof
d
16 (c+d¢oi;) ‘
3 d%\a + bCof¢ ’
/'4 Singdg o _—1 [aig@g 4 01y @t G0ty g blo+atot
. (d+'b"¢oi€)4<cJFdCbi'C)Z*d(a” E) cHdGojt T a Mo dGofr| T ° dat bGol
: d
ol (e dCllE 1 b ot d it
- a+b6:oic) T3 dt a+b¢orc> ’
/ - Gingdt’ _ T,L,, ,_(‘lj‘_,bcoic)z baibE(iC_*_ 10 }Cgib@ﬁ‘_*_ ,
(@ +bCo]E) (¢ + d’@oi;)a—d(a_gq)s 2\¢ - dCoft d ¢+ dCof¢ N TGt
d,
Lol tdGIt 5D ek dCoty | 1Yo dGoitp
d3a+b(€oi§ 2d a+b¢oi; 3 d®\a+ bCofz ’
| __GinZd? -1 (a+b¢oi <a+b¢oi)+l5b2a+b¢oi;
_ (a+b@ni;)4(c+}i¢bic)4_d’(a’” bC) ¢+ dGof¢ ) + dCoft d?c + d Cof¢
d

b3 la 4+ bCofg bt ¢ + dCojg b fc + d ®ofC

—20In " eoic TP sa b T3 dﬁ(a+b0:nfc_:)
1 g(cid(soi;)

3 d\a + bCoft

(153)



Integrale der Klasse /

ds-

‘/ Sint Gojz — 10 Tangl, ,
/. a ——1—51an 2r +In Tangl

J Sing €op3¢ g , ,
C |

’ SinC ot z‘mg {—Tang?L+In/Tangl ,
P 3 Cangiz —

| sinzeaie = — ¢ Tong°s + | Tangd

1
6
3 Tang®{ + In|Tangl ,

1 2
/ Gmsccoig —In zCmgC———(Sntg g ,

o - | —
/ Gindg CoPL %ngzc 2In {Tangg
1
— 5 Cotg?l ’
Codg 1 . o
/ GiPZCoPPg 4 Tang'l + ¢ SIcmg ¢
— 3In;Tang? —A—-o:otg :
Car o
/ GindZ Coyg %cmg ¢ —Tang* L + 3 Tang?{
“‘4111[1“"9@3—'2(50@2; ,
Ca | R
, Sinst Coi g ==In Tang{: + Cotg?{ —  Cotg’l ,
Codg§ 1
, Gt CoPz | 2 Tang®l + 31n\1ang§ 4+
2 Cotg?l — Gotg‘*@ ,
S B 2
/ SinsZ CofP Iang {— 2Tang?¢ +
+ 61n!Tangl! + 2Cotg?f —
1
— 4 Eotg?s ,
‘ ag 1 5
/ S{ﬁfg@Ti’lg - 6 zang“c + 4 za‘ng‘lc__.
— 5%ang?{ + 10In | Tang 3 +
+ 0 Gotg2g— | Cotg'y
| d = I ._E 2y I
, Sin'tGojz In Tangl|— 5 Cotg
.3 1
-, Cotg? —-¢ Cotg®e ,
L S 2r_ dln. .
, Gin?f(ioﬁg 9 Tang?{ 4ln“lang§

— 3Cotg2f + Cotg?l —
1
— % Cotgtl

J GofPt Ging

[rte

I Coft Ging —

dz_
(@+b2"(c +dz)" "

/ L
J Goft Sindg

[caite

[

T Gofzsinig —

[eoree

i

I Gopremes —

o

| CoPE Ginds —

[

[ ot

J Gofg Gt

= — h’liGngcw_

T ®pzeic = —

] Copr&ing —

ag

o

o
| e g =
[cart e

| asg g =

jGD TS

[ ot &

Céﬁﬂiz

J eopt gt

- 4 fIang‘l;_ .

~-1n Cotg ¢

; Cotg2l + In ' Cotg {
i Cotg?s + Cotg?l —
— In|Cotgl

- L Gotg® - > Gotgtt —
3¢ng2§ +In Cotgl

1
9 Tang3g

—

- 5 Cotg?¢ 4 2In Cotgl +

Nr—lw

5 Tang?g

PR
— 3ln|Cotgl — o

(Sotg —

VP»—-

%ang%
b Gotg®L + Gotg's —

— 3Cotg2C -+ 4In Cotgl -
=+ ; Tang?{

—1In G:Utgc — Zang2§ 4

Ty . Tang*l
, Cotg2¢ 4 3ln Cotgl -+

o Tang®f — ‘Iang‘lg

+ Cotg?g - 2Cotg?f —
In Cotgl | — 2T ang?g -+
- Tang*y

Gotg® + ° Cotgt; —
Cotg?{ + 101n Cotgl —+
, Tang?; — 1cmg 4

l\JC.lb«lc},_. )&\_c}p._‘www'_‘

—1In Cotgli— L

3
2
1
6 Tang®g

1 ‘ ‘
— , Cotg? + 41In Cotgl +
-~ 3Tang?l — Tang? -

1
T ¢ Tang®?

b

b
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(156)
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110 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

g 1 5 Codg 5 159
j 61“7; (COF’C T4 Iang4§ + 9 zangzc - u/ @7@@@@ - 4 GDtg"C + 9 Q:ngzc - ( )
— 10In| Tangl| — 5Cotg?L 4 —10In|Cotgl — 5Tang?f +
+Cotg— g Cotg®s +y Tang'l — g Tang®y
Codg 1 3 Coodr 1 3
Vswic copy = 6 Tangt — 5 Tang*Z + | cop gy = — 6 Sota*t + 5 Cotg!t —
+ 2 Tangt{ — 20In Tangl| — — D Gotg*; 4 20In ‘Gotgl +
— 1; Cotg?l + z Cotg?l — + %5— Tang?{ — z Tang*l +
— é CotgC + ézangec
"Cotgtdt . q/ Gin?f Tangtdt " GoPt
/ 1=t lnl — Gt ’ /1 oty — 0 ‘/1'1&);2@ ’
/' Cotgtds 1 ~ Gin?g +1 o G /,30“9§d§, 1 CGof2g 1 / Gof?t
(1=Gmge ~ 21— Gin’t ] —ewt 4GPy T 2T +Gopt T nl 1+ Gof?¢ °
/‘Lofg@dc 1 Sintg + Sin%g + / Tangfdf 1 Cog G
TaZemerp = « 1 = eiete 71— et L+ GoPtP — 4 (1+Goptr T+ Gofe T (160)
[ Gintt G2z
+In} g : UL R :
" Gotgfdf 1 Gt | 3 Gin'g + / Tangldl 1 @oftt 3 Cof't
/ (1—Gint)t — 6(1— G2y + 4(1— em2;)2 (IFCof2g ~ ~ 6(1 +€oi2§)3+ 4(14Cof2z)r
3 Gin%g / sz 3 Goi ¢ " G2t
+21 61n2C+1 | 1—Gin%¢ T 21FCo §+1 ] 1+Goi2g

Am nzm+“+Am n— zm+"_1+-..+Az+A
4. Integrale der Klasse / + tu—l T de .
2"+ B, _,2""'4+...4+ B2+ B,

m und n seien ganze positive Zahlen. Dann kann zunichst durchdividiert werden und man
erhilt

An1+nzm+"+Am+n-—lzm+n 4 +A12+A0 . n n—1

[ s e +Bz+§f’i'7dz“.ﬂc A e Z T G2 G
e Drn»-l zn—1 + D 22m—_’. + 21_:’{_;_ D(] dz

I Z"‘—i—Bm—lZ" 1. +B 2+Bo

oder integriert
/.ﬂ‘f‘nzm_k”+Am+n—1zm+" 1+ +A 2+A0d ann+ Cn—1%" \

: bl 1] £
2™ 4+ Bp—y2m—1 + +B1z—}—BU n+1+ n T + 2 TGz

f [Proazt e Dacaznt £ Dz 4Dy (161)
. 2" + B 12" £ . +B1z+B :

Wird die Gleichung
"4 By 12" 714 4 Biz+ By=0
aufgelost und sind
- 2=a, 2==0,, ... 2 =0y
die m Wurzelwerte, so ist
Z"+ B, 12" '+ 4+ Biz+ By=(z2—ay) (z— ) -+ (z—ay,),
und es folgt
Dmmlzm—l—}-Dm_gz"’—?—}— —}—Dlz—i—DOd __/Dm 12"+ Dpeo2? =24+ .- + Dy 2 +D"d
2"+ Bp_12m 4. +B1z—|~ B, (2 —ay)(z—ay) - (2 — am)

Nun ergibt das Verfahren der Partialbruchzerlegung

'Dm~1zm—1+Dm_2zm—°+ -+ Dyz+ D, by
/ Pt Bt Bt BV /[_‘*JV‘*JF "+ dz ,

2 —a 2 — Q, z-—a,,




m+n m-}-nfl
+ 4 4+ 4,24+ 4
e R 111

4
Integrale der Klasse j min®
P4 +Bm_lz"'_ +- +Blz—1—Bu

wobei die Koeffizienten bl, by ... b, aus der Identititsgleichung

Df,:}nz"'—l + Dpn—o2” 2+ ... 4+ Dy2z + DO
(z—ay)(z—ay)-- (z — m)

_bile—a)E—ay)- - —aw] + bz —ay) (2 —ay) - - (Z —anl oAb e )z —ay) - (2 @)
. (z—a)(z—ay)---(z2— am)
zu bestimmen sind. Sie folgen durch Einfithren von z=a,, z=a,, ... 2=a,, in die Identitits-

gleichung zu
Dm—l alm_l + Dm—‘lalm*? +- + D‘ a,l,j,-,po

b, = o
! (a1 — ap) (4 — a3) - - - (@, — am) ’
b Dm 18," "+ Du—2ay" 2+ -+ + Dya, + D,
2 [ . 777 - b
(@ — a;) (@p — ag) - - - (ag — an)
b Dm— am—l + Dm 2am 2 + + Dl QAm + DO
m= (a’"' - a’l) ((lm - a2) (am am— _ ;) )

Die Auswertung des durch Partialbruchzerlegung aufgespaltenen Integrals ergibt

D121+ Dyp_ozm—2 + . +D12+D0 ; ! , » D
/ F ) —ay)- (z—a,,,) dz=bInjz—a; +b,In z—a, -+ -b,In 2—a, . (162)

Die in (162) auftretenden Wurzelwerte a,, konnen reell oder komplex sein., Im letzteren Falle
miissen sie immer paarweise komplex sein. @, und a, seien gemif
@y =0+ 1%, @y = 0y — 10y
ein solches Paar komplexer Wurzeln. Dann miissen auch die zugehorigen Koeffizienten b, und b,
konjugiert komplex sein, etwa geméaf}
by=pF,—18,, by=8,+1B,,
und man erhilt
byInjz—a, H‘bzlr} |z—ay|=(B,—iBs)In| (z— ;) — 0 |+ (B +9Bs) In | (2 — ;) +-1exy | .

Nun ist nach der Theorie der komplexen Zahlen
. . T 24
(z2—0y) — oy =re~ 1% = J(z— &) + ol g tarceotg “'*‘
(2 — o) + G0 = ret 19 = J(z— ;)2 o o+ iarocoty "

und damit

In (z— o) — ity =In}(e—m)+ o}

)

. 2=
—arccotg -~
2
%1

In (z—0;) 4+ 16} =In J(z—0;)% - &% + sarccotg =
Die Beriicksichtigung dieser Ausdriicke ergibt

bn'z—a, + byln'z—a,| = 28, In}(z— ;)% + &% — 2[B,arc cotg © !
2
In Anwendung auf ein einziges Paar komplexer Wurzelwerte folgt mit m = 2
(2 —ay) (2 — @) = (2 — &) — 0%3) (2 — 06y F- T 00p) = (2 — 07)2 0]

a; — ay=210,,

_ .n __Dyay+ Dy (Dy& + Dy) + 1D, & Dy . (D &y Dy _ D Dl %1 D,
bi=F1—if= a—a, 24 &y 2 ~7'(20:2 20:2) ﬂ1~'2’aﬁ2— 200, ' 2005 °
_n o sa _Dias+ Dy (Do + Do) —iDy % Dl <D1 % Dy _D Dyay Dy
bZ'—'lQl i 1’182_ a, — a, - —2’i0¢2 + 0‘2 20‘21) ’ ﬂl_‘ 2! 182 - 20‘2 i 20‘2 3

und damit
" Dyz + D, — D, & Dy z—«
. dz= D;In (2 — oy ol _(771, 1 ——°)arccot i 16
Jo s Ve—o)ttal —(57 4+ g (163)



112 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

Im Hinblick auf die Funktionalgleichung

& 4 zZ—&
arc cot *J = — arctang =—-1
g % 2 g Gy

und die noch hinzufiighare willkiirliche Integrationskonstante kann (163) auch in der Form

Dyz 4D, e (D —
/ (zflzl%ﬁ;dz——D Iny(z—oy)2+ ol —}—( 1% )arctang§ %0‘1 (164)
geschrieben werden. Insbesondere folgt fiir D, =0, Dy=1 und D,=1, Dy=0
//. 4 ia,rc tang 2%
JE—w) a2 a g &y ?
/n L RN J(z— &)+ o + Sarc tang® M l (199)
(z— o) + 0‘: ! 2 X2 g % ’
In Verbindung mit (161) und (165) ergibt sich
g g
T 2d ey, 6 — ol -
/ (z':jZI)Tz-}——? =z+ 20, In)(z—o0)*+ &5 + 47—2—0‘:— arc tang ?,,&,23_1 ,
/. Pdz T 1 9y 2+ (30— o) In }(z— o )2 + o —{—a‘(“ 30")ar tang “— %1
(z——oc) —{-oc‘ 9 I~ 1_ 1 2 [ 1 ¢ g &, ) (166)
. a4 o e e
Lo mira = F o Btz o (d—aIn Y — s ol
+ 7 (oz ——::;2) + at % are tang 2041.

Durch Differentiation gemil

d z—0 . 1 (z—0,)? . 1—2a

dz [21» o? [(z— o)+ ocz]"] T 2n 0l [(z— o) &l T [(z—oy)2+ a2+t 2n ol [(;j&jiz —}—f]" +
) 1

RNCEENETH T
bestétigt sich die Richtigkeit der Rekursionsformel

dz z2— 6y 2n——1

/[(z—oc +o¢2]"+1 = imf(?faj)ﬁ}a 2n «? ][z—zx 2+ai]r (167)
Hieraus folgt in Verbindung mit (165)
' dz z— —
iy = 2 e T g Arotang = :
’ dz z2—o (z—o oc,
_/[(z—oéfloﬁa 402 [(z—ozl1 a2 +3 8ot [(z—oz1 1772] + Sa“ arce tang > L8
/‘ dz z—ocl 5(z—04) 4_5&:0741) + ( )
Je—wyp e = [(z—zx + ]3+24oc [7 o2+ ol ]2+ 1665 [(z — 01)2 + 2]
0‘
- 16 arctang o -1
Ferner ergibt sich aus
d 1 . z—0y
dz (2n[(z —o)? + a2t [(e—oy)tFalt!
die Rekursionsformel
zdz . 1 i dz
Vi =~ gty air F 3 peap e
oder bei Beriicksichtigung von (167)
/ 2dz =) —e]  2n—D& ’ . dq (169)
. [(z—ocl) +a§]"+1*2no¢ [(z—zx) + or] 2nal [z—ozl)z—{—az] '



m-n m+n—1
Integrale der Klasse /Am+"z — +A"'+";if Tt dz, 113
2"+ B, 2z -}-B,z+B,J
Diese liefert in Verbindung mit (165) und (168)
2dz (e —ay) — — 0%y
Vo i vaty = il oy + saporetang™] ’
A zdz 0y (2 — o%q) — &6 + 36, (2 — &y + z— 0y
/[(7— a4 P T 4al[(z— ) oI T 8ai[(z— ) +ocz] 804 &, ’ (170)
" zdz k(2 zx)—oc 5ocl(z—zx _ bay(z—oy)
./[zVAal)z-’razJ" T 6l [(z— o)+ a3 ]3 + 5 240 [(z — &y)? 2+ &2 ]2+ 1648 iz — 2y)2 + 7] +
—
;arct —
+16 C ang 5

Weiter folgt aus
d e SN I 1 (2 — ) o 1 zi—2zoc1—|—oc
dz |2n[(z — &2+ a§]~] T onfz— o+l [—a Pl 2af(z— o2 ol [(— o)+ ag]t !

die Rekursionsformel

22dz . z— 0y (" zdz
/[(z—oc —{—zxz'];?l_ 2n[z—o¢1)2+o¢2] +2n/[(z—ocl -|-zxj"+ &1 [z—oc)2+oc]"+1
dz

die bei Beriicksichtigung von (167) und (169) die Form

/' 22dz (ocf:ocj)(zhocl)—2ocloz§ (2n— 1) o] + o] /'
[(z——ocl) —+—oc]"+1% 2n iz — o)+ &2 T 2nal [z—~z¥1 —{~o¢] (171)
annimmt. Hieraus erhilt man in Verbindung mit (165) und (168)
' 22dz _ el —o) (o) =2 &) | 67t & — 0
/[(z—bcl)2+oc T Bale—afie] T 200 ‘arc tang e ,
o 2dz (62 —&3) (2 — 8y) — 200 &} 7(304;+04.;)(z—oc1) 304 + &
/ [z— o)+ aiP ™ 4ai[(z— o)+ a2 + 8ot [(2 — &y)? + &2] + arc tang ‘“271 ’
/"7 22dz h_("‘ —63) (2 —0y) — 20y &5 + (5ot + x2)(z — &) 5oc P al)(z— &) (172)
[z— &2+ 6al[(z— ) +o¢2]3 24 [ — oy)2 4 2]? + 16046[ z— ;)2 + 2] +
+ 5»16—+°i arc tang —
2
Weiter folgt aus
d ‘ B S . (z—o)® P —82%a +3zal—a}
dz(2n[z— P+ ol 2 —1[z— o)+ &P~ T [r—a)2 ot [Pttt
die Rekursionsformel
P T
Je=e+ o+ 2z —a)’+ i 20— D[z —w)?+ai] ! T [z — ) \2+oc2]"+1
oder bei Beriicksichtigung von (167), (169) und (171)
/" 2dz 1 % (6] — 3a) (2 — &) + &} (&) — 347)
[e—o)2+ai]*tt T 7 2m—1)[(z — &) + &i]*— + 2n ol [(z — &;)% + &2 -+ 17
L 3oy oy + (2n — 1) o] (173)
I 2n &} [z—ocl)2+oc
In Verbindung mit (168) ergibt sich
/‘ 2Pdz _ (e —3ad) (2 — o) + o3 (5] — o)) (6 4 &2) (z — ;) — 4o
[(z— o)t + &2 402 [(z — o )2—{—0:2]2 + Socj [(z — &p)? + 5] +
+ (;‘j %) arc tang == — N ,
i (174)
C e sl 3ad) (—a)Fal(al—3aY) | a(502 4 3a) (2 — o) — 605}
/ [(z—o)2+o2]F — 6a2[(z—op)2+oip T 2403 [(z — oy)® + &3] +
o (5a7 4 3a%) (2 — o) (ozx +3 ) z— &
T leafe—ayrta] T 16a  Aretang” =

Tolke, Funktionenlehre. I. Band. 8



114 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

Im Falle n=1 artet (173) aus; hierfiir folgt

L Bdr w30 a—a)—@e—ad) e
u/ [(2_0‘1)2‘,—“:]2— 20‘2[(2_0‘ 2+0‘2-I l lnl(z—__o‘l) +0‘2—T" (175)
al(ﬁ_ﬂ) arc tan _,_ﬁ,l
- 20, g %

Weiter ergibt sich aus
d (z — oy )® 3 (z—oy)? 2n(z — o)t (z— o)t 3a2(z — &,)?
[[( | [ =@ -

dz|[z—o )P+ al]) ~ [(r— o2+ ol [(z—ay): +ai]rtt s+l T [z — o)+ ol

die Rekursionsformel

/n_i(f’; o)t  da— (z—&)? + 367 [ (z—&)dz
Je=ay +a 1% T @n =3[0+ o T 2n—3) [(z— o)+ &
und nach Ausmultiplikation von (z—«,;)* und (z— ;)2

/;, e (z—y)? n

Je—o)2+o;t1 (20 —3)[(z—&)* + &3]

L 4oy (20 —3) 2 + (3} — 603 (2m —3)) 2 4 (40} (20 —3) — 60, &) 2+ (303 63— (2m—3))
/ (2n —3)[(z — &;)* + & 1

Wird das Integral auf der rechten Seite durch Heranziehung von (167), (169), (171) und (173)
weiterbehandelt, so erhidlt man

_ Zdz o 2(n—1)(z— &) +45,(2n —3) (0 — 607 &3 + o03) (2 — &) + 40, &5 (& — &])
,/[(z—ocl)2+a;]"+1““2(n—1)(2n—3)[(z—¢x12+a]" it 2no¢2[z—oc 2 4ol +
3ai + (20— 3) (602 62 + &1 (20— 1)) dz
+  2n(2n—38)al /[(z~a1)2+o¢2]" ’ (176)
Hieraus folgt in Verbindung mit (168)
T 2dz (et —6aia; o)) (2— o)+ 40y 6 (4] — &7 )+ (3ot + 60202 —50%) (2 — &%) — 166, &3
/ [(z—o)?+ ] 40: sz — o) + &3] 8oi[(z — oy)2 + o] +
e 3(®, + 8 ) arc tang” —h .
% % ' 177)
/'_ 2dz (et —6a el o) (2 — ) + 4o 0 (0 — &) | (e H60]6] —Ta)) (2 —0y) — 240, &) (
HMe—wp+a] — —  bafla—a)+ o * 24«*[z—«x12+a2]2 o
(5o +6ax2 a2+ a2 (z— ;) | Baf 4 6a2 &l 4 o) — 5
+ 6at [le—og2 +oi] + 164! *are tang
Auch (176) artet fiir n=1 aus. In diesem Falle ergibt sich
" 2tdz (a‘—6af¢x +6)) (2 — ;) + 4oy &2 (2 oc’) s
/[(z_al)z_*_o‘ ]2 202 [(z_al)l +o‘ ] + (z_“l) + 40‘11111/(2—‘)‘1)2 +0‘é+
. \ . ? (178)
o+ 60 ) — 3« 2 —0
+ -ﬁ

2
Eine Gegengruppe von Integralformeln folgt aus (164) bis (178) durch Vertauschen von «,
mit s6,. Man erhilt auf diesem Wege

/.(ZP_‘I‘Z-—)}—“&* dz—Dlln} (2— )% — —0‘2| (Dg‘:l )er‘l’angr— : . (179)
. i |
/(z — 232_“ =In 1" (z——oﬁ) —az\ — QIr Zcmg ’
[(z_f:‘)iz_az_zT20‘11n|‘(2—0‘1 “—0‘2}—*—!_ QIchmg ,
2dz 06 +3 ) (180)
/m +20c1z+ (302 +o2)In || (2 — o, )2 — o — A Tang == 1,
. 1) —
. iy %
‘/(Zﬁﬁ: g T o2+ (3ol +a3) 2 + 4oy (x +a2)ln1;(z—al) —al—

o] 2 (a2 +6zx2)+¢x

Gy

2 9r Tang =—




‘4, T+ 4 P Y |
Integrale der Klasse / mtn - "'+"—11 - : °* az.
2?4 B, 2" +---+Biz+ B,

/

e 2 2n—] dz
/ [(z— o)) — a2t +0 2n ok [(z — &p)* :&"‘]"_ 271w7 [7—041)2-ot§]" ’
dz z—0
ey —ap =~ aie g T W Tang T - :
‘i, ,,7 z— 0‘1 3(z— )
JlE=ayp—ap= 4«;[(2—04 Ty L TS] (RN et Rl 7 ’
/_*_dj’i__ o 0‘1 + 5(z— o) 5(2—0‘1)
[(z — o)) — 2] a‘[z——zx —042]3 2404‘[(2—04)2—0:] l(iot"[(z—zx1 —a?] +
— &

-+ W W SIcmg
0y (2 — 04y) + &2 (2n—1)&, dz

JE=a) —oc‘]"+1 = 2002 [(z — &) _“'.’]n — 2,,“,‘ [(2_0‘1)2 — az]h s

zdz

zdz
[(— o) — &t

/
/ [(—%T =
;
@

OM-*—“ 2] + 2a, QIr zang -1

T 2w (z— ozl —o
&y (2 — &) + 3, z—ocl)
T da? [(z—o:l)z——az]2 8ai[(z —0y)2—02] 80:‘

0‘1(2—0‘1)+0‘ -+ 50)(z—ay) 50‘1(2_0‘1)
6a [(z—oc — ol ]3 2oy [(z— P —aZ]2 T 1605 [(z — ;)2 — &) +

) Tang %

/" : z3dz
[(z — oz — az]a

22dz

St aa

- 16 7
/ @ dz — __(o‘l -}-0‘;)(2—0{1)_}_20610‘3 (2n—1)a]—a; [ dz
[z— o) —az]r+r ™ 2nol[(z— o) E— o]t 2n &l /['(; N )
2 dz _ (o] + &3) (2 — &) + 20, &3 &,
/[(z—a1)2_az]2 =T 2 [ — ) —aT] + 20‘3 : 0 Tang Z =% ,
[ #dz (o +6)) (2 — ) + 20, &} — &) (2 — al) 3 ol —a?
/ [(z —0)2 — az]s - 40‘2 [ z—o0y)t— ag]z + 806“‘ [(z —oy)E— az] 80‘5 A Zang ——
/',, 2 dz (4 e — ) + 20, & 4 (547 — &) (z—oy) (507 —a) (z— 0‘1)
J =) —a] ; ?0‘2 [(z—o ) —a;] U} [z —0)—aF T 1665[(z — x,)* — o] ™
L Sal—a)
164l
: [ __Pdz 1 o (4] + 363) (z — oy) + a7 (&7 + Ba?)
e =0 — a1 T T 2 — 1) [(e— 0y — Pt 206} [(z — o) — i3] T
L 3oy 0l —(2n—1)a] dz
- 2no? J [(z— ) —al] ’
__ 2dz _ % (o7 +367) (2 — &) + o5 (3] 4 &7)
[e—a)p—ai 20¢';'[(z——a11)2—a§] + Iy —a) —adl +
o G(a3—3a7) z—%
TR Ar Sl’cmgT ,

%67+ 3a%) (2 — &) + o (3a] + &) + 3oy (o] — &) (2—0‘1)—40‘
4o (2 — o)? —o:"]2 8a;[(z — &,)* — 7]

8oy (a] — o3 - &)
80‘, At Tang == ,
A CH ‘*1,3"‘2)(2—0‘1)4-0‘2 (30‘, +43) + oy (507 —3a3) (2 — &%) — 6]
602 [(z — 0y)2 — &I ]3 24a‘[ (z—o)E—alF

oy (503 3a2)(z—oc) oy (5ot — 3a2)
T et [e—ap—a] T i6al 2 Tang * -
/" 2tdz - 2= (=) +406,(2n—8) (¥ +64] 0] +a3) (2—a,) + 40, 83 (6 +03)
(=o' 2(m—1) 2n=3) [e—a ) —ai]—1 2"“2[(Z~0‘1)2—0“]"
303+ (2n—3) (& (2n—1)— 642 o
2n(2n — 3)u; ][\z—al)z—o‘z] )
e (B g ) (2 — ) ooy 2 (02 -2 g
/ [c—o)—] 2a2[z—<x) —ot‘]1 = )+(2*°‘1)+4°‘1lnH(z_"‘l)z_“;H‘
+°—‘—*-_—~6A—a2;;; 2 9l Tang = ,

8*

115

(181)

(182)

(183)

(184)

(185)



116 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

/" ztdz _(oc4+6cx oF + 03) (z—0y) + 40, &5 (0 + &3 )+(3a‘ 6o} 02 —5uy) (z—0y)— 164, o3 (185)
[(z—ay)? —p 4a [(z-—le)2—«oc2]2 8ai[(z—ay)2—-0?]
3(0‘ 2)2 206y
sas Ar Tang 5 ,
’ ”z‘lidz __(a;+6ocfzx§+oc;)(z—oc1)+4a1a§(a§+a§)+(5a;‘ —6a2al—T07) (z—0y)—240, %,
] [e—o?—a] 6«2[(z—a1>?—a:]3 244 [(z—an2~o=2]2
_(Bai—6afal + o)) (2—%) —6a] &} 443
166 [(z—oy)2—a2] + 160:’ e Tang”

Fiir «; =0 und «,=a folgt aus (164) bis (185)

Qlfip°dz DyIny2tat+ 2arctang Z , (225 edz— DIyt —at -~ %Tang?,  (186)
1inj g Ji a a

dz 1 [ dz
;i:}:dz = Earctanga ) /22—"0"2 a‘l[rfi(mg a s
T zdz zdz —
jzz_r—_lnuh{—a? - /22—a2 In} 2% —at ‘ ,
22dz z 22dz z
m:z—aarctangb , /z—z_—azzz—a‘llrl’anga s ¢ (187)
2dz 22 - 2dz 22 -
[Fia=5—em)?re ’ /;z_vaﬁ:z*“”n“zz—“z :
2tdz PAd z 2dz
/zT—T—?= 3r—~a2z+a3arctangd , /zz_a2 +a2z~a3‘11rfl’cmg
dz z dz z 1 z
f(? fP T @@ a2 aamtang ’ /(‘szaz? = sy T e T,
zdz 1 ) / zdz 1
/(22 + a2 - 2(z2 az) ’ (2% — a,2 2 T é(‘zé _ dz) '
22 dz z 1 22dz z
ER 2(22 4 + 5, are tang , @ _ap T A ——) - —‘JIr Iang , ¢ (188)
2dz Bdz
(22 az)z = 2(25?_’0{2 + In ] ZZ + a2 ’ ](22 2 a?)? = 2(z2 + ln]/ 22_ a2 ’
2tdz " 2 dz a? 2 z
7 == o , 2 X
@ P ( az) +2z2—""are tang , ./(22 e T 2 a2)+ 2 2 2 9 Tang a
dz z . 3z dz z 3z
/(?’_*_Ez')a P (zz + az 2 + 8a4(z2 + az) + .[(22 — az)a = 4a§(;2 _faé)z + 8714'(722;(12) -
3 z
+ 8 - arc tang - , — g UrTang ,
Czdz 1 [ zdz 1
Jerar="swrar @ ey ’
T 2%dz z #dz z z
[ =i tawrot  [dwm T R T
' 1 z
+ g3 Arc tang , + g L Zang ,
' z3dg_4 _ a? - 1 2%dz a? 1
/ (22 F a®® ~ 4(22+ o 2(22+ a?) ’ (F—a?® | 4(zP—a??  2(z2F—a?) ’
/' #dz _ a’z 5z + fo2tdz a?z 52
| @sap = i rar 5@+ a e
3 z 3 z
-+ g, are tang u , — 82 Ar Tang Z
/" dz z + hz + /"7 dz - z N 5z
J @ ap = 6a@+ P T 2t @ Ty [=an = 7o —ar ey
52 5 5z
+ 16a6(221[—72) + 1647 arc tang a’ T 16822 'ﬂd2\+ 16a7 Ut :ang
’ zdg . - 1 f zdz 1
f 2+ a2t 6(2+a?)? ’ F—ab)i~ 6 —arp | (190)



117

(190)

(191)

(192)
fiir by a2

(192)b
fiir b ( a?

(193)

iir b)a?

) “Am+nzm+"+‘4m+n lzm+“_l+"'+Alz+Au
Integrale der Klasse / - — dz.
2"+ B, 2 4o+ Bz+ B,

T 22dz2 2 2 [ 2°dz 2 2
e e e [ e 20t — o' T
z 1 z

+ Joair 1y T iga AT tang Ter@ =) g 2 Tang
/ 2dz a? 1 ’ _2fdy a? 1
(22 _g?):; T 6(22 Fa2p - 4(z% 4 a?)? ’ / (22 — a?) - 6(22 — a?) * 4(22 — a?)?
/.,,ztl,dz L az 7z /' 2tdz az 72
1 (22 + a2yt (z2+a2')ﬁ 24(z2+a2 \2 + 1 (22— a?)t - 6(z2—a2)3— 24(z2 —a?)? -
z2 2z
-+ 16a2(z2+a2)+ 16a 3arcmng 6t at) +16a3‘2lr Zang,,
Fir o, =a, a3=1b—a? bzw. ¢, =a, (x2=1/«;21'b folgt aus (164) bis (178) bzw. (179) bis (185)
/'Ji—lzjﬂibdz_p Iny2—2azt b+ (VB%%—i;b,li’a)arctang 2L fiwbya
/221112;- Do ydz=D;InY| 22—2az+ b — (Vf]:l_a:b ],;5335) WrTang— —  fiir b(a® .
/‘* dz . 1 " z—a
22—2az+b ﬁfjaz arctang 7 _éz
’ zdz —a
|a=bae =101 T ’
22dz 9241 2__9 Dl t a
/«72:2az-{—'b_z+.a n y|z*— 2a az—}— ‘+]/1,T7arc ang == ,
© 2Pde 22 e a(4a?— 3b) —
];2,,_72.&-_%[) =3 +2az+ (40> —b)Iny|22—2az+b! + e arc tang = —(;,2 ,
[ 2tdz 2 2 2 e pVInV2® —2a2 L1
?;mi):g—}—az +(4a ~——b)z—}—4a(2a —‘b) nl/ﬁ———2az—}—b’ i
a%(Ta2—6b)+ (b — a?)? z—a
+ - oo arc tang o
dz 1 —
Josain=" jai =y Tang ﬁ_'b
z2dz a
/&’Zi‘éaiz—}'-b Inyiz2—2az+ b|— f,:‘ur‘langlf;,,
i 22dz o Il
]mﬁ——z—}—mﬂn}% — ——
A 3d 2 e a(4 —3b
/éé—_fza—;_b = 32 +2az-+ (4a*—b)In 1nz2— 2az-+b — (LZZ )‘Jlriang— — afb
AL 2 2 2 2 2 __ ¢
/z2—;272—;+b= g T a2+ (4a*—0b)z+ 4a(2a —b)ln1 2—2az+b —
' a*(7a®—60) + (@* — b)" gpy Tang °
Ja®—b Ja 2 p
/ (z—a) . 1 ¢ z—a
(z2—2az+b) T 20b—ad) (@ —2az+b) T g gyl 0 NE _;az
/ zdz . az—b a "
P Bazt b T 2(b—a®) (@202 Fb) T gp_ gt 1 ang b
#dz (2qf—b)(z—a) —2a(b—a? b z—a
/(z=_2az+b 2(b —a®) (2 —2az-+b) +2(b_a) arc'ﬁang g
2dz a(4a® —3b) (z —a) — (b—a?) (4a*—b)
/(z2—2az-l—b)2 o 2(b—a2)(zz—2az+b) + lnl 2t 2az+b +
a(3b —2a?) a
+ 2(b — a?)? l ~—a2
2tdz _ . la*—6a*(b—a®)+ (b —a® 2](z—a)—I—4a(b——az)(b—-2a
./(z2-2az—l—b e 2(b —a?) (2—2az+0b) Tt E—at
+dalny2—2az+b + @t 6@@—*&_43—(1)'7—“2)2 arctang - - *
2(b — a?)* 1b— a?



118 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

- dz —
Je—2asror=—

- zdz
j(z2—2az+b)2ﬁ o

/” 22dz

/"( 2dz

2—2az+b2

Adz

’ (2*—2az+by

' dz n
] (2—2az+4 b

[ozdz
/( —2az+b)3
/ 2*dz

J (22— 2az+b)®

/' 2dz

T2 —2az+bp

22dz

| —2antip™

/' dz

(@2 —2a2z+bp "  4(a?

[ zdz
. (z2w2az—%—b)3

/ 22dz
(22 —2az+b)3

T Adz
IR S
’ 2'dz o
, (22— 2az+bP

J@E—saz ko =

2—a

S(a* — ) (# —2a 7 b) +;(a2 o TeTang "t | ’
az—b
s ) 2 T gt T
(20 —b)(z—a)+2a(a*—b) , l{ z—a
2a*—b)(Z—2az+b) ' ga2—p) 3 UrTan g]az;_b ’
__a(4a®—3b)(z—a)+ + (a®—b) (4a® —b) o ‘
2(a? —b) (22— 2az+b) +In]-z2—«2az+b +
4+ Lﬂria ng = ,
2(a2—b)? jat—b
[a®+ 6a%(a® —b) + (a® — b)*] (z —a) + 4u (a®* — b) (2a* — ) . ,
i - 2@ —b)(z2—2az+b) +(“"“) v
—6a2(a2——b)—~3( b)? z2—a
“4aln) 22—2az+b +° : " 9t Tang 2
alny z az+bl + = St )] ag]‘az—b
z2—a 3(z—a) 3 z—u
4b—a®) (F—2azb? T 8(b—a (2 —2az+b) (b;;,)% arc tang };_azf
az—>b 3a(z—a) z2—d
Mb— ) (@ —2asFbE T8 aBR P — 2az+b)+ a) j arctang 0’
(2a2——b) (z—a)—2a(b—a?) | (242 4+ b) (z —a)
4(b—a2)(zz—2az+b)2 T8(1) a?)? (22 — 2az+b)+
2a +b —a
t -
—}— 2) ang b ,
a(4a2—3b)(z—7a)ji—(b—az)(b—4(12) . 3ab(z—a)—4(b—a?? |
4(b—a?) (2 —2az+b)? T 8(b—a?? (22 —2az+b)
3ab z—a
. t
Jf_8(b~a2)i‘ are amg;b—aﬂ ’
_fa* —6a%(b—a®) + (b —a?) Pl(z—a)+4a(d —a®) (b—2a%) |
4(b—a?) (22 —2az+b)? o
[3a4+6a2(b —a?)—5 (b— az)z](z——a) 16a(b—a®? | 352 z—a
8(b —a?)? (22— 2az +b) 8 ay? ar"tangw_az :
z—a 3(z—a) —a
@ Sz E b T 8@ — b (2 —2az4b) W_W y A z‘"‘g g
az—b 3a(z—a) 3a a
@b P20 b2 B@ bR (2024 b) 8(a* — b’ ‘H‘Z“"g[az_b
(2a2——b)(z—a)+2a(a2—b) , (2a2+b)(z— a)
4(az—b)(z2—2az+b) T ga2— b2 (F—2az+b)
2a2+0b %A
— ] rfIang
8(a? —b)? —b
a(4a®—3b) (zfa)+ (a* —b) (4a® —b) , 3ab(z—a)~4(a2—b
C 4(a®—b) (22— 2az+b) T 8@ — bR (2 —2az+b)
o Bab Ar Tang * ,
8(a® — b)* Ja2—b .
la* + 6a® @—b)j('{z,“bﬂ z—a)+dafa®—b) (2 —b)
T '4(a2;’6)*(**"éﬁ+b)
+[§q‘ 6czz(a2 b)— b)2] (z—a)—16a(a 7—7b)2* 3 r Tang z—a

8(a%— b)2(z2 2az+ b) 8 (a2 — b)? laz —b

(193)®

fir b {a?

(194)*

fir b)a?

(194)"

fiir 6 (a?



-Am-}—nzm-}-n_'_Am-{_’l lzm—%n— 4—"'4—A,2+A0

Integrale der Klasse / - s e, 119
) F4 +Bm_1z +Blz+B(,
/' dz z—a s 5(z—a) 5(z—a)
J(@—2az4+0)" " 6(b—a?)(22—2az+b) " 7b—a2)2(z2—2’52;"65§+16(bf—a2)3(z2 2az+b)+
B RS arc tang —~— %
16 (b — a?)? Vb—a?
| 2dz _ az—b 5a(z—a) 5a(z—a) o
T2 —2az+b" 6(b—a?)(2f— 2az+b)3T24(b—a2)2( 2az+b)2*1’6’(b—a2) (z22—2az-+b) "
! 5a —a
- ctang ,
16 b—az) h — at
,7 #dz (2a*—D) (2—a)—2a(b— a2) (4a®+b) (z—a) . (4a%+b) (z2—a)
T2 —2az+b)t — 6(b—a?) (f— 2az+b)3 Jr24(b a(22—2az+b)2 | 16(b—a?)? (2 2az+b)Jr
- 4a® _tl), arc ta, o a
60— o OHE | (19ss
/ 2dz a(4a2—-3b )(z—a)+ b—az)(b—~4a2) a(2a*+3b)(z —a) —6(b—a®®* |
J(2—2az+0b)2 6(b—a?) (22 —2az+b)® 24v(b——az)2(2 2az -+ b)? :
o a(2a*+ 3b) (z —a) a(2a® + 3b) —a ..
16 b—a2)3 (22—2az+b) + 16 (b — 2)% Cta'ng ff;;z ’ fir b)a?
/' 2idz [ —6a%(b—a?) 4 (b —a?)?] (z—a)+4a(b—a®) (b—2a%
(22— 2az+b)! 6(b—a2)(z2 2az+0)° +
[5a*+ 6a%(b —a?) — 7 (b— a®)?] (z — a) — 24a (b — a?)?
+ 24(b — a?)? (22 — 2a z + b)? +
, [5at4-6a2(b—a?®)+ (b—a?)?](z—a) | 5a*+6ad(b—a?) + (b—a?)? a
TG —aP (@ —2az4b) T 6b—ay) amta’ngft;z'
, dz B z2—a +. 5(z—a) - 5(z—a) L
T2 —2az4+bt "  6(a?—b) (22 —2az+b)® " 24(a®— b2 (2*—2az+ b)2 16(a® —b) (22 —2az-b)
5 —a ’
+i s Wr Tan gl--,,z,:b , )
/' zdz . az—b S5a(z—a) 5a(z—a) ot
(22—2az+b)  6(a ——b)(22 2az+b)3+24(a2—b)2(z2" 2az+b)2 16(a® —b)3 (22— 2az 1 b)
T i ’
/' 22dz _7(2a2—b7(z—a)+2a(a2——b) (4a?+0b) (z—a)
(22— 2az+b)* 6(a®—b) (22 —2a z+ b)® +24(a2 )(z2—2az+b)2
(4a?+b) (z — a) 40 +b
T 16(a®—b)® (22 —2az+b) ﬁ; b)} QIrIcmg] ] » ¢ (195)0
/' 2dz  a(4a®—3b)(z—a) + (a* —b) (42— D) | a(2a®+3b) (z—a) — 6 (a? —b)?
(22— 2az+b)* 6(a®—b)(2—2az+b® |  24(a®—Db)2(2—2az+ b2
a(2a®+3b) (z —a) a(2a?®+ 3b) z2—a .
T16(@ — 0P — 20240 T 16 —p)i S > | fir b¢al
: 2dz _ la*+ 6a?(a® —b) + (a® — b)*] (z—a) + 4a (a*—b) (2a* —b)
Ja szt 6@=b) @ —2az L bp +
. [5a*t —6a%(a®— b) — T{a® — b)?] (2 — a) — 24a (a® — b)?
+ ’ 24(a2—b)2(z2 2az+0b)F o
[5a*—6a%(a®—b) + (a*—b)*] (z—a) , 5a*—6a® (a®—Db) + (a®*—b)®
i@ —bp @—2azkb) T 16(a2 — by’ ‘IIrZang]/az 5

Weitere Integrale lassen sich leicht mit Hilfe der nachstehenden Rekursionsformeln darstellen:

i dz n zm—t b(m—1) m—2dz
u/( A2az—b)”—' (2n— —1)(z2-—2az+b)"—1+2n— —1 (22 2az+b)”+ ‘
+ 2a(n—m) zn—ldz (m+2n— 1) (196)

o2n—m—1 (22 —2az-+b)*

. z2n—~ldz N z2n—3dz ‘)n—sdz z2n—2dz
R er L9g | F 0% o
_/(z2—2az+b)n ,/(zz—zaz+b)ﬂ ! b/(z2 2az+ by daL[(zz—2az+b)” (m=2n—1) . ,




120 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.
f*' dz . z—a 4 2n—3 i dz B

(z22—2az+b)r 2(m—1)(b—a?) (2—2az+b)—' "' 2(n—1)(b—a? /(z2—2az—|—b)"—l ’
/ 2dz az—b L a@n=3) 7 J

(22—2az-+b) 2(n——1) (b—a?) (2—2az+bp—1 " 2(n—1) b~a2)/ 2az+b)" -1

Als weiterer Sonderfall von (162) sei nun der Fall dreier Wurzelwerte a,, a,, a; betrachtet,
von denen zwei komplex sein mégen, so dall a,, a,, a; in der Form
B =0 10y, Qg=0;— 10y, QAz=0;
zugrunde gelegt werden koénnen. Dann liefern die allgemeinen Formeln fiir die Koeffizienten
by, by, by der Partialbruchzerlegung nach einigen Rechnungen
Dza,+D1a1 + Dy Dy, (0 + &2 —206,683) — Dyoy 063 — Dy,

(ny1)  (197)

h=A T o e, —a) T fmle e tel
Fi . Doy (o) + o6}) — 0 (7 — 63)] + Dy (o] + &5 — &% &) + Dy (&% — &)
205 (66, — 0g)* + 7] '
b, — Dol Diagt D, _ Dyai Dyast Dy
(a3 —a,) (a5 — a,) (0‘1_0‘3)2+°‘

Weiter folgt dhnlich wie friiher
bn'z—a,!+byIn|z—ay + byln|z—ay = 28, In}(z— )2 + a2 — 23, arc cotgz—;—o‘—1 +byln z—oay, .
2

Die Beriicksichtigung dieser Werte in dem allgemeinen Integral ergibt unter gleichzeitiger Ein-

filhrung der arc tang-Funktion
Dy} +D a3+ Dy In

Dyz*+Dyz+D, D, (62 + 62 —206 63) — Dy 63— D, - )
/[(z 0y )2+ o2 ](z—-as)dz (00— 05g)2 + o2 ln}(z “1) +o3 st (x ——oc) ol O
+D o [061 (6] + 663) — &g (0 — &3)] + Dy (o] + o) — ¢y &) + Do (04 — %5) arc tang > =% ) (198)
%y [ (06, —0i3)% -+ 3] g Gy
Entsprechend folgt bei Vertauschung von «, mit i,
[ Dy2*+Dyz+D, _ Dy(a—a2—26, &) — Dy &;— D, D, 63+ Dy &5+ D,
[(2“0‘1)2_72]7(2_0‘3) o (00 — &) — &} 1n} (2——061) “2[_*— C )W_i In z—ay —
_Dz[al(af—ai)fqa(o‘f»%?(z]—rDl)gai—;?z—glga)4;1307(0‘1,—0‘3) 0 Tang =% | (199)
K | (g — &) — &, &y
Weiterhin erhilt man mit o, =a, &,=|b—a?, az=c bzw. &, =a, ay=|a—b, ay=c
D,22+4 D, z+ D, D,(b—2ac ~D,c— D,c*+D,c+ D
(22 - 2az_f_lmz—_o—c—)d2 ( 61727()16"‘[-02 °1n}‘22—2az—i—b‘+2fa+2’ ln\z+cw+
+D2[ab_c(2a2 b))+ Dy (b —ac)+ Dyfe— )arctangg:a: fiir b)a?,
(b—2ac-+c?)yb—at b—a? (200)
" DyZ*+Dyz+ D _D,(b—2ac)—Dyc—D c+D ¢+ D
/( ZSaztb) o d= b 2401 ¢t "Inyjz*—2az+ b4+ & “Sacter mlz—c —
_Dlab— 0@ =b)]+ Di(b—ac) + Dyla—c) gp, 1ang—;—~,,a,— fiir bYa .
(b—2ac+ c?)Ya:—b ja®—b
Fir den Sonderfall «; =0, x,=a, x;=0 ergibt sich
/P %‘Z;D dz=(vD2—f§>ln |22+ a2 4 %’miz‘ L %arctang 2 , l
(201)
D’zz_;,%'m’d ( 2—}—529>1n1'22~a2—$°ln]z?~21ﬂrzangs ) '
und insbesondere bei D;=D,=0, Dj=1
dz___ 1 z 2NN 1 S B :
i =l sl Jiw—a = a™ | (202)

Ahnlich wie im AnschluB an (166) lassen sich auch hier Rekursionsformeln gewinnen, aus denen
sich Formeln fiir Integrale der Form

[ _ijf
J(2—2az4b)"(z—c)*
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ableiten lassen. Um nicht zu weitldufig zu werden, sollen von dieser Klasse lediglich zwei spezielle
Rekursionsformeln und einige Integrale mitgeteilt werden. Die beiden Rekursionsformeln lauten

dz _ 1 _ 2ntm—3 / dz
/z n(z2—2az by (m—1)bzn—!(z2—2az+by—' (m—1)b =32 2az-L by
2a(n+m—2) dz ‘
+ (m_l)b—/zm_l(zz_oaﬁ_w ‘ (m>1), {(203)
dz 1 dz
,/z(zz 2az+b)  2b(n—1)(— ezt T % [(éz 2az+b) 'b‘/z’(%'f—zaz;’b)n—l (m=1)

Die Auswertung erfolgt zweckmifig in Verbindung mit (192) bis (197). Wird a =0 gesetzt und
b mit a* bzw. —a? vertauscht, so folgt aus (203) nach einigen Rechnungen

dz 1 1 z 1 1 z
./ F@ta?) T atz g AFOANE ’ ‘/ (z2 = a8 = gtz g o Tang - ’
’ dz . 1 l, ' z /’ 1 1 | z ‘
_/ PP —a) = T ate D 12t at S 22—a =guip @ D iz s ( (204)
dz . 1 1 1 z 1 1 1 2
/ A@Lad) = 3ais Tavy Tosdrotang -, ,/ (22 Cat T 3ais T g, g5 YrTang g
dz 1 1 z dz- . 1 1 z ;
/2(22 +a?)? " 2a(z2 4 ad) + at ] 22 +a? / 2 (22 — a?)? 242 (22 — a?) _}_ np | ‘zQZ'(ﬁT‘ ’
/,,,,di U N /7‘11 __ 1 2
] 22+ a2)? T abz 2a4 (22 4 (2t + az) P —a22 T atz é"a}@?_’ a?) +
3 z :
“5a 5arc tang , +5 o Ar Tang u ,
[ 2 _ 1. _ 1 /Lit —_ 1 .
8@+ az)z - Qa2 2a¢ (z2 +a?) ' 23 (z2 _ a2)2 - 20}(52 2a4"(22 — a?) ne (205)
2 i i
" In | /’27’2:72[ s + 27)‘ In - ’i‘%; ’
[V2% 4+ a? a [}'2% — a?|
/' dz N € 2 / _dz 1 2 2 |
T2 @2 4a?t T 3at28 ' abz U 2a85(22 4 a?) + Tt —a?2 ™ T 3at22 T Sz 2af(F—a?) |
5 z
-+ 2 s— arc tang* s + 5q7 W Tang v
oy a :3a? 3 at
Wird in (198) o) =— 3 o<2=]/ 4 M=a bzw. « = + 3 5 ocz__’ : , 6g=—a gesetzt, so

erhilt man die Integralformeln

‘Dy2% 4+ D,z + D, 2 D D - —
/ zﬁ% —"dz:(—§D2—3; § °2)ln1'z2+az—f—a2+(f 2+3a +3a2)ln z—a -
a
+
D, D T
—{—(a]/ a1 3)arc tang @
213
) (206)
D 22+ D,z - D, 2 D D T T 1 D
i dr=(g Dyt — )Ny R L ezt @t (5 Dy — ) 4 )l 2 a4
-2
—{—(Dlr—}— Do )arc tang—f—z .
I8 Y3 o1
Hieraus folgen die Sonderformeln
/‘ dz 1, lz—a [% = Ly 2Fal
J 23 —a® T 3a? ]z2+az+a2 T28+a3  3a? l‘é’z‘_’ﬁ_?_az

1 2z+4+a 7z—a
-arc tang ——_ " , —:——— t e
13 rc tang P 73 arc tang - T3 ' 207)




122 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

[ = ltm 2= [az Ly lztal (207)
fe—d 3 VE2+az+a2 | R A L Por P
z+a 1 2z—a
— -z arc tang = — -arc tang =~ — ,
+ - 5 & 13 + 813
22dz ; \ C22dz 1 :
[23—63: 31n"z3~a’3‘| s ./23_*_(1'5:*3”111[243—{—{1,3‘

Weitere Integralformeln in Verbindung mit der Funktion 23 F a® im Nenner sind nachfolgend
zusammengestellt.

© dz f dz
Ji ey = sl 1—% ’ /;(;;) —gln 1% ’
dz 1 1 Jz—a| | dz (z—}—a\
ey = oz T +Tz+—,; | Lo e = sl
—- 1, arc tang zta , 1 arc tang 2z—a ,
at] 3 al'3 a'}] 3 a3 (208)
/ dz ‘,,l,,_{_ 1 lg — a\ ) / dz 11 Lzta)
1 2B3(B—a®) 2a32? 3as i P+az +a2 I2@+a)™ 24322 3a ]_zé:iaz_*_az
1 z+a 1 2z—a
— - arc ’cang—f—— , —_— _—_—
a®) 3 al 3 : a®])' 3 ]/’3
' dz 1 a® ’ dz
l/z;‘@:d‘*)_ Sa:’z’*hll 3a"]n 1_7 ’ ‘/é‘f(_z"s—i—aa) - Sa“z’_}_3a6 ln‘l ‘
A Ny P [ =it ot o L
Te—ar™ sw@—w) 96 ataie | JETORT30@ +a) T 965 Tas 4 e
2 z+a 2 2z—a
- —= -arc tan = arc tang ——
3a’) 3 g al 3 + 3a®] 3 & al 3
©adz S 1 lz—ae / zdz 22 1 |z+al \
/ @—a*? 3@t —ad) 9al 122-}_,“_1_02 (2 + a2 3a%(2*+a®) 9at n]/zz_”az_*_‘iz_r
1 2z+4+a 1
-— ——-arc tang — = T ,
34ty 3 s T 3a4] 3
T 2%dz 1 © 2%dz 1
_Fes - S = A g )
/(zaﬁaa)z - 3(23—a3\ 3 / (za—l—aa)zi (z‘*—l—a‘*) ’ ("‘09)
/_,zaﬁi’i, S I N P il T R / 2dz izta,
J@B@—a??  3(z*—a®) ' 9a® ]/z2+az+a2 @ +a2 (2:3—}—aﬁ)~i—9a,2 ] az+a2
b are tang 2z+a , -} 1 are tangf e
3a2] 3 al'3 3a2]' 3 al 3
/' 2'dz 2 L2 z-a B / 2dz 22 2 [z+aj .
T@—ar ™ T3@—0a%) " 9a j2iaztar @E+a? 3@ +a®) 94 VE _griat
- 2 arc ’cang 2t , + - 2——; arc tang 2e—a
3a]3 al'3 3a) 3 a}3
dz 1 a’® dz 1 a®.
/ 2 (28 —a®)? T8 (P —ad) 3a"‘ Infl- [ 2(22 +ad)? ~3af (2% + a®) 3a‘s In ll o 2810
' dz N 1 2 /,,,,dz . 1 22 .
/ 2B —a32 Sz 3a%(2¥—ad) T2Z2@ 502 7 a2 3aS(@+a®)
N TV bt Lzt (210
9a7 ]?—{-az—%—a? 3a ]z2-;az+a2
——‘—i— 3 2rC tang 2z ta , — -t are tang 2z—a
3a’} 3 al3 3a7]) 3 a} 3

SchlieBlich sei noch der Fall von vier Wurzelwerten betrachtet, von denen zwei komplex und
zwei reell sein sollen, etwa gemil

Ay =01+ 10y, Ga=0& —10y, GAg=0s, Oy=0,.



A, 2 m+n + 4 _ Zm+n—l+ S+ 4, 2+ 40
Integrale der Klasse / e mtx 11 - dz . 123
z +Bm_1z +B,z+BD

Es folgt zunéchst fir die Koeffizienten der Partlalbruchzerlegung
3a *4+ D, a; -}-Dla,—}—D
=p1Fify=

ax—az) (ax—-—a;) (a1-—a4) =
] [(0‘71_‘3‘21, (6 —g)— «?] [D (304 —o? )+2D2a1+Dl] (200 — 0y — 0¢4) [ Dy 06y (o} —305) + Dy (&) — o} )+D1a1—1—D0]
2oy — )* + 0] (3 — 3)* + 2]
= (20:1—-%—0: [D5 (B — ) +2Dy 6y + Dy ]+ [y — o83) (06— &) — &5 ] [ (D3 %y (%] — 3x3) + Dy (%) — o3 3)+ Dy oy + Dy

! .. [ itV e IV 1

200 [ (06 — ¢3)% 4 63 [(%g — ¢g)? +0‘2] ’
b __Daa + Dyaj+ Dya;+ D, _Daot + Dyl 4 Dy o3+ D,
37 (a3 —ay) (as“aa) (a3 —a,) [(o¥y — 3)% &3] (00y — 0t) ’
b, — Dya; + Dyai+ Dya,+ D, _ Dol + Dy} i+ D%+ D,
4 (ag — a)ag — az)(aq — ay) [(0‘1 —0‘4)44‘0‘ T (g —xy)

Hiermit ergibt sich
,' Dy23 + Dy22+ Dy z+ D,

[z — 0)* + 2] (2 — %) (2 — x,)

,:[(9‘1 &g) (00— 0g) =0, ][ Dy (3o —07) +2 Dy + D ] — (28 — 0y —0x,) [Ds"‘l(“3i3?‘i)_frD2(“f_°‘3)+,91“1+D0]1n PRIV
[(org—oxg)? + 05T [(ox) — ) + 3] J(z—o)* ¢ Ky T
. 0?2(2"‘1“0‘3_9‘4)[p3(30_‘?j0f§)’75 2D20‘1+D1] [(oeg—0eg) (g —xg) —x; ][Dso‘l(“ —3a3) + Dy (o] —03) -+ D 1694 Dy are tane*—™
org [(org —05) T3] [( oy —ory)? +o3] ng Ty T
Dyl + Dy —|—Dloc3+D01 Dy’ + Dy’ +Dyoiy + Dy
ot A0 n 2 —og G tniz—o . 2
[(0‘1_"‘ 24 6] (0 — &,) S oy — o) o ](0‘3_0‘4) 1 (211)

Die Vertauschung von &, mit ix, liefert die Gegenformel

,"77 Dy2% + Dy22 + Dy z + Dy do—

T z—0y)? _0‘] (z—a3) (z‘—0‘4)

[(oy—03) (0~ %) —fc)c»_‘][D3 (8a? %—o:i\+2D2o<1+Dl] (200y — x%g—%y) [ Dy oty (062 -+ 3562) + Dy (&% + o D+ Do+ —D"]l N y 2[ :
[0 =gl =] [y — g —67] D} (E— ) —ag)
&, (20‘1_0‘3 ~0y) [Da 30‘ ‘*‘79‘7)71‘721) o+ D] +[( (o —0eg) (%) — ) + 1} 21 [ Dy (27 +3a3) +D, CHEH Dy oy - D,] At Tan S
"‘2[("‘1—“3) _"‘A] [(0‘1—0‘4)2—0‘] g o
Dy&; + Dy + Dy 6ty + Dy o Dyol+Dyai+Dyay+ D,y
nz—« °In .
[(0‘1‘0‘3) —&, ] 0‘3_0‘4) 8 [(0‘1—0‘4) -] 0‘3_0‘4) (212)

Mit «,=a, oczzl/b—az, ag=c, &,=d bzw. x;=a, azzl&géb, x3=c, x;=d folgt aus (211)
bzw. (212)

/ D323+I{z_+_D1_zTD dz
(=2 2az+b)(z—c)( d)
[a*~b +(a—c)(a—d\][Dy(4a®—} + 2 Dya+ Dy |—(2a—c—d)[Dya(4a*—3b) 1 Dy(2a2—D) ~ +Dya+ D) 9
T (b—2ac+ ) (h—2ad+d) A n 12— 2a 246
(b—a*)(2a—c—d)[Dy(4a*—) | 2Dya+ D]+ [a*~b+(a—c)(a—d)[Dya(4a*—3b)+ Dy(2a*~b) +- Dy D] | 02—
(b—2ac+c?) (b—2ad+d?) ) b—a? g a2
Dy Dye? t DyciDyy Dyd?+ Dyd?+ Dyd+ D, _ \
—2acte o—d) M FTC T b—2adrde) (e—a) B FTC fir b)a
(213)
/' D,z o D,z “Dyz+ D,
T ?—2az Lb)(z—c)(z——d) ,
[a*~b+(a—c)(a—d)][Dy(4a*—b)+2 Dya+ D] — ; Za—c—d)[ﬂz,“i““z 30) Dy (20’ —b)+-Dya+ D, ] Inj 22—2a2-+b
(b—2ac+c®) (b—2ad+d?)
—b)2a—c—d)[Dy(3a®~b) -2Dya+ Dy +[a®—b +(a—c)(a— d>][Da<4a2—3b> Dy2a*—b)+ Dya+ D] g o
b—2ac+c?) (b—2ad-+d?)y,z_ t ﬂngla_b
D363+D 624’-1)1(“*‘1)1) _Did3+D d? + .Dld LDU . . ,
U —2acte) o—d) ™ b—20d +d) (c—d) BIE—d fir b(a?

Wird in der oberen der Gln (213) a=0 gesetzt und b mit @2, ¢ mit @ und d mit —« vertauscht,
so erhélt man

'Dy2® + Dy2?+ Dyz+ D 1 D D,
/D"z + zf;:(, %7 “dz:( D3—— ‘2)1n1z2+a2 + (2;—21—);;)arctangz L
214)
1D, , 1D, 1D, : 1 1D, 1D, 1Dy (
= ( Dyt 0y a21+4a30)1n z—al 4 (g Do B a;)ln 2ta
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Hieraus folgen die Sonderformeln

T dz 1 z 1 z4a, 1| z z
[ A= gaarctang - — g In ia = T am \arc tang -+ UAr Tang —J ,
z2dz 1 |22+ a?| 1 22
/ A _atT T 4a? In }Er—_aé — g2 ArTang ’
C22dz 1 z 1 |z+a 1 z z
Faz L 2 _ A 4 Tana >
/24 4= g, arctang 4raln r—a = 24 |2TC tang = — UAr Tang a] )

2dz 1 ‘
[q= A

Wird hierin @ mit a}i vertauscht, so ergibt sich nach einigen Rechnungen

N )

I e A __1 _.are tang az) 2
T 4el2 (z_ ,&>2+ (if 24°] 2 2
V2 V2

/'”zidz 1 " 22

P 5zarctang . ’
( i a 2+ a \2

(Pdz 1 i ﬁ) (172> 1 az} 2

.,/ z4+ at - da VEln (;j)izn;i(zf —_— 2m arc tang 227__72 R
ve/ e
Y 1
[ irai=— g2+

Zum Schluf} seien noch einige Worte der Behandlung von Doppel- und mehrfachen Wurzeln
in (162) gewidmet. Fiir die wichtigsten Félle dieser Art, namlich die komplexen, sind die Integral-
formeln im Vorhergehenden bereits mitgeteilt worden, so dal die Betrachtung hier auf das Reelle
beschrinkt werden kann. Um nicht zu weitliufig werden zu miissen, sei der Grenziibergang
nicht allgemein sondern am Beispiele einer Doppelwurzel und an Hand des Integrales

Dy2* + Dy2* + Dyz+ Dy
(z—ar)* (z—ay) (z —ay)

dz

vorgefiihrt. Bei mehrfachen Wurzeln ist der Grenziibergang sinngemiB vorzunehmen. Zunichst

sei a, nicht gleich @; sondern gemif
Ag=0Qy — &
um einen kleinen Betrag von a, verschieden. Dann lautet das Integral

/'7 Dy2* + D2+ Dy 2+ D,
J(z—a) (z—ay+e) (z —ay) (2 —a,)

Fiir die b-Werte liefern die allgemeinen Formeln

_ Dyai+ Dyai+ Dyay + Dy

b
! £(ay —ag) (@, —a,) .
b, — Dsl@1—e+Dy(@, =&+ Di(ay—e)+ Dy _ _ Dyai+ Dyai + Dyas+ Dy | 3Dyai+2Dya, +
2 —e(a, —&—az){a; — & —a,) e(a, —ag) (a; —ay) (a1 —ay) (a; —ay
_ Dsai + Dyai + Dyag+ D,
" a—afe—ay T
__Djal~+D,a;+ Dya,+ D,
by = (0 —a) g —a;) +el]

Ferner folgt

£
z—a,

e

Injz—a;,+¢ =Inlz—a, +

dz=b;In\z—a,|+ bylnjz—a; + |+ b3ln z—ay -+ byln 2z —¢, .

B

Vel
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Werden diese Beziehungen in der Ausgangsgleichung beruck81cht1gt und nach Zusammenfassung
die Grenziiberginge fiir ¢— 0 vollzogen, so ergibt sich

Dya}+ Dyai+ Dya,+ Dy 1

/QazaTD 22+D12+Dod 3D;a; +2D2a1+Dlln:z—a\— Dya Dy
(2 —ay)? (z —a3) (z — a,) (a1‘—as) (ag — ay) ! = (ay —a3) (a; — ay) 2‘—01 (217)
%ﬂ,i&‘iirﬂlﬂsﬂ)ol . gl ,D,f%j,@z“ tDiay+ Doy o,
T Gt —a) T (0 —afla,—a) 0 ET%

Weiter erhilt man

"Dy2* + Dyz + Dy __2Dya,+ Dy ol Dya} +D1a1+7D0. 1 Dy a3+ Dyas+ D, B o
/ (z—ay)* (z—as)  a—a ln‘z %1 (a;—ag) 2_a1+ (a, — ag)? In s (218)
[ 22 Doy DInlz—ay — Dt Do (219)
(z—a)? z—ay
A, z" +A" 1z"_1+ -LA1z+A dz

0. In T l(1 del‘ Klassef m—1 LB .
D teg a AN +B,, 4% 1+ -+ B2+ B, ]/z —2az+b

a) Algebraische Integrale.

Es sei zundchst b—a?> 0 vorausgesetzt. Dann lassen sich die Integrale der vorliegenden
Klasse rational machen und damit auf diejenigen der vorigen Klasse zuriickfiihren, wenn man
sich der Transformation

261n§¢oiA 7 2Zang~;
2—a=1b—a?Gint = }b—a? ﬂ;f—.—}f_yl/b—oﬁ y
Goiz — — Gin? - 5 1 — Tang? 2

bedient. Diese liefert

J22— 2az 4 b= V(z —a)?+ (b —a?) = Vb —a? ]"‘Ginz {4+ 1= 1 b—a2Coft

o 6072—;»+6in2 ; 1+ Tang? -,
_p A e
=l Goft L — Gine L =l 1 Tangz !
2 2 2
‘ 1+Zang2—; .
— 9 2 e O
dz=21b—a . 2([(»Zang2).

(1 — Tang? —27)

Wird zur Abkiirzung Zang ; =u gesetzt, d. h. z gemil

2L

a—rlb——azl u? (b > a?) ‘ (220)

durch eine neue Veridnderliche dargestellt, so erhilt man

//’7_ 2\ " . ‘) i 2 n—1
Au<a -+ %ulbg,{> P A 1< 2ul b a) +ee -4,

/'A,. 24 A, gzl ~A1z+A0 dz . 1—u? 1—u? 2du (221)
Bz Bzl iBiat BoViicaas b | [ smiboat\ O RS e
| z 12+ Do 22— 2az b B, a+727u7]713”7af By, 2u]b a% ... B u
1—u? 1—u?
Im Falle 6 —a? < 0 bedient man sich der Transformation
t t ~ t
Cof? 5 + Sin? 3 B 1—|—¢ang2—2
2—a= [a2—b&)it—]a2~-b—f—t e = a*—b - —,
(Eoiz — Gin? 5 1 —Tang®- 9
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Sie ergibt )
12— 2az-+b=71(z—a)?—(a®—b) = Ja>— b }Coj2t — | = Ja2 — b Gint
.. 2Gin ;—Goi; - "zang—j
=Ja*—b— - =}at—b ",
Cof? 5= Sin? 5 1 — Tang? 5
4Tang - -
dz=Ya?—b —— % -, d(Tang )
(1 — Tang® —-
Wird auch hier wieder Tang ¢=wu gesetzt, d. h. z in der Form
r=—atj@—bi TN (h<a?) (222)
dargestellt, so folgt
- (1-ru?)}a2— ( (1+ud)a?— )"ﬁli ,
T A2 Au gzt b Azt A, dz ‘4"(“ e > Armfats 1—e ) T o 94y
s S e T i e (229)
B.z"-B, 1z LBlz_\_Bol 22 2asz (1+u2)]a2 ( (1+u?)]a? 1—u
Bpla - TELS Anifa - —77——27—7) 4B,
\ 1—u 1—u
Eine besondere Behandlung verlangen im Falle 5—a2<<0 noch diejenigen Integrale, bei denen
samtliche B-Konstanten rein imagindr sind bzw. der Integrand mit —1 multipliziert ist. In
diesem Falle hat man
cos? - — sin? ; ~ 1—tang?® é
z—a=Va*—bcost=Yat—b— F—— = —jat—b -
cos? ! -+ sin? L 1+ tangz—t—
2 2 TR e
zu setzen und erhilt
|—(2—2az+b) =}(a*—b) —(z—a)*= Ja®* —b | | —cos?! = [a?— bsin!
2sin * cos é ] 2 tang —;
== }az——b—‘Af— o= Ja?—b ey
cos2 5 -+ sin? 9 ] +ta,ng2_~2
o —4tang ‘t) p
dz= ]fa2~b(—r ; zd(tang—é-).
1 + tang? 5 )
Mit tang¢=wu und demgemif}
1 —u?
z2=q 4 lfaz——bl+u2 (224)
folgt
L(1—=u?)) w2— -b\" (1—u?)] ¢ at— b et ‘ ’
/ At Apaz b Az 4, da Af'(a R T ) +A"—‘( T e ) Tt oaa (225)
VBB B By s C—eesy o ( aewe—b\mt T
Bm(.ai : 1 P *) +Bmfl( b 117[[:*) i "‘+B0

’

Es folgt nun eine Zusammenstellung der wichtigsten Integrale der vorliegenden Klasse, die
mit Hilfe der unter Ziffer 4 mitgeteilten Integrale und unter Heranziehung der Funktional-
beziehungen zwischen den arcus- und Area-Funktionen leicht dargestellt werden kénnen.

j = WGin PZ° (b > a?) ,
1z2 2az—r—b } b — a?
dz z—a
= ] 2
./122—2az+b r oi]'az—b (b <a?) , (226)
/,—_%dzﬁ, =—arccos - (b<a?.
JV—2242az—b Ja%—b
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4,2+ 4, 2

"l A2+ A, dz

B z"'+Bm_lz"'_1+-~-~LBlz+B,, Vo —2az+b
’ 2dz
=V —2az+b+ar 6m s b> a?
| mary = 1F —2az 40+ — (b>a?)
’ zdz
et —————] 22—- 2 b ‘HI‘ GD e — b 2 N
U/l’z2—2az+b V az+ Ta r/2—1) (b <a)
" zdz e —a
— = — ) —22+ 2az—b—aarc cos b < a?
/1/ 224 2az—b V - ¢ Va2 — (b <a?)
/ i = — ‘/— Ar Sin - - b—az (6> a?),
z]zz—2az+b zlb—a2
" e ol 5 b<a?
,/; 77270127—{—1) l/ b t Lo zla2 -b ( <a ))
/. S 4 V arc cos biif— (b<a?).
2f—2*+2az—b b zfa®—b
—a R
/]/22—~"az+b(lz~ 5 yz2-—2az—}—b+ ———QIer—.:»a-é (b>a?),
[V—2az+bde="" Y2 —2a2+b+ "~ A Co if; = (b < a?),
o a
/V—z2+2az~—bdz——— V—22+ 2az——b»L 2 7 ab (b<a?).
" dz dz z
/ A A Gm— G =W (Soi;
Tadz T _zdz 2__ 2
'/}/’z*f-*:?_]/z——*—a ’ lzz—az_l/z_ @
L Y e S 2 Bdz _ z e s @ 2
Vﬁaz_‘?yz +a?—", A Gin , sz_—:l§~~2—Vz —a? + %5 W Cof
28dz 22 —2a® 5 ' z'*dz 224 242 2 s
i N e T
2idz _z(2z2 3a%) oo ' _#dz _ 2(22°+3d%) 5 | 3at z
.[V?«f-i;?_ 122 +a + 9t Gm , e . V22— a2+ s JrCof
T odz
/ .. =are sm N ,
J Va2 —22
/ Ji?’, —_— ]/rd2 . 22 )
J Ya? —22
24
[ pes e
T Adz _ #—2at s
/ ]Ta2 22 3 Ve # ’
N 4 2 2 4
/ #dz 222 +3a) Ya?—z% + °_- arc sin —
o ‘a2_22
dz . dz
o — M Sin R ——— —-arc cos — s
sz2+a2 z)2? —a?
T o _iE—a
/ 2Vitat | @ ’ 2Y7 = a? a%z ’
dz VP +a® 1 . a dz . V22 —a?
/zsﬁzm T 2422t + 243 Ar Sin z’ /;31/;2 a2 2a22? + gq8 8TC €087,
dz 222 — g 2 Py dz —_2z2+7a2 /r.z__ 5
. z4sz—_|;—a; Sais 1? +a ’ /zq/;z @ 3ais @

127

. (227)

(228)

(229)

. {(230)

(231)

(232)
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Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

[z = b
Jz)a®—z
/.7 Adzﬁﬁ _ ];—22
gt az ’
. .z lt;z z . (233)
a? — 22
Jaya=a=" 2w — e M Cof £
t dz 228 +a® ;5 2
./;/az_zz — 3aip VTR
: . 2 - I . o 2 ;
2tatdz= 12t a2+ L WGin® , 22 _atdz= 2 }22—a2— % Ar Cof ,
l 2 } 2 a N 2 } 2 a
22 2\ 1/ 2 | o2 — 2 a2\ 2 2
Mzu atds— ,fr,aLJrﬂ, , / V7 Zatdr— (LA,‘L):SLZ,,, @ ,
/22; + atdz — e +a)}z2—}—a2 —QIr 65in7—2, /22122 Cardr =7 _a)} ‘ZIrGDY (234)
- — . 2 ; ——
/ 31224 a2dz—:iL - (22—{—112) (22 + a?) /231/z2 Wdy=">" _1*—5201 (22—a?) )22—a?
2,2 - . 4__9,2,2__ 9.4 S
/z“ z2+a2dz~8—zri2isz— 3at z)22+a? + /24}f2 dy="2" —2—6‘1{ 3a 212t — a?
ab 2
+ = ‘ZIr 6m , —E‘llr (‘Joi—a—
S o . .
'/|a2—22 dz= %1’a2—z2—}—%arc sm—z ,
- e 2 ,2\1p2 52
.fz}a2—zz dz=— 9~ ?—)3'—(177 “ ,
/mzzl/oﬁ:'zédz»- (‘228——“ ]a2—~22—}—~arc sm% , (235)
. , R 2 2 R
/z3]”a2—22dz=—3‘ii}_52a— (a®—2%))a®— 22 .
— 2 __
/ 2 a2 — dz="7 2282 i z]a2—22+ " arc sm
2 . Vo2 2 _
/lz”:a?dz:]‘zz—{—ﬁ‘—a‘llrein% , /‘z “ dz—}z2—a2—aarccosf ,
F# 2 /22 —
/'22+“2dz= ‘“r“ Fweint f‘ “ “2 «* FACf
sz + a2 122+ a2 22 — a? ]’2277— a2 1 a (236)
[ =T QIr gm,, / R dz=—" 9p2 T gg8TCCOS -,
V& + “q? + a?)}2? + a* (122 — a? (22 — a?) )22 -—52
/ 2 dz=—" 77736223 ' ’ / 2t dz:“"—?;cﬁz‘*‘
(a2 2 _
[P de =y — 22— W o] &
22 2,2
Laf;,'—z dg=— 107" —arcsin% )
2
(Va? — 22 la? — 22 1 a (237)
_/'7'3 de=— "% +2(191“‘{0?% ’
/‘ldfj 22d _ (a% — 22)Va? — 22
. 24 -

3a?z8




n 1 .
Integrale der Klasse AnZ A7 Ak izt Ay o Az 129
B, 2"+ B, 2" '+ -+ Biz+ B Vii—2az+b
/" dz _ 1, 2 ‘,,,dz,,,, _ 1 z
(2% + a2y’ a* 22 + a2 ’ , (#—at) g V2t —a? ’
[ adz 1 Coede 1
(224 a?)’ l'zsz-d“ ’ / @—a) j—a ,
© 22da © 2%z z z
S = T erem , = 2T =
/ (2* +a?)’ lzz—l— a? + / (22 — aty } 22 — a? + 3% Gl a > ((238)
r 2%dz 2dz I a?
St zZ 2 R — = 22'——— 2_
/(22—}—0,2)/2 } + +l 2-|—a2 (22 aZ)/z ; a lfz_az ’
24dz 2(22 43 az) . 2 24dz 2(22 —3a?)
Ly = ———‘IIer—ﬂ, [ — 2 —30Y) | 300 gof
,/(z2+a2)/2 2122+ a? a J2—a 2)z2 a2 T Cof
4z _ 1z
] (Tzé —z2)h T a? Va2 — 22 ’
_adz 1
f(az — 22)% Va2 P ’
#dz — are sin -
/(az_zz\% - ]’&E; 22 1 a ’ (239)
/’ﬁ zadii /a2__z2+ @ ,
J (a2 —2?) s la,2 22
c o 2idz z(3a*—2%) 3a®
o= =-arc sm =
(a2 — %) 2Ya? — 22 2
N d 1 1 . d
’,‘,,, # g = S . W Gin @ , / &= 1 arccos-
J2(224a%)s  a?)224a2 @ 2 2(22 — a2l aZVz2 a?
4z (122+a2 2 __dz VE—at 2
/ zz(zz—l—az)s/2 ~at 2 V2t + a? ’ / 22 —a?)l a“ 77 77777 ]’ﬁi:?> ’
s dz a’+ 322 9% dz . —322 3 arc COS (240)
/ (22 + a2)'le 2a4z2]zz+a2+2a5 t 6"1 ’ /za(zz—dﬁ)n/2 20422 }/zT—:;zz 2a° ’
: dz 82"+t 4a*2P—at _dz_ 8&'—da*2?—at
/ (22 + az)’ 3a823) 2%+ a? fz‘ (22 — az)’/z 3at23) 22 - a2
[ dz b lopgop® ,
Ta@—22  aryar—z2 @ 2
odr 1 (!@‘?’7—?_ _z
.’ 2(a?— 22T at\ 2 l’?:?> ’ (241)
. 2
A —32 —y 5‘2Ir(€of =,
. z(az_zz)/z 2a422]a2 z2 a
o dz _ 82*—4a?2?—at
/ 2A(a? — 2% 3a‘*z3]a2—z2 ’
/(22 _l_ az)s/;z dz 22 + 5a z‘pz2 + a2 __l,__ /(22 a2)3/xdz 272;85,0' zlzZ —q? _l_
) . ' 3at 2
+ 78" "ot Gmg , +-g WrCof ,
: 2 2\21/,2 .2 ; o a2)21.2 g2
[ 222+ a2yl dz= (& ta )5]—7‘ ta , ]z(z2 a?)ldz= o a—)—5~l #—a ;
e , 4 2,2 4 . . 824 — 142242 T
/z2(z2+a2) hhdg= 2% +14ZSZ +3¢] 2 )22 +a? — /22(z2 atyldz= """ izsq—f 3a! 22t —a?+
' as . ‘ (242)
——‘)Ier» +~‘lIrQZof ,
N - 2 2 2 2 /7 . - 2 2 — 2)2 -
/ (22 -+ a2fhdz= ,(EE ,2,9%2 T2 Y2 a2 /za (2—a?)hdz= (52 +2“3)5( F—at) J22—a? |
e 6. 4 4,2 6 ’ 6__ 2 44 1,2 [
/z4(z2+a2)’/zdz 1625124 a%2*+2a%2%—3a z1/22+a2 [z“ (22—a?)ldz— 162°—244%2"+24"2%+3a )Pt
. 128 . 128
3a
+ 19g Wt Gin h , 128 “ 90 Goi ,
Tolke, Funktionenlehre. I.Band. 9
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130 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.
” . 9222 2 - —— 3al .
/ (@2 —2Yhdz=— =" —8-;’fl—z1f/a2——z2 + °% arcsin ©
8 a
/.z (@ —2)hdz= — (@ — z_z)f,l;,di_, zz
5
: . 828 — 1402 2% + 3at 5 .
/z2 (a2 — 22yl dz= — S —gs—z— +3a z)a?— 2% + ]‘?6 arc sm—Z— ,
- , 522 4 2a2) (a2 — 22)2
e
"~ s 16 6___24 2 4 2 4,2 6 Lo . 8 .
/z4 (@ — ) ldz= — i 97—212—;1&—? +3a zla?—z2% + :1)%‘8 arc sin Z
/ (2 + 0y TR e 22+ a? — a3 W Gin it /ﬂ(,zi:‘fz),:/z P ey 1 22 —a?+adarccos
P B z z -3 2’
ﬁ(zz_}_a’)“/ad 2—2a o 342 Lz "zz_aZ)’/z 2242 = — 3a? 2
/ B g T Ty L W Bin T, [ e de =" 2 — a2 - A Cof
. 22 2z 2 a 5 22 2z 2 a
2 2\%/2 2 2 3 . 2 o\ 2ig — 0 3
f(itTa)— z:2z2z2a V2 +a?— ;‘lIr Gm: ) /—(? —z3a)——dz:222zza ]‘22—a2——2aarccosg
3 ,.,, o ¥ *la 2 2 e
(@+a)h, 4P tat 2 in? @E—at, 4P —a’ s s
f**zr* b= 5 e e @in L [T e =~ 2 e WGl
2 ,2\|2 2 __4q2 o
/ @A = e pme S
P2 2\ 2 2 . 3 a2 .
/(a zzz ) — ~?%z2“ V 2—z2—%» arc smz )
@2ty 2P tat s Sa a
/ B dz = — 72z27]/a — 2 —i—?ﬂr(ﬁ)f—z s

(a2 — 22)'le 422 —a? ;o5 .z
/ ,7,‘,{,l,, dz= 55— Va? — 2% 4 arcsin -

b) Trigonometrische Integrale.

Wird in den a2?— 22 enthaltenden Integralen von a) die Substitution

z=asin{ bzw. z=acos{

(243)

(244)

(245)

eingefiihrt, so schreiben sich die betreffenden algebraischen Integrale in trigonometrische Inte-
grale um. Fir diese lassen sich auf dem Wege iiber die partielle Integration sehr bequeme
Rekursionsformeln herleiten. Wird a= 1 gesetzt, so ergibt sich, klassenweise geordnet und unter
Voranstellung der Rekursionsformeln

fsinmg dp = S0t ) s ay,  feosnpdg =T 8L feosn 2L d

, m

/-sihgdgz—cosc , /coséd@:sing

;[sinzgdC:——siic;Ao—ﬂ—{—g , fcos2§d§:?is%i~nc+g

[ sin3fdf = — sint? C;OSE — gcosg , f cos’3fdl = coszgsin_C -+ g sing

fsin‘lCdg o sinsicos;_‘ 3sin§ cos{ + ?18§ , /COS4€ dr — cos‘*isin{ . 3cos§ sing + 38§

/sin5§ a0 — — sin4;500sc B 4§in21§5003C B /cossg it — gos4;5sinc . 4cos2ésm§ n

& ﬂrl%cosg ' ‘, “ —}—%sinc

v/'sin“c dr— — sin5§6c0s§ B 5sin32§4ms§ B V/.cossg dr— cojisin; n 5cos;i§i£c n
_ Lsinfcost | 15E , 4. IBcostsing  15¢

(246)



Integrale der Klasse

/.sin7§ dC _ sinsicosc o (jﬁin‘;gcost o
' 24sin2f cost 48
o 105 105 cosg

/ S df — — sﬂ%ﬂsﬁ _ Tsinfcost

48

35s8in3f cos{ 105sing cos g N

192
105
381

384

n n—1
£
Anz L4 12

ok Azt A, dz

B+ B, 2" '+ 4Bzt B, Ver—2az+b

/ o8¢ g = coseis}nj + 99,‘?3;%2@ +
: + Mg g sint
/ -cosag df = ﬁ’ygsmg + 700312 sing -+
- oot sint | 105oostaint |
’ + 1;);4;

131

\ (246)

Durch unmittelbare Integration der Gln (268) und (269) des ersten Teils, in denen u durch
ersetzt zu denken ist, folgt fir die Integrale von (246) die Paralleldarstellung

[singdf = — cos{

/.sin2§d§: %—Si—nf—g , /.cos2§d§= g -+ §i342—§
/.sin3§d§:~§%s'—c+c°;23c , [cos3§d§: 33;“‘;_}_ si11123§
/.sin“C dc = 38§ _ Sﬁnfj T ig;; ’ [cos“é’ dt = 38§ + 5’59‘127; + s,igéig
/.sinsC A= — ?%)_35 ‘i’,‘izssic — 00205; [COS"’CdC = 5;";% 51‘4!%3@ + Sirggt
g 55 S s a0 o s s
. ' 35c0s¢ |, 21cos3¢ 7cos5¢ o __35sin{ | 21sin3C | 7sinb§
Jsingag = g TS e [eos'E =" T T 30
7 in7
oo L
. 35 7sin2 7sin4 ’ 35 7sin2 7sin4
[sin®Ldg = 1'2"5 - s;nz*; + 811;185 — [eosstdr = 128§ + 813n27§ + 3,15218; +
' sin6f = sin8¢ i sin6f  sin8¢
96 T 102 ’ T 796 T 102
a; cos§ m—2 { dg fdr sin § m—2 7i§7_
jéihm; =T (m—1)sinm—1g + ﬁ:'l./ sinm—2¢ j&)sT‘; = (m—1)cosm—ig gt 1,/ cos™—2¢
. d; _ 7d£7 _ A
/ siny = — % Tangcosg bzw. | oose = Ur Tangsing baw.
=W ‘JImp(»;’—wc) , =% mp ¢
. B > dg
/ ggg = —cotg{ , / cost — tangl
d;  cotgl 1 r 4t _ tang{ 1
Jsinst = gging o W Ump (3 ¢) ’ fcc;szc fcosa§;+ o e AMpL
. dC tod _ a,ng
Jinsy =05 oot o Jeowy= Ty Htangl
fdf  cotgt  3cotgl 4t tangl | 3tangl 3
/ sin®¢ —  4sin®f  8sin{ cos®y  4cos’( - 8cos{ T3 Ur Amp{
3 T :
— S ‘21mp<72 —1) ,
’ 1; L cotg & - 4cotgl 8 d§ _ tangl 4tang{ 8
/ sin¢ =  Bsinit  i5sinfr 15 °0U8S ’ j cosC — Boostt T 15costz 1 15 'ARES
“df  cotgl 5cotg? 5cotg ¢ dt _ tangl Stang { 5tang {
/ sin’¢ ~ 6sin®{  24sin3¢  16sin{ cos’{  6cos’i + 24 cos®C - 16cost +
5 ; b ; 5
— e 21mp<§~—§) , + 1 Y Ump
4t cotgl 6 cotig ¢ 8cotg & "df _ tangl 6tangl |, 8tangl
/ sinfc~  7sin®¢  35sin'l  35sin?{ _/ cos®t ~ Tcos® ' 35costl | 35cos’l +
16 16
— %cotgg , + %tangc

, /-cosgdg =sin{

g%

(247)

(248)
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fasias
J sin®cos{
©odr
_/ sin cos C
- dt
] sinfcosf

a; .
f sinfcos

[ __ 4t _
J sin%gcosy

dg

/ sinftcosl

[

| st ost =
.
J sin?Cecost

dg .
/ sindlcost

[ e

lsinmZeos?y

Car
] sinfcosty

[ a8
! sin®Gcos?y

P

1 gin®gcos?l

ag o

/ sin‘tcostt
fdg

] sin®fcos??

[ giee

| §iné Toosty =

" dg

I'sin"Ceos?y

/ I T
J sin®gcos?f T

Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

’ / cosgsing

’

1 g
= (m—l)sm"‘ ‘C+/s1n"— 2 cosy
‘l[r?lmp( —27)
mC + WeAmp
2sz€ ‘JIr‘IImp( ——2§)
1
= 3@{ smC + Ut ‘IImpC
1 1
4sin®c ~ 2sin?l
T ¥
— W Amp (2 — 25)
1 1 1
= peinsg  3sin®f sl T
+ e Amp ¢
1 1 1
T 6sin®t 4sing  2sin?f
b4
— e Amp (5— 2¢)
1 1 1
7’§n7; T 5sin®i 3sin®f
: smc + W Amp ¢
1
= +

(m — 1)sin™— lCcosxc

m—l/sm"‘ 2t costy

sy — M Ump (5 )
— 2cotg 2§

B 1 .3
~ Ssintfoost | Zooss

5 2 Amp (5 — )

1 8
. S 9
3sin3¢cosg 3 cotg2¢
1 5

4siﬁi§€d§c

" 8sin%fcosg +
15
+_ T

8cosl Qh: Amp <J2E — g)

1 2
T 5sin®Ccost  Hsindlcosl

16

— 5 cotg 2¢

— . 1 . —_— 7—_

" 6sin®fcosi  24sin‘lcosl

3 3
48sin?Ccosl ' 16cosl
35 x1

— 1 2 Wmp (F —¢)
1 s
7sin’tcost  35sindlcosl

16 128
~ Sssinsfoost 35 01828

e

Jcosmsing

ag

[
. cos2Cqm§

[ ot

; cos? C sin §
. cos“ C sing

=
/ COs? | C sin

fcarze

J cos®sing

fease

J cos”Zsing

ag

fe"o?sﬁiﬁg -

[ e

. cos’"'fsinzc =

[

J cos{sin?g =

s
J cos?¢sin? ¢

e

[ cos?Tsin2g

[ &

Ieosttsinzy —

/ dg

[/ cos3Zsin2g

[ owns

I cos®Esin? g

[

1 cos? £sin®¢

l' ag

I cos¥TsinZy T

] dg

(m

—‘JIr‘lImp(r —2;)
‘lIr‘)Imp(——C)

~ cos C
1
= 26 cos?

s3§+cOS§
= foosit T Za0sT —

—‘llr‘IImp(; — 2;‘)

= oot T ot F cont
— A Amp (—; — C)

e s

—‘lIr‘*IImp(;r — 2§.)

‘ZIr‘l[mp( ;)

W ‘IImp( 3

3co

1 1, 1
Ty T Boost T 300t
e Ymp (7 ¢)

1
(m — l)cos"r i Cs'ixii“

I
' cosC

+

/cos"‘ 2¢sin2¢

= —2cotg2¢

1 3
Foostfsing " 2smt

+ g Wr Amp ¢

1 _ 8
~ 3cos® tsint 3
1 5

= 45&‘5@5@ + 8cos?fsinl

+ ‘JIr Amp ¢

SSm?‘
1 2
= scostsint T 5eostleng
16
s cotg2¢
— ,7,,1 - + ,7*7_,,7, 1
T 6cosSZsing | 24costlsing |
o35 3B
" 48cos?{sint  16sinf '
35
+ 1% We Amp

1 8
7 cos’sin ¢ + Jacos5§51n" +
16 128
b s g e 5 cotg 2l

v 35c08° rsing

cosn—iz T /'cagfiizgs'in; ;

»

-

(249)
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A +A" 1z +A12+An ,({Z_‘~ )
Integrale der Klasse ;77; B,,: ;,f 1+ TR LR Rl EST,
i g 1 n
o= e rraaiy oS L Sindt — 1Y eosm =1t sinZt |
/ sin™C cos3E (m—l).sin’"_lt cos?l | / cos™ sin3g (m;ﬁ;os 1§31§1 ¢
i ! T m—1/ cos—2¢ainty
! — 1/ sin®—2¢ cosd{ ‘ i e
B=— 2'00tg2§ — faasag’éi}lac 77 Tsin2g
/ sin3% cos? ¢ sin 2¢ A ) y i ‘)C)
*2QIr‘IImp(;-—2§) , — 290t mp(\2 5~
5 Todg 1 5
. d 1 A Les L o
/ siFC%BsTC = 37si?*7§ o8¢ + 6sin g cos2g / cos?¢ sin3¢ 3cosaésm2c ; 600;:2 sm(f}r C)
+29Ir‘2lmp§ , +m2—2ﬂr mpy, —&
23”1; 3cot; 2C ) di 1 3cotg~2_C_
[ ot es s = — et st — o | oot omic = foomitomit — “sin ot
'8in%% cos® % 4sinif cos?l  sin 2¢ . ; . 22;‘
) g 1r +
| ae ”1' 17 oo mE Qin Y 1Veoam—1F qind
/ sin™ ¢ cog’ cosi( = (mﬂ— 1).sin"'—1Ccos3§ + ’ cos Csm“g (m ml-:_(;os Cs:lnc ¢
= / Ty ’ n—1J cos™—2{ sin®{
—1/ sin*—2f cos?{ .
’ o dg ___ 8cotg®2f 9
/ 4t Bcotg?20 8cotg 2¢ , /(Eiﬁiiit = 3 8cotg 2¢
I 8in¢ cost 3 . . ]
st oot T st f sty = sty — 12008t sint
/ sin® fé@‘it = 7 4sin? Z cos3l 12sin?Z cos3t cos® g sintg co o .
. - 35 35 + :
" 248in%Z cosi + 8cosl 2400525 sinf ~ 8sing
= UAe Am
— &  mp (5 — ) ; + % % Ampg
. at L n
- - ! oL S (m— 1 i —1¢
_/s;ih}nfcj)‘s‘a; T m = 1) sinn—1g co;nzj iz + ./cos & sin*{ (m ml_i)_c;:s—2 g sin i
_2 1 7”7]! ﬂ
+ m+£ﬁl'” sin™—2¢ cos* ¢ ’ + m—1 cos™—2{ sin"L
m ‘cos™ C cos"‘—{C c_os:”vAﬁ d m>1
/ﬁg‘"ﬁé g_ﬁsg” ;;_*—/s;lir(l:?)égi C (m>1) ’ / sm§ m—1 +¢/ sing C ( ) )
I cos — . COSC B . ?r—c
/sng d¢ = —sin{+ e Amp{ , /smc = cos{— A p(z )
o 08 Z, cos3t ) L
/ﬂ‘vg ;H_s";C_sinprszmtmp; , /"Slng dg =% " + cos{ — WrAmp 5 —)
it i i ‘costg cos®{ cos’ C L
/ﬂf?i?scdg _ﬁs,mgs_;__s'?;— sin{ + W Amp¢ , _/'zi)i{;' db= "5 "+ ~5° +cost
- ~er‘llmp(~——§)
in®¢ i ' 5C cos C L
[SS0 gy ST ST D el et et et o
I cosg
+ 2 Amp , *‘llr‘llmp(2 )
[Fir die ungeraden Potenzen vgl. (86)]. - 1 et
sin z; sinm—! ¢ _*_,,,,,, §igj‘i§d€ , / 052C Ay = S?Qﬁﬁi; 7;:2/7 e g
/cos“ §=— (m 2 ) cosl 21 cos2t J sin CC T (m 1 §
. ‘cos _
/ Slnf df = : ’ / sin”;rdé - sing
I cos?g cosl o
¢ ot
/szg § = —C+tang( ) fémdg— £ — cotgl
cos
. ‘cos?y — gint— L
/szcdt = cos{ + , / Py df = —sing sint
R _C_OS‘IE sin3t 3 3 /'cOS4§ d§ B co?ig - 'g————gcotgg
sind £ . \ ’ cos’ _
/ cosidg - " 2cost 2 E+ 2 tang{ ] sin2¢ 2sing

b
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8in%¢ sin?l
_/@Cdc 3cosC+ OOS§+3005§
"8in® ¢ I sin’¢  5sin3(
/ cos?l df=— 4cos{ 8cosl 8 §+ gitangg
'sin’ ¢ - sin®¢  2sin%g 8
/ é&;%dg _5@&_75(:0%—*_ C_}_50035
/’sin8 z o sin’¢ 7sin%g 35 sm”C
1 cos?g §=— 6cosl  24cost  48cosf
105, , 105
48 51 4g tangt
sin™ g o sinm—1§ m —1 (sinm—2§
[cos%dc " (m—3) cos2c+m 3) cos’C
sin®l 4. sing
/(;sac g - 20052; erg[mpg
sintg __ sin®¢ | 3sinl 3
[t 3T =~ o+ gongr o WAmBL
/'sinsﬁ . sin®¢ 5sin3g + EEn—C .
I cos3t b= 3cos?{  3cos?f | 2costl
—- z W Amp
's‘in8 g o 8in’¢ 7sin®¢ 7sin3g
[ oot 3= ooy 15‘55522 Soos’ T
7sing
+ 2cos?l ‘)Ir Ampl
[Fiir die ungeraden Potenzen vgl (87).]
s1n"' 1z sin™— 2C
cos?y df=- (m —4) cos?( + KSTV

cos?t
antsg, 1L 1
_[cos‘ic df= cosg + 30033:

/Sm 5d§_§—tang§+ tang ¢

costl

sin™m J .. smm—l
/cos"g dg = ‘(m——n)cosn—lt +
m—1 [sinm—2Zd;
L R
[Sin’";ds‘ gmm-}—lL
1 eost g LI (n—1) cosn—1g
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Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.
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Durch elementare und elementare transzendete Funktionen ausdriickbare Integrale.
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¢) Hyperbolische Integrale.
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[CopgGinrds=— ; + St ,
[Copg @ineg ag — SFESWE | 2EEE
Gm 2§ ¢ Sin4¢g .
A/G" EeM*Ldl= """ — 5T e (281



Integrale der Klasse

[ st oz ag — & ;csoiic_g@;gc oft n
) , 8Co*L
105 ’
H i3
[ Gint L Cof2 ¢ dg = St poirag_
5 | 5Gin4g
TT128 U 512 ’
/" Sin? L CoftL L = 6in°%¢of“§_26m2i@oi“§ n
) 8 Gin?¢Eol’  16Gof°%
105 315 ’
S e
‘ 7Gin® 2t
+ 768 + 256
7Gin4¢
T 0% ’

Sinm 12Tl

[ @i g Goprdg =

m—+ 3
m.‘l/einm—zcgoiag e,
[@ingGopr ag = SESTE | 2O
N 3 2
[GinsgGop g = S %fo‘ _ Gt
) 2Gin3g
R ’
. ) . s
[Gins pGofep g — SMECE_ SEMECORE
' Gin*ZCof2f , 2Gin’¢
— e T e

[Fiir die ungeraden Potenzen vgl. (121).]

S 1T Co)®g
[ @innp oz ag = ST
) et
- 3, Gin4t , Ginsg
/ Gin* L Col*fdl = o5 — T195 T o2 ’
o Sinit g 4€oP3¢ Sint
/ S CoftLdl= " Cg o O'Léiim -
4Coj3t Sin2¢ , 8Co|3¢
105 315
. Sins2 Sin4g
JeinegCoprdg = S+ 28+ SR —
Sin8¢
T 2048 ’

f G GoprL dg — O m1€+ G:i" e

o — [ Ginm—2gGopg dg

A z +An lzn

z + B, _ 1:: + -

| G g Gin2g dg =

|Gl Gintg dg =

[Cofng @inog dg = 1"

/ Coj2l'Gindldl =

[CoftL Gind g g =

[Cofe g Gind g dg =

/ Coj" s GintLdl =

/'csorl; Sintcd —
./ oL Gintl dl =

[Gofe g Gintg dg =

+- +A,z+ A, dz

1
P

+

8
5¢

T T
Cof*t Sinst
Caoft it

4CoL GirL

GolP¢ Gin'g

8Coj2g Gin?;

+B12+B, ]z’ 2az+b

/Coisc it dg — TS

+

8 Gin’¢
+- 105 ’

5Gin?2¢
s T 384

5Gin4¢g

35

512 ’
2Cof*¢ Sin®
ofig mc+

16 Gin®¢

+

7 Gm 2¢
T res
76in4g

1024 °

+

m+

5

[Gofe g Ginz g g = SN

m+3

(Eo 3¢ szc

C 6m4§

21
"+ 315 °’

71Co[* L Sin®
~ 80

78
— a5 T

105
+

—!{Gin'g +

j(io m—2¢ Gin3rde,
ogoiac

3

15 ’

3CoPLGin*L

+ 35

— 2&@5

S
Colr i

+

+ m+4

38
128

_ 4Gin*L Cof?g

Gin®2
320

(Eoi3 £ Gin?¢

m+4

56oPLGin't

63
SrGin*t _ 20o’¢

21 63

+

—1g Gin’g +

/(Eoi”‘ 2r Gintgde
Sindg Sin8¢

128 + 1024 ’

TofiL th5§+46m3§¢oi

63
8Gin’g
105 315 >

2% Sindg |
+ 5 256

256 !

Sin8¢
+ o018

[Cof"g GinrgdE ="

+m+4/€oi"“ L Sinngdg .

m—l; emn+1§

m+n i

 (282)

(283)

(284)



142 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

[Tanggdg = — T [rang—2rdg,  [otgrgar = — P [eotgr-2ay
[Tanger dz — — Tangt + . [Gotgrrds = —Gotgl + ¢ -
[Tangtrdy = — T _gangr 45, [Gotgrrdr = — O —Gotgl +¢ 1.
[ Tang*g dg = @g—c—%‘c Tang{+L,  [Cotget dg = ‘5“*595—@93 cotazie |
'/'Zangsg dr — — ?fgt;g@ — 19;95 _ gt | [Gotgsy dg = — S @%gﬁc _Solet_

— Tangl + ¢ ; — Cotgl +¢

[Fir die ungeraden Potenzen vgl. (125).]

6. Integrale der Klasse [2"T(2)dz.

Ist T'(z) eine elementare transzendente Funktion, so folgt durch partielle Integration

[ TEs= ZZT ez fd__,p | reazdz | a5
/ o T(z)dz — i T(z /,%ﬁ ,,dz(z)dz . ’ .

Durch einmalige oder mehrmalige Anwendung der Gln (286) und unter Zugrundelegung ganz-
zahliger n-Werte lassen sich zahlreiche Integrale geschlossen darstellen. Man gelangt auf diesem
Wege auch zu wichtigen Rekursionsformeln, die eine unmittelbare Erledigung ganzer Integral-
gruppen erméglichen.

a) Exponentialintegrale.
Durch Anwendung der ersten der Gln (286) auf 7'(z)=e"? folgt

/‘z”e‘*’zdz=z%uiz~3;/.z“—le‘”zdz - l
. SRR TR S P
Ll w“)+l 2-1]

/euzdz_ , [eizdz: £ e? ,
”/zewzdz—e‘*’z’(\:)~a}2) , ./zeizdzze’(j;zﬁl) ,

/z ewzdz—ewz(z(j—%z -+ 53) , ~[zzeizdzzez(:}:z2—2zi2) »1 (288)

‘/z ewzdz~ewz(§—§;:—+%§—£4) , fz"eizdz:ez(j:z"—:}zzi 6z — 6) ,
/z4ewzdz—ewz<i—%g—}—12322—2—%2#— ) , ‘/‘z“eizdz:ez(iz444z3i1222—24zi24) .

Das Integral
]% dz=E1(w?) ;

ist nicht in geschlossener Form darstellbar. Durch Reihenentwicklung geméaB Gl. (5) des ersten
Teiles und gliedweise Integration folgt

ewz

——dz—Ez(wz) Inlwz —}—1,

(w2 | (w2 | (w2
2n+33') +nTn:) o (289)



Integrale der Klasse [z"T'(z)dz. 143

Mit Hilfe von Ei(wz) ergibt sich durch Anwendung der zweiten der Gln (286) fiir n — —n

ewz w e(.z)z
/‘dz_ l)z"—1+n—1/Fdz ’
wz wz n—3 wz n—2 wz
_— .. & . we” ... @ ¢ @ ? 290
D - dz= (n—1)z—1 " [(n—1)(n—2)]z"—2 [m—D(m—2). 2] [n—1)(n—2)...2: 2" .

n w1 Ei(wz)
T n—=1)(n—2)...2-1]

P W2 rpt 2
‘/%dz — Ei(w2) , ]%dz:m(i 2) ,
w2z w2 . i iz .
/%dzz-—ez 4+ w Bi(wz) , fezz __”L;:{:Ez(j;z) )
D e’ we®? | w? . et? et? 1 ,,. (291)
wz wz wz 2 W2 3 . +z xz 1 .
.%;dz:—%—%%—%%—}—%—Ez(mz) , e—dz— %(2;{:2—}—22);&61&’@(:};2) .

Fiir reelles Argument ist der Verlauf von E¢ (z) und Ei(—z) aus Abb. 57 und 58 ersichtlich.

b) Trigonometrische Integrale.
Wird in (287) bis (291) w=1¢ gesetzt und € gemil
¢?=cosz+1isinz
zerlegt, so erhdlt man bei Trennung nach Real- und Imaginirteil die Integrale fiir sinz und
cosz. Sie lauten

fz”coszdz=z"sinz—nj Zlginzdz, fz"sinzdz:——z”cosz—{—nfz"_lcoszdz,

j.z”coszdz= [z"»— [m(n—1)]z"24 [n(n—1)(n—2)(n—3)]2"*— - +

+ (— l)g_[n(n— 1)...2.1]]sinz 4 [nz"—1 — [n(n — 1) (n — 2)] 23 -+ 4

12 (1) ..2) 2] cosz (fiir gerades n),
[arcoszdz=[2"— [n(n— 1)] 22 + [n(n— 1)(n — 2)(n — 3)]2"—* — - +
SN +(~—1)n;?*1[n(n«-1)...2]z}sinz+[nz"—l——[n(n——1)(n—2)]z”"3—{—---—{—

+ (= 1)7%1 [n(n—1)...2.1]] cosz (fiir ungerades n), [ (292)

fznsinzdz: — [ — [ —1)] 22+ [n (n— 1)(n— 2)(n—3)] 24 — - 4
(=) [(n— 1)...2.1]] cos z + [nzr—1 — [n(n — 1) (n — 2)] 23 4 +

—{—(——l)i_l[n(n—l)..ﬂ]z] sinz (tiir gerades n),
fz"sinzdzz— [2n—[n(n—1)]2* 2+ [n(n—1)(n—2)(n—3)] "t — - +
n—1
+(—1) 2 m(n—1)...2]z] cosz+ [nz*—1 —[n(n— 1) (n — 2)] 23 4 - +
n—1
+(—1)2 [n(n— 1)...2.1]] sinz (fiir ungerades n).
[coszdz=sinz , [sinzdz= —cosz ,
fzcoszdz=zsinz+cosz , fzsinzdzz~—zcosz—|—sinz ,
[#2coszdz= (22— 2)sinz + 2zcosz , [2sinzdz= — (22— 2)cosz + 2zsinz | (293)
fz%oszdz: (#* — 62)sinz+ (322—6)cosz, fz3sinz dz = — (2*~62z)cosz+ (322—6)sinz,
fz“coszdz = (22— 12224 24)sinz 4 fz4sinzdz: — (22— 1222 4 24)cosz +

+ (422 — 24 2)cosz , -+ (423 —242z)sinz



144 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

sz g o , 2o
./ ; r=CiR) =12 — 50 = {4~ 66y l (204)
‘sinz . 2 2P z '
17 Az Si@) =2 — ygy 55—y T |
‘cosz cosz 1 [sinz , sinz , sinz 1 cosz
.// - dz= — n—l)z" ‘_—n—l/z"yld" /’zn dzﬁw(n;l)z"ﬂl+n——1/‘z77id
cosz } 1 , -1 1 ‘
l( — 1)2" T = =2 —g)jF s T (—1)* [(n—1)(n—2)...2. ’1’]’2] cosz =
1
i Ln—mn—mzw’ O
1 . 5 8i(2) .
4+ (—=1)2 {n— 1) —2).. 92 sinz + (—1)2 (0 Tm—2)...2.1] (tiir gerades n),
n+1
‘cosz 1 1 1
[ o= s ta T - g e T D g s ]""S“‘
n—1
‘ - c ..
4+ (—1)* [(n—l)(ni(z;) + ‘ n—1)( n_2)z"_ — (fiir ungerades n)
L e __1)1}';} 1 |
T ln—1)n—2)(n—3)(n—4)]m—4 T T (= [(n ;'i)(}if—z‘).'ﬁ'f'Q’.ljfzJ Sm 2 ’
‘sinz 1 1 , -1 1 .
/ 2 de=— ‘(n et (=l —2)(n—38)]z—8 T (=1 [(n=1)(n—2)...2. l]zJ smz—
1 1 | 1
T le—ln—2)2—2" [(n—Dn—2)(n—38)(n—4)]—* T T
] K 1 - Ci(2) _ 3
4 (—1) [ —Tj(n —3). 24 2J cosz+ (—1)2 [ —T)n—2)...2.1] (fir gerades n),
n+1
sinz 1 1 . , 1 I
o 2= ot ™ = D 2w T (D) [(n';’1)<77-'2)..i2’]22’JS‘nz"{‘
, = Si(z) 1 }
4 (—1) 2 [Ty n—2)...2.11 " | = 1) — 27—z (fiir ungerades n)
1 , , i 1
e (—1) 2 o | cosz

T (=1 (n—2)(n—3)(n—4)]22— | [(n—1)(n—2)...2.1]z

/_0; dz — C z) s /szd _-Sz(z) s
/c,(,’,z cosz_ g, (2) , /Sﬂf dz = — Slrlz: + Ci(z) ’
chz cosz , sinz 1 sinz sinz  cosz 1 (296)
/ 28 T 22 22 T 707’( ) ’ ‘/?i’dz: Toxp T 9, T g Si(z) )

1 1 i 1 .
[ 5 ae= (g leose G+ § 810, [T da=—(ga— g sine =T — § Cite)

Fiir reelles Argument ist der Verlauf von Si(z) und Ci(z) aus Abb. 61 und 62 ersichtlich.
Durch Verbindung von (292) bis (296) mit (247) lassen sich auch Integrale der Gruppen

e
sin™z
d

“cos™z C nam [ i
/——~d /z cos™zdz, /~zn z, /z sin™zdz

darstellen, worauf einzugehen hier jedoch zu weit fiihren wiirde.

¢) Hyperbolische Integrale.

Durch Vertauschen von z mit ¢z in den Formeln unter $3) folgen die entsprechenden hyper-
bolischen Integrale. Man erhalt

(295



Integrale der Klasse jz"7T'(z)dz 145

[27Cofzdz=2"Ginz—n | 1 Ginzdz, [z Ginzdz=2"Cofz —n [ 22~1€o]zd 2 ,

[22Gofzdz= [+ [n(n—1)]2" 2+ [n(n— 1) (n — 2)(n— 3)] 2" ~* + e
+n(m—1)...2-1]] Ginz — [ne" 1 4 [n(n — 1) (n — 2)] 2" 4 -+ +
+m(m—1)...2]z] Cofz (fiir gerades n),

[22Cojzdz= [z”+ mn—1)]2"2+[n(n—1)(n—2)(n—3)]z"*4 -+
4+ [n(n—1)...2] z] Ginz — [nz"—l +Mmm—1)(n—2)]2" 34 +
+[n(n—1)...2-1]]Cof2 (fiir ungerades n), ¢ (297)

|z Ginzdz= [22+[n(n— 1)} 2 [n(n—1)(n—2)(n— 3)] 2"+ + - +
+[n(n—1)...2:1]]Cofz — [n2n=1 4 [n(n — 1) (n — 2)] 273 4---- +
+n(n—1)...2]2] Ginz (fiir gerades n),

j-z" Ginzdz = {z” +rm—1)]z" 24 [n(n—1)(n—2)(n—3)]2"*+-- 4
+[n(n—1)...2]2]Cofz — [nz"—t + [0 (0 — 1) (n — 2)] 223 4 ++- +
+n(n—1)...2:1]] Ginz (fiir ungerades n).

|GCojzdz= Ginz , | Ginzdz=Cofz ,

f’z(inizdz=z€inz—(€oiz , fz@inzdzzz(ioiz—einz ,

[22Cojzdz = (22 +2) Ginz — 22C0j2 v/z26inzdz—(z2+2 Coz— 22GCinz | (298)

[2Cojzdz= (22} 62) Ginz— (322 + 6)Cofz, fz3 Ginzdz = (224 62)Cojz— (3224 6)Ginz,

_/é"(‘:oiz dz= (2*+ 1222 4 24) Ginz — /z“ Ginzdz = (2* + 1222 4 24)Cof 2z —

— (42% 4 242)Cof2 , — (42° 4 242)Ginz
© i . : 2 4 6
9,7»2 =Ci(z) =In'z[+, _E @h + 4(24!) + 6{6!) doeee, l
o T (299)
_}T_‘Edzzgi()_z_;_ 4+ E o l
. / z ( DTG I CR) .
‘Cojz Cofz ., 1 [Ginz Ginz , Sinz 1 [Cofz
/ FZ d T (m—1)e! ——n—ll, z”ildz’ 2 dz__(n—l)z"Hl—}-n—lj z”—ldz ’
Cojz 1 1 1
/? d (n—1)zn—1 + [(n—1)(n —2)(n — 3)]2"—3 oot [(n —1)(n —2) ’.’..2’.'1‘]2} Cofz —
1 1
“la-Hm—g»—T [(n —1)(n— 2)(n —3) (n—4]z'r?’4+"'+
1 Gl(z) ..
-+ (=1 —2)...2] 24 Sinz + (= Dm—2..2.1] (fiir gerades n),
‘Cojz 1 1 1
/ dz=—| Yo T {@=nw-2m—3#5 T Jr[(n—l 2]22}&)72+
Ci(z) 1 l
+[n—l)(n~—2) 2.1] [(ﬁ’—ﬁ(i 7 l+[(n—1)(n—2)n—— 3)(n —4)]2»— s
[(n—l # 517 Ginz (fiir ungerades n),
Ginz ;. 1 1 1 .
[ n— 1)zt [(n~1>(n42)(n_37zi—a+"‘+[(n'_'ly(nfz)fi'zii]ﬂ Ginz —
1 1 1
~ o nemwEt o Te—e e g (TR e LS
Ci(z) '
+ [ D _22)_“2.11 (fur gerades n),
Sinz , 1 1 \ 1 .
o dz=— {(;:T);,.;l Tl ha—gw=g== T T (= D)n—2)...2] zz} Ginz +
Si(z) 1 1
+ [(n—1)(n—2)...2.1]  |(n. "’)’(n’—2W—2‘F [(n—1)(n —2)(n —3)(n —4)] 2+ ot
1 ..
£ [ a5 T l]zj Cojz (fiir ungerades n).

Tolke, Funktionenlehre. I. Band.

10

. (300)



146 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

[V . ‘Si .
/ %Z dz=Ci(z) , / ~2—I—g dz = Gi(z) ,
[, = — S iy , S gz = — B L ai(r) :
(€ f Sin 1 'Gi Si ()
A s e
Cofz 1 Gz, (1
S az= (g + g, ol R R P
Si Cojz |
— 6‘:27‘%— - Gi (2) , —~692? + 6—(51 (2)

Fiir reelles Argument ist der Verlauf der Funktionen &i(z) und Ci(z) aus Abb. 59 und 60 ersichtlich.
Durch Verbindung von (297) bis (301) mit (267) lassen sich auch Integrale der Gruppen

/"Gﬂi",‘f‘f dz, fz”(inimzdz, . Gi;:mzdz, /z" Sinmzdz

P

darstellen, worauf einzugehen hier wieder zu weit fithren wiirde.

d) Logarithmische Integrale.
Fir T(z)=In |z | folgt durch Anwendung der zweiten der Gln (286) im Falle n4 —1 und

durch unmittelbare Integration im Falle n=—1
" [ ?n+1]n’z an+1
2lnlz'dz = iy eSS ,\
/‘“ LI P /1nyz d(njz )= , (302)
/"]n\z! . Iniz| 1 l
[ = m s T e
/.In\zidz:zlniz —2 , ‘ /In‘z"dz:zln;ze—z ,
v/.zlniz[dz:%ziln}z —7 /‘“id = o (n'z) ,
’ ‘ 3. 3 1 Ini 1
]zalnfz\dz=%ln 2 ——% , jl‘,z_d r% -, , (303)
: ‘ 2 1 Iz 1
./zsln‘z\dz— In'z — 5, / niaz,,‘ dz = r;;;‘ o
. . 2 Inlz: In|z! 1
ll/.z“lnfz{clz:gln;zp—g5 , /ﬁz_d :__%i;f_ﬂgfzé

Entsprechend ergibt sich fiir 7'(z)=(In|z[)? in Verbindung mit (302)

P ti(In|z[)*  2z*+!In 2’ n 20 t1 ‘
L/z (niz)*dz="—="20 = g Ty | ‘
/(ln(z dz (In; 2‘)3 : , (304)
(ln\ [y doe — (Inz )2 2In 2z 2 ’
/ 2 T T =Dzt (a— 1t (n— 1)t
[(lnlz])2dz=z(ln§z;)2—2zln}z‘\ + 22 , /(ln\Z\)zdz:z(lnjzi)2~2zln z 22 ,
[z(ln}z\)ad,Z*—; 2(In'z) _522111 s + ’ [(lnlz1)2dz: (ln\;\)a ’

Iz 1 02 In .z
fzz(lnlz\)ﬁ ;z3(ln 2 —§z3ln}z +227 2, “/(lnzz Pdg= — @,_27’;? — 3 .\ (305)
1 1 1 (In |2])® In|z)* Inlzl 1

.[z3(ln|zl)2dz—z A(nz)p—g2tlniz +54 nzla ) d~—~A(I;i:2‘ —%—“é ,

3 | 1 2 i 2 (1 1 2In|z’ 2
"/z4(ln;z])2dz~ 25(In|z')? 2gz5ln‘z +i952 > / n‘ Pir=— r;';‘ — T;jaz — g




Integrale der Klasse [2"7T'(z)dz. 147

Fir T(z)=(n]|z|)" liefert die zweite der Gln (286) die Rekursionsformeln

’ | o iym r+1(In jziym .n '\ —
./z”(ln 2yrdz =" n(_:{z) —nz 1_/z (In'z)y»—tdz _, l
| / Qrilzz_‘lmdz — (,Iﬂm?_,gl'lil , (306)
(In: z‘)" ~ (Injzi) (In|z|y»— ‘ ‘
/ dz = (n— g1 n—l/ 2" >
Fir T (z)==In|a—bz| erhilt man zunichst aus (286)2
" __z*tllnja —bz' Zntl
/z Inla—bzjdz="— ,i?l,,,,,_}_ 51_—}:1/ —3a dz .

Nun ist bei Zugrundelegung ganzzahliger positiver n-Werte

et 1 1 —(a—Dbz)]*+! 1 nt1 1 1 ; n n
az_"bzzbnl[q*((jfb;i]*” pirl aa_bz ((n+ ) "-I—(n+ )a" Ya—bz)— - + (—1)* 1 (a—bz)
Damit folgt _

' ‘ ’ 1 1
./zn]n‘aﬁbz dz_(*—{—il)'b"ﬂl((bz)n“ a*+)In'a—bz| 4+ ("+ ) a™(a—bz) — 307

n-+ 1yar—1! 2 .1 nil ( )
—( 9 )rvg— (@—bz)2 4 --- 4- (—1) ;_}_;l(a——bz) + ] .

/lnfa—bz‘dz: - (a—bz)ln a— bz'+4:b-bz-

/zln a—bzl dz--z— [ b2z — a?)In|a — bz, + 2a (@ — bz) — ; (a—bz)ij ,

/zzln a—bz dz——3 [b3z3—-a3 Inla—bz! +3a3(a—bz)——§§ (@ —b2)2+ (a~bz ,

/z"ln a—bz dz—;% (b2t —a*)Inta—bzi4a3(a—bz)— 3a? (a—bz)2+4; (@ —b2)®— (308)

(@ —bz)

1

T4
/.z'*ln a—bzldz= %—[ (b52° —a®)Inija — bz + 5at(a—bz)—5a3(a—b2)* + }9&( a—bz)—
Sa
4

— = (a—bz) —}—é—(a—bz)ﬂ

Durch Vertauschen von 2z mit g{—z und entsprechend a—bz mit z ergibt sich aus (307) und (308)

L S e
. E(—1) ot ‘ | (309)
AT Y 1]t

/lnzdz:zlnz——z ,
/.(g_ff)lnzdz: — %[((a—z) —a?)Injz| +2az—§l A ,
N 3 1
./(?gf)z Inzdz = [((a —a?)In|z|+ 3a%z — 2322 + §z3J , (310)
/(»‘i;-)%nzdz— 1%3 -((a—z) —a)nlz! 4 4a®z— 3a222+4§z3—z: ,
/-(a;?)‘llnzdz: ——5%1- [((a——z) —a®)In|z! 4 5atz— 5a%2® + 1%“ 23— 5a 4—}—

Fiir die drei transzendenten Funktionen '

T (z)=1In|z2 —a|, T(z)=In 22+ a?|, T()=h""%

10*



148 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

werden die Integrale dieser Klasse mit Ausnahme von n=—1 durch (286)% auf Integrale der
unter Ziffer 4 behandelten Klasse zuriickgefiihrt. Man erhilt zunichst allgemein, getrennt fiir

positives und negatives n,

..n+11n z2_a2 2 z1z+2
n 2 2! 7 i . -
/ In 22—a? dz= i i [ azdz,
— ]n Z —-az\ /
‘ P —_ -
/ dz= — L)zt  — a?)
z’l+lln|zz+a2 2 /‘ zn+2
n 2 2! 7., a4 _
./z lnlz + a2/ dz | il e e
/1n|z2+a2 . ln\zfz—{-razr 2 /77dzv
T =1zl p—1) 227222+ a?)
L lzt+a; zn+lln|:j;zl 2a 2t
nlp |“ % N Lt ot Bk A A
/z 1n1z—a1dz n+1 +n+1. z2—a2dz ’
a2t el il ,
[Plemalgy  Taoal | 2a o de
o o - (n__l)zn—l n—l n— 1(.,2 az)

In Anwendung auf =0, 1, 2, 3, 4 folgt:

—_—  ———— ——

/ln|z2—a2‘dz—zln z2—a2w—}—aln“zilz — 2z
’/zlnizz—azidz:?Z%Qfln}ﬁ——azw—fg
‘/zﬂn{zz——az\dz:gln|z2—a2’;+(—§l ‘Z%Zi—-%ga- 233(12
fzﬂnjzz-—aﬂdz:%ilnizz—az\—%{—%—a?
‘[z4ln\z2——a2|dz=?—lnlzz—azi+a;1niz—igi 22%5 2z135a2
/”ln,z2+a21‘dz=zln1z2—|—a2;—}—2aarctang—2——2z
‘/zlnlzz—kaz%dz—z——l_a In|2% + a2, —222
/zzln}zz%—a?dz: 5 In |22 + a? —gga,rcta,ng =- %nga -+ 2%1?
/‘z“ln\zz—%oﬂidz:zifidln‘ztl—cﬁi—5{;—|—§27;ff2
/»Hn\zz—}—aﬂdz—*ln 24 a4+ —~arctang 22% —172135(12
/1 ‘H_a)dz—zln z+ H—aln 22— a? ,
/zln\?—‘_a‘dzﬁz——;—a z+a\—|—az ,
/zzl z+a‘d = - “Z+Z + ln z2—a2+za ,
/zsln"‘*“\dz_iiln':i‘j!+Z§+ZA§~ ,
/ 4ln‘z—+~g‘d ﬂ—ﬁ ;,f,‘]% ln{z2—a21+z:—g—} i:a.
]hﬁ,—ﬂdz:#%ﬂﬂ_ Liplete ,

2% z z—a
/.szz;ﬂdz: ln\zzz—;a|+ 71n|1 ,
oo wie 5 s

2zat

5

2zat

5

2

(311)

(312)

(313)

(314)

(315)

(316)

(317)



Integrale der Klasse [T (z)dz. 149

In2?4a? ,  In224-a% | 2 z
/ —z —dz—-—iz -+ arctang -~
‘In 22 4+ a2, _ In 22+a? 1 : a?!
e e (315)
ln\z2—i—a2‘ _In[22 4 a?! 2
/ o dr=— e — e — g sarctang
1 z+a iz+a
n ‘ lni—— ‘ 2|
/ z2—a . lz2—a 11 1
e dr=— A SR S )
+a z2+al
'ln‘z Inj-—|
z—a g lz—ai 11, 2+a (319)
/ 22 dz= 222 az+2a21n‘z a! ’
| |
‘ifZ: ‘“E% 1 1 a? |
N ¥ B vt v L

Fiir die beiden transzendenten Funktionen In |z ]/zé;bﬁ | und In |z ]«’z2+52 | werden
die Integrale dieser Klasse mit Ausnahme von n = —1 durch (286)2 auf Integrale der unter Ziffer 5
behandelten Klasse zuriickgefiihrt. Es ergibt sich:

[#nlz+y2—atldz= el L F:dz
2 —a"
,,,,, 2
’ln z—}—lz‘—az‘ _hl)z—i—lzz—az, 1 /'77 dz (320)
2t - (n—1)z"— n—1J p—1yz g ’
/z”]n z—#—yzz—}—a2‘dz z"+lln‘;illz?—ra2‘ — 1 .‘—zn}l»dz ,
2= a”
321
LERATET P £ 1 AN Y. 2D
/ 2" _ (n—1)z»—1 n—1J m—1 122 -+ a?
In Anwendung auf n=0, 1, 2, 3, 4 folgt:
/ln\z—f—1@27;7d2§dz:zln‘lz—}—}fz2—a2’;~‘;r"z2~a2 ,
/.zlnfz—{— V22 —at|dz = 2—/%;;'(52 ln[z+ Jat—a?| — Z 12* — a? ¥
/z21n|z+1/z2 a2\dz— - fln\z—f—v/éz—a | — 22+2a2]z2 a? , (322)
’nz3ln]z+]/zzﬁ'a2|dz— 82—3——;@ In|z 4+ 122 —a2|— 2%—;—23—(122122—112 »
/,z"lnlz—{— Vé2—a2|dz= z5571nlz+}/z2——a21 3 +4(;25z2”+8a41z2'—a2 .
/ln{z+]z2+a2 dz=rzln|z + 22 + a?| — J22 + a? ,
/z ‘z—}—]/zz aﬂdz ifialn’z—}—}z2+a2 »]/zé—}—a2 ,
/ 2ln\ —}—]zz—}—aﬂdz— —ln\z—}—wz a2‘— - 2a ]f2+a2 , (323)
/z3ln1z—}—]z2+a2\dz— ﬁj alniz—}—'|'z2+a2§—2 o z]zz—}—a2,
/z4ln’z—}—]/z2+a2 dz—fln)z—}—]zz%—az}——:)‘z _—4(;522—+8a }zzLaZ .

—Ina ist in die Integrationskonstante hineingenommen.
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ln;z—i—]zz—aé[ Iniz+yz2—a? |, 1 a
[———Qﬁvch: — ‘_“T" =+ -arccos
ln‘z+lz2—a21d _ln z—};]kzi—a‘ N lzzi—q2
. 2® o 222 ' 2a22

"ln|z+1rz2—aé; o Iniz4yE—a® J2*—a* 1 a
/ N d - 323 + 6aZz® + Gqs 2TCCOS
ln;z+1z2+a2| lniz—i—lr’ﬂ?i 1 . a
R = S — W Cin
/lmz%—]@—{_—az\dz ln\z—}—lzz—}_—lzr VA ta?
J 28 22* 2a%z

In z+]z2+a2 1n\z+]z2 122+ a? 1 .. a
/ Tt dz 323 T 6aze + 6&3ﬂr Gin 2

e) Area-Integrale.
Mit Hilfe der aus den Gln (143) des ersten Teiles ablesbaren Beziehungen

™ Gin * =
a

71a+z

We Tang Z (z<<a),

We Cof * =
a
2
Ax Qﬁotg—d

> n

Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

(324)

(325)

n (z + VZE;rdz) —Ina

z—}—u

(z>a)

lassen sich die Area-Integrale dieser Klasse unmittelbar durch d1_e Logarlthmus-Integrale der
Gln (313), (316), (319) (320) bis (325) darstellen. Man erhélt:

241U Gin Lo
/z"‘l[r Gm dz= - *m-— Tari ]’zT:{—:a? » ,
z (326)
/"Hr Gin - W Gin = .
,,,,, a, dz _— A 1 / ,dz
S (n 1)z"—~lTn—1 21} 2 Fa?
z"+1‘lIr0:oir .
2 a 1 2+l
/z“‘l[r(ioi a dz= - "+l w1 /]/zz """ 2o _
2 z (327)
/"Hr o] = At Cof - .
R 1 / _ dz
. " (n— l)z"“l n — l p—1 '/z2 77a2
. 2+ 19y Iang .
z a a it
./ " ‘l[r Zcmg '; dZ == 7L_T_*1" - “+‘ *_‘[:*1.’ ?—ﬁé dz s
- 2 (328)
I WLk
T 2= l)zn——-l n—1, zn—](zZ _ az)
21U (\Zotg "
| 2 AcGotg = dz= [
+1 1 ’
. et n+1, (329)
/‘l[r Cotg z At Cotg z .
ey, e G / __4dz
P2 (n l)zn41 n — 1 zn—l(zZ_a2)
/‘ZIer dz-—;z‘IIer—— — |22+ a? ,
/z‘l[r@m;dz-—h +e ?Ir@m—rr 4]z2+d2 ,
2 w? g, % I A . —2a® 7 s 0
fz At Gin— dz= 3‘llr6ma g 12+a , (330)
i 4
/z“l(r@inf—dzzsz 3 91t Gin —g—z_*z}zz—kaz
’ 2,2
/z“)IrCm dz = QIrSinZ—~3 - i@—;jsa }z2+a2.




Integrale der Klasse [2"T(2)dz.
ﬂr@oi%dz:zﬂlr%i% — |22 —a?
T 2 __ 42 , -
2 UCof £ dz="2" " MCof £ — % |2 —a2

_ 22 Ar Cof E—dz = QIr(S f” -——j]"zz;cﬁ

BWCo| = dz= """ CanGof £ - PEEIC ya

3z +4a2z2+8a4

"zwwoig dz = 5—‘lIr(€oi : s 122 —

75

/
/
/
/
/
'/ ArTang = dz =z UrTang > + alnja> — 22
[
[
[
[

z‘lIr‘Iang dz= ———‘JIr‘Icmg— +az
zZ‘JIr‘Iangr—dz=f—‘JIriang— —,L‘;aln[a?—z?—kz?
A b Zcmg = dz =" ‘IIr ‘Iang + %l L EZS—
24 A Zang Zdz= f‘IIr Zcmg - + *In Ja2—22 L% %
/ W (Eotg 2 dz=2 Gotg i - aln}z2— a?
[ 290 Cotg = dz =" ‘llr(f,otg 24+ 5
/zaﬂlr(intgudzw ——QIrQZotg —}— 3 ln]‘z2—a2+z%q_
/ 2N Gntg Zdz="—— ‘lIr Cotg —z - 213; -+ ﬂa—
'/24‘21r(5'0tg—~dz- Aarrgotgw 1@ 1n1zz—a2+ AN
M Sin —: Ar Sin : 1 "
/ ;— dz=— —  — W Sin- ,
z 2 a 2
. 7
Ar Sin - Lo Ar Sin 12 a?
/ P P~ R 2atz ’
Ar Sin Z Ar Sin 1L
T dz= 353 60222 + 6a 3‘111. Gm
Wt Co - Ar Cof Z
/ & dz=— -—— " 4 arccos ,
2 -
Ur Cof - e Ur Cof - 1E
T R= g T 24tz ’
Ar Cof = Ar Cof = g
a — 1
~~z4—~dz =— 35 T 1%&25 + g4 8rc cos .
Ar Tang - Ar Tang /-
1 ja?
/ jr—dzz"“ 72 - —alnl/ 22——1 N
Wr Tang # .
a 1/1 1
- dz = 9 (\z ) W Zang 2712 s
[‘llr Zang - A ‘Iang :
B 73z3'” z2 3a31 ] F _1

+ 10 -

151

(331)

(332)

(2 <a)

(333)

(z>a)

(334)

(335)

(336)



152 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

/%Ir Cotg % Ar (Eotg a
IS P SR 1} B ,
2 ¥4
W Cotg i .
a ;. 1/1 1y 2 1 (337)

] dz= 2 <}2 a? ) Ar Cotg o 2az ’
/;‘QIt (Sotgz Ar Cotg Z 1 ;

et ] 1=

Im Falle n=1, fiir den die allgemeinen Formeln versagen, ergeben sich die Reihendarstellungen

At Gin =-
a 1 1.3 25 1.3.5 27
e dz= a 2.3 a" + 2:4-5%a>  2-4-6-72a7 ' (z<a), (338)
W Sin -
a 1 2z 3 at 1.3-5 a
j*ﬁ dz= 27(\1115) R A R (2>a).
Ar Co| z |
@, 1 22\2 1.3 ot 1.3-5 ab (339)
-/"*7*’*‘”“ ’2*<1n‘a‘) + 23 B +2 P T rae s T
ity S:ang— <
. 1 28 122 127 (340)
/= s = F g T T T
‘l[r@ntg*d _‘—,_1_1 @ 1a 1 a L (341)
e % z 9 2 225 4927
f) Arcus-Integrale.
Wird in (326) z mit 4z vertauscht, so folgt
. z#+1are sin —Z o
‘/.z"a,rCSln;dZ: T‘*‘ilﬂw n+1/ I/ ;dZa ‘
, . (342)
‘are sin — arc sin —
[ |
z T =Dzt o — ll/ 2=V

Ersetzt man hierin gemaf

. 2 T 2
arcsim - — — arc Ccos -
a 2 a

die arcus-sinus-Funktion durch die arcus-cosinus-Funktion, so erhilt man fiir die letztere

" 2+ 1are cos - .
/z"arc cos “ dz= 4 ! 2t dz
Y Sa YT n+1 nt 1))z 7’

(343)
aTe cos arc cos —
[_ Oy @ 1 / _dz
2" T m—Dzrmt o —1, ;n—ll’;z'" 2
Wird in (328) und (329) z mit ¢z vertauscht, so ergibt sich
’ z*+1larc tang 2
2 a a zrtl
~/Z"’a:I'Cta;ng;dz— "nf_*jl”’*" ~[_+_71/ﬁ7dz, |
(344)
"arc tang 2 arc tang g
[ e . g
2 T =121 ' n—1J20— (22 + a?)



Integrale der Klasse [2z"T'(2)dz.

2t tlare cotg

/z”arc cotg - L dr= - - - + O /z)idz
. a1 n+1J224+a*7 "7
‘arc cotg z arc col’»gi .
[ g, Ca e
2 =Nzt n—1])22"1(2+a?)

Fir n=0, 1, 2, 3, 4 folgt aus (342) bis (345)

/
/
/.
/
[#

fo
/
[
|

. 2 N
aresin * dz=zarec sin—- + Va2 — 22

22% — z ,
/zarc sin - *dz= ——747— are sm* + Vet —2
28 22 +2a
/zzarc sm dz——r arc sm ° 4t Va2 — 22
8zt —3at 2224 3a% _
/z-"’arcsm dz——rgrarcsm g2 =2
28 .z 32+ 4a?22+8a
[ aresin “dz="7% arcsin © 4 haatt Ja? — 22
5 a 75
2
/arccos ~dz=zarccosr — Ya*—22
22% z
[zarccosfrdz——~z—arccos — V=2
[ 2 28 #+2a? Co
z*arccos — dz = "_- arc cos L
. a 3 9
" 824—30,4 z 222 4 342
z¥arc cos — dz gy -Arceos - — “—git—zjat — 22
/ 52 R
’ 25 z 3z'+4a*22+ 8at -, -
arccosA dz=" arccos * — 3% TALZ+E “Yar—22 .
5 a 75

arc tang — 2 dz=zarc tang E _alny2+a? ,

2
zarc tang doz=" ;— arc tang = ‘g ,
, 2
z2arc tang —a— dz= ? arc tang }{ -+ % Inyz2+ a® — zﬁq ,
‘ 4 __ 4 3 3
z®arc tang i:;— dz= 5—41— arc tang L zfg -+ ZZ ,
5 2 43
ztarctang fZ— dz= % arc tang .2 — ]n } 22— 2(6)1 | zlg )

ccotg%dz:zarccotg —Z +alnyz? -+ a? ,

2 2
zarc cotg -~ =" arc cotg Z -+ a; ,

2

2arc cot d—gr tg ~ aal 2+ 2 | B0
‘z cotg —-dz= g arccotg — — g In}224a* 47, ,
* 4 4 3 3

3 LA Pl F 7o R
& arc cotg —dz 4 arccotg— 5o i ,
/1.2 arccotg ~ dz= 2 arc cot —z~—{—‘£1 122 2—}—% L _ 2l

g, dz= jarceotg o n 2t at 5y —

153

(345)

(346)

(347)

(348)

(349)



154 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.

‘arc sin — arc sin — 1 a
/ —y dz=—-—— " — —UArCof ,
z a z
arc sin - arc sin —
[ T @z (350)
23 - 222 2a%z ’
arc sin - arcsin R
a . a | a? — 22 1 a
I tdam— ot N el |
arc cos — arc cos - ] “
[ % dr—— — % ¢ Lo ,
2 a 2
' 08 arc cos e —s
arc cos - a |, Ja?—2z? (351)
e o dr = = e S
28 222 ' 2a?z ’
/arc cos - arc cos Vo s 1 ;
Y g = L S T A =
24 dz 628 b 6a?e? + 6ad Ar Cof z
/ arc tang - arc tang - 1 =
;2"” dz: - 72 —_ a ln] ’22 —}‘ 1 ,
arc tang
/ a , 141 1 2 1 (352)
g b gt paretang L —
/arc tang arc tang —Z 1 1 Iz
A= - 4 2 In|/Z
24 dz 328 6az? + 3a31n ] 22 + 1
2 2
"arc cotg - arc cotg — -
/ a a 1 ‘a?
%27 - dz -_— 772‘74 -‘:]'" a In ]’ ? + 1 3
arc cotg -
/ @, 1(1 | 1, z , 1 (353)
— “dz=— 3 (;é— + aZ)arc cotg 0 222 ,
2 z
‘arc cotg - arc cotg -
a a 1 1 L a?
/ adi=— ga g galn) E L
Im Falle n =1, fiir den die allgemeinen Formeln versagen, ergeben sich die Reihendarstellungen
arc sin -
a , oz , 1 £, 1.3 22, 1.3-5 27
/ dz=  + ot o s e "o.d4.6.7a T (z<a). (354)
arc cos - - _arcsin -
/ |2 a , m z 1 22 1.3 25 1.3.5 2
dz= s dr=g iz G e s s e (<. (359)
arc tang s -
z 128, 132° 1 27
| dz=, — g T osg Ta9a T (z<a),
(356)
arc tang 3 5 ,
R S TR S AR T i
z dz 21112 "z 9 22 1 252 4927+ (2> a).
arc cotg T _arc tang z
/ a (2 a . z , 12 125 , 127
: z’“""’*dz“,/ oo dr= e O g e T A |
z n 2 (357)
‘arc cotg - -, — arc tang - -
a 2 a a , 1a® 1 a® 1 a’
/ e [P e L G (2>a).




Sonderintegrale.

7. Sonderintegrale.
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~ Abschlieend sollen hier noch einige Integrale zusammengestellt werden, deren Zusammen-
stellung in Klassen sich nicht lohnt. Ein Teil dieser Integrale ist bereits zerstreut im ersten

Abschnitt enthalten.

/e ¢zeoshzdz = -

ll
e*?coszdz = AT (acosz + sinz)

ete*(acosbz + bsinbz)

“cosbzdz ___e"**(acosbz —bsinbz)

are e i
/e‘“-smbzdz——p+“(bczzb_:b_2asmlfz) , /e ezginbzdz = — e,f""(bcc;szb-*z_:—zasian)
'/e+‘”¢D brdz— _Le+az(a¢oib~z;2b6mbz; ’ ./e wrGofbrdz — o— "i(f‘f":T'zb,z,{Ebe‘"bz) ,
./e““ombzdz erl b@ol:)z_—bzz;‘gml{z)’ ./e e Ginbads — — ° ,“f(lj}%’zbé—gégembz)

/ Cojazcosbzdz = aemazcoszz"::z(’DjaL*‘”,“_’_’z ’
[Cofazsinbds— *Snezsnb: —tGiezeost

/ Sinazcosbzdz — “&912 zcos”az.zil;f"}l‘ﬁ‘i% ,

‘ / Ginazsinbzdz = aGofazsin b;;bbzem azcosbz

/ z%cos (blnz)dz = i (G 1)(003_(1’;“2,,;;9?'12 bl“z)] '
/z“sm(blnz z:za“[(a‘f])A(:I:bl)“i;bqis_’ilflj I
'/coslnzdz——%—(coslnz+sinlnz) i—dcoslnz I
./smlnzdz——wg (sinlnz— cosInz) = -z smlnz l

. rcoshzdz = e“ZO_T_n ;Z(acosz—]—nsinz)—} n(zn_: 1—)/e‘”cos“—" zdz . ,

e’ ( s . 2
= -;—  |acos?z 4 2coszsinz )
a?+ 4 + Jr a
. 6 !
z 3 3 2 _ L S 1
etZcostzdz = 2+9(aeos 2+ 3cos?zsinz - a2+1(acosz+smz)‘) ,
ezcostzdz — ° - (acostz + 4coszsinz - ——}L(acos2z+2coszsixlz—%— 2))
) a?+ 16 " a4+ 4 all”
. et?gint—1 2 . n(n 1)
2z Ny R sl _ @z n—2
./e sin"zdz ="y, (asinz —meosz) 4 Ty [ ersint =2z d
. et
/e’”smzdz* @17 (asinz—cosz) ,
: . . . 2
z 2 — R 20__9 N
./e sinzdz 2+4(LI,SIII z— 2sinzcosz - a) ,
: et . )
Zain3 — md» 12
.[e sinzdz = 2+9(asm z— 3sin?zcosz - 2+1 (@sinz — cosz)) \
12 :
/e’“sm"zdz— 2_}_m(asm“zﬁ4$1n”'zcos + 2_}_4(asm2z~2s1nzcosz—}— ))
dz 2 In|be*z +¢
Jbetr+c ¢ ac :
zeaz eaz
Jlaz+1277 7 atlaz +1)°

(358)

(360)

(361)

(362)

(363)



156 Durch elementare und elementare transzendente Funktionen ausdriickbare Integrale.
' 1 1 ..
[e*Inzdz= , ©*Inz—  €i(az).

A tang (2 —
a el ) (o eele

_/(cosz—}—sinz) - )2 ’ J (cosz —sinz) 2

( dz 1, * ’ dz 1 *

| Geonz g stz = 2 b2 @) : L ooss —sinap = — 2 cot8 (@)

i dz ' z ’ dz ‘ z
4 (oase L sing = I |1 +tang 5, T4 oz —singy = —Im L —tang 5 |
/' sinzdz __ (tangzdz _ [ dz _ z 171n] 082 -+ sin
cosz+sinz = [ 1+ tangz —] cotgz+1 2 2 ¢ Sinz ’
/ sinzdz / “tangzdz ___/' dz 2z 1 In cosz — sin z
cosz — sinz 1—tangz cotgz —1 2 2 :
coszdz [ cotgzdz 2 | B Lo
/cosz—{—sinz /1+tangz_/cotgz—}—1 2 + 21n:coszTS1n2‘ ’

/ coszdz / - / cotgzdz =z 1 In[coszAsmz
c0sz—sinz l—tangz_ cotgz—1 2 2 ‘
/-1 —tangaz dz— /"cot az—1 dz — In' cosaz‘
T14tangaz ™~ | cotgaz+1 ’
1+ tangaz ‘cotgaz + 1 In si;az
/ - :/- S idr=— -
/' 1—tangaz J cotgaz —1 a

(366)

(367)

(368)

(369)



Dritter Abschnitt.
Funktionstafeln der elementaren Transzendenten.

Eine mathematische Funktion wird fiir den Praktiker erst dann von Bedeutung, wenn sie
ihm durch eine unmittelbar brauchbare Funktionentafel erschlossen ist. Da an meinem
Lehrstuhle héufig umfangreiche Rechnungen mit elementaren und hoheren Transzendenten
durchgefiihrt werden, so konnte alles Erdenkliche geschehen, um die Tafeln auf die verschie-
densten Bediirfnisse der Anwendung abzustellen.

1. Grundtafel der elementaren transzendenten Funktionen.

Die Tafel enthalt fiir die reellen Argumente x= 0,000 bis 1,000 mit 0,001 Intervall und fiir
die reellen Argumente 27 2x=0,00000 bis 6,2832 mit 0,00628 bzw. 0,0063 Intervall fiinf- bzw.
sechsstellige Werte der Funktionen

In2nx, €27%, ¢~ 27% Gin2nx, Co| 272z, Tang 272, Cotg 27z, Amp 27,
) * * * *
sin27x, cos 2mx, tang 27wz, cotg 2nx, sin2nx, cos2wx, tang 2xzx, cotg 2mx.

Tafelintervall und Stellenzahl der Funktionswerte sind derart einander angepaBt, daf3 eine lineare
Interpolation zwischen den Funktionswerten moglich ist; eine Ausnahme bilden hier lediglich
gewisse kleine Bereiche der Funktionen In 27wz, tang 27z, cotg 272, in denen man sich teils
mit der Produktformel der Logarithmusfunktion, teils unter Zuriickgehen auf die sinus- und
cosinus-Funktionen helfen kann.

Durch die in die Tafeln eingefiihrte doppelte Argumentskala koénnen auller den eben auf-
gefiithrten Funktionswerten unmittelbar auch die fiinf- bzw. sechsstelligen Werte der Funktionen

Inu, e, e % CGinu, Cofu, Tang », Cotgu, Amp u,
: * * * *
sin 4, cos #, tang w, cotgu, sinu, cosu, tang %, cotg u,

abgelesen werden, wenn man fiir 2 7« das Argumentzeichen u gesetzt denkt. Die hierfiir not-
wendige Interpolation in beiden Skalen — Argument- und Funktionsskala — geht vermoge der
in der Tafel verzeichneten ersten Differenzen fast genau so schnell wie im ersten Falle der z-Skala
mit 0,001 Intervall.

Die doppelte Argumentskala bietet in Verbindung mit den ersten Differenzen die weitere
Moglichkeit, die Umkehrfunktionen unmittelbar abzulesen. An der 2 zz=w Skala erhidlt man
die fiinfstelligen Werte der Funktionen

e et Inwu, Ar Sinw, WrCoju, WUr Tang v, ArCotgu, Ar Ump «,
* * * *
arc sin w, arc cos u, arc tang w, arc cotg %, arcsin«, arc cos %, arc tang %, arc cotg u.

An der z-Skala ergeben sich die 2%1 -fachen Werte dieser Funktionen, d. h. die fiinfstelligen Werte
der Funktionen

e* ef* Inu WArGinu ArCofu ArTangu ArCotgu ArAmpu
2z’ 27’ 2=’ 27 2 27 ’ 2 2n ?

* * * *
arcsinu arccosw arctangu arccotguw arcsinw arccosu arctangu arccotgu

2z 27 2m ? 2r ’ 2n 27 ' 2= ’ 2r
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Mit dem Argument x=1,000 bzw. v =2 rx=6,2832 ist der Bereich der Tafel gerade so weit
ausgedehnt worden, bis die Funktionen Tang 2 7z und Cotg 2 7+ die konstanten Werte

Tang2re=~1, Cotg2rx=~1 (fir z>1)

annehmen. Gleichzeitig werden die Funktionen Gin 27z und Co| 27z im Rahmen der fiinf-
stelligen Genauigkeit einander gleich, so daf} sie fiir grofere Argumentwerte gemaf

. 1 .
Gin2zr=~ Cof 272 =~ , €77 (fiir z > 1)

unmittelbar auf die Exponentialfunktion zuriickgefithrt werden kénnen. Diese aber kann aus
einer zweiten Tafel der Exponential- und Krelsfunktlonen fir Argumentwerte bis 2=10 und
272 =62,83 abgelesen werden.

Fir die Kreisfunktionen umspannt der Argumentberelch von z=0 bis =1 gerade eine
volle Periode. Fiir grofere Argumentwerte kann man sich entweder der Grundtafel bedienen,
indem jeweils ein solches Vielfaches von 27 bzw. ein solches ganzzahliges x abgezogen wird, daf3
der verbleibende Rest in den Bereich der Tafel fillt, oder man kann unmittelbar auf die eben
erwahnte zweite Tafel zuriickgreifen.

Vermoge der Transformation
o — elina

konnen aus der Grundtafel auch die Werte von Potenzfunktionen ermittelt werden.
Die Grundtafel 148t sich auch mit Vorteil zur Auflosung transzendenter Gleichungen heran-
ziehen, wie am Beispiel erldutert werden wird.

2. Tafel der Exponential- und Kreisfunktionen.

Fiir manche technische Anwendungsgebiete, insbesondere in der Elastizitdtstheorie, benotigt
man sehr grofle Argumentbereiche der elementaren transzendenten Funktionen. Solchen Zwecken
dient eine nach dhnlichen Grundsitzen wie die Grundtafel aufgebaute Sondertafel der Exponential-

und Kreisfunktionen. Es ist hier lediglich in der zweiten Skala nicht 2w 2 sondern “ als Argument
gewihlt, um eine besonders bequeme Durchrechnung der auf elementare Transzendente fithrenden
Eigenwertprobleme zu ermdoglichen. Entsprechend ihrem Charakter als Ergidnzungstafel zur
Grundtafel konnte die zweite Tafel auf die vier Funktionen

) o T Tr
e , € , Slnf2*, 0087

beschrinkt werden. In Verbindung mit der zweiten Skala kann auch eine unmittelbare Ablesung
der Funktionen

e%, e—% sinu, cosu,
erfolgen, wobei hier sinngemafl E;f = wgesetzt ist. Ahnlich wie bei der Grundtafel konnen ferner

die zu den Ausgangsfunktionen gehérigen Umkehrfunktionen abgelesen werden, und zwar in der

zweiten Skala in der Form
Inw, arcsinu, arccoswu,

wihrend die erste Skala die Funktionen

2 2 . 2
“Inw, Sarcsinu, -arccosu
11 T
Liefert.
Die auBlerordentlich weitgehende Ausdehnung der Tafel auf Argumente bis u = ”; =62,8319

diirfte auch den anspruchvollsten technischen Anforderungen geniigen. Leider muflte dabei aus
raumtechnischen Griinden auf die Angabe der ersten Differenzen verzichtet werden, wodurch
die Interpolation etwas mehr Rechenarbeit verlangt wie bei der Grundtafel. Die sehr enge Inter-
vallteilung der Tafel diirfte jedoch insofern einen Ausgleich herbeifithren, als ein praktisches
Bediirfnis zur Interpolation nur in den seltensten Fallen bestehen wird.
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3. Tafel der Funktionen Ei (x), Ei (-x), 8i(x), €Ci(x), Si(x), Ci(x).

Wie der zweite Abschnitt, Ziffer 6, erkennen 148t, fithren zahlreiche fiir die Anwendung wich-

tige Integrale auf die Funktionen £(x)
. x 22 x? zt ¢ #
Ei(z)=1n =« e (i) 2’)—l—ﬁ)+4‘(i!)f~-- , ;
. o ; x x? 3 ! Vi
Ei(—2)=Inlz — |\ + 505 ~3@y Ti@) )
Si(e) =2 + g5+ 5(5')+”(7' T ! :
22 7
=1 + o
=1l i T | o A 2 v
) B @& Hgsmens..
Si(z)==x 36 )+5(5,) TR , ) 4
\e 28
(\Jl(x):ln‘x”—‘ 2')—}—4—(‘4_')—%)*“' g
DemgemiBl wurde eine drei- bzw. vierstellige Tafel dieser ‘4/
Funktionen in diesen Band mit hineingenommen. Nach dem -4
in den Abb. 57 bis 62 niedergelegten Verlauf der Funktionen Abb. 57
.

geniigt fiir praktische Zwecke ein Argumentbereich von
2=0,00 bis x=15,00. Die Intervallteilung von 0,01 gestattet im allgemeinen eine lineare
Interpolation.

Si(a) 6 @)
Fil-z) 7
6 6 2
5 5 sl
yas 4 Vs
J J
zt 2 2t
7+ 71 71
. \ 7 . . , L | L0 | J , )
I AN A R R A SR A I AR ARV
FYS772056... -7
-2 -z
-7 -3+
—y -4
sl 5]
-6
Abb. 58. Abb. 59. Abb. 60.
4. Beispiele zur Anwendung der Tafeln.

Beispiel 9.

Gesucht In 0,7824 v, Hierfiir ist die Grundtafel zu benutzen. Setzt man
In0,7824 7 =1n 0,3912 - 27,
so hat man In 27z an der Stelle #=10,3912 zu entnehmen. Bei linearer Interpolation ergibt
sich unter Benutzung der in der Tafel enthaltenen ersten Differenzen
ln 0,3912 - 2 7= 0,89882 1 0,20 - 0,00256 = 0,89882 + 0,00051 = 0,89933 .
Somit folgt
In 0,7824 7 = 0,89933 .
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Gesucht In 3,156, Hierfiir ist eben-
5 falls die Grundtafel zu benutzen, und
zwar hat man 27z =u=3,156 zu set-
& zen. Dieses u liegt zwischen den auf-
einanderfolgenden Werten w=3,1542
#=3,1604 der Tafel.
zunichst .die Differenz von u = 3,1542
mit dem gegebenen « = 3,1560 und setzt
sie ins Verhiltnis
Tafel ablesbaren Differenz zwischen
w=23,1542 und u=3,1604. Dies ergibt

7 1

5

% A

/4

V4
2
/4

18
6*2 == 0,290.

/a

2+
74

Setzt man

37T

-t

-3

=57

=%

-6T |

-9 -6 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

-1 -77

=72 -1 -10

=

-7

20 -7

yan

Abb. 61.

Abb. 62.

Gesucht 257,

T
6,568

b

32847 — ¢

Beispiel 10.

Wird dieses Verhiltnis mit der eben-
falls aus der Tafel ablesbaren Diffe-
renz der zu u=3,1542 und = 3,1604
gehorigen In-Werte multipliziert, so
erhalt man den Unterschied zwischen
dem In-Wert an der gesuchten Stelle
und demjenigen der Tafel an der Stelle
u=3,1542. Somit folgt

In 3,156 — In 3,1542 - ég . 0,00198
—1,14873 - 0,00058 = 1,14931.

Beispiel 11.

Gesucht In 33,14. Hierfiir hat man
die Grundtafel gemif3

e*=233,14,

33
208

Beispiel 12

Man bildet nun

zu der aus

% =1n 33,14

als Umkehrtafel zu benutzen, wobei
wieder 2wx=wu gesetzt ist.
gebene e*-Wert liegt zwischen den auf-
einanderfolgenden Werten e*=33,107
und 33,315 der Tafel. Man hat nun wie-
der die Differenz zwischen e*= 33,107
und dem Ausgangswerte 33,14 zu der
Differenz der Tafelwerte ins Verhaltnis
zu setzen und dieses Verhaltnis mit der
Tafeldifferenz der zu e*= 33,107 und
33,315 gehorigen u-Werte u=3,4997
und 3,5060 zu multiplizieren, um den
Unterschied des gesuchten u-Wertes
gegeniiber u = 3,4997 zu erhalten. Auf
diesem Wege folgt

In 33,14 = 3,4997 +
— 3,4997 -+ 0,0010 = 3,5007.

-0,0063

Der Rechnungs-
gang ist der gleiche wie im neunten Beispiel, nur muf} hier die zweite Tafel benutzt werden.
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7T
so ist e 2 an der Stelle z= 6,568 aufzusuchen. Wird die erste Differenz zwischen den zu z = 6,56

und 2= 6,57 gehorigen Funktionswerten gebildet, so ergibt sich
%2 9 986410 4 0,8-0,0473 - 104 = 2,9864 - 104 - 0,0378 - 10* = 3,0242 - 10%.
Beispiel 13.

Gesucht e>'%, Der Rechnungsgang ist der gleiche wie im zehnten Beispiel, nur muf auch
hier die zweite Tafel benutzt werden. Mit 325 =u liegt der gegebene u-Wert zwischen den Tafel-
w-Werten 53,1872 und 53,2029. Demgemia8 folgt das Differenzenverhiltnis zu

53,1900 — 53,1872 _ 0,0028

53,2020 — 53,1872 0,0157

Ferner ergibt sich fiir die Differenz der zu u=53,1872 und 53,2029 gehorigen Exponential-
funktionen der Wert

(1,2756 — 1,2557) - 1023=0,0199 - 1023,
Man erhalt daher

5319 — (1 2557 -+ =5 0199) 10% — 1,2593- 10%,

157

Beispiel 14.
Gesucht 0,375%%2, Zunachst folgt durch Umschreibung
‘ 0,375%42 — 442100375

Fiir die Bildung von In 0,375 ist der Rechnungsgang der gleiche wie im zehnten Beispiel. Man
erhilt mit Hilfe der Grundtafel

10,375 — — 0,09234 + ‘gz 0,01680 = — 0,99234 - 0,01148 = — 0,98086,

und damit 0,375442 = g— 442+ 098086 — ¢—4,3354,

Fiir die Darstellung der Exponentialfunktion geht man &hnlich wie in Beispiel 13 vor; nur
kann hier die bequemere Grundtafel benutzt werden. Es ergibt sich
| ¢~ 43354 = 0,0131.
Das Ergebnis lautet somit
0,375442 = 0,0131 .
Beispiel 15.

Gesucht In tang 0,327 . Fiir die tang-Funktion liefert die Grundtafel dhnlich wie im neunten
Beispiel
tang 0,327 w =tang 0,1635 - 27 = 1,64342 40,5 0,02350 =1,65517 .

In tang 0,327 7 =1n 1,65517 .

Durch abermalige Benutzung der Grundtafel erhilt man dhnlich wie im zweiten Beispiele

Damit folgt

In1,65517 = 0,50228 + 63 -0,00379 = 0,50228 - 0,00162 = 0, 50390
Demgemaf ergibt sich In tang 0,327 = = 0,50390 .

. Beispiel 16.
Gesucht €237 c0s 3,79 . Fiir beide Funktionen ist die zweite Tafel zu benutzen Man

erhilt k4
12857 — 24,70 2 — 7 0802- 1016 ,

c0s 3,797 = cos 7,58 ;’ = -+ 0,79016,

und damit 12337 005 3,79 1 = 7,0802 - 10'%+ 0,79016 = 5,5945 - 10° .
Tolke, Funktionenlehre. I. Band. 11
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Beispiel 17.
Gesucht e—1185 sin 9,84. Auch hier ist fiir beide Funktionen die zweite Tafel zu benutzen.
Der Rechnungsgang ist dhnlich wie in Beispiel 13. Es ergibt sich

e~ 11,8 — 71829106 157 0 0119-10—% =(7,1829 — 0,0047) 10— 6 =7,1782- 106

sin 9,84 = — 0,39715 — 7157 0,01436 = — 0,39715 — 0,00622 = — 0,40337,

dami
und damit e~118 gin 9 84 —— 7,1782 - 10~6 - 0,40337 = — 2,8955 - 10~° .
Beispiel 18.
1 . . .
Gesucht 5 are cotg 2,136. Hierfiir ist die Grundtafel als Umkehrtafel zu benutzen, und

zwar hat die Ablesung des gesuchten Funktionswertes nach den Ausfithrungen unter Ziffer 1
in der ersten Argumentskala zu erfolgen. Die Rechnung liefert

5. 81 otg 2,136 = 0,069 - 207 .0,001 = 0,069 +- 0,00068 = 0,06968 .

Beispiel 19.
Gesucht ArSin 13,74, Auch hier ist die Grundtafel als Umkehrtafel zu benutzen, nur
muf} jetzt in der zweiten Argumentskala abgelesen werden. Man erhilt

Ar Gin 13 74-33112—{— 00063-_33112—}—00035——33147

Beispiel 20.
Gesucht arc cos ArTang 0,57162. Hier ist die Grundtafel zweimal als Umkehrtafel zu
benutzen, und zwar hat die Ablesung beide Male in der zweiten Argumentskala zu erfolgen.
Zunichst folgt

Ar Tang 0,57162 = 0,64717 - ;-
und damit
arc cos UAr Tang 0,57162 = arc cos 0,64993 = 0,86080 - -

185

125" 0,00628 = 0,64717 - 0,00276 = 0,64993

190

477 0,00628 = 0,86080 -+ 0,00250 = 0,86330.

Beispiel 21.

Gesucht Ar Amp ta;g 0,111, Hier ist die Grundtafel einmal direkt und einmal als Um-
kehrtafel zu benutzen Es ergibt sich

tang 0,111 n—tang 0,0555 + 2 =— 0,47056 - 0,5 - 0,00764 =— 0,47056 -+ 0,00382 =— 0,46674
und damit

QIr Wmp tang 0,111 7 = — xr Amp 0,46674 = —0,48381 — 0,00628
= —0,48381—0 00088 =—20 48469
Beispiel 22.

Gesucht Lisung der franszendenten Gleichung .gi § =1,72. Zur Losung dieser auf S. 24

in Erscheinung getretenen transzendenten Gleichung ist die Grundtafel fiir § = 27« zu benutzen.
Man verfolgt an Hand der Tafel mit dem Auge und unter Durchdividieren im Kopfe den Quo-

tienten — E , mit § = 0 beginnend, und gelangt bei z = 0,120 etwa in den Bereich des vorgegebenen
Zahlenwertes Die genaue Rechnung liefert
L _ _Gofs _ 1,2080
fir £ =0,120 und §=0,75308: ~{~ = gno00 = 1,722,
fiir z= 0,121 und &=—0,76027; “21¢ — 13032 ) o0y

& 076027
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Der gesuchte §-Wert wird hierdurch ein klein wenig grofler als 0,75398. Es folgt durch lineare

Interpolation
Cof¢

1,722 — 1,720
1,722 — 1,714

= 1,72, fiir £=0,75398 }- -0,00629 = 0,7556 .

Beispiel 23.
Gesucht eine der Funktionen Ei (z), Ei(x), €i(x), Si(x), Ci(x), Si(x). Die Funktionswerte

kénnen unmittelbar fiir das gegebene z aus der dritten Tafel entnommen werden. Rechnungs-
gang und Interpolationsverfahren sind gleich dem des neunten Beispiels.

Beispiel 24.

Es folgt nun die Auswertung einiger bestimmter Integrale, und zwar sei mit dem Integral
1

/ 22dz
1

o (z+ 1)2‘}“1

begonnen. Die Auflosung lautet nach (166) des zweiten Abschnittes mit &, = — 1 und &, :12'
T 1
z— 2lnl/(z+ 12+ % + garc tang 2 (z+ 1) o

Nach Einfithrung der Grenzen ergibt sich

1

1 2 R -
[ 2#dz 1_0_2ln]/4,25—}—21n]/1,25+%arctang4—— %arctang2.
0 (z+1)2+1 -

Entsprechend dem in Beispiel 10 geschilderten Verfahren erhilt man aus der Grundtafel

21n /4,25 = In 4,25 = 1,44632 + %g .0,00147 = 1,44632 - 0,00061 = 1,44693

21n 1,25 =In 1,25 = 0,21841 - 22 -0,00505 = 0,21841 -+ 0,00473 = 0,22314 .
Der Funktionswert des Ausdruckes % arc tang 4 wird im umgekehrten Ableseverfahren in der
zweiten Spalte der Grundtafel aufgefunden
3 arctang 4 = %(1,3258 s 0,0062) = 3 (1,3258 4- 0,0001) = 1,98885 .
Ebenso verfihrt man bei
3 arctang 2 = 3 <1,1058 T 0,0063) — 3 (1,1058 + 0,0013) = 1,66065 .
Die Losung des Integrals lautet daher
1
/—Z@Zf —1—0—1,44693 1+ 0,22314 - 1,98885 — 1,66065 — 0,10441 .
1)+ l '
(NG 4
Beispiel 25.
fa
L S 2r ‘
fcos;sinac = — 5 cotg?¢ —In | cotg?| |}7 [vergl. (143)]
2

2
Nach Beriicksichtigung der Grenzen des Integrals ergibt sich
1 1 1 } | 1
—-Ecotgzg + 5 cotg? 5 —In | cotgz-l + lnlcotg 2—' .
11*
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Wird cotg :7; nicht von vornherein gleich 1 gesetzt, sondern aus der Grundtafel entnommen, so folgt
1 T 1 '
9 cotg? - = 4 cotg?0,125- 2.
Wir suchen in der z-Spalte 0,125 auf und lesen cotg 0,125 - 27 = 1,0000 ab. Somit ist
1 cotg? 0,125 27 = 0,500.

Ahnlich erfolgt die Ablesung fiir cotg 0,5. Der Argumentwert muf} jedoch in der zweiten
Tafelspalte aufgesucht werden

1 cotg?0,5 = (cotg 0,49637 — 293

628
Nun sind noch die mit dem Logarithmus behafteten Glieder auszurechnen.

e 1/ 2
-0,02737) =, (1,84638—0,01582) = 1,67548.

ln‘cotg% ‘ = In‘cotg0,125-27r} =Inl.
Obwohl man wei3, dal In1 = 0 ist, soll zum Zwecke der Erlauterung die Tafel benutzt werden.
Danach wird
In1=1n0,99903 —}— -0,00626 = — 0,00097 + 0,00098 = 0,00001 =~ 0.

Als letzter Wert ist noch
In  cotg 0,5, =1n 1,83056
zu bestimmen. Auf dem gleichen Wege wie eben ergibt sich

In1,83056 = In 1,8284 | 2;36 0,0034%4 = 0,60344 - 0,00118 = 0,60462 .

Damit wird

/cosgsm‘*; — 0,5000 + 1’6754S — 0 4-0,60462 = 1,78010 .
1
2
Beispiel 26.
ag _ 2cotg2f - ~ 3
Jeostame =~ smgr - — 2Ur¥mp(F —2z) [vgl. (251)]
= 6

6
Nach Einfiihrung der Grenzen ergibt sich

2cotg27F 2cotg2~f

6 S
— —5n T e +2 JIr‘IImp + 2% Amp - 6 -
sin =~ sm -~
3 6
Das Argument in der Spalte 272 der Grundtafel aufgesucht, liefert
2¢o0tg0,33333 - 27 = 2(—0,57457 — 0,33 - 0,00838) = —1,15472
sin%” — §in 0,3333 - 27 = 0,86707 — 0,33 0,00315 = 0,86602.
oder einfacher sin 2?“ 5 ] 3 =0,86602.
Damit wird der erste Quotient, im Einklang mit dem direkt folgenden Zahlenwerte ; ,
2cotg 27 .
3 115416
— T Tan = ogesog — 133333
sin =5~

Die Ermittlung des zweiten Ausdrucks erfolgt in &dhnlicher Weise
2c0tg0,16667 - 27 = 2(0,58295 — 0,67 - 0,00838) = 1,15472

sin ?6” — sin 0,16667 - 27 = 0,86392 - 0,67 - 0,00315 = 0,86602
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oder einfacher sin 2r ;— ¥ 3 =0,86602.

6
Der zweite Quotlent ergibt sich daher zu

2 ?otg 2 L’lfj 479
. 2z 0,86602
sin 767

=1,33333.

¢ 165

Die beiden gleichen Ar Amp Ausdriicke sind als Umkehrfunktionen aus der Grundtafel abzulesen.

Es folgt zunéachst -
2 Ax Amp 5= 2 W Amp 0,52360.

Man sucht den Wert 0,52360 in der Spalte ,,Ymp 272 auf und findet in der Spalte ,,2 7 2 den

gesuchten Funktionswert. Die Ablosung liefert
290 Amp T = 2(0,54664 4 gf 0,00628) = 1,085

Mit diesen Einzelergebnissen wird dann
T

.3,

/ _ 2L 133333 +1 33333 + 10085 + 1,0985 = 4,8637.

cos®¢ sin3¢
T
6

Beispiel 27.
1
2
/'1+tang2zdz__ Inwsm‘)z ‘

(R

1 — tang 22 2 1’

N

Nach Einfiihrung der Grenzen erhalt man

— 1{ln‘si*nl —lnis;nrl—‘
2 \ 2 |

[vgl. (369)]

Zunichst liefert die Grundtafel fiir den Argumentenwert 0,99903 in der Spalte ,,27z* den
*
Funktionswert sin 0,99903 = 0,21201. Dazu kommt noch der Anteil der Differenz, so daB sich

fir das Argument 1 der Wert
sm1—021201 —f— -0,00613 = 0,21295

errechnet. Fiir das Aufschlagen des Logarlthmus folgt in dhnlicher Weise

In 0,21295 == — 1,57335 —}— 628 -0,02984 = — 1,54674.

Der entsprechende Rechnungsgang fiir das zweite Glied ergibt

sin 0,5 = | — 0,28502 -+ ig;’ 0,00603 | — 0,28153

In 0,28153 = — 1,28569 + 628 -0,02246 = — 1,26756 .
Damit erhialt man

— 1,54674 - 1 26756' = 0,13959".

Beispiel 28.
3
2 3

. } 2 % 53
] coslnzdz == coslnz’
1 2 !

|vgl. (361)]
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Mit Beriicksichtigung der Grenzen ergibt sich
13 *

3 *
s ‘,coslnz —coslnl|.

Da das Aufsuchen der Werte in den vorhergehenden Beispielen eingehend erliutert wurde, so
moge hier die zahlenmiBige Durchrechnung geniigen. Man erhilt

In1,5 = 0,40239 - ‘ég +0,00420 == 0,40546

c0s 0,40546 = 0,92745 - 2239‘ £0,00233 = 0,92869

3 *
o COS In1,5 =1,39304

Inl1=0; cos0=0,70711.
Damit wird
3

3 .
[eoslnzdz = 0,70711(1,39304 — 0,70711) = 0,48503 .
1

Beispiel 29.
3
; s
[ Inzdz= 1" lnz—%Ei(az)‘z [vgl. (366)]
1 1
Fiir ¢ = 1 ergibt sich unter Einfiilhrung der Grenzen
3.3 (3 .
e’ 1n»2» —eélnl —E’L(§> + Ei(1).

Die Argumente der Exponentialfunktion und des Logarithmus sucht man in der zweiten Spalte
auf und erhilt fir das erste Glied

€M = 4,4611 4 55.0,0281 = 4,4816

In1,5 — 0,40239 ‘ég 0,00420 — 0,40546 .
Das Produkt aus beiden Funktionen ist dann
e¥In 1,5 = 4,4816-0,40546 = 1,81711.

Fir das zweite Glied e'lnl wird keine Tafel benotigt, da mit In1 =0 der Gesamtwert null
wird. Die beiden E ¢-Funktionen lassen sich unmittelbar aus der Zahlentafel 3 entnehmen.

Ei(%>=2,724; Ei(1)=1,318.

Damit folgt
3

3
/ez Inzdz = 1,81711 — 0 — 2,724 1+ 1,318 = 0,411 .
1

Beispiel 30.

Die letzten Beispiele sollen noch den Nutzen der Hilfstafeln auf S. 258 fiir die Berechnung
von Exponentialfunktionen bzw.' Hyperbelfunktionen, insbesondere fiir groBe Argumente
erlautern. ‘

. Gesucht sei der Funktionswert von ¢>125°27  Wir spalten den Exponenten zunéichst in das
Produkt e2000-27.¢0125-27 auf uynd entnehmen den ersten Wert der Tafel b auf S. 258, den
zweiten aus der Grundtafel.

€200 27 — 986 751,3131 ; 012527 — 2 1933 .
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Demzufolge wird
e21%5-27 — 286751,3131 - 2,1933 = 628931 .

Wir kénnen aber auch die Tafel 2 mit dem Argument ? benutzen. Sie liefert

0212527 es,so-% — 6,2893 . 105,
Eine dritte Moglichkeit bestéht darin, das Produkt des Exponenten vorher auszurechnen, um
dann das Argument in der Spalte ,,%a?“ einzusetzen. Dies ergibt ebenfalls

212527 — (13,3518 — 6 2893 . 105 ,

Beispiel 31.
Gesucht sei der Funktionswert von €0]21,5122. Der Ausdruck 148t sich nicht ohne weiteres
aus der Tafel entnehmen. Man wird ihn zunichst in Exponentialdarstellung umschreiben

€of 21,5122 = ; (6215122 | —21,5122) — %em,smz .

Den Potenzexponenten spalten wir so auf, dafl die Funktionswerte aus den Tafeln abzulesen sind,

etwa gemaB 215122 — 21+ 05122 — (21, (05122

Die Tafel ¢ auf S. 258 liefert e?! = 13188 15734,4832

und die Grundtafel 05122 — 1 6635 - % .0,0105 = 1,6690 .

Damit folgt (215122 — 13188 15734,4832 - 1,6690 — 22011 03460,85246.

Es lohnt nicht, diese Zahlen alle hinzuschreiben, da die Grundtafel ja nur eine Genauigkeit von
fiinf Ziffern garantiert. Im Rahmen der vorliegenden Genauigkeit ergibt sich

21,5122 — 22011 105

Anders ist es, wenn der Potenzexponent eine ganze Zahl ist. Dann erlauben die Tafeln auf
Seite 258 eine groBe Genauigkeit. Somit folgt

G0f 21,5122 = - 22011 - 105 = 11005~ 10°,
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z 2rx In2zz \ < ‘ %0127::6 ‘] Tang2nx Cotg272 | Amp2rzx
w | e er  Gau fu | g u . Onap
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0,000 | 0,0000 0 - - 1,0000 ;0 | 1,000 ;10,0000 oo 1,0000 ) 0,00000 . ' 0,0000 .,
0001 | 0,00628 oo con0s 100630 0,9937 oo | 0,00628 oo - 1,0000 | - 0,00628 oo 15,2357 0,0063 o2
0,002 | 0,01257 o O | 101260, | 0,0875 ;001257 g0 L,OOOL | 0,01257 0 | 79,5545 0,0126
0,003 | 0,01885 o¢ o 101000, 0,0814 0 1 001885 o0 10002 | | 0,01885., 53,0504 0,018
0,004 | 0,02513 g ooss| LOZSHC 00752 (1 002513 (0 L0003 , 003125, 308080 0,031,
0,005 | 0,03142 op 208 103100y 0,091, 0,03142 o 10005 5 003141 31830 | 00314 gy
0,006 | 0,03770 1,0384 . 0,9630 . 0,03772 . ' 1,0007 .. 0,03768 .« 26,5393 0,0377
’ ’ 28 15407 - .’ 66 ’ 0 ’ 2 ’ 2 i ’ ’ b
0,007 | 0,04398 op 8407 04500 | 095700 | 0,04400 o0 10010 0 0,04395 050 | 227531 | 0,040 o
0,008 | 0,05027 oo 18508 | 105160 0,0509 % ' 0,05029 0o ' 10013 § 005023 0 19,9084 0,0503 ()
0,000 | 0,05655 og loggn| LOSS2C 0045100 0,05658 L0 LOOIT ;0,064 177023 0.0565
0,010 | 0,06283 g Goir| LGB GG 0.039150 | 0.06287 iy 10020 | 00625 gy 159363 00028,
0,011 | 0,06912 1,0716,  0,9332,. 0,06017 . 1,0024 . 006901 . 14,4907 00691
’ ’ 2 I ’ 1 > ) i s ) " s ) c
0,012 | 0,07540 oo S97 | 078301 | 0,924 5% | 0.07547 000  1,0020 © 0075260, 132873 00754
0,013 | 0,08168 o0 B | L0851gs  0,0216%  0,08176 0o 10034 ;  0,08150 o\ 12,2699 o | 0,0816 ¢
0,014 | 0,08797 op 9| Loo20r  0.01587 | 008808 o 10039 . 0,08774 oo 11,3973 ;00 0,0878 (o
! L ! ‘ ‘ i
0,015 | 0,09425 ¢ S| 1098850 091017 009430 10044 7 0,09897 oo 106417 g 00941
0,016 | 0,10053 11058, 0,904 0,10070 .. 1,0051 , 0,10020 ., 9,980 . 0,103
2’ b 2 14 " s b 2’ ’ i ’ 2 2
0,017 | 0,10681 op S50 Tl127le 0898807 01070101 10058 ; 0,10640 (o | 9,398 0,105 o
0,018 | 0,11310 o0 D22 L1l07ny 089310 011334000 10064 o 0112620 8,8704 00,1128 ()
0,019 | 0,11938 oo hop | L1267 088750 011966 F L0072 7| O.1IS82 o SAI6LL, o 01190
0,020 | 0,12566 (g famy | DISSOT; 0881000 01200000 10079 ¢ 012601 oy | .00 g 012525y
0,021 | 0,13195 | 11411, 0,8763,,  0,13233 .,  1,0087 , 0,13121 76214, . 0,135
) s 2 4 ' ) 1 s 54 > 6 s ) 5 | ’ ) b
0,022 | 0,13823 op | 90 | J1as2Tl | 087007 013867 oy | 10096 5 01373600 | 7,281 5110 01377 2
0,023 | 0,14451 oo 45 115550 086550, 014501 g | 10105 0 0,14351 o | 69682 o0 0,1430 (o
0,024 | 0,15080 oo 1162810 | 08601 7% 015137 gor | LOII5'( | 014967 10| 6,6814 00 ' 01502 ¢
; | : : | ‘
0,025 | 0,15708 pop oo | LITOLL 0854670 015712go L0124 ,0 | 015580 641850 01564 g
0,026 | 0,16336 L1775,  0,8403 . | 0,16409 .. 1,0134 | 0,16192 . 61759, . | 0,1626
) ’ 2 ’ 4 ) 53 ] 6 ) ’ ’ ) D) .Uy
0,027 | 0,16965 oo S8 | 118407t 0844070 0170470 | 10145 ) | 0,16805 31 50506 200 | 0,1689 oo
0,028 | 0,17593 g e L1027 08387, | 017684 o0 10186 ) | 0174160 | 57418 0o 01751 o)
0,020 | 0,18221 o0 T 110907 0,833, 018322500 | L0167} 0,18023 o7 5,5485 | ! 01813 ()
0,030 | 0,18850 oo vy | L20Td7e 0828200 018961, OIS, 01863007 53677 g0, 01875
0,031 - 0,19478 | 1,2150. ' 0,8230,. | 019601, 1,0190 . 0,19237 . 51983 0,1036
b b 1 > , ’ 1 ’ ’ ’ N ’ I
0,032 | 0,20106 oo BT a2’ 081790 02026205 1020315 0,19840 0% | 504031500 0,1997 o
. 0,033 ' 0,20735 g Boor | L230470 081271 0208850 102160 020443 48916 000 | 0,205
0,034 0,21363 o 2954 | 123820 0.80760) 021526, | 10229 0 0,21045 ¢ 475170 | 02121
0,035 0,21991 op T 12607, 080265 022169, 10243, | 0.21645,0, 46200 500 02182 o
0,036 © 0,22619 . 1,2538 . ' 0,7976 . - 0,22812 1,0257 . 022242 ... 4,4960 ..,  0,2243
0,037 0,23248 oo 243 1961710 0792600 | 0.23458 0y | 102720 | 0,22838 000 4378700 0,2304 o
0,038 - 0,23876 o0 2065 | 126075 0787600 02410400 102871 0,23434 1) 42683 00 0,2366 ()
0,039 . 0,24504 oo B0 Lorrioe | 0782740 0.24750¢s 10302101 0,2402550 1 4,1623° 00 02427 o)
! !
0,040 0,25133 o BE | La85T 077184 025308 p,0 10317 0246160 40624 g0 02487
0,041 0,25761 1,2038,, 07720, 0,26047 . 1,0334 . 025205, 39675 . 02548
0,042 0,26389 oo 208 130205 07680 0,26606 00 10350, 025794 50 38760 oo 0,2609 )
0,043 0,27018 oo 60 1310200 076324 | 027348000 103670 0,26380, 0 37908 L ' 0,266 o)
0,044 0,27646 0o 298 13185e. 07584y 028000 o0 10385, 0,26964 . 3,7086 ;o 027130 ¢
0,045 0,28274 ooy 240 132685, 075374, 0286530, 10402 027544 . 3,6306 50 0.2790
0,046 0,28903 1,3351,, 07490, 0,29307 ... 1,0420 . 028124 3,557 . ' 0,2851
’ H s 4 b 4 ’ b b b 9 6
0,047 0,20531 op 20 | Vaags® 04438 020062000 104390 02870100 34842 (il 0,211
0,048 0,30150 oo 20 1352000 07306 | 030610 ¢+ 10458, 0,20277 1 3415T (0| 02972
0,049 0,30788 0o S 136055 073500 | 031277 0 L0478, 0,20851 00 3,3500 oo 0,802
| |
0,050 0,31416 op | 136915, 07304, | 0319850 | L0498 0304217 3.9872 g 0,309
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i :
x 27 x sin 27 x cos2w z | tang2n x “ cotg 27 x sin* 27 x l‘ cos* 27w x | tang* 27 x | cotg* 27 x
|
| | | | ‘
0,000 0,0000 . | 0,00000, _ | 1,00000 , 0,000, | o 070711, 10,7071, '~1,00000_ . ~1,00000, .
0,001 | 0,00628.0 | 000628, 0,99998 - |0,00628 0 159,23248 ~0,70265,,0 | 0,71154,,0 0087510 ~1,01265 >0
0,002| 0,01257>0 | 0012570 | 099992 |0 0,01257o00 | 054813 ~0,6981750c |0,71594 4 ~0.97518 00 ~1,02545, 00
0,003 | 0,01885050 | 0,018855 099982 1) |0,0188555 - 53,04085  ~0,693655; 0.1203150: 096299120 ~1,03843)"
0,004, 0,02513 0 - 002513050 | 0,09968 |7 0,02514, o (3078034 —0,68911,0¢ 072465, 1095096 300 ~1,05157 50"
0,005 0031420 | 0.0314155C 009951 ) 008143, 3L —0.68435,00 | 0,12897 100 ~0,03906, 70 ~1,06480] 117
! | ‘

0,006 0,03770. ' 0,03769 | 0,09920 _ 0,03772. = 26,51340  —0,67995,  0,73326, -0,92730  ~1,07840,
0,007 | 0,04398 2 | 00430700 0,99903 o0 0,0440105  22,72072 —0,67533221 07375100 ~0,01560) 01 ~1,00207 °0"
0,008 | 0,05027050 0,05024c>" 099874 oo 10,0503000. | 19.87938  ~0,6706050s 074174500 —0,90421115 ~1,10504, 00
0,009 0,05655,2s | 005652627 000840 07 0,05661,0 1766454 ~0,66601, 0 0,74594,.0 —0,89285 00 ~1,12001}, "
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|
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s s 9 s U s 41 ) 5 s 5
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0,023| 014451050 | 0,14401 2 | 0,98958 oo 0,14553¢s5 | 6,87161  —0,5079010, | 0,8015To0e ~0,74591 o7 ~1,34064)
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| | _ 510 956 1831
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| Vs 2 s Y s / 5! —Y, (U s 48 "

0,027 0169650, | 0,16883;10 | 0,98564, 00 0,171200.7 583806 -0,57757, % 081634yt ~0,70751 go1-141340,0 0
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i 17 | 352 914 2006
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’ | ’ 2 ’ ’ | b s ’ ’ ’ ~ _‘01
0,032 | 0,20106000 | 01997101 | 0,0708610 0,20381 o0 | 4,00641  —0,55165 00 '0,834085,; ~0,66139 oo, ~1.5119750
0,033| 0.2073500c | 02058607 097858171 02103770 | 475362 -0,5463970) 0,837535,7 ~0,65238 oo ~1,532847 07
0,034 | 0,213630g | 021201010 | 0,07727,7 021694 460055  ~0,5411205; 0 84094339 ~0,64347 £ 11,5407, °
0,035 021991550 | 02181400 0.07502,00 09235200 447382 ~O0.535830 0,8438,00 ~0,63462 L LT,
0.036] 022619, ' 022427 007453 023013 434534  -0,53051. 084768, -0,62584 _ —150786,
0,037 0,23248 0 | 0,2303901- | 0,07310),0 |0,236T60c0 422371 —0,5251To0r 08500900 —0,61713 o0: ~1,62041>07
0038 | 023876050 | 0,2365000 | 0,97163)5 0.243410c0 410837  —0,51982000 0.85428.00 -0,60849 5oy ~1,6434250
0,039 0245040 024260609 0 97013155 0,25007g 399889 —0,5l4ddnic 0,85753,00 -0,59991 ¢ 1666920
0.040 | 0251335, | 02486950, 00685800 02567605, 389473,y ~0,50043,, 0.86074,, ~0,59140 oo 16909151
0,041 0,25761, | 0,25477, | 0,96700, _ 0,26346, .  3,79558 _ -0,50362,,, 0,86302, = —0,58295 —1,71542 _

) ) i Us 1Y ) ) ) 2502
0,042 | 02638900 0.26084c0.  0.96538 02 |0,2701970 37701047001 04081973 0.86707) ~0,57457 gy ~1,74044000
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