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Vorwort.

Der gewaltige Aufschwung der Hydrotechnik hat sich, soweit
die Beniitzung theoretischer Hilfsmittel in Frage kommt, auf Grund-
lage der Ergebnisse der praktischen Hydraulik vollzogen und dies
mit durchschlagendem Erfolg; die Nutzbarmachung der uns von der
Natur in den Wasserlaufen dargebotenen Energie erfolgt sowohl hin-
sichtlich Abgrenzung und Ordnung der beniitzten Gebiete als auch
hinsichtlich des Energieumsatzes in den Wassermotoren mit einer
kaum mehr wesentlich zu steigernden Vollkommenheit.

Die klassische Hydrodynamik hat trotz ihrer ebenfalls fort-
schreitenden Entwicklung noch wenig direkten Einfluf auf diese Er-
rungenschaften genommen; es liegt dies wohl daran, da die Methoden,
mit denen die Losung der einzelnen Probleme durchgefithrt ist, fir
die technische Handhabung zu umstdndlich sind, und zwar insbe-
sondere bei der fiir die praktischen Bediirfnisse notwendigen Be-
riicksichtigung der Bewegungswiderstinde der Reibung und Turbulenz.

Gerade hierin besteht der groBe Vorsprung, den die Hydraulik
vor der Hydrodynamik besitzt : die Theorien und Berechnungsmethoden
der ersteren ermoglichen in relativ einfacher Weise die Beriicksichti-
gung dieser Widerstinde; sie benétigt hierzu allerdings in grofem
Umfang die Fiihrung durch den Versuch, der sie direkt mit dem
realen Geschehen vertraut macht. Aber die Beschiftigung mit dem
Versuche regt je linger je mehr dazu an, die Folge der beobach-
teten Erscheinungen nicht bloB zu konstatieren und statistisch zu
ordnen, sondern dieselben auch zu analysieren und deren Zusammen-
hang so weit zu kliren, daB die SchluBfolgerungen richtend fiir die
Beurteilung der Zweckdienlichkeit der Formen und Dimensionen
hydrotechnischer Objekte werden kénnen; da nun die Hydrodynamik
ihrem Wesen nach die detaillierte Beschreibung der Strémungs-
vorginge ermoglicht, so erscheint das Bestreben nach Schaffung
solcher Methoden berechtigt, die die gewiinschten Beschreibungen
unter Anwendung von Hilfsmitteln liefern, die dem Ingenieur ge-
laufig sind und dann ihren Zweck erfiillen werden, wenn die Genauig-
keit der erzielten Resultate innerhalb technisch zuléssiger Grenzen bleibt.



v Vorwort.

Im vorliegenden Buch ist versucht, einerseits diejenigen Ergeb-
nisse der klassischen Hydrodynamik zusammenzufassen, die fiir die
Hydrotechnik wertvoll sind und andererseits auf Grundlage der ana-
lytischen Geometrie, der darstellenden Geometrie und der konformen
Abbildung, graphische Methoden vorzulegen zur Darstellung von
Strémungsvorgéingen und zwar mit Beriicksichtigung der Reibungs-
widerstinde und der Turbulenz.

Die Beweisfithrung fiir die- Richtigkeit der Methoden und die
Zuldssigkeit der Verallgemeinerung einzelner Versuchsergebnisse er-
fordert immerhin eine weitgehende Verwendung der Mathematik;
die Ausbildung der graphischen Methoden zur Vollkommenheit einer
moglichst miihelosen Verwendbarkeit lat auch noch die Losung
einiger Probleme der darstellenden Geometrie wiinschenswert er-
scheinen; im Prinzipe durften jedoch die vorgeschlagenen Methoden
einen solchen Grad von Durchsichtigkeit besitzen, dall eine weitere
Ausbildung lohnend erscheint.

Die Verwendbarkeit der vorgeschlagenen Methoden zur Dar-
stellung von Stromungsformen und zur Analyse der Erscheinungen ist
an einer Reihe von Beispielen und durch Vergleiche mit Versuchs-
resultaten veranschaulicht und bei Auswahl derselben moglichst auf
deren praktischen Wert geachtet.

In Abteilung I sind einige Probleme der Hydrostatik behandelt.

Von einer Wiedergabe der Ableitungen bereits bestehender und
bekannter Gleichungen wurde in den meisten Fillen abgesehen; die
Hinweise auf einschligige Literatur sind im Text oder als FuBinoten
eingesetzt.

Meinem ehemaligen Assistenten, Herrn dipl. Masch.-Ing.
A. Schirger, sowie dem Studierenden an der Abteilung fiir Ma-
schineningenieure der Eidg. techn. Hochschule in Ziirich, Herrn
Oskar Weber, sage ich fiir die Mithilfe bei der Anfertigung der
Zeichnungen, Skizzen und der Reinschrift meinen besten Dank.

Zurich, im Februar 1913.
F. Prasil.
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I. Grundlagen.

Fiir die Theorien der Hydrotechnik kommt hauptsichlich der
fliisssige Aggregatzustand des Wassers in Betracht, die praktische
Hydrotechnik hat sich mit dem festen Aggregatzustand insofern ab-
zugeben, als durch die Eisbildung (Treibeis, Grundeis) in natiirlichen
Gewassern Storungen in den Zu- und Abfluffkandlen verursacht wer-
den, fiir deren Abschwichung oder Beseitigung durch geeignete bau-
liche, eventuell auch mechanische Einrichtungen Sorge getragen wer-
den muB}; der gasférmige Aggregatzustand kommt in solchen Fillen
in Betracht, wo fliissiges Wasser innerhalb des Stromungsgebiets in
Réume gelangt, in denen, sei es durch verminderten Druck, sei
es vermoge des groflen Warmeinhaltes der Fliissigkeit, Dampfbildung
verursacht und moéglich ist (z. B. in Warmwasserpumpen).

A. Physikalische Eigenschaften des Wassers.

Experimentelle Ergebnisse.

Raumgestalt, Diskontinuititsflichen.

Wasser hat im fliissigen Zustande keine selbstdndige Gestalt;
seine Raumgestalt ist durch die Form der Hohlriume der festen
Korper bestimmt, in denen es sich befindet; sind die Hohlriume
geschlossen und vollstindig mit Wasser (oder sonst einer homogenen
Fliissigkeit) angefiillt, so ist deren Raumgestalt kongruent derjenigen
der Hohlriume; sind dieselben nicht vollstandig angefullt, so wird
die Raumgestalt des Wassers teils durch die Wande der Hohlriume,
teils durch freie Oberflachen bestimmt, an denen das Wasser mit
dem in den Hohlriumen befindlichen gasférmigen Medium in Be-
rithrung steht; die Gestalt dieser Flichen ist von den Bewegungs-
zustinden abhéngig; sind in den Hohlrdiumen Flissigkeiten ver-
schiedener Art in ungemischtem Zustand vorhanden, so grenzen die

Pr4sil, Technische Hydrodynamik. 1

F. Présil, Technische Hydrodynamik
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 1913



2 Grundlagen.

Flissigkeiten ebenfalls an Flichen aneinander, deren Form von den
Bewegungszustinden und vom Rauminhalt der Fliissigkeiten ab-
hingig ist; man nennt dieselben Diskontinuititsflichen, die freien
Oberflichen sind dementsprechend Diskontinuitdtsflachen; solche
konnen auch innerhalb einer Fliissigkeit entstehen und zwar bei
Bewegungserscheinungen mit verschiedenen Bewegungsformen ein-
zelner Teile der Fliissigkeit (Wirbel, Nebenstromungen).

Beispiel: die freie Oberfliche einer ruhenden Fliissigkeit in einem ruhen-
den Gefil ist eine horizontale Ebene; die freie Oberfliche einer Fliissigkeit in
einem Rotations-Hohlraum, der sich um eine vertikal stehende geometrische
Achse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit dreht, ist bei relativer Ruhe der
Fliissigkeit gegeniiber dem Gefdl ein Rotationsparaboloid; ist das GefaB in
Ruhe, so ist in demselben eine kreisende Be-
wegung der Flissigkeit moglich, die vom
Rande ab bis zu einer bestimmten Entfernung
von der Achse derart erfolgt, daB dort die freie
Oberfliche eine Art hyperbolischer Rotations-

Fig. 1. Fig. 2.

flichen, hingegen in der Ndhe der Achse eine parabolische Rotationsfliche wird
(Rankines kombinierter Wirbel). Siehe ,Lamb‘, Lehrbuch der Hydrodyna-
mik, S. 33 und Fig. 1.

LaBt man durch die kleine Offnung eines stark trichterformig geformten
GefaBes mit vertikal stehender Achse Wasser einstromen und findet die Aus-
stromung unter Wasser in ein Sammelgefal statt, so zeigen Schwimmkérperchen,
die der Flissigkeit beigemengt sind, dall im Trichter zwei Stromungsformen
(Fig. 2) auftreten: eine Hauptstromung des durch die kleine Offnung einstrs-
menden Wassers, die sich innerhalb des Trichters in der Nahe der geometrischen
Achse vollzieht, eine Nebenstromung, die die Hauptstromung bis zur Trichter-
wand umgibt und dadurch entsteht, da ein Teil der bereits aus dem Trichter
ins SammelgefdB lings und in der Nahe der Trichterwand wieder gegen die
Einstromungsofinung gefithrt und dann lings und in der Néhe der Grenzfliche
der Hauptstromung wieder ins Sammelgefd zuriickgefithrt wird; diese Grenz-
flache ist eine Diskontinuitétsfliche.

EinfluBnehmend auf die Gestalt von Diskontinuitdtsflichen sind auch die
Molekularkrifte, es ist dies jedoch in so geringem Mafle der Fall, namentlich
bei Bewegungsvorgingen, daB von einer Beriicksichtigung des Einflusses abge-
sehen wird.



Physikalische Eigenschaften des Wassers. 3

Spezifisches Gewicht, Zusammendriickbarkeit, Dichte,
spezifisches Volumen.

Das spezifische Gewicht des Wassers ist verdnderlich mit der
Temperatur desselben und dem Druck, die Verdnderlichkeit ist jedoch
innerhalb der Grenzen, die den Anwendungsgebieten der Hydrotechnik
entsprechen, so gering, dafl im allgemeinen von deren Einflu ab-
strahiert wird; es wird demgemil3 zumeist das Gewicht des Wassers
pro Kubikmeter == 1000 Kilogramm angenommen und Unzusammen-
driickbarkeit desselben vorausgesetzt.

Bei manchen Untersuchungen, z. B. denjenigen der ungleich-
féormigen Bewegung in langen Leitungen, fiihrt jedoch diese Ab-
straktion zu unvollstindigen Resultaten, es ist hierbei der elastische
Zustand des Wassers und des Wandmaterials zu beriicksichtigen?).

Die Zusammendriickbarkeit des Wassers in Millionenteilen
des urspriinglichen Volumens pro 1 Atmosphire (= 1,033 kg/qem) be-
tragt fiir luftfreies Wasser

nach Colladon-Sturm 49,65

, Oersted . . . . 46,65
., Grassi bei 0°C . 50,00
Y . 5300 44,00

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles im Wasser betrigt nach
Versuchen von Colladon-Sturm 1435 m/sek und liit sich berechnen aus der

Formel a m/sek == %—, worin g = 9,81 qm/sek die Beschleunigung der Schwer-

kraft, s die Léngenénderung einer Schicht von der Lénge ! und dem Quer-

schnitt 1, unter einem dem Gewichte ihrer eigenen Masse gleichen Totaldruck

9.
bedeutet; hieraus ergibt sich s:-—r‘§fl~~—4,77-]0_6 als Léngeninderung per
ey

1 m Wassersidule und hiermit per 1 alte Atm. =10,33 m die Zusammendriick-
barkeit des Wassers mit 49,17 in guter Ubereinstimmung mit obigen Werten.

Das luftfreie Wasser besitzt seine gréfte Dichte bei 4°C
(nach Versuchen an der Physik.-techn. Reichsanstalt bei 3.98°).

Die aus Versuchen verschiedener Experimentatoren von Ro-
selli abgeleitete Formel fiir das spezificche Volumen bei Atmo-
sphiarendruck, d. i.:

V,==1-FA(t— 4?2 —B({t— 4} C(t—41p
A =0,00000837991
B =10,000000378702

C = 0,0000000224329

1) Siehe Allgemeine Theorie tiber die verinderliche Bewegung des Wassers
in Rohrleitungen von Lorenzo Allievi; ins Deutsche iibersetzt von Robert
Dubs und V. Bataillard. Verlag von Julius Springer 1909.

1*



4 Grundlagen.

ergibt innerhalb der Temperaturdifferenzen — 5° und - 100° Werte,
die in der Nahe des Dichtemaximums bis auf die sechste Dezimale.
bei hoheren Temperaturen bis auf +0,00003 mit den Versuchs-
resultaten tbereinstimmt.

Nach derselben ergibt sich folgende Tabelle?):

Temperatur Dichte bei Volumen
49 C =1 gesetzt
— 100 0,998145 1,001 858
— 50 9298 0702
— 0° 9871 0129
-+ 4° 1,000000 1,000000
~+10° 0,999747 0253
- 200 8259 1744
-+ 30° 5765 4253
-+ 400 2350 7700

Absorption von Gasen.

Wasser besitzt die Eigenschaft, aus der umgebenden Luft Gase
zu absorbieren. Fiir Sauerstoff und Stickstoff ist die Absorption
eine eigentliche oder physikalische, d. h. es entstehen hierbei keine
chemischen Bindungen, wihrend andere Gase, wie z. B. Ammoniak-
gas, chemisch gebunden werden; Kohlensdure wird teils chemisch,
teils rein physikalisch absorbiert.

Von besonderer Bedeutung fiir die Hydrotechnik ist der ge-
nannte Fall: Absorption von Sauerstoff und Stickstoff aus der
atmosphérischen Luft; wird nach Bunsen mit ¢ der Absorptionskoeffi-
zient, d.i. das auf 0° reduzierte Gasvolumen, das von Volumenein-
einheit Flussigkeit bei einem Druck von 760 mm Quecksilbersiule
absorbiert wird, bezeichnet, so gilt

fiir Stickstoff ¢y = 0,020346 — 0,00053887 ¢ - 0,000011156 ¢*
fiir Sauerstoff ¢p==0,04115 —0,00109¢  -}0,00002256 2

und ferner das Gesetz der Teildriicke: ,Wenn zwei oder mehrere
Gase miteinander gemischt sind, so erfolgt die Absorption
proportional dem Drucke, denen jeder der Gemengteile
ausiiben wiirde, wenn er sich allein in dem vom Gasgemenge
erfiilllten Raum befdnde“ Atmosphirische Luft besteht aus
0,2096 Volumteilen Sauerstoff und 0,7904 Volumteilen Stickstoff,
hiermit ist der Partialdruck

fir Sauerstoff p, = 0,2096 py,
R » Stickstoff p =0,7904py,

1) Auszug aus der Tabelle auf S. 92 von Miiller-Pouillets Lehrbuch
der Physik, Bd. IT,.
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wenn pz, den Luftdruck bezeichnet; es ergibt sich mit den Absorp-
tionskoeffizienten ¢, und «y, die fiir den Druck von 760 mm Queck-
silbersdule gelten, der Absorptionskoeffizient fiir Luft bei demselben
Druck

ar, = 0,2096 ¢, + 0,7904 ay

und demnach fir {==0°C mit: ¢,=0,04115; ay=0,020346
az = 0,008635 - 0,016 51 = 0,024 726,

d.h. die im Wasser von 0° absorbierte Luft enthdlt 349/,
Sauerstoff und 66°/, Stickstoff, wihrend die atmosphiérische
Luft 21°/, Sauerstoff und 799/, Stickstoff enthilt.

Wenn Wasser, das absorbierte Luft enthilt, im Laufe eines Stro-
mungsvorganges in den Zustand Kkleinerer als atmosphérischer Pressung ge-
langt, so entweicht die absorbierte Luft; es entsteht ein Gemisch von Wasser
und Luft, wodurch einerseits die Stromungsvorginge beeinflut werden, anderer-
seits kann der groBere Sauerstofigehalt des wieder freigelassenen Gemisches
zerstorend auf die Wandungen der GefiBwinde einwirken, wie sich dies an
den Lauf- und Leitrddern von Turbinen und Zentrifugalpumpen in storendem
MaBe bemerkbar macht.

Das Freiwerden absorbierter Luft ist auch eine der Ursachen, die die
praktische SaughGhe an Wasserhebemaschinen beschrinkt.

In erhohtem MaBe gilt das Obige fiir kohlensiurehaltiges Wasser, der
Absorptionskoeffizient fiir dieses Gas ist namlich nach Bunsen

oag = 1,7967 — 0,07761 £ 0,001 6424 ¢2,

also relativ sehr groB. Das absorbierte Gasgemenge kann durch Erwirmen
reduziert resp. ganz entfernt werden, da das Absorptionsvermégen mit héherer
Temperatur abnimmt.

Eisbildung.

Chemisch reines luftfreies Wasser erstarrt bei Atmosphiren-
druck unter gewohnlichen Umstdnden bei 0° unreines Wasser, z. B.
FluBwasser, bei der etwas niedrigen Temperatur von — 0,0017°,
Seewasser bei — 2,5% zu Eis; unter besonderen Umstinden kann
die Erstarrung bis zu einer Unterkiihlung auf — 13° verzogert wer-
den, worauf sie dann plotzlich unter ErhShung auf die normale Er-
starrungstemperatur eintritt. Der Schmelzpunkt des Eises wird durch
hohen Druck erniedrigt, und zwar pro 1 Atmosphire Druckzunahme
um 0,0075° die bei der Eisbildung frei werdende Wirmemenge
betrigt 79,25 Kalorien; die spezifische Wirme des festen Eises ist
=0,5, des geschmolzenen Eises = 1,0 Kalorie.

In ruhendem Wasser findet die Eisbildung von der Oberfliche
ausgehend nach unten statt, es bildet sich eine Eisdecke, unterhalb
derselben ist die Temperatur des Wassers hoher als 0° bis zu 4°;
am flieBenden Wasser entwickelt sich Eis auch an der Sohle als so-
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genanntes Grundeis; dasselbe hat seinen Ursprung auch in der Ober-
flichen-Eisbildung sowie in gefallenem Schnee.. Die Temperatur ist
in verschiedenen Tiefen nahezu dieselbe.

Uber die Bildung des Grundeises und dessen Eigenschaften liegt eine
Monographie vor: Das Grundeis und daherige Stérungen in Wasserliufen und

Wasserwerken von Dr. phil. C. Liischer, Ingenieur in Aarau, Druck und Verlag
von Emil Wirz-Aarau.

Dampfbildung.

Gelangt stromendes Wasser innerhalb seiner Bahn durch Hohl-
rdume, die teilweise mit Luft angefiillt sind, — so ist Gelegenheit
zur Bildung von Dampf vorhanden, der mit der Luft in Mischung
tritt; die Erscheinung wird aber nur dann praktisch fiihlbar, wenn
entweder die Temperatur des Wassers eine anhaltend hohe (z. B. Warm-
wasserpumpe) ist oder wenn der Druck im Hohlraum klein ist (Saug-
windkessel); in diesen Fillen kann sich die Verdampfungserscheinung
mit der Erscheinung der Abgabe absorbierter Gase vereinigen.

Ist der Druck des Gemisches = p, so sind die Raumteile von
Luft und Wasserdampf

PP PP i P

p P p
die relative Feuchtigkeit, pp den wirklichen Teildruck des Wasser-
dampfes, p’ den der Temperatur des Gemisches entsprechenden
Sattigungsdruck desselben bedeuten; fiir gesittigte Luft ist ¢ =1.
Beziigliche Tabellen gibt die Hiitte, 20. Aufl, Bd. I, S. 323 u. 334.

’
TL

Reibung, Viskositiit.

Die zu oberst angefiihrte Eigenschaft, die Unselbstindigkeit der
Raumgestalt, hingt zusammen mit der Eigenschaft der leichten Be-
weglichkeit des Wassers; dieselbe ist jedoch keine vollkommene, da
der Verschiebung der Flissigkeitsteile gegen feste, wenn auch an
sich glatte Winde und untereinander molekulare Kréfte entgegen-
wirken; die Wirkung dieser Kréifte wird als Reibung, und zwar
diejenige zwischen Wand und Fliissigkeit als &uBere Reibung,
diejenige zwischen Fliissigkeitsteilchen untereinander als innere
Reibung oder Viskositit bezeichnet; es wird im allgemeinen an-
genommen, daB die #AuBere Reibung so groB ist, daf die Erschei-
nung der Benetzung, d.i. das Haftenbleiben von Fliissigkeit an den
Winden eintritt selbst bei grofter Bewegungsgeschwindigkeit der
iibrigen Fliissigkeitsteile. Durch die innere Reibung tritt eine Wechsel-
wirkung zwischen den einzelnen Schichten stromender Fliissigkeit
auf, die einfluBnehmend auf die Bewegung der einzelnen Teile wird.
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Die der inneren Reibung entsprechende Kraft ist, nach der
bezliglichen Hypothese von Newton, durch die Gleichung

v —

d

in dem Sinne bestimmt, daB}, wenn eine Fliissigkeitsschicht von der
unendlich kleinen Dicke  in Flachen von der Grofie f mit benach-
barten Schichten in Berithrung steht, die die parallel gerichteten
Geschwindigkeiten o' resp. v besitzen, K die Kraft in der Richtung
von v ist, durch die die sich mit der Geschwindigkeit v bewegende
Schicht beschleunigt wird; auf die andere Schicht wirkt K in ent-
gegengesetzter Richtung verzdgernd; vorausgesetzt ist hierbei, daf}
v >w; v —wv ist hiermit die Relativgeschwindigkeit der beiden
Schichten; liegt die Dicke & in der Richtung der Komponente z eines

K=nf

. . s
kartesischen Koordinatensystems, so kann o =—wv— 7 dz gesetzt
z

werden; es folgt aus obiger Gleichung
ov

K—nf-

nfy,

und hiermit fiir limd =0 der Ausdruck fiir die Reibungskraft
zwischen zwei Fliissigkeitsschichten, die sich in der Fliche f be-
rithren, verzogernd auf diejenige Schicht wirkend, die sich gegen
die andere relativ rascher bewegt.

n ist der Koeffizient der inneren Reibung; derselbe hat
die Dimension: Kraft >< Zeit dividiert (Linge)?, sein Wert ist experi-
mentell zu bestimmen. Poisseuille hat durch Ausfluiversuche an
Kapillarrbhren und Vergleich der Resultate mit theoretischen auf
die Newtonsche Hypothese gegriindeten Untersuchungen die Giiltig-
keit derselben fiir Stromungen durch solche Rohren erwiesen, hierbei
die heute gebriduchlichste Methode fiir die Bestimmung der Werte
von 7 begriindet und fiir Wasser bei verschiedenen Temperaturen ¢
in Celsiusgraden im mm/mg/sek-System (auch giltig in kg/m/sek-
System)

/ 0,0001817
177 (1 40,0336 £ + 0,000221 2

bestimmt (Comptes rendus 11412 [1840—41], Recherches expérimen-
tales sur les liquides dans les tubes de trés petits diamétres).

Die Druckdifferenz 4p, die zur Uberwindung der Reibung
zwischen zwei in der Entfernung L befindlichen Querschnitten eines
horizontalen kreiszylindrischen Rohres vom Durchmesser D bei gerad-
liniger, gleichférmiger Bewegung des Wassers mit der mittleren Ge-
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schwindigkeit v, nétig ist, 1aBt sich aus folgender vorgreiflich zitierter
Formel berechnen:
329 Lv,
Hiermit ist in einem Rohr von bestimmten Dimensionen und bei
konstanter Temperatur (wobei % konstant bleibt) 4p proportional
der Geschwindigkeit v, .

Hingegen folgt aus Versuchen an Rohren mit groferem Durch-
messer, dal 4p im allgemeinen nicht proportional v,,, sondern aus
einer Formel von der Form:
dp—ya. L. 111

D 2¢g°
bestimmbar ist, in der y das Gewicht des Wassers pro Volumen-
einheit, g die Beschleunigung der Erdschwere und 4 einen empirischen
Widerstandskoeffizienten bedeutet, fiir den nach den Untersuchungen
von Lang, unter Beriicksichtigung aller bis 1907 verdffentlichten
und etwa 300 eigene Versuche zwischen den Geschwindigkeits-
grenzen v, = 0,004 m/sek bis v, == 53 m/sek die Formel gilt:
b
A=la+t+—===|C. . . . . . ... IV
[ vem)e

a und C sind die Zahlenwerte, die vom Zustand des Rohres
abhingig sind. Man kann setzen: a =0,012; (=1 fiir neue Rohre
mit ganz glatter Innenfliche ohne erkennbare Verschiebung der
Querschnitte an den Verbindungsstellen. .

a=0,020; C=1fiir neue oder sehr gut gereinigte Rohre mit ganz
geringen Unebenheiten an der Innenfliche und an den Verbindungs-
stellen. ‘

5
a = 0,020 und C:(g) fiir Rohre mit ersichtlichen Uneben-
1

heiten, worin d den normalen, d, den von den Unebenheiten ver-
ursachten freibleibenden Durchmesser bedeuten. Der Wert des
Zahlers b ist von der Temperatur abhingig und betragt 0,0018 bei
etwa 20° C, wichst bis zu 0,0022 bei 3° C und nimmt ab bis zu
0,0004 bei 100° C.

Berechnet man fiir z. B. L==100 m; D=0,5 m; v,, = 2,0 m/sek
t=20° die Werte von 4dp, so ergibt sich aus der Formel I:

n=0,000103
und hiermit aus Formel II:

Ap=12,6368 kg/qm
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mit a=10,020, C=1; b=0,0018 aus Formel IV:
4= 0,020 + 0,0018 = 0,0218

und mit y = 1000 kg/cbm; g= 9,81 m/sek? aus Formel III:
Ap —816 + 73 =889 kg/qm.

Hieraus erkennt man, daB die Bewegungswiderstinde nur in
relativ geringem Malle von der Reibung selbst abhingen, daB viel-
mehr der Zustand des Rohres, dessen EinfluB in der Formel IV durch
den Zahlenwert « und den Koeffizienten ¢ zum Ausdruck kommt,
in liberwiegendem MaBe bestimmend fiir dieselben ist.

Die Erklarung hierfiir ist nun durch die grundlegenden Versuche
von Osborne Reynolds gegeben, die in Papers on Mechanical
and Physical Subjects, Cambridge, at the University Press, 1901,
Vol. II, pag. 51 u. f. verdffentlicht sind; aus denselben geht hervor,
dal neben der flieBenden Bewegung noch unregelmiflige wirbelnde
Bewegungen vorhanden sind, die die fiir das FlieBen ndtige Druck-
differenz erhéhen; es ist dies die Erscheinung der

Turbulenz.

Durch Beobachtung der Strémungserscheinungen in geraden Glas-
rohren von kreisformigem Querschnitt, in denen die Form der Be-
wegung durch entsprechende Zufithrung gefirbter Fliissigkeitsbander

Fig. 3.

(Fig. 3) ersichtlich gemacht wurde, ergaben sich folgende qualitative
Resultate:

1. Bei geniigend kleinen Geschwindigkeiten bildete der die
Stromung zeigende Farbstreifen eine schone stabile gerade
Linie lings des Rohres.

2. Bei vergroflerten Geschwindigkeiten tritt immer in betricht-
licher Entfernung von der Einmiindung, dort aber pldtzlich
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eine Mischung des Farbbandes mit dem umgebenden Wasser
ein, die dann im weiteren Teil des Rohres erhalten bleibt;
bei Momentbeleuchtung erweist sich die gefirbte Masse in
mehr oder weniger regelmiflige Wirbel aufgelost, die Be-
wegung ist nur im ersten Teil des Rohres stabil.

Die Geschwindigkeit, bei der dieser plotzliche Ubergang vom
stabilen in den wirbelnden Zustand stattfindet, ist in be-
stimmter Weise abhéngig vom Durchmesser und der Tem-
peratur der Fliissigkeit; sie hat den Charakter einer kritischen
Geschwindigkeit.

. Wird in die Rohre eine sich an die Rohrwand anschmiegende

Drahtspirale eingelegt, so treten an derselben Stérungen
der Bewegung bereits bei kleineren Geschwindigkeiten als
sub 3 auf.

. Ist der Zustand im ZufluBgefiB ein sehr unruhiger, so 16st

sich bei ganz kleinen Durchflugeschwindigkeiten das Farb-
band schon bald in unregelméfBiige Wirbel auf; bei etwas
vergroBerter Geschwindigkeit werden die Wirbel regelmiBig
und verschwinden dieselben bei weiterer VergroBerung der
Geschwindigkeit so, daf die Bewegung eine stabile, das Farb-
band geradlinig wird, welcher Zustand bestehen bleibt, bis
die dem Rohrdurchmesser und der Temperatur entsprechende
kritische Geschwindigkeit erreicht wird, bei der die normale
Erscheinung eintritt.

In relativ engen Rohren treten abwechselnd in periodischer
Langenausdehnung unstabile und stabile Bewegungen auf.
Die Unstabilitdit beginnt unter allen Umstinden in einer Ent-
fernung von der Eintrittsmiindung des Rohres, > 30fache
des Rohrdurchmessers.

Das wesentlichste quantitative Resultat besteht in der Formel:

.D.
“ik—n:‘lzc mit €= 1900 bis 2000,

wobei v, die kritische Geschwindigkeit, D den Rohrdurchmesser,
o die spezifische Masse, # den Koeffizienten der inneren Reibung
und C eine Konstante bedeuten, deren Werte Reynolds aus seinen
eigenen Versuchen und denjenigen von Poisseuille und von Darci
abgeleitet hat; C ist ein reiner Zahlenwert. Mit den Dimensionen

des obigen Beispiels y=— 998,26 kg/cbm» entsprechend t=20° und

g=9.81 m/sek, also p==101,7 wird

0,000103

v =2000- 01 75¢ 05

= 0,004 m/sek.
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Man erkennt, dal} die kritische Geschwindigkeit sehr kleine Werte
annimmt und daher in Rohrleitungen im allgemeinen unstabile oder
nach gebrdauchlicher Bezeichnung turbulente Bewegungen vorhan-
den sind.

Aus den aufgezéhlten Versuchserscheinungen, die durch andere
Experimentatoren bestétigt und erweitert wurden, ferner aus dem
Umstande, daB der Widerstand durch innere Reibung allein ein
geringer und da der Wert der kritischen Geschwindigkeit mit ab-
nehmender Zihigkeit der Fliissigkeit, d. i. abnehmendem #, sinkt.
ist zu schlieBen, daB die Quantitét des Widerstandes der turbulenten
Bewegung durch UngleichméBigkeiten der Strémung bestimmt ist.
die einerseits durch Storungen der Bewegungen am Zu- und Abfluli,
gsowie durch die Rauhigkeit der Rohrwandung verursacht, anderer-
seits eben durch die Eigenschaft der leichten Beweglichkeit geférdert
sind. Die innere Reibung spielt hierbei eine ausschlaggebende Rolle
in der Nahe der Winde, indem dieselbe dort Wirbel verursacht, die
in die tibrige Fliissigkeit hineinwandern. Siehe Prandtl, Verhandl.
d. internat. mathem. Kongresses 1904.

Die Turbulenz ist natiirlich nicht an Réhren mit Kreisquer-
schnitt gebunden, sondern ist im allgemeinen bei Stromungsvor-
gingen zu finden; ihr Einflul auf das Stromungsvermdgen ist fiir
die Zwecke der praktischen Rechnung durch eine Reihe von
Formeln zur Bestimmung der Widerstandshéhe, d.i. die in Wasser-
sdule ausgedriickte Druckdifferenz Ap also h, = dp zum Ausdruck
gebracht?!); diese Formeln beziehen sich auf Stromungen in Réhren.
Fliissen und Kandlen und wird auf deren systematische Zusammen-
stellung in , Enzyklopéddie der mathematischen Wissenschaften“ IV, 2
Heft 3, Hydraulik von Forchheimer verwiesen. Im Heft 44 der
Forschungsarbeiten des V. d. Ing. und im Bd. 52 der Z. d. V. d. Ing.
hat Biel die Ergebnisse derselben in folgende zwei Formeln nebst

Tabelle zusammengefal3t:

/cLzm
h — . . . . ... ... A
v R
o . . __ Querschnitt in gm
worin R den hydraulischen (Profils-)Radius, d.h. B= benetzter Umfang m

und L die Rohrlinge in Kilometern bezeichnet;

B
v\/Ry

k_H_VR+

1) Hierzu gehort auch die oben erwihnte Formel von Lang.



12 Grundlagen.

a ist ein Grundfaktor, f der Rauhigkeitsfaktor, b der Zahigkeits-
faktor und (n) der Reibungskoeffizient (nach Biel absoluter Zéhig-
keitskoeffizient) in C.G.S.-Einheiten, also (y)==98,1 5, wenn #, wie
oben, in, dem praktischen MaBsystem entsprechenden Ziffernwerten
gegeben ist.

Biel unterscheidet 6 Rauhigkeitsgrade, charakterisiert dieselben
wie folgt:

Rauhigkeitsgrad 1 blankgezogene Rohre,
" II Blechrohre,
- IIT guBeiserne Rohre und ebene
Wandungen aus Zement,
. IV  rauhe Bretter,
“ V Backsteinwandungen,
" VI rauhe Wandungen

stellt folgende Tabelle auf:

Rauhigkeitsgrad . . . . . I 1I 111 v v V1
Grundfaktor ¢ . . . . . 0,12 0,12 0,12 0,12 0,12
Rauhigkeitsfaktor fiir

Rohre, f . . . . . . . 0,0064 0,018 0,086 0,054 0,072
fir Bruchsteinmauerwerk: 0,18
, Trauhes » 0,27

» Kanile in Erde, regel-
méBige Bache, Flisse,

Stréme . . . . . .. 0,50
» Gerolle, Wasserpflanzen

und Hindernisse . . . 0,75

dto bis . . . . . .. 1,06
Zahigkeitskoeffiz. b . . . 0,95 0,71 0,46 0,27 0,27

p () fiir £=120 Yoo o 00118 10,0088 0,0057 0,0032 0,0032
T, t=1000 ©0,00294 0,0022 0,00142 0,00083 0,00024

und zeigt an Diagrammen die gute Ubereinstimmung mit den Er-
gebnissen friiherer Formeln.

Bei der Verschiedenheit der Umstiande, die die Turbulenz ver-
ursachen, ist es naturgemifl unmoglich, eindeutige Hypothesen
fiir deren Quantitét aufzustellen; es ist jedoch von verschiedenen Phy-
sikern gezeigt worden, dall der allgemeine Aufbau obiger empirischer
Formeln auch auf theoretischem Wege begriindet werden kann, und
sind diesbeziiglich namentlich die Untersuchungen von Osborne-
Reynolds an oben angegebener Stelle und diejenigen von Bous-
sinesq in seiner Theorie de Uécoulement tourbillonant et tumul-
teux ... anzufiibren.

Beide Autoren und ferner H. A. Lorentz-Leiden haben Theorien
der turbulenten Bewegung auf Grundlage der Hydrodynamik auf-
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gestellt, um die dynamischen Verhiltnisse der Turbulenz zu kliren
und den EinfluB der Zahigkeit auf die Stérung oder Wiederher-
stellung der Stabilitit zu bestimmen. (Siehe Abhandlungen iiber
theoretische Physik von H. A. Lorentz, Teubner-Leipzig, S. 43 u. £

Auf die Theorien von Lorentz wird in der Folge Bezug ge-
nommen werden.

B. Die Grundgleichungen.

Der Bewegungszustand einer Fliissigkeit ist dann durch Gleichungen
vollstindig beschrieben, wenn mittels derselben fiir jeden Punkt des
von der Flissigkeit erfillten Raumes und fiir jede Zeit die Stro-
mungsgeschwindigkeit und die, an das den Punkt umgebende Massen-
element angreifenden, Krafte der GroBe und Richtung nach bestimmt
werden konnen.

Die mathematische Beschreibung erfordert die Wahl zweck-
miBiger Koordinatensysteme, auf die die Bewegungen zur Ortsbestim-
mung und Orientierung der Geschwindigkeiten und Krifte bezogen
werden und die Festlegung des Anfangszustandes, von dem aus die
Zeitmessung erfolgt.

Die Form der Koordinatensysteme "wird in der Folge zumeist
der Stromungsform angepafit, fiir allgemeine Betrachtungen das kar-
tesische Koordinatensystem verwendet werden. Handelt es sich um
die Beschreibung einer Stromung in einem gegen die Erde fest-
stehenden Hohlraum, so geniigt die Annahme eines mit der Erde
fest verbunden gedachten Koordinatensystems; handelt es sich
um die Beschreibung einer Strémung gegen einen in der stro-
menden Flissigkeit bewegten Korper, so ist ein, mit dem sich
bewegenden Korper fest verbundenes Koordinatensystem anzunehmen
und dessen Bewegung gegeniiber dem zur Erde feststehenden Koordi-
natensystem zu beriicksichtigen; es finden hierbei die Grundsétze
der Relativbewegung Anwendung.

Die auf ein Massenelement der Fliissigkeit wirkenden Kréfte sind
teils Massenkridfte, teils Oberflachenkrafte. Als Massenkraft
kommt vom rein physikalischen Standpunkt aus bei Beschreibung der
Bewegung der Fliissigkeit im feststehenden Koordinatensystem nur
die Schwerkraft in Betracht; bei Beschreibung in bezug auf das be-
wegliche Koordinatensystem sind nach dem Satz von Coriolis die
Erganzungskrifte der Relativbewegung als Massenkrifte hinzu-
zufiigen; hierdurch wird bekanntlich erreicht, daf bei angenommener
Ruhe dieses Koordinatensystems, unter dem Einflul der Schwer-
kraft und der Erginzungskrifte die Flissigkeit dieselbe Bewegung
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als absolute Bewegung annehmen wiirde, die sie dem bewegten
Korper gegeniiber als Relativbewegung ausfiihrt; man hat also bei
Aufstellung der Gleichungen in diesem Falle von einer Bewegung
des (Korper-)Koordinatensystems abzusehen; dieselbe ist bereits in
den Ausdriicken fiir die Erganzungskrifte berticksichtigt.

Der bewegte Korper kann hierbei selbst von Fliissigkeit durch-
stromt werden; wie z. B. in Turbinen und in Kreiselpumpen.

An den Beriihrungsflichen der einzelnen Massenelemente
untereinander sowie gegen andere Medien (Luft an den freien Ober-
flichen, festes Material an den Beriihrungsflichen mit festen Korpern
usw.) treten Oberflichenkriafte auf, die im allgemeinen schrig,
in der widerstandsfreien Fliissigkeit jedoch nur senkrecht gegen
die Elemente der Oberfliche gerichtet sind; der Druck einer
Fliissigkeit auf den von ihr benetzten Korper wird ver-
mittelt durch die an der benetzten Berithrungsflache auf-
tretenden Oberflachenkréifte.

In einem bestimmten Punkte der widerstandsfreien Fliissigkeit
ist der Betrag der Oberflichenkraft pro Fliacheneinheit fiir alle Rich-
tungen oder, was dasselbe, fir alle den Punkt enthaltenden Flichen-
elemente derselbe, heilt die Pressung im Punkte z, y 2z, und
ist als Druck an allen Begrenzungsflichen eines Elementes gegen das
Innere desselben gerichtet; Komponenten, die in die Flache fallen,
sind bei der widerstandsfreien Fliissigkeit nicht vorhanden; in der
widerstandsbehafteten Flissigkeit sind solche (kurz benannt) Tan-
gentialkomponenten wirksam und besteht im Gegensatz zur wider-
standsfreien Fliissigkeit nicht Gleichheit der Pressung, d.i. der Normal-
driicke pro Flacheneinheit nach allen Richtungen, sondern es hat nur
das arithmetische Mittel aus den Pressungen in je drei zueinander
senkrechten Richtungen fiir einen bestimmten Punkt des Raumes
denselben Wert, der als Mittelwert in die Gleichungen eintritt?!).

I. Fundamentalgleichungen von Euler.

Fiir widerstandsfreie Bewegung.

Um einen Punkt mit den Koordinaten z, y, z eines kartesischen
Koordinatensystems, Fig. 4, sei ein parallelepipedisches Raumelement
mit den zu den Achsen parallelen unendlich kleinen Seitenlingen 9,
(Sy, d, abgegrenzt; es liegt die Aufgabe vor, den Bewegungs-
zustand derjenigen Fliissigkeitsteilchen zu beschreiben,
die zur Zeit ¢t durch dieses Raumelement flieBen.

1) Siehe S. 135 u. f. und Lamb, Hydrodynamik, S. 658.
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Der Massenmittelpunkt dieser Fliissigkeitsteilchen befindet sich
zur Zeit ¢t auf dem Element o seiner Bahn, dessen Projektionen
auf die Koordinatenachsen mit o, 0,0, bezeichnet seien, und besitzt
eine Geschwindigkeit v, deren Richtung mit jener von ¢ identisch
ist; die Komponenten von v sind v, Vys Y,

Nach dem allgemeinen Gesetze: Masse- Beschleunigungskompo-
nente gleich wirksame Kraftkomponente und den Bezeichnungen X,
Y, Z, fur diese Komponenten parallel zu den Koordinatenachsen er-
geben sich die drei Gleichungen
dv, dv dv

— X- LYV Y- Rt S
0t =X; 96x6y6z 71 Y; anéydz it Z,

00,0,

Fig. 4.

wobei g den Betrag der spezifischen Masse der Fliissigkeit bedeutet.
Die Komponenten X, Y, Z setzen sich je aus zwei Hauptteilen zu-
sammen, d. s. erstens der den Massenkriften zukommende, zweitens
der den Oberflichenkriften zukommende Teil; mit K. Ky, K, als
Werte der Massenkraftkomponenten pro Masseneinheit ergeben sich
die Betrdge der ersten Teile:

K, 00,0 0 K, 06,9,

yz; ?/z;

Kz'anéyaz;
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bezeichnet ferner p die Pressung im Punkt xyz zur Zeit ¢ und sind
gp—; ?Tp; g—p die Betrige der Pressungsinderung pro Léngeneinheit

x oy 0z
in Richtung der Koordinaten, so folgt fiir den Teilbetrag der Ober-
flaichenkrifte

. . ) opd x) ( op cﬁo) _ @

in der X-Richtung: ( —i% 7 9,0, —\p+ PP 9,0,= 6x6yéz

” " ¥- ” = 6 (S O
in analoger Ableitung 8

» n Z- ” == p 5 4,0

x Yz

somit werden

X=<K l)a )

x ox xy z?
., 0p
Y—: <Ily 5") 6:&:61462’
= (Kz — ——> 616,!62
Die Beschleunigungskomponenten sind die Grenzwerte von
VUpe — Y51 Vye — Uy Voo — Y,y

b b

T 7 T .

fir limz=0, wenn v_,, Vyg) V,q T€SP. Uy, Uy, U,y, die Werte der
Geschwindigkeitskomponenten in den Endpunkten des Bahnelementes o
bedeuten, das im Zeitelement 7 vom Massenmittelpunkt des Flissig-
keitselementes zuriickgelegt wird; die GroBfen der Geschwindigkeits-
komponenten in einem Punkte sind im allgemeinen durch Werte
von Funktionen der Koordinaten des Punktes bestimmt und an
demselben Punkt mit der Zeit verdnderlich; dementsprechend er-
gibt sich

ov, o, A 0v, o, OV, 0, Ov, T
R N A Sl Tl T B i e B TR
Vo= _a_vz.g@c._?fggl{ %f’z_ ov, 9 T
Tt oy 2 oy 2 0z 2 ot 27
hiermit
Tt e % 00, 0y 4 00, 0, 4 OV,
T + oy v + 0z 1 ot
und da die Grenzwerte von
_01_:” f}{:v fizv
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sind, so folgt:
dv, 0v, ov, 0vy ov,
T ot TV Ty T

dvy  0vy 0vy ovy Ovy
, _ TR AT yay+’az
und in analoger Ableitung

) ov, dv,
U T Ty TG

dv _0v, ov

Durch -Einsetzen dieser Beschleunigungswerte und der Werte fiir X,
Y, Z in die urspriinglichen Gleichungen und Division durch ¢4, 96,9,
erhdlt man folgende drei Bewegungsgleichungen:

1 op ov ov ov,

ov
PG A - e L I

R an ot T aa T gy T gy
1 8p 8vy azy 0vy ovy

K ——- et = II
1 8p ov ov ov, ov

K ——. = z —2 T 1 |
: 9 9z 8t+vx bx Ty oy L 0z

Das Raumelement ¢_, 6y, d, wird von Fliissigkeit durchstromt;
andert sich die Dichte der Fliissigkeit mit der Zeit, so wird auch
der Masseninhalt des Raumelementes sich mit der Zeit &ndern. Es
ist noch der Stromungsvorgang mathematisch zu formulieren.

Die Fliissigkeit stromt mit der Geschwindigkeit v durch die

Fliche 9, -0, des Punktes x,y,z; es ist daher (vx-g—?p =@ 630) dydz

ox 2

die pro Zeiteinheit in der X-Richtung in das Element eintretende,

<vm- o+ Z%x ¢ 890) 0y 0z die pro Zeiteinheit in derselben Richtung aus-
x

tretende Masse; mithin ist: — ov a” 25 dy dz die Anderung des Massen-

inhaltes, die durch die Strbmungskomponente in der X- Rlchtung ver-
ursacht wird; ebenso erhidlt man —-—= 6x dydz und ——% Z0xdy oz

fiir die anderen Richtungen und schhethh als Ausdruck fur d1e Ande-
rung des gesamten Masseninhaltes pro Zeiteinheit im Raumelement
zur Zeit t:
dxdyd
W ,,,5 oy dz

Pr4g§il, Technische Hydrodynamik. 2
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die Summe der Einzelinderungen mufl gleich der Gesamtinderung
sein, woraus mit obigen Werten die Gleichung folgt:

00 , 0v,- (’)U,,Q E)vg
6t+ 6x + +

diese Gleichung heiBit die Kontlnultatsglelchung.

Die Gleichungen I, IT, ITI, IV sind die Eulerschen Fundamental-
gleichungen der Hydrodynamik. Fiir inkompressible reibungsfreie,
also ideale Fliissigkeiten als deren nichster Reprisentant das Wasser
angenommen wird, indern sich die Gleichungen I, II, IIT der Form
nach nicht, es nimmt lediglich ¢ einen konstanten Wert und hier-
mit die Gleichung IV die Form an:

a” a””+ .

v

Diese Summe der drei partlellen Dlﬁerentlalquotlenten heifit die raumliche
Dilatation. Entsprechend Gleichung IV, ist bei Bewegung einer idealen
Flissigkeit die rdumliche Dilatation konstant gleich Null.

Die Gleichungen I, IT, IIT geben mit v, =0, v,=0 und v,=0
die Grundgleichungen der Hydrostatik; dieselben lauten:

Kx—-fl-'a!z:o . Is
o ox

Kﬁ}f.faﬁ:O. R

y o) ay

K—L1.2_o ... .. 1m
o 0z :

In den Gleichungen I, II, I1T und IV entfallen die Glieder mit
den partiellen Ableitungen nach der Zeit {, wenn die Bewegung
eine derartige ist, daB Geschwindigkeits- und Pressungszustand sich
im allgemeinen wohl von Ort zu Ort &ndert, aber an jedem Ort
zeitlich unverdnderlich ist. Eine solche Bewegung wird
als stationar oder nach Grashof als permanent bezeichnet.
Deren Fundamentalgleichungen sind:

1 0p ov, 0vy
K—— ~=v =% . I
T o o0x * oz y6y+’82 P
10p ovy v ovy
— =y = -, I
v o oy ”“ax+yay+zaz »
K—L1o®_, 0%, 0v% 0 III
z 0z @ ox Y oy ‘02 P
ov_ -0 6v,, ) 61; g
z 1v
2y T + »

IV, gilt dann, wenn ¢ von der Pressung p beeinflult

wird.
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Fir den Fall der inkompressiblen Fliissigkeit, d. i. ¢ = konstant
wird IV =1V .

Mit den Grundgleichungen und den Bedingungsgleichun-
gen des jeweiligen Problems koénnen im Prinzip die Geschwindig-
keitskomponenten und die Pressungen als Funktionen der Koordi-
naten z, y, z und der Zeit ¢ bestimmt werden.

Ist der Bewegungszustand ein stationdrer, so entfillt die Ab-
héngigkeit von ¢; v,, v,, v, und p erscheinen nur als Funktionen von
z, y, z und lassen sich aus den Funktionswerten der Geschwindig-
keitskomponenten die Gleichungen der Bahnlinien ableiten: da ném-
lich fiir jeden Punkt einer Strombahn

o dw .oy dy. Y dz

U/U=Iim—/°—u-=—— v zllmf» v _—_—.lim—iz—

T rdt’ z T dt
ist, so ergeben sich aus

v_dy, v, dz v, dx
v, dz’ vy_dy’ v, dz

x z

die totalen Differentialgleichungen der Projektionen der Strombahnen
auf die Koordinatenebenen

(+v)dz+(—v,)dy=4dF,
(+v,) dy +(— v)dz—dF A
(fv)dz+(—v)dz=dF,,

worin F,,, Fyz, F, . einerseits die Bedeutung von Funktionszeichen
und andererseits, sofern es sich um Feststellung der einzelnen Strom-
bahnen handelt, die Bedeutung von Parametern haben.

Wenn der Bewegungszustand zeitlich verdnderlich ist, so haben
die Strombahnen keine dauernde Gestalt; denn die Gleichungen
fiir v, v y und v, enthalten auch die Zeit als Variable.

Benutzt man trotzdem die gleichen Ansdtze V, indem man ¢
ebenfalls als Paramter betrachtet, so erhdlt man durch V die
Gleichungen fiir momentane Strombahnen und zwar ist der Zeit-
moment durch den jeweiligen Parameterwert ¢ bestimmt; diese
momentanen Strombahnen oder in kiirzerer Bezeichnung ,,Strom-
linien* sind nicht identisch mit den wirklichen Strombahnen der
einzelnen Flussigkeitselemente, sondern dieselben charakterisieren die
Aufeinanderfolge der Fliissigkeitselemente in deren Bewegungsrich-
tung im Zeitmoment.

Beispiel: In einer an sich ruhenden Fliissigkeit wird durch einen Kérper,
Fig. 5, der irgendeine (der Einfachheit halber z. B. geradlinige und gleichférmig
angenommene) Translationsbewegung besitzt, eine Stromung erzeugt, indem-
der Korper einerseits Fliissigkeitsteilchen vor sich herschiebt, anderseits dem-

2%
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selben solche folgen, hierbei geraten nicht nur die in unmittelbarer Nihe des
Korpers befindlichen, sondern auch andere Teile der Fliissigkeitsmasse in
Bewegung; jedes Flissigkeitsteilchen wird zu einer bestimmten Zeit eine be-
stinmte Bewegungsrichtung besitzen, wobei sich eine derartige Aufeinander-
folge von Fliissigkeitsteilchen ergibt, daB Kurven als Verbindungslinien von
Massenmittelpunkten gezogen werden konnen, deren Tangenten den momen
tanen Bewegungsrichtungen entsprechen; im nichsten Zeitmoment befindet sich
der Korper bereits an einem anderen Ort; es

kann unter Umstdnden die Gruppierung der be-

d wegten Flissigkeit um ihn und relativ zu ihm

der Gestalt nach kongruent der friiheren sein, aber
in den kongruenten Kurven um zwei Lagen des
Korpers befinden sich nicht mehr dieselben Flissig-
keitsteilchen, jedes derselben hat seinen Ort so-
wohl gegeniiber dem bewegten Korper als auch
gegeniiber dem feststehenden Raum, in dem sich

\ y die Fliissigkeit befindet, verandert; die Aufein-
| o ) anderfolge der Orte eines Fliissigkeitsteilchens

. gegeniiber dem bewegten Korper gibt in diesem
Fig. 5. Fall der Kongruenz der Stromlinien eine dauernde

relative Strombahn im bewegten Koordinaten-
system; die Aufeinanderfolge der Orte desselben Teilchens im feststehenden
Raum gibt die wirkliche Strombahn dieses, aber auch nur dieses Teilchens
im feststehenden Koordinatensystem.

Noch einmal hervorgehoben sei, da die Ableitung dieser
Fundamentalgleichungen auf die Aufgabe aufgebaut ist, die Be-
wegungszustinde derjenigen Fliissigkeitsteilchen zu beschreiben, die
im Laufe der Zeit in ein Raumelement gelangen; ist die Aufgabe
vorgelegt, die Bewegungszustinde eines Fliissigkeitsteilchens zu be-
schreiben, die dasselbe lings seiner Bahn annimmt, so ergeben sich
anders geformte Gleichungen, die ebenfalls von Euler herriihren,
jedoch den Namen Lagrangesche Fundamentalgleichungen der
Hydrodynamik fiihren; da jedoch in der Folge die hydrodynamischen
Probleme hauptséchlich auf Grund der ersteren behandelt werden,
sei beziiglich der letzteren auf die Literatur hingewiesen.

II. Allgemeine Form der Grundgleichungen.
Die Gleichungen

L 1¢p ov ov ov ov._ -
K 4-W —— 7 =21,y = —E Ly .
« 1T Ve oox ot ' Vegp T 8y IRCP P L,
. 1op ov, ov 8v
b W —— -2 — Y i |
ly_}_ Y 0 07/ ot _f 1‘;; + 41—- w
1op ow, ¢
K, w,— 1o 00 Bep g Yy, %%

EZA" ° w
v

o 0z ot ’”ax J?)
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koénnen als allgemeineres Resultat der Ableitung der Gleichungen I,
I1, III, IV gelten, wenn mit W, WV . W,  die Komponenten einer
Beschleunigung eingefiihrt werden, in denen der Einflul der Rei-
bung respektive der Reibung und der Turbulenz zum Ausdruck
kommt.

a) Grundgleichungen bei innerer Reibung?).

Die Erginzung der Eulerschen Fundamentalgleichungen mit
Riicksicht auf innere Reibung wurde zuerst von Navier-Poisson,
spiater von de Saint-Venant und Stokes durchgefiihrt.

Die Werte W_. W, . W, werden in diesem Fall durch die Glei-
chungen bestimmt:

15006 N,
W”_Sgaergvv"
19060 9
W === - 72 N
Y 398y+9 "
1
W L1209 0o
3002z 9 ?

in denselben bedeuten # den Poisseuilleschen Reibungskoeffizienten,

ov,
0= cx +

agy ov

+

Z die raumliche Dilatation und

by 0z . B .
Vie =

v v, 0
A

die sogenannten zweiten Differenzparameter von v, v, , v,.
Bei unzusammendriickbaren Fliissigkeiten ist o = konstant, mit-
hin die riumliche Dilatation ®=0. Die Ausdriicke fiir die Kompo-
nenten W, W , W, werden:
1 1 7
Wm:l AVAL W, = ! AVASI w="1 AVAST
o Yoo ! T
Fiir die Folge wichtig sind die Resultate, die auf Grundlage dieser Glei-
chungen fiir die Bewegung in geraden kreiszylindrischen Rd&hren erhalten
werden :

1) Beziiglich der Ableitungen wird auf die Literatur, namentlich Lamb,
Hydrodynamik § 319, S. 672, verwiesen.
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In einer Rohre von konstantem kreiszylindrischen Querschnitt ist die
Geschwindigkeit der Fliissigkeit im Abstand r von der Achse

_ AP o e
1)*4—77—14(7},——-7‘),

worin 4 die Pressungsdifferenz auf die Linge L, r, den Radius der Rohren-
wand und » den Koeffizienten der inneren Reibung bedeuten. Hieraus ergibt
sich die Durchflumenge pro Zeiteinheit

_ara 4p
8y L
und die mittlere Geschwindigkeit
_radp
U = 8y L’
so daff mit ra:—ZD— als die auf 8.8 angegebene Formel II d. i Ap:?’z%[;%

erscheint.

Die Gleichung fiir ¢ bildet die Grundlage fiir die Versuche zur Bestim-
mung der Koeffizienten.

Entsprechend der am Schlusse auf S. 14 beziiglich der Bedeutung von p
gegebenen Erklirung ist in diesem Falle p als der Mittelwert der Pressungen
in drei zueinander senkrechten Richtungen zu betrachten.

¥y, ¥y, U, behalten ihre Bedeutung als Komponenten der Geschwindig-
keiten nach den Koordinatenrichtungen in den einzelnen Punkten des von
Fliissigkeiten erfiillten Raumes bei.

b) Grundgleichungen bei innerer Reibung und Turbulenz?).

Die Untersuchung des Einflusses der Turbulenz wurde sowohl
von Osborne Reynolds als auch von Lorentz ohne Beriicksich-
tigung der Zusammendriickbarkeit, also unter der Annahme y = konst.
und unter Ausschlu3 duBerer Massenkrifte, also

K,=0, K,=0, K,=0,

durchgefiihrt; der leitende Grundgedanke dieser Untersuchungen be-
steht in der Teilung der Bewegung in die Hauptbewegung und in
die turbulente Bewegung in dem Sinne, dafl jener das Weiter-
flieBen, dieser hingegen die unregelméfigen wirbelnden Be-
wegungen zugeteilt wurden; diese Teilung wird zum Ausdruck ge-
bracht durch die Relationen

v,=v,+v; vy=5y—-}—vy’; v,=v,+v;

worin v_x, ’ITy, 1;; und p Mittelwerte der Geschwindigkeitskomponenten

der Hauptbewegung, v/, v/, v, und p’ die, der turbulenten Bewegung

z) Yy
1) Beztiglich der Ableitung wird auf die Abhandlung III von Lorentz,
.43 bis 71, verwiesen: ,,Uber die Entstehung turbulenter Fliissigkeitsbewegungen

und den EinfluB dieser Bewegungen bei der Stromung durch Rohre,
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entsprechenden, Geschwindigkeits- resp. Pressungranteile bedeuten.
Die Bildung der Mittelwerte ist hierbei in der Weise vorgenommen
gedacht, da die Bewegung 7_"@7 v, ;z einfacher ist als die wirkliche,
ohne daB alle Einzelheiten der Turbulenz verschwinden; dieselbe
kann auf dreierlei Art erfolgen und zwar in bezug auf:

entweder einen kleinen Zeitabschnitt (z),

T
t - —
+2

- 1
Uéc:rd(’umdt
t— =

2

oder einen kleinen Léngsabschnitt (s)

- 1
v, == —S-fvmds

oder einen kleinen Raumteil (S)

- 1
v, == §‘[vm as,

wobei in jedem Bewegungsfalle diejenige Art zu wihlen ist, durch
die die Turbulenz noch geniigend zum Ausdruck kommt.
Fir die Anteile v/, uy’, v, wird die Eigenschaft angenommen,
dafl ihre Mittelwerte gleich Null sind.

In den allgemeinen Grundgleichungen I, II,, IIT , IV, sind
die Geschwindigkeiten und die Pressung diejenigen der Hauptbewegung
und wird

:_l 2 __—i_rg_ i NG _a__l /]
Wz 0 v vx _axvx ‘i_ayvxvy —l—azlacvz
__77 - —a e 0 e o .
Wy—g vZ y—_ﬁvyvy+%vy —f—é;’by ’Uz:l
Ui - [0 —— | 0 —— | 0 -, 1
W =L 2 e el
2= Vi, _8zvzv”+8yvyvz+9zv2 )

Lorentz zeigt, daB die Glieder in den eckigen Klammern einem
Transport von Bewegungsgrofe infolge der turbulenten Bewegung
entsprechen, wodurch Tangentialkomponenten der Oberflichenkrifte
also gleichsam neue Reibungen entstehen.

In § 13 der Orgininalabhandlung von Lorentz werden diejenigen
Gleichungen abgeleitet, mittels deren man bei gegebener Haupt-
bewegung die turbulente Bewegung bestimmen konnte; in den §§ 14
bis und mit 17 wird die beziigliche Untersuchung fiir die stationire
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Stromung durch ein gerades Rohr mit kreisférmigem Quer-
schnitt durchgefithrt und die Resultate mit denjenigen der Pois-
seuilleschen Strémung verglichen.

Unter Annahme geradliniger, achsenparalleler Hauptbewegung
wird fiir die Geschwindigkeit derselben die Formel abgeleitet:

ra
N BN SRS P
U—k'ﬁ (r,2—r? an dr
¢

wobei Q:Qu,,';fé;;} ist, mit v, und v, als Geschwindigkeitskompo-
nenten der Turbulenz von der Eigenschaft, daBl der Mittelwert
v,;-wb,; nur von r abhingt; ¢ bedeutet das Druckgefille auf die

Lénge L<es ist also q:A§> und # den Koeffizienten der inneren

Reibung.
Dag Resultat wurde unter folgenden Annahmen erhalten:

1. Die mittlere turbulente Bewegung ist fir alle Querschnitte
konstant; diese Annahme beruht auf der durch Versuche festgestellten
Tatsache, daB die fiir eine bestimmte Ausflulmenge né&tige Druck-
differenz auch bei Vorhandensein von Turbulenz der Rdohrenldnge
proportional ist; dementsprechend konnten alle partiellen Ableitungen
nach der Achsenrichtung von Mittelwerten der Produkte von Ge-
schwindigkeitskomponenten der Turbulenz, sowie auch diejenige der
Hauptbewegung gleich Null gesetzt werden.

2. An der Rohrenwand werden alle Geschwindigkeitskompo-
nenten gleich Null entsprechend der Annahme des Haftens.

3. Wegen Symmetrie um die Achse sind v und alle Mittelwerte
der Produkte von Geschwindigkeitskomponenten der Turbulenz nur
von r abhingig; das bedingt naturgemifBl Vernachldssigung des Ein-
flugses der Schwerkraft und hiermit Weglassung der Komponenten
derselben in den Gleichungen a.

Im weiteren wird bewiesen, daBl durch die Turbulenz die Er-
giebigkeit bei gleicher Druckdifferenz auf dieselbe Linge gegeniiber
einer geradlinigen Stromung mit lediglich innerer Reibung verkleinert
wird, und dall hierbei das Geschwindigkeitsgefélle lings eines Radius
von der Mitte zu zuerst langsamer, gegen die Rohrwand viel schneller
zunimmt als bei der Poisseuilleschen Stromung.

Auf Grund der allgemeinen Gleichungen wurden von Reynolds auch
Beweise fiir die Existenz einer kritischen Geschwindigkeit als Grenze des sta-
bilen Zustandes erbracht, die fiir spezielle Fille hierbei errechneten Resultate
tiir die GroBe derselben weichen allerdings von den Versuchswerten ab, was
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jedoch begreiflich erscheint, da die Form der eigentlichen Turbulenz doch nur
angenommen und auf Grund dieser Annahme in die Gleichungen eingefiihrt
werden konnte; die Form der Gleichung fiir die kritische Geschwindigkeit ent-
spricht jedoch der empirisch gefundenen.

Einen Versuch, aus den Grundgleichungen Formeln fiir die Bestimmung
der Turbulenz abzuleiten, hat Boussinesq in seiner Théorie de Pexcoulement
tourbillonant et tumultueux des liquides, 1897, Paris Gauthier-Villars et fils,
unternommen; es werden ebenfalls durch Teilung der Bewegung in 2 Teile die
Navier-Possonschen Formeln umgeéindert und durch Anpassung des Rei-
bungskoeffizienten an die Bazinschen Versuche die quantitative Ubereinstim-
mung der theoretischen mit den Versuchsresultaten zu erreichen gesucht.
Lorentz weist jedoch darauf hin, dafl hierbei gerade die der turbulenten Be-
wegung entsprechenden Glieder vernachlissigt seien. Siehe Abhandlungen der
mathem. Physik, S. 62.



11. Hydrostatik.

Die Hydrostatik beschreibt die Zusténde der ruhenden Fliissig-
keit; es folgen aus den Bewegungsgleichungen die drei Hauptglei,
chungen (siehe Seite 18):

1op lop 10p

K ———=0 K —— =0, EK——=~=0 . A
* oo ’ v o dy ‘g0z
Die Kontinutitsgleichung reduziert, sich auf
o0
—==0 ............ B
ot

Aus letzterer Gleichung ist zu folgern, dafl der Ruhezustand zeit-
liche Unverdnderlichkeit der Dichte bedingt.

Es sind zwei Fille zu unterscheiden:

1. Die Ruhe gegeniiber der Erde, wobei die Fliissigkeit sich
in einem mit der Erde fest verbundenen Raum befindet; es sind dann
K,, K, K, lediglich die Komponenten der Schwerkraft:

2, Die Ruhe gegeniiber einem Raum (Hohlraum eines Gefifles),
der sich gegeniiber der Erde in Bewegung befindet; K, K , K, be-
stehen dann aus den Komponenten der Schwerkraft und aus den
Komponenten der ersten Erginzungskraft der Relativbewegung, da
die zweite Erginzungskraft gleich Null ist.

Zur Abkiirzung seien die Bezeichnungen: absolute Ruhe fiir
den ersten Fall, relative Ruhe fir den zweiten Fall eingefiihrt.

A. Absolute Ruhe.

I. Zustandsbestimmung.

In dem mit der Erde festverbundenen kartesischen Koordinaten-
system sei die positive Z-Achse lotrecht entgegengesetzt der Rich-
tung der Schwerkraft angenommen.

F. Présil, Technische Hydrodynamik
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 1913
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Es werden dann K, =0; K,=0; K =—y, da o= % ver-
einfachen sich die Gleichungen A, auf
op op op
— =0, =0 == ... . A
ox oy 92 ¥

Unter Beriicksichtigung, dall p im allgemeinen von Zeit und
Ort abhangt, also
SO T S S
ot ox oy 0z
ist, folgt
dp———%%dt-—y-dz.......... C

Die Integrdtion ist moglich entweder,

1. wenn 56_1; nur eine Funktion von ¢ und gleichzeitig y nur

eine Funktion von z ist, es ist dann mit Tzfaaz;dt und Z:fydz:
r=T+2

und ergibt sich, daB die Horizontalebenen die Orte gleichzeitiger
konstanter Pressung sind, dall jedoch der Pressungswert der einzel-
nen Fliachen zeitlich veridnderlich ist; die Horizontalebenen sind
hierbei auch Orte gleicher Dichte der Flussigkeit, die aber mit Riick-
sicht auf Gleichung B zeitlich konstant bleiben mufB}. Dieser Zu-
stand kann eintreten, wenn eine an sich inhomogene, aber inkom-
pressible Fliissigkeit in einem offenen Gefdll zur Ruhe gekommen
ist, die Dichte daher nur mit der Tiefe verénderlich, die Pressung
an der freien Oberfliche zeitlich veridnderlich ist; selbstverstindlich
ist auch der Fall der konstanten Dichte eingeschlossen;

0 . . . .
2. wenn ~a€=0; es kann hierbei y eine Funktion von z also

die Fliissigkeit auch kompressibel sein;
Es ist dies der natiirliche Fall der absoluten Ruhe, der Unver-
anderlichkeit der Pressung an der freien Oberfliche bedingt.

Ist 2—1220 und y unverdnderlich, so folgt aus Gleichung C,

durch Integration
p=Konstante —yz . . . . . . . . Cyu

dieselbe driickt ebenfalls aus, daB die Horizontalebenen Flichen
gleicher Pressung oder in gebrduchlicher Niveauflachen sind. Durch
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die Form der Niveauflichen und die denselben zukommenden Pres-
sungswerte ist der Zustand der Fliissigkeit charakterisiert.

Ist in der Niveaufliche mit der Ordinate z, die Pressung = p,,
so folgt durch Elimination der Konstanten

P_p0:7(20_2> . . . . . . . N C***

An der freien Oberfliche ist die Pressung konstant, daher ist die-
selbe eine Niveaufliche; kommt derselben die Ordinate z, zu, so
bedeutet p, die Pressung des an der freien Oberfliche anstehenden

Mediums (Luft, Gas, ... ), bezeichnet man h=z,—z, so folgt
schlieBlich die praktische Hauptgleichung:
p=p,+vrh. ... ... ....C

die besagt, dall die Pressung in einem Punkt der Fliissigkeit gleich
ist, der Pressung an der freien Oberfliche mehr einem Betrage
gleich dem Gewichte einer lotrechten Fliissigkeitssiule von der
Héhe 7 und dem Querschnitt gleich der Flicheneinheit.

Dividiert man in C durch y, so erhdlt man r—=p—9~-{—h.
4 v

v
7
sigkeitssdulen der Pressungen p und p,; ist p, die atmosphérische
Pressung also = 10000 kg/qm entsprechend einer neuen Atmosphiire —
kg/qem, so folgt mit y = 1000 kg/cbm als Gewicht von 1 cbm Wasser:

Po — 10m als Wassersiule der atmosphérischen Pressung.

und 22 haben die Dimension von Léangen und heiflen die Fliis-

p—p, nennt man auch den Uberdruck pro Flichenein-
heit; durch Manometer und Piezometer werden zumeist Uberdriicke
gemessen.

Im folgenden werden, sofern nichts Gegenteiliges be-
merkt ist, y und p, immer als konstant angenommen.

II. Bestimmung der Drucke auf Oberfliichenteile
fester Korper.

Unter dem Einflul der Pressung p entstehen auf die benetzte
Oberfliche eines mit der Fliissigkeit in Beriihrung stehenden festen
Korpers (Gefal, eingetauchter Korper, Schwimmkdrper) wirksame
Druckkrifte; um iiber deren GréfBle, Verteilung und Wirkung Auf-
schluB zu erhalten, werden vorerst die Druckkrifte bestimmt, die
auf einen abgegrenzten Teil der Oberfliche parallel zu den Koordi-
natenachsen und parallel zu einer angenommenen Richtung wirksam
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sind. Fiir die beziigliche Untersuchung sei das kartesische Koordi-
natensystem wie friiher mit lotrechter Z-Achse. aber deren positive
Richtung in Richtung der Schwerkraft fallend angenommen; es
indert dies an den Koordinaten x, y nichts; statt h kann aber be-
quemerweise z geschrieben werden, wenn man die XY-Ebene in die
freie Oberfliche verlegt.

Es sei nun df ein Element eines begrenzten Teiles!) f der be-
netzten Oberfliche; der Mittelpunkt des Elementes df habe die Ko-
ordinaten x, y, z, die Normale in demselben. genommen in Rich-

Fig. 6.

tung der Wirkung der Pressung, also von der Fliissigkeit gegen die
Fliche, sei gegen die Koordinatenachse unter den Winkeln nz. ny,
nz geneigt; die totalen Druckkrifte, die auf f parallel zu den Ko-
ordinatenachsen wirksam sind, seien mit II_, II . Il bezeichnet; es
sel ferner eine Richtung m durch die Winkel ma. 7;zy, mz mit den
Koordinatenachsen gegeben; die totale Druckkraft, die auf f parallel
zu dieser Richtung wirksam ist, sei mit IT_, deren Komponenten
parallel zu den Koordinaten-Achsen mit .. 1, . II . bezeichnet.

Die Pressung im Punkte X, Y, Z ist nach Gleichuilg C jedoch
mit der Bezeichnung z statt

p=p,+7ye

1) Hierzu die Figuren 6 und 7.
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Es ergeben sich damit folgende Werte der elementaren Driicke
dll,—=pdfcosnx =p,cosnxdf+ yzcosnxdf
a1l = pdfcosny= p,cosnydf -+ yzcosnydf
dll, =pdfcosnz==p,cosnzdf + yzcosnzdf

und sofern man mit nm den Winkel zwischen Normale » und Rich-
tung m bezeichnet

all, = pdfcosnm==p,cosnmdf -+ yzcosnmdf.

durch Integration iber die ganze Fliche f ergeben sich

I, =p,[cosnxdf+y [zcosnaxdf=mn,+ P,

I,—p, [cosnydf+y[zcosnydf=mn,+Ps . . . . D
II,=p, [cosnzdf-+y [zcosn zdf =m, -+ P,
I =p,[cosnmdf+y fzcosnmdf=mn,+P, . . .. E

Man erkennt, daB jede der Krifte Il aus zwei Teilen besteht,
von denen der eine von p,, der andere von y und z abhingig
ist; es erscheint nun vorteilhaft, die Teile vorerst getrennt zu ver-
folgen und dann die Resultate zu kombinieren.

a) Bestimmung der Krifte .
Entsprechend der Bezeichnungnn in D und E folgt
n,—=p,[cosnxdf a,=p, [cosnzdf
n,=p, [cosnydf 7, ==p, [ cosnmdf
Da cosnxdf; cosnydf; cosnzdf; cosnmdf der absoluten
Grofe nach die Projektionen von df auf Ebenen senkrecht zu den
Koordinatenachsen und zur Richtung m sind, je nach der GréBe der

Winkel nx, ny, nz und nm aber positive oder negative Werte er-
halten, so folgt, daB die Werte

f,=[cosnxdf; fyzfcosnydf P
f,=[cosmnzdf; f,= fcosnmdf|f ~

bei Ausfithrung der Integration iiber die ganze Fliche f je die
Flacheninhalte der Projektionen der Abgrenzungslinie der Fliache f
auf die Koordinatenebenen und auf eine zur Richtung m senkrechte
Ebene darstellen; zwischen diesen Flichenwerten besteht eine Be-
ziehung, die sich aus der letzten Gleichung durch Beriicksichtigung
der Identitéit

COS 1 M == COS 1 & COS N & - COS N Y COS M y -+ 1 2 cOS M 2
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ergibt; man erhalt
f,=cosma [cosnxdf-4cosmy [cosnydf | cosmz [cosnzdf
oder fn=F,cosmx—+f cosmy—+fcosmz . . . . . G

Die durch diese Gleichung beschriebene Beziehung erméglicht eine
geometrische Deutung: tréigt man ndmlich auf einem durch den
Koordinatenursprung parallel zur Richtung m gelegten Strahl von
Ursprung aus eine Linge i=—g¢-f,, ab, so daf also ¢ den Malstab
fir die Darstellung von f, durch eine Linge bedeutet, so ist er-

kennthch daB

Az cos m Ty cosm ¢ =2
7 = —1
gesetzt werden konnen, wenn mit 4, Xy, 4, die Koordinaten des
Endpunktes der Strecke A bezeichnet werden; man erhdlt dann aus

der letzten Gleichung fiir f,, durch Multiplikation mit «

y) Y y)
}”=afac'_f—+afy' Af*_i—afz'f

cCoOSmx —

und weiter, da

ist, nach entsprechender Umformung
(=) (1, S (=L =S st 1),

d. h. die Endpunkte der Strecke 1 die verschiedenen Richtungen m
cntsprechend liegen auf der Oberfliche einer Kugel, deren Mittel-

punktskoordinaten = a—QfE, @éfy ¢ 2fz
liegt demnach auf der Kugelfliche; der Maximalwert von 1 entspricht

dem Durchmesser der Kugel, es ist also

bas = VEZ T T,

sind; der Koordinatenursprung

mithin fr="fumae=V2+1F+72 ... ... H
die Richtung von fy ist bestimmt durch die Gleichungen
cos Mx = QK, cos My = fu cos Mz,=— f R |
fir far fa

Sind daher die Projektionen f,, fy, f, bekannt, so ist fy und
die Richtung von M durch die Gleichungen H und J bestimmt; da
durch die Gleichung f, = [ cos nm df bei gegebener Richtung m f,, ein-
deutig bestimmt ist, so folgt, daB bei angenommener Lage des Ko-
ordinatenursprungs die relative Lage der Kugel zur Fliche f eben-
falls eine eindeutig bestimmte ist, daB hiermit die Summe der
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Quadrate dreier Projektionsflichen f,, f,, f, von der Abgrenzungs-
linie von f auf drei zueinander senkrechten aber sonst beliebigen
Richtungen konstant und gleich f;?2 ist.

Die im Koordinatenursprung senkrecht auf M stehende Ebene
ist eine Tangentialebene der Kugel; fiir Richtungen parallel zu dieser
Ebene sind die Flichenwerte der Projektonen f, ==0; die gegen
diese Ebene symmetrisch liegende Kugel gibt negative Flichenwerte.

Diese Eigenschaften der £, f,> f., f,, sind unmittelbar auf die
Krifte m_, n,, #,, w, ubertragbar, da dieselben nach den Gleichungen
D, E und F einfach proportional sind, nimlich:

rzx:po a? ”y:pofy: nz:pof;;a .7'[m:p0fm ot K
und ergeben folgende Grundsitze:

1. Die unter dem Einflul der Pressung p, an der freien Ober-
fliche einer in absoluter Ruhe befindlichen Fliissigkeit auf
einen abgegrenzten Teil der von letzterer benetzten Ober-
fliche eines festen Korpers in einer bestimmten Richtung
wirksamen Druckkraft ist bestimmt durch das Produkt aus
dem Pressungswert p, in den Flidcheninhalt der Projektion
der Abgrenzungslinie der Flichenteile.

2. Es gibt eine Richtung M, fiir die die Druckkraft ein Maxi-
mum wird; in Richtungen senkrecht zu M ist die Druck-
kraft gleich Null; man kann die Maximalkraft als Normal-
druck der dullern Pressung auf die Fliche f bezeichnen.

3. Die Richtung von M gegen die Koordinaten XY Z ist be-
stimmt durch die Gleichungen J.

4. Graphisch kénnen die Resultate 1—3 durch Aufzeichnung einer
Kugel dargestellt werden, deren Mittelpunkts-Koordinaten pro-

7—;@, %”, 7;5 und deren Durchmesser proportional
Va2 a2 sind; siche Beispiel Seite 29.

5. Da fiir jede Richtung m die elementaren Druckkrifte als
Parallelkréfte wirksam sind, so kann die ganze Druckkraft
als Einzelkraft von der Grofle p, f, angenommen werden, die
durch den Schwerpunkt der Fliche geht.

portional

b) Bestimmung der Krifte P.
Es ist weiteres entsprechend den Gleichungen D, E und F

P =y [zdf,
Py:yfzdfy
P, =y [zdf,

P, =y [zdf,
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Man kann nun den in den Gleichungen fiir P, P, P, vor-
kommenden Integralen folgende Deutung geben: die Werte der In-
tegrale in P, und P, sind die Produkte aus den Fldchenwerten f,
und £, in deren Schwerpunktsabstinde z, und z, von der freien
Oberflache; der Wert des Integrals P, gibt das Volumen das durch f
dessen Projektion f, in der freien Oberfliche und die zwischen den
Bewegungslinien von f und f, liegende Zylinderfliche mit lotrechten
Erzeugenden begrenzt ist und dargestellt werden kann durch das
Produkt aus dem Flachenwert f, in die mittlere Hohe dieses Volu-
mens, so dal man erhilt

P,=yzf; P,=vefs P,=yzf, ... .. L

zwichen diesen Werten und dem Integralwert y [z df, besteht ein Zu-
sammenhang, der sich ergibt, wenn man fiir df,, den urspriinglichen
Wert cos(nmdf) nimmt und wieder die Identitat beriicksichtigt

COS 1 M == COS 14 &£ COS M & — COS N 7 COS MY —— COS N 2z COS M 2
y | b

es folgt dann
[zdf,=cosm,(z,f,) | cosmy (zy f) +cosmz(z,f,)

und mithin
P,=P,cosmx+ P cosmy-+Pcosmz . ... N

Die Gleichungen N und G haben dieselbe Form, es konnen
daher die aus G gezogenen Folgerungen beziiglich der Verénderlich-
keit von f, auch fiir die Verinderlichkeit von P, angewendet
werden, d. h. die Léingenabschnitte auf Strahlen durch den Ko-
ordinatenursprung mit der Oberfliche einer Kugel, deren Mittel-
punkt die Koordinaten »}—)ﬁ‘, %, 1—22- besitzt und deren Durchmesser
Py=VP?+ P2+ Pp? ist, sind ein MaB der vom Fliissigkeitsdruck
herrithrenden Druckkrifte in Richtung des jeweiligen Strahles.

Py stellt den Maximalwert dieses Druckes dar, derselbe tritt
bei einer Richtung M ein, die im Koordinatensystem durch

P P P
cos MIZ?;; cos My:—-};—; cos M, = P;,

bestimmt ist.

Fiir Richtungen senkrecht zu M ergibt sich die Gréfle von Py
zu Null. P, kann daher als der Normal-Flissigkeitsdruck auf
die Fliche F' bezeichnet werden. Negativen Driicken entsprechen
Strahlabschnitte durch die symmetrische Kugelfldche.

Da durch die Gleichung P, =y [zcosnmdf der Druck P, ein-
deutig nach GroBe und Richtung bestimmt ist, so ist auch die Lage

Pr4s§il, Technische Hydrodynamik. 3
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der Kugelfliche relativ zur Fliche f bei angenommenem Koordinaten-
ursprung eindeutig bestimmt.

Man kann der Gréfe P, durch folgende Umformung noch eine
andere Deutung geben, wenn man

m:yfzcosnmdf=f7’zdfm=cosmzfygo:mz

af,,
P, =cosmz [yZdf,

setzt. 2z’ ist der Abstand des Elementes von der freien Oberfliche

in der Richtung m und daher @' = [ y 2/ df,, das Gewicht des Fliissig-
keitsvolumens, das durch die Flache f, die durch deren Umgrenzungs-
linie als Leitlinie mit zu m parallelen Erzeugenden bestimmten Zylinder-
fliche und das durch letztere aus der freien Oberfliche ausgeschnittene
Flachenstiick bestimmt ist.

Es folgt daraus die Gleichung

P, —=Gcosmz . ... .....G&

Da die Elemente als Parallelkriafte wirksam sind, so kann deren
Gesamtheit durch eine Einzelkraft von der GroBe G’ ersetzt werden,
die durch den Schwerpunkt des Volumens gehend parallel zu m wirk-
sam ist.

Der Wert von G’ kann auch ausgedriickt werden durch G'=2,-f,.,
wobei dann z,, die mittlere Lange des zylindrischen Volumens [yz'df,,
bedeutet, so daB schlieflich mit z,cosmz=z,, P,=yz,,-f, und
damit die Gleichung fiir P,, auf dieselbe Form gebracht ist, wie die-
jenigen von P, P, und P,, es ist aber zu beachten, dafl den z-Werten
in diesen Gleichungen verschiedene Bedeutungen zukommen, néamlich:

In den Gleichungen fiir P, und P, bedeuten z, und z, die
Schwerpunktsabstéinde der Flichen f, und f, von der freien Ober-
flaiche in P, bedeutet z, die mittlere Léinge eines Zylinders vom
Volumen [zdf, mit f, als Grundfliche in P, bedeutet z, die Pro-
jektion auf die Z-Richtung, der in Richtung m gemessenen mitt-

leren Liénge eines Zylinders vom Volumen 2 g f, mit f_ als
Grundflache. cosmz

Auch bei Bestimmung der Lagen der Krifte als Einzelnkrifte
ergibt sich eine Verschiedenheit: die Lagen von P, und P, sind
durch die Schwerpunkte der Volumina [2'df,, und [zdf, bestimmt;
fir die Abstdnde von P, und P, ergeben sich die in folgender Tabelle
(S.35) angefiihrten Beziehungen. Darin bedeuten r,, r, die Radien
der Trigheitsmomente von f, und f, in bezug auf die Y resp. Achse;
Ty und r,, die Radien der Zentrifugalmomente von f, und f, in be-
zug auf die Achsen Yund Z resp. X und Z; f, und f, sind hierbei
in die beziiglichen Koordinatenebenen projiziert angenommen.
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Kraft P, P,

2 2 2 2
Xy Cx__l'_iiz_f_x__’;x C__?’fz afy 1y

S 7 KL AN 2 EL P

s yfxzdfy, ris

= Yz §,= "= =
Q) g Y yfzdfy 2,

= o .- 9

< gx | g =rlvzdf i

Diese Ergebnisse konnen in folgenden Grundsitzen zusammen-
gefal3t werden:

1. Die unter dem Einflul} der Schwere von einer in absoluter Ruhe
befindlichen Fliissigkeit auf einen abgegrenzten Teil f der von letzterer
benetzten Oberfliche eines festen Korpers in einer bestimmten Rich-
tung m ausgeiibte Druckkraft ist bestimmt durch das Produkt aus
dem Gewicht eines Flissigkeitsvolumens, das von der Fliche f, der
durch die Abgrenzungslinie von { als Leitlinie mit zu m parallelen
Erzeugenden bestimmten Zylinderfliche und dem von diesem Zylin-
der aus der freien Oberfliche ausgeschnittenem Fldchenstiick begrenzt
ist, in den Cosinus des Neigungswinkels von m gegen die Lotrechte.

Fiir jede wagrechte Richtung tritt an Stelle eines solchen Pro-
duktes das Gewicht eines Flissigkeitszylinders mit der Projektions-
fliche der Abgrenzungslinie auf die Ebene senkrecht zur Richtung
als Grundfliche und dem Abstand des Schwerpunktes der Projektions-
fliche als Hohe.

2. Es gibt eine Richtung M, fiir die die Druckkraft ein Maximum
wird, in Richtungen senkrecht zu M ist die Druckkraft gleich Null
man kann diese Maximalkraft als Normalfliissigkeitsdruck auf
die Fliache bezeichnen.

3. Die GroBe von M ist durch Gleichung N, deren Richtung
durch die Gleichungen O bestimmt.

4. Graphisch konnen die Resultate 1 bis 3 wieder durch Auf-
zeichnung einer Kugel dargestellt werden.

5. Als einzelne Kraft kann P, wirksam in einer zu m parallelen
Geraden angenommen werden, die durch den Schwerpunkt des oben
angegebenen Fliissigkeitsvolumens geht.

Fiir jede wagrechte Richtung von m geht P, durch denjenigen
Punkt der Projektionsfliche, in einer Ebene senkrecht zu m, dessen
Koordinaten in dieser Ebene im Sinne der Gleichungen zu bestimmen
sind. Die Anwendung dieser Grundsitze erfordert die Bestimmung
der Hilfsgrofen:

3*
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fw7 fya fzv fma 2y zya 2y Zms s ’Vys Vo 'ryz
Projektions- Schwer- mittlere Tragheits-
flachen punktsabstinde Lingen radien

die nach bekannten Methoden erfolgen kann.

¢) Zusammenfassung der Drucke.

Sind fiir einen Flichenteil nach obigen Grundséitzen die Werte 7,
n,, n; P, P, P, und aus denselben 7=, P, bestimmt, so ergeben
sich die GréBenwerte der totalen Druckkrafte I IIy IT, II mit Riick-
sicht auf die Gleichungen D, und E, durch Summierung; da jedoch
die Mittelpunkte der den GroBen m=, und P, entsprechenden Kugeln
nicht gleiche Koordinaten besitzen, so ist sy nicht durch die
algebraische, sondern durch die geometrische Summe von my
und P, bestimmft.

II; kann unter gleichen Uberlegungen wie fiir 7zy und P als
die totale Normaldruckkraft auf die Fliche f bezeichnet werden.

Fiir die Bestimmung der Lage der Einzelkrafte II konnten unter
Verwendung des Momentensatzes die notigen Orts- und Richtungs-
bestimmungen durchgefiihrt, doch erscheint es bequemer, die Lage-
bestimmung durch Bestimmung der Resultierenden der beiden je
einer Richtung m entsprechenden Einzelnkrifte m, und P, vor-
zunehmen.

Die aus obigen Grundsidtzen und Erorterungen sich ergebende
Methode fiir die Bestimmung der Druckkrifte auf einen Flichenteil f
bei gegebener Lage desselben gegen die freie Oberfliche ist durch
nachstehende Reihenfolge gegeben:

1. Festlegung des Koordinatensystems mit lotrechter Z-Achse,
die positive Z-Richtung entgegen der Schwerkraft; die freie Ober-
flache als xzy-Ebene. ’

2. Bestimmung der Projektionen von f auf die Koordinaten-
ebenen und der Schwerpunktslagen von f, in YZ von f, in XZ.

3. Bestimmung der Grofen n_, 7, 7w, und P, P, P, und hieraus
II,, 11, II, entsprechend den Gleichungen K, L und R.

4. Konstruktion der Kugeln fiir #,,, P, und II_ . Man erhilt
hiermit fiir jede Richtung die GréBenwerte von =, P, und II, und
einzeln die Werte 7y, Py und Il

Soll dann fiir irgendeine Richtung m die Lage der Einzeln-
kraft m bestimmt werden, so sind zuerst die Lagen der Einzeln-
krafte m, und P,, und hieraus die Lage der Resultierenden der
Krifte #, und P,, d. i eben von Il in bekannter Weise zu be-

m?

stimmen, womit die Aufgabe gelost ist.
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II1. Spezielle Fille.

a) Symmetrische Form der Fliche.

Die Gleichungen fiir die Kugeln =, , P, und II, vereinfachen
sich, wenn die Fliche eine ebene Fliche oder von solcher Gestalt
ist, daB dieselbe eine vertikale Symmetrieebene besitzt; wihlt man
in diesen Fillen die Lage der YZ-Ebene derart, dafl dieselbe senk-
recht zur Ebene der Fliche steht resp. mit der Symmetrieebene zu-
sammenfallt, so werden f, und damit n,, P, und Uy:(); die Kugel-
mittelpunkte fallen in die XZ-Ebene, die die Kugeln nach gréfiten
Kreisen schneidet, aus denen die Werte und Lagen von my, Py
und IIy; entnommen werden konnen; noch einfacher, auch beziiglich
der Bestimmung der Schwerpunktslagen der Flachen f =/, , sowie
der in Frage kommenden Volumen wird die Bestimmung, wenn die
ebene Fliche eine vertikale Symmetrieebene besitzt.

Ist f ein Teil der Wand des GefiBles, in dem sich die
Fliissigkeit befindet und steht der &ullere Teil derselben unter
gleicher Pressung wie die freie Oberfliche, so geniigt es, sofern die
Dicke der Wand geniigend klein ist, die Bestimmung nur fiir den
Fliissigkeitsdruck durchzufiihren, da sich die auf beiden Seiten der
Gefiwand unter dem Einflu der duBleren Pressung entstehenden
Drucke aufheben; aus diesem Grunde wurde fiir die Fliissigkeits-
drucke die Bezeichnung P gewihlt.

Bedeutet f die ganze benetzte Oberfliche des die Fliissigkeit
enthaltenden Gefifles, so folgt aus P,==y[zdf,, daBl der totale
Flissigkeitsdruck auf das Gefil in lotrechter Richtung gleich dem
Gewichte der im Gefdll enthaltenen Fliigsigkeit ist.

b) Bodendruck, hydrostatisches Paradoxon.

Fiir ein Fldchenteil, das durch eine unterhalb der freien Ober-
flache liegende, ebene, horizontale Linie abgegrenzt ist, ist die GroSe
des Fliissigkeitsdruckes in lotrechter Richtung gleich dem Betrage
des Fliissigkeitsvolumens, das durch den Flachenteil f, die durch die
Abgrenzungslinie bis zur freien Oberfliche gelegte Zylinderfliche und
dem durch letztere aus der freien Oberfliche ausgeschnittenen Fldachen-
stiick begrenzt; dieselbe ist unabhéngig von der sonstigen Form des
GefiBes; wegen letzterer Eigenschaft wurde die geschilderte Erschei-
nung als hydrostatisches Paradoxon benannt.

Die Bedeutung desselben kann durch beistehende Fig. 8 veranschau-
licht werden: im oben und unten offenen GefiBB A befindet sich ein
dicht anschlieBender Kolben K; ersteres ist durch die FiiBe F, letz-
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terer durch die Sdule § mit der FuBplatte B fest verbunden; im
Gefall befindet sich oberhalb des Kolbens Flussigkeit, O ist die freie
Oberfliche; im Zusammenhang aller Teile wird die FuBplatte durch
das Gewicht des Fliissigkeitsinhaltes und
das Gewicht der Einzelteile, d. h. Gefal,
Kolben, Fiile und Sédule belastet, hin-
gegen belasten der Kolben und die Saule
die FuBplatte durch ihr Eigengewicht
und den Fliissigkeitsdruck auf den Kol-
ben in lotrechter Richtung, das Gefdl}
belastet die FuBplatte durch sein und
seiner Fufle Eigengewicht, vermindert
F ) F um den Fliissigkeitsdruck auf den ko-
nischen Teil des Gehduses in lotrechter
Richtung.

In jeder wagerechten Richtung ist
der totale Fliissigkeitsdruck auf die ganze
benetzte Fliche des GefdBles gleich Null,
da die Abgrenzungslinie sich als Geraden auf die vertikalen Ko-
ordinatenebenen projiziert und daher f, und f, gleich Null werden.

Fig. 8.

Die Druckkugeln P, beriihren die freie Oberfliche, es kommt je-
doch nur die positive Druckkugel in Betracht; es ist Py — P, gleich
dem Gewicht des Fliissigkeitsinhaltes.

¢) Druck auf einen eingetauchten Korper (Schwimmen).

Fir einen in der Flissigkeit befindlichen Korper ist, sofern der-
selbe ganz untergetaucht ist, die benetzte Fliche f gleich der ganzen
Oberfliche des Korpers; sofern derselbe nur teilweise untergetaucht
ist, wird die benetzte Fliche durch die Schnittlinie der freien Ober-
flache mit der Korperoberfliche begrenzt; in beiden Fallen sind die
totalen Flissigkeitsdrucke in wagerechten Richtungen gleich Null;
der vertikale Fliissigkeitsdruck gleich dem Gewichte der verdringten
Fliissigkeit; diesen Fliissigkeitsdruck nennt man den Auftrieb oder
speziell im Schiffsbau das Deplacement; derselbe ist der Schwere
entgegengerichtet; die Druckkugeln Pm beriihren in diesem Fall eben-
falls die freie Oberfliche, es kommt jedoch nur die negative Kugel
in Betracht mit dem Durchmesser PmmaszM=Pz: dem Auftrieb.

In der Form: Ein Ko6rper verliert in einer Flissigkeit
so viel an Gewicht, als dem durch ihn verdriangten Fliissig-
keitsvolumen entspricht, sind obige Ergebnisse als Archime-
disches Prinzip bekannt.
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Der Korper kann innerhalb der Fliissigkeit schwimmen, wenn
sein Gewicht gleich, er sinkt unter bis zur Berithrung mit dem
Gefifiboden, wenn sein Gewicht groBer, er wird teilweise ein-
getaucht schwimmen, wenn sein Gewicht kleiner als der Auftrieb
ist, der seinem ganzen Volumen entspricht.

Der Bestand des Auftriebes reicht fiir die Erhaltung eines stabilen Gleich-
gewichtszustandes beim Schwimmen nicht aus, wie sich aus folgender Uber-
legung ergibt Fig. 9:

Fallen die Wirkungslinie der
Korperschwere und jene des Auf-
triebes nicht in eine Lotrechte,
sind jedoch Gewicht und Auf-
trieb der GroBe nach gleich, so
bilden beide Krafte ein Krifte-
paar, das jedenfalls eine drehende St o
Bewegung des Korpers einleitet; schwimmentiert Korpers
es ist also in erster Linie fiir den
Gleichgewichtszustand und damit
fiir die Erhaltung der Ruhe notig, \
daB beide Wirkungslinien sich in Fio. 9
derselben Lotrechten befinden; g
Stabilitat einer Gleichgewichtslage
wird aber weiter nur dann vorhanden sein, wenn bei einer Ablenkung des
Korpers aus dieser Lage durch das entstehende Kriftepaar eine automatische
Riickbewegung in die frithere Lage veranlaBt wird, d.h. wenn das Moment
des Kriftepaares entgegengesetzt der Ablenkung dreht, im anderen Fall tritt
Kippen (Kentern) des Korpers ein.

Die Erfiilllung dieser Bedingung fiir die Wirksamkeit des Kréftepaares
hingt ersichtlicherweise einerseits von der Lage seines Schwerpunktes ab, die
threrseits wieder bestimmt ist durch die Massenverteilung im Korper; im all-
gemeinen ist die Lage des Angriffspunktes des Auftriebes von der Form des
eingetauchten Teiles des Korpers abhingig; einzig die Richtung des Auftriebes
bleibt immer parallel, aber entgegengesetzt der Schwere; es gibt allerdings
Falle, bei denen die Lage des Angrifispunktes des Auftriebes gegeniiber der
jeweilen eingetauchten Oberfliche desselben eine unverinderliche ist, wie z. B.
bei voller Tauchung (Unterseeboote), oder wenn die Oberfliche des Korpers
eine Rotationsfliche ist und die Massenverteilung im Korper derartig ist, daf
im Gleichgewichtszustand die geometrische Achse der Oberfliche parallel zur
freien Oberfliche zu liegen kommt; in diesem Fall bleibt bei Ablenkungen,
die einer Umdrehung des Korpers um eine zur geometrischen parallelen Achse
entsprechen, die Lage des Angriffspunktes des Antriebes gegeniiber der ein-
getauchten Oberfliche unverinderlich, bei anderen Ablenkungen ist dies nicht
der Fall, bei der Kugel stets.

Die Bewegung, die der abgelenkte Kérper anzunehmen strebt, ist im all-
gemeinen zweifacher Art. Ist mit der Ablenkung eine Verminderung der GroSe
des Auftriebes verbunden, so resultiert aus den beiden Kriften: Korpergewicht
und Auftrieb eine in vertikal und im Sinne der Schwere oder gegen dieselbe
gerichtete Einzelnkraft, je nachdem die GroBe des Gewichtes oder diejenige des
Auftriebes iiberwiegt, und ein in der Ebene der beiden Krifte wirksames Krifte-
paar; durch die Einzelnkraft wird eine in lotrechter Richtung sich abspielende
Translationshewegung eingeleitet, die in ihrem Verlaufe im allgemeinen periodi-
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scher Natur sein wird, da mit dem damit verbundenen wechselnden Tauchen
die Grofle des Auftriebes wechselt und daher auch die Wirkungsrichtung der
Einzelnkraft wechselt; durch das Kriftepaar wird eine Drehung um eine
Schwerpunktsachse eingeleitet, die jedoch nach bekannten Sitzen der Dynamik
starrer Kérper nur dann senkrecht zur Ebene des Kriftepaares erfolgt, wenn
die dieser Richtung entsprechende Schwerpunktsachse eine freie Achse des
Korpers ist; in jedem andern Fall beginnt die Drehung um eine anders
liegende Schwerpunktsachse und verliuft diese Art der Bewegung nach einer
Pendelung mit wechselnder Pendelrichtung.

Das Problem ist, wenn man vom Einflul der mit der Bewegung des
Korpers naturgemif verbundenen Bewegung der Fliissigkeit absieht, auf ein
solches der Dynamik starrer Korper zuriickgefiihrt, dessen Losung jedoch durch
den Umstand kompliziert wird, daB die GroBe des Auftriebes von der GroBe
und der Form des verdringten Flissigkeitsvolumens und dessen Angriffspunkt
und damit von der Form der bewegten Korperoberfliche abhingig, und da
dieselbe bei der Bewegung sich &ndert, mit derselben zeitlich veridnderlich sind.

Fiir den Fall, dal der Korper eine horizontalliegende freie Haupt-
achse besitzt, daBl die Ablenkung in einer Drehung um die letztere
bestanden hat und dal hierbei der Schwerpunkt des Kérpers und der
Angriffspunkt des Auftriebes in einer Ebene senkrecht zur Achse
geblieben sind, 148t sich die Bedingung fiir die Stabilitit des Gleich-
gewichtes hinsichtlich der Drehung einfach prazisieren.

Es ist ndmlich ohne weiteres aus Fig. 9 zu erkennen, da das
Gleichgewicht ein stabiles ist, wenn die Richtungslinie des Auf-
triebes 4 die Schwimmachse in einem Punkt schneidet, der oberhalb
des Schwerpunktes liegt; bei einer Lage des Schwerpunktes iiber
diesem Schnittpunkt tritt Kentern ein, das Gleichgewicht ist labil;
fillt der Schnittpunkt mit dem Schwerpunkt zusammen, so ist das
Gleichgewicht indifferent, d. h. es konnte, wenn dies bei allen der
Fall wire, jede Lage eine Gleichgewichtslage sein.

Dieser Schnittpunkt heiBt das Metazentrum, sein Abstand
vom Schwerpunkt die Metazenterhéhe,

Im geschilderten Spezialfall wird die Ablenkung neben der perio-
dischen Translationsbewegung in lotrechter Richtung eine schwingende
Bewegung um die freie Achse einleiten; unter dem EinfluB der
Flissigkeitswiderstinde werden die Bewegungen schlieSlich bis zum
Gleichgewichtszustand abgeddmpft.

B. Relative Rubhe.

Wenn ein GefiB, in dem sich Fliissigkeit befindet, selbst eine
Bewegung besitzt, so erscheint im allgemeinen der Bestand relativer
Ruhe nicht gesichert und ergibt sich als erstes Problem die Be-

stimmung solcher Bewegungsarten, bei denen dieser Bestand még-
lich ist.
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I. Allgemeine Untersuchung.

Die in den Grundgleichungen enthaltenen Groen K , K, K,
sind |hierbei durch Summierung der Beschleunigungskomponenten
der Schwerkraft mit den Komponenten der ersten Erginzungs-
beschleunigung der Relativbewegung zu bilden; fiir irgendeinen durch
die Koordinaten x, y, z in dem mit dem Gefdfl verbundenen Ko-
ordinatensystem bestimmten Punkt ist letztere der Grofle nach gleich,
der Richtung nach entgegengesetzt der diesem Punkt als Gefafpunkt
zukommenden Beschleunigung.

Multipliziert man die Grundgleichungen A (Seite 26) mit dax,
dy, dz und beriicksichtigt wieder, daBl im allgemeinen p Ortlich und
zeitlich unveridnderlich, dafl also

dp = Zfdt+apd {—apd +apdz

ist, so erhalt man durch Addition

1
—dp——K do K, dy+ K, dz 4 ap C
wobei wie im ersten Fall die Gleichung gilt
@:0 e .. ... ... B

ot

Die Gleichung B ergibt ebenfalls wie im ersten Fall die Be-
dingung zeitlicher Unverénderlichkeit der Dichte der Fliissigkeit, und
hiermit fiir den Fall, da3 p abhingig von p ist, auch die Bedingung
zeitlicher Unveradnderlichkeit der Pressung, welch letztere Bedingung
jedoch entfallt, wenn die Fliissigkeit iiberhaupt inkompressibel, d. h.
o konstant angenommen wird. Aus Gleichung C folgt nun die fiir
die Losung obiger Frage wichtigste Bedingung fir die Moglichkeit
des Bestandes relativer Ruhe: damit die rechte Seite von C zu
einem totalen Differential wird, miissen K, K, K, von
einer Potentialfunktion K ableitbar sein, so dal} sich ergibt:

K:E)E’KZQ‘K_’ _O0K 19op E)K.
* o Y oy PR o ot ot

Die Werte von K, K, K, ergeben sich wie folgt: in Fig. 10
& n,  sei das mit der Erde fest verbundene Koordinatensystem,
in dem sich das mit dem Gefall verbunden gedachte Koordinaten-
system X, Y, Z bewegt; diese Bewegung kann jederzeit als eine
Translation mit fiir alle Punkte des beweglichen Systems gleichen
Geschwindigkeits- und Beschleunigungskomponenten, verbunden mit
3 Drehungen um die Achsen O0X, 0Y, OZ aufgefallit werden.
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Die Komponenten der Translation sind
d§ d ¢

== 37> e % =37
dat dt “Tat | mi & n und ¢ als Koordinaten

_a& _d’q. azé des Punktes O.
e T e

B: B, =

Fig. 10.

Da die Grundgleichungen auf das System X, Y, Z bezogen sind,
so sind auch die Geschwindigkeits- und Beschleunigungskomponenten
nach den Richtungen OX, OY und OZ zu bestimmen.

Werden die Richtungskosinuse dieser 3 Achsen gegen diejenigen
des festen Systems nach beistehendem Schema bezeichnet:

X Y Z
Ela, a, a4
by by by

Cle ¢ ¢
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so daB z. B. b, = dem Kosinus des Neigungswinkels von Y gegen 9
ist, so folgt fiir die Komponenten der Translationsbewegung:

%x:%$a1+%ﬂb1+%é’c1
%y=585a2+%,]b2+%;c_2 T - )
%zz%s a:s+%’l b3+§B; C3

pz:pgal-{_p']bl_{.—p;cl
py=p§ag—{—pnb2+p;cg S
P, =Ps s+, by - p: ey

Die Komponenten der Drehungen ergeben sich fiir einen Punkt,
aus dessen Koordinaten z, y, z aus den Winkelgeschwindigkeiten
w,, w, o, des bewegten Koordinatensystems um dessen Achsen
und deren Ableitungen o,’, ', ,” nach der Zeit in folgender Zu-
sammenstellung:

X Y Z als Drehachsen
[P = e e s .
g g g’oX] Uy = 0; vxy:—}-zwy; UV, =—Yyw Geschwin-
M§ g Yo — . —0: v —tzw digkeitskom-
PP ya = T Z Wy Uy =05 yz z (ponentender
3 Q i . —
FSAEZ | v,=tyo,; v, =—zw0,; v,=0 Drehungen
o X Y Z  als Drehachsen
g‘gﬁlﬂxxzo; lgxy:zwy,—‘xwy2§ ,sz:_w:ly_wwzz
Q i
?‘O‘cg‘,ﬂyﬂz—'zwx/'—?/“’xz; Byy=0; Bya="Fx 0 —yw?
o i
%Elﬂw:—wal—waz; ﬂzy:—xwy’_zwyz; ﬂz:ZO
Beschleunigungskomponenten der Drehungen . . . . . . d

Die Komponenten der Schwerebeschleunigung in Richtung X,
Y, Z sind bei lotrecht entgegengesetzt der Schwere gerichteter posi-
tiver (-Achse.

y:r:—gcl; 7y=—902§ }’z=_gc3 P
Das Bildungsgesetz fiir die Komponenten von R ist hiermit
K=y—p—§

und mithin

Kx:}’x*px+yw2,_zwy,+x((uy2+wz2)

’ ’ !

Kyzyy—‘py +wa —Tw, +y(w22—1—wz2)

K=y,—p,tao/ —yo/+z(0+of
Als abgeleitete einer Potentialfunktion unterstehen die Grofen

K,, K, K, den Bedingungen

0K, 0K, 0K, 0K 0K 0K

x

oy ox 0z dy oz 9z’
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woraus sich ergibt, daB

’. — . _
w' =—o0/; o/=—0; o =—o0
oder

. r____ r
o/=o/=0,/=0

sein miissen, d. h. fiir den Bestand einer Potentialfunktion K und
damit fiir die Moglichkeit des Bestandes relativer Ruhe ist ndtig,
daB die Drehungskomponenten der Gefafbewegung konstante Winkel-
geschwindigkeit besitzen, woraus wieder folgt, daf die resultierende
Drehachse sich nur unter Parallelverschiebung bewegen darf.

Die Ausdriicke fir K, K, K, reduzieren sich auf

Kx = (7@: - px) + (wy2 + wzz) z
K,=(@,—v)+ (0 40y
K,=(y,— )+ (0, + o)z

Es ergibt dies als allgemeines Integral von ¢ die Gleichung
p 2 2 x2 2 2 y2

o
2,2
(Vz—pz)z+(tux2—|-wy2)§+T . .....D
mit T als einer reinen Zeitfunktion.

Aus dieser Gleichung lassen sich die weiteren Bedingungen fiir
die Moglichkeit des Bestandes relativer Ruhe entnehmen, wenn man
beriicksichtigt, daB die GréBen y und p, da dieselben nach den
Gleichungen b und e die im allgemeinen von der Zeit abhingigen
Richtungskosinuse a, b, ¢ usw. enthalten, ebenfalls Zeitfunktionen sind.

Man erkennt nun, daBl in allen Féllen, in denen %:O sein

muB (d. h. wenn die Flissigkeit kompressibel ist), die Werte der
Richtungskosinuse, so wie die in p,, p,, p, enthaltenen Werte von
pe, p, und p; von der Zeit unabhingig, also konstante sein miissen,
d. h. die Gefallbewegung kann dabei entweder nur eine Translations-
bewegung mit der GréBe und Richtung nach konstanter Beschleu-
nigung oder eine Drehbewegung um eine festruhende oder um eine
mit konstanter Beschleunigung parallel verschobene Drehachse sein;
da die Kompressibilitat bei Wasser und @hnlichen Flissigkeiten nur
eine sehr geringe ist, so erscheint der Fall o =konstant als der
praktisch wichtigere; in diesem Fall ist der Bestand der Moglichkeit

relativer Ruhe nicht durchaus an die Bedingungz—zto::O gebunden;

fiihrend wird hierbei vielmehr die Untersuchung der relativen Bewegung
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der Niveauflichen; ist das GefiB offen, die Fliissigkeit mithin gegen
die Luft durch eine freie Oberfliche abgegrenzt, so mull die relative
Lage derselben naturgem#fl bei relativer Ruhe konstant bleiben; im
geschlossenen, voll angefiillten Gefifl entfillt letztere Bedingung.

II. Relative Ruhe in offenen Gefiflen
(mit freier Oberfliche).

Die angefiihrte Bedingung wird in folgenden Bewegungsfillen
erfiillt:

a) Die Bewegung besteht nur in einer lotrechten Translation,
wobei jedoch die Beschleunigung =zeitlich variabel sein kann; in
diesem Fall reduziert sich die Gleichung D auf?)

p

5:(7z_pz)Z+T

y, wird =—g¢ und p,=p;; es ergeben sich die Niveauflichen als
wagrechte Ebenen mit zeitlich veranderlichen Funktionswerten, wo-
bei die Bedingung zu beriicksichtigen ist, dall der Wert der Pressung
niemals negativ wird; bezeichnet man mit p, die Pressung an der
freien Oberfliche und mit 2z, den Koordinatenwert der letzteren.
und nimmt man Unverdnderlichkeit der Pressung an der freien Ober-
fliche, also T= konstant an, so folgt:
p—f—°=(y+n:)(zo~z)=(g+n;)h

und man erkennt, daB p negativ werden kann, wenn p; negativ und
dessen Zahlenwert groBer als ¢ wird, d. h. fir die Moglichkeit des Be-
standes relativer Ruhe ist bei beschleunigter, lotrechter Translations-
bewegung des Gefdlles notwendig, -

daB entweder die Bewegung rein ey '
nach aufwirts (p; > 0) oder aber , 7% r
bei Abwirtsbewegung, mit einer L__J
Beschleunigung
. Do
pe<<g+ ol

0

erfolgt; ist p: >g - -11"—, so bleibt
o-h Fig. 11.

die Wassersdule im Gefdll gegen
dasselbe zuriick und die relative Ruhe wird gestort. Eine Nutz-
anwendung letzterer Eigenschaft ist in der nebenskizzierten primitiven

1) Mit ¢; =0, ¢y =0, ¢3 =1 entsprechend lotrechter Lage der {- und der
Z-Achse.
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Einventilpumpe (Fig. 11) zu erblicken, mit welcher Férderung durch
rasches Auf- und Abwirtsbewegen des mit einem Bodenventil ver-
sehenen und in Fliissigkeit tauchenden GefiBes erfolgen kann.

b) In allen Fillen gleichformiger geradliniger Translationsbewegung
des Gefialies.

c¢) Die Translationsbewegung kann entsprechend Gleichung D
auch eine gleichformig beschleunigte sein.

Die Gleichung 148t sich durch die Annahme paralleler Richtungen
zu zwei Achsen der Koordinatensysteme und indem man die Be-
wegungsrichtung parallel z. B. zur £-Ebene legt, reduzieren auf

p

0~ —hr—lgtr)e=T,

bei T'=—konstant ergeben sich mit p = konstant die Niveauflichen
als Ebenen, die senkrecht zur &/-Ebene und unter

tgo—— P

9=+ p:
gegen den Horizont geneigt liegen.

Man erkennt, dafl eine Neigung nur vorhanden ist, wenn die hori-
zontale Beschleunigungskomponente pg nicht = 0 ist; ist dies jedoch
der Fall, so kann p; jeden beliebigen Wert annehmen, die Lage
der Niveauflichen wird nicht gestért; es liegt also mit p;=0 (wo-
bei jedoch p. > O sein kann) eine Verallgemeinerung des Falles a
vor, naturgemi auch mit der dort bestimmten Begrenzung der
Moglichkeit des Bestandes der relativen Ruhe.

Ist die Bewegung eine geradlinige, die Bahn unter dem Winkel

gegen den Horizont geneigt und somit gi =tg f =konstant, so folgt
.. S
g+ pstgp

und wird, wenn p; bedeutend groBer als g, angenihert

tga-tg /3 =—1,

d. h. die Niveauflichen und damit auch die freie Oberfliche stellen
sich in diesen Féllen nahezu senkrecht zur Bahnrichtung ein.

Wihrend der Anlaufs- resp. Ablaufsphase der Bewegung eines
teilweise mit Fliissigkeit gefiillten Gefies kann zwar nicht voll-
kommene relative Ruhe, jedoch bei lingerer Dauer dieser Phasen
und konstanter Beschleunigung resp. Verzogerung eine derartige Be-
wegung der Fliissigkeit eintreten, daBl die freie Oberfliche periodisch

wechselnde Lagen um die der relativen Lage entsprechende freie
Oberflache annimmt.

tg o=
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d) Wird das Gefdl mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um
eine lotrechte Achse gedreht und letztere dabei lotrecht derart be-
wegt, daBl p, = konstant ist, so ist ebenfalls relative Ruhe der Niveau-
flichen vorhanden, und es kann daher eine freie Oberfliche in rela-
tiver Ruhe wund hiermit relative Ruhe iiberhaupt bestehen; die
Gleichung D nimmt die Form an:

P x? Ay

Ezwf g (9 p)z 4T

Setzt man a® - y%=172%, so lautet die Gleichung kiirzer

P 2 1
Ezw’ "27“‘(9+p§)2+T>

mit 7= konstant und p =konstant ergeben sich die Niveauflichen
als Rotationsparaboloide um die
Drehachse als geometrische Achse.
Auch hier unterliegt p, der im ‘ - ———- v, P T
Fall a namhaft gemachten Be- \\ / 47 '
schrankung. N
Die Lage der freien Oberfliche
im Gefafl ist durch den Fliissig- 1y Zr|
keitsinhalt bestimmt; =z B. ergibt
sich fiir ein kreiszylindrisches Ge- _
fil Formebene mit der geometri- | e XL
schen Achse als Drehachse das Vo- I
lumen, das durch Zylinderwand Zy-
linderwandboden und freie Ober Fig. 12.
flaiche abgegrenzt wird, Fig. 12, mit

V=R2nza—R2n—za2_—€94=R2n—Zi—_2{ﬁ.

Do

Es ist ferner fir r=0 und z=z,: —Q~ =gz, T
R2
fir r=R und z=2,: Do __ wzz-?——gza—{-—T
Q
. . wzz R2

hiermit: 44 ="% ras

Aus der Volumsgleichung und mit ¥V ==z, R*n folgt:

Z, + 2y = 2 Zr’

und hieraus:
wz2 . R2

49

zazze——?—————-’ 20222+ y
4y
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womit die Lage und Formen der freien Oberfliche bestimmt ist; aus
den Gleichungen

2

gzwfr——gz—[—T; %o—z——gzo—}—T

erhdlt man durch Einsetzen des obigen Wertes fiir z, und Subtrak-
tion die Gleichung:

P__Po 2<L2_E> _
Q Q +wz 2 4 _l"g(zo Z)’

mittels welcher fir jeden Punkt im Innern der Fliissigkeit und an
der benetzten Zylinderwandung die Pressung p berechnet werden
kann; iibrigens ergibt sich aus denselben Gleichungen:

,’.2

P—DPe 2
B o —a) ol
daB die Hohe der Wassersidule, durch die der Uberdruck in einem
Punkte innerhalb der Flussigkeit bestimmt wird, gleich ist der iiber
denselben bis zur freien Oberfliche reichenden Fliissigkeitssiule.
Die Abhingigkeit der Hohenlage Fliissigkeitssiulen z, oder g,
von w, laBt sich zur Einrichtung von Zeigerwerken fiir Umdrehungs-
zdhler verwerten.
Mit diesen Fillen ist die Mannigfaltigkeit der Bewegungsarten
von offenen GefdaBlen erschopft, bei denen relative Ruhe der in den
Gefiaflen enthaltenen Flussigkeiten moglich ist.

III. Relative Ruhe in geschlossenen Gefiilen
(ohne freie Oberfliiche).

Im Falle eines vollkommen geschlossenen und vollkommen an-
gefiillten GefaBles wird die Bedingung der relativen Ruhe der Niveau-
flichen gegeniiber dem GefiBle hinfallig; es erscheint daher nach
Gleichung D in diesem Fall der Bestand relativer Ruhe der Fliissig-
keit moglich, wenn nur die durch die Gleichung' D festgelegte Be-
dingung erfiillt ist, wonach, sofern die Gefaflbewegung eine Rotations-
komponente iiberhaupt besitzt, die Rotation mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit zu erfolgen hat ; die Parallelverschiebung der Rotations-
achse kann hierbei einer beliebigen Translation entsprechen.

Aus Gleichung D ist zu erkennen, daB die Niveauflichen im
Falle reiner Translation des GefiBles Ebenen, in allen anderen
Fillen Flichen zweiten Grades sind, deren relative Lage gegen das
Gefil sich im allgemeinen wihrend der Bewegung des Gefilles
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kontinuierlich andert, d. h. die Niveauflichen bleiben nicht an die
Fliissigkeitsteile gebunden wie in den fritheren Fillen oder, was das-
selbe ist, die Pressung ist in der Fliissigkeit ortlich und zeitlich
variabel; es bleibt hierbei jedoch durch die Reaktion der Gefal-
winde -— sofern dieselben undeformierbar sind — der Bestand der
relativen Ruhe gesichert.

Von praktischer Bedeutung ist der Fall der Rotation um eine
ruhende horizontale Drehachse, Fig. 13; wihlt man die X-Achse als

~

Fig. 13.

Drehachse und 1aB3t dieselbe mit der £-Achse des festen Koordinaten-
systems zusammenfallen, so stellt sich in der &z-Ebene die gegen-
seitige Lage des Koordinatensystems nach beistehender Skizze dar
und es werden

pr=1p,=p:=0|
p,=p,=p, =0 |

und hiermit

v,=0; yyz—gsina; y,==—gcosq
da /
x:Et—, C()y:(), (,Oz:()

und es reduziert sich Gleichung D auf

_ o> . 2
%:(—gsma)y—{—wy?- J_?—}—(—gcosa)z—f—wx--——{—T.

Prisil, Technische Hydrodynamik. 4
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Auf das feste Koordinatensystem iibergehend erhalt man

ysing—zcosa={¢, y? g g2 L

und hiermit und mit ¢ = 14
9

P . W 2 . 2 T

EL S BRI & Mo S S il

y 29+ 29 jLg

T und p = konstant ergeben hieraus die Niveauflichen als ko-

axiale Kreiszylinderflichen, deren Achse im Abstand l:—gq lot-
w*?

x

recht iiber der &-Achse liegt.
Unter der Annahme, dall in dieser Achse der Druck p, herrscht,
ergibt sich mit % ==0; C:—g =1

)

w_ -~

P 1 g r
Fo _,g_.,_ + i
und hieraus durch Subtraktion

«

v 2 1

2
) . W, )
P Po e ¥ iy

Yo7 g 2 wr?
e ., 2¢
oder durch Multiplikation mit —-%
wx
e
w,? y =n*+\¢ w2

Hiernach sind die Radien der zylindrischen Niveauflichen durch die
Gleichung:

bestimmt.

Diese Radien sind hiernach fiir einen bestimmten Bewegungs-
zustand, also fiir einen bestimmten Wert von w, proportional den
Quadratwurzeln aus den Uberdriicken.

Die absolute Lage der Niveaulinien ist aus Fig. 13 ersichtlich,
aus der man auch erkennt, wie im Falle eines zylindrischen Ge-
héuses, dessen geometrische Achse in der Achse liegt, bei Drehung
desselben um diese Achse der Druck an der Gehdusewandung variiert.

In der Theorie der Zellenwasserrider werden die Niveauflichen
in den einzelnen Zellen ebenfalls als koaxiale Kreiszylinderflichen
angenommen; die Einfiihrung solcher Niveauflichen ist in diesem
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Fall an sich unrichtig, da ja in der Zelle nicht relative Ruhe besteht;
bei den geringen Winkelgeschwindigkeiten, die jedoch solche Riader
besitzen, fithrt die Annahme solcher Niveauflichen doch auf praktisch
geniigend genaue Resultate; z. B. zur Bestimmung derjenigen Zellen-
lage, bei der AusflieBen beginnt.

In der Studie: ,Der Druck auf den Spurzapfen der Reaktions-
turbinen und Kreiselpumpen“ von Dr. Karl Kobes-Wien, Verlag
von Franz Deuticke, Leipzig-Wien, wird die Bestimmung der Pres-
sungen auf die Gefillwandungen unter Annahme rotierender Fliissig-
keitszylinder durchgefiihrt.

Diese Studie gibt eingehenden Aufschlul iiber die Art und Weise,
wie Probleme solcher Art zu loésen sind; eine weitere Bearbeitung
erscheint daher iiberfliissig.

Es soll im folgenden nur noch an einem einfachen Beispiel das Problem
des Gleichgewichtszustandes eines Korpers, der in eine in relativer Ruhe be-
findliche Fliissigkeit eingetaucht ist, behandelt werden.

oy =L
F £ dat

Fig. 14.

Ein offenes Gefidl sei auf horizontaler Bahn in gleichméBig beschleunigter
Bewegung. Fig. 14.

Nach Fall C, S. 46 u. f., ist relative Ruhe einer im Gefa enthaltenen
Fliissigkeit moglich; die Druckgleichung wird mit 9:% und

P, = 0 und T — konstant

P
A e
4 9
die Niveauebenen sind unter dem Winkel tga :——gg”— gegen den Horizont ge-

neigt.

In die Fliissigkeit sei ein homogener zylindrischer Korper eingetaucht,
dessen Querprofil eine Symmetrieachse besitzt und zwar vorerst in einer solchen
Lage, daBl die Richtung der Zylindererzeugenden senkrecht zur £- resp.
XZ-Ebene und die Symmetrieachse des Profils senkrecht zu den Niveau-
ebenen steht.

Der Korper sei gegen das GefdB ebenfalls in relativer Ruhe; es ist zu
bestimmen, unter welchen Umstinden dieselbe bestehen kann.

4%
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Auf den Korper wirken 1. die Schwerkraft in der Grofle gleich dem Ge-
wichte G des Korpers angreifend im Schwerpunkte lotrecht nach abwirts.

2. Die erste Erganzungskraft der Relativbewegung, d. i —Cipf horizontal, ent-

gegengesetzt der Bewegungsrichtung und angreifend im Schwerpunkt des Kor-
pers. 3. Der Auftrieb 4 bei der angenommenen Lage des Korpers in Rich-
tung der Symmetrieachse vom Innern der Fliissigkeit gegen die freie Ober-
fliche, der Auftrieb geht hiermit ebenfalls durch den Schwerpunkt, fiir den Be-
stand des Gleichgewichtes ist daher nur nétig, daB die GroBSe von A die Re-
sultierenden von G und E, also

o)

Mit p, =0, also bei Ruhe oder einfach gleichformiger Bewegung des Ge-

ist.

fiBes (ve==konstant) wird 4 = G, woraus man erkennt, daB der Auftrieb bei
gleichformig beschleunigter Bewegung des GefiBes fiir den Gleichgewichts-
zustand des Korpers, also durch die Tauchtiefe desselben groBer sein mul} als
bei Ruhe des GefdaBes; Gleichgewicht ist ferner in jeder Lage moglich, bei der
die Erzeugenden des Zylinders parallel zu den Niveauebenen, die Symmetrie-
ebene senkrecht zu denselben stehen, da hierbei G, E und 4 doch immer zum
Schnitt kommen und in derselben Ebene bleiben; wird die Lage des Koérpers
durch eine kleine Parallelverschiebung in der Richtung A gestort, so dndern
sich 4 und E im gleichen Verhéltnisse, deren Resultierende bleibt in der
Richtung von A4, es tritt schwingende Bewegung in dieser Richtung ein; eine
Ablenkung im Sinne einer Drehung um eine in der Symmetrieebene und
parallel zu den Erzeugenden liegende Achse bringt eine schaukelnde Bewegung
hervor, wenn die hierdurch verursachte Verschiebung der Lage des Auftriebes
mit der Resultierenden von G und G ein aufrichtendes Moment ergibt, im
andern Fall erfolgt Kippen. In weiterer Verfolgung solcher Storungen erkennt
man, daB qualitativ das Verhalten eines solchen Korpers demjenigen im ruhen-
den Wasser analog ist. Der wesentliche Unterschied besteht lediglich in der
fiir den Gleichgewichtszustand nétigen groBeren Tauchtiefe.

Es mag zum SchluB noch hervorgehoben sein, dafl allen den
ermittelten Bedingungen fiir die Moglichkeit des Bestandes relativer
Ruhe die Hauptbedingung vorausgeht, daB die Herbeifiihrung eines
solchen Zustandes iiberhaupt méglich ist; bei dem Umstand, daB
die Uberfiihrung eines Korpersystems aus dem Ruhezustand in einen
anderen Bewegungszustand nur durch beschleunigende Krifte mog-
lich ist, erscheint die unmittelbare Uberfithrung aus der absoluten
in die relative Ruhe nur in geschlossenen Gefiflen bei reiner Trans-
lationsbewegung derselben moglich, eine Drehbewegung darf hierbei
nicht auftreten, da auch bei geschlossenen GefiBen die Bedingung
konstanter Winkelbeschleunigung besteht, in welchen Zustand man
aus der Ruhe doch erst durch Beschleunigung gelangen kann.

Den im letzten Beispiel angefithrten Zustand der relativen Ruhe

bei gleichformig beschleunigter, geradliniger Bewegung auf horizon-
taler Bahn kann man sich z. B. dadurch erzeugt denken, daB man
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das Gefdl mit einem ebenen Deckel versieht, der mit der Neigung
der Niveauebenen aufgebracht ist, das Gefal mit Fliissigkeit fillt,
in Bewegung setzt und dann, wenn der gleichférmig beschleunigte
Bewegungszustand eingetreten ist, den Deckel abhebt.

Im offenen Gefall ist die unmittelbare Herstellung der geneigten
Oberfliche nicht moglich; sie wird sich aber bei geniigend langer
Dauer der Bewegung einstellen, wenn die beim Anfahren verursachte
relative periodische Bewegung der Fliissigkeit durch die Reibungs-
widerstdnde bis zur relativen Ruhe abgeddmpft wird.

Diese relative Ubergangsbewegung wird jedoch unter allen Um-
stinden von der Form des GefaBes beeinflullt.

Im allgemeinen wird hiernach selbst bei Erfiillung der oben
entwickelten Bedingungen fiir den notigen Bewegungszustand des
Gefidlles relative Ruhe nur dann eintreten, wenn die Reibungswider-
stinde die Uberfiilhrung in diesen Zustand ermoglichen und die Form
des GefiBes dieser Uberfiihrung nicht hinderlich ist.



I11. Hydrodynamik.

1. Stationare Stromungen in feststehenden
Raumen.

Die Hydrodynamik untersucht die Erscheinungen in bewegten
Fliissigkeiten mit Hilfe der im ersten Kapitel sub B angegebenen
Grundgleichungen.

Die Probleme selbst sind teils geometrischer teils mechanischer
Natur, indem dieselben einerseits die Bestimmung der Stromungs-
formen, anderseits die Bestimmung der denselben entsprechenden
Geschwindigkeits- und Pressungsverteilungen und der hiermit ver-
bundenen Energieumséitze zum Zwecke haben.

A. Geometrie der stationdren Stromungen.

Es entspricht durchaus der natiirlichen Vorstellung, sich in
erster Linie die stationire Strémung in einem z. B. kanalférmig ab-
gegrenzten feststehenden Raum durch nebeneinander liegende, sich
nirgends schneidende und im allgemeinen krumme Linien als Bahnen
von Fliissigkeitselementen anschaulich zu machen; die Kanalbegren-
zung umschlieBt dann dieses Linienbiischel; finden hierbei innerhalb der
Flissigkeitselemente keine sekundidren Bewegungen der einzelnen
Teilchen derselben statt, so hat man es mit geordneten Strémungen
zu tun, wie solche bei reibungsfreien, reinen Fliissigkeiten oder auch
unter dem Einflu der inneren Reibung allein vorkommen konnen;
die Gesamtheit der krummen Linien stellt dann die wirklichen
Bahnen der einzelnen Fliichtigkeitsteilchen dar; bei Vorhandensein
von sekundiren Bewegungen, mit denen auch ein Austausch von
Flussigkeitsteilchen zwischen den einzelnen Fliissigkeitselementen ver-
bunden sein kann, also bei turbulenter Stromung, charakterisieren
die krummen Linien unseres geometrischen Stromungsbildes die
Hauptstromung.

F. Présil, Technische Hydrodynamik
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 1913
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Zu einem solchen Linienbiischel kann man sich nun eine erste
Schar von Flichen vorstellen, die die Linien iiberall rechtwinklig
durchschneiden; es wird hierdurch der mit Flissigkeit erfiillte Raum
bereits in bestimmter Weise unterteilt, diese Flichen haben die Eigen-
schaft von Querschnittsflichen der Stromung. Fig. 15.

Denkt man sich weiter
auf irgendeiner dieser Fla-
chen zwei Scharen von
Linien derart gezogen, dafi
die Linien der einen Schar
diejenigen der anderen
Schar schneiden, so werden
durch diese beiden Linien-
scharen und die durch
deren Punkte hindurch-
gehenden Bahnlinien eine
zweite und eine dritte
Flachenschar gebildet, die
den Raum weiter unter-
teilen. Die einzelnen Fla-
chen dieser beiden Scharen
haben die Eigenschaft von
Stromflachen. Die letz- Fig. 15.
teren Flachenscharenliegen
gegen die erste Flichenschar rechtwinklig, untereinander im all-
gemeinen schiefwinklig; dieselben bilden zusammen ein System im all-
gemeinen zweifach orthogonaler Fliachenscharen, in speziellen Fillen
kénnnen auch die Flichen der beiden letzten Scharen rechtwinklig
gegeneinander liegen, sie bilden dann mit der ersten Schar ein
System dreifach orthogonaler Fldchenscharen.

Ein durch die Schnittlinien eines derartigen Flichensystems ge-
bildetes Liniennetz stellt ein im allgemeinen krummliniges und zwei-
fach orthogonales Koordinatensystem dar.

Es seien nun die Flichen der ersten, zweiten und dritten Schar
als -, - resp. y-Flichen; die Schnittlinien der - und y-Flichen,
das sind die Bahnlinien als ¢-Linien; die Schnittlinien der ¢- und
y-Flachen als y-Linien, diejenigen der ¢- und y-Flichen als y-Linien
bezeichnet und vorliufig auf ein kartesisches Koordinatensystem be-
zogen, indem mit ¢, 9 und y aulerdem drei verschiedene, jedoch
koordinierte Funktionen von x, y, z bezeichnet werden, durch die
die drei Flichenscharen analytisch beschrieben sind:
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Es sollen hierbei x, y, z die Verhéltnisse der Koordi-
natenldngen zu einer willkiirlichen Léingeneinheit be-
deuten, so dall also x, y, 2 Verhdltniszahlen und die Funk-
tionswerte ¢, v y und deren Ableitungen ebenfalls reine
Zahlen sind.

Die Funktionen ¢, v, y werden als Formfunktionen be-
zeichnet,.

Fiir die drei Funktionen gelten hiernach die drei totalen Diffe-
rentialgleichungen:

2 o 2
d¢=a%dx+5%dy —|—»§§dz

oy oy oy
dy=—_"4 T4 T e |
v=rg A0y, Wt

oy oy oy
dy =" 2 =
2 axdx+aydy-}—azdz

oder wenn man die partiellen Differentialquotienten der Kiirze
halber mit

o, y g
B, Bs B
71 Ve Vs

dp=q,dx 4 a,dy + azdz
dw:ﬁ1dx+/32dy+ﬂ3dz T
dy=7ydx+ y,dy 4 y;dz

Zwischen den einzelnen Differentialquotienten bestehen folgende
Identitéten:

bezeichnet.

0oy _ ¢ _ ¢ __day  Bay _day  Oay _ By

oy  ox-0y oyox ox oz oy ox oz
0By _ Py _ v __0B,. 0B, _ 0By, 9By __ 05, LI
oy oxdy Oyox dx’ 02z oy~ Ox o2
Nl Ay S P P} PO N Y

oy  oxdy oydox  ox oz oy  ox o0z

Wegen der Orthogonalitit der - und y-Flichen gegen die ¢-

Flichen hat man:
C‘1/91 _{_a‘_’ﬂz + aalga =0 }

111
a7 +a272+a3y3:0
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wogegen mit den abgekiirzten Bezeichnungen
Ad=0a}+ a," o
B=§"+ /322 +/332
C=n"+r"+»
und mit « als Winkel der Normalen im Punkte 2z, y, 2 zu den
Flichen v und y folgt:
Bryy+ Bava +ﬂ3y3=Vﬁcoswl) e 1 8

Die beiden Gleichungen ITI, werden erfiillt.” wenn

alz(ﬂ‘_,yg Vo B3) ¥
ae=0337'1 /3)1’ A ) Y
= (8,7, — }Ilﬂ2)v

worin » eine vorliufig beliebige Funktion von z, y, 2 bedeutet; man
erhilt hieraus:

da, ¢ 0y, 3/3 99/ op
Px oz® (/3273 Vzﬁs)a 1"[ ( 3+ Vs - ﬂ3 22—, 8;
ba, g ov ay aﬂ ay 2p
oy :W:‘(ﬂsh—?’gﬁ])@_!_ ( 1+ "1 - /31 - — Vs 8y1
dag _ ¢ o < 07y a/31 871 5/3)
'5;—‘5;2"_(/3172_71/32)6—27‘}* + Va LRP — "N 9z

und weiter durch Addition und Beriicksichtigung der Identitdten II
und der Gleichungen IV

P’y 1<a¢p v , 2 v |, oy 8v>
2 b A B A r. -
Vig aw2+ay +az2 g o ' oy oy ' oz oz’

als allgemeine Differentialgleichung der Funktion ¢.

Fiihrt man die den Identititen
dag __0ag.  Bag_ 9oy Dy O
oz oy’ éx 0z’ by ox
entsprechenden partiellen Differentialquotienten an den Gleichungen IV aus, so
erhélt man mit den Bezeichnungen

Py | 0y | Py 2y By, %y
2., — oY, 2 A A
V=gt ot Vi =52 T T 722

1) Sind die - und y-Flichen ebenfalls durchaus orthogonal, so wird
cos w =0 und die rechte Seite von III, wird gleich Null.
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folgende drei Gleichungen

Bt n Lt ) = 2
— (Bt pe gt b0 ) + B
B e ) 2
—(# Z’;Tﬂz a“+ﬁa D) 1 g7
(e ) 5
— (21 p a”3+ﬂaayz) -6

Die drei Gleichungen kénnen mit Hilfe der Gleichung III, umgeformt werden;
differenziert man die letztere z. B. partiell nach %, so erhélt man

" 66_/11 . 5ﬂ2_|_ ye L3 aﬂa 5,:E(‘/Fécos w) ( o —|—192 6y2+ﬂ3 6y3>

und unter Berucksmhtlgung der Identititen II

71%%_1" 2aﬂ1+ ’a 6,31__ m(\/B_CCOS(U> < a“-*—ﬂz 0h+ﬂ3 ah)

und é&hnliches folgt durch partielle Differentiation nach y und z; man erhilt
nach entsprechender Ordnung die neuen Formen:

a —_—
N2y — B\ =+ - (VBCcos o)

—2 (g a“+ﬂ2 Dt Sh) s (g —aa )

72V 2y — BNy :—y (\/BC'cos w)
0 0 0 1 ov or
—2 <ﬁ1 ’2 + /32 T2 + Ba y2> + = (al o ,777>

»2 “3 ox
78\ 2y — B\ 1 :—; WB C cos )

0y Oys 6;/3 1 o ov
—2<ﬂ1 +ﬂz +133 +ﬁ asz—al-a—y .
Multipliziert man nun der Reihe na.ch mit y;, 79, ys und beriicksichtigt, daB

2
24yttt =0, 2n 2;‘ 6(;;) usw., so ergibt sich die Gleichung:
C'\721/1—(VB_E'COS )2y =n —a— ( /BC cos w)

+ Y2, (\/B Ccos w) -+ 8 5, (\/B C cos w)

y+ (reoy — 7109) 61}}
<ﬁ1am‘|‘/32 6y+'33 8C> ...... e e e e V,

1 oy ov
+ 2 [(7‘3 g — 72 ‘13) iy + (rra3 — 7391) Fy



Geometrie der stationiren Stromungen. 59

Setzt man hierin die Werte von a;, a;, ag aus den Gleichungen IV ein,
so gibt V, eine Differentialgleichung zwischen den Funktionen w, y und » und
kann dieselbe zur Bestimmung der Funktionsformen von vy dienen, wenn die-
jenigen von y und » gegeben sind.

Die Gleichung vereinfacht sich bereits fiir den Fall » = konstant, indem

die Glieder mit » in Wegfall kommen; wird au8erdem »=900=" d.h. das

2 b
Flachensystem ein dreifach orthogonales, so ergibt sich die einfache Form
1 <B1p oC |, oy oC , dy i)C’)
RV (i S B Pt i A *
VY C 6w9w+6y6y+bz G2/t Ve

Aus den Gleichungen I’ ergeben sich fiir die Bestimmung der
Werte von dx, dy, dz mit der Determinante :

D= ay(B,75— 7285) -+ a3 (By ¥y — B173) + 03 (Byyo — 7185)
= % (a,* + a,® + a,) = %'A
die Gleichungen:

1
;'Adx:d(p(ﬁzys — 72 :33) + (293 (133 dy -+ 73 ) —l_ Oy (J’zdw—ﬂzdl>

1 a
;'Adx: "',1 dq)+(a3y2 _736‘2) dy + <a-2/33 —ayf,)dy

und ebenso
1 a,
3 Ady = > do - ((1173 - a371> dy (agf, — alIB:%) dy

1 a
;-Adz:—;dqo +(a27’1 — a7, dy (0, ’—'ﬂlaz) dy

dx, dy, dz bedeuten in diesen Gleichungen die elementaren Koor-
dinatendifferenzen zweier beliebiger benachbarter Raumpunkte und
gind deren Werte bestimmt durch » und durch die Werte der
partiellen Differentialquotienten der Flachenfunktionen im Punkte
z, y, 2z und die Differenz dp, dy und dy, um die sich die Funktions-
werte dndern beim Ubergang vom Punkt z, y, z zum Punkte (z - d2),
(y -+ dy), (z+ da).

Beachtet man nun, daB beim Ubergang von «, y, z zu einem
benachbarten Punkt ldngs einer g-Linie die Fldchen v und y, auf
denen z, y, z liegt, nicht verlassen, also hierbei dyy=0 und dy =0
und #hnlich fiir die Ubergéinge auf einer y- resp. y-Linie dep =0,
dy==0 resp. dp=0, dy =10 zu setzen sind, so erhidlt man fiir die
Werte der Projektionen der elementaren Lingen der ¢-, yw- und -
Linien folgendes Schema:
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g-Linie |  y-Linie |  y-Linie
dy=0 dy=0 dp=0 dy-=0 1 dp=0 dy=0
\
da %-d¢ 1 » 372A Ay 73 dw‘ p 2P %3Pe 2/33 By -dy
S e e eyl
a“ Vs — 437
d % 4 |, %3 — %N d a4 1 y Ps
y <4 | 1 1/)‘ y -dy
a an—ars | af—ap
d 3.4 27y Ade, Az T2l
z T4 \ v 1 dw‘ v 1 dy

Hieraus erhdlt man entsprechend der allgemeinen Beziehung

ds==Vda* -} dy* 4+ dz® nach entsprechenden Umformungen folgende
Werte fiir die Linienelemente ds,,, ds,, ds, der ¢-, - und y-Linien:

G

ds,/,:v‘/z dy¢ - -« . .. .. VI
B

dsx:”‘/zdl

hiervon steht ds, senkrecht auf ds, und ds,, wahrend ds, und ds,
im allgemeinen unter dem ortlich verschiedenen Winkel w ge-
neigt sind.

Durch Quadrieren der Gleichung III, ergibt sich unter Be-
nitzung der Gleichungen IV die Beziehung

A=»B-Csinfw . . . . . . . .. IX

und hiermit der Flicheninhalt des die Seiten ds, und ds, ent-
haltenden elementaren Viereckes

df =ds,, ds,-sin @ =1»* ‘/BTCsin wdydy

4
df = — dy d
V4 ver

Der Rauminhalt des elementaren Zwdlfkantes mit den Seitenlingen
dsge, ds, und ds, ergibt sich zu

dt:df-ds(,,:-}d(p-dw-dx D { |
Denkt man sich nun die Flachen aller drei Fliachen-

scharen derart gruppiert, dal die Differenzen der auf-
einanderfolgenden Funktionswerte nicht nur innerhalb
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der einzelnen Scharen, sondern iiberhaupt durchaus gleich
werden und gibt man dieser Differenz den endlichen (aber
sehr kleinen) Wert Ade, so dall dp=Ady=Ay=A4¢ wird, so
erhélt man folgende Beziehungen:

ds, —~
A—S‘;—V‘/C
j:—":":v\/ﬁ oder Asq,:As,,,:Jslzlzv\/a:v\/E .. X1
P
As, B
ds, c
v
Af=——=4& . . . . . . . . . XIII
! V4
A;:ﬁ—Aas R ¢ & 4

Das wesentliche Resultat dieser Untersuchung ist folgendes:

Durch die drei Flachenscharen ¢, v und y wird der
Raum im allgemeinen in elementare Zwélfkante unterteilt,
mit 6rtlich bestimmten Verhaltnissen der mittleren Seiten-
lingen, wenn die Aufeinanderfolge der Flichen der ein-
zelnen Scharen derart genommen wird, daf3 die Funktions-
werte der aufeinanderfolgenden Fléachen um denselben
Betrag differieren.

Diese Eigenschaft bildet die Grundlage fiir die graphische
Netzkonstruktion.

Graphische Konstruktion von Netzlinien.

Die auf einer y-Fldche befind-
lichen - und y-Linien bilden ein
Netz von orthogonalen Trajekto-
rien, das die Flache in elementare,
im allgemeinen krummlinige Recht-
ecke unterteilt; aus der ersten der
Gleichungen XII folgt das Verhalt-
nis der mittleren Seitenldngen eines
Rechteckes, Fig. 16

A5 e ..
5, ds
durch denselben Wert ist die Nei-
gung der Diagonalen der Rechtecke
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gegen die durch deren Schnittpunkte gehenden Bahnlinien bestimmt,
indem

As. —
Asw =»VC

Se

tg T =

ist. Sind fiir jeden Punkt der Fliche die Werte der Funktionen C

und » und damit von » VC bekannt, so ergibt sich folgende Grund-
aufgabe fiir die graphische Bestimmung solcher Netze:

Auf einer Flache der Schar y ist eine ¢-(Bahn-)Linie
mit der, einer konstanten Wertdifferenz Adp = A& ent-
sprechenden Punkteinteilung 0, 1, 2, 3 ... und aufBlerdem
fiir jeden Punkt der Wert von » bekannt, es ist das auf
dieser Flacheliegende Netz der ¢- und y-Linien zu zeichnen.

Die Funktion C ist durch die Gleichung C=y,2 4 ,>} y,* =
@7)2—{— (a—x>2+ (6_x>2 bestimmt, es mul} also fiir die Flichenschar

i dy 9z : %
die Funktionsgleichung gegeben oder der Wert von C sonst in irgend-
einer Weise bestimmbar sein.

Denkt man sich diejenigen Punkte der Fliche zu Linien ver-
bunden, in denen der Wert von »V(C konstant ist, so erhilt man
eine Darstellung der Verteilung dieses Wertes auf der Fliche; diese
Linien kénnen auch als Linien gleicher Diagonalenneigung be-
zeichnet werden.

Zieht man nun durch die einzelnen Teilpunkte der gegebenen
Bahnlinie die Diagonalenelemente unter Reriicksichtigung der Gleichung

tgt = v»V(, so ergeben deren Schnittpunkte neue Bahnlinien mit
Teilpunkten, von denen aus die Konstruktion fortgesetzt werden
kann; man erkennt, daB sich auBer den Bahnlinien auch die -
Linien, sowie die Diagonalenlinien einzeichnen lassen. Siehe auch
Fig. 20, Seite 75, Fig. 23 Seite 83.

Da das Verfahren auf Eigenschaften der Flichen aufgebaut ist,
die nur deren Elementen zukommen, so wird im Prinzip dasselbe
um so genauer sein, je kleiner die Entfernung der Teilpunkte auf
der Ausgangslinie ist; werden bei fortgesetzter Aneinanderreibung
der Rechtecke die Lingen A4s, und As, groler, so sind Unterteilungen
anzuwenden, was aber an sich keine Schwierigkeiten bietet.

Das Verfahren ist direkt anwendbar, wenn die y-Flichen Ebenen
sind; ist dies nicht der Fall, so erméglicht das Hilfsmittel der kon-
formen Abbildungen die Netzzeichnung in einer Ebene.

Beziiglich der allgemeinen Theorie der konformen Abbildungen
wird auf die entsprechende Literatur und namentlich auf die Original-
schrift von (GauB verwiesen, die im Jahre 1825 im 3. Heft von
Schuhmachers astronomischen Abhandlungen als Losung einer
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Preisaufgabe unter dem Titel erschienen ist: ,Allgemeine Losung der
Aufgabe, die Teile einer gegebenen Flache so abzubilden, daB die
Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Teilen dhnlich ist.“

Die fiir den Gebrauch zur graphischen Netzbestimmung wesent-
lichste Eigenschaft dieses Hilfsmittels kann folgendermafien gekenn-
zeichnet werden:

Alle Netze orthogonaler Trajektorien, auf beliebigen Flichen,
die derart beschaffen sind, daB durch dieselben die Flichen in
krummlinige Rechtecke unterteilt werden, deren Diagonalen
wieder unter sich orthogonale Trajektorien bilden und somit
gegen die Linien der urspriinglichen Netze in jedem Punkte unter
45° geneigt sind, besitzen die Eigenschaft, daB Figuren in denselben,
deren Linien die Netzlinien in gleicher Reihenfolge treffen und hier-
bei die korrespondierenden Netzlinienelemente je im gleichen Ver-
h&ltnis teilen, in ithren kleinsten Teilen dhnlich, d. h. konforme
Abbildungen sind. Derartige Netze kann man als Grund-
netze der konformen Abbildungen bezeichnen. Jedem Punkt
einer Figur in einem solchen Netze entspricht ein bestimmter Punkt
der konformen Figur in einem anderen Grundnetze; alle durch zwei
derart zugeordnete Punkte gezogenen korrespondierenden, d. h. gegen
die Netzlinien je gleich geneigten Linienelemente der beiden Figuren
haben gleiches Léngenverhéltnis; dessen Wert ist jedoch im all-
gemeinen fiir verschiedene Punktpaare verschieden.

Sind Figuren in verschiedenen Grundnetzen einer Figur in einem
weiteren solchen Netz konform, so sind dieselben auch untereinander
konform.

Die Konstruktion der Grundnetze ist analog derjenigen, die
frither fiir allgemeinere Netze angegeben wurde; es wird hierbei nur

tg =17 V( = konstant = 1 (also nicht wie im allgemeinen Fall von
Punkt zu Punkt verschieden). Das einfachste Grundnetz der kon-
formen Abbildungen ist das ebene rechtwinklige Koordinaten-
netz mit durchweg gleichen Abstinden der Netzlinien; es gibt
jedoch unendlich viele andere Formen ebener Grundnetze, wie sich
an Beispielen ergeben wird; man wird jeweilen dasjenige Netz wihlen,
das die leichteste Figureniibertragung ergibt.

Die angefithrte Grundeigenschaft der konformen Netze ermig-

licht die Einzeichnung solcher Netze in Modelle von krummen
Flichen mittels biegsamer 45° Winkellineale.

Die Ausbildung entsprechender Methoden zur Konstruktion kon-
former Grundnetze in beliebigen Fldchen bei projektivischer Dar-
stellung der Flichen bildet ein Problem der darstellenden Geo-
metrie, dessen Losung zweckdienlich fiir die Netzdarstellung wire.
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Sind nun auf einer y-Fldche die Linien konstanter Diagonalen-
neigung gegeben und hat man sich auf derselben ein Grundnetz ge-
zeichnet, so kann man diese Linien in ein ebenes Grundnetz iiber-
tragen und mit Hilfe derselben ein ihnen entsprechendes konformes
Netz von ¢ und y-Linien zeichnen, das nun wieder in das Grund-
netz auf der y-Fliche iibertragen werden kann; die Eigenschaft der
Konformitit sichert die geforderte Einhaltung der Flachenunterteilung
in krummlinige Rechtecke mit dem Seitenverhiltnis

ds, —
As, = »VC.

Das konstruierte und das iibertragene Netz sind ebenfalls kon-
form und hiermit jedes zwischen denselben in friither geschilderter
Weise iibertragene Figurenpaar; es ergibt fsich hierin eine Verall-
gemeinerung der Darstellung konformer Netze.

Analoges gilt natiirlich fiir die Darstellung der Netzlinien auf
einer der - oder der ¢-Flichen zweiten resp. der dritten Glei-
chungen XII.

Theorie der Kriimmung ebener orthogonaler
Trajektorien.

Die Genaunigkeit der Konstruktion ebener Netze 148t sich wesent-
lich erh6hen, wenn man die Krimmungsradien der Netzlinien
bestimmt und dieselben zur Einzeichnung elementarer Bogenstiicke
beniitzt.

Fir deren Bestimmung kann folgende Theorie der Kriimmung
ebener orthogonaler Trajektorien dienen, in der, um allgemeiner zu
bleiben, die Bezeichnungen £ und #» fiir die Koordinaten des ebenen
kartesischen Koordinatennetzes gewdhlt und andere Buchstaben als
bisher fiir die Funktionsbezeichnungen eingefiihrt sind; es wird dann
in jedem Fall leicht sein, durch entsprechende Riickfithrung auf die
alten Bezeichnungen die allgemeine Form der Gleichungen zu spe-
zialisieren.

Sind U und V zwei Funktionen von & und #, so werden durch
dieselben zwei Scharen orthogonaler ebener Trajektorien dargestellt,
wenn zwischen den partiellen Ableitungen der Funktionen und
einer vorliufig noch beliebigen Funktion x4 von & und 5 die Be-
ziehungen bestehen:

ov_, ov .
oU ov
— a.z

Mﬁ_——ﬁ
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da hierbei die Bedingung der Orthogonalitit erfillt ist, indem
(0U00) o707y __,
o0& on) \o& oy

Durch die partielle Differentiation von a;, nach &, von a, nach 7
ergibt sich:

wird.

2 (u20) = BT 2 (,00)_ 0T
E\"QE) T anoE  aqg\"ay/ T dkay
und hieraus
oU ou  oU 9y>
a&”’ it <a§ 0F Toyan) =0 - M

und nach Division der Gleichungen a, und a, durch u und partielle

Differentiation von %— nach 5, von at nach §¢:
u

*V a=V_“<ava# avau) .

& T ont 0EBE "o an

Es sind hiermit ganz allgemein die simultanen Gleichungen a,
und a, oder b, und b,, die partiellen Differentialgleichungen zweier
orthogonaler ebener Kurvenscharen.

2

Durch die Wahl von u werden diese Kurvenscharen in Kate-
gorien abgetrennt, man kann u die Kategorien- Funktion nennen;
z. B. mit u == konst. nehmen b, und b, die Formen

AP SN

o= S

an; d. h. die Gleichungen der ebenen konformen Grundnetze.

Unter Bezugnahme auf umstehende Fig. 17, in der ab eine
Linie der V-Schar, ¢d eine solche der U-Schar sind, seien weiter
folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

=B T inkel
a, B oge'n der Tangentenwinke der beiden Linien
d&., d&g= Abszissen cd und ab, die
dne, dng==Ordinaten ; Elemente sich im Punkte &, 5
dsq, dsz==DBogen orthogonal

. . schneiden
Qa;  ©p==Kriimmungsradien

Ferner sei eingefiihrt

=2 =2+ 2]

Pr4sil, Technische Hydrodynamik. 5
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Da nun
ou oy
0¢ o9&
_ e———— t —_— ee—
tga 1k gp A
i an

gind, ergeben sich die Beziehungen:

(a_U_)z (ﬂ)z
8in? ¢ ~?§ -3 cos? o A

ME M?
(a V)2 <8V>2
bE ?
sin® f= o pe s o = yeo

//
4
4
Fig. 17.

und wegen o 2% —+ fp die Identititen

sinazcosﬂ=1<aU> 1 (6V>__d7]“_d_5£

p\oE/ = uM\oy T dse  dsg
I 8U>__ 1 (aV)_ it dng
€08 ¢ = —sin f = ,u(ﬁ ——+,uM & —+dsa_ sg
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hiermit werden

dU oU dé&g ( )dnﬂ_1[<aU2 (aU)fJ_
dsg 08 dsﬂ+ s~ \ag) TGy) |=¥
av 8Vd§a anna l[aU"’ <8U”_
dse 0& ds, ' 07m ds. ML\o + an = o
und daraus
dU__ 14V d
dsg  pudse !
oder
dsa 14V d
dSﬂ—/LdU B« 1

Fiir die Bestimmung der Kriimmungsradien dienen folgende
Gleichungen

_L_da. 1_dﬂ_

0 ds.’ g dsp’

da ¢ und g Funktionen des Ortes, also

d§+6a

ap=28 df+a’3dn

gind, so folgt lings der U-Linie

1 _da dée a dng
0w 0 ds, 817 "dsa
L_0F a8 0f du
08 85 dSﬂ ds,g

und unter Beniitzung obiger Identitéten

-é;—-{—aécosa—{—~51na— 755—__8—77_—
1 8sm/§_¢zc_o~sﬁ
2. onf 451 ain p— 4 P5RE_TERE,

Die Ausfﬁhrung der partlellen Differentiationen durch Einsetzen

der Werte von sing = gusw ergibt

o8in g

o0& %(ﬂ

ﬂf

UV 1 (42U 20

0¢ M2 082 0 o0&
3
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osinf 9 (1 6U>___L 1 (M *U oM 8U>
B2 T

68 T 2&\M oy M2\"GEonrT 9E aq
oos_ 0 (LOU)_ 1 (4 BU_0M 2D
on on\M o0& M2 okon® on o0&
f’_co_sf‘zi@.aﬂ) J_,(M.?fﬁ_?if.w)
on on\M on M2 on®t  on oy

und hiermit
_L 1 ( +32U) 1 (3_]‘{ ov oM 3U>
Qu 08 M2\9& 0& " on oy
und mit Riicksicht auf b, und die obigen Identititen
ouU ouU ovU oU
L tow 2F Loudn| 1 |od OF  odf Gy
0« mloE M oy M| M|3E M Ty M
Lo e oudn) 1M 2ty oM dn)
o 35 dSﬂ

u o0& dSﬂ 31] dSﬂ 317 dSﬂ
1 1 du 1dM
—_—m e— e ——— - L S Y XV
0a modsg  Mdsg :
L__ 1 (o 0U_o 20)
U ou
‘(oM on oMot
- M\et M og M
__ 1 (3,{] dé. , oM d"“)
 M2\9& ds, ' 9 dse
1 _ 1 4dM
== . . . . .. .. XVb
Qﬂ M dSa

Mit Hilfe der Gleichung XVa 1iBt sich der Kriimmungsradius
der Trajektorie zu einer V-Linie bestimmen, wenn lings derselben
die Werte von M und u gegeben sind, mit Hilfe der Gleichung XVb
derjenige der Trajektorie zu einer U-Linie, wenn lings derselben die
Werte von M gegeben sind.

Durch das dem berechneten Wert eines Kriimmungsradius zu-
kommende Vorzeichen ist die Lage des Kriimmungsmittelpunktes
gekennzeichnet. Im Koordinatensystem & 7 entspricht einem nega-
tiven Wert vom ¢ konvexe, einem posiven Wert konkave Kriimmung
gegen die &-Achse.
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Aus der Form der Gleichungen XV

1 1 1
% ( i&) ( dM
dSp dSﬂ
1 1 1
08 +<M.dM) +q
" d sq

LIl xve

XVy'

ergibt sich folgendes Verfahren fiir die graphische Bestimmung der
Werte von m, n und ¢ und damit von o, und gz: es sind namlich

ap
m—-—,u.dsﬂ
n=M:~—dM
dSﬂ
aM
Q*—M.a—g;.

Trigt man z. B. (Fig. 18) auf der in eine Gerade gestreckten
Linie ¢d die den einzelnen Punkten derselben entsprechenden Werte

von M auf, so erhilt man
die M-Kurve iiber ¢d und
ist aus nebenstehender Fi-
gur ersichtlich, dafl die
Strecke

ds,g

ist, der Wert von n wird

L -
PQ=M:§—JE=n /

o

M

mit d M positiv oder ne- | 2
gativ; es mufl hierbei na-
tiirlich fiir die Ordinaten

Fig. 18.

M der gleiche MaBstab verwendet werden wie fiir die Abszissen,
was deshalb moglich ist, weil auch im Koordinatensystem &7 die
Koordinatenwerte nicht als Lingenwerte, sondern als Verhéltniswerte
genommen sind, so daB wieder alle Funktionswerte die Werte aller
Abgeleiteten und deren Funktionen, also auch reine Zahlen sind.

Die Beniitzung der Kriimmungsradien ist speziell an denjenigen
Stellen des Netzes von Vorteil, wo Netzlinien mit starker Kriimmung

vorkommen.
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Koordinatentransformation.

Fur die Aufstellung der Differentialgleichungen bestimmter Netz-
formen wird es dienlich sein, vom kartesischen Koordinatensystem,
auf das Zylinderkoordinatensystem iiberzugehen, eventuell, wenn die
@, y, y-Flichen selbst dreifach orthogonal sind, die in bezug auf das
kartesische Koordinatensystem abgeleiteten Gleichungen auf das System
@, Y, 7 zu transformieren; es werden zu dem Zwecke die nétigen Trans-
formationsformeln aus Riemann-Weber, ,Die partiellen Differen-
tialgleichungen der mathematischen Physik“ I. Bd., § 41, Seite 95 u.f.
mit den dort gebrauchten Bezeichnungen aufgefiihrt.

Es seien «, y, z die kartesischen, p, ¢, » die neuen, im all-
gemeinen krummlinigen, jedoch dreifach orthogonalen Koordinaten,

so daBl z, y, z je durch eine Funktion von p, ¢ und » darstellbar
sind. Mit den Bezeichnungen

oz o ox - dx '
op o8q 0 v
—a“:"/:b; 2‘?—/—21),; %*———bﬂ
op 0q or
o0z __,. 0z_, 0z __ .
op oq or
und
e=a?+ ¥4 &
d=a'?-} 02}
erl:ar/2+bl/g+
werden
op . 0p_ b Op__ ¢
ox e’ oy e’ 0z e
og_ @ 0g V.o bg_ ¢ A
ox ¢’ oy € o0z (77 7
or " or Vo or
ox & oy oz ¢
Ferner, wenn U eine Funktion von =z, y, 2z resp. p, ¢, r ist
oU _oU. oU i oU i
2x op e | oq e' + or ¢
oU U oU v | U V" B
2y op b9q ¢ " or ¢
oU oU oU ¢, oU c"
‘4l 5

oz op e ¢ or ¢
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und
g

T i ~—F
! a ‘/“ oU _}_.;i ‘/e ,e_g_U; _{_i ‘/e_;a_q C
Vee’ 2 e O0p 0q e 0¢q or e or
Fiir die Transformation des kartesischen auf das Zylinder-

koordinatensystem bestehen zwischen den Koordinaten folgende
Beziehungen, wenn man z. B. die z-Achse als Zylinderachse nimmt:

xr =
——Z:'cos r ist hierbei die radiale
Y=7re89 . die (Winkel)Bogenkoordinate
z==rsin ¢
mithin
de=1-dp+0dgq-40dr
dy=0.dp—rsingdq-}cosgdr
dz=0-dp-}-rcosqgdq-f-singdr
also
a=1 al_:o I'=0
b=0 b =-—rsing b’ = - cosgq
c=0 ¢ = -}-rcosg /= }-sing
e=1 e =12 =1

und hiermit

op op op
—_ 1 —-—:0; "—‘=O
ox 1; oy 0z
bg_,  oa__sng  2g_ _ coa|
ox oy r r z
%—-—-0; %ry—z—l—cosq; é—:=—[—sinq
oU oU
Px 810
oU  oU smq
== ——— [ 5 CO8 ... B
5y g + coq R
oU _oU cosq
0z 6q r

e 2 24

62U 12U , U 10U

el _--A———.........C
2+yi}q or? ror
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Beispiele.
L
Die y-Flachen seien Ebenen parallel zur XY-Ebene des karte-
sischen Koordinatensystems; deren Gleichung ist: y =2, und dem-
entsprechend:
=0, y,=0;, y,=1; C=1

Aus den Gleichungen IV folgt:

op oy
o, = f,v oder a—xz—a—;v
L op 0y
ay=—f» ” _8_1/_ o2
o
0(3=0-V 3 §=07

das letzte Resultat bedeutet, daB in diesem Fall ¢ unabhingig von
z, also nur eine Funktion von z und y ist.

1, Annahme: » =— konstant — 1.
Es werden:

op oy op AT

o, =, oder: 3_.7::@’ ¢y =—pf, oder: —27:.-—_' A—B.
Durch partielles Differentiieren einmal der ersten dieser Gleichungen
nach z, der zweiten nach y, dann umgekehrt, folgen:

g g
CP LD __9
ox? +6y2

a‘zw 32 )
XY _ 9
0 x? + p] y‘l
als Bestimmungsgleichungen der Funktionen ¢ und v; die erste der-
op

selben ergibt sich ebenfalls aus V, mit » =1 und 7 =0; die zweite

derselben aus V,* mit C=1.

Die allgemeine Integration dieser simultanen Differentialglei-
chungen erfolgt nach der Funktionentheorie durch Umformung und
Trennung der reellen und imagindren Teile von Funktionen des
komplexen Argumentes (x —-iy).

Die ¢-Flachen und die y-Flichen sind Zylinderflichen mit Er-
zeugenden parallel zur z-Achse und ergibt hiermit die erste derselben
nach der gewdhlten Bezeichnungsweise im Verein mit der Gleichung
1 =2 die y-Linien, die zweite im Verein mit y =2 die g¢-Linien
(Bahnlinien).
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(In den Lehrbiichern der Hydrodynamik werden im Gegensatz
zu obiger Bezeichnung gewéhnlich die Bahnlinien als y-Linien be-
zeichnet; bei der gewihlten Darstellung erscheint obige Bezeichnung
zweckmiBiger, da die Lage eines Punktes in einer bestimmten Bahn-
linie eben durch deren Schnitt mit einer ¢-Fliche bestimmt ist.)

Es folgt ohne weiteres, da in den Féllen y=z die y- und
@-Linien fiir alle y-Ebenen kongruente Kurven sind, so daB die
Darstellung in einer der y-Ebenen vollkommen Aufschluf3 iiber den
Verlauf aller dieser Kurven gibt; man nennt daher entsprechende
Stromungen mit Netzformen dieser Art zweidimensionale Stro-
mungen.

Beispiel: Aus der komplexen Funktion
Z=(x—+iy)’=(x—y?) +i(2xy)

ergeben sich durch oben bemerkte Abtrennung:

p=2"—y*
yw==22xy.

Fig. 19.

Hiernach sind die in der XY-Ebene gelegenen Leitlinien der ¢- und
w-Flachen gleichseitige Hyperbeln mit dem Koordinatenursprung
als gemeinschaftlichen Mittelpunkt: Fig. 19.
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Es werden
9 __ oy
al—az—+2x7 ﬂl——ax'—“_i_zy
o oy
y = = —2y, g ™/ LT 2
“=3, y h=7%, + 2=
A=14(x"+¢?) B=4(z*+y°
do de c dy
dsp=—L=———"T"—; ds,=»v |/ —-dy= ——
Y va 2 V2 1y ! A 2 Va4 y°
v dy-dy
Af= ——=dypdy=——+=-
V4 Vo 4-y?

und mit endlichen Differenzen:

Ade=ANp=Ayp= A4y =4z,

Afee de* _
2Va® 4y

Aed
dr= 15—,
4(2°+y7)

Ae==Az bedeutet, daB die Linge eines Elementes der z-Achse als
MaB der Differenz der Funktionswerte zu wihlen ist.

Beziiglich anderer Formen solcher Art und deren Eigenschaften
wird auf die diesbeziigliche reichliche Literatur verwiesen?).

Graphische Beispiele.

Aus der ersten der drei Gleichungen XII ergibt sich mit v=1,
C=1

tgr=—

Die Netzlinien einer y-Ebene grenzen mithin krummlinige recht-
winklige Vierecke ab, deren Diagonalen unter 45° gegen die ¢- und
y-Linien geneigt sind und bilden hiermit konforme Grundnetze.

Fall a. TFig. 20.

Gegeben sind eine @-Linie und auf derselben diejenigen Punkte
in denen dieselbe die ¢-Flichen durchdringt, deren Funktionswerte
nach einer arithmetischen Reihe zunehmen: es seien O, 1, 2, 3,...
solche Punkte auf der Linie ab; zieht man durch diese Punkte Linien,

1) Lamb: Hydrodynamik. Wien: Hydrodynamik. Riemann-Weber:
Die partiellen Differentialgleichungen der mathematischen Physik.
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die unter 45° gegen die Tangenten in diesen Punkten geneigt sind.
so erhilt man in deren Schnittpunkten zwei zweitere Punktreihen.
die wieder auf Bahnlinien liegen, und kann man von denselben ab
das Verfahren wiederholen.

Fig. 20.

Wird nun der Wert der Differenz 4¢ angenommen, so folgt aus

der dritten der Gleichungen VIII, d.i. ds,=v» ‘/SA %, mit =1
und Ady=A4e¢, und weil 4 =B ist:
As,=Ade=Az=4y
d. h. der Wert de¢ ist ein Mall der Abstinde der y-Ebenen. Aus
der ersten der Gleichungen VIII ergibt sich mit » =1 und 4 p = 4e¢:
As,,,:A—E_ und wegen dsp=Adsy
V4

— Ae
Vd= Ads,’

wodurch die Werte von V4 in den einzelnen Punkten aus den

Léngen 4s, und dem Wert d¢ bestimmt sind; es werden hiernach
Af=Ads, - de=As,,-A¢
Adr=(ds,)?de=(ds,)? de.

Mit Riicksicht darauf, daB die Werte von z, y, z und hiermit
auch s,, s,, s, Verhdltniswerte sind, werden die wirklichen Werte
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der entsprechenden L#ngen durch Multiplikation mit dem Léngen-
werte der Bezugseinheit a und ferner der wirkliche Fliachenwert
durch das Produkt a®4f und der wirkliche Volumwert 4 durch das
Produkt a®- At bestimmt.

Fallb. Fig. 20, 21Y).

Sind eine Bahnlinie und die Werte von VA lings derselben ge-
geben, so kann man die Punktverteilung fiir gleiche Differenzen

Ldngen-Malstab: Tem= 0,2
VA  -Malstab: fem=4%0

W1 2 3 % 5 & 7 89 WUBY K
101 | | 4
2,0 N L]

Y5 =~ ¢ Malstab; Teqr= 4,0 |
40 \2}”\ L] |

S e o N | || !

& Py - Pa=VAdS, G ||| |

s 80 a \m |

= X

< 90 \\,.r
0,0 — |
7,0 ~z |||
13,0 N 4 |
730 — = — —-%
™0 —>I7

Fig. 21.

Ap=A4¢ auf der Bahnlinie durch Beriicksichtigung der ersten der
Gleichungen VII erhalten, aus der sich ergibt

b
O — @, = fVAdsq,.
a

Streckt man daher die gegebene Bahnlinie in eine Gerade aus, trigt

auf derselben die VA-Werte auf und bestimmt sich durch Plani-
metrierung die Integralkurve, so gibt deren Endordinate bXIV den
Wert von ¢, — ¢,; teilt man diese Ordinate in eine Anzahl n gleicher
Teile ein, projiziert die Teilpunkte auf die Integralkurve und die
so erhaltenen Punkte derselben wieder auf ab, so erhdlt man die
Punktverteilung 0 1 2 3 auf ab entsprechend der Funktionsdifferenz

(pb—(pa =A€
n )

Ap==

1) Dieses Beispiel gibt ein Stromnetz fiir Leitradkanéale von Francisturbinen.




Geometrie der stationdren Strémungen. 77

Fiir die Bestimmung der Kriimmungsradien ist in den Gleichungen
XV, und XV,

u=1; M=V4; Asq == dsy;
und dementsprechend
Qa == Q> 08 =0¢
zu setzen; man erhalt:
V4 V4
91#:”:(‘1—1/2—), Q¢=q=<—d_\/‘7>.
dse ds,

Man kann daher entsprechend der ersten Gleichung in derselben

Figur, in der bei gegebenen Werten von VA die Bestimmung der
Punkteinteilung erfolgt, auch die Bestimmung von g, vornehmen.
Aus der zweiten Gleichung folgt:

ava_ V4
d sy, 0p

d. h. man erhilt im Quotienten Q—A ein Maffiir die Verinderlichkeit
@

von V4 langs der die @-Linie schneidenden 1-Linien.

Bestimmt man im obigen analytischen Beispiel z und y als
Funktionen von ¢ und v, so erhidlt man

1 S

=t L5 Ve

Z 1 . ———

p=—T LV Ty
A=B=—4Ve? ¢

Es wird
_ VA 24 2V4

Oy = = - )
" dvVa a4 a4
dse dsy do

nun ist léngs einer @-Linie iy konstant, also

dA dp 169

dp Ve'+y* 4
hiermit B
_lava
0y i i

_._g(p
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und mit den Werten von 4 und ¢ ausgedriickt durch die Koordi-
naten z und y
_ @+ V44

v (z* —y?)

und so analog

_ @ HAVEE
2zy

=

als Gleichungen der Kriimmungsradien.

2. Annahme: » — verinderlich, z, B. = e** mit %k — einer

Konstanten.
Es werden
154 Z‘(p aw +k-7 I =—a-(B= aw +kz 94 =—a£=
17 9 oy oy or 3 0z

durch partielle Diﬁerenzierung wie im fritheren Fall, erhélt man:

9 qv 8<P
+ 3:1; =0

O’y | Py oy __
ax“+8y2 kax 0

als simultane Differentialgleichungen der Zylinderflichen ¢ und vy
mit Erzeugenden parallel zur z-Achse, deren Schnitte mit den
z-Ebenen wieder die y- resp. g-Linien geben, die wie im friiheren
Fall kongruent in allen y-Ebenen sind; solche Stromungsformen ge-
héren daher auch zu den zweidimensionalen Stromungen. Die allge-
meine Integration obiger Differentialgleichungen kann durch Potenz-
reihen erfolgen; eine partikulére Losung erhdlt man mit

k
p=yes, y=5y —o

Die y-Linien sind hierbei transzendente Kurven, die g-Linien in der
z-Richtung parallel verschobene Parabeln, Fig. 22.

Fiir die graphische Bestimmung entsprechender Netze hat man
tgT=¢k=.
Die Netzkonstruktion kann nach dem allgemeinen Verfahren erfolgen.

Man erhidlt durch analoge Rechnungen wie im vorhergehen-
den Fall

AS‘PQAG

ds,=de, Af=ds,de, di=



Geometrie der stationdren Stromungen. 79

als Verhiltniswerte fiir die Bestimmung von 4s,, 4f und 47. Ebenso
gilt beziiglich der Bestimmung der Werte von n, m und ¢ dasselbe
wie frither; es wird in diesem Fall

1
‘u=e—kz’ ___?_’liz_kd_x_=__kc()sax
1 OSy dsg
mit ¢, = Tangentenwinkel der Bahn gegen die z-Achse; hiermit
konnen die Kriimmungen resp. Kriimmungsradien der yw-Linien in

den Teilpunkten der Bahnlinien bestimmt werden.

7 gl imens=Schmittlinien
der y Fldchen mit den
X Flachen

S~y Linierr=Schnitfinien
dery Flachen mi dea
y Flachen

Fig. 22.

In den behandelten Féllen liegen Netze der y- und ¢- resp. der
%- und y-Linien auf Zylinderflichen, deren Entwicklung in Ebenen
die konformen Abbildungen der Netze liefert.

II.

Das System der y-Flichen sei durch ein, die x-Achse als ge-
meinschaftliche Schnittlinie enthaltendes Ebenenbiischel gebildet; die
allgemeine Gleichung eines solchen Systems ist hiermit bestimmt

durch
2
~1(;)
x )
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wobei F noch eine beliebige Funktion des Argumentes ? sein kann;
y

es seien vorerst folgende zwei spezielle Annahmen gemacht:

v = konst. =1; x=arctgi.
Y
Hiermit und wenn man 2?4 y®=1? einsetzt, werden
. . Y. 1
n=0  p=—y n=+5 C=_

und somit entsprechend den Gleichungen IV

_09_ L yy oy z

M= oy »> ' 9z »?

_op oy y

a2_ay_ o r® 4
_op__ oy z

3 9z x r?’

Es erscheint in diesem Fall zweckmiBig auf das Zylinder-Koordi-
natensystem iiberzugehen und ergeben sich unter Beibehaltung der
Bezeichnung p, ¢, r fiir die neuen Koordinaten die Transformations-
gleichungen nach B,:

by 09

ox 0p

dp __  Ogsing  dg¢
oy  dq r —{—arcosq
09 dpcosqg  Og .

0z d9q r —[—arsmq
ow_oy

ox op

Oy __ Owsing oy
oy odq r +arcosq
dy 0y cosq | Oy .

8z dq r —{-arsmq
o _ o

dw~ dp

0y  dxsing , oy
oy oq r —]—alrcosq
oy 0y cosq oy .

z  8q r +6rsmq
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Da nun
Yy

z .
I — cosq; ~ =gin
p q; o q

sind, ergibt sich mit den Werten y;, 75, 75

ko fx__ 2 _ _0x %  0x ¥y
ap_o dy~ r2  dgq r’+6r r
ox Yy _  oxy a_z z
6z_+72~+aq o e

Mithin erhélt man
ox _ Sx 4. O _
ap—o’ aq_l’ ar =0
also y unabhingig von r und p und gleich der Bogenkoordinate, d. h. bei 4y = 4¢
=konst. haben die Ebenen des Biischels gleichen Abstand; man wird dien-
licherweise Ade= 271[ wéhlen, wobei ¢ eine ganze Zahl ist und die Anzahl der

Ebenen des Biischels um die Achse bedeutet.

Die Transformationsgleichungen der Ableitungen von ¢ und y
vereinfachen sich noch bei der dritten speziellen Annahme, daB ¢ und v

unabhéngig von der Bogenkoordinate, also 2—3;:0,3 % == 0 seien.
Dies bedeutet, dall die ¢- und y-Flichen Umdrehungsfiichen sind
mit der p, d.i die x-Achse als geometrische Achse. Die Schnittlinie
dieser Flichen mit den y-Ebenen geben ebene und kongruente Netze
der y- und ¢-Linien in den y-Flichen; es geniigt deshalb wieder
die Zeichnung eines Netzes in einer Ebene.

Mit der letzten Annahme erhilt man:

op __ 99, oy __ oy
ox ~ ap’ oz ap
op | 0@ . o0y oy
8y——+6r cosgq; ﬁ_——{—wa—;cosq
op 0@ . Oy | oy .
5~ T e 5 =T, s
und hiermit aus den Gleichungen a:
dp | dysin’q | 0y cos’q
ap_+8r r +9r r
op . Owsing 0g 0w cosyq
or 04T op r ' or coRg= op r
oder
bp __ 1 %y, op ____1ow b
op r or’ or r dp :

Pr4sil, Technische Hydrodynamik. 6
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Durch partielles Differentiieren konnen diese beiden Gleichungen wieder
umformt werden; man erhilt

e 10¢
Bp—l— +18r

als simultane Differentialgleichungen zur Bestimmung der Funktionen
@ und v und somit der Netze der v und ¢-Linien.

Die Integration derselben kann durch Potenzreihen erfolgen;
man erhalt
,'.6

2 4
—al op_pu’ w, " vi,_ "
¢—ealgr+2P o TP g TP g

,,.8

7.4
—_ I,2___ pIIr, V.,
y=ap+ Pir*— PI. o 4- PV o—7,

worin a eine beliebige konstante Zahl, P eine beliebige Funktion
von p und P!, P PIII  deren erste, zweite, dritte . .. Ab-
leitung nach p bedeuten.

Man kann Stromungen mit Formen solcher Art als einfache
Stromungen in Rotationshohlriumen oder als achsensymmetrische
Meridionalstromungen bezeichnen.

Siehe hieriiber auch Pragil ,Uber Fliissigkeitsbewegungen in
Rotationshohlrdumen“. Schweiz. Bauztg. Bd. XLI.

Fiir die graphische Netzkonstruktion in einer y-Ebene erhilt man

Asw_ 1

tgr = =
g? As, r’

das Verfahren bleibt dasselbe, wie in den fritheren Fillen; es ist
zweckmafig, die Lange des dem Anfangspunkt der Linie zukommen-
den Radius als Bezugseinheit fiir die Langen zu wihlen.

Ein entsprechendes Beispiel ist in Fig. 23 durchgefiihrt.

Man erhalt ferner

4
Asq,=—i; ds,=rde; Af=Ads,-de; Av=As,*de
V4
oder mit Ae:ng
2
Aslzr—n, Af=A4s, , dr=Ads, —221
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Aus den simultanen Differentialgleichungen fir ¢ und v erkennt
man, daf in diesem Fall y==r ist und daB man fiir die Bestim-
mung der Kriimmungen wieder

M=YVA4, dsa=dsy, dsg=M,

Achse
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zu setzen hat, so dafl man erhilt

0
m== T
’ll:.‘/ZZd—}—/ﬁ
dsg
— dv4
=—=VA: .
1=V ds,

Der Wert von n ergibt sich aus dem Langenwert der Tangente an
die Bahnlinie vom Berechnungspunkt bis zur Achse.

Es werden
1 1 1 1 1

@1}9_ q TTm om

© oy m on
Soll das Netz die Achse als g-Linie enthalten, so geht man am
besten von derselben aus; es versagt aber vorliufig das allgemeine
Verfahren, da an der Achse r =0, also tgz=00 wird; iiberhaupt
tritt an der Achse insofern eine Abweichung auf, als die der Achse
zunichst liegende y-Fliche eine Rohre mit vollen Kreisquerschnitten,
zwei andere y-Flichen Rohren mit kreisringformigen Querschnitten
bilden.
Aus Gleichung XIII ergibt sich mit » =1 als Mall des Flichen-
inhaltes eines Ringquerschnitt-Elementes
Af= Z—I—E;;
Va4
hierin ist derjenige Wert von VA einzusetzen; der dem durch die
Diagonalen des Elementes bestimmten Punkte zukommt, und da in
einer Ringfliche simtliche Diagonalenschnittpunkte auf einem Parallel-

kreis liegen, so hat VA4 fir alle diese Punkte denselben Wert;
1Af ist ein MaB des Flicheninhaltes der ganzen Ringfliche und mit

2
Ae= —;E wird somit
— 4p®
G-Af) VA =Tn=konst.,

d. h. das Produkt aus Ringflicheninhalt in den zugehorigen Wert

von VA hat fiir alle zwischen benachbarten Flichen auf den ¢-Flichen
liegenden Ringflichen denselben Wert; bestimmt man nun die der
Achse zunichst liegende y-Fliche derart, daBl fiir die von derselben
auf den @-Fliehen abgegrenzten Kreisflichen ebenfalls die zuletzt ge-
fundene Beziehung gilt, so lassen sich die Punkte der Meridianlinie dieser
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y-Fliache bestimmen, wenn die Verteilung von VA lings der Achse

bekannt ist, da wegen o,=— V4: £i—v~4—=oo dVA__-O wird,
ds, ds,
also der Wert von V4 langs einer y-Linie in der Nihe der Achse
sehr wenig verdnderlich ist.
Die an den durch die Punkte der Achse gezogenen y-Linienele-
menten abzutragenden si,-Léngen sind zu rechnen aus der Formel

4
Spp 7T VA-——?’1

Man erhilt durch Auftragen der Lingen s,, die Meridianlinie der der
Achse zundchst liegenden y-Fliche und kann hiernach unter Verwen-
dung des allgemeinen Verfahrens das Netz vervollstindigt werden.

(Natiirlich muB die Anzahl ¢ der um die Achse gleichmiBig
verteilten y-Flichen so groll gewihlt werden, daB der Flicheninhalt
der Kugelkalotte von der Bogenlinge s,, noch gleich s;, n gesetzt
werden kann.)

Die Netze der y- und ¢-Linien auf den y-Flichen und die-
jenigen der y- und wy-Linien auf den g-Flichen bestehen aus Parallel-
kreisen und Meridianlinien; iiber deren konforme Darstellung in
Ebenen siehe Pragil: Zur Geometrie der konformen Abbildungen
von Schaufelrissen. Schweiz. Bauzeitg., Bd. LII, Nr. 7 und 8. Ein Aus-
zug hiervon ist als Anhang dem Buche beigegeben.

Noch allgemeinere Formen erhilt man, wenn man » gleich einer
Funktion von r oder von p oder von r und p wihlt; es wird hier-
bei das graphische Verfahren der Netzbestimmung zur Anwendung
kommen.

111.

Eine Verallgemeinerung der fritheren Annahme erhilt man, wenn
man das System der y-Flichen dadurch bildet, daf man eine Fliche
von gegebener Form um eine Achse, z. B. um die X-Achse, dreht;
im Zylinderkoordinatensystem, mit der X = p-Achse als Umdrehungs-
achse, stellt die Gleichung F[r,p(q— ¢,)]=0 mit g, als Parameter
ganz allgemein solche Flichensysteme dar; die Auflosung nach g,
ergibt mit g,=y die Formen der y-Funktion

x=q-+f(rp)

(Im fritheren Beispiel war f=0.)
Die Transformation der Hauptgleichungeu I1Ia, IV, Va auf Zylinderkoordi-
naten mit Hilfe der Gleichungen B, ergibt fiir die Gleichungen III,

ogp oy 1 Op 0y | Op 81,0
ap 8p aq 8q o or

op 0y 1 dg i |09 81
.
or or
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fur die Gleichungen IV

[ <Btp oy Oy 61)
=+ =" \og 5 " ar d¢) "

o dp sing  do

oy 6q' r +8r 08 ¢

20 0000009 g

— _[({0w 0z _0vy 0y\sing [0y 8y 0w 0x\ .. .|,
T |\ap a¢ aq op) ¥ ap op or ap) %1

und hieraus

o 1 (0w 6_1__"’;4’.9_1>

op  r \oq ar or odq

b0 (w22 _0v o)

3¢~ T "\apar ardp

op 1 (0w ‘3___9;/’.5_%>

ar  r \dp dq 09q op

Es werden ferner

=G+ g+ (G

A_(ap +r2 aq + ar
= (o) s (o) + Gr)

B_(ap +72 q + or
G+ G+ G

0—(% T3 Tar

Die Gleichung V, erhilt die Form
1 62qz 02 Pe 1 e
24— L 4 —.7%
Vie= 6p2 +,,2 0q? 87‘2 + r or
_l(mir, Lowor 9 0n)
" v \dp op ' r2 0q Oq or/ "7
Es soll nun die spezielle Form
2n
A=4q+ 5P

v’

in Betracht gezogen, d.h. die y-Flichen als Schraubenflichen
mit konstanter Steigung h und gleichem Bogenabstand

angenommen werden.
Man erhilt:
oy_2a.  0x_ .  ou_
op b’ 8g T or

und hiermit und aus der zweiten der Gleichungen III

ferentialgleichung

2718(;) 1 8(p
p T
2

, die Dit-
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als Bestimmungsgleichung fiir die Funktion ¢; es ergibt sich hieraus

p=R-P(§)+S mit §=<%p—72q>,
wobei R und S beliebige Funktionen von r, und @ (&) eine beliebige
Funktion des Argumentes (-zh—n p——-1'2q> ist.

Die einfachste Form ergibt sich bei R oder =10 mit ¢ = S; es werden

o _ oo dp _ 48

op ’ g’ or  dr’
d. h. die @-Flichen sind konzentrische Zylinderflichen um die p(x)-Achse; aus
der ersten der Gleichungen III,, folgt hiermit %?:0, d. h. die Funktions-

formen von vy sind von » unabhingig.
Die beiden ersten der Gleichungen IV’, werden identisch erfillt; aus der

letzten derselben folgt:

dr ~ 7

as 1 <¢'3y} 2.7t61p>
op h dq

Aus der Gleichung V,, folgt, daB in diesem Falle » nur eine Konstante
oder eine Funktion von 7 sein kann und hiermit aus der letzten Gleichung, daB
y eine lineare Funktion von p und ¢, also von der Form

y=q+kp

sein muB; d.h. die y-Flichen sind ebenfalls Schraubenflichen mit konstanter
Steigung; es werden hiernach die ¢-Linien, d.h. die Schnittlinien der - und
x-Flichen, zur p(x)-Achse senkrechte Gerade, die w- und j-Linien sind
Schraubenlinien auf den ¢-Flichen.

Nimmt man die y-Flichen als Leitflichen einer Strdmung an, so wire
hiernach durch diese Form eine radiale Strémung zwischen den y-Flichen
bestimmt. Diese Stromungsform hat keine praktische Bedeutung.

Eine weitere Form ergibt sich mit S=0; R=-41, $=24§,
mithin durch
h .
=5, P70
es werden
dp_ b dp_ . ot ,.
op 2=m oq

und folgt hiermit und aus der zweiten der Gleichungen III , die
Differentialgleichung

zur Bestimmung der Funktion .
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Hieraus ergibt sich nach den bekannten Methoden der Inte-
gration partieller Differentialgleichungen erster Ordnung

py=Y(&7y) mit E=(2,Tn-p+q>

n=(¢*—1gr),

d. h. y ist eine beliebige Funktion der Argumente & und # oder
da £ genau die Form der Funktion y besitzt

v="¥(,7).

Bei der Annahme: y = ¥(y) wird v = konstant, wenn y konstant ist; d. h.
die y-Flachen dieser Funktionsform sind der Form nach identisch mit den
z-Fléchen, besitzen jedoch andere Zuteilung der Funktionswerte.

Eine weitere einfache Form der -Flichen ist bestimmt durch:

y=n=¢"—lgr,

d. i. die Gleichung von Zylinderflichen mit Erzeugenden parallel zur
p(x)-Achse, deren in der (YZ)-Ebene gelegenen Leitlinien obiger
Gleichung in Polarkoordinaten mit y als Parameter entsprechen.
Die @-Linien sind die Schnittlinien dieser Zylinderflichen mit den
z-Flédchen.

Das Gleichungssystem:

ko,
‘7’—2n1’ q

w=¢q>—lgr S - 1
2n

A

X=—4a- hp

stellt daher vorldufig in lediglich geometrischer Hinsicht eine mog-
liche Stromungsform zwischen Schraubenflichen als Leitflichen dar,
wobei ¢ die Querschnittsflichen sind.

Diese Funktionen ergeben aus den Gleichungen IV,

h v 27— 2q 2= L hr?
I A S rra — 29 e7 — "
2n—+r2’ 7 W 2rq Rl e hiermit » —{—2”und
weiter :

C (S ot |

- 2 q l d&p: Zd(p

4\ | 1 | ¢

B=<-’Tq) 7 ! dsw:v\/%dwp A=1»2-B( sin? w

. 271)2 1 B

o=(F) +5 J‘”X“” it |
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48y — hr® [aaE i )
Zfs»(pzv\//o-:ﬁ\/<_h_> —]er-gdf:_l%d‘gz: - hzr et
LR LT s R
A8y _ B__ [+ 11k AIZIMS:WE-;TASS
45, = VG Vigams 1) | (5s) T+ 2o

Fir die orthogonalprojektivische Darstellung z. B. der in
einer y-Flache gelegenen - und ¢-Linien erhélt man durch Elimi-
nation von p aus den Gleichungen fiir ¢ und y mit:

w=(£)e(x~—®——r“’q-

Die Gleichung der Projektionen der w-Linien auf die Koordinaten-
ebene r, ¢ (Ebene senkrecht zur p-Achse); die Gleichung v ==¢%*-—Igr

Fig. 24.

gibt an sich die Projektion der g-Linien auf dieselbe Ebene; sind
diese Projektionen gezeichnet, so bietet die Darstellung im Auf- und
Seitenril keine weiteren Schwierigkeiten. Eine axonometrische Dar-
stellung eines solchen @ vw-Liniennetzes auf einer Schraubenfliche
gibt Fig. 24.
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Die konforme Darstellung des in einer y-Flidche gelegenen ¢,
y-Netzes ergibt sich, in Anlehnung an die Entwicklungsweise fiir

die konforme Abbildung von Rotationsflichen wie folgt.

Fig. 25.

Die Linge ds eines beliebigen Linienelementes auf der x-Fliche,

Fig. 25, ist bestimmt durch die Gleichung

ds?=dp?-+(rdg? +dr?
und aus der Gleichung der Fliche folgt
2n h

dxquf{—-rdp:O, oder dp:—ﬁdq;

hiermit

o h 2 2 2 2
ds =[(2—7;) —-}—r}dq —dr®

Die Linge dS eines Linienelementes in der Ebene ist in Polar-

koordinaten R, @ bestimmt durch die Gleichung
dS?=R*dQ*}d R

Fir zwei zugeordnete Punkte muB entsprechend der Konfor-

mitétsbedingung das Verhiltnis
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h * 2 2 2
ﬁ_[(ﬁin) —{—r:l)dq Fdr
dS®*  RdAQ+dR?

derart beschaffen sein, dal es nur abhingig von den Koordinaten
der zugeordneten Punkte ist.

Das wird u. a. erreicht, wenn man @ =g¢ wéhlt und zwischen
r und R die Beziehung besteht

dr dR

/T)E—*—:
Vi) +
denn dann wird tatsichlich

h\? 2
ds? (—2—;>—i—r

L

H

Man erhilt somit durch Integration obiger Gleichung und Zuordnung

der Radien r, und R,
R
R V(é‘) Tt
B, /[

Via v

Rechnet man aus der letzten Gleichung » als Funktion von R
und setzt den erhaltenen Ausdruck in die Gleichungen

py=¢"—Ilgr
h\2 .
w—(g—;) (x—aq —7r¢q

ein, so erhdlt man die Polargleichungen der ¢- und y-Linien
der ebenen konformen Abbildung des in der x-Flache lie-
genden ¢@- und y-Netzes.

Die erhaltenen Gleichungen vereinfachen sich formell, wenn man
die L#énge von r, als Bezugseinheit fiir die Lingen, also r,==1,

ferner R,==r,=1 wihlt und QZL ==tge setzt, dann folgt
T

Vsin® e - r? cos® e - rcos &

1--cose

sin &
14 cose’

_R::

und hieraus fiir r = 0;

R:.%R:_—
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d. h. den Punkten auf der p (x)-Achse der y-Flache sind in
der konformen Abbildung die Punkte des Parallelkreises mit
dem Radius % zugeordnet. Dieser Kreis sei mit Achsenkreis be-
zeichnet (siehe konf. Abbildung). Man erhalt ferner

1+ cose 1—cose 1
T T cose 2cose R
und hiermit
1 cos 1—cose 1
w=gq"—1 <__—f_J.R____?__6._)
2 cos ¢ 2cose R

1—cose

1—cose 1\?
_ V.

—(y— ) te? e —
® (x q)ge <2coss 2cose R

als die gesuchten Polargleichungen der Linien des ebenen konformen
¢- und -Netzes, in welchem v und ¢ die Parameter der ¢- und
w-Linien sind und fiir y die Konstante derjenigen y-Fliche zu nehmen
ist, deren Abbildung bestimmt werden soll. Fig. 26 stellt die ebene
konforme Abbildung des Netzes der Fig. 24 dar; vy, @, x sind Zahlen-
werte in arithmetischer Reihenfolge, z. B.

(p:y}:x:O, 0,25’ 0,5, 0,75

oder mit Riicksicht auf eine im Kreise ganzzahlig aufgehende
Teilung des Raumes durch i und y-Flichen als Bruchteile von 2x
entsprechend der Formel
|

¥ ‘ _ 2an

Vo=

z |
wo ¢ und n als ganze Zahlen zu wahlen sind; ¢ kann als Bogen-
koordinate ebenso berechnet werden; setzt man also z. B.

2 2
:,JE.Q’ ,,rf

20 V=53 =0

P
so gilt die Gleichung y fiir die dritte Linie ab der durch =0 be-
stimmten Anfangslage der y-Flichen, diejenige fiir ¢ fiir die zweite
w-Linie ab der entsprechenden Anfangslage der ¢-Flache (¢ =0).

Die ebene Darstellung des y- und @-Netzes auf einer y-Fliche er-
gibt sich am einfachsten durch die Abwicklung derselben in eine
Ebene, was bei gezeichneter Schnittlinie der y-Fliche mit der rg-
Koordinatenebene leicht moglich ist, da die von einem Punkt aus
gemessenen Langen dieser Linien als Abszissen fiir die Netzdarstellung
zu nehmen sind, die Gleichung dieser Schnittlinien ist w:q‘z——lgr,
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deren Gestalt fiir w =0 gilt, Fig. 27. Aus den Koordinaten r und
g der einzelnen Punkte derselben sind mit Hilfe der Gleichungen
fiir @ und y die Werte der p-Koordinaten fiir die verschiedenen, in
der betreffenden y-Flache liegenden #- resp. @-Kurven zu rechnen und
iiber die entsprechenden Abszissen Werte auf-
zutragen, wodurch das ebene y @-Netz ent-
steht, Fig 28.

n

Fiir die analytische Bestimmung der Koordi-
naten der ebenen konformen Abbildung des x- und
y-Netzes in einer ¢-Fliche wire das allgemeine

N Verfahren zu beniitzen; die Integration der hierbei
in Rechnung kommenden Differentialgleichung ist
mit Schwierigkeit verbunden; es 1éBt sich jedoch ein
kombiniertes Verfahren anwenden, das geeignet er-

7:0

Gleichung y=q2- gr

Fig. 27.

scheint, auch allgemein verwendbar zu sein; das-
selbe beruht auf folgenden Uberlegungen:

l 1. Ist ein orthogonales ebenes Netz einem in

einer beliebigen Fliche gelegenen orthogonalen Netz
konform, so sind in zugeordneten Punkten die
Tangentenwinkel gleich groB3; es ist hierbei nicht
notwendig, daB die Netze konforme Grundnetze sind, also der Tangenten-
winkel konstant = 459 ist.

2. Gelingt es, den Tangentenwinkel als Funktion der Funktionswerte, der
Netzlinien und die Funktionswerte durch die Koordinaten der abzubildenden
Flache darzustellen, so kann man mit den beschriebenen Methoden zuerst das
ebene Netz konstruieren und dann die Koordinaten des Flichennetzes berechnen.

3. In beide Netze kénnen dann konforme Figuren eingezeichnet werden.

Fiir den vorliegenden Fall ergibt sich folgendes Verfahren:

Wenn die Gleichung der ¢-Flachen gegeben ist, so erhilt man die Be-
stimmungsgroBen fiir orthogonale Netze in denselben, wenn man das gegebene
System als erstes Leitflichensystem (X-Fldchensystem) betrachtet und hierzu
wie frither das Querschnittsflichensystem (®#-Flachensystem) und das zweite
Leitflichensystem (?-Fléchensystem) sucht; dem wird z. B. im gegebenen
Fall entsprochen, wenn man setzt

h
e
X_an r2q

27
P=q+5p; ¥=r
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denn die Werte:

2 0¥_,  oX_h
op h ap ip 2=
RIET SR b
r rogq rogq

0P Y 0X

or =l e

i

r

o'} 3
]
'
1

1=

, H
-
kI8 HIHEIH B HIT B sasa s
——&rtr Hped =it med o e B I I I
IR HI R BRI T 1 B
A T o e e — 21 . HE
-1 S I B et HI
—TE1°TH Rt i Hi B
S1i] 3 BE B 1 Him -
Sl o S S S i o) S
R 1 i -
T SR B B BN Y NN R b N =
L i H 1 H i I H o=
EE R B8 B R N ) ; i
: Ll : o | .o
T HHIE f I i :
L LI B ]n i - LA B B :
| 1 ] "
: Schnitflinien der @ Flachen mit der Fliche

Fig. 28.

erfiillen die Gleichungen III,, und hiermit die gestellten Orthogonalitdtsbedin-
gungen; aus den Gleichungen IV, folgt mit diesen Werten

-——h—-~ ; und v—zi
- Tgg v v " hr

Ferner erhilt man

2 2
A=<?h£> 412, B=1, 0¢<§h;,-) +- 12 4r2g2

Aso — — 4 Ava:v‘/EAW; Asx:v‘/EAx
v4 A A
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und speziell x

tgr=1'\/f’=g-— L 2—{— r24r2g?
h-r 2x
als Funktion von r und g¢.

Aus der Gleichung fiir X folgt:
27
p=— X+1r2g);
es wird &= X-}g(1-+r2) und ergeben sich folgende Gleichungen fiir », ¢q

und »
r—w, 0%, 2x
14 P2 | ¥4
und somit innerhalb der X-Fliche mit dem Funktionswert
X=X,:

na 2
A:(gh—>+¥/2; B=1; 0:(2—h7;>+w+1_j?%?(¢_xo)

2 R \2 4V
= — ] 1 it
tg 7 “,‘/<2”> . W+l+w (®— Xo)

als Funktion von ¥ und & und dem Fliachenfunktionswert X, Hiermit sind
alle Formeln fiir die graphische Bestimmung festgestellt; dieselbe kann nun in
folgender Weise erfolgen:

Man nimmt in der Ebene irgend eine beliebige gerade oder stetig ge-
kriimmte Linie an, die man einer der @-Linien des riumlichen Netzes zuordnet,
indem man derselben einen bestimmten Wert Y= ¥, zuteilt; diese Linie
unterteilt man durch Punkte, denen man die Werte einer arithmetischen
Reihe also:

Do;  Po-+ADy; Dy+-24D,

zuteilt, in dem Sinne, daB dieselben die Schnittpunkte der ¥-Kurven mit der
angenommenen ®-Linie sind; die Punktverteilung muB eine stetige, kann aber
sonst beliebig sein; es entspricht nun jedem dieser Punkte ein ¥-Wert, und
ein P-Wert, aus denen mit Hilfe der letzten Gleichung fiir tgz die Diagonalen-
Neigung gerechnet und nach dem in den friiheren Beispielen angegebenen Ver-
fahren die ersten Diagonalenelemente gezeichnet werden konnen, deren Schnitt-

4%

punkte zwei Linien ergeben, denen die Funktionswerte ¥, -}- %I und ¥, ——5

zukommen, wobei zu beachten ist, daB 4 ¥=—A & ist. Ferner kommen den
durch die Diagonalenschnitte bestimmten Punkten dieser beiden Linien die
Funktionswerte zu:

womit wieder die fiir dieselben geltenden Werte von tgz gerechnet und das
Verfahren fortgesetzt werden kann; man erhélt so das ebene Koordinatennetz,
dessen Koordinatenlinien die Funktionswerte @ und ¥ besitzen.

Mit Hilfe der fiir r und ¢ gefundenen Gleichungen ergeben sich die
Koordinaten der Netzlinien in der Fliche X,; kennt man von einer Figur in
dieser Flache die Koordinatenwerte » und ¢, so kann man umgekehrt mit den-
selben Gleichungen die Koordinatenwerte @ und ¥ der Figur im ebenen Netz
berechnen und hiermit die konforme Abbildung der Figur im ebenen Netz
zeichnen.

Wendet man dies fiir das Netz der dem Gleichungssystem a entsprechen-
den vy, y-Netzlinien in der Fliche ¢q= X, an, so ist die Aufgabe der Netz-
bestimmung fiir dieses System vollkommen gelost.
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B. Kinematik stationdrer Stromungen.

Aus der Gleichung XIIT folgt, daBl bei der verwendeten Raum-
teilung durch das Netz der ¢, y, y-Flachen bei dp=Ayp = Ay = A¢
= Konstant das Produkt

#.Afzde‘-’,

fir alle Querflichen-Elemente denselben Wert hat; multipliziert man
die Gleichung mit einer im Stromgebiet konstanten GréBe G und
einer Funktion A, deren Argumente die Funktionen iy und y sind,
s0 daB also A lings einer ¢-Linie konstant bleibt, so folgt

G-‘-/vﬁ.z-Af=G1-Aez

d. h. das Produkt aus G li’ii/l in die Fliche Af ist innerhalb eines
elementaren Kanals des Stromgebietes konstant.

Erteilt man dem Wert G die Dimension einer Geschwindigkeit,
wobei hinsichtlich der Linge dieselbe Bezugseinheit zu nehmen ist,
mit der die Koordinaten gemessen werden, so kann man den Aus-

druck
szvTAZ . 4.4 |

als die Bestimmungsgleichung fiir die Strémungsgeschwindig-
keit im Stromgebiet ¢, v, y definieren; denn es wird dann

v-Af=GAide?=d4q . . . . . . . XVII

das MaB der durch einen elementaren Kanal flieBenden sekundlichen
Fliissigkeitsmenge; die g-Linien sind die Bahnen der Strémung;
die Komponenten von v ergeben sich fiir die kartesischen Koordi-
naten:

%:Gﬁi‘i
ox v
o —g.o% * XVIIIL
¥ »
op 1
UZ—G.Z)Z'I

Pr4sil, Technische Hydrodynamik. 7
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fiir die Zylinderkoordinaten

o 1
w=G
. op 4
’UQ—GT—a—q'7 e e e e e e XVIIIZ
g 2
=G

Die Kontinuitidtsgleichung fiir inkompressible Fliissigkeiten
881; av,, ]L——«=0 < 0. 8vp+ + ov, —’——O)

wird tatsachhch durch obige Geschwmdlgkeltswerte erfiillt; es er-
geben sich nédmlich z. B. in kartesischen Koordinaten die Gleichungen:

0vq
roq

ov, G 09, G op v
oz v oxt v? px ox
+§. (al oy | 04 8_;5)
vy 0x \oy 0x ' dy O
o, _G Py, € oy v
oy v 0y® v 3y oy
L G.op (0 oy o o)
vy 0y \dy 0y oy 0y
v, G Pp, G o 0¥
0z v 02° v 0z 0z
G

+

(@{ oy | o ax>

v 9z \oy 0z Bx 0z

und wird bei Addition derselben die rechte Seite unter Beriicksich-
tigung der Gleichungen V_, und III, gleich Null, somit auch

0vy 4 Ovy | Ov;
ox ' oz ' 9z

Die Gleichung XVI ergibt mit v als Parameter die Darstellung der
Flachen, zu denen sich diejenigen Punkte des Stromgebietes ver-
einigen, die gleiche Geschwindigkeit besitzen, dieselben seien als
Isotachenflachen bezeichnet; deren Schnittlinien mit den ¢-, y-

und y-Flichen ergeben hiermit die Isotachen in letzteren Flichen.

Sind 2 und » konstante Werte, so dafl man den Wert %—l

als konstanten Faktor der Funktion ¢ ansehen, also <15-——~G—l<p

setzen kann, so erhalten die Komponenten-Gleichungen die Form
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0P 09D | 0D

Ve om v?’_ﬁ’ R P
es sind somit formell die Geschwindigkeitskomponenten solcher Stro-
mungen in gleicher Weise als Abgeleitete der Funktion & zu be-
stimmen, wie dies hinsichtlich der Kraftkomponenten bei Bestand
einer Kraftefunktion zu erfolgen hat; man bezeichnet eine solche
Funktion & daher nach Helmholtz als das Geschwindigkeits-
potential der Stromung und nennt derartige Stromungen Poten-

tialstromungen.
Die Kontinuitétsgleichung nimmt die Form an:

* D 82Q5 a*@

'l + + e . ¢ D¢
in kartesischen Koordinaten,
62 b *d  *d, 10D
N et .. .. XIX
2 -{_ Taq + a,’.‘z ‘1‘ r r 0 z

in Zylinderkoordinaten.
Es sind dies Stromungsformen, deren Querschnittsflachen durch
die Gleichung V2?@ =0 zusammengefalBt sind.

G
Ist nur » konstant, so daB man mit — =k
v

Q. o0 op
vx=kla~x—, vyzklﬁ, vz=kla—z

erhdlt, so ergibt sich aus der Kontinuitatsgleichung

P9), (27,20 o0 0k 0w k)
[(aaﬂ_*_ 07 A 9z o0x ' 0y dz ' 0z 0% =9
wobei jedoch, da 1 eine Funktion der Argumente y und y ist, in-
folge der Gleichungen III, der zweite Klammerausdruck identisch
gleich Null wird, also wieder die Grundgleichung fiir die Querschnitts-
flichen resultiert:

Vip=0,

d. h. solche Strémungen sind der Form nach identisch mit Potential-
stromungen, aber nicht hinsichtlich der Geschwindigkeitsverteilung.

Z.B.: Die Parallelstromung in einem zylindrischen Rohr mit
geradliniger Achse ist bei gleich groBer Geschwindigkeit in sémt-
lichen Punkten des Stromungsgebietes eine Potentialstrémung;
die Parallelstromung mit parabolischer Geschwindigkeitsverteilung,
wie solche unter dem EinfluB der Reibung in einem solchen Rohr
eintreten kann, solange die mittlere Geschwindigkeit unter einer

T*
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bestimmten Grenze (dem kritischen Geschwindigkeitswert) bleibt,
ist nur der Form nach eine Potentialstromung; dasselbe kann in
einem solchen Rohr fiir die Hauptstromung bei turbulenter Bewegung
der Fall sein.

Besitzt hierbei die Funktion 4 nur eine der Funktionen y und
w als Argument, so kann die Geschwindigkeitsverteilung als eine
geschichtete betrachtet, die Stromung als eine Schichtstrémung
bezeichnet werden, wihrend man Stromungen, bei denen 4 eine
Funktion beider Argumente v und y ist, als Fadenstrémungen
bezeichnen kann.

Die Darstellung der Schnittlinien der Isotachenflichen mit den
@-, w- und y-Flachen gibt bereits ein Bild der Strémung.

Ein weiteres Bild erhélt man, wenn man sich zur Zeit { =1,
im Stréomungsgebiet eine Fliche abgegrenzt denkt und dieselbe der-
art sich fortbewegen 1aBt, daB jeder ihrer Punkte in jeder seiner
Lagen gerade diejenige Geschwindigkeit besitzt, die ihm vermoge
der Geschwindigkeitsverteilung im Gebiet zukommt; es ergeben sich
als geometrische Orte der Punkte nach gleichen Zeiten wieder Fliachen
und werden dieselben durch einen Funktionsausdruck darstellbar sein,
der die Koordinaten z, y, z als Variable und die Zeit t als Para-
meter enthidlt. Die Bestimmung des Funktionsausdruckes dieses
Flachensystems 7' wird vermittelt durch das System der drei simul-
tanen Differentialgleichungen:

dx =v,dt; dy =v,dt; dz=v,dt
=" @
4 y v,
worin dx, dy, dz die Koordinatenelemente der Bahnlinie sind.

Wenn man fiir v, v,, v, die Ausdriicke aus Gleichung XVIII ein-
setzt, die in denselben als Funktionsausdriicke in z, y, z erscheinen,
so ist im allgemeinen nicht sofort die Integration moglich.

Da aber jeder Punkt des Gebietes entweder durch seine Koor-
dinaten oder durch die drei Funktionswerte ¢, v, ¥y derjenigen Netz-
flichen bestimmt ist, die sich in ihm schneiden, so kann immer
z=X(p,v.2); y=Y(p, v, x); 2=Z(p,y, ) gesetzt, aus einer dieser
Gleichungen ¢ berechnet und in die anderen eingesetzt werden, so
dafl dann irgend ein Funktionsausdruck in z, y, z in einen solchen
in x, v, y oder in y, ¢, y oder in z vy, y umgewandelt werden kann.

Hierdurch kann man erreichen, daf

d
oder dt=d—z

v, als eine Funktion von z, vy, y und 1

vy ” ” ” ” y’ "Pa X ” l
vz ” ” ” ” z’ W’ X ” l
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erscheint, so daBl bei der Integration der simultanen Gleichungen v,
4 und A als Konstante zu betrachten sind, da dieselben eben lings
einer Bahnlinie konstante Werte besitzen.

Mit der Zuordnung t==1,; ®=2u,; y==y, 2==2, erhilt man
drei Funktionen zwischen z, @, t, ,, ¥, %, 4 Tesp. y, yo, t, to, ¥, 1> 4
resp. ¥, Yo & &, v, x und A aus denen x,, y,, 2z, als Funktionen
von x resp. y resp. z und v, ¥, 4 bestimmt werden kdnnen.

Ist nun 7T (2,, ¥, 25) = O der Funktionsausdruck fiir die Fliche
des Systems zur Zeit t=1, — dieselbe wird in der Folge als Aus-
gangsfliche bezeichnet — so erhdlt man die Gleichung des Flichen-
systems, wenn man fir x,, y,, 7, die oben erhaltenen Funktions-
ausdriicke einsetzt und in denselben y, 7, 4 wieder durch deren
Koordinatenfunktionen ersetzt. (Siehe nachfolgende Beispiele.)

Durch geeignete Wahl der Ausgangsflichen und Abgrenzung be-
stimmt geformter Raumteile durch solche Fliche kann man, wie
folgt, den Stromungsverlauf in verschiedener Weise veranschaulichen.

1. Beispiel: Fig. 29.

Die Formfunktionen seien (entsprechend dem Beispiel Seite 72)

p=2"—y
y=2xy
y=z.
Es werden hierbei:
ve=1 a =2z a=—2y; a=0; A=4("+y’
und bei der Annahme A=1: v,=2Gz; vy:——?Gy; v,==0.

Man erhilt die Isotachengleichung:
v=4G Ve -yt =4 Gr.

Die Isotachenflichen sind hiernach konzentrische Kreiszylinder um

die Z-Achse mit den Halbmessern T::L%'
Das System simultaner Differentialgleichungen zur Bestimmung
der Zeitfunktion wird

dx dy

dz
= =— ;0 di=—-

2Gx 2Gy 0
und koénnen dieselben in diesem Falle direkt integriert werden; man
erhilt

dt

1 z ¥

t—t = lg—; (—t=—— g

0 2@ gxo 0 2G gyo
und hieraus

::z———-zo

X

0:%6_2(’U—t0); y():ye"f'?('(t'—to‘; 2. =2.
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Wird als Ausgangsfliche eine Kugel mit den Mittelpunkts-
koordinaten g, y,, 3, und dem Radius r angenommen, so daB die
T-Funktion zur Zeit t—=1t, die Form erhélt

(@ —20)* + (Yo —00)* + (2 —3)* —* =0,
so ergibt sich als Gleichung des Flichensystems, durch das die im
Laufe der Zeit stattfindende Deformation der Ausgangsfliche dar-
gestellt wird, mit:

X Flachen

Fig. 29.

Dieser Gleichung entspricht eine Folge von Ellipsoiden; die Mittel-
punktskoordinaten derselben sind

E=§00+2G(t—t°); D:Doe—ZG\t—to); 3= 30-
Fiihrt man die auf den jeweiligen Mittelpunkt als Koordinaten-

ursprung bezogenen Koordinaten &, #, { mit Hilfe der Transfor-
mationsgleichungen

v=Et1; y=n+ty; 2=0+y

ein, so erhdlt man

526—4G(t—t0)+ pleti6it—t) _|_ 2 —Q
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als Mittelpunktsgleichung der Ellipsoide; deren Hauptachsen sind

parallel zu den Koordinatenachsen &, #, £, und (da die Transformations-

gleichungen einer Parallelverschiebung des urspriinglichen Koordinaten-

systems entsprechen) auch parallel zu den Koordinatenachsen z, y, 2.
Die Langen der Halbachsen der Ellipsoide sind

a=rtet26(t—"t, b=re—26{—t, c=—r.

Die a-Achse verlingert sich mit der Geschwindigkeit

da
by =77 = 2@ re—20(t—t),
die b-Achse verkiirzt sich mit der Geschwindigkeit
db )
nb = ;i}' =2Grte— ZG(t—t"),

die c-Achse bleibt in der Linge unverdndert.
Das Volumen des Ellipsoides ist
Ve=4na-b-c=4§nmret?6t—t). ro—26(t—t)
=.§_nr3,
also gleich] dem Kugelvolumen; es findet also eine Voluminderung
nicht statt.

Die Scheitelkoordinaten der Achsen sind

v =rta Y= Z:=1%
x, =g y,7=t)-_i~b z,=3%
Tr=1 Y=Y Z_g-:éic,
deren wirkliche Geschwindigkeitskomponenten
vee=2G (gt a) | vye=—2Gy 1
26 (5 +r)e 2Ot — 9@y e 20U—t) } v =0
vy =2G[ vyy==—2G (y+b)
=2G 1, €20 t—t =— 2@ (5 + 1) e~ 26Ut—t) | Vap=0
e =2G g vy =—2Gy |
—2G, 2F U=t I —2G 1, e~ 26—t vz; =0
Die Geschwindigkeitskomponenten des Mittelpunktes sind
Vam=2G 1 Vym=—2GY .
— 96, et 2=t — 2Gp, e 20—ty Vom=20,

daher die relativen Geschwindigkeitskomponenten der Scheitel gegen den
Mittelpunkt

Wxl =Vxl—Vrm Wy =Vyt— Vypy s s 0
—_ — . 35 —
:i‘t(’.—i_gG(t to) =0
Wy —=Vxy — Vzrm Wyn==Vyy —Vym
=0 e 2G(t—to) wey==0
Wl =Vax{— Vzm Wal="Vy;—Vym Wer =0
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die Scheitel in der &-Richtung besitzen der Grofe nach eine Relativgeschwindig-
keit gleich jener der Verlangerungsgeschwindigkeit der £- Achse, jene der #-Rich-
tung eine solche der Verkiirzungsgeschwindigkeit der 7- Achse; die Scheitel in
der {-Richtung bewegen sich relativ zum Mittelpunkt nicht, ebenso wie die Ge-
schwindigkeit der Langenverinderung dieser Achse gleich Null ist; die Zeichen
+ bei wxs und ¥ bei wy, geben die Richtung der Relativgeschwindigkeiten
dieser Punkte in Beziehung auf das Koordinatensystem &7 ¢ an:

zur Zeit t =1¢, sind v, =4 2Gr; P,=—2Gr; v,=0,

mit diesen Geschwindigkeiten beginnt hiermit die Deformation in den Scheitel-
punkten.

X Flachen

2. Beispiel. Fig. 30.

Die Formfunktionen seien entsprechend dem Beispiel Seite 78

p=yetk=s
_._k 2 x

Y=,y
1=2z.

Es werden hierbei
v=2¢k", a =kyeth®; a,=¢k*; @, =0; A= (ky>®}1)e*=
und mit der Annahme 1=1

v,=Gky, v, =G, v,=0.
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Man erhilt die Isotachengleichung
v=GVky 41,

die Isotachenflichen sind Ebenen parallel zur XOY-Koordinaten-

ebene, ihr Abstand ist
1 v?
-+ 5—1.
y== V G

Das System simultaner Differentialgleichungen zur Bestimmung der
T-Funktion wird

dt— 27 dy dt=2

= Gky’ = ~ 0

Aus der zweiten Formfunktion ergibt sich
R

y= ‘/”k— (v + )

und erhilt man fiir die Integration der ersten Differentialgleichung

dt— Zx —
or)/2 4

worin y als Konstantc erscheint; mit der Zuordnung t=+t,, * = «, wird

die beiden anderen Differentialgleichungen sind direkt integrierbar;
man erhélt

1
(t—t)= 5 l—y); O0=z—2.

Setzt man fiir ¢ wieder den Funktionsausdruck ein, so wird

.2
G(t——fo)=y—‘/y"—7; @ — x)

G_..
x—x0=k-G(t———t0)y-—E(t—t0)

und mithin
G?
x0=x——-—kG(l—t0)y—|-—»§(t—t0)
Yo=y—G(—1)

zo=2.
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Mit derselben Kugel als Ausgangsfliche erhilt man als gesuchte
Gleichung des Flichensystems die Gleichung zweiten Grades:

e—rat— )+ =19 —n)

+ [y — Gt — 1) — 9°] + [z — 3]* — t*=0.

Die Ausfithrung der angezeigten Quadrate und Ordnung ergibt die all-
gemeine Gleichung der Flichen zweiter Ordnung

@102+ Ao Y2+ 3322 + 2a12 0y - 2a93 Y2+ 2030 28+ 20 4 2oy y

+2a3z2+a=0.
mit folgenden Konstanten:
a,=1; A=k G(t—ty2+1; a33=1
@ o=—kQ({t—1); ay3=20; a3; =10

kG2 rk2 g3
o= E b —r = — [y (1P — G (E—tg) 5y 6 (t—t) 0o

kG 2
Gs—t05 @Bt —tgf o | +[6 6 —to) o]t + 302 — 12
und hiermit aus den Gleichungen
0118+ G12)+ @135+ a1 =0
G317+ Gga )+ @233+ a2 =10
ag1L+ ago ) - agzs 3+ ag =0
die Mittelpunktskoordinaten
kG2
r=I+ kG {t—1ty)y— T‘(t—to)2
h=1o + G (t —to)
= to-
Das sind aber die Gleichungen der Bahnlinie des Punktes grq, by, 3o, d.h. des
Mittelpunktes der Kugel.

Mit den Transformationsgleichungen:

e=&+yp  y=n+y  ={+13

erhilt man in

[§ — kG t—t) 0] +n* + 0 —1*=0

2+ [RG(t— 1)+ 10"+ —2kG (t— 1)) én — 1" =0

die Mittelpunktsgleichung der deformierten Flichen; dieselben sind
hiernach wieder Ellipsoide, wobei jedoch wegen Bestandes des Gliedes
— 2k@ (t—t,) &n nur diejenige Hauptachse parallel verschoben wird,
die der Z-Richtung entspricht, wihrend die beiden andern Haupt-
achsen in ihrer Ebene, d.i. die im Abstand y, parallel zu XOY

oder
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liegenden Ebene um den Mittelpunkt verdreht sind; der Verdrehungs-
winkel « ist aus der Gleichung zu bestimmen:

—2a 2
t 2 —_ 12 —
g2 Gy~ Oy kG(t—to)’

die Lingen der Hauptachsen ergeben sich aus den Gleichungen:

T T
a=""> b::—“; ¢=1,
8 9y

mit 8" 0=} {1 6* (t— 1" -+ 2 VG T — 1) - 27— 4.

es wird

938, =1
und mithin das Volumen des Ellipsoides
4
Veoao b p="n,
3 8, 8 3

d. h. wieder konstant gleich dem Volumen der Kugel, also die
Deformation ist wieder nicht mit Voluménderung verbunden.

Nun kénnte man, wie frither, die Relativgeschwindigkeiten der Scheitel-
punkte bestimmen, indem man die Koordinaten derselben sucht, in die Ge-
schwindigkeitsformeln diese und die Mittelpunktskoordinaten einsetzt und die
entsprechenden Komponenten subtrahiert; einfacher kommt man jedoch zum
Ziel, wenn man beriicksichtigt, daB im vorliegenden Fall die Komponenten der
Geschwindigkeit in der y-Richtung im ganzen Stromungsgebiet denselben
Wert G besitzen, die Relativkomponenten in dieser Richtung daher gleich Null
sind; es wird die Relativgeschwindigkeit fiir irgendeinen Punkt mit der Or-
dinate y den Wert G (y — ) besitzen und parallel zur x-Achse liegen.

Es ist nun sofort ersichtlich, daB die Relativgeschwindigkeiten in den
Scheitelpunkten nicht mehr, wie frither, in die Richtung der Hauptachsen fallen,
da sie eben iiberall parallel zur x-Achse, die letzteren jedoch unter den Win-
keln a resp. 90 + o gegen die x-Achse geneigt sind; man kann aber in jedem
Scheitel die zugehorige Relativgeschwindigkeit in zwei Komponenten zerlegen,
von denen die eine in die Richtung der Hauptachse fillt, die andere dazu
senkrecht ist; letztere Komponente besitzt dann gegeniiber dem Mittelpunkt
eine Winkelgeschwindigkeit.

Ist y, die Ordinate des Endpunktes der a-Hauptachse, so wird in dem-
selben

w=kG{yY,—y)=kGasina,
die Komponente in der Achsenrichtung ist
Wy=w cos & = G kasin « cos «,

die dazu senkrechte Komponente w;, ist
W =wsint =G kasin?«,
fir die b-Hauptachse folgt
wp=wco8 (90 + o) = — G k bsin a cos
wyp =G k bcos? a
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und die Winkelgeschwindigkeiten

Wat .
—Yat _ 1 sin2
Wo= "= sin? & vet-wn Gk
2 T 2
wb——————wgt—‘chos”a

Zur Zeit t =0 ist tg2ax=00; x =459, a=b=r1; cosoc:sinoc:L

50

V2
mithin
wﬁGkr_ w Gk, —0
e 9 b — 9 ’ ¢
W Gk Gk
a— 2 ’ b — 9 ’ c— Y

d. h. bei Beginn der Deformation findet in der Ebene 3, an den unter 45 und
2250 gegen die X-Achse geneigten Radien eine Verlingerung derselben mit der

Geschwindigkeit - sz‘

an den unter 135° und 2159 geneigten Radien eine

Verkiirzung mit der Geschwindigkeit ——g—zkf statt; gleichzeitig besitzen die

Scheitelpunkte eine Winkelgeschwindigkeit in bezug auf den Kugelmittelpunkt
im Betrage von »Gz ,
unabhéngig von den Lingen der Achsen und ist daraus zu schlieBen, daB die-
selbe Winkelgeschwindigkeit allen Punkten in den beiden Ebenen zukommt,
die durch die zur Z-Achse parallele Hauptachse gehen und gegen die Z0 Y-
Ebene unter 45 resp. 1350 geneigt sind; es unterliegt aber keinem Anstand,
dieselbe Winkelgeschwindigkeit auch allen anderen Punkten der Kugelfliche
zuzusprechen, die daraus fiir die einzelnen Punkte entstehenden Tangential-
geschwindigkeit als die eine Komponente der dem Punkte entsprechenden
Relativgeschwindigkeit zu betrachten, die andere Komponente steht nun nicht
mehr zur Tangentialkomponente senkrecht; bei dieser Zerlegung kann man
der Kugel zur Zeit t, das Bestreben einer Drehung um die C-Achse mit der
Winkelgeschwindigkeit @ und das Bestreben einer Deformation zu einem
Ellipsoid zusprechen, wobei die Deformationsgeschwindigkeit der einzelnen
Punkte der Kugelfiiche von deren Lage abhingig ist; es sei vorgreiflich noch
bemerkt, da die GréBe der Winkelgeschwindigkeit w gleich dem Betrag ist,
der sich ergibt aus

im Sinne einer Verkleinerung des Winkels o; derselbe ist

l(ajy_~?ﬁz>__@
2\ox oy/ 2~

das Minuszeichen entspricht der angestrebten Verkleinerung von o.

In den bisherigen Beispielen ist der Wert von t keiner Be-
schrinkung unterworfen; die Kugel deformiert sich bei jedem Wert
von r in Ellipsoide, es ist dies eine Eigenschaft solcher Stromungs-
formen, bei denen x,, y,, 2, lineare Funktionen nach x, y, 2 sind.

Letzteres ist jedoch allgemein nicht der Fall und nimmt daher

auch im allgemeinen die Kugel mit endlichem Radius kompliziertere
Formen beim Fortschreiten an.
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3. Beispiel.

Bei einer Stromung in der Form des ersten Beispiels trete
eine durch die Funktion 1 bestimmte Geschwindigkeitsverteilung
(Schicht- oder Fadenstromung) ein, es werden

v,=2Gxl; v,=—2Gyl; v,=0.

4 ist nach friilherem eine Funktion von y oder von y oder von
beiden zugleich und hat in jedem Falle lings einer Bahnlinie kon-
stanten Wert.

Die Isotachengleichung erhilt die Form

v=2G iV} 2.
Die simultanen Differentialgleichungen
dy dz

dt=—

dx
2Gy 1’ 0

dt:Zle’

dt=

ergeben
By==we— O U=t gy o t2GAU—t) gy

und mit derselben Kugel als Ausgangsfliche die Gleichung des
Flachensystems

(362 OH— g (2O g (g e 0,
worin nun fiir 4 der Funktionswert einzusetzen ist.

Nimmt man z. B. 1 als eine Funktion von y ==z an, also etwa
A=(z—2,)-(¢2—2,), wobei z und z, konstante Werte besitzen, so
ergibt sich als Gleichung des Flichensystems

[x e—2G(@—2n)(z—azg) (t—1to) __ 20]2 + [y et2G(E—21)(z—2) (¢ —to) UO]'Z

+e—ar—r =0,
die im allgemeinen nicht mehr eine Folge von
Ellipsoiden darstellt.

Von den allgemeinen Eigenschaften quan-
titativer Natur bleibt nur diejenige der Un-
verdnderlichkeit des Volumens bestehen; diese
Eigenschaft ist iiberhaupt nicht an eine be-
stimmte Ausgangsform gebunden, sondern gilt
ganz allgemein, wie sich aus folgendem ergibt:

Es sei als Ausgangsform ein von je zwei
benachbarten - und y-Flichen und zwei Quer- i '
schnittflichen @, und ¢, begrenzter Kanal  Fig- 3l
angenommen, Fig. 31. Nach Gleichung X besitzen die auf ¢, resp. ¢,
abgegrenzten Flichen die Inhalte:
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Die Flichenelemente bewegen sich mit den Geschwindigkeiten
A 4,
v, =G -~ resp. v, = G-ll
vl 1’2
weiter, so dafl von denselben im Zeitelement dt die Volumina
A, 4,
V—Ll-dt; dry = Védw-dl-Gv z
v \ 7 Yy

1 2

dr, =1 dydyG Adt

V4,
durchlaufen werden; 4 bleibt hierbei konstant; es ist also dt, =dr,,
der Inhalt des elementaren Kanals bleibt konstant; da nun
der Inhalt jeder geschlossenen Fliche als Summe der In-
halte solcher Teilkanédle betrachtet werden kann, so ist die
obige Behauptung erwiesen.

Die laufenden Koordinaten des Kugelmittelpunktes werden bei
dessen Fortbewegung

g:goe“l"‘?@;‘o(t_to); h=1, 6_26(5“%); 3= %
mit Ay = (30 —2) (30— 2,)-

Nimmt man nun den Wert von t verschwindend klein an, dann kénnen
auch die relativen Koordinaten

f=@—x); 1=@F—y); t=(@E—yp
als verschwindend klein angesehen werden und bei deren Einfiihrung in die

Ausdriicke fiir @y, yo und 2, diese als lineare Funktionen von &, % und ¢ dar-
gestellt werden; man erhilt

I=0C+s0—2)C+s0—2) =0+ L[25— (1 + 22+ (o — 2) (0 — 22)
=+ 23— (@Gt 2)]+ 4
und kann hierbei das Glied {2 gegen die anderen Glieder vernachléssigen, also
A=dg+ (23— (21 — 2] ¢
et 2GA(E—to) _ o +2G2(t—to) ,+2G[(0— (1 +22))(t—1o)
gesetzt werden; entwickelt man den zweiten Potenzausdruck in eine Reihe
e 120 [230— (21 —2))¢ (t—to)

=14+2G 25 — (21— 2)] (t —to) {4 G2 [250“(21+’2)(t—to)]2'%

und vernachldssigt auch hierin die Glieder ab (2 als unendlich klein héherer
Ordnung, so erhalt man

T2t oG L=t 1 42 G2 30— (13 + )] (t— 19) &
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und hiermit

lo=(E+1)e—20ht—t) {1 +2G [220— (211 2)] (¢ — to) &}

= e—2Gho(t—to) + gy — 2 G [2 Zo — (21 - 22)] (¢ — to) e—2C halt—to) &
—2G[22 — (2 +2) (t— )5 ¢,
das Glied mit &£{ kann wieder gegen die linearen Glieder vernachlissigt, also
Lo=To+ Lo e 2CFhalt—10) —2 G g [220— (21} 2)] (t — 1) ¢
gesetzt werden.
Ebenso erhalt man

Yo="NoFn et 2Cht—to) -2 G o [230 — (21 2)] t — tg)-L

und ferner
zo=1p+¢.

Die Ausdriicke fiir #,, y, und ¢z, sind nun linear und es ergibt
sich als Gleichung des Fliachensystems T mit:

{5 eTBGh U=t 2 Gy, [25)— (5, — 7)1 (E—1)) C}2
F{n e PRI 42 G g [23 — (5 + 2)] (—1) ¢}
42—y =0,
die als Mittelpunktsgleichung von Ellipsoiden erscheint und mit
t=t, in die Kugelgleichung & 4 5* 4 (*—1?=0 iibergeht; bei
Entwicklung der angezeigten Quadrate erscheinen Glieder mit £2,
72, %, &, 5, die dieselbe GroBenordnung besitzen; man erkennt,
daB in diesem Fall wieder zwei Hauptachsen a und b im Laufe der
Zeit verschiedene Lagen annehmen daB jedoch alle ihre Linge d&ndern.
Es soll noch bemerkt werden, daB fiir eine solche verschwindend
kleine Kugel, sofern ihr Mittelpunkt sich in der Ebene

2z, k2
Zzéo=1—2“2

befindet, die Gleichung des Flichensystems iibergeht in
£2 4G b=t | g2 o+ 4G R lt—t) | 2y = ().

Eine derart gelegene Kugel deformiert sich ohne Ver-

drehung, d. h. in der Ebene y= zl—?;z? und in unmittelbarer Nahe

derselben ist die Deformation analog jener des ersten Beispieles.

Die weitere Verfolgung dieses Beispiels wiirde ergeben, da bei Beginn
der Deformation die Kugel das Bestreben einer Verdrehung mit einer be-
stimmten Winkelgeschwindigkeit um eine bestimmte Achse und gleichzeitig
einer Deformation mit bestimmten Geschwindigkeiten der Langenénderung der
Hauptachsen besitzt.
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Die hiermit an drei Beispielen erérterten Deformationserschei-
nungen werden ganz allgemein fiir verschwindend kleine Lagen- und
Forménderungen in der Theorie der linearen infinitesimalen De-
formationen beschrieben und wird diesbeziiglich auf die bestehende
Literatur verwiesen, namentlich auf Helmholtz, Vorlesungen Bd.Il,
»Dynamik kontinuierlich verbreiteter Massen“, 1. Teil, Seite 1—54;
Weber, Heinrich, ,Die partiellen Differentialgleichungen der mathe-
matischen Physik“, Bd. I, 9. Abschnitt.

Die fiir die Orientierung iiber die Bewegungsvorgénge wichtigsten
Resultate dieser Theorie sind folgende:

1. Die infinitesimale lineare Deformation eines verschwindend
kleinen Raumelementes kann im allgemeinen als Superposition
mehrerer Deformationen aufgefalt werden.

2. In der Hydrodynamik wird insbesondere eine einheitliche De-
formation als die Superposition einer Drehung und einer Dilatation
(Dehnung) betrachtet. Die Drehung ist bestimmt durch die augen-
blickliche Lage der Drehachse des Elementes und der Winkelgeschwin-
digkeit um dieselbe oder wegen der Moglichkeit der Superposition
durch die Winkelgeschwindigkeiten um drei zueinander senkrechten
Drehachsen.

3. Werden letztere parallel zu den Koordinatenachsen angenom-
men, so sind die Winkelgeschwindigkeiten 9, ?,, ¥, um dieselben
analytisch bestimmt durch die Ausdriicke

1
P == (3 % 6&> = Winkelgeschwindigkeit an der z-Achse

*=3\oy o
1/0v ov

0 :—(——j——— z)_: -

Yy 2 az ax ”» ” »” .7/ b2l
1/ov ov

19—___<__y__£)=: " . -

z 2 ax ay s ” z ”

4. Die Lage der resultierenden Drehachse des Elementes ist
durch die Kosinuse der Richtungswinkel bestimmt, d. h.

3
(e6)3) a, = %: gegen die z-Achse
Voo 0y
Ccos Oty = = “~—0y ay » Y- 5
VoS0
— ﬂz
cos ¢, = 32 1 82 | g9 » » 2 »
Vo1 o, 10,

fiir die Quadratwurzeln ist hierbei das gleiche Vorzeichen zu nehmen.
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5. Die resultierende Winkelgeschwindigkeit ist
¥ = ‘/'ﬁz? + ﬂyg + 1922

6. Wird die Quadratwurzel in den Ausdriicken fiir die Xosinuse
absolut und die positiven Koordinatenachsen nach Fig. 32 ge-
richtet angenommen, so entsprechen posi-
tiven Kosinuswerten rechtsdrehende Win-
kelgeschwindigkeiten ¢, &, 9, und &
gegeniiber den positiven Richtungen der
Koordinatenachsen und der resultierenden
Drehachse.

7. Die resultierende Winkelgeschwindig-
keit wird gleich Null, d. h. die Deforma-

tion erfolgt ohne Drehung, wenn ¢, —=0; Fig. 32.
19y—:0; $,=0, also

ov, 0y ov, Ov, ovy 0v,

oy oz’ 2z 8z’ dx  0v,

sind. Dies ist aber der Fall, wenn fiir die Geschwindigkeiten eine
Potentialfunktion existiert, d. h. wenn

. 0P 0D _0®
Lx—va—x, ’Uy-—-*a’y—, ‘Uz—”awz}*
sind.

8. Hiermit ist die Grundlage fiir eine Klassifikatiou der Defor-
mationen in solche ohne und solche mit Drehbewegung gegeben.

Die erste Klasse bilden die Strémungsformen mit » =1 und
A=1, d. h. die vollkommenen Potentialstromungen.

9. Die Dehnung erfolgt im allgemeinen derart, daBl die Ver-
bindungslinie irgend eines Punktes des betrachteten Elementes mit
dessen Mittelpunkt eine Langeninderung und eine Lagednderung er-
fahrt; es gibt jedoch jederzeit 3 Paare von Punkten, deren Ver-
bindungslinien mit dem Mittelpunkt keine Lageénderung, sondern
im allgemeinen nur Langenidnderung erfahren; die Verbindungslinien
dieser Punktpaare stehen aufeinander senkrecht und heien die
Hauptachsen der Dehnung. — In den durchgefiihrten Beispielen mit
Kugeln als Ausgangsflichen sind dies die Hauptachsen der Ellipsoide,
resp. die denselben entsprechenden Grenzlagen in den Kugeln.

10. Mit der Dehnung kann im allgemeinen eine Voluménderung
verbunden sein; ist jedoch

v, 81y
oz +

so findet keine Volumanderung statt.

Prisil, Technische Hydrodynamik. 8
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Es ist zu untersuchen, inwieweit diese Resultate der allge-
meinen Theorie mit den Ergebnissen der Beispiele iibereinstimmen.

Da in allen drei Fillen die letzte Gleichung erfiillt ist, so be-
steht darin Ubereinstimmung, dafl auch fiir dieselben Volumbestindig-
keit gefunden wurde.

Die Kugelradien koénnen auch in den beiden ersten Fillen ver-
schwindend klein angenommen werden; im ersten Beispiel wurde ge-
funden, daB die Deformation der Kugel ohne Drehung vor sich geht;
nun ist hierbei

ov ov ov
,=2Gz; —==0; —2=0; v,=—2Gy; —L=0;
v, x 7y oz v, Gy oz
cvy : ov ov
__=0; :0; ”727: ; n—z:O.
0z Ve ox 0y
mithin

19x=19y=02=:'¢9:0;

die Deformation findet iibereinstimmend ohne Drehung, sondern nur
unter Dehnung der Kugel in Ellipsoide statt.

Im zweiten Beispiel ergab sich zur Zeit t =1t, eine Deformation,
die aus einer Drehung um eine Achse parallel zur Z-Achse mit der

Winkelgeschwindigkeit ——-G% und einer Dehnung zu Ellipsoiden

betrachtet werden konnte; in diesem Fall war

ov ov
=Gky; 2 =Gk, —%2=(;
Ve Y oz
ovy ov
=1 : ‘——:O ,;,z.—_—o
v, G, Py ; 5
ov ov
=0; 22 —=0: it g}
KR gz O oy
mithin
k Lk
095:0; 19!1::0; ‘ﬁz:—Gﬁig 0abs:G§'

Dies entspricht einer Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit ¢, um
eine zur Z-Achse parallele Drehachse; es besteht hiermit Uberein-
stimmung der Resultate der allgemeinen Theorie mit derjenigen des
Beispiels fiir den Deformationszustand der Kugel bei Beginn der
Deformation; im weiteren Verlauf findet die Deformation zwar unter
weiterer Ausbildung von Ellipsoiden statt, hingegen sind die Winkel-
geschwindigkeiten w, und w, beim Ellipsoid verschieden, so daf} aus
denselben eine Drehung des Ellipsoides nicht abgeleitet werden kann,
wie dies bei der Kugel der Fall; es ist aber der Grofle nach
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_&+wb___(ilf 2a2 2 __Gk
=" =3 (sin® ¢ -} cos a)——~?

oder mit Beriicksichtigung der Verkleinerung des Winkels bei fort-

w

schreitender Deformation w,, —=— %’f wieder gleich der aus der all-

gemeinen Theorie abgeleiteten Winkelgeschwindigkeit 9,.
Es 1aBt sich nun auch zeigen, daB die Ausdriicke fiir ¢, 9 "
9, solche mittlere Winkelgeschwindigkeiten darstellen.

Aus nebenstehender Fig. 33 ist ersicht-

lich, daB ¢ N o
ov, b — U
’U_—,;+ ay ay U, avix dy B
oy dy o B
¥ " ‘I!'U! e
der Grofle und dem Drehungssinn nach die - Yt g
relative Winkelgeschwindigkeit des Punktes 4
p’ In bezug auf eine durch p parallel zur Fig. 33.
Z-Achse gehende Drehachse ist;
v, Eivi’dac——vy "
+ ox — Oy
dx ox

hat dieselbe Bedeutung fiir den Punkt p” und die gleiche Dreh-

achse.
_1 ?ﬂ) (_9%) _1(9_@_%)
'9’_2{<+a + y }'_2 dr Ay

x

ist also das arithmetische Mittel beider Winkelgeschwindigkeiten ;
dasselbe gilt natiirlich beziiglich der anderen Achsen.

Es besteht somit auch nach dieser Richtung Ubereinstimmung
zwischen den Resultaten des Beispiels und der allgemeinen Theorie;
aus dieser Betrachtung geht jedoch deutlich hervor, dafl die
durch die Theorie bestimmten Winkelgeschwindigkeiten
d,, 19y,0z im allgemeinen nicht einer wirklichen Drehung des
Elementes entsprechen, sondern eben nur durch eine auf
die Superpositionszulidssigkeit gegrindete und mathema-
tisch mogliche Umschreibung des Deformationsvorganges
entstanden sind.

Fiir das dritte Beispiel folgt mit

A=(2—2)(z—2,)
v,=2Gx(—2)(z—2,) =2Gux[ —z2(z, — 2% + 2,2,]

8511;___ ) %%‘=—|—2Gx[2z——(zl—{—z?)]

5*%
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v,=—2Gy(z—2)(—2z,)
0vy 0 vy
v o, Y __oqy[2r—
ax y 82 Gy[ z (Z1+Z2)]
v,==0
ov ov
920 i
dx Y
und somit

P, =+ Gy[2z2— (2, +2,)] L
P, =+ Gx[2z—(z 1 2,)] $=G[22— (2, + 2,)] Va* +¢*
9,=0

Eine Winkelgeschwindigkeit um eine Achse parallel zur Z-Achse ist

nicht vorhanden; die Neigung der resultierenden Drehachse gegen die
Koordinatenachsen ist bestimmt durch die Gleichungen

o_yf;* , 08 ay 5 ‘To_‘f‘:.:o s
Ve Va T

Diese Drehachse liegt somit stindig parallel zur X OY-Ebene.

cos o, = cos ¢, = 0.

Diese Resultate der allgemeinen Theorie beziiglich der GroSe
und Richtung von ¢, 19y, 9,, #, cosa,, cos a,, cosq, sind unab-
héingig von der Form des Ausgangselementes und geben bei statio-
niarem Zustand die Werte dieser GroBen als Funktionen des Ortes an.

Bestimmt man sich hiermit die Gleichung derjenigen Linien, zu
denen die den Punkten derselben entsprechenden Drehachsen Tan-
genten sind, so erhalt man Linienscharen, deren einzelne Linien
nach Helmholtz als Wirbellinien bezeichnet werden, eine aus
solchen Wirbellinien gebildete Réhre heilt Wirbelréhre.?)

Die Wirbellinienscharen sind allgemein durch das System simul-
taner Differentialgleichungen dargestellt

dx d dz
e ——] ———y— = e = ds
cos [29% CcO8 ((y cos

1) Die Bezeichnung stammt jedenfalls davon her, daB8 wirkliche Wirbel, wie
solche in Fliissigkeiten vorkommen, immer eine Achse besitzen, um die die den
Wirbel bildenden Fliissigkeitselemente kreisen; solche eigentliche Wirbel ge-
horen allerdings zu denjenigen Strémungsformen, bei denen die Deformation
eines Elementes unter Drehung erfolgt. Der Vergleich der beiden ersten Bei-
spiele zeigt, daB bei der Stromungsform des zweiten Beispiels, dessen Bewegung
nach der Bezeichnung von Helmholtz eine wirbelhafte ist, ebensowenig ein
wirklicher Wirbel zu bemerken ist, als bei der wirbellosen Stromungsform des
ersten Beispiels.
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oder wenn man die Ausdriicke fiir die Kosinuse in den drei ersten
Teilen einsetzt
de dy  dz
9, O y 9,
Es folgt daher fiir das zweite Beispiel mit
4,=0, ¥, =0, 9 =0
— Gkde=0,. — Gkdy=0
— Gkx = konst., — Gky—=—konst.,
d. h. die Wirbellinien sind Gerade parallel zur Z-Achse; jede Wirbel-

linie bleibt daher auch beim Fortschreiten der Punkte, die sich zur
Zeit t, auf derselben befunden haben, Wirbellinie.

Fiar das dritte Beispiel folgt:
9, = Gy[2z— (¢, + 2)]
B, =Gx[2z— (2, - 2,)]
¥,=0
dz=0 2z == konst.

1
?{‘Z — %; x? — y? = konst.,
d. h. die Wirbellinien sind in diesem Falle die Schnittlinien der
@-Flichen mit den y-Ebenen.

Untersucht man nun die Deformation einer solchen Schnittlinie,
d. h. nimmt man als Gleichungen der, eine Wirbellinie zur Zeit

t=1, bestimmenden Flichen
e — Yol =@, 2y = J, = konst.

und setzt hierin die dem Fortschreiten entsprechenden Werte fiir
x, und y, ein, so erhdlt man

@R AGHET0) g2 ot G (t—te) — Po

und ist zu erkennen, dall die einzelnen @-Flichen dieses Systems
nicht mehr Querschnittsflichen bleiben, d. h. eine Linie, die zur Zeit
t =1, Wirbellinie war, verliert bei ihrem Fortschreiten diese Higen-
schaft.

Helmholtz hat bewiesen, daB Wirbellinien immer dann als
solche mit den Punkten fortwandern, wenn die Massenkrafte, die im
Stromungsgebiet wirksam sind, einer eindeutigen Kraftefunktion
unterworfen sind.

Da dies beim dritten Beispiel nicht (wohl aber beim zweiten
Beispiel) der Fall ist, so ist zu schlieBen, daB bei der Stromungs-
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form mit Geschwindigkeitsverteilung nach dem dritten Beispiel die
Existenz von Kraften, die nicht einer Kriaftefunktion unterworfen
sind, anzunehmen ist; zu solchen Kréften gehtren die Bewegungs-
widerstinde der Reibung und der Turbulenz.

Ein anderes Bild von den Stromungsvorgingen erhdlt man, wenn man
die Deformation einer durch Querschnitts-(¢-)Flichen abgegrenzten Schicht be-
trachtet.

Es geniigt, {iir die hieraus anzuleitende SchluBfolgerung zwei typische Bei-
spiele zu betrachten, namlich die Stromung durch kreiszylindrische gerade
Rohre bei einer Geschwindigkeitsverteilung einmal entsprechend der reibungs-
losen idealen Fliissigkeit, d. i. der Potentialstrémung, das anderemal Dbei
Schichtstromung unter dem Einflu8 von Reibung.

Die Formfunktionen sind in Zylinderkoordinaten, mit der Bezeichnung
z statt p

Q=2
P ==1 2
r=4q
es wird hierbei
=2,

und da
2 2@ 2e 1d¢
P - 4+ 2% 9
022 ' 12092 T

2.3 r or
ist, so hat die Strémung Potentialform.

Ferner werden:

W1y oy P0; A=y
0z ogq or

die Geschwindigkeitskomponenten der Potentialstromung sind
v, = G; v, = 0; v, =0; v=_G,

es herrscht im ganzen Gebiet Stromung parallel zur p-Achse mit durchaus
gleicher Geschwindigkeit.

Die Punkte jeder ¢-Fliche bewegen sich mit derselben Geschwindigkeit
weiter; zwei sich gleichzeitig bewegende @-Flichen behalten stindig denselben
Abstand; eine Deformation findet nicht statt.

Wie schon auf Seite 100 bemerkt, kann die Stromung durch ein ge-
rades Rohr bei Bestand innerer Reibung ebenfalls als Parallelstrémung be-
trachtet werden, bei der jedoch die Geschwindigkeit eine Funktion von r ist;
wird mit r, der lichte Radius des Rohres, d.i. der Radius der von Fliissig-
keit benetzten Rohrwand bezeichnet, so ergibt sich fir v der Ausdruck
v =G (r,2 —12).

Da vy = r2 ist, kann man 7,2 — 72 = vy, — v setzen; es erscheint dann gemaf

g V4
14

fiir A; siehe hieriiber Seite 114 u. f.
Die simultanen Differentialgleichungen fiir die Flichendeformation redu-
zieren sich auf die Gleichung

dt=

der Formel v, —v= -2 die Differenz v, — vy als der Funktionsausdruck

4z
G (pa—vy)’
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es wird mit der Zuordnung
t=1ty; z2=2q; @ =@,
2 —zg=G (ps— y)(t —t;) und hiermit
2 — 2= G (rd 1) (t— 1),

die gesuchte Gleichung des Fliachensystems, d. h. die Querschnittsflichen defor-
mieren sich zu Rotationsparaboloiden, deren Scheitel in der Rohrachse liegen,
die jedoch immer durch denjenigen Kreis gehen, der dem Schnitt der Rohr-
fliche mit der ¢,-Ebene entspricht; denkt man sich eine benachbarte p-Fliche
gleichzeitig bewegt, so #ndert sie sich in gleicher Weise; es bleibt die Dicke
der Schicht gemessen in der Z-Richtung wohl konstant; aber normal zu den
deformierten Fliachen gemessen wird die Dicke im Laufe der Zeit um so klei-
ner, je niher gegen die Rohrwand hin dieselbe gemessen wird.

Durch diese Deformation lassen sich aber auch die von Reynolds er-
haltenen Turbulenzerscheinungen und der Bestand einer kritischen Geschwindig-
keit erkliren, namentlich unter Beriicksichtigung der gefundenen Tatsache,
daB die Erscheinung der Turbulenz bei rubigem ZufluB immer erst in relativ
groBem Abstand von den Zuflufmiindungen tritt; es wird eben, wenn die De-
formation weit genug vorgeschritten ist, der Zusammenhang der deformierten
Schicht gestort und findet ein Austausch von Flissigkeit statt, der die turbu-
lente Bewegung erzeugt, die mit der Hauptstréomung mitschreitet.

Es ist weiter noch folgender Schluf zu ziehen: Strémungserscheinungen
mit lokal groBem Richtungswechsel sind mathematisch wohl auch darstellbar,
da aber jedenfalls bei solchen Strémungen die Deformationen relativ sehr
groB werden, so ist es einerseits unzuléssig, die Theorie der infinitesimalen De-
formation bloB auf lineare Anderungen zu beschrinken, anderseits a8t die
GroBe der Deformation auf erhohte Moglichkeit von Turbulenz, also darauf
schlieen, da die Gr6Benordnung der turbulenten Stromung an diejenige der
Hauptstromung herankommt und demgemi8 der mathematischen Behandlung
vorliufig eine Grenze setzt; fiir die Erkenntnis solcher Stromungserscheinungen
steht zurzeit nur der Versuch zur Verfiigung.

Die graphische Darstellung der Isotachenflichen und der defor-
mierten Flichen bietet an sich keine Schwierigkeiten; es wird sich
hierfiir die Einzeichnung der Schnittlinien in die y- und y-Flichen
am besten eignen, die dann, wenn diese Flachen krumme Flichen
sind, mittels der konformen Abbildung in der Ebene erfolgen;
man kann diese Schnittlinien bei gegebenem konformen Stromungs-
netz auch konstruieren, hat dabei jedoch zu beriicksichtigen, daB
die Geschwindigkeit, die im konformen Netz einem bestimmten
Punkt zukommt, gleich ist der Geschwindigkeit des zugeordneten
Punktes in der Fliche selbst, dividiert durch die Ahnlichkeitszahl,
die diesem Punktpaar entspricht.

Die beziigliche Rechnungsmethode ist im Anhang erliutert.
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C. Dynamik stationdrer Stromungen.

Es werden die auf Seite 20 angegebenen allgemeinen Bewegungs-
gleichungen I, II , III beniitzt, aus denen jedoch wegen des sta-
tiondren Zustandes die partiellen Ableitungen nach der Zeit ausfallen.

K, K, K, sind die Komponenten der Schwerkraft pro Massen-
einheit, mithin der Gré8e nach bestimmt durch die Projektionen von g
auf die Koordinatenachsen, es wird dex+Kyr]y+kzdz=—gdla,
wenn mit dh die geoddtische Hohendifferenz der Endpunkte des
Langenelementes d s = Vdx® —Wy" - d2® bezeichnet wird. (Die Krifte-
funktion der Schwerkraft ist — gh.)

Beziiglich der Beschleunigungen W_, W , W, sei vorldufig nur
angenommen, daf dieselben von den Bewegungswiderstinden her-
rithren sollen; dieselben werden dementsprechend mit negativen Vor-
zeichen eingesetzt werden; fiir die ideale, widerstandsfreie Bewegung
sind W, =W, =W,=0 zu setzen.

p sei allgemein als ein Mittelwert der Pressung im Punkte z,
y, 2 mit der Eigenschaft angenommen; daB derselbe eine stetige
Funktion der Ortskoordinaten sei, so dal3

op op op

dp=_"da+ _~dy+-—-d
P=0z"" Y y ?

zu setzen ist; bei der widerstandsfreien Bewegung hat p gleichen

Wert fiir alle durch den Punkt gezogenen Richtungen.
Q———l wird wie auch bereits in der Kontinuitétsgleichung auf

Seite 98 konstant angenommen, d.h. es wird die Zusammendriick-
barkeit der Fliissigkeit als verschwindend klein vernachldssigt.

Es wird im allgemeinen turbulente Bewegung vorausgesetzt; die
Geschwindigkeitskomponenten wv_, v,, v, der Hauptbewegung und
hiermit auch die Geschwindigkeit

o= Vo Fo 0
werden ebenfalls als stetige Funktionen der Ortskoordinaten ange-
nommen, entsprechend

dv, = %ﬁ: de -+ ?;7“ dy + %I;g: dz usw.

Bei widerstandsfreier Bewegung und Stromungen ohne Turbulenz
sind dies die den einzelnen Punkten direkt zukommenden Ge-
schwindigkeiten.
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Zur Abkiirzung sei ferner in den Ausdriicken XVI und XVIII

—=u gesetzt und der jeweilige Funktions-Ausdruck fiir u als
v

Wirbelfunktion bezeichnet.
Man erhélt dann aus den Gleichungen XX durch Einsetzen

ov, ov 0 op 0 op
i on 7)o
=y T or e\ T ar) T 5 \O gy

P 8°<p> < op ou op 6,14)
—u( 0P PNy (g 00 g 0r o
0z-0y 0y-0z + oz 8y oy 0z

V. Ok __ vy Om

und Analoges fiir die beiden andern Gleichungen; hiermit folgt zu-
sammengestellt ‘

vy _ v, op__ v, Op
oy oz w0y n 0z
ov ov v, du v, ou

Fm o Em BB L L XXT
oz 0x u 0z un ox

ov, v, vy On_ v, Op

Unter Verwendung dieser Beziehungen kénnen die Bewegungs-
gleichungen umformt werden’); es ergibt sich das Gleichungssystem :

0 ov, ov, vy 0 Vy 0
WK W, 9.9, 0 (_1 Yy O Ve ﬁ)
) He—Wa T px  p om | w By

ov; Ve opr v 0,u>
+vz<6m w0z p om

— (e 220y 220 0, 22) (2 2y B

ox # ox
ey Ot | v 00
—*—( W oy uw 0z

Es wird hierin

6vx+ o,- va+ cvzi 0 < +v,, +_f> _8_<%2>

ox

und man erhdlt nach Addition der Identitat
vy 2 du vt2 du
u 8w m om

auf der rechten Seite zusammengefaft:

G op 0 <L2> v2 du vx< on ou 6’#)
Ko W ™ 50 \0) T o T W an TGy T )
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g op 0 <v2> VP ou s o o
—_—w L 2 ()1 .22 _¢g 20,08
Ky gy ox ox \2 u ox (r,u.V(pax
g p__ 0 <v‘“’) v® du s aws 0P

KE—w —2. (2 =2 2E 22U xxm
v vy by ay \2 u oy FuVe oy
w9 . _ 0 .(23)_”_2.%__ 2 272 00
K =W, y 0z oz \2 u 0z Vi 02

Multipliziert man die Gleichungen der Reihe nach mit dx, dy, dz
und addiert, so ergibt sich

—gdh—(W,dz 4+ W,dy 4 W,d)) — L ap
'U2 02 2,2 2 y

Wenn man im vorletzten Glied v? durch G?u®4 ersetzt, erhilt man
schlieBlich nach entsprechender Ordnung:

gdp+d< )—{—gdh—}—[(W do +W,dy -+ W.dz)
—Guddy+uVigedy)]=0 . . . . . XXIII

die hydrodynamische Grundgleichung, aus der gegenseitige
Eigenschaften der Funktionen gefunden werden konmen, die zur Er-
fiilllung der Gleichung und hiermit der dynamischen Bedingungen
nétig sind.

In dieser Gleichung beziehen sich die Differentiale auf die
Anderung beim Ubergang lings eines beliebigen Linienelementes
des Stromungsgebietes; es besteht hiermit die mathematische

das letzte Glied dieser Gleichung kann durch Einsetzen der Ausdriicke fiir die
Geschwindigkeitskomponenten und fiir 4 weiter umformt werden; man erhélt

K/ ou
= <x + y +vz'§

,u,
o iqz[ <0<p ou | Op ay o 0;&)}
=@ ow Gu ox 0y + oz
Gr B[l (E. 2 w0 s o) (39 6 o o 9 5]
=7 %2 v oz o ay oy 3z ox o | oy dy | oz oz

da 2 eine Funktion von vy und y ist, so wird der erste Ausdruck unter der
Klammer identisch gleich Null; ferner ist nach Gleichung V
1 <6(p ov  dp 0v |, O 67)
2 ) — b4 DA I o
VA= \Gw aw T ay oy T oz a2l

somit

&( Oy O .%>__ 2,207 o
w V= g T 5t e G ) = — GRS TR,
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Grundbedingung, daB der Ausdruck unter der eckigen Klammer ein
totales Differential sein muB.

Wenn auf Grund einer Erkenntnis iiber das Wesen
und die GroBenverteilung der Widerstinde W, W,, W, als
Funktionen der anderen in der Gleichung XXITI vorkommen-
den GréBen bekannt sind, so muBl durch die Funktionen u
und ¢ die obige Bedingung erfiillt werden; wenn anderer-
seits u und ¢ gegeben sind, so miissen W, W, W, in erster
Linie so bestimmt werden, daB die mathematische Be-
dingung erfiillt ist, dann aber ist zu untersuchen, ob diese
so erhaltenen Werte dieser GroBen mit den bisherigen
theoretischen und experimentellen Erfahrungen in Ein-
klang zu bringen sind.

Die im ersten Kapitel angegebenen Gleichungen iiber die Be-
wegung viskoser Fliissigkeiten, ferner die von Reynolds und Lorentz
bei Untersuchung der turbulenten Bewegung erhaltenen Gleichungen
haben sich durch Einfithrung der Reibungshypothese von Newton
in die Fundamentalgleichungen ergeben.

Es wird im folgenden der zweite Weg eingeschlagen und ver-
sucht werden, konkrete Fialle zur Beurteilung der Verwendbarkeit
der gewonnenen Resultate durch Vergleich mit denjenigen der oben-
genannten klassischen Untersuchungen oder von Experimenten herbei-
zuziehen.

I. Die hydraulische Grundgleichung.

Bezieht man die Differentiale auf ein Bahn-Element, so ver-

schwindet der Ausdruck (4ddu -+ u~?@dep), wie sich aus folgendem
ergibt:
Setzt man in

Adu=A (a’udx-}~ LW + 22 op dz)
die Werte von dx, dy, dz aus dem Schema VII ein, d. h.

dx :% de usw.,
so folgt:

0
Ad/"—(al #+ 285+a3 )d(p,

mit ,u=% werden Z’g 117 :i : gvv und somit
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1 o4 o4 81) ,u< ov ov ér)i}
Ad”_[’;(“1595+“2'5é+“3'5é —y gyt eg ey

nach fritherem ist jedoch der Ausdruck unter der ersten runden
Klammer identisch = 0 und im zweiten Ausdruck wird nach
Gleichung V %(al 5:: o, 8y +a3 62) V2, so daBl also
Adyu— uNlpde =0
wird, was zu beweisen war.
Nun ist auch am Bahnelement

dx==ds,cos(sX), dy=ds,cos(sY), dz=dszcos(sZ),
dies in das Trinom der Widerstandskomponenten eingesetzt und

W, cos (s X)W, cos(sY) 4 W, cos (sZ) =W,
gesetzt, gibt

d —{—d( >—{—gdk+st¢—O ... . XXIII,

Diese Gleichung stellt die Beziehungen zwischen p, v, 1 und W, nur
fiir den die Bahn unmittelbar umgebenden elementaren Kanal dar,
wird aber in der praktischen Hydraulik auch fir Kanile mit
groflerem als elementarem Querschnitt verwendet und kann somit
als die hydraulische Grundgleichung stationdrer Stromungen be-
zeichnet werden; sie ist die Energiegleichung fiir die Masseneinheit
der pro Sekunde durchstrémenden Fliissigkeit.

Integriert und durch ¢ dividiert ergibt dieselbe mit der Zu-
ordnung s,==3s,, h=hy,, p=p, v=1,

8
2

y Po) (U“ 002> | . _I/st — XXIII
(}' y 2, 24 —+ (h—he) + p S =0 . i

So

die Grundform der Bernouillischen Bewegungsgleichung,
auf der das ganze Gebiet der praktischen Hydraulik, so-
weit dasselbe die Stromung in festliegenden Kanilen be-
trifft, aufgebaut ist; der Wert des Integrales ist durch das Ex-
periment fiir verschiedene Querschnittsformen festgelegt, indem hier-
fir die empirischen Formeln bestimmt wurden, die in der Einleitung
angegeben sind.

Sie wird nach wie vor entweder in ihrer Form als Differential-
gleichung oder integriert iiberall dort mit Erfolg angewendet werden,
wo es sich um die Bestimmung von mittleren Strémungszustinden
und auf die Wirkung der stromenden Masse als Ganzes ankommt
und daher die Form der Strémung von untergeordnetem EinfluB} ist,
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resp. die durch Stérungen der Stromungsform verursachten Be-
wegungswiderstinde durch entsprechende Anpassung des Wertes von
W, geniigend beriicksichtigt werden konnen.

II. Widerstandsfreie Stromung.

Das Fehlen von Widerstinden ist durch Ausfall der GréBen W_,
W,, W,, aus der Gleichung XXIII, also mit W,_==0; Wy: 0; W,=0
beriicksichtigt.

a) Vollkommene Potentialstromung.

Eine vollkommene Potentialstrémung tritt (siehe Seite 99) ein,
wenn die Formfunktion ¢ der Gleichung entspricht: V2¢=0 und
wenn 1=1 ist; die Gleichung XXIII nimmt die Form an

%dp—}—d%—l—gdhzO. coe.. XX

enthilt hiermit nur totale Differentiale; vollkommene Potentialstromung
kann daher widerstandsfrei sein. Integriert und mit ¢ dividiert ergibt
die letzte Gleichung mit der Zuordnung 7,, p,, v,

P _ P v Y —

(7‘ y’>+<§;“ 2g>+’l—’lo_0-
Dieselbe gilt nun aber nicht nur lings der Bahnlinie, sondern
zwischen beliebigen Punkten des Stromungsgebietes und bedeutet.
dafl die Summe der Pressungsenergie, der kinetischen Energie und
der potentiellen Energie der Masseneinheit der pro Sekunde durch-
stromenden Fliissigkeit im ganzen Raum konstant ist.

Die Gleichung XXIII  ist also die Grundgleichung der statio-
naren vollkommenen Potentialstromung.

Die klassische Hydrodynamik hat in weitem Umfang die Er-
scheinungen der Potentialstromung untersucht und Methoden fiir
die Bestimmung von Stromungsformen und die damit verbundenen
Erscheinungen angegeben, die naturgemdll auf den Gesetzen der
Potentialtheorie basieren.

Es wird an dieser Stelle auf die reiche Literatur in den Lehr-
biichern der Hydrodynamik verwiesen; bei der Behandlung von Spe-
zialproblemen wird unter entsprechender Erérterung hiervon Gebrauch
gemacht werden.

Nach Formel XII, Seite 61, besteht zwischen den Seitenlingen
von Potentialstromungsnetzen mit » = 1 die Beziehung

Asy:As,:4s,—=1:VC:VB,
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die als Grundlage fiir die graphische Darstellung solcher Netze
dienen kann; weiter gibt Gleichung XIII, mit » =1 in

A4

V4
ein MaB der elementaren Querschnittsflichen; da weiter durch jeden
elementaren Kanal des Netzes dieselbe Fliissigkeitsmenge durch-
stromt, so ist aus derselben und dem Werte von 4f die Stromungs-

geschwindigkeit in allen Teilen des elementaren Kanals einfach zu
bestimmen.

af

Die geometrischen Orte der Punkte mit gleichen Geschwindig-
keitswerten bilden die Isotachenflichen und entsprechend der
Gleichung

Ii:(& 30?_+h>_<_'i ' h)
y 7+2g 0 2g 1)

worin p,, 1. h, dem Punkte x,, y,, 2z, zugeordnet sind, die geome-
2

trischen Orte der Punkte gleicher Werte von <2v—+h) die Flachen
g

gleicher Pressung, mithin die Niveaufldchen der Stromung.

b) Widerstandsfreie Wirbelstromungen.

Dieselben sind dadurch charakterisiert, daf u eine Funktion
der Ortskoordinaten ist; es sind zwei Fille zu unterscheiden:

1
1. v=1; n=1=a, 2. 1=1, p=.

1. Fall: u=1=ceine Funktion von y und y (oder von y resp. x
allein). Die Gleichung XXIII erhélt die Form:

2
%dp+d%+gdh—(;ud/1=o.

G_?

Fithrt man S A

— v?
ve=0VA-2;
2
. 2 2 12
cin, so folgt =6 gar+%

2dA

2 19

und hiermit %dp—’—qdh—%']id“i:o‘

da nun dp, dh und d 4 gemiB ihrer Einfiihrungsweise bereits totale
Differentiale sind, so kann 4 nur eine Konstante sein, d. h. bei wider-
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standsfreier Bewegung kann eine stationdre Potentialstromung nur
eine vollkommene Potentialstromung sein.
1
2. Fall: i=1; u== die Stromungsformen entsprechen der
y

allgemeinen Form der Gleichung V, d.i.

vg(p__l(atp ov | 0@ 0¥ 8(p‘6v)

14

dx dx | 0y oy | 6z oz
die Gleichung XXIIT erhalt die Form

2 2
%dp—}—d%— +gdh—G2{%d(%) +712-v2¢-d¢J=0 XXIII,

Der Klammerausdruck mufl ein totales Differential sein, d. h.
von den durch die allgemeine Gleichung V bestimmten Stromungs-
formen sind bei widerstandsfreier und stationirer Bewegung nur solche
Formen moglich, die auch der eben aufgestellten Bedingung geniigen.

Untersucht man z. B. die Stromungsform des zweiten Beispiels, wo

k
@ =y ek, w—-§y2_—w, y=2=z, v=ek=,
sind, so erhalt man

o o op

P k -l — ek —_—

ox kyek=, oy Sy 0
A— (2 ye 1) erhs

PO ey en O Pe_

6w2—k Y e dy =0, 622*0

Vg =ktyeks

2 2
%:e-kx’ <l> = ¢—2kx, d(l) =—2ke—2kzdx,

4 4

do=hkyekzdwx+ ekzdy, ;}z«d¢:kye-—7~‘Zda;+e—kxdy
4 <1)2¥ -

7 d . =—Fy2-+kdux,

1\2

(L rpdg=tmypantieyay
und mithin

A (1\2 1\2 k2 2

543+ G) qu”dq’:"zydy—"dw:d(*zy——"”)’
d. h. in diesem Fall ist die zweitc Bedingung erfiillt.

Es gibt hiernach die Integration
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und mit v2 = G2 Vi: — G2 (k2 y2 + 1)2 in:
v 2 <k‘“’ ,1,> —
" +r4+G g +2g konst.

die Gleichung der Niveaufliachen; da h eine lineare Funktion der Koordi-
naten wird, so sind in diesem Fall die Niveauflichen Ebenen.

Man kann auf diese Weise von Fall zu Fall untersuchen, ob die Stro-
mungsform eine widerstandsfreie Bewegung zuliBt.

Um hieriiber einen allgemeinen Anhaltspunkt zu erhalten, kann
man von den Gleichungen XXII ausgehen; man erkennt, daB die
Summe

<Wm_?’_:.?ﬁ__(;2#2v2(p.g?>dx

u ox x
v? ou 8()0)
W —— @20 )dy=4dV
+< vy W)
v Ou N Y 6(p>
— L erurrte L) 4
+<W’ u 0z WV 027

ein vollstindiges Differential sein mufl, daB also, wenn man noch
o 09 09
b’ T oy BT 9y
einsetzt und % ¢ einfach mit A bezeichnet, die drei Gleichungen
bestehen miissen:

v?=G? 4 u?, ferner zur Abkiirzung o, =

0 ou
P [I‘Vy— G2 (/4-a—y—A—|—,u2A~a2ﬂ —

0

oy

I:Wx_‘Gz (/"?ﬂA‘[‘/‘ZA'“l)J

ox
S

D AL (R VeV

,Ai?” [WI_GQZ (M-ggA—FMsA'“lﬂ =i)_a:}é [W,—GZ (M'%A%-MZA'%)]

oz

Durch Ausfithrung der angezeigten partiellen Differentiale und
Ordnung erhidlt man das Gleichungssystem:

0 0
o8]l 2]

0 0
ofw ) —mluwlt)=st . ... xxiv

0 0
"(ﬂ'é%)“"(”'ﬁ):t
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worin bedeutet

m=G* (E

oy 4 a2>

IVAN 0N )_(@_@_i&)
1 ox oy

XXIV,

—_— 2,2 z
s—Gy,( yoc3 oy | — 7y P

J— 2 .,2 —_—_ .
t=Gu <6z G O 9z dx

PN oA )_(a@_am)

Ist u=4,d. h. v=1, so wird A =0, und sind W, =W, =W,=0, so
geht das Gleichungssystem iiber in

94 ( 61) 6A< ].)

A ) — A ) =

oy 4 ox dx\ 0y 0

6A< 61) oA < 61)

A (.94)_ 94 (.94}

0z 4 oy "0y z 0

6A< 61) 6A< 61_)_ .

70 \Vaz) Tar Fam) =0

diese Gleichungen kénnen gleichzeitig im allgemeinen nur erfiillt werden, wenn

A konstant ist. Dies bedeutet mit /A =0 vollkommene Potentialstromung;
hiermit ist ein weiterer Beweis fiir den auf Seite 127 ausgedriickten Satz erbracht.

Im allgemeinen Fall kénnen die Gleichungen XXIV nur erfiillt
werden, wenn or-ns-mt==0 ist; wie sich leicht durch Auf-

Iosung derselben nach (,u g%), (/1,- g%), (,u- %—C) ergibt; es wird

om(,u-%)—on <,u-gr’lyi>:or
no(y-%%)-—nm(y-%—’l—:—)=ns
or

T -

mithin summiert
O=or+ns+mt. . . . . .. . XXIV,
Pr4sil, Technische Hydrodynamik, 9
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Fiihrt man nun in XXIV, die Werte aus XXIV_ ein und ordnet
den erhaltenen Ausdruck als Summe von Produkten mit «,, a,, a3
als Einzelfaktoren, so erhidlt man die Bedingungsgleichungen

e, M+, N+ a; 0O=R
mit
(g 208\ ( : e.%)?_é 9 (Ql‘fz_ﬂﬂ)
M—<G ay>a ) oy T20\%, o
. A < > <aW 8W>
—_ 2,,2 = 2 - x___ Tz
N_<G 62)6 G ‘ox e 20 92 dux
, 04\ oA dA oW, oW XXV
o (o )
O< ‘oz) oy G”aya+Aax oy
aA(@_IK__@W) 8A<8_I_/IL aWz>
= ox \oz 0z +8y ox
dA (oW, aW)
+%{_ oy

Bezieht man die Gleichungen XXV auf widerstandsfreie Be-
wegungen, so sind W, =W, = W,=0 zu setzen; es wird R=0
und in den andern Gliedern fillt G* u* als gemeinschaftlicher Faktor
aus; man erhilt

oy 0z 0z 0y

<8A oNn 04 8A>+ <8A oN 04 8A>
9z ox odx oz

04 oN 6A AN

—{—a3<a‘x- Gy —ag 70 - XXV,

d. h. die Querschnittsfunktionen ¢ widerstandsfreier Stromungsformen
erfiillen die Gleichung XXV _, in welcher die Groflen a, 4 und A
Funktionen der partiellen Ableitungen von ¢ nach den Koordinaten
sind.

XXV, wird in folgenden Fillen jedenfalls erfiillt:
1. bei @ = konstant, dies bedeutet aber Ruhezustand;

2. bei A = konstant, dies bedeutet geradlinige Parallelstromung.

3. bei A =—konstant, d. h. bei Potentialstromung oder wenn
z. B. @ eine Funktion zweiten Grades der Koordinaten z,y, z ist;
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4. wenn die Funktion ¢ und hiermit 4 und A nur von zwei
Koordinaten abhéingen, wobei jedoeh auch die diese Koordinaten
enthaltende Gleichung des Systems XXV erfiillt sein muB.

Widerstandslose Bewegung kénnte, wenn iiberhaupt
physikalisch moglich, nur bei Potentialstromungsformen
und bei bestimmten wirbelhaften Stromungsformen statt-
finden; gestattet die Kanalbegrenzung oder die Zustdnde
am Zu- und Abflufl des Kanals die Ausbildung solcher
Formen nicht, so kann die Strémung nur unter Stérungen
erfolgen, die Turbulenz erzeugen, daher a priori mit Wider-
stinden behaftet sind?*).

Langs einer Bahnlinie wird, wie auf Seite 123 allgemein er-
mittelt wurde, der Klammerausdruck der Gleichung XXIIT identisch
gleich Null, d. h. es besteht langs der Bahnlinie die Gleichung

gdp—{—dgi—l—gdh—o oder g—}—ﬁ—{—h——konst
Y 2 y ' 2¢g )

Bei der vollkommenen Potentialstromung hat die Konstante
denselben Wert fir alle Bahnlinien; bei der wirbelbehafteten Strémung
kommt jeder Bahnlinie -im allgemeinen ein besonderer Wert der
Konstanten zu.

Es folgt hieraus, daBl in allen Fillen widerstandsfreier Stromung
die duBere Energie, d. 1. die Summe von Pressungsenergie, kinetischer
und potentieller Energie der durch einen elementaren Kanal stromen-
den Flussigkeit konstant bleibt.

I1I. Stromungen mit Widerstinden.

Es werden W und hiermit im allgemeinen auch W_, W , W,
Funktionen der Ortskoordinaten sein, da jedenfalls bei Beharrungs-
zustand der Hauptbewegung die "Mittelwerte der Widerstandskompo-
nenten ebenfalls unabhéngig von der Zeit anzunehmen sind. Wie
schon auf S. 123 erwdhnt, wird der mathematischen Untersuchung
das Problem zugrunde gelegt, fiit eine gegebene Stromungsform und
Geschwindigkeitsverteilung die hierbei méglichen Widerstinde zu be-
stimmen.

Die mathematische Bedingung, unter welchen die Werte der Kom-
ponenten W_, Wy, W, die Gleichung XXIII zu einem totalen Differen-

1) Oder es tritt diskontinuierliche Strémung ein.
g*
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tial machen, ist durch das Gleichungssystem XXV gegeben; nun
sind die dynamischen Eigenschaften dieser Komponenten in Betracht
zu ziehen:

Es findet nach dem friilheren bei Bewegung eines Fliissigkeits-
teilchens neben seiner Ortsverinderung eine Deformation desselben
statt; hierbei erleidet die &uBere Energie einen Verlust zugunsten der
inneren Energie und der Energie der turbulenten Bewegung. Da
nun nach der Problemstellung W, w,, W, die Komponenten
sind, unter denen eine angenommene Strémungsart statt-
finden soll, so miissen deren Ausdriicke auBBer Teilen, die
einer, entgegengesetzt der Bewegung wirksamen reinen
Widerstandskraft W, entsprechen, noch solche Teile ent-
halten, die den mit der angenommenen Strémungsform und
Geschwindigkeitsverteilung verbundenen Turbulenzen ent-
sprechen.

Demzufolge kann man fiir die Komponenten W, w,, W, setzen

[24
w=w.% 17
; SVA—F A
[
Wy=Wy BT, b XV
W—=Ww, S 71
z 8VA 2

wobei sowohl W als auch T, T,, T, vorldufig als Funktionen der
Koordinaten zu gelten haben, und nun deren notwendige mathema-
tische Eigenschaften weiter untersuchen.

Bildet man zu dem Zwecke die im System XXV vorkommenden
Differenzen der partiellen Ableitungen von W_, W, W, unter Beriick-
sichtigung der Identititen II, so erhilt man:

oW, ew, [ o [W o (WN\] [@ 2
T g (D) — gy ()| — | S ) — L 1)
oy 0z |7 ay<VA> * oz <\/A>d _8_1/( 2 *’]

oW, oW, _[ 0 (W,,)_%.g(‘W%‘_r_a_@_g(m]
J

0z ox | ' ez\V4 oz \V4 oz o
oW, ow, [ o (W 8 (W] 9 2
T Gy = i)'_'oﬁ" —= —L_(Tg)—_(Tx)
0z oy | T ox\VA4 oy \V4/] dx oy

und dies in das System XXV eingesetzt, gibt nach entsprechender
Ordnung das neue System:
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XXVII1

(5 —« %)
a=\o — ¢ 3y
o4 oA
”=<“s’a; “I'E)
_<§§ .%)
ce= ey 2y g
84 A 04 8A>
— 2 (-, = _ "=, =
=6 <8y 0z oz 0y
04 9N m1aA>
2 2 ——— e —— e ——
T Gu <8z ox ox 02
94 9N 94 AN
2,02 = T =
+ e &7 <8x oy oy ox
9A\[ @ 9
p—(20,8—5) [5; ) — 5. @)
)2+ b
+ea =241 2wy 2w
8A>[8 0 }
n— 21
—l—<2a3A 02 8x(1y) 8y(”)

Greift man noch auf den Ausdruck auf S.128 von der Form
AV=Xdx -} Ydy + Zdz

zuriick und umformt denselben durch Einsetzen von v*=G*u’*4
und der Ausdriicke fir W, W, W, entsprechend Gleichung XXVI,

so erhalt man:

X=

Y=

a 4 op?

W —L T——G‘— -
V —{_ 2 ox

a A out

W, o — et U
V + 2 x

A4 op

Z=]V 2 T-—-G‘ —t—
V+ 2 o

LA

G‘:#‘ZA.aa

Aus den Gleichungen XXVII ergeben sich folgende Grundsitze fiir

die Bestimmung von W, und der Komponenten 7, T, T,

I. Die oberste Gleichung des Systems XXVII wird erfiillt, wenn
f=0 ist und durch die Werte von T, T,, T, und W, gleich-
zeitig D=0 und die ganze linke Seite gleich Null wird.
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II. Wird durch die Werte von T,, T,, T, wohl D=0, ist aber
hierbei f nicht gleich Null, so bildet die hiermit entstehende
Gleichung die Bestimmungsgleichung fiir W,.

Aus den Gleichungen fiir f und D folgt nun:
1. Es wird f=0 fiir alle Formen, bei denen widerstands-
freie Bewegung moglich ist, da fiir dieselben XXV gilt.
2. Es wird D=0

a) wenn
A 0
= (2.2 4 o ng) 20
o4 oU
T,=@G <§ )—{—51/— . . . XXVIII

oU
— 2
r=a(50 +uAaJ+M

worin U eine noch- zu bestimmende Potentialfunktion ist.
3. Es wird
76 }’K b.. 3 w, s L o W

s

“oxVA oy va @ Tas VA

w.
wenn Vi eine Funktion @ von ¢ ist, da sich hierbei gegenseitig die

b

Glieder:
04 4P 04 o9
a2~-a7-wal—a2 ’37‘%'6{1
usw. aufheben.

4. Ist 4 =konstant, was nur bei geradliniger Parallelstrémung,
d. h. wenn ¢ eine lineare Funktion der Koordinaten ist, eintritt, so
werden A =0; a =b=c=0, f=0, D==0; es konnte rein mathe-
matisch W, eine beliebige Funktion der Koordinaten sein.

Werden nun bei angenommenen Stromungsformen die
WiderstandsgréBen in solchen Formen eingefiihrt, wie sie
sich eben ergeben haben, so wird die mathematische Be-
dingung, daB sémtliche Glieder der Gleichung XXIII zu
vollstindigen Differentialen werden, erfiillt.

Es konnen ganz allgemein zwei Arten von Strémungsformen
unterschieden werden:

1. Formen, bei denen eine widerstandsfreie Bewegung még-
lich wire; dieselben sind charakterisiert durch die Bedingung f=0;
fir die widerstandsfreie Bewegung mul 1= 1 sein; A==1 bedeutet

Schichtstromung und zugleich Vorhandensein von Bewegungswider-
standen.



Dynamik stationdrer Stromungen. 135

2. Formen, bei denen eine widerstandsfreie Bewegung iiberhaupt
nicht méglich ist; dieselben sind charakterisiert durch f==0.

Die Funktionen @ und U sind derart zu wéhlen, dafBl bei
ihrer Einfiihrung in die Gleichung XXIII die gegenseitige
Beziehung der in derselben enthaltenen GréBen in einer
sich mit der Erfahrung deckenden Weise zum Ausdruck
kommt und dafBl es hierbei moglich wird, die als Beschleu-
nigungswerte eingefiihrten Widerstdnde auf die Wirkung
von Oberflachenkréften zuriickzufiihren, da mit Ausnahme
der Schwerkraft keine Massenkréfte bei Bewegung im fest-
stehenden Raum vorhanden sind.

In einem abgegrenzten Stromungsgebiet muB in der
Zeiteinheit derjenige Betrag der Arbeit der Oberflachen-
kriafte, der eine Verdnderung der inneren Energie, d. i
Wirme und Turbulenz, herbeifiihrt, gleich dem Verlust an
dullerer Energie sein.

Was nun die Uberfiihrung in Oberflichenkrifte anbelangt,
so ist folgendes zu beachten:

Wie schon im 1. Kapitel bei Anfithrung der allgemeinen Funda-
mentalgleichungen hervorgehoben wurde, bedeutet in denselben p
einen Mittelwert der Pressungen, die sich in einem Punkt des Strom-
gebietes nach verschiedenen Richtungen einstellen, und zwar ist dies
das arithmetische Mittel aus den drei Pressungen in drei zueinander
senkrechten, aber sonst belie-
bigen Richtungen. 7

Die Zulassigkeit dieser An-
nahme ergibt sich aus folgen-
dem:

Wie auf S. 113 bemerkt, be-
sitzt jedes Element drei auf-
einander senkrecht stehende
Hauptdehnungsachsen und ist
daher anzunehmen, dafl auf
den zu diesen Achsen senk-
rechten Flichen nur Normal-
driicke, also reine Pressungen
(keine Tangentialspannungen),
d. s. die Werte der Tangential-
komponenten pro Fliacheneinheit, wirksam sind; es seien nun Fig. 34
im, bei 0 vollkommen rechtwinkligen Tetraeder Oabc¢ die Flidchen
Oab, Oac, Obc solche zu den Hauptachsen senkrecht stehende




136 Stationdre Stromungen in feststehenden Rédumen.

Flichen mit den Pressungen p,, p,, p,; die Richtungskosinuse der
Flichennormalen gegen dle Koordinatenachsen seien I, m,, n; [,
My, Ny; Uy, My, ny. Die Dreiecksfliche abc¢ steht senkrecht zur X-
Achse und p, sei der Betrag der Pressung in dieser Fldche, dann

besteht die Gleichung

plabe)=p, 0ab-l, 4+ p,0acm, +p,0bcn,
und da Oab=abc I ; Oac=abc-m;; Obc=abe-n,

V=047 pym® - pyn
Fiir Tetraeder in analoger Lage gegen die Y- und Z-Achse folgt

Py=n Z‘ZQ -+ Pamy® - pymy*
P, =0, b+ pamy® - pyng®,
woraus sich durch Addition und Beriicksichtigung von
P00 =1 m?-fm, gt =1;  n =1
ergibt: v+, +1,=p, + 1.+
In dieser Gleichung kommen die Richtungskosinuse nicht mehr
vor; sie gilt daher fir eine beliebige Lage der Koordinatenachsen
gegen die Hauptachsen und folgt daraus, dal in einem Punkt die
Summe der Pressungen nach drei zueinander senkrechten, aber
sonst beliebigen Richtungen einen konstanten Wert hat; der Mittel-
wert, d. i p="(p, +p,+p,)="/3(p, +-p, -+ p,) ist der in den
Grundgleichungen der Bewegungen mit Widerstdnden ein-
gefiihrte Pressungswert. (Diese Darlegung ist aus Lambs
Hydrodynamik, S. 660, entnommen.)
Es ist hierbei nicht ausgeschlossen, dall in drei bestimmten
zu einander senkrechten Flidchen die Pressungswerte gleich grofl sind.
Fir die Tangentialspannungen ergibt sich ebenfalls eine be-
stimmte Eigenschaft. Sind am Parallelepiped Fig. 35 mit den Seiten J,_,
d,, 0,, P, und p,, die Kompo-
Ay i nenten der Oberflichenkrifte, die
o von der Tangentialspannung auf
der Z 0O Y-Rechteckfliche herriihren,
also

sz:pxyéyéz; nyszyéyéz
und ebenso
Pyzzpyzé é P, =pyzézéx

.
z 7 x?

e .’,__.rl sz:pzyéx()‘y; sz:pzxazéy)
y l 2 so miissen unter Vernachlissigung

Fig. 35. der Momente der Massenkrifte,
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die gegeniiber den Oberflichenkriften unendlich klein hoherer Ord-
nung sind, die Momentgleichungen bestehen:

po_p? 5.6, 0

yz 9 zy?z; pyz z x2=pzy.6:c(sy'_2£’
mithin: p,  =p, und ebenso p  =p..; D, =Dy d h. die Tan-
gentialspannungen, die an zwei Flichenelementen wirksam sind, die
sich an einer gemeinschaftlichen Kante unter einem rechten Winkel
schneiden, haben gleiche Grofle.

Der Kiirze halber seien diese Spannungen entsprechend der ge-
meinschaftlichen Kante mit p_, p,, p, bezeichnet, so da} z. B. p, =
P, =", ist.

Die Flichen und Richtungen, in denen die Pressungen p_p, p:
und obige Spannungen wirken, ergeben sich aus beistehendem Schema,

Es wirken in Richtung . . . . . . . l X ) Y ‘ Z
in der Fliche YOZ . o e L, v,
. ZOoX . . . . . .. p,lpy Pe
.  XO0Y . R b

Die Komponenten der Oberflichenkréfte, die in den zu den drei
Richtungen X, Y, Z senkrechten Flichenpaaren wirken, sind hiernach
in der

. op ap Y 09y
X-Richt — e __ 9% Py
ichtung P, o 9,9,9, iy 3,9,9, Py 0,0,

. op dpy < op ,
S I W P S I S SR XXIX
p! P, ¥ 9,9,0, 5y 9,0,0, Y 8,.9,0, a
z- . p#_%aéa_?gxéaa_aﬁzaag

’ z 6x xrTYy -z ay T Yy Tz az ryYy -z

P,, P, P, sind hiernach die wirklichen Komponenten der Ober-
flichenkrifte am Volumelement 6_¢6 & die das Massenelement

x "y 2

0 =léx(§y62 im Verein mit der Schwerkraft beschleunigen; es be-

m

stehen daher folgende Identitaten:

dv g9 8p>
PAlKy —""= :< Fw I
a:+ Xz(sm dt ™ I‘.r x y or ém
_ 4y __< L9 81?) XX
Pyt K, b= 0= (K, =W, T o, XXIX,
d
Pz+1{z(§m:l{ 6n1:<Kz-—}Vz_'g'Ez}3> m
t y oz
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— 1.?13)
Po= (W’”+ y ox O
g op
Py:-(Wy—]—ﬁ-—a—y)ém ... .. XXIX,
_ 9 ?112)
— (W +2.%2),,

Aus den Gleichungen XXIX  und folgt das Gleichungssystem:

9;0@ op, , 0p 0

eyt =
8p apy Yw p c
ax+ +6z p y+8y ... . XXX
apy+apz+apz=;m+-g_€

Die Gleichungen desselben bilden im Verein mit der Mittelwerts-
bedingung die Bestimmungsgleichungen fiir p_, Py b, und po, b, oy,
bei gegebenen Ausdriicken fiir die Komponenten W und bei be-
kannten Werten von Z—}; usw., wobei noch andere durch die Form und
Art der Bewegung bestimmte Bedingungen zu beriicksichtigen sein
werden, z. B. das Fehlen von Oberflichenspannungen bei Schicht-
stromung in den die g-Linien enthaltenden und Schichtflichen schnei-
denden Stromflachen.

Die Arbeit der Oberflichenkrifte wird in folgender Weise er-
halten:

Am Volumelement 8,9,0, ist die Arbeit der am Flichenpaar
9,0, wirksamen Pressungen und Spannungen pro Zeiteinheit bestimmt
durch die Gleichung:

0
5z Pz20,0,19,0,6,8,+pv,6,6)8,

- a—i (pzvx + pzvy + ‘py z) 6z6y 62
und an den beiden anderen Flichenpaaren:

0
- 5; (pzvx _{—pyvy—{—pzvz 6.1:63/62

resp.

(pzvz + vay —}_pzvx) 63:63162'
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Addiert man diese drei Arbeitswerte, so erhilt man nach Aus-
fiilhrung der angezeigten Differentiationen, Beriicksichtigung der Aus-
driicke fir P, P, P, in den Gleichungen XXIX und entsprechen-
der Ordnung; die elementare Arbeit der Oberflichenkrifte in der
Zeiteinheit :

au < ovy 8v>
(P, + + — Yoy p %0 ke
Y dt ( 2V Pyvy szz) { | Py dx y ay b, 0z

0y > (@2:, %) ] (_ %u)
+p”< + ox ' Ox T Jézdyéz
Nun ist nach Gleichung XXIX,

Vs T Pyv, + Pv,

op op op )
= — (W w w, )6 —<— ——
W, +Wo, +W,v,) Py ayv +8zvz 3,9,9,
a’
= _Cit_ 6m - (Kacvac + Kyvy _+' szz) 6m

gleich der Arbeit, die zur Anderung der kinetischen Energie der
Hauptbewegung des Elementes ndtig ist, soweit hierfiir nicht schon
die Schwerkraft dienlich ist; es stellt mithin der Rest der rechten

Seite des Ausdruckes fiir 6dlgtl denjenigen Betrag der schein-
4

bar verlorenen Energie dar, die im Element teils als
Wiarme, teils als kinetische Energie der turbulenten Be-
wegung entsteht.

Der Betrag der scheinbar verlorenen Energie heilBt die
Dissipation der Energie; der gesamte Betrag derselben in einem
abgegrenzten Stromgebiet ergibt sich mit

BT

und muB gleich sein, der im Gebiet verschwundenen dufleren Energie.

Die Zulissigkeit der in diesem Kapitel beschriebenen Darstellungs-
weise fiir stationdre Stromungen und die Verwendbarkeit der an dieser
Stelle mit kartesischen Koordinaten durchgefithrten Untersuchungs-
methoden werden im folgenden an speziellen Stromungsformen ge-
priift werden: hierbei werden statt des kartesischen, Netz-Koordinaten-
systeme verwendet werden.



2. Stromungen in geraden Rohren.

A. Kreisformiges Profil.

Sowohl die Untersuchungen von Poisseuille als auch diejenigen
von Lorentz gehen von der Annahme aus, dafl die Bewegung in
geraden Rohren mit kreisf6rmigem Querschnitt als Parallelstromung
mit einer derartigen Geschwindigkeitsverteilung betrachtet
werden kann, daf die Stromungsgeschwindigkeit langs einer
gegen die Rohrwand konzentrischen Zylinderfliche kon-
stant ist, in den verschiedenen Zylinderflichen aber verschiedene
Werte hat; dementsprechend kann man die Stromung als kreis-
zilindrische Schichtstromung mit geradliniger Parallel-
stromung als Grundform auffassen. Ferner hat die Erfahrung
ergeben, da in solchen Rohren, abgesehen vom EinfluB der Schwer-
kraft infolge des geoddtischen Hohenunterschiedes der einzelnen
Punkte im Stromungsgebiet, die Pressung in sdmtlichen Bahnen
langs derselben um den gleichen Betrag pro Léingeneinheit ab-
nimmt und dieselbe hierbei in den einzelnen Querschnitten kon-
stant ist; letztere Eigenschaft ergibt sich aus den Fundamental-
gleichungen.

Unter Beriicksichtigung dieser Annahmen und Erfahrungen
konnten beziiglich der Geschwindigkeitsverteilung die im 1. Kapitel
angegebenen Formeln abgeleitet werden; dieselben sollen zur Weg-
leitung fiir die Wahl der Funktionen @ und U herangezogen werden.

In Zylinderkoordinaten ergeben sich fiir die Parallelstromung
im kreiszylindrischen Rohr die Formfunktionen:

1. der Querschnittsflichen: @ =7z,
2

=

2. der zylindrischen Stromflichen: vy =

H

0|

3. der Meridianebenen als Stromflichen: y==g¢.
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(Es wurde hier die Achsenkoordinate mit s statt, wie frither, mit

p bezeichnet, um Verwechslungen mit der Pressungsbezeichnung zu
vermeiden.) Hieraus ergeben sich

%‘?:1, %:o, %‘%:0, A=1,

29 o, 71032— 780 V=0, f=,
ferner

%%:0, %_ , %%—r, B=*=2uy,

N

Die Stromung ist der Form nach eine Potentialstromung.

a) Stromung mit Reibung.

Bei Stréomungen mit Reibung, aber ohne Turbulenz, ist nach
Poisseuille die Geschwindigkeit in der Zylinderfliche mit dem
Radius 7:
pII( T )= AP
4 7l 47 l

v=b_— r2—r)"

worin &———l—@ der konstante Pressungsabfall pro Léngeneinheit und

n der Koeffizient der Reibung ist, der so lange einen konstanten

Wert beibehilt, als der physikalische Zustand der Flissigkeit kon-
stant bleibt; wird daher

pr—p ¢
= 477ln_ Gund r?—1*=2(y,—y)=1

gesetzt (y, = Funktionswert von v an der Rohrwand), so ist
v=GA=GVAu
da VA=1 und‘u=£=l ist (v =1);
v
d. h. die Isotachengleichung ist mit der Poisseuilleschen Gleichung
in Einklang gebracht; 1 ist als Funktion von y ausgedriickt,

die Stromung ist eine Schichtstrémung mit konstanter Ge-
schwindigkeit innerhalb der zylindrischen Schichtflichen.

1) Siehe Seite 22.
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Wird die mit den Erfahrungen sich deckende Annahme gemacht, daB die
GroBe der Widerstande von der Pressung selbst nicht beeinflut wird, sondern
nur abhingig von der relativen Geschwindigkeit der Flichen der Fliissigkeits-
elemente resp. von der Geschwindigkeit der Deformation derselben, so wird
die Pressungsverteilung durch die Schwerkraft nur entsprechend der geodi-
tischen Hohenlage der Punkte des Stromungsgebietes beeinflut und man kann
daher das Glied gdh vorbehaltlich spaterer Wiedereinfilhrung weglassen; dies
vereinfacht die mathematische Darstellung wesentlich und soll daher im folgen-
den verwendet werden; bei Problemen, wo die Wirksamkeit .der Schwerkraft
einfluBnehmend auf die Form der Strémung ist, darf dies natiirlich nicht ge-
schehen (wie z. B. beim Problem der freien Oberflichen).

Da Potentialform vorliegt, mithin widerstandsfreie Bewegung mog-
lich wire, wird die mathematische Bedingung der Gleichung XXIII

2 — @ und die Komponenten von T derart gewihlt

werden, dall D=0 wird, also wenn

4 oU G
{2 2 | P i
T"*G + A Tz 2 oz ox
L a4 ﬂ . _w_ _G?&_ﬁ oU
L=05 5, twa "|’ T2 oy oy

LA G?012
r—6 4t wen 45— 29 T

eingesetzt werden. Man erhdlt dann aus Gleichung XXIIT wegen
A =0.

2
Yidp+d%+ Pdg+dU=0.

In dieser Form ist die Gleichung unabhéngig vom Koordinaten-
system; man kann sich in derselben daher auch alle GroBen als Funk-
tionen von ¢, y und y denken, da jeder Punkt des Stromgebietes be-
stimmt ist, wenn die Funktionswerte der denselben enthaltenden
Flachen gegeben sind.

Die Auflosung nach den Differentialen d ¢, dy und dy fiihrt
auf nachstehende Gleichung:

U2 '02

6
gop , oU gop 2 oU
~~~—f— —I— +—)deo+\Z =+ —-F+-—]d
op ¢ y oy oy oy ¥

v?

7 9x+ + =0,

die fiir alle beliebigen Werte von d ¢, dtp und dy erfiillt sein mub;
es folgt hieraus das Gleichungssystem:

+
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2

’l)
gop
y o
’1)2
gop ou
5o +
y oy oy
’U2
gop
+ =+

y oy
Die letzte dieser Glelchungen entfallt, da man wegen Auller-
achtlassung des Einflusses der Schwerkraft aus Symmetriegriinden
Kongruenz der Zusténde fiir alle y-Flichen annehmen kann (wenig-
stens fiir die Hauptstromung); in der ersten Gleichung wird

&
8_(;0_:0’ da v=G-1 und A nur von vy abhingig ist; in der zweiten
2
°F  gar
Gleichung wird — = — ——; es folgen mithin
0 2 dy
g 0p oU
.92 1 %Y
4 3‘P+ +8<P
g G2d2 | U
LIRS T AL A B
y oy ' 2dy ' Oy

da nun der relative Pressungsabfall langs aller Bahnlinien gleich also
op

. =-—1Fk, oder auch g—]i = — k,=konstant und ebenso die Pres-

sung innerhalb einer Querschnittsfliche konstant, d. h. g% =0 ist, so

folgen:
U _g, @ U _
op ¥y ¢ 2 dy oy
und hiermit die gesuchten Formen fiir die Funktionen U und @
G222
V=9 pyo—"2: ®—0"

Es werden somit die gesamten Widerstandskomponenten nach
den Richtungen s resp. r

1) Es wird sich spiter ergeben, unter welchen Umsténden @ nicht gleich
Null anzunehmen ist.
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o Aa,u <p oU e _ g
W= oL p_0U ¢_ 9
+ A T 0@ 0s 7k°
_ 4 ot 30U oy
W= oy ar

Die Gleichung XXIII erhilt die Form
gdp+-g—kod<p=0 D 0. € § &
4

und gibt bei Wiedereinfilhrung von gd & und Beriicksichtigung, daB
dp==ds ist, durch Integration die Gleichung

p+yh + k, s = Konstante,

h ist natiirlich in Koordinaten auszudriicken und hierbei die Lage
des Koordinatensystems gegen die Schwererichtung zu beriicksichtigen.
Die Konstante ist bestimmt, wenn die Pressung in einem Punkte
des Gebietes bestimmt ist.

Vom Einfluf der Schwerkraft auf die Pressungsverteilung ab-
gesehen, sind die Querschnittsflichen gleichzeitig Niveauflichen; ist
das Rohr mit exakt lotrechter Achse aufgestellt, so sind auch mit
der Schwerkraft die Querschnittflichen gleichzeitig Niveauflichen.

Aus der Gleichung fiir v ergibt sich das in der Zeiteinheit durch
das Rohr flieende Volumen mit

V= fv 2radr=nti P,
17l
Diese Formel gibt die Grundlage der von Poisseuille ver-
wendeten und heute noch gebriduchlichen Methode zur Be-
stimmung des Reibungskoeffizienten,
Aus derselben bestimmt sich die mittlere Durchflugeschwin-
digkeit mit

a .

— YV _ PP .
O rlw 8nl o’
man erhilt in pr—>r_ 87
I

den Ausdruck zur Bestimmung des relativen Pressungs-
abfalles (Pressungsabfall pro Lingeneinheit).

Differenziert man die Geschwindigkeitsformel nach r und setzt

P -;pII —k,
ein, so folgt _ ko_r dv
—dr’

Dieses Resultat wird spiter verwendet werden,
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b) Stromung mit Reibung und Turbulenz.

Fir Stromungen mit Reibung und Turbulenz liegen empirische
Ergebnisse vor, die in den Bielschen Formeln (Seite 11) zu-
sammengefallt sind, und auBerdem die auf Seite 24 angefithrten
Formeln von Lorentz.

Die Bielschen Formeln A und B geben vereinigt unter Beriick-
sichtigung, daf der Profilsradius R fiir ein kreiszylindrisches Rohr
:% ist die Gleichung:

by, () (2 )3 2

(Do (e

a

l 4

v,, 18t die mittlere DurchfluBgeschwindigkeit in Metern pro Sekunde; r,
der Wandradius in Metern.

Ta

Biel hat den Reibungskoeffizienten () im absoluten Malsystem
(CGS-Einheiten) aufgenommen, die Lange ! in Kilometern eingesetzt
und fir y den Gewichtswert in Gramm pro Kubikzentimeter, also
fir Wasser y==1 eingefiihrt; fiir den Anschluf an spéitere Ent-
wicklungen ist es aber giinstig, sdmtliche Werte im technischen Maf-

. . b .

system mitzufithren; hierzu ist nur notig, statt _(l) zu schreiben:

10.09°m__Ygn
7

Dimension

, worin nun % den Reibungskoeffizienten in der

kg -sek ,
gq:, enthélt; y = 1000 kg/cbm und g = 9,81 m/sek? ist;

ferner sind statt a resp. f die Werte 1073.a resp. 1073.f einzusetzen.

Weiter wird darauf Riicksicht zu nehmen sein, da in den

Bielschen Koeffizienten ¢ und f der Nenner der Geschwindig-
2

keitshéhe %’L aufgenommen ist, so daB man durch Multiplikation
g

jedes dieser beiden Koeffizienten mit 2 g andere Koeffizientena'=a2g

2

f'=1r-2¢ erhilt, bei deren Beniitzung wieder 92’—’5» in die Formel ein-

treten wiirde; diese Koeffizienten werden aber in der Bielschen
Form weiter beniitzt, und zwar der Einfachheit halber und mit
Riicksicht auf die Deutung des Inhalts der Turbulenzglieder nach
der Theorie von Lorentz.

Die Dimensionen der Koeffizienten ¢ und f sind
a....sek?-m—1
. -1
{....sek® - m™%

Prasil, Technische Hydrodynamik. 10
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Aus obiger Gleichung erhdlt man

Yy )t

. 2y 2
mit =7 =
o(3) 40 a(3)

Da llli” langs allen Strombahnen denselben Wert hat, so wird die

Geschwindigkeitsverteilung durch denjenigen Funktionsausdruck von

r beschrieben, der in der Gleichung v, r,>7w==[v2radr eingesetzt,
0

obigen Ausdruck fiir v, ergibt.

Die allgemeine Bestimmung dieses Funktionsausdruckes konnte
mittels Reihenentwicklung erfolgen; hierbei ist zu beachten, daB
derselbe zur Darstellung des Haftens an der Wand fiir r=r, den
Wert v=0 ergeben muB.

Die Glieder mit # beschreiben den EinfluB der Viskositit; ver-
nachlissigt man dieselben als relativ sehr klein, so wird

_ (%)
h 2 h
wmVel)= )/ .
oy
2
Eine weitere Vereinfachung kann eintreten, wenn man noch
das zweite Glied im Nenner von C, (etwa unter entsprechender

Korrektur des immerhin empirischen Koeffizienten a) weglafit, es
wird:

natiirlich erscheint das letzte Resultat sofort, wenn man in der
Bielschen Gleichung # und f=0 setzt.

Dieser Wert von v, wird erhalten, wenn man

N V2 TR
U_Z‘/Zfal(y“ —)

als Geschwindigkeitsgleichung einfiihrt; ersetzt man }%' durch

Ap _ pr—pu
yl y
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gso erhiélt man

_5 “/PI — P 214
v= 4 al}’ ( a - )
worin nun

5 1/pi—pu 1 ot 4
i Vi =6, wmd (= =2 — ) =14

gesetzt werden kann, womit wieder
v=GVAu=_G,-4,
wird und somit der AnschluB an die gewidhlte Darstellungsweise er-

reicht ist; die turbulente Strémung im kreiszylindrischen Rohr er-
scheint ebenfalls als Schichtstréomung mit Potentialform.

3
8
§
&

Rohrwarnd

- A e — . T

Fig. 36.

Beistehende Tabelle und Fig. 36 zeigt vergleichsweise den Ver-

lauf der Funktion i,— 21 (p, — z,p)Il und jenen von A =2 (y,—vy),
die der Poiseuilleschen Gleichung entspricht.
ri —0 0,2 0,4 0,6 08 1,0
,=100 099 096 089 077 0,0
1,=1,00 096 084 064 036  0,00.

Die ausgleichende Wirkung der Turbulenz kommt hiernach
schon bei dieser vereinfachten Formel von 4, zum Ausdruck.

Die vereinfachte Formel J, :271(1/ra—— 'z/f)% entspricht ebenso der Annahme
des Haftens der Fliissigkeit an der Wand, wie dies einerseits auch bei der
Poiseuilleschen Formel der Fall ist und andererseits von Lorentz bei Ab-
leitung der auf Seite 24 angegebenen Formeln ebenfalls angenommen wurde;
Lorentz kommt allerdings auf Seite 70 der beziiglichen Abhandlung auf
Grund von Grenzbetrachtungen zur Schlufifolgerung, daB bei groSen Werten

von 7,27 und Pr—. 7 PII die Dicke der an die Rohrwand anschliefenden Schicht,

10*
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in der der rasche Geschwindigkeitsabfall stattfindet, so klein wird, daB man
ohne Fehler sagen kann, die Fliissigkeit gleite an der Wand.

Da die Forme] firr 2 durch Umformung der Bielschen empirischen Formel
entstanden ist, so gibt dieselbe natiirlich keine anderen Aufschliisse iiber das
Wesen der Turbulenz als die Ursprungsformel selbst und wird diesbeziiglich
auf die Originalarbeiten von Biel verwiesen.

Wird die vereinfachte Form von / beniitzt, so ist im Ausdruck
fir U die Konstante %, der Formel Poisseuille durch ky =342 ayG?
g 32 222

zu ersetzen, so daf mit @ =0 und U:; %5 ay G2 — ‘2 die
Gleichung XXIII die Form annimmt:
32
%—dp +5:a9Grdp—0 . . . . . XXIII*

Man erhilt, wenn man auf der linken Seite wieder das Glied gdh
anfiigt, integriert und mit 4 multipliziert die Gleichung:
: g

p+yh+ 32agG?s = Konstante,
die mit p als Parameter zur Gleichung der Niveaufldchen wird.

Die vereinfachte Formel fiir 2 resp. v ergibt auch die bekannte hydrau-
lische Regel, wonach in einem Rohr die Widerstandshdhe direkt proportional
der Lénge und der Geschwindigkeitshohe und umgekehrt proportional dem Pro-
filsradius ist.

Fiir den spiteren Gebrauch seien die Isotachengleichungen beider Fille
g =P b

ly l

By
57 Wa—y)=nv

noch in folgender Form mi notiert:

entspricht der Poiseuilleschen Formel,

Dy 4\4 l

entspricht der vereinfachten Turbulenzformel.

¢) Bestimmung der Oberflichenkriifte.

Es sind nun die an einem Element wirksamen Oberflichenkrifte
einzufiihren, was im gegebenen Fall zweckmiBig am Ringsektor er-
folgt nach beistehender Fig. 37 und entsprechendem Schema.

Es wirken in Richtung s r
in der Fldche rdqdr o, \ b, .
in der Fliche dsdr r, ) ‘ pq B ;)s
in der Fliche rdgqds », { D, P,
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Py Py und p, sind Pressungen, p,, p, und p, Spannungen; die
denselben entsprechenden Komponenten ) sind folgende:

In Richtung s l q l r
| ap |
Pressungs- | 0p, bs-rdq-or ‘————q dq-0r-ds ‘ 7-0q-08
komponent '
ponente os ’+ps ds-0r-Oq ‘+pr 63 ér-0q
2 \ ;
g w | — |— a—%r-ér-éq-(hl\ %, .8q-0r-ds
2 5 | or
5} g q
- :
=}
22| = |8 byt <0r-8q- s —- kqpl-ér-ér-réq
2y @ 0s s
: g | | -
=] =}
g g —?E’f-tsq-ér-és 3—— ds-rdg-0r | —
@ 0q } ‘

U

Fig. 7.

durch Addition folgen:

. . 0 0 ¢
in Richtung s: Ps=———< p’—}— Pr —{— pq )63-7*6(1-67
req
1) Die Bestimmung dieser Komponenten erfolgt z. B. fiir die Pressungs-
kompenente in der Richtung s entsprechend:

ps(rdgqg-or)— <pg—+~%€(§8> (régdr)y=— %‘st«réq-ér.
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in Richtung ¢: Pq=—<%+%+a—m> ds-rdq-Or

0 0 0
” ” r P=— (p' 1';;—,_ Py )(53'76q-67.

Die partiellen Ableitungen nach g sind wegen Kongruenz der
Zustinde an jedem Parallelkreis gleich Null; wegen Bestandes der
Schichtstrémung sind in den y-Flichen (Meridianebenen) keine
Tangentialspannungen wirksam, also p,==0 und p,=0.

Die Beschleunigungskomponenten in Richtung der Zylinder-
koordinaten sind allgemein:

|
Nach Richtung s 1 q ) v
. dv { d v, v ‘ dv, v/}
leich s it q _q
g at f c T |ty

Bei AuBerachtlassung des Einflusses der Schwerkraft erhélt man
die Komponenten der Oberflichenkrifte allgemein:

dv, < g Bp>
= -1 w,
P‘ dt m + y as m
dvg ) ( g 3p>
w
p—(Boy AL,
_(dv, vq> < g 8p>
P’_<dt oy Om= W+y or
mit den speziellen Werten:
vr=0; vq:O; v, =
g op op op
== M W = N W f—i M —_—— —— ; —— ; e
w, " kys =0 =0; 7 k, oy 0 74 0
werden:

P =0, Pq=0; P =0.

r

Hiermit folgen die Gleichungen:

31) apq
1. =2
+ ror
avq p, o, _
ds or =0

und die Mittelwertgleichung:
3. p,+p,+p,=3p=3K—38ks
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als Bestimmungsgleichungen fiir die Werte von p,, p , p, und p,.
Dieselben werden erfiillt mit

kor
P=K—kis; p—K—Fks; po—=EK—Fkis; h= 5.

K ist die Integrationskonstante der Gleichung XXIIT*; resp. XXIII**
k, ist der Wert von Pu—Ppr

Es werden die Pressungswerte in Richtung der drei Zylinder-
koordinaten, die in diesem Falle mit Netzkoordinaten zusammenfallen,
gleich groB; der Spannungswert p wird in der Achse, sonst aber
nirgends gleich Null ’

d) Bestimmung der Dissipation.

Fiir die Bestimmung der Dissipation ergibt sich zuerst wieder
allgemein die Arbeit pro Zeiteinheit der wirksamen Pressungen und
Spannungen am Element.

adu 0 2
3(2) = — [ 2 (it v 1420 o 0 By i)

0
+ ror (pqrv’ -+ P77, +pr’rvr>] quér(sa‘

Der Ausdruck vereinfacht sich aus denselben Griinden wie diejenigen
von P, und P,; es wird:

6<%>: o [%(pg})—]— ;g_r(pq“’)} rdq-0rds

—[o ) (20 2)
o [”(as N +p’as+”4ar rdqdrds

ror

=—~<pqg~;>r6q6rés
0P, | Oper__ o 0V _ g )
<da 5e MT—O, as——-O sind |.

Fiir den gesamten Betrag der Dissipation ergibt die Gleichung:
4. —C=[[[y, g;v rdqdrds=konstant

mit den Grenzen: s;; und sy fiir s; 22 und 0 fiir ¢; r,und O fir r;

es wird mit s;r— sy=1 und v =G4, ?711 =Gd—):
or dr

L4 27 L

. Gdl ky o di ,
_@—fésféqnfw—-gr 6r-—ankofa—;r dr.
8 0

0 0
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Nun ist d (1r%) =

-, daher:

r r r r
‘ r

U gy — lagr) — zd(rﬂ)z(nz).ifm(r?):— Ad () .
dr 0 0 ‘0 0 0

weil (A17%)==0 wird sowohl fir » =0 als auch fiir r=1,.
Setzt man allgemein i=(r,22— )", so folgt:

7 T

J‘Zl *dr = R'J‘ld(r“’)—fldO 2—r?)

(7-a —r )n+l,r—1a 2(11—(-—1)

w1 r=0 11—}—1

Fur die Bewegung mit Reibung ist n =1, daher:

f rdr———_’:i
2’

kozz)i—7ﬁl, G=a,,

gomit der Wert der Dissipation:

ferner ist hierbei

C—nle LTS ) Py
l 4 I 11 m

2

und da die mittlere Geschwindigkeit vm:Gr%‘ und F=rn sind.

Fir Bewegung mit Turbulenz ist n ="1/,, daher:

P,

ferner ist hierbei k,= I—_l—»gll, G=G,, hiermit

C=n-1.G,- 11 l”" 7

Die mittlere Geschwindigkeit ist
v,=4G,Vr, ud F=r'n;
es folgt schlieflich ebenfalls
C=p, F—p, F)v,
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als Wert der Dissipation bei Turbulenz. Es ist mithin in beiden
Fillen der Betrag der Ditcsipation gleich dem Verlust an &dulerer,

d. i. Stromungsenergie, da wegen ;;—) == 0 die kinetische Energie keine

Anderung erfihrt und die Uberfithrung der fingierten Massenkrifte
in Oberflichenkrafte durchgefiihrt.

In Zusammenfassung der erhaltenen Resultate ergibt sich fol-
gende Tabelle.

Tabelle fiir stationdre Strémungeén im geraden kreis-

zylindrischen Rohr mit der Bezelchnung lpn 7?—‘”.
Mit Reibung ) | Mit Turbulenz
Formfunktionen:
p=s; A=1
r 1

’/)'—12" =
1=q¢ u=
Geschwmdlgke1tsk0nstanten G:
yh _ _ 5 _}Z, N _

G, = gl .m—1/sek—? G‘ZZ YT m''z [sek —1
Funktion 4:
h=2(y,—y)=0—r)... |Z=2 oy, — p)i=(r2—r)h...
Isotachengleichung:

v= G A ="t )

5v/ h, .
v=0ei=JY g e =

Mittlere Geschwindigkeit:

h r h
m/sek __ 7— m/sek ‘\/__a_w
Um ST Om 24l
Abflumenge:
Y eem/sek . ynh 4 Yeemjsek —— . 25 ‘/ra hw
syl " e 2al

Gleichung der Niveauflichen:

p+rh—+ -y—;i”-tp=konst.==K
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oder

p+yh+ yTh"fs=konst.=K

Pressungen:
Py=K— ks
py=K—kys
p,=K—Ikys
Spannung:
kor
@ g
Gesamtdissipation:

C=p F—pF)v,.

e) Allgemeine Widerstandsformeln.

Auf Seite 144 wurde aus der Poiseuilleschen Geschwindigkeits-

formel die Beziehung —3—::—-% abgeleitet; hieraus folgt:
. dv
Pe =",
2,2
Da ﬂ:Gi(ja——r—) negativ ist, so wird der Wert von p
dr dr 7

positiv; dies entspricht der auf S. 7 geschilderten Wirkung der
Reibungskraft, wonach dieselbe beschleunigend auf diejenige Schicht
wirkt, die sich relativ langsamer, verzogernd auf diejenige, die sich
relativ rascher bewegt, wirkt.

In dieser Form besteht somit Ubereinstimmung mit dem Grund-
gesetz der Reibung.

Aus der Geschwindigkeitsformel fiir turbulente Bewegung (rechts-
stehende Tabelle) kann man ableiten (durch differentieren):

r 1 4a212<4>4av"‘
2 4 h? \5/) ar
dies gibt in die Gleichung fiir p, eingesetzt den Ausdruck:
1[4\t yl ovt
= — (=) 2ar. .,
P <5>( P

w

welcher als eine angeniherte Gleichung fiir den Bewegungswiderstand
pro Flicheneinheit bei Strémung mit Turbulenz betrachtet werden kann. .
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Eine weitere Verallgemeinerung unter Einbeziehung der Reibung
kann schliefllich durch die Formel erzielt werden:

|

worin a, b, ¢ ... ebenso empirisch zu bestimmende Koeffizienten sind,
wie a, b und f in der Bielschen Formel.
Eine Bestatigung der Zulissigkeit dieser Form wird sich aus
einer spéter folgenden Untersuchung ergeben.
Mit dieser allgemeinen Form ergibt sich aus der Bestimmungs-
gleichung p d. i
dpg v yh,

rdr e

durch Integration:

yh r +k1gnatr+k' [nv—}——i—l(av‘“’—{—bv"—}—cv*—{—...)}

k und ¥’ sind Integrationskonstanten; fiir das gerade, voll ausgefiillte
Rohr muBl k=0 und entsprechend der Annahme des Haftens an

2

h
der Wand, also v=0 bei r=r, mufl ¥ = ——y%- TZ sein.

Es folgt hiermit als allgemeine Geschwindigkeitsgleichung fiir
das gerade kreiszylindrische Rohr:

T =17 = o+ I 007 b oot )
Nimmt man:

a:b:C_——...=0

so ergibt sich hieraus die Poisseuillesche Geschwindigkeitsformel;
nimmt man:
=0, c¢=¢ a=b=c=...0

so folgen die Formeln fiir turbulente Bewegung:

S VAR . V4
v=c¢ 2lr r,v ‘/le/r

4
der Koeffizient ¢ kann mit der Gleichung c=(%) -a® aus dem
Bielschen Koeffizienten a bestimmt werden.

f) Vergleiche mit den Formeln von Lorentz.

Mit der Bezeichnung
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kann die allgemeine Gleichung in die Form gebracht werden:

=g e e b))

lw w
aus der sich mit
)

e i)es - fon

die Gleichung von Lorentz ergibt; durch das Klammerglied wird
ebenso wie durch das Integral der EinfluB der Turbulenz zum Aus-
druck gebracht.

Der Vergleich der beiden Ausdriicke fihrt auf folgende Er-
wigungen:

In der Formel von Lorentz ist ngz;’,v_;, wobei Eund vz
die Mittelwerte der Turbulenzgeschwindigkeiten sind, iiber deren
GroBe und Verteilung nichts bekannt ist, die aber, wie bereits auf
Seite 23 bemerkt, in ihrer Zusammensetzung als Produkt dem Trans-
port von Bewegungsgréflen entsprechen; es ist also

l bl Ta
g%-v2+g<7l—>v3...=fv(; vy dr

w

das Integral hat die Dimension /*-{—2; trennt man nun von den

linksseitigen Gliedern <hl> v? ab und schreibt

w
r

l . a
T~v2 (ag+bgv+cgv®+...) = [v) v, dr,
L r
so wird die Gleichung dimensionell homogen, wenn den Koeffizienten
a, b, ¢ ... solche Dimensionen zugeordnet werden, dafl der Ausdruck
unter der runden Klammer die Dimension einer Linge erhilt; dies
tritt ein, wenn man zuteilt:

dem Koeffizienten a die Dimension ¢*

—1,43
2 » b 2 ’» l 1
. — 944
” » c 5 ) =2t
usf.

Der Koeffizient ¢ steht mit dem Bielschen Koeffizienten a in folgen-
dem Zusammenhang
4 4
(1)
9

nach der Dimensionsbestimmung auf S. 145 hat hierin a die Dimen-
sion [—1.++2 also ¢ die nach oben fiir die Ubereinstimmung nétige
Dimensionszuordnung.
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Man kann einen weiteren Schlufl durch folgende Umformung
aus der Gleichung ziehen:

yh 4y < )[a+bv—}—cv—{— v?
LY ——= 8 —_ —_—— e ——— ——— .
l 1 r—r? w897 k, (r,2—1? 12¢
In dieser Zusammensetzung ist die Formel als Summe zweier Glieder
mit v resp. v? als Faktoren geordnet, analog wie dies bei der
empirischen Formel der Fall ist; ersetzt man nun in der eckigen
Klammer v durch G usw.und r,> —#* durch 2(y_-—1v), so erhilt
der Klammerausdruck die Form
1 Y 2
- a—t - bG@ + (cG?)
R 2 (ye—v) T
und erscheint in derselben als Formglied mit den Formfaktoren

—-~——1—~—— ; ——2——v———; = ——)f —— usw. und Geschwindigkeitsfaktoren
2(We—¥) 2(wa—y) 2(w,—v)
a, b@, ¢G?..., die multipliziert mit dem gemeinschaftlichen Faktor

Sgy<h ) den Geschwindigkeiten des turbulenten Bewegungsanteiles
entsprgchen

In der Poisseuilleschen Formel wechselt -»;-- d. i. der rela-

tive Pressungsabfall mit v das Zeichen; es ist daher diese Formel
fiir Untersuchungen mit wechselnder Bewegungsrichtung brauchbar;

9

in der empirischen Formel mit ;L als Faktor ist dies nicht der Fall.

LaBt man in der allgemeinen Isotachengleichung das Glied mit
nv weg, so kann man dieselbe schreiben

7’(k_7>2(7a2 —r)=v(a+bv+cvP+..)
oder hy ‘/a+bv+cv + ..

l r—r?

Faflt man nun entsprechend den fritheren Erérterungen den Wurzel-
ausdruck als Formglied auf, so wird der Ausdruck ebenfalls fiir
Richtungswechsel brauchbar und begriindet hiermit die Zulissigkeit
der Einfithrung einer linearen Abhiangigkeit der Widerstandshéhe
von v bei Untersuchungen mit Richtungswechsel der Bewegungen.
Siehe den Artikel ,,Wasserschlofprobleme* des Verfassers: Schweiz.
Bauzeitung Bd. LII, Nr. 21, 23, 24, 25.

Werden die Koeffizienten a, ¢, ...=0 gesetzt, so folgt:
h, 8nv b Hdvs .. ...
el Sn0 g (1)1
{ rl—r b, r—r J

in welcher Form der Ausdruck ebenfalls das Zeichen mit v wechselt.
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g) Das doppelwandige Profil.

Fiir ein Rohr mit ringférmigem kreiskonzentrischem Querschnitt, dessen
innere Begrenzungsfliche den Radius 7, hat, ergeben sich die Integrations-
konstanten der Gleichungen wieder unter der Annahme des Haftens an beiden
Winden, also v=20 bei » 47, und » =7, aus den Gleichungen

hiy

2
R Y

sz ,
7 -~/4»—|—klgrb+k =0
und wenn 7, > r; ist

b\ o 2 Ta
Ow — — —klg &
7y (ra® — 7o) clg
hm [4
— e 2y ]g 2
k== gy (a1l
N 742 Ry 7,
k'=—777 +/4l(7'a2-7'112)1g r-blg"a
a
und hiermit
2 __ 42
},l"_” (re2 — 12) — T g T = e - ?Ll(avz b4 )
41 1 (pﬁ) Ta ho :
g .
mit e=b=c=...=0 gilt die Gleichung firr die Bewegung mit Reibung

allein und kommt in Ubereinstimmung mit der beziiglichen Formel in Lambs
Hydrodynamik, S. 674.

h) Erginzungen. -

Die angenommene Strémungsform und Geschwindigkeitsverteilung
setzt voraus, daB die Verteilung des Energieflusses fiir alle Querschnitte
gleich ist und also auch beim Eintritt in das Strémungsgebiet vorhanden,
d. h. im Zustromungsraum vorbereitet worden sein mufl; andernfalls
tritt Unstetigkeit der Strémung im Rohr ein entsprechend den
Versuchen von Reynolds (Seite 9); die Einfliisse der Widerstinde
miissen dementsprechend auch konstant auf die ganze Linge des
Stromgebietes sein; ist dies nicht der Fall, sondern sind dieselben
veranderlich, so ist die durch die Formeln erhaltene Beschreibung
der Zustiinde nicht richtig; es wiren fiir U und @ Funktionsformen
zu wihlen, durch die diese Einfliisse zum Ausdruck kommen; z. B.
fiir genietete Rohre mit gleichlangen Schiissen wiren @ und U als
periodische Funktionen einzufiihren.

In Fig. 38 und 39 sind die Diagramme von zwei Mefversuchen
dargestellt, die mir von der Firma Escher, WyB & Co. in Ziirich
zur Verfiigung gestellt wurden; dieselben geben die mittels Pitot-
rohren bestimmten Geschwindigkeitskurven an einer Rohrleitung der
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Anlagen am Niagarafall; es laBt sich aus demselben einerseits die
ausgleichende Wirkung der Turbulenz, andererseits die Zulassigkeit
der Annahme einer geordneten Geschwindigkeitsverteilung der Haupt-
bewegung im Sinne der verwendeten Darstellungsweise erkennen.

i |
| — ‘
gw P S S =T — \I ==
| | |
[ | [
%‘1’0 'l : — —
8 . B I S SN S| = =
N : [
£ [ 1
Eé | |A=mEr .| S |_ - == e g -
& §= 919470 f1” | | I i
.g ..f‘lf,t. 14087 6 | | |
4 5,2 — i T
3 ‘ 5% tung ! | !
|
3 | | |
LT ’
« 0 20 30 40 50 60 70 80 wg 110 120 130
Durchmesser des Robres in Za#
Fig. 38.

7%

&

-]

L]
3}
N
S !
o
L, , L
% | |
& ; : ‘ |
& B | | | |
3 ° =7 | . | i | !
IS @ = 930.663 ¥ ! - . | ; ' f
2 Mowieo | | | | | | [ [ |
% ” =209 | [ I [ ! | |
& ! i
2 i = B ! | . e o T
: | |
| | | | I | | |
L W20 W0 W 50 66 W 40 W 00 710 720 79
Durchmesser des Rohres in Zmﬁ’
Fig. 39.

Die Verwendung solcher Versuchsresultate wird die Bestimmung
der Funktionsform von i ermdglichen.

Die Form 1==(y,—w)% entspricht den vorliegenden Diagrammen
nur teilweise; in einer folgenden Untersuchung wird eine Form von 4
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— allerdings bei anderer Stromungsform — gefunden werden, die
auch die Einsenkung der Kurve in der Mitte enthilt.

Es diirfte durch die bisherigen Erdrterungen bestitigt sein, daB
die vorgeschlagene Darstellungsweise die Beschreibung des Stromungs-
vorganges und die quantitative Bestimmung der einfluBnehmenden
Groflen fiir Stromungen im kreiszylindrischen Rohr ermoglicht.

B. Elliptisches Profil.

Nach der in Lambs Hydrodynamik auf 8. 675 fiir die Bewegung
mit Reibung durch ein Rohr mit elliptischem Querschnitt angegebenen
Geschwindigkeitsformel ergibt sich fiir diesen Fall die Isotachen-
gleichung

p PP 721 (1_35 _,€,°;>
2yl rt-nt r2 ot

mit », und r, als Halbachsen der Wandellipse; sind y, und 2z, die
Koordinaten der letzteren, so wird an der Wand v=0 entsprechend
dem Haften der Fliissigkeit an der Wand.

Setzt man

— 2 27’152 2 27‘a2

Ve T
so werden die y-Fliachen als Zylinderflichen mit Erzeugenden parallel
zur X-Achse und mit der Wandellipse &hnlichen und zu demselben
konzentrisch gelegenen Ellipsen dargestellt; mit r, —=r,=7», d. h.
fir den Kreis wird y=y? -+ 2? =+* wie friiher.

Die Isotachengleichung erscheint in der Form
vhy,

V= m(@%“‘#%

A —

go daBl G = %il , W,—w==p und v=GVAu gesetzt werden kann,
n

womit der AnschluBl an die verwendete Darstellungsweise erreicht und

die Stromung als Schichtstromung gekennzeichnet ist.

Von den Formfunktionen sind mithin ¢ =2x und vy bestimmt;
% ist noch wihlbar; mit Riicksicht auf die anschlieBende Bestimmung
der Tangentialspannung wird dies zweckm#Big in solcher Weise er-
folgen, daBl die y-Flichen nicht nur orthogonal zu den ¢@-Flichen
(p=1x), sondern auch orthogonal zu den -Flichen, also ebenfalls
Zylinderflichen mit Erzeugenden parallel zur X-Achse sind, deren
Leitlinien sind hiernach als orthogonale Trajektorien der Ellipsen



Elliptisches Profil. 161
zu bestimmen und haben die y-Flichen und y-Flichen der Gleichung

zu geniigen:
ﬂ1 71 +ﬁ272 + ﬂ373 =0,

p, =0, 7y =20

da nun

sind, o folgt
v ox 4% %n_
oy Jy 0z ¢z

oder mit
W _ 77747” vy W= M Ly
oy rr )t 0z 12—’
die Differentialgleichung fiir die Bestimmung der y-Funktion:
LN 7 TP/ S
ri—r2" 0y v li—r7 0z
Dieser Gleichung wird durch jede Funktion des Argumentes

+ b 7l‘a?‘—*_rb‘l
L
41,) lgy 4r? 82

entsprochen, man kann daher

B et SR VN Vs il S
= 47 gy 4r? g2

als Gleichung der y-Flichen betrachten und erhdlt somit die Form-
funktionen:

p=x
)’b B My® - N2
= Sy ;20 = My* 2
A r + Tb
m‘+7’b ra lgy gz
—la T gy e T 1y —.5°
= gy BV g BT oy T Ny
wenn man zur Abkiirzung
27,° 2t N

b — M,
rl 1yt s —}-— Yo
schreibt; es wird hierbei M -} N=2
Aus der ersten der Gleichungen IV folgt:

1__(?30 oy oy 8Z>v__<M y N z)
“ oy 9z 9z oy)

N =z My

_J/I)J)—!—Z\( z
MNy-

Prasil, Technische Hydrodynamik. 11
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. MNyz
und somit Y JTI"gf’ +.N'fzé

Da jedoch » eine Funktion nur von y und 2z, ¢ eine Funk-
tion nur von x ist, so wird

),

Pz 6z

dx ox 6y 8y
also V*@=0, d. h. die Strémung hat Potentialform.

op ov |, 0p Ov |, 0@ OV
P s P 4

Es werden ferner:
1 1
A=1 B=4M*y* |- 4N C= 3 5 22
’ y+ 2% 4M“y2 +—4N'Z."
B M2y L N2
T4 M2N? _1/2 22
Nach Gleichung IX S. 60 ist: A =+»2 BCsin? w; da wegen der Ortho-
gonalitit sinw =1 ist, folgt: 1=+2 BC, was mit den Werten fir 4, B, C
iibereinstimmt; ferner folgt hiermit:

‘/-gsz:—4MNyz,

wovon spiter Gebrauch gemacht wird.

Um nun zu kontrollieren, ob die mit i=1,—y bestimmte
Geschwindigkeitsverteilung dem allgemeinen Reibungsnetz entspricht,
sind wie frither die Oberflichenkrifte zu bestimmen: um Wieder-
holungen zu vermeiden, werden nur die notwendigsten Untersuchungen
durchgefithrt. Ein von je zwei benachbarten ¢-, w- und y-Flachen
begrenztes, wegen der dreifachen Orthogonalitdt dieser Flichen eben-
falls dreifach orthogonales Element hat die mittleren Seitenlingen
(siehe Fig. 40 und Gleichungen VIII):

1
dsq,:—vj dp=dg

dsy,zv‘/g dy = v\/adtp

ds, =v‘/§dz =»VBdy

1) » ist zwar nicht im ganzen Raum, aber lings der Bahnlinien kon-
stant, besitzt somit die Eigenschaft einer i-Funktion; im vorliegenden und auch

A
in den nichstfolgenden Fallen ist die ganze Wirbelfunktion = nur von y

abhéngig und charakterisiert somit Schichtstrémung.
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und die Inhalte der Flichenelemente
df,=(_1_ auf die ¢-Linien)—=ds,,-ds, =vdydy

dfw::(_l_ ” 2] w' 1) ):dsnp'dsl:”—‘/_éd(pdx
df)g:(L 2 »w X » )=d8,p-d8.,.=1’1/(7d<pd1,u.
Werden bezeichnet
In Richtungen der Linien @ “ U2 2
Die Pressungen mit . P | Dy ’ Dy
Die Spannungen an der y-Kante mit . Py ‘ Py i
Wirksem auf den Flichen . . . . . .| af, | af, | af,

Fig. 40.

und p,, entfallen wegen Schichtstromung), so folgt:
Py Py g g g

Py=ppafy—(ppdf,+ 22202 4y

ety + (pear, + 222 ay )

2 4 B
=—(5Evprp>d<pdwdx— 5¢(pzvVB)d¢- dy. dy.

Fir die Funktionen U und @ und die Komponenten von W ergeben

sich gleiche Formen wie beim kreiszylindrischen Rohr; es wird dem-
entsprechend:

0 . 0 -
59”00 T WV B0,

11*
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y ist unabhingig von ¢. Wird analog wie frither Gleichheit der
Pressungen am Netzelement, d. h. p,—p,=p,—p=K—Fk,¢p an-
nommen, so folgt:

-aﬁ’i:——ko, und
o9
2 vV B=nk
8Q/’ pl =V
Nun ist nach dem Reibungsgesetz
N T NS N T
g 88,/, 81,0 83.,r 1}‘/6 81/) ’
ov
it =G, (p,—vy), wird: —=-—G,
mi v L(yp, — ), wir 2y -
somit:
9 — ov/B
fa—;pzv\/B———nGr@ 6=vk0
_ B
Ferner ist: 6::——4MNyz demnach:
0
*"‘/-Bz——élMNaq—g:——élMN 9yz 0y E)yz‘ﬁz_).
oy C oy oy oy 0z Oy,
Nach dem Schema VII, S. 60, sind
ay_fﬁ?’a—aﬁﬁ . _ox. 11
by 4 TR AN
07 _ GG, o, 11
w4 T T T Ty

somit
o B 1 1
by \/E =+ 4MN(2N ™ m)v =2 (M4 N)jr=4».

Dies gibt schlieBlich:
vy G, =k,

oder
h
47](;7‘2160:}/7“3,
in Ubereinstimmung mit den Resultaten am kreiszylin-
drischen Rohr.
Fiir die Bewegung mit Reibung und Turbulenz im elliptischen

Rohr erhidlt man durch den allgemeinen Ansatz:
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v ! ( 2 v 0V ﬂ
IR PO AL B P AL
i [nasu, th ¢ 08y + 8814,_1_
1 [ ov l ( ov? ov® ﬂ
— e g — la—— b—....}1}.
27t , 2r;

Die Isotachengleichung mit ¢ = y*
,

3 s T2 5 %
ad ,rb~ Ta- Vb_
3 Lo
%~f-(wa—w)——nv+;ﬂ(av"+bv3+----)

die wieder mit a=b==....0 in die Lambsche Gleichung fiir Be-
wegung mit Reibung allein iibergeht.

Lamb hat die Formel fiir die Geschwindigkeit im elliptischen
Rohr aus der Differentialgleichung abgeleitet
v | vk
o ToE
die sich ergibt, wenn man in den Fundamentalgleichungen fir die
Bewegung mit Reibung (siehe Seite 21) v =wv, v,==0, v, =0 setzt

und a@ %:0 1st; es reduziert sich dann die erste dieser Gleichungen
auf den obigen Ausdruck und ist hierdurch ein einfaches Mittel
gegeben, um untersuchen zu kénnen, ob im geraden Rohr mit be-
stimmter Wirbelfunktion 4 Stromung mit innerer Reibung unter Be-
stand konstanten relativen Druckabfalles méglich ist.

Diese Bestimmungsgleichung kann zweckdienlich der Darstellungs-
weise mit Formfunktionen angepafit und gleichzeitig der Beweis er-
bracht werden, dafl die Isotachengleichung:

Y hy, Loy
7—(w,,——w)=k[nv—}—%f(av“+bv3+cv4—{—....)} R
mit v
a‘l,lp a‘l,lp
5y2+azﬂ_:k:kon5f" N

als Bestimmungsgleichung fiir  die Fundamentalgleichungen fiir
Schichtstromungen in geraden Rohren mit Reibung und Turbulenz
erfiillt.

Differenziert man die Gleichung S; nach v, so erhdlt man, da
infolge der Schichtstromung v nur eine Funktion von % ist

h [ ov yl( ov? o v® ov! )7
TN PRI A PRI S A A B A AT I
"8w+hw Yoo Ty tesy |

=
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Nach der fritheren Darstellung im dreifach orthogonalen Koor-
dinatennetz ¢, v und y wird

—f—a—% (prVE)ZVkO.

Mit
1 { 8 yz< ov )1 —yh, 1
= — |y —F"~la— + | =i —

b= »VC uf+%v oy J kL »VC

und
%=1’B
folgt'
Byh rh, 0 o vk,
p » VB) Gy kT vB="" uva)__ vhy=—»""

Die Funktionen y und y sind miteinander durch folgende Gleichungen
verbunden

81,0 oy 31/) oy 1

8z oy oy o0z  »
entsprechend der ersten der Gleichungen IV,

Bw oy , 0y 0y
i S
oy 3y+8z 0z

entsprechend der Orthogonalitit von y und y. Dieselben ergeben mit

o+ s

br_ Loy oz, 1 oy
dy  vB 9z’ 9z | vB ay
oder
2w oy
0z ay
Be=— ==
g or oy
oy 0z
Nun wird
0 (v B) ovB 0y o0vB 0z
2 (v B) = L2d R
oy dy oy ' 0z oy’
und da nach dem schon frither benutzten Schema VII Seite 60
oy oy, 90z___ 0o,
w0z ey a2

sind, so folgt
0 ovB 0y ovB oy
TG PR PR P F
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Aus dem zweiten der Werte von » B folgt durch partielles
Differentiieren nach y

oy
orB_ 1 Py oy Py _ 1 (W__w_@‘i}e,)
oy 9y 0y° (g&f 0z-0y 0y \oy® 92-0y
0z 0z 02
und aus dem ersten der Werte von » B durch partielles Differen-
tiieren nach z
ovB 1 (?fzwp oy >
_— B2
0z ox 02* + 02-0y
oy
und somit
0 <8"’1,u a?w)
L v By=y (L
aw(” )=» oyt + 02°
oder
¥l

—_ Ew_ »y v2
A
welche Gleichung mit V2y=#k erfillt wird; die Zuldssigkeit der
Isotachengleichung S; mit S;; als zugeordneter Bestimmungsgleichung
fir die Formfunktion vy ist hiermit begriindet.

Mit k=4 und p=y2. ;4 2°

2 2 2 2
i "a ;5 geht S, in die

A re Ty
Isotachengleichung fiir das elliptische Rohr, — mit 1,u=7—2~ in jene

fiir das kreiszylindrische Rohr iiber mit a=b=¢=....=0 nimmt
S;; die Form fiir Bewegungen mit Reibung allein; mit =0, a=
b=....=0, ¢=c¢ die Form fiir Bewegung mit Turbulenz ent-
sprechend der vereinfachenden Annahme u =y a—z,u)% an.

Verfahren der graphischen Funktionen-Addition.

Durch den Bestand der Gleichung S,, ist ein graphisches Ver-
fahren fiir die Konstruktion der Leitlinien der -Fldchen in einer
@-Fliche, also der y-Linien gesichert, namlich die graphische
Funktionen-Addition. Ist ndmlich

v=y,+t vty ...ty
eine Summe von Funktionen von vy, von denen wy,, w,.... der
Gleichung S, geniigen, wihrend die iibrigen der Gleichung /2y =0
entsprechen, so ist ersichtlich, dal auch vy der Gleichung S,, geniigt.
Zeichnet man nun einzeln die den Funktionen v, ....y, ent-
sprechenden Linien in solcher Reihenfolge, da8 die Funktionswerte
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der Linien je eine der Funktionen g in arithmetischer Reihe folgen,
so kann man in erster Linie diejenigen Schnittpunkte, der den Funk-
tionen vy, und vy, entsprechenden Linien verbinden, deren Funktions-
werte algebraisch addiert gleichen Wert ergeben; man erhilt eine
Kurvenschaar v, -1,, die bereits der Gleichung S;, geniigt, und
bei fortgesetztem Verfahren erhialt man wieder neue Kurvenscharen
mit derselben Eigenschaft.

Als partikuldres Integral von S,, ist fiir die Bestimmung von
y-Funktionen fiir Rohren, die allgemeine Kegelschnittsgleichung
wichtig, die mit spezialisierten Konstanten die Kreisgleichung oder
die friher angegebene Eillipsengleichung enthéalt; der Gleichung
¥V ¢ = 0 entsprechen alle Linienscharen konformer Grundnetze;
deren analytische Darstellung ist durch die auf Seite 72 bemerkte
Eigenschaft der Funktionen komplexer Argumente gegeben; durch
Beifiigung einer Konstanten kann jederzeit die Wertverteilung der
Funktion einem bestimmten Grenzwert angepaflit werden.

C. Stollenprofile

als Beispiel der Bestimmung von Rohrprofilen und deren Isotachen
durch graphische Funktionen-Addition.

p=0,0475 [z —1)* -+ 4] — 0,481g V(* +¢°)
ist ein partikulédres Integral der Gleichung S;; es wird mit

p=le—17 ]

o* yf
az_1+ =d=k.... . .. . ... 8,
y, = 0,48 1g V22 4 y* entspricht der Glelchung -2 + Ba P2 — 0; denn
2 y*
es ist
1 z z
g ‘//Z_), y — 5 s
o BV Vr+w2Vf+w+r+y

o* 22yt y°)-1 — 2t y:— 2
- <¥l - =
g VE 4y 2Lyt @ 4 K 2 o

& T 22—y 0z
=~ 1 2 1,2 a
oy gVz T

0,0475 ist eine Konstante, die fiir z=1,2, y=0, d.i. dem Ort
des analytischen Minimalwertes von vy, denselben zu Null macht.
Unter Hinweis auf die Fig. Nr. 41 wird bemerkt:



Stollenprofile. 169

y, wird durch Kreise dargestellt, die konzentrisch um den Punkt:
z=1, y=—0 mit dem Wert 1y, = * gezogen sind; es wird fiir:

w,=-+000 —4-010 +020 4030 040 050 - 0.60
r—0,000 0316 0447 0548 0632 0,705  0.775

v, wird durch Kreise dargestellt, die konzentrisch um den Punkt
z=0, y==0 gezogen sind; es wird fiir

Py=—1020 —0,10 —0,00 4010 0320 - 030
0=0,659 0812 1,000 1,232 1,518 1,868

]
::f Werte von
N B &8 g 8 g @
/A & + T 2T 3
IB’- S & & o o o
] 4} T8 |
il
afyg ez
u
0,669 20 ¢
® < Y
RORE S2 awrh gt xS
51§ 8¢ <\g 3
= 2§ NP
LS v 2\ £ 5
¢ 88F ¢ *\si
183 1S —opame e A E
§ o Bxp §F
& d Iad 5.
o T3
3 8 |5 &N 53 %
T8 S 13 48 gl s/ SEE
[ . 5 / 3
) < 0863 #7020 1 B
# f WA
2 | g }%‘?‘t 9
3‘39 g )/;,562 3
P L h
-0+
Q
- :
o
3 o 2
.§ . ’Q»
5 )
5 o
-}
~
- Querschritsbreite 2118 L
b
| S 2y
Fig. 41.

Die Verbindungslinie der Schnittpunkte der Kreise
w,=04 03 02

w,=02 0,1 00
hat wegen
y,—y,=02 02 0,2
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und der Konstanten =— 0,0478 den Wert
v == konst. -y, —p, =0,2475,

das ist mithin der Wert der durch diese Leitlinie dargestellten Form-
fliche y usw. Es wird, wenn man die Fliche Vo= =0,2975 als Wand-
fliche der Rohre nimmt

fir Stromung mit Reibung: u, =y, —y
fiir Stromung mit Turbulenz: u, — (y, — )t

Im rechtsseitigen Diagramm ist der Wertverlauf dieser Funktionen
léngs der Symmetrieachse des Querschnittes dargestellt; die Form der
4-Kurve entspricht der ausgleichenden Wirkung der Turbulenz. Die in
den Figuren und Tabellen angegebenen Zahlenwerte sind Verhiltnis-
werte, indem entsprechend der grundlegenden Annahme fiir die Dar-
stellung der Funktionen ¢, y und y deren Verinderliche, d. h. die Ko-
ordinaten als Verhéltniswerte in bezug auf eine bestimmte Lingen-
einheit ! eingefiithrt sind, als welche im vorliegenden Fall die Ent-
fernung des Mittelpunktes der y,-Kreise vom Koordinatenursprung
genommen ist; hierauf muf bei Beniitzung dieser Werte Riicksicht
genommen werden.

Es werden somit, wenn ! die in Metern gemessene Linge der
Bezugseinheit ist:

die Breite des Querschnittes . . . . . . . =1,18Im
, Hohe . .=1,01lm
der Flacheninhalt des Querschmttes f .. . =0,9530"m?
» Umfang " ”» ... .=3480Im
» Profilsradius R ,, ” .. . =0247T1Im

Der Funktionsausdruck fir v bringt in der Form

v0,0475 \* r(z l>2 (y)j V0,48 \* <z>2 <y>2
(YU z_t Yy 2% 14 2 L
( )t TG ) BV D)+
die Eigenschaft seiner Glieder als Verhiltniswerte zur Darstellung
und erkennt man, daB die Uberfiihrung der Funktionswerte ins

metrische MaBsystem bei der vorliegenden Form deren Multiplikation
mit 1? erfordert.

Hiermit ergibt sich die allgemeine Isotachengleichung
h
y iU wa—v —nv+ (av2+bv3+cv +...

die wieder mit a=b=c==....=0 fur Stromung mit Reibung
allein, =0, a=0b=0, ¢c=c¢ fiir Stromung mit Turbulenz unter
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der bereits in den fritheren Fillen vereinfachenden Annahme fiur 4
verwendet werden kann; es werden also

=10 (p,—v) fir Stromung mit Reibung,

= VT(’P“ — ’P)%‘ » ” , Turbulenz
und hiermit

UZZEL *(yp, — ) fiir Strémung mit Reibung,

v=c"1 :—'2\/7(1#“— y)t fiir Stromung mit Turbulenz.

Die Bestimmung der mittleren Geschwindigkeit vm=—;— ffl:)df
a0

kann nun entweder durch Integration nach Wiedereinfithrung des
Funktionsausdruckes von vy oder aber einfacher durch Ubergang zu
dem durch die Formflichen gebildeten Koordinatennetz erfolgen; die
in der linken Figur 41 abgegrenzten Teilflichen haben folgende In-
halte: Die innere Fliche 0,153 {2, die Ringflichen 0,160 I?; das kann
durch Planimetrierung ermittelt werden, ergibt sich iibrigens aus
der Eigenschaft der Fliachenteilung durch das Netz.

Bezeichnet man allgemein den Flicheninhalt einer Teilfliche
mit 4f und mit u,, resp. u, die rechts abzulesenden Mittelwerte
von u fiir die einzelnen Teilflichen, so folgt wegen v= G- u fiir das
Volumen pro Zeiteinheit (DurchfluBmenge):

V=6G2u, dF
und man erhélt folgende Tabelle:

4 f/l2 /"rm ‘ .th/l2 Hrm 4 fﬂ4 /"th f/l4
0,153 0258 | 0,732 0,0436 0,120
0,160 0225 ‘ 0,689 0,0360 0,1118
0,160 0,170 } 0,645 | 00272 0,1081
0,160 0,120 0,592 L 0,0196 0,0947
0,160 0,070 } 0,520 0,0112 0,0832
0,160 0,025 | 0,320 0,0040 0,0512
0,953 Summen 0,1416 0,5560

und dementsprechend.

V= 0,1416%}% It fir Strémung mit Reibung,
]

V=0,5560 ¢4 ‘/éhlL V1 fir Stromung mit Turbulenz;

es ergeben sich mit f, =—0,954* fiir die mittleren Geschwindigkeiten
die Formeln:
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/
U, =0,1485 2:7% I fir Stromung mit Reibung,

h =
v, ,=0,5835¢~1 VﬁlVl fir Strémung mit Turbulenz.

% Aus der Gleichung fiir v,,, folgt:
] I (h )‘3
=0,029 —; - | %
¢ ,0 i \ T,

welcher Ausdruck fiir die Bestimmung von
¢ durch den Versuch an einem in der vor-
liegenden Profilsform mit bestimmter Ein-
heitslange | ausgefiihrten Stollen von der
Lange L dienlich ist; es bedarf der
Messung der DurchfluBmenge v und der
hierzu notigen Hohe & ist bestimmt

T -00¥7%

w; vmt

durch ;; natiirlich hat man durch Ge-
schwindigkeitsmessungen zu kontrollieren,

ob die Anordnung der Isotachen der For-
mel fiir u, entspricht.

Man kann ¢ auch in Verbindung mit
dem Bielschen Koeffizienten « bringen
durch die Beziehung:

| k@ L S S FKL Un't
L R T 02470 ™ 0,029 |
— % 0,029 .
— P = 0,475 4%
Fig. 42, C=Oaane v T R

Addiert man zur gefundenen yw-Funktion graphisch y, =y nach
a‘.’.w 82

beistehender Fig. 42, so wird 1{:-—}— 6; die neue Form erfiillt

02 dy

somit die Gleichung §;, und gibt als allgemeine Isotachengleichung
L

}é—’%(wa—w):nv+%(av2=bv3—|—cv4—|—....),
die mit a=b=c=....=0 die Formen v = ghw (y, —v) fiir Be-
]
wegung mit Reibung und vereinfacht, wie frither, mit =0, a =20,
1 71’—_‘ 1 .
b=0, ¢c=¢, v=c"1\|/ = (y, — )¢ fiir Bewegung mit Turbu-
VGL(w )

lenz annimmt.
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Auf diese Weise ist es moglich, breite oder hohe, oder, wenn
man auBerdem noch im Glied (z— 1)? statt 1 einen andern Wert
einsetzt, typisch eiformige Profile zu erhalten. wie solche als Stollen-
profile verwendet werden.

D. Rechteckiges Profil

als Beispiel der analytischen Bestimmung von Isotachen mittels
Reihen bei gegebener Profilform.

Funktionen von der Form:

n 7
m, %, cosn <§y> oder m, ¥, cosn (Z sz>.
worin:

P& It L R S

g ~
sind, erfiillen die Gleichung 704—1—;?/

bei allen Werten der Konstanten m,_, m,_, & (nist hierbei der Reihen-
gliederindex), denn man erhdlt z. B.

6‘“’ 44 T 2 24
57 Mn Y 52'8 =—m,\n;e Y, cosn i
8“’ a \* 7
" sy, Y, cosn| e =-+m, e Y, cosn 5 €%

daher die Summe=0.

Die Funktion vy, =k, +k, 2* -+ k, y* erfiillt mit k. & und k, als
Konstanten die Gleichung S,;, denn es wird

0 ’W1 _{__a ‘/’1 —2(k1+k2)

Mithin ist dies auch der Fall, wenn angenommen wird
L, b4
w=ky+k 2*+ky’+ky I m,Z, cosn <;z>
n=1 &

z 7
4k 2 mnY"cosn 5€%7)
‘”=
es wird

Fy | Py 0
=2 (k, k.
az?"‘—ay k)
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Fiir die Werte y=—-11 und z=-

o |

nehmen die Funktionen

Z, und Y, spezielle Werte an, und zwar

nw nw
- &

T
= — LN _n=
2 2 2

n =€ —4—, € ; Y, =—¢e —}—e R

die Kosinuse werden hierbei gleich Null

mlS
k]
oy

Nun besteht (siehe Riemann-Weber: ,Die partiellen Differen-
tialgleichungen der mathematischen Physik® Bd. I, Seite 69 und 70)
die trigonometrische Reihe

—cosx | Ltcos2x— Fcos3x - Frcosdax—. ...
& (—1) m?
:néljz—cos nx=;};x2—1—2

mit dem Konvergenzbereich x =+ nz; man kann daher setzen

3 <_—n:>" vosn (1y> _1 (zy> n’

=1 2 4\27/ 12
L (—1) (n ) 1 <n )2 n?
n§1_ e CcoSn ?z =1 ?82 ETY

Die Konstanten m, und m, seien nun durch die Gleichungen
bestimmt
(=Y

m”8”=—n2*; mn@nz n

(="

2 )

hiermit kann man den Ausdruck von y umformen; man erhilt:

w=ky+k 224k y*+ &, §1%¥<%> cosn (—Z—y)

$ =1V Y, (ﬂ )
—}—k4n§l—?~—s‘a—ncos7z 5 €)

und es ergeben sich unter Beriicksichtigung obiger Reihensummen
als Funktionswerte fiir y bei y==-41 also

Y, 7
?Q-;_l’ cosn(;)y—o,
[1/a \* =t
w1=k0+k1z2+k2—{—k4i_z 9 %% 713’
bei z:—}~l also —Zl'zl, cosn(l)azzo,
e Bn 2

k 1/x \? a
pir=ko+ 5 bk [ (20 - 2]

2 12
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werden nun

eingesetzt, so verschwinden die Glieder mit y? und 2* und es folgt

a? 4 4 n®
WI kO k? k4 12_k0 I k? kl;ﬁ'n2.12‘
4
=k ks + 5k
k n? k 4.4 n°
Y=kt 2 —hkhp=ktatF— 3

k 4
:ko+?+§k2-

Wird noch k, =¢%k, und k, als willkiirliche Konstante — 1
gesetzt, so ergibt sich

e

7
1
als Funktionswert von v sowohl bei y =+ 1 als auch beiz=-+~—, d. h.
€
w hat lings der Geraden y=—-1 parallel zur Z-Achse
1
und ” ” z= " ” wo Y-

denselben Wert oder mit andern Worten, das durch diese Ge-
raden abgegrenzte Rechteck ist die Leitlinie einer -
Flache mit Erzeugenden parallel zur X-Achse und kann
dieselbe als Wandflache eines Kanals mit rechteckigem

2
Profil im Seitenverhéltnis —21:% genommen werden.
2
Fiir 2=—=0 und y=0 nehmen Z und Y, durchweg den Wert 2

und die Kosinuse den Wert 1 und daher die Summen die Formen an:

21 =2(— i)i 2 resp. 2l =X (_‘,lyl 2 ,
n 8" ,"I‘ ?Jn
deren Glieder sehr rasch mit wachsendem = klein werden, da »
und 9, resp. €, im Nenner sind.

Soll nun im Koordinatenursprung y=0 werden, so muf} sein:

2)2(21 13T

24

k0=—k321—k4ZII=4<
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und folgt hiermit als endgiiltige Formel fiir v zur Bestimmung der
obigen Leitlinien:

p—4 <%>2<1%°1 +211>+(z - y2)—4< )

i i Mg
!/‘\
l,J —_
[\/
N
[«]
2
|
S
<

)
o2 (8480 44

7 o . 2\ » (— 1) 2Z 7
q)a~w=f3—-(z“—}—s‘y2)—{—4<—> [Z ( ng‘lgzcosé“’ly

7T n=1

Y, 7
D —5—-"cos—nez|.
n=1 M D 2

Die Isotachengleichung wird

hy, rL, . :
g e — W =m0 @ o0 evt )
und hiermit spezialisiert wie friither:
v== 7l (w, — ) fir Bewegung mit Reibung
2(14¢%)yL ’
v==¢ % —)*s fiir Bewegung mit Turbulenz.

V2(1+ 5L

Fiir die rechnerische Verwendung ist noch die Einheitslinge !
einzufiithren; es ist die Lénge der in der Y-Achse liegenden Halb-
achse des Rechteckes; die Funktionswerte von v sind wieder mit
I* zu multiplizieren und dementsprechend die letzten Ausdriicke fiir

v mit % resp. V1.

Die Bestimmung der Durchflufmenge wird nach Zeichnung der
Netzlinien, wie im fritheren Beispiel, durch Planimetrierung und Be-
rechnung der Teilvolumina entsprechend den allgemeinen Gleichungen
erfolgen:

AV =vdf; V=G2Xu,Af.
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und da die Rechtecksfliche f, =4y, -2, —4 ¢ ist, folgt:
, €

. j{‘ yh -1 2, Af fir Stromung mit Reibung

€
V=1 ¢ i‘/‘/ o h‘” L Vi Z,utmzlffur Stromung mit Turbulenz.

Mit ¢=2 erhilt man f, = 21% und bei Beschrankung der Rech-
nung auf drei Reihenglieder i, ==1,073 und hiermit bei Teilung
des Rechteckes in sechs Teilflichen:

v, , = 0,0527 th 2 resp. v, ,= 0,650 c_'i"/f‘i V.
1

2L
Da
nZ g nZ s
9 ey E 7 1
Z"_ e 2 _Jr_e 2 o n?<2——€—)1_‘__e—-nnz
g—_Ta}-;_e : T Tam
n —-. = —_ %
ee 2+6 e 2 1+€ &
und ebenso
Yn__ n~ y—-1)1 +enney ——ng—(y—l)enney_Jr_l
gy__ * 1 +e)115 ==e€ : enne_*___i-
n

1
werden und innerhalb des Rechteckes y < 1; 2z <{— sind, so ist zu
&

erkennen, dall die Werte dieser Glieder mit wachsendem n abnehmen,

2

1
und da dieselben in der Summe noch mit — multipliziert sind, so
n

wird hierdurch die Konvergenz rasch gesteigert; so daf bei kon-
kreten Rechnungen die Gliederzahl auf drei bis vier beschrinkt
werden kann.

Die Form der durch diese Gleichung bestimmten -Linien nidhert
sich gegen den Rand zu dem Rechteck, gegen die Mitte der Ellipsen-
form mit dem Halbachsenverhiltnis 1:¢; die Koordinatenachsen Y, Z
sind Symmetrieachsen der Leitlinienschar. Dies wurde erreicht durch
Verlegung des ¢ = 0-Wertes in den Koordinatenursprung; eine andere
Zuordnung hitte unsymmetrische Verteilung der Leitlinien ergeben;
symmetrische Verteilung erfordert auch symmetrische Zustromung.

Versuche iiber die Geschwindigkeitsverteilung im geschlossenen
rechteckigen Kanal liegen nicht vor, hingegen solche in offenen
Kanélen:

Die Resultate der Versuche von Dr.-Ing. Kaplan, die in der
Z. d. Ver. deutsch. Ing. Bd. 56, Nr. 39 im Artikel , Die Gesetze der
Fliissigkeitsstromung bei Beriicksichtigung der Fliissigkeitsreibung und
Wandreibung® verdffentlicht sind, stehen hinsichtlich der Verteilung

Prigil, Technische Hydrodynamik. 12
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und der Form der Isotachen in Wandnihe in guter Ubereinstimmung
mit den theoretischen Resultaten.

In den Figuren Nr. 43 und 44 sind Isotachen dargestellt, die
aus Versuchen im Kanal der hydraulischen Abteilung des Maschinen-

I WS T T it AP
& & & &
-
av3
5 5 5~g¥8 =
4 4 "
141
3 3 G40 3 3
4,33
f 2 z
038 5
a37
- o0 -
Fig. 43.
I W.S. Ir e T b |
& & 6| &
a4%0 |
=] -] - 5 C 5
238 039
a “ ¥ L
-
437 A
) 3 3 3
235
L 2| & 2 2
035 [ i
T 7 J 7
ey Ay { T/
- 5
— 7000 %
Fig. 44.

laboratoriums der eidgendssischen technischen Hochschule in Ziirich
abgeleitet wurden; dieselben zeigen exzentrische Stromung, jedoch
typisch die gedringte Verteilung in der Wandnihe.

Mit diesem letzten Beispiel ist gezeigt, wie durch Anwendung der
Hilfsfunktionen Z, und Y, unter Beniitzung passender Reihen die
y-Funktion fiir bestimmte Rohrformen ermittelt werden kann.
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Die Linienscharen dieser Hilfsfunktionen gehéren konformen
Grundnetzen an und ist aus der Form der Gleichung fiir v zu er-
kennen, dal die SchluBiform wieder durch Addition der Funktion v
mit den Hilfsfunktionen entsteht und daher auch graphisch bestimmt
werden kann.

Die wesentlichen Ergebnisse dieser Untersuchungen am geraden
Rohr sind folgende: .

Die Stromung in geraden Rohren kann als geradlinige Parallel-
stromung entsprechend der Formfunktion ¢ =s betrachtet werden;
hiermit ist dieselbe der Form nach eine Potentialstromung.

Fiir jedes Profil kénnen Formfunktionen v gefunden werden
von der Eigenschaft, daBl die Stromungsgeschwindigkeit in diesen
Flachen v konstant anzunehmen ist; die y-Fliachen sind dem-
nach gleichzeitig Isotachenflichen. Fiir die Verteilung der Ge-
schwindigkeit auf die einzelnen Flachen sind Funktionen @ bestimm-
bar, die selbst v als Argument besitzen und je nach dem Vorhanden-
sein von Reibung allein oder auch von Turbulenz bestimmte Formen
annehmen, die mathematisch mit beliebiger Annidherung beschrieben
werden konnen.

Es charakterisieren somit die Isotachen die Art der Wider-
stainde und kann deren experimentelle Bestimmung eine Grundlage
liefern fiir die weitere Erforschung des Wesens der Widerstinde.
Siehe hieriiber auch die von Kaplan an angegebener Stelle ent-
wickelten Anschauungen.

Fiir die Aufzeichnung ist natiirlich das graphische Verfahren des
Beispiels der Stollenprofile das giinstigste; die exakte Bestimmung der
Isotachen auf dem Versuchswege erscheint geeignet, iiber die Ver-
teilung der Widerstinde bei verschiedenen Profilen zweckdienlichen
Aufschlul zu geben.

Es liegt nun nahe, diese Ergebnisse auf andere Stromungsformen
auszudehnen.



3. Meridionale Stromungen in Rotations-
hohlraumen.

Hierunter sind solche Stromungen verstanden, bei denen im
ganzen Stromungsgebiet die Geschwindigkeitskomponenten der Haupt-
stromung nur in Meridianebenen liegen; sind hierbei Form und Ge-
schwindigkeitsverhéltnisse in allen Meridianebenen kongruent, so ist
die Stromung vollkommen achsensymmetrisch; fiir die mathematische
Darstellung der Formfunktionen wird am zweckmaBigsten das Zylinder-
koordinatensystem verwendet mit x als Achsenkoordinate, » als Radius,
q als Bogenkoordinate.

A. Die Bestimmung der Formfunktionen.

Die Bahnlinien sind die Schnittlinien von Umdrehungsflichen mit
Meridianebenen; werden erstere als y-Flichen, letzere als y-Flichen
eingefiithrt, entsprechend den Beispielen IT Seite 79 u.f. iiber Netz-
konstruktionen, so wird y==g; hiermit

oy oy oy
=0, Z=0; =2=1
ox oor 0q

Aus den Gleichungen IV’,, Seite 86 folgen

op__ Loy,

ox ror

op 10y '

ar— 7‘87’, e e e e e e e IVT
op

——=0

oq

und durch wechselseitiges partielles Differentiieren die simultanen
Differentialgleichungen
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1 899 (_ L op 8v>

=+ ox ' or or
1 afw k41<0w qz _;‘}ia?’) .o ra
or cx ox or or

<

e X

&w

®
8

E?r

~

als Bestimmungsgleichungen fiir die Funktionen ¢ und vy.

Mit » = konst. erhélt man Potentialformen; die GleichungenV,
reduzieren sich auf
1 8(p
r

P
s+

ry

oder mit kiirzerer Bezeichnung
Vie=0; V%=0.

Beziiglich der analytischen Bestimmung der Funktionen ¢ und y
fiir Potentialformen wird auf die Studie des Verfassers ,,Uber Fliissig-
keitsbewegungen in Rotationshohlriumen“, Schweiz. Bauzeitung Bd. X LI,
sowie auf Lambs Hydrodynamik S. 146f. verwiesen; solche Funk-
tionen wurden zuerst von Stokes bestimmt und deren analytische
Theorie ausfiihrlich von Sampsun in ,,On Stokes’ Corrent-funktion
(Phil. Trans. 1891) behandelt.

Durch weitere spezielle Annabhmen fiir die Funktion » erhalt

man andere koordinierte Gleichungen, z. B. y = R gleich einer Funktion
von r gibt

o | Po (1 R’) op
————— =0
ext U ot + r R/ or
ry 7y 2 11) 09 _ g
ox* ' or? r R/ or
1 R
mit R=kr, worin k eine Konstante ist, wird ~——~§~——0 und man
r
erhilt
Fo | Py
8.70“’+ art 0
Py | Py
Gaz T o = O

Das sind dieselben Bestimmungsgleichungen wie fiir rein zwei-
dimensionale Potentialformen; fiir meridionale Strémungen geben die-
selben nicht mehr Potentialstromungen.
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Von Bedeutung ist der Fall \?¢ = K== konst., da nach den
allgemeinen Bestimmungen auf Seite 130 bei solchen Formen wider-
standsfreie Bewegung mdoglich ist.

Das partikuldre Integral dieser Gleichung ist

@, =ax®-+br*+cxd

mit «, b, ¢, d als Konstanten, man erhilt

P

¥ __9

ox? a

Z;Z)=2b Vg =2+ 40 =K.
1 o¢
i AP
r or ¢

Andere Formen, die der Gleichung 72 = K entsprechen, erhilt man,
wenn man setzt @ ==¢, | ¢@,, wobei @, als Potentialfunktion zu
wihlen ist.

Diese Formen werden fiir die Bestimmung von Schichtstromungen
dienlich sein, bei denen 1 als eine Funktion von vy einzufiihren
sein wird.

Fir die graphische Bestimmung von Potential- und anderen
Formen bei bekannten » ist das auf Seite 82 geschilderte Verfahren
anzuwenden.

Ebenso konnen zusammengesetzte Formen durch graphische
Addition einfacherer Formen erhalten werden, wobei jedoch Achsen-
gemeinschaft zu bewahren ist.

Die hydraulische Stromungsgleichung bleibt dieselbe wie friiher,
wenn man das Stromungsgebiet auf einen elementaren Kanal um
die Achse oder um irgendeine beliebige Bahn-(p-)Linie beschrankt.

Widerstandsfreie Stromung ist mdglich bei allen Potentialformen
und den durch *@® = K = konst. bestimmten Formen.

Nach erfolgter Wahl von @ ist die Funktion » aus der Gleichung

oD ov 00 v _

ox ox ' or or
und daraus mit der zweiten Gleichung V., die Funktion v zu be-
stimmen.
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B. Stromungen mit Widerstinden.

Es kommen zwei Hauptarten von Stromungen in Betracht:

1. Stromungen in Formen, bei denen auch widerstandsfreie Be-
wegung moglich ist; bei Auftreten von Widerstdnden tritt Schicht-
strémung ein.

2. Stromungen, bei denen von vornherein widerstandsfreie Be-
wegung unmoglich ist.

Stromungen der ersten Art.

In Gleichung XXIIT sind die Komponenten von W in analoger
Weise zu ersetzen wie beim geraden Rohr; man erhilt bei Weg-
lassung von gdh, d. h. bei Vernachlissigung der Schwerkraftskompo-
nenten die Gleichung:

d<gp>+d%+®dq)—}—dU=0. .. XXXIII,,

Bei Auflosung nach den Differentialen der Variablen ¢, v, g
und Trennung in die drei simultanen Differentialgleichungen entfallt
wegen Kongruenz der Zustinde an jedem Parallelkreise diejenige,
die die partiellen Ableitungen nach y enthélt; es bleiben

¢y o ° oU 0 g o v oU
S TR A S Ty TS A Y, L O Y A RS Q)
so 7P o 2 TP 5, dp v P oy 2 Ty
Durch Integration und mit v=—G VA u erhilt man:
A
£—~p—}—G‘“’-§,u9—{—_j'd5dqo+U=konst. .. XIIL*
v
A

mit u = worin » = einer Konstanten oder gleich einer Funktion ist,
. . . . op dv | op oV
d der Differentialgleichung “%. 2% 1-°P. % _ gy (K — Kon-
ie aus der Differentialgleichung - 5&‘_’_37 PP v on

stante), erhalten wird, entsprechend V2¢ =K.

Bestimmung der Oberflichenkriifte?l).

Zur Orientierung, ob die Funktionen & und U in &hnlicher
Weise zu wihlen sind wie beim geraden Rohr oder ob prinzipielle

1) Ausgebildete Theorien #hnlichen Ranges, wie fiir das gerade Rohr
liegen fiir solche allgemeinere Strémungsformen nicht vor. Hingegen hat Dr.-
techn. Hampel in den ,Technischen Blattern“, Vierteljahrsschrift des ,Deut-
schen Polytechnischen Vereins“ in Bohmen, in den Jahrgingen 1906 und 1908
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Verschiedenheit vorliegt, sind die Oberflichenkrifte an einem drei-
fach orthogonalen Element zu bestimmen; man konnte hierfiir wieder
das durch Zylinderkoordinaten begrenzte Element d,, rdgq, ér in
Betracht ziehen, es erscheint aber zweckméBiger ein durch die Netz-
linien der Formfunktionen begrenztes Element zu beniitzen. Wegen
der den Formfunktionen entsprechenden dreifachen Orthogonalitit
zwischen den Funktionen 4, B, C ist: 4 =1v%>B(, worin

o=(24+(25+ (2.

mit y = ¢ erhdlt man

2

1
(=—, also B="4.
re (4

Man kann sich die Verteilung dieser Funktionen im Stromgebiet durch
Aufzeichnung der Flichen gleicher Werte von A4, B, C veranschaulichen; es
kommen dann jedem Punkt bestimmte Funktionswerte ¢, v, 7, 4, B, C
und » zu.

Die mittleren Langen der Netzkanten eines von je zwei benach-
barten ¢-, y- und y-Flichen gebildeten Elementes haben nach den
Gleichungen VIII die Werte:

1 C v
Vjaw 5sw=u‘/z-5w=m6w

68'#:’}‘/??61:761;

die denselben entsprechenden Flichen sind;

08y ==

v 1
Ofy =105, 05, =778, 6f‘w=(5slés¢:r-‘ﬁawaz’
v

0f, =0s,-0sy =V_A6"’6”"

eine Reihe von Versuchen unter dem Titel ,Experimentelle Studien iiber
Wasserbewegungen® verdffentlicht, bei denen die Stromungsform ebenfalls
durch Farbbinder sichtbar gemacht und photographisch fixiert wurde; an Dia-
grammen, die durch Rechnung aus den Versuchsresultaten abgeleitet wurden,
ist der Stromungsverlauf durch Stromlinien, Isotachen und Niveaukurven er-
sichtlich gemacht.

Die Versuche an konischdivergenten Rohren weisen Erscheinungen auf,
die jenen der Figur 2 auf Seite 2 &hnlich sind, d. h. es zeigt sich eine Ab-
losung der Hauptstromung von der Wand, widhrend dies bei konischkonver-
genten Rohren nicht der Fall ist.

Es sind auch die Versuchsergebnisse an geraden Rohren und an Rohren
mit zentrisch eingebauten Ventilen dargestellt und beschrieben und wird an
dieser Stelle auf diese Publikationen besonders aufmerksam gemacht.
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das Volumelement wird
I 4
0, =105,0s,0s, :‘72 0¢ 0,0y,
das Massenelement

8, —=1or=""
g

RIS

Die Bezeichnung der an einem solchen Element wirksamen
Pressungen p und Spannungen p ergibt sich aus beistehender Fig. 45
und dem Schema

Fig. 45.

Es wirken in Richtungen Netzlinien . . @ , Y l 2
In der Fliche 6f, . . . . . . . . .| »py b, } P,
In der Flache 6f, . . . . . . . . . e | py , Py
In der Flache 6f, . . . . . . . . . l Py \ Pe . D,

Bei den vorliegenden Stromformen und der Annahme des Be-
standes von Schichtstromung werden wieder p,, p, und alle partiellen
Ableitungen nach y gleich Null zu setzen sein; es wird jedoch bei
Aufstellung des Schemas fiir die Oberflichenkrifte vorerst hierauf
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Tabelle der

Herriihrend von In Richtung der g-Linien wirksam
. . 0(0f,)py o [v ) \
p, in den @-Flichen . . — =R = [ —= g | 6,0,,0
y 20 4 2\ Va 9] 09Oy 9y
dsy W
Py e oa W +m@mrt_+”~f%%@
ds, . sin(¥)-»
e o »n o X 0w - Pz((sfl) ‘,rl sin (19> =+ % 54 -04,9,9,

p, in den y-Flichen
senkrecht zu den ¢-Linien

p'r iy -a Z'
p, in den y-Flichen . . —?—(6—2‘)}!&& 387< )6 8,0,
Py w e @-, - senkrecht zu den ¢-Linien

. . 58(,, v
p, in den @-Flichen . . —~+p,(01,) -—— 04 0,0,

Qp 0p 4

- 9(61,)¥, 9 )
, in -, .. — AL, = — Py 650,.6,
by Y 2y J (V i

keine Riicksicht genommen, sondern die Spezialisierung nachtriglich
eingefiihrt; ebenso wird noch » allgemein beibehalten, das bei Poten-
tialformen gleich einer Konstanten ist.

Bei Bestimmung der Einzelwerte der Komponenten der Ober-
flichenkrifte sind GroBen, die unendlich klein von mehr als dritter
Ordnung sind, vernachldssigt und Bogendifferentiale durch den Quo-
tienten Bogenliange: Krimmungsradius ersetzt, z. B. geben die Pres-

sungen (p,d0f,) und (p, df,—+ 8(17;,%1,,) d,, in der Richtung ¢ infolge

ihrer gegenseitigen )
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Oberflachenkrifte.
In Richtung der -Linien wirksam In Richtung der y-Linien wirksam
ds
_‘p'r@ﬂr) Q(p: o 6 (Sy,é
v 7 senkrecht zu den y-Linien
6 Y iy (s
f/) / (5,/,:————— pl/' aq]éy’é
oy oy V A
ds, P cos(ﬁ o(df,)p, o (»
_f‘pz(afz)TACOS‘9= ‘*‘ £ ) ~0,0,9, (ha";)‘/ 0,=— é;(mib) 070,6,
senkrecht zu den wy-Linien — ?(—68%}& 0y =—— ;)%) <% p(,,> 00,0
(0f)p 0 ds y
_7;”2 0, =— 87 Pqﬂ 0509, Py (0F) nl = Py aaqf‘sw‘sz

senkrecht zu den y-Linien
senkrecht zu den wy-Linien

3(0fp)by 0
— Ly, =—— _p,)é 0,0
Py 2 8(;) va' v O
8f, 2 |
(aﬁﬂ& (pz__a_(‘/, p,) 0g0,,0,
¢ ¢ senkrecht zu den y-Linien
08y p, ¥
- p?@ fw) U: Qi" 4 64751#61

fiir deren Bestimmung das Glied &pgj}i’)éy, vernachldssigt und der
Komponententeil mit

ds Py ¥
JOf, ——="". 56,9,
Dy 0Ty 0 0y A ¥ Oy Oy

eingesetzt wird; es wiirde ndmlich dieses Glied multipliziert mit dem

sy

Bogenanteil von

unendlich klein vierter Ordnung.
Oy
Fur die achsensymmetrische Meridionalstromung wird

ptp_—_oa pw=0,
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es verschwinden alle partiellen Ableitungen nach y; man erhilt dem-
zufolge:

0 (VPy\ | Py ¥ V21 sin ( v 0
PP{ ( )+ oy @)y (VAp,)é .51

op\V4) o,V4 Qq»A oy

Py ¥ o (r plvcos(ﬂ) P, S
P—|—" — (T, V4P VLA NN PR
! { 0, VA aw(A ‘”)+ r A 0p\V4) o, 4| "
P, =0

Die Komponenten von W in den Richtungen der Netzlinien er-
geben sich wie folgt?)

— U ~
W,p:qﬁvAjLa(iVA,

ZAOU 7 au r
W,=G@ 557 —{-— V4,
und
dop? 13U 1
W,—=qg2.20% = 97 2
r= G 20y r oy r

W, wird gleich Null, da alle partiellen Ableitungen nach beiden vor-
liegenden Stromungsformen gleich Null sind.

1) Von der Richtigkeit obiger Ansiitze kann man sich iiberzeugen, wenn man
die Transformation aus dem kartesischen Koordinatensystem in die Netz-
koordinaten vornimmt; es wird z. B.:

Wo = W, cos (p ) + W, cos (py) + W, cos (¢ 2)

[+¢ oL —

:_Wx*—l_ w, ~i Wzo( /A’
\/A_*— Y \/A+ 3V

mit

Lot T, W= 1%+Ty, wo— Yooy,

W= —=
V4 V4 v4

wird
2 o2 |-y «
W — . 1% T %a® - L %
e L R o
oder wegen —If;': (3
v4
Wo=& JA+T,. ‘—}— v +T ’A
‘/
Nun sind
Aopu
2 ox

T, =G2. ( —f-/ﬁAal)—{—g% usw.

Yl
und wegen u=— y
ou 1 92 iz oy

dx T 92 gyt T 58 5y W



Strémungen mit Widerstéinden. 189

DieBewegungsgleichungen fiir das Element ds,, ds,, 65, neh-
men die Form an (bei Weglassung der Schwerkraftskomponente)

— __ap(aftp ‘SV’ L
w9, T + 6f,)—sm19 T J,,
ds,  o(pd
W8, —p (01— f“ 42008 2 cosd=— 0,
(p ~

die dritte Gleichung entfallt.

Nach Einsetzen der Werte fiir 4,, und fiir die Flachenelemente
folgt:

r Wy i(ﬁ 4 +P v yprsind  ydvi
g 4 op 7 w A r A g dt A 1 1
y Wy » ¥ o [ r pv cosd y v 1
N By Y=y
g 4 o, VA oyp\V4 A 99 4
Es muB ferner sein:
dv v*
=% ="
—an dt m? Pw 0 m

und somit

_ é.(@)+£ﬂ.1+ﬂ.v.§mj+£x_ ”_1(M>:+L§~?.}]

op Va4 oy 4 7 A Q'P‘A VA g dt AlH
— b (g f’.(’ﬂzi>_£g1__1v£
0, A ay\V4 A 29 \V4) o, 4 g, 4
es wird
T 051 [
T T,
+ ‘/A—{—
4 A 1 oy 2
_G2{2 2\/A (01 fy - 0ta 82 + 3ﬂa)—;‘/A{ <16w+“"ay+ saz) A_l}

oU o | 0U oy + U o
+(—= — .
ox \/A oy \,/A oz VA

Nach der ersten der Gleichungen ITI, ist ot By ~- % fa + agf3 =10, nach Glei-
chung V, ist

A_“< lam+ 2 ay+°‘3 az>_0
und der letzte Klammerausdruck wird gleich

0U _oU oy _0U 1o

8 S T g 08y 0 zp
mithin

W¢:¢\/A+--\A
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Nimmt man nun in Analogie mit dem geraden Rohr an, daB
in Richtung der Netzlinien die Werte der Einzelpres-
sungen gleich dem Mittelwerte, also

Do =Py =Py =0p
sind, so wird hierdurch die Mittelwertsbedingung erfiillt
und man erhdlt durch Subtraktion der Gleichungssysteme I und II

v W v +i(9z;>:0
g 4 g, 4 oyp\V4a
v W b .@(M):O
g 4 Qy 7
und mit den Werten von W, und W,
Zg,_;kﬁaU 1& b Y i/u =0
g VA gop VA g, 4 (VE)

g 2 oy »V4 g oy vVA

Es miissen nun @ und U so gewdhlt werden, daBl bei
gegebenen Formfunktionen und gegebenen 1= u» aus den
Gleichungen p, eindeutig bestimmt werden kann.

e 4 o r yolu r (p, >——0.
A

Nun kann man aus den Gleichungen noch g, und g, eliminieren, wenn man
die Theorie der Kriimmung orthogonaler Trajektorien beriicksichtigt; dndert
man die in den beziiglichen Ableitungen (Seite 64 u.f.) beniitzten Bezeichnungen
wie folgt: U=¢, V=1, so werden die Linien der U-Schar zu t-Linien
(Schnittlinien der @-Flichen und der y-Ebenen), diejenigen der V-Scharen zu
¢-(Bahn-)Linien, und mit é =z, =7

Qa=10y, B=0p, ASa=dSsy, dspg=4dsy.
Aus den Gleichungen IV Seite 57 und a,, a, Seite 64 folgt dann noch,

daf der in letzteren vorkommende Faktor /4:1 zu setzen ist; mit diesen Be-
v

zeichnungen ergeben sich aus den Gleichungen XV, und XV,:

ar
L v 1 dvA 1 1 dvA
gq,h r ds(p—vA dsy ’ ;W_‘ WV—Z dsy
Es ist wohl zu beachten, daB entsprechend der Entwicklung der Aus-
driicke fiir die Kriimmungsmasse in den Quotienten %ﬁ und —— To P die Diffe-

rentiale sich auf die Elemente der Linien ¢ und vy beziehen; es ist daher beim
Ubergang auf die Variablen darauf Riicksicht zu nehmen und zu schreiben:

_ar _ __ T
LA Ty oA oVA'y 1 o4
Qp r op op r Og@ 2\/A6<p
1 royA r 24

0w v gy 21}\/2“6(;7'
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Diese Werte eingesetzt und die partiellen Differentialquotienten

oY Va op V4

aufgelost, gibt an Stelle der ersten Gleichung

p,r 04  p,or 04 1 op,r _y(gp gg) 1
Ty T Va

C24y40y 24VAey VA Oy g
und umgeformt durch Streichung des gemeinschaftlichen Faktors
—— und Additon der Identitat:

VA
Pyor
Ao TE—
A wr 0d_tner
oy A oy oy
PRkl
~i=Z<(p_|_aU> 1
oy 9 o
An Stelle der zweiten Gleichung folgt:
Y
kv w04 py 04 by Oy v Oy,
TVA 09  24V4 09 24VAle VA b9 ' yaiw
:z<Gzéi_ﬂ_ 3U) r
g\ 20y " oy/yy4
oder
ov _ pv 8r  p,v 04 oy, y( o Adeu?
t 20 8(}7 r acp 4 op v@(p g 2 0y +6tp> 4
nach Addition der Identitit
L/
% A p, v P,y 04 0y,
_A___.___l_, ued p_X_—()
r o r + 4 aq» o
und Multiplikation mit r
v
S0
4 2y, -7 (A oy A 87) y( 402 8U>
——— ot ) =g 20 2
3(p+ 4 Yo r 0@ gG 28w+81,u

Die Gleichungen 1 und 2 enthalten die Konstanten y, ¢ und G und sonst
nur p,, 4, Uund @ und GréBen, die von den Formfunktionen abhiangen,
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1
da auch » durch C:;‘é resp. y,= %Lq in die Entwicklungen ein-
getreten ist.

Bestimmt man aus 1: ?——q, aus 2: ?Lg und bildet 0 /<3U>
o oy oy \og
= 33 <3E>’ so entsteht eine Differentialgleichung fiir py, die nur
@

mehr die Konstanten G, ¢ und y und Gréflen enthdlt, welche von
Formfunktionen abhingen, da @ nur eine Funktion von ¢, also
gip=0 ist, d. h. der Ausdruck fiir p, wird von der Stromungsform
" 1
abhéngig, was begreiflich erscheint, da dieselbe jedenfalls einfluli-
nehmend auf die Entwicklung der Turbulenz ist.

Mit p=u, y=1% y=g¢q,v=2, A=1 gehen diese Gleichungen
n diejenigen fiir das kreiszylindrische Rohr iiber und geben mit

6—0; v="Lpgp—SF

=Y — o® 9

die fiir dasselbe erhaltenen Resultate.)

Potentialformen.
Mit V2@ =0, v==1 folgen die speziellen Gleichungen

2 Lo
4 y 0 U>
=t D) L
Aaw 9( +8¢ . '
LA

Ay 4»<A 87) ( 4dr ) N
T _otx T =T S el -2 2
4 o A \rogp g G 2d1p+81p T %

Dividiert man beide Gleichungen 1,und 2, durch 4 und schreibt

zur Abkiirzung
Py 7 oy (@ 10 U)
=, = ¢

g\d " 4 0@
2 2d A®
2or_y oy (0C4F | 100),
roQ 2dy Aoy
so nehmen dieselben die Form an
9P 3513
— =X — = Z
P PY+
und geben durch wechselseitiges partlelles Differentiieren
8 X 07 oY 0Z

—|—A* "}“@ZgBé;*FXY 7y
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Hieraus folgt

1 <8X 0Z
T 0Y\ep _ﬁ>
Y
oder
4 [(0X 0Z .
R )
X

aus welcher Gleichung p, bei gegebenen Formfunktionen, 4, U und
& bestimmt werden kann; 4, U, @, 4 und r sind in dieser Gleichung
noch als Funktionen von ¢ und vy eingefithrt, und dieselben als
Funktionen von z und » zu erhalten, hat man die partiellen Diffe-
rentialquotienten zu transformieren.
Bedeutet F' irgendeine Funktion von ¢ und y und damit auch

von x und 7, so wird

oF oFox | OF or

op odx dp ' Or 0

0F oFox | 0F or

dy odx oy | or oy

mit den Transformationsformeln

ox | lop ox 1 o¢
5o Tdow’ ayp Trd or ,
or 109 or 1 o ?
oo " Ador’ oy  rdox

Der Gebrauch der Formeln und deren Interpretation wird an
einem speziellen Beispiel erdrtert werden.

Stromungsformen mit vV ¢ = K.

Die Potentialformen sind Spezialfille dieser allgemeinen Formen,
charakterisiert durch K=0.
Es wird mit V=K

1(8@81} a(pav>
v \dx dx = dr Or

und ergibt sich hiermit aus den linksstehenden der Gleichungen 5, da8

A ov
— e = 2 :K.
P Ve

Prasil, Technische Hydrodynamik. 13
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Der Klammerausdruck des zweiten Gliedes der Gleichung 2 wird

K _%\Z_r’ man hat daher nur

18rK>
:2 —
Y (78¢A

zu setzen und diesen Ausdruck in der Gleichung 3 zu verwenden.

I ol Ig'
[ | | ~7 | A
'l'/"[ ] Vi-ig)
| |
| |
|
|
II||| |||||I g -Hirv
A I - Xa | 11 15 T Ha_
| 1 T 1| S [ -~
] | | | |'|II | I ——e— | |
. | 7 ~ =
B B | | | | (e [=Hurve
' | 1 \ I, / \ V!
| | | 111 i \
| \ i
| | 1111 i
I |rI I | 60 I| II| r 1
f |I | ' | \ |
{1 1T | 5
I Il 5, II \ || S | & Lad
! !
t 1 \
% \
BUN R
I 1T1 | 11— _he P A7
I | : Jac! 1Z. i
[ | 30 | | e der ,‘.F t.ar" en :
- ,¢ .srﬁ"““ mitde ¥
-' .
bi/ ‘.
1% A
s
g
*5h
a4
+y
s
Y
Taz
¢

Fig. 46.

Fig. 46. Stromnetz in einer Meridianebene.
Fig. 47. Diagramm der Verteilung von 4 und der Geschwindigkeit im Quer-
schnitt 4 B.

Es wird nun an einem Beispiel versucht werden, aus dem Aus-
druck fiir p, Anhaltspunkte fiir die Wahl der Funktionen 4, U und
@ zu gewinnen und nach getroffener Wahl den Stromungsvorgang zu

analysieren.
Beispiel.

Eine der einfachsten Potentialformen ist gegeben durch die

Formfunktionen
p=r>—2x% yp=2r'x, y=q,

das Stromnetz in einer y-Ebene ist in Fig. 46 dargestellt.
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Es werden
09 4m, 9T oy A—16a7ar
ox or '
P’ e ® 2
=— F=—2, —-l=—2 p=0.
da’ TS T or » Vie=0
Hieraus folgen die Transformationsformeln:
oz _1lop —dz oz 109 2
op Adx 4 oy rdor ' 4
or _1op_2r or  1op 4=z
dp Aor A oy rdox ' r4’
Mit denselben erhdlt man:
dx 7y 1 { < , 0 U) ( 0
=L 42| P 128 x* — 16 —
Y_4_ Y 384z 4 Aty
T4 Ay A% 7 ray 192y
oy
4 oU
e
gl 4? +A25(p
% {GF2 [62(12) y2 4 24 (4% SxJ Q_I_I r? + (Sx 48w>}
oy gl2 sy A oy? A A 4%/
o . .
Fiir die Transformation des Wertes e erhilt man
22
‘d_1s9 o041 7<6A dx | A 8r>
P9 Aoep A*de A~ 42 \ixzig | oroep
6A 5P
04 94 1 .
_a_lr,_gr WM—Z(IQBm — 1672)
P
hiermit: a—g— :}1 ¥+ j; (128 22 — 16 r2),
o (10U 102U 1o0U064 12U 1 e¢U
ferner: 5?<28<p> z'a——w;—ziﬁaqj A@(]Z‘2+A3n (128%2—-167’2),
schlieBlich:
0X y 2
a—&]ﬁEA_[A (qw+ U>+(128x2-16r2)(«b+ )W
20r

13*
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Die Wahl von U und &.
. . . 0X, 0Z
Wenn man die transformierten Werte fiir . X, Y, o und
@ LY

in den Ausdruck fiir p, einfithrt, so kommt mit dem letzten

re_.
oy
Wert y in den Nenner und ist fiir die Wahl von U, @ und 1 be-
stimmend, dafl ¢ aus dem Nenner verschwinden mufl, wenn sich die
Flache mit dem Funktionswert yw=0 im Stromgebiet befindet, da
sonst in dieser Flache p, unendlich grofl wiirde; die Bedingung ent-
fallt, wenn y==0 nicht im Stromgebiet liegt; w=0 wird bei der
angenommenen Stromform gebildet aus der Koordinaten-Grundebene
(x=0) und der zur Achse zusammengeschrumpften Fliche mit » = 0.

gibt transformiert:

4
Y:+Z
und folgt hieraus:
0Y o¢Yow (02Y or
Gy —amiy T or oy
Y 128z oY = 32r
Gm T A e A
hiermit
Y 384 x A At Asr
Gy = Tas wd J0Y T T BiwrT 192y
61/,1
N . 0Z
Fiir die Transformation von ' erhdlt man
i(&iz 2)_02 (3 eyl B(Az) dr
oy Oy o2 oy 81/}

32 () 2) 2 0(42) ?ﬁ
) (/)2 r oy 4

i(aU 1'2> AU r® BU dr oU 2 04
0

oy A Gy A 81;) Tﬁ_ﬁif'ﬁ
04 5
=32z
ox 0A 96z
04 — gy w4
or

KB <8U ﬁ)ﬁazg 72 oU8x oU 48y
oy \oy A/ oy? A2 Uiy A dy A48

égil G? [02(72) 6(72) Sm} 2U »2 , oU8x oU 48w
oy  gl2 Lay? e + dw A o

oy 2 A2 +81p oy A3
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Da im Ausdruck von g—Z der erste und der zweite Differential-

quotient von U nach y vorkommt, so wird die Bedingung unter
anderem erfiillt mit =0 und allgemein

U=K, ®,y*+ K, D, p* +....

worin @,, &,... Funktionen von ¢ und K,, K,... Konstante sind,
die auch die physikalischen Konstanten enthalten, deren Werte daher
experimentell zu bestimmen sein werden.

Nimmt man vorldufig den einfachsten Wert U = K ¢ °. so folgt:

0X oy 1 , .
92 Y~ [K(128 2% — 16 1) ¢?
04 5 K(1282 %) p?]

°oZ y 1
72 7. "l 2oyt — 144 g y?| K
Gy —g BT Aeytadiey 49 y*]
G2 a* (%) 5 347 }
kT S I

Die Wahl von A

Fiir die Wahl von 1 ist auBlerdem noch die Bedingung maB-
gebend, daB bei Annahme des Haftens an den Begrenzungswinden
der Funktionswert von i an diesen Flidchen gleich Null werden muB.

Es sind diesbeziiglich verschiedene Fille zu unterscheiden:

1. Bestand nur einer Wandfliche zwischen 2 Querschnittsflichen
mit den Funktionswerten ¢, und ¢,, die gleiche Vorzeichen besitzen,
Fig. 48a.

2. Bestand von zwei Wandflichen mit Funktionswerten v, und
1y, mit gleichem Vorzeichen, Fig. 48b.

3. Bestand von zwei Wandflichen mit Funktionswerten y, und
v, von verschiedenem Vorzeichen, speziell z. B. ¢, und —vy,,
Fig. 48c.

4. Bestand einer Wandfliche v, und einer Diskontinuitdtsfliche
y,; hierbei wird sich die Frage ergeben, ob eine solche Fliche eine
freie Oberfliche sein kann; ein Grenzfall ist hierbei y, =0, also die
Koordinaten-Grundebene als Diskontinuitéatsflache.

Die Bedingung des Verschwindens von v aus dem Nenner ist
zu erfilllen in den Fillen 1, 3 und 4 im Grenzfall y, =0.
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Die Bedingung 4 = 0 an y_ und vy, kann passend erfiillt werden mit

an™ wa"_w” m gy

V) W)
worin die Exponenten n und m entsprechend zu bestimmen sind;
wenn nur eine Begrenzungsfliche vorhanden ist, so wird mit m =n
die Bedingung des Haftens erfiillt, es ist dann A*=1v " —¢", dies
entspricht dem Fall 1. Ist hierbei n eine gerade Zahl, so wird die
Bedingung des Haftens auch fiir den Fall v =y, , yv,=—1vy,
entsprechend dem Fall 3 erfiillt.

|
&

+Z
A I\
/ |\
¥a A b
| 7 [l %
Fig. 48a. ¢
Z -/
\ |/ f
4 [N
/ \ % .:
¥Fa g ! Ya -Z
¥ 72 !
) Fig. 48c.
Fig. 48b.

Im Falle 4 ist nur Haften an einer Wandfliche nétig, da in der
Diskontinuitatsfliche Bewegung vorausgesetzt wird, es geniigt also
ebenfalls die Form 1?=wvy* — "

Nur fiir den Fall 2 ist die allgemeine Gleichung zu beriick-
sichtigen.

Die Bedingung des Verschwindens von u aus dem Nenner des
Ausdrucks fiir p, wird erfillt mit »= 3, denn es werden hierbei

di d*(#*)

—1.
= — Y —
Y ’ dy?

dy = =-—nn—1)y" 2,
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dies gibt mit n = 3 als kleinstem Wert und 1* =y *— ¢?®. also fir
die Félle 1 und 4 :

[%%:2 r? 4% |- %%}2 8x AQ} = —(6r°4A3y | 24 x A% y*).
Fir den Fall 3 ist n =4 zu setzen, da mit n==2 der Wert von
(%(:;—) = — 2, also y nicht mehr als Faktor enthalten wiirde, man
erhélt

g» ;;f_p r? 43 —|—%;) 8 A‘“’} = — (1272 A3 y? 4 32 x 47 y?).

Fiir den Fall 2 konnen n und m beliebige, nur nicht gleiche Werte
annehmen, mit n=1 und m =2 folgt

(% - 1{’9)
t/)ai - ,(/)b‘l

Ubrigens konnte hierbei auch in Analogie mit dem geraden Rohr

o

12:(‘/’(1__*1/’)_“'( ) (wa-___w‘.’)_

(p,—wy,) .
e T W gy —
lg (v, — ) glva—v)

gesetzt oder eventuell statt des Logarithmus eine andere Funktion
genommen werden.

B=y, —yp—

Durch die Mannigfaltigkeit der Funktionsformen fiir 1% mit
denen beiden Bedingungen entsprochen werden kann, ist die An-
passung der formellen Resultate an Versuchsresultate und hierdurch
auch die Verwendbarkeit der entwickelten Darstellungsmethode fiir
die Diskussion zur Bestimmung der Oberflichenkrifte ermdglicht.

Es wird im folgenden die Untersuchung mit der Annahme:

P=y?—y* dh n=3
weiter verfolgt.

Bestimmung der Konstanten K und G.
Wird der angenommene Wert fiir U in die Gleichung XXIII *

eingesetzt, so erhdlt man mit =20

9 m F 5

—-}Tp +G*4 5 -+ Kpy® = konst.
oder

p v* K 3
£ R B 3 — konst.
y +29+ A
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Die beiden ersten Glieder stellen die Strémungsenergie per Gewichts-
einheit stromender Fliissigkeit dar; differentiiert man nach ¢, so erhilt
man mit der Bezeichnung:

P v
=(2+3)
y T 2g
B _ Ky ge E_ K
op g 08¢ g

Die Einfithrung von U als eine Potentialfunktion entspricht
einer Anschauung von Herrn Professor R. v. Mises, die derselbe
in seiner Arbeit ,Theorie der Wasserrider“, Verlag von Teubner,
Leipzig, auf Seite 62 zum Ausdruck gebracht hat: ,Die stabilen
Mittelwerte der Geschwindigkeit lassen sich angendhert als Integrale
der Helmholtzschen Gleichungen darstellen, sobald man eine ge-
eignete in jedem Fall besonders festzusetzende Annahme iiber den
Verlauf der Funktion H (d.i obige Funktion) und der Verteilungs-
ziffern trifft.«

Die beiden zuletzt erhaltenen Gleichungen sind wie folgt zu
interpretieren:

1. Die erste Gleichung, in der Form AE= ——?I;w‘*Atp:
Der Energieabfall der Gewichtseinheit stromender Fliissigkeit
zwischen zwei benachbarten Querschnittsflichen ist in jedem
Punkte proportional der dritten Potenz des Funktions-
wertes der Stromfliche, auf der der Punkt sich bewegt, und der
benachbarten Querflichen.

2. Die zweite Gleichung, inder Form isE = —?KVZW:

Der Energieabfall der Gewichtseinhgit stromender
Fliissigkeit pro Langeneinheit der Bahn ist in jedem Punkte
proportional dem diesem Punkte durch die Strémung zukommen-

den Wert VA4 und der dritten Potenz des Funktionswertes
der yw-Flache, auf der sich der Punkt bewegt.

Andert man diese Gleichung noch insofern, daB man
VE ( K ) ~ < K >
— (B evay = —(E)pye
T 96/ 7"
schreibt, so bedeutet p=G V4 die Geschwindigkeit, die dem Punkt
bei A=1 also bei einer vollkommenen Potentialstréomung mit der-

selben Geschwindigkeitskonstanten G zukommen wiirde, mit der die
wirkliche Stromung erfolgt; man kann daher auch sagen:
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3. Der Energieabfall pro Lingeneinheit ist in jedem
Punkt proportional der Geschwindigkeit, die demselben in
der Potentialstromung zukommt und der dritten Potenz des
Funktionswertes der Stromfliche, auf der er sich bewegt.

Da nach der Geschwindigkeitsformel am Rande v=—0 ist, so

E 1
wird dort: %——Z—p; mit der Bezeichnung p,_ fiir Randpressungen
7oy
und die Zuordnung
Pr---Pers Prr - Prix
P lerr Y gy s—konst. . . . . . .. a
Prr—%r g

Diese Formel gibt die Grundlage, den Xoeffizienten K mittels
Pressungsmessung am Rand also durch den Versuch zu be-
stimmen.

An der Achse ist —8;@20; da =0 ist. Dieses Verschwinden
oy

des Energieabfalles an der Achse entspricht der Anschauung, wo-
nach bei stationdrer Bewegung der EinfluB der Randwiderstinde
gegen die Achse zu abnimmt?l); es wird in der Achse:

Y 1
; (pIIa _pIa) + §(v112a - vI2a)= 0

oder da die Gleichung v®=G*44* =G4 (y,* — y®) an der Achse
v, = G* 4, y,’ gibt, folgt mit der Zuordnung: p,;.... 4,5 Parr--- 41z

G‘J
g 2

G‘/pla pIIa.il_,_.....b
7w .

eine Formel zur experimentellen Bestimmung von G und zwar mittels
Pressungsmessung an der Achse gegeben ist.

(pal paII) (AallhAaI) wag’

womit durch

Setzt man den Wert von G in die Formel fiir v ein, so folgt

2 3
v_\/ I 2o )i (B
‘AaI Ya

als Geschwindigkeitsformel, d1e dem Wesen nach der Poiseuille-
schen Formel entspricht und ergibt sich schlieBlich fiir die Durch-
fluBmenge in der Zeiteinheit die Formel:

1) Ob dies in dem durch die getroffene Wahl fiir U sich ergebenden MaBe
der Fall ist, ist erst durch den Versuch zu bestitigen.
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27 Ya

Q=Jvds, =6 [y [idy=226[Vy i —yPdy
5 76

=2nGey, und e=...

— 9_'?_101a““pna 5,
Q2n6‘/yA,,I—Aan“ Y |

Die ermittelte Theorie liefert dementsprechend For-
meln, die in dhnlicher Weise wie diejenigen von Poiseuille
als Grundlage fiir Versuche genommen werden kénnen und
an denen einerseits die Theorie selbst gepriift, andererseits
die Grenzen der Anwendbarkeit derselben auch auf andere
Formen bestimmt werden kénnen.

Es konnen dienen

die Formel a zur Bestimmung der Konstanten K,
b ” ” ” ” G7
¢ , Kontrolle.

” ”

» ”

Die Methoden der Versuche selbst miissen allerdings zum Teil
erst ausgebildet werden; fiir die wichtigsten Messungen, das sind die
Pressungsmessungen am Rand und an der Achse, liegen technische
Hilfsmittel bereits vor. Es wird naturgemifl bei allen solchen Ver-
suchen der durch den geodédtischen Hohenunterschied bedingte Pres-
sungsunterschied zu beriicksichtigen sein.

Es wird auch nétig werden, die Stromungsform selbst zu priifen;
wie weit die bestehenden Methoden zur Bestimmung von Grofle und
Richtung der Geschwindigkeit zureichend sind, muB die Erfahrung
lehren; jedenfalls muf3 dahin gestrebt werden, moglichst sichere An-
haltspunkte iiber die Geschwindigkeitsverteilung zu erhalten, also die
Isotachen durch den Versuch zu bestimmen, da die Formel

2:‘/1/";3_1:”3
nach den Erérterungen auf Seite 199 doch nur als eine erste fiir die
Durchfithrung der Rechnung bequeme Annahme zu betrachten ist;
dasselbe gilt beziiglich U, wobei noch zu bemerken ist, dafl Be-

wegungshindernisse solcher Art, wie z. B. durch Nietnéhte, ebenso
in U zum Ausdruck kommen miissen wie beim geraden Rohr.

Grenzbestimmungen.

Zur Bestimmung der Grenzen, innerhalb welcher die angenommene
Stromungsform bei der durch die Funktionen 4 und U beschriebenen Ge-
schwindigkeits- und Pressungsverteilung tiberhaupt moglich ist, kénnen
die mit dem Schwerkraftsglied vervollstdndigte Niveauflédchen-
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gleichung und die Gleichung fiir p, herangezogen und mit Hilfe der-
selben untersucht werden, ob innerhalb des Stromgebietes einerseits
der Wert der absoluten Pressung, andererseits der Wert von p,
an irgendeiner Stelle der Wand das Vorzeichen wechselt; in
beiden Fiallen begrenzen diese Stellen das Stromungs-
gebiet, innerhalb dessen die angenommene Form moglich
ist in dem Sinne, dafl dies nur dort der Fall ist, wo p >0
und das Vorzeichen von p, einer der Strémungsgeschwindigkeit ent-
gegengesetzten Richtung entspricht, da p, die dem Wandwiderstand
entsprechende Spannung ist.

Bei Bestimmung des Ortes des Zeichenwechsels von p wird
natiirlich die Schwerkraftswirkung und diejenige Stromfliche zu
beriicksichtigen sein, an der an sich die kleinste Pressung ein-
treten kann; bei lotrechter Lage der Achse ist, wenn mit p, der
Betrag der absoluten Pressung im Koordinatenursprung und mit A
die geoditische Hohe eines Punktes iiber der Koordinaten-Grundebene
bezeichnet wird, die vollstindige Gleichung der Niveauflichen

P v K Py
- h - —_— — ’q)3 o —
Y TheT RIS Y
mit p als Parameter.
Es wird somit fur die angenommene Strémungsform
G*42* K
'po_h_._ L,;w.._.”,(p.q):%:()
7 29 g

die Gleichung der Niveaufliche fiir den Pressungswert p =0 und als
solche auch der gesuchten Grenzfliche.

Mit A* =1 ,® —y® und U==Kpy® wird nach den friiheren Be-
stimmungen

py= +

Ar
192

G‘J
-+ 5 (67243 24xA‘~’w)} -’gi .

{[672A<P+ 24 A2y — (144g—24+1282*—161°) ¢ | K

Setzt man in dieser Formel die Koordinatenausdriicke fiir g,
4 und y ein, so entspricht dieselbe mit p, als Parameter einer
Flachenschar (Rotationsflichen); die Parallelkreise, in denen die
Flichen p,=—=0 die Wandfliche v, schneiden oder beriihren, sind
diejenigen Orte, an denen Zeichenwechsel von p, stattfindet und die
daher Grenzorte des Gebietes sind, fiir das die Theorie verwendbar
ist, d.h. innerhalb deren eine Stromung der angenommenen Form
und Geschwindigkeitsverteilung moglich ist.



204 Meridionale Strémungen in Rotationshohlriumen.

Man kann sich iiber die Lage dieser Parallelkreise ohne direkte Bestim-
mung der Koordinaten der Parallelkreise durch folgende Betrachtungen
orientieren:

Mit Einfithrung der Bezeichnungen
M= (67244 242 A2y)
N=(144¢p + 24} 12822 — 167) = (12072 — 128x2)
Q=06r243 424242y
nimmt die Gleichung fiir p, die Form an

Ar y Qz 1
Pzzm;“[(M<P—NU’2)K—‘§'(Q)J-

Das Stromungsgebiet liege nur auf der Seite der positiven X-Achse; der Funk-
tionswert von ¢ wird Null, wenn
p=1r2—2x2=10

ist, d.h. die Kegelfliche, deren Erzeugenden durch die Gleichung r— 2
bestimmt sind, ist die Querschnittsfliche mit dem Funktionswert Null; im Ge-
biet zwischen der X-Achse und dieser Fliche wird ¢ an allen Stellen negativ;
im Gebiet zwischen dieser Kegelfliche und der Koordinatengrundebene wird ¢
an allen Stellen positiv.

N=12072 — 128 a2 stellt ein Flichensystem dar, in welchem die Kegel-
fliche mit den Erzeugenden r =/ = ebenfalls den Funktionswert Null be-
sitzt; im Gebiet zwischen Achse und Kegelfliche ist N stets negativ, im Ge-
biet zwischen Kegelfliche und Grundebene stets positiv.

w==2r2x ist auf der Seite der positiven X-Achse iiberall positiv, daher
sind auch M und @ im ganzen Gebiet {iberall positiv.

Fiir » ist nur der positive Wert anzunehmen, da gemafl der verwendeten
Darstellungsweise die y-Ebene durch die Achse begrenzt ist. Dementsprechend
wird p, stets dann negativ, wenn entweder (M¢ — Ny?2) K negativ oder wenn

G2
(Mg — Ny K - < @ ist.

Diese Erwdgungen fiihren zu nachstehenden Folgerungen:

Es sei bezeichnet der Schnittpunkt der Meridianlinie der Wandflidche (y,)
mit derjenigen der N =—0-Fliche durch a mit derjenigen der ¢ = 0-Fliche
durch b von a ab die Richtung lings der Wand-Meridianlinie auSerhalb durch ab,
von b ab auBerhalb ab durch bd.

Lings der Strecke ab der Meridianlinie der v,-Fliche kann der totale
Klammerausdruck von p, nur negative Werte annehmen, da K positiv.

In der Richtung ac bleibt M negativ (Nvy2) wird positiv, es wechselt der
Wert des Faktors von K das Vorzeichen an derjenigen Stelle, an der
Mq¢ = Ny? wird; es kann daher von dieser Stelle ab in der Richtung ¢ einen
Punkt an der Meridianlinie geben, an dem der totale Klammerausdruck
gleich Null wird, d.h. wo p, das Vorzeichen wechselt.

In der Richtung bd wird M¢ positiv, Ny? bleibt positiv; es wechselt der
Wert des Faktors von K das Vorzeichen ebenfalls bei Mo = Ny2 und kann
daher von dieser Stelle ab in der Richtung ¢ in einem zweiten Punkt der
Meridianlinie Zeichenwechsel von p, eintreten.

Die Lage der beiden Punkte des Zeichenwechsels von

0

p, ist bei gegebener y, -Fliche abhingig von K und »§4 und
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4

sofern K einen fiir das bestehende Rohr bestimmten kon-
stanten Wert hat, abhingig von G% d.h. von der GréBe des
Geschwindigkeitskoeffizienten und hiermit von der Stro-
mungsgeschwindigkeit.

Dies fiithrt zu dem durch die Erfahrung bestédtigten
Resultat, dafl die Stabilitdat einer Stromungsform von
den Geschwindigkeitsgrenzen abhangt in dem Sinn, dall
bei Uberschreiten einer bestimmten Geschwindigkeit die Stromungs-
form in einem solchen Rohr sich verdndert resp. diskontinuier-
liche Stromung eintritt, daB aber auch innerhalb eines solchen
Rohres eine vorhandene Diskontinuitit wieder aufgehoben und eine
geordnete, an die Rohrwand anschliefende Strémung eintreten kann,

9

wenn sich das entsprechende Verhiltnis K :% einstellt; die durch

Fig."2 dargestellten und die von Hampel gefundenen Diskontinuitats-
erscheinungen finden in solcher Weise eine Begriindung.

Die theoretischen Entwicklungen kénnen an Hand der Formeln 3,
auch auf Strémungsformen ausgedehnt werden, fiir die /¢ = konst.
wird, die mathematischen und physikalischen Uberlegungen gehen
parallel mit den far die Potentialformen verwendeten.

Ebenso wie beim geraden Rohr durch Beniitzung der Hilfs-
gleichung %;u;—}—%;—/;:konst. durch graphische Addition aus Poten-
tialstromungsformen andere Stromungsformen entstanden, die eine
Anpassung an praktische Profile ermdglichten, so werden auch im
vorliegenden Fall graphische Additionen von Potentialformen mit
den Grundformen der Gleichung <7 ¢ == konst. zu Formen der prak-
tischen Verwendung fiihren.

Das auf Seite 225 angefithrte partikulire Integral zeigt mit
¢, =ax®> +br’fcx—+d, daB diese Grundformen Rotationsflichen

zwelten Grades sind.

Stromungen der zweiten Art.

Die Stromungsformen entsprechen den allgemeinen GleichungenV,
und kann hierbei » eine beliebige Funktion von » und «x sein; fir

solche Stromungen ist Vj nicht mehr als Funktion von ¢ anzunehmen.
sondern aus den Differentialgleichungen XXVII, Seite 133 zu be-
stimmen, wobei D=0 wird, wenn U als Potentialfunktion eingesetzt,
fir deren Wahl jedoch wieder Uberlegungen #ahnlicher Art wie bei
Potentialformen fithrend sein werden.
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Die bisherigen Ergebnisse konnen in folgender Weise zusammen-
gefalit werden:

a) Es gibt zwei Arten von Stromungsformen und zwar
1. Formen, bei denen widerstandsfreie Bewegung moglich wire,
2. Formen, bei denen dies nicht der Fall ist.

b) Die Formen der ersten Art sind entweder Potentialformen
oder solche Formen, die durch Funktionsaddition von Potential-
formen mit Formen entstehen, deren Querschnittsfunktion der Glei-
chung /@ =—=konst. entsteht, wobei die Konstante einen von Null
verschiedenen Wert hat.

¢) Unter dem EinfluB der Widerstinde werden solche wider-
standsfreie Strémungsformen in Schichtstromungen verwandelt, bei
denen die Geschwindigkeitsverteilung durch eine Funktion 4 be-
stimmt wird, mit derjenigen Formfunktion als Argument, deren
Flachenschar die Wandfiiche enthilt.

d) Durch Einfiihrung von Funktionen U und @ kann die mathe-
matische Bedingung der Gleichung XXIII, wonach alle Glieder der-
selben totale Differentiale sein miissen, erfiillt und gleichzeitig Rand-
bedingungen entsprochen werden, die mit Form und Art der durch
die Beschaffenheit der Wénde verursachten Widerstinde zusammen-
hingen; die Wahl dieser Funktionen unterliegt der Bedingung, daB
die durch dieselben als Massenkrifte eingefiihrten Widerstinde in
Oberflichenkrifte tibergefiihrt werden konnen, die mit den physikali-
schen Eigenschaften solcher Krifte vereinbar sind.

e) Durch die Bestimmung der Verteilung dieser Oberflichen-
krifte ist die Moglichkeit gegeben, fiir jede Form das Gebiet ab-
zugrenzen, innerhalb dem dieselbe bestandsfahig ist.

f) Die Stromungsformen, die Geschwindigkeits-, Pressungs- und
Energieverteilung sind mit den angegebenen geometrischen Hilfs-
mitteln darstellbar.

g) Die Theorie ist durch experimentelle Bestimmung der Form-
funktionen, der Isotachen und der Niveauflichen kontrollierbar und
kann eine Grundlage geben fur die Bestimmung der noch in den
Gleichungen vorkommenden physikalischen Konstanten.

h) Die Strémungsformen der zweiten Art sind nur unter Ent-
wicklung von Turbulenz méglich. Dieselben erscheinen daher, so-
fern dieselben iiberhaupt mathematisch verfolgbar sind, geeignet,
diejenigen Strémungserscheinungen zu beschreiben, die beim un-
stetigen Ubergang von einer Stromungsform in die andere stattfinden.

i) Hierdurch erscheint es moglich, die Stromung durch einen
Komplex von Kanilen in einzelne individuelle Teile aufzulésen, wo-
durch das Problem der Bestimmung einer einheitlichen Strémungs-
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form fiir das ganze Kanalsystem entfillt, an dessen Schwierigkeit
die Anwendung der Ergebnisse der Hydrodynamik bisher ge-
scheitert ist.

In Fig. 47 ist fiir eine Diise mit der durch v =r*z bestimmten
Profilform die Geschwindigkeitsverteilung, entsprechend der auf
theoretischem Wege abgeleiteten
Funktion 1=V ?—y* darge-
stellt.

Man erkennt den Bestand
zwejer Stellen fiir Geschwindig-
keitsmaxima, wie solche auch
~Srailackse bei den die Versuchsergebnisse

an geraden Rohren darstellen-
den Fig. 38 und 39 zu finden

— L sind.
/* T Strabprofi’ Fig. 49 wurde mir von Herrn
/m( Arnold Pfau, Resident consul-
’ ) ' . p— ting Engineer in Hydraulic De-
) partment von Allis Chalmers
Fig. 50. & Co. in Milwaukee U.S. A. zur

~
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Verfiigung gestellt; die Figur gibt die mittels Pitot-Rohren gemessene
Geschwindigkeitsverteilung im freien Strahl hinter einer Nadeldiise;
iiber diese Versuche hat Herr Prof. William Rankine Eckart,
S. Francisco, am Meeting der Institution of Mechanical Engineers in
London, 7. Jan. 1910, ausfiihrlich berichtet (,Engineer”, Jahrgang
1910); man erkennt deutlich den Einfluf der Widerstinde an der
Nadel und eine noch von den Randwiderstanden herrithrende Ver-
minderung der Geschwindigkeit gegen den Rand.

Fig. 50 zeigt die MeBstelle hinter der Nadel

Die Fig. 51, 52, 53, 54 zeigen die ebenfalls mittels Pitot-
Rohren Dbestimmte Geschwindigkeitsverteilung an den Austritts-
querschnitten elliptischer Saugrohre —; dieselben sind der Disser-
tationsarbeit von Herrn dipl. Masch.-Ing. Dr. Diibi: ,Uber die Wir-
kungsweise des Gefiallevermehrers nach Clemens Herschel“, Verlag
von Rascher & Co., Ziirich und Leipzig, entnommen; diese Arbeit
enthdlt auch eine Reihe instruktiver Messungsresultate iiber die
Pressungen am Rand und in der Achse der Saugrohre.

Hiermit scheint die Grundlage gegeben zu sein fiir die Ver-
folgung der Stromungserscheinungen in Diisen und Saugrohren.

Die weitere Verarbeitung der gewonnenen Grundsidtze mufll je-
doch Spezialarbeiten vorbehalten bleiben.

Priasil, Technische Hydrodynamik. 14



4. Ebene zweidimensionale Schicht-
stromungen.

Als Formfunktionen sind y=2z unf fiir ¢ und ¢ jene Funk-
tionen zu nehmen, die den Differentialgleichungen

e, PO 1 (op ov @E?}l)
A_V‘P" + (890 oz 3y g v
@y ?w _p_GHiéz o o) "

A%y +8y ox dx ' o0y oy

entsprechen; dieselben entstehen aus den beiden Gleichungen

o ___ v,
ox oy
o__ v,
oy ox

wie sich durch wechselseitiges partielles Differentiieren und Beach-
tung der Gleichungen IV ergibt.

Mit » = konst. geben die Gleichungen Potentialformen; ist »
eine Funktion derselben Koordinaten, so geben die Gleichungen V_,
Formen, bei denen widerstandsfreie Bewegung moglich ist, wenn die
Funktionen ¢ und » auch die erste der Gleichungen XXIV (Seite 128)

mit y= L und W, =W, =W,=0, d h. die Gleichung
v

24 oy KaA > oy (E)A ) v
B —_ || ——2 4. ¢ I / I
oy U Tz @ 2y e oz 24w)y,)

erfilllen, wie z. B. die Funktionen ¢ =yé¥ und »=¢*¥ des Bei-

spieles der ebenen parabolischen Stromung. Man erkennt, dal man

aus derselben und der ersten der Geichungen V,, die partiellen
1 1

Differentialquotienten — a—y olgy und L 8_v=8 i

vy ox 0% v oy oy

stimmen kann und durch die Operation:

einzeln be-
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K2 (8lg'v>_i)¥ <6lgv>

oy \ ox / 9z \ oy
eine allgemeine Differentialgleichung von ¢ erhilt, die sdmtliche
widerstandsfreie Formen der zweidimensionalen Strémungen umfaft.

Stromungen mit Widerstinden.

Es sind drei Félle zu unterscheiden:

1. Der Widerstand riihrt nur von y-Flichen her.

2. Der Widerstand riihrt nur von y-Flachen her.

3. Ein dritter Fall ergibt sich durch Beibehaltung der Funk-
tion ¢ als Querschnittsfunktion und Bestimmung der - und y-Funk-
tionen in solcher Art, dall die y-Flichen Wandflichen von spezieller
Form enthalten und die y-Flichen, wie in den fritheren Fillen,
und wenn moglich, widerstandsfreie Stromflichen sind; diese Form-

funktionen geben dann Kanile mit ebenen krummlinigen Kanalachsen
mit besonders geformten Querprofilen.

Zum ersten Fall.
a) Geradlinige Parallelstromung.
Die Formfunktionen sind:
p=xz, y=y rv==1
A=1.

In Lambs Hydrodynamik S. 670 ist die Untersuchung fiir den

Fall der Bewegung unter Reibung allein durchgefiihrt; die Resultate
sind folgende:

Der Pressungsabfall pro Langeneinheit ist konstant, also

o __
ox o

Die Geschwindigkeit v im Abstand z von der Mittelebene zwischen
beiden Platten als Koordinaten-Grundebene ist, wenn e den Abstand
der Plattenwand dieser Form bezeichnet,

k
v=-—2 (2 —27.

=5
Hiermit wird analog wie in der Poiseuilleschen Formel mit
k
=2 und A1=¢"—2> und A4=1
27
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der Anschlufl an die verwendete Darstellung gefunden; es werden:
v=GV Al und A}g}—-p{—ko-x:konst.

Die Resultate stehen in Analogie mit denjenigen der Poi-
seuilleschen Stromung; es steht nichts im Wege, dieselben auf die
turbulente Bewegung zu erweitern und namentlich v = G (e? -— 2%)'
als angendherte Isotachengleichung zu betrachten. Er wird jedoch
wegen der geringen praktischen Bedeutung davon abgesehen, die
ganze Untersuchung weiter durchzufiihren.

b) Allgemeine Bewegung.

Ebenfalls auf S. 670 und 671 der Lambschen Hydrodynamik
ist unter Hinweis auf Versuche von Prof. Hele Shaw (Trans. Inst.
Nav. Arch. 40, 1898) der Beweis erbracht, daB bei einer Strémung
zwischen zwei parallelen, dicht nebeneinander befindlichen Platten,
die unter dem EinfluB von Reibung allein erfolgt, die Bewegungs-
gleichungen in der Form geschrieben werden kénnen

op __ 31

i ’
dx & =
op 3n ,
W

worin v, und v,” die mittleren Geschwindigkeitskomponenten an der
y-Linie im Punkte x, y des Stromungsgebietes bezeichnet, woraus
hervorgeht, daf3 E

2

e
45:317 o

als ein Geschwindigkeitspotential betrachtet werden kann.

Zieht man das Ergebnis von S. 111 in Betracht, wonach bei
einer Stromung solcher Art die Deformation einer Kugel, deren
Mittelpunkt sich in der Mittelebene zwischen zwei Platten bewegt,
ohne Rotation erfolgt, so ergibt sich derartige Ubereinstimmung
mit der Theorie, dafl auch in diesem Fall eine Verallgemeinerung
zuldssig erscheint; es konnen auch in diesem Fall

8(;0
_.____G A_G____ 2 ___ .2
v,==CGad=G- (e —2)

o
=G, =G —— (& —2*
t=Gal=6 @ — )
fiir Bewegung mit Reibung allein gesetzt; wihrend fiir Bewegung
1

mit Turbulenz 1=—{(¢’ — z*)* angenommen werden kann.
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Zum zweiten Fall.

Zwei y-Flachen sind widerstanderzeugende Fiihrungsflichen, an
den Platten z ==+ e ist der Widerstand verschwindend klein; A wird
eine Funktion von w.

Analog wie fiir die Stromung in Rotationsformen ist die Be-
wegung auf das Netzkoordinatensystem der Formfunktion zu be-

ziehen; es werden bei Annahme von Potentialformen wegen C=1
und A=RB

0 T
08y=—2, 08, = —=£, =0
V4 " V4 *
0,0, 0,0, 6,0
6 = IL i . (S . ‘F_{ . (S J ' Oy
f,——‘va fr= Vi’ f,= 4

Das Schema der Einzelpressungen und Spannungen ist dasselbe wie
frither; in den y-Flichen wirken keine Oberflichenspannungen.

Mit diesen Werten der Lingenelemente ergibt sich

W, __(q5+ )VA

40U  oU\VA
W, — el Wil I
' (G 2 WT w) 4
W,—=0,

Unter analogen Uberlegungen, wie fiir Strémungen durch Ro-
tationshohlrdume, erhélt man die beiden Gleichungen

e AR L

0, 4  dp V4 g ) V4 ¢

p, ¥ 0 p,-v G* ou* o\ 1

4P Y 9P :l< il > s 2,
o, 4 op VA g\2 oy oy v\/A

ferner die Gleichungen fiir die Kriimmungsmafe:

1
L yir 1 o4 _Yaor 1 a4
0y b 2VA dp v dp 2VA B
1 1 04
o 2yVA oy

und hiermit
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a_pj_
A y< 8U>
Il A U S I
oy g %“aw
3£’£

L(Q ow +1_9_Q> 1
g \2 oy 4 oyp/ »?
so folgt 0B 0P

=X — =Y .

o0 b e BYH-Z
Wechselseitiges partielles Differentiieren fithrt schlieBlich zur Glei-
chung X

0 y 0Z

Werden in die Ausdriicke fir X, Y, Z die einer bestimmten
Stromungsform entsprechenden Werte von 4 und » eingesetzt, so
ergeben sich aus der letzten Gleichung wieder Anhaltspunkte fiir
die Bestimmung der Funktionsformen von A, &, U.

Bei Potentialform wird Y =0 (da » = konst. ist); es folgt

3
% =X, 0¥ _ Z; mithin die Bedingung ox_ oz oder mit »=1.
oy o op oy
=t o[ 10U]_ o [Ga) | 100)
a¢lJ47’Aa¢J dp L2 oy T Aoy

als orientierende Gleichung fiir die Wahl von 4, @ und U.

Es sind auch hier die Félle zu unterscheiden mit ein oder zwei
Wandflichen mit symmetrischer oder nicht symmetrischer Lage der-
selben.

Die Transformationsgleichungen fiir die Uberfiihrung auf karte-
sische Koordinaten sind folgende

ox  10p ox ___ voigp
bp 4 oz oy A oy
o tey o vig ;
op 4 oy oy A ox ¢
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Es folgt hieraus, daf mit den Annahmen & =0 und U= ¢ y*
und mit der allgemeinen Form

. S Yt
2= (wan . wn) - Y _ b (

- M gy
wum —_— wbm wa w )

fir die Verteilung der Stromungsenergie analoge Verhidltnisse sich
ergeben wie im Falle der Stromung durch Rotationshohlriume.

Zum dritten Fall.

Wie bei geradem Rohr verschiedene Profilformen dadurch er-
halten wurden, dafl man zur Querschnittsfunktion ¢ entsprechende
Funktionen y suchte, so kann man natiirlich auch hier zu verschiedenen
Kanalprofilen gelangen, wenn man bei gegebener Funktion ¢ aus
der, die Orthogonalitit zwischen den ¢- und y-Flichen beschreiben-
den Differentialgleichung

R

i 8y 0z 0z
zuerst die allgemeine Form der y-Funktionen bestimmt und dieselbe
dann, so wie es beim elliptischen Profil, beim Stollenprofil und beim
rechteckigen Profil der Fall war, entsprechend spezialisiert; hierbei
ist aber zu beriicksichtigen, daf nun diese Bestimmung derart er-
folgen muf}, daB v auch die Variable Z enthalt.

Diese Bestimmung wird vermittelt durch die simultanen Diffe-
rentialgleichungen 1)

=0

de _dy__ dZ__d¥
o9 dp 0 0
ox oy

deren allgemeines Integral die Form hat
Y=F({f 2Z) .. . ... .. .. &

worin f eine beliebige Funktion der zu ¢ gehdrigen und
bei Potentialform der Differentialgleichung

=1

895-
entsprechenden Funktion y, Z eine beliebige Funktion von 2
und schlieBlich ¥ eine beliebige Funktion F der beiden
Argumente f und Z ist; denn man erhalt:

1) Es werden die durch die folgenden Untersuchungen sich ergebenden

allgemeinen Formen der Funktionen der Stromflichen mit ¢ und y bezeichnet
werden.
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oV oy ov oy ov
7_:171 r OF °r %Y -_ZF’Z/.

ox ox’ oy Fr oy’ oz

F', f’, und Z’ bedeuten die ersten totalen Differentialquotienten der
Funktionen F, f und Z nach den Argumenten (f, Z), v und g;

hiermit folgt

@.F',ﬂ'@ﬁ_*_Q?F'f'.%’;i_!_%‘g.p'z’:o,

ox ox oy
op oy |, dp Oy o
D . L. =0 d =0
N ox ox oy 0y un 0z

sind, wird hiermit die Bestimmungsgleichung fiir vy erfiillt.

Beispiel.

Es sei ¢ = #* — y? und dementsprechend yp =2y, mit v=1

. o . 2
oder allgemein y =—a’xy, mit ¥ = — == konst.
a

Nimmt man ferner
f=@—2mVy+m?
Z=07"
Ve (p—2mVy 4+ m?) b2
mit b, m als Konstanten an, so erhilt man eine Rohrform, die im

ebenen Querschnitt ¢ = 0 elliptisches oder kreisformiges Profil hat,
wie sich aus folgendem ergibt: ,

In der Fliche ¢=0 wird: 2?—3»?=0, x="+y.

Im Schnitt mit der Ebene z=y wird: y=ax?

und somit:
VYV—=qa’x® — 2max -+ m? 4 %2>

Die Projektionen der Schnittlinien der ¥-Flichen auf die Ko-
ordinatenebene XO0Z sind konzentrische Ellipsen, und daher in der

@ = 0-Ebene Kreise, wenn b=-L gesetzt wird; denn es ergibt sich
2
: . . &Y .
deren Gleichung in der ¢ = 0-Ebene mit === in der Form
2

ool

M ist der Abstand des Kreismittelpunktes und & derjenige des

1) Mit & als Abszisse gemessen in der ¢ = 0-Ebene.
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Punktes von der Z-Achse. Mit diesen ¥-Flichen ist also ein ge-
krimmtes Rohr dargestellt, das in der ¢ =0-Ebene kreis-
formiges Profil hat und sich nach beiden Seiten in der Art
zusammmenzieht, daB die Profile ellipsendhnliche Form
erhalten mit gleichbleibender Achsenldnge in der z-Rich-
tung; die Profillinien, d. h. die Schnittlinien der @-Flichen mit den
Y-Flachen werden aber doppeltgekrimmte Kurven, die allerdings in
Querschnittsflichen mit groBeren Funktionswerten wieder angendhert
ebene Kurven werden.

Es wird hiermit:

W— (aVay —m) 5 22

2
die Gleichung der ¥-Flichen.

Dieses Beispiel zeigt die analytische Anpassung von
Kanalformen an eine entsprechende Querschnittsfunktion
und ist die Methode natiirlich auch anwendbar fiir allge-
meine @-Funktionen mit drei Variabeln.

Es sind jetzt noch die y-Flichen zu dem System der ¢- und
V-Flachen in geeigneter Weise zu bestimmen; im geraden Rohr so-
wie in den Rotationshohlrdumen waren es die im gleichen Bogen-
abstand verteilten, die Rohrachse enthaltenden Ebenen; denkt man
sich in der der grundlegenden Raumteilung entsprechenden Weise
in der ¢ = 0-Ebene, durch den Mittelpunkt der frither ermittelten
Kreise die Radien gezogen, go sind die durch diese Radien und
durch die Bahnlinien bestimmten Flichen, die den y-Ebenen der
fritheren Fiélle analogen y-Flichen. Diesem Bildungsgesetz ent-
sprechend ergibt sich als Gleichung derselben

a
Z—=
V2
y=—arctg ———— . . . . . . . . ¢
aVxy —m
denn es wird: zi=(aVﬂ—— m) tg x;
V2
in der ¢ = 0-Ebene ist Vey = é;
4 Yy ek

also
.,_<: ,‘,/,2,"”, tor 5
o \b a g X>
das ist die Gleichung der in der Ebene liegenden und durch den
Punkt &= \/27m gehenden Geraden mit dem Neigungswinkel y gegen
a
die &-Achse.
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Entsprechend ihrem Bildungsgesetz enthalten alle diese Fliachen
die durch den Mittelpunkt der Kreise gehende Bahnlinie und sind
orthogonal zu den ¢-Flichen, was auch durch ihre Gleichung zum
Ausdruck kommt, da dieselbe von der Form y == F(f, ) ist; aber sie
sind im allgemeinen nicht orthogonal zu dem w-Flichen?);
es tritt dies nur ein fir y=0, d.i. in der Symmetrieebene der

Stromungsform, also z==0 und in der Zylinderfliche x:g, deren

Koordinaten durch V2axy=—m bestimmt und deren Erzeugenden
parallel zur Z-Achse sind.

Bestimmung der Existenz von freien Oberflichen.

An freien Oberflichen ist die Pressung gleich derjenigen der an-
liegenden Luftschichten und die Tangentialspannung durch den Einflul
der letzteren verursacht®); als einfachster Grenzfall kann konstante
Pressung und die Tangentialspannung gleich Null, also die freie Ober-
fliche als spannungslose Niveaufliche angenommen werden, die der
Gleichung

v

Pa 1 : —U—zkonst
v Th 2y+ g

entspricht, wenn mit p, die atmosphirische Pressung bezeich-
net wird.

Es soll nun untersucht werden, ob und in welchem Umfang die
Zylinderflache Z__”g' eine freie Oberfliche sein kann, da an derselben

P, =2p angenommen werden kann.

Wird die Z-Achse wagerecht liegend angenommen und die
geodédtische Hohe vom Horizont des Koordinatenursprungs gemessen,
so ist fiir irgend einen Punkt des Stromgebietes (siehe Fig. 55):

h=x sin 9 4 y cos ¥

1) Es ist der Umstand bei Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen an
einem durch Netzkoordinaten abgegrenzten Element zu beriicksichtigen. Die
Momentensumme der auf den fi,- und f,-Flichen des Elementes wirksamen,
durch die Pressungen p, und p, erzeugten Oberflichendriicke mufl gleich Null
sein, welche Bedingung nun an Stelle der Mittelwertsbedingung tritt,
da dieselbe fiir die nicht mehr dreifach orthogonalen Fldachen f,, fy
und f, nicht mehr verwendbar ist, auBer an den bezeichneten Stellen,
an denen die Dreifachorthogonalitit vorhanden ist.

2) Bei inneren Diskontinuititsflichen diirfte die Bedingung p, =0 wohl
nicht zutreffen, da die Existenz der Nebenstromung jedenfalls zumeist durch
den Bestand von Tangentialspannungen bedingt ist.
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Aus den Formfunktionen:

p=at—y, W= Qxy—2mVey-+m?)}2
und z
g ==arctg —————
2xg —m

kénnen x, y, z als Funktionen von ¢, ¥, y bestimmt werden, und
diese Werte in A4, das im Ausdruck v*==G®4,> vorkommt, ein-

Fig. 55.

gesetzt werden; 1 ist ohnehin als Funktion von ¥ anzunehmen;
hiermit kann die Gleichung der Niveauflichen vollstindig als Funk-
tionsausdruck mit den Variabeln ¢, ¥ und y bestimmt werden;
im vorliegenden Beispiel erhdlt man:

o=/ 2\ VBeos g+ 42 4%

W VESN 7 Zewpms e A
z= V?’sin 2 B
A=ty =8 ) VPeosymp +(2)

Der Mittelpunkt der Kreise in der Fliche ¢ =0 ist hiermit

bestimmt durch m
X=—==1, ¢=0,

Ve
da fir denselben ¢@=0, Y—0, oS ¥ == cOS Z, =0

&

ist, und besitzt den Wert 4 =4m"

Setzt man z. B. in Analogie mit den Resultaten fiir Strémungen
in Rotationshohlrdumen

= V?’ur‘;—“g_f‘ und U=Kgp¥?
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(welche Annahmen ebenso wie dort auf ihre Zuldssigkeit durch den
Versuch zu priifen sind), so erhilt man fiir den Mittelpunkt der
Kreise in der Fliche ¢ =0:
P=%¥? und U=0.
Wenn nun die Zylinderfliche eine freie vaerﬂ'alche sein soll, so
muB in allen ihren Punkten, also auch im Kreismittelpunkt, die

atmosphirische Pressung vorhanden sein, also ergibt sich hiermit die
Konstante der Niveaugleichung aus

m?*- ¥ ? = konst.

P mo m 2G?

fe 4+ - sind 4+ —cos P+~
7 V2 V2 g

Fiir einen anderen Punkt der Zylinderfiiche werden:

P ‘/1 a2
= —_— '—I-—7~' == —_ © —
x ‘/21m —+ @* 4 5 Y 2Vm 4@ 5
=VW;, A=—4Vm*-f¢% 1=V -9
U=Kp ¥ o*=26"Vm't ¢* (P, — ¥?).

Es muB} hiermit die Gleichung

N/l om ]| 1 s @ m

W SVttt — VE} o [V?V’"“ oty ) ees?
Vm_“—}— 3 ( V3 -— 3 —wm? Tas] -+ igz pPi=0

_?,,Gf[

fiir alle Werte von ¢ und ¥ erfiillt werden, wenn die Zylinderfliche
eine freie Oberfliche sein soll.

Mit ¢ =0 werden die Klammerausdriicke von sind und cosd
und das letzte Glied gleich Null; es bleibt

a

2 % [m* (P2 — P —m* P 3)]=0.

In der Nahe der Symmetrieebene, soweit der Wert von ¥
sehr klein ist, wird die Gleichung anndhernd erfullt; bei Vernach-
lassigung von ¥ ergibt sich fiir irgendeinen Wert ¢, von ¢ ein
Wert von ¢, also eine bestimmte Neigung der Koordinatenebenen,
fiir die die Gleichung erfiillt wird; es kann daher bei dieser
Neigung der Koordinatenebenen in der Nahe des Quer-
schnittes ¢, die Zylinderfliche als eine Niveaufliche an-
gesehen werden, deren Gebiet sich um so weiter erstreckt, je
weniger der Winkel ¥ mit ¢ variiert.

Fihrt man die vollstindigen Ausdriicke fiir 2, y und 4 in die
Niveauflichengleichung ein und setzt dann ¢ =0, so erhélt man
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‘/gcosx sin & - ‘/»g-/sin y cos &
2G?
+

Diese Gleichung 148t erkennen, dafl es im Querschnitt ¢ =0 fir
bestimmte Werte von ¢ und G eine Linie gibt, an der p konstant
gleich p, werden kann, deren Punkte aber mit Ausnahme derjenigen

(m*(P? — P —m* V3] =0.

fiir /:72E nicht mehr in der Zylinderfliche liegen.

Bei den angenommenen Funktionsformen erscheinen hiermit
nur bestimmt abgegrenzte Teile der zylindrischen y-Flache als freie
Oberflichen geeignet.

Da es noch unendlich viele Variationen fiir ¥ gibt, die die halbe Rand-
fliche ¥, in gleicher Form enthalten, so ist zu erwarten, daB in der geeigneten
Wahl der Funktion von ¥ resp. F und Z die Moglichkeit gegeben ist, eine
solche Verteilung der Geschwindigkeitsverhaltnisse zu erhalten, daB eine der
z-Flachen in weiterem Bereiche als im gegebenen Fall als freie Oberfliche be-
stehen kann; bestimmt man z. B. die Funktion derart, dal in der ¢ = 0-Fliche,
die Kreise des Ringkoordinatensystems entstehen, also exzentrisch liegende
Kreise, deren Mittelpunkte in der Symmetrieebene liegen, so erhilt man eine
andere Form fiir die y- und die y-Fléchen; es kann hierbei einer der Kreise
genau dieselbe GroBe und Lage besitzen wie der Randkreis bei der konzentri-
schen Verteilung und wird daher durch die, durch denselben bestimmte Rand-
fliche dieselbe sein wie frither; die Schnittlinien der y-Flachen mit der ¢ = (-
Ebene werden nicht mehr Gerade, sondern die zu den exzentrischen Kreisen
orthogonalen Kreise. Derjenige dieser y-Fliachenkreise, der die Symmetrieachse
unter rechtem Winkel schneidet, gibt eine sattelformige y-Flidche, die geeignet
erscheint, sich in weiterem Bereich an die Gleichung der freien Oberfliche an-
zuschlieBen, als dies bei der Zylinderfliche der Fall war, woriilber nun Unter-
suchungen &hnlicher Art, wie friiher, iber den Grad der Ann&herung Auf-
schlull geben konnen. :

Hinweis auf andere Funktionsformen.

Die im Beispiel verwendete Funktionsform fir @, d.i. ¢ = 27 — 7,
wurde der Einfachheit halber gewidhlt; sie gibt die einfachsten Aus-
driicke fiir die Ableitungen, hat aber den Nachteil des asymptoti-
schen Anschlusses der Bahnlinien an die X- und die Y-Achse, d. h.
dieselbe kann nur solche Stromformen beschreiben, bei denen die
Geschwindigkeiten mit der Entfernung vom Koordinatenursprung
stark wachsen; ihr Verwendungsbereich ist daher ein beschrinkter;
es gibt aber noch andere Potentialformen, bei denen dies nicht der
Fall ist, so geben z. B. die Funktionen

@ =a(x— €" cosy)
y=Db(y + ¢"siny)
1=z
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eine zweidimensionale Potentialstrémung, bei der wegen

0 % .
a(1 — €” cosy), a—j;:ae siny

o __
ox

in den, in der YOZ-Ebene liegenden, durch die Ordinaten y= 0,
+ 27, + 47 bestimmter Parallelen zur Z-Achse die Geschwindigkeit
g%———a; gg =0, d. h. die Strémung
kommt als Parallelstromung mit der Geschwindigkeit ¢ aus dem
negativ Unendlichen, geht aber im positiv Unendlichen wieder ins
Asymptotische an den Flichen y = + =z, +3x: ... ete. iiber; aber
es gibt noch andere Funktionsformen, bei denen auch dies nicht der
Fall ist, wie z. B. die zweidimensionalen Stromungen um feststehende
Zylinder mit Erzeugenden parallel zur Z-Achse (Fig. 56), die Helm-

gleich Null wird; x=—oc0 gibt

holtzsche Stromung aus parallelen Platten, die Stromungen mit
freien Strahlen; solche Strémungsformen erscheinen geeigneter z. B.
zur Beschreibung ungleichférmig stationdrer Bewegungen in offenen
Kanilen, also etwa bei Behandlung des Stauproblems; es wird be-
ziiglich solcher Formen auf die Lehrbiicher der Hydrodynamik ver-
wiesen, namentlich auf Lamb, sowie wegen der graphischen Be-
stimmung solche Formen auf Holzmillers Ingenieurmechanik und
weiter noch auf Maxwells Elektrizitét und Magnetismus, worin auch
dreidimensionale Formen bestimmt sind.

Auch iiber andere Rotationsformen geben die angegebenen Literatur-
quellen AufschluB und ist es natiirlich auch bei solchen Formen moglich,
Kanile mit krummliniger Achse darzustellen, wenn man das Gebiet nicht um
die geometrische Achse des Rotationshohlraumes, sondern um eine andere
Bahnlinie abgrenzt.
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Im letzten Beispiel wurde die Existenzmoglichkeit einer freien
Oberfliche in dem entsprechend der y,-Funktion abgegrenzten Kanal
untersucht, und zwar unter Aufnahme der Randbedingung, da8l an
der freien Oberfliche p, =0 sein und dieselbe dem Gebiet ange-
héren miisse, an dem die Netzkoordinaten dreifach orthogonal sind;
es wurde dann angenommen, daB dies der Fall sein konne, wenn
eine der y-Flichen diese Eigenschaften besitzt; bei Schichtstromung
ist die erste Bedingung in den y-Flichen an sich erfiillt; die zweite
Bedingung wurde bei der angenommenen Stromungsform nur partiell,
d. h. an bestimmten Stellen und unter bestimmten Bedingungen er-
fallbar gefunden.

Da beim freien Strahl die freie Oberfliche als Begrenzungs-
fliche zu betrachten ist, so wird, sofern Schichtstromung voraus-
gesetzt werden kann, als Bedingung anzunehmen sein, daf} in den
z-Flichen und in der vy -Fliche der Wert von p, =0 sei, wenn die
Luftreibung gleich Null gesetzt werden kann.

Beachtet man nun, daB die Gleichungen 3 . ... p, =0 er-
geben, wenn die Klammerausdriicke auf den linken Seiten derselben
gleich Null werden, daB diese Klammerausdriicke jedoch nur die
Funktionen ¢ und ¥ enthalten, so ist zu erwarten, daBl diese Glei-
chungen zur Bestimmung derjenigen ¥-Flichen dienen kénnen, in
denen p, =0 ist und daher als Grundgleichungen fiir die Bestim-
mung der freien Strahlen dienen, und daB die experimentelle Unter-
suchung der freien Oberflichen ein weiteres Mittel zur Untersuchung
der Anwendbarkeit der Theorie iiberhaupt und der Grenzen ihrer
Anwendung wird geben koénnen.

Die Dissertation von Herrn Ingenieur Dr.-techn. Hans Grether
iiber ,Potentialbewegung tropfbarer Fliissigkeiten in gekrimmten
Kanilen“ gibt Versuchsresultate von zweidimensionalen Strémungen.

Die von Professor Donat Banki im derzeit beginnenden
Band 57 der Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. Nr. 1 im Artikel ,Der
Energiesatz der kreisenden Fliissigkeit* publizierten Ergebnisse decken
sich in Gleichung 2 des Artikels prinzipiell mit den Ergebnissen
dieses Kapitels; die von Banki verwendete Versuchsmethode er-
scheint geeignet zur Priifung der Zuldssigkeit der vorgeschlagenen
Darstellungsweise.



5. Stationire Stromung in bewegten Ka-
nilen. Stationire Relativstromung.

A. Geometrie der Stromung.

Stromt Fliissigkeit lings fester Wande eines kanalférmig aus-
gebildeten Hohlraumes, der selbst gegeniiber der Erde eine Bewegung
besitzt, so heilt die Ortsverinderung der Flissigkeit gegeniiber dem
Gehduse des Hohlraumes deren Relativbewegung, diejenige gegeniiber
der Erde deren Absolutbewegung.

Die Formen beider Bewegungen sind verschieden und stehen
durch die Form und Art der Bewegung des Hohlraumes mit ein-
ander in einem bestimmbaren Zusammenhang.

Dieser Zusammenhang 148t sich durch folgende Gedankenexperi-
mente zur Vorstellung bringen:

Denkt man sich eine kleine Kugel mit der Fliissigkeit bewegt,
so wird die Bahn derselben von einem Beobachter, der seinen Stand-

7 b
24,

Fig. 57.

ort am Gehduse des bewegten Hohlraumes hat und daher mit dem
Gehiause bewegt wird, in derjenigen Form gesehen, die der Relativ-
bewegung entspricht, Relativbahn; von einem Standpunkt auf der
Erde hingegen in der der Absolutbewegung entsprechenden Form
(Absolutbahn). Fig. 57.
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Ein bestimmter Zusammenhang der Bahnen macht sich bei
dieser Form des Schwimmkérpers nicht direkt bemerkbar.

Denkt man sich jedoch statt der Kugel zwei durch ein Gelenk
miteinander verbundene Stibchen von der fingierten Eigenschaft, daf
sich das eine Stidbchen in Richtung der Relativbewegung, das andere
in Richtung der Absolutbewegung einstellt, so wird von beiden Stand-
punkten aus zu beobachten sein, daB im allgemeinen die gegenseitige
Lage der Stibchen bei der Bewegung dieses Instrumentes mit der
Fliissigkeit sich #ndert, und wenn mehrere solche Schwimmkérper gleich-
zeitig eingebracht werden, auch an verschiedenen Orten verschieden
ist; weiter aber wird zu bemerken sein, daB die Lage des durch die
Relativbewegung orientierten Stdbchens sich bei jeder Bewegung
des Hohlraumes im wesentlichen an die Richtung der Kanalachse
(Mittellinie des Kanals) anschmiegt, wiahrend die Lage des durch die
Absolutbewegung orientierten Stabchens sich mit der Bewegung des
Hohlraumes #ndert; bei Stillstand des Kanals nehmen beide Stdb-
chen die gleiche Lage an, bei Bewegung des Hohlraumes kreuzen
sie sich mehr oder weniger, je nach dessen Geschwindigkeit.

Hiernach #ndert sich bei dieser Bewegung hauptsichlich die
Form der Absolutbahn, wihrend diejenige der Relativbahn mehr an
die Kanalform gebunden
bleibt und sich nur in )
dem Mafle dndert, als ARV AN SN /r’
innerhalb der Kanalform Vit “Ar S 3
eine Forminderung der AN AT A

& p o/ /
Stromung eintritt. P Ty AN A A /
Y *":\

Ein anderes Gedan- & Aohnoumes VA
kenexperiment ist fol- VX X ¥ &
gendes: denkt man sich P A%
eine groBe Anzahl sol- SR P /
cher  Schwimmkérper / “.. Rl ..-’/
mit der Fliissigkeit be- 221 <% A
wegt, so kann sich bei Fig. 58.
geeigneter Aufeinander-
folge derselben durch Momentphotographie ein Netzbild ergeben, in
dem die durch die Relativbewegung orientierten Stdbchen sich zu
einem Liniensystem vereinigen, das den relativen Strombahnen ent-
spricht, wihrend die andern Stébchen sich zu einem das erste schnei-
denden Liniensystem vereinigen, das die Stromlinien darstellt, nach
denen im Moment der Aufnahme die Absolutbewegung stattfindet.
Fig. 58.

Ist nun die Bewegung sowohl der Fliissigkeit als auch des Hohl-
raumes derart beschaffen, daB sich dauernd solche kongruente Netze

Prasil, Technische Hydrodynamik. 15
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aufnehmen lassen und bleibt hierbei auch die Pressung in jedem
Punkte dauernd dieselbe, so ist die ganze Bewegung stationir; es
kann dies natiirlich nur eintreten, wenn die Relativbewegung und
die Bewegung des Hohlraumes stationar sind, bleibt aber immerhin
ein Abstraktum, da es nur unter ganz besonderen Bedingungen mog-
lich wére, die ZufluBverhiltnisse zum Kanal dauernd stationir zu
erhalten; in den Kanilen der Kreiselrider wird die Bewegung im
allgemeinen periodisch stationir.

Bei Verwendung derselben Darstellungsweise wie fiir die sta-
tionire Bewegung in feststehenden Riumen wird es jedoch zweck-
dienlich sein, vom Abstraktum der stationiren Relativbewegung aus-
zugehen, d. h. stationdre Formen derselben anzunehmen und deren
Bestandsmoglichkeit und Grenzen zu untersuchen.

Fir die mathematische Darstellung wird ein mit dem beweg-
lichen Hohlraum fest verbundenes Koordinatensystem anzunehmen
sein; in den auf dasselbe bezogenen Fundamentalgleichungen ist die
Zeit als Verdnderliche nicht enthalten und sind alle partiellen Ab-
leitungen nach der Zeit gleich Null

Bestimmt man jedoch die Bewegung in bezug auf ein mit der Erde fest
verbundenes Koordinatensystem im Sinne der Eulerschen Fundamentalglei-
chungen, so miissen dieselben die Zeit enthalten, da die Punkte des feststehen-
den Raumes stindig mit anderen Punkten des beweglichen Raumes zur Deckung
kommen; nimmt man z. B. den Fall des rotierenden Kreiselrades und legt man
die Drehachse desselben in die Z-Achse des feststehenden Koordinatensystems,
so wird bei Drehung des Rades irgend ein Punkt des festen Raumes, der
innerhalb des Stromungsgebietes liegt, abwechselnd mit Punkten des bewegten
Raumes zur Deckung kommen, die in den mit Fliissigkeit erfiillten Raumen
desselben und in den Schaufeln liegen; durch den Punkt des festliegenden
Raumes geht Materie von verschiedener Art, und daher miissen die Euler-
schen Gleichungen, die den Zustand in diesem Punkt beschreiben, die Zeit ent-
halten. Die Bewegung ist daher formell gegen den festen Raum nicht stationir.

Aus dem Grunde ist es angezeigt, von einer Darstellung der Be-
wegung durch Gleichungen, die sich auf das feste Koordinatensystem
beziehen, abzusehen, und unter Beniitzung des durch die Mechanik
im Satz von Coriolis gegebenen formellen Hilfsmittels den Unter-
suchungen das bewegte Koordinatensystem zugrunde zu legen.

Es wird hierbei geniigen, den Fall geradliniger gleichférmiger
Bewegung der Kanile zur ersten Orientierung und weiter den Fall
gleichformiger Rotation von Kanilen um eine feststehende Achse ent-
sprechend der Anwendung auf Kreiselriider zu behandeln.

Die allgemeinen geometrischen Eigenschaften der Formfunktionen
der Relativbewegung sind dieselben wie im Falle des feststehenden
Raumes; es sind daher auch alle auf dieselben basierenden geome-
trischen Methoden sowie das Hilfsmittel der konformen Abbildungen
fiir die graphische Darstellung von Relativstromungen verwendbar.
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Als notwendige Ergénzung ist der Zusammenhang der relativen
Strombahnen mit den absoluten Momentan-Stromlinien zu unter-
suchen:

1. Fall.

Die Formfunktionen ¢ und vy seien vorerst zweidimensional, mit
z =12; die Kanile sind begrenzt durch v-Flachen und ebene parallele,
zur Z-Achse senkrechte Seitenwinde (y-Flichen); es wird angenommen,
daB der Widerstand an den Seitenwinden gleich Null sei; es ent-
spricht also die Strémung dem auf Seite 213 behandelten Falle.

Die Kanile besitzen eine geradlinige gleichférmige Translations-
bewegung parallel zur X-Achse.

Die Geschwindigkeitskomponenten der Relativbewegung werden
hiermit

vz=GaI%, vy:GaQ%, v,= 0.

2 ist eine Funktion von vy von der Eigenschaft, daBl deren Wert
entsprechend der Annahme des Haftens an den Wandflichen der
Kanile; bei einer Aufeinanderfolge gleich groBer Kanile wird hier-
mit z. B. der Wertverlauf von v lings einer zur X-Achse parallelen
Geraden durch eine periodisch verteilte Kurve dargestellt werden
koénnen.

Es sei u=@G K, die Translationsgeschwindigkeit der Kanile.
Da nun nach dem ersten Gesetz der Relativhewegung in jedem Zeit-
punkt die Absolutgeschwindigkeit eines Punktes des in relativer Be-
wegung befindlichen Korpers gleich ist der Resultierenden aus der
Relativgeschwindigkeit dieses Punktes und der Geschwindigkeit, die
demselben als Punkt des in Bewegung befindlichen Raumes zukommt,
so werden, wenn man mit w,, w, und w, die Geschwindigkeitskom-
ponenten der Absolutbewegung bezeichnet:

A
wx—:vx—}—u:G(al;—{-—Ku)

w,=v,=0.

Die absoluten Stromlinien liegen nach den fritheren Erorterungen
auf Flachen, die im vorliegenden Fall als Zylinderflichen mit Er-
zeugenden parallel zur Z-Achse erscheinen; wird mit L, deren Funk-
tion bezeichnet, so folgt

oL, 8L

=] |~ "a =0
arL, Tz dx 7y dy

15%
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als Differentialgleichung einer L -Fliche, in der dann dx und dy
proportional «, und w, sind, so da3 sich als Bestimmungsgleichung
fir L, mit ¢, und 1w, als Formfunktionen der Relativbewegung
wegen

P A
- oy ox
ibt:
ergi ?;Lia(' aW’l—i—K) aLa <—_a'l/rr })-—O
dx \ T oy “ oy ox )

deren Integration durch das System simultaner Differentialgleichungen
vermittelt wird:

- d c dEJ,,, _d L,
oy, . oy 0
;77) 4_‘]7- oo r v
0 AT ox A

Als allgemeines Integral folgt L, — F([Ad vy, - K,y), L, kann eine
beliebige Funktion des Argumentes [idy, - K, -y sein, damit die
Differentialgleichung erfillt wird; bezeichnet man nun das bei
gegebener Funktionsform von 1 entwickelbare Integral [idy, mit
L,, so wird, da jeder % -Fliche ein bestimmter Wert zukommt.
auch durch L, jeder vy -Fliche ein bestimmter Wert zugeteilt und
man ist wieder imstande, die Schnittlinien der L -Flichen mit den
z-Ebenen in einer derselben als Konstruktionsebene in solcher Auf-
einanderfolge zu zeichnen, daf} den einzelnen Linien Werte von L,
zukommen, die um den gleichen Betrag von Linie zu Linie differieren.

Bezeichnet man ferner den Ausdruck (A, -y) mit L, so ist dies
ein Funktionsausdruck fiir Ebenen parallel zur XO0Z- Ebene, deren
Darstellung zur X-Achse parallele Gerade ergibt, die dann ebenfalls
in solcher Aufeinanderfolge (in vorliegendem Fall in gleichen Ab-
tinden) gezeichnet werden konnen, so daB die Funktionswerte der
aufeinanderfolgenden Linien wieder um gleiche Betrige differieren;
L, kann als Bahnfunktion der Raumbewegung, L, als Bahnfunktion
der Relativbewegung, L, als Linienfunktion der Absolutbewegung
bezeichnet werden.

Nimmt man nun die einfachste Form des allgemeinen Integrals
fir L,. das ist mit den gewihlten Bezeichnungen

L,=L,}1I,,

so ergibt sich hiermit die Funktion L, als Summe der Funktionen
L, und L, und hiermit die Grundgleichung fiir die gra-
phische Bestimmung der absoluten Stromlinien durch gra-
phische Funktionsaddition: L, erhdlt in denjenigen Punkten
gleiche Werte, in denen die algebraische Summe von L, und

L, konstant ist.
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In den Figuren 59a und b, 60a und b ist diese Methode der
Stromlinienbestimmung fiir einen parabolischen Kanal durchgefiihrt,
und zwar in der Figur 59a bei widerstandsfreier Relativbewegung, in
der Figur 60a bei widerstandsbehafteter Relativbewegung.

Fig. 59a.
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Im ersten Fall ist =1, mithin erjf',ldwr:wr—’/)raa und
Vra

bei y,,=-4, L, =1y, —4; der Annahme K, 6=——2,5 entspricht
eine Richtung der gleichférmigen Translationsbewegung des Kanals
im Sinne des Pfeiles bei u; die Grofenverhiltnisse der Geschwindig-
keiten bei Ein- und Austritt sind durch den der Figur beigegebenen
Hodograph gekennzeichnet. Da bei widerstandsfreier Stromung durch
den parabolischen Kanal die Relativgeschwindigkeit in allen Punkten
einer Parallelen zu O X denselben Wert hat, so sind die Hodographen
fiir alle Strombahnen kongruent.

Im zweiten Fall ist

A=Vy, t—yp =V —yp!

angenommen und wird hiermit

Yr

Lr:fl/a'T—_Wr‘dww
+-4

die graphische Bestimmung der Werte von L, durch die Integral-
kurve von 1 und die Lagebestimmung der Schnittpunkte der mit
gleichen Wertdifferenzen aufeinanderfolgenden L -Linien mit der
Linie b ist in dem der Stromlinienfigur beigegebenen Diagramm
durchgefiihrt.

Mit K, =-—34-375 ergibt sich in diesem Fall eine Aufein-
anderfolge der L -Linien, die derjenigen des ersten Falles identisch
ist; man erkennt aus dem Vergleich der beiden Stromliniennetze
den EinfluB der Widerstinde auf Lage und Form der absoluten
Stromlinien; da die Gleichung fir A Haften an den Wéanden y,, und
y,, ergibt, so miissen die absoluten Stromlinien an diesen Wénden-
tangenten parallel zur n-Richtung besitzen; aus den der Figur bei-
gegebenen Geschwindigkeitsdreiecken ist die Verschiedenheit der Ein-
resp. Austrittsrichtung an den Enden der aufeinanderfolgenden rela-
tiven Strombahnen zu erkennen.

Andere Werte von K, ergeben naturgemaf andere Formen der
absoluten Stromlinien.

Durch die Lage der absoluten Stromlinien an den Endquer-
schnitten des Kanals sind die Richtungen bestimmt, in denen einer-
seits dem Kanal die Fliissigkeit zugefilhrt werden mull, damit die
den angenommenen Formfunktionen und der eingefithrten Funktion 4
entsprechende stationire Relativstromung im Kanal stattfinden kann,
mit denen andererseits die Fliissigkeit den Kanal verlaf3t; die Kenntnis
dieser Richtung hat praktische Bedeutung wegen der Ausbildung der
Zu- und Ableitungskanile und wie sich spiter ergeben wird, bei Be-
rechnung der Kraftabgabe.
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Im vorliegenden Beispiel 18t sich das Netz der Relativ- und
Absolutbahnen leicht zeichnen, da die L -, L - und L -Flichen Zylinder-
flichen resp. Ebenen mit Erzeugenden parallel zur Z-Achse und die
Konstruktions-(y-)Flichen Ebenen sind.

Die Methode 1aBt sich auch fiir dreidimensionale Formfunk-
tionen anwenden, wobei nun im allgemeinen auch die I -Flichen
doppelt gekriimmt werden und daher die graphische Darstellung der
Netze in der Ebene durch konforme Abbildungen erfolgen mull; es
ist hierbei die Funktionsform von L, zu bestimmen, was jedoch im
allgemeinen mit erheblichen Schwierigkeiten verbunden ist.

Die graphische Funktionenaddition 148t sich aber auch zur Dar-
stellung der Schnittlinien der Querschnittsflichen beniitzen.

Bezeichnet man mit ¢, die Querschnittsflichen der Relativbewe-
gung, mit @_ diejenigen der Absolutbewegung in der dem Stibchenversuch
entsprechenden Netzdarstellung, so werden, wenn man die Relativ-
bewegung als vollkommene Potentialstromung annimmt und v = G K,,
als Translationsgeschwindigkeit in der X-Richtung einsetzt:

o0, .
wx_vz+u~G<_a—w+Ixt¢>’
09,

oy’

o9,
oz’

wyzvyzG

/u)z:’l)z:G

und man erkennt, dal w_, w,, w, von einer Funktion ¢, als Quer-
schnittsfunktion durch die Ansitze:

0P,

0%, w — G %, v

oz’ e

w, =G
abhingig gemacht werden konnen, wobei ¢, =@, | K,x wird; be-
zeichnet man ¢,=— K, x als Formfunktion der Raumbewegung, so er-
halt man in

Pa=Pr T Ps
die Grundgleichung fiir die graphische Addition der Querschnitts-

funktionen; das Verfahren ist nicht mehr an zweidimensionale Stro-
mungsformen gebunden und kann auch auf Grund der Gleichung:

P == Pa— Ps
zur Bestimmung der Flichen ¢, dienen, wenn die ¢ - und ¢-Flichen
gegeben sind.

Schneidet man z. B. eine gegebene und auf gleiche Funktions-
wertdifferenzen geordnete ¢ -Flichenschar durch Ebenen, die unter-
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einander parallel sind und senkrecht zu den ¢_-Flichen stehen, so
ergeben sich in diesen Ebenen als Konstruktionsebenen Schnittlinien
mit den ¢, -Flichen und Gerade mit den ¢ -Flichen, denen nach alge-
braischen Reihen geordnete Funktionswerte zukommen; die Verbin-
dungslinien der Punkte mit gleichen Werten ¢, — ¢, geben in jeder
Ebene die Schnittlinie der @ -Flichen mit derselben und deren Ge-
samtheit die Schar der ¢ -Flichen; deren orthogonale Trajektorien
geben die Bahnen der Relativstromung, von denen ein Teil durch
eine Wandfliche abgegrenzt werden kann.

Man erkennt, daf§ in diesem Fall beide Stromungen Potential-
formen besitzen.

2. Fall.

Die Formfunktionen ¢, und v, seien wieder vorerst zweidimen-
sional, also: y==¢; der Kanal rotiert mit der gegebenen Winkel-
geschwmdlgkelt w=G-K, um die Z-Achse; die Funktionen werden
zweckmiBig in Zylinderkoordinaten ausgedriickt, die Kanalbegrenzung
ist gegeben durch zwei y -Flichen und zwei y-Ebenen; letztere sollen
wie frither keine Widerstinde verursachen, es werden allgemein:
op, 2 o, 4

—_—G-—-- :G
Ur or v 7 rog v’

v, =0,

z

4 ist nur eine Funktion von ,, hiermit folgen die Komponenten der
Absolutgeschwindigkeit:

wT:vT:G

0@, 4
r v

0@, A
wq_vq+7w—Gm-;—+—GTK,)>

die relativen Strombahnen und die absoluten Stromlinien liegen wieder
auf Zylinderflichen mit Erzeugenden parallel zur Z-Achse; es folgt
analog wie friiher

dL,~

und als Diﬁerentialgleichung zur Bestlmmung der Funktion L , da
dr proportional w, und rdg proportional w, sind:

oL, (o, l) aLa<8<pr )
(8r Y +r8q 0q v+rK

Um zu untersuchen, ob die graphische Funktionsaddition auch
in diesem Fall verwendbar ist, wird wieder

La=Lr+Ls mit Ls:——:f}.dyrr
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gesetzt, es folgt:
BLE__A(?_% oL,

or or or
aLa:lay;,_l_a_fzi
roq roq ' roq

und somit

Fog, oy, | 109, 0L, | o9, 0y, A0y, o

vy or or v r or | vrdq réq og "~ °
AOL, o¢ oL
s, "t L T g 0,
+r-8q r-8q+ 0q 0
wegen der Orthogonalitit von ¢ und ¢ sind:
op, o op, 0y o oy
A I s T A A it S g}
or or Trag reg " or roq
und wird hiermit:
AoywroLs oy <l 0@ >6L
—= 128 gy (52K S =0
r oq 8r+ dq +r“8q+ 0q 0
nimmt man:
oL oL dL r* K,
5= 1 e ird —*=rw; L =—2, d h.
72 0, also Ty 7, S0 wird 2 =row L, 5

die graphische Funktions-Addition nach der Formel L,—1L_ - L,
ist anwendbar, wenn die L -Flichen als koaxiale Zylinder-
flichen genommen werden, die in den y-Ebenen durch kon-

zentrische Kreise dargestellt sind mit r:‘/gKL!; dieselbe

«

liefert in dhnlicher Weise wie im fritheren Fall das Netz
der relativen Strombahnen und absoluten Stromlinien.
Auch in diesem Fall ist Verallgemeinerung moglich; die Be-
sfimmung der Funktion L, ist, wie friiher, mit Schwierigkeiten ver-
bunden; die Verwendbarkeit der Funktionenaddition fiir die Quer-
schnittsfunktionen ergibt sich aus folgenden Uberlegungen:
Setzt man allgemein

op, 1 oQ op, 1

= a :G a-—, = e

e oz v,’ “r or v, g rogq v,
a

__ gl ! — % _ gl 1

v’_Ger’ n=G3) v,’ 1 T rogv,
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und «=@G,: K,, so folgen die Gleichungen:

09, _ 2947,
oz 2z v,
0% 0947 R
or or v,
o 0@, v 9
r="Yelr K,
aq oq v, ! Vr
und aus denselben, wegen
S0, 009, 009, 009, 709 _ 00¢
9z ar  or 9z’ ar oq o0q or’ dq 0z 0z 04
die weiteren Gleichungen:
v »
o-r Zr
o7, vy 20, 7,
9z or  or 0z
vr ~Tr
op v op - ov c
“fa_ a__"Ta _a_ 9yK .y —yK,—2 [ " "~
or 8q  aq or oe¥rT T Re 5
v v
Zr DT
a(pa a‘Va__a(pa Va___q,‘.zK %‘
0z 0q  0q 0z “ oz

Wird nun v, =», =v genommen, so folgt % — 1, alle Ablei-

a
tungen dieses Verhiltnisses sind gleich Null; man erhilt:

oy o
2 t—=0; — =0
Tyt or 0z
und hieraus
2

worin @ eine beliebige Funktion nur von ¢ ist; da wegen éf =0

oz

der Funktionsausdruck fiir » unabhingig von z sein muB;

09, __ 29,
0z 0z
09, 09,
or  or

09, 09,
rr—"Ta_ g .Q.
oq 0q ¢
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Man erkennt, daB durch
¢, =0,— Ko [ Qdg=19,— 9,

wieder die Anwendbarkeit der graphischen Funktionenaddition be-
griindet ist. Die Formfunktion der Raumbewegung ist

¢, =Ko [Qdg;
die @ -Flichen sind Meridianebenen; die Darstellung der Schnittlinien
wird in koaxialen Zylinderflichen resp. deren Abwicklungen er-
folgen konnen.
Die Stromungsformen der absoluten und der relativen Bewegung
miissen hierbei der allgemeinen Differentialgleichung V,, (S. 86) mit

Yy =

=1 erhélt man: ¢,= K, ¢ und die Glei-
chung V__ erhilt die Form:

1op  20¢
—|— =——,

r or ror

raq

Nimmt man »,=1 an, so folgt aus der ersten und der dritten
der Gleichungen b:

a%_a&_<%__rk, )8» 0

or 0q 0q or
wihrend die zweite der Gleichungen b die Form erhilt:
o, 0V (i)tpa . >8v
a%7r_ (“Fa__ =2 K, ..
or og \ag " Bo )%y " Ko,

Da die linken Seiten beider Gleichungen identisch sind, so
kénnen dieselben nur bei K,=—0 bestehen; es ist also bei K, 7 0
Potentialform von ¢, im allgemeinen nicht moglich; dasselbe Re-
sultat erhdlt man, wenn man » ==1 setzt.

Ist die Stromung rein zweidimensional, also simtliche Funk-
tionen mit Ausnahme y =z unabhingig von z, so entfallen die erste
und die dritte der Gleichungen b; man kann dann v,=1 setzen
und entsprechende Werte von »_ beigegebenen ¢, finden, d. h. es sind
Potentialstromungen fiir ¢, moglich. '

Diese Ergebnisse konnen folgendermafien gedeutet werden:

In einem rotierenden Kanal mit feststehender Achse nehmen
die Relativ- und die Absolutbewegung Stromungsformen an, deren

allgemeine Differentalgleichung die Funktion » in der Form v=—§,—

enthilt; entspricht die gesamte Kanalbewegung solchen Formen nicht.
so tritt diskontinuierliche Strémung ein.



236 Stationdre Stromung in bewegten Kandlen. Stationdre Relativstrémung.

B. Kinematik der stationiren Relativ-
stromungen.

Es wurden schon in den letzten Untersuchungen die Geschwindig-

keitskomponenten in Zylinderkoordinaten
—gle LR

=0 ; = —; =@
Vs oz v, Ve roq v, Ur

0@, A

or v,

eingefiihrt; der Beweis fiir die Erfillung der Kontinuitatsbedingung
bei Annahme dieser Zusammensetzung der Ausdriicke fiir die Kom-
ponenten ergibt sich in analoger Weise wie auf Seite 98.

Da w,=v,, w,=v,, w,=v,+7r o, also

q
Sw;__avg 6wr__8vr_ w, v, ?E‘q_avq_

r r

9z 0z’ or  or’ r r’ rdq réq
sind, so ergibt sich, dafl die Kontinuitdtsgleichung fiir die Absolut-
bewegung erfiillt wird, wenn dies fiir die Relativbewegung der Fall
ist und umgekehrt.

Ebenso koénnen alle Untersuchungen iiber die Deformation von
Flachen und deren Resultate heriibergenommen werden.

Die Wirbelfunktionen von Helmholtz sind in Zylinderkoordi-
naten bestimmt durch die Gleichungen:

ov, 0w,

29 =—r——=2 _ . . . . .Rotation um den Parallelkreis
q 0z or
01y , v, OV, . . '
29, =244 — Rotation um eine Achse || Z
or r  roq
0
29, = “hv_z _ 9% . . . . . . . . . Rotation um den Radius r.
roq 07
Nimmt man zur Vereinfachung G =1, ferner » —» == L ,
e
und 1==1, also
J— ‘Ja(pr. —_ ‘za(p‘r. ‘.’.a(pr
=1 V=t v, =17 voq’
an, so werden fiir die Relativhewegung
op o
’(9 = ——p LT ; ’ﬁ p—— -Ir ; == U.
1 "oz £ 0q %, =0

Fiir die Absolutstromung wird w, =r* 8—20—’ + r K, es folgt hier-
rdgq .

o g . 0
mit fiir dieselbe &, = 8—(’;—’ -+ K, wihrend ﬂq und &, dieselben Werte
beibehalten. '
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Die lineare infinitesimale Deformation hat in beiden Stromungen
nirgends Rotationskomponenten um die Radien als Achsen, die
resultierenden Rotationsachsen beriihren daher in jedem Punkte
den denselben enthaltenden Kreiszylinder um die z-Achse, woraus
folgt, dal die Wirbellinien dieser Stromung auf diesen Kreiszylin-
dern liegen. )

Soll nun die absolute Stromung, in der nur die Schwerkraft
als Massenkraft wirksam ist, widerstandsfrei sein, so miussen, wie
schon auf S. 117 und 118 erwdhnt, die Wirbellinien immer mit den-
selben Flissigkeitsteilchen zusammenfallen; im vorliegenden Fall
konnte dies nur bei solchen Stromungsformen der Fall sein, bei
denen eine um 2z kreiszylindrische Ausgangsfliche zu anderen Kreis-
zylindern deformiert wird.

Dies wird - eintreten, wenn w, unabhiéngig von z und g, mithin
entweder w, =0 oder

p.=RA+Y
i8t, worin R nur eine Funktion von 7, Y eine solche von z und
q ist.
Nimmt man allgemeiner nach S. 234 w=gn, so erhdlt man
e
auch allgemeinere Formen fiir widerstandsfreie Strémung, denn es
werden hierbei fiir die Relativbewegung
2 1
021?93r.; ﬁzla‘pr; 19="_Q_’a‘7)r,
2 Q@ 0z 2 Q 0q T2 Q% o0z
d. h. die resultierende Rotationsachse und somit auch die Wirbelfaden
haben allgemeinere Lagen wie oben.

C. Dynamik stationiirer Relativbewegungen.

Als Massenkrafte sind neben der Schwerkraft die Ergdnzungs-
krifte der Relativhewegung einzufithren.

I. Fall.
Geradlinig gleichformige Translation des Hohlraumes.

Die Erganzungskrifte sind gleich Null, da die Punkte des wan-
dernden Hohlraumes beschleunigungslos sind; die Ergebnisse der
Untersuchungen fiir stationidre Strémungen durch feststehende Hohl-
rdume konnen iibernommen werden; es bedarf nur der Unter-
suchung des Einflusses der Randzustinde bei Ein- und Austritt in
und aus dem Hohlraum.
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In den Fig. 61 bis und mit 66 ist eine orientierende Unter-
suchung dieser Art fiir den parabolischen Kanal durchgefiihrt:

Fig. 61.

Fig. 61 gibt die Stromungsform durch Darstellung der Form-
funktionen.

Fig. 62 gibt die Geschwindigkeits- und Pressungszustinde bei
widerstandsfreier Strémung durch Darstellung der Isotachen und Ni-

-g"z‘z A
18 i '_'\
16 &
1 i | |

I i } | 3 | i I |

_x_ 10 S I [ - L_ [__'__+x
2353338838833 83383%3
Towt 1 5 3 0 & & 40 8 & ® w2 w
b’|t'?" ‘ Niveaufldachen

Fig. 62.
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veaulinien; es sind behufs allgemeiner Gebrauchsfihigkeit als Iso-
tachen diejenigen Geraden parallel zur X-Achse eingezeichnet, deren

Punkten gleiche Werte von % zukommen, als Niveaulinien die-

jenigen Geraden parallel zur y-Achse, denen gleiche Werte von

O oy —=—2%
yG’gp Pd="7%

zukommen. Der Einflul der Schwerkraft auf die Pressungsverteilung
ist nicht beriicksichtigt.

Da die Lingenbezugseinheit ¢e=1 cm angenommen ist, so ist G
in cm/sek, g= 981 cm/sek?, y=1 g=0,001 kg einzusetzen; man
erhilt dann v in cm/sek und p in g resp. kg/em®.

+Y

| & Jsafao&mf der )
widerstandsiosén Stromung

.
|
f 1/
1 r

\\_ ]
oo N 0 B |
5 o - é - ]
i3 s vy & v 3

Fig. 63a. .é,’.y,?{':\

Fig. 63c.

In Fig. 63a sind dle Isotachen bei widerstandsbehafteter Be-
wegung unter der Annahme von

1=Vwa‘-w‘=‘/4‘-—w‘»

und zwar wieder durch Zeichnung derjenigen Linien dargestellt,

deren Punkte gleiche Werte von "~ besitzen. Die Bestimmung der

G
Punkte dieser Isotachen erfolgte mit Hilfe der oberen Nebenfigur 63b.
unter Beriicksichtigung der Relation

3=V2-’1=(VZ)/1=(1/)1,

q y \»
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v
2
ist; die untere Nebenfigur 63¢ gibt die Geschwindigkeitsverteilung
in einer Querschnittsfliche.

Der obigen Annahme von 2 entspricht Widerstandslosigkeit der
ebenen Seitenwinde.

In Fig. 64a sind die Niveaulinien in diesem Kanal fiur zwei
Fille dargestellt, in den Diagrammen Fig. 65 und 66a und b deren
graphisch-rechnerische Bestimmung durchgefiihrt.

. 4 . L .
worin v'=-"", d. i. der Wert von — fiir widerstandsfreie Bewegung
14

¥

Fig. 64a. Fig. 64b.

Diese Bestimmung erfolgte unter nachstehenden Uberlegungen:
Da die Stromungsform eine widerstandslose Bewegung zulifit, so
nimmt die hydrodynamische Grundgleichung XXIII bei Vernach-
lassigung des Schwerkraftgliedes die Form an

2
%dp—f—d%+ Pdep--dU=0.

Es wurden nun, wie bei den friither untersuchten Stromungs-
formen =0 und U=¢ ¥ mit ¥ als einer, folgenden Bedingungen
unterworfenen Funktion von y angenommen:

Fall A: ¥ ist derart zu bestimmen, daB die Querschnittsfliche
@ =20 zu einer Niveaufliche mit dem Pressungswert p —p, wird;

Fall B: ¥ ist derart zu bestimmen, daB die Endfliche ¢d zu
einer Niveaufliche mit dem Pressungswert p —p, wird.

In beiden Fillen soll U in derjenigen Fliche =y, den Wert
Null annehmen, in der den Schnittpunkten mit den benannten
Grenzflichen der grofite Wert von v zukommt, das sind im Fall A
die Fliche y=-}1,5, im Fall B die Fliche y==0. Die Begriindung
dieser Annahme wird weiter unten erfolgen.
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Dynamik stationdrer Relativbewegungen.

¢ Werfe
”{F: Werte
Ly Werre

(@)

Obige Differentialgleichung gibt integriert mit @ =0 und U
wrdll.....

allgemein:

[ oy
W @ g

} Sfiir Fall 4
} - fur Fall B

7 (-To) Werte
V Werve

e

- _
(e)

e 2 (o) Were

16

konst.

120y

I v2
po‘T‘E

g

v

und wird in der Fliche ¢ =20 fiir irgendeine y-Fliche
Prisil, Technische Hydrodynamik,
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tir die vy -Fliche mit ¥=0 und v=y,

2
;%po -+ %« = konst.,

somit
p Y
2W0¥V=—">——
2 2

C (00 IR

Auf dieser Beziehung beruht die in Fig. 66b durchgefiihrte
Bestimmung der Ordinatenwerte der dort als ¥-Linien bezeichneten
Summe fiir den Fall A, und in der ersten der Fig. 656 zu Fall A,

Es folgt ferner

oder

g »? 7"02
T p—p) - Y
oder

v\* 2% v \?

2L )+ () = ()

<

als Bestimmungsgleichung fir die Werte von ;g

verschiedenen Punkte des Stromungsgebietes, fir die nun v, ¢, ¥
bekannt sind, die in den Figuren 65 in leicht ersichtlicher Weise
fiir beide Fille beniitzt

(p — p,) fiir die

o 20

0 1 n m w v )
___|> | |z@™ ist; aus diesen Figuren
et konnte die Pressungsver-
T 185 . . .
=] [i20 teilung lings der einzel-
R R g nen Bahnlinie in der
e BN Y linken Figur 66a und
o N g . . .
S NN NSNS Y hieraus die Bestimmung
N W .
l YOS ] 1 der Punkte der einzelnen
1 , 4 . o . . .
—— Y20 Niveaulinien in Fig. 64a
' | durchgefiihrt werden.
f- {+50
| [ vhs
| | 42
} : 35
““"H\"\-.-\ 1= *30
- {*25
< N ‘:‘g* £
. \ |
e N\ {+1,5
] H\':'\:‘.:ES\\ | Pt
=it a3
S\
- ——— Gestreckte Baknline- -

Fig. 66a.

Fig. 66b.
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Zum Vergleich wurde in Fig. 646, Seite 240, die Darstellung einer
durch Versuche bestimmten Pressungsverteilung in Leitkanilen fiir
Dampfturbinen aus der Promotionsarbeit des dipl. Maschinening.
Herrn Dr. techn. Walter Anderhub reproduziert. Diese Versuche
wurden in der kalorischen Abteilung des Maschinenlaboratoriums
der Eidg. techn. Hochschule in Ziirich durchgefiihrt.

Der Versuchskanal hat zwar nicht parabolische Form der Leit-
winde und war mit Dampf nicht mit Wasser beaufschlagt; es diirfte
trotzdem ein Vergleich wenigstens hinsichtlich des allgemeinen Ver-
laufes der Niveaulinien zuléssig sein. Derselbe gibt fiir den Fall A inso-
fern Ubereinstimmung, als die Niveaulinien qualitativ hnlichen Verlauf
zeigen, indem die in die konvexen Leitflichen fallenden Enden derselben
ndher am Eintrittsquerschnitt liegen als deren Enden in der konkaven
Leitfliche; im Fall B liegen die Enden nach der theoretischen Bestim-
mung nahezu in gleicher Entfernung von den Punkten ¢ und b; im
Versuchskanal ist gegen den Austritt keine Querschnittsfliche als
Niveaufliche zu erkennen; auch an der engsten Stelle hat die Pres-
sung im Querschnitt verschiedene Werte in verschiedenen Punkten;
daf im Versuchskanal eine Pressungszunahme gegen den Austritt
hin stattfindet, entspricht der in dieser Richtung stattfindenden Er-
weiterung; die im Fall A nach ¢ =20 bestimmte Abnahme der
Pressung entspricht hingegen der der angenommenen Geschwindig-
keitsverteilung zukommenden Vergroferung der Geschwindigkeit; es
erscheint durchaus nicht ausgeschlossen, durch Annahme einer anderen
Funktionsform fiir 4 im Fall A einen den Versuchsergebnissen noch
niherkommenden Verlauf der Niveaulinien erreichen zu kdénnen, und
zwar dann, wenn A darauf gewéhlt wird, daB der Wert v, in der
@-Fliche naher an die konvexe Leitfliche zu liegen kommt; es ist
nimlich ersichtlich, daB die namentlich an der berechneten Niveau-
linie des Falles 1 auftretende Ausbuchtung auf die Annahme zu-
rickzufithren ist, daB lings der den Wert v, enthaltenden w-Fliche
U=0 sei; diese Annahme wurde unter der Anschauung gemacht,
daB die Widerstinde beiderseits gegen das Innere zu abnehmen.

Die Annahme @ =0 beruht auf der Anschauung, dafl im Kanal
keine Ursachen zu einer unstetigen Anderung der Widerstinde vor-
handen sind.

Wenn nun auch Erscheinungen von Dampfstromungen nicht un-
mittelbar zum Vergleich mit solchen von Wasserstromungen dienen
konnen, so diirfte doch die Brauchbarkeit der Methode fiir die Dar-
stellung der Strémungs- und Pressungszustinde geniigend erwiesen
sein, ihre weitere Anwendung erfordert in erster Linie die Durch-
fiihrung entsprechend organisierter Versuche.

Wie sich aus dem Beispiel der Stromungsnetze in einem para-

16*
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bolischen Kanal ergibt, ist die Richtung der absoluten Geschwindig-
keiten bei Vorhandensein von Stromungswiderstinden sowohl am
Eintritt als auch beim Austritt verschieden fiir die einzelnen Punkte
der betreffenden Querschnittsflichen; es bedingt dies, daB, sofern die
Zuleitung durch ein Kanalsystem mit stationirer Strémung statt-
findet, im Kanal selbst zuerst eine nicht stationdre Stromung ein-
tritt, die dann unter dem Einflul von Reibung und Turbulenz
sich zu einer stationiren Hauptstromung herausbilden kann. Diese
Stérung am Eintritt ist nach den Ergebnissen der Versuche von
Pfarr in Kreiselridern immer der Fall beim Ubergang vom Leit-
rad in das Laufrad und kann deshalb, weil der Widerstand der Be-
grenzungswiingie jedenfalls nicht vermieden werden kann, nicht be-
seitigt, sondern durch passende Formgebung, die eine baldige Uber-
fihrung in den stationdren Zustand ermdéglicht, nur gemildert werden.

Hierbei kommt noch der Umstand in Betracht, da3, wie schon
friher erwdhnt, infolge der materiellen Ausbildung der Teilung des
Stromungsgebietes in einzelnen Zellen der Ubergang vom feststehen-
den Zuflufraum in den Radraum einen periodischen Stromungs-
zustand an dieser Stelle bedingt.

Die bereits im alten Turbinenbau ausgefiihrte Parallelfiithrung
des Wassers durch die Schaufelung und die Ausbildung eines ent-
sprechenden Schaufelspaltes, die von den Turbinenbauern Amerikas
zuerst als giinstig erkannt wurde, tragen der Notwendigkeit der
Milderung dieser storenden Einfliisse Rechnung. Der nicht stationére
Ubergang vom Rad in den Abflufraum hat naturgemiB Einflu auf
die Stromung im Abflufraum und wirkt hiermit stérend auf den
Beginn der Stromung im Saugrohr.

Ein anderes Mittel zur Milderung der Stromungen beim Uber-
gang vom Leitrad ins Laufrad im Falle der Turbine oder umgekehrt
vom Laufrad ins Leitrad im Falle einer Pumpe besteht in der pas-
senden Wahl des Leitradwinkels unter Beriicksichtigung der aus
dem Netz der absoluten Stromlinien und der relativen Strombahnen
und der Verteilung der DurchfluBmengen sich ergebenden mittleren
Eintritts- resp. Austrittswinkel.

Die Wirksamkeit dieses Mittels wurde in der Maschinenfabrik
der Herren Gebriider Sulzer in Winterthur durch ausgedehnte, von
Herrn Karl Sulzer-Schmid organisierte und geleitete Versuche
sowohl an Modellen als auch an Ausfithrungen gréften Umfanges von
Zentrifugalpumpen und Axialpumpen erkannt und quantitativ verfolgt.

Diese Ergebnisse beziiglich der Stromungsstérungen am Ein-
und Austritt des bewegten Kanalsystems haben natiirlich auch Giiltig-
keit fiir den
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II. Fall

Gleichformige Rotation des Hohlraumes um eine
feststehende Achse.

Die Fundamentalgleichungen solcher Stromungen sind in der Studie
des Verfassers ,, Uber Fliissigkeitsbewegungen in Rotationshohlrdumen¥,
Schweiz. Bauzeitung, Bd. XLI, Nr. 19, 21, 22, 25, 26 fiir widerstands-
lose Bewegungen abgeleitet und auf Grund derselben eine weitere
Studie im Bd. XLVIII, Nr. 23, 24, 25 derselben Zeitschrift ,Die
Bestimmung der Kranzprofile und der Schaufelformen fiir Turbinen®
veroffentlicht worden; dieselben lauten fiir die stationiren Relativ-
bewegungen, bezogen auf das Zylinderkoordinatensystem mit den in
vorliegendem Buche verwendeten Bezeichnungen und unter Einfiihrung
der Widerstandsbeschleunigungskomponenten mit der Z-Achse als
Hauptachse des Koordinatensystems:

K_Wﬁiaf,’,:vza_ﬁ ﬁz_§_ Y,

‘ 7 yoz oz " raq

. 9 gop ov v v vy
K —W, 142 —= - Ly L —
" et t 2o or "oz ror Zroq r

g op ov ov, ov, v v,
K—W —2 — = z 4 4 r 4
o rdq i Tor + qra<p+ r

Die Kontinuitdtsgleichung lautet:

_.|_

ov, 6vq

oz ' rog hl ':0'

Die Glieder rw® und 2v,@ in der zweiten Gleichung und — v, in
der dritten Gleichung sind die Beschleunigungen der Erginzungs-
krifte; dieselben sind Massenkrifte, daher nicht erst in Oberflichen-
krifte zu {iberfihren, und beeinflussen als solche nur die Wert-
verteilung der Pressung, aber nicht diejenige der Spannungen.
Die Relativbewegung im Kanal wird gleichzeitig zur Absolut-
bewegung, wenn der Kanal stillsteht, d. h. wenn w =0 gesetzt wird
(es ist dies natiirlich nicht dieselbe Absolutbewegung, die der Stro-
mung durch den bewegten Kanal entspricht).

Die Fundamentalgleichungen der Relativbewegung bei bewegtem
Kanal unterscheiden sich von denjenigen beim stillstehenden Kanal
nur durch das Vorhandensein der Glieder, die w enthalten.

Es konnen daher auch alle Glieder, die beiden Formen ge-
meinsam sind, bei den Operationen, die zur Gleichung XXIII fiihren.
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in gleicher Weise vereinigt werden wie frither und sind die w-
Glieder entsprechend beizufiigen; dies fiihrt auf

,U2
g;dp+d-§+ydh+{(Wzdz+Wrdf+qudQ)—Gzﬂ(Adu—Fuv?%d%)‘

R r? R o, o ﬂ
— G*K,2d— — G* ,ﬁ( x. —rx =0 . . XXIII
G d 5 G*K o4 udr Py prdq 0 R
als hydrodynamische Grundgleichung der Relativbewegung;
als mathematische Bedingung ergibt sich hieraus, daB der Ausdruck
in der eckigen Klammer ein vollstindiges Differential sein mul;

2
beim Glied G? Kmed% ist dies bereits der Fall; es kann daher vor

die Klammer genommen werden.

Werden W,, W, und W, gleich Null angenommen, so geht die
Gleichung XXIIT, in diejenige fiir widerstandsfreie, d. i. reibungs- und
turbulenzfreie Bewegung iiber.

Ergéinzt man nun in allen Stufen der Ableitungen, die zu den
Gleichungssystemen XXIV bis XXVII fiihrten, die Ansatze mit den,
den w-Gliedern entsprechenden Ausdriicke, wobei natiirlich entweder
die urspriinglichen Gleichungen auf Zylinderkoordinaten oder die
Fundamentalgleichungen auf kartesische Koordinaten zu transfor-
mieren sind, so erhdlt man analoge Systeme XXIVg bis XXVIIg und
konnen aus denselben die SchluBfolgerungen betreffs des Bestandes
von widerstandsfreien Formen und fiir die Wahl von Hilfsfunktionen
zum Ersatz von W,, W, und W, abgeleitet werden.

Die Ausfilhrung dieses allgemeinen Operationsplanes fiihrt zu
folgenden Grundséitzen.

1. Es gibt fiir die Relativbewegung im bewegten Kanal ebenfalls
Formen, bei denen widerstandsfreie Bewegung moglich wire?).

2. Es konnen dies jedoch nur im Falle der reinen zwei-
dimensionalen Strémung, bei der es also in der Z-Richtung
innerhalb des Stromungsgebietes keine Geschwindigkeitskomponenten
parallel zur Z-Achse gibt, Potentialformen sein; dieser Grundsatz
wurde bereits von Grashof in seiner , Theoretischen Maschinenlehre*,
erster Band, ausgesprochen. '

3. In dreidimensionalen Stromungsformen kann widerstands-
freie Relativbewegung bei solchen Formen eintreten, die durch
das angegebene Verfahren der Funktionsaddition widerstandsfreie
absolute Strémungsformen ergeben; dies folgt aus den Ergebnissen
auf Seite 237.

1) Es sind dies solche Formen, deren Funktionen den Klammerausdruck
von XXIIIz bei W,=W,=W,=0 zu einem vollstindigen Differential machen.



Dynamik stationdrer Relativbewegungen. 247

Die praktische Anwendung dieser Grundsatze ergibt
sich aus der Umkehrung: Wird aus einer widerstandsfreien
Stromungsform bestimmter Art, deren Netz um eine Achse
als Drehachse gruppiert ist, durch Funktionsaddition eine
relative Stromungsform abgeleitet, so ist dieselbe eine
widerstandsfreie Form der Relativstromung, so dafl ein Teil
des Gebietes als Kanal eines Kreiselrades abgegrenzt und
durch entsprechende Aneinanderreihung die rdumliche Ge-
staltung desselben erfolgen kann; innerhalb jedes Kanals kann
dann die unter dem EinfluB der Widerstinde vor sich gehende Aus-
bildung von Schichtstrémungen angenommen werden; hiermit ist der
AnschluB an die verwendete Darstellungsweise erreicht.

In fritheren Studien wurden speziell solche Stromungsformen fiir
widerstandsfreie Bewegungen ermittelt, bei denen die Strémung in
Rotationsflichen verlduft; diese Beschrinkung ist aber nach obigem
gar nicht noétig; im materiellen Ausbau mufl man allerdings bei
Verwendung allgemeinerer Formen auf die innere Formgebung der
Kranzprofilflichen durch Schablonenformerei verzichten, was aber
namentlich bei Kernformerei gar keine, bei Blechschaufeln gewifl nur
leicht iiberwindliche Schwierigkeiten bietet; es konnen hierbei die
Kanalformen immer so gewidhlt werden, dafl am Eintritt oder all-
gemeiner dort, wo der Ubergang von feststehenden Leitsystemen
ins bewegte Rad stattfindet, die Rotationsform erhalten bleibt.

Mit dieser Erkenntnis und bei dem Umstand, daf die Er-
ganzungskrifte ohne EinfluB auf die Spannungen p sind, ergibt sich
aber die Moglichkeit einer Ubertragung der Ergebnisse beziiglich der
Darstellung der Geschwindigkeitsverteilung entsprechender - und
yz-Funktionen aus einer fiir widerstandsfreie Bewegung gefundenen
@-Funktion und Einfithrung der A-Funktion.

Gestatten die Normalbewegung oder die Zustinde am
Zu- und Abflull die Ausbildung widerstandsfreier Formen
nicht, so ist die Stromung a priori mit Turbulenz, also
mit Widerstinden verbunden.

Hydraulische Bewegungsgleichungen.
a) Hydraulische Fadenstromung.

Beschrinkt man das Stromungsgebiet auf einen elementaren
Kanal und faBlt die Widerstinde zusammen in ein Glied W, ds,, so
folgt die hydraulische Grundgleichung der Relativbewegung in der
Form: ’

%dergthrdf;i —dr:g)r—{—Wsds,p:O,
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da lings einer Bahn das letzte Glied verschwindet; integriert gibt
dieselbe eine der Grundgleichungen der hydraulischen Kreiselrider-
theorie, Fadentheorie nach Poncelet

2 2.2
S, Ty, Wads, =konst.
; 2

b) Hydraulische Flichenstromung.

Beschrankt man das Stromungsgebiet nicht auf einen elementaren
Kanal, wohl aber auf eine unendlich dinne Schichte, gebildet von
y-Flachen als Schaufelflichen, so erhdlt man eine hydraulische Schicht-
stromung, die zweite Kanalbegrenzung ist durch y-Flachen gebildet, die
bei unendlich vielen Schaufeln zu Linien zusammenschrumpfen und als
solche in ihrer Aufeinanderfolge in eine Rotationsfliche zu liegen kommen.

Es gibt dies die Grundlage zu hydraulischen Flichentheorien
fir Kreiselrider, die sich durch entsprechende Wahl der Flichen-
funktionen y und y unterscheiden konnen; ein Spezialfall ist die
Theorie von Professor Dr. Lorenz-Danzig (sieche ,Neue Theorie und
Berechnung der Kreiselriider von Dr. Hans Lorenz, 2. Auflage,
Druck und Verlag von R. Oldenburg). Die y-Flichen sind hierbei als
Rotationsflichen mit der Funktionsform 7?2z ausgebildet?); die -
Schaufelflichen sind Zylinderflichen mit Erzeugenden parallel zur
Z-Achse; deren Funktionsform ist offen gelassen und nur Winkel-
richtigkeit bei Ein- und Austritt, sowie mit Riicksicht auf die Aus-
fithrung mit endlicher Schaufelzahl die momentlose Formgebung bei
Ein- und Austritt zur Bedingung gemacht. ,

Verzichtet man auf eine Rotationsform fiir die y-Flidchen,
was nach den fritheren Erorterungen auch praktisch ausfithrbar er-
scheint, so kann man unendlich viele Formen erhalten, die sich den
im praktischen Turbinenbau verwendeten und bewéhrten Profilformen
mehr anschlieBen als die #?z-Form, und bei denen dann auch bei
endlicher Schaufelzahl Schichtstromung eintreten kann, die durch die
Funktion 1 zu beschreiben ist; solche Formen koénnen dann
ebensowohl fiir den Ausbau einer Flichentheorie, als auch
einer Theorie, die von vornherein auf eine endliche Schaufel-
zahl abstellt, gebraucht werden.

¢) Momentensatz von Euler.

Fiir den dreidimensionalen Kanal nimmt die Gleichung XXIII
fiir Schichtstrémungen, die in widerstandslosen Formen unter dem
Einflu der Widerstinde entstehen, die Form an:

1) Im Band 56, Nr. 51 der Zeitsch. d. Ver. deutsch. Ing. hat Dr. ing.

Bauersfeld die Theorie von Lorenz fiir die Ausbildung von Schaufelformen
zwischen anderen Rotationsflichen als Profilflichen erweitert.
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dr? w?

gdp—{—d gdh— 4 aU =0,

und wenn man hierin U= K P ¢ einfiihrt, wobei ¥ eine unter ana-
logen Uberlegungen wie frither nur bestimmende Funktion von y
ev. auch y ist.

d
7? ot —0.

Wegen v, =w?, v’=w,? ferner: v = (w,— ro), mithin:
2 ___ 2 2 .2
vP=w— 2w, r 0+’
folgt bei entsprechender Ordnung und Multiplikation mit
4
; vof,=0m,

d.i. die durch die Fliche df, in der Zeiteinheit flieende Flissigkeits-
masse:

iémdp—}—(6m)d%2——}—(6m)d}z+(5m)(KT)dtp-——(ém)d(wqrw),

und da lings des elementaren Kanals 6m=Xkonst. und auch Ky?*
konstant ist, so folgt

%‘Sm(l”u‘_l’I)“}_ (67” (wn -

+om) K ¥ (o, — ®1)
der Ausdruck

gémp,—i— 6m< )+6mh +dm KV,

w?

ot 5
2

) + (@ hyr —hy)
(

dm)(w WerrTpr @ qu"lw)’

stellt aber die Energie der durch den elementaren Kanal stromen-
den Fliissigkeit am Eintritt und derselbe Ausdruck, nur mit dem
Index IT am Austritt, also der ganze Ausdruck die Energiedifferenz
0E,;,—0E,=0dF dar, d. h. es ist

OE=(8m)(wy 71— W1 ") @5
der durch die Stromung im elementaren Kanal erhaltliche Energie-
umsatz, der sich durch ein Kraftmoment

=0M=0m(w, 17— Wy177)

an der Achse fithlbar macht; in letzter Form ist der Euler-
sche Momentensatz zum Ausdruck gebracht.

Da man nun nach dem beschriebenen graphischen Verfahren
fiir jede relative Strombahn den Wert von w, und w;, am Ein-
resp. Austritt der GroBe und Richtung nach, daher auch w, ; und
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W, s ¥y und 7,, sowie bei gegebenem A auch die Geschwindigkeits-
verteilung und somit zu jedem df, auch das dV resp. 6Q bestimmen
und daher

E=20E=2dm(w,;;r;;—w,7)®

bestimmen kann, so ist hierdurch die gesamte Bestimmung
der von einem oder einer Folge solcher Kanédle nach aullen
erhdltlichen mechanischen Energie im Falle der Turbine
bei negativem Wert von £ oder von auBlen aufzunehmender
Energie im Falle der Pumpe bei positivem Wert von F
moglich, es erscheint somit die Hauptaufgabe der Theorie
der Kreisrdder mit endlichen, d. i. dreidimensionalen
Kanédlen 'mit der verwendeten Darstellungsweise losbar.

Die Untersuchung der Bestandsfihigkeit der Stromung und hier-
mit der Grenzen der Anwendbarkeit ihrer Form ist ebenfalls durch
die in den verschiedenen Beispielen erlauterten Methoden durch
Untersuchung des Wertverlaufes von p, an Rand- und sonstigen
Stromungsflaichen moglich.

Schluflfolgerung.

In rotierenden Kanilen mit feststehender Drehachse nehmen die
Relativ- und die Absolutstromung bestimmte Formen an (Seite 235),
liegt die Kanalbewegung innerhalb der Relativformen, so ist die
Strémung im Kanal kontinuierlich verteilt, andernfalls tritt diskonti-
nuierliche Stromung ein. '

Unter diesen Formen gibt es solche, die widerstandsfreier Str6-
mung entsprechen; in den betreffenden Kanalformen konnte, abge-
sehen vom EinfluB der Viskositdt und der nur periodisch stationiren
Zustromung tumbulenzfreie Stromung eintreten; es ist anzunehmen,
dafl die Umsetzung von mechanischer in hydraulische Energie und
umgekehrt in derart geformten Kanélen am giinstigsten vor sich geht.

Das Entstehen von diskontinuierlichen Strémungen in Kreisel-
ridern erscheint durch eine Reihe von Versuchsergebnissen bestétigt.

Beziiglich Verwendung der vorliegenden Darstellungsweise auf
zeitlich verdnderliche Stromungen konnen zurzeit nur die
leitenden Gedanken mitgeteilt werden.

Es erscheint zweckdienlich, die Erscheinung nach der zeitlichen
Verdnderlichkeit der in der Geschwindigkeitsformel enthaltenen Gréien
zu ordnen:

a) Ist in » = GVA4 der Geschwindigkeitsfaktor G nicht kon-
stant, sondern verdnderlich mit der Zeit, enthalten aber 4 und 4
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die Zeit nicht, so entspricht dies der Bewegung in geschlossenen
Kandlen oder Rohren bei veranderlichem Durchfluf; Pro-
bleme solcher Stromungen konnen auf Grundlage der hydraulischen
Bewegungsgleichungen behandelt werden, und zwar so lange, als
die Stromungsform bei den verschiedenen innerhalb der Folge der
Erscheinungen eintretenden Werten von G intakt bleibt. ’

b) Mit G =Xkonstant, aber unter Anwendung von Form-
funktionen, die die Zeit als Variable enthalten, diirften alle Wellen-
bewegungen, die nicht mit einer Stromung verbunden sind, be-
schrieben werden konnen; fiir diese Fille bietet die klassische Hydro-
dynamik eine Reihe schéner Lésungen und wird diesbeziiglich
auf Lambs Hydrodynamik verwiesen.

c) Fiir die Probleme der nicht stationiren Bewegung in Kanilen
und Flissen werden G und die Formfunktionen zeitlich verinder-
lich angenommen werden miissen.



IV. Anhang.

Auszug aus dem Artikel des Verfassers in der Schweiz.
Bauzeitung, Bd. LII, Nr. 7 und 8.

Zur Geometrie der konformen Abbildungen
von Schaufelrissen.
In der Rotationsfliche mit der Meridianlinie mm (Fig. 67) sei

p ein Punkt auf dem Parallelkreis mit dem Radius r; derselbe ge-
hore dem Flichenstiick mit den unendlich kleinen Seitenlingen di,

- , £ _}Mr AS. "
Cﬁ—_ dg, o D
. L i
Rx"'-—-- > -

Fig. 67.

gemessen im Meridian, und rdg, gemessen im Parallelkreis des
Punktes p, an; die Diagonale ds dieses unendlich kleinen Flichen-
stiickes ist bestimmt durch die Gleichung: ds® =dI* 4+ r*dg”.

F. Prasil, Technische Hydrodynamik
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 1913



Zur Geometrie der konformen Abbildungen von Schaufelrissen. 253

Dem Punkt p der Rotationsfliche mm entspreche in der ko-
axialen Rotationsfliche mit der Meridianlinie MM ein Punkt P,
dessen Lage derart angenommen wird, daf derselbe mit dem Punkt
p in derselben Meridianebene liegt; der Radius seines Parallelkreises
sei R, die Seiten des dem obigen entsprechenden unendlich kleinen
Flachenstiickes seien dL und Rde; hiermit ergibt sich fiir die Dia-
gonale die Gleichung dS?=dL*-4+ R*d¢*.

Das Problem der konformen Abbildung verlangt, dal das Ver-

o

héltnis diigSE:m‘3 fur alle, von den Punkten p und P innerhalb der

Flichen, denen dieselben angehoren, aus gezogenen Richtungen
denselben Wert hat, also unabhéngig ist von dem Winkel, unter
dem die Diagonale gegen die Meridianlinie oder den Parallelkreis
geneigt ist; ist dies ndmlich der Fall, so wird jedem, den Punkt p
enthaltenden unendlich kleinen Flichenelement mit beliebig geformter
Umgrenzungslinie ein ebenfalls unendlich kleines Flachenelement um
den Punkt P mit bestimmter Umgrenzung entsprechen, das dem
ersten dhnlich ist.
Bildet man nun di\z )
ds* e (T) e
2 - -

=m —_— e

R T AL} R¥d¢* R® [dL\® .
" (&) +ar
so ist ersichtlich, daf dieser Bedingung fiir die beiden zugeordneten
Punkte geniigt wird, wenn ﬂz«-j % gemacht wird, indem dann
s
dﬁkg:m":l%, also nur mehr von der GroBe der zugeordneten
Radien abhingig wird; die Abhéngigkeit zwischen r und R ist dann
durch die Gleichung il::_%? bestimmt, wenn die Gleichungen der
r

beiden Meridianlinien gegeben und betreffend der GroBle der Radien
zweler gewisser Paralleikreise der beiden Flichen eine bestimmte An-
nahme getroffen ist, wie dies aus der Entwicklung der folgenden,
mit Riicksicht auf die praktische Anwendung noch weiter speziali-
sierten Fille zu ersehen ist.

Da die obige Entwicklung keine Bedingung betreffend eine Ab-
hingigkeit der Form der beiden Meridianlinien mm und MM ent-
halt, so ist es auch zuldssig und zudem praktisch bequem, eine der
Meridianlinien, z. B. MM als Gerade zu wiahlen, wodurch die be-
treffende Rotationsfliche im allgemeinen zu einer Kreiskegelfliche
wird; je nach der GroBe des Winkels «, unter dem diese Gerade
gegen die Achse geneigt ist, erhdlt man folgende drei Fille:
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1. Fall: ¢==90° die Rotationsfliche MM wird zu einer Ebene
EE senkrecht zur Drehachse.

2. Fall: 90°>¢ >0, die Rotationsfliche wird eine spezielle
Kreiskegelfliche.

3. Fall: ¢ =0, die Gerade hat den konstanten Abstand R, von
der Achse; die Rotationsfliche wird zu einer Zylinderflache Z Z.

Die Flachen des zweiten und dritten Falles kénnen in Ebenen
ausgebreitet werden, die Bilder der ausgebreiteten Flichen sind
naturgemdl den Bildern der Kegel-, bzw. Zylinderfliche in den
kleinsten Teilen kongruent, also auch &dhnlich; es ergibt sich
somit, daBl in allen drei Fillen ebene konforme Abbildungen der
Rotationsfliche mm entstehen, d.h. jeder beliebigen Figur in der
Rotationsfliche mm entsprechen in den drei Abbildungen bestimmte,
der ersten konforme Figuren, die dann naturgemif auch untereinander
konform sind.

Mit dieser allgemeinen Eigenschaft sind eine Reihe fiir die An-
wendung wertvolle besondere Eigenschaften verbunden; wie z. B.:

1. Den Parallelkreisen der Rotationsfliche mm entsprechen
ebenfalls Parallelkreise auf der Ebene des ersten Falles, am Kegel
des zweiten Falles, am Zylinder des dritten Falles; in der ausge-
breiteten Kegelfliche des zweiten Falles entsprechen denselben wie-
der Parallelkreise, in der ausgebreiteten Zylinderfliche des dritten
Falles gerade Linien.

Den Meridianlinien der Rotationsfliche mm entsprechen in allen
drei Fillen gerade Meridianlinien, die zu den Parallelkreisen der
Abbildungen senkrecht stehen.

Es ist hierdurch die Aufzeichnung orthogonaler Netze mit einander
zugeordneten Netzlinien ermoglicht.

2. Die Bilder von Kurven, die in der Rotationsfliche mm liegen,
schneiden in zugeordneten Punkten die entsprechenden Netzlinien
unter denselben Winkeln; die Abbildungen werden winkeltreu.

3. Aus den Lingen der Abbildungen von Kurvenstiicken lassen
sich die wahren Lingen derselben in der Rotationsfliche mm be-
stimmen; dasselbe gilt von Flichenstiicken, die von solchen Kurven
bzw. deren Abbildungen begrenzt sind.

4. Es konnen in den Abbildungen Kurven und Kurvenscharen
konstruiert werden, denen in der Rotationsfliche mm bestimmte
Eigenschaften, z. B. die der Aquidistanz, orthogonalen Schnittes usw.,
zukommen.

5. Man kann die Kurven der Abbildungen als Bahnen bewegter
Punkte betrachten und aus den Geschwindigkeiten in der Abbildung
diejenigen in der Rotationsfliche bestimmen. Hieriiber geben nun
folgende Erorterungen Aufschluf3:
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I. Bestimmung der Elemente der konformen Netze und
Aufzeichnung derselben.

a) Zum ersten Fall: ¢ =90°

Das konforme Netz besteht aus radialen Geraden, die durch
den Schnittpunkt o des Achsenkreuzes XY gehen und deren gegen-
seitige Lage der gegenseitigen Neigung der Meridianebenen ent-
spricht und aus Parallelkreisen, deren Halbmesser aus der Relation

d~£=—t§} bestimmt wird. Es wird L= R und mithin ergibt sich

R
iR, dl
rdl
R=Roei,.f°7..........11a

worin r, und R, die Radien der zugeordneten Parallelkreise und e
die Basis der natiirlichen Logarithmen bezeichnen.

Ist die Meridianlinie mm durch die Gleichung z= F(r) bestimmt,
wobei z und r die Koordinaten eines rechtwinkligen ebenen Koordi-
natensystems in einer Meridianebene bedeuten und die Z-Achse mit

der Drehachse zusammenfillt, so wird mit F'(r):-g—:

dl=4dr-V1-+ [F'(nP,
also
r dr
R=R0ei ;for— VI (F ()]

Das Doppelzeichen -+ deutet auf zwei Losungen hin, die nach
der allgemeinen Theorie der konformen Abbildungen als spiegelbild-
ahnlich bezeichnet werden. Die analytische Ausfiihrung der Inte-
gration ist, selbst wenn tatsidchlich die Funktion F gegeben ist,
meist sehr schwierig oder doch wenigstens umstandlich; in den
praktischen Fallen ist iibrigens zumeist nur die Kurve mm selbst
gegeben und ist daher zur Ausfithrung der Integration im allgemeinen
eine graphische oder tabellarische Berechnungsmethode zu empfehlen,
die sich darauf griindet, daB der Wert jedes bestimmten Integrals
einer Quadratur entspricht. Den Figuren 68 und 69 ist eine Be-
rechnungstabelle beigegeben, die nach den Erfahrungen an Ubungs-
beispielen rasch und mit geniigender Genauigkeit zum Ziel fiihrt.

Es wird die Meridianlinie mm (Fig. 68) in eine Anzahl am besten
gleicher Teile von der Léange Al geteilt, so daBl, wenn man dieselbe

1
in eine Gerade ausstreckt, auf den Teilpunkten die Langen — als
r
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Ordinaten nach einem angenommenen MaBstab auftrigt, eine Kurve
und damit eine von der gestreckten Meridianlinie, den Endordinaten

1 1
— und - und der Kurve gebildete Fliche entsteht, deren einzelne

"o
ut Z
£ o |E
z’\" -
3= Lo S, N
5 Y
Aufrif 6\ \ \
: \.]. A\
P 3
1S i i
Z It bq ¥
9 0
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ot
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(e 7]
%
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Fig. 68.

Elemente aus 4! und dem mittleren Ordinatenwert zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Punkten bestimmt werden.

In Kolonne IV der Tabelle sind die Mittelwerte von l, in Ko-
r

lonne VI die Einzelwerte der Fliachenstreifen 4 f, in Kolonne VII die
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Konforme Abbildung auf der Ebene EE (zu Fig. 69).

1|l o |m| w/| v | v 1 VII ivm‘ IX | X | XI
1/r at ; dl | \ R
Pkt.| r yr | 4l aAf f a ie f7 | R/Ryt R | 7/
0 | 10,00 | 1,0000 0,0000 | 1,000 1,000 | 10,00 | 1,000
’ ’ 0,1055 0,10551 - S ’ ’
1| 90001111} ;' 40g o.1173| 01055 | 1111 0,900 9,00 | 1,000
2| 8100,1235 0’1298 S 0’1298 0,2228 | 1,250 | 0,800 | 8,00 | 1,013
3| 17,340,1362 0’1427 _ 0’14‘,7 0,3526 | 0,423 10,703 | 7,03 | 1,045
41 6700,1492 0’1559 I 0’15g9 0,4953 | 0,670 1 0,609 | 6,09 | 1,100
51 6150,1626 0’1689 ‘g’ 0’1689 0,6512 | 0,918 | 0,522 | 5,22 | 1,179
6| 5,7110,1752 0’1807 E 0’1807 0,8201 | 2,270 | 0,441 | 4,41 | 1,295
71 587 10,1863 0’1912 S 0’19125 1,0008 | 0,720 | 0,368 | 3,68 | 1,460
8 | 5,10 10,1961 0’1993 0’1993 1,1920 | 3,295 0,303 | 3,03 | 1,684
9| 4,94 |0,2025 0’2065 02065 | 13918 | 4,020 0,249 | 249 1,984
10 | 4,75 10,2108 ° ’ 1,5978 | 4,941 | 0,202 | 2,02 | 2,351
’Eb 2
r,b 7

./

i N— 1 | 1 1 1 l 1 .I l vaf]

Fig. 69.

r

Integralwerte J‘d?l als Summen der Einzelwerte Af eingetragen.

To
dl

Die Werte der Kolonne VIII ef 7 werden am besten aus den Werten
der vorhergehenden Kolonne mit Hilfe der Tafel der natiirlichen
Logarithmen bestimmt.

Pr4sil, Technische Hydrodynamik. 17
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Die Kolonne IX gibt 1%2—; im Beispiel sind, da der &auBerste
0
Punkt der Meridianlinie zum Ausgangspunkt genommen wurde, die

entsprechenden Werte aus

E_ -7 1
R, o[
: g

berechnet worden; es wird hierbei »1]::—<1; bei Anwendung des
)

—+ Zeichens wiirde £> 1, die Abbildung wére dann zur erhaltenen

0
spiegelbilddhnlich. Kolonne X gibt die Werte von R bei der Zu-
ordnung R,=17,, Kolonne XI gibt fiir spatern Gebrauch die Werte

»
von -

Das aus radialen Geraden und Parallelkreisen bestehende Netz
wird fiir den Gebrauch am besten so angeordnet, dal sein Achsen-
kreuz X Y parallel demjenigen des Grundrisses ist (Fig. 68, 69).

Es ergibt sich hierbei am einfachsten die punktweise Ubertragung
von Figuren aus der Abbildung in Projektionsdarstellung; um nicht
zu viele Parallelkreise zeichnen zu missen, empfiehlt es sich, auf
einem der Schenkel des Achsenkreuzes z. B. O0Y die Halbmesser
r = F(R) durch eine Kurve darzustellen; fiir die Ubertragung gréBerer
Linien und Flichenkomplexe empfiehlt sich die Aufzeichnung gleich-
mifBig verteilter radialer Netzlinien.

b) Zum zweiten Fall: 90°> ¢ > 0.

Es ist hier zweckmiBig, die entwickelte Kegelfliche zu zeichnen;
das Netz besteht wieder aus radialen Linien und Parallelkreisen, die
folgendermallen erhalten werden:

Dem Radius R, des Parallelkreises der Kegelfliche Q2 K, der
einem bestimmten Parallelkreis der Rotationsfliche m m zugeordnet
wird, entspricht eine Lidnge der Erzeugenden bis zum Kegelscheitel
von L0=—§L; diese Linge gibt den Radius der entwickelten Grund-

sin ¢
linie des Kreiskegels; die von {2 aus zu denjenigen Teilpunkten dieses
Grundkreises, die dem Schnitt mit den Meridianebenen entsprechen,

gezogenen Geraden bilden die radialen Netzlinien; die Halbmesser

der Parallelkreise werden wieder aus der Relation %: :]—(EE be-
—r

rechnet.
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ro und R, sind wieder die Radien der zugeordneten Parallelkreise
von Rotationsfliche mm und Kegelfliche Q K, e die Basis der natiir-

lichen Logarithmen.

Nun ist aber auch L=—; L

mithin folgt fiir das entwickelte ebene Netz

+ sin e« f

L=L e

To

dal

r

R

sing’ ~°

By

und

Beziglich der Bestimmung des Integrals gilt dasselbe wie im
friithern Fall; im Beispiel der Fig. 68 und 70 wurde die Kegelfliiche
mit Riicksicht auf praktische Anwendungen so gewahlt, daB dieselbe
die Rotationsfliche m m im Parallelkreise 6 beriihrt und wiirde B)y=r,;

0 —

sin ¢

angenommen.

Konforme Abbildung auf der Kegelfliche QK (zu Fig. 70).

1| ’ I { v f Vv { VI | VID| IX | X | XI| XI |XII|XIV
e |y R Af 1 fY e [l eS| LLy | L |L—Lolzsinal~
A ’ mittel r € ° oi Lsine
0[10,0010,1000 o o<cl | 1055/ 0.8201 0,3240| 1,3825] 1,3825(20,05 -+ 5,55/7,92011,263
1] 9,00, 0,1111) ' ool | ) oal- 0,7146 0,2823] 1,3262) 1,8262(19,28!+ 4,7817,598,1,185
2| 810 0,125 " ool | (' g0l 0,5973) 0,2359| 1,2662] 1,2662(18,36/1- 3,86/7,253[1,120
31 7,84 0,1862) ' 10| S | (' ol 0,4675|0,1847) 1,2025) 1,2025(17,44 4 2,9416,885/1,066
4] 6,70 0,1492) Lol | oL 0,3248)0,1283] 11362 1,1362|16,46| - 1,96(6,505[1,083
5] 6,15 0,1626) o, o0l E | 1ol 0,1689]0,0668 1,0720] 1,0720/15,50+ 1,0006,122(1,005
6| 5,71 0,1752] 10l | 2o 0,00000,0000/1,0000) 1,000014,50] - 0,00/5,710]1,000
7] 5,37 0,1863) 10105 | '] 9101 0,1807 0,0714] 1,0740] 0,9810/13,50/— 1,00/5,333/1,007
8| 510 0,1961) " o0l | ' q05/— 0,3719] 0,1468| 1,1587| 0,8630/12,52— 1,98(4,9901,022
9] 4,04 0,2025 'oril | oo i— 0,5712) 0,2257) 1,2537| 0,7980/11,57|— 2,93/4,570/1,081
10| 4,75/ 0,2106] 7 0,7777/0,3071| 1,3587] 0,7860, 10,67/ — 3,83/4,230/1,123

In Kolonne VII der beziiglichen Berechnungstabelle ist dem-

entsprechend fiir den Punkt 6 der Integralwert f al ==( angenommen
r

und die Flichen O bis 6 positiv, von 6 bis 10 negativ in Rechnung

gesetzt worden; aus dem Grund ergeben sich die Werte von »LL~

wie folgt:

L,

L

. fdl
sina | —
r

e

0



Zur Geometrie der konformen Abbildungen von Schaufelrissen. 261

fiir die Grenzen 0 bis 6 und

fiir die Grenzen 6 bis 10.

Beziiglich der iibrigen Kolonnen, sowie der Netzzeichnung kann
auf die Fig. 70 nebst Berechnungstabelle verwiesen werden.

¢) Zum dritten Fall: ¢=0.

Die Zylinder-Erzeugende hat den Abstand R, von der Drehachse.

Auch hier ist es zweckmifBig, die entwickelte Zylinderfliche zu
zeichnen. Das Netz besteht aus zwei Scharen orthogonaler Geraden,
von denen diejenigen, die den Meridianlinien der Rotationsfliche
entsprechen, in Abstinden aufzutragen sind, die den Abschnitten am
Kreise vom Radius R, entsprechen, die durch die Schnittpunkte der
Meridianebenen mit diesem Kreise gebildet sind. Die Abstinde der
den Parallelkreisen entsprechenden Geraden bestimmen sich wieder

aus der Relation %: i-dl; es ist hier R konstant gleich R, und
r

mithin
dL_ di .
R, - r
L=L,+ R°fir£ T 1 5

Hierbei kann L, einen beliebigen Wert, also auch Null an-
nehmen; die Formel vereinfacht sich dann zu

dli
0 7

L=R

Die der Fig. 71 beigegebene Berechnungstabelle, sowie die be-
treffende Figur erkliren im Verein mit dem Vorhergehenden die Be-
rechnungs- und Darstellungsweise.

IL. Ubertragung von Kurven.

Es sei eine in der Rotationsfliche m m (Fig. 68) liegende Kurve a b

in den beiden orthogonalen Projektionen a’’ und a” " gegeben; es
sind deren konforme Abbildungen zu zeichnen.
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Konforme Abbildung auf der Zylinderfliche ZZ (zu Fig. 71).

| ‘ |

1 ! I ] ur | W v VI i VII ; VI | IX 4 X
Pkt.| r | 1/r m]iﬁ o | AL oar U\ L/R, | L | 7R
0 10,00 0,1000 | 05 01055 | 0:0000 | 0,000 10,00 | 200
1] 9000 o111 | 7o 01173 | 01055 | 0,105 | 0,52 | 1,80
21 8101 01285 | (oc | | (7pgq | 02228 | 0223 | 111 | 162
3| 784l 01862 oo | & iy | 03526 | 0353 | 176 | 147
4 670] 01492 | ioi0 | T Jieee | 04953 | 0495 | 247 | 134
5| 615 01626 | oo | B | (g | 06512 | 0651 | 3,96 | 128
6| 571| 01752 | (e | B | gps0 | 08201 | 0,820 | 410 | 1,14
T 537| 01863 | (loro | 2 | oler2 | 10008 | 1,001 | 500 | 1,07
8 | 5,10| 01961 | o0z 01993 | 11920 | 1,192 | 596 | 1,02
9 494 02025 | (aper 02065 | 13913 | 1,391 | 695 | 0,99
bl ’ |
10 475 02106 | 15978 | 1598 | 7,99 | 0,95

w3

Fig. 71.

a) Im Falle: ¢==90° (Fig. 69).

Um z B. den dem Punkt p, entsprechenden Punkt der kon-

formen Abbildung zu erhalten, zicht man OP, | op,; der Schnitt-
punkt dieses Strahles mit dem Parallelkreis 4 des konformen Netzes
gibt den Punkt P, usf.
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b) Im Falle: 90° > >0 (Fig. 70).

Die Lénge des Bogens if, den der Strahl ;174 im Grundri} am
Kreis mit dem Radius R, —r, abschneidet, wird am Parallelkreis 6
des konformen Netzes vom Anfangsstrahl 2 Y aus in & ® aufgetragen,
der Schnitt des Strahles 2 K mit dem Parallelkreis 4 den konformen
Netzes gibt den Punkt P, usf.

¢) Im Falle: a=0 (Fig. 71).
Die Lange des Bogens um, die der Strahl 5}: im Grundri} am
Kreis mit dem Zylinderradius R, abschneidet, wird im konformen
Netz vom Anfangsstrahl YY aus in U abgetragen; der Schnitt-

punkt der Parallele zu YY durch U mit der Geraden 4 des kon-
formen Netzes gibt den Punkt P, usf.

IIL Die Bestimmung der wahren Linge eines Kurvenstiickes ad
in der Rotationsfliche aus dessen konformen Abbildungen.

Fiir den Fall: a==90°
Aus der Grundgleichung

ds“r

B
W% folgt S:flds' ] 7 2 3 4 5 6 7 89W
AR Fig. 72.

Tragt man den zu jedem Punkt der gestreckten Kurve 4B ge-
r
R
die so erhaltene Fliche obiges Integral dar; die Fliachenbestimmung
kann durch Planimetrierung erfolgen.

horigen Wert als Ordinate iiber dieser Linie auf (Fig. 72), so stellt

IV. Die Aufzeichnung von Kurven, die der Kurve ab in der
Rotationsflache dquidistant sind.

Es sei e die sehr kleine Entfernung, um die die gesuchte Kurve
von der gegebenen Kurve abstehen soll; dieser Entfernung e ent-
spricht in der konformen Abbildung eine Entfernung E, die durch

die Gleichung E———e—lrj bestimmt ist; diese Gleichung wird

fir den Fall a: E’=e~?

LSina

fir den Fall b: E=e

fir den Fall ¢: E=e1—f_9.
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Die konformen Abbildungen der gesuchten Kurven ergeben sich
als die Umbhiillenden der Kreise (Fig. 69), die um die einzelnen
Punkte der Kurve 4 B mit den entsprechenden Radien E gezeichnet
werden; die Ubertragung in die orthogonalen Projektionen der Rota-
tionsfliche erfolgt unter Beriicksichtigung des unter III behandelten
Verfahrens.

V. Die Bestimmung des wahren Inhaltes eines Flichenstiickes
aus demjenigen der konformen Abbildung.

Die Aufgabe wird fir den Fall a« im AnschluB an die friihere
Aufgabe behandelt: es ist die wahre GroBe des Flichenstreifens ab
zu bestimmen.

Es ist im allgemeinen der Inhalt eines in der Rotationsfliche
liegenden Flichenelementes gegeben durch df=r-dg-dl. Der In-
halt des entsprechenden Flichenelementes in der konformen Ab-
bildung ergibt sich mit d F= R-d¢-d L, mithin:

df  rdgdl LAl oy
iF Rap.dl %™t =%
B
ar r®
T—EE, a:lSO f—ng dF
A

Bezeichnet man mit ¢ die im Parallelkreis R der konformen
Abbildung gemessene Breite des Flichenstiickes, so ist d F—=wydR
und es folgt

B
7'2
| || [] i
1 2 3 % 5 6 7 39®

Fig. 73. Das Integral kann wieder durch
Quadratur bestimmt werden, wie aus
Fig. 73 ersichtlich ist; da im Beispiel 2¢ = 1,0 cm als Aqui-
distanz der beiden neben ab gezeichneten Linien genommen ist, so
ergibt sich aus dem nach obigem bestimmten Flicheninhalt von
11,04 qcm des Flichenstreifens ab eine mittlere Linge desselben von
11,04 cm, was mit den friher gefundenen Werten in geniigend ge-
nauer Ubereinstimmung steht.

Auf derselben Grundlage konnen auch die Formeln fiir die

Flachenbestimmung aus den andern konformen Abbildungen abgeleitet
werden; dieselben ergeben sich
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B
fiir den Fall b mit f =f[
A

r? ]
— L
L%sin ¢ } d

r

B
fir den Fall ¢ mit f=f[ '2 wjldL.
4 By

V1. Geschwindigkeits- und Bahnbestimmungen.

Betrachtet man ab und AB als gleichzeitig durchlaufene Bahn-

kurven, so ergibt sich aus der Grundgleichung %:é unter Ein-

fiihrung der Geschwindigkeiten
v= g und V= Z_Ltg die Bezie-
hung v:V=r:R, die die Be-
stimmung der einen Geschwin-
digkeit aus der andern vermittelt.

Es sei nun ein Kanal mit
rechteckigem Querschnitt um

ab als Mittellinie derart geformt,
daB zwei der Begrenzungsflachen
in Rotationsflichen liegen, deren
Meridianlinien in kleinen Abstén-
den von mm verlaufen, wiahrend
die zwei andern Begrenzungs-
flichen durch Erzeugende ge-
bildet sind, die lings der beiden
frither bestimmten Aquidistanzen
angeordnet senkrecht zur Ro-
tationsfliche mm stehen (Fig. 74).

Denkt man sich den so be-
stimmten Kanal von Wasser
durchstromt, so erhilt man, wenn
b die Breite des Kanals, ge-

Grundriss

messen im Streifen ab, und § , L |

die Tiefe desselben, gemessen
zwischen den beiden Begren-

Fig. 74.

zungsrotationsflichen, und ¢ das sekundlich durchstrémende Wasser-
quantum bedeuten, die Werte der mittlern Geschwindigkeiten

1
bd’

durch v =

Bezeichnet ferner B die Breite des Streifens 4B,
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so ist, wenn b und B geniigend klein sind, zu setzen b:B=r:R
und daraus folgt:
_ B ¢ , R _<R>‘“' g

V=T Be o '=\7) Bs

mit der Einfilhrung der Bezeichnungen p=—-— und %:-g erhilt
q
man
R)‘J 1
Bé’

welche GroBen im Beispiel auf Fig. 75 wieder tabellarisch berechnet
und eingetragen sind. '

Konforme Abbildung auf der Ebene EE (zu Fig. 75).

|
|8 | 48
|

| 18! 48 | |
B 6 |Bs|7r/B| v | B |13 mittel%vVE‘i T| U |o

Punkt

10,00
1,12
2,34
3,53
4,70
5,69
6,57
7,32

1,000(0,500/0,500(1,000|2,00012,000(0,500
1,000[0,556/0,556(1,000(1,798(1,798/0,556
0,9860,629/0,620/1,013/1,592(1,522(0,636
0,955(0,695/0,654|1,045(1,463(1,400(0,714
0,90010,75910,682(1,190/1,320|1,189(0,841
0,849(0,814/0,6911,179(1,227|1,041(0,961
0,772/0,863/0,666/1,295/1,1770,909|1,100
0,685/0,904/0,61911,460/1,106(0,7581,319
7,97 | /g0 (059410,940/0,5581,684/1,065/0,632(1,582)) 751 70(6,705/0,337|2,26
8,57 | 049 (0:504(0,973/0,490/1,984/1,029/0,514/1,9251," 1y 06| 7,785(0,279|2,17
9,06 0,425/1,000(0,425/2,351(1,000[0,425(1,351 |~ |8,847/0,226{2,00

0 |1,111(0,00
0,591/1,007(0,59
1,318(0,895(1,13
2,121/0,787|1,67
3,030(0,676(2,10
8,922(0,584(2,29
4,8280,493(2,38
5,736/0,412(2,36

1,12
1,22
1,19
1,17
0,99
0,88
0,75
0,65

0,528(0,591
0,596/0,727
0,675(0,808
0,777(0,909
0,901(0,892
1,030(0,906
1,210(0,908
1,491/0,969

O W 0 -3 DT WD -O

—

Dreht sich der Kanal mit einer

R ‘n y] konstanten Winkelgeschwindig-
\_—1 | keit o um die Drehachse, so
0N " kommt jedem Punkt desselben

Sa N\ \ {* eine Geschwindigkeit u —rw zu;
o SV N\ dieser Bewegung des Kanals ent-
- e, sprechen Bewegungen der kon-
, |, formen Abbildungen und zwar:
L Im Falle a eine Drehbewegung
mit derselben Winkelgeschwin-
W\t digkeit o, also mit U==Rw,
XK 7 /11, d. h. es besteht fiir zwei zugeho-

& 2

rige Punkte der Linien ab und

o—d—d [ [T lo AB, die denselben als Kanal-
Fig. 75. punkte zukommen, die Relation
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u:U=r:R=v:V=0n:9%8,

woraus zu entnehmen ist, daB man in der Abbildung aus der Bahn 4 B
als relativer Bahn bei gegebener Winkelgeschwindigkeit die absolute
Bahn bestimmen kann.

Im Falle b (Fig. 76) kommt dem konformen Kanalbild in der
Kegelfliche ebenfalls eine Drehbewegung mit der Winkelgeschwindig-
keit w zu; in der entwickelten Kegelfliche besitzt daher jeder Punkt
eine scheinbare Drehbewegung um den Mittelpunkt der Entwicklung,
deren GroBe bestimmt ist durch

L R
U= U= U=k

()

)

so daf} sich wieder ergibt w :U=r:R=v:V=0p:%.

Joen o

Fig. 77.

c

Fig. 76.

Im Falle ¢ (Fig. 77) kommt der Zylinderfliche ebenfalls eine
Drehbewegung mit der Winkelgeschwindigkeit w zu, die fiir die ent-
wickelte Fliche zu einer Translationsbewegung von der Grofe U= R,w
wird; man erhalt damit wieder die Relation

u:U=r:By=v:V=p:8.

Es kann also in allen Fillen in der Abbildung bei gegebenen
Geschwindigkeiten ¥V und U das Bild der Absolutbahn bestimmt und
dann dasselbe in Projektionen iibertragen werden.
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Vergleichende Zusammenstellung der konformen Abbildung
eines Stromungsnetzes.

|I|IIII|I.| |l | s
LB
|

-

Fig. 81. Fig. 80.

Von dem in Fig. 78 im Aufri} und Grundrifl dargestellten Stro-

mungsnetz ist:

Fig. 79 die konforme Abbildung in der Ebene E E.

Fig. 80 die in die Ebene ausgebreitete konforme Abbildung auf
der Kegelfliche K K.

Fig. 81 die in die Ebene ausgebreitete konforme Abbildung auf
der Zylinderfliche Z Z.
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Im Beispiel auf Fig. 756 wurde die Berechnungstabelle fiir die
Bestimmung der Absolutbahn in bezug auf den Fall a vollstindig
durchgefithrt. Es wurden statt ¥V und U die proportionalen GroSen

§B=% und u:qu und mittels der Formeln

n

T———fd—; -und 6o=U-T

0
die Bogenabstinde ¢ der Punkte der absoluten Bahn von denen
der relativen Bahn berechnet.

Es bedarf weiter keines Beweises, da aus den Geschwindig-
keitsdreiecken in der Abbildung die Werte der absoluten Geschwindig-
keiten fiir die einzelnen Bahnpunkte bestimmt werden konnen.
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