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Vorwort. 

Das vorliegende Werk steht an Umfang zwischen dem "Grundriß 
der theoretischen Astronomie" von J. FRISCHAUF (3. Aufl. 1922) und 
den umfangreichen Werken "Lehrbuch zur Bahnbestimmung der Ko
meten 1,1nd Planeten" von TH. v. ÜPPOLZER (Bd. I, 2. Aufl. 1882; Bd. II 
188o), "Theoretical Astronomy" von J. C. WATSON (ed. 1896), "Theore
tische Astronomie" von W. KLINKERFUES (H.BUCHHOLZ, 3.Ausg. 1912), 
"Die Bahnbestimmung der Himmelskörper" von J. BAUSCHINGER (2. Aufl. 
1928). Es wendet sich an die Studierenden der Astronomie, denen es 
eine Einführung in die Bahnbestimmung geben, an die Fachastro
nomen, denen es mit der Zusammenstellung erprobter brauchbarer 
Methoden dienen will, und an den Kreis der Nichtfachastronomen, die 
in letzter Zeit in steigendem Maße ihr Interesse durch erfolgreiche 
Mitarbeit an den rechnerischen Aufgaben bekundet haben. 

Da die Bahnbestimmung ein Problem des praktischen Rechnens ist, 
so habe ich auf die praktische Behandlung der Materie durch Formel
zusammenstellungen und Beigabe zahlreicher Beispiele besonderen Wert 
gelegt. Aber auch dem Gesichtspunkt mathematischer Durchsichtigkeit 
hoffe ich in ausreichendem Maße Rechnung getragen zu haben. 

Aus der Fülle der bekannt gewordenen Methoden der Bahnbestim
mung mußte eine Auswahl getroffen werden. Jede Auswahl ist mehr 
oder weniger subjektiv beeinflußt. Denn ein Urteil über die Brauch
barkeit von Methoden erlangt man nur durch öftere praktische An
wendung. Bei der großen Zahl der vorgeschlagenen Methoden dürfte 
es aber kaum einen Astronomen geben, der auf Grund seiner eigenen 
Erfahrung in der praktischen Anwendung aller Methoden ein objektives 
Urteil abgeben könnte. 

Abweichend von den genannten Werken sind hier neben neueren 
Methoden der ersten -Bahnbestimmung, Ephemeridenrechnung und 
Störungsrechnung erstmalig einer Forderung der Zeit entsprechend 
Methoden in einer für die Rechenmaschine geeigneten Form aufgenom
men. Da die Methoden in dieser Form den Vorteil größerer Durch
sichtigkeit haben als in der für die logarithmische Rechnung geeig
neten Form, so habe ich jene an erster Stelle dargelegt. Bis vor wenigen 
] ahren wurden die Bahnrechnungen aus Mangel an geeigneten Rechen
maschinen fast ausschließlich logarithmisch ausgeführt. Auch in ab
sehbarer Zeit wird die Maschine schon wegen der hohen Anschaffungs
kosten die Logarithmentafel kaum ganz verdrängen können. 



IV Vorwort. 

Daß auch die seit etwa 15 Jahren bei den Planeten zur Anwendung 
gelangten Methoden der genäherten Störungsrechnung und Bahn
verbesserung Aufnahme gefunden haben, ist wohl gerechtfertigt. 

Bezüglich der Bezeichnungen habe ich versucht, so weit als möglich 
Einheitlichkeit zu erzielen. Bei der großen Zahl der erforderlichen 
Zeichen ging das nicht immer ohne Bruch mit bisher üblichen Zeichen ab. 

Die Formeln sind in jedem Abschnitt durchnumeriert. Bei dem 
Hinweis auf eine Formel eines anderen Abschnitts ist dessen Nummer 
als erste Zahl vorangesetzt. 

Mit den im Anhang gegebenen HUfstafeln dürfte man in Verbin
dung mit den Jahrbüchern meist auskommen. Im übrigen sei auf die 
"Tafeln zur theoretischen Astronomie" von J. BAUSCHINGER (Neuaufl. 
in Vorbereitung) verwiesen. 

Den Schluß bildet ein Verzeichnis von Tafeln und ein Verzeichnis 
der neueren Literatur, das fast alle seit 1900 bekannt gewordenen 
Arbeiten auf dem hier behandelten Gebiete enthält. 

Es ist mir ein Bedürfnis, den Mitarbeitern, Herrn Dr. J. DICK für 
eine Durchsicht des größten Teiles des Manuskriptes und manche Ver
besserungsvorschläge, Herrn R. HILLER für die Anfertigung der Zeich
nungen, Herrn Dr. A. KAHRSTEDT für eine Revision der Beispiele herz
lichen Dank zu sagen. Dank gebührt auch dem Verlage für die gute 
Ausstattung des Buches. 

Berlin-Dahlem, März 1929. 

G. STRACKE. 
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Erster Teil. 

Die heliozentrische und die geozentrische 
Bewegung. 

I. Abschnitt. 

Die heliozentrische Bewegung eines Körpers. 
Die klassische Himmelsmechanik behandelt die Gesamtheit der Pro

bleme, die sich bei Anwendung des Newtonsehen Gravitationsgesetzes 
auf die Bestimmung der Gestalt und Bewegung der Himmelskörper dar
bieten. 

Nach den bisherigen Erfahrungen hat sich das Gesetz selbst bei den 
genauesten Untersuchungen durchaus bewährt. Zwar ist in der Be
wegung mehrerer großer Planeten des Sonnensystems eine gewisse Ab
weichung zwischen Theorie und Beobachtung seit langem bekannt. 
Indessen würde die Revision des Gesetzes, wie siez. B. die Relativitäts
theorie fordert, in den folgenden Untersuchungen wegen der zahlen
mäßigen Geringfügigkeit der Abweichungen ohne oder doch von unter
geordneter Bedeutung sein. Jedenfalls kann das Problem der Bahn
bestimmung davon ausgehen, die Gesetze abzuleiten, welche sich für 
die Bewegung der Himmelskörper aus dem Newtonsehen Gravitations
gesetz ergeben. 

Die Bahnbestimmung der Planeten und Kometen ist ein Problem des 
Sonnensystems. Bei der Untersuchung der allgemeinen Bewegung, die 
sich aus Rotation und Translation zusammensetzt, würde man auf unüber
windliche Schwierigkeiten stoßen, wenn nicht die Verteilung und An
ordnung der Massen wesentliche Vereinfachungen zuließen. Die Körper 
des Sonnensystems können zwar nicht streng, aber doch sehr nahe als 
aus homogenen konzentrischen sphärischen Schalen gebildet betrachtet 
werden. Die rotatorisehe Bewegung so geschichteter Körper kann voll
kommen getrennt behandelt werden von der translatorischen Bahn
bewegung, die hier allein Gegenstand der Untersuchung ist. Diese Be
wegung der Himmelskörper um die Sonne als Zentralkörper geht so 
vor sich, als wenn ihre Massen in ihren Schwerpunkten - bei Körpern 
mit Monden, Satelliten in deren gemeinsamen Schwerpunkt- konzen
triert wären. Zudem sind die Entfernungen zwischen den Körpern im 
Vergleich zu ihren Durchmessern sehr groß. So darf man, ohne merk
liche Vernachlässigungen zu begehen, die Körper des Sonnensystems 

Stracke, Bahnbestimmung. I 
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im Sinne der Mechanik als materielle Punkte behandeln. Ohne jeden 
meßbaren Einfluß auf die Bewegung der Körper dieses Systems sind 
wegen ihrer äußerst großen Entfernungen die Fixsterne. 

§ I. Die· Bewegungsgleichungen. 

Es ist Aufgabe der Bahnbestimmung, aus den durch mehrere Be
obachtungen bekannt gewordenen scheinbaren Bahnen die wahren, d. h. 
die Bahnen in bezugauf die Sonne als Zentralkörper, zu ermitteln. Um 
diese relative Bewegung zu untersuchen, liegt es nahe, den Nullpunkt 
des festen Koordinatensystems, das im übrigen noch beliebig orientiert 
werden kann, in den Mittelpunkt der Sonne zu legen. 

Es seien x, y, z, r die rechtwinkligen Koordinaten und der Radius
vektor des Körpers P. m sei seine Masse in Einheiten der Sonnenmasse, 
die gleich der Einheit gesetzt sei. Für einen zweiten Körper Px seien die 
entsprechenden Größen Xx , yx, Zx, rx, mx. Die Differentialgleichungen der 
relativen Bewegung des unter der Einwirkung der Sonne und des Kör
pers Px stehenden Körpers P sind dann 

d•x X (Xr-X Xr) - +kz (I+ m)-= kzmr ----
dP. ,.3 LI~ ,.~ 

d• Y Y ( Yr - Y Yr) -+ kz (I+ m)- = kZm1 --r---dP. ,.3 LI~ ,.~ (I) 

d• z z ( Zr - z Zr ) -+ kz (I+ m)-= kzmx ----- . 
dt• ,.3 LI~ ,.~ 

Hierin ist Llx der Abstand der Körper P und Px voneinander, k die 
Intensität der Anziehungskraft für die Einheit der Zeit, der Länge und 
der Masse. Zwischen den Entfernungen und Koordinaten bestehen die 
Beziehungen 

r• = x• + y• + z• r: = x: + y: + z: 
LI:= (xx -X) 2 + (yx -y)• + (zr -z)". 

(2) 

In den Gl. (I) ist nur die Einwirkung des Körpers Px berücksichtigt. 
Für jeden weiteren einwirkenden Körper tritt ein der rechten Seite 
dieser Gleichungen analoges Glied hinzu. 

Die Differentialgleichungen der relativen Bewegung des Körpers Px 
erhält man, wenn man in den Gl. (I) die mit und ohne den Index I be
zeichneten Größen miteinander vertauscht. 

Zur vollständigen Bestimmung der relativen Bewegung der Körper P 
und Px aus den obigen 3 Differentialgleichungen 2. Ordnung sind 
12 Integrationen auszuführen. Von diesen können 4 Integrale, 3 Flächen
integrale und das Integral der lebendigen Kraft, gefunden werden. 
H. BRUNS hat den Beweis erbracht, daß es aber (in diesem Koordi
natensystem) nicht möglich ist, die weiteren Integrale in algebraischer 
Form darzustellen. 
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Um trotzdem zu einer Lösung des Problems, die Koordinaten als 
Funktionen der Zeit zu bestimmen, zu gelangen, greift man zu Nähe
rungsverfahren. Im Sonnensystem wird die Lösung einmal dadurch 
wesentlich vereinfacht, daß die Körper (große und kleine Planeten, 
Kometen usw.) im Verhältnis zur Sonne sehr kleine Massen haben. 
Demgemäß ist die Anziehungskraft der Sonne im allgemeinen weit größer 
als die aller übrigen Körper. Sodann kommen bei der Untersuchung der 
Bewegung der kleinen Planeten und Kometen außer der Sonne nur die 
großen Planeten als einwirkende Körper in Betracht. Die Massen der 
kleinen Planeten, Kometen usw. sind so klein, daß sowohl ihre gegen
seitige Einwirkung wie die auf die großen Planeten bis jetzt unmerklich 
geblieben ist. Man darf also bei der Berechnung der Wirkung, die die 
großen Planeten auf die kleinen und die Kometen ausüben, die Lage 
der erstgenannnten Körper in jedem Augenblick als bekannt voraus
setzen. 

Man nennt die großen Planeten, deren Repräsentant in GI. (r) der 
Körper Px ist, die störenden Körper, die kleinen Planeten und Kometen, 
deren Repräsentant der Körper P ist, die gestörten Körper. 

Der störende Einfluß der großen Planeten ist sehr klein. Man kann 
ihn in erster Näherung vernachlässigen. Das geschieht, indem man in 
GI. (r) die Masse des störenden Körpers P1 gleich Null setzt. Dann lauten 
die Bewegungsgleichungen 

d•x + K• ~ = 
dt• r3 ° 
d• y + K" ..!.. = o 
dt• r3 

d•z z 
liP + K" --;3 = o, 

wenn man zur Abkürzung der folgenden Entwicklungen setzt 

k" (r + m) = K". 

(3) 

(4) 

Diese 3 streng integrierbaren Differentialgleichungen 2. Ordnung 
stellen die Bewegung von P, der nur unter dem Einfluß der Sonne steht, 
dar (Zweikörperproblem). 

Die vernachlässigten Ausdrücke der rechten Seiten der GI. (r) nennt 
man die Störungen. Sie werden sich im allgemeinen um so mehr der Null 
nähern, je kleiner die Massen der störenden Körper sind. Die Störungen 
können aber selbst bei kleinen Massen bedeutende Werte erlangen, 
wenn der Nenner Llz sehr klein wird. (Der Fall sehr kleiner Werte .von rr 
hat im Sonnensystem keine Bedeutung.) Tatsächlich gibt es Beispiele, 
in denen Bahnen des Sonnensystems infolge der kleinen Entfernungen 
zwischen störendem und gestörtem Körper durch die Störungen seitens 
des ersteren vollständig geändert wurden. Unter Umständen können 
infolge dieses kleinen Abstandes die Differentialgleichungen der un-

r* 
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gestörten Bewegung, GI. (3), nicht einmal eine Näherung abgeben. In
dessen gehören diese Fälle zu den Seltenheiten. Im allgemeinen ist man 
durchaus berechtigt, in erster Näherung die Störungen durch die großen 
Planeten zu vernachlässigen. 

§ 2. Die Integration der Bewegungsgleichungen. 
Die Integration der 3 Differentialgleichungen GI. (3) wird auf 

6 Integrationskonstanten führen, die aus den Beobachtungen ermittelt 
werden müssen. Die Integration kann in folgender Weise vor sich gehen. 

Durch Verbindung der GI. (3) mit den Faktorgruppen 

-y +z o 
+x o -z 

0 -X +y 
ergeben sich vollständige Differentiale und durch ihre Integration die 
Flächenintegrale 

dy dx dx dz dz dy 
XTt-YTt=Cr, zdt-Xdt=C2, YTt-ZTt=C3. (5) 

Cr, C2 , C3 sind Integrationskonstanten. Multipliziert man die GI. (5) der 
Reihe nach mit z, y, x und addiert, so erhält man 

Gz+~y+~x=~ ~ 
d. h.: Die Bewegung eines Himmelskörpers um die Sonne als Zentral
körper geschieht in derselben Ebene, in der zugleich der Mittelpunkt 
der Sonne liegt. 

Man kann GI. (6) auch schreiben 

(7) 
so daß zur Festlegung der Bahnebene 2 Konstanten kr = Coz: Cr und 
k-z = C3 : Cr genügen. Legt man jetzt auf Grund der GI. (7) die xy-Ebene 
in die Bahnebene, setzt also z nebst Ableitungen gleich Null, dann re
duzieren sich die 3 GI. (3) auf die beiden Gleichungen 

d•y 2 " 

dt• + K TT = o. (8) 

Ihre Integration wird auf 4 Integrationskonstanten führen. Behandelt 
man die Gl. (8) ähnlich wie die Gl. (3), so ergibt sich 

dy dx 
X dt - y dt = k3. (9) 

Die Konstante k3 entspricht der Konstanten yc~+ c: + c; der Gl. (5) 
bis (7). 

Bezeichnet man die Polarkoordinaten des Körpers P mit r und v, 
den von den Radienvektoren r und r + dr eingeschlossenen Winkel mit 
dv und das zugehörige Sektordifferential mit dS, so ist dieses in Polar
koordinaten bzw. in rechtwinkligen Koordinaten ausgedrückt 

dS = ~r2dv = Hx dy- ydx). (ro) 
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Somit wird 
(n) 

und die Integration ergibt für die doppelte Sektorfläche den Wert 

2S=k3t+k4 , (12) 
d. h. : Der Radiusvektor eines Himmelskörpers beschreibt in gleichen 
Zeiten gleiche Flächenräume (2. Keplersches Gesetz). 

Der Ausdruck dS , dv 
dt = 2rzdt (13) 

stellt die konstante Flächengeschwindigkeit dar. Die willkürliche Inte
grationskonstante k4 kann man als die dop
pelte Sektorfläche ansehen, die von einer 
in der x y- Ebene zu wählenden festen 
Richtungslinie ~ und dem der Zeit t = o 
entsprechenden Radiusvektor eingeschlos
sen wird (Abb. 1). 

Die beiden noch fehlenden Integrationen 
werden folgendermaßen ausgeführt. Man 

multipliziert die GI. (8) mit 2 ~: bzw. mit 

2 ~~ und addiert. Dann setzt man in die 

Summengleichung die aus rz = xz + yz 
durch Differentiation gewonnene Gleichung 

ein, integriert und erhält 

+y 

(~)' (!_2'_)' _ 2 K 2 

dt + dt - ks + ,. · 

Abb. r. 

(15) 

ks ist die 5· Integrationskonstante. Der Ausdruck auf der linken Seite 
der GI. (15) ist das Quadrat der Geschwindigkeit V, also 

v· = k5 + 2 K· . (16) ,. 
(Von dieser GI. (16) wird später noch eine wichtige Anwendung zu 
machen sein.) Zwecks Eliminierung von v• quadriert und addiert man 
die GI. (9) und (14) und setzt xz + yz = rz ein. Dann folgt 

v· = k~ + (_!.!_)' 
,.. dt (17) 

und damit 
(18) 

Um durch die 6. Integration die Gestalt der Bahnkurve des Körpers P 
zu erhalten, wird man dv als Funktion vonrund dr darzustellen· haben. 
Nach Einsetzen der quadrierten GI. (n) ergibt sich 

dvz = k~ dr> 
r• (k5r• + 2K2 r- k~) 

(19) 
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Zur Erleichterung der Integration ersetzt man die Konstanten k3 und 
k5 durch andere Konstanten 

K• 
k~ = K• a (r - e•) und k5 = -------;;:-, (20) 

setzt diese in Gl. (rg) ein, multipliziert Zähler und Nenner des Re
. I- e• 

sultats mlt -( )' und erhält er· 

Die Integration ergibt 

v = arc cos Ia (I - e•) - _:r_J- k6 
L er e 

oder 

COS (V + k6) = -;- [ a (I ;- e>) - I J 
oder nach r aufgelöst 

(21) 

(22) 

a(I -e•) 
r = i-+ e cos (v + k6) · (23) 

Das ist die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte in Polarkoordinaten, 
deren Nullpunkt in einem Brennpunkt, dem Sonnenmittelpunkt, liegt; 
d. h.: Die Bahnen der Himmelskörper sind Kegelschnitte, in deren einem 
Brennpunkt sich die Sonne befindet. (r. verallgemeinertes Keplersches 
Gesetz.) 

Die Integration der Gl. (3) ist damit ausgeführt. Die 6 Integrations
konstanten kr bis k6 müssen aus den Beobachtungen bestimmt werden. 
Indessen sind die obigen Resultate noch in eine Form zu bringen, die 
den Anforderungen der Praxis besser entspricht. Diese Entwicklungen 
sollen für die einzelnen Kegelschnitte getrennt durchgeführt werden. 

§ 3· Die Bewegung in der Ellipse. 
Aus Gl. (21) ergeben sich leicht Minimum und Maximum rp bzw. ra 

des Radiusvektors 
rp=a(r-e), 

Die entsprechenden Punkte der Bahnkurve nennt man Perihel und 
Aphel, ihre Verbindungslinie die Apsidenlinie. Ihre Länge ist 

zp 
2a=rp+ra= I-ez· (25) 

a ist die große Halbachse. Die durch Gl. (25) definierte Größe p 
nennt man den Parameter des Kegelschnitts. 

Aus Gl. (23) geht hervor, daß, wenn e <I ist, sich für jeden Wert 
von v + k6 ein endlicher Wert von r ergibt. Die Kurve ist also geschlossen, 
eine Ellipse. Der Winkel v + k6 ist der Winkel am Brennpunkt (Pol) 
zwischen dem Radiusvektor r und einer in der Bahnebene gelegenen 



I. Die heliozentrische Bewegung eines Körpers. 7 

festen Richtungslinie ~, die den konstanten Winkel k6 mit der Apsiden
linie bildet. Denn ist v + k6 = o 0 , so wird r = r p = a ( r - e) der kürzeste 
Radiusvektor (Perihel). Ist v + k6 = go 0 , so wird r = p, d. h. der 
Parameter p ist gleich dem auf der Apsidenlinie senkrecht stehenden 
Radiusverkehr. Ist v+ k6= r8o 0 , so wird r=ra= a (r +e) der längste 
Radiusvektor (Aphel). a ist der mittlere Wert des Radiusvektors r. 

Der Abstand des Mittelpunkts der Apsidenlinie vom Brennpunkt 
ist gleich a e. Die Exzentrizität e ist also das Verhältnis des genannten 
Abstandes zur großen Halbachse. Man stellt die Exzentrizität auch 
durch den Exzentrizitätswinkel sin cp = e dar. 

Zählt man den Winkel v + k6 nicht von der festen Richtungslinie ~ 
sondern vom Perihel aus, so ist k6 = 0°, und es wird 

Ir= ~cosv· I (26) 

Man nennt v die wahre Anomalie und zählt sie vom Perihel aus in der 
Richtung der Bewegung von 0° bis 360°. 

Die im Mittelpunkt auf der Apsidenlinie senkrecht stehende kleine 
Halbachse sei mit b bezeichnet. 
Dann besteht zwischen a, b, e, p 
die Beziehung 

b = a {r~ez = yap. (27) 

Die Bedeutung der aufge
führten Größen wird auch aus Al-----...-...,p=---~~~ 

Abb. 2 ersichtlich. Es ist r = P 5, 
v=<r.IISP, a=Oll=ON, 
rp=Sll, ra=SA, b=OQ, 
cp=<r:.OQS, ae=OS, v+k6 
=<}PS~, k6= <r.II 5~. 

Nun sollen die oben ange- Abb. z. 

deuteten Entwicklungen durch-
geführt werden. Ersetzt man in Gl. (rr) die Konstante k3 durch den 
in Gl. (20) gegebenen Ausdruck, so wird 

(28) 

Diese Gleichung soll in der Annahme der elliptischen Bewegung über die 
Zeit eines Umlaufs Tu integriert werden. Dann ergibt sich auf der einen 
Seite die ganze Ellipsenfläche, auf der anderen Tu 

ab n = f K ya (I - ez) Tu, 

und mit Berücksichtigung der Gl. (27) 

(29) 

(30) 
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Da man im Sonnensystem die Massen m in K" = k" (I + m) gegen die 
Sonnenmasse als sehr klein betrachten darf, so ist die Größe Kz: 4 nz 
sehr nahe eine Konstante. Setzt man sie streng gleich einer Konstanten, 
so besagt Gl. (30): In der elliptischen Bewegung verhalten sich die 3· Po
tenzen der großen Halbachsen wie die Quadrate der Umlaufszeiten 
(3. Keplersches Gesetz). 

Will man die Angabe des Gestirnsortes P in der Ellipse für eine be
liebige Zeit erhalten, so muß man die Gl. (28) über beliebige Zeiträume 
integrieren. Führt man statt der Umlaufszeit Tu den durch 

2:TC 
ft=Tu 

definierten Winkel fl ein, so wird 

Aus der Verbindung der Gl. (I8), (20) und (3I) erhält man 

~ (d")'= azez- (a- r)z. 
fl' a• dt 

(3I) 

Um diese Gleichung integrierbar zu machen, führt man einen Hilfs
winkel E als neue Variable ein durch 

a-r=aecosE. 
Durch Differentiation und Quadrierung ergibt sich 

dr . dE 
dt= aesmEdt 

und 
(a -r)z = azez -azez sin Ez, 

und nach Einsetzen dieser beiden Gleichungen 
r dE 
--=I 
fla dt 

oder 
(I- e cos E) dE =ftdt. 

Die Integration liefert endlic~ ---·····--·-- .1 I E -e sm E=ftt+Mo, 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

(37) 

worin Mo eine Integrationskonstante ist, die gewissermaßen die Kon
stante k4 in Gl. (I2) ersetzt. Die in E transzendente Gl. (37) nennt man 
die Keplersche Gleichung, ihre rechte Seite die mittlere Anomalie M 

M =Mo+flt. (38) 

Zählt man die Zeit von einer Ausgangsepoche to ab, und ist Mo die mitt
lere Anomalie für diese Epoche, so ist 

E-esinE=Mo+fl(t-to)=M. (39) 
fl ist die mittlere Bewegung in der Zeiteinheit, die durch Gl. (3I) mit der 
großen Halbachse a verbunden ist. 
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Es fehlen noch die Beziehungen zwischen der sog. exzentrischen 
Anomalie E und der wahren Anomalie v. Man erhält sie durch Ver
bindung der Gl. (25), (26) und (32) 

r 
r cos v = a ( cos E - e) 

r sin v = a yr e2 sin E. 

Sind die Integrationskonstanten Mo, a (also auch#) und e bekannt, so 
kann nach Gl. (39) E und nach Gl. (40) r und v ermittelt werden. 

Führt man, um die Bedeutung der mittleren Anomalie kennen zu 
lernen, einen fingierten Körper ein, der sich mit konstanter Winkel
geschwindigkeit um die Sonne bewegt, so ist die mittlere Anomalie der 
von diesem Körper in der Zeit t -to beschriebene Winkel. Die geome
trische Bedeutung der exzentrischen Anomalie ist folgende. Verlängert 
man das von P auf die Apsidenlinie gefällte Lot PM nach der anderen 
Seite, bis es den über der großen Achse als Durchmesser geschlagenen 
Kreis in N schneidet, so ist <1: NOII = E. Denn es ist MS= OM- OS 
oder r cos v = a cos E - a e entsprechend der ersten der Gl. (40). 

§ 4. Die Bewegung in Kreis und Parabel. 

a) Die Bewegung im Kreise. Setzt man in der Gleichung des 
Kegelschnitts, Gl. (26), e=o, so ist r=P=a. Der Körper bewegt sich 
mit gleichförmiger Geschwindigkeit im 
Kreise (Abb. 3). Bezeichnet man die Ano
malien für die Zeiten t und to mit u und 
uo, so ist der Ort in der Bahn bestimmt 
durch 

U=uo+ft(t- to), 

worin# durch Gl. (31) definiert ist. 
b) Die Bewegung in der Parabel. Setzt 

man in GI. (26) e = I , so ergibt sich für 
v =0° rP . ~ p, d. h. im Perihel ist der · 
Abstand der Sonne von diesem gleich dem Abb. 3· 

halben Parameter. Für v = r8o 0 erhält 
man ra= oo. Das Aphelliegt also im Unendlichen. Nennt man r11 die 
Periheldistanz q, so wird p =2 q und die Gleichung der Bahnkurve 

p I ' r = = q sec- vM • 
I+cosv 2 

Die Kurve ist eine Parabel. 
Will man die Bewegung in der Parabel kennen lernen, so ist unter 

der Voraussetzung der durch Gl. (42) gegebenen Beziehung zwischen 
den Polarkoordinaten r und v die Gl. (28) 

rz ~~ = K ya (r ~e2) = K {P 
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zu integrieren. Durch Einsetzen von GI. (42) erhält man 

qzsec~v4 dv =K"'/zqdt 
und das Integral 

2qz (tg~v + jtg~v 3 } =K y2qt + k~. (43) 

Bezeichnet man mit T den Moment des Periheldurchgangs des Körpers 
P, so ist t= T und V=0° zu setzen, und es wird 

k~=-Kf2qT. 
Damit erhält man 

d. i. der Ausdruck für die Beziehung zwischen der wahren Anomalie v 

00 

und der seit dem Periheldurchgang verflosse
nen Zeit t- T. Setzt man die rechte Seite 
gleich M, so erhält man die Gleichung 

~ (tg~v + jtg~v 3 ) = M, {45) 

die der Keplerschen Gleichung in der Ellipse 
entspricht. 

Die Gestalt der parabolischen Bahn wird 
bestimmt durch die Periheldistanz q, der Ort 
in der Bahn durch die seit dem Periheldurc.h
gang verflossene Zeit t-T. Diese beiden 
parabolischen Bahnelemente treten an Stelle 

Abb. 4· der großen Halbachse a ( a = oo), der Exzentri-
zität e ( e = I), und der mittleren Anomalie Mo 

für die Ausgangsepoche to bei der Ellipse. In der Abb. 4 ist PS= r, 
Sll = q, <f_PSll =v. 

§ 5. Die Bewegung in der Hyperbel. 

Ist e > I , so wird - anziehende Kräfte vorausgesetzt - wegen 
P=a(I -ez) a negativ, gleich a,.. Die Kurve ist eine Hyperbel. Um in 
den folgenden Entwicklungen das Auftreten imaginärer Größen zu ver
meiden, führt GAuss für die Exzentrizität e eine neue Hilfsgröße ein, 
die definiert ist durch cos 1p = e-1 • Dann läßt sich die GI. (26) schreiben 

p COS'IjJ 
r = I I • (46) 

2 cos 2 (v + 'lfJ) cos 2 (v- 'lfJ) 

Man erkennt, daß, wenn v zwischen o 0 und I8o 0 -1p liegt, der Radius
vektor r stets positive Werte hat; daß für v = I8o 0 -1p r = oo wird; 
daß, wenn v zwischen I8o 0 -1p und I8o 0 + 1p liegt, r stets negative Werte 
annimmt; daß für v = I8o 0 + 1p r = oo wird; daß, wenn. v zwischen 
I80° + 1p und 360° liegt, rwieder positive Werte hat. Hier kommen nur 
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positive Radienvektoren, d. h. der Kurvenzweig, der zu Werten von v 
zwischen r8o 0 + "P und r8o o - "P gehört, in Betracht. Für v = o 0 werden 
die beiden Faktoren cos ~ ( v + "P) und cos ~ (v - "P) einander gleich. 
Setzt man 

cos~(v- 'lfJ) 

cos~ (v + 'lfJ) a, (47) 

so ist für v=o 0 O'=I. Zu gleichen Werten von v mit entgegengesetztem 
Vorzeichen gehören reziproke Werte von a. Bewegt sich v zwischen 
r8o 0 + "P und r8o 0 - "P· so bewegt sich a zwischen o und + oo. 

Der elliptische Hilfswinkel E würde hier imaginär werden; es sei 
eine entsprechende Hilfsgröße H eingeführt durch 

IH I ffi+-I tg- = tg-v --. 
• 2 e +I 

Die geometrische Bedeutung der 
Hyperbelgrößen ist aus Abb. 5 er
sichtlich. EsistPS=r, <rPSO=v, 
SO=ae, Oll =a,.. Fällt man von 
P auf die Richtung der großen 
Achse 2 a,. ein Lot und zieht von 
dessen Endpunkt die Tangente an 
den um die große Achse za,. als 
Durchmesser geschlagenen Kreis, 
so ist <[MON =H. Denn es ist 
M Sc=OS-OM, oder r cos v 
=ae-a sec H entsprechend der 
GI. (54). 

Zwischen den neuen Hilfsgrößen 
können folgende Beziehungen auf
gestellt werden. Es ist 

Abb. 5· 

e - I I - COS 'lfJ < I 

e + I = I + COS 'lfJ = ._g "2 lf'z' 

und folglich 
tg f H = tg i V tg f 1p. 

Also ist 
I+ tg~H 

a = --+- = tg (45 ° + f H) 
I -tg 2 H 

und 

Da 

ist, so wird 

H ztgfH 
tg - -------'"=-

-I -tg~H• 

G-I 

tg~H=a+I' 

S' 

(49) 
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Durch Quadrieren, beiderseitiges Addieren von I und Radizieren wird 
erhalten 

secH=f(a+ :). 

und nach Einführung von a aus GI. (47) 

cos f (v + 1p)• + cos f<v- 1p)• (e + cos v) cos 'I' 
SeCH= I I ) = I ( ) I ( ) zcos 2 (v+tp)cos 2 (v-1p zcos 2 v+'P cos 2 v-1p 

oder 
H r(e+cosv) 

sec =--p--, 

wo p = a,. (ez- I) ist. 
Addiert man beiderseits =r I , so erhält man 

I =f cos H r (e =f I) (I =f cos v) 
cosH p 

Andrerseits ist 

also 

I =f cosH 
cosH 

'Fr sin~V = va,. (e +I) sin ~H = ~ va,.(e +I) (a- r) 
y 2 cos H 2 2 a 

Yr I va,. (e- I) I H I va,. (e- I) ( + ) cos-v = cos- =- ------ a r . 
2 cos H 2 2 a 

Multipliziert man beide Gleichungen miteinander und setzt ein 

so wird 
eZ-I =tg 1pz, 

r sin v = a,. tg V' tg H = f a,. tg V' ( a - -~) . 
Nun ist aber 

p cos v an 'Y (e + cos v) 
r cos v = 1-=l-e-cosv = a,.e- p . 

Setzt man hierin GI. (50) ein, so erhält man 

(so) 

(SI) 

(52) 

(53) 

r cos v = a,. (e- sec H) = fa,. (ze- a- _I__). (54) 
(J I 

Quadriert man die Ausdrücke für r sin v und r cos v, addiert und radi
ziert, so ergibt sich 

r=a,.(esecH-r)=fa,.[e(a+ ;)-zJ. (55) 

Nachdem so die Beziehungen zwischen r und v einerseits und den 
hyperbolischen Elementen andrerseits aufgestellt sind, soll jetzt die 
Integration der GI. (28) für die Hyperbel ausgeführt werden. 

Die Differentiation der GI. (47) ergibt, wenn 1p als konstant an
gesehen wird, 

d _ sin1p d a- , v. 
z cos 2 (v + 1p)• 
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Dividiert man durch Gl. (47), so wird 

_d_o = sinV' d 
o 2 cos ~ (v +V') cos ~ (v- V') 

also nach Einsetzen von Gl. (46) 

und damit 

do r 
- = --tg 1p dv 

(J p 

pr ,/-
rzdv =--da= K rPdt. 

o tgw 

'IJ, 

I3 

Setzt man hierin den Ausdruck für r nach Gl. (55) und für p den Wert 
a,. tg "P" ein, so erhält man 

K ypdt = a~ tg1p [~e (I+:.)--~ ]da. (56) 

Die Integration dieses Ausdrucks liefert 

I ( I\ I Kl(p k" -e a- --1- gnata = --t + . 
2 o; a~tg'ljJ 4 

(57) 

Im Perihel ist a =I, also die linke Seite der Gleichung gleich Null. Be
zeichnet man die Durchgangszeit durchs Perihel mit T und setzt 
p = a,. tg "P" ein, so wird 

k"=--~T 4 l . 

Setzt man ~ = ft, so wird 
a~ 

a2 .. 

~e ( a- ; ) -lgnat a = ft (t- T). 

Multipliziert man diese Gleichung mit dem Modul der Briggsehen Loga
rithmen, so erhält man 

~ e Mod ( a - ; ) - lg a = Mod ft (t - T), 

und nach Einführung von H an Stelle von a 

e Mod tg H - lgtg (45 o + ~ H) = Mod ft (t - T) . (58) 

Der Vergleich mit dem entsprechenden Ausdruck in der elliptischen 
Bewegung, Gl. (39), läßt die Ähnlichkeit dieser Gleichung mit jener 
erkennen. H kann aus Gl. (58) bestimmt werden, wenn die Konstanten 
e, a,. und die seit dem Periheldurchgang verflossene Zeit t - T bekannt 
sind. Dann können mit bekanntem H, z. B. nach Gl. (53) und (54), 
auch r und v ermittelt werden. 

Nach erlangter Kenntnis der Bewegung in den Kegelschnitten mag 
jetzt ein einfaches Kriterium für die Art der Bahn Platz finden. Setzt 
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man in GI. (16) den Wert für die Konstante k5 nach GI. (20) ein, so er
hält man für das Quadrat der Geschwindigkeit V den Ausdruck 

v· = K" (; - ; ) . (59) 

Daraus ergibt sich, daß 

a positiv und endlich (Ellipse) ist, wenn V" < 2 ~· 

a=r (Kreis) " " v·= x· 
" 

a = oo (Parabel) " " 
v· = 2K". 

" 
a negativ und endlich (Hyperbel} " v· 2K• ist. " >-

" 
Die Art der Bahn hän_gt also allein von der Geschwindigkeit in der 
Sonnenentfernung r ab. 

§ 6. Die Bahn im Raum. 

Nachdem die Untersuchungen über die Art der Bewegung des Kör
pers P in der Bahnebene abgeschlossen sind, muß jetzt noch die Lage 
der Ebene im Raume und die der Bahnkurve in der Ebene festgelegt 
werden. 

Führt man die Integration der GI. (3) in einer der .Integration der 
GI. (8) analogen Weise durch, so sind die 3 Integrationskonstanten 
Cz, Cz, fL in GI. (5) die I.>,r:()jektionen der Flächengeschwindigkeit 

~~ = -i K fP auf die 3 Koordinatenebenen des Systems x y z. Das Ko

ordinatensystem (für ein bestimmtes Äquinoktium) sei folgendennaßen 
orientiert. Die xy-Ebene sei die Ebene der Ekliptik mit dem Sonnen
mittelpunkt als Koordinatennullpunkt.' Die + x-Achse sei nach dem 
Frühlingspunkt, die + y-Achse (im Sinne der Richtung der Erdbewe
gung) senkrecht dazu, die +z-Achse nach dem nördlichen Pol der 
Ekliptik gerichtet. 

Die Schnittlinie der Bahnebene mit der Ekliptik nennt man die 
Knotenlinie, ihre Durchschnittspunkte an der Sphäre die Knoten. 
Man bezeichnet den Knoten, durch den der Körper sich von der süd
lichen nach der nördlichen Seite der Ekliptik bewegt, als den aufsteigen
den, bl,, den anderen als den absteigenden Knoten, 'iJ. Die Länge des 
aufsteigenden Knotens vom Frühlingspunkt in der Richtung der Be
wegung von o 0 bis 36o 0 gezählt, sei mit bl. bezeichnet. 

Der Neigungswinkel, den die Ekliptik mit der Bahnebene bildet,. 
sei i. Man mißt ihn als den Winkel, der zwischen denjenigen Zweigen der 
größten Kreise an der Sphäre liegt, die im Sinne der Bewegungsrichtung 
vom aufsteigenden Knoten wegführen und zählt ihn von 0° bis r8o 0 • 

Ist i < go 0 , so bewegt sich P von der Sonne gesehen in gleicher Richtung 
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mit der Erde. Man nennt diese Bewegung rechtläufig. Ist i > 90°, so 
ist die Bewegung eine der Erdbewegung entgegengesetzte, rückläufige. 

In Abb. 6 ist <}::: 'V' S Al,= Al,, <)::: P Al, Q = i. 
Nach der Einführung 

dieser Bezeichnungen wird 

C ds . n· P . k I =2 dt cos 't. Ie roJe -

. dS f . Eb hon von 2 dt au eme ene, 

die durch die Knotenlinie 
geht und auf der Ekliptik 

. dS .. 
senkrecht steht, Ist 2 di sm t, 

also die Projektion auf die x z

EbeneC2 =- 2 d 5 sin i cos Al, 
dt 

und die auf die yz-Ebene 
C dS ... 

3 = 2 di sm t sm Al, . 

Setzt man diese Werte von 
CI' c2' c3 in GI. (6) ein, 
so wird 

-tz 

Abb. 6. 

z cos i - y cos Al, sin i + x sin Al, sin i = o 
oder in der Form der GI. (7) 

Es wird demnach 
z - y cos Al, tg i + x sin Al, tg i = o. 

k c. n . 
I = - = - COS Ob tg t c, 

k c3 . n . 
2 = C, =Sill Ob tgt. 

(6o) 

(6r) 

Der Neigungswinkel i und die Knotenlänge Al, legen die Bahnebene im 
Raume fest. 

Für die Flächenintegrale ergibt sich nach GI. (5) 
dy dx ,J-

x Tt -- y Tt = K y p cos i 

dx dz K ,r;: n . . 
z Tt- x Tt = - r p cos ob sm t (62) 

c dz dy ,J-
y Tt- z di = K r p sin Al, sin i, 

also eine Beziehung zwischen den Koordinaten x, y, z und den Ge-
h . d" k •t dx dy dz • • d . 

sc wm Ig e1 en dt , dt, dt emerselts, den Konstanten K, p un t, Al, 

andrerseits, von der unten noch Gebrauch gemacht wird. 
Endlich ist noch die Lage der Bahn in ihrer Ebene festzulegen. Es 

war k6 als der konstante Winkel zwischen einer in der Bahnebene ge
legenen festen Richtungslinie Al, mit der Apsidenlinie definiert. Man 



16 Die heliozentrische und die geozentrische Bewegung. 

nennt den Winkel zwischen den Richtungen nach dem Perihelll und dem 
Knoten g,, in der Bewegungsrichtung vom aufsteigenden Knoten ab 
von o 0 bis 360 o gezählt, den Abstand des Perihels vom Knoten und be
zeichnet ihn mit w ( =k6). Die Summe der Winkel g, und w nennt man 
die Länge des Perihels n, so daß n= g,+w einen gebrochenen Winkel 
darstellt, dessen Teile in 2 Ebenen liegen. Die Summe der in de~ Bah~-
ebene gelegenen Winkel w und v nennt man das ~r_gume_nt der Breite, 
so daß 

In Abb. 6 ist <9:: g, S li = w, -1:: 'V' S li =n, <9:: g, SP=u. 
Es bleibt nun noch die Aufgabe, die heliozentrischen Koordinaten 

x, y, z selbst durch die Integrationskonstanten auszudrücken. Das kann 
auf folgende Weise geschehen. Läßt man in der xy-Ebene die Richtung 
der x-Achse in die Richtung nach dem aufsteigenden Knoten fallen, so 
wird im neuen System x, y, z 

x =rcosu 
y = r sin u cos i 
z = r sin u sin i 

Dreht man nun das System um diez-Achsein die frühere Lage zurück, 
so ist 

x = x cos g, - y sin g, 
y = x sin g, + y cos g, 
Z=Z 

Nach Einsetzen dieser Werte in Gl. (64) erhält man 

x = r (cos u cos g, -sin u sin g, cos i) 

y = r (cos u sin g, + sin u cos g, cos i) 

z = r sin u sin i 

(65) 

(66) 

Damit sind die Koordinaten x, y, z als Funktionen der Zeit und der 
6 Integrationskonstanten bestimmt, und die Lösung des Problems der 
Integration der Gl. (3), der Bewegungsgleichungen eines Körpers P 
mit gegebener Masse m, ist erreicht. 

Bei den Körpern, die hier in Betracht kommen, kann die J\1:asse 'ltt in 
K 2 = k 2 (r + m) vernachlässigt werden. Beachtet man dies, so lauten 
die vollständigen Integrale für die 4 Kegelschnitte: 

I. Ellipse. 
k 

ft=---y 
a2 

E- e sinE = M =Mo+ ft(t-to) 
r cos v = a ( cos E - e) 

r sin v = a y' I-ez sin E 
u=v+w 
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2. Kreis. 
k 

p=-3 

U = Uo + p(t- to) 

3· Parabel. 

t.:_tg~ v +I_:_~ tg~ v3 = M = t- T 
k 2 k 3 2 l 

r = q sec~vz 
U=V-TW 

4· Hyperbel. 
k 

fl = -T 

q2 

e Mod tg H- lg tg (45° + ~ H) = Mod fl (t- T) 
r cos v = an (e - sec H) 

rsinv =an yez ItgH 
u=v+w 

x = r ( cos u cos P, - sin u sin P, cos i) 

y = r (cosusinbb + sinucosbb cosi) 
z = r sin u sin i 

§ 7. Die Gaußsehe Konstante des Sonnensystems. 

Nach den Gl. (4) und (30) ist 
3 

2 7t a2 
k = -----=---- . 

T. t I+ m 

IJ 

Aus dieser Gleichung erhält man die in den bisherigen Entwicklungen 
auftretende Attraktionskonstante des Sonnensystems k, wenn man sie 
auf eine bereits bekannte Bahn, z. B. die Erdbahn, anwendet. 

Als Einheit der Masse war die Sonnenmasse festgesetzt. Die Umlaufs
zeit Tu für die Ellipse drückt man in Einheiten des mittleren Sonnen
tages aus (Einheit der Zeit). Setzt man die halbe große Achse der 
Erdbahn gleich der Einheit (Einheit der Länge), so wird 

k= ---~
Tu Y I+ m . 

Nach dieser Formel hat GAuss in der Theoria motus für die nach 
ihm benannte Konstante in der Annahme I siderisches Jahr= Tu 
= 365.2563835 mittlere Sonnentage, Masse m0+<[ =I: 354710 den Wert 

k = O.OIJ20209895 oder k" = 3548':1876I 
gefunden. 

Stracke, Bahnbestimmung. 
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Seit GAuss' Zeiten hat man eine genauere Kenntnis der Erdbewegung 
erlangt. So ist nach NEWCOMB die Masse m5+<C =I: 329390 und die Länge 
des siderischen Jahres (für I900) T,. = 365.25636042 mittlere Sonnen
tage. 

Bei einer Neubestimmung der Konstanten k mit den besseren Erd
konstanten würde man einen gegen den Gaußsehen geänderten Wert 
erhalten. Um aber keine Verwirrung anzurichten, ist man überein
gekommen, den Gaußsehen Wert von k unverändert beizubehalten und 
dafür die Längeneinheit zu ändern. Sie ist festgelegt durch 

I a I = vk• (I + m) T •. 
4 n• ,. 

Auf Grund der Newcombschen Zahlenwerte erhält man dann für die 
halbe große Achse der Erdbahn den Wert lg a =o.oooooooi3. 

2. Abschnitt. 

Beziehungen zwischen mehreren Orten in der 
heliozentrischen Bahn. 

Um in der Darlegung der Methoden der ersten Bahnbestimmung 
keine Unterbrechungen eintreten zu lassen, sollen in diesem Abschnitt 
Beziehungen abgeleitet werden, die dort gebraucht werden. 

§ 8. Die Dreiecksflächen als Funktionen der Zeit. 
In der Gauß-Enckeschen Bahnbestimmung treten die Verhältnisse 

der von den Radienvektoren und den zugehörigen Sehnen gebildeten 
Dreiecksflächen als Funktionen der Zwischenzeiten auf. Sie sollen hier 
in Reihen, fortschreitend nach den Potenzen der Zwischenzeiten, ent
wickelt werden. 

Die xy-Ebene sei die Bahnebene mit dem Sonnenmittelpunkt als 
Koordinatennullpunkt. Die rechtwinkligen Koordinaten von 3 Orten 
in der Bahn seien mit xi, yi, die Radienvektoren mit ri, die zugehörigen 
Zeiten mit ti bezeichnet (i =I, 2, 3). 

Entwickelt man die Koordinaten Xr, Yr und x3 , y3 als Funktionen 
der Koordinaten x2 , y 2 in Reihen, so kann man schreiben 

dx2 I d•x2 I d3x, ) 
X1 = X2 - dt (tz- tr) + w ---a:i> (tz- tx) 2 - I. 2 • 3 ---a:t"3 (tz- tx 3 ... 

dx, I d•x. I d3x2 ) 
x3 = Xz + dt (t3 -tz) + w ---a:i> (t3 -t2) 2 + I· 2 • 3 dt3 (t3 -tz 3 ... 

(I) 

Entsprechende Ausdrücke lassen sich für Yx, y 3 aufstellen. 

Vernachlässigt man in den Bewegungsgleichungen (I. 3) die Masse m, 
so lauten sie für den mittleren Ort zur Zeit t2 

d•x. + kz ..::_ = 
dt• r3 °' 2 
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Differenziert man die Gleichungen, so erhält man für die x2-Koordinate 

d3x. 3 k•x. dr. k• dx. 
dtJ = ----rr dt - r~ dt 

d4_:.:_ _ [~ _ 12 k• (~)• 3 k• d•r,l 6k• dr, dx!:_ 
dt4 - Xz r6 rS dt + r4 dt• , + r4 dt dt USW. 

2 2 2 ..... 2 

2) 

Führt man diese Ausdrücke wie die entsprechenden für die y2-Koordi
nate in GI. (1) ein, und setzt zur Abkürzung 

k (tz-ti)=l'3, k (t3-tz)=1'I, k (t3-ti)='Z'z, kdt=dl', 

(3) 

so wird 
dx, 

XI = oti Xz - ßi ---;r; · + Yz , 

dy, 
YI = oti Yz - ßi dr · - Xz , 

(4) 

Durch Multiplikation mit den neben den Gleichungen stehenden Fak
toren, Addition und Einsetzen der Werte von XI, yi nach GI. (4) in die 
dritte der entstehenden Gleichungen erhält man 

Yz XI - Xz YI = ßi (xz dy, - Yz dxz__) 
dx dr 

Y3 Xz - X3 Yz = ß3 ( Xz i.r:' - Yz ~~ ) 
ß ) ( d y, dx, \ 

Y3 XI - X3 YI = (oti ß3 + I ot3 Xz -----;tT - Yz ~). 

Die linken Seiten der so erhaltenen 3 Gleichungen sind die doppelten 
Flächen der von den Radienvektoren und den Sehnen gebildeten Drei
ecke. Diese doppelten Dreiecksflächen seien mit den Symbolen [ri rz], 
[rz r3], [ri r3] bezeichnet. Dann ist 

~~-~~=~~. ~~-~~=~~. ~~-~~=~~· ~ 

Die Klammerausdrücke auf den rechten Seiten sind gleich der doppelten 
Flächengeschwindigkeit in der Zeiteinheit dT = k dt, also fP. 

Führt man diese Beziehungen in die 3 Gleichungen ein, so lauten sie 

[rx rz] = ßx "(p, [rz r3] = ß3 VP, [ri r3] = (oti ß3 + ßi ot3) fP · 
2* 
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Bildet man die Verhältnisse der beiden dem mittleren Radiusvektor 
anliegenden Dreiecke zu dem großen Dreieck und bezeichnet die Quo
tienten mit nr, n3 , so erhält man für diese Verhältnisse der Dreiecks
flächen die Ausdrücke 

nr = [r~ =~(I+~ ~3 (~z +~I)+ I_ ~3 (~3 + ~r'3- ~~) !!!.._ .. ·)' 
[rr_r3] ~. 6 d 4 r~ d; . 

n = _t'r_rz] = ..2_ (I+ ~~I (~z + ~3) -~~I (•~ + ~~ '3- ~3) drz •. ·) 
3 [ri r3] ~. 6 r~ 4 r~ d' ' 

(7) 

in denen auf den rechten Seiten außer den Zwischenzeiten nur der 
mi1_tlere Radiusvektor und seine Differentialquotienten nach der Zeit 
auftreten. Dieses Resultat ist für die Bahnbestimmung von großer Be
deutung. 

Bildet man aus den Gl. (6) den Ausdruck 

,f.i: h Tz r 3 ( ~3 - <I d rz ) [rr r2J + [r2 r3]- [rr r3] = v y--3- I+ ---d · · · ' 
· 2 r 2 rz 1: 

(8) 

so ist dieser der doppelte Flächeninhalt des kleinen Dreiecks, dessen 
Endpunkte die 3 Punkte der Bahn sind. Er ist in bezug auf die Zwischen
zeiten von der 3· Ordnung. Würde der Flächeninhalt gleich Null werden, 
d. h. würden in den Gl. (6) die Glieder 3· Ordnung vernachlässigt, so 
würde sich der Körper in geradliniger Bahn bewegen. Demnach müssen 
bei Anwendung der Gl. (6) auf die Bahnbestimmung in bezugauf die 
Zwischenzeiten mindestens die Glieder 3· Ordnung, oder in Gl. (7) 
mindestens die Glieder 2. Ordnung berücksichtigt werden. 

In die Gl. (7) sollen nun noch statt des Radiusvektors r 2 die beiden 
Radienvektoren Yr und r3 eingeführt werden. Das gelingt in folgender 
Weise. 

Aus den Reihenentwicklungen 
dr2 I 2 d•rz 

Yr = Y2 - T3- + - T -- - · · · d; 2 3 d~· 

+ drz + 1 2 d•rz + r 3 = r2 Tr - - T -- · · · do 2 I d~Z 

erhält man 

und 
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mithin 

Setzt man diesen Ausdruck in Gl. (7) ein, so ergibt sich 

(9) 

Hervorgehoben sei, daß diese Ergebnisse ihrer Ableitung nach für 
alle Kegelschnitte mit der Sonne als Zentralkörper gelten. 

§ 9. Das Verhältnis von Sektor zu Dreieck in der Ellipse. 
In der Gauß-Enckeschen Bahnbestimmung ist die Aufgabe zu lösen, 

aus zwei Radienvektoren, dem von ihnen eingeschlossenen Winkel und 
der Zwischenzeit den Parameter zu bestimmen. GAuss bedient sich 
dabei des Verhältnisses der Sektorfläche zur Dreiecksfläche als einer 
zweckmäßigen Arbeitsunbekannten. 

Bezeichnet man die genannten Größen mit rr, r3 , 2 fz = v3 -vr = u3 -Ur, 
t3 -tr und p, und führt man für die doppelte Fläche des von den Radien
vektoren und der Sehne gebildeten Dreiecks wieder das Symbol [rrr3], 

für die von den Radienvektoren und der Bahnkurve gebildete doppelte 
Sektorfläche das Symbol (rrr3) ein, so ist 

[rr r3] = r, r3 sin 2 fz 

und nach Gl. (r. 28) bei Vernachlässigung der Masse m 

(rr r3) = k fP (t3 - tr) . 

Mithin wird das Verhältnis von Sektor zu Dreieck Yz 
- (rr r 3) k VP (t3 - t,) 
Yz = [r1 r3] = r, r3 sin 2 fz 

Hieraus kann p bestimmt werden, wenn Yz bekannt ist. 

(ro) 

(rr) 

(I2) 

a) Hilfsformeln. Zunächst seien einige Beziehungen aufgestellt, 
die in den folgenden Entwicklungen Anwendung finden. 

Aus den Gl. (r. 32) und (r. 40) erhält man 

cosE- e 
COSV = I- ecosE 

(r - e) 2 cos ~ E> 
I + COS V = 2 COS -21 vz = -------=':--

1-ecosE 

( 1 + e) 2 sin ~ E> 
I - cos v = 2 sin ~ vz = 

I- e cosE 

sin !. v = .l'~ sin !. E 
2 fr-ecosE 2 ' 
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und 
yr~cos ~vi = ya (I- e) cos ~EI l 
_ J für die Zeit ti y ri sin ~ vi = y a (I+ e) sin ~EI 

yr3 cos~v3 = ya(I-e)cos~E3 } .. . . 
- • x ,,-~-- • x fur d1e Zelt t3 • yr3 sm 2 v3 = ya(I+e)sm 2 E 3 

(I3) 

Multipliziert man die erste und dritte, dann die zweite und vierte der 
Gl. (I3) miteinander und addiert die Produkte, so findet man 

y ri r3 cos ~ (v3 - vi) = a cos ~ (E3 -EI) - a e cos ~ (E3 + Ex) . 

Setzt man zur Abkürzung 

v3-VI=2Iz, v3+vx=2Fz, E3-EI=2gz, E3+Ex=2Gz, 

so lautet die Gleichung 

yr;r-;- cos lz = a cos gz - a e cos Gz. (14) 

Entsprechend erhält man durch Subtraktion der Produkte und Multi
plikation mit e 

e y ri r3 cos F2 = a e cos G2 - a ez cos g2 • 

Durch Addition der beiden Gleichungen und Einsetzen von a (I - e•) = p 
wird 

yr, r3 cosl2 + e yr, r3 cosF2 = p cosg2 

oder 

und entsprechend 

p 
e cosF2 = ---===Cosg"- cosl2 , 

l r, r3 

G f ,., r3 I e cos z = cos g" - -~ cos " . a 

(I5) 

(I6) 

Durch Addition der für die Zeiten tx und t3 aufgestellten Gl. (r. 32) er
hält man 

rx + r3 = 2a- 2ae cos g" cos G2 , (I7) 

und nach Einsetzen des Wertes für e cos G2 nach Gl. (I6) 

rx + r3 - 2 y ri r3 cos lz cos g2 = 2 a sin g~. (I8) 

Durch Subtraktion der für die Zeiten ti und t3 aufgestellten Keplerschen 
Gleichungen erhält man, wenn man die Masse m vernachlässigt und 
k (t3 - ti) =Tz setzt, 

"• . G - 3 = 2 g" - 2 e sm g" cos z , 
a2 

und nach Einsetzen des Wertes für e cos G" nach Gl. (I6) 

'lz • 2 V r, r3 . I -y = 2 g" - sm 2 g" + -a- sm g2 cos z. (2o) 
a• 
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b) Das Verfahren von GAuss-TIETJEN. In der Gl. (I2) treten die 
als bekannt vorauszusetzenden Größen k (t3 - tr) =Tz, rx, r3 und 2/" 
sowie die Unbekannten y2 und p auf. Wie man aus den folgenden ana
lytischen Entwicklungen erkennen kann, bietet sich das Verhältnis von 
Sektor zu Dreieck y2 als eine zweckmäßigere Arbeitsunbekannte dar 
als der Parameter p. Man wird also versuchen, p als Funktion der hier 
als bekannt vorausgesetzten Größen auszudrücken. Das gelingt GAuss 
durch Einführung einer neuen Unbekannten, der Differenz der exzen
trischen Anomalien E3 -Ex= 2g2 , einer Größe, deren enger Zusammen
hang mit dem Verhältnis y2 noch offenbar wird. 

Durch Addition der für die Zeiten tr und t3 aufgestellten reziproken 
Gl. (1. 26) ergibt sich nach Einführung der Bezeichnungen /2 , g2 , G2 und 
des Ausdrucks für e cos F 2 nach Gl. (IS) 

p (r, + r3) =I+ e cos/2 cosF2 =I- cosf: + p- cosfz cosg". 
z~~ J~~ 

und nach p aufgelöst 
P= zsingr,r3 • (2 I) 

r, + r3 - z Jr,r3 cos/2 cosg2 

Setzt man diesen Ausdruck in die quadrierte Gl. (12) ein, so wird 
-2 ~~ 

Y 2 = z r, r3 cos g (r, + r3 - z f r, r3 cos /2 cos g,) 

Führt man zur Abkürzung ein 
x2 

~--~2~= =mz 
(z cos fz J r, r3 ) 3 

r, + r3 -~ = l" 
4 cosf• Jr, r3 2 

' 

so nimmt die Gl. (22) die Form an 
-2 mz 
Y2 = l +sin~g2 ' 

2 2 2 

(22) 

(23) 

(25) 

d. i. eine Gleichung zwischen den Unbekannten y2 und g2 • Zu ihrer Be
stimmung ist noch eine zweite Gleichung zwischen diesen Größen er
forderlich. 

Sie wird in folgender Weise erhalten. Die Verbindung der Gl. (I8) 
und (22) liefert 

~ = (z cos f• J~ sin g, Y•)' 
a "• 

(26) 

und die dieser Gleichung mit Gl. (20) 

zg,- sin zg. = (z cos /2 f~)3 (-3 _ -- 2 ) 

sing~ x~ Y2 Y2 • (27) 

Nach Einführung des Ausdrucks für m2 erhält man 
-3 -. zg,-sinzg2 

y 2 - y 2 = mz sin g~ • (28) 
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Die beiden Gl. (25) und (28) lösen das Problem. Sie enthalten als 
Unbekannte nur g2 und Y2· 

Man könnte daran denken, Y2 mit den Argumenten m" und 12 zu ta
bulieren. Doch hat sich die Trennung in die beiden Fälle der großen 
und kleinen Bogen g2 als sehr ratsam erwiesen. 

Ist g2 ein großer Bogen, so kann man y2 durch das Versuchsverfahren 
der regula falsi bestimmen. Im allgemeinen wird bei großen Bogen eine 
erste · Bahnbestimmung vorangegangen sein, die bereits einen guten 
Näherungswert für y2 liefert und damit das Verfahren abkürzt. Setzt 
man 

2 g2 - sin 2 g2 = W 
sin g~ 2 (29) 

und 
' I 2 s1n 2 g. = W2, (30) 

so ermöglicht eine Tabulierung von W2 mit dem Argument w2 die An
wendung des von dem bekannten Näherungswert von g2 ausgehenden 
Versuchsverfahrens auf die Gleichungen 

l m, 
(y2- 1) = (l2 + W2) W2 und 2 + W2 = --=>· 

Y. 

In der Praxis treten bei ersten Bahnbestimmungen die Fälle kleiner 
Bogen g2 fast ausnahmslos auf. Hier ist g2 selten > 10°. Bei kleinen 
Bogen gestattet ein rasch konvergierendes Näherungsverfahren, das die 
Kleinheit des Bogens ausnutzt, ein in keinem Verhältnis zu der Länge 
der analytischen Entwicklung stehende sehr bequeme Berechnung von 
y2 • Statt der zunächst als notwendig erscheinenden Tabulierung mit 
zwei Argumenten berechnet GAuss 2 Tafeln mit je einem Argument, 
mit deren Benutzung das Problem auch im Falle kleiner Bogen g2 sehr 
rasch gelöst wird. 

GAUSS entwickelt den Ausdruck für Wz nach Potenzen der kleinen 
Größe w2 • Die Koeffizienten der Reihenentwicklungen erhält er durch 
Differentiation des Ausdrucks für W 2 • Es ist 

W . 2 + . 3 dW, . ~ 3 zcosg2smg 2 smg 2 -d--=4smg2 • 
g. 

D dw, I • • • d 
a -d- = 2 sm g2 1st, so w1r g. 

aw. 
dwz 

8-6 W, cosg2 

sing~ 

4- 3 Wz (I - 2 Wz) 

2 Wz (I- Wz) 

4 - (3 - 6 Wz) W 2 

2 Wz- 2 w~ 

Setzt man das Integral dieser Differentialgleichung als Potenzreihe an 

Wz = t(r + rzWz + ßw: + yw~ + ... ) 
differenziert und setzt die beiden Ausdrücke für ddW, einander gleich, 

Wz 
so erhält man die in w2 identische Gleichung 

Hrz W2 + (2 ß - rz) w: + (3 y- 2 ß) w~ + .. ·] 
= (8 - 4rz) Wz + (8 rz - 4 ß) w: + (8 ß- 4 y) w; + .. · , 
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mithin die Koeffizienten 

oc = -L ß = t oc, r = 19° ß , 
Es wird also 

W2 = ~ (r + ~W2 + ~·tw~ + .. ·), (31) 

eine Gleichung, die man 

W = ± I = ± [r + ~ (w2 - ~2) + .L2. (w2 - ~2) 2 + .. ·] (32) 
2 3 I _ ~ (w, _ ~,) 3 o 5 5 

schreiben kann. Durch Vergleich der Entwicklungen 

~'z = Hr- (~w2 + ~·tw~ + .. ·) + (~w2 + .. -)2 -- .. ·] 

und 

findet man, daß 
~2 = 325·W~ + .... 

Bezeichnet man g2 als von der I. Ordnung, so ist w2 von der 2. und ~2 
von der 4· Ordnung. Auf der Kleinheit dieser Größe, die GAuss mit dem 
Argument w2 tabuliert, wird das Näherungsverfahren aufgebaut. Bei den 
üblichen Verhältnissen reicht aber die Annahme ~2 = o völlig aus. 

Nach Einführung der Ausdrücke für W2 und w2 nach den Gl. (29) 
und (30) kann man die Gl. (25) und (28) schreiben 

und 

m, l 
Wz =""=2- 2 

y2 (33) 

(34) 

Setzt man den Ausdruck für Wz nach Gl. (33) in Gl. (32) ein, so wird 

oder 

worin gesetzt ist 

Aus Gl. (34) wird dann 

oder 

- !0 hz Y2 = I + · · =-2- - ·-
9 y2- h, 

(35) 

y; - Y~ - h2 Y2 - ~ h2 = 0 . (36) 

Bei der Auflösung dieser Gleichung fällt auch die Entscheidung 
über die Art des Kegelschnitts. Die Bahnkurve stellt eine Ellipse, Pa
rabel oder Hyperbel dar, je nachdem w2 positiv, Null oder negativ ist, 
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da w2 =sin f g: =sin f (E3 -E1)2 und die E3 und E1 für die Ellipse 
reell, für die Parabel gleich Null, und für die Hyperbel imaginär sind. 

Die GI. (36) hat nur eine positive Wurzel, da in der Voraussetzung, 
daß 2 f2 < 180° ist -diese Voraussetzung wird stets gemacht - m2 

und 12 , also auch hz positiv ist. 
GAuss erleichtert die Auflösung der Gleichung, indem er :Y: mit dem 

Argument hz tabuliert. Das Näherungsverfahren wird eingeleitet, indem 
man in dem Amidruck für h2 nach GI. (35) zunächst ~2 = o setzt. 

Wegen des beträchtlichen Umfangs der Gaußsehen Tafeln muß hier 
von der Wiedergabe des Gaußsehen Verfahrens abgesehen werden. 
Statt dessen soll das Tietjensche Platz finden, da sich dieses einer 
wesentlich kleineren Tafel bedient und kaum größeren Arbeitsaufwand 
erfordert als das Gaußsehe Verfahren (siehe Tafel sa, b). 

TIETJEN löst die GI. (36) nach h2 auf und setzt y2 =I +t2 , wo t2 eine 
kleine stets positive Größe ist, da y2 bei kleinen Bogen die Einheit nur 
wenig übersteigt. Die GI. (36) geht dann über in 

h (I+ t,}> _ h 
10 - z 

t.+T 
(37) 

Nun ist 

mithin 

Wird i-~ tz = t~ gesetzt, so schreibt sich diese Gleichung 

I I I I t~ 3 
l 2 (r + t 2) = g-h2- ( 9 ) • 

I2I I+!! t~ 
(39) 

Die Auflösung führt TIETJEN im Näherungsverfahren unter Zuhilfe
nahme trigonometrischer Funktionen durch. Er setzt 

Bezeichnet man den Näherungswert für t~, den man bei der Vernach
lässigung des t~ 3-Bruches aus GI. (39) erhalten würde, mit t~, so wird 

t~' = VX9r Yh2 tg Xz , 

und man kann den strengen Wert t~ durch 1: foigendermaßen aus
drücken 

' 0 " 0 ,(Ii ''h t t2='·'2='2 rTr 2 gx2· 
Hierin wird t~ ein veränderlicher von der Einheit wenig verschiedener 
Wert sein. Für t 2 ergibt sich so 

lz = l~ VX9°9° fh2 tg X2 , 
und für Y2 
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TIETJEN hat lg ( t~ VW) = lg c mit dem Argument h2 tabuliert (siehe 
Tafel 5a). Bei der Auflösung der Gl. (41) wird in h2 die Kenntnis von 
; 2 vorausgesetzt. In I. Näherung setzt man ;2 = o, d. h. für h 2 den Aus
druck 

h = ___ mz ___ _ 

z i + lz 
an. Damit wird X2 nach Gl. (40) und Y2 nach Gl. (4I) berechnet. Dann 
wird w2 nach Gl. (33) und ; 2 aus ;2 = dw~ ermittelt. lg d ist mit dem 
Argument w2 tabuliert (siehe Tafel 5 b). Das Näherungsverfahren wird 
so lange fortgesetzt, bis Anfangs- und Endwert von h2 übereinstimmen. 
Zur bequemeren Berechnung von l2 bedient sich TIETJEN nach GAuss 
der für die logarithmische Rechnung geeigneteren Gleichungen 

2tgA2=V~-v~, tgB2=_1;g~z, l2= (sinf/2secB2)2secf2· (43) 
r, r3 sm 2 fz 

c) Das Verfahren von HANSEN. Aus Gl. (38) kann man einen rasch 
konvergierenden und in der numerischen Anwendung bequemen Ketten
bruch ableiten. Da m2 und damit h2 von der 2. Ordnung ist, so ist auch 
l2 von der 2., das t;- Glied also von der 6. Ordnung. Dieses kann bei 
kleinen Bögen gleich Null gesetzt werden. Die so reduzierte Gl.(38) kann 
man schreiben 

lz = 

und Yz selbst 

Thz 

I+·~~- h I + -'f hz 

I +~I._'!"__ -

Für hz setzt man den Wert nach Gl. (42) ein, setzt also ; 2 = o. 

(44) 

0PPOLZER berechnet den Fehler, den man bei Anwendung der 
Näherung begeht, zu 

I Einheit der 7· Stelle im Logarithmus 
I " 6. 
I 5· 

für 2 /2 < r8~4 
" 2 /2 < 27~0 
" 2 12 < 39~7 

Für erste Bahnbestimmungen ist also der Kettenbruch im allgemeinen 
vollkommen ausreichend. 

d) Das Verfahren von ENCKE. Für die lo_garithmische Rechnung 
hat ENCKE ein in der Anwendung außerordentlich bequemes Näherungs
verfahren für nicht zu große Exzentrizitäten gegeben. Er entwickelt 
lg Y2 nach Potenzen der einfacheren Größe 

(45) 
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Führt man den Wert für Wz aus GI. (33) in GI. (3I) und den so ge
wonnenen Wert für W2 in GI. (34) ein, so wird 

- mz [4 4 6 ( mz l ) 4 6 8 ( mz ) 2 l Yz = I + ~ 3 + 3. s· -=.- - z + 3. 5. 7 ~ - lz + . . . . Yz Yz Yz " 
Setzt man nun 

r, + r3 

~ -c~~hY r, r; = sec Yz , 
also 

lz =~-(sec Yz- I)= sin ~r: sec Yz, 
so ist 

und es wird 

- + k2 'T}z secy~ [ 4 4 6 ( k 2 'T}z 3 . , 2 ) J Yz =I --~ 3 + 3 · 5 Y~ secy 2 - sm 2 y 2 secy2 + · · · . 

ENCKE leitet zunächst eine Reihe für lg nat y2 ab. Setzt man 

lg nat Yz = ar1z + b n: + c n~ ... , (47) 

worin die a, b, c . .. die nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten 
zu bestimmenden Zahlenfaktoren darstellen, so ist 

Yz = ea'7z+b1)~+ ... =I+ (a'Y/2 + bn: + .. ·) + A (anz + bn: + .. ·) 2 + ... 

und 
~=I- (a 'Yfz + b 'YJ: + · ") + -2-i (a 'Yj2 + b 'YJ: + .. ·) 2 .. • 

;~ = [I- (a 'YJz + b 'YJ~ .. ·) +,~-da 'Y/2 + h n: + ... )2- .. ·]2 

= I - 2 a 'Yfz - 2 (b - az) 'YJ: + · · · 
............. 0 ••••• 

Weiter ist 

secyz =(I- zsin~y:)-r= I+ zsin~r: + ··· 
secy~ =I+ 6 sin~r: + · · · 

Setzt man alle diese Reihen, von denen hier nur die Anfangsglieder hin
geschrieben sind, in Gl. (46) ein, so erhält man links und rechts nach 
Potenzen von 'Yfz fortlaufende Reihen, in denen die Koeffizienten gleicher 
Potenzen übereinstimmen müssen. Führt man die Berechnung der ein
zelnen Koeffizienten a, b, c, ... durch und setzt ihre Werte in Gl.(47) ein, 
so erhält man schließlich 

lgnat y2 =} kz 'Yfz + \ 2 (sin ~ r: - ~ kz 'Yfz) kz 'YJ2 
+ 7}56 (sin~y!- -~~ sin~y~ kz 'Y/2 + /i693 k4 n:) kz 'Yfz + .... 

Für den Briggsehen Logarithmus läßt sich die Reihe schreiben 

lg Yz = a' 'Yjz 2. Ordnung 

+ a" 'Yjz - b" 'YJ~ 4· 

+ a"' 'YJz - b"' n: + c"' 'YJ; 6. 

., 

., 
(49) 
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Hierin sind die Koeffizienten a', b", c"' Größen, die von den Beobach
tungsgrößen unabhängig sind, während die a", a"', b"' noch die Größe 

r2 =lg I 
zsin~y~ 

, enthalten. Die Zahlenwerte der Koeffizienten a', a", b", a"', b" ', c"' 
sind in der Formelzusammenstellung S. 31 gegeben. 

ENCKE hat diese Form der Entwicklung gewählt, weil sie in der An
wendung äußerst bequem ist, und weil man bei der Rechnung sogleich 
übersieht, welchen Einfluß die höheren Glieder haben. Endlich kann 
man die Größe F 2 mit dem Argument lg sec yz unmittelbar den Zech
schen Tafeln der Subtraktionslogarithmenentnehmen. Diese geben näm
lich mit dem Argument lg x den Wert lg x (x- r)-1 . Ist also x =sec y2', 

so erhält man aus den Zechschen Tafeln durch einmaliges Eingehen mit 
dem Argument lg sec Y2 

1 . secyz = 1 __ r __ = 1 _ _r_ - = r.. (So) 
gsecyz-I gr-cosyz gzsin~y~ 

Die Erfahrung lehrt, daß man im allgemeinen bei Zwischenzeiten 
bis zu 30 Tagen und 6stelliger Rechnung mit dem r. Gliede ausreicht. 
Man braucht dann den Winkel 2/2 gar nicht zu berechnen. Nimmt 
man außer diesem Gliede 2. Ordnung noch das von der 4· Ordnung 
hinzu, so daß lg y2 = a' 1]2 + ( a" 1]2 - b" 11:), dann ist dieser Ausdruck 
in den allermeisten Fällen bis zu Zwischenzeiten von 6o Tagen, d. h. bei 
der übergroßen Mehrzahl aller Bahnbestimmungen ausreichend. Kon
vergiert der Ausdruck nicht genügend, so wird man noch die Glieder 
6. Ordnung berücksichtigen. Sind auch diese nicht ausreichend, so wird 
man nach dem strengen Gauß-Tietjenschen Verfahren rechnen. Doch 
tritt dieser Fall sehr selten ein. 

In der Bahnbestimmung werden auch die Entwicklungen für die 
y,, y3 gebraucht. Ihre Ausdrücke erhält man ohne weiteres aus den 
obigen Entwicklungen durch entsprechendes Vertauschen der Indizes. 

e) Formelzusammenstellungen und Beispiele. 
r. Das Verfahren von GAuss-TrETJEN. 

Tz = k (t3 - t,) lg k = 8.2355814_ro fz = ~ (u3 - Ur) 
r; 

m2 =·--· 
(z cos fz f r, r3) 3 

tB-~ g 2- . '/ 
Slll 2 z 

m, 
hz = -=-5 ~~~ 6+ lz + ~2 

tg 2 X2 = 2 y !9' fii; 
Y2 = I + C f hz tg X2 

;z = dw~ 
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In der I. Näherung setzt man ~z = o. 
i = 0.8333333 lg i = g.g208188_ro 

lg 2 i': = 0.3446051 
lg c mit dem Argument hz aus Tafel 5 a 

lg d " Wz " 5 b 
Gegeben seien die Daten: t3 - tr = 103~99244 

I I( ) 0 I 11 z = 2 U3 - Ur = 29 52 29. 2 lg Yr = O.IIIOI6 lg r3 = o.277788 

I. Nähg. 2. Nähg. 

~ f· 14 o s6' 14~'6 l, + i 0.920619 0.920619 
r3 : r1 0.!66772 ~. 0 0.000056 

yr3 : rz 0.041693 i + l, + ~. 0.920619 0.920675 

Add. 9·325671 
m, 9.204639 9.204639 

- yr1: r3 
i + l. + ~. 9.964o8o 9.964106 

9.9583o7n h, 9.240559 9·240533 
2 tgA 2 9.283978 2 -yl91 0.344605 0.344605 2 0.30!030 

tgA, 8.982948 fh. 9.620280 9.620266 
sin ~ I• 9·4Il221 tg 2X• 9.964885 9.964871 

tg B2 9·571727 zx• 42 ° 411 10~12 42 o 41' 6!'C} 

secB, o.o28289 X• 21 20 35·1 21 20 33·4 

sin ~ /2 sec B, 9·439510 
h, 0.17400 0.17399 

(sin ~ f2 sec B,)• 8.879020 
c 0.002108 0.002108 

sec f• 0.061923 f h. 9.620280 9.620266 

t. { 8.940943 
tgx, 9·591900 9.591889 

0.087286 c V h, tg X• 9.214288 9.214263 
5 0.833333 Y• 0.065874 o.o65871 
6 

t3 ----: ti 2.017002 y~ 0.131748 0.131742 
k 8.235581 m,: y~ 9·072891 9·072897 

.... 0.252583 Add. 9·550262 9·550285 
rz r3 0.388804 -l, 8.940943n 8.940943n. 

frr r3 0.194402 w. { 8.491205 8.491228 

2 0.301030 0.030989 0.030990 
w• 6.98241 6.98246 cosf, 9-938077 2 

2 cos fzl'r1 r3 
d 8.76484 8.76484 

0.433509 
~. 5·74725 5·74730 .... 0.505166 2 

(z cos /2 frr r3}3 !.300527 Endwert: lg y, = o.o65871 
m, 9.204639 

2. Der Hansensche Kettenbruch. 
oc) Für maschinelles Rechnen. Hier verwendet man zweckmäßig 

rechtwinklige Koordinaten. Sie seien mit XI, x3 , YI, y 3 , Zr, z3 bezeichnet. 
Es ist rr r3 cos 2 fz = XI x3 + YI y3 + ZI z3 , also 2 ri r3 cos 1: = u: 
= rr r3 + Xr X3 + Yr y 3 + ZI z3 , folglich 

I9I = !.2222222 
-i-~ = o.gogogog 
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Gegeben sei~'- h2 = o.OOI7I75· Ein Beispiel zur Berechnung von Y h2 

ist im Beispiel zur Bahnbestimmung in Abschnitt 6 enthalten. 

Man wählt hier zweckmäßig dasjenige Divisionsverfahren, bei dem 
man den Dividenden durch Multiplikation des Divisors mit dem Quo
tienten in das Resultatwerk bringt. 

Man stellt zunächst den Divisor I+ 29' hz = I.OOI7I75 in das Ein
stellwerk und dividiert in der angegebenen Weise. Man erhält dann im 
Resultatwerk den Dividenden 'rf hz = o.OOI7I75, im Zählwerk den 
Quotienten '9' h2 : (I + -'f hz) = o.OOI7I46. Dann stellt man den Divisor 
I.OOI7I46 in das Einstellwerk ein, indem man nur die letzten Ziffern des 
stehengebliebenen Divisors korrigiert. Führt man die 2. Division aus, 
so zeigt sich, daß das Verfahren bereits steht. Er ergibt sich also 
Yz = I + ~~ ·O.OOI7I46 = I.OOI5587. 

ß) Für logarithmisches Rechnen. Die Berechnung von m2 und 
l 2 erfolgt wie im Verfahren von GAuss-TIETJEN. 

- -- + -~~ 191 h2 Yz-I 11 -~--
I + I9I hz_ 

I + :!_!_ hz _9 ___ _ 

% = 0.8333333 
lg% = 9·9208I88-ro 

lg 1g1 = 0.087I502 

lg ~~ = 9·9586073-ro 

Bei logarithmischer Rechnung wird man wohl stets das bequemere 
Enckesche Verfahren vorziehen. 

3· Das Enckesche Verfahren. 

2 yr, r3 , ( 1 I 1 sec Y• 
COS/'z = -+ COS-z U3 -ui), Tz= g = g ---'---

r, r3 2sin~y~ secy,- I 

Tz kann man auch unmittelbar mit dem Argument lg sec y2 aus den 
Zechschen Tafeln der Subtraktionslogarithmen entnehmen. 

(13- t,)• 
'Yjz = (r, + r 3)3 

lgyz = a''YJz + (a"'YJz -b"'YJ~), 

wobei in Einheiten der 6. Stelle 

1g a' = 2.2338859 
lg a" = 2.614097- I z 

1gb"= 9·034!08-ro. 

Bei Zwischenzeiten bis zu etwa 6o Tagen sind diese Werte ausreichend. 
Bei größeren Zwischenzeiten fügt man obigem Ausdruck für lg y2 ent
weder die Glieder 

+ a"' 'Y}z- b"' 'YJ~ + c"' 'YJ; 



32 Die heliozentrische und die geozentrische Bewegung. 

hinzu, wo ebenfalls in Einheiten der 6. Stelle 

lg a"' = 2.82970-2 I'z 
1gb"'= 9·71243-ro -J; 
lg c"' = 6.00642-r 0' 

oder man bedient sich des Gauß-Tietjenschen Verfahrens. 
Ein Beispiel findet sich in dem Beispiel zur Bahnbestimmung des 

Abschnitts 7· 

§ 10. Das Verhältnis von Sektor zu Dreieck in den übrigen 
Kegelschnitten. 

Im Kreise wird p = a, so daß die Bestimmung der )/; überflüssig 
wird. 

Für die Parabelläßt sich für das Verhältnis eine elegante geschlossene 
Formel aufstellen, die aus den Entwicklungen für die Ellipse rasch ab
geleitet werden kann. Hier wird gz = Wz = o, und W2 nimmt seinen 
Grenzwert 4/3 an. Dann wird nach Gl. (33) und (34) 

und Yz = lz W z + I = 1 lz + I, 

also 
Yz = -j-(2secyz + r). (Sr) 

2 Tz 
ENCKE hat y2 mit dem Argument pz tabuliert, wo pz = ---3 ist. 
Siehe Tafel 5 c. (r, + r 3) 2 

In der Praxis der parabolischen Bahnbestimmung hat das Verhält
nis von Sektor zu Dreieck nicht die große Bedeutung erlangt, die es 
für die elliptische Bahnbestimmung gewonnen hat. 

Für die Hyperbelläßt sich das Verhältnis in ähnlicher Weise wie für 

die Ellipse ableiten. Hier wird die Größe w2 = ~ -l2 negativ. Von der 
Y2 

Darlegung dieser Entwicklungen soll hier abgesehen werden, da in der 
Praxis kaum die Notwendigkeit einer hyperbolischen ersten Bahn
bestimmung auftreten wird. 

Die Exzentrizitäten aller bekannten hyperbolischen Bahnen sind 
von der Einheit so wenig verschieden, daß der Spezialfall der Parabel 
bei diesen sog. parabelnahen Bahnen in allen Fällen eine sehr gute 
Näherung darstellt. Die Abweichungen der hyperbolischen von den 
parabolischen Bahnen sind so gering, daß sie erst aus einer längeren 
Beobachtungsreihe mit Sicherheit erkennbar sind. Die Ableitung 
parabelnaher hyperbolischer - wie auch elliptischer - Bahnen ist eine 
Aufgabe der Bahnverbesserung. 

§ II. Das Lambertsche Theorem. 

a) Die Ableitung des Theorems. Die Zeit, die ein in einem Kegel
schnitt um die Sonne sich bewegender Körper braucht, um von einem 
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Ort der Bahn zur Zeit ti zu einem anderen zur Zeit· t3 zu gelangen, hängt 
nur von der großen Halbachse a, der Sehne s2 zwischen den beiden Orten 
und der Summe ri + r3 der beiden zugehörigen Radienvektoren ab. 

. In dem von den Radienvektoren und der Sehne gebildeten Dreieck ist 

s~ = r: + r~ - 2 ri r3 cos 2 fz = (ri + r3) 2 - 4 ri r3 cos I~ 
oder 

(s•)• _ (r' + r3)2 (f~ f )2 a - -a- -4 -a-cos 2 • 

Die Verbtndung mit den Gl. (14) und {I7) liefert 

( s, )z a = 4 {I - e cos gz cos Ga)2 - 4 (cos g,. - e cos G.)• 

= 4sing~ (I- ez cosG~ ). 
(52) 

Führt man in die Gl. {Ig), (I7) und (52) den Winkel 0 2 ein durch 
cos Oa = e cos Ga, wo o 0 < 0,. < I8o 0 , also sin 0,. positiv sein soll, und 
beachtet man, daß bei Beschränkung auf einen Umlauf o 0 < g2 < I8o 0 

ist, so kann man den 3 Gleichungen die Form geben 

r, + r 3 ( O ) s, . · O --=2 I-cosgacos z, -=2Sing2 sm 2 • a a 

Setzt man ferner 

Oz + gz = ez, 
so wird 

T~ = 2 g2 - sin (02 + g2 ) + sin (02 - g2) = (ez - sin ez) - (!5z- sin!5,.) a• 
ri + r3 + s2 O ) . 
-'---"____:_-= 2 [I- COS ( z + gz] = 4Slll~e~ a (53) 

ri+r3-s. [ (O )] . I .i• _:....__,a'--------' = 2 I- cos z- g2 = 4Sln 0 u 2 • 

Die Gl. (53) lösen das Problem implizite. Da sin ~e2 und sin ~ !52 in 
quadratischer Form auftreten, so ist scheinbar eine vierfache Lösung 
möglich. Nun ist aber der Festsetzungo 0 < 0 2 <I8o 0 , o 0 < g2 <I80° zu
folge ez <360°, also sin ~ e2 positiv zu nehmen. Bei sin ~!52 sind hin
gegen 2 Vorzeichen möglich, wie sich aus folgender Überlegung ergibt. 
Bei Beschränkung auf einen Umlauf ist 0°<G2 <360°. Die Gl. (I6) 
kann geschrieben werden 

f r, Y3 I ( ) 0 • I • I .i --cos 2 v3 - vi = cos g2 - cos 2 = 2 sm 2 e2 sm • u2 • 
a . 

Ist a positiv (Ellipse), so muß sin ~!52 stets dasselbe Vorzeichen wie 
cos ~ (v3 -VI) haben. Es ist also sin ~!52 ±, wenn (v3 -VI) § I8o 0 ist, 
und es ist zu setzen 

+ Yr, + r3 +s• . I -----. = s1n- e. 
4 a • ~' (54) 

Stracke, Bahnbestimmung. 
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Die Bestimmung der auf der rechten Seite der ersten der Gl. (53) 
stehenden Differenz stößt auf Schwierigkeiten, wenn, wie es bei der 
ersten Bahnbestimmung im allgemeinen der Fall ist, 6z und r52 mäßige 
oder gar kleine Bogen sind. 

Zur expliziten Lösung des Problems soll die erste der Gl. (53) durch 
Reihenentwicklungen zugänglicher gemacht werden. Es ist 

" " I -./ " I 2 Slll6z = 2s1n 2 62 yi- s1n 2 62 

• I ( 1 sin~e: 1 3 sin~e! ) = 2Slll-62 I-------·---- ... 
2 2 I 24 3 

und 
( • I +I I • I 3 +I I•3 ' I 5 + ) 6• = 2 sm-6· -·-sm-6 -·-Sill-6 · · · 

"' 2 "' 3 2 2 2 5 2•4 2 2 

also 
• (I • I 3 + I • I 5 + ) 6• - Sill 6• = 4 -Sill- 6 ---Sill- 6 · · · "' ~ 3 2 2 10 2 2 • 155) 

Eine entsprechende Reihe läßt sich für r52 -sin b2 aufstellen. Bei An
wendung dieser Reihenentwicklungen und der Gl. (54) erhält man aus 
der I. Gleichung von Gl. (53) 

l l 
6Tz = (rr +r3 + Sz) 2 + (rr +r3- Sz)" 

+2__ IL(rr +r3 +sz)~=f (rr +r3 -s2)~J··· 40a 
(56) 

Diese Gleichung drückt den Lambertschen Satz aus, der für die parabo
lische Bahnbestimmung von großer Bedeutung ist. Brauchbar ist der 
Satz auch bei den parabelnahen Bahnen, wenig brauchbar infolge der 
geringen Konvergenz bei den mäßig oder schwach exzentrischen ellip
tischen Bahnen. Bei letzteren findet er infolgedessen keine Anwendung. 

In der Parabel ist a = oo, so daß Gl. (56) übergeht in den geschlosse
nen Ausdruck 

3 3 

6Tz = (rr +r3 + Sz)2 =f (rr + r3- s2) 2 (=f für v3 - Vr § r8o 0 ) • (57) 

Diese Gleichung ist unter dem Namen der Eulerschen Gleichung be
kannt. 

b) Enckes Umformung der Eutersehen Gleichung. Da die rechte 
Seite dieser Gleichung aus der Differenz von 2 nahe gleich großen 
Werten besteht, so ist sie für die Anwendung auf die erste Bahnbestim
mung, in welcher s2 notwendig eine kleine Größe ist, wenig geeignet. 
ENCKE hat eine Umformung vorgenommen, die diese Schwierigkeit 
beseitigt. 

Die Eulersche Gleichung läßt sich, wenn man das obere Vorzeichen 
(für v3 -vr <r8o 0 ), das in der Praxis fast ausschließlich in Frage kommt, 
beachtet, in folgende Reihe entwickeln 

2 Ta Sa I ( Sz )3 I • 3 • 5 ( Sz )5 
l = ri + r3 - 4•6 'YI + r3 - 4·6·8•IO ri + r3 - ••• ' 

(ri + r3) 2 
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Setzt man 
2 Tz 

--~=p,z, 

(rz+r3)2 

dann lautet die Umkehrung der Reihe 

Sz I 3 5 5 + 
ri + r3 = P,z + 24 #2 + 384 #2 ... 

oder nach ENCKE 
2 Tz ( + I 2 + 5 4 + ) Sz = ,- I 24#2 384#2 ... , 

lri + r3 

Setzt man 

so wird 
2 Tz 

Sz =-=Cz. 
fri + r 3 

(58) 

(59) 

(6o) 

(6I) 

Betrachtet man die Zwischenzeiten als kleine Größen der I. Ordnung, 
so wird f-t 2 von derselben Ordnung und infolgedessen Cz von der Einheit 
nur um Größen von der 2. und höheren Ordnung verschieden sein. Daher 
läßt sich Cz mit dem Argument p,z bequem in Tafeln bringen. Für Cz 
läßt sich aber auch ein geschlossener Ausdruck finden. Da s4 < rr + r3 
ist, so kann gesetzt werden 

Sz • -+ =Sinyz, ri r3 
(62) 

wo 

sein soll. 

Damit kann die Eulersche Gleichung geschrieben werden 

6 T 2 ( • )l T ( , )l --"-----:: = I + sm Yz 2 1 I - sm Yz 2 • 

Nun ist 

also 
6

Tz 1 = (cos~yz + sin~y4) 3 =f (cos~yz- sin~yz) 3 • (63) 
(ri + r3) 2 

Hieraus kann Yz bestimmt werden, sobald rr +r3 gegeben ist. Sz er
hält man dann aus Gl. (62). Zur Auflösung der Gl. (63) führt ENCKE 
folgende Umformung aus. 

Nimmt man zunächst das obere Vorzeichen an und entwickelt, so 
wird 

6 Tz 6 I 2 ' I ' I 3 6 ' I ' I 3 ---1 = cos 2 y 2 sm 2 Yz + 2 sm 2 y 2 = sm 2 Yz - 4 sm 2 y 2 

(rr+r3)2 



Die heliozentrische und die geozentrische Bewegung. 

oder 
3 (sin±r•) _ 4 (sin ±~'•)3 = 3 6 •• 3 • (64) 

fz fz z2(r,+r3)2 

Da wegen o 0 < y 2 < go 0 die linke Seite kleiner als die Einheit ist, so 
l l 

ist 6 -r2 < 2 2 (rr + r3) 2
• Man darf also (in beiden Zeichenfällen) setzen 

und es wird 
(66) 

Von den 3 Wurzeln der Gl. (64) erfüllt nur eine die Bedingung, daß 

0° < sin ~ yz < sin 45 ° < f (2 und zwar diejenige, für welche 
0° < ez < 90° genommen ist. 

Für das untere Zeichen in Gl. (63) erhält man entsprechend 

( cos ~ Y•) _ (cos -i 1'•) 3 = 6 •• 3 - 4 - 3 3' 
fz fz z2(r,+r3)2 

also 
cos -i y 2 = l' 2 sin t ez . 

Hier muß cos f yz > ~ y2 und sin} @z < f fz sein, d. h. 8z muß 
zwischen go 0 und I35°liegen. Wenn also die Gl. (65) für ez einen Wert 
< 45 ° gibt, dann hat man nur eine Lösung, die dem ersten Fall 
(v3 -vx) < r8o 0 entspricht. Ist aber @2 >45 °, dann gibt es 2 Lösun
gen, @z und 180 ° - 82, VOn denen die letztere für V3 - Vr > I80 ° gilt. 

Für sin @2 kann man schreiben 

. e 3 P• s1n "• =-
~ VB. (68) 

und da sowohl aus dem Wert für sin ~ yz wie aus dem für cos ~ yz folgt 

sin y2 = 2~ sin} 8 2 y cos} e-;, 
so erhält man die für beide Fälle gültige Gleichung 

wo 

Die praktische Durchrechnung der Enckeschen Lösung, die in den 
Gl. (58), (68), (70), (6g) gegeben ist, wird durch ENCKEs Tabulierung 

von lg C2 wesentlich erleichtert für die Werte von p,2 -~on o bis } -{8 (siehe 
Tafel 6). Reicht die Tafel nicht aus, so berechnet man sz nach den 
genannten 4 Gleichungen. 
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Tritt der seltene Fall v3 - v1 > 180 o ein, so bereitet die Lösung der 
Eulerschen Gleichung in der Ausgangsform wegen der dann bestehenden 
Verschiedenheit der beiden Glieder keine Schwierigkeit. 

c) Formelzusammenstellung. 

o:) Für Werte von fl > o.So, ohne Anwendung einer Tafel. 

2 Tz Tz = k (t3 - t1) 
flz = ---3 

(r, + r3) 2 lg 2 k = 8.5366II4_, 0 

· c. 3flz 
Sln t:~2 = ---=-ys 

'2 = 3 sin i ez icos ~ ez cosec ez 
2 Tz 

Sz=-=Cz yr, + r 3 

ß) Für Werte von fl <o.8o, bei Anwendung von Tafel 6. 

flz = l 
(r, + r3)2 

Sz = (ri + r3) flz 'z 

lg ' 2 mit dem Argument p 2 aus Tafel 6. Ein Beispiel zur Berechnung 
von s2 ist in dem Beispiel zur Bahnbestimmung in Abschnitt 13 ent
halten. 

3· Abschnitt. 

Die geozentrische Bewegung eines Körpers. 

Die geozentrische Bewegung der Planeten und Kometen resultiert 
aus der Bewegung dieser Körper um die Sonne und der fortschreitenden 
Bewegung der Erde in ihrer Bahn um die Sonne. Die Bewegung der 
Sonne einschließlich des ganzen Sonnensystems kann außer Betracht 
gelassen werden, da hier nur die relative Bewegung der Körper um 
die Sonne untersucht wird. 

Die Aufstellung einer allgemeinen Theorie der geozentrischen Be
wegung, die naturgemäß wesentlich komplizierter als die der helio
zentrischen sein würde, ist bei der Bestimmung der heliozentrischen 
Bahn nicht erforderlich, wenn man nur die Beziehungen kennen lernt, 
die zwischen beiden Arten von Bewegung bestehen. Die reduzierten 
Beobachtungen (siehe Abschnitt 5) liefern für bestimmte Zeitpunkte 
die auf die Sphäre projizierten geozentrischen Örter. Ihre Beziehungen 
zu den heliozentrischen Örtern sollen zunächst aufgestellt werden. 

§ 12. Beziehungen zwischen heliozentrischen und geozentrischen 
Koordinaten. 

a) Beziehungen im ekliptikalen System. Die Orientierung des 
ekliptikalen Koordinatensystems sei die S. 14 festgelegte. Der helio
zentrische Ort eines Körpers P kann außer durch die rechtwinkligen 
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Koordinaten x, y, z auch durch die Polarkoordinaten Radiusvektor r, 
die heliozentrische Länge l, gezählt von der + x- Achse gegen die 
+ y-Achse von 0° bis 360°, und die heliozentrische Breite b gegeben 
werden, letztere gezählt von o 0 bis ± go 0 , ± je nachdem P auf der 
Seite der +z-Achse oder der -z-Achse liegt. 

Zwischen den Koordinaten x, y, z und den r, l, b bestehen die Be
ziehungen 

x = r cos b cos l 
y = r cos b sin l 
z=r sin b. 

(I) 

Bezeichnet man die entsprechenden Koordinaten der Erde mit 
X, Y, Z und R, L, B, so ist analog 

X= R cos B cos L 
Y = R cos B sin L 
Z=R sin B. 

(z) 

Denkt man sich durch den Erdmittelpunkt ein dem vorigen paral
leles Achsensystem gelegt, und nennt man die rechtwinkligen geozentri
schen Koordinaten von P ~, rJ, C, so ist 

~=x-X x=~+X 

rJ=Y- Y oder y=rJ+ Y (3) 
C=z-Z z=C+Z. 

Bezeichnet man die geozentrischen Polarkoordinaten von P mit 
LI,)., ß (Zählweise von)., ß entsprechend der von l, b), so ist 

~ = L1 cos ß cos ). 
rJ = L1 cos ß sin). (4) 
(=Ll sinß, 

mithin 
x = r cos b cos l = LI cos ß cos ). + R cos B cos L 
y = r cos b sin l = LI cos ß sin ). + R cos B sin L (5) 
z = r sin b = LI sin ß + R sin B . 

Zählt man die Längen von einem Punkte aus, dessen Länge gleich L 
ist, so lauten die Gl. (5) 

r cos b cos (l-L) = L1 cos ß cos (). -L) + R cos B 
r cos b sin (l-L) =LI cos ß sin (). -L) (6) 
r sin b = LI sin ß + R sin B. 

Zählt man die Längen von einem Punkt aus, dessen Länge gleich bb 
ist, so wird 

r cos b cos (l-b/,)= LI cos ß cos (). -b/,) + R cos B cos (L -Q,) 
r cos b sin (l-Q,) = LI cos ß sin (). -Q,) + R cos B sin (L- Q,) (7) 
r sin b = LI sin ß + R sin B . 
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Dann ist nach GI. (r. 64) 

also 

r cos b cos (l-~)= r cos u 

r cos b sin (l-.Q) = r sin u cos i 
r sin b = r sin u sin i 

LI cos ß cos (A. -~) = r cos u-R cos B cos (L- .Q) 
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(8) 

LI cos ß sin (A. -.Q) = r sin u cos i-R cos B sin (L- .Q) (9) 
LI sin ß = r sin u sin i - R sin B. 

Vernachlässigt man die heliozentrische Erdbreite B, die den Betrag 
von etwa r" nicht übersteigt, so gehen die GI. (6) und (9) über in 

r cos b cos (l-L) =LI cos ß cos (A. -L) + R 
r cos b sin (l-L) =LI cos ß sin (A. -L) (ro) 
r sin b = LI sin ß 

und 
LI cos ß c;os (A. -.Q) = r cos u-R cos (L -~) 
LI cos ß sin (A. -.Q) = r sin u cos i-R sin (L -.Q) (n) 
LI sin ß = r sin u sin i . 

b) Beziehungen im äquatorialen System. Die Orientierung des 
äquatorialen Koordinatensystems x', y', z' sei die folgende. Der Koordi
natennullpunkt sei der Sonnenmittelpunkt. Die Äquatorebene sei die 
x' y'-Ebene, die+ x'-Achse sei nach dem Frühlingspunkt, die+ y'-Achse 
senkrecht zu dieser im Sinne wachsender Längen, die +z'-Achse nach 
dem nördlichen Pol des Äquators gerichtet. 

Denkt man sich durch den Erdmittelpunkt ein dem vorigen paralleles 
Achsensystem gelegt, und bezeichnet man die heliozentrischen Koordi
naten des Erdmittelpunktes mit X', Y', Z', die heliozentrischen Ko
ordinaten des Punktes p mit x', y', z', seine geozentrischenmit e. r(, C', 
so ist 

f=x' -X' 
rj'=y' -Y' 
C=z' -Z'. 

(12) 

Durch die Beobachtung erhalten werden die äquatorialen geozen
trischen Polarkoordinaten Rektaszension oc und Deklination b. Man 
zählt oc vom Frühlingspunkt aus im Sinne wachsender Längen von 
oh bis 24h, oder von 0° bis 360°, b vom Äquator aus von 0° bis ± 90°, 
± je nachdem P nördlich oder südlich des Äquators liegt. 

Zwischen den geozentrischen Koordinaten ~,, r/, C' und LI , oc, ö 
bestehen die Beziehungen 

f =LI cos b cos oc 
rj' =LI cos b sin oc 
C' =LI sin ö. 

(13) 
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Setzt man diese Ausdrücke in die GI. (12) ein und führt statt der helio
zentrischen Erdkoordinaten X', Y 1 , Z' die geozentrischen Sonnen
koordinaten X 0, Y~, Z~ ein, so erhält man 

~~ = X 1 + Xb = L1 cos<5 COSIX 

17' = y' + Yb = L1 cosb sin!X (r4) 
C' = Z 1 + Z b = L1 sin b . 

c) Beziehungen zwischen den Koordinaten beider Systeme. Be
zeichnet man die Neigung der Ekliptik gegen den Äquator, die Schiefe 
der Ekliptik, mit 8, so bestehen zwischen den ekliptikalen Koordinaten 
x, y, z und den äquatorialen Koordinaten x', y', z' die Beziehungen 

x'=x 
y'=ycos 8-zsin 8 (r5) 
z' = y sin 8 + z cos 8 • 

Durch Verbindung dieser Gleichungen mit den GI. (r. 66) ergibt sich 

x' =r cos u cos bl, -r sin u cos i sin bl, 

y' = r cos u sin bl, cos 8 + r sin u (cos i cos bl, cos 8 -'sin i sin 8) (r6) 
z' = r cos u sin bl, sin 8 + r sin u ( cos i cos bl, sin 8 + sin i cos 8) . 

Setzt man cos bl, = sin a' sin A 1 

- cos i sin [;1, = sin a' cos A 1 

sin [;1, cos 8 = sin b1 sin B 1 

cos i cos bl, cos 8 - sin i sin 8 = sin b1 cos B 1 

sin bl, sin 8 = sin C1 sin C1 

cos i cos bl, sin 8 + sin i cos 8 = sin C1 cos C', 

dann erhalten die GI. (r6) die Form 

X1 =r sin a1 sin (A 1 +u) 
y' =r sin b' sin (B 1 +u) 
z' =r sin C1 sin (C' +u). 

Man nennt die Konstanten die Gaußsehen Konstanten. 

{IJ) 

(r8) 

Ganz entsprechende Gleichungen kann man auch für die Ekliptik 
aufstellen. Die ekliptikalen Konstanten ergeben sich ohne weiteres aus 
den GI. (r7), indem man 8=0 setzt. 

Durch Verbindung der GI. (r4) und (r8) erhält man die Gleichungen 

r sina1 sin (A 1 + u) + X 0 = L1 cosb cos!X 
r sinb' sin (B 1 + u) + Yb = L1 cosb sin!X (rg) 

rsinc 1 sin(C' + u) + Zb = L1 sinb. 

Für das maschinelle Rechnen geeignetere Gleichungen erhält man 
in folgender Weise. Die GI. (r8) lassen sich schreiben 

X1 = sina1 sin(A 1 + w) ·r cosv + sina1 cos (A 1 + w) ·r sinv 
Y1 = sinb' sin (B' + w) ·r cosv + sin b' cos (B 1 + w) ·r sinv (zo) 
Z1 = sinc' sin (C 1 + w) ·r cos v + sin C1 cos (C 1 + w) ·r sinv 
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oder 

wo 

x' = p;.r cosv + Q:·r sinv 
y' = P~·r cosv + Q~·r sinv 

I P' +Q' 0 Z = : • r COS V • • r Sill V , 

. P; = sina' sin (A' + w) = cosw cosb/,- sinw cosi sin b/, 

P; = sinb' sin (B' + w) = (sinw cosi cosb/, + cosw sin b!,) cos8 
- sin w sin i sin 8 

P; = sin c' sin (C' + w) = sinw sin i cos8 + (sinw cosi cosb/, 
+ cos w sin b/,) sin 8 

Q; = sina' cos (A' + w) = - (sin w cos b/, + cosw cosi sinb6) 

Q~ = sinb' cos (B' + w) = (cosw cosi cosb/,- sinw sin b6) cos 8 

- cos w sin i sin 8 

Q; = sin c' cos ( C' + w) = cos w sin i cos 8 + ( cos w cos i cos b/, 
- sin w sin b!,) sin 8. 

In der elliptischen Bewegung ist nun nach Gl. (1.40) 

r cos v =a (cos E -e) 
r sin v = a cos q; sin E , 

so daß man Gl. (21) schreiben kann 

und Gl. (14) 

x' = a P; (cosE - e) + a cos q; Q~ sinE 
y' = a P; (cosE- e} + a cosq; Q;sinE 
z' = a P; (cosE -· e) + a cosq; Q; sinE 

a P~ (cosE -· e) + a cosq; Q; sinE + Xb = L1 cos!5 cosoc 
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(21) 

(22) 

(23) 

a P~ (cosE- e) + a cosq; Q~ sinE + Yb = L1 cos!5 sinoc (24) 
a P; (cosE- e) + a cosq; Q; sinE + Zb = L1 sin!5. 

In der parabolischen Bewegung ist nach Gl. (1.42) 

r = qsec~vz, 

so daß man Gl. (21) schreiben kann 

und Gl. (14) 

x'= qP;(r- tg~vz) + 2qQ;tg~v 
y'= qP;(r -- tg~vz) + 2qQ;tg~v 
z'= q P;(r- tg~vz) + 2qQ;tg~v 

. q P; (r- tg~vz) + 2 qQ~tg~v + Xb = L1 cos!5 cosoc 

(25) 

q P: (r- tg~vz) + 2 q Q~ tg~v + Y0 = L1 cos!5 sinoc (26) 

q P; (r - tg ~ vz) + 2 q Q; tg ~ v + Z0 = L1 sin !5. 

Auf eine andere Bestimmung der Konstanten P',., P~, P~, Q:, Q~. Q; 
wird in Abschnitt 6 und 13 noch zurückzukommen sein. 
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§ 13. Beziehungen zwischen geozentrischen ekliptikalen und 
äquatorialen Koordinaten. 

a) Aufstellung der Beziehungen. Zwischen den rechtwinkligen 
ekliptikalen und äquatorialen Koordinaten ~, 'YJ, C und f, n', C' des 
Körpers P bestehen die Beziehungen 

~=~' 

'YJ =rj' cos 8 + C' sin 8 (27) 
C=C' cos 8-rJ' sin 8. 

Setzt man für sie die Werte nach Gl. (4) und Gl. (13) ein, so erhält man 
die Gleichungen 

cos ß cos .A. = cos b cos 1)(. 

cos ß sin A = cos () sin 1)(. cos 8 + sin () sin 8 (28) 
sin ß = - cos () sin 1)(. sin 8 + sin () cos 8 , 

die man in eine für die logarithmische Rechnung bequemere Form brin
gen kann, wenn man die Hilfswinkel Mundmeinführt durch 

Dann wird 

m sin M =sin () 
m cos M = cos () sin 1)(. • 

cos ß cos it= cos b cos 1)(. 

cos ß sin it=m cos (M- 8) 
sinß=m sin (M- 8). 

Diese Gleichungen dienen zur Umwandlung der 1)(., () in Ä, ß. 

(29) 

Die umgekehrte Aufgabe löst man mit Hilfe der durch Verbindung 
der Gl. (4), (13), (15) gewonnenen Gleichungen 

cos b cos 1)(. = cos ß cos .A. 

cos () sin 1)(. = cos ß sin A cos 8 - sin ß sin 8 (30) 
sin () = cos ß sin A sin 8 + sin ß cos 8 • 

Durch Einführung der Hilfswinkel N und n durch 

erhält man 

nsinN = sinß 
n cos N = cos ß sin Ä 

cos b cos 1)(. = cos ß cos .A. 

cos () sin 1)(. = n cos (N + 8) 
sin () = n sin (N + 8) • 

(31) 

Ein Zweifel, in welchem Quadranten die Winkel in den Gl. (29) und (31) 
zu nehmen sind, kann nicht bestehen, da cos ()und cos ß stets positiv sind. 

Formeln zur völlig unabhängigen Kontrolle siehe unter b). 
Bei Beschränkung auf eine geringere Stellenzahl kann man bei kon

stant gehaltenem 8 die Umwandlung der einen in die anderen Koordi
naten mit Hilfe von Tafeln wesentlich erleichtern 1 • 

r BRENDEL, M.: Mitt. der Univ.-Sternwarte Frankfurt a. M. Erstes Stück. 
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b) Formelzusammenstellung und Beispiel zur Umwandlung von oc, 6 
in .it, ß. 

msinM = sinb 
mcosM = cosbsinoc 

cos ß cos Ä. = cos b cos ct 

cos ß sin.it = m cos (M- 8) 
sinß = msin (M- 8) 

8 aus Tafel2 

Kontrolle: 
sin(.it- oc) = zcosocsecßmsin~8sin(M- ~8) 

sinHt5- ß) =sec~(,}+ ß) msin~8cos(M- ~8) 

Gegeben sei die Beobachtung des Planeten 931 Whittemora: 

1920 Apr. 6 Kontrolle: 

~{ nh gm26~52 CJ+ß 32 ° 40' 3': 4 
167°21137':8 ~(CJ+ß) 16 20 1.7 

(j + 19 36 42.6 M-~6 46 4315.1 
6 23 26 s8.g 

sin (M -~6) g.862145 cos ~ g.g89346n 
cos (j 9·974045 msin~6 8.903317 
sin ~ 9·340079 cos (M -~6) g.836041 

sin Ö=msin M 9.525881 m sin~6 sin (M -~ 6) 8.765462 
sinM 9·930513 

mcosM 
2 cos ~ o.290376n 

9·314124 sin (l- ~) cos ß g.o55838n tgM 0.2II757 secß O.OII374 M s8 026' 44':s sin (l-~) g.o67212n M-6 34 59 45·6 l-~ -6°42'14':o sin (M -6) 9·758548 l 160 39 23.8 m 9·595368 
m sin~6 cos (M -~ 6) 8.739358 cos (M -6) 9·913386 

cos ß sin l g.so8754 sec~ (CJ+ß) 0.017892 
cos l 9.974765n sin~(CJ-ß) 8.757250 

cos ß cos l g.g63391n ~(CJ-ß) + 3° 16' 40':8 
tg l 9.545363n CJ-ß + 6 33 21.6 l 160° 39'23':9 

sinß 9·353916 
ß + 13 3 21.0 

cosß g.g88626 
tg ß 9·365290 

ß + 13 o 3' 20':8 

§ 14. Die scheinbare Bahn. 

Zwar ist, wie schon erwähnt, die Aufstellung einer allgemeinen 
Theorie der geozentrischen Bahn für die Bahnbestimmung nicht er
forderlich. Für mehrere Probleme ist aber die Kenntnis der wesent
lichsten Eigenschaften der scheinbaren Bahn von Nutzen. 

a) Opposition, Konjunktion, Sichtbarkeitsverhältnisse der Planeten 
und Kometen. Die Phase, in deF die geozentrische Länge des Ge
stirns um r8o 0 von der der Sonne verschieden ist, nennt man seine 
Opposition in Länge. Die Phase, in der ein Körper dieselbe geozentrische 
Länge wie die Sonne hat, bezeichnet man als seine Konjunktion in Länge. 
Man unterscheidet zwischen unterer und oberer Konjunktion, je nach-
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dem das Gestirn diesseits oder jenseits der Sonne steht. Von allen Plane
ten können nur Merkur und Venus auch in untere Konjunktion gelangen. 

Häufigere Anwendung findet in der Praxis der Begriff der Opposition 
in Rektaszension, d. i. der Zeitpunkt, in dem die Rektaszensionen von 
Sonne und Gestirn um I8o 0 = I2h verschieden sind. 

Für die kleinen Planeten ist die Oppositionszeit die günstigste Zeit 
für die Sichtbarkeit. Sie kulminieren dann um Mitternacht und sind 
hier im allgemeinen der Erde am nächsten und am hellsten. Das Maxi
mum an Helligkeit erreichen sie, wenn Opposition und Perihel zu
sammenfallen. Beobachtbar sind sie, mit Ausnahme vereinzelter Objekte, 
deren Bahnen stark exzentrisch sind, aber auch in den übrigen Oppo
sitionen einschließlich der Apheloppositionen. Da die bekannten Plane
ten lichtschwache teleskopische Objekte sind, so werden sie natur
gemäß fast ausschließlich in der Nähe der Opposition, und zwar meist 
in der Perihelopposition, entdeckt. Ihre Verfolgung gelingt gegen
wärtig selbst in günstigen Fällen selten länger als 2 bis 3 Monate hindurch. 
Überwiegend sind jetzt Beobachtungszeiträume von weniger als I Monat. 

Ganz anders liegen die Sichtbarkeitsverhältnisse bei den Kometen. 
Die Perihele der bekannten Kometen liegen überwiegend innerhalb oder 
doch nur wenig außerhalb der Erdbahn. Beträchtlich außerhalb dieser 
gelegene Perihele sind nicht viele bekannt, wenn sie auch neuerdings 
öfter vorkommen. Bei den sehr großen Exzentrizitäten der Kometen
bahnen sind weit außerhalb der Perihele nur helle Objekte sichtbar. 
Für die Kometen ist also die günstigste Entdeckungszeit die Zeit kurz 
vor Sonnenaufgang oder kurz nach Sonnenuntergang. Die Dauer der 
Sichtbarkeit ist meist auf einen kleinen in der Perihelnähe gelegenen Teil 
der Bahn beschränkt. Durchschnittlich gelingt die Verfolgung der Kome
ten mehrere Monate, in günstigen Fällen aber sogar einige Jahre hindurch. 

Während die kleinen Planeten je.nach Größe der mittleren Bewegung 
und der Exzentrizität nach etwa I bis zf Jahren in einer neuen Er
scheinung der Beobachtung wieder zugänglich werden, war bisher bei 
den Kometen eine Beobachtung in späteren Erscheinungen außer bei 
den kurzperiodischen Objekten nur bei vereinzelten Kometen möglich, 
und auch bei diesen nur in den Perihelerscheinungen. Allein der Encke
sche Komet ist auch in den Aphelerscheinungen beobachtbar. Bei der 
überwiegenden Zahl der Kometen bleibt die Beobachtung auf die Ent
deckungserscheinung beschränkt. 

b) Besondere Eigenschaften der scheinbaren Bahn. Eine wichtige 
Eigenschaft ist in dem Lambertschen Satz von der Krümmung der geo
zentrischen Bahn ausgesprochen (ein analytischer Beweis folgt in Ab
schnitt 8). Der Satz lautet: Die Kurve des geozentrischen Laufes eines 
Planeten oder Kometen ist gegen den Ort der Sonne auf der Sphäre 
konvex, solange die Entfernung des Gestirns von der Sonne die der Erde 
von der Sonne übertrifft, im anderen Falle hingegen konkav. So kehren 
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z. B. Merkur und Venus der Sonne stets die konkave Seite, alle übrigen 
Planeten stets die konvexe Seite zu. Bei den Kometen geht die Kon
vexität der Bahnkurve gegen die Sonne in Konkavität über, wenn sie 
der Sonne näher kommen als die Erde. An der Stelle, an der das Gestirn 
dieselbe Sonnenentfernung wie die Erde hat, hat also die Kurve einen 
Wendepunkt. 

Weitere Eigenschaften der scheinbaren Bahn sollen zunächst an der 
einfachsten Kegelschnittsbewegung, der kreisförmigen Bewegung, so
dann an den Bahnen für 4 ausgewählte Objekte veranschaulicht werden. 

Die Abb. 7a bis7c, in denen die Sonne mit S, dieErde mitE, das Ge
stirn mit P bezeichnet ist, stellen der Reihe nach die obere und untere 

a.) b) C) 

Abb. 7· 

Konjunktion und die Opposition von P dar. Die Bewegungsrichtung in 
den kreisförmig angenommenen Bahnen von E und P ist durch die Pfeile 
gekennzeichnet. 

Nach dem Kriterium S. 14 drückt sich die lineare Bahngeschwin-
digkeit aus durch V= k: y; ; d. h. sie ist um so kleiner, je größer der 
Halbmesser der Bahn ist. In der Opposition ist also die Geschwindigkeit 
der Erde größer als die des Körpers. Bezeichnet man mit EI und PI die 
Orte der Erde und des Gestirns kurz nach der Opposition, mit E P, EI PI 
die Richtungen in Länge in den beiden Momenten, so sieht man, daß 
zur Zeit der Opposition, die geozentrischen Längen abnehmen; d. h. der 
Körper bewegt sich rückläufig. Das gleiche trifft für die untere Kon
junktion zu. Hingegen trägt bei der oberen Konjunktion die Erd
bewegung noch zur Vergrößerung der geozentrischen Längen bei. 
Hier findet ein schnelles Anwachsen statt; d. h. der Körper bewegt sich 
rasch rechtläufig. Offenbar müssen rückläufige und rechtläufige Be
wegung allmählich ineinander übergehen; d. h. es muß vor und nach 
der Opposition einen Zeitpunkt geben, in dem weder eine Zu- noch eine 
Abnahme der Längen stattfindet; der Körper ist stationär. Für die 
Rektasz~nsionen gilt das Entsprechende. 

Welchen Einfluß die Exzentrizität auf diese Eigenschaft hat, ver
anschaulichen deutlich die Abb. 8 bis II. Für 4 ausgewählte Objekte, 
die kleinen Planeten 617 Patroclus, rooo Piazzia, 1036 Ganymed und 
den Enckeschen Kometen, wurden im System der Ekliptik während je 
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48 Die heliozentrische und die geozentrische Bewegung. 

eines vollen Umlaufes von Aphel zu Aphel die scheinbaren Bahnen 
graphisch dargestellt. Die charakteristischen Elemente sind: 

Nr. Name ~ i e P- a 

617 Patroclus 44° 22° 0.14 30011 5-19 
1000 Piazzia 327 21 0.26 625 3.18 
1036 Ganymed 216 26 0.54 814 2.67 
- Enckescher Komet 335 13 o.85 1076 2.22 

In 40tägigem Intervall sind die Örter der Körper und der Sonne ein
getragen. 

Wie schon erwähnt, ist bei den kleinen Planeten r > R; bei dem 
Enckeschen Kometen ist r > R in der Zeit bis Ende Oktober 1914 und 
nach Januar 1915. In der Zwischenzeit ist r < R. Man findet leicht in 
allen Phasen den Lambertschen Satz bestätigt. 

Den Übergang von der rechtläufigen Bewegung in der oberen Kon
junktion durch den stationären Zustand in die rückläufige Bewegung 
in der Nähe der Opposition veranschaulicht am besten die scheinbare 
Bewegung von 617. Dieser jupiternahe Planet hat von den 4 Objekten 
die kleinste mittlere Bewegung und die kleinste Exzentrizität. Man be
merkt die rasche, sehr gleichmäßige Wiederkehr der verschiedenen 
Phasen. Hier kommt es in der Umgebung der Opposition stets zu einer 
Schleifenbildung, die meist geschlossen, beim Durchgang durch die 
Ekliptik in offener Form auftritt. Die Doppelpunkte der Schleifen liegen 
der Ekliptik näher als die Schleifen selbst. Mit zunehmender Breite 
werden die Schleifen größer. 

Mit wachsender Exzentrizität wird der Übergang in die verschiedenen 
Phasen unregelmäßiger. Bei 1036 ist zwar in der Opposition (Juni 1924) 
die Bewegung noch ein wenig rückläufig. Dann setzt aber kurze Zeit 
nachher vor dem Durchgang durch das Perihel eine sehr starke recht
läufige Bewegung ein. Bei dem Kometen schließlich ist die Rückläufig
keit auf die Aphelnähen beschränkt. 

Auch über die Schnelligkeit in den verschiedenen Phasen der Be
wegung, vor allem über den Einfluß der Exzentrizität auf die Bewegung 
im Perihel, geben die Abbildungen Aufschluß. 



Zweiter Teil. 

Die Ausgangsdaten der Bahnbestimmung. 
4· Abschnitt. 

Die Auswahl der Beobachtungen und die Stellenzahl 
der Rechnung. 

Unter den Beobachtungen, die der Bahnbestimmung zugrunde ge
legt werden sollen, muß der Bahnrechner diejenigen auswählen,von denen 
er die größte Sicherheit der Bahnbestimmung erwarten darf. 

Mathematisch ist zwar durch 3 Beobachtungen eine Bahn völlig 
bestimmt, wenn man von Ausnahmefällen absieht. Würden keine Be
obachtungsfehler existieren, so würden 3 sehr nahe beieinander liegende 
Beobachtungen, beispielsweise 3 während einer einzigen Nacht ange
stellte Beobachtungen bei hinreichender Stellenzahl der Rechnung zur 
sicheren Bahnbestimmung ausreichend sein. Tatsächlich würde aber 
eine solche Bahnbestimmung infolge der unvermeidlichen Beobachtungs
fehler unbrauchbare Resultate ergeben. 

Grobe Beobachtungsfehler lassen sich durch Differenzenprüfung 
ermitteln, sofern einigermaßen günstig verteiltes Beobachtungsmaterial 
vorliegt. Solche Beobachtungen muß man unter allen Umständen von 
der Verwendung zur Bahnbestimmung ausschließen. Den schädlichen 
Einfluß der kleinen Beobachtungsfehler, die durch eine solche Prüfung 
nicht festgestellt werden können, kann man im allgemeinen durch ge
eignete Wahl der Beobachtungen mehr oder weniger stark abschwächen. 

In engem Zusammenhang mit der Größe der Beobachtungsfehler 
steht die Stellenzahl der Rechnung, mit der die Bahnbestimmung aus
geführt werden soll. 

§ 15. Ausschluß von Beobachtungen mit groben Fehlern. 
Die Ermittlung von groben Fehlern kann bei Vorliegen einer größeren 

Anzahl von einigermaßen gleichmäßig verteilten Beobachtungen in 
folgender Weise geschehen. 

Man bildet zunächst die r. Differenzen der gegebenen Größen 
Beobachtungszeit t (auf einen einheitlichen Meridian bezogen), Rektas

zension rx, Deklination b. Die Differenzen seien mit f{, f~, f~ bezeichnet. 
Aus ihnen berechnet man 

l L1 (X = __ IX 

ti ' (I) 

Stracke, Bahnbestimmung. 4 



50 Die Ausgangsdaten der Bahnbestimmung. 

Dann ermittelt man die r. Differenzen der Mittel t", je zweier benach
barter Zeiten und die der Größen LI cx., LI d. Diese Differenzen seien mit 
f{ .. , f~a.' f~a bezeichnet. Daraus leitet man ab 

A I_ f,.a. A Ji.I- ~ ~- (2) 
LJCX. - f. ' LJU - f. • 

t., e .. 

Die so erhaltenen Werte LI cx.I und LI d1 werden nun durch Differenzen 
geprüft. Laufen diese, so sind die Beobachtungen frei von gröberen 
Fehlern. Macht sich aber ein starker Sprung bemerkbar, so kann man 
sicher sein, daß eine der Beobachtungen grob fehlerhaft ist. Der Fehler 
läßt sich leicht feststellen. 

Die Prüfung sei durch ein Beispiel erläutert, in dem nur die Rech
nung für eine Koordinate, die Rektaszension wiedergegeben ist. 

Beispiel. 931 Whittemora. 

N 1920 !{ I~ tm I L1cx. I~ a 
L1I r. 

März cx. ftm a 

I 20.37 + 1!lo2 
nh1gtn 51~19 

- 43~31 20.88 -42-46 2 21.39 + I.OO 19 7.88 21.89 + 1.01 + 0.14 +o.14 
3 22.39 r8 25-56 - 42-32 + I.OO -42-32 + o.sr +o.sr 
4 23-40 

+ I.OI 
17 43·33 

- 42.23 22.89 
+ 7.51 

-41.81 
+ 6.32 +o.84 

5 37·40 
+ 14.00 

9 26.54 -496·79 30-40 + 10.96 - 35·49 + 10.86 +o·99 
6 45-32 + 7-92 6 1!.48 -195.06 4!.36 

+ 7-97 
-24.63 

+ 9.18 + !.15 
7 53·34 

+ 8.02 
4 7.61 -123.87 49·33 + 5-07 

-15.45 + 6.o8 + 1.20 
8 55·47 

+ 2.13 
3 47·65 

- 19.96 54·40 + 7-05 - 9-37 + 8.38 + 1.19 
+ 11.97 - rr.86 61.45 - o.gg 

9 67·44 +28.94 3 35-79 +594·63 8r.gr +20.46 
+2o.ss +2!.54 +LOS 

10 96.38 13 30-42 

Trotz der wenig günstigen Verteilung der Beobachtungen erkennt man 
doch leicht, daß diese Beobachtungen frei von gröberen Fehlern sind. 
Würde man die 7· Beobachtung um+ 1~00 ändern, so ergäben sich statt 
der Werte der letzten Spalte die Werte: + 0.14, + 0.51, + o.84, +o.gg, 
+1.17, +r.o8, +r.26, +r.os. Die fehlerhafte Beobachtung ist un
schwer zu ermitteln. 

§ 16. Abschwächung des Einflusses der kleinen Beobachtungsfehler 
durch geeignete Wahl der Beobachtungen. 

a) Wahl großer Zwischenzeiten. Um den schädlichen Einfluß dieser 
Beobachtungsfehler, die gegenwärtig im Mittel bei den kleinen Planeten 
etwa 2 bis 3" betragen, bei den Kometen meist noch größer sind, ab
zuschwächen, wird man die Elemente aus einem großen heliozentrischen 
Bogen ableiten. Dieser ist wesentlich für die Beurteilung der Güte einer 
Bahnbestimmung. Um die Konvergenz (siehe Abschnitt 6) braucht 
man nicht sehr besorgt zu sein, da die längere Verfolgung überhaupt 
erst durch die Vorausberechnung, also auf Grund einer oder mehrerer 
provisorischer Bahnen, möglich wird. Diese liefern genügend genaue 
Hilfsmittel, um das Näherungsverfahren selbst bei großen Bögen stark 
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abzukürzen. Auch bei der Ableitung der provisorischen Bahnen wird 
man natürlich bestrebt sein, die Bahn aus nicht zu kleinen Bögen zu 
bestimmen. 

Bei gänzlich unbekannten Bahnen ist zwar über die Größe des helio
zentrischen Bogens nichts bekannt. Einen ungefähren Anhalt hat man 
aber an der Größe der Zwischenzeiten. Bei den kleinen Planeten, deren 
heliozentrische Bewegung im allgemeinen nicht allzu stark verschieden 
ist, berechnet man eine provisorische Ellipse für die Zwecke der Ver
folgung in der allernächsten Zeit tunliehst erst dann, wenn die Zwischen
zeit mindestens etwa 6 Tage beträgt. Bei kleineren Zwischenzeiten tut 
eine Kreisbahnbestimmung im allgemeinen dieselben Dienste. Er
fahrungsgemäß sind die Elemente, die aus einem Zeitraum von mehr 
als 6 bis 8 Wochen abgeleitet sind, ausreichend zur Wiederauffindung 
in den nächsten Erscheinungen, sofern von den benutzten genügend weit 
entfernt gelegene Kontrollbeobachtungen befriedigend dargestellt wer
den. Bei kürzeren Zwischenzeiten bleibt die Wiederauffindung immer 
ungewiß, wenn sie auch bei guter Darstellung von Kontrollbeobachtun
gen oft gelingt. 

Bei den überwiegend stark exzentrischen Bahnen der Kometen, die 
meist in der Nähe der Perihele entdeckt werden, ist die Bewegung sehr 
viel größer. Hier erhält man schon aus etwa 2 Tagen Zwischenzeit eine 
zur Verfolgung in der allernächsten Zeit ausreichende Vorausberechnung. 
Bei ihnen ist eine lange Verfolgung während der Entdeckungserscheinung 
von größter Wichtigkeit. Wegen der bei den Kometen (den kurz- wie 
langperiodischen) ungünstigen Wiederauffindungsbedingungen in spä
teren Erscheinungen muß es das Bestreben des Bahnrechners sein, die 
Kometenbahn soweit als möglich zu sichern. 

b) Vermeidung der Nähe eines Ausnahmefalls. Bei der Auswahl 
der Beobachtungen hat man aber nicht nur auf die Zwischenzeiten, 
sondern auch auf die geozentrische Bewegung sein Augenmerk zu richten. 
Die außerordentlich starke Verschiedenheit der scheinbaren Bewegun
gen bei den verschiedenen Objekten und in den verschiedenen Bahn
phasen erkennt man am besten aus den Abb. 8 bis II. 

Durch eine Diskussion der betr. Gleichungen der Bahnbestimmung 
(siehe die folgenden Abschnitte) läßt sich leicht feststellen, daß es Aus
nahmefälle gibt, in denen eine Bahnbestimmung aus 3 Beobachtungen 
nicht möglich ist. 

Bei der Gauß-Enckeschen Methode für logarithmische Rechnung 
sind mehrere Ausnahmefälle untersucht worden, die man durch Diskussion 
der der Bestimmung der Entfernungen dienenden Gleichungen leicht 
feststellen kann. Hier seien kurz folgende genannt: r. a0 = oo, K 2 = L2 ; 

d. h. die 3 geozentrischen Örter liegen in einem größten Kreise, der d·o.rch 
den mittleren Erdort geht. 2. ;., = .1.3 , ß• = ß3 ; d. h. der r. und 3· Ort 
fallen zusammen; das Gestirn hat eine Schleife beschrieben. 3· .1.2 =L2 , 

4* 
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ßl = o ; d. h. zur Zeit der mittleren Beobachtung befindet sich das Ge
stirn genau in der Opposition. 

Bei der Methode von ÜLBERS der parabolischen Bahnbestimmung 
liegt ein Ausnahmefall vor, wenn die 3 Örter in einem größten Kreise mit 
dem mittleren Erdort liegen. Dann ist M = o: o, m =I: o. Hier ist aber, 
wenn auch auf umständlicherem Wege, eine Bahnbestimmung gleich
wohl möglich, da zur Ermittlung der 5 Elemente die gegebenen 6 Ko
ordinaten ausreichen. Aus dem Lambertschen Satz von der Krümmung 
der Bahnen folgt, daß dieser Ausnahmefall nur eintreten kann, wenn 
sich der Komet zur Zeit der mittleren Beobachtung nahe in der Ent
fernung Rl von der Sonne befindet. 

Bei einiger Auswahl unter den Beobachtungen kann man diesen Aus
nahmefällen leicht aus dem Wege gehen. Übrigens zeigt sich die Un
sicherheit gleich bei Beginn der Rechnung, so daß bei einer etwa notwen
dig werdenden günstigeren Auswahl nur ein geringer Zeitverlust entsteht. 

c) Notwendigkeit der Bahnbestimmung aus 4 Beobachtungen. Ein 
Ausnahmefall, dem man sich durch andere A~swahl unter den Be
obachtungen nicht entziehen kann, ist der Fall, in dem die Bahnebene 
mit der Ekliptik zusammenfällt. Hier versagt jede Bal'mbestimmung 
aus 3 Beobachtungen. Erfahrungsgemäß tritt zwar dieser Grenzfall -
wie auch die unter b) genannten -in der Praxis überhaupt nicht auf. 
Tritt er aber nur angenähert auf, so kann die Sicherheit der Bahn
bestimmung ungünstig beeinflußt oder gar das Ziel der Bahnbestimmung, 
die spätere Wiederauffindung, ganz in Frage gestellt werden. 

Da die Neigung der mittleren Bahnebene der kleinen Planeten gegen 
die Ekliptik nur gering ist, so tritt bei ihnen der Fall kleiner Breiten 
nicht selten auf. Sind die Breiten sehr klein (etwa <r 0 ), so muß man 
notgedrungen eine Bahnbestimmung aus 4 Beobachtungen ausführen, 
um eine gesicherte Bahn ableiten zu können. Bei größeren Breiten wird 
man die Bahnbestimmung aus 4 Beobachtungen ohne zwingenden 
Grund nicht vornehmen, da sie größeren Arbeitsaufwand erfordert als 
die aus 3 Beobachtungen. 

Bei den Kometen, deren Bahnneigung gegen die Ekliptik mit wenigen 
Ausnahmen groß ist, tritt die Notwendigkeit der Bahnbestimmung 
aus 4 Beobachtungen kaum auf. 

Als allgemeine Richtlinien für die Auswahl der Beobachtungen kann 
man die aufstellen, daß man bei allen Methoden der Bahnbestimmung 
einmal auf große Zwischenzeiten und dann auf möglichst verschiedene 
Ausgangsdaten Wert legen sollte. Im übrigen muß von Fall zu Fall 
über die zweckmäßigste Auswahl entschieden werden. 

§ 17. Die Stellenzahl der Rechnung. 
Die Resultate der Beobachtungen werden in genauer Form auf o~or 

in ot, auf d'r in ~ gegeben. Wegen der natürlichen Unsicherheit jeder 
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aus kurzen Zwischenzeiten abgeleiteten Bahn sollte es das Bestreben 
des Bahnrechners sein, die Unsicherheit nicht noch durch Vernach
lässigungen in der rechnerischen Genauigkeit zu vergrößern. Dem
entsprechend wird vielfach die 7-stellige Bahnrechnung empfohlen. 
Sie ist auch berechtigt, wenn man erwarten darf, daß die Beobachtungen 
auf wenige Zehntelbogensekunden exakt sind. Es ist aber unökonomische 
Arbeitsweise, die Genauigkeit der Rechnung auf mehr als etwa o~'I an
zusetzen, wenn - wie es im Durchschnitt der Fall ist - die üblichen 
Beobachtungsfehler den IO- und mehrfachen Betrag erreichen. Über
triebene Anforderungen an die rechnerische Genauigkeit sind um so 
weniger gerechtfertigt, als die Keplersche Bewegung ja nur eine erste 
Näherung an die tatsächliche Bewegung darstellt. 

Wegen der durchschnittlich beträchtlichen Beobachtungsfehler kann 
man sich bei der elliptischen Bahnbestimmung langsam bewegter Pla
neten mit der 6-stelligen Rechnung (Winkel auf o~'I bzw. o~oooOI) 
begnügen. Geringere Genauigkeit führt zu unsicheren Resultaten. 
Bei den rascher bewegten Kometen, bei denen die Beobachtungsfehler 
ohnehin größer sind als bei den Planeten, genügt erfahrungsgemäß bei 
provisorischen parabolisc:hen Bahnrechnungen häufig die 5-stellige 
Rechnung (Winkel auf o~ OI bzw. o~ooOI), bei größeren Ansprüchen 
an die Genauigkeit die 6-stellige Rechnung. 

5. Abschnitt. 

Die Reduktion der Ausgangsdaten. 
Den Voraussetzungen der früheren Entwicklungen genügen die un

mittelbar beobachteten Größen noch nicht. Sie bedürfen erst einer ent
sprechenden Reduktion, bevor sie als Grundlage für die Bahnbestim
mung Verwendung finden können. Die direkten Beobachtungen geben 
zu gewissen Ortszeitpunkten die topozentrischen sphärischen Koordi
naten der Visierrichtungen bezogen auf das fundamentale Koordinaten
system der praktischen Astronomie, das äquatoriale System, das auf der 
Richtung der Erdachse und der Lage des Frühlingspunktes beruht. 

Die Beobachtungszeiten pflegen von den Beobachtern nicht ein
heitlich gegeben zu werden. Sie bedürfen der Reduktion auf einen ein
heitlichen Meridian. Sowohl die Visierrichtungen als auch die Koordi
natensysteme erfahren Veränderungen, die unter den Begriffen der Re
fraktion, Parallaxe, Aberration, Nutation und Präzession bekannt sind. 
Die analytische Behandlung dieser Probleme ist Aufgabe der sphäri
schen Astronomie und der Himmelsmechanik. Hier sollen neben kurzen 
Definitionen die Resultate nur soweit gebracht werden, als sie bei der 
Bahnbestimmung erforderlich sind. Da die Refraktion, d. i. die beim 
Durchgang eines Lichtstrahles durch die Erdatmosphäre eintretende 
Abweichung der Tangente an den Lichtweg beim Auftreffen auf das 
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beobachtende Auge (oder die photographische Platte) von der geome
trischen Richtung, stets vom Beobachter eliminiert wird, so braucht 
sie hier nicht erörtert zu werden. 

§ 18. Die Beobachtungszeit. 

Die Beobachter geben die mittlere Zeit der Beobachtungen bezogen 
auf den Meridian ihres Beobachtungsortes (mittlere Ortszeit) oder be
zogen auf den Nullmeridian von Greenwich. Bis Ende des Jahres 1924 
gilt als Beginn des mittleren Tages der Moment der oberen Kulmination 
der mittleren Sonne, d. i. der mittlere Mittag (Beginn des astronomischen 
mittleren Tages). Vom Beginn des Jahres 1925 ab wird als Beginn des 
mittleren Tages nicht die obere Kulmination der mittleren Sonne, 
sondern die vorangehende untere Kulmination, d. i. die mittlere Mitter
nacht gewählt (Beginn des bürgerlichen mittleren Tages). 

Während der Nautical Almanac trotzder Änderung des Nullpunktes 
des mittleren Tages auch n;:tch 1925 die frühere Bezeichnung Mean Time 1 

beibehalten hat, haben die übrigen Ephemeriden neue Bezeichnungen 
eingeführt. So nennt das Berliner Astronomische Jahrbuch (Abkürzung 
B. J.) die neue (auf den Meridian von Greenwich bezogene) Zeit Welt
zeit, die American Ephemeris Greenwich Civil Time, die Connaissance 
des Temps Temps Universei (Abkürzung T. U.). In englischsprachlichen 
Veröffentlichungen wird vielfach die Bezeichnung Universal Time (Ab
kürzung U. T.) gebraucht. 

Der obigen Definition gemäß ist 1924 Dez. 31, 12h mittlere Zeit 
Greenwich (Abkürzung M. Z. Gr.) gleich 1925 ]an. I, oh Weltzeit. 

In den genannten Jahrbüchern werden jetzt die Sonnenkoordinaten 
bezogen auf die Zeit des Nullmeridians von Greenwich gegeben. Man 
wird also zweckmäßig alle Beobachtungszeiten auf diesen Nullmeridian 
reduzieren. Das geschieht durch Anbringen der Längendifferenz des 
Beobachtungsortes gegen Greenwich, da der Unterschied der Ortszeiten 
zweier Meridiane gleich ihrer Längendifferenz ist. Diese wird vom Null
meridian aus bis I80°=I2h nach Westen positiv, nach Osten negativ 
gezählt. (Bis zum Jahrgang 1915 des B. J. war der fundamentale 
Meridian, auf den alle Angaben bezogen wurden, der Meridian von 
Berlin.) 

Bei der Elimination der Parallaxe wird die Kenntnis der Ortsstern
zeit 8o vorausgesetzt. Man erhält sie aus der astronomischen mittleren 
Zeit bzw. der bürgerlichen Zeit, indem man diese in Sternzeit ver
wandelt und zu der Sternzeit 8 m für den Beginn des astronomischen 
mittleren bzw. des bürgerlichen Tages für den Ortsmeridian addiert. 
In den Jahrbüchern ist 8m nur für den Nullmeridian von Greenwich 

1 Um Irrtümer zu vermeiden, wäre es zweckmäßig, die alte Zeit mit Mean 
Astronomical Time zu bezeichnen. 
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gegeben. Um em für den Ortsmeridian zu erhalten, ist die Korrektion 
der Sternzeit L1 e m zu addieren. 

In Tafel I sind für eine Anzahl von Sternwarten ihre Längendifferen
zen gegen Greenwich und die mit L1@ m bezeichneten Korrektionen der 
Sternzeit gegeben. Eine im B. J. gegebene Tafel bietet die Möglichkeit 
der Verwandlung der mittleren Zeit in Sternzeit. 

§ 19. Die Parallaxe. 
Das Auge des Beobachters und damit der Koordinatennullpunkt der 

beobachteten Koordinaten nimmt an der Bewegung des Erdortes teil. 
Die Ortsveränderung ruft Verschiebungen in den Örtern der Himmels
körper hervor, die man als parallaktische bezeichnet.·Um Beobachtungen 
eines Körpers von verschiedenen Standpunkten aus miteinander ver
gleichen und verwenden zu können, muß man den parallaktischen 
Effekt eliminieren. 

Die Bewegung des irdischen Beobachters ist die Resultante aus 
drei Einzelbewegungen, der täglichen (entsprechend der Rotation der 
Erde um ihre Achse), der jährlichen (entsprechend dem Umlauf der Erde 
um die Sonne) und der säkularen Bewegung (entsprechend der Be
wegung des ganzen Sonnensystems). Man unterscheidet demgemäß 
zwischen täglicher, jährlicher und säkularer Parallaxe. 

Die tägliche Parallaxe ist der Winkel, den die vom Körper nach 
dem Geozentrum und dem Beobachtungsort gezogenen Linien mit
einander bilden. Man berücksichtigt sie durch Übertragung der tapa
zentrischen in geozentrische Koordinaten. Die jährliche Parallaxe ist 
der Winkel, den die vom Körper nach dem Erd- und Sonnenmittel
punkt gezogenen Linien miteinander bilden. Man berücksichtigt sie durch 
Überführung der geozentrischen in heliozentrische Koordinaten. Sie 
braucht hier naturgemäß nicht erörtert zu werden. Die säkulare Be
wegung des Sonnensystems, die man innerhalb nicht zu großer Zeiten 
als eine geradlinige, gleichförmige Bewegung ansehen darf, kommt für 
die Körper des Sonnensystems nicht in Frage, da sie diese relativ zur 
Erde in Ruhe läßt. 

Die tägliche Parallaxe sei hier kurz mit Parallaxe bezeichnet. Da 
die Entfernung des Körpers von der Erde im Vergleich zu der Ver
bindungsliniezweierPunkte auf der Erdoberfläche im allgemeinen sehr 
groß ist, so kann man von Näherungsformeln Gebrauch machen. Für 
alle Körper des Sonnensystems, mit Ausnahme des Erdmondes, ist die 
Parallaxe so klein, daß sie dem Differential gleichgesetzt werden darf. 

a) Die Parallaxe in rechtwinkligen äquatorialen Koordinaten. Die 
Orientierung des äquatorialen Koordinatensystems sei die S. 39 fest
gelegte. Die rechtwinkligen geozentrischen Koordinaten eines Punktes 0 
der Erdoberfläche in diesem System seien~", rj", C". Der Winkel, den 
die Meridianebene von 0 mit der xz-Ebene bildet, d. i. die Ortsstern-
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zeit, sei mit f9o, die Entfernung von 0 vom Erdmittelpunkt sei mit eo, 
und der Winkel, den eo mit seiner Projektion auf die Äquatorebene 
bildet, d. i. die geozentrische Breite, sei mit cp' bezeichnet. Dann ist 

;" = (!o cos cp' cos eo 
rj" = (!o cos cp' sin eo 
C" = (!o sin cp'. 

Abweichend von den übrigen Entfernungen, die in der astronomischen 
Längeneinheit ausgedrückt sind, wird eo gewöhnlich in Einheiten des 
Äquatorhalbmessers der Erde gegeben. 

Bezeichnet man die Äquatorialhorizontalparallaxe der Sonne, d. i. 
der Winkel, unter dem vom Sonnenmittelpunkt aus der Radius des Erd
äquators erscheint, wenn sich die Sonne im Horizont eines Punktes 
des Erdäquators befindet, mit Po= 8~'8o, so ist der Ausdruck (!o sin Po 
oder genähert (!o Po sin I" die Entfernung von 0 vom Erdmittelpunkt 
in astronomischen Einheiten. 

Der parallaktische Effekt wird dadurch eliminiert, daß man die 
;", rj", C" mit umgekehrtem Vorzeichen an die Sonnenkoordinaten 
X~, Y~, Z~ anbringt. Bezeichnet man die -f', -rj", -C" mit 
LI X~, LlY~, LlZ~, so sind die zu den Sonnenkoordinaten zu addieren
den Größen in Einheiten der 7. Dezimale 

L1X0 =- Io 7 eoPo sin I" coscp' coseo = C' coseo 
L1 Y 0 =- Io 7 eoPo sin I" cos cp' sin f9o = C' sin f9o (I) 
L1Z0 =- Io 7 eoPo si.n I" sin cp' = C". 

Für eine Auswahl von Sternwarten sind die Konstanten C' und C" in 
Tafel I gegeben. 

b) Die Parallaxe in Rektaszension und Deklination. Im äquatori
alen System seien die Koordinaten eines zur Ortssternzeit f9o von dem 
Erdoberflächenpunkt 0 aus beobachteten Körpers oc und {J. Bezeichnet 
man den parallaktischen Effekt, der an diese topozentrischen Beobach
tungen oc und {J anzubringen ist, üm die geozentrischen Werte zu erhalten, 
mit Pa und pd, so bestehen für sie die Näherungsformeln 

P! · L1 = rrs (!o Po cos cp' sin (f9o - oc) sec {J 

P~ · L1 = (!o Po [cos {J sin cp' -- sin {J cos cp' cos (f9o - oc)] 

oder in einer für die logarithmische Rechnung bequemeren Form 

P! ·LI= fs eoPo coscp' sin (@o- oc) sec{J 

P~ · L1 = eo Po sin cp' sin (y - 6) cosec y 
wo 

tgy = tgcp' sec (@o- oc} y < I80°. 

(z) 

(3) 

Die für eine Sternwarte konstanten Größen lg (r's (!o Po cos cp'), 
lg (eo Po sin cp'} und lg tg cp' sind in Tafel I enthalten. 



5· Die Reduktion der Ausgangsdaten. 57 

Übrigens werden die lg(PaLI), lg (Po LI) häufig auch schon vom Be
obachter gegeben. 

Während nach Gl. (I) die Elimination der Parallaxe ohne Kenntnis 
der geozentrischen Entfernung LI erfolgen kann, wird bei Anwendung 
der Gl. (3) die Kenntnis der Entfernung vorausgesetzt. 

Nun ist aber die Entfernung vor Ausführung einer ersten Bahn
bestimmung unbekannt. Wählt man bei der Bahnbestimmung den 
Äquator als Grundebene, so wird man sich zwecks Elimination der 
Parallaxe ohne weiteres der Formeln (I) bedienen. Man könnte sie 
auch in entsprechender Weise bei der Wahl des ekliptikalen Systems 
anwenden. Nun machen aber die auf die Ekliptik aufgebauten Methoden 
von dem Vorteil des Verschwindens der 3· Koordinate der Sonne (Z0 

oder B 0 ) Gebrauch. Die Sonnenbreite B 0 wächst im allgemeinen (vgl. 
S. 64) nicht über I" hinaus, und kann bei ersten Bahnbestimmungen un
bedenklich vernachlässigt werden. Dieser Vorteil würde bei Anwendung 
der Gl. (I) auf die Ekliptik verloren gehen. Auf diesen Vorteil wird man 
aber nicht verzichten, da die Berücksichtigung der 3· Sonnenkoordinate 
in dem Formelsystem der Bahnbestimmung eine Komplikation und 
erhöhten Arbeitsaufwand im Gefolge haben würde. 

GAuss hat ein Verfahren gegeben, nach welchem man auch bei un
bekannter Entfernung die Parallaxe und gleichzeitig die Sonnenbreite 
vollständig beseitigt. Dieser Weg, der Übergang zum locus fictus (siehe 
unter d) wird aber in der Praxis nur in Ausnahmefällen (bei besonders 
nahen Objekten) angewandt, da er recht zeitraubend ist. Statt dessen 
hilft man sich im allgemeinen in folgender Weise. Bei den kleinen 
Planeten ist der elliptischen Bahnbestimmung meist eine Kreisbahn
bestimmung vorausgegangen, die für die Elimination der Parallaxe ge
nügend genaue Werte der Entfernung liefert. (Bei der mit geringer 
Genauigkeit ausgeführten Kreisbahnbestimmung braucht die Parallaxe 
nicht berücksichtigt zu werden.) Sind keine Näherungswerte der Ent
fernungen bekannt, so kann man die Parallaxe entweder ganz vernach
lässigen, oder sie wenigstens genähert eliminieren, indem man aus der 
geozentrischen Bewegung in der Nähe der Opposition roh geschätzte 
Entfernungen benutzt. 

Bei den Kometen, die in den verschiedensten Stundenwinkeln und 
häufig in großer Erdnähe beobachtet werden, ist zwar der Einfluß der 
Parallaxe im allgemeinen größer als bei den Planeten. Doch werden diese 
Momente durch die erheblich größere Ungenauigkeit der Kometen
beobachtungen ausgeglichen, so daß man auch hier zunächst die 
Parallaxe unbedenklich vernachlässigen kann. 

c) Die Korrektion für Sonnenbreite. Die Beseitigung der Sonnen
breite ist eine der Elimination der Parallaxe ähnliche Aufgabe, so daß 
sie an dieser Stelle behandelt werden soll. 
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Während die Sonnenbreite bei ersten Bahnbestimmungen unbeachtet 
bleiben kann, so lange sie den Betrag von etwa r" nicht erheblich über
steigt (siehe S. 64), muß sie bei exakten Bahnbestimmungen, und nament
lich bei sehr kleinen geozentrischen Entfernungen, berücksichtigt 
werden. Das kann bei bekannten Entfernungen in sehr einfacher Weise 
geschehen. 

Man ändert die beobachtete Breite des Körpers P so, als wenn sie 
von der heliozentrischen Breite B = o der Erde aus beobachtet wäre. 
Bezeichnet man die Entfernung Sonne-Erde mit R, so ist der Abstand 
der Erde von der Ekliptik - R sin B 0 . Legt man durch den Erd
mittelpunkt und den Ort des Körpers P eine zur Ekliptik senkrechte 
Ebene, bezeichnet die beobachtete Breite mit ß, entsprechend die von 
der Projektion des Erdortes auf die Ekliptik aus gerechnete mit ß + dß, 
die geozentrische Entfernung von P mit L1 , so kann man für die Ände
rung von e, die infolge der Verschiebung dC= -R sin B 0 eintritt, 
die aus der Differentiation der Gl. (3. 4) gewonnene Beziehung 

d ß _ cos ß d,.. _ cos ß R . B 
- --:;:J "'---LI- sm 0 (4) 

aufstellen. Meist genügt auch schon die Näherungsformel 

dß =_cosßB 
LI 0· (5) 

Bringt man diese Korrektion an die beobachtete Breite ß an, so erhält 
man die von der Ekliptik aus gemessene Breite, und die zugehörige 
Sonnenbreite kann streng gleich Null gesetzt werden. 

d) Der Übergang zum locus fictus. An Stelle des Beobachtungs
ortes 0 führt GAuss einen fingierten Beobachtungsort F, den Durch
schnittspunkt der Visierlinie von 0 nach dem Körper P mit der Ekliptik, 
ein. F hat danach die Eigenschaft, daß seine Breite gleich o ist, und daß 
von ihm aus die Richtungskoordinaten des Körpers die gleichen sind, 
wie die vom Beobachtungsorte aus. 

Die Orientierung des ekliptikalen Koordinatensystems sei die S. 14 
festgelegte. Die den geozentrischen Koordinaten Bo, q;', eo im äquato
rialen System entsprechenden ekliptikalen Koordinaten von 0 seien Ao, 
ßo, (!o. Die Ao, ßo erhält man aus den Bo, q/ entsprechend den GI. (3. 28) 

cos ßo COS Ao = cos q;' COS Bo 
cos ßo sin Ao = cos q/ sin Bo cos e + sin q;' sin e 

sin ßo = - cos q;' sin Bo sin e + sin q/ cos e, 

oder nach den für die logarithmische Rechnung bequemeren Formeln 
der GI. (3. zg). msinM = sin q;' 

m cos M = cos q;' sin Bo 
COS ßo COS Ao = cos q/ cos Bo 
cos ßo sin.l.o = m cos (M - s) 

sinßo = msin (M- s). 

(6) 
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A, ß, LI seien die auf den Beobachtungsort bezogenen Koordinaten des 
Körpers P ; L, B, R seien die heliozentrischen Koordinaten des Erd
mittelpunktes, L + dL, R + d R die entsprechenden Koordinaten des 
Punktes F. Die Entfernung von 0 und F sei Llo, so daß die von P und F 
gleich LI+ Llo ist. 

Die rechtwinkligen heliozentrischen Koordinaten x", y", z" von 
0 kann man einmal bestimmen aus dem Übergang von der Sonne zum 
Punkt F und von diesem zum Beobachtungsort 0 

x" = (R +dR) cos (L + dL) + Llo cos ß cos A. 
y" = (R+dR) sin (L+dL) +Lio cosß sin A 
z" = Llo sin ß, 

dann auch aus dem Übergang von der Sonne zum Erdmittelpunkt und 
von diesem zum Beobachtungsort 0 

x" = R cosB cosL + (}o sinp 0 cosßo cosAo 

y" = R cos B sinL + (}o sinp 0 cosßo sin.?co 
z" = R sin B + (}o sin P 0 sin ßo . 

Setzt man diese Ausdrücke einander gleich und zählt die Längen 
von einem Punkte der Eliptik aus, dessen Länge L ist, so erhält man 
die Gleichungen 

(R + d R)cos(dL) = R cos B + (}o sinp 0 cosßo cos (Ao- L) 
- Llo cosß cos (A.- L) 

(R + d R) sin (dL) = (}o sin Po cosßo sin (Ao -L)- Llo cos ßsin (A.- L) (7) 

o = R sin B + (}o sin p 0 sin ßo - LI o sin ß . 

Aus den beiden ersten Gleichungen kann mandLund d R, aus der letzten 
Llo bestimmen. Man erkennt, daß die Bestimmung unsicher wird, wenn 
ß sehr klein ist. 

Für größere ß wird man zweckmäßig Näherungsformeln einführen. 
Setzt man, was bei den kleinen Winkeln dL und B erlaubt ist, für den 
Sinus den Arcus, für den Cosinus die Einheit, drückt B und p0 in 
Bogensekunden aus, setzt in der Gleichung zur Bestimmung von dL 
für den Nenner R + dR den Wert R, was unbedenklich geschehen 
kann, so folgt aus Gl. (7) 

LI~= Llo cosß = (RB+ eoPo sinßo) ctgß 

dL" = [eoPo cosßo si.n (Ao- L)- LI; sin (A.- L)] ~- (8) 

d R = [eo p o cos ßo cos ( A.o - L) - LI~ cos (Je - L)] sin r". 

Die Größen dL und dR sind an die Erdkoordinaten L und R anzubrin
gen, um die zum locus fictus gehörigen Erdkoordinaten zu erhalten. 
Die Beobachtungszeit für den Punkt F ergibt sich, wenn man die Zeit, 
die das Licht braucht, um die Entfernung Llo zu durchlaufen, zu der 
Beobachtungszeit für den Ort 0 addiert. 
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Da das Licht die mittlere Entfernung Sonne-Erde in 498~5 1 , der 
sog. Lichtzeit, zurücklegt, so durchläuft es die Entfernung L1o in der Zeit 

d t = 498~5 L1~ sec ß sin 1". 

Im allgemeinen ist die Zeitkorrektion so gering, daß sie vernachlässigt 
werden kann. 

§ 20. Die Aberration. 
Unter dem Namen der Aberration faßt man diejenigen Erscheinun

gen zusammen, die der endlichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit des 
Lichtes ihre Entstehung verdanken. Sie sind zweierlei Natur. 

Infolge der Bewegung der Erde sieht der irdische Beobachter alle 
Himmelskörper in der Richtung nach dem Zielpunkt der augenblick
lichen Bewegung des Beobachters um einen kleinen Winkel, die Fixstern
aberration, verschoben. 

Infolge seiner eigenen Bewegung befindet sich der lichtaussendende 
Körper zur Beobachtungszeit nicht mehr an dem Orte, den er zur Zeit 
der Lichtaussendung einnahm. Den Unterschied beider Zeiten nennt 
man die Aberrationszeit. 

a) Die Fixsternaberration. Den 3 Bewegungsformen entsprechend 
unterscheidet man zwischen täglicher, jährlicher und säkularer Aber
ration. 

Die im Vergleich zur jährlichen geringfügige tägliche Aberration 
ist für ein festaufgestelltes Instrument von der Natur eines Instrumental
fehlers. Sie wird bereits V.Q!I!._B~()bachter berücksichtigt und braucht hier 
nicht erörtert zu werden. Der aus der wenig erforschten säkularen Be
wegung entspringende Beitrag für die Aberration würde in der Addition 
eines konstanten Gliedes bestehen. Er kann hier außer Betracht 
bleiben. Demgemäß soll hier unter Fixsternaberration nur die jährliche 
Aberration verstanden werden. 

Den infolge der Erdbewegung verschobenen allein beobachtbaren 
Ort des Körpers P nennt man den scheinbaren, den vom Aberrations
effekt befreiten den wahren Ort. Bezeichnet man die scheinbare Rektas
zension und Deklination mit Ol:app und Öapp' die wahren Werte mit 
Ol:vera und Övera, die Sonnenlänge wieder mit L 0 , die Schiefe der 
Ekliptik mit e, so lauten die Reduktionsformeln für die Fixstern
aberration bei Vernachlässigung der Glieder 2. und höherer Ordnung 

Ol:vera- Ol:app = 2d' 47 (sin 01: sinL 0 + cos 01: cosL 0 cos e) sec 6 (9) 
Övera- Öapp = 20. 47 [cosasinL 0 sinö- (sina sinö cose- cosösine) cosL 0 ]. 

Die von der Sonnenlänge unabhängigen, für jeden Fixstern kon
stanten kleinen Glieder, die in den mittleren Örtern der Fixstern-

1 Das B. J. für 1916 gibt 498~4, das Brit. Astr. Assoc. Handbook for 1929 
498~69. Die geringen Unterschiede sind hier bedeutungslos. 
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kataloge bereits enthalten sind, sind hier naturgemäß weggelassen. 
Setzt man 

- 20~' 47 cosL 0 cose = h sinH 

- 20. 47 sinL 0 = h cos H (ro) 
-20.47 cosL 0 sine = i 

und dividiert die erste der Gl. (9) durch 15, um Zeitsekunden zu erhalten, 
so gehen die Gl. (9) über in 

(otvera - otapp)' = - 1'-s h sin (H + ot) sec <5 
(<5vera-<5app)"=- hcos(H+ot)sin<5-icos<5. (II) 

Die von der Lage des Himmelskörpers unabhängigen, aber mit der 
Sonnenlänge veränderlichen Größen h, H, i sind in den Jahrbüchern 
für jeden Tag des Jahres gegeben. 

b) Die Fixsternaberration in Verbindung mit der Aberrationszeit. 
Bei den rasch bewegten Körpern des Sonnensystems muß man noch 
dem Umstande Rechnung tragen, daß die Beobachtungszeit t sich von 
der Zeit t0 , zu der s"ich der Körper an dem beobachteten Ort wirklich 
befand, um die Aberrationszeit Ab unterscheidet. Bei bekannter geo
zentrischer Entfernung läßt sie sich berechnen nach 

t-t 0 = Ab= 498~5 Lf = 0~005770 Lf, (12) 

ausgedrückt in Zeitsekunden bzw. in Bruchteilen des Tages. 
Je nachdem die Entfernung L1 bekannt oder unbekannt ist, kann 

man nach mehreren Methoden vorgehen, um beide Arten von Aberra
tion zu berücksichtigen. Für die Praxis der Bahnbestimmung ist das 
folgende Verfahren das zweckmäßigste. 

Bei neuentdeckten Planeten und Kometen wird die Entfernung und 
damit die Aberrationszeit erst im Verlaufe der Bahnbestimmung be
kannt. Aus dem zur Zeit t gemessenen scheinbaren Ort erhält man de~ 
zur Zeit to gehörigen wahren Ort, indem man von dem scheinbaren Ort 
die Fixsternaberration abzieht, und den zur Zeit t gehörigen Erdort be
nutzt. Sobald in erster Näherung die Entfernung bekannt geworden ist, 
zieht man die Aberrationszeit von der Beobachtungszeit t ab, und führt 
- immer mit dem zur Zeit t gehörigen Erdort - mit der reduzierten 
Zeit t0 die Bahnrechnung durch. Damit hat man die unmittelbare 
Beobachtung von Fixsternaberration und Aberrationszeit gleichzeitig 
befreit, und man erhält die Bahnelemente unter voller Berücksichtigung 
der Aberration. 

Dieses Verfahren wendet man bei der Bahnbestimmung zweckmäßig 
auch dann an, wenn die Entfernung durch eine voraufgegangene Bahn
bestimmung näherungsweise bekannt geworden ist. Solange die Ent
fernung nicht vollständig gesichert ist, ist man bei dem beschriebenen 
Verfahren vor wiederholter Neurechnung der Erdkoordinaten und aller 
davon abhängigen Größen geschützt. 
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§ 21. Die Präzession und Nutation. 
Erdachse und Ekliptik erleiden im Laufe der Zeit Verlagerungen, 

die die Lage des Frühlingspunktes und die Schiefe der Ekliptik 
beeinflussen. Infolgedessen erfahren alle auf das äquatoriale und eklip
tikale Koordinatensystem bezogenen Koordinaten der Himmelskörper 
Veränderungen. 

Durch die Anziehung der Planeten und des Mondes erleidet die 
Ebene der Erdbahn Schwankungen, die teils periodischer, teils säku
larer Natur sind. Die nur säkular bewegte mittlere Ebene der Ekliptik, 
d. h. die von den periodischen Schwankungen befreite Ebene bezeichnet 
man als die mittlere Ekliptik. Die periodischen Schwankungen der tat
sächlichen Erdbahn werden dadurch berücksichtigt, daß man der Sonne 
die Sonnenbreite, eine kleine Abweichung von der mittleren Ekliptik, 
zuschreibt. Auf die äquatorialen Koordinaten hat die Bewegung der 
Ekliptik nur insofern Einfluß, als der Frühlingspunkt, der Ausgangs
punkt der Zählung der Rektaszensionen davon betroffen wird (Präzession 
durch die Planeten). 

Die Erdachse und damit der Pol des Äquators, führt unter dem Ein
fluß von Sonne und Mond die Präzessions- und Notationsbewegung aus. 
Die langperiodische Umlaufsbewegung dieses Poles um den Pol der 
Ekliptik bezeichnet man als Lunisolarpräzession, die kurzperiodischen 
Schwankungen um die Mittellage als Nutation. 

Die Präzession bewirkt eine fortschreitende Bewegung des Frühlings
punktes, die als Präzession der Äquinoktien bezeichnet wird. Die Nu
tation ruft eine unregelmäßige Schwankung des Frühlingspunktes und 
der Schiefe der Ekliptik hervor. 

Infolge der Verlagerungen der Fundamentalebenen verlangen alle 
auf sie bezogenen Größen stets die nähere Angabe, auf welchen Zustand 
aes Koordinatensystems, auf welches Äquinoktium sie bezogen sind. 
Alle zur Bahnbestimmung zu verwendenden Größen müssen auf ein 
gemeinsames festes Äquinoktium bezogen werden, wenn man aus den 
zu verschiedenen Zeiten beobachteten auf die momentane Lage der 
Ebenen bezogenen Koordinaten auf die Bewegung der letzteren schließen 
will. Als solches ist das von Nutation befreite Äquinoktium der Epoche 
des Jahresanfangs oder einer Normalepoche geeignet. Zweckmäßig wird 
man das gleiche Äquinoktium wählen, auf welches in den Jahrbüchern 
die Sonnenkoordinaten bezogen sind. 

a) Definitionen. Mit Rücksicht auf den Einfluß der Präzession und 
Nutation bedürfen die oben (S. 6o) gegebenen Definitionen des schein
baren und wahren Ortes einer Ergänzung. Der scheinbare Ort ist der 
durch Aberration beeinflußte Ort eines Gestirns, dessen Koordinaten auf 
das infolge von Präzession und Nutation bewegte momentane Äquinok
tium der Beobachtungsepoche bezogen sind. Der von Aberration be-
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freite scheinbare Ort ist der wahre Ort, bezogen auf das gleiche Äquinok
tium. Die von Nutation befreite Lage von Pol und Äquator bezeichnet 
man als ihre mittlere Lage, den Schnittpunkt des mittleren Äquators 
und der mittleren Ekliptik als mittleren Frühlingspunkt (mittleres 
Äquinoktium), ihre Neigung als mittlere Schiefe. Den auf das mittlere 
Äquinoktium der Beobachtungsepoche bezogenen wahren (von Aber
ration befreiten) Ort nennt man den mittleren Ort. In der Praxis ver
bindet man die Befreiung eines wahren Ortes von der Nutation mit 
der Berücksichtigung des Präzessionsbetrages von der Epoche der Be
obachtung bis zu der des Jahresanfangs. Der so gewonnene Ort wird 
als mittlerer Ort für den Jahresanfang bezeichnet. 

Der (astronomische) Jahresanfang ist der Beginn des annus fictus, 
d. i. der Moment, in dem die Rektaszension der mittleren Sonne, bezogen 
auf den mittleren Frühlingspunkt 280 ° =I8h 40m beträgt. Das ist ein 
Moment, der ein von jeder Beziehung zu einem Erdort unabhängiger, 
absoluter Zeitmoment ist. Die Länge des annus fictus ist gleich 
(365.2421987g-o.ooooo786 T) mittleren Tagen und damit nahe gleich 
der Länge des tropischen Jahres, die gleich (365.2421987g--o.ooooo6r4T) 
mittleren Tagen ist. Hierin ist T die seit rgoo Jan. o.o M. Z. <{r. ver
flossene Zeit in Einheiten von 36525 mittleren Tagen. Das gregoria
nische (bürgerliche) Jahr, dessen Länge gleich 365.2425 mittleren Tagen 
ist, beginnt nach dem B. J. für rgr6 in astronomischer Zählweise im Ge
meinjahr (Schaltjahr) Jan. o oh om os (Jan. r oh om os) mittlerer Ortszeit. 
Die Beziehung des Anfanges des aimus fictus zu dem des gregorianischen 
Jahres für einen bestimmten Meridian vermittelt der dies reductus k, 
d. h. nach dem B. J. für rgr6 die Differenz gregorianischer Jahresanfang 
- Anfang des annus fictus 1 . 

Die numerischen Werte der Lagenänderungen und ihres Einflusses 
auf die Koordinaten der Himmelskörper sollen hier nur soweit gegeben 
werden, als sie in der Praxis der Bahnbestimmung Verwendung finden. 

b) Der Einfluß der Präzession. Die Übertragung der auf das mitt
lere Äquinoktium der Epoche bezogenen ekliptikalen Koordinaten 
Länge Ä., Breite ß, der Bahnelemente w, bl,, i, oder der äquatorialen 
Koordinaten Rektaszension ot, Deklination {J, der Bahnelemente w', 
bl,', i' von der Epoche to auf die Epoche to+t kann nach folgenden 
Näherungsformeln geschehen, in denen die Koordinaten und die Ele
mente für die Zeit to durch den Index o, für die Zeit to +~ · t durch· den 
Index I gekennzeichnet sind. 

Für die Ekliptik 

Ä. = Äo + l VJ + 7& tg ß1 COS (JI- Ä.1)] • t 

ß = ßo + n sin (II - Ä1) • t 
(13) 

1 Zu beachten ist, daß mit Einführung der Weltzeit seit 1925 in den 
Tafeln für den dies reductus die Tafelwerte um 0~5 zu ändern sind. 
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öl, = öbo + [ 1p - n ctg ir sin (II- öbr)] · t 
i = io - n cos (Il - öbr) · t 

w = Wo + n cosec ir sin (II - öbr) · t. 

Für den Äquator 

und 

tJ. = tJ.o + (m + n tgbr sintJ.r) · t 
b = bo + n cos tJ.r · t 

öl,'= öl,~ + (m - n ctg i~ cos &6~) · t 
i' = i~ - n sin öl,~ · t 

w' = w~ + n cos öl,~ cosec i~ · t . 

(!4) 

(rs) 

(r6) 

Die hierin auftretenden Größen m, n, 1p, n, II sind für die Epochen des 
betr. Jahresanfangs und für das tropische Jahr als Einheit in Tafel 2 
für die Zeit von r8go bis rgso gegeben. 1p ist die jährliche Präzession 
der Äquinoktien (allgemeine Präzession in Länge), n die jährliche 
Änderung der Neigung der Ekliptik gegen die Ekliptik der Fundamental
epoche r8so.o, II die Länge des aufsteigenden Knotens der Ekliptik 
auf der Ekliptik der Fundamentalepoche, gezählt vom Äquinoktium 
der Beobachtungsepoche, m die jährliche Präzession in Rektaszension, 
n die jährliche Präzession in Deklination, s die mittlere Schiefe der 
Ekliptik. Die Größen m, n, 1p, n, II müssen mit dem Argument to + ~ t 
der Tafel 2 entnommen werden. Da die durch den Index r gekenn
zeichneten Größen zunächst unbekannt sind, so ersetzt man sie in erster 
Näherung durch die Größen mit dem Index o. 

Bei Anwendung ausführlicherer Tabellen der Hilfsgrößen kann die 
Übertragung wesentlich erleichtert werden. 

Die Gl. (r3) können natürlich auch zur Übertragung der ekliptikalen 
Sonnenkoordinaten L 0 und B 0 dienen. Bei nicht zu großen Werten von 
t beschränkt sich die Gleichung für die Längenübertragung wegen der 
Kleinheit der Sonnenbreite auf L 0 =L0 o+ 1p·t. Wie schon erwähnt, 
erreicht die auf das mittlere Äquinoktium des Jahresanfangs bezogene 
Sonnenbreite B 0 im Maximum den Betrag von etwa ± r". Aus der 
Gleichung für die Breitenübertragung geht hervor, daß sie ein Viel
faches dieses Betrages erreichen kann, wenn sie auf ein sehr weit ent
fernt liegendes Äquinoktium übertragen wird. So erreicht z. B. die 
auf das Normaläquinoktium rgso.o bezogene Breite für 1929 Jan. ro 
den Betrag von - g'.'2, einen Betrag, der bei der Bahnbestimmung 
nicht vernachlässigt werden darf. 

c) Der Einfluß von P;äzession + Nutation. Die Übertragung des 
wahren Ortes der Beobachtungsepoche auf den mittleren Ort für den 
Jahresanfang kommt hier nur für die Koordinaten Rektaszension und 
Deklination in Frage. Bezeichnet man mit tf.vera und bvera die Koordi-
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naten des wahren Ortes, mit Cltmed und !5med die des mittleren Ortes für 
den Jahresanfang, so ist die Reduktion (in Zeitsekunden bzw. Bogen
sekunden) durch die Formeln 

CXmed- CXvera =-I- r1s g sin (G + cx) tg !5 

!5med- !5vera = - g COS (G + cx) 
(17) 

gegeben. Die der Präzession und Nutation entstammenden Größen 
f, g, G sind für jeden Tag des Jahres in den Jahrbüchern gegeben. Dort 
finden sich auch die analytischen Entwicklungen für diese Größen. 

§ 22. Formelzusammenstellung und Beispiel. 

a) Die Bezeichnung der veröffentlichten Beobachtungen. Von ge
ringen Ausnahmen abgesehen veröffentlichen die Beobachter die be
obachteten Koordinaten Rektaszension und Deklination in Verbindung 
mit der nicht für Aberrationszeit korrigierten Beobachtungszeit in der 
Form: r. als scheinbaren auf das momentane Äquinoktium der Beobach
tungsepoche bezogenen Ort (kurz mit CXapp• !5app bezeichnet und schein
barer Ort genannt); 2. als wahren (von der Fixsternaberration freien) 
auf das mittlere Äquinoktium des Jahresanfangs bezogenen Ort (z. B. 
mit cx192o-o, <5192o.o bezeichnet und mittlerer Ort für den Jahresanfang 
genannt, oder - bei dem ausgemessenen photographischen Ort -
astrographischer Ort genannt), 3· als wahren auf das mittlere Äqui
noktium einer Normalepoche (Normaläquinoktium) bezogenen Ort (z. B. 
mit cx195o-o, <5195o.o bezeichnet). 

Zwischen dem durch die Reduktion einer visuellen Beobachtung er
haltenen mittleren Ort für den Jahresanfang und dem astrographischen 
Ort besteht kein Unterschied, wenn der Beobachter die gemessene schein
bare Differenz Planet-Stern (LI cx, LI <5), die an den auf das mittlere Äqui
noktium des Jahresanfangs bezogemm Sternort anzubringe~ ist, in eine 
mittlere Differenz verwandelt, d. h. sie außer um den differentiellen 
Betrag der Refraktion auch um die differentiellen Beträge der Prä
zession, Nutation und Aberration korrigiert. Indessen liegen diese Be
träge bei den üblichen ~leinen Differenzen LI cx, LI !5 unterhalb der Grenze 
der unvermeidlichen Beobachtungsfehler, und werden daher häufig 
nicht angebracht. Diese differentiellen Beträge müssen aber berücksich
tigt werden, wenn die Positionen auf ein von der Beobachtungsepoche 
sehr entfernt liegendes Normaläquinoktium bezogen sind. Die Hilfs
mittel dazu werden den Beobachtern neuerdings in den Jahrbüchern 
geboten. 

Die veröffentlichten Beobachtungen sind stets, ohne daß es be
sonders angegeben wird, topozentrische. 

Die Reduktion der Beobachtungen besteht, falls ein topozentrischer 
mittlerer Ort für den Jahresanfang gegeben wird, in: I. gegebenenfalls 
Verwandlung der Beobachtungszeit in M. Z. Gr. bzw. Weltzeit (siehe 

Stracke, Bahnbestimmung. 5 
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S. 54), 2. Befreiung von der für die Beobachtungszeit berechneten 
Parallaxe (nach einem der S. 55 gegebenen Verfahren), 3· Berück
sichtigung der Aberrationszeit nach erlangter Kenntnis der Ent
fernungen nach Gl. (I2) bei Benutzung des zur Zeit t gehörigen 
Erdortes. 

Falls ein topozentrischer scheinbarer Ort gegeben ist, ist außerdem 
noch nach den Gl. (I7) und (II) die Nutation, die Präzession bis zum 
Jahresanfang und die Fixsternaberration zu berücksichtigen. 

Es tritt mitunter der Fall ein, daß die einer Bahnbestimmung zu
grunde gelegten Beobachtungen in 2 verschiedenen Jahren liegen und 
demgemäß auf die mittleren Äquinoktienzweier Jahresanfänge bezogen 
sind. In diesem Fall sind die Beobachtungen und die Sonnenkoordinaten 
mit Hilfe der Gl. (I5) und (I3) auf das gleiche mittlere Äquinoktium 
des einen Jahresanfangs zu beziehen. 

b) Formelzusammenstellung und Beispiel. Beobachtung des Pla
neten 93I Whittemora 

1920 Apr. 6 
M. Z. Algier 9h 46m 43s 

cx uh 9m 26~54} . _. + o 6, " 1920.0 (Topozentnsch) 
u 19 3 41.5 

r. Reduktion der Beobachtungszeit. 

Die M. Z. Gr. erhält man aus der M. Z. Algier durch Anbringen der 
Längendifferenz beider Orte. Diese ist in Tafel I enthalten. Die Stunden, 
Minuten, Sekunden werden (mit Hilfe einer im B. J. gegebenen Tafel) 
in Tagesbruch verwandelt. Man erhält 

1920 Apr. 6 

{ 9h 34m 355 
M. Z. Gr. d 

o. 39902 

Über die Berücksichtigung der Aberrationszeit siehe S. 6r. 

2. Elimination der Parallaxe. 
ot) Durch Reduktion der Sonnenkoordinaten X~, Y~, Z~. 

Die Berechnung erfolgt nach 
..1 X0 = C' cos@o 

..1 Y~ = C' sin@o 

..1 z~ = C". 

@0 ist die Ortssternzeit, die nach den Angaben aufS. 54 berechnet wird. 
Die Größen C' und C" sind in Tafel I gegeben. 

1920 Apr. 6 eo 161?6 
M. Z.Algier 9h 46':"7 coseo -0.949 

Red. in Sternzeit + 1.6 sin80 + 0.316 
em 0 57·9 L1X0 + 32·5} 

L18m 0.0 L1 y~ - 10.8 Einh. der 6. Dez. 
eo 10 46.2 L1 z0 - 25·4 
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Diese Größen sind an die dem B.]. durch Interpolation für die (in 
M. Z. Gr. verwandelte) Beobachtungszeit entnommenen Sonnenkoordi
naten X~. Y~. Z~ anzubringen. Im B. J. sind die (dort mit X, Y, Z 
bezeichneten) rechtwinkligen, äquatorialen, geozentrischen auf das 
mittlere Äquinoktium des Jahresanfangs bezogenen Sonnenkoordinaten 
für oll und I2h M. Z. Gr. bzw. Weltzeit mit ihren ersten Differenzen oder 
ihren stündlichen Änderungen sowie die Reduktionen auf das Normal
äquinoktium gegeben. Zur Erleichterung der Interpolation bei Benutzung 
der Differenzen kann man sich der Hilfsgrößen in Tafel 3 bedienen. 

· Die interpolierten auf 6 Dezimalen abgekürzten topozentrischen 
Werte der Sonnenkoordinaten X~. Yb. Zb lauten für 1920 Apr. 6. 
39902 M. Z. Gr. 

Xo + o.958665l Y9 +o.265070 1920.0 

z0 +o.u4958 

Sie sind in Verbindung mit der topozentrischen auf das mittlere Äqui
noktium 1920.0 bezogenen Beobachtung zu verwenden. 

ß) Durch Reduktion der Beobachtung. Die Berechnung der 
Reduktion erfolgt nach · 

P~ ·LI = ,\ eo Po cos cp' sin(fJo - cx) sec~ 

P't ·LI = (! 0 Po sin cp' sin (y - 15) cosec y 

tgy = tgcp' sec(8o- cx) y < r8o 0 • 

Die Logarithmen der Größen -h; (!o p 0 cos cp', (!o p 0 sin cp', tg cp' sind in 
Tafel I gegeben. Die Berechnung von 8o erfolgt wie oben. 

1920 Apr. 6 tg q:/ 9.871 
e. roh 46'!"2 COS (0o-ot) 9-998 

ot II 9-4 tgy 9-873 

0o-ot { 
-0 23.2 y 36'?8 
-s~8 ~ +19.6 

--;- eo Po cos q/ 9-672 y-~ 17.2 
1 sin (0o- ot) 9.oosn eoPo sin rp' 0.720 

sec~ 0.026 sin (y-~) 9-471 
p~· LI 8.7o3n cosecy 0.223 

P~·LI 0.414 

Um die Parallaxe selbst zu erhalten, sind die Werte Pa·LI und p~·LI 
noch durch die geozentrische Entfernung LI zu dividieren. Es sei dafür 
der Näherungswert lg LI = 0.382 bekannt. Dann ist 

Pa.=- o~o2 

Pd=+ r':r 

und die auf das mittlere Äquinoktium des Jahresanfangs 1920.0 be
zogene geozentrische Beobachtung lautet 

ot uh 9m 268 52 } 
(j + 190 36' 42~'6 1920.0 

s* 
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oder im ekliptikalen System (Umwandlung siehe S. 43) 

Ä 160° 39' 23~'9} 
ß + 13 3 20.8 1920.0 

Die geozentrische Länge und Breite wird in den nachfolgenden Metho
den der Bahnbestimmung entweder in Verbindung mit den heliozentri
schen ekliptikalen Polarkoordinaten L, B, R der Erde oder in Ver
bindung mit den geozentrischen ekliptikalen rechtwinkligen Koordi
naten des Sonne X 0 , Y 0 , Z 0 verwendet. Im B. J. ist lg R und die 
geozentrische Länge und Breite der Sonne L 0 und B 0 , bezogen auf das 
mittlere Äquinoktium des Jahresanfangs, für oh M. Z. Gr. bzw. oh Welt
zeit gegeben. Durch Interpolation mit der in M. Z. Gr. bzw. Welt
zeit verwandelten Beobachtungszeit entnimmt man lg R und L 0 , B 0 

und erhält daraus nach 

L = L 0 ± r8o0 

L und B. Die Werte lauten hier 

B= -B 0 

L 
B 

lg R 

196° 46' 24~'6 } 
+o.o9 1920.0 

0.000535 

Die rechtwinkligenKoordinatenX0 , Y 0 , Z0 sind imB. J. nicht gegeben. 
Sie können nach Gl. (3. 2) aus den L 0 , B0 , R abgeleitet werden. Man 
erhält hier 

X0 +0.958632} 
y 0 + 0.288945 1920.0 
Zo ±o.oooooo 

Bei ersten Bahnbestimmungen kann B oder Z 0 (in diesem Beispiel 
ist Z0 zufällig bereits gleich Null) vernachlässigt werden, so lange diese 
Größen auf das mittlere Äquinoktium des Jahresanfangs der Beobach
tungsepochen bezogen sind. Bei exakten Bestimmungen, namentlich 
dann, wenn die Entfernung L1 klein ist, wird man Wert darauf legen, 
B bzw. Z0 streng gleich Null zu setzen. Das kann geschehen, wenn man 
die Breite ß nach 

oder der Näherungsformel 

dß cosß R . B =LI sm 

dß= co;/ B 

korrigiert. Mit Benutzung der oben aufgeführten Werte von ß, L1 und B 
ergibt sich bei Anwendung der Näherungsformel 

cos ß 9.989 B 8.954 
LI 0.382 bß { 8.561 

cos ß: LI 9.607 + d'o4 

Bringt man diesen Betrag an die Breite ß an, so erhält man 
ßkorr.=I3° 3' 20~'8. Bei Verwendung dieser Koordinate kann man B 
bzw. Z 0 gleich Null setzen. 
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y) Durch Übergang auf den locus fictus. Er erfolgt nach 

msinM = sinq/ 

mcosM = cosp' sin8o 

cos ßo cos Äo = cos p' cos eo 

cosßosin.l.o = mcos(M- s) 

sinßo = msin(M- e) 

LI~ = (RB + (!0 Po sin ßo) ctg ß 

d L" = [(!0 Po cos ßo sin (Ä0 - L) - LI~ sin (J.- L)] ~ = (LI- Lu)~ 

6g 

d R = [(!0 Pocosß0 cos(Ä0 - L) -LI~ cos(J.- L)]sin r" = (RI- Ru) sinr" 

dtä = 0.00577 LI~ secß sin r". 

Po =8~'8o. L, B und R sind oben, (!o und p' im B. J., ein Tafelz ge
geben. Die Umwandlung der topozentrischen auf das mittlere Äquinok
tium des Jahresanfangs rgzo.o bezogenen Koordinaten oc, ~ in J., ß nach 
GI. (3. 29) und die Berechnung der Äo, ßo nach obigen Formeln erfolgt 
wie im Beispiel auf S. 43· Man erhält 

I920 Apr. 6.39902 M.Z.Gr. A. I60 ° 391 24(16 
ß +I3 3 20.I 

sinßo 9·6493 LI o.7703n 
f!oPo 0.944° Add. 9.8630 
cosßo 9-95I9 -Lu I.oo82 

R 
L,-Lu 0.6333 

0.0005 R 0.0005 
B 8.9542 

dL" { 
0.6328 

RB 8.9547 +4~'29 
Add. o.oog8 

f!o Po sin ßo 0.5933 RI 0.7I74 
RB+eoPosinßo o.603I Add. 9·7970 

ctg ß 0.6347 -Ru I.I452n 
RI- Ru o.9422n 

Ao I48~29 Io6sin I" 0.6856 
L I96.77 w6dR { I.6278n 
A. I6o.66 -42·4 

A.o-L 3II-52 sec ß O.OII4 
A.-L 323.89 LI~ sec ß !.2492 

A IOS sin I" 7·4468 
sin (Ao-L) 9.8744n 

I0 5 dt { 
8.6960 

f!oPo cos ßo o.8959 o.o 
cos (A.o-L) 9.82I5 Zum locus fictus gehöriger Erdort 
sin (A-L) 9.7704n I92o Apr. 6. 39902 M. Z. Gr. 

LIG !.2378 L 196° 46' 28~'9 192o.o 
cos (A.-L) 9-9074 lg R o.ooo5I7 

3· Reduktion des scheinbaren auf den mittleren Ort für 
den Jahresanfang. 

Ist statt der auf das mittlere Äquinoktium des Jahresanfangs be
zogenen Beobachtung der scheinbare Ort gegeben, so ist die Re
duktion des scheinbaren auf den mittleren Ort für den Jahresanfang 
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vorzunehmen. Die Berechnung der Präzession, Nutation und Fixstern
aberration erfolgt nach den Gl. (5. n) und (5. 17), die zweckmäßig in 
eine Formel zusammengezogen werden 

<Xmed - <Xapp = - [/ + ,'5 g sin (G + <X) tg b + --f-s h sin (H +<X) sec b] 

=- [/J + Iu + Iw] 
bmed- bapp = - [g cos (G + a) + h cos (H + ()() sin b + i cos b] 

= - [gi + gu + gm]. 

I, lg g, G, lg h, H, lg i (oder bei unbequemer Interpolation i) werden für 
den betr. Tagesbruch in M. Z. Gr. bzw. Weltzeit dem B. J. entnommen. 

(Da die Logarithmen der Größen g und h gegeben sind, so wird man 
die Reduktionsrechnung zweckmäßig logarithmisch ausführen.) 

1920 Apr. 6.40 g sin (G+Q() tg !5 o.o849n 
!5 + 19?61 Iu 8.9088 n 

G 1h 58'!"3 
h sin (H +()()sec !5 1.2369 

hn o.o6o8 
()( 11 9·5 

H !6 47· 2 h + r~ 562 

G+Q( 13 7·8 Iu - o.o81 

H+O( 3 56.7 hu + 1.150 
(Q(med- Q(app)s - 2.63! 

tg !5 9·5518 g[ 1.0491 n 
sin (G+Q(l 9.4647n gu 0.5125 

g 1.0684 gUI o.866r n 
cos (G+Q() 9.9807n g[ - u~12o 

i o.8920n 
g[[ +3·25 

sec !5 0.0259 gUI -7·35 

sin (H +()() 9·9339 
(!5med- !5app)" + 15·30 

h !.2771 Die Reduktionen sind an die Q(app. 
cos (H +()() 9·7096 !5app anzubringen, um die rXI920•0J 

sin !5 9·5258 ö,92o.o zu erhalten. 



Dritter Teil. 

Methoden der ersten Bahnbestimmung. 
Das Ziel der Bahnbestimmung bildet die Ermittlung von Größen, 

deren man bedarf, um den Ort eines Himmelskörpers für jede beliebige 
Zeit berechnen zu können. Als besonders charakteristische und ge
eignete zu bestimmende Größen haben sich die in Abschnitt I definierten 
Bahnelemente erwiesen. 

Der erste Schritt, der in der Annahme der strengen Gültigkeit der 
Keplerschen Gesetze getan wird, besteht in der Ableitung einer ersten 
Bahn, d. h. in der Bestimmung von Elementen aus wenigen Beobach
tungen, die über einen kurzen Zeitraum verteilt sind. 

Man unterscheidet zwischen allgemeinen Methoden, die erste Bahn 
eines um die Sonne laufenden Himmelskörpers ohne jede hypothetische 
Voraussetzung über die Exzentrizität zu ermitteln, und Methoden für 
Spezialfälle, in denen eine bestimmte Voraussetzung über die Exzentri
zität der zu bestimmenden Bahn gemacht wird. 

Die unter A und B aufgeführten allgemeinen Methoden werden bei 
allen Planeten (o < e <o.65) und den kurzperiodischen Kometen ver
wandt, wenn mindestens drei vollständige, in gewissen Ausnahmefällen 
vier Beobachtungen, zur Verfügung stehen. Sie kommen also praktisch 
nur für die elliptische Bahnbestimmung zur Anwendung. 

Unter C und D sind die Methoden für die Spezialfälle der Parabel 
und des Kreises aufgeführt. Von der parabolischen Hypothese, die für 
die Rechnung mit erheblicher Arbeitsersparnis verbunden ist, macht 
man für eine erste Bahn bei allen Kometen Gebrauch, da sich die über
wiegende Zahl der bekannten Kometen in dem der Beobachtung zu
gänglichen Teil der Bahn tatsächlich in praktisch streng parabolischen 
Bahnen, alle übrigen entweder in stärker exzentrischen oder gar . in 
parabelnahen Bahnen bewegen. Jedenfalls stellt die rein parabolische 
Bahn bei den Kometen mit verschwindenden Ausnahmen eine brauch
bare erste Näherung dar. Wie schon erwähnt, ist die Ableitung einer 
parabelnahen Bahn kein Problem der ersten Bahnbestimmung. Kreis
bahnen sind zwar in der Natur nicht bekannt. Ihre Berechnung ist aber 
bei den kleinen Planeten in den Fällen von Vorteil, in denen nur 2 Be
obachtungen vorliegen. 

Der Bahnrechner braucht mithin zur Bestimmung erster Bahnen der 
Planeten und Kometen Methoden der Bestimmung elliptischer, para
bolischer und kreisförmiger Bahnen. 
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A. Die Bahnbestimmung aus 3 Beobachtungen. 
Die erste Bahnbestimmung aus 3 Beobachtungen soll die Aufgabe 

lösen, auf 3 beobachteten Richtungslinien 3 Punkte so zu bestimmen, 
daß sie den in Abschnitt I abgeleiteten Gesetzen entsprechen. Die in 
diesen ausgesprochenen Bedingungen werden erfüllt sein, wenn die 
3 Punkte in einer Ebene mit der Sonne liegen, wenn sich durch sie ein 
Kegelschnitt mit der Sonne in dem einen Brennpunkt legen läßt (geo
metrische Bedingungen), und wenn die Sektoren die Flächeninhalte 
( r1 rz) = -r3 yp, ( r1 r3) = -r1 yp haben, in denen die Radienvektoren 
und die wahren Anomalien als Funktionen der Zeit auftreten (dyna
mische Bedingungen). 

Die beiden Arten von Methoden, die für das Problem der ersten Bahn
bestimmung vorgeschlagen sind, unterscheiden sich im wesentlichen 
dadurch, daß bei der einen, der Laplaceschen Methode, der unmittelbare 
Anschluß an die Differentialgleichungen der Bewegung 

d•s s 
a;p=- r3 (s = x, y, z) 

gesucht wird, bei der anderen nach GAuss benannten Methode von der 
Integration dieser Gleichungen ausgegangen wird. 

Vor GAuss hat zwar schon LAGRANGE die Gaußsehe erste Näherung 
in ihrem Kern entwickelt, und vom mathematischen Standpunkt ge
sehen, die Lösung des Bahnbestimmungsproblems gegeben. Indessen 
charakterisiert die Gaußsehe Methode nicht der Ansatz der ersten Nähe
rung, sondern das Verbesserungsverfahren, das grundsätzlich von dem 
Lagrangeschen verschieden ist. Zudem war es erst GAuss vorbehalten, 
die vollständige Lösung in einer für die praktische Anwendung form
vollendeten Weise wirklich zugänglich zu machen. 

Die Laplacesche Methode besitzt infolge ihrer analytischen Ein
fachheit und Durchsichtigkeit einen gewissen Vorteil vor den Methoden 
der 2. Art. Allein die Bahnbestimmung ist ein Problem des praktischen 
Rechnens. Nicht die analytische Eleganz einer Methode ist entscheidend 
für die Beurteilung ihrer Brauchbarkeit in der praktischen Anwendung, 
sondern die sichere, rasche und bequeme rechnerische Durchführung. 
Die rein theoretische Behandlung kommt für den Bahnrechner erst in 
zweiter Linie in Frage. 

LAPLACE setzt voraus, daß für einen bestimmten Moment außer den 
beobachteten Koordinaten oc, ~auch ihre I. und 2. Ableitung aus einem 
Komplex von Beobachtungen ermittelt sind. Er stellt 2 Gleichungen 
auf, die außer bekannten Größen nur die heliozentrische und geozen
trische Entfernung r und LI enthalten. Aus ihrer Verbindung ergeben 
sichrund LI. Eine weitere Gleichung, die außer bekannten Größen nur LI 

d dJ h I d" . dJ D . . . ll un dt ent ä t, 1ent zur Bestimmung von lit. amlt 1st eme vo -
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ständige Beobachtung oc, (J, LI nebst den I. Ableitungen ~~, ~~, ~~ be

kannt und die Berechnung der Elemente ermöglicht. In der Praxis be
reitet die sichere Bestimmung dJr Ableitungen der beobachteten Koor
dinaten - es sind dazu weit mehr als 3 Beobachtungen erforderlich -
ganz erhebliche Schwierigkeiten. In Verfolg der Oppolzer-Harzerschen 
Bestrebungen auf eine der Praxis augepaßte Ausgestaltung hat LEUSCH
NER die Methode, bei Beschränkung auf 3 Beobachtungen für die I. Nähe
rung, in eine gebrauchsfähige Form gebracht. Im Verbesserungsver
fahren gibt LEUSCHNER, in Erkenntnis der geringen Konvergenz des 
Laplaceschen Verfahrens, das Problem der ersten Bahnbestimmung 
ganz auf. Er berechnet mit den Elementen der ersten Näherung die 
Abweichungen gegen die Beobachtungen und führt auf Grund dieser 
eine Bahnverbesserung aus. 

Bei den Methoden der 2. Art liegt die Schwierigkeit darin, daß 
namentlich die in den Keplerschen Gesetzen (Konstanz der Flächen
geschwindigkeit) enthaltenen dynamischen Bedingungen sich nicht in 
bequeme Verbindung mit den Beobachtungen bringen lassen. Hier 
werden zunächst 3 lineare Gleichungen (Ebenenbedingung) aufgestellt, 
in denen außer den 3 unbekannten geozentrischen Entfernungen Lli die 
Vethältnisse der Dreiecksflächen nx, n3 auftreten. Diese sind bei kurzen 
Zwischenzeiten sehr nahe gleich dem Verhältnis der Zwischenzeiten 
und ermöglichen damit die Einleitung eines Versuchsverfahrens. Die 
beiden weiteren dazu erforderlichen Gleichungen für nx, n3 werden 
den dynamischen Bedingungen entnommen. Von hier ab gehen LA
GRANGE und GAuss verschiedene Wege. 

LAGRANGE knüpft an die Integrationsform 

b dso 
s = aso + dt 

der Bewegungsgleichungen an. Hierin sind so, ~sto (so= Xo, yo, zo) die 

für einen Nullmoment t0 gültigen Koordinaten und Geschwindigkeiten, 
a und b nach Potenzen der Zwischenzeiten fortschreitende Reihen, in 
deren Koeffizienten nur ro und seine I. und 2. Ableitung auftreten. 
Er erhält so ein in sich geschlossenes Formelsystem, das die strenge Be
stimmung von 3 Arbeitsunbekannten (mittlerer Radiusvektor und 
seine r. und 2. Ableitung) durch allmähliche Annäherung gestattet. Die 
Lagrangesche Methode war den Bedürfnissen der Praxis nicht augepaßt 
und ist in der ursprünglichen Form für sie ohne Bedeutung geblieben. 
CHARLIER hat aus ihr eine sehr elegante, rein analytische Lösung ab
geleitet. Jedoch stellt die Umständlichkeit der Berechnung der Glieder 
höherer Ordnung seiner Reihenentwicklungen die Kürze der praktischen 
Anwendung in Frage. 

Abweichend von dem Prinzip, das zur ersten Näherung führt, sucht 
GAuss durch zweckmäßige Variation der numerischen Werte der in 
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erster Näherung bekannt gewordenen Verhältnisse der Dreiecksflächen 
ein geeignetes Formelsystem, das in geschlossener Form die geometrischen 
und dynamischen Bedingungen des Problems enthält, streng zu erfüllen. 
Und zwar bedient er sich dabei des Verhältnisses von Sektor zu Dreieck, 
das auch bei der Ableitung der Elemente benutzt wird. An der Gauß
sehen Methode sind im Ansatz der ersten Näherung von ENCKE beträcht
liche Verbesserungen angebracht worden, die aber das Wesen der Gauß
sehen Methode unberührt gelassen haben. Für die numerische Rechnung 
haben VEITHEN und MERTON eine geeignete Umformung der Gauß
Enckeschen Methode gegeben. 

Die Zahl der Methoden, die namentlich seit Beginn der Entdeckung 
der kleinen Planeten im Jahre 1801 für die Lösung des Bahnbestim
mungsproblems empfohlen worden sind, ist sehr groß. Doch sind mit 
wenigen Ausnahmen die prinzipiellen Unterschiede gegen die genannten 
Methoden gering. 

Besondere Erwähnung verdienen die Methoden von HARZER (1901 
und 1913), ANDOYER und WILKENS. 

In seiner ersten Methode stellt HARZER weit fortgeführte Reihen 
auf, die den Parameter der Bahn und im Zusammenhang damit die 
beiden Verhältnisse der Dreiecksflächen n1, n3 als Funktionen der 
Zwischenzeiten und der 3 unbekannten Radienvektoren ri darstellen. 
Das Problem wird auf 3 Gleichungen für die ri zurückgeführt, in denen 
außer diesen noch die n1, n3 auftreten. Die Gleichungen werden durch 
allmähliche Verbesserung von angenommenen Näherungswerten mit 
Hilfe besonderer differentieller Verbesserungsgleichungen aufgelöst. In 
der 2. Arbeit, die sich prinzipiell von der ersten nicht unterscheidet, 
macht HARZER die Voraussetzungen, daß der heliozentrische Bogen 
kleiner als 25 ° bleibe und daß die Zwischenzeiten möglichst gleich 
seien. Er erhält dann eine geschlossene Näherungsformel für den Para
meter, die ihrerseits die entsprechenden Beziehungen für die n1, n3 liefert. 
Die Auflösung der 3 Gleichungen erfolgt dadurch, daß er die Näherungs
werte für die ri nur in die von Fehlern weniger betroffenen n1, n3 ein
setzt, die verbesserten Werte der ri aber direkt bestimmt. 

ANDOYER leitet aus dem Gaußsehen strengen Formelsystem für das 
Verhältnis von Sektor zu Dreieck einen weitgehenden Näherungsaus
druck ab. Diesen benutzt er an Stelle des Gaußsehen Verbesserungs-

verfahrens zur Berechnung der Elemente so und d;; in Näherungs
stufen. 

Die Methode von WILKENS gehört zu ·dem Typus der Lagrangeschen 
Methoden. Abweichend von LAGRANGE nimmt aber WILKENS die so
fortige Elimination der unbekannten EntfemungenL1i vor, und berechnet 

so und d;; auch aus den durch 3 Beobachtungen gegebenen Größen. 
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In gewissem Sinne vereinigen diese 3 Methoden analytische Eleganz 
und praktische Brauchbarkeit. In größerem Maßstabe angewendet 
worden ist neben der Gauß-Enckeschen Methode nur noch die Methode 
von LEUSCHNER (für die Parabel). 

6. Abschnitt. 

Die Methode von VEITHEN-MERTON (GAUSS-ENCKE}. 

§ 23. Die Fundamentalgleichungen. 
Bei dem Mangel an geeigneten Hilfsmitteln zur numerischen Rech

nung ist die Gauß-Enckesche Methode seinerzeit vollkommen auf die 
logarithmische Rechnung zugeschnitten. Der Aufbau des Formel
systems wird dadurch meist komplizierter, wenn sich auch die praktische 
Durchrechnung rasch vollzieht. Durchsichtiger ist, namentlich infolge 
der Verwendung von rechtwinkligen Koordinaten, die besonders für die 
numerische Rechnung geeignete Umformung der Methode. 

Zur Bestimmung der 6 Elemente braucht man 3 vollständige (geo
zentrische, auf ein festes Äquinoktium bezogene) Beobachtungen oc., lJi 
für die Zeiten ti (i = r, 2, 3). Sie sind notwendig und im allgemeinen 
ausreichend. 

Die Lage der 3 Punkte im Raume wäre bekannt und die Bestimmung 
der Elemente selbst ermöglicht, wenn die dritten Koordinaten, die geo
zentrischen Entfernungen Lli bekannt wären. Durch die Unkenntnis 
dieser Größen wird der Übergang von den geozentrischen zu den helio
zentrischen Koordinaten vereitelt. 

Für die Entfernungen LI i sind keine Näherungswerte bekannt. Man 
wird daher versuchen, sie durch solche Unbekannte auszudrücken, für 
die genäherte Werte vorliegen. Das gelingt, indem man auf die Kenntnis 
der Zwischenzeiten basiert. Bei kurzen Zwischenzeiten ist nach Gl. (2. 7) 
das Verhältnis der Zwischenzeiten nahe gleich dem Verhältnis der Drei
ecksflächen. Die Kenntnis erster Näherungswerte der Dreiecksflächen
verhältnisse n1, n3 weist auf diese als geeignete Unbekannte hin. 

Das Moment, das die Einleitung_ eines Näherungsverfahrens zuläßt, 
ist also die Kürze der Zwischenzeiten. Die Voraussetzung kurzer 
Zwischenzeiten darf bei ersten Bahnbestimmungen stets gemacht werden. 
In der Praxis werden lange Zwischenzeiten überhaupt erst durch die 
Vorausberechnung, d. i. nach Ableitung einer ersten Bahn, ermöglicht. 

Die Verhältnisse der Dreiecksflächen lassen sich in folgender Weise 
in die Ebenengleichung einführen. Die rechtwinkligen äquatorialen 
Koordinaten x~, y~, z~ können nach Gl. (3. 18) in die Form gebracht 
werden 

xi = r1 sina' sin (A' + u;) 

yi = r; sin b' sin (B' + u;) 

zi = r; sin c' sin (C' + u;). 
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Multipliziert man die Gleichung für X: mit sin (u 3 -u.), die für X: mit 
- sin (u 3 -u,), die für x~ mit sin (u 2 -u,) und addiert, so wird 

Xi • X~ • X~ • -sm(u -u)--s1n(u -u)+--sm(u -u)=o. r, 3 2 r, 3 ' r3 2 r 

Entsprechende Gleichungen erhält man für die y- und z-Koordinate. 
Nach Multiplikation mit rr r2 r3 und Einführung der Symbole für die 
Dreiecksflächen erhält man die Bedingungsgleichung für die Ebene in 
den 3 Formen 

[r2 r3] X~ - [rr r3] x; + [rr r2] x~ = o 

[r2r3]y~- [rrr3]y: + [rrr2]y~ = o 

[rz r3] < - [rr r3] z; + [rr r2J z~ = o, 

oder nach Division durch [rr r3] und Einführung der Symbole der Ver
hältnisse der Dreiecksflächen 

nr xi - x: + n3 X~ = o 

nr y: - y~ + n3 y~ = o 

nr zi -- z~ + n3 z; = o . 

(r) 

Diese 3 Gleichungen sind unter sich verschieden, wenn man die 
Unbekannten neuen von der Ebene verschiedenen Bedingungen unter
wirft, d. h. wenn man z. B. die Verhältnisse der Dreiecksflächen durch 
die Verhältnisse der Zwischenzeiten ausdrücken würde. 

Den Übergang von den geozentrischen zu den heliozentrischen 
Koordinaten vermitteln die Gl. (3. 14). Setzt man hierin 

cos CJ;, cos rx;, = a~ 

~~~~=~ w 
sin CJi = ci 

und führt die Werte x~, y:, z: in die Gl. (r) ein, so erhält man die Funda
mentalgleichungen der Bahnbestimmung in äquatorialen Koordinaten 

ai · nr Llr - a: · L1 2 + a; · n3 L1 3 = nr X~,- X~2 + n3 Xb 
bi·nr Llr- b:·L12 + b~·n3 L1 3 = nr Y~,- Y~. + n3 Y0 3 (3) 
ci·nrLlr- c:·Ll2+ c;·n3 L1 3 =nrZ0,-Z~. +n3Zo3 • 

H . . . d d" ' b' ' X' Y' Z' b k t G "ß D' ' ~enn sm 1e a,, ;,, ci, 0 i, 0 i, 0 i e ann e ro en. 1e a;,, 
b;, c~ werden nach Gl. (2) aus den durch die Beobachtung gewonnenen 
Koordinaten rxi, (Ji abgeleitet. Die Sonnenkoordinaten X~i• Y~i• Z~i• 
die auf das gleiche mittlere Äquinoktium wie die rxi, (Ji bezogen und 
wie diese topozentrisch (Reduktion siehe S. 56) sein müssen, werden für 
die auf den Nullmeridian reduzierten Beobachtungszeiten ti (siehe S. 54) 
dem B. ]. durch Interpolation entnommen. Unbekannte sind sowohl 
die 3 Entfernungen Lli als auch die nr, n3 • Wären diese letzteren 
Größen bekannt, so könnte man aus den 3 Gleichungen die Lli be
stimmen, und das Problem wäre gelöst. 
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Die Bestimmung der Unbekannten soll damit begonnen werden, daß 
man zunächst Ll 2 ermittelt. Man erhält aus Gl. (3) 

(4) 

wo 
dl X' (b' I b' ') Y' (I I I ')+Z' ( 'b' 'b') i= Oi rc3- 3 Cr- Oi arc3-a3cr Oi ar 3-a3 r 

D' = a; (b; c~- b; c;) - a; (b; c;- b~ c;) + a; (b; c;- b~ c;). (5) 

Die a: und D' kann man nach diesen Gleichungen berechnen. Zweck
mäßiger führt man die Elimination von n1LII und n3L1 3 numerisch aus. 

Damit ist die mittlere Entfernung Ll 2 durch bekannte Größen und 
die n1 , n3 ausgedrückt. Zwar sind diese Größen auch unbekannt. Wie 
sich zeigen wird, können sie aber in I. Näherung durch eine einzige Un
bekannte, den mittleren Radiusvektor r2 , ausgedrückt werden, so daß 
dann Gl. (4) eine genäherte Beziehung zwischen Llz und rz darstellt. 

Eine 2. Beziehung zwischen diesen beiden Unbekannten gewinnt 
man rein geometrisch aus dem zur Zeit t2 gehörigen ebenen Dreieck 
Sonne-Erde-Gestirn (siehe Abb. 14, S. 103). Bezeichnet man den 
äußeren Winkel an der Erde in diesem Dreieck mit {}2 , so ist 

r~ = R~ + 2 Rz cos{}2 Llz +LI~, 

und man erhält R: und R2 cos fJ 2 aus den Gleichungen 

Rz cos ßz = - (a~ X~z + b; Y~2 + c;z~2) 
R~ = X~22 + Yo2z + Zo2z. 

(6) 

(7) 

Wenn es gelingt, die beiden Unbekannten n1, n3 in Gl. (4) durch die 
eine Unbekannte r2 auszudrücken, so lösen die Gl. (4) und (6) die Auf
gabe der Bestimmung von Ll 2 und r2 • 

In entsprechender Weise könnte man Ll1 und L1 3 berechnen. Das 
vermeidet man aber, da bei den bei ersten Bahnen üblichen kurzen 
Bögen der Nenner D' ein numerisch kleiner Wert ist, und durch erneutes 
Auftreten solcher Größen eine nochmalige Unsicherheit in die Rechnung 
getragen werden würde. Zweckmäßiger ist es, zur Bestimmung der Ll1 
und L1 3 den in erster Näherung bekannt werdenden Wert von Ll 2 zu be
nutzen. Wie man aus den folgenden Entwicklungen erkennen wird, 
erhält man zudem die Ll1, L1 3 so in kürzerer Rechnung, als wenn man die 
Gl. (3) nach allen 3 Entfernungen auflösen würde. 

§ 24. Die erste Näherung. 
Für die n1, n3 kann man nach den Gl. (2.7) die Reihenentwicklungen 

(8) 
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aufstellen. In den hingeschriebenen Gliedern dieser Potenzreihen treten 

als Unbekannte rz und im 3· Gliede ~· auf. Es wird natürlich das Be

streben sein, schon die erste Näherung so weit als möglich zu treiben, 
um das Verbesserungsverfahren ganz zu vermeiden, oder doch die 
Zahl der Näherungen zu vermindern. Andrerseits darf aber auch der 
durch die Mitnahme weiterer Glieder bedingte Arbeitsaufwand nicht 
größer sein als der zur Wiederholung von Näherungen notwendige. Oft 
genug reicht schon die erste Näherung aus, um ein für die weitere Ver
folgung des Objektes ausreichendes Elementensystem abzuleiten. 

Die Mitnahme des 3· Gliedes, das mit ~:· multipliziert ist, soll wegen 

der Unmöglichkeit, diesen Differentialquotienten in der ersten Näherung 
streng als Funktion von Llz zu bestimmen, unterbleiben. Hingegen be
reitet die Bestimmung von rz in dem Gliede 2. Ordnung, das aus dem 
Gliede 3· Ordnung bei den Dreiecksflächen entsteht, als Funktion 
von Llz keine Schwierigkeit, wie schon gezeigt wurde. In erster Näherung 
muß man sich mit Gliedern 3· Ordnung in den Dreiecksflächen begnügen. 
Die Mitnahme dieser Glieder ist aber auch notwendig, wie sich aus 
folgender Betrachtung ergibt. 

Die Bestimmung des Parameters des Kegelschnittes hängt nach 
Gl. (2. 8) wesentlich von dem Inhalt des von den 3 Bahnörtern ge
bildeten Dreiecks ab. Für dieses ergab sich der doppelte Inhalt nach 
GI. (2. 8). Dieser Ausdruck ist von der 3· Ordnung in bezug auf die 
Zwischenzeiten. Würde man ihn vernachlässigen, so würde sich für 
den Parameter ein unendlich großer Wert ergeben, d. h. der Körper 
würde sich nicht in einem Kegelschnitt, sondern in gerader Linie be
wegen. 

Wegen der Vernachlässigung der Glieder von höherer als der 3· Ord
nung muß die erste Näherung notwendig ein fehlerhaftes Resultat er
geben. Der Fehler ist um so kleiner, je kleiner die Zwischenzeiten, je 
größer die Radienvektoren, und je kleiner die Exzentrizität des Kegel
schnitts ist. 

ENCKE berücksichtigt in der ersten Näherung die beiden ersten 
Glieder in Gl. (8) vollständig, d. h. er setzt 

I+ 2!__ 
Tr I T2 

n1 =-+ 6 7:17:3--3-
Tz r 2 

(9) 

Der Gaußsehe Ansatz stimmt mit dem weitergehenden Enckeschen 
nur dann überein, wenn die Zwischenzeiten '1:1 und 7:3 streng einander 
gleich sind. Dieser günstigste Fall wird aber in der Praxis selten oder 
nie eintreffen, wenn man auch bestrebt ist, sich diesem durch geeignete 
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Auswahl der Beobachtungen möglichst zu nähern. Der Enckesche An
satz, der bei ungleichen Zwischenzeiten erheblich mehr leistet als der 
Gaußsehe und nur unwesentliche Mehrarbeit erfordert, hat in der 
Praxis allgemeine Aufnahme gefunden. 

Setzt man in Gl. (9) 

so wird 
n = n° +.!I..· 

3 3 r~ 
(n) 

Führt man diese Größen in die der Bestimmung von Llz dienende Gl. (4) 
ein, und setzt 

d:n~- d~ + d~n3 = ko 
D' (12) 

so erhält man als erste Gleichung zwischen den beiden Unbekannten LI,. 
und r,_ die dynamische Beziehung 

Die strenge Auflösung der Gl. (6) und (13) nach LI,. und r,_ kann auf 
direkte Weise im Näherungsverfahren geschehen. Ein anderes Verfahren, 
das ebenfalls sehr schnell zum Ziele führt, ist S. 106 erläutert. Die Frage 
der mehrfachen Lösungen wird in § 29 behandelt. 

Nachdem nun r,_ bekannt geworden ist, erhält man nach Gl. (n) nr 
und n3• Führt man diese in die Gl. (3) ein, so können daraus auch die 
beiden anderen geozentrischen Entfernungen LI, und Ll 3 berechnet 
werden. 

Damit steht der Ermittlung erster Näherungswerte der helio
zentrischen Koordinaten x~, y~, z~ nach Gl. (3. 14) 

X~=aiL1.-x(,., yi=biLI.-Yo•· zi=c~LI.-Z0; 

und der Radienvektoren r,, r 3 nach 

wo 

r~ = R: + 2R, cos {}x Llx +LI: 
r~ = R; + 2R3 cos {}3 Ll 3 +LI~, 

R~ = Xör + Yör + Z'Qx 
R; =X03 + Y03 + Z03 

Rx COS {} r =- (a'x X~r + b: Yor + c: Z~r) 
R 3 cos {} 3 = - (a; X03 + b~ Y03 + c~ Z0 :J ist, 

nichts mehr im Wege. 

(15) 

Nach Bekanntwerden der 3 Entfernungen LI; sind jetzt von den 
3 Beobachtungszeiten t; die nach den Gl. (5. 12) berechneten Aberra
tionszeiten A LI; abzuziehen und von nun an die um die Aberrations
zeiten korrigierten Beobachtungszeiten t~ und -r~ zu verwenden. 
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MERTON empfiehlt mit den korrigierten Zeiten eine Neuberechnung 
der n~, n~, Yr, Y 3, l 0 nach Gl. (IO) u. ff. vorzunehmen. Wenn aber 
infolge der Vernachlässigung der Aberrationszeiten die bisherigen 
Resultate merklich verfälscht sein sollten, so wird ohnehin im allge
meinen eine zweite Näherung notwendig und eine sofortige Wiederholung 
der Rechnung mit Berücksichtigung der Aberrationszeiten wenig 
zweckmäßig sein. 

§ 25. Das Verbesserungsverfahren. 
Das Verbesserungsverfahren soll die Möglichkeit bieten, die geo

zentrischen Entfernungen und somit die Bahnelemente mit beliebiger 
Genauigkeit zu bestimmen. 

Man könnte daran denken, die in den Entwicklungen für nr, n 3 
vernachlässigten Glieder höherer Ordnung mit den Resultaten der ersten 
Näherung zu berechnen und damit die Ableitung verbesserter Werte der 
nr, n3 zu beginnen. Wegen der Unbequemlichkeit der Berechnung 
dieser Glieder höherer Ordnung vermeidet GAuss aber die Verwendung 
der analytischen Form der Ausdrücke für die nr, n 3. Er sucht durch 
Variation der nr, n3 die dynamischen Bedingungen streng zu erfüllen 
durch Verwendung des Verhältnisses von Sektor zu Dreieck. In der 
Aufstellung dieses Verfahrens, das von praktisch eleganter Durchführ
barkeit ist, liegt der bedeutende Fortschritt, den GAuss seinen Vor
gängern LAGRANGE und LAPLACE gegenüber erreicht hat. 

Bevor das Verbesserungsverfahren erläutert wird, sei zunächst die 
Ableitung der Verhältnisse von Sektor zu Dreieck Yi mit den Resultaten 
der ersten Näherung vorgenommen. Sie kann nach einem der S. 29 
gegebenen Verfahren erfolgen. 

Für das maschinelle Rechnen ist der Hausensehe Kettenbruch ge
eignet. Dieser ist bei 6stelliger Rechnung bis zu heliozentrischen Bögen 
von 30°, d. h. für erste Bahnbestimmungen fast stets anwendbar. 
Voraussetzung ist die Kenntnis der Größen mi, li, hi (siehe S. 29). 
Diese lassen sich aus den in erster Näherung bekannt gewordenen 
Koordinaten x~, y~, z~, r~ in folgender Weise bestimmen. Es ist 

( ) ''+''+'' r 2 r 3 COS V 3 -V 2 = X 2 X 3 y 2 y 3 Z 2 Z 3 

( ) I I+ I I • I z'. rir3cos v3-VI =XIX3 yiy3-rzi 3 (r6) 
( ) I I+ I I+ I I r I r 2 cos v 2 - v I = x I x 2 y I y 2 z I z 2 , 

also I ( )2 + I I + I I + f f 2 2 r 2 r 3 cos 2 v 3 - v 2 = r 2 r 3 x 2 x 3 y 2 y 3 z 2 z 3 = x I 
I ( )2 + I I + I I + f I 2 2rir3cos 2 v3-vi =rir3 xix3 yiy3 ZIZ3=X 2 (17) 
I ( )2 + f f + f I + I z' 2 2 r I r 2 cos 2 v 2 - v I = r I r 2 x I x 2 y I y 2 z I 2 = x 3 • 

Bei Einführung des Ausdrucks für x2 nehmen die im Kettenbruch 
auftretenden Hilfsgrößen mz, lz, hz die Form an 
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Entsprechende Gleichungen erhält man für die mi, li, hi, m3 , l3 , h3• 

Konvergiert der Kettenbruch zu langsam, oder ist der Bogen zu groß, 
so berechnet man die Yi nach dem Verfahren von GAuss-TIETJEN. 

Zwischen den Verhältnissen von Sektor zu Dreieck und den Verhält
nissen der Dreiecksflächen bestehen nun folgende Beziehungen. Es ist 
der Definition gemäß 

- (rz r3) _ (r, r3) - (r, r2 ) 

YI = [r,r3]' Yz = [r,r3]' Y3 = [r,r,j 

[r, r 3] [r, r,] 
ni = -~ . n3 = --. 

[r, r 3] ' [r, r 3] 

Nach dem 2. Keplerschen Gesetz ist 
lr• r3) Tr 

(r, r3) -:r,-' 
Also gilt die wichtige Beziehung 

Tr Y• o Y• T3 Yz o Y• ni =--=- = n, -=-, n3 = ·- - = n -· (19) 
Tz Yr Yr Tz Y3 3 Y3 

Berechnet man die ni, n3 bei Verwendung der in der I. Näherung er
haltenen Werte der Yi aus diesen Gleichungen, so werden sie im allge
meinen nicht mit den aus Gl. (n) berechneten Ausgangswerten über
einstimmen. 

Die weitere Aufgabe besteht nun darin, die ni, n3 solange zu variieren, 
bis die Gl. (19) streng erfüllt werden. Die Variation erfolgt nicht will
kürlich, sondern es wird den aus diesen Gleichungen gewonnenen Werten 
der ni, n3 eine weitere Annäherung mit folgenden Werten entnommen. 

Zunächst wird neu berechnet 

(20) 

Nach Gl. (I9) ist 

ni = n~ + n~ ( ;: - I) , o + o ( Yz ) n3 = n3 n3 Y3 - I • 

Werden diese Werte in Gl. (4) eingesetzt, so kann man schreiben 

d' 0 d' + d' 0 d', n~ r~ ( ~· - I) + dj n~ r~ ( ~· - r) LI = ,n,- 2 3n3 + Yr Y3 __:_, 
2 D' . D' r~ 

Setzt man für die k 0 und l 0 wieder die Werte der Gl. (12), aber in l0 

für die Zwischenunbekannten 'VI und r3 die mit Hilfe der I. Näherung 
schon verbesserten Werte 

o 3 ( Yz ) 
'VI = n, r 2 :y, -I , (21) 

so erhält man die verbesserten Werte 

(22) 

und die Gl. (13) bleibt formal unverändert bestehen. 
Stracke, Bahnbestimmung. 6 
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Mit den so gewonnenen verbesserten Werten der nr, n3 wird das 
Formelsystem von Gl. (13) ab erneut durchgerechnet (2. Näherung). 
Man erhält verbesserte Werte der Yi, setzt sie in Gl. (19) ein und prüft, 
ob Anfangs- und Endwerte der nr, n3 der 2. Näherung übereinstimmen. 
Ist das nicht der Fall, so ist das Verfahren in 3· Näherung zu wieder
holen. Es ist abgeschlossen, wenn die dynamischen Bedingungen in 
Gl. (19) streng erfüllt sind. Die Vergleichung der Anfangs- und 
Endwerte der nr, n3 gibt also einen Maßstab für die erreichte Genauig
keit ab. 

HERGLOTZ hat durch eine Abschätzung nach Potenzen der Zwischen
zeiten gezeigt, daß der Ansatz in Gl. (21) eine weitgehende Annäherung 
ist, indem er die in der I. Näherung vernachlässigten Glieder höherer 
Ordnung in den Entwicklungen für die nr, n3 numerisch genähert dar
stellt. Indessen ist eine solche Abschätzung allein nach Potenzen der 
Zwischenzeiten nicht umfassend genug, da die Konvergenz auch von 
anderen Faktoren (Radienvektoren, Exzentrizität) abhängt. 

Auch in der Praxis hat sich die rasche Konvergenz des Gaußsehen 
Verbesserungsverfahrens in tausendfacher Anwendung bewährt. Hier 
kommt man bei den kurzen beobachteten Bögen, wie sie gegenwärtig 
häufig sind, sehr oft bereits mit der I. Näherung zum Ziele, wenn 
auch die Resultate der I. Näherung häufig ohne Berücksichtigung der 
Aberrationszeiten ermittelt sind. Indessen ist ihr Einfluß bei so kurzen 
Zwischenzeiten meist äußerst gering. 

Ist eine Verbesserung nicht mehr notwendig, so kann man mit Ver
wendung der gefundenen Werte der Yt sofort ·den Parameter und das 
vollständige Elementensystem ableiten. Das Näherungsverfahren wird 
dann ganz ausgeschlossen, und die Methode ist eine direkte. 

Mehr als 2 Näherungen sind bei der der Beobachtungsgenauigkeit 
augepaßten 6stelligen Rechnung nur selten notwendig. Stets wird bei 
sehr großen Bögen eine provisorische Bahnrechnung aus kürzeren 
Bögen vorangegangen sein, die die Hilfsmittel zur Berechnung sehr 
nahe richtiger Werte der Yi liefert. Aus diesem Grunde wird auch der 
Fall, daß infolge zu großer Bögen oder andrer ungünstiger Umstände 
die Konvergenz sehr gering oder gar in Frage gestellt ist, in der Praxis 
gar nicht auftreten. Sollte aber tatsächlich die Notwendigkeit weiterer 
Näherungsverfahren vorliegen, so wird man zur Abkürzung von der 
3· Näherung ab die regula falsi für 2 Unbekannte anwenden, da bei 
dieser die Fehlerordnung in geometrischer Reihe abnimmt. 

§ 26. Die Ableitung der Elemente. 
Ist im Verbesserungsverfahren völlige Übereinstimmung der An

fangs- und Endwerte der nr und n3 erzielt, und sind damit die end
gültigen Werte der Lli ermittelt, so kann man jetzt auch die endgültigen 
Werte der xi. y~, z~ und daraus die 6 Elemente selbst ableiten. 
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Die ekliptikalen Bahnlageelemente w, ~, i werden nun nicht aus 
den heliozentrischen Koordinaten selbst, sondern aus den 6 Konstanten 
P;, P~, P~, Q:, Q~, Q~ (siehe S. 41) berechnet. Die Konstanten, die 
für die Zwecke der Vorausberechnung sehr geeignet sind, werden hier 
direkt aus den heliozentrischen Koordinaten abgeleitet. Zu ihrer Be
stimmung sind die Koordinaten von 2 Orten ausreichend. Zweckmäßig 
wählt man dazu - wie auch bei der Ableitung der übrigen Elemente -
die beiden äußeren Orte, da ihre Verwendung naturgemäß die größte 
Sicherheit in den Resultaten erwarten läßt. 

Wären die v1 , v3 bekannt, so könnten die 6 Konstanten aus den 
Gl. (3. 21) berechnet werden. Man erhielte hieraus, wenn man zur 
Abkürzung setzt 

(23) 
p 1 _ X1 r 3 sin v3 _ J(_ rr sin Vr 

x - r rr ro 3 r, ro 

Ql 1 rr COS Vr 1 r3 COS V3 
x = x3 --;;ro- -Xr ~· 

(24) 

und entsprechende Gleichungen für P;, Q;, P;, Q;. 
Indessen können diese Konstanten nach diesen Gleichungen nicht 

mit der erforderlichen Sicherheit bestimmt werden, da bei kleinen 
Bögen Differenzen von nahe gleich großen Werten auftreten würden. 
MERTON nimmt daher eine Umformung vor. Ersetzt man in den Gl. (24) 

r3 sin v3 durch r3 sin (v3 - Vr) cos Vr + r3 cos (v3 - Vr) sin Vr 

r3 cos v3 r3 cos (v3 - Vr) cos Vr -r3 sin (v3- Vr) sin Vr . 

und setzt zur Abkürzung 
1 1 0 _ r, r3 cos (v3 - v,) _ X 1, x3 + y', y13 + z', ~ ( ) 

x 3 - a x, = x , wo a- 2 - 2 , 25 
1" I 1" I 

so erhält man P' 1 cos v, 0 sin v, 
X = x, ---;;- - X ---;o-

QI = ~ sin Vr + Xo ~osv: 
X I Yr rO 

(26) 

und entsprechende Gleichungen für die P~, P., Q~, Q;. Ferner ist 
xoz+yoz+zoz=roz. (27) 

Zur Berechnung der Konstanten ist die Kenntnis der Vx, v3 vorausge
setzt. Diese und die Elemente M, q;, f-l sollen zunächst bestimmt werden. 

Wie schon erwähnt, bedient sich GAuss bei der Berechnung des Para
meters p der gefundenen Werte der ji,. Nach Gl. (2.12) ist 

,/.i:. _ rr r 3 sin 2 fz - _ r, r 3 sin (v3 - Vr) -
r Y - k (t o _ t o) Yz - · •o Yz 

3 I 2 

(28) 

und entsprechend 
,1-p rz r3 sin (v3 - vz) - r, r, sin (vz - v,) -
r = o Yx = o Y3 · 

Tr · T3 

Man erhält somit für den Parameter p 3 Werte, die bei exakter Rechnung 
_übereinstimmen müssen. Sollten infolge von Abrundungsiehlern kleinere 

6* 
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Abweichungen bestehen, so kann man der weiteren Rechnung einen ge
mittelten Wert zugrunde legen. Dabei wird man zweckmäßig dem 
zuerst aufgeführten Wert, der aus den Koordinaten der beiden äußeren 
Orte abgeleitet ist, erhöhtes Gewicht geben. Man kann sich auch damit 
begnügen, p nur mit Benutzung der GI. (28) zu bestimmen. 

Bei Einführung von ro nimmt GI. (28) die Form an 

(29) 

Die für die beiden äußeren Orte aufgestellten GI. (I. 26) kann man 
schreiben 

p 
--I=CCOSV1 =qr (30) 
Yr 

p 
- - I = e cos v3 = q3 . (3I) 
r3 

Setzt man v3 =VI+ (v3 -VI), so wird aus der 2. Gleichung 

e cos VI cos (v3 -VI) -e sin VI sin (v3 -vi) = q3 
oder 

(32) 

Aus den GI. (30) bis (32) erhält man e = sin rp und VI . v3 -VI und damit 
v3 wird bestimmt aus 

YIY3 sin (v3 -Vx) =YIY0• 

Die mittlere Anomalie erhält man auf dem Wege über die exzentrische 
Anomalie E. Zunächst ist nach GI. (2. I3) 

rE V$-et r tg- x = -- g-vi • I+ e • 

dann nach GI. {I. 39) 
MI =EI-e sin EI 

Die mittlere Bewegung f' findet man aus 
M 3-M1 

f' = tO- tO ' 3 I 

aaus 
a = p 

(1-e) (1 + e) 

(33) 

(34) 

(35) 

Nachdem die VI, v3 bekannt geworden sind, können jetzt die 6 Kon
stanten P;, P;, P~, Q;, Q;, Q~ nach GI. (26) berechnet werden. Die 
der Bestimmung der Bahnlageelemente ro, 9,, i dienenden Formeln 

sin i sin ro = P~ cos e - P; sin e 
sin i cos ro = Qi cos e- Q; sin e (36) 

sin 9, = (P; cos ro .- Q; sin ro) sec e 
cos 9, = P~ cos ro - Q;sin ro 

erhält man endlich nach den GI. (3. 22). 
Damit sind die gesuchten 6 Elemente M, ro, 9,, i, rp, f' bestimmt. 
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§ 27. Formelzusammenstellung 1 • 

Gegeben sind die Beobachtungszeiten t; und die topozentrischen auf 
das mittlere Äquinoktium eines Jahresanfangs reduzierten Beobach
tungen cx;, ~;und Sonnenkoordinaten X~;. Y~;. Z~; (i=r, 2, 3). (Re
duktion siehe § 22.) 

a) Konstante Hilfsgrößen. 

a;' = cos ll; cos cx; 
b;' = cos ~; sin cx; 
c;' =sin ll; 

Kontrolle: a~· + W + c? = r 

2 R.cos -&. = - 2 (a~Xb; + b~ Y0; + c~Z0 ;) 

Rl = X'0• + Ybi + Zb"• 

a:·ni L11- a: L1. + a~·n3 L1 3 = ni Xbr- X 0• + n3X 03 
h~·n1 L11- biL1. + b;·n3 L1 3 = ni Yb1- Yb. + n3 Yb3 
C~•n1 Ll1- c~ L1. + c;·n3 L1 3 = ni Zar - Zb. + n3 Z(:,3 

{I) 

(II) 

(111) 

Aus diesen Gleichungen werden nrL1r und n3L13 eliminiert. Man wählt 
dazu zweckmäßig diejenigen Gleichungen, deren Richtungskosinusse die 
größten Änderungen aufweisen. Man erhält eine Gleichung für L1 2 von 
der Form 

b) Die erste Näherung. 

'Z'r = k (t3 -tz) 'Z'z = k (t3 -tr) 'Z'3 = k (t" -tr) 
k = 0.0!7202! 

Kontrolle: Tr +-r3 =T2 

0 TI n =-
1 To 

Kontrolle: n°+n°=I 
I 3 

'Vr = i-rr T3 (r + n~) v3 =i-rr -r3 (r + n~) 
Kontrolle: Tr -r3 = 2 (vr + v3) 

ko = d~ n2- d~ + d~ ng 
D' 

A - kO zo I Ll'],- - -
r3 

2 

(IV) 

(V) 

(VI) 

1 Es ist anzuraten, den Kontrollen im Verlauf der Bahnrechnung nicht blind
lings zu vertrauen. Einerseits besteht die Möglichkeit, daß die Rechnung Fehler 
enthält, auch wenn eine Kontrolle stimmt. Andrerseits sind bei Auftreten 
anormaler Größen Abweichungen möglich, ohne daß direkte Rechenfehler vor
liegen. Zeigt sich eine Abweichung, so muß in jedem Falle geprüft werden, ob 
sie plausibel ist und ob die Rechnung frei von Rechenfehlern ist. Vorsichtiges 
Rechnen und Anwendung der Kontrollen führt am rasebesten zum Ziele. 
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Die Größen k0 , l 0 und damit auch Lh sind im allgemeinen nur auf wenige 
Dezimalstellen gesichert. Man kann sich damit begnügen, diese Größen 
mit verminderter Genauigkeit, etwa auf 4 Dezimalstellen, anzusetzen. 
Bei der unvermeidlichen Unsicherheit der Beobachtungen ist es auch 
bei Benutzung der Maschine nicht ratsam, die Rechengenauigkeit von 
vornherein soweit zu treiben, daß auch die unsicher bestimmten Größen 
in 6stelliger Genauigkeit erhalten werden. Will man andrerseits die er
forderliche Darstellung der Beobachtungen innerhalb ihres Genauigkeits
bereiches erzielen- das ist notwendig, um ein Urteil über die erreichte 
Genauigkeit zu erhalten- so ist es erforderlich, auch die weitere Rech
nung von den Entfernungen bis zu den Elementen in der der Beobach
tungsgenauigkeit augepaßten rechnerischen Genauigkeit durchzuführen. 

Die Bestimmung der Unbekannten r2 und L1 2 aus den Gl. (VI) kann 
entweder mit Hilfe der Gaußsehen Gleichung (siehe S. ro6) oder für die 
numerische Rechnung bequemer im Näherungsverfahren erfolgen. 

Bei Anwendung des letzteren Verfahrens kann man bei einem kleinen 
Planeten für I: r~ den Durchschnittswert rj2o einsetzen, damit einen 
Näherungswert von L1 2 aus der I. Gleichung bestimmen und das Nähe
rungsverfahren mit runden Werten von L1 2 beginnen, die den eben ge
fundenen Näherungswert einschließen. In verminderter Stellenzahl 
kann man die beiden Gl. (VI) zunächst unter Zuhilfenahme eines Rechen
schiebers oder einer Multiplikationstafel, dann in der erhöhten Genauig
keit mit der Maschine durchrechnen. 

Bei einem Kometen wird man sich mit ein paar Versuchen rasch 
einen Näherungswert verschaffen. 

Zu beachten ist, namentlich bei Kometen, die Möglichkeit einer 
doppelten Lösung. Die beiden Lösungen erhält man leicht, indem man 

sich eine kleine Zeichnung der Kurve L1 2 -( k0 - zo;~) = o für verschie
dene Werte von L1 2 herstellt (siehe § 29). 

0 VI 
ni = ni + 3 r2 

(VII) 

n3L13 erhält man aus einer der Zwischengleichungen im Eliminations
verfahren, n1 L1 1 aus einer der 3 Gl. {111), und zwar wählt man diejenigen 
Gleichungen, in denen die Koeffizienten von n3L1 3 bzw. nxL1x am größten 
sind. (Kontrolle durch Einsetzen der nx, n3 , nxL1x, n3L1 3 in die beiden 
anderen der Gl. {111).) 

L1x = ni LJ, L1 - n3 L13 
ni 3- --n;-

r ~ = R ~ + 2 R I cos {}I L1 I + L1 ~ r ~ = R ~ + 2 R 3 cos {} 3 L1 3 + L1 ; 
x: = a~L1;- Xb; 
y; = M L1;- Yb; (VIII) 
z: = c~L1.- Zo; 

Kontrolle: X~ 2 + y? + z:2 = rt . 
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c) Das Verbesserungsverfahren. 

t~ = t,- ALl, t~ = t 2 - ALI 2 t~ = t 3 - ALI 3 (IVa) 
A = o.oosno in Einheiten des mittl. Tages 

io = k (to - to) io = k (to - to) io = k (to - to) 
I 3 2 2 3 I 3 2 I 

"; = r 2 r 3 + x~ x; + y~ y; + z~ z; 
": = r, r 3 + x'I x; + y: y 3 + z: z; 
"; = r, r 2 + x'I x~ + y', y~ + z: z'2 

- I 0 191 hi 
y; = I+ Il + I I h· 

I 9' 
I +.!fh; 

2V2 
- 3- = o.g428og, I 9I = r.222222, ~~ = o.gogogr. 

(IX) 

Über die Berechnung des Kettenbruchs siehe die Ausführungen auf 
S. 30. Der Kettenbruch reicht (bei 6stelliger Rechnung) im allgemeinen 
bis zu Bögen v3 - Vr von etwa 30 o aus. Bei größeren Bögen verwendet 
man die anderen S. 2gff. gegebenen Verfahren zur Berechnung der Yi. 

0 y, 0 y, ni = n,-=- n 3 = n 3 -=-· (X) 
Yr Y3 

Stimmen die so erhaltenen Werte der nr, n3 mit den aus Gl. (VII) er
haltenen überein, so kann man sofort an die Ableitung der Elemente 
gehen, sofern man darauf verzichtet, den Aberrationszeiten in der 
r. Näherung Rechnung zu tragen. Man kann unbedenklich darauf ver
zichten, wenn das Ziel der Bahnbestimmung nur in der Berechnung 
einer Ephemeride besteht, die die weitere Verfolgung des Objektes in 
derselben Erscheinung ermöglichen soll. Von ungewöhnlichen Bahn
verhältnissen abgesehen, ist die durch die Nichtberücksichtigung der 
Aberrationszeiten in der r. Näherung entstehende Änderung im geo
zentrischen Ort äußerst gering. (Vergleiche das Ergebnis der r. und 
z. Näherung im Beispiel.) Tatsächlich reicht in der gegenwärtigen 
Praxis schon die 2. Näherung sehr häufig aus. Handelt es sich um eine 
endgültige Bahnbestimmung, die die Auffindung in einer späteren Er
scheinung ermöglichen soll, so wird man vorsichtigerweise jede Vernach
lässigung vermeiden und mit den Werten 

n~= :~, n~= :~, vi=n~(;:-r)r;, v3 =n~(;:-r)r; (XI) 

das Formelsystem (V bis XI) erneut durchrechnen. 
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Ist die Übereinstimmung zwischen den aus den Gl. (VII) und (X) 
erhaltenen Werten der n1, n3 nicht genügend, so wird man die mit dem 
Formelsystem (XI) beginnende 2. Näherung auf jeden Fall durchrechnen. 
Das Verbesserungsverfahren ist als abgeschlossen zu betrachten, wenn 
in den n1, n3 keine Änderung mehr eintritt. 

Zur Kontrolle kann man die Darstellung der benutzten mittleren 
Beobachtung nachrechnen nach 

L1 2 cos !'52 cos <X2 = n, x: + n3 x; + X0 2 

L1 2 cosc52 sin <X2 = n,yi + n3 y; + Ybz 
L1 2 sinc52 = n,zi + n3 z; + Z0 •. 

d) Die Ableitung der Elemente. 

x' x' +Y' y' +z' z' G= I 3 I 3 I 3 

X0 = x;- a xi 
Y0 =y;-ayi 
z0 = z;- azi 

r~ 

ro = y xo z -+-yo_z_+_z_o_z 

(XII) 

(XIII) 

Kontrolle: (r, rD) 2 = (y; z;- z: y~) 2 + (xi z~- zi x;) 2 + (xi y; - yi x;) 2 

ecosvi = qi 
. q, cos (v3 - VI} - q3 e s1n vi = -"-----:-."""'--:'------'-.,----= 

sm (v3 - VI} 

v3 = vi + (v3 - vi) 

Kontrolle: p = r3 (r + e cos v3) 

e=sintp a= p 
(I- e) (I+ e) 

Kontrolle: 

(XIV) 

(XV) 

(XVI) 
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eo = 57.29578·e 
M, = E,- e0 sinE, 
M 3 = E 3 - e0 sin E 3 

M 3 -M, 
{l = t~- t~ 

ko 
Kontrolle: p, = --=

a fa 
k 0 = 0.985608 

M, +p,(t0 -t~) =M0 =M 3 +p,(t0 -t~) 

p 1 1 cos v, sin v, 
x = x, -r-, - - xo ----;o 

P 1 1 cosv, sinv, 
Y = y, ----y;- - yo ----;o 

p 1 1 cos v, sin v, 
z = z, -r-,-- zo--;;;-

Q 1 1 sin Vr + cos v, 
x = x, -r-, - xo ----;o 

Ql _ 1 SiTIVr O COSVr 

Y- y, r1 + Y ro 

Q f 1 Sill Vr COS Vr 
=z -- + Z0 --z I y 1 yo 

p;z + p;z + p;z = I 

Kontrollen: Q; 2 + Q; 2 + Q; 2 =I 

PiQ: + P;Q; + PiQ: = o 

sin i sin w = P; cos s - P; sin s 

sin i cos w = Q; cos s - Q; sin s 
sinc9, = (P;cosw- Q;sinw)secs 
cos Q, = P; cos w - Qi sin w 

s aus Tafel 2 

(XVII) 

(XVIII) 

(XIX) 

Kontrollen: sin Q, und cos Q, müssen zu demselben Winkel gehören; 

Pi sin w + Q i cos w = - cos i sin Q,. 

Die letzte Kontrolle stellt auch eine Kontrolle für den Quadranten 
von i dar. 

e) Kontrolle durch Nachrechnung von Beobachtungen. Während 
die völlige Darstellung der benutzten mittleren Beobachtung lediglich 
für die Korrektheit der Rechnung spricht, erhält man ein Urteil über 
die Brauchbarkeit der Elemente nur durch Nachrechnung von min
destens einer bei der Bahnrechnung nicht benutzten Beobachtung. 

Besteht das nächste Ziel nur darin, auf Grund der Vorausberechnung 
ein weiteres Verfolgen des Objektes in derselben Erscheinung zu er
möglichen, so wird man sich zweckmäßig damit begnügen, nur eine 
oder doch nur einzelne Beobachtungen nachzurechnen. Man wählt dazu 
diejenigen Beobachtungen aus, die von den bei der Bahnbestimmung 
benutzten möglichst weit entfernt sind, da ein etwaiger Fehler in den 
benutzten Beobachtungen sich in deren Nähe nur wenig, in größerer 
zeitlicher Entfernung aber stärker bemerkbar macht. Rechnet man 
mehrere Beobachtungen nach, so wählt man diese tunliehst in den beiden 
Zeiträumen (zwischen tr und t2 bzw. t4 und t3). 
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Die Nachrechnung kann nach den Gl. (r. 39), (3. 24) 

M =Mo+ f-l (t0 - t0 ) 

E- e0 sinE = M 

L1 cos<5cosiX. = aP; (cosE- e) + acosg;Q;sinE + Xb 
L1 cos<5siniX. = aP~ (cosE- e) + acosg;Q;sinE + Yb 
L1 sin 15 = a P; ( cos E - e) + a cos g; Q; sin E + Z b 

(XX) 

(XXI) 

erfolgen. Die Aberrationszeit kann man mit ausreichender Genauigkeit 
mit Hilfe der Werte für die benutzten Beobachtungen ermitteln. Über 
die zweckmäßige Bestimmung der exzentrischen aus der mittleren 
Anomalie siehe die Ausführungen in § 67. Die Behandlung der Be
obachtungen und Sonnenkoordinaten erfolgt in derselben Weise wie 
bei den der Bahnbestimmung zugrunde gelegten Größen. 

Läßt die schlechte Darstellung von Kontrollbeobachtungen darauf 
schließen, daß so stark fehlerhafte Beobachtungen benutzt sind, daß 
die weitere Verfolgung auf Grund der Vorausberechnung in Frage ge
stellt wird, so wird man andere Beobachtungen einer neuen Bahn
bestimmung zugrunde legen (siehe § IS). 

Ist in der gleichen Erscheinung eine weitere Verfolgung nicht mehr 
zu erwarten, so wird man möglichst alle vorhandenen Beobachtungen 
nachrechnen, um einen Überblick zu erhalten, ob die Bahnelemente ver
besserungsbedürftig sind und gegebenenfalls zur Bahnverbesserung 
schreiten (siehe Abschnitt 2I-23). 

§ 28. Beispiel. 

a) Ausgangsdaten und konstante Hilfsgrößen. Gegeben seien die 
topozentrischen Beobachtungen des Planeten ( 93I) Whittemora: 

Ort 1920 M. Z. Algier er. o 
Algier März 20 9h sm 525 I rh 19m 51~ 19 + r8 ° 47' 291!6} 

Apr. 6 9 46 43 11 9 26.54 + 19 36 41.5 192o.o 
22 8 27 48 rr 4 7.61 +r9 36 1.5 

Die Reduktion dieser Beobachtungen (Verwandlung der mittleren Orts
zeiten in M. Z. Gr.) und die Umwandlung der zugehörigen geozentrischen 
in topozentrische Sonnenkoordinaten ist S. 66 an einem Beispiel er
läutert. 

~~~ ~ I 
cos er. 

-----

+ 0.174279 
+0.946697 
-0.984696 

+o.2r88r4 
+0.941990 
-0.975767 

+0.241385 
+0.942055 
-0.970430 

* Mit Rücksicht auf den zur Verfügung stehenden Raum und die größere 

Übersichtlichkeit ist vor den in einer Zeile stehenden 3 Zahlengrößen der Formel

ausdruck ohne Angabe von Indizes nur einmal aufgeführt. Die Indizes treten -

siehe die Formelzusammenstellung -entweder in der Reihenfolge r, 2, 3 oder in 

der der Kombinationen 3 2, 3 r, 2 r auf. 
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xb 
Yb 
zb 

+0.996424 
-0.000764 
-0.000345 

+0.958665 
+o.265070 
+o.II4958 

+o.849396 
+o.494I07 
+o.2I4305 

a' * I - 0.932209 - o.9I9I63 - 0.9I4I98 
b' + O.I64989 + 0.206I2I + 0.227398 

sin ~ = c' + 0.322I26 + 0.33564I + 0.335458 

2 R cos {} I + r.858225 + 1.575897 + I.I84534 
R 2 o.99286I r.o025I6 I.OII542 

(I) 

(II) 

-0.932209 nrLlr + o.9I9I63 LI, - o.914I98 n3LI3 = + 0.996424 nr- 0.958665 + o.849396n3 
+o.I64989 ,. -o.2o6I2I ,. +0.227398 ,. = -o.ooo764,. -o.265o7o+o.494I07,. 
+ 0.322I26 ,. - 0.33564I ;, + 0.335458 ,. = - 0.000345 ,. - O.I I4958 + 0.2I4305 ,. 

I. Elim.-Faktor - .!!.:._ = + o.I76987 
ar 

2. Elim.-Faktor - 2 = + o.34555I 
ar 

-0.164989 nrLir + o.I6268o Llz- o.I6I8oi n3LI3 = + 0.176354 nr- o.I6967I + o.I50332 n3 
- 0.322I26 ,. + 0.3I76I8 ,. - 0.3I5902 ,. = + 0.3443I5 ,. - 0.33I268 + 0.2935IO " 

b) 

- o.04344I Llz + 0.065597 n3LI3= +o.I75590nr- 0.434741 +0.644439 n3 
- O.OI8023 " + O.OI9556 " = + 0-343970 " - 0.446226 + 0.5078I5 " 

. O.OI9556 
3· Ehm.-Faktor - 6 = - o.298I23 

0.0 5597 
+ o.OI295I Llo -0.019556 n3LI3 =- 0.052347 nr + o.I296o6- o.I92122 n 3 
- 0.005072 LI, = + o.29I623 nx - 0.316620 + 0.3I5693 n3 

Die erste Näherung. 
t-t + I5~945I9 + 32~97356 + I7~02837 

T +0.274291 +o.5672I4 +0.292924 
no +o.483576 nN +o.5I6426 I 

(IV) 
Vx +o.oi9867 VJ +0.020307 

+ 0.005072 ko =- o.29I623 n~ + o.3I662o- o.3I5693 nN (V) + 0.005072 lo = + o.29I623 Vr + 0.3I5693 V3 

I 
LI, = 2.4775- 2.4062 r~ {VI) 

,.~ = I.0025I6 + !.575897 LI.+ LI: 

Roher Näherungswert für Llz 2.4 

Beginn der Versuchsrechnung mit 

Ll 2 r~ 
2.oo 8.I5 
3.00 I4.73 

Endwerte von r2 und Ll2 

LI, 2.4077 
r, 3.2548I5 

Vx :r~ 0.000576 
nx 0.484I52 

nx Llx 1.09746I 

LI, 
2-374 
2-435 

r~ 
I :r~ 

v3 :r~ 
n3 

n3LI3 

34·48092 
0.02900I5 

0.000589 
0.5I70I5 
!.342269 

(VII) 

* Die Kontrollen - siehe die Formelzusammenstellung - müssen im allge
meinen bis auf einige Einheiten der letzten Stelle stimmen. Von einer Wiedergabe 
der in der Maschine erscheinenden Resultate der Kontrollrechnungen ist hier 
abgesehen. 

(I II) 
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c) 

Methoden der ersten Bahnbestimmung. 

r• 
x' 
y' 
z' 
r 

2.266770 
10.34328 

-3.109527 
+0·374756 
+o.730531 

3.216097 

Das Verbesserungsverfahren. 

ALl 0?0I308 
to 20.35757 

to- to 15.94410 
T" 0.274272 

nO 
I 0.483570 

"' 21.4091 

" 4.62700 
:!,} .". 0.09I94I8 

2.407700 
!0.59382 

- 3.I71734 
+o.23I208 
+o.693I65 

3·254815 

0?01389 
37·385I3 
32.97I66 
0.567182 

ng 

2I.II96 
4·5956I 
0.393I83 

2.596190 
10.82702 

-3.222828 
+ o.o962614 (VIII) 
+o.6566o8 

3·290444 

o?oq98 
53·32923 
I7.02756 (IVa) 
0.292910 
0.516430 

20.9234 
4·57421 
O.I04862 

"' (2;~ "+r+r) 233·523 228.922 225.628 (IX) 

'; h 0.0003937 O.OOI7I75 0.0004648 
y 1.0003577 r.oo15587 1.0004224 

Yz: Yr I 1.0012006 y,: Y3 l.OOII358 
n, 0.484I51 n3 0.5I70I7 

Diff. -I Diff. +2 (X) 

Würde man die bisherigen Resultate zur Nachrechnung der mittleren 
Beobachtung nach Gl. (XII) benutzen, so erhielte man für die Ab
weichungen dr:t. und d t5 im Sinne Beobachtung minus Rechnung die 
Beträge: dr:t.= -o':r, dt5= +o':r. 

'Vr I 0.020019 0.020225 

+ o.oo5072 k0 =- o.29I623 n~ + 0.3I662o- 0.3I5693 n~ 
+ o.o05072 1° = + 0.291623 v, + 0.315693 v3 

LI, I 
rz 

'Vr :r~ 
n, 

n,Ll, 

LI 
r• 
r 
x' 
y' 
z' 

I 
LI, = 2.4777- 2.4099 3 

1'2 

r~ = 1.002516 + 1.575897 Llz +LI~ 

2.4078 y3 
2 

3·254913 I : y~ 

o.ooo58I v3:rg 
0-484I5I n3 
I.09748I n3Ll3 

2.2668!6 2.407800 
10.34357 I0.59446 
3.2I6142 3·254913 

-3.109570 - 3·17!826 
+0.374764 +0.231228 
+ 0.730545 +0.693198 

r,r3 10.58298 
x:xj+y:yj+z:z~ 10.53782 

34·48405 
0.0289989 

0.000587 
0.5I70I7 
1.342348 

2.596332 
10.82793 
3·290582 

-3.222958 
+ o.og62937 
+o.656655 

(XI) 

(Va) 

(VIa) 

(VIIa) 

(VIlla) 
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Eine Wiederholung des Verbesserungsverfahrens würde ergeben, daß 
in den nr, n3 keine Änderung mehr eintritt, wie es angesichts der kleinen 
Abweichungen im I. Näherungsverfahren vorauszusehen ist. 

Kontrolle durch Nachrechnung der mittleren Beobachtung. 

Llz cos Öz cos Cl;z - 2.21316! 
Llz cos Öz sin a;z + 0-496298 

tg a;z - 0.224248 
a;z 167° 21' 38'!3 

Llz COS Öz + 2.268124 (XII) 
Ll 2 sin Ö2 + o.8o8154 

tg ö, + 0.356309 
Ö2 + 19° 36' 41'!2 

B- R: cos Öz da;z =- o'!r dö, = + o'!3 

d) Die Ableitung der Elemente. 

a + !.018780 ro• 0.0922142 
(XIII) .xo -0.0549903 r" 0.303668 

yo - o.2855o8 
zo - o.o876o96 r,ro 0.976639 

sin (v3 - v,) +0.0922839 tg (v3 - v,) +0.0926794 (XIV) 
cos (v3 - v,) +0.995733 V3-VI 5~29501* 

t"P I !.724598 PI 2.9]4238 

q, -0.0752156 q3 - o.og61362 
e sin v, +0.230176 v3 II3~39108 

tg v, -3.060216 
v, 108~09607 e 0.242154 (XV) 

sin v, +0.950537 v:~: 0.781093 

cos v, - 0.3106II eo 13~87440 

~Vr 54~04804 
I 
2 V3 56~69554 

tg fv, +1.378812 tg f v3 +1.522096 
tgfE, +1.076980 tg fE3 +r.188899 

~Er 47~12261 fE3 49~93233 (XVI) 
E, 94.24522 E3 99.86466 

cp 14~01371 cos cp 0.970238 
a 3·159508 

sinE, +0.997256 sinE3 +o.985215 
M, 8o~4o889 M3 86~19539 

Jl 0.1754992 Jl" 631':797 (XVII) 
to 6o.o 

Mo 87'?366II Mo 87'?366ro 

cos v,: r, - o.o965788 sin v,:r, +0.295552 
- sin v,:r0 - 3·130185 cos v,:r0 - !.022864 

P' X +0·472448 Q: -0.862792 (XVIII) 
P' y + 0.857499 Q; +0.402798 
P' z +o.2o3679 Q: +0.305527 

* Zum Schutz gegen die Anhäufung von Abrundungsiehlern empfiehlt es sich, 
die 5· Dezimale des Grades mitzubestimmen. 
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sin e +0-397944 COS B +0.917410 
sin i sin w -0.154379 sin 9:, +0.920288 
sin i cos w + 0.120002 cos 9:, -0.391249 

tgw - !.286470 tg ,Q -2-352180 (XIX) 
(I) 307~85867 9:, II3~03217 

sinw -0.789527 sin i + 0.195534 
cos (I) +0.613716 i II~27592 

Zusammenstellung der Elemente: 
Epoche to = 1920 Apr. 29.0 M. Z. Gr. 

87~3661 I (I) I 307~8587 
14.0137 9:, II3.0322 

631't797 i II.2759 
} 

Ekliptik, 
Mittl. Aequin. 

1920.0 
Konstanten unter (XVIII). 

e) Nachrechnung einer nicht benutzten Beobachtung. 

t 45<!31797 I X~ +0.912908 
IX 166° 32' 521!2 Y o + 0.382348 
(j + 19 41 41.9 zb +o.165837 

ot, Cl, X~ , Y~ , Z~ sind tapazentrische Koordinaten, bezogen 
mittlere Äquinoktium des Jahresanfangs rgzo.o. 

A LI o<!o1440 LI cos (j cos IX -2.285171 
to 45.30357 LI cos (j sin IX + 0.546605 

M 84~78689 tg IX -0.239197 
E 98.50859 IX 166° 32' 521!o 

sin E + 0.988994 LI cos (j + 2.349636 
cos E -0.147958 LI sin (j + 0.841 o67 

a cos qJ sin E + 3.031736 tg (j + 0.357956 
a (cos E- e) - 1.232562 (j + 19° 41' 421!5 

B-R: cos()diX=+o~12 d()=-o~16 

auf das 

(XX) 
(XXI) 

Die geringen Abweichungen lassen den Schluß zu, daß außer der Bahn
rechnung auch die Beobachtungen frei von gröberen Fehlern sind. 

§ 29. Die mehrfachen Lösungen nach CHARLIER. 

Die Lösung des Problems war reduziert auf die Auflösung der beiden 
Gleichungen 

r: .. R: + 2 Rz cos Dz L1z + L1: , 

L1z = ko - zo .-;.-
"• 

nach r2 und L1 2 • Eliminiert man .12 , so erhält man die Gleichung 

k0 - zo :3 = - R2 cos '192 + yr: - (R2 sin Dz)2 

L 2 

zur Bestimmung von rz. Man kann sie in die Form bringen 

r~- [(k 0 + R2 cos '192 ) 2 + (R2 sin Dz)2] r~ 
+ zlo (k0 + Rz cos '192) r~ - l02 = o , (39) 

und erhält damit eine algebraische Gleichung 8. Grades, die bereits 
LAGRANGE aufgestellt hat. Diese Fundamentalgleichung der Bahn-
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bestimmung aus 3 Beobachtungen tritt letzten Endes in allen Methoden 
der Bahnbestimmung auf. 

Eine Wurzel der Gltichung entspricht der Erdbahn; denn rz = R2 
befriedigt Gl. (39) . Dann ist L:h = o und 

ko = zo ~3 • 
2 

Setzt man diesen Wert für k 0 in die allgemeine Gl. (38) ein, so tritt an 
deren Stelle die Gleichung 

Ll2 = zo (~~ - ri~). (40) 

In aller Strenge gilt diese Gleichung nur, wenn die Beobachtungen vom 
Zentrum des Systems Erde+ Mond (Baryzentrum) gemacht sind, da 
dieses, nicht das Geozentrum, die Ellipse um die Sonne beschreibt. 

Setzt man nun - ohne Indizes - zur Abkürzung ; . = ~ , ~ = rJ, 

~4 = C, so kann man die Gl. (37) und (40) schreiben 

~2 = I + n• + 217 cos ß, (4I) 

'fj = C (I- gl3). (42) 

Führt man den Ausdruck von rJ in den von ~2 ein, so wird 

~2 = I + cz (I - ; 3 r + 2 COS {} C (I - ;3) 
oder 

~· - I + cos {}Z - [ c (I - ;3 ) + cos {}T = 0 
oder entwickelt 

f (~) = ~8 - [I - cos {}• + (cos {} + C) 2 ] ~6 

+ 2 C (cos {} + !;) ~3 - C2 = o. (43) 

Dies ist die Charliersche Form der Lagrangeschen Gleichung. Da sie 
die Wurzel ~=I (r = R) hat, so geht ihr Grad auf den 7· Grad herab. 

Der Ausdruck C (cos {} + C) ist, wie CHARLIER bewiesen hat, stets 
positiv. Denn wenn r. C> o ist, so ist nach Gl. (42) ~>I und rJ < C. 
Ist cos {}positiv, so ist es auch C (cos {} + C). Ist cos {}negativ ( =- cos {}'), 
so folgt aus ~2 = I+ 'YJ2- 2 cos {}' rJ, daß, damit ~>I bleibt, 'fJ > 2 cos{}' 
sein muß. Also ist auch !; > 2 cos {}' > cos {}'.Wenn 2. C < o wäre, so 
wäre nach Gl. (42) ~<I, also nach Gl. (4I) 'f)2 + 2 cos ßrJ negativ, d. h. 
cos {} negativ, oder C(cos {} + C) positiv. 

Wie groß ist nun die Anzahl der reellen Wurzeln der Gl. (43)? Wegen 
des negativen Vorzeichens von c2 findet ein dreimaliger Zeichenwechsel 
statt. Nach dem Satz von CARTESIUS über Zeichenwechsel und Zeichen
folgen ist dann die Zahl der Wurzeln höchstens gleich der Anzahl der 
Zeichenwechsel oder um eine gerade Zahl kleiner. Da außer ~ = I 

(Erdbahn) noch die unbekannte Bahn des beobachteten Himmels-
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körpers existieren muß, so sind notwendig immer 3 positive Wurzeln 
vorhanden. 

Die beiden hier allein in Frage kommenden positiven Wurzeln be
dingen deswegen aber nicht auch immer eine Doppellösung. Sie sind 
vielmehr nur dann beide verwendbar, wenn beide > I oder wenn beide 
< I sind. Hingegen existiert keine Doppellösung, wenn eine Wurzel < I 

und die andere > I ist, da bei einem Zeichenwechsel von I- /;I3 in 

Gl. (42) beim Durchgange von .; durch I wegen der Konstanz von 1; für 
ein bestimmtes Gestirn rJ nicht mehr stets positiv sein kann. (Lam
bertscher Satz von der Krümmung der geozentrischen Bahn). 

Um die Bedingungen für die Existenz einer doppelten Lösung kennen
zulernen, sei zunächst aus Gl. (43) die Wurzel .; =I eliminiert. Setzt 
man 

(44) 

so hat g (.;) zwei reelle positive Wurzeln. Durch Differentiation wird 

d~~~) = g (,;) + (.;-I) d~1~) . (45) 

Aus Gl. (44) und (45) folgt, daß g(o)=C, also stets positiv, und 
g (I)= 2 (I -3 cos {} 1;) ist. Ist g (I) > o, so kann die g-Kurve zwischen 
den positiven Ordinaten in o und I nur keinmal oder zweimal durch die 
Abszissenachse hindurchgegangen sein, d. h. so sind die beiden positiven 
Wurzeln entweder beide >I oder beide <I (doppelte Lösung). Ist 
hingegen g(I) < o, so ist eine Wurzel <I und eine >I. 

Also lautet das wichtige Kriterium für das Auftreten einer doppelten 
Lösung in der ihm zuerst von ÜPPOLZER gegebenen Form 

I- 3 COS {}1; > 0, (46) 

oder wenn man die Werte für cos {} und 1; nach Gl. (4I) und (42) ein
setzt 

I > f (.;" - I - rJ2) (I - ;3 rr (47) 

Dieser Ungleichung hat CHARLIER eine geometrische Deutung ge
geben. Ist IX) .; >I, so kann man dafür schreiben 

'Ylz > ,;z + ~ _2_ _ 1 
"I 3 ~3 3 " 

1: 2 I 5 
ß) .; < I rJZ < ". + 3 F - 3 . 

Betrachtet man jetzt .; und rJ als bipolare Raumkoordinaten eines 
Punktes bezogen auf die Einheitsstrecke Erde-Sonne als Grundstrecke, 
so ist die Grenzfläche, die die beiden durch die Ungleichungen IX und ß 
gekennzeichneten Gebiete trennt, gegeben durch 

t 2 I 5 
f}z = "z + 3 p - 3 . 
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Sie ist eine Rotationsfläche, deren Symmetrieachse die Gerade Erde
Sonne ist. 

Die Untersuchung dieser Fläche kann auf die der Schnittkurve mit 
irgendeiner Ebene durch die Symmetrieachse beschränkt werden. 
Gl. (48) stellt dann die Gleichung dieser Meridiankurve in bipolaren 
Ebenenkoordinaten dar. 

Da dieGrößen ~, rJ und I ein Dreieck bilden, so ist~ +n >I, rJ +I>~. 
~ + I > rJ, so daß ~ nicht beliebig klein sein kann. Das Minimum erhält 
man aus 

oder aus 
I 

3 ~ + 4 = ~3 also ~min = 0.56042566. 

CHARLIER hat die Werte von rJ für eine Reihe von Werten von~ gegeben. 
Indem man~ alle Werte von~ min bis + oo erteilt, erhält man die Grenz
fläche, von der eine Schnittkurve in Abb. I2 gegeben ist. Es ist auch 
noch ein Schnitt durch die Kugel mit dem Radius R =I mit der Sonne 
als Mittelpunkt eingezeichnet; um die Gebiete der Doppellösungen zu 
trennen. Der Raum bzw. die Schnittebene wird so in 4 Gebiete ab
geteilt: 

Gebiet I Ungleichung ~ I Zahl der Lösungen 

A 

I 
ß <I 2 

B Cl: <I 
c Cl: >I 2 

D ß >I 

In Abb. 12 sind die Gebiete der doppelten Lösung gestrichelt. Bei 
der Erde hat die Kurve einen Doppelpunkt. Der Winkel, den die Tan
genten im Doppelpunkt an die Kurve mit der Rotationsachse bilden, 
kann folgendermaßen bestimmt werden. Setzt man zum Übergang von 
ebenen bipolaren in rechtwinklige Koordinaten mit dem Anfangspunkt 
in der Erde nz=xz+yz, ~z ·(r-x)z+yz=I-2x+xz+yz, so er
hält bei Beschränkung auf quadratische Glieder die Gleichung der Kurve 
in unmittelbarer Nähe des Nullpunktes die Form 

o =4xz -yz= (2x-y) (2x+ y). 

Aus der Kurve werden hier also zwei Gerade; oder die beiden Tan
genten bilden mit der Geraden Erde -Sonne den Winkel 

arc tg ± 2 = ± 63~4. 
Im Gebiete der Doppellösung existiert eine Rotationsfläche, deren 

Schnitt CHARLIER die singuläre Linie nennt. Ihre Gleichung in bipolaren 
Koordinaten ist rJz = I - Uz + j e. Durch die singuläre Linie sind die 
Gebiete der doppelten Lösung A und C in je 2 Teilgebiete A1 , Az bzw. 
Cx, Cz getrennt. Die Linie enthält die Positionen der Punkte, in denen 

Stracke, Bahnbestimmung. 7 
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die beiden reellen positiven Wurzeln der Lagrangeschen Gleichung 
koinzidieren. Wenn z. B. der tatsächlich existierende Körper I sich 
im Gebiete Ar aufhält, so steht der Pseudokörper II im Gebiete Aa. 
Bewegt sich I auf der Linie E P auf ihren Schnitt mit der singulären 
Linie zu, so tut es auch II. Im Schnittpunkte koinzidieren die Körper I 
und Il. 

Von weiteren Eigenschaften der singulären Linie sei folgende ge
nannt. Die Elemente der unbekannten Bahn können bei nicht zu großen 
Zwischenzeiten in konvergente Reihen, fortschreitend nach Potenzen 
der Zwischenzeiten entwickelt werden, bei denen die Koeffizienten be
kannte Funktionen der beobachteten geozentrischen Koordinaten sind. 
Konvergent sind diese Reihen nur, wenn der Körper von der ersten zur 
dritten Beobachtung nicht die singuläre Linie (Fläche) kreuzt. 

Schreibt man Gl. (42) in der Form 

(49) 

wo "= - f gesetzt ist, so erhält man für "= o den S. 97 erwähnten 

Einheitskreis; für positive bzw. negative Werte von" wird g <I bzw. 
>I, d. h., es liegt die durch Gl. (49) dargestellte Kurve innerhalb bzw. 
außerhalb dieses Kreises. 

In Abb. I2 sind die Kurven für mehrere Werte von" eingezeichnet. 
Von den nach Gl. (49) berechenbaren zusammengehörigen Werten von g 
und 'YJ geben nur diejenigen einen reellen Punkt, für welche die Un
gleichungen g + 'YJ >I, 'YJ +I> g, g +I> 'YJ erfüllt sind. Die Kurve hat 
einen Doppelpunkt "für "= - 0.295933 (Abstand von der Sonne 
= 2.785jl48); für Werte - 0.295933 <" < o zerfällt die Kurve in zwei 
Zweige, deren einer innerhalb, der andere außerhalb dieser speziellen 
"-Kurve liegt. Mit sich der Null näherndem" geht der innere Kurven
zweig in den Einheitskreis g =I , der äußere in den unendlich großen 
Kreis 'YJ = oo über. 

In der Praxis werden die kleinen Planeten fast ausnahmslos in der 
Nähe der Opposition, d. h. in der näheren Umgebung der Verlängerung 
der Geraden Sonne-Erde, im Raume D, entdeckt und beobachtet. 
Doppellösungen treten infolgedessen nur äußerst selten auf. 

Unter ganz anderen Umständen werden die Kometen entdeckt und 
beobachtet. Bei ihnen ist die Möglichkeit des Auftretens von Doppel
lösungen größer. 

Welche der beiden Lösungen die dem beobachteten Körper ent
sprechende Lösung ist, läßt sich nur durch weitere Beobachtungen ent
scheiden. 

Ist die Bahn des Kometen eine Parabel, so existiert im allgemeinen 
nur eine Lösung (siehe S. I76). 

Auch zur numerischen Berechnung der Wurzeln der Lagrangeschen 
Gleichung in der Form der Gl. (43) hat CHARLIER Wege gewiesen. So 

7* 
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sind für Werte von x zwischen o.I und 10.0 Tafeln gerechnet, die mit 
dem Argument ~ den Wert von 'Y) geben. Für x =I sind die Werte in 
folgender Tabelle enthalten. 

"= + I.O 

~ 'YJ ~ 'YJ 

0.0 OCJ 1.5 - 0.7037 
0.1 + 999.0000 1.6 - 0.7559 
0.2 + 124.0000 1.7 -0.7965 
0.3 + 36.0000 1.8 - o.8285 
0.4 + q.625o 1.9 - 0.8542 
0.5 + 7.0000 2.0 - 0.8750 
0.6 + 3.6296 2.1 - o.8920 
0.7 + 1.9155 2.2 - 0.9061 
0.8 + 0.9531 2.3 - 0.9178 
0.9 + 0.3717 2.4 - 0.9276 
1.0 ± 0.0000 2.5 -0.9360 
1.1 0.2487 2.6 - 0.9431 
1.2 0.4213 2.7 -0.9492 
1.3 0.5448 2.8 -0.9544 
1.4 o.6356 2.9 -0.9590 
1.5 0.7037 3·0 -0.9630 

Die negativen Werte von 'Y) gehören mit umgekehrtem Vorzeichen zu 
einem negativen Wert von x. Mit dem aus den Beobachtungen er
haltenen Wert von x 

(50) 

wird die entsprechende Kurve berechnet, was wegen des reziproken 
Proportionalitätsverhältnisses zwischen 'Y) und x mit Hilfe der Werte für 
x =I leicht geschehen kann. Die Schnittpunkte dieser Kurve mit einer 
Geraden, die an der Erde den Winkel 180 --&z mit dem Radius Rz 
bildet, geben dann genäherte Werte von rz und Llz. Sie sind im Nähe
rungsverfahren zu verbessern. 

7· Abschnitt. 

Die Methode von GAUSS-ENCKE. 

Die wesentlichen Merkmale, durch die sich die hier darzulegende 
Methode von der vorigen unterscheidet, sind die Einführung der eklipti
kalen Polarkoordinaten an Stelle der äquatorialen rechtwinkligen 
Koordinaten und die Art der Ableitung der Elemente. Im übrigen ist 
der Gedankengang in beiden Methoden der gleiche, und man kann 
sich hier im allgemeinen mit der Entwicklung des Formelsystems 
begnügen. 

§ 30. Die Fundamentalgleichungen. 
GAuss hat als Koordinatensystem das ekliptikale System gewählt, 

da es einmal den Vorteil der verschwindenden Sonnenbreiten gewährt, 
und da man die Bahnlageelemente direkt in der üblichen auf die Eklip-
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tik bezogenen Form erhält. Als kleiner Vorteil kommt weiter hinzu, 
daß die Entnahme von Länge und Radiusvektor der Sonne (Erde) aus 
den Jahrbüchern bequemer ist als die der 3 rechtwinkligen Äquator
koordinaten. Ein Nachteil besteht jedoch in der notwendigen Um
wandlung der äquatorialen beobachteten Koordinaten oci, IJi in die 
ekliptikalen Größen Ai, ßi· 

Die Bedingungsgleichungen der Ebene kann man in der gleichen 
Weise ableiten wie die Gl. (6. r). Sie lauten 

nr Xr - Xz + n3 X3 = 0 

nryr -yz+n3Y3 =0 

nr Zr - Zz + n3 Z3 = 0 • 

(r) 

Hierin sind die xi, Yi, zi (i = r, 2, 3) die rechtwinkligen ekliptikalen 
Koordinaten des Körpers, nr, n3 die Verhältnisse der Dreiecks
flächen. 

Der Übergang auf die geozentrischen Koordinaten erfolgt nach 
Gl. (3. 5). Setzt man hierin B=o und zur Abkürzung LI cosß=e, und 
führt die geozentrischen Koordinaten in Gl. (r) ein, so erhält man 

nr (gr COSAr + Rr cosLr)- ((!z cos Az + Rz cosLz) 
+ n3 (e3 cosA3 + R3 cosL3) = o 

nr ((!r sin Ar + Rr sin Lr) - (ez sin Az + Rz sin Lz) (2) 
+ n3 (e3 sin A3 + R3 sin L 3) = o 

nr (!r tg ßr - (!z tg ßz + n3 (!3 tg ß3 = 0 • 

Hierin sind die Ai, ßi, Li, Ri, bekannte Größen. Die Ai, ßi werden nach 
Gl. (3. 29) aus den beobachteten Koordinaten oci, IJi abgeleitet. Die Erd
koordinaten Li= L0 i ± r8o 0 und log Ri werden für die auf den Null
meridian reduzierten Beobachtungszeiten ti (siehe S. 54) den Jahrbüchern 
durch Interpolation entnommen. Die Li müssen auf das gleiche mittlere 
Äquinoktium wie die oci, IJi bezogen werden. 

Unbekannte Größen sind in den Gl. (2) sowohl die 3 Größen (!i, d. h. 
die auf die Ekliptik reduzierten Entfernungen Lli, als auch die Ver
hältnisse der Dreiecksflächen nr, n3 • 

a) Die Gleichungen für die mittlere Entfernung. Die weitere Be
handlung der 3 Gl. (2) in der im vorigen Abschnitt dargelegten Form 
ist für die logarithmische Rechnung wenig geeignet. Hier wird zu
nächst ebenfalls (!z durch die nr, n3 und bekannte Größen ausgedrückt. 
Dann werden auch für die (!r, e3 Gleichungen aufgestellt, in denen 
(!r und e3 explizite als Funktionen von (!z, nr, n3 und bekannten Größen 
auftreten. Durch Einführung von Hilfsgrößen werden die Gleichungen 
für die (!i in eine für die logarithmische Rechnung passende Form ge
bracht. 
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Der Eliminationsprozeß kann in folgender Weise vor sich gehen. 
Um (!r und e3 zu eliminieren, sei die erste Gleichung mit (tg ßr sin A3 
-tg ß3 sin Ar), die zweite mit (tg ß3 cos Ar -tg ßr cos A3), die dritte mit 
-sin (A3 -Ar) multipliziert. Die Summe der 3 Produkte ergibt die 
Gleichung 

nr Rr [tg ßr sin (A3 - Lr) - tg ß3 sin (Ar - Lr)] 
- R2 [tg ßr sin (A3 - L2) - tg ß3 sin (Ar - L2)] 

+ n3 R3 [tg ßr sin (A3 - L3) - tg ß3 sin (Ar - L3)] (3) 

- (!2 [tg ßr sin (A3 - A2) - tg ß2 sin (A3 -Ar) + tg ß3 sin (A2 - Ar)] = o. 

Die Koeffizienten dieser Gleichung lassen sich durch Einführung von 
Hilfsgrößen wesentlich verein
fachen. Legt man durch den ersten 
und dritten geozentrischen Ort Gr 
und G3 (vgl. Abb. 13) einen größten 
Kreis, und bezeichnet man die 
Länge seines aufsteigenden Kno
tens mit K 2 , seine Neigung mit ] 2 

(]2 soll < go 0 und positiv genom
men werden), so ist 

tg J2 sin(Ar -K2) =tg ßz 

tg J2sin(A3-K2)=tgß3· 
(4) 

Diese Gleichungen können in folgender Weise nach ]2 und K 2 auf
gelöst werden. Schreibt man die zweite Gleichung 

und entwickelt, so erhält man 

und damit die zur sicheren Bestimmung von !2 und K2 geeigneten 
Gleichungen 

tg J2 sin (Ar - K2) = tg ßr 

J ( ~ K ) _ tg ß3- tg ß, cos (Ä3- Je,) (5) 
tg 2 cos JI.I - 2 - • (A A ) • 

Sill 3- I 

Führt man diese Hilfsgrößen in GI. (3) ein, und beachtet, daß für jeden 
Winkel w 

sin (Ar- K2 ) sin (A3 - w)- sin (A3 - Kz) sin (Ar - w) 

= sin (A3 - Ar) sin (w - K 2 ) 

ist, so wird 

n, Rr sin (Lr- Kz) tg]z- Rz sin (Lz- Kz) tg]z 
+ n3 R3 sin (L3 - Kz) tg ]z - (!z [sin (Az - Kz) tg ]z - tg ßz] = 0 . 
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Setzt man zur Abkürzung 

so erhält man 

sin (A.z- Kz) tg]z = tgß~, 
tg ], sec ß2 

----"'_~--'--;7 = a o 
tgßz- tgßg ' 

(!z sec ßz = Llz = 

!03 

(6) 

(7) 

= a 0 R 2 sin (L 2 - Kz) - ao nr Rr sin (Lr- Kz) - ao n3 R3 sin (L3- Kz) . 

Setzt man weiter 
ao Rr sin (Lr - K 2 ) = Cr , ao R 2 sin (L 2 - K 2 ) = c2 , 

ao R3 sin (L3 - Kz) = c3 , 
(8) 

so ergibt sich die Gleichung 

(!z sec ßz = Llz = Cz - ( nr Cr + n3 c3) . (9) 

Die Größe ß~ ist die Breite des Durchschnittspunktes G~ des Breiten
kreises G2 E 2 des 2. geozentrischen Ortes G2 mit dem durch die beiden 
äußeren Orte Gr und G3 gelegten größten Kreise. Die in Gl. (7) auf
tretende Größe tg ß2 -tg ß~ hängt von der Krümmung der geozentri
schen Bahn zwischen Gr und G3 ab und ist daher im allgemeinen eine 
kleine Größe 2. Ordnung, wenn der Bogen Gr G2 G3 eine kleine Größe 
I. Ordnung ist. 

Man erkennt, daß von der Größe a0 die Genauigkeit der Ermittlung 
aller anderen Größen wesentlich abhängt. 

Führt man in Gl. (9) die Verhältnisse der Dreiecksflächen in der Erd
bewegung ein durch 

N _ Rz R 3 sin (L3 - L 2) N _ R, R 2 sin (L2 - L,) 
1 - R, R3sin (L3 - L,) 3 - R, R 3 sin (L3 - L,) ' 

so erhält man, da offenbar c2 = Nr Cr + N 3 c3 ist, die Gleichung 

(!z sec ßz = L1z = Cr (Nr- nr) + C3 (N3 -n3). 

(IO) 

(n) 

Hiermit ist L1 2 durch die nr, n3 und bekannte Größen ausgedrückt. 
Die nr, n3 können aber in I. Näherung durch eine einzige Unbekannte, 
den mittleren Radiusvektor ausgedrückt 
werden, so daß dann Gl. (n) eine ge
näherte Beziehung zwischen den Unbe
kannten L1 2 und r2 darstellt. Eine zweite 
- streng richtige - Gleichung zwischen 
diesen Unbekannten erhält man aus dem 
ebenen Dreieck Sonne-Erde-Gestirn ,r..:;...J--...::......::.::.......,R,.z----:.~....!...-

(Abb. 14). Es ist b Ab . 14· 

r~ = R~ + 2 R2 cos {}z Ll 2 + LI: , (r2) 

wo {}2 der zur Zeit t2 gehörige äußere Winkel an der Erde in diesem 
Dreieck ist, der aus den beobachteten Daten in folgender Weise er
mittelt werden kann. 



104 Methoden der ersten Bahnbestimmung. 

Bezeichnet man die Neigung des größten Kreises, der durch den 
Erd- und Gestirnsort geht, mit Wz, so ist (Abb. 15) 

oder 

sin Wz sin {}z = sin ßz 

cos Wz sin {}z = cos ßz sin (Az - Lz) , 

cos {}z = cos (Az - Lz) cos ßz 

tg Wz = tg ßz cosec (Az - Lz) 

tg {}" = tg (Az - L 2 ) sec Wz . 

(13) 

(14) 

Diese Gleichungen gestatten die sichere Bestimmung des Winkels {}", 
wobei zu beachten ist, daß {}z als Außenwinkel eines Dreiecks stets 

Abb. rs. 

< 180 ° ist und auch die Gl. (14) befrie
digen, daher cos {}" dasselbe Vorzeichen 
wie cos (Az - Lz) haben muß. 

Mit Hilfe der beiden Gl. (u) und (12) 
kann die Aufgabe der Bestimmung von 
Llz und rz gelöst werden, wenn es ge
lingt, die beiden Unbekannten nr, n3 in 
Gl. (u) durch die eine Unbekannte rz 
auszudrücken. 

b) Die Gleichungen für die beiden äußeren Entfernungen. Um die 
beiden Entfernungen (!r und e3 als explizite Funktionen von (!z, nr, n3 
und bekannten Größen zu erhalten, kann man folgendermaßen ver
fahren. 

Multipliziert man die erste der Gl. (2) mit sin L 3 tg ß3 , die zweite 
mit - cos L 3 tg ß3 , die dritte mit sin (.1.3 - L 3), addiert die Produkte 
und führt den Ausdruck (!z tg ß~ sin (.1.3 - L3) - (!z tg ß~ sin (.1.3 - L3) ein, 
so erhält man die Gleichung 

nr (b [tg ß, sin (.1.3 - L3)- tgß3 sin (Ar- L3)] + n, R, tgß3 sin (L3- L,) 
- (!z [tg ß~ sin (A3 - L3) - tg ß3 sin (Az - L3)] 

- (!z sin (.1.3 - L3) (tg ßz - tg ß~) - R" tg ß3 sin (L3 - Lz) = o . 

Setzt man hierin die Ausdrücke nach den Gl. (4), (6), (7) ein und redu
ziert, so ergibt sich 

n, er sin (A3 -Ar) sin (L3 - Kz) + n, R, sin (L3 - L,) sin (.1.3 - K") 

- (!z sin (.1.3 - Az) sin (L3 - Kz) - (!z sec ßz ~0 sin (.!.3 - L3) 

- Rz sin (L 3 - Lz) sin (.1.3 - Kz) = o , 

und daraus 
_ .!d!_ ~sin (A3 - Az) + sin (A3 - L 3) sec ßz J 

(!I - nr Lsin (A 3 - Ar) a 0 sin (A3 - Ar) sin (L3 - Kz) 

sin (A3 - K 2 ) R2 sin (L3 - L 2 ) - nr Rr sin (L3- Lr) (16) 
+ nr · sin (A3 - Ar) sin (L3 - Kz) • 
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Nun ist aber nach GI. (10) 

..!!::_ sin (L3 - L.) = N, R, sin (L3 - L,) , 
nr nr 

so daß man GI. (I6) schreiben kann 

_ (!z ~l sin (A3 - Az) + sin (A3 - L 3) sec ßz J 
(}r - n; sin (A3 - Ar) a 0 sin (A3 - Ar) sin (L3 - Kz) 

( N, ) R, sin (L3 - Lr) sin (A3 - K,) (IJ) + --;; - I sin (A3 - Ar) sin (L3 - Kz) • 

Eine ganz analoge Entwicklung kann man für die Entfernung e3 
durchführen. Es wird nach Komposition von GI. (2) mit sin Lr tg ßr, 
- cos Lr tg ßr und sin (Är -Lr): 

(!z [ sin (Az - Ar) sin (Ar - L,) sec ßz J 
123 = n;- sin (A3 - Ar) - a 0 sin (A3 - Ar) sin (Lr- Kz) 

+ ( N 3 _ ) R3 sin (L3 - Lr) sin (Ar - Kz) 
n3 I sin (A3 - Ar) sin (Lr - Kz) ' 

Setzt man zur Abkürzung dieser Ausdrücke wieder 

und 

a 0 RI sin (Lr -K2) =CI 

a 0 R 3 sin (L3 -_Kz) =C3 

sin (/1.3 - Ä.I) cos ßz = f 
R 3 sin (A3 - L 3) 

fc3 = gi 
sin (A3 - Az) + _ U 
sin (A3 - Ar) gi - I 

sin (A3 - Kz) = U~ 
h c3 

sin (A3 - Ar) = h 
ao R, R 3 sin (L3 - L,) 

Rr sin (Ar - L,) 
je, = g3 

sin (Az - ).,) _ = U 
sin (A3 - Ar) g3 3 

sin (Ar - Kz) _ U1 

hc, - 3 ' 

so erhält man die Gleichungen für (}I und e3 in der Form 

(I8) 

"z U ( N, ' I "z ( N3 ) I lli = _o;:__ I .-J-- --I} U (}3 = _o;:__ U3 + --I U3. (20) ~ ~ • ~ I ~ ~ 

Die GI. (n), (Iz), (zo) würden das Problem der Bahnbestimmung lösen, 
wenn die ni, n3 bekannt wären. Für sie werden zunächst Näherungs
werte eingeführt. 

§ 3I. Die erste Näherung. 
a) Die Ableitung der Gaußsehen Gleichung. Für die Verhältnisse 

der Dreiecksflächen ni, n3 werden auch hier die in den Gl. (6. 9) gegebenen 
Näherungswerte eingeführt 

Tr I+-
Tr 1 Tz. ni =- + -'t'r ?:3 --
Tz 6 d (zr) 

Setzt man wieder 
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so wird 
(23) 

Die Einführung dieser Werte in die Gl. (n) ergibt die Beziehung zwischen 
Näherungswerten der beiden Unbekannten Lb und rz 

wo 

und 

ist. 

(24) 

(25) 

(26) 

Mit Hilfe der beiden Gl. (12) und (24) können die beiden Unbekannten 
im Näherungsverfahren direkt ermittelt werden. 

GAUSS führt, die beiden Gleichungen auf eine Gleichung mit einer 
Unbekannten zurück, die sehr bequem aufzulösen ist. Er führt als neue 
Unbekannte den Winkel Cz am Gestirn in dem erwähnten Dreieck ein. 
Hierin ist 

und 

R 2 sin{}, 
rz . sinC, 

LI = R, sin ({},- c.) 
z sin C• 

Führt man den Ausdruck für Llz in Gl. (24) ein, und setzt 

Rz sin {}z = p,o sin qo 
Rz cos fJz + k0 = p,0 cos qo , 

so erhält man die Gleichung 
p,o sin (C2 - qo) lo 

sinCz = r~ · 

(27) 

(28) 

(29) 

Trägt man hierin den Wert von rz nach Gl. (27) ein und setzt zur Ab
kürzung 

lO 
---~~=mo 
p,o ( R, sin {}2 ) 3 ' 

so ergibt sich die transzendente Gauf~_sc~-~-G~~~ch"':l~~ 

sin (Cz - q0 ) = m0 sin·C!. 

(30) 

(31) 

Bei der Auflösung der Gl. (29) kann man den Quadranten von t 
immer so wählen, daß p,0 dasselbe Vorzeichen wie l0 hat. Dann. ist 
m0 stets positiv. Da diese Festsetzung Gleichheit des Vorzeichens von 
sin q0 mit dem von l0 bedingt, nach Gl. (6. 40) aber ZO > o zu rz > Rz 
und l0 <o zu rz<Rz gehört, so muß bei positivem q0 rz>Rz und bei 
negativem q0 entsprechend rz < Rz sein. 

Aus der geometrischen Bedeutung von Cz folgt, daß von den Wurzeln 
der Gl. (31) nur diejenigen brauchbar sind, für welche sin Cz positiv 
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ist, und für welche c" < {}" ist, da nach Gl. (28) sin Wz - c") nicht nega
tiv werden darf. Alle negativen, imaginären und alle positiven Wurzeln, 
für welche!;">{}" ist, scheiden von vornherein aus. Eine Doppellösung 
findet statt, wenn die Gl. (31) zwei positive Wurzeln hat, deren jede 
<fJ" ist. 

ENCKE hat eine eingehende Diskussion der Gaußsehen Gleichung und 
ihrer Wurzeln sowie Tafeln gegeben, die den jeweils vorliegenden Fall 
rasch erkennen lassen. Hier sollen nur kurz die Resultate seiner Dis
kussion gegeben werden. 

Die GI. (31) kann nur dann eine der Bahn des Körpers entsprechende 
Wurzel haben, wenn q0 <q' = ±36°52~2 ist, und m0 zwischen den 
Grenzen m' und m" liegt. In Tafel 4 sind die Grenzen der drei allein 
in Betracht kommenden positiven Wurzeln gegeben. Sie liegen zwischen 
I und II, zwischen II und Ill und zwischen III und IV, und man hat 
das Kriterium 

{), 
zwischen 

Anzahl der 
Lösungen 

~. 
zwischen 

I und II I o 
II " III I und II 

III " IV 2 I und II, II und III 

Von den drei positiven Wurzeln entspricht eine der Erdbahn (r" = R" 
oder 1;" = {}") und scheidet aus. Im Falle der doppelten Lösung kann erst 
durch weitere Beobachtungen entschieden werden, welches die der 
beobachteten Bahn entsprechende Lösung ist. 

Die Anwendung der Tafel sei durch ein Beispiel erläutert. Gegeben 
sei{}"= 138°30' 55", lgm0 = 9.90482, q0 =-32° 57'rr". lg m0 liegt bei 
q0 =-32° 57' rr" innerhalb der durch lg m' und lg m" bezeichneten 
Grenzen. Von den drei positiven Wurzeln kann nur die zwischen Ill und 
IV gelegene der Erdbahn entsprechen, da für qo_ -33° die Wurzeln liegen 

zwischen 88° 54' und 106° 6' 
106 6 " 130 54 
130 54 " 138 27 . 

Es findet hier eine doppelte Lösung statt; für die beiden Wurzeln von 
C" ergeben sich die Werte 94 °34' 57'' bzw. rr8°55' 45". 

b) Die Auflösung der Gaußsehen Gleichung. Die Auflösung kann 
leicht durch Versuche erfolgen. Dabei ist vor allem die Beschaffung 
eines brauchbaren Näherungswertes anzustreben. 

Im Falle der Bestimmung einer elliptischen Bahn eines Kometen 
ist fast stets ein Näherungswert der Unbekannten aus einer voran
gegangenen parabolischen Bahnbestimmung bekannt. Ist kein solcher 
bekannt, so ist bei seiner Wahl zu beachten, daß C" <fJ" sein muß. 
Handelt es sich um einen Asteroiden in der Nähe der Opposition, so ist 
c" im allgemeinen klein, also sin c: und damit sin (C" -q 0) eine kleine 
Größe. Jedenfalls darf man q0 als einen Näherungswert von 1;" ansehen. 
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TIETJEN empfiehlt zur Lösung der Gleichung folgendes rasch zum 
Ziele führende Verfahren. Ist - bei Weglassung der Indizes - q + d!;, 
der' genaueWert von!;,, so muß die Gleichung 

sin dl;, = msin (q + d!;,) 4 

erfüllt sein. Daraus folgt durch Entwicklung, daß genähert 

dl;, = msinq4 + 4msinq3 cosqdl;, 
oder 

d!;, . (!;,' ) m sin q4 = sm - q = I - 4 m sin q4 ctg q (32) 

sein muß. Mit dem hieraus sich ergebenden Wert !;,' leitet man den 
nächsten Näherungswert !;," aus sin (!;," -q) = m sin !;,'4 ab. Man kann 
aber für !;," sofort eine verbesserte Näherung !;,'" angeben. 

Aus sin (!;, - q) = m sin !;,4 folgt 
lgm + 4lgsinl;, -lgsin(l;,- q) = o. 

Setzt man hierin den Näherungswert !;," ein und nennt den übrig
bleibenden Fehler I, so ist lg m + 4 lg sin !;," -lg sin ( !;," - q) =I· Nennt 
man d die logarithmische Differenz für I" Änderung von !;," in sin !;,", 
D diejenige für I" Änderung in sin ( !;," - q) , d !;," die Korrektion von !;,", 
die I zum Verschwinden bringt, so daß !;," + d !;," = !;,'" der wahre Wert 
ist, so ist 

oder 
(33) 

Nun ist 
I = lg m + 4lg sin !;," - lg m - 4lg sin !;,' = 4lg sin !;," - 4lg sin !;,' 

= 4d (!;,"- !;,'). 
Eingesetzt erhält man 

!;,"' = !;," + 4 d (!;," - !;,') 
D-4d 

einen Wert, der selten einer weiteren Verbesserung bedarf. 

(34) 

BANACHIEWICZ löst die Gleichung mit Benutzung einer Tafel auf, 
die von extremen Fällen abgesehen, mit einem Parameter das Problem 
in sehr kurzer Zeit auf direkte Weise löst. Die Tafel, die alle Angaben 
über Formeln und Gebrauch enthält, leistet in der Praxis sehr gute 
Dienste. 

Ist die Unbekannte !;,2 ermittelt, so kann man nach den Gl. (27) und 
(28) Näherungswerte von r2 und Llz, nach Gl. (23) Näherungswerte von 
n,, n3 und nach den Gl. (20) endlich die 12•, e3 und damit die LI,, Ll 3 

bestimmen. Es ist 

LI, = 12• sec ß, , L1 3 = e3 sec ß3. 

Nach Bekanntwerden der LI; sind jetzt die Beobachtungszeiten t; 
um die Aberrationszeiten zu korrigieren. (Vgl. die Bemerkung S. 8o.) 
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§ 32. Das Verbesserungsverfahren. 
Die gefundenen Werte der ni, n3 ermöglichen die Einleitung des Ver

suchsverfahrens, das in der Variation der ni, n3 besteht und abgeschlossen 
ist, wenn die Gleichungen 

(35) 

streng erfüllt sind. (Siehe die entsprechenden Ausführungen in § 25.) 
Um die Y; berechnen zu können, müssen zunächst die Radien

vektoren r; und die Differenzen der wahren Anomalien V; oder der Ar
gumente der Breite u; berechnet werden. Das geschieht in folgender 
Weise. Nach den Gl. (3. ro) 

r; cos b; cos (l; - L;) = (!i cos (A.; - L;) + R; 
r; cos b; sin (l; - L;) = (!i sin (A.; - L;) 
r; sin b; = (!; tg ß• 

werden zunächst die r; und die heliozentrischen Längen und Breiten 
l; und b; abgeleitet. 

Aus den heliozentrischen Koordinaten der beiden äußeren Orte 
können Näherungswerte für die Knotenlänge bl, und die Neigung gegen 
die Ekliptik i bestimmt werden. Nach Gl. (3. 8) ist 

tg i sin (11 - bb) = tg bi 
tg i sin (13 - bb) = tg b3 • 

Zwecks Auflösung nach Q. und i nimmt man die schon in Gl. (7.4) be
nutzte Transformation vor und erhält die Gleichungen 

tg i sin (li - bb) = tg bi 

t . (l n) tg b3- tg b, cos (13 - l,) (37) 
g t COS I - o6 = . (l l ) , 

Sill 3- I 

die bl, und i mit voller Sicherheit geben. 
Die zur Bestimmung der u; erforderlichen Gleichungen 

tg u; = tg (h- bb) sec i (38) 
erhält man nach Gl. (3: 8). 

Damit ist auch die Möglichkeit der Berechnung der Verhältnisse 
von Sektor zu Dreieck Y; nach einer der in Abschnitt 2 dargelegten 
Methoden gegeben. Für die logarithmische Rechnung ist in den weitaus 
meisten Fällen der Praxis das Enckesche Verfahren ausreichend und 
außerordentlich bequem in der Anwendung. Nur in seltenen Fällen ist 
man genötigt, zu dem Gauß-Tietjenschen Verfahren überzugehen. 

Mit den so gefundenen Werten der Y; erhält man nach Gl. (35) neue 
Werte der n1, n3 , die im allgemeinen mit den Ausgangswerten nicht 
übereinstimmen werden. Ist ein weiteres Näherungsverfahren not
wendig, so berechnet man neue Werte der v1 und v3 nach 

o 3 (:V• ) VI = n, r 2 y, - I , (39) 
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und damit wieder 
0 'JII 

nx = n, + 3 , 
"• 

und wiederholt die Rechnung mit diesen verbesserten Näherungswerten 
von nz, n3 . Das Verfahren ist als abgeschlossen zu betrachten, wenn die 
Ausgangs- und Endwerte dieser Größen übereinstimmen, d. h., wenn die 
Gl. (35) streng erfüllt sind. 

§ 33· Ableitung der Elemente. 

Die im letzten Näherungsverfahren erhaltenenen Werte der Yi 
werden nun zur Bestimmung des Parameters p nach Gl. (2. 12) 

,1-p _ r2 r3 sin (u3 - u2 ) _ _ r, r3 sin (u3 - u,) - _ r, "• sin (u.- u,) - (4o) 
r - ~o Yx - To Y2 - To Y3 

"I 2 3 

verwendet. Bestehen infolge von Abrundungsiehlern kleine Abwei
chungen zwischen den 3 Werten von (P, so gebe man dem mittleren 
entsprechend dem größeren Bogen erhöhtes Gewicht und benutze den 
Mittelwert. 

Die beiden Elemente ~ und i hat man schon in der letzten Näherung 
erhalten. Nun sind die noch fehlenden Elemente M, w, ffJ, p, ebenfalls 
aus den beiden äußeren Orten abzuleiten. 

Die für diese Orte aufgestellten Gl. (I. 26) kann man schreiben 
p r,- I= e COSVz = qz 

p 
- - I = e cos v3 = q3 , 
"3 

aus denen man in bekannter Weise die zur sicheren Bestimmung der 
Unbekannten e = sin ffJ und vz geeigneten Gleichungen 

ecosvz = qz 
. q, cos (u3 - u,) - q3 (4I) 

e s1n Vx = _.::_::__-----,.-'--:''-----'-..,.---= 
sm (u3 - u,) 

ableiten kanp.. Nun ist noch nach Gl. (I. 63) ui = Vx + w, und man er
hält w aus w=u1 -vx. Die Werte für v2 und v3 findet man dann aus 

v2 = ~ - w und v3 = u3 - w. (42) 

Die mittlere Anomalie M erhält man auf dem Wege über die ex
zentrische Anomalie E. Durch Verbindung der beiden Gl. (2. I3) mit 
den Faktorgruppen -sin ~Ex und cos ~Ex bzw. - sin ~E3 und cos ~ E3 
ergibt sich unter Beachtung von Gl. (r. 40) 

• I • I • • I 1'1 • ~ V-sm 2 (vz- Ex)= sm 2 qJ smEz = sm 2 qJ psmvz (43) 

und entsprechend 

• I ( E) . I lfa . E . I lrr; . 
Sill2 V3- 3 = Sill2f{J r ;;stn 3 = Sill 0 f{J r pSillV3, 
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dann nach Gl. (I. 39) 

Mr =Er- esinEr, M 3 = E3- esinE3. (44) 
Die mittlere tägliche Bewegung 1-l findet man nach Gl. (I. 3I) (m = o) 

aus 
k 

1-l = -i , wo a = p sec q;z • (45) 

Damit sind die gesuchten 6 Elemente M, w, f6, i, q;, 1-l bestimmt. 

§ 34· Formelzusammenstellung. 
Gegeben sind die Beobachtungszeiten ti, die geozentrischen auf das 

mittlere Äquinoktium eines Jahresanfangs reduzierten Beobachtungen 
rxi, CJ;, die nach den Gl. (3. 29) in die ekliptikalen Koordinaten A;, ß; 
verwandelt sind, und die zugehörigen Erdkoordinaten L; und lg R;. 
Die Breiten ß; des Gestirns sind nach den GI. (5. 5) korrigiert, so daß die 
B; streng gleich o gesetzt werden können. 

a) Konstante Hilfsgrößen. 

tg ]z sin (Ar - Kz) = tg ßr 

t J - (, - K ) - tg ß3 - tg ß, cos (A.3 - A.,) g z CO:::. JLr 2 - • (, , ) 
Slll 11o3- lloi 

Kontrolle: tg ] 2 sin (A3 - Kz) = tgß3 

tg ß~ = sin (A2- K 2) tg ] 2 

tg ]z sec ßz ao = ------- - ---
tg ßz- tg ß~ 

R 2 R 3 sin (L3 - L 2 ) N __ R, R 2 sin (L2 - L,) 
Nr = 3 R, R3 sin (L3 - L,) R, R3 sin (L3 - L,) 

Cr = ao Rr sin (Lr - K 2) 
c2 = a0 Rz sin (L2 - K2) 
c3 = ao R3 sin (L3 - K 2) 

Kontrolle: Nr Cr + N 3 c3 = Cz 

tg Wz = tg ß2 cosec (A2- L2) ~ 
tg #2 = tg (A2 - L2) sec w2 0° < #2 < I80° 

Kontrolle: cos #2 = cos (A2- L2) cosß2 

f = sin (A3 - Ar) cos ß2 
h = sin (A.3 - A.,) 

ao R, R 3 sin (L3 - L,) 

, R 3 sin (A.3 - L 3) R, sin (A.,- L,) 
gr = f c3 g3 = I c, 

U = sin (A.3 - Az) + U = sin (A.2 - A.,) _ 
r sin (A.3 - A.,) gr 3 sin (A.3 - A.,) g3 

sin ().3 - K 2 ) u: = ----'-o'-----'
h c3 

sin (A.,- K 2 ) u; = ----'-o---'-
h c, 

(I) 

(II) 

(III) 

(IV) 

(V) 
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b) Die erste Näherung. 

no = t3- t2 
I t3 - ti 

Q = i-k~ (t3- t2) (t.- ti) 

lgi-kz = 5.6g30I2-IO 

'Jir = Q (I + n~) v3 = Q (I + n~) 
ko = c1 (Nr - n~) + c3 (N3 - n~) 

, l0 = Cr 'Jir + C3 'J/3 

(VI) 

(VII) 

Die Ermittlung der Unbekannten geschieht bei logarithmischer 
Rechnung zweckmäßig mit Hilfe der Gaußsehen Gleichung 

sin (~z - qo) = mo sin ~!. 

q0 und m 0 erhält man aus den Gleichungen 

p,o sin qo = Rz sin {)z 
pP cosqo = Rz cos {}z + k0 

Z• 
mo = -:-:-=-----;----..--;--;;-p.0 (Rzsin#,)3 • 

(VIII) 

Die Gaußsehe Gleichung wird nach TIETJEN in folgender Weise aufge
löst. Als ersten Näherungswert für ~2 nimmt man ~:aus 

• ('"' 0) m• sinq"4 
Slll "" 2 - q = -I -_-4_m_•---,si:-n-=-q"c-4-c-,--tg_q_o 

an und leitet darauf c~ aus 

sin (~~- qo) = mo sin ~~4 

ab, notiert dabei die logarithmischen Differenzen d für I" bei lg sin c: 
und D für I" bei lg sin ( C': - q 0). Man erhält dann einen sehr genäherten 
Wert C':' für Cz aus 

'""' = '"" + 4 d ('"" - ,. ') 1"2 1"2 D _ 4 d 1"2 1"2 , 

mit dem die Versuche begonnen werden. Im Näherungsverfahren werden 
nur die letzten Ziffern geändert, so daß die Lösung praktisch sehr schnell 
erfolgt. 

Noch bequemer kommt man bei Anwendung der Hilfstafel von 
BANACHIEWICZ zum Ziele. 

Zu beachten ist, namentlich bei Kometen, die Möglichkeit einer 
doppelten Lösung. Das Kriterium für die Zahl der Lösungen lautet 
(siehe Tafel 4) 

#z Anzahl der ~l 
zwischen Lösungen zwischen 

I und II 0 

II 
" 

III I I und II 
III 

" 
IV 2 I und II, II und III 
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Da die Größe a 0 im allgemeinen unsicher bestimmt ist, so könnte 
man sich in entsprechender Weise wie im numerischen Beispiel mit ver
minderter Stellenzahl begnügen. Da aber erfahrungsgemäß verschieden
stellige logarithmische Rechnung im Verlauf einer Rechenoperation 
nicht im Interesse der Sicherheit der rechnerischen Ausführung liegt 
und der Vorteil der geringersteiligen Rechnung hier nur unbedeutend ist, 
so ist die genauere Rechnung vorzuziehen. 

Kontrolle: 

LI = R, sin (D.- (;".) 
z sin(;"2 

R2 sin 1}, rz = ---=..,.~-' 
sin(;"2 

Llz = ko _zo.!_ 
r~ 

Kontrolle: 

Wichtige Kontrolle: (!z tg ßz = ni {!I tg ßi + n3 (!3 tg ß3 • 

c) Das Verbesserungsverfahren. 

r, cos b, cos (l1 - L;) = e• cos (Ä; - L;) + R1 

(IX) 

(X) 

r; cos b, sin (l, - L;) = {!i sin (Ä; - L;) (XI) 

r,sinb, = e•tgß; 

tg i sin (li - 66) = tg bi 

t · (l _ n) _ tg b3 - tg bx cos (13 - 11 ) 

g~ COS I 00 - . (l l) s1n 3- x 

Kontrollen: tgi sin (12 - 66) = tgb2 

tgisin (l3 - 66) = tgb3 

tg u, = tg (l, - 66) sec i. 

Die ui liegen in demselben Quadranten wie die li - 66. 

K t ll rz r3 sin (u3- Uz) rx "• sin (Uz- U1J on ro e: ni = n3 = . . 
rx r3 sm (u3 - Ux) rx r3 sm (u3 - Ux) 

(XII) 

{XIII) 

Sind die Winkel u3 - Uz, u3 - ui, Uz - Uz sehr klein, so wird diese Kon
trolle nicht immer exakt stimmen. Bezeichnet man die logarithmische 
Differenz für I" bei lg sin (u3 -u2) und lg sin (uz -ui) mit di und d3 , 

die aus den Kontrollgleichungen folgenden Werte mit n~ , n~ , so wird man 
diese mit den früheren in Übereinstimmung bringen, indem man setzt 

(Ju = (lg n,- lg n~)- (lg n 3 -lg n~) 

2 (dx + d3) 
Stracke, Bahnbestimmung. 8 



Methoden der ersten Bahnbestimmung. 

und in den Kontrollgleichungen statt der U; die Werte ur+ ()u, u,.- ()u, 
u3 +()u anwendet, wobei ()u den Wert o':2 bei 6stelliger Rechnung 
nicht erheblich übersteigen darf. 

Llr =er secßr Ll 3 = e3 secß3 

t~ = tr - A .Lir t~ = t,. - A .LI,. t~ = t3 - A .LI3 (XIV) 

lg A = 7·76II8_10 in Einheiten des mittleren Tages 

21 r, r3 1 ( ) 2"}1 rr r3 1 cosyr = -+ cos 2 u3 - u,_ cosy,. = -+ cos 2 (u3 - ur) 
~ ~ ~ ~ 

2 ~ rr r, 1 ( ) cosy3 = rr + r, cos 2 u,.- U 1 (XV) 

1 sec 'Y,; 
F,;=lg =lg-----

2sin~yl secy,;-I 

Die F; kann man auch mit den Argumenten lg sec y; aus den Zechschen 
Subtraktionstafeln entnehmen. 

(t~- t~)· (t~- t~)· (t~ - t~)· 
'f}r= (r.+r3)3 'f}z= (rr+r3)3 'fJ3= (rr+r,)3 

lg y,; = a' 'f}i + a" '1},; - b" 'f}i, 

wobei in Einheiten der 6. Stelle 

lg a' = 2.233886 
lg a" = 2.61410 - ri 
lg b" = 9·034II-ro 

Bei Bögen bis zu etwa 30 ° sind diese Werte ausreichend. Bei größeren 
Bögen fügt man obigem Ausdruck für die Y; entweder noch das Glied 
6. Ordnung (siehe S. 28) hinzu oder man wendet das Gauß-Tietjensche 
Verfahren (siehe S. 29) an, das stets anzuwenden ist, wenn obige 
Glieder nicht ausreichen. 

o Y• o Y• nr = nr =- n3 = n3 =- (XVI) 
Yr Y3 

Stimmen die so erhaltenen Werte der nr, 'n3 mit den aus den GI. (X) er
haltenen überein, so kann man sofort an die Ableitung der Elemente 
gehen. (Siehe die Ausführungen auf S. 8r). Andernfalls rechnet man 
mit den Werten 

0 t~- t~ 
n3 = t~- t~ 

v3 = n~ r; (~ - I) 
(XVII) 

die Formelsysteme (VII) bis (XVI) erneut durch. Das Verbesserungs
verfahren ist als abgeschlossen zu betrachten, wenn in den nr , n3 keine 
Änderung mehr eintritt. 

d) Die Ableitung der Elemente. 

,J.i. _ r2 r3 sin (u3 - u2)- _ rr r3 sin (u3 - Ur) - _ rrr,sin (u,- Ur)- (XVIII) 
rl'- k(t~-~) Yr- k(t~-t~) Yz- k(tg-t~) Y3· 
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Die 3 Werte von y p müssen, bis auf etwaige Abrundungsfehler, über
einstimmen, wenn die ui korrigiert und das Verbesserungsverfahren 
abgeschlossen war. Bei nicht genauer Übereinstimmung gebe man dem 
mittleren Wert, entsprechend dem größeren Bogen, erhöhtes Gewicht und 
nehme den Mittelwert. 

p 
qi =--I 

ri 

e COSVI = qi 
. qi cos (u3- ui) - q3 e s1n vi = -=-------:-.-'---:''---_____c--:----"-"

sm (u3 - u,) 

w = UI- VI 
Vz = Uz -- w V3 = U3 - w 

Kontrollen: e cos v3 = q3 
p 

r + e cos v, = r z 

sin tp = e a = p sec cpz 

(XIX) 

• I ( E ) · I 1 / r, · sm 2 vi - I = sm 2 tp V p sm vi (XX) 

sin f (v3 - E3) = sin f tp V 7! sin v3 

Kontrolle: a costp sinf (E3 - EI)= yrir3 sinf (v3 - vi) 

Kontrolle: 

MI= EI-e" sinEI 
M 3 = E3 - e" sinE3 

k" 
ft = -y 

lg e" = lg e + 5.314425 

lg k" = 3·550007 
(XXI) 

Bei größeren Bögen leitet man ft besser aus der letzten Gleichung ab 
und a aus 

- ( k")~ a--

"" MI + ft (to - t~) = Mo= M3 + ft (to - t~). 

e) Kontrolle durch Nachrechnung von Beobachtungen. Über die 
Auswahl der Kontrollbeobachtungen siehe die Ausführungen auf S. 8g. 
Zur Nachrechnung von I oder 2 Beobachtungen sind die Gl. (;r. 39), 
(r. 40), (3. n) 

M = Mo + ft (t0 - to) 
E- e"sinE = M 

r sin v = a VI- e2 sinE = a costp sinE 
r cosv = a (cosE- e) 

u=v+w 

LI cos ß cos (Ä - .Q,) = r cos u - R cos (L - .Q,) 
LI cos ß sin (.A. ·- .Q,) = r sin u cos i - R sin (L - .Q,) 
Llsinß = rsinusini 

(XXII) 

(XXIII) 

8* 



II6 Methoden der ersten Bahnbestimmung. 

geeignet (t 0 ist die um Aberrationszeit korrigierte Zeit). Will man 
zahlreiche Beobachtungen nachrechnen, so bedient man sich besser der 
Gl. (3. 19) als der obigen Gleichungen. Dabei wird die Kenntnis der 
Gaußsehen Konstanten vorausgesetzt, die nach Gl. (3. 17) ermittelt 
werden können (siehe auch § 70). 

Zur Ermittlung der Aberrationszeit, der Parallaxe und der Kor
rektion für Sonnenbreite kann man die Entfernungen mit genügender 
Genauigkeit mit Hilfe der Werte für die benutzten Beobachtungen 
bestimmen. Über die zweckmäßige Berechnung der exzentrischen 
Anomalie E siehe die Ausführungen in § 67. Die Reduktion der Be
obachtungen und die Entnahme der Sonnenkoordinaten erfolgt in 
derselben Weise wie bei den der Bahnbestimmung zugrunde gelegten 
Größen. 

§ 35· Beispiel. 
a) Ausgangsdaten und konstante Hilfsgrößen. Gegeben seien die 

tapazentrischen Beobachtungen des Planeten 931 Whittemora 

Ort 1920 M. Z. Algier oc,9•o·o b,92o-o 

Algier März zo 9h 5m 52s nh 19m 51~ 19 + 18 o 47' 29~'6 
Apr. 24 II 25 55 II 3 47·65 +19 32 50.1 
Juni 4 9 I4 47 II 13 30.42 + 16 48 46.3 

Die Reduktion dieser Beobachtungen (Verwandlung der mittleren 
Ortszeiten in M. z. Gr., Umwandlung der tapazentrischen in geozen
trische Koordinaten) wird gemäß den Ausführungen in § 22 vor
genommen. Es wird vorausgesetzt, daß eine Bahnbestimmung aus 
kürzeren Zwischenzeiten vorangegangen ist (siehe das Beispiel in § 28), 
die die zur Berücksichtigung der Parallaxe in rx; und /ji und zur Berech
nung der Aberrationszeiten sowie der Korrektionen der Planetenbreiten 
wegen der Sonnenbreiten erforderlichen geozentrischen Entfernungen Lli 
liefert. Man erhält 

1920 M. Z. Gr. 
März 20.37065 

55·46790 
96·37684 

Ig LI 
0.3554 
0.4191 
0.5II7 

Pa. 
-0~13 
+o.rz 
+0.10 

Pil 
+1'!4 
+r.z 
+ 1.1 

ALl 
0.01308 
0.01515 
0.01875 

Die geozentrischen äquatorialen Beobachtungen rx.;, (Ji seien nach den 
Gl. (3.29) in die geozentrischen ekliptikalen Koordinaten A;, ß; ver
wandelt. Die zugehörigen Erdkoordinaten L; (=Loi ±r8o 0 ), B; 
= - B0 ;, lg R; werden dem B. J. entnommen. Damit die Boi streng 
gleich Null gesetzt werden können, seien die ß; nach Gl. (5. 5) korrigiert. 

tO 
I 20435757 ß, + 13°17' zr'!z 

tO 
2 55·45275 ß· + 12 28 8.4 

tg 96.35809 ß3 + 10 52 19-3 

.i\., 163°18' 23'!z L, I 79° 57' 13'!3 R, 9·998434 
i\., 159 25 52-5 L, 214 26 52.6 R, 0.002725 
;.3 162 42 0.7 L3 253 53 r8.2 R3 0.006362 
K, r6o 3 50·7 K, r6o 3 50·7 ao 1.204206 
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A3- Az + 3016' 8'!z sin (A3- Az) 8.756049 
A3-Ar -0 36 22.5 sin (A3- Ar) 8.o24521n 
Az- Ar -3 52 30·7 sin (Az- Ar) 8.8z984on 

tg ßr 9·373264 tg ]z sin (Ar- Kz) 9·373264 
COS (A3- Ar) 9·999976 COS (Ar-Kz) 9·999305 

- tg ßr COS (A3 -Ar) 9.37324on tg ]2 COS (Ar- K2) 0.620063 
Add. 9.36II39 tg (Ar-Kz) 8.753201 
tg ß3 9.283445 Ar-K2 3°14' 32'!5 

Zähler 8.644584n tg ]z 0.620758 
(I) sin (A3- Ar) 8.o24521n sec ßz 0.010366 

A3-K2 2°38' 1o'!o sin (A3- Kz) 8.66z688 
Az-K2 359 22 r.8 sin (Az- Kz) 8.043158n 

tg ]z sec ß2 o.63u24 -tgßg 8.663916 
tg ßz-tg ßg 9.426918 Add. 0.082276 

ao 1.204206 tg ßz 9·344642 

L-L* 39°26' 25'!6 73°56' 4'!9 34°29' 39'!3 
sin (L-L) 9.802963 9.982699 9·753065 

RR 0.009087 0.004796 O.OOII59 (II) 
RR sin (L -L) 9.812050 9.987495 9·754224 

Nr 9.824555 N3 9·766729 

L-Kz 19° 53' zz'!6 54°23' 1'!9 93° 49' 27'!5 
sin (L-Kz) 9·531746 9·910057 9·999032 

a0 R 1.202640 1.206931 1.210568 
c 0.734386 r.rr6988 r.2096oo 

N,c, 0.558941 
(III) 

Add. 0.140659 
N3e3 0.976329 

e3 I.II6988 

Az-L2 304 o 58' 59'!9 {}2 55°57' 25'!3 
tg ßz 9·344642 sin {}2 9·918354 

sin (Az -Lz) 9.913453n Rz 0.002725 
tg Wz 9.43rr89n cos {}z 9·748045 (IV) 

sec W2 o.o15z68n COS (Az -Lz) 9.7584II 
tg (Az -Lz) 0.155042n cos ß2 ·9·989634 

tg {}z 0.170310 cos {}2 9·748045 

cos ßz 9·989634 R, R 3 sin (L3- Lr) 9·987495 
sin (A3- Ar) 8.o24521n ao 1.204206 

ao R, R3 sin (L3- Lr) 1.191701 
I 8.014155n h 6.83z8zon 

A3-L3 z68°48' 42'!5 Ar-Lr 343°21' 9'!9 
sin (A3 -L3) 9.999906n sin (Ar -Lr) 9.457092n 

R3 0.006362 Rr 9·998434 
R 3 sin (A3 - L 3) o.oo6z68n Rr sin (Ar- Lr) 9.455526n 

(V) fe3 9.223755n je, 8.748541n 
g, 0.782513 -g3 o.7o6985n 

Add. 9.095400 Add. 9·405015 
sin(Ä-A): sin (A-A) 0.731528n sin(A-A): sin (A-A) 0.805319 

u, 9.826928 u3 O.II2000 

sin (A3-Kz) 8.66z688 sin (Ar -Kz) 8.752507 
he3 8.o4242on her 7.567206n 
U' I o.6zoz68n U' 3 1.185301 n 

* Bezüglich der Indizes siehe Fußnote * auf S. 90. 
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b) Die erste Näherung. 
tg- tg 40~90534 (tg- tg) (tg- t2) 3·157027 
tg- t~ 76.00052 i k• 5.693012 
t~-t~ 35.09518 

tJ- tg 1.6II780 1+n~ 0.187020 
tJ- t2 r.88o817 Q 8.850039 
tg- t~ !.545247 1+ng 0.164881 

N, 9.824555 N3 9·766729 
(VI) 

Add. 9·381090 Add. 9·424238 
nO 

I 9·730963 ng 9.664430 
N,-n~ 9.II2053 N 3-ng 9.088668 

Cr 0.734386 c3 1.2096oo 
'Vr 9·037059 '1'3 9·014920 

c,(N,-n~) 9·846439 C1V1 9·771445 
Add. 0.131401 Add. 0.131076 

c3 (N3-nJ) 0.298268 c3v3 0.224520 (VII) 
kO 0.429669 zo 0.355596 

Add. o.o82591 p, 0 o.526o8o 
RzcosfJz 9·750770 (R,sinfJ,) 3 9.763237 
p,Osinq 0 9.921079 p, 0 (R,sinfJ,) 3 0.289317 

cos q0 9.98618o sin q 0 9·395ooo (VIII) 
p,° COS q0 0.512260 m 0 0.066279 

tg q0 9.408819 sin q0 4 7.58oooo 
q 0 !4° 22' 39'!8 msinq 04 7.646279 

Bei Anwendung von Tafel4 erkennt man leicht, daß nur eine Wurzel 
der Gaußsehen Gleichung in Betracht kommt, und zwar die zwischen I 
und II gelegene. 

Die Auflösung der Gaußsehen Gleichung mit Hilfe der Tafel von 
BANACHIEWICZ oder nach dem Tietjenschen Verfahren (siehe S. nz) 
ist auf einem Nebenblatt erfolgt. 

{}, 55°57'25'!3 
c. 14 39 3·1 {},- c. 41°18'22'!2 

R 2 sin {}2 9.921079 sin ({}z- Cz) 9.819598 
sin Cz 9·402997 Rz 0.002725 

rz o.518o82 Rz sin ({}z- Cz) 9.822323 
r3 !.554246 sin Cz 9-402997 2 

_zo o.355596n Llz 0.419326 
(IX) 

-l 0 :r~ 8.801350n cos ßz 9.989634 
Add. 9 .989658 (!z o.40896o 

kO 0.429669 tg ßz 9·344642 
LI. 0.419327 (!z tg ßz 9·753602 

vr:d 7·4828!3 v3 :r~ 7·460674 
Add. 0.002446 Add. 0.002708 

no 
I 9·730963 ng 9.664430 

N, 9.824555 N3 9·766729 
Add. 9.368321 Add. 9.41 u81 

n, 9·733409 n3 9.667138 
N,-n, 9.101730 N3-n3 9.078319 

U' I o.62o268n U' 3 1.185301 n 
U', (N,-n,) 9.721998n Uj (N3-n3) o.26362on 

Add. 9.84u88 Add. 9·907729 
(X) 

Ur(!z 0.235888 U3ez o.52096o 
nr(!r 0.077076 n3e3 0.171349 
tg ß, 9·373264 tg ß3 9· 283445 

(!I 0.343667 (!3 0.5042II 
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nr Qr tg ßr I 
Add. 

n3 1!3 tg ß3 I 
e• tg ß• 

c) Das Verbesserungsverfahren. 
sin (Ä- L) 9-457092n 

e 0.343667 
cos (Ä- L) g.g8I405 

e cos (J.- L) 0.325072 
Add. o.r67722 

R 9.998434 
r cos b sin (l- L) g.8oo759n 

cos od. sin (l- L) 9.991212 
r cos b cos (l- L) 0.492794 

tg (l- L) 9.307965n 
l- L 348°30' 46'!r 

r sin b 9.716931 
sec b 0.005776 

r cos b o.501582 
tg b 9.215349 

COS (l3 -Ir) 
- tg br COS (l3- Ir) 

Add. 
tg b3 

Zähler 
sin (13 -Ir) 

tg i sin (Ir - ,Q,) 
sin (Ir - ,Q,) 

tg i cos (Ir - ,Q,) 
tg (Ir- ,Q,) 

tg i 
sin (12 - ,Q,) 
sin (13 - ,Q,) 

tg (lr-.Q) 
tg (I.- ,Q,) 
tg (13- ,Q,) 

sec i 
tg Ur 

tg u. 
tg u3 

sin (u- u) 
rr 

rrsin (u-u) 
nr 

Diff. 

9·990453 
g.2o58o2n 
9.165777 
9.265168 

8.371579 
9.3r68o5 
9.215349 
9.915257 
9.054774 
0.160575 
9·300092 
9·941947 
g.g65075 

0.160575 
0.256791 
0.379II5 
0.008481 
o.r6go56 
0.265272 
0.387596 

9.034950 
1.047813 
0.082763 
9·733408 

+r 
0.343667 
0.0II788 
0.355455 
8.II664 
0.01308 

20~35757 
55·45275 
g6.358o8 

9·450340 
o.2g88og 
9·454794 
9·753603 

9.913453n 
O.f08960 
9·7584II 
0.167371 
0.226463 
0.002725 
0.322413n 
9.882272 
0.393834 
9.928579n 

3190 41' 24': 4 
9·753602 
0.006521 
0.5II562 
9·242040 

u3 -u2 

u 3 -ur 
Uz-UI 

9.312267 
1.037088 
0.349355 

n3 
Diff. 

0-40896o 
0.010366 
0-419326 
8.18051 
0.01515 

t~- tg 
t~- t~ 
tg- t~ 

g.999906n 
0.5042II 
8.316734n 
8.820945n 
9·970695 
0.006362 
o.504II7n 
g.g8r62gn 
9·977057 
o.527o6on 

286°32' 52':9 
9.787656 
0.007242 
0.522488 
9.265168 

168°27' 59'! 4 
174 8 17.0 
rSo 26 II.I 
Il3 6 27.6 

II 58 11.7 

55 21 31.8 

ng 

(XI) 

6r r 49-4 (XII) 
67 19 43·5 

0.507358 
o.5r8o83 
0.529730 

55°52' 48'!9 
6r 30 7.2 
67 43 26.2 

6 13 r9.o (XIII) 
li 50 37·3 

5 37 18.3 
8.991052 
1.025441 
0.016493 
9.667138 

0 

o.5042n (XIV) 
0.007866 
0.512077 
8.27J26 
0.01876 

I.6II780 
r.88o8r7 
!.545247 

Die Logarithmen der Zwischenzeiten und damit n~, 

bleiben unverändert. 
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~ (u-u) 3°6' 39'!5 5° 551 r8'!6 2°48' 391!2 
2 frr 0.523906 0.518544 0.5127 20 

2frr 0.824936 0.819574 0.813750 
r+r 0.824975 0.819718 0.813784 

2 frr:(r+r) 9.999961 9·999856 9·999966 
cos~ (u-u) 9·999359 9·997676 9·999477 

secy o.ooo68o 0.002468 0.000557 
r 2.80562 2.24667 2.89221 

(tO- t0)> 3.223560 3·761634 3·090494 
(r+r)3 2.474925 2.459154 2.441352 

'TJ 0.748635 1.302480 0.649142 
(XV) 

a" 9.80848 0.36743 9·72189 
'TJ' 1.49727 2.60496 1.29828 

a''TJ 2.982521 3·536366 2.883028 
a"'TJ 0.55712 1.66991 0.37103 

- b"'TJ' o.53138n 1.63907n o.33239n 

a''TJ + 960.6 + 3438·5 +763·9 
a"'TJ +3.6 +46.8 +2.3 

- b" 1J' -3·4 -43·6 -2.1 
y + 960.8 + 3441.7 +764.1 

y,:y, 0.002481 ;;.:;;3 0.002678 
nO 9·730963 n~ 9.664430 I 

n, 9·733444 n3 9.667108 (XVI) 
Diff. -35 Diff. +30 

Die großen Differenzen in den Anfangs- und Endwerten der nr, n3 
machen eine 2. Näherung notwendig. 

(y.: y,) -1 
r3 

r~ [(Y,: y,) - r)J 
'VI 

7·758000 
1.554246 
9·312246 
9·043209 

Mit diesen Werten von 'llr, v3 

Werten von n~ , n~ wird das 
durchgerechnet. 

(Y.: Y3)- I 
r~ 

r~ [(Y,:y3) -r)] 
'~'3 

7·791333 
1.554246 
9·345579 
9.orooo9 

(XVII) 

und den hier unverändert gebliebenen 
Formelsystem (VII) bis (XVI) erneut 

Als Ergebnis der 2. Näherung erhält man 

~: I 
(/3 

0.409011 
0.504205 

~I II3° 51 221!8 
9·733443 

0.507431 
o.518122 
0.529724 

55°531 49'!7 
6r 31 6.1 
67 44 30·4 

1!0 17' 51!0 

9.667107 

Da diese Werte der nr, ~ mit den Ausgangspunkten der Näherung 
völlig übereinstimmen, so kann das Verbesserungsverfahren als ab
geschlossen betrachtet und zur Ableitung der Elemente M, w, rp, p, ge
schritten werden. 

d) Die Ableitung der Elemente. 
rrsin (u-u) y 

k (tO -t0) 

fp 
0.083859 
9·847361 
0.236498 

p 

0.352897 
0.1!6398 
0.236499 
0.472998 

0.017328 
9.780828 (XVIII) 
0.236500 



p:rx 
Add. 

qx 
cos (u3- Ux) 

q, cos (u3- u,) 
Add. 
-q3 

Zähler 
sin (u3 -u,) 

e sin Vr 
sin Vr 

e cos Vr 
tg Vx 

rp 
cos rp 

cos rp• 
a 

f r,: p 
sin rp/2 

sin Vr 
sin (vr- Er) 

(vx -Ex) 
Vx -Ex 

Er 
E3-E, 

f (E3 -E,) 
sin f (E3- Er) 

a cos rp 

a cos ·rp sin f (E3- Er) 

sin Er 
e" 

e" sin Ex{ 

Mx 

M3-Mx{ 

t~- t~ 
to 

to-t~{ 
ft 

ft (to--:- t~ l{ 
Mo 

7. Die Methode von GAUSS-ENCKE. 

9.965567 p:r3 9·943274 
8.9!6525 Add. 9.144669 
8.882092n q3 9.087943n 
9.990653 
8.872745n (I) 307°47' 2o'!o 
9.807087 Vr 108 6 29·7 
9.087943 v. !!3 43 46.! 
8.679832 v3 I 19 57 10.4 
9·31230! cos v. 9.6o4678n 
9·36753! e 9·389592 
9·977939 sin 1" 5·314425 
8.882092n cos v3 9.69835on 
o.485439n e cos v, 8.99427on 

r +e cos v2 9·954874 
14 ° II 1 451!8 r, o.sr8r24 
9.986531 a3 1.499808 
9·973062 k" 3·550007 
0-{99936 a3 

2 0.749904 
ft 2.800!03 

0.0!72!6 V r3:p 0.028363 
9.091904 sin rp/2 9.091904 
9·977939 sin v3 9·937737 
9.087059 sin f (v3- E 3) 9.058oo4 
70 r' 81!o f (v3 -E3) 6°331 45'!4 

14 2 r6.o v3 -E3 13 7 30.8 
94 4 13·7 E3 106 49 39.6 
12 45 25·9 V3- Vr II 50 40.7 
6 22 43·0 f (v3- v,) 5 55 20.4 

9.045706 sin f (v3 - v,) 9.013596 

0-{86467 f rx r3 0.518578 

9·532173 f r,r3 sin f (v3- v,) 9·532!74 

9.998903 sin E 3 9.980993 
4·7040!7 e" 4·7040!7 
4·702920 e" sin E 3{ 4.685010 

qo o' 56'!9 13°26' sS'!3 
So 3 16.8 M3 93 22 4!.3 
13 19 24·5 
4.680919 
r.88o8r7 

6o~o 

'39·64243 to-t~{ -36~35808 1.598r6r 1.56o6or n 
2.800!02 ft 2.800!02 
4·398263 p, (to-t~){ 4.360703n 
6° s6' sS'!6 -6° 221 251!8 

87 0 !5·4 Mo 87 0 !5·5 

Zusammenstellung der Elemente. 

Epoche: to = 1920 Apr. 29.0 M. Z. Gr. 
Mo 87° o' 15':4 (I) I 307° 47' 2o':o } Ekliptik 

rp 14 II 45.8 6/, II3 5 22.8 Mittl. Äquin. 
p, 631'!w6 i II 17 s.o 1920.0 

lg a 0.499936 

I2I 

(XIX) 

(XX) 

(XXI) 

e) Kontrolle durch Nachrechnung einer nicht benutzten Beobachtung. 
Beobachtung: 1920 Apr. 6 gh 46m 43" M. Z. Algier 

o; uh 9m 26~52 } M'ttl Ä . 
{J + 190 36, 42~,6 1 . qum. 1920.0 



122 Methoden der ersten Bahnbestimmung. 

Die Reduktion dieser Beobachtung und die Umwandlung in eklip
tikale Koordinaten ist im Beispiel S. 66 und 43 erfolgt. Für die Berück
sichtigung der Aberrationszeit wird LI dem Beispiel des 6. Abschnitts 
entnommen. 

t 37~39902 
ALl 0.01389 

to 37.38513 
to _ tJ - 22.61487 

"1. 1.354394 n 
p, 2.8oo102 

{ 4.154496n 
p,(to-to) -3°57'52'~4 

Mo 87 0 15.4 
M 83 2 23.0 
E 96 59 II.8 

a cos rp 0.486467 
sin E 9.996763 
cos E g.o85o67n 
Add. 0.174930 

-e 9.389592n 
cos E -e 9.564522n 

a 0.499936 
r sin v 0.483230 

sin v 9·970528 
r cos v o.o64458n 

tg V 0.418772n 
v uo 0 52' 12'!5 

(J) 307 47 20.0 

L 196 46 24,6 
~ II3 5 22.8 

L-~ 83 41 r.8 
sin (L - ~) 9-997356 

u 
sin u 

cos u 
sin i 

rsin u 
cos i 

rsinucosi 
Add. 

-Rsin (L-~) 
rcos u 

Add. 
-Rcos (L-~) 

LI cos ß sin (Ä- ~) 
sin (Ä- ~) 

LI cos ß cos (Ä - ~) 
tg (Ä-~) 

Ä-~ 

LI sin ß 
cosß 

LI cos ß 
tg ß 

Ä 
ß 
LI 

58°39' 32'!5 
9-931502 
0.512702 
9.7I6II2 
9-291557 
0.444204 
9-991522 
0.435726 
g.8o2847 
9.9978grn 
0.228814 
9-970794 
9.041986n 

0.238573 
9.868094 
0.199608 
0.038965 

47° 34' o'!7 

9-735761 
g.g88626 
0.370479 
9-365282 

160°39' 23'!'5 
+ 13 3 20.0 

0.381853 

R o.ooo535 cosßdÄ +o'!4 
cos (L- ~) 9.041451 dß + o.8 

(XXII) 
(XXIII) 

Die geringe Abweichung dieser 17 bzw. 18 Tage von den beiden ersten 
benutzten Beobachtungen entfernt gelegenen Beobachtung spricht für 
die Sicherheit der abgeleiteten Elemente. 

8. Abschnitt. 

Die Methode von WILKENS. 

§ 36. Die Fundamentalgleichungen. 
Bezeichnet man im ekliptikalen Koordinatensystem die geozentri

schen Polarkoordinaten eines Körpers mit Ä.;, ß;, LI; (i =I, 2, 3), seine 
heliozentrischen rechtwinkligen Koordinaten mit X;, y;, Z;, die recht
winkligen Sonnenkoordinaten mit X 0;, Y 0 ; , Z 0 ; , so bestehen zwischen 
diesen Größen die durch die Gl. (3. 3) und (3. 4) ausgedrückten Beziehun
gen. Bei Beseitigung oder Vernachlässigung der Sonnenbreiten oder bei 
dem Übergang auf den locus fictus ist Z 0 ; = o, und man erhält 

X; +X0 ; = Ll;cosß;cosÄ.; 
y;+Y0;=LI;cosß;sin),; (1) 
z; = Ll; sinß;. 
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Hierin sind die A;, ß;, X 0 ;, Y 0 ; bekannte Größen. Die A;, ß; werden nach 
den Gl. (3. 29) aus den zu den Beobachtungszeiten t; gehörigen (auf das 
mittlere Äquinoktium des Jahresanfangs bezogenen) Koordinaten rf..i, ~i 

ermittelt. Die Sonnenkoordinaten X o ; , Y o ; werden nach den Gl. (3. 2) 

aus den L 0 ;, R; abgeleitet, die für die auf den Nullmeridian reduzierten 
Beobachtungszeiten t; den Jahrbüchern entnommen werden. Diese 
Größen müssen auf das gleiche Äquinoktium wie die rf..;, ~i bezogen sein. 
Die unbekannten Größen X;, y;, Z; gelten für die Zeiten t; -A LI;. Da 
die Entfernungen LI; erst im Laufe der Bahnbestimmung bekannt 
werden, so können die Aberrationszeiten zunächst nicht berücksichtigt 
werden. 

Die unbekannten Entfernungen werden nun durch Division der bei
den ersten der Gl. (I) durch die dritte eliminiert. Man erhält die beiden 
Gleichungsgruppen 

I 
(x; + X 0 ;)- = ctgß;cosA; = a; 

Zi 

(y; + Y o;) ··~ = ctg ß• sinAo = bi, 
Zi 

(2) 

die zur Abkürzung gleich a; bzw. b; gesetzt sind. 
Die Aufgabe besteht darin, aus diesen 6 Gleichungen die der mittle

ren Beobachtungsepoche zugehörigen heliozentrischen Koordinaten 

Xz, yz, Zz nebst ihren Ableitungen dx., ddy., ~ zu bestimmen, mit 
dt t dt 

denen die 6 Bahnelemente durch die in Abschnitt I entwickelten Be
ziehungen verknüpft sind. 

Die Xr, x3 , Yr, y 3 , Zr, z3 können von der Zeit der mittleren Beobach
tung ausgehend in Reihen fortschreitend nach Potenzen der Zwischen
zeiten entwickelt werden 

Xr = Xz + (tr- iz) dxz + !:..(tr- t2 ) 2 d•xz +!:.. (t1 - t2 ) 3 d 3 x 2 + · .. 
dt 2 dt• 6 dt3 

( ) dxz I( )2 d2 X 2 I( )3 d3x2 

x3 = X2 + t3 - tz dt+ 2 t3 - tz dP + 6 t3- tz dt 3 + ·; ·. 
(3) 

Beachtet man, daß nach den Gl. (1. 3) und (2. 2) die rechten Seiten 
dieser Gleichungen (und analog die der Gleichungen für yr, y3 , Zr, z3) nur 
als Funktionen der Koordinaten und ihrer Geschwindigkeiten darstellbar 
sind, so erkennt man, daß die Gl. (2) bei Einführung der Reihenentwick
lungen der Gl. (3) in 6 Gleichungen übergehen, in denen nur die 6 Un-

dxz dy2 dz, f 
bekannten Xz, Yz, Zz, dt, dt, dt au treten mit Koeffizienten, die 

Funktionen von Y2 = y x~ + y~ + z: sind. 
Zur Abkürzung sei gesetzt 

+ Cl dx, I Ll• d•xz I Ll3 R ( ) 
Xr = Xz !':'Ir dt + 2 !':'!I dP + 6 !':'!I r X 

+ e dx, I L)2 d•xz I Cl3 R ( ) 
X3 = Xz ~ 3 (Jt + 2 !':'13 @ + 6 !':'13 3 X ' 
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wo 

(5) 

ist. 
Wird in den Bewegungsgleichungen (r. 3) die Masse m vernach

lässigt, so lauten sie nebst ihren Ableitungen -für die x~-Koordinate-

d" '*'• k• 
(jj2=--;r-Xz 

• 
d3 x2 3 k• dr, k• dx, 
dt3 = f4dtXz --;r-d,t • • 

d4 '*'• = kz [~ _ .:.:_ ( dr2 )•+ _1_ d•r•J + 6k• dr2 dx2 

dt4 r6 rs dt r4 dt2 Xz r4 dt dt 
2 2 2 2 

(6) 

d5 x2 = k~ [- IS k• dr, + 6o ( dr2 )3 _ 45 .!:.!:_ d•r2 J 
dt5 r~ dt rg dt r~ dt dt2 Xz 

+ kz [~ _ ~ ( dr•)'+ .2_ d•r•J dx,. 
1'~ 1'~ . d t 1'~ dt• d t 

Hierin sind die 2. und höheren Ableitungen lineare Funktionen von 

x~ und d;; , deren Koeffizienten noch von r~ und seinen Ableitungen 

abhängen. Nun bestehen zwischen den Größen die Beziehungen 

r: = x: + y: + z: 
dr2 I ( dx, dy, dz2 ) 

lit = "• Xzdt + YzTt + Zzdt (7) 
d•r2 =_:_I( dx,)'+ (dy,)'+ ( dz,)•-~ _ (!:.!:._)'] 
dP "• L dt dt dt r, dt ' 

so daß die 2. und alle höheren Ableitungen reine Funktionen von x~, 

y~, z~ und d;;, ie•, d;; sind. Das Gleichungssystem (4) ist also ganz 

durch die 6 Unbekannten des Problems darstellbar. 
In der Praxis der Bahnbestimmung dürfte man mit den Gliedern bis 

d5x, . 
dts vollkommen ausreichen. 

Führt man die Ausdrücke der GI. (4), wie die entsprechenden für 
die y- und z-Koordinaten unter Berücksichtigung der ersten Beziehung 
von GI. (6) in die GI. (2) ein, so erhält man die 6 Fundamentalgleichun
gen für die 6 Unbekannten in der Form 

t x k .02 I ) ( I k ,ao I ) .0 dx, .0 dz2 
I - - ~ 0' - Xz - ai I - - Z 0' - Zz + Ö't - - ai Ö't-

2 I 1'~ 2 I 1'~ d t d t 

= - X 0 I - i e~ RI (x) + i ai e~ RI (z) 

(I - ~ kz e· .!:_) Yz - bi (I - ~ k2 e· .!:_) Zz + ei d Y• - bi ei d z, 
2 I 1'~ 2 I 1'~ d t d t 

= - Y 0, - i e~ R1 (y) + * b1 e~ R1 (z) 

(8) 
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Xz - az Zz = - X o 2 

Yz - hz Zz = - Y o 2 

( 
I k ;:;)2 I ) ( I k ;:;) 2 I ) ;:;) dX2 ;:;) dz2 

I - - 2 l:'l' -- X2 - a3 I - - 2 l:'l' - Zz + l:'l'3- - a31:'J'3 -
2 3 r~ 2 3 r~ d t d t 

=- X 03 - i8~ R3 (x) + ia3 8~ R3 (z) 

(I - !..k2 8 2 ..!:_) Yz- b3 (I- !..kz 8 2 ..!:_) z 2 + 8 3 dy, - b38 3 dzz 
2 3 r~ 2 3 r~ d t d t 

=- Y o 3 - i8~ R3 (y) + i b3 8~ R3 (z). 

I25 

(ro) 

Die Berücksichtigung der Glieder bis mindestens 8: bzw. 8; ist not
wendig, da bei der alleinigen Mitnahme der in 8r bzw. 8 3 linearen 
Glieder die Krümmung der Bahn nicht berücksichtigt werden würde. 

Diese 6 Gleichungen sind lineare Gleichungen der 6 Unbekannten, 
und ihre Auflösung liefert, wenn man von den mit 8~ bzw. 8! multi
plizierten Gliedern absieht, die 6 Unbekannten als lineare Funktionen 

I von 3 . 
r2 

Die Einführung der so ermittelten x2 , y 2 , Z2 in die Gleichung 
r: = x~ + y~ + z~ führt zu einer algebraischen Gleichung 8. Grades in 
rz, der Arbeitsunbekannten des Problems. Ist r2 aus dieser Gleichung be
stimmt, so geben die 6 Gleichungen wegen der Vernachlässigung der 
Glieder mit 8! bzw. 8! erste Näherungswerte der 6 Unbekannten 
selbst. Berücksichtigt man dann die vernachlässigten R-Glieder und 
löst die verbesserte Gleichung 8. Grades erneut auf, so erhält man den 
verbesserten Wert von r2 und damit verbesserte Werte der 6 Unbekann
ten. Das ist in Kürze der Gang des Wilkensschen Verfahrens. 

DieAuflösung der Gl. (8) und (ro) kann in folgender Weise geschehen. 
Führt man die Ausdrücke für x2 und y 2 nach Gl. (9) in Gl. (8) ein, und 
setzt zur Abkürzung 

ar- az = 8r Ar 

br- b2 = 8I BI 
X o I - X o 2 = 8I CI 
Y 0 I - Y o 2 = 8I Dr 

so ergibt sich 

a3 - a2 = 8 3A3 
b3 - b2 = 8 3 B3 

Xo3-Xoz=83C3 
Y o 3 - Y o 2 = 83 D3 , 

dxz A ( I k l'::l 2 1 ) dzz C I k l'::l I X - = I I - - 2 I:'J' - Z2 + ai - - I - - 2 l:'l'r - 0 
dt 2 I r~ dt 2 r~ · 2 

- i8~ Rr (x) + i8; ai Rr (z) 
dyz B ( I k l'::l2 I ) b dzz D I k l'::l I Y - = I I - - 2 1:'J' - Z2 + I - - I - - 2 I:'J'I - 0 
d t 2 I r~ d t 2 r~ · 2 

- i8~ RI (y) + i8~ bi RI (z). 

(n) 

(Iz) 

Analoge Gleichungen erhält man aus der Verbindung der Gl. (9) und 
(ro). Subtrahiert man beide und setzt zur Abkürzung 

i 8; RI (x) - ?; 8; ai RI (z) - ?; 8~ R3 (x) + ?; 8~ a3 R3 (z) = R (x z) ( ) 
i8; Rr (y)- i8; bi Rr (z)- i8~ R3 (y) + i8~ b3 R3 (z) = R (y z), I 3 
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so wird 

[ A 1 (I - ~ kz 8: r1~) - A3 (I - ~ kz 8~ r1~) J Zz + (ar - a3) ~~· 
= Cr- C3- ~kz (83 - 8r)--;-X02 + R (xz) 

r2 

[ Br (I - ~ kz 8: r1~ ) - B3 (I -- ~ kz 8~ r; ) J Zz + (br - b3) ~~· 
= Dx - D3 - ~ kz (83 - 8x) ---;- Y o 2 + R (y z) o 

r2 

Sieht man dann von den R-Gliedern ab, so enthalten die Gl. (I4) außer 

der unbekannten Größe r'l. nur noch die beiden Unbekannten z'l. und dz,. 
. dt 

§ 37· Die erste Näherung. 
a) Die provisorische Ausführung. Bevor der Eliminationsprozeß 

weiter durchgeführt und als Ergebnis die Gleichung 80 Grades auf
gestellt wird, leitet WILKENS die Unbekannten zunächst auf Grund 
der vereinfachenden, streng aber unzulässigen Annahme der elliptischen 
Bewegung der Erde bzwo des locus fictus ab. Er erreicht damit eine be
sondere Vereinfachung der rechten Seiten der Bedingungsgleichungen 
und zugleich die Ableitung des Lambertschen Satzes über die Krüm
mung der geozentrischen Bahn sowie eine Übersicht über die Lösungen 
des Problems. 

Entwickelt man die X 01 , Y01 bzwo X 031 Y03 analog Gl. (3) in 
Potenzreihen nach 8r bzw 0 8 3 , dann wird 

C C r (.a .a) d•Xo2 I (.a• .a•) d3Xoz + 
I - 3 = 2 ~I - ~3 ~ + 6 ~I - ~3 ~ o • • 

(IS} 
D D I (.a .a) d•Yoz I (.a2 .02) d3 Yo2 

I - 3 =- ~I - ~3 --+- ~ - ~ --- + o • • 
2 dtz 6 I 3 dt3 • 

Nimmt man nun an, daß sich der Erdmittelpunkt bzw. der locus fictus 
um die Sonne in einer Ellipse bewegt, so ist 

d•Yo 2 k• 
--;tp- =- R3 y 02 · 

2 

Setzt man diese Ausdrücke in die Gl. (IS) ein, und vernachlässig(die 
3· und höheren Ableitungen, so wird genähert 

Cx- C3- ~kz (83- 8x) --;-x o• = ~kz (83- 8x) (~3 ----;-)X o 2 
r2 2 r2 (I6} 

Dr- D3- fk'l. (83- 8r)---;-Y 02 = fk'J. (83- 8r) (R\- ---;-) Y o• · 
~ . ~ 

Führt man diese Ausdrücke in die Gl. (14) ein und vernachlässigt die 
Glieder mit 8; bzw. 8;, so gehen sie über 

(Ar - A3) Zz + (ax - a3) ~~· = f (~~ - :~) 
· b ) dz2 ( I I ) {Er - B3) z'l. + (br - 3 dt = g R~ - r~ ' 
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wo 
t = ~ k• ( e 3 - e,) x o 2 

g = ~ k• ( e 3 - e J Y o 2 • 
(I8) 

Für z2 bzw. dz, erhält man die Näherungsausdrücke 
dt 

Zz = ~ ---( I I ') 

R~ r~ 
(Ig) 

wo 

~ = ~[/ (bi- b3)- g (ai -- a3)] 
jJ 

rJ = - ~ [f (BI - B3) - g (AI - A3)] 
jJ 

und 
Y = (AI - A 3) (bi - b3) - (BI - B3) (ai - a3) (2o) 

ist und Y = o das Kriterium dafür ist, daß rz = Rz ist, während zugleich 

Zz und dz, =I= o bleiben. Nun ist L1 2 stets positiv und daher wegen 
dt 

Zz = L1 2 sin ßz das Vorzeichen von Zz bekannt. Die erste der Gl. (Ig) ist 
der analytische Ausdruck für den Lambertschen Satz. ~ sowie ßz sind 
bekannte Größen, und man gewinnt das Kriterium, von dem bei der 
Entscheidung über die Wurzeln der Gleichung 8. Grades Gebrauch ge
macht wird: 

I {ßz > 0} . b . { ~ ~ 0 
st ß , so 1st e1 t: 

z<o ".~o 
(2I) 

Die Gleichung 8. Grades erhält man nun in folgender Weise. Setzt 
man 

az X o 2 + bz Y o 2 = C X o ~ + Y o ~ = R~ (22) 

I + a~ + b: = cosec ß~ = a2 (23) 

und substituiert diese Ausdrücke, die Gl. (9) und die erste der Gl. (Ig) 
in r: = x: + y: + z: , so erhält man 

r 2 = ~· az (..!..._ - .2..)'- 2 U (..!..._ - 2.) + R 2 

2 R~ rg Rg r g · 2 

oder 

wo 

ki =- ~· (JZ ..!..._ + 2 ~ c ..!..._- R 2 

Rg Rg 2 

I 
kz = + z~•a• R 3 - 2~C 

2 

(25) 

k3 =- ~zaz. 

· WILKENS hat die Lösungen dieserGleichungeingehend diskutiert. Hier 
seien nur kurz die Resultate wiedergegeben. Von den 3 reellen positiven 
Wurzeln entspricht eine (genähert r2 = Rz=I) der Erdbahn. Die beiden 
übrigbleibenden Wurzeln können I. beide <I, 2. beide > I, oder 3· eine 
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<I, die andere >I sein. Liegt der letzte Fall vor, so entscheidet das 
Lambertsche Kriterium nach den Vorzeichen von ~ und ß?. über die 
Wahl der einzig möglichen, der Bahn des Himmelskörpers zugehörigen 
Wurzel r?.. In den Fällen I und 2 sind 2 Lösungen möglich. Der Fall I 
und 2 oder der Fall3liegt vor, je nachdem 

I+3~C~o 

ist. Das obere Vorzeichen dieser Ungleichung entspricht dem Falle der 
brauchbaren doppelten Lösung, das untere dem einer einfachen Lösung, 
wenn in diesem Fall das Lambertsche Kriterium zur Entscheidung 
über die fragliche Wurzel angewandt wird. 

Hätte man aus der Gl. (24) den Wert von r?. gefunden, so könnte man 
jetzt alle Unbekannten berechnen und das Verbesserungsverfahren ein
leiten. 

b) Die genauere Ausführung. Tatsächlich ist aber die erste Nähe
rung sofort genauer ausführbar. Läßt man die beschränkende Annahme 
der elliptischen Bewegung der Erde um den Sonnenmittelpunkt fallen 
und vernachlässigt nur die R-Glieder und die auf den linken Seiten 

der Gl. (I4} auftretenden Glieder ~ k?. e:-..;.. bzw. ~ k?. @~-..;.., so treten 
an Stelle der Gl. (I7} die folgenden "• "• 

dz, 
(Ar -- A3) Z7. + (ar - a3) dt 

= Cr- c3- {k?. (83- 8r)-;-x02 =I (F- ~-) r2 r2 

dz, 
{Er - B3) Z7. + (br - b3) dt 

(27) 

= Dr - D3 - ~ kl (83 - Br)--;- Y o 2 = g (G - --;-) , r2 r2 
wo 

(28) 

gesetzt ist. Der Vergleich mit dem Ausdruck {I7) zeigt, daß die Fund 

G genähert gleich -;. und damit genähert gleich der Einheit sind. 
R. 

Weiter wird formal ebenso wie vorhin 

Z7, = ~ (~3 - :~) ~~· = 17 ( d3 - :~), (29) 

wo die ~ und 17 als Koeffizienten von-..;.. in Z7. und ddz• dieselbe Bedeutung 
"• t 

wie früher haben und P und Q definiert sind durch 

~3 11
1!; U F (br - b3)- gG (ar- a3}] 

~3 =- - 1 U F (Br- B3) - gG (Ar - A3)]. 
~ 111] 

(30) 

Man erkennt, daß die P und Q genähert gleich Ra sind. 
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Endlich lautet die Gleichung 8. Grades in der neuen Gestalt 

r2 = ~2a2 (-I - _!_)'- 2 U (-I - ~) + Rz 
2 p3 r~ p3 rg z 

oder 

wo jetzt 
kr =- ~2(12-I- + 2 u-I-- R2 p6 p3 2 

I 

k 2 = + 2 ~z a2 ]53 - 2 ~ C 

k3 =- ~2(12. 
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{3I) 

(32) 

Zur Erleichterung der' Auflösung der Gl. (31) hat WILKENS eine 
Tafel (siehe Tafel 7) gegeben, die mit den Argumenten ~a und ~ C 
einen Näherungswert ro von r2 gibt, und auch- in Verbindung mit den 
Kriterien - auf die Frage der Zahl der Lösungen Auskunft gibt. Die 
Tafel reicht für die weitaus meisten Fälle der Praxis der Bahnbestim
mung der Planeten und Kometen aus. 

Die Verbesserung des Näherungswertes ro kann nun auf differentiel
lem Wege erfolgen. Es ist bei Einsetzen der ro-Wurzel in Gl. (31) 

und 
d f (ro) 8 7 • 6 k s k 2 

-d- = ro + r Yo + 3 2 Yo , ro 

und man erhält die Verbesserung dro von r0 aus der Newtonsehen Be
ziehung zur näherungsweisen Auflösung von Gleichungen 

dro =- f (ro) ( d~~o)) -r. (33) 

Nach erlangter Kenntnis von ro aus der Gl. (31) kann man jetzt die 

6 Unbekannten Z2, ~:·, x2, y 2 , d:;, dJ/ nach den Gl. (29), (9), (r2) be

rechnen, wobei die Gl. (r2) in der bisher benutzten r. Näherungsform 
zugrunde gelegt werden. 

dx2 dz2 I E.A I 
-= Arz2 + ar-- Cr- --k2 etr-Xo 
d t d t 2 r~ · 2 

d Yz b dz, I E.:l I -;rt = Er z2 + 1 Tt - Dr - 2 k• Ctr -rr Y 0 2 • 

(34) 

§ 38. Das Verbesserungsverfahren. 
Nun steht der Berechnung aller in der r. Näherung vernachlässigten 

Glieder nichts mehr im Wege. 
Man beginnt mit der Ermittlung der 2. und höheren Ableitungen 

der Koordinaten Xz, yz, z2 . Sie erfolgt nach den Gl. (7) und (6). 
Ehe man an die Berechnung der R-Glieder geht, bestimmt man 

zwecks Berücksichtigung der bisher vernachlässigten Aberrationszeiten 
Stracke, Bahnbestimmung. 9 
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die geozentrischen Entfernungen Lli. Zunächst erhält man Lla 
Lla = za cosec ßa, dann aus entsprechenden Gleichungen LI r und 
nachdem man Zr und z3 aus 

Cl d Zz I Cl2 dl Zz I Cl3 d3 Zz 
Zr= Zz + Urdt + 0 CY, dt• + 6(7• {[t3 + ... 
z3 = Zz + (13 ~ + !:.(1• d•z, + !:.(13 d3z, -1- ••• 

dt 2 3 dt• 6 3 dt3 . 

abgeleitet hat. 

aus 

Ll3' 

(35) 

Mit Verwendung der verbesserten Zeiten werden nun die 8 Konstan
ten nach den Gl. (n), nach den Gl. (5) die R-Glieder berechnet und diese 
wie die bisher vernachlässigten Koeffizienten auf den linken Seiten der 

Gl. (14) ~ k"e~·--;.. bzw. ~ k·e~·--;.. berücksichtigt. 
r2 r2 

Die Gl. (14) sind damit in aller Strenge auflösbar und liefern nach 

Elimination von ddz, z 2 als Funktion des rechts verbliebenen _!_3 in der 
· t r 

Form • 
I 

z2 =m+n3. 
r. 

Hierin sind m und n numerisch bekannte Größen. 

Setzt man denAusdruck für Zz in die Gl. (9) ein, so ergebensichauch 

x2 und y 2 als Funktionen von --;... Durch die Substitution von x2 , y 2 , z2 

"• 
in die Beziehung r: = x: + y: + z: erhält man die Gleichung 8. Gra-
des und durch ihre Auflösung einen verbesserten Wert von r2 • 

Aus den soeben erhaltenen Ausdrücken für die x2 , y 2 , z2 bestimmt 

man nun, da die Größe --;.. bekannt ist, die 3 Größen selbst, dann 
r. 

ddx.' ddy. nach den strengen Gl.(I2), für ~k· 8° 2 --;.- aber die eben benutzten 
t t r 2 

Werte beibehaltend. 

Damit hat man verbesserte Werte der 6 Unbekannten gewonnen· 
Bei kleinen und mäßigen Zwischenzeiten sind diese Werte meist schon 
die endgültigen. 

Bevor man das Verbesserungsverfahren wiederholt, untersucht man, 
ob man auf Grund der gefundenen Werte der 6 Unbekannten die be
nutzten Beobachtungen innerhalb der Genauigkeit der 6-stelligen 
Rechnung darstellt. · 

Zu dem Zwecke berechnet man zunächst die nur in I. Näherung 
erhaltenen 2. und höheren Ableitungen der Koordinaten Xz, Yz, za nach 
den Gl. (7) und (6) aufs neue. Damit erhält man Xr, x3 , Yr, y3 , Zr, z3 
nach Gl. (4) und nach den Gl. (r) die zurückgerechneten Werte der 
ai, bi bzw. Äi, ßi· Stimmen diese mit den Ausgangswerten nicht über
ein, so ist das Verbesserungsverfahren zu wiederholen. Andernfalls 
schreitet man zur 
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§ 39· Ableitung der Elemente. 
Zunächst werden die 3 Größen Parameter p, Knotenlänge ß, Nei

gung i abgeleitet nach den Gl. (r. 62) 
. k ,r.;: . d Yz dxa 

rPcos~ = Xzdt- YzTt 

k ,/- . . dxa dza 
- rPcosbl,sm~ = Zzdt- Xzdt (36) 

k ~ri:. . . . dz, d Y• 
r p srn ß sm ~ = Yz dt - Zz dt · 

Die Exzentrizität e und die wahre Anomalie Vz erhält man aus den 
beiden Gleichungen 

· (fJI ( dx, dy, dza) 
e srn Vz = T r, Xz Tt + Yz dt + Zz dt 

p 
e cos Vz = - - I , 

ra 

die sich aus der 2. der Gl. (7), und aus Gl. (I.26) ergeben. 
Aus den Gl. (r. 66) kann man die Gleichungen 

rz sin Uz = z2 coseci 
rz cosuz = Xz cos ß + Yz sin ß 

(37) 

(38) 

ableiten, die die Berechnung des Argumentes der Breite u2 gestatten. 
Die vom Knoten aus gezählte Länge des Perihels w erhält man aus 

Gl. (I.63)· w =Uz -Vz. (39) 
Die bisherigen Formeln gelten für elliptische, parabolische und 

hyperbolische Bewegung gemeinsam. Getrennt berechnet man jetzt 
I. Für die Ellipse (o <e <I) 

tg:!.Ez = 1fl=C tg :!.vz • VI+e 2 

Mz = Ez- e sinEz 
a = p sec q>z , wo sin q> = e 

k 
f-t= ~ 

2. für die Parabel (e =I} 

M t, - T }'2 ( I I I ·3) z = --1 - = T tg 2 v2 + 3 tg 2 v. 
q2 

wo q = ~p 

3· für die Hyperbel (e> I} 

tg:!.Hz = 1/e- 1 tg:!.vz 
2 Ve+I 2 

Modf-l (tz- T} =Mode tg Hz- lgtg (45 ° +~Hz) 
a,. = p ctg tp2 , wo cos tp = e-• 

k 
fJ, = 1' 

a: 
Über die Bedeutung dieser Größen siehe Abschnitt I. 

9* 
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§ 40. Formelzusammenstellung. 
Gegeben sind die Beobachtungszeiten ti, die geozentrischen auf das 

mittlere Äquinoktium eines Jahresanfangs reduzierten Beobachtungen 
oci, ~i• die nach den Gl. (3. 29) in die ekliptikalen Koordinaten Ä.i, ßi 
verwandelt sind, und die zugehörigen für das gleiche Äquinoktium gül
tigen Sonnenkoordinaten X 0 i, Y 0 i. Diese Größen werden nach den 
Gl. (3. 2) aus den für die Zeiten ti dem B. J. entnommenen Koordinaten 
L0 i und Ri erhalten. 

a} Konstante Hilfsgrößen. 

ae = ctg ß• cos k 
b, = ctg ß• sin Ä., 

8I = ti - tz 83 = t3 - tz 
I 

AI = (ai - a"z) ez 

I 
B, = (bi - bz) e--; 

I 
CI = (Xoz- Xo.) "2\ 

Ö'I 

(i=1,2,3) 

DI = (Y QI - y 02) :.. 
Ö'I 

D3 = (Y 03 - Y o2) :.. 
Ö'J 

b} Die erste Näherung. 

I= ~k" (83 - 8I)X0 2 

g = ~ kz (83 - 8I) y 02 

lg~kz = 6.170133-xo 

v = (AI - A3) (b, - b3) - (BI - B3) (ai- a3) 

I 
~ = v [f (bi - b3) - g (ai - a3)] 

(I) 

(II) 

(III) 

(IV) 

r; = - ; [/(BI - B3) - g (AI - A 3)] (V) 

P 3 = vi~ [f F (bi - b3) - g G (ai - a3)] 

az = cosec p: 
C = az Xo2 + bz Y 02 

R: = X02 + Y02 

ki = - ~"(JZ_I_ + 2~ c-I-- R" 
p6 P3 • 

kz = + z~Z(JZ ; 3 - z;c 

k3 = - ;z(JZ. 

I (r") = r~ + ki r~ + k" r~ + k3 = o. 

(VI) 

(VII) 

(VIII) 
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Kriterium für die Lösung der Gl. (VIII): 

ßz ~ 
r+3~\;<o r+ 3H>o 
I Lösung: rz z Lösungen : r{ , rF 

>o rz>Rz rf und r{I>Rz 
>o 

<o rz <Rz rf und r{I < Rz 

>o Yz <Rz rf und r{I < Rz 
<o 

rz>Rz rf und r[l>R2 <o 

Einen r. Näherungswert der gesuchten Wurzel bzw. der beiden Wurzeln 
der GI. (VIII) entnimmt man mit den Argumenten ~a und ~ C der Tafel7. 
Mit diesem Näherungswert ro wird 

I (ro) = r~ + kr rg + kz rt + k3 

df (ro) = 8 r7 + 6 k rs + 3 k rz 
d Yo 0 I 0 z 0 

(IX) 

berechnet und die Korrektion 

dro =-I (ro) (df(ro))-r 
dro 

abgeleitet, die zu ro zu addieren ist, um einen verbesserten Wert rz zu 
erhalten. Das Näherungsverfahren für rz ist abgeschlossen, wenn 
l(rz) streng gleich Null, also die Korrektion dro=O ist. Man erhält 
so den endgültigen Wert rz der r. Näherung, der die GI. (VIII) streng 
erfüllt. 

Im Fall der doppelten Lösung bleibt die Zweideutigkeit der Lösung 
unbehoben, und nur eine weitere Beobachtung kann über die Wahl der 
dem beobachteten Objekt zugehörigen Bahn entscheiden. 

Zz = ~ (-1 -·~) p3 r~ 

Xz = az Zz - X o 2 

Yz = hz Zz - Y o 2 

c) Das Verbesserungsverfahren. 

dr2 I ( dxz dyz dzz) 
1ft = -y-; Xz dt + Yz dt + Zz dt 

dzr2 = I·[(dx2)z+ (dy2)2+ (dz2 )z- !!':___ _ (dr2)2] 
dtz r2 dt dt dt r2 dt 

kZ 
-~=er 

y3 
2 

3 k2 dr2 

01it = Cz 
2 

(X) 

(XI) 

(XII) 
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lg I5 kz = 7.64725-ro 
d• z. 
dP = Cz Zz 

d3 x2 dx2 

d t3 = Cz Xz + Cz dt 
d3 :Y• d Y• 
d t3 = Cz Yz + Cz dt 

d3 z2 dz2 

d t 3 = Cz Zz + CI dt 

d4 x2 dx2 

d t4 = c3 Xz + 2 c2 dt 
d4 Y• d :Y• 
d t4 = C3 Yz + 2 Cz dt 

d4 z2 dz2 
d t4 = c3 Zz + 2 Cz Tt 

d5 x2 dx2 

d t" = c4 Xz + es dt 
d5 :Y• d Y• 
d tS = c4 Yz + es dt 

d5 z2 dz2 
dts = c4zz + c5Tt 

Die Ausdrücke in Gl. (XII) können mit verminderter Stellenzahl 
berechnet werden. Bei kurzen Zwischenzeiten dürfte häufig die 4-stellige, 
bei größeren Zwischenzeiten die 5-stellige Rechnung ausreichend sein. 
Man könnte daran denken, auch im letzteren Falle etwa die 2. und 
3· Ableitung 5-stellig, die höheren Ableitungen aber 4-stellig zu er
mitteln. Indessen ist die abwechselnd 4- und 5-stellig geführte Rechnung 
im Interesse der Sicherheit der Rechnung wenig empfehlenswert. Die 
Berechnung der 6. und höheren Ableitungen wird in der Praxis kaum 
erforderlich sein. 

Zwecks Berücksichtigung der Aberrationszeiten werden ZI und z3 
bestimmt aus 

.a dz2 I,a 2 d•z2 I,a3 d3z, 
ZI = Zz + O'I dt + 2(YI dji" + G(YI dt3 + • • • 

Q dz2 I ,a2 d2 Z 2 I ,a3 d3 Z 2 

Z3 = Zz + 0'3 Tt + 2(Y3/fi2 + 6(Y3 dt3 + · · · 
Damit wird 

AI = zi cosec ßz 
t~ = ti- A Az 

lgA = 7·76II8-ro 

Az = Zz cosecßz 
t~ = tz- A Az 

in Bruchteilen des 

L1 3 = z3 cosec ß3 

t~ = t3 - A A3 

mittleren Tages 

(XIII} 

(XIV) 

Von nun an werden die um die Aberrationszeiten korrigierten Zeiten 
verwendet. 

R (} d3x• + I(H)Od4x• + I go• d5x, + 
i X = d t3 4 H i d t4 20 "i d tS •.. 

R () d3 :Y> IQOd4 :Y• I .ao• d5 :Y• + 
i y = dt3 + 40i dt4 + 20(Yi dt5 ... (i = I, 3) (XV) 

R () d3z. + IQ0d4z. +I eo·dSz, + 
i z = dt3 40i dt4 ·•o-"i IJi5 ... 

R (xz) = 7;e~· Rt (x)- 7;e~· aiRz (z)- 7;e~· R3 (x) + 7;e~· a3R3 (z) 
(XVI) 

R (yz) = 7;e~· RI (y)- 7;e~· biRI (z)- 7;e~· R3 (y) +ie~· b3R3 (z) 

Mit den korrigierten Zeiten werden gegebenenfalls die Größen 
Az, A 3, BI, B3, CI, C3, DI, D3 nach den Gl. (III) neu gerechnet. 



8. Die Methode von WrLKENS. 

In die Gleichungen 

[Ar (r- fk2 8~· :~) -A 3 (r- ~k2 8~· :~)Jzz + (ar- a3) ~~· 

= Cr- C3 - fk2 (8~- 8~) _.;x0 • + R (xz) 
r. 

[Bx(r-fk2 8~· :~)-B3 (r-fk2 8~· :~)Jzz+ (br-b3)~~· 

= Dr- D3 - fk 2 (8~- 8~)--; Y02 + R (yz) 
r. 
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(XVII) 

werden diese Werte der 8 Konstanten, die R (x z), R (y z) eingesetzt, 

und auf den linken Seiten zur Berechnung der Glieder f kz 8~2 _..;.. bzw. 
r2 

fkz 8~2 
_:___ für r2 der Wert der I. Näherung verwendet. Unbekannte 
y3 

sind in d;n beiden Gleichungen z2 , ~ und auf den rechten Seiten --;-. 
dt ~ 

Durch Elimination von !:.!."- ergibt sich für z2 ein Ausdruck in der Form 
dt 

(XVIII) 

Hierin sind m und n numerisch bekannte Größen. 

Durch Einsetzen dieses Ausdrucks für z2 in die Gleichungen 

Xz = az Zz - X o 2 (XIX) 

erhält man Xz, Yz ebenfalls als Funktionen von -.;.-.. Setzt man die qua-
r2 

drierten Ausdrücke von x 2 , Yz, z2 in die Beziehung 

(XX) 

ein und ordnet nach Potenzen von r2 , so erhält man die Gleichung 
8. Grades in der Form 

r~ + ki r~ + k 2 r; + k 3 = o (XXI) 

in der ki, k 2 , k 3 numerisch bekannte Größen sind. 

Bei Ausgang von dem Wert r2 der I. Näherung ergibt sich wie dort 
durch differentielle Verbesserung der endgültige Wert von r2 • 

Mit seiner Benutzung erhält man z2 aus der Gl. (XVIII), ddz; aus 

einer der Gl. (XVII) (gewählt wird die Gleichung mit dem größten 

Koeffizienten von dzz), x2 , y 2 aus Gl. (XIX) und endlich dx,, dy, aus 
dt dt dt 

dx, A ( I k D02 r) dzz C I k DO I X - = I I-- 2 Ct ~ Z2 + ar-- 1-- 2 Cl ~ 0 
d t z I r~ d t 2 I r~ · 2 

- }8~2 Rr (x) + }8~ 2 arRr (z) 

dJ/ = Br (r- fkz8~ 2 :~)zz + br ~z;-Dr- fk2 8~ :~ Yo2 

- }8~ 2 Rr (y) + }8~2 brRr (z) 

(XXII) 
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Vor Abschluß des Verbesserungsverfahrens muß man sich über
zeugen, daß man auf Grund der erhaltenen Werte der Koordinaten xz, 
yz, Zz und ihrer Geschwindigkeiten durch Zurückrechnung die Werte 
a;, bi bzw. A;, ß; erhält, die die benutzten Beobachtungen innerhalb 
der Genauigkeit der 6-stelligen Rechnung darstellen. 

(i = I, 3) (XXIII) 

aodz, rao• d•z, rao3d3z, z·= z. +1:7· -+-c:Y - +-o· - + ... • ~ • d t 2 • d t• 6 • d t3 

Vor Ermittlung der X;, Yi• zi nach diesen Gleichungen ist eine Neu
berechnung der 2. und höheren Ableitungen der Koordinaten nach 
GI. (XII) erforderlich. Indessen kann man häufig die 4· und 5· Ab
leitung aus der I. Näherung ungeändert übernehmen. 

LJ,cosß;cosA.; = x; + X 0 , 

LJ;cosß;sinA.; = y; + Y 0 ; (i = I, 2, 3) (XXIV) 

LJ, sin ß; = z; 

Erweisen sich die Abweichungen der Ausgangs- von den Endwerten 
als zu groß, so ist das Verbesserungsverfahren zu wiederholen. Meist 
wird dabei von einer Neuberechnung der Aberrationszeiten und der 
3· und höheren Ableitungen abgesehen werden können, so daß wesentliche 
Erleichterungen gegenüber dem I. Verbesserungsverfahren eintreten. 

Ist das Verbesserungsverfahren abgeschlossen, so beginnt man mit 
der 

d) Ableitung der Elemente. 

k fPcosi 
dy> dx2 

= Xzdt- Yza:t 

k ,/.i. 0 • d x. d z, 
- y p COS g, Slll ~ = Zz dt - Xz dt 

k 1- . . . dz2 dy2 l p Slll g, Slll ~ = Yz dt - Zz dt 

. 1 ,/.i.. ( d x2 d y, d z,) 
e Slll Vz = k r, r p Xz dt + Yz dt + Zz dt 

p 
ecosv2 =--I 

r, 

r2 sin Uz = z2 cosec i 

rz COSUz = Xz cos g, + Yz sin Al, 

(XXV) 

(XXVI) 

(XXVII} 

gemeinsam für elliptische, parabolische und hyperbolische Bewegung. 



B. Die Bahnbestimmung aus 4 Beobachtungen. 

I. für die Ellipse (o <e <I) 

x E VI -e x tg- 2 = --tg-Vz 
2 I+ e • 

Mz = Ez- esinEz 
a = psecr:pz, wo sinr:p = e 

k { lg k" = 3·550007 
f-t = 1 WO lg k 0 = 9·993704-Io 

a• 

2. für die Parabel (e =I) 

M =(t.-T)=f2 (tg-'-v +-'-tg-'-v 3) z 1 k 22 3 22 

q2 

wo q = ~p 

3· für die Hyperbel (e> I) 

tg-'-Hz = 1;e=J. tg-'·Vz 
2 VB+! 2 

Modp (t2- T) = ModetgHz -lgtg (45° +~Hz) 

an= pctg tpz wo cos 'lfJ = e-x 
k 

t-t=§: 
a~ 

I37 

(XXVIII) 

e) Kontrolle durch Nachrechnung von Beobachtungen. Die Kon
trolle durch Nachrechnung der benutzten Beobachtungen ist bereits 
nach den Gl. (XXIV) erfolgt. Will man sich nicht mit dieser Kontrolle, 
die nur eine Prüfung der Rechnung darstellt, begnügen, sondern ein 
Urteil über die Brauchbarkeit der Elemente erhalten, so muß man 
mindestens eine nicht benutzte Beobachtung nachrechnen. Diese Nach
rechnung kann nach den Formeln des Abschnitts IS erfolgen. Siehe 
auch die Ausführungen auf S. 8g. 

B. Die Bahnbestimmung aus 4 Beobachtungen. 
Von den zahlreichen Methoden, die sich im wesentlichen durch die 

Auswahl der Beobachtungsdaten- es sind nicht alle 8 Daten notwen
dig - unterscheiden, soll hier nur die praktisch vielfach bewährte 
Methode von BERBERICH nebst ihrer Erweiterung durch BAUSCHINGER 
und ihre für die maschinelle Rechnung geeignete Umformung nach 
VEITHEN Aufnahme finden. Abweichend von VEITHEN erfolgt hier die 
Ableitung der Elemente wie in § 26. 

Da es in der Nähe des Ausnahmefalls (Bewegung in der Ekliptik) 
unmöglich ist, eine brauchbare Gleichung für eine einzelne geozentrische 
Entfernung aufzustellen, so werden zur Bestimmung von 2 Entfernungen 
Llr und L1 4 aus der Ebenenbedingung 2 Gleichungen abgeleitet, die eine 
für den I., 2., 4· Ort, die andere für den 2., 3., 4· Ort. Die in diesen 
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Gleichungen auftretenden Verhältnisse der Dreiecksflächen werden 
durch Näherungswerte ersetzt, in denen als Unbekannte nur die Radien
vektoren ri, r4 auftreten. 2 weitere Beziehungen zwischen den 4 Un
bekannten liefert das Dreieck Sonne-Erde-Gestirn. Die Unbekann
ten werden im Versuchsverfahren bestimmt. Die Ableitung der Ele
mente erfolgt dann aus den beiden äußeren Orten bei Verwendung des 
Gaußsehen Verhältnisses von Sektor zu Dreieck. 

Für kurze Zwischenzeiten und nicht zu große Exzentrizitäten leistet 
der kurze Berberichsehe Ansatz in den Entwicklungen für die Drei
ecksflächenverhältnisse gute Dienste. Mit seiner Verwendung ist bei 
sehr kurzen Zwischenzeiten der Arbeitsaufwand geringer als bei einer 
Methode der Bahnbestimmung aus 3 Beobachtungen. 

Für alle praktisch vorkommenden Fälle wird der Bauschingersche 
Ansatz ausreichend sein. 

Wie man aus den folgenden Entwicklungen erkennt, wird man auch 
hier Wert darauf legen, daß je 2 Längen nicht nahezu gleich werden. 

9· Abschnitt. 

Die Methode von VEITHEN (BERBERICH-BAUSCHINGER). 

§ 41. Die Fundamentalgleichungen. 

Als Koordinatensystem wird das der Ekliptik zugrunde gelegt, da 
man hier den Vorteil erzielen kann, daß von den kleinen Breiten nur 
die Cosinus in Rechnung treten. Etwaige Beobachtungsfehler in den 
Breiten sind dann von sehr geringem Einfluß auf die Bahnbestimmung. 

Führt man die Bezeichnungen 
[r2 r4] [r, r,] [r3 r4] - [r, r3] -

[r, r4] = ni [r, r4] = n4 [r, r4] = ni [r, r4] = n4 

ein, so lauten die Bedingungsgleichungen der Ebene, GI. (7. I), wennsie 
auf die Kombinationen I, 2, 4 und I, 3, 4 angewandt werden 

ni xi - Xz + n 4 x 4 = o 

niyi -- Yz + n4y4 = o 

ni XI - X3 + n4 X4 = 0 

n1 YI - Y3 + n4 Y4 = o 

ni ZI - Zz + n4 Z4 = 0 ni Z1 - Z3 + n4 Z4 = 0, 

(I) 

DenÜbergangvondenheliozentrischenKoordinatenx,;, Yi• Z,; (i =I, 2, 3, 4) 
zu den geozentrischen Koordinaten A.i> ß,; vermitteln die GI. (3. 3) und 
(3. 4). Setzt man hierin 

cos ß,; cos A,; = a,; 

cos ß,; sin A.,; = b,; 

sinß,; = c,; 

(2) 

und führt die Werte der X,;, y,;, Z,; in GI. (I) ein, so erhält man die Fun
damentalgleichungen in ekliptikalen Koordinaten in der Form 
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und 

ax nx Llx- az Llz + a4 n4 Ll4 = nx X0,- X02 + n4X0 4 
bx nx Llx - bz Llz + b4 n4 Ll4 = nx Y 0, - Y 0 2 + n4 Y 0 4 

Cx nx Llr- CzLiz + c4 n4 Ll4 = nx z0I - z02 + n4 z04 

axnx Llx- a3 Ll3 + a4n4 L14 = nrX0,- X 03 + n4X 04 
bi nr Llr- b3 Ll3 + b4 n4 Ll4 = nz y 0I- y 03 + n4 y 04 

Cx nx Llx- c3 Ll3 + c4 n4 Ll4 = nx z0I - z03 + n4 z04• 

(3) 

Hierinsinddie a;, b;, c;, X0i• Y 0i• Z0; bekannte Größen. Die a;, b;, c; 
werden nach den Gleichungen 

a,= a~ 
b, = bi cos 8 + ci sin 8 

c; = - bi sin 8 + c: cos 8 

wo ai = cos ~. cos rxo 
bi = cos ~. sin IX; 

ci = sin~; 
aus den durch die Beobachtungen gewonnenen äquatorialen Koordi
naten IX;, ~i berechnet. Da nur die Cosinus der kleinen Breiten in Er
scheinung treten werden, so dürfen die Sonnenbreiten B0;. also die Z0; 
auch ohne Korrektion der ß; gleich Null gesetzt werden. Die ekliptikalen 
Sonnenkoordinaten X 0 ; und Y 0 ;, die auf das gleiche mittlere Äquinok
tium wie die IX;, ~i bezogen und wie diese geozentrisch sein sollen, werden 
zweckmäßig nach GI. (3. 2) aus den L; ( = L 0 ; ± r8o 0 ) und R; berechnet. 
Diese werden für die auf den Nullmeridian reduzierten Beobachtungs
zeiten t; dem B. J. entnommen. 

Unbekannte sind in den GI. (3) die 4 Entfernungen LI; und die Ver
hältnisse der Dreiecksflächen nx, n4 , nx , n4 . Eliminiert man aus den 
beiden ersten Gleichungen jedes Systems Llz bzw. L1 3 , so erhält man 
2 Beziehungen zwischen Llx und L14 , in denen die Sinus der Breiten 
nicht auftreten. Die beiden Beziehungen lauten 

Ll4 = Az n, Llx + B2 ~ + Cz _:_ + Dz 
n4 n4 n4 

LI4=A3~'Lix+B3~1 +C3~ +D3, 
'~'~4 n4 n4 

(5) 

wo 
C _ b,X0 2- a. Y 0 2 

2 - a. b4 - b, a4 

gesetzt ist. 
Die A2, A 3, ... kann man nach diesen Gleichungen berechnen oder 

man kann die Elimination numerisch ausführen. 
Die Unbekannten nx, n4, nx, n4 werden nun durch Näherungsaus

drücke ersetzt, in denen als Unbekannte nur rx und r4 auftreten. Dann 
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stellen die Gl. (5) genäherte Beziehungen zwischen den 4 Unbekannten 
LII, Ll 4 , ri, r4 dar. 

Zwischen diesen bestehen aber außerdem noch die bekannten Be
ziehungen 

wonn 

r~ = (RI cos {}I + LIIr + (RI sin {}I) 2 

r: = (R4 cos {}4 + Ll 4) 2 + (R4 sin {}4r, 
(6) 

RI cos{}I = - (ai X 0 , + bi Y or) 
R4 cos{}4 = - (a4 Xo4 + b4 y 04) 

(RI sin {}I) 2 = R~- (RI cos {}I) 2 

(R4sinf}4)2 = R:- (R4cosf}4r. 

§ 42. Das Näherungsverfahren. 

Den Gl. (2. 9) kann man, wenn man sie auf die Kombinationen I, 2, 

4 und I, 3, 4 anwendet und nur die Glieder bis zur J. Ordnung in den 
Zwischenzeiten berücksichtigt, die Form geben. 

(7) 

wonn 
k (t4 - tz) = LI k (t4 - ti) = Lz k (tz - ti) = L4 

k (t4 - t3) = TI k (t3 - tr) = T4 
und 

I 

(rr + r;}3 =; 
gesetzt ist. Führt man diese Ausdrücke, die den Bauschingerschen An
satz darstellen, in die Gl. (5) ein, und setzt zur Abkürzung 

LI: L4 = Xz 
1LIL2 = 'lj!z 
Azxz = fz 

'lj!z (Az- fz) = gz 

4L~Az = iz 
Xz (Bz + Cz) + Cz + Dz = kz 
'lj!z (Bz - Cz + Dz - kz) = mz 

4 (L~ Bz +LI L4 Cz) = Oz 

so ergibt sich 

TI: T4 = X3 

FILz= 'lfJ3 

A3X3 = /3 
'lfJ3 (A3 -- IJ) = g3 

47:~ A3 = i3 
X3 (B3 + C3) + C3 + D3 = k3 

'lfJ3 (B3 - C3 + D3 - k3) = m3 

4 (r: B 3 + ii r4 C3) = o3, 

Ll4 = (/z + g2 ~ + iz ~ n) LII + (kz + mz ~ + Oz ~ rJ) = 52 LII + Tz 

Ll 4 = (13 + g3 ~ + i3 ~ rJ) LII + (k3 + m 3 ~ + o3 ~ rJ) = 5 3 LII + T 3 • 

(8) 

(g) 
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Die GI. (6) und (9) sind ausreichend zur Bestimmung der 4 Unbekannten 
lh, L14 und rx, r4 . Die Auflösung geschieht am einfachsten im Versuchs
verfahren. Die mit 'YJ multiplizierten Glieder sind sehr klein und können 
bei dem ersten Näherungsversuch unberücksichtigt bleiben. Wenn nicht 
eine provisorische Bahnbestimmung bessere Näherungswerte für 'YJ und 
~ liefert, so setzt man bei den kleinen Planeten in erster Näherung 'YJ = o 
und in ~ für die Radienvektoren rx und r 4 einen Mittelwert rx = r 4 = 2. 7, 
also für~ etwa den Wert o.oo6o an. Bei den Kometen wird durch eine 
vorausgegangene parabolische Bahnbestimmung stets ein Näherungs
wert für die 'YJ und~ geboten sein. 

Bei kleineren Zwischenzeiten und nicht zu stark exzentrischen 
Bahnen können die n-Glieder unbedenklich ganz vernachlässigt werden. 
Man hat dann den Berberichsehen Ansatz, der im Näherungsverfahren 
sehr rasch zum Ziele führt. 

Ist das Näherungsverfahren abgeschlossen, so beginnt man mit der 
Ableitung der Elemente. 

§ 43· Ableitung der Elemente. 
Mit den im Versuchsverfahren gewonnenen endgültigen Werten der 

Entfernungen werden nun die Elemente aus den beiden äußeren Orten 
abgeleitet, unter Verwendung des Verhältnisses von Sektor zu Dreieck. 

Da die analytischen Entwicklungen ganz analog denen der Bahn
bestimmung im äquatorialen System (siehe § 26) sind, so sollen hier 
die der Ableitung der Elemente dienenden Gleichungen nur in der 
Formelzusammenstellung gegeben werden. 

Die bei derVorausberechnung zu verwendenden äquatorialen Kon
stanten müssen hier aus den erhaltenen ekliptikalen Größen nach den 
Gl. (3. 15) abgeleitet werden. 

Die Bahnlageelemente w, ~, i werden aus den ekliptischen Konstanten 
nach 

sinisinw = Pz sin ~ = Pycosw- Qysinw 
sin i cos w = Q z cos ~ = P" cos w - Q" sin w 

(IO) 

berechnet. Man erhält diese Gleichungen aus den Gl. (6. 36), wenn man 
hierin e = o setzt. 

§ 44· Formelzusammenstellung. 
Gegeben sind die Beobachtungszeiten ti (i =I, 2, 3, 4), die geo

zentrischen auf das mittlere Äquinoktium eines Jahresanfangs redu
zierten Beobachtungen IXi, ~i und die zu den Zeiten ti gehörigen eklip
tikalen Sonnenkoordinaten X 0 i, Y 0 i, die nach 

Xoi = R,cosL0 , Y 0 i = R.sinL0 , 

aus den im B. J. gegebenen ekliptikalen Sonnenkoordinaten L0 i und Ri 
berechnet werden. Die Z0 i werden gleich Null gesetzt. Die Planeten
breiten bleiben unkorrigiert. 
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a) Konstante Hilfsgrößen. 

Kontrolle: 

a~ = cos "• cos oc; 
M = cos "• sin rx; 
c~ = sin"• 
a; = a~ 

b; = M cos e + c~ sin e 
c; = - b: sin e + ci cos e 

e aus Tafel 2 

a?+ W+ ci·= I 

ai + bi + ci =I 

Rx cos Dx = - (ax X 0 , + bx Y 0 ,) (Rx sin Dx)" = R~ - (Rx cos Dx)" 
R4 cos #4 = - (a4 X 04 + b4 Y 04) (R4sin #4)2 = R: - (R4 cos #4)• 

ax • nx Llx - az · Lfz + a4 · n4 Ll4 = nx X o r - X 0 2 + n4 X 0 4 

bx ·nx Llx- bz · Lfz + b4 • n4 Ll4 = nx Y o, - Y 02 + n4 Y o 4 

ax·nxLlx- a3"Lf3 + a4·n4 Ll4 = nxXor- X 0 2 + n4 X 04 

bx·ni LII- b3 ·Lf3 + b4·n4 Ll4 = ni Yor- Y o• + n4 Y04 • 

(I) 

(II} 

(111) 

Aus diesen Gleichungen werden Lfz und LJ3 auf numerischem Wege eli
miniert. Man erhält 2 Gleichungen von der Form 

Lf4 = Az n, LII + Bz n, + Cz 2_ + Dz 
n4 n4 n4 

A An'A Bn' r 
.u4 = 3 =- .ui + 3 =- + C3 =- + D3, 

n4 n4 n4 

(IV) 

in denen nur die Az, Bz, Cz, Dz, A 3, B3, C3 , D3 numerisch bekannte 
Größen sind. 

'Z'x = k (t4 - tz) 'Z'z = k (t4 - tx) T4 = k (tz - tx) 
~~ = k (t4 - t3) ~4 = k (t3 - ti) 

k = O.OIJ202I 

Xz = 'Z'I :-r4 
'ljlz = ~'Z'I 'Z'z 
lz = Azxz 

(Kontrolle: 'Z'I + 'Z'4 =Tz= ~I+ i4) 

X3 = 'ri: 1"4 

gz = 'ljlz (Az - fz) 

* iz=4T~Az 
kz = Xz (Bz. + Cz) + Cz + Dz 
mz = tpz(Bz- Cz + Dz- kz) 

* Oz = 4 (7:~ Bz + TI T4 Cz) 

Kontrollen: 

fz + gz = Az (Xz + tpz)- tpz/z 
Az Oz - B,. i,. = 4 Az C,. Tx T4 

"P3 =~;;;I 't'z 
iJ = A3X3 
g3 = "P3 (A3- IJ) 

* i3 = 47:~ A3 
k3 = X3 (B3 + C3) + C3 + D3 
~ = "P3 (B3 - C3 + D3 - k3) 

* o3 = 4 (7:: B3 + ii i4 C3) 

iJ + g3 = A3 (X3 + "P3) - "P3 /3 
A 3 o3 - B3 i3 = 4A3 C3 ix 7:4 

(V) 
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b) Die Hypothesenrechnung. 

~- I 
- (r, + r4)3 

s" = lz + g" ~ + i" ~11 
53= iJ + g3 ~ + i3 ~11 

r 4 - r, 
11 = r4 + r, 

Tz=kz+mz~+oz~11 

T3 = k3 + m3 ~ + 03 ~ 11 

r~ = (R1 cos 0~ + L11)" + (R1 sin 01)" 
r: = (R4 cos 04 + L14)" + (R4 sin 04)". 

(VI) 

(VII) 

(VIII) 

Bei gänzlich unbekannten Entfernungen geht man von den ersten 
Näherungswerten ~=o.oo6o, 11=0 aus, berechnet damit aus den 
Gl. (VII) L11 und L14 und aus den Gl. (VIII) r1 und r4. Aus den Gl. (VI) 
erhält man neue Werte der ~ und r;. Mit diesen wird die Rechnung 
wiederholt. Sind 3 .Versuche durchgerechnet, so wendet man zur Ab
kürzung des Versuchsverfahrens die regula falsi an. Die Hypothesen
rechnung wird so lange fortgesetzt, bis keine Änderung mehr eintritt. 

Bei kleinen Zwischenzeiten und mäßigen Exzentrizitäten kann man 
r; ganz vernachlässigen (Berberichscher Ansatz). In diesem Falle 
brauchen die mit * bezeichneten Ausdrücke in GI. (V) gar nicht berech
net zu werden. 

c) Ableitung der Elemente. 

Xr=ar.dr-Xor 
y1 = b1L1r- Y 0 , 

x4 = a4L14- Xo4 

Y4 = b4 L14 - Y o 4 

Zr = Cr L1, z4 = c4 L1 4 

Kontrolle: xl + y; + zi-;- r;. 

Berücksichtigung der Aberrationszeiten nach 

t~=t,-AL1r t:=t4-AL14 
T 0 = k (t 0 - t 0) 

2 4 I 

~~ = o.gogogi 

(IX) 

(X) 

(XI) 

Über die Berechnung des Kettenbruchs siehe die Ausführungen auf S. 30. 
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Xr x4 + y, Y4 + Zr z4 a = _...:._c-=-r--:e~~-

X0 = x4 - a Xr 

yo = Y4- ayr 
zo = z4 - a Zr 

ro =V xoz + yoz + zOZ 

(XII) 

Kontrolle: (rr ro)z = (yr z4 - Zr y4)z + (xr Z4- Zr x4)z + (xr Y4- Yr x4) 2 

. 1't yo 
sm (v4 - Vr) = -

:Yx r4 

( ) Xr X4 + y, Y4 + Zr Z4 COS V 4 - Vr = ---'-'--'--'--'---
r, r 4 

Kontrolle: sin (v4 - Vr) 2 + cos (v4 - Vr) 2 = I 

,Jp- _ r, r 0 _. 

r - rgYz 
p p 

qr = - - I q4 = - - I 
r, r4 

e COSVr = qr 
. q, cos (v4 - v,) - q4 

e s1n Vr = =------:-. "'--C---'-~= 
sm (v4 - v,) 

v4 = Vr + (v4 - Vr) 

Kontrolle: p = r 4 (I+ ecosv4) 
. p 

e = sm cp a = (r- e) (I+ e) 

tg!cEr =VI- e tg.!.vr 
2 I+ e 2 

'E 1~ I tg2 4 =V I+etg2v4 

Kontrolle: a coscp sin} (E4 -;- Er)= yrr ~ sin~ (v4- Vr) 

C0 = 57-29578·e 
Mr =Er- eo sinEr 

M 4 = E4 - eo sinE4 
M 4 -M, 

fl = tO _ tO 
4 I 

Kontrolle: 
k 

fl = a "fa ko = 0.985608 

Mr + fl (to-t~) = Mo= M4 + fl (to-t~) 
P cos v, sin V 1 

=.Xr-- -X0 --
:e 1"I yo 

P cos v, sin Vr 
y = Yr -:y;- - Y0 -;y;;-

p cos v, sin v, = Zr --- - zo --
z r, ro 

Q sin v, + cosv, 
=Xr-- XO--

"' r, ro 

Q sinv, + cosv, 
y = Yr -:y;- Y0 --;;-

Q sinv, + cosv, 
=Zr-- Z0 --

z r, ro 

Kontrollen: p~ + p; + p; = I Q; + Q; + Q; = I 

P.,Qx + P,.Qy + PzQz = 0 

(XIII) 

(XIV) 

(XV) 

(XVI) 

(XVII) 
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sinisinc.o = P, 
sini cosc.o = Q. 

sin~ = P"cosw- Q"sinw 
cos ~ = P,.cosw- Q,.sinw 

Kontrollen: P,.sinw + Q,.cosw =- cosisin~. 

sin ~ und cos ~ müssen zu demselben Winkel gehören. 

(XVIII) 

Die für die Vorausberechnung erwünschten äquatorialen P;, P;, ~. 
Q;, Q;, Q~ werden nach den Gl. (3. 15) aus den ekliptikalen Werten nach 

P~= P,. Q~= Q,. 
P~=P"cose-P,sine Q~=Q"cose-Q,sine (XIX) 
P; = P"sine + P1 cose Q;= Q"sine + Q.cose 

erhalten. 
d) Kontrolle durch Nachrechnung der mittleren Beobachtungen. 

Die Nachrechnung kann nach den gleichen Formeln wie in§ 27 erfolgen: 

M = Mo + f.t (t0 -- to) 
E- e0 sinE = M 

(XX) 

LI cos~ cosoc = a P~ (cosE- e) + a cos <p Q~sinE + X 0 
LI cos~sinoc = a P~ (cosE- e) + a cos<pQ~sinE + Y 0 (XXI) 
LI sin~ = a Pi (cosE- e) + a cos<p Q; sinE + Z0. 

Die Aberrationszeiten kann man mit ausreichender Genauigkeit mit 
Hilfe der Werte für die benutzten Beobachtungen ermitteln. Über die 
zweckmäßige Bestimmung der exzentrischen aus der mittleren Anomalie 
siehe die Ausführungen in § 67. Die Reduktion der Beobachtungen, 
die Entnahme der Sonnenkoordinaten und ihre Reduktion erfolgt in 
derselben Weise wie bei den der Bahnbestimmung zugrunde gelegten 
Daten. 

Während die völlige Darstellung der benutzten mittleren Längen 
nur eine Probe auf die Richtigkeit der Rechnung darstellt, erhält man 
ein Urteil über die Brauchbarkeit der Elemente durch Nachrechnung 
der zur Bahnbestimmung nicht benutzten mittleren Breiten (siehe S. 138). 
Zeigen sich hier größere Abweichungen, so liegen entweder Beobach
tungsfehler vor, oder die Reihenentwicklungen waren nicht ausreichend. 
In diesem Falle, der jedoch nur bei großen Zwischenzeiten oder bei 
großer Exzentrizität eintreten sollte, leitet man die Elemente nach 
dem in Abschnitt 21 erläuterten Verfahren ab. 

ro. Abschnitt. 

Die Methode von BERBERICH-BAUSCHINGER. 

Der Gedankengang und die Formelentwicklungen sind analog denen 
des vorigen Abschnitts, so daß es genügt, wenn nur die Formelzusammen
stellung gegeben wird. Das erste Gleichungspaar zwischen den Un-

Stracke, Bahnbestimmung. 10 
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bekannten Lh, L14 und ri, r4 wird hier aus je den beiden ersten Gleichun
gen der auf die Kombination I, 2, 4 und I, 3, 4 augewandten Bedingungs
gleichungen der Ebene in der Form der Gl. (7. 2) abgeleitet. Als be
kannte Größen treten daher hier neben den ti, Ai, ßi die Polarkoordi
naten der Erde L., Ri statt der rechtwinkligen Sonnenkoordinaten auf. 
Die Sonnenbreiten sind gleich Null gesetzt. Die Ableitung der Elemente 
erfolgt nach denselben Formeln wie in Abschnitt 7· 

§ 45· Formelzusammenstellung. 
Gegeben sind die auf den Nullmeridian reduzierten Beobachtungs

zeiten t., die geozentrischen auf das mittlere Äquinoktium eines Jahres
anfangs übertragenen Beobachtungen oci, M, die nach den Gl. (3. 29) 
in die ekliptikalen Größen Ai, ßi verwandelt sind, und die zu den Zeiten 
ti gehörigen Erdkoordinaten Li (=L0 i±I80°) und Ri (i=I, 2, 3, 4). 
Die Sonnenbreiten B 0 i sind gleich Null gesetzt. (Siehe die Ausführungen 
aufS. I39·) 

a) Konstante Hilfsgrößen. 

tg Wr = tg ßr cosec (ÄI - Lr) 
tg -&I = tg (Ar - Lr) sec Wr 

tg w4 = tg ß4 cosec (Ä4 - L 4) 

tg #4 = tg (A4 - L4) sec w4 

Kontrolle: cos -Dr = cos ßr cos (Ax - Lx) cos -&4 = cos ß4 cos (A4 - L4) 

(#r und #4 < I80°) 

PI= Rr COS #x 
Qr = RI sin #r 

I 
F" = -~-;--;-;;--------;;--;-

cos ß4 sin (h - Ä.4) 

A 2 = F 2 cos ßi sin (Ar - A") 
B2 = F" Rr sin (Lr- A") 
C" = F 2 R" sin (L"- A") 
D2 = F" R4 sin (L4 - Ä") 

P4 = R4 cos -&4 

Q4 = R4 sin #4 

F- I 
3 - cos ß4 sin (11.3 - ~) 

A3 = F3 cos ßr sin (Ar - A3) 
B3 = F 3 Rr sin (Lr- A3) 

C3 = F3 R3 sin (L3 - A3) 

D3 = F 3 R4 sin (L4 - A.3) • 

Kontrolle von Winkeldifferenzen: 

(Ar - A") - (Är - Ä3) = (Ä3 - A4} - (Az - Ä4} 

=~-~-~-~=~-~-~-~=~-~ 

Tr = k (t4- t") T2 =k (t4-tr) T4 = k (t"- tr) 
Tr = k (t4 - t3) T4 = k (t3 - tr) 

lg k = 8.23558Lro 

Kontrolle: TI + T4 = T2 = Tr + T4 

X" = Tr : T4 X3 = i'r : T4 

(I) 

(I I) 

q;" = -r" : T4 f{J3 = -r" : T4 (III) 
'ljl1, = !-rr T" tp3 = !Tr T1, 

lgt = O.I24939 
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fz =Az Xz h =A3X3 
gz =Az 'ljJz (I- Xz) g3 =A3 "P3 (r-x3) 
*iz=Az4<~ *i3=A34i~ 

~=~~-~~+~ ~=~~-~~+~ 
~ = 'lfJz [Bz (r- xz) + Cz (r + qJz)] m3 = 'lfJ3 [B3 (r- x3) + C3 (r + qJ3)] 

*Oz = 4<~ (Bz- Cz x-;;') *03 = 4T~ (B3- C3 X~') 

Kontrolle durch doppelte Berechnung aller nicht kontrollierten Größen 
der Gl. (I bis III). 

b) Die Hypothesenrechnung. 

; = I r4 - r, (IV) 
(r, + r 4)3 'fJ = r 4 + r, 

Sz = fz + (gz + iz TJ) ; S3 = /3 + (g3 + h TJ); 
T2 = kz + (mz + Oz TJ); T3 = k3 + (m3 + 03 n); (V) 
AI = T3- T, A A s A LJ LJ4 = Sz LJr + Tz= 3 LJr + T3 s. -53 

t W _LI,+ P, t W _ Ll4 + P4 g r---- g 4----
Q, Q4 (VI) 

Yr = Qr sec Wr r4 = Q4 sec w4 

Bei gänzlich unbekannten Entfernungen geht man von den ersten 
Näherungswerten lg; = 7.778oo, lg 'fJ = - oo aus, berechnet damit 
Llr und Ll 4 aus Gl. (V) und rr und r4 aus Gl. (VI). Aus den Gl. (IV) er
hält man dann neue Werte der lg; und lg 'fJ. Mit diesen wird die Rech
nung wiederholt. Sind 3 Versuche durchgerechnet, so wendet man zur 
Abkürzung des Versuchsverfahrens die regula falsi an. Das Versuchs
verfahren wird so lange fortgesetzt, bis keine Änderung in den gesuchten 
Größen mehr eintritt. 

Bei kleinen Zwischenzeiten und Exzentrizitäten kann man 'fJ ganz 
vernachlässigen (Berberichscher Ansatz). In diesem Fall brauchen die 
mit * bezeichneten Ausdrücke in Gl. (III) gar nicht berechnet zu werden. 

c) Die Ableitung der Elemente. 

Yr COS br COS (lr - Lr) = Llr COS ßr COS (Ar - Lr) + Rr 
Yr cos br sin (lr - Lr) = Llr cos ßr sin (Ar - Lr) 
Yr sin br = Llr sin ßr 

~~~~~-~=~~~~~-~+~ 
r4 cos b4 sin (l4 - L4) = Ll4 cos ß4 sin (A4 - L4) 

r4 sin b4 = Ll4 sin ß4 

(VII) 

Kontrolle: Yr und r4 müssen mit den Schlußwerten der Hypothesen
rechnung übereinstimmen. 

tg i sin (lr - 9,) = tg br 

t . (l ()) - tg b4- tg b, cos (14 - t,) 
g ~ COS I - Ob - . (l l ) 

Sill 4- I 

Kontrolle: tgisin (l4 - 9,) = tgb4 

10* 
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tg Ur = tg (lr - Q,) sec i 
tg u4 = tg (l4 - 66) sec i 

Ur und u4 in demselben Quadranten wie Zr -Sb und l4 -Sb. 
Berücksichtigung der Aberrationszeiten 

t~=t1 -AL1 1 t~=t4 -AL1 4 
lg A = 7 .J6II8_,0 in Einheiten des mittleren Tages. 

(VIII) 

(IX) 

Fz=lg-. 1-1 -=lg~cy:_ (X) 
2 sm 2 y~ sec Yz - I 

Fz kann man mit dem Argument lg sec yz aus den Tafeln der Zech
schen Subtraktionslogarithmen entnehmen. 

(t40- t~) 2 
'Yjz = (rr + r4)3 lgy2 = a''Y/2 + a"n2 -- b"rJ~' 

wobei in Einheiten der 6. Stelle 

lg a' = 2.233886 
lg a" = 2.6I4IO- Fz 
lg b" = g.034II-ro. 

Bei Zwischenzeiten bis zu etwa 6o Tagen sind diese Werte ausreichend. 
Bei größeren Zwischenzeiten fügt man obigem Ausdruck für .Yz noch 
das Glied 6. Ordnung (siehe S. 28) hinzu, und wenn auch dieses nicht 
genügt, bedient man sich des Tietjenschen Verfahrens (siehe S. zg). 

Kontrolle: 

Kontrolle: 

,fp- = rr r4 sin (u4 - Ur) -
r k (t2- t~) Y 2 

p p 
qr = - - I q4 = - - I rr r4 

ecosvr = qr 

. qr cos (u4- Ur) - q4 
es1n Vr = . 

Sill (u4-Ur) 

W =Ur -Vx 

e cos v4 = q4 

sincp = e a = pseccp 2 

• I ( E ) . I lFr . sm 2 Vr - r = sm 2 cp V p sm Vr 

• I ( E ) . I vr4 . sm 2 v4 - 4 = sm 2 cp p sm v4 

acoscpsinHE4 -E,) = frrr4 sinHv4 -vr). 

Mr = Er - e" sin Er 
M 4 = E4 - e"sinE4 

lg e" = lg e + 5.3i4425 
k" 

"" = 3 lg k" = 3·550007 
a;;: 

(XI) 

(XII) 

(XIII) 
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Kontrolle: 

Bei großen Bögen leitet man p, aus der letzten Gleichung und a aus 

(k") ~ a= - 3 
f! . 

ab. 
M 1 +p,(t0 -t~) =M0 =M4 +p(t0 -t~) 

d) Kontrolle durch Nachrechnung der benutzten Beobachtungen. 
Die Nachrechnung erfolgt nach den Formeln 

M=Mo +PW-to) 
E - e" sin E = M (XIV) 

r sin v = a cosp sinE 
rcosv = a(cosE- e) 

u=v+w 

L1 cos ß cos (Ä - .Q) = r cos u - R cos (L - & ) (XV) 
L1 cosßsin (Ä- .Q) = rsinucosi- Rsin(L- .Q) 

L1 sinß = rsinusini. 

Will man zahlreiche Beobachtungen nachrechnen oder eine Vorausbe
rechnung geben, so bedient man sich statt der GI. (XV) besser der 
GI. (3. 19). S~ehe auch die entsprechenden Ausführungen in Ab
schnitt 15. 

§ 46. Beispiel. 

a) Ausgangsdaten und konstante Hilfsgrößen. Gegeben seien die 
topozentrischen Beobachtungen des Planeten 996 [1923 NM]: 

Ort 1923 M. Z. Wien a,9,3.o ~'9'3·0 
Wien März 21 12h 31m 13s 12h (im 20~97 -0° 54' 58~'4 

Apr. 6 9 17 38 II 54 42.51 +o 16 57·5 
Mai 2 8 54 34 II 43 22.35 +I 26 19.4 

II 9 56 0 II 42 45.36 +I 29 20.7 

Die Reduktion dieser Beobachtungen (Verwandlung der mittleren Orts
'zeiten in M. Z. Gr., Umwandlung der topozentrischen in geozentrische 
Koordinaten) sei gemäß den Ausführungen in § 22 vorgenommen. 
Es sei vorausgesetzt, daß eine Kreisbahnbestimmung voraufgegangen 
ist (siehe das Beispiel in §54), die die zur Berückichtigung der Parallaxe 
in oci, fli und zur genäherten Berechnung der Aberrationszeiten er
forderlichen geozentrischen Entfernungen L1i liefert. Man erhält 

1923 M. Z. Gr. lg L1 Pa Pa A L1 
März 21.47630 0.310 +o~o2 +3':2 o.ou8 
Apr. 6.34186 0.315 - o.o8 +3.2 O.OII9 
Mai 2.32584 0.352 - o. 01 +2.8 0.0130 

11.36851 0.370 +o.o6 +2.7 0.0135 
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Die geozentrischen äquatorialen Beobachtungen !'l.i, /Ji seien nach den 
Gl. (3. 29) in die geozentrischen ekliptikalen Koordinaten A;, ßi ver
wandelt. Die zugehörigen Erdkoordinaten Li ( = L 0 ; ± r8o 0 ) , lg Ri 
werden dem B.]. entnommen. Die B 0 i sind gleich Null gesetzt, doch 
ist die Korrektion der ß; unterblieben, da hier ja nur die Cosinusse der 
Breiten in Erscheinung treten. 

~~ 
tg 
tg 
tZ 

181° 49' 14'!o 
178 40 23.6 
175 36 49·8 
175 27 9.6 

Ar-Lr 
cos (Ar -Lr) 

cosßr 

tg ßr 
sin (Ar-Lr) 

tg Wr 
sec Wr 

tg (Ar- Lr) 
tg Dr 

Dr 
sin Dr 

Rr 
cos Dr 

p, 
Qr 

Az- }.4 
sin (Az - },4) 

cos ß1 sin (Az - A4) 

Ar- J.2 
sin (Ar-}.,) 

Lr-}., 
sin (Lr- }.,) 

Rr 
Lz- Az 

sin (L 2 - }.,) 

R, 
L4- Az 

sin (L 4 - Az) 
R4 

F, 
cos ßr sin (Ar - }.,) 

Rr sin (Lr- Az) 
Rz sin (Lz - Az) 
R 4 sin (L4 - Az) 

Az 
Bz 
c. 
Dz 

21<146450 
37·32996 
63.31284 
72·35501. 

1°291 17'!6 
9·999853 
9·999997 

7.560257n 
8.414497 
9.14576on 

4208 
8.414643 
8.418851 
1°3o' 91!7 
8.418701 
9·998465 
9·999851 
9.998316 
8-417166 

3°131 14'!o 
8.749579 
8.749571 

3° 8' so'! 4 
8.739602 
1°39' 321!8 
8.461692 
9·998465 

17°191 531!1 

9·474068 
0.000429 

51o27' n'!7 
9·893262 
0.004440 

!.250429 
8.739599 
8.460157 
9·474497 
9.897702 

9.990028 
9·7!0586 
0.724926 
!.148131 

180° 191 s6'! 4 
196 o 16.7 
221 22 38.1 
230 7 35·3 

A4-L4 
cos (A4 -L4) 

cos ß4 

tg ß4 
sin (A4- L4) 

tg w4 
sec w4 

tg (A4 -L4) 
tg &4 

&4 
sin &4 

R4 
cos !'14 

p4 
Q4 

A3 - A4 
sin (A3 - A4) 

cos ß 4 sin (A3 - A4) 

Ar- A3 
sin (Ar- A3) 

L,- A3 
sin (Lr- A1) 

Rr 
L 3 -A3 

sin (L3 - A3) 
R3 

L 4 - A3 
sin (L4 - A1) 

R4 

FJ 
cos ßr sin (Ar - A3) 

R, sin (Lr- A3) 
R3 sin (L3 - A3) 
R 1 sin (L4 - A3) 

Al 
Bl 
Cl 
Dl 

7.560257n 
7.6674ron 
7.762672n 
7.781683n 

9·998465 
0.000429 
0.003490 
0.004440 

305° 19' 34'!3 
9·762101 
9·999992 

7.781683n 
9.9n623n 
7.87oo6o 

12n 
0.149522n 
0.149534 

54 ° 4o' 28'! 4 
9.9II627 
0.004440 
9·762093 
9·766533 
9.916067 

o 0 9' 4o'!2 
7-449152 
7-449144 

6°12' 24'!z 
9·033890 
4043' 6'!6 
8.915191 
9·998465 

45° 451 48'!3 
9·855195 
0.003490 

(I) 

54 o 3o' 45'! s (II) 
9·910754 
0.004440 

2.550856 
9·033887 
8.913656 
9 .858685 
9·915194 

!.584743 
!.464512 
2.409541 
2.466oso 
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2-tg 35~02505 t2- tg 1.544379 
t2- ~~ 5o.8905I t2- ~~ 1.706637 
tg- ~~ I5.86546 tg- ~~ 1.200452 

t2- ~~ 9-042I7 t2- ~~ 0.956273 
tg- ~~ 41.84834 tg- ~~ I.62I678 

TO I 9-779960 rr -r9 9-722I78 (III) 
To 9·9422I8 

4 O.I24939 2 3 

·~ 9·436033 :r~ 'l'g 9-I34072 
T02 I 9-559920 

-o 
TI 9.I9I854 4 o.6o2o6o 
-o. 
T4 9-857259 -oz ri 8.383708 

X• 0.343927 X3 9-334595 
I- X• o.o8I935n r-x3 9-894277 

"P• 9-847117 "P3 9-259011 
"P• (I- X•) 9.929052n "P3 (I- X3) 9-I53288 

qh o.5o6I85 f/!3 0.084959 
I +f!!z 0.624038 I +f!!3 0.345583 

Bzxz 0.0545I3 B3 X3 0.799I07 
Add. 9-970073 Add. 9-991153 

- Czf{!z 1.23I I I In - C3f!!3 2.4945oon 
Bzxz-Czf{!z 1.2o1184n B3 X3- C3f!!3 2.485653n 

Add. 9-113725 Add. 8.664378 
D, I.I48I3I D3 2.466050 

B 2 (I- X•) 9.792521n B3 (r- X3) 1.358789 
Add. 9-987769 Add. 0.017095 

(IV) C, (1+ f{!z) 1.348964 c3 (1 +fP3) 2.755124 
Summe 1.336733 Summe 2.7722I9 

'ljJz 9·847117 "P3 9-259011 

B, 9-7I0586 B3 1.4645I2 
Add. 9 .895648 Add. 9-989217 

- c, (1 :x,) o.380999n - C3 (1 :x3) 3.074946n 
Bz- C, (1 :x,) o.276647n B3- C3 (1 :x3) 3.064163n 

4 TIOz 0.161980 4 cz:,o. 8.985768 

/z 0.333955 h 0.919338 
g, 9.91908on g3 0.738031 
i, o.152oo8 i3 0.570511 
k, o.261856n k3 1.I30428n 
m, x.I8385o m3 2.031230 
Oz o.438627n 03 2.04993In 

b) Hypothesenrechnung. 

Die Kreisbahnbestimmung liefert mit lg a =lg rr =lg r4 =0.4824 für 
die Unbekannten~ und rJ die Ausgangswerte 

lg ~ =7.6498 lgn=-oo. 

Rechnet man mit diesen Werten das Formelsystem (V) und (VI) durch, 
so erhält man als Resultat der I. Hypothese 

lg Yr = 0.450279 lg r4 = 0.458485 
und damit nach Gl. (V) lg ~ = 7·733707 lg rJ = 7·975322 

Mit diesen Werten von~ und rJ rechnet man die 2. Hypothese und erhält 

lg Yr = 0.447949 lg r4 = 0.45567r 

und damit nach Gl. (V) lg ~ = 7·74!429 lg rJ = 7.9489r6 
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Mit diesen Werten rechnet man die 3· Hypothese durch und erhält 

lg TI = 0.44769r lg T4 = 0.455340. 

Wendet man nun die regula falsi an, so ergeben sich für lg TI und 1g T4 

die Korrektionen 

und für TI und T4 die Werte lg TI= 0.447659, lg T4 =0.455296 und damit 
für ~ und rJ die Werte 

lg ~ = 7·742425 

mit denen man die nächste Hypothese durchrechnet. Diese Rechnung 
sei in extenso wiedergegeben: 

4· Hypothese 
i. 0.152008 i3 0.5705II 
'I] 7·944078 'I] 7·944078 
o. o.438627n 03 2.049931n 

iz'l]{ 
8.096086 

i3 n{ 8.514589 
+0.012476 +0.03270 

g. -0.830004 g3 +5·47055 
g,+i•'l] -0.817528 g3 + i3'1'J +5·50325 

Oz'l]{ 
8.382705n 

03'1'J{ 
9.994009n 

-0.02414 -0.9863 
m. + 15.27039 m3 + 107·4559 

mz+0•1J + 15.24625 m3+o31J + 106.4696 

g, + i,1j 9.912503n g3 + i31J 0.740619 
~ 7·742425 ; 7·742425 

m,+o•11 1.183163 m3+o311 2.027225 (V) 
(g. + i,1)) ;{ 7.654928n 

(g3 + i31J) ;{ 
8.483044 

-0.00452 +0.03041 
f· + 2.15752 h +8.30497 

(mz+Oa1)) ;{ 8.925588 
(m3 + o3 'I'J) ;{ 9·769650 

+o.o8425 +o.58837 
k. -1.82750 k3 -13.50294 

s. +2.15300 Ta -1.74325 
53 + 8.33538 T3 -12.91457 

s,-s3 - 6.!8238 T 2 - T3 + 11.17132 

T3- T, 1.0481o4n S.Lf,{ 0.589992 
s,-s3 o.79II56n +3.89038 

LI, 0.256948 Ta -1.74325 
s. 0.333044 

LI, 1.80696 Ll4 2.J4713 
p, +0.99613 p4 +o.58416 

LI,+P•{ 
+2.80309 

LI4+P4{ 
+ 2.73129 

0.447637 0.436368 
(VI) Q, 8.417166 Q4 9·916067 

sec W, 2.030490 sec w4 0.539229 
tg w, 2.030471 tg w 4 0.520301 

"' 0.447656 ~'4 0.455296 

Bei der guten Übereinstimmung der Anfangs- und Endwerte der 
TI und T4 der 4· Hypothese ist eine weitere Hypothese unnötig. 
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c) Ableitung der Elemente. 

sin PI 7.560254n sin p4 7.78x675n 
LII 0.256948 Ll4 0.331858 

cos PI .. 9-999997 cos P4 9·999992 
sin (J.I-LI) 8.414497 sin (J.4 -L4) 9.9II623n 

(?I 0.256945 !?4 0.331850 
cos (ÄI - LI) 9·999853 cos (J.4 - L4) 9-762101 

(?I cos (J.I -LI) 0.256798 (?4 cos (J.4 - L4) 0.093951 
Add. 0.190795 Add. 0.258576 

RI 9·998465 R4 0.004440 
ri cos bi sin (li-LI) 8.671442 r4 cos b4 sin (l4-L4) o.243473n 

COS (li -LI) 9·999939 cos (l4-L4) 9·897237 
ri cos bi cos (li -LI) 0.447593 r 4 cos b4 cos (14- L 4) 0.352527 

tg (1I-LI) 8.223849 tg (14-L4) 9.890946n 
li-LI +oo 57' 33':3 l4-L4 -37° 52' 50'!.7 

ri sin bi 7.817202n r4 sin b4 8.II3533n 
secbi I sec b4 5 (VII) 

ri cos bi 0.447654 r4 cos b4 0.455290 
tg bi 7.369548n tg b4 7.658243n 

cos (l4 -1I) 9·992014 1I I8I 0 17' 29'!7 
- tg bi cos (l4- li) 7·36!562 14 192 14 44·6 

Add. 9·991258 ~ 350 7 13.0 
tg b4 7.658243n 

Zähler 7.35282on 14 -1I IO 57 14.9 
sin (14 -1I) 9.2788o6 14-~ 202 7 3!.6 

tg i sin (1I -m 7.369548n 
cos (li -~) 9.991692n ri 0.447655 

tg i cos (1I -~) 8.o74014n r4 0.455295 
tg (1I-~) 9-295534 i 0° 41' 33':o 

1I-~ 191° xo' x6':7 sec i 32 
tg i 8.082322 tg (li -~) 9·295534 

sin (14 -~) 9·57592In tg (t4-m 9.609141 

UI I 191 °10' 19':5 tg UI I 9.295566 
u4 202 7 36.g tgu4 g.6o9173 (VIII) 

U4-UI IO 57 17.4 ~ (u4-ui) 5°28' 38'!7 

A LI I{ 
8.01813 

A Ll 4{ 
8.09304 

0~01043 0~01239 (IX) tO 2!.46587 t~ 72·356!2 I 
t~- t~ 50.89025 t~- t~ !.706634 

(t~-m· 3·413268 ri 0.447656 
(ri+r4)l 2.257569 Add. 0.297227 

a' 2.233886 r4 0.455296 
TJ• l.I55699 rir4 0.902952 
a" 0.2774 lri r4 0.451476 
TJ~ 2.3II4 2 0.301030 
b" 9·0341 2frir4 0.752506 

(X} a'TJ• 3·389585 ri+r4 0.752523 
a" TJ• !.4331 2 f rir4: (ri + r4) 9·999983 

- b" TJ~ 1.3455n cos ~ (u4 - ui) g.998012 

a'TJ• 
cos ". 9·997995 

+2452·4 2.6141 
a" TJ• +27.1 r. 2.3367 

- b" TJ~ -22.2 
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Y• 0.002457 r,r4 sin (u4- ur) y, 0.184243 
sin (u4- u,) 9·278834 k (tg- trl 9-942215 

sin (u4- u,) Y> 9.281291 VP 0.242028 
r,r4 0.902952 p 0.484056 

p:rr 0.036400 p:r4 0.028760 
q, 8.941650 

cos (u4- Ur) 9-992013 ro 144°531 54'!o 
q, cos (u4- ur) 8.933663 Vr 46 16 25.5 (XI) 

Add. 9-404333 v4 57 13 42-9 
-q4 8.835467n cos v4 9·733429 

Zähler 8.239800 e 9.102038 
sin (u4- ur) 9·278834 sin r" 5-314425 

e sin v, 8.960966 
sin Vr 9.858928 

e cos Vr 8.941650 
tg Vr 0.019316 

rp 7°151 591!4 a3 1.473180 
cos rp 9·996498 k" 3-550007 

l 
cos rp> 9.992996 a• 0.736590 

a 0.491o6o f' 2.813417 

fr,:p 9.98r8oo fr4: P 9.985620 
sin rpj2 8.801882 sin rp/2 8.8or88z 

sin v, 9.858928 sin v4 9.924712 
sin (vr- Er) 8.6426!0 sin (v4- E4) 8.712214 

(v,-E,) 2o3I' r1!o (v4- E4) 2° 571 r7'!3 (XII) 

Vr-Er 5 2 2.0 v4-E4 5 54 34·6 
Er 41 14 23·5 E4 SI 19 8.3 

E4-EI 10 4 44·8 v4- v, IO 57 17-4 
~ (E4-E,) 5 2 22-4 ~ (v4- Vr) 5 28 38·7 

sin{(E4-E,) 8.943709 sin ~ (v4- Vr) 8.979791 

a cos rp 0-487558 Y r1 r4 0.451476 
Summe 9·431267 Summe 9·431267 

sinE, 9.819025 sin E 4 9·892449 
e" 4·416463 e" 4·416463 

e" sin Er{ 4·235488 e" sin E 4{ 4·308912 
4 ° 46' 38'! 4 5°391 26'!3 

M, 36 27 45·1 M4 45 39 42.0 

M4-MI{ 
9 II 56.9 to- tr 1.371698 
4·520050 f' 2.813416 (XIII) t2-tr !.706634 fo- t~ 1.437055n 

p(lo-111 4.185II4 
fO 21-46587 4 0 15' 14'!9 I 
to 45·0 f' (to- tg) 4.250471 n 
fO 72·35612 -4 ° 56' 42'!1 4 

to- tr +23.53413 
Mo{ 4° 43 0.0 

to- tg -27-35612 40 42 59·9 

Zusammenstellung der Elemente: 

Epoche to = 1923 Apr. 14.0 M. Z. Gr. 

Mo 40° 43' o:'o w 144 ° 53' 54'!o 

} 
Ekliptik 

rp 7 15 59-4 b6 350 7 13.0 Mittleres Äquin. 

ft 6so':753 i 0 41 33·0 1923.0 
Ig a 0-49Io6o 
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Die Nachrechnung der beiden mittleren Beobachtungen (Beispiel 
in § 35) ergibt die Abweichungen 

cosßd). dß 
1923 Apr. 6 - o':2 + 1~8 
1923 Mai 2 -o. 6 +2.1 

Die geringen Abweichungen in den Längen sprechen für die Richtig
keit der Rechnung, die in den Breiten für die Güte der Elemente. 

C. Die Bestimmung einer Kreisbahn. 

Nach der Entdeckung eines Planeten tritt an den Bahnrechner die 
Aufgabe heran, dem Beobachter für die allernächste Zeit möglichst bald 
eine Vorausberechnung zur Verfügung zu stellen, die die weitere Ver
folgung des neuen Objektes erleichtert oder ermöglicht. Diesen Zweck 
erfüllt die provisorische Vorausberechnung auf Grund einer Kreisbahn
bestimmung. Sie hat vor der elliptischen Bahnbestimmung den Vorteil 
voraus, daß das durchzurechnende Formelsystem ganz erheblich ein
facher und kürzer ist und daß sie bei gänzlicher Vernachlässigung der 
Parallaxe mit beschränkter Genauigkeit ausgeführt werden kann. 

Auch in andrer Hinsicht leistet die Kreisbahnbestimmung gute 
Dienste. Sie liefert für die spätere elliptische Bahnrechnung Werte 
der Entfernungen, die für die Berücksichtigung der Parallaxe und der 
Aberrationszeiten ausreichend sind. Sie gewährt einen Einblick in die 
Bahnlage des neuen Objektes, der für die Wahl der Methode der ellip
tischen Bahnrechnung bestimmend sein kann. Sie erleichtert die Iden
tifizierung mit bekannten Planeten, deren Beobachtungen weit außer
halb des Bereichs der üblichen Vorausberechnung liegen, sowie die 
Identifizierung mit sehr unsicheren bekannten Planeten. 

Für die stark exzentrischen Kometenbahnen kommt die Kreisbahn
bestimmung nicht in Betracht. 

Bei der Kreisbahnbestimmung sind nur 4 Elemente zu bestimmen, 
da Exzentrizität und Perihellänge wegfallen. Zur Ableitung der 4 Ele
mente sind 2 Beobachtungen tr, IXr, t5r, t2 , IXz, t5z notwendig und aus
reichend. Die beiden Dreiecke Sonne-Erde-Planet liefern 2 geome
trische Beziehungen zwischen der Halbachse a und den beiden geozen
trischen Entfernungen Lh und Llz. Eine weitere geometrische Beziehung 
zwischen diesen Größen sowie dem von den Radienvektoren eingeschlosse
nen Winkel Uz -Ur gewinnt man aus dem von der Sonne und den beiden 
Planetenorten gebildeten Dreieck. Zwischen dem Winkel Uz -ur und 
der Halbachse a besteht andrerseits eine aus dem 2. Keplerschen Gesetz 
abgeleitete dynamische Beziehung. Die 4 Gleichungen zwischen den 
3 Unbekannten a, Ll1, Ll 2 werden durch Versuche nach a aufgelöst. 
Aus den so bekannt gewordenen beiden heliozentrischen Orten werden 
die übrigen Elemente abgeleitet. 
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Das ist kurz der Gedankengang der für die numerische Rechnung 
geeigneten Methode von VEITHEN. Die Ableitung der Elemente er
folgt hier abweichend von VEITHEN. Wie man leicht erkennen wird, 
ist die Methode im Prinzip identisch mit der auf die logarithmische 
Rechnung zugeschnittenen Gaußsehen Methode. Beide sollen hier dar
gelegt werden. 

II. Abschnitt. 

Die Methode von VEITHEN. 

§ 47· Die Fundamentalgleichungen. 
Als Koordinatensystem wird das des Äquators zugrunde gelegt. Den 

Übergang von den geozentrischen zu den heliozentrischen Koordinaten 
vermitteln die Gl. (3. 14). Setzt manhierin 

so wird 

cos Öi cos cti = ai 
cos öi sin OCi = b~ (i = I, 2) 

x: = a'rLir- x~I 
y', = b'1LI, -- y~I 

x'. = a~LI.- X~z 
y~ = b~LI.- Y~z 

z: = c~ LI 1 - Zar z: = c~ LI. - Zoz. 

(I) 

(2) 

Hierin sind a~, b~, c~, X~:li• Y~ i, Z~ i bekannte Größen. Die ersteren 
werden nach Gl. (I) aus den Beobachtungen a.i, öi abgeleitet. Die Sonnen
koordinaten X~ ;. Y~ i• Z~ i• die auf das gleiche Äquinoktium wie die 
a.i, Ö; bezogen sein müssen, werden für die auf den Nullmeridian redu
zierten Beobachtungszeiten ti dem B. J. entnommen. Unbekannte sind 
die Entfernungen Llx, Ll 2 • 

Für diese erhält man aus den zu den Zeiten tr und t,. gehörigen Drei
ecken Sonne-Erde-Planet die beiden Gleichungen 

Hierin ist 

Llr = ya•- (Rx sin -Dx) 2 - Rx cos -Dz 

LI,.= ya•- (R2 cos D-2}"- R,. cos D-2 • 

Rr cos -D, =- (a:x0, + b'r Y0r + c:Z0,) 
R 2 cos -D 2 = - (a:x~z + b: Y 0z + c~Zoz) 

R~ = 'X3r + Y3, + Z~r 
R: = X3z + Y'oz + Zöz 

(Rr sin ßo,)• = R~- (R, cos D- 1 )
2 

(R. sin Oo .) • = R:- (R. cos -D 2 )". 

Wäre a bekannt, so wäre das Problem gelöst. 

(3) 

Zwischen der Halbachse a und dem in der Zeit t2 - tr durchlaufenen 
Winkel u2-uz zwischen den von der Sonne nach den beiden Planeten-
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orten gezogenen Radienvektoren besteht zunächst die geometrische 
Beziehung 

a 2 cos (u2 - ur)= a 2 [I- 2 sinf('!'l2 -ur) 2 ] = x: x: + y: y~ + z: z~ 
2 • '( )2 2 1 ' I I z' I 2 a s1n 2 u2 -Ur = a - x, x 2 - y 1 y 2 - 1 z 2 

oder 

sinf (u2 -ur) 2 = (A LlrLI2 + BLir + C Ll2 + D+a•) ~, (4) 
za 

wo zur Abkürzung 

- (a: a~ + b', b: + c', c:) = A 
+ a', X 02 + b'1 Y 0 z + c'1 Z02 = B 
+ a'2 X 0, + b~ Y0r + c:z0, = C 

- (XorXoz + Y0, Yüz + Z0xZoz) = D 

gesetzt ist. Eine 2. Beziehung zwischen der Halbachse a und dem 
Winkel u2 -ur erhält man aus dem 2. Keplerschen Gesetz. Nach 
GI. (r. 3I) ist k 

Jl= ~· 

Da die Bewegung im Kreise gleichförmig ist, so ist 
k (t2 - t1 ) 

U2- Ur= --l-. 

Setzt man zur Abkürzung k (t2 -tr) =r, so erhält man in 

(5) 

eine dynamische Beziehung zwischen den Unbekannten u2 -ur und a. 
Die 4 GI. (3), (4), (5) lösen das Problem. Die Bestimmung der Un

bekannten erfolgt im Näherungsverfahren. 

§ 48. Ableitung der Elemente. 
Sind die Entfernungen berechnet, so berücksichtigt man zunächst 

die Aberrationszeiten nach 
t~=t,-ALI 1 t~=t2 -ALI 2 • 

Die mittlere Bewegung berechnet man aus 
(6) 

Uz- Ur 

f-l = e-g-- t~ (7) 

die rechtwinkligen heliozentrischen Koordinaten aus GI. (2). 
Die für die Vorausberechnung besonders geeigneten Größen erhält 

man folgendermaßen. Nach den Gl. (3. I8) ist 

x: = a sin a1 sin (A 1 + ur) x: = a sin a1 sin (A 1 + u2) . 

Addiert bzw. subtrahiert man diese beiden Gleichungen, so erhält man 

sin a' sin (A 1 + f (uz +Ur)) = - 1
- (X:+ X1

1 ) sec Huz- Ur) 
za 

sin a1 cos(A 1 + f(u2 +ur))= - 1
- (x: -X1

1 ) cosecf(u2 -ur). 
za 

(8) 
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Da die Lage des Perihels bei der Kreisbahn offenbar willkürlich gewählt 
werden kann, so darf man das Perihel in die Mitte der beiden benutzten 
Beobachtungen, d. h. auf den Moment ~ (tr + tz) = to legen. Dadurch 
wird ~ (uz +ur)= w. Führt man die durch 

P~ = sin a' sin (A' + w) Q~ = sin a' cos (A' + w) (g) 

bestimmten Konstanten Px', Qx' ein, so geht GI. (8) über in 

P~ = - 1
- (x: + x',) sec~ (uz- Ur) za 

(IO) 

Entsprechende Gleichungen kann man für die Konstanten P;, P;, Q;, 
Q~ aufstellen. Diese· Größen lassen sich ein für allemal aus den oben ge
wonnenen rechtwinkligen Koordinaten berechnen. 

Damit hat man alle für die Vorausberechnung notwendigen Elemente. 
Denn bezeichnet man den für irgendeine Zeit t vom Gestirn seit der 
Perihelzeit to zurückgelegten Bogen f.l (t- to) mit u, so läßt sich die 
Koordinate x' allgemein nach 

x' = aP~·cosu + aQ~·sin u (n) 
ermitteln. 

Der Winkel w ist identisch mit dem Abstande des Gestirns vom auf
steigenden Knoten für die Perihelzeit to, oder das Argument der Breite 
für diese Epoche. 

Legt man Wert darauf, auch die üblichen ekliptikalen Bahnelemente 
Q, und i zu erhalten, so benutzt man die GI. (6. 36) zunächst zur Berech
nung von w und dann von Q, und i. 

§ 49· Formelzusammenstellung. 
Gegeben sind die Beobachtungszeiten ti, die auf das mittlere 

Äquinoktium eines Jahresanfangs reduzierten Beobachtungen ai, (Ji und 
Sonnenkoordinaten X~ i• Y~ i• Z~ i (i =I, 2). Parallaxen und Sonnen
breiten werden vernachlässigt. 

a) Konstante Hilfsgrößen. 

Kontrolle: 

ai = cos CJi cos ai 

bi = cos (Ji sin ai 

c~ = sin CJi 

ai" + W + ci 2 = I 

(i=I,z) 

Rr cos f}r =- (a~Xor + b~ Y0r + c~Zü,) 
Rz cos {}z =- (a~Xoz + b~ Y 0z +ciZoz) 

R: = X~r + Y~x + Zar 
R~ = Xo 2 + Y~a+ Zo:z 

(Rr sin f)r) 2 = R~- (Rr cos {}1 ) 2 

(Rz sin {}z) 2 = R~- (Rz cos {}z) 2 

(I) 

(II) 
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A=-(a'a' +b'b' +c'c') 12 12 '12 

B= +a~X0.+ b', Y0• +c:zc,. 
c = + a~X0 I + b~ Y0I + c'.Zoi 
D =- (XoiXo• + Yoi Y(,. + Z0IZo.). 

Kontrolle aller Größen in Gl. (II) und (III) mit Ausnahme 
(Rz sin t?z)z und (Rz sin t?2)2: 

(-X0I -X0• + a'I + a~)· 
+ (- Yb- Y0• + b: + b~)· 

I 59 

(III) 

von 

+ (-Z0I -Z02 + c', + c~)· = R: + R: + 2 + 2 (R1 cos t?z + Rzcos t?z 
-A-B-C-D). 

b. Die Hypothesenrechnung. 

L1 1 = y-a-;;-• ----:-:( R::-~-s-;-in---:t?::-I;-;;-) • - Rz cos t?1 

L12 = ya• - (R2 sin t?z) 2 
- R2 cos t?z 

(IV) 

sin f (Uz- u1) • = (A L11 .12 + B L1r + C L1z + D + a2) ___:_. za 

(V) 
I 

I ( ) 2 T 
2 Uz-Uz =--=· 

afa 

Die Auflösung der Gl. (IV) und (V) erfolgt im Näherungsverfahren unter 
Anwendung der regula falsi. Man beginnt mit einem Mittelwert der Halb
achsen der kleinen Planeten, mit a = 2.7 (a2 = 7.29, a ya 0.43653), 
berechnet damit den Winkel f (u2 -u1) einmal aus der geometrischen 
Beziehung, GI. (IV), dann aus der dynamischen Beziehung, Gl. (V). 
Kennzeichnet man die beiden Winkel durch die Indizes g und d, so 
bildet man dann 

f ( Uz - Ur) 11 - f ( Uz - Ur)a = d. 

a muß nun variiert werden, bis die Differenz d in der gewählten Stellen
zahl verschwindet. Die 2. Hypothese beginnt man mit einem um 3000 Ein
heiten der 4· Dezimale geänderten Wert von a. Die Resultate der beiden 
ersten Hypothesen liefern für die 3· Hypothese meist einen nahe rich
tigen Ausgangswert von a. Mehr als 3 oder 4 Hypothesen sind selten 
notwendig. 

c) Ableitung der Elemente. Berücksichtigung der Aberrationszeiten 
nach 

t~= t,- A .1, t~= t,- A .1, (VI) 

A = 0.00577 in Einheiten des mittl. Tages 

Kontrolle: 

Uz- u, 
f.' = to _ to (VII) 

2 I 

ko 
fJ-=

afa 
ko = o~g856r 
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x'r = a'r LI I- X~ I 
Y~ = b'r Llr- Yöi 
z'r = c'r LII- Zöl 

X~= a:LI.- x~. 
y~ = b~LI.- Y~. 
z~ = c~ LI. - Zö. 

(VIII) 

P~ = (z~ + z~) sec~ (u"-u~)-1- Q~ = (z~- z:) cosec~ (u"-u1) - 1-
2a 2a 

Kontrolle: P~ Q~ + P~ Q~ + P~ Qi = o 

Damit hat man alle für die Vorausberechnung erforderlichen Größen 
erhalten. 

Die Berechnung der üblichen für die Vorausberechnung nicht not
wendigen Bahnelemente g, und i kann mit stark beschränkter Stellen
zahl nach den Gleichungen 

erfolgen. 

sinisinro= P~cose -P~sine 
sin i cosro = Q~ cos e - Q~sin e 

sin g, = (P~cosro- Q~ sin ro) sec e 
cos g, = P~ cos w - Q~ sin ro 

Kontrolle: P~ sin ro + Q~ cos w = - cos i sin g, 
sin g, und cos g, müssen zu demselben Winkel gehören. 

e aus Tafel2 

(IX) 

d) Kontrolle durch Nachrechnung der benutzten Beob.achtungen. 

U=p,(t0 -t0), wo t0 =~(t~+t~) (X} 

LI cos ~ cos oc = a(P~ cos u + Q~ sin u) + X 0 
LI cos ~ sin oc = a (P~ cos u + Q~ sin u) + Y~ (XI) 

LI sin~ = a(P; cosu + Q~ sinu) +Z0. 
Es genügt die Nachrechnung der benutzten Beobachtungen, die die 
Richtigkeit der Rechnung bestätigen soll. 

Bei kurzen Bögen und großer Exzentrizität kann man für eine in der 
Mitte des Bogens gelegene Beobachtung und erst recht in der Voraus
berechnung eine erhebliche Abweichung erwarten. Sobald ein genügend 
langer Bogen beobachtet ist, wird man eine elliptische Bahnbestimmung 
ausführen. 

e) Die Unmöglichkeit einer Kreisbahnbestimmung. Es muß hervor
gehoben werden, daß das Gleichungssystem (IV) bis (V) in gewissen 
Fällen keine reelle Lösung zuläßt. Unter vereinfachenden Voraus
setzungen (kleine Zwischenzeit, Nähe der Ekliptik und der Opposition) 
hat TISSERAND die Frage behandelt, wann den beiden Beobachtungen 
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durch eine Kreisbahn nicht genügt werden kann. Er zeigte, daß die 
Gleichungen keine reelle Lösung haben, wenn die geozentrische Bewe
gung in Breite eine gewisse Grenze übersteigt. 

§ so. Beispiel. 

a) Ausgangsdaten. Gegeben seien die topozentrischen Beobachtun
gen des Planeten 480 Hansa: 

Ort 1901 M. Z. Heidelberg IX•9o1.o ~•9o1.o 

Heidelberg Mai 24 12h 56~8 17" nm 28~87 - 13° 47' 4~3 
Juni 7 II 11.8 16 58 44·57 - II 45 49·7 

Die mittlere Ortszeit wird gemäß den Ausführungen in § 22 in M. Z. 
Berlin verwandelt. Die Parallaxe wird nicht berücksichtigt. Die zugehö
rigen Sonnenkoordinaten X~ i• Y~ i• Z~ i• die auf das gleiche mittlere 
Äquinoktium wie die rt.i, (Ji bezogen sein müssen, werden für die Be
obachtungszeiten t, dem B.]. entnommen. 

t, Mai 24.5524 t, Mai 38.4795 
lXI 257"!870 IX> 

~. -13-785 ~. 

COS lXI 0.21013 COS IX> 

cos ~. + 0.97120 cos ~. 
sin oc, 0.97767 sin IX• 

a' I 0.20408 a' • 
b' I 0-94951 b' • 
c'x • 0.23827 c' • 

xü. + o.4585o x0. Yo, + o.82878 Yo. 
zü, + 0-35954 z0. 

R"l 1.02637 R"l 1 • R, cos {}, + 0.96617 R, cos {}, 
(R, sin {},)• 0.09288 ( R, sin {},) • 

A -0.99790 
B -1.00179 
c -0.97441 
D -1.00072 

b) Die Hypothesenrechnung. 

a 
a• 

L1, 
L1. 

sin f (u,- u,) 
f (u, -u,)0 

r. Hyp. 
2.7000 
7-29000 

1.71657 
1.69655 

0.026656 

1"!5275 

4·43656 
1"!5470 

-0.0195 
Stracke, Bahnbestimmung. 

2.Hyp. 
3.0000 
9.ooooo 

2.01831 
1.99725 

0.021884 

1"!2540 

fk (t,-t,) 

I 5-19615 
1"!3208 

-o.o668 

3.Hyp. 

2-5763 
6.63732 

1.59204 
1.57251 

0.029034 
1"!6638 

6.8633 

4·13519 
1"!6597 

+o.oo41 

254"!686 
- 11.764 

+ 

+ 
+ 

+ 
+ 

0.26411 
0.97899 
0.96449 

0.25856 
0.94423 
0.20388 

o.2j818 
0.90531 
0.39275 

1.03057 
0.99648 
0.03760 

4-Hyp. 
2.6o23 
6.77197 

1.61822 
1.59859 

0.028525 
1"!6346 

4-19793 
1"!6349 

-0.0003 
II 

(I) 

(II) 

(111) 

(IV) 

(V) 
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c) Die Ableitung der Elemente. 

A LII I o<!oo93 I A LI., o<!oo92 
tO 24·5431 tO 38·4703 I 2 

.u! 0'?23476 

x' -0.78875 I x' -0.65151 I 2 

y'I -2.36530 y~ -2.41475 
z' - 0.745II z' -0.71867 I 2 

2._ sec.!. (uz-ui) 
2a 2 

+0.19221 2._ cosec.!. (u•- ui) 
2a • 

+ 6.7345 

~ 
P" 
P' % 

sin e 
cos e 

sin i sin w 
sin i cos w 

sin i 

-0.27683 Q~ + 0.92424 
-0.91877 Q~ -; 0.33302 
-0.28135 Q~ + 0.17806 

+0.398 sin~ - o.817 
+o.917 cos~ -0.576 
+o.I08 
+0.296 ~ 234?8 
+o.315 i 18.4 

Zusammenstellung der Elemente: 
tO+ t0 

t0 = _I __ • = 1901 Mai 31.5067 M. Z. Berlin 
2 

.u I 0?23476 Ekliptik 
~ 234.8 } Mittl. .Ä.quin. 

t 18.4 1901 

~ - 0.27683 Q~ + o.92424l Äquator 
Py - 0.91877 Q~ - 0.33302 Mittleres .Ä.quin. 
~ - 0.28135 Q~ +0.17806 • 1901.o 

(VI) 

(VII) 

(VIII) 

(IX) 

e) Kontrolle durch Nachrechnung 
Die Nachrechnung ergibt die B -R: 

der benutzten Beobachtungen. 

1901 COS ~ drx. a~ 

Mai 24.5431 o?ooo - o?oo1 
Juni 7.4703 o.ooo o.ooo 

I2. Abschnitt. 

Die Methode von GAUSS. 

§51. Die Fundamentalgleichungen. 
Als Koordinatensystem wird das der Ekliptik zugrunde gelegt. Be

kannte Größen sind die Äi, {Ji, Li, Ri (i =I, 2). Die Äi, {Ji werden nach 
den GI. (3. 29) aus den durch die Beobachtung gewonnenen Koordi
naten cxi, ßi abgeleitet. Die Erdkoordinaten Li ( = L0 i + I8o 0 ) und lg Ri 
werden für die auf den Nullmeridian reduzierten Beobachtungszeiten 
ti dem B. J. entnommen. Die Li müssen auf das gleiche mittlere Äqui
noktium wie die cxi, ßi bezogen sein. Parallaxen und Sonnenbreiten 
können stets vernachlässigt werden. 

In Abb. I6 seien die zu Zeiten ti und t2 gehörigen Projektionen 
der Örter der Erde an der heliozentrischen Sphäre mit EI und Ez, die 
des Planeten mit PI und P 2 bezeichnet. Legt man durch EI und PI 
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bzw. Ez und P2 größte Kreise, so fallen auf diese auch die geozentrischen 
Planetenörter Il1 und Ilz, d. h. die Punkte, in denen die zu den Rich
tungen E P durch die Sonne gezogenen Parallelen die Sphäre treffen. 

Die Bögen EIIII und E2Il2 stellen offenbar die äußeren Winkel 
#I und #2 an der Erde in 
den durch Sonne, Erde, 
Planeten gebildeten ebe
nen Dreiecken dar (siehe 
Abb. 15). Die Bögen EI III 
und E2 Il2 , deren Nei
gungen gegen die Eklip
tik mit WI und w2 be
zeichnet seien, kann man 
aus den bekannten Grös- 'Y' ---

sen bestimmen. Es ist ent
sprechend den GI. (7. 13) 
bis (7. 15) 

cos #I = cos ßi cos (J.I - LI) 
und 

tgwi = tg ßi cosec (ÄI - LI) 
tg#I = tg (J.I -LI) secwi 

I6.· 

cos #z = cos ßz cos (Äz - Lz) 

tgwz = tg ßz cosec (Äz - Lz) 
tg #" = tg (Äz - Lz) sec Wz. 

(r) 

(z) 

Diese Gleichungen gestatten die sichere Bestimmung der Winkel WI, w2 

und #I, #2 • Zu beachten ist dabei, daß #I und #z auch die GI. (r) be
friedigen und daher kleiner als r8o 0 sein und cos #I und cos #" dasselbe 
Vorzeichen wie cos (J.I -LI) und cos (Ä2 -Lz) haben müssen. 

Bezeichnet man den Winkel bei D, dem Durchschnittspunkt der bei
den größten Kreise, in dem Dreieck EIDE2 mit 'YJ, die SeitenEID und 
E2 D mit f{JI und rp2 , so kann man nach den Gaußsehen Formeln 

sin ~ 'YJ sin ~ (q;I + rp2) = sin ~ (Lz - LI) sin ~ (wz + wi) 
sin ~ 'YJ cos ~ ( f{JI + rp2) = cos ~ (L2 - LI) sin ~ (wz - wi) 
cos ~ 'YJ sin ~ (q;I - q;") == sin ~ (L" - LI) cos ~ (wz + wi) 
cos ~ 'YJ cos ~ (q;I - rp2) =--= cos ~ (Lz - LI) cos ~ (W:~ - wi) 

'YJ, f{JI, q;z aus den bekannten Größen LI, Lz, WI, w2 bestimmen. 

(3) 

Nun stellen die Bögen PIIII und Pd/2 die Winkel CI und Cz am Pla
neten in den beiden Dreiecken Sonne-Erde-Planet dar (siehe Abb. 14). 
Mithin ist 

PI D = XI = 1pi + 'I 
wo 

gesetzt ist. 
Zwischen den Winkeln CI, C2 und #I, #2 bestehen die Beziehungen 

• 7" Rr sinfJz 
stn '>I= a 

• 7" R, sin f}, 
stn ."2 = a • 

u* 
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Diese Gleichungen gestatteten die Bestimmung von Cx und Cz, wenn die 
Halbachse a bekannt wäre. 

Im Dreieck PIPzD, wo PIPz=U"-UI ist, ist 

cos (uz -ui) = cos "I cos "" + sin "I sin u2 cos 'fJ. 

Da u,. -ui eine kleine Größe ist, so bestimmt man sie besser aus 

sin~ (u"- ui) 2 = [sin~'f} sinHuz + ui)] 2 + [cos~'fJ sinf (u,.- ui)t. (6) 

Das Gleichungssystem zur Bestimmung der Unbekannten a wird 
durch die dynamische Beziehung, GI. (II. 5) 

I ~T 
2(Uz- Ux) = 1 

a• 
(7) 

geschlossen. Die Auflösung der Gleichungen GI. (4) bis (7) erfolgt im 
Versuchsverfahren durch Variation von a. 

§ 52. Die Ableitung der Elemente. 

Die Bestimmung der heliozentrischen Koordinaten lr, bx, l2 , b,. kann 
in folgender Weise geschehen. Fällt man von Px und P,. die Senkrechten 
auf die Ekliptik, so stellen die Bögen PIHr bzw. P2 Hz die heliozentri
schen B~.:eiten br und b,., die Bögen ExHr bzw. EzHz die Längendifferen
zenli-LI bzw.l,. -Lz dar. Aus den Dreiecken Pr Ex Hr bzw. Pz Ez H2 

erhält man 
COS bx cos (lr - Lx) = cos ( {}x - Cx) cos b2 cos (lz- Lz) = COS (#,.- Cz) 
cosbx sin (lr- Lr) = coswx sin (#r- Cr) cosb" sin (lz -L,.)= COSWz sin (#z-Cz) (8) 
sinbr = sinwr sin (#x-Cr) sinb,. = sinw,.sin (#z-Cz). 

Damit sind die beiden heliozentrischen Örter des Planeten bekannt . 
. Die Ableitung der Elemente selbst erfolgt nach bekannten Formeln. 

Zunächst werden die ekliptikalen Bahnlageelemente 61, und i aus 

tgi sin (lr - 61,) = tgbx 
t . (l n) tg b, - tg br cos (~ - 11) (9) 
g Z COS 1 - ob = sin (l, _ lr) , 

dann die Argumente der Breite aus 

tgux = tg (lr- 61,) seci tgu" = tg (l"- 61,) seci (ro) 
erhalten. 

Zum Zwecke der Berücksichtigung der Aberrationszeiten muß man 
die geozentrischen Entfernungen LII und Llz bestimmen. Aus den beiden 
Dreiecken Sonne-Erde-Planet ergibt sich 

LII = Rrsin.(Dr-Cr) LI = R 2 sin(-&2 -C2). 

SlnCr " smc. (II) 

Die korrigierten Zeiten werden berechnet nach 

t~ = tr -ALir t~ = t" -ALl". (r2) 
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Die mittlere tägliche Bewegung fl wird bestimmt aus 
Uz.-Ur 

fl = tg- t~ ' (13) 

das Argument der Breite uo für die Nullepoche to nach 

Uo = Ur + fl (to - t~) = Uz + fl (to - t~) . 

Damit hat man die gesuchten 4 Elemente Uo, b/,, i, fl abgeleitet. 

§53· Formelzusammenstellung. 
Gegeben sind die Beobachtungszeiten t;, die auf das mittlere Äqui

noktium eines Jahresanfangs reduzierten Beobachtungen ct.;, b; und 
Erdkoordinaten L;, R;, (i =I, z). Die Parallaxen und Sonnenbreiten 
werden gänzlich vernachlässigt. 

a) Konstante Hilfsgrößen. 

tgwr = tg ßr cosec (Ar - Lr) 
tg fJr = tg (Ar - Lr) sec Wr 

Kontrolle: 
COS fJr = COS ßr COS (Ar - Lr) 

0° < fJr < rSo o 

tgwz = tgßz cosec (Az - Lz) 
tg fJz = tg (Az - Lz) sec W2 

cos {)2 = cos ß2 cos (A2 - L2) 
0° < {}z < rSo o. 

sin ~ 17 sin ~ (rpr + rp2) = sin ~ (L 2 - Lr) sin ~ (wz + Wr) 
sin~17 cos~ (rpr + rp2) = cos~ (L2 - Lr) sin~ (w2- Wr) 

(I) 

cos~17 sin~ (rpr - rp2) = sin~ (L 2 - Lr) cos~ (w2 + Wr) (II) 
cos~17 cos~ (rpr - rpz) = cos} (L2- Lr) cos~ (w2- Wr) 

rpr - fJr = 1pr fjJ2 - {)2 = 1jJ2 • 

~ 7: = ~ k (t2 - tr) lg ~ k0 = g.6g267 -ro • (III) 

Aus den Gl. (I) bis (III) werden die konstanten Hilfsgrößen Wr , W2, fJr , {}z, 
sin ~ 17, cos ~ 17, 1pr, 1p2 und ~ 7: berechnet. 

b) Die Hypothesenrechnung . 
. r Rr sin&r . r R 2 sin{}2 

Sill <,I = a- Sill <,2 = __ a __ _ 
Xr = 1pr + Cr Xz = 1pz + Cz 

sin~ (u2 - urt = [sin ~1] sin ~ (xz + xr)r + [cos~ 17 sin ~ (x2 - xr)]" 
I 
-T 

~ (uz - Ur) = 2 l · 
az 

(IV) 

(V) 

Die Auflösung der Gl. (IV) und (V) erfolgt im Näherungsverfahren unter 
Anwendung der regula falsi. Man beginnt mit einem Mittelwert der 
Halbachsen der kleinen Planeten, mit lg a = 0-43000. Damit ermittelt 
man den Winkel ~ (u2 -ur) einmal aus der geometrischen Beziehung, 
Gl. (IV), dann ausder dynamischen Beziehung, Gl. (V). Kennzeichnetman 
die beiden Winkel wieder durch die Indizes g bzw. d, so bildet man dann 

~ (Uz- Ur)g- ~ (U2 - Ur)a = d. 
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lga muß nun variiert werden, bis die Differenz d in der gewählten 
Stellenzahl verschwindet. Die 2. Hypothese beginnt man mit einem um 
sooo Einheiten der letzten Dezimale geänderten Wert von lg a. Die 
Resultate der beiden ersten Hypothesen liefern für die 3. Hypothese 
meist einen nahe richtigen Ausgangswert von lg a. Mehr als 3 bis 
4 Hypothesen sind selten notwendig. 

c) Die Ableitung der Elemente. 
cosbi cos (li -LI) =cos ({}I _,I) cosbzcos (lz-Lz) =cos (tfz _,2) 

cosbisin (li- LI) =coswisin (tfi- 'I) cosbzsin (lz- Lz) =cosw2sin(tf2 _,z) (VI) 

sinbi = sinwi sin ({}I- 'I) sin bz = sin w2sin (tfz- ' 2) 
tgi sin (li - Q,) = tg bi 
t . (l _ n) _ tgbz-tgb,cos(l2 -~,)_ 
gz cos I öo - sin (lz -l,) 

tg ui = tg (li - Q,) sec i tg Uz = tg (l2 - Q,) sec i (VII) 

ui und Uz in demselben Quadranten wie li - Q, und l2 - Q,. 

Kontrollen: tg i sin (l2 - Q,) =tg bz 

Uz -UI = (uz -ui)g= (uz -ui)d 

Berücksichtigung der Aberrationszeiten 

LJI = R, sin (&,- ~,)_ L1z = R2 sin (&2 - ~2 ) 
SlU ~I Sill ~2 

t~ = ti - A LJI t~ = fz - A L1z 
lg A = J.J6II8_ 10 in Einheiten des mittl. Tages 

Kontrolle: 

Uz -Ur 

ll = tr- t~ 
k 

ll = -i 
a2 

tto = UI + p, (to-t~) 
Kontrolle: Uo = Uz + p, (to - t~). 

(VIII) 

(IX) 

d) Kontrolle durch Nachrechnung der benutzten Beobachtungen. 
Die Nachrechung erfolgt zweckmäßig mit Hilfe der auch für die Voraus
berechnung geeigneten Formeln 

U = U 0 + p, (t0 - to) (X) 

L1 cos r5 cos IX = a sin a' sin (A' + u) + X 0 
L1 cos r5 sin IX= a sin b' sin (B' + u) + Y 0 
L1 sin r5 = a sin c' sin ( C' + u) + Z0 . 

(XI) 

Die für die Beobachtungszeit ti entnommenen Sonnenkoordinaten 
X~i' Y~i' Z~i werden auf das gleiche mittlere Äquinoktium wie bei 
den der Bahnbestimmung zugrunde gelegten Daten bezogen. Die Be
rechnung der äquatorialen Gaußsehen Konstanten erfolgt nach den 
GI. (15. ro). 

Siehe auch die entsprechenden Ausführungen im vorigen Abschnitt. 
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§ 54· Beispiel. 
a) Ausgangsdaten und konstante Hilfsgrößen. Gegeben seien die topo

zentrischen Beobachtungen des Planet~n 996 [1923 NM]: 
Ort 1923 M. Z. Wien <Xr923·o Or9•3·o 
Wien März21 12h31m13s 12h6m2o~98 -0°54'58':4 

25 13 6 27 12 3 15.87 -0 35 58.2 

Die mittleren Ortszeiten werden gemäß den Ausführungen in § 22 in 
M. Z. Gr. verwandelt. Parallaxen werden nicht berücksichtigt. Die äqua
torialen Beobachtungen rJ..i, ßi werden nach GI. (3.29) in die ekliptikalen 
Koordinaten ~' ßi verwandelt. Die Erdkoordinaten Li (=L0 i+ r80°), 
die auf das gleiche mittlere Aquinoktium wie die rJ..i, t5i bezogen sein 
müssen, und die Ri werden für die Beobachtungszeiten ti dem B. J. 
entnommen. Die Sonnenbreiten werden vernachlässigt. 

~ 21~4763 ~ 
Ar 181?820 Az 
L, 180.332 L, 

Ar- L, + r.488 Az- L, 

tg ß, 7.56191n tg ß, 
sin (A1 -L 1 ) 8.41443 sin (Az -Lz) 

tg w, 9·14748n tg Wz 
w, 352?oo6 Wz 

sec w, 0,00424 sec Wz 
tg (Ar -L,) 8.41458 tg (Az -Lz) 

tgß, 8.41882 tgßz 
-&, 1':503 -&, 

sinD, 8.41867 sinn. 
R, 9·99846 R, 

cos ß, 0 cos ßz 
cos (Ar -L,) 9·99985 COS (Az -Lz) 

cos -&, 9·99985 cos n. 

wz+wr 175?881 Wz-Wr 
~ (wz+wr) 87.940 ~ (w2-w,) 

L,-L, 3·990 ~ (L2-L,) 

sin ~ (w2 + w,) 9·99972 sin ~ (wz- w,) 
sin ~ (L 2 - L,) 8.54173 cos ~ (L,- L,) 

cos ~ (w 2 + w,) 8.55565 cos ~ (w2 - w,) 

sin~11sin~ (tpr + tpz) 8.54145 COS~1JSin~ (tpr- tpz) 

sec~ (cpr + tpz) o.ooo26 sec ~ ( tpr - tpz) 

sin~1JCOS~ (tpr + tpz) . 9·99741 COS~1JCOS~((/'I- tpz) 

tg ~ (cp, + tpz) 8.54404 tg ~ (cp,- tpz) 

~ (cp,+cpz) 2':004 ~ (tpr- tpz) 
(/'I !8!.310 tpz 
'lj!r 179.807 'lj!z 

sin ~1'/ 9·99767 cos ~1'/ 

t,- t,{ 410245 
0.60472 

I_k 
2 9.69267 
.:.., 
2 0.29739 

25~5oo8 
180?987 
184·322 
- 3·335 

7·59552 n 
8.76473 n 
8.83079 

183?875 
o.oo099 n 
8.76546n 

8.76645 
3':343 
8.76571 
9·99895 

0 
9·99927 
9·99927 

191?869 

95·934 
1.995 

9·99767 
9·99974 
9.01445n 

7·09738 
o.oooo3n 

9.01419n 
8.o8319n 

179?306 
r82.698 
179·355 

9.01422 

(I) 

(II) 

(III) 
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b} Die Hypothesenrechnung. 
I. Hyp. 2. Hyp. 3· Hyp. 

a 0.43000 0.48000 0.48238 
sin Cz 8.33466 8.28466 8.28228 
sin Cx 7·98713 7-93713 7·93475 c. 1'?238 1'?104 1'?098 

Cx 0-556 0-496 0.493 

"• 180.593 180.459 180.453 

"' 180.363 180.303 180.300 
Uz +ux 0-956 0.762 0-753 
Uz -Ux 0.230 0.156 0.153 

~ (uz +ux) 0-478 0.381 0-3765 
~ (uz -u,) 0.115 0.078 0.0765 

sin ~ (uz +ux) 7-92130 7.82280 7.81764 
(IV) 

sin ~ (uz -ux) 7·30257 7-13397 7-12553 
sin ~ '1} sin ~ (uz +ux) 7-91897 7-82047 7.81531 
cos + 1] sin ~ (uz -ux) 6.31679 6.14819 6.13975 

[sin ~'1} sin ~ (uz +ux)]• 5·83794 5·64094 5·63062 
Add. 27 20 19 

[cos {·'TJ sin~ (u. -ux)]" 2.63358 2.29638 2.27950 
sin ~ (uz- u,)• 5·83821 5·64114 5·63081 
sin ~ (uz- u,) 7-91910 7.82057 7-81540 

~ (u,-u,)g 0'?4756 0'?3791 0'?3746 

a3 1.29000 1.44000 1.44714 
l 

a• 0.64500 0.72000 0.72357 

+(u, -u,)cl{ 9·65239 9-57739 9-57382 (V) 
0'?4492 0'?3779 0'?3748 

d +o.o264 +0.0012 -0.0002 

c) Die Ableitung der Elemente. 
{},- Cx 1'?010 {},- c. 2'?245 
cos w, 9-99576 cos Wz 9.99901 n 

sin ({}, - Cx) 8.24618 sin ({},- Cz) 8.59298 
sin w, 9-14324 n sin wz 8.82982 n 

cos b, sin (l, - L,) 8.24194 cos bz sin (lz- Lz) 8.59199 n 
sec (lx- L,) 7 sec (lz -Lz) 33 

cos b, cos (l, - L,) 9-99993 cos bz cos (lz- Lz) 9-99967 
tg (l,-L,) 8.24201 tg (lz-Lz) 8.59232 n 

l,-L, + 1'?ooo z.-L. - 2'?240 
sin b, 7.38942 n sin bz 7_.42280 n 
cos b, 0 cos b. 0 
tg b, 7.38942·n tg b. 7.42280 n 

(VI) 
cos (l. -l,) 9-99996 l, 181'?332 

- tg bx COS (lz- l,) 7·38938 z. 182.082 
Add. 8.90300 9, 352.037 
tg b, 7.42280 n 

Zähler 6.29238 n lz -lx 0.750 
sin (l, -l,) 8.11693 z.-9, 190.045 

tg i sin (lx -9,) 7.38942 n 
cos (l,-9,) 9.99426 n i o'?87o 

tg i COS (lr - 9,) 8.17545 n sec i 0.00005 
tg (lr -6/,) 9.21397 tg (lr -6/,) 9.21397 

l, -6/, 189'?295 tg (l,-61,) 9-24831 
tg i 8.18119 



Uz I u. 
u, -Uz · 

Rz sin (ßz- Cz) 
sin Cz 

Llz 
A Llz{ 

tO 
I 

k 
l 

a:{ 
to 

to-t?{ 

p, (to- t?J{ 
Uo 

D. Die parabolische Bahnbestimmung. 

189'?296 
190.046 

0.750 

8.24464 
7·93475 
0.30989 
8.07107 
o'!on8 

21.4645 

9·99370 

0.72357 
9·27013 
0'?1863 

25.0 
3~5355 
0.54845 
9.81879 
o'?659 

189.955 

tguz I 
tg u. 

R, sin (ß•- C•l 
sin C• 

LI. 

ALl,{ 
tO 

2 

u,-uz 

8.59193 
8.28228 
0.30965 
8.07083 
o'!on8 

25·4890 

9·87506 

0.60472 
9·27034 
o'?1864 

- 0'!4890 
9.68931n 
8.95965n 

-0'?091 
189.955 

Zusammenstellung der Elemente: 
Epoche to = 1923 März 25.0 M. Z. Gr. 

Uo 189'?955 
9, 352.037 

i 0.870 
"' 0.1864 

lg a 0.48238 

} Ekliptik 
Mittl. Äquin. 
1923.0 

(VII} 

(VIII) 

(IX) 

d} Kontrolle durch Nachrechnung der benutzten Beobachtungen. 

Die Nachrechnung der beiden Beobachtungen ergibt die Ab
weichungen Beobachtung-Rechnung: 

cos ~da. d~ 

1923 März 21 - o'?oo1 o'?ooo 
" 25 0.000 o.ooo 

D. Die parabolische Bahnbestimmung. 
Es wurde schon erwähnt, daß die rein parabolische Bahn bei den 

Kometen in allert Fällen eine brauchbare erste Näherung darstellt. 
Mehr noch als bei den Planeten wird der Beobachter bei den neu ent
deckten Kometen Wert darauf legen, sobald als möglich eine aus
reichende Vorausberechnung zur weiteren Verfolgung des neuen Ob
jektes zu erhalten. Denn die Sonnennähe und die durch die große Ex
zentrizität bedingte rasche geozentrische Be~egung in der Perihelnähe 
- hier werden die Kometen am häufigsten entdeckt - sowie das ver
änderliche Aussehen der Kometen erschweren die Verfolgung ganz er
heblich. Bei der Ableitung der ersten Kometenbahn kommt es zunächst 
auf die Schnelligkeit ihrer Berechnung wesentlich mehr an als auf die 
Bestimmung bestmöglicher Elemente. 

Die Praxis der Beobachtung bietet der Bahnrechnung der Kometen 
im allgemeinen wesentliche Erleichterungen dar. Die Beobachter er-
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halten von der Entdeckung neuer Kometen telegraphische Anzeige. 
Da erfahrungsgemäß der Beobachtung neuer Kometen erheblich größeres 
Interesse entgegengebracht wird, als der der Planeten, so häuft sich 
in der Regel die Zahl der Beobachtungen unmittelbar nach der Ent
deckung. Der Bahnrechner kann also im allgemeinen unter den zahl
reichen vorhandenen Beobachtungen eine die Ausführung der Bahn
bestimmung günstig beeinflussende Auswahl treffen. 

Den Anforderungen der Praxis hinsichtlich Kürze und Bequemlich
keit der Rechnung und genügender Sicherheit in der Vorausberechnung 
kommt die Olberssche Methode' der Bestimmung einer parabolischen 
Bahn in ausreichendem Maße entgegen. Sie hat für die Kometenhahn
bestimmung die gleiche überragende Bedeutung erlangt, wie die Gauß
Enckesche Methode der Bestimmung der elliptischen Bahn der Planeten. 
Mehr als ein Jahrhundert hat sie sich als einzige klassische Methode 
durchzusetzen gewußt. 

Der Gedankengang der Olbersschen Methode ist kurz der folgende. 
Aus den 3 Formen der Bedingungsgleichung der Ebene, Gl. (6. I), leitet 
ÜLBERS eine einfache Gleichung ab, die außer den beiden Arbeits
unbekannten Llr und L1 3 nur das unbekannte Verhältnis der Dreiecks
flächen [r2 r3] : [rr r2] enthält. Dieses Verhältnis ersetzt er, ebenso wie 
das entsprechende Verhältnis in der Erdbewegung, durch das bekannte 
Verhältnis der Zwischenzeiten. Als zweite Gleichung zieht ÜLBERS die 
Eulersche Gleichung heran, die eine direkte Beziehung zwischen den Beob
achtungsdaten und den Unbekannten Llr und L1 3 darstellt. Damit unter
wirft er die Entfernungen der weiteren Bedingung, daß die Bahn eine Para
bel sei. Ausgehend von einem rohen Näherungswert von Llr sucht ÜLBERS 
durch Variation dieser Größe die beiden Gleichungen zu befriedigen. 

GAuss und ENCKE haben im Aufbau des Olbersschen Formelsystems 
erhebliche Verbesserungen vorgenommen. Der Kern der Methode ist 
dadurch unberührt geblieben. 

In der letzten Zeit befinden sich unter den neuentdeckten Kometen 
ziemlich häufig sonnenferne Objekte, bei deren Bahnbestimmung der 
bei ÜLBERS übliche Ausgangswert für das Versuchsverfahren zu wün
schen übrig läßt. BANACHIEWICZ hat einen geeigneteren Näherungswert 
gegeben, der das Verfahren stark abkürzt. 

Die Olberssche Methode mit den Gauß-Enckeschen Verbesserungen 
ist ganz auf die logarithrp.ische Rechnung zugeschnitten. BANACHIE
WICZ hat eine Umformung dieser Methode vorgenommen, die sie für die 
maschinelle Rechnung geeignet macht. Für die Ableitung der Elemente 
sind die Formeln von MERTON gewählt 1 • 

1 Insbesondere ist hier von der Wiedergabe der von BANACHIEWICZ durch 
das Symbol {} gekennzeichneten Matrizen abgesehen. Dem Rechner sind Deter
minanten und ähnliche Symbole, die für analytische Entwicklungen sehr ge
eignet sind, erfahrungsgemäß weniger willkommen. 
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I3. Abschnitt. 

Die Methode von BANACHIEWICZ (0LBERS). 

§ 55· Die Fundamentalgleichungen. 
Zur Bestimmung der 5 parabolischen Elemente sind 5 voneinander 

unabhängige Daten notwendig. Drei vollständige Beobachtung~n liefern 
außer den Zwischenzeiten 6 Beobachtungsdaten, so daß eines der Daten 
überflüssig wird. Wenn sich die 6 Daten zu einer Parabel vereinigen 
lassen, so ist es im Prinzip gleichgültig, welche der 5 Daten man zur 
Bahnbestimmung verwendet. Das 6. Bestimmungsstück ist von selbst 
erfüllt. Trifft das infolge von Beobachtungsfehlern oder der Abweichung 
der Exzentrizität von der Einheit nicht zu, so erhält man je nach der 
Auswahl der 5 Bestimmungsstücke 5 verschiedene Parabeln. 

In der Olbersschen Methode hält man die beiden äußeren Örter fest, 
da sie im allgemeinen zur Ableitung der Elemente besser geeignet sind 
als eine andere Kombination. 

Als Koordinatensystem sei das des Äquators zugrunde gelegt. Ge~ 
geben seien die auf das mittlere Äquinoktium eines Jahresanfangs be~ 
zogenen geozentrischen Koordinaten oc;, CJ; (i =I, 2, 3). Nach Gl. (6. I) 
lauten die 3 Formen der Bedingungsgleichung der Ebene 

[rz r3] x~ - [rx r3] x~ + [rx rz] .:S = o 
[rz r3] y~ - [rx r3] y~ + [rx rz] y~ = o (I) 
[rz r3] Zr - [rx r3] z~ + [rx rz] z; = o. 

Wie schon erwähnt, sind diese 3 Gleichungen unter sich verschieden, 
wenn man, wie es hier geschehen soll, die Verhältnisse der Dreiecks~ 
flächen durch die Zwischenzeiten ausdrückt. 

Den Übergang von den geozentrischen zu den heliozentrischen Ko~ 
ordinaten vermitteln die GI. (3. I4) . Setzt man hierin 

cos /J; cos rx; = a~ 
cos /J; sin rx; = b~ 

sin/J; = cL 
und führt die Werte der x/, y/, z/ in die GI. (I) ein, so erhält man 

a~ [rz r3] Llx - a~ [rx r3] Llz + a~ [rx rz] Ll 3 

= [r:zr3]X0r- [rxr3]X02 + [rxrz]X03 
b~ [r:z r3] Llx - b~ [rx r3] Ll:z + b; [rx r:z] Ll3 

= [r:zr3] Y0,- [rxr3] Yo2 + [rxrz] Yo 3 

carz r3] Llx - carx r3] Ll:z + carx r:z] Ll3 
= [r:zr3] Z0,- [rxr3] Zo2 + [rxrz] Z03 . 

(z) 

(3) 

Hierin sind die a~, b~, c~, X~;, Y~ ;, Z~; bekannte Größen. Die 
a;', b/, c/ werden nach GI. (z) aus den durch die Beobachtung gewonne
nen Koordinaten rx;, CJ; abgeleitet. Die Sonnenkoordinaten X~ i• Y~ ;, 
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z~ i• die auf das gleiche mittlere Äquinoktium wie die (1..i' (Ji bezogen 
und wie diese geozentrisch sein müssen, werden für die auf den Null
meridian reduzierten Beobachtungszeiten ti dem B. J. durch Inter
polation entnommen. Unbekannte sind sowohl die Entfernungen Lli als 
auch die Dreiecksflächen. 

Von den 6 Unbekannten sollen die mittlere geozentrische Entfer
nung Lh und die Dreiecksfläche [rrr3] eliminiert werden. Führt man die 
Elimination durch, löst die entstehende Gleichung nach L13 auf, sub
trahiert davon die für die Erde (Llr = o, L1 3 = o) gültige Gleichung, so 
kann man dem Resultat die Form geben 

(4) 
wo 

(c~ Yb•- b~ZÖ 2 ) a~- (c~ Xb 2 - a~ZÖ 2 ) b'1 + (b~XÖ•- a~ Yb 2 ) ci (S) 
Cr =- (' Y' b' Z' ) ' {'X' 'Z' ) b' + (b' X' ' Y' ) ' · c. O•- • O• a3- c. o•- a. O• 3 • O•- a. o• c3 

{Yö,Zö.-Yö.ZÖ,) a~-(Xb.Zö.-Xb.ZÖ 1 ) b~+(XÖ 1 Yb. -Xb• Yb 1 ) c~ 
Cz = ( ' Y' b' Z' ) ' ( ' X' ' Z' ) b' + (b' X' ' Y' ) ' (6} c. O•- • O• a3- c• O•- a. O• 3 • O•- a. O• C3 

ist. Die Gl. (4) kann man noch in die einfachere Form 

Ll3=MLlr+m (7} 
bringen. 

Sie liefert eine Beziehung zwischen den unbekannten geozentrischen 
Entfernungen Llr und L1 3 , wenn Mund m bekannt sind. Es treten hierin 
die Verhältnisse der Dreiecksflächen auf, die man nur näherungsweise 
durch Einführung von Reihenentwicklungen ermitteln kann. 

Um die beiden Unbekannten Llr und L1 3 selbst zu bestimmen, zieht 
ÜLBERS als 2. Gleichung die Eulersche Gleichung, Gl. (2. 57), heran. 
Hierin treten als Unbekannte die beiden Radienvektoren rr und r3 und die 
Sehne Sz zwischen den beiden äußeren Orten auf. Die rr, r3 , Sz sind 
als Funktionen der Arbeitsunbekannten Llr und L13 auszudrücken. Das 
gelingt in folgender Weise. 

Zunächst bestehen zwischen den 4 Unbekannten Llr, L13 , rr, r3 die 
Beziehungen aus den Dreiecken Sonne-Erde-Gestirn 

wo 

r~ = R~ + 2 RrcosDrLix +LI~ 
r; = R; + 2 R3 cos {}3 Ll 3 +LI;, 

R: = Xö"r + Y8', + Zöx 
R; = Xö 3 + Y() 3 + Zö 3 

Rr cos {}I = - (a~ Xö r + b~ Yö, + c~ Zö ,) 
R 3 cos{}3 =- (a;Xö 3 + b; Yö 3 + c~ZÖ 3). 

(8) 

Zwischen der Sehne Sz und den rechtwinkligen Koordinaten x,, y~, z:, 
%3 , y~, z~, sowie zwischen diesen und den Entfernungen Llr und L1 3 be
stehen die Beziehungen 

s: = (x;- x~)· + (y;- y~)· + (z~- z~)·, (9) 
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und nach GI. (3. I4) 
X~= a~Lir- Xü, X~= a~LI3- Xb 3 

y~ = b~Lir- Yo 1 y~ = b~LI3- YG)3 (IO} 
z~ = c~Lir- Z0, is = c~LI3 - Zc)3· 

Werden die Werte der rr, r3 , Sz aus den GI. (8) bzw. (9) in die Eulersche 
Gleichung 

3 3 

(rr + r3 + sz}''- (rr + r3 - Sz)2 = 6Tz (v3 - Vr < I80°) (II) 

eingetragen, so erhält man die 2. Fundamentalgleichung zwischen den 
Unbekannten Llr und L13 • 

Die GI. (7) bis (u) lösen das Problem, sobald die Größen M und m 
bekannt sind. 

Auf die bei der Auflösung des Gleichungssystems auftretende Frage 
der mehrfachen Lösung wird S. 176 eingegangen. 

Die nächste Aufgabe besteht nun darin, für die in M und m auf
tretenden Verhältnisse der Dreiecksflächen bekannte Näherungs
ausdrücke einzuführen. 

§ 56. Die erste Näherung. 
a) Die Einführung der Näherungsausdrücke für Mund m. Für das 

Verhältnis der Dreiecksflächen [rz r3J : [rr rz] der Kometenbahn kann man 
nach GI. (2. 6) folgende Reihenentwicklungen ableiten 

[r, r 3] _ ..:::_ (r _ ~ T~ - T~ + ~ T~ + T~ .!:.!::__ •• ·) (!2 ) 
[r1 r,] - -r3 6 r;l 4 r~ d-r • 

Entsprechend erhält man für die Erde 

[R, R3] _ ..:::_ (r _ ~ T~ - T~ + .!. T~ + T~ d R, .. ·) 
[R1 R,] - -r3 6 R;l 4 R~ d-r ' (IJ} 

Beschränkt man sich auf das erste Glied der Reihenentwicklungen, d. h. 
setzt man [r, r3] [R, R3] T1 

[r1 r,] = [R1 R,] = T;'' 
so fällt das letzte Glied in GI. (4) bzw. (7) ganz weg, und man erhält ~lie 
äußerst einfache Beziehung 

wo also 
(15) 

M = _ -r. (c~ Y0.- b~Z0 .) ai- (c~x0.- a~z0 .) bi + (b~X0.- a~ Y02) ci ( 6) 
( 'Y' b1 Z1 ), ('X' 'Z' )b'+(b'X' ''Y') I I T3 c. 0• - • 0• ag- c. 0•- a. 0'2 3 • 0•- a. 0• c3 

gesetzt ist. Damit ist die Größe M oder das Verhältnis der beiden geo
zentrischen Entfernungen LJ 3:Lir durch bekannte Größen ausgedrückt. 

Mit dem Ansatz in GI. (15) vernachlässigt man im allgemeinen 
Glieder 2. und höherer Ordnung. Dieser Ansatz ist offenbar nur bei klei
nen Zwischenzeiten erlaubt. Bei großen Zwischenzeiten könnte man, 
wenn gar r~ eine kleine Größe ist, zu illusorischen Resultaten gelangen. 
Bei ungleichen Zwischenzeiten wird man diese also klein wählen. 
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Sind die Zwischenzeiten gleich, so verschwindet der Ausdruck 2. Ord
nung in GI. (I2) und (13), und der Ansatz in GI. (15) ist korrekt bis auf 
Glieder 3· und höherer Ordnung. Man wird also zweckmäßig die Beobach
tungen so wählen, daß die Zwischenzeiten möglichst gleich werden. Da 
bei gleichen aber großen Zwischenzeiten die Glieder 3· Ordnung beträcht
lich werden können, so wird man auch bei gleichen Zwischenzeiten diese 
nicht zu groß nehmen. 

Bei nahe gleichen Zwischenzeiten werden die Glieder 2. Ordnung 
wenigstens zum größten Teil vernichtet. Der Fall gleicher oder nahe 
gleicher Zwischenzeiten ist in der Praxis durchaus nicht ungewöhnlich, 
da sich im allgemeinen kurz nach der Entdeckung der Kometen die 
Beobachtungen stark anhäufen, also die Möglichkeit der Auswahl groß 
ist. Übrigens besteht die Möglichkeit, bei sehr ungleichen Zwischen
zeiten den Näherungsansatz in GI. (15) zu verbessern, sobald die r. Nähe
rung abgeschlossen ist. (Siehe S. 177.) 

Die GI. (7) wird unbrauchbar, wenn die 3 Kometenörter in einem 
größten Kreise mit dem mittleren Sonnenort liegen. M nimmt dann den 
unbestimmten Ausdruck % an und m kann nicht mehr vernachlässigt 
werden, da es den Faktor~ erhält. Wenn dieser Ausnahmefall auch in 
aller Strenge kaum eintreten wird, so gibt es doch Fälle, in denen der 
Ausnahmefall nahezu eintritt. Der Einfluß der unvermeidlichen Be
obachtungsfehler ist dann so groß, daß man illusorische Resultate be
kommt. Im Gegensatz zur elliptischen Bahnbestimmung aus 3 Be
obachtungen ist hier eine Lösung gleichwohl möglich, da aus den 6 Be
stimmungsstücken ja nur 5 Elemente zu bestimmen sind. Da die GI. (3) 
die Unbestimmtheit nicht enthalten, so nimmt man in der Nähe des 
Ausnahmefalls zu einer anderen Kombination Zuflucht. Oder man 
wählt gar andere Beobachtungen. 

Bei Berücksichtigung des in GI. (15) gegebenen Näherungsausdruckes 
für LI3 kann man die GI. (8) und (ro) schreiben 

und 

r: = R~ + 2 Rx cos t?x Lix + LI~ 
r; = R; + 2 R3 cos '1?3 M Lix + M• LI: 

X~=a~Lix -X(,, 
Y~ = b~Lix- Yox 
z~ = c~Lix- Z(,, 

x; = a~M Lix- Xo 3 

y; = b;M Lix- Y(,3 
z~ = c~ M LI x - Zo 3 • 

(17) 

(18) 

Setzt man nun die quadrierten Ausdrücke von 

x~- x~ = (a~M- a~) Lix- (X03 - X0 x) 
Y~ - Y~ = (b~ M - b~) Lix - (Yo 3 - Y0 x) (rg} 
z;- z~ = (c~M- c~) Lix- (Z03 - Z0x) 

in GI. (9) ein, so erhält man eine Gleichung, der man die Form 

s: = 1f + 2ghcosxLix + h• LI:= s; (20) 
geben kann. 



13. Die Methode von BANACHIEWICZ (ÜLBERS). 175 

Die GI. (20) stellt eine geometrische Beziehung dar. Dementsprech~nd 
sei der Wert der Sehne aus dieser Gleichung mit s0 bezeichnet. Der aus 
der dynamischen Beziehung GI. (n) folgende Wert der Sehne sei mit 
sr.~ bezeichnet. In der Enckeschen Umformung lautet die Eulersche 
Gleichung nach GI. (2. 69) 

2 •• 
Sr.~ = (rr + r 3 ) f-tz Cz , wo f-lz = ---_.--3 • (21) 

(rr + r3) 2 

lg ·c" wird nach GI. (2. 6o) berechnet oder bequemer mit dem Argu
ment f-lz der Tafel 6 entnommen. 

Nachdem nun rr, r3 , s0 durch Llr ausgedrückt sind, könnte man sie in 
die Eulersche Gleichung einsetzen und erhielte damit eine Gleichung 
mit Llr als einziger Unbekannten. Ihre Auflösung nach Llr würde aber 
sehr unbequem sein. Man zieht statt dessen ein anderes Auflösungs
verlabren vor. Man verschafft sich einen Näherungswert für Llr, rechnet 
mit diesem das Gleichungssystem GI. (17) bis (21) durch und variiert 
Llr, bis s0 -Sr.~ = o ist. 

b) Der Banachiewiczsche Näherungswert für Llr. Setzt man in 
GI. (21) rr + r3 = 2 r" und Cz =I, so wird genähert 

2 •• 
Sr.~=--=· (22) 

f2r, 

Die durch die GI. (19) bestimmte in GI. (20) auftretende Größe g stellt 
offenbar die Sehne zwischen dem I. und 3· Sonnenort dar. Aus dem 

Ausdruck für die Geschwindigkeit V= :; eines Himmelskörpers in 

seiner Bahn, GI. (1. 59), erhält man durch Integration zwischen t=tr 
und t = t3 für die Erdbahn 

g=Tz~=T";2 
als Näherungswert der Sehne g. 

Also ist nach Gl. (22) 
2g•R• 

S~=--•. 
r, 

Setzt man die beiden Ausdrücke für sg und sa nach den GI. (20) U:nd (23) 
einander gleich und beachtet, daß 

r" = fR: + 2R. cos{}, LI.+ LI: 
ist, so erhält man ' 

(g" + 2g hcosx Llz + h" LI:) yR: + '2R. cos D. LI. +LI: = 2g• R:. 

Führt man für Llr den Näherungswert 
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ein, und setzt zur Abkürzung 

so wird 

g(I +M) = d 
2h 

(d" + 2d cos X L1. + L1:) YR: + 2 R. cos #. L1. + L1: = c. (25) 
Diese Gleichung kann man auch im Falle ungleicher Zwischenzeiten 

anwenden, wenn man hier mit R2 und #2 den für die Zeit ~ (tz + t3) inter
polierten Wert bezeichnet. Man erhält dann L12 mit einem Fehler 2. Ord
nung behaftet für denselben Moment. 

Die Ermittlung des Näherungswertes von L1 2 mit Hilfe der Gl. (25) 
geschieht in folgender Weise. Man konstruiert in einem ebenen Dia
gramm 2 Punkte R und S mit den rechtwinkligen Koordinaten - d cos X, 
d sin X, bzw. - R2 cos #2, R2 sin #2. Man sucht nun die Entfernung des 
Koordinatennullpunktes 0 von einem auf der Abzissenachse gelegenen 
Punkte C zu bestimmen, für den die der Gl. (25) entsprechende geome-

trische Beziehung C R2 • C S = c besteht. Der gesuchte Näherungswert 
der Entfernung Ll 2 ist dann durch 0 C, und damit der der Entfernung L1 z 

durch Gl. (24) gegeben. (Siehe Abb. 17 auf S. 184.) Mit diesem Wert 
von Ll 1 und dem nach Gl. (15) ermittelten Wert von L1 3 ist das Nähe
rungsverfahren einzuleiten. 

c) Die Zahl der Lösungen. , Auf die Frage der Anzahl der Wurzeln 
der Gl. (17) bis (21) sei hier nur kurz eingegangen. CHARLIER u. a. haben 
die Ansicht geäußert, daß bei der parabolischen Bahnbestimmung 
theoretisch nur eine einzige Lösung möglich ist. Ergänzend muß be
merkt werden, daß BANACHIEWICZ aber fingierte numerische Beispiele 
einer vollständigen dreifachen Lösung der parabolischen Bahn eines 
Kometen gegeben hat. WILKENS hat nach Entwicklung einer Theorie 
der parabolischen Bahnbestimmung aus 5 · Beobachtungsdaten die 
strengen und notwendigen Bedingungen für die mehrfachen Lösungen 
gefunden. Im allgemeinen geht nur I Parabel durch 3 Örter mit 
5 Daten. Fällt aber der 2. Ort des Gestirns mit dem 2. Sonnenort 
oder dessen Gegenpunkt zusammen, so kann man r oder 3 Parabeln 
durch die 3 Örter legen. Das gleiche gilt, wenn unter der Voraus
setzung der Koinzidenz des 2. Gestirns- und Sonnenortes der r. und 
3· Gestirnsort außerhalb der Ekliptik aber auf einem größten Kreise 
durch den 2. Sonnenort oder dessen Gegenpunkt liegen. 

Unabhängig von diesen Ausnahmefällen hat sich. in ganz vereinzel
ten Fällen (z. B. Komet r882 II Cruls, 1910 a) gezeigt, daß sich bei An
wendung.der Olbersschen Methode tatsächlich 3 verschiedene Lösungen 
ergeben haben. BANACHIEWICZ zeigte, daß die Gleichungen der 
Olbersschen Methode eine dreifache Lösung nur zulassen, wenn der 
Winkel r8o0 -1J < I9° oder die scheinbare tägliche Bewegung < 8:5 
ist. Auch sollte im letzteren Falle unter anderem der Winkel 
r8o 0 - X< 34 ° sein. 
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§57· Das Verbesserungsverfahren. 
Bei einigermaßen günstiger Verteilung der Beobachtungen und 

namentlich bei kurzen Zwischenzeiten sieht man im allgemeinen von 
einem Verbesserungsverfahren ganz ab und geht nach Abschluß der 
ersten Näherung sofort an die Berechnung der Elemente. 

Bei sehr ungünstiger Verteilung der Beobachtungen und größeren 
Zwischenzeiten muß man mit einer großen Abweichung des mittleren 
Ortes von der Beobachtung rechnen. In diesem Falle ist es ratsam, 
den Ansatz [rzr3]: [r1rz] =<r :o3 zu verbessern, sobald die Entfernungen 
in erster Näherung bekannt geworden sind. Die Anwendung eines 
anderen Verfahrens der Verbesserung von M setzt voraus, daß die 
Darstellung des mittleren Ortes bereits vorliegt. Diesen Weg beschreitet 
man nur, wenn die Darstellung unbefriedigend ausgefallen ist. 

a) Verbesserung von M vor Ableitung der Elemente. Hier bedient 
man sich am besten des Verhältnisses von Sektor zu Dreieck und setzt 
entsprechend GI. (6. rg) 

[r, r3] Tr Y3 
[rr r,] T3 Yr · 

(26) 

Zur Berechnung der YI, y3 , die in bekannter Weise erfolgt, wird die 
Kenntnis von rz vorausgesetzt. Mit ausreichender Sicherheit kann man 
zur Bestimmung von rz den Näherungsausdruck 

<zrz =l'IYI +•3r3 

verwenden. Da sich auch der Ausdruck 

(27) 

[R. R3] f(Xo• Y63-X03 Yo•)"+ (Y o• Zo3-Y 03 Zo•)"+(Xo• Zo3-X03 Zoo)" 
[Rr R.] = f(Xor Y6:-Xo• y ox)•+ (Y oxZo.- y o•Zor)•+ (Xor Zo•-Xo•Zox)• (2S) 

streng berechnen läßt, so kann man auch für m (das in der ersten 
Näherung gleich Null gesetzt wurde) einen verbesserten Wert be
rechnen. Schreibt :p1an 

L13 = ( M + ;. ) L1I = (M) L1I' (29) 

so bleibt Gl. (15) formal unverändert bestehen, und man rechnet mit 
(M) das Formelsystem erneut durch. 

Dieses Verfahren kann man sofort einschlagen, wenn bereits eine 
provisorische Bahnbestimmung vorliegt. 

b) Verbesserung von M auf Grund einer unbefriedigenden Dar
stellung der mittleren Beobachtung. Die Verbesserung von !Jf er
folgt hier auf empirischem Wege durch Variation des Verhältnisses 
der geozentrischen Entfernungen M = L13 :L11. Man berechnet die Ab
weichung des mittleren Ortes von der Beobachtung einmal mit dem 
Wert von M nach Gl. (15), ein zweites Mal mit einem zwar willkürlich 
gewählten aber nicht zu stark vom ersten M abweichenden M*. Die 
entsprechenden Abweichungen seien mit drxz, d~z bzw. drx:, d~: be-

Stracke, Bahnbestimmung. 12 
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zeichnet. Man bestimmt dann unter Anwendung der regula falsi die Ver
besserung dM, die an M anzubringen ist, damit die Abweichungen 
drx2 , dlJ2 verschwinden, als Mittel aus den beiden Werten 

dM =- drx 2 (M- M*) 
drx 2 -drxf 

~M =- d62d~2d6f (M- M*). 
(30) 

Mit dem verbesserten Wert M + dM rechnet man eine 2. Hypothese 
durch. 

§ 58. Die Ableitung der Elemente. 
Sind die endgültigen Werte der Llr, L13 und rr, r3 ermittelt, so kann 

man jetzt nach GI. (ro) die rechtwinkligen heliozentrischen Koordi
naten X,, y'I, <, x~, y~, z~ berechnen und damit die Elemente selbst 
ableiten. 

Aus den Mertonschen GI. (6. r6) und (6. 23) 

( ) , '+ , '+ , , ri r3 cos v3 - vi = xi x3 yi y3 z, z3 

rr r3 sin (v3 - Vr) = r1 ro 
erhält man 

Yt r0 

tg (v3 - Vr) = -x-,-' -x~' -,+-y''-y';;----c+-z--;-'-z~' 
I 3 I 3 I 3 

(31) 

und daraus~ (v3 -vr). Zur Bestimmung der Vr und v3 selbst kann man 
als zweite Gleichung die Beziehung 

I h - r,) sin ~ (v 3 - v,) 
tg 2 (v3 + Vr) = . I (32) 

2 f r 1 r3 - (r1 + r3) cos 2 (v3 - v,) 

heranziehen. Man erhält diese auf folgende Weise. Setzt man vorüber
gehend ~ (v3 + vr) =F, ~ (v3 -vr) = f, so ist nach GI. (r. 42) 

1 Pz = cos ~ v3 = cos ~ (F + I) = r - tg ~ F tg ~ 1 r -;; cos ~ v, cos ~ (F _ /) I + tg ~ F tg ~ I 
also 

t !-F = M- yr; 
g 2 (' 1C) I fr3 + rr, tg 2 I 

Führt man diesen Ausdruck in die Beziehung 
ztg%F 

tgF=-- --
1 -tgfF> 

ein, so erhält man GI. (32). 
Nachdem man aus den GI. (31) und (32) Vr und v3 bestimmt hat, be

rechnet man die Periheldistanz q nach GI. (r. 42) 

(33) 

Nach GI. (r. 44) wird nun, nachdem die Beobachtungszeiten nach 

t~=t,-AL1, t~=t3 -AL1 3 
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um die Aberrationszeiten korrigiert sind, die Durchgangszeit T des 
Kometen durchs Perihel bestimmt aus · 

0 2_ 0 2_ 
T = t, - M, q• = t 3 - M 3 q•, (34) 

wo nach GI. (r. 45) 

Mx= ~ (tg~v, + ~tg~v~) 

M 3 = \2 (tg~v 3 + ~tg~v~) 
(35) 

ist. 
Endlich werden die der Vorausberechnung dienenden 6 Konstanten 

P'x. P". P~. Q~. Q~. Q~ nach GI. (6. 26) ermittelt. Aus ihnen leitet 
man nach den GI. (6. 36) die Bahnlageelemente w, 9:,, i ab. 

Damit sind die gesuchten 5 Elemente T, w, 9:,, i, q bestimmt. 

§59· Formelzusammenstellung. 
Gegeben sind die Beobachtungszeiten t,. und die geozentrischen 

auf das mittlere Äquinoktium eines Jahresanfangs (Normaläquinoktium) 
reduzierten Beobachtungen rx.i, {J i und Sonnenkoordinaten X~ i• Y~ i• 

z~i (i=r, 2, 3). 
a) Konstante Hilfsgrößen. 

a~ = cos CJ; cos rx.• 
b~ = cos CJ; sin rx.; (I) 
c~ = sin Ö; 

Kontrolle: a~· + W + c~· = r 

2 Rr cos fJr = - 2 (a: Xo, + b: Yo, + c: Z0,) 
2 R3 cos {}3 . - 2 (a; XÜJ + b; Y03 + c; Z03) 

R~ = Xö, + Yö, + Zö, 
R; = Xö3 + Yö3 + Zö3 

b) Die erste Näherung. 

(II) 

t3 - t 2 (c:Y IJ.-b: ZIJ 2 ) af-(c: XIJ 2 -a:ZIJ 2 )bf+ (b:XIJ 2 -a:Y IJ 2 ) c', 
M= --t--t (c'Y' b'Z') ' ('X' 'Z' )b'+(b'X' 'Y') ' (III) 2- I 2 Q2- 2 Q2 a3- C2 Q2-a2 Q2 3 2 Q2-a2 Q2 C3 

g2 = (Xo3 - X0,) 2 + (Yo3 - Yo,) 2 + (Zo3 - Zo,) 2 

2g h cos X= - 2 [(a; M-ai) (X03 - X0,) 
+ (b; M- b:} (Yo3 - Yü,) + (c; M- ci) (Z03 - Z0,)] (IV) 

h2 = (a;M- a:)"+ (b;M- b:} 2 + (c;M- ci)• 

rx.) Der Näherungswert für Lh. Er wird, wenn kein Näherungs
wert aus voraufgegangener Bahnbestimmung vorliegt, mit verminderter 
Stellenzahl in folgender Weise ermittelt. 

Aus den GI. (IV) erhält man g, zh, cos X, berechnet damit 
d = g(I + M) 

zh 
und d cos X, d sin x. 

rz* 
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Bei nahe gleichen Zwischenzeiten bestimmt man Rz und Rz cos {}z aus 

R: = x~. + Y~. + z~. 
Rz cos {}z = - (a~ X 0• + b~ Y02 + c~ Z02) 

unddamit auch Rzsin {}z. Bei ungleichen Zwischenzeiten gewinnt mandiese 
Größen mit den für den Zeitpunkt f (tr + t3) interpolierten Koordinaten. 

Endlich berechnet man noch c=2d2 R:. 
In einem Diagramm zeichnet man nun die Punkte R und S mit den 

rechtwinkligen Koordinaten - d cos x, d sin x, - Rz cos {},_, R" sin {}z 
ein. Der Punkt C, für den das Produkt 

C R 2 
• C S = c (V) 

ist, liefert die gesuchte Abzisse OC=Lb. Die Aufgabe wird so gelöst 
- -

daß man für verschiedene runde Werte von Lh C R und C S bestimmt, 
ihre numerischen Werte in GI. (V) einsetzt und aus den Abweichungen 
gegen den Wert von c unter Anwendung der regula falsi einen verbesser
ten Wert von Llz berechnet. 

LI _ zLI. 
1 - r+M (VI) 

Bei dieser Konstruktion erkennt man auch leicht, ob nur ein einziger 
Punkt C mit der gewünschten Eigenschaft bezgl. des Wertes des 
Produktes CR• ·CS vorhanden sein kann. 

ß) Die Hypothesenrechnung. Dengenauen Wert von Llr erhält 
man, indem man zunächst für 2 Näherungswerte von Llr, die den 
ersten Näherungswert einschließen, die Gleichungssysteme 

s; = g• + 2ghcosxLix + h" LI~ 
r~ = R~ + 2Rx cos{}x Llx +LI~ 
r; = R~ + 2R3 cos{}3 MLix + {MLI 1 ) 2 

zk (t3 - tx) 
flz = --~-==== 

(r1 + r 3) frx + r 3 

2 k = 0.034404 

.s., = ftz C" (rr + r 3) 

C" aus Tafel 6 

(VII) 

(VIII) 

durchrechnet und unter Anwendung der regula falsi die Bedingung 
Sg- s4 = o 

zu erfüllen sucht. 

c) Das Verbesserungsverfahren. Vgl. die Bemerkungen S. I77· 

d) Die Ableitung der Elemente. 
Ll3 = MLir 

xi = ai Llr - Xbr X~= a~ Ll 3 -- Xb 3 

Y~ = b; Ll 1 - Ybr y~ = b~ Ll 3 - Y03 {IX} 
zi = cf Llr - Zbr z~ = c~ Ll 3 - Zb3 

r~ = x'r" + y~· + z'r2 r; = x'3" + y~· + z~· 
Kontrolle: Diese Werte der rr, r3 müssen mit denen der letzten Hypo
thesenrechnung übereinstimmen. 
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x' x' + y' y' + z' z' (1= I 3 I 3 I 3 

xo = x~- ax: 
yo = y~- ay; 
zo = z~ - a z; 

y2 
I 

-----
yo = yxoz + yoz + z02 

I8I 

(X) 

Kontrolle: (rr rot= (yi z~ - y; zit + (z~ xi - z; x;) 2 + (xi y; - x; y:) 2 

r1 r0 

tg (v3 - v,) = x' x' + y' y' + z' z' 
I 3 I 3 I 3 

I (r3 - ri) sin ~- (v 3 - vi) tg 2 ( v3 + v,) = -~.::.____..:___..:_-._c....::.__ _ __:_ 

2 fri r 3 - (ri + r 3) cos f (v3 - VI) 

~ (v3 + v,) hat das Vorzeichen von r 3 - r, • 

q = r1 cos fv; 
Kontrolle: q = r3 cos ~ v~ 

t~=ti-ALII t~=t3 -ALI 3 
A = o.oosno in Einheiten des mittleren Tages 

M yz (t I + I t I 3) r = T g2vi 3 g2vi 

M yz (t I + I t I 3) 3 = T g2v3 3 g2v3 

T = t~- MI q yq 
Kontrolle: T = t~- M 3 q yq 

rz k = 82.2IIJ 

P' ,cosvi sinvi 
" = XI --r,-· - xo ---ro Q 1 1 sin Vr + cos VI 

X = X, --;;- X0 -;;o-
p, _ , cos vi _ 0 sin vi 
Y- y, r1 Y ro 

P' 1 cos Vt sin Vr 
z = z, ·--:;:;- - zo ---ro 

Qf _ ,sinvi + 0 cosvi 
Y- y, ri Y ro 

Q' 1 sin vi + cosvi 
z = z, --;;- zo --:;:o-

Kontrollen: P~2 + p;• + p;• = I Q;• + Q;2 + Q;• = I 

P:Q: + P;Q; + P;Q; = o 

sinisin w = P~cos8- P;sin8 
sinicosw = Q; cos8- Q~sin8 

sin b6 = (P ~ cos w - Q~ sin w) sec 8 

cos b6 = P; cos w - Q; sin w 

8 aus Tafel 2 

(XI) 

(XII) 

(XIII) 

(XIV) 

Kontrollen: sin b/, und cos b/, müssen zu demselben Winkel gehören. 
P: sin w + Q: cos w = - cos i sin Q, . 

Ist i nahe gleich go 0 , so bestimmt man i besser aus 
cosi = - (P;sinw + Q;cosw) cosecQ,. 



r82 Methoden der ersten Bahnbestimmung. 

e) Kontrolle durch Nachrechnung der mittleren Beobachtung. Die 
parabolische erste Bahnbestimmung hat ihre Aufgabe gelöst, wenn 
innerhalb der Grenzen der Unsicherheit der Rechnung Übereinstimmung 
zwischen dem berechneten und dem beobachteten mittleren Ort besteht. 
(Die exakte Darstellung der beiden äußeren Beobachtungen, aus denen 
die Elemente abgeleitet sind, wird vorausgesetzt.) 

Mz = (t~ - T) ~=-
q fq 

(XV) 

Mit dem Argument M 2 entnimmt man v2 der Tafel von 0PPOLZER oder 
BAUSCHINGER (siehe § 68)' oder bei sstelliger Rechnung der Tafel von 
B. STRÖMGREN (siehe § 74) tg f vz und tg f v. 

m; = qP; 

m; = qP; 

m; = q p; 

n; = qQ; 
n; = qQ; 
n; = qQ; 

Llz cosbz COSQ(z = m; (r - tgf v:) + 2 n; tgf Vz + Xb. 
L1 2 cos bz sin Q(z = m; (r - tgf v:) ··f- 2 n; tgf Vz + Y 0• 
Llz sin b2 = m; (r - tgf v:) + 2 n; tgf Vz + Zb. 

(XVI) 

Die Aberrationszeit kann man mit ausreichender Genauigkeit mit 
Hilfe der Werte für die benutzten Beobachtungen ermitteln. 

Eine ungenügende Darstellung der mittleren Beobachtung kann, 
von Rechenfehlern abgesehen, folgende Ursachen haben: r. Die Ver
nachlässigungen sind zu groß; insbesondere der Ansatz der r. Näherung 
ist zu roh. 2. Die benutzten Beobachtungen sind fehlerhaft. 3· Diese 
sind mit der parabolischen Hypothese nicht vereinbar. 

Ist der Ansatz der r. Näherung verbesserungsbedürftig, so führt 
man ein Verbesserungsverfahren durch (siehe S. 177). Ist auch dann 
eine befriedigende Darstellung des mittleren Ortes nicht zu erzielen, 
so wird man zur Feststellung der Ursachen der Abweichungen weitere 
Beobachtungen nachrechnen. Liegt ein Beobachtungsfehler vor, so legt 
man andere Beobachtungen der parabolischen Bahnbestimmung zu
grunde. Wenn nicht, so wählt man eine allgemeine Methode der Bahn
bestimmung. 

§ 6o. Beispiel. 

a) Ausgangsdaten und konstante Hilfsgrößen. Gegeben seien die 
topozentrischen Beobachtungen des Kometen 1925 c (Orkisz) 

Ort 1925 Weltzeit IXI9Z5·0 .:51925·0 

Warschau Apr. 5.u6r 22h 26m 43~ 5 I + 16° 37' r6':o 
Krakau 8.1138 22 29 42-90 +r9 46 25.1 

II.J089 22 32 55-00 +23 4 52-3 
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cx 336?6813 337'?4288 338'?2292 
0 + 16.621I + 19·7736 + 23.0812 

X' 0 + 0.96737 + 0.95375 + 0.93763 
Y' 0 + 0.23477 + 0.28032 + 0.32509 
Z' 0 + 0.10184 + 0.12160 + 0.14102 

cos cx ...L 0.91832 + 0.92340 + 0.92868 (I) I 

cos 0 + 0.95821 + 0.94104 + 0.91995 
sin cx 0.39585 0.38383 0.37089 

a' + 0.87994 + o.86896 + 0.85434 
b' 0.37931 0.36120 0.34120 
c' + 0.28604 + 0.33831 + 0.39204 

R2 !.00129 R2 !.00472 (II) I 3 
2 Rr COS Dr 1.58261 2 R 3 cos 1}3 !.49084 

b) Die erste Näherung. 

c~ Y02 - b~ Zo 2 1 + 0.13876 t3 _ t, I 2~9951 

c~X02 - a~Z02 + 0.21700 t,- t, 2.9977 (III) 
b~Xo 2 -a~ Y02 o.588o8 M 0.95265 

X03 -X(Jr 0.02974 aJ M- a~ o.o66o5 

Y03- YQI + 0.09032 b~M -b~ + 0.05427 

Z(J3- Zür + 0.03918 c~M-c~ + 0.08744 (IV) 
gz 0.010577 
h> 0.014954 

2ghcosx -0.020584 

g +0.1029 R2 !.0031 2 
2h +0.2445 

2 gh +o.02516 
d +o.8217 Rz r.oo16 

- cosx + o.818o - cos 1}, +o.7675 (V) 
sinx +0.5752 sin 1}, +0.6410 

-dcosx +o.672 - R, cos 1}, +o.769 
d sinx +o.473 R, sin 1}, +o.642 

c !.355 

!I 
1,0 

0,5 

0 0,5 1,0 1,5 C (LJ2,0) 2,0 
X 

Abb. 17. 

-- - ---- -oe eR es eRz. es eRz. eS-c 
r.6o !.04 !.05 !.13 -0.22 
!.70 !.13 !.13 !.45 +o.1o 
1.80 !.22 1.21 r.81 +o.46 
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LI, = I.7I 

s; = + o.oro577- 0.020584 LI r + o.o14954 LI~ 

r~ = + r.oor29 - r.5826r LI,+ LI~ 

r~=+r.oo472 -1.49084 (MLI,)+(MLI,)> 

o.2o6r8 
flz=-----

(rr + r3) fri + r3 

r. Hyp. 
LI, !.70000 

Ll2 
I 2.89ooo 
2 

o.or88or Sg 
r2 

I !.20085 

MLII r.61950 
r2 

3 !.2!308 

r, !.09583 
r3 !.!0!40 

rr+r3 2.!9723 

(ri+r3) fri+r3 3-25698 

2 k (t3- t,) o.2o6r8 
fh 0.063304 
z;. . !.000!7 

Sg O.I37II 
Sd 0.!39!2 

2. Hyp. 
!.72000 
2.95840 

0.0!94!2 
!.23760 

!.63856 
!.24677 

I.II 247 
r.rr659 
2.22906 

3·32799 

o.o6r953 
r.ooor6 

0.!3932 
0.!38!2 

Sg-Sd - 0.0020! +o.oor2o 

3· Hyp. 
!.7!252 
2.93272 

o.or9r82 
!.22376 

!.63143 
!.23408 

r.ro624 
r.rro89 
2.2!7!3 

3·30!3! 

0.062454 
r.ooor6 

0.!3850 
0.!3849 

+o.oooor 

(VI) 

(VII) 

(VIII) 

c) Das Verbesserungsverfahren. Es kann wegen der nahe gleichen 
Zwischenzeiten wegfallen. 

d) Die Ableitung der Elemente. 
LI, I. 7!252 Ll3 !.63!43 
x' I +0·53954 x' 3 + 0.456!7 
y'I -o.88435 Y3 - 0.88!73 (IX) 
z' +o.388or z3 +0·49857 I 
r2 I !.22373 r~ !.234!! 
r, !.!0622 r3 r.rro9r 

X~ x3 + y', Y3 +z~ z3 + !.2!933 (f +0.99640 
x<> - 0.08!43 ro• o.or9r66 
yo -o.ooo56 r" 0.!3844 
zO +o.rrr96 r1ro 0.!53!5 

tg (v 3 - Vr) +o.r256o Zähler +o.ooo2928o 
V3 -Vr 7'?!589 Nenner +o.oo43r 

sin (v3 -v,) +o.o6243 tg (v3+vr) +o.o6794 (X) 
cos (v3-v,) +o.99805 (v3+vr) 3'?8867 

(v3 -v,) 3·5794 

Vr 0'?3073 v3 7'?466r 
COS f VI +r.ooooo cos ~ v3 +0.99788 

q !.!0622 q r.ro62o 

A LI, o'l-oo99 A L1 3 o?oo94 (XI) tO 5-!062 tO !!.0995 I 3 
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q fq I 1.16348 

~I M, 0.22033 5·37090 
T 4·8499 4.85o6 

cos v, +o·99999 sin v, +o.oo536 
cos v, :r, +0.90397 sin v,:r, +o.oo48453 
sinv,:r<> +o.o38717 COS VI :r<> +7-22327 

p~ +0.49088 Q~ -0.58558 
p~ -0.79940 Q~ -0.00833 
p; +0.34641 Q~ +o.81o6o 

sine +0.39793 COS B +0.91742 
sin i sin w +o.63591 sin~ -0.65762 
sin i cos w +0.74698 cos 61, +0.75337 

tgw +o.85131 tg 61, -0.87290 
(J) 40'?4080 61, 318'?8823 

cos (J) +o.76145 cos i -0.19417 
sin w +o.64822 sin i +o.981oo 

Zusammenstellung der Elemente: 

T = 1925 Apr. 4.8502 Weltzeit 

w 4o'? 4°8 } Ekliptik und 
61, 318 · 882 mittl. Äquin. 1925.0 

i !01. 196 
q I. 10621 
(Konstanten unter (XIII).) 

e) Nachrechnung der mittleren Beobachtung. 
tO 

2 8.1042 M, 2-7968 
tgfv~ O.OOII6 tg~ v, 0.03401 , 

+0.54302 
, 

mx 2 nx -1.29555 , 
-0.88430 

, 
-0.018429 m:v 2ny , 

+o.38320 
, 

+ 1.79339 m. 2 n: 

LI, cos !52 sin IX• -0.60358 LI, sin !52 +o.56535 
Ll 2 cos !5, cos Ol:z + 1.45208 LI, cos !5, + 1.57254 

tg Ol:z -0.41567 tg !5, +0.35951 
Ol:z 337'?4290 !5, + 19'?7740 

a~ I +o.86895 B-R:da~ +o.oooo1 
b' -0.36120 db~ ±.o.ooooo 
c~ +0.33831 dc~ ±o.ooooo 

Füi:- die B - R in den Koordinaten selbst erhält man mit 
cos !52 d01:z =- o'?ooo2 dl5, =- o'?ooo4 

ein sehr befriedigendes Resultat. 

14· Abschnitt. 

Die Methode von 0LBERS. 

r8s 

(XII) 

(XIII) 

(XIV) 

(XV) 

(XVI) 

Die Hauptmerkmale, durch die sich diese Methode von der im vorigen 
Abschnitt behandelten unterscheidet, sind die Einführung von eklipti
kalen Polarkoordinaten an Stelle der äquatorialen rechtwinkligen 
Koordinaten und die Art der Ableitung der Elemente. Im übrigen ist 
der Gedankengang der gleiche wie in der für das maschinelle Rechnen 
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geeigneten Form der Olbersschen Methode des vorigen Abschnitts. 
Es genügt, wenn hier die Entwicklung des Formelsystems kurz dar
gelegt wird. 

§ 6r. Die Fundamentalgleichungen. 

Für die Bedingungsgleichung der Ebene hat man entsprechend den 
GI. (6. I) die 3 Formen 

[r4 r3]xr -[rrr3]xz + [rrrz]x3 = 0 

[r4 r3]yr -[rrr3]yz + [rrrz]y3 = 0 

[rzr3]tr -[rrr3]Zz + [rrrz]z3 = o. 
(I) 

Hierin sind die X;, y;, Z; (i =I, 2, 3) die rechtwinkligen ekliptikalen 
heliozentrischen Koordinaten des Kometen, [r.r3], [rrr3], [rrrz] die 
Dreiecksflächen. Der Übergang auf die geozentrischen Koordinaten er
folgt nach den Gl. (3. 5). Setzt man hierin die Erdbreite B = o und 
führt die geozentrischen Koordinaten in Gl. (r) ein, so erhält man 

[rzr3] (L1r cos ßr cos Ar+ Rr cosLr) -[rrr3] (L1z cos ßz cos Az + Rz cosLz) 
+ [rrrz](L1 3 cos ß3 cos A3 + R 3 cos L3) = 0 

[r2 r3] (J r cos ßr sin Ar + Rr sinLr)-[rr r3] (L1z cos ßz sin Az + Rz sin Lz) (2) 
+ [rrrz] (L1 3 cos ß3 sin A3 + R3 sin L3) = o 

[rzr3] L1r sin ßr- [rrr3] L1z sin ßz + [rrrz] L1 3 sin ß3 • 

In diesen Gleichungen sind die A;, ß;, L;, R; bekannte Großen. Die A;, 
ß; werden nach den Gl. (3. 29) aus den durch die Beobachtung gewon
nenen Koordinaten oc;, b; abgeleitet. Die geozentrischen Erdkoordinaten 
L; ( = L 0 ; ± I8o 0 ) und lg R; werden für die auf den Nullmeridian redu
zierten Beobachtungszeiten t; dem B. J. entnommen. Die L; müssen 
auf das gleiche mittlere Äquinoktium wie die oc;, fl; bezogen sein. Un
bekannte Größen sind in den Gl. (z) sowohl die geozentrischen Ent
fernungen L1; als auch die Dreiecksflächen. 

Von diesen Unbekannten sollen L1z und [rrr3] eliminiert werden. Man 
erhält nach der Auflösung nach L1 3 die Gleichung 

j = [r2 r~J. sin ß, cos ß2 sin (A2 - L 2 ) - cos ß, sin ßz sin (A, - Lz) Llr 
3 [r, r2 ] sin ß2 cos ß3 sin (A3 - Lz) - cos ßz sin ß3 sin (Az - Lz) 

[rz r3] R, sin ßz sin (Lz - L,) - R 3 sin ßz sin (L3 - Lz) (3) + [r,rz] 
sin ßz cos ß3 sin (A3 -· Lz) - cos ßz sin ß3 sin (Az - Lz) • 

Wendet man diese auf die Erde an, indem man L1r=O, L1 3 =o setzt 
und das Dreiecksflächenverhältnis [Rz R3]: [Rr R2 ] einführt, subtrahiert 
die entstehende Gleichung von Gl. (3) und setzt zur Abkürzung 

sin ß, cos ßz sin (A2 - L 2) - cos ß, sin ßz sin (A, - Lz) _ C 
sinß, cosß3 sin (A3 - Lz) - cosßz sinß3 sin (Az- Lz) - 1 

R, sin ßz sin (Lz - L,) _ C 
sin ß2 cos ß3 sin (A3 - L,) - cos ßz sin ß3 sin (Az - Lz) - z' 
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so ergibt sich die Gleichung 

L1 = [r,r3] CI L1I + ([r,r3]- [R,R3]) c"' 
3 [r1 r 2 ] [r1 r 2 ] [R 1 R 2 ] 

(4) 

der man die einfachere Form 
L13 = M L1I + m (5) 

geben kann. Man hat damit eine Beziehung .zwischen L1I und L13 er
halten, wenn M und m bekannt sind. In diesen Größen treten als Un
bekannte nur die Verhältnisse der Dreiecksflächen auf, für die später 
Näherungsausdrücke eingeführt werden. 

Als 2. Gleichung zur Bestimmung der beiden Unbekannten L1 I und L1 3 
benutzt ÜLBERS die Eulersche Gleichung, Gl. (2. 57). Hierin treten als 
Unbekannte die Radienvektoren ri und r3 und die Sehne Sz zwischen 
den beiden äußeren Orten auf. Die ri, r3 , Sz werden nun als Funktionen 
der Unbekannten ausgedrückt. 

Zwischen den 4 Unbekannten L1I, L1 3, ri, r3 bestehen die bekannten 
Beziehungen aus den Dreiecken Sonne-Erde-Komet 

r~ = R~ + 2RI cos#I L1I + L1~ = R: + 2RI cosßi cos (AI -LI)+ L1~ (6) 
r; = R; + 2R3 cos D3L1 3 + L1; = R; + 2R3 cosß3 cos (A3 -L3) + L1;. 
Zwischen der Sehne s" und den rechtwinkligen Koordinaten XI, YI, 
ZI, x3, y3, z3 und zwischen diesen und den Entfernungen L1 I, L1 3 be
stehen die bekannten Beziehungen 

s: = (x3 -xi)" + (y3 -y~)· + (z3 -z~)· (7} 

XI= L1I cos ßi COSAJ + RI cos LI x3 = L13 cos ß3 cos A3 + R3 cosL3 
YI = L11 cos ß1 sin AI + RI sin LI y3 = Ll3 cos ß3 sin A3 + R3 sin L3 (8) 
Z1 = L1I sin ßi z3 = Ll 3 sin ß3. 

Führt man die Werte der ri, r3, s2 aus den Gl. (6) bis (8) in die Eulersche 
Gleichung 

3 3 

(ri + r3 + s")2 - (r1 + r3 -s")2 = 6k (t3 -t~) = 6-r" (9) 

ein, so ergibt sich die 2. Fundamentalgleichung zwischen den Unbe
kannten LII und Ll 3• Die Gl. (S) bis (9) lösen das Problem, sobald M 
und m bekannt sind. 

Für die in M und m auftretenden Verhältnisse der Dreiecksflächen 
werden nun bekannte Näherungsausdrücke eingeführt, und es werden 
geeignete Umformungen vorgenommen, die die praktische Auflösung 
des Gleichungssystems (S) bis (g) erleichtern. 

§ 62. Die erste Näherung. 
a) Die Einführung der Näherungsausdrücke für M und m. Für 

das Verhältnis der Dreiecksflächen [r"r3]: [rir2] der Kometenbahn bzw. 
[R"R3]: [RIRz] der Erdbahn kann man nach Gl. (2. 6) die Entwicklungen 

[r,r3] =:!!_(I _ ~ :g__=:-_T_3 + ~ T~ + T~ ~ ... ) (IO) 
[r1 r2 ] -r3 6 r~ 4 r~ d-r 
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[R.R3] = ~ (x _ ~ T~- T~ + ~ T~ + T~ dR• . .. ) (II) 
[RxR•] T3 6 R~ 4 R~ dT 

ableiten. 
Beschränkt man sich auf das erste Glied der Reihenentwicklungen, 

d. h. setzt man 

(I2) 

so fällt das letzte Glied in GI. (5) ganz weg, und man erhält die äußerst 
einfache Beziehung 

L13 = M L1r, 
wo also 

~~~~~~~-~-~~~~~~-~=M 
~~~~~~~-~-~~~~~~-~ 

(I3) 

gesetzt ist. Damit ist die Größe M oder das Verhältnis der beiden 
geozentrischen Entfernungen L1 3: L1r durch bekannte Größen aus
gedrückt. Über die Vernachlässigungen in dem Ansatz. in GI. (Iz) ver
gleiche die betr. Ausführungen im vorigen Abschnitt. 

Den Ausdruck für M vereinfacht ÜLBERS zunächst in folgender 
Weise. Er stellt die Bedingung, daß der Komet zur Zeit t~ auf einem 
größten Kreise mit einer durch die Beziehung 

t I~= tg ß, 
g sin (Ä•- L.) (I5) 

gegebenen Neigung ]z liege. Die Lage des Kometen auf dem Kreise 
bleibt unbestimmt. Man benutzt also gewissermaßen statt der Ä~, ß~ 
nur ]z, bestimmt durch obige Gleichung. Die Bedingung darf gestellt 
werden, da in der Parabel nur 5 Elemente zu bestimmen sind und infolge
dessen nur 5 Bestimmungsstücke in das Problem eingeführt werden 
müssen. 

Wendet man diese Beziehung auf GI. (I4) an, so ergibt sich 

M = 2!_ sin ß, cos f•- cos ßr sin f• sin (Är- L.) 
T3 cos ß3 sin f• sin (1.3 - L.) - sin ß3 cos J, · 

Setzt man nun: 
sin ßr = Ar sin Ir 

cos ßr sin (Är- L~) =Ar cosir 

sin ß~ = A~ sin I~ 
cos ß~ sin (Ä~- L~) = A~ cos I~ 

sin ß3 = A 3 sin h 
cos ß3 sin (Ä3 - L~) = A 3 cos I 3 

(Ar, A 3 positiv; A~ wirdnicht gebraucht), 

(I6) 

so kann man die GI. (I6) in die für die logarithmische Rechnung be-
quemere Form 

(I7) 

bringen. 
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b) Die Einführung von M in die GI. (6). bis (8) und die Um
formung dieser Gleichungen für die logarithmische Rechnung. Bei Ein
führung von M nach GI. (13) in die GI. (6) bis (8) wird 

r~ = R~ + zRr cos -DrL1r + L1~ 
r; = R; + zR3 cos #3M L1r + M• L1~ 

(18) 

und 

Xr= L1r COS ßr COS Är + Rr COS Lr 
Yr = L1r cos ßr sin .Ä.r + Rr sin Lr 
Zr= L1r sin ßr 

x3= ML1r cos ß3 cos.Ä.3 + R3 cos L3 

y3=ML1rcosß3sin.Ä.3 + R3sinL3 (19) 
z3 = ML1r sinß3 

Bildet man nun aus GI. (19) die Ausdrücke x3 - Xr, y3 - Yr, z3 -Zr, 
setzt 

M L1r COS ß3 COS .Ä.3- L1r COS ßr COS Är = hL1r COS ~ COS H 
M L1r cos ß3 sin 13 - L1r cos ßr sin .Ä.r = hL1r cos ~ sin H 

M L1r sin ß3- L1r sin ßr = hL1r sin ~ (20) 
R3 cos L3 - Rr cos Lr = g cos G 
R3 sin L3 -Rr sin Lr =gsinG 

so daß man die eingeführten Hilfsgrößen ~, h, H, g, G aus 

h COS ~ COS (H- Är) = M COS ß3 COS {A3 -Ar) - COS ßr 
h cos ~ sin (H- Ar) = M cos ß3 sin (A3- Ar) 

h sin ~ = M sin ß3 - sin ßr 
gcos (G-Lr) = R3 cos (L3 -Lr) -Rr 
g sin (G- Lr) = R3 sin (L3 - Lr) 

(h und g positiv) 

erhält, und setzt man die quadrierten Ausdrücke der Gl. (zo) in Gl. (7) 
ein, so ergibt sich nach Ausführung der Quadrate 

s: = g• + zghcos~cos (H-G) L1r + h" L1~. 

Bestimmt man nun noch -Dr, #3, X aus 

COS #r = COS ßr COS (Ar - Lr) 
cos #3 = cos ß3 cos (A3 - L3) 

cos X = cos ~ cos (H-G) 

so erhält man für rr, r3 , s2 die Gleichungen 

r~ = R~ + zRr cos #r L1r + L1~ 
r; = R; + zR3 cos #3M L1r + M" L1~ 
s: = g• + zghcos xL1r + h" LJ:. 

(21) 

Diese lassen sich nach GAuss noch weiter vereinfachen. Die Gl. (18) 
lassen sich schreiben 

r: = (L1r + Rr cos #r)" + (Rr sin -Dr)" 
r; = (M L1r + R3 cos #3)" + (R3 sin #3)•. 
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Setzt man 

so ist 

Rr COS #r = tr 
R3 cos 113 

M = t3 

Rr sin #r = Xr 
R3 sin 113 

M = "3, 

r~ = (Llr + tr) 2 + x~ = x~ [I + ("1'": ") 2 ] 

r~ = M 2 
[ (Llr + t3) 2 + x~] = M 2 x~ [I + (LI,"; t 3) 

2 l· 
Bestimmt man ar und a3 aus 

t LI,+ t. t LI,+ t 3 gar=-- ga3 = --, 
Ur U3 

so ist 

Entsprechend ergibt sich für Sz 

g cos X gsin X 
-h- = t -h-=" 

LI,+ t t 
-"- = ga Sz = h x sec a . 

(22) 

(23) 

Damit sind rr, r3 , Sz durch die einzige Unbekannte Llr ausgedrückt, 
und die Gl. (6) und (7) sind in eine für die logarithmische Rechnung ge
eignete Form gebracht. Man könnte nun die 3 Größen in Gl. (9) ein
setzen und die so entstehende Gleichung nach der Unbekannten L1 I auf
lösen. Bequemer kann aber die Auflösung in folgender Weise geschehen. 

Mit einem Näherungswert von L1 I berechnet man rr, r3 , Sz nach Gl. (23) 
und (24), berechnet S 2 auch mit Benutzung der Enckeschen Form der 
Eulerschen Gleichung, Gl. (2. 6g) 

2Tz ) f-lz = ----3 Sz = f-lz Cz (rr + r3) . (25 
(rr + r3l'i 

Unter Anwendung der regula falsi variiert man dann Llr, bis die aus 
Gl. (24) bzw. (25) folgenden Werte von Sz - sie seien ihrem geometri
schen bzw. dynamischen Charakter gemäß mit sg bzw. sa bezeichnet
der Bedingung sg = sa genügen. 

Mit dem nach Abschluß des Versuchsverfahrens erhaltenen Wert von 
Llr berechnet man dann nach Gl. (5) L1 3. 

Über die Wahl des Ausgangswertes für Llr und die Zahl der Lösungen 
des Problems siehe die Ausführungen im vorigen Abschnitt. 

§ 63. Das Verbesserungsverfahren. 
Im vorigen Abschnitt wurde schon erwähnt, daß man im allgemeinen 

bei günstiger Verteilung der Beobachtungen und namentlich bei kurzen 
Zwischenzeiten von einem Verbesserungsverfahren zunächst ganz ab
sehen kann. Es wurde aber auch auf zwei Wege hingewiesen, wie man die 
Verbesserung von M gegebenenfalls vornehmen kann. Daneben sei noch 
ein weiteres Verfahren, das von CARLINI, erwähnt. Vorausgesetzt wird, 
daß die Darstellung der mittleren Beobachtung bereits vorliegt. 
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Es war bei der Ableitung der Bahn für die mittlere Beobachtung 
nur die Eigenschaft benutzt, daß die mittlere Beobachtung auf einem 
größten Kreise liege, dessen Neigung durch Gl. (15) bestimmt ist. 
Man kann also auch von dem gerechneten mittleren Ort (A.z), (ßz) 
nur verlangen, daß er auf diesem größten Kreise liege. Die Bahn ist 
rechnerisch in Ordnung, wenn die (A.2), (ß2) der Gleichung 

tg (ßz) J 
tg (Jz) = sin ((Az)- Lz) = tg 2 (z6) 

genügen. Andernfalls war der Olberssche Ansatz nicht ausreichend, und 
es muß ein Verbesserungsverfahren ausgeführt werden, wenn Überein
stimmung erzielt werden soll. 

CARLINI bestimmt durch Änderung von tg (]2) den Wert von M, 
durch den Gl. (z6) gut dargestellt wird. Man erreicht das, indem man 
einen Wert tg r: benutzt, der um so viel von tg ] 2 abweicht, als sich die 
linke Seite der Gl. (z6) von der rechten unterscheidet. Man berechnet 
also mit 

tg]";= tg]z + (tg]z-tg(Jz))= ztg]z-tg(Jz) 

das verbesserte (M) und damit die neue Bahn. 

§ 64. Die Ableitung der Elemente. 

Mit Benutzung der endgültigen Werte der Ll,, L1 3 bestimmt man zu
nächst nach den Gl. (7. 36) die heliozentrischen Koordinaten r 1 , l,, b1 , 

r 3 , l3 , b3 . Die Bahnlageelemente ~ und i erhält man nach den Gl. (7. 37). 
Es ist für 

l3 - l 1 > 0° i < 90° 

l3 - l, < 0° i > 90°. 

Die Argumente der Breite u, und u3 ergeben sich aus den Gl. (7. 38). 
Bei positiver Breite liegt u zwischen o 0 und r8o 0 , bei negativer zwischen 
r8o 0 und 360°. 

Periheldistanz q, Perihellänge in der Bahn w und Perihelzeit T 
erhält man in folgender Weise. Da v3 = v, + u3 - u, ist, so ist 

cos~v, cos ~ (u3 - u,) - sin fv, sin f (u3 - u,) 

yq-
also 

sin!..vi r r 
~ =-= ctg f (u3 - u1) ----= cosec f (u3 - u,). (27) 

fq ~r, lr3 
In Verbindung mit 

cos~ v1 
2 (z8) 

kann man q und v1 bestimmen. Damit findet man nach Gl. (r. 63) w 
und v3 aus v3 = u3 - w. 
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Mit den Argumenten VI und v3 entnimmt man MI und M 3 einer der 
in § 68 erwähnten Tafeln. Bei fehlender Tafel kann man diese Größen 
auch mit Hilfe der Gl. (13. 35) berechnen. 

Mit den um die Aberrationszeiten korrigierten Zeiten t~ und t~ findet 
man endlich die Perihelzeit T aus Gl. (13. 34). 

§ 65. Formelzusammenstellung. 

Gegeben sind die Beobachtungszeiten ti und die geozentrischen auf 
das mittlere Äquinoktium eines Jahresanfangs bezogenen Koordinaten 
Äi, ßi und Erdkoordinaten Li, Bi= o, Ri (i =I, 2, 3). 

Bei provisorischen ersten Bahnbestimmungen kann die Berück
sichtigung der Parallaxe unterbleiben und die Sonnenbreite vernach
lässigt werden. 

a) Konstante Hilfsgrößen. 

tg wi = tg ßi cosec (Är - Lr) 
tg #I = tg (Är - Lr) sec Wr 

tg w3 = tg ß3 cosec (Ä3 - L3) 

tg 0.3 = tg (A.3 - L3) sec w3 
(I} 

Kontrolle: cos {}I= cos ßr cos (Är - Lr} cos {}3 = cosß3 cos (Ä3 - L3) 

{}I und {}3 < 180° 

g COS (G - Lr} = R3 COS (L3 - LI} - Rr 
g sin (G - Lr) = R3 sin (L3 - Lr) 

g positiv 

Ar sin]r = sinßr 
Arcos]r = cosßisin(ÄI- L2) 
Azsin/2 = sinßz 
A2cos]2 = cosp2sin (Ä2- L2) 
A3 sinJ3 = sinß3 

A3 cos!J = cosß3 sin (Ä3- Lz) 

Ar, A 3 positiv; Az wird nicht gebraucht. 

b) Die erste Näherung. 

(li} 

(III) 

M = t3 - t,. A, sin (J,- ]z) (IV) 
t,- t, A 3 sin (J,- ]]) 

h COS; COS (H- AI} = M COS ß3 COS (A.3 - Ar) - COS ßi 
h cos; sin (H- Ar) = M cos ß3 sin (A.3 - Ar) 
h sin; = M sin ß3 - sin ßr (V) 

tgW = tg; cosec (H-G) 
tg X = tg (H - G) sec W 

Kontrolle: cos x = cos; cos (H - G) 

h positiv; X < r80° 
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t = gcosx 
h 

gsin X 
;le= -h-

li = RI cos {}I 

"I = RI sin {}I 

R 3 cos {}3 
l3 = M 

R 3 sin {}3 
"3 = M 

193 

(VI) 

Liegt kein Näherungswert von LII aus einer vorangegangenen Bahn
bestimmung vor, so benutzt man am besten den Näherungswert von 
BANACHIEWICZ als Ausgangswert für die Einleitung der Hypothesen
rechnung (siehe S. 175). Früher wurde vielfach folgendes Verfahren zur 
Ermittlung eines Ausgangswertes für LII gewählt. Mit dem runden 

Wert r1 +r3 = 2 und C = r wird sa nach Gl. (25), also nachsa= 2 k (t3 - ti) 
s Vz 

und damit sec a = h: und LI I = " tg a -t berechnet. 

Die Hypothesenrechnung führt man in der Weise durch, daß man 
mit dem Ausgangswert von LII das Gleichungssystem 

t LI,+' ga= -u-

t LI,+ tx g (J I = ---;;-

rr = "r secar 
2 k (t3- t,) 

flz = l 
(r, + r3)• 

Sg = h "seca 

t LI,+ t3 ga3= -
u3 

r 3 = M " 3 seca3 

lg 2k = 8.536611-ro 
lg Cz mit Argument p,z aus Tafel6 

(VII) 

(VIII) 

durchrechnet und unter Anwendung der regula falsi Llr so lange variiert, 
bis sg- sa = o ist. Über die Zahl der Lösungen siehe die Ausführungen 

S. r76. LJ3 = M Llr (IX) 

c) Das Verbesserungsverfahren. Siehe die Ausführungen aufS. 177. 

d) Die Ableitung _der Elemente. 

rr cosbr cos (lr- Lr) = Llr cosßr cos (A.r- Lr) + Rr 
rr cos br sin (l1 - Lr) = LII cos ßr sin (A.I - Lr) 
rr sin br = Llr sinßr 

r 3 cosb3 cos (l3 - L3) = Ll 3 cosß3 cos (A.3 - L3) + R3 

r 3 cos b3 sin (l3 - L3) = L1 3 cos ß3 sin (A.3 - L3) 

r 3 sin b3 = L1 3 sin ß3 

(X) 

Kontrolle: rr und r3 aus Gl. (X) müssen mit den Werten der letzten 
Hypothese übereinstimmen. 

Ist l3 - lr > o, so ist 
l3- lr < 0 

tgisin (lr- Sb)= tgb1 

t · (l n) t_g'-b-"-3 _---c-'tg"-b~,_c_os~('-'l3,_-_l,:.-:.) g 2 COS I - Ob = -
sin (13 - l,) 

(XI) 

Stracke, Bahnbestimmung. 13 
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tg u1 = tg (l1 - .Q) sec i = tg b1 sec (lx - .Q) cosec i 
tg u3 = tg (l3 - .Q) seci = tg b3 sec (l3 - .Q) cosec i . 

(XII) 

(Je nach der Größe von i benutzt man die vorderen oder die hinteren 
Gleichungen.) Bei positiver Breite liegt das Argument der Breite 
zwischen 0° und I80°, bei negativer Breite zwischen 180° und 360°. 

Kontrolle: (Sz-rx)(S~ 
S, (S,- Sz) 

Berücksichtigung der Aberrationszeiten nach 

t~ = tx- ALl t~ = t 3 -ALl 

lg A = 7.76II8-xo in Einheiten des mittl. Tages. 

Mx= t; (tg~vx + 1tg~v!) 

M 3 = r; (tgfv3 + ttgfv~) 

lg r: = 1:.91:4934 

I il 
t~ - Mx q> = T = t~ - M3 q2 • 

Damit sind die gesuchten 5 Elemente T, ro, .Q,, i, q bestimmt. 

(XIII) 

(XIV) 

(XV) 

e) Kontrolle durch Nachrechnung der mittleren Beobachtung. Ein 
Urteil über die Brauchbarkeit der Elemente erhält man durch Nach
rechnung der mittleren Beobachtung. 

t 0 - T 
M2=~ 

qz (XVI) 
t x +xt x 3 M k g 2 v2 3 g 2 v2 = 2-= 

fz 

r2=qsecfv: 
~=V2+w 

Ll2 cos ß2 cos (A.2 - .Q) = r2 cos u2 - R2 cos (L2 - .Q) (XVII) 
Ll2 cos ß2 sin (A.2 - .Q) = r2 sin ~ cos i - R2 sin (L2 - .Q) 
Ll2 sin ß2 = r2 sin u2 sin i. 

Die Aberrationszeit kann man mit genügender Genauigkeit mit Hilfe 
der Werte für die benutzten Beobachtungen ermitteln. Die wahre 
Anomalie v2 berechnet man nach dem S. 207 erläuterten direkten Ver-
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fahren, oder man entnimmt Vz mit dem Argument Mz der Tafel9, oder 
einer der S. 208 erwähnten Tafeln. 

Genügen die so berechneten Koordinaten, die mit (Äz), (ßz) bezeichnet 
seien, der Gleichung 

tg(ß,) 
tg Uz) = sin((J.,)- L,) = tg]. (XVIII) 

nicht, so ist die Bahnbestimmung noch verbesserungsfähig (Verbesse
rungsverfahren siehe S. 190). Genügen sie aber der Bedingung innerhalb 
der Grenzen der Unsicherheit der Rechnung, so ist die Bahnbestimmung 
rechnerisch in Ordnung. Weichen auch in diesem Falle die gerechneten 
(Äz), (ßz) von den beobachteten Werten Äz, ßz selbst ab, so sind die zur 
Bahnbestimmung benutzten Beobachtungen entweder fehlerhaft, oder 
sie sind mit der parabolischen Hypothese nicht vereinbar. Siehe die 
Ausführungen auf S. r82. 

§ 66. Beispiel. 

a) Ausgangsdaten und konstante Hilfsgrößen. Gegeben seien die 
tapazentrischen Beobachtungen des Kometen 1925 c (Orkisz) 

Ort 1925 
Kopenhagen April 5 

" JJ 20 
Babelsberg Mai 5 

Weltzeit 
2h 52m 40s 
0 42 II 

23 56 45 

IXI925·0 

22h 26m 46~ 10 
22 43 59.87 
23 15 25·74 

~I925·0 
+ 16° 37' 28'.'3 
+33 46 3·3 
+55 14 51.0 

Die Reduktion dieser Beobachtungen sei gemäß den Ausführungen in 
§ 22 vorgenommen. Es sei vorausgesetzt, daß eine Bahnbestimmung 
aus kürzeren Zwischenzeiten vorangegangen ist (siehe das Beispiel im 
vorigen Abschnitt), die die zur Berücksichtigung der Parallaxe in rJv ~i 
und zur Berechnung der Aberrationszeiten erforderlichen geozentrischen 
Entfernungen Lli liefert. Man erhält 

1925 Weltzeit 
Apr. 5.I1991 

20.02929 
35·99774 

lg LI 
0.234 
0.184 
0.159 

Pa 
-0~20 
-0.24 
-0.32 

PIJ ALl 
+4':o 0.00989 
+4·6 o.oo881 
+4·0 0.00832 

Die geozentrischen äquatorialen Beobachtungen oti, ~i werden nach den 
Gl. (3. 29) in die geozentrischen ekliptikalen Koordinaten Äi, ßi ver
wandelt. Die zu den Zeiten ti gehörigen Erdkoordinaten Li= (L 0 i 

±r8o 0 ), Bi(= -B0 i), lg Ri werden dem B. J. entnommen. Damit 
die Bi streng gleich Null gesetzt werden können, werden die ßi nach 
Gl. (5. 5) korrigiert. 

t0 

I 
5~II002 I 

p, 

I 
+ 24~4161 I 

t0 20.02048 ß· + 38.1444 • tN 35-98942 ß3 + 52-9032 

,1., 345'?II03 I 
L, 

I 
194~8213 I R, 

I 
o.oooz81 

)., 358.0238 L, 209-4298 R, 0.002126 
,1.3 21.9932 L3 224-9503 R3 0.003890 

13* 
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A.,-L, 150~2890 Ä3-L3 157~0429 
tg p, 9·657017 tg ß3 0.121360 

sin (A.,-L,) 9-695154 sin (A.3 -L3) 9-591111 
tg w, 9.961863 tg w3 0-530249 

sec w, 0.132283 sec w3 0.548363 
tg (A.,-L,) 9.756366n tg (A.3 -L3) 9.626947 n 

tg{}, 9.888649 n tg {}3 0.175310n (I) 
sin {}, * 9-786749 sin {}3 9-919909 

R, 0.000281 R3 0.003890 
cos {}, 9.8981oon cos {}3 9-744599 n 

cos (A.,-L,) 9.938788n cos (A.3 -L3) 9.964164 n 
cosß, 9-959313 cos ß3 9-780435 
cos {}, 9.898101 n cos {}3 9·744599 n 

L 3-L, 30~1290 gsin (G-L,) 9-704549 
sin (L3-L,) 9-700659 sin (G-L,) 9.986562 

R3 0.003890 gcos (G-L,) 9.107101 n 
cos (L3-L,) 9-936965 tg (G-L,) 0.597448 n (II) 

R3 cos (L3 - L,) 9-940855 G-L, 104~1801 
Add. 9.166246 G 299.0014 
-R, o.ooo281 n g 9-717987 

Ä-L,** 135%805• 148~5940 172~5634 
sin (A.-L,) 9-844265 9-716920 9.112032 

cosß 9-959313 9.895675 9-780435 
A sin]=sinß 9.616329 9-790739 9-901795 (III) 
cos J od. sin J 9-923522 9-997930 

A cos] 9.803578 9.612595 8.892467 
tg J 9.812751 0.178144 1.009328 

b) Die erste Näherung. 
J 33~0141 56~4348 84~4100 

]t-]z -23-4207 ]z-]3 -27-9752 
sin {ft-]z) 9.599315n sin {]z-!3) g.671256n 

At 9.88oo56 A3 9-903865 (IV) tg-tg 15~96894 At sin {ft- f•) 9-479371 n 
tg -t~ 14-91046 A 3 sin {].- !J) 9.575121 n 
tg- tg 1.203276 Quotient 9-904250 
tg- t~ 1.173491 (tg- tg): (tg- t?) 0.029785 
.Ä3-ÄI 36~8829 sinß3 9-901795 

sin (.Ä3 -Ät) 9-778283 M 9-934035 
M cosß3 9-714470 cos ß3 9-780435 

cos {.Ä3- A.,) 9-903016 Msinß3 9.835830 
M cosß3 cos (A.3-A.t) 9.617486 Add. 9.818015 

Add. 0.078089 - sinßt 9.616329n 
- cos ßt 9-959313 n hsin ~ 9-434344 

h cos ~ sin (H- A.,) 9-492753 cos ~ 9-957609 
cos (H-A.,) 9.928029n hcos; 9-767546 (V) h cos ~ cos (H - Ät) 9.695575n tg ~ 9.666798 
tg (H-A.,) 9.797178 n sin (H-G) 9.38448on 

H-A.t 147~9176 tgW o.282318n 
H 133-0279 sec W o.334647n 
G 299-0014 tg (H-G) 9-397626 

H-G 194-0265 tg X 9.732273 n 
cos (H-G) 9.986854n cosx 9.944463n 

cos ~ 9-957609 g 9-717987 
cos X 9.944463n sinx*** 9-676736 

* Hier könnten sin fJ1 und sin fJ3 in wesentlich kürzerer Rechnung, aber mit 
ausreichender Sicherheit, aus cos fJ1 und cos ~ bestimmt werden. 

** Bezüglich der Indizes siehe Fußnote* auf S. 90. 
*** Hier könnte sin X in wesentlich kürzerer Rechnung, aber mit ausreichender 

Sicherheit, aus cos X bestimmt werden. 
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g cos X 9.662450 n R 3 cos 1h 9.748489n 
h 9.809937 M 9-934035 

g sin X 9-394723 R 3 sinfh 9-923799 
t 9.852513 n t3 9.814454n 

(VI) 
" 9-584786 "3 9-989764 

hx 9-394723 Mx3 9-923799 
h 9.898381 n 

'KI 9-787030 

-0.712054 
tJ- ~~{ 30'!87940 

t, -0.791372 1.489669 
t3 -"0.652310 2k 8.5366u 

Ll, 1.712210 2 k (tJ- t~) 0.026280 

Der Ausgangswert für Ll1 ist dem Beispiel in § 6o entnommen. 

Hypothesenrechnung: 

I. Hyp. 2. Hyp. 3· Hyp. 

Ll,+t{ 1.000156 1.005156 1.005966 
o.oooo68 0.002233 0.002583 

tg 0' 0.415282 0.417447 0.417797 (VII) 
sec a 0-445200 0-447087 0.447393 

Sg 9-839923 9-841810 9.842II6 

LI,+ h{ 0.920838 0.925838 0.926648 
9-964183 9-966535 9-966915 

tga, 0.177153 0.179505 0.179885 
sec a, 0.256677 0.2583II 0.258575 

Ll, + t3{ 
1.059900 1.064900 1.065710 
0.025265 0.027309 0.027639 

tg 0'3 0.035501 0.037545 0.037875 
sec 0'3 0.168991 0.170098 0.170277 

r, 0.043707 0.045341 0.045605 
Add. 0.277182 0.277430 0.277471 

r3 0.092790 0.093897 0.094076 
r,+r3 0.369972 0-371327 0.371547 

I 

(r,+r3)2 0.184986 0.185664 0.185774 (VIII) 
3 

(r1 +r3)2 0.554958 0.556991 0.557321 
fl• 9-471322 9-469289 9-468959 c. 0.001628 0.001612 o.oo161o 
sa 9-842922 9-842228 9.842I16 

s9 - sa 2999 418 0 

dLl, = + ;~;~·418 = + 810 

~I 0.235028 
L13 I 0.169063 

9-934035 (IX) 

c) Das Verbesserungsverfahren. Bei den gewählten ziemlich großen 
Zwischenzeiten und der raschen Bewegung des Kometen muß trotz der 
nahe gleichen Zwischenzeiten mit der Möglichkeit gerechnet werden, 
daß sich die vernachlässigten höheren Glieder in der Beziehung zwischen 
Ll1 und L1 3 stärker bemerkbar machen werden. Von einem Verbesserungs
verfahren kann man in diesem wie in ähnlichen Fällen trotzdem ab
sehen, sofern die erste Bahnbestimmung nur für Zwecke der Voraus
berechnung für die nächste Zeit unternommen wird, zumal die Radien
vektoren nicht sehr klein sind. 
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d) Die Ableitung der Elemente. 

sinßr 9.616329 sin ß3 9-90I795 
Llr 0.235028 L13 o.I69063 

cos ßr 9-9593I3 cos ß3 9-780435 
sin (Ar -L,) 9.695I54 sin (A3 -L3) 9-59II I I 

Llr cos ßr O.I9434I L13 cos ß3 9-949498 
cos (},,- L,) 9.938788n cos (A3 -L3) 9.964164n 

Llrcos ßrcos (Ar -L,) 0.133129n L1 3cosß3cos (A3 -L3) 9.913662 n 
Add. 9-553685 Add. 9-363453 

Rr o.ooo281 R3 0.003890 
(X) rr cos brsin (lr- Lr) 9.889495 r3 cos b3 sin (!3 - L 3) 9-540609 

sin (l, -Lr) 9.958o2o sin (!3- L 3) 9·943501. 
rrcosbrcos (lr-Lr) 9.553966n r3 cosb3 cos (!3 - L 3) 9-277II5 

tg (lr-Lr) o.335529n tg (!3 -L3) 0.263494 
lr-Lr I J4?7884 !3 -L3 6!?4036 

rr sin br 9.851357 r3 sin b3 0.070858 
cos br 9.885870 cos b3 9-976782 

r. cos br 9-931475 r3 cos b3 9-597108 
tg br 9.919882 tg b3 0-473750 

cos (13 -!,) 9.963198 1, 309~6097 

- tg br cos (13- 1,) 9.883o8on !3 286.3539 
Add. 9.87II97 &, 318.0492 
tg b3 0.473750 

Zähler 0.344947 13 -l, -23.2558 
sin (13 -l,) 9.5964r8n !3 -&, 328.3047 

tg i sin (1r- 9,) 9.919882 (XI) 
COS (lr -&,) 9-995271 cosec i o.oo6662 

tg i COS (1r -&,) o.748529n tg br cosec i 9-926544 
tg (lr -9,) 9.171353n sec (lr -&,) 0.004729 

l, -&, 351~5605 
tg i 0.753258 n tg b3 cosec i 0.480412 

sin (13 -&,) 9.720492n sec (13 -&,) 0.070144 

Ur 40?4853 tg Ur 9-931273 
u3 74-2793 tg u 3 0.550556 

rr+r3 0.371547 rr 0.045605 
Add. O.II2440 Add. 9-570536 

Sz 9.842II6 s. 0.182957 
r, + r3 + Sz 0-483987 Add. 9-356222 

I: 2 9-698970 r3 0.094076 (XII) 
s. 0.182957 s. -rr 9.6r6qr 

Add. 0.076278 s.-r3 9-450298 
Sz-Sz 9-918394 (Sz- r,) (Sz- r3) 9.066439 

Sz (Sz- Sz) 0.101351 

11 8.965o88 
u3-u, 33~7940 tg (u3 -u,) 9-482544 

~ (u3- Ur) !6.8970 (u3-u,) r6?8972 
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lr. 0.022802 vr; 0.047038 
I: (r; 9·977I98 I :fY; 9·952962 

ctg f (u3 - Ux) 0.5I746I cosec ~ (u3 - ui) 0.536627 
. I ( sm 2 vi: q 8.559339 f;; -:-' ctg ~ (u3- ui) 0.494659 

sec~ VI 0.0003I7 Add. 8.069750 
(XIII) 

cos~vi:tq 9·977I98 
y--1 I o.489589n r3 cosec 2 (u3-ui) 

tg~vi 8.582141 I: fq 9·977515 

~ Vt 2~188o fq 0.022-f85 
Vx 4·3760 v3 38'!1700 
w 36.1093 q 0.044970 

A~I{I 7·99621 A~3{1 7·93024 
0~0099I 0~00852 (XIV) 

tO 5.11000 tO 35·98922 I 3 

tg~ V~ 5·746423 tgfv~ 8.6I7183 
1:3 9·522879 I:3 9·522879 

j tg ~V~ 5.269302 ftg f V~ 8.I40062 
Add. 0.0002I2 Add. 0.016993 

tg ~VI 8.58214I tg f v3 9·53906I 
Summe 8.582353 Summe 9·556054 (XV) f2:k 1.9I.4934 y2:k I.9I4934 

MI 0.497287 M1 1.470988 
3 3 

q2 0.067455 q2 0.067455 

Miq~{ 0.564742 M3q~{ 1.538443 
3·6706 34·5496 

T 1.4394 T 1.4396 

e) Kontrolle durch Nachrechnung der mittleren Beobachtung. 
A~ o.oo89 r2 sin u, cos i 9.227891n 

tO 
" 

20.0204 Add. 9·915154 
T I.4395 - R, sin (L• - .Q) 9·978779 

tg-T{ I8.58o9 r, cos u2 9·78773I 
1.269067 Add. O.I82722 

3 
I:q2 9·932545 - R 2 cos (L• -.Q) 9.506298 

M, 1.20I6I2 
'/• v. I0'!8226 ~.cosß,sin (Äz-.Q) 9·893933 

cos I/· v. 9·992206 cos (Ä. -.Q) g.884392 
COS 1/,. V~ 9.9844I2 ~.cosß,cos (Äz-.Q) 9·970453 

Vz 2I'!6453 tg (Äz -.Q) 9.923480 
w 36.I093 Äa-.\1, 39'!9783 (XVI) u. 57·7546 ~. sin (ß.) 9·981149 

sin u, 9·927253 cos (ß.) 9.895666 (XVII) 
rz o.o6o558 ~. cos (ß.) o.o86o6I 

cos Uz 9·727I73 tg (ß.) 9.895088 
sin i 9·993338 (Äz) 358'!0275 

rz sin Uz 9·987811 (ßz) +38.I459 
cos i 9.24oo8on ~. O.I90395 

La 209'!4298' (Ä2 ) -L2 I48~5977 
.Q 3I8.0492 sin ((Äz)- Lz) 9·7I6875 

La-.\1, 251.3806 tg (ß.) 9.895088 
sin (L 2 -.Q) 9.976653n tg (].) O.I782I3 

R, 0.002I26 tg ]. O.I78I44 
cos (L2 -.Q) 9.504172n tg ]. - tg (].) -o.oooo69 
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Da tg (] a) mit dem aus den beobachteten Koordinaten abgeleiteten 
Wert tg ]a nicht genügend übereinstimmt, so erfüllt die gerechnete 
Bahn nicht die an sie gestellten Bedingungen. Um die Abweichung zu 
beseitigen, sei der Carlinische Kunstgriff angewandt. Mit dem nach 

2 

tg 1· 
2 tg]. 

Add. 
- tg (].) 

tgJt 

0.301030 
0.178144 
0.479174 
9·999862 
0.178213n 
0.178075 

(XVIII) 

berechneten Wert tg J': = 0.178075 werden die Gleichungssysteme 
(IV) bis (XVIII) erneut durchgerechnet. Hier seien nur die Resultate 
wiedergegeben. Man erhält 

M 9.933902 
LI, 0.235082 Ll3 o. 168984 
r, o.o45675 r3 o.o94oo6 

und die Elemente 
T = 1925 Apr. 1.4928 Weltzeit 

w 36o1741 } Ekliptik 
~ 318.o684 . Ä . 
i IOO.o236 Mittl. qum. 1925.0 

lg q 0.045058 

und damit als neuen Wert tg {]7.) = 0.178143 in Übereinstimmung 
mit dem aus den beobachteten Koordinaten gerechneten Wert 
tg ]'1. = 0.178144. Rechnerisch ist somit die Bahnbestimmung korrekt. 

Daß die 3 benutzten Beobachtungen frei von gröberen Beobachtungs
fehlern sind und auch der parabolischen Hypothese ausreichend ge
nügen, zeigen die ziemlich geringen Abweichungen 

cosßdl =- o?ooo9 dp = + o?ooo9 

in den Koordinaten selbst. 



Vierter Teil. 

Die Berechnung einer geozentrischen 
Ephemeride. 

Die Berechnung einer geozentrischen Ephemeride, d. i. eine Reihe 
von geozentrischen Örtern für äquidistante Daten, nimmt man vor, 
wenn zahlreiche Beobachtungen mit der berechneten Bahn verglichen 
werden sollen, oder wenn dem Beobachter mit der Vorausberechnung 
der scheinbaren Bahn die Möglichkeit geboten werden soll, das Ge
stirn weiter zu verfolgen. 

Die Vergleichung der Beobachtungen erfolgt entweder, um etwaige 
Fehler in der der Bahnbestimmung zugrunde gelegten oder zugrunde 
zu legenden Beobachtungen aufzudecken, oder um aus den Beobach
tungen während der Sichtbarkeitsperiode sog. Normalorte zur weiteren 
Verbesserung der ersten Bahn zu erlangen. Die Ephemeridenrechnung 
muß für diese Zwecke genau ausgeführt werden, d. h. es muß das Resul
tat auf einige Zehntelbogensekunden in beiden Koordinaten exakt sein. 

Für die Berechnung der Aufsuchungsephemeriden genügt meist eine 
genähert ausgeführte Rechnung, die im geozentrischen Ort etwa o.'r 
(für visuelle Beobachtungen) oder gar nur r' (für photographische Auf
nahmen) gibt. 

Die Berechnung der Ephemeride kann entweder durch direkte 
Berechnung aller Örter oder durch direkte Berechnung einiger weniger 
Örter mit anschließender numerischer Integration erfolgen. 

Der erste Schritt der Ephemeridenrechnung besteht in der Berech
nung der (mittleren, exzentrischen bzw. wahren) Anomalie aus gegebener 
mittlerer Anomalie für eine Nullepoche, der mittleren täglichen Be
wegung und der Exzentrizität bzw. aus der seit dem Periheldurchgang 
verflossenen Zeit und der Periheldistanz, der zweite in der Ableitung der 
rechtwinkligen heliozentrischen äquatorialen Koordinaten, der dritte 
in der Umwandlung dieser Koordinaten in geozentrische äquatoriale 
Koordinaten. 

rs. Abschnitt. 

Die direkte Berechnung einer genauen Ephemeride. 

§ 67. Ephemeridenrechnung mit elliptischen Elementen. 
a) Berechnung der Anomalien und des Radiusvektors. 
oc) Mittlere Anomalie. Ist die mittlere Anomalie für eineNullepoche 

to und die mittlere tägliche Bewegung p, gegeben, so erhält man die 
mittlere Anomalie für ein beliebiges Datum nach 

M=Mo+p,(t-to). (r) 
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Man berechnet die mittlere Anomalie aber nicht für jeden einzelnen 
Ort der Ephemeride, sondern nur für den ersten, addiert die mittlere 
Bewegung in dem gewählten Intervall w, w p,, auf und benutzt die 
direkte Berechnung des letzten M als Kontrolle. 

ß) Exzentrische Anomalie. Die: Bestimmung der exzentrischen 
aus der mittleren Anomalie und der Exzentrizität geschieht nach der 
Keplerschen Gleichung 

E-esinE=M. (2) 

Diese transzendente Gleichung ist nicht direkt auflösbar. Zahlreiche 
Methoden sind vorgeschlagen, um den Wert von E durch allmähliche 
Annäherung zu erlangen. Die Anwendung dieser Verfahren setzt 
voraus, daß ein erster Näherungswert (E) bekannt ist, der nach einem 
rasch fördernden Verfahren verbessert werden kann. Den ersten Nähe
rungswert kann man entweder aus Tafeln entnehmen, oder man be
stimmt ihn mit Hilfe eines Nomogramms, oder man verschafft ihn sich 
durch eine verhältnismäßig kleine Rechnung. . 

Auch die exzentrische Anomalie braucht man nicht für jeden ein
zelnen Ort aufs neue zu berechnen. Man ermittelt sie für einige Orte am 
Anfang der Ephemeride und erhält durch jedesmalige Extrapolation 
für den folgenden Ort einen sehr guten Näherungswert, der sich sehr 
rasch verbessern läßt. Man kommt dann meist nach einmaliger Durch
rechnung der Gl. (2) zum Ziele. 

Einen sehr guten Näherungswert für E gibt die Tafel von ASTRAND. 
Diese liefert mit den Argumenten M (von 0° bis I80°, von 0~5 zu 0~5 
bzw. von I 0 zu I 0 fortschreitend) und e (von o.OI bis I.oo, von o.OI zu 
o.oi fortschreitend) Werte von E auf 0~001. Für Werte von M zwischen 
I8o 0 und 360 ° hat man für M und E die Ergänzung zu 360 ° zu bilden. 
Die Tafelwerte sind auf etwa 0~003 genau. 

In Ermangelung dieser Tafel kann man einen allerdings roheren 
Näherungswert von E- M der Tafel 8 entnehmen. 

Von den vielen Verfahren, die durch eine kleine direkte Rechnung 
einen guten Näherungswert (E) geben, sei hier das·Enckesche Verfahren 
erläutert, das ohne Anwendung von Hilfstafeln verhältnismäßig rasch 
zu einem guten Näherungswert führt. Setzt man E - M = x, so kann 
die Keplersche Gleichung x = e sin (M + x) oder entwickelt 

x = e sinM (I- ~x· + · · ·) + e cosM (x- ix3 + · · ·) 
oder 

x = e sin M + e cos Mx - ~ e sin M x• - i e sin M ctg M x 3 + · · · 
oder 

e sin M I e sin M 2 I e sin M t M 3 + 
X = 1 - e cos M - 2 1 - e cos M X - 6 1 - e cos M C g X • .. 

geschrieben werden. Setzt man nun 
esinM _ t 

1-ecosM- gy, 
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und für die höheren Glieder hinreichend x = tg y, so wird 

x = tgy- ~tgy 3 - i-ctgMtgy4 +. · .. 

Diesen Ausdruck kann man vereinfachen, indem man sin y = 17 statt tg y 
einführt. Da 

tg y =:;; rJ 2 = 1'} + f 1'}3 + ... ' 
ri- rJ 

also 
tgy3=n3+·:·, tgy4=n4+··· 

ist, so erhält man 
x = 1'} - i- ctg M 174 + · ... 

Um x in Bogensekunden bzw. Grad zu erhalten, setzt man an 

WO 

x" = 5 17 + s ctg M 1'}4 (3) 
X 0 = G17 + gctgM174, 

lg 5 = 5·3144251 
lg G = I.758I226 

Jg S = 4·536274n 
lg g = 0.979971n · 

Der Näherungswert (E) von E ist dann gegeben durch 

(E) =M+x. 

Die Verbesserung des Näherungswertes (E) gestaltet sich verhält
nismäßig einfach bei Anwendung einer Rechenmaschine. Man löst hier 
die Keplersche Gleichung in der Form 

E=M +e 0 sinE 

auf. Im Resultatwerk wirdM, im Einstellwerk derFaktorein Graden aus
gedrückt eingestellt, zu M der erste Näherungswert e0 sin (E) addiert. 
Dann erhält man im Resultatwerk einen genaueren Wert von E und 
damit von sin E. Nach einigen Wiederholungen hat man im Resultat
und Zählwerk die genauen Werte von E und sin E. 

Für die logarithmische Rechnung geschieht die Verbesserung am 
zweckmäßigsten durch Benutzung des Differentialquotienten 

dE I 

dM =I-ecosE' (4} 

Berechnet man mit dem Näherungswert (E) den zugehörigen Wert (M) 
nach (M) = (E) -e sin (E), so ist sehr nahe 

d(E) I 
E - (E} = [M- (M)] d (M) = [M - (M)] I- e cos (E). (5) 

In der Astrandsehen Tafel wird in den ersten Differenzen r: (r -e cos E) 
geboten. 

y) Wahre Anomalie und Radiusvektor. Man kann zwar die 
wahre Anomalie unmittelbar aus der mittleren dadurch ableiten, daß 
man v -M aus Reihenentwicklungen bestimmt. Dieses Verfahren ist 
aber bei höherstelliger Rechnung nur bei ganz kleinen Exzentrizitäten 
empfehlenswert, wie sie bei den großen Planeten auftreten. Für die bei 
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$n kleinen Planeten wie bei den Kometen üblichen Exzentrizitäten hat 
sich die Einführung der exzentrischen Anomalie als Zwischengröße als 
zweckmäßiger erwiesen. 

Bei der maschinellen Berechnung der Ephemeriden sind in den 
Gleichungen (3. 23) bequeme Formeln gegeben, in denen die wahre 
Anomalie und der Radiusvektor nicht gebraucht werden. 

Für die logarithmische Rechnung sind die Gleichungen 
r sin v = a cos q; sin E 
r cos v = a ( cos E - e) 

geeignet. Bequemer sind die Formeln 

y; sinfv = ya (r + e) sinfE 

y; cos f v = y a ( r - e) cos f E . 

Doch geben sie weniger genaue Resultate als GI. (6). 

(6) 

(7) 

b) Die Berechnung rechtwinkliger heliozentrischer äquatorialer Ko
ordinaten. Für maschinelles Rechnen erfolgt sie nach den GI. (3. 23) 

x' = a P~ cos E + a cos q; Q~ sin E - a e P~ . 

y' = a P~ cos E + a cos q; Q~ sin E - a e P~ . 
z' = a P~ cos E + a cos q; Q~ sin E - a e P~ . 

(8) 

Hierin sind die Konstanten P:, P;, Y", Q;, Q;, Q~ Größen, die im 
Verlauf der Bahnbestimmung erhalten werden. Nach den GI. (3. 22) 

kann man sie auch aus den ekliptikalen Bahnelementen w, b6, i ableiten. 
Für logarithmisches Rechnen benutzt man die GI. (3. r8) 

u=v+w 
x' = r sin a' sin (A' + u) 
y' = r sin b' sin (B' + u) 
z' = r sin c' sin ( C' + u) . 

(g) 

Der Bestimmung der hierin auftretenden Gaußsehen Konstanten' sin a', 
sin b1 , sin C1 , A 1 , B 1 , C' dienen die GI. (3. IJ}, denen man die bequemere 
Form 

sin a 1 sin A 1 = cos Sb 
sin a1 cosA 1 = - cos i sin Sb 

sin b1 sin B 1 = sin SI, cos e 

sin b1 cos B' = n cos (N + e) 

sin C1 sin C' = sin SI, sin e 
sin c' cos C1 = nsin (N + e) 

geben kann. DieN und n werden aus 

n sinN= sini 
n cosN = cos Sb cos i 

bestimmt. n, sin a1 , sin b1 , sin C1 sind positiv. 

(ro) 



15. Die direkte Berechnung einer genauen Ephemeride. 205 

Will man den jedesmaligen Übergang von E auf v vermeiden, so 
kann man entweder die Gl. (8) oder folgende Gleichungen benutzen. 
Führt man in Gl. (8) 

ein und setzt 

acosE- ae = rcosv 
a cos cp sin E = r sin v 

asina'sin (A' + w) = A.~sinL~ 
a cos cp sin a' cos (A' + w) = A.~ cos L~ 

- ae sina'sin (A' + w) = v~ 
a sinb' sin (B' + w) = A.~ sin L~ 

a cos cp sin b' cos (B' + w) = A.~ cosL; 
- ae sinb'sin (B' + w) = v~ 

a sin c' sin ( C' + w) = A.i sin L~ 
a cos cp sinc' cos (C' + w) = A.~ cosLi 

- ae sinc'sin (C' + w) = v~ 

so erhält man die den Gl. (9) analogen Gleichungen 

x' = A.~ sin (L~ + E) + v~ 
y' = A.~ sin (L~ + E) + v~ 
z' = A.~ sin (L~ + E) + v~ . 

(n) 

(12) 

Die Anwendung dieser Gleichungen lohnt sich allerdings nur, wenn 
die Ephemeride eine größere Ausdehnung hat. Für kurze Ephemeriden 
ist der zur Berechnung der vielen Hilfsgrößen erforderliche Zeitaufwand 
zu groß. Ist eine Bahnverbesserung geplant, bei der Radiusvektor und 
wahre Anomalie gebraucht werden, so wird man die Gl. (9) vorziehen. 

c) Die Berechnung geozentrischer äquatorialer Koordinaten. Sie 
erfolgt nach den Gl. (3. 14) 

L1 cos c5 cos ot = x' + X0 
L1 cos c5 sin ot = y' + Y0 (13) 
L1 sin c5 = z' + Z(;, . 

Die rechtwinkligen Sonnenkoordinaten X~, Y0, Z'0 , die man dem B. J. 
entnimmt, müssen auf das gleiche mittlere Äquinoktium wie die der 
Ephemeridenrechnung zugrunde gelegten Elemente bezogen sein. 

Für die Berechnung der Aberrationszeit und der Parallaxe ist auch 
die Ermittlung der geozentrischen Entfernung L1 , wenn auch in ver
minderter Genauigkeit, notwendig. 

d) Die Vergleichung mit den Beobachtungen. 
ot} Die Interpolation in die Mitte. Hat man die Örler 

in dem gewählten Intervall ermittelt, so stellt man sich durch 
Interpolation in die Mitte eine Ephemeride mit eintägigem Intervall her, 
das für die Vergleichung mit den Beobachtungen das bequemste ist. 
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Ist bei dem gewählten Intervall eine bequeme Interpolation nicht mög
lich, so wird es meist genügen, wenn man die heliozentrischen Koordi
naten einmal in die Mitte interpoliert, und nur die Umwandlung in geo
zentrische Koordinaten in halbiertem Intervall durchführt. 

Darf man 4· Differenzen vernachlässigen, so kann man zur Inter
polation in die Mitte die Formel 

I (a + (n + ~w)) = ~ [/ (a + (n + I) w) +I (a + nw)] 

- i [ ~ (III (a + (n + I) w) + III (a + n w))] (14) 

benutzen. Die Interpolation in die Mitte geht dann also so vor sich, 
daß man zunächst das arithmetische Mittel der beiden Funktionswerte 
bildet und von diesem ein Achtel des arithmetischen Mittels derjenigen 
2. Differenzen abzieht, die auf der gleichen Zeile wie die beiden Funktions
werte stehen. 

Auch wenn die 4· Differenzen noch Einfluß haben, kann man doch 
die vorstehende bequeme Formel anwenden und nachträglich etwaige 
Sprünge in den Differenzen durch empirische Korrektion der inter
polierten Werte beseitigen. Diese Korrektionen sind bei passender Wahl 
des Intervalles sehr klein. 

ß) Die Reduktion. Die erhaltene Ephemeride gibt geozentrische 
Örter, die auf das mittlere Äquinoktium eines Jahresanfangs bezogen 
sind. 

Um die tapazentrischen Beobachtungen mit den geozentrischen 
Ephemeridenörtern vergleichen zu können, hat man nach den GI. (5. 3) 
die Parallaxe zu berücksichtigen. Die Berücksichtigung der Aberration 
könnte man natürlich in derselben Weise, wie es bei der Nachrechnung 
eines einzelnen Ortes geschehen ist, vornehmen. Wegen der Veränder
lichkeit der Aberrationszeit mit der Entfernung würde man dann aber 
die Ephemeride mit ungleichen Intervallen zu berechnen haben. Diesem 
großen Nachteil geht man aus dem Wege, wenn man wahre Ephemeriden
örter herstellt und die für die Zeiten t 0 = t -A L1 interpolierten Örter 
mit den auf das scheinbare Äquinoktium bezogenen Beobachtungen 
vergleicht. Dementsprechend wurden früher von den Beobachtern 
überwiegend scheinbare Örter veröffentlicht. 

Da mit der Berechnung der scheinbaren Örter seitens der Beobachter 
und wahrer Örter seitens der Rechner doppelte Arbeit geleistet wurde, 
so geben die Beobachter neuerdings nach einer Übereinkunft mittlere 
Örter bezogen auf den Jahresanfang. An diese bringt der Rechner jetzt 
nur die Fixsternaberration an, und vergleicht die so reduzierte Beobach
tung mit dem für die Zeit t 0 interpolierten auf das mittlere Äquinoktium 
eines Jahresanfangs bezogenen Ephemeridenort. Sind zahlreiche 
Beobachtungen nachzurechnen, so bringt man die ephemeridenartig 
berechnete Fixsternaberration mit negativem Vorzeichen besser an den 
Ephemeridenort an. 
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Die Berechnung der Fixsternaberration nach der GI. (5. n) und der 
Aberrationszeit kann in erweitertem Intervall, etwa 8tägig, und mit 
verminderter Stellenzahl, etwa 4stellig, erfolgen. 

Bei der Interpolation des Ephemeridenortes für die Zeit t 0 kann man 
die in Tafel 3 gegebene Interpolationsformel und die Koeffizienten 
benutzen. 

Die Abweichung der Beobachtung von der Rechnung (drx, d(J) pflegt 
man stets im Sinne Beobachtung minus Rechnung, B -R, zu bilden. 

y) Die Auffindung einer fehlerhaften Beobachtung. Die 
Wirkung eines Beobachtungsfehlers in den zur Bahnbestimmung benutz
ten Beobachtungen ist in den Abb. r8 a-c schematisch dargestellt. 
Vorausgesetzt ist, daß die 3 benutz- ldtX(doJ 
ten Beobachtungen exakt darge- a-; ~ 
stellt sind. _ 

In Abb. r8a ist die erste, in Ab- oorf-------"'""''...........::...;:::::::::::=:::~ 
bildung r8b die zweite, in Abb. r8c 
die dritte Beobachtung fehlerhaft. 

Trägt man für jede Koordinate 
rx, (J in je einer graphischen Dar
stellung alle B - R (drx und d (J) als 
Ordinaten, die zugehörigen Zeiten 
als Abszissen ein, legt durch die 
Punkte eine Kurve, so kann man an 
deren Verlauf durch Vergleich mit 

Abb. 18. 

den Abb. r8a-c leicht feststellen, ob und welche der 6 Koordinaten der 
3 benutzten Beobachtungen fehlerhaft ist. Schwieriger ist die Ent
scheidung zu treffen, wenn nicht nur eine der benutzten Beobachtungen 
fehlerhaft ist. 

Natürlich verraten sich in den Diagrammen auch etwaige Fehler in 
den zur Bahnbestimmung nicht benutzten Beobachtungen. 

§ 68. Ephemeridenrechnung mit parabolischen Elementen. 

a) Berechnung der wahren Anomalie und des Radiusvektors. Die 
GI. (r. 44) 

I I I3 kt-T kM tg-v + -tg-v = --- =--= 
2 3 2 l' 3 l 2 q2 2 

(rs) 

gibt die wahre Anomalie v durch die seit dem Periheldurchgang T ver
flossene Zeit und die Periheldistanz q bzw. durch die Größe M. Die 
Gleichung kann in folgender Weise zur direkten Bestimmung von v auf
gelöst werden. Setzt man 

tg~v = zctgzy (r6) 
und beachtet, daß 

2 (easy•- siny•) 
2 ctg 2 y = . = ctg y - tg y , 

2 smycosy 
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so wird 
tg~v + ~tg~v3 = (ctgy- tgy) + ~ (ctgy- tgy) 3 = ~ (ctgy 3 - tgy 3). 

Setzt man ferner 

so ergibt sich 

;,-
tgy= ,tg~ß, 

tg ~ v + ~ tg ~ v3 = ~ ( ctg ~ ß - tg ~ ß} = } ctg ß. 
Die GI. (I5) kann also geschrieben werden 

oder 

jctgß= k_ M 
f2 

tg ß = 2/~2 :.r . (I8) 

Die GI. (I8), (IJ), (16) lösen die Aufgabe der direkten Bestimmung 
von v, wenn M gegeben ist. 

Den Radiusvektor erhält man dann aus 

r = qsec~v· = q (I+ tg~v"). 

Bequemer ist die Bestimmung von v aus M bei Anwendung einer 
Tafel. WATSON und KLINKERFUEs-BucHHOLZ liefern in der Barkersehen 

Tafel6stellige Werte von 75_! M bzw. 7stellige Werte von lg (75_! M) mit 
f2 f2 

demArgument v (für v zwischen o 0 undi8o 0 , von I' zu I' fortschreitend), 
die Oppolzersche Tafel7stellige Werte von M bzw. lg M mit dem Argu
ment v (für v von 0° bis IJ6°, von IO" zu IO" fortschreitend). BAU
SCHINGER tabuliert umgekehrt v auf o~'oi mit dem Argument M bzw. 
lg M (für M von o.o bis 20.0, von o.I zu o.I bzw. für lg M von I.300 bis 
4.IOO, von o.ooi zu 0.001 fortschreitend) nebst Hilfsgrößen für die be
queme Interpolation. Aus Tafelg kann v auf o~oooi mit dem Argu
ment M bzw. lg M bei Berücksichtigung 2. Differenzen entnommen 
werden. 

Alle diese Tafeln werden unbequem und zuletzt unbrauchbar, wenn, 
was in der Praxis nur selten eintrifft, M sehr groß wird, d. h. wenn sich v 
der Grenze I80° nähert. Auch Tafel 9 ist aus diesem Grunde nur bis 
v = I 59 ° ausgedehnt. Größere Werte von v kommen sehr selten vor. 

b) Die Berechnung rechtwinkliger heliozentrischer Koordinaten. 
Für maschinelles Rechnen erfolgt sie nach den GI. (3. 25) 

wo 

x' = m~ (I - tg ~ v") + 2 n~ tg ~ v 
y' = m~ (I- tg~v") + 2 n~tg~v 
z' = m~ (I - tg~v") + 2 n~ tg~v, 

m~ = qP~ 

m~=qP~ 
m; =qP~ 

' Q' nx= q x 
~=qQ~ 
' Q' n, = q •· 

(20) 
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Hierin sind die Konstanten P~, P~, P~, Q~, Q~, Q~ Größen, die im 
Verlauf der Bahnbestimmung erhalten werden. Nach den Gl. (3. zz) 
kann man sie auch aus den ekliptikalen Bahnelementen w, bl,, i ableiten. 

Für logarithmisches Rechnen verwendet man wie bei der ellipti
schen Bewegung die Gl. (g), (ro). 

c) Die Berechnung geozentrischer äquatorialer Koordinaten. Sie 
wird nach denselben Formeln wie bei der elliptischen Bewegung vor
genommen. 

d) Die Vergleichung mit den Beobachtungen. Siehe die Ausfüh
rungen bei der elliptischen Bewegung. Bei Kometen, die lange Zeit 
hindurch beobachtet sind,· wird man mitunter feststellen können, daß 
die Gesamtheit der Beobachtungen sich auf keine Weise durch eine 
Parabel darstellen läßt. In diesem Fall könnte man versuchen, eine neue 
erste Bahnbestimmung ohne Voraussetzung über die Exzentrizität 
auszuführen. Sind aber die Abweichungen, wie es meist der Fall ist, 
nicht allzu beträchtlich, so wird man nicht erst eine neue erste Bahn 
rechnen, sondern sofort eine Bahnverbesserung ausführen. 

§ 69. Ephemeridenrechnung mit parabelnahen Elementen. 

Die zur Bestimmung der wahren Anomalie und des Radiusvektors 
für die elliptische Bewegung aufgestellten Formeln lassen keine scharfe 
Berechnung dieser Größen zu, wenn sich die Exzentrizität der Einheit 
nähert. Für diesen Fall der parabelnahen elliptischen Bahn ist eine 
besondere Methode zu entwickeln, die die Unsicherheit ausschließt. 
Es soll hier die Gaußsehe Methode zur Darstellung gelangen, da sie 
auch bei Bahnen mit sehr großer, aber von der Einheit stärker verschie
dener Exzentrizität mit Erfolg angewandt werden kann. Im Anschluß 
daran sollen auch die entsprechenden Formeln für die parabelnahe 
hyperbolische Bewegung kurz gegeben werden. Die allgemeine hyper
bolische Bewegung braucht nicht behandelt zu werden, da alle bekann
ten hyperbolischen Bahnen parabelnahe Bahnen sind. 

a) Die Berechnung von wahrer Anomalie und Radiusvektor. 
!X.) Für die elliptische Bewegung. Bei der Betrachtung der Gl. (z) 

erkennt man, daß für kleine Werte von E und einem e, das der Einheit 
nahe gleich ist, M als Differenzzweier nahe gleich großer Werte auf
tritt, und daß der in Gl. (4).gegebene Differentialquotient zur Verbesse
rung von E groß wird. Ist E groß, etwa> 6o 0 , so tritt die Unsicherheit 
in der Auflösung der Keplerschen Gleichung nicht auf. Hier brauchen 
also nur kleine Werte vonEin Betracht gezogen zu werden. 

Schreibt man die Keplersche Gleichung in der Form 

E . E k (t- T) - es1n = 1 , 

worin offenbar T die Durchgangszeit durchs Perihel, t- T die seit 
Stracke, Bahnbestimmung. 
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dieser verflossene Zeit darstellt, und führt hierin die Periheldistanz 
q=a (I -e) ein, so kann man schreiben 

3 

(I- e) UoE + IIosinE) + (IIo + 1
9
0 e)(E- sinE) = k (t- T) C ~ 8 )". (2I) 

Sieht man E als eine kleine Größe I. Ordnung an, so ist 

x9o E + xxo sinE = E- 6xo E3 + xoxoo Es- ... 

eine kleine Größe I. Ordnung, hingegen 

E- sinE = 7;E3- I~OE5 + 5oi40E7- ... 

eine kleine Größe 3· Ordnung. ·Setzt man daher 

IS(E-sinE) =A 
gE+sinE 

gE+sinE = B, 
2o~A 

so wird 
A = fEz- x~oE4- oo~6oE6- ... 

eine kleine Größe 2. Ordnung und 

B = I + •8300 E4 - ... 

(22) 

eine von der Einheit um eine kleine Größe 4· Ordnung verschiedene 
Größe sein. Bei Einführung der Ausdrücke für A und B und von 

I+ ge A = t .!. w· 
5 (I- e) g • 

in Gl. (2I) erhält man in 

t I w +I t I w3- k t- T -y,~ (I+ ge) 
g, 3 g-. - ~c --:r- B 

, 2 q• 

eine Gleichung, zu deren Auflösung nach W man eine 
wähnten Tafeln benutzen kann. 

(23) 

(24} 

der S. 208 er-

Wäre B bekannt, so könnte man W bestimmen. B läßt sich als 
Funktion von A ausdrücken und mit diesem Argument bequem tabu
lieren. (Siehe Tafel ro.) Man sieht nun, daß Wund A nur mit einem 
sehr kleinen Fehler behaftet sein können, wenn man in Gl. (z4) in erster 
Näherung B =I setzt. Berechnet man mit B =I aus GI. (24) W, 
dann aus GI. (23) A, entnimmt damit aus Tafel IO lg B und wieder
holt dieses Näherungsverfahren, bis es steht, so hat man den wahren 
Wert von A erhalten. Mit Hilfe von A gewinnt man die wahre Anomalie 

. und den Radiusvektor, ohne die exzentrische Anomalie berechnen zu 
müssen, in folgender Weise. 

Es ist 

(25) 
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Setzt man tg ~ E 2 = 8, so erhält man für E und sin E die Reihenent
wicklungen 

E = 2 arc tg fe = 2 i~ {I- t8 + f8 2
- y83 + · · ·) 

. E ztg~E zfe ,/...( 2 3 
Sill = = -- = 2 V 8 I - 8 + 8 - 8 + · · ·) 

I+ tg ~E2 I+ B ' 

also für A 
A _ I5 (E- sinE) = _ i 2 + ~ 3 _ 1592 4 + ... 

- gE+sinE 8 s 8 35 8 262s 8 · 

DurchUmkehrung dieserReihe ergibt sich 8=A (I+! A +~~~ A 2 + ... ), 
und wenn man in der Größe C die Glieder 4· und höherer Ordnung zu
sammenfaßt 

~- = I - tA + C. 
B 

Bei Einführung dieses Ausdrucks und des für A nach GI. (23) in GI. (25) 
wird 

~· 1fi+C1/ A 1/I+e 5(I-e) tg~W 
tg 2 V = V I=C Y I - t A + C = V I - e I + 9 e f I _ t A + c · 

Setzt man zur Abkürzung 

so wird 

I 
r===o=====G fi -!A + C ' 

(26) 

Die Bestimmung des Radiusvektors kann in folgender Weise ge
schehen. Es ist nach GI. (r. 24) und (2. I3) 

also 

Setzt man 

so ergibt sich 

cos~E2 I 
r - q - q -----=,....-----=,....-

- cos~v2 - (I+ tg~E2 ) cos~v 2 ' 

I q I- !A + C q 
r=-----= ---

I+ecos~v2 I+fA+Ccos~v2 

V. I +fA +C 
4 =v, 

I - 5 A + C 

r= q 
(vcos~v) 2 

(27) 

Der Gang der Berechnung von v und r ist also der folgende: Mit 
B = I als erstem Näherungswert berechnet man W unter Benutzung 
einer der S. 208 erwähnten Tafeln aus GI. (24), damit A aus GI. (23), 
entnimmt mit dem Argument A aus Tafel IO lg B, berechnet wiederum 
W aus GI. (24) usw. Mit dem definitiven Wert von A entnimmt man lga 
und lgv aus Tafelro, und berechnet v und r nach den GI. (26) und (27). 

14'1' 
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ß) Für die hyperbolische Bahn. "zwischenderexzentrischenAno
malie E in der elliptischen Bewegung und der entsprechenden Größe Hin 
der hyperbolischen Bewegung besteht nach den Gl. (I. 48) und (2. 13) die 

Beziehung tg ~ E = V -I tg f H. Man erhält dementsprechend die 
Formeln für die letztere Bewegung aus denen der ersteren, wenn man 

A, s, 5 (+r e) negativ ansetzt. Die sich so ergebenden Formeln sind in 
r 9 e 

der Formelzusammenstellung, die notwendigen Tabulierungen in Tafel ro 
gegeben. 

b) bis d) Über die Berechnung rechtwinkliger heliozentrischer Koordi
naten bei bekanntem v und r, die Berechnung geozentrischer äquato
rialer Koordinaten und die Vergleichung mit den Beobachtungen siehe 
die Ausführungen bei der elliptischen Bewegung. 

§ 70. Formelzusammenstellung. 

Von großer Bedeutung für die Sicherheit und Bequemlichkeit der 
Ephemeridenrechnung ist die Größe des Intervalles, in dem die einzelnen 
Örter gerechnet werden. Sie richtet sich im allgemeinen nach der Größe 
der geozentrischen Bewegung und der Stellenzahl der Rechnung. 

Bei den kleinen Planeten, deren Bahnexzentrizität klein und deren 
mittlere Bewegung nicht zu groß ist, ist bei 6stelliger Rechnung meist 
ein 8tägiges Intervall genügend, wenn die Ephemeride eine größere 
Ausdehnung hat. Von besonderen Fällen abgesehen, ist bei diesen Ge
stirnen ein 4 tägiges Intervall auch bei größeren Exzentrizitäten und 
Bewegungen ausreichend. 

Bei den meist stark exzentrischen Bahnen der periodischen Kometen 
wie bei den Kometen mit parabolischen bzw. parabelnahen Bahnen, die 
vorzugsweise in der Umgebung des Perihels beobachtet werden, wird 
man von vornherein ein ztägiges Intervall wählen. Unter Umständen 
muß das Intervall aber wesentlich enger gewählt werden. 

Da die Beobachtungen naturgemäß um die Mitternacht verteilt 
sind, so wird man die Ephemeride zweckmäßig für Mitternacht eines 
Nullmeridians (rzh M. Z. Berlin bis rgr6.o, rzh M. Z. Gr. bis rgzs.o, 
oh Weltzeit nach 1925.0) rechnen. 

Anfang und Ende der Ephemeride legt man einige Tage vor bzw. 
nach der ersten bzw. letzten Beobachtung, um eine sichere Interpolation 
für den Bereich der zu vergleichenden Beobachtungen zu erzielen. 

Hinsichtlich der Stellenzahl der Rechnung kommt man bei den 
normalen Planeten und Kometen mit 6stelliger Rechnung aus. Bei 
hohen Ansprüchen an die Genauigkeit oder bei der Erde nahe kommenden 
Objekten wählt man besser die 7stellige Rechnung. Bei dieser ist natür
lich das Intervall gehörig einzuengen, zumal die rasch veränderlichen 
Mondglieder in den Sonnenkoordinaten die Differenzen in den geo
zentrischen Koordinaten unregelmäßig gestalten. 
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a) Ephemeride mit elliptischen Elementen. Intervall bei kleinen 
Planeten 8 oder 4 Tage, bei periodischen Kometen 4 oder 2 Tage. 

IX} Für maschinelles Rechnen. Die Elemente setzt man tun
liehst in Bruchteilen des Grades an. 

M, =Mo + ft (t, - to) 
M,. = M, + (n- I) w p, (n =I, 2, 3 ... n) 

Kontrolle: M,. =Mo + p, (t,.- to) 

E = M + e0 sinE 
eo = 57.29578 ·e. 

(I) 

(II) 

Näherungswerte für E entnimmt man der Tafel von AsTRAND oder 
Tafel 8 für die 3 ersten Daten. Die Verbesserung dieser 3 Werte ge
schieht durch allmähliche Annäherung (siehe S. 203). Extrapolation 
des Näherungswertes von E für den 4· und die folgenden Orte auf Grund 
der vorhergehenden genauen Werte von E, oder besser von E -M. 

Kontrolle der E durch Differenzenprüfung. 

L1 cos ~ cos IX = a P~ cos E + a cos cp Q~ sin E - a e P~ + X 0 
L1 cos~ siniX = a P~ cosE + a cos cpQ~ sinE- ae P~ + Y0 (III) 
L1 sin ~ = a P~ cos E + a cos cp Q~ sin E - a e P~ + Z0 . 

Die Konstanten P~, P;, P~, Q;, Q;, Q~ entnimmt man der Bahn
rechnung, oder man berechnet sie nach GI. (3. 22) aus den Elementen 
w, b/,, i. Hilfsmittel zur Übertragung rechtwinkliger äquatorialer 
Koordinaten auf verschiedene mittlere Äquinoktien und Normaläqui
noktien werden in den Supplemente Internationale des Rocznik Astro
nomiczny (Krakow) geboten. 

Interpolation in die Mitte, wenn 4· Differenzen vernachlässigt 
werden dürfen, nach 

I (a + (n + ~w)) =~[I (a + (n + I) w) +I (a + nw)] 
- i [~ (lll (a + (n + I) w) + Iu (a + n w) )] . (IV) 

Reduktion der auf das mittlere Äquinoktium eines Jahresanfangs 
bezogenen topozentrischen Beobachtungen: (V) 

I. durch Korrektion der (auf den Nullmeridian bezogenen) Beob-
achtungszeit um die Aberrationszeit 

t0 = t -A L1 
A = 0.00577 in Einheiten des mittl. Tages 
A = 498.5 in Zeitsekunden. 

2. durch Anbringen der Fixsternaberration an die Beobachtung 
(siehe auch S. 206) 

d~ = + -,'5 h sin (H + IX} sec ~ 

d~ = + h cos (H + IX} sin ~ + i cos ~. 
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3. durch Anbringen der Parallaxe an die Beobachtung 

p~ = (p~LI): LI 

p~ = (p~ LI) :LI. 

Sind die p~LI, p'~LI vom Beobachter nicht gegeben, so berechnet 
man sie nach Gl. (5. 3). 

Interpolation für die Zeit t0 nach der Newtonsehen Interpolations
formel 

n n (n- I) 
f(a+nw)=f(a)± 1-yf(a±~w)+ 21 jii(a±w) 

+ n (n- I) (n- 2) jiii (a + lw) + ... 
- 3! -2 

(Koeffizienten in Tafel3). 

ß) Für logarithmisches Rechnen. 

Mr =Mo + p, (tr - to) 

(VI) 

Mn= Mr + (n- r) w p, (n =I, 2, 3 ..• n) (I) 

Kontrolle: Mn= Mo + p, (tn- to) 

E-esinE=M 

lg e" = lg e + 5-3I4425I 
lg e0 = lg e + I. 758r226 

(II) 

Näherungswert von E entweder aus Tafel 8 oder aus der Astrandsehen 
Tafel, oder durch direkte Rechnung nach 

esinM 
tg y = I - e cos M 

'YJ = siny 

x" = S 'Y} + s ctg M 'YJ 4 

x 0 = G 'YJ + g ctg M rJ 4 

lg 5 = 5·3I4425I lg S = 4·5362J4n 

lg G = I.J58I226 lg g = 0.97997In 

(E) = M +X. 
Verbesserung des Näherungswertes (E) unter Benutzung des Differential
quotienten 

d(E) 
d(M) I - e cos (E) 

(M) = (E) - e sin (E) E - (E) = [M- (M)] :/!; 
durch allmähliche Annäherung. 

Kontrolle der E durch Differenzenprüfung. 
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Die Gaußsehen Konstanten berechnet man nach 

nsinN = sini 
ncosN = cos~cosi 

sin a' sinA' = cos~ 
sina' cosA' = - cosisin~ 

sin b' sin B' = sin~ cos e 
sinb' cos B' = n cos (N + e) 
sin c' sin C' = sin ~ sin e 
sinc' cos C' = nsin (N + e) 

sin a', sin b', sin c', sind stets positiv. 

Kontrolle: 

Rohe Kontrolle: 

sin b' sin c' sin ( B' - C') . 
---~~~-___!_ = - tgL 

sina' cosA' 

A''"""""' ~ + 90°, B' f""OooJ ~ '"""""' C' 

r sin v = a cos cp sin E 
r cosv = a (cosE- e) 

oder Berechnung von v und r nach GI. (7). 
Kontrolle von v und r durch Differenzenprüfung. 

u=v+w 
L1 cos~ coscx = r sina' sin (A' + u) + X 0 
LI cos~ sin cx = r sin b' sin (B' + u) + Y0 
LI sin~ = rsin c' sin (C' + u) + Z0 

(111) 

(IV} 

(V) 

Interpolation und Reduktion der Beobachtungen wie oben. Siehe auch 
die für lange Ephemeridenrechnungen geeigneten GI. (I2). 

b) Ephemeride mit parabolischen Elementen. 

cx) Für maschinelles Rechnen 
t- T 

M = ------r-

Auflösung der Gleichung 

tg~v + ttg~v3 = k_M fz 

q• 

k fz = O.OI2I637 

(I) 

(II) 

nach v mit Hilfe der Tafel g, bei exakterer Rechnung mit Hilfe einer 
der S. 208 erwähnten Tafeln oder (siehe S. 2I6} durch direkte Rechnung. 

worin 

L1 cos~coscx = m~ (I- tg~v·) + 2 n~tg~v + X 0 
LI cos(J sin cx = m; (I - tg~v·) + 2 n; tg~ v + Y0 (111) 
L1 sin(J = m; (I- tg~ v•) + 2 n~ tg~v + Z0, 

m~ = qP~ 
m~ = qP; 
mi = q P~ 

n~ = qQ; 

n; = qQ~ 

n~ = qQ~ 
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gesetzt ist. Die Konstanten Px', Pv', Pz', Qx', Qy', Qz' entnimmt man 
der Bahnrechnung oder man berechnet sie nach GI. (3. 22) aus den 
Elementen w, ~, i. 

Interpolation der Rechnung und Reduktion der Beobachtungen wie 
s. 205. 

ß) Für logarithmisches Rechnen. 
t- T 

M= -y- (I) 
q2 

Berechnung der Gaußsehen Konstanten wie S. 215. 
Auflösung der Gleichung 

k 
tg~v + ftg~v 3 = -=.M 

fz 
k 

lg yz = 8.o85o664_, 0 (II) 

nach v mit Hilfe der Tafel g, bei exakterer Rechnung mit Hilfe einer 
der S. 208 erwähnten Tafeln oder durch direkte Rechnung nach 

z rz- I ~ 1-,-tg ß = 3k M tg y = r tg 2 ß tg ~ v = 2 ctg 2 y 

ztz 
lg3k = !.7388423 

r = qsec~V 2 

Kontrolle der v und r durch Differenzenprüfung. 

L1 cos <5 cos rx = r sin a' sin (A' + u) + X 0 
L1 cos <5 sin rx = r sin b' sin (B' + u) + Y 0 
L1 sin<5 = rsinc' sin (C' + u) + Z0. 

(III) 

Interpolation der Rechnung und Reduktion der Beobachtungen wie 
s. 205. 

c) Ephemeride mit parabelnahen (elliptischen und hyperbolischen) 
Elementen. Unter Anwendung einer der S. 208 erwähnten Tafeln ermit
telt man W aus der Gleichung 

t -'-W+-'-t -'-W3=!_t- T V~~ =!_M 
g 2 3 g 2 rz- /> B l2 (I) 

in der in I. Näherung B = I gesetzt wird. 
Mit 

A = 5 (I- e) tg-'- W 2 bei elliptischer Bewegung I+ 9 e 2 

A = 5 (e- I) tg-'- W 2 bei hyperbolischer Bewegung I+ ge 2 

(II) 

entnimmt man lg Baus Tafel 10, berechnet dann W erneut aus GI. (I), 
leitet einen verbesserten Wert von A aus Gl. (II) ab usw. Mit dem end
gültigen Wert von A entnimmt man lg a und lg Y aus Tafel IO und hat 
dann 

(III) 
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r= -~q,---
(v cos~ v)• 

r= P 
1+ecosv 

q (I+ e) 

I+ e cosv 

bei elliptischer Bewegung 
(IV) 

bei hyperbolischer Bewegung. 

Die übrige Ephemeridenrechnung gestaltet sich wie bei der elliptischen 
und parabolischen Bewegung. 

§ 71. Beispiele. 

Ephemeridenrechnung mit elliptischen Elementen 1 • 

(X) Für maschinelles Rechnen. Gegeben seien die im Beispiel 
in Abschnitt 7 erhaltenen Elemente des Planeten 931 Whittemora m 
der für die maschinelle Rechnung geeigneten Form 

t0 = 1920 Apr. 29.0 M.Z.Gr. 

Mo S7~0042S 
cp 14.19606 
# O.I753072 
a 3.I6ISI2 

und die aus den ekliptikalen Elementen w, bl,, i abgeleiteten äquatorialen 
Koordinaten 

P~+o.4726oS 
p; + o.S57483 

P~+ 0.203383 

g;- o.S62693 

g; + 0.4030I5 

Q~+0.3055I6 

Es sei die Aufgabe gestellt, alle Beobachtungen der Erscheinung 
1920 mit der Rechnung zu vergleichen. Da die Beobachtungen mit März 
20 beginnen, so sei der Anfang der Ephemeride auf März r8 gelegt. 
Als Intervall sei hier, wo nur der Anfang der Ephemeridenrechnung er
läutert werden soll, das z-Tageintervall gewählt. (Bei Berechnung 
der vollständigen Ephemeride würde das 4-Tageintervall ausreichend 
sein.) M 

Nr. 12h M. Z. Gr. 

März IS 79~72903 
2 " 20 So.07965 
3 " 

22 S0.43026 (I) 
4 " 24 So.7SoS7 
5 26 SI. I3I49 
6 2S SI ·4S2IO 

Näherungswerte von E für die drei ersten Orte, der Astrandsehen 
Tafel entnommen. 

Nr. M E 

e 0.2452 79~729 93~74S (II) 2 8o.o8o 94·092 
3 S0.430 94·435 

1 Von der Wiedergabe eines Beispieles zur Ephemeridenrechnung mit para
bolischen und parabelnahen Elementen sei abgesehen, da sich diese von der Ephe
meridenrechnung mit elliptischen Elementen im wesentlichen nur in der Bestim
mung von v und r unterscheidet. 
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Endgültige Werte e= 14~05126 

Nr. E cos E sinE 

93~75021 -0.065407 +0.997859 
z 94.09504 -0.071411 +0.997447 
3 94·43937 -0.077404 +0.997000 (II) 
4 94·78319 -0.083386 + 0.996517 
5 95-12654 -0.089356 +o.996ooo 
6 95-46938 -0.095314 +0.995447 

aP~ + 1.494298 a cos cpQ~ -2.644376 -aeP~ -0.366463 

aP~ + 2.7IIZOO a cos cpQ~ + 1.235345 -aeP~ -0.664897 (III) 
aP~ +o.643059 a cos cp Q~ +0.936485 -aeP~ -0.157704 

Nr. LI cos (J cos oc LI cos (j sin oc oc oc 

-2.107592 +o.360101 170° r8' 14'.'8 uh zrm 12~98 
z - Z.II4361 +0·374995 169 56 34·2 II 19 46.z8 

3 - Z.lZZZZO + 0.389873 169 35 25.0 ll r8 21.67 

4 -2.131162 +0.404693 169 14 52.6 11 r6 59-51 
5 - Z.I4II87 +0.419422 168 55 1.4 II 15 40.10 
6 -2.152279 +0·434017 168 35 56. r 11 14 23-74 

Nr. LI cos (J LI sin (j (j LI 

+2.138133 +0.721543 + 18 ° 38' 51':7 z.z566o 
z +2.147357 +o.731038 +r8 48 1.5 z.z6838 
3 +2.157734 +0.740505 +18 56 29.4 z.z8rz6 

4 +z.169245 +0.749927 +19 4 14.6 2.29522 

5 +z.181879 +0.759290 +19 II 16.1 2.31022 
6 + 2.195603 +o.768574 +r9 17 33·5 2.32624 

Durch Interpolation in die Mitte ergibt sich die Ephemeride m 
I tägigem Intervall: 

IZhM.Z.Gr. 0CI920·0 fl fii ()1920·0 fl fll 
März r8 uh zrm 125.98 

- 43':59 + 0~ 48 
+ r8 ° 38' 51':7 

+ z8o':1 " 
19 II zo 29.39 +r8 43 3!.8 +z69·7 -10.4 
zo II 19 46.28 -43·II+o.5z +r8 48 1.5 +z59-Z- lo.5 
21 II 19 3-69 -42.59 +o. 57 +r8 52 20.7 + 8 -10.5 
zz Il r8 2!.67 -42 .oz +o.6z +18 56 29-4 24 ·7-10.7 (IV) 
23 II 17 40.27 -41.40+0.64 +19 0 27·4 

+z38.o _ 10 _8 

24 II r6 59-51 - 40. 76 + 0. 69 +r9 4 14.6 +zz7.z 
+z16.3- 10 "9 

25 II 16 19-44 -40.07 +o.73 +19 7 50·9 +zo5.z- li. I 
z6 II 15 40.10 - 39·34 + o. 76 +19 II 16. I + 194·2- II .O 
27 li 15 !.52 -38-58 + 8 +r9 14 30·3 
z8 II 14 23-74 

- 37·78 o. 0 
+r9 17 33·5 

+183.2-II.O 

Hier soll nur die eme Beobachtung 

1920 März zz 9h 56m z9s M. Z. Heidelberg 

oc192o-o uh r8m 25~56 (j192o-o+ 18° 56' 3':7 
(V) 

mit der Ephemeride verglichen werden. 

1920 

März 22.390 

Aberrations
zeit 

0~01315 

Fixstern
aberration 

+1~29-6':4 

Parallaxe 
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I920 März 22 
t (M. Z. Gr.) 0~39000 

tO o. 376s5 
n 0. I23I5 

OI:Eph. uh18m2I~67 6Eph. + I8°56' 29'!4 (VI) 
nfl + 5·I7 nfl 30.6 

~n (n-I) fii 0.03 ~n (n- I} jll + o.6 

OI:Beob. II I8 26.79 6 Beob. + I8 55 59·3 

OI:Rechn. II 18 26.81 6Rechn. + I8 55 59·4 
B-R d01: 0~02 B-R d6 o'ti 

ß) Für logarithmisches Rechnen. Gegeben seien die im Beispiel 
in Abschnitt 7 erhaltenen Elemente des Planeten 931 Whittemora 

to = 1920 Apr. 29.0 M. Z. Gr. 

Mo 87° o' 15':4 w 307° 47' 2o':o} Ekliptik 
'P I4 II 45 · 8 ~ II3 5 22 · 8 Mittl. Äquin. 1920.0 
ft 63I'!106 • Il 17 5. 0 

lg a 0.499936 

Der Zweck der Ephemeridenrechnung sei der gleiche wie im Beispiel 
für maschinelles Rechnen. 

I920 
M 

sinM 
e 

cosM 
ecosM 
esinM 

I-ecosM 
tg y 

TJ s 
TJ4 

ctgM 
s 

STJ 
Add. 

s ctg MTJ4 

x{ 

t- to 
p. (t- to) 

Mo 
M 

März 18.5 

-4I~5 

März 28.5 

-3I~5 
- 7.0 I6' 30'!899 - 5°3I 1 I9'!839 

87 0 I5·4 
79 43 44·50I 

87 0 I5·4 
BI 28 55·56I 

2ft 0°2I1 2 1!2I2 

Nr. I 79 43 44·50I 
2 So 4 46.7I3 
3 So 25 48.925 
4 Bo 46 51.137 
5 8I 7 53·349 
6 81 28 55·56I 

März I8 

79°43' 44'/5 (E) 93°45' q'!7 
9·992984 sin (E) 9.999067 
9·389592 e" 4·7040I7 
9.25II6I cos (E) 8.8I607on 
8.640753 e 9·389592 
9·382576 e cos (E) 8.2o5662n 
9.98o58I 
9·40I995 

- e" sin (E){ 4.703084n 
9.388590 - I4 0 I' I5'!9 
5·3I4425 (M) 79 43 58.8 
7·554360 

M-(M){ I4·3 
9.258I76 I.I55336n 
4·536274 I -e cos (E) o.oo69I8 
4·7030I5 
O.OOOI92 

dEfdM I.I484I8n 

1.3488IO 
E-(E) I4'!I 

E 93°45' o'!6 
4·703207 

+I4° I'3o'!2 

(I) 

(II) 
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Der gefundene Wert vonEist bereits der endgültige, wie man sich durch 
Einsetzen in die Keplersche Gleichung leicht überzeugt. (Bei der hier 
vorliegenden mäßigen Exzentrizität kommt man schneller zum Ziele, 
wenn man einen Näherungswert von E einer Tafel entnimmt, und 
diesen durch Versuche verbessert.) In entsprechender Weise ermittelt 
man die beiden nächsten Werte von E, bestimmt aber den 4· und die 
folgenden Werte durch Extrapolation von E -M und nachfolgende 
Verbesserung der so gewonnenen Näherungswerte von E. Man erhält 

Nr. M E E-M fl jll 

2 

3 
4 
5 
6 

79° 43' 44':5 
So 4 46·7 
So 25 4S.9 
So 46 51.1 
Sr 7 53·3 
Sr 2S 55.6 

93 ° 45' o':6 
94 5 42.0 
94 26 21.6 
94 46 59·4 
95 7 35·4 
95 2S 9·7 

+ 14 o r' r6'!r 
+r4 o 55·3 
+14 0 32-7 
+r4 o S.3 
+ I3 59 42. I 
+r3 59 q.r 

- zo':s 
-22.6 
-24-4 
-26.2 
-2S.o 

cos Ab 
cos i 

sin Al, 
nsinN=sini 

cosN 

9-593476n 
9.991522 
9-963736 
9-291557 
9.95ooo6n 
9.5S499Sn 
9.7o6559n 

sin b' sin B' 
sinB' 

sin b' cos B' 
tg B' 

B' 
sin b' 

9.926299 
9-949735 
9.634173n 
0.292126 

117° 2' 16'!2 
9-976564 ncos N 

tgN 
N 
s 

N+s 
sin (N +s) 

n 
cos (N +e) 

sin e 
sin Al, 
cos e 

sin a' sin A' 
cos A' 

sin a' cos A' 
tg A' 

A' 
sin a' 

cos A' 

153° 11 56'!5 
23 26 5S.9 

176 2S 55·4 
S.7S7S93 
9-634992 
9.9991Srn 

9.599S22 
9-963736 
9.962563 

9.593476n 
9.962411 n 
9.95525Sn 
9.63S2rS 

2o3°29' 45'!4 
9-992S47 
9.9624un 

sin c' sin C' 
sin c' 

sin c' cos C' 
tg C' 

C' 
sin c' 

B'-C' 
sin (B' -C') 

sin b' sin c' 
Zähler 

sin a' cos A' 
- tg i 
- tg i 

A'+w 
B'+w 
C'+w 

9.56355S 
9-99SS67 
s.422ss5 
I.J40673 

S5°51' 46'!5 
9-56469! 

3! 0 101 29'!7 
9-71403S 
9-541255 
9-255293 
9.95525Sn 
9·300035n 
9.3o0o35n 

151°17' 5'!4 
64 49 36.2 
33 39 6.5 

- r':s 
- r.S 
- r.S 
- r.S 

(III) 

Die weitere Rechnung soll hier nur für einen Ort der Ephemeride 
wiedergegeben werden. 

1920 

M 
E 

sin E 
cos E 
Add. 

cosE-e 
r sin v 

sin v 
r cos v 

tg V 

V 

r 

März 1S 

79°43' 44'!5 
93 45 0.6 

9.999069 
S.S156rSn 
0.102674 
9.492266n 
0.4S5536 
9-97S6S9 
9.9922o2n 
o.493334n 

107° 4S' Iü'!r 
o.5o6S47 

A'+u 
B'+u 
C'+u 

rsin a' 
sin (A'+u) 

x'{ 
X' 0 

x'+X0 

259° 5' 15'!5 
172 37 46·3 
J41 27 !6.6 

0-499694 
9.992075n 
o.491769n 

-3.102907 
+0.995323 
- 2.I075S4 

(IV) 
(V) 
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r sin b' 
sin (B' +u) 

y'{ 
Y' 0 

y'+Yü 
r sin c' 

sin (C' +u) 

z' { 
Z' 0 

0.483411 
9.108174 
9·591585 

+0.390467 
-0.030371 
+o.360o96 

0.071538 
9·794582 
9.866120 

+0.734717 
-0.013172 

z' +Z0 +0.721545 

LI cos 15 sin IX 

COS IX 

LI cos 15 cos IX 

tg IX 

IX 

LI sin 15 
cos 15 

LI cos 15 
tg 15 

15 
LI 

9·556418 
9.993752n 
o.323785n 
9.232633n 
uh21m13~01 

9.858263 
9·976580 
0.330033 
9·528230 

+ 18°38' 52'!o 
0.353453 

(V) 

Bezüglich der Reduktion der Beobachtungen und ihrer Vergleichung 
mit der Rechnung siehe das Beispiel auf S. 205. 

r6. Abschnitt. 

Die direkte Berechnung einer Aufsuchungsephemeride. 
Die kleinen Planeten, die zum weitaus größten Teile lichtschwache 

Objekte sind, werden überwiegend durch photographische Aufnahmen 
verfolgt. Nur die helleren Objekte sind der visuellen Beobachtung zu
gänglich. Für die Auffindung ist die 4stellig berechnete Ephemeride aus
reichend genau. 5 stellig berechnete Ephemeriden werden hier selten 
gegeben. In beiden Fällen ist das 8tägige Intervall ausreichend. 

Auch bei den Kometen genügt bei langsamer Bewegung das 8tägige 
Intervall. Bei großer Bewegung wird jedoch eine Verkleinerung des 
Intervalles auf 4 oder gar 2 Tage notwendig. Bei sehr starker geo
zentrischer Bewegung ist eine nachträgliche Interpolation auf I tägiges 
Intervall notwendig, um dem Beobachter eine genügend sichere und 
bequeme Interpolation zu ermöglichen. 

§ 72. Ephemeridenrechnung mit elliptischen Elementen. 
a) Die genäherte Vorausberechnung der Oppositionszeit. Vor Be

rechnung einer Oppositionsephemeride muß man die Zeit der Opposition 
wenigstens genähert feststellen. Ist das Gestirn nur in der Entdeckungs
erscheinung beobachtet, so ermittelt man zunächst aus dieser durch 
Vergleich der Rektaszensionen des Gestirns mit der im B.]. gegebenen 
Rektaszensionsephemeride der Sonne, wann die Opposition (in Rektas
zension) stattgefunden hat. 

Bezeichnet man die zu den Momenten t1 und t:a gehörigen Rektaszen
sionen des Gestirns mit ocz, oc:a, die um 12h vergrößerten Rektaszen
sionen der Sonne mit ocoz, oco:a, so berechnet man die Oppositions
zeit Ta. dieser Erscheinung aus 

T _ t + (t,- t,) (1Xx- 1Xo 1 ) _ t + (t,- t,) (IX> -1Xo 2 ) ( ) 

a.- 1 (IX• -IXo,)- (IX, -1Xo 2 ) - :a (IX•- IXOxl- (IX> -1Xo 2 ) • I 

Die genäherte Vorausberechnung der Oppositionszeit für die nächste Er
scheinung erfolgt nun in der Weise, daß man mit beschränkter Stellen-
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zahl die synodische Umlaufszeit U des Gestirns zum Oppositionsdatum 
der Entdeckungserscheinung addiert und für die Umgebung dieses 
Momentes durch Versuche feststellt, wann die mittlere Länge des 
Gestirns um 12h von der Sonnenlänge verschieden oder gleich der 
Erdlänge ist. 

Die synodische Umlaufszeit in Tagen erhält man aus 

(2) 

worin PE= 3548" und p die mittlere tägliche Bewegung der Erde und 
des Gestirns sind. Einen ausreichenden Anhalt für die Dauer der Um
laufszeit U gibt bei nicht zu großen Exzentrizitäten die kleine Tabelle 

f.t u f.t u-
200" 12.7 Monate 90011 16.1 Monate 
3M 13.1 1000 16.8 
400 13.6 1100 17·5 
500 14.0 1200 18.2 
6oo 14·5 1300 19.0 
700 15.0 1400 19.9 
8oo 15·5 1500 20.9 

Für 2 Daten ti und t", die den Zeitpunkt Toc+ U einschließen und zweck
mäßig 6o Tage auseinanderliegend gewählt werden, berechnet man Mr 
und M" =Mr +p" · (6o: 3600) in Graden, daraus VI und Vz, bei kleinen 
und mäßigen Neigungen i die Längen li und lz aus 

li = Vr + W + ~ 
lz = Vz + w + ~. (3) 

Bezeichnet man die zugehörigen Erdlängen mit LI und L", so berechnet 
man den genäherten Moment der Opposition (in Länge) aus 

aus 

Tz = tr + (tz- t,) (l,- L,) = t" + (t2 - t,) (l2 - L,) ' (4) 
(l, - L,) - (lz - L.) (l, - L,) - (12 - L 2) 

Bei großen Neigungen ermittelt man li und l" statt aus GI. (3) besser 

tg(lr- ~) = cositg(vr + w) 
tg(l"- .Q) = cositg(v" + w). 

(5) 

Das genaue Datum der Opposition in Rektaszension erhält man dann 
aus der fertigen Ephemeride durch Vergleich der Rektaszensionen des 
Gestirns und der Sonne unter Anwendung der GI. (I}. 

Bei Gestirnen, für die schon auf Grund früherer Vorausberechnungen 
mehrere Oppositionsdaten vorliegen, läßt sich aus diesen die Periode 
des Oppositionsdatums empirisch bestimmen, und mit Hilfe der Periode 
das Oppositionsdatum auf einige Tage genau voraussagen. 
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b) Berechnung der Anomalien und des Radiusvektors. 

cx) Mittlere Anomalie. Siehe die Ausführungen im vorigen Ab
schnitt. 

ß) Exzentrische Anomalie. Wenn man keine der unten erwähn
ten Hilfstafeln zur Verfügung hat, so berechnet man E in der gewünsch
ten beschränkten Genauigkeit in der im vorigen Abschnitt erläuterten 
Weise. Einen ersten Näherungswert für E kann man der Tafel 8 ent
nehmen und diesen entweder durch Verwendung des Differentialquo
tienten, GI. (IS. 4) oder durch allmähliche Annäherung verbessern. Bei 
maschineller Berechnung wird man das letztere Verfahren stets vor
ziehen (siehe S. 203). 

y) Wahre Anomalie und Radiusvektor bzw. Kombinationen 
dieser Größen. 

Liegt keine Hilfstafel vor, so verwendet man bei maschineller Rech
nung die GI. (IS. 8), bedarf also nicht der Berechnung von v und r. Bei 
logarithmischer Berechnung berechnet man v und r über E nach GI. (IS. 6) 
oder (IS. 7). 

Bei sstelliger maschineller Rechnung bedient man sich der Tafel von 
INNES. Diese liefert sstellige Werte von rfa cos V und rfa sin V (in der 
Tafel mit X und Y bezeichnet) mit den Argumenten M (von I 0 zu I 0 

fortschreitend) und e (von o.oi bis r.oo, von o.oi zu o.oi fortschreitend). 
Bei der Interpolation ist die Berücksichtigung 2. Differenzen notwendig. 

Bei 4stelliger maschineller Rechnung und Exzentrizitätswinkeln cp 
bis zu 25 ° bedient man sich der Tafel von STRACKE. Diese liefert 4stel
lige Werte von rfa cos v und rla sin v (in der Tafel mit C und S bezeich
net) mit den Argumenten M (von I 0 zu I 0 fortschreitend) und Exzen
trizitätswinkel cp (von IO' zu Io' fortschreitend). Bei größeren Exzentri
zitätswinkeln, wie sie bei den periodischen Kometen überwiegend sind, 
bei den kleinen Planeten nur in ganz vereinzelten Fälleh vorkommen, 
benutzt man die Tafel von INNES. 

Bei 5 stelliger logarithmischer Rechnung bedient man sich bei 
Exzentrizitätswinkeln bis zu 20°20' der Tafel von TIETJEN. Diese 
liefert v -M auf o.'oi mit den Argumenten M (von I 0 zu I 0 fortschrei
tend) und Exzentrizitätswinkel cp (von 20' zu 20' fortschreitend). Zur 
bequemen Interpolation sind Hilfsgrößen beigegeben. rfa berechnet 
man nach GI. (r. 26). Bei größeren Exzentrizitäten verwendet man 
die GI. (IS. 6) zur Berechnung von v und r. 

Bei 4stelliger logarithmischer Rechnung und Exzentrizitätswinkeln 
bis zu 24 ° bedient man sich der Tafel von PETERS. Diese liefert v -M 
auf o?oi und lg rfa auf 4 Stellen mit den Argumenten M (von I 0 zu I 0 

fortschreitend) und cp (von Io' zu IO' fortschreitend). Bei größeren 
Exzentrizitätswinkeln bis zu Exzentrizitäten von 0.77 bedient man sich 
der Tafel von ScHLESINGER und UmcK. Diese liefert v auf o~oi mit 
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den Argumenten M (von I 0 zu I 0 fortschreitend) und e (von o.oi zu 
o.OI fortschreitend). r berechnet man dann nach GI. (r. 26). 

c) Die Berechnung rechtwinkliger heliozentrischer Koordinaten. 
Bei (4- oder 5stelliger) maschineller Rechnung verwendet man zur Be
rechnung der x, y, z die GI. (I5. 8), wenn keine Hilfstafeln zur Berech
nung von v und r oder Kombinationen dieser Größen benutzt werden. 

Bei Verwendung der erwähnten Hilfstafeln von INNES oder STRACKE 
ermittelt man die X, y, z bei maschineller Rechnung in folgender Weise. 
Schreibt man die GI. (3. 21) 

, P' r Q' r . X = a x•-COSV + a x' -Sill V a a 

, P' r + Q' r . y = a :v·-cosv a :v· -smv a a 

, P' r . + Q' r . Z = a z·-COSV a z' -Sill V 
a a 

und setzt zur Abkürzung rfa cos v = C, rfa s~n v = 5, und 

aP;= m~ 
aP; = m~ 
aPi = m~ 

so gehen die Gleichungen über in 

aQ.~ = n~ 
aQ~ = n~ 
a Qi = ni, 

x' = m~·C + n~·S 
y'= m;_.c + n;.s 
z' = m~·C + ni·S. 

(6) 

Bei (4- oder sstelliger) logarithmischer Rechnung ermittelt man die 
x', y', z' nach GI. (r5. g). 

d) Die Berechnung geozentrischer äquatorialer Koordinaten. Siehe 
die Ausführungen im vorigen Abschnitt. 

Bei der beschränkten Genauigkeit der Rechnung kann man von einer 
Reduktion in der im vorigen Abschnitt behandelten Art absehen. 

e) Die Berechnung der Variation. Als Variation wird die Änderung 
in Deklination bezeichnet, die eine Änderung von ± ri?o in Rektaszen
sion bewirkt. Die Variation gibt Aufschluß über die Abweichung des 
Ortes von der Bahnebene und ist daher geeignet, dem Beobachter bei 
der visuellen Beobachtung wie bei der photographischen Aufnahme 
die Aufsuchung und Identifizierung zu erleichtern, solange die Ab
weichung von der Vorausberechnung nicht zu groß ist. 

Die Berechnung der Variation im Anschluß an die Ephemeriden
rechnung geschieht in folgender Weise. Man verbindet die zu einem 
Ephemeridenortdatum ti gehörigen rechtwinkligen Koordinaten x/, 
y/, z/ des Gestirns mit den zu dem Datum tk gehörigen rechtwinkligen 
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Sonnenkoordinaten x;k, Y;k, z;k und berechnet rxv und lJu aus 
Llv cos lJv cos cxv = x: + Xok 

LlvcoslJvsincxu = y: +Yak 
Llv sin lJu = zi + Zok 

und die Variation (in Bogenminuten) aus 
(<5v- <5k)' 

V~ = ..,:-----c
(otv- otk)m 

entsprechend Va = ± r?'"o. 

(7) 

Zweckmäßig wählt man den Zeitpunkt ti gegen tk um die Dauer des 
Intervalles der Ephemeride verschoben, benutzt also die Sonnenkoordi
naten eines benachbarten Ephemeridenortes. 

Bei den kleinen Planeten ändert sich die Variation im Bereiche der 
üblichen Ausdehnung der Oppositionsephemeriden im allgemeinen nur 
verhältnismäßig wenig, so daß ihre ephemeridenartige Berechnung 
nicht erforderlich ist. Man kann sich damit begnügen, sie für Anfang 
und Ende der Ephemeride, oder gar nur für ein Datum, etwa das in der 
Nähe des Oppositionsdatums gelegene, zu berechnen. 

Bei denjenigen periodischen Kometen, deren Vorausberechnung in
folge unsicherer Bestimmung der mittleren Bewegung noch sehr un
sicher ist, bietet man dem Beobachter mitunter die Variation in anderer 
Form ephemeridenartig dar. Und zwar variiert man hier mehr oder 
weniger stark die Zeit des Periheldurchganges (oder die mittlere Ano
malie) und berechnet mehrere, meist 3 Ephemeriden, um die Auffindung 
zu erleichtern. Auch hier ist es empfehlenswert, die Zeit um die Dauer 
eines Intervalles, oder um ihr Vielfaches, zu variieren. 

§ 73· Ephemeridenrechnung mit Kreisbahnelementen. 
Die Berechnung einer Ephemeride mit Kreisbahnelementen soll nur 

der Verfolgung eines neuen Objektes unmittelbar nach seiner Ent
deckung dienen. Eine Vorausberechnung für eine spätere Erscheinung 
ist zwecklos wegen der großen Unsicherheit der Kreisbahnelemente. 

Hier ist stets das 8 tägige Intervall und 4stellige Rechnung aus
reichend. Die Ephemeridenrechnung erfolgt bei maschineller Rechnung 
nach den Gl. (n. X), {II. XI), bei logarithmischer Rechnung nach den 
GI. (12. X), (12. XI). 

§ 74· Ephemeridenrechnung mit parabolischen Elementen. 
a) Berechnung der wahren Anomalie und des Radiusvektors. Die 

Größe M berechnet man nach Gl. (15. 15). 
Bei maschineller Rechnung entnimmt man, wenn man keine aus

führlicheren Tafeln zur Hand hat, der Tafel 9 v und bildet tg ~ vz und 
tg ~ v. Der Radiusvektor r wird nicht gebraucht. Legt man auf seine 
Kenntnis Wert, so berechnet man ihn nach 

r=q (r+tg~vz). 
Stracke, Bahnbestimmung. 15 
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Bequemer gestaltet sich die Rechnung, wenn man sich der Tafel von 
B. STRÖMGREN bedienen kann. Diese liefert sstellige Werte von tg~vz und 
tg~vmit demArgumentM (von 0.0 bis300.0, von O.IZUO.I fortschreitend). 

Bei logarithmischer Rechnung entnimmt man v entweder der Tafel 
von BARKER, 0PPOLZER, BAUSCHINGER, oder der Tafel9 und berechnet r 
nach GI. (15. 19). 

b) Berechnung der rechtwinkligen heliozentrischen Koordinaten. 
Bei maschineller Rechnung verwendet man zur Berechnung der x', y', z' 
die GI. (15. 20). 

Bei logarithmischer Rechnung ermittelt man die x', y', z' nach 
GI. (15. 9). Die hierin auftretenden Gaußsehen Konstanten berechnet 
man nach GI. (15. 10). 

c) Berechnung geozentrischer äquatorialer Koordinaten. Siehe die 
Ausführungen im vorigen Abschnitt. 

Bei der beschränkten Genauigkeit der Rechnung kann man bei Ver
gleichung mit Beobachtungen von einer Reduktion in der im vorigen 
Abschnitt behandelten Art absehen. 

§ 75· Formelzusammenstellung. 
a) Ephemeride mit elliptischen Elementen. 
~X) Genäherte Vorausberechnung des Oppositionsdatums. 

Zunächst bestimmt man aus den gegebenen Rektaszensionen der Ent
deckungserscheinung ~Xx, !Xz und den um 12h vergrößerten Rektaszen
sionen der Sonne ~Xox, ~Xoz die Oppositionszeit in Rektaszension T« nach 

T« = tx + (t,- t,) (ocr -oc0 ,) = tz + (t,- t,) (oc•-= oc 0 .) _ (I) 
(ocr -oco,)- (ocz -oco.) (ocr -oco,)- (ocz -oco.) 

die synodische Umlaufszeit U in Tagen nach 

U = 36o·6o·6o (II) 
(3548 - p,)'' 

in Monaten aus der Tabelle S. 222. Dann berechnet man für 2 Daten tx 
und tz, die den Zeitpunkt T« + U einschließen und zweckmäßig 6o Tage 
auseinanderliegen, auf o~I 

Mx= Mo+ p, (tx - to) 
Mz =Mx+ 6op, 

und lx und lz bei kleinen und mäßigen Neigungen aus 

lx = Vx + W +SI, 
lz=Vz+w+S~:, 

(III) 

(IV) 

bei großen Neigungen nach GI. (16. 5). Vx und Vz entnimmt einer der Tafeln 
von TIETJEN, ScHLESINGER und UmcK, PETERS oder der Tafel in V. R. I. 
44, S. 22. Das Oppositionsdatum T1 (in Länge) erhält man dann aus 

T _ t + (tz -:- t,) (l, - L,) _ t + (tz - t,) (l2 - Lz) (V) 
l - 1 (11 - L,) - (lz- Lz) - Z (Zr- Lr) - (lz- Lz) ' 

Kontrolle durch direkte Rechnung für den gefundenen Zeitpunkt T1• 
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ß) Berechnung der geozentrischen äquatorialen Koordi
naten. Intervall w bei den kleinen Planeten 8 Tage, bei den periodi
schen Kometen 8 bis 2 Tage. 

Mx = Mo + p, (tx - fo} 

Mn= Mx + (n - I} w p, (n = I, 2, 3 ... n) (VI) 
Kontrolle: Mn= Mo+ p, (tn- to). 

Bei maschineller Rechnung unter Benutzung der Tafel von INNES 
(5stellige Werte von rfa cos v = C, rfa sin v = S für Exzentrizitäten e 
von o.o bis I.O} oder der Tafel von STRACKE (4stellige Werte von 
rfa cos v = C, rfa sin v = S für Exzentrizitätswinkel von o 0 bis 25 °) 

worin 

L'J COS~COSIX = mx·C + ni·S + X 0 
LI cos~ sinot = tn;·C + n;.s + Y0 
LI sin ~ = mi · C + ni · S + Z 0 , 

mi = aP~ 
m~ = aP; 

, Q' nx=a "' 
, Q' ny=a 'Y 

m~ = a P~ n~ = a Q~ 

(VIIa) 

gesetzt ist und die Konstanten ~. P~, P~, Q:, Q~, Q~ aus der Bahn
rechnung entnommen oder nach GI. (3. 22) aus w, ~. i berechnet 
werden. 

Bei logarithmischer Rechnung unter Benutzung der Tafel von 
TIETJEN (v -M auf o:or für Exzentrizitätswinkel von 0° bis 20°2o') 
und Berechnung von r nach 

r = acosq;• 
I + Slll '(! COS V 

oder der Tafel von PETERS (v -M auf o~ or, lg rfa auf 4 
Exzentrizitätswinkel von o~o bis 24~00) 

u=v+w 
LI cos~ cosot = rsina' sin (A' + u) + X 0 
LI cos~sinot = r sinb' sin (B' + u) + Y0 
LI sin~ = rsinc' sin (C' + u) + Z0. 

(VIII) 

Stellen für 

(VIIb) 

Die Berechnung der Konstanten sin a', sin b', sin c', A ', B', C' erfolgt 
nach den GI. (rs. ro). 

Kontrolle der IX, ~ durch Differenzenprüfung. 

y) Berechnung der Variation. 

LlvCOS~uCOSIX11 = xi + Xok 

LlvCOS~u sinotu = yi + Y(,,. i = k ± W (IX) 

Ll.sin~u = zi + Zb~ 
' (ßv- ßk)' 

v~ = entsprechend Va. = ± r';"o. 
(Otv- Otk}m 
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b) Ephemeride mit Kreisbahnelementen. Intervall 8 Tage. 

Für maschinelles Rechnen 

U = p, (to - t0 ), WO t0 = ~ (t~ + t~) 
LI cos15 coscx = a (P; cosu + Qisin u) + X 0 

(Ia) 

LI cos15 sincx = a (P;cosu + Q;sinu) + Y0 (Ila} 

LI sinl5 = a (Picosu + Q~sin u) + Z0. 
Über die Bedeutung der Größen, die der Bahnrechnung entnommen 
werden, siehe s. rs8. 

Für logarithmisches Rechnen 

U = Uo + p, (t - to) 

LI cos15 coscx; = a sina' sin (A' + u) +X~ 

LI cos 15 sin IX = a sin b' sin (B' + u) + Y0 
LI sin 15 = a sinc' sin (C' + u) + Z0. 

(Ib} 

(Ilb) 

Die Berechnung der Konstanten sin a', sin b', sin c', A ', B', C' erfolgt 
nach GI. (15. ro). 

Kontrolle der IX, ~ durch Differenzenprüfung. 

c) Ephemeride mit parabolischen Elementen. Intervall 8 bis 2 Tage. 

Für maschinelles Rechnen unter Benutzung der Tafel von B. STRÖM
GREN (5stellige Werte von tg ~ v~ und tg ~ v für M von o.o bis 300.0) 

wonn 

t- T 
M = ----y-. 

q• 

LI cosl5 cosiX = m~ (r- tg~v~) + 2 n~tg~v + X 0 

(I) 

LI cosl5 sin cx = m; (r - tg~vz) + 2 n; tg~v + Y0 (Ila} 

LI sinl5 = m~ (r- tg~vz) + 2 n;tg~v + Z0, 

m/x = q Pi 

m~ = qP; 
m; = q p~ 

n~ = qQ; 
n~ = qQ; 
n; = qQi 

gesetzt ist und die Konstanten F'", P~, P;, Q~, Q~. Q; der Bahn
rechnung entnommen oder nach GI. (3. 22) aus w, ~, i berechnet 
werden. 

Für logarithmisches Rechnen unter Benutzung einer der Tafeln von 
BARKER, ÜPPOLZER, BAUSCHINGER oder der Tafel 9 zur Entnahme 
von v. 

r = qsec~vz 
u=v+w 

. (III) 
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LI cos c5 cos IX = r sin al sin (AI+ u) + X 0 
LI cos c5 sin IX = r sin b1 sin (B 1 + u) + Y0 (IIb) 
LI sinc5 = r sinc 1 sin (C 1 + u) + Z0. 

Die Berechnung der Gaußsehen Konstanten erfolgt nach den GI. (r5. ro). 
Kontrolle der IX, c5 durch Differenzenprüfung. 

17. Abschnitt. 

Die Berechnung einer Ephemeride durch numerische 
Integration. 

Es soll hier die Aufgabe gelöst werden, mit Hilfe der rechtwinkligen 
heliozentrischen Koordinaten zweier nahe benachbarter Daten die 
Koordinaten für alle weiteren Daten durch numerische Integration 
der Newtonsehen Bewegungsgleichungen für die ungestörte Bewegung 
zu berechnen. 

Setzt man in den Bewegungsgleichungen der ungestörten Bewegung 
GI. (r. 3), die Masse des bewegten Gestirns gleich Null und führt als 
Zeiteinheit das Intervall w ein, so lauten sie 

d 2 I I 

w2 dt~ =-w2k2~3=F(sl,t) (s 1 = X 1 , y1 , z'), 

wonn r2 = x'2 + y'2 + z'2 

und x', y', z' äquatoriale Koordinaten sein sollen. Die numerische 
Integration dieser Gleichungen kann in einfacher Weise nach Extra
polationsmethoden erfolgen. 

Die Lösungen machen lediglich von den Größen des Differenzen
und Summenschemas Gebrauch, das in der Gauß-Enckeschen Bezeich
nungsweise folgende Form hat: 

Argument summierte Reihe 
Z. I. 

Funktion r.Diff. z. Diff. 3· Diff. 4-Diff. 

a-3w Ilj(a-3w) · · · · · · · ~ f(a- JW) · · · · · · · · 
1/(a-!f;w) / 1(a-!J;w) · · · · · · · · 

a-2w 11j(a-2w) j(a-2w) jll(a-2w) · · · · · · · · · 
1/ (a- %w) fi (a- %w) jlll (a -fw) · · · · · · · · · 

a-w Ilj(a-w) f(a-w) fii(a-w) fiV(a-w) 
1/(a-~w) fi(a-~w) fiii(a-~w) 

a IIj(a) f(a) fii(a) fiV(a) (2) 
Ij(a+~w) fl(a+~w) f11I(a+~w) 

a+w IIf(a+w) f(a+w) fii(a+w) fiV(a+w) 
1/(a+fw) fl(a+fw) fiii(a+fw) · · · · · · · · • 

a+2w Ilj(a+2w) f(a + 2w) fii(a+zw) · · · · · · · · · 
1/ (a + !J;w) /1 (a + !f;w) · · · · · · · · 

a+3w 11j(a+3w) · · · · · · · ·f(a + 3w) · · · · · · · · 
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Hier ist a ein bestimmter Argumentwert, w das konstante Zeitintervall 
zwischen 2 aufeinanderfolgenden Argumentwerten. Jeder Argument
wert t, für den der numerische Betrag der Funktion vorliegen soll, kann 
allgemein durch t=a+nw (n= .. . , -3, -2, -I, o, +r, +2 ... ) 
ausgedrückt werden. Die Differenzenreihen sind durch die rechts, die 
Summenreihen durch die links stehenden Indizes gekennzeichnet. 

§ 76. Die Methode von COWELL. 

a) Erstes Integrationsverfahren. Bei seiner Untersuchung der 
Bewegung des Halleyschen Kometen für den Zeitraum von 1759 bis 
rgro benutzte CowELL nicht die klassische Formel für die numerische 
Integration, sondern er wandte ein neues Verfahren an, bei dem sum
mierte Reihen nicht benutzt werden. Er stellte eine Formel auf, die 
es gestattet, den 2. Differentialquotienten der Koordinate eines Planeten 
oder Kometen in einfachster Weise in die entsprechende 2. Differenz 
überzuführen. Der 2. Dlfferentialquotient ist identisch mit der Newton
sehen Beschleunigung und kann streng berechnet werden. 

Das Cowellsche V erfahren läßt sich in gleicher Weise für die unge
störte Ephemeridenrechnung anwenden. 

Angenommen, es seien für die Argumente a -wund a die Funktions
werte I (a -w) = s'_ 1 und I (a) = s~ der Koordinaten s'_ 1 = x'_ 1 , y'_ 1 , z'_., 
und s: = x~, y~, z~ bekannt. Es handelt sich darum, den Funktions
wert I (a + w) zu bilden. Da nach dem Differenzenschema 

I (a + w) =I (a) + 11 (a-~w) + lll(a) = 2l(a)- I (a -w) + lll(a) (3) 
oder 

III(a) = l(a + w) + l(a-w)- 2l(a) (4) 

ist, undl(a -w) und l(a) als gegeben angenommen werden, so reduziert 
sich das Problem der Extrapolation im Prinzip auf die Bestimmung der 
2. Differenz III (a). Diese kann unter Verwendung ~er GI. (r) in folgender 
Weise ermittelt werden. 

Zunächst drückt man III (a) durch die Differentialquotienten gerader 
Ordnung der Funktion l(a) aus. Nach der Taylorschen Reihe ist 

l(a + nw) =l(a) + !!..!!!___ df(a) + n 2 w 2 d 2 f(a) + n3w3 d3f(a) + .... 
r! da z! da 2 3! da3 

Bildet man mit Hilfe dieser Reihe die in GI. (4) rechts stehenden Aus
drücke I (a + w) und I (a - w) und setzt sie ein, so wird 

fii (a) = w• d~:(:) + q; (a), (5) 

worin 
zw4 d4 f(a) zw6 d6 f(a) 

Cf (a) = 4!- -----;Jä4 + 6T da6- + · · · 
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die Reduktion ist, die den 2. Differentialquotienten in die 2. Differenz 
überführt. 

Man kann nun f/J(a) durch die Differenzen gerader Ordnung der 
Funktion F (a) ausdrücken, die durch die Gleichung 

F( ) - 2 d 2 /(a}- .k. s~ a -w ----w -
da• rif 

(6) 

bestimmt ist. Bei Einführung dieser Funktion in Gl. (5) nimmt diese 
die Form an 

I II( ) = F( ) + zw• d 2 F(a} + zw4 d4F(a) + ... 
a a ' d • 6' d 4 • 4· a . a 

(7) 

Bildet man aus der Stirlingschen Interpolationsformel 

n n• n(n•- 1) 
f(a+nw)=l(a)+ITI1 (a)+ 211II(a)+ 31 l 111 (a)+··· 

die Differentialquotienten und führt ihre Ausdrücke 
zw• d 2 F(a) ---= __!__Fli(a) __ r plV(a) + ... 
4! da2 I2 I44 

zw4 d4F(a} = _r_plV(a) _ ... 
6! da4 36o 

in Gl. (7) ein, so erhält man die Cowellsche Fundamentalformel zur 
Bestimmung der 2. Differenz 

111 (a) = F (a) + fP (a), (8) 
worin 

qJ(a) = rr•FII(a)- .:oFIV(a) + 6o34rBopVI(a)- • .. 

ist. Setzt man diesen Wert von III (a) in Gl. (3) ein, so lautet die Gleichung, 
die zur Bestimmung von I (a + w) dient 

l(a + w) = l(a) + 11 (a--iw) + F(a) + qJ(a). (9) 

Durch Wahl eines genügend kleinen Intervalles w kann man es er
reichen, daß die Reduktion fP (a) einen verschwindenden Einfluß hat. 
Dann gestaltet sich das Cowellsche Verfahren außerordentlich einfach, 
da dann die gesuchte 2. Differenz jl1 (a) der Größe nach identisch mit 
der Newtonsehen Beschleunigung ist. Diese läßt sich aber aus den ge
gebenen Daten nach Gl. (6) direkt berechnen. 

Ist man im Interesse der Arbeitsökonomie gezwungen, ein solches 
Intervall zu wählen, daß eine Vernachlässigung der Reduktion nicht 
in Betracht kommt, so wird man sie bei Beginn der Rechnung in erster 
Näherung vernachlässigen, also fP (a) = o, jl1 (a- w) =F (a- w) und 
fii (a) =F (a) setzen, und nach Gl. ( g) I (a + w) bestimmen. Man erhält da
mit nach Gl. (6) F (a + w) und durch Differenzenbildung pii (a), kann also 
das I. Glied -fo pii (a) in der Reduktion berücksichtigen. Im Verfahren der 
allmählichen Annäherung läßt sich so die Reduktion scharf berechnen. 
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Die Ermittlung der weiteren 2. Differenzen und Funktionswerte ge
schieht ganz analog nach den Formeln 

s' 
F (a + nw) =- w• k 2 --1 (10) 

rn 

fii (a + nw) = F (a + nw) + rp (a + nw) (11) 

f(a + (n + 1) w) =I (a + nw) + /1 (a + (n + f) w) + fii (a + nw). (xz) 

Ein Näherungsverfahren wird hier kaum erforderlich, da die schätzungs
weise Extrapolation des Einflusses der Glieder der Reduktion stets 
genügend sicher sein wird. 

Ein Nachteil bei der Anwendung der obigen Formeln liegt in dem 
schädigenden Einfluß von vernachlässigten höheren Differenzen der Re
duktion rp (a + nw). Denn jeder Fehlerbei der Ableitung von jii (a+nw) 
geht in die Werte der 1. Differenzenreihe ein, und verursacht so ständige 
wachsende Fehler in den Funktionswerten selbst. Mit zunehmender 
Ausdehnung der Extrapolation macht sich der Mangel immer mehr be
merkbar. 

b) Zweites lntegrationsverfahren. Diesem Nachteil Rechnung 
tragend, empfiehlt CowELL statt der Anwendung der obigen Formeln 
die der klassischen Formel 

f(a + nw) =IIF(a + nw) + 1p(a + nw), (13) 
wonn 
1p (a +nw) = 1'-,F(a + nw) - 2 J-oFII(a +nw) + 60

3
4'8oFIVta +nw)-· · · 

ist. Hier ist also die Reduktion 1p(a + nw) an IIF(a + nw) anzu
bringen, um f(a+nw) zu bestimmen. DerVorteil dieser Fonhel gegen
über der oben genannten liegt darin, daß kleine Vemachlässigungen in 
den höheren Differenzen lediglich die Ableitung von f(a+nw) aus 
11F(a+nw) schädigt, und nicht die Werte der I. und 2. summierten 
Reihen. Zur Berechnung von f(a+nw) braucht aber F(a+nw) wegen 
des Faktors -h beiF(a+nw) nicht sehr exakt bekannt zu sein. Immer
hin liegt aber ein Nachteil darin, daß es notwendig wird, eine verhält
nismäßig so große Reduktion wie ,'. F (a + nw) - ... jedesmal schät
zungsweise zu extrapolieren. 

Die beiden ersten Werte der 2. summierten Reihe IIF(a -w) und 
11F (a) werden aus 

IIF(a-w)=f(a-w)-,'.F(a-w) + .:oFII(a-w)- · · · (I4) 
IIF(a)=f(a)-,'.F(a) + .~ 9 FII(a)- ··· 

der erste Wert der 1. summierten Reihe als Differenz der beiden ersten 
Werte der 2. summierten Reihe gebildet. Auch hier muß man sich 
bei Beginn der Rechnung des Verfahrens der allmählichen Annäherung 
bedienen. · 

Bei der beschränkten Ausdehnung einer ungestörten Ephemeride 
und dem zweckmäßig klein gewählten Intervall tritt der genannte Nach-
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teil des Cowellschen Verfahrens bei der ungestörten Ephemeridenrechnung 
praktisch kaum in Erscheinung. 

§ 77. Die Methode von NUMEROW. 

Um den Einfluß der Reduktion zu verringern, führtNuMEROWeinen 
Schritt vom 2. zum r. Cowellschen Integrationsverfahren rückwärts 
gehend, Spezialkoordinaten ein. Zwar tritt der damit erreichte Vorteil 
bei der Berechnung einer ungestörten Ephemeride wenig in Erscheinung. 
Die Anwendung seines Verfahrens ist aber auch hier von Vorteil, da die 
praktische Ausführung der Rechnung durch geeignete Tabulierungen 
erheblich unterstützt wird. 

Statt der Koordinaten s' = x', y', z' und des Radiusvektors 
r = y x'z+ y'z + z'z führt NuMEROW die Spezialkoordinaten s =X, y, z 
und den durch yxz + yz +zz =r bestimmten Spezialradius r ein. 
Die neuen Koordinaten werden mit den ersteren durch die Beziehung 

I 2 d2 s' s = s' - 12 w lit2 

oder bei Einführung von Gl. (r) durch 

verbunden. 

( w 2 k 2
) s = s' r + -

I2r3 

(r5) 

(r6) 

Nimmt man an, daß für die Argumente a -wund a die Funktions
werte S-r= g (a- w) und s0 = g (a) bekannt sind, so handelt es sich darum, 
den Funktionswert s+x=g(a+w) zu bilden. Da 

g (a + w) = 2g (a) - g (a - w) + gii (a) (17) 

ist, so reduziert sich das Problem der Extrapolation auf die Bestimmung 
der 2.Differenz gl1 (a). Diese soll in analogerWeise wie beiCOWELL durch 
die Differentialquotienten gerader Ordnung der Funktion g (a) aus
gedrückt werden. Führt man in die so entstehende Reihe die Gl. (r5) 
in der Form 

g (a) = I (a) - 1
1

2 w• d~:~a) 
ein, so wird 

wonn 

gll (a) = w• d~:~a) + ffJ (a), 

() --~A kdkf(a) 
ffJ a - ..:::..; "w da" 

k=6,8 •.• 

und A = __=_ [k (k -- r) - r] 
I< k! !2 

(r8) 

(rg) 

ist. Drückt man nun ffJ (a) durch die Differenzen gerader Ordnung der 
Funktion F (a) aus, die durch die Gleichung 

F ( ) = 2 d• f(a) 
a w da• (2o) 
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bestimmt ist, so erhält man die Fundamentalgleichung 

gii (a) = F (a) + q; (a), (2r) 

worin q; (a) die Reduktion ist, die die Funktion F (a) in die 2. Differenz 
der Funktion g (a) überführt. 

Der Vergleich mit der entsprechenden Cowellschen Formel, GL (8), 
läßt den Vorteil erkennen, der durch die Einführung der Spezialkoordi
naten erreicht ist: Das größte Glied -f;, pii (a) in der Reduktion ist weg
gefallen, allerdings auf Kosten der Einfachheit des Verfahrens. 

Man könnte nun in derselben Weise wie bei CowELL zunächst gl1 (a) 
=F (a) = - W 2 k2 s~ : r~, dann g (a + w) berechnen usw. Doch ist es für 
die praktische Rechnung bequemer, sich der Gl. (2r) in der Numerow
sehen Form zu bedienen. Ihre Anwendung empfiehlt sich um so mehr, 
als eine hierin auftretende Hilfsgröße tabuliert vorliegt. Man erhält die 
Gleichung in folgender Weise. 

Gl. (2r) kann man bei Beachtung der Gl. (r) und (r6) die Form 
geben 

gll(a) = --Gog(a) + q;(a), (22) 
wenn man 

w2 k2 ( w2 k2) 
-3-: I+ --3 =Goj r0 12 r0 

(23) 

setzt. Diese Gleichung bestimmt den Koeffizienten Go als Funktion 
von ro. Bequemer ist es, ao als Funktion von ro einzuführen, wo 

- ( w2 k•) ,; .2 2 2 ro=ro r+--3 =rxo+Yo+zo 
12r0 

ist. Es wird dann 

Go I-_Q. = ---( a)2 w2k2 
12 r9 

die der Bestimmung von Go dienende Gleichung. 

(24) 

(25) 

Drückt man noch die Reduktion durch die Differenzen der Funktion 
g (a) aus, so erhält man die Fundamentalformel in der Numerowschen 
Form 

gll(a) =-G0 g(a) +q;(a), (26) 
worin 

q; (a) =- .-}o g vi (a) + 6o34,so g VIII (a)- . .. 

ist. Setzt man diesen Wert von gl1 (a) in Gl. (r7) ein, so ergibt sich die 
Gleichung 

g (a + w) = (2 -Go) g (a) - g (a - w) + q; (a), (27) 

die zur Bestimmung von g (a + w) dient. 

Wählt man das Intervall so klein, daß die Reduktion q; (a) ganz ver
nachlässigt werden darf, so erhält man die bequeme Formel 

g (a + w) = (2 - a0 ) g (a) - g (a - w). (28) 
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Die Reduktion hängt wesentlich von der Größe der 6. Differenz 
von g (a) ab. Man kann das Intervall stets so wählen, daß der bei der 
Vernachlässigung von cp(a) entstehende Fehler f der Bedingung 

\1\ = 2~ogVI(a) < 8 (29) 

genügt, worin 8 der größte zulässige Fehler ist. NuMEROW hat den 
Einfluß der Reduktion in Tafeln gebracht, die u: a. das Minimalinter
vall w für den ungünstigsten Fall, der Umgebung des Perihels, als 
Funktion der Exzentrizität e und der J;>eriheldistanz q geben. Man 
erkennt z. B. aus denselben, daß bei allen kleinen Planeten und bei 
allen Kometen, deren Periheldistanz q <I ist, die Näherungsformel zur 
Ermittlung 6stelliger Werte der Koordinaten in 5tägigem Intervall 
vollkommen ausreichend ist. 

Die Ermittlung der weiteren Funktionswerte geschieht ganz analog 
der Bestimmung von g(a+w) nach den Formeln 

g(a + (n + I) w)= (2-a.,) g(a + nw)-g(a + (n-I) w) + cp (a + nw) (30) 
wonn 

cp (a + nw) = - .-h- g VI (a + nw) + 6034
1
80 gVlli (a + nw)- .... 

Die Umwandlung der Spezialkoordinaten in die gewöhnlichen 
Koordinaten erfolgt nach 

f(a+nw)=g(a+nw)(I-~;). (3I) 

§ 78. Formelzusammenstellung. 
Um das Anwachsen der Abrundungsfehler und des Einflusses der 

vernachlässigten höheren Differenzen möglichst zu verringern, legt 
man den Anfang der Integration tunliehst in die Mitte der Ephemeride. 

Das Intervall wählt man mit Rücksicht auf die Größe der Reduktion 
und die spätere ziemlich zeitraubende Interpolation auf I tägiges Inter
vall nicht zu groß. Andrerseits ist es nicht ratsam, das Intervall zu klein 
zu wählen, sowohl im Hinblick auf den mit der Vermehrung der Daten 
größer werdenden Arbeitsaufwand als auch auf das stärkere Anwachsen 
der Abrundungsfehler. Von besonderen Fällen abgesehen (Umgebung 
des Perihels bei sehr stark exzentrischen Bahnen) ist das 4 tägige Inter
vall das empfehlenswerteste. 

Bezüglich der Stellenzahl der Rechnung ist zu beachten, daß die 
Koordinaten der beiden Ausgangsdaten sowohl auch die Werte der 
Funktionen F(a+nw) mit mindestens I Dezimale mehr berechnet 
werden als es bei der direkten Berechnung der einzelnen Ephemeriden
örter geschehen würde. Nur dann wird man ähnliche Genauigkeit 
im Endresultat erwarten können, wie bei der direkten Rechnung. 
Die Arbeitsersparnis gegenüber der letzteren ist bei maschineller Rech
nung, längerer Ausdehnung der Ephemeride und hochstelliger Rechnung 
trotzdem erheblich. 
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a) Erstes Cowellsches Verfahren. Gegeben seien für die Argument
werte a-w und a dieFunktionswerte l(a-w)=s'-. (s'_.=x'_., y'_., 
z'_.) und l(a) = s~ (s~ =X~, y~, z'0 ). 

Bei Beginn der Rechnung setzt man zunächst die Reduktionen 
<p ( a - w) = o und q; (a) = o und berechnet 

r~I = x~·I + y~. + :t_•I 
r~ = Xa• + y~· + ~· 

III(a-w)=F(a-w)=-w•k• ;~I 
-I 

III(a) = F(a) =- w• k• ;~ 
0 

107 w• k• = n836.5o für w = 2 Tage 

I07 w• k• = 47345.96 w = 4 " 

w=8 

(I) 

(II) 

Da mit l(a -w) und l(a) auch 11 (a -~w) =l(a) -l(a -w) gegeben ist, 
so kann man den auf I (a) = s~ folgenden genähert richtigen Funktions
wert 

s~I= l(a + w) = l(a) + l1 (a-~w) + III(a) (III) 

ableiten. Damit berechnet man 

s' 
lli (a + w) = F (a + w) = - w• k 2 +. 

r+I 

In analoger Weise kann man s'_.=l(a-2w), III(a-2w), F(a-2w) 
berechnen. Durch die Werte von F(a), F(a-w) und die Näherungs
werte von F(a -2w), F(a+w) sind Näherungswerte von pii (a -w) 
und F 11 (a) gegeben. 

Ist die Berücksichtigung der Reduktion nicht notwendig, so ist der 
gefundene Wert s: I = I ( a + w) bereits der endgültige. In der gleichen 
Weise erhält man s~. =l(a+2w), usw. 

Ist die Berücksichtigung der Reduktion notwendig, so ermittelt 
man nach 

III(a-w) =F(a-w) + ,I.FII(a-w) 

lli (a) = F (a) + ,I. F II (a) 
(IV) 

verbesserte Werte von f 1 (a -w) und f 1 (a), damit nach GI. (III) ver
besserte Werte von s:. =l(a+w) und s'- 2 =l(a -2w). Erweist sich 
auch die Berücksichtigung des 2. Gliedes der Reduktion als erforderlich, 
so verfährt man, das Summationsschema nach beiden Seiten erweiternd, 
in ganz entsprechender Weise. Bevor die Rechnung fortgesetzt wird, 
überzeugt man sich, daß der Anfang des Summationsverfahrens steht. 
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Die Fortsetzung geschieht nach den Formeln 
s' 

F (a + n w) = - wz kz r; (V) 
n 

JII(a +nw) =F(a +nw) +-f.FII (a + nw)- 2 ~ 0 FIV (a+ nw) + ... 
f (a + (n + 1) w) = f (a + n w) + j1 (a + (n + ~) w) + fii (a + n w). 

Ist die Summation im Gange, so kann man die einzelnen Glieder der 
Reduktion mit ausreichender Genauigkeit schätzungsweise extra
polieren. 

b) Zweites Cowellsches Verfahren. Gegeben seien für die Argumente 
a-w und a die Funktionswerte j(a-w)=s'-.(s'-,=x'_,, y'_,, z'-,) 
und j(a)=s~ (~=X:,, y~, ~). 

r:z =X~~+ Y~z + Z~z 
r; = x~2 + y~2 + ~2 

s' 
F (a - w) = - wz kz r~~ 

-I 

F (a) =- wzkz~ 
rJ 

(I) 

(II) 

(Die Werte der Konstanten wzkz siehe S. 236). Zunächst leitet man 
Näherungswerte von IIF(a -w) und IIF(a) aus 

IIp (a - w) = f (a - w) - / 2 F (a - w) 

IIF (a) = f (a) - ~~F (a) 
(III) 

ab, vernachlässigt also die zunächst unbekannten Glieder 2 ~ 0FII(a-w) ... 
und 2 ~ 0 FII(a) ... der Reduktion. Da mit IIF(a-w) und IIF(a) 
auch 1F (a -~w) gegeben ist, so kann man den auf 11F (a) folgenden 
Wert der 2. summierten Reihe 

IIp (a + w) = IIp (a) + Ip (a - ~ w) + F (a) (IV) 

bestimmen. Damit berechnet man 

s~~ = f (a + w) = IIp (a + w) + -f.· F (a + w), (V) 

wobei man 1
1

2 F (a + w) schätzungsweise extrapoliert, und 
s' 

F (a + w) = - wz kz __:p.. (IIa) 
r+z 

In entsprechenderWeise kannman IIF(a -2w), j(a -2w) ,F(a -2w) 
berechnen. Durch die Werte von F(a-w), F(a) und die Näherungs
werte von F (a- 2 w), F (a + w) sind Näherungswerte von pii (a - w) 
und pii (a) gegeben. 

Ist die Berücksichtigung des 2. und der höheren Glieder der Reduk
tion nicht notwendig, so sind die nach den Gl. (III) und (IV) berechneten 
Werte der 2. summierten Reihe die endgültigen. Nach Gl. (V) berechnet 
man dann einen verbesserten Wert von s~, = f (a + w), indem man für 
F (a + w) den gefundenen Näherungswert berücksichtigt. In der gleichen 
Weise erhält man s'_ 2 =f(a-2w) usw. 
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Ist die Berücksichtigung des 2. Gliedes der Reduktion notwendig, 
so wiederholt man die Berechnung der IIp (a- w) und IIp (a) mit Be
rücksichtigung dieses Gliedes nach 

IIF (a- w) =I (a- w)- zz•p (a- w) + .~oFII (a- w)- · · · (VI) 

IIF (a) =I (a) - zz• F (a) + .:opii (a) 

Nach Gl. (IV) erhält man damit einen verbesserten Wert von IIp (a + w) 
und entsprechend von IIF(a-2w). Nach Gl. (V) berechnet man dann 
einen verbesserten Wert von s:z= I (a+w) und analog von s'-2 =I (a- 2 w). 
wobei man + .:öFII(a+w) und + .~oFII(a-zw) schätzungsweise 
extrapoliert usw. 

Erweist sich auch die Berücksichtigung des 3· Gliedes der Reduktion 
als erforderlich, so verfährt man, das · Integrationsschema nach beiden 
Seiten erweiternd, in ganz analoger Weise. Bevor die Rechnung fort
gesetzt wird, überzeugt man sich, daß der Anfang des Integrations
verfahrens steht. 

Die Fortsetzung geschieht nach den Formeln 

s' 
F(a + nw) =- wzkz ,.; (VII) 

n 

IIF(a + (n +I) w) = IIp (a + nw) + IF(a + (n- ~) w) + F (a + nw) 

s~ =I (a + nw) =IIF (a+nw) + f.F (a + nw)- .:oFII (a+nw) 
+ 6o34Iso pzv (a + n w) - .... 

Ist die Integration im Gange, so kann man die einzelnen Glieder der 
Reduktion mit ausreichender Genauigkeit schätzungsweise extrapolieren. 
Bei dem rel~tiv großen Wert von f 2 F(a+nw) wird aber eventuellein 
Näherungsverfahren notwendig sein. 

Bei der Berechnung des Ausdrucks wlkzs'r-3 läßt sich eine wesent
liche Erleichterung der Rechnung durch Tabulierung der Größe wz kZr-3 
mit dem Argument r2 für die in Frage kommenden Intervalle erzielen. 
Eine solche Tafel fehlt bisher. 

c) Das Verfahren von NuMEROW. Gegeben seien für die 
werte a- w und a die Funktionswerte I (a - w) = s'--z 
y'__z, z'-z) und l(a) =S~ (s~ =X~, y~, z~). 

Ihre Umrechnung in Spezialkoordinaten erfolgt nach 

r~z = X~z + Y~z + z'_•z 

r~ = x~· + y~· + <" . 
(Die Werte der Konstanten wzkz siehe S. 236.) 

- '( w•k•) Lz = g (a- w) = Lz I+ --3-I2 r_z 

1 ( w• k• ) =So I+--3- • 
12 r0 

Argument-
( , , 
S-I =X-z, 

(I) 

(II) 
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Es sei angenommen, daß unter Benutzung der Hilfstafeln von NuMEROW 
die Wahl des Intervalles w so getroffen ist, daß die Reduktion91(a+nw) 
vernachlässigt werden darf. 

Die Extrapolation geschieht dann nach 

g(a + (n+ I) w) = (2 -an}g (a + nw) -g(a + (n-I) w). 
(III} 

a! wird mit dem Argument r~ =X~ + y~ + z~ der Tafel von NUMEROW 
(z. B. J. 0. IO, IO) entnommen. 

Die Umwandlung der Spezialkoordinaten erfolgt nach 

1 _ ( CTn) 
Sn= Sn I- J2 • (IV} 

Bei allen 3 Verfahren wird man auf eine ausreichende Kontrolle 
der Rechnung Wert legen. Eine Kontrolle der Einzelwerte unter sich 
erfolgt durch Differenzenprüfung, die der Endresultate durch Ver
gleichung mit den auf Grund der Ausgangselemente und Konstanten 
direkt berechneten Koordinaten. Bei langer Ausdehnung der Ephe
meride empfiehlt es sich, eine solche Kontrolle auch für das Argument 
a + w oder eines der Zwischenargumente auszuführen. 

§ 79· Beispiele. 

Die Aufgabe bestehe in der Berechnung einer 6stelligen Ephemeride 
der rechtwinkligen heliozentrischen äquatorialen · Koordinaten des 
Planeten 93I Whittemora für die Zeit von I920 März IB bis Juni 6. 
Es sei 4 tägiges Intervall gewählt. Der Beginn der Rechnung sei nahe 
. der Mitte der Ephemeride, auf April 27 gelegt. Hier soll nun die eine 
Hälfte, und zwar die Rückwärtsführung der Rechnung wiedergegeben 
werden. 

Für die Daten April 23 und 27 sind mit den S. I2I gegebenen Ele
menten nach den Formeln des Abschnitts I5 die Koordinaten 

1920 M. Z. Gr. 

Apr. 23.5 

27-5 

x' 

-3-2280692 

-3-2398145 

y' 

+ o.o86782o 

+ 0.0529178 

z' 

+ 0.6545144 

+ 0.6451435 

direkt berechnet. Die Summation wird mit 7 Dezimalen begonnen, 
obwohl die Ausgangselemente nur in 6stelliger Rechnung gewonnen 
sind. Um aber den Einfluß der Abrundungsfehler nicht zu vergrößern, 
ist es gleichwohl ratsam, die 7· Dezimale als Reservedezimale mitzu
nehmen. In den Summationstabellen sind die Ausgangswerte der Funk
tion durch Kursivdruck gekennzeichnet. Die Rechnung schreitet von 
unten nach oben fort. 
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Argument I 

a- IOW 
a-9w 
a-8w 
a-7w 
a-6w 
a-sw 
a-4w 
a-3w 
a-2w 
a-w 

a 
a+w 

a- IOW 
a-9w 
a-8w 
a-7w 
a-6w 
a-sw 
a-4w 
a-3w 
a-2w 
a-w 

a 
a+w 

a- IOW 
a-9w 
a-8w 
a-7w 
a-6w 
a-sw 
a-4w 
a-3w 
a-2w 
a-w 

a 
a+w 

f 

- 3.!029I33 
- 3.II85696 
- 3·I337844 
- 3·I485593 
- 3.I62896o 
- 3·I767963 
- 3·I902620 
-3.2032948 
- 3.2I58966 
-].2280692 
-J.2J98I45 
- 3·25Il345 

+0.3904735 
+o.3s6885I 
+0.3232462 
+o.28956I9 
+0.2558373 
+0.2220774 
+ o.I88287I 
+o.I5447I3 
+o.I206347 
+o.o86782o 
+o.o529I78 
+o.0I90467 

+o·7347I57 
+o.726I964 
+o.7I75743 
+ o.7o885I5 
+o.7ooo3oi 
+ o.69III2I 
+o.6820995 
+o.6729944 
+o.6637987 
+o.6545I44 
.+o.645I435 
+o.6356879 

Argument 

I920 März I8 
22 
26 
30 

a- IOW 
a-9w 
a-8w 
a-7w 
a-6w 
a-sw 
a-4w 
a-3w 
a-2w 
a-w 

Apr. 3 
7 

II 

15 
I9 
23 
27 a 

fl fll 

x'-Koordinate 

- Ij6j63 
- I52148 
- I47749 
- I43367 
- I39003 
- I34657 
- I30328 
- I26oi8 
- I2I726 
- II7453 
- II3200 

+44I5 
+4399 
+4382 
+4364 
+4346 
+4329 
+43IO 
+4292 
+4273 
+4253 

y'-Koordinate 

-335884 
-336389 
-336843 
-337246 
-337599 
-337903 
- 338I58 
-338366 
-338527 
-338642 
- 3387II 

-sos 
-454 
-403 
-353 
-304 
-255 
-208 
- I6I 
- Ilj 
- 69 

z'-Koordinate 

8ji93 
8622I 
87228 
882I4 
89I8o 
90I26 
9I05I 
9I957 
92843 
93709 
94556 

- I028 
- I007 

986 
966 
946 
925 
906 
886 
866 
847 

F 

+44I5 
+4399 
+4382 
+4364 
+4346 
+4329 
+43IO 
+4292 
+4273 
+4253 

-sos 
-454 
-403 
-353 
-304 
-255 
-208 
- I6I 
- Ilj 
- 69 

- I028 
- I007 

986 
966 
946 
925 
906 
886 
866 
847 

r3 -Io7w•k•r-3 

33·I544 
33·4434 
33·7327 
34.0226 
34·3I32 
34·6040 
34·8950 
3j.I864 
35·4784 
35·7706 
36.0626 

- I428.o 
- I4I5·7 
-1403.6 
- I39I.6 
- I379·8 
- I368.2 
- I3j6.8 
- I345·6 
- I334·5 
- I323.6 
- I3I2.8 

FI 

- I6 
- I7 
- I8 
- I8 
- I7 
- I9 
- I8 
-I9 
-20 

+SI 
+SI 
+so 
+49 
+49 
+47 
+47 
+46 
+46 

+2r 
+21 
+20 
+20 
+21 
+I9 
+20 
+20 
+I9 

Fll 

-I 

-I 

0 

+I 
-2 

+I 
-I 

-I 

0 

-I 

-I 

0 

-2 

0 

-I 

0 

0 

-I 

0 

+I 
-2 

+I 
0 

-I 

r. Diff. 

+I2.3 
+ I2.I 
+ I2.0 
+ II.8 
+ II.6 
+ Il.4 
+ II.2 
+ Il.I 
+ I0.9 
+ro.8 
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Für das letzte Datum, rgzo März r8.5 M. Z. Gr. erhält man 

x' y' z' 

durch Summation • • • • . • • • - 3.I029I3 + 0.390473 + o.7347I6 

durch 6stell. direkte Rechnung • • - 3.I029I4 + 0.390472 .+ o.7347I5 

also eine befriedigende Übereinstimmung der Koordinaten. Bezüglich 
der weiteren Behandlung (Umwandlung in geozentrische Koordinaten 
usw. siehe die Ausführungen in Abschnitt 15). 

b) Zweites Cowellsches Verfahren. Es sei das vorstehende Beispiel 
gewählt und nur für die x'-Koordinate der Anfang des Integrations
·tableaus und der gesuchten Funktionswerte gegeben. 

Argument 

a-4w 
a-3w 
a-2w 
a-w 

a 
a+w 

Argument 

a-4w 
a-3w 
a-2w 
a-w 

a 
a+w 

IIF 

- 3.I902982 
-3.2033308 
- 3-2I59324 
- 3-228I048 
- 3·2398499 
- 3·25II697 

I 

- 3-I902620 
-3.2032948 
- 3.2I58966 
-3.2280692 
- 3-2398I45 
- 3·25II345 

IF 

- I30326 
- r26oi6 
- I2I 724 
- II745I 
- II3 I98 

fl 

~ I30328 
- I26oi8 
- I2I726 
-I I7453 
- II3200 

F 

+43IO 
+4292 
+4273 
+4253 

fll 

+43IO 
+4292 
+4273 
+4253 

Fl Fll 

- I8 
-I 

- I9 
-I 

-20 

flll IIV 

- I8 
-I 

- I9 
-I 

-20 

c) Das Verfahren von NuMERow. Es sei das vorstehende Beispiel 
gewählt und nur für die x'-Koordinate der Anfang des Integrations
tableaus und der gesuchten Funktionswerte gegeben. 

Argument g gl I gll giii giV 

a-4w - 3.I90298I 
- I30327 a-3w -3.2033308 - I26oi6 +43II - I9 a-2w - 3.2I59324 +4292 0 

a-w - 3.228I048 
- I2I 724 

+4273 
- I9 -I 

- 3·2398499 
- II745I 

+4253 
-20 

a 
- II3 I98 

a+w - 3.25II697 

Argument I fi fll fiii fiV 

a-4w - 3.I9026I9 
- I30329 a-3w -3.2032948 - I26oi8 +43II - I9 a-2w - 3.2I58966 +4292 0 

a-w -3.2280692 - I2I 726 
+4273 

- I9 -I 
-3-2398145 - II7 453 

+4253 
-20 a 

a+w - 3-25II345 
- II3 200 

Stracke, Bahnbestimmung. r6 



Fünfter Teil. 

Methoden der speziellen Störungsrechnung. 
Bei den in den Abschnitten 6 bis 14 behandelten Methoden der ersten 

Bahnbestimmung ist die störende Wirkung der großen Planeten auf die 
Bewegung der gestörten Gestirne (kleine Planeten, Kometen) un~ 

berücksichtigt geblieben. Bei kurzen Zeiträumen, wie sie bei der ersten 
Bahnbestimmung vorausgesetzt sind, ist die Abweichung der gestörten 
von der ungestörten Bewegung im allgemeinen so gering, daß sie un
bedenklich unbeachtet bleiben konnte. Der störenden Wirkung muß 
aber Rechnung getragen werden, wenn für längere Zeiträume volle Über
einstimmung zwischen Beobachtung und Rechnung erzielt werden soll. 

Die Berechnung der gestörten Bewegung kann nach zwei grundsätz
lich voneinander verschiedenen Verfahren erfolgen. Bei dem einen wer
den analytische Ausdrücke für die Störungen berechnet, aus denen man 
diese ermitteln kann, indem man für die unbestimmt gelassene Zeit 
oder Funktionen derselben die entsprechenden Werte einsetzt (all
gemeine Störungen). Das zweite Verfahren besteht darin, daß man von 
einem Zeitpunkt ausgehend, an dem Ort und Geschwindigkeit in der 
gestörten und ungestörten Bewegung identisch sind (Oskulations
epoche), die gestörte Bewegung in gleichmäßigen Zeitintervallen durch 
numerische Integration verfolgt (spezielle Störungen). 

Beide Verfahren haben ihre Vorteile und Nachteile. Nur das erste 
gestattet einen Einblick in den allgemeinen Charakter der Störungen 
und den Mechanismus des Sonnensystems. Der Anwendungsbereich der 
Methode ist aber dadurch stark eingeschränkt, daß für die bei den 
kleinen Planeten und namentlich bei den Kometen auftretenden großen 
Exzentrizitäten und Neigungen bei der Auswertung der Reihenent
wicklungen ganz erhebliche Schwierigkeiten auftreten. Außerdem ver
langt die Aufstellung einer vollständigen und genauen Theorie durch Be
rechnung allgemeiner Störungen sehr großen Arbeitsaufwand: Dieser 
ist erst lohnend, wenn die Bahn bereits ausreichend gesichert ist, d. h. 
wenn für mindestens einen ganzen Umlauf des Gestirns völlige Überein
stimmung zwischen zahlreichen gleichmäßig auf die Bahn verteilten 
Beobachtungen und der Rechnung en:eicht ist. 

So lange das nicht der Fall ist, verdient das Verfahren der Berech
nung der gestörten Bewegung durch numerische Integration unbedingt 
den Vorzug. Es ist in gleicher Weise auf alle Formen von Bahnkurven 
anwendbar, wenn man nur das Intervall genügend eng wählt, und es 
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kann jede wünschenswerte Genauigkeit erreicht werden. Ist zur Siche
rung der Bahn die Überbrückung größerer Zeiträume notwendig, so 
zeigt sich bei der speziellen Störungsrechnung ein Nachteil darin, daß 
man die gestörte Bewegung auch in der ganzen Zwischenzeit ermitteln 
muß, um die gestörte Bewegung in einem späteren Zeitpunkt kennen 
zu lernen. 

Da es aus Mangel an ausreichendem Beobachtungsmaterial wie 
namentlich aus Mangel an Arbeitskräften praktisch unmöglich ist, 
sämtliche Objekte in voller Genauigkeit zu bearbeiten, so ist man seit 
einiger Zeit notgedrungen zur genäherten Berechnung der gestörten 
Bewegung übergegange~. Auch hier wird man der Berechnung allgemei
ner Störungen den Vorzug geben, wenn große Zeiträume zu überbrücken 
sind. Für kürzere Zeiträume, wie sie bei dem Problem der Sicherung der 
Bahnen im allgemeinen vorliegen, ist aber bei gleichen Ansprüchen an 
die Genauigkeit die spezielle Störungsrechnung wegen des geringeren 
Arbeitsaufwandes vorzuziehen. 

Hier sollen nur die zur Sicherung der Bahnen geeignetsten Methoden 
der Störungsrechnung, die der speziellen Störungsrechnung, dargelegt 
werden. 

Die Differentialgleichungen der gestörten Bewegung, GI. (r. I), 
lassen erkennen, daß man sie in verschiedenen Formen für die Störungs
rechnung verwenden kann. So kann man einmal die gestörten recht
winkligen Koordinaten selbst ermitteln (Methode von CowELL). Dann 
kann man die Störungen in den rechtwinkligen Koordinaten berechnen 
(Methode von ENCKE). Eine weitere Lösung bietet sich in folgender 
Weise dar. Die 3 Differentialgleichungen 2. Ordnung der ungestörten 
Bewegung, GI. (r. 3), enthalten 6 Integrationskonstanten, die 6 Bahn
elemente. Durch eine geeignete Variation dieser Größen kann man es 
erreichen, daß den Differentialgleichungen der gestörten Bewegung 
genügt wird. (Methode der Variation der Elemente.) Alle j Lösungen 
sollen im folgenden dargelegt werden. 

Die Cowellsche Methode wendet man zweckmäßig bei langperiodi
schen Kometenbahnen an, wenn exakte gestörte Koordinaten über einen 
größeren Zeitraum zu berechnen sind. Für die Umgebung des Perihels 
ist diese Methode allerdings weniger geeignet, da hier das Integrations
intervall zu stark eingeengt werden muß. Für diesen Teil der Bahn 
wählt man besser die Methode von ENCKE. Für die fast ausnahmslos 
kurzperiodischen Bahnen der kleinen Planeten kommt die Cowellsche 
Methode weniger in Betracht. Durch Einführung von Spezialkoordi
naten hat NuMEROW sie auch für die kleinen Planeten gebrauchsfähig 
zu machen gesucht. Diese beiden Methoden sind ganz besonders für das 
maschinelle Rechnen geeignet. 

Wegen der Kleinheit der Störungen, die die Koordinaten und die 
Elemente des gestörten Körpers erleiden, läßt sich die Integration der 

16* 
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Störungen in einem größeren Intervall durchführen als die der gestörten 
Koordinaten. Zudem kann die Rechimng mit geringerer Stellenzahl 
durchgeführt werden, ein Umstand, der namentlich bei logarithmischer 
Rechnung für die Praxis von größter Bedeutung ist. Aus diesen Grün
den sind bisher fast ausschließlich die Störungen integriert worden und 
nicht die gestörten Koordinaten. Erst seitdem brauchbare Rechen
maschinen zur Verfügung stehen, sind die Methoden der Integration 
der gestörten Koordinaten konkurrenzfähig geworden und werden 
neuerdings mit Erfolg angewandt. 

Die Enckesche Methode der Berechnung der Störungen in den recht
winkligen Koordinaten wendet man stets an, ~enn bei einem kleinen 
Planeten oder Kometen die Störungen nur während einer Erscheinung 
berechnet werden sollen. Hier leistet die Methode große Dienste. Für 
größere Zeiträume ist sie weniger zu empfehlen, da die Störungen rasch 
so stark anwachsen, daß ohne den lästigen Übergang zu verbesserten 
Elementen die Sicherheit der Rechnung gefährdet werden kann. Auch 
diese Methode eignet sich für maschinelles Rechnen. 

Bei den kleinen Planeten und den Kometen mit kurzperiodischen 
Bahnen hat die Variation der Elemente große Vorteile vor den ge
nannten Methoden. Einmal bietet sie ein anschaulicheres Bild über 
Größe und Verlauf der Störungen als jene. Dann ist bei dem Prozeß 
der Integration das Anwachsen der Abrundungsfehler hier am un
gefährlichsten, da nur bei einem Element eine doppelte Summation aus
zuführen ist. Aus diesem Grunde ist sie auch für die genäherte Berech
nung der Störungen ganz besonders geeignet. 

Eine genäherte Berechnung der Störungen kommt nur in Betracht, 
wenn man sich mit einer weniger exakten Übereinstimmung zwischen 
Beobachtung und Rechnung begnügt. 

Für die große Masse der kleinen Planeten wird gegenwärtig eine 
Darstellurig der Beobachtungen innerhalb einiger Jahrzehnte auf 
1/ 2 bis 1° im geozentrischen Ort angestrebt. Um dieses Ziel zu erreichen, 
genügt es stets, genäherte Störungen durch Jupiter als einzigen stören.
den Körper zu berücksichtigen. Maßgebend für die Beurteilung der 
Notwendigkeit einer Störungsrechnung sind in der Hauptsache die 
Elemente mittlere Bewegung p,, Exzentrizität e und die Stellung des 
Planeten zu Jupiter. Notwendig ist im allgemeinen die Störungsrech
nung bei allen Objekten, deren Bewegung kleiner als etwa 700" ist, 
oder bei den Objekten, deren Bewegung zwischen etwa 700" und 850" 
liegt und deren Bahnen mäßig oder stark exzentrisch sind, oder bei den 
Objekten, deren Bewegung größer als etwa 850" und deren Bahnen 
stark exzentrisch sind. Bei den übrigen Objekten, also einer beträcht
lichen Anzahl, kann man im allgemeinen von einer Störungsrechnung 
ganz absehen. Wenn die erwähnte genäherte Übereinstimmung zwischen 
Beobachtung und Rechnung nur für einige Jahre erzielt werden soll, 
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innerhalb deren keine Jupiterannäherung stattfindet, so kann man bei 
den meisten Planeten ebenfalls von einer Störungsrechnung absehen. 

Für die schwieriger zu verfolgenden periodischen Kometen, deren 
Bahnen überwiegend sehr stark exzentrisch sind, ist eine genäherte 
Störungsrechnung nur empfehlenswert, wenn sie als Hilfsmittel für die 
genaue Rechnung dienen soll. 

r8. Abschnitt. 

Die Integration der gestörten rechtwinkligen Koordinaten. 

§ 8o. Die Methode von COWELL. 

a) Die Differentialgleichungen der gestörten Koordinaten. Die 
fundamentalen Differentialgleichungen der gestörten rechtwinkligen 
Koordinaten sind in den Gl. (r. r) gegeben. Setzt man die Masse m des 
gestörten Körpers gleich Null, was bei den kleinen Planeten und Ko
meten stets erlaubt ist, und führt das Zeitintervall w als Zeiteinheit 
ein, so kann man ihnen die Form geben 

dz s' s' 
F (s', t) = w•- = - w• k• -- + R; d t• y3 1 

(s' = x', y', z'), (r) 

wo 

( s' - s1 s1 ) R; = w• k• mr -· '--- _ _o_ 
1 L1 ~ r~ 

r2 = x'2 + y'2 + z'2 r~ = x',2 + y:2 + z'," 

(si = xi, y:, z:) 
(z) 

Ll~ = (x', - x') 2 + (y', - y') 2 + (z', - z') 2
• 

Hierin beziehen sich die Größen s', r auf den gestörten, s'v rv m, auf 
den störenden Körper; L1, ist ihre gegenseitige Entfernung. 

In den Gl. (r) ist nur ein störender Körper berücksichtigt; für jeden 
weiteren tritt ein analoger Ausdruck für R;1 hinzu. Als störende Körper 
kommen die großen Planeten, von diesen vor allem Jupiter, in zweiter 
Linie je nach Lage der Bahn des gestörten Körpers auch Saturn, Mars 
usw. in Betracht. 

Als Koordinatensystem sei das des Äquators gewählt; man erzielt 
mit dieser Wahl den Vorteil, daß die aus der Integration gewonnenen 
rechtwinkligen äquatorialen Koordinaten x', y', z' für die Ephemeriden
rechnung besonders geeignet sind (siehe S. zos). Koordinatennullpunkt 
ist hier der Sonnenmittelpunkt. CowELL legte bei der Untersuchung der 
gestörten Bewegung des Halleyschen Kometen das Gravitationszentrum 
des Sonnensystems als Nullpunkt zugrunde und erreichte damit eine 
Vereinfachung des Formelsystems. Für die normalen kurzperiodischen 
Bahnen ist der Sonnenmittelpunkt als Nullpunkt vorzuziehen, um so 
mehr als auch die Enckesche Methode, die in der Umgebung der Perihels 
an Stelle der Cowellschen treten soll, vorteilhaft die gleichen Koordinaten 
verwendet. 
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Die in R;, auftretenden rechtwinkligen Koordinaten s', der stören
den Planeten kann man nicht direkt dem B. ]. entnehmen. Man be
rechnet sie nach 

xi = Yr COS br COS Zr 
yi = Yr cos br (sin Zr cos c; - tg br sin c;) 
zi = Yr cos br (sin lr sin c; + tg b1 cos c;) 

(3) 

aus den im B. ]. gegebenen ekliptikalen Polarkoordinaten Länge Zx, 
Breite bx und Radiusvektor rx. Selbstverständlich wird man sich be
züglich des Äquinoktiums und der Daten an die Angaben des B. ]. hal
ten, um unnütze Reduktionen und Interpolationen zu vermeiden. 
Das Äquinoktium ist bis zum Jahrgang 1915 des B. ]. das mittlere 
Äquinoktium des Jahresanfangs des benachbarten Jahrzehnts, von 
1916 :m das Normaläquinoktium 1925.0. Die Koordinaten werden 
für feste Daten (in Intervallen, die bei den 8 störenden Planeten zwischen 
5 und 40 Tagen liegen) bis 1915 für oh M. Z. Berlin, von 1916 bis 1924 
für oh M. Z. Gr., von 1925 an für oh Weltzeit geboten. 

b) Die Integration der Differentialgleichungen. Zur Integration der 
GI. (1) wendet man wegen des schon erwähnten Mangels des ständig 
wachsenden schädlichen Einflusses vernachlässigter höherer Differenzen 
nicht das r., sondern das 2. Cowellsche Verfahren an. Der Nachteil des 
ersteren macht sich bei der Integration der gestörten Bewegung un
angenehmer bemerkbar als bei der ungestörten, da hier notgedrungen 
über weit größere Zeiträume zu integrieren ist. Das 2. Verfahren ist 
trotz des ihm anhaftenden Mangels der Notwendigkeit der jedesmaligen 
Extrapolation des relativ großen Ausdrucks / 2 F ( a + n w) . . . im 
Interesse der Sicherheit der Rechnung vorzuziehen, da hier etwaige 
Vernachlässigungen nicht in die summierten Reihen eingehen. 

Das Integrationsverfahren ist im Prinzip das gleiche wie bei der 
Integration der ungestörten Bewegung. Zum Unterschied gegen 
letzteres sind aber hier die Zusatzglieder R;,, die sog. störenden Kräfte, 
zu berücksichtigen, und zwar für jeden der in Betracht kommenden 
störenden Körper. 

Vorausgesetzt wird die Kenntnis eines oskulierenden Elementen
systems, d. i. eines Systems, das für die Epoche der Oskulation Ort 
und Geschwindigkeit darstellt. Da sich die gestörten von den ungestörten 
Koordinaten im allgemeinen während einiger Wochen kaum unter
scheiden, so hat man in der Wahl der Oskulationsepoche einen gewissen 
Spielraum. Hier möge die Oskulationsepoche auf das Argument a 
fallen. 

Mit Hilfe der gegebenen oskulierenden Elemente werden nach den 
Formeln der Ephemeridenrechnung (Abschnitt 15) für die Ausgangs
daten a - 2 w, a - w, a s' und r, sodann die Beschleunigung nach den 
GI. (1) und (2) erhalten. In analoger Weise wie bei der ungestörten Be-
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wegung bildet man dann bei der Anwendung des Näherungsverfahrens 
die Differenzen- und Summenreihen des provisorischen Integrations
tableaus, dann nach dessen Abschluß das endgültige Tableau für die 
weitere Rechnung. 

Die erforderlichen Formeln lauten hier 

s~ (s:n- s~ s;n) F (a + n w) = - wz kz -;3 + wz kz mr 3 - - 3-
. n Llrn rrn 

s~ = I (a + n w) = np (a + n w) + 1
1
2 F (a + n w) (4) 

- ~1~FII (a + nw) + - 31-FIV (a + nw)· · · 240 60480 . 

Bei Beginn der Integration empfiehlt es sich, die Prüfung vorzuneh
men, ob die aus dem Tableau abgeleiteten Koordinaten und Geschwindig
keiten für das Argument a mit den aus den oskulierenden Elementen 
berechneten Werten übereinstimmen. Die ersteren erhält man nach 

s~ =I (a) = np (a) + 1
1
2 F (a) - 2 ~ 0 FII (a) · · · 

ds~ = d f (a) = zp (a) _ _!_pi (a) + ~piii (a) ... 
dt da r2 72o • 

(5) 

Die mit den Elementen gerechneten Koordinaten ermittelt man nach 
Gl. (15. 8), die Geschwindigkeiten nach 

d s~ w k ( Q' E P' . E) w dt = ----= a cos rp s cos - a s sm . 
r ya (6) 

Diese Gleichungen ergeben sich, wenn man die Gl. (3. 23) differenziert, 
dE k und den aus den Gl. (r. 31) und (r. 35) gewonnenen Wert - =---= 
dt rfa 

einsetzt. Hierin ist naturgemäß statt der Größe k die für die Zeiteinheit w 
gültige Größe w k einzuführen. Zu beachten ist, daß die nach den Gl. (5) 
berechneten Werte der Geschwindigkeiten sich bereits mit w multi
pliziert ergeben. 

Der zweite Unterschied zwischen der Integration der gestörten und 
der ungestörten Bewegung liegt in der Notwendigkeit der erheblichen 
Erweiterung des Intervalles. Diese liegt vor, da über große Zeiträume 
zu integrieren ist. Das Intervall sollte, wenn irgend möglich, so gewählt 
werden, daß die Extrapolation des Ausdrucks /. F (a + nw) ... so sicher 
wird, daß ein Näherungsverfahren zu vermeiden ist. Bei den normalen 
kurzperiodischen Bahnen dürfte das auch gelingen außer bei Beginn der 
Integration, wo die zu berücksichtigenden höheren Differenzen zunächst 
ganz unbekannt sind, ferner in der Umgebung des Perihels und bei 
großer Annäherung an einen störenden Planeten. (Da die Einleitung 
der Integration recht lästig. ist, so schlägt MERTON zur Abkürzung des 
Näherungsverfahrens eine Modifikation der Numerowschen ~ntegra

tionsformel vor.) 
Als Normalintervall empfiehlt sich bei 6stelliger Rechnung das von 

40 Tagen. Je nach der heliozentrischen Entfernung r des gestörten 
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Körpers muß das Intervall verkleinert, oder es kann vergrößert 
werden. Es ist ratsam, das 20- bzw. ro-Tageintervall zu wählen, wenn r 
etwa kleiner als 4 bzw. 2 bis 3 astronomische Einheiten wird. Nähert 
sich der gestörte Körper dem Perihel auf weniger als 2 bis 3 Einheiten, 
dann werden die Differenzen so groß, daß die Extrapolation unsicher 
und die Kontrolle durch Differenzenprüfung gefährdet wird. Vor Ein
tritt in diese Zone bricht man die Integration besser ab, und berechnet 
für diesen Teil der Bahn die Störungen der Koordinaten nach ENCKES 
Methode. Auch bei großer Annäherung an einen störenden Planeten 
kann sich eine Verkleinerung des Intervalles als notwendig erweisen. 

c) Die Ableitung oskulierender Elemente aus den Koordinaten und 
Geschwindigkeiten. Für die Berechnung der Störungen der recht
winkligen Koordinaten nach ENCKE ist die Bestimmung der oskulieren
den Elemente aus den Resultaten der Integration der gestörten Koordi
naten erforderlich. 

Die Ableitung der zur Bestimmung der elliptischen Elemente not
wendigen Gleichungen geschieht wie folgt. Aus den Werten der zweiten 
und ersten summierten Reihen erhält man die Koordinaten s' und Ge-

schwindigkeiten ~:'. Hieraus bildet man nach 

r = Y x'2 + y'2 + z'2 

d r , d x' , d y' , d z' 
rdt= x dt+ Y dt+z dt (7) 

v 2 = (dd~'r+ (dd~'Y+ (~~r 
r, r dr und das Quadrat der Geschwindigkeit V2 • Die Berechnung der 

dt 

großen Halbachse a kann nach GI. (r. 59) 
I 2 V 2 

-;; = -;.- - wz k2 (8) 

erfolgen. Aus der Verbindung der GI. (r.33) und (r.35) bzw. (r.32) und 
(8) lassen sich die Gleichungen 

dr 
r-

e sin E = _d_t_ 
w q;:i 

r V 2 

ecosE = --- r 
wz kZ (g) 

finden, die zur Bestimmung der exzentrischen Anomalie E dienen. Die 
mittlere Anomalie M ergibt sich aus GI. (r. 39). 

Die zur Vorausberechnung geeigneten Größen aP~, a cosgJQ~ 
erhält man aus den Gleichungen 

P' ' a E d s' a f;:i . E a s = s rcos - dtWksm 

Q' , a . E d s' a f;:i ( E ) a cos IP s = s r Sill + dt Wk cos - e . 

(ro) 
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Diese Gleichungen ergeben sich aus der Verbindung der Gl. (6) und 
(3. 23). Die Vorausberechnung der Koordinaten S 1 = X 1

, y', z' kann nach 
den Gl. (3. 23) geschehen. Die ekliptikalen Bahnlageelemente w, b/,, i 
endlich gewinnt man aus den Gl. (6. 36). 

In den vorstehend abgeleiteten Formeln ist statt k die Größe wk ein
geführt. Benutzt man die nach Gl. (6) berechneten Größen der Ge
schwindigkeiten, die schon mit dem Faktor w k multipliziert sind, so 
fallen in den Gl. (8) bis (ro) die Größen wk bzw. w•k• heraus. 

§ 8r. Die Methode von NUMEROW. 

a) Die Differentialgleichungen der gestörten Koordinaten. Bei 
der Anwendung des Cowellschen Verfahrens der Integration der ge
störten Koordinaten macht sich bei den kurzperiodischen Bahnen der 
kleinen Planeten und den entsprechenden der Kometen der Nachteil 
geltend, daß man in der Umgebung jedes Perihels die Integration ab
brechen und zu ENCKES Methode der Integration der Störungen dieser 
Koordinaten übergehen muß. Man könnte diesem Mangel - allerdings 
mit erheblich größerem Zeitaufwand - durch starke Einschränkung 
des Intervalls und Anwendung des Näherungsverfahrens entgehen. 
NuMEROW sucht mit der Einführung von Spezialkoordinaten zu errei
chen, daß die Integration für die kleinen Planeten ohne Unterbrechung 
während des ganzen Umlaufes mit geringerem Arbeitsaufwand möglich 
wird. Allerdings tritt mit der Einführung dieser Spezialkoordinaten 
zweifellos eine Komplikation in dem Problem ein. Bei Benutzung der 
von NUMEROW gegebenen umfangreichen Hilfstafeln r (Bull. de !'Institut 
astronomique Nr. 13, Leningrad) empfiehlt sich die Anwendung der 
Methode trotz der Komplikation. 

Die Differentialgleichungen der gestörten Bewegung, die Gl. (r8. r) 
kann man in der Form schreiben 

wo 

d z I I I 
_s -- k2s___ -R' 
d tz - r3 + wz 8• 

(s' = x', y1, z'), (rr) 

(r2) 

Die hierin auftretenden Größen haben die gleiche Befieutung wie 
bei CowELL. Das Koordinatensystem sei auch hier das des Äquators 
mit dem Sonnenmittelpunkt als Nullpunkt (siehe S. 245). Die Koordi
naten s; = x~, y~, z; können nach Gl. (r8. 3) aus den dem B. J. entnom
menen ekliptikalen heliozentrischen Koordinaten lr, br, rr berechnet 
oder für eine beschränkte Zeit den Hilfstafeln von NUMEROW entnommen 
werden. 

1 Der Abdruck der Hilfstafeln muß hier unterbleiben. 
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NuMEROW führt die Spezialkoordinaten s = x, y, z durch 

ein, so daß wieder 

- I I dzs' I I 
s = s - 12 wzd'i2 + Z2Rs, 

( w> k>) s = s' I + rz r3 . 

(!3) 

b) Die Integration der Differentialgleichungen. Das Extrapola
tionsverfahren, das in der Bestimmung der 2. Differenz gl1 (a+nw) 
der Funktion Sn=g (a+nw) besteht, ist im Prinzip das gleiche wie bei 
der ungestörten Bewegung. Zum Unterschied gegen letztere sind aber 
hier die störenden Kräfte R:, nach Gl. (r2) für jeden störenden Körper 
zu berücksichtigen. 

Voraussetzung ist die Kenntnis der oskulierenden Elemente. Die 
Oskulation möge auf das Argument a fallen. Mit den oskulierenden 
Elementen werden nach den Formeln der Ephemeridenrechnung 
(Abschnitt I5} für die Umgebung der Oskulationsepoche s' und r, damit 
nach Gl. (I4) dies berechnet. (Auf die Bestimmung dieser ungestörten 
Koordinaten in der Umgebung der Oskulation verwendet NuMEROW 

naturgemäß besondere Sorgfalt. Siehe Formelzusammenstellung.) 

Die 2. Differenz der Funktion Sn =g(a +nw) wird nach dengleichen 
Überlegungen wie in der ungestörten Bewegung (Abschnitt I7} und mit 
Rücksicht auf Gl. (rr) 

gii (a + n w) = - an g (a + n w) + ffJ (a + n w) + G (a + n w) (rs) 
+ /. GII (a + n w) . 

Hierin wird wie in der ungestörten Bewegung O"n unter Benutzung einer 
Hilfstafel aus 

wo r~ = x~ + y~ + z~ (r6) 

und ffJ (a +nw) aus 

ffJ (a + n w) = - .~o gVI (a + n w) + 6o34Iso gVIII (a + n w) -... (r7) 

berechnet. cn (a + nw) ist die 2. Differenz der durch G (a + nw) = R~, 
definierten Funktion. Differenzen höherer Ordnung dieser Funktion 
kommen ni<;ht in Betracht. 

Die fundamentale Extrapolationsformel wird hier 

g(a + (n + r) w) = (2- an) g (a + n w)- g (a + (n- r) w) (rS) 
+ G (a + n w) + qJ (a + n w) + II• Gll (a + n w). 

Sie unterscheidet sich von der entsprechenden Gleichung der Extra
polation der ungestörten Bewegung durch die Zusatzglieder 

G (a + n w) + I'. GII (a + n w). 
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Den Ausdruck 

1\GII (a + nw) = r.', [G(a + (n + r) w)+G(a+ (n- r)w)-2G(a +nw)] 

kann man im allgemeinen vernachlässigen oder doch sicher genug extra
polieren, wenn seine Vernachlässigung nicht zulässig ist. 

Für den Beginn der Extrapolation ermittelt man die gestörten 
Koordinaten aus den ungestörten in folgender Weise. Sind s_,, s0 , s+, 
die gestörten Koordinaten für die Argumente a -w, a (Oskulations
epoche), a + w, und kennzeichnet man die ungestörten Größen durch 
den oberen Index o, so ist 

und genähert (rg) 

Die 2. Differenz der gestörten Koordinaten ist nach GI. (rS) 

gii (a) = - a0 sg + G (a) + /2 GII (a) 

bei Weglassung derReduktion91(a). Da gn (a) = (s+,-sg)- (sg-s_,) 
und - CJ0 sg= gDII (a) = (s~,- sg)- {50°- s~,) ist, SO wird 

(- -o) (-o -- ) _ (-o --o) (--o -o ) G ( ) I GII ( ) s+, - s0 - s0 - s_, - s+, - s0 - s0 - s_, + a + 12 a 
oder 

(s+, - s~,) + (s_, - s~,) = G (a) + II2 GII (a). 

Nach GI. (rg) wird schließlich 

(- -o ) _ (- -o ) _ I G ( ) I GII ( ) s+, - s+, - s_, - s_I - 2- a + 24 a . (zo) 

Diese Formel dient zur Berechnung von Näherungswerten der Störun
gen der Koordinaten für die die Oskulationsepoche a symmetrisch ein
schließenden Argumente a - w und a + w. Das Auftreten des letzten 
Gliedes setzt dem Anwendungsbereich der Formel eine Grenze. (NuMEROW 
berechnet neuerdings die Störungen in den gewöhnlichen Koordinaten, 
legt diese zu den ungestörten Koordinaten und verwandelt die so er
haltenen gestörten in die zu extrapolierenden speziellen Koordinaten.) 

Hat man so Näherungswerte der gestörten Koordinaten für die 
Argumente a -w, a, a +w erhalten, so sind diese im Näherungsverfah
ren zu verbessern und dann zu extrapolieren. 

Von größter Bedeutung für das Extrapolationsverfahren ist auch 
hier die Wahl des Intervalles. 

Q() Kleines Intervall. Wählt man das Intervall w so klein, daß 
die Reduktion 91 (a + nw) ganz vernachlässigt werden darf, dann ge
staltet sich der Extrapolationsprozeß nach der Formel 

g (a + (n + r) w) = (z -an) g (a + n w) - g (a + (n- r) w) 
+ G (a + nw) + -f2 GII (a + nw) (zr) 

sehr einfach. 
NuMEROW hat analytische Entwicklungen gegeben, aus denen man 

das Minimalintervall w als Funktion des Exzentrizitätswinkels 91 und 
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der mittleren täglichen Bewegung fl berechnen kann. Mit diesen Argu
menten gibt die Tabelle 

300" 135 102 79 68 56 47 
400 103 So 64 53 44 37 
500 84 65 53 43 36 31 
6oo 70 55 45 37 31 26 
700 62 48 38 32 27 24 
8oo 55 43 35 29 24 21 
900 50 38 31 26 22 I9 

IOOO 45 35 28 24 20 I7 
IIOO 40 31 26 22 r8 16 
!ZOO 37 28 24 20 17 15 

das Minimalintervall w in Tagen, wenn eine Genauigkeit von I0-6 ver
langt wird und die Extrapolation in Spezialkoordinaten nach GI. (21) 
erfolgt. 

Bei 6stelliger Rechnung ist es möglich, die Extrapolation nach 
der GI. (21) in einem Intervall von 20 Tagen für die meisten der kleinen 
Planeten durchzuführen. Bei den Kometen, namentlich bei solchen 
mit kleinen Periheldistanzen, ist es notwendig, ein kleineres Intervall 
zu wählen, wenn der Komet nahe dem Perihel ist. 

ß) Großesintervall beiBerücksichtigung derReduktion. UmZeit 
zu sparen, und um den schädlichen Einfluß der Abrundungsfehler ab
zuschwächen, empfiehlt NuMEROW die Extrapolation in großem Intervall 
bei Berücksichtigung des Einflusses der Reduktion rp (a + nw). Die 
Extrapolation kann in verschiedener Weise erfolgen. 

Einmal führt man in erster Näherung den Extrapolationsprozeß 
bei Anwendung der Gl. (r8) aus, vernachlässigt aber den Einfluß der 
Reduktion rp (a + nw) und die 2. Differenz der störenden Kräfte (oder 
mit KoMENDANTOW den Einfluß der Störungen überhaupt bei Benutzung 
mittlerer Elemente). Dann wiederholt man die ganze Rechnung bei Mit
nahme aller in der ersten Näherung vernachlässigten Glieder, wobei 
meist die Neuberechnung der störenden Kräfte nicht notwendig ist. 

Den Einfluß der Glieder höherer Ordnung kann man bequemer als 
nach Gl. (17) in folgender Weise ermitteln. Man kann den Einfluß 
durch die Differenz der Größe ,'2 ang (a +nw), die im Extrapolations
prozeß bereits erhalten wird, gegen den Ausdruck für die störende Kraft 
r'2 G (a +nw) ausdrücken. Setzt man diese Differenz 

fi an g (a + nw) - -/;; G (a + nw) = 1p (a + nw), (22) 

so kann man nach 

rp (a + nw) = :o 1piV (a + nw) - 5 ~~o 1p VI (a + nw) . . . (23) 

den Einfluß der höheren Glieder aus den 4., 6, ... Differenzen der Funk
tion 1p (a +nw) berechnen. Praktisch kann in Gl. (22) das 2. Glied ver-
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nachlässigt werden, da ein Zwanzigstel der 4· Differenz des 2. Gliedes 
von verschwindender Größe ist. 

Als Normalintervall kann bei den kleinen Planeten das 8otägige 
empfohlen werden, wenn die Extrapolation 6stellig ausgeführt wird. 
Nach den praktischen Erfahrungen des Astronomischen Instituts in 
Leningrad ergibt die in dieser Stellenzahl ausgeführte Rechnung ein 
Resultat, das bei mäßiger Ausdehnung des Extrapolationsprozesses 
an Genauigkeit der Beobachtungsgenauigkeit entspricht. Allerdings 
veranlaßt der Umstand, daß sich die Abrundungsfehler nur unvoll
kommen kompensieren, zu besonderer Sorgfalt bei der Bestimmung 
der Funktion 2 -a, der störenden Kräfte und der Reduktion, Größen, 
die 7stellig zu berechnen und auf 6 Stellen abzukürzen empfohlen wird. 

Auf ein weiteres in jüngster Zeit vorgeschlagenes Integrationsver
fahren bei Berücksichtigung des Einflusses der Reduktion kann nur 
kurz hingewiesen werden. Mit den Formeln der elliptischen Bewegung 
wird während des Extrapolationsprozesses die Funktion cp (a + nw) bis 
zu den Gliedern 8. Ordnung einschließlich berechnet. NuMEROW hat 
die dazu erforderlichen ziemlich umfangreichen analytischen Entwick
lungen und Hilfstafeln gegeben, mit deren Anwendung man die Extra
polation mit voller Genauigkeit ohne Näherungsverfahren vornehmen 
kann. In größerem Maßstabe angewandt ist bisher nur das erstere Ver
fahren. 

Bei der Wahl großer Intervalle zeigt sich in der praktischen Ans
führung ein Nachteil darin, daß die so wirksame und bequeme Kontrolle 
durch Differenzenprüfung fehlt. NuMEROW hat anders geartete Kon
trollen aufgestellt (siehe Formelzusammenstellnng), die es gestatten, 
den größten Teil der Rechnung ausreichend zu kontrollieren. 

Die Rückkehr von den extrapolierten speziellen zu den gewöhnlichen 
Koordinaten geschieht nach Gl. (r7.31). Die Ableitung oskulierender 

Elemente kann aus den Koordinaten s' und den Geschwindigkeiten ~s; 
erfolgen. Doch lassen sich die Elemente auch unmittelbar aus entsprechen
den Größen der speziellen Koordinaten ermitteln. 

§ 82. Formelzusammenstellung. 
Die Berechnung der äquatorialen ungestörten Koordinaten 

s' = x', y', z' mit den oskulierenden Elementen erfolgt für die Ellipse 
nach 

M =Mo +!l (t -to) 
E = M + e 0 sin E. 

Näherungswerte von E aus der Astrandsehen Tafel. 

s' = aP~ (cos E -e) + a cos cpQ~ sin E (s' = x', y', z') (I) 
Die Konstanten P.', Qs' entnimmt man den Resultaten der Bahnrech-
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nung, oder man berechnet sie nach GI. (3. 22) aus den ekliptikalen Ele
menten w , 61, , i. 

Sind die rechtwinkligen äquatorialen Koordinaten der störenden 
Planeten nicht gegeben, so kann ihre Berechnung nach 

x'. =r, cos b, cos l, 
y: =r, cos b, (sin l, cos e -tg b, sin e) (II) 
Z: =r, cos b, (sin l, sin e +tg b, cos e), 

aus den im B. J. für alle großen Planeten gebotenen ekliptikalen Polar
koordinaten l1 , b1 , rx erfolgen. NUMEROW hat die x',, y:, Z: für einige 
Jahrzehnte für Jupiter und Saturn tabuliert. 

a) Die Methode von CowELL. Die Größe des Intervalles richtet sich 
nach der Stellenzahl der Rechnung, der Entfernung von der Sonne, 
sowie der Masse und Entfernung der störenden Planeten von dem ge
störten Objekt. Normalintervall w = 20 Tage. Daten und Äquinoktium 
wählt man so, daß sie mit den Angaben im Einklang stehen, die das 
B. J. bezüglich der großen Planeten macht (siehe S. 246). 

cx) Beginn der Rechnung. Fürdie 3 Ausgangsdaten a -w, a, a+w 
berechnet man aus den mit den oskulierenden Elementen erhaltenen 
Koordinaten s~ = x~, y~, z~ = f (a + nw) . 

r~=x~·+y~·+z~· (n=-I,o,+I) (III) 
s' 

F(a + nw) =- w•k• ---'}. (IV) 
rn 

Man bildet nun ein provisorisches Integrationstableau, indem man die 
3 Werte von F (a +nw) in die F-Reihe einträgt, die beiden ersten Werte 
der 2. summierten Reihe nach · 

IIF(a + nw) = f(a + nw)- ,'.F(a + nw) + .~opii(a + nw) · · · (V) 

im Näherungsverfahren(in der gleichen Weise, wie es bei der Integration 
der ungestörten Bewegung erläutert ist) berechnet, und das erste Glied 
der I. summierten Reihe als Differenz der beiden ersten Glieder der 
2. summierten Reihe bildet. Ist das provisorische Tableau aufgestellt, 
so berücksichtigt man jetzt in F (a +nw) auch die störenden Kräfte für 
die in Betracht kommenden großen Planeten. 

Lf;n = (x~n -Xn) 2 + (Y~n- y~) 2 + (z~n -z~)" 
s' (s' - s' s' ) F(a + nw) =-w•k• -++ w•k"mx ~- T . 
rn .Lilta Yxn 

(VI) 

Die erforderlichen Konstanten sind für alle großen Planeten und 
die gebräuchlichsten Intervalle im Anhang gegeben. 

Dann leitet man die Funktionswerte unter Anwendung der voll
ständigen Formel 
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s~ = f(a + nw) = IIF(a + nw) 
(VII) + z"2 F(a + nw)- 2 ~ 0 F1I(a-t- nw) + 60

341
80 F 1V(a + nw) · · · 

ab. Steht der Beginn des Integrationsverfahrens, so ermittelt man zur 
Kontrolle Koordinaten und Geschwindigkeiten für das Argument a 
nach 

s~=f(a) =IIF(a) + 112 F(a)- 2 ~ 0 FII(a) ··· 

ds~ = df(a) = lF(a) _ _!_pl(a) + ~FIII(a) ... 
dt da 12 12o 

(VIII) 

als auch nach GI. (I) und 

ds~ wk ( Q' E P' . E) w -dt =--= acosq; 8 cos - a 8 Sm . r Ya 
Stimmen Koordinaten und Geschwindigkeiten nicht mit den aus den 
Elementen erhaltenen Werten überein, so bringt man kleine Berichti
gungen an die Werte der r. und 2. summierten Reihen an, um Über
einstimmung zu erzielen. Die im Integrationsverfahren erhaltenen Werte 
der Koordinaten für die Argumente a - w und a + w müssen mit den 
direkt gerechneten befriedigend übereinstimmen. 

ß) Fortsetzung der Rechnung. Sie geschieht unter Anwendung 
der GI. (III), (VI), (VII). 

y) Verdoppelung und Halbierung des Intervalles. Bezeich
net man die für das einfache bzw. doppelte Intervall gültigen Funk
tionswerte mit E bzw. D, so daß die Beschleunigung D = 4E ist, so folgt 
aus der Identität eines nach einfachen oder doppelten Intervallen ge
fundenen Funktionswertes in abgekürzter Bezeichnungsweise 

f=IIE+ /2 E- 2 ~ 0 EII .•• bzw. f=IID+ 112 D- 2 ~ 0 DII .••• 

für die Verdoppelung 
IID =IIE _!_E + _z_ (Dil -Eil) __ 3r_ (DlV -EIV) {IX} 

4 240 60480 •.. 

für die Halbierung 
IIE=IID + z"6D-2~o (DII-EII) + 6o34'ao (DIV_EIV) .... 

Für die Verdoppelung werden alle Werte des neuen durch das alte 
Tableau geboten. Für die Halbierung braucht man noch die Werte in 
der I. summierten Reihe, die zwischen den beiden nach der letzten 
Formel aus 2 aufeinanderfolgenden Werten von 11D berechneten Wer
ten von 11 E liegen. Wenn E (a +(n +I) w) der Wert der Beschleunigung 
für das neue Tableau ist, der durch· Interpolation zwischen D (a -t-nw) 
und D(a +(n -t-2)w) gewonnen ist, so ist für die I. summierte Reihe 

2IE(a + (n + ~) w)=IIE(a + (n + 2) w)-IIE (a + nw) 

-E(a + (n +I) w) (X} 
2IE(a + (n + %) w) =IIE(a + (n + 2) w)-IIE (a + nw) 

+E(a + (n +I) w). 
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b) Die Methode von NuMERow. (Erstes Verfahren.) Das Minimal
intervall w, bei dem der Einfluß der 6. Differenz im Extrapolations
prozeß den Wert 10-6 nicht übersteigt, entnimmt man der Tabelle auf 
S. 252. Ist die angestrebte Genauigkeit I Einheit der 5· Stelle, so kann 
das Intervall im Verhältnis fiO = 1.47 vergrößert werden. Ist sie 
I Einheit der 7· Stelle, so muß das Intervall im Verhältnis I.47 ver
kleinert werden. 

oc) Beginn der Rechnung. Für die 3 Argumentea-2w, a (die 
Oskulationsepoche), a +2w werden nach den Gl. (I) und (II) in einer 
um eine Stelle höheren Stellenzahl als die angestrebte Genauigkeit die 
ungestörten Koordinaten s~' =x~', y~', z~' (n= -2, o, +2) 

2 2 2 2 

r ~ = x~ + y~ + z~ 
berechnet und nach 

g (a + nw)0= s~=S~ (I+ ~221'~:) 
-·o o ( w"k") r,. =r,. I+ - 0- 3 121',. 

in die ungestörten Spezialkoordinaten verwandelt. 

Kontrolle für die Umwandlung: 

-o 01 01 w• k" -o a~ s,. -s,. =S,. --03 =s,. -. 
12r,. 12 

a~ wird mit dem Argument r~· aus einer Hilfstafel entnommen. 

(III} 

(IV) 

Um den Beginn der Rechnung zu kontrollieren, wird folgender
maßen verfahren. Für die beiden Argumente a- 2 w und a + 2 w wer
d!f nach 

gii (a + nw) = -a,.g (a + nw) (n=-2, + 2) (V) 

die 2. Differenzen bestimmt. Diese Differenzen werden linear inter
poliert, so daß man 5 Werte der 2. Differenzen entsprechend den 5 Ar
gumenten erhält. Nun wird die I. Differenz 

g(a-w) -g(a- 2w) = f[g(a + 2w) -g(a-2w)- 3gii(a-w) (VI) 
_ 2gii(a)-gll(a + w}] 

berechnet. Damit gewinnt man durch Summierung auch die übrigen 
Werte der I. Differenzen und Koordinaten für die Zwischenargumente. 

Die so erhaltenen Näherungswerte der Koordinaten für die Argu
mente a - w, a, a + w gestatten die exaktere Ermittlung der zugehörigen 
2. Differenzen nach Gl. (V). Man wiederholt diesen Prozeß, bis die 2. Dif
ferenzen unverändert bleiben. Dann muß g (a) mit dem direkt gerech
neten Wert exakt übereinstimmen. 

Nun erfolgt die Berechnung der Störungen in den Spezialkoordi
naten für die Argumente a - w und a + w (für das Argument a sind sie 
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gleich Null) nach 1 

Lf02 = (x' -xo')2 + (y' -yo')2 + (z' -zo')2 
10 10 0 I 0 0 IO 0 

I Ol I 

G·(a) = W2 k2mi SIO- So 2 k2 SI 0 A3 -W mi -3-
LJIO "ro 

(VII) 

- -o -(- -o)-.!.G( )+__t_GII() s+r-s+r- s_~-s-r -2 a 24 a. 

Die erforderlichen Konstanten sind für alle großen Planeten und die 
gebräuchlichsten Intervalle im Anhang gegeben. 

Nach Anbringen der Störungen an s~I und s~I werden die Werte 
der Koordinaten um eine Stelle gekürzt. 

ß) Fortsetzung der Rechnung nach 

A2 (' ')2+(' ')2+(' ')2 Llrn = Xrn -Xn y,,. -yn Z~n -z,. 
s1 -s' s' 

G (a + nw) = W2 k2 mr ~ - W2 k2 mr --p. (VIII) 
L1In rrn 

Sn+r = (2- an) Sn- Sn-• + G (a + nw) + /2 GII (a + nw) 

Kontrolle: r!(2 -an)"= [(2 -an)x,.]" + [(2 -a .. ) Yn] 2 + [(2 -a .. ) Zn]". 

Eine Hilfstafel gibt den links stehenden Ausdruck mit dem Argument r:. 
Eine Kontrolle, die die ganze Rechnung bis auf die Ermittlung der 
störenden Kräfte kontrolliert, besteht darin, daß man die Summe 

S=x+y+z als 4· Funktion ebenfalls extrapoliert. 
Die Umwandlung der erhaltenen Spezialkoordinaten in die gewöhn

lichen erfolgt nach der ersten der Gl. (VIII). 

c) Die Methode von NuMEROW. (Zweites Verfahren.) Das nach der 
Tabelle aufS. 252 gefundene Minimalintervall kann verdoppelt werden, 
wenn der Extrapolationsprozeß in 2 Näherungen ausgeführt wird. 
(Der Beginn der Rechnung ist derselbe wie unter b). In der I. Näherung 
vernachlässigt man in Gl. (r8) die Gliedertp (a +nw) und/. Gll (a +nw), 
so daß an Stelle der 4· Formel in Gl. (VIII) 

sn+• = (2 -an) sn- s,._, + G (a + nw) 
tritt. In der 2. Näherung werden die in der I. Näherung vernachlässigten 
Glieder berücksichtigt. Man korrigiert die Werte der störenden Kräfte 
wegen der 2. Differenz und berücksichtigt den Einfluß der höheren 
Dif~erenzen nach 

tp (a + nw) = ,'. a,.g (a + nw) - ,'. G (a + nw) .. . 
tp (a + nw) = 2

1
0 tpiV (a + nw)- 5 ~~o tp VI (a + nw) ... 

Praktisch genügt es meist, wenn tp (a +nw) aus 

tp(a + nw) = .'. ansn 
berechnet wird, einer Größe, die im Laufe der Rechnung auftritt. 

(IX) 

1 NuMEROW gibt neuerdings etwas bequemere Formeln bei Benutzung von 
Hilfstafeln. 

Stracke, Bahnbestimmung. I7 



Methoden der speziellen Störungsrechnung. 

Ist die Ableitung oskulierender Elemente erwünscht, so kann sie bei 
der Methode von CoWELL aus den nach GI. (5), für das Argument 

ds' 
a +nw berechneten Koordinaten s~ und Geschwindigkeiten d; und 

den GI. (7) bis (10) und GI. (6.36), bei NUMEROWS Methode nach ent
sprechenden Gleichungen erfolgen. 

§ 83. Beispiel. 
(Zum I. Verfahren von NuMERow). 

Gegeben seien die Ausgangselemente (vgl. S. 121): 

931 Whittemora. 
Oskulation und Epoche t0 = 1920 Mai 5·5 M. Z. Gr. 

M 88~!4378 w I 307~79181 } Ekliptik 
rp 14.19606 g, II3.15661 Mittl. .Äquin. 
p. 631'!!06 i II. 28442 1925.0 

lg a 0.499936 

Die Bahnlageelemente sind nach GI. (5. 14) mit Benutzung der Tafel 2 
auf das gleiche Äquinoktium - Normaläquinoktium 1925.0- wie die 
im B. J. gegebenen Koordinaten der großen Planeten bezogen. 

Mit den Argumenten fl und cp erhält man aus der Intervalltabelle 
auf S. 252 bei 6stelliger Rechnung ein Minimalintervall von 33 Tagen. 
Hier soll die Extrapolation der Spezialkoordinaten mit Berücksichti
gung der Jupiterstörungen in sstelliger Rechnung ausgeführt werden. 
Hierfür ergibt sich ein Intervall von 56 Tagen. Gewählt sei das Inter
vall w = 40 Tage. Oskulationsepoche ist 1920 Mai 5·5 M. Z. Gr. 

Der Beginn der Rechnung wird in 6stelliger Rechnung ausgeführt. 
Mit den gegebenen Elementen berechnet man nach den Formeln des 
Abschnitts 15 für die Argumente a-2w, a, a+zw die rechtwinkligen 
heliozentrischen äquatorialen Koordinaten des Planeten und verwandelt 
diese nach (IV) in Spezialkoordinaten. 

Umwandlung der gewöhnlichen in Spezialkoordinaten. 

1920 Argument xO' yO' I 
zO I yO 

M.Z.Gr. 

Febr. 15.5 a-2w -2.962703 +o.653404 +0-797473 3-136958 
- 3787 + 835 + 1019 

Mai 5·5 a -3-262316 -0.018471 +o.624565 3-321616 
- 3512 - 20 + 673 

Juli 24-5 a+2w -3-393665 -0.690323 +0-419123 3·488434 
- 3153 - 641 + 389 

(I) 
bis 
(IV) 

Unter die Werte der gewöhnlichen Koordinaten sind die der Reduk
tionen auf die Spezialkoordinaten gesetzt. 

Die Berechnung der beiden äußeren 2. Differenzen jeder Koordinate 
nach (V), die Interpolation nach (VI) und die Summierung ergibt für 
die ungestörten Spezialkoordinaten das provisorische Tableau. 
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Provisorisches Tableau der ungestörten Spezialkoordinaten. (V) u. (VI) 

Arg. .gl gll gl gll gl gll 

a- 2 w -2.966490 +45441 +o.654239 -10022 +o. 798492 
-170998 -332343 

a-w -3.137488 +43543 +o-321896 5592 +0.717371 
- 127455 -337935 

-12231 
8II21 

-I0342 
91463 

a -3.264943 +41644 -0.016039 
85811 -339097 

-3-350754 +39747 -0.355136 + 
46064 -335828 

a+2w -3.396818 +37850 -0.690964 + 

Arg. u* 

a-2w 0.0153180 

a-w 

a 

a+w 

a+2w O.OIII426 

u62 +o.625908 
99916 

3269 +0.525992 
-106480 

7699 +0.419512 

Seine Verbesserung im Näherungsverfahren durch Berechnung exakter 
Werte der 2. Differenzen für die Zwischenargumente ergibt das definitive 
Tableau. 

Definitives Tableau der ungestörten Spezialkoordinaten. (V) bis (VII) 

Arg. gi gll gl gll gl gll 

a-2w -2.966490 +45441 +o.654239 -10022 +0·798492 -12231 
-171666 -334121 81602 

a-w -3.138156 +43994 +0.320II8 4488 +0.716890 -10050 
0-127672 + 14-338609 + 3- 91652 

a -3.265828 +42147 -0.018491 + 239 +o.625238 8070 
0- 85525 0-338370 o- 99722 

a+w -3·351353 +40060 -0.356861 + 4267 +0.525516 6282 
o- 45465 + 14-334103 + 3-106004 

a+2w -3.396818 +37850 -0.690964 + 7699 +0-419512 4675 

Arg. 2-G* 

a-2w 1.9846820 

a-w r.98598o8 

a 1.9870947 

a+w 1.9880465 

a+2w 1.9888574 

* Wegen Raummangels konnte diese Tabelfe nicht, wie erwünscht, rechts im 
Anschluß an die darüberstehende gesetzt werden. 
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Da die so erhaltenen Spezialkoordinaten für das Argument a mit 
den direkt gerechneten Werten übereinstimmen, so ist der Beginn 
der Rechnung kontrolliert. 

Unter die Koordinaten für die Argumente a -wund a +w sind die 
nach (VII) berechneten Störungen gesetzt. 

Die in (VII) und (VIII) auftretenden Jupiterkoordinaten S: und ,, 
-w• k" m1 s; sind demBull. del'Institut astronomique Nr. 13, Leningrad 

ri 
entnommen. 

Fügt man die Störungswerte zu den ungestörten Werten der Spezial
koordinaten hinzu und setzt die Rechnung nach (VIII) bis zum Argu
ment a + 3 w fort, so erhält man das definitive Tableau der gestörten 
Spezialkoordinaten. 

Definitives Tableau der gestörten Spezialkoordinaten. 

Arg. x G y G z G 2-U 
Red. x' II2 GII Red. y' _!__ Gll Red. z' -'- Gll II2 (J 

I 2 I2 

a -3.265828 +I -0.018491 +29 +o.625238 +6 1.9870947 
+ 3512 0 + 20 0 - 673 0 0.0010754 

a+w - 3·351353 +3 -0.356847 +27 +0-525519 +5 1.9880465 (VIII) 
+ 3338 0 + 355 0 - 523 0 o.oo09961 

a+2w - 3·396815 +3 -o.690910 +24 +0.419523 +4 1.9888572 
+ 3154 0 + 642 0 - 390 0 o.ooo9286 

a+3w - 3·404424 +3 -1.017250 +22 +o.3o8856 +4 1.9895458 
+ 2966 0 + 886 0 - 269 0 0.0008712 

J upi t erta ble a u. 

x' y: 

I 
z' Jx:-x' s' 

Arg. I I y;-y' z/-z' J• -w• k• mi ___!__ 106 
x' y' z' r3 

I 

a -4.1266 +3.0850 +1.4252 -o.8643 +3-1035 +o.8oo6 +n.0197 +12-9-4 -J.2623 -0.0185 +o.6246 

a+w -4-3155 +2.8772 +1.3407 -0.9675 +3-2337 +o.8157 12.0582 +13-8-4 
-3·3480 -0.3565 +o.5250 

a+2w -4·4910 +2.6605 +1.2520 
-1.0973 +3·3508 +o.8329 13.1257 +13-8-4 

-3·3937 -0.6903 +0-4191 

a+3w -4.6528 +2-4356 +I.I595 -1.2513 +3·4520 +o.8509 14.2061 +14-7-3 -3-4015 -1.0164 +0-3086 

Ist man sicher, daß das Tableau nicht mehr verbesserungsfähig ist, so 
wird die Extrapolation bei Abkürzung auf 5 Stellen fortgesetzt. 
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rg. Abschnitt. 

Die Integration der Störungen in den rechtwinkligen 
Koordinaten. 

Die Methode von ENCKE ist sowohl für das maschinelle wie bei ge
ringer Abänderung des Formelsystems auch für das logarithmische 
Rechnen geeignet. Die Abänderungen sind so gering, daß von einer ge
sonderten Ableitung des Formelsystems abgesehen werden kann. 

§ 84. Die Differentialgleichungen der Störungen. 

Es seien mit s'=x', y', z' die gestörten, mit s0'=x 0', y 0';z 0 ' die 
ungestörten Koordinaten, mit s' - s 0 ' =a' = ~', 'YJ', ,, die Störungen in 
diesen Koordinaten und mit s; = x;, y;, Zr die Koordinaten der stören
den Planeten bezeichnet. Die Differentialgleichungen für die gestörten 
Koordinaten sind in den GI. (r. r), die für die ungestörten in den 
GI. (r. 3) gegeben. Subtrahiert man beide voneinander, beachtet, daß 

d•a' 
dt• 

d>s' 

dt• dt• 

ist, setzt die Masse des gestörten Körpers m = o und führt das Zeit
intervall w ein, so erhält man 

worm 

d•a' ( s' - s' s' ) ( so' s') wz- = wz kz m1 _r -- - ~ + wz kz -- - --
d t• .1 ~ r~ ro 3 r3 ' 

ro 2 = xo'2 + yo'2 + zo'2 

r2 = x'2 + y'2 + z'2 

r: = x'r2 + Y'r2 + z'r2 
LI:= (x'r- x')" + (Y'r- y') 2 + (z'r- z') 2

• 

(r) 

(2) 

Dies sind die fundamentalen Differentialgleichungen für die Störungs
beträge, die an die ungestörten Koordinaten anzubringen sind, wenn 
man die gestörten gewinnen will. 

In den GI. (r) ist nur ein störender Planet berücksichtigt. Für jeden 
weiteren tritt ein analoger Ausdruck des ersten Gliedes hinzu. 

Als Koordinatensystem sei das des Äquators gewählt. Man kann dann 
die durch Integration der GI. (r) erhaltenen Störungsbeträge unmittel
bar an die äquatorialen rechtwinkligen heliozentrischen Koordinaten der 
Ephemeridenrechnung anbringen. Nullpunkt ist der Sonnenmittelpunkt. 

In den beiden Klammerausdrücken in GI. (r) tritt in s' die Un
bekannte a' auf. Diese ist von der Ordnung der kleinen störenden Masse 
mr. Da s1 im ersten Ausdruck mit m1 multipliziert ist, so begeht man 
einen Fehler 2. Ordnung in bezugauf diese Masse, wenn man im ersten 
Ausdrucks' durch s0 ' ersetzt. Da s0 ' wie die Koordinaten der störenden 
Körper s: ~ r1 als bekannt vorausgesetzt werden dürfen, so läßt sich der 
erste Ausdruck in GI. (r) bis auf das Glied 2. Ordnung direkt berechnen 
(direktes Glied). 
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Zur Berechnung des zweiten Ausdrucks ist eine genaue Kenntnis 
von a' erforderlich. Er kann also nur auf indirektem Wege im Näherungs
verfahren ermittelt werden (indirektes Glied), wobei man von einem 
sehr geeigneten Näherungswert Gebrauch machen kann. 

Bei dem indirekten Glied tritt in allen 3 Koordinaten die für die 
Rechnung unangenehme Differenz zweier nahe gleich großer Glieder 
auf. Diesem Mangel kann man unter Benutzung einer bequemen und 
kurzen Tafel abhelfen. Zunächst kann man schreiben 

Nun ist 
r• = (xo' + ~')• + (yo' + r/)• + (zo' + C')• 

oder 

;: =I+,.:. [(X01 + ~~'H' + (y0 ' + f'17') r]' + (z0 ' + ~C') C'J. 
Setzt man 

,.~. [(x0 ' + ~ ~') ~' + (y0 ' + f '1}1) '1} 1 + (z0 ' + f C') C'] = q, (3) 

so wird 03 3 

~ = (I + 2 q) -, = I - 3 q + ~:~ q• - ~:~:~ q3 + ... 
=I - q [3 (I - %q + 36s q• .. . )] . 

Setzt man den Ausdruck in der eckigen Klammer gleich I, so wird 
y03 

I --=ql 
r3 

und 
sOI s' I ' 
?D - 73 = ;rr (q t s - o') . 

In Tafel rr ist 1 mit dem Argument q für Werte von q von -0.03 bis 
+ 0.03 tabuliert. 

Die zu integrierenden Fundamentalgleichungen, GI. (r), nehmen 
damit die Form an 

d 2 a' (s' - s' s1 ) w• k" wl -- = wl kl m1 - 1 -- - ..2_ + -- (I q s' - a') 
dt• ,1~ r~ r03 • 

(5) 

§ 85. Die Integration der Störungsgleichungen. 
In den GI. (5) treten, wie schon erwähnt, in den s' = s01 +a' die 

zunächst unbekannten Störungen a' auf. Die Koordinaten der störenden 
Planeten s'1 , r 1 berechnet man aus den dem B. J. entnommenen eklipti
kalen Polarkoordinaten l1, b1, r1 nach den GI. (I8.3). Es empfiehlt sich, 
die Daten und Äquinoktien in Übereinstimmung mit den Angaben des 
B. J. zu halten (siehe die Ausführungen auf S. 245). Die ungestörten 
Koordinaten s01 leitet man nach den Formeln des Abschnitts I5 aus den 
oskulierenden Elementen ab, deren Kenntnis vorausgesetzt ist. 

a) Das Integrationsverfahren von ENcKE. In erster Näherung kann 
man in der Nähe der Oskulationsepoche die Störungen gleich Null, also 
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in dem direkten Glied s' = s0 ' setzen und das indirekte Glied ganz ver
nachlässigen. Mit dieser Vernachlässigung berechnet man für die 4 Argu
mente a-2w, a-w, a, a+w nach den Gl. (5) die Werte 

d"a' 
F(a+nw)=w• dt•n (n=-2,-I,o,+I}, (6) 

aus denen nach den Formeln der numerischen Integration die a~ = 
f (a +nw) hervorgehen. 

Es ist hier zweckmäßig, die Oskulationsepoche in die Mitte zwischen 
2 Argumente zu legen. Sie falle mit a -~w zusammen. Die Integrations
formeln sind dann 

f(a+nw)=a~=IIF (a+nw) + 1
1
2 F (a +nw)- .~o Fll(a+nw)+ ... , (7) 

wobei die ersten Glieder der summierten Reihen nach 
1F (a- ~w) =- -.~Fl (a- ~w) + s~~o pm (a- ~w) -... (S) 

IIp (a) = + 2
1
4 F (a- w)- 5 ;~o [2FII (a- w) + FII(a)]+ ... 

anzusetzen sind. Sind so für die 4 Argumente erste Näherungswerte 
der F(a+nw) bestimmt, so bildet man die Summen- und Differenzen
reihen des provisorischen Integrationstableaus und leitet nach Gl. (7) 
erste Näherungswerte der Störungen a~ ab. Mit ihrer Berücksichtigung 
wiederholt man nun die Rechnung. Häufig ist hier aber der Ansatz 
a~ = o für die nächste Umgebung der Oskulationsepoche bereits aus
reichend. Das Näherungsverfahren für den Beginn der Rechnung ist abge
schlossen, wenn Ausgangs- und Schlußwerte der a~ exakt übereinstimmen. 

Bei der Fortsetzung der Rechnung kann man im allgemeinen ein 
Näherungsverfahren vermeiden, wenn man von der Möglichkeit der 
Extrapolation des 2. Differentialquotienten Gebrauch macht. Ist die 
Berechnung der Funktionswerte bis einschließlich F(a +nw) fort
geschritten, so ist damit IIp ( a +(n +I) w) gegeben. Da F (a +(n +I) w) 
und pii (a +(n +I)w) wegen der kleinen Faktoren durch Extrapola
tion ausreichend genau ermittelt werden können, so ist nach Abschluß 
jeder Rechnung für ein Argument bereits ein guter Näherungswert für 
a~+ 1 vorhanden, den man bei der Berechnung des direkten wie des 
indirekten Gliedes berücksichtigen kann. 

b) Das Integrationsverfahren von ÜPPOLZER. ÜPPOLZER hat dem 
Verfahren eine Form gegeben, die ein Näherungsverfahren bei dem 
üblichen Intervall ausschließt. Allerdings besitzt es nicht die Durch
sichtigkeit des Enckeschen Verfahrens. 

Vorausgesetzt wird, daß die Integration bereits bis zum Argument 
F(a+nw) vorgeschritten ist, daß also IIF(a+(n+..r)w) vorliegt. 

Setzt man in Gl. (5) zur Abkürzung das erste Glied gleich R;,, und 

w"k•:r03 =h0 (9) 
so läßt sich Gl. (5) schreiben 

d•a' 
wL-- = R~ + Jzof q s'- Jzoa' d! 2 ., • 

(Io) 
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Stellt man nun GI. (7) für das Argument a + (n +I) w auf, führt für 
das z. Glied nach den GI. (6) und (10) den Ausdruck 

,\ F (a + (n + I) w) = [,\ R;, + 1'2 ho I q s'- ,1
2 h0 a']n+r 

ein, läßt der Einfachheit halber die Argumentbezeichnungen fort, so 
wird 

a' = up + -/i R;1 + -f. h0 I q s'- -r'z h0 a'- 2 ~ 0 pu. 

Das erste Glied ist gegeben; das zweite läßt sich nach den obigen Aus
führungen direkt berechnen. Das letzte Glied kann genügend sicher 
extrapoliert werden. Faßt man diese praktisch direkt berechenbaren 
3 Glieder in 

(n} 
zusammen, so wird 

a' (I+ ,\ h0 ) = 5~ + 1
1
2 h0 lq S1 • (Iz) 

In der Gleichung zur Berechnung von q, GI. (3), kann man die 
Störungsbeträge f ~', frJ', f ,, wegen des Faktors~', 17', ,, durch extra
polierte Werte ersetzen, während die f, 17', ,, selbst sich aus GI. {Iz) 
ergeben. Führt man zur Abkürzung die direkt berechenbaren Ausdrücke 

(I3) 

ein, so wird 

q= 
I- 1'2h0 j (XX1 + y y' + iz') 

Daraus läßt sich q für das Argument a + (n +I) w direkt berechnen, da 
die unbekannte Größe I (oder sogar der ganze Nenner) wegen ihres 
linearen Verlaufs sicher extrapolierbar ist. Setzt man weiter 

(I5) 

so ergeben sich aus der Verbindung der GI. (10) und {Iz) die Gleichungen 
d2 ' 

wz_{1_ = R' + h (lqs'- 5') d (2 s, s ' (I6) 

die eine direkte Berechnung der Differentialquotienten für das Argu
ment a + (n +I) w gestatten. 

Bei beiden Verfahren sollte die Wahl des Intervalles so getroffen 
werden, daß die Integration sicher ausführbar ist, d. h. daß die Extra
polation so sicher wird, daß ein Näherungsverfahren zu vermeiden ist. 
Bei den kleinen Planeten kommt man, abgesehen von größerer Jupiter
nähe, im allgemeinen mit einem Intervall von 40 Tagen aus. Doch wird 
hier die Methode wenig angewandt, da bei der üblichen kurzen Ver
folgungsdauer dieser Objekte in der Entdeckungserscheinung eine Be
rücksichtigung der Störungen überhaupt kaum notwendig ist. Für 
größere Zeiträume ist aber die Enckesche Methode, wie schon erwähnt, 
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weniger empfehlenswert. Bei den Kometen, die nur in einer Erscheinung 
verfolgt werden, wird die Methode mit großem Vorteil angewandt. Ihre 
Anwendung empfiehlt sich auch, wie schon erwähnt, bei kurzperio
dischen Kometen für die Umgebung des Perihels, wenn die Anwendung 
der Cowellschen Methode der Integration der gestörten Koordinaten 
Schwierigkeiten bereitet. Bei den Kometen ist ein Intervall von 
20 Tagen das geeignetste. 

§ 86. Formelzusammenstellung. 
Die Größe des Intervalles richtet sich nach der Stellenzahl der Rech

nung, der Masse des störenden Körpers, der Entfernung des gestörten 
von dem störenden Körper und von der Sonne. Daten und Äquinoktien 
sollen mit den Angaben bezüglich der heliozentrischen Koordinaten 
der großen Planeten im B. J. in Einklang stehen. Normalintervall für 
die kleinen Planeten 40, für die Kometen 20 Tage bei sstelliger Berech
nung der Störungen in der 7· Dezimale. 

a) Für maschinelles Rechnen (Äquator). Ephemeridenartige Be
rechnung der ungestörten äquatorialen Koordinaten s0 1 = x0 1 , y 0 1 , z0 1 

und von r0 mit den gegebenen oskulierenden Elementen 
Für die Ellipse: 

M =Mo+f-l(t -to) 
E=M+e 0 sinE. 

(Ia) 

Näherungswerte für E aus der Tafel von AsTRAND oder Tafel 8. 

s0 ' = a P~ (cosE- e) + a coscp Q~sinE 
ro2 = xo'2 + yo'2 + zo'2 (Ila) 

Für die Parabel: 
t-T 

M=-3-. (Ib) 
q2 

tg ~ v und tg ~ v2 mit demArgumentMaus der Tafel von B. STRÖM-
GREN. 

s0 ' = m~ (r- tg~v 2 ) + 2 n~tg~ v 

r0 =q(r+tg~v2). 
(IIb) 

Die Konstanten m:, n~ bzw. P~, Q: entnimmt man den Resultaten der 
Bahnrechnung, oder man berechnet sie nach GI. (3. 22) aus den eklipti
kalen Elementen w, 66, i. 

Ephemeridenartige Berechnung der Koordinaten der großen Pla
neten nach 

X1
1 =Y 1 COS bi COS li 

y'r =Y1 cos br (sin l 1 cos e -tg br sin e) 
z: =r 1 cos b1 (sin l 1 sin e+tg b1 cos e) 

(III) 

aus den im B. J. gegebenen ekliptikalen Polarkoordinaten l1, b1, r1. 
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cx) Beginn der Rechnung. Für die 4 die Oskulationsepoche 
a-~w symmetrisch einschließenden Momente a-zw, a-w, a, a+w 
berechnet man 

Ll;n = (x:n- x~')• + (Y:n- y~')• + (z:n- z~')• (s:n = x:n, Y:n, z:n) (IV) 

d 2 CJ 1 (s' -s0 t s') F(a+nw)=wz--"=ro 7 w2 k 2 m ~-~ (s0 '=x0 ' y0 ' z0 ') (V) dt• I .d~n rfn n n' n' n • 

Man bildet nun ein provisorisches Integrationstableau, indem man die 
4 Werte von F(a+nw) in die F-Reihe einträgt, die ersten Werte der 
I. und 2. summierten Reihen nach 

Ip (a- ~w) =- .\ pl (a- ~w) + 5 ;~o pm (a- ~w) 

11F (a) = + .\ F (a- w) - 5 ;~o [zF11 (a- w) +F11 (a)] 
(VI) 

berechnet, summiert und aus 

a~ =I (a + nw) = up (a + nw) + /. F (a + nw)- .~o pu (a + nw) 
( , r::• , '"') ( + ) (VII) G=c;,'fj,o" n=-2,-I,O, I , 

bei Extrapolation des letzten Gliedes Näherungswerte der Störungen 
a~ berechnet, mit deren Berücksichtigung dann die Rechnung mit Be
nutzung der Gl. (VIII) bis (X) statt der Gl. (IV) bis (VI) wiederholt 
wird, bis das Tableau steht. 

Die erforderlichen Konstanten sind für alle großen Planeten im 
Anhang gegeben. 

ß) Die Fortsetzung der Rechnung erfolgt bei Extrapolation der 
Störungsbeträge. Mit dem nach 

q = r:• [(x0 ' + ~~') ~' + (y0 ' + ~'YJ') 'YJ' + (z0 ' + ~C') C1 (VIII) 

berechneten Wert von q entnimmt man I aus Tafel II, ermittelt 

s' = s0 ' + a' 
LI~ = (X: - x') 2 + (y~ - y')• + (z~ - z')• 

und 

--- LJx ~'x 'Y · 
w•a•a' l = I07 w• k• mr (s', A--; s' - ~) + 107 ~·k• (fq s'- a'). 

at• = I + II 
(IX) 

Hierin (wie in GI. (V)) ist der erste Ausdruck für alle in Betracht kom
menden Planeten zu berechnen und zu summieren. 

~ = 11F (a + n w) + ,'. F (a + n w) - .~o pu (a + n w) 
+ 6o34'so piv (a + nw) .... 

Der Einfluß fehlender Differenzen wird extrapoliert. 

(X) 

Die gewonnenen Störungsbeträge a' = ~·, 'YJ', C' können unmittelbar 
an die 7stelligen ungestörten äquatorialen heliozentrischen rechtwink
liehen Koordinaten s0 ' = x0 ', y 0 ', z0 ' angebracht werden. 
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b) Für logarithmisches Rechnen (Ekliptik). Ephemeridenartige Be
rechnung der ungestörten rechtwinkligen heliozentrischen ekliptikalen 
Koordinaten s0 = x0 , y 0 , z0 mit den gegebenen oskulierenden Elementen. 

Für die Ellipse: 

M=Mo+fl(t-to) 
E -e0 sin E= M. 

(Ia) 

Näherungswerte für E aus der Tafel von AsTRAND oder Tafel 8. 

r 0 sin v = a cos q; sin E , 
r0 cos v = a (cos E- e). 

Für die Parabel: 

tg!.. v + !.. tg!.. v3 = }!__ t- T = }!__ M 
2 3 2 li- 3 11 

r 2 q2 r 2 (Ib) 
ro = q sec ~ vz . 

Die rechtwinkligen heliozentrischen Koordinaten berechnet man 
dann nach 

u=v+w 
x 0 =r 0 sin a sin (A +u) 
y 0 =r0 sin b sin (B+u) 
z0 = r'o sin u sin i. 

(II) 

Die. ekliptikalen Gaußsehen Konstanten A , B, sin a, sin b erhält man 
entsprechend den Gl. (3. 17), in denen man e = o setzt, nach 

sina sinA = cos Q, 

sina cosA =- cosi sin Q, 

sin b sin B = sin Q, 

sin b cos B = cosi cos Q,. 

Ephemeridenartige Berechnung der Koordinaten. der großen Planeten 
nach 

Xr = rr COS br COS Zr 
Yr = rr cos br sin lr 
Zr =rr sin br 

(III) 

aus den im B. J. gegebenen ekliptikalen Polarkoordinaten !1 , b1 , rr. 

ab. 

Die Entfernungen Llr leitet man nach 

Llr COS {}I COS t9r = Xr- X 0 

Llr cos {}I sin Br = Yr- y 0 

Llr sin {}r = Zr- z 0 

(IV) 

Die weitere Rechnung geschieht wie unter a) Gl. (V) bis (X) bei 
Weglassung der Indizes . 

VgL auch das Integrationsverfahren von ÜPPOLZER. 

Nach Abschluß der Störungsrechnung erfolgt die Umwandlung 
der ekliptikalen Störungsbeträge ~' 1], C in äquatoriale Werte~', 1]', C', 
die unmittelbar zu den äquatorialen heliozentrischen Koordinaten 
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x0 ', y 0 ', z0 ' in der Ephemeridenrechnung gefügt werden können, nach 

f=~ 
r/='YJCOSs-Csins 
C' = 'YJ sin s + C cos e. 

§ 87. Beispiel. 
(Für logarithmische Rechnung.) 

Gegeben seien die Ausgangselemente (vgl. S. 121): 

931 Whittemora. 

Oskulation und Epoche t0 = 1920 Apr. 29.0 M. Z. Gr. 

M I 87~004 w I 307'?792 } Ekliptik 
q; 14. 196 ~ II3. 157 Mittl. .Äquin. 
p. 63r':ro6 z r r. 284 1925.0 

lg a 0.49994 

(XI) 

Die Bahnlageelemente sind mit Benutzung der Präzessionsgrößen 
derTafel2 auf das gleiche Äquinoktium- Normaläquinoktium 1925.0-
wie die im B. J. gegebenen Koordinaten der großen Planeten bezogen. 
Es sollen logarithmisch 7stellige Werte der Jupiterstörungen in 40tägi
gem Intervall berechnet werden. 

Berechnung der ungestörten Koordinaten des Planeten. 

oh 1920 
M.Z.Gr. Febr. 29 Apr. 9 Mai 19 Juni 28 Aug. 7 

M 76~486 83~498 90~510 97~522 104~535 
E 90.536 97·431 104.136 rro.669 II7.049 

sin E 9-99998 9-99634 9.98665 9-97110 9-94969 
cosE 7·97104n 9.III71n 9.38779n 9-54774n 9.65778n 

Add.{ 
o.or626 0.18394 O.JOOI3 0.22912 0.18732 
8.58145 9-72212 9.99820 g.84r85 9·73I8I 

cosE-e 9-40585~ 9·57353n 9.68972n 9-77686n g.84509n 
rsin v 0.48645 0.48281 0.47312 0.45757 0.43616 

sin v 9.98552 9-96931 9-94792 9.92158 9.89031 
r cos v 9.90579n o.o7347n o.r8966n o.2768on o.34503n 

tg V o.58o66n o.40934n o.28346n o.r8o77n o.o9rr3n 
V 104~715 rrr'?288 II7~503 123~406 129~032 
u 52-507 59-080 65.295 71.198 76.824 
ro 0.50093 0.51350 0.52520 0.53599 0-54585 

A+u 256~071 262~644 268~859 274~762 280'?388 
sin (A+u) 9.987o4n 9.9964rn 9-9999In 9.9985on 9.99282n 

rsin a 0.49378 0.50635 o.5r8o5 o.52884 o.5387o 
zO o.48o82n o.50276n 0.51796n 0.52734n o.53152n 

B+u r659262 171~835 178~050 183~953 !89~579 
sin (B+u) 9-40551 9-15236 8.53183 8.83846n 9.22rr8n 

rsin b 0.49964 0.51221 0.52391 0-53470 0.54456 
yo 9-905I5 9.66457 9-05574 9-373I6n 9.76574n 

sin u 9.89950 9-93343 9-95831 9-97618 9.98841 
rsin i 9-79246 9.80503 9.81673 9.82752 9-83738 

zo 9.69196 9-73846 9-77504 9.80370 9.82579 

(Ia) 

(II) 
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Berechnung der ungestörten Koordinaten von Jupiter. 

oh 1920 
M.Z.Gr. Febr. 29 Apr. 9 Mai 19 Juni 28 Aug. 7 

lr 135'?287 138'?448 141'?595 144'?729 147'?850 
br +o-763 +o.82o +o.875 +0-927 +0.976 

cos b, 9-99996 9-99996 9-99995 9-99994 9-99994 
r, 0.72640 0.72738 0.72833 0.72923 0.73009 

sin b, 8.12439 8.15568 8.18387 8.20894 8.23131 
cos lr 9.85165n 9.87411n 9.89412n 9.9II92n 9.92771n 

r, cos b, 0.72636 0.72734 0.72828 0.72917 0.73003 
sin lr 9·84730 9.82-171 9-79324 9.76151 9-72602 

Xr o.578o1n o.6o145n o.6224on o.64109n o.65774n 
Yr 0.57366 0-54905 0.52152 0.49068 0.45605 
Zr 8.85079 8.88306 8.91220 8.93817 8.96140 
r3 

I 2.17920 2.18214 2.18499 2.18769 2.19027 
-xr:rr3 8.39881 8.41931 8.43741 8.45340 8.46747 
-yr:rr3 8.39446n 8.36691n 8.33653n 8.30299n 8.26578n 
- zr:rr3 6.67159n 6.70092n 6.72721n 6.75048n 6.77II3n 

Xr - 3·78450 - 3·99436 -4.19180 - 4·37610 -4·54720 
xo -3.02564 -3.18243 -3.29577 - 3·36777 - 3·40031 
Yr +3·74682 +3·54038 + 3·32292 +3.09514 +2.85793 
yo +o.8o38o +o.46192 +o.u369 -0.23613. -0.58310 
Zr +0.07092 +o.o7639 +o.o8170 +o.o8673 +0.09150 
zO +0.49199 +0.54760 +0.59571 +o.63636 +o.66956 

Berechnung der Näherungswerte der Störungen für die 
4 ersten Argumente. 

oh 
a-2w a-w a a+w 

M.Z. Gr. 
1920 

Febr. 29 Apr. 9 Mai 19 Juni 28 

Xr- XO -0.75886 -o.8II93 -0.89603 -1.00833 
Yr- Y0 +2·94302 +3·07846 + 3.20923 + 3·33127 
Zr- zO -0.42107 -0.47121 -0.51401 -0.54963 

Ll r cos {)r sin Or 0.46879 0.48833 o.5o64o 0.52261 
sin Or 9.98602 9·98540 9.98370 9-98097 (IV) 

Ll r COS {), COS Or 9.88o16n 9.90952n 9.95232n o.oo36on 
tg Or o.58863n o.57881n o.554o8n o.51901n 

Ll, sin {)r 9.62436n 9.67322n 9.71097n 9·74007n 
COS {)I 9·99587 9·99529 9·99489 9·99465 

Lfr COS {)I 0.48277 0.50293 0.52270 0.54164 
.dr 0.48690 0.50764 0.52781 0.54699 
Lf3 

I 1.46070 1.52292 1.58343 1.64097 

(xr- xo) :Li~ 8.41946n 8.3866on 8.36889n 8.36263n 
Add. 8.68750 8.89338 9·23273 9.36632 

-xr:d 8.39881 8.41931 8.43741 8.45340 
Diff. 7.o8631n 7·27998 7.60162 7·72895 

F(a+nw) 0.74150n 0.93517 1.25681 1.38414 
(Yr- Y0 ) :Li~ 9.00809 8.96541 8.92297 8.88164 

Add. 

(III) 

9.87885 9·87387 9.86972 9.86697 
-y,:r~ 8.39446n 8.36691n 8.33653n 8.30299n (V) 

Diff. 8.88694 8.83928 8.79269 8.74861 
F (a+nw) 2.54213 2.49447 2.44788 2.40380 

(zr -zO) :lf~ 8.16366n 8.1503on 8.12754n 8.0991on 
Add. 0.01377 o.o1516 0.01694 0.01904 

-z,:r~ 6.67159n 6.70092n 6.72721n 6.75048n 
Diff. 8.17743n 8.16546n 8.14448n 8.II814n 

F (a+nw) r.83262n r.82o65n 1.79967n 1.77333n 
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Provisorisches In tegra tionsta blea u. 

Arg. IIF I 
Ip I F I FI FII FIII I ro7 a 

a-2w + 9-79 - 5.5r + 14.12 + 9 
+ 

- 9.00 
+ 8.6r -4.67 + a-w 0.]9 

+ 9-45 +r.38 
2 

- 0.39 a + 0.40 
+ 17.67 + r8.o6 

+ 6.r6 -3.29 + 2 
a+w + r8.o7 + 24.22 + 20 
a+2w + 59·96 + 4!.89 

a-2w + 322.56 +348·44 - 36.2! +352 (VI) 
a-w + II.65 - 3I0.91 

+ 312.23 +H5 + 38 
a + 12.97 + I.32 +280.47 

- 3!.76 
+4·68 

+0.23 
+ 36 (VII) 

a+w +294·76 
+281.79 

+ 253-39 
-2].08 

+3r6 
a+2w +829.94 + 535.18 

a-2w 68.68 
+ 66.04 

68.02 
+ r.85 74 

a-w 2.64 66.17 +r.27 8 
0.13 + 3.12 -o.68 

a 2.]] 63.05 +o·59 8 
a+w 65.95 

63.!8 
59·34 + 3·71 ]I 

a+2w - r88.47 
-122.52 

Verbesserung der Näherungswerte der Störungen für die ersten 
4 Argumente und des provisorischen Integrationstableaus. - Bestim
mung der Störungen für das 5. Argument a+zw bei Benutzung von 
extrapolierten Störungswerten für dieses Argument. 

Berechnung des direkten Gliedes I von F(a + nw). 

oh a-2w a-w a •+w~ 
:VI. Z. Gr. 1920 

Febr. 29 Apr. 9 Mai 19 Juni 28 Aug. 7 

;r1 - (xo +g) - 0.]5886 -0.81193 - o.89603 - I.00833 -1.14690 
y,-(yo+1J) +2.94298 +3-07846 + 3.20923 + 3·33124 + 3·44095 
z,- (ZO+ l;) -0.42106 -0.47121 -o.5qor -0.54962 -0.5]804 

LI ,cosD, sin 0, 0.46879 0.48833 o.5o64o o.5226o 0.53667 
sin O, 9.98602 9.98540 9·98370 9·98097 9·97712 

,cosD, cos O, 9.88or6n 9.90952n 9.95232n o.oo36on o.o5952n 
tg o, o.58863n o.5788rn o.554o8n o.519oon 0.47715n 

Ll, sinD, 9.62435n 9.67322n 9.7I097n 9·7400Jn 9.76196n 
cos D, 9-99587 9·99529 9-99489 9·99465 9-99455 

Ll, cos D, 0.48277 0.50293 0.522]0 0.54163 0.55955 
Ll, 0.48690 0.50764 0.5278! 0.54698 o.565oo 
LJ3 !.460]0 !.52292 !.58343 !.64094 r.695oo I 

(x,- x) :Lli 8.41946n 8.3666011 8.36889n 8.36266n 8.36452n 
(IX) 

Add. 8.68]50 8.89338 9-23273 9.366r6 9-42733 
-x,:d 8.3988r 8.41931 8.43741 8.45340 8.64747 

Diff. 7.o863r n 7-27998 7.6or62 7.72882 7·79185 
F (a+nw)I 0.]415011 0.93517 r.2568r 1.38401 !.44704 
(y,- y) :Lli 9.oo8o9 8.96541 8.92297 8.88r66 8.84!67 

Add. 9.87885 9·87387 9.86972 9.86697 9.86598 
- y,:ri 8.3944611 8.3669111 8.3365311 8.30299n 8.26578n 

Diff. 8.88694 8.83928 8.79269 8.]4863 8.J0765 
F (a+11w) I 2.54213 2.49447 2.44788 2.40382 2.36284 

(z,- z): Lli 8.16365n 8.1503011 8.12754n 8.09913n 8.o6696n 
Add. 0.01377 0.01516 0.01694 0.01903 0.02144 

- Z1:r~ 6.6]15911 6.70092n 6.7272111 6.]504811 6.77II3n 
Diff. 8.17742n 8.16546n 8.1444811 8.u816n 8.o884on 

F (a+nw) I r.83261 n r.8zo6511 1.7996711 1.77335n 1.74359n 
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Berechnung des indirekten Gliedes II von (Fa+ nw). 

oh 
a-2w a-w a a+w a+2w 

M.Z. Gr. 
1920 

Febr. 29 Apr. 9 Mai 19 Juni 28 Aug. 7 

XO+'/z/; - 3.0256 - 3.1824 - 3·2958 - 3·3678 - 3-4003 
yo+'/z'f} + o.8o38 + 0-4619 + O.II37 - 0.2361 - 0.5831 
ZO + 1/z l; + 0.4920 + 0.5476 + 0.5957 + 0.6364 + o.6696 

X 0 + '/z!; o.48o8n o.5027n o.518on o.5274n o.5315n 
!; 0.9542 0.3010 0.3010 1.3010 r.8o62 

yo+'/z'f} 9.9051 9.6645 9.0558 9·3731 n 9.7657n 
'fJ 2.5465 !.5798 !.5563 2.4997 2.9263 

zo+ '/z z; 9.6920 9·7385 9·7750 9.8037 9.8258 
z; r.8692n 0.9031 n o.9031n 1.8513 n 2.2833 n 

(XO+'/z/;)1; 1.4350n o.8037n o.819on r.8284n 2.3377n 
(yo+'/zrJ)'f} 2.4516 1.2443 0.6121 1.8728 n 2.692on 
(zü+ '/z l;) l; 1.5612 n o.6416n o.6781 n r.655on 2.1091 n 
(x0 + '/z/;)!; - 27.23 - 6.36 - 6.59 - 67·36 -217.60 
(yo + '/z 'f}) 'fJ +282.90 + 17·55 + 4·09 - 74·61 -492.00 
(z0 + '/z l;) l; - 36.41 - 4·38 - 4·76 - 45·19 - !28.57 

17{ + 219.26 + 6.81 - 7.26 -187.16 -838.17 
2.3409 0.8331 o.86o9n 2.2722n 2.9233n 

roz 1.0019 1.0270 1.0504 1.0720 1.0917 

q 1.3390 9.8061 9.8105 n 1.2002n r.8316n 
f 0.4771 0.4771 0.4771 0.4771 0 ·4771 

fq 1.8161 0.2832 0.2876n 1.6773n 2.3o87n 
X o.48o8n o.5027n o.518on o.5274n o.5315n 
y 9.9051 9.6645 9·0558 9.3731 n 9.7654n 
z 9.6920 9·7385 9·7750 9.8037 9.8258 

fqx 2.2969n o.7859n o.8o56 2.2047 2.8402 
Add. 0.0193 0.1230 9.8370 9·9421 9·9579 

-!; o.9542n 0.3010n 0.3010n 1.3010n r.8o62n 
fqx-!; 2.3162 n o.9089n 0.6426 2.1468 2.7981 

fqy !.7212 9·9477 9.3434n 1.0504 2.0741 
Add. 9·9297 9·9897 0.0027 9·9843 9·9342 

-1') 2.5465n 1.5798n 1.5563 n 2.4997n 2.9263n 
fqy-1') 2.4762n r.5695n 1.5590n 2.484on 2.86o5n 

fqz 1.5081 0.0217 o.o626n 1.481on 2.1345n 
Add. 0.1570 0.0536 9·9323 0.1290 9.6II3 
-l; 1.8692 0.9031 0.9031 1.8513 2.2833 

jgz-l; 2.0262 0.9567 0.8354 1.6100 !.7458 

wz kZ: ro 3 8.1725 8.1348 8.0997 8.0673 8.0377 

n{ o.4887n 9.0437n 8.7423 0.2141 0.8358 
o.6487n 9.7043n 9.6587n 2.6981n o.8982n 
0.1987 9.0915 8.9351 9·6773 9·7835 

II - 3.08 - O.II + 0.06 + 1.64. + 6.85 
I - 5·51 + 8.61 + 18.o6 + 24.21 + 27·99 

F (a+nw) - 8.59 + 8.50 + 18.12 + 25.85 + 34·84 
II - 4·45 - o.51 - 0.46 - 3·56 - 7·91 
I +348·44 + 312.23 +280.47 + 253·41 +230·59 

F (a+nw) +343·99 + 311.72 + 280.01 +249·85 + 222.68 
II + I. 58 + 0.12 + o.o9 + 0-48 + o.61 
I - 68.02 - 66.17 - 63.05 - 59·34 - 55·41 

F (a+nw) - 66-44 - 66.05 - 62.96 - 58.86 - 54·80 

(VIII) 
(IX) 
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Verbessertes In tegra tionsta blea u. 

Arg. Ilp IF F FI FII FIII FIV 107 a 

a-2w + 9.66 8.88 - 8.59 + 17.09 + 9 -a-w + 0.78 + 8.50 -7-47 + 2 - 0.38 + 9.62 +5·58 a + 0.40 + 18.12 - I.89 -2.43 + 2 
a+w + 18.14 + 17-74 

+ 25.85 + 7-73 + I.26 +3.15 
+ 20 

a+2w + 6I.73 + 43·59 
+ 34·84 + 8.99 

+ 65 

a-2w +322.06 +343-99 +351 
a-w + 11.66 -310-40 

+ 311.72 
-32.27 

+o.56 + ~~(X) a + 12.98 + 1.32 +280.01 -31.71 
+r.55 +o·99 +0.45 + 

a+w +294-31 
+28I.33 

+249·85 
-30.16 

+2.99 +1.44 
+315 

a+2w +825-49 
+ 531.18 +222.68 -27.17 

+844 

a-2w 68.56 
+ 65.92 66.44 

+ 
74 

a-w 2.64 66.05 0.39 
+2-70 8 

a 2-77 
0.13 62.96 + 3-09 + 1.01 - I.69 

+o.64 8 - 63.09 + 4.10 - I.05 a+w 65.86 
- 121.95 

58.86 
+ 4.06 

-0.04 71 
a+2w -187.81 54-80 -192 

Da die Störungswerte a (in Einheiten der 7· Dezimale) im provi
sorischen und verbesserten Integrationstableau genügend überein- . 
stimmen, so kann der Beginn der Rechnung als abgeschlossen betrachtet 
werden, und die Fortsetzung der Rechnung für das Argument a + 3 w 
usw. erfolgen. 

Die Umwandlung der ekliptikalen in äquatoriale Störungswerte 
nach (XI) liefert die Werte 

Arg. ~, 

a-2w + 
a-w + 

a + 

9 
2 
2 

rl C' 
+ 351 + 72 
+ 38 + 8 
+ 36 + 7 

a + w + 20 + 317 + 6o 
a + 2 w + 65 + 851 + 160. 

Bringt man diese an die (mit den Elementen auf S. rzr) in 7stelliger 
Rechnung ermittelten ungestörten äquatorialen heliozentrischen Koordi
naten x0 ', y 0 ', z0 ' an, so erhält man die gestörten Koordinaten. 

zo. Abschnitt. 

Die Integration der Störungen in den elliptischen 
Elementen. 

Nach der Auffassung der auf LAGRANGE zurückgehenden Methode 
der Variation der Elemente bewegt sich der gestörte Körper nach dem 
Newtonsehen Gesetz unter dem Einfluß der störenden Planeten in 
einem Kegelschnitt, der sich in jedem Moment ändert. Dieser veränder
liche Kegelschnitt berührt die wirkliche Bahnkurve in jedem Punkte, 
und in jedem dieser Berührungspunkte oskulieren die beiden Kurven. 
Die Störungen sind hier die Unterschiede zwischen den oskulierenden 
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Ausgangselementen und den in irgendeinem Moment oskulierenden 
Elementen. 

Die störenden Kräfte sind kontinuierlich wirkende, die Bewegung 
beschleunigende Kräfte. Bezeichnet man eine Beschleunigungskraft mit 

g, so ist g = :; , wenn c eine Geschwindigkeit darstellt. Für den Zu

wachs der Geschwindigkeit dc ergibt sich so der Ausdruck dc=gdt. 
Daraus erkennt man, daß, wenn man zunächst den Einfluß eines mo
mentanen Impulses,. der eine Geschwindigkeit erzeugt, untersucht, 
sich die Untersuchung des Einflusses einer kontinuierlich wirkenden 
Kraft vereinfachen läßt. An dem allgemeinen Charakter der durch die 
Impulse beeinflußten Bewegung gegenüber der durch die kontinuierlich 
wirkenden störenden Kräfte beeinflußten Bewegung wird nichts ge
ändert, wenn die Impulse sehr· klein und die Intervalle zwischen ihnen 
immer kürzer werden. Im Grenzfalle gehen die einzelnen Impulse in 
eine stetig sich ändernde störende Kraft und die Bahnkurve selbst in 
einen stetig sich ändernden Kegelschnitt über. 

Wie schon erwähnt, ist die Methode der Variation der Elemente für 
genäherte Rechnung besonders geeignet. In den Formelsystemen für 
genaue und genäherte Rechnung besteht kein nennenswerter Unter
schied, so daß es genügt, wenn für letztere nur die Formelzusammen
stellung gegeben wird. 

§ 88. Die Differentialgleichungen der Störungen. 
Die Störungen in den Elemente11 sind dadurch zu bestimmen, daß 

man durch Variation der 6 Ausgangselemente für irgend einen Moment 
Ort und Geschwindigkeit des gestörten Körpers darstellt. Bevor die 
Variationsgleichungen im ekliptikalen System für die einzelnen Ele
mente aufgestellt werden, sollen Beziehungen zwischen Radiusvektor, 
Länge in der Bahn, den Geschwindigkeiten dieser Größen und den Ele
menten abgeleitet werden. 

a) Beziehungen zwischen Radiusvektor, Länge in der Bahn, deren 
Geschwindigkeiten und den Elementen. Es mögen die Elemente 
M 0 , w, ~, i, q;, p,, a die übliche Bedeutung haben. lb sei die Länge des 
gestörten Körpers in der Bahn, n = ~ + w seine Perihellänge, beide 
Längen gezählt vom Frühlingspunkte Y' aus, r der Radiusvektor. 

~:, ~: seien die Geschwindigkeiten, mit de!J.en sich lb und r ändern. 

Zwischen der wahren Anomalie v, der Länge lb und der Perihellänge n 
besteht die Beziehung v = lb - n. 

Zur Vereinfachung seien im folgenden die sin bzw. tg der unendlich 
kleinen Winkeldifferentiale gleich den Bögen, die cos dieser Größen 
gleich der Einheit und sodann 

Stracke, Bahnbestimmung. 

- e cos (lb- n) = x 
+ e sin (h - n) = y 

(I) 

r8 
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gesetzt. Beachtet man dies, so läßt sich die Polargleichung der Ellipse 
schreiben 

.P_ = I + e COS (lb - :n) = I - X • 
r 

Ihre Differentiation ergibt 
p dr . dlb dlb 

;,_-fit = e sm (h - :n) fit = Y fit · 

Nach Gl. {I. 28) ist 

(2) 

(3) 

(4) 

wenn, wie es hier geschehen kann, die Masse m des gestörten Körpers 
gleich Null gesetzt wird. Damit wird aus Gl. (3) 

dr k y 

dt fp' (5) 

Nun sei noch a durch die Geschwindigkeiten und r ausgedrückt. 
Für das Quadrat der Geschwindigkeit V hat man nach Gl. (r. 17) 
und (r. 20) 

v• = k:.P + (~;r (6) 

Nach Gl. (r. 59) ist 
r z v• 
r; =-;-- "k•, (7) 

und damit 

~-=: -k~[rz(~1:)"+(~;)"]. (8) 

Hierin ist dr die Geschwindigkeit in der Richtung des Radiusvektors, 
dt 

dl 
r d; die zu dieser senkrechte Geschwindigkeit in der Bahnebene. 

Aus Gl. (7) folgt, daß a nur von der Größe der Geschwindigkeit V, 
nicht aber von deren Richtung in der Bahnebene abhängt. Eine senk
recht zur Bahnebene wirkende unendlich kleine Kraft wird also die 
Größe von a nicht ändern. Sie braucht mithin im folgenden bei der Be
stimmung der Elementenänderung da nicht berücksichtigt zu werden. 

b) Einwirkung eines momentanen Impulses auf die Elemente. 
(X) Impuls in der Bahnebene. Erhält der gestörte Körpereinen un

endlich kleinen Impuls in einer beliebigen in seiner Bahnebene gelegenen 
Richtung (positiv genommen im Sinne wachsender Längen), so gehen die 

Geschwindigkeiten dlb und, dr über in dlb + d (dlb) und dr + d (dr). 
dt dt dt dt dt dt 

Der Körper bewegt sich dann zwar in der bisherigen Bahnebene, aber 
in einer durch diese Größen und lb und r bestimmten geänderten Bahn. 
Um die durch den Impuls hervorgerufenen Änderungen der die Bahn 
charakterisierenden Elemente kennen zu lernen, differenziert man die 
obigen Gleichungen. 
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Die Differentiation von GI. (4) ergibt 

k ( dlb) -= d p = 2 rz d -- , 
lP dt 

die von GI. (2), (5), (8) 

dx =- _dt_ 
r 

( dr) k , k 
d -dt = -=dY- 2-=YdP 

lP lP3 

k 2 .~~!. = 2 dlb d (dlb) + dr d (dr) 
a 2 2 r dt dt 2 dt dt · 
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(g) 

Setzt man in diesen Gleichungen für d p, ~~, :; die Ausdrücke nach den 

GI. (9), (4), (5) ein, so erhält man 

k ( d lb) fpdx =- 2 rd -;;:t -k_a = a (!-.!__) + .2a (~) lP y dt p dt 

Da ferner 

und tg (lb- n) = _1:'_ 
X 

ist, so wird 
ede = xdx + ydy 

ezdn = xdy- ydx. 

(ro) 

(rr) 

(r2) 

(r3) 

ß) Impuls senkrecht zur Bahnebene. Erhält der Körper einen 
unendlich kleinen Impuls in einer zur Bahnebene senkrechten Richtung 
(positiv genommen, wenn er nach dem nördlichen Pol der Bahn gerichtet 
ist), so erlangt er eine unendlich kleine Geschwindigkeit senkrecht zur 
Bahnebene, die mit dw bezeichnet sei. Durch Kombination dieser mit der 

früheren senkrecht zum Radius gerichteten Geschwindigkeit r dlb ent-
dt 

steht eine neue Geschwindigkeit, die mit der früheren den Winkel 

dw:r dlb bildet. DieserWinkel seimit 
dt 

da bezeichnet. Durch den Impuls wird 
die Bahnebene um den Radiusvektor 
als Achse um den Winkel da ge
dreht, während die Geschwindigkeiten 

_dr und r dlb und daher auch die Be-
dt dt 
wegung in der Bahnebene ungeändert 
bleiben. · 

In Abb. rg sei P der heliozentri- Abb. 19. 

sehe Ort des Körpers, Q, der aufstei-
gende Knoten, (Q, + dQ,) derjenige nach dem Einsetzen des Impulses. 
Dann ist <9:: Q, P (Q, + d'IJ,) =da, P Q, = lb - Q,. Bezeichnet man die 
Änderung der Knotenlänge und der Neigung infolge des Impulses mit 

18* 
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d~ bzw. di, so daß ~ (~ + d.Q,) =d~, P (~ + d~)~ =I8o- (i+di) 
ist, so ist in dem sphärischen Dreieck P (~ + d.Q) ~ 

oder 

cos (i + di) = cosdacosi- sindasini ccs (lb- 61.) 
sind~ sin (i + di) = sin (lb- .Q) sinda 

di = cos (lb - .Q) da 

d 61. = sin (h- .Q) cosec i da. 
(q) 

Mit der Änderung der Bahnlage erfolgt auch eine Änderung der Längen. 
Die Länge lb ='V'~+~P geht über in die geänderte Länge lb +dlb 

='V' (.Q, + d.Q,) + (.Q, + d.Q,) P, so daß 

dh = 'V' (.Q, + d.Q,) -'V' .Q, - (.&6 P - (~ + d.Q) P). 

Fällt man von (.Q,+d.&b) das Lot auf die Länge, so ist .Q, R = cos id.Q, also 

d h = d ~ - cos i d ~ = tg f i sin i d .Q, (IS) 

der Betrag, um den die Länge in der Bahn und natürlich auch die 
Perihellänge zu ändern ist. 

c) Einwirkung einer kontinuierlichen störenden Kraft auf die Ele
mente. Die störende Kraft sei in 3 Komponenten zerlegt, von denen 
die eine in der Richtung des Radiusvektors, die zweite senkrecht zu 
dieser in der Bahnebene und die dritte senkrecht zu den beiden ersten 
Richtungen wirkt. Diese Komponenten der störenden Kraft, deren 
Zählsinn oben festgelegt wurde, seien mit S,, T,, W, bezeichnet. 

Die Geschwindigkeiten in den 3 Richtungen setzen sich dann zu-

sammen aus den früheren:;, r ~~:, o und den Inkrementen S, dt, T, dt, 

W,dt, so daß sie lauten 
dr dlb 
a:t+S,dt, rdt+ T,dt W,dt. 

Der Körper bewegt sich also jetzt in einem Kegelschnitt, der durch 

dr dlb T, 
T, lb, dt + SI d t, dt + r d t 

bestimmt ist, und dessen Ebene mit der früheren den Winkel 

da= !:_'Ii_!_ = W,dt 
dlb dlb 

rdt r dt 
bildet. 

Die Ausdrücke für die Größen d x, d y, da, d i, d ~ erhält man, wenn 
man in den GI. (m) und (I4) für 

d(~;) d(~1:) da 

T, dt 
r 

W,dt r 
-- = ---== W,dt 
rdl~ kfP 

dt 
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setzt. Führt man noch die Bezeichnungen 

1 _Sr =(Sr) 1
_ Tr = (Tr) -~= Wr = (Wr) (16) 

k"fP kfp kYP 

ein, so wird dx = _ 2 p (Tr)dt 

dy =P (Sr)dt + ry (Tr)dt 

da= 2a 2 y (Sr)dt + 2a 2 l- (Tr)dt (17) 
r 

di = r cos (lb - .Q) (Wr) dt 
d .Q = r sin (lb- Sb) cosec i (Wr) dt. 

Setzt man die Ausdrücke für dx und dy in die GI. (12) und (13) ein, 
beachtet den aus GI. (15) folgenden Anteil der Änderung in n, so ergibt 
sich für dieÄnderungende und dn 

de = _p__ y (Sr) d t + __:__ (r Y2 - 2 p x) (Tr) d t e e 

dn = ~-x (Sr) dt + ~ (r x + 2p) y (Tr) dt + sini tg~i d.Q,. e e 

(18) 

Es wird unten noch die Gleichung für die Änderung dtJ gebraucht. 
Wegen GI. (r. 31) 

fJ = ~ wird dtJ =-~da, 
a l a 2 a2 y a 

also 
dtJ = - 3!:_y (Sr) dt- 3}:_ t_ (Tr) dt. 

ta la r 

Die obigen Gleichungen für die Elementenänderungen lassen sich noch 
vereinfachen. Es ist lb- n = v, lb- Sb= u (siehe Abb. rg), sodann nach 
den Gl. (1), (2), (r. 26), (r. 27) 

y = esinv x =- ecosv (19) 

_I_ (r Y 2 - 2 p x) = _p_ (_p__ - _!__) = p (cos E + cos v) e e r a 

rx+2P=P+r. 

Führt man diese Ausdrücke und den Exzentrizitätswinkel cp statt der 
Exzentrizität e ein, so erhält man für die Änderungen der Elemente, die 
den durch die Kraftkomponenten Sr, Tr, Wr hervorgerufenen Störungen 
entsprechen, die Gleichungen 

da= 2 a 2 sinq; sinv (Sr) dt + 2 a 2 _p__ (Tr) dt 
r 

dtJ = - 3 ~ sinq; sin v (Sr) dt- -3! p (Tr) dt 
Y a la r 

dcp = a coscp sin v (Sr) dt + a coscp (cos E + cos v) (Tr) dt (20) 
dn = - p cosec cp cos v (Sr) d t + cosec cp (p + r) sin v (Tr) dt 

+rsinutg~i (Wr)dt 
di = r cos u (Wr) dt 

dSI, = r sin u coseci (Wr) dt. 
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Es fehlt noch die Gleichung für die Änderung der mittleren Anomalie 
M. Bezeichnet man die zur festen Epoche to gehörige mittlere Anomalie 
wieder mit Mo, die mittlere Bewegung mit f-l• so ist die mittlere Ano
malie M für eine beliebige Epoche t gegeben durch GI. (r. 39) 

M =Mo +f-l.(t-to). 
Unter dem Einfluß der Störungen ist f-l bis zur Epoche t=to +dt auf 
den Betrag f-l + df-l angewachsen. Während der Zeit dt variiert also die 
mittlere Anomalie M abgesehen von ihrem durch Störungen unbeein
flußten Zuwachs f-tdt einmal um den Betrag dM0 , sodann noch um den 
Betrag df-l dt. Bezeichnet man diesen mit dM,u, so ist die vollständige 
Änderung von M gegeben durch 

dM=dMo +dM". 

Die Variation setzt sich also aus zwei ganz verschiedenen Teilen zu
sammen. Der erste ist der von dem Fortschreiten von f-l unabhängige 
Teil dM0 , dessen Wert durch einfache Integration erhalten wird. Der 
Ausdruck für dMo ergibt sich in folgender Weise. 

Man hat zu unterscheiden zwischen der zeitlichen Änderung der 
Größen und ihrer durch Variation bedingten Änderung. Differenziert 
man die GI. (r. 39) und (r. 32) und eliminiert dE, so wird 

r 
dMo = ctgvctgcpcoscpdcp- - 2 ctgcpcosecvda. 

a 

Setzt man hierin für dcp und da die Ausdrücke aus GI. (zo) ein, so wird 

dMo =- (zr coscp- p ctgcpcosv) (Sx) dt- ctgcp (p + r) sinv (Tx) dt. (zr) 

Der zweite Teil ist die Änderung dM", die hervorgerufen wird durch 
die Änderung des variablen Elementes f-l, das selbst Funktion der Zeit 
ist, und dessen Wert durch Integration der zweiten der GI. (zo) ge
wonnen wird. Zur Bestimmung des Wertes der Änderung dM" ist also 
eine doppelte Integration auszuführen. 

Die auseinandergesetzte Methode der Berechnung der Störungen in 
den Elementen setzt die Kenntnis der störenden Kräfte voraus, die in 
den festgelegten Richtungen wirken. Die Gleichungen zur Bestimmung 
der Komponenten der störenden Kräfte sollen zunächst aufgestellt 
werden. 

§ 89. Die Bestimmung der Komponenten der störenden Kräfte. 
In den allgemeinen Bewegungsgleichungen der gestörten Koordi

naten in der Form der GI. (r8. r) treten auf den rechten Seiten die mit 
Ri1• (s' = x', y', z') bezeichneten Komponenten der störenden Kräfte 
auf. Entsprechend den gemachten Voraussetzungen sei die Orientierung 
eines Koordinatensystems ~, r;, 1; folgendermaßen vorgenommen. In 
den Nullpunkt sei der Sonnenmittelpunkt gelegt. Die positive ~-Achse 
falle mit dem Radiusvektor des gestörten Körpers, die ~r;-Ebene mit 
seiner Bahnebene zusammen, wobei die r;- und ?;-Koordinaten in der 
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erwähnten Weise gezählt werden. Die Winkelentfernung des Radius
vektors oder die der e-Achse von der Knotenlinie ist das Argument der 
Breite u. Die Koordinaten des gestörten Körpers im neuen System 
werden dann e = r, 'YJ = o, C = o ; die des störenden Körpers seien mit 
er. 'Yjr. Cr. die Komponenten der störenden Kräfte längs den 3 Achsen 
wieder mit Sr, Tr, Wr bezeichnet. 

Die Gleichungen für die ,Komponenten lassen sich dann in der Form 
schreiben 

Sr= k• mr (\~'L1-; r- !;) = k• mr (~3 - : 3 ) er- k• mr ; 3 
I I I I 1 

Tr = k• mr (!!.:__- !!~) = k• mr (_!___ __:_ _!__) 'Yjr (22) 
L1~ r~ L1 ~ r~ 

Wr = k• mr (li. - _0_) = k• mr (_!___- ~-) Cr. 
L1~ ~ L1~ ~ 

Die Bestimmung der Koordinaten er. 'Yjr. Cr kann in folgender Weise er
folgen. Das B. J. gibt die Werte der auf die Ekliptik und den Frühlings
punkt als Anfangspunkt der Zählung bezogenen heliozentrischen Länge 
lr sowie die heliozentrische Breite br und den Radiusvektor rr. Nennt 
man Lr -u und Br die Polarkoordination des störenden Planeten im 
Systeme. 'YJ, C. so wird E 

er =rr cos Br cos (Lr -u) 
'Yjr =rr cos Br sin (Lr -u) 

Cr =rr sin Br. 
(23) 

Lr und Br hängen mit lr und br durch fol
gende Gleichungen zusammen, die sich aus 
dem Dreieck zwischen dem störenden 
Körper Pr, dem Pol der Bahnebene B und 
dem Pol der Ekliptik E ergeben (siehe Ab
bildung 20) 

cosBr cosLr = cos (lr- .Q) cosbr 

8 

Abb. zo. 

cosBrsinLr = sinisinbr + cosicosbrsin(lr- .Q) (24) 
sin Br = cos i sin br - sin i cos br sin (lr - .Q) . 

Da 
L1~ = (er- r)• + 'YJ~ + c: 

ist, so erhält man die Entfernung aus den Gleichungen 

L1r cos 1Jr cos@r = rr cosBr cos (Lr- u) - r 

L1r cos 1Jr sin 8r = rr cos Br sin (Lr - u) (25) 

L1r sin 1Jr = rr sin Br. 

In den obigen Gleichungen ist nur die Einwirkung eines störenden 
Planeten berücksichtigt. Zieht man mehrere in Betracht, so werden die 
Gesamtkomponenten 

(26) 
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In GI. (r6) waren die Größen 

(Sr)=- I_ Sr 
kfp 

I 
(Tr) = --Tr 

kfp (Wr) =~Wr 
kfP 

eingeführt. Diese seien mit dem Intervall w multipliziert, um nach dem 
Integrationsprozeß der Multiplikation mit w enthoben zu sein. Ferner 
sei in ihnen k in Bogensekunden angesetzt, um die Störungsbeträge 
sofort in Sekunden zu erhalten. Führt man in GI. (22) den Ausdruck 

- wk"mi(I I) Kr------
fp LI~ r~ 

ein, so nehmen die Ausdrücke für die Komponenten die Form an 
,, wk"m1 r 

wcosec I ·(Sr) =Kr~~----
f p LI~ 

w cosec r" · (Tr) = Kr 'Y}r 
w cosec r" · (Wr)= Kr Cr. 

Diese Ausdrücke seien im folgenden mit Sr, Tr, Wr bezeichnet. 

§ 90. Die Integration der Störungsgleichung.en. 

(27) 

(28) 

a) Einführung der Sr, Tr, Wr in GI. (20) und (21). Führt man die 
erhaltenen Ausdrücke für die Komponenten der störenden Kräfte in die 

GI. (20) und (2r) ein, setzt zur Abkürzung w d~ =~Mo, ... , so erhält 

man die Störungsgleichungen in der Form, in der sie der numerischen 
Integration unterworfen werden sollen: 

~Mo= - (2 costp r - P ctg tp cosv) Sr- ctgtp (p + r) sin v Tr 
.\l 3kW . . s 3kW p T 

Wuf.t=- --=-SlntpSlnV I--=-- 1 
fa fa r 

~ :n; = - p cosectp cosv Sr+ cosectp (P + r) sin v·Tr 
+ r sin u tg ~ i W r 

~-Al,= r sin u coseci Wr 
M= rcosuWr 

~IP = acostpsinvS1 + acostp (cosE + cosv) Tr. 

Bei kleinen Exzentrizitäten, wie sie bei den Bahnen der kleinen Pla
neten häufig sind, wird ~Mo wegen des Faktors ctgtp sehr groß. Es ist 
dann ratsam, nicht die Störung ~Mo, sondern die Störung ~Lo der 
mittleren Länge Lo zu berechnen. Da L 0 =Mo +n ist, so ergibt sich 

~Lo = - 2 costprSr- ptg~tpcosv Sr+ tg~tp (P + r) sinv Tr 
+ r sinutg~i Wr. (30) 

()Lo ist demnach von dem erwähnten Nachteil befreit. Wegen des Faktors 
cosec tp besteht der gleiche Mangel bei der Störung ~:n;. Auch hier be
wirkt das Auftreten dieses Faktors bei nahe kreisförmigen Bahnen ein 
so starkes Anwachsen der Störungsbeträge, daß die Kontrolle durch 
Differenzenprüfung unsicher oder gar unmöglich wird. Der gleiche 
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Nachteil trifft die Störung ß,Q, bei sehr kleinen Neigungen wegen des 
Faktors cosec i. 

Die Schwierigkeiten bei dem Auftreten kleiner Exzentrizitäten be
heben TIETJEN und NEUGEBAUER, indem sie statt der Störung ßn die 
Störungen in den neuen Elementen 

(e sin w) und (e cos w) 
berechnen. 

b) Die Ausführung der Integration. Die Ermittlung der Störungs
beträge LI M 0 , LI n, LI c9,, LI i, Ll<p durch numerische Integration der 
Störungen ßMo, ßn, ß,Q,, ßi, ß<p hat keine Schwierigkeiten. Sie werden 
durch einfache Integration erhalten. Besonderer Erwähnung bedarf 
aber die Ermittlung der Störungen in der mittleren Bewegung f-l und 
der mittleren Anomalie M (bzw. L) für die Epoche t. In der Störungs-

gleichung für f-l wurde wz ~~ =W<5f-t gegeben, da hier eine doppelte 

Integration auszuführen ist, die den zweiten Teil der Störung LI M 
liefert. Man vereinigt diesen zweiten Teil LI M.u zweckmäßig nicht mit 
dem ersten Teil LIMo, um zur Kenntnis der vollständigen Störung LIM 
zu gelangen, sondern man verfährt besser so, daß man zunächst die ein
fache Integration von ßMo vornimmt und nachträglich nach der Inte
gration zu LI Mo das aus der doppelten Integration in f-l folgmde Doppel
integral LI M,u hinzufügt. 

Bei der Integration wird man natürlich die Anfangskonstanten der 
einfachen Integrale wie die des doppelten Integrals so zu bestimmen 
haben, daß die Integrale für die Oskulationsepoche verschwinden. 

Die Oskulationsepoche sei auf das Argument a -~w gelegt. Für die 
4 diese Epoche symmetrisch einschließenden Argumente a - 2 w, a - w, 
a, a + w berechn~t man zunächst nach den Gl. (29), (30) die Störungs
werte 

ßLo, wßf-l, ßn, ß,Q,, ßi, ß<p=F(a+nw) (3I) 
(n = - 2, -I, 0, +I) 

mit den ungestörten Elementen. Es entstehen auf diese Weise zwar 
Fehler 2. Ordnung in bezug auf die störende Masse. In der Umgebung 
der Oskulationsepoche können diese aber als verschwindend betrachtet 
werden. 

Mit den provisorischen Werten der Störungsbeträge für die 4 Argu
mente bildet man nun für jedes der 6 Elemente die erste summierte 
Reihe und bestimmt die Anfangskonstanten nach 

I F (a - ~ w) = - ..!_ F I (a - ~ w) + ___2]_ F III (a - ~ w) (32) 
2 24 2 5760 2 .• 

Für das Element f-l hat man eine doppelte Integration auszuführen, 
wobei man die Anfangskonstante für die Bildung der zweiten summierten 
Reihe nach 

up (a) = + hF (a- w)- s;:ö [2FII (a- w) + prr (a)] (33) 
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bildet. Für die 4 Daten stellt man nun die Integrationstableaus auf und 
berechnet die einfachen Integrale LILo, ... =l(a+nw) und das doppelte 
Integral LI L,. = g (a + nw) mit genügender Genauigkeit nach 

I (a + n w) = I F (a + n w) - /. F I ( a + n w) 

g\a + nw) = IIF(a + nw) + 1~F (a + nw). 
(34) 

Die so erhaltenen StörungenLILo, Ll,u, ... legt man zu den ungestörten 
Elementen Lo, ,u, ... hinzu, wobei zu beachten ist, daß man für die 
Störung in ,u den w-fachen Betrag erhält und 

L = Lo + ,u (t- to) + LILo + LIL,_,, (35) 

ist. Der aus dem Summationstableau entnommene Wert von wLI,u kann 
zur Berechnung der Störung in lg a benutzt werden. Durch Differentia
tion der GI. (r. 31) erhält man · 

dlga = - ~ wd,u Mod. 
w,u 

In dieser Weise gewinnt man die gestörten Elemente, mit denen nun 
erforderlichenfalls die Rechnung bei Benutzung der GI. (37) statt der 
GI. (34) zu wiederholen ist, bis das Integrationstableau steht. 

Dann kann die Fortsetzung der Rechnung erfolgen, wobei man aus 
den Werten des Tableaus die für das Intervall a+nw geltenden Stö
rungswerte nach 

I (a+nw) = Ip (a+nw)- ,'.F(a+nw) + /.Iopiii (a +nw) ..• 
g(a + nw) = II F (a +nw) + -f.F (a +nw)- .~oFII (a + nw)... (37) 

bildet. Ein Näherungsverfahren dürfte hier kaum notwendig sein, da 
bei einigermaßen passender Wahl des Intervalles eine sichere Extra
polation des Einflusses der höheren Glieder stets gelingt. 

Bei der Bildung der Werte F (a + nw) für die einzelnen Momente 
kann man verschiedene Wege gehen. 

Einmal kann man, wie bei Beginn der Rechnung, die Störungen 
stets mit den ungestörten Elementen berechnen, wobei man also Fehler 
2. Ordnung in bezug auf die störende Masse begeht. In diesem Falle 
bleiben gewisse Größen konstant, und man kann die ganze Rechnung 
ephemeridenartig führen. Damit die Fehler in den Störungen irrfolge 
der Vernachlässigungen nicht zu stark anwachsen, ist es ratsam, wenig
stens in größeren Zeitabständen, etwa alle Jahre, die aufsummierten 
Störungen zu berücksichtigen, also einen Wechsel der Elemente vor
zunehmen. Ein öfterer Wechsel der Elemente empfiehlt sich in der hone 
größerer Annäherung an den störenden Planeten, da hier der Fehler 
2. Ordnung sich besonders stark auswirkt. Jeder Wechsel hat einen 
mehr oder weniger starken Sprung in den Differenzen im Gefolge, der 
für die Kontrolle der Rechnung durch Differenzenprüfung höchst uner
wünscht ist. 



zo. Die Integration der Störungen in den elliptischen Elemente. 283 

Der 2. korrekte Weg ist der, daß man die Störungen von Intervall 
zu Intervall anbringt. In diesem Falle muß man aber die Rechnung 
für jedes einzelne Argument zu Ende führen, ehe man die für das nächste 
Argument beginnt. Dementsprechend muß auch die Integration stufen
weise ausgeführt werden. Dieser Weg ist korrekt, aber recht lästig. 

Der 3· Weg vermeidet beide Schwierigkeiten, ohne daß erhöhter 
Arbeitsaufwand nötig wäre. Man berechnet zunächst nur für den ein
flußreichsten der störenden Planeten (fast ausnahmslos Jupiter) ge
näherte Werte der Störungen in großem Intervalle. Dieser Rechnung 
entnimmt man für jedes der Argumente der genauen Rechnung die 
Störungen und bildet damit gestörte Elemente. (Zur Berechnung ge
nauer Störungen ist die Kenntnis genäherter Elemente ausreichend.) 
Dann läßt sich auch die genaue Rechnung für größere Zeiträume durch
weg ephemeridenartig ausführen. Der für die genäherte Rechnung er
forderliche Arbeitsaufwand wird durch die bequemere und raschere Aus
führung der genauen Rechnung voll ausgeglichen. Zudem gewährt die 
genäherte Rechnung einen Überblick über Größe und Verlauf der 
Störungswerte, der für die geeignete Wahl des Intervalles der 2. Rech
nung sehr erwünscht ist. Endlich gewährt die Doppelrechnung eine sehr 
gute Kontrolle. 

Sind genäherte Störungen für sehr große Zeiträume (mehrere Um
läufe des gestörten Körpers) zu berechnen, so empfiehlt sich einem Vor
schlag von ÜPPOLZER zufolge die Tabulierung der Koeffizienten der 
Störungsgleichungen mit der exzentrischen Anomalie als unabhängigen 
Variabeln. 

Als Normalintervall kann bei Berücksichtigung von Jupiter und 
Saturn als störenden Planeten das 40tägige Intervall empfohlen werden. 
Bei den kleinen Planeten kommen andere störende Planeten als die ge
nannten nur selten in Betracht. Auch bei den Kometen sind sie die meist 
in Frage kommenden störenden Planeten. 

§ 91. Formelzusammenstellung für genaue Rechnung. 
Die Größe des Intervalles richtet sich nach der Stellenzahl der Rech

nung, der Entfernung von der Sonne sowie der Entfernung und Masse 
des störenden Planeten von dem gestörten Objekt. Normalintervall 
40 Tage bei sstelliger Berechnung der Störungsbeträge, wenn diese auf 
o':oor bei der einfachen, auf o':ooor bei der doppelten Integration an
gesetzt werden. Bei geringerer Genauigkeit genügt 4stellige Rechnung. 

Daten und Äquinoktien wählt man in Übereinstimmung mit den 
Angaben des B.]. bezüglich der heliozentrischen Koordinaten der 
störenden Planeten. (Siehe die Ausführungen auf S. 245.) 

oc) Beginn der Rechnung. Für die4 die Oskulationsepoche a- ~w 
einschließenden Argumente a -2w, a -w, a, a +w berechnet man zu
nächst mit den ungestörten Elementen 
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M = Mo + fl (t - to) 
E -esinE = M. 

(I) 

Werte für E aus der Tafel von AsTRAND, Näherungswerte aus Tafel 9· 

r sin v = a cos rp sin E 
rcosv = a (cosE- sinrp) 

p = a cosrp• = (!!::...)~ a " • p. 

(II) 

Bei 4stelliger Rechnung entnimmt man v -Mund lgrfa aus der Tafel 
von PETERS. 

cos Br cosLr = cos (lr - .Q) cos br 
cos Br sin Lr = sin i sin br + cos i cos br sin (lr - .Q) 
sin Br = cos i sin br - sin i cos br sin (lr - .Q) 

Llr cos {)r cos8r = Yr cos Br cos (Lr - u) - r = ~~ - r 

Llr cos ßr sin 8r = Yr cos Br sin (Lr - u) = Yjr 
Llr sin -Dr = Yr sin Bt = Cr 

Kr= w~~m, u~- ~f) 
wk"m, r 

Sr= Kr~~- -=--3 Tr =Kr 'Ylr Wr =Kr Cr. YP Ll, ., 

(III) 

(IV) 

Summation der Komponenten der störenden Kräfte für alle störenden 
Planeten. Sind nur Jupiter- und Saturnstörungen zu berücksichtigen, 
so ist es bequemer, erst die für jeden Planeten nach (V) berechneten 
Störungsausdrücke zu summieren. 

Konstanten für alle störenden Planeten siehe Anhang. 

~i = rcosu W1 

~.Q = r sinu coseci Wr 

W~fll 
3kw . . s I wdJ< ~ w dJ<, + w dJ<n 

=- -=-SlnrpSlnV 1 
fa 

W~flll 
' 3k W I 

= - ----=--P- Tr 
fa r 

~nr = - p cosecrp cosv Sr 

) dn ~ dn, + bnn + dnm ~'lf[[ = cosec rp (P + r) sin v Tr 
d'n[[[ = r sin u tg ~ i W r 

lJLoi = sinrptg~rplJn1 1 
tJLou = sinrp tgfg; lJnu 
~L S JtJLo=CJLoi + tJLou+ lJLom + tJLow u oiii =- zcosrpr r 

lJLo1v = sin i tg~ i (J.Q, 

tJrp1 = acosrpsinvSr l s ~ s 
J urp = urpi + urpu 

tJrpii = a cosrp (cosE + cos v) Tr 

(V) 
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Aus diesen F (a + nw) bildet man das provisorische Integrationstableau, 
wobei man die Anfangsglieder der beiden summierten Reihen nach 

1F(a- ~w) =- _!_pi (a- ~w) + 'Lprn (a- ~w) 
2 24 2 5760 2 

up (a) = + .'4 F (a- w) - 5 ;~o [2FII (a - w) + pii (a)] 
(VI) 

berechnet, summiert, die Störungsbeträge nach 

LILo, wLI,u, Lln, LI~L Lli, Lltp=f(a+nw) 
= 1F (a + nw)- -{2 F 1 (a + nw) + /.'0 FIII (a + nw) .. . 

LIL"' =IIF(a+nw)+}2F(a+nw)-.~ 0 Fll(a+nw) ... (VII) 
LI L = LI Lo + LI L," , LI M = LI L - LI n, LI w = LI n- LI .Q 

Lllg a = - ~ w L1 ,u Mod 
w,u 

bildet und zu den ungestörten Ausgangselementen hinzufügt. Gegebenen
falls wiederholt man die Rechnung, bis das Tableau steht. 

ß) Die Fortsetzung der Rechnung (mitdengestörtenElementen) 
geschieht nach denselben Formeln. Zu beachten ist, daß in der Formel 
zur Berechnung von M und L nach M = L - n und 

L=Lo'-t,u (t-to)+LIL (VIII) 

für ,u nicht etwa der gestörte, sondern der ungestörte Ausgangswert ein
zusetzen ist. Die Berechnung der von der Störungsrechnung unab
hängigen Größe Lo +,u (t -to) kann mithin ephemeridenartig vorweg 
erfolgen. 

Kontrolle der Zwischenresultate im Verlauf der Rechnung wie die 
der Störungsbeträge durch Differenzenprüfung. Zum Schutz gegen 
systematische Fehler empfiehlt sich die unabhängige Berechnung ein
zelner Orte (einschl. der Konstanten) in größerem Abstand. 

Bezüglich der Berücksichtigung der Störungen im Verlauf der Rech
nung siehe die Ausführungen auf S. 282. 

Nach Abschluß der Störungsrechnung ist es zweckmäßig, oskulierende 
Elemente für eine Epoche von der Form a + (n + ~) w abzuleiten. Das 
geschieht, indem man die nach 

LILo, wLI,u, Lln, LI.Q, Lli, Lltp= 1F(a+(n+~)w) 

+ .\ F 1 (a + (n + ~) w)- 5 ~~öpm (a + (n + ~) w) ... 

LIL,u = IIF(a + (n + ~) w)- .\F(a + (n + ~) w) (IX) 
+ ,~;oFII(a + (n + ~) w) ... 

LIL = LILo + LILf" LIM = LIL- Lln, Llw = Lln- LI.Q 

berechneten Störungen an die ungestörten Ausgangselemente anbringt. 

§ 92. Formelzusammenstellung für genäherte Rechnung. 
Normalintervall So Tage bei 3stelliger Berechnung der Störungs

beträge, wenn diese auf o?oor bei der einfachen, auf o?ooor bei der 
doppelten Summation angesetzt werden. Außerhalb der Zone größerer 
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Annäherung an den störenden Planeten Jupiter, d. h. etwa für 
6o 0 <LI -U<300°, genügt in den meisten Fällen das r6o-Tageintervall. 
In den Konstanten setzt man aber durchweg w = 8o an, und interpoliert 
die in r6o tägigem Intervall erhaltenen Störungsbeträge in die Mitte. 
Daten und Äquinoktien wählt man in Übereinstimmung mit den An
gaben desB. J. bezüglich der heliozentrischen Koordinaten von Jupiteri. 

Die gesamte Rechnung kann für einen größeren Zeitraum mit kon
stanten Ausgangselementen ohne Näherungsverfahren - auch bei Be
ginn der Rechnung - ausgeführt werden. 

M =Mo+ fl (t- to) 
1' 

v=M+(v-M) 1gr=1ga-+1ga (I) 

u=v+w=v+n-.Q, 

v -M und lg rfa werden der Tafel von PETERS oder STRACKE (in 
V. R. I. 44, S. 22) entnommen. 

cosBI cosLI = cos (li- .Q,) 

cos BI sin LI = sin i sin bi + cos i sin (li - .Q,) 

sin BI = cos i sin bi - sin i sin (li - .Q,) 

Llx cos {}I cosBx = ri cos Bx cos (Lx- u) - r = ~I - r 

Llx cos -DI sin Br = Yr cos BI sin (Lr - u) 

Lli sin {}x = ri sin Br 

= 'Y}I 

= Cr. 
Kontrolle durch Prüfung der Differenzen von L1 I und Lr - u. 

(II) 

Bei kleinen Neigungen (i < 8 °) kann man cos BI= r, also LI= li- .Q, 
setzen. 

(III) 

M = rcosuWI 
<5 .Q, = r sin u cosec i W I 

So c5 fti 3kW • • 5 = - ----=- sm p sm v I Ya 
3k W I 

= ---P-TI ya 1' (IV) So c5p,u 

=- pcosecq;cosvSI l.11 .ll + .ll 
. J un = un1 unu 

= cosecq; (p + r) smv Tr 

1 Der Nautical Almanac für 1915 gibt eine Jupiterephemeride für die Zeit 
von 1916 bis 1940 
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bLoi = sintptgftpbni 
bLau = sintptgftpbnn 
bLoni =- zcostprSr 

)6L,~M-o,+~L,u+~L,m 
(IV) 

. r b =b1+bu 
= acostpsinvSr ) 

=acostp[smtp+cosv(I+;)]Tr tp tp tp 

lg (3 k w) = 1.616 

Bei Benutzung der beiden angegebenen Konstanten erhält man die 
Störungsbeträge für die Elemente Lo, n, ~, i, tp in Einheiten des 
Tausendstel des Grades, für p, und L" in Einheiten des Zehntausendstel 
des Grades. 

Nach der Kontrolle durch Prüfung der Differenzen der Störungs
beträge erfolgt ihre Summation, wobei die Anfangsglieder der I. und 
2. summierten Reihen nach 

1F (a- f w) = - -2'4-F1 (a- f w) IIp (a) = + --.'--.tF (a- w) (V) 

gebildet werden. 

Die Entnahme der Störungen aus dem Summationstableau geschieht 
bei genäherter Rechnung genügend genau in folgender Weise. Für das 
gewünschte Datum, das zwischen den Argumenten a + nw und 
a+(n+f)w, bzw. zwischen diesem und a+(n+I)w liegen möge, ent
nimmt man die Störungsbeträge 8o L1p,, L1 L11 , L1 Lo, L1n, L1tp, L1 ~, L1 i 
unmittelbar oder durch lineare Interpolation den Werten der I. und 2. 

summierten Reihen für dasjenige der Argumente a+nw, a+ (n+f)w, 
bzw. a+ (n+ I)w, das dem gewünschten Datum am nächsten liegt. 

L1 M und L1 w bildet man dann nach 

L1M = L1Lo + L1L~,- L1n 

und bringt L1M, L1w, L1~, L1i, L1tp, L1p, an die Ausgangselemente an. 
Dabei ist zu beachten, daß in der Formel 

M =Mo+ p," (t- to) + L1M 
3600 

(VI) 

zur Bestimmung des gestörten Wertes von M für das gewünschte Datum 
für p, der ungestörte und nicht der gestörte Wert zu nehmen ist. Der 
aus dem Summationstableau entnommene Wert von 8oL1p, kann auch 
zur direkten Ermittlung der Störung in lg a benutzt werden. Man erhält 
den gestörten Wert von lg a, indem man 

A 1 13.03 8 A o 
LJ ga = - -"- o LJft 

f-l 

zu dem Ausgangswert von lg a hinzufügt. 

(VII) 
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Nach Ablauf eines größeren Zeitraums fügt man die summierten 
Störungen zu den Ausgangselementen hinzu, und führt, wiederum für 
einen größeren Zeitraum, die weitere Rechnung mit den so gewonnenen 
Elementen aus. Die Berücksichtigung der summierten Störungen 
empfiehlt sich namentlich vor Beginn der Berechnung der Störungen 
in der Annäherungszone an Jupiter ( -60° <L1 -u < +6o 0 ). 

§ 93· Beispiel. 

(Zur genäherten Rechnung.) 

Gegeben seien die Ausgangselemente von 931 Whittemora: 

Epoche t0 = 1920 Apr. 9.0 M. Z. Gr. (vgl. S. 121). 

Mo 83'?498 
(/! 14.196 
P, 631':106 

w j 307'?792 } Ekliptik 
~ II3. 157 Mittl. Äquin. 
~ I I. 285 1925.0 

lg a 0.49994 

Mit diesen Elementen sollen in 8otägigem Intervall genäherte Jupiter
störungen für die Zeit von 1920 Febr. 29.0 M. Z. Gr. bis 1928 Juni 26.0 
Weltzeit berechnet werden. (Das Intervall zwischen 1924 Dez. 24.0 
M. Z. Gr. und 1925 März 14.0 Weltzeit beträgt nur 79.5 Tage. Bei Be
rechnung genauer Störungen müßte man diesem Sprung bei der Be
rechnung der mittleren Anomalie wie bei der Summation der Störungs
werte Rechnung tragen. Bei der genäherten Störungsrechnung kann 
der Sprung unbeachtet bleiben.) Die Jupiterkoordinaten l1, b1, r1 werden 
dem B. J. entnommen. Normaläquinoktium 1925.0. 

Die bei der Störungsrechnung gebrauchten Konstanten haben (in 
Logarithmen bzw. Winkeln) die Werte 

a 0.500 3kw 1.616 
cos (/! 9·987 ra 0.250 

2a o.8o1 3 kw:la 1.366 
a cos qJ 0.487 sin ffJ 9·390 

p 0.474 - (3kw:ya) p 1.84on 
-2COSffJ 0.288n - (3 kw: l~) sin qJ o.756n 

sin i 9·291 - p:sin ffJ 1.o84n 
cos i 9·991 tg ~ (/! 9·095 

wk 0 m1 1.877 sinqJtg~qJ 8-485 

lP 0.237 w 307'?8 
wkom,: YP 1.640 6/, II3.2 

Das Schema nebst dem Beispiel zur Berechnung der Störungswerte ist 
auf den S. 289 und 290 gegeben. Der Raumersparnis wegen ist die Wieder
gabe der Rechnung nur für einige Daten erfolgt. 

S. 291 enthält das vollständige Summationstableau. 
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Berechnung der störenden Kräfte. 

oh 1920 1921 
M.Z. Gr. Feb. 29 Mai 19 I Aug. 7 Okt. 26 Jan. 14 I Apr. 4 

M 76~5 90~5 104~5 118~6 132'?6 146'?6 
v-M +28.2 +27.0 +24-5 +21.1 +r6.9 + 12.2 (I) 

V 104·7 117-5 129.0 139·7 149-5 158.8 
rfa 0.001 0.025 0.046 0.063 0.076 o.o86 

l, 135'?3 141?6 147~9 154~1 160~2 166?4 
sin b, 8.123 8.181 8.233 8.267 8.299 8.321 
l,-g 22~1 28?4 34'?7 40?9 47?0 53?2 

sin (lr -g) 9-575 9·677 9-755 9.816 9.864 9-903 
sin i sin br 7·414 7·472 7·524 7·558 7-590 7.612 

cos i sin (lr- g) 9.566 9.668 9·746 9.807 9.855 9-894 
cos B, sin L, 9-569 9.671 9·749 9.809 9.857 9-896 
cos B, cos L, 9-967 9-944 9-915 9·878 9-834 9-777 

tgL, 9.602 9-727 9-834 9-931 0.023 0.119 
L, 21~8 28?o 34?3 40~5 46~5 52'?8 
u 52-5 65·3 76.8 87·5 97-3 106.6 

cos i sin b, 8.114 8.172 8.224 8.258 8.290 8.312 (II) 
-sin i sin (lr- g) 8.866n 8.968n 9.046n 9.107n 9.155n 9-19411 

sin B, 8.781n 8.892n 8.9751l 9·0411l 9.091n 9-13311 
r, 0.726 0.728 0.730 0.732 0.733 0 ·734 

cos B, 9-999 9-998 9-998 9-997 9-996 9-995 

L,-u -30?7 -37?3 -42'?5 -47'?0 -5o?8 - 53?8 
sin (Lr -u) 9.7o8n 9.782n 9.83on 9.864n 9.889n 9.907n 

r, cos B, 0.725 0.726 0.728 0.729 0.729 0.729 
cos (L,-u) 9-934 9.901 9.868 9·834 9.801 9-77 1 

~I 0.659 0.627 o.596 0.563 0-530 0.500 
-r o.501n o.525n o.546n o.563n 0.57611 o.586n 

~,-r 0.143 9-948 9-632 -00 9-576n 9-84011 
'Yjr 0-4331l o.5o8n o.558n 0-5931l o.618n o.636n 

tg Or o.290n o.56on o.926n -00 1.042 0.796 
''=LI, sin {}, 9-5071l 9.62on 9-7051l 9-77311 9.82411 9.867n 

LI, cos {}, 0.484 0.524 0.561 0.593 0.620 0.642 
tg {}, 9.0231l 9.09611 9.144n 9.18on 9.2041t 9.225n 

LI, 0.486 0.527 0.565 o.598 0.626 0.648 
Ll3 

I 1.458 1.581 1.695 1.794 1.878 1.944 
I :LI~ 8.542 8.419 8.305 8.206 8.122 S.o56 

-I:r~ 7.821n 7.815n 7.81on 7.80511 7.8orn 7·7971t 
Diff. 8.450 8.295 8.138 7·986 7·840 7-708 (III) 

K, 0.090 9·935 9-778 9.626 9·480 9-348 
~I 0.659 0.627 0.596 o.563 0.530 0.500 
'Yjr 0.4331l o.5o8n o.558n 0-59311 o.618n o.636n 
Cr 9·5o7n 9.62on 9-7051l 9-77311 9.8241l 9.867n 

- r:LI,3 9-0431l 8.9441l 8.851n 8.769n 8.698n 8.64211 
K,~, 0.749 0.562 0 ·374 0.189 0.010 9.848n 

-(wk 0 m:fp)(r:Liü o.683n o.584n o.491n 0.4091l 0.3381! o.z8zn 
s, 9.898 9-2741l 9.864n o.oo8n o.o6zn 0.0831! 
T, 0.5231l 0 ·4431l o.336n o.219n o.o98n 9.984n 
w, 9·5971l 9.555n 9.483n 9-3991l 9-3041l 9.215n 

Stracke, Bahnbestimmung. 19 
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Berechnung der Störungen. 

oh 1920 1921 
M.Z. Gr. Feb. 29 I Mai 19 Aug. 7 Okt. 26 Jan. 14 Apr. 4 

sinu 9·S99 9·95S 9·98S 0.000 9·996 9·9S2 
'1 o.sor 0.525 0.546 o.s63 o.s76 o.sS6 

cos u 9·7S4 9.621 9·359 S.640 9.ro4n 9.456n 
r sin u 0.400 0.4S3 0.534 o.563 0.572 o.s6S 

w, 9.597n 9·555n 9.483n 9·399n 9.304n 9.215n 
'fCOS U 0.285 0.146 9·905 9.203 9.6Son o.o42n 

15i 9.SS2n 9.7orn 9.3SSn S.6o2n S.984 9·257 
rsinuW, 9.997n o.o38n 0.017n 9.962n 9.876n 9.7S3n 

15~ o.7o6n o.747n o.726n o.67rn o.sssn o.492n 

- (3kwp :(a)(r:r) 1.339n 1.315n r.294n r.277n r.264n 1.254n 
T, o.523n o.443n o.336n o.219n o.o9Sn 9.9S4n 

sin v 9-9S6 9·948 9.S9r 9.SII 9·705 9·55S 
S, 9·S9S 9.274n 9.S64n o.ooSn o.o62n o.oS3n 

COS V 9.4o4n 9.664n 9·799n 9.SS2n 9.935n 9.97on 
I +rfa 0.302 0.3J4 0.325 0.334 0.341 0.346 
sin vS, 9.8S4 9.222n 9·755n 9.8r9n 9.767n 9.64rn 
8o 15p,1 o.64on 9·97S o.srr 0.575 0.523 0.397 

So 15p,11 r.S62 I.75S I.630 1.496 1.362 I.23S 

COS V S, 9.302n 8.938 9.663 9.S9o 9·997 0.053 
t5Tc1 0.3S6 o.o22n 0.747n 0.974n r.o8r n I.I37n 

15Lo1 8.S7I 8.5o7n 9.232n 9·459n 9.566n 9.622n ( - 2 cos tp s, o.r86n 9·562 o.r52 0.296 0.350 0.371 
r o.sor 0.525 0.546 0.563 o.s76 o.s86 

P+r 0.789 o.8or o.Sr3 o.S22 o.S29 o.S35 
sin v T, o.5o9n o.391n o.227n o.o3on 9.8o3n 9.542n 

(P+r) sin vT, 1.29Sn r.r92n r.o4on o.852n o.632n 0.377n 
15n11 1.9oSn 1.8o2n r.6son 1.462n 1.242n o.987n 

15Lo11 o.393n o.2S7n 0.135n 9·947n 9.727n 9.472n 
15Louz o.687n O.OS7 o.69S o.S59 0.926 0.957 

IV) 

s 

l5tpz 0.371 9.709n o.242n o.3o6n o.254n o.r2Sn 
cos v (r + r/a) 9.7o6n 9.97Sn 0.124n o.2r6n o.276n o.3r6n 

in tp+cos v (r +rfa) 9.419n 9.S4Sn o.o36n 0.146n o.2r6n o.26rn 
a cos tpT, r.oron 0.930n o.S23n o.7o6n o.s8sn o.471n 

l5tpzz 0.429 0.778 o.859 o.852 o.Sor 0.732 

15i - I - I 0 0 0 0 
15~ - 5 - 6 - 5 - 5 - 4 - 3 

So 15p,1 * - 4 + I + 3 + 4 + 3 + 2 
So 15p,11 * + 73 + 57 + 43 + 31 + 23 + I7 

15n1 + 2 - I - 6 - 9 - I2 - I4 
15n11 - Sr - 63 - 45 - 29 - rS - IO 
15Lo1 0 0 0 0 0 0 

I'JLozz - 2 - 2 - I - I - I 0 
I'JLozu - 5 + I + 5 + 7 + s + 9 

15tpz + 2 - I - 2 - 2 - 2 - I 
15tpu + 3 + 6 + 7 + 7 + 6 + 5 

* In o'?ooor! 



zo. Die Integration der Störungen in den elliptischen Elementen. zgr 

oh M. Z. Gr. 
bzw. 

oh Weltzeit 

I92o Febr. 29 
Mai I9 

Aug. 7 
Okt. z6 

I92I Jan. I4 
Apr. 4 
Juni 23 

Sept. II 
Nov.·3o 

I922 Febr. IS 
Mai 9 
Juli zS 

Okt. I6 
I923 Jan. 4 

März 25 
Juni I3 

Sept. I 
Nov. 20 

I924 Febr. S 
Apr. zS 
Juli I7 

Okt. 5 
Dez. 24 

I925 März I4 
Juni 2 
Aug. ZI 
Nov. 9 

I926 Jan. zS 
Apr. IS 
Juli 7 

Sept. 25 
Dez. I4 

1927 März 4 
Mai 23 

Aug. 11 

Okt. 30 
1928 Jan. rS 

Apr. 7 
Juni 26 

Summationstahl eau. 

0~0001 0?001 

8oop, 8oLip, LIL/1 OL LIL I on LI n I oq; LI 9? Jo.Q, LI ,0 I oi LI i 

+69- 6~+ 3
1
-7+ 7 -79+ 78 +5- 5 -5+ 5 -r+r 

+58+58+ 3-1-~-64=61+5+ o_6 o_I o 
+ 6 + 6r +4 -51 56 +5 5 - 6 -r 

4 +104 165 +6 + 3 -JS -II +5 + 10 -5 -II 0 -I 
+ 35 +139 + 304 + 7 + 9 _ 30 -154 + 4 + 15 - 5 -16 ° -I 
+z6 +I65 + 6 +r6 -1S4 + 19 - 4 -zo 0 -I 
+r9 +rS4 + 4 9 +9 +z5 -24 -2oS +4 + 23 -3 -23 o -I 
+I4 +r9S + 653 +9 +34 -rS -226 +3 + 26 -2 -25 o -I 
+ 9 +zo7 + S5r +9 +43 -I5 -24I +3 + 29 =~ -27 o -r 
+ 5 +ziz +ro5S +9 +5z -13 -254 +z + 3I -zS o -I 
+ I +ziJ +Iz7o +S +6o -I2 -z66 +z + 33 o -zS o -I 

I +ziz +ItJ +S +6S -II -277 +I+ 34 ° -zS 0 -I 
4 +zoS +I 95 + 7 +75 -II -2SS + 2 + 36 ° -zS 0 -I 
7 + +I903 +6 +S -II +I+ o S o 

-Io zoi +zio4 +5 I -I3 -299 +I 37 o -z o -I 
-Iz +I9I + 2295 + 4 +S6 -IJ -JIZ +I+ 3S 0 -zS 0 -I 
-I5 +I79 +2474 +3 +9o -15 -325 +z + 39 -I -zS o -I 
-rS +I64 +z63S +z +93 -r6 -340 +z + 41 -I -29 o -I 
-IS +146 +z7S4 o +95 -r6 -356 +z + 43 -r -30 o -I 
-IS +rzS +z9I2 -I +95 -13 -372 +3 + 45 -I -31 o -I 
-16 +IIO +3022 -2 +94 -II -3S5 +z + 4S -I -32 o -I 
-II + 94 +JII6 _ 3 +92 _ 9 -396 +z + 50 -I -33 0 -I 

4 + SJ +3199 -4 +S9- 8 -405 +2 + 52 -I -34 o -I 
+ 2 + 79 +327S -4 +S5 -II -413 +I+ 54 o -35 o -I 
+ S + Sr +3359 -4 +Sr -13 -424 o + 55 o -35 o -I 
+rz + S9 +344S -3 +77 -r6 -437 +I+ 55 o -35 o -I 
+r5 +roi +3549 -4 +74 -I9 -453 +z + 56 o -35 o -I 
+I7 +u6 +3665 -3 +7o -20 -472 +z + 5S o -35 o -I 
+I9 +133 +379S -3 +67 -zo -492 +3 + 6o -I -35 -I 

+152 +64 -512 + 63 -36 ° -1 
+r9 +I7I +3950 -2 +6z -19 -531 +4 + 67 -I -37 o -I 
+zo + +4IZI -z + 6 -I6 +5 + -z o 
+zo I9I +4312 o o -14 -547 +6 72 -2 -39 o -I 
+ 20 +zu+ 2 0 +6o _ 11 -56I + 6 + 7S _ 2 -4I -I 

+231 45 3 +6o -572 + S4 -43 ° -I 
+zo +z5I +4754 +I +6I - 6 -57S +7 + 9I -3 -46 o -I 
+zo+ +5005 +I + 6 - z S +7+ s -3 o 
+I9 27I+5276+I 2+z-5o+7 9 -z-49 o-I 
+I +z9o +5566 +z +63 + 6 -57S +6 +w5 -z -5I +I -I 
+I~ +309 +5S75 +z +65 +w -572 +6 +III -z -53 +I o 
+IS +327 +62oz +3 +67 +Iz -562 +6 +u7 -I -55 +I +I 
+I6 +345 + 6547 + 4 +7o +I4 -550 + 5 +Iz3 0 -56 +I +z 

+36I + 690s +74 -536 +IzS -56 +3 

Eine Prüfung der Differenzen der Störungswerte zeigt, daß es nicht 
erforderlich war, die ganze Rechnung in 8otägigem Intervall durch
zuführen. Von etwa rgzr Juni 23.0 ab bis zum Schluß hätte das r6o
tägige Intervall genügt, da hier eine sichere und bequeme Inter
polation der Störungswerte auf 8otägiges Intervall möglich ist. 

Es sollen nun die gestörten Elemente für 6 ausgewählte Beobach
tungsdaten festgestellt werden. Zunächst ergibt die Berechnung der 
ungestörten Werte der mittleren Anomalien für diese Daten die Werte 

19* 

(V) 



292 Methoden der speziellen Störungsrechnung. 

M. Z. Gr. Weltzeit 

Epoche 1920 1921 1922 1923 1927 I 1928 
März 19.5 Mai I 1.5 Juni 26.5 Sept. 8.5 Juni 2.0 Juli 27.0 

t- to { 
-20~5 +397'!5 +8o8?5 + 1247'!5 +2609'!5 +3030'!5 

L3II754 n 2.599337 2.907680 3·096041 3·416557 3,481514 
(t- to): 3600 7·755451 n 9·043034 9·351377 9·539738 9.860254 9.9252II 

p (I - to) : 3600 { 0.555553 n 1.843136 2.151479 2.339840 2.660356 2.725313 
-3'?594 +69'?684 +141?736 +2r8?696 +97'?463 +171'?268 

M 79·904 153·182 225.234 302.194 r8o.961 254·766 

Die Störungen entnimmt man gemäß den Angaben auf S. 287 aus 
dem Summationstableau. Man erhält 

Epoche 1920 

I 
1921 

I 
1922 1923 1927 1928 

Febr. 29 Mai 14 Juni 18 Sept. I Mai 23 Aug. 5 

LILa +o'?oo4 +o?o25 +o?o68 +o?o94 +o?o62 +o?074 
LILp o.ooo +o.os6 +0.159 +o.1!64 +o.soo +o.673 
LIL +o.oo4 +o.o8r +o.227 +o·358 +o.562 +0.747 
Lln +o.o38 -0.208 -0.277 -0.348 -0.579 -0.536 

LIM -0.034 +o.289 +o.so4 +o.7o6 +I .J41 + 1.283 
Llw +o.o36 -o.185 -0.249 -0.318 -0.531 -0.480 
LI,Q, +o.oo2 -0.023 -o.o28 -0.030 -0.048 -o.os6 

Lli 0.000 -0.001 -0.001 -0.001 -0.001 +o.oo3 
Llq> -0.002 +o.o23 +0.034 +o.o42 +0.094 +o.r28 

So Llp -0,0034 +o.o184 + 0.0212 +o.o155 +o.o261 +o.o361 
Lllg a· 10-s + 7 - 38 - 44 - 32 - 54 - 75 

und damit die gestörten Elemente 

M. Z. Gr. Weltzeit 

Epoche 1920 1921 

I 
1922 1923 1927 1928 

März 19.5 Mai 11.5 Juni 26.5 Sept. 8.5 Juni 2.0 Juli 27.0 

M 79?870 153?471 225?738 302?900 r82?1o2 256?049 
w 307.828 307.607 307·543 307.474 307.261 307·312 

Sb. II3 · 159 113.134 II3.129 113.127 Il3. 109 II3. 101 
t II .285 II .284 II .284 Il .284 11.284 11.288 

q> 14.194 J4.219 14.230 14.238 14.290 14·324 
p 630'!953 631'!934 632'!o6o 631':804 632':280 632'!730 

lg a o.sooo1 0.49956 0.49950 0.49962 0.49940 0.49919 

Ekliptik und Normaläquinoktium 1925.0. 

(VI) 
(VII) 



Sechster Teil. 

Methoden der Bahnverbesserung. 
Die im dritten Teil dargelegten Methoden der Bahnbestimmung be

handeln die Aufgabe, aus 3 Beobachtungen (bzw. 4 im Ausnahmefall) 
eine Bahn zu bestimmen. (Für die Kreisbahn kommt eine Bahnverbesse
rung nicht in Betracht.) Für die Konvergenz jener Methoden sind mäßige 
Zwischenzeiten notwendige Voraussetzung. Der Einfluß der Beobach
tungsfehler, die den zur Bahnbestimmung benutzten Beobachtungen 
anhaften, macht sich mit zunehmender Zeit in wachsenden Abweichun
gen der Beobachtungen von der Vorausberechnung bemerkbar. Die 
Abweichungen sind um so größer, je kleiner der verwendete Bogen war. 
Es entsteht die Aufgabe, die in "jener Bahnbestimmung gewonnenen 
vorläufigen Elemente zu verbessern. Das Endziel der Bahnverbesserung 
besteht darin, mit Berücksichtigung genauer Störungen durch die großen 
Planeten ein definitives Elementensystem abzuleiten, das allen vor
handenen Beobachtungen so weit genügt, daß ihre Abweichungen von 
der Rechnung als Beobachtungsfehler gelten können. Diese definitive 
Bahnbestimmung als Bahnverbesserungsaufgabe in Verbindung mit 
der Methode der kleinsten Quadrate formuliert man folgendermaßen. 
Ein vorläufiges Elementensystem ist derart zu verbessern, daß die 
Summe der Quadrate der scheinbaren geozentrischen Abweichungen 
der beobachteten von den gerechneten Orten 

.E (cos b d ct)" + .E (d b)" 

ein Minimum wird. Eine Durchführung der Rechnung für alle einzelnen 
Beobachtungen wird im Falle des Vorhandenseins sehr zahlreicher Be
obachtungen eine sehr große Aufgabe. Man vereinfacht sie durch Zu
sammenfassung mehrerer nahe beieinander gelegenen Beobachtungen 
in einen sogenannten Normalort. 

Voraussetzung ist, daß die an die vorläufigen Elemente anzubringen
den Verbesserungen so klein sind, daß sie lineare Funktionen der Ände
rungen der Koordinaten sind. Diese wichtige Voraussetzung fehlt in 
der Praxis ziemlich häufig. Es gelingt dann nicht, auf Grund der vor
läufigen Elemente in einer einzigen Rechenoperation definitive ab
zuleiten. 

Wie schon erwähnt, werden die kleinen Planeten in der Entdeckungs
erscheinung nur selten länger als 3 Monate verfolgt. Bei der Mehrzahl 
der neuen Planeten liegen erheblich kürzere Zeiten vor. Die Elemente, 
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die aus den auf etwa I 1/z bis 3 Monate verteilten Beobachtungen ab
geleitet sind, gestatten zwar im allgemeinen die Beobachtung in den 
nächsten Oppositionen. Doch zeigen sich - ganz abgesehen von dem 
Einfluß der Störungen- bereits in der 2. Opposition mehr oder weniger 
große Abweichungen von der Rechnung, die der obigen Voraussetzung 
nicht genügen. Diese Nachteile zeigen sich in neuerer Zeit um so mehr, 
als die neuerdings entdeckten Planeten überwiegend lichtschwache 
Objekte sind, bei denen die Beschaffung zahlreicher und gut verteilter 
Positionen den wenigen beteiligten Beobachtern ganz erhebliche Schwie
rigkeiten bereitet. Wegen der geringen Zahl der Positionen ist hier die 
Bildung von Normalorten kaum noch möglich. 

Bei den Kometen mit parabolischen Elementen können die Fehler 
zweierlei Art sein. Die einen sind Beobachtungsfehler, die wegen des 
meist verschwommenen Aussehens größer sind als bei den punktförmig 
abgebildeten Planeten. Immerhin sind aber die Fehler weit ungefähr
licher als bei den periodischen Bahnen, da die Beobachtungen auf die 
Sichtbarkeitsperiode, also auf einen relativ kleinen Zeitraum, beschränkt 
bleiben. Die anderen sind Fehler, die infolge des Versagens der para
bolischen Hypothese auftreten können. Die letzteren Abweichungen sind 
mimentlieh bei kurzen Zwischenzeiten mitunter so klein, daß sie nur 
bei Verwendung von Normalorten festgestellt und ausgemerzt werden 
können. Bei den Kometen ist die Bildung von Normalorten eher mög
lich, da ihnen von seiten der Beobachter größeres Interesse entgegen
gebracht wird als den kleinen Planeten. 

Am ungünstigsten liegen die Verhältnisse bei den periodischen Ko
meten, da sie fast ausnahmslos nur in den Perihelerscheinungen beobacht
bar sind. Hier dürfte ein etappenweises Vorgehen bei der Bahnver
b~sserung fast stets notwendig sein. 

Zur Beseitigung der großen Abweichungen werden zunächst Methoden 
der genäherten Bahnverbesserung angewandt. 

Bei der unter dem Namen der Variation der geozentrischen Distanzen 
bekannten Methode werden 2 ausgewählte Orte festgehalten und die 
b~iden zugehörigen Distanzen variiert. Die unbekannten Verbesserungen 
der Entfernungen werden mit Benutzung anderer Beobachtungen nach 
den Regeln der Ausgleichsrechnung ermittelt. Die Methode leistet in 
den Fällen gute Dienste, in denen die Objekte erst in I bis 3 nicht zu 
weit auseinanderliegenden Erscheinungen beobachtet sind. Für die Er
mittlung verbesserter parabelnaher Elemente eignet sie sich weniger, 
da sich der geringe Unterschied der Exzentrizität gegen die Einheit 
nicht mit der erforderlichen Sicherheit bestimmen läßt. 

Bei der anderen Methode genügen bereits vier günstig gelegene ge
näherte Positionen aus 4 verschiedenen Oppositionen zur Verbesserung 
der Elemente. Liegen mehr als4beobachteteOppositionen vor, so wendet 
man die Ausgleichungsrechnung an. Diese Methode, die gegenwärtig in 
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größerem Umfange auf die kleinen Planeten angewendet wird, ist nur 
ein Spezialfall der unten erwähnten Methode von TrETJEN für ge
nauere Rechnung. Für diese angenäherte Bahnverbesserung soll nur 
die Formelzusammenstellung gegeben werden. 

Ist die vorbereitende genäherte Bahnverbesserung, bei der gegebenen
falls in entsprechender Genauigkeit auch die Störungen zu berück
sichtigen sind, abgeschlossen, so geht man an die definitive Bahnver
besserung. 

Der Voraussetzung nach stehen die .Abweichungen der beobachteten 
von den mit den vorläufigen Elementen berechneten Örtern in linearer 
Verbindung mit den unbekannten 6 Verbesserungen irgendwelcher 6 Be
stimmungsstücke der Bahn. Aus der Gesamtheit der aus n Beob
achtungen resultierenden z n Gleichungen werden die unbekannten Ver
besserungen nach der Methode der kleinsten Quadrate gewonnen. Die 
Wahl der Bestimmungsstücke und die Bildung der Differentialquo
tienten der geozentrischen Koordinaten nach jenen ist Sache der be
sonderen Methode. 

So wählen z. B. TH. v. ÜPPOLZER und H. ANDOYER rechtwinklige 
Koordinaten und ihre Geschwindigkeiten, K. LAVES die in Abschnitt 3 
definierten Größen Ps', Q.' als Bestimmungsstücke. BANACHIEWICZ gibt 
bei Verwendung von 9 Größen Ps', Qs', Rs' die Lösung in einer Form, 
die zwar mit wenigen Zeichen auskommt, die aber während der Rechen
operation zeitraubende Überlegungen erfordert. Am unmittelbarsten 
bieten sich als Bestimmungsstücke die Elemente selbst dar, die ungleich 
viel charakteristischer sind als alle anderen Größen. 

TIETJEN erreicht durch geeignete Wahl des Koordinatensystems 
eine Trennung der rein elliptischen von den Bahnlageelementen. Statt 
der Zn-Gleichungen mit 6 Unbekannten erhält er z Gruppen von je 
n-Gleichungen mit 4 bzw. z Unbekannten. Mit der Trennung wird eine 
erhebliche Erleichterung im Ausgleichungsprozeß erzielt. Die Zulässig
keit der Trennung ist um so mehr gesichert, je kleiner die Neigung 
der Bahnebene gegen die Ekliptik ist. Für die kleinen Planeten, deren 
Neigungen im allgemeinen klein sind, bedeutet die Forderung der kleinen 
Neigung praktisch keine Einschränkung. 

Von größerer Allgemeingültigkeit ist die schon von GAUSS ange
wandte und seitdem am meisten benutzte und bearbeitete Methode der 
Variation der Elemente, in der aus Zn-Gleichungen durch gleichzeitige 
Auflösung die 6 unbekannten Elementenverbesserungen bestimmt 
werden. Hier wird nur die Verbesserung elliptischer und parabolischer 
vorläufiger Elemente behandelt. Von der Wiedergabe des Formel
systems für die Verbesserung parabelnaher Elemente wurde abgesehen, 
da diese Aufgabe in der Praxis nur selten gestellt wird. 

Selbstverständlich muß man bei der definitiven Bahnbestimmung 
sicher sein, daß auch die benutzten Werte der Störungen definitive sind. 
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21. Abschnitt. 

Die Variation geozentrischer Distanzen. 

§ 94· Die Ausführung der Variation. 

Vor Ausführung der Variation empfiehlt sich eine sorgfältige Aus
wahl der beiden festzuhaltenden Beobachtungen, damit nicht das 
Resultat der Verbesserung illusorisch wird. Die beiden Beobachtungen 
dürfen nicht zu nahe beieinander liegen. Mit Rücksicht auf die Kon
vergenz sollen sie aber auch nicht zu weit auseinander liegen. Von großer 
Wichtigkeit ist es, daß sie frei von gröberen individuellen Beobachtungs
fehlern sind. Das läßt sich im allgemeinen durch Vergleich der Ab
weichungen mit denen benachbarter Positionen leicht feststellen. Ge
nügen die Beobachtungen, aus denen die vorläufigen Elemente ab
geleitet sind, diesen Bedingungen, so kann man diese wie die zugehörigen 
Entfernungen benutzen. 

Da natürlich auch die übrigen zu benutzenden Beobachtungen von 
gröberen individuellen Fehlern frei sein sollen, so empfiehlt es sich, zu
nächst eine Vergleichung aller vorhandenen Beobachtungen mit den 
vorläufigen Elementen vorzunehmen und die stark herausfallenden Be
obachtungen von der Benutzung auszuschließen. 

Es besteht nun die Aufgabe, die zu den Beobachtungen oc.I, ~I, oc.2 , ~2 
gehörigen geozentrischen Entfernungen (oder Näherungswerte derselben) 
so zu variieren, daß die Abweichungen der übrigen Beobachtungen 
oc.i, ~i im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate auf ein Minimum 
reduziert werden. 

Da die Methode wegen des Festhaltens der Beobachtungen OC.I, ~I, 

oc2 , ~2 vom Standpunkt der Ausgleichsrechnung ohnehin nur eine ge
näherte Verbesserung darstellt, so ist es der Arbeitsersparnis wegen 
ratsam, nicht alle vorhandenen Beobachtungen, sondern nur einige 
wenige gut verteilte und einwandfreie zu benutzen. Die vorangegangene 
Vergleichung gibt dazu die notwendigen Fingerzeige. 

Sind Beobachtungen aus anderen als der Ausgangserscheinung zu 
benutzen, wie es im allgemeinen der Fall ist, so braucht man bei der 
Auswahl der Beobachtungen dieser Erscheinungen keine große Rück
sicht auf die Beobachtungsfehler zu nehmen. Wegen der großen Zwischen
zeiten bleiben die üblichen Beobachtungsfehler fast ohne Einfluß auf 
das Resultat. Außerdem sind die Abweichungen der mit den vorläufigen 
Elementen gerechneten Werte der Störungen von den wirklichen Werten 
mitunter von größerem Einfluß als die Beobachtungsfehler. Es genügt, 
wenn zur Verbesserung die beiden äußersten Beobachtungen dieser Er
scheinungen herangezogen werden. 

Die Variation geschieht in folgender Weise. Mit den Näherungs
werten (Lix), (LI 2) der Entfernungen Llx, Ll 2 und den beiden festzuhalten-
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den Beobachtungen lXI, !5I, 1X2, !52 berechnet .man nach den Formeln 
des Abschnitts 6 (bzw. des Abschnitts 7 bei logarithmischer Rechnung) 
ein Elementensystem I, das diese beiden Beobachtungen völlig, die 
übrigen im allgemeinen aber unbefriedigend darstellt. Nach den gleichen 
Formeln leitet man noch zwei weitere Elementensysteme II und III 
mit 

lXI, !5I, IX2, !52 

lXI , !5I, IX2, !52 

ab. Für die Werte der dLli, dL1 2 haben sich in der Praxis bei 6stelliger 
Rechnung rooo Einheiten der 6. Dezimale am besten bewährt. 

Mit den drei Elementensystemen E 1 , Eil, E 1II berechnet man 
dann (gegebenenfalls mit Berücksichtigung von Störungen) für die 
Zeiten der zu benutzenden Beobachtungen ai, !5i die Positionen, die mit 

I !1.[ II !I.II III !I.III b . h . D' B h d' IXi, u0, IX• , ui , IX> , u• eze1c net seien. 1e erec nung 1eser 
Positionen kann mit geringerer Stellenzahl erfolgen, sofern die Beobach
tungen einer anderen Erscheinung angehören. 

Nennt man die Werte der Entfernungen, für die die Differenz Be
obachtung minus Rechnung gleichNull wird, (Lli) + x dL1I, (L12) + y dL12, 
so erhält man die unbekannten Koeffizienten x und y von dLli und dL12 
nach den Regeln der Ausgleichungsrechnung aus den Beziehungen 

(IX~I- IX~) X+ (lXIII- lXI) y =IX.- ai 
z. 1- .. .. z. _ _.. ' 

(!5V - !5f) X + (15[II - !5f) y = 15. - 15[. 
Mit den verbesserten Werten der Entfernungen L1I=(L1I)+xdL1I, 

Ll2= (Ll2)+y dL12unddenBeobachtungen1XI, !5I, IX2, 62 bestimmtmannun 
die verbesserten Elemente und damit die neuen Abweichungen der ge
rechneten von den beobachteten Positionen. Zeigt sich, daß diese Ab
weichungen noch zu groß sind, so setzt man sie in die GI. (r) anstelle 
der IX/, 6f ein, wiederholt die Ausgleichungsrechnung soweit als erforder
lich, erhält neue Verbesserungen der Entfernungen, die man zu den in 
erster Näherung verbesserten Werten hinzulegt, usw. Diese Wieder
holung der Rechnung ist aber nur bei sehr starken Verbesserungen 
notwendig. Die Wiederholung der Berechnung der Elemente I bis III 
und der Positionen IXf, 6f bis ~Xfu, 6fu wird kaum jemals erforderlich. 

Eine sehr wertvolle Kontrolle der Rechnung erhält man dadurch, 
daß man mit lXI, 6I, IX2, 62, (Lli) +dLli, (L1 2) +dL12 ein Elementensystem 
E1 v gleichzeitig mit den drei übrigen und damit auch die Positionen 
afv, 6fv berechnet. Die Kontrolle besteht in der Prüfung der Über
einstimmung der Differenzen von Zwischengrößen bei der Elementen
bestimmung wie bei der Berechnung der Positionen im Sinne IV-I II 
=II -I. Diese Differenzen stimmen um so besser überein, je mehr die 
Beziehungen zwischen den Änderungen der Entfernungen und der Ele
mente linear sind. Werden zur Verbesserung nur Beobachtungen einer 
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Erscheinung benutzt, so stimmen die Differenzen in den Winkeln auf 
einige Bogensekunden oder gar auf Bruchteile von Sekunden überein. 
Bei den mit geringerer Stellenzahl berechneten Positionen anderer Er
scheinungen ist die Übereinstimmung entsprechend gut, sofern die 
Zwischenzeiten zwischen den Erscheinungen nicht gar zu groß sind. 

Auch die Ableitung der verbesserten Elemente läßt sich in ähnlicher 
Weise kontrollieren, indem man mit den gefundenen Verbesserungen 
der Entfernungen die Zwischengrößen interpoliert und mit den direkt 
gerechneten Werten vergleicht. 

§ 95· Formelzusammenstellung. 
a) Für maschinelles Rechnen (.Äquator). Über die Auswahl der 

festzuhaltenden wie der übrigen Beobachtungen siehe die Ausführungen 
auf S. zg6. 

6stellige Rechnung. 

Ausgangsdaten: ti, lXI, c5I,XOI• Y0I, Z0I tz, IXz, c5z, X 0z, Y 0., Z0 •. 
Die Reduktion dieser Größen findet analog den Ausführungen in Ab
schnitt 6 statt. Einmal berechnet man 

Mit 

nach 

a: = cos f:51 cos lXI 

bi = cos c5I sin lXI 

c: = sin c5I 

a; = cos c52 cos IX2 

b; = cos c52 sin IX2 

c; = sin c52 

Kontrolle: a',• + b',• + C1
1
2 = I 

Benutzung dieser 

Elemente I mit 

II " 
III 

" 
IV " 

a~· + b~· + c~· = I 

Größen berechnet man 

(L1,) 
(LI,) + IOO'J • Io-6 

(L1,) 
(LJ,) + IOOO· ro-6 

(Llz) 
(Llz) 
(L12) + Iooo · Io-6 

(L12) + rooo · ro- 6 

xi = ai L1, - Xo1 
y: = b: Ll1 - Yo1 

x; = a; L1. - X 0• 
y; = b;L1.- Yü. 

z: = c: Ll1 - Zb z; = c~ L1. - Z0• 
* r: = x~· + y~· + z~· r; = x~· + y~· + z~· 

t~=t1 -AL11 t~=t2 -AL1. 
T0 = k (t~- tn 

A = 0.00577 in Einheiten des mittl. Tages; k = o.oi7202 
xz = r1 r2 + x: x; + yi y; + z: z; 

191 h * y- = I + -',~, _--<..-,:-=--

I +-Th 
I +-Th 

(I) 

(II) 

(III) 
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2 f2 = 0.942809 '9' = I.222222 
3 

~~ = o.90909I 

x1 x1 +Y1 y 1 +z1 z1 
(J= I 2 I 2 I 2 

r2 
I 

x0 = x: - a x: y0 = y: - a y; z0 = z: - a z: 

ro = yxo2 + yo2 + zo2 

* 
p 

qr =--I 
r, 

e COSVr = qr 
. . q, cos (v, - v,) - q, 

es1n Vr = . 
sm(v2 - v1) 

Vz = Vr + (vz - Vr) 

Kontrolle: p = r2 (I + e cos v2) 

e = sinrp a= p 
(r-e) (r +e) 

tg!:.Er = 1~ tg!:.vr tg!:.Ez = 1~ tg!:.vz 
2 V!+e 2 2 V!+e 2 

Kontrolle: a cos cp sin ~ (E2 - Er) = frr r2 sin ~ (v2 - Vr) 

eo = 57.29578 · e 

M 2 -M, 
p,= t~-t~ 

ko 
Kontrolle: p, = -._ k 0 = 0.985608 

afa 

Mr + p, (to - tn =Mo = Mz + p, (to - t~) 
p 1 1 cosv, 0 sinv1 

" = Xx ----;;- - X ro 
p 1 1 cos v, 0 sin v, 

:v = Yx --;-;- - Y ro 
p 1 1 cosv, 0 sin v, 

z = Z1 ----;;- - Z ro 

Q1 _ 1 sinv, + 0 cosv, 
" - Xx ----;;- X ro 

Q1 _ 1 sinv,+ 0 cosv, 
:Y- y, r, Y r 0 

Q1 _ 1 sinv, + 0 cosv, 
z - Zx ----;;- z ro 
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(IV) 

(V) 

(VI) 

(VII) 

(VIII) 

(IX) 

Nachrechnung aller zur Verbesserung zu benutzenden Beobachtungen 
rx.i, ~i (6stellig, wenn die Beobachtungen der Ausgangserscheinung an
gehören, andernfalls 5- bzw. 4Stellig) evtl. mit Berücksichtigung der 
Störungen mit den Elementen I bis IV nach 

Mi = Mo + f-l (t? - to) 
Ei- e0 sinEi =Mt 

(X) 
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Ll,;cosl5,;cosa,; = aP;cosEi + acosq;Q;sinE,;- aeP; + X 0,; 
* Ll;cos<5,;sina; = aP;cosE; + acosq;Q;sinE,;- aeP; + Y0,; (XI) 

LI; sin 15,; = a P; cos Ei + a cos q; Q; sin E,; - a e P; + Z0,; 
Prüfung aller mit * bezeichneten Größen durch Differenzenbildung 
im Sinne IV-III = II-I. 

(aii _ ai) x + (aiii _ ai) y = a. _ ai 
z t t t ' ' 

(<5[1 - b[) X+ (b[II - b[) y = b,;- b[ 
(XII) 

Bestimmung der Unbekannten x und y nach den Regeln der Ausglei
chungsrechnung. 

LJI = (LJI) + 1000 X 10-6 

Llz = (LJ4) + IOOO y ro- 6 
(XIII) 

Mit diesen verbesserten Werten der Entfernungen werden die Formel
systeme (I) bis (XI) erneut durchgerechnet und so die verbesserten 
Elemente und die neue Darstellung der benutzten Beobachtungen er
mittelt (siehe auch die Ausführungen auf S. 297). 

b) Für logarithmisches Rechnen (Ekliptik). Über die Auswahl der 
festzuhaltenden wie der übrigen Beobachtungen siehe die Ausfüh
rungen auf S. zg6. 

6stellige Rechnung. 
Ausgangsdaten: ti, AI, ßi, LI, RI tz, Az, ßz, Lz, Rz. 

Die Reduktion dieser Größen findet analog den Ausführungen in Ab
schnitt 7 statt. 

Mit Benutzung dieser Größen berechnet man 

nach 

Elemente I mit lg (LII) lg (Liz) 
II " lg [(LJI) + IOOO • 10-6] lg (Liz) 

III " lg (LI I) lg [(Liz) + 1000 • 10-6] 

IV " lg[(LJI) + !000·10-6] lg[(Liz) + !000·10-6] 

(!I = LII COS ßi 
ri cos bi cos (li - LI) = (!I cos (?.I - LI) + RI 
ri cos bi sin (li - LI) = (!I sin (AI - LI) 
ri sin bi = (!I tg ßi 

(!z = Llz cos ßz 
rz cos bz cos (lz - Lz) = (!z cos (l.z - Lz) + Rz 
rz cos bz sin (lz - Lz) = (!z sin (/.z - Lz) 
rz sin bz = (!z tg ßz 

tg i sin ( li - .Q) = tg bi 

t . (l _ ~) _ tg bz -- tg b, cos (l2 - l,) 
g~ COS I - sin (l2 - l,) 

Kontrolle: tgisin (lz- ~) = tgbz 

(I) 

(II) 
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tg Ur = tg (Zr - 66) sec i tg u2 = tg (l2 - 61:,) sec i 

t~=tr-ALir t~=t2-ALI2 

lgA = 7·76II8_,0 in Einheiten des mittl. Tages 

zrrrrz I( ) 
COS y = rr + r, COS 2 Uz - Ur r = 1 secy 

g secy-r 

(t~- 1~) 2 

rJ = (rr + r 2)3 

lgy = a' rJ + a" rJ- b" rJ 2 

lg a' = 2 233886 
lg a" = 2.6I4IO - F 
lg b" = g.034II- ro 

* ,;-p = rr rz sin (uz- ur) -
V k (t~ - t~) y 

p p 
qr = ;; - I qz = -y; - I 

e COSVr = qr 
. qr cos (uz- Ur) - q, 

es1nVr = . 
sm(uz- Ur) 

Vz = Uz- W 

Kontrolle: p = r2 (I+ ecosv2 ) 

sinqJ = e 

sin~ (vr- Er)= sin~qJ V~ sinvr 

sin ~ (v. - Ez) = sin ~ qJ v; sin Vz 

Kontrolle: acOSqJSin~ (Ez- Er)= yrrrzsin~ (vz- Vr) 

Mr =Er- e" sinEr Mz = Ez- e" sinEz 

lge" = lge + 5.3I4425 lg k" = 3·550007 
M 2 -Mr 

Kontrolle: p, = 10 0 
2 -tr 

30I 

(III) 

(IV) 

(V} 

(VI) 

(VII) 

(VIII) 

(IX) 

Nachrechnung aller zur Bahnverbesserung zu benutzenden Beobach
tungen A;, ßi, (6stellig, wenn die Beobachtungen der Ausgangserschei
nung angehören, andernfalls 5- bzw. 4stellig) evtl. mit Berücksichtigung 
der Störungen mit den Elementen (I) bis (IV) nach 

M; = Mo + p, (tJ - ta) 
E1 - e" sinEi =Mi 

(X) 
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r.,sinvi = acostpsinE0 

ricosvi = a (cosEi- e) 
* ui = vi + w 

LJ., cos ß• cos (Ai - ~) = ri cos ui - Ri cos (Li - ~) 
LJ.cosßisin (J.i- ~) = risinu.cosi- R.;sin(Li- ~) 

LJ,sinß• = risinu.sini 
(XI) 

Prüfung aller mit * bezeichneten Größen durch Differenzenbildung im 
Sinne IV- III = li -I. 

(J.[1 - ;,[) X + (J.[11 - ;,[) y = Ai - ;,[ 

. (ßV - pf) X + (pfll - pf) y = ßi -- ßf (XII) 

Bestimmung der Unbekannten x und y nach den 
gleichungsrechnung. 

Regeln der Aus-

lgLJr = lg[(LJr) + IOOOX•I0- 6] 

IgLl:a = lg[(Ll:a) + roooy·ro- 6] 
(XIII) 

Mit diesen verbesserten Werten der Entfernungen werden die Formel
systeme (I) bis (XII) erneut durchgerechnet und so die verbesserten 
Elemente und die neue Darstellung der benutzten Beobachtungen er
mittelt (siehe die Ausführungen auf S. 297). 

§ 96. Beispiel. 
(Für logarithmische Rechnung.) 

Für den Planeten 960 [1921 KH] war aus den Beobachtungen 1921 
Okt. r, 25, Nov. 26 eine erste Bahn abgeleitet, mit deren Verwendung 
die Vorausberechnung in der nächsten beobachteten Opposition 1924 
von der Beobachtung stark abwich. Die Aufgabe besteht in der Ab
leitung verbesserter Elemente ohne Berücksichtigung von Störungen 
nach der Methode der Variation der geozentrischen Distanzen. Es 
soll angestrebt werden, die Beobachtungen der Opposition 1921 mög
lichst streng, die der Opposition 1924 genähert darzustellen. 

Der vorliegenden ersten Bahn werden die Grundlagen 
1921 Okt. r 1921 Nov. 26 

t 0 * 1.41642 t 0 * 57·39183 
';", 26°r8' 42':8 2Az I6°52' 12'!7 

tg ß, 8.922582 tg ßz 8.659097 
L, 8 °ro' 8'!7 Lz 64 ° 6' 9'!r 

lg R, o.ooo3o7 lg Rz 9-994157 
lg LI. 9.986576 lg LI, o.o882r4 

entnommen, die die (unten folgenden) Elemente I ergaben. Mit Be
nutzung dieser Daten und den Werten der Entfernungen 

lg LI, lg LI, 
II 9.987576 o.o88214 

III 9.986576 o.o89214 
IV 9.987576 0.089214 

* M. Z. Gr. -A Ll1• 
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werden zunächst 3 weitere Elementensysteme II, III, IV abgeleitet. 
Die Rechnung ergibt die Zwischenresultate 

I II III IV (IV-III)-(II-I) 

lr-Lr + 8~9!09 + 8~92!4 + 8~9!09 + 8~92I4 0~0000 

l,-L, -26.3035 -26.3035 - 26.33I9 - 26.33I9 0.0000 
u,-u, 20.722I 20.7II6 20.6936 20.6833 +o.ooo2 

r, 0.288692 o.289I84 0.288692 o.289I84 0.000000 
r, 0.307I64 0.307I64 0.307728 0.307728 o.oooooo 
y o.oo8635 o.oo862o o.oo86I8 o.oo86o3 0.000000 
p 0.339426 0.339964 0.339380 0.339920 +o.ooooo2 

und die Elemente 
Epoche to = I92I Okt. 1.5 M. Z. Gr. Präz. 

M 30'?o6o8 29~4980, 30'?7I7I 30'?I8I6 
(J) 86.2o6I 87.2203 85.I020 86.o887 -0'?007 
bl, 249·34I2 249·253I 249·3542 249.266I +0.049 
i 3-0I29 3.0204 3.0I23 3.0199 0.000 

qJ 9-5226 9·3990 g.6797 9·5533 
p, I053'!88o Io53'!o55 !052'!576 I05I'!798 

lg a 0.35I478 0.35I704 0.35I836 0.352050 

Ekliptik und mittleres Äquinoktium I92I.O. 

Die rechts neben den Elementen stehenden Werte stellen die Präzession 
zur Übertragung der 3 Elemente vom Äquinoktium 1921.0 auf 1924.0 dar. 

Die zur Verbesserung zu benutzenden Beobachtungen lauten in 
geozentrische Längen und Breiten verwandelt 

I924 Juli I 
I.5o 

292'?IO 
+3.64 

Für die Zeiten t~ und t~ werden nun mit den obigen 4 Elementensystemen 
und den Werten der Längen und Radienvektoren für die Zeiten t3 
= 25.37433 M. Z. Gr. und t4 =t~ die Örter berechnet: 

I II III IV (IV-III)-(II-I) 

}.3 20'?4124 20'?4206 20'?4082' 20~4I57 -0'?0007 
ß3 +4.I031 + 4.I04I +4.IOI4 +4.I024 0.0000 

}.4 293'?Io 293.26 29I.I4 29I.38 +o.o8 
ß4 +3.68 +3.69 +3.62 +3.63 o.oo 

Man erhält also die Bedingungsgleichungen 

für I92I Okt. 25 { 

für I924 Juli I { 

+ o.oo82 x- 0.0042 y = + o.ooo5 
+0.0010 X-O.OOI7 y =±0.0000 

+o.I6 X- 1.96 y=- I.OO 
+o.oi x-o.o6 y= -0.04 

Ihre Auflösung nach den Unbekannten x und y nach der Methode der 
kleinsten Quadrate aus den 4 Gleichungen, oder - wenn zulässig -
bequemer (wie es hier geschehen ist) durch lineare Auflösung der beiden 
Gleichungen aus den Längen ergibt 

X=+ 0.340 y= + 0.537 
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und damit die verbesserten Entfernungen 

lg Ll 1 = 9.986916 lg Ll 2 = o.o88751. 

Mit diesen werden die verbesserten Elemente 

Epoche t0 = 1921 Okt. 1.5 M. Z. Gr. 

Mo 30'?2310 W I 85~9494 } Ekliptik 
p 9.5637 ~ 249.3185 Mittl. Äquin. 
p, 1052'.'910 ~ 3,0151 1921.0 

lga 0.351744 

und damit die neue Darstellung der beiden zur Verbesserung benutzten 
Beobachtungen 

berechnet. 

cos ßd)., 
dß 

1921 Okt. 25 1924 Juli I 
+o'?ooo2 
+o.ooo5 I +o'?OI 

-0,01 

Die verbesserten Elemente stellen also jetzt die Beobachtungen von 
I92I Okt. 25 und I924 Juli I sehr gut, außerdem die von I92I Okt. I 

und Nov. 26 natürlich völlig dar. 

22. Abschnitt. 

Die Methode von TIETJEN. 

§ 97· Beziehungen zwischen Beobachtungen und Elementen. 

In einem rechtwinkligen heliozentrischen Koordinatensystem seien 
die Koordinaten eines Gestirns x, y, z. Die Lage der x y-Ebene soll 
zunächst noch unbestimmt gelassen werden; die positive z-Achse sei auf 
derjenigen Seite der xy-Ebene angenommen, auf der der nördliche 
Himmelspol liegt. 

Bezogen auf ein geozentrisches Koordinatensystem, dessen Achsen 
denen des Systems x y z parallel sind, seien die Koordinaten der Sonne 
X 0 , Y 0 , Z0 , die Polarkoordinaten des Gestirns LI, G, g. LI ist die geo
zentrische Entfernung; G und g sind Koordinaten, die in bezug auf 
die xy-Ebene dasselbe bedeuten, was geozentrische Länge und Breite Ä., 
ß in bezugauf die Ekliptik, oder was Rektaszension und Deklination oc, d 
in bezug auf den Äquator sind. Zwischen diesen Größen bestehen ent
sprechend den Gl. (3. I4) die Beziehungen 

LI cosg cosG- X 0 = x 
LI cos g sin G - Y 0 = y 
Llsing -Z0 =z. 

(I) 

G, g, X 0 , Y 0 , Z 0 lassen sich aus gegebenen Daten in folgender Weise 
ableiten. 

Als positive x-Achse sei die Richtung nach dem aufsteigenden 
Knoten der x y-Ebene mit der Ekliptik eingeführt. Bezeichnet man die 
Knotenlänge mit ~. die Neigung der x y-Ebene gegen die Ekliptik mit i, 
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so hat man zwischen den Polarkoordinaten G, g und J., ß nach Gl. (3. 28) 
die Beziehungen 

cosg cosG = cosß cos (.?.- .Q) 
cosg sinG = cos ß sin (.?. - .Q) cos i + sinß sin i (2) 
sin g = - cos ß sin (.?. - .Q) sin i + sin ß cos i. 

Bequemer ist es, die Größen unmittelbar aus den Beobachtungen 
Rektaszension oc und Deklination lJ abzuleiten. Das gelingt in folgender 
Weise. .Q,' sei der aufsteigende Knoten der xy-Ebene mit der Äqua
torebene, i' die Neigung beider Ebenen, a der Winkel zwischen den 
Knotenlinien der x y-Ebene mit Ekliptik und Äquator. Wird Gz = G + a 
gesetzt, so ist 

cosgcosGz = coslJcos (oc- .Q') 
cos g sin Gz = cos lJ sin ( oc - .Q,') cos i' + s:n lJ sin i' (3) 
sin g = - cos lJ sin (oc - .Q,') sin i' + sin lJ cos i' . 

.Q,', i', a leitet man aus den ekliptikalen Elementen .Q, und i nach 

cos f i' sin f (.Q' + a) = sin f .Q, cos f (i - e) 

ab. 

cos f i' cos f (.Q' + a) = cos f .Q, cos f (i + e) 
sin f i' sin f (.Q' - a) = sin f .Q, sin f (i - e) 
sin f i' cos} (.Q' - a) = cos f .Q, sin f (i + e) 

(4) 

Die Sonnenkoordinaten X 0 , Y 0 , Z 0 gewinnt man aus Gleichungen, 
die den Gl. (2) ganz analog sind. Bezeichnet man die ekliptikale 
geozentrische Länge und Breite der Sonne mit L 0 und B 0 , den Radius
vektor mit R, und führt man endlich eine Hilfsgröße N 0 durch 

No = Bg cosec (L 0 - .Q) 

ein, so wird wegen der Kleinheit von B 0 mit hinreichender Strenge (von 
der unmittelbaren Umgebung der singulären Stelle L 0 = c9, abgesehen) 

X 0 = Rcos(L0 - ~) 

Y 0 = R sin (L 0 - .Q) cos (No - i) (5) 
Z0 = R sin (L 0 - .Q) sin (No - i) 

L 0 , B 0 , lg R sind im B. J. gegeben. 
Die Neigung der Bahnebene des Gestirns gegen die x y-Ebene sei J, 

ihr aufsteigender Knoten gegen diese Ebene K, der Winkel zwischen 
Radiusvektorrund der Knotenlinie sei U. Zwischen diesen Größen be
stehen die den Gl. (I. 66) analogen Beziehungen. Setzt man hierin 
cos J =I -2 sin f Jz, so kann man ihnen die Form geben 

x = rcos (U + K) + 2rsin UsinKsinf p 
y = r sin (U + K) - 2 r sin U cosK sin f Jz (6) 
z = rsinUsinJ. 

Diese Gleichungen lassen sich bedeutend vereinfachen, wenn man die 
Stracke, Bahnbestimmung. 20 
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xy-Ebene so nahe mit der Bahnebene des Gestirns zusammenfallen 
läßt, daß die vorläufigen Werte von Q, und i als Näherungswerte der 
wirklichen Werte gelten können. Dann ist J ein sehr kleiner Winkel. 
Vernachlässigt man in erster Näherung die mit sin f ]"multiplizierten 
Glieder, so gehen die Gl. (6) über in die Beziehungen 

x = r cos (U + K) = r cos u 

y = r sin (U + K) = r sin u (7) 
z = rsin Usin] = rsin (u- K) sin], 

worin für U + K das Argument der Breite u gesetzt ist. Dieses ist aber 
nicht wie üblich von Q,+dQ,, sondern von einem Punkte (Q,) gezählt, 
für den K (Q,) = KQ, ist (siehe Abb. 21). 

Setzt man diese Ausdrücke in Gl. (r) ein, so erhält man die einfachen 
Beziehungen 

LI cosgcosG -- X 0 = rcosu 

LI cosgsinG- Y 0 = rsinu 
(8) 

LI sing - Z 0 = r sin (u- K) sinJ. (g) 

Bezeichnet man die vom Punkte (Q,) 
aus gezählte Länge des Perihels mit 
w1, mit v die wahre Anomalie, so wird 
u=v+wi. 

Abb. 21. 

Da r und v nur von den Elementen 
r mittlere Anomalie M, mittlere tägliche 

-~ "()10 Bewegung p,, Exzentrizitätswinkel cp 
abhängen, so sind die GI. (8) unab
hängig von den Bahnlageelementen Al, 
und i. Man erkennt, daß es gelingt, die 
6 unbekannten Elementenverbesserun
gen in 2 Gruppen dp,, dcp, dw1, dM 

einerseits, dQ,, di andrerseits zu trennen. Unter Ausnutzung von 4 oder 
mehr der GI. (8) ermittelt man zunächst dp,, dcp, dw1, dM, sodann 
unter Ausnutzung von 2 oder mehr der Gl. (9) die Verbesserungen dQ, 
und di. 

§ 98. Bedingungsgleichungen für die Bestimmung verbesserter 
elliptischer Elemente. 

a) Die Bedingungsgleichungen für die Elemente p,, cp, w1, M. Die 
Differentiation der GI. (8) ergibt, da X 0 und Y 0 als konstant zu be
trachten sind, 

Nun ist 

LI cosgdG = rcos (G- u) du- sin (G- u) dr 
d (LI cosg) = rsin (G- u) du+ cos (G- u) dr. 

ar ar ar 
dr = -dp, + -dcp + -dM a" acp aM 

av av av 
du = 8" d p, + 8 cp d cp + d w1 + 8 M d M. 

(ro) 

'(n) 
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Die in Gl. (n) auftretenden partiellen Differentialquotienten ge
winnt man aus den bekannten Gleichungen 

M =Mo+ p, (t -- to) E- sincpsinE = M r = a (I- sincpcosE) 

rsinv = acoscpsinE rcosv = a (cosE- e). 

Differenziert man und setzt 

j)_!_ = a tgcp sin V (t- to) - --2 -_r_ =Ar sinA 2 
Oft 3ft sm r" 

or B . B -0 rp = - a COS cp COS V = I Slll z 

fJr t . D . D 
f) M = a g cp Slll V = r Slll z 

i)v a 
r- = a coscp --- (t- to) =Ar cosAz 

i) ft r 

r ~~ = (P + r) sinvseccp = Br cosB2 

i)v a 
r a!Vi = a coscp -;.- = Dr cosD2 

Ar cos (G- u + A2) =Ac 
Br cos (G - u + Bz) = Be 

r cos (G - u) = Ce 
Dr cos (G - u + Dz) = Dc 

Ar sin (G - U + Az) = As 
Br sin (G - U + Bz) = Bs 

r sin (G- u) = C. 
Dr sin (G - U + Dz) = Ds, 

(12) 

so erhält man für die 4 Elemente p,, cp, Wr , M die Bedingungsgleichungen 

Acdft + Bcdcp + Ccdwr + DcdM '= L1 cosgdG (13) 

Asdp, + B.dcp + C.dwr + DsdM = d (Ll cosg). (14) 

Die Abweichungen d G könnte man · aus Differentialformeln be
stimmen. Bequemer geschieht es auf folgende Weise. Nach den Gl. (2) 
oder (3) berechnet man die aus den Beobachtungen abzuleitenden 
Größen GB. Mit den vorläufigen Elementen leitet man nach bekannten 
Formeln r, u = v + w und dann GR nach den Gl. (8) ab. Damit bildet 
man dG =GB-GR. 

A"!Js den Gl. (13) bestimmt man dann nach den Regeln der Aus
gleichungsrechnungdie unbekannten Verbesserungen dp,;dcp, dw1 , dM, 
die man zu den vorläufigen Elementen 'ft, cp, w, M hinzufügt, um die 
verbesserten Elemente p,, cp, Wr, M zu erhalten. 

b) Die Bedingungsgleichungen für die Elemente ~ und i. Gl. (9) 
kann man schreiben 

r sin (u- K) sinJ = L1 cosgtgg- Z0 • 

Hierin soll L1 cos g den nach Gl. (8) mit verbesserten Elementen er
haltenen Wert darstellen. Bestimmt man gr aus 

t - ____!__Q__ ggr- LI cosg' 

20* 
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worin L1 cos g der oben gefundene Wert ist, so ist mit ausreichender 
Genauigkeit 

rsin (u- K) sinJ = ~ (g- gr) sin I". (I5) 
cosg 

Führt man in dem Ausdruck für tg gr nicht die direkt aus den ver
besserten Elementen berechneten Werte L1 cos g, sondern die mit den 
vorläufigen Elementen berechneten Werte (L1 cos g)R nebst den aus 
Gl. (14) berechnetenVerbesserungend (L1 cos g) ein, so hat man mit dem 
nach Gl. (2) bestimmten Wert von g8 

rsin (u- K) sinJ = tgg8 [(L1 cosg)R + d (L1 cosg)]- Z 0 , 

oder wenn 

gesetzt wird, 

rsin (u- K) sinJ- tgg8 [A.d,u + B.dp + C.dwr + D.dM] sin I" 

.dR ( ) . . " = -- gB - gR Sln I • 
cosg8 

{I6) 

Hierin sind für d,u, dp, dwr, dM die aus Gl. (I3) folgenden Werte 
einzuführen. 

Die Gl. {I5) dienen nun zur Bestimmung der Zwischenunbekann
ten K und ] , die die wirkliche Bahn des Gestirns festlegen. Die Be
ziehungen zwischen diesen Größen und den ekliptikalen Elementen w, 
~, i ergeben sich aus den sphärischen Dreiecken, die von K, ~ und 
~ +d~ einerseits,~.~ +d~, (~)andererseits gebildet werden. Hierin 
ist ~K = K, ~ + dQ-~ = d~, (~) ~+ d~= w--wr = dw. Man er
hält hieraus 

sin i d ~ sin I" = sin] sinK 

disini" = sinJcosK 

dw =- cosid~. 

{I7) 

Führt man dieseAusdrücke in Gl. {I5) ein, so erhält man die Bedingungs
gleichungen für die Verbesserungen sin i d~ und di 

. 'd 0 d' .1 ( ) -rcosu·sm~ ~+rsmu· ~=-- gB-gr. 
cosg 

{I8) 

Die Unbekannten werden dann gleichfalls nach den Regeln der Aus
gleichungsrechnung ermittelt. Die verbesserten Elemente w, ~, i er
geben sich dann durch Hi.nzufügung der Verbesserungen d w, d ~, d i 
zu den Elementen wr , ~, i. 

Damit sind die 6 unbekannten Elementenverbesserungen getrennt 
in 2 Gruppen bestimmt. 

Streng genommen hätte man die Gl. {I8), {I6), (I3) gleichzeitig auf
lösen müssen. Nun ist aber der Faktor tg g8 klein. Infolgedessen sind 
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auch die Koeffizienten der Elementenverbesserungen in Gl. (I6) kleine 
Größen, die im allgemeinen praktisch ohne Einfluß sind. Das strenge 
Auflösungsverfahren empfiehlt sich nur dann, wenn die nach den Gl. (I3) 
aufgestellten Bedingungsgleichungen so wenig voneinander verschieden 
sind, daß eine gesicherte Bestimmung der Unbekannten gefährdet er
scheint. 

Aus der genäherten Beziehung 

LI sing = Z 0 = - R sin (L 0 - .Q) sin i 

folgt, daß im allgemeinen dem absoluten Werte nach 

LI sing < sin i also 
i 

g < --:1 

ist. Die getrennte Bestimmung der Unbekannten ist um so gesicherter, 
je kleiner i ist. 

Bei den kleinen Planeten, deren Neigungen gegen die Ekliptik mit 
geringen Ausnahmen klein sind, kann die getrennte Berechnung der 
6 Unbekannten nach den Gl. (I3) und (I8) unbedenklich erfolgen. Sie 
hat in der Vorbereitungsrechnung wie namentlich im Ausgleichungs
prozeß ganz erhebliche Erleichterungen gegenüber der strengen Auf
lösung im Gefolge. 

Sind die Verbesserungen der vorläufigen Elemente sehr groß, so 
kann es vorkommen, daß die einmalige Verbesserung noch nicht ge
nügt. Die zweite Näherung führt man in der Weise durch, daß man mit 
Hilfe der nach Gl. (I7) gefundenen Werte von sin id .Q, und di nach 
Gl. (I5) Kund J berechnet, diese in die aus der Verbindung der Gl. (I) 
und (6) folgenden strengen Gleichungen 

LI cosg cosG = r cosu + zr sin (u- K) sinK sin~ Jz + X 0 

LI cos g sin G = r sin u - zr sin ( u - K) cos K sin i Jz + Y 0 
(Ig) 

einsetzt und daraus GR ableitet. Eine neue Berechnung der Differential
quotienten wird kaum jeweils notwendig sein. 

c) Die Bedingungsgleichungen für genäherte Rechnung. Eine ganz 
erhebliche weitere Abkürzung der Rechnung läßt sich bei geringeren An
sprüchen an die Genauigkeit des Resultates in folgender Weise erreichen. 

In der auf die Bahnebene bezogenen Opposition ist die S. 304 de
finierte geozentrische Koordinate G gleich dem Argument der Breite u. 

Wählt man nun unter den Beobachtungen- Normalorte kommen 
hier gar nicht in Betracht - diejenigen aus, die der Voraussetwng 
G = u genügen und setzt man bei Bildung der Koeffizienten cos g = I, 

so vereinfacht sich das obige Formelsystem ganz wesentlich. Siehe die 
Formelzusammenstellung für genäherte Rechnung. 

Die Abweichungen cos g d G und d g werden hier zweckmäßig nach 
Differentialformeln aus den cos lJ doc und d lJ abgeleitet. Differenziert 
man die Gl. (3) und setzt 
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sin <5 sin i' sin (~ ·- b!,') + cos <5 cos i' = cos g cos F 
sin i' cos (~ - b!,') = cos g sinF, 

cos g d G = cos F · cos <5 d ~ + sin F · d <5 

d g = - sin F · cos <5 d ~ + cos F · d ö . 

(zo) 

(zr) 

Die Umwandlung der ekliptikalen in äquatoriale Bahnlagelemente kann 
mit einer bequemen Hilfstafel erfolgen. 

Für die Praxis liegt in der Voraussetzung G = u keine nennenswerte 
Einschränkung. Die kleinen Planeten werden dadurch, daß die Voraus
berechnung nur für die Umgebung der Opposition gegeben wird, not
gedrungen fast ausnahmslos in der Nähe der Opposition beobachtet. 
Beobachtungen, die innerhalb einiger Wochen in der Umgebung der 
Opposition liegen, kann man unbedenklich verwenden. 

Der Vorteil der Näherungsformeln liegt einmal in der sehr starken 
Einschränkung des Arbeitsaufwandes, sodann in der Möglichkeit, daß 
man schon aus 4 in 4 verschiedenen Oppositionen gelegenen rohen 
Positionen verbesserte Elemente erzielt, die für die Vorausberechnung 
in der bei den Oppositionsephemeriden üblichen Genauigkeit ausreichend 
sind und eine brauchbare Grundlage für eine genaue Störungsrechnung 
und die weitere Verbesserung geben. 

Da mit geringen Ausnahmen die Bahnebenen der kleinen Planeten 
durch die vorangegangenen elliptischen Bahnbestimmungen für die 
Zwecke der genäherten Rechnung hinreichend gesichert sind, so ist 
in den seltensten Fällen eine Verbesserung von bl, und i erforderlich. 

§ 99· Formelzusammenstellung für genaue Rechnung. 
Gegeben seien die zu verbessernden vorläufigen Elemente M, cp, fl 

lg a, w, bl,, i (Ekliptik), n Beobachtungen ~n, ()n, die zugehörigen Zeiten 
tn und Sonnenkoordinaten L 0 n, B 0 n, lg Rn (aus dem B. ].). Elemente, 
Sonnenkoordinaten und Beobachtungen müssen auf das gleiche mittlere 
Äquinoktium bezogen sein. 

Zur Verbesserung benutzt man, wenn hohe Genauigkeit erwartet 
wird, möglichst Normalorte. 

a) Bildung eines Normalortes. Für eine Gruppe von zeitlich nahe 
beieinander gelegenen Beobachtungen leitet man aus den im Sinne 
Beobachtung minus Rechnung gebildeten Abweichungen LI ~n, LI Ön die 
Mittel 

LI Öm = L1 Or + L1 Oz + · • · L1 On 
n 

ab und setzt diese als Ephemeridenkorrektion für das Mittel der Zeiten 

t = Ir+ fz + · · ·fn 
n 

an. Der Bequemlichkeit halber empfiehlt es sich, diesen Moment t auf 



22. Die Methode von TIETJEN. 3II 

einen benachbarten Mittag oder Mitternacht zu legen. Bezeichnet man 
die Koordinaten der Ephemeride für diesen Moment mit rt.E, (JE, so sind 
die nach 

berechneten Koordinaten die Beobachtungen des gesuchten Normalortes 
für diese Zeit t. 

Bei der Bildung eines Normalortes wird vorausgesetzt, daß der 
Gang in den LI rt.n, LI (Jn der Zeit proportional verläuft. Je besser die vor
läufigen Elemente sind, um so mehr Beobachtungen können in einen 
Normalort zusammengeiaßt werden, also um so mehr kann die Zahl der 
Normalorte vermindert werden. 

b) Die Bedingungsgleichungen für die Elemente p, cp, wr, M. Die 
Formelsysteme (I) bis (IV) werden 6- oder 7stellig durchgerechnet. 
Zunächst verwandelt man die ekliptikalen Elemente w, bio, i nach 

cos ~ i' sin ~(bio' + a) = sin ~bio cos ~ (i- s) 

cos ~ i' cos~ (bio'+ a) = cos~blocos~ (i + s) 

sin f i' sin f (bio ' - a) = sin f bio sin ~ ( i- s) 

sin ~ i' cos f (bio' - a) = cos ~bio sin ~ (i + s) 

in äquatoriale Werte. 

(I) 

Die weitere Rechnung wird für alle Normalorte durchgeführt. 

n' sin N' = sin (J 

n' cos N' = cos (J sin (rx- bio') 
sin g = n' sin (N' - i') 

COS g COS Gr = COS (J COS (rt.- bio') 
cos g sin Gr = n' cos (N'- i') 

GB= Gr -a. 
(II) 

Zur Berechnung von GB können auch die Gl. (8) benutzt werden, denen 
man für die logarithmische Rechnung die den Gl. (II) entsprechende 
Form gibt. 

N 0 = B~ cosec (L 0 -bio) 

X 0 = Rcos(L0 - Q,) 

Y o = R sin (L 0 -bio) cos (N0 - i) 

Zo = R sin (L 0 -bio) sin (N0 - i). 

(III) 

Mit den vorläufigen Elementen berechnet man nun nach bekannten 
Formeln (siehe Abschnitt 15) r, v, u = v + w und damit nach 

LI cos g cos G = r cos u + X 0 

LI cos g sin G = r sin u + Y 0 

GR, (LI cosg}R und f=dG=GB-GR. 

Die weitere Rechnung kann 4- oder 5stellig erfolgen. 

(IV) 
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Ar sin Az = a tg<p sin V (t- t0 ) -
2

.'" " 
3P. sm 1 

Ar cos Az = a cos <p _!!_ (t-t~) 
r 

Br sin B 2 =- a cos tp cos v 

Br cos B 2 = (p + r) sin v sec tp 

Dr sin D2 = a tg tp sin v 
a 

Dr cosD2 = a cos <p
r 

l= Axcos(G-u+Az) 
(LI cos g)R 

Bx cos (G- u + B,) 
m= (LI cos g) R 

rcos (G- u) 
n=----;--..----'--,-· 

(LI cos g)R 

Dx cos (G- u + Dz) 
0=~-~-----;--~_2 

(LI cos g) R 

p = acostp• 

Kontrollen: 
tg 9' r sin v . 

tg Dz = = tgtpsmE 
a cos rp 

l (t t ) 1 2r sin (G- u) 
= 0 - 0 + (LI cos g)R 3.u sin 1" 

m(LI cosg)R = a sinE cos (G -u) + a cos 91 sin (G- w) 

(V) 

(VI) 

Für jeden Normalort bildet man nun je eine Bedingungsgleichung 

ldp, + mdtp + ndwr + odM = f = dG (VII) 

und löst sienach den Unbekannten dp,, dtp, dwr, dM nach der Metlt,ode 
der kleinsten Quadrate auf. 

Der Koeffizient l überwiegt im allgemeinen wegen des Faktors 

t-to an Größe alle übrigen Koeffizienten. Setzt man aber ~d(cp,) statt 

l dp,, so kann man die Konstante c, die für alle Gleichungen dieselbe sein 
muß, so wählen (etwa c=rooo), daß der größte Koeffizient von d(cp,) 
von derselben Größenordnung wie die übrigen Koeffizienten wird. 

Die verbesserten Elemente p,, <p, wr , M erhält man, indem man die 
Verbesserungen dp,, dtp, dwr, dM zu den vorläufigen Elementen p,, 
tp, w, M hinzufügt. 

c) Die Bedingungsgleichungen für dß und di. Mit diesen ver
besserten Elementen rechnet man in 6- oder 7 stelliger Rechnung die 
Formelsysteme (VIII) und (IX) durch. Nach bekannten Formeln ermittelt 
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man zunächst r, v, u = v + w1 und damit 

LI cos g cos G = r cos u + X 0 

LI cos g sin G = r sin u + Y 0 . 
(VIII) 

Man überzeugt sich nun, daß die hieraus erhaltenen Werte von G mit 
den G übereinstimmen, die sich aus den GR unter Hinzufügung der nach 
Gl. (VII) gewonnenen d G ergeben haben. Ist Übereinstimmung vor
handen, so berechnet man nach 

- zo tggl- ---
LI cos g 

(IX) 

g1 und bildet damit die Differenz gegen den aus Gl. (II) erhaltenen be
obachteten Wert gB und zwar gB -g1 =h. 

In 4stelliger Rechnung berechnet man dann 
cosg Q cosg. 

P = - -----::::1 r cos u = -----::::1 r sm u. (X) 

Für jeden Normalort bildet man nun je eine Bedingungsgleichung 

P (sin idSI,) + Qdi = h (XI) 

und löst sie nach den Unbekannten sin i dSI, und di nach der Methode 
der kleinsten Quadrate auf. 

Die verbesserten Elemente w, SI,, i erhält man, indem man die Ver
besserungen dw = -cos idSI,, dSI,, di an die Elemente w1, SI,, i anbringt. 

Bezüglich der Auflösung der Gl. (VII) und (XI) siehe die Ausführun
gen auf S. 314. Für den Ausgleichungsprozeß ist die Rechenmaschine 
ganz besonders geeignet. 

§ 100. Formelzusammenstellung für genäherte Rechnung. 
Gegeben seien die zu verbessernden vorläufigen Elemente M, q;, 

ft, lg a, w, SI,, i (Ekliptik), die Beobachtungen oc, r5 und die zugehörigen 
Zeiten t. 

a) Die Bedingungsgleichungen. Nach den Formeln der Ephemeriden
rechnung berechnet man 4stellig oc und r5 und ihre Abweichungen gegen 
die Beobachtungen LI oc cos r5, LI r5 im Sinne Beobachtung minus Rech
nung in Bruchteilen des Grades. 

Die weitere Rechnung wird 3stellig geführt. 

cos g cosF = sin i' sin r5 sin (oc- SI,') + cos i' cos r5 cosg > o (I) 
cos g sin F = sin i' cos (oc- SI,'). 

Die Umwandlung der ekliptikalen Elemente SI,, i in äquatoriale SI,', i' 
kann mit Benutzung einer Hilfstafel oder nach Gl. (4) geschehen. 

I= cosF · cos r5doc + sinF · dc5. (II} 

Der Unterschied zwischen den I und den cos r5doc ist bei den normalen 
Planetenbahnen so gering, daß man ohne Bedenken die cos r5doc statt der 
I verwenden kann. 
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Die Koeffizienten der Bedingungsgleichungen werden nach 

l at-toi = acosq;---
r 36oo LI 

m = (P + r) sin v sec q; ~ 
I 

n= rLf 

a r 
o = acosq; -;,-LI 

(III) 

berechnet. Für jede Beobachtung cx bildet man je eine Bedingungs

gleichung ldp + mdq; + n dw + o dM = f (IV) 

und löst sie nach den unbekannten Verbesserungen nach der Methode 
der kleinsten Quadrate (siehe unter b) auf. Wegen des Faktors r :3600 
ergibt sich p in Bogensekunden. 

Man erhält die verbesserten Elemente, indem man dp, dq;, dw, dM 
an die vorläufigen Elemente p, q;, w, M anbringt. 

Zur Kontrolle der ganzen Rechnung ermittelt man mit den ver
besserten Elementen r, v, u = v + w und damit cx und b. Werden die cx 
befriedigend dargestellt, so werden es im allgemeinen auch die b. Zeigen 
sich in den cx noch zu große Abweichungen, so setzt man diese in die 
Bedingungsgleichungen ein und löst erneut auf. 

Zeigen sich trotz befriedigender Darstellung der cx unbefriedigende 
Abweichungen in den b, so müssen auch die Elemente ~ und i ver
bessert werden (siehe die entsprechenden Formeln in § 99). Dieser 
Fall tritt in der Praxis nur sehr selten auf, da durch die erste Bahn
bestimmung die Bahnlageelemente genügend gesichert werden. Wäre 
das nicht der Fall, so würde eine Beobachtung in 4 verschiedenen Oppo
sitionen kaum erfolgt sein. 

b) Die Auflösung der Bedingungsgleichungen. Um für die Auf
lösung eine rechnerische Kontrolle zu haben, sei 

lr + mr + nr + Or + /r = Sr 
lz + mz + nz + Oz + /z = Sz 

gesetzt. Bildet man die für die Auflösung notwendigen Werte 

(ll) = lrlr + l2 l2 + · · · 
(lm) = lrmr + lzmz + · · · (V) 

(ls) = l1 s1 + l2 s2 + · · ·, 
so erhält man zur Kontrolle 

(ll) + (lm) + (ln) + (lo) + (lf) = (ls) 
(ml) + (mm) + (mn) + (mo) + (mf) = (ms) 

!ol) + (om) + (on) + (oo) + (of) = (os). 
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Nachdem die Produktsummen gebildet sind, erhält man die Koeffi
zienten der Normalgleichungen, die in folgender Weise angeordnet 
werden 

(ll) (lm) 
(mm) 

(ln) 
(mn) 
(nn) 

(lo) (lf) 
(mo) (mf) 
(no) (nf) 
(oo) (o f) 

(ls) 
(ms) 
(ns) 
(os). 

(VI) 

Im Falle logarithmischer Rechnung werden diese Werte so weit von
einander entfernt geschrieben, daß zwischen ihnen je eine Zeile frei 
bleibt. Unter die r. Zeile werden die Logarithmen lg (ll), lg (lm) usw. 
geschrieben. Unter die 2. Zeile kommen die Zahlen von 

(lm) (lm) (lm) (lm) (lm) 
(li)-(lm), (fi)(ln), (li)(lo), -(li)(lf), (lif(ls), 

unter die 3· Zeile die Zahlen von 

(ln) (ln) (ln) (ln) 
(fi) (ln), (fi) (lo), (fi) (lf), (fi) (ls) 

unter die 4· Zeile die Zahlen von 

(lo) (lo) (lo) 
(fif (lo), (ll)- (lf), (fif (ls). 

Subtrahiert man diese Zahlen von den unmittelbar darüber stehenden 
und setzt 

(lm) 
(mm)- (Jl) (lm) = (mm)r 

(lm) 
(mn) ·- (fi) (ln) = (mn)I usw. 

(ln) 
(nn) -(fi) (ln) = (nn) 1 

(ln) 
(no) -(10 (lo) = (no)r usw. 

usw., 

so erhält man ein 2. dem r. ganz analoges Schema, das nun ebenso be
handelt wird. Man bildet 

(mn), (mn), 
(nn)r- -( -)- (mn)r = (nn)z (no)r- -( -)- (mo)r = (no)z usw. mm, mm, 

und erhält wieder ähnliche Gleichungen, usw. 

Dabei ist stets 

(mm)r + (mn)r + (mo)r + (mf)r = (ms)r 
(nm)r + (nn)r + (no)r + (nf)r = (ns)r 
(om)r + (on)r + (oo)I + (of)r = (os)r 

Die Endgleichung ist 

(nn)z + (no)z + (nf)z = (ns)z 
(on)z + (oo)z + (of)z = (os)z 

(oo)J + (of)J = (osh. 

(ooh · dM = (of)J (VII) 
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aus der dM bestimmt wird. Sodann wird 

dw aus (nn)2 dw + (no)2 dM = (nfh 
drp aus (mm)rdrp + (mn)rdw + (mo)rdM = (mf)r (VII) 

dp,'' aus (ll) dp, + (lm) drp + (ln) dw + (lo) dM = (lf) 
ermittelt. 

Als Kontrolle wendet man die Beziehung 

(lo) dft" + (mo) drp + (no) dw + (oo) dM = (of) 

an (Gesamtkontrolle siehe unter a). 

§ IOI. Beispiel 
(Zur genäherten Bahnverbesserung für logarithmisches Rechnen.) 

Mit Benutzung von 6 rohen Positionen aus 6 verschiedenen Oppo
sitionen soll eine genäherte Bahnverbesserung mit Berücksichtigung 
von genäherten Jupiterstörungen für den Planeten 931 Whittemora 
ausgeführt werden. 

Gegeben seien die Ausgangselemente (vgl. S. rzr). 

Epoche 10 = 1920 Apr. g.o M. Z. Gr. 

M 83'?498 ;::~· I 307'?792 } Ekliptik 
rp q.rg6 öb 113.157 Mittl. Aquin. 
11- 6311!106 11.285 1925.0 

lg a 0.49994 

und die Beobachtungen (Äquin. r9zs.o) 
I cx ö cx 0 öo 

1920 März 19.5 M. Z. Gr. uh 201!'8 + 18 ° 41' 170?20 + 18?68 
1921 Mai II.j 14 j6· 2 - 2 I 224.05 - 2.02 
1922 Juni26.j 17 56-5 -1730 269.12 -17.50 
1923 Sept. 8.5 " 22 30.7 -21 58 337.68 -21.97 
1927 Juni 2.0 Weltzeit 15 59.8 - 8 36 239.95 - 8.6o 
1928 Juli 27.0 19 15.2 -22 2 z88.8o +22.03 

In § 93 wurden mit den vorstehenden Ausgangselementen genäherte 
Störungen berechnet und für die obigen Beobachtungszeiten gestörte Ele
mente erhalten ( S. 292). Mit diesen Elementen werden in 4 stelliger logarith
miseher Rechnung rt. und o nach den Formeln des Abschnitts rs berechnet, 
um die Abweichung der Beobachtungen von der Rechnung festzustellen. 

Die Gaußsehen Konstanten werden hier zweckmäßig in folgender 
Weise ermittelt. Für z um r?oo voneinander verschiedenen Werte von 
[1,, die alle vorkommenden gestörten Werte von [1, einschließen, werden 
die Konstanten bei gleichbleibendem Mittelwert von i sstellig berechnet. 
Man erhält (Beispiel S. zzo) 

P: 
2 

A' 
B' 
C' 

lg sin a' 
lg sin b' 
lg sin c' 

II3?ooo 
rr.285 

203-405 
II6.953 
85·776 
9-99284 
9·97653 
9·56502 

II4 ?ooo 
r r. zSs 

204-418 
117.903 
86.725 

9-99294 
9-97696 
9-56125 
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Für alle gestörten Werte von~ werden die Konstanten durch Interpola
tion ermittelt. 

Die Sonnenkoordinaten werden dem B. J. entnommen. 

Die Nachrechnung der Beobachtungen mit den gestörten Elementen 
kann wie folgt geschehen: 

Nachrechnung der Beobachtungen. 

M. z. Gr. 1920 1921 

I 
1922 1923 1927 1928 

bzw. Weltzeit März 19.5 Mai 11.5 Juni 26.5 Sept. 8.5 Juni 2.0 Juli 27.0 

q; 14°11 1.6 14013'.1 14 °13~ 8 14°14~3 14017'·4 14°19~4 
M 79.87 153·47 225-74 302.90 182.10 256.05 

v-M +28.o6 + 9.8o -16.37 -27.27 - 0-79 -24.82 
V 107-93 163.27 209-37 275·63 181.31 231.23 
w 307.83 307.61 307·54 307-47 307.26 307-31 
u 55·76 IIo.88 156-91 223.10 128.57 178·54 

rfa 0.0071 0.0894 0.0777 9.9626 0.0957 0.0457 
a 0.5000 0.4996 0.4995 0.4996 0.4994 0.4992 
r 0.5071 o.589o 0-5772 0.4622 0.5951 0·5449 

A'+u 259'?33 314'?42 0'?45 66'?63 332'?09 22'?05 
B'+u 172.86 227-96 273-99 340.17 245·63 295-59 
C'+u 141.69 196.78 242.81 309.00 214·45 264·41 

r sin a 0.5000 0.5818 0.5700 0.4550 0.5879 0.5377 
sin (A' +u) 9.9924n 9.8538n 7·8951 9.9628 9.67o3n 9-5745 

rsin a sin (A' +u) o.4924n o.4356n 8-4651 0.4178 o.2582n 0.1122 
x' -3.1075 -2.7265 +0.0292 + 2.6170 -1.8120 + 1.2948 

X' 0 +o.gg6o +o.6390 -o.o814 -0.9743 +0.3394 -0.5628 

x'+X'0 - 2.1II5 -2.0875 -0.0522 + 1.6427 -1.4726 +0.7320 

rsin b 0.4837 0.5656 0.5538 0.4388 0-5717 0.5215 
sin (B' +u) 9-0944 9.87o8n 9.9989n 9·5305n 9·9595n 9-9551 

r sin b sin (B' +u) 9-5781 o.4364n o.5527n 9.9693n o.5312n 0.4766 
y' +0.3785 -2-7315 -3·5700 -0.9318 -3·3980 -2.9965 

Y' 0 -0.0134 +0-7181 +0.9297 +0.2343 +o.8768 +0.7754 
y'+Yo +0.3651 -2.0134 -2.6403 -0.6975 -2.5212 -2.2211 

r sin c' 0.0715 0.1535 0.1417 0.0267 0.1597 0.1095 

n 
n 

sin (C'+u) 9-7923 9.46o4n 9.9491n 9.8905n 9.7526n 9-9979' 
rsinc'sin(C'+u) 9.8638 9.6139n o.o9o8n 9.9172n 9.9123n 0.1074 n 

z' +0.7308 -0.4111 -1.2325 -0.8264 - o.8172 -1.2807 
Z' 0 -o.oo58 +o.3II5 +0-4033 +0.1016 +o.3803 +0.3363 

z+Zo +0.7250 -0.0996 -0.8292 -0.7248 -0.4369 -0.9444 

LI cos <5 sin IX 9-5624 o.3039n o.4217n 9.8435n 0.401(})n 0.3465 n 
sin od. cos IX 9.9936n 9.8572n 9-9999n 9-9640 9.9363n 9-9776 

LI cos <5 cos IX o.3246n o.3196n 8.7177n 0.2155 o.168r'n 9.8645 
tg IX 9.2378n 9-9843 1.7040 9.628on 0.2335 0.4820 n 

IX 170'?18 223'?97 268'?87 337'?00 239'?72 288'?24 

LI sin <5 9.8603 8.9983n 9.9187n 9.86o2n 9.6404n 9-9752 n 
cos <5 9·9764 9-9997 9-9796 9-9669 9-9952 9.9672 

LI cos <5 0 3310 0.4624 0.4218 0.2515 0.4653 0.3689 
tg <5 9-5293 8.5359n 9.4969n 9.6o87n 9.1751 n g.6o63 n 

<5 + 18'?70 -1!'97 - 17'?43 - 22'?10 -8'?52 - 22'?00 
LI 0.355 0.463 0.442 0.285 0.470 0.402 



Methoden der Bahnverbesserung. 

Durch Vergleich der so erhaltenen Werte der oc und b mit den beobach
teten Werten erhält man folgende Abweichungen cos b doc, db im Sinne 
Beobachtung minus Rechnung 

cos ~da. I +o~oz I +o~o8 I +o'?24 I +o'?63 I +o'?23 I +o~52 
d~ -0.02 -0.05 -0.07 +0.13 -o.o8 -0.03 

Diese Abweichungen sollen durch Verbesserung der Ausgangselemente 
nach der Methode der kleinsten Quadrate auf ein Minimum reduziert 
werden. 

Aufstellung der Bedingungsgleichungen. 

Berechnung der f mit konstanten äquatorialen Werten von 9,' 
und i'. 

~ + 18~7 
a. 

a.-9,' 
cos (a.- 9,') 

cos ~ 
sin (a.- 9,') 

sin ~ 
sin i' sin ~ sin (a.-9,') 

cos i' cos ~ 

cos g sin F 
cos g cos F 

tgF 
sinF 

d~ 
cosF 

cos ~da. 
cos F cos ~da. 

sin Fd~ 

I{ 

170.2 
140.6 

9.888n 
9-976 
9.803 
9-506 
8.873 
9-945 

9.452n 
9.980 
9.472n 
9-453n 
8.3o1n 
9.982 
8.301 
8.283 
7·754 
8.396 

+o~o2 

9,' =29~6 •I 0 
~ = 21.5 

- 2~0 

224.0 
194·4 

9.986n 
0.000 
9·396n 
8.543n 
7-503 
9-969 

9.55on 
9-971 
9·579n 
9.55on 
8.699n 
9-971 
8.903 
8.874 
8.249 
8.966 

+o~o9 

- 17~4 
269.1 
239·5 

9.705n 
9.980 
9-935n 
9.476n 
8.975 
9·949 

9.269n 
9-993 
9.276n 
9.269n 
8.845n 
9-992 
9-380 
9-372 
8.II4 
9-395 

+o~25 

-22~1 

337·7 
308.1 

9-790 
9-967 
9.896n 
9-575n 
9-035 
9-936 

9-354 
9-987 
9-367 
9-355 
9-114 
9-989 
9-799 
9·788 
8.469 
9.8o8 

+o~64 

Berechnung der Koeffizienten. 

a cos q:> I 
afr 

a cos q:> afr 
(t- to): 3600 

a cos q:> aJr· (t-t0 ) :3600 
r 
p 

P+r 
sin v 

(P+r) sin v sec q:> 
.d 

m 
n 
0 

0.487 
9-993 
0.480 
7-755n 
8.235n 
0.507 
0.474 

0.792 
9-978 
0.783 
0.355 

7.88on 
0.428 
0.152 
0.125 

0.487 
9-9II 
0.398 
9-043 
9·441 
0.589 
0-474 

0.836 
9·458 
0.307 
0.463 

8-9]8 
9-844 
0.126 
9-935 

0.487 
9-922 
0.409 
9-351 
9-760 
0·577 
0.474 

0.830 
9.691n 
o.534n 
0.442 

9-318 
o.092n 
0.135 
9-967 

0.487 
0.037 
0.524 
9-540 
0.064 
0.462 
0 ·474 

0.769 
9.998n 
o.78on 
0.285 

9-779 
o.495n 
0.177 
0.239 

- 8'?5 
240.0 
210.4 

9.936n 
9-995 
9.704n 
9.17on 
8.438 
9-964 

9.5oon 
9-977 
9.523n 
9.499n 
8.903n 
9-977 
9-362 
9-339 
8.402 
9·386 

+o'?24 

0.485 
9-904 
0.389 
9.86o 
0.249 
0.595 
0.471 

0.838 
8.356n 
9.2o8n 
0.470 

9·779 
8.738n 
0.125 
9-919 

-22'?0 
288.8 
259·2 

9.273n (I) 
9-967 
9.992n 
9·574n 
9-130 
9-936 

8.837n 
9-999 
8.838n 
8.837n 
8.4nn 
9-999 (II) 
9-716 
9-715 
7·3 1 4 
9-717 

+o'?52 

0.485 
9-954 
0-439 
9-925 
0.364 
0-545 
0-471 

o.8u (III) 
9.892n 
o.717n 
0.402 

9.962 
o.315n 
0.143 
0.037 
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Die 6 Bedingungsgleichungen lauten also: 
-o.o1 dp, +2.68 drp+1.42 dw +1.33 dM = +o.o2+5~44 
+o.IO " +o.7o " + 1.34 " +o.86 " = +o.o9+ 3.09 
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+ o.21 " - 1.24 " + 1.36 " + o.93 " = + o.25 + 1.51 (IV) 
+o.6o" -3.13" +r.so" +1.73 " =+0.64+1.34 
+o.6o " -0.05 " + 1.33 " +o.83 " = +0.24+2.95 
+ o.92 " - 2.07 " + 1.39 " + 1.09 " = + o.52 + r.8s 

Zur Kontrolle der weiteren Rechnung werden die rechts stehenden 
Summen aus den l, m, n, o, f für jede der 6 Gleichungen gebildet. 

Bildung der Normalgleichungen. 

ll lm ln lo lf ls 

0.00 -0.03 -0.01 -0.01 0.00 -0.05 
+0.01 +0.07 +o.13 +0.09 +0.01 +0.31 
+0.04 -0.26 +0.29 +o.2o +o.os +0.32 
+o.36 - r.88 +o.9o + 1.04 +o.38 +o.8o 
+o.36 -0.03 +o.8o +o.so +o.q +r.n 
+o.8s -1.90 + 1.28 + 1.00 +o.48 + !.70 

}.; I + 1.62 1 -4.03 1 + 3-39 I + 2.82 I + 1.06 1 + 4.8s 
Kontrolle der Summen: + 4.86 

mm mn mo mf ms 

+ 7.18 + 3.81 +3·56 +o.os + 14·58 
+0.49 +0.94 +o.6o +o.o6 + 2.16 
+ 1.54 - !.69 -1.15 -0.31 - !.87 
+9.80 -4·7° - 5·41 -2.00 - 4·19 

0.00 -0.07 -0.04 -0.01 - 0.15 
+4·28 -2.88 -2.26 -1.08 - 3·83 

}.; I + 23.29 I - 4·59 I - 4-JO I - 3·29 I + 6.70 
Kontrolle der Summen: + 6.68 (V) 

I nn no nf ns 

+2.02 + !.89 +o.o3 +7·72 
+ r.8o + 1.15 +o.12 +4.14 
+ 1.85 + 1.26 +0.34 +2.05 
+2.25 +2.60 +o.96 +2.01 
+ !.77 +r.IO +0.32 +3·92 
+ !.93 +!.52 +o.72 +2.57 

}.; I+ 11.62 I +9.52 I +2.49 I +22.41 
Kontrolle der Summen: + 22.43 

00 of OS 

+ !.77 +0.03 +7.24 
+ 0 ·74 +o.o8 +2.66 
+o.86 +0.23 + 1.40 
+2.99 +r.rr +2.32 
+o.69 +o.2o +2.45 
+ 1.19 +o.57 +2.02 

}.; 1 + 8.24 1 + 2.22 1 + 18.09 
Kontrolle der Summen: +18.10 
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Auflösung der Normalgleichungen. 

+ I.62 - 4·03 + 3·39 +2.82 + I.06 + 4.86 
0.2095 o.6053n 0.5302 0.4502 0.0253 0.6866 

+23.29 - 4·59 -4·70 -3.29 + 6.68 
-10.02 + 8.43 +7.02 +2.64 + 12.09 

+ I!.62 +9·52 +2.49 +22.43 
- 7·09 ~5·9o -2.22 -10.17 

+8.24 +2.22 +18.10 
-4·91 - I.84 - 8.46 

+ 13.27 + 3·84 +2.32 -o.65 + 18.77 
!.1229 0.5843 0.3655 9.8129n !.2735 (VI) 

+ 4·53 +3.62 +0.27 +12.26 
- 1.11 -0.67 +o.19 - 5·43 

+3·33 +o.38 + 9·64 
-0.41 +o.n - 3.28 

+ 3·42 +2.95 +o.46 + 6.83 
0.5340 0.4698 9.6628 0.8344 

+2.92 +0.49 + 6.36 
-2.54 -0.40 - 5·89 

+o.38 I +o.o9 + 0.47 

(o fh 8.9542 (mo), 0.3655 (lo) 0.4502 
(oo)3 9.5798 dM 9·3744 dM 9·3744 
dM 9·3744 - (mo), dM 9.7399n - (lo) dM 9.8246n 

(no) 2 0.4698 (mn), 0.5843 (tn) 0.5302 
_ (no). dM{ 9.8442n dw 8.8462n 

-0.70 - (mn),dw 9.4305 
dw 8.8462n 

- (ln) dw 9.3764 
(nf). +o.46 (mf), -0.65 (lm) o.6o53n 

dffJ 8.8456n E{ -0.24 - (mo), dM -0.55 
9.38o2n - (mn),dw +0.27 

(nn). 0.5340 E{ -0.93 
- (lm) dffJ 9.45o9n (VII) 

(lf) + I.06 
- (lo) dM - o.67 dw 8.8462n 9.9685n 

(mm), 1.1229 
d'P 8.8456n 

Die Elementenverbesserungen sind also 

dp, = + o'!216 
dffJ= -0'!070 
dw= -0.070 

dM=+o.237 

und die verbesserten Ausgangselemente 

- (ln) dw +0.24 
- (lm) dffJ -0.28 

E{ +o·35 
9·5441 

(ll) 0.2095 
dp,'' 9·3346 

Epoche t0 = 1920 Apr. 9.0 M. Z. Gr. 

M 

'P 
·p, 

lg a 

83'!735 
14.126 

631'.'322 
0.49984 

~I 
307°722 } Ekliptik 
II3. 157 Mittl. Äquin. 
II. 285 1925.0 



23. Die Variation elliptischer und parabolischer Elemente. 321 

Bringt man an diese die Störungen (vgl. S. 292) an, oder bringt man 
die Elementenverbesserungen (t - to) dt-t, d fP, d w, d M an die gestörten 
Elemente (vgl. S. 292) an und berechnet damit die neuenIXund lJ (Schema 
vgl. S. 317), so erhält man die neuen Abweichungen 

cos (j d rx. I - o~o2 I + o'.'o2 I o'.'oo I + o'.'o2 I + o'.'o2 I + o~o2 
d(j 0,00 -0.03 -0.02 +o.OI -0.02 -0.01 

Die Geringfügigkeit dieser Abweichungen spricht für die Güte der ver
besserten Elemente. 

23. Abschnitt. 

Die Variation elliptischer und parabolischer Elemente. 

§ 102. Beziehungen zwischen Variationen der Beobachtungen und 
Elemente. 

Das Koordinatensystem sei das des Äquators mit dem Sonnenmittel
punkt als Nullpunkt und der S. 39 gewählten Orientierung der Koordi
natenachsen. Bezeichnet man in diesem System die rechtwinkligen 
Koordinaten eines Gestirns mit x', y', z', seine geozentrischen Polar
koordinaten mit LI , IX, lJ, die rechtwinkligen Sonnenkoordinaten mit 
X~, Y ~, Z ~, so bestehen zwischen diesen Größen nach GI. (3. 14) die 
Beziehungen 

LI cos lJ cos IX - X b = x' 

LI cos/J sin IX- Yb = y' 

LI sin lJ - Zb = z'. 
(1) 

Die Variationen der rechtwinkligen Koordinaten seien mit dx', dy', dz', 
die der Polarkoordinaten mit dLI, diX, dlJ bezeichnet. Die Sonnen
koordinaten bleiben von der Variation der Gestirnskoordinaten un
berührt. 

Durch Differentiation der GI. (1) erhält man 

dx' = cos lJ cos IX d LI - LI cos lJ sin IX diX - LI sin lJ cos IX d lJ 
dy' = cos lJ sin IX d LI +LI cos lJ cos IX diX- LI sin lJ sin IX dlJ (2) 

d z' = sin <5 d LI + LI cos <5 d lJ • 

Die Größe dLI soll fernerhin unberücksichtigt bleiben, da sie nur in die 
Parallaxe und Aberration eingeht und hier praktisch bedeutungslos ist. 
Löst man die GI. (2) nach cos <5diX und dlJ auf, so erhält man die Be
ziehungen zwischen den Variationen cos <5diX, d<5 und dx', dy', dz' 

LI cos <5 d IX = cos IX d y' - sin IX d x' 
LI d<5 = - cos oc sin <5 dx' - sin IX sin <5 dy' + cos lJ dz'. 

Es sollen nun die dx', dy', dz' als Funktionen·der Variationen der 
.Elemente ausgedrückt werden. Die Knotenlänge sei wieder mit 61,', die 

Stracke, Bahnbestimmung. 21 
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Neigung mit i', die vom Knoten gezählte Perihellänge mit w', die Durch

gangszeit durchs Perihel mit T, die große Halbachse mit a, die Exzen

trizität mit e, die VariationendieserElemente seien mit d[;b', di', dw', 

d T, da, de bezeichnet. Man hat nun 

d '=_l!s'dn'+os'd.'+!!__d '+os'dT+os'd +os'd 
s o [;b' <lb oi' ~ ow' W a T i!a a i!e e (4) 

(s' = x', y', z'). 

Die hierin auftretenden partiellen Differentialquotienten lassen sich 

aus den den Gl. {I. 66) entsprechenden Gleichungen 

x' = r cos (v + w') cos[;b'- r sin (v + w') sin[;b' cosi' 

y' = r cos (v + w') sin[;b' + r sin (v + w') cos[;b' cos i' (5) 

z' = r sin (v + w') sin i' 

ableiten. Hierin wird für das Argument der Breite u die Summe v + w' 

eingeführt. v ist die wahre Anomalie, r der Radiusvektor. 

Die in den Gl. (S) enthaltenen Elemente sind zweierlei Art. Die 

explizit auftretenden Elemente [;6', i', w', die die Ebene der Bahn im 

Raum und die Lage der großen Achse in ihr festlegen, sind unabhängig 

von der Form der Bahn. Diese wird durch die Elemente T, a, e bestimmt, 

Größen, die implizite in r und v enthalten sind. 
Bildet man nach Gl. (5) die partiellen Differentialquotienten der 

rechtwinkligen Koordinaten nach den Elementen, setzt sie in Gl. (4), 

diese ihrerseits in Gl. (3) ein, so gewinnt man die gewünschten Bezie

hungen zwischen den Variationen der Beobachtungen und denen der 

Elemente. Für jede beobachtete Koordinate gibt es eine solche Be

ziehung. Aus der Gesamtheit aller sind die unbekannten Elementen

änderungen d[;b', di', ... nach den Regeln der Ausgleichungsrechnung 

zu ermitteln. 
Es sind nun die partiellen Differentialquotienten zu bilden. Das 

soll zunächst für die Bahnlageelemente, dann für die übrigen Elemente 

getrennt für die elliptische, parabolische und parabelnahe Bahn ge

schehen. 

§ 103. Die Differentialquotienten für die Bestimmung elliptischer 
Elemente. 

a) Die Differentialquotienten nach [;6', i', w'. Differenziert man 

die Gl. (5) nach den.Elementen [;6', i', w' partiell und setzt die Werte 

der Differentialquotienten in Gl. (3) ein, so erhält man 

LI cos 6 :~, = r [cos u cos (oc - F;b') + sin u sin (oc - .Q,') cos i'] 

LI 88~, = r sin~ [sin u cos (oc- F:b') cos i'- cos u sin (oc- F:b')] (6) 

orx 
LI cos ~ oi' = - r sin u cos (oc - f:b') sin i' 
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L1 ::, = r sin r5 [sin u sin (ot - ~') sin i' + sin u ctgc5 cos i'] 

L1 cos r5 ::, = r [sin u sin (ot - ~') + cos u cos (ot - ~') cos i'] 

L1 :~, = rsinr5[sinu cos (ot- ~')- cosusin (ot-~') cosi' 

+ cos u ctg r5 sin i'] . 

(6) 

Diese Ausdrücke lassen sich durch Einführung von Hilfsgrößen ver
einfachen. 

ot) Für maschinelles Rechnen. Setzt man 

cosucos(oc- ~') =A sinucos(oc- ~') = C cosuctgr5 = m 

cosusin (oc- ~') = B sinusirr (ot- ~') = D sinuctgr5 = n, 

so wird 

(Ja) 

L1 cos r5 0°~, = r (A + D cos i') 

L1 .ll oa. c . ., cosu oi' = - r sm~ 

.d cosr5 :;, = r (A cosi' + D) 

L1 0°~, = r sinr5 (- B + C cosi') 

L1 ;i~ = rsinr5 (Dsini' + ncosi') (8a) 

L1 :~, = rsinr5 ( -Bcosi' + C + msin i'). 

ß) Für logarithmisches Rechnen. Setzt man 

cos (oc- ~') = mcosM 

sin (ot - ~') cos i' = m sin M 

cos r5 = I cosF 

sin (oc- ~') sinr5 =I sinF 

(Jb) 

cos (oc - ~') cos i' = n cos N 

sin (ot- ~') =·n sinN 

sin (ot- ~') cosi' sinr5- cosr5 sini' = gsinG 

cos (ot- ~') sin r5 = g cosG, 

so wird 

oa. 
L1 cosr5 ofi' = r m cos (u-M) 

L1 cos r5 :; = - r sin u cos (ot - ~') sin i' 

A oa. 
LJ cosr5 ow' = r n cos (u- N) 

L1 0°~, = r sin r5 n sin (u- N) 

L1 ;: = r sin ul cos (F- i') 

L1 :~, = r g sin (u - G). 

(8b) 

b) Die Differentialquotienten nach T, a, e. Bezeichnet man mit 1J 
eines der Elemente T, a, e, so gilt die Beziehung 

os' os' or iJs' iJv 
01} = or 01} + --av- .01} (s' = x', y', z'). (9) 

Die Differentialquotienten ~~und~~ erhält man durch Differentiation 

der GI. (5) nach r und v. Es ergibt sich 
21* 
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ßx' I • • 1 'I Tr = cos u cos bl, - sm u sm bl, cos ~ 

8
8:' = cos u sin b/, 1 + sin u cos b/,1 cos i1 

ßz' . . .1 -Jr = sm u sm ~ 

ßx' ( • 1 • 1 'I) 7fV = - r Slll U COS bb + COS U Slll b/, COS ~ . 

ßy' ( • • I I 'I) 7fV = - r Slll U Slll bb - COS U COS b/, COS ~ 

ßz' . .1 7fV = r COS U Slll ~ • 

(ro) 

Die Differentialquotienten von r und v nach T, a, e bildet man in 
folgender Weise. Nach bekannten Gleichungen ist 

r = a (r- ecosE) E- esinE = k (t- T) tg~v = tg~Ev 
afa 

oder lgtg~v = ~lg(r + e)- ~lg(r- e) + lgtg~E (n) 
. E r sinv as1n =-= 

fi- ez 
acosE = ae + rcosv p = a (r- el). 

Differenziert man die ersten Gleichungen und macht von den übrigen 
Ausdrücken Gebrauch, so wird 
ßr kesinv ßr r 3 esinvk(t-T) 

aT = - YP aa = a - 2 a VP 

av k)p 
ar =-----;> 

av 3 k (t- T) YP 
aa =- 2 yZ a 

ar 
-- =- acosv ae 
av (z+ecosv)sinv 
Te 1- ez 

(r2) 

Setzt man die Ausdrücke für die Differentialquotienten nach GI. (ro) 
in GI. (9) und das Resultat in Gl. (3) ein, so erhält man die gesuchten 
Differentialquotienten der Beobachtungen nach den Elementen T, a, e. 
Sie können durch Einführung von Hilfsgrößen vereinfacht werden. 

<X) Für maschinelles Rechnen. Bei Einführung der Hilfsgrößen 
der Gl. (7a) wird für r;= T, a, e 

.d cosc5 :~ = (- B + C cosi1
) :~ + (A cosi1 + D) r:~ 

L1 !! = sinc5 (- A- Dcosi1 + nsini1
) :~ 

+ sinll (- B cosi1 + C + msini1
) r :~. 

ß) Für logarithmisches Rechnen. Setzt man 
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und n, N, g, G nach GI. (7b) ein, so wird 

L1 cos~ :~ = h11 nsin (u + H 11 - N) 

aö 
L1 a'YJ = - h11 g cos (u + H 11 ---:- G). 

Führt man nun noch die Ausdrücke für die Differentialquotienten von r 
und v nach den Elementen T, a, e nach den GI. (I2) ein, so erhält man 
die gesuchten Beziehungen zwischen den Variationen der beobachteten 
Koordinaten und denen der Elemente T, a, e (siehe Formelzusam
menstellung). 

§ 104. Die Differentialquotienten für die Bestimmung parabolischer 
Elemente. 

Die Differentialquotienten für die Elemente g,', i', o/ sind dieselben 
wie bei der elliptischen Bahn. Außer diesen variiert man hier nur die 
Elemente T und die Periheldistanz q. Für die Variation von T kann 
die Formel der elliptischen Bewegung ungeändert benutzt werden, 
wenn man p durch 2q ersetzt. 

Die Ermittlung der partiellen Differentialquotienten von r und v nach 
q kann in folgender Weise geschehen. Nach den GI. (I. 42) und (I. 44) ist 

r=qsec~v· 

Man erhält hieraus unmittelbar 

av 3 k (t- T) I 4 I • ( I ) - =- ---=-~cos 2 v =- -smv I+ 2cosv 
aq "fz q2 fq q 

(I5) 

ar 
Tq = cos v. (I6) 

Diese Gleichungen treten an Stelle der Gleichungen für a und e in der 
elliptischen Bewegung. 

§ 105. Die Differentialquotienten für die Bestimmung parabelnaher 
Elemente. 

Die Differentialquotienten für die Elemente g,', i', w' sind auch hier 
dieselben wie bei der elliptischen Bahn. 

Zu verbessernde Ausgangselemente sind wie erwähnt, die paraboli
schen Elemente g,', i', w', T, q und e = I . Die Variationen von r und v 
nach q sind in den GI. (I5) und (I6) gegeben. Abzuleiten sind noch die 
Differentialquotienten von r und v nach e. 

Ausgangspunkt hierfür bildet die der Keplerschen Gleichung in 
der elliptischen Bewegung entsprechende Beziehung zwischen der Zeit 
und der wahren Anomalie. Man erhält sie in folgender Weise. Nach 
den GI. (I. 28), (I. 26), (I. 24) ist 

rz dv = k fP dt r =- _p__ .P__ =I+ e. (17) 
I-j-ecosv q 
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Setzt man 

so wird 
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tgfv = -r: 

I- T 2 

COS V= I+ T 2 

I- e 
I+e=C, 

cosfv2 + sin~v 2 I+ T2 r-p 2 

- cosfv2 + sinfv2 + e (cosfv2 - sinfv2) = qr + CT2 · 

Führt man die Ausdrücke für dv, r, fi in Gl. (r7) ein, so wird 

k fl+e dt = __!_±~-d. 
zqfq (I+CT2)2 . 

(r8) 

Diese Gleichung ist zwar in geschlossener Form integrierbar. Der so 
gewonnene Ausdruck würde aber praktisch zu unbequem sein. Einen 
einfacheren Ausdruck erhält man, wenn man ihn, die Kleinheit der 
Größe C ausnutzend, in eine Reihe nach Potenzen von C-r:z entwickelt. 
Man erhält zunächst 

k f I -1::_ e d t = d-r:(r + 7:2 ) (r - 2 C i 2 + 3 C2 7: 4 ••• ) , 
zqfq 

und durch Integration bei Beschränkung auf die Anfangsglieder 

k fi+8 (t- T) ( 2 r 2) + I 3 ( 6 r 2) =7:1-3;,7: 37: I-5;,7:. 
zq f q 

(rg) 

Diese Gleichung soll nun zur Ableitung der Differentialquotienten 
verwendet werden. Die nur höhere Potenzen von C enthaltenen weiteren 
Glieder der Reihenentwicklung sind hier bedeutungslos, denn da nach 
der Differentiation nach e wegen der parabolischen Ausgangselemente 
e = r gesetzt werden muß, so fallen alle Glieder, die C als Faktor enthalten, 
weg. Läßt man diese von vornherein weg, so erhält man durch Differen
tiation der Gl. (rg) nach e 

k (t- T) = !_!__ (r + •2) _ 2 0 3 G + ~·2) fJ_~ . 
H}qfi+e 8e 8e 

s t t . . d 01: ov I ac 2 e z man Jetzt e = r, so w1r wegen" =-:;---I-·- c;;-- = -(I+ e)2 ue uezcos 2 v 2 ue 

k (f- T_}__ = _!)!___ . I I + 0 3 (-'. + _I. 7:2) • 
4qlq f2 ae zcos,v4 3 5 

Nun besteht aber für die parabolischen Ausgangselemente die Gl. (14), 
die hier lautet 

k (t- T) I 3 

q fq f2 =. + 3 •. 

Also wird 

~~- = zcosfv 4 (f•- f-r 3 - ~-r: 5 ) = fsinvcosfv 2 (r- 7: 2 -1•4). (zo) 
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Um ar zu erhalten, geht man von der Gleichung ae 
p q (I+ e) 

r = I+ ecosv I+ ecosv (2 I) 

aus. Die Differentiation ergibt 

7Ji - I + e COS V 

q 
( . av 

q I+ e) esmv-
q(I+e)cosv + ße 
(I+ ecosv) 2 (I+ ecosv) 2 

(22) 
ar 

Setzt man auch hier e =I, so erhält man schließlich nach Einsetzen 
der Gl. (20) ar I • I 2 ( + 2 + I 4) ae=-.qsm-.v 2 1" s't. (23) 

Die Gl. (I5), (I6), (20), (23) treten an Stelle der Gleichungen für 
0 '' av i!r av · d 11· · h B A h . d Gl . h -, "' -, ~ m er e 1phsc en ewegung. uc m en e1c ungen i!a ua i!e i!e 

für;;, ;; ist e= r zu setzen (siehe Formelzusammenstellung). 

§ ro6. Formelzusammenstellung für die Bestimmung elliptischer 
Elemente. 

Gegeben seien die zu verbessernden vorläufigen Elemente 61,', i', w' 
(Äquator), T, a, e, sowie n Beobachtungen oc,., 15,. und die zugehörigen 
Zeiten tn. Elemente und Beobachtungen müssen auf das gleiche mittlere 
Äquinoktium bezogen sein. Sind die ekliptikalen Elemente 61,, i, w ge
geben, so müssen diese nach GI. (22.4)inäquatorialeumgewandeltwerden. 

Zur Verbesserung benutzt man möglichst nicht einzelne Beobach
tungen, sondern Normalorte. Über die Bildung der Normalorte siehe die 
Ausführungen auf S. 3IO. 

a) Berechnung der Differentialquotienten. 
oc) Für maschinelles Rechnen. 

A = cosucos(oc- 61,') C = sinucos(oc- 61,') m = cosuctgl5 
B = cos u sin (oc - 61,') D = sin u sin (oc - 61,') n = sin u ctg 15 

Kontrolle: A 2 + B 2 + C + D 2 =I 

cosl5 :~, = ; (A + D cosi') 88~, = ; sin 15 (- B + C cosi') 

(Ia) 

.~: aoc r C . ., a !5 r . .~: (D . ., .,) (II ) cos u 7ii' = - LI Sill ~ 7ii' = LI Sill u sm ~ + n cos ~ a 

cosb 8
8;, =; (Acosi'+D) ::, =; sinb(-Bcosi'+C+msini') 

ar 
- =- acosv ae 
ar 
aa 

_!_ __:_ 1.5 k e sin v (t - T) 

a a fp 
ßr k e sin V 

7fT= --YP 

ßv (2 + e cosv) sin V 

-""tfe = I- e2 

ßv 1.5 k (P (t- T) 
Ta=- r 2 a 

(IIIa) 

r, v, u = v + w' entnimmt man der Ephemeridenrechnung. 
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'fJ=e, a, T 

~ ar:x. I ( B c '') ar r (A ., D) av cosuihi = T - + cost 7fri + T cost + 7fri 

aiJ siniJ ., . ., ar (IVa) 
7hi = L1 (- A - D cos t + n sm t ) ä1j 

+ ; sin~ (- Bcosi' + C + msini') ~~ 
ß) Für logarithmisches Rechnen. 

mcosM=cos(oc-ß') lcosF=cos~ 

msinM = sin (oc ~ ß') cosi' lsinF = sin (oc- ß') sin~ 

n cos N = cos (oc - ß') cos i' 

n sinN = sin (oc - ß') 

gcosG = cos (oc- ß') sin ~ 

g sin G = sin (oc - ß') sin ~ cosi' 
- sini' cos~ 

Kontrolle: g sin G = I sin (F - i') 

~ ar:x. r ( M) aiJ r . ~ . ( N). cosu 8 ß,=xmcos u- fJß' =xsmunsm u-

ll fJa. r . ( n') . ., ()() r . I (F '') COSuw= -LJSlnUCOS ot- Ob Slnt w=xStnU COS -t 

ar:x. r f)(j r . 
cos15aw' =xncos (u- N) aw' =xgsm (u- G) 

h8 cosHe =- a cosv h . H (2 +ecosv) rsinv 
e Sln e = _,___:__I ---e--'-2 -

(lb) 

(IIb) 

h H _ r 1.5kesinv(t-T) 
aCOS a--- h . H - - r.s k fP (t- T) (IIIb) 

aSln a - ra 
a a~p 

k e sin v 
hrcosHr = --=--

tP 
h . H k~p 
rstn r=--· 

r 

r, v, u = v + w' entnimmt man -der Ephemeridenrechnung. 

'fJ=e, a, T 
aa. I . a 13 I (IVb) 

cosl5--a:q = Lfh'lnsm (u + H'l- N) a'YJ =- Lfh'lgcos (u + H'l- G). 

b) Die Bestimmung der Verbesserungen der Elemente. Die obigen 
Werte der Differentialquotienten setzt man nun in die Bedingungs
gleichungen 

cos 15 d oc = cos 15 :~, dß' + cos 15 ;; di' + cos ~ 88; dw' 

~ ar:x. ar:x. ar:x. + cosuaede + cos15ßada + cos157iTdT (V) 

d~=~dn'+ 813 d''+~d '+~d +~d +~dT u f}ß' Ob fJi' t aw' OJ ae e aa a aT 

ein und löst diese nach den Verbesserungen d{J,', di', dw', de, da, dT 
nach der Methode der kleinsten Quadrate auf. 
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Setzt man die Abweichungen cos bdrx und d(J in Bogensekunden an. 
so ergeben sich auch die Verbesserungen in Bogensekunden. Will man 
da und de in Längenmaß haben, so multipliziert man sie mit sin r". 
Bei d T kann diese Multiplikation unterbleiben, wenn man den Faktcr 
in Bogensekunden ansetzt. 

Es kommt vor, daß Normalgleichungen Vielfache einer anderen 
sind. Dieser Fall tritt fast immer ein, wenn die Normalorte einer nur 
kurze Zeit beobachteten Erscheinung angehören, oder wenn die Normal
orte auf dieselbe Gegend der heliozentrischen Bahn fallen. Hat man ge
nügend Auswahl, so empfiehlt es sich, Normalorte zu benutzen, die auf 
möglichst verschiedene Teile der Bahn fallen. 

Hat man keine Auswahl, so ist in solchen Fällen eine sichere Be
stimmung aller Unbekannten nicht möglich. Man setzt dann die un
sicher bestimmten Unbekannten an das Ende der Normalgleichungen 
und löst sie so weit auf, bis die Unsicherheit eintritt. Mit Hilfe der 
Eliminationsgleichungen drückt man dann die ersten durch die unsiche
ren Unbekannten aus und kann dann in verschiedener Weise verfahren. 
Entweder verzichtet man auf die Bestimmung der unsicheren Un
bekannten, indem man sie gleich Null setzt. Oder man macht verschie
dene Annahmen über die unsicheren Unbekannten, untersucht für jede 
die Darstellung der Bedingungsgleichungen und verwendet diejenige 
Annahme, bei der die Darstellung am meisten befriedigt. Oder man 
setzt die sicheren Unbekannten als Funktionen der unsicheren in die 
Bedingungsgleichungen ein und löst sie nach der Methode der kleinsten 
Quadrate auf. 

§ 107. Formelzusammenstellung für die Bestimmung parabolischer 
Elemente. 

Bis auf die Gl. (lila) bzw. (IIIb) gelten dieselben Formeln wie für die 
Bestimmung verbesserter elliptischer Elemente. Es sind zu ersetzen 
Gl. (III a) durch 

ßr 
7ii = cosv 

ßr k sinv 

FT 

bzw. Gl. (IIIb) durch 

hq cosHq = cosv 

k sinv 
hr cos H r = - ---=-Yz q 

ßv I • ( 1 ) - =- -smv r +-cosv 
ßq q 2 

av 
FT 

hq sin Hq = - !__ sin v (r + f cos v) 
q 

hrsinHr =- k yzq. 
r 
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§ ro8. Formelzusammenstellung für die Bestimmung parabelnahE!r 
Elemente. 

Bis auf die GI. (IIIa) bzw. (IIIb) gelten dieselben Formeln wie für die 
Bestimmung verbesserter elliptischer Elemente. Es sind zu ersetzen 
GI. (IIIa) durch 

-c = tg~v 

~: = ~qsin~V 2 (2 + 1'2 + i-c4) 

ar aq = cosv 

ar k sinv 
n=- f2q 

bzw. GI. (IIIb) durch 

he cosH. = ~qsin~V 2 (2 + 7:2 + i-c4) 

hq cos H q = cos V 

a V I • I 2 ( 2 4 4) -- = -sm v cos-v I -7: ---,; ae 4 2 5 

ßV I • ( +I ) - =- -s1nv I -cosv 
ßq q 2 

av k }zq 
7fT = - ----;y-2 

h. sinH. =frsinvcos~V2 (I-t'2 -tt'4 ) 

hqsinHq = _.!:.sinv(I+~ccsv) 
q 

k sinv . k lizq 
hT cos H T = - --=- hT srn H T = - -'-. 

f2q r 

Fällt die Verbesserung de positiv aus, so hat man es mit hyper
bolischen, fällt sie negativ aus, so hat man es mit elliptischen Elementen 
zu tun. 



Anhang. 

A. Tafeln. 

Konstanten. 

Basis der natürlichen Logarithmen e . . . . 
Modul der Briggs'schen Logarithmen Mod .. 
Umfang des Kreises in Graden : . 
Umfang des Kreises in Minuten .. 
Umfang des Kreises in Sek~mden . 
Radius des Kreises in Graden . 
Radius des Kreises in Minuten . 
Radius des Kreises in Sekunden 
sin I o. 
sin r' 
sin r" 

{ 
in Zeitsekunden 

Lichtzeit 
in Tagen ... 

Numeri 
2.7I828I8 

0.4342945 
3600 

2I6oo' 
I296ooo" 

57~29578 

3437~ 7468 
206264':8o6 

O.OI 74524I 
o.ooo29o888 
0. 000004848 I 4 

498~5 
o9-oo5770 

Gaußsehe Konstante des Sonnensystems • 

Dauer des julianischen Jahres 

{ k O.OI7202I 
k" 3548':I876I 

325.25 mittl. Tage 

Logarithmen 

0-4342945 
9.6377843-ro 
2-5563025 

4·3344538 
6.u26o5o 

I.758I226 

3·5362739 
5-3I4425I 
8.24I8553-ro 
6.463726I-ro 
4.6855749-ro 
2.69767 

7·76II8-ro 
8.2355814-10 
3·5500066 
2.5625902 
2.5625978 
2.5625809 

Dauer des siderischen Jahres 
Dauer des tropischen Jahres . 

365.2563604 
365.242!988 

Konstanten für die Störungsrechnung. 

w 
in Tagen IO 20 40 

lg (w•k•) 8.47II63_ro 9-073223_!0 9.675283-ro 

in Tagen Merkur Venus Erde+ Mars Jupiter w 
Mond 

IO 
lg(wk"m,) 7·77I9_ro 8.9394-ro 9-0323-ro 8.0_'596-ro I.5299I 
lg (Ib7w 2 k 2 m1) 8.6930_ro 9\8"605-ro 9'·9534-ro 8.9807-ro 2-45I07 

20 lg(wk"m,) 8.0729_ro 9·2404-IO 9·3333c-ro 8.3606_ro !.83094 
lg (1o7w 2 k 2 m1) 9-2951_ro 0-{626 0.5555 9.5828_ro 3·05313 

0 !g(wk"mr) 8.3739-ro 9·5414-IO 9·6343-ro 8.6616_ro 2.13197 
4 lg (1o7w 2 k 2 mr) 9.8972-ro 1.0646 !.1576 0.1848 3·65519 

So lg (wk" mr) 8.6749-ro 9.8424_ro 9-9353-ro 8.9626_ro 2-43300 
lg(ro7w 2 k 2 mr) 0-4993 r.6667 !.7597 0.7869 4-25725 

So 

0.277343 

Sa- Ura-1 Nep-
turn nus tun 

r.oo58 o.I908 0.2556 
1.9269 I.II19 !.1767 

!.3068 0.4918 0.5566 
2._'5290 !.7140 1.7788 

1.6078 0.7928 0.8576 
3-1310 2.3160 2.3808 

1.9088 !.0938 !.1_'586 
3·7331 2.9181 2.9829 
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1. Sternwarten-Konstanten. 

Länge 
Observatorium westl. 

in Greenw. 

Algier -oh 12m 
Arequipa 0 +4 
Babelsberg -o 
Bamberg -0 
Barcelona -0 
Bergedorf. -0 
Besan<;:on . -o 
Bonn. -0 
Bordeaux. . +o 
Cambridge (Mass.) 0 +4 
Cape of good Hope . -I 
Düsseldorf. -o 
Frankfurt a. M. -0 
Greenwich 0 
Heidelberg (Kgst.) -o 
Jena . . -o 
Johannesburg(U.O.) -I 
Kasan (Univ.) 
Königsberg 
Kopenhagen. 
Krakau. 
La Plata 
Lissabon 

ailand. 
arseille 
inneapolis 

M 
M 
M 
M 
M 
M 
N 
N 
p 
p 
R 

oskau-Presnia 
t. Rarnilton 
ünchen 
izza. 
orthfield (Minn.) 
aris (Obs.) . 
ulkowa 
om (Coll. R.). 

San Fernando . 
Santiaga 
Simeis 
Sonneberg 

tockholm 
traßburg. 
urin. 
ccle. 
trecht. 

-3 
-I 
-0 
-I 

0 +3 
. +o 
0 -0 
0-0 
0 +6 
0 -2 
0 +8 
0-0 
. -o 
0 +6 
-0 

0 -2 
. -o 
. +o 
. +4 
0 -2 
. -o 
-I 
-o 
-o 
-o 
-0 

s 
s 
T 
u 
u 
w 
w 
w 

ashington (Nav.). +s 
ien (Univ.) . -I 
illiams Bay (Wis.) +s 

46 
52 
43 

8 
40 
23 
28 

2 
44 
13 
27 
34 

0 
34 
46 
52 
!6 
21 
so 
19 
51 
36 
36 
21 
12 
30 

6 
46 
29 
12 
9 
I 

49 
24 
42 
15 
44 
!2 
31 
31 
17 
20 

8 
5 

54 

8• 
12 
25 
34 
30 
58 
57 
23 

6 
31 
55 

3 
36 

0 
53 
20 
!8 
29 
59 
Ig 
so 
44 
45 
46 
35 
57 
17 
35 
26 
12 
36 
21 
19 
56 
49 
46 
58 
46 
14 

4 
6 

26 
31 
16 
21 
13 

Korr. In Einh. Logarithmen 
der d. 7· Dez. 

Stern- /s X (!o p0 sinrp' 
zeit C' C" (!o p0 cos rp' 

otp.o -342 -254 g.672 0.720 
+o. 8 -410 +r2o 9-751 o.392n 
-o. I -261 -336 9-555 o.841 
-o. I -275 -325 9·578 0.826 

o.o -320 -28! g.644 0.763 
-0. I -254 -341 9-544 0.848 
-o. I -290 -3'12 g.60I o.8o8 
-o. I -271 -329 9·571 o.831 

o.o -3°3 -299 g.62o 0.791 
+o.8 -316 -286 g.6J8 0.771 
-0.2 -354 +237 g.688 o.68gn 
-0. I -268 -331 g.566 o.834 
-0.1 -274 -326 9·576 0.827 

o.o -266 -332 9-564 o.836 
-O.I -278 -322 9.583 0.823 
-0. I -270 -330 g.s6g o.832 
-O.J -383 +187 9-722 o.587n 
-o.s -240 -351 9-519 o.86o 
-0.2 -247 -347 9·531 0.854 
-o. I -241 -35! 9-520 o.86o 
-0.2 -275 -326 9·577 o.827 
+o.6 -350 +243 g.683 o.7oon 
+o. I -333 -265 g.66I 0-738 
-0. I -300 -303 g.615 0.795 
-o. I -JII -291 g.6JI 0.778 
+r.o -302 -300 g.6Ig 0.792 
-0.4 -241 -351 9-520 o.86o 
+1.3 -34° -257 g.66g 0.725 
-0. I -285 -316 9·594 o.814 
-o. I -309 -293 g.628 0.782 
+I.o -305 -297 g.623 0.788 

0.0 -28! -320 9.588 o.8Ig 
-O.J -2!5 -367 9-471 0.879 
-o. I -318 -283 g.64I 0.767 
+o. I -344 -252 g.674 0.716 
+o.8 -356 +235 g.6go o.68sn 
-0.4 -305 -297 g.623 0.787 
-o. I -273 -327 9·574 o.829 
-0.2 -218 -365 9-477 o.877 
-o. I -283 -318 9-590 o.817 
-o. I -302 -300 9."618 0-792 

o.o -270 -329 9·570 o.832 
-0. I -263 -335 9-558 0.840 
+o.8 ...:..332 -267 g.66o 0.740 
-0.2 -285 -317 9-593 o.815 
+I.o -315 -287 g.6J6 0-773 

tg rp' 

9.871 
9.465 n 
O.III 
0.071 
9-943 
0.!28 
O.OJI 
o.o85 
9-995 
9-957 
g.825n 
o.og2 
0.075 
o.og6 
0.064 
o.o88 
g.68gn 
0.165 
0.147 
0.163 
0.074 
g.841n 
g.goi 
0.004 
9-971 
9-997 
0.164 
g.88o 
0.045 
9-978 
g.g8g 
o.oss 
0.2J2 
9-950 
g.866 
g.8rgn 
g.g88 
0.079 
0.224 
0.052 
g.gg8 
o.o86 
0.106 
9-904 
0.046 
g.g6o 
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2. Mittlere Schiefe der Ekliptik und Präzessionsgrößen. 

Jahr s s Jahr s c 

1890 23 o 27' 121!94 23?45360 1920 23 o 26' 58'!89 23?44969 
91 27 12.48 ·45347 21 26 58.42 ·44956 
92 27 12.01 ·45334 22 26 57-96 ·44943 
93 27 11.54 ·45321 23 26 57·49 ·44930 
94 27 11.07 ·45308 24 26 57-02 ·44917 

1895 23 27 1o.6o 23-45295 1925 23 26 56·55 23-44904 
96 27 10.13 ·45281 26 26 56.o8 ·44891 
97 27 9-67 ·45268 27 26 55-61 ·44878 
98 27 9.20 ·45255 28 26 55.14 ·44865 
99 27 8.73 ·45242 29 26 54·68 ·44852 

1900 23 27 8.26 23-45229 1930 23 26 54-21 23-44839 
01 27 7-79 ·45216 31 26 53·74 ·44826 
02 27 7-32 ·45203 32 26 53-27 ·44813 
03 27 6.85 ·45190 33 26 52.80 ·44800 
04 27 6.39 ·45177 34 26 52-33 ·44787 

1905 23 27 5-92 23-45164 1935 23 26 51.87 23-44774 
o6 27 5·45 ·45151 36 26 51.40 ·44761 
07 27 4·98 ·45138 37 26 50·93 ·44748 
o8 27 4·51 ·45125 38 26 50-46 ·44735 
09 27 4· 04 ·45112 39 26 49·99 ·44722 

1910 23 27 3·58 23-45099 1940 23 26 49-52 23-44709 
II 27 3· II ·45086 41 26 49·06 ·44696 
12 27 2.64 ·45073 42 26 48·59 ·44683 
13 27 2.17 ·45060 43 26 48.12 ·44670 
14 27 !.70 ·45047 44 26 47·65 ·44657 

1915 23 27 I. 23 23-45034 1945 23 26 47.18 23-44644 
16 27 0.77 ·45021 46 26 46-71 ·44631 
17 27 0.30 ·45008 47 26 46.25 ·44618 
18 26 59.83 ·44995 48 26 45·78 ·44605 
19 26 59-36 ·44982 49 26 45-31 ·44592 

1920 23 26 58.89 23-44969 1950 23 26 44·84 23-44579 

Jahr 1J! :rc II m n m n 

1890 so'!254 o'! 471 173?86 3!0722 1!3365 46'!o82 2o'!o48 
1895 50.255 0.471 173-91 3·0722 1.3365 46.084 20.047 
1900 50.256 0.471 173·95 3·0723 1.3365 46.o85 20.047 
1905 50.257 0.471 174-00 3·0724 1.3364 46.o86 20.046 
1910 50.259 0.471 174· 04 3·0725 1.3364 46.o88 20.046 
1915 50.260 0.471 174-09 3-0726 1.3364 46.089 20.046 
1920 50.261 0.471 174-13 3-0727 1.3363 46.091 20.045 
1925 50.262 0.471 174·18 3·0728 1.3363 46.092 20.045 
1930 50.263 0.471 174-22 3·0729 1.3363 46.093 20.044 
1935 50.264 0.471 174· 27 3·0730 1.3363 46.095 20.044 
1940 50.265 0.471 174-32 3·0731 1.3362 46.096 20.043 
1945 50.266 0.411 174·36 3·0732 1.3362 46.098 20.043 
1950 50.267 0.471 174-41 3·0733 1.3362 46.099 20.043 
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3· Interpolation nach der Newtonsehen Formel. 

n (II) (III) (IV) n (II) (III) (IV) 

0.00 -0.00000 +o.oooo -0.0000 0.50 -0.12500 +o.o625 -0.0391 
01 0.00495 0.0033 0.0024 51 0.12495 0.0621 0.0386 
02 o.oog8o o.oo65 0.0048 52 0.12480 o.o616 0.0382 
03 0.01455 0.0095 0.0071 53 0.12455 o.o6ro 0.0377 
04 0.01920 0.0125 0.0093 54 0.12420 0.0604 0.0372 

0.05 -0.02375 + 0.0154 -0.0114 0.55 -0.12375 +o.0598 -0,0366 
o6 o.o282o o.o18.2 0.0134 56 0.12320 0.0591 0.0361 
07 0.03255 0.'0209 0.0153 57 0.12255 o.o584 0 ·0355 
o8 o.o368o 0.0235 0.0172 58 0.12180 o.o576 0.0349 
og 0,04095 o.o261 o.orgo 59 0.12095 o.o568 0,031<[2 

0.10 -0.04500 + o.o285 -0.0207 o.6o -0.12000 +o.o56o -0.0336 
II 0.04895 0.0308 0.022.3 61 O.II895 o.o551 0.0329 
12 o.o528o 0.0331 0.0238 62 o.nz8o 0.0542 0,0322 
13 o.o5655 0.0352 0.0253 63 O.II655 0.0532 0.0315 
14 0.06020 0.0373 0.0267 64 o.r 1520 o.o5'22 0.0308 

0.15 -0.06375 + O.<l39o - o.o28o o.65 - O.II375 +o.o512 -0.0301 
r6 0.06720 0.0412 0.0293 66 0.11220 o.o5o1 0.0293 
17 0.07055 0.0430 0.0304 67 0.11055 0.0490 o.o285 
18 0.07380 0,0448 0.0316 68 o.ro88o 0.0479 0.0278 
19 0.07695 0.0464 0.0326 69 0.10695 0.04'67 0.0270 

0.20 -o.o8ooo +o.o48o -0.0336 0,70 - o.ro5oo +o·0455 -0.0262 
21 0.08295 0.0495 0.0345 71 0.10295 0.0443 0.0253 
22 o.o858o 0.0509 0.0354 72 o.1oo8o 0.0430 0.0245 
23 o.o8855 0.0522 0.0362 73 o.og855 0.0417 0.0237 
24 0.09120 0.0535 0.0369 74 o.o962o 0.0404 0.0228 

0.25 -0.09375 +0.0547 -0.0376 0.75 -0.09375 + 0.0391 -0.0220 
26 o.o962o o.o558 0.0382 76 0.09120 0.0377 0.0211 
27 o.o9855 o.o568 0.0388 77 o.o8855 0.0363 0.0202 
28 o.1oo8o 0.0578 0.0393 78 o.o858o 0.0349 0.0194 
29 0.10295 o.o587 0.0398 79 0.08295 0.0335 o.o185 

0.30 -0.10500 +0.0595 -0.0402 o.So -o.o8ooo +0.0320 -0.0176 
31 0.10695 o.o6'o2 0.0405 Sr 0.07695 0.0305 0.0167 
32 0.1o88o o.o6og 0.0408 82 0.07380 o.o2<;jo o.o158 
33 0. II055 o.o615 0,0411 83 0.07055 0.0275 0.0149 
34 O.II220 o:o621 0.0413 84 0.06720 0.0260 0.0140 

0.35 -0.11375 +o.o626 -0.0415 o.85 -0.06375 +0.0244 -0.0131 
36 O.II520 o.o6Jo 0.0416 86 o.o6o2o 0.0229 0.0122 
37 O.IIÖ55 0.0633 0.041r6 87 0.05655 0.0213 0.0113 
38 0.11780 0.0636 0.0417 88 o.o528o 0.0197 0.0104 
39 O.II895 0.0638 0.0416 8g 0.04895 o.or8r 0.0095 

0.40 -0.12000 +o.o64o -0.0416 o.go -0.04500 +o.or65 -0.0087 
41 0.12095 0.0641 0.0415 91 0.04095 0.0149 0.0078 
42 0.!2180 0.0641 0.0414 92 o.o368o 0.0132 o.oo69 
43 0.12255 0.0641 0.0412 93 0.03255 0.0116 o.oo6o 

44 0.12320 0.0641 0.0410 94 o.o28zo 0.0100 0.0051 

0-45 -0.12375 +o.o639 -0.0408 0.95 -0.02375 +o.oo83 -0.0043 
46 0.12420 0.0638 0.0405 96 0.01920 o.oo67 0.0034 
47 0.12455 0.0635 0.0402 97 0.01455 0.0050 0.0025 
48 0.12480 0.0632 0.0398 98 o.oo98o 0.0033 0.0017 
49 0.12495 o.o629 0.0395 99 0.00495 0.0017 o.ooo8 

0.50 -0.12500 +o.o625 -0.0391 1.00 -0.00000 +o.oooo -0.0000 

I (a ± n w) = I (a) ± n ji (a ± ~ w) + (II) III (a ± w) ± (III)jiii (a ± ~ w) 
+ (IV) IIV (a + 2 w) + · · · 
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4· Zahl der Lösungen in der elliptischen Bahnbestimmung (ENCKE). 

m 0 sin C4 = sin (C - q0 ) mo sin C4 = sin (C + qo) 
--

q lgm' lgm" m" 

I 
m' 

I 
m" m' m' 

I 
m" m' m" 

I II III IV I li III IV 

Io 4·2976 9·9999 I o o' I 0 201 89o 40' 177° 37' 2 0 23' 90° zo' !78°40' 1790 o' 
2 3·3950 9.9996 2 0 2 40' 89 20 175 14 4 46 90 40 177 20 178 0 
3 2.8675 9·9992 3 0 4 0 S9 0 172 52 7 s 91 0 176 0 177 0 
4 2.493S 9·99S6 4 0 5 20 ss 40 170 2S 9 32 91 20 174 40 176 0 

5 2.2044 9.997S 5 0 6 41 ss 19 r6S 5 II 55 91 41 173 19 175 0 
6 I.96S6 9·996S 6 0 s I S7 59 r6s 41 14 19 92 I 171 59 174 0 
7 I.769S 9·9957 7 I 9 22 SJ 3s !63 rS r6 42 92 22 170 3S 172 59 
s I .59Sr 9·9943 s I IO 42 S7 rS r6o 53 19 7 92 42 !69 rS 171 59 
9 !.4473 9·992S 9 2 12 3 S6 57 rsS 2S 21 32 93 3 167 57 170 ss 

IO !.3130 9·99II IO 3 13 25 S6 35 rs6 3 23 57 93 25 r66 35 r69 57 
II 1.1922 9.9S92 II 5 14 46 S6 14 I 53 37 26 23 93 46 r6s 14 r6S 55 
12 I.OS24 9.9S7I 12 6 r6 s s5 52 ISI IO 2S so 94 s !63 52 !67 54 
13 o.9S2r 9.9S4S 13 9 17 31 ss 29 14s 43 31 17 94 31 r62 29 r66 SI 
14 o.SS9S 9·9S23 14 12 rS 53 ss 7 "146 14 33 46 94 53 r6r 7 r6s 4s 

IS o.S045 9·9796 rs r6 20 17 S4 43 143 45 36 IS 95 17 159 43 164 44 
r6 0.7254 9·9767 r6 20 21 40 s4 20 141 14 3S 46 95 40 rsS 20 !63 40 
17 o.6srS 9·9736 17 26 23 5 S3 55 13S 42 41 rS 96 5 rs6 55 r62 34 
rS o.sS30 9·9702 rS 33 24 30 S3 30 136 9 43. 51 96 30 I 55 30 r6r 27 
19 o.srS5 9.9667 19 41 25 s6 S3 4 133 34 46 26 96 56 I 54 4 r6o 19 

20 o. 4ssr 9·9629 20 SI 27 23 S2 37 130 ss 49 2 97 23 152 37 I 59 9 
21 0.4013 9·9SSS 22 2 2S so S2 IO r2S 19 51 41 97 so 151 IO 157 ss 
22 0.3479 9·9545 23 IS 30 19 Sr 41 125 3S 54 22 9S 19 149 41 rs6 45 
23 0.2976 9·9499 24 31 31 49 Sr II 122 55 57 5 9S 49 14S II 155 29 
24 0.2501 9·9451 25 49 33 20 So 40 120 9 59 SI 99 20 146 40 I 54 II 

25 0.2053 9·9400 27 IO 34 53 So 7 II7 20 62 40 99 53 145 7 152 so 
26 0.1631 9·9345. 2S 35 36 2S 79 32 II4 27 65 33 IOO 2S 143 32 ISI 25 
27 0.1232 9·92S7 30 4 3s 5 7S 55 III 30 6S 30 IOI 5 141 55 149 56 
zS o.oSs7 9·9226 31 3S 39 45 7S IS roS 27 71 33 101 45 140 IS 148 22 
29 0.0503 9.9161 33 rS 41 27 77 33 ros 19 74 41 102 27 13S 3'.3 146 42 

30 0.0170 9·9092 35 5 43 13 76 47 102 3 77 ss 103 13 136 46 144 55 
31 9.9S57 9.9019 37 I 45 4 75 56 9S 37 Sr 23 104 4 134 56 142 59 
32 9·9565 9·S940 39 9 47 I 74 59 95 0 ss 0 ros I 132 59 140 51 
33 9·9292 9.ss56 41 33 49 6 73 54 91 6 ss 54 ro6 6 130 54 13S 2·7 
34 9.9040 9.S765 44 21 51 22 72 3S S6 49 93 II !07 22 r2S 3S 135 39 

35 9.SSoS 9.S66s 47 47 53 ss 71 2 Sr 53 9S 7 roS ss !26 2 132 13 
36 9.S6oo 9.Ssss 52 31 57 13 6S 47 75 40 !04 20 III 13 122 47 127 29 

I 

9·S443 9·S443 63 26 63 26 63 26 63 26 II6 34 II6 34 II6 34 II6 34 q 

m und q positiv. 
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5· Zur Bestimmung von Sektor: Dreieck. 

in der Ellipse in der Parabel 

a) b) c) 

k lgc k lgc w I lgd p, lgy 

0.00 0.0021824 0.30 0.0020317 
01 o.oo21819 31 0.0020258 
02 0.0021805 32 0.0020199 
03 0.0021783 33 0.0020140 
04 0.0021755 34 0.0020082 

0.00 8.75696 0.00 0.000000 
OI 8.75950 

254 
0.000014 14 OI 

02 8.76204 254 02 0.000058 44 

03 8.76459 
255 

03 0.000130 72 
257 102 

04 8.767!6 04 0.000232 
258 130 

0.05 0.0021721 O.J5 0.0020024 
o6 0.002!683 36 o.oo19966 
07 0.002164I 37 0.0019909 
o8 0.0021596 38 0.0019852 
09 0.0021548 39 0.0019796 

0.05 8.76974 260 
0.05 0.000362 

160 
o6 8.77234 261 

o6 0.000522 
07 8.77495 07 0.000712 

190 

oB 8.77758 
263 oB 218 
266 

0.000930 
09 8.78024 09 O.OOII79 249 

268 278 

O.IO 0.0021497 0.40 0.0019740 
li 0.0021444 41 o.oor9685 
12 0.0021390 42 0.0019630 
13 0.0021335 43 0.0019575 
14 0.0021278 44 0.0019521 

o.ro 8.78292 O.IO 0.001457 
11 8.78562 

270 11 0.001766 309 

12 8.78834 
272 12 0.002105 339 

13 8.7gro8 274 
13 0.002474 369 

14 8.79384 
276 

14 0.002875 
401 

278 432 

o.r5 0.0021220 0 ·45 0.0019467 
r6 0.002II6I 46 0.0019414 
17 o.002II02 47 0.0019361 
r8 0.0021042 48 0.0019308 
I9 o.oo2o98r 49 0.0019255 

0.15 8.79662 
280 

0.15 0.003307 
464 r6 8.79942 282 

16 0.003771 
I7 8.80224 17 0.004266 495 

r8 8.80509 
285 18 0.004794 

528 

I9 8.80796 
287 

19 0.005356 
562 

289 59f 
0.20 0.0020921 0.50 0.0019203 

21 o.oo2o86r 51 0.0019152 
22 0.0020800 52 o.oor9ro2 
23 0.0020739 53 o.oor9o5r 
24 0.0020678 54 o.oorgoor 

0.20 8.8ro85 0.20 0.005950 
629 

21 8.81376 
291 21 0.006579 

22 8.81670 294 22 0.007242 
663 

23 8.8rg66 296 
23 0.007940 

698 

24 8.82265 299 
24 o.oo8674 734 

301 771 

0.25 0.0020617 0.55 o.oor8g5r 
26 0.0020557 56 o.oor8go2 
27 0.0020497 57 o.oor8853 
28 0.0020437 58 o.oor88o5 
29 0.0020377 59 0.00!8757 

0.25 8.82566 
303 

0.25 0.009445 8o8 
26 8.82869 

306 
26 0.010253 

845 
27 8.83175 

308 
27 o.orro98 

885 
28 8.83483 :28 o.orrg83 
29 8.83794 

3II 
29 0.012907 924 

315 965 

0.30 0.0020317 o.6o .0.00!8709 0.30 8.84109 0.30 0.013872 
1007 

31 O.OJ4879 
32 0.015928 

1049 
1092 

33 0.017020 
II38 

34 o.o18r58 
II84 

0.35 0,019342 
1232 

36 0.020574 1280 
37 0.02!854 

1331 
38 0.023185 

1383 
39 0.024568 

1436 

0.40 0.026004 
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6. Zur Auflösung der Eulerschen Gleichung. 

fl 1; lg 1; f1 1; lg 1; 

0.00 1.000000 0.000000 0.40 !.007029 0.003042 
4 2 

1.007406 
377 162 

OI 1.000004 0.000002 41 
389 

0.003204 
13 5 168 

02 I.OOOOI7 0.000007 42 1.007795 0.003372 
I.000038 

21 o.oooor6 9 r.oo8I95 
400 172 

03 43 0.003544 
1.000067 

29 0.000029 
13 I.oo86o7 

412 
0.003722 

178 
04 44 

37 16 425 183 

0.05 I .000104 
46 

0.000045 
20 

0.45 I.009032 
437 

0.003905 
188 

o6 I.OOOI50 0.000065 46 1.009469 0.004093 

07 I.000204 54 o.oooo8g 24 
47 1.009919 

450 0.004287 
194 

o8 I.000267 
63 o.ooor r6 27 

48 I .0I0383 464 0.004486 
199 

og 1.000339 
72 O.OOOI47 

31 
49 r.oio859 

476 0.00469I 
205 

79 35 490 210 

O.IO 1.0004!8 
88 

o.oooi82 
38 

0.50 I.OII349 0.00490I 
II 1.000506 0.000220 51 I.OI 1853 

504 0.005II8 
217 

97 42 518 222 
12 1.000603 0.000262 52 I .OI237I 0.005340 

105 45 533 228 
I3 1.000708 

114 
0.000307 

so 53 I .OI2904 
548 

0.005568 
235 

I4 I .ooo8zz 0.000357 54 I.OI3452 o.oo58o3 
122 53 563 241 

0.15 1.000944 
132 

0.000410 
57 9·55 I .0I4015 

578 
0.006044 

248 
I6 1.001076 0.000467 56 I.OJ4593 0.006292 

140 61 595 254 
I7 I.OOI2I6 o.ooo528 57 !.015!88 0.006546 

148 64 612 262 
r8 l.OOI364 0.000592 58 r.or58oo o.oo68o8 

158 68 628 269 
I9 1.001522 o.ooo66o 59 l.OI6428 0.007077 

166 72 646 276 

0.20 r.oor688 0.000732 o.6o I.OI7074 
664 

0 ·007353 283 
r.oor864 

176 o.ooo8og 77 6r I .0I7738 0.007636 2I So 
22 I .002048 

184 o.ooo88g 62 I.OI8421 
683 

0.007927 
291 

I .002242 194 83 
63 I .019124 

703 0.008227 
300 

23 
203 

0.000972 88 722 307 
24 1.002445 o.ooro6o 64 !.0!9846 0.008534 

212 92 743 317 

0.25 !.002657 
222 

O.OOI 152 
96 

0.65 1.020589 
764 

o.oo885r 
325 

26 1.002879 0.001248 66 1.021353 0.009I76 
231 100 787 334 

27 I.003IIO 
240 

O.OOI348 
104 

67 I .022I40 
810 

0.0095IO 
344 

28 I.003350 O.OOI452 68 I.022950 0.009854 
29 I.003600 

250 0.00!561 
109 6g 1.023784 

834 0.010208 354 

260 Il2 859 364 

0.30 r.oo386o 
270 

O.OOI673 
117 

0.70 !.024643 
885 

O.OI0572 
375 

3I I.OG4I30 
280 

O.OOI790 121 71 1.025528 
912 

O.OI0947 
387 

32 !.004410 
291 

o.ooigi I 
126 72 I.026440 

941 
O.OI I334 

398 
33 I.00470I 0.002037 73 !.027381 O.OI I732 

34 1.005001 
300 0.002!67 

130 
74 !.028352 

971 O.OI2I42 
410 

311 134 1003 423 

ü.35 1.005312 
322 

0.002301 
139 

0 ·75 I .029355 
1036 

O.OI2565 
437 

36 1.005634 
332 

0.002440 
143 

76 1.030391 
1072 

O.OI3002 
452 

37 1.005966 
343 

0.002583 
149 77 I.03I463 

1109 
O.OI3454 466 

38 1.006309 
354 

0.002732 
152 

78 !.032572 II48 
0 .. 013920 

483 
39 r.oo6663 o.oo2884 79 !.033720 o:or4403 

366 158 1191 500 

0 ·40 1.007029 0.003042 o.8o 1.0349I I O.OJ4903 

Stracke, Bahnbestimmung, 22 
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7· Zur Bahnbestimmung von WrLKENS. 

(~ 0.2 

I 
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 o.S 

I 
o.g I.O 

(;Cl 
0.1 - 0.62 - 0.19 - 0.10 - o.og - 0.11 - 0.14 -0.19 -0.26 -0.33 
0.2 2.48 0.73 0.32 0.19 0.16 0.17 0.21 0.26 0 ·33 
0.3 5.58 !.63 o.69 0.37 0.25 0.22 0.23 0.28 0.33 
0.4 9-92 2.90 !.20 0.61 0.38 0.29 0.2] 0.28 0.33 

0.5 15·5 4-52 r.86 0.93 0 ·54 0.37 0.31 0.30 0 ·33 
0.6 22.3 6.50 2.66 !.31 0.]4 0.48 0.36 0.32 0 ·33 
0.] 30·4 8.84 3.61 !.77 o.gS o.6o 0.42 0.34 0 ·33 
o.S 39·7 11.5 4·7! 2.29 1.25 0.]5 0.49 0.3] 0.33 
o.g 50.2 14.6 5·95 2.89 !.56 o.gr o.58 0.41 • 0 ·33 

I.O - 62.0 - rS.o. - 7·34 - 3·55 - 1.90 - 1.09 -o.66 -0.44 -0.33 
I. I 75·0 21.8 8.88 4·29 2.28 1.29 0.]] 0.48 0.33 
1.2 89·3 26.o 10.6 5·09 2.]0 1.51 o.SS 0.52 0 ·33 
1.3 105 30·5 12.4 5-97 3.16 !.75 o.gg o.57 0.33 
1.4 122 35·3 14·4 6.91 3·64 2.01 1.12 0.62 0.33 

1.5 140 40.6 16.5 7·93 4·17 2.29 1.26 0.6] 0 ·33 
r.6 !59 46.2 r8.8 g.or 4·73 2.58 1.41 0.]3 0.33 
I.] 179 52.1 21.2 10.2 5·33 2.90 !.57 0.]9 0.33 
r.S 201 58.4 23-7 !1.4 5-97 3·24 !.73 o.86 0.33 
!.9 224 65.1 26.4 12.] 6.64 3·59 I.9I 0.93 0.33 

2.0 -248 - ]2.! - 29.3 -!4.0 - 7·35 - 3·96 -2.10 -1.00 -0.33 
2.1 273 79·5 32-3 15-5 S.og 4·36 2.29 r.oS 0.33 
2.2 300 8].2 35·4 I].O 8.8] 4·77 2.50 1.16 0-33 
2.3 328 95·3 38·7 18.6 g.6g 5.20 2.]1 1.24 0.33 
2.4 357 104 42.2 20.2 10.5 5.65 2-93 1.33 0 ·33 

2.5 388 Il3 45·7 21.9 11.4 6.12 3-17 1.42 0.33 
2.6 419 122 49·4 23·7 12.4 6.60 3·43 !.51 0.33 
2.] 452 131 53·3 25.6 13-3 ].12 3.66 1.61 0.33 
2.8 486 141 57·4 27-5 14-3 7·64 3-92 1.71 0.33 
2.9 52! 152 61.5 29-5 15·4 8.19 4.20 1.82 0.33 

3·0 -558 -162 - 65.s -31.6 -16.4 - 8.]5 -4·48 -1.93 -0.33 
3·1 596 173 ]0.3 33·7 17-5 9-34 4·77 2.04 0.33 
3·2 635 184 74-9 35·9 r8.7 9-94 5·07 2.16 0.33 
3·3 675 rg6 79·6 38.2 19.8 1o.6 5·38 2.28 0.33 
3·4 717 208 84.6 40·5 21.1 11.2 5-7° 2-41 0.33 

3·5 760 22! 8g.6 42-9 22.3 11.9 6.03 2.53 0.33 
3·6 804 234 94·8 45·4 23.6 !2.5 6.36 2.66 0.33 
3·7 849 247 !00 48.o 24-9 13.2 6.]1 2.8o 0.33 
3·8 895 z6o 106 so.6 z6.3 14.0 ].0] 2-94 0 ·33 
3·9 943 274 III 53·3 27·7 14·7 7·43 3.08 0.33 

4·0 -992 -288 -II] -56.o -29.! - 15·5 -7.81 -3.23 -0.33 
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7· Zur Bahnbestimmung von W1LKENS. 

(~ I.O 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 I.6 1.7 I.8 1.9 2.0 

(H) 
0.1 -0.33 -0.42 -0.52 -0.63 -0.75 -o.88 -1.03 -1.18 - 1·35 -!.52 - !.71 
0.2 0.33 . 0.42 0.51 0.62 0.74 o.87 1.02 1.17 1.34 1.51 1.70 
0.3 0.33 0.41 0.50 o.61 0 ·73 o.86 I.OO 1.15 1.31 1.49 I.68 
0.4 0.33 0.40 0.49 0.59 0.70 o.83 0.97 1.12 1.29 !.46 1.64 

0.5 0.33 0.39 0.47 0.56 0.68 o.8o 0.94 1.09 1.25 1.42 I.6o 
0.6 0.33 0.39 0.45 0.54 0.64 0.76 o.go 1.04 1.20 !.37 1.56 
0.7 0.33 0.36 0.42 0.50 o.6o 0.72 o.85 o.gg 1.15 !.32 1.50 
o.8 0.33 0.34 0.39 0.46 0 ·55 0.66 0.79 0.93 1.09 1.25 1.43 
o.g 0-33 0.32 0.35 0.41 0.50 o.6o 0.73 0.86 1.02 r.18 1.36 

I.O -0.33 -0.30 -0.31 -0.36 - 0 ·44 -0.54 -o.66 -0.79 -0.94 -1.10 -1.28 
1.1 0.33 0.27 0.27 o._3o 0 ·37 0.46 0.58 0.70 o.85 1.01 1.18 
1.2 0.33 0.24 0.22 0.24 0.30 0.38 0.49 o.61 0.76 o.gr I.08 
1.3 0-33 0.21 0.17 0.17 0.22 0.29 0.39 0.51 0.65 o.81 o.g8 
1.4 0.33 0.18 0.11 o.1o 0.13 0.20 0.29 0.41 0.54 o.6g 0.86 

1.5 0.33 0.14 -0.05 -0.02 -0.04 -0.10 0.18 0.29 0.42 0-57 0.73 
1.6 0.33 o.1o +o.o2 +o.o6 +o.o6 +o.o1 -o.o6 0.17 0.29 0.43 0.59 
1.7 0.33 o.o6 o.og 0.15 0.16 0.13 +o.o6 -0.04 0.16 0.29 0.45 
r.8 0.33 -0.02 0.16 0.25 0.27 0.25 0.19 +o.II -0.01 -0.14 0.30 
1.9 0.33 +0.03 0.24 0.35 0.39 0.38 0.33 0.25 +0.14 +o.o1 -0.14 

2.0 -0.33 +o.o8 +0-32 +o.46 +0-52 +0-52 +o.48 +0-41 +0.30 +o.18 +0.04 
2.1 0.33 0.13 0.41 0.57 0.65 0.66 0.64 0-57 0.48 0.36 0.22 
2.2 0.33 0.18 0.50 0.68 0.78 0.82 o.8o 0-74 0.65 0.54 0.40 
2.3 0.33 0.24 0.58 o.81 0.93 0.97 0.97 0.92 0.84 0.73 o.6o 
2.4 0.33 0.29 o.6g 0.94 r.o8 l.lf 1.14 1.1 I 1.03 0.93 o.81 

2.5 0.33 0.36 0.79 1.07 1.23 1.31 1.33 1.30 1.24 1.14 1.02 
2.6 0.33 0.42 o.go 1.21 1.39 1.49 1.52 1.51 1.45 1.36 1.24 
2.7 0.33 0.48 1.01 1.35 1.56 1.68 1.72 !.72 1.67 !.59 1.48 
2.8 0 ·33 0.55 1.13 1.50 1.74 1.87 1.92 1.94 r.go I.82 !.72 
2.9 0.33 0.62 1.25 r.66 1.92 2.07 2.15 2.16 2.13 2.06 r.g6 

3-0 -0.33 +0.70 +!.37 + I.82 +2.10 +z.z8 +2.38 +2-40 +2-38 +2-32 +2.22 
3.1 0.33 o.n 1.50 1.98 2.30 2-49 2.60 2.64 2.63 2.58 2-49 
3-2 0.33 0.85 1.64 2.16 2.50 2.72 2.84 2.8g 2.90 2.85 2.77 
3·3 0.33 0.93 1.77 2-33 2.70 2-94 3.08 3-15 3.16 3-12 3-05 
3·4 0.33 1.02 1.91 2.52 2.92 3.18 3·34 3-42 3·44 3·41 3·34 

3·5 0.33 I.IO 2.06 2.70 3-14 3·42 3.60 3·69 3-72 3·7° 3·64 
3.6 0.33 1.19 2.21 2.90 3·36 3·67 3·87 3·98 4.02 4.01 3-96 
3-7 0.33 1.28 2.36 3.10 3-60 3-93 4·14 4-26 4·32 4-32 4.28 
3.8 0 ·33 1.37 2.52 3·30 3·83 4-19 4·43 4·56 4·63 4·64 4.60 
3-9 0.33 1.47 2.68 3-51 4.08 4·46 4·72 4·87 4·95 4·97 4·94 

4·0 -0.33 +!.57 +2.85 +3-72 +4·33 +4-74 +5-02 +5-19 +5-28 +5·31 +5-29 

22* 



340 Anhang. 

7· Zur Bahnbestimmung von vVILKENS. 

~ 2.0 Z.I 2.2 2.3 2.4 2.5 I 2.6 2.7 z.8 2.9 3-0 

(H) 
o.I - I.7I - I.9I - Z.II -2.33 -2.56 -z.8o -3.05 - 3-3I -3-58 -3.86 - 4-I5 
0.2 !.70 r.89 Z.IO 2.32 2-55 2-79 3-03 3-29 3-56 3·84 4-I3 
0.3 r.68 !.87 2.08 2.30 2.52 2.76 3.0I 3-27 3-54 3.82 4· I I 
0.4 I.64 !.84 2.05 2.26 2.49 2-73 2.98 3-24 3-5I 3-79 4-08 

0.5 r.6o r.8o Z.OI 2.22 2-45 2.69 2.94 3-20 3-46 3-74 4·03 
o.6 r.56 !.75 !.96 2.I7 2.40 2.64 z.88 3-I4 3-4I 3-69 3-98 
0.7 I. 5o !.69 !.90 Z.I I 2-34 2.58 z.8z 3.08 3·35 3·63 3-92 
o.8 !.43 !.63 I.83 2.04 2.27 2.50 2-75 3.0I 3.28 3-56 3-85 
0.9 !.36 !.55 !.75 !.96 z.I9 2.42 2.67 2-93 3-20 3-48 3·76 

I.O - r.28 - I-46 - !.67 - r.88 - 2.IO -2.34 -2.58 -2.83 -3.II - 3·38 -3.67 
I. I r.r8 !.37 !.57 !.78 2.00 2.24 2-48 2-74 3.0I 3.28 3·58 
!.2 r.o8 !.27 !.47 r.68 !.90 2.I3 2-37 2.63 2.90 3-I7 3-46 
!.3 0.98 r.r6 !.35 r.56 !.78 2.0I 2.26 2.5I 2.78 3-05 3·34 
!.4 o.86 I.04 !.23 !.44 r.66 r.89 2.I3 2.38 2.65 2.92 3.2I 

!.5 0.73 o.9I I.IO !.30 !.52 !.75 I.99 2.25 2.5I 2.78 3-07 
r.6 0.59 0 ·77 0.96 r.I6 !.38 r.6I I.85 2.IO 2-37 2.64 2.9I 
!.7 0-45 o.6z o.8I I.OI !.22 !.45 !.69 !.94 2.20 2.48 2.76 
r.8 0.30 0 ·47 o.65 o.85 r.o6 !.29 !.53 !.78 2.04 2.3I 2-59 
1.9 -O.J4 0.30 0.48 0.68 o.89 I. IZ !.35 r.6o r.86 2.I3 2.42 

2.0 +0.04 -0.I3 - 0.3I -o.5o - 0.7I -0.93 - r.I6 - I.42 -1.67 -1.94 -2.23 
2.1 0.22 +o.o6 -O.I2 0.3I 0.52 0 ·74 0.98 1.22 !.48 1.74 2.03 
2.2 0-40 0.25 +o.o8 - O.I2 0.32 0.54 o.n 1.02 1.27 1.54 I.82 
2-3 o.6o 0-45 0.28 +o.o9 -O.II 0.33 o.56 o.8o r.o6 1.33 I.6I 
2.4 o.8I 0.66 0.49 0.3I +o.II - O.II 0.34 o.58 0.83 I.IO !.38 

2-5 !.02 0.88 0.7I 0.53 0 ·33 +o.I2 -O.II 0.35 o.6o 0.87 I.I4 
2.6 1.24 I.IO 0.94 0.76 0 ·57 0.36 +o.I3 - O.IO 0.36 o.62 0.90 
2.7 1.48 1.34 I.I8 I.OI o.82 o.6I 0.38 +o.r5 -O.IO 0-37 0.64 
2.8 !.72 r.58 !.43 r.26 1.07 0.86 0.64 0.4I + o.I6 - O.IO 0.38 
2.9 !.96 !.84 1.69 I. 52 !.34 I.I3 o.9I 0.68 0 -43 + O.I7 - O.IO 

3·0 + 2.22 + Z.IO + !.96 + !.79 + r.6I + I.4I + I.I9 + 0.96 + 0.7I + 0-45 + 0.!8 
3·1 2-49 2.38 2.24 2.07 !.89 !.69 !.47 !.25 I.OO 0 ·74 0 ·47 
3-2 2-77 2.66 2.52 2.36 2.I8 !.99 !.77 !.55 !.30 1.05 0.78 
3-3 3-05 2-95 z.8I 2.66 2-49 2.29 2.08 r.86 I 6I 1.36 I.o9 
3-4 3·34 3-24 3-I2 2-97 2.8o z.6I 2-39 2.I7 1.93 r.68 L4I 

3·5 3-64 3-55 3·43 3.28 3-I2 2-93 2.72 2.50 2.26 2.0I !.74 
3-6 3-96 3-87 3·75 3.6I 3·45 3.26 3.06 2.84 2.60 2-35 2.09 
3-7 4.28 4-20 4.08 3-94 3-78 3.60 3-39 3-I8 2-95 2.70 2-44 
3·8 4.60 4-53 4-42 4-29 4-I3 3-95 3-75 3-54 3-3I 3.06 z.8o 
3-9 4-94 4·87 4·77 4-64 4·49 4-3I 4-II 3-90 3.68 3·43 3-I7 

4-0 +5-29 +5.22 + 5-I3 +5.oo +4-86 +4·68 +4-48 +4-28 +4-05 + 3.8I +3-55 



Tafeln. 

7· Zur Bahnbestimmung von W1LKENS. 

(~' 3·0 
I 

3·1 
I 

3-2 
I 

3·3 3·4 
I 

3·5 
I 

3·6 
I 

3·7 
I 

3.8 

(H) 
0.1 - 4·15 -4-45 -+·76 -5.o8 -5-41 -5-75 -6.11 -6-47 -6.84 
0.2 4-13 4-44 4·75 5-07 5-40 5·74 6.09 6.45 6.82 
0.3 4·II 4·41 4·72 5-04 5·37 5·7 1 6.07 6-43 6.80 
0.4 4.08 4·38 4·69 5.01 5·34 5 .68 6.03 6.39 6.77 

0.5 4·03 4·33 4·64 4·96 5·30 5·64 5-99 6.35 6.70 
0.6 3·98 4.28 4·59 4-91 5-24 5·58 5·94 6.30 6.67 
0.7 3-92 4.22 4·53 4·85 5-19 5-52 5·87 6.23 6.60 
o.8 3·85 4·14 4-46 4·78 5-II 5-45 5.8o 6.16 6.53 
0.9 3·76 4.06 4·37 4·69 5-02 5·36 5-72 6.o8 6.45 

I.O - 3·67 -3-97 -4.28 -4.60 -+93 -5-27 -5.62 - 5·98 -6.35 
!.1 3·58 3·87 4.18 4·50 4·83 5· 17 5-52 5.88 6.25 
!.2 3·46 3·76 4·07 4-39 4-72 5.06 5-42 5-77 6.14 
!.3 3·34 3·64 3·95 4.26 4·59 4·93 5.28 5·64 6.02 
!.4 3.21 3·51 3.82 4· 13 4-46 4.80 5·15 5.51 5 .88 

!.5 3·07 3-37 3.68 3-99 4·32 4.66 5.01 5·37 5·74 
r.6 2.91 3.22 3-52 3-84 4.18 4-51 4.86 5.22 5·59 
!.7 2.76 3.06 3·36 3.68 4.01 4·35 4·7° 5.06 5·43 
r.8 2.59 2.89 3.20 3-51 3·84 4.18 4·53 4.88 5-25 
!.9 2-42 2.71 3.02 3-33 3.66 4.00 4·34 4·7° 5-07 

2.0 -2.23 -2.52 -2.83 - 3·14 - 3·47 -3.81 - 4·15 - 4·52 -+.88 
2.1 2.03 2.32 2.63 2.94 3-27 3.61 3-95 4·31 4.68 
2.2 1.82 2.12 2-42 2-73 3.06 3-40 3·74 4.10 4-47 
2.3 r.61 1.90 2.20 2.52 2.84 3.18 3-52 3.88 4-25 
2-4 !.38 I.67 !.97 2.29 2.61 2.95 3-29 3·65 4.02 

2.5 !.14 !.43 !.73 2.05 2-37 2.71 3·05 3-41 3·78 
2.6 0.90 !.19 !.49 r.8o 2.12 2.46 2.8o 3.16 3·53 
2.7 0.64 0.93 !.23 !.54 1.87 2.20 2-54 2.90 3-27 
2.8 0.38 0.67 0.96 r.28 r.6o !.93 2.28 2.63 3.00 
2.9 -0.10 0.39 o.69 1.00 !.32 r.65 2.00 2-35 2.72 

3·0 +o.18 -0.10 -0-40 -0.71 - !.02 - !.36 - !.71 -2.06 -2-43 
3.1 0-47 +0.19 -0.11 0-42 0 ·74 !.07 !.41 !.76 2.13 
3-2 0.78 0.49 +o.2o -O.II 0-43 0.76 1.10 !.45 r.82 
3·3 I.09 o.81 o.51 +0.21 -0.11 0 ·44 0.78 !.14 1.50 
3-4 !.41 !.13 o.84 0.53 +0.22 -0.11 0-46 o.81 I. 17 

3·5 !.74 1-46 !.17 o.87 0 ·55 +0.22 -0.12 0 ·47 0.83 
3·6 2.09 r.81 !.52 !.21 0.90 0.57 +0.23 -0.12 0-48 
3·7 2-44 2.16 !.87 !.57 !.25 0.93 o.59 +0.24 -0.12 
3·8 2.8o 2.52 2.23 !.93 r.62 !.29 0.95 o.6o +0.24 
3·9 3·17 2.90 2.61 2.31 2.00 !.67 !.33 0.98 0.62 

4·0 +3-55 +3.28 +2.99 +2.69 +z.38 +z.os + !.72 + !.37 + 1.01 

I 
3·9 

-7.22 
7-21 
7.18 
7·15 

7.10 
7·05 
6.99 
6.91 
6.83 

-6.74 
6.63 
6.52 
6-40 
6.26 

6.12 
5-97 
5.81 
5·63 
5·45 

-5.26 
5.06 
4·84 
4·63 
4-40 

4·15 
3-90 
3·64 
3·37 
3·09 

-2.80 
2.50 
2.19 
!.87 
!.54 

!.20 
0.86 
0.50 

-0.13 
+o.25 

+o.64 

34I 

I 
4·0 

-7.61 
7.60 
7·57 
7·54 

7·50 
7-44 
7·38 
7·30 
7-22 

-7.13 
7.02 
6.91 
6.79 
6.6.') 

6.5r 
6.3 
6.2 

6 
0 

6.02 
5·84 

-5.65 
5·4 
5·2 
5·0 
4·7 

4·5 
4·2 
4·0 
3·7 
3-4 

- 3·1 
2.8 
2.5 
2.2 
!.9 

!.5 
!.2 
o.8 

5 
4 
2 

8 

4 
9 
3 
6 
8 

9 
9 
8 
6 

3 

9 
4 
8 

o.51 
-0.1 3 

+o.z 6 



342 Anhang. 

8. Differenz exzentrische-mittlere Anomalie. 

Ä O.I 0.2 0.3 0.4 0.5 o.6 0.7 o.8 0.9 I.O Xr 
00 o?oo o?oo o?oo o?oo o?oo o?oo o?oo o?oo o?oo o?oo 3600 
I 0. II 0.25 0-43 o.67 I.OO !.50 2.33 3-97 8.60 26.11 . 359 
2 0.22 0.50 0.86 I. 33 2.00 2.99 4·63 7.8r 15-54 32.23 358 

"3 0.33 o.75 r. 28 2.00 2.99 4·47 6.89 II .40 20.85 36.26 357 
4 0.44 I.OO I. 7I 2.66 3·97 5-93 9.07 14.68 25.00 39-28 356 

5 0.55 !.25 2.14 3-31 4-95 7·36 I I. 17 17.66 28.34 41.69 355 
6 0.66 I. 49 2.56 3-97 5-91 8.76 13.17 20.33 31.12 43·69 354 
7 o.n !.74 2.98 4.61 6.86 10.12 15.07 22.73 33·47 45·39 353 
8 o.88 !.99 3·40 j.26 7.8o !1.44 r6.86 24.89 35·49 46.84 352 
9 0.99 2.23 3.81 5·89 8.72 12.72 r8.55 26.84 37-25 48. II 351 

IO 1.10 2-47 4.22 6.52 9.62 13-96 20.14 28.59 38.8o 49.23 350 
!1 I. 2! 2.72 4·63 7.13 10.50 15.15 2! .62 30. r8 40· 17 50.22 349 
12 !.32 2.96 5·04 7-74 II .36 16.30 23.01 31.62 41 ·40 51.09 348 
!3 1.43 3.20 5·44 8.34 !2.20 !7 -39 24-31 32-94 42-49 51.87 347 
I4 1.53 3-43 5·83 8.93 13.01 18.44 25-52 34· I4 43·48 52·57 346 

15 !.64 3·67 6.22 9-51 13.80 19-44 26.66 35·23 44·37 53-20 345 
r6 I. 75 3-90 6.6! 10.07 14-57 20.40 27-72 36.24 45· 18 53-76 344 
I7 r.85 4· 13 6.99 !0.63 15.31 21.31 28.71 37.16 45-91 54·26 343 
18 I.95 4·36 7·36 11.17 16.03 22. r8 29.63 38.oo 46·57 54-70 342 
I9 2.06 4·58 7·73 II.70 16.73 23.01 30.50 38.78 47· 17 55· 10 341 

20 2.16 4.81 8.10 12.22 17.40 23-79 3! ·30 39-49 47-71 55·46 340 
21 2.26 5- 03 8.45 12.72 18.05 24-53 32.05 40.15 48.21 55·78 339 
22 2.36 5·25 8.80 13.22 r8.67 25.24 32-76 40·75 48.65 56.06 338 
23 2.46 5·46 9· 15 13.69 19.27 25.91 33·41 41-30 49·06 56-30 337 
24 2.56 5·67 9·48 14. r6 19.84 26.54 34·02 4!.8! 49-42 56.51 336 

25 2.66 5 .88 9.81 14.61 20.40 27.14 34·59 42.28 49-75 56.69 335 
26 2.76 6.09 10.14 15.05 20.93 27.71 35. !2 42-71 50.04 56.85 334 
27 2.85 6.29 !0.45 15-48 2!. 43 28.24 35-61 43· 10 50.31 56. 98 333 
28 2.95 6.49 10.76 15.89 21.92 28.75 36.07 43·46 50·54 57·08 332 
29 3·04 6.68 II.06 16.29 22.38 29.22 36·49 43-78 50·74 57· !7 331 

30 3.13 6.88 II .36 16.67 22.83 29.67 36.89 44·08 50.92 57·23 330 
31 3-22 7.06 1!. 64 17.04 23.25 30.09 37-25 44·35 5!.07 57·27 329 
32 3·31 7-25 1!.92 17.40 23.65 30·49 37·59 44-59 5!.20 57-29 328 
33 3·4° 7·43 !2.20 17-75 24.04 30.86 37-90 44·80 5!.31 57-29 327 
34 3-49 7.61 12.46 r8.o8 24-40 31.21 38.18 44-99 51 ·40 57-28 326 

35 3·57 7·78 12.72 18.40 24-75 31.53 38·44 45.16 5!.47 57·25 325 
36 3.66 7·95 !2.97 18.71 25.07 31.84 38.68 45·31 51.52 57· 2! 324 
37 3-74 8.12 13.21 19.00 25-38 32.12 38.90 45·44 5!.55 57.15 323 
38 3.82 8.28 13-44 19.28 25.68 32-38 39-09 45·55 51.56 57·07 322 
39 3-90 8.44 !3.67 19-55 25-95 32.62 39·27 45·64 5!. 56 56. 98 321 

40 3-98 8.60 13.89 19.81 26.22 32.85 39·43 45-7! 5!.55 56.88 320 
41 4.06 8.7s 14.10 2o.o6 26.46 33·06 39·56 45·76 5!.52 56·77 319 
42 4· 13 8.89 14·30 20.29 26.69 33-24 39.68 45·80 5!.47 56.64 318 
43 4.20 9.03 !4.50 20.51 26.90 33·42 39·79 45·83 5!.41 j6.j1 317 
44 4.28 9-17 q.69 20.72 27.10 33·57 39.88 45·84 5!.34 s6.36 316 

45 4-35 9·31 14.87 20.92 27.29 33·71 39·95 45·83 5!.26 56.20 315 

Für Werte von M zwischen 18o" und 360° wird der Tafelwert negativ. 



Tafeln. 343 

S. Differenz exzentrische-mittlere Anomalie. 

~ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 O.J o.S o.g I.O Ä 
45° 4?35 9?31 I4?S7 20?92 27?29 33?71 39?95 45?S3 51?26 56?20 315° 
46 4·42 9·44 15.04 21,11 2J.46 33·s4 40.01 45·Sr 51. r6 56.04 314 
47 4·4s 9.56 15.21 21.29 2J.62 33·95 40.05 45·7S 51 .o6 55·S6 313 
4s 4·55 g.6S 15.37 21.46 2J.J7 34·05 40.oS 45·74 50·94 55·67 312 
49 4.61 g.So 15.52 21.62 2J.90 34· 13 40.10 45.6S 5o.Sr 55·4s 3II 

50 4.6S g.gr 15.66 21 ·77 2S.o2 34·20 40.11 45.62 50.67 55.27 310 
51 4·74 10.02 15.So 21.91 2S. 13 34·26 40.10 45·54 50·53 55.06 309 
52 4·79 10.13 15.93 22.03 2S.23 34·31 40.oS 45·45 5°·37 54·s4 30S 
53 4·S5 10.23 16.05 22.15 2S.32 34·34 40.05 45·35 50.20 54·61 307 
54 4·91 10 ·33 16.17 22.26 2S.4o 34·36 40.01 45·24 50.03 54·37 306 

55 4·96 10.42 16.2S 22.36 2S.46 34·3S 39.96 45.12 49·S5 54· 13 305 
56 5.01 10.51 16.3S 22.45 2S.52 34·3S 39·90 44·99 49·65 53·SS 304 
57 5.06 10.59 16.4S 22.54 2S.56 34·37 39.S2 44·S6 49·45 53.62 303 
5S 5· II 10.67 16.57 22.61 2S.6o 34·35 39·74 44·71 49.25 53·36 302 
59 5.16 IO.J5 16.65 22.6S 2S.62 34·32 39.65 44·56 49.03 53·09 301 

6o 5.20 1o.S2 16.73 22.73 2S.64 34·2S 39·55 44·40 4S.S1 52.S1 300 
6r 5·24 ro.Sg 16.So 22.JS 2S.65 34·23 39·44 44·23 4S.5S 52·53 299 
62 5.2S 10.95 16.S7 22.S3 2S.65 34· 1S 39·33 44·05 4S·35 j2.24 29S 
63 5·32 11.02 r6.g2 22.S6 2S.64 34· II 39.20 43·S6 4s. Il 51.95 297 
64 5·36 11.07 r6.gS 22.SS 2S.62 34·04 39.07 43.67 4J.S6 jl.65 296 

65 5·40 I I. 12 IJ.02 22.90 2S.59 33·96 3S·93 43·47 47·60 51.34 295 
66 5·43 I I. 17 17.06 22.91 2S.56 33·S7 3S.JS 43·27 47·34 jl.03 294 
67 5·46 11.22 IJ. IO 22.92 2S.5r 33·77 3S.62 43·06 4J.OS 50.72 293 
6S 5·49 11.26 IJ.I3 22.91 2S.47 33·67 3S.46 42.S4 46.S1 50.40 292 
6g 5·52 11.29 IJ. 15 22.90 2S.4r 33·56 3S.29 42.61 46·53 so.oS 291 

JO 5·55 11.33 17. IJ 22.S9 2S.34 33·44 3S. 12 42·3s 46.25 49·75 290 
71 5·57 11.36 IJ.IS 22.S7 2S.27 33·31 37·94 42.15 45·96 49·41 2S9 
72 5.6o 11.3S 17.19 22.S4 2S.2o 33· rS 37·75 41.90 45·67 49.07 2SS 
73 5.62 11.40 17.19 22.So 2S. 11 33·04 37·55 41.66 45·37 4S·73 2S7 
74 5·64 11.42 17. I9 22.76 2S.o2 32.Sg 37·35 41.40 45·07 4s.3s 2S6 

75 5·65 11.44 IJ.IS 22.JI 2J.92 32·74 37 · 15 41.15 44·76 4S.03 2Sj 
76 5·67 11.45 IJ.I6 22.66 2J.S2 32.5S 36·94 40.SS 44·45 47·6S 2S4 
77 j.6S ll.45 17 · 14 22.60 27.71 32.42 36.72 40.6! 44· 14 47·32 2S3 
JS j.6g 11.46 IJ. !2 22.53 2J.59 32.25 36.50 40·34 43·S2 46.g6 2S2 
79 5.Jo 11.46 IJ.09 22.46 27·47 32.oS 36.27 40.06 43·49 46·59 2Sr 

So j.JI Il.46 IJ.06 22.39 27·34 31 .go 36.04 39·7S 43.17 46.22 2So 
Sr 5·72 Il.45 IJ.02 22.30 27.21 31. JI 3j.So 39·50 42.S3 45·S5 279 
S2 5·72 11.44 r6.gS 22.22 2J.07 31.52 35·56 39.20 42.j0 45·47 278 
S3 5·73 11.42 r6.93 22.12 26.93 31.33 35·31 3S.91 42.16 45.09 277 
s4 5·73 11.41 r6.SS 22.03 26.7S 31.12 35.06 38.61 4I.S1 44·71 276 

S5 5·73 I I. 39 16.S2 21.93 26.63 30.92 34.80 3S.3I 41.47 44·32 275 
86 5·73 li ·36 r6.76 21. S2 26.47 30.71 34·54 38.oo 41.12 43·93 274 
87 5.72 Il.34 16.70 2I.JI 26.31 30·49 34·2S 37.69 40.J6 43·54 273 
ss j.J2 Il.31 16.63 21.59 26.q 30.2S 34.01 37·37 40.41 43· 15 272 
89 j.J1 Il.2J 16.56 21.47 25.97 30.05 33·74 3J.06 40.05 42·75 271 

90 j.JO 11.24 r6.4S 21.35 25.79 29.82 33·46 36·73 39.6S 42·35 270 

Für Werte von M zwischen 1So 0 und 360° wird der Tafelwert negativ. 
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8. Differenz exzentrische-mittlere Anomalie. 

Ä 0.1 0.2 0.3 0,4 I o.s o.6 0.7 o.8 0.9 1.0 Ä 
90o s?7o II?24 16?48 21?35 25?79 29?82 33?46 36?73 39?68 42?35 2700 
91 5·69 II.20 !6.40 2I, 22 25.61 29.59 33· 18 36.41 39·32 4!.94 269 
92 5 .68 II. r6 r6.32 2r.o8 25·43 29.36 32.90 36.o8 38.95 41 ·54 268 
93 5 .66 II.II !6.23 20.95 25.24 29.12 32.61 35·75 38.s8 41, I3 267 
94 5·65 II .06 r6. 14 2o.8o 25.05 28.87 32.32 35·41 38.20 40.72 266 

95 5·63 I I. OI r6.o4 20.66 24.85 28.62 32.02 35· 07 37.82 40,30 265 
96 5 .6r ro.96 15·94 2o.sr 24.65 28.37 3!. 72 34·73 37·44 39·88 264 
97 5·59 10.90 rs.84 20.35 24·44 28.12 31.42 34·39 37·06 39·46 263 
98 5 ·57 10.84 15·73 20.20 24.23 27.86 31.12 34· 04 36.67 39.04 262 
99 5·55 10.78 15.63 20.04 24.02 27.60 30.8! 33·69 36.28 38.62 261 

IOO 5·52 10.72 rs.sr 19.87 23.80 27·33 30.50 33·34 35.89 38.19 260 
IOI 5·49 ro.65 15·40 19.70 23.59 27,07 30. r8 32.98 35·50 37·77 259 
!02 5·46 10.58 15.28 19·53 23·36 26.79 29.87 32.62 35 • IO 37·34 258 
103 5·43 ro.sr 15.15 19.36 23.14 26.52 29·55 32.26 34·70 36.90 257 
104 5·40 10.43 15.03 19.18 22.91 26.24 29.22 3!.90 34·30 36·47 256 

105 5·37 10.36 14·90 19.00 22.67 25.96 28.90 3!.53 33·90 36.03 255 
106 5·34 ro.28 14.77 18.82 22.44 25 .• 68 28.s7 31. I6 33·49 35·59 254 
107 5·30 10.19 14.63 r8.63 22.20 25.39 28.24 30.79 33·09 35· 15 253 
108 5.26 IO.II 14·50 r8.44 21.96 25. IO 27·91 30.42 32.68 34·71 252 
109 5·23 10.02 14·36 r8.24 2!. 71 24.81 27·57 30.04 32.26 34·27 251 

110 5.19 9·93 14.21 r8.os 2!.47 24.51 27.23 29.67 3!.85 33.82 250 
III 5. 14 9·84 14.07 17.85 2!.22 24.22 26.89 29.29 31 ·44 33·37 249 
II2 5. IO 9·74 13.92 17.65 20.96 23.92 26.55 28.90 31.02 32.92 248 
113 s.o6 9.65 13·77 17·44 20.71 23.61 26.20 28.52 30.60 32·47 247 
114 s.or 9·55 13.61 17.23 20.45 23.31 25.86 28.13 30. r8 32.02 246 

115 4·96 9·45 13·46 17.02 20.19 23.00 25·51 27·75 29.76 3!. 57 245 
II6 4·92 9·35 13.30 r6.81 19.93 22.69 25. r6 27·36 29.33 31, II 244 
117 4·87 9.24 13 ·14 r6.6o 19.66 22.38 24.80 26.96 28.91 30.65 243 
118 4.8! 9.13 12.98 r6.38 19.39 22.07 24·45 26.57 28.48 30.20 242 
II9 4·76 9·03 12.81 r6. 16 19.12 21.75 24.09 26.17 28.os 29.74 241 

!20 4·71 8.92 12.64 15.94 r8.8s 21.43 23·73 25·78 27.62 29.27 240 
12! 4.66 8.80 !2.47 15·71 r8.58 2!. 11 23·37 25·38 27. r8 28.81 239 
122 4.60 8.69 12.30 15·49 r8.3o 20.79 23.00 24.98 26.75 28.35 238 
123 4·54 8.57 12.13 15.26 r8.o2 20.47 22.64 24·58 26.31 27.88 237 
124 4·49 8.45 1!.95 15,03 17·74 20.14 22.27 24.17 25.88 27.41 236 

125 4·43 8.33 II. 77 14·79 17·46 19.81 21.90 23·77 25·44 26.95 235 
126 4·37 8.21 11.59 14·56 17.17 19.48 21 ·53 23·36 25.00 26.48 234 
127 4·3° 8.09 1!.41 14.32 r6.88 19.15 2!. 16 22.95 24·56 26.or 233 
128 4· 24 7·97 II .23 14.08 16.6o 18.82 20.79 22.54 24.12 25·53 232 
129 4· 18 7·84 II .04 13.84 16.31 r8.48 20.41 22.13 23.67 25.06 231 

130 4· II 7·71 10.85 13.60 r6.o1 r8. 14 20.03 2!. 72 23.23 24·59 230 
131 4·05 7·58 10.66 13·35 15.72 17.81 19.65 21.30 22.78 24.11 229 
132 3·98 7·45 10.47 13.11 15·42 17·47 19.27 20.89 22.33 23.64 228 
133 3·91 7·32 ro.28 12.86 15.13 17.12 18.89 20.47 2r.89 23.16 227 
134 3·84 7.18 1o.o8 12.61 14·83 16.78 r8.51 20.05 21 ·43 22.68 226 

135 3·77 7·05 9·89 12.36 14·53 16·44 18.13 19.63 20.99 22.20 225 

Für Werte von M zwischen r8o" und 360" wird der Tafelwert negativ. 
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8. Differenz exzentrische-mittlere Anomalie. 

~ O.I 
I 

0.2 0.3 0.4 0.5 
I 

0.6 0,7 
I 

o.8 0.9 I.O IX 
I35° 3?77 7?05 9?89 I2?36 I4?53 I6?44 I8?I3 I9?63 20?99 22?20 225 0 

I36 3-70 6.9I 9.69 IZ. I I I4.23 I6.o9 I7.74 I9.2I 20.53 2I.72 224 
I37 3·63 6.77 9-49 Ir. 85 I3.92 I5·74 I7·36 I8.79 2o.o8 2I. 24 223 
I38 3·56 6.63 9-29 II. 60 I3.62 15-40 I6.97 I8.37 I9.63 20.76 222 
I39 3·49 6.49 9.09 1I.34 13.31 15.05 16.58 17.95 I9. 17 20.27 22I 

140 3·42 6.35 8.88 II .08 I3.00 14·70 I6. 19 I7.52 I8.72 I9.79 220 
I4I 3·34 6.2I 8.68 I0.82 I2.69 14·34 I5.8o I7. IO 18.26 I9.3I 2I9 
I42 3·27 6.o6 8.47 Io.s6 I2.38 13.99 I5·4I I6.67 17.80 18.82 2I8 
I43 3.19 5·92 8.26 10.30 I2.07 13.63 15.0I I6.24 I7·35 18.34 2I7 
144 3. II 5·77 8.os I0.03 II.76 I3.28 14.62 15.82 I6.89 I7.85 2I6 

I45 3·03 5.62 7·85 9·77 II ·45 I2.92 14.23 I5.39 I6.43 17·36 2I5 
I46 2.96 5·47 7·63 9·5o II.I3 12.56 I3.83 14.96 I5.97 I6.87 2I4 
147 2.88 5·32 7·42 9·24 I0.82 12.20 13·43 14·52 I5·50 I6.38 2I3 
I48 2.8o 5. I7 7.21 8.97 Io.so 1I.84 I3.03 14.09 I5.04 I5.89 2I2 
I49 2.72 5.02 6.99 8.70 IO. I8 1I.48 I2.64 I3.66 I4·58 I5·40 2II 

ISO 2.64 4·87 6.78 8.43 9.86 I I. I2 I2.24 I3.23 14. I I I4.9I 2IO 
I5I 2.55 4·7I 6. 56 8. I6 9·54 I0.76 II.84 I2.79 13.65 14·42 209 
152 2.47 4·56 6.34 7.88 9.22 I0.40 II.43 12.36 I3. I8 I3.93 208 
I 53 2.39 4·40 6. I2 7.6I 8.90 10.03 II.03 II. 92 I2.72 I3·44 207 
I 54 2,30 4·25 5·9I 7·34 8. 58 9·67 I0.63 II.49 I2.25 I2.94 206 

I 55 2.22 4·09 5.69 7.06 8.25 9.30 I0.23 II.05 1I.79 I2.45 205 
I 56 2, I3 3·93 5·46 6.78 7·93 8.93 9.82 I0,6I II.32 II,96 204 
I 57 2.05 3·77 5·24 6.5I 7.6I 8.57 9·42 IO. I7 I0.85 IT .46 203 
I 58 I. 96 3.61 5.02 6.23 7.28 8.20 9.0I 9·74 I0.38 10.97 202 
I 59 I. 88 3·45 4,80 5·95 6.95 7·83 8.6I 9·30 9.9I I0.47 20I 

I6o I. 79 3·29 4·57 5·67 6.63 7·46 8.20 8.86 9·45 9·97 200 
I6I I. 70 3. I3 4·35 5·39 6.30 7·09 7·79 8.42 8.98 9·48 I99 
I62 r. 62 2.97 4· I2 s.I1 5·97 6.72 7·39 7·98 8.5I 8.98 I98 
I63 I. 53 2.8I 3·90 4·83 5·64 6.35 6.98 7·54 8.04 8.48 I97 
I64 1.44 2.65 3·67 4·55 5·3I 5·98 6.57 7·09 7·56 7·99 I96 

I65 I. 35 2.48 3·44 4·27 4·98 5 .6I 6. I6 6.65 7·09 7·49 I95 
I66 r. 26 2.32 3.22 3·98 4·65 5·24 5·75 6.ZI 6.62 6.99 I94 
I67 I. I7 2. I6 2.99 3·70 4·32 4.86 5·34 5·77 6. I5 6.49 I93 
168 r.o8 I. 99 2.76 3·42 3·99 4·49 4·93 5·33 5 .68 5·99 I92 
169 I .00 I. 83 2.53 3.14 3.66 4· 12 4·52 4.88 5.2I 5·50 I91 

I70 0.91 I.66 2.30 2.85 3·33 3·75 4· II 4·44 4·73 s.oo I90 
I7I o.82 I. so 2.07 2.57 3.00 3·37 3·70 4.00 4.26 4·50 I89 
172 0.73 1.33 I. 84 2.28 2.66 3,00 3·29 3·55 3·79 4.00 I88 
I73 o.64 I. I6 I. 6I 2.00 2.33 2.62 2.88 3. I I 3·3I 3·50 I87 
I74 0 ·54 I ,00 I. 38 I. 7I 2.00 2.25 2.47 2.67 2.84 3,00 I86 

I75 0.45 0.83 I. 15 I. 43 I.67 I. 87 2.06 2.22 2.37 2.50 I85 
I76 0.36 o.67 0.92 I. I4 1.33 1.50 I. 65 I. 78 I.90 2.00 184 
I77 0.27 o.so o.69 0.86 I ,00 I. I2 I. 24 I. 33 1.42 1.50 I83 
I78 o. I8 0.33 0.46 0.57 o.67 0, 75 o.82 o.89 0.95 I .00 I82 
I79 0,08 0, I7 0.23 0.29 0.33 0 ·37 0.4I 0,44 0,47 o.so I8I 

I8o 0.00 0.00 0.00 o.oo 0.00 0.00 0.00 0.00 o.oo o.oo I8o 

Für Werte von M zwischen I8o 0 und 360° wird der Tafelwert negativ. 



Anhang. 

g. Wahre Anomalie in der Parabel. 

M V lg M I V lgM V 

0.0 ot:;oooo I.45 36?6041 r.go 77?!287 
I.O 1.3937 

!.3937 !.46 37·3444 
7403 1.91 78.o8oo 9SI3 

2.0 2.7866 !.3929 
!.47 38.0953 

7S09 
79.0275 

947S 

I.39I3 76I4 
r.gz 

9436 
3·0 4· 1779 !.3888 

!.48 38.8567 
77I8 

!.93 79 · 97II 
9393 

4·0 5.5667 !.49 39.6285 1.94 8o.gro4 
I ·38SS 7822 9348 

5·0 6.9522 
I .38IS 

I. 5o 40.4107 
7923 

1.95 8!.8452 
9299 

6.0 8.3337 !.51 41.2030 I.g6 82.7751 
7·0 9·7!03 

!.3766 !.52 42.0053 
8023 

!.97 83.6999 
9248 

I.37IO 8!21 9I94 8.o li. 0813 
!.3647 

!.53 42.8174 8zr8 
I.g8 84.6193 

g.o 12.4460 !.54 43·6392 !.99 85·5332 
9I39 

I.3S77 83I3 go8I 

10.0 13.8037 !.55 44·4705 2.00 86.4413 
II.O 15. 1536 

1.3499 !.56 45.3III 
8406 2.01 87·3433 

9020 

12.0 !6.4951 
I ·34IS 

!.57 46.r6o8 8497 
2.02 88.2391 

89s8 

13.0 17.8276 I ·332S !.58 47·0192 
8S84 2.03 8g. 1284 

8893 

!.3228 8670 88z8 
14.0 19.!504 !.59 47·8862 2.04 go.OII2 

I .3126 87S3 876I 

15.0 20.4630 r.6o 48.7615 
8834 

2.05 go.8873 
869I 

r6.o 21.7648 
I .3018 r.6r 49.6449 2.06 gr. 7564 

89I0 862I 
17.0 23.0553 

I .2905 r.62 50·5359 2.07 92.6185 
r8.o 24·3341 

r.z788 
!.63 51 ·4344 

898s 2.08 93·4734 
8S49 

r.2666 goss 8477 
rg.o 25.6007 I .64 52.3399 z.og 94·3211 

I.2S4I 9I23 8403 

20.0 26.8548 !.65 53.2522 gi87 
2.10 95. r6q 

8328 
1.66 54·1709 9248 

2.1 I 95·9942 82s2 
r.67 55·0957 2.12 g6.8194 8I76 
r.68 56.0262 930S 2.13 97·6370 

93S7 8roo 
r.6g 56.g6rg 2.14 g8.4470 

9407 Bozz 

!.70 57·9026 
94S2 

2.15 99·2492 
7944 

I .71 58.8478 2.16 !00.0436 
7866 

!.72 59· 7972 
9494 2.17 !00.8302 

I 
!.73 60.7504 

9S32 2.!8 ror.6ogo 7788 

lgM V 9S64 7709 
!.74 6I. 7068 2.rg !02.3799 

9S94 763I 

!.30 26?7957 
o.5786 

!.75 62.6662 
96I9 

2.20 !03. 1430 
!.31 27·3743 I.76 63.6281 2.21 ro3.8g8z 7552 

0.5893 g640 7473 
1.32 27.9636 !.77 64·5921 g656 

2.22 !04.6455 
7394 

!.33 28.5635 
o.5999 I.78 65·5577 2.23 105.3849 

1.34 29.1740 
o.6IoS 

!.79 66.5247 
g670 

2.24 ro6. II65 
73I6 

o.62I3 9677 7238 

!.35 29·7953 o.6321 
I.80 67·4924 g682 

2.25 ro6.84o3 
1.36 30.4274 1.81 68.4606 2.26 107·5562 

7IS9 

0.6429 g68z 7082 
!.37 31.0703 

o.6S37 
r.82 69.4288 

g679 
2.27 108.2644 

700S 
!.38 31.7240 0.6646 

I.83 70.3967 967I 
2.28 ro8.g649 

6928 
1.39 32.3886 r.84 71.3638 2.29 109.6577 

o.6755 9659 68S2 

!.40 33·0641 o.6863 
I.85 72.3297 

9644 
2.30 110.3429 

677S 
1.41 33·7504 o.6g72 

I.86 73.2941 g624 
2.31 1II .0204 

6699 
1.42 34·4476 o.7o8I 

I.87 74·2565 g6oz 
2.32 III.6903 

66zs 
!.43 35. 1557 o.7I88 

I.88 75.2!67 2.33 II2.3528 
6SSI 

1.44 35·8745 r.8g 76.1742 
9575 2.34 II3.0079 

o.7zg6 954S 6476 

!.45 36.6041 !.90 77.!287 2.35 II3 · 6555 
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9· Wahre Anomalie in der Parabel. 

lgM V lgM V lgM V 

2.35 II3~6555 6404 
2.80 136~3238 

3857 
3·25 150~2884 

2.36 114.2959 2.81 136.7095 3.26 150·5338 
2454 

2.37 114.9290 
6331 2.82 137·0910 

3815 
3·27 150·7770 

2432 

2.38 II5 • 5549 
6259 2.83 137·4685 

3775 3.28 151.0179 
2409 

6r88 3735 2386 
2.39 u6. 1737 2.84 137·8420 3·29 151.2565 

6II7 3696 2365 

2.40 u6.7854 
6048 

2.85 138.2u6 
3656 

3·30 151·4930 
2342 

2.41 II7.3902 
5978 

2.86 138·5772 3618 3·31 15!.7272 
2.42 II7.988o 2.87 138·9390 3·32 15!.9593 

232I 

2.43 II8. 5790 
59IO 2.88 139-2971 

3581 
3·33 152.1892 2299 

2.44 II9. 1633 
5843 2.89 139.6514 

3543 
3·34 152.4170 

2278 

5776 3506 2257 

2.45 II9.7409 
5709 

2.90 140.0020 
3470 3·35 152.6427 

2237 
2.46 120.3II8 

5645 
2.91 140·3490 

3434 
3·36 152.8664 

2216 
2-47 120.8763 2.92 140.6924 3·37 153.o88o 
2.48 12!. 4342 5579 2.93 141.0322 

3398 
3·38 153-3076 

2196 

2.49 121.9858 
55r6 

2.94 141 ·3686 
3364 

3·39 153·5252 
2I76 

5453 3329 2156 

2.50 122.53!1 
5390 

2.95 J41. 7015 
3295 

3·40 153-7408 
2137 

2.51 123.0701 
5329 

2.96 142.0310 
3261 3·41 153·9545 2II8 

2.52 123.6030 2.97 142·3571 3·42 154.1663 
2.53 124.1298 

5268 2.98 142.68oo 3229 
3·43 154.3761 

2098 

2.54 124.6506 
5208 

2.99 142-9996 
3196 

3·44 154·5840 
2079 

5149 3163 2061 

2.55 125.1655 
5090 

3.00 143·3159 3I3I 3·45 154·7901 2042 
2.56 125.6745 3.01 143.6290 3·46 154·9943 
2.57 126.1778 5033 3.02 143·9391 

3101 
3·47 155.1967 

2024 

4976 3069 2006 
2.58 !26.6754 3·03 144·2460 3·48 155·3973 
2.59 127.1673 . 

4919 
3·04 144·5499 

3039 
3·49 155·5962 

1989 

4864 3008 1970 
2.60 127.6537 

4810 3·05 144.8507 3·50 155·7932 
2.61 !28.1347 3.06 145.1486 2979 

3·51 155·9885 
1953 

2.62 !28.6102 4755 
3·07 145·4435 

2949 
3·52 156.1821 1936 

2.63 129.o8o3 
470I 3.08 145·7355 

2920 
3·53 156·3739 

1918 

2.64 129·5452 
4649 

3·09 J46.0246 
2891 

3·54 156.5641 
1902 

4598 2863 I885 

2.65 130.0050 
4546 

3.10 146-3109 
2835 3·55 156·7526 I868 

2.66 130·4596 3·II J46.5944 3·56 156·9394 
2.67 130.9092 4496 3.12 146.8751 

2807 
3·57 157.1246 

1852 

2.68 131.3538 
4446 

3·13 147.1531 
2780 

3-58 157·3082 
1836 

4396 2753 1820 
2.69 131.7934 3-14 147-4284 3-59 157·4902 

434-8 2727 1804 

2.70 132.2282 
4300 

3-15 147•70II 2701 
3.60 157·6706 

1788 
2.71 132.6582 

4253 
3-16 147·9712 

2674 
3.61 157·8494 

1773 
2.72 133-0835 3·17 148.2386 3-62 158.0267 
2-73 133·5042 

4207 3.18 148-5034 
2648 

3-63 158.2025 
1758 

2-74 133·9203 
4I6I 

3·19 148-7658 
2624 

3·64 158·3767 
1742 

4II5 2598 I727 

2-75 134·3318 4071 
3.20 149-0256 

2574 
3·65 158·5494 I7I2 

2.76 134·7389 4027 
3-21 149-2830 

2549 
3.66 158-7206 

1697 
2.77 135· J416 3-22 149-5379 3·67 158.8903 
2.78 135·5399 

3983 
3-23 149-7905 

2526 
3.68 159-0586 

1683 

3941 2501 x668 
2.79 135-9340 3-24 150.0406 3-69 159-2254 

3898 2478 1655 

2.80 136.3238 3-25 150,2884 3·70 159.3909 



Anhang. 

10. Zur Bestimmung der wahren Anomalie rn parabelnahen Kegel

schnitten. 

aJ Ellipse 

A lgB lga 

0.00 0.000000 0.000000 
I 1743 

01 0.000001 2 0.001743 1755 
02 0.000003 4 0.003498 1768 
03 o.ooooo7 o.oo5266 1780 
04 0.000012 5 0.007046 

7 

0.05 0.000019 8 

06 0.000027 IO 

07 0.00003 7 12 
o8 o.ooo049 12 
09 o.oooo6I 

15 

0.10 0.000076 16 
I I 0.000092 rS 
I2 O.OOOIIO 

20 
I3 O.OOOI30 21 
14 o.oooi5I 

o.I5 
I6 
I7 
r8 

22 

O.OOOI73 25 
o.oo0I98 26 
0.000224 27 
0.00025I 30 

I9 o.ooo28I 
31 

0.20 0.0003I2 
2 I 0.000345 33 

22 0.000379 34 
37 

23 0.000416 8 

24 0.000454 3 

39 

0.25 0.000493 
26 0.000535 42 

27 0.000578 4! 
28 o.ooo624 4 

29 0.00067I 47 

I792 

o.oo8838 1805 
0.010643 r8r8 
0.01246I 

1831 
0.014292 8 

o.o16I37 1 45 

I858 

0.0I7995 1871 
o.oi9866 1885 
0.02I751 1899 
0.023650 1914 
0.025564 

0.027492 
0.029434 
0.03139I 
0.033364 
0.03535I 

I928 

1942 

I957 

I973 

I987 

2003 

0.037354 2019 

0.039373 2035 

0.04I408 2051 

0.043459 2067 
0.045526 

2084 

0.0476IO 2101 
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B. Verzeichnis von Tafeln. 

a) Tafeln der trigonometrischen Funktionen, ihrer Logarithmen 
und der Logarithmen der Zahlen. 

Dreisteilig: 
I. PETERS, J.: Dreisteilige Tafeln für logarithmisches und numerisches Rechnen. 

Berlin: P. Stankiewicz, 1913 (Dezimale Unterteilung des Grades). 

Vierstellig: 
2. BREMIKER, C.: Tafeln vierstelliger Logarithmen. Berlin: Weidmann (Dezimale 

Unterteilung des Grades). 
J. GAusz, F. G.: Vierstellige logarithmische und trigametrische Tafeln. Halle: 

E. Strien. 
Fünfstellig: 

4· GAusz, F. G.: Fünfstellige vollständige logarithmische und trigonometrische 
Tafeln. 101. bis ros. Aufl. Halle: E. Strien, 1900. 

s. BECKER, E.: Logarithmisch-trigonometrisches Handbuch auf fünf Dezimalen. 
3· Ausgabe. Leipzig: B. Tauchnitz, 1910. 

6. BREMIKER, C.: Logarithmisch-trigonometrische Tafeln mit fünf Dezimalstellen. 
16. Aufl. Berlin: Weidmann, 1925 (Dezimale Unterteilung des Grades). 

7· ROHR, M. V.: Die Logarithmen der Sinus und Tangenten für o0 bis 5°. von Tau
sendstel zu Tausendstel Grad. Berlin: Weidmann, 1900 (Ergänzung zur 
vorigen Tafel). 

8. LoHSE, 0.: Tafeln für numerisches Rechnen mit Maschinen. Leipzig: W. Engel-
mann, 1909. 

Sechsstellig: 
9· BREMIKER, C.: Logarithmisch-trigonometrische Tafeln mit sechs Dezimal

stellen. Berlin: Nicolaische Verlagsbuchh. R. Stricker. 
IO. PETERS, J.: Sechsstellige Logarithmen der trigonometrischen Funktionen von 
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Bogensekunde von o0 o' bis 1° zo'. Berlin: F. Dümmler, 1929. 

SiebenstelZig: 

I2. ZECH, J.: Tafeln der Additions- und Subtraktionslogarithmen für sieben Stellen. 
4· Aufl. Berlin: Weidmann, 1910. 

IJ. PETERS, J.: Siebenstellige Logarithmentafel der trigonometrischen Funktionen 
für jede Bogensekunde des Quadranten. Leipzig: W. Engelmann, 1911. 

I4. - Siebenstellige Werte der trigonometrischen Funktionen von Tausendstel zu 
Tausendstel des Grades. Berlin-Friedenau: C. P. Goerz, 1918. 

IS.- Siebenstellige Logarithmen der trigonometrischen Funktionen von 0° bis 
90° für jedes Tausendstel des Grades. Berlin: Verlag der Preuß. Landesauf
nahme, 1921. 

l6. BRANDENBURG, H.: Siebenstellige trigonometrische Tafel für Berechnungen mit 
der Rechenmaschine. Berlin-Leipzig: A. Lorentz, 1923. 

Vgl. auch die Verzeichnisse von Tafeln in M. N. 72, 340 (H. C. PLUMMER), M. N. 
85, 386 und B. A. A. Handbook for 1929 (L. J. COMRIE). 
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b) Multiplikationstafeln. 

I7. PETRICK, C. L.: Multiplikations-Tabellen. Li bau. 1875 (2 X 3 bzw. 2 X 4 Stellen). 
I8. CRELLE, A. L.: Rechentafeln. Neue Ausgabe. Berlin: G. Reimer, 1907 (3 X 3 

Stellen). 
Ig. ZIMMERMANN, H.: Rechentafel nebst Sammlung häufig gebrauchter Zahlen

werte. 9. Aufl. Berlin: W. Ernst, 1922 (2 X 3 Stellen). 

c) Spezialtafeln. 

20. AsTRAND, J. J.: Hülfstafeln zur leichten und genauen Auflösung des Kepler
schen Problems. Leipzig: W. Engelmann, 1890. 

2I. TIETJEN, F.: Tafel zur Berechnung der wahren Anomalie für Exzentrizitäts
winkel von o0 bis 20° 2o'. Veröff. d. Astr. Recheninstituts Nr. 1. Berlin 1892. 

22. BAUSCHINGER, J.: Tafeln zur theoretischen Astronomie. Leipzig: W. Engel
mann, 1901 (Neue Aufl. in Vorbereitung). 

23. PETERS, J.: Tafeln zur Berechnung der Mittelpunktsgleichung und des Radius
vektors in elliptischen Bahnen für Exzentrizitätswinkel von o0 bis 24°. 
Veröff. d. Astr. Recheninstituts Nr. 41. Berlin 1912 (Vergriffen). 

24. ScHLESINGER, F. and 8. UmcK: Tables for the true anomaly in elliptic orbits. 
Publ. of the Allegheny Obs. Nr. 17, 2. 

25. BANACHIEWICZ, TH.: Tables auxiliaires pour la resolution de l'equation de 
Gauß sin (z- q) = m sin 4 z dans Ia determination d'une orbite planetaire. 
Paris: Gauthier-Villars, 1916. 

26. WIRTZ, C.: Tafeln und Formeln aus Astronomie und Geodäsie. Berlin: Julius 
Springer, 1918. 

27. BoguET, F.: Tables du mouvement keplerien. Premiere partie. Paris: A. Her-
mann, 1920. 

v 2 v 
28. STRÖMGREN, B.: Tables giving tan 2 and tan 2 in parabolic motion, with ar-

3 
gument M=(t-T)q-2, to facilitate the computation of ephemeris from 
parabolic elements. Publ. og mindre Medd. fra Kobenhavns Obs. No. 58. 1926. 

29. NuMEROW, B.: Hilfstafeln zur Bahnbestimmung und gestörten Ephemeriden
rechnung nach der Extrapolationsmethode. Bull. de !'Institut astron. Nr. 13 
Leningrad. 1926. 

30. (INNES, R. T. A.): Tables of X and Y. Elliptic reetangular Coordinates. App. to 
Union Obs. Circ. No. 71. 1927. 

r r 
]I. STRACKE, G.: Tafeln der elliptischen Koordinaten C=a cos v und S=asin v 

für Exzentrizitätswinkel von o0 bis 25°. Veröff.d.Astr. Recheninstituts Nr. 46. 
Berlin 1928. 
Vgl. auch die Tafelsammlungen in den Werken über Bahnbestimmung von 
W. ÜLBERS, J. C. WATSON, KLINKERFUES-BUCHHOLZ, TH. V. ÜPPOLZER. 

C. Literaturverzeichnis. 
Bezüglich der älteren Literatur sei auf folgende Literaturverzeichnisse verwiesen: 

J. C. HouZEAU-A. LANCASTER, Bibliographiegenerale de !'Astronomie Tome I, 
Bruxelles: Hayez, 1887.- Tome II, Bruxelles: Havermans, 1882. 

ZELBR, K.: Die Bahnbestimmung der Planeten und Kometen (Handwörterbuch 
der Astronomie von W. Valentiner, Bd. I). 

RADAU, R.: Bibliographie relative au calcul des orbites. Bull. astr. XVI. 
Paris 1899. 

In diesen 3 Verzeichnissen ist die wichtigste bis etwa 1900 erschienene Literatur 
aufgeführt. 
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Von neueren seit 1900 erschienenen Arbeiten seien in chronologischer Reihen
folge folgende erwähnt I : 

I. MouLTON, F. R.: Theory of the determination of the elements of a parabolic 
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the line of sight. Ap. J. IO, 14. 

2. - A graphical method of finding the elements of a parabolic orbit. Pop. Astr. 

7, 193-
3- NEUGEBAUER, P. V.: Ein Beitrag zur Theorie der speziellen Störungen mit An

wendung auf eine Verbesserung der Bahn des Planeten· (196) Philomela. Diss. 
Breslau 1901. 

4- HARZER, P.: Über die Bestimmung und Verbesserung der Bahnen von Him
melskörpern nach drei Beobachtungen. Kiel. Publ. II (1901). 

5- NEUGEBAUER, P. V.: Über die Differentialformeln zur Verbesserung der Ele
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7- SALET: Determination des orbites au moyen d'oservations eloignees. B. A. I8, 96. 
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9- BoccARDI, J.: Guide du calculateur (Astronomie, Geodesie, Navigation, etc.). 
Paris, A. Hermann, Catania, J. Pastore. 1902. 
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II. CALLANDREAU, 0.: Aperc;u des methodes pour la determination des orbites 
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I4. BOHLIN, K.: Differentialformeln zur Bahnverbesserung bei kleinen Exzentrizi
täteil und Neigungen. A. N. 159, r66. 
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I Arbeiten, die auf S. r bis 330 erwähnt werden, sind durch fetten Druck 

der Namen der Autoren gekennzeichnet. 
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