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Vorwort

Mit diesem Biichlein ist eine Einfithrung in die neueren
Methoden der darstellenden Geometrie beabsichtigt, welche einen
Uberblick geben soll, wie sich dieser Zweig der Mathematik
iber den durch lange Zeit hindurch festgehaltenen Rahmen
hinaus zu entwickeln beginnt. Der Inhalt dieser , hoheren*
darstellenden Geometrie scheint mir durch den gewihlten Titel
.JKonstruktive Abbildungsverfahren” am besten umrissen
zu sein. Ich versuche hier die Forschungsergebnisse in einer
neuen, einheitlichen Behandlungsweise weiteren Kreisen zuging-
lich zu machen und damit auch dem Nichtgeometer den Zugang
dazu zu erleichtern. In Verfolgung des von meinem hoch-
verehrten Lehrer, Herrn o. 6. Professor Hofrat Dr. Emil Miiller
in Wien, gelehrten Abbildungsprinzips schlage ich den analyti-
schen Weg zur Diskussion der Abbildungen ein, indem ich stets
von den ,,Abbildungsgleichungen‘‘ ausgehe. Dieser Weg hat sich
als sehr gangbar erwiesen, um vom Allgemeinsten zum Beson-
deren — im Gegensatze zur bisherigen Entwicklung — herab-
zusteigen. Jede Abbildung wird bis zur Bereitstellung der
wichtigsten Grundkonstruktionen fortgefiihrt, die dann bei einigen
charakteristischen Beispielen angewendet werden, womit auch
eine kurze Einfithrung in das Anwendungsgebiet der betreffen-
den Abbildung verbunden ist. Eine dariiber hinausgehende,
lehrbuchméBige Behandlung ist nicht beabsichtigt, fiir diesen
Zweck sorgt die in jedem Abschnitte angefiihrte Literatur. Die
Figuren sind auf das Notwendigste eingeschrinkt, die iibrigen
zahlreichen im Texte beschriebenen Konstruktionen sind dem
Leser iiberlassen.

Wien, 14. August 1926
L. Eckhart
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1. Einleitung

Unter darstellender Geometrie versteht man heute ziemlich
allgemein bloB jenen Zweig der angewandten Mathematik,
der die Abbildung und zeichnerische Behandlung der Raum-
gebilde mit Hilfe der orthogonalen, schiefen und zentralen Pro-
jektion lehrt. Diese drei Verfahren beruhen auf der gemein-
samen Grundlage des geometrisch gefafiten Sehprozesses, und
dieser allein hat die lingste Zeit hindurch die darstellende Geo-
metrie beherrscht. Wenn auch die Behandlung der verschieden-
sten und teilweise recht schwierigen Probleme unsere geometri-
schen Kenntnisse, vorwiegend durch Verschmelzung mit der
projektiven Geometrie, bereicherte, so ist doch nach einem Jahr-
hundert verheilungsvoller Entwicklung ein gewisser Stillstand
eingetreten: der Hauptgedanke war ausgeschopft. Erst die
neuere Zeit hat die starre Schranke des alleinherrschenden
Abbildungsprinzips durchbrochen. Dies geschah auf verschiedene
Arten: erst wurden die bekannten Abbildungen von einem mog-
lichst hohen Standpunkt betrachtet, dann aber wurden neue
Abbildungen gefunden, bei denen an Stelle der bisherigen Raum-
elemente (Punkte, Geraden, Ebenen) oder der in der Zeichen-
ebene verwendeten Elemente (Punkte, Geraden) andere geome-
trische Gebilde traten. Im Vordergrunde des Interesses stehen
nun diese neuen Abbildungen, die fiir bestimmte Zwecke brauch-
bar sind oder die eigens dafiir geschaffen wurden. Die darstellende
Geometrie erfahrt dadurch heute eine stetige Erweiterung; ihre
neue Aufgabe liegt in der Aufstellung und Untersuchung neuer
Abbildungen und der darin enthaltenen geometrischen Probleme;
allerdings miissen solche Abbildungen das Merkmal der Konstruk-
tionsmoglichkeit in der Zeichenebene tragen, damit sie iiberhaupt
fir die darstellende Geometrie in Betracht kommen kénnen.
Man kann die Entwicklung der darstellenden Geometrie kurz
so kennzeichnen, daf} sie ihren alten, von G. Monge vorgezeich-
neten Wirkungsbereich, ndmlich die Beherrschung der Raum-
gebilde vermittels geeigneter Konstruktionen in der
Zeichenebene, mit neuen Mitteln auf neue Gebiete auszudehnen

Eckhart, Abbildungsverfahren 1



2 Einleitung

beginnt. Dadurch tritt sie mit allen Zweigen der Geometrie in
Verbindung und es ist nach den bisherigen Erfahrungen sicher,
daB das Studium neuer Abbildungen zu neuen Erkenntnissen
iiberhaupt fithrt. Eine zukiinftige (in Ansitzen schon vorhandene)
Aufgabe diirfte wohl auch darin bestehen, geeignete Abbildungen
fir die zeichnerische Behandlung verschiedener Probleme der
Mathematik, Physik und anderer Naturwissenschaften bereit-
zustellen, die — &hnlich wie es die analytische Geometrie mit
Hilfe ihrer verschiedenen XKoordinatensysteme auf rechne-
rischem Wege tut — eine der Natur der betreffenden Aufgabe
angepafite Erledigung sichern sollen.

Wir denken uns eine Menge 9t von geometrischen Elementen
irgendwelcher Art, ferner eine andere Menge % in einer Ebene /7,
die wir als Bildebene bezeichnen und zugleich als Zeichenebene
benutzen wollen. Unter einer Abbildung I — N verstehen wir
irgend eine Zuordnung zwischen den Elementen von It und %;
soll eine solche Abbildung als zur darstellenden Geometrie ge-
horig angesehen werden koénnen, so miissen bestimmte, charak-
teristische Beziehungen der Elemente von It untereinander sich
als Beziehungen der Elemente von % zu erkennen geben,
die mittels geeigneter Konstruktionen verfolgt werden konnen.
Wir sprechen dann von einer Objektmannigfaltigkeit I,
die mittels einer darstellend-geometrischen Abbildung auf eine
Bildmannigfaltigkeit I in II bezogen ist. Die Aufstellung
einer solchen Abbildung kann aus zweierlei Griinden verlangt
werden: entweder sind uns die Beziehungen in It konstruktiv
unzugénglich, dann miissen wir eben die Konstruktionen in IT
zur Beherrschung der Vorginge in % heranziehen, oder wir
brauchen Konstruktionen fiir die Probleme in einer ebenen
Mannigfaltigkeit %, dann kann uns die Abbildung durch die
Untersuchung der bekannten Beziehungen innerhalb 9t zu diesen
ebenen Konstruktionen verhelfen. In IT werden die Konstruk-
tionen zumeist mit Zirkel und Lineal ausgefiihrt, was jedoch den
Gebrauch anderer geeigneter Instrumente nicht ausschlieft.

Man erkennt, dal das Auffinden einer Abbildung nicht ein
bestimmtes Problem ist. Denn, ist die eine der beiden Mannig-
faltigkeiten I oder M auch gegeben, so ist die andere noch ganz
unbestimmt, da man theoretisch unbeschrinkt viele Zuordnungen
beliebiger Mannigfaltigkeiten festlegen kann; sind aber auch
MM und N bekannt (oder gewihlt), so ist noch die Art der Zu-
ordnung frei wihlbar.

Wollen wir nun eine Abbildung It— N analytisch allgemein
fassen, so miissen wir naturgemif den Koordinatenbegriff heran-



Einleitung 3

ziechen. Wenn sich z. B. jedem Element von I} eine bestimmte
Anzahl m geordneter Zahlen x,, %, ....x. zuordnen laBt,
so daB zu jedem Element eine bestimmte Reihe dieser Zahlen
gehért und umgekehrt eine solche das Element bestimmt, so
gsind die z die Koordinaten der Elemente von I; die Mannig-
faltigkeit 2 selbst bezeichnen wir als m-dimensional und
sagen, sie enthalte oo™ Elemente. Die Bildmannigfaltigkeit N
soll weiter n-dimensional sein, die dazugehérigen Koordinaten
mogen &, &, ..... é. heiBen. Eine Zuordnung zwischen IR und
9 1Bt sich analytisch durch eine Anzahl von Gleichungen
zwischen den z und den ¢ festlegen, welche wir als Abbildungs-
gleichungen bezeichnen. Wenn gefordert wird, daB einem
bestimmten Element in I ein bestimmtes in N entspricht (aber
nicht umgekehrt), so kann man sich die Abbildungsgleichungen
folgendermalien angesetzt denken:
Ei= @ (%, Tgye o o Tm) 1=12,....n,

worin die ¢: analytische, eindeutige Funktionen der x sein sollen.
Beziiglich der Anzahlen m und n kénnen nun die drei folgenden
Fille eintreten:

1. m=mn, dann gehort zu jedem Objektelement ein Bild-
element und umgekehrt zu einem Bildelement eine bestimmte
Anzahl von Objektelementen. Geben die obigen Gleichungen
nach den z aufgelost ebenfalls eindeutige Werte, so spricht
man von einer eineindeutigen Abbildung.

2. m < mn, in diesem Falle ist die Dimension der Objekt-
mannigfaltigkeit kleiner als die der Bildmannigfaltigkeit. Dann
lassen sich aus den » Abbildungsgleichungen die m GréBen x,,
%y....%n eliminieren und es bleiben n — m Gleichungen zwischen
den &. Es koénnen also nicht alle Elemente von 0 Bilder sein,
sondern nur die, welche den » —m Gleichungen geniigen. Dadurch
ist aus der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit : eine m-dimensio-
nale herausgehoben, die natiirlich als die eigentliche Bildmannig-
faltigkeit angesehen werden kann.

3. m > n, hier iiberwiegt die Dimensionszahl der Objekt-
mannigfaltigkeit, was soviel bedeutet, dal wohl jedem Element
von IR ein solches in M entspricht, dal aber umgekehrt einem
Element von R solche Elemente in I entsprechen, welche den
n (leichungen geniigen, also eine (m— n)-dimensionale Mannig-
faltigkeit innerhalb It bilden. Zu jedem Bildelement gehért
also eine solche und diese alle bilden zusammen IN.

Diese drei Fille kommen praktisch vor und es soll nun ein
einfaches Beigpiel den letzten Fall erliutern. Wir denken uns

1*



4 Einleitung

ein rechtwinkliges Koordinatensystem (z, y,z) zugrunde gelegt,
dessen zy-Ebene die Bildebene I7 sein soll. Ein beliebiger Raum-
punkt p (x, ¥, 2) wird aus einem festen Punkte a (0,0, ¢) auf I7
projiziert, wodurch sein Bildpunkt p’ ( &, 5) entsteht; es handelt
sich also um die bekannte Zentralprojektion der Raumpunkte
aus dem Auge a. Es entspricht jedem Punkt ein bestimmter
Bildpunkt (von a abgesehen), dagegen gehdéren umgekehrt zu einem
gewihlten Bildpunkt alle Punkte des durch ihn gehenden Seh-
strahles. IN ist also hier der dreidimensionale Punktraum, N das
zweidimensionale Punktfeld /7; M wird in lauter eindimensionale
Punktriume (Sehstrahlen) zerlegt. Durch eine einfache Rechnung
erhilt man die Abbildungsgleichungen:

£

Sie bestdtigen die geometrischen Tatsachen. Nimmt man p,
also x, y,2z an, so ergeben sich bestimmte Koordinaten §£, #
fiir p’. Bei festem £, 5 stellen die beiden Gleichungen zwei Ebenen
dar, deren Schnittgerade eben der Sehstrahl ap’ ist. Eine Ab-
bildung dieser Art ist wegen ihrer Unbestimmtheit zur Behandlung
des gesamten Punktraumes natiirlich unbrauchbar. Wenn man
aber p auf eine bestimmte Fliche zwingt, so kann diese Abbildung
zum Studium einer Geometrie auf dieser Flache beniitzt werden.
Wihlt man hiezu z. B. die Kugel
B+ Pt 2lt=az,

so ergibt sich die bekannte stereographische Projektion
der Kugel.

Ist eine Abbildung I—N geometrisch gegeben, das heif3t,
der Zusammenhang zwischen den Elementen der Objektmannig-
faltigkeit und jenen der Bildmannigfaltigkeit durch bestimmte
geometrische Beziehungen festgelegt (wie im vorangehenden
Beispiele), so wird die Aufstellung der Abbildungsgleichungen
unschwer gelingen. Ist aber eine Abbildung analytisch festgelegt,
so erfordert das Erkennen des geometrischen Zusammenhanges
eine Untersuchung, wie in den folgenden Abschnitten gezeigt
wird. Bei diesen Abbildungen gehen wir von den Gleichungen
aus, womit aber nicht gesagt ist, daB die darstellende Geometrie
in der analytischen Geometrie aufgehen soll. Die Abbildungs-
gleichungen sind nur ein bequemer Ausdruck, der gestattet, ver-
schiedene, sonst getrennt behandelte Abbildungen unter einem
einheitlichen Gesichtspunkte zu betrachten. Hat man einmal den
geometrischen Zusammenhang zwischen % und N gefunden,
so kann die weitere Untersuchung sowohl auf synthetischem,

ax ay
7]:

a—2z a—2z




Die lineare Abbildung des gewshnlichen Punktraumes 5

wie auf analytischem Wege fortgesetzt werden; die Hauptsache
ist die Ermittlung der grundlegenden Konstruktionen und dazu
ist jeder dienliche Weg recht.

Bei dieser Betrachtungsweise dréngt sich schlieBlich noch
die allgemeine Frage auf, wie man fir einen bestimmten Zweck
eine geeignete (das heifit konstruktiv méglichst einfach zu hand-
habende) Abbildung herstellen konnte. Dieses Problem, ja selbst
die Frage nach seiner Moglichkeit, steht heute noch ginzlich
offen; wir sind derzeit in einem solchen Falle auf mehr oder
weniger systematische Versuche angewiesen.

Literatur:

1. Miiller, E.: Das Abbildungsprinzip, Jhrsb. d. Math. Ver. 22
(1913).

2. Eckhart, L.: Uber die Abbildungsmethoden der dar-
stellenden Geometrie, Sitzungsber. Ak. Wien 132 (1923).

3. Kruppa, E.: Uber neuere Fortschritte der darstellenden
Geometrie, Ztschr. f. angew. Math. u. Mech. 4 (1924).

4. Loria, G.: Storia della geometria descrittiva dalle origini
sino ai giorni nostri, Milano 1921.

2. Die lineare Abbildung des gewdohnlichen
Punktraumes auf die Punktepaare in der Ebene
(Zweibilderprinzip)

Das wichtigste Verfahren der darstellenden Geometrie
besteht darin, da man die Raumpunkte als Elemente auffaft
und sie auf Punkte in der Bildebene II abbildet. Wir denken
uns zur Festlegung der Raumpunkte ein beliebig liegendes recht-
winkliges Koordinatensystem (z, %,2) und in II fiir die Bild-
punkte ebenfalls ein solches ( &, 1); zwischen beiden Koordinaten-
systemen bestehe vorderhand kein Zusammenhang. Wenn man
nun einen Punkt p (z, y,2) auf einen Bildpunkt p’ (&, %’) be-
ziehen wollte, so wire diese Abbildung (wie das Beispiel im
1. Abschnitte) unbestimmt; wir nehmen daher einen zweiten
Bildpunkt p” (&”,%”") hinzu und legen fest, dal p nun durch
das Punktepaar p’p” abgebildet werde. Die Elemente der
Bildmannigfaitigkeit sind jetzt nicht einzelne Punkte, sondern
Punktepaare, die orientiert sind, das heif3t, von denen feststeht,
welcher Punkt des Paares der erste und welcher der zweite ist.
In dieser Auffassung ist die Bildmannigfaltigkeit vierdimensional,
da zu einem Punktepaare die Koordinaten &', #’, §”, ’" gehoren.



6 Die lineare Abbildung des gewdohnlichen Punktraumes

Da der abzubildende Punktraum aber bloB dreidimensional ist,
so miissen die Bildpunkte einer Einschrinkung unterworfen sein
(Fall 2 auf 8. 3). Wir erhalten nun eine solche Abbildung
ganz allgemein, indem wir &7, %’, &, %" als Funkfionen von
z, 9, z ansetzen. Fordern wir weiter, dall, wenn p eine Gerade
im Raume durchlduft, die Bildpunkte p und p” jeder fiir sich
wieder Gerade beschreiben, so sichern wir uns von jedem eben-
flachig begrenzten Korper durch Darstellung seiner Kanten
zwei Bilder, die mehr oder weniger denselben Eindruck hervor-
rufen, wie der Korper selbst (Zweibilderprinzip). Eine solche
Abbildung nennen wir linear, und wir kénnen ihre Gleichungen,
wie aus den folgenden Betrachtungen hervorgehen wird, in
folgender Form ansetzen:

E— TGyt agztoa,
LA+ CuY+ C32+ ¢4
bye+ byy+ b2+ b,
(1) CLAx+ CY+ C32+ ¢4
QT+ A Y+ az2+ ay
VIT+ Y Y+ pszt
o Pra+Pey+ Bsz+ P
V1% Y2 Yt Yzt vy
Die Koordinaten der Bildpunktpaare sind linear gebrochene Funk-
tionen von z, y, z, wobei aber zu beachten ist, daBl die Nenner nur
bei den zusammengehorigen Koordinaten der Bildpunkte gleich
sind. Die Koeffizienten sind gegebene GréBen, von deren Wahl
die nahere Bestimmung der Abbildung abhingig ist. Fiihren
wir iiberall homogene Koordinaten ein, indem wir

z
statt z, y, z setzen: — 2, —
t t ¢
, , 5/ 77/
5 : ’ ’
” y 1 ’ T
5// . ] 5// 77//
. td
” ) 77 ” T”, 7

so konnen wir unter Verwendung der willkiirlichen Parameter
o’, 0" die Gleichungen (1) schreiben:
o F=aqxtasy+azz+a,t=a,
o' =b x4+ byy+ byz+ b t=b,
LT+ CY+ cgz+ ¢ t= ¢,
(2) 0" E=aqx+ eyt azzt+ayt=c,
0" n'=Pfrx+Pay+ szt Pui=p,
o7 T =12ty Yt yszt yat=y;

]
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worin die auftretenden linearen Formen von z, y,z,t zur Ab-
kiirzung mit @, b, ¢, , 8, y bezeichnet werden, so daBl @ = 0 usw.
Gleichungen von Ebenen sind.

Wir untersuchen nun, wie sich ein Punkt p abbildet, der
eine Gerade G durchliuft; sind auf G zwei Punkte p, (%;:9,:2;:¢;)
und P, (%y:¥,:29:8) angenommen, so lassen sich die homogenen
Koordinaten eines beliebigen Punktes p (z:y:z:f) mittels der
Parameter A und g daraus ableiten:

r= A2+ pu 2y
Y=+ p Yo 3)
z=Az+ p 2,
t:ﬂ. t1+‘LL tz.

Die dazugehorigen Bildpunktepaare seien p," p,"”" (& :1:7,;
EV ity und py’ " (& imy 1Ty &2 1My 1 Ty’). Dann erhilt
man durch Einsetzen von (3) in (2) z. B.
0" &= ay (A o+ p )+ ay (A Y1+ p Yo) + a3 (A 20+ p 25) +
tag (A4 pty)=24(a; 2+ @ Y1+ a5 20+ @ ) + p (@ T+
+ay Yy +a32+agty) =40 &'+ uo’ &y
Es ergibt sich also fiir p"p” (&:9:7'; &1y 1)
=1 §1I+ 12 ézl, E'=1 51”+ 22 52”’
m=im'tun,  n'=An"+pn (4)
=11+ p 1, =17+ p 1"
Diese Gleichungen besagen, daBl p’ aus p,” und p,’, ferner p”’
aus p;”’ und p,” genau so abgeleitet ist wie der Raumpunkt p
aus p, und p,, das heilt, p’ beschreibt eine gerade Punktreihe
G’ und p” eine solche G, welche beide zur Punktreihe @ projektiv
sind. Die Geraden G’ und G sind die Bilder von G und wir er-
halten den fiir diese Abbildung charakteristischen Satz: bei
der Abbildung (1) werden rédumliche gerade Punkt-
reihen durch projektive gerade Bildpunktreihen ab-
gebildet. Hiemit ist festgestellt, daB wir es tatsichlich mit
einer linearen Abbildung zu tun haben.

Jetzt wollen wir die geometrische Herstellung einer solchen
linearen Abbildung aufsuchen. Wir greifen einen Punkt p’
(&:9’:7’) in II heraus und fragen nach allen Raumpunkten p,
die den ersten Bildpunkt p’ gemeinsam haben. Die ersten drei
Gleichungen (2) ergeben:

oder:
v'a — &c¢=0 und v/ b—nc=0. (5)
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Diese beiden Gleichungen sind solche von Ebenen in den Ko-
ordinaten z, ¥, 2, {; es liegen also alle Punkte p von der verlangten
Eigenschaftauf einer GeradenS;, der Schnittgeraden der Ebenen (5).
LaBt man weiter p’ in /I alle Lagen annehmen, so erhilt man
durch Anderung von &', %', 7’ in (5) oo? Gerade S;. Alle diese S,
gehen durch einen festen Punkt o, welcher der Schnittpunkt
der drei Ebenen a = 0, b= 0, ¢= 0 ist, da diese Werte stets gleich-
zeitig (5) befriedigen. Wir haben also ein Strahlbiindel mit dem
Triger o, gefunden, das, wie man aus der Form der Gleichungen (5)
erkennt, zum Feld der Punkte in /7 (als erste Bildpunkte auf-
gefalit) projektiv ist. Ganz analog zeigt sich, daB, wenn man
einen Punkt p” in I7 als zweiten Bildpunkt auffalt, dazu Raum-
punkte auf einer Geraden S, gehéren, die stets durch einen Punkt
0, geht, welcher der Schnittpunkt der Ebenen =0, =0, y=0
ist; zwischen dem Strahlbiindel o, und I/ als Feld der zweiten
Bildpunkte besteht wiederum eine Projektivitit. Wir kénnen
unsere Abbildung also folgendermaBen erkliren: Gegeben
sind im Raume zwei Strahlbiindel o; und o0, und diese
sind auf das Punktfeld I mittels der Verwandt-
schaften o,—II und o,—~1I projektiv bezogen; durch
einen beliebigen Raumpunkt p geht ein Strahl §,
von o; und ein Strahl 8, von o,. Der 8, vermége o,—I1
zugeordnete Punkt p’ ist der erste, der §; mittels
0,—II zugeordnete Punkt p” ist der zweite Bildpunkt
von p.

Nun la8t sich weiter z. B. die Projektivitit o,—> /I ersetzen,
indem man das Biindel o, mit einer beliebigen Ebene 7, schneidet
und zwischen den Schnittpunkten der Strahlen S, mit I7; und
den Punkten von I/ eine Kollineation II; —>II festlegt. Macht
man das noch analog bei 0,, so ist die Abbildung folgendermaflen
herstellbar: Gegeben sind zwei Punkte o; und o, ferner
zwei Ebenen /I, und I/, und dann die Kollineationen
Il,—II und Il,—II. Projiziert man nun einen Punkt p
von o, auf I, und von o0, auf Il,, so erhdlt man aus
diesen Projektionen mittels der Kollineationen II;—II
und I, 1] den ersten bzw. zweiten Bildpunktvonp?).
Daher bezeichnet man o; und o, als Augpunkte, die dazu-

1) Wenn man von einem Objekt zwei verschiedene photo-
graphische Aufnahmen macht, so sind I, und I, die beiden Platten.
Legt man sie in eine Ebene, so hat man zwel zusammengehérige
lineare Bilder, wobei II, —s II und II, —~ II Kongruenzen sind.
Mit der Rekonstruktion eines riumlichen Objektes aus zwei Auf-
nahmen beschéftigt sich die Photogrammetrie.
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gehorigen Biindel als Sehstrahlenbiindel, II; und I1, spielen
die Rolle von Bildebenen. FEine lineare Abbildung erhilt man
also aus zwei verschiedenen perspektiven Bildern, die irgendwie
nach I7 kollinear umgeformt werden.

Aus diesen Erklarungen geht hervor, dall im allgemeinen
wohl jeder Raumpunkt zwei Bildpunkte hat, dal aber nicht
jedes beliebige Punktepaar in I als Bildpaar aufgefallt werden
kann; vielmehr kénnen dazu nur solche zwei Punkte gebraucht
werden, deren zugeordnete Sehstrahlen durch o, bzw. o, einander
schneiden. Die Einschrankung fiir Bildpunktepaare geht analy-
tisch aus (2) hervor, indem man aus diesen 6 Gleichungen z, y,
2, t, ¢/, ¢’ eliminiert. Man erhélt so die Bedingung:

a ay a3 @y & 0
b, b, b, b, 7’ 0
¢ Cy C3 Cy ! 0

T
dy aq a, 0
13} Ba Bs Ba 0 0
71 72 73 Ya 0
die eine bilineare Gleichung
in den Bildpunktkoordinaten
ist und deren Bedeutung
weiter unten geometrisch
hervortreten wird.

Fragen wir nach den-
jenigen Raumpunkten, deren
Bildpunkte nicht getrennt
sind, so daB ein solches Paar
als ein doppelt iberdeckter
Punkt zu denken ist, so
erfilllen die dazugehorigen
Punkte im Raume das so-
genannte Koinzidenzge-
bilde. Seine Gleichungen
erhalten wir, indem wir die
nichthomogenen Koordina-
ten von p’ und p” einander
gleichsetzen, also:

& & d n

’ ’ ’ ’

A T
Nach (2) kommt daher
a
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(7) . oder ay —agc=0und by —fc=0.

Jede der beiden Gleichungen stellt eine Fliche zweiter Ordnung
dar. Diese gehen beide durch o, (weil a =0, b = 0, ¢= 0 gleichzeitig
beide Gleichungen befriedigt) und durch o,. Beide Flichen haben
noch eine Gerade gemeinsam, nidmlich den Schnitt der Ebenen
¢=0 und y=0; ihre Schnittkurve ist also eine Raumkurve
dritter Ordnung, die durch o, und o, hindurchgeht, und diese
ist das verlangte Koinzidenzgebilde. Da die Punkte dieser Kurve
zusammenfallende Bildpunkte haben miissen, so erhilt man das
(einzige) Bild der Koinzidenzkurve, indem man in (6) £7= &,
1" = n', 7" = v’ setzt; dadurch ergibt sich, wie leicht auszurechnen
ist, ein Kegelschnitt.

Auf Grund der bisher gewonnenen Ergebnisse kénnen wir
nun die Untersuchung geometrisch leicht fortsetzen. Angenommen
sind (Abb. 1) die Augpunkte o, und o,, ferner die Ebenen IT,
und 77, die sich in 4 schneiden sollen. Weiter denkt man sich
die Zeichenebene II beliebiz im Raume angebracht und die
Kollineationen II,—>II und Il,—>II gegeben. Ein beliebiger
Punkt p gibt von o, (05) auf /1, ({1,) projiziert den Punkt p, (p,).
Die beiden Sehstrahlenbiindel haben einen gemeinsamen Strahl
0, 0,5, dessen Schnittpunkt oy mit /7, das Bild von o, aus o, auf
I1, ist; analog erhilt man o,, auf I7,. Wir sehen, daB die Projek-
tionen p, und p, stets so liegen miissen, daB sich die Verbindungs-
geraden 0, p; und 0y, Py, auf A treffen. Damit also zwei Punkte
P, und p, zu einem Raumpunkte p gehéren konnen, ist nétig,
dal sie auf entsprechenden Geraden der perspektiven Strahl-
biischel 0y, und oy, liegen (die Perspektivitdtsachse ist 4). Durch
die gegebenen Kollineationen entsteht aus dem Biischel oy,
das Biischel 0," in I1, aus o,, das Biischel 0,”; diese beiden Strahl-
biischel 0, und o,” sind jetzt projektiv, und die Bilder p’ und
p”’ eines Raumpunktes liegen auf entsprechenden Strahlen,
wobei p’ (p”) mittels II,—>TII (II,—II) aus p, (p,) hervorge-
gangen ist. Die Bildpunkte miissen also auf entsprechen-
den Strahlen zweier projektiver Strahlbiischel liegen
und diese Bedingung wird durch Gleichung (6) ausgedriickt.
Wegen dieser Zuordnung spricht man von Ordnungsbiischeln
0y’ und o0,” und von ersten und zweiten Ordnungsstrahlen.
Das Erzeugnis dieser Ordnungsbiischel ist ein durch o,” und o,”
gehender Kegelschnitt, welcher das Bild der durch (7) angegebenen
Koinzidenzkurve ist, da nur auf ihm zusammenfallende Bild-
punkte auftreten konnen. Wenn man in der Bildebene arbeitet,
so ist es praktisch, die beiden Ordnungsbiischel durch Bewegung
in eine perspektive Lage zu bringen, damit man die einander ent-
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sprechenden Ordnungsstrahlen, die man stets benotigt, rasch auf-
suchen kann. Man kann aber eine solche Lage von vornherein,
ohne daB eine Spezialisierung der Abbildung eintritt, erreichen,
indem man die Kollineationen If,—>II und II,—~II durch
Zentralkollineationen mit einem gemeinsamen Zentrum o er-
setzt. Fiir diesen Fall kann man sagen: manerhalt einelineare
Abbildung, indem man die Raumpunkte von o, auf I,
und von o, auf II, und schlieflich die Felder I1;, und II,
aus einem dritten Augpunkte o auf II projiziert. Die
Ordnungsbiischel sind perspektiv mit der Achse 4, die die Pro-
jektion von A aus o auf I7 ist. Fiir diesen Fall wollen wir nun
die wichtigsten Grundaufgaben behandeln.

Gegeben sind zwei Raumpunkte p und g durch ihre Bild-
paare (Abb. 2), die auf entsprechenden (sich in A treffenden)
Ordnungsstrahlen liegen miissen. Wie wir schon analytisch ge-
sehen haben und nun auch geometrisch klar ist, hat die Ver-
bindungsgerade G von p und ¢ die Bilder G’ und G, welche
durch Verbindung der gleichnamigen Bildpunkte erhalten werden.
Will man nun zu einem Bildpunkte, z. B. 7/, eines Punktes der
Geraden den zugehorigen finden, so legt man durch 7’ den ersten
Ordnungsstrahl, sucht den entsprechenden zweiten, und dessen
Schnitt mit G ist . Die Verhiltnisse auf einer Geraden sind
also im allgemeinen durch die Angabe ihrer beiden Bildgeraden
(ein orientiertes Ge- )
radenpaar) vollstin-
dig  bestimmt; ent-
sprechende Bildpunkte
werden durch die Ord-
nungsbiischel  ausge-
schnitten, bilden also
projektive Punktreihen,
wie bereits auf Seite 7
festgestellt wurde.

Wurden z. B. p’
und ¢’ auf demselben
ersten ~Ordnungsstrahl
angenommen, so liegen
natiurlich p” und ¢”
auf dem dazugehérigen Abb. 2
zweiten. Die Gerade p ¢
trifft in diesem Falle den gemeinsamen Sehstrahl o, 0, und ihre
Punkte bilden sich daher als projektive Bildpunktreihen ab, in
denen sich o,” und o, entsprechen. Geht eine Gerade durch o,
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(0,), so spricht man von einer erst(zweit)projizierenden
Geraden; ihr erstes (zweites) Bild ist dann ein Punkt, das zweite
(erste) Bild der dazugehorige zweite (erste) Ordnungsstrahl.
Nimmt man im Raume eine Ebene ¢ an und betrachtet sie
als Punktfeld, so bilden alle ersten Bildpunkte das Feld ¢’, alle
zweiten das Feld ¢ in I1. ¢ und ¢ sind kollinear, da sie durch
Perspektivitaten aus einem Felde ¢ hervorgegangen sind. Selbst-
verstindlich muBl die Kollineation & — ¢’ so beschaffen sein,
daB sich die Ordnungsstrahlen in ihr entsprechen, das heifit alle
ersten Ordnungsstrahlen miissen durch &'— ¢” in die dazuge-
horigen zweiten ibergehen, also auch 0,” in 0,”. Die Ebenen
bilden sich also auf die oo® Kollineationen in II ab, in

Abb. 3

denen zwei feste, perspektive Strahlbiischel einander
entsprechen. Eine Ebene ¢ ist durch die Bilder dreier Punkte,
z. B. p, ¢, ¢ bestimmt (Abb. 2). Man kann nun die Felder ¢, &”
leicht erginzen, das heit, zu einem Punkte des einen Feldes
den anderen suchen. Wire z. B. ¢* angenommen, so denkt man
sich im Raume die Gerade pf, welche ¢s in u schneidet; »’ ist
nach diesem Gedankengange leicht zu finden, ebenso #”, und
auf u"p” liegt 1.

Wenn eine Ebene durch o, (0,) geht, so nennt man sie erst-
(zweit)projizierend. Alle ersten (zweiten) Bildpunkte liegen dann
auf einer Geraden, wihrend die zweiten (ersten) Bilder beliebig
sind (bis auf die Einschrinkung durch die Ordnungsbiischel).
Diese Verhiltnisse lassen sich leicht tiberblicken, wenn man z. B.
in Abb. 2 9, ¢/, &' in einer Geraden annimmt, wihrend die Punkte
p”, q”, s ein Dreieck bilden.
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Jetzt sind wir imstande, innerhalb der linearen Abbildung
die Lagenaufgaben zu l6sen, das heifit diejenigen, in welchen
nur das Verbinden und Schneiden der Elemente (Punkt, Gerade,
Ebene) gefordert wird. Diese Aufgaben lassen sich auf die fol-
genden reduzieren:

. Verbindungsgerade zweier Punkte.

Verbindungsebene dreier Punkte.

Schnittpunkt zweier Geraden in einer Ebene.

. Verbindungsebene zweier sich schneidenden Geraden.
. Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene.

. Schnittgerade zweier Ebenen.

Die zu den Aufgaben 1 bis 4 gehorigen Konstruktionen
sind schon in den vorangehenden Erklirungen enthalten (Abb. 2).
Zur Aufgabe 4 mufl nur bemerkt werden, daf sich zwei Gerade
dann schneiden, wenn die Schnittpunkte ihrer gleichnamigen
Bilder auf entsprechenden Ordnungsstrahlen liegen.

Wir wollen den Schnittpunkt s einer Geraden G mit einer
durch die Punkte @, b, ¢ gehenden Ebene ¢ bestimmen (Abb. 3).
Die Bildpunkte s’ und s miissen also einerseits auf den ent-
sprechenden Bildern von & liegen, anderseits sich in den Bild-
feldern von ¢ entsprechen. Wenn man also z. B. s eine Gerade
H’" durchlaufen 14Bt, die mit G identisch ist und im Felde ¢’ die
entsprechende Gerade H’ (mittels der Punkte 1 und 2) sucht,
s0 gibt schon der Schnittpunkt von G und H’ die gesuchte Lage
von s. Diese Konstruktion kann rdumlich so erklart werden:
man legt durch G eine zweitprojizierende Ebene, deren Schnitt-
gerade H mit ¢ das zweite Bild H’’ hat, das mit "’ zusammen-
fallt. H’ wird aus der Erwigung gesucht, dall H in ¢ liegt. Der
Schnittpunkt von ¢ und H ist der gesuchte Punkt s, dessen
erstes Bild sich sofort ergibt.

Die weitere Aufgabe, zwei gegebene Ebenen zum Schnitt
zu bringen, ldBt sich auf die vorangehende zuriickfiihren.
Man hat zweimal den Schnittpunkt einer Geraden einer Ebene
mit der anderen Ebene aufzusuchen und die gefundenen Punkte
zu verbinden.

Die Behandlung der Maflaufgaben gestaltet sich in der
allgemeinen linearen Abbildung schwieriger als die der Lagen-
aufgaben, fiir die ja diese Abbildung ein natiirliches Verfahren
ist. Unter MaBaufgaben versteht man solche, in denen nebst
Lagenbeziehungen noch Strecken und Winkel auftreten. Wenn
es sich bloB um Winkel handelt (Normalstehen, Gré8e eines Win-
kels, wahre Gestalt einer ebenen Figur usw.), so hat man es vom
projektiven Standpunkte aus mit Lagenaufgaben beziiglich des
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absoluten Kegelschnittes (Kugelkreises) zu tun; es muf} also dieser
Kegelschnitt durch seine beiden Bilder mitgegeben sein, wenn
man solche Aufgaben losen will. Die Bestimmung der wahren
Linge einer Strecke 1ait sich im allgemeinen Falle der Abbildung
iiberhaupt nicht durchfithren, dazu benétigt man besonderer
Festsetzungen iiber die Abbildung; wohl aber kann man eine
Strecke von einer Geraden auf eine andere iibertragen, wenn
das Absolute gegeben ist. Beziiglich dieser Dinge, die den hier
gesteckten Rahmen iiberschreiten, sehe man im Literaturver-
zeichnis dieses Abschnittes, insbesondere Nr. 11.

Aus der allgemeinen linearen Abbildung kann man jetzt eine
groBle Anzahl spezieller Verfahren gewinnen, wenn man den drei
Augpunkten und Bildebenen besondere Lagen zuweist. Es ist
klar, dafl dann die Lagenaufgaben in allen Fillen mit denselben
Linien gelést werden kénnen wie im allgemeinsten Falle. Ana-
lytisch kommt eine solche Spezialisierung darauf hinaus, daff in
den Gleichungen (1) oder (2) den Koeffizienten besondere Werte
erteilt werden (vgl. das Beispiel auf S. 4). Einen sehr wichtigen
Fall erhilt man, wenn man die drei Augpunkte o;, 05, 0 in die
unendlich ferne Ebene verlegt; in diesem Falle spricht man von
einer allgemeinen Parallelprojektion. Diese Abbildung kann
durch drei Gerade P;, P,, P (als Sehstrahlrichtungen) und drei
Ebenen IT;, 11, und IT festgelegt werden. Eine raumliche gerade
Punktreihe & wird parallel zur Richtung P; auf IT;, in der Rich-
tung P, auf II, projiziert und schlieflich werden diese beiden
Bilder parallel zu P auf I7 projiziert, wodurch die geraden Punkt-
reihen @ und G entstehen. Letztere sind untereinander und zu
G ahnlich. Es ist auch sofort einzusehen, daBl zwei Parallele
im Raum sich so darstellen, daB ihre gleichbezeichneten Bilder
zu einander parallel sind. Daraus folgt der Hauptsatz iiber die
Parallelprojektion: parallele Strecken im Raume haben
gleichnamige parallele Bildstrecken, deren Lingen
gich verhalten wie die Raumstrecken selbst. In der
Zeichenebene riicken die Punkte o0,” und o,” ins Unendliche,
so daB die Ordnungsbiischel perspektiv liegende Parallelstrahl-
biischel werden. Zum Schlusse wollen wir noch die Abbildungs-
gleichungen der allgemeinen Parallelprojektion als speziellen Fall
der Gleichungen (1) in rechtwinkligen Punktkoordinaten an-
schreiben:

a

8 =0

(8) =+ agy+ az2+ ey
=prx+ Poy+ P32+ By
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3. Sonderfiille des Zweibilderverfahrens

Alle gebriauchlichen Abbildungen, die sich des Zweibilder-
prinzips bedienen, und die den groBten Teil dessen ausmachen,
was man gewohnlich unter darstellender Geometrie versteht,
lassen sich als ganz besondere Fille der allgemeinen linearen
Abbildung betrachten.

1. Wir denken uns /I, als vertikale Ebene im Raume zugleich
mit I7 vereinigt, II; als horizontale Ebene. o, ist der uneigent-
liche Punkt der Normalenrichtung von I7;, 0, der analoge Punkt
fiir I7,. Wenn wir nun o ebenfalls unendlich fern in einer Richtung
wihlen, die sowohl mit I7; als auch mit I/, einen Winkel von
459 einschlieBt, so erhdlt man das bekannte Grund- und Auf-
riBverfahren (Abb.4). p” ist der Aufri}, p’ der Grundril3
eines Punktes p, wobei von der gewohnlichen Erkliarung des
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Grundrisses insofern abgewichen ist, als man die Umklappung
von IT; nach IT durch die gleichwertige Parallelprojektion aus
o ersetzt.

2. Bei derselben Anordnung fiir /7, IT, und I7 soll o, wieder
der uneigentliche Punkt der Normalenrichtung von I7,, o, da-
gegen ein im Endlichen gelegener beliebiger Punkt sein, der
mit o zusammenfallt (Abb.5). Es ergibt sich das Zentral-
und ZentralgrundriBverfahren, p” ist die Zentralprojektion,
p’ der sogenannte ZentralgrundriB3.

T1,TT o,
] 0
P pd
BP 0,
R
450 TL
P P
Abb. 4 Abb. 5

3. Bei ganz genan derselben Annahme wie vorher, nur o, = o
ing Unendliche gertickt, erhalt man das Schrig- und Schrig-
grundriBverfahren. p” ist der Schrigril (schiefe Parallel-
projektion), p’ der Schriggrundrifi.

4. In sehr vielen Féllen denkt man sich das rdumliche Objekt
mit einem rechtwinkligen Achsenkreuz verbunden, eine Ortho-
gonalprojektion auf eine der Koordinatenebenen hergestellt und
dann das Objekt samt dieser orthogonalen Projektion nach I7
projiziert. Il,= Il denkt man sich wieder vertikal, /I, als eine
Koordinatenebene beliebig im Raume liegend (Abb. 6). o, ist
wieder der uneigentliche Punkt der Normalen auf II;, 0,=o
ein beliebiger uneigentlicher Punkt. Das gibt die schiefe
Axonometrie, p” wird als ax. Bild (Hauptbild) bezeichnet,
p’ als axonometrischer Grundrif3.

5. Macht man die Richtung nach o nicht beliebig, sondern
normal zu /7 und liBt alles andere unverindert, so gelangt man
zur normalen Axonometrie.
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6. LaBt man die drei Ebenen I1,, I1,, IT in eine zusammen-
fallen und nimmt man o, und o, auf einer Parallelen zu IT an
(Abb. 7), so ist die Lage von o gleichgiiltig. Man erhilt die
stereoskopische Abbildung, welche zwei Bilder liefert, wie
sie beim Sehen mit zwei Augen wahrgenommen werden. Richtet
man dieses Verfahren so ein, daf bei entsprechender Lage der
Bildebene die menschlichen Augen nach o, und o, gebracht
werden konnen und betrachtet man jedes der beiden Bilder nur mit
dem dazugehorigen Auge, so gibt der gleichzeitige Eindruck eine
korperliche Anschauung des Objektes (Stereoskope, Anaglyphen).

7. Fallen wiederum 17, Il, und II zusammen, nimmt man
0, unendlich weit auf der Normalen von I, o, aber beliebig im

IR)|
2 0, ﬂqﬂzﬂ *”; ﬂ:‘,n

0, )

== 0,0/ 0,
(S

0, 5 0,
PP ,
o

Abb. 6 Abb. 7 Abb. 8

Endlichen an (o ist dann tberfliissig), so erhilt man die weniger
gebriauchliche sogenannte Distanzmethode der Perspektive
(Abb. 8), bei der man leicht aus p’ und p” die Distanz des Punktes
p von II ermitteln kann.

In allen diesen Fillen sind die zwei Ordnungsbiischel identisch,
bei 1 bis 6 sind sie Parallelstrahlenbiischel, im Falle 7 ergibt
gich ein gewdéhnliches Strahlbiischel mit dem Triger o,’= 0,”.
Wie schon hervorgehoben, ist die Losung der Lagenaufgaben
in allen diesen Projektionsarten mit genau den gleichen Linien
durchzufiihren. Die MaBaufgaben erfordern in jedem Falle eine
besondere Behandlung. Die Aufstellung der zu diesen Abbil-
dungen gehorigen Gleichungen bietet keine Schwierigkeiten, wir
wollen dies nur fiir den einfachsten Fall 1 tun.

Wir legen das rdumliche, rechtwinklige Koordinatensystem
(2, ¥, 2) so, daB die zy-Ebene mit I7,, die xz-Ebene mit 11, zu-

Eckhart, Abbildungsverfahren 2
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sammenfallt. Gleichzeitig machen wir die x- zur &-Achse, die
z- zur 7-Achse eines Systems (£, ) in /1. Dann lauten die Glei-
chungen:

=z =z

n'=—y n'=z
Die Einschréankung fiir die Lage der Bildpunkte ist hier einfach
durch & = £ festgelegt. Das Koinzidenzgebilde hat daher die
Gleichung y + 2= 0, ist also die bekannte Ebene. Die Entfernung
I zweier Punkte p; (x4, ¥4, 2;) und p, (%, ¥,, 2,) wird ausgedriickt
durch:

I=17 (2 — 2+ (41 — 42 + (2, — 2)%
Sind 7’ und ! die Lingen der beiden Bildstrecken, so ist
V=1 (& — &)+ (m —ny)® und
V=Y (ET = ST o —
Unter Zuhilfenahme der Abbildungsgleichungen ist
12+ 172=2 (2 — @)*+ (Yo — Y1) + (21 — 20)*= P+ (,— 2,)%
Daraus ergibt sich:
P=12 4172 — (2, — 2p)%,
welche Formel die bekannten Konstruktionen zur Ermittlung
der wahren Lénge einer Strecke aus ihren Bildstrecken bestitigt
(x; —ax, ist der Abstand der zu den Endpunkten gehérigen
Ordnungslinien).
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4. KEine darstellende Geometrie des
vierdimensionalen Punktraumes

Wenn man eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit M,, irgend-
welcher Raumelemente gegeben hat, so 1aBt sich jedes Element
durch m Koordinaten festlegen und durch £ Gleichungen zwischen
ihnen wird eine (m—Fk)-dimensionale Mannigfaltigkeit M._: aus



Eine darstellende Geometrie des vierdimensionalen Punkiraumes 19

M, herausgehoben. So kann man jedem Element einer M; (z. B.
Ebenen des Raumes, Kreise auf einer Kugel, Linienelemente in
der Ebene usw.) stets drei Zahlen so zuordnen, dafl es durch die
Annahme dieser Koordinaten vollstindig bestimmt ist; man
kann nun M, auf den gewdhnlichen Punktraum R, in einfacher
Weise abbilden, indem man jedem Element von M, denjenigen
Punkt in R, zuordnet, dessen Koordinaten beziiglich eines recht-
winkligen Koordinatensystems gleich den Koordinaten des Ele-
mentes sind. Eine solche Abbildung M;—» R, ist natiirlich bei
jeder M, moglich und es ergeben sich aus bekannten Séitzen
fiir den R, neue Sitze fir M. Auf diese Art konnen alle irgendwie
moglichen dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten unter einem
einheitlichen Gesichtspunkte betrachtet werden.

Hat man es allgemein mit einer M, zu tun, so verfahrt man
analog, indem man sich jedes mogliche Wertsystem der m Ko-
ordinaten einem ,,Punkte’ eines m-dimensionalen Punktraumes
R.. zugeordnet denkt. Es ist nunmehr also nétig, die Geometrie
in diesem R. zu kennen, wenn man ein einheitliches Prinzip
fiir die Behandlung aller M, haben will. Die Schaffung eines R
kann auf analytischem, wie auch auf synthetischem Wege vor-
genommen werden. Analytisch ist es so, dafl m geordnete Zahlen
als ,,Punkt* bezeichnet werden, die Zahlen sind seine Koordinaten.
Eine Anzahl k von linearen Gleichungen zwischen ihnen sieht
man als die Gleichungen eines R._: an, so daf der ,,Punkt®,
der ja durch m lineare Gleichungen bestimmt ist, als R, bezeichnet
werden muBl. Auf diese Art sind die definierten Begriffe R,, R,,
R, ... R._y bequeme Ausdriicke fiir das Bestehen einer bestimmten
Anzahl linearer Gleichungen und es lassen sich die Beziehungen
der verschiedenen Gleichungssysteme untereinander unter Zuhilfe-
nahme der Sprache der Geometrie als Beziehungen der R; unter-
einander in einer handlichen Form ausdriicken. Kine solche
,ym-dimensionale Geometrie* ist also in erster Linie eine in geo-
metrischer Form ausgesprochene Theorie der linearen Gleichungs-
systeme mit m Variablen, die dann auch ihre Erweiterung auf
nichtlineare Gleichungen findet.

Rein geometrisch kann man die Erzeugung hoherer Raume
R.. auf folgendem Wege vornehmen. Man geht von einer Geraden
(R,) aus und nimmt auflerhalb einen Punkt (E;) an. Verbindet
man den Punkt mit allen Punkten der Geraden wieder durch
Gerade (eine solche Moglichkeit mufl axiomatisch festgelegt sein),
so erfiillen alle diese neuen Geraden eine Ebene (R,). Nimmt
man zu R, einen Punkt auBerhalb an, so erfiillen alle Verbindungs-
geraden des Punktes mit allen Punkten von R, einen R, Bis

2*
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hieher ist dieses Verfahren durch die Anschauung gestiitzt. Setzt
man es in der Weise fort, daB man die Existenz eines Punktes
auBlerhalb R; fordert und diesen Punkt mit allen Punkten des R,
durch Gerade verbindet, so bezeichnet man den Raum, den diese
Geraden erfiillen, als einen R,, und so kann man zu Rédumen
beliebiger Dimensionszahl aufsteigen. Es ist zu beachten, daB
der Aufbau dieser Rédume rein logisch unter Zugrundelegung
geometrischer Begriffe geschieht und eigentlich nicht mehr mit
der Anschauung erfafit werden kann, wenn auch die Handhabung
dieser Geometrie durch Analogieschliisse aus dem Erfahrungs-
bereich des R, bedeutend unterstitzt wird.

Was die darstellende Geometrie der mehrdimensionalen
Raume (oder Mannigfaltigkeiten) anlangt, so ist eine solche
schon gegeben, wenn ein R, auf irgend eine ebene m-dimensionale
Mannigfaltigkeit abgebildet ist, vorausgesetzt, da in der Ebene
damit konstruiert werden kann. Gewdhnlich bildet man die
Punkte des R, auf Punktgruppen in I/ ab, wobei man zur De-
finition linearer Abbildungen analog gebaute Gleichungen wie (1)
auf S. 6 benutzt. Wir wollen uns in der Folge die Grundziige
einer Geometrie des R, zurechtlegen und dann seine Punkte
auf orientierte Punktepaare in der Zeichenebene abbilden, ein
Verfahren, das als Erweiterung des Grund- und AufriBverfahrens
des R; angesehen werden kann.

Wir denken uns einen ,,Punkt des R, reprisentiert durch
das Wertesystem!) z, y, 2,¢. Unterwirft man diese (nichthomo-
genen) Koordinaten einer linearen Bedingung
(1) ax+by+cz+dt+ 1=0,
so nennen wir die Gesamtheit aller Punkte, die dieser Gleichung
gehorchen, einen (dreidimensionalen) ,,Raum® R, und (1) ist
seine Gleichung. Es gibt oot R3;, da (1) von vier wesentlichen
Koeffizienten abhingt. Zwei Gleichungen von der Form (1)
bestimmen eine ,,Ebene’ R,, drei Gleichungen eine ,,Gerade* R,
und vier Gleichungen einen , Punkt‘ R,  Die ,Elemente” R,
R,, R,, R; sind also vorderhand rein analytisch definiert, wenn

1) Sind #, y, ¢ als rechtwinklige Koordinaten eines Punktes im
R, gedeutet und bedeutet ¢ die Zeit, zu der der Punkt die Lage
x, ¥y, z einnimmt, so ist sein Bewegungszustand durch die vier
Koordinaten z, y, #, ¢ vollstindig bestimmt. Fafit man =, y, 2, ¢
als Punktkoordinaten im R, auf, so gelangt man zu der Min-
kowski-Einsteinschen , Welt“. Die Annahme eines Punktes
dieses R, charakterisiert vollstindig Lage und dazugehdrige Zeit
eines Punktes des R,.
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sich ihnen auch, wie sich zeigen wird, ein geometrischer Sinn
unterlegen 1aft.

Man erkennt sofort, daB ein R; durch vier R, gegeben ist
(im allgemeinen), denn die Koeffizienten von (1) sind berechenbar,
wenn vier Wertequadrupel =z, y,z,¢{ gegeben sind. Analog ist
ein R, durch drei, ein R, durch zwei Punkte allgemeiner Lage
bestimmt. Dabei bedeutet z. B. die allgemeine Lage von vier
Punkten, daB sie nicht schon in einem R, oder R, liegen. Zwei R,
bestimmen einen R,, der die gemeinsamen Punkte beider R,
enthalt, da zwei Gleichungen (1) definitionsgemif zu einem R,
gehoren; wir sagen: zwei RE; ,schneiden’ sich nach einem R,.
Drei R; haben einen R, gemeinsam, sie ,,schneiden‘’ sich in einem
R,, vier R; haben einen gemeinsamen E,. Ein R, schneidet einen
R, in einem R, (es tritt zu den drei Gleichungen eines R; noch
die Gleichung des Rj hinzu), ein B; und ein R, schneiden sich
im allgemeinen nicht, ebenso nicht zwei R;. Durch einen R,
und einen darin nicht enthaltenen (auBerhalb gelegenen) R,
geht ein einziger R;, das heiBit es gibt einen R, der den gegebenen
R, und R, enthilt. Ebenso ist durch zwei R,, die sich nicht
schneiden, ein R; legbar. Zwei R, schneiden sich in einem R,.
Ein R, und ein B, bestimmen einen R,. Ein R, und ein R,
schneiden sich nach einem E;. Man erhilt so mit Hilfe dieser
Sitze eine ,Lagengeometrie” des R,, insbesondere werden die
Sitze tliber die Elemente R,, R;, B, in einem R; identisch mit
denen der projektiven Geometrie des gewohnlichen Raumes.
Man erkennt auch, daB sich die Lagenséitze im R, nach einem
Prinzip der Dualitdt paarweise gegeniiberstellen lassen; es
sind folgende Elementepaare hiebei zu vertauschen: E;, und R,
R, und R,, ferner die Operationen ,,Verbinden* und ,,Schneiden*‘.

Zwei Elemente nennt man inzident, wenn sie ein Element
hoherer Dimension gemeinsam haben, als ihnen im allgemeinen
zukommt. Inzident sind also: R, und R,, wenn R, auf R, liegt;
R, und R, ,wenn R, auf R, liegt; B, und E;, wenn B, in E; liegt;
zwei R,, wenn sie einen R, gemeinsam haben; B, und R,, wenn
sie sich in einem R, treffen; B, und E;, wenn B, ganz in B, liegt;
zwei R,, wenn sie sich nach einem R, schneiden; B, und Rj,
wenn R, ganz in R; liegt.

Ein Beispiel fiir einen lagengeometrischen Satz wollen wir
noch anfiihren, wobel wir von nun an statt der Zeichen R,...E;
die dazugehorigen geometrischen Benennungen beniitzen wollen.
Drei Ebenen ¢, ¢,, &5 sind im allgemeinen inzident zu einer ein-
zigen Ebene ¢; wenn p,, den Schnittpunkt von &, und ¢, bedeutet,
ferner p,; und p,; die analogen Bedeutungen haben, so ist ¢ die
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Verbindungsebene dieser drei Punkte. Denn da p;, und p,y; in ¢
liegen, beide aber auch der Ebene &, angehoren, so miissen sich
¢ und &, nach einer Geraden schneiden usw. Der duale Satz
ist leicht auszusprechen: drei allgemein liegende Gerade werden
von einer einzigen Geraden geschnitten.

Man kann nun im R, einen Raum £ auszeichnen und ihn
im projektiven Sinne als ,unendlichfernen” R, bezeichnen.
Analog wie in der Geametrie des gewohnlichen Raumes wollen
wir 2 diejenigen Punkte zuweisen, bei denen mindestens eine
der Koordinaten x, ¥, 2, ¢ unendlich grofl wird. Zur analytischen
Behandlung fithren wir die homogenen Punktkoordinaten &:#:
::1:0 ein, die durch

zu definieren sind. Dann lautet die Gleichung von Q:0= 0.
Den Schnitt eines Elementes mit {2 bezeichnen wir als sein un-
eigentliches Element: eine Gerade hat also einen uneigentlichen
Punkt, eine Ebene eine uneigentliche Gerade, ein Raum eine
uneigentliche Ebene. Zwei Riume heillen nun parallel, wenn
sie dieselbe uneigentliche Ebene, zwei Gerade sind parallel, wenn
siec denselben uneigentlichen Punkt besitzen. Eine Gerade ist
zu einer Ebene oder zu einem Raume parallel, wenn ihr uneigent-
licher Punkt auf dem betreffenden uneigentlichen Element liegt.
Eine Ebene und ein Raum sind parallel, wenn ihre uneigentlichen
Elemente inzident sind. Bei zwei Ebenen mufl man jedoch zwei
Arten von Parallelismus unterscheiden, je nachdem ihre un-
eigentlichen Geraden zusammenfallen oder sich blof schneiden;
im ersten Falle sagt man, daf} sie vollstandig parallel, im
zweiten Falle, daB} sie teilweise oder halbparallel sind.

Projizieren und Schneiden. Wenn man im R, einen
Raum A annimmt und einen auBerhalb gelegenen Punkt o, so
kann man jeden Punkt p des R, auf A aus o ,,projizieren‘‘, indem
man o mit p verbindet und diesen ,,Sehstrahl” mit A zum Schnitt
bringt. Will man jedoch die Punkte des R, auf eine Ebene ¢
projizieren, so mufl man als ,,Auge eine Gerade 4 auflerhalb ¢
annehmen; man findet dann die Projektion von p auf ¢, wenn
man durch 4 und p eine Ebene legt und sie mit ¢ zum Schnitt
bringt, so daB also ein Punkt in ¢ entsteht. Diese Projektion
aus einem eindimensionalen Auge ist fiir eine darstellende Geo-
metrie am besten geeignet, weil sie die Raumpunkte auf die Punkte
einer Ebene abbildet. Diese Abbildung ist natiirlich linear;
denn durchliuft p eine Gerade @, so erfiillen alle ,,Sehebenen
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einen Raum, der durch 4 und G bestimmt ist; sein Schnitt mit ¢
ist also eine Gerade @', welche als Projektion von @ aus 4 auf ¢
anzusprechen ist.

Metrik im R, Wir gehen hiebei von der ,Entfernung*
zweier Punkte aus, die wir auch analytisch definieren wollen.
Sollen p (z, ¥, 2, t) und pg (%4, Yo, % t;) die Entfernung ! haben,
5o sei diese durch den folgenden, der gewéhnlichen analytischen
Geometrie nachgebildeten Ausdruck gegeben:

l=Dppy = 1 (@— 2+ (y— y)*+ G—2)*+ (t—4)%  (2)
Diese Formel ergibt, daf ein im Endlichen gelegener Punkt
{(mit endlichen Koordinaten) von einem Punkt in {2 die Entfernung
co hat, so daB} wir also berechtigt sind, vom ,,unendlich fernen
Raum‘ 2 zu sprechen. Alle Punkte p, die von einem festen
Punkte p, den konstanten Abstand ! haben, geniigen nach (2)
der Gleichung:
(— 20)*+ (y— yo)® + (z—20)2 + (t—tp)>= 1% 3)
Damit ist eine dreidimensionale Punktmannigfaltigkeit bestimmt,
die quadratisch ist. Wir bezeichnen sie als ,,Sphéire®, p, als
ihren Mittelpunkt, / als ihren Radius. In homogenen Koordinaten
lautet die Gleichung (3):
(E— 0 2+ (11— 0 Yo)* +({— 0 2)? + (1— 0 §y)2= P 62
Der Schnitt einer solchen Sphire mit (2 hat die Gleichungen:
c=0,
§2+ 772+ C2+ 2= 0. (4)
Dieses Gebilde (4) ist also von p, und ! unabhangig, alle Sphiren
haben daher denselben Schnitt mit . Dieser ist zweidimensional
und enthilt keine reellen Punkte und soll als ,,absolute Kugel*
bezeichnet werden, da wir spiter sehen werden, dafl eine Sphare
von einem Raume nach einer gewohnlichen Kugel geschnitten
wird. Dieser absoluten Kugel weisen wir nun dieselbe Rolle im
R, zu, wie sie der absolute Kegelschnitt im R; innehat, das heift,
wir wollen die ,,Winkel”, die zwei Elemente des E, miteinander
bilden, durch projektive Beziehungen ihrer uneigentlichen Ele-
mente beziiglich der absoluten Kugel definieren. Hier sollen
jedoch nur die wichtigsten Definitionen fiir das Normalstehen
gegeben werden. Zwei Gerade bezeichnet man als zueinander
normal“, wenn ihre unendlich fernen Punkte beziiglich der
absoluten Kugel konjugiert sind (das heiit, jeder liegt in der
Polarebene des andern). Kine Gerade und ein Raum stehen
aufeinander normal, wenn ihre uneigentlichen Elemente Pol und
Polarebene beziiglich der absoluten Kugel sind. Daraus folgt,
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daB, wenn eine Gerade auf einem Raum normal steht, sie mit
allen im Raume enthaltenen Geraden einen rechten Winkel bildet.

Bisher haben wir die Geometrie des B, rein logisch aufgefallt
und die gewonnenen Sitze sind Ausdriicke fiir Beziehungen
in den vier Koordinaten =z, y,z,t, ohne dall man mit diesen
Zahlen eine anschauliche Bedeutung zu verkniipfen braucht.
Wir betrachten nun einen Rg, dessen Gleichung =0 (oder
7= 0) ist und bezeichnen diesen besonderen Raum mit %;. In
diesem R; wird die ganze bisherige Geometrie zur bekannten
dreidimensionalen Geometrie mit den Koordinaten x, ¥, 2, die
vorderhand ebenfalls nur einen logischen Sinn hat. Denken
wir uns aber fi; als den Raum unserer sinnlichen Wahrnehmung
(wo wir uns selbst befinden), indem wir z, ¥, z zu Punktkoordinaten
beziiglich eines rechtwinkligen Achsensystems machen, so ge-
winnen dadurch die im %; enthaltenen Elemente E,, R;, R,
eine anschaulich-geometrische Bedeutung. Das Wertetripel
%, y,z wird nun durch einen wirklichen Punkt reprisentiert.
Es ist ferner ein R, im R; durch eine lineare Gleichung zwischen
%, ¥, z und durch ¢= 0 gegeben, wir sehen also in diesem E, nach
unseren Festsetzungen einen Punktort, der in unserem Ko-
ordinatensystem (z, ¥, 2) eine Gleichung besitzt und daher eine
wirkliche Ebene ist. Ebenso ist leicht einzusehen, daB ein R, in
unserem Ny eine wirkliche Gerade ist.

Wir kénnen uns jetzt den R, auf unserem %; aufbauen und
uns auch unter den Elementen R, R, R, allgemein dasselbe
vorstellen wie im R;, wenn wir auch die Struktur des R, nicht
anschaulich, sondern nur logisch erfassen kénnen. Im 3z nehmen
wir drei aufeinander normale Achsen X, ¥, Z an, die durch einen
Punkt o gehen. Denken wir uns den H; im R, eingebettet, so
sollen die Gleichungen der Geraden X, Y, Z als Geraden des R,
lauten:

Xy=2=1t=0,
Yia= z=1t=0,
Zix=y=1t=0.

Eine einfache Uberlegung zeigt, daB diese so im R, definierten
Geraden auch die Bedingung des Normalstehens erfiillen. Es 1at
sich nun eine vierte Gerade 7T finden, die durch o geht und auf
allen drei Geraden X, Y,Z normal steht; nach den bisherigen
Uberlegungen ist 7' die Normale auf dem Raum $; im Punkte o;
ihre Gleichungen sind:
T:z=y=2=0.

Jetzt 1aBt sich auch die geometrische Bedeutung der Ko-

ordinaten eines Punktes p {x, y, z,t) angeben. Durch Y,Z, T
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148t sich ein Ry legen; zieht man zu ihm durch p den parallelen
Raum und sucht dessen Schnittpunkt mit X, so ist die Entfernung
dieses Punktes von o gerade x. Analog ist es mit den anderen
Achsen; wir haben durch die Annahme von X, ¥, Z, T ein recht-
winkliges Koordinatensystem des R, vor uns, z, ¥, z, ¢ sind recht-
winklige Punktkoordinaten. Man hat sich zur Ermittlung eines
Punktes p aus seinen Koordinaten die Achsen X, Y, Z, T als
Zahlenlinien mit dem gemeinsamen Nullpunkt o vorzustellen,
und hat auf denselben Punkte mit den gegebenen Koordinaten
anzunehmen; legt man durch jeden Punkt auf einer Achse den
zu den drei anderen

Achsen  parallelen _ nYy
Raum, so schneiden \u
sich diese vier Raume q\ 8
in p. N
Nach diesen Vor- \

bereitungen wollen _
wir nun zu einer A
darstellendenGeo- T
metrie des R, p~
iibergehen. Wir neh-
men das rechtwink-
lige System X, Y,
Z, T an, wobei X,
Y, Z unserem %, an- 9! /P’
gehoren sollen. Im <7 /!
R, sel weiter eine G : t
Bildebene 77, in wel-

cher sich ein recht- Abb. 9

winkliges  Koordi-

natensystem (£,#) befindet. Ein Punkt p (x, y, 2, ) sei nun
auf zwei Punkte p’ (&, %) und p” (&7, ") auf folgende Art
abgebildet:

EI: x = — 2,

n=y Y=t
Jetzt unterliegen die Bildpunkte keinerlei Beschrankung,
es sind ja die Punkte des R, auf die Punktepaare in /7, also auf
eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit abgebildet. Wir wollen
im R, die xzy-Ebene mit 7, ihre unendlich ferne Gerade mit P,,
ferner die zi-Ebene mit I/, und deren uneigentliche Gerade mit
P, bezeichnen. Die Projektion von p aus P; (P,) auf I1; (I1,)
sei mit p, (p,) bezeichnet; diese beiden Projektionen haben die
Koordinaten: p; (z, y, 0, 0), p, (0, 0, 2, t). Denkt man sich nun
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11, auf IT gelegt, so dall @ mit &, y mit  zusammenfillt, so kommt
p, nach p’; legt man weiter IT, nach IT so, daBl z mit — & und ¢
mit —» zusammenfillt, so kommt p, nach p”’ (Abb. 9). Damit
wire die geometrische Bedeutung der Abbildungsgleichungen
dargelegt, die man aber noch vereinfachen kann, wenn man /7,
selbst als die Bildebene I7 ansieht, denn dann wird p; mit p’
identisch. Wir haben daher in /T ein rechtwinkliges (, y)-System
anzunehmen und die negative x-Achse gleichzeitig als z-Achse,
die negative y-Achse als i-Achse zu betrachten, und kénnen
dann in diesen beiden aufeinandergelagerten Systemen sofort
die Punkte p’ (2, y), p’* (2, t) eintragen, welche die Bildpunkte
von p (x, ¥, z, £) sind. Hitte man im R, noch die Projektionen
von p in analoger Weise wie vorher auf die yz- und tz-Ebene
aufgesucht und diese Ebenen so nach I7 verlegt, da$ die in ihnen
befindlichen Achsen auf die schon vorhandenen gleichbezeichneten
Achsen in I7 fallen, so hdtte man die Punkte p (y,2) und p (¢, x)
erhalten. Die Punkte p’, p, p”’,  bilden nun ein Rechteck mit
zu den Achsen parallelen Seiten und es ist klar, daB ein Raum-
punkt entweder durch 9’ und p’* oder durch 7 und P bestimmt
ist. Wir bezeichnen p’ und 9"’ als Hauptbilder oder kurz
Bilder von p, p und P als die Nebenbilder; ein Bildpaar ist
aus dem andern leicht konstruierbar. Unsere Abbildung 148t
sich nun geometrisch so beschreiben: man sucht die (ortho-
gonalen) Projektionen eines Punktes auf die vier
Koordinatenebenen und breitet diese in I/ so aus,
daBl sie an ihren Schnittgeraden (Koordinatenachsen)
zusammenhdngend bleiben; von den vier so ent-
standenen Bildpunkten greift man zwei voneinander
unabhéingige als Hauptbildpunkte heraus. Im folgenden
werden wir mit p’ und p”’ arbeiten (erster und zweiter Bildpunkt),
notigenfalls auch einen Nebenbildpunkt heranziehen. Die zu
den Achsen parallelen Geraden in /7 bezeichnen wir als Ordnungs-
linien. Bei der analytischen Behandlung brauchen wir nach
der festgelegten Bezeichnung der Achsen (Abb. 9) nicht mehr
& und %, sondern wir kénnen direkt mit =z, y, z,¢ rechnen.
Nimmt man zwei Punkte p und ¢ durch die Bilder p’, p”
und ¢, ¢’* an, so ist durch sie eine Gerade & legbar, deren Bilder G-,
@ durch Verbinden der gleichnamigen Punktbilder erhalten
werden; das Nebenbild G ist ebenfalls eine Gerade, die einfach
zu konstruieren ist. Nimmt man weitere Punkte auf G an, so
sieht man, daB ihre ersten und zweiten Bilder mittels des Neben-
bildes in einfacher Weise zusammenhiingen und kann diese
Tatsache so aussprechen: Die Bilder einer geraden Punkt-
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reihe sind gerade, zu ihr &hnliche Punktreihen. Um-
gekehrt ist eine Gerade durch ihre beiden Bilder G, G allein
nicht bestimmt, sondern es miissen darauf zwei Punkte gegeben
sein oder zu den Bildern noch das Nebenbild dazu; dann kann
die Zuordnung der einzelnen Bildpunkte iiber das Nebenbild
mit Hilfe der Ordnungsstrahlen vorgenommen werden.

Es ist moglich, dafl ein Bild einer Geraden sich auf einen
Punkt reduziert; wir sprechen, wenn G’ ((*’) ein Punkt ist, von
einer erst(zweit)projizierenden Geraden . Eine erstprojizierende
Gerade z.B. stehtauf /7, normal, d.h., sie schneidet die uneigentliche
Gerade P;. Alle Punkte von 1, (I1,) haben ihre zweiten (ersten)
Bilder in 0. Die unendlichfernen Punkte des R, haben natiirlich
uneigentliche Bilder. Verbindet man z. B. in Abb. 9 o mit p
durch eine Gerade, so sind die Bilder ihres unendlichfernen
Punktes u die uneigentlichen Punkte wu’, u’” der Bildgeraden
op’ und o p”. Umgekehrt bestimmen die Richtungen o %’ und
o % noch nicht einen uneigentlichen Raumpunkt, es gehort dazu
noch eine Richtung o % im Nebenbilde. Hat man also zwei
parallele Gerade darzustellen, so miissen nicht nur die gleich-
namigen Hauptbilder, sondern auch ihre Nebenbilder parallel
sein. Daraus folgt ohneweiters der Satz: Parallele Strecken
im Raume haben gleichnamige parallele Bildstrecken,
deren Léngen sich so verhalten wie die der Raum-
strecken.

Einen besonderen Fall erhalten wir, wenn wir die Punkte
unseres R, darstellen wollen. Wegen ¢=0 sieht man, daf hier
die zweiten Bildpunkte stets auf der 2-Achse liegen miissen.

Konstruiert man fiir einen solchen Punkt r (Abb. 9) aus
r’ und 7 das Nebenbild 7, so sind " und 7 nichts anderes als ge-
wohnliche zugeordnete Normalrisse, man hat es also, wenn man
mit dem ersten Bild und mit dem Nebenbild arbeitet, mit dem
Grund- und Aufrilverfahren im R; zu tun.

Nimmt man im R, drei Punkte a, b, ¢ an, so ist dadurch
eine Ebene ¢ bestimmt. Da die in den Bildpunktfeldern &’ und ¢”
einander entsprechenden geraden Punktreihen dhnlich sein miissen,
s0 besteht zwischen &’ und &’ eine Affinitat, die durch die ein-
ander zugeordneten Dreiecke a’, b’, ¢/ und a”, b”, ¢’ bestimmt
ist. Eine Ebene ist also durch eine angenommene Affinitat
g’ —>¢"” in IT gegeben. In diesem Sinne kann man sagen, daf
die Ebenen des R, auf die Affinitdten in II abgebildet
sind. Von besonderen Lagen ist zu vermerken, dafl bei der An-
nahme der beiden Bildpunktdreiecke ein solches in eine Gerade
oder in einen Punkt ausarten kann. Liegen z. B. a’, b’, ¢/ in
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einer Geraden, dann liegen alle ersten Bildpunkte von ¢ in der-
selben, wir sprechen von einer halberstprojizierenden Ebene.
In diesem Falle schneidet & die Gerade P,. Analog gibt es
halbzweitprojizierende Ebenen, ferner doppelthalbprojizierende
Ebenen, deren uneigentliche Gerade sowohl P; als auch P,
schneidet. Geht aber ¢ durch P; hindurch, so fallen alle ersten
Bildpunkte in einen einzigen Punkt, wir haben eine erste Seh-
ebene oder erstprojizierende Ebene vor uns. Fiir eine solche
Ebene ist die Affinitit ausgeartet, indem allen Punkten in 7
— als zweite Bildpunkte aufgefait — ein einziger Punkt, der
mit ¢’ bezeichnet werden kann, zugeordnet ist; analoge Betrach-
tungen gelten fiir zweitprojizierende Ebenen. Aus allem geht
hervor, daB die Geometrie der Affinititen in II mit
der Geometrie der Ebenen im R, identisch ist. Die Tat-
sache, dall zwei Ebenen ¢ und ¢ einen einzigen Schnittpunkt
haben, findet so ihren Ausdruck in [/, dall es einen einzigen
Punkt p’ gibt, der durch zwei Affinititen ¢’—>¢” und ¢’—¢”
jedesmal in denselben Punkt p” iibergefiihrt wird. Schneiden
sich z. B. ¢ und ¢ in einer Geraden, so gibt es in /7 eine Gerade,
die durch beide Affinititen in dieselbe zweite Gerade trans-
formiert wird; solche Affinititen kann man auch als inzident
bezeichnen. Dann lautet der Satz aufS. 21 u. nach IT ibertragen:
zu drei gegebenen Affinititen in I gibt es eine vierte, die mit
den dreien inzident ist. Ist eine gegebene Affinitit ¢ —»¢&”
einmal die Identitit (die Bildpunkte fallen zusammen), dann
ist die dazugehorige Ebene die sogenannte Koinzidenzebene,
deren Gleichungen lauten:
x+2=0, y+t=0.

Ein Raum A ist durch vier Punkte bestimmt; wenn er
analytisch durch Gleichung (1) dargestellt sein soll, so geniigen
zu seiner Festlegung seine Koordinaten a, b, ¢, d. Wir bezeichnen
die Schnittgerade D, (D,) von A mit II, (II,) als seine erste
(zweite) Spur und konnen deren Gleichungen anschreiben:
(5) Di=ax+by+1=0,

Dy=cz+dt +1=0.
Daraus erkennt man, da 4 durch D, und D, vollkommen be-
stimmt ist; das zweite (erste) Bild der ersten (zweiten) Spur
ist der Punkt o. Sucht man noch den Schnitt der yz-Ebene
mit A4, so soll diese Gerade D mit der Gleichung

D=by +cz+1=0
als Nebenspur bezeichnet werden. D trifft D, auf der y-,
D, auf der z-Achse.
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Um nun eine Vorstellung von der Verteilung der Bilder
der Punkte von 4 zu erhalten, halten wir z. B. p’ (z, y) fest und
erkennen, daB ein dazugehodriger zweiter Bildpunkt p” (z, 1)
nur mehr auf der Geraden P’ mit der Gleichung

cz+di+(ax+by+1)=0 (6)
liegen kann. Diese Gleichung bleibt solange dieselbe, als der
eingeklammerte Ausdruck einen konstanten, durch die Annahme
von p’ erteilten Wert behilt, das heifit solange p’ auf einer Ge-
raden P’ bleibt. Zu p’ gehoren also alle zweiten Bildpunkte
auf P, umgekehrt gehoren zu allen Punkten von P’ erste Bild-
punkte, die irgendwie auf einer durch p’ gehenden Geraden P
liegen konnen. Aus (6) erkennt man, dall entweder P’ oder P
nicht willkiirlich angenommen werden kann, da die Richtung
von P’ durch das Verhéltnis ¢: d, die Richtung von P’ durch das
Verhaltnis a: b angegeben ist. Nimmt man jedoch eine beliebige,
zu P’ parallele Gerade @’ an, so gehort zu ihr eine Gerade @/,
die zu P’ parallel ist, und es kann zu einem beliebigen ersten
Bildpunkt auf @’ ein beliebiger zweiter Bildpunkt nur auf @
gehoren. Es sind also den Parallelen P/, Q’,... die Parallelen
PQr,..... derart zugeordnet, dall zusammengehorige Bild-
punkte nur auf entsprechenden Strahlen dieser Parallelstrahlen-
biischel liegen konnen. Sucht man das Erzeugnis dieser Biischel
auf, so muBl man bedenken, daf der Punkt, in dem sich z. B.
P’ und P” schneiden, sowohl erster als auch zweiter Bildpunkt

eines Punktes von A sein muBl. Setzen wir daher in (6) 2 =—z=
=& und y=—1t=n, so erhalten wir die Gerade
D=(a—c) §+ (b—d)n+1=0. (7)

Die Strahlbiischel P/ Q... und P Q".... sind daher perspektiv
und erzeugen die Gerade D, die wir die Achse von A nennen
wollen. Zusammenfassend koénnen wir also sagen: Die Bilder
der Punkte eines Raumes miissen so liegen, dafl zu-
sammengehorige Bilder auf entsprechenden Strahlen
zweier perspektiver Parallelstrahlenbiischel liegen,
die die Ordnungsbiischel von A heillen sollen. Zwei zuge-
ordnete Strahlen P’ und P’’ sind nichts anderes, als die Bilder
einer in A enthaltenen doppeltprojizierenden Ebene, die Achse
ist das Bild der Schnittgeraden von A mit der Koinzidenzebene.
Ein Raum A ist darstellend-geometrisch durch die Angabe seiner
Achse D und zweier Ordnungsstrahlen D’ und D" vollkommen
bestimmt, denn dadurch kennt man nach den vorangehenden
Gleichungen (6) und (7) die GréBen a—¢, b—d, a: b, c:d, aus
denen a, b, ¢, d, berechnet werden kann. Geometrisch ist 4 bei
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dieser Annahme durch eine Gerade in der Koinzidenzebene und
eine unendlich ferne Gerade (die uneigentliche Gerade aller
doppeltprojizierenden Ebenen) gegeben.

Als besondere Lage eines Raumes kann es vorkommen,
daB z. B. alle ersten Bilder der Punkte von A in eine Gerade
A’ fallen. Ein solcher Raum heilt erstprojizierend und enthilt
die Gerade P,. Analog gibt es zweitprojizierende Réume. Ein

Y

Abb. 10

doppeltprojizierender Raum ist nur einmal vorhanden, namlich
der unendlich ferne Raum £2; hier fallen alle Bildpunkte in die
doppelt iiberdeckte uneigentliche Gerade der Zeichenebene.
Wir wollen jetzt die Aufgabe losen, von einem durch vier
Punkte a, b, ¢, d gegebenen Raum A die Achse D, die Spuren
D,, D, und die Ordnungsbiischel zu konstruieren (Abb. 10).
Man nimmt einen z. B. mit d’ zusammenfallenden Punkt e’ an
nnd bestimmt e’ so, daB sich e in der Ebene des Dreieckes a, b, ¢
befindet (mit Hilfe der Affinitit oder noch einfacher mittels
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des Nebenbildes). Dann ist d”e”” schon ein zweiter Ordnungs-
strahl D”. Sucht man nun zu irgend einem Punkte f” auf D”
das erste Bild f’, so gibt e’f’ den zugeordneten Strahl D‘. Legt
man weiter durch alle ersten Bildpunkte Parallele zu D’, durch
alle zweiten Bildpunkte ebensolche zu D", so treffen sich die
zusammengehorigen Ordner auf der Achse D. Die erste Spur D,
findet man unabhéngig von dieser ganzen Konstruktion, wenn
man o zweimal als zweiten Bildpunkt von Punkten in verschiedenen
Ebenen auffalit und die entsprechenden ersten Bilder miteinander
verbindet. Liegen die Ordnungsbiischel aber schon vor, so hat
man durch o einen zweiten Ordner zu legen und durch seinen
Schnittpunkt mit D die Parallele D, zu D’ zu ziehen. Auf dem-
selben Wege findet man D,. Aus der Abbildung ist auch leicht
zu ersehen, wie die Achse aufzusuchen ist, wenn die Spuren
gegeben sind.

Wir kennen also eine zweifache Darstellung der Riume:
durch die Spuren und durch die Ordnungsbiischel und kénnen
von einer zur anderen iibergehen. Die Durchfiihrung der Lagen-
aufgaben innerhalb eines Raumes A gestaltet sich sehr einfach.
DaB eine Gerade oder Ebene in A liegt, ist daran zu erkennen,
dal sich entsprechende Bildpunkte dieser Punktgebilde durch
die Ordnungsbiischel von A zuordnen lassen. Samtliche Lagen-
aufgaben lassen sich daher mit genau den gleichen Linien

losen, wie wir sie beim Zweibilderverfahren im R, gefunden
haben.

Den Schnittpunkt p einer Geraden G (G, G*’) mit einem Raum
A (D, D', D) finden wir, indem wir z. B. auf G’ zwei Punkte a’, b’
annehmen, die entsprechenden a”, b auf G’” dazu .suchen und
noch auf G diejenigen Punkte a,”, b, bezeichnen, die durch
die Ordnungsbiischel den Punkten a’, b’ zugeordnet sind. Durch
a”, b und a,”, b," sind auf G*" zwei dhnliche Punktreihen fixiert,
deren Doppelpunkt das zweite Bild p” des gesuchten Schnitt-
punktes ist. Dadurch ist erreicht, daB p sowohl auf G wie auch
in A liegt.

Die Schnittgerade einer Ebene & mit einem Raum A wird
ermittelt, indem man in ¢ zwei beliebige Gerade annimmt,
diese mit A auf die angegebene Weise zum Schnitt bringt und
diese Schnittpunkte miteinander verbindet. Diese Aufgabe
kann natiirlich (wie jede andere dhnliche) durch die Wahl der
willkiirlich anzunehmenden Elemente konstruktiv vereinfacht
werden. Eine solche Vereinfachung, das heit Reduktion auf
méglichst wenige Konstruktionslinien, wird sich dann empfehlen,
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wenn eine Aufgabe ofters zu wiederholen ist oder wenn eine
erhohte Genaulgkelt verlangt wird.

Sind zwei Réume A (D, D’, D) und A (L, L’, L"’) gegeben,
so ist ihre Schnittebene ¢ folgendermaBen zu finden: man nimmt
irgend einen zweiten Bildpunkt p”* an, legt durch ihn die beiden
zweiten Ordner von A und /A, sucht die dazugehérigen ersten
Ordner, deren Schnittpunkt p’ sein soll. Der durch p’, p”” gegebene
Punkt liegt in A und in A, daher auch in ¢. Auf diese Art kann
man beliebige Punkte von ¢ finden; es geniigen natiirlich drei
zur Bestimmung dieser Ebene. Insbesondere liefert der Schnitt-
punkt der beiden Achsen den in der Koinzidenzebene gelegenen
Punkt von o, ferner der Schnittpunkt der beiden ersten (zweiten)
Spuren den ersten (zweiten) Spurpunkt von . Jetzt kann die
vorangehende Konstruktion, den Schnittpunkt einer Geraden G
mit einem Raum A zu ermitteln, durch eine raumliche Betrachtung
gefunden werden. Man legt durch @ einen Hilfsraum A (die
Ordnungsbiischel haben beliebige Richtung, die einzelnen Strahlen
gehen aber durch entsprechende Bildpunkte von Punkten der
Geraden) und bestimmt seine Schnittebene ¢ mit 4. Da G und
o in A liegen, so kann man den Schnittpunkt von G mit ¢ ermitteln,
der schon der gesuchte Punkt ist, da ¢ auch in A liegt.

Um den Schnittpunkt p zweier Ebenen ¢ und ¢ zu bekommen,
hat man die folgende rdumliche Uberlegung in die Konstruktion
umzusetzen: man legt durch ¢ einen Raum A (die Richtung
eines Ordnungsbiischels ist beliebig, das andere ist dann aber
schon bestimmt), und durch ¢ einen Raum /4. Die Schnittebene
o von A und /A liefert mit ¢ und ¢ zwei Schnittgerade, deren
Schnittpunkt schon der gesuchte Punkt ist. Eine andere, auf
planimetrischen Uberlegungen fuBende Konstruktion erhalt
man, wenn man sich die Ebenen durch die Affinititen ¢ —»e&”
und ¢’ —¢” gegeben denkt. Nimmt man drei Punkte a’, &, ¢’
an und sucht die entsprechenden a,”, b,”, ¢,”" mittels ¢ —¢”,
ferner a,”, b,”, ¢;”’ mittels ¢’— ¢, so bestimmen diese zwei
Dreiecke zwei neue affine Felder, deren Doppelpunkt das zweite
Bild des gesuchten Schnittpunktes ist.

Alle diese Lagenaufgaben sind ohne Beniitzung des Achsen-
kreuzes 16sbar. Dieses ist nur dann nétig, wenn es sich um die
Beniitzung oder Bestimmung von Spurelementen handelt, oder
wenn von einzelnen Punkten Koordinaten gegeben oder zu suchen
sind. Hieher gehort die graphische Auflésung von vier linearen
Gleichungen mit vier Unbekannten. Die vier Gleichungen werden
durch Réume reprisentiert, von deren gemeinsamen Punkt
schlieBlich die Koordinaten abzulesen sind.
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Von den MaBaufgaben wollen wir nur die wichtigsten,
nimlich das Normalstehen von Raum und Gerade, ferner die
wahre Lénge einer Strecke nidher betrachten.

Zuerst soll analytisch die Aufgabe gelost werden, vom Punkte o
auf einen durch Gleichung (1) gegebenen Raum A die Normale N
zu fillen. N ist vollstindig bestimmt durch ihre Bilder und durch
das Nebenbild (vgl. Abb. 9), so dal man fiir N die Gleichungen
schreiben kann:

y=azx,z=0y,t=1yz

worin ¢, B, y vorderhand beliebige GroBen bedeuten. Schreiben
wir 4 und N in homogenen Koordinaten:

a E+bytel+dr+o =0,
n=cé& =y 1=y
so ergibt sich fiir die uneigentliche Ebene von 4 die Gleichung
(o= 0):
a E+bn+el+dr =0.
Der Pol dieser Ebene beziiglich der absoluten Kugel (4) hat
also die homogenen Koordinaten @ :b:c:d :0. Soll nun N
auf A normal stehen, so miissen diese Koordinaten den Geraden-
gleichungen geniigen:
b=caa,c=pbd=yc,
aus denen «a, f, y zu berechnen ist. Es ist z. B. ¢ = ‘—l:der Rich-
tungskoeffizient des ersten Bildes N’ von N. Der Richtungs-
koeffizient der ersten Spur D, von A ist aber nach (5) gleich — %,

so daBl also N’ und D, einen rechten Winkel bilden. Da fiir 4
keinerlei besondere Lage gegen die Koordinatenebenen ange-
nommen wurde, so kann man das Ergebnis allgemein fassen:
wenn eine Gerade auf einem Raum normal steht,
so bildet die orthogonale Projektion der Geraden
auf eine Ebene mit der Schnittgeraden des Raumes
mit dieser Ebene einen rechten Winkel. Im besonderen
stehen also die Bilder einer Normalen senkrecht auf den gleich-
namigen Spuren des Raumes.

Diesen Satz beniitzen wir zur Losung der Aufgabe: von
einem Punkt p (p’, p”) ist auf einen Raum A (D,, D,) das Lot N
zu féllen und der FuBpunkt dieses Lotes (Schnittpunkt mit A)
aufzusuchen (Abb. 11). Zieht man von p’ (p”*) die Normale auf
D, (D,), so ergibt sich N’ (N"); zur weiteren Bestimmung von N
zieht man noch das Nebenbild und die Nebenspur heran, so dafl
N das Lot von p auf D ist. Dadurch 148t sich irgend ein Punkt ¢

Eckhart, Abbildungsverfahren 3
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auf N festlegen und N ist durch p und ¢ bestimmt. Nun ist
der Schnitt von N mit 4 zu ermitteln, zu welchem Zwecke man
noch die Spur D aufsucht (wegen der Ordnungsbiischel). Be-
zeichnet man p” (¢’) mit p,’ (¢;") und sucht man p,” (¢;”) auf N
s0, daB p; und ¢, in A liegen, so gibt der Schnittpunkt der Geraden
pq und p; g; den gesuchten FuBpunkt f, der mittels des Neben-
bildes sofort zu finden ist. Aus f findet man einfach f* und f~
mittels der Ordner. Es la8t sich unschwer zeigen, daB die kiirzeste
Strecke zwischen p und irgend einem Punkte in A eben pf ist,

so daB diese Strecke als Abstand des Punktes p vom Raume A
bezeichnet wird.

Wahre Lénge einer Strecke. Hat eine Strecke pp,
die Lange [, die durch die Gleichung (2) definiert ist, und bezeichnet
man mit ¢’ und !” die Léngen ihrer Bilder, so ist

UV =p"py = He— 2 +(y— 40)%

U =p7 g’ = V(z— 2 +(t— )%,
daher 12 =024
Die wahre Linge einer Strecke ist also die Hypo-
thenuse eines rechtwinkligen Dreieckes, dessen Ka-
theten die Bildstrecken sind. Diese fiir alle metrischen
Aufgaben im R, grundlegende Konstruktion ist in Abb. 12 gezeigt.
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Wenn die Strecke in unserem $; angenommen ist (p”” und p,”
liegen dann auf der z-Achse), so gelangt man bei Heranziehung
des Nebenbildes zu der bekannten Konstruktion im Grund-
und Aufriverfahren. Halt man in Abb. 12 p, fest und 1aBt p
eine Gerade G durchlaufen und sucht man auf dieselbe Art immer
die wahre Lange von pyp,so liegen die dabei verwendeten Punkte p*,
die man erhilt, wenn man normal zu G die zweiten Bildstrecken
in den betreffenden Punkten auftrigt, auf einer Geraden G*, auf
welcher sich alle Strecken in ¢ in wahrer GroBle zeigen. Man
kann GX als eine erste Umlegung von @, gestiitzt auf den Punkt p,,
bezeichnen und diese zum Auftragen von gegebenen Strecken
auf einer Geraden beniitzen.
Eine Strecke erscheint nur dann
in einem Bilde in wahrer Grofle,
wenn das andere Bild der Strecke
ein Punkt ist (ithr Nebenbild ist
zu einer Achse parallel).

Jetzt kann man metrische
Konstruktionen in einer belie-

bigen Ebene ¢ durchfithren. Man i //2"
wihlt in ihr drei Punkte a, b, c, =2
bestimmt die Seitenlidngen dieses '

I A
Dreieckes und konstruiert in I7 iG
mit diesen Seiten ein Dreieck Abb. 12
ax, b, ¢X. Alle in ¢ fir eine
verlangte Konstruktion gegebenen Stiicke bezieht man auf das
Dreieck a, b, ¢ und zeichnet sie in natiirlicher GroBle und Lage
in das Dreieck a*,5*,c* ein. Man hat damit ¢ aus dem R, heraus-
genommen und in die Bildebene gelegt, wodurch das System &x
erhalten wird. Dort kann man die verlangte Konstruktion
planimetrisch ausfiihren und das Resultat auf ¢ zuriickiibertragen.
Fiir die praktische Ausfiihrung denkt man sich zwei Seiten des
Dreieckes als Achsen eines schiefwinkligen Parallelkoordinaten-
systems und jeden Punkt in & durch diese Koordinaten bestimmt.
Das System &X ist natiirlich affin zu & und zu £”, so da man
auch mit Hilfe dieser Beziehung die Konstruktionen verein-
fachen kann.

Ahnlich kann man verfahren, wenn es sich um metrische
Konstruktionen innerhalb eines Raumes A handelt. Man wahlt
in A ein Koordinatentetraeder, bestimmt dessen Kantenlingen
und konstruiert in einer Nebenfigur den Auf- und GrundriBl
eines Tetraeders aus diesen Kanten, wobei man zur Vereinfachung
eine Tetraederebene in eine Projektionsebene legen kann. Der

3*
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Gedankengang zur Ausfiihrung einer Konstruktion ist dann
analog wie vorher.

Fine andere Methode beruht auf der Uberlegung, daB man
jeden Raum A durch ,,Bewegung® im R, in unseren R, bringen
kann. Die Schnittebene von A und R; sei e. Fillt man in 4
von einem Punkte p das Lot auf &, so erhélt man einen Ful-
punkt p,; errichtet man in p, ein anderes Lot auf ¢, diesmal aber
im Raume R, und tragt man den Abstand pp, auf diesem neuen
Lot von p, aus auf, so erhdlt man einen Punkt p, im R;. Macht
man das fir alle Punkte, so erhdlt man eine punktweise Zu-

ordnung der Réu-

Y me A und R;, bei
, welcher sich die
< Punkte von ¢
= selbstentsprechen,

q
\ » wahrend die an-
¢ deren sich entspre-
4

< b T

chenden Strecken
paarweise gleich
x lang sind. Diese
Zuordnung kann
man daher als eine
Bewegung von A4
im R, bezeichnen,
bei welcher eine
t Ebene von 4
Abb. 13 punktweise fest-
bleibt. Im ge-
wohnlichen Raume hat dieser Vorgang seine Analogie in der
Drehung einer Ebene in eine andere um ihre Schnittgerade. Genau
s0, wie man hier diese Bewegung durch eine Parallelprojektion
einer Ebene auf die andere normal zu ihrer Symmetrieebene ersetzen
kann, kann man jetzt den Raum A in der Richtung pp, auf R
projizieren. Wenn man beachtet, daf alle Dreiecke p, po, Py
solche mit parallelen Seiten sind, so 1aft sich der Ubergang
von A nach R, damit konstruktiv leicht behandeln, wenn einmal
ein solches Dreieck konstruiert wurde. Hat man nun alle ndtigen
Punkte von A auf diese Art nach R, gebracht, so kann man in
diesem ®R; unter Zuhilfenahme der Nebenbilder mit Grund-
und AufriB arbeiten. SchlieBlich hat man das Ergebnis (oder
auch die ganze Konstruktion) nach A zuriickzufiihren.
Zum Schlusse wollen wir noch die Bilder einer Sphére
mit der Gleichung (3), deren Mittelpunkt p, und Radius I gegeben
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sind, untersuchen (Abb. 13). Wenn p ein beliebiger Punkt der
Sphare ist, und die Abstinde p” py =1’ und p”p”, = 1" sind,
so muB stets die Bedingung I'2+1"% = [? erfiillt sein. Zeichnet
man also die Kreise %’ (py’, I’) und »" (p,”, ") auf Grund dieser
Beziehung, so konnen allen Punkten von »’ alle Punkte von "
als zusammengehorige Bildpunkte zugeordnet werden. x’ und »”
bestimmen daher oo? Punkte auf der Sphire, die demnach auf
einer Fliche x liegen. LaBt man I alle Werte von O bis I durch-
laufen, so sind allen konzentrischen Kreisen %’ ebensolche Kreise
eindeutig zugeordnet. Insbesondere entsprechen dem Punkte p,’
(py) diejenigen zweiten (ersten) Bildpunkte, die auf dem Kreise

K (K) mit dem Radius [ liegen. AuBerhalb K (K) gibt es keine
reellen Bildpunkte, wir kénnen diesen Kreis also als den zweiten
(ersten) scheinbaren Umrif} der Sphire bezeichnen. Die Sphire
ist also durch die Angabe zweier Kreise vom Radius [ vollkommen
bestimmt. Will man noch den Schnitt der Sphire mit unserem
R, haben, so hat man sich die Nebenbilder aller Punkte zu kon-
struieren, deren zweite Bilder auf der z-Achse liegen. Wére z. B.
¢”’ ein Schnittpunkt von »* mit z, so liegen alle dazugehorigen
ersten Bildpunkte auf »’, die Nebenbilder bilden also eine zu y
parallele Strecke, deren Lénge 21’ ist. Die Fldche » wird also
vom Ry nach zwei Kreisen geschnitten. Fihrt man diese Kon-
struktion fiir alle moglichen Flachen » durch, so ist leicht zu
erkennen, dafBl alle so erhaltenen Kreise auf einer gewthnlichen
Kugel liegen, deren Durchmesser so groB ist, wie der Abschnitt

der z-Achse innerhalb K. Wir erkennen, daB N5 und somit jeder
Raum eine Sphéare nach einer Kugel schneidet.
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5. Eine nichtlineare Abbildung der Punkte des
gewohnlichen Raumes (Netzprojektion)

Wir denken uns wieder ein beliebig liegendes rechtwinkliges
Koordinatensystem im Raume und ein ebensolches in der Zeichen-
ebene II. Ein Punkt p (x, y, 2) soll einen Bildpunkt p’ (&, %)
besitzen und eine Abbildung p—-p’ soll durch die folgenden
zwei bilinearen Gleichungen gegeben sein:

@+ ay 2+ asy+agz) §+ (bg+ba+byy+by2) n+
(1) Flepteix+coy+cg2)=0

(o + oy 2+ ayy+agz) £+ (Bot+ Prat Bay+ By n+

Tt y1@+ y2 Yyt ys2)=0
Wenn wir setzen:

Qo+ A X+ Ay Y+ A32=a,

Qo+ 0 T+ Gy Y+ Q3 2= ¢ USW.,
50 lassen sich die Abbildungsgleichungen schreiben:
Y af+bn+c=0
(1) a &+ fn+y=0.
Will man jedoch die Gleichungen (1) nach #, y, z ordnen, so kann
man unter Beniitzung der Ausdriicke

ai5+bi77+ ¢ = d; .
w &+ ity =0 ) 1=0.1,2,3
auch anschreiben:
., do+dix+dyy+dyz=0

(1”) Go+ 01 2+ O y+ 832=0.
Ist p gegeben, so sind die GréBen a,b,c, a, f, v bestimmt und
es ergibt sich aus (1’) ein einziger Bildpunkt p’. Ist umgekehrt
aber p’ gegeben, so sind die d; und &; bestimmt und (17) liefert
die dazugehorigen Punkte p ; diese liegen daher auf einer Geraden P,
die durch die beiden Gleichungen (1) analytisch bestimmt
ist. Die Abbildung ist also, wie schon aus den verschiedenen
Dimensionszahlen von Objekt- und Bildmannigfaltigkeit her-
vorgeht, unbestimmt. Zu jedem Punkte p’ gehort eine Gerade P,
zu allen Punkten von I7 daher eine Gesamtheit von oo? Geraden,
die wir als eine Strahlkongruenz bezeichnen.

Beispiele fir Strahlkongruenzen sind: alle Geraden einer
Ebene (Strahlfeld), alle Geraden eines Strahlbiindels, alle
Geraden, die zwei gegebene Kurven treffen, alle gemeinsamen
Tangenten zweier Fldchen usw. Besonders wichtig ist die soge-
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nannte lineare Strahlkongruenz oder das Strahlnetz, welches
aus allen Geraden besteht, die zwei feste, sich im allgemeinen
kreuzende Gerade (Brennlinien) treffen. Jede Strahlkon-
gruenz wird durch zwei Zahlen charakterisiert, namlich durch
ihren Feldgrad und Biindelgrad. Unter dem Feldgrad ver-
steht man die Anzahl der Strahlen, die von einer Kongruenz
in einer beliebigen Ebene liegen, unter dem Biindelgrad die
Anzahl der Strahlen, die durch einen beliebigen Punkt gehen.
Das Strahlfeld z. B. hat den Feldgrad 1, dagegen den Biindelgrad 0,
da im allgemeinen durch einen beliebigen Raumpunkt kein Strahl
des Feldes gehen kann. Das Strahlbiindel hat umgekehrt den
Feldgrad 0 und den Biindelgrad 1. Das Strahlnetz endlich hat
sowohl den Feld- als auch den Biindelgrad 1 und man kann
zeigen, daBl jede Kongruenz dieser Eigenschaft eine lineare ist,
d. h., daB es stets zwei Brennlinien gibt, die allerdings auch zu-
sammenfallen oder konjugiert imagindr sein konnen.

Wir wollen nun die Gesamtheit aller Strahlen P, die wir
mit & bezeichnen, untersuchen. & nennen wir in Analogie
mit dem auf S. 4 gegebenen Beispiel die Sehstrahlenkon-
gruenz. Betrachtet man in (1’) £ und # als Parameter, so be-
deutet @ £ + b5+ ¢ = 0 eine Ebene, die durch den Schnittpunkt o,
der drei Ebenen ¢ = 0, b= 0, ¢= 0 hindurchgeht; diese Gleichung
stellt also bei veranderlichem ¢, 7 ein Ebenenbiindel o, dar. Eben-
so ist afé+ Bn+y=0 ein anderes Ebenenbiindel, dessen
Triger o, der Schnittpunkt der Ebenen =0, =0, =0 ist.
Durch die Annahme eines Wertepaares &, # ist also einer Ebene
von o; eine solche von o, eindeutig zugeordnet, wir haben es
also mit zwei kollinearen Biindeln zu tun. Im besonderen ent-
spricht z. B.

der Ebene

9 EE]

a= 0 die Ebene ¢= 0 fiir &=-c0, % endlich,

b=0 ,, » B=0 , #n=o0, & endlich,
2 2 C 0 2 2 y:0 22 E:n:07

der Ebene a + b+ ¢=0die Ebene ¢+ f+ y=0fiir £=7n= 1usw.

Da ein Sehstrahl P als Schnitt zweier sich entsprechender Ebenen
definiert ist, so ist © das Erzeugnis der kollinearen Ebenen-
biindel o; und 0,. & hat den Biindelgrad 1 und den Feldgrad 3.
Legt man nimlich durch einen Raumpunkt p alle Ebenen von o;,
so bilden sie ein Biischel mit der Achse 0, p, dem in 0, ein Ebenen-
biischel zugeordnet ist, dessen Achse im allgemeinen nicht durch
p geht. Diejenige Ebene &, dieses Biischels, die nun durch p
geht, hat eine entsprechende Ebene & im ersten Biischel, die
nach der Annahme auch durch p geht. Es gibt also durch einen
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Raumpunkt nur ein einziges Paar entsprechender Ebenen, die
sich daher in dem einzigen durch p gehenden Sehstrahl P schneiden.
Dagegen gibt es in einer beliebigen Ebene drei Strahlen von &,
da die beiden Biindel in dieser Ebene kollineare Strahlfelder
ausschneiden, deren Doppeldreiseit eben die drei Geraden sind.

Das Wesentliche und Neue an einer solchen Abbildung ist,
daB statt eines Sehstrahlenbiindels, wie bisher iiblich,
eine Sehstrahlenkongruenz verwendet wird. Dieser
Fall ist auch physikalisch durchaus moglich. Leitet man nimlich
die von einer punktférmigen Lichtquelle ausgehenden Strahlen
durch eine Linse oder reflektiert man sie an einer Fliche, so
bilden die so gednderten Strahlen eine Kongruenz, die man nun
zur Herstellung von Bildern verwenden kann.

Es ist also jedem Strahl P von © ein Punkt p’ in IT zu-
geordnet, so dal zu allen Punkten von P der gemeinsame Bild-
punkt p’ gehort. Die Zuordnung P-—p’ kann man sich klar-
machen, indem man alle P mit einer Ebene & schneidet und nun
das Feld der so erhaltenen Spurpunkte p, mit dem Felde aller
p’ in Verbindung setzt. Als ¢ konnen wir, da o; und o, allgemeine
Lage gegen das Koordinatensystem haben, die y-Ebene annehmen
und erhalten dann aus (1) die folgenden Gleichungen fiir die
Verwandtschaft p, (x, y, 0)—p" (&, 5):

@) do+dyx+dyy=0

O+ 0y &+ S, y=0.
Das sind wieder zwei bilineare Gleichungen zwischen den Ko-
ordinaten in den Ebenen & und I7, welche eine quadratische
Punktverwandtschaft definieren; das heit, es entspricht jeder
Geraden des einen Feldes ein Kegelschnitt des anderen. Man
kann diese Verwandtschaft p,—-p’ auch so erkldren: vermoge
der beiden Gleichungen (2), welche jede fiir sich eine Korrelation
zwischen ¢ und I darstellen, entsprechen dem Punkte p, zwei
Gerade in II, deren Schnittpunkt p’ ist. Durchlauft also p,
eine gerade Punktreihe, so sind ihr in I7 vermége der Kor-
relationen zwei projektive Strahlbiischel zugeordnet, deren Er-
zeugnis ein Kegelschnitt in I7 ist. (2) gibt also tatsichlich eine
quadratische Verwandtschaft.

Wir wollen nun die Bildkurve G’ einer Geraden G untersuchen,
das heit den Ort der Bildpunkte p’, wenn p eine Gerade G be-
schreibt. Wenn die Gleichungen von @ gegeben sind:

Ax+ By+0z+ D=0

A x+ B y+ C'z+ D'= 0,
80 kann man aus ihnen und aus (1”) z, ¥, z eliminieren, wodurch
man die Determinante erhalt:
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| 4 B C D |

A B C" D’

dy dy dy dy | =

d; 6, 03 0y
Die ersten zwei Zeilen enthalten Konstante, wihrend die Elemente
der zwei iibrigen Zeilen ganze, lineare Funktionen von &,y
sind. Diese Gleichung stellt also einen Kegelschnitt G dar.
Wir sind daher berechtigt, von (1) als von einer nichtlinearen
Abbildung zu sprechen und sie als quadratische zu bezeichnen.

In dieser allgemeinen Form hat die Abbildung (1) bisher
keine Verwendung gefunden. Man kann sie in der Weise ver-
einfachen, daB man jedem Sehstrahl P als zugehorigen Bild-
punkt p’ den Schnittpunkt von P mit I7 zuordnet. Eine weitere
Vereinfachung. kann man in
der Kongruenz & selbst vor-
nehmen, wenn man die beiden
kollinearen Biindel o, und o,
nicht allgemein gibt, sondern
$0, daf} die Verbindungsgerade
O von o, und o, selbstent-
sprechend wird. Dann ent-
spricht dem FEbenenbiischel
mit der Achse O des ersten
Biindels ein ebensolches Bii-
schel im zweiten Biindel. Die Abb. 14
Doppelebenen A4 und y dieser
vereinigt liegenden Ebenenbiischel sind die einzigen sich selbst ent-
sprechenden Ebenen, die natiirlich durch O gehen. Dem Strahl-
biischel o, in 4 ist ein Strahlbiischel o, in 4 zugeordnet, und diese
Biischel sind perspektiv, da sie einen gemeinsamen Strahl O haben;
ihr Brzeugnis ist daher eine Gerade L in 4. Ebenso gibt es eine
analoge Gerade M in y. Hat man nun zwei entsprechende Ebenen
&, und &, in beiden Biindeln, so miissen sie durch dieselben Punkte
von L und M gehen, ihre Schnittlinie P ist also eine Treffgerade
von L und M. Das Erzeugnis € der Biindel o, und o, besteht
jetzt. aus allen Geraden, die L und M schneiden, es ist also ein
Strahlnetz mit den Brennlinien L und M.

Diese vereinfachte Abbildung kann geometrisch durch die
Annahme von IT und zweier Geraden L und M, die auBerhalb /7
liegen und /7 in den Punkten ! und m treffen, gegeben werden
(Abb. 14). Zu einem Raumpunkte p findet man das Bild p’,
indem man durch p den Netzstrahl P (die Transversale von L
und M) legt und seinen Spurpunkt p” in /7 aufsucht. Wir nennen
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wegen dieses Zusammenhanges p° den Netzrill oder die wind-
schiefe Projektion von p. Durchliuft p eine Gerade G (Spur-
punkt g), so bilden alle Sehstrahlen als Transversale von L, M
und ¢ eine Regelschar (eine Erzeugendenschar einer Fliche zweiter
Ordnung ¢), deren Spurkurve ¢ daher ein durch I, m und g¢
gehender Kegelschnitt ist. Diese Bildkegelschnitte aller Raum-
geraden gehen stets durch die festen Punkte 7 und m, bilden also
ein System von co® Kegelschnitten. Da es aber im Raume oo?
Gerade gibt, so miissen je oo! Gerade denselben Bildkegelschnitt
haben. Die Fliche ¢ besitzt auBler der Regelschar der Netz-
strahlen noch eine zweite Erzeugendenschar, der die Geraden
L, M,G angehéren. Diese Geraden der zweiten Schar sind es,
die daselbe Bild @’ haben, da durch sie dieselben. Netzstrahlen
hindurchgehen. Bewegt man G innerhalb der zweiten Schar
auf @, so bewegt sich ihr Spurpunkt g auf G’; anderseits ist
jetzt G durch G’ und einen auf G” liegenden Spurpunkt g voll-
kommen bestimmt. Wir nennen den Inbegriff eines Kegelschnittes
und eines darauf liegenden Punktes einen befestigten Kegel-
schnitt. Durch die Netzprojektion werden die Geraden
G auf die durch zwei feste Punkte gehenden befestigten
Kegelschnitte (G"g) abgebildet.

Wir wenden uns jetzt den Abbildungsgleichungen

bé—znp—bx=0

(3) 2E4+by—by=0

zu, die ja ein spezieller Fall von (1) sind. Dabei treffen wir die

Festsetzung, dafl die xy-Ebene des rdumlichen Koordinaten-

systems mit /7 zusammenfillt und dort die Werte z, y fiir die

Bildpunkte mit &, 5 bezeichnet werden sollen; b ist eine positive

Konstante.

Man erkennt, daB die Abbildung (3) gegen Drehungen um
die z-Achse unempfindlich ist, das heiit, die Raumfiguren, die
durch eine Drehung um die z-Achse Z auseinander hervorgehen,
haben Bilder, die durch dieselbe Drehung um den Ursprung o
auseinander hervorgehen. Wenn man nimlich auf (3) die Formeln
fir eine Drehung um Z um den Winkel ¢ anwendet:

x= x cos?— y sind ye s = & cosP—y sind

y=x'sin?+ y cosd |~ n= &sind+ n’cosd,

’

so erhalt man:
b &—zn—ba)cosd— (&+ by —by)sind=0
(b &—zn—bx)sind+ &+ by —by)cosd#=0,
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und nach Elimination der ersten bzw. zweiten Glieder dieselben
Gleichungen wie (3).

Durch die Annahme eines Bildpunktes p’ (&, %) wird ein
Strahl P des Netzes © bestimmt, von dem die Gleichungen (3)
die orthogonalen Projektionen auf die 2 z2-, bzw. yz-Ebene
wiedergeben. AuBerdem ist der Spurpunkt von P (2= 0) der
Bildpunkt p’ selbst. Nimmt man fiir p* alle Lagen in /7 an, so
gibt die erste der Gleichungen (3) alle Ebenen parallel zur y-Achse,
0, ist also als Tréager dieses Ebenenbiindels der uneigentliche
Punkt dieser Achse. Ebenso ist o, der unendlich ferne Punkt
der x-Achse. Nimmt man p’ selbst uneigentlich in /T an, so daf

£=n= oo wird, aber das Verhaltnis ! = gesetzt werden

&
kann, so erbilt man die zusammengehorigen Ebenen aus (3):
b—xz=0 4
z+bx=0. (4)

Es entsprechen also den zu IT parallelen Ebenen von o; ebensolche
b
Ebenen von o,, ihre beziiglichen Abstinde von II sind " und

—bx. Es gehort also die uneigentliche Gerade O von II den
beiden Biindeln als selbstentsprechende Gerade an, wir haben
also den Fall vor uns, wo © ein Strahlnetz wird. Die beiden
Doppelebenen A und g erhalt man durch Gleichsetzen der beiden
Abstande:

= —bux,

woraus sich x= + }J—1= 4 i ergibt. Diese Ebenen haben
daher nach (4) die Gleichungen:

A=z= +0bi

u=z=—"bi.
Die Brennlinien (L in 4, M in p) findet man am einfachsten,
wenn man einen beliebigen Netzstrahl (3) mit 2 und g zum Schnitt
bringt. Fiihrt man z. B. z= b in (3) ein und rechnet z und y
aus, so erhalt man

x= §—1i7

y=1 &+

das Verhéltnis% = ¢ ist also unabhiéngig von & und #. Man
erhilt daher die Gleichungen der Brennlinien:

y=tx y=—1ix
L{z:bi ﬂ[{zz-_bi; (5)
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Wir haben also den Fall, wo das Netz &, obzwar es aus
reellen Strahlen besteht, zwei imagindre Brennlinien hat. Da
die ganze Abbildung bei einer Drehung um Z ungeéndert bleibt,
s0 mufl auch & durch eine solche Bewegung in sich {ibergehen,
das heiflt, jeder Strahl &ndert dabei wohl seine Lage, bleibt aber
innerhalb &; wir nennen ein solches Netz ein Drehnetz
(Rotationsnetz). Die Schnittpunkte ! und m von L und M mit
1] sind die absoluten Kreispunkte von 7, das sind jene uneigent-
lichen Punkte, deren Richtungen durch die Richtungskoeffi-
zienten + ¢ angegeben werden; jeder Kegelschnitt durch ! und
m ist ein Kreis. L und M sind Minimalgerade, das sind jene
Geraden, die den absoluten Kugelkreis, auf dem ! und m liegen,
schneiden. Die Punkte ! und m sind die einzigen, die auBerhalb
Z bei der Drehung um Z in Ruhe bleiben und daher ist es auch
erklirlich, daf das Netz dabei in sich selbst iibergeht; es bleiben
ja seine Brennstrahlen fest. Wir nennen Z den Hauptstrahl
von &, IT die Mittelebene und o den Mittelpunkt, die Zahl b
den Parameter des Drehnetzes. Jetzt konnen wir die Gleichungen
(3) geometrisch einfach erkliren: Diese Abbildung projiziert
die Raumpunkte mit Hilfe eines Drehnetzes auf
seine Mittelebene.

Obwohl & durch die Brennstrahlen (5) analytisch vollkommen
bestimmt ist, so bleibt doch diese Herstellung wegen Zuhilfe-
nahme des Imagindren unanschaulich. Zur besseren Veranschau-
lichung nehmen wir zwei zu II parallele, reelle Ebenen « (z=b)
und B (z=—0b).an und untersuchen, in welcher Beziehung zwei
Punkte p, (2, ¥4, b) und py (25, ys,—b) dieser Ebenen zueinander-
stehen, wenn sie denselben Bildpunkt p” (&, ) haben, also auf
einem Netzstrahl P liegen.

Zu diesem Zwecke filhren wir die Koordinaten von p; und
Py In (3) ein:

E—n—ux,=0
E+n—y=0
&+ N— Xy = 0
—&E+n—yy=0
und erhalten nach Elimination von & und #:
1= Y
Y= Zo

Das sind aber die Transformationsformeln fiir eine positive
Drehung um 90°, wenn die positive Drehungsrichtung im Sinne
der kurzesten Drehung der positiven x-Achse in die positive
y-Achse definiert ist. [Das Koordinatensystem (z, y,z2) ist als



Eine nichtlineare Abbildung der Punkte des gewShnlichen Raumes 45

Rechtssystem gedacht, das heilt die positive Drehung in der
xy-Ebene geht, von der positiven z-Achse aus gesehen, in der
entgegengesetzten Richtung zur Uhrzeigerbewegung vor sich.}
Das Punktfeld o geht aus f§ hervor, wenn man # im positiven
Sinne um 90° um Z dreht und dann in der positiven z-Richtung
um die Strecke 2 b verschiebt. Die Gesamtheit der Verbindungs-
geraden entsprechender Punkte von ¢ und f# (das Erzeugnis
dieser Punktfelder) ist das Netz &.

Darnach kann man sich leicht ein Modell eines Drehnetzes
herstellen. Man befestige an einem Stabe Z zwei darauf senk-
rechte Platten ¢ und f§ so, daB sie parallel zu sich selbst lings Z
verschiebbar und um Z drehbar sind. Stellt man nun Z lotrecht
und befestigt in einer Anzahl von Punkten der oberen Platte «
Fadenlote, die frei héngend
durch Lécher der Platte f
gehen und verdreht die Platten
gegeneinander um 909, so
bilden die gespannten Féaden
zwischen ¢ und f ein Dreh-
netz. Durch Anderung des
Abstandes zwischen ¢ und f
erhélt man Drehnetze von ver-
schiedenen Parametern. Er-
folgt die Drehung der Platten
gegeneinander um einen be-
liebigen Winkel, so ergibt sich,
wieleicht einzusehen ist, eben-
falls ein Drehnetz.

Wir gehen jetzt auf die Netzprojektion naher ein, indem
wir das Bild G’ einer Geraden @, die € nicht angehort, unter-
suchen. Da eine Drehung von G um Z an der Abbildung nichts
dndert, sondern nur eine entsprechende Drehung des Bildes
in IT hervorruft, so kénnen wir @ z. B. parallel zur zz-Ebene
annehmen. Die Gleichungen seien dann fur

G r=rz+0
y=o.
Der Spurpunkt von G ist ¢ (p, 0); das Bild G’ erhilt man, wenn
man die Werte fiir z und ¥ in (3) einsetzt und 2 eliminiert. Da-
durch bekommt man (Abb. 15) den Kreis
G'= &+ pt—o&—(6—br)y—bro=0,

auf welchem naturgemil} g liegt. Das Bild einer Geraden @
ist also ein befestigter Kreis (G'g). Der Mittelpunkt g,
dieses Kreises hat die Koordinaten
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o o—br
Jo (2 ’ T)
Will man das Bild g’ des uneigentlichen Punktes g. (x= oo,

z =00, > =r, y= o) haben, so erhilt man durch Einsetzen in (3):

%
g’s (0,— br).

Der Netzril des uneigentlichen Punktes einer Geraden (Netz-
fluchtpunkt) und der Spurpunkt sind diametrale Punkte auf
ihrem Bildkreise, wie sich aus den Koordinaten von g, g, und
g’u ergibt.

Wir wollen jetzt noch zu dem NetzriB von G ihre Zentral-
projektion aus einem Augpunkte @ (0,0,5) hinzunehmen. Der

Spurpunkt g von G bleibt derselbe, der Fluchtpunkt g¢ wird
erhalten, wenn man durch a die Parallele zu G zieht und diese
mit /7 zum Schnitt bringt. Eine einfache Rechnung ergibt die
Koordinaten von
gft ( - b’l‘, 0)7

und zeigt, daB g’. aus g;, durch eine positive Vierteldrehung
um o hervorgeht. Zusammengefallt erhidlt man also folgende
Konstruktion: Wenn man in einer Zentralprojektion

den Spurpunktg und Fluchtpunkt g; einer Geraden @

konstruiert und g; um 90° um o in positiver Richtung
dreht, so ist der so erbaltene Punkt ¢, der Netzflucht-
punkt von ¢ und der Bildkreis G ist der iiber der
Strecke ggn errichtete Kreis. Auf diese Art hingen Zentral-
projektion und Netzri} einer Geraden zusammen und es ist die
Augdistanz b zugleich der Parameter des Sehstrahlendrehnetzes.

Der Bildkreis einer Geraden ¢ artet nur dann in eine Gerade
G’ aus, wenn @ parallel zu I7 ist. Zum Bilde G’ gibt es jetzt ool
Gerade im Raum, die alle parallel zu /7 liegen. In diesem Falle
ist also unsere Abbildung unbestimmt und man kann sich so
tiber diese Schwierigkeit hinweghelfen, daB man G als Strahl
eines Biischels betrachtet, wie noch durch die folgenden Uber-
legungen erhértet wird. Der Bildkreis kann auch in einen Punkt
zusammenschrumpfen; dies geschieht nur dann, wenn @ ein

Strahl des Netzes & ist. ¢ und g¢’. fallen zusammen, g_ geht
also durch eine negative Vierteldrehung aus g hervor. Die Seh-
strahlen haben daher Fluchtpunkte, die durch negative Viertel-
drehung um o aus den Spurpunkten hervorgehen. Damit kann
man sich ebenfalls eine anschauliche Vorstellung des Netzes &
machen.
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Wir nehmen jetzt zwei sich in einem Punkte s schneidende
Gerade G (G’ g) und H (H’ k) an; ihre Verbindungsebene sei e.
Stellen wir die Geraden in einer Zentralprojektion dar, so ist
die Spur E von ¢ als Verbindungslinie von ¢ und % parallel zu

ihrer Fluchtspur Ef, die durch Verbinden der Fluchtpunkte g¢

und A entsteht. Durch positive Vierteldrehung um o entstehen
aus den Fluchtpunkten die Netzfluchtpunkte ¢’ und A%, deren
Verbindungsgerade E’, die Netzfluchtspur von ¢ heien soll.
E’, und E miissen daher aufeinander normal stehen und wir
sehen, daf eine Ebene durch ihre Spur und die darauf senkrechte
Netzfluchtspur gegeben ist
(Abb. 16). Alle Punkte von
g, die zugleich in I7 liegen,
haben ihre Netzrisse in K,
alle uneigentlichen Punkte
von ¢ haben die Bilder in
E’.. In ¢ gibt es einen ein-
zigen Strahl Pdes Netzes ©;
der Bildpunkt P’ von P
muf der Schnittpunkt von
E und E’, sein, da P so-
wohl £ als auch die un-
eigentliche Gerade E. von
¢ trifft.1) Die in ¢ liegenden
Geraden G und I haben
ihre Spurpunkte auf E, die
Netzfluchtpunkte auf £,
die Bildkreise &, H’ gehen Abb. 16

daher durch P’. Diese

Kreise haben noch einen zweiten Schnittpunkt s’, der der Netzrifl
des Schnittpunktes s ist. Wir sehen also, daBl bei zwei sich schnei-
denden Geraden die Verbindungslinien der Spurpunkte und der
Netzfluchtpunkte aufeinander normal stehen miissen. Stellt
man die Geraden durch ihre befestigten Bildkreise dar, so kann
man diesen Satz auch so formulieren: Zwei Gerade schneiden
sich, wenn die Verbindungsgerade ihrer Spurpunkte
durch einen Schnittpunkt der Bildkreise geht; der
andere Schnittpunkt ist der Netzrif des Schnitt-
punktes der beiden Geraden.

1) Man kénnte dieses Ergebnis zu einer neuen Abbildung der
Ebene ¢ beniitzen, indem man sie durch E und einen darauf liegenden
Punkt P’ abbildet. Man erhdlt so eine Abbildung der Ebenen & des
Raumes auf die Linienelemente (EP‘) in IT.
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Man kann nun beliebige, aus Geraden bestehende Figuren
von ¢ abbilden und erhélt so in IT Figuren aus Kreisen, die alle
durch einen Punkt P’ hindurchgehen (einem Kreisbiindel ange-
horen). Insbesondere haben die zu I7 parallelen Geraden in ¢
(Hauptlinien) als Bilder wiederum Gerade, die durch P’ gehen.
Sei eine Hauptlinie M mit dem Bilde M’ herausgegriffen, so
sollen ihre Schnittpunkte mit ¢'und H bzw. mit g und r bezeichnet
werden. Aus der Abb. 16 ist sofort abzulesen, daB der Bogen g ¢’
auf G denselben Zentriwinkel 2 { besitzt wie der Bogen A7’
auf H’ (wegen des gemeinsamen Peripheriewinkels { bei P’).
Legt man z. B. durch ¢ alle mdoglichen Geraden in ¢ und sucht
auf allen ihren Bildkreisen die Zentriwinkel, die zu den Bogen
zwischen Spurpunkt und ¢’ gehoren, so sind sie alle gleich grof.
Fiir eine Gerade, die durch g geht, aber auBerhalb ¢ liegt, gilt
dasselbe, da man ja diese Gerade mit einer in ¢ liegenden, durch ¢
gehenden Geraden durch eine neue Ebene verbinden und den
Beweis fiir diese Tatsache genau so wie fur ¢ fithren kann. Es
gehort also zu einem Punkte ¢ ein bestimmter Winkel 2 {; dieser
erscheint auf den Bildern aller durch ¢ gehenden Geraden als
der Zentriwinkel des Bogens zwischen Spurpunkt und ¢’; wir
nennen den halben Zentriwinkel { kurz den ,,Winkel*“ des Punktes
g. Alle Punkte einer Hauptlinie M in ¢ haben denselben Winkel
und diese Eigenschaft 18t sich auf alle M schneidenden Haupt-
linien anderer Ebenen ausdehnen. Damit ist also gezeigt, daBl
zu allen Punkten, die in einer zu Il parallelen Ebene
liegen, derselbe Winkel gehort.

Durchliduft also (Abb. 15) ein Punkt ¢ eine Gerade @, so ist
der zum Bogen g ¢’ gehorige Peripheriewinkel { nur vom Abstande
z des Punktes von I7 abhidngig. Wenn wir den Zusammenhang
von., und z rechnerisch finden wollen, so brauchen wir nur
von einer bestimmten Geraden auszugehen. Wéhlen wir G normal
zu I] (Abb. 17), so konnen wir sie ansetzen:

x=p, y=0.

Der Netzfluchtpunkt g% fillt mit o zusammen, der Spur-
punkt g (o, 0) liegt auf der £-Achse und G ist der iber og errich-
tete Kreis. Hat ein Punkt ¢ von I7 den Abstand z, so erhilt
man aus der zweiten Gleichung von (3) fiir sein Bild ¢’ (&, %):

zE+bn=0
oder

L/
?—tgé— b

Dies ist die gewiinschte Beziehung, welche zeigt, daBl zu einem
positiven (negativen) von g aus gemessenen Zentriwinkel ein
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Punkt unterhalb (oberhalb) IT gehort. Fiir (= + 909 erhalt
man den Netzfluchtpunkt.

Es ist nun von Interesse, alle Punkte in einer zu I parallelen
Ebene zu betrachten. Fiir diesen Fall hat man 2z in (3) als Kon-
stante anzusehen und kann  und ¥ ausrechnen:

2
X = §——b—17: E+ntgl

2
y:7§+ n=—=~&tg L+ .

Unter Verwendung des Winkels { kann man diese Gleichungen

auch anschreiben:
zcos (= Ecos{+ nsinl

ycos {=— & sin {4 5 cos L.
Diese besagen, daBl man die
Grundrisse der Punkte aus ihren
Bildpunkten erhdlt, wenn man
die Bildpunkte um o um den
Winkel — { dreht und auf diese
Punkte eine zentrische Ahn-
lichkeitstransformation aus o
mit dem Verhéltnisse cos {:1
(Streckung aus o) ausiibt. Das Abb. 17
Bild einer zu II parallelen
Figur ist also zu ihr &hnlich. Mithin ist man in der Lage,
in einer zu I/ parallelen Ebene Konstruktionen mit Hilfe der
Bilder auszufiihren.

Obzwar die Netzprojektion von der Darstellung des Punktes
ausgeht, so ist sie doch fiir die Behandlung einer rdumlichen
Punktgeometrie wegen ihrer Unbestimmtheit weniger geeignet,
auBer wenn man zu jedem Bilde noch den Winkel des betreffenden
Punktes dazunimmt. Einfach ist aber die Darstellung von Geraden
und es liegt auf der Hand, dal} eine Geometrie, welche die Gerade
als Raumelement betrachtet (Strahl- oder Liniengeometrie),
ihr Abbild in einer Geometrie der befestigten Kreise in /7 findet.
Dafiir wollen wir einzelne Beispiele herausgreifen.

Das einfachste Gebilde der Liniengeometrie ist das Strahl-
biischel. Wir nehmen zwei sich in s schneidende Gerade G (G ¢)
und H (H’ k) an (Abb. 18), wobei also die Verbindungsgerade g
durch einen Schnittpunkt P’ der Bildkreise G und H’ gehen
muB. Alle Strahlen des durch G und H gegebenen Biischels
miissen Spurpunkte besitzen, die auf der Geraden gk liegen,
wihrend die Bildkreise stets durch P’ und s’ gehen miissen.

Eckhart, Abbildungsverfahren 4
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Ein Strahlbischel bildet sich also auf solche be-
festigte Kreise ab, bei denen die Kreise ein Biischel
bilden, wihrend die dazugehérigen Spurpunkte gleich-
zeitig eine Gerade durchlaufen, die durch einen
Grundpunkt des Kreisbiischels hindurchgeht. 1In
diesem Biischel gibt es einen ausgearteten Kreis, ndmlich die
Gerade P’s’; sie ist das Bild der im Strahlbiischel enthaltenen
zu Il parallelen Geraden. Alle Netzfluchtpunkte beschreiben
die zu gk in P’ errichtete Normale.

Ein Strahlfeld besteht aus allen Geraden einer Ebene e.

Die Bilder besitzen Spurpunkte, die alle auf einer Geraden E
liegen (Abb. 16), wihrend die Kreise durch einen festen, auf E
gelegenen Punkt P’ ge-
hen. Fiir ein Strahl-
feldbildendieBild-
kreise ein Kreis-
biindel und die da-
zugehorigen Spur-
punkte liegen auf
einer durch den
Tréager desBiindels
gehenden Geraden.
Ein Strahlbiindel
mit dem Trigerpunkt s
Abb. 18 muBl sich nun folgen-

dermaflen abbilden:

die Bildkreise gehen natiirlich alle durch s, bilden also
wieder ein Kreisbiindel; die auf ihnen- gelegenen Spurpunkte
miissen aber so gewidhlt werden, dafl der zu s gehorige
Winkel iiberall dieseloe GréBe hat. Ist also s auf einer
Geraden G gewihlt, so lifit sich wohl fiir eine beliebige
andere Gerade des Biindels der Bildkreis (durch s’) annehmen,
der darauf liegende Spurpunkt ist aber schon bestimmt und wird
gefunden, wenn man die Bedingung fiir das Schneiden zweier
Geraden heranzieht. Sucht man fiir alle méglichen Lagen von ¢
den Spurpunkt g und den Netzfluchtpunkt g’s, so besteht zwischen

dem Felde aller ¢ und dem aller ¢’. eine Verwandtschaft g—-g¢'..
Da die ¢’« durch Vierteldrehung der Fluchtpunkte g,, entstanden
sind, die Verwandtschaft g—>g. aber fiir ein Strahlbiindel eine
zentrische Ahnlichkeit ist, so wird g—g’« ebenfalls eine Ahnlichkeit,
die so beschaffen ist, daBl, wenn g eine Gerade beschreibt, g.’
eine dazu Normale durchlauft.
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Auf die Darstellung héherer Strahlgebilde, vpn denen in
den folgenden Abschnitten die Rede sein wird, soll hier nur
hingewiesen werden. Es sei erwihnt, daB die Netzprojektion
erst ihre volle Entfaltung in einer darstellenden Geometrie der
linearen Strahlkomplexe findet. Ein solcher Komplex
bildet sich dann durch einen Kreis und einen Punkt in I7 ab,
wobei aber diese Elemente i. A. nicht mehr vereinigt liegen.
Es findet hier also eine Verallgemeinerung der befestigten Kreise
zu Punkt-Kreis-Elementen statt.

In der Netz-
projektion lassen
sich auch die Maf-
aufgaben in ein-

facher Weise
durchfiihren. Ge-
nau so, wie in der
Perspektive  die
MaBaufgaben mit-
tels der Flucht-
elemente  unter
Hinzuziehung des
Distanzkreises be-
handelt werden,
konnen hier die

Netzflucht-
elemente heran-
gezogen werden,
da die Netzrisse
der uneigentlichen
Punkte aus ihren
perspektiven Bil- Abb. 19
dern durch Vier-
teldrehung um o hervorgehen. Dieses Verfahren, bei dem also
der Distanzkreis gegeben sein muB, soll an der folgenden Aufgabe
gezeigt werden.

Auf einer Geraden G (G'g) sind die Punkte p und ¢ durch
ihre Bilder gegeben; es soll die Lange I der Strecke pg bestimmt
werden (Abb. 19). Hiezu sei der Distanzkreis mit dem Radius b
gegeben, dessen Mittelpunkt ¢ der Grundril des Augpunktes a
(0, 0, b) ist. Wir bestimmen die Grundrisse p*, ¢* der Punkte p
und g, ferner den Neigungswinkel y von G mit /7 und konnen [
aus den Stiicken IX = pX¢gX und y finden. Wenn man beachtet,
daB die vom Augpunkte a nach g’ gezogene Gerade denselben

4%

Qe




52 Darstellende Geometrie des Strahlraumes

Neigungswinkel wie G haben muli, so 148t sich ¢ durch Umlegung
von ag’, um a*g¢’ konstruieren. Den Grundril p* von p findet
man, wenn man durch p eine Normale P auf I7 fallt und deren Spur-
punkt p* aufsucht. p, fallt mit > zusammen und der Bildkreis P’
muB durch a*, p’ und durch den FuBpunkt des von g auf axg’,
gezogenen Lotes gehen; auf diesem Lote liegt p*. Ebenso ergibt
sich ¢* und schlieflich [ aus I=1I%:cos y.
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6. Darstellende Geometrie des Strahlraumes

Es ist bekannt, dafl die Geraden des Raumes in einer Zentral-
projektion durch Spur- und Fluchtpunkt abgebildet werden.
Umgekehrt bestimmt in dieser Abbildung ein in Il gegebenes
orientiertes Punktepaar (d. h., zwei Punkte, von welchen fest-
steht, welcher der Spur- und welcher der Fluchtpunkt ist) eine
Gerade. Sowohl die Gesamtheit aller Geraden, wie auch alle
Punktepaare in I bilden eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit
und zwischen beiden besteht eine eineindeutige Beziehung.
Eine andere Abbildung dieser Art ist die im vorhergehenden
Abschnitt enthaltene Abbildung der Geraden auf Spur- und
Netzfluchtpunkt. Beiden TFillen ist gemeinsam, dal, wenn
eine Gerade ein Strahlbiischel beschreibt, die beiden Bildpunkte
in If je eine Gerade durchlaufen. Wir nennen eine solche Ge-
radendarstellung linear und wollen den allgemeinsten Fall
in dieser Hinsicht aufstellen.

Zu diesem Zweck ist es notig, einige Begriffe aus der Linien-
geometrie kurz zu erkliren. Eine Gerade ist analytisch durch
zwei lineare Gleichungen in rechtwinkligen Koordinaten z, y, 2z
gegeben, sie ist als Schnitt der durch diese Gleichungen bestimmten
Ebenen aufzufassen. Rechnet man z und y aus, so lassen sich
i. A. die Geradengleichungen in der von Pliicker verwendeten
Form schreiben:

r=rz+o
(D y=282+o0.
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Jede Gerade ist also durch die vier Koeffizienten r, g, s, ¢ bestimmt,
die daher als ihre Koordinaten (Strahl- oder Linienkoordinaten)
zu bezeichnen sind. Die erste Gleichung (1) gibt die orthogonale
Projektion auf die zz-Ebene, die zweite eine solche auf die yz-
Ebene an. Die Projektion auf die zy-Ebene hat daher die
Gleichung:
se—ry+ (re—sg)=0.

Hier tritt ein neuer Koeffizient r — s o auf, den wir als tber-
zahlige Koordinate 7 zu den iibrigen hinzufiigen. Zwischen
den fiinf Koordinaten r,p,s, 0, muBl die Gleichung gelten:

N=roc—sgp. (2)
Wir bezeichnen diese fiinf Koordinaten, zwischen welchen also
eine quadratische Beziehung besteht, als lineare Koordinaten,
weil sie sich bei einer projektiven Raumtransformation linear
verindern, was nicht der Fall ist, wenn wir r, g, s, ¢ allein be-
trachten. Von den fiinf Koordinaten gehen wir in der tiblichen
Weise zu sechs homogenen Koordinaten iiber, indem wir setzen:

r:&’gz_&’szﬁ’ GZ&’T}:_&

Ps Ps Ps Ps Ps

Die sechs Zahlen p;, ps,. .. Pg sind nun rechtwinklige, homogene
Linienkoordinaten. Eine Gerade ist also durch die Verhiltnis-

alle gleichzeitig Null werden diirfen, dann bestimmt, wenn diese
der aus (2) folgenden Bedingung geniigen:

® (P) =P1L Pt P2 Ps + Ps Pg=0. (3)
Mit diesen Koordinaten lit sich die Liniengeometrie in eleganter
Weise behandeln und sie haben den Vorteil, daB man sich die
Raumverhiltnisse jederzeit leicht klarmachen kann, da sie aus
den in rechtwinkligen Punktkoordinaten angesetzten Geraden-
gleichungen hervorgehen. Diese Gleichungen (1) lassen sich mit
diesen Koordinaten schreiben:

P3X=P12—DPs
PsY=Pait Py (4)
(P2 €— P1 Y = Pe)-

Zwei Gerade mit den Koordinaten p; und ¢; (i=1, 2, ..6)
schneiden sich, wenn auBler den notwendigen Beziehungen
o(P)=0 und w (¢g)= 0 noch die bilineare Gleichung besteht:

0(PY=Psqi+ Ps@at Pest Prdat Paqs+ P3q6=0.  (5)

Sind @y, @,....a, irgendwelche endliche Zahlen ohne Ein-

schrinkung, so stellt die lineare Form
w(ag)=0 (6)
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ein aus oo® Strahlen bestehendes Gebilde dar, welches linearer
Strahlkomplex oder Strahlgewinde genannt wird. Er-
fillen die Koeffizienten a; in (6) auch noch die Bedingung w ()= 0,
dann konnen sie als Koordinaten einer Geraden 4 gedeutet
werden und der Strahlkomplex besteht nach (5) aus allen Ge-
raden, die A treffen; wir erhalten ein spezielles Strahlgewinde
oder ein Strahlgebiisch. .

Zwei (leichungen in Linienkoordinaten von der Form (6)
definieren das aus oo? Geraden bestehende Strahlnetz, drei
solche Gleichungen eine Regelschar, welche i. A. eine Erzeugen-
denschar einer Fliche zweiter Ordnung ist.

Wir wollen nun die allgemeinste lineare Abbildung
der Geraden auf die orientierten Punktepaare in I7
analytisch ansetzen. Ist eine Gerade G (py:p,:....:pg) auf
irgcend ein rechtwinkliges System (z, y,2) bezogen, sind ferner
die Bildpunkte ¢’ (£, #’) und g” (£”, #”’) in einem rechtwinkligen
System ( & #)in I enthalten, so lauten die Abbildungsgleichungen:

g 2@p) gr— @ (@p)

o (cp) o (y p)

@) ,_wbp) ._ 0 (BD)
w (cp) T 5.

Eine Untersuchung dieser Abbildung, die hier nicht durch-
gefiihrt werden kann, liefert den folgenden geometrischen Zu-
sammenhang. Gegeben ist eine Regelschar i, als eine Erzeugenden-
schar einer Fliche zweiter Ordnung @, (Abb. 20) und eine beliebige
Ebene I1,, welche @; nach dem Kegelschnitt K; schneidet. Eine
Gerade G trifft @, in den Punkten p und ¢, durch welche je ein
Strahl S und 7 von R, geht; deren Schnittpunkte s und ¢ mit I7;
liefern eine Gerade G;. Denkt man sich weiter eine Korrelation
I1,—II, so entspricht der Geraden G, ein Punkt g’ in I7, welcher
der erste Bildpunkt von G ist. Auf diese Art gehort zu einer
beliebigen Geraden G wohl ein ganz bestimmter Punkt ¢’, um-
gekehrt sind aber g’ alle Geraden im Raume zugeordnet, die die
Strahlen S und 7 der Schar &, schneiden, die also ein Strahlnetz
mit den Brennlinien 8, 7 bilden. Allen Punkten von II ent-
sprechen — wenn man sie als erste Bildpunkte betrachtet —
co? Strahlnetze, deren Brennlinien alle moglichen Strahlenpaare
in R, sind. Das zu einem Punkte g’ gehorige Netz findet man,
wenn man mittels der Korrelation II—I1, die g’ entsprechende
Gerade @, aufsucht und durch ihre Schnittpunkte mit K, die
Strahlen legt, die R, angehoéren; diese sind schon die Brennlinien
des zugeordneten Netzes. Diese geometrische Tatsache findet



Darstellende Geometrie des Strahlraumes 55

ihren Ausdruck in den linken Gleichungen von (7), wenn man
darin fiir £ und %’ beliebige Werte annimmt. Die rechten
Gleichungen (7) fiilhren auf einen analogen Sachverhalt, das
heifit, man hat noch eine zweite Regelschar R, und eine Ebene 1T,
anzunehmen, die Gerade ¢ genau so wie vorher auf eine Gerade G,
in I, abzubilden und schlieflich @, mittels einer Korrelation
I,—IT auf den zweiten Bildpunkt g” zu beziehen. Zu allen
als zweite Bildpunkte aufgefaiten Punkten von Il gehéren
wieder co? Strahlnetze, deren Brennlinien je zwei Strahlen von
R, sind. Nun ist die Abbildung geometrisch vollkommen bestimmt.
Zu G gehoéren jetzt
die Bildpunkte g’
und ¢’/, umgekehrt
aber ist bei gegebe-
nen Bildpunkten die
Gerade G als gemein-
samer Strahl zweier
Netze aufzusuchen;
es gibt deren zwei,
da die zwei Brenn-
linienpaare i. A. zwei
Transversale be-
sitzen. Zu einem ori-
entierten Bildpunkt-
paare gehoren also
zwei Raumgeraden,
die Abbildung ist
somit einzweideutig.
Wir wollen jetzt Abb. 20

eine Gerade G ein

Strahlbiischel in einer Ebene & durchlaufen lassen; der Schnitt
von ¢ mit @, sei der Kegelschnitt L. Jede Gerade des Biischels
trifft L in zwei Punkten, denen auf K, vermittels der Strahlen
von R, zwei Punkte zugeordnet sind, deren Verbindungsgerade
G, ist. Da durch die Erzeugenden einer Fliche zweiter Ordnung
zwei beliebige Schnitte L und K, einander projektiv zugeordnet
sind, so mufl G; in /7, ein zum gegebenen Strahlbiischel pro-
jektives beschreiben und die ersten Bildpunkte in I7 bilden wegen
der Korrelation II,—-II eine dazu projektive Punktreihe. Ana-
loges kann man auch in bezug auf R, feststellen und erhilt so
das Ergebnis: Ein Strahlbiischel bildet sich durch zwei
gerade, zu ihm projektive Bildpunktreihen ab. Damit
ist gezeigt, daBl die Abbildung (7) tatsichlich linear ist.
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Wir betrachten nun die Geraden G eines Strahlbiindels m.
Diesen oo? Strahlen entsprechen oo? Bildpunktpaare. Zu einem
beliebigen Punkt ¢’ in IT gibt es jetzt einen einzigen Punkt g’’;
denn zu ¢’ gibt es ein Netz von Raumgeraden, in diesem aber
nur eine einzige Gerade durch m, welche dann den zweiten Bild-
punkt g’ liefert. Den Strahlen des Biindels m oder, wenn man
m als Représentanten des Biindels auffaBlt, dem Raumpunkt m
entspricht in /I eine Verwandtschaft g’—-g”. Diese ist aber
eine Kollineation, weil einer geraden Punktreihe des ersten Feldes
eine ebensolche, dazu projektive des zweiten Feldes entspricht.
In diesem Sinne bilden sich also die Raumpunkte als
Kollineationen in IT ab. Da es in II aber o8 Kollineationen
gibt, die Anzahl der Raumpunkte aber nur oo® betrigt, so sind
durch die Abbildung (7) nur oo® bestimmte aus allen méglichen
herausgegriffen und nur eine dieser besonderen Kollineationen
ergibt, wenn man entsprechende Punkte als zusammengehorige
Bildpunkte auffaBt, ein Strahlbiindel, das heit, einen Raum-
punkt. Es mufl daher, wenn man bestimmte oo® Kollineationen
in IT wiinscht, die Abbildung (7) spezialisiert werden, sofern
dies iiberhaupt moglich ist.

Eine Vereinfachung des allgemeinen Falles (7), die immerhin
noch allgemein genug ist, kann man herstellen, wenn man die
Regelscharen ®;, und R, als die beiden Erzeugendenscharen
einer einzigen Fliche @ annimmt, ferner die Ebenen I1; und 77,
mit /7 zusammenfallen 146t und die Korrelationen durch die
Polaritdt an dem Kegelschnitt K ersetzt, in welchem @ von I7
geschnitten wird. Eine Gerade G schneidet @ in den Punkten p
und ¢, durch welche die Erzeugenden § und 7' von %, ferner
U und V von R, hindurchgehen. Zeichnet man in den Spur-
punkten von § und 7' (U und V) die Tangenten an K, so ergibt
ihr Schnittpunkt g’ (9”). Wie man leicht erkennt, gehort zum
Bildpunktpaar g’, g”” sowohl die Gerade G, wie auch ihre reziproke
Polare @ beziiglich @. Es haben also die verschiedenen Strahl-
gebilde und ihre zu @ polaren dieselben Bilder in IJ. Beriihrt
G die Fliche @, so liegen beide Bildpunkte auf K. Aus einem
Strahlbiindel m entsteht also in IT eine Kollineation g'—-g¢”,
die fiir die Geraden durch m, die @ beriihren, alle Punkte von K
wieder in solche transformiert. Die auftretenden oo® Kollinea-
tionen sind also solche, welche den festen Kegelschnitt K in sich
tiberfithren (automorphe Kollineationen von K). Man bezeichnet
solche Transformationen im Sinne einer nichteuklidischen Geo-
metrie als hyperbolische Bewegungen und erhdlt in diesem
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besonderen Falle eine Abbildung der Raumpunkte auf
die hyperbolischen Bewegungen in I1.

Wenn man die zy-Ebene mit der &z-Ebene zusammen-
fallen 148t, so kann als Beispiel fiir einen solchen Fall dienen:

£ Pa—Ps p_ P2l
P3+Pg Ps—Re
,  —P11Py L, D1ty
[/ L/
P3P P3—Pg-

Hier ist dann @ das einschalige gleichseitige Rotationshyper-
boloid:
224 y?—22= 1,
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7. Das Zweispurenprinzip

Eine weitgehende Spezialisierung des im vorigen Abschnitte
betrachteten allgemeinen Falles erhdlt man, wenn man jede der
beiden Regelscharen %, und R, so ausarten lafit, daB R, aus
zwei Strahlbiischeln s und ¢ in einer Ebene IT, besteht, ebenso
R, in zwei Strahlbiischel in [T, zerfallt. Eine beliebige Gerade
S des Biischels s und eine Gerade T des Biischels ¢ sollen die
Brennstrahlen eines der o2 Netze sein, die den ersten Bildpunkten
in IT zugeordnet sind. Ein solches Netz besteht aus allen Trans-
versalen von S und 7T, also aus allen Strahlen von I7; und aus
einem Strahlbiindel, dessen Triger der Schnittpunkt von S
und 7 ist. Da das Strahlfeld I, allen oo? Netzen gemeinsam ist,
30 braucht man bloB die o2 Strahlbiindel zu betrachten, deren
Tragerpunkte in 7, liegen. Will man daher diese Strahlbiindel
den ersten Bildpunkten in /7 linear zuordnen, so hat man zwischen
den Punkten von IT, und I7 eine Kollineation festzulegen. Analoges
macht man fiir IT,. Die Abbildung ist also durch drei Ebenen
IT,, IT, und IT und durch die Kollineationen II,—IT und [1,—II
bestimmt. Zur Darstellung einer Geraden G hat man zuerst
ihre Spurpunkte g, und g, in I, bzw. IT, zu bestimmen; G gehort
dann einmal einem Strahlbiindel mit dem Trager g, an, dem
wegen II,—~II der erste Bildpunkt g’ zugeordnet ist, ferner dem
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Strahlbiindel g,, dem vermége II,—>II der Punkt g’’ in IT ent-
gpricht. Eine weitere Vereinfachung kann man vornehinen,
indem man die allgemeinen Kollineationen I/,—-II und Il,—II
durch Perspektivititen aus einem beliebigen Punkte o ersetzt.
Dieses Verfahren nennt man wegen der Verwendung von Spur-
punkten der Geraden auf zwei Ebenen (Spurebenen) das Zwei-
spurenverfahren.

Das Zweispurenverfahren besteht also darin, daB
man die Raumgeraden als Elemente auffafit, ihre
Spurpunkte mit zwei festen Ebenen II;, und II, be-
stimmt und  diese
Punkte aus einem
Augpunkte o auf die
Bildebene IT projiziert
(Abb.21). HeiBen die Spur-
punkte von G g; und g,,
s0 sind deren Zentralbilder
aus o die Bildpunkte g’
und g”’, die Verbindungs-
gerade G¢ von g’ und g~
ist zugleich das Zentralbild
von (. Die Projektion X¢
der Schnittlinie X von I7;
und 77, soll kurz Achse
heiBen. Einé Gerade, die
X schneidet, hat zusam-
menfallende  Bildpunkte
auf X¢, umgekehrt gehéren

Abb. 21 zu solchen Bildpunkten

alle Strahlen eines Biindels.

Fiir diesen Fall ist die Abbildung unbestimmt. Solche

Unbestimmtheiten treten im allgemeinen bei jeder Abbildung

auf, wenn die darzustellenden Raumelemente in gewisse Be-

ziechung zu den Gebilden kommen, die zur Annahme der Ab-

bildung notwendig sind. Hier hilft man sich so, dafl man eine
solche Gerade als in einem Biischel liegend auffafit.

Betrachtet man ein Strahlbiischel p in einer Ebene g, so
bilden die Zentralbilder aller Geraden ein Strahlbiischel mit dem
Trager p°, der die Projektion von p ist. Die Spurpunkte der
Geraden liegen in den Schnittlinien E; und E, von & mit [}
bzw. IT,, die sich auf X schneiden miissen. Die Bildpunkte
durchlaufen also zwei beziiglich p° perspektive Punktreihen
E’ und E”, welche die Bilder von E;, und E, sind; E’ und E”

(e}




Das Zweispurenprinzip b9

schneiden sich auf Xe¢. Wir gelangen somit zur Darstellung
der Ebenen ¢ durch ihre Spurbilder E’ und E”’. Umgekehrt ist
eine Ebene durch die auf X¢ sich treffenden Geraden E’ und E”’
bestimmt ; will man in der Ebene ein Strahlbiischel herausgreifen,
so mull man auf £’ und E*’ perspektive Bildpunktreihen annehmen,
wozu auch die Annahme eines Perspektivititszentrums p¢ aus-
reicht.

Geht man zur
Darstellung eines
Strahlbiindels p
iiber, so ist klar, daB}
die Verbindungsgera-
den je zweier zusam-
mengehoriger Bild-
punkte durch p° ge-
hen miissen, wahrend
sich zwei zugeord-
nete gerade Bild-
punktreihen auf X°
treffen. Die Ver-
wandtschaft g’—-g”
zwischen den Bild-
punktfeldern ist also
eine zentrische Kolli-
neation mit dem
Zentrum p° und der
Achse X°. Die oo?
Raumpunkte bil-
den sich also auf
alle zentrischen
Kollineationen
mit der gemein-

samen AchseX* in Abb. 23

IT ab. Die Annahme

von p° bestimmt eine solche Kollineation allein noch nicht, da
hiezu alle Raumpunkte auf der Geraden op° gehoren konnen.
Erst wennnoch ein entsprechendes Bildpunktpaar hinzugenommen
wird, ist der auf op® liegende Raumpunkt festgelegt.

In dieser Abbildung koénnen nun alle Lagenaufgaben in
einfacher Weise gelost werden. Es liegt z. B. eine Gerade ¢ in
einer Ebene ¢, wenn ¢’ auf £’ und g’ auf E” liegt. Daher kann
man den Schnitt zweier Ebenen finden, wenn man die Schnitt-
punkte der gleichnamigen Spurbilder aufsucht.
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Schnittpunkt einer Geraden G (g’,9”’) mit einer Ebene ¢
(£, E”). Man legt (Abb. 22) durch G eine beliebige Ebene ¢
(deren Spurbilder ¥’ und F* durch g’ bzw. g gehen und sich
auf X° schneiden miissen) und bestimmt ihren Schnitt H (h’, h"’)
mit &. Das Bild p° des gesuchten Schnittpunktes p ist der Schnitt
von G° und H"

Es ist durch einen Punkt p und eine Gerade G (g, g”’) eine
Ebene ¢ zu legen. p ist durch die Kollineation mit der Achse X*
und dem Zentrum p° und durch ein entsprechendes Bildpunktpaar
m’, m’’ gegeben (Abb. 23). Die Aufgabe liuft planimetrisch
darauf hinaus, in der gegebenen zentrischen Kollineation ent-
sprechende Gerade E’, E” zu suchen, die beziiglich durch g’
und g’ gehen. Allen durch g’ gehenden Geraden des ersten
Feldes entsprechen Gerade durch einen Punkt g, welcher dem
Punkte ¢’ in der Kollineation zugeordnet ist. Demnach mufl E”
die Verbindungsgerade von g’ und g’ sein, £’ ist die Verbindung
ihres Schnittpunktes auf X* mit g’

Dann wire noch die Aufgabe, die Verbindungsgerade G
zweier Raumpunkte p und ¢, die durch ihre Kollineationen
gegeben sind, zu behandeln, das heiBt, es ist in I/ das beiden
Kollineationen gemeinsame Punktepaar g’, g’ aufzusuchen.
Das Zentralbild G° ist die Gerade p°¢°. Legt man weiter z. B.
durch p und durch eine Gerade von ¢ eine Ebene und bestimmt
ihre Spurbilder, so sind deren Schnittpunkte mit G° die gesuchten
Punkte ¢’ und ¢”. .

Das Zweispurenverfahren findet in der darstellenden Geo-
metrie ausgedehnte Anwendung, wenn auch nicht in der all-
gemeinen Form, so doch in speziellen Fillen. Immer erfordern
die Lagenaufgaben dieselben Linien, wihrend die MaBaufgaben
der betreffenden besonderen Abbildung anzupassen sind. Es
sel hier bemerkt, daB in den Fiallen, wo X° die uneigentliche
Gerade von I/ wird, die den Raumpunkten anhingenden zen-
trischen Kollineationen zu zentrischen Ahnlichkeiten werden.

In Verwendung stehen Abbildungen, die durch besondere
Lagen von I}, I1,, IT und o erhalten werden. Man 1aBt gew6hnlich
eine Spurebene mit I/ zusammenfallen, wobei die zweite Spur-
ebene beliebig oder parallel zu I7 sein kann; dabei kann das
Auge ein eigentlicher Punkt oder unendlich weit sein. Es kénnen
auch die beiden Spurebenen parallel zu II liegen.

Fallt z. B. I, mit 7 zusammen und denkt man sich /7 lot-
recht, 11, dagegen wagrecht, so gelangt man zu den Spurverfahren
einiger linearer Abbildungen. Ist o im Endlichen, so hat man
das Zweispurenprinzip im Zentralri und -grundri}, ist o im



Das Zweispurenprinzip 61

Unendlichen in beliebiger Richtung, so bekommt man es im
Schrigri und -grundriBl; ist schlieflich die Richtung des un-
eigentlichen Augpunktes zu I7 und 77, unter 45° geneigt, so
gelangt man zur gewohnlichen Spurendarstellung von Ge-
raden und Ebenen im Grund- und Aufriff. Fir diesen
letzteren Fall seien die Abbildungsgleichungen hiehergesetzt:

o M% I :%
3 2) (1)
W= — Pq 5= _ P
Ps P2

Der wichtigste besondere Fall ist aber der, wo /I, mit IJ
zusammenfallt (/I horizontal gedacht), 71, zur uneigentlichen
Ebene £ wird und der Augpunkt o im Endlichen ist. Dann ist
fiir eine Gerade G der erste Bildpunkt g¢’= g, der Spurpunkt,
g, der uneigentliche Punkt von G und g¢”’ sein perspektives Bild
aus 0. Wir haben es also mit dem Spur- und Fluchtpunkt-
verfahren der Perspektive zu tun. Wir denken uns die
2y-Ebene in I1, der Augpunkt o (0, 0, a) liege auf der lotrechten
Achse Z, und das (zy)-System falle mit dem (& )-System zu-
sammen. Dann lauten die Abbildungsgleichungen:

| S’ = — ._2_).5_ [ SII — 12)_1_

Spurpunkt g’l Ps Fluchtpunkt g”l Ps 9
l s _ Pa I,'7N __
D3 l Ps-

Sind also ¢’ und g~ gegeben, so lassen sich die Linien-
koordinaten unter Zuhilfenahme von o (p) = 0 ausrechnen:
7 /}7// , ,
Py P = —-——Ps Pa =1 Ps P5s = —& P,
a a
r7 7 7 144 (3)
pe — &y —E&y »
6= 4 P=

Will man die zu einem Punkte p (z, y, z) gehorige Kollineation
¢’—¢”" analytisch darstellen, so hat man die Ausdriicke (3)
in die Gleichungen (4) des vorigen Abschnittes einzusetzen:
ar=—2E&"z+al’
ay=-—mn"z+tay.
Daraus ergeben sich die Transformationsgleichungen fiir ¢'—>¢"":

g =2 (¢—a)

z
a
1

n' = ' —y),

4

=
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das ist eine Streckung (zentrische Ahnlichkeit) mit dem Zentrum
¢ (ﬂ, ﬂ) ) und dem Verhaltnis: p° g’ : p°g”" =z : a.
a-z’ a-z
Nimmt man irgend eine Transformation
§' =@ (&)
n =y (&)
zwischen den Bildpunktfeldern an, so erhialt man durch Ein-
setzen von (2) zwei Gleichungen in Linienkoordinaten, die eine
allgemeine Strahlkongruenz darstellen. Es sind also die Strahl-
kongruenzen auf Punktverwandtschaften in IT abge-
bildet, das Strahlbiindel und die ihm zugeordnete zentrische
Ahnlichkeit ist nur ein besonderer Fall davon.
Wenn wir eine einzige Gleichung
f( 5’7 77,y 5”7 77”): 0
in Bildpunktkoordinaten vorgeben, so gehort zu einem ¢’ als Ort
der zugehorigen g’ eine Kurve und umgekehrt, wir haben es mit
einer allgemeinen Korrelation zu tun. Fiihrt man hier wieder die
Linienkoordinaten (2) ein, so erhdlt man die Gleichung eines
allgemeinen Strahlkomplexes. Es werden also die Strahlkom-
plexeaufdieallgemeinen Korrelationenin /7 abgebildet.
Wir wollen dies beniitzen, um uns auf darstellend-geometri-
schem Wege eine Anschauung des linearen Strahlkomplexes
(Strahlgewindes) zu verschaffen. Es kann gezeigt werden, daB
man die allgemeine Gleichung eines solchen Gewindes (wie sie
durch (6) des vorigen Abschnittes gegeben ist) durch Bewegung
desselben in eine besondere Lage auf die Form bringen kann:
kps+ pg=0;
k nennt man den Parameter des Gewindes. Die Bedingung fiir
die Bildpunkte aller Strahlen des Gewindes erhilt man durch
Einsetzen der Koordinaten (3):
(4) En'— &' nw=ak.
Ist also G (g°, g”’) ein Gewindestrahl, so bedeutet diese Gleichung,
dafl der doppelte Flacheninhalt des mit Vorzeichen genommenen
Dreieckes 0 g'g”" stets konstant, namlich ak ist. Stellt man sich
die Strecke g’ g” als eine Kraft mit dem Angriffspunkt g’ und

der Richtung g'—;" vor, so hat sie beziiglich des Ursprunges das
Drehmoment @ k. Wir bezeichnen eine feste, mit einer Richtung
versehene Strecke als Pfeil und stellen die Gerade G durch den

Pfeil g—'—;” dar, von dem g’ der Anfangs- und g’ der Endpunkt
1y Vgl. das Beispiel auf S. 4.
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ist. Unter dem Moment eines solchen Pfeiles verstehen wir das
Produkt aus der Lénge des Pfeiles und aus seinem Abstande
von o; das Moment ist positiv (negativ), wenn der Pfeil (als Kraft
betrachtet) der in o festgehaltenen Ebene I7 eine Drehung in
positiver (negativer) Richtung erteilt. Da a > 0 angenommen
ist, so miissen alle Pfeile, die zu dem Komplex gehéren, bei
k > 0 (k < 0) positive (negative) Drehmomente besitzen, das heiBt o
mul immer links (rechts) liegen, wenn man den Pfeil in seiner
Richtung durchlauft, oder genauer, das Dreieck og’g”” muf} posi-
tiven (negativen) Umlaufsinn besitzen. Zusammenfassend erhalten
wir: Die Strahlen des Gewindes (4) bilden sich in IT als
Pfeile mit konstantem Moment beziiglich o ab. Ist z. B.
k > 0, so liegt jede Gerade G im Raume so, dall man — in der
positiven Achse Z auf II auf-
recht stehend — den Verlauf , KT
eines Punktes auf ¢ von oben ¢------oee___
nach unten verfolgend, diese Be-
wegung von rechts nach links
vor sich gehen sieht. In diesem
Falle nennt man G gegen Z
linksgewunden und spricht von '
einem linksgewundenen Kom- _ f7-—----——_____ [
plex. Beik < 0 sind die Ver-
héltnisse umgekehrt, der Kom- Abb. 24
plex ist rechtsgewunden.

Jetzt kénnen wir uns ein Bild von der Verteilung der Strahlen
im Gewinde machen. Vor allem ist klar, daB bei festgehaltenem ¢’
die dazugehérigen g’/ sich auf einer Parallelen zu og’ bewegen
diirfen, da dadurch der Flicheninhalt og’g’’ nicht gedndert wird

{Abb. 24). Eine solche neue Lage sei hTh”; ferner laf3t sich bei
festgehaltenem Fluchtpunkt A" der Spurpunkt A’ in einer Par-

allelen zu oh’’ verschieben, wobei z. B. I’’’ entsteht. Auch kann
man jeden Pfeil in seiner Geraden beliebig verschieben, ferner
um o drehen, so daB man mit Hilfe dieser Satze aus einem ge-

gebenen Pfeil ¢/ g;', durch welchen ja das Gewinde schon be-
stimmt ist, alle moglichen oo® Pfeile konstruieren kann. Ins-
besondere kann man jetzt denjenigen Pfeil leicht finden, der
auf einer gegebenen Geraden liegen soll.

Da die Gesamtheit aller Pfeile sich bei einer Drehung um o

nicht dndert, so kann man daraus schlielen, daB sich das Gewinde
bei einer Drehung um Z (Achse des Gewindes) nicht édndert.
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Bewegt man bei festem ¢ den Spurpunkt ¢’ auf der Parallelen
zu 0g”, so gehoren zu diesen oo! Pfeilen Gerade, die zueinander
parallel sind und iibereinander liegen, das heifit, denselben Grundrif§
besitzen. Das Gewinde geht also durch eine Parallelverschiebung
laings Z ebenfalls in sich iiber. Die Zusammensetzung von Dre-
hungen um Z mit Translationen lings Z ergibt alle méglichen
Bewegungen, die Z in Ruhe lassen; das Gewinde ist also gegen
Bewegungen um Z (z. B. Schraubungen) unempfindlich.

Wir fragen jetzt nach allen Gewindestrahlen, die durch einen
Raumpunkt p gehen. Verschiebt man p lotrecht nach I7, so kann
man untersuchen, was die Gesamtheit aller durch den Grundrif3
p von p gehenden Strahlen ausmacht und dann das so erhaltene
Gebilde wieder nach p zuriickbringen. Alle Komplexstrahlen
durch p werden durch Pfeile dargestellt, deren Anfangspunkt p
ist, deren Endpunkte sich also auf einer zu op Parallelen E”
befinden miissen. Sie liegen also in einer Ebene ¢, von der £
die Fluchtspur und £’= o7p die Spur ist. Die zu allen Punkten,
die aus p durch Bewegungen um Z hervorgehen, auf diese Art
gehorigen Ebenen erhalten wir durch die entsprechenden Bewegun-
gen von ¢ um Z.

Alle durch einen Punkt p gehenden Komplexstrahlen bilden
also ein ebenes Strahlbiischel, dessen Ebene ¢ die Nullebene
von p heilt. Umgekehrt kann man zeigen, dafl es in einer Ebene ¢
nur ein einziges Biischel von Komplexstrahlen gibt, dessen Trager p
der Nullpunkt von ¢ ist; man braucht dazu nur ¢ lings Z so
zu verschieben, dafl ihre Spur durch o geht, und die in dieser
Ebene liegenden Strahlen zu untersuchen. Es ist also durch das
Gewinde jedem Punkte eing durch ihn gehende Ebene und um-
gekehrt jeder Ebene ein in ihr liegender Punkt eindeutig zuge-
ordnet; wir nennen diese Reziprozitdt in vereinigter Lage ein
Nullsystem.

Man kann jetzt darnach fragen, was mit einer Nullebene &
geschieht, wenn sich der dazugehorige Punkt p auf einer Geraden P
bewegt. Wir hitten zwei solche Lagen p und p; (Abb. 25) und
die Nullebenen seien ¢ und ¢;, die sich in P schneiden. Nimmt
man auf P einen Punkt p an, so muBl seine Nullebene durch
P gehen, weil ja pp und pp; bereits zwei durch p gehende Kom-
plexstrahlen sind. Bewegt sich also ein Punkt auf P, so geht seine
Nullebene stets durch P; ebenso gehen, wie sofort ersichtlich,
die Nullebenen der Punkte von P durch P. Es ist also jeder
Geraden durch das Nullsystem eine bestimmte Gerade zugeordnet
und umgekehrt; zwei solche Gerade heilen reziproke Polaren.
Alle Geraden des Raumes sind also hiemit paarweise geordnet; die-
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jenigen Geraden, welche mit ihren reziproken Polaren zusammen-
fallen, sind die Komplexstrahlen.

Wir wollen die Untersuchung des Gewindes mit Hilfe der
Pfeile nicht weiter fortsetzen und nur mehr eine Aufgabe losen,
welche die Verwendbarkeit
dieser Abbildung zeigt. Es
sei ein Strahlgewinde durch

o und den Pfeil g’ ¢”’ eines
Komplexstrahles gegeben,
ferner eine beliebige Gerade
P (p’, p”); es soll die rezi-
proke Polare P aufgesucht
werden (Abb. 26). Im
Prinzip hat man auf P
zwei Punkte anzunehmen
(wir wihlen hiezu den
Spurpunkt und den un-
eigentlichenPunkt),
die dazugehorigen
Nullebenen aufzu-
suchen und zum
Schnitt zu bringen.
Zuerst suchen wir
einen zum Komplex
gehorigen Pfeil, der
auf der Geraden
Pe=p’p” liegt; wir

erhalten so A" A"
mittels der eingangs
gemachten  Uber-

legungen. Verschie-

ben wir A’ A" auf
Peso, dafl der An-
fangspunkt auf p’ Abb. 26
fallt, so ist der so

&
erhaltene Pfeil &’k das Bild eines Komplexstrahles durch den
Spurpunkt von P. Alle Komplexstrahlen durch diesen Punkt liegen
in einer Ebene ¢, deren Spur E’= ok’ ist, wéihrend ihre Flucht-
spur E” dazu parallel durch % geht. Verschieben wir weiter

.
h b auf P¢ so, daB der Endpunkt mit p” zusammenfillt,
Eckhart, Abbildungsverfahren 5
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so erhilt man das Bild 17”7 eines Komplexstrahles durch den
uneigentlichen Punkt von P. Seine Nullebene ¢ hat als Flucht-
spur = oI’ und als Spur die Parallele ¥’ durch I’. Die Schnitt-

gerade von & und ¢ ist P, daher liefern die gleichbezeichneten
Spuren die Punkte p” und p” und p’ p” ist der gesuchte
Bildpfeil von P. Aus der Abbildung erkennt man, daf die Bild-
pfeile zweier reziproken Polaren zentrisch dhnlich beziiglich o
liegen, ferner dall der Pfeil einer Geraden dieselbe Lénge und
Richtung hat wie der einen Komplexstrahl darstellende Pfeil
auf dem Bilde der reziproken Polaren.

Literatur:

Miuller E.-Kruppa E.: 8. Nr. 11 des Verzeichnisses auf 8. 15.

8. Die kinematische Abbildung

Eine interessante lineare Abbildung der Geraden auf die
orientierten Punktepaare in der Ebene erhalten wir durch die
folgenden Abbildungsgleichungen (das Koordinatensystem ist wie
beim letzten Beispiel des vorhergehenden Abschnittes ange-
nommen):

E/: _ p2+ Ps E//: Po—Ps
(1) . Ps Ps

,_ P11t Dy ” Pr— P4

7 P3 7 D3
Wir wollen jetzt g’ (&, #’) den linken und g” (£”, %"') den rech-
ten Bildpunkt der Geraden G (p,:P,:....:pg) nennen. Ferner
nehmen wir zwei zur Bildebene parallele Ebenen I7, (z=1)
und IT, (z = —1) an und bezeichnen die Spurpunkte von @&

auf diesen Ebenen mit g, (x;, vy, 1) und g, (%, ¥,, —1). Dann
ist, wenn wir die Geradengleichungen (4) auf S.53 zugrunde
legen:

]x1:p1;p5 ]x2:_p1;p5

3 3

‘ g

@) 7 g, — P2 P i gy = — P24,
! Ps ? Ps

Den Grundril von & auf IT bezeichnen wir mit &, die entsprechen-
den Grundrisse der Spurpunkte mit ¢; (2, y;) und g, (%5, ¥a).
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Die Koordinaten der Bildpunkte g¢’, ¢” lassen sich nun durch
die von g; und g, ausdriicken, wenn man aus (1) und (2) die p
eliminiert. HKs ergibt sich:

g —

’

Jmio]m

(t1— 41+ T+ ¥s)
Tt — 2t Y) 3)
£ = (2 + Y1+ Ta— Ys)
N’ =5 (= + Y1+ y).
Diese Gleichungen geben also eine Transformation zwischen den
Bildpunktpaaren und Spurbildpaaren an. Verschiebt man (Abb. 27)
das Koordinatensystem in /7 so, dal der Ursprung in den Mittel-
punkt
o (xl T Y +?/2>
2 72
der Strecke g, g, fillt, so
sollen die einzelnen Punkte
die neuen Koordinaten g,
(X1 91)s 92 (B25 D2)s 97 (', 1),
g’ (t”, ) haben. Dann
nehmen die Gleichungen (3)
die Gestalt an:
I'=—9 ¢"=—"n
= & V= Lo

dasheift,g’ geht aus g, eben-
so wie g”’ aus ¢, durch posi- Abb. 27
tive Vierteldrehung um 'go
hervor, oder das Paar ¢; 9. wird um seine Mitte um einen rechten
Winkel in positiver Richtung gedreht. Einen solchen Vorgang
bezeichnen wir als Schwenkung eines Punktepaares. Die
Gleichungen (3) definieren also eine Schwenkung in [, das
heifit eine Punktepaartransformation, bei welcher jedes Punkte-
paar fiir sich geschwenkt wird.

Nunmehr lautet also die geometrische Erklirung der Abbil-
dung (1): Man bestimmt die Spurpunkte einer Geraden
G mit II, und I[,, sucht deren Grundrisse und iibt auf
diese eine Schwenkung aus; der erste Spurpunkt liefert
den linken, der zweite den rechten Bildpunkt. Aus der
Abb. 27 ist ersichtlich, daB der GrundriB einer Geraden die
Symmetrale ihres Bildpunktpaares ist. Das Verfahren zeigt, daf3
die Abbildung unempfindlich ist gegen Translationen parallel zur
Bildebene, ebenso gegen Drehungen um eine zu I7 normale Gerade,
also gegeniiber allen Bewegungen parallel zu I/ (die I in sich
selbst transformieren). Wenn man also eine aus Geraden bestehende

5*
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Raumfigur parallel zu /T bewegt, so bewegt sich die Bildfigur
in der gleichen Weise mit. Die Abbildung ist nur vom Abstande
der beiden Spurebenen /7, und I1, abhéngig. Fallen die Bildpunkte
zusammen, so ist die dazugehorige Gerade normal zu II. Die
zu II Parallelen haben uneigentliche Bildpunkte, die Abbildung
wird hier unbestimmt.

Wir nehmen nun einen Raumpunkt p (0, 0,2) an, den wir
unbeschadet der Allgemeinheit auf der z-Achse wéhlen kénnen,
und untersuchen die Bildpunkte aller durch ihn gehenden Geraden
G@. Die Koordinaten von ¢! miissen nach den Gleichungen (4)
auf S. 53 die Gleichungen erfiillen:

Pz —p;=0 (pg=0).

P22 + Py=0
Daraus ergibt sich p;=z p; und p;= — 2z p,; eine dem Biindel p
angehorige Gerade ist also durch die Angabe von p, und p, be-
stimmt. Setzt man diese Werte in (1) und (2) ein, so erhdlt man:

_[%:(l—z)% r= —(1+) 2
3 3
1 g
. p Y4
lly1=(1—~—2)?2 Yp= — (1 + 2) p2
3 3
lf’:__fi_zg}. é:":/_pi_z&
, Ps Ps g Ps Ps
gln': P P n,,:_ﬁ_zﬁ.
Ps Ps Ps Ps

Die Transformation g;—>g, ist also, wie schon aus dem Zwei-
spurenverfahren hervorgeht, eine Streckung mit den Glei-
chungen:

241 z41

4) Lo = — 1 Ly, Y= 1 Yi-

Dagegen ist die Transformation der Bildpunktfelder g'—-g”,

die man durch Elimination von 2L und% erhalt, die folgende:
P 3
- 2z
(5) e s B i
., 2z gy 2L 22—1
T s

Das ist aber eine Drehung des ersten Feldes in das zweite um den
Winkel ¢, wobei
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22—1 . 2z
cosé‘:m, sin C:;Lr—l,
so daBl man { auch definieren kann:
tg %: —i— (—180° < & < 1809). (6)

Das Strahlbiindel p bildet sich also auf die Drehung g'—>g”
ab, wobei der Drehungspol der Grundril p von p ist (Abb. 27)
und der halbe Drehungswinkel durch (6) angegeben wird. Wir
haben die bemerkenswerte Eigenschaft erhalten, daB die Raum-
punkte auf Drehungen (oder Bewegungen) in I7 bezogen sind;
daher der Name kinematische Abbildung?!). Nebenbei haben
wir den planimetrischen Satz gewonnen, dafl eine Streckung
durch Schwenkung in eine Drehung iibergeht, oder
ausfithrlicher: wenn man die entsprechenden Punktepaare
einer zentrischen Ahnlichkeit jedes fiir sich schwenkt, so
gehen die neuen Punktfelder durch eine Drehung auseinander
hervor.

Es sind also den «® Raumpunkten die Bewegungen
(=Drehungen) in I7 zugeordnet. Hat man ein starres Punkt-
feld in I und bewegt es irgendwie in eine neue Lage und faBt
man die Punkte der ersten Lage als linkes, die der zweiten Lage
als rechtes Punktfeld auf, so sind zusammengehérige Punkte die
Bilder von Geraden eines Strahlbiindels p. Da man zwei Lagen
einer ebenen Bewegung im allgemeinen durch Drehung ineinander
iiberfithren kann, so gibt es einen dabei in Ruhe verbleibenden
Punkt p, welcher dann der Grundril von p ist. (6) zeigt, daB
den positiven (negativen) Drehungen die Punkte oberhalb (unter-
halb) /T entsprechen. Im besonderen entsprechen den Punkten von

Il (z= 0) die Drehungen um 180°,

II, (z= 1) die positiven Vierteldrehungen,

II, (z= — 1) die negativen Vierteldrehungen
und dem uneigentlichen Punkte der z-Achse (z= oo) die Identitat.
Wir wollen noch untersuchen, welche Bewegung einem uneigent-
lichen Punkte entspricht. Das dadurch gegebene Parallelstrahl-
biindel ist durch eine Gerade &' schon bestimmt. Die Bildpunkte
aller Strahlen des Biindels entstehen also aus ¢’,¢’" durch alle
moglichen Parallelverschiebungen in IT. g'—-g”’ ist also eine
Translation, die durch einen Vektor g ;' vollkommen bestimmt

2

1) Eine solche allgemeinerer Art wurde bereits auf S. 56 be-
trachtet.
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ist. Den uneigentlichen Punkten entsprechen die oo?
Translationen in I/. Eine Translation ist eine besondere
Drehung, ndmlich eine um einen uneigentlichen Punkt.

Fiir zwei sich schneidende Raumgerade ' und H erkennt

man sofort, daB ¢’ h’=g"’h”, da & und H einem Biindel ange-

horen und daher g’ A" durch Bewegung in ¢’ 2 iibergeht. Zwei
Geradeschneiden sich, wenn die Entfernungihrerlinken
Bildpunkte gleich ist dem Abstande der rechten Bild-
punkte.

Wir nehmen jetzt eine Transformation g'—>g’’ als Spiegelung
(= Symmetrie) beziiglich einer Achse £ in II an. Da E die
gemeinsame Symmetrale eines jeden Bildpunktpaares ist, so
fallen die Grundrisse der dazugehorigen Geraden stets nach E,
diese selbst liegen also in einer zu I7 normalen Ebene &, mit der
Spur E. Wir sagen kurz: Die zu I/ normalen Ebenen (als
Strahlfelder aufgefaBt) bilden sich durch Spiegelungen
in I7 ab.

Nun kann man nach der Transformation g’—>¢’’ fragen,
die zu einem beliebig liegenden Strahlfeld ¢ gehort. Die Gleichung
der Ebene ¢ kann man mit

r=ka (ke =tg =)
ansetzen, wenn x der Neigungswinkel von ¢ ist. Fir alle Geraden ¢
in ¢ gelten die Beziehungen:

plz—I;ci’ pEv:O

Nach (1) ergibt sich fiir die Bildpunkte

Sr —_ _@ Eu — &
Ps Ps
1 p, 1 p
’ —_— — + L= ’7 —_ + —’
7] k Ps3 7] k Ps
daher lauten die Gleichungen fiir g—>g":
T El
144 ’ 2
=N T

Das ist aber eine Spiegelung an der #-Achse (Spur K von &), ver-
bunden mit einer Schiebung lings dieser Achse um die Strecke
—2cot x. Wir nennen eine solche Transformation eine Um-
legung, weil dadurch ein Feld in ein im entgegengesetzten Sinne
kongruentes iibergeht. Da man leicht zeigen kann, dal zwei
ungleichsinnig kongruente Felder stets durch eine Spiegelung
und eine Schiebung lings der Spiegelungsachse, also durch eine
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Umlegung ineinander iibergehen, so folgt: Die Ebenen des
Raumes (als Strahlfelder aufgefalit) bilden sich auf die
Umlegungenin I1 ab. Ist eine Ebene normal zu 77, so entsteht
die schon betrachtete Spiegelung allein.
Dieses Ergebnis fiihrt auch auf einen planimetrischen Satz.
Die Spuren von ¢ auf [, und I7, seien £, und E,, ihre (parallelen)
Grundrisse B, und E, Die Spurpunktbilder aller Geraden von
¢ liegen beziiglich auf B, bzw. E,. Schwenkt man also alle
Punktepaare, die auf zwei Parallelen liegen, so erhalt
man zwei ungleichsinnig kongruente Felder.
_ Wenn man ein ebenes Strahlbiischel abbildet, so miissen die
zugehorigen Bildpunktreihen (wegen der Linearitdt der Ab-
bildung) gerade sein; und weil diese sowohl einer gleichsinnigen
wie auch einer ungleichsinnigen Kongruenz angehoren miissen,
so miissen sie auch kongruent sein. Ein Strahlbilischel bildet
sich auf zwei gerade kongruente Bildpunktreihen ab.
Betrachtet man nun im Raume Lagenbeziehungen, so er-
geben diese in 17 Siatze iiber kongruente Punktreihen und Felder.
Will man in der Ebene I7 Aufgaben iiber Bewegungen und Um-
legungen losen, so fithrt man sie auf den Raum zuriick und
lost hier die entsprechenden Aufgaben darstellend-geometrisch,
z. B. mittels des mit der kinematischen Abbildung organisch
verbundenen Zweispurenverfahrens. Wir wollen einige Sitze
iiber rdumliche Lagenbeziehungen und die entsprechenden fiir
die Bildebene nebeneinanderstellen:
1. Zwei Punkte haben eine Ver- Zwei voneinander verschiedene
bindungsgerade. Bewegungen haben ein
Punktepaar gemeinsam (das
heilt, ein bestimmter Punkt
wird durch beide Bewegungen
in denselben anderen Punkt

tibergefithrt).

2. Zwei Ebenen haben eine Zwei Umlegungen haben ein
Schnittgerade. Punktepaar gemeinsam.

3. Eine Ebene und eine ihr In einer Umgebung gibt es zwei
nicht angehorende Gerade be- entsprechende Punktreihen,
stimmen einen Punkt (ein die mit einem gegebenen
Strahlbuschel in der Ebene). Punktepaar zusammen einer

Bewegung angehoéren.
4. Durch einen Punkt und eine In einer Bewegung gibt es ent-

Gerade 148t sich eine Ebene sprechende gerade Punkt-
legen (in einem Strahlbiindel reihen, die mit einem ge-
gibt es ein Strahlbischel gebenen Punktepaar eine Um-
mit einer gegebenen Treff- legung bestimmen.

geraden).
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5. Drei Punkte bestimmen eine Die drei gemeinsamen Punkte-
Ebene (ein Dreiseit). paare dreier Bewegungen ge-
horen einer Umlegung an
(bilden zwei entgegengesetzi
kongruente Dreiecke).
6. Drei Ebenen bestimmen einen  Die drei gemeinsamen Punkte-
Schnittpunkt. paare dreier Umlegungen ge-
héren einer Bewegung an
(bilden zwei kongruente Drei-
ecke).

Abb. 28

Man sieht aus den angefiihrten Sétzen, wie der Dualitit im Raume
eine solche in I entspricht, in der sich Bewegungen und Um-
legungen gegeniiberstehen.

Wir wollen den Fall 3 konstruktiv durchfithren. Gegeben
sei eine Umlegung durch ihre Achse £ und ein Punktepaar m’'m”,
wobeil diese Punkte von E entgegengesetzt gleiche Abstinde
haben miissen, ferner ein Punktepaar g’g”. Es ist jene Bewegung
zu suchen, die ¢’ in g”/, ferner eine gerade Punktreihe in die ihr
in der Umlegung entsprechende tberfithrt (Abb. 28). Wir gehen
von den gegebenen Bildpunkten zu den Spurbildern nach Abb. 27
mittels einer negativen Schwenkung iiber. Durch g, g, ist eine
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Gerade G gegeben, durch m, m, eine Gerade in einer Ebene ¢,
deren Spur £ ist. Die Spurbilder E, und E, von ¢ sind die Pa-
rallelen zu £ durch m; und m,. Es ist nun der Schnittpunkt p
von G mit & zu bestimmen, was nach dem Zweispurenverfahren
(Abb. 22) bewerkstelligt wird; dadurch ergibt sich sein Grundrif§
p auf G. P ist schon der Mittelpunkt der gesuchten Drehung.
Um nun die verlangten Punktreihen zu erhalten, denkt man sich
durch p in & zwei Gerade 4 und B, sucht deren Spurbilder a, a,
und by b, (sie liegen auf E; bzw. E,) und schlieBlich die Bilder
a’a” und b’ b”. Dann sind die verlangten kongruenten Punkt-
reihen a’,b’,.... und a”, ", ...., und es geht z. B. das Dreieck
a’b’ g’ durch Drehung
um P in das Dreieck
a” b” g7 tuber. Es
braucht wohl kaum
betont zu werden,
dal} sich die ganze
Konstruktion  mit
Hilfe der bisherigen

Siatze vereinfachen (
1a8t.

Jeder Strahlkon-
gruenz im Raume
entspricht in /7 eine

Punktverwandt-
schaft zwischen den Abb. 29
Bildern; Strahlbiin-
del und -felder sind nur besondere Falle davon. Wir wollen die
Verwandtschaft, die zu einem Strahlnetze gehort, dessen Brenn-
linien M (m’, m”) und N (#’, »”) sind, betrachten. Da ein
Strahl G (g9’,9") des Netzes M und N treffen mufl, so muB} fiir
die Bildpunkte gelten:

g—_, m;: gu mu und gl n/___ gu n/).

A

e

Die Transformation g'—>¢” ist zweizweideutig; es entsprechen g’
zwei zu m”’ n”’ symmetrische Punkte ¢’ und umgekehrt. Durch-
lauft ¢’ einen Kegelschnitt mit den Brennpunkten m’ und »’,
so muB wegen g m’4 ¢’ n’= konst auch g7 m” £ g7 n” = konst
gelten, das heillt es gehen die konfokalen Kegelschnitte mit den
Brennpunkten m’, n’ in ebensolche mit den Brennpunkten m”, n”
iiber, und zwar entsprechen einander solche Kegelschnitte, deren
groBe (reelle) Achsen gleich lang sind. Wir haben die von L. Bur-
mester eingefilhrte bifokale Verwandtschaft vor uns.
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Die zu solchen Verwandtschaften gehorigen Strahlgebilde sind
also Netze.

Ferner soll noch die Bildpunktkorrelation untersucht werden,
die zu einem Strahlgebiische gehort, das heiBlt zur Gesamtheit
aller Geraden @, die eine feste Gerade 4 (a’, @) treffen (Abb. 29).
Wegen der einzigen hier auftretenden Beziehung

gad=g"a"
miissen zugeordnete Bildpunkte auf gleich groBlen Kreisen um o’
bzw. @’ liegen. Die Korrelation ist also so, dafl zu einem beliebigen
g’ alle Punkte des um o'’ mit dem Radius ¢’ ¢’ geschlagenen Kreises
gehoren und umgekehrt. Dadurch sind die kongruenten Kreise
der beiden konzentrischen Kreisscharen ¢’ und @ aufeinander
bezogen. Wo sich zusammengehorige Kreise schneiden, dort
entstehen zusammenfallende Bildpunkte als Bilder von zu I7
normalen Geraden. Da auf 4 co! Punkte liegen und durch 4 ool
Ebenen gehen, so gehort das Punktepaar e’ a”” ! Bewegungen
und Umlegungen an. -— Es sei noch erwiahnt, dafi, wenn man
bei gegebenen @', a’”’ fir eine verinderliche Gerade & die Relation
aufstellt:
g‘ a2 — g7 ai? = konst,

man ein Strahlgewinde erhdlt. Das Strahlgebiisch entsteht
daraus, wenn die Konstante Null wird.

Die Abbildung von Regelflichen. Eine Regelfliche R
ist der Ort von ool aufeinanderfolgenden Lagen einer irgendwie
bewegten Geraden G. Dabei bewegen sich also gleichzeitig g’
und ¢’ auf den Kurven B’ und B”. Diese konnen, wenn die Zu-
ordnung der einzelnen Punkte bekannt ist, als die Bilder von R
angesehen werden. Ubt man auf alle zugeordneten Bildpunkt-
paare e'ne negative Schwenkung aus, so gelangt man zu den
punktweise aufeinander bezogenen Kurven B, und E,, welche
die Grundrisse der Spurkurven von R auf /7, und 17, sind. Ist R
abwickelbar (eine Torse), das heifit, schneiden sich die benach-
barten Strahlen, so muf} sich das in /7 so zeigen, daB je zwei
benachbarte Bildpunktpaare dieselbe unendlich kleine Entfernung
haben; dann sind B’ und B” lingentreun (isometrisch) auf-
einander bezogen. Auf B und R, haben die entsprechenden
Punkte parallele Tangenten, B, und R, sind also mittels paralleler
Tangenten aufeinander abgebildet. Wir erhalten daher den
planimetrischen Satz: Sind zwei Kurven punktweise durch
parallele Tangenten aufeinander bezogen, so erhilt
man durch Schwenkung zusammengehoriger Punkte-
paare zwei isometrische Kurven. Ein besonderer Fall
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der abwickelbaren Regelflichen sind die Kegel. Da nun alle
Erzeugenden durch einen Punkt gehen, so miissen die Bildkurven
R’ und R” in einer Bewegung enthalten, also kongruent sein.
Eine Kegelflache bildet sich durch ein Paar gleich-
sinnig kongruenter Kurven ab. Anderseits miissen hier
R, und R, zentrisch dhnlich liegen, woraus sich der Satz ergibt:
Durch Schwenkung der zusammengehorigen Punkte-
paare zweier zentrisch dhnlicher Kurven erhédlt man
zwel gleichsinnig kongruente Kurven.

Es kénnen auch Raumkurven kinematisch abgebildet werden,
wenn man sie als Tangentenort auffaBt. Die Tangenten bilden
eine abwickelbare Regelfliche, deren Gratlinie (Ort der Schnitt-
punkte aufeinanderfolgender Tangenten) eben die gegebene
Kurve ist. Da jede Raumkurve also als Gratlinie aufgefallt werden
kann, so ist ihre Abbildung dieselbe wie die einer Torse. Einen
besonderen Fall bilden die ebenen Kurven, die als Hiillkurven
einer in einer Ebene & bewegten Geraden aufgefallt werden missen.
Thre Bildpunkte beschreiben zwei Kurven K’ und K", die in
einer Umlegung enthalten sind; die Bilder einer ebenen
Kurve im Raume sind zwei ungleichsinnig kongruente
Linien. Durch negative Schwenkung entsprechender Punkte-
paare von K’ und K’ erhdlt man die Spurbilder E; und E, von &.
Der daraus erflieBende planimetrische Satz lautet also: hat
man irgend eine Verwandtschaft zwischen den Punkten
paralleler Geraden wund schwenkt die zusammen-
gehorigen Punktepaare, so erhdlt man zwei ungleich-
sinnig kongruente Kurven. Ist die Zuordnung zwischen
F, und E, eine Ahnlichkeit, so ergibt die Schwenkung wegen des
dadurch festgelegten Strahlbiischels zwei kongruente gerade
Punktreihen.

Wir sind nun in der Lage, die Abbildungsgleichungen (1)
auch liniengeometrisch zu interpretieren. Wir fragen nach allen
Strahlen, die denselben linken Bildpunkt ¢’ haben; dann geben
die linken Gleichungen von (1) fiir ein bestimmtes & und %’
eine Strahlkongruenz an. Man erhilt sie geometrisch, wenn man
g’ festhilt und g~ alle moglichen Lagen in I7 erteilt; da die Ab-
bildung die Bewegungen parallel zu I/ gestattet, so genligt es
vorderhand, die ¢ auf einer durch g’ gehenden Geraden M”
anzunehmen und die dazugehorigen Geraden G zu betrachten.
Die Spurpunktbilder g, und g, liegen auf den Geraden M; und M,
(Abb. 27), die durch g’ gehen und mit M” Winkel von 45° ein-
schlieBen, und sind von g’ gleich weit entfernt. Dadurch er-
scheinen in I/, und 11, die Geraden M, und M, (mit den Grund-
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rissen M, und M,), die sich rechtwinklig kreuzen und auf denen
die gesuchten Geraden @ kongruente Punktreihen ausschneiden.
Durch Rotation um die zu I/ Normale durch ¢’ erhilt man alle
Geraden mit demselben linken Bildpunkt ¢’; sie sind das Er-
zeugnis zweier kongruenter Felder I/, und /7,, die um 90° gegen-
einander verdreht sind, bilden also das auf S.44 gefundene
Drehnetz, dessen Achse in ¢’ normal zu /7 steht und dessen Mittel-
ebene /] ist. Faflt man alle Punkte von /7 als linke Bildpunkte
auf, so gehoren auf diese Art zu ihnen oo? Drehnetze, die alle
aus einem durch Parallelverschiebungen langs I7 hervorgehen;
diese Drehnetze sind rechtsgewunden. Betrachtet man alle
Punkte von II als zweite Bildpunkte, so gehren zu ihnen wieder
co? Drehnetze, die nun aber linksgewunden sind. Ein links-
gewundenes Drehnetz wird aus einem rechtsgewundenen durch
Spiegelung an /T erzeugt. Nun lassen sich die Gleichungen (1)
folgendermaflen erkliren: Gegeben sind alle gleichsinnig
und ungleichsinnig kongruenten Drehnetze mit der-
selben Mittelebene II; eine beliebige Raumgerade
gehort einem rechtsgewundenen und einem links-
gewundenen Netze an; der Mittelpunkt des ersteren
ist der linke, der Mittelpunkt des letzteren der rechte
Bildpunkt der Geraden.

Schlieflich sei noch kurz darauf hingewiesen, wie die kine-
matische Abbildung fiir kontinuierliche Bewegungen in 7
verwendet werden kann. Wir denken uns zwei gleichsinnig kon-
gruente Felder ¢’ und o” in II, wobei die Bewegung o’'—»¢”
einen Raumpunkt p angibt. Laft man ¢ fest und bringt man ¢
in verschiedene Lagen ¢,”, 6,7, 05" ..... in II, so erhalt man
die Punkte p,, p,, p;... im Raume, so daBl zu jeder Bewegung
o’—0;” der Punkt p; gehort. Hat man also die Punkte p,, p,, ps. -
gegeben, so sollen sie als Bildpunkte von Bewegungen aus einer
gemeinsamen Anfangsstelluing ¢’ aufgefallt werden, das heiBt,
nimmt man eine beliebige Figur ¢’ an, so entsprechen ihr
vermittels der durch die p: gegebenen Bewegungen die kongruenten
Figuren §,”, F’ &3 -+ - - . Durchlduft nun p eine Raum-
kurve C, so durchlduft der zu einem Punkte g’ gehorige Punkt ¢”’
eine Kurve, das ganze System ¢ fiihrt eine kontinuierliche
Bewegung in I aus, und seine einzelnen Lagen in bezug auf ein
festes System ¢’ sind durch die Punkte von C charakterisiert;
wir nennen C die Bildkurve der stetigen Bewegung,
die ¢ ausfihrt. Will man die Bahn eines Punktes ¢’/ des be-
wegten Systems ¢’ studieren, so mufl man einen Punkt ¢’ an-
nehmen und ihn allen Bewegungen unterwerfen, die durch die
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Punkte von C angegeben sind; alle ool Endlagen liefern die
gesuchte Bahnkurve.

Nimmt man die Punkte p nicht auf einer Kurve, sondern
auf einer Fliche ¢ an, so sollen durch diese oo? Punkte Lagen
des Systems ¢’ festgelegt sein, die durch die zu den Punkten
von ¢ gehodrigen Bewegungen aus einem festen System ¢” hervor-
gehen. Da ¢’ in IT oo® Lagen annehmen kann, von denen durch
die Flache ¢ oo® Moglichkeiten ausgewahlt erscheinen, so nennt
man ¢ die Fliche des Zwanges.

Auf diese Art ist die ebene kinematische Geometrie mit der
Geometrie des Raumes verkniipft und es kommt nun auf das
betreffende Problem an, ob man bekannte Sitze iiber ebene
Bewegungen zur Auffindung rdumlicher Beziehungen oder um-
gekehrt bekannte Sitze der Raumgeometrie zur Behandlung
kinematischer Vorginge in I7 beniitzen will.

Literatur:

1. Griinwald, J.: Ein Abbildungsprinzip, welches die ebene
Geometrie und Kinematik mit der rdumlichen Geometrie verkniipfs,
Sitzgsber. Ak. Wien 120 (1911).

2. Blaschke, W.: Euklidische Kinematik und nichteuklidische
Geometrie, Zeitschr. Math. Phys. 60 (1912).

3. Miiller, E.-Kruppa, E.: Siehe Verzeichnis Nr.11 auf 8. 15.

9. Zyklographie

Wir kommen nun zu einem Abbildungsverfahren, in welchem
die Punkte des gewdhnlichen Raumes nicht mehr durch Punkte,
sondern durch Kurven ia der Zeichenebene dargestellt werden
sollen. Wir denken uns die horizontale Bildebene IT als xy-Ebene
eines rechtwinkligen Koordinatensystems und bezeichnen die
Koordinaten der Punkte von /7 mit &, . Ist nun in /7 ein von
drei Parametern «, §, v abhingiges Kurvensystem

f(& e 8,7)=0
gegeben, so sind damit co® Kurven fiir alle moglichen Parameter-
kombinationen bestimmt. Stellt man nun drei Gleichungen
zwischen «, f,7 und den Raumpunktskoordinaten z,y,z auf,
so ist (eine birationale Transformation vorausgesetzt) jedem
Raumpunkt p eine Kurve P des Systems zugeordnet und um-
gekehrt. Man kann nun diese Abbildung geometrisch so erfassen,
daB man durch p einen Kegel legt, indem man den Punkt p mit
allen Punkten seiner Bildkurve P durch Erzeugende verbindet.
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Gegeben sind co® Kegel im Raume, wobei es zu jedem
Punkte einen einzigen Kegel gibt, dessen Scheitel
er ist; die Spurkurven dieser Kegel auf /] sind die
Bildkurven der entsprechenden Punkte?).

Einen besonderen und wichtigen Fall erhalt man dadurch,
daB man diese oo® Kegel als lotrechte Drehkegel annimmt, deren
Offnungswinkel 909 betrigt; die Erzeugenden sind unter 45° zu
1T geneigt und alle Kegel gehen aus einem durch Translationen
hervor. Die Spurkurve des zum Punkte p gehorigen
Kegels ist ein Kreis, dessen Mittelpunkt p” der Grund-
rifl von p und dessen Radius gleich dem Abstande des
Punktes p von I7 ist. Man kann diese Abbildung als eine
Variante der kotierten Pro-
jektion ansehen, bei welcher
pdurch p” und den beigefiigten
Abstand von II (Kote) ange-
geben wird; schligt man mit
dieser Kote einen Kreis um
p’, so erhilt man den Bild-
kreis P. (So wird z. B. in der
Perspektive das Auge durch
den Distanzkreis angegeben.)
{ Diese Abbildung wurde unter

7

O /! dem Namen Zyklographie
’ von W. Fiedler eingefiihrt.
Abb. 30 Es gehort wohl zu jedem

Punkte ein bestimmter Bild-
kreis, umgekehrt aber sind jedem solchen Kreise zwei beziiglich 17
symmetrische Raumpunkte zugeordnet. Um diese Zweideutigkeit
zu vermeiden, mull man noch dem Radius des Bildkreises ein Vor-
zeichen beilegen, das mit dem Vorzeichen des Abstandes des
Punktes von I/ iibereinstimmen soll. Dadurch werden die Bild-
kreise gerichtet (orientiert), und in dieser modernen Form ist die
Zyklographie von E.Miiller weitgehend ausgebaut worden.
Bevor wir jedoch auf die zyklographische Abbildung naher
eingehen, wollen wir uns eine analytische Geometrie in der Ebene,
die auf der Beriicksichtigung des Vorzeichens gegriindet ist, in
den Grundziigen festlegen.

1) Solche Kegel konnen z.B. durch die Differentialgleichung

F (w, Y, z,g—z, %) = ( angenommen werden.
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Wir schreiben in dem ( &, #)-System in /7 die Gleichung einer
Geraden in der Form
wé+vn+1=0,
wobei w und v die Pliickerschen Linienkoordinaten sind.
Eine Gerade ist also durch die Annahme von %, v im allgemeinen

gegeben, wobei ihre Achsenabschnitte — %und*% sind?). Nimmt

man eine Gleichung F (%, v) = 0 an, so erhélt man eine Kurve als
Einhiillende von oo! Geraden, deren Linienkoordinaten dieser Glei-
chung geniigen. Insbesondere gibt die obige Gleichung bei festem
&, 7 alle Geraden durch einen Punkt an; wir haben also als be-
sonderen Fall die Gleichung eines Strahlbiischels oder die eines
Punktes.

Der Abstand ¢ eines Punktes m (£, ) von einer Geraden
G (u, v) ist (Abb. 30) bekanntlich gegeben durch:

u Eton+1
S e (M
£ luttv
Der absolute Betrag von g ist dadurch bestimmt, das Vorzeichen
des Abstandes héngt jedoch von der Wahl des Vorzeichens der

Wurzel V u2-+ v2 ab. Hat man sich fir ein bestimmtes Vorzeichen
entschieden und beniitzt man dieses fiir die Abstinde aller mog-
lichen Punkte von &, so haben alle Punkte, die auf einer Seite
von @ liegen, Abstinde mit demselben Vorzeichen; die Punkte
auf der anderen Seite besitzen dann entgegengesetzt bezeichnete
Abstinde. Wir haben also durch die Wahl des Vorzeichens von
Vu2+ 02 einer Geraden je nach dem Vorzeichen der Abstinde
eine positive und eine negative Seite zugeordnet und diese Zu-
ordnung kann fiir jede Gerade auf zweifache Weise vorgenommen
werden. Zeichnerisch kann sie nun so geschehen, dafl man die
Gerade orientiert, das heift, mit einem Durchlaufungssinn -ver-
sieht, der durch einen beigefiigten Pfeil angedeutet werden soll;
diese Orientierung soll so geschehen, daf, wenn man die nunmehr
gerichtete Gerade um einen ihrer Punkte in positiver Richtung
um 909 dreht, der gedrehte Pfeil auf die positive Seite der Geraden
weist. Wir nennen eine orientierte Gerade einen Speer, und es
ist nunmehr klar, daB aus einer Geraden zwei Speere gemacht
werden konnen, die jedesmal die Vorzeichen zu beiden Seiten
bestimmen. Die positive Drehrichtung in der Ebene hingt aber

3 Die Geraden durch den Ursprung kénnen wir fur die fol-
genden Betrachtungen beiseite lassen; diese erfahren eine gleiche
Behandlung wie die Geraden allgemeiner Lage, wenn homogene
Linienkoordinaten w,:uy: s =u:v:1 verwendet werden.
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von der Wahl des rechtwinkligen Koordinatensystems ab; dieses
ist gegeben durch eine Zahlenlinie &, die wir in der Richtung der
ansteigenden Werte orientieren wollen, und durch die Angabe,
auf welcher Seite von & die Punkte mit positivem # liegen. Der
Sinn der Drehung des Speeres & um 90° auf die Seite der positiven
7 bestimmt dann die positive Drehrichtung in I7. Wollen wir,
wie in Abb. 30, diese positive Drehung entgegengesetzt zur Uhr-
zeigerbewegung annehmen, so kénnen wir die verschiedenen Seiten
eines Speeres nach folgender Regel bestimmen: Denkt man
sich einen Schwimmer in der Richtung des Speeres,
so ist zur Linken die positive, zur Rechten die negative
Seite.

Analytisch entspricht nun der zweifachen Orientierungs-
moglichkeit einer Geraden die zweifache Moglichkeit des Vor-

zeichens von ] u? - v% Bezeichnen wir einen Wert dieser Wurzel
mit w, so gibt es auf der Geraden G (u, v) zwei Speere, die den
Werten - w und — w entsprechen. Wir nehmen daher zur
Bestimmung eines Speeres die drei Koordinaten %, », w (Speer-
koordinaten) an, zwischen welchen die Beziehung bestehen mulf3:
(2) w2 —w?=0.

Die Koordinate w ist wohl tiberzihlig, mull aber wegen des Vor-
zeichens mitgefithrt werden. Es ist nun noch die Frage, wie

das Vorzeichen von w sich geometrisch ausdriickt. Nach (1) ist
der Abstand eines Punktes m (&, %) vom Speer G (u, v, w) ge-

geben durch:
3) _ ub+vn+1
—

Die Orientierung des Speeres ist schon bestimmt, wenn man den
Abstand eines Punktes kennt; wihlen wir hiezu den Ursprung,

1
so ist p= — Daraus folgt aber: ist w > 0 (w < 0), so liegt

der Ursprung auf der positiven (negativen) Seite des
Speeres. Zwei Speere G (v, v, w) und G’ (u, v, — w) liegen auf
derselben Geraden und sind entgegengesetzt gerichtet.

Unter dem Winkel (G, @,) zweier Speere Gy (uy, v,, w;) und
G, (uy, ¥y, wy) versteht man den Winkel der Drehung, die der
Speer G; um den gemeinsamen Schnittpunkt ausfiihren muf,
um mit dem Speer &, zur Deckung zu kommen; (&, @,) ist so-
wohl der GroBe als auch dem Vorzeichen nach zu nehmen. In
diesem Sinne kann man stets schreiben:

(G4 Gy) + (G, G1)=0° oder -+ 3609,
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das heif}t sin (G; G,)= — sin (G, &) und cos (G, Gy) = cos (GL G,).
Der Winkel ( £ @), den der Speer (¢ mit der gerichteten &-Achse
einschlieBt, 1al3t sich angeben durch:

cos(ga):—w’i, sin(fG):—%’ (4)
oder durch
¢ (fG)_v—w*_ U @
g 2w v+w

Nun 148t sich der Winkel (; ;) zweier Speere berechnen, wenn
man die stets giiltige Beziehung:

(§G1)+(G1G2): (sz)

(G Ga)= (£Gy) — (EGy)
folgt. Dann erhélt man:
cos (G, Gy) = cos (£G,) cos (£Gh) + sin (£G,) sin (£G)=
U Ut 0,0
Wy W,
sin (G, Gy)=sin (£ G,) cos (£G)) —cos (EG,) sin (£G,) =

Uy Vy— U Uy

beachtet, aus der

=T e, ®)
Zwei Speere sind also parallel (ihr Winkel ist 09), wenn
Uy iUy = v1:0y Und Uy Uy -+ vy vy — Wy We= 0,
oder, wenn # cinen Faktor bedcutet, wenn:
Ug = 2 Uy, Vo=3 0V, Wy= 2% W,.

Zwei Speere heifilen antiparallel, wenn sie einen Winkel

von 180° einschliefen; dann ist
Uy =% Uy, Vg=% Uy, Wo= — X W,.

Zwei Speere stehen aufeinander normal (ohne Riicksicht auf

die Orientierung), wenn
Uy Uy + Uy V= 0.

Wir wollen jetzt nach allen Speeren fragen, von denen ein
gegebener Punkt m ( &, n) die gegebene Entfernung p hat; sie be-
rihren einen Kreis (Abb. 30), dessen Gleichung in Speerkoordi-
naten nach (3) lauten muB:

Eutnov+1—pw=0. (6)

Ist ¢ positiv, so liegt m zur Linken aller Berithrungsspeere, der

Kreis selbst erhdlt dadurch einen Umlaufsinn in positiver Rich-

tung. Wir nennen einen Kreis mit Orientierung einen Zykel

und unterscheiden positive oder negative Zykel, je nach dem Vor-

zeichen des vom Umfang zum Mittelpunkt hin gemessenen Radius
Eckhart, Abbildungsverfahren 6
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oder nach dem beigefiigten Umlaufsinn. Die Frage nach allen
Speeren, von denen m den Abstand — g hat, liefert die Gleichung
desselben Kreises, aber mit negativer Orientierung:
(7) fut+nv+l+ow=0.
Man kann also (6) als die Normalform der Zykelgleichung
ansehen, in welcher ¢ mit dem gewahlten Vorzeichen zu nehmen
ist. Die Zykel (6) und (7) liegen auf demselben Kreise, haben aber
entgegengesetzte Orientierung; die Gleichung dieses gemeinsamen
Kreises ist in Linienkoordinaten

*wr= (fut o+ 1)?
oder 0% (ur+ %) — (fu+ o+ 1)2=0.

Eine Zykelgleichung muf also in den Speerkoordinaten
linear sein; die Normalform erhdlt man, indem man das abso-
lute Glied + 1 macht. Dann geben die Koeffizienten von % und
v die Koordinaten des Mittelpunktes und der negative Koeffizient
von w den mit Vorzeichen versehenen Radius des Zykels. Hs
sind also &, 7%, ¢ die Koordinaten eines Zykels, da dadurch
sowohl der Zykel als auch seine Gleichung in Speerkoordinaten
vollkommen bestimmt ist.

Fiir 0= 0 in (6) erhdlt man alle Speere durch m ( &, 7); die
Orientierung ist aufgehoben, wir erhalten den sogenannten Null-
zykel (Punkt). Als besonderer Fall eines Zykels eriibrigt noch
der, wo in der linearen Gleichung in u, v, w das absolute Glied
fehlt. Hiefiir miissen wir in (6) homogene Zykelkoordinaten
mittels

_a b G

A S

einfiihren und erhalten:
fo‘i‘ & u+t 527) — 53?1): 0.

Fiir &,= 0 ergibt sich ein Zykel mit uneigentlichem Mittelpunkt
und unendlich groBem Radius, er ist ausgeartet. Die Gleichung
eines ausgearteten Zykels lautet dann allgemein
(8) au+bv+cw=0.
Dividieren wir durch w und fihren die Beziehungen (4) ein, so
ergibt sich fiir einen laufenden Speer G:

—asin(EG)+beos (EQ)+e=0.
Diese Gleichung liefert aber zwei feste Werte fiir den Winkel
(£ @) und besagt, dafl ihr alle Speere mit diesen Neigungen zur
&-Achse geniigen. Der ausgeartete Zykel zerfallt also im
allgemeinen in zwei Biischel paralleler Speere. Im Falle
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¢=0 kann man von einem ausgearteten Nullzykel sprechen.

W b
egen g (£G) = =

erhalt man ein gewohnliches Parallelstrahlenbiischel, in welchem
jede Gerade beliebig orientiert zu denken ist.

Wir konnen zusammenfassen: Jede lineare Gleichung
in Speerkoordinaten u, v, w stellt einen Zykel dar; er
ist eigentlich oder ausgeartet, je nachdem das absolute
Glied endlich oder Null ist.

Es soll nun die folgende Speertransformation betrachtet
werden, die @ (u, v, w) in G’ (u’, v’, w’) tberfiihrt:

u=u', v=—v, w= —w'. (9)
Es ist sofort zu erkennen, daf dies eine Spiegelung an der
&-Achse bedeutet. Der Zykel (6) geht iiber in

Euw —nv'+1+pow=0.
Es wird also der Zykel (&, #,0) in den Zykel (& — 5, —p)
transformiert. Ein Zykel mit dem Mittelpunkt auf der &-Achse
geht in den entgegengesetzten iiber.

Treiben wir in der Ebene eine Geometrie, in der grundsitzlich
die Richtung beachtet wird, so bedeutet dies analytisch ein
Arbeiten mit Speer- und Zykelkoordinaten; die gewdhnliche
Geometrie der Geraden und Kreise erfahrt dann eine Modifikation.
Will man z. B. aus einem Punkte p an den Zykel K (m, g) die
bertihrenden Speere legen (Abb.31), so hat man auf bekannte
Weise die Tangenten von p aus zu legen und diesen diejenige
Orientierung zu geben, die sie in den Berithrungspunkten mit dem
Zykel gemeinsam haben. Ebenso sind die gemeinsamen be-
rithrenden Speere zweier Zykel K; und K, (Abb. 32 und 33) zu
finden, indem man aus den méglichen Tangenten diejenigen aus-
wiihlt, die als Speere in den Beriihrungspunkten mit beiden
Zykeln gleichgerichtet sind. Denkt man sich die Zykel alsrotierende
Réader in dem angegebenen Umlaufsinn, welche durch Riemen
verbunden sind, so geben die geradlinigen Stiicke der Riemen
Lage und Richtung der berithrenden Speere an. Diese Aufgabe
ist analytisch zu behandeln, indem man zwei Zykelglejchungen
von der Form (6) zusammen mit (2) auflost; diese Gleichungen
geben zwei Wertetripel u, v, w und somit zwei Speere, die reell,
zusammenfallend oder imaginir sein konnen. Es ist nunmehr
auch klar, daB zwei Zykel (im Gegensatz zu zwei Kreisen) blof3
einen Ahnlichkeitspunkt besitzen.

Die Geometrie der Zykel in der Ebene kann als duales
Gegenstiick zur gewohnlichen Kreisgeometrie aufgefallt

6*
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werden. Hier wird der Kreis als Punktort, dort als Speerort
(als Einhiillende orientierter Geraden) betrachtet. Als grund-
legende Maf3beziehung ergibt
sich hier die Entfernung
zweier Punkte, dort der Winkel
zweier Speere. In der Geo-
o metrie nichtorientierter Kreise
(Reyesche Kreisgeome-
trie) spielt die bekannte Po-
tenz eines Kreises beztiglich
eines Punktes eine wichtige
Rolle und es soll nun eine
Abb. 31 dazu duale Beziehung abge-

leitet werden.
Gegeben ist ein Zykel K (m, ¢) und ein Speer; nimmt man
auf diesem einen beliebigen Punkt an und zieht daraus die Be-
rithrungsspeere an K, so
sollen die Winkel, die sie

mit dem gegebenen Speer
bilden, naher daraufhin un-
tersucht werden, ob sich
nicht eine analoge Beziehung
wie die Punktpotenz eines

Kreises ergibt. Wir kénnen

das Koordinatensystem stets

Abb. 32 so wihlen, daf} der gegebene

~ Speer die &-Achse wird und

m auf der n-Achse liegt (Abb. 34). Die Gleichung von K

ist dann

(10) nv+1 —pw=0.

Jeder durch einen Punktp(£,0)

gehende Speer geniigt der

Gleichung
( (11)  u £+1=0.
Die von p an K legbaren
Bertihrungsspeere T (144, v, %,)
und 7T, (uy, v, w,) ergeben
sich durch Auflésung von (10)
Abb. 33 und (11) im Zusammenhalte
mit
u?+ 02 —w?= 0.
Eliminiert man « und v, so erhéilt man eine quadratische Gleichung
in w:
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2 £

w =

o T By (12
mit den Wurzeln w;, und w,. Zunichst soll untersucht werden,
wann (12) eine Doppelwurzel w’ = w” besitzt; das heiBt, es werden
jene Punkte auf der £-Achse gesucht, von denen aus es zwei
zusammenfallende Beriihrungsspeere an K gibt. Dies seien die
Punkte p’ (£,0) und p” (£7,0) mit den Speeren S’ (u’, v’, w’)
bzw. S” (u”,v",w”). Die Diskriminante von (12) liefert die
Gleichung

w2 —

£+ —0*=0,
deren Wurzeln & und ¢’ sind:
§=+41710>—n? &= —71o®—1n3
was lbrigens auch sofort aus der Figur abzulesen istl). Dann
ist nach (12)

w=w"= ——231]2
und ferner nach (10) fiir die Speere S’ und §”:
ey QW1 .
" 0*—1

und schlieBlich nach (4):
cos (£ 8)=cos (£87)=

Wir bezeichnen (&.87)
und (£8") alsdie Schnitt-
winkel des Speeres £ mit
dem Zykel K und sehen,
daBihre cos-Werte gleich
sind. Es laBt sich daher
allgemein sagen: Ein
Speer schneidet ei-
nenZykelunter Win-
keln von gleichem
cos-Wert, welcher
gleich ist dem Ab-
stande des Zykel- g
mittelpunktes vom Abb. 34
Speer dividiert
durch den Radius, beide GroBen mit Beriicksichtigung

1) Diese Rechnung und noch andere werden deshalb durch-
gefiihrt, weil sie ohne Riicksicht auf die Anschauung alle moglichen
Falle umfassen, daher allgemeingtiltige Resultate liefern.
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des Vorzeichens genommen. Ist in (13) || > o, so ist
|cos (£ 8%)] > 1, die Schnittwinkel sind imaginér; in diesem Falle
soll der vorangehende Satz diesen imaginiren Winkel definieren.

Wir kehren nun zum Punkte p und den Speeren 7, T,
zuriick. Jetzt ist in (12) & beliebig; durch Auflosung erhalten
wir w; und w, und daraus nach (11) und (10):

1
14 Uy = Uy = — —,
( ) 1 2 5
yp—
=20 =1, 2
Y
Nun soll das Produkt tg (s 51) . tg (¢ 2772) berechnet werden,

indem es nach (4) entwickelt wird:

(T , (§T) ov,—w v—w,

tg 5 g 5 = ul . ™ =
2

= —f?? (e —m?wy wy — (@ — 1) (wy+wy) + 1].

Darin hat man, da w, w, und w, +w, die Koeffizienten von (12)
sind, zu setzen:

und erhalt schlieBlich:

(ETy) , 6T _o—n_ ., (¢8) _, , (687
2 972 "oy g~

Dieses Produkt der ¢y der halben Winkel ist also von der Lage
des Punktes p auf dem Speer & unabhingig; es heifit die Potenz
des Zykels K beziiglich des Speeres & Diese ist gleich
der Differenz aus Zykelradius und dem Abstande des
Zykelmittelpunktes vom Speer, dividiert durch die
Summe dieser beiden mit Vorzeichen genommenen
GroBen. Diese Speerpotenz ist bei reellen Elementen immer
reell, gleichgiiltig, ob der Speer den Zykel reell schneidet oder
nicht.

Winkel zweier Zykel. Darunter versteht man den Winkel
der beriihrenden Speere in einem Schnittpunkte p der Zykel K,
und K, (Abb.35). Die Verbindungsgerade der Schnittpunkte
von K, und K, nehmen wir als &-Achse an, wihrend die 5-Achse

(15) ig = ig?
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die Zentrale sein soll. Dann miissen die Koordinaten der Zykel K,
(0, 11, 0,) und K, (0, 7, 0,) der Bedingung geniigen:
01® — m®= 0s® — m*.
Fiir die beriihrenden Speere S; (uy, vy, w;) und 8, (4,, v,, w,) in p
hat man nach dem Vorhergehenden:
1 1 &

Uy = — V= sy W= s
Qi2___ 7/1_2 Qi2__7,/i2

To2 — t=12
Es ist daher

cos (8,8,)=

U U+ 019 0%+ 05" — (71— 12)*
Wy We 2010, '
(11— 72) 1ist der Zentralabstand § der beiden Zykel, dessen Vor-

zeichen in der Formel gleichgiiltig ist. Bezeichnet man den Winkel
der Zykel mit (K, K,), so ist

cos (K; K,)=cos (K, K;)=

0+ 05—
20,0:

; (16)

worin g, g, die Radien,
d den Zentralabstand be-
deuten. Wenn sich die
beiden Zykel nicht reell
schneiden, so soll (16) wie-
derum den Schnittwinkel
definieren. Beriihren sich
K, und K, und haben sie
im Bertihrungspunkte die-
selbe Richtung (eigent-
liche Beriihrung), so
mul} wegen cos (K, K,)=1
sein:
(01 — 02)2= 0.

Bei gleichorientierten Zy- Abb. 35
keln muB also eine eigent-
liche Beriihrung von innen, bei ungleich orientierten von auBen
erfolgen; die Zykel miissen sich wie zwei ineinandergreifende,
rotierende Zahnrider verhalten.

Eine uneigentliche Berithrung findet dann statt, wenn
im Berithrungspunkte entgegengesetzte Berithrungsspeere vor-
handen sind. Wegen (K; K,)= 180° mull dann die Bedingung
hiefiir lauten:

(01+ 02)* = 0%
Eine wichtige GroBe ist noch die Tangentialentfernung
zweier Zykel. Darunter versteht man die Strecke 7 auf einem
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gemeinsamen Beriihrungsspeer zwischen den beiden Beriihrungs-
punkten (Abb. 35). Es liBt sich leicht zeigen, da fiir beliebig
orientierte Zykel die Formel gilt:
(17) 0= 0" — (01 — )"
Ist einer der beiden Zykel ein Nullzykel (Punkt), so gibt (17)
die Potenz des andern Zykels beziiglich dieses Punktes an. Fiir
Zykel mit imagindren Beriihrungsspeeren wird durch (17) die
Tangentialentfernung, welche da selbst imaginir wird, wiederum
definiert. Fiir zwei sich eigentlich beriihrende Zykel ist 7= 0.
Zwischen (16) und (17) la3t sich schliellich durch Elimination
von § der folgende Zusammenhang herstellen:

(18) 2= 4 g, g, sin® M)—

Wirgehen nunzurzyklo-
graphischen Abbilcfung
£ iber, indem wir jedem Raum-
punkte p (x, y,2) den Zykel
P (& 1n,0) in II zuordnen,
dessen Mittelpunkt p’ der
Grundri von p und dessen
Radius der mit Vorzeichen ge-
nommene Abstand des Punk-
tes p von I ist. Dann sind
hier die Abbildungsgleichun-

19) E=2, 4=y, 0==
Einem eigentlichen Punkte oberhalb (unterhalb) /T entspricht
ein positiver (negativer) Zykel, die Punkte von I7 entsprechen
sich selbst als Nullzykel. Es ist sofort einzusehen, daB die Ab-
bildung alle Bewegungen parallel zu I7 gestattet, wovon wir
insofern Gebrauch machen werden, daf wir bei der analytischen
Untersuchung der Abbildung die verschiedenen Raumgebilde in
eine besondere Lage zum Koordinatensystem bringen konnen.
Die Erzeugung der Bildzykel als Spurkurven von Kegeln, deren
Erzeugende unter 45° zu I7 geneigt sind (vgl. S.78), geschieht,
indem man einen solchen Kegel, dessen Scheitel pist (laufende

Koordinaten g, Y, 3),

=22+ —yP—(G—2*=0
mit I7 zum Schnitt bringt, womit der Kreis
€t —2P+ O —y’=(£2)7
entsteht. In dieser Gleichung liegt die schon betonte Zweideutig-
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keit der Abbildung, wenn man von der Orientierung der Spur-
kreise absieht. Alle diese Kegel haben in der uneigentlichen
Ebene {2 den gemeinsamen Kegelschnitt Coo, weshalb sie kurz
als C-Kegel bezeichnet werden. Die Abbildung kann nun auch
so erklirt werden: Aus jedem Raumpunkte p wird Coo
auf II projiziert und dem so entstandenen Kreise P
die entsprechende Orientierung beigelegt. C-Gerade
sind nun solche, die mit /I einen Winkel von 45° einschliefen;

Abb. 37

ihre uneigentlichen Punkte liegen auf C'os. Ebenso sind C-Ebenen
die, welche unter 45° zu II geneigt sind; ihre uneigentlichen
Geraden sind Tangenten von Coeo.

Wir betrachten nun die Punkte einer C-Ebene ¢ mit der
Spur E, die wir so legen, daB E in die &-Achse und ihr oberhalb /7
gelegener Teil auf die positive Seite der xz-Ebene {fallt. Aus
ihrer Gleichung y = z erhalten wir fiir die Bildzykel aller Punkte
von ¢ die Bedingung 5= g, welche besagt, daf} sie die Spur E
in einem bestimmten Sinne berithren (Abb. 36). E kann also
als gemeinsamer Beriihrungsspeer aller oo? Zykel betrachtet
werden und erhdlt dadurch eine Orientierung. Somit sind
die C-Ebenen auf die Speere in Il abgebildet. Um-
gekehrt gehort zu einem Speer £ die durch ihn gelegte C-Ebene &,
deren oberhalb I7 befindlicher Teil sich zur Linken des Speeres
befinden muf. Den beiden durch eine beliebige Gerade in [T
legbaren C-Ebenen entspricht daher die zweifache Orientierungs-
moglichkeit der Geraden.
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Nun sollen die Punkte einer Raumgeraden @ zyklographisch
abgebildet werden. Wir verlegen den Ursprung in den Spurpunkt
g von & und legen die xz-Ebene durch ¢. Wenn der Neigungs-
winkel von G mit y bezeichnet wird, so sind ihre Gleichungen:

z=xtgy, y=0.
Fiir die Bildzykel erhdlt man daraus (Abb. 37):

o= £tgy, n=0.

Die Mittelpunkte der Zykel liegen auf dem GrundriB &’ von G
und diese selbst sind beziiglich ¢ zentrisch #hnlich, das heif3t,
sie haben zwei gemeinsame Beriihrungsspeere @; und G,. Fiir
je zwei Zykel (z. B. P und Q) ist der Ahnlichkeitspunkt g. Wir
nennen ein System
von ool Zykeln, die
zwei Speere eigentlich
beriihren, eine line-
are Zykelreihe
und kénnen sa-
gen: Die Geraden
des Raumes bil-
den sich auf line-
are Zykelreihen
oder auf Speer-
paare ab. So wie
eine Gerade durch
zwei Punkte, ist eine
lineare = Zykelreihe
durch Angabe zweier
Zykel (die auch Nullzykel sein koénnen) bestimmt. Ebenso
ist sie auch gegeben durch zwei Speere () und G,; die durch @,
und G, bestimmten C-Ebenen liefern als Schnitt die Gerade G.
Der Grundrii G” ist also diejenige Symmetrale eines Winkels
der Speere (f; und @,, deren Punkte von (; und @, gleiche und
gleichbezeichnete Abstdnde haben. Sind die zu den Zykeln P
und @ gehorigen Punkte p und ¢, so 1Bt sich durch Umlegung
von p und ¢ um G’ die Umlegung G, der Geraden G finden; der
Neigungswinkel p erscheint dann als der Winkel (G”G5). Be-
zeichnet man den Winkel zwischen &, und @,, in welchem sich
die Zykel befinden, mit 2 ¢, so gilt die Beziehung:

sin p = _%z tg .

@ ist also reell (imaginir), wenn p < 45° (>45%) ist. Fiir den Fall
y> 45° bekommen wir von der Zykelreihe ein anderes Bild
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(Abb. 38). Sind hier die Zykel P und @ angenommen, so findet
man den Nullzykel dieser Reihe und beliebige andere Zykel
am einfachsten aus der Umlegung. Jetzt liegt der Ahnlichkeits-
punkt g im Gegensatz zum vorhergehenden Falle innerhalb
aller Zykel der Reihe, die Speere ¢; und G, sind konjugiert imagi-
nir; ebenso ist ¢ wegen sin ¢ >1 imaginir. Eine solche Zykel-
reihe kann nicht mehr durch zwei reelle Beriihrungsspeere an-
genommen werden und man mufl mit den Zykeln selbst operieren.

Der Grenzfall y= 45° liefert ¢ = 90° (Abb. 39). Alle Zykel
dieser Reihe berithren sich eigentlich im Punkte g und haben
dort den Tangentialspeer G,. Wir nennen eine solche, eine
C-Gerade darstellende Zykelreihe eine Nullreihe. Diese ist also
durch den Speer G, und einen darauf
liegenden Punkt g, also durch ein
orientiertes Linienelement (G, 9)
vollkommen bestimmt. Die oo® C-Ge-
raden sind durch die orientierten
Linienelemente in I7 abgebildet.
Ist (G4, g) gegeben, so steht der Grund-
ril der C-Geraden in g auf G, normal
und ihr oberhalb I7 befindlicher Teil
liegt links von G,. Es ist G, gleich-
zeitig das Bild der einzigen durch die
C-Gerade legbaren C-Ebene.

Die Bilder der zu II parallelen
oder normalen Geraden sind nur
Sonderfille der linearen Zykelreihen; Abb. 39
im ersten Falle besteht sie aus lauter
gleichsinnig kongruenten, im zweiten Falle aus konzentrischen
Zykeln.

Der Zusammenhang zwischen orientierten Linienelementen
in I7 und C-Geraden 148t sich nun auf die orientierten (das heifit
mit einem Durchlaufungssinn versehenen) Kurven in I an-
wenden. Wenn z. B. ein Zykel P gegeben ist, so gehéren zu seinen
Linienelementen diejenigen C-Geraden, die einen C-Kegel bilden;
sein Scheitel ist der zu P gehérige Raumpunkt p. Wenn nun
eine orientierte Kurve K, in Il gegeben ist, so wollen wir sie
analog in ihre orientierten Linienelemente zerlegen und die dazu-
gehorigen C-Geraden aufsuchen (Abb. 40). Die zu einem gewihlten
Linienelement (G g) gehorige C-Gerade ¢ hat einen Grundri ¢,
der die Kurvennormale in ¢ ist. Alle Geraden & bilden eine Regel-
fliche, die wegen der Eigenschaft ihrer Erzeugenden naturgeméafl
als C-Regelfliche bezeichnet werden kann. Geht man zum
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benachbarten Punkte von g, so miissen die aufeinanderfolgenden
Linienelemente auf einem Zykel P liegen, welcher der Kriim-
mungszykel (orientierte Kriimmungskreis) von K; in g ist.
Das heillt, zwei benachbarte Erzeugende der C-Regelflache miissen
sich in einem Punkte p schneiden, dessen Bildzykel eben P ist.
Der Grundril p’ von p ist der Kriimmungsmittelpunkt fir g.
Die C-Regelfliche ist also abwickelbar und ihre Gratlinie K
ist der Ort der Punkte p. Da die Tangenten von K C-Gerade sind,
so heiBlt K eine C-Kurve. Der GrundriBl K’ von K ist als Ort aller
p’ die Evolute von K. Auf diese Art ist jeder orientierten
Kurve K, in II eine C-Kurve K zugeordnet, deren
GrundriB K’ die Evolute von K, ist. Hat man umgekehrt
eine C-Kurve K im Raume gegeben und bildet ihre Punkte zyklo-
graphisch ab, so umbhiillen die Bild-
zykel eine Kurve K,, von der sie
zugleich Kriimmungszykel sind; K,
ist eine Evolvente des Grund-
risses K’ von K.

Verschiebt man nun die Raum-
kurve K normal zu I7, das heil3t,
werden die Abstinde aller Punkte
von K um ein mit Vorzeichen ver-
sehenes Stiick vergrofert, so bleibt
K’ unverdndert; die Bildzykel der
Punkte der neuen Kurve K, deren

Abb. 40 Radien ebenfalls um dasselbe Stiick
algebraisch vergroert werden, um-
hiillen jetzt eine Kurve K;, die dieselbe Evolute K’ wie K; hat.
K, ist eine sogenannte Parallelkurve von K; (Abb. 40). Man
erkennt also, dafl zu einer Kurve zwar eine einzige Evolute gehort,
daB diese aber eine Schar von Evolventen bestimmt, und diese
Tatsache findet ihren Ausdruck darin, dall zu allen solchen
Evolventen Raumkurven gehoren, die durch lotrechte Schie-
bungen auseinander hervorgehen. Dieses Beispiel zeigt schon klar,
wie die Gegenstinde der ebenen Geometrie in der Zyklographie
mit Hilfe raumlicher Uberlegungen zu behandeln sind.

Diese Methode soll noch an einem einfachen Beispiele gezeigt
werden: Es sind die Kreise zu suchen, die drei Gerade 4, B, C
in /T berithren. Da die Geraden ohne Orientierung gegeben sind,
80 verwandeln wir sie beliebig in drei Speere 4, B, (' und suchen
den Zykel, der diese Speere beriihrt. Das fiihrt auf die riumliche
Aufgabe, die zu 4, B, ' gehorigen C-Ebenen aufzusuchen, ihren
Schnittpunkt zu bestimmen und diesen zyklographisch abzu-
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bilden, was leicht mittels der passend gezeichneten Winkel-
symmetralen zwischen den Speeren geschehen kann. Dadurch
erhilt man zunichst einen Zykel als Losung. Variiert man die
Orientierungen von 4, B, C auf alle moglichen Weisen, so erhilt
man 2.2.2=8 Zykel. LaBt man von diesen acht Zykeln die
Orientierungen weg, so bleiben, wenn man beachtet, dall je zwei
Zykel auf einem Kreise liegen, vier Kreise, welche die drei ge-
gebenen nichtorientierten Geraden beriihren.

An diesem Beispiel ist nun das Prinzip fiir die Behandlung
ebener Probleme klar. Hat man eine Aufgabe iiber Gerade und
Kreise in der Ebene zu losen, so legt man diesen gegebenen Ge-
bilden eine beliebige Orientierung bei, sucht die dazugehorigen
Raumgebilde, 16st die entsprechende Aufgabe im Raume dar-
stellend-geometrisch und tbertragt die Loésung zyklographisch
auf die Ebene. Dieses Verfahren fithrt man fir alle moglichen
Orientierungskombinationen durch und erhilt simtliche Losungen,
von denen schlieBlich die Orientierungen wegzulassen sind. Beim
Ubergange von den orientierten Losungen zu den nichtorientierten
vermindert sich im allgemeinen ihre Anzahl.

Bilden wir eine beliebige Raumkurve K zyklographisch ab,
so erhalten wir in I7 eine Reihe von ool Zykeln, deren Mittelpunkte
auf K’ liegen und deren Radien den Abstinden der Kurvenpunkte
von IT gleich sind. Die Bildzykel miissen analytisch zwei Glei-
chungen in &, 7, ¢ entsprechend den Kurvengleichungen in z, y, 2
geniigen. Eliminiert man aus den beiden Gleichungen o, so erhilt
man die Gleichung von K’. Die Zykel der (im allgemeinen
krummen) Reihe umbhiillen zwei orientierte Kurven K; und K,,
die als das zyklographische Bild von K anzusehen sind. Um-
gekehrt bestimmen zwei orientierte Kurven K;, K, eine Raum-
kurve K; man hat nur jene Zykel zu suchen, die K, und K, gleich-
zeitig beriihren und die dazugehdrigen Raumpunkte zu bestimmen.
Einen besonderen Fall bilden die schon betrachteten C-Kurven;
hier fallen K; und K, punktweise zusammen. Ist K eine Gerade,
so sind K; und K, Speere.

Was die Abbildung einer Fliche anlangt, so ergeben ihre
Punkte ein System von co?Zykeln in I7, das durch eine Gleichung
zwischen &, 7, o definiert ist. Ein solches System heifit eine
allgemeine Zykelkongruenz. So wie man auf der Fliche
Kurven ziehen kann, so kann man aus der Kongruenz Reihen
herausgreifen. Von besonderem Interesse sind diejenigen Zykel-
reihen, welche aus Kriimmungskreisen ihrer Einhiillenden be-
stehen. Sie entsprechen den C-Kurven auf der Fliche, das heilt
jenen Linien, deren Tangenten stets die Neigung von 45° besitzen
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(45°-Boschungslinien). Ohne dies weiter zu verfolgen, wollen
wir uns dem wichtigsten Falle, wo die Fliche eine Ebene wird,
zuwenden.

Eine Ebene mit dem Neigungswinkel ¢ sei gegeben durch

z=ytgd.
Dann ergibt sich fiir die zugehérige Zykelkongruenz:
o=ntgd.

Wenn die mit der £-Achse zusammenfallende Spur der Ebene E
ist, so besagt die Gleichung, dal die Radien aller Zykel pro-
portional sind den Abstinden der Mittelpunkte von E (Abb. 41).
Berechnet man den Schnittwinkel eines
Ef‘ beliebigen Zykels P mit dem Speer E, so

findet man nach (13):

(20) cos (P E) :i@: cot .

. 4 Das System besteht also aus allen Zy-

keln, die einen Speer unter festem cos-Wert
schneiden und wir nennen es ein lineares
(ebenes) Zykelsystem. E ist seine Achse.
Die Punkte einer Ebene bilden sich

/ auf ein ebenes Zykelsystem ab. Man

kann auch sagen, dal alle Zykel in E wegen

Abb. 41 (15) dieselbe Potenz haben. Bei ¢ >45°
miissen — wie auch raumlich unmittelbar

einzusehen ist — die Zykel E reell schneiden, bei ¢ <45°

imagindr. Bei ¢=45° erhalten wir Beriihrung aller Zykel
und eine C-Ebene, bei &= 90° alle Zykel, die E rechtwinklig
schneiden.

Nimmt man in einer Ebene & eine Gerade & an, so bildet
sie sich als lineare Zykelreihe ab, die im Zykelsystem enthalten
ist und deren Nullzykel auf der Achse E liegt. Ein lineares Zykel-
system ist durch einen Zykel und die Achse (die dazugehorige
Ebene durch einen Punkt und die Spur) oder durch drei Zykel
vollkommen bestimmt. Greift man drei Zykel aus dem System
heraus, so liegen die Ahnlichkeitspunkte je zweier auf E. Wir
erhalten den Satz: Die Ahnlichkeitspunkte je zweier
von drei Zykeln liegen auf einer Geraden, ihrer
Ahnlichkeitsachse. Das ist der duale Satz zu dem in der
gewohnlichen Kreisgeometrie: die Chordalen dreier Kreise gehen
durch einen Punkt.

Es sind also jetzt den rdumlichen Elementen Punkt, Gerade,
Ebene, die Begriffe Zykel, lineare Reihe und lineares System
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zugeordnet, und es ist leicht zu sehen, wie sich raumliche Sitze
zyklographisch iibertragen. Z. B. entspricht dem Satze, daf}
drei Ebenen einen Punkt bestimmen, der Satz, daB drei lineare
Zykelsysteme einen einzigen Zykel gemeinsam haben. Zwei
sich schneidende Gerade bilden sich als Zykelreihen mit gemein-
samem Zykel ab; wir nennen sie daher sich schneidende Reihen
im Gegensatz zu sich kreuzenden. Zu vier Geraden gibt es im
allgemeinen zwei Transversale, daher kann man zu vier gegebenen
Zykelreihen stets zwei Reihen finden, die mit jeder gegebenen
Reihe einen Zykel gemeinsam haben. Das Ebenenbiischel findet
seine Abbildung darin, daf
jede Reihe in oo! Syste-
men enthalten ist; jedes
dieser Systeme schickt
seine Achse durch den
Nullzykel der Reihe und
alle Zykel haben beziiglich
einer solchen Achse dieselbe
Potenz. Wahlt man aus
der Reihe zwei Zykel aus,
so haben sie daher beziig-
lich jedes durch ihren Ahn-
lichkeitspunkt  gehenden
Speeres die gleiche Potenz.
Das ergibt den planimetri-
schen Satz: Alle Speere, Abb. 42

zu denen zwei gege-

bene Zykel die gleiche Potenz haben, bilden ein
Biischel (gehen durch den Ahnlichkeitspunkt). Der Ahnlich-
keitspunkt zweier Zykel ist also das duale Gebilde zur Chor-
dalen zweier Kreise.

Aufgabe: Es sollen jene Kreise gezeichnet werden, die drei
Gerade A, B, C unter gegebenen Winkeln schneiden. Diese
Winkel sollen durch ihre cos-Werte gegeben sein, und zwar soll
im besonderen, wenn mit P die Losung bezeichnet wird, an-
genommen werden:

cos (P A):%, cos (PBy=2,cos (PC)=1.

Eine Losung (Abb. 42) erhalten wir, wenn wir 4, B, C beliebig
orientieren. Alle Zykel, die 4 unter dem cos-Wert % schneiden,

bilden ein System, welches eine Ebene ¢ bestimmt. Analog sind
die Ebenen # und y zu suchen und ihr Schnittpunkt p liefert
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den Zykel P. Wir nehmen in ¢ einen Punkt p; an, dessen Zykel P,
den angenommenen Radius ¢ haben soll; dann ist ¢ durch 4
und p; bestimmt, wobei der Abstand des Zykelmittelpunktes p,’
von 4 mit %, bezeichnet werden soll. Ebenso werden in § und y
die Punkte p, und p; so angenommen, daf} ihre Bildzykel ebenfalls
den Radius ¢ haben. Dann ergibt sich fiir die Absténde 7; der
Punkte p% von den dazugehorigen Speeren nach (20):

2
=0 cos (PyA)= g cos (P A) = —- 0, =20, 7= 0.

Die Punkte p% sind in diesen Abstinden links von den Speeren
zu konstruieren und die Zykel P; (die nicht gebraucht werden)
hitten den Radius ¢ und waren positiv orientiert. Die Ebenen
@, B, y denkt man sich durch eine zu II im Abstande ¢ parallele
Ebene geschnitten, wodurch die beziiglichen Hauptlinien 4, B, C
entstehen; die Verbindungsgeraden der entsprechenden Eck-
punkte der durch 4, B, C und 4, B, ¢ gebildeten Dreiecke gehen
durch den Punkt p. Die Grundrisse 4’, B’, ¢’ der Hauptlinien
gehen nun durch die Punkte p’ parallel zu den dazugehorigen
Speeren und der Ahnlichkeitspunkt der von 4, B, C und 4°, B’, ¢’
gebildeten Dreiecke ist schon der gesuchte Zykelmittelpunkt p’.
Der Zykel P selbst kann leicht als in einem der drei Systeme
liegend gezeichnet werden. Durch Variation der Orientierungen von
A, B, C gelangt man zu neuen Parallelen 4’, B’, ¢’, die immer
in den schon festgelegten Absténden auf der linken Seite der
Speere gezogen werden miissen, und dadurch zu den vier nicht-
orientierten Kreisen.

Beriithrung von Zykeln. Von zwei sich eigentlich be-
rithrenden Zykeln wissen wir, dall die dazugehorigen Raum-
punkte auf einer C-Geraden liegen miissen (Abb. 39). Alle Zykel
nun, die einen gegebenen Zykel P beriihren, miissen daher die
Bilder von Raumpunkten sein, die auf dem durch p bestimmten
C-Kegel liegen. Es sollen jetzt die Raumpunkte aufgesucht
werden, deren Bildzykel zwei gegebene Zykel 4 und B beriihren;
sie miissen auf einer Kurve K liegen, die der Schnitt der beiden
durch 4 und B legbaren C-Kegel ist. Da diese schon Ceo ge-
meinsam haben, so muBl K ein Kegelschnitt sein, der in einer
Ebene ¢ liegt. Der Grundri K’ von K mul} natirlich ebenfalls
ein Kegelschnitt werden, dessen Brennpunkte die Zykelmittel-
punkte o’ und b’ sind, wie leicht planimetrisch einzusehen ist.
In Abb. 43 ist A und B angenommen, ferner ist der Grundrifl G*
der Verbindungsgeraden G der dazugehorigen Raumpunkte
@ und b gezeichnet und ihr Spurpunkt ¢ bestimmt. Zur besseren
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Veranschaulichung der Verhéltnisse legen wir durch G die pro-
jizierende Ebene und fassen sie als AufriBebene auf, wahrend I
die GrundriBebene sein soll. Dann ist G die RiBachse und a”, b",
G’ sind die Aufrisse von a, b, G. Der Aufri K von KX mufl nun
wegen der Symmetrie zur Aufrilebene eine Gerade sein, die —
wie aus der Abb. 43 ersichtlich — aus den Aufrissen der beiden
C-Kegel gewonnen wird. Die Ebene ¢ ist zweitprojizierend und
ihre erste Spur £ geht durch die Schnittpunkte von 4 und B
(diese sind ja Nullzykel, die A und B beriihren), £ ist also die
Chordale zwischen 4 und B. & geht auch durch den Mittelpunkt m
der Strecke @b und wir nennen den Bildzykel M von m den

Mittelzykel von 4 und B. Wir erhalten also zusammenfassend :
Alle Zykel, die zwei gegebene Zykel beriihren, gehoren
einem linearen System an, das den Mittelzykel ent-
halt und dessen Achse die Chordale der gegebenen
Zykel ist. Aus der Abb. 43 ist wegen der Gleichheit der
mit einem Bogen bezeichneten Winkel ersichtlich, dal £ die
Polare von ¢ beziiglich M ist. Will man z. B. durch a die parallele
Ebene zu ¢ legen, so ist deren Spur wegen der zentrischen Ahnlich-
keit aus ¢ wieder die Polare von g beziiglich 4. Es ist also die
Stellung der Ebene ¢ ohne Zuhilfenahme des Mittelzykels zu
ermitteln.

Jetzt sind wir in der Lage, das Apollonische Problem
zu l6sen, das heifit jene Kreise zu finden, die drei gegebene Kreise
beriihren. Nach der erorterten Methode orientieren wir die drei

Eckhart, Abbildungsverfahren 7
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Kreise und haben dann jene Zykel zu finden, die drei Zykel
A,, A, A; berihren. Die dazugehorigen Raumpunkte sind
ay, @s, a3 und die C-Kegel @,, @3, ¢3. Das Problem fithrt nun aut
die Aufgabe, die Schnittpunkte von ,, @, und ¢, zu konstruieren.
a, und @, schneiden sich nach dem Kegelschnitt K,,, der in der
Ebene &,, liegen soll; analog gibt es die Kegelschnitte K,; und K3,

Abb. 44

in den Ebenen ¢,; und &5,. Die gesuchten Punkte sind schon
beispielsweise die Schnittpunkte der Kurven K,, und K,,, die
auf ¢, liegen. Es gibt zwei solche Punkte p und ¢, da die Ebenen
£15 und &, eine Schnittgerade G' besitzen, deren DurchstoBpunkte
mit ¢, eben p und ¢ sind. Durch p und ¢ geht auch Ky, da a,
diese Punkte sowohl mit «, als auch mit ¢; gemeinsam hat,
somit geht auch e durch G. Die rdumliche Losung reduziert
sich also darauf, die Gerade G als Schnittlinie zweier Ebenen ¢
zu ermitteln und G mit einem der drei C-Kegel zum Schnitt zu
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bringen; diese Schnittpunkte p und ¢ sind schlieBlich zyklo-
graphisch abzubilden. Gleichzeitig ist damit die rdumliche Aufgabe
gelost, diejenigen C-Kegel zu finden, die durch drei gegebene
Punkte a,, a,, a; gehen; ihre Scheitel sind p und gq.

Damit ist eine tibersichtliche Behandlung der Apollonischen
Aufgabe gefunden und gerade dieses Problem hat den AnstoB
zur Aufstellung der Zyklographie gegeben. Zu drei Zykeln gibt
es zwei Losungen, somit zu allen acht Orientierungsmoglichkeiten
der Kreise sechzehn Zykel; da je zwei entgegengesetzte Orien-
tierungen aller drei Kreise zu entgegengesetzten Zykeln fithren,
so ergeben sich fiir die nichtorientierten Kreise acht Losungen.
Der Gang der raumlichen Uberlegung bleibt im Prinzip derselbe,
wenn die gegebenen Kreise
in Punkte oder Gerade
ausarten.

Die zeichnerische
Durchfithrung ist nach
denzur Abb. 43 gegebenen
Erkléarungen nicht mehr
schwierig; man kann sich
bei der riumlichen Kon-
struktion irgend einer ein-
fachen Abbildung, z. B.
des Grund- und Aufrif3-
verfahrens oder der ko- Abb. 45
tierten Projektion be-
dienen. Wenn man sich bloB an den oben gegebenen Raum-
vorgang hilt, so wird die Konstruktion etwas umsténdlich.
Im folgenden wird eine einfachere Art unter Zuhilfenahme des
Spur- und Fluchtpunktverfahrens der Perspektive bei der An-
nahme von drei Zykeln wirklich durchgefithrt (Abb. 44).

Gegeben sind die Zykel 4;, 4, A; und A; soll zugleich der
Distanzkreis einer perspektiven Abbildung sein, so dal} a; der
Augpunkt wird. Die Ahnlichkeitspunkte g5, g3, 931 j€ zweier
Zykel liegen auf der Ahnlichkeitsachse . Die Spuren der Ebenen
€125 €23, £3; 8ind die drei Chordalen E,,, E,;, Ej;, die sich im Potenz-
zentrum ¢ schneiden; g ist schon der Spurpunkt der verlangten
Geraden@. Die Fluchtspur E,,* von &, ist nach dem Vorangehenden
(8. 97) die Polare von g;, beziiglich 4; und analog findet man
die Fluchtspur B, * von g,,. Der Schnittpunkt g von E;,* und Ky, >
ist der Fluchtpunkt von &; da er auch der Polvon E beziiglich 4,
ist, so muf} die Gerade a’;¢* zu E normal stehen und man hatte
die Geraden E;; und ;% ersparen kénnen. Das perspektive Bild

7*
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G° von G ist die Gerade g g%, der Grundril @’ von @ ist das Lot von
g auf E. Jetzt haben wir noch von @ die Schnittpunkte p und ¢
mit dem durch A; gehenden C-Kegel zu suchen, das heifit ihre
perspektiven Bilder p° und ¢° sind die Schnittpunkte von G°
mit A;. Deren Grundrisse p’ und ¢’ findet man, wenn man p°
und ¢° aus a,” auf @ projiziert. Die gesuchten Zykel P und @
haben die Mittelpunkte p’ und ¢’ und berithren 4, in p° und ¢".
Das Isogonalsystem. Die bisherigen Aufgaben tiber
Speere und Zykel fithrten auf Lagebeziehungen im Raume. Nun
wollen wir untersuchen, wie sich die metrischen Begriffe bei
Zykeln (Schnittwinkel, Tangentialentfernung) auf den Raum
iibertragen. Vorerst soll das System aller Zykel P untersucht
werden, die einen festen Zykel K unter konstantem cos-Wert y
schneiden; es ist dies ein Isogonalsystem und K ist sein Isogonal-
zykel. Bei der Annahme K (0,0, %), P (&, 7, o) und cos (P K)=y
ist der Zentralabstand 0 eines laufenden Zykels P von K (Abb. 45)
8= E4 gyt
Daher ist nach (16):
2.1 52 2 2
cos (P K)= kg — (E )
2x0

:7}.

Dies ist also die Gleichung des Isogonalsystems, die in Zykel-
koordinaten quadratisch ist. Gehen wir vom Zykel P auf den
Raumpunkt p (z, y, 2) nach (19) zuriick, so erhalten wir:

W+ 22— (2 ) =2y uxz
oder
(21) Pty = —yn)P=at (1 =)
Das ist die Gleichung eines gleichseitigen Rotationshyperboloids @,
dessen Mittelpunkt m (0, 0, u) ist; sein Bildzykel ist M (0, 0, u),
wobei
(22) ey
Suchen wir noch die Tangentialentfernung t zwischen einem
beliebigen Zykel P und diesem Zykel M, so ist nach (17):
(23) =0 — (p — @)= &+ ' —(yx —e)=»"(1 —*)
Alle Zykel des Isogonalsystems haben also von M — welcher
Mittelzykel genannt wird — die gleichen Tangentialentfernungen.
Das System ist also durch den Isogonal- und Mittelzykel, welche
konzentrisch sein miissen, vollstindig bestimmt, denn es folgt
aus den Radien % und g nach (22) und (23) sofort

fiir den Schnittwinkel: = -

und fiir die Tangentialentfernung: 72 = %2 — u?.
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Ein TIsogonalsystem 1Bt sich also auch als System konstanter
Tangentialentfernung bezeichnen und umgekehrt. Es sind also
Aufgaben tber Schnittwinkel von Zykeln identisch mit solchen
iber Tangentialentfernungen. Ubertrigt man die Ergebnisse von
I7 auf den Raum, so ist K der Spurkreis der Fliche @ (folgt aus
(21) fir 2= 0), ferner gibt v den Radius des Kehlkreises von @
an, wenn man darunter den durch den Mittelpunkt parallel
zu [I gefithrten Schnitt der Fliche versteht. Wir haben also:
Ein Isogonalsystem in /7 iibertrigt sich auf die Punkte
eines gleichseitigen, lotrechten Rotationshyperboloids
P, wobei der Isogonalzykel dessen Spurkreis und der
Mittelzykel das Bild des Mittelpunktes von @ ist (Spur-
kreis des Asymptotenkegels, der ein C-Kegel sein muf).

® kann einschalig oder zweischalig sein, je nachdem der
Kehlikreis reell oder nullteilig !) ist, das heit, je nachdem die
rechte Seite von (21) > 0 oder < 0 ist. Geht man von einer
reellen Fliche @ aus, so ist der dazugehérige Mittelzykel immer
reell; der Isogonalzykel kann im Falle der zweischaligen Fliche
auch nullteilig werden. @ kann auch als Grenzfall in einen
C-Kegel ausarten.

Ein besonderer Fall tritt fiir 4 = 0 ein; @ hat ihren Mittel-
punkt in /1, der Schnittwinkel ist 90° und das Quadrat der Tan-
gentialentfernung ist die Potenz jedes Systemzykels beziiglich m’,
Man hat es mit einem Orthogonalsystem von Kreisen zu tun,
da jeder Zykel auch mit seiner entgegengesetzten Orientierung
dem System angehort. K ist der Orthogonal- oder Grund-
kreis dieses Systems, welcher sowohl reell als auch nullteilig
sein kann. Fir den letzteren Fall soll sein Radius

=i
werden, wo ¥ eine reelle Zahl bedeutet. Die Potenz aller System-
kreise beziiglich m’ wird dann —x? und es besteht also das Ortho-
gonalsystem mit nullteiligem Grundkreise aus allen Kreisen,
die seinen reellen Vertreter (Kreis mit dem Radius %) in diametral
liegenden Punkten schneiden. Die zum Orthogonalsystem mit
reellem (nullteiligem) Grundkreise gehorige Fliache @ ist einschalig
(zweischalig) und hat die Gleichung:
At Yt — e 2

Mit Hilfe der Flachen @ lassen sich nun die Aufgaben losen,

die von Schnittwinkeln oder Tangentialentfernungen von Zykeln

1) Ein nullteiliger Kreis hat reellen Mittelpunkt und rein ima-
gindren Radius.
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handeln. An wichtigster Stelle steht hier das zyklographisch
verallgemeinerte Apollonische Problem, das ist die Frage
nach denjenigen Zykeln, die von drei gegebenen Zykeln gegebene
Tangentialentfernungen haben. Es sind hier die gemeinsamen
Zykel dreier Isogonalsysteme aufzusuchen, was ridumlich auf die
Schnittpunkte dreier Flichen @ hinauskommt. Diese riumliche
Aufgabe laBt sich ganz analog behandeln wie bei drei C-Kegeln,
wobei nur noch bemerkt werden soll, daB sich zwei beliebige
Flichen @ ebenso immer nach einem Kegelschnitt schneiden
miissen, da sie alle durch den uneigentlichen Kegelschnitt Coo
hindurchgehen.

Wir fragen schliellich noch nach den Zykeln K (&, ), g), die
von zwei Zykeln K, (&1, %1, 01) und K, (&,, 9, 0,) gleiche Tan-
gentialentfernungen haben. Nach (17) erhalten wir:

(6 = &%+ (n—n)* — (0 — 0= (& — &P+ (n — 1) —
— (0 — )™

Das ist aber eine lineare Beziehung zwischen £, 7, ¢ und die zu
den Zykeln K gehorigen Raumpunkte liegen also in einer Ebene.
Das gesuchte System ist ebenfalls linear und seine Achse, auf
welcher ja die Nullzykel liegen miissen, ist die Chordale von K
und K, Der Mittelzykel zwischen K; und K, (vgl. Abb. 43)
muf} auch dem System angehoren, da er derjenige Zykel in der
durch K; und K, bestimmten Reihe ist, der von K; und K,
gleiche Tangentialentfernungen hat. Alle Zykel, die von zwei
gegebenen Zykeln gleiche Tangentialentfernungen
haben, bilden ein lineares System, dessen Achse die
Chordale der gegebenen Zykel ist und dem der Mittel-
zykel angehort.

Pseudogeometrie. Wir wollen nunmehr auf den Begriff
der Tangentialentfernung zweier Zykel in /7 eine neue Geometrie
im Raume griinden, die zwar von der Euklidischen Geometrie
verschieden ist, aber doch mit ihr weitgehende Analogien auf-
weist, weshalb sie als Pseudogeometrie (‘B-Geometrie) be-
zeichnet werden soll. In dieser neuen Geometrie soll vorerst
unter den Begriffen ,,Punkt” und ,,Gerade” dasselbe verstanden
werden, wie gewshnlich, ebenso bleibt — wie sich noch zeigen
wird — der Begriff |, Ebene” ungedndert. Die Lagenbeziehungen
dieser Gebilde sollen auch die gewohnlichen sein, so daf es, so-
lange es sich um Lagenaufgaben handelt (die in der bekannten
Weise zyklographisch abgebildet werden kénnen), keinen Unter-
schied zwischen ‘}-Geometrie und gewdShnlicher pgojektiver
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Geometrie gibt. Der Unterschied tritt erst bei den Maflbeziehun-
gen auf, wenn wir fiir die Entfernung zweier Raumpunkte in
der B-Geometrie (wir nennen sie die PB-Entfernung) nicht mehr
das MafB ihrer Verbindungsstrecke annehmen, sondern folgende
Festsetzung!) treffen: Unter der B-Entfernung zweier
Punkte p; (%, ¥1,2;) und Py (Ts, ¥s, 25) versteht man die
Tangentialentfernung ihrer Bildzykel P; und P, Nach
(17) lautet also die Definitionsgleichung fiir die PB-Entfernung:

T= 10 —(2y —2) = V(% — %'+ (h — ¥ — (11 — %)%
(23)
worin § der Abstand der Grundrisse von p; und p, ist. Vergleicht
man diese Formel mit der des gewdhnlichen Abstandes zweier
Punkte, so erkennt man, daB der Unterschied zwischen der
B-Geometrie und der Euklidischen Geometrie analytisch auf die

Verschiedenheit des Vorzeichens eines Gliedes unter der Wurzel
(23) zurtickgeht.

Weiter soll angenommen sein, daf in der ‘B-Geometrie
zwei Gerade als parallel bezeichnet werden, wenn sie im gewohn-
lichen Sinne parallel sind. Der Parallelismus in der ‘B-Geometrie
ist also identisch mit dem in der gewo6hnlichen Geometrie, das
heiBt die uneigentliche Ebene (2 spielt dieselbe Rolle in beiden
Geometrien. Es bleibt die 3-Lange einer starren Strecke, die
parallel zu sich selbst irgendwie verschoben wird, ungeédndert,
weil die Differenzen x;, — x5, ¥, — ¥, 2, — 2» dabei sich selbst
gleichbleiben. Insbesondere bleibt die PB-Lange bei der Ver-
schiebung der Strecke in ihrer Geraden erhalten, so dafl man in
der B-Geometrie auf einer Geraden eine Strecke wie gewdhnlich
fortlaufend auftragen und teilen kann, kurz alle Streckenkon-
struktionen wie gewohnlich durchfiihren und auch auf parallele
Gerade kongruent ibertragen kann. Man ist aber damit noch
nicht imstande, eine Strecke von einer Geraden auf eine dazu
nichtparallele so zu iiberfithren, dafl ihre ‘5-Lénge gleichbleibt,
denn es haben — wie sogleich zu zeigen sein wird — Strecken
gleicher B-Lange auf Nichtparallelen verschiedene Léngen im
gewohnlichen Sinne.

Wenn wir uns auf reelle Raumpunkte beschrinken, so er-
kennen wir aus (23), dafl die B-Entfernung zweier Punkte nicht
immer reell zu sein braucht. Sie ist dann reell, wenn || > |2z, —
— 2,/, das heifit wenn die Verbindungsgerade der beiden Punkte

1) Eine Festsetzung dieser Art ist nur dann berechtigt, wenn
sie auf keine Widerspriche fihrt.
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unter einem Winkel zu I7 geneigt ist, der kleiner ist als 45° Ist
dieser Neigungswinkel > 45°, so ist wegen |0] < |z —2,| die
B-Entfernung imaginir und dem entspricht eben eine imaginire
Tangentialentfernung der Bildzykel, die keine reellen Beriihrungs-
speere gemeinsam haben. Es konnen zwei voneinander ver-
schiedene Punkte die ‘B-Entfernung Null haben, was dann ein-
tritt, wenn | 8| =|2; — 2,/, das heiBt wenn sie auf einer C-Geraden
liegen. Der analoge Fall findet in der gewdhnlichen Geometrie
bei den Minimalgeraden statt, das sind die Treffgeraden des
absoluten Kugelkreises. Die C-Geraden treffen alle den unendlich-
fernen, aber reellen Kegelschnitt Cco, welcher hier also die Stelle
des Kugelkreises einnimmt; sie sind also in der B-Geometrie als
-Minimalgerade zu bezeichnen.

Da die B-Streckenmessung auf Parallelen gleich ist und
innerhalb jeder Geraden wie gewdhnlich geschieht, so geniigt
es, alle von einem Punkte o (0, 0, 0) ausgehenden Strecken zu be-
trachten, deren B-Entfernung 1 ist. Es gilt dann fiir alle Punkte
p (z, y,2), die von o diese ‘B-Entfernung haben, nach (23) die
Gleichung:

(24) 224yt —22=1.

Die Punkte p erfiillen also eine Fliche @, ein einschaliges, gleich-
seitiges Rotationshyperboloid mit lotrechter Achse, dessen zyklo-
graphisches Bild ein Orthogonalsystem von Kreisen mit dem
Grundkreis vom Radius 1 ergibt. Hétte man alle Punkte aunfge-
sucht, die von p; (2, ¥y, 2;) die B-Entfernung 7 haben, so erhielte
man wiederum eine Fliche @ mit der Gleichung (23), deren zyklo-
graphisches Bild ein Isogonalsystem ist. Da jede Fldache @ durch
Coo geht, so kann sie in Analogie zur Euklidischen Geometrie
als P-Kugel bezeichnet werden; diese Bezeichnung wird auch
noch durch die metrische Analogie gerechtfertigt: Eine P-Kugel
ist der Ort aller Punkte, die von einem gegebenen Punkt
(B-Mittelpunkt) dieselbe B-Entfernung (PB-Radius)
besitzen. Insbesondere hat die !3-Kugel (24) den B-Radius 1,
und sie soll, da sie fur jede Richtung im Raume die B-Léngen-
einheit angibt, die P-Eichkugel @; genannt werden.

Die Angabe von @, geniigt fiir die Streckenmessung in der
$B-Geometrie. Will man auf einer beliebigen Geraden die B-Ein-
heitsstrecke haben, so verschiebt man sie parallel in den Mittel-
punkt von @, und es ist nun die Strecke zwischen o und einem
Schnittpunkt dieser Parallelen mit @, die gesuchte Einheit.
Die reellen Einheitsstrecken erscheinen je nach der Richtung in
verschiedenen Léngen (im gewo6hnlichen Sinne); fiir einen Neigungs-
winkel < 45° zeigt sich die !3-Einheitsstrecke als reelle, fiir einen
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Winkel > 45° als imaginére Strecke, auf einer 3-Minimalgeraden
ist sie unendlich gro. Will man imaginire -Strecken betrachten,

so insbesondere die von der GroBei = | — 1, so liegen alle Punkte,
die von o die -Entfernung ¢ haben, auf der Flache
oy — 2= — 1,

und diese ist das zu @, konjugierte Hyperboloid. Die ein-
schaligen (zweischaligen)Hyperboloide@sind B-Kugeln
mit reellem (imagindrem) $-Halbmesser. Man kann nun
unter Zuhilfenahme von @, eine beliebige Raumstrecke P-geo-
metrisch messen, wenn man zu ihrer Richtung die 9-Einheits-
strecke feststellt, und das Verhialtnis der gegebenen Strecke zu
dieser Einheit wie gewohnlich bestimmt.

Fir die 5-Kugeln gelten auch analoge Satze wie fiir die
gewoOhnlichen Kugeln. Wir nennen einen ebenen Schnitt einer
B-Kugel einen -Kreis, weil er Ceo zweimal schneidet; metrisch
aufgefallt ist er der Ort aller Punkte, die in einer Ebene liegen
und von einem Punkte (der sowohl auBlerhalb der Ebene als auch
in ihr liegen kann) gleiche ‘B-Entfernungen haben. Die Gestalt
eines P-Kreises richtet sich nach dem Neigungswinkel ¢ seiner
Ebene. Es ergeben sich fiir ¢ > 45° Hyperbeln (oder Geraden-
paare), fiir ¢ < 45° Ellipsen und fiir ¢ = 45° Parabeln. Speziell
fiir ¢ = 0 erhalt man Kreise, es wird also die -Geometrie in einer
zu [] parallelen Ebene identisch mit der Euklidischen. Zwei
B-Kugeln schneiden sich in einem P-Kreise, da dieser Schnitt
eben sein muf.

Auf dieser Grundlage gelangt man zu metrischen Satzen in
der ‘B-Geometrie, wenn man die bekannten Sitze der gewdhn-
lichen Geometrie sinngeméaf tibertrigt. So z. B. kann eine Ebene
als Symmetrieebene einer Strecke p; p, aufgefalit werden, das
heiit als Ort aller Punkte, die von p; und p, gleiche Absténde
haben. Die PB-Symmetrieebene von p; p, als Ort der Punkte
gleicher 3-Entfernungen bildet sich zyklographisch (vgl. S. 102)
als lineares System ab und ist eine Ebene im gewohnlichen Sinne,
die den Mittelpunkt der Strecke p; p, enthilt. Damit ist unsere
Annahme bestatigt, dafl eine Ebene in der P-Geometrie eine
gewohnliche Ebene ist. Man mufl nun die Stellung der PB-Sym-
metrieebene zur Geraden p; p, als P-normal bezeichnen und er-
kennt — wie schon Abb. 43 zeigt — daB diese P-Normalstellung
nicht identisch ist mit dem gewohnlichen Normalstehen von
Gerade und Ebene. Wir hétten hier einen Ausgangspunkt fiir
die B-Normalitat, die wir jedoch auf anderem Wege herstellen
wollen.
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Wir denken uns eine -Kugel @ mit dem Mittelpunkt m
und auf ihr einen Punkt p. Aus bekannter Analogie bezeichnen
wir die Gerade mp als B-normal zur Tangentialebene in p. Legt
man um m alle P-Kugeln, so sind sie untereinander zentrisch
ahnlich und die Tangentialebenen in den Schnittpunkten der
Geraden mp sind daher zueinander parallel. Es sind also die zu
einer Geraden gelegten B-Normalebenen untereinander parallel.
Hilt man die Tangentialebene in p fest und verschiebt @ parallel
80, daf} sie immer diese Ebene beriihrt, so laufen die Beriihrungs-
radien in allen Lagen wieder parallel, was den Satz ergibt, daB
alle f-Normalen zu einer Ebene parallele Gerade sind. Es wird
sich also darum handeln, zu einer bestimmten Stellung einer
Geraden die dazugehorige Stellung der B-Normalebene zu finden
und umgekehrt. Verschiebt man die Tangentialebene von p
parallel in den Mittelpunkt m, so ist diese neue Ebene die Polar-
ebene zu mp beziiglich des Asymptotenkegels. Auf das Un-
endlichferne {ibertragen heifit dies, daf ihre uneigentliche Gerade
die Polare des uneigentlichen Punktes der Geraden mp beziiglich
Coo ist. Wir erhalten also den Satz: Eine Gerade und eine
Ebene sind f-normal, wenn ihre uneigentlichen Ele-
mente Pol und Polare beziiglich Coo sind.

Denkt man sich eine Perspektive mit dem Augpunkt a
und der Bildebene II, so ist der Bildzykel A4 das Zentralbild
von C'oo, also der Distanzkreis. Die Fluchtelemente einer Geraden
und einer Ebene, die aufeinander ‘B-normal stehen, sind Pol
und Polare beziiglich 4. Die weiteren Beziehungen sind klar:
zwei Gerade sind P-normal, wenn ihre Fluchtpunkte, zwei Ebenen
sind PB-normal, wenn ihre Fluchtspuren beziiglich 4 konjugiert
sind. Es lassen sich daher die dazugehorigen Aufgaben mittels
eines Distanzkreises ebenso 16sen, wie gewohnlich, nur tritt an
die Stelle der Antipolaritat beziiglich 4 in der PB-Geometrie die
Polaritat schlechtweg. Der Kegelschnitt (oo spielt also in jeder
Beziehung in der ‘B-Geometrie die Rolle des absoluten Kugel-
kreises, dessen reeller Vertreter er ist. Die Winkelbeziehungen
in der P-Geometrie sind als Lagebeziehungen beziig-
lich des ausgezeichneten, unendlich fernen Kegelschnit-
tes Cco aufzufassen. Auf weitere MaBbegriffe, z. B. auf die
Grofle eines Winkels in der ‘B-Geometrie, wollen wir hier nicht
weiter eingehen. ¥s soll nur soviel gesagt werden, dafi zwei
Winkel B-gleich sind, wenn sie entsprechende Winkel in zwei
B-kongruenten Dreiecken sind.

Untersucht man die rdumlichen linearen Punkttransforma-
tionen vom Standpunkte der B-Geometrie, so behalten die pro-
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jektiven und affinen Transformationen einschlieBlich der zentri-
schen Ahnlichkeiten ihre Geltung. Die kongruenten Transforma-
tionen der Euklidischen Geometrie zerfallen in Bewegungen (gleich-
sinnige Kongruenzen) und Umlegungen (ungleichsinnige Kon-
gruenzen, zusammengesetzt aus einer Bewegung und einer Spiege-
lung an einer Ebene). Analog gibt es ¥-Bewegungen und $-Um-
legungen, die dadurch gekennzeichnet sind, dall die B-Lédngen
entsprechender Strecken erhalten bleiben; dabei gehen f-Kugeln
wieder in solche iiber, die uneigentliche Ebene £ bleibt erhalten,
sodaB also Cco 1in sich transformiert wird. Bildet man die
B-Bewegungen und B-Umlegungen zyklographisch ab, so erhélt
man in I Zykel-
transformationen,
deren Eigenschaft
darin besteht, daf3
die Tangentialent-
fernungen entspre-
chender Zykelpaare
ungeéndert bleiben.
Man nennt diese
Transformationen
in I1 deshalb 4qui-
distante  (lan-
gentreue) Zykel-
transformationen;
sie bilden das duale Abb. 46

Gegenstiick zu den

konformen (winkeltreuen) Transformationen in der Geometrie
nichtorientierter Kreise. Wir wollen nur die zwei wichtigsten
Falle dieser Art herausgreifen.

Dilatation. Verschiebt man den Raum normal zu I7
um die gerichtete Strecke d, so wird jeder Zykel in einen kon-
zentrischen transformiert, wobei der urspriingliche Radius um &
(im algebraischen Sinne) vergrofert wird. Die Zykel P und ¢
z. B. (Abb. 46) gehen in die Zykel P und @ iber, ein gemein-
samer Beriihrungsspeer S in 8, so dal der Abstand des Speeres §
von § den Wert § hat. Wir erhalten die schon gestreifte Dilatation,
die auch als eine Speertransformation aufgefalt werden kann,
bei welcher jeder Speer der Ebene in einen dazu parallelen tiber-
geht, der stets aus dem urspriinglichen durch Parallelverschiebung
um eine bestimmte Strecke nach derselben Seite erhalten wird.
Diese Transformation der Speere ergibt sich auch sofort aus
der riumlichen Betrachtung, wenn man bedenkt, daB zu jedem
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Speere eine ‘B-Minimalebene gehort, die bei einer Translation
normal zu 1 in eine parallele verwandelt wird. Dal die Tangential-
entfernungen entsprechender Zykelpaare erhalten bleiben, ist
unmittelbar aus der Abb. 46 ersichtlich, denn es ist p; ¢; = P; ¢;-
Alle Zykel, die S in p, beriihren, gehen wegen der Translation
der dazugehorigen P-Minimalgeraden in Zykel iiber, die § in p,
berithren. Es geht also das orientierte Linienelement (S p;) in
ein ebensolches (§ p;) liber, wir haben es mit einer sogenannten
orientierten Beriihrungstransformation zu tun. Mit der
Dilatation ist also eine Transformation orientierter Linienelemente
verbunden, die so beschaffen ist, daBl zwei Elementen mit ge-
meinsamem Speer wieder solche entsprechen, wobei die GroBe
und Richtung der Abstdnde ihrer Punkte gleich bleibt. Die Linien-
elemente eines Zykels gehen wieder in die eines Zykels iiber
und allgemein werden die Linienelemente einer orientierten
Kurve K, in die der orientierten Parallelkurve K; transformiert
(vgl. S. 92). Ein Nullzykel (alle Linienelemente mit gemein-
samem Punkt) wird im allgemeinen in einen Zykel mit endlichem
Radius verwandelt.

Wir wollen die Dilatation um die Strecke ¢ als Speertrans-
formation analytisch fassen, so daB infolge S—S ein beliebiger
Speer S (u, v, w) in den entsprechenden S (@, ¥, ) transformiert
wird. Zur Dilatation S—>S gehort die Strecke §, zur inversen
Transformation §—8 die Strecke — 6. Nimmt man die laufenden

Koordinaten eines Punktes auf § mit g, §) an, so ist der Abstand
dieses Punktes von § nach (3)

ur+oh+1

e
Daher lautet die Gleichung der Geraden S:

ur+vy+1+0w=0

= —90.

% v
oder 116w r+ 175w h+1=0.
Es ergibt sich also fiir die Koordinaten des Speeres S:
— %
Ui ow
- v
ST 6w

P w

= _ T2 2
w==+ Ju %.—v + Tow
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Das Vorzeichen von w mufl noch besonders festgestellt werden;
ist w>0 und J > 0, so muB auch w > 0 werden, sodal end-
giltig kommt:

— w
YT 1w
Die inverse Dilatation S—§ hat dann die Gleichungen:
B u
R T
v
s (25)
w
R g

Es geht also ein Zykel P (&, %, ¢) mit der Gleichung

futnovt+1l—pow=0
in den Zykel P
futnotl—(o+d)w=
mit den Koordinaten &, 5, o+ & iber.

B-Spiegelung und Laguerresche Inversion. Unter
einer }-Spiegelung an einer Ebene & wollen wir jene Punkttrans-
formation p;—> p, analog zur gewdhnlichen Spiegelung verstehen,
bei der ¢ immer die P-Symmetrieebene zu zwei einander ent-
sprechenden Punkten p;, und p, ist. Es steht also die Gerade p, Dp
auf ¢ B-normal und die Strecke p, p, wird von ¢ halbiert; wir
haben es also mit einer schiefen Symmetrie im gewohnten Slnne
zu tun, bei der sich entsprechende Gerade und Ebenen in e
schneiden, parallele Gerade und Ebenen wieder in solche iiber-
gehen usw. Denkt man sich um p; und p, 3-Kugeln mit gleichen
B-Radien geschlagen, so liegt ihr Schnitt-P-Kreis in . Legt
man insbesondere B-Minimalkegel mit den Scheiteln p; und p,,
so schneiden sie sich ebenfalls in einem B-Kreise (vgl. Abb. 43),
der in ¢ liegt, es ist also ein solcher B-Minimalkegel das B-Spiegel-
bild des anderen. Zieht man z. B. durch p; eine ‘3-Minimalgerade,
die ¢ in ¢ trifft, so geht sie durch die B-Spiegelung in die P-Mini-
malgerade p, ¢ iber. Eine {-Minimalebene durch p;, die & nach
@ schneidet, wird in die ‘B-Minimalebene p,G transformiert.
Eine B-Spiegelung laBt also die Gesamtheit der B-Mini-
malgeraden und F-Minimalebenen, daher auch Coo un-
gedndert. Die Angabe der PB-Spiegelungsebene geniigt zur
Bestimmung dieser Transformation. Durch zyklographische Ab-
bildung gelangt man zu einer dquidistanten Zykeltransformation,
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mit der natiirlich eine Speertransformation (wegen der mit ihnen
zusammenhingenden P-Minimalebenen) und eine Transformation
orientierter Linienelemente (entsprechend den P-Minimalgeraden)
verbunden ist.

Eine Ebene ¢ sei gegeben durch ein lineares Zykelsystem
mit einem Zykel P und der Achse E (Abb. 47). Der Pol e von
E beziiglich P ist der Spurpunkt der durch den Raumpunkt p
gehenden ‘B-Normalen auf ¢ Irgend zwei % -symmetrische
Punkte p, und p, auf dieser P-Normalen haben die Bildzykel P,
und P,, die der durch P und e gegebenen Zykelreihe angehoren
miissen und von
denen P der Mittel-
T zykel ist. Da jeder

2 Punkt von & von
p1 und p, gleiche
¥-Entfernungen
hat, so miissen die
Tangentialentfer-
nungen eines belie-
bigen Zykels des
gegebenen linearen

: Systems von P, und

/\{ /&—r P, gleich grof} sein.

|_2 1 Insbesondere  hat

S jeder Punkt von E

1 (als Nullzykel) die-

Abb. 47 selbe Potenz beziig-

lich P, und P,, E

ist also die Chordale von P; und P,. Wir erhalten also den Satz

der Zykeltransformation: Entsprechende Zykel schneiden

sich auf K. Diese Gerade wird daher auch als Achse der
Transformation bezeichnet.

Legt man an P den beriihrenden Speer ,, so ist er die Spur
einer durch p gehenden ‘B-Minimalebene ¢,; vermittels der
-Symmetrie geht ¢, in eine andere PB-Minimalebene o, iiber,
die ebenfalls durch p geht und sich mit ¢, auf & schneiden muB.
Die Spur S, von o, ist also ein Speer, der ebenfalls P beriihrt
und sich mit S, auf K trifft. Zieht man durch einen in & befind-
lichen Punkt p alle P-Minimalebenen und sucht die dazu
B-symmetrischen, so haben die einander entsprechenden Ebenen
Bildspeere, die man erhélt, wenn man aus den Punkten von E
die Beriihrungsspeere an P legt. Zwei zusammengehérige Speere
dieser Art geniigen der Gleichung (15):
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tg (£ 5,) ] (& 5,) = konst. (26)
2 2

Dadurch ist aber schon die ganze Speertransformation festgelegt.
Nimmt man einmal einen zu §; parallelen Speer T, an, der z. B.
P, beriihrt, so gehdrt zu ihm eine P-Minimalebene 7, durch p,.
Die entsprechende 7, geht durch p, und ist zu o, parallel, da
ja 7, || oy war. Es muB also 7', zu 8, parallel sein und P, beriihren,
ferner miissen sich T; und T, auf E schneiden. Die Speer-
transformation hat die Eigenschaft, daB sich ent-
sprechende Speere auf der Achse schneiden wund
parallele Speere wieder in solche iibergehen. Die
Formel (26) gilt also fiir alle Speerpaare und kann daher als
Gleichung dieser Transformation angesehen werden. Sie ist eine
Inversion, das heilt, es ist gleichgiiltig, ob man einen Speerz um
ersten oder zweiten Felde rechnet, der transformierte Speer
bleibt beidemale derselbe. (Siehe die Speere L, und L, in der
Abb. 47, wo L,||8; und L,||S, ist.) Wir sprechen daher von
einer Inversion an einem linearen Zykelsystem oder
nach ihrem Begriinder von der Laguerreschen Spiegelung
(Inversion). Sie ist durch die Achse £ und die Gleichung (26)
oder geometrisch durch die Achse und einen Zykel P, der
die Zuordnung der Speerrichtungen angibt, bestimmt. Die
B-Symmetrie bildet sich zyklographisch als Laguerre-
sche Spiegelung ab.

Umbiillt ein Speer einen Zykel P,, so umhillt der ent-
sprechende Speer P,, wobei E die Chordale von P; und P, ist.
Nimmt man alle Speere an, die durch einen Punkt gehen (Null-
zykel), so umhiillen die entsprechenden wiederum einen Zykel,
man hat dadurch im Raume zu einem Punkte von /7 den zu ¢
B-symmetrischen aufgesucht. Insbesondere gehen bestimmte
Zykel in sich selbst iiber, es sind dies die Bilder der Punkte von e.
In der Laguerreschen Inversion gibt es also ein lineares Zykel-
system, das elementweise in sich transformiert wird; es besteht
aus allen Zykeln, die beziiglich der Achse eine feste Potenz haben.
Wir haben somit die duale Transformation zur gewoéhnlichen
Kreisinversion vor uns.

Gegeben sei eine Zykelinversion durch die Achse K und
einen selbstentsprechenden Zykel P, der diesmal E schneiden soll
(Abb. 48). Ein Paar entsprechender Speere sind z. B. S} und S,
mit dem Schnittpunkt s. Will man zu einem angenommenen
Zykel @, den inversen finden, so kidnnte man so vorgehen: man
legt an @, drei beriihrende Speere, zieht die dazu parallelen
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Berithrungsspeere an P und sucht die dazugehorigen, welche
man parallel in die Schnittpunkte der urspriinglichen drei Speere
mit E zuriickverschiebt; der Beriihrungszykel der zuletzt ge-
wonnenen Speere ist nun ¢),. Diese Konstruktion 14Bt sich aber
vereinfachen, wenn man beachtet, dal £ die Chordale von @,
und @, sein muf}. Es geniligt dann ein einziger Beriihrungsspeer 7';,
dessen zugehoriger 7', den Zykel @, beriihrt ; die Zykelmittelpunkte
¢;" und g¢,” miissen auf einer Normalen zu ¥ liegen. Ferner miissen
die Tangentialentfernungen ¢@; und ?@, gleich sein. Es gibt
hier reelle Speere, die in sich iibergehen und das sind die in den
Schnittpunkten von P mit E gezogenen Beriihrungsspeere M
und N und alle dazu parallelen. Daher miissen die gemeinsamen
Beriihrungsspeere von
Q. @, und Q, zu M und
N parallel sein. Die
ganze Konstruktion
hatte sich nicht geén-
dert, wenn ) als Null-
zykel  angenommen
worden wire.

Auf diese Art ist
die Laguerresche In-
version  konstruktiv
behandelbar. Da die
damit verkniipfte -

Abb. 48 Spiegelung Gerade in

Gerade und Ebenen

in Ebenen usw. verwandelt, so gehen in /I lineare Zykelreihen,

lineare Zykelsysteme, Isogonalsysteme usw. wieder in solche

iiber. Insbesondere wird das System aller Nullzykel (Punkte von

IT) in ein lineares System mit der Achse E iibergefiihrt; dies ent-

spricht der Aufsuchung der zu II beziiglich & B-symmetrisch
gelegenen Ebene.

Mit Hilfe dieser Uberlegungen 1aBt sich z. B. die Apolloni-
sche Aufgabe auf eine sehr einfache Art losen. Gegeben sind die
Zykel A, B, C, welche zu den Raumpunkten a, b, ¢ gehoren.
Die Spur F der Ebene ¢ dieser drei Punkte ist die Ahnlichkeits-
achse von A, B, C (Abb. 49). Wir suchen nun eine Inversion
mit der Achse F, die die drei Zykel 4, B, C in die Nullzykel
ay, by, ¢; transformiert. Réumlich bedeutet dies die Aufstellung
einer Ebene &, welche die R-Symmetrieebene zwischen /7 und ¢
ist. Der Nullzykel a; muB mit A die Chordale F besitzen, ist
also leicht mit Hilfe des Punktes f, der von @, und 4 die gleiche
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Tangentialentfernung haben muf}, zu konstruieren. Im Raume
gibt a a, die Richtung der zu & B-Normalen an. Ebenso sucht
man b, und ¢;, wobei man die Eigenschaft, daB sich a’5’ und
a, b, auf F schneiden, beniitzen kann. Die Inversion ist nun
durch F und die entsprechenden Zykelpaare Aa,, Bb;, C¢,
bestimmt. Ein Zykel, der 4, B und C beriihrt, geht in einen Zykel
iiber, der durch die Punkte a,, b;, ¢; geht. Wir haben daher durch
diese Punkte cinen Kreis zu legen, der in zweifacher Orientierung

p
Abb. 49

die Zykel L, und L, ergibt und schlieBlich die inversen Zykel

L und L zu konstruieren. Legt man z. B. in b; an L, die Tangente,
so muf} der um ihren Schnittpunkt p mit F mit dem Radius pb,
geschlagene Kreis den Zykel B in den Berihrungspunkten der
Liosungszykel schneiden. Es sei noch bemerkt, daf das Apolloni-
sche Problem auf diese Art nur dann reell durchfiihrbar ist, wenn
die Ahnlichkeitsachse F die gegebenen Zykel nicht schneidet,
wenn also der Neigungswinkel der Ebene ¢ kleiner als 459 ist.

Zum Schlusse soll noch die Laguerresche Spiegelung als
Speertransformation analytisch angegeben werden. Wir machen

Eckhart, Abbildungsverfahren 8
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die &-Achse zur Achse der Inversion und halten uns an die Be-
ziehung, die zwischen entsprechenden Speeren S, (u, v, w) und
S, (W, v', w’) besteht:

(£8y) (£8,)
tg 5 tg 3
Da sich 8, und 8, auf der Achse schneiden, so mufl wegen = u’
auch gelten:
(27) vP—wl= v — w2
Ferner erhalt man aus der Definitionsgleichung (26) durch Ein-
setzen nach (4):

(26) _—

v—w —u’
w v+ w
oder:
(28) v—w= —k (v + w’).
Durch Division von (27) und (28) ergibt sich
29) v+ w:——]t—(v’— w’).

Aus (28) und (29) ist der Charakter der Transformation als der
einer Inversion ersichtlich. Schliefilich erhilt man durch Auf-
losung von (28) und (29) die Transformationsgleichungen:
u=u
1+ k2 1— k2
v=—2»7Av+ pw A= — u=
?U:—/,Lvl+lwl 2L 2k

, A2— =1
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10. Einige andere Abbildungen

In diesem Abschnitte seien noch drei Abbildungen erwihnt,
die zeigen, wie mannigfaltic das Anwendungsgebiet der dar-
stellenden Geometrie werden kann. Im rechtwinkligen Koordi-
natensystem (x, y, z) sei wiederum die xy-Ebene die Bildebene [1,
in welcher dann die Punktkoordinaten mit &, % bezeichnet werden.

Das duale Gegenstiick zur Zyklographie. Bei der
Zyklographie wurden die Zykelkoordinaten den Koordinaten
der zugeordneten Raumpunkte gleichgesetzt. Geht man von
den nichtorientierten Kreisen der Bildebene

E+npP—2a —2fn+y=0

aus, so sind «, B, y die Reyeschen Koordinaten eines Kreises
und die Abbildungsgleichungen sollen nun lauten:

a=1z, =1y, y==z
Dem Raumpunkt p (x, y,2) ist also der Kreis P (e, f, y) ein-
eindeutig zugeordnet. Der Mittelpunkt p’ (e, f) von P ist der
Grundril von p und die Potenz des Kreises P beziiglich des
Ursprunges o ist gleich dem mit Vorzeichen genommenen Abstand
des Punktes p von II. Die Nullkieise geniigen der Beziehung

a4 fr—y=0
und die entsprechenden Raumpunkte liegen daher auf einer
Flache @ mit der Gleichung:
z= a4+ y%

@ ist ein Rotationsparaboloid mit der Achse Z und dem Scheitel o.
Diese Fliche spielt hier eine dhnliche Rolle, wie der uneigentliche
Kegelschnitt Coo in der mit der Zyklographie verkniipften
3-Geometrie.

Die Gleichung der Polarebene von p beziiglich @ lautet in
laufenden Koordinaten &,#,(:

22 £+ 2yn—C—2=0.
Thr Schnitt mit @ gibt den Kegelschnitt P, den man als Ort
der Beriihrungspunkte aller von p an @ legbaren. Tangenten
erhalt. P ist durch die vorstehende Gleichung und
52 + 772_ C: 0
gegeben. Der Grundril von P wird durch Elimination von {
erhalten und ist der Kreis P:

E4+npr—22 & —-2yn+2z2=0.
8*
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Man erhdlt also den Bildkreis von p, indem man
zu p die Polarebene beziiglich @ sucht und deren
Schnitt mit @ auf II projiziert.

Jeder ebene Schnitt von @ erscheint im GrundriB als
Kreis, wir haben es also hier mit einer stereographischen Pro-
jektion der Fliche @ zu tun, bei der die ebenen Schnitte eines
Rotationsparaboloides aus dem uneigentlichen Punkte seiner Achse
auf die Tangentialebene im Scheitel projiziert werden. Unsere
Abbildung ist also eine Zusammensetzung der Polaritit von @
mit ihrer stereographischen Projektion.

Einer der wichtigsten Sitze der Abbildung ist der: liegen
zwel Raumpunkte beziiglich @ konjugiert, so schneiden sich ihre
Bildkreise unter rechtem Winkel. Eine Gerade bildet sich als
Kreisbiischel, eine Ebene als Orthogonalsystem ab. Legt man @
einer nichteuklidischen (Cayleyschen) MaBbestimmung zu-
grunde, so hingt diese projektive Metrik mit den metrischen
Beziehungen nichtorientierter Kreise analog zusammen, wie
die ‘B-Geometrie mit der Zykelgeometrie. Es kénnen also be-
kannte Sdtze der Kreisgeometrie zur Veranschaulichung dieser
nichteuklidischen Raumgeometrie dienen. So z. B. hingt die
,-Entfernung* zweier Punkte p, und p, von dem Doppelverhilt-
nisse ab, das die beiden Punkte mit den Schnittpunkten der
Geraden p; p, mit @ bilden. Es entsprechen dann gleichen
,,Entfernungen‘‘ gleiche Schnittwinkel der dazugehorigen Bild-
kreise usw. Im ubrigen gelten fiir die hier auftretende stereo-
graphische Projektion von @ die gleichen Sitze wie fiir die be-
kannte stereographische Projektion einer Kugel.

Abbildung der rdumlichen Linienelemente auf die
Punktepaare der Ebene von E. Miller. Unter einem
Linienelement versteht man die Zusammenfassung eines Punktes
p (2, ¥, z) und einer durch ihn gehenden Geraden P. FaBt man P
als Verbindungsgerade zweier benachbarter Punkte einer Kurve
oder Fliche auf, so ist das Linienelement (P p) durch 2, ¥, z und
die Verhéltnisse d :d y:d 2z bestimmt. Da es durch jeden Punkt
oo? Richtungen gibt, so sind oo® Linienelemente im Raum vor-
handen. Die Abbildung geschieht nun folgendermafien: Wir
wihlen einen Augpunkt a (0, 0, 1) und suchen den Fluchtpunkt p*
von P, das heiflt, wir legen durch @ die Parallele zu P und suchen
ihren Schnittpunkt mit /7, ferner ermitteln wir den Grundri3 p’
von p. Das orientierte Punktepaar p’ (&', %) p” (&, ") soll
nun das Bild des Linienelementes (Pp) sein. Die Abbildungs-
gleichungen sind dann: '
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dx
A T T
, . dy

Es gehort wohl zu einem Linienelement ein bestimmtes Bild,
doch gehéren zum Punktepaar co! Raumelemente, deren Gerade
dieselbe Richtung haben und deren Punkte ibereinander (auf
einer Normalen zu /7) liegen. Dies ist erklarlich, da es in /7 nur
oo? Punktepaare gibt.

Diese Abbildung eignet sich trotz ihrer Unbestimmtheit
sehr gut zur Abbildung von Raumkurven und Flichen. Denkt
man.sich eine Kurve K in ihre Linienelemente zerlegt, so bilden
die ersten Bildpunkte den Grundrif K’ von K, wihrend die
zweiten Bildpunkte auf der Fluchtspur K’ der Tangentenfliche
von K liegen. K ist also auf die Kurven K’ und K, die aufeinander
punktweise bezogen sind, abgebildet. Sind zwei solche Kurven
gegeben, so ist die dazugehorige Raumkurve bis auf Verschiebun-
gen normal zu /7 vollkommen bestimmt. Bei der Abbildung einer
Fliche kommen wir zu folgendem: in einem Flachenpunkt p
gibt es ool Linienelemente, deren Gerade ein Biischel in der
Tangentialebene 7 von p bilden; es gehoren also zum Bildpunkt p’
alle Fluchtpunkte der Tangenten in p, die eine Gerade 7"’ er-
filllen. Die Abbildung der Flache liefert also in /7 eine Punkt-
Geraden-Verwandtschaft (allgemeine Reziprozitit) p’—> 7, und
umgekehrt ist durch eine solche (unter gewissen Bedingungen
anzunehmende) Verwandtschaft in I7 eine Fliche bis auf lot-
rechte Verschiebungen bestimmt. Diese Abbildung kann also
zur Untersuchung von Flichen mittels der Reziprozititen in /7
dienen und hat tatsichlich zur Auffindung neuer Flachengattungen
Anlafl gegeben.
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Abbildung rdumlicher Vektoren auf die Stibe
der Ebene von v. Mises. Diese Abbildung wurde zur graphi-
schen Behandlung der Statik rdumlicher Kriftesysteme ange-
wendet und kann als eine darstellende Geometrie der Vektoren
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im Raume bezeichnet werden. Haben wir im Raume zwei Punkte
Py (24, Y1, 2;) und Py (4, Ye, 2,) und denken wir uns die Strecke
P, Pp vou p; nach p, durchlaufen, so heillt diese Strecke orientiert
(Pfeil). Die Gesamtheit aller dazu parallelen, gleichlangen und
gleichgerichteten Pfeile nennen wir einen Vektor. Es kommt
daher nicht auf die Lage, sondern nur auf Gré8e und Richtung

bei einem Vektor an. Ist nun ein Vektor v durch den Pfeil p_l—@
gegeben, so kann man als seine Koordinaten X, Y, Z die folgenden
ansehen:

X=x,—a, Y=yp— Yy, Z=2,—12,.
In diesemAnsatze kommt zum Ausdruck, dafl es gleichgiiltig ist,
von welchem den Vektor v bestimmenden Pfeil ausgegangen wird.
Nimmt man einen Punkt» mit den rechtwinkeligen Koordinaten

X, Y,Z an, so ist der Vektor auch durch den Pfeil 017 gegeben.
Es kann also jedem Vektor b ein Punkt v zugeordnet werden,
wenn man festsetzt, dafl b durch einen Pfeil reprisentiert wird,
dessen Anfangspunkt der Ursprung und dessen Endpunkt v ist.
Betrachtet man die von o ausgehenden Pfeile mit den Léingen
X, Y,Z auf den entsprechenden Achsen, so geben diese die Kom-
ponenten von b in diesen drei Richtungen an.

Trifft man die Annahme, daf3 ein Pfeil q:?z nur auf seiner
Geraden verschoben werden kann, so bezeichnen wir den Inbegriff
einer Geraden und einer darauf beweglichen gerichteten Strecke
als einen Stab. Ein Stab ist also die Verbindung einer Geraden
(Trager) mit einem zu ihr parallelen Vektor.

Betrachtet man bloB die Stiabe in /I, so geniigt zur Angabe
eines solchen eine Strecke mit dem Anfangspunkt ¢ (§', ")

und dem Endpunkt g, (§”,%”) und die Forderung, dal3 q:EZ

auf der Geraden ¢, ¢, verschiebbar ist. Der durch qjaz bestimmte
Vektor hat analog wie im Raume die Koordinaten

o
Zu seiner Fixierung auf die Gerade beniitzen wir die GréBe
nach der Definition:
C: E/ 1,///___ EII ,)7/‘

Es gibt { den doppelten Flicheninhalt des mit Vorzeichen ge-
nommenen Dreieckes o0 ¢, ¢, an, welcher als das Moment des
hiedurch festgelegten Stabes & bezeichnet wird. Ist der Umlauf-
sinn des Dreieckes o ¢, g, positiv (negativ), so ist auch das Moment

von & positiv (negativ), das heiit, © ruft — als Kraft angesehen—
eine positive (negative) Drehung der in o festgehaltenen Ebene 17
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hervor. Das Moment { ist auch das Produkt der Strecke g, g,
und ihrem Abstande von o, welches mit dem nétigen Vorzeichen
zu versehen ist. Ein Stab & ist also durch die Koordinaten
&, 1, bestimmt und diese Zuordnung trigt dem Umstande

Rechnung, daf es gleichgiiltig ist, wo der Pfeil q??z auf seinem
Triger angenommen wird, da sich auch dadurch der Inhalt o ¢, ¢,
nicht andert.

Fir die Abbildung der Raumvektoren 9 (X, ¥,Z) auf die
Stabe G (&, ), {) in /T werden die folgenden Gleichungen angesetzt:
=X, y=Y, (=27
Die Lange und Richtung des Stabes ist der Grundril des Vektors v.
Das Moment von & ist gleich der zu /I normalen Komponente

von p.

Unter dem Summenvektor b (X, ¥,Z) zweier Vektoren
v, (Xy, Yy, Zy) und 9, (X,, ¥y, Zy) versteht man den Vektor
mit den Koordinaten:

X=X +X,, Y=Y+ Y, Z=27Z,+ Z,

Diese Gleichungen driicken die bekannte Vektoraddition aus.

Analog werden zwei Stabe &, (&), 1y, £;) und &, (&,, 7, £3)
zu einem Stabe & (&, 7, () summiert:

E=&+ & n=m+m (=0+ G

Geometrisch geschieht eine solche Addition folgendermaBen:
man verschiebt die auf &, und &, gelegenen Vektoren in den
Schnittpunkt der Trager und addiert sie dort geometrisch; der
so erhaltene Summenvektor gibt schon Lage, Grofie und Richtung
von & an. Aus den Abbildungsgleichungen erkennt man nun
den Hauptsatz der Abbildung, dal dem Summenvektor
zweier Raumvektoren der Summenstab der Bildstabe
entspricht.
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