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VORWORT.

Als mir vor Jahren von der Verlagsbuchhandlung der Vor-
schlag zu einer neuen Auflage des ersten Bandes meines Lehr-
buches der Algebra gemacht wurde, glaubte ich aus zwei Griinden
nicht darauf eingehen zu konnen. Einmal, weil ich das Lehrbuch
der Algebra, das als ein Ganzes geplant war, nicht durch be-
sondere Ausgabe des ersten Bandes in zwei Teile zerreifien wollte,
dann auch, weil ich zu einer Neubearbeitung des Ganzen in meinem
Alter nicht mehr die Kraft fiihlte. Ich war daher der Verlags-
handlung sehr dankbar, daf sie auf meinen Vorschlag einer kleinen
Ausgabe des Lehrbuches als ein in sich abgeschlossenes Ganze
einging. So ist das vorliegende kleine Lehrbuch entstanden. Ich
wollte mich dabei aber nicht auf das ganz Elementare und
iiberall zu Findende beschrinken, und so ist denn auch von den
schwierigeren Partien der Algebra einiges mit aufgenommen worden,
um auch dem kleinen Lehrbuch mehr selbstdndiges Interesse zu
geben. Daf dabei die Grundziige der Theorie der algebraischen
Zahlen nicht fehlen durften, wird der Leser verstehen. Auch
manche Verbesserungen und Erweiterungen hat der Text erfahren.

Es bleibt mir noch iibrig, den Fachgenossen, die mich durch
sachkundigen Rat bei der Korrektur unterstiitzt haben, besonders
den Herren Lowy, Epstein und Levi, meinen Dank zu sagen.
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Erster Abschnitt.

Determinanten.

§ 1.
Permutationen.

Eins der kriftigsten Hilfsmittel der Algebra sind die Deter-
minanten. Begriff und einfachste Rechenregeln gehéren heute
wohl zu den allgemein bekannten Elementen und die tiefer ein-
dringende Theorie hat in Lehrbiichern eingehende Darstellungen
gefunden, unter denen aus é&lterer Zeit Baltzer (Theorie und
Anwendung der Determinanten) und unter den neueren Kowa-
lewski (Einfiihrung in die Determinantentheorie) genannt seien.
Es wird daher geniigen, wenn wir uns hier auf eine kurze Dar-
legung und Ableitung der Sitze beschrinken, die wir in der Folge
gebrauchen.

Das System der » Ziffern
@) 1,2 8...n
148t sich bekanntlich auf #n! = 1.2.3 ... n verschiedene Arten
anordnen, diese Anordnungen heiflen Permutationen. Sind
Oy O ... 0, dieselben Ziffern wie (1), in irgend einer Reihen-
folge, so ist

W= oy, 0ty Og ... Ol
eine solche Permutation.

L Man kann jede Permutation % aus jeder anderen
auf unendlich viele Arten durch wiederholte Ver-
tauschung zweier Ziffern oder Transpositionen
herleiten.

Man erkennt dies, wenn man zuerst eine Ziffer o,, die nicht
an vter Stelle steht, mit » vertauscht und so fortfihrt, bis alle
Ziffern die gewiinschte Stelle haben.

Wir wihlen nun n beliebige, aber untereinander verschiedene
Zahlenwerte

2) Ay Qg By «oo Oy
Weber, Algebra. (KL Ausg.) 1



2 Erster Abschnitt. § 2.

und bilden das Produkt aller Differenzen je zweier dieser Zahlen:
P = (4 — a) (a; — a5) ... (8, — @)
3) (a3 — ag) ... (a3 — @n)

.........................

Das Produkt
P = (Aay— a,) (Ao, — Aay) .. . (Fa, — Oa,)
@ o o) e )
(a"n—l - a"n)
hat denselben absoluten Wert wie P, aber das entgegengesetzte
Vorzeichen, wenn unter den Faktoren von P’ eine ungerade

Anzahl das entgegengesetzte Vorzeichen wie die entsprechende
Differenz von P hat.

Il. Man unterscheidet hiernachdie Permutationen
A in zwel Arten:

Erste Art solche Permutationen, fiir die das
Vorzeichen von P’ dasselbe ist, wie das von P;
zweite Art solche Permutationen, fiir die P
und P’ das entgegengesetzte Vorzeichen haben.

Da P durch eine Transposition (z. B. durch Vertauschung
von 1 mit 2) das Vorzeichen &ndert, so folgt: Die Permuta-
tionen der ersten Art bestehen aus einer geraden,
die der zweiten Art aus einer ungeraden Anzahl von
Transpositionen.

Hieraus ergibt sich, daB durch eine Transposition jede Per-
mutation der ersten Art in eine der zweiten Art und jede der
zweiten Art in eine der ersten Art iibergeht, und folglich:

Ll Es gibt ebensoviel Permutationen erster, wie
zweiter Art, namlich § nl

§ 2
Determinanten,

Wir betrachten jetzt ein System von #3 beliebigen Grofen,
mit denen die rationalen Rechenoperationen ausgefiihrt werden
konnen. Zu einer einfachen Bezeichnung dieser Gréfen wihlen.
wir einen Buchstaben mit einem doppelten Index a®, worin i
sowohl als & die Reihe der Ziffern 1, 2, 3 ... n durchlaufen soll.



§2 Determinanten. 3

Zur besseren Ubersicht ordnen wir diese Gréfien in ein Quadrat,
so dafl alle ¢ mit demselben oberen Index in einer Horizontal-
reihe, alle a mit demselben unteren Index in einer Vertikalreihe
stehen, und bezeichnen dies Quadrat mit 4, also:

1 1
a®, add, a ... a
2 2, 2
a®, a®, a® ... a®
1) 4 =1a®, af, a® ... a®

a™, a®™, a® ... a®

Die Horizontalreihen heiflen auch Zeilen, die Vertikalreihen
Kolonnen oder Spalten. Die GroBen a® heifien die Elemente
des Systems .

Wir wollen aber unter dem zwischen vertikalen Strichen
eingeschlossenen Quadrat nicht nur den Komplex der Grifen a
verstehen, sondern eine bestimmte arithmetische Verbindung
dieser GroBen, die sich ausrechnen lifit, sobald die ¢ numerisch
gegeben sind, und die wir jetzt beschreiben wollen.

Man bilde das Produkt aller Elemente a, die in der von
links oben nach rechts unten gehenden Diagonale stehen:

)] M= ad a® a ... a®,

leite daraus n! Produkte M, M’', M" ... her, indem man die
unteren Indices permutiert, und gebe jedem so entstandenen
Produkt das positive oder negative Zeichen, je nach-
dem die angewandte Permutation zur ersten oder
zur zweiten Art gehort:

[—
3) M = Fadal) ... ald.

Die Summe aus diesen mit Vorzeichen versehenen

Produkten )
M4+MI+M+...=2ZM

soll 4 sein. 4 wird die Determinante der n? Elemente o
genannt, und zwar, wenn die Unterscheidung notwendig ist, eine
n-reihige Determinante (auch Determinante nten Grades
oder nter Ordnung). Das Glied M dieser Summe, d. h. also das
Produkt aller in der Diagonale des Quadrates stehenden Elemente,
wird das Hauptglied genannt.

Die Bezeichnung (1) ist in vielen Fillen zu umsténdlich; es
sind daher noch andere, kiirzere Zeichen im Gebrauch. So setzt

1*



4 Erster Abschnitt. §2.

Jacobi, indem er nur das Hauptglied der entwickelten Deter-
minante ausfiihrlich schreibt:

4 4d=73taPad ... a®,
und Kronecker noch kiirzer:
(5) 4 = ! a?‘) I.

Beide Bezeichnungen sind aber nur dann ganz deutlich,
wenn die Elemente in der hier vorausgesetzten Weise durch
zwel Indices bezeichnet sind, und durchaus unanwendbar, wenn
die Elemente z. B. numerisch gegeben sind.

Es kommen bisweilen Determinanten vor, bei denen

o = af

ist, bei denen also in-(1) die symmetrisch zur Diagonale des
Quadrates stehenden Elemente einander gleich sind. Wir werden
in diesen Fillen gewohnlich beide Indices (um ihre Gleichwertig-
keit anzudeuten) unten hinsetzen, also

Qi x = g,
setzen. Solche Determinanten heiflen symmetrisch.
Wenn wir in dem Produkt

6 M'=Falaf ... a®

die Faktoren umstellen, so indert sich sein Wert nicht. Wir
konnen also die Faktoren auch so anordnen, dal die unteren
Indices in ihrer natiirlichen Reihenfolge 1, 2 ... #» erscheinen.
Dabei werden dann die oberen Indices in einer gewissen Weise
permutiert erscheinen, also M’ die Form erhalten:

M + aBa@® ... al’),

worin

(ﬂlv 132 oo ﬁn) = 281

(ot O oo 0ty) = U
eine Permutation der Ziffern 1, 2 ... n bedeutet. Man kann die
Anordnung B dadurch erhalten, dal man in den Faktoren von
M' die Transpositionen, die zu 2 gefiihrt haben, von der letzten
anfangend, riickgingig macht, um in der Reihe der unteren
Indices wieder die urspriingliche Anordnung zu erhalten. Die
dabei sich ergebende Reihenfolge der oberen Indices ist dann
die Permutation B. Es folgt daraus, dal B zur ersten oder zur
zweiten Art gehort, je nachdem U zur ersten oder zur zweiten

ebenso wie



§ 2. Determinanten. 5

Art gehort, da beide durch die gleiche Anzahl von Transposi-
tionen entstehen. Die Gesamtheit der B stellt ebenso wie die
Gesamtheit der U alle Permutationen der » Elemente dar, da
zwei verschiedene U niemals zu demselben B fiilhren konnen.
Damit ist bewiesen:

IV. Die Determinante 4 kann auch dadurch gebildet
werden, dafl man in dem Hauptgliede a® af® ... a®
die oberen Indices auf alle méglichen Arten per-
mutiert, jedem der so gebildeten Produkte das
positive oder negative Zeichen gibt, je nachdem
die angewandte Permutation zur ersten oder
zweiten Art gehort, und dann die Summe aller
dieser Produkte nimmft.

In der Darstellung (1) von 4 werden durch die oberen
Indices die Zeilen, durch die unteren Indices die Kolonnen
gekennzeichnet, und demnach konnen wir diesem Satze auch den
folgenden Ausdruck geben:

V. Eine Determinante 4ndert sich nicht, wenn die
Zeilen zu Kolonnen und die Kolonnen zu Zeilen
gemacht werden.

Wenn wir in den simtlichen, Anordnungen %, %', %" ... der
n Elemente irgend zwei Elemente miteinander vertauschen, so
bleibt die Gesamtheit dieser Anordnungen ungeéndert, aber es
geht jede Anordnung erster Art in eine Anordnung zweiter
Art tiber und umgekehrt. Wenn wir also in den Gliedern
M, M', M" ..., aus denen 4 zusammengesetzt ist, irgend zwei
untere Indices vertauschen, so geht jedes Glied mit positivem
Zeichen in ein anderes iiber, das in 4 mit dem negativen Zeichen
behaftet war und umgekehrt, also dndert 4 sein Vorzeichen.

Daraus folgt mit Hilfe von V. der Satz:
VI. Wenn man zwei Zeilen oder zwei Kolonnen mit-
einander vertauscht, so &ndert die Determinante

nur ihr Vorzeichen,

und daraus allgemeiner:

VII. Wenn in einer Determinante die Zeilen oder die
Kolonnen permutiert werden, so &ndert sich der
absolute Wert nicht, und das Vorzeichen dndert
sich nicht oder geht in das entgegengesetzte
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iiber, je nachdem die angewandte Permutation
zur ersten oder zweiten Art gehort.

Aus VL erhilt man den folgenden Fundamentalsatz:

VIII. Wenn in zwei Zeilen oder in zwei Kolonnen die
an gleicher Stelle stehenden Glieder einander
gleich sind (kiirzer ausgedriickt: wenn zwei Reihen
einander gleich sind), so hat die Determinante
den Wert Null

Denn die Vertauschung der zwei Reihen #ndert nach VI
das Zeichen, kann aber andererseits, da beide Reihen identisch
sind, nichts dndern, so daB fiir o/ nur der Wert Null iibrig bleibt.

§ 3.

Unterdeterminanten.

In jedem Gliede der entwickelten Determinante
ZEtaPad...am,

deren Wert wir jetzt mit A4 bezeichnen wollen, kommt jede
der Zahlen 1, 2... % ein- und nur einmal als unterer Index
vor. Es wird also ein gewisser Komplex von Gliedern den Faktor
a enthalten, ein anderer Komplex den Faktor a{® usf., endlich
ein Komplex den Faktor a{®; jedes Glied der Determinante kommt
in einem und nur in einem dieser Komplexe vor.

Bezeichnen wir also den ersten dieser Komplexe mit a® A,
den zweiten mit a® A®, den letzten mit a{ A{™, so kionnen wir
die Determinante folgendermafen darstellen:

1) A= aP AD | a® AD | ... 1 o AP,
An Stelle des unteren Index 1 hitten wir ebensogut jeden
anderen, », herausgreifen und daher

(2) A — ail) Aﬁ,l) + “52) A(f) + e + asn) _Ag’n)

setzen konnen. Darin bedeutet das Produkt a® A® den
Komplex aller Glieder der Determinante, die den Faktor
a® enthalten.

Da dieselben Regeln wie fiir die unteren, so auch fiir die
oberen Indices gelten, so kann man die Determinante auch noch
in der folgenden Weise schreiben:
® A= o AP + o AP + - + o AP,

worin g gleichfalls jeden der Indices 1, 2... n bedeuten kann.



§3. Unterdeterminanten. 7

Die hierdurch vollstindig definierten Grofen A® heifien die
Unterdeterminanten der Determinante 4. Um ihre Bildungs-
weise genau kemnen zu lernen, betrachten wir zunfichst den
Komplex a(® A®. Man erhilt ihn, wenn man in dem Produkt

a® a@® ... a®
den unteren Index 1 ungedindert 16t und nur die ibrigen In-
dices 2, 3 ...n auf alle Arten permutiert und die Summe der
entstandenen Glieder mit Riicksicht auf die Zeichenregel bildet,
d. h. es ist A® die (n — 1)-reihige Determinante:

2, 2 2,
a?, a® ... a®

(4) AD — a®, a® ... a®

................

oder die Determinante, die man aus A erhilt. wenn man in dem
A darstellenden Quadrat [§ 2, (1)] die erste Zeile und die erste
Kolonne weglaft.

Daraus ergibt sich leicht die Bedeutung von A%®; man kann,
indem man v — 1 Zeilenvertauschungen vornimmt, die vte Zeile
zur ersten machen, und wenn man noch y — 1 Vertauschungen
der Kolonnen hinzunimmt, die pte Kolonne zur ersten; im iibrigen
bleiben die Reihen in ihrer Aufeinanderfolge ungeiéindert. Die
Determinante selbst hat den Faktor (— 1)“+* angenommen und
ist dem absoluten Werte nach ungedndert geblieben. In der so
umgeénderten Reihenfolge ist aber das Element a$ an die Stelle
des Elementes a{ getreten, und daraus schliefit man auf folgendes
Bildungsgesetz:

Man erhilt die Unterdeterminante 4% dadurch, daB
man in dem die Determinante darstellenden Quadrat die
beiden Reihen weglift, die sich in a® kreuzen, und den
Faktor (— 1)+# hinzufiigt.

Wenn die Elemente a# unabhiingige Variable sind, so ergibt
sich durch Differentiation von (1) oder (2) nach a®:

04
® 4 =g

Da der untere Index v in AY gar nicht vorkommt, so
andert sich A% nicht, wenn der untere Index v durch einen
anderen ersetzt wird. Dann aber verschwindet nach § 2, VIL
die Determinante. Wir erbalten demmnach aus (2) die folgende
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wichtige Relation, in der g, v irgend zwei voneinander ver-
schiedene Ziffern 1, 2 ... » sein konnen:

6 0= aP A faP AP | D A,
und ebenso bekommt man aus (3):
@ 0= AP - o AP + . + ) 4D,

Wenn wir die Relation (6) mit einem beliebigen Faktor
multiplizieren und zu (2) addieren, so erhalten wir die Formel:
(8) A= (0" 4 4al) AP 4 (& + 24) 4P 4

o (@ ) 42,
die uns den folgenden Satz ausdriickt:

IX. Die Determinante #andert ihrem Wert nicht,
wenn man zu den Elementen einer Zeile die
mit einem beliebigen gemeinschaftlichen Faktor
multiplizierten entsprechenden Elemente einer
anderen Zeile addiert.

Wenn die oberen Indices wirkliche Potenzexponenten be-
deuten, so ist der Wert der Determinante:
1, a, al ... ar—?
1, ag a; ... a?—!

N1
1, an a; ... an

(ag — &) (a3 — @) ... (@n — @)
(as — ay) ... (an — a5)

(@n — an_y).

Man beweist dies nach 1X., wenn man jede der (» — 1) ersten
Spalten mit @, multipliziert von der folgenden subtrahiert und
so fortfahrt.

Wir suchen alle Glieder der entwickelten Determinante 4
auf, die den Faktor

a a® ... a?
enthalten, worin v eine beliebige Zahl unter # sein kann.
Diese Glieder erhalten wir aus dem Hauptgliede
a® a® ... aPalkD ... al,
wenn wir bei der Permutation der unteren Indices 1, 2 ... v un-
geindert lassen und nur v 4 1 ... n auf alle Arten permu-
tieren, unter Beriicksichtigung der Vorzeichenregel.
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Demnach ist der Inbegriff der gesuchten Glieder
D Lt

(10) Y 3 B .

(n)
oy ...ad

X. Die hier als Faktor auftretende Determinante
von n — v Reihen, die wir mit 47 3;:;} bezeichnen,
entsteht aus 4 durch Weglassen der v ersten
Zeilen und Kolonnen.

Dieses Resultat wollen wir nun auf folgende Art verall-
gemeinern:

Wir wihlen irgend v Elemente
o, of? (Bv)

e O,

aus, jedoch so, daB nicht zwei Elemente in derselben Zeile oder
in derselben Kolonne vorkommen, d. h. so, daB nicht zweimal
derselbe untere oder derselbe obere Index vorkommt, und be-
zeichnen den Inbegriff der Glieder der Determinante, die das
Produkt dieser Elemente als Faktor enthalten, mit

(11) af,’il’ aa(l’;!z) .. (fv) Aﬂl, B2 vefy

. Qe, Oy B2. 04 Gy

Man kann durch Umstellen von Zeilen und Kolonnen, wo-
durch hochstens das Zeichen der Determinante geéndert wird,
immer erreichen, dafl die Elemente

(12) al?, af? ... a,(,f”)

an die Stelle der Elemente
a®, a® ... oM

gelangen; dann aber lifit sich die Regel X auf die Bestimmung
von APf2-B ganyenden, und es ergibt sich:

@y, ... Q)

XI. Man erhilt (vom Vorzeichen abgesehen) Aft?--%

@, Xg. .0y
als (n — v)-reihige Determinante, wenn man in
A alle Zeilen und Kolonnen wegldBit, die sich
in einem der Elemente (12) schneiden, und die
iibrig bleibenden Zeilen und Kolonnen in ihrer
Reihenfolge stehen ldft.

Fiir die Zeichenbestimmung aber ergibt sich folgende Vor-
schrift.
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Man ordne die unteren und die oberen Indices 1,2 ... %
in der Weise:
Obyy G ous Olyy Oby 1 v s Oly
(13) ﬂu ﬂz ﬁ'a ﬁv+1 oo ﬂm
indem man &, 4; ... &, und ebenso By4; ... B, der Grofle nach
aufeinander folgend annimmt.

XII. Die in XL beschriebene (n — v)-reihige Deter-
minante erh#dlt das positive oder negative
Zeichen, je nachdem die beiden Anordnungen
(18) der Ziffern 1, 2...n beide zu derselben
oder zu verschiedenen Arten gehoren.

Denn die Determinante #ndert ihr Zeichen durch jede Ver-
tauschung zweier unterer oder zweier oberer Indices. Um den
allgemeinen Fall (11) auf den besonderen Fall (10) zuriickzu-
fihren, hat man so viele Transpositionen oberer und unterer
Indices vorzunehmen, daB die Permutationen (13) beide in die
urspriingliche Anordnung 1, 2, 3...n iibergehen, und ebenso
viele Zeichenwechsel haben stattgefunden.

Die so definierten Grifen

Aoeylle
heiflen die vten Unterdeterminanten oder Unterdeter-
minanten vter Ordnung. Sie sind dargestellt durch (n — v)-
reihige Determinanten.

Aus XII. folgt in bezug auf diese Unterdeterminanten der
Satz:

XIL Die Unterdeterminante Aﬁ‘l’,izzﬁ'v indert nur ihr
Vorzeichen, wenn zwei ihrer unteren oder zwei
ihrer oberen Indices vertauscht werden, oder all-
gemeiner: sie bleibt dem absoluten Werte nach
ungeidndert, wenn die Anordnung der Indices
0, 0 ..., durch irgend eine andere Anordnung
ersetzt wird und dndert das Zeichen oder nicht,
je nachdem diese Permutation zur zweiten oder
zur ersten Art gehort.

Bezeichnen wir aber mit o, o ... o) irgend eine Anordnung
der o, o, ... o, so enthédlt die Determinante 4 auch den Kom-
plex der Glieder

+ o o ... g gPe e B
I S |

@, @y, ... @)Y
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und wenn wir also alle diese Glieder sammeln, so erhalten wir
den Komplex:
(14) ATl s 1 800 L o,

Die hier auftretende v-reihige Determinante

) )

af,‘,i‘, af;) aa(’i‘
) (

al?, al? ... af?

>4 alaf? ... af,f') =

..................

By B By
G0 o

wollen wir die zu Aﬁ:’f:g: komplementdre Unterdeter-
. . V2.8 . . N
minante nennen und mit Bﬁ: f: ... a, bezeichnen. Sie enthilt

genau die Zeilen und Kolonnen, die in Af;',z:'.'.'.ﬁ: fehlen und

stimmt, abgesehen vom Vorzeichen, mit der Unterdeterminante

(n — v)ter Ordnung
Aﬁv 41 ﬂ”

Cy 41 o0 .Gy
iiberein. Der Komplex der Glieder (14) wird also bezeichnet mit
(15) dnnle Baalla

Wiéhlen wir nun fiir oy, ot ... & jede Kombination von »
der Ziffern 1, 2...n, so erhalten wir, indem wir 8,, 8; ... 8
festhalten, ebenso viele Komplexe der Form (15) und jedes Glied
der Determinante A kommt in einem und nur in einem dieser

Komplexe vor. Demnach erhalten wir, wenn wir alle Aus-
driicke (15) summieren, den Satz von Laplace.

XIV. Die Determinante A4 ist:
(16) A=73 A220 Babl

Selbstverstindlich kann man auch die Kombination der o
festhalten und in bezug auf die § summieren.

Dies ist der Satz von Laplace.

Als h#ufig vorkommender spezieller Fall mag der erwihnt
werden, wo f,, B, ... By =1, 2 ... v und wo a® = 0 ist, wenn
r einen der Werte 1, 2 ... v und gleichzeitig s einen der Werte
v+ 1...n hat. Dann werden alle 43 7 -7 = 0, mit Aus-
nahme von Ay ;::;,, und man erhilt

1,3...v 1,2...9
A=Ay 3.7 Bl
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Der Satz wird durch folgendés Diagramm veranschaulicht,
in dem das ganze Quadrat die Determinante A vorstellt, und
wo in dem schraffierten Rechteck lauter Nullen stehen. Sind
dann B und C die in den beiden kleinen Quadraten stehenden
Determinanten von v und » — v Reihen, so ist
amn 4= BC.

Noch eine andere Darstellung der Determinante A durch
die ersten und zweiten Unterdeter-
minanten erhdlt man auf folgende
| 1 Waeise.

Man wihle in 4 irgend zwei
— | Reihen aus, die sich in einem Ele-
| mente, etwa in a®, schneiden. In
jedem Gliede von 4 kommt ein Ele-
0 ment mit dem unteren Index » und
ein Element mit dem oberen Index u
vor. Wir haben also zundchst in 4
den Komplex a¥’ 4% und ferner die
verschiedenen Komplexe a¥ af® Ai','; ,
worin ¢ jeden von u verschiedenen und % jeden von v verschiedenen
Index bedeuten kann.
XV. Wir kénnen daher setzen:

A =a® AP | ‘ﬁk a®al® A¥%
oder nach XIII.
(18) A=aP 4P — 3P a Al

Wir bemerken zu diesem Satze noch, daB A‘,‘,’;f die dem Ele-
mente af’ entsprechende erste Unterdeterminante der
(n — 1)-reihigen Determinante A% ist; denn Ay ist der Koeffi-
zient von a® af in der Entwickelung von A4 und A% der Koeffi-
zient von a¢”, folglich A%} der Koeffizient von af in der Deter-
minante 4%,

Man kann nach diesem Satze die sogenannte gerinderte
Determinante

Fig. 1.

ad, af ... a®, u,
2
a®, a® ... a®, u,

(19) 7

aP, o ... a®, u,

Vgy Vg .u. VUny
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nach den Elementen der letzten Zeile und Kolonne entwickeln
und erhilt
t k
(20) U=qgd—3 3 uvA4P.
Man erhélt diese Gleichung aus (18), wenn man » in » + 1

verwandelt, und die Elemente der letzten Zeile und Kolonne
durch eine andere Bezeichnung auszeichnet.

Ersetzt man ¢ durch ¢ — w, worin « wieder eine beliebige
GroBe ist, so ergibt sich die oft angewandte Formel:
ad, ol ... ad, u,
a®, a® ... a®, u,
(21) .................... == U —_— _Au,
a®, am ... a®, u,
U1y, Vg eee Upy Q—U
worin U die Bedeutung (19) hat.

Auch bei den héheren Unterdeterminanten ist bisweilen die
Bezeichnung durch Differentialquotienten zweckméBig, so dal z. B.

e 0*4
(22) A = 34 P
gesetzt wird.
§ 4'

Lineare homogene Gleichungen.

Die hauptsichlichste Anwendung der Determinanten ist die
Auflésung linearer Gleichungen.

Wir wollen hier die Aufgabe gleich in allgemeinster Weise
in Angriff nehmen, da die spezielle Form kaum eine Verein-
fachung ist und sich nachher leicht aus dem allgemeinen Resul-
tate ableiten laBt.

Wir betrachten ein System von m Gleichungen ersten Grades,
in denen % Unbekannte z,, , ... #, homogen vorkommen:
agl) z, + a(ﬂl) Z, _I_. oo + ag.) X, — 0
@ @ % g —
(1) al)x1+a2 x2+ +a£.) x’;,’_o

amz, + amzy 4 o0 4 alMz, = 0,
worin die Koeffizienten a® als gegebene Grofen betrachtet
werden. Uber die Zahlen m, n wollen wir vorliufig noch gar
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keine Voraussetzung machen, sondern uns allgemein die Aufgabe
stellen, alle Wertsysteme der 2,, #;...%, zu ermitteln, die den
Gleichungen (1) geniigen.

Eine Losung der Gleichungen (1) kénnen wir sofort angeben:
sie sind ndmlich, was auch die Koeffizienten af® sein mogen,
erfiillt, wenn

(2) xl—_—o, w2=0, --.wn'—'-—-O.

Einen anderen extremen Fall konnen wir noch erwihnen;
wenn nimlich die Koeffizienten a® simtlich den Wert Null
haben, dann sind die Gleichungen (1) fiir beliebige Werte von
Zy, %y ... Z, befriedigt.

Der allgemeinen Beantwortung der Frage schicken wir fol-
gende Bemerkungen voraus.

Wir schreiben das System der Koeffizienten von (1) in Form
eines Rechtecks

ad, aP ... ad
® o

a{™, afm...alm.,

Ein solches Schema, das fiir sich noch keine numerische
Bedeutung hat, heifit eine Matrix und ist die Quelle einer
groBeren Anzahl von Determinanten.

Die der Matrix entstammenden Determinanten er-
halt man, wenn man beliebige Zeilen und Kolonnen weg-
1438¢, in beliebiger, nur insoweit bestimmter Anzahl, daf
die iibrig bleibenden Elemente ein Quadrat bilden, und
dieses Quadrat als Determinante auffaBt.

So erhilt man aus der Matrix einreihige, zweireihige usf.
Determinanten. Die hochsten Determinanten sind n- oder m-reihig,
je nachdem n oder m die kleinere Zahl ist (oder »-reihig, wenn
n = m ist).

Wir machen nun die Annahme, daf unter den v-reihigen
Determinanten der Matrix wenigstens eine von Null ver-
schieden sei, wihrend die (v -+ 1)-reihigen und folglich auch die
hoheren Determinanten, falls solche vorhanden sind, alle ver-
schwinden sollen. v kann jede Zahl sein, die nicht grofer als
die kleinere der beiden Zahlen n oder m ist (oder falls n = m
ist, diesen gemeinschaftlichen Wert nicht fibertrifft).
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Eine solche Zahl v wird sich immer finden lassen, wenn wir
den schon erledigten, ganz interesselosen Fall ausschlieBen, daB
alle Koeffizienten af verschwinden.

Wir kbnnen, ohne die Allgemeinheit zu beschrinken, zur
Vereinfachung der Bezeichnung annehmen, die nicht verschwin-
dende v-reihige Determinante sei

ad, a ... a®
2) 2) 2
(4) A=|%ad...ad |

................

ad, af) ... a®

Denn offenbar steht es uns frei, das Gleichungssystem (1) in
beliebiger Weise anzuordnen, und ferner kénnen wir die Bezeich-
nung der Unbekannten « so wéhlen, daf irgend v von ihnen die
v ersten sind.

Die Unterdeterminanten von A bezeichnen wir wie frither
mit 4%, worin 4, k¥ von 1 bis v gehen.

Wenn nun zunichst v = n ist, was voraussetzt, daB m nicht
kleiner als » ist, so haben die Gleichungen (1) keine andere
Losung, als die in den Gleichungen (2) enthaltene.

Denn greifen wir die # ersten der Gleichungen (1) heraus;

aPz, +-aP g 44 aPx, =0
() a? z, + o z, + +a®z, =0

......................................

multiplizieren diese der Reihe nach mit A®M, AD ... A®, worin
@ jeder der Indices 1, 2...n sein kann, und addieren sie, 80
folgt, weil nach § 3, (2) und (6)

3 A®aP = 0 oder = 4
1,7

ist, je nachdem A von g verschieden ist oder nicht,

Az, = 0,
und da nach unserer Voraussetzung A von Null verschieden ist,
xy, = 0.

Damit ist bewiesen:

XVL. Wenn ein System von m linearen homogenen
Gleichungen mit » Unbekannten eine Losung hat,
bei der nicht alle Unbekannte verschwinden, so
miissen, wenn m = n ist, simtliche n-reihige
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Unterdeterminanten der Matrix (3) der Koeffi-
zienten verschwinden.

Wir heben den am meisten angewendeten besonderen Fall
m = n hervor und geben dem Satze fiir diesen Fall den folgenden
Ausdruck:

XVII. Wenn ein System von » linearen homogenen
Gleichungen mit » Unbekannten eine von Null
verschiedene Determinante hat, so haben simt-
liche Unbekannte den Wert Null, oder:

Wenn ein System von n linearen Gleichungen
mit ebenso vielen homogen vorkommenden Un-
bekannten eine Losung hat, bei der nicht alle
Unbekannten verschwinden, so verschwindet die
Determinante des Systems.

Unter der Determinante eines Systems von » linearen
homogenen Gleichungen mit » Unbekannten ist hier die
Determinante aus den n? Koeffizienten dieser Gleichungen ver-
standen.

Wir betrachten ferner den Fall, dafl v kleiner als » ist.
Da m gleich oder grofer als v sein mul}, so wahlen wir die v
ersten Gleichungen des Systems (1) und schreiben sie so:

a(ll)xl + ag)xz +...+ agl)x,,: -'—as,lz*_lxv+l — e — as‘l)x”

2 2 .o 2 — — @ —_——.e— (@
6 5T P e e = — s, oz,
W2 APy o A= — a0, s — - — Dz

Wir bezeichnen wieder mit p einen der Indices 1,2...w,
multiplizieren dann die Gleichungen (6) der Reihe nach mit
AD, AD...AD und addieren sie. Daraus folgt, wie vorhin, mit
Benutzung von § 3, (2), (6):

) Azy = — Copr,uyyr — - — O,y Tny
wenn zur Abkiirzung gesetzt ist:

(8 C;,,,,_'—_Zas_')Ag), A=v+1L,v4+2...n
1,

Nach § 3, (2) ist C;,. die Determinante, die aus der durch
(4) definierten Determinante dadurch hervorgeht, daB man die
Elemente der pten Kolonne ap, a...ap durch aP, aP...ad
ersetzt.
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Durch (7) sind nun, da A von Null verschieden ist, die
Zy, Zgy ... %y linear ausgedriickt durch z, ., ... 2, und durch die
bekannten Grofen.

Es ist nun noch zu zeigen, daf durch die Ausdriicke (7) die
Gleichungen (1) befriedigt sind, welche Werte auch 2,1, ... 2z,
haben mogen, daB also # — v von den Unbekannten willkiirlich
bleiben, von denen die iibrigen » nach (7) abhingig sind.

Um die Wahrheit dieses Satzes einzusehen, haben wir nur
die Ausdriicke (7) in die Gleichungen (1) einzusetzen. Man ver-
einfacht die Rechnung sehr durch Anwendung eines Summen-
zeichens X, bei dem wir, wie schon oben, die Summationsbuch-
staben oben, die Grenzen unten anhéingen. Zunichst kénnen wir
dann die Gleichungen (7) so schreiben:

h i
® Am=—3 3 apdla w=12..n
v ,n 1,7

Wir multiplizieren, wenn % irgend eine der Ziffern 1, 2, ...m
bedeutet, mit ¢® und summieren in bezug auf u:

“ L "
() e p— @) q® A®, —
(10) AR% Xy = v};’ﬁh 12'1,2' a a® A®, k=1,2,...m.

Dazu addieren wir beiderseits die Summe

A
A 2 af) &n
r+14,n
und erhalten
& ® 2 »__ S E o m e
(11) A2y = S an(day’ — T 3 anay’ A7)
Ln r+1,n 1,7 1,v

Der Faktor von z; in der Summe auf der rechten Seite ist
nach § 3, (20) die Determinante

a®, aP...a®, ad

2 2 2 2,
a® af...a®, o
(12) Cotieniiineiaeians

a®, aP...a?, a

aP, aP...a®, a®

und verschwindet daher, wenn %k = v ist, dann, weil zwei Zeilen
iibereinstimmen, wenn aber k¥ > v ist, nach der Voraussetzung,
weil dann (12) eine v -} 1-reihige Determinante der Matrix (3)

ist. Wir bekommen also aus (11), da 4 von Null verschieden ist,
Weber, Algebra, (Kl. Ausg.) 2
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(13) z,a,, zp = 0, k=1,2...m,
d. h. das System der Gleichungen (1) ist durch (7) befriedigt.

Damit ist bewiesen:

XVIIL. Wenn in einem System von m linearen homogenen
Gleichungenmitn Unbekannten alle v1-reihigen
Unterdeterminanten-der Matrix der Koeffizienten
verschwinden, so hat das System eine Losung, in
der mindestens # — v von der Unbekannten will-
kiirlich bleiben. Ist m <m, so gibt es immer eine
Losung, in der mindestens # — m der Unbekannten
willkiirlich bleiben;

und hiervon ist ein hiufig vorkommender spezieller Fall:

XIX. Wenn die Determinante eines Systems von » line-
aren homogenen Gleichungen mit ebensoviel
Unbekannten verschwindet, so koénnen die
Gleichungen so befriedigt werden, daf nicht alle
Unbekannte verschwinden.

Wir wollen von dem so bewiesenen Satze noch den anderen
Fall hervorheben, dal m = n — 1 und v = n — 1 ist. In
diesem Falle bleibt nur eine der Unbekannten beliebig, und die
Verhéltnisse der Unbekannten sind vollig bestimmt. Wir
konnen diesem Resultate folgenden Ausdruck geben:

Bezeichnen wir die (n — 1)-reihigen Determinanten der Matrix
1
ap, a ...a®
2, 2
a®y, ap ...a®

(14)

ap—, a1 ... alrY,
it abwechselndem Vorzeichen genommen durch
Ay, Agy ... Ay
und nehmen an, daB wenigstens eine von diesen Grofilen von
Null verschieden sei, so ist die Losung des Systems:
aPz, + aPx, +-4aPz,2 =0
(15) Pz, Pz -4 aPz, =0

...............................................

a(lﬂ—l)xl_l_ a(ﬁﬂ—l)xg +...+ asi""'l)z” =0
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gegeben durch die Verhiltnisse
(16) Lyt Zgieeeily = Ayt Ay Ay

Von den Sitzen ist eine Anwendung die, dal ein Ausdruck
der Form

F(z) = dpan—' + Ay —2 .-+ dp_sz + Ana
nicht fiir » verschiedene Werte a,, @, ... a, von z verschwinden
kann, aufler wenn die Koeffizienten A4, 4,,... 4, alle gleich
Null sind.
Denn setzen wir die #» Gleichungen an:
F(a,) =0, F(ay) =0, ... F(an) =0,

so ist deren Determinante nach § 3 (9) nicht — 0, und daraus
folgt, dafl die A, 4,,... 4,—; = 0 sein miissen.

§ 5.

Lineare Substitutionen.

Ein Ausdruck von der Form
Y= 0@ + A%y + -+ 4 auZu
heiBt eine lineare Funktion von z;, %, ... 2,; m solcher Funk-
tionen

¢ k;
(1) yk=2a$’x.-, k=12...m
1,n

heifen linear unabhingig, wenn eine identische, d. h. fiir
variable z giiltige Relation

2 Mh + MY+ F Amyn =0

mit konstantem A nicht anders als fiir 4, =0, 4, =0, 4, =0
bestehen kann, im anderen Falle linear abhingig. Die
Gleichung (2) fordert aber fiir die a® die Gleichungen

k * .
(3) SiaP =0, i=12...n
1,m

Die Sitze XVI, XVII, § 4 (in denen m und »n zu ver-
tauschen sind) geben uns also die Bedingungen fiir die lineare
Abhingigkeit oder Unabhingigkeit. Insbesondere erhdlt man die
Satze:

XX, Ist m > n, so sind die m Funktionen (1) immer
linear abhéngig. Ist m = n, so sind diese Funk-
2%
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tionen dann und nur dann linear abhéngig, wenn
die Determinante

A=3+aPaQ ... a®
verschwindet. Sind die Funktionen also linear
unabhéngig, so folgt aus § 3, (2), (6)

k
Y] Az = Sy AP
I,n

und die #; sind also auch lineare Funktionen von
Yo Y2+« Yn
Sind die z; Variable, so werden auch die g; Variable, und
ein System von » unabhingigen Gleichungen (1) bildet eine
lineare Substitution, durch die die Verdnderlichen y; durch
die Veriinderlichen z; ausgedriickt werden. Die Gleichungen (4)
driicken dann umgekehrt die Variablen z; durch die Variablen
Y aus.
Aus dem Koeffizientensystem einer solchen Substitution kann
man eine Matrix bilden, die man so bezeichnet:

1 1 1
a®, af ... al
2. 2, 2
a@, aP ... al®

a®, a ... a®

®) 4=

oder kiirzer mit (a®), und dann wird die lineare Substitution
auch so bezeichnet:

(6) (yn Ya o0 yn) - A(Tla Zg ooe xn))
oder kiirzer:
(7 (y) = A(=).

Die Gleichungen:
Y1 = 21y Yg = Ty ove Yn = Tn
bilden demnach eine lineare Substitution, deren Matrix

1,0...0
0,1...0

(8) J =

ist und die die identische Substitution genannt wird.

Wenn n = 1, 2, 3, 4 ist, so heiit die Substitution unir,
bindr, ternir, quaternir. Im allgemeinen heit n die Di-
mension der Substitution.
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Nehmen wir zwei lineare Substitutionen von folgender Form:

® w=30a,  ()=4e)
(10) w=3Wu (=30

worin ¢ und k¥ ebenso wie s von 1 bis » gehen, und fithren fiir
Y, aus (9) die Werte in (10) ein, so werden die # durch die #
ausgedriickt mittels einer neuen linearen Substitution C, die wir
80 bezeichnen konnen:

(11) 2 = C(x) = BA(x).
Schreiben wir diese ausfiihrlicher:

h
@
&, = X Ci &y
. i,n
s0 1st:

(12) ¢ —= i b® o
1,n

und die Substitution C = B A heiit aus B und A zusammen-
gesetzt oder komponiert. Obwohl wir hier das Zeichen der Multi-
plikation brauchen, so ist doch zwischen B A und 4B zu unter-
scheiden, und in dem besonderen Falle, wo AB = B A ist,
heifen die Substitutionen kommutativ oder vertauschbar.

Um drei Substitutionen derselben Dimension C, B, A zu-
sammenzusetzen, muf man die Ausdriicke (11) fiir # in eine
neue lineare Substitution

(13) (w) = C(2)
einfilhren und die Variablen # durch die # ausdriicken:
(14) (w) = CBA(x).

Da es offenbar gleichgiiltig ist, ob man die Ausdriicke (11)
in (18) einfiihrt, oder ob man zuerst 2z nach (10) durch y und
dann y nach (9) durch 2 ausdriickt, so gilt fiir diese Komposition
das assoziative Gesetz:

(15) C(BA) = (CB)A = CBA,

d. h. man kann, ohne eine Undeutlichkeit befiirchten zu miissen,
die Klammer ganz weglassen. Dies ldfit sich auch leicht durch
Rechnung bestitigen, wenn man nach (12) die Elemente von
C(BA) und (CB) A bildet. Man findet fiir beide den Ausdruck:

:

h
3 R
S 3 e b® a.
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Wir sprechen also den Satz aus:

XXIL Bei der Zusammensetzung der Matrizen gilt das
assoziative, aber nicht immer das kommutative
Gesetz

§ 6.
Mulfiplikation der Determinanten.

Wenn wir die Determinante der zusammengesetzten Sub-
stitution bilden, so kommen wir auf das Multiplikationsgesetz
der Determinanten, das wir wohl am einfachsten nach Hesse
ableiten.

Wir bilden das Hauptglied der Determinante €, indem wir
mit s;, 55 ... S, voneinander unabhingige Summationsbuchstaben
bezeichnen, die von 1 bis % laufen:

) () "iba) @20 ) o m Gy
i € ... Cn = o 010 2 by 637 ... 3 b;) Gy
81,82, 4,48y

= ST @@, b a af? .. al.

Die Permutation der unteren Indices der ¢ entspricht der
Permutation der unteren Indices der «, und wenn man also mit

Riicksicht auf die Vorzeichenregel die Determinante |C| bildet,
80 ergibt sich:

SEePcp ... cm
(]_) 81389, ¢4 s 8y
= Z bf,ll) bﬁ?... bﬁ';) S+ afal?... al»,
Nun ist
2t afaf... alw

nach VII und VIIL, § 2, immer dann gleich Null, wenn unter den
Syy Sy ... S, 2zweimal dieselbe Ziffer vorkommt, und gleich 4 4
oder gleich — A4, je nachdem s,, s,, ... s, eine Anordnung erster
oder zweiter Art der Ziffern 1, 2 ... n bildet.

Demnach wird die rechte Seite von (1):

AT + 0065 ... 80,
woraus sich ergibt:
©)] C = AB,
also das Multiplikationsgesetz der Determinanten.
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XXII, Das Produkt von zwei Determinanten desselben
Grades ist eine Determinante desselben Grades,
deren Elemente man findet, indem man die Ele-
mente einer Zeile des ersten Faktors mit den
entsprechenden Elementen einer Kolonne des
zweiten Faktors multipliziert und die Produkte
addiert.

Hierdurch ist auch das Gesetz fiir die Komposition der Sub-
stitutionen oder, was dasselbe ist, der Matrizen ausgedriickt. Wah-
rend aber bei den Matrizen die Reihenfolge der Faktoren wesent-
lich ist, so ist diese bei den Determinantenprodukten gleichgiiltig,
und da man in den Determinanten die Zeilen zu Kolonnen und
die Kolonnen zu Zeilen machen kann, so laft sich ein Deter-
minantenprodukt auf vier Arten bilden.

Auf dem gleichen Wege ergibt sich eine Verallgemeinerung
des Multiplikationstheorems.

Ist m > n, 8o setzen wir:

®) o = 3 1P off.
1,m

Wir lassen die Summationsbuchstaben s,, s,, ... s, von 1bism

laufen und bilden die Determinante C wie oben:
SEcPed...cm
(4) 811820008y
= S WP .60 S+ o ol .. .

Wihlen wir unter den Ziffern 1,2 ... m irgend eine Kom-
bination von # verschiedenen Ziffern o, e, ... o, aus, so enthélf
die Summe (4) alle Produkte von der Form:

S+ bR b0 6. S 4 af™af? ... alw,
aber keine anderen Glieder, und die Determinante C ist also
gleich der Summe aller dieser Produkte. Da wir iiberdies die
Zeilen mit den Kolonnen, d. h. die oberen mit den unteren In-
dices vertauschen konnen, so haben wir den Satz:
XXIIl. Wenn die Elemente der Determinante
C=3+ PecP...co»
die Form (3) haben, worin m > = ist, so wihle
man unter den m Ziffern 1, 2... m auf alle mog-
lichen Arten n verschiedene aus, die in einer be-
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liebigen Reihenfolge mit o, &, ... &, bezeichnet
werden. Ist dann

A = Y &+ a(l"‘t) ag’z) oo QN
5 n
®) B, = 3 £ b b .., bs.“n),
g0 ist
(6) C=3YA4,B.,

wenn sich die Summe auf alle méglichen Kombi-
nationen der o erstreckt.

Die Anzah! der Glieder dieser Summe ist gleich der Anzahl
der Kombinationen ohne Wiederholung von s Elementen zur
nten Klasse, also:

mm — 1) (m —2)...(m —n 4 1)
1.2.3...n '

§ 7.

Determinanten der Unterdeterminanten.

Wir machen hier gleich eine Anwendung von dem Multi-
plikationsgesetz der Determinanten.
Es sei 4 eine Determinante:
1, g 1
ady al ... a®
2) 2 2
a®, a® ... a®

(1) 4=
am, ag ... o™
und
1 1 1
AD, AP ... AD
2 2 2
@ AP, AP ... A®

..................

AP, AP .. A®

das System der Unterdeterminanten. Bilden wir aus (2) die
Determinante, die wir mit 4 bezeichnen wollen, so konnen wir
auf das Produkt 44 die Multiplikationsregel anwenden. Dies
gibt aber nach § 3 (3) und (7):
4,0...0
Aa— | G40
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und daraus durch Division mit 4:
3) 4 = An—1,

Es ist also 4 die (n — 1)te Potenz von A. Bei dieser
Ableitung ist allerdings zunichst vorausgesetzt, dal A von Null
verschieden sei. Da aber (8) in bezug auf die Elemente a{®
eine Identitdt ist, d. h. auch dann gilt, wenn diese Gréfen un-
abhingige Variable sind, so folgt, dal auch noch in diesem
Ausnahmefall die Formel (3) gilt, d. h. da83, wenn A verschwindet,
auch 4 verschwindet.

Dies Ergebnis ist ein spezieller Fall eines allgemeineren
Satzes, nach dem jede beliebige Determinante der Matrix (2)
gebildet werden kann. Betrachten wir die v-reihige Unterdeter-
minante

4D, AP .. AD
@ 4 = | AD AP a0

.................

A, AP ... A

aus der man durch Permutation der oberen und unteren Indices
alle anderen v-reihigen Unterdeterminanten ableiten kann, so
kann man die Multiplikationsregel anwenden, indem man <,
in eine n-reihige Determinante verwandelt:

1 1 1 1) 1
AP, AD AP, AD, ... AD

®) 4, = APy AP LAY, A LAY ’
O’ 0 ... 0’ 1 ... 0

.................................

wobei # — 1 Zeilen und Kolonnen beigefiigt sind, von denen
die (n — v) letzten aufler in den Diagonalgliedern lauter Nullen
haben.

Bildet man jetzt das Produkt 44,, so folgt
4,0...0,a® , ...aQ

) Ad, — My v g ,

.........................
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und dies ist nach § 3

Dividiert man hier durch 4 und wendet die Bezeichnung des
§ 3 an, so folgt

(M 4, = A" Ay5ny
Fir v = 2 ergibt sich das spezielle Resultat
(8) AP AP — AP AP = A 475

In der Bezeichnung durch die Differentialquotienten 146t sich
diese Formel so darstellen:

9 24 oA 9A 24 284
©) 0a0a® — 0ad 0aP  0a® 0ad

Besonders wichtig ist sie in dem Falle, wo A eine sym-
metrische Determinante ist, wo also a® = a{’ ist; dann

ist auch 04 04
0a® — 0a’
worin bei der Differentiation nicht Riicksicht genommen ist auf
die Abhingigkeit af = a{?; dann wird die Formel (9)
024 04 04 24 \2
(10) A——'—‘—-————(W>'
Eine andere Anwendung des Multiplikationsgesetzes fiihrt zu
einem Determinantensatz von Sylvester, den wir hier nach dem
Vorgange von Frobenius beweisen wollen.
Es sei 5 @
A=3taPaf ... a®
eine Determinante, r irgend eine Zahl < n und
4, =Y Lt aPa? ... a®
von Null verschieden. Mit A%® bezeichnen wir jetzt die Unter-

determinanten von A, (nicht von 4) und bilden das Produkt
der beiden Determinanten

1) 1 1,
a® ... aD afrtyH ... a® AD ... AP 0...0
1) ) n L
1) a® ... af ar+hv ... am AY ... Aﬁ') 0...0
1 ) 1) ) Ya ’
a(H_l... a£’+1a(r'+|1 .o a® g)”... Y;")“A,... 0
)] ) "+ 1) 1
at ayr av+ am Yﬁ. ) Yo ¢ Ar
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dessen Wert, was auch die Y sein mogen, den Wert
(12) A4t

hat. Bestimmen wir die Y und eine weitere Reihe von Grifien
B® aus den Gleichungen

(l)y(1)+___+a(r) Y(r)+a§ﬂ)A —0

(1)17(1)_{__ _}__a(r)y(r)_l—a,({?)A — 0
a@ Y + -+ @ YP 4 0l 4, = BY
re=r-4+1...n
ﬂ:—..r—-]—l...n,

so folgt durch Elimination von Y3, ... Y{?:
a® ... a®, a®
13) O | e ol
@ a® ... a®, a®
a® ... a?, a®

und die Multiplikation der beiden Determinanten (11) ergibt:

0 ..o Ary 0 0
X%, .. X%, BIR . B

Xg) X( 21, BS:'+1) B(n)

-

worin die X gewisse r-reihige Determinanten sind, auf deren
Kenntnis es nicht ankommt. Der Wert dieser Determinante ist

aber nach § 3
ALY + BYEP ... BY,

und hieraus und aus (12) ergibt sich die Relation von Sylvester:
(14) 34+ B . BY = AT 4,

wo die B die Bedeutung (13) haben und die fiir r = n — 2
in die Relation (9) iibergeht?).

) Sylvester, Philosophical Magazine 1851 (eoll. math. papers I). Fro-
benius, Crelles Journal, Bd. 86, 8.53, Sitzungsberichte d. Berliner Akademie
1894, XI1I, XXIII.
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§8.
Orthogonale Substitution.
Die Substitution
1) Yo = X a® z,
1,n
heiit orthogonal, wenn sie die Gleichung
= Sal
©) 2 =2
zu einer identischen macht. Die aus den Koeffizienten gebildete
Matrix
a®, ad ... a®

2) @ )
(3) A = a®, a® ... a®

am, a® ... am

heilt dann auch eine orthogonale Matrix.
Substituiert man (1) in (2), so ergeben sich die folgenden
Relationen:

® $aPuf =0 atp
= 1 o — ﬁ
Dafiir schreiben wir auch, wenn wir (&, 8) = 0 oder =1
setzen, je nachdem « =& f§ oder & = f ist:
®) S af o = (% B).

Mit Hilfe dieser Gleichungen 1i8t sich die Substitution (1)
sehr einfach auflosen, indem man (1) mit a{® multipliziert und
nach o summiert:

& (@
6) A =12 a; Yo

und wenn man dies in (2) einsetzt, so ergibt sich eine zweite
Form der Relationen (5):

0 Sa® of = (s, B).

Wenn wir nach der Multiplikationsregel das Quadrat der
Determinante A bilden, so ergibt sich mit Benutzung von (5)
oder (7): A2 =1,
also

() A=+1,
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und es gibt also zwei Arten orthogonaler Substitutionen, je nach-
dem hier das obere oder das untere Zeichen steht.

Setzt man zwei oder mehrere orthogonale Substitutionen
zusammen, 80 entsteht eine neue orthogonale Substitution. Die
Zusammensetzung zweier Substitutionen der ersten oder zweier der
zweiten Art ergibt eine Substitution der ersten Art (4 = - 1).
Die Zusammensetzung zweier verschiedenartiger Substitutionen er-
gibt eine Substitution der zweiten Art.

Multiplizieren wir die Relation (5) mit der Unterdeter-
minante A und summieren in bezug auf §, so ergibt sich nach
§ 3 (8), (7), wenn wir 4 = - 1 nehmen und o fiir ¢ setzen:
9) AY = a$? «e=12...n

g=12...n

Dies 148t sich sehr verallgemeinern, wenn man die For-

mel (7), (5) § 7 anwendet. Bezeichnet man mit

Oy Obg oon Obyy Clygy ee. Oy

By Ba-s Py Brgr... Ba
zwei Anordnungen der Ziffern 1, 2, 3 ... n, so ist bei einer ortho-
gonalen Substitution der Determinante -} 1:

B Baee By Brg1, Brvga... B
(10) A"haz---“v - A“v+1,“y+2...a:

oder in Worten ausgedriickt:

XXIV. Bei einer orthogonalen Matrix mit der Deter-
minante 4 1 ist jede Unterdeterminante be-
liebiger Ordnung gleich ihrer komplementéiren
Unterdeterminante.

Die terndren orthogonalen Substitutionen sind seit lange
in der Geometrie bekannt, wo sie die rechtwinklige Koordinaten-
transformation darstellen, die quaternéiren haben in jiingster
Zeit fiir die Elektrodynamik in der sogenannten Relativitits-
theorie eine neue Bedeutung gewonnen, wobei besonders die
Formel (10) niitzlich ist1).

§ 9.

Quadratische Formen.

Die linearen Substitutionen dienen dazu, ganze homogene
Funktionen umzuformen. Eine solche Funktion wird auch eine

') Vgl. Riemann-Weber, Die partiellen Differentialgleichungen der
mathematischen Physik, 5. Aufl., Bd. I, § 156 (1911).
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Form genannt, und wir beschéftigen uns hier zundchst mit den
quadratischen Formen. Wir bezeichnen die » Variablen, von
denen eine solche Form abhiéngt, mit

) _ Lyy Lgy oov Xy
und die Form mit

ik

) Q (@), Ty ... Bn) = @(X) = X 053 2 Txy
worin ¢ und %, von einander unabhingig, von 1 bis # laufen und
die Koeffizienten der Bedingung
) ®ix = Qi
geniigen, so dab z. B. fiir » = 3

@ (Zys Ty Tg) = au &F + 99 %7 + Ay 2]

+ 20932 %5 + 205 232 + 20,57, 7,

ist. Wir setzen die Derivierten

3 1o (m) = 12 sk X
und nennen

A1y A1z -+« A1
(4) _R = Qggy Ogp +.- (an

An1y Opg -+o Onn

was wegen (2) eine symmetrische Determinante ist, die Deter-
minante der Form ¢. Sie kann auch aufgefafit werden als die
Determinante der zweiten partiellen Ableitungen von ¢ (geteilt
durch 2%) und heit als solche die Hessesche Determinante
yon .

Wir machen nun in ¢ fiir die Variable z eine lineare Sub-
stitution

i
(5) =3 a7,
1,n
deren Substitutionsdeterminante
1) 2)
o)y a® ... am
D @ (n)
(6) r— o, a@ ... af
) q@ Q)
o), a® ... ot

von Null verschieden ist.
Dadurch geht die Form ¢ (z) in eine ganz ebenso gebaute

Form 9 (2’) iiber, die wir so bezeichnen:
ik
(M V(@ 25 ... 2h) = P (2) = X ax2i Tk,
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und durch (5) wird
®) 9 (@) = ¥ («)
zu einer identischen Gleichung.

Zwischen den Determinanten R und R’ der Formen ¢ und ¥
besteht nun eine fundamentale Relation, die sich auf folgende
Weise ergibt. Differenziiert man die identische Gleichung ¢ = ¥,
so folgt aus (5):

o 029 o
oxiomh E daiom, ¥
und folglich nach dem Multiplikationsgesetz:
Z 4 oy o'y 0y

— 0Z.0%, 0Z:0%s O, 0y

g 29 02
=r> % 0%, 04, 0T,0T5  0%n 0%n
Substituiert man hier wieder:

%
— o®
ax;. 3«’!71; 2 axh axk i

und wendet nochmals die Multiplikationsregel an, so erhdlt man
nun, da

o oy
om0, M Fzom,
ist:
9) R = r2R.

Wenn also R verschwindet, so verschwindet auch R’, und wir
beweisen den folgenden Satz:

XXV. DasVerschwinden der Determinante R hat die
Bedeutung, daB die Funktion ¢(x) sich aus-
driicken 1a8t durch weniger als » linear un-
abhingige Funktionen der .

Bildet man nimlich aus (5) und (7) die Koeffizienten ayr,
so erhilt man:

ik
Ayt = 3 @i o o,
und wenn man also die Substitutionskoeffizienten a{, af ... «l®
aus den Bedingungen bestimmt:
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k .
(10) Tapod =0, i=12...m
so erhilt man
a3 =0, ay =20, ...ap1 =0

und dies heifit, daB die Funktion ¢ von 2} unabhingig ist.

Die Gleichungen (10) konnen aber nach §4 dann und nur
dann durch ein System der Unbekannten «®, die nicht alle
verschwinden, befriedigt werden, wenn, die Determinante B ver-
schwindet.

Ist z B. «® von Null verschieden, so kann man die Sub-

stitutionsmatrix
o, o, ... ol
0, 1 0
0, 0 1

nehmen, und dann sind die 2’ linear unabhiingige Funktionen
von den z.

§ 10.
Trigheitsgesetz der quadratischen Formen.

XXVIL Eine quadratische Form von » Variablen 1i0t
gsich darstellen als eine Summe von héchstens
nQuadraten unabhéngiger linearer Funktionen
der Variablen.

Um ihn zu beweisen, nehmen wir zunichst an, es sei einer
der Koeffizienten a;;, etwa a,; von Null verschieden. Dann konnen
wir setzen:

¢Y) a3 @ (%) = (a2, + a32y + -+ 4 a1 )® + 1(2),
worin @, () nur von den Variablen zg, a3 ... Z,, nicht mehr von
x, abhingig ist, und damit ist der Fall » auf den Fall n — 1
zuriickgefiihrt.

Wenn aber die Koeffizienten a,;, @gy ... @un alle verschwinden,
so mul doch einer der anderen Koeffizienten, etwa a,,, von Null
verschieden sein. Dann setze man

z, = 21 + % Ly = X} — X5
und erhilt:
() P () = 2a1, (2 — 28) + ¥ (&, b 5 ... @),
worin ¢ die Glieder mit 2, 27 nicht enthilt.
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Damit ist dieser Fall auf den vorigen zuriickgefiihrt und der
Satz XXVI bewiesen.

Ist die Funktion ¢(z) eine reelle Funktion, so konnen auch
die Quadrate der linearen Bestandteile, in die man ¢ (z) zerlegt,
nach (1) reell angenommen werden, sind aber positiv oder negativ,
und diese Zerlegung kann auf unendlich viele verschiedene Arten
geschehen, Dariiber gilt nun der folgende Satz, der von Syl-
vester den Namen des Gesetzes der Triagheit der quadratischen
Form erhalten hat.

XXVIL. Wie man auch eine reelle quadratische Funk-
tion @ (z) in die Summe von positiven und nega-
tiven Quadraten linearer Funktionen zerlegen
mag, die Anzahl der positiven und negativen
dieser Quadrate und also auch ihre Gesamtzahl
ist immer dieselbe, vorausgesetzt, daB zwischen
diesen linearen Funktionen keine lineare Ab-
hingigkeit besteht.

Zum Beweise dieses Satzes seien

®) 9@) =Tt Xt T — ¥ X — o — T
2B} B — 2P — 7 — . — T

zwei Zerlegungen von ¢ (z) in Quadrate. Es seien also
Y, Y,...Y, Yi, ¥; ... Y}y homogene lineare Funktionen von z,
zwischen denen keine lineare Relation mit konstanten Koeffi-
zienten besteht und also v -+ v/ = n; dieselben Voraussetzungen
werden iber die Funktionen Z, Z, ... Z,, Z, Z; ... Z; gemacht,
80 daB auch p + p' = n ist.

Angenommen, es sei

I

v <] U,
dann konnen wir die Variablen z den linearen Gleichungen
4 Y=0 Y,=0..Y, =0
) Zy =0, Z;=0...2,=0

unterwerfen, deren Anzahl v - u’ kleiner als n ist.

Wenn nun die sdmtlichen Funktionen Z,, Z,... Z, linear
abhéngig wiren von den Funktionen Y,, Y, ... Y, Z,Z; ... Z;,
8o konnte man aus diesen w Gleichungen durch Elimination der
v Variablen Y,, ¥, ... ¥, eine lineare Gleichung zwischen den
Zyy Zy ... Zy, ZY, Z; ... Zy herleiten, die nach Voraussetzung

Weber, Algebra. (Xl. Ausg.) 3
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nicht bestehen soll. Es ist also das Verschwinden sidmtlicher
Zy, Zy ... Z, nicht eine notwendige Folge der Gleichungen (4),
und wir kénnen zu den Gleichungen (4) noch eine nicht homo-
gene hinzufiigen, etwa

Zy =1

dann haben wir fiir die # Unbekannten # ein System von #
oder weniger Gleichungen, die voneinander unabhéingig sind, sich
also nicht widersprechen.

Dann ergibt aber die zweite Darstellung (8) fiir @ (z) einen
positiven Wert, wihrend die erste einen negativen oder ver-
schwindenden Wert gibt, worin ein Widerspruch liegt. Es
folgt also

V=,
und da man ebenso schlief3t

=,
g0 bleibt nur v = u iibrig. In gleicher Weise kann man be-
weisen, daBl v/ = yu’ ist, wodurch unser Satz vollstindig be-

wiesen ist.

Bezeichnen wir mit z die Anzahl der positiven und mit v
die Anzahl der negativen Quadrate, so ist = -} » hdchstens
gleich #n, kann aber auch kleiner als n sein.

Wenn wir den Unterschied » — = — v mit ¢ bezeichnen,
so kann, wenn wir die allgemeine quadratische Form von =
Variablen als Summe von # Quadraten darstellen, ¢ als die An-
zahl der Quadrate mit verschwindenden Koeffizienten bezeichnet
werden.

Die drei Zahlen =, v, ¢, von denen keine negativ sein kann,
und deren Summe gleich der Anzahl der Variablen ist:

®) x+v+4e=n,
sind also fiir eine bestimmte quadratische Form unveréinderlich.
Wir werden sie die charakteristischen Zahlen der quadra-
tischen Formen nennen?).

Wir haben nach Mitteln zu suchen, um aus den Koeffizienten
der quadratischen Form die Zahlen =, v, ¢ zu ermitteln.

') Nach Frobenius heiBt # 4+ » der Rang, 7 — » die Signatur
der quadratischen Form (, Uber das Trigheitsgesetz der quadratischen Formen*;
Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1894, auch in Crelles Journal, Bd. 114);
¢ wird auch der Defekt der quadratischen Form genannt.
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Es sei also, wie in § 9
ik
(6) QX Ty ... Tn) = 12” @i, % T; T, Qi x == Op,i
eine quadratische Form von » Veréinderlichen mit reellen Koeffi-
zienten «; i.

Es sei wieder K die Determinante der quadratischen Form
¢ (), deren Koeffizienten jetzt reell vorausgesetzt sind. Unter
den Haupt-Unterdeterminanten verstehen wir solche, die man er-
halt, wenn man Zeilen und Kolonnen (in beliebiger Anzahl) aus-
streicht, die sich in Diagonalgliedern schneiden, die also, wenn
o, B, 7 ... irgend welche unter den Indices 1, 2 ... n bedeuten,
durch

(M Yk o app Gy e
zu bezeichnen sind.
Die Indices 1, 2, 3 ... n lassen sich auf n!=1.2.3...n

verschiedene Arten anordnmen; wenn wir mit irgend einer dieser
Anordnungen die Determinante bilden:

a1,1y Q1,25 Q1,3 .o Qi

(g1, 2,2, Og,5 ---i O2,n
o Oy |y

an,l, An, 2,4 a/n,S an,n
so liBt sich eine Reihe von Haupt-Unterdeterminanten daraus
ableiten, wie es durch die punktierten Striche angedeutet ist, d. h.
§0, daf man jede vorhergehende aus der nachfolgenden erhilt,
indem man die letzte Zeile und Kolonne wegldfit; es ist also

2
Ry,=1, R, = Oa,1y R, = Ay,1 Q2,3 — (a9,
d1,1y A1,2y Qa3
Rs — Ag,1y Ao,29 A2,3 |4 coevee _R” — R.
QAg1, Ug,2, A3,3
Ein solches System soll, wenn es in absteigender Reihe
R, R.,_,... R, R,

geordnet ist, eine Kette von Haupt-Unterdeterminanten
heiBen. Solcher Ketten lassen sich n! verschiedene bilden, in
denen allen das erste Glied R, das letzte Glied 1 ist.
Wir betrachten zunichst den Fall, daB die Determinante R
verschwindet.
3*
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§ 11.
Verschwindende Determinante.

Das Verschwinden der Determinante
B=3Y+ a11055 ... O

zeigt an, dal ¢ durch lineare Transformation in eine Funktion
von weniger als n Variablen transformiert werden kann, dal
also ¢ grofer als Null ist.

Wenn sich unter den Haupt-Unterdeterminanten von R eine
k-reihige findet, die von Null verschieden ist, etwa

) =3+ 1,1 Q2,2 « -+ Ak,ky
so ist, wenn wir
Tr41 = O, T to = 0, e Xy = 0
setzen,
@ (2, Zy ... Tk, 0, 0... 0)

eine quadratische Form von k Variablen z,, z, ... xx, deren
Determinante Rj von Null verschieden ist, die sich sonach nicht
durch weniger als & Variable ausdriicken lifit. Um so weniger
kann also bei unbeschréinkt verénderlichen x,, z, ... 2, die Funk-
tion @ von weniger als k Variablen abhéingen, und es folgt,
wenn, wie im vorigen Paragraphen, » — ¢ die kleinstmégliche
Zahl von linearen .Funktionen der # ist, durch die sich ¢ ()
darstellen 1a0t:
0! e=n—k

Wir nehmen jetzt an, die Form ¢ (2, z, ... 2,) lasse sich
durch % voneinander unabh#ngige lineare Formen von z aus-
driicken, die wir mit

4 = ﬁ(l)x +ﬁ(1)$2+"‘+ﬁi(¢1)xk—+—ﬂgl_1xk+l+...+Igg)wn
2) gy = iy x1+ﬂ(2)x2+---+ﬁ(2)xk+ﬁ, xk+1+...+ﬁ‘2)x”

2 = ﬁik)% +ﬂ(k)xa+ +ﬂ(k) xk—{—-ﬁ;(,"?l_l xk+1+“‘+ﬁg?wn

bezeichnen wollen.
Da 2, 2, ... 2, voneinander linear unabhiingig sein sollen, so
mul unter den aus der Matrix

0, g . g
B, B2 ... B
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zu bildenden %-reihigen Determinanten wenigstens eine von Null
verschieden sein. Denn wiren sie alle gleich Null, so lieflen
gich die Unbekannten %y, h, ... h, die nicht alle verschwinden
sollen, aus den Gleichungen

B BP 4 by o P =0, s=1,23...n
bestimmen, und die #,, 2; ... #; wiirden einer Gleichung
hygy + hyzg + - + hxa = 0
geniigen, also nicht unabhiingig sein.
Wir konnen, ohne die Allgemeinheit zu beschréinken, an-
nehmen, daB die Determinante
DRl R

von Null verschieden sei, und dann kénnen wir die Gleichungen (2)
in bezug auf die Variablen z,, z, ... z; auflosen.

Diesen Auflosungen geben wir die Form:

z, =y + ocffllxkﬂ + e+ o Ln
3) Zy = Y, + “1(62‘)\—lxk+1 + -+ % Zn

Ty = Yu + “ng‘)i-lxk+l + + o‘g‘)xm

worin die y, lineare homogene Verbindungen der #, sind, die
aus den Gleichungen

I%l)?/l + 139)?/2 + -4 ﬂl(cn?/k = %y
ﬁgz)?/l ~+ ﬂgz) Yo+ - + ﬁ§c2) Y = %9y

........................................

ﬂgk)?ll + ﬁgf)?b + ﬁg‘)?/z = %

bestimmt werden, wihrend die o neue Koeffizienten sind, die in
einer leicht zu {ibersehenden Weise aus den § abgeleitet werden,
auf deren Bildung es uns hier nicht weiter ankommt.

Nun ldBt sich nach der Voraussetzung die Funktion
o (2, 25 ... ) durch 2, 2, ... &, also auch durch y;, y5 ... %
allein ausdriicken.  Bezeichnen wir diesen Ausdruck mit

D(yy, Yy .- Yx), 80 haben wir [durch Vermittelung von (3)] die
Identitat

O @@ %y oo By Trgr e Ta) = DYy, Ya - Y)y
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und wenn wir darin xii, Zx4s ... Zn = O setzen:

5) @ (Zyy Zy .. Tk, 0,0 ... 0) = D(2y, Ty ... Ta)y
wodurch, da es auf die Bezeichnung der Variablen nicht an-
kommt, @ vollstindig bestimmt ist: wir kénnen daher setzen:

(6) DWWy Yg oo ) = @Y1, Yp -+ Y 0, 0 ... 0)

= @2y X3 ... Tu);
@ entsteht also aus ¢ dadurch, dal man die n — k letzten
Variablen (bei der hier gewihlten Anordnung) gleich Null setzt:

r 8
) D(xy, ... 7)) = lﬁlka,,,:v,xs.

’

Die Determinante von @ ist eine der Haupt- Unterdeter-
minanten von R, und zwar erhilt man sie, indem man in R die
n — k letzten Zeilen und Kolonnen wegstreicht.

Nehmen wir an, dal ¢ sich nicht durch noch weniger als
k Variable ausdriicken lifit, daB also k¥ =— n — ¢ sei, so kann
die Determinante dieser Funktion @ nach XXV, § 9 nicht ver-
schwinden.

Hieraus und aus dem unter (1) Bewiesenen ergibt sich nun
der Satz:

XXVIII. Wenn alle Haupt-Unterdeterminanten von R von
mehr als k¥ Reihen verschwinden, wahrend unter
den Haupt-Unterdeterminanten von k¥ Reihen
wenigstens eine von Null verschieden ist, so ist

o=mn —Fk
Denn aus (7) folgt, daB, wenn ¢ = n — k ist, wenigstens
eine k-reihige Haupt-Unterdeterminante von Null verschieden

sein mufl, und aus (1), daB, wenn auch noch eine Haupt-Unter-

determinante von mehr als ¥ Reihen von Null verschieden ist,
o<<n—k

ist. Wenn also ¢ = n — Fk ist, so kann keine Unterdeterminante

von mehr als & Reihen von Null verschieden sein.

Sind 7, », ¢ die charakteristischen Zahlen der Form ¢, so
sind =, v die Anzahlen der positiven und negativen Quadrate, in
die sich die durch (7) bestimmte Form @ zerlegen lifit, und die
Bestimmung der Zahlen =, v braucht also nur noch fiir letztere

Funktion, deren Determinante von Null verschieden ist, durch-
gefithrt zu werden.



§12, Nicht verschwindende Determinante. 39

§ 12,
Nicht verschwindende Determinante.

Bei der Untersuchung der Formen ¢ (z,, z, ... ,,) mit nicht
verschwindender Determinante machen wir von dem im § 7 be-
wiesenen Determipantensatz (8) Gebrauch:

Ist A eme Determinante von # Reihen, und sind A ihre
ersten, A"} ihre zweiten Unterdetermma.nten, 80 ist

(l) A(l) A(!’) A(t) A(l) AA

Ist A eine symmetrische Determmante so ist AP = AP,
und wir konnen die Formel (1) so schreiben:

@ AP 49 — AP = 4 43
Darin kann ¢ jeden der Indices 2, 3 ... n bedeuten. Wenn

AP = 0 und 47§ = 0 ist, so folgt hlera.us, daB auch 4P =0
sein muB, und daraus schheBen wir, daB nicht zugleich
AP, AY3, AVS ... Abn
verschwinden konnen, da sonst auch
AL, AP ... AP,
also auch A4 verschwinden wurde.
Wenden wir dies auf die jetzt vou Null verschieden an-
genommene Determinante B — R, unserer Funktion ¢ an, so
folgt, daB zwar die erste Haupt-Unterdeterminante R,_,, dann
aber nicht alle zweiten Haupt- Unterdeterminanten R,_, ver-
schwinden konnen. Dieselbe Schlufweise 148t sich anwenden,
wenn wir R durch ein nicht verschwindendes R,_;, Rn—;...
ersetzen, und wir gelangen also zu folgendem wichtigen Satz:
XXIX. Man kann, wenn R von Null verschieden ist, die
Indices 1, 2 ... » so anordnen, daB in der Kette
der Haupt-Unterdeterminanten

3) R., R,_, ... I, R,
nicht zwei aufeinander folgende Glieder ver-
schwinden.

Die Determinantenrelation (2) ergibt, wenn man

A = Ry, k=12 ...,n—1
setzt, eine Gleichung zwischen drei aufeinander folgenden Glredern
der Kette (3), die wir so schreiben konnen:
(4) RkSk - Tkﬁ = I{k—l Rk+1,
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worin S, und 7, gewisse Unterdeterminanten von R, also ganze
rationale Funktionen der Koeffizienten a;; sind.

Naher bezeichnet, sind Ry, Sy, Ik erste Unterdeterminanten
von Ry,;, und zwar ist

0By __ 0By, __0Ry
B = aak+1,k+1, Sk - aak,k ’ T = aak,k+1.

Eine dem Satz XXIX entsprechende Anordnung der Indices
wollen wir fiir die Folge als gewshlt voraussetzen. Dann ist,
wenn R, verschwindet, R;_, und Ry, von Null verschieden, und
(4) zeigt, dal sie entgegengesetzte Vorzeichen haben, also:

XXX. Wenn ein inneres Glied einer Kette von Haupt-
Unterdeterminanten verschwindet, so haben die
beiden angrenzenden Glieder entgegengesetzte
Vorzeichen.

Um die Anzahl der positiven und negativen Quadrate einer
Form mit nicht verschwindender Determinante zu bestimmen,
nehmen wir zunédchst an, dal in der Kette der Haupt-Unter-
determinanten

.Rm .R"_l, Rn_g cee Rl? RO =1
kein Glied verschwinde. Wir konnen dabn den Koeffizienten 4
g0 bestimmen, daf die Determinante der Form

)] Y= @ (%, Loy Ty ... Tn) — A3
verschwindet. Die Determinante ist ndmlich

Ay,1y M1,2 -o. Q1,0
Q A3 .9 «.. O
2, 1y 2 2, n — R,‘ . lR,,__],
G, 1y An, 2 -+ Uny — A
und sie verschwindet, wenn
R,
A =
R,_,

gesetzt wird.
Die Funktion 4 ldfBt sich dann durch » — 1 Variable y
ausdriicken, und man erhilt nach der Formel (6), § 11
V(@ Ty Tn) = Y (Ys Y -+ Yn—1, O)
oder nach (5)

R
(6) q)(xh Z ... x,.) = E._, @y + o9 (ylv Yo + v Yn—1, 0)2

und die Untersuchung der Funktion ¢ von # Variablen ist dadurch
auf die Untersuchung von ¢,(y) = ¢ (¥, ¥ ... Yn—1, 0) voOR
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n — 1 Variablen zuriickgefiihrt, deren Determinante gleich R, _,,
also von Null verschieden ist. Je nachdem RE,:R,_; positiv
oder negativ ist, wird die Funktion ¢ (x) ein positives oder ein
negatives Quadrat mehr haben als @, (y).

Durch Anwendung des gleichen Verfahrens auf ¢,(y) und
die folgenden Funktionen ergibt sich der Satz:

Die Anzahl der positiven und negativen Glieder der Reihe

R, R,_, R,
R.. R._, R
stimmt iiberein mit der Anzahl der positiven und negativen
Quadrate, in die sich die Funktion ¢ () zerlegen lifit.

Wir wollen diesem Satze noch einen etwas anderen Ausdruck
geben, schicken aber folgende Erklirung voraus:

Wenn eine Reihe von Null verschiedener reeller Zahlen in
bestimmter Anordnung vorliegt, so konnen die Vorzeichen dieser
Grofen in mannigfaltiger Weise wechseln; folgen zwei Grofen
von gleichem Zeichen aufeinander, so zéhlt man eine Zeichen-
folge (Permanenz), folgt aber auf eine Grofe eine andere von
entgegengesetztem Zeichen, so haben wir einen Zeichenwechsel
(Variation) zu zéhlen.

Betrachten wir nun von diesem Gesichtspunkte die Reihe
der Grofen

R, R,_., R,—, ... B, R,,
so findet beim Ubergange von R; zu Ry, eine Zeichenfolge oder
ein Zeichenwechsel statt, je nachdem der Quotient Ry : Ry,
positiv oder negativ ist.

Wir kénnen also auch den folgenden Satz aussprechen:

XXXI Ist = die Anzahl der positiven, v die der nega-
tiven Quadrate von g, so ist w gleich der Anzahl
der Zeichenfolgen, v gleich der Anzahl der
Zeichenwechsel in der Kette

(M Rn Ry_1y Bo_; ... Ry, R,.

Diese Fassung des Satzes hat den Vorzug, dab sie sich auf
den Fall iibertragen ldBt, daf in der Reihe (7) einzelne innere
Glieder verschwinden, wenn nur nicht zwei aufeinander folgende
Glieder Null sind. Wenn ni#mlich Ry =— 0 und Ry _,, Ry, von
Null verschieden sind, so haben R;_;, und Ry, verschiedene
Vorzeichen. In der Reihe

Rk +1y -Rk, -Rk -1
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findet also ein Zeichenwechsel und eine Zeichenfolge statt,
gleichviel ob wir das verschwindende R; durch eine positive oder
eine negative Grofe ersetzen.

Wenn wir nun die Kette (7)

-Rm -Rn—h s Rl, Roo

in der einzelne Glieder verschwinden, durch eine andere ersetzen,
8) R, R, ... B, Ry,
in der kein Glied verschwindet, und in der den nicht verschwin-
denden Gliedern der Reihe (7) Glieder von demselben Vorzeichen
entsprechen, so haben die Reihen (7) und (8) gleich viele Zeichen-
wechsel, welches Zeichen auch die den verschwindenden R ent-
sprechenden R’ haben miogen.

Es sei nun ¢ (z) eine zweite beliebige quadratische Form der
Variablen 2z, mit der wir die Form
) o' =9+ v
bilden, worin & ein noch unbestimmter Koeffizient ist. Wir
werden nun sogleich zeigen, daB wir & so wihlen konnen, daf
¢’ und ¢ dieselbe Zahl von positiven und negativen Quadraten
haben, dall aber in der Kette der Haupt-Unterdeterminanten
R, der Form ¢’ keine verschwindenden Glieder vorkommen, und
daBl endlich einem nicht verschwindenden R; ein Rj; von dem-
selben Vorzeichen entspricht. Dann kénnen die Zahlen =, v fiir
¢ und fiir ¢’ sowohl aus der Reihe (7), als auch aus der Reihe (8)
ermittelt werden, und die Anzahl der Zeichenwechsel, die in
beiden gleich ist, gibt die Anzahl v der negativen Quadrate.

Um nun den Nachweis zu fiihren, dall der Koeffizient & in
der angegebenen Weise bestimmt werden kann, nehmen wir an,
es sel @ irgendwie in eine Summe von Quadraten verwandelt

(10) ¢ =Myl + Ay + -+ ayi,
und ¥, in den Variablen y,, ¥, ... y. dargestellt, habe den
Ausdruck

usarue Y= 2Bix ¥ Y

Die Zahlen =, v fiir die Funktion ¢’ werden dann aus der
Kette der Haupt-Unterdeterminanten von

LA, 4 &pi 1 &8, 000 &fin
1) efa 1y by + 882,00 £ P n

...........................................

eﬁn,la eﬁn,Za-" }' + eﬁn,n
nach dem Satze XXXI bestimmt.
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Nun kann man aber & so klein annehmen, daf diese Haupt-
Unterdeterminanten dem Zeichen nach iibereinstimmen mit
den Produkten

Padghy oo huy  AAghg e hy_ay e Ahy A, 1
und dann ist die Anzahl der positiven und negativen Quadrate
von ¢’ gleich der Anzahl der positiven und negativen unter den
Koeffizienten 4, von denen keiner verschwindet, d. h. die Zahlen
w und v sind fiir ¢ und ¢’ dieselben.

Sind nun die Koeffizienten von ¢, in den urspriinglichen
Variablen ausgedriickt, b; , also

¥ = Y by, % X,
g0 ist eine der Haupt-Unterdeterminanten von ¢’
1,1 + €b1’1 cee O1,% + Sb],k

0,1 + Ebk,l cee Ak + Sbk,k
und ist also eine ganze rationale Funktion kte Grades von ¢,

Bi =B+ eM, 4+ &2 M, +} --- -+ & M,

worin die M,, M, ... M, rational von den a;i, b;x abhingen.
Insbesondere ist

Mk = 2 i b1,1b2,2 bk,k’
und man kann die 4;; immer so annehmen, daf I von Null
verschieden ist. Man kann dann also & so annehmen, dafl, wenn
R, von Null verschieden ist, R; dasselbe Zeichen hat wie Ry, und
wenn R verschwindet, R; nicht verschwindet.

Wir konnen das hierdurch Bewiesene mit den Ergebnissen
des § 11 in eine allgemeine Regel zur Bestimmung der Anzahl
der negativen Quadrate, auch fiir den Fall verschwindender
Determinante, zusammenfassen:

XXXIL Um die charakteristischen Zahlen =, v, ¢ der
Funktion ¢ () zu bestimmen, ordne man die
Variablen z,, 2; ... z, so an, daB in der Kette
der Haupt-Unterdeterminanten

(12) R, Ry_1... R, R,
eine moglichst kleine Anzahl von Anfangs-

gliedern verschwindet, und dall von den folgen-
den Gliedern nicht zwei nebeneinander stehende
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verschwinden; ¢ ist dann die Anzahl der ver-
schwindenden Anfangsglieder, » die Anzahl der
Zeichenwechsel und # =n — v — o1).

Zu bemerken ist noch, dafl man die Anzahl der Zeichen-
wechsel in der Reihe (12) auch von rechts nach links abzihlen
kann, d. h. dal man dieselbe Anzahl von Zeichenwechseln findet,
wenn man die Reihe in umgekehrter Ordnung schreibt.

Bezeichnen wir mit #, v, ¢ die charakteristischen Zahlen der
Form ¢ und bilden die Form

¢ =@+ &
so konnen wir ¢ so bestimmen, daB die Determinante von ¢’
nicht identisch fiir jedes & verschwindet. Dann sind #/, +/, 0 die
charakteristischen Zahlen von ¢’ und

(13) w4+ vV =n4v+o
Es ist dann in (10)
l”:(), l,,_l_—'—(), e A-y,_.e.!..l:(),
An—oy  An—g—1, ... A&, von Null verschieden.
In der Kette der Haupt-Unterdeterminanten von (11). stimmen
dann bei hinldnglich kleinem & die » — ¢ Endglieder im Vor-
zeichen iiberein mit
Mhy oo hng Ay e Amgony e AAy Ay 1
und die Anzahl der in dieser Kette vorkommenden Zeichenfolgen
ist daher mindestens gleich der Anzahl der positiven 41 und
die Anzahl der Zeichenwechsel mindestens gleich der Anzahl
der negativen A. Es ergibt sich hieraus:
(14) a = m, vV S
Nennen wir eine Form ¢, deren charakteristische Zahlen
w=mn, v=_0, ¢ = 0 sind, die also als Summe von » positiven
Quadraten voneinander unabhingiger linearer Funktionen dar-
stellbar ist, eine positive Form, so gilt der Satz, daB fiir eine

1) Hieriiber ist zu vergleichen Gundelfingers Zusatz zur dritten Auf-
lage von Hesses analytischer Geometrie des Raumes. Frobenius, ,Uber
das Trigheitsgesetz der quadratischen Formen“. Sitzungsber. d. Berliner
Akademie 1894; auch in Crelles Journal, Bd.114. Frobenius gibt ein Ver-
fahren an, um die Signatur, also die Differenz # — », in gewissen Fillen
auch dann aus der Kette (12) zu bestimmen, wenn darin beliebige Glieder
verschwinden, so da ein vorheriges Ordnen der Indices entweder ganz ver-
mieden oder wenigstens eingeschrinkt wird.



§12. Nicht verschwindende Determinante. 45

positive Form keine der Haupt-Unterdeterminanten verschwinden
kann. Denn eine positive Form kann fir kein reelles Wert-
system der Variablen z;,, z; ... z, verschwinden, auller wenn
diese Variablen alle gleich Null sind. Wenn aber die Haupt-
Unterdeterminante R, — 0 ist, so ist die Funktion von % Variablen

@@y, 2y ... Ty 0, ... 0),
deren Determinante R ist, durch weniger als %k lineare Fumk-
tionen der x4y, %, ... %k, etwa ¥y, ¥y ... Yx—1, darstellbar, und die
Funktion ¢ verschwindet daher, wenn
?/1=07 ...yk_.l—:O, .Z'k+1_—‘0, ...x,.:—_-O
ist. Dies ist ein System linearer Gleichungen, das durch nicht
verschwindende z befriedigt werden kann. Daraus ergibt sich:

XXXIII. Die notwendige und hinreichende Bedingung
fiir eine positive Form ist die, dafl die Glieder
der Kette (12) alle positiv sind.

Den entsprechenden Satz fiir eine negative Form erhilt man,
wenn man XXXIII auf die Form — ¢ anwendet. Positive und
negative Formen werden auch unter dem Namen der definiten
Formen zusammengefalit.



Zweiter Abschnitt.

Zahlen und ganze Funktionen.

§ 13.
Zahlen und Zahlkérper.

Die Algebra hat es zunichst zu tun mit den natiirlichen
(ganzen positiven) Zahlen, mit denen in bekannter Weise gerechnet
wird. Man bezeichnet die Rechnungsarten, Addition, Subtraktion,
Multiplikation, Division, als die vier Spezies oder als rationale
Operationen. Um diese Operationen aligemeiner ausfithren zu
konnen, erweitert man das Zahlenreich durch die Null, die nega-
tiven Zahlen und die Briiche, und es zeigt sich, daf die genannten
Operationen in diesem Bereiche allgemein ausfiihrbar sind, mit
Ausnahme der Division durch Null.

Aber die Algebra braucht auch noch andere Zahlen, wie z. B.
die Quadratwurzeln ¥2, V3, dann die imaginére Finheit i — V— 1.
Im Bereich dieser erweiterten Zahlen sind gleichfalls die vier
Spezies anwendbar. Hieraus ist ein Begriff abgeleitet, den Kron-
ecker als Rationalititsbereich, Dedekind als Zahlkorper
bezeichnet hat. Zu einem Rationalitidtsbereich oder Zahl-
korper gehéren alle die Zahlen, die aus einem gegebenen System
von Zahlen durch Anwendung der vier Spezies erreichbar sind.

Jeder Zahlkorper, zu dem aufler der Null noch mindestens
eine Zah! a gehort, enthdlt die Zahl 1 (Division von a durch a),
ferner alle ganzen Zahlen (Addition und Subtraktion von Zahlen 1),
alle Briiche (Division zweier ganzen Zahlen).

Die ganzen und gebrochenen Zahlen heiflen rationale Zahlen.
Der Bereich aller rationalen Zahlen ist ein Zahlkorper; er ist in
jedem Zahlkorper enthalten und heilt der absolute Rationali-
tdtsbereich.

Ein anderer Korper entspringt aus den komplexen Zahlen
Z -+ yi, wenn z und y rationale Zahlen sind.
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Die ganzen positiven und negativen Zahlen gestatten unein-
geschriinkt die Addition, die Subtraktion und die Multi-
plikation; die Division aber nur ausnahmsweise, namlich dann,
wenn der Dividend durch den Divisor teilbar ist.

Wir verstehen daher unter einem Integrititsbereich ein
Zahlengebiet, in dem die drei Operationen der Addition, Sub-
traktion und Multiplikation unbegrenzt ausfiihrbar sind, und neunen
eine Zahl a eines solchen Bereichs durch eine Zahl b desselben
Bereichs teilbar, wenn es in dem Bereich eine Zahl z gibt, die
der Bedingung bz = a geniigt.

§ 14.
Variable und Funktionen.

Aus der Analysis ist man gewohnt, unter einer , Variablen“
ein Zeichen zu verstehen, das nach und nach verschiedene Werte
annimmt. Die Algebra gebraucht das Wort Variable gleichfalls,
aber in einem anderen Sinne. Es sind hier lediglich Rechnungs-
symbole, mit denen man nach den Regeln der Buchstabenrechnung
operiert, und mit deren Hilfe man aus den Ergebnissen dieser
Rechnungen gewisse Resultate iiber Zahlen gewinnt oder einfach
ausdriickt und zusammenfafit. Es ist damit nicht ausgeschlossen,
daf man fiir diese Zeichen, fiir die man gleichfalls Buchstaben
wihlt, in irgend einem Stadium der Rechnung irgend welche
numerische Werte setzt.

Ist 2 eine solche Variable, wihrend a,, a,, «, ... Zahlen sind,
80 heilt ein Ausdruck wie

(1) [ (%) = apa™ + a; 2"~ + -+ + @1 Z - an

eine Funktion von z (ganze rationale Funktion von x); die Zahlen
gy €y -+ Gy heillen die Koeffizienten. Wenn die Koeffizienten
einem Zahlkorper angehoren, so heiBt f(z) eine Funktion in
diesem Korper. Der hochste Exponent # von « heilit der Grad
dieser Funktion (wenn a, nicht gleich Null ist).

Ganze Funktionen mehrerer Variablen «, y, # ... erhilt man,
wenn man in (1) die Koeffizienten «; durch ganze Funktionen
einer neuen Variablen y ersetzt, in dieser wieder die Koeffizienten
durch ganze Funktionen einer dritten Variablen z usf. Man er-
hélt dann Ausdriicke, die man kurz so schreibt:

L2

2 1@y 2..) = Xaupy ... 2°YP2" ..,
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worin die Exponenten o, 8, ¢ ... ganze, nicht negative Zahlwerte
durchlaufen.

Eine ganze Funktion wird nur dann gleich Null gesetzt, wenn
in dem geordneten Ausdruck alle Koeffizienten einzeln ver-
schwinden, und es gilt dann der Satz:

Sind @, (z, ¥, 2 ...), Dy (%, 9,2 ...), P (2,9,2...) ...
nicht verschwindende ganze Funktionen mit nume-
rischen Koeffizienten, so kann man den Veréinder-
lichen 2, y, z ... auf unendlich viele Arten solche
rationale Werte beilegen, dal von den Funktionen
D, D, D, ... keine den Wert Null erhilt.

Der Satz ist zundchst evident, wenn die Funktionen @,, ®@,,
®d, ... nur von einer Variablen abhéingen; denn dann gibt es
iiberhaupt nur eine endliche Anzahl von Zahlwerten fiir diese
Verianderliche, die eine dieser Funktionen zum Verschwinden
bringen (§ 4).

Dann aber konnen wir die Richtigkeit des Satzes fiir Funk-
tionen von n -+ 1 Verdnderlichen leicht einsehen, falls wir ihn
fir Funktionen von = Verinderlichen als erwiesen betrachten.
Denn ordnen wir die Funktionen nach der (n -+ 1)tenVerinder-
lichen ¢, so konnen wir fiir die iibrigen n Verdnderlichen nach
Voraussetzung solche Werte setzen, dafl in keiner der Funktionen
die Koeffizienten aller Potenzen von ¢ verschwinden; dann haben
wir Funktionen der einen Verénderlichen ¢ und konnen fiir diese
einen solchen Wert setzen, daf keine der Funktionen verschwindet.
Damit ist der Satz bewiesen, und man sieht, dal er auch noch
richtig bleibt, wenn fiir die absoluten Werte der Zahlen, die fiir
die Variablen zu setzen sind, beliebige obere Grenzen festgesetzt
sind, oder wenn gefordert wird, daf nur rationale Zahlen fiir die
Variablen zu setzen seien.

§ 15.

Teilung ganzer Funktionen.
Ist
(D D (z) = doam+ Ayam' + o+ Ap1Z + A
eine ganze Funktion mten Grades von 2 und

@ f@) = 2" 4 ana=1 4 o + ansz + a,
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eine ganze Funktion nten Grades, in der der Koeffizient von z»
gleich 1 ist, und ist n = m, so ist

(3) D) — Ao f(@) = By(a) = Apam -
eine ganze Funktion, deren Grad m, kleiner als m ist.

Ist m, noch nicht kleiner als n, so kann man
@ 0, (@) — Aram="f(z) = B, ()
setzen und erhdlt eine Funktion @,(z) von noch niedrigerem
Grade m,, und so fortfahrend kann man eine Reihe von Funk-
tionen ®@,, D,, G; ... von abnehmenden Graden m,, my, ms ...
bilden, deren letzte von niedrigerem Grade als n ist.

Falt man dies zusammen, so erhdlt man das gewOhnliche
Divisionsverfahren von ganzen Funktionen durcheinander. Man
kommt zuletzt auf eine Formel von der Gestalt:

®) O(@) = Q@) [(@) + 9(2),
worin @ () hochstens vom Grade » — 1 und

Q) = Agrm—r 4 Ajam—n 4 .o
vom Grade m — n ist.

Worauf es uns hier wesentlich ankommt, ist der Satz, der
sich aus der Bildungsweise der Formeln (3), (4) unmittelbar ergibt:

L Die Funktionen @(z), ¢(x) der Formel (5) sind
nicht nur ganze Funktionen von z, sondern auch
der Koeffizienten Ay A; ... Am @y, a3 ... Gy

Die Formel (5) bleibt auch noch giiltig, wenn der Koeffizient
von z* in f(x) nicht — 1, sondern = a, ist; nur tritt dann
eine Potenz von a, im Nenner auf.

Auf diesem Divisionsverfahren beruht die Ermittelung des
grofften gemeinschaftlichen Teilers zweier ganzer Funk-
tionen A4 (x), A'(x). Nach dem Satze I laBt sich setzen:

A e QIAI _j[_ AH
A’ —_ QI’AII + AIII
(6) e AU
AC=9 = Qe=D o= | Ao-1
AC=D = QC—1 AC—D | A®,

Da die Grade der Funktionen A’, A", A" ... stets ab-
nehmen, so kann man mit dieser Division so lange fortfahren,
bis der Grad von A® gleich Null, also 4 von z unabhingig

geworden ist.
Weber, Algebra. (Kl. Ausg.) 4
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Wenn nun 4, A’ irgend einen gemeinsamen Teiler haben,
80 ist dieser, wie der Anblick der Gleichungen (6) lehrt, auch Teiler
von A", A", A" usf. bis A” Ist A® eine von Null ver-
schiedene Konstante, so kann also kein von z abhéngiger Teiler
von A und A’ existieren. Solche Funktionen heifien teilerfremd
oder relativ prim. Man sagt auch, indem man nur die von z
abhéngigen Teiler beriicksichtigt, die Funktionen haben keinen
gemeinsamen Teiler.

Die Bedingung, daB die beiden Funktionen einen gemein-
samen Teiler haben, ist also:

) A® = 0.

In diesem Falle ist A®—Y Teiler von AC—2, wie die letzte
Gleichung (6) zeigt, und nach der vorletzten dieser Gleichungen
Teiler von A®—3 usf., also auch Teiler von 4 und 4. Und da um-
gekehrt jeder gemeinsame Teiler von A4, A’ auch Teiler von A¢—D
ist, so heillt A*—" der gr66te gemeinsame Teiler von 4 und 4'.
Der Euklidische Algorithmus (6) zeigt, daB man A® und A¢—?
aus den Koeffizienten von 4 und A’ durch die rationalen Rechen-
operationen ableiten kann, und zwar so, dal immer nur durch
die Koeffizienten der hochsten Potenzen von z in den Funktionen
A, A, A" ..., die von Null verschieden sind, dividiert wird.

Wir wollen diese Betrachtungen auf ein Beispiel anwenden,
das auf die Diskriminante der kubischen Formen fiihrt.

Wir setzen:
®) f@ = a2+ a22+ ax +a3 = 4
f(x) = 3a¢22 4+ 2a,2 + a, = B,
und setzen a, von Null verschieden voraus, dann haben wir:
9) A= QB -+ C,
C = ¢z + ¢,
worin 0= _ 34,2+ q,
- 9a, °’
2
(10) ¢ = 6aot129—a—0 2a1, 6 = SaOa:);—; aa,

Wenn ¢, gleich Null ist, so ist hiermit der Algorithmus schon
geschlossen; wenn ¢, von Null verschieden ist, dann haben 4 und
B keinen gemeinsamen Teiler; ist aber C gleich Null, so ist B
selbst der groBte gemeinsame Teiler von 4 und B, d. h. 4 ist
durch B teilbar. Die Bedingungen hierfiir sind also:

(11) 3ayay — a} = 0, 9ayas — a,a, = 0.
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Ist ¢, nicht gleich Null, so gehen wir einen Schritt weiter
und setzen:

(12) B = PC-+ D,

worin D konstant wird und den Ausdruck erhilt:

(13) D — 968 — 2a,60¢; + 3agc]
¢l

Ist dieser Ausdruck von Null verschieden, so sind 4 und B
teilerfremd, ist er gleich Null, so haben 4 und B den groBten
gemeinschaftlichen Teiler C. Setzen wir fiir ¢,, ¢, die Werte (10)
ein, lassen den Nenner weg, heben noch den von Null verschiedenen
Faktor 9a, heraus und kehren das Vorzeichen um, so erhilt diese
Bedingung nach einfacher Rechnung die Gestalt:

(14) alaj + 18a,a 0505 — 4 agai — 4ajay — 27alal = 0.

Sie ist, wie man leicht durch Rechnung oder auch aus (13)
sieht, auch dann erfiillt, wenn die Bedingungen (11) bestehen,
und ist also die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
dabl f(#) und f'(x) einen gemeinsamen Teiler haben. Die linke
Seite von (14), die eine ganze rationale und homogene Funktion
der Koeffizienten von f(z) ist, heift die Diskriminante der
Funktion f(z).

Der Algorithmus (6) kann uns noch eine weitere Aufgabe losen:

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt:

(15) A" = A — Q4,

und wenn man diesen Wert von A” in die folgende Gleichung

einsetzt:

AHI —_— (1 + QIQII)AI . QIIA’
also, wenn mit p, p’ ganze rationale Funktionen bezeichnet werden,
(16) A" = pA + p'A'.

Setzt man die Ausdriicke (15), (16) in die dritte Gleichung (6)
ein, so ergibt sich fiir A" wieder ein Ausdruck von der Form
(16), und so kann man fortfahren und erhélt schlieBlich:
an A" = P4 + P'4,
worin P, P’ ganze rationale Funktionen sind, deren Koeffizienten
durch rationale Rechenoperationen aus den Koeffizienten von 4
und A4’ zusammengesetzt sind.

Die Gleichung (17) bleibt richtig, wenn man P durch P — @A’
und P’ durch P’ 4 QA ersetzt, worin @ eine beliebige ganze

4%
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Funktion von z ist. Sind nun # und »' die Grade von 4 und 4,
8o kann man ¢ so bestimmen, daB der Grad von P — @A’ nicht
groBer als »’ — 1 wird, und dann folgt, da in (17) die hochsten
Potenzen von 2 sich wegheben miissen, dall der Grad von
P’ 4 @A nicht hoher als » — 1 sein kann.

In der Formel (17) ist A® eine Konstante. Besonders wichtig
ist dieser Satz in dem Falle, wo A® von Null verschieden, also
A, A’ relativ prim sind. Setzen wir in diesem Falle

P= AOF(z), P = AP (z),
so konnen wir nach Weglassung des Faktors A® dem Satze fol-
genden Ausdruck geben:

IL Sind f(x) und ¢(z) zwei ganze Funktionen ohne

gemeinsamen Teiler von den Graden »n und m, so
kann man zwei andere ganze Funktionen F(2)
und @ (z) bestimmen, deren Grade nicht héher
als m — 1 und n — 1 sind, die der Gleichung

(18) F@)f(z) + ¢@) 9 () =1
identisch geniigen.

Der Satz laBt sich noch verallgemeinern. Multiplizieren wir
die Gleichung (18) mit einer beliebigen ganzen Funktion (%),
so folgt:

(19) F@)1(@)f (@) + (@) 1(2) 9(2) = 2(2),
und nun koénnen wir

D (2)1(x) = Q@[ (2) + ¥ (@)
setzen, so dal Q(z), ¥(x) ganze Funktionen von z sind, und der
Grad von v () kleiner ist als der von f(x). Setzen wir dies
in (19) ein und setzen an Stelle von F(z)y(z) 4 @) ¢ (z)
wieder F(z), so erhalten wir:

F@)f (@) + 9(@) ¥ (@) = 2(2).

Wir kénnen daher den vorigen Satz so verallgemeinern:

IIL Sind f(z), ¢(«), x(x) gegebene ganze rationale
Funktionen, und f(z) und ¢(z) ohne gemeinsamen
Teiler, so lassen sich die ganzen rationalen Funk-
tionen F(z), ¥(z) und zwar ¥ (z) von niedrigerem
Grade als f(z) so bestimmen, daB die Gleichung

(20) F)f () + v (@) 9(@) = 1(2)
identisch befriedigt ist.
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§ 16.
Zerlegung ganzer Funktionen in lineare Faktoren.
Wenn man eine ganze Funktion nten Grades
(1) f(@) = apa* + aya*—1 ~+ +-- + ay_12 -+ an
nach § 15 durch eine lineare Funktion # — & dividiert, so wird der,
Rest eine Konstante. Setzen wir also

2) [@=@E—o e+ G

so enthidlt C die Variable x nicht mebr, und wenn wir

(3) Q=qoo" ' 4+ 2"+ - + 3% + Gn—1

setzen, so folgt aus (2):

4) &) = g2+ a4t guoa2?+ quaz+C

— OBl — e — Gy 3 X — UGy — 2 & — O Gy —1,
und aus der Vergleichung mit (1):
9 = Qg
i — &G =0
®) LT
Gn—1 — ®Qpn—2 = qn—1
C — ogy—1 = ap

Daraus erhilt man:

o = a
G = Qg -+ a
(6) g =a? +ae  +oa
Gn—1 = Qe "1 4 ayot—2 4 - -- Ap_y

C =aw +aw—it s w+ a, = F(n)
C entsteht aus f(z), wenn man 2 =— o setzt, und kann also
auch mit f(e) bezeichnet werden.

Demnach haben wir die Formel:
[@) —f(o) _
@ ) — 11 _ g(a),
worin @ (2) eine ganze Funktion vom Grade » — 1 ist. Setzen
wir darin x = «, so ergibt sich:
® (@) =f"(=),
worin f’(z) die Derivierte von f(z) ist:

@ f@=n7naeprr+m—1)aqga-2+-.-4 a,_.
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Dies Resultat lieBe sich natiirlich auch durch rationale Rech-
nung bestétigen.

Wenn wir in den Ausdriicken (6) an Stelle der unbestimmten
Grofe oo das Zeichen z setzen, so entsteht daraus eine Reihe
von ganzen rationalen Funktionen von z, die wir, wenn wir der
Einfachheit halber a, — 1 setzen, so schreiben:

fo =1,
i =2+ a,
(10) fa =22+ a;x 4 ay

faci=2"" 1+ ay2"~2 4 a2"~3--- + @, _1.

Diese Funktionen f,, f; ... fa—1 werden uns spiiter noch
gute Dienste leisten. Fiir jetzt fiigen wir noch folgende Be-
merkungen bei:

Man kann nach (10) die Potenzen 1, z, 22... 2#—! von z
linear ausdriicken durch die Funktionen f, f, ... fu—1, und zwar
s0, daB in den Koeffizienten nur ganze rationale Verbindungen
der a vorkommen, z. B.

I =1,
x _fl _alfo,

22 = fg - a1f1 + (al - a?)fo,

....................................

und daraus folgt, da man jede ganze rationale Funktion von z,
deren Grad nicht grofer als » — 1 ist, gleichfalls linear durch
for f1 -+ [a—1 ausdriicken kann in der Form

(11 Yolo + fi + -+ 4 Yn—1fn—1,
worin die Koeffizienten y,, y; ... y,—; von z unabhingig sind.

Ist also F'(x) eine beliebige ganze rationale Funktion von z,
so kann man, indem man f(z) als Divisor betrachtet,

(12) E@z) = Pf®) + Yofo + thth + - + Yn—1fn—=

setzen, worin auch P eine ganze rationale Funktion von 2 ist.
Zur rekurrenten Berechnung der Funktionen f,(z) ergibt
sich aus (10) die Relation:
(13) fr(2) — 2fy—1 () = a,.
Ist f(«) = 0, so heit « eine Wurzel von f(z), und die
Gleichung (2) ergibt:

(14) [(@) = (z — o) (@)
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Hat die Funktion @ () vom (n — 1)ten Grad eine Wurzel g,
80 konnen wir
setzen.

Hat Q,(x) eine Wurzel y usf., so ist, wemn «, 8, y ... ¥
Wurzeln der Funktionen f(z), @ (), @ (%) ... @u—2 sind, der
Koeffizient der hichsten Potenz von « in allen ¢ gleich a, und es
ergibt sich:

(15) f@) = (@ — &) (@ — B) ... (& — )

Der Fundamentalsatz der Algebra, auf den wir weiterhin
zuriickkommen, besagt, da8 jede ganze Funktion wenigstens
eine Wurzel hat.

Setzen wir diesen voraus, so ergibt sich aus (15) das Theorem:

IV. Eine ganze Funktion nten Grades ldBt sich in

n lineare Faktoren zerlegen.

Ohne den Fundamentalsatz vorauszusetzen, wiirde nur folgen,
was in § 4 auf anderem Wege bewiesen ist, daB eine Funktion
nten Grades nicht mehr als » Wurzeln haben kann, auller wenn
sie identisch verschwindet, d. h. alle ihre Koeffizienten — 0 sind.

Unter den Faktoren z — « von f(z) kann derselbe auch
zweimal oder ofter vorkommen, und man nennt dann & eine
doppelte oder mehrfache Wurzel von f(z).

Entwickelt man f(z) nach dem Taylorschen Lehrsatze nach
Potenzen von (z — «), so folgt, wenn mit f’(x), f” («) die Deri-
vierten von f(z) bezeichnet werden:

16) @) =10+ @ —af @+ E= @4

und wenn (&) = 0 ist, so 1aft sich f(z) nach (14) durch (z — o)
dividieren, und man erhilt:

Q@ =@+ 552w+ E5 52 @+

ol 0w =1

an F(€) = ao (e — B) (@ — 7) ... (o — v).
Daraus folgt:

V. Die notwendige und hinreichende Bedingung da-
fiir, daB « eine mehrfache Wurzel ist, besteht
darin, daB f(x) und f'(e) zugleich = 0 sind, und
daB o eine mfache Wurzel ist darin, daB

also
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f(@), ' ()...f™=V(x) verschwinden, wiahrend ™ ()
nicht verschwindet.

Setzen wir jetzt ¢, = 1 und bezeichnen die » Wurzeln von
f (%) mit o, o, ... @y, so ergibt sich:

(18) f(@)=(@—a)@—a) ... (& — o)
= 2" + a, 2" 4 aga"? + .-+ ap

Eine leichte Uberlegung 148t folgendes Bildungsgesetz der
Koeffizienten a,, a4 ... a, erkennen:

Es ist —a; gleich der Summe der e, a, gleich der Summe
der Produkte von je zweien der o, —ag die Summe der Produkte
von je dreien der o, allgemein (— 1)’ @, die Summe der Produkte
von je v der Grofen o, oder in Formeln ausgedriickt:

— = o

+a2 = Zoy 0oy
19y ereeeeeeesssessricee
(19) (—1Ya = Seyog...00

(—1)ran = oy 09 ... Oy,
ein Gesetz, das man aus den Formeln (5) durch vollstindige
Induktion bestdtigt.

Die Anzahl der Glieder, die eine der Summen (18), etwa
(— 1)y a,, enthilt, ist gleich der Anzahl der Kombinationen ohne
Wiederholung von # Elementen zur »ten Klasse, also gleich dem
Binomialkoeffizienten

(20) B = nle—d) (nlt—22.).'.”v(n e I (v) IIII((?;) — )

Wenn
Inmy=m.=12.3...m
ist, und wenn man die «; alle einander gleichsetzt, so erhélt
man aus (18) den binomischen Lehrsatz.

Die Binomialkoeffizienten B® sind nach (20) ganze Funk-
tionen von 7 vom Grade v und behalten ihren guten Sinn, wenn
fiir n eine Variable z gesetzt wird:
z.(z—1)...(x —v41)

L.2...v ’

(1) B® =

Man erhilt daraus:
(22) B® = B0 4 Beoy,
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woraus man schlieBt, was iibrigens von vornherein selbstver-
standlich ist, daB die Binomialkoeffizienten B fiir ganze positive n
selbst ganze Zahlen sind.

Einen weiteren Satz iiber diese Koeffizienten wollen wir noch
aus dem binomischen Lehrsatz ableiten. Danach ist, wenn
B® =1 gesetat wird:

1 = B®
142z =B®»+4 BPz
(28) (4 22=B®-+ B®x + B®x?

(1 4 z)* = B® + B®z + BPar + ... + BWan.
Wir machen von der Summenformel der geometrischen Reihe
Gebrauch:

L4 W4 0) + A 2 oo (o ap = EETT L,

Entwickelt man hier wieder (1 4 z)*+! nach der Bimomial-
formel, so erhélt man fiir die rechte Seite:

1 zyrtl —1
(——_}—-—%—-———— = B$”+1) —+- Bé”-i’l)x + vee + _B'(ln++11)xn.

Vergleicht man dies mit der Summe der rechten Seiten von
(23) und setzt die Koeffizienten entsprechender Potenzen von z
einander gleich, so folgt:

B® 4+ B® + B® 4 ... 4~ B® = B®+D
(24) B®W 4+ B® 4 ... 4 B® = Bn+Y
Bw = Boy,

oder allgemein
(25) B® + Be+Y + -« 4 BM® = B(tD,

Wenn man aber die Gleichungen (23) der Reihe nach mit
Bgn), ._Bl(n), _{_Bé»), _-_tB'(’n)
multipliziert (wo das obere Zeichen bei geradem, das untere bei

ungeradem # gilt), so ergibt die Summe der linken Seiten nach
der Binomialformel:

By — BY (1+ o) + BY (1+ 2)t — - & BY (1 + 2
=[1— 0+ 2= (—2)
und die Gleichsetzung der Koeffizienten gleich hoher Potenzen
auf der rechten und linken Seite liefert das Formelsystem
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0 = B®BM — B®BM + Bgﬂ)Bg‘) — e iBS")B,S"’

(26) 0 — — B®B® 4 B®B{ — ... + B®WB®™
+ 1= iB'(‘n)B'(‘n).

Dieses Formelsystem ld8t sich in umgekehrter Reihenfolge
mit Benutzung der Relation B® = B® auch so darstellen:
1 = B®B®
0 —= B{n}B((’n) — Bgn—l)Bgn)
(27) 0 = B{MB{M — Bn—1B® | Bg—> B

.................................................................

0= B’(‘n) Bm — B;»_—-II)BIW -+ _B'(‘n_-af)Bén) T BSO)BS‘),
oder auch in zusammenfassender Bezeichnung:
28) S(—1yBrBW =1 =0
0,
=0 u = 1, 2 ...m

§ 17.
Interpolation.

Wir wollen von den zuletzt gewonnenen Formeln eine An-
wendung machen auf eine Aufgabe aus der Theorie der Inter-
polation.

Es soll eine ganze rationale Funktion nten Grades
bestimmt werden, die fiir n 4-1 gegebene Werte der
Verinderlichen x vorgeschriebene Werte hat.

Es handelt sich also um die Bestimmung der n 4 1 Koeffi-
zienten ay, a; ... @, in

(1) () =apa® + ay2"—' 4 -+ ay12 + an
aus den n 4 1 Gleichungen
2 f(%) = Ao, f(on) = Ay ... [(otn) = Any

wenn g, ®, ... o, die gegebenen Werte von z, und 4, 4, ... 4,
die entsprechenden Werte von f(x) sind. Die Gleichungen (2)
sind ein System von Gleichungen ersten Grades fiir die Un-
bekannten a,, @, ... a,, die sich im allgemeinen durch Deter-
minanten auflésen lassen. Sind die gegebenen Werte von z die
n -+ 1 ersten ganzen Zahlen 0, 1, 2 ... n, so ldBt sich die Aufgabe
in folgender einfacherer Weise lsen. Nach § 16, (21) 1aBt sich
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2 und folglich jede ganze Funktion nten Gradesf(z) von z linear
ausdriicken durch B{®, B® ... B® in der Form:

3) f@) = MBS + M, B 4 - + M, B,

worin M,, M, ... M, Konstanten sind, und die Funktion f(z)
ist bestimmt, wenn diese Konstanten bestimmt sind.

Es sei nun nach unserer Voraussetzung £(0), f(1), £(2) ... f(n)
gegeben; da B immer verschwindet, wenn z einen der Werte
0,1, 2...v — 1 hat, so ergeben sich aus (3) die folgenden
linearen Gleichungen fiir die Unbekannten J:

f(0) = M, B
£(1) = M,BY + M, BY
4) (@)= M,BP + M,B® + M,BP
f(n) = M, B + M, B” + M,B{” + ... M, B".

Diese Gleichungen sind nun in bezug auf M,, M, ... M,

aufzulosen, was sehr leicht mit Hilfe der Gleichungen (27) des

vorigen Paragraphen geschieht. Die erste Gleichung (4) ergibt
némlich direkt:

©®) M, = £(0).

Multipliziert man die erste Gleichung (4) mit B’, die zweite
mit — B und addiert, so erhdlt man nach dem erwihnten
Formelsystem (auf » — 1 angewandt):

6 — M, = BPf(0) — BYf(1)

und so allgemein, indem man die » ersten Gleichungen (4) der
Reihe nach mit B, — BY’, + BY’,...+ BY’ multipliziert und
addiert:

() + M, =BPf(0) — BYf(Q1) + BYf(2) — - £ BYf ()
wodurch nach (3) die Funktion f(x) bestimmt und die Aufgabe
gelost ist. Es ist klar, daB, solange wir iiber die Werte f(0),
fQ),... f(n) keine besondere Voraussetzung machen, in dieser

Form jede beliebige ganze rationale Funktion von z dargestellt
werden kann.

Die Formeln § 16, (22):
® B =BY+ B2, Bf*"=BP =1

geben aber fiir die Koetfizienten M,, M, ... M, eine Bestimmungs-
weise, die fiir die praktische Rechnung viel bequemer ist.
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Es ist ndmlich nach (3)
© (@) =[O + M,BY + M,BY + - + M,BY;
und wenn wir darin # durch x 4 1 ersetzen und die Differenz
(10) 4. =f@+1) — (@)
bilden, mit Riicksicht auf (8)
(11) 4, = M, + M;B® 4+ M;B® + ... + M,B?,,
woraus sich ergibt [da (11) eine Gleichung von derselben Art
wie (9) ist, nur daB n — 1 an Stelle von n getreten ist]:
, My =4, =7f(Q1) — 70

Setzen wir

deyr — d, = A,

Aoy — 4z = 4

a
80 wird also hiernach
My=(©), My=4dy, M,=Jd... M, = 48",
und die Formel (9) ergibt:
(13) f@) =F©) + 4B + KB + -+ 45~ BE,
und ebenso kann man die Funktionen 4,, 45, 45 ... ausdriicken:
d,=Ady+ 4y BP ... -+ 48V B,
(14) v =i+ HBY o 4 A0V BR,

Die 4., 4, 47 ... 4"—? sind ganze rationale Funktionen
der Grade n» — 1, n — 2 ... 0, die letzte von ihnen also kon-
stant. Um sie alle darzustellen, braucht man nur die Werte
£(0), Aoy Aoy A7 ... 48P, die man am leichtesten berechnet,
wenn man eine Tabelle anlegt, die fiir den Fall » = 38 =z B.
folgende Form haben wiirde:

1(0)| 4o | 4| 4,

1Q) | 4| 4
1(2) | 4,
) '

und, wenn die f(0), (1) ... gegeben sind, durch einfache Sub-
traktionen berechnet wird.

Noch anders wird das Interpolationsproblem nach Lagrange
folgendermaBen gelost:
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Da eine Funktion (n —1)ten Grades n Koeffizienten enthilt,
so ist diese durch » vorgeschriebene Werte, die sie fiir die =
willkiirlichen Werte des Argumentes x

Oy, Ogy Og ... 0y
annehmen soll, bestimmt. Wir setzen
(15) @) =@ — o) (2 — &) ... (2 — &)

und erhalten dadurch eine Funktion nten Grades, die fiir diese
Werte o« verschwindet, und in der 2" den Koeffizienten 1 hat.
Nehmen wir die n Werte « alle voneinander verschieden an,
so sind die Derivierten f'(e;), f'(ey) -.- f'(«,) 2lle von Null ver-
schieden. Es ist z. B.
(o) = (o — og) (00 — otg) oo (0 — etn)
und in der Funktion
A,' X
09 ¥ =S 55625
F (o) f(x) + Fo) f(2) . Fow) f(2)
fl)@—o) ' fl)@—ou) ' " Flom)(@—am)
haben wir eine ganze Funktion (n — 1)ten Grades, die den Be-
dingungen
F(o) = A4,, F(oty) = A4, ... F(n) = 4,

geniigt.
Hierin sind die o; ganz willkiirlich und konnen daher auch
als Variable angesehen werden.
Ist nun @ () eine beliebige ganze Funktion yon 2, so setzen
wir nach § 15
a7 2(2) = Q@) f(x) + F(a),
worin F (z) hochstens vom Grade » — 1 ist, und es ist
D (o) = F(oi5).
Demnach ergibt sich aus (16).
— D (o) f ()
(18) 2@) — @I =3 i)
und daraus ergibt sich durch Vergleichung der rechten und linken
Seite nach § 15, I. das sehr bemerkenswerte Resultat:
VL Ist @ (x) eine beliebige ganze Funktion von 2 mit
variablen Koeffizienten, so ist die Summe
> D (o) [ ()
1 () (2 — o)
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eine ganze Funktion, nicht nur von 2, sondern
auch von o oder den Koeffizienten von f und von
den Koeffizienten von @.
Ist @ (z) = 2+, s0 ist Q(2) =0, wenn v <7 — 1, und
Q(z) =1, wenn v = n — 1 ist; setzt man dann z = 0, so
erhilt man aus (17):

(19)

§ 18.

Entwickelung einer gebrochenen Funktion nach fallenden
Potenzen der Variablen.

Ist f(x) irgend eine Funktion vom Grade n, ®(z) vom
Grade m, v eine beliebige Zahl und @, vom Grade » — 1, so
ergibt sich durch Division:

(1) @ O@) = F(0) {trmar @t - Cu = tr=1

+ o)+ Bu(2),
und die Koeffizienten von @, und die ¢ sind rational aus den
Koeffizienten von f und von @ abgeleitet. Dividiert man diese
Formel durch z”f(x), so folgt:

x) — m—n —_n—1
) _(—f‘(x) = Chem—1 & —+ Chema™
o o1& x';”((fv))

Der ins Unbestimmte fortgesetzte Teil dieses Ausdruckes

(3) Cp—m—y IM—M + c”_mxm—n—l +
heiBt die Entwickelung des Bruches @ (x):f () nach fallenden
Potenzen von z und die ¢; die Entwickelungskoeffizienten.
Das weggelassene Glied 2z~ ®,(z): f(x) heilt der Rest. Mit
welchem Rechte man unter Umstdnden die Entwickelung fiir die
Funktion selbst setzen kann, ist eine Frage, die in die Analysis
gehort, auf die- wir hier nicht einzugehen brauchen.

Wenn @(z):f(x) eine echt gebrochene Funktion ist, so
enthilt die Entwickelung nach fallenden Potenzen nur negative
Exponenten von z. Ist aber @:f unecht gebrochen, so scheidet
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sich noch eine ganze Funktion oder eine Konstante ab. Der
Teil mit negativen Potenzen

24+ a4

ist fiir alle Funktionen @ derselbe, die bei der Teilung durch f
denselben Rest geben.

Die Entwickelung (2) ist in dem Sinne eindeutig bestimmt,
daB, wenn wir einen Ausdruck von der Form annehmen:

(4) % — c’n_m_lxm-—n _'_ c;._mx'"""—l

f(=)
+ + ¢ r ™" + x,,

und nur voraussetzen, daB in der gebrochenen Funktion £ der
Grad des Nenners hoher sei als der Grad des Zahlers, dann
notwendig @

, D, (x

%) ¢ = ¢, R = @)
sein mull. Es folgt nimlich zunéchst aus der Annahme (4) durch
Multiplikation mit z'f(x), dal Qf(x) eine ganze Funktion
von z ist, deren Grad also nach unserer Annahme hochstens
=mn — 1 ist, und dann werden die ¢; durch Vergleichung mit
der Formel (1) den ¢; gleich gefunden, was dann fiir & den
Ausdruck (5) nach sich zieht.

Daraus folgt weiter, dal man die Entwickelungskoeffizienten
fiir die Summe von zwei oder mehr gebrochenen Funktionen er-
hilt, wenn man die entsprechenden Koeffizienten der einzelnen
Summanden addiert, und da man die Entwickelung eines Pro-
duktes zweier Funktionen dadurch bilden kann, da man hin-
linglich weit fortgesetzte Stiicke der Entwickelungen der ein-
zelnen Faktoren miteinander multipliziert, und das Ergebnis
wieder nach absteigenden Potenzen der Variablen ordnet. Hier-
bei kann man einfach die Regel der Multiplikation auf ganze
Funktionen von 1:z anwenden.

Fiir den einfachen Bruch

1
r— o
ergibt sich die Entwickelung:

- R T
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und daraus, wenn man einen in Partialbriiche zerlegten Bruch hat:
D(2) _ D (1) D (%)
@ = T e—w  Fae—m
I )
+ + 1" (0n) (B—00n)’

fir die Koeffizienten ¢y, ¢;, ¢, ... die folgenden Ausdriicke:

. D (o) . D (e;) ez D (o) ol
© 0= 2y T 2T @ T2 T
worin sich das Summenzeichen auf o, oy ... @, erstreckt.

Nehmen wir insbesondere @ (z) = f'(x) an, so werden die
GrébBen ¢, ¢, ¢; ... identisch mit den Summen der Potenzen der w:

O CQa="N, ¢ =20 ¢ =—2Xo}...

§ 19.
Ganze Funktionen mehrerer Veriinderlichen, Formen.

Unter einer ganzen rationalen Funktion nten Grades mehrerer
Verénderlichen F'(x, y, # ...) verstehen wir eine Summe von

Gliedern:
TAcsy.. x%yPor ...,

worin «, f3, ¥ ... ganzzahlige, nicht negative Exponenten sind,
deren Summe o + 8 - y + .-- den Wert » nicht iibersteigt,
und wenigstens in einem Gliede auch wirklich erreicht. Der
Grad wird also bestimmt durch den gréften Wert, den die
Summe o + 8 4y 4 --- annimmt. Die 4.4, ... konnen beliebige
GroBen darstellen und heiflen die Koeffizienten.

Wenn die Summe der Exponenten « + 8 + ¢ + .- in
allen Gliedern denselben Wert hat, so heifit die Funktion
homogen oder eine Form.

Eine fundamentale Eigenschaft der homogenen Funk-
tionen nten Grades ist die, dal, wenn alle Variablen
mit demselben Faktor vervielfdltigt werden, der
Erfolg derselbe ist, wie wenn die Funktion mit der
nten Potenz vervielfdltigt wird; in Zeichen, wenn ¢ eine
beliebige Verinderliche bedeutet:

) F(z, ty, te..) = t"F(x, 9, 2 ...);
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denn ersetzt man in dem Produkt z*yf v ... die Variablen durch
tz, ty, tz ..., so erhilt es den Faktor

fetBtrd s

hat nun « + B+ ¢ + --- in allen Gliedern denselben Wert n,
80 kann der Faktor ¢ vor die Summe F herausgenommen werden.
Wenn man die Gleichung (1) rechts und links in bezug auf ¢
differentiiert und dann { = 1 setzt, so ergibt sich die fiir homo-
gene Funktionen charakteristische Gleichung von Euler:

@  nF@ys..)=cF @+ yF) + o F @)+ -

Durch Vermehrung der Veréinderlichen kann man jede nicht
homogene Funktion in eine homogene von gleichem Grade ver-
wandeln. Ist ndmlich m — 1 die Anzahl der Variablen in einer
nicht homogenen Funktion nten Grades, so setzen wir

2y &g Zg
z =21 = 3, 2=,
Lom L Lon
und erhalten in
n Ty Ty Xy
xm-F(_a pous Ryvanih
X Xy T

eine ganze homogene Funktion #ten Grades der Variablen
Lyy Ly «.v Tmy die wir mit
D(zy, Xy ... Tw)
bezeichnen.
Es empfiehlt sich bisweilen, die homogenen Funktionen
mehrerer Variablen mit den Polynomialkoeffizienten zu
schreiben.

Wir setzen daher
3) D2,y Zg ... Tm)
_ I (n)
- 2 I (o) I1(etg) ... I (atm)

wo sich die Summe auf alle nicht negativen, der Bedingung

@ o+ oy oo o=
geniigenden Zahlen erstreckt. Diese Bezeichnungsweise, ohne die
Beschriinkung (4), ist auch auf nicht homogene Funktionen an-
wendbar.

Man kann aber die homogene Funktion auch so darstellen:

@, a a
Aoy ay... ¢y Tt 22 ..o T,M

(5) D (21, Ty o Tm) = Z Aoy ... 0, Loy Ty oo Ty
Weber, Algebra. (Kl Ausg) 5
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worin jeder der Indices vy, v, ... ¥, von den iibrigen unabhingig
die Wertreihe 1, 2 ... m zu durchlaufen hat. Die Summe (4)
besteht also aus m* Gliedern, die aber nicht alle voneinander
verschieden sind. Das Produkt z,, ,, ... z,, bleibt ndmlich un-
geandert, wenn die Indices »,, v, ... v, beliebig unteieinander
permutiert werden. Die Anzahl der Permutationen von n Ele-
menten betréigt aber n! oder I1(n). Sind unter diesen Elementen je
o, @ ... einander gleich, so reduziert sich die Zahl der Permu-

tationen auf
11 (n)
I (a) 11 () ... "
woraus sich ergibt, daB in (5) irgend ein Produkt «7"23® ... genau
11 (n)
I () H(ey) ...
mal vorkommt. Setzt man also noch fest, dal 4,,,...,, sich
nicht &ndern soll, wenn die Indices beliebig permutiert werden,
80 erweisen sich die Bezeichnungsweisen (3) und (5) als iden-
tisch, wenn durch Zusammenfassen gleicher Faktoren

Ly, Lyy oo Xy, = TRLRE ... Zgm
und
Avl, VoY — -Aal,az...am

gesetzt wird.

Bezeichnen wir die Anzahl der Glieder, die in der Funktion
@ [nach (3)] auftreten, mit (m, »), so findet man, indem man zu-
nichst die Glieder zdhlt, die den Faktor x, haben. und dann die
iibrigen, die eine homogene Funktion ster Ordnung von den
iibrigen m — 1 Variablen bilden, die Rekursionsformel:

O) (m, n) = (m, n — 1) 4 (m — 1, n),
mit deren Hilfe man durch vollstindige Induktion den Ausdruck:

m(m—+1)...(m4+n—1)  HI(m-+n—1
M = = I.Q.F.n )—H(n)ﬂ(m——-lg’

der sowohl fiir » =1 als fiir m = 1 richtig ist, als allgemein
giiltig erkennt.

Die ganzen homogenen Funktionen werden auch Formen
genannt. Man unterscheidet nach der Anzahl der Variablen
unére (einfache Potenzen), binire, terndre, quaternire
Formen. Die Theorie der biniren Formen ist im wesentlichen
identisch mit der Theorie der ganzen rationalen Funktionen einer
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Verdnderlichen. Man gelangt von den bindren Formen zu diesen
Funktionen zuriick, wenn man eine der homogenen Variablen
durch eine Konstante, z. B. durch die Zahl 1 ersetzt.

§ 20.

Zerlegbare und unzerlegbare Funktionen.
Primfunktionen.

Fine ganze Funktion der Variablen z, y, # ... heifit geordnet,
wenn jedes Glied z® y# 27 ... nur einmal vorkommt. Die ge-
ordnete Funktion

SAdopy... x*yfar...
wird nur dann gleich Null gesetzt, wenn die Koeffizienten Aq 4,y...
die im allgemeinen beliebige Zahlen sind, alle den Wert Null
haben. Man kann den Gliedern einer solchen Funktion in fol-
gender Weise eine bestimmte Rangordnung geben, nachdem den
Variablen z, y, 2 ... eine feste Reihenfolge gegeben ist. Sind

X=uayber..., X =ayfa" ...

zwei Glieder der Funktion, so hat X einen hoheren Rang als X',
wenn o > of oder & = o, f > f', oder a = o, B = f', y> 7
ist, mit anderen Worten, wenn von den Differenzen

v—o, B—F y—7 ..
die erste von Null verschiedene positiv ist. Dann kann man die
Glieder der Funktion F(z,y, #...) in eindeutiger Weise nach
der Hohe des Ranges ordnen.

Das Produkt von ganzen Funktionen ist wieder eine ganze
Funktion. Multipliziert man zwei geordnete Funktionen, so folgt,
daB das Produkt der Glieder hochsten Ranges in dem Produkt
der Funktionen das Glied hochsten Ranges ergibt Daraus folgt,
dal ein Produkt von mehreren ganzen Funktionen nur dann ver-
schwinden kann, wenn wenigstens einer seiner Faktoren ver-
schwindet.

Der Grad eines Produktes ist gleich der Summe der Grade
seiner Faktoren.

Dies ist zunichst evident, wenn die Faktoren, und folglich
auch das Produkt, homogene Funktionen sind, und es folgt dann
allgemein aus der Bemerkung, daf sich jede nicht homogene
ganze Funktion in eine Summe von homogenen Funktionen ver-

5*
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schiedener Grade zerlegen lift, deren hochster den Grad der
Funktion bestimmt.

Wir haben nun unter den ganzen Funktionen solche zu
unterscheiden, die als Produkte von zwei oder mehr ganzen
Funktionen, deren keine vom nullten Grade (also konstant) ist,
dargestellt werden kénnen, und solche, bei denen dies nicht
moglich ist. Die ersten heiflen zerlegbar, die anderen unzer-
legbar.

Es ist dabei zu unterscheiden zwischen solchen Funktionen,
die in keinem Rationalitdtsbereich zerlegbar sind, wie z. B.
x2 -+ 42 + 22, und solchen, die zwar in einem, z. B. dem absoluten
Rationalitidtsbereich unzerlegbar sind, aber in einem erweiterten
Rationalititsbereich zerlegbar werden, wie z. B. 22 4 42, das im
absoluten Rationalititsbereich nicht zerlegt werden kann, obwohl
es in die beiden komplexen Faktoren (x 4 yi) (x — y?) zer-
legbar ist.

Hier wollen wir einen beliebigen, aber festen Rationalitéits-
bereich U fiir die Koeffizienten voraussetzen und sprechen daher
von Funktionen in ¥ und Zerlegbarkeit und Unzerlegbarkeit
in %. Die absolute Unzerlegbarkeit ist darin als Spezialfall ent-
halten, weil man unter U auch die Gesamtheit aller Zahlen ver-
stehen kann.

Wenn eine ganze Funktion zerlegbar ist, so ist der Grad
jedes der Faktoren niedriger als der Grad der Funktion selbst.
Eine lineare Funktion ist also immer unzerlegbar, und jede
ganze Funktion 146t sich in eine endliche Zahl unzerleg-
barer Faktoren zerlegen.

Eine ganze Funktion W ist durch eine andere w teilbar,
wenn eine dritte ganze Funktion (oder auch eine Konstante) w'

existiert, so dal W — wuw'

ist. Daraus folgt dann, daB, wenn U eine durch w teilbare und
V eine beliebige ganze Funktion ist, auch das Produkt UV durch
w teilbar ist, und daB, wenn U, U’, U"” ... durch w teilbare,
V, V', V" ... beliebige ganze Funktionen sind, auch

Uv +0vV 4+ U0"'V"+-...
durch w teilbar ist.

Ist W durch w teilbar, so sagt man auch, w geht in
W auf.
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Zwei ganze Funktionen U, V, die nicht durch eine und die-
selbe ganze Funktion teilbar sind, heiflen relativ prim oder
teilerfremd.

Wir beweisen den Satz:

1. Sind U, V, v ganze Funktionen irgend welcher
Verdnderlichen, sind U und v relativ prim und
UV durch v teilbar, so ist ¥ durch » teilbar.

Dieser Satz entspricht genau einem bekannten Fundamental-
satz aus der Lehre von den ganzen Zahlen, daB nimlich, wenn
ein Produkt von zwei ganzen Zahlen durch eine dritte ganze
Zahl teilbar ist, die zu dem einen Faktor teilerfremd ist, der
andere Faktor durch diese Zahl teilbar sein muB.

Wir beweisen ihn durch vollstindige Induktion. Sind T, V,v
nur von einer Verinderlichen x abhingig, so ist der Satz
richtig; denn nach § 15, II. kann man in diesem Falle, wenn U
und v relativ prim sind, zwei andere ganze Funktionen P und p
von # so bestimmen, daf

PUHpv=1,
woraus durch Multiplikation mit 7
PUV +pVov=7V

folgt, und daraus ersieht man, daB, wenn UV durch v teilbar
ist, auch V durch v teilbar sein muB.

Wir nehmen also an, der Satz, den wir beweisen wollen, sei
fiir Funktionen von » und weniger Verinderlichen bewiesen, und
wir leiten daraus seine Richtigkeit fiir Funktionen von n - 1
Vertinderlichen ah.

Dazu ist erforderlich, daB wir aus dem als richtig voraus-
gesetzten Theorem 1. einige Folgerungen ziehen, als deren Schluf
gich dann die Giiltigkeit des Theorems fiir die nichst hohere
Variablenzahl ergibt.

Ist v eine unzerlegbare Funktion, so ist eine andere Funktion
U derselben Verénderlichen entweder relativ prim zu v oder
durch v teilbar. Daraus folgt nach 1., daB ein Produkt von
zwei Funktionen UV nur dann durch v teilbar sein kann, wenn
einer der beiden Faktoren durch v teilbar ist. Dasselbe gilt fiir
ein Produkt von mehreren Funktionen, und so folgt aus 1. das
Theorem:
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2. Ein Produkt aus mehreren ganzen Funktionen ist
nur dann durch eine unzerlegbare Funktion v
teilbar, wenn wenigstens einer der Faktoren des
Produktes durch » teilbar ist.

Wenn eine ganze rationale Funktion U auf zwei Arten in
unzerlegbare Faktoren zerlegt ist,

U=vvv" ... =www" ceny

go muf nach 2. wenigstens einer der Faktoren v, v/, v” ...
durch w teilbar sein, also etwa ». Dann aber kann, da auch v
unzerlegbar ist, » von w nur durch einen konstanten Faktor
verschieden sein.

Demnach ist, wenn ¢ dieser konstante Faktor ist,

e’ ...=ww' ...,

woraus folgt, dal eine der Funktionen ¢', v" ..., etwa ¢/, durch
w' teilbar ist, und sich also von ' nur durch einen konstanten
Faktor unterscheidet usf.

Wir erhalten also als zweite Folgerung aus dem Theorem 1.:

3. Eine ganze Funktion kann, von konstanten Fak-
toren abgesehen, nur auf eine Art in unzerleg-
bare Faktoren zerlegt werden.

Hieraus ergibt sich der Begriff des grofBten gemein-
schaftlichen Teilers von zwei oder mehr ganzen rationalen
Funktionen U, V... Man versteht darunter das Produkt aller
unzerlegbaren Faktoren, die in den Zerlegungen jeder der Funk-
tionen U, V ... vorkommen, oder die Funktion moglichst hohen
Grades, die in allen Funktionen U, V ... aufgeht. Nach 3. ist
diese Funktion, von einem konstanten Faktor abgesehen, fiir jedes
Funktionensystem U, V ... vollstindig bestimmt.

Mehrere Funktionen U, ¥, W ... heilen relativ prim, wenn
e8 keine ganze Funktion gibt, die in allen aufgeht.

Alle diese Definitionen und Sétze sind genau analog mit
sehr bekannten Séitzen der elementaren Zahlenlehre, die dort als
Folgerungen des Algorithmus des groften gemeinschaftlichen
Teilers auftreten, nur daf hier die unzerlegbaren Funktionen die
Roile der Primzahlen iibernehmen.

Wir fithren noch einen solchen Satz an:

4. Sind u, v relativ prim und Uw, Uv durch w teil-

bar, so ist U durch w teilbar,
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Denn zerlegt man die ganzen rationalen Funktionen U, u, v, w
in ihre unzerlegbaren Faktoren, so muf irgend ein Faktor von
w, da er nicht in % und v zugleich vorkommen kann, in U auf-
gehen. Hebt man ihn aus U und w weg, so kann man ebenso
fiir einen n#dchsten Faktor von w schlieflen usf.

Wir betrachten nun ganze rationale Funktionen einer Ver-
#nderlichen ¢

F) = tot™ 4 %=1 o - syt thm,
deren Koeffizienten #,, %, ... ganze rationale Funktionen von
n Verdnderlichen « sind, von denen ¢ unabhingig ist.

Sind die Koeffizienten w,, %, ... %, ohne gemeinsamen
Teiler, so heilt f(t) primitiv, im anderen Falle wird der groGte
gemeinschaftliche Teiler der Koeffizienten w4y, #,...u, der Teiler
der Funktion f(f) genannt.

Wir schliefen, immer unter Voraussetzung der Giiltigkeit
von 1l.:

5. Das Produkt von zwei primitiven Funktionen f(f)
und ¢ (¢) ist wieder eine primitive Funktion und
der Teiler eines Produktes zweier imprimitiver
Funktionen ist gleich dem Produkt der Teiler
beider Faktoren.

Es seien

) FE) = Upt™ 4 sy =1 oo
P(t) = vott 4 v+ =t oo v,

zwei primitive Funktionen und

@  F@) = Uptmre 4 Uytm+e—i f oo f Ty
ihr Produkt. Es ist dann, wenn # und s irgend zwei Ziffern aus
den Reibhen 0,1, 2 ...m und 0, 1, 2 ... u bedeuten:

5 Upgs = ¥ -+ Up_10541 + -+
() 4 Urg1Vs—1 F -o-

Wepn nun w irgend eine unzerlegbare Funktion ist, die
weder in allen u, noch in allen v, aufgeht, so wihlen wir in (3)
r und s so, daB w, das erste nicht durch w teilbare u ist, also
Up—y, Up—g ... durch w teilbar sind, und dafl ebenso v, das erste,
nicht durch w teilbare v wird. Dann kann auch U,;, nicht
durch w teilbar sein, weil alle Glieder, mit Ausnahme des ersten,
durch w teilbar sind, d. h. F (f) ist primitiv.
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Daraus folgt unmittelbar, wenn p und ¢ irgend welche ganze
rationale Funktionen der z sind, da pgq der Teiler des Pro-
duktes der beiden imprimitiven Funktionen pf(t), g o (f) ist, also
der zweite Teil des Satzes 5. Daraus folgt weiter:

6. Wenn eine ganze rationale Funktion F(¢) der
n -+ 1 Variablen # und ¢ in zwei Faktoren zer-
legbar ist, die in bezug auf ¢ ganz, in bezug auf
die z wenigstens rational sind, so ist sie auch in
zwei Funktionen zerlegbar, die in # und ¢ ganz
und rational sind.

Denn nach der Voraussetzung gibt es eine ganze rationale
Funktion w der z allein und zwei ganze rationale Funktionen
der z und ¢, f; (t), ¢, (t), so daB:

wE(t) = f,(0) 91 (@),
und nach 5. muB w in dem Produkt der Teiler f; (f) und ¢, (f)
aufgehen, so daf wir auch:

FO)=r®o®

erhalten, worin f(f), ¢ (f) ebenso wie f;(f), @, (f) ganze rationale
Funktionen von # und {, und zwar in bezug auf { von demselben
Grade wie f;(f) und ¢, (¢) sind, w. z. b. w.

Hieraus schlieflen wir weiter, dall zwei Funktionen F'(f), f(t),
die als ganze rationale Funktionen der # -+ 1 Verinderlichen z
und ¢ betrachtet, in dem oben definierten Sinne relativ prim sind,
sich auch, als Funktionen von ¢ allein betrachtet und nach dem
Algorithmus des grofiten gemeinschaftlichen Teilers behandelt,
als relativ prim erweisen miissen. Denn wenn sie einen gemein-
samen Teiler hitten, der in bezug auf { ganz, in bezug auf die
z gebrochen wire, so liefe sich eine ganze Funktion 7 von «
und ¢ und eine ganze Funktion P der z allein so bestimmen, daB

PF@)=TE(¢), Pf@)=TH®

wire, worin Fy, f, ganze Funktionen ohne gemeinsamen Teiler
sind. Wenn also P,, p,, M die Teiler der Funktionen F; (t),
f1 (t), T sind, so sind P, und p, relativ prim, und P, M und p, M
sind durch P teilbar, also ist nach 4. auch M und folglich 7
durch P teilbar; mithin sind F(f) und f(f) durch die ganze
Funktion T':P teilbar, also nicht relativ prim, wie doch voraus-
gesetzt war.
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Es ergibt sich also nach § 15, dall sich zwei ganze Funk-
tionen @, ¢ von z und ¢ und eine ganze Funktion X von den
z allein so bestimmen ld8t, dafl die Identitdt

4) QF®) +9f) = X
besteht.

Ist nun P(t) eine weitere ganze Funktion von z und 7, so
folgt aus (4) durch Multiplikation mit @ (f):

QP F@®) + 92 (1) = X O (2),

und wenn also @ (f) F(¢) durch f(t) teilbar ist, so ist auch X (¢)
durch 7(?) teilbar.

Demnach kénnen wir, wenn ¢ (f) und ¥ (¢t) wieder zwei ganze
Funktionen von z# und ¢ bedeuten, setzen:
® Xo() = () £

Foye@ = v re-

Multipliziert man die zweite dieser Gleichungen mit X und
setzt aus der ersten fiir X®(t) den Ausdruck ¢(¢) f(f) ein, so
1aBt sich f(f) wegheben und es folgt:

e E@) = X¥ (@)

Es mufl also X sowohl im Teiler von ¢ (¢) f() als in dem
von ¢ (t) F(t) aufgehen, und da f(f) und F(f) und mithin auch
ihre Teiler relativ prim sind, so muB X im Teiler von ¢ (¢) auf-
gehen (nach 4.). Setzen wir demnach:

9 (t) = X . (),

2 =9 (O )
d. h. @ (¢) ist durch f(t) teilbar; also:

7. Sind F(t) und f({¢) relativ prim und @ (#) ¥(f) durch
f (@) teilbar, so ist @(f) durch f(¢) teilbar.

Dies aber ist nichts anderes als das Theorem 1. fiir Funk-
tionen von n -} 1 Variablen, und 1. somit allgemein bewiesen.
Zugleich sind damit auch die aus 1. gezogenen Folgerungen
bewiesen, insbesondere die, daf eine Funktion von einer belie-
bigen Anzahl von Variablen, abgesehen von konstanten Faktoren,
nur auf eine Art in unzerlegbare Faktoren zerlegt werden kann.
Die unzerlegbaren Funktionen heilen aus diesem Grunde auch
Primfunktionen und die unzerlegbaren Faktoren einer Funk-
tion ihre Primfaktoren.

so folgt aus (5):
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Sind die Koeffizienten einer ganzen Funktion einer Variablen
ganze Zahlen, so heillt der grofte gemeinschaftliche Teiler dieser
Koeffizienten der Teiler der Funktion, und wenn der Teiler
=1 ist, so heilt die Funktion primitiv. Wenn man also unter
gy Uy... Vg ¥y ... ganze Zahlen versteht, so ergibt das Theorem V
den Satz von Gauf:

8. Der Teiler eines Produktes von mehreren ganz-
zahligen Funktionen einer Variablen ist gleich
dem Produkt der Teiler der Faktoren und das
Produkt mehrerer primitiver Funktionen ist eine
primitive Funktion.

Gaul gibt diesem Satz den folgenden Ausdruck:

Wenn die Koeffizienten 4, B, C... N; a,b,¢ ... n
zweler Funktionen der Form

(P) am~+ Aam—1 4 Bamn—2 4 Cgm—3% 4 ... N

(@) «* 4+ aa—t + ba*—2 +ca*—% + .. n
alle rational sind, aber nicht alle ganzzahlig und
das Produkt aus (P) und (@)

= gmte | Ygmte=1 4 Pgmte—2 . L 3,

80 konnen nicht alle Koeffizienten U, B,... 3 ganze
Zahlen sein?).

§ 21.
Zerlegung ganzer Funkfionen im absoluten Rationalitéitsbereich.

Um zu entscheiden, ob eine ganze Funktion einer Variablen,
deren Koeffizienten rationale Zahlen sind, zerlegbar oder unzer-
legbar ist, und gegebenenfalls die Faktoren zu finden, hat Kro-
necker ein Verfahren angegeben, das durch eine endliche Zahl
von Schritten zum Ziele fiihrt.

Eine zerlegbare Funktion heilt auch reduzibel, eine un-
zerlegbare irreduzibel, wobei aber nochmals zu betonen ist,
dafl diese EKigenschaft nicht den Funktionen an sich anhaftet,
sondern erst nach Festsetzung des Rationalitétsbereichs einen
bestimmten Sinn erhidlt. Hier ist der Rationalitéitsbereich der
absolute.

1) GauB, Disquisitiones arithmeticae, Art. 42,
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Wir nehmen also eine ganze Funktion einer Variablen F(z)
vom Grade p:

¢)) F)=aya* + a;a*—* + aga*—2 4 ... + ay,
deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind. Wollen wir
F(x) in seine irreduziblen Faktoren zerlegen, so geniigt es, alle
Faktoren ¢ (x) von F(z) zu ermitteln, deren Grad v nicht groGer
als 1/, p ist, da, wenn F'(x) zerlegbar ist, wenigstens einer der
Faktoren einen solchen Grad haben mufi. Es sei also:

2 F(z) = 9 (@) ¢, (2).

Um das Verfahren auch auf Funktionen mit gebrochenen
Koeffizienten anzuwenden, multiplizieren wir die Gleichung (2)
mit einem so grofen ganzzahligen Faktor (dem Hauptnenner), da
alle Koeffizienten ganze Zahlen werden. Dann ist der Teiler von
F gleich dem Produkt der Teiler von ¢ und ¢, und kann weg-
gelassen werden. In (2) konnen wir also F, @, @, als primitive
Funktionen annehmen. Ist dann r eine beliebige ganze rationale
Zahl, so werden F(r), ¢ (r), @, (r) auch ganze rationale Zahlen,
und es mufl F'(r) wegen (2) durch ¢(r) teilbar sein. Nehmen
wir nun v + 1 willkiirliche, voneinander verschiedene ganze
Zahlen r,, 7y, 7y ... 7y, 80 miissen sich die Zahlen

(3) @ (1), (1), ... p(13)
unter den Teilern der Zahlen
1) E(r,), F(ry) ... F(r)

finden, und da die Zahlen (4) durch die Funktion F selbst ge-
geben sind, so gibt es nur eine endliche Anzahl von zuldssigen
Annahmen fiir die Zahlen (3). Durch die Werte (3) ist aber die
Funktion @ (z) selbst vollkommen bestimmt, etwa wenn

f@=@—r)@x—mr)..(x—mr)
gesetzt wird, durch die Interpolationsformel von Lagrange (§17):

o) f(@)
®) @) =2, Gerriok

Man erhélt so eine endliche Anzahl von moglichen Bestimmungen
der Funktion ¢ (), und muf mit jeder dieser Funktionen den
Versuch machen, ob sie in F(z) enthalten ist.

Das hier geschilderte Verfahren ist unter Umstéinden auch
auf Funktionen in anderen Kérpern anwendbar, dann nimlich,
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wenn in dem Korper die Zerlegung der ganzen Grofen in ihre
Primfaktoren ebenso wie bei den ganzen Zahlen als bestimmt
vorausgesetzt werden kann.

Durch vollstindige Induktion kann man dieses Verfahren
auch auf Funktionen mehrerer Variablen anwenden.

Wir nehmen an, daf man bereits ein Verfahren kennt, um
Funktionen von # — 1 Variablen ¢, #... in Primfaktoren zu zer-
legen. Dann sind die Koeffizienten der Funktionen F, ¢, ¢, nicht
mehr ganze Zahlen, sondern ganze Funktionen von y, #.... Nach
§ 20 sind diese Funktionen in Primfaktoren zu zerlegen und daher
gilt auch der Satz, dali der Teiler von F'(x) gleich dem Produkt
der Teiler von ¢ (x) und ¢, (%) ist. Fir 7y, 1y, 75 ... 7, konnen
dann ebenfalls ganze Zahlen oder auch ganze Funktionen von
Y, £... gesetzt werden?).

Wir schliefen diese Betrachtungen mit einem speziellen, aber
gehr einfachen und niitzlichen Kennzeichen fiir irreduzible Funk-
tionen, das von Schonemann herriihrte).

Sind die ganzen rationalen Koeffizienten a;, a, ... a,
einer Funktion nten Grades:

) f@=a+ a2+ ae? 4 - + ana2 + an
durch eine Primzahl p teilbar, @, aber nicht durch p?
so ist f(«) irreduzibel.

Um dies zu beweisen, sei f(z) zerlegbar in die beiden Fak-
toren:

@ P@=F Lo L he b aa b,
Y@ =a 4 x4 2 4 - + o1+ o,
worin die Koeffizienten b, ¢ rationale und folglich nach § 20, 8.

ganze Zahlen sind.
Vergleichen wir das Produkt der beiden Funktionen (7) mit
(6), so ergibt sich:
(179 = F,Cv
= by Cy—1 ‘l— b,u—l Cy
(8) Ay—o = by. Cv—g + b,u-—l Cy—1 + b,u—2cv

.............................................................

@y = bulp a1l + A by o0

1) Kronecker, Crelles Journal, Bd. 94; Runge, ebenda, Bd. 99.
*) Der Batz wird auch nach Eisenstein benannt.

Ap—1
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Diese Formeln sind auch dann noch richtig, wenn g < v ist,
falls wir ¢ = 1 und jedes ¢ mit negativem Index = 0 setzen.

Wenn nun a, durch p, aber nicht durch p? teilbar ist, so
ist von den beiden Faktoren b,, ¢, nur der eine durch p teilbar,
nicht der andere; sei also ¢, durch p nicht teilbar, b, durch p
teilbar. Dann folgt, wenn die iibrigen a,_4, @n_s ... a, alle durch
p teilbar sind, dall &,_y, by—y ... b, durch p teilbar sein miissen,
was nach der letzten Gleichung (8) unméglich ist. Damit ist die
Zerlegung f = ¢ ¥ als unmoglich dargetan.




Dritter Abschnitt.

Symmetrische Funktionen.

§ 22.
Symmetrische Grundfunktionen.

Wir betrachten jetzt ganze Funktionen beliebigen Grades
von einer beliebigen Anzahl » von Verinderlichen

Oy Olg ..o Clye

Eine solche Funktion heilit symmetrisch, wenn sie un-
geindert bleibt, wenn die Variablen e, o ... &, einer
beliebigen Permutation unterworfen werden, und solche
gymmetrische Funktionen sind es, deren Eigenschaften und Bil-
dungsgesetze wir jetzt genauer kennen lernen miissen.

Damit eine Funktion @ (o, oy, ... &0,) symmetrisch sei, ist es
geniigend, daf sie sich bei der Vertauschung von je zweien der
Argumente o, o, ... 0, nicht indere. Denn um aus der Anordnung
von » Ziffern 1,2, 3 ... n eine beliebige andere Anordnung der-
selben Ziffern a,, a,, a; ... a, zu erhalten, vertauscht man zu-
nichst die Ziffern 1 und a;, und hat dann die Aufgabe auf die
Bildung einer Permutation von nur n — 1 Ziffern zuriickgefiihrt.
Die Gesamtzahl aller moglichen Permutationen ist:

1.2.3...n=1I(n)

Die Funktion @ wird im allgemeinen nicht homogen sein,
sondern Glieder verschiedener Dimension enthalten; wenn man
aber alle Glieder gleicher Dimension zusammenfalt, so lift
sich jedes @ durch eine Summe homogener Funktionen ver-
schiedener Grade darstellen, und wenn @ symmetrisch sein soll,
so mull jeder homogene Bestandteil eines bestimmten Grades fiir
sich symmetrisch sein, da durch die Permutationen der Variablen
die Dimensionen der Glieder nicht geéindert werden.
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Wir konnen uns hiernach auf die Betrachtung homogener,
symmetrischer Funktionen beschrinken, aus denen sich alle
anderen zusammensetzen lassen.

Die aligemeine Form einer symmetrischen Funktion erhalten
wir, wenn wir in einem Gliede einer solchen Funktion

(AN LI e

die unteren Indices auf alle méogliche Art permutieren und die
Summe aller so gebildeten Glieder nehmen. Eine solche Funktion
konnen wir einen Elementarbestandteil einer symmetrischen
Funktion nennen. Nehmen wir mehrere solcher Elementarbestand-
teile, multiplizieren sie mit beliebigen, von den o unabhéingigen
Faktoren und addieren sie, so erhalten wir die allgemeinste
symmetrische Funktion. Die Anzahl der Glieder eines dieser
Elementarbestandteile ist, wenn die Exponenten v,, v, ... v, alle
voneinander verschieden sind, II(n); wenn aber ein und derselbe
Exponent v mehrmals vorkommst, so hat man die Permutationen,
die keine verschiedenen Glieder geben, wegzulassen. KEs ist z. B.
bei drei Verdnderlichen, wenn v»,, v,, v, verschieden sind, ein
Elementarbestandteil:

o o s - o o o - ) r s - o o o
+ o ogeoge - o s,
wenn aber v, = v, ist:
ot ogs oze — ot e oge - o o oge.
Das einfachste Beispiel einer symmetrischen Funktion ist die
Summe der Variablen
A
Ebenso gehort das Produkt e, .cs, ... &, dazu.
Diese beiden sind die extremen Fille einer Reihe von sym-
metrischen Funktionen, die wir die symmetrischen Grund-

funktionen nennen und folgendermafen erhalten:
Das Produkt

1) [@) = (@ — &)@ — o) ... (2 — om)

ist, wenn x eine von den o« unabh#ngige Variable ist, eine sym-
metrische Funktion von «,, e, ... a,. Wenn wir also die Multi-
plikation der einzelnen Faktoren ausfiihren und nach Potenzen
von z ordnen, so sind die Koeffizienten der einzelnen Potenzen
von z gleichfalls symmetrische Funktionen. Denn sie #ndern
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gich bei der Vertauschung der o ebensowenig, wie die Funktion
f(x). Wir setzen:

@ f@=a"+aar 4 a2+ 4 41T+ Gu

und erhalten:

a = — 2oy
ag = + oy o
(3) Qg = — 0606y 00g

Diese Summen sind die symmetrischen Grundfunktionen.
Das Ziel unserer Betrachtungen ist der Beweis des Haupt-
satzes:
L Alle symmetrischen Funktionen der « lassen sich
rational durch die Grundfunktionen ausdriicken.

§ 23.

Die Potenzsummen.

Wir beschiftigen uns zunéchst mit einer anderen speziellen
Art symmetrischer Funktionen, den Potenzsummen. Bedeutet
nimlich v irgend einen ganzzahligen positiven Exponenten, so
gehort
) &=+t ol
offenbar zu den symmetrischen Funktionen, und s, wird die
vte Potenzsumme genannt. Wir wollen Formeln ableiten, nach
denen die Potenzsummen durch die Grundfunktionen ausdriick-
bar sind.

Wir bezeichnen in der Folge immer, wenn ¢(z) irgend eine
Funktion von z ist, mit

S[e(«)]

die Summe, die wir erhalten, wenn z in ¢@(z) durch jede der
Variablen o;, o, ... o, ersetzt und die so gebildeten Funktionen
addiert werden, also

Sle@)] = () + @ (%) + -+ + ¢ (o).
Hiernach ist z. B.
S[e] = sy

die vte Potenzsumme.
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Wir dividieren nun f(z) durch eine beliebige lineare Funktion
« — o und erhalten:

@ L& =t h@e @2+ foma @)

b,
worin nach § 16, (10)
fil) =a 4 a
fﬂ(u) =“2+a1“+a2
¥ filw) = o8+ a0+ a0+ a

fa—1(e) = =1 4 g, 02 4 ago* =% + -+ 4 Gy—y.
Wir setzen in (2) fiir o jede der Groflen &, oy ... ¢y, WO-
durch f(«) = 0 wird, bilden die Summe S und erhalten:

@ s[L2]=rw

=na""t (0 —Day2*=? (v — 2 agz*> + - +
wahrend die rechte Seite

() nor=t 4 =18, (@)] 4 &4 S[fa(@)] 4 - + S[fus(@)]
wird, und die Vergleichung der Koeffizienten gleicher Potenzen
von x in (4) und (5) ergibt:
SHh)] = @®—a
© el
S[fa=1(®)] = Gn—1.
Es ist aber nach (1) und (3)

S[f1 ()] S+ nay

S[fa(2)] Sa + .8 + na,

S[fa—1(2)] = Sn—1+ &1Sn—2+ AgSn—s + ++ + nn—1,
und demnach erhélt man aus (6) das folgende von Newton her-
rithrende Formelsystem?):

0=s+a
0 =5, F a8 4 2a,4
() 0= s34 a5+ a8, + 3ay4

0 =351+ a;80—3 + A3Sn—s+ - + (0 —1)apn_1.

1) Newton, Arithmetica universalis, edit. s’Gravesande, p.592.
Weber, Algebra. (Kl. Ausg.) 6
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Dieses Formelsystem li8t sich aber noch weiter fortsetzen;
denn da

S[f()] =0, S[eef(x)] = 0, S[e2f(x)] =0...
ist, so folgt:

0 = s, +a15n—1+azsn—2+"‘+nan
®) 0 = Sp41+ @18n  ~+ GaSu—1 -+ + WSy
= Spta+ B Snt1+ ASn o 4 anSy
Durch die Formeln (7), (8) ist nun die Aufgabe geldst, der
Reihe nach die Funktionen s, Sy, Sz ... bis zu beliebiger Hohe
als ganze rationale Funktionen der symmetrischen Grundfunk-
tionen darzustellen, z B.:

§ — — oy
(9) 83 =+ a’ — 2a,
g =—a} + 8a,a; — 3ay

s, =+ at —4dalay, + 4a,0; + 2a] — 4a,
und die Bildungsweise dieser Ausdriicke zeigt, daf die Koeffizienten
in diesen Darstellungen ganze Zahlen sind.

Man kann auch umgekehrt mittels der Formeln (7) und (8)
die symmetrischen Grundfunktionen «,, a,, @ ... rational durch
die Potenzsummen s, S;, S; ... ausdriicken. Diese Darstellung
ist aber insofern weit weniger einfach, als die Koeffizienten nicht
ganze, sondern gebrochene Zahlen sind, z. B.:

G = —35
(10) 2a, = 482 — s,
6a; = — s} 35,5, — 28

................................

Man kann das Formelsystem (8) auch nach der entgegen-
gesetzten Richtung fortsetzen, wenn man die Gleichungen

S[e—1f(x)] = 0, Sfa—2f(x)] =0 ...
bildet. Man erhidlt dadurch ein Mittel, um die Potenzsummen s,
auch fiir negative Exponenten v durch die Grundfunktionen aus-
zudriicken. Diese Summen der negativen Potenzen gehdren gleich-
falls zu den symmetrischen Funktionen, wenn auch nicht mehr

zu den ganzen, sondern zu den gebrochenen. Sie gehen erst
durch Multiplikation mit Potenzen des Produktes o, et,...0ts in
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ganze Funktionen iiber. Der Vollstindigkeit wegen setzen wir
die zwei ersten dieser Formeln hierher:

(11) 0 =841+ alsn—ﬂ""“ OgSp—g— -+ + N Ap—1 ~+ ans—y
0 =584 + @y 8n—35 —+ O3 Sn—1s 4+ .. + Gp—18-1 + an8-3,
die sich nach (7) auch so darstellen lassen:
Gn—1 + @nS—1 =0, 28n—3 + Gn—18-1 | Au8_3 =0.
Aus § 17, (19) erhdlt man noch:
S[;,E“g]_o v=201,2...n — 2

s ar] =

(12)

§ 24.
Beweis des Hauptsatzes.

Wir gehen nunmehr zum Beweis des Fundamentalsatzes der
Theorie der symmetrischen Funktionen iiber, dal sie alle rational
durch die symmetrischen Grundfunktionen ausdriickbar sind. Da
wir die vollstindige Induktion als Beweismittel anwenden, so
leiten wir den Satz zunichst unter der Voraussetzung ab, dafl
nur zwei unabhiingige Veriinderliche «, 8 gegeben seien, aber auf
einem Wege, der zugleich fiir den allgemeinen Beweis den leiten-
den Gedanken hervortreten lassen wird.

Wir bezeichnen die symmetrischen Grundfunktionen mit

1) a=—(@-+f), b=uaf,
und setzen demgemil
@ f@)= (& — o) (@ — p) = 2" 4 az 4 b.

Es sei nun S (e, ) irgend eine ganze rationale und sym-
metrische Funktion von « und B. Wir kénnen fiir 8 aus (1) den
Wert — (a -+ «) einsetzen und erhalten, wenn wir nach Potenzen
von o ordnen,
®) S(x,8) = 8(0, — a — @)

= dyom + Ao 4 o Ap_10 + An,
worin die Koeffizienten 4, 4, ... 4,, nur von a und von den in
S etwa noch vorkommenden Koeffizienten abhéngen. Wir bemerken
aber ausdriicklich, daB, wenn in S(«, ) keine gebrochenen Zahlen-
koeffizienten vorkommen, auch in den Koeffizienten Ay, 4, ... Am
keine Briiche aultreten.
6%
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Wir setzen nun
@) D(z) = Agam + Ajazm—t 4 oo + An_17 + Am,
dividieren @ (z) durch f(z) und erhalten einen Quotienten ¢
und einen Rest, der in bezug auf z hochstens vom ersten Grade
ist, also:
(%) O(z) =Qf(2) + 4 + Ba;
hierin sind nun A und B ganze Funktionen von a und b, und
auch sie enthalten keinerlei gebrochene Zahlenkoeffizienten, wenn

in S keine solche vorkommen. Wenn wir nun z = o setzen, 8o
ergibt sich aus (5) und (3), da f(«) verschwindet,

(6) S(e,f) = A + Bo.
Da aber S(«, 8) und ebenso A4, B symmetrisch sind, so folgt
durch Vertauschung von « und g

™ S(ef) = A + BB.
Hieraus schlieft man, da « und B voneinander unabhingige
Variable sind, dal B = 0 und folglich

®) S(e ) =
sein mufl, womit der Fundamentalsatz fiir diesen Fall bewiesen ist.
Wir setzen nun voraus, der Fundamentalsatz sei bewiesen
fiir symmetrische Funktionen von # — 1 Verdnderlichen und leiten
ihn durch ein Verfahren, das dem eben fiir zwei Variable an-
gewandten ganz analog ist, fiir » Variable her.
Es sei wieder
9 S =8, ag ... 0t)
eine ganze symmetrische Funktion der » Veréinderlichen o, oz, ... ot
Wenn wir sie nach Potenzen von o ordnen und lemgemi(
setzen
(10) S =8 + Syeh=t + -+ - Su—108 - Sy,
go sind die Koefﬁz1enten Sy, S;...8. ganze symmetrische
Funktionen der » — 1 Verinderlichen o, ... oty
Bezeichnen wir die symmetrischen Grundfunktionen dieser
letzteren Variablen mit ai, aj ... an—;, so konnen wir die Koeffi-
zienten Sy, S, ... S, nach unserer Voraussetzung rational durch
diese ausdriicken. Es ist aber nach § 23, (3):

o= fi(m) =0 + a
ay = fy(oy) = “1‘ + ay0y + ag
ay = fs(u,) = o} 4 a0} 4 az0 a,

...........................................
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d. h. die Koeffizienten S,, S, ... S. konnen ganz und rational
durch oy, @y, ay ... a, ausgedriickt werden. Wenn wir also, nach-
dem diese Ausdriicke eingefiihrt sind, in (10) aufs neue nach
Potenzen von «, ordnen, so erhalten wir:

(1)  S=dyop 4 Aiod=' + -+ 4 Aproty + Am,
worin im allgemeinen m ein von p verschiedener Exponent sein
wird, und die Koeffizienten 4,, 4, ... 4,, ganz und rational von
dy, Qg ... a4, abhiingen. Wir setzen wieder
(12) D(x) = Agam+ Ayam—r + - 4+ Au_y 2 + An
und dividieren @(z) durch
f@) ="+ a2 14 aga* =24 .-+ + an
=@ — ) (@ — 0tg) ... (& — 0tn)

Es ergibt sich ein Quotient und ein Rest, der in bezug auf
z hochstens vom Grade n — 1 ist. Wir setzen also:
(13) D(z) = Qf(x) + ¥ (x)
(14) v(x) =GCar—1+ Car—24 - + Cp_gx 4+ Cu—y,
und hierin sind G,, G, ... C,—, ganze rationale Funktionen von
Gy, Gg ... Gy, in denen, wenn S in seiner urspriinglichen Gestalt
keine gebrochenen Koeffizienten enthilt, auch keine Briiche vor-
kommen.

Nun ist aber, da f(x,) verschwindet und S = @ (&) ist,
nach (13)
(15) S = ¥ (o),
und hierin kann, da S symmetrisch ist, o durch o, o ... &,
ersetzt werden. Hieraus ergeben sich die folgenden » Gleichungen:

Coort +Crat=2+ - + Cugoq + (Comry — 8) =10
(16) Coot =1+ Crop =24 oo 4 Cugog + (Coe1 — 8) = 0

Coon ' +Crom™ 4 -+ + Cp—ztty + (Copx — 8) = 0.
Betrachten wir dies System als ein System homogener linearer
Gleichungen mit den # Unbekannten
Cp, G, ...0p—gy Cuy — S,
so ist seine Determinante
o1, o2 oy, 1
o~ o2 ... g 1

n—1 n—2
Oy 3 Oy eue Olyy 1
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die nach § 3, (9) gleich dem Produkt aller Differenzen o — o1,
0ty — o ... ist, von Null verschieden, und folglich ist
C=0, C,=0... Cuy3=0
und
(17) S = CM—I,

worin der zu beweisende Fundamentalsatz enthalten ist.

Zu demselben Resultat gelangt man auch daraus, dafl die
Funktion (» — 1)ten Grades von

Coar—1 4 Car—2+ -« 4+ Cpp2 4 Cpe1 — S

fiir £ = a,, 0y ... 0y, also fiir mehr als » — 1 Werte verschwindet,
und folglich alle ihre Koeffizienten gleich Null haben muf} (§ 4).

Der Beweis, den wir hier fiir das Fundamentaltheorem im
AnschluB an Cauchy?) gegeben haben, bietet zugleich ein Mittel,
in besonderen Fillen den Ausdruck einer symmetrischen Funktion
durch die Grundfunktionen wirklich zu berechnen. Dieselbe Mog-
lichkeit bieten auch die anderen Beweise, die fiir das Theorem
bekannt sind. Wir wollen noch einen zweiten Beweis hier mit-
teilen, der zu einer oft einfacheren Berechnungsart fiihrt2).

§ 25.

Zweiter Beweis
des Satzes von den symmetrischen Funktionen.

Es sei S eine ganze symmetrische Funktion der Variablen
0, Oy ... 00y, Die einzelnen Glieder dieser Funktion sind alle
von der Form

Moyroy ... on,

worin M ein von den o unabhingiger Koeffizient ist. Diese
Glieder sollen nun nach der im § 20 gegebenen Vorschrift ge-
ordnet werden, d. h. es soll, nachdem die Reihenfolge der Variablen
o, Ol ... 04 festgesetzt ist, von zwei Gliedern

—_— ¥y ¥ "n [ ! vt o Y
A = Mool ... o A = Majray2... o

1) Cauchy, Exercices de mathématiques, 4¢me année.

?) Waring, Meditationes algebraicae. GauB, Demonstratio nova
altera theorematis omnem functionem algebraicam rationalem integram unius
variabilis in factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse. Werke,
Bd. III, 8.36. Deutsch von Netto in Ostwalds Klassikern, Nr. 14,
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A das hohere genannt werden, wenn die erste der Differenzen
Y, — Vi, Vg — V... Vy — Vy,

die von Null verschieden ist, einen positiven Wert hat, wenn

also entweder v; > %) oder v, = »1, v, > v5 oder v, = 3, v, = 3,

Vg > V3 USW.

Da wir alle Glieder, in denen simtliche Exponenten v,v,...v,
iibereinstimmen, in ein Glied vereinigt voraussetzen, so ist hier-
nach von je zwei Gliedern entschieden, welches das hdhere ist,
und wenn A hoher als A/, A’ hoher als A" ist, so ist auch 4
hoher als A",

Ist nun nach dieser Anordnung

A= Moo ... a;”
das hochste Glied unserer Funktion S, so folgt, daB

" S v,
sein mull; denn wire ¥, < v,, so wiirde das Glied
”
Mooy ... 0"
das wegen der Symmetrie gleichfalls in S vorkommen muB, in der

Ordnung hoher stehen als A, gegen die Voraussetzung. Ebenso
folgt, dall v, = v; sein mull, denn wire v, < v, 80 wiirde

v Vs Al 14
Mapoipotp ... om

hoher stehen als A4 usf, Wir schliefen also, daf die Exponenten
in 4

Yy, Vgy Vg ov. Vn
eine abnehmende oder wenigstens niemals wachsende
Zahlenreihe bilden, oder daf die Differenzen

V) — Vg, Vg — Vg ove Vpo1 — Yy

alle positiv oder wenigstens nicht negativ sind.

Wir schlieBen zweitens, dal in keinem Gliede der Funktion
S ein hoherer Exponent als »; vorkommen kann; denn sonst
wiirde auch ein Glied vorkommen, in dem o, diesen hdheren
Exponenten hitte, und dies wire gegen die Voraussetzung von
hoherer Ordnung als 4. Es sind also die Glieder, die in einer
symmetrischen Funktion iiberhaupt vorkommen kinnen, von den
Koeffizienten abgesehen, durch das hochste Glied vollkommen
bestimmt, und die Anzah! der moglichen Glieder ist bei gegebenem
hochsten Gliede nur eine endliche.
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Wir ordnen die symmetrischen Funktionen nach der Expo-
nentenreihe ihres hochsten Gliedes

vy, ¥o ... V)

in der Weise an, dal von zwei solchen Funktionen 8, S’ mit
den Exponentenreihen (vy, v,...w,) und (¥4, v3...%,) S als
die hohere gilt, wenn die erste nicht verschwindende unter den
Differenzen v, — v3, vy — %; ... ¥, — v, positiv ist.

Die niedrigste Ordnung ist hiernach die, in der alle diese
Exponenten = 0 sind, und die symmetrische Funktion also eine
Konstante wird. Die néchst niedrige Ordnung ist

(1,0,0...0),
der die einzige symmetrische Funktion

M(ey + oy ~+ -+ + 0t) = — Ma,

entspricht. Die ndchstfolgende Ordnung ist

1,1,0...0),
der die symmetrische Funktion

Ma, 4+ M a,
entspricht, und so erhalten wir in den # ersten Ordnungen die
Grundfunktionen selbst und ihre linearen Verbindungen, und
keine anderen.

Die niichstfolgende Ordnung ist charakterisiert durch

(2,0,0...0)
und enthiilt die linearen Verbindungen der Grundfunktionen mit
der Summe der Quadrate.

In allen diesen Fillen ist die Darstellbarkeit der symmetri-
schen Funktionen bereits bewiesen, und wir werden also jetzt
den allgemeinen Beweis dadurch fiihren, dal wir die Darstellung
der Funktion 8 von der Ordnung (v,, %, ... v,) durch die
Grundfunktionen unter der Voraussetzung ableiten, daf sie fiir
die Funktionen niedrigerer Ordnung schon bekannt sei, also durch
das SchluBiverfahren der vollstindigen Induktion.

Wir bemerken hierzu, da8 durch die Multiplikation zweier
gsymmetrischer Funktionen S und &', deren héchste Glieder

A= Mojap... " A = Moray>... on
sind, eine symmetrische Funktion entsteht, deren hochstes Glied

das Produkt
AA = MM ogtriogp+re ... ol
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ist. Denn nehmen wir an, es gebe in SS ein hoheres Glied
als AA', das aus der Multiplikation der beiden Glieder

U !, !
B = Notosz ... ohn, B = N'o#r1o2 ... 0"
entsteht, also
BB = NN'ot1t#ighates ., oc:ﬂ’*'l"u,

und es sei nicht gleichzeitis B — A4 und B’ = 4', so wire die
erste der Differenzen

P — v — Vi, g — Yy B — Vo i — Va0 — Vi
die von Null verschieden ist, positiv, was unmoglich ist, da die
erste nicht verschwindende unter den Differenzen

U1 — Yy Uy — V... lln — Vn
und unter den Differenzen

i — Vi, Mo — Vo ...Un — Vn
nach der Voraussetzung negativ ist. Durch Wiederholung dieses
Schlusses ergibt sich der allgemeinere Satz, daB man das hochste
Glied eines Produktes aus mehreren Faktoren dadurch erhilt, daf
man die hdchsten Glieder der einzelnen Faktoren multipliziert.

Die hochsten Glieder der symmetrischen Grundfunktionen

Ay Ggy Qg ... Qn
sind nun, abgesehen vom Vorzeichen,

Oy Oy Olgy by Olgllgy ... Oy Oigllg ... Olyy
und wenn wir also das Produkt bilden

(68} P =+ May—"ap—"...a*3 """ a’",
so erhalten wir eine symmetrische Funktion, deren hochstes Glied
gleichfalls A4 ist, wie in &S.

Die Differenz

S—P=2¥¢

ist also wieder eine symmetrische Funktion, deren hochstes Glied
niedriger ist als das von S, und die wir nach der Voraussetzung
rational durch die Grundfunktionen darstellen konnen. Da P
ebenso dargestellt ist, ist das Ziel erreicht.

Nennen wir die o; die Wurzeln, die a; die Koeffizienten
der Funktion

(2 (@) =@ —a)@—a)...(@ — a)

a* + a; 2" =1 -+ agz"—2 + .. -} ag,

80 konnen wir unser Resultat auch so aussprechen:

Il
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II. Die symmetrischen Funktionen der Wurzeln lassen
sich rational durch die Koeffizienten ausdriicken
Hat die symmetrische Funktion der o; ganz-
zahlige Koeffizienten, so hat auch die ganze
Funktion der a; ganzzahlige Koeffizienten.

Betrachten wir jetzt eine ganze Funktion F (a) der Variablen
ay, @y ... a, und bezeichnen eines ihrer Glieder niit
() P = Mahak...ad'"

Ersetzen wir darin die Variablen a durch die symmetrischen
Grundfunktionen der «, so erhalten wir daraus eine symmetrische
Funktion @(a) der o, deren hdchstes Glied nach (1)

4) A= Mopop...o"
wird, wenn

vy =hy -+ hy 4 - 4 b,
(5) vﬁzh’—f—---—{—h,,,

Yy = hy

gesetzt wird; denn daraus folgt:
h1 = V; — YV, hQ:”a— Vgy .. k,,:v,..

Wir ordnen nun die Glieder P der Funktion F (a) in der
Weise, dal wir einem Glied P einen hoheren Rang geben als
einem Glied P’, wenn das durch die Substitution der o ent-
standene Glied 4 einen hoheren Rang hat, als das entsprechende
aus P’ cntspringende Glied A4'. Dadurch werden die Glieder P
der Funktion F(a) in eindeutiger Weise in eine Rangordnung
gebracht und das hochste Glied P von F'(a) hat denselben Koeffi-
zienten M, wie das hochste Glied 4 von @ (x).

Daraus folgt:

III. Eine nicht identisch verschwindende Funktion
der @ kann nicht dadurch identisch verschwinden,
daf man fir die ¢ die symmetrischen Grund-
funktionen der o setzt.

Diesem Satz konnen wir die beiden gleichwertigen Aus-
driicke geben:

IV. Eine identische Gleichung zwischen den sym-
metrischen Grundfunktionen der « bleibt richtig,
wenn man fiir die Grundfunktionen unabhingige
Variable setzt.
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V. Eine symmetrische Funktion der Variablen o« 1i8¢
sich nur auf eine Weise durch die Grundfunktionen
ausdriicken.

Denn wiren F(a), Fi(a) zwei Darstellungen von einer
Funktion ®(«), so wiirde die nicht identisch verschwindende
Funktion F(a) — F;(a) durch Substitution der symmetrischen
Grundfunktionen der o identisch verschwinden.

Ersetzt man a,, ay ... a, durch

a, ag  Qn

a a a’
go ist nach (1) at F eine ganze homogene Funktion v, ten Grades
der » -4 1 Variablen a,, a, ... an.

Die Funktion ay F ist nicht durch @, teilbar, denn aus (1)
erhilt man das erste Glied von a3 F in der Form

P =+ Map—rap—"...a"
das nicht durch a, teilbar ist und auch nicht durch eines der
folgenden Glieder zerstort werden kann, da die Exponenten
V; — Yy, V3 — Vg ... ¥, nicht in zwei Gliedern gleich sein konnen.

Demnach ist a% die niedrigste Potenz von a,, mit der die
symmetrische Funktion F' mit dem hochsten Glied (vy, vy ... v4)
multipliziert werden muf, um sie in eine ganze Funktion von
gy 0y ... Gy Zu Verwandeln.

§ 26.

Diskriminanten,

Wir wenden die bewiesenen Sitze an auf das Differenzen-
produkt

(1) P= (g — otg) (g — &) ... (% — )
(otg — otg) ... (069 — )
(oon —1 — o).

Dieses #ndert durch Umstellung zweier Elemente nur das
Vorzeichen. Das Quadrat wird also bei allen Vertauschungen
zweier der Variablen « und demnach auch bei allen Permu-
tationen ungeindert bleiben, d. h. eine symmetrische Funktion
der Variablen sein. Die Ordnung dieser symmetrischen Funktion
ist, wie man aus (1) sieht, gleich

@en—2 2n —4,..20).
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Wenn wir also die Funktion f(2), deren Wurzeln die oy, g... oz,
sind, in der Form annehmen:

f@) =a2" + 2" =+ agan =2 4 «+o + An—12 + an,
8o dab die hochste Potenz von z nicht gerade den Koeffizienten 1
hat, so ist P2 eine ganze rationale Funktion von

©)

die durch Multiplikation mit @32 in eine homogene Funktion
yon @y, @ ... a, iibergeht. Wir nennen diese homogene Funktion,
die also durch

a, a, Qn
ay’ a 4’

3) ai*—2P2 =D

definiert ist, die Diskriminante der Funktion f(z). Setzen
wir @, = 1, so erhalten wir die unhomogene Form der
Diskriminante.

VI. Das Verschwinden der Diskriminante ist die not-
wendige und hinreichende Bedingung dafiir,
dall zwei der Werte oy, o4 ... @, einander gleich
werden.

Wir konnen fiir die Diskriminante noch einen zweiten Aus-
druck aufstellen.

Es ist nach § 16, (17)

o) = ag (g — &) (o0 — ot)... (0ty — ot)
@) [ (otg) = g (ovg — oty) (g — 1g).. . (0tg — 0t)

................................................

folglich, da hier jeder Faktor (ey — o) zweimal mit entgegen-
gesetzten Zeichen vorkommt,
n(n—1)

(5) D=(—1) 7 a=*f'()f () ... (o).
Um die Diskriminante wirklich darzustellen, haben wir zu-
nichst ein allgemeines Mittel. Es war nach § 3, (9)

2 -—

- 1,0 af...02—1

nn—1 2 -1
1, oty 0t ... 0%

(6) (—1) ! P= ’

2 n—1
1Ly oty a0ty
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und wenn wir das Quadrat dieser Determinante durch Multi-
plikation nach Vertikalreihen als eine neue Determinante dar-
stellen und

Smo= ol 4 o 4 - oy

Sos S1y Say eee Sm—i1

_ sl’ Sgy Sgy cee Sn
M D= ar= ~

.......................

setzen:

Sn—1y Sny Snt1. .. Sap—2

Die Groflen s,, sind aber die Potenzsummen, die wir im § 23
durch die Koeffizienten ausgedriickt haben; nur sind an Stelle
der a,, a, ... a, die Quotienten (2) zu setzen.

So finden wir z B. fiir n = 2

®8) D = aj(s,83 — s}) = a} — 4aya,
und fiir n =3
(©)] D = a} (50898, — SoS¢ | 25,5555 — 578, — 8F).
Hierin ist nach § 23 zu setzen:
8 =3, @8 = — a4y
als, = al — 2a,a,
aisy = — a + 3aga,ay — 3ajay

ats, = af — 4ayata, + 4ajaaz + 2aja;,
wodurch man erhélt:
(10) D =ala} + 18a,a,a,05 — 4aga} — 4alay; — 27 afag.
VIL. Die Diskriminante D ist eine unzerlegbare Funk-
tion der Variablen a,, a, ... a,.

Denn angenommen, D habe einen rationalen Teiler Dy, so
muB D; homogen sein, und 146t sich daher, von einer Potenz
von a, als Faktor abgesehen, rational durch die Variablen o,
oy ... o, ausdriicken. Da nun D durch keine Potenz von a, teilbar
ist, 80 muB D,, wenn es nicht konstant ist, die Variablen o, ot . .. oty
enthalten und muB daher wegen (3) durch eine der Differenzen
a; — oy, teilbar sein. Da aber andererseits D); in bezug auf die
Oy Oy ... 0, Symmetrisch ist, so ist es auch durch das Quadrat
von o; — o4 und durch das ganze Produkt P2 teilbar, also, von
einem konstanten Faktor abgesehen, mit D identisch.

Das Verschwinden der Diskriminante D ist die Bedingung
dafiir, daB zwei unter den Wurzeln «,, o, ... &, der Gleichung
f() = 0 einander gleich werden. Man kann aber diesen Satz
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noch verschérfen und so ein genaues Kennzeichen fiir die Anzahl
der verschiedenen Wurzeln von f(z) = 0 herleiten.

Wenn, wie bisher, sy, s;, S, ... die Potenzsummen der a be-
zeichnen, 8o setzen wir nun fiir ein beliebiges v = n

Soy 81 «v- Sy—1
S. S9g ... 8
(11) D =" 2 Y ,

Sy —~19 Sy .. Sgy—a

so daB, wenn a, == 1 angenommen wird, .D, mit der Diskrimi-
nante D von f(x) iibereinstimmt. Um diese Funktionen D, durch
die Wurzeln o; auszudriicken, beweisen wir folgenden Satz:

VII. Man wéhle beliebig v unter den Griolen o; aus,
etwa oy, oy ...0,, und bezeichne das Differenzen-
produkt dieser v Griofen mit

—1
10 ... 0

(12) P, =

Dann ist
(13) D, = Y P2
worin sich die Summe ¥ auf alle moglichen Arten,
die v GroBen oy, o, ... & auszuwihlen, bezieht.

Man kann diesen Satz auch so ausdriicken, dal D, die
Summe der Diskriminanten aller der Gleichungen ist, die irgend
v von den GroBen o; zu Wurzeln haben.

Um ibn zu beweisen, sei » irgend eine unter n gelegene
Zahl. Schreiben wir dann die Determinante D), in der folgenden
Form:

Yo al, Sofal ... Xelol?

1 0 1 /1 1 -1
D, — Tol o, Sotel ... Xolol
vy 9

......................................

80 konnen wir den Satz § 6, XXIIL. anwenden, wenn wir dort
o = b = o=
setzen, und dann geht jene Formel unmittelbar in die
Formel (13) iiber.
Daraus erkennen wir zundchst, daBl «2’—2D, eine ganze
Funktion der ay, a; ... a, ist, die den Faktor a, nicht mehr
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hat. Es ergibt sich aber auch daraus die folgende Bedeutung
der D, fiir die Erkennung der Wurzelgleichheit:

IX. Dienotwendige und hinreichende Bedingungdafiir,
dall unter den e, o, ... %, nicht mehr und nicht
weniger als ¢ verschiedene vorkommen, ist

D9+1 =0, .De.'.g =0 ...D, =0,
D, von Null verschieden?).

Denn ist v grofler als ¢, so kommen in jedem der Diffe-
renzenprodukte P, der Formel (13) zwei gleiche « vor, und sie
verschwinden also alle. Ist aber v = g, so enthélt die Summe (13)
ein nicht verschwindendes Glied, nimlich das Differenzenprodukt
der ¢ verschiedenen Grofen oy, oy ... 06y, Wihrend alle anderen
Glieder der Summe verschwinden.

§ 27.

Resultanten,
Es seien
Oy O ... Oy
ﬂl’ pﬁ s ﬂm
zwei Reihen von #» und m unabhingigen Variablen und es werde
gesetzt:
1) @) =ay(® — o) (& — &) ... (¢ — o)
=ayx" + gy 2"~ agar—2 4 -0 4 ay,
(2) P@) =by(x — f) (* — By) ... (. — fm)
=box™ 4 bya™—1 4 .-« + b
Es sind dann die Quotienten

a;  a n
(3) % a4
die symmetrischen Grundfunktionen der o und ebenso
b, by bm
(4) % b b,
die symmetrischen Grundfunktionen der g
Das Produkt ¢(e;) ¢ («s) ... ¢ (x,) ist eine symmetrische
Funktion der «; und kann daher rational durch die Verhiltnisse
(3) ausgedriickt werden, und ist aullerdem nach (2) eine ganze

1) L. Baur, Mathematische Annalen, Bd. 50.
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Funktion der b, Die Ordnung dieser symmetrischen Funktion
der « ist (§ 25) (m, m, ... m), und sie wird daher durch Multi-
plikation mit a™ in eine ganze Funktion der a; iibergefiikrt.

Wir setzen
(%) R =arp(e;) ¢ (o) ... ¢(ot).
Wegen (2) kann R auch so ausgedriickt werden:
ik
(6) B = ap by I (o — ),

wenn das Produkt IT sich auf alle Indices t=1,2...n, k=1,2...m
bezieht.

Die Funktion R kann als ganze homogene Funktion mten
Grades der ay, a, ... @, und als ganze homogene Funktion #nten
Grades der by, b, ... b, dargestellt werden und wird die Resul-
tante der beiden Funktionen f und ¢ genannt und auch mit
R(f, p) bezeichnet.

Vertauscht man f mit ¢, so ergibt sich aus (6):

(7 B(f, 9) = (— 1)y R(9p, [)
Bty o) = (=15 (B .- [ (Ba) - [(Bm)
Aus der Definition der Resultante gehen die folgenden Sitze
hervor.
Aus (6) ergibt sich, wenn A, k¥ unabhéingige Variable sind:

(®) R(hf, kp) = Wk R(f, p).
Ferner ist, wenn A eine Variable bedeutet:

f(B) + 29(B:) = (B:),
woraus man nach (7) erhilt:
B(f 4 49, 9) = (— 1™ 5, (B (Ba) --- [ (Bum),
worin v der Grad von f - A¢ ist, der mit n iibereinstimmt,
wenn m = n ist, und = m ist, wenn m > n ist. Nach (7) folgt
hieraus:

() R+ 49, ¢) = (= "= b;="E(f, 9).
Ist im besonderen » = m, so folgt:
(10) E(f + 49, 9) = E(f, 9).

Die Formel (9) laft sich mit (8) verbinden und gibt dann
ein allgemeineres und, besonders wenn f und ¢ von gleichem
Grade sind, also m — » ist, einfacheres Resultat. Man kann
dann (10) anwenden und erhilt, wenn o, 3, p, 0 wieder neue
Variable sind:

(1) R(af -+ By, v+ 0 ¢) = (28 — By)* R(f, 9).
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Die Resultante ist eine unzerlegbare Funktion der a;, b
Denn hitte sie einen Teiler R,, so miilite dieser, als Funktion
der o, B nach (6) wenigstens durch eine der Differenzen o; — S
teilbar sein. Da aber R, eine symmetrische Funktion ist, so
wiire es durch alle diese Differenzen und mithin durch R selbst
teilbar.

Fiir die folgende Betrachtung ist es besser, die Funktionen
f(2), @ (#) in nicht homogener Form zu betrachten, also a, und
by == 1 zu setzen.

Es seien nun in den beiden Funktionen nten und mten
Grades:

(12) (@) =28 4 agzn=! 4 oo+ w1 & A Gy

p@) =24 bam=t 4 - + b1 + bm
die Koeffizienten @, b voneinander unabhingige Variable. Der
Euklidische Algorithmus (§ 15) hat uns gezeigt, wie wir durch
rationale Rechnung zwei Funktionen F'(x), @ (x) von den Graden
m—1, n—1 bestimmen konnen, die der Bedingung

F@)f@) + @(2) p(x) =1
geniigen. Die Koeffizienten von F'(z) und @(x) sind rationale
gebrochene Funktionen der a; und &; und wenn wir mit dem Haupt-
nenner A heraufmultiplizieren, so konnen wir fiir diese Gleichung
auch setzen:

(18) F(@)f(@) + @(2) 9 (%) = 4,

worin A, I'(x) und ®(x) ganze Funktionen der a;, ; sind.
Wir nehmen auflerdem an, daf die drei Funktionen 4, F (z), @(x)

als Funktionen aller Variablen a;, &; = keinen gemeinschaftlichen

Teiler haben; denn ein solcher konnte in (13) weggehoben werden.
Wir beweisen nun den Satz:

X. Wenn eine identische Gleichung (13) besteht, in
der die drei ganzen Funktionen F'(z), @(x), 4 ohne
gemeinsamen Teiler sind, und A4 von z frei ist,
F und @ den Grad m — 1 und n — 1 nicht iber-
steigen, so ist A4 bis auf einen numerischen Faktor
die Resultante von f und ¢.

Zum Beweis fiihren wir noch zwei weitere Reihen von » und
m Variablen ein:
o Oy o.. O
(] 4) 1y 2 n
By By - Bme

Weber, Algebra. (Kl. Ausg.) 7
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Wir haben dann nach § 25 den Satz, daB die Gleichung (13)
richtig bleibt, wenn die Variablen

Gy, Gy ove Qn
durch die symmetrischen Grundfunktionen der o; und die Va-
riablen

by, by ... bn
durch die symmetrischen Grundfunktionen der g; ersetzt werden.

Durch dieselbe Substitution gehen f () und @ (x) iber in

(15) f(x) (x - “1) (76 - “2) ('r - “”)a
@)= (@ — B) (&« — By) ... (x — Bu),
und die Resultante R in

ik i k

(16)  B(fy9) = (e — fr) = H () = (— 1)y I1f (Bs).
Wenn man nach dieser Substitution 2 = f; setzt, so ver-

schwindet ¢ (x) und es ergibt sich aus (13)

(17) F(Be) F(Br) =4

Daraus folgt, dafl 4 als Funktion der «, # wenigstens durch
eine der Differenzen o; — fy teilbar ist, und da A eine sym-
metrische Funktion der « und der f ist, so mull es durch alle
diese Differenzen, also nach (16) durch R teilbar sein.

Setzen wir demnach
(18) A= HR

und fassen A und R als Funktionen der o, 8 auf, so folgt, daB
auch H eine ganze symmetrische Funktion der « und aer f§ ist.
Setzen wir

(19) B = {(Bx) B,
so ist R, nach (16) gleichfalls eine ganze, aber nicht sym-
metrische Funktion der «, 8, und aus (17) und (18) folgt:
(20) F(Br) = HRE,.
Hiernach konnen wir durch die Lagrangesche Formel (§17)

die Funktion F(x) [die den (m — 1)ten Grad nicht iibersteigt]
bestimmen. Es ergibt sich
k
_ Bf@)
@ PO =42 7y e —
Da nun nach § 17, VI. die Summe nach %k eine ganze

Funktion der Variablen z, e, § ist, so ist F (2) durch H teilbar,
und H ist ein gemeinschaftlicher Teiler von F(z) und A. Dann
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aber miifite, da H von x unabhiingig ist, also mit ¢ (z) keinen
Teiler x — f; gemein haben kann, H nach (13) auch in @ ()
aufgehen. Das ist aber nach der Voraussetzung nur moglich,
wenn H von den Variablen unabhéngig, also eine Zahl ist. Hier-
mit ist unser Satz bewiesen.

Um diesen Satz fiir die Diskriminante anzuwenden, hat man
nur @ (z) = f'(«) zu setzen. Dann bleiben zwar die a;, b; nicht
voneinander unabhiingige Variable, sondern es ist b; = (n —4)a;.
Es éndert dies aber in der SchluBweise nichts.

Hat man (durch den Kuklidischen Algorithmus) eine Gleichung

(22) Fa)f(@) + e@f'(x) = 4
gefunden, worin A von z frei ist und F'(z), @ (x), A ganze Funk-
tionen der @; ohne gemeinsamem Teiler sind, so ist
q)(oc,-) f’ (Oti) = A.
und folglich A teilbar durch
4 = H(Oﬂi —_— Oﬂk).
Setzt man 4 = HA und 4 = [’ (a;) 4;, 80 folgt
lD(oc,') = Hdi
i 4if (z)
() =H >, 7 rt—
@=H> ey @ —
und folglich ist @ () durch H teilbar, woraus wie oben geschlossen
wird, daf H eine Zahl sein mub.

Wir sprechen den in X. enthaltenen Satz aus:

XL Wenn eine identische Gleichung (22) besteht, in
der F(z), @ (z), A drei ganze Funktionen ohne ge-
meinsamem Teiler sind, und F den Grad » — 2,
@ den Grad » — 1 nicht ibersteigt, so ist A bhis
auf einen numerischen Faktor die Diskriminante

von f ().
§ 28.

Grad und Gewicht der Resultanten.

Die einzelnen Glieder der Resultante der zwei Funktionen
f(#) und ¢ (x) vom nten und mten Grade haben, von einem
numerischen (ganzzahligen) Faktor abgesehen, die Gestalt

Yo " Yn {0 3 “m
1) ala’ oo a bbb,

T*
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worin, wie aus den oben bestimmten Graden hervorgeht,

@) Vo -+ v+ vp=m
Mo + fg + =+ + fa = N

Wir konnen aber noch eine andere Relation zwischen diesen
Exponenten angeben.

Da némlich B eine homogene Funktion nmten Grades von
den n + m Variablen «, 8 ist, da ferner g, vom nullten, a; vom
ersten, a, vom zweiten usw. Grade in den «, allgemein a@; und
br vom kten Grade in diesen Variablen sind, so folgt

(3) v+ 2v, 4 8v; - 4+ nv,
+ w20 + B + o - Mppy = nm.

Wenn wir den Index % von a; oder b, das Gewicht der
betreffenden GroBe nennen und unter dem Gewicht eines
Produktes die Summe der Gewichte der einzelnen
Faktoren verstehen, so kionnen wir der Formel (3) auch
den wortlichen Ausdruck geben:

XII. Alle Glieder der entwickelten Resultante haben
ein und dasselbe Gewicht mn.

Summen, deren Glieder alle dasselbe Gewicht haben, heillen
isobarische Funktionen, und das Gewicht eines jeden
Gliedes heiit das Gewicht der Funktion, Durch Multiplikation
mehrerer isobarischer Funktionen entstehen wieder isobarische
Funktionen, und das Gewicht des Produktes ist die Summe der
Gewichte der Faktoren.

Die Resultanten sind isobarische Funktionen der Variablen
ax, bx vom Gewichte mn.

Die Funktionen f und ¢ selbst kann man dadurch zu iso-
barischen machen, dall man der Variablen 2 das Gewicht 1
beilegt.

XIII. Ersetzt man die Variablen in einer isobari-
schen Funktion durch homogene Funktionen
irgendwelcher anderer Variablen vom Grade
des Gewichtes der betreffenden Variablen, so
entsteht aus der isobarischen Funktion eine
homogene Funktion der neuenVariablen, deren
Grad dem Gewichte der Funktion gleich ist.

Wenn die Funktionen f(x), ¢ (r) durch Ordnen zweier homo-
gener Funktionen der Variablen z, y, ¢ ... vom Grade » und m
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nach einer der Variablen 2 entstanden sind, so sind die Koeffi-
zienten ay, b, homogene Funktionen vom Grade % der Variablen
Y, 2 ... und aus XIL und XIIL ergibt sich der Satz:

XIV. Durch Elimination einer Variablen 2 aus zwei
homogenen Funktionen nten und mten Grades
ergibt sich eine Endgleichung vom Grade mn in
den iibrigen Variablen.

Hierin ist das Theorem von Bézout enthalten, das in geo-
metrischer Einkleidung so ausgesprochen wird, daB sich eine
Kurve nter und eine Kurve mter Ordnung in mn Punkten
schneiden.

Gibt man den Variablen ax, bx nicht die Gewichte &, sondern
(N 4+ k) und (M -+ k), worin N, M irgend zwei Zahlen sind,
so wird das Gewicht der Resultante von f und ¢, wie aus (2)
und (3) hervorgeht,

4) mN + nM 4 mn.

Dies ist auch der Grad der Resultante, wenn die a; und &
durch Funktionen von neuen Variablen der Grade N -4 % und
M + k ersetzt werden.

§ 29.
GroBter gemeinschaftlicher Teiler.

Wir kehren noch einmal zur Resultante der beiden Funk-
tionen f(z) und @ (z) vom nten und mten Grade zuriick, um
ibr noch eine bessere Form zu geben.

Wir bedienen uns dabei der in § 16 eingefiihrten Funktion
fs(x), die wir in bezug auf die a; homogen schreiben:

fo () = ao
(@) = ax + a
1) fa(@) = a2® 4 ayz 4 a,

ful2) = @am + agzn=t + e+ a
so dall f,(xr) mit der gegebenen Funktion f(x) iibereinstimmt.
Die entsprechende Bedeutung sollen die Funktionen g, (x) haben:

@ 94 (2) = boa* + b= + - + by,
Wir konnen dann setzen:
(3) f(2) = 2 fams (&) + Fama(@)

¢ (2) = 2 Pu—s () + Pm-s(2),
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worin

(4) Fn—s(x) =a,._s+lxs"1 +an—s+2 x‘—2+..._l_a"’
Qm—s(w) = bm_,+1x3-l + bm_s+2 x25—2 _+_ + bm,

und aus (3) ergibt sich:

(5) (p(x)f"—s(x) - ]‘(.Z) ‘pm—s(x) == fﬂ—sqjm—s — Pm—s Fn—so
Nehmen wir jetzt
(6) mIn
an, so ist
fn——s(pm—s — Pm—s Fn—a

eine Funktion » — 1ten Grades von z, und wenn wir also s in
(5) durch n — s 4 1 ersetzen, so folgt
(7) ¢f.9—1 - f‘pm——n+a—1 - Al,sx”_l _Jr‘ A2,s o2 + b An,s-
Da ¢, fiir negative s nicht definiert ist, so hat die Formel (7)
nur so lange eine Bedeutung, als
8) s>n—m
ist, also fiir
s=n—m-4+1, n—m4+2 ..n
[fir s = n 4 1 wiirde die linke Seite von (7) identisch Null].
Wir definieren daher fiir
9) s n—m:
(10) a1 = A, a" ! 4 Ap a2 -+ Anse
Die A,, sind dann unter der Voraussetzung (8) bilineare

Funktionen der a;, b;, und unter der Voraussetzung (9) lineare
Funktionen der b; allein, ndmlich

A-r,s == bm—n+r+s-—1
oder = 0, wenn m — n +r + s < L.
Die Gleichungen (7), (10) lassen sich in die eine zusammen-
fassen:

(11) P Ps — fq. = Al,s Zn—1 + Ag,s xn—2 + e + A”’s
— XAr,s Zn=r,
Ln

wenn wir setzen:

—_— prs—1
(12) g’:g fir s =1,238...0 — m
(13) Po = fo firs=n—m+41,n—m+42..n

s = Pm—nts—1
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Multiplizieren wir die Gleichungen (11) mit willkiirlichen
Faktoren c,, lassen s von 1 bis » gehen und setzen:

(14) ?‘ Gl = Q)

s
pA Ar,s == Cr’
1,n

80 ergibt sich:

r

(1%) ¢ (z) P(2) — f(2) @(2) = X Cyan—,

1n
worin P(z) und ¢(x) ganze rationale Funktionen von z von den
Graden # — 1, m — 1 sind, die nach (12) nur dann identisch
verschwinden konnen, wenn die simtlichen ¢, verschwinden.
Wir bezeichnen jetzt mit
Ay, Asgooen Ay
Al,2, AQ,Q ces An 2

...................

(16) R=
Aspy Aoy oo Ay

die Determinante der A;x und die Unterdeterminanten mit

an R,, = E

78 — 2 Ar,s ¢

R ist nach (8) und (9) eine homogene Funktion nten Grades
der b; und mten Grades der a;

Setzen wir dann
(18) 6 = Ry1, €= Rpay ... = Ry 4,
so ergibt sich aus (14):

C,=0, C,=0, ... C,= R,

und aus (15) folgt:
19) @ P@) — (@)@ =R

Es ist unmoglich, daf infolge der Annahme (18) die Funk-
tionen P, ¢, R identisch verschwinden; denn nehmen wir den
speziellen Fall
(20) f@) = ao2?, o(x)= byam,
worin n beliebig, m = 0, 1, 2, ... n sein kann, so ergibt sich aus
(12) und (13):
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— ps—1
ps——(a)r“’ §=1238...n—m
qs —
@1
ps:(’oﬂ}‘q_l - _
gy = byam—nts—1 s=n—m4ln—mt2 . .n
(22) Pps — fqs = byamts—1, s=1,2,38 ...n —m
=0, s=n-—m-4+1 ... n

also wird nach (11)
(28) An—m—si1,s = by s=Tn—m
und alle iibrigen 4, , sind = 0.

Nehmen wir m = 0, so wird die Determinante R:

0, 0...0, by
0, 0 ... b0
. I
by, 0 ... 0, 0

von Null verschieden; nehmen wir fiir m einen anderen Wert, so
geht s in (22) nur bis » — m und die Hauptunterdeterminante

Ro—m —= ¥ 4 A1,1A2,2 An—m,n—m

erhilt dieselbe Form wie B und den Wert 46—, wiihrend die
anderen Hauptunterdeterminanten verschwinden.

Nun sind P und @ von den Graden n — 1, m — 1 (héoch-
stens) in x, und R ist von # unabhingig und in bezug auf die
a;, b; von den Graden m und n, und wir haben nach § 27, X,
den Satz:

XV. Die Determinante R ist die Resultante R(f’ ¢) der
beiden Funktionen f(z) und ¢(z).

Unm die Frage nach den gemeinschaftlichen Teilern der zwei
Funktionen f und ¢ allgemeiner zu behandeln, fiihren wir die
Hauptunterdeterminanten von I? ein:

R™, R®-Y R"-® R®,

indem wir setzen:

R =3 + A171 A272 vee Av"y vy =1,2.,.n
(24) o oR™ h=12...»
Bh,k = aAh,k k=12 v

Im besonderen ist R — R und R® = 4, ,.
Nun setzen wir in den Formeln (14) fiir irgend einen Index u
zwischen 1 und =:
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(25) clz'Rl-(:)lv 62:R!(“‘:?4 e Cu :‘Rf(‘,:i‘)
Cut1 = 0, Cut2 — 0...¢, =0

und erhalten:

Al,h A2,11 A,u-l,l, Ar,l
Al,Qa A2,27"' A,ll—-l,21 Ar,2

(26) C, = SR 4,, =
1,4

und daraus folgt:
=0, C,=0...C_,=0, C, = R®,

wihrend fiir v > u die ¢, ganze Funktionen der a;, b; werden,
und weil die p, Funktionen vom Grade s — 1 sind, so ergibt sich
bei dieser Annahme, daf P(z) vom Grade p — 1'ist.

Demnach ergibt sich aus (15)
27) ¢ (@) P () — f(x) Q@) = Tu(2),
worin
(28) Tu () = B@Wgr—# 4 Cppqan—4—t 4 ... 4 C,
eine ganze Funktion (» — u)ten Grades von x ist, die man nach
(26) auch als Determinante schreiben kann:

T, =

Ay, Asy oo Ay_nyyy, Aup a4+ Aygrpzn—"1 4o+ A,
Asysy Agg e Auq0y Ayoxt™* + Aupqoa® =414 .. A, .

Asyuy Az oos Aumtyuy Auu@® ™+ Apgr,u@ 7E7 Ao - A

Dafl auch hier P(z), ¢(z), Pu(x) nicht identisch verschwinden,
ergibt sich wie oben, wenn man in der speziellen Annahme (20)
m = n — yu setzt, wobei R® = 4 b2—™ also nicht Null wird.

Hieraus schlieBen wir folgendes:

Jeder gemeinschaftliche Teiler von f und ¢ muf ein Teiler
von 7, sein, und wenn R® nicht verschwindet, so konnen / und
¢ keinen Teiler von hoherem als dem (» — g)ten Grade haben.

Haben f und ¢ einen gemeinschaftlichen Teiler vom Grade
n — u, und ist R®@ von Null verschieden, so ist dieser Teiler T..

Haben f und ¢ einen gemeinschaftlichen Teiler vom Grade
n — u, ist aber R® = 0, so mufl 7}, identisch verschwinden und

es folgt aus (27):
9 (#) P(z) = [ (%) ().
Es mub also ¢ (z) P(x) durch f(z) teilbar sein. Wenn nun
selbst f(z) durch P(z) teilbar wire, so wire der Quotient immer
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noch vom Grade n — g 1, weil P(x) vom Grade g — 1 ist,
und durch diesen Quotienten wire f(x) und g@(z) teilbar. Bei
dieser Annahme ist also der grofite gemeinschaftliche Teiler von
f und ¢ mindestens vom Grade n — u -} 1.

Gehen wir also von der Tatsache aus, da B = O die Be-
dingung dafiir ist, daB f(x) und ¢(x) einen gemeinschaftlichen
Teiler mindestens vom ersten Grade haben, so kommen wir durch
vollstindige Induktion zu dem Satze:

XVL Dienotwendige und hinreichendeBedingungdafiir,
daB die Funktionen f(z) und ¢(2) einen gemein-
schaftlichen Teiler vom Grade n — g, aber nicht
von héherem Grade haben, ist die, dafl die Haupt-
unterdeterminanten

Rm, Re—D, ... Ru+D
verschwinden, daB aber E® nicht verschwindet.
Der grofite gemeinschaftliche Teiler ist durch die
Determinante 7, ausgedriickt.




Vierter Abschnitt.

‘Wurzeln.

§ 30.
Ober die GauBschen Beweise des Fundamentalsatzes.

Der Fundamentalsatz der Algebra besteht in der Behauptung,
daB jede algebraische Gleichung f(x) = 0, deren Koeffi-
zienten numerisch gegeben sind, eine Wurzel hat, d. h.
dafl man einen reellen oder imagindren Zahlenwert o angeben
konne, der, fiir x gesetzt, dem Ausdruck f(x) einen Wert verleiht,
der dem absoluten Werte nach kleiner ist als eine beliebig klein
anzunehmende GroBe. Durch eine scharfe Formulierung des Zahl-
begriffes kann man diesen Satz auch so ausdriicken:

Es gibt eine reelle oder komplexe Zahl «, die der
Bedingung f(«) = 0 geniigt.

Die Koeffizienten der Funktion f sind beliebig gegebene reelle
oder komplexe Zahlen.

Es liegt keine Beschrinkung darin, wenn wir die Koeffizienten
von f reell annehmen. Denn wenn f(z) imaginire Koeffizienten
hat, so nehme man fiir diese Koeffizienten fiberall die konjugiert
imaginiren Werte und bezeichne die so entstandene konjugierte
Funktion mit @ (). Dann ist

f(z) ¢ (2) = F(z)
eine Funktion mit reellen Koeffizienten. Hat diese eine Wurzel
z = o, 80 ist entweder
f(¢) =0 oder ¢(a)=0.
Ist etwa f(«) = 0 und B die zu « konjugiert imaginire

Zahl, so ist auch ¢ (8) = 0, d. h. sowohl f(x) als ¢ (2) hat eine
Wurzel.
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Wenn f () = 0 ist, so ist f(z) durch z — o teilbar. Man

setze also
flo) = (z — o) f1(2),

worin der Grad der ganzen Funktion f, (#) um eins niedriger ist
als der von f(2).
Wenn nun f, (¢) wieder eine Wurzel «, hat, so kann man
fi(@) = (xz — o) f>(x)

setzen usf., wo die f(x), fi (), fo(x) ... ganze Funktionen von
abnehmenden Graden sind. In diesen Funktionen hat die hochste
Potenz von z, ndmlich z», z#—21, z"—? ... immer denselben Koef-
fizienten «o, und so kann man den Fundamentalsatz auch so aus-
sprechen:

I Eine ganze Funktion nten Grades

(1) f@)=ayx" +a2"~1 4 ... } a,
kann in » lineare Faktoren zerlegt werden:
2 f@=a(@—«) (@ —a)..@—oc._1),

worin die o, ay,... o0, reelle oder komplexe Zahlen
sind, die auch zum Teil einander gleich sein
konnen.

Den ersten Beweis dieses Satzes hat Gaull in seiner Doktor-
Dissertation vom Jahre 1799 gegeben.

Er stiitzt sich dabei auf eine geometrische Anschawung. Er
setzt namlich
3) 2= + 1y,
@ f@)=X+17,
worin X und Y reelle Funktionen von x und y sind, selbst in
dem Falle, wo die Koeffizienten von f(2) imaginir sind; f(x)
wird dann und nur dann = O sein, wenn gleichzeitig
®) X=0, Y=0
ist Deutet man z, y als Cartesische Koordinaten, so stellen die
Gleichungen (5) zwei Kurven dar, und es kommt also darauf an,
gich zu iiberzeugen, daf diese Kurven wenigstens einen Schnitt-
punkt haben.

50 Jahre spiter, 1849, ist GauB auf diesen Beweis zuriick-
gekommen und hat ihm eine noch bessere Gestalt gegeben.

Der zweite Beweis des Fundamentalsatzes von Gaull vom
Jahre 1816 beruht auf anderer Grundlage. Er stiitzt sich zwar
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auch auf die Stetigkeit, auf der der Satz beruht, daB eine
stetige reelle Funktion f(), die fiir zwei reelle Werte z = a
und z = b entgegengesetzte Zeichen hat, zwischen diesen Werten
wenigstens einmal gleich Null sein muB, woraus dann folgt, daB
eine Gleichung ungeraden Grades mit reellen Koeffizienten min-
destens eine reelle Wurzel haben muf, weil eine Funktion f(x) von
ungeradem Grade fiir hinlénglich grofie positive oder negative
Werte von x sowohl positiv als negativ gemacht werden kann.
Es wird sodann durch eine elegante Transformation die Auf-
l6sung irgend einer Gleichung auf eine Gleichung ungeraden
Grades zuriickgefiihrt.

Der dritte Beweis endlich vom selben Jahre, 1816, beruht
auf funktionentheoretischen S#tzen iiber die Integration einer
Funktion komplexen Arguments, die GauB schon friilh gefunden
hatte, aber erst viel spiter durch Cauchy, Riemann u a.
weiteren Kreisen bekannt wurden.

Es schlielen sich daran andere Beweise von Cauchy,
Weierstrass, Lipschitz, die den bei allen benutzten Begriff
der Stetigkeit tiefer zu begriinden suchen, ohne den es einmal
nicht abgeht. Zu diesen gehdrt auch der in der grofen Ausgabe
der Algebra mitgeteilte.

Einen schonen Beweis hat Gordan gegeben, der sich wie der
zweite Beweis von Gaull auf die einleuchtende Tatsache stiitat,
daf} eine reelle Gleichung ungeraden Grades immer eine Wurzel
hat, die Zuriickfiihrung einer Gleichung geraden Grades auf eine
von ungeradem Grade aber sehr vereinfacht. Diesem Gordan-
schen Beweis wollen wir hier folgen?).

§ 31.
Beweis des Fundamentalsatzes nach Gordan.

Es sei f(x) eine Funktion mit reellen Koeffizienten, von der
die Existenz einer Wurzel nachgewiesen werden soll. Der Grad
von f(x) sei
(1) n — 24 m,

worin u eine positive, m eine ungerade Zahl sei. Um fiir die
vollsténdige Induktion eine Grundlage zu gewinnen, nennt Gordan

') Gordan, Mathematische Annalen 10 (1876) und Vorlesungen tiber
Invariantentheorie 1, § 12 (1885).
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von zwei Gleichungen der Gra(e:
n=2m, n = 2%,
die zweite ,leichter aufloshar als die erste, wenn entweder
w<lu

oder
) W= oW < m,
und dadurch sind die Gleichungen nach der Schwierigkeit der Auf-
l6sung in Klassen geteilt, deren erste fiir 4 = 0 die Gleichungen
ungeraden Grades sind, die nach Voraussetzung ,auflésbar“ sind.

Das Ziel wird erreicht sein, wenn wir die Auflosung der
Gleichung wnten Grades unter der Voraussetzung nachweisen
konnen, daf alle leichter auflosbaren Gleichungen eine Wurzel
haben.

Nun sei # eine Variable und die Koeffizienten a,, ay, ... a,
von f(x) seien vorldufig auch unabhingige Variable. Wir setzen:

(®)

2u

Beides sind ganze Funktionen von z, sie sind aber auch
ganze Funktionen von u, weil f(z+ u) — f(x— u) durch u teilbar
ist, und ganze Funktionen der a,, ay, ... a,. Sie dndern sich nicht,
wenn % in — u verwandelt wird und enthalten folglich nur die
geraden Potenzen von w.

Aus (3) ergibt sich:

@ 1@+ w = F@) + ud(2)
@ —w = F) — u® ().

Jetzt untersuchen wir die Resultante R (F, @) und diese ist
nach dem Satze § 27, (9) gleich der Resultanten
() R[F@2) —u® (), ®@)] = B[f( — w), D()] == Pw).

Sie ist eine ganze Funktion von u, deren Grad wir jetzt be-
stimmen miissen.

Um diese Resultante fiir variable a; zu bilden, fiihren wir
n neue unabhingige Variable ey, &,, ... %, ein, und dann bleibt
jede identische Gleichung zwischen den Variablen a,, g, ... G,
richtig, wenn wir fiir die a; die symmetrischen Grund-
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funktionen der «; setzen. Dadurch geht die Funktion
fl@)=a" 4+ ayar=t 4+ ay_12 4 an
in das Produkt
(x — o) (x — ag) ... (x — o))
itber und die Variablen o; konnen die Wurzeln von f(x) genannt
werden, ohne daB damit iiber die Existenz der Wurzeln einer

bestimmten numerischen Gleichung etwas vorausgesetzt wird.
Es ist dann:

flo 0 =16+ u—w),
f@—w)= 1@ —u — w),
und die Wurzeln von f(z — u) sind « + .

Demnach ist die Resultante (5) nach § 27, (5)

Pu) = O+ ).
Es ist aber nach (3)

® O+ o) = g @+ w)
und folglich '
©) P@=ﬂ%%ﬂ.

Ordnet man den Zihler f(2u - «;) nach absteigenden Potenzen
von u, so laBt er sich wegen f(x) = 0 durch w dividieren und
man kann P(u) durch die &; und « ausdriicken. Das hochste
Glied von P(u) ist = (2w)*®—? in bezug auf u, und der Grad
n (n — 1) kann sich nicht erniedrigen, wenn auch fiir die «; irgend-
welche spezielle Zahlenwerte gesetzt werden.

Nun enthalten die Funktionen F'(z) und @(x) nur die geraden
Potenzen von w und dasselbe gilt daher auch von der Resul-
tanten R (F, @), d. h. von P(u), deren Grad in u? also gleich

e —1)
ist. Dieser Grad ist also nach (1) nur durch 2¢—?, nicht durch
24 teilbar.

Die Resultante P(u) = R(F, @) labt sich aber aus F und @
durch rationale Rechnung bilden und hat daher wie F und @
reelle Koeffizienten.

Werden jetzt fiir die o, irgendwelche reelle Zahlen gesetat,
so folgt, daB P () in bezug auf w2 leichter auflosbar ist als
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f(x), und weil eine Quadratwurzel aus einer reellen und aus
einer komplexen Zahl immer existiert, so folgt aus der Vor-
aussetzung, dall es einen reellen oder komplexen Wert v gibt, der
P (v) = 0 macht.

Setzen wir 4 = v, so erhalten F'(x) und @(z) und folglich
nach (3) auch f(x + v), f(# — v) und @ (z) als Funktionen von z
einen gemeinschaftlichen Teiler, der, weil @ (z) nur vom Grade
#n — 1 ist, von niedrigerem Grade als » sein mull. Es hat also
auch f(x) selbst einen echten Teiler ¢ (z), der aber auch kom-
plex sein kann.

Ist dann f(z) = @ (x,v) ¢, (x,v), so ist jedenfalls der Grad
von einem der beiden Faktoren =% i #, und wenn wir diesen fiir
¢ (x,v) nehmen, so konnen wir also als bewiesen annehmen, da$
¢ (z,v) von einem Grade = }« ist. Ist o' die zu v konjugierte
Zahl, so ist die reelle Funktion f(z) auch durch ¢(z,¢") teilbar
und folglich auch durch das kleinste gemeinschaftliche Vielfache
f1 (%) von @ (z,v) und @ (x,v'), was jedenfalls reell ist, und dessen
Grad kleiner ist als », auller wenn ¢ (x,v) vom Grade ;» und
teilerfremd zu ¢ (z,v") ist; abgesehen von diesem Ausnahmefall
folgt also aus unserer Annahme ein reeller echter Teiler von f(x).

Es bleibt noch der Fall zu betrachten, dafl in der Zerlegung
von f(x) in ¢ (x,v) ¢, (x,v) beide Faktoren vom Grade in und
nicht weiter in Faktoren zerlegbar sind. Wir setzen in diesem Falle
©) f(@) = 9@ v (=)
wo dann ¢ () und ¢ () unzerlegbare konjugiert imaginire Funk-
tionen vom Grade in sind. Wenn wir den Koeffizienten der
hochsten Potenz von z in f(z) gleich 1 annehmen, so kénnen wir
auch die Koeffizienten von 2%" in ¢ (r) und 4 (x) gleich 1 an-
nehmen.

Nach (8) konnen wir bilden:

f@+v) =9+ ) v+ 0)

flo—1) = 9@ — ) v(e— o).
Diese beiden Funktionen miissen einen gemeinschaftlichen
Teiler haben, und da die Funktionen ¢ und % unzerlegbar sind
und es gleichgiiltig ist, welchen der beiden Faktoren wir mit ¢
und welchen mit ¢ bezeichnen, so mull entweder

(10) @+ v) = ¢ (x — v)

oder

(11) @+ v) =19 — )

)
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sein. Setzen wir

(12) Q@) = 272 4+ cpane—t ...

und bezeichnen mit ¢} ... die zu ¢, ... konjugierten Werte, so ist

(13) ¢(x) = g2 | cjanle—! 4 ...
o+ v)— px—2v)=nvare—! 4 ...
und dies miilte im Falle (10) identisch verschwinden.

Da n nicht = 0 ist, so miiite » = 0 sein und es miilte
nach (3) f(¢) und f'(«) einen gemeinsamen Teiler, also f ()
einen echten Teiler haben.

Ferner folgt

9@+ ) —b(@—1) = (v + ¢ — cara=d
und folglich miite im Falle (11)
nY = ¢ — ¢

sein. Es wire also v rein imagindr und folglich, da ¢ und ¥
konjugiert imagindr sind, ¢ (z + v) wegen (11) reell. Es hat
also nach (9) f(z + v) einen reellen Faktor ¢ (z 4 v) = g (),
der als vom Grade n/, leichter loslich ist als f(z) und folglich
als gelost gilt. Es hat also f(# 4 v) einen linearen Faktor
z — o und folglich f(x) den linearen Faktor x — v — «; folg-
lich auch, wenn » 4 o« imaginér ist, den konjugierten Faktor, und
f(«) hat einen reellen Faktor ersten oder zweiten Grades. Damit
ist bewiesen:

IL Die reelle Funktion f(z) hat einen reellen Faktor
f1(z),dessen Grad niedriger als #» ist und nur im
Falle n = 2 gleich » sein kann.

Ist
n=24m, n, = 21m;, n, = 2t2m,
die Grade der Funktion £, fy, fs 80 ist # = n, -+ n, und folglich
24 = 2t1my -+ 2421y,

und sind

und es konnen nicht beide Zahlen g, und g, grofer als w sein.
Sei w, = p. Ist w, = u, so ist m; << m und folglich £, ()
leichter 16sbar als f(z); und ist w, << u, so ist gleichfalls f; ()
leichter losbar als f(2). Damit ist durch vollstindige Induktion
bewiesen:

Weber, Algebra. (KI. Ausg.) 8
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III. Jede Funktion f(z) hat eine reelle oder imaginire
Waurzel

und also zugleich das Theorem I

§ 32.

Stetigkeit. Anderer Beweis des Fundamentalsatzes.

Ein anderer Weg, zu dem Grundsatze iiber algebraische
Gleichungen zu gelangen, geht aus von dem Begriff der Stetig-
keit, iiber den wir einige allgemeine Betrachtungen vorausschicken
miissen.

Eine reelle Funktion f(z) heit in dem Intervall
O a2l b
stetig, wenn sie in dem ganzen Intervall endlich bleibt und
die Eigenschaft hat, daf
() fz+h) — f(2)
fiir jeden Wert  des Intervalls unter einer beliebig gegebenen
Zahl 7 liegt, sobald das positive # kleiner als eine hinléinglich
kleine Zahl & bleibt. (Fiir £ = a nehmen wir nur das obere,
fir £ = b nur das untere Zeichen, um nicht aus dem Intervall
herauszukommen ?).

Fiir die reellen Zahlen gilt nun der Dedekindsche Begriff
der Stetigkeit, den wir so formulieren:

IV. Werden die reellen Zahlen so in zwei Teile % und

B geteilt, daB jede Zahl in U kleiner ist als jede
Zahl in B, so gibt es eine und nur eine Zahl £,
die die Zahlen %A von den Zahlen B trennt,
d. h. £ ist groBler als jede Zahl in U und kleiner,
als jede Zahl in B, wobei £ selbst entweder zu A
oder zu B gehoren kann.

Eine solche Einteilung heiit ein Schnitt und wird mit
A|B bezeichnet 2).

!) Die Funktion f(z) heit gleichm#Big stetig, wenn sich fiir jedes
gegebene 7) ein fiir das ganze Intervall giiltiges & bestimmen 148t, das dieser
Forderung geniigt. Hier kommt diese Unterscheidung nicht in Betracht.
Ubrigens hat Liiroth (Mathem. Ann. 6) bewiesen, da8 eine stetige Funktion
einer Variablen immer gleichma8ig stetig ist.

*) Dedekind vollzieht den Schnitt nur im Bereich der rationalen
Zahlen und definiert dadurch die irrationalen Zahlen.
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Aus diesem Satze ergeben sich sehr leicht die Folgerungen:

V. Wenn S ein beliebiges System reeller Zahlen
bedeutet, die alle grofier sind als eine be-
stimmte positive oder negative Zahl C, so
existiert eine untere Grenze g fiir die Zahlen
S. Ist 8 ein Teil von S, so haben auch die
Zahlen 8’ eine untere Grenze g, die entweder
gleich g oder grofer als g ist.

Unter einer unterem Grenze ist g hier eine Zahl zu ver-
stehen, die von keiner der Zahlen unterschritten wird, aber so,
daB, wenn 0 eine beliebig gegebene positive Gréfe ist, zwischen
g und g -+ 0 (mit Einschluf der Grenzen) immer wenigstens eine
Zahl aus S liegt.

Gehort g selbst zu den Zahlen S, ist also g die kleinste Zahl
in S, so heilt g das Minimum von S. Dies tritt z. B. dann
ein, wenn S nur eine endliche Anzahl von Zahlen enthilt.

VI Ist f(z) eine reelle stetige Funktion und ist f(a)
negativ, f(b) positiv, so gibt es im Intervall (ab)
einen Wert &, fiir den f(§) = 0 ist.

Darauf berubht der schon benutzte Satz, dal eine reelle
Gleichung ungeraden Grades immer eine reelle Wurzel hat.

VIL Eine reelle stetige Funktion f(z) hat in dem Inter-
vall (ad) ein Minimum.

Ist g die untere Grenze der Funktionswerte f(z) in dem
Intervall, so ist nach V. die untere Grenze der Funktionswerte in
einem Teil des Intervalls entweder gleich g oder griofer als g.

Wenn nun f(a) = g ist, so ist das zu Beweisende richtig;
ist aber f(a) > g, so kann man wegen der Stetigkeit von f(z)
ein Intervall a < # < a -+ h angeben, in dem f(z) > g bleibt
und also die untere Grenze von f(x) grofler als g ist.

Wir konstruieren nun in dem Intervall einen Schnitt A|B
derart, daB wir einen Wert o« des Intervalls zu % rechnen, wenn
die untere Grenze von f(z) in dem Intervall a Z 2 = o griler
als g ist, und einen Wert 8 zu B, wenn die untere Grenze im
Intervall a = = = § gleich g ist.

B kann moglicherweise aus dem einzigen Werte & bestehen;
dann aber muf f(b) = ¢ sein, und unsere Behauptung ist fiir
x = b erfiillt; denn wire f(b) > g, so konnte man eine GroSe

8*
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¢ zwischen f(b) und g und wegen der Stetigkeit ein Intervall
b —h<x=<0b so annehmen, daf in diesem Intervall alle
Funktionswerte f(x) groBer als ¢', ihre untere Grenze also gleich
oder grofer als ¢’ und daher sicher groBer als g wire. Da aber
b — h zu U gehort, so ist auch in dem Intervalla < 2 < b — 7
und folglich in dem ganzen Intervall (1) die untere Grenze gréBer
als g, gegen die Annahme.

Ist also f(b) > g, so definiert der Schnitt A|B eine Zahl &
jm Intervall, von der wir zeigen, daf

3) f@ =g
ist.

Ist (&) > g > g, so konnen wir wegen der Stetigkeit von
f(x) ein Intervall

E—hSaSE4h

bestimmen, in dem f(x) grofer als ¢’ und daher die untere
Grenze grofer als g ist. Da aber £ — h zu U gehort, so ist
auch in dem ganzen Intervall a < 2 < & + & die untere Grenze
groBer als g, wihrend doch £ 4+ 2 zu B gehort. Also mufl

F(&) = g sein
VIIL Die ganze Funktion nten Grades f(2) wird mit =
zugleich unendlich.

Das will sagen: Wenn () eine ganze Funktion mit komplexen
oder reellen Koeffizienten ist und die Variable z ebenfalls kom-
plex ist, wenn ferner C ein beliebiger positiver Wert ist, so kann
eine positive Grofe R so angenommen werden, dal

(4) [f@)| > C
ist, sobald
®) lz| = E

wird. Um den Satz zu beweisen, setze man f(z) in die Form

fo)=an(4+ LE),

worin A von Null verschieden und f,(z) hochstens vom
(n— 1)ten Grade ist.

Es laBt sich also R so annehmen, daB |f; (z)/z"|, das nur
negative Potenzen von z enthdlt, unter der Bedingung (5) be-
liebig klein wird, und da nach einem bekannten Satz der abso-
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lute Wert einer Summe niemals kleiner ist als die Differenz der
absoluten Werte, so folgt
),

If@)| = B (14] —

und da | 4| einen positiven Wert hat, so kann man R so grol
nehmen, daB (4) erfiillt ist.

Da 2" mit von Null an wachsendem 2 fortwihrend und iiber
alle Grenzen wichst, so ist 2» — a fiir geniigend grofie z positiv
und fiir . # = 0 negativ; also gibt es nach VI. ein positives z,

h@)
xn

fir das 4" — @ = 0 ist, d. h. Ya hat fiir jedes positive a
einen und nur einen reellen positiven Wert und bei ungeradem

n
n hat Yo auch fiir negative a einen negativen Wert. Diesen
Satz erweitern wir so:

IX. Die reine Gleichung
(6) 2" —a=20
hat fiir jedes reelle oder komplexe @ mindestens
eine Wurzel

Da wir, wie aus den Elementen bekannt, eine Quadratwurzel
aus einer reellen oder imagindren GriBe immer durch Quadrat-
wurzeln aus reellen positiven Grofien ausdriicken konnen, so ge-
niigt es, den Satz fiir ein ungerades » zu beweisen. Denn es ist

2n 2 n__ 4n 2 2n_
Yo = | Ve, Va = '/Va
Es sei also die Gleichung gegeben:
)] y+is=0b+iec
Der Fall ¢ = 0 ist durch das Vorstehende schon erledigt,

und wenn ¢ nicht = 0 ist, kann auch 2z nicht — 0 sein.
Aus der Gleichung (7) folgt aber auch die Gleichung

® (y—ie)» =b—ic
und daraus
@+ oy =it o
©) Uhir@®—i) — @—igr@tio _,
24

Aus der ersten dieser Gleichungen ist der absolute Wert
von £ = y +} ¢# bestimmt. Setzen wir dann

y:lz,
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so folgt aus der zweiten Gleichung (9):
A4 iy —io)— (A—iy b +i0) _
21
was eine reelle Gleichung nten, also ungeraden Grades fiir 4 ist,
die jedenfalls eine reelle Wurzel hat. Hat man diese, so ergibt
sich aus der ersten Gleichung (9):

b? c2
Z—VVI—:_/W’ y:lﬁ‘,

wodurch IX. bewiesen ist.

Wir kehren zuriick zu einer beliebigen ganzen reellen oder
imaginéiren Funktion f(#) und stellen zur Veranschaulichung das
durch die Ungleichung

|z | <R
begrenzte Gebiet (R) fiir die Variable # durch eine Kreisfliche
vom Radius R in der Ebene der Variablen x = y - i¢# dar.

Wenn wir in VIIL. C grofler annehmen, als irgend einen
Wert von | f(z) | im Inneren des Gebietes (R), zum Beispiel
grofer als | £(0) |, so wird | f(z) | gewil im Inneren des Ge-
bietes (R) kleiner werden, als an der Begrenzung. Da nun im
ganzen Inneren von (R) die Funktion | f(z) |, die wir zur Ab-
kiirzung jetzt mit X bezeichnen wollen, nicht negativ wird, so
gibt es fiir die Werte von X eine untere Grenze g und wir haben
den Satz zu beweisen, der die Ubertragung des Satzes VII auf
eine Funktion von zwei Variablen ist:

X. Es existiert ein Wert £ von 2 im Inneren des Ge-
bietes (R), so daB
[f@& =y

wird, dal also die untere Grenze auch hier ein
Minimum ist.

Die untere Grenze von X in irgend einem Teile des Be-
reiches ist entweder gleich g oder grofier als g.

Ein Grofengebiet, das durch die Ungleichheitshedingungen
(10) |lz|<BR —R<y<uw
bestimmt ist, wird in unserer Fig.2 durch das Segment (P Qe '),
das wir das Segment (P, o) nennen wollen, dargestellt. Wir be-

stimmen nun zunéchst einen Wert % von y durch einen Schnitt
A | B folgendermalen:
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Eine Zahl « zwischen — R und -+ R wird in % aufgenommen,
wenn die untere Grenze von X in dem Segment (P, &) grofer
als g ist, und ein Wert 8 wird in B aufgenommen, wenn die
untere Grenze von X in dem Segment (P, 8) gleich g ist. Dieser
Schnitt U | B definiert eine Zahl  von der Eigenschaft, daf die
untere Grenze von X in dem Bereich (P, y), wenn y < g ist,
grofer als g, und wenn y > 7 ist, gleich g ist.

Nun ist | f(y -+ ¢2) | als ganze Funktion von 2 eine stetige
Funktion von # in dem Intervall

(a —VB—p << VE—p
das in der Fig. 2 durch M, M’ bezeichnet ist.

Diese Funktion erhdlt also nach VIIL fiir einen Wert §
von 2 in diesem Intervall einen Minimumwert p, so dal, wenn

E = ] + ig Fig. 2.

gesetzt wird, .
a2 (@ l=r S| T
wird. Ak

Es ist nun ferner leicht / P
einzusehen, dal y =— ¢ sein / Bk
muB; denn da g die untere  p E 4 b ) “_
Grenze aller Werte von X \ L o
innerhalb (R) ist, so kann \ Pl
y zunichst nicht kleiner als N |
g sein. \ ‘

Es kann aber y auch QX}L

Moy—
= |

nicht grofer als g sein; denn i

alle Werte, die X auf der

Strecke M M' annimmt, sind < yp; ist aber » > g, so kann
man eine GroBe ¢’ so annehmen, daf y > ¢’ > ¢ ist, und
wegen der Stetigkeit von X lassen sich die Zahlen o, 8 so be-
stimmen, daB o< <§B

und daB in dem ganzen Bereich (P, ) — (P, a) = (, B)
(QNN'Q' in der Fig. 2) X grofer als g’ bleibt. Folglich ist
die untere Grenze von X in (o, ) groBer als g. Da nun die
untere Grenze von X in (P, &) groBer als g ist, so ist sie auch
in (P, B), was aus (P, «) und (x, B) zusammengesetzt ist, grofer
als g; B gehort aber zu B, woraus ein Widerspruch mit der
Definition von B folgen wiirde.
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Es bleibt also nur iibrig, dal y = g ist, und der Satz X.
ist damit nachgewiesen, némlich, daf es einen Wert £ im Inneren
von (R) gibt, fiir den

fel=y

ist, daf also | f(«) | einen Minimumwert erreicht. Wir beweisen
nun:

XI. Wenn « irgena ein Wert von z ist, fiir den f(x)
-von Null verschieden ist, so lift sich % so an-
nehmen, daB

(13) [fle+m)]<[f]
ausfallt.

Daraus folgt dann, dafl, wenn f(£) von Null verschieden wire,
g nicht das Minimum der Funktion | f(z) | sein konnte; da dies
aber bewiesen ist, so mufl
(14) 1@ =0
gein, und § ist eine Wurzel der Gleichung f(z) = 0. Der
Fundamentalsatz wird also dann bewiesen sein.

Von den derivierten Funktionen f” (), f”(«)... konnen einige
verschwinden; die letzte f® («), die gleich II(n)a, ist, ist aber
von Null verschieden; es mogen also f'(e), f” («)...f™—D (&) ver-
schwinden, f® (¢) nicht verschwinden. Wir haben dann nach
der Taylorschen Entwickelung:

(19) F@+0) = F@ + g F¥ )+ gy (0@ +--
Wir wihlen, was stets moglich ist, eine positive Zahl ¢ so, dall
. h [0+ («) h? fm+2 (o)
) ar179w Totnmry e TS
ist, sobald

Qmn [h]<e

und einen positiven echten Bruch ¢ so, da8
& fom (o)

(18) 01| < ) |

wag, wenn f(«) nicht verschwindet, gleichfalls méglich ist. Dann
bestimmen wir (auf Grund von IX.) 4 aus der Gleichung:

(19) a2 = =@

woraus nach (17)
Th]<e
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folgt. Aus (14) ergibt sich jetzt, wenn man fiir A den Wert
aus (18) setzt,

fle+h)=>10—209f()

ho fot (o) B2 o+ ()
1—61‘(“) (m + 1 ™ () + (m—+1) (m +2) ™ () >’
also
(20) [f@+n]|Z /@1 —9)

" Rfo+ (o) he [ (@)
“!"( ) ”(m+ 7fm@ T mFDm T2 @ g
und wegen (15)

(21) lfa+n) | <|f@)] W 2. b. W,

Danit ist also der Beweis des Fundamentalsatzes beendigt.

§ 33.
Stetigkeit der Wurzeln.

XII. Die Wurzeln einer algebraischen Gleichung sind
stetige Funktionen der Koeffizienten.

Es ist zunidchst die Bedeutung dieser Behauptung zu erkléren.
Es sei

) (@) = 2 4 g an=1 + gyt .

eine ganze Funktion von z vom nten Grade, und in lineare
Faktoren zerlegt, sei

2 [@) =@ — o @— B @—7rr..
worin die «, 3, 7 ... voneinander verschiedene reelle oder kom-
plexe Zahlen und a, b, ¢ ... positive ganze Zahlen sind.

Die Wurzeln o, 8, ... werden sich mit den Koeffizienten
@y, g, 3... dndern; auch der Grad ihrer Vielfachheit kann ein
anderer werden.

Wir bezeichnen die Anderungen von @, a,... mit &, &...
und setzen

®) @) = 80" 4 5o o o
4 f@) 4 ¢ (@) = (@)
Wir umgeben die Punkte «, , ... mit Gebieten von solcher

Kleinheit, daff diese Gebiete sich gegenseitig ausschliefen, etwa
dadurch, daB wir die Punkte o, §, y... durch Kreisperipherien
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mit den Radien o, ¢/, ¢”... umgeben, und bezeichnen diese Ge-
biete durch (), (¢'), (¢") ...

Wenn die absoluten Werte von &, & ... unter hinldnglich
kleinen Werten liegen, so konnen wir von der Funktion f;(z)
zun#ichst beweisen,

dafl sie keine Wurzeln auBlerhalb der Gebiete

() (¢), (") ... hat,

und zweitens,
daf die Anzahl der Wurzeln von f;(2) inner-
halb (¢) genau a, innerhalb (¢’) genau b, inner-
halb (¢”) genau ¢ usf. betrigt.

Bei dem letzten Teil des Satzes ist aber zu beachten, daB,
wenn f; () mehrfache Wurzeln hat, diese nach ihrer Vielfachheit
gezéhlt werden miissen.

Wir konstruieren nach VIIL in der Ebene z einen Kreis mit
dem Radius R und dem Nullpunkt als Mittelpunkt, der die Ge-

Fig. 3. biete (o), (¢'), (¢")... einschliel3t,
e so dal auBerhalb dieses Kreises
/ SR keine Wurzeln von f;(z) mehr
\ liegen, und bezeichnen das inner-
/ e " halb dieses Kreises, aber auBer-
[ () | halb (o), (¢, (¢") ... liegende
| ) . Gebiet mit G. Es ist dazu noch
\ , 8 zu bemerken, dal R von den
\ G / &, & ... unabhéingig angenom-
/  men werden kann, solange fiir
\ g die absoluten Werte dieser GrofSen
i /-/ eine bestimmte obere Grenze fest-

- gesetzt wird.

Ist nun z ein Punkt des Gebietes G, so ist der absolute
Wert von # — o groBer als g, der von z — f groBer als @' usf,
und mithin nach (2)

®) [ 7@ > e e?e" ...
Ist &, eine Wurzel von f, (), so folgt aus (4):
(6) f(on) = —o ()

und o, kann daher nicht in dem Gebiete G- liegen, wenn man
dafiir sorgt, daf innerhalb @ iiberall

(M) lo@) | <o2@®o™...,
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was durch geniigende Verkleinerung der oberen Grenze von ¢, &,...

immer moglich ist. Hiermit ist der erste Teil unserer Behauptung

erwiesen, daB, wenn die Ungleichung (7) befriedigt ist, keine

Wurzeln von f, (x) auBerhalb der Gebiete (o), (¢'), (¢”)... liegen.
Um den zweiten Teil zu beweisen, setzen wir

® f(@)=v@) @ — o,
) Y(@)=(@@— B (@ —r)..
Wir wihlen nun eine positive Zahl 4, die aber von ¢ un-

abhéingig sein soll, so dal, solange # im Inneren oder an der
Peripherie des Gebietes (¢) liegt,

(10) |¥@) | >4, (fir|z—a[Ze)

bleibt. Eine solche Zahl erhalten wir z B., wenn wir I gleich
der Hilfte des kleinsten unter den Abstinden («, 8), (&, ) ...
annehmen und A = Dot

setzen; dann ist die in (10) ausgedriickte Forderung wenigstens
so lange erfiillt, als ¢ kleiner als ! ist. Ist nur ein einziger
Punkt « vorhanden, so ist ¥ (x) = 1 zu setzen, und fiir 4 kann
jeder beliebige echte Bruch gesetzt werden.

Es seien nun oy, o, ... die Wurzeln von f;(x) innerhalb
(0), und a,, a; ... die Grade ihrer Vielfachheit, und §;, 8, ...
byy by ooy Y1y Y2 eeey €y €y ... sollen dieselbe Bedeutung fiir die
Gebiete (¢'), (¢”) ... haben; es ist dann

() n=a,+ag+---+b +b+--F+¢+c+4--
da die Gesamtzahl aller Wurzeln gleich » sein muff, Die Funk-
tion f, (z) laBt sich dann so darstellen:

(12) H@) =9(@) (@ — o) (2 — o) ...,

worin
(13) @) = (@& — ) (— By)...
(x—yp)r (& — pa)2 ...

Nun kénnen wir eine von g, @', ¢” unabhingige positive
Zahl B bestimmen, so dafB, solange z innerhalb oder an der
Grenze von (@) bleibt,

(14) (@) | < B (fir|2—a|=Z o)

Wir konnen z. B. eine Grofle L wéhlen, die grofer ist als
die doppelte Entfernung des Punktes & von einem der Punkte
B, ¥ ... und jedenfalls grofer als 1 und dann

B> L"
annehmen.
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Nun folgt aus (4):

(13) | @ =1H@ |+ 1@
also nach (8) und (12):
16) |[¥(@)].|z—a|* <[ (@) ||z —o]*.| @ — 0|7 |9 (2)],
und wenn wir nun x auf der Peripherie von (¢) annehmen, also
, |o —af=¢e
setzen, so 1st
|z — o | << 20, |z —a, | <20 ...,
folglich nach (10) und (16):
(17) e d < (2o)utat B+ o).
Wir wollen nun die oberen Grenzen fiir die Koeffizienten
&, &g, ... von ¢ so klein annehmen, dafl
o) | <ord'
wird, worin A’ eine Zahl bedeutet, die kleiner als A ist; dann
folgt aus (17):
(18) A — A' < utat gmatatat B
Dies aber wiirde fiir ein hinreichend kleines ¢ nicht mehr

moglich sein, wenn o kleiner als die Summe a, - a3 4 --- wire.
Es folgt also:

(19) a=a, + ag 4+ -
Ebenso 1aft sich beweisen, dall

bS b, by -

(20) c>0 + ¢+ -

......................

sein muB. Da aber die Summen der linken Seiten sowohl als
der rechten in den Ungleichungen (19), (20) gleich n sein miissen,
so konnen nur die Gleichheitszeichen bestehen, also:

a = a; + ag + -
b= by by -
€ =2 + ¢+ -+
wodurch auch der zweite Teil unseres Satzes bewiesen ist.
Wir wollen dem-bewiesenen Satze noch folgende, auf den
Fall mehrfacher Wurzeln beziigliche Bemerkung beifiigen:
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Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf
f(#) = 0 iberhaupt mehrfache Wurzeln habe, ist die, dal f(x)
und f'(x) einen gemeinsamen Faktor haben, dafl also die Dis-
kriminante von f verschwindet. Diese Diskriminante ist eine
ganze Funktion F(ay, a, ... a,) der Koeffizienten a,, a, ... ay,
die, da es jedenfalls Gleichungen ohne mehrfache Wurzeln gibt,
nicht identisch verschwindet. Man kann daher iiber die &, &, ...
auch wenn fiir diese beliebig enge Grenzen festgesetzt sind, so
verfiigen, daBl F(a, - &, a5 + &, ... @y -+ &) von Null ver-
schieden ist.

Man sieht also aus diesen Betrachtungen, wie eine a-fache
Wurzel « von f(x) bei stetiger Verinderung der Koeffizienten in
a einfache Wurzeln auseinander strahlt, so daf man auch von
diesem Gesichtspunkte berechtigt ist, die a-fache Wurzel als
durch das Zusammenfallen von a einfachen Wurzeln entstanden
zu betrachten.

Nehmen wir den Koeffizienten der hochsten Potenz von z
nicht gleich 1 an, untersuchen also die Gleichung in der Form

1) a2t + a2t~ 4+ ager2 4+ oo 4 aurx + a, = 0,

so sind, wenn a, = O ist, eine oder mehrere der Wurzeln gleich
Null, und die Gleichung (21) 148t sich durch 2 oder eine hohere
Potenz von z dividieren, wodurch eine Gleichung von entsprechend
niedrigerem Grade entsteht, in der das letzte Glied von Null ver-
schieden ist. Wir wollen also von vornherein a, von Null ver-
schieden annehmen und nun in (21)

1
22 xr = —
(22) y
setzen. Durch Multiplikation mit ¢* und Division mit a, geht

dann (21) iiber in:

@) Ry Sy Ry,

n n n
und wir konnen auf die Wurzeln dieser Gleichung den vorhin
ausgesprochenen Satz anwenden, indem wir ¢, = 0 annehmen,
so daB eine der Wurzeln von (23) verschwindet. Wir erlangen
80 den Satz:

Man kann in der Gleichung (21) @, so klein annehmen, daf
eine ihrer Wurzeln iiber alle Grenzen grol wird, wihrend die
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anderen sich beliebig wenig von den Wurzeln der Gleichung
(n — 1)ten Grades:

a4+ aan—?t - a2+ ay =0

unterscheiden.

Man driickt das auch so aus, daB mit verschwindendem
a, eine der Wurzeln von (21) unendlich wird.

Wenn ay und @, oder @, a, und a, verschwinden, so werden
zwei oder drei Wurzeln unendlich usf.

Es rechtfertigt sich hierdurch der bisweilen gebrauchte Aus-
druck, daB eine Gleichung #nten Grades durch Unendlichwerden
einer Wurzel in eine Gleichung (» — 1)ten Grades iibergehe.




Fiinfter Abschnitt,
Kubische und biquadratische Gleichungen.

§ 34.
Die kubische Gleichung.

Man kann die kubische Gleichung
4+ azt gzt a=20

zundchst auf eine einfachere Form bringen, indem man

u
T+ 3=y
setzt, wodurch man erhilt:
M) ¥ +ay+b=0
wenn al
o= — % + a,

et e

gesetzt wird.

Dieselbe Vereinfachung, nimlich dal das Glied mit der
(n — 1)ten Potenz der Unbekannten nicht mehr vorkommt, er-
reicht man bei einer Funktion nter Ordnung f(x) durch die
Substitution 2 4 a,/n = .

Fijhrt man in (1) zwei neue Unbekannte %, v mittels der
Gleichung
)] y=u-tv
ein, so erhilt man:
3) s+ o8 + Buv +a) (w+v) -+ b=0.

Wir bestimmen eine der beiden Unbekannten u,v durch die
andere mittels der Gleichung
4) Buv = —a
und erhalten

() us 4 v = — b.
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Aus (4) und (5) kann man w3, v3 durch eine Quadratwurzel
bestimmen.
Man setze némlich:

(6) (us — vs)z — (u3 + 05)2 — 4usys
und folglich nach (4) und (5):
4
(u3 —_— 1)3)2 — b2 _+. 2—;

und wenn wir

b2 as
) BR= 7+ 57
setzen, so findet sich:
Ut — v® = 2V—R_,
us 4 v3 = — b,
also:
w=—2 4 VR w=—p VK

Wir geben dem YR eines der beiden Zeichen und erhalten:

8'—"'b S_b__——
“=‘/T+VE v = "*2““1/7{—,

und folglich erbdlt man die unter dem Namen der Cardanischen
Formel bekannte Losung der kubischen Gleichung:

S — T — —
(8) y=‘/—2——|—VR—|—V—§——VR.
Die Multiplikation der beiden Ausdriicke u, v ergibt nach (4):
) uy = V— — R = %,

wodurch eine der beiden Grofen u, » durch die andere bestimmt ist.

Wenn R positiv ist, so ist YR reell und kann positiv oder
negativ genommen werden, wodurch % mit v vertauscht wird.
und » und folglich y haben reelle Werte. Ist aber R negativ,
so sind % und v konjugiert imaginir und y ist wieder reell,
kann aber nicht in reeller Form algebraisch dargestellt werden.
Darum wird dieser Fall von den &lteren Algebraikern der Casus
irreducibilis genannt, auf den wir spiter zuriickkommen.

Nun hat aber die kubische Gleichung nicht blof eine, sondern
drei Wurzeln. Um aus der einen die beiden anderen zu finden,
setzen wir

o = U + v
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und dividieren ¥® + ay -+ b durch y — . Der Quotient, dessen
Wurzeln die beiden Wurzeln g, y der kubischen Gleichung (1)

sind, ist
Pty +ota=0,
wovon man die Wurzeln erhilt:

—atV—3a2—4a
2

Setzt man hierin « = u 4 v, a = — 3uwv, ferner

—149—3
2 )

Byy =

& —
so folgt: o
(10) 82=:l_—-§_v:_-_3, 5_’_52:__1’ 8_82:]/__3'
o=u-+}v
() B = su A s
y = &u -+ &,
Setzt man a = 0 und b = — 1, so bekommt man aus (10)

die drei Wurzeln der Gleichung 3 — 1 = 0. Es wird R =}
VRE=1 u=0,v=1, also
f=2¢ y=eu=

Es sind also ¢ und &2 die beiden imagindren dritten Wurzeln
der Einheit, wihrend 1 die reelle dritte ist.

Sind % und v reell, so ist « reell, § und y sind aber konju-
giert imagindr. Im Falle eines negativen R ist w zu v konjugiert
imagindr und folglich « reell. Es sind aber auch e und &2v
konjugiert imagindr und folglich 8 gleichfalls reell, und ebenso
ergibt sich in diesem Falle ein reeller Wert fiir y.

Das Differenzenprodukt

4= (u—pp@—yprE@—7r

ist die Diskriminante der kubischen Gleichung. Setzen wir
Va=@—B@—7E—7)
4 =3Y1—3 (us — 03
und folglich v ( )

(12) 4=—4.2TR=—27b2 — 4a

Wenn man in dem allgemeinen Ausdruck der Cardanischen

Formel u + v allen vorkommenden Wurzeln, den beiden Quadrat-
Weber, Algebra. (Kl. Ausg.) 9

S0 18t
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wurzeln und den beiden Kubikwurzeln alle moglichen Werte bei-
legt, 80 bekommt man nicht drei, sondern 36 verschiedene Werte,
die sich erst durch die in (9) ausgedriickte Forderung und durch
die zweite Forderung, da8 YR in « und v dasselbe Vorzeichen
haben sollen, auf drei reduzieren.

Cayley hat darum der Cardanischen Formel einen Aus-
druck gegeben, der von vornherein nur drei Werte enthélt.
Er setzt:

(18) w=§n v=_§,

woraus nach (4):
3 3/
En =Vuv = 1/——3 g

Dann folgt:
VEL 942
¢ =‘/; + V4a2 + 3
(14) 8
36 962  a
=Y 2a it 3’
(15) =E&n¢E + )

und diescr Ausdruck erhdlt nur drei Werte, wenn man jeder
der beiden Kubikwurzeln, unabhéingig von der anderen, einen
der drei Werte beilegt. Freilich ist auch hier daran festzuhalten,
dal die Quadratwurzel in £ und % dasselbe Zeichen bekommt.

§ 35.
Die biquadratische Gleichung.

Die biquadratische Gleichung oder Gleichung vierten Grades
wird durch die Reduktion auf eine kubische Gleichung (die
kubische Resolvente) geldst. Der &lteste Weg zur Herstellung einer
solchen Resolvente ist der von Ferrari. Man nimmt die biquadra-
tische Gleichung zunichst auch in der vereinfachten Form an:

1) vt ay by fe=0
und setzt, d4hnlich wie in der Cardanischen Formel:
(2) 2y =u v+ w
Setzt man zur Abkiirzung
s = u? + v® | w?

t = v?*w? 4 w2u? - u?v?,
so kommt:
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4y =35 + 2(vw + wu 4 uv)
16yt = s? 4 4s(vw + wu + uv) + 4¢
+ 8uvw(u 4+ v + w),
und danach ergibt sich aus (1):
§2 4 4¢ 4 4as | 16¢
+ 8(uvw - b) (v + v + w)
+ 4(s + 20) 0w + wu + uv) = 0.
Diese Gleichung ist erfiillt, wenn wir setzen:
s4+2a=0,
wow -+ b =0,
84 4f+ das 4 16¢ =0,
und die dritte dieser Gleichungen wird mit Hilfe der ersten
t—=—oa2— 4c

Demnach erhalten wir:

u? -+ 0?2 - w2 = — 2gq,
3) vtwd 4 w2ud | wlv? = a2 — 4¢,
uow = — b.
Daraus ergibt sich als kubische Resolvente fiir u?, 2, w?:
€)) 284 2a2% 4 (a2 — 4c)s — b2 = 0,

Die Quadratwurzeln aus den Wurzeln dieser kubischen
Gleichung haben je zwei Werte. Die Vorzeichen sind aber
durch die letzte der Gleichungen (3) miteinander verbunden, und
man erhilt daher folgende Ausdriicke fiir die Wurzeln der
biquadratischen Gleichung:

20 = utvdtw
26= wu—v—w
®) 2y =—u-t+v—w
26=—u—v—{—w.

Die Wurzel der kubischen Resolvente ist, durch die Wurzeln
der biquadratischen Gleichung ausgedriickt:

®) w=}a+p—y— o
Man kann noch andere kubische Resolventen der biquadra-
tischen Gleichung aufstellen, wobei wir diese gleich in der all-
gemeinen Form
)] 2t — a, 28 + a32® — agx 4 a, = 0
Q%*
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annehmen wollen. Setzt man fiir die linke Seite das Produkt

@ —o)@—p)@—y)@—D09),

so erhalt man:

a,1 :Z“
a, = Zaf
8 2
( ) ag = Zafy
a, = afiyo.
Setzen wir
u =of - yd
9 U = ay -+ B0
Uy = o0 - By,

so kann man, wenn %, u,, uy als bekannt vorausgesetzt werden,
die «, 3, y, 0 folgendermaflen durch quadratische Gleichungen
bestimmen.

Man bestimme aus

u=oap 4y, VYut —4da,=apf—yd
o8 und y0 durch eine Quadratwurzel und ebenso ay und 0 aus

 =ay + $0, Yu’— 4a, = ay — f0.

Welches Zeichen man den beiden Quadratwurzeln nun gibt,
ist willkiirlich und kommt auf eine Vertauschung der Wurzeln
o, B, 9, 0 hinaus. Die dritte, durch u, zu bestimmende Quadrat-
wurzel ist nicht mehr willkiirlich. Hat man aber die vier Pro-

dukte:
«p, 9, ayp, B9,
so kann man durch «f und pd aus den linearen Gleichungen

af(y + 0) + 79 (x4 B) = a4
+)+ @+ =0a

@ +9), (¢ + B)

bestimmen, und ebenso aus den beiden anderen Produkten ey

und B0
(@ +9) B+ 9)

Aus o 4+ B und «f kann man durch eine nochmalige
Quadratwurzel oo und B bestimmen, wodurch zugleich y und 9
eindeutig bestimmt sind.

Es bleibt noch iibrig, die kubische Gleichung zu bilden, deren
Wurzeln u, u,, s sind. Deren Koeffizienten sind die sym-
metrischen Grundfunktionen:

die Unbekannten
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Zu—=2Zaf = a,
Zuu, = T2y =ZaZafy — 4afiyd
= maz; — 4a,
uugthy = Zo3fyd | Za2f2y2
=afyd e 4+ Zoa2f2y2
Um die beiden Summen o2, X o292 zu erhalten, bilde
man aus (7) die Gleichung, deren Wurzeln ¢ die Quadrate von
o, B, 7, 0 sind. Man setzt zu diesem Zweck in (7) z = VE und
schafft die Quadratwurzel durch Quadrierung heraus. Man erhélt so:

(82 + agé + ) — E(a§ + @) =0,
und daraus findet man nach den Formeln (8):
Dot = a} — 2a,, oyt =al — 2a,0,
und folglich

uuty = ala, — 4daga, + al
und die kubische Resolvente fiir » lautet also:
(10) ud — ayu? + (ayay — 4a)u — (ala, — 4asa, 4 a) =0
Um das zweite Glied wegzuschaffen, substituiere man

und erhdlt fiir w die kubische Gleichung:
(12) w3 — 3A4Aw 4+ B =0,

deren Koeffizienten
(13) A =a] —3a,a3 | 124,
B=2a}+ 27a} — 9a,a,a3 + 2Tala, — 12040,
die erste und zweite Invariante der biquadratischen Form
heilien.
Aus (9) und (11) ergibt sich:

w=(x—p)(—0)+ (¢« —) (B —

und wenn man
U =(—p)@—7)

(14) Uy = (a— ) (B —09)
) U= (@—29)(y — B)
setzt, so st
w = U; — U, 83U = wy, — 1,
(15) w, = U, — U, 30, =w — w,
w, = U — U, 8Uy=w, —w

und die U sind selbst die Wurzeln einer kubischen Resolvente
Es ist hier:
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U4+ U,+0U,=0
UU,+UU, + GU, =t Zww,=—4
UU,U, = VD,
wenn
D= (ax — Bpp(x — )?(« — 0p2(B — v)(B — 9)*(y — )
die Diskriminante der biquadratischen Gleichung ist. Also ist
die gesuchte Resolvente:

(16) U'— AU+VD=0.
Nach (15) ist
27° D = (w, — w,)*(w — wy)2 (wy — w,)?
die Diskriminante der kubischen Gleichung (12), und diese ist

nach § 32

4+ 4.274" — 21 B°,
woraus folgt:

@ 27D =44° — B,

und die Diskriminante der biquadratischen Gleichung ist also
rational durch die beiden Invarianten ausgedriickt. In dem
langen Ausdruck, der sich durch Substitution von (13) daraus
ergibt, hebt sich der Faktor 27 noch heraus.




Sechster Abschnitt.

Der Sturmsche Lehrsatz.

§ 36.
Das Sturmsche Problem.

Fiir eine numerische Berechnung der Wurzeln einer Gleichung
ist zunidchst immer die Frage zu beantworten: Wie viele reelle
Wurzeln einer reellen numerischen Gleichung liegen
zwischen zwei gegebenen reellen Zahlwerten a und 5?

Ist dies entschieden, so handelt es sich weiter darum, die
Grenzen a, b so weit einzuengen, dal nur noch eine Wurzel
der gegebenen Gleichung zwischen ihnen liegt, und sie endlich
einander 80 weit zu niéhern, dafl jede von ihnen als ein ge-
naherter Wert dieser Wurzel betrachtet werden kann.

Nehmen wir ¢ = — ©, b = - ©, oder doch a negativ, b
positiv so grof an, dal jenseits dieser Grenzen keine Wurzeln
mehr liegen konnen, so wird damit die Frage nach der Anzahl
der reellen Wurzeln beantwortet, und darauf 146t sich auch das
allgemeine Problem zuriickfiihren.

Es moge sich zundchst darum handeln, die Anzahl der
positiven Wurzeln einer Gleichung f(#) = 0 zu ermitteln.
Setzen wir # = y3, so wird jedem reellen Wert von y ein posi-
tiver Wert von 2 entsprechen, und umgekehrt entsprechen jedem
positiven Wert von z zwei reelle, entgegengesetzte Werte von .
Die Anzahl der positiven Wurzeln von f(x) ist also halb
so groB, als die Anzahl der reellen Wurzeln von f(y?).
Setzen wir ferner

so wird, wihrend # von a bis b geht, y durch positive Werte von
Null bis Unendlich gehen, und wenn wir durch diese Substitution
f(#) in F(y) transformieren, so wird f(z) ebenso viele Wurzeln
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zwischen a und b haben, als F'(y) positive Wurzeln hat, mithin
halb so viel, als F(y2) reelle Wurzeln hat. Unsere Aufgabe ist
also dadurch in der Tat auf die Ermittelung der Anzahl der
reellen Wurzeln einer gewissen anderen Gleichung zuriickgefiihrt,
deren Grad doppelt so grofi ist, als der Grad der gegebenen
Gleichung. Diese Zuriickfithrung des Problems gibt aber seine
Losung nicht in der einfachsten Form, und wir miissen nach
einer einfacheren Beantwortung der Frage suchen. Dazu fiihrt
die folgende Betrachtung:

Es seien o« und B irgend zwei reelle Zahlen und & < 8. Es
sei ferner f(z) eine gegebene reelle ganze Funktion von 2, von der
ermittelt werden soll, wie viele ihrer Wurzeln in dem Intervall

«lxp

liegen. Wir nehmen an, dal «, 8 nicht selbst zu den Wurzeln
von f(z) = 0 gehéren, dal also f(«) und f(8) von Null ver-
schieden sind. AuBlerdem wollen wir noch fiirs erste annehmen,
dal f(z), wenigstens in dem Intervall 4, keine mehrfache Wurzel
habe, daff also fiir keinen Wert des Intervalls f(z) und f'(x)
zugleich verschwinden sollen.

Wir nehmen an, daf wir auf irgend eine Weise eine Reihe
von m -+ 1 reellen stetigen Funktionen herstellen konnen:

f(@), (@) f2(2), ... fm(@), )
denen folgende Eigenschaften zukommen:

1. Von den Funktionen f, sollen im Intervall 4 nicht
zwel aufeinander folgende zugleich verschwinden.

2. Die letzte von ihnen, f.(r), soll im Intervall o«
tiberhaupt nicht verschwinden, also ein unver-
dnderliches Zeichen behalten.

3. Wenn ein mittleres Glied, etwa f,(2), fiir irgend
ein z im Intervall o verschwindet, so sollen fiir
dieses z die beiden angrenzendem Funktionen
fr—1(®) und f,4.(x) entgegengesetztes Vorzeichen
haben.

4. Wenn f(x) im Intervall 4 verschwindet, so soll
fi(z) fir diesen Wert von z dasselbe Vorzeichen
haben wie f'(z).

Eine solche Funktionenreihe (&) wollen wir eine Sturmsche
Kette nennen. Wie man sie bilden kann, werden wir spiter
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sehen; zunéchst sollen aus der Definition Folgerungen gezogen
werden.

Fiir jeden Wert von 2, fiir den keine der Funktionen von (&)
verschwindet, hat jede dieser Funktionen ein bestimmtes Vor-
zeichen. Wir zihlen einen Zeichenwechsel, so oft beim Durch-
laufen der Kette von links nach rechts auf ein positives Glied
ein negatives oder auf ein negatives Glied ein positives folgt.
Die Anzahl der so geziahlten Zeichenwechsel (Variationen) fiir
einen bestimmten Wert von z wollen wir mit ¥ (z) bezeichnen.
Wenn ein mittleres Glied f,(z) verschwindet, so haben wir nach
3. beim Ubergang von f,—;(%) zu f,4+1(x) einen Zeichenwechsel
zu zdhlen.

Sind «, B zwei Werte, fiir die keine der Funktionen f, ver-
schwindet, und lassen wir nun z stetig wachsen von o bis 8, so
wird eine Anderung in der Zahl der Zeichenwechsel nur dann
eintreten konnen, wenn eine der Funktionen von (&) ihr Zeichen
wechselt, also durch den Wert Null hindurchgeht (wegen der
vorausgesetzten Stetigkeit).

Ist dies aber eine mittlere Funktion, so &ndert sich die Zahl
der Zeichenwechsel nicht (nach 3.). Denn in

f ;v—-l’ fn f v+1
findet vor und nach dem Durchgang von f, durch Null immer
ein Zeichenwechsel statt, weil f,4+1 und f,_, entgegengesetate
Zeichen haben.

Wenn aber die erste Funktion f(z) durch Null geht, so geht
beim Durchgang wegen 4. ein Zeichenwechsel verloren. Denn
geht f(z) von negativen zu positiven Werten, so ist /'(x) und
mithin f;(z) positiv und die Vorzeichen &ndern sich so:

@), h)
— -
+

und wenn f(z) von positiven zu negativen Werten iibergeht, so
ist /'(#) und f,(x) negativ, also die Zeichen so:

f@), fi(®)
+ —_—

b

mithin ist in beiden Fillen ein Zeichenwechsel verloren ge-
gangen.
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Da nun f,(2) nach 2. sein Zeichen nicht wechselt, so folgt,
daB V(x) — V(B) gleich der Anzahl der zwischen « und g
gelegenen Wurzeln von f(z) = 0 ist, oder:

I. Die Anzahl der Wurzeln von f(2) = 0 zwischen «
und B ist gleich dem UberschuB der Anzahl der
Zeichenwechsel der Kette fiir z = « iber die
Anzahl der Zeichenwechsel fiir 2 = §.

Wenn fiir # = « oder 2 — f eine oder einige der mittleren
Funktionen von (&) verschwinden sollten, so ist es wegen 3.
gleichgiiltig, ob wir diesen verschwindenden Wert durch einen
positiven oder einen negativen ersetzen.

Um ein Beispiel zu geben, sei a;x, wenn ¢ und k die Reihe
der Indices 1, 2, 8,... n durchlaufen, irgend ein System reeller
Grofen und
(1) @i = O
vorausgesetzt. Wir betrachten die symmetrische Determinante

d1,1— &, O,2 oo Qg p
g, 14 A3, 90— ... Ao, n

(2) L”($) B )
a’ﬂ,h a”,2 ...a,.,,,—x

die eine ganze rationale Funktion nten Grades von z ist, in der
z» den Koeffizienten (— 1)* hat. Die Gleichung L,(2) = 0 soll
der Gegenstand unserer Betrachtung sein.

Wir bilden die mit abwechselnden Zeichen genommene Kette
der Haupt-Unterdeterminanten
(3) Lu(x), —Ly—1()y Lu—s(@)..., (—1)*"1Li(x), (—1)"
und wollen nun nachweisen, daB, wenn wir die Voraussetzung
hinzufiigen, dafl von den GriofBien (3) keine zwei aufeinander
folgende zugleich verschwinden, wir eine Sturmsche Kette
vor uns haben.

Es ist dies eine einfache Folgerung aus der Formel, die wir
schon im § 12 zu einem #hnlichen Zwecke benutzt haben, und
die wir so darstellen konnen:

@ LS — T} = Ly Ly,
worin S; und 7} ganze rationale Funktionen von 2z sind.

Wir haben nur zu zeigen, dafl die Forderungen 1. bis 4.
befriedigt sind. Davon ist aber 1. in die Voraussetzung auf-
genommen, 2. ist erfiillt, da das letzte Element gleich + 1 ist.
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Aus der Formel (4) folgt, daB, wenn L — 0 ist, Ly_; und Ly4,
entgegengesetzte Zeichen haben, daB also die Bedingung 3.
erfiillt ist.

Es bleibt nur noch die Bedingung 4. iibrig. Wenden wir
aber die Formel (4) auf ¥k = n — 1 an, so lautet sie:

aLn 8L,, aL” 2_
0lnn 0n—1,n-1 _ aa,,,,,_l) = Ly Ly -,

und daraus folgt, daB, wenn L, = 0 ist,
oL, oL,

)
aan'” aan—l,n—l

gleiche Zeichen haben; und ebenso kann man schliefen, daB
alle Haupt-Unterdeterminanten von L,

oL,

80,{‘.-

dasselbe Zeichen haben.
Nun ist aber die Derivierte von L,

: ~ 0L,
L”(x)-:—zaa‘ !
1,n ) ¢

und hat also fiir einen Wert z, fiir den L, (x) verschwindet, das
entgegengesetzte Zeichen, wie L,_,, was eben die Forderung 4.
verlangt. Daraus folgt der Satz:

II. Sind e, B zwei reelle Werte, « << B8, so ist die
Anzahl der zwischen « und § gelegenen Wurzeln
von L,(z) gleich dem Uberschufl der Anzahl der
Zeichenwechsel der Kette (3) fiir x = « iiber die
Anzahl der Zeichenwechsel fiir z = .

Die hochste Potenz von z, die in Li(x) vorkommt, ist
(—' l)k ¥,

und wenn der absolute Wert von 2 hinlénglich grof ist, so wird
das Vorzeichen dieses Gliedes iiber das Vorzeichen von ILx(#)
entscheiden. Nehmen wir also fiir « einen geniigend grofen
negativen, fiir 8 einen geniigend groBen positiven Wert, so finden
in (3) fiir # = o lauter Zeichenwechsel, fiir z — f lauter Zeichen-
folgen statt. Es werden also n Wurzeln zwischen & und f liegen,
und daraus folgt der Satz:

IIL Die Gleichung L,(z) = 0 hat lauter reelle Wurzeln.
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Diese beiden Sitze sind aber nur von beschrinkter Anwend-
barkeit, solange wir uns nicht von der Voraussetzung frei machen
konnen, daB in der Kette der Ly nicht zwei aufeinander folgende
Glieder zugleich verschwinden sollen. Von dieser Beschrinkung
konnen wir den Satz aber durch folgende einfache Uberlegung
befreien.

Nehmen wir an, fiir irgend einen Wert von z verschwinde
L, aber nicht Ly_,; wir konnen dann die Grofen ayyi i, die in
Ly nicht vorkommen, 8o bestimmen, dall Ly, fir diesen Wert
von z nicht verschwindet; denn es kann ILjy,; nicht identisch
fir alle ax4q,s verschwinden, weil es das Glied

—a1%+1,kLk—1
enthélt (nach dem auf L., angewandten Laplaceschen Deter-
minantensatz § 3, XIV).

Hiernach konnen wir, wenn in der Kette
(®) L,, —L,_3, Ly_s...+L;, F1
einige aufeinander folgende Glieder fiir irgend einen Wert von z
verschwinden, durch Abénderung der «;; eine andere Reihe
(6) L,n’ - ’n—la L'n-—-2 “'iL&, $ 1
ableiten, in der keine zwei aufeinander folgenden Glieder fiir
irgend einen Wert = (des Intervalls « ... §) verschwinden.

Zugleich konnen die aj, von denen die L’ abhingen, so
angenommen werden, daf sie sich von den a@;; um weniger als
eine beliebig gegebene Grofe w unterscheiden.

Wenn nun die Zahlen «, § so angenommen sind, daf in der
Reihe (5) kein Glied fiir # — o oder # = f verschwindet, so
konnen wir @ so klein annehmen, daB fiir x =—= « und 2z =
entsprechende Glieder von (5) und (6) dasselbe Vorzeichen haben.
Durch unseren Satz ist aber die Anzahl der Wurzeln von L, = 0
zwischen o und B durch die Zeichen der Reihe (6) bestimmt.

Nun 148t sich andererseits wieder ® so klein annehmen, da3
die Wurzeln von L, =— 0 von denen von L, = 0 beliebig wenig
unterschieden sind.

Es kann zwar eine Doppelwurzel von L, = O in zwei ein-
fache Wurzeln von L), — 0 iibergehen; aber da L), = 0 keine
imagindren Wurzeln hat, so sind diese reell; und dasselbe findet
statt, wenn L, — 0 mehrfache Wurzeln hat.

Hiernach behalten die Satze 1I und III ihre Giiltig-
keit, wenn die Voraussetzung aufgegeben wird, dall in
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der Kette der L, keine aufeinander folgenden Glieder
verschwinden; nur miissen die mehrfachen Wurzeln dabei
nach ihrer Vielfachheit gezahlt werden.

Hieraus konnen wir eine merkwiirdige Beziehung der Glei-
chung L, = 0 zu dem Trégheitsgesetz der quadratischen Formen
herleiten, die in der Geometrie, bei der Bestimmung der Haupt-
achsen einer Fliche zweiten Grades wohl bekannt ist.

Wir betrachten neben der Funktion L,(z) die quadratische
Form

) P (Z1y Ty oov Tn) = Z G x X T
dann ist L,(¢) fiir ein beliebiges & die Determinante der Form
® ¥ = ¢ — (ol + o} e + o)

Die Gleichung L,(x) = 0 moge P positive, N negative und
R verschwindende Wurzeln haben. Wir nehmen & positiv an, aber
go klein, daB alle positiven Wurzeln von L, (z) grofer als ¢ sind,
und auflerdem so, daff kein Glied der Reihe (3) fiir # = & ver-
schwindet. Dann ist

)] Lu(&)y Lu—1(8), ... Ly(e), 1

eine Kette von Haupt-Unterdeterminanten fiir die Funktion ¢/,
und wenn wir also mit #/, ¢/, ¢’ die charakteristischen Zahlen von
¢’ bezeichnen, so ist #' (nach § 12) gleich der Anzahl der Zeichen-
folgen, v gleich der Anzahl der Zeichenwechsel in der Kette (9)
und ¢’ = 0, weil L, (&) nicht verschwindet.

Wenn wir aber das Theorem II. anwenden, indem wir « = &
setzen, und f grofer als alle Wurzeln von L,(z) annehmen, so
dal in der Kette (3) fiir # = f nur noch Zeichenfolgen vor-
kommen, so gibt uns die Anzahl der Zeichenwechsel in (3) fiir
z = ¢, die mit der Anzahl der Zeichenfolgen in (9) iiberein-
stimmt, die Zahl P der positiven Wurzeln von L,(z) = 0. Dem-
nach ist, weil aulerdem noch #' 4+ v = P 4+ N + R = #» ist,

(10) n' =P, =N+ R

Wir nehmen nun die Funktionen ¢ und ¢’ in folgender
Weise in ihre positiven und negativen Quadrate zerlegt an:

W) g=y bt — s — g} =2k

(12) o' =9 — (@ + 2]+ -+ 27)
=X+ Y+ +Y2 -2 — 2} — 7.
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Wenn nun = 4 v < » ist, so kénnen wir die z;, 2, ... %y,
zum Teil wenigstens von Null verschieden, so bestimmen, daB

=0, 4 =0...,9,=0, 2, =0, 2, =0..., Z, = 0.
Dann aber ergibt die erste Darstellung (12) mit Hilfe von
(11) einen negativen, die zweite einen positiven (oder verschwin-
denden) Wert von ¢, so dafl die Annahme =z -+ »' <n unstatthaft
ist. Es ist also # + v S n = ' 4 v, also nach (10):
z < P
Andererseits folgt aber aus § 12, (14)
P =7,
was nur miteinander vertriglich ist, wenn
(13) n =P
ist. Ebenso konnen wir nun auch beweisen, indem wir statt
eines positiven ein negatives & zu Hilfe nehmen, dal ¥ = N und
folglich ¢ = R sein mub.
Wir sprechen dies noch als einen Satz aus:

IV. Die charakteristischen Zahlen =, v, ¢ der quadra-
tischen Form ¢ sind gleich den Anzahlen der
positiven, negativen und verschwindenden Wur-
zeln der zugehorigen Determinante L, (z).

Eine in allen Fillen brauchbare Sturmsche Kette erhilt
man auf folgendem Wege?):

Wir beschrinken uns hier auf die Betrachtung von Glei-
chungen ohne mehrfache Wurzeln, oder wir nehmen an, dafl
vor der Anwendung des darzulegenden Verfahrens f(z) von jedem
gemeinschaftlichen Faktor mit seiner Derivierten f’(x) befreit sei.

Wenn wir dann
(14) (@) =1"@)
annehmen, so ist sicher die Bedingung 4. befriedigt. Nun ver-
fahren wir so, als ob es sich um die Aufsuchung des grofiten
gemeinschaftlichen Teilers von f(z) und £, (x) handle, indem wir
dabei jedesmal das Vorzeichen des Restes umkehren; wir bilden
also durch Division die Gleichungen

!) Sturm, Mém. sur la résolution des équations numériques. Mém.
de l'académie de Paris. Sav. étrang. VI, 1835. Auszug in Buli. de Ferussac
XI, 1829. Deutsch von Loewy in Ostwalds Klassikern, Nr. 148,
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f=ah —f
(15) fh=qafs — 1s

fm—z = Qm—lfm—l _ fm’
worin die ¢y, q5, ... gn—1 und ebenso die fq, fy, ... fm ganze
rationale Funktionen von 2z sind; die Grade der Funktionen
fy Ty fa ++o [m nehmen ab und man kann daher die Operation
so weit fortsetzen, dal f,, konstant ist, oder wenigstens in dem
betrachteten Intervall nicht mehr verschwindet. DaB f, nicht
Null werden kann, ist eine Folge der Voraussetzung, daf f und f;
ohne gemeinsamen Teiler sind.
Dal man dann in der Reihe

(16) ffifae fm
wirklich eine Sturmsche Kette hat, ergibt sich unmittelbar, wenn
man die Kriterien § 34, 1. bis 4. durchgeht. Denn wenn zwei
aufeinander folgende der Funktionen (16) zugleich verschwinden,
8o verschwinden nach (15) auch alle nachfolgenden; dies ist aber
unmoglich, weil f,, von Null verschieden ist.
Ist aber f,(x) = 0, so folgt aus (15):
fr41(2) = — fr-1(2),
womit alle Forderungen fiir eine Sturmsche Kette befriedigt sind.
Es ist, wie sich von selbst versteht, gestattet, die Funktionen
der Reihe (16) mit positiven, z. B. konstanten Faktoren zu multi-
plizieren, ohne dafB sie aufhoren, eine Sturmsche Kette zu bilden.
Fir n — 2 konnen wir demnach als die Sturmschen Funk-
tionen folgende nehmen:
1@) = o + az + b
fi(#) =2z + a
fa(®) = a? — 4.

§ 87.
Losung des Sturmschen Problems durch Hurwitz.

Eine besonders einfache Losung des Sturmschen Problems
hat Hurwitz gegeben?).
Es sei

(1) f(z):aoz”—l——alz"—l-l-..._l_a”

1) Mathematische Annalen, Bd. 46.
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eine ganze Funktion nten Grades der Variablen 2. Es sei ferner
®(s) eine zweite ganze Funktion von beliebigem Grade. Wir
suchen nach § 18 die Entwickelung des Bruches @(s):f(2) nach
fallenden Potenzen und bezeichnen den Teil dieser Entwickelung,
der negative Potenzen von 2 enthdlt, mit

h
2 et a4 oo =3 el
Qoeen
Es sei nun weiter
(3) @(Z’):to +t12+"'+tm__12m—l

eine ganze Funktion von einstweilen noch beliebigem Grade (m — 1),
deren Koeffizienten t,, ¢, ... t,—; unabhéngige Variable sind. Wir
bilden die Entwickelung nach fallenden Potenzen von 2z fiir den
Bruch

D(2) D) & &

2L @(2)2 = > P

o O = T F T
wofiir wir nach (2) erhalten:

h i k

PP c;,z—"+‘+"—1t,-tk,

oder, nach absteigenden Potenzen von z geordnet,

i ik
(4) P r‘—l x Cl+;+ktitk.

Bezeichnen wir den Rest der Division von @(2) durch f(s)
mit O, (#) und setzen

0,(e) =t + iz 4 e + tom,
so sind die %, ?i,... ty—; lineare homogene Funktionen der
Variablen ¢y, ¢}, ... tm—;. Es geben aber nach § 18 die beiden

Briiche

D(2) © (2)? D (2) 0, (2)?
©) @ ™ T
bei der Entwickelung nach fallenden Potenzen von 2z dieselben
Glieder mit negativen Exponenten, und daraus folgt, dal die
in der Entwickelung (4) auftretenden "quadratischen Formen der
m Variablen ¢;

ik
T = 2 caypivrtite -

auch als quadratische Formen der » Variablen # ausgedriickt
werden konnen. Sind also #;, v, g1 die charakteristischen
Zahlen von T3, so ist g mindestens = m — ». Von nun an
wollen wir m — n setzen, also unter @(2) eine Funktion
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(n — 1)ten Grades verstehen. Wir betrachten hauptsichlich die
Funktion 7,, die wir auch kurz mit I bezeichnen, also die qua-
dratische Form
ik

(6) T =3 ciprlity,

0,n—1
und bezeichnen ihre charakteristischen Zahlen mit =, v, o. Dann
ergibt sich aus ddm soeben Bewiesenen zundchst:

1. Wenn f(2) und @(2) nicht relativ prim sind, so ist
¢ > 0, also 7' keine definite Form.

Denn wenn wir den groBten gemeinschaftlichen Teiler von f
und @ herausheben, so entstehen aus (5) Briiche von derselben
Gestalt, in denen @ dasselbe geblieben ist, wihrend sich der
Grad des Nenners erniedrigt hat. Ist »’ dieser erniedrigte Grad,
so ist m — n’ und folglich auch ¢ positiv. Wir konnen ferner
noch beweisen:

2. Wenn f(#) und f'(¢) einen gemeinschaftlichen Teiler
haben, so ist I' keine definite Form.

Denn wenn f(#) und f'(¢) einen gemeinsamen Teiler haben,
so 1Bt sich eine reelle Funktion Q(2) (vom ersten oder zweiten
Grad) so bestimmen, daB

f(2) = @1i(2)
ist. Dann ist Qf, (¢) von niedrigerem als ntem Grade, und wir
konnen die Koeffizienten ¢, ¢, ... {,—1 80 bestimmen, dafl

0 = Qf.(2)
wird. Dann ist aber ®(2)? durch f(z) teilbar, und @(2)® (2)%: f(2)
ist eine ganze Funktion. Es kommen dann also in der Ent-
wickelung nach fdllenden Potenzen keine negativen Potenzen
mehr vor, und es wird nicht nur 7, sondern alle Funktionen T}
gleich Null

Es gibt also von Null verschiedene Werte der Variablen i;,
fir die 7' verschwindet, was bei definiten Formen nicht mdg-
lich ist.

Wenn win annehmen, daB die Funktion f(¢) keine mehr-
fachen Faktoren hat, so kénnen wir, wenn die Wurzeln von f(#)
bekannt sind, die Funktionen 7% leicht in eine Summe von
Quadraten zerlegen. Es ist nimlich dann, wenn das Summen-
zeichen S sich auf die Wurzeln

X == Tqy Ly eee Tn
Weber, Algebra. (Kl. Ausg.) 10
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von f(2) erstreckt, und G (¢) eine ganze Funktion bedeutet,
durch Partialbruchzerlegung

D (2) O (2)? D () O(z)? ;
@ Ko =S T O
und wenn wir hierin 1:(#—z) nach § 18 nach fallenden Potenzen
von # entwickeln, so ergibt sich:
Die Funktionen
O) =t + tya, + -+ F a2l ™’
9 O(z) =to + tyay + -+ + tur i ™"

..........................................

Ox,) =1ty + i+ o F toaan Y,
deren Determinante gleich dem Differenzenprodukte der z; und
folglich von Null verschieden ist, sind voneinander linear unab-
héngige, lineare Funktionen der {; und durch (8) ist also Z) in
eine Summe von % Quadraten zerlegt. Setzen wir

D (%
10) b= g @@
so ergibt sich (fiir A = 0):
(11) T=y+yi+-+ v

Unter der Voraussetzung reeller Koeffizienten von f und @
lassen sich nun die fiir die Trigheit der Funktion 7I' charak-
teristischen Zahlen =, v, ¢ bestimmen.

Zunichst ist ersichtlich, da »? aus der Summe (11) dann,
und nur dann, wegfillt, wenn @ (2;) = 0 ist, also wenn z; eine
gemeinschaftliche Wurzel von f und @ ist. Es ist also ¢ gleich
dem Grade des grofiten gemeinschaftlichen Teilers von f und @,
und gleich Null, wenn f und @ relativ prim sind.

Ist z;, z, ein imagindres Paar, und @ (z;) von Null ver-
schieden, so ist

h=P+ Qi y=2P—¢i

Y 9 = 2(P* — €2)
Dieses Paar gibt also einen Beitrag von einer Einheit zu = so-
wohl als zu ».
Fiir ein reelles z ist aber y2 positiv oder negativ, je nach-
dem @ (z) und f'(x) gleiche oder verschiedene Zeichen haben.

und folglich
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Hieraus ergibt sich folgende Bestimmung fiir die charak-
teristischen Zahlen =, v, ¢ der Form T

o ist gleich der Anzahl der verschwindenden @ (z).
n ist gleich der Anzahl der imagindren Paare mit nicht
verschwindenden @ (z), vermehrt um die Anzahl der
(12) reellen Wurzeln mit positivem @ (z)f’ ().
v ist gleich der Anzahl der imagindren Paare mit nicht
verschwindenden @ (z), vermehrt um die Anzahl der
reellen Wurzeln mit negativem @ (z)f’ ().

Wir machen hiervon einige besondere Anwendungen.

Der Fall, daB 7' eine definite Form ist, daB also ¢ und
v = 0 oder ¢ und # = O sind, kann nur dann eintreten, wenn
@ und f relativ prim sind, wenn f(z) nur voneinander ver-
schiedene reelle Wurzeln hat, und wenn auBerdem @ (z)f’(z)
fir alle Wurzeln von f(z) dasselbe Zeichen hat. Sind « und g
zwei der GroBe nach aufeinander folgende von diesen Wurzeln,
8o haben f’ (a) und ./’ (B) entgegengesetzte Vorzeichen. Es miissen
daher auch @(a) und @ (B) entgegengesetzte Vorzeichen haben.
Es muB also zwischen o und f eine ungerade Zahl von Wurzeln
von @(x) = O liegen. Unter diesen Voraussetzungen ist auch
umgekehrt 7' eine definite Form, die im Zeichen mit @ (z)f’(x)
iibereinstimmt. @ kann also, wenn 7' eine definite Form sein
soll, nicht von niedrigerem Grade sein als » — 1. Ist @ auch
nicht von hoherem Grade, so mull zwischen je zwei Wurzeln von
f(z) eine und nur eine Wurzel von @ (z) liegen, oder wie wir
uns auch ausdriicken konnen, die Wurzeln von f(z) sind durch
die Wurzeln von @(z) voneinander getrennt.

Die Form T wird speziell eine positive sein, wenn wir auler-
dem noch annehmen, dal ¢, positiv ist, und dies wird dann ein-
treten, wenn die Koeffizienten der hochsten Potenzen von z in
f(2) und P (2) dasselbe Zeichen haben. Da wir nun in § 12, XXIIL
die notwendige und hinreichende Bedingung fiir eine positive
Form aufgestellt haben, so konnen wir jetzt folgenden Satz aus-
sprechen, wenn wir

Coy Cp vevvee Cy

Ciy Cg evvane Cy 41
.................. = Cv
Cy cr-{—l Cay

setzen:
10*
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V. Die notwendige und hinreichende Bedingung da-
fiir, daB die Gleichung nten Grades f(z) = 0 nur
voneinander verschiedene reelle Wurzeln hat, die
durch die Wurzeln der Gleichung (n—1)ten Grades
®(z) =0 voneinander getrennt sind, ist, wenn die
Koeffizienten der héchsten Potenzen von f und @
von einerlei Zeichen sind, die, dal die Deter-
minanten

00, 01) 02 Cn—l
alle positiv sind.

Wenn wir @(2) = f'(#) setzen, so ist @(2): f'(¢s) = 1, also
immer positiv. Zugleich gehen in diesem Falle die ¢y, ¢, ¢s...
(nach § 18) in die Potenzsummen s,, s;, s, ... iiber. Setzen wir
dann

..................

so ist (wenh @, =— 1 angenommen wird) D,_, die Diskriminante
von f und es folgt der Satz:

VI Die notwendige und hinreichende Bedingung da-
fiir, daB die Gleichung nten Grades f(z) = 0 nur
reelle voneinander verschiedene Wurzeln hat,
besteht darin, daB die Determinanten

D,, D, D, ... D,_,
positiv sind.

Nimmt man @(z) = (z — a) f'(#) an, worin a eine beliebige
reelle Zahl ist, die nicht zu den Wurzeln von f(z) gehort, so ist,
wenn f(z) nur einfache Wurzeln hat, ¢ = 0, und, mag nun f(z)
imaginire Wurzeln haben oder nicht, es ist # — v die Anzahl
der reellen Wurzeln, die grofer als a sind, vermindert um die
Anzahl der unter o liegenden Wurzeln. Die Differenz = — v
nimmt also jedesmal um zwei Einheiten ab, wenn a wachsend
durch eine Wurzel von f(x) hindurchgeht. Nimmt man zwei
reelle Zahlen a << b, die nicht zu den Wurzeln von f(z) gehoren,
so ergibt sich hieraus fiir die Zahl der zwischen ¢ und b gelegenen
Wurzeln z, — m;, oder vy — v,, und dies kann man nach § 12
auch so ausdriicken, daB die Anzahl der zwischen a und b
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gelegenen Wurzeln von f(z) gleich ist der Anzahl der in der Reihe
Co, 01, Cg cee 0”

beim Ubergang der Variablen 2 von a zu b verlorenen Zeichen-
wechsel.

§ 38.
Abschiitzung der Wurzeln.

Die Funktionen der Sturmschen Ketten ldsen zwar voll-
stdndig und ausnahmslos das Problem der Bestimmung der Anzahl
der Wurzeln einer Gleichung zwischen gegebenen Grenzen, aber
ihre wirkliche Berechnung ist meist schwierig und oft unaus-
filhrbar. Man kennt eine Reihe von Sitzen zur Abschétzung
der Zahl der Wurzeln zwischen gegebenen Grenzen, die viel ein-
fachere Regeln liefern, aber freilich auch die Frage nicht voll-
stindig beantworten, sondern nur eine Maximalzahl geben, woriiber
die Anzahl der Wurzeln nicht hinausgehen kann. Diese Regeln
sind oft fiir die Anwendung sehr niitzlich und ausreichend und
sie diirfen daher hier nicht fehlen.

Wir betrachten zunichst ein Verfahren, das unter dem Namen
des Budan-Fourierschen Theorems bekannt ist?).

Betrachten wir an Stelle einer Sturmschen Kette die Reihe
der Ableitungen einer reellen Funktion f(z) vom nten Grade:
) f@), @) 1" (@) ... ™ (@),
worin also f"®(z) eine Konstante ist, die wir von Null verschieden
und positiv voraussetzen. Sie ist, von dem positiven Zahlen-
faktor I1(n) abgesehen, der Koeffizient von 2* in f(z).

Es seien o und B > « zwei reelle Zahlen, die das Intervall
(%, B) bestimmen, in dem die Anzahl der reellen Wurzeln von
f () gezihlt werden sollen.

Wir wollen zunéichst annehmen, daf in dem Intervall («, 8)
nicht zwei Glieder der Reihe (1) zugleich verschwinden, und da8
fiir £ = «, £ = B kein Glied der Reihe verschwindet.

Lassen wir nun z von « bis B stetig wachsen, so kann in
der Vorzeichenfolge der Reihe (1) nur dann eine Anderung

!) Wie G. Darboux in den Oeuvres de Fourier nachgewiesen hat,
verdient das Theorem nur nach Fourier benannt zu werden. Vgl die
deutsche Ausgabe ,Die Aufldsung der bestimmten Gleichungen“ von Fourier
in Nr. 127 von Ostwalds Klassikern und die Anmerkungen von Loewy,
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eintreten, wenn eine der Funktionen durch Null geht. Wenn
f®(x) fiir £ = £ durch Null geht, so geht f®(z), je nachdem
@+ (x) positiv oder negativ ist, von negativen zu positiven oder
von positiven zu negativen Werten iiber, und es geht also zwischen
f® und f¢+Y beim Durchgang durch £ ein Zeichenwechsel ver-
loren. Dies gilt auch, wenn f® die Funktion f(2) selbst ist.
Wenn aber f® eine der Derivierten ist, so geht ihr eine Funk-
tion f@—1 voran, und da f®—? nach Voraussetzung fiir 2 = §
nicht Null ist, und f® beim Durchgang durch £ sein Zeichen
wechselt, so findet zwischen f®— und f® beim Durchgang
durch £ entweder ein Verlust oder ein Gewinn von einem Zeichen-
wechsel statt. Wenn also ein inneres Glied der Reihe (1) durch
Null geht, so bleibt die Anzahl der Zeichenwechsel ungedndert,
oder es gehen zwei Zeichenwechsel verloren.

Geht aber f(x) selbst durch Null, so geht ein Zeichenwechsel
verloren.

Daraus folgt das Theorem:

VII. Die Anzahl der zwischen « und B gelegenen
Wurzeln von f(2) ist hochstens so grofl, wie die
Zahl der zwischen « und 8 verlorenen Zeichen-
wechsel, und wenn sie kleiner ist, so ist der
Unterschied eine gerade Zahl

Mit Benutzung einer Formel konnen wir auch sagen:

Ist V(x) die Anzahl der Zeichenwechsel (Variationen), die
die Reihe (1) fiir irgend einen Wert z darbietet, so ist die An-
zahl der zwischen & und B gelegenen Wurzeln von f(z)

2 V() — V(B) — 2h,y
worin h eine nicht negative ganze Zahl ist.

Der Beweis des Satzes VII bedarf noch einer Erginzung fiir
den Fall, daf in der Reihe (1) mehrere aufeinander folgende
Glieder zugleich verschwinden.

Es mogen also fiir einen Wert £ von 2 zwischen o und B
in der Reihe
8) fO (@), fOrD@), ... feTE=D(z), O (7)
alle Glieder, mit Ausnahme des letzten, verschwinden, und das
letzte f®+® (x) moge etwa einen positiven Wert haben.

Wir grenzen um § zwei Intervalle d,, 9, ab, so daB alle
Werte von z im Intervall 0, kleiner, im Intervall 8, grofer
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als £ sind, und nehmen diese Intervalle so klein, dal die Funk-
tionen (3) auber in § darin nicht verschwinden, also auch f*+# (z)
positiv bleibt.

Da nun, wenn f¢+#(z) positiv ist, f¢+#—(x) mit 2 zugleich
wachst, so ist

fe+e—2(z) in §; negativ, in dy positiv.

Daraus folgt, daB f@+4—2(2) in 0, abnimmt, in J, wichst,
also in beiden Intervallen positiv ist, und so schliefen wir weiter
auf die Vorzeichenfolge in der Reihe (3):

(4) f’(f)(x), f("+1) (x), f('+2) (a;) ver f('-H‘—l)(x)’ f("H‘) (x)

By (—1pf (—1p=t (—1p—b o — +

0, + + + +
d. h. in der Reihe (3) werden beim Durchgang durch £ aus
lauter Zeichenwechseln Zeichenfolgen, und es gehen in der Reihe
(8) u Zeichenwechsel verloren.

Ist f@+# (§) negativ, so sind alle Zeichen in (4) die ent-
gegengesetzten, und der Schluf bleibt derselbe.

Wenn nun » = 0, d. h. f®(2) die urspriingliche Funktion
f(x) selbst ist, die dann in £ eine ufache Wurzel hat, so findet
also beim Durchgang durch £ auch in der Reihe (1) ein Verlust
von w Zeichenwechseln statt.

Ist aber » > 0 und die dem f® (x) vorangehende Funktion
f@=(z) in £ von Null verschieden, so haben wir folgende Zeichen:

1. u gerade:

a) [C=0(a) [@(2), ) fCV(2), ()
alv + + - +
02, + + - —T—
2. u ungerade:
a) [0~V (@), [P (z), b) e (2), [©(2)
61, + - -
o o+ + -+
Es geht also bei geradem p zwischen f¢—1? und f® kein
Zeichenwechsel verloren, bei ungeradem w geht ein Zeichenwechsel
verloren oder es wird einer gewonnen. KEs ist also der Verlust
an Zeichenwechseln beim Durchgang durch £ in der Reihe

() fo=, fO fe+D  fo+
bei geradem u gleich w, bei ungeradem g gleich g £ 1, also
immer eine gerade Zahl und nie negativ.
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Wir konnen diesen Ergebnissen einen iibersichtlichen analy-
tischen Ausdruck geben, der ihre Bedeutung besser erkennen 1aft.

Wir bezeichnen mit ¥ '(x) wie frither die Anzahl der Zeichen-
wechsel in der Reihe (1) fiir einen bestimmten Wert von z,
jedoch mit der néheren Bestimmung, daB, wenn fiir einen Wert
von z einige der Glieder der Reihe verschwinden, diese bei
Abzdhlung der Zeichenwechsel einfach iibergangen werden. Ist
in der Reihe (1) nur ein einziges von Null verschiedenes Glied
vorhanden, so ist die Anzahl der Zeichenwechsel ebenso wie die
der Zeichenfolgen — 0 zu setzen. Wir konnen dann ¥V(z) als
eine Funktion von z auffassen, die sich aber nur um ganze
Zahlen &ndern kann, also unstetig ist fiir die Werte von z, fiir
welche einige Glieder der Reihe (1) verschwinden. Wir wollen
dann mit ¥ (z — 0) und V' (z + 0) die Werte der Funktion ¥ (x)
unmittelbar vor und unmittelbar nach einer solchen Stelle be-
zeichnen. Dann zeigt die Betrachtung von (5), daB in allen Fillen

(6) V(E+0)= V()
ist, und daB, wenn £ eine u-fache Wurzel von f(x) ist,
M VE—0=TV(E +u+2h

worin k& eine nicht negative ganze Zahl ist. Diese Formeln (6), (7)
gelten auch dann noch, wenn in der Reihe (1) fiir £ = £ mehrere
Reihen verschwindender Funktionen wie (4) vorkommen.

Markieren wir in dem Intervall « = 2 = g die in endlicher
Anzahl v vorhandenen Unstetigkeitspunkte von V (z):

(8) O Oy Ohgy oovy Oy = ﬁ,

dann ist damit in jedem der Teilintervalle (o; -+ 0)... (0% 4., — 0) die
Funktion V (x) ungeéindert, also:

V(. +0) — V(ztiz1 — 0) =0,
und es ergibt sich, wenn wir mit u; die Anzahl der in «; ver-

einigten Wurzeln von f(z) und mit h; nicht negative ganze
Zahlen bezeichnen, nach (6) und (7):

9) 0 = V() — V(stir1) — ti+1 — 2hiyr.
Summiert man diese Gleichungen fiir 2 = 0, 1, ... v — 1 und setzt
N=2u4, H=Zhi,,,
80 erhilt man die Verschirfung des Theorems VII:
Vo —Vs =N+ 2H.
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VIIL. Hierin ist N die Anzahl aller Wurzeln (jede nach
ihrer Vielfachheit gerechnet) in dem Intervall
¢ < z < f, d h. die nach B fallenden Wurzeln
mitgezdhlt, die nach & fallenden ausgeschlossen?).

Das Budan-Fouriersche Theorem gibt zwar nicht, wie
der Sturmsche Satz, eine vollstindig sichere Entscheidung iiber
die Zahl der Wurzeln in einem Intervall, es kann aber doch in
manchen Fillen den Sturmschen Satz ersetzen; denn hat man
das Intervall («, B) so weit eingeschréinkt, daB kein oder nur
ein Zeichenwechsel von « bis § verloren geht, so folgt mit
Sicherheit, dafl im ersten Falle keine, im zweiten eine und nur
eine Wurzel im Intervall liegt.

Die Abgrenzung der Wurzeln kann also durch den Fourier-
schen Satz nur dann vollstindig gegeben werden, wenn nicht beim
Durchgang durch einen Wert & gleichzeitig mehrere Zeichen-
wechsel verloren gehen. Dies Verhalten kann, wie klein auch
das Intervall (e, B) gewdhlt sein mag, nicht mit Sicherheit er-
kannt werden, und man wird also, wenn nach einer angemessenen
Einengung des Intervalls die Abgrenzung nicht gelungen ist, doch
zu einem anderen Verfahren, in letzter Instanz zum Sturmschen
Satze greifen miissen.

Ein komplizierteres Verfahren, das etwas mehr leistet, hat
Newton gegeben, auf das hier nicht eingegangen werden soll.

Das Fourier sche Theorem gibt uns auch eine obere Grenze,
d. h. eine positive Zahl, die grofer ist als der absolute Wert
simtlicher reeller Wurzeln einer gegebenen Gleichung.

Nehmen wir den Koeffizienten der hiochsten Potenz von z
in f(x) gleich 1 (oder wenigstens positiv) an, so kann man die
positive Zahl o immer so grof annehmen, da8

(10) f@ 1" (@) (@) - ()

alle positiv werden. Dann geht in der Reihe der Funktionen
f@) ' @) 1" (@) ... 1®()

zwischen £ =— « und £ =— o kein Zwischenwechsel mehr verloren,

und es kann also auch nach dem Theorem VIII keine Wurzel
von f(z) zwischen o und oo liegen.

Yy Hurwitz: Uber den Satz von Budan-Fourier. Mathematische
Annalen, Bd. 71.
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Will man aus dem gleichen Satze fiir die negativen Wurzeln
eine untere Grenze haben, so nehme man die positive Zahl 8 so
an, daB
(11) (=D f(—=B), (=) f' (=) ... " (—5)
alle positiv werden, dann hat die Gleichung f(x) = O sicher
keine negative Wurzel unter — f.

Ein Mittel zur Abschitzung der Zahl der positiven Wurzeln
gibt der Cartesische Lehrsatz. Wir konnen ihn einfach als
speziellen Fall des Fourierschen Theorems betrachten, indem wir
o = 0 und 8 = oo oder wenigstens so groB annehmen, daf die
Funktionen

(12) @, (@), 1" @ ... [®(@)
fiir £ > B alle dasselbe Zeichen haben. Dies Zeichen stimmt
iiberein mit dem Zeichen des Koeffizienten der hochsten Potenz

von # in f(z) und kann positiv angenommen werden.
Ist

f(x) = Go&" + a; 2" 4 @y - e o U1 % -+ an,
so erhalten die Funktionen (12), von positiven Zahlenfaktoren
abgesehen, fir £ =— 0 die Werte

(13) Apy Qp—1y Ap—2 oo Aoy
und daraus ergibt sich also das Theorem:

IX. Die Anzahl der positiven Wurzeln der Gleichung
f(x) = 0 ist gleich oder um eine gerade Zahl
kleiner als die Anzahl der Zeichenwechsel in der
Reihe der Koeffizienten von f(z), wobei etwa ver-
schwindende Koeffizienten einfach zu iibergehen
sind und die Wurzel 2 = 0, wenn sie vorhanden
ist, nicht mitz&dhlt.

Um auch die Anzahl der negativen Wurzeln abzuschétzen,
kann man entweder das Fouriersche Theorem auf das Intervall
(— oo, 0) anwenden, oder man ersetzt # durch — z, d. h. man
indert die Vorzeichen von a,, a4, a5 ... und wendet dann das
Theorem 1X an.
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Gendherte Berechnung der Wurzeln.

§ 39.
Interpolation.

Mit der Abgrenzung der Intervalle, in denen nur je eine
Whurzel einer algebraischen Gleichung liegt, ist die Moglichkeit
gegeben, die reellen Wurzeln mit beliebiger Genauigkeit nume-
risch zu berechnen, indem man das Intervall mehr und mehr
einengt, z B. fortgesetzt halbiert. Teilt man ein Intervall von
der GroBe 1 fortgesetzt in zehn Teile, so liefert jeder neue Schritt
eine weitere Dezimalstelle.

Wenn einmal erst eine Wurzel von allen iibrigen abgesondert
ist, so hat man bei der weiteren Einengung des Intervalls immer
nur das Vorzeichen der Funktion f(z) selbst zu beriicksichtigen.
Die dazu notigen Rechnungen konnen sehr erleichtert werden
durch die Anwendung der Interpolationsformel, die wir im § 17
kennen gelernt haben.

Wir haben ndmlich dort eine Formel hergeleitet, nach der
man eine Funktion nten Grades, die wir jetzt mit ¢ (&) be-
zeichnen wollen, bestimmen kann, wenn # - 1 aufeinander
folgende Werte ¢ (0), ¢ (1), ... @ (n) gegeben sind. Diese Formel

ist, wenn £
_EE—1)..¢—v+ 1)
1) Bf— 1.2.3...v
d=9E+ 1) — @),
4; =iy — ds
Q)

Aén -1) —_ 4?4-—12) . Agn —32)

s

gesetzt wird,
3) 9@ =90 + 4B®+ 4B + ... + 40" B,
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Der Wert der Formel liegt darin, daB die Reihe der Diffe-
renzen A,, 4y, 4y ... in vielen Fillen so rasch abnehmende
Zahlenwerte bietet, dal man sich mit einigen der ersten Glieder
der Reihe (3) begniigen kann.

Ist nun f(z) die zu untersuchende Funktion und (e, 8) das
Intervall, in dem eine der gesuchten Wurzeln liegt, so setzen wir,
indem wir unter m irgend eine geeignete ganze Zahl verstehen,
6=ﬁ—m~{x, z=a -+ 0§,

2. = f@+ 8 — f(@)
4y = dyys— dy

........................

und wenn wir also

setzen, und die Formel (3) auf ¢ (§) = f(x) anwenden, so folgt:

z — oo —0)

@ @) =r@+5e@—o+3 E=0E 4o

Man konnte ebensogut auch von dem anderen Endpunkt j
des Intervalls ausgehen, und miifite dann in (3)

r=f—0¢§
setzen. Man wiirde dann erhalten:
4, = f(x — 0) — f(z)
dy=Ad,_s — 4,

®) ) =FO—La—p+ @O

Wenn man die Gleichung
y="1(2)
als Gleichung einer Kurve in einem rechtwinkligen Koordinaten-
gystem z, y deutet, so lassen sich die Verhiltnisse geometrisch
veranschaulichen.

Wenn man z. B. die Gleichung (4) auf das Intervall von «
bis (o 4+ d) anwendet und sich mit der Beriicksichtigung der
ersten Differenz begniigt, so heiit das in der Sprache der Geo-
metrie, dal man den zwischen den beiden Kurvenpunkten e, f(x)
und @ + 0, f(« - 0) verlaufenden Kurvenbogen durch die Sehne
ersetzt. Beriicksichtigt man auch die zweite Differenz, so wird
der durch die drei aufeinander folgenden Punkte mit den
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Abszissen o, o -+ 0, & |+ 20 gehende Kurvenbogen durch den
Bogen einer Parabel ersetzt, die durch dieselben Punkte geht
und deren Achse der Ordinatenachse parallel ist; und diese
Parabel wird sich der Kurve noch enger anschliefen als die Sehne.
Je kleiner das Intervall o ist, um so weniger werden die hoheren
Differenzen von Einflull sein.

Wie weit man also bei der Anndherung zu gehen hat, das
hiingt nicht nur von der Genauigkeit ab, mit der man f(z) zu
kennen wiinscht, sondern wesentlich auch von der Dichtigkeit
der Werte @, & 4 0, « - 29 ..., fir die die Funktion bekannt
ist. Auf diesen Sétzen beruht die Einrichtung unserer Tabellen-
werke, besonders der Logarithmentafeln. Es handelt sich dabei
freilich nicht um ganze rationale Funktionen; allein bei den
stetigen Funktionen iiberhaupt gelten hier dieselben Gesetze.
Man findet in den Tafeln daher auch neben den Werten f(e),
f(o + 0), (x4 20) ... die Werte der ersten oder der beiden
ersten Differenzen angegeben. Bei den gebréuchlichen sieben-
stelligen Tafeln geniigt die erste Differenz. In der zehnstelligen
Tafel ,Thesaurus logarithmorum® von Vega sind auch die zweiten
Differenzen angegeben und miissen bei ganz scharfen Rechnungen
beriicksichtigt werden.

Unsere Interpolationsformeln lassen sich mit Nutzen anwenden,
um die Wurzeln der Gleichungen zu berechnen, oder, genauer
ausgedriickt, die auf anderem Wege gefundenen Naherungswerte
zu verbessern.

Wir konnen die Aufgabe so formulieren, dall zu einem ge-
gebenen, zwischen f(«) und f(a - 0) gelegenen Wert von f(x)
der zugehorige Wert von z gefunden werden soll.

Wir betrachten # — « als einen ersten N&herungswert.

Setzen wir nun

f@) —f(e) = 4,
so ist, wenn die Funktion f(x) zwischen # —= & und 2 = o -} ¢
nur wichst oder nur abnimmt, 4 ein gegebener Wert von dem-
selben Zeichen wie 4, = f(« 4 0) — f(«) und absolut kleiner
als 4, Setzen wir noch # — & == u, so gibt die Formel (4):

(w—3
(6) 4 = 6+69Mu )_l_

Bleiben wir zundichst bei der ersten Differenz stehen, so
ergibt sich als erste Korrektion:
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)
und wenn wir nun
u=2 Aﬁa +
setzen, so folgt aus (6), wenn man im zweiten Gliede w' weglaBt,

A, dud(d — 4)
0=+ Qa2 J

also als zweite Korrektion:
Aod(dy — A
8) W =0 —g ),

Die erste Korrektion (7) erhdlt man dadurch, daf man den
zwischen @ und « 4 0 verlaufenden Kurvenbogen durch die
Sehne ersetzt, wie oben, die zweite Korrektion (8) dadurch, dafl
man den Bogen zwischen a, o« + 0, &« -+ 20 durch eine Parabel
ersetzt, die durch dieselben Punkte geht, die aber jetzt ihre Achse
mit der z-Achse parallel hat.

Nehmen wir als Beispiel die Gleichung

f@) =2 — 22 — 2 =0,

die zwischen 1,7 und 1,8 eine reelle Wurzel hat.
Man berechnet

z=11, f(x) = — 0,487, 4., = 0,719, 4, = 0,108
18, = + 0,232, = 0,827,
1,9, — 1,059,
Da f(2) = 0 sein soll, so ist
4 = 0487
zu setzen und die erste Korrektion zu o = 1,7 ist nach (7):
% = 0,067 73,
die zweite Korrektion ergibt nach (8):
W = 0,001 64,
also:

o 4+ u -4 o = 1,769 37.

Der auf andere Weise berechnete genauere Wert ist 1,76929...
Wir haben also ein in den ersten drei Dezimalen genaues Re-
sultat. Wir haben aber hier kein anderes Mittel, um die Genauig-
keit von vornherein zu schitzen, als die Abnahme der Differenzen
d, 4, 4" ... Ist 4 so klein, dal es aulerhalb der Grenzen
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der beabsichtigten Genauigkeit fillt, so gibt die Beriicksichtigung
der ersten Differenz ein genaues Resultat. Die hier auseinander-
gesetzte Vorschrift zur Wurzelberechnung wird die Regula falsi
genannt.

Die einfachste, fiir die erste Anniherung geeignete Form
dieser Vorschrift ist die:

Liegt zwischen o und 3 eine Wurzel # der Gleichung f(x) =0

und ist /(%) = — a, f(B) = b, so ist
® ==

ein genidherter Wert von z. Dies ist nur eine andere Schreib-
weise fiir die Formel (7).

§ 40.

Die Newtonsche Nidherungsmethode.

Eine Methode, die zur gendherten Berechnung der Wurzeln
einer Gleichung meist besser ist als die Interpolation, riihrt von
Newton her und wurde von Fourier ausgebildet und genauer
untersucht. Sie besteht in folgendem. Es sei

) f@)=0

die aufzuldsende Gleichung und es sei ein Wert # — « gefunden,
den man als eine gewisse Annéherung an eine Wurzel betrachten
kann. Wir setzen in (1)

z=o-}h
und erhalten:

h?
o+ =F@+hf )+ 1o @ + -
Wenn man nun % aus der Gleichung bestimmt:
f(@) +Rrf'(2) =0,
was voraussetzt, daB f’(«) von Null verschieden ist, so wird
. h?
Fl+ ) =15 ")+

und wird also, wenn % eine kleine Zahl ist, da nur das Quadrat
und hohere Potenzen von % vorkommen, einen kleinen Wert
haben. Es wird also unter den geeigneten Voraussetzungen

@) / JAQ)
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als eine bessere Anndherung an den wahren Wert der Wurzel zu
betrachten sein.

Ersetzt man dann « durch &, so wird man in
y__ f@)

1' ()
eine noch bessere Niherung erhalten usf.

Es bleiben hier aber noch folgende beiden Fragen zu be-
antworten:

1. Unter welchen Voraussetzungen ist o/ wirklich ein besserer
Wert als «?

2. Wie kann man den Grad von Genauigkeit schitzen, den
man so erreicht?

Diese Fragen hat Fourier beantwortet; er macht aber dabei
folgende Voraussetzung:

Es ist eine Wurzel von f(z) in einem Intervall (e, f)
eingeschlossen, das keine zweite Wurzel enthilt.
In dem Intervall (o, B) ist f'(z) und f”(z) von Null

verschieden.

Was die letztere Voraussetzung betrifft, daB f”(x) im Inter-
vall von Null verschieden ist, so ist sie nur gemacht, um ein-
facher auszudriickende Bedingungen fiir die Anwendung der
Methode zu erhalten. An sich ist ihre Brauchbarkeit bei geniigen-
der Einengung des Intervalls davon nicht abhingig. Wenn aber
f(z) und f”(x) keinen gemeinsamen Teiler haben, also nicht zu-
gleich verschwinden, so kann man die Fouriersche Voraus-
setzung durch Einengung des Intervalls immer erfiilllen, und
wenn f(z) und f'(x) einen gemeinsamen Teiler haben, so kann
man diesen zuvor absondern und dann auf die einzelnen Faktoren
von f(x) die Naherungsmethoden anwenden.

Am einfachsten iibersieht man die Verhiltnisse in der Geo-
metrie, wenn man y = f(x) als Gleichung einer ebenen Kurve
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem deutet.

Die Gleichung
®) y=rf@+ @ — )f @
ist die Gleichung der Kurventangente in dem Punkte o, f(e)
und die Newtonsche Niherungsmethode kommt also darauf
hinaus, daB man die Kurve in dem Intervall (e, B) in erster
Anndherung durch die Tangente in einem der Endpunkte ersetzt,
anstatt wie bei der Interpolationsmethode durch ihre Sehne.

4

o = o
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Wenn der zweite Differentialquotient in dem Intervall (e, f)
verschwindet, also die Kurve einen Wendepunkt hat, so kann der
Fall eintreten, daf beide Endtangenten aus dem Intervall hinaus-
filhren; dann ist die Newtonsche Methode also nicht anwend-
bar (Fig.4). Es kann aber auch, wenn das Intervall (e, )
schon geniigend eingeengt ist, der andere Fall eintreten, daf

Fig. 4. Fig. 5.

f
beide Tangenten nach inneren Punkten des Intervalls fiihren
(Fig. 5). Indessen wird in diesen Fillen immer die Regula falsi
eine bessere Annaherung geben.

Wir wollen aber jetzt annebhmen, daf f’(z) und f”(z) in

dem Intervall (¢, B) nicht verschwinden. Dann éndert die Kurve
den Smnn ihrer Kriimmung nicht, und dann hat gewill immer

Fig. 6, Fig. 7.

eine der beiden Endtangenten ihren Schnittpunkt mit
der z-Achse im Inneren des Intervalls. Dies trifft sicher zu,
wenn die Tangente in dem Endpunkte des Intervalls genommen
wird, in dem f(z) und f”(r) dasselbe Vorzeichen haben. Die
beiden Fig. 6 und 7 veranschaulichen das Verhaltnis bei positivem
f'(#) und bei positivem und negativem f” ().

Es ist also im ersten Falle #/, im zweiten « ein besserer

Annéherungswert, als § und o.
Weber, Algebra. (Kl Ausg.) 11
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Will man gleichzeitig die andere Grenze verschieben, um
ein neues engeres Intervall zu hekommen, so kann man nach
Fourier von dem anderen Endpunkte, also im Falle der Fig.6,
in a die zu b parallele gerade Linie ziehen, und erhdlt den
Punkt o' als unteren Grenzpunkt des neuen Intervalls. Es ist
dann im ersten Falle

, 1@ gy 1)

o = o

ey ey
im zweiten Falle
N i C) NP RS i (*))
“EE P PP Ty
Fig. 8. und (o, #') ist ein engeres Intervall,

in dem die gesuchte Wurzel liegt.

Es ist kaum nétig, die beiden an-
deren Fille, in denen f'(x) im Inter-
vall negativ ist, noch besonders zu
€ % betrachten.

Man kann aber auch, um zwei
neue Grenzen zu erhalten, mit noch
besserem Erfolge die Newtonsche Me-
thode mit der Interpolationsmethode
verbinden, wie die Fig. 8 zeigt.

Man erhilt dann als die beiden neuen Grenzen:

W (@B —a) _ af(p) —Bf (@)
B —F@  fB— @

h—pg__ LB,
F=F=rp

N

Wir fagsen die Resultate in folgendem Satze zusammen:

Ist ein Intervall (o, B) abgegrenzt, in dem f(z)
einmal, f/(z) und f”(x) gar nicht das Zeichen
wechseln, und ist 8 der Endpunkt des Inter-
valls, in dem f(8) und f’(B) dasselbe Vorzeichen
haben, gleichviel, ob B kleiner oder grofBer als
o ist, so erhilt man ein engeres Intervall (o, f')
von denselben Eigenschaften, wenn man

L (@E—® 4, fB)
® “=v—rmH—Tt@ P=FT7F@

setzt.
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Um diese Resultate der geometrischen Anschauung analytisch
zu beweisen, nehmen wir an, es sei im Intervall f'(x) und /" ()
positiv, also « < B, und

fle) <0, f(B)>0.

Wir beschrinken uns auf die Betrachtung dieses einen
Falles, da die drei anderen genau in derselben Weise zu be-
handeln sind.

Wir bilden die Funktion

¢ () =
und deren erste Derivierte

gy — — B —2) (@) + f(B) — f(x)
v = @ — oy '
Der Zdhler dieses Ausdruckes

Y@)=— @ —2)"@® +7B) — @

verschwindet fiir x — $, und seine Derivierte ist
V(@) =— (B — 2)f" @)

also im Intervall negativ. Daraus folgt, dall ¥ (r) im Intervall
mit wachsendem z abnimmt und daber, weil es fiir den oberen
Grenzwert # — f verschwindet, positiv bleibt. Folglich ist auch
¢’ (x) positiv und ¢ (2) wichst im Intervall mit wachsendem x
bestindig. Wir haben demnach:

f(B) — (=)
g—

o<z <p

Setzen wir nun

o =— o f(“)(ﬁ_o‘) ﬂl=ﬁ_f(ﬁ)

. B — fly 7 (8)
so wird
o — o 1
© # =< =0\ 7w — 7o)
und nach (5) folgt, daB diese Differenz positiv ist, also
oo BB

Setzt man dann in (5)
z=o und z=4§
und beachtet, dafl
ﬂ—-a_—(ﬂ-“)f(ﬂ) ﬁ—-ﬂ,—f(ﬁ)
HOESIOX 8y

11*
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80 ergibt sich:
f«) <0, f(f)>0.

Es ist also die gesuchte Wurzel zwischen o' und $' enthalten,
und das Intervall (o', f’) ist kleiner als (o, 8).

Setzen wir in diesen Ausdriicken o/, ' an Stelle von «, B,
80 erhalten wir ein neues, noch engeres Intervall usf.

Was die Konvergenz dieses Verfahrens betrifft, so kénnen
wir uns dariiber folgendermalen vergewissern. Wir setzen nach (6):

B —% _ piupy =B —FB)+B—e) B,
O =2 =200 =" 076 76 — 1)
Zihler und Nenner sind hier durch (8 — «)? teilbar, und

wenn wir den gemeinsamen Faktor (8 — «)2 wegheben und £, %
fir «, f setzen, so erhalten wir einen Ausdruck von der Form

¥y (& )
Yo (& 1)’

worin 9, und ¥, ganze rationale Funktionen der beiden Variablen
& 7 sind.

Q&) =

Ist z die im Intervall (e, B) gelegene Wurzel, so werden die.
beiden Funktionen #; und ¥, nach unseren Voraussetzungen iiber
f(z) nicht gleich Null, wenn

©) v Z2E<m <=2 B

Die Funktion @ (&, %) ist fir £ = «, 5 = B, aber auch fiir
jedes andere Wertpaar in dem Intervall (e, B), wofiir f(£) nega-
tiv, f(n) positiv ist, kleiner als 1, da jedes solche Intervall (£, 7)
an Stelle von (e, 8) genommen werden konnte.

Da nun @ (£, ) eine stetige Funktion der beiden Verinder-
lichen £, 1 ist, solange diese in dem Bereich (8) bleiben, so
mub in diesem Bereich die Funktion ®(§, %) einen Maximum-
wert haben, und dieser mufl kleiner als 1 sein, weil @ (¢, )

auch noch in den Grenzfillen § = z, n = « klemer als 1
bleibt.

Es 140t sich also ein positiver echter Bruch @ angeben,
so dal}
EN<O

ist, solange £, n dem Bereich (8) angehdren. Dann folgt aus (7):
g—o <<(p— 6.
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Ebenso folgt, wenn wir auf dieselbe Weise von dem Intervall
(o/y B) zu einem engeren Intervall («”, ") fortschreiten,
ﬁl/ P ull < (ﬂl — “I) @I,
worin @' dieselbe Bedeutung fiir «', #' hat, wie @ fiir o, . Da
aber o/, f’ dem Bereich (8) angehoren, so ist @' nicht grofer als
® und statt @ kann auch @ gesetzt werden. Es folgt also:

ﬁl/ —_— “II < (ﬁ — “) @g,
und so schlieffen wir weiter
O — o < (B — @)@

Die Intervalle nehmen also mindestens so stark ab, wie die
(lieder einer fallenden geometrischen Progression.
Als Beispiel mag die Gleichung dienen:

8 — 222 — 2 = (5,
die eine Wurzel zwischen
o =225 und B = 2,36
hat.
Man erhdlt aus den Formeln (4) fiir

B = 2,35931 ... o == 2,359298 ...,
go daB ein in der vierten Dezimale genauer Wert der Wurzel
2,3593

ist. Fiir diesen Wert selbst ist, wie eine genauere Rechnung
ergibt, f(#) noch negativ, so daB er fiir &' genommen werden
kann. Der néchste Schritt der Anniiherung ergibt

2,359 304.

Auf demselben Prinzip, das der Newtonschen Auflosungs-
methode zugrunde liegt, beruhen auch die Methoden von W. G.
Horner und Joseph Horner, die wir hier nur erwiihnen konnen.
Bei beiden ist das Ziel eine zweckmifiige Anordnung der Rech-
nung, und, besonders in der ersten, ein dem dekadischen Zahlen-
system angepaBter Algorithmus, nach Analogie der Divisionsregeln
der niederen Arithmetik. Ein schnelles und sicheres Rechnen
nach diesen Methoden erfordert viel Ubung?).

') W. G. Horner, A new method of solving numerical equations of
all orders, by continuous approximation. Communicated by Davies Gilbert.
Philosophical Transactions 1819. Joseph Horner, Approximation to the
roots of algebraic equations in a series of aliquot parts. Quarterly Journal
of Mathematics, Vol. III, 1860.
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§ 41.

Die Naherungsmethode von Daniel Bernoulli
und verwandte Methoden.

Die Methode zur geniherten Aufldsung einer Gleichung, die
von Daniel Bernoulli herriihrt 1), beruht darauf, da, wenn man
eine Reihe reeller GroBen hat, die Potenzen der grofBten unter
ibnen um so mehr die gleich hohen Potenzen der iibrigen iiber-
wiegen werden, je héher die Potenzen sind.

Sind «, 8, p ... beliebige reelle oder komplexe GroBen, so
jedoch, dali der absolute Wert von & grofBer ist, als der absolute
Wert aller iibrigen, daB also die absoluten Werte der Briiche
B:o, y:a ... echte Briiche sind, so ist

i o
om—1 + ﬁm—l + ym—l _|_ cee

14+ (é)”ur (z)'"+

o

T

und je grofler m wird, um so mehr wird sich dieser Ausdruck,
wie die zweite Darstellung zeigt, der Grenze o nahern.

Sind «, §, y ... die Wurzeln einer algebraischen Gleichung,
so ist die linke Seite von (1) der Quotient der mten und
(m — 1)ten Potenzsumme, und wir erhalten also den Satz:

Der Quotient der mten und (m — 1)ten Potenz-

summe ndhert sich mit wachsendem m der absolut
grofiten unter den Wurzeln.

Nimmt man m negativ an, und setzt o absolut kleiner als
B, 7 ... voraus, so folgt auf die gleiche Weise:

Der Quotient der — mten und — (m - l)ten
Potenzsumme nihert sich mit wachsendem m der
absolut kleinsten unter den Wurzeln.

Da man die Potenzsummen als symmetrische Funktionen
durch die Koeffizienten berechnen kann, so braucht man nur ein
hinlénglich grofes m zu nehmen, um einen angensherten Wert
der absolut griften und absolut kleinsten Wurzel zu erhalten.

) D. Bernoulli, Commentarii Petropolit., Bd. III,
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Wenn aber unter den Wurzeln der Gleichung solche vor-
kommen, die denselben absoluten Wert haben, und dieser der
groBte oder der kleinste ist, so ist diese Methode nicht anwend-
bar, also z. B. nicht auf reelle Gleichungen, bei denen ein Paar
imaginidrer Wurzeln vorkommt, das die reellen an absolutem
Wert iibertriftt.

Wenn aber die groBte Wurzel zwar einzeln vorkommt, aber
die niichstfolgende nicht viel iibertrifft, so wird das Verfahren
nur langsam einige Genauigkeit geben.

Jacobi hat die Bernoullische Methode nach einer Richtung
erginzt?).

Nehmen wir an, es seien

Zyy Loy e Tk
unter den Wurzeln 2,, Z,, ... #, solche, deren absolute Werte
groBer sind, als die absoluten Werte der folgenden iy, %k 43
... &, und setzen

@) Pmiy = @+ gttt

.......................................... .

Pt = BHE | gt e ol
8o werden, wenn wir
B) @—z)@—2ay)... ¢ —m) =2+ A, &5 4 -+ A
setzen, die Koeffizienten A,, 4,, ... A; den Gleichungen geniigen:
Pmir  +A1Pmir—1 + AsPmir—2 + -+ Axpm =0
(4) Pririr + 4 Pmtr A AaPmir—r + A Axpmpr =0

....................................................................

Pmssk—1—F+ A1 Pmyor—2+ AaPmisr—s+ -+ AxPm+r—1=0.
Wenn man den Gleichungen (4) noch die Gleichung
ok 4+ Ao+ Ay o4 - Ay =10
zugesellt und die A,, A,, ... Ay eliminiert, so ergibt sich die
Gleichung kten Grades:

z*, k1, U |
Pm +ky Pmtk—14 -+ Pm
Pmi+k41y Pmiks coe Pm41 =0,

....................................

Pmt2k—1y Pmy2k—2 ¢+ Pmiyk—1

1) Observatiunculae etc. Werke, Bd. 3, S.280.
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deren Wurzeln 2y, z,, ... 2 sind. Die Grofien p,, Pms1 ... konnen
aber mit um so griferer Genauigkeit durch die entsprechenden
Potenzsummen aller Wurzeln ersetzt werden, je groler m ist.

So bekommt man z B, fir & = 2:

__}_ pmpm—l-3 : Pm+1Pm+2 + pm+2 — Pm+1Pm+3 =0,
Pmt1 — PmPmts Pmt1 — PmPmts
eine Gleichung, die man anwenden kann, wenn bei einer reellen
Gleichung ein Paar konjugierter Wurzeln den absolut grofiten
Wert haben.

Wenn man die Bernoullische Methode auf die Summe der
negativen Potenzen anwendet, so erhdlt man, wie schon bemerkt,
eine Anndherung an die absolut kleinste Wurzel. Man kann
aber, durch Verlegung des Anfangspunktes, jede Wurzel zur ab-
solut kleinsten machen, wozu freilich die Kenntnis eines bis zu
einem gewissen Grade gendherten Wertes notig ist.

Eine Formel, die fiir alle Fille ausreicht, hat Fr. Meyer
gegebenl). Es seien o, oy, 045, ... o, die Wurzeln der Gleichung
f(x) = 0, die reell oder imaginér sein kénnen. Man suche einen
Punkt p in der z-Ebene, so daB sich um p als Mittelpunkt ein
Kreis beschreiben laft, der nur einen, aber einen beliebigen der
Punkte o, oy, ... o, enthilt, etwa den Punkt e, daf also die
absoluten Werte von

(5) p:“l, p_ul,“_p——ul

p Oo b — og p—
echte Briiche sind. Solche Punkte existieren immer; sie miissen
notigenfalls nach der Sturmschen Methode gefunden werden.
Wihlt man aulerdem noch eine beliebige Funktion ¢(z), die
mit f(x) keinen gemeinsamen Teiler hat, z. B. ¢ () = 1, und
bildet die symmetrischen Funktionen

o @ () +(°‘2‘P(“2) + - +(“n9’(“n)

(p— o) * (p— o)™ P — o)™

6  ym= )
P (0y) P (o) @ (o)

(p_“)m+(p_u2)m+ +(p__“)m

so nihern sich diese mit wachsendem m der Grenze «,, und zwar
um so schneller, je kleiner die absoluten Werte der Briiche (5)
bereits sind.

}) Mathematische Annalen, Bd. 33,
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Die Richtigkeit hiervon zeigt sich sofort, wenn man die
Formel (6) in der Weise schreibt:

_ o @ (0n) + oty (ko) (p : Z:)ﬂl—{— oo oty (o) (%:Egi)m

_ p
. 9(e) + 9 (F=m )+ -+ o) (=)

1

p— 0y

Auf einem &hnlichen Gedanken, wie die Bernoullische

Niherung, beruht auch ein Verfahren, das von Griffe angegeben

und von Encke weiter ausgebildet ist?), und das sich besonders

zu einer praktischen Durchfiihrung der numerischen Rechnungen

eignet.

Sind, wie oben, o, 8, y ... die Wurzeln einer Gleichung und

ist & die absolut groBte unter ihnen, so daB keine der anderen
der Wurzel « an absolutem Wert gleichkommt, so hat

m
™ Yar B+ 77 -
mit unbegrenzt wachsendem m den Wert o zur Grenze; es ist

sogar die Konvergenz gegen o« noch besser, als bei dem im
vorigen Paragraphen betrachteten Quotienten

um_’_ﬂm_l_ym_{_...
am—1 _|_ ﬂm-—l + pm—1 + eed?

wie man erkennt, wenn man nach dem polynomischen Lehrsatz:

V“m + Byt = 04171 -+ <g)m+ (%)m_*_
—a [1 + ..;‘. <§)m+ 1_;. (.:6_)'”4_ ]
setzt.

Die absolut kleinste unter den Wurzeln erhidlt man nach
demselben Prinzip als Grenzwert von

1
(8) m ?
1 1 1
wtmtmte

und wenn p ein beliebiger Wert ist, so erhdlt man die dem
Wert p am nichsten liegende Wurzel als Grenzwert von

1) Griffe, Die Auflésung der hoheren numerischen Gleichungen, als
Beantwortung einer von der Berliner Akademie gesteillten Preisfrage, Ziirich
1837. Encke, Orelles Journal, Bd. 22 (1841).
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1

p+ = - - .
V(a—p)m+(ﬂ—p)m+'"

Wenn man die Funktion f(z) durch die Substitution
1 1
Y= ¥Y=7— »
transformiert, so gehen die Ausdriicke (8), (9) aus dem Ausdruck
(7) hervor, auf den wir uns daher jetzt beschrinken wollen.

Wendet man die Formel (7) auf eine reelle Gleichung an,
go ist em - fm 4 ym 4 ... eine reelle Zahl. Existiert eine
absolut groBte Wurzel, so mul sie reell sein, da eine imaginire
Waurzel bei einer reellen Gleichung auch die konjugiert imaginire
Zahl, die den gleichen absoluten Wert hat, nach sich zieht. Es ist
also, wenn o die absolut grofte Wurzel ist, die mte Wurzel in (7)
reell zu nehmen. Ist aber m eine gerade Zahl, so mul man,
um iiber das Vorzeichen zu entscheiden, noch wissen, ob & positiv
oder negativ ist. Notigenfalls wird dariiber durch Einsetzen
des gefundenen Niherungswertes in die gegebene Gleichung ent-
schieden.

Ebenso wird man, wenn man die Formel (7) auf eine ima-
ginire Gleichung anwendet, entscheiden miissen, welche der ver-
schiedenen mten Wurzeln die richtige Annéherung gibt.

Die Ausdriicke

Smo= " - 7 4 ym A o
lassen sich besonders einfach dann berechnen, wenn man fiir m
die aufeinander folgenden Potenzen von 2, also m = 2, 4, 8, 16...
setzt, und liefern dann sehr gute Resultdte.

Es ist s, der negative Koeffizient der (n — 1)ten Potenz der
Unbekannten in der Gleichung, deren Wurzeln die Quadrate der
Wurzeln von f(z) sind. Diese Gleichung wird aber leicht auf
folgende Weise gebildet.

Man fasse in f(z) die Glieder mit geraden und mit ungeraden
Potenzen von z zusammen und setze demnach

[(@) = 9 (@) 4 29 (=)

9)

Es ist dann

(@) = 9@ — 29 (@) =0
die Gleichung, deren Wurzeln die Quadrate der Wurzeln von
f(x) sind. Behandelt man f,(z) ebenso, so erhilt man eine
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Gleichung, deren Wurzeln die vierten Potenzen der Wurzeln von
f(x) sind usf.
Die Ausfiihrung dieser Rechnung ist sehr einfach und fiihrt
oft nach wenigen Schritten zu einer guten Niherung.
Wir betrachten ein Beispiel.
Wir nehmen die Gleichung
(10) 28— 22 — 2 = 0,
die eine reelle positive und zwei imaginire Wurzeln hat. Die
reelle Wurzel ist groBer als 1,7, und da das Produkt aller drei
Wurzeln gleich 2 und (1,7)® > 2 ist, so ist der absolute Wert
der beiden imagindren Wurzeln kleiner als die reelle Wurzel.
Also ist die reelle Wurzel die absolat groSte und die Graffesche
Niherungsmethode mufl auf sie filhren. Man bekommt nun die
Gleichungen, deren Wurzeln die zweite, vierte, achte ... Potenz
der Gleichung (4) sind:
28— 42+ 42— 4=0
28 — 822 — 162 — 16 = 0
x5 — 9622 — 162 =0

und
8

z =196 = 1,7692 ...
ist bereits ein in den vier ersten Dezimalen genauer Wert. Der
nichste Schritt wiirde kein anderes Resultat ergeben (weil die
erste Potenz der Unbekannten in der letzten Gleichung fehlt);
aber der darauf folgende ergibt den in der sechsten Dezimale

genauen Wert
32

z = V85032960 = 1,769293 ...

§ 42.
Trigonometrische Auflosung kubischer Gleichungen.

Wir besprechen nun noch einige auf Gleichungen von spe-
ziellen Formen anwendbare Methoden der numerischen Auflosung.
Das Ziel dieser Methoden ist, die allgemein verbreiteten Tafeln
der trigonometrischen Funktionen und der Logarithmen fiir die
Auflésung von Gleichungen nutzbar zu machen. Wir wenden uns
zunichst zur Betrachtung der kubischen Gleichungen, die wir
immer in der reduzierten Form

1) 2 +4tar+b6=0
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annehmen, worin @ und b reelle Zahlen sind. Da die Vertauschung
von z mit —z gleichbedeutend ist mit der Vertauschung von b
mit — b, so konnen wir uns auf die Annahme beschrénken, daf
b negativ sei, und es bleiben dann noch drei verschiedene Fille
zu betrachten. Wir setzen & — — g und, je nachdem a positiv
oder negativ ist, a = 1 e. Dann haben wir

a) 23 +ex —g=20

92
b) 28 — ex — g = 0, 27 v
g2
c) 28 —ex — g =0, 27 T

Die Grenzfille, daB eine der Griflen ¢, g, 42 — 2792 ver-
schwindet, schliefflen wir aus.
Um die Cardanische Formel anzuwenden, setzen wir

_ 9
(2) B = _"j:27’

wo das obere Zeichen im Falle a), das untere in den Féllen b)
und ¢) gilt. In den Féllen a) und b) ist nur eine Wurzel reell,
in dem Falle ¢) (dem Casus irreducibilis) sind alle drer Wurzeln
reell. Die Cardanische Formel gibt:

3 3
® o =4 +VE+)§—VE
Wir verfahren nun so in den drei Fillen:

a) Wir fiihren einen Winkel & ein, den wir zwischen 0 und
900 wihlen konnen, durch die Gleichung:

4 9_1/e r
® L =5 e,
also
V& V27sm1‘}’
e /1 1
"=V§<l/°°tg“"+mﬂ/°°tg"—m>
— 3 3
e o L

und wenn wir noch einen Winkel ¢ aus

]
B
(5) tgp = Vtg 5
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bestimmen, so ergibt sich:

(6) r=2 V% cotg 2 .

Die Winkel 9, ¢ und zuletzt # findet man aus den logarith-
misch trigonometrischen Tafeln nach den Formeln (4), (5), (6).

Um die imaginiren Wurzeln zu erhalten, ersetzt man tg¢
durch otgg, wenn ¢ eine imagin#ire dritte Einheitswurzel
bedeutet.

b) Im zweiten Falle bestimmen wir den Winkel &, gleich-
falls im ersten Quadranten, aus

g _1/e 1
™ ?‘V27sina
VE = ——uotgﬂ
x—l/- Vcotg +Vtg
®) tgp = tg2,
e 1
®) “~2V§m'

¢) Im letzten Falle endlich, wo drei reelle Wurzeln vorhanden

sind, setzen wir:

g _1/¢
(10) 5= ﬁcosﬁ

V—_z smﬂ
3 3
z = V—-g: (Yeos & + isin® 4 Ycos & — usin ),

oder nach dem Moivreschen Satze:

e 9
Qa1 z =2 Vg €08 -+

Nimmt man € wieder im ersten Quadranten, so erhilt man
fiir die beiden anderen gleichfalls reellen Wurzeln:

e w9 e mw—9
—2V§cos 3 —2V—cos 3"

Alle diese Formeln sind fiir die logarithmische Rechnung
eingerichtet.
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§ 43.
Die GauBsche Methode der Auflisung frinomischer Gleichungen.

GaulB hat eine Methode angegeben, um die Wurzeln einer
Gleichung, die nur drei Glieder enthilt, in einfacher Weise
numerisch aufzulosen. Solche Gleichungen kommen hiufig vor
und umfassen als Spezialfille alle quadratischen und die redu-
zierten kubischen Gleichungen.

Es wird zunéchst von einer solchen Gleichung, deren all-
gemeine Form
1) amtn + agm 4+ b=0
ist, nur die positive Wurzel, wenn sie existiert, gesucht; die
etwaige negative ergibt sich, wenn man z durch — 2 ersetat.

Nach den Vorzeichen von a, b hat man drei Fille zu unter-
scheiden, da, wenn beide Vorzeichen positiv sind, keine positive
Wurzel vorhanden ist. Wir betrachten also, indem wir mit e
und g positive Zahlen bezeichnen, die drei Fille:

a) zgmtn L egm — g =0,
b) am+n — exm — g =0,
c) antn — egm L g = 0.

In den beiden ersten Fillen haben wir nach dem Cartesi-
schen Lehrsatz je eine pesitive Wurzel, im dritten konnen zwei
oder keine positive Wurzel vorhanden sein.

Wir setzen nun mit GauBl

q”
— W,
und suchen die drei Gleichungen a), b), ¢) durch passende Sub-
stitutionen auf die Form
8in?@ - cos?2® =1

zuriickzufiihren. Wir setzen:

Zm» . eaxm sin @2m
8:) g — Sin @2, -—y— — CO8 @2, A= Eas—@m,
sin @2»

Iy v S 3 92 — — 2 _

(2) b) go—m—" =35in@2 ex—" = cos @7, = s @I
x" . gx—™ .

c) - = 8in B2, ;= cos @2, ) = sin @>"cos @".

Die letzte Gleichung ergibt die Unterscheidung der beiden Fille,
in denen die Gleichung c) zwei oder keine positive Wurzel hat
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Man erhédlt némlich fir das Maximum von sin @™ cos @2

nach den Regeln der Differentialrechnung

mmar
(m + nyntn’

das fiir tg®2 — m:n erreicht wird. Wenn also 4 unter dieser
Grenze liegt, so haben wir in c) zwei reelle Wurzeln, sonst
keine. In den Formeln (2) ist A eine gegebene Grofe, und man
hat nur aus den Tafeln den Winkel ® zu suchen, der diesen
Gleichungen geniigt. Wenn man noch gar keine Kenntnis iiber
die ungefihre Lage dieses Winkels hat, so ist es zweckmiBig,
fiir die erste Anndherung eine etwa von Grad zu Grad fort-
schreitende, auf zwei Dezimalen ahbgekiirzte Tafel zu benutzen,
um den so gefundenen Wert mit Hilfe genauerer Tafeln zu ver-
bessern.

GauB benutzt nicht die trigonometrischen Tafeln, sondern
die von ihm zuerst eingefiihrten Additions- und Subtraktions-
logarithmen. Wir wollen dies an einem der Fille in der Kiirze
zeigen. Die Einzelheiten fiir die praktische Anwendung der
Methode sind in der GauBschen Abhandlung zu suchen?).

Die Tafeln der Additions- und Subtraktionslogarithmen, wie
sie zuerst von Gaul eingefiihrt und berechnet sind, und wie sie
sich jetzt auch in den gebriuchlichen Tabellenwerken finden,
geben zu drei Zahlen, die grofer als 1 sind:

a, b=1—|—;1, c=1-+}a,

die Briggschen Logarithmen:

A, B, C
Ist ® ein Winkel im ersten Oktanten, so kann man setzen:
_ 1 1 o
(3) a—cotg@a, b—m, C——m, 0<®<40,
und wenn @ im zweiten Oktanten liegt:
1 1
—_— (M — —_— 0 0,
(4) a=tg0y b_sin@ﬁ’ ¢ = v 450 << @ << 90

Wir wollen dies auf den Fall b) anwenden; dabei ist zu
unterscheiden, ob A kleiner oder grifier als 2m ist, weil davon

') Beitrige zur Theorie der algebraischen Gleichungen, zweite Ab-
teilung (1849). GauB’ Werke, Bd. III, 8. 35,
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abhingt, ob @ im ersten oder zweiten Oktanten liegt. Es sind
also wieder zwei Fille zu unterscheiden:

o) A< 2™,
om cm pm+n
l—:(‘ﬁ_:am: o’
(5) amin — ge, on — eb, am = 289.
B 4> 2m
m+n
h=antnim = anen = S,
m+n — nm — m — l.
z gb, « ec, ~a

Im Falle &) wiirde man also
(6) logh=mB —nA
setzen und danach aus der Tafel die zusammengehdrigen Werte
von A und B aufsuchen. Hat man diese gefunden, so ergibt sich:
O] mlogz = A + logg — loge.

Um den Gebrauch dieser Formeln an einem Beispiel zu er-
lautern, wollen wir die Gleichung betrachten:

28 —22—2=0,

also e=g =2, m =1, n = 2, A = 1 setuen. Die Formel (6)
gibt also

®) 24 — B = 03010300
und (7)
9) logz = A.

Um den ersten Niherungswert von A zu finden, benutzt
man einen kleinen Auszug aus der Tafel:
A4=0, B=0301
A=01, B = 0,254
A =02 B=0212]|
A =03, B=0,176

Es ergibt sich daraus:

A ‘ 24—B ’ Fehler
0,2 0,138 — 0,113
0,3 0,421 + 6,123
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Man kann hierauf die Interpolationsmethode anwenden, um
einen genaueren Wert von A zu erhalten, indem man den Ge-
samtfehler von 0,236 nach Verhiltnis der Teilfehler auf beide
Werte von A verteilt, also
0,1

4=102+ 0,236

0,113 = 0,247 ...
getzt.

Mit Hilfe der siebenstelligen Tafel von Zach erhdlt man nun:

——————————

A | B 2A—B Fehler
0,247 0,1948581 0,2991419 —0,0018881
0,248 0,1944969 0,3015031 -+ 0,0004731
und durch abermalige Anwendung der Interpolation
A = 0,2477996
oder
z = 1,769292,

Eine etwas andere Anordnung der Rechnung ist den ,Tafeln
zur Berechnung der reellen Wurzeln sidmtlicher trinomischer
Gleichungen“ von Gundelfinger (Leipzig 1896) zugrunde gelegt.

Dort wird z. B. die Gleichung b) in die Form gesetat:

am+n e
= — g 1.
9 9 +
Ist dann N
r  — 108 % o™ = 104,
so folgt
(10) 1 4 104 == 108
uad 41 A+ 1
__B+4logg ogg — loge
11) logz = o — p” .
also
m n
(12) A-—-m_'_”B__loge——m_'_nlogg.

Die Tafeln von Gundelfinger enthalten nun auller den
zusammengehorigen Werten von 4, B noch die Werte von A —u B
fiir ein echtgebrochenes g von g = 0,05, p = 0,1, p = 0,15, ...,
80 daB man, weun man die rechte Seite von (12) berechnet hat,
aus der Tafel direkt gendherte Werte von 4, B findet, die dann

nach (11) gendherte Werte von logz ergeben.
Weber, Algebra. (Kl. Ausg.) 12
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Die Methode von Gaull ist auch auf Gleichungen mit mehr
als zwei Gliedern ausgedehnt worden?).

Gauf hat auch fiir die Berechnung der imagindren Wurzeln
einer trinomischen Gleichung ein Verfahren angegeben, das wir
hier noch kurz besprechen wollen. Wir machen die Annahme
reeller Koeffizienten, obwohl die Methode auch auf den all-
gemeinen Fall anwendbar ist. Wir wollen die Gleichung in die
Form setzen:

(13) gmtn —egm — g =0,
brauchen uns aber hier nicht auf positive Werte von ¢ und g
zu beschrianken.

Wir setzen

z = ret?,
und erhalten, indem wir den imaginiren Teil in (13) fiir sich
Null setzen, .
esinm
(14 ™= s (m + )&’
solcher Gleichungen erhalten wir aber noch zwei, wenn wir (13)
mit =" und mit £—™—" multiplizieren. Dies gibt

- —gsinm &
ntm — 7
(12) r sinnd
__ —gsin(n + m) &
(16) m= esinnd !

und von diesen drei Gleichungen folgt jede aus den beiden
anderen. Wenn man r aus zwei von ihnen eliminiert und wie
oben

-9
A= entm

setzt, so ergibt sich:
sin n 9" gin m 9™
17 = (— 1) SRNT_SIMMYT,
(a7) b=(=1 sin(n - m)dntm

Man kann, da man von den beiden konjugierten Wurzeln
nur die eine zu berechnen braucht, @ auf den ersten Quadranten
beschrinken, mufl aber dann unter Umstinden auch r negativ
annehmen.

Wie man nun aus der Formel (17) mittels der trigono-
metrischen Tafeln den Winkel & und dann aus einer der drei

') A. Wiener, Schlomilchs Zeitschr., Bd.31; R. Mehmke, ebends,
Bd. 36.
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Formeln (14), (15), (16) den zugehorigen Wert von r berechnet,
das wollen wir nun an dem vorhin betrachteten Beispiel
8 — 2z —2=0
noch zeigen.
Hier wird die Gleichung (17)
(18) 1_ sin?«‘)ﬁ sin &
2 sin 3 98

oder

(19) 3logsin39 — 2logsin 24 — logsin & = 0,301 0300,
woraus zunichst ersichtlich ist, daB der Winkel & in dem Inter-
vall von O bis 60° liegt. Man findet zunichst nach wenigen
Versuchen, daf o zwischen 33° und 349 liegt, und wenn man
dann fiir diese beiden Werte die Differenz

(20) 3logsin3d — 2logsin28 — logsin & — 0,301 0300
berechnet, so erhélt man zuniichst auf drei Dezimalen

0,026, — 0,013,
und hieraus ergibt sich durch Interpolation der genauere Wert
& = 33040,

Hierauf berechnet man die Differenz (20) mit etwas groBerer
Genauigkeit, etwa auf fiinf Stellen fiir einige Winkel in der
Néhe der Werte 30°40', von Minute zu Minute fortschreitend,
und findet aus der Vorzeicheniinderung, daB & zwischen

33941’ und 33042’
liegt. Wenn man nun fiir diese beiden Werte die Rechnung auf
sieben Stellen durchfiihrt, so ergibt sich wieder durch Inter-
polation der genauere Wert
O = 3830 41" 20,6".

Aus den Formeln (15) oder (16) sieht man, daf hier r negativ
ist, und man erhélt r sehr einfach aus einer dieser Gleichungen.
Man findet die Briggschen Logarithmen:

log (—r) = 0,026 614 8

log cos & = 9,9201547 — 10

log sin & = 9,7440468 — 10,
Also sind die beiden imagindren Wurzeln:

— 0,884 646 + 0,589 74041),

') Liiroth, Circ. mat. di Palermo. Tomo XXVII,

12*



Achter Abschnitt.
Gruppen.

§ 44.
Definition der Gruppen.

Es sind hauptsiichlich zwei grofe allgemeine Begriffe, von
denen die moderne Algebra beherrscht wird. Die Existenz
und Bedeutung dieser Begriffe konnte allerdings erst erkannt
werden, nachdem die Algebra bis zu einem gewissen Grad fertig
und zum Eigentum der Mathematiker geworden war. Erst dann
konnte in ihnen das verbindende und fithrende Prinzip erkannt
werden.

Es sind das die Begriffe der Gruppen und des Koérpers,
zu deren Erklarung wir jetzt fortschreiten. Der. allgemeinere
Begriff ist der der Gruppe, mit dem wir also beginnen.

Es sei irgend ein allgemeiner Begriff Z gegeben, fiir den es
Einzeldinge, Reprisentanten in beliebiger Anzahl gibt. Wir
konnen z. B. an die Zahl oder die rationale Funktion denken.
Auberdem sei uns die Kraft gegeben, nach irgend einer Regel
einem ersten und zweiten Repridsentanten von Z, einen dritten,
den wir moglicherweise erst bilden miissen, in unzweideutiger
Weise zuzuordnen. Die Reprisentanten heifen auch die Ele-
mente der Menge Z

Bei Zahlen denke man z B. an eine der Rechenregeln,
Multiplikation oder Addition. Diese Zuordnung nennen wir
die Komposition des ersten und zweiten Elementes zu dem
dritten. Zur Bezeichnung der Reprisentanten bedient man sich
der Buchstaben und fiir die Komposition der arithmetischen
Zeichen der Multiplikation und Gleichheit:

ab =c¢,
wobei indessen zu betonen ist, daB man nicht notwendig an die
wirkliche Multiplikation denken muf. Die Komposition kénnte
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z. B. auch Addition oder Division sein, so daB nicht notwendig
ab dasselbe Element ¢ wie ba gibt.

Wir nehmen nun aus Z einen engeren Begriff P heraus,
von dem wir fordern:

I Sind a, b irgend zwei Elemente von P, so ist
auch ab = ¢ ein Element von P.

IL Sind von den Elementen a, b, ¢ aus P irgend zwei
beliebig gegeben, so kann man das dritte immer
und nur auf eine Weise so bestimmen, dall

ab==c¢c
ist.

Sind a, b, ¢ drei Elemente von P, so gehoren nach I auch
(ab) und (bc) zu P und ebenso (26)c und a(bc). Wir setzen
als dritte Forderung voraus:

IIl. Das assoziative Gesetz

a(be) = (ab)e,
und nennen P eine Gruppe oder, genauer gesagt, die Elemente Z,
die den Forderungen 1, 2, 3 geaiigen, der Gruppe P an-
gehorig.

Ist z. B. Z das Reich der Zahlen und die Kompositionsregel
die wirkliche Multiplikationsregel, so bildet das System der ratio-
nalen positiven Zahlen (ohne die Null) eine Gruppe. Ist die
Kompositionsregel die Addition oder die Subtraktion, so miissen
die Null und die negativen Zahlen hinzugenommen werden. Es
wiirde dann aber auch eine Gruppe zustande kommen, wenn
man sich auf die ganzen Zahlen beschrinken wiirde.

Der Gruppenbegriff. bezieht sich also nicht auf die Elemente
als solche, sondern es gehdrt noch ein bestimmtes Kompositions-
gesetz dazu.

Aus dem assoziativen Gesetz III. folgt durch den Schluf der
vollstindigen Induktion, dal man immer zu demselben Resultat
kommt, wenn man in einer beliebigen Reihe von Elementen aus
P in endlicher Anzahl, a, b, ¢, d ... zuerst zwei benachbarte
Elemente komponiert, dann wieder zwei benachbarte usw., bis die
ganze Reihe auf ein Element reduziert ist, das mit abcd ... be-
zeichnet wird. So ist z B.:

abed = (ab)cd = [(abd)cld = (abd)(cd)
= a(be)d = [a(bc)]d = a[(bc)d]
= ab(cd) = (abd) (¢d) = a[b(cd)]?).
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Wir ziehen nun aus dieser Definition zunichst einige ganz
allgemeine Folgerungen.

Nach I gibt es fiir jedes gegebene & in P ein Element e
gleichfalls in P, das der Bedingung
1) eb=12>
geniigt, und dies ¢ ist von 6 unabhéingig; denn aus (1) folgt fiir
jedes ¢

ebe =bg
und b¢ kann nach IL jedes Element in P bedeuten. Ebenso gibt
es ein Element ¢, das fiir jedes & der Bedingung
(2) be =1b
geniigt. Dies Element ¢’ ist aber von e nicht verschieden; denn
getzen wir b = ¢ in (1) und b = e in (2), so folgt
ed =¢, ed =g

also

e=-¢.

Das Element e #ndert nichts, wenn es mit irgendwelchen
Elementen aus P komponiert wird, und wird die Einheit der
Gruppe genannt. In vielen Fillen kann es ohne Miliverstdndnis
geradezu mit ,1% bezeichnet werden.

Zu jedem Element a gibt es nach II. ein bestimmtes Ele-
ment a—1, das der Bedingung
(3) a~la —e
geniigt. Aus (3), (1) und (2) folgt

a~lag~ =—=ea"! =a"!==a"e
und folglich nach 3.
@ aac—! =e

Die beiden Elemente a, a—1 heillen zueinander entgegen-

gesetzt oder reziprok. Sind a,b zwei Elemente der Gruppe und

) c = ab,
so ist
(6) ¢c—1 = p—1g—1,

Es ist ein besonderer Fall, wenn bei der Komposition der
Elemente einer Gruppe P das kommutative Gesetz gilt, d. h. wenn
fiir je zwei Elemente a, b der Gruppe

ab = ba
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ist. In den oben als Beispiele angefiihrten Féllen, in denen Z
das Zahlenreich ist, wo die Komposition nach den gewohnlichen
Rechenregeln geschieht, tritt dieser Fall immer ein. Wir werden
aber alsbald Fille anderer Art kennen lernen.

IV. Gruppen, in denen das kommutative Gesetz gilt,
heiflen kommutative Gruppen oder auch Abelsche
Gruppen.

Wenn sich die Elemente zweier Gruppen

a, b, e, d...
und

o\ b ed ...
in der Weise gegenseitig eindeutig entsprechen, dal immer, wenn
ab = ¢ ist, auch o'’ = ¢’ wird, so heillen die Gruppen iso-
morph, und es gilt der evidente Satz, dal zwei mit einer dritten
isomorphe Gruppen untereinander isomorph sind. Man kann
hiernach die untereinander isomorphen Gruppen zu einer Klasse
von Gruppen zusammenfassen, die selbst wieder eine Gruppe ist,
deren Elemente die Gattungsbegriffe sind, die man erhilt, wenn
man die entsprechenden Elemente der einzelnen isomorphen
Gruppen zu einem Allgemeinbegriff zusammenfafit. Die einzelnen
untereinander isomorphen Gruppen sind dann als verschiedene
Reprisentanten eines Gattungsbegriffes aufzufassen.

Eine Gruppe, die nur eine bestimmte endliche Anzahl von
Elementen enthdlt, heilt eine endliche Gruppe, und wenn %
die Anzahl der zu einer solchen Gruppe gehorigen Elemente ist,
50 heilt n der Grad der Gruppe.

Bei einer endlichen Gruppe P kann man die Forderung IL
durch die einfachere ersetzen, dal ad nur dann gleich a'd oder
ab gleich ab’ sein kann, wenn a = a' oder b = ¥’ ist, weil
alsdann 2b oder az zugleich mit 2 die ganze Gruppe P durch-
lduft.

Wenn ein System ¢ von Elementen aus P die Eigenschaft
hat, daf das Kompositum je zweier Elemente aus ¢ wieder in ¢
enthalten ist, so ist @ fiir sich eine Gruppe und wird ein Teiler
von P genannt.

Gibt es in P noch wenigstens ein Element, das nicht zu @
gehort, so heilt ¢ ein echter Teiler von P.

Das Einheitselement ,,1¢ bildet fiir sich eine Gruppe, die als
Teiler in jeder anderen Gruppe enthalten ist.
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Es sei nun P irgend eine endliche oder unendliche Gruppe
und
Q = Ql = Qyy Qg qg, ...
gei ein echter Teiler von P. Ist b ein nicht in @ enthaltenes
Element von P, so sind die Elemente

@y =a,b, asb, ayh,...

alle voneinander verschieden und alle nicht in @ enthalten; denn
wenn etwa agb in @ enthalten wire, so miiite auch, da @ eine
Gruppe ist, agla,b — b in ¢ enthalten sein, gegen die Voraus-
setzung.

Ist mit @, und ¢, die ganze Gruppe P noch nicht erschopft,
80 nehmen wir eines der noch iibrigen Elemente, das wir mif ¢
bezeichnen konnen, und bilden

Qs = 016 3¢, ¢, ...,

und iiberzeugen uns leicht, dafll die Elemente von @, alle nicht
nur voneinander, sondern auch von den Elementen von @, und ¢,
verschieden sind. Denn wire etwa agc — azb, so wiirde folgen,
daB ¢ = a;'agh sein miifite; es ist aber a;'a; in @, enthalten,
also mit einem der Elemente a,, ay, a; ... identisch, und es wire
also ¢ gegen die Voraussetzung in ¢, enthalten. So fahren wir
fort, die Systeme @y, @3, Qs ... zu bilden, indem wir der Uberein-
stimmung der Bezeichnung wegen unter ¢, die Gruppe @ selbst
verstehen.

Diese Systeme ¢y, ¢, ... nennen wir die zu @ gehorigen
Nebengruppen und bezeichnen sie durch

Qﬁsza QS":QC""

Es sind nun zwei Fille moglich: entweder die Bildung der
Nebengruppen @,, @s @s ... geht ohne Ende weiter, oder es ist
nach einer endlichen Zahl von Bildungen dieser Art die ganze
Gruppe P erschopft. Der letzte Fall, der uns hier hauptsichlich
beschéftigt, tritt dann immer ein, wenn P eine endliche Gruppe
ist. Wir nehmen jetzt eine endliche Zahl von Nebengruppen
an und bezeichnen die letzte von ihnen mit

Qj = {9,
80 daf wir auch symbolisch

™ P=+ &+ &+ -+ ¢

setzen konnen.



§ 4. Definition der Gruppen. 185

Bisweilen werden wir auch das ganze System @, @, @, ..
als ein System von Nebengruppen bezeichnen, und also die Dar-
stellung (7) die Zerlegung von P in ein System von Neben-
gruppen nennen.

Ist die Anzahl der Nebengruppen zu @ endlich, so heilit ihre
Anzahl, also die Zahl j, der Index des Teilers @ von P, und

Q ein Teiler von P von endlichem Index. Dieser Index wird
(nach Dedekind) durch das Symbol

(® =&
bezeichnet.

Wihlt man aus jeder der Nebengruppen @, @, ... @; ein
Element a, b,...g beliebig aus, so erhilt man ein volles
Reprisentantensystem der Gruppe P nach ¢, und man kann

setzen:
P=0Qa-+ Qb+ Qc—+ --- 4 Qg.

Aus der Bildungsweise der Nebengruppen folgt noch, dabB,
wenn b, ¢ irgend zwei Elemente aus P sind, die beiden Systeme
Qb und Qc entweder ganz identisch sind oder kein gemeinsames
Element enthalten. Denn ist a;b = aq¢, Worin a,, a, zwei Ele-
mente aus ¢ sind, so ist auch fiir jedes andere Element a aus @:

aa,b=aayc

und wenn a die ganze Gruppe @ durchliuft, so durchlauft auch
jedes der beiden aa, und aa, die ganze Gruppe @; folglich sind
@b und Qc identisch.
Ist also e irgend ein Element aus P, so ist das System

Qe mit einer der Nebengruppen Qa, @b, ... Qg identisch.
Wenn zwei Nebengruppen Qb und @c kein gemeinschaftliches
Element enthalten, so enthalten die beiden Systeme b—! @ und
¢ 19, die wir gleichfalls Nebengruppen nennen, kein gemein-
schaftliches Element. Denn ist —'a, = ¢—'a, ein gemeinschaft-
liches Element der beiden letzten Systeme, so ist a7'b = az'c
ein gemeinschaftliches Element von @b und Qc. Zu b—1Q ge-
horen alle zu den Elementen von @b reziproken Elemente von P,
und hieraus ergeben sich, wenn @ einen endlichen Index hat,
die beiden gleichzeitig bestehenden Zerlegungen von P in j Neben-
gruppen:
o = Q@+ Qet Qg

P=Q+071Q+ Q4 0
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Ist R ein Teiler von P von endlichem Index, und ¢ ein
anderer Teiler von P, der seinerseits B als Teiler enthilt, so
wird eine der Nebengruppen R, von R entweder ganz in ¢ ent-
halten sein, oder kein Element mit @ gemein haben. Es ist
daher auch R ein Teiler von @ von endlichem Index (@, R) = k.
Ist ferner R, eine Nebengruppe zu R, und ¢, eine Nebengruppe
zu @, so wird R, entweder ganz in @, enthalten sein, oder kein
einziges Element von ¢, ist in R, enthalten. Es zerfillt also
jede Nebengruppe ¢, in eine endliche Zahl Nebengruppen R,
und die Anzahl (P, @) der @, ist also gleichfalls endlich. Ist
die Zerlegung von @ in die Nebengruppen nach R

Q=R1+Rs+“'+Rk»
80 erhilt man irgend eine der Nebengruppen @;, wenn man ein
Element a aus P passend auswihlt, in der Form

¢, = BR,a + Rya + -+ + Eia,
worin die Nebengruppen R,a, R,a, ... Rya alle voneinander ver-
schieden sind. Es zerfillt daher jedes @, in gleichviel Neben-
gruppen nach R, und wir erhalten den Satz:
(10) (P,R) = (P, Q) (& E).

Wenn P eine endliche Gruppe vom Grade # ist, so konnen
wir fiir B die aus dem einzigen Elemente 1 bestehende Gruppe
nehmen, und dann wird (P, R) gleich dem Grade »n von P.
Ebenso wird (@, R) gleich dem Grade m von ¢, und wenn wir
den Index des Teilers @ von P mit j bezeichnen, so geht (10) in
die Form iiber:

n=jm,
und wir erhalten den Satz:

V. Der Grad einer endlichen Gruppe ist durch den
Grad eines jeden seiner Teiler teilbar, und der
Quotient beider Zahlen ist der Index des Teilers.

Die Nebengruppen haben nicht die Merkmale einer Gruppe.
Denn damit zwei Elemente aus ¢; bei der Zusammensetzung
wieder ein Element von @, ergeben, miifite etwa

a; b a,b = agb,
also a,ba, = ag, b = a7laza;! sein. Es wire also b der Voraus-

setzung entgegen in ¢ enthalten. Die Benennung Nebengruppe
ist also nur uneigentlich zu verstehen.
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Zwei Teiler @, ¢ von P haben immer das Element 1 mit-
einander gemein. Sie konnen aber auch noch andere Elemente
gemeinschaftlich haben, und diese gemeinschaftlichen Elemente
bilden eine Gruppe. Denn gehoren die Elemente ¢ und & sowohl
zu ¢ als zu ¢, so gilt wegen des Gruppencharakters von @
und @' dasselbe von dem Kompositum b, Und wenn a in @
und in @ vorkommt, so ist auch a—?! in beiden enthalten. Diese
gemeinschaftliche Gruppe nennen wir den grolten gemein-
schaftlichen Teiler von ¢ und ¢’ oder auch, nach einem
Vorschlage von Study, mit einem geometrischen Anklange, den
Durchschnitt von ¢ und ¢'. Ebenso folgt, dal die Elemente,
die irgend einer Anzahl von Teilern von P gemeinsam sind, eine
Gruppe bilden, die wir ebenso als den groBten gemeinschaftlichen
Teiler oder den Durchschnitt aller dieser Gruppen bezeichnen.

In jeder Gruppe kénnen wir nach folgendem Verfahren Teiler
bilden.

Ein Teiler ist immer das Einheitselement fiir sich.

Bezeichnen wir die wiederholte Zusammensetzung eines Ele-
mentes mit sich selbst durch Potenzen, mit a® das Einheits-
element, und mit a— die rte Potenz des Elementes a—!, dann
ist a—" das mit a” reziproke Element, und die Reihe der Elemente

.a”?%a Y 1,a, 0% a8 ...,

die alle der Gruppe P angehoren, bildet eine Gruppe. Ist die Gruppe
P endlich vom Grade #, so kann diese Reihe nicht lauter verschiedene
Elemente enthalten. Ist also ein Element, das zum zweiten Male
wiederkehrt,

ot = atte,
go folgt, daB a®* = 1 sein mull, und wir nehmen an, daB o« die
kleinste positive Zahl ist, die dieser Bedingung geniigt. Es ist
dann, wenn m = qo ein beliebiges Vielfaches von « ist, a™ = 1,
und umgekehrt: so oft a”™ = 1 ist, mull m durch o« teilbar sein;
denn sonst konnte man m = qo 4 o setzen, worin o' positiv und
kleiner als o ist, und es wire a* = 1, gegen die Voraussetzung.
Es ist immer und nur dann

at = a*,
wenn u = u' (mod ).

Die Reihe
A=1,a,a2... q*—1

enthilt dann o voneinander verschiedene Elemente von P, wobei
alle Potenzen von a vertreten sind. Die Elemente A bilden aber
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offenbar eine Gruppe vom Grade o, weil sich die Exponenten bei
der Zusammenseizung einfach addieren. Diese Gruppe ist ein
Teiler von P und also ist « ein Teiler von n. Es ist also fiir
jedes Element a® = 1.

Die Gruppe 4 heilit die Periode des Elementes @ und
oo wird auch der Grad des Elementes a genannt.

Ist P eine Gruppe und ¢ ein Divisor von P mit den Ele-
menten a,, dy, @, ..., ferner b ein nicht in ¢ enthaltenes Element
von P, so ist die Nebengruppe @& keine Gruppe. Dagegen bildet
das System b~ Qb sicher eine Gruppe, weil

b a . b7 a6 = by anb
ist, und diese Gruppe ist mit ¢ isomorph. Die Gruppe 6~ @b
heifit die durch & aus ¢ transformierte Gruppe. Gehort b
selbst zu ¢, so ist 5™’ Qb mit @ identisch. Nimmt man fiir &
die verschiedenen Elemente von P, so erhdlt man eine ganze
Schar solcher Gruppen, die wir die zu ¢ konjugierten Teiler
von P oder auch kurz konjugierte Gruppen nennen. FErsetzt
man b durch ein Element b, — ab der Nebengruppe @b, so ist

b @b, mit b~ Qb identisch. Wenn also @ ein Teiler von P
von endlichem Index ist, so ist die Anzahl der verschie-
denen zu ¢ konjugierten Teiler jedenfalls endlich.

Es kann vorkommen, daf alle konjugierten Teiler miteinander
identisch sind. Wir fiihren folgende Definition ein:

VI. Wenn @ ein Teiler von P ist, der mit seinen sdmt-
lichen konjugierten Teilern identisch ist, so heifit
@ ein Normalteiler von P1).

Die aus dem einzigen Element 1 gebildete Gruppe ist ein
Normalteiler von jeder Gruppe. Wir erhalten ferner einen Normal-
teiler in dem groften gemeinschaftlichen Teiler B der simtlichen
it irgend einem Teiler @ von P konjugierten Teiler.

Denn es ist schon oben bewiesen, dafi B als der Durchschnitt
mehrerer Teiler von P eine Gruppe ist.

Sind nun

(11) Q, ¢ Q...

die zu ¢ konjugierten Teiler von P, und ist & irgend ein Element
von P, dann ist das System der Gruppen

(12) bTLQb, bTUQh, bTRQUD ...

}) Auch ausgezeichnete oder invariante Untergruppe genannt.
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von dem System (11) nicht verschieden. Wenn aber R der
Durchschnitt der Gruppen (11) ist, so ist ' Rb der Durchschnitt
von (12) und folglich ist R mit 5~ Rb identisch, d. h. R ist ein
Normalteiler von P.

Ist N ein Normalteiler irgend einer Gruppe P, und b ein
beliebiges Element in P, so ist

(13) b™'Nb= N oder Nb=—bN.

Ist der Index (P, N) endlich und gleich g, so konnen wir
die p Elemente b,, b,, ... b, so wihlen, daB die Zerlegung von P
in die Nebengruppen

P = Nb, + Nby + Nbs + --- + Nb,
=bN-+ bN4+bN~+ -+ b N
ergibt. Es ist also
(14) N=DN,, Ny,= Nby="bN, Ny = Nb,=5pN..,
N, = Nb, = b, N
das System der Nebengruppen.

Wir erwihnen noch folgenden Satz, dessen Richtigkeit sich
unmittelbar aus dem Isomorphismus transformierter Gruppen
ergibt:

VIL Ist @ ein Teiler von P, R ein Teiler von @, so ist,
wenn @' und R’ aus ¢ und R durch dasselbe Ele-
ment von P transformiert sind, auch R’ ein Teiler
von ¢, und wenn B Normalteiler von @ ist, so ist
auch R’ Normalteiler von ¢

Es gilt ferner noch folgender Satz:

VIIL Ist @ ein Teiler von P, N ein Teiler von @, und
zugleich Normalteiler von P, so ist N auch Normal-
teiler von ¢.

Das ist selbstverstindlich, weil die den Normalteiler von N
definierende Relation
(15) aNa=N
fiir jedes Element a von P, also auch fiir jedes Element von @ gilt.
Man darf aber nicht umgekehrt schlieflen, dall ein
Normalteiler von ¢ auch immer Normalteiler von P sein
miisse. Denn die Bedingung (15) konnte zwar fiir jedes Ele-
ment a aus ¢ befriedigt sein, ohne fiir jedes Element aus P zu
gelten.
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Jede Gruppe hat sich selbst und das Einheitselement zu
Normalteilern. .

IX. Eine Gruppe, die auBler diesen beiden keinen
anderen Normalteiler hat, heifit einfach?)

§ 45.
Komposition der Teile.

Es sei jetzt P eine endliche oder nicht endliche Gruppe, und
A, B irgend zwei Reihen von Elementen aus P (Gruppen oder
nicht). Wir verstehen unter dem symbolischen Produkte A B die
Elemente, die man erhilt, wenn man je ein Element ¢ von A
mit je einem Element & von I nach der in P geltenden Vor-
schrift zu ab komponiert. Diese Art der Zusammensetzung von
A und B zu AB wollen wir die Komposition der Teile (von P)
nennen. Wir unterscheiden hier zwischen einem Teil und einem
Teiler von P, so dall ein Teiler immer eine Gruppe sein soll
was bei einem Teil nicht notwendig ist; auch bei einem Teil
heifit die Anzahl der Elemente der Grad.

Man kann ebenso drei und mehr Teile 4, B, C... von P
komponieren, und es gilt bei der Komposition der Teile das
assoziative Gesetz, wie unmittelbar daraus folgt, dall dieses Gesetz
in P gilt. Danach ist die Bedeutung eines Kompositums ABC...
eindeutig bestimmt.

In der Zusammensetzung A B kann einer der Teile 4, B
auch aus einem einzigen Elemente bestehen, und dann stimmt
die Bezeichnung A B mit der oben fiir die Nebengruppen ge-
brauchten Bezeichnung iberein.

1. Die notwendige und hinreichende Bedingung, dal

A eine Gruppe oder ein Teiler von P sei, besteht
hiernach in der Gleichung

1) AA = A
Denn diese Gleichung besagt nichts weiter, als daB das

Kompositum irgend zweier Elemente von A wieder in 4 ent-
halten sei.

) Vgl tiber die Definition der Gruppe: Huntington Simplified Defini-
tion of a Group. Bull. of the American mathematical Society, 1902,
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2. Bezeichnen wir mit 4-! das System der zu den
Elementen von A reziproken Elemente, so ist, wenn
A eine Gruppe ist,

A1 = A.

3. Ist A ein Normalteiler von P, so besteht fiir jeden
beliebigen Teil B von P die Gleichung

(2) AB = BA.

Denn ist b irgend ein Element aus 5 (also auch aus P), so
ist fiir einen Normalteiler 4 von P nach § 44, (12) 456 = b4,
woraus sich (2) ergibt.

4. Ist die Gruppe 4 ein Teiler von P, und B ein Teil
von A4, so sind auch AB und BA Teile von 4. Ist
auch B eine Gruppe, so ist

(3) AB = A, BA= A.

Denn wenn B eine Gruppe und Teiler der Gruppe A ist,
und wenn ¢ in 4, b in B und also auch in 4 enthalten ist, so
ist auch abd in 4 enthalten. A enthilt also jedes Element von A B.

Weil aber zweitens B als Gruppe auch das Element 1 ent-
halt, so enthidlt A.B auch jedes Element von A4, und also ist AB
mit 4 identisch. Ebenso sieht man, daf B A mit 4 identisch ist.

Andererseits folgt aus jeder der Gleichungen (3), da A4 als
Gruppe das Einheitselement enthilt, daB jedes Element von B
in A enthalten, also B ein Teiler von 4 ist.

5. Ist P eine endliche Gruppe und A ein Teiler
von P, also eine Gruppe, so kann man ein System
B, das im allgemeinen keine Gruppe ist, in P so
auswéihlen, daf die Formel

P= 4B
die Zerlegung von P in die Nebengruppen von 4
darstellt.

6. Bei der Komposition der Teile bildet das System
der Nebengruppen zu einem Normalteiler von P
selbst eine Gruppe, in der der Normalteiler N
die Einheit bildet, und

Nb, Np~!
entgegengesetzte Elemente sind.
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Denn ist N ein Normalteiler von P mit den Nebengruppen
(4) N, =N, N,= Nby="5b,N, Nyg= Nbyg=1"5sN ..,
so0 ist, da NN = N [nach (1)],

(5) Nh.NkZth.ka-——‘thbk:Nblz Nz.
Bezeichnet man Nb; ' mit N; %, so ist hiernach
(6) NyNi'= N, Ni.=N;'N,, N, = N,N;'.

Die Gruppe der Groflen N, nennen wir die Gruppe der
Nebengruppen oder die zu N komplementdre Gruppe in
bezug auf P. Wir bezeichnen sie nach dem Vorgange von
Hélder!) mit P/N. Hat N einen endlichen Index (P, N) in
bezug auf P, so ist die Gruppe P/N endlich, auch wenn P selbst
nicht endlich ist, und der Grad von P/N ist gleich dem Index
(P, N).

Sind 4 und B Gruppen in P, so ist ihr Durchschnitt D
gleichfalls eine Gruppe. Das System AB wird aber nicht immer
eine Gruppe sein. Wenn die Gruppen 4, B und folglich D end-
lich sind, und von den Graden e, 8, d, so ist AB gleichfalls
endlich und vom Grade ef3:0. Denn sind a, ¢, Elemente in 4
und b, b, Elemente in B, so ist dann und nur dann

ab = ay bl,
wenn
aila =b0"" = d,
in D enthalten ist. Dann ist aber
a, =ad ", by =db.

Wenn wir also a die Elemente von A4, b die Elemente von
B durchlaufen lassen, so wird in der Form ab jedes Element
von ADB, und jedes genau dmal dargestellt. Die Zahl der in
A B enthaltenen verschiedenen Elemente ist also «f:0. Hieraus
leiten wir folgenden Satz ab:

7. Sind 4, B endliche Gruppen in P, so ist AB dann

und nur dann eine Gruppe, wenn
) AB=BA
ist.

Damit némlich 4B eine Gruppe sei, ist notwendig und hin-
reichend, dal zu je zwei Elementenpaaren a, b; a,, b, aus 4, B

1) Mathematische Annalen, Bd. 34. Das Zeichen erinner$ an sinen
Quotienten, mit dem ja die komplementére Gruppe eine gewisse Analogie hat.
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sich ein drittes Elementenpaar a,, b, bestimmen ldft, so daf
) aba b, = ayb,
ist. Daraus folgt aber

ba, = a ' ayby b7,
d. h. es muf ba, in AB enthalten sein. Da b und «a, in ihrer
Gruppe beliebig sind, so ist B A ein Teil von 4.B. Da aber die
Grade AB und B A iibereinstimmend =— «f:0 sind, so folgt,
dall AB mit B A identisch ist. Ist umgekehrt die Bedingung 7.
erfiillt, so kann jedes ba in die Form ab gesetzt werden, woraus
sich die Relation (8.) ergibt. Damit ist also das Theorem 7.
bewiesen.

Wir beschéftigen uns zun#chst fast ausschlieflich mit end-
lichen Gruppen. Wenn P eine solche Gruppe vom Grade »
ist, und N ein Normalteiler von P vom Grade v und Index g,
8o ist

n = §v,
und die komplementire Gruppe P/N ist vom Grade g. Wir
wollen diese oder eine damit isomorphe Gruppe mit ¢ bezeichnen
und ibhre Elemente, die den Nebengruppen N, N,, N;... ent-
sprechen, mit 4, B, C,... Jedem dieser Elemente entsprechen
v Elemente der Gruppe P, etwa

dem Ilemente A die Elemente a,, a, ... ay,
dem Elemente B die Elemente b, b, ... by,

Dies Entsprechen ist dann derart, daB jedes zusammengesetzte
Element ab dem zusammengesetzten Elemente A B entspricht.
Denn die Elemente 4 und B entsprechen den Nebengruppen Na
und Nb, und es ist, weil N ein Normalteiler ist,

NaNb = Nab.

Es gilt also hier bei der Zusammensetzung der 4, B, ...
einerseits und der a, b, ... andererseits dasselbe Gesetz, wie bei
den isomorphen Gruppen, nur mit dem Unterschiede, dafl jedem
Elemente A4 nicht blo§ ein Element a, sondern mehrere entsprechen.
Diese Tatsache gibt AnlaB, den Begriff des Isomorphismus zu
erweitern, wie es durch folgende Definition geschieht:

Man nennt eine endliche Gruppe P mit den Ele-
menten a, b, ¢, ... (mehrstufig) isomorph mit einer
Gruppe @ mit den Elementen A, B, C,..., wenn

Weber, Algebra, (KL Ausg.) 13
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beide Gruppen so aufeinander bezogen werden
konnen, dafB jedem der Elemente A4, B, C, ... ein
oder mehrere der Elemente a, b, ¢, ... entsprechen,
und zwar so, dal jedes der Elemente von P einem
und nur einem der Elemente von @ entspricht,
und dafl, wenn @ und A4, b und B einander ent-
sprechen, ad dem Elemente AB entspricht.

Es 1aBt sich zunichst beweisen, daB jedem der Elemente
4, B, C, ... eine gleiche Zahl von Elementen a, b, ¢, ... entspricht
und daB also der Grad von ¢ ein Teiler des Grades von P
ist. Denn es sei A das Einheitselement in ¢, dem die Elemente
@y, Ay, ... a, in P entsprechen mogen. Diese letzteren Elemente
miissen dann eine Gruppe vom Grade v bilden, die wir mit N
bezeichnen wollen, weil nach der Definition des Isomorphismus
das Element aa, dem Elemente A 4 =— A entsprechen muB. Ist
dann b ein dem Elemente B entsprechendes Element von P, so
miissen wiederum alle Elemente Nb demselben Elemente B aus
@ entsprechen. Denn jedes ab mufl dem Elemente AB = B
entsprechen. Sind b, b zwei dem Elemente B entsprechende
Elemente, so entspricht 4,6~ — a dem Elemente A4, und ist also
in N enthalten, also ist b, = ab in Nb enthalten. Durch Nb
sind also alle Elemente, die dem Elemente B entsprechen, er-
schopft, nnd jedem Elemente von @ entsprechen » Elemente von P.
Der Isomorphismus heilt v-stufig. Jedes Element " ab ent-
spricht aber nach 7. gleichfalls dem Einheitselemente A und also ist
b7'Nb =N, d. h. N ist Normalteiler von P, und @ ist einstufig
isomorph mit P/N.

Wir sehen also, daf es einen anderen mehrstufigen Iso-
morphismus als den zwischen der komplementéren Gruppe eines
Normalteilers und der Gesamtgruppe nicht gibt. Man hat den
Begriff des Isomorphismus noch dahin erweitert, dal man zwei
Gruppen, die zu einer dritten Gruppe w- und v-stufig isomorph
sind, w-v-stufig isomorph zueinander nennt. Bei weitem der wich-
tigste ist der einstufige Isomorphismus, den wir daher als Iso-
morphismus schlechtweg bezeichnen, wihrend ein mehrstufiger
Isomorphismus immer durch einen Zusatz kenntlich gemacht
werden soll?).

') Vgl. C. Jordan, Traité des substitutions. Netto, Substitutionen-
theorie. Die Bezeichnung ,u-stufig“ rithrt von Netto her. Nach Jordan



§ 46. Zerlegung einer Gruppe nach zwei Teilern. 195

§ 46.
Zerlegung einer Gruppe nach zwei Teilern.

Es seien jetzt @ und R irgend zwei Teiler einer endlichen
Gruppe P. Die Elemente von P sollen mit @, die von @ mit b
und die von B mit ¢ bezeichnet sein, so daf sowohl die & als
die ¢ unter den a enthalten sind.

Wir zerlegen zrndchst, indem wir

setzen und die Elemente a,, a, ... a; passend aus P auswihlen,
P in die Nebengruppen nach R:

) P = Ra, + Ra, + --- - Ra,
Nun betrachten wir einen (nach der Komposition der Teile
gebildeten) Komplex

(2) Pk:RakQ

und bemerken, daB, wenn in diesem Komplex ein Element aus
einer Nebengruppe Ra vorkommt, zugleich alle Elemente dieser
Nebengruppe darin enthalten sind. Denn unter dieser Voraus-
setzung muB @ die Form haben:

a = cayb,
und dann ist auch jedes Element ¢’a in derselben Form enthalten,
weil ¢ ¢ in R enthalten ist. Um die Anzahl der in P; enthaltenen

Nebengruppen Ra zu ermitteln, betrachten wir zundchst die Ele-
mente e aus ¢, die der Bedingung

3) Rayx — Rae

geniigen. Diese Gleichung besagt aber, dal axe in Ra; oder dafl
¢ in a; ' Ray enthalten ist. Demnach ist die Bedingung (3) erfiillt
fir alle Elemente ¢, die der Gruppe @ (Durchschnitt von @
mit a; ' Ra;) angehoren. Daraus ergibt sich allgemein, daB zwei
Nebengruppen Ra;d, Raxb, dann und nur dann einander gleich
sind, wenn b, = e in @ enthalten, also b, = eb ist, und daf
also, wenn man b in Raxb die ganze Gruppe ¢ durchlaufen laSt,
jede der Nebengruppen Ra, die iiberhaupt darunter vorkommt,

heiBt der einstufige Isomorphismus ,holoedrischer“, der mehrstufige ,mero-
edrischer“ Isomorphismus. Der einstufige Isomorphismus wird bisweilen auch
als Aquivalenz bezeichnet und jede Art von Isomorphismus als Homo-
morphismus.

13 *
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gleich oft, ndmlich so oft, als der Grad von Q. betrigt, erzeugt
wird, also:

1. Die Anzahl der in P, vorkommenden Nebengruppen
Ra ist gleich dem Index (@, %), und die Anzahl
der Elemente oder der Grad von P ist, wenn r den
Grad von R bedeutet, gleich (@, Q).

Ist nun @, ein Element in P, so wird das System
P, h = Rah (L)

nur dann ein Element mit P, gemein haben, wenn a; von der
Form cab ist, und dann ist P, mit Py identisch. Hieraus ergibt
gich, dall man eine bestimmte Anzahl von Elementen a,, a,, a; ...
aus P so auswihlen kann, daB keine zwei der Systeme

P, = Ra,Q, P, = Ra,Q, P, = RasQ ...

ein Element gemein haben, wiahrend sie in ihrer Gesamtheit alle
Elemente von P enthalten, so dall man

(4) P=FEoQ+ Ray@ + Rag@ + -
getzen kann. Man kann die Klemente a,, a,, ... aus den in der
Formel (1) vorkommenden entnehmen.

Jedes der Systeme P,, P,, P, ... enthilt eine nach 1. zu be-
stimmende Anzahl von Nebengruppen Ea, und da die Gesamtzahl
dieser Nebengruppen — (P, R) ist, so ergibt sich, wenn @,, ¢,
Q)5 ... die Durchschnitte von ¢ mit den Gruppen

artBa,, a;7'Ra,, aj'Ra,, ...
bedeuten, die Relation

(5) (B, B) = (& @) + (@ &) + (@, &) + -

und die Zahlen (@, @), (&, @), (@ @), ... sind Teiler des
Grades ¢ der Gruppe €.

In dieser Betrachtung kann man die beiden Teiler B und @
von P auch miteinander vertauschen und aus @ = ca;d folgt
a7t =b"a'¢c'. Wenn also a in Ra;Q vorkommt, so ist a—!

in Qa; 'R enthalten und umgekehrt. Es ist folglich:
(6) P=Qor'E + Qa;*E + Qaz'R +--.-1).

') Die Zerlegung einer Gruppe P nach zweien ihrer Teiler riihrt von
Dedekind her. Gottinger Nachrichten 1894.
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§ 47.
Die Kompositionsreihe und der Satz von C. Jordan.

Eine endliche Gruppe P heifit einfach, wenn sie aufler sich
selbst und der Einheit keinen Normalteiler hat, zusammen-
gesetzt, wenn noch andere Normalteiler vorhanden sind.

Ein Normalteiler, der keinen anderen Normalteiler iiber sich
hat, der also nicht Teil eines anderen echten Normalteilers von
P ist, heiBt ein grofter Normalteiler von P1).

Ist P, ein grofiter Normalteiler von P, P, ein grofter
Normalteiler von P,, P, ein groBter Normalteiler von P, usf, so
heiit die Reihe von Gruppen
(1) P’ Plasz PB-"la
die notwendig mit der aus dem Einheitselemente allein gebildeten
Gruppe 1 endigt, eine Kompositionsreihe der Gruppe P.

Wir wollen die Grade der Gruppen (1) mit n, ny, n,, ng ... 1
bezeichnen, und die Quotienten n:mn,, n;:n,, %y:0y ..., also die
Indices von P, in bezug auf P, P, in bezug auf P, usf. mit
Vyy Vg Vs ... LEs ist dann nach der in § 44 eingefiihrten Bezeich-
nung der Indices

v, = (P, P), vy= (P, Py), vy =(Py Py), ...
und die Reihe der ganzen Zahlen

2) Vi, Vgi Vg -..
nennen wir eine Indexreihe der Gruppe P.
Die grofSten Normalteiler P,, F,, P, ... kénnen fiir eine

gegebene Gruppe P im allgemeinen auf mehrere verschiedene
Arten ausgewidhlt werden, und danach konnen auch die Grad-
zahlen n,, %y, 75, ... und die Indices v,, v,, v, ... verschieden
ausfallen. Es gilt aber der folgende schone und wichtige Satz
von C. Jordan?):

1. Satz von der Konstanz der Indexreihe. Wie auch
die Kompositionsreihe einer Gruppe P gewiahlt
sein mag, die Indexreihe ist, von der Anordnung
abgesehen, immer dieselbe.

') Ausgezeichnete Maximaluntergruppe nach anderer Bezeichnung.

f) C. Jordan, Traité des substitutions, Paris 1870. Netto, Sub-
stitutionentheorie, Leipzig 1882. Holder, Zuriickfithrung einer beliebigen
algebraischen Gleichung auf eine Kette von Gleichungen; Mathematische
Annalen, Bd. 34 (1888). Pierpont, On the invariance of the factors of
composition; American Journal of Mathematics, Vol. XVIIL
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Der Beweis beruht auf der Betrachtung der im § 45 ein-
gefiihrten komplementiren Gruppen.

Es seien ¢ und ¢, Normalteiler von P und zugleich ¢, ein
Teiler (also nach § 44, 3. Normalteiler) von ¢.

Dann gilt der Satz:

2. Die Gruppe @/, ist ein Normalteiler der Gruppe
P/Q,, und der Index von @/@, in bezug auf P/@,
ist gleich dem Index von @ in bezug auf P. In
Zeichen:

6)) (P/@r, Q/Q) = (P, Q)
Um seine Richtigkeit einzusehen, braucht man nur die
Bildungsweise der einzelnen Gruppen genauer zu betrachten.
Man zerlegt @ in die Nebengruppen zu ¢,, d. h. man setzt,
wenn by, by, ... b,, passend bestimmte Elemente in ¢ sind und
v, = (@, @) der Index von @, in bezug auf ¢ ist,

(4) @ = @b, + le2+"' Q1bv1-
Die Elemente der Gruppe /@, sind:
®) @by, @by .. @by

Wenn wir P in die Nebengruppen zu ¢, zerlegen, 8o kommen
darunter sicher die Elemente (5) vor, und folglich ist /@, ein
Teiler von P/¢);.

Es ist noch nachzuweisen, dafl dieser Teiler ein Normal-
teiler ist.

Bezeichnen wir mit a irgend ein Element von P, so sind alle
Elemente von P/@, in der Form @, a enthalten, und @, a—* ist
zu @, a reziprok (§ 45, 6.). Wir haben also nur zu zeigen, daB,
wenn b irgend ein Element in @ ist, jedes Element

(6) @a1@bQa
in Q/Q,, d. h. in der Form @, b enthalten ist.

Weil aber ¢, Normalteiler von ¢ und von P ist, so ist
bQ, = @b, a1 ¢Q, = @, a1, und daher:
(7 Qa1 bQa = @ atba,
und weil a—'ba zugleich mit b in @ vorkommt, so ist @,a"'ba
mit einem der Elemente (5) identisch.

Bezeichnen wir die Grade von P, @, ¢, mit n, ¢, q,, so sind
die Grade von P/Q, P/@Q,, @/@;:
n
1

— - " =1
P Q) = 7 & Q) = o (& @) = o’
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und der Index:
P, Qo) =" 4 "
ALY @ 4% (L, @)
was die Formel (3) ist.
Daneben besteht folgender Satz:

3. Ist @, ein Normalteiler von P vom Grade ¢;, und
hat die Gruppe P/@Q, selbst einen Teiler M vom
Grade m, so hat P einen Teiler @ vom Grade
g = mgq,. Zugleich ist ¢, ein Normalteiler von ¢,
und es ist M = @/¢,. Ist M Normalteiler von P/UQ,,
so ist auch ¢ Normalteiler von P.

Es sei g der Index von @, in bezug auf P, und P sei in die
Nebengruppen zerlegt:

(8) P= Qe + Q&g+ - + Qrew,
so dall e, ¢, ... ¢, passend gewihlte Elemente in P und
9 Qrers @iey ... Qieu

die Elemente von P/¢; sind. Wenn nun in der Gruppe P/@,
ein Teiler M enthalten ist, so mull dieser aus einem Teile der
Elemente (9) bestehen, etwa aus

(10) @by @by ... Q1bm,

und wenn dies System eine Gruppe bilden soll. so muf fiir irgend
zwei Elemente by b; das Produkt

(11) Q1 b; Q1 by = leibk

wieder in (10) enthalten, also etwa — ¢, b, sein. Wenn also das
System b;, b,, ... b,, mit B bezeichnet wird, so 146t sich nach der
Komposition der Teile die Relation (11) so schreiben:

(12) hB)B= @B,
und so besagt sie nach § 45, 1., dall die in
(13) Q=B

enthaltenen Elemente von P eine Gruppe bilden, die die Gruppe
@, als Teiler enthdlt und selbst ein Teiler von P ist. DaB @,
Normalteiler von @ ist, folgt aus § 44, 3., weil @, als Normal-
teiler von P vorausgesetzt ist, und aus der Darstellung (10) der
Gruppe M ergibt sich, dal M = /@, ist.

Es ist noch zu zeigen, dall, wenn M Normalteiler von P,/ @,
ist, auch @ Normalteiler von P ist. Dies folgt so:
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Ist ¢ irgend ein Element in P und ,¥; ein Element in M,
so folgt aus der Annahme, dal M Normalteiler von P/@, ist:

Qe Qb@ie = @b,
was wir auch nach der Komposition der Teile durch die Formel
(14) et BQe= ¢ B
ausdriicken konnen. Da nun ¢, Normalteiler von P ist, so kann
@, mit jedem der anderen Faktoren vertauscht werden, so dafl
aus (14) folgt:

e'¢, Be= ¢, B,
oder
(15) e Qe = @,
wodurch ausgedriickt ist, dal @ Normalteiler von P ist.
Aus dem Theorem 2 und 3 ergibt sich das Korollar:

4. Ein Normalteiler ¢ von P ist dann und nur dann
ein groliter Normalteiler, wenn die komplemen-
tire Gruppe P/¢ einfach ist.

Denn wenn ¢); nicht groSter Normalteiler von P ist, so gibt
es einen Normalteiler @ iiber ¢, und nach 2. ist P/Q, nicht
einfach. Ist andererseits P/Q, nicht einfach, so ist nach 3. @,
nicht grofter Normalteiler.

Wenn ¢ und ¢’ zwei Normalteiler von P sind, so ist auch
das symbolische Produkt ¢ ¢’ ein Normalteiler.

Denn es ist, weil ¢ ein Normalteiler ist,

QY = '@,
und dies ist nach § 45, 7. das Kennzeichen, daB Q@' eine Gruppe
ist. Dall es ein Normalteiler von P ist, ergibt sich dann nach
§ 45, 3. aus
RY¢B = QBQ = B,
wenn B irgend ein Teil von P ist.

Ist nun @ ein grofter Normalteiler von P, und ¢’ ein
nicht in ¢ enthaltener Normalteiler von P, so ist ¢ ¢’ ein
Normalteiler von P, der sowohl @ als ¢’ in sich enthilt und
also von ¢ verschieden ist. Folglich ist, da es iiber ¢ keinen
Normalteiler von P gibt, auler P selbst,

(16) QO = P,
und ebenso mufl auch

amn Q=P
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sein. Diese Sitze gelten, wenn nur eine der beiden Gruppen
@, ¢ groBter Normalteiler von P ist. Wir nehmen jetzt an, daf
sie beide diese Figenschaft haben, und verstehen unter R den
Durchschnitt von ¢ und . Diese Gruppe R ist dann ein Normal-
teiler von P sowohl als von @ und ¢'. Denn ist a irgend ein
Element in P, und ¢ in @ sowohl als in ¢ enthalten, so ist
auch a='ca in ¢ und in @', also auch in R enthalten. Also ist
o 'Ra = R, und R ist Normalteiler von P und mithin Normal-
teiler von @ und von ¢. Um ¢ in die Nebengruppen von R
zu zerlegen, wahlen wir ein passendes System von Elementen
B =b,, by, by, ... in Q,s0 daB Rb,, Rby Rb,, ... alle voneinander
verschieden werden, und setzen

(18) ¢ = RB.
Nun ist nach (17) @' @ = P, also auch
(19) P=¢RB = {B.
Die Nebengruppen
(20) @by, @by, @y ..
gind aber alle voneinander verschieden. Denn wire etwa
by = @b,

8o wire auch

Qo0 = .
Es wire also b,0;" sowohl in ¢ als in @' und folglich auch in
E enthalten. Dann aber wire auch Rb, =— Rb,, was gegen die
Voraussetzung ist.

Hiernach konnen wir die Elemente der zu R komplementéren
Gruppe in bezug auf @ und der zu ¢’ komplementiren Gruppe
in bezug auf P bilden. Wir erhalten diese beiden Gruppen:
(21) QB = Rb,, Rby, Rb,, ...

g (L)l = Q,bla (l)/b% (e’bxv e

Daraus aber erkennt man leicht, dafl diese Gruppen nicht
nur von gleichem Grade sind, sondern daf sie isomorph sind-
Denn es ist gleichzeitig

Rb, Rb, — R, b,

W0, Q'b, = by b,
Ebenso kann man auch schliefen, daf die beiden Gruppen

¢/B, F/Q

und

isomorph sind.
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Die Gruppen P/Q und P/Q' sind aber, da @, @ grofte
Normalteiler sind, nach 4. einfach, und folglich sind auch die
damit isomorphen Gruppen @'/R und @/R einfach, und folglich
haben wir den Satz:

5. Sind @ und @' zwei verschiedene grofite Normal-
teiler von P, und ist B der Durchschnitt von @
und ¢, so ist R grofBter Normalteiler sowohl von
¢ als von ', und fiir die Indices gilt das Geseta:

(@ 1) = (&,Q)

Damit haben wir die Grundlage gewonnen, um sehr einfach
den Satz von der Konstanz der Indexreihe nachzuweisen.

Wir schreiben zur besseren Ubersicht die verschiedenen in
Vergleich zu ziehenden Kompositionsreihen so, daf wir den Index
eines jeden Gliedes in bezug auf das vorangehende unter das
Glied setzen:

Danach mdgen irgend zwei gegebene Kompositionsreihen von
P mit den zugehérigen Indices folgende sein:

(22) P, Q, Q1 @ @, ...
Yy Vyy Vg Vg ...
(23) -Pa Qla Q’la (L)’Qa Qé'l

v, Vi, Vi, vy ...

Es sei nun B der Durchschnitt von @ und ¢, und g und w’
seien die Indices von R in bezug auf @ und @. Wegen des
Isomorphismus der Gruppen P/Q und /R ist dann @' = v,
und aus dem entsprechenden Grunde u = »’. Wir bilden eine
Kompositionsreihe von R mit der zugehérigen Indexreihe

(24) R, R, R, R, ..
U1y Hhay M3 - oy
und da nun R ein groBter Normalteiler von @ und von @' ist,

so konnen wir daraus zwei neue Kompositionsreihen von P bilden,
niamlich:

(25) P, ¢, R Ry, Ry R, ...
v, ylv Uyy Ug Ugy oo
(26) P Q,R R, R, R, ...

'
Vy, Vs gy Uy Uz oo

Die beiden Kompositionsreihen (25) und (26) von P haben also
dieselbe Indexreihe.
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Nehmen wir jetzt an, der zu beweisende Satz sei bereits als
richtig erwiesen fiir Gruppen, deren Grad bei der Zerlegung in
Primfaktoren einen Primfaktor weniger enthélt als n (wenn # den
Grad von P bedeutet), so folgt, dall alle Indexreihen von ¢, dessen
Grad ja ein echter Teiler von n und also weniger Primfaktoren
als n enthélt, miteinander iibereinstimmen, dall also die Reihen

vy Wy foy U -
Viy Voy Vg Vg oevy
von der Anordnung abgesehen, iibereinstimmen. Ebenso stimmen
die Indexreihen von ¢’
Yy Uy Ug) U3 ...
Vi, Vo, Vi Vi ...
iiberein. Also stimmen auch die beiden Indexreihen von P
Vs Viy Vogy Vg Vyono
v, Vi, Yy Vi Vi ...
miteinander iiberein, da die erste mit v, v/, u;, o ug ..., die
zweite mit v/, v, u,, @y, K3 ... ibereinstimmt.

Fiir Gruppen, deren Grad eine Primzahl ist, die nur den
einen Normalteiler 1 haben, ist aber der Satz evident, und also
ist er durch vollstindige Induktion allgemein bewiesen.

Wenn in zwei Kompositionsreihen von P, die wir mit ihren
Indexreihen jetzt so darstellen wollen: .

(27) 'P’ -Pn -Pm Psa"'-l)y—ls 1
Jiv Jar Jay eer Ju—1y Ju
(28) -P’ -Pl" PZIa -P:;1 e -P,L't—-la 1

7{'; }éa iéa oo 7;4—1a 7.:/'1
ein gemeinschaftliches Glied P, = P; vorkommt, so gilt der
Satz von der Konstanz der Indexreihen auch fiir die Gruppe
P, = P,, und daraus folgt zundchst, dal r = s sein muf, und
daB die Indexreihen j,i1, Jrt2 ... Ju und Jiy1, Jr42 ... Ju, VOR
der Ordnung abgesehen, iibereinstimmen. Folglich miissen auch
die vorangehenden Teile der Indexreihen

.. f1» Jgs o+« Jr und g, foy ... i
iibereinstimmen.
§ 48.
Permutationsgruppen.
Von besonderer Bedeutung fiir die Algebra sind die Permu-
tationsgruppen. Aus diesen hat sich der Begriff der Gruppen
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zuerst entwickelt, und auf sie lassen sich alle endlichen Gruppen
zuriickfithren.

Es sei
(1) P=—aqa, ay ... a,
eine Gruppe vom Grade » mit beliebigen Elementen und einem
Kompositionsgesetz. Greifen wir aus P irgend ein Element &
heraus, so ist der Komplex Pb mit P vollig identisch. Es kionnen
sich also die beiden Reihen
(2) Af:- :_‘: Uy, Ay gy ..y Qn

h == d, b, ayb, agb, ... anb

nur durch die. Anordnung voneinander unterscheiden und sie
miissen sich auch so unterscheiden, wenn & nicht das Einheits-
element ist.

Der Ubergang von der Anordnung A zu der Anordnung 4b
heit eine Permutation der n Ziffern
(3) 1, 2, 3, ... n,
und jedem Element & von P entspricht eine solche Permutation,
die wir mit z, bezeichnen-wollen. Zwei verschiedenen Elementen b, ¢
entsprechen zwei verschiedene Permutationen n,, 7, und dem
Einheitselement in P entspricht die identische Permutation =,
die nichts in der Anordnung A dndert.

Wenn wir unter den z die Kompositionsregel festsetzen, die
in der Formel
(4) M A, = Ty
ausgedriickt ist, so sind die Permutationen = zu einer mit P
isomorphen Gruppe I/ vereinigt.

Nach (4) ist

(5) Ty My—1 == m,
und folglich ist
(6) 1 == ()~ L.

Man bezeichnet die Permutation =, zweckmifig nach (2)
durch

©) m = (4, Ab).
Es ist aber auch, wenn ¢ irgend ein Element in P ist:
(8) T, (A Cy Acb),

denn wenn man in (2) die » iibereinanderstehenden Paare irgend-
wie permutiert, also 4 durch Ac ersetzt, so ist der Ubergang
von A zu Ab nichts anderes als der Ubergang von Ac zu Acb.
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Demnach driickt sich die Kompositionsregel (4) auch in der
Formel aus:
) (4, Ab) (Ab, Ac) = (4, Ac).

Die zu =, entgegengesetzte Permutation z,—1 hat dann die
Bezeichnung
(10) m—1 = (4b, 4)
und (4, 4) = =, ist die identische Permutation.

Ausfiihrlicher bezeichnet man die Permutation m, auch so:

Ay Qgy gy «v. Uy

(1D (aib, aib, a:b, rz,.b>.

Da a,b unter den Elementen a enthalten ist, so kann man

es mit a,, bezeichnen und, indem man in der Bezeichnung (11)
nur die Indices setzt, dafiir schreiben:

1, 2, 3, ...n
1 b ) )
(12) (o 1)
was gleichbedeutend ist mit
(13) <a1, Agy Ugy «.. Oy >
Apyy Ay Apgy - - - (lb"

Hier 1aft sich die Zusammensetzung nach der Formel (9)
leicht ausfiihren.
So ist z B.:
— (L
2,
JE— 1’
o <17

1, 2 3 (1, 2, 3)
2, 3, 1) 3, 1, 2

Wenn durch =, einige Ziffern ungeéndert bleiben, so werden
diese in der Bezeichnung (12) bisweilen unterdriickt. Es ist

also z. B.
1, 2, 3, 4, 5 __ /1, 2, 3
<2, 3, 1, 4, 5) o <2, 3, 1)'
Die Gesamtzahl aller moglichen Permutationen von » Ziffern
betrigt bekanntlich:

3] “o_ o
— Q2
~—~"

I /N
- RO
-

QO

wv
w o
P
I
Ky

1.2.3...n=n!

und diese bilden, nach unserer Kompositionsregel behandelt, eine
Gruppe des Grades n!l. Wir nennen sie, vorldufig nur um einen
Namen dafiir zu haben, die symmetrische Gruppe der n Ele-
mente. Der Name bezieht sich auf ihre Anwendung in der Algebra,
die wir spiter kennen lernen werden.
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Jede andere Permutationsgruppe der n Ziffern ist ein Teiler
dieser Gruppe und folglich ihr Grad ein Teiler von !

Es ist eine fundamentale Aufgabe der Algebra, die freilich
noch lange nicht gelost ist, alle mdoglichen Gruppen der Per-
mutationen, d. h. alle Teiler der symmetrischen Gruppe zu finden.

Nach diesen Ausfiihrungen ist die Theorie der endlichen
Gruppen wesentlich identisch mit der Theorie der Permutations-

gruppen.
§ 49.

Zerlegung von Permutationen in Transpositionen
und in Zyklen.

Die Vertauschung zweier Ziffern in einer Anordnung heilt
eine Transposition. Sie wire nach § 48 zu bezeichnen durch

1, 2
(2 1)

wofiir man einfacher (1, 2) schreibt. Wiederholt man dieselbe
Transformation, so gelangt man zur Identitdt. Daher ist eine
Transposition sich selbst entgegengesetzt.

Ist nun
o — (1, 2, .y
Gy gy - -y Ay/

eine beliebige Permutation von #» Ziffern, so ist, wenn man =
mit (», a,) komponiert,

w(n, a,) = =o'
eine Permutation, die » ungeindert 14fit, die also durch

L, 2 ...m —1
dargestellt werden kann und also eine Permutation von hochstens
n — 1 Ziffern ist. Da pun auch

x =7 (n, a,)
ist, so folgt hieraus durch vollstindige Induktion:

1. Man kann jede Permutation (und zwar auf unend-
lich viele verschiedene Arten) in Transpositionen
zerlegen.

Und daraus folgt weiter:
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2. Wenn eine Permutationsgruppe von » Ziffern alle
Transpositionen mit einer festen Ziffer, z. B.:
@, 2), (1, 8 ... (1, n)
enth#lt, so ist sie mit der symmetrischen Gruppe
identisch.

Denn eine solche Gruppe enthilt, wie man aus der Zusammen-
setzung
23)=002)13)(@1,2)
erkennt., auch alle anderen Transpositionen, und nach 1. lassen
sich daraus alle Permutationen der symmetrischen Gruppe zu-
sammensetzen.
Eine Permutation z heift zyklisch, wenn sich die Ziffern
80 in eine Reihe ordnen lassen, daBl durch = jede Ziffer in die
folgende und die letzte wieder in die erste iibergeht, also z. B.
L, 2 ...n—1,n\,
2,3 ...n, 1)°
solche zyklische Permutationen bezeichnet man einfachcr, indem
man die Ziffern des Zyklus nebeneinander setzt, durch.
1, 2, 8,...n)
Dabei ist es gleichgiiltig, mit welcher Ziffer man anféngt;
man konnte also auch
2 3, ...m 1)
dafiir setzen. Die Transpositionen sind nichts weiter als zwei-
gliedrige Zyklen.
Es gilt nun der folgende Satz:

3. Jede Permutation = 148t sich, und zwar nur auf
eine Weise, in eine Reihe von zyklischen Per-
mutationen zerlegen, so dal keine zwei dieser
Zyklen eine Ziffer gemeinschaftlich haben.

Ist ndmlich

1, 2, ...n
) = (ul, Agy .. a,.)’
so fange man mit einer beliebigen Ziffer, etwa mit 1 an, und
setze die Reihe
?) 1, a,=0b, a=c...
so lange fort, bis man auf eine Ziffer zum zweiten Male stoft.
Die zuerst wiederkehrende Ziffer muB 1 sein, da zu jeder Ziffer
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die in der Reihe (2) vorangehende durch (1) eindeutig bestimmt
ist. Dann bilden die Ziffern

(3) (1,6, ¢..)
einen ersten Zyklus. Sind dadurch noch nicht alle n Ziffern
von (1) erschopft, so greift man aus den iibrigen eine heraus
und verfahrt ebenso, bis alle » Ziffern von (1) in den Zyklen
untergebracht sind. Da in jedem solchen Zyklus zu jeder Ziffer
die vorangehende sowohl als die nachfolgende durch (1) véllig
bestimmt ist, so sind auch die Zyklen selbst eindeutig bestimmt.
Bei der Bezeichnung von = durch die Zyklen konnen aber nicht
nur die verschiedenen Zyklen beliebig angeordnet werden, sondern
man kann auch in jedem Zyklus mit einer beliebigen seiner
Ziffern anfangen. Eine Ziffer, die nicht geindert wird, bildet fiir
sich einen eingliedrigen Zyklus.

Wir wihlen ein ganz beliebiges Beispiel, wodurch das Ver-
fahren sofort klar wird:

— 1, 2, 3, 4,5, 6, 7,8 .
7 "(3, 6, 17,1, 4, 5, 8, 2>—~(1, 3,178, 2 6,5 4)
1 3,4, 5,6, 7,8
— 9 4y 9y Iy 9y Uy |y _
n—(2, l, 3, 5, 7, 8’ 6’ 4)'_(8’ 41 5; 7) 6) (1, 2) (3)
2, 3,4, 5,6, 7

1 8
n__ (b 4 9 y Oy 1y _
2 = <2, e s et 7) — (87, 4 5) (1, 2 3, 6).

Das Nebeneinandersetzen der Zyklen ist mit einer Kompo-
sition in dem bisherigen Sinne gleichbedeutend, nur ist zu be-
merken, dall Permutationen, die gar keine gemeinschaftliche
Ziffer enthalten, bei der Komposition immer vertauscht werden
konnen.

Kingliedrige Zyklen, die nichts éndern, werden in der Be-
zeichnung auch oft weggelassen.

Da im allgemeinen, wenn m und % irgend zwei Permutationen
von n Ziffern sind, ¥z von mx verschieden ist, so ist auch

T wmw — «
von x verschieden. Ist x in seine Zyklen zerlegt, so kann man
%' nach dem folgenden Satze sehr einfach aus x» ableiten:

4. Man erhidlt die Permutation z—'xx dadurch, dalB
man in den Zyklen von % die Permutation = aus-
fiihrt.
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Um diese Regel zu beweisen, sei, in Zyklen zerlegt,

x = (OC, /317’ ---) (Ot’, ﬁ’, 7' -..) N
ﬂ-:(a, By v ooy B )

Omy Bry Yy v Oy By P -

Durch =~ geht @, in « iiber, durch x geht « in B iiber
und durch z wird 8 in f. iibergefiihrt. Durch z—1x = geht also
o, in B, iiber. Da dieselbe Betrachtung auf f,, ¥, ... usf. an-
wendbar ist, so folgt:

AIUT == (my Bry Y oov) Oy Broy P o2) o1y
und dies ist der Inhalt des Satzes 4.
Man konnte ihn auch aus der folgenden Darstellung ab-
lesen. Ist

o — (1, 2 > _ (,31, B, )
Oy Oy e 03y Oy oo
Y <1, 2 >
T \By Be.. )
dann ist
(4) 7= nm = <oc], oy > (1, 2 > <ﬁ1, B, > :<(x1, o, )
1, 2 .../ \py, By../ \otgy o3, - 03y 06y oo

Hieraus konnen wir einen ersten Teiler der symmetrischen
Gruppe vom Index 2 ableiten.

Bedeutet ¢ eine Transposition und = eine beliebige Permu-
tation, so ist in der zusammengesetzten Permutation =z die
Anzahl der Zyklen um eins grofer oder um eins kleiner als in =.
Die beiden Ziffern, die durch ¢ miteinander vertauscht werden,
konnen entweder in demselben Zyklus von 7 vorkommen oder
in zwei verschiedenen Zyklen. Nehmen wir an, es sei ein in =
vorkommender Zyklus y = (1, 2,...a, ¢ 4 1, ... b) und es ent-
halte t zwei Ziffern, die in p vorkommen, etwa z = (1, a),

dann ist
ty = (1, a4 1,...0) (2 8, ... a),

d. h. y wird durch Zusammensetzung mit ¢ in zwei Zyklen zer-
legt, withrend die iibrigen Zyklen durch » nicht beriihrt werden.

Wenn aber die beiden Ziffern von z in zwei verschiedenen
Zyklen von 7 vorkommen, so mogen diese beiden Zyklen

y=0(1,23..09, ¥=0,2,8,..4d)

sein und r = (1, 1’). KEs ist dann

ryy =(1,2,8,...4,1,28,...9),
Weber, Algebra. (Kl Ausg.) 14

und es sei
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d. h. die beiden Zyklen y, 9’ werden durch z zu einem einzigen
Zyklus vereinigt, wihrend wieder die iibrigen Zyklen ungeéindert
bleiben.

Wenn wir also eine Permutation = von » Ziffern, die aus
v Zyklen besteht (wobei die eingliedrigen Zyklen mitgeziihlt
werden), durch g Transpositionen dargestellt haben, so kann
sie durch Zusammensetzung mit diesen @ Transpositionen in um-
gekehrter Reihenfolge in die identische Permutation verwandelt
werden, die aus n eingliedrigen Zyklen besteht. Es sind daher
im ganzen n — v Zyklen gewonnen, und da jeder Transposition
ein gewonnener oder ein verlorener Zyklus entspricht, so mul
= n — v (mod 2) sein, d. h. u ist eine gerade oder eine un-
gerade Zahl, je nachdem n — v gerade oder ungerade ist. Die
letzte Zahl ist aber nur von der Permutation =, nicht von der
Art der Zerlegung in Transpositionen abhingig. Wir haben
damit den Satz:

5. Die Permutationen von = Ziffern zerfallen in
zwei Arten, von denen die erste in eine gerade,
die zweite in eine ungerade Anzahl von Trans-
positionen zerlegbar ist.

Jede dieser beiden Arten umfalt gleich viele Permutationen,
niamlich n!; denn durch Hinzufiigung einer festen Transposi-
tion geht jede Permutation der ersten Art in eine der zweiten
Art iiber und umgekehrt.

Die Zusammensetzung zweier Permutationen von gleicher
Art gibt stets eine Permutation der ersten Art, wihrend eine
Permutation erster und zweiter Art, zusammengesetzt, eine Per-
mutation zweiter Art ergeben, wie aus der Zerlegung in Trans-
positionen sofort zu ersehen ist. Daraus folgt:

6. Die Permutationen der ersten Art bilden eine
Gruppe, also einen Teiler der symmetrischen
Gruppe vom Index 2; sie wird die alternierende
Gruppe genannt.

Die Permutationen der zweiten Art bilden die zugehorige
Nebengruppe.

Diese Gruppenzerlegung ist die Grundlage der Determi-
nantenbildung.

Eine zyklische Permutation von »n Gliedern 146t sich in n —1
Transpositionen zerlegen, wie man aus der Zusammensetzung
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1,2 3...n)=(l,2) (,3)...(1, n)
erkennt, und daraus folgt, dall eine zyklische Permutation zur
ersten oder zur zweiten Art gehort, je nachdem die Anzahl der
Ziffern eine ungerade oder eine gerade ist.

Wie man jede Permutation aus Transpositionen zusammen-
setzen kann, ebenso kann man jede Permutation der ersten Art
aus dreigliedrigen Zyklen zusammensetzen. Es geniigt, wenn
dies fiir jedes Paar von Transpositionen bewiesen ist, da jede
Permutation der ersten Art sich aus solchen Paaren komponieren
lagt. Es ist aber

(1, 2) (1, 8) = (1, 2, 3)

(1, 4) (2, 3) = (1, 2, 3) (1, 2, 4),
woraus die Richtigkeit der Behauptung zu ersehen ist, da die
beiden Transpositionen eines Paares entweder eine oder keine
Ziffer gemein haben. Also:

7. Alle Permutationen der ersten Art lassen sich
(auf unendlich viele Weisen) in zyklische Per-
mutationen von drei Elementen zerlegen.

Aus 7. folgt weiter:

8. Eine Permutationsgruppe von n Ziffern, die alle
dreigliedrigen zyklischen Permutationen mit zwei
festen Ziffern enthdlt, mull die ganze alternie-
rende Gruppe enthalten.

Denn aus den Zyklen (1, 2, 3), (1,2, 4)... (1,2, n) lassen
sich alle dreigliedrigen Zyklen und also nach 7. alle Permu-
tationen der ersten Art komponieren, wie man aus den Zusamm' n-
setzungen

21,3 =(1,23) 1,2 3),

1,3, 4) = (1,23 (21,4 (21, 3),
(2, 4,5)=(21,4) (1, 2 5) (1, 2 4),
(3, 4,5) = (2 1,3) (2, 4 5) (1, 2 3),

ersieht.

9. Ist n groBer als 4, so ist eine Permutationsgruppe
von n Ziffern, die alle aus je zwei Transposi-
tionen ohne gemeinsame Ziffer zusammengesetzten
Permutationen (1, 2) (3,4) enthilt, durch die alter-
nierende Gruppe teilbar.

Denn es ist
(1,2,3)=(1,2) (4 5) (4,5) (1, 3)

14*
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und man kann also, wenn auBer den vier Ziffern 1, 2, 3, 4 noch
eine fiinfte, 5, vorhanden ist, alle dreigliedrigen Zyklen aus Trans-
positionspaaren von der Form (1, 2) (4, 5) zusammensetzen.

Ist dagegen » = 4, so bilden die vier Permutationen

eine Gruppe, die kleiner ist als die alternierende Gruppe, weil in
dieser auerdem noch die acht dreigliedrigen Zyklen vorkommen.

§ 50.
Transitive und primitive Permutationsgruppen.

1 Zwei Elemente a,, a, heilen durch die Permu-
tationsgruppe II verbunden (transitiv verbunden),
wenn es in II eine Permutation = gibt, durch die
a, in a, iibergeht. Wenn zwei Elemente mit einem
dritten verbunden sind, so sind sie auch unter-
einander verbunden.

Ist a; durch = mit «, verbunden, so ist a, durch =—! mit q,
verbunden, und wenn a; durch z, mit a,, durch =; mit a; ver-
bunden ist, so ist a, mit &; durch z;! x; verbunden.

Die Gruppe der Permutationen der Elemente

€] P = a,, ay, a; ... ay

heifit transitiv, wenn alle ihre Elemente miteinander verbunden
sind, im entgegengesetzten Falle intransitiv.

Durch eine intransitive Gruppe wird das System P in mehrere
Teilsysteme A, B, C ... zerlegt, so dal alle Elemente eines dieser
Systeme untereinander verbunden sind, aber kein. Element des
einen Systems mit einem des anderen. Diese Systeme heillen
die Systeme der Intransitivitit und die Elemente eines jeden
Systems transitiv verbunden.

Eine Gruppe ist also transitiv, wenn sie Permutationen ent-
halt, durch die ein beliebiges Element a, in ein beliebiges
anderes Element b, iibergeht.

Gibt es Permutationen, durch die zwei beliebige Elemente
a,, ay in zwei beliebige andere Elemente b,, b, iibergehen, so heifit die
Gruppe zweifach transitiv und ebenso werden mehrfach
transitive Gruppen definiert. Die symmetrische Gruppe ist
hiernach nfach transitiv.
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2. Eine transitive Gruppe II, die einen intransitiven
Normalteiler N hat, heifit imprimitiv. Die Systeme
der Intransitivitit von N heiflen die Systeme
der Imprimitivitit von II

Sind etwa
©) A=ay, ag ... a
die durch N mit a, verbundenen Elemente und = eine Permu-
tation, durch die @¢; in ein nicht in A enthaltenes Element b,
iibergeht, so geht 4 durch = in ein System von Elementen
®3) B =b,, by, ... by
iiber, die alle durch x—~! N# — N mit ), verbunden sind, und
folglich ist B entweder mit A identisch oder ganz davon ver-
schieden und umfaBt alle mit b, verbundenen Elemente. Die
Systeme der Intransitivitit von N sind alle von gleichem Grad r,
und 7 ist ein Teiler von n.

Die identische Permutation bildet fiir sich eine Gruppe, und ist
also ein intransitiver Normalteiler einer jeden anderen Gruppe,
Hiernach konnte man jede Gruppe II imprimitiv nennen, wenn
wir nicht noch die Forderung zufiigen wiirden:

“) r>1
Sind jetzt
A =ay ay ... Gy
(5) .B = bl, bz, cee br
S =5, Sy ... S

die Systeme der Intransitivitit von N, so werden durch N die 4
nur unter sich, die B nur unter sich, die S nur unter sich ver-
tauscht.

Weil II transitiv ist, so gibt es in II eine Permutation f,
durch die a@, in b, iibergefilhrt wird, und weil durch N die B
verbunden sind, so wird a, durch 8 N in jedes b iibergefiibrt und
durch N3N jedes a in jedes b, also 4 in B, und es ist

(6) ON=N-+4+B8N-+yN-+|-.-6N.
Wir konnen daher auch so definieren:
3. Eine transitive Gruppe II heilt imprimitiv,
wenndie Elemente von Pderart in gleich starke

Systeme A4, B,... S von mehr als einem Element
zerlegt werdenkonnen, dafl alle Permutationen
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von I7 dieses System nicht auseinanderreifen,
sondern nur die Systeme untereinander und
die Elemente der Systeme untereinander per-
mutieren.
Die Permutationen von II, die die Systeme nicht, sondern nur
deren Elemente permutieren, bilden die Gruppe N.
Das folgende Beispiel zeigt, dall eine Gruppe auf mehrfache
Weise imprimitiv sein kann.
Es sei n = 6 und IT die zyklische Gruppe, die aus folgenden
in ihre Zyklen zerlegten Permutationen besteht:
0 = (1)
m = (1,2, 3, 4, 5, 6)
7t = (1, 3, 5) (2, 4, 6)
ns = (1, 4) (2, 5) (3, 6)
at = (1, 5, 3) (2, 6, 4)
x5 = (1, 6, 5, 4, 3, 2).
Hier haben wir die Systeme der Imprimitivitit:

A4=1355

B=246
mit der Gruppe

N = 1, =2, m¥,
und

A=14

B=2975

C =36
mit der Gruppe

N =1, =3

Wir beweisen noch die beiden folgenden Sitze:

4. Wenn eine transitive Permutationsgruppe von
n Ziffern eine einzelne Transposition enthalt,
so ist sie entweder die symmetrische Gruppe,
oder sie ist imprimitiv.
Die fragliche Gruppe II enthalte die Transposition (1, 2) und
auferdem
(7) (1, 3)7 (17 4)7 e (17 H)’
aber keine andere Transposition mit der Ziffer 1. Ist g = n, so

ist IT nach § 49, 2. die symmetrische Gruppe. Ist u <'mn, so
bilden die durch Zusammensetzung der Transpositionen (7) ab-
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geleiteten Permutationen der Ziffern 1, 2, 3, ... u einen intransi-
tiven Normalteiler von II und IT ist also nach 2. imprimitiv,
wie bewiesen werden sollte.

Ebenso wird aut Grund von § 49, 8. bewiesen:

5. Wenn eine transitive Permutationsgruppe einen
dreigliedrigen Zyklus enth#lt, so enthilt sie die
ganze alterniercnde Gruppe oder ist imprimitiv.

§ 51.
Einfachheft der alternierenden Gruppe.

Wir gehen nun zur Betrachtung einzelner Gruppen iiber und
beginnen mit der alternierenden Gruppe 4. Diese ist ein
Normalteiler der symmetrischen Gruppe S. Denn sind =, x irgend
zwei Permutationen aus S, so gehort #—'xx zu derselben Art
wie %, also wenn % zu A4 gehort, ebenfalls zu A.

Es gilt aber der wichtige Satz, den wir nun zu beweisen
haben:

Wenn #n>>4 ist, so hat die alternierende Gruppe 4
auler sich selbst und der Einheit keinen Normal-
teiler, ist also nach der Bezeichnung in § 47 ein-
fach.

Der Beweis wird so gefiihrt:

Sei A die alternierende Gruppe der Permutationen von =
Ziffern 1, 2, 3,... n und @ ein normaler Teiler von 4. Wir
haben im § 49, 7. und 4. gesehen, daf sich alle Permutationen
von A aus dreigliedrigen Zyklen zusammensetzen lassen, und dafl
man, wenn % und z irgend welche Permutationen sind, die trans-
formierte Permutation zu %, 2z—!'xx erhilt, wenn man in den
Zyklen von x die Vertauschungen = vornimmt. Ist nun % ein
dreigliedriger Zyklus, etwa (1, 2, 8), so kann man z aus 4 so
wihlen, dal z—1xx jeden beliebigen dreigliedrigen Zyklus der
n Ziffern darstellt; denn man kann in

1,2,3,.. n
T =
Mgy Ugy Ugy e Uy
die drei ersten Ziffern a,, a,, a, beliebig wihlen, und, wenn es
notig ist, damit = zu A gehore, noch «, und «, vertauschen. Da-

durch geht aus x einer der beiden Zyklen (ay, ay, a3), (ag, @y, as)
hervor, von denen jeder die zweite Potenz des anderen ist. Wenn
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nun @ ein Normalteiler von 4 ist, und % eine Permutation aus ¢,
80 ist z—'xmw auch in ¢ enthalten, wenn = in A enthalten ist,
und daraus folgt, daf, wenn in @ ein dreigliedriger Zyklus vor-
kommt, @ mit A identisch ist.

Unser Beweis beruht nun darauf, daB, wenn x irgend eine
Permutation in @ ist, auch z—'xx und folglich auch
1 A=ux"la"lym
in @ vorkommen muf, und es ist dann zu zeigen, dal man,
wenn x irgend eine nicht identische Permutation ist, # immer so
aus A wihlen kann, dal die Permutation 1 ein dreigliedriger
Zyklus und folglich @ mit A identisch wird.

Wir nehmen zu diesem Zwecke sowohl x als z in ihre Zyklen
zerlegt an und bemerken, dafl man bei der Bildung von 4 solche
Zyklen von x gar nicht zu beriicksichtigen braucht, deren Ziffern
durch = ungedndert bleiben, weil sie sich in x~! und % gegen-
geitig aufheben. Wir miissen nun die verschiedenen moglichen
Formen von x einzeln betrachten.

1. Es enthalte % einen Zyklus von mehr als drei Ziffern, etwa
(1, 2, 8, ... m), wir nehmen = = (1, 2, 3), z—* = (1, 3, 2)
an und erhalten, indem wir x—z—1% zuerst (nach § 49, 4.)
bilden,

A= x—la—txm = (2 4, 3) (1,2, 3) = (1, 2, 4).

In @ kommt also ein dreigliedriger Zyklus vor.

2. Es enthalte x zwei dreigliedrige Zyklen (1, 2, 3) (4, 5, 6).
Wir nehmen = = (1, 3, 4) an und erhalten

A=(251)(1,3 4 =(1,25 3 4).

Diese Permutation 4, die in ¢ enthalten ist, fillt aber unter
den Fall 1.

3. Es enthalte » einen dreigliedrigen und einen zweigliedrigen
Zyklus (1, 2, 3) (4, 5). (DaB in %, wenn es zu A gehort,
noch ein zweiter Zyklus von gerader Gliederzahl vor-
kommen mull, ist hier gleichgiiltig.) Fiir # = (1, 2, 4)
ergibt sich

A=(253)(1,24) =233, 4),
was wieder unter den Fall 1 fillt.

4. Es enthalte » drei Transpositionen (1, 2) (3, 4) (5, 6).
Fir = = (1, 3, 5) folgt

A= (26, 4) (1» 3, 5),
was unter den Fall 2 fillt.
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5. Es enthalte » zwei Transpositionen und ein unverdndertes
Element (1, 2) (8, 4) (5). Man setzt = = (1, 2, 5) und
erhilt

A=(1,205)(1,25) =(,H5?2).
Damit sind alle Fille erschopft, wenn » > 4 ist. Fiir n =4
bleibt der eine Fall noch iibrig, dal x aus zwei Transpositionen
besteht.

6. In dem Falle n — 4 bilden in der Tat die vier Permu-
tationen

1; (1, 2) (3, 4); (1, 3) (2’ 4); (1, 4) (2’ 3)
einen Normalteiler von A; denn ist x» eines dieser drei

Paare von Transpositionen, 8o ist #—'xx immer wieder
eines dieser Paare.

Es folgt aus diesem Satze weiter, dall die symmetrische
Gruppe aufler im Falle 6. keine anderen normalen Teiler hat als
sich selbst, die alternierende Gruppe und die Einheitsgruppe.
Denn ist S die symmetrische, A die alternierende Gruppe, und ¢
ein normaler Teiler von S, so ist der grofte gemeinschaftliche
Teiler @ von A und ¢ ein normaler Teiler von A, ist also
gleich A4 oder gleich 1. Denn ist %' ein Element in €', also auch
in A, = ein beliebiges Element in S, so ist #—!x'w zunichst in
¢ enthalten, weil Q@ Normalteiler von S ist. Es ist aber zugleich
a—lx'm in A, also auch in ' enthalten.

Ist @ gleich A, so ist @ entweder auch gleich A oder
gleich 8. Ist @ aber — 1, so enthélt ¢ auller der Einheit keine
Permutation der ersten Art. Sind also » und A zwei verschiedene
und von der Einheit verschiedene Permutationen von ¢, so miissen
%2 und x4 als von der ersten Art — 1 sein, d. h. 4 mufl = «
sein. Es kann also ¢ hochstens eine von der identischen ver-
schiedene Permutation » enthalten. Da aber ¢ ein Normalteiler
von S sein soll, so muB} fiir jede Permutation = aus der sym-
metrischen Gruppe z#—!xm =— x sein, d. h. x darf sich nicht
#ndern, wenn in seinen Zyklen irgend eine Permutation ausgefiihrt
wird. Dies ist aber nur dann mdoglich, wenn iibérhaupt nur zwei
Ziffern 1, 2 vorhanden sind und x = (1, 2) ist. Dann aber ist
1, (1, 2) die ganze Gruppe S.
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§ 52.
Abelsche Gruppen.

Man nennt solche Gruppen, in denen bei der Komposition
das kommutative Gesetz gilt, kommutative oder Abelsche Gruppen.
Bei diesen Gruppen herrschen viel einfachere Gesetze, als in den
allgemeinen Gruppen, wie wir jetzt sehen werden. Es gelten fiir
die Zusammensetzung der Elemente in diesen Gruppen dieselben
Regeln, wie bei der Multiplikation von Zahlen, und wir nennen
demnach die Komposita von Elementen einer solchen Gruppe,
wie bei der Multiplikation, Produkte und Potenzen.

Wir betrachten hier nur die endlichen Abelschen Gruppen.

Aus der Definition der Abelschen Gruppen folgt, dal das
kommutative Gesetz auch bei der Komposition der Teile einer
solchen Gruppe gilt. Jeder Teiler einer Abelschen Gruppe ist
gelbst eine Abelsche Gruppe, und ist zugleich Normalteiler, so
dal wir bei diesen Gruppen den Zusatz ,Normal“ weglassen
konnen.

Eine Gruppe, die nur aus den Wiederholungen eines Ele-
mentes besteht, wie

1, A, A2... 4o

heiBt eine zyklische Gruppe. Wenn a die kleinste positive Zahl
ist, fiir die 4* = 1 ist, also a der Grad der Gruppe, so heilit a
auch der Grad des Elementes A. Ist m irgend ein Exponent,
fiir den 4™ =— 1 ist, so ist m ein Vielfaches von «. Denn ist m
nicht durch « teilbar, so hat m bei der Division durch « einen
Rest ¢/ < ¢ und es ist A" = AY = 1. Es mub also ¢’ = 0,
d. h. m durch « teilbar sein. Das Element 1 hat den Grad 1.
Alle zyklischen Gruppen sind kommutativ.

Es gilt nun fir jede endliche Abelsche Gruppe S der
Fundamentalsatz, daB sich immer ein System von Elementen A,
B, C... von den Graden a, b, ¢ ... so auswahlen lift, dafl sich
in der Form

® = A*B3(Cr ...
jedes Element ® von S, und jedes nur einmal, darstellen lift,
wenn o ein volles Restsystem nach dem Modul a, 8 ein volles
Restsystem nach dem Modul 4, 7 ein volles Restsystem nach dem
Modul ¢ usw. durchliuft.
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Ein System von Elementen, das zu einer solchen Darstellung
geeignet ist, heifit eine Basis der Gruppe, und wir konnen
den zu beweisenden Satz demnach so aussprechen:

I. Jede Abelsche Gruppe laft sich durch eine Basis
darstellen.

Der Beweis des Satzes griindet sich auf folgende Reihe von
Schliissen:

1. Ist » der Grad der Gruppe S, sind A, 4,... 4,
ihre Elemente und a,, d,. ... ¢, deren Grade; durch-
laufen ferner «,, o, ... «, volle Restsysteme nach
den Moduln «y, ay, ... an, so wird in der Form

(1) O = A3 A ... An
jedes Element von S und jedes gleich oft dar-
gestellt.

DaB man jedes Element in der Form (1) iiberhaupt erhilt,
sieht man unmittelbar; denn man erhilt z B. 4;,, wenn man
o, = 1, 0ty = 0, ... &, == 0 setzt.

Es ist noch zu beweisen, dall man jedes Llement gleich oft
erhilt.

Wenn aber
@) 1= A" A% Alw

eine Darstellung des Elementes 1 ist, so dndert sich ® nicht,
wenn man e, o, ... o, in (1) durch e, 4 Ay, 00y + hyy ... @0+ Ry
ersetzt. Es wird also jedes Element ® durch (1) mindestens so
oft dargestellt, als das Element 1 durch (2).

Geben andererseits die beiden Exponentenreihen oy, o, ... o,
und o, o) ... o, zwei Darstellungen des Elementes @, so hat man

3) 1= A‘:'l_“l A‘;é—’” A::;l—“n,

also eine Darstellung des Elementes 1. Also konnen wir nach
(2) setzen:

oy =0y 1+ hyy ar = oty -+ Ny ..o, = @, -5 b

Es kann folglich auch nicht mehr verschiedene Darstellungen
des Elementes ® geben, als die Anzahl der Darstellungen des
Elementes 1 betrigt. Wir bezeichnen die Anzahl dieser Dar-
stellungen mit k. Im ganzen ist aber die Anzahl der ver-
schiedenen moglichen Bestimmungen der o« in (1) gleich dem
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Produkte a,a, ... a,, und da »n die Anzahl der Elemente von S
ist, so folgt
4) nh = a;a, ... a

Aus der Formel (4) ergibt sich der Satz:

2. Wenn r eine im Grade n der Gruppe aufgehende
Primzahl ist, so gibt es in S ein Element vom
Grade r.

Denn aus (4) sieht man zundchst, dal einer der Grade
ay, dy ... dy durch r teilbar ist. Ist also etwa a, = rk, so ist
A% ein Element vom Grade r.

3. Sind A4, B, ... irgend welche Elemente in S von
den Graden a, b,..., so ist auch AB ... ein Ele-
ment in S, und der Grad dieses Produktes ist ein
Teiler des kleinsten gemeinschaftlichen Viel-
fachen m von q, o, ...

Denn es ist

4B ..ym— A" Bm ... =1,
und folglich m ein Vielfaches des Grades von AB ...

4. Ist der Grad n der Gruppe S in zwei Faktoren
n = ab zerlegt, so dab a und b relativ prim sind,
so gibt es in S genau a Elemente 4, deren Grad
ein Teiler von « ist, und 4 Elemente B, deren
Grad ein Teiler von b ist, und in der Form

() ®=AB

sind simtliche Elemente von S und jedes nur
einmal enthalten.

Cm die Richtigkeit dieses Satzes einzusehen, stellen wir
folgende Uberlegung an. Der Inbegriff % der Elemente A, deren
Grad ein Teiler von @ ist, ist eine in S enthaltene Gruppe;
denn sind A4, A’ zwei solche Elemente, so ist nach 3. der Grad
von A A’ ein Teiler von a, und A A’ ist also auch in U ent-
halten.

Ebenso ist der Inbegriff 8 der Elemente B, deren Grad ein
Teiler von b ist, eine Gruppe. Das Element 1 kommt sowohl
in % als in B vor, sonst enthalten beide kein gemeinschaftliches
Element.

Der Grad a' von ¥ ist relativ prim zu 4. Denn ist r eine
in a' aufgehende Primzahl, so gibt es nach 2. in % ein Element
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vom Grade r. Da aber der Grad jedes Elementes von U ein
Teiler von a ist, so ist auch r ein Teiler von ¢ und nicht von .
Ebenso beweist man, daB der Grad &’ von B relativ prim
zu a ist.
Nun bestimme man zwei ganze Zahlen 2 und y aus der
diophantischen Gleichung

(6) ar + by =1
und nehme irgend ein Element ® von S. Dann ist
) O = @ @Y,

und nun ist, wegen ab = n
(@by)a _ 1’ (@az)h — 1’
also @Y in Y und @+* in B enthalten.

Also folgt aus (7):

(8) ® — AB.

Demnach ist jedes Element ® in der Form A B enthalten.
Eine solche Darstellung ist aber auch nur auf eine Art moglich.
Denn sind A4', B’ zwei Elemente aus %A und %B, und ist

AB = A'DB,

so folgt, wenn man in die Potenz by — 1 — ax erhebt, 4 = A’
und folglich auch B = B'. Die Anzahl der verschiedenen Pro-
dukte der Form A B ist aber — a’?’, und daher hat man

n = ab=ad?b,
und da a relativ prim zu & und b relativ prim zu o ist:

a=a, b =0
Damit ist der Satz 4 in allen seinen Teilen bewiesen.

Wenn nun die beiden Gruppen %, B durch Basen dargestellt
sind, so folgt aus der Formel (8), daB auch S durch eine Basis
dargestellt ist, und die Basis von S enthilt die Elemente der
Basen von A und B und keine anderen.

Wenn a und b weiter in Faktoren zerlegbar sind, die zu-
einander relativ prim sind, so konnen wir mit den Gruppen A
und B wieder ebenso verfahren, und wir kommen also zu dem
Resultate, dal unser Theorem I. allgemein bewiesen ist, wenn wir
es noch fiir Gruppen nachweisen konnen, deren Grad eine Potenz
einer Primzahl ist.

Es sei also jetzt der Grad n der Gruppe S eine Potenz einer
Primzahl p

) n = pk
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Die Grade aller Elemente von S, die ja Divisoren von n
sind, miissen dann gleichfalls Potenzen von p sein. Es ist nach-
zuweisen, daB eine solche Gruppe durch eine Basis darstellbar ist.

Man wihle in S ein Element 4 von moglichst hohem
Grade a. Dann ist « eine Potenz von p und die Grade aller
anderen Elemente sind Teiler von a, so dal fiir jedes Element
® von S

(10) O =1
ist. Die Elemente
(11) 1, A, A2, ... 4o—1

sind alle voneinander verschieden, und ihre Gesamtheit ist ein
Teiler von S. Ist damit die Gruppe S erschopft, ist also jedes
Element von der Form A% so ist S durch eine eingliedrige Basis
dargestellt. Wenn aber S mit (11) noch nicht erschépft ist, so
wird es doch fiir jedes Element ® von S einen gewissen Expo-
nenten k geben, so daB @" in der Reihe (11) enthalten ist. Gewi
wird das eintreten, wenn & der Grad von ®, also ®* — 1 ist.
Unter diesen Zahlen % wird eine die kleinste positive sein, die
wir mit b bezeichnen wollen. Es gibt also fiir jedes Llement ®
eine gewisse kleinste positive Zakl b, so dafl

(12) O = A*

in der Reihe (11) enthalten ist.

Diese Zahl b ist ein Teiler von a, also auch eine Potenz
von p und zugleich ein Teiler von A. Denn setzen wir a =gqb-}-¢/,
wo 0 << U/ < ist, so folgt aus (10) und (12)

@2 — A O = 1,
oder O = A‘Z", und wenn also 4’ nicht Null ist, so gibt es
gegen die Voraussetzung eine noch kleinere Zahl als 6, namlich
b, die der Forderung (12) geniigt.
Aus (12) folgt ferner ,
a

1=0¢= A%,
also mufl Aa:b ein Vielfaches von a und folglich 4 ein Viel-

faches von & sein, Wenn wir daher
A

(13) B=0A4 7

setzen, so ist B® — 1, und zugleich ist 5® die niedrigste Potenz
von B, die einer Potenz von A gleich wird, weil, wenn BY eine
Potenz von A ist, dasselbe nach (13) auch von @Y gilt. Wir
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nehmen das Element ® so gewihlt an, daBl & so grol als moglich
wird. Dann ist auch fiir jedes andere Element ®, aus S immer
@ eine Potenz von A4, deren Exponent durch & teilbar ist.

Ist nun
«—=0,1,2 ...a—1
B=0,1,2,...6 —1,
so sind die Elemente
(14) A« B3

in der Anzahl ab alle voneinander verschieden. Sie bilden einen
in S enthaltenen Teiler S’, der durch die Basis 4, B dargestellt
ist. Ist S’ mit S identisch, so sind wir am Ziele.

Ist aber S durch (14) noch nicht erschopft, so fahren wir
in derselben Weise fort.

Wir wollen durch Anwendung der vollstindigen Induktion
gleich allgemein schliefen.

Es sei ein Teiler S,_; von S ermittelt, der durch eine Basis
in der Form dargestellt ist:

(15) S,_, == A AR AT,
von dem wir folgende Voraussetzungen machen:
1. Die Grade von A;, A,, ... A,_, seien a,, a,, ... @, _1, und
es sei
a =

Uy = oo+ = Uy 1.
2. Fiir jedes in S enthaltene Element @ sei
(16) -1 — A 4P . AP

y—2
d. h. in S,_; enthalten, und die Exponenten 4;, 4, ... 4,_, seien
durch a,_, teilbar.

Die oben abgeleitete Gruppe S’ geniigt diesen Forderungen,
wenn v =— 3 und a,—; = b gesetzt wird, und es ist nun zu zeigen,
wie man, wenn S,_; noch nicht die ganze Gruppe S erschopft,
daraus eine ebensolche umfassendere Gruppe S, ableiten kann.

Fiir jedes Element ® von S wird es einen gewissen niedrig-
sten positiven Exponenten a, geben, fiir den ®% in S,_; ent-
halten ist, und dies a, ist wegen (16) gleich oder kleiner als a,_,,
und ist aullerdem eine Potenz von p, da es ein Teiler des Grades
von ® sein muBl. Wir wihlen @ so, dal der Exponent a, so
groB als moglich wird. Ist ®, ein beliebiges anderes Element
in S, und @} die niedrigste Potenz von @,, die in S,_, enthalten
ist, so ist auch A eine Potenz von p und gleich oder kleiner
als a,. Es ist daher ® in S,_, enthalten.
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Setzen wir aber
(17) O = A A% ... 4,

so sind die simtlichen Exponenten i durch a, teilbar. Denn
weil a,_; = a, und beides Potenzen von p sind, ist a,_, a, eine
ganze Zahl, und wenn man (17) in die Potenz a,_,'a, erhebt,

so ergibt sich:
Yiay 3 Zpay_q Ay 10y

O 1= A % A, & .. A _%

und nach der Voraussetzung 2 miissen die Exponenten von
Ay, A, ... Ay, auf der rechten Seite dieser Formel durch a,_,
teilbare ganze Zahlen sein. Folglich sind 4,, 4,, ... 4,—; durch
ay teilbar. Wir-konnen also, indem wir zu dem oben betrachteten
speziellen @ zuriickkehren und unter hy, Iy ... hy—; ganze Zahlen

verstehen,
a, hyay, ghoa, h, _1a,
O = A} A .. A)

setzen, und wenn wir dann
—h —h —h, _
A, = O AT AT .. AT

y—1
annehmen so ist
(18). Ay =1
die niedrigste Potenz von A4,, die in S,_; enthalten ist (weil
sonst auch noch eine niedrigere Potenz von ® in S,_, enthalten

wiire).
Dann ist
(19) AT AT .. Ay, 0, =0,1,2,...0; —1
nur dann = 1, wenn @, oy, ... &, durch a,, a,, ... a, teilbar und

folglich = 0 sind, und demnach sind die in (19) dargestellten
Elemente alle voneinander verschieden. Diese Elemente bilden
aber eine Gruppe S, mit der Basis 4,, A4,, ... 4,, die der For-
derung 1. geniigt.

Zugleich ist, wie die Formel (17) zeigt, wenn @; ein be-
liebiges Element in S ist, @ in S,_, enthalten, und die Expo-
nenten A4, 4y ... 4,—; sind durch a, teilbar. Es ist daher auch
die Forderung 2 befriedigt.

Damit ist also unser Satz I. bewiesen. Zugleich sehen wir
aus dieser Ableitung, daBl man fiir eine beliebige Abelsche
Gruppe S die Elemente der Basis immer so annehmen
kann, dafl ihre Grade Primzahlpotenzen sind.
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Der Beweis, den wir hier fiir die Moglichkeit der Darstellung
einer Abelschen Gruppe durch eine Basis mitgeteilt haben, ent-
hilt zugleich einen Weg, eine solche Basis zu finden, und zwar
eine, bei der die Grade der Basiselemente Primzahlpotenzen sind.
Gleichwohl kann es vorkommen, daB eine und dieselbe Gruppe
auf verschiedene Arten durch Basen dargestellt werden kann.

Betrachten wir z. B. zwei Elemente A, B, deren Grade a, b
relativ prim sind, so wird durch diese als Elemente einer zwei-
gliedrigen Basis eine Gruppe

ey =012 ..a—1
4°B B=0,1,2..b—1

dargestellt. Dieselbe Gruppe kann aber auch durch die ein-
gliedrige Basis A B dargestellt werden in der Form

(ABfy $s=0,1,2...ab— 1.

Denn sind o« und B beliebig gegeben, so kann man s nach
dem Modul @b so bestimmen, da8

s =o (mod a), s= B (mod d),

wodurch 4*Bf und (4B)° identisch werden. Trotzdem ist in ge-
wissem Sinne die Konstitution der Basis durch die Natur der
Gruppen vollig bestimmt, wie folgender Satz besagt:
II. Sind
4,, 4, ... 4,
mit den Graden

Ay, Aoy ... Qy
und
. B, By, ... By
mit den Graden
byy by, ... by

zwei Basen einer Abelschen Gruppe S vom Grade n,
ist p eine in » aufgehende Primzahl und

Ay = PGy, Qg == Pallyy +.. By = Py,

by = piby, by = Pyl ... b = puby,
WOrin py, Pg ... Pyy Piy Doy +-. Pu die hochsten Potenzen
von p sind, die in ay, ay ... @y, by, by ... b, aufgehen,
80 kommen alle Primzahlpotenzen p,, py ... p,, die
grofer als 1 sind, auch unter den pi, p3, ... pi. vor,

und umgekehrt.
Weber, Algebra. (K. Ausg.) 15
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Um diesen Satz zu beweisen, nehmen wir die Elemente der
beiden Basen A und B so geordnet an, dall

Py = P2 = =Py
(29) Y Iy
Die ganzen Zahlen aj, a3, ... 4, b, by, ... b, sind nach ihrer
Definition durch p nicht teilbar, und wenn wir also mit m das
kleinste gemeinschaftliche Vielfache von aj, a3, ... a, bezeichnen,
so ist auch m nicht durch p teilbar. Ist aber

(21) 0= A7 AP ... A

ein beliebiges Element von S, so folgt, dafl
O™ =1

sein muf.

Setzt man hierin B;, B,, ... B, fir 0, so folgt, dal p,m
durch jede der Zahlen b,, b, ... 0, teilbar ist. Es ist also p,
teilbar durch pj, und m durch das kleinste gemeinschaftliche
Vielfache von ¥, b5, ... b,. In ciesem Schlusse konnen wir nun
durchweg A mit B vertauschen. Es ist also auch p; durch p,
teilbar, und daher

P = pi
und auBerdem ergibt sich, daB m auch das kleinste gemein-
schaftliche Vielfache von b}, b3, ... b, ist.

Um daraus unseren Satz allgemein zu beweisen, nehmen wir
an, es sei fiir irgend ein s bewiesen:

Pr = Piy Pg = Do - Ps—1 = Ps—1-
Es ist unter dieser Voraussetzung das System

(22) ADs™, AR, ... AT
die Basis eines Teilers S’ von S, dessen Grad # sich gleich
(23) PPy Per

Ps Ps Ds

ergibt. Von den beiden Zahlen p,, p; wird, wenn sie nicht gleich
sind, eine die grofere sein. Wir nehmen an, es sei

(29 P = Ps-

Die Gruppe S’ ist aber nach dieser Voraussetzung auch durch
die Elemente

(25) BPs™, BP™, ... B*",

§—1

ausdriickbar, aus denen man die Zahl der Elemente
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PPy P

z - ’ ’ ’
p8 ps p8
erhilt, und 2/ kann jedenfalls nicht kleiner als # sein, also
folglich Ps < Py
Ds == Ps-

Hiermit ist unser Theorem II. bewiesen.
Die in den Gradzahlen einer Basis von S enthaltenen Prim-
zahlpotenzen sind also von der besonderen Wahl der Basis un-
abhiingig und wir nennen sie daher die Invarianten der
Gruppe. Das Produkt aller Invarianten ist gleich dem Grade »
der Gruppe.
Da wir fiir S eine Basis bestimmen konnen, bei der die
Grade der Elemente lauter Primzahlpotenzen sind, so sind nach
dem Theorem II. diese Grade die Invarianten der Gruppe und
sind also durch die Gruppe vollstindig bestimmt.
Dafl die Invarianten auch die Natur der Gruppe vollstindig
bestimmen, ergibt sich aus dem Satze:
III. Zwei Abelsche Gruppen mit denselben Invarianten
sind isomorph, und isomorphe Abelsche Gruppen
haben dieselben Invarianten.
Wenn nimlich zwei Gruppen S und S’ der Anzahl und dem
Grade nach iibereinstimmende Basiselemente haben, wenn etwa
O = A} A7 ... AV
die Elemente von S sind, und

@ =DB'B?... B
die Elemente von S’, wo die o, oy, ... &, in beiden Fillen Rest-
systeme nach den Moduln a;, a,, ... a, durchlaufen, so brauchen
wir nur ® und @' dann einander entsprechen zu lassen, wenn
die Exponenten o in beiden dieselben sind; dann sind beide
Gruppen isomorph aufeinander bezogen.

Haben also zwei Gruppen dieselben Invarianten, so kénnen
wir diese Invarianten in beiden Gruppen zu Graden der Basis-
elemente machen und erhalten dann diesen Fall.

Wenn umgekehrt zwei Abelsche Gruppen isomorph sind, so
bilden die den Basiselementen der einen Gruppe entsprechenden
Elemente der anderen eine Basis der letzteren, und also miissen
auch die Invarianten in beiden dieselben sein.

15%*



Neunter Abschnitt.

Die Galoissche Theorie.

§ 53.
Adjunktion. Algebraische Korper.

Wenn einem Korper irgend welcher Grofien (§ 13), den wir
mit & bezeichnen wollen, irgend eine Grofe o hinzugetiigt wird
die nicht in ihm enthalten ist, so entsteht ein neues Grofensystem

‘52" “1
das aber kein Korper sein wird; um daraus einen Korper abzu-
leiten, muBl man alle GroBen hinzufiigen, die sich durch die
Verbindung von « mit den GroBen von & mittels der Grund-
rechnungsarten ableiten lassen. So erhilt man einen erweiterten
Korper &, der zugleich o und & enthilt, und der durch &« und
& vollig bestimmt ist. Wir wollen ihn den Korper £, &« nennen

Dies Hinzufiigen einer neuen Grofle o zu einem Koérper £2
heit Adjungieren, und man sagt, der Korper &' entsteht aus
& durch Adjunktion von e.

Zu L' kann man wieder eine GroBe o' adjungieren, und
erhilt einen dritten Korper ", der dann £, o« und o' ent-
hilt usf. Man kann aber auch gleichzeitig zwei oder mehrere
Zahlen zu & adjungieren, und erhilt so denselben Korper £2”,
wenn man gleichzeitig o und o' dem £ adjungiert. Man kann
auch einem Korper einen zweiten Korper adjungieren und erhilt
so einen Korper, der zugleich die Zahlen der beiden Korper
enthilt. In dem obigen Beispiel wiirde man durch Adjunktion
des Korpers £, o’ zu dem Korper ' —= &, o wieder den Korper £
erhalten.

Adjungiert man einem Koérper einen seiner Teile, so entsteht
kein neuer Koérper.

So erhéilt man z B., wenn man zum Korper der rationalen
Zahlen, der mit R bezeichnet sein mag, die Zahl 1+ = y—1
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adjungiert, den Korper der komplexen Zahlen 2 - y7, mit ratio-
nalen z, y, den wir J nennen wollen. Durch Adjunktion einer
Variablen « zum Korper R erhalt man den Korper, der aus allen
ganzen und gebrochenen rationalen Funktionen von w mit ratio-
nalen Koeffizienten besteht, durch Adjunktion von % und 7 zu R
den Korper der rationalen Funktionen von , deren Koeffizienten
Zahlen in & sind usf.

Wenn & ein beliebiger Korper und f(z) eine Funktion in £
ist, so sind zwei Fille moglich.

Die Funktion f(z) ist entweder zerlegbar oder nicht zerlegbar
in Faktoren niedrigeren Grades, deren Koeffizienten dem Korper
& angehdren. Im ersten Falle heift die Funktion f(z) redu-
zibel, im zweiten irreduzibel in L.

Eine lineare Funktion ist selbstverstindlich in jedem Korper
irreduzibel. Multipliziert man mehrere Funktionen in & mit-
einander, so entsteht eine Funktion derselben Form, die aber
dann natiirlich reduzibel ist, da sie wieder in die Faktoren zerlegt
werden kann, aus denen sie entstanden ist.

Eine Funktion f(z), die in & irreduzibel ist, kann in einem
erweiterten Korper &/, der aus & curch irgend eine Adjunktion
entsteht, reduzibel werden; so wird jede Funktion f(z) redu-
zibel in dem Korper &/, der aus & durch Adjunktion einer
Wurzel « von f(2) entsteht; denn es kanniwon f(z) ein linearer
Faktor # — o abgesondert werden. In dem Korper, der aus
allen Zahlen besteht, ist jede Kunktion mit Zahlenkoeffizienten
reduzibel.

L Eine irreduzible Funktion f(2) kann mit einer
anderen Funktion F(r), deren Koeffizienten dem-
selben Korper Q angehoren, keinen gemeinsamen
Teiler haben, wenn nicht F(z) durch f(z) teil-
bar ist.

Dieser Satz, der uns in der Folge noch sehr wichtige Dienste
leisten wird, ist fast selbstverstindlich; denn der groBte gemein-
schaftliche Teiler zweier Funktionen F(x) und f(z) ldBt sich
durch rationale Rechnung finden, und ist daher auch in & ent-
halten. Da nun aber f(z) keinen in & enthaltenen Teiler hat
als sich selbst oder eine Konstante (d. h. eine in & enthaltene
GroBe), so mub also dieser grofite gemeinschaftliche Teiler ent-
weder eine Konstante oder f(x) selbst sein.
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Es folgt aus diesem Satze, dal eine irreduzible Funktion
niemals mehrfache Faktoren haben kann; denn sie miiite sonst
mit ihrer Ableitung f’(«) einen gemeinsamen Teiler haben; also
miibte f’'(z) durch f(x) teilbar sein, was unmoglich ist, da der
Grad von f'(x) niedriger ist als der von f(x).

Wir konnen diese Sitze auch so ausdriicken:

Ist f(x) irreduzibel, und verschwindet F(z) fiir eine Wurzel
von f(«), so verschwindet F'(x) auch fiir alle anderen Wurzeln
von f(x).

Insbesondere konnen wir daraus schliefien:

Ist F(z) von niedrigerem Grade, als die irreduzible Funk-
tion f(z), und verschwindet F'(x) fiir eine Wurzel von f(z), so
mull F(z) identisch verschwinden, d. h. alle Koeffizienten von
F(x) miissen Null sein.

Ist & ein beliebiger Korper, und F(z) eine Funktion in £,
80 heifit die Gleichung
1) Fz) =0
eine Gleichung in L. Diese Gleichung heifit reduzibel oder
irreduzibel, je nachdem die Funktion F (z) reduzibel oder
irreduzibel ist. Durch Adjunktion einer Wurzel « einer solchen
Gleichung zu & entsteht (wenn « nicht selbst schon zu £ gehort)
ein neuer Kérper &', den wir einen algebraischen Korper
pliberé & oder auch, wenn Zweifel iiber die Bedeutung aus-
geschlossen sind, kurz einen algebraischen Korper nennen
wollen. Wir brauchen fiir einen solchen Korper das Zeichen

&L ().

Sind B, 9 ... Wurzeln von anderen Gleichungen in & oder
auch andere Wurzeln derselben Gleichung, so erhalten wir durch
gleichzeitige Adjunktion von o, f, y ... gleichfalls algebraische
Korper iber £, die wir mit

L (e, Byy ...)

bezeichnen. Wir werden gleich sehen, dal diese Erweiterung
des Begriffes algebraischer Korper nur scheinbar ist, und bleiben
also zunichst bei der Adjunktion einer Grofe o, also bei der
Betrachtung von £ () stehen.

Die Gleichung (1), deren Wurzel & ist, kann reduzibel sein.
Unter den irreduzibeln Faktoren von F'(z) ist aber wenigstens
einer, der fiir # — « verschwindet, den wir mit f(z) bezeichnen
wollen; diese Funktion f(z) ist, wenn wir den Koeffizienten der
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héchsten Potenz von 2 gleich 1 annehmen, véllig bestimmt, weil
z = oo nicht die Wurzel von zwei verschiedenen irreduzibeln
Gleichungen sein kann.

Die Gleichung f(z) = 0 hat also die Form:

@2 ardaarr—+ a2+ -+ a1+ a. =0,
worin @, @y ... a, GroBen in & sind. Ist # der Grad dieser
Gleichung, so nennen wir » auch den Grad des Korpers & (a).

Alle GroBen @ des Korpers £ («) lassen sich ableiten durch
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division aus « und aus
Zahlen in L; sie lassen sich also darstellen als rationale Funk-
tionen von o mit Koeffizienten in £, oder in der Form

— 1@

® °=3@
worin y(z) und ¢ (z) Funktionen in & sind. Da aber ¥ (e) von
Null verschieden sein muB, so ist ¥ (z) nicht durch f(z) teilbar,
und da f() irreduzibel angenommen ist, so ist ¥ () relativ prim
zu f(z).

Danach konnen wir nach § 15, III. die Funktionen @(2),
@ (x) in &, und zwar ¢(x) hochstens vom Grade n — 1, so be-
stimmen, daf
(4) Q@) (@) + @) ¥ (@) = 1(2)
wird, und wenn wir also hierin # = « setzen, so daB f(«) = 0
wird, so folgt

®) L8 — o)

Bezeichnen wir die Koeffizienten von ¢ (z), die, wie wir ge-
sehen haben, Grofen in & sind, mit ¢y, ¢;y ... ¢y —1, 50 kann also
jede Grobe @ in Q(«) in der Form dargestellt werden:

O =cy+ 00 + 002 4 -0 - cp_1om =2

Diese Darstellung ist nur auf eine Art moglich; denn ist
gleichzeitig
(6) O =cy + croo + choe? o0 4 Choqo” Y
so verschwindet die Funktion (n — 1)ten Grades
t— bt (6 — D+ (G — B8+ oo (s — Gpor)an
fir 2 = «. Das ist aber wegen der Irreduzibilitit von f(x) nur
moglich, wenn

) Co == Coy € = C1y +.. Cpm1 == Cp—1
1st,
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Wir konnen also nach Fixierung des Rationalititsbereichs
auch sagen:

Der Korper Q(«) besteht aus allen rationalen Funk-
tionen von « in L.

§ 54.
Gleichzeitige Adjunktion mehrerer algebraischer GréBen.

Es soll jetzt zundchst nachgewiesen werden, dafl man die
gleichzeitige Adjunktion mehrerer algebraischer Grofen durch
die Adjunktion einer einzigen ersetzen kann; mit anderen
Worten, dal jeder Korper (e, f, y ...) angesehen werden kann
als ein Korper £ (a).

Es seien also o, f, y ... algebraische Groflen in beliebiger

Anzahl und
o) A (x), B(@), C() ...
Funktionen in &, deren Wurzeln o, 3, y ... sind. Keine dieser
Funktionen soll eine mehrfache Wurzel haben, eine Voraussetzung,
durch die die Allgemeinheit nicht beschrinkt wird. Dagegen ist
nicht ausgeschlossen, dall unter diesen Funktionen dieselbe mehr-
mals vorkommt, wenn etwa o,  verschiedene Wurzeln einer
Funktion sind.

Wir haben im vorigen Paragraphen gesehen, daf sich jede
GroBe eines Korpers 2 («) als ganze rationale Funktion in &
von o darstellen 1aBt. Setzen wir in diesem Satze an Stelle des
Korpers & den Korper &(8,y ...), so folgt, dal jede Zahl in
&L (e, B, ¥ ...) als ganze rationale Funktion von o mit Koeffizienten
aus £ (B, y ...) dargestellt werden kann; und wenn wir dieselbe
SchluBweise in Beziehung auf die Koeffizienten wrederholen, so
ergibt sich:

Jede Grofe des Korpers &(«, 8,  ...) kann als ganze
rationale Funktion in & von «, 8, y ... dargestellt werden.

Wir bilden eine lineare Fucrktion der o, f8, 7 ...
=20+ yB+ 2y + -
und beachten, daB jede der Gleichungen (1) nicht nur eine,
sondern mehrere Wurzeln hat, deren Zahl gleich dem Grade der
Gleichung ist. Ist also o, B, 9/, ... irgend eine von o, B, ¥ ...
verschiedene Kombination von je einer Wurzel von jeder der
Gleichungen (1), so setzen wir:

§=ad +y8 +ay + oo
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und bilden auf die gleiche Weise £, £” ... Die Anzahl der so
gebildeten Grofen & ist, wenn a der Grad von A(z), b der Grad
von B(z), ¢ der Grad von C(z) ist usf,

m=abc ...

Die Differenzen & — &, &£ — &", & — &, ... sind lineare
Funktionen von 2, y, z... und keine von ihnen ist identisch
Null, da wir angenommen haben, daf keine der Funktionen (1)
gleiche Wurzeln habe. Wir konnen also nach dem in § 14 be-
wiesenen Satze fiir «, 9, z ... solche rationale Zahlen setzen,
dal keine von diesen Differenzen verschwindet, daf also die
m Werte & &, £ ... alle voneinander verschieden sind.

Nun ist jede rationale Funktion, die in bezug auf die Wurzeln
jeder der Funktionen (1) symmetrisch ist, nach dem Satz von den
symmetrischen Funktionen eine Zahl in &£. Dazu gehdren auch
die Koeffizienten der Funktion mten Grades von i:

2) Fy=(t—8@t—8&0¢t—8&..,
und F(f) = 0 ist also eine Gleichung in &, die keine gleichen
Wurzeln hat, und deren eine Wurzel £ ist.

Ist ferner ® eine Grofe in & (o, B, 7 ...), also eine ganze
rationale Funktion von «, 3, ..., und bezeichnen wir mit @', @"...
die Grofen, die aus dieser rationalen Funktion hervorgehen, wenn

die Argumente durch o/, §', 9’'... oder «”,f",7" usf. ersetzt werden,
80 ist

F) (t—@— & + ¢ _(i)_’gr + i ﬁ”gu + ) =¥ ()

als symmetrische Funktion der « und der f ... eine ganze rationale
Funktion (m — 1)ten Grades von ¢ in &, und wenn man ¢ = £
setzt, so folgt

¥ (€
(3) 6 = '1',7((?))"
und @ ist also in K(¢) enthalten. Da umgekehrt auch jede
GroBe in (&) zugleich in L (e, B, y...) enthalten ist, so sind
beide Korper identisch, d. h. es ist
LE) = (B y...)

Damit ist unsere Behauptung erwiesen.
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§ 55.
Primitive und imprimitive Kérper.

Nach dem zuletzt bewiesenen Satze beschrinken wir uns
jetzt auf die Betrachtung algebraischer Korper £ (a«), worin o
die Wurzel einer Gleichung in & ist. Die Gleichung moge, von
mehrfachen Faktoren befreit, mit
(1) F(x)=0
bezeichnet und vom Grade m sein. Ihre Wurzeln seien
2) Oy Olpy Olgy ovo Olpy—ie

Es kann I'(z) in & reduzibel sein; dann wird es einen und
nur einen irreduzibeln Faktor f(x) von F(z) geben, so daB «
eine Wurzel der Gleichung
) fl@)=0
ist. Der Grad von f(z) sei » urd die Wurzeln von (3), die alle
unter den Wurzeln (2) enthalten sind, seien
) Oy O6yy Olgy ono Obp—1.

Der Grad des Korpers £ («) ist dann gleichfalls n.

Jede der Grofen (4) gibt zu einem algebraischen Korper
AnlaB, und so entstehen die Korper

) (), L(04)y +e. R (0tn—1),

die wir die mit £ («) konjugierten Korper nennen. Es kann
sein, dafl diese Korper alle oder teilweise identisch sind, sie
kénnen aber auch alle voneinander verschieden sein.

Nach § 53 erhalten wir jede Grofe @ in £ (), wenn wir in
einer ganzen rationalen Funktion % (f) in £, hochstens vom Grade
(n — 1), fiir die Variable ¢{ die Zahl o setzen.

Setzen wir fiir ¢ in y(f) die verschiedenen Grofien (4), so
erhalten wir #n Grofen, eine aus jedem der konjugierten Kérper

(6) O = g (a)y Op = 1(0lg), oos Opy = g (Gn-1),
und diese heiflen die mit ® konjugierten Grofen.

Jede symmetrische Funktion dieser Groflen ist zugleich eine
symmetrische Funktion der Wurzeln der Gleichung (3), und mithin
in & enthalten.

Unter diesen symmetrischen Funktionen wollen wir zwei hiufig
vorkommende durch besondere Namen und Bezeichnungen hervor-
heben; es ist die Summe

@) $(0) =0+ 0, + 0, + - + Ou_s,
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die wir die Spur von @ nennen, und das Produkt
(8) N@©®) = 06,0, ...0,_,,
das die Norm von ® heiit. Konjugierte Zahlen haben hiernach

dieselben . Spuren und Normen.
Das Produkt

9) t—0)Ft—0,)...(t — @,_1) = D(t)
ist eine ganze rationale Funktion nten Grades von ¢ in & und

ihre Wurzeln sind @ und die mit ® konjugierten Grofen. Daraus
ergibt sich der Satz:

II. Jede GroBe @ in &(«) ist Wurzel einer Gleichung
nten Grades in £, deren iibrige Wurzeln die mit
® konjugierten Grofien sind.

Die Berechnung der Funktion @ (f) aus f(z) heiBt eine
Tschirnhausen-Transformation von f(2).

Wir haben nun die Funktion @(f) auf ihre Irreduzibilitiit
zu untersuchen.

Wenn die Funktion @ () reduzibel ist, so hat sie einen irre-
duzibeln Faktor ¢ (t), in dem wir den Koeffizienten der hochsten
Potenz von ¢ gleich 1 annehmen kénnen, und jeder solche Faktor
verschwindet wenigstens fiir einen der Werte @, 0, ... 0,_,.

Es sei also

9(0) = 9¢[x(®)] =0,
d. h. die Gleichungen @[x(z)] = 0 und f(x) = O haben eine
gemeinsame Wurzel. Da aber f(z) irreduzibel vorausgesetzt ist,
so muBl @[z ()] nach L, § 53 fiir alle Wurzeln o, &y, otg, ... 0ty
von f(x) = O verschwinden, d. h. es ist

9(0) =0, 9(0,)=0, ¢(0@) =0... p(On_;) =0.

Wenn also die mit ® konjugierten Werte alle voneinander
verschieden sind, so ist ¢ (¢f) mit @ (f) identisch, d. h. @ (¢) ist
irreduzibel. Sind aber unter den mit @ konjugierten Werten nur
n, voneinander verschiedene vorhanden, etwa @, @,, @,, ... ®, _;,
so ist

10) gl =(—8) ¢ —6)... (t — Ou_),
und jeder andere irreduzibele Faktor von @ (t) ist, da er wenig-
stens fiir einen der konjugierten Werte ®, und folglich fiir alle
verschwinden muf, mit ¢ (¢f) identisch. Es ist also @ (¢) eine
Potenz von ¢ (t), etwa



236 Neunter Abschnitt. § 65.

(113 ) =
(12) n = NN,

Daraus ergibt sich der Satz:

IIl. Die Funktion @(f) ist entweder irreduzibel oder
sie ist eine Potenz einer irreduzibeln Funktion.
Die n mit einer Zahl in &(«) konjugierten Zahlen
sind entweder alle voneinander verschieden oder
sie zerfallen in n, Systeme von je 7, untereinander
gleichen Zahlen. Im ersten Falle ist @(t)
irreduzibel, im zweiten die myte Potenz einer
irreduzibeln Funktion #,ten Grades in L.

Eine Grofle ® in (), die von allen ihren konjugierten
Zahlen verschieden ist, und die also einer irreduzibeln Gleichung
nten Grades geniigt, heit eine primitive Grofe des Korpers.
Nach dem Satze §14 lassen sich unendlich viele solche primitive
Grofen bestimmen, sogar so, dafl die Koeffizienten von @ = g (o)
rationale Zahlen sind. Man braucht nur iiber die Koeffizienten
von x so zu verfiigen, dall unter den konjugierten Grofen y(a)
keine gleichen vorkommen.

IV. Jede Grofle w des Korpers &(«) kann rational durch
eine beliebige primitive Grofle ® des Korpers aus-
gedriickt werden.

Denn sind o, o, 0, ... ©,—; die zu ® konjugierten Zahlen,

ebenso @, 0, O,, ... @,_; die zu O konjugierten und
) ) =@Ft—0)(t — 0, ...t — 0,_,),
so 1ist

P (1) (t ot o +ot =) = T0

eine ganze rationale Funktion » — 1ten Grades von t, deren
Koeffizienten Zahlen in &£ sind, und daraus ergibt sich, wenn
man ¢ = O setzt,

O]
QI(O)’
worin @’ (@) von Null verschieden ist.
Es ist hiernach der Korper 2(®) mit dem Korper
L () identisch.
V. Ist ® nicht primitiv, so kann nicht jede Grofie
in (o) rational durch ® ausgedriickt werden.
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Der Kérper () ist ein Teiler des Korpers & («)
und der Grad von L(0) ist ein Teiler des Grades
von R (x).

_Denn jede Zahl des Korpers L (@) geniigt einer Gleichung
in £ vom Grade n,, wenn n, ein Teiler von » und kleiner als
n ist. Also kann eine primitive GroBe des Korpers L («), die
einer irreduzibeln Gleichung nten Grades geniigt, nicht in £(@)
enthalten sein.

VL. Der Kérper (o) heifit primitiv, wenn er auller
den GroBen in 2 keine imprimitiven Groflen ent-
hdlt, imprimitiv, wenn er noch andere imprimitive
Grolen enthalt.

Aus dieser Definition ergibt sich zundchst, daB ein Korper,
dessen Grad eine.Primzahl ist, notwendig primitiv ist; denn eine
imprimitive Grofle ® in & () geniigt einer Gleichung, deren Grad
ein von n verschiedener Teiler des Grades n von & () ist. Wenn
dieser Teiler gleich 1 ist, so ist ® in & enthalten.

Wir wollen jetzt noch einige der wichtigsten Eigenschaften
der imprimitiven Kérper kennen lernen.

Hat Q(«) einen von & verschiedenen Teiler &/, der seiner-
seits & als Teiler enthilt (ist also &' ein Korper iiber £), und
ist B eine GroBe, die dem Korper £/, aber nicht & angehort, so
ist der Korper £ (B) ein algebraischer Korper iiber £ und zugleich
ein Teiler von &' und von &£(«), und nach dem, was wir vorhin
bewiesen haben, ist der Grad =, des Korpers £(B) ein Teiler
von n. Ist nun durch () der Korper £’ nicht erschiopft, so
nehmen wir eine Grofie y in &/, aber nicht in &(g3); dann ist
der Korper & (8, p) ein Teiler von &' und von &(«) und hat
seinerseits &(f) zum Teiler. Der Grad von &(B,y) ist also
groBer als der von &(f) und kleiner als der von L(ex). Ist da-
mit &' noch nicht erschopft, so fahren wir so fort, miissen aber
endlich zum AbschluB kommen, da die Grade der Korper £(8),
L(B,7)... immer wachsen und doch kleiner als n bleiben. Daraus
folgt:

VIL Jeder Teiler von (), der den Kérper & enthilt,
ist ein algebraischer Korper & (B) iiber & Der
Grad von 2(B) ist ein Teiler des Grades von £ (),
und wenn beide Kérper den gleichen Grad haben,
8o sind sie identisch.
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Wir kénnen daher unsere Definition auch so fassen:

VLI Ein algebraischer Korper iiber & ist primitiv,
wenn er auller & und sich selbst keinen Korper
iiber & zum Teiler hat.

§ 56.
Normalkdrper. Galoissche Resolvente.

Ist Q () ein algebraischer Korper vom mten Grade, so sind
die konjugierten Korper

(), L(ay), ... L (oim)

alle von gleichem Grade, und wenn also einer von ihnen im
anderen enthalten ist, so sind beide identisch.

Ein Korper, der mit allen seinen konjugierten Kérpern iden-
tisch ist, heift ein Normalkdérper. In den Normalkorpern
herrschen viel einfachere Gesetze, und der grofie Fortschritt, den
die Algebra Galois verdankt, beruht im wesentlichen darauf,
daB beliebige Korper auf Normalkorper zuriickgefiihrt werden.
Die Normalkérper heifen daher auch Galoissche Kérper.

Wenn ein Korper uten Grades L(¢) die Eigenschaft hat,
daB die zu ¢ konjugierten Zahlen g,, 0, ... gu—1 alle in (o)
enthalten sind, so ist Q(¢) ein Normalkérper; denn dann sind
die Korper 2(9,), 2(03) --- £(9u—1) auch alle in (o) enthalten
und also alle mit () identisch.

Wir wollen eine Gleichung eine Normalgleichung oder
auch eine Galoissche Gleichung nennen, wenn sie irreduzibel
ist und die Eigenschaft hat, daf alleihre Wurzeln rational
(in ) durch eine von ihnen ausgedriickt werden konnen.
Dann ist ein primitives Element eines Normalkorpers uten Grades
Wurzel einer Normalgleichung uten Grades und umgekehrt
erzeugt auch eine Wurzel ¢ einer Normalgleichung einen Normal-
korper des gleichen Grades. Es folgt daraus noch, daB bei einer
Normalgleichung jede Wurzel nicht nur durch eine bestimmte
unter ihnen, sondern durch jede beliebige rational aus-
driickbar ist.

Man kann nun auf folgendem Wege aus beliebigen algebrai-
schen Kérpern Normalkorper ableiten.

Es sei

(1) .F(x) =0
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eine beliebige reduzible oder irreduzible Gleichung in £ vom
mten Grade, von der wir nur voraussetzen wollen, daB sie keine
mehrfachen Wurzeln habe. Ihre Wurzeln seien

@) Oy Oyy ove Olp—ie
Man erhdlt daraus m algebraische Korper
3) (o), L(ety)y oo &(Cm—1),

und man kann die Funktion F(z) so wihlen, daf unter den
Korpern (3) irgend ein gegebener algebraischer' Korper iiber £
vorkommt. Wir nennen den aus allen Grofen (2), d. h. aus allen
Waurzeln der Gleichung (1) abgeleiteten Korper iiber &

4 N = (¢ 00, ... Obm—1)

den Galoisschen Kérper der Gleichung F'(z) = 0.

Ist F'() irreduzibel, so sind die Korper (3) die mit & («)
konjugierten Korper. In diesem Falle soll der Korper N die
Norm eines jeden der Kérper £ («) heillen.

Ist () ein Normalkorper, so ist er mit seiner Norm iden-
tisch. Im allgemeinen Falle ist nachzuweisen, daB N ein
Normalkorper ist. Wir wihlen ein primitives Element ¢ des
Koérpers N und konnen dann den Korper N auch durch £ ()
bezeichnen. Ist w der Grad von N, so geniigt ¢ einer irreduzibeln
Gleichung wten Grades
(®) g =0,
von der zu zeigen ist, daf es eine Normalgleichung ist. Zu
diesem Zweck bemerken wir zunichst, dal die eine Wurzel o
dieser Gleichung eine rationale Funktion der o, oy, ... ttp—y ist,
weil sie in N enthalten ist. Setzen wir, um dies anzudeuten,

0 =0 (& 0, ... Gy—1),
und bilden nun alle verschiedenen Anordnungen der Ziffern

0,1,2,...m —1,

deren Anzahl ITm! betrigt:
6) (0,1,2...m—1), (04,1,2,...m'—1), (0",1",2",...m" —1)..,,
worin die Ziffern mit einem, zwei usw. Akzenten dieselben sind,
wie die ohne Akzent, nur in anderer Reihenfolge, und bilden
hieraus die Funktionen

(7) 0=209 (“a Oigy oo “m—l)’ 9’ =0 (“’) 0y o ee 0‘;»1—1)9

0" = 0 (o', ... tlp_1) ...y
unbekiimmert darum, ob darunter etwa untereinander gleiche vor-
kommen oder nicht.
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Wenn wir in allen den Anordnungen (6) ein und dieselbe
Vertauschung vornehmen, z. B. 0 mit 1, so #dndert sich die Ge-
samtheit dieser Anordnungen nicht, sondern nur ihre Reihenfo ge
wird eine andere. Denn erstens kann durch eine solche Ver-
tauschung nichts anderes entstehen, als Anordnungen der Ziffern,
und zweitens konnen nicht zwei verschiedene Anordnungen durch
eine und dieselbe Vertauschung in dieselbe Anordnung iibergehen.

Es werden also auch durch jede solche Vertauschung die
Funktionen (7) nur untereinander permutiert werden. Bilden wir
also das Produkt

GO=0C—eCt—e)(t—0e"..
fiir eine Verdnderliche #, so bleiben seine Koeffizienten, die gewif3
Funktionen von e, 0, ... 0, sind, ungeéndert, wenn diese Grofen
irgendwie permutiert werden; d. h. es sind symmetrische Funk-
tionen der Wurzeln der Funktion F(z), und also ist G (f) eine
Funktion von ¢ in Q. Alle Wurzeln von G (f) sind Gréfen in N,
da sie durch die o« rational ausgedriickt sind.

Nun haben G (t) und g (f) eine Wurzel gemein, und da g(f)
irreduzibel ist, so muBl G (f) durch g(¢) teilbar sein; also sind
auch alle Wurzeln von g(¢) in N enthalten, d. h. N ist ein
Normalkérper, w. z. b. w.

Jede Gleichung g () = 0 heilt eine Galoissche Resolvente
der Gleichung F(z) = 0, und eine Galoissche Resolvente ist
also durch folgende Bestimmung definiert:

IX. Eine Gleichung g(tf) = 0 ist eine Galoissche Resol-
vente einer gegebenen Gleichung IF'(z) = 0 in &,
wenn 1. g(¢) irreduzibel ist, wenn 2. alle Wurzeln
von F(z) rational durch eine Wurzel ¢ von g(f)
ausdriickbar sind, und 3. eine Wurzel von g(f)
rational durch die Wurzeln von F(z) ausdriick-
bar ist.

Denn nach 2. ist N in () enthalten, und nach 3. ist einer
der mit (o) konjugierten Korper, £ (¢,), in N enthalten. Die
Grade von N und & (¢) konnen also nicht verschieden sein und
folglich ist N = L (o).

Jede Galoissche Resolvente ist eine Normal-
gleichung, und eine Normalgleichung ist ihre
eigene Galoissche Resolvente.
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§ 57,
Die Substitutionen eines Normalkdrpers.

Es sei jetzt £ (o) ein Normalkorper pten Grades und ¢ eine
seiner primitiven Zahlen, ferner

M g@) =0
die irreduzible Gleichung uten Grades, deren eine Wurzel ¢ = ¢
ist. Die zu ¢ konjugierten Elemente seien

©) 0 015 03 -+ Qu—1-

Da nach der Definition des Normalkorpers die Grofen (2)
alle in () enthalten sind, so kénnen wir @, (), @, (t), ... Ou—1(t)
als ganze rationale Funktionen in £, hochstens vom Grade u —1,
80 bestimmen daB

(3) 01 = 0,(0), 02 = 05(0), - u—1 = Bu_1(0),
wird. Ist o eine beliebige Grifie in L(g), so kann man die
mit o konjugierten Grofen so darstellen:
4) @ = ¢ (0) @ = @ (01), -+ Gu—1 = 9 (Qu—1);
worin @ (t) eine rationale Funktion in £ ist.
Da nun g(t) irreduzibel ist, so gilt der Satz § 53, L, den wir
jetzt so aussprechen:
1. Wenn eine rationale Funktion @ (#) in £ eine Wurzel
mit g(f) gemeinsam hat, so verschwinden alle
konjugierten Grofen

2 (0), P(01), ++- P (Qu—1)-

Wenn in einer der Funktionen @, (g), durch die mnach (3)
die Wurzeln von (1) ausgedriickt sind, ¢ durch eine andere
Wurzel ¢, ersetzt wird, so entsteht daraus wieder eine der
Wurzeln; denn ist

9[(0)] = 0,

9[®x(en)] = 0,
und die Reihe der GréfBen

8o ist nach 1. auch

(®) ony @1 (on), O3(0n), -+ Ou—1(0n)
stimmt, von der Anordnung abgesehen, mit der Reihe
(6) ¢ 0:(0), O3(0)s +-- Ou—1(0)

iiberein. Dies wird erwiesen sein, wenn wir zeigen, daB in (5)

keine zwei gleichen Werte vorkommen. Bezeichnen wir der Uber-
Woaeber, Algebra. (Kl Ausg.) 16
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einstimmung halber mit @,(¢) oder @ (o) die Wurzel ¢ selbst, so
folgt aus der Gleichheit zweier der Grofen ()

Q) 0.(en) = @« (0n)
nach dem Satze 1.
©) 0;(0) = Oi(0),

was aber, wenn ¢ von k verschieden ist, nicht mdglich ist. Also
sind zugleich mit den Gréfen (6) auch die Grofen (5) unter-
einander verschieden.

Wir kénnen dies als Satz zusammenfassen:

2. Vertauscht man ¢ mit gz, so geht zugleich jede
mit ¢ konjugierte Grofle in eine bestimmte andere
iiber, und niemals zwei verschiedene in dieselbe.

Wenn wir in allen Funktionen von ¢ statt ¢ eine andere

Wurzel ¢, setzen, so fithren wir eine Substitution aus. Wir
bezeichnen diese Substitution mit

6a = (0 0a), a=0,12..0—1,
wobei unter 6, oder ¢ die identische Substitution (g, 0) ver-
standen wird, die darin besteht, daB ¢ durch sich selbst ersetzt
wird, also alle Zahlen in L(¢) ungedndert bleiben.
Wenn wir in einer beliebigen der Wurzeln (3)

On = O (@)
die Substitution @, ausfiihren, so geht g, in eine andere Wurzel
ox iber, die bestimmt ist durch

® 0 = Oy (0x) = 0,0,(0) = Ox (o).
Es ist also p; dieselbe Funktion von g,, wie @ von o.

Eine beliebige Grofe @ = ¢ (o) des Korpers L2(¢) geht
durch die Substitution 6, in @, = ¢(0,) ilber. Driicken wir @
durch ¢, aus, so ergibt sich eine rationale Funktion ¥, die der
Bedingung geniigt:

o = P(on), @ = P(Qn)-
Es geht also @ in @, iiber durch die Substitution

(10) 62 = (0n, Qk)’

und dies ist nur ein anderer Ausdruck fiir die Substitution (o, ga).
Hierin ist o eine beliebige Wurzel von ¢(¢) und das zu-

gehorige g ist nach (9) durch 6, bestimmt. Man kann aber bei

gegebenem 6, auch g beliebig annehmen und das zugehdrige ox

bestimmen, indem man in @,(¢,) den Index h die Werte
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0,1,2,... ¢ — 1 durchlaufen 1a6t, wobei jede Wurzel g, einmal
zum Yorschein kommt. Also:

3. Jede Substitution 6, kann in der Form (os ox) dar-
gestellt werden, worin entweder g, oder g; eine
beliebig gegebene der w Wurzeln ¢ ist, wihrend
die anderé durch 6, vollig bestimmt ist.

Die Anzahl aller voneinander verschiedenen Substitutionen

d, ist also, die identische Substitution mitgerechnet, gleich dem
Grade u des Korpers Q(¢). Jede dieser Substitutionen fiihrt
die Gesamtheit der GroBen des Korpers £ (o) in sich selbst
itber, so daB jede in eine bestimmte andere iibergeht, und niemals
zwel verschiedene Grofen in die gleiche.

Wir nennen daher die 6, die Substitutionen des Kor-
pers £(o).

Bleibt ® = ¢ (¢) im Kérper £ (o) ungedndert, wenn ¢ durch
Q. ersetzt wird, wenn also

9 (0) = ¢ (ea)
ist, 80 sagen wir, @ erlaubt oder gestattet die Substitution
(0, @;) oder a,.

Die Grofen @, die auller der identischen Substitution keine
Substitution 6, gestatten, sind die primitiven Elemente des
Koérpers £ (o).

4. Eine Gr6Be, die alle Substitutionen ¢, gestattet,

ist notwendig ein Element yon .

Denn eine solche Grofle ist mit allen ihren konjugierten
Groflen identisch, und geniigt also nach § 55 einer Gleichung
ersten Grades in &.

§ 58.
Die Galoissche Gruppe.

Wenn wir in irgend einer Funktion von ¢ die Wurzel ¢
zuerst durch ¢, und dann ¢, durch g, ersetzen, so ist der Erfolg
derselbe, als ob wir gleich von vornherein ¢ mit @, vertauscht
hitten. Setzen wir also

1) 6=1(0, 0a)y 0 = (QM o) ¢ = (95 o),
so ist es fiir das Ergebnis gleichgiiltig, ob wir in den Zahlen
des Korpers & (o) zuerst die Substitution 6 und dann die Substi-
tution ¢’ ausfithren, oder ob wir fiir einmal die Substitution ¢”
machen.

16*
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1. Wir nennen daher ¢” aus ¢ und ¢ komponiert
oder zusammengesetzt, und bezeichnen diese Be-
ziehung durch die symbolische Gleichung

(2) 66 = d".

Da wir nach dem Satze 3. des vorigen Paragraphen in der
Bezeichnung einer Substitution (os, ox) das erste oder das zweite
Element beliebig wihlen konnen, so lassen sich ., 0 so aus-
wihlen, dal 6, ¢ zwei beliebig gegebene unter den u Substi-
tutionen des Korpers L (o) sind; ¢” ist aber dadurch véllig
bestimmt. Ebenso ist aber auch, wenn ¢ und 6" gegeben sind
¢ eindeutig bestimmt. Denn wahlen wir ¢ beliebig, so ist o,
durch ¢ vollig bestimmt und @, durch 6", womit auch ¢’ = (ga, 05)
gegeben ist. Ist endlich ¢’ und ¢” gegeben, so ist ¢ eindeutig
bestimmt, da zunichst ¢, durch ¢” und dann ¢, durch ¢’ be-
stimmt ist. Wir haben daher:

2. Von den durch die symbolische Gleichung ¢’ = ¢”
verbundenen drei Substitutionen des Korpersf(p)
konnen irgend zwei beliebig gegeben sein, wih-
rend die dritte dadurch eindeutig bestimmt ist.

Es ist bei dieser Komposition aber wohl auf die Reihenfolge
der Komponenten zu achten, weil 66’ von 6’6 verschieden sein
kann, d. h. bei der die Komposition ausdriickenden symbolischen
Multiplikation gilt nicht das kommutative Gesetz der gewdhn-
lichen Multiplikation; wohl aber gilt das assoziative Gesetz, das
sich in folgendem Satz ausspricht:

3. Sind ¢, ¢, ¢” irgend drei der g Substitutionen des
Korpers £(o), so ist
®3) (66")¢"” = 6(d'd").
Der Beweis ist sehr einfach; denn nach dem Satze 3., § 57,
konnen wir @, Qs ©. SO bestimmen, daB

€)) 6 =1(0, 0a)y 0 = (0as 01); 0" = (v Qc)s
und dann ist
66" = (0, ¢), (66')0" = (@, &) (0n 0) = (0, €c)s
0’6" = (94 0c)y  6(6'0") = (0, a) (0ar ©c) = (@) Qo)
Wir bezeichnen daher kurz die aus den drei Substitutionen
6, ¢, 6" zusammengesetzte Substitution mit
G6a' 6",
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und konnen iiberhaupt aus beliebig vielen Komponenten eine
bestimmte Substitution

6a’'c"a" ...

dadurch zusammensetzen, daB wir nacheinander immer zwei
benachbarte unter den Komponenten zu einer Substitution ver-
einigen, bis das ganze symbolische Produkt sich auf eine ein-
zige Substitution zusammengezogen hat. Denn wir kénnen nach
§ 57, 3. setzen:

6 = (0, 0a)y 0 = (Qay 00)y 0" = (00 0c)y 0" = (Qc) Q0),
und erhalten immer

(0) 0a) (Qas @) (€5, 00) (01 0c) = (0, 0c),
was offenbar auf eine beliebige Anzahl von Komponenten aus-
gedehnt werden kann.

Die Substitutionen eines Normalkorpers haben
also die charakteristischen Kennzeichen einer
Gruppe. Sie heifit die Gruppe der Substitutionen
des Korpers 2(¢) und mag mit G, bezeichnet
werden.

Wir haben schon im § 48 jede Gruppe mit einer Permu-
tationsgruppe in Bezichung gesetzt. Diese Permutationsgruppen
erhalten nun fiir die Algebra eine besondere Bedeutung. Wir
waren namlich ausgegangen von einer beliebigen Gleichung mten
Grades ohne mehrfache Wurzeln, F'(z) = 0, und erhielten daraus
einen Normalkérper & (¢), wenn wir eine Funktion ¢ der Wurzeln
nahmen, die durch jede Vertauschung einen anderen Wert er-
hilt. Durch diese Funktion ¢ kénnen alle Wurzeln von F(x)
rational in Q ausgedriickt werden:

o = 21(0)y o = %2(0), ... Ot = Zm(0):

Diese o sind also Zahlen in &(¢) und sie erfahren eine
Permutation durch jede Substitution (¢, ¢,). Fiihrt man alle
Substitutionen der Gruppe G, aus, so erhdlt man eine Permuta-
tionsgruppe P, die mit G, isomorph ist. Wir nennen sie die
Galoissche Gruppe der Gleichung F = 0. Sie hat ebenso
wie G, den Grad der Galoisschen Resolvente g(¢) = 0. Wenn
man statt von ¢ von einer anderen Funktion derselben Art aus-
gegangen wire, so hitte man zwar eine andere Resolvente, aber
keinen anderen Korper £(¢) und keine andere Permutations-
gruppe P bekommen.
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Von einer Funktion der Wurzeln «, die ihren
Wert nicht d4ndert, wenn die Wurzeln der Permu-
tation = unterworfen werden, sagen wir (wie bei
den Substitutionen), sie gestatte die Permuta-
tion .

Dann kann die Galoissche Gruppe P durch folgende Eigen-
schaften charakterisiert werden:

a) Jede rationale Gleichung in &, die zwischen den
m Wurzeln von F'(x) besteht, bleibt richtig, wenn
die Wurzeln irgend einer Permutation der Galois-
schen Gruppe unterworfen werden.

b) Jede rationale Funktion in & von den m Wurzeln
von F(z), die simtliche Permutationen der Galois-
schen Gruppe gestattet, ist eine Zahl in Q.

Denn driicken wir die Wurzeln « von F(z) als rationale
Funktionen von ¢ aus, so geht eine Funktion der Wurzeln & imn
eine Funktion ¢ (¢) iitber. Hat man zuvor eine Permutation der
Galoisschen Gruppe ausgefiihrt, so erhdlt man eine der kon-
jugierten Zahlen ¢(o,), die aus ¢ (o) durch eine Substitution
6, = (0, 0) entsteht. Ist nun ¢(¢) = 0, so sind nach dem
Satz §57, 1. auch alle konjugierten ¢ (¢,) = 0, womit a) bewiesen
ist; und sind die konjugierten GréBen ¢ (¢.) alle einander gleich,
so ist ihr gemeinsamer Wert nach § 57, 4. in & enthalten, wo-
durch b) bewiesen ist.

Zu a), b) kommt noch als drittes:

c) Wenn irgend eine Permutation = der Wurzeln
von F(z) auf alle rationalen Gleichungen in £,
die zwischen den Wurzeln bestehen, anwendbar
ist, so gehort = der Galoisschen Gruppe an, und
die Galoissche Gruppe kann daher auch erklirt
werden als der Inbegriff aller Permutationen, die
auf simtliche rationale Gleichungen zwischen den
Wurzeln anwendbar sind.

Denn nach § 14 kann man ¢ als rationale (z. B. lineare)
Funktion der m GroBen o, o, ety ... Gty 80 annehmen, daB
alle m! Werte, die man durch die m! iiberhaupt moglichen Per-
mutationen der « daraus erbilt, voneinander verschieden sind.
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Ist dann g(f) = 0 die Galoissche Resolvente von F(x) = 0,
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