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VORWORT. 

Als mir vor Jahren von der Verlagsbuchhandlung der Vor
schlag zu einer neuen Auflage des ersten Bandes meines Lehr
buches der Algebra gemacht wurde, glaubte ich aus zwei Gründen 
nicht darauf eingehen zu können. Einmal, weil ich das Lehrbuch 
der Algebra, das als ein Ganzes geplant war, nicht durch be
sondere Ausgabe des ersten Bandes in zwei Teile zerreißen wollte, 
dann auch, weil ich zu einer Neubearbeitung des Ganzen in meinem 
Alter nicht mehr die Kraft fühlte. Ich war daher der Verlags
handlung sehr dankbar, daß sie auf meinen Vorschlag einer kleinen 
Ausgabe des Lehrbuches als ein in sich abgeschlossenes Ganze 
einging. So ist das vorliegende kleine Lehrbuch entstanden. Ich 
wollte mich dabei aber nicht auf das ganz Elementare und 
überall zu Findende beschränken, und so ist denn auch von den 
schwierigeren Partien der Algebra einiges mit aufgenommen worden, 
um auch dem kleinen Lehrbuch mehr selbständiges Interesse zu 
geben. Daß dabei die Grundzüge der Theorie der algebraischen 
Zahlen nicht fehlen durften, wird der Leser verstehen. Auch 
manche Verbesserungen und Erweiterungen hat der Text erfahren. 

Es bleibt mir noch übrig, den Fachgenossen, die mich durch 
sachkundigen Rat bei der Korrektur unterstützt haben, besonders 
den Herren Löwy, Epstein und Levi, meinen Dank zu sagen. 
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Erster Abschnitt. 

Determinanten. 

§ 1. 

Permutationen. 
Eins der kräftigsten Hilfsmittel der Algebra sind die Deter

minanten. Begriff und einfachste Rechenregeln gehören heute 
wohl zu den allgemein bekannten Elementen und die tiefer ein
dringende Theorie hat in Lehrbüchern eingehende Darstellungen 
gefunden, unter denen aus älterer Zeit Baltzer (Theorie und 
Anwendung der Determinanten) und unter den neueren Kowa
le w s ki (Einführung in d1e Determinantentheorie) genannt seien. 
Es wird daher genügen, wenn wir uns hier auf eine kurze Dar
legung und Ableitung der Sätze beschränken, die wir in der Folge 
gebrauchen. 

Das System der n Ziffern 
(1) 1, 2, 3 ... n 

läßt sich bekanntlich auf n l = 1 . 2 . 3 ... n verschiedene Arten 
anordnen, diese Anordnungen heißen Permutationen. Sind 
o:ll o:2 ..• a,. dieselben Ziffern wie (1), in irgend einer Reihen
folge, so ist 

m = «u O:u O:s • . • 0:,. 

eine solche Permutation. 
I. Man kann jede Permutation lll aus jeder anderen 

auf unendlich viele Arten durch wiederholte Ver
tauschung zweier Ziffern oder Transpositionen 
herleiten. 

Man erkennt dies, wenn man zuerst eine Ziffer ~~, die nicht 
an vter Stelle steht, mit v vertauscht und so fortfährt, bis alle 
Ziffern die gewünschte Stelle haben. 

Wir wählen nun n beliebige, aber untereinander verschiedene 
Zahlenwerte 
{2) all a2, as ... a,. 

Weber, Algebra. (Kl. Ausg.) 1 



2 Erster Abschnitt. § 2. 

und bilden das Produkt aller Differenzen je zweier dieser Zahlen: 

P = (a1 - a2) (a1 - a8) ..• (a1 - an) 
(3) (a2 - a8) ... (a2 - an) 

Das Produkt 

1!' = (aal- aa2) (aal - aaa) ... ( aa, - aan) 

(4) ( aa. - aa3) ... ( aa2 - aan) 

(aan-1- aa,.) 

hat denselben absoluten Wert wie P, aber das entgegengesetzte 
Vorzeichen, wenn unter den Faktoren von P' eine ungerade 
Anzahl das entgegengesetzte Vorzeichen wie die entsprechende 
Differenz von P hat. 

ll. Man unterscheidet hiernach die Permutationen 
~ in zwei Arten: 

Erste Art solche Permutationen, für die das 
Vorzeichen von P' dassei be ist, wie das von P; 
zweite Art solche Permutationen, für die P 
und P' das entgegengesetzte Vorzeichen haben. 

Da P dureh eine Transposition (z. B. durch Vertauschung 
von 1 mit 2) das Vorzeichen ändert, so folgt: Die Permuta
tionen der ersten Art bestehen aus einer geraden, 
die der zweiten Art aus einer ungeraden Anzahl von 
Transpositionen. 

Hieraus ergibt sich, daß durch eine Transposition jede Per
mutation der ersten Art in eine der zweiten Art und jede der 
zweiten Art in eine der ersten Art übergeht, und folglich: 

lll. Es gibt ebensoviel Permutationen erster, wie 
zweiter Art, nämlich i nl 

§ 2. 

Determinanten. 
Wir betrachten jetzt ein System von ns beliebigen Größen, 

mit denen die rationalen Rechenoperationen ausgeführt werden 
können. Zu einer einfachen Bezeichnung dieser Größen wählen. 
wir einen Buchstaben mit einem doppelten Index a~k), worin i 
sowohl als k die Reihe der Ziffern 1, 2, 3 ... n durchlaufen soll. 



§ 2. Determinanten. 3 

Zur besseren Übersicht ordnen wir diese Größen in ein Quadrat, 
so daß alle a mit demselben oberen Index in einer Horizontal
reihe, alle a mit demselben unteren Index in einer Vertikalreihe 
stehen, und bezeichnen dies Quadrat mit LI, also: 

(1) 

a}ll, a~t), a~ll . . . a~t) 

a\2l, a~2l, a~2l . . . a~l 

LI = a~8l, ai8>, a~8l • • • a~> 

Die Horizontalreiben beißen auch Zeilen, die Vertikalreihen 
Kolonnen oder S p a 1 t e n. Die Größen af•> heißen die Elemente 
des Systems LI. 

Wir wollen aber unter dem zwischen vertikalen Strichen 
eingeschlossenen Quadrat nicht nur den Komplex der Größen a 
verstehen, sondern eine bestimmte arithmetische Verbindung 
dieser Größen, die sich ausrechnen läßt, sobald die a numerisch 
gegeben sind, und die wir jetzt beschreiben wollen. 

Man bilde das .Produkt aller Elemente a, die in der von 
links oben nach rechts unten gebenden Diagonale stehen: 

(2) 

leite daraus nl Produkte M, M', M" ... her, indem man die 
unteren Indices permutiert, und gebe jedem so entstandenen 
Produkt das positive oder negative ,il;eichen, je nach
dem die augewandte Permutation zur erst-en oder 
zur zweiten Art gehört: 

(3) M' = ±a<1> a<2> ... a<n>, 
"t «2 "n 

Die Summe aus diesen mit Vorzeichen versehenen 
Produkten 

M + M; + M" + .. · = l:M 

soll LI sein. LI wird die Determinante der n2 Elemente alj<> 
genannt, und zwar, wenn die Unterscheidung notwendig ist, eine 
n-reibige Determinante (auch Determmante nten Grades 
oder nter Ordnung). Das Glied M dieser Summe, d. b. also das 
Produkt aller in der Diagonale des Quadrates stehenden Elemente, 
wird das Hauptglied genannt. 

Die Bezeichnung (1) ist in vielen Fällen zu umständlich; es 
sind daher noch andere, kürzere Zeichen im Gebrauch. So setzt 

1* 
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J aco bi, indem er nur das Hauptglied der entwickelten Deter
minante ausführlich schreibt: 

(4) 

und Kronecker noch kürzer: 

(5) 

Beide Bezeichnungen sind aber nur dann ganz deutlich, 
wenn die Elemente in der hier vorausgesetzten Weise durch 
zwei Indices bezeichnet sind, und durchaus unanwendbar 1 wenn 
die Elemente z. B. numerisch gegeben sind. 

Es kommen bisweilen Determinanten vor, bei denen 

a~k> = a~•) 

ist, bei denen also in ·(1) die symmetrisch zur Diagonale des 
Quadrates stehenden Elemente einander gleich sind. Wir werden 
in diesen Fällen gewöhnlich beide Indices (um ihre Gleichwertig
keit anzudeuten) unten hinsetzen, also 

ai,k = ak,i 

setzen. Solche Determinanten heißen s y m metrisch. 
Wenn wir in dem Produkt 

(6) M' = ± a<l> a<2> ••• a<,.> 
"1 "2 "n 

die Faktoren umstellen, so ändert sich sein Wert nicht. Wir 
können also die Faktoren auch so anordnen, daß die unteren 
IndiCes in ihrer natürlichen Reihenfolge 1, 2 . . . n erscheinen. 
Dabei werden dann die oberen Indices in einer gewissen Weise 
permutiert erscheinen, also .M' die Form erhalten: 

(7) 

WOI'ln 

ebenso wie 
Cß11 ß2 • • • ßn) = ~~ 

c~. (IG2 ••• an)= sn 
eine Permutation der Ziffern 1, 2 ... n bedeutet. Man kann die 
Anordnung ~ dadurch erhalten, daß man in den Faktoren von 
M' die Transpositionen, die zu sn geführt haben, von der letzten 
anfangend, rückgängig macht, um in der Reihe der unteren 
Indices wieder die ursprüngliche Anordnung zu erhalten. Die 
dabei sich ergebende Reihenfolge der oberen Indices ist dann 
die Permutation ~. Es folgt daraus, daß ~ zur ersten oder zur 
zweiten Art gehört, je nachdem sn zur ersten oder zur zweiten 



§ 2. Determinanten. 

Art gehört, da beide durch die gleiche Anzahl von Transposi~ 

tionen entstehen. Die Gesamtheit der ~ stellt ebenso wie die 
Gesamtheit der ~( alle Permutationen der n Elemente dar, da 
zwei verschiedene lll niemals zu demselben m führen können. 
Damit ist bewiesen: 

IV. Die Determinante L1 kann auch dadurch gebildet 
werden, daß man in dem Hauptgliede a~1> a12> ... a~> 
die oberen Indices auf alle möglichen Arten per
mutiert, jedem der so gebildeten Produkte das 
positive oder negative Zeichen gibt, je nachdem 
die augewandte Permutation zur ersten oder 
zweiten Art gehört, und dann die Summe aller 
dieser Produkte nimmt. 

In der Darstellung (1) von L1 werden durch die oberen 
Indices die Zeilen, durch die unteren Indices die Kolonnen 
gekennzeichnet, und demnach können wir diesem Satze auch den 
folgenden Ausdruck geben: 

V. Eine Determinante ändert sich nicht, wenn die 
Zeilen zu Kolonnen und die Kolonnen zu Zeilen 
gemacht werden. 

Wenn wir in den sämtlichen. Anordnungen lll, lll', lll" . . . der 
n Elemente irgend zwei Elemente miteinander vertauschen, so 
bleibt die Gesamtheit dieser Anordnungen ungeändert, aber es 
geht jede Anordnung erster Art in eine Anordnung zweiter 
Art über und umgekehrt. Wenn wir also in den Gliedern 
M, M', M" ... , aus denen L1 zusammengesetzt ist, irgend zwei 
untere Indices vertauschen, so geht jedes Glied mit positivem 
Zeichen in ein anderes über, das in L1 mit dem negativen Zeichen 
behaftet war und umgekehrt, also ändert L1 sein Vorzeichen. 
Daraus folgt mit Hilfe von V. der Satz: 

VI. Wenn man zwei Zeilen oder zwei Kolonnen mit
einander vertauscht, so ändert die Determinante 
nur ihr Vorzeichen, 

und daraus allgemeiner: 

VII. Wenn in einer Determinante die Zeilen oder die 
Kolonnen permutiert werden, so ändert sich der 
absolute Wert nicht, und das Vorzeichen ändert 
sich nicht oder geht in das entgegengesetzte 
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über, je nachdem die augewandte Permutation 
zur ersten oder zweiten Art gehört. 

Aus VI. erhält man den folgenden Fundamentalsatz: 
VIII. Wenn in zwei Zeilen oder in zwei Kolonnen die 

an gleicher Stelle stehenden Glieder einander 
gleich sind (kürzer ausgedrückt: wenn zwei Reihen 
einander gleich sind), so hat die Determinante 
den Wert Null. 

Denn die Vertauschung der zwei Reihen ändert nach VI. 
das Zeichen, kann aber andererseits, da beide Reihen identisch 
sind, nichts ändern, so daß für L1 nur der Wert Null übrig bleibt. 

§ 3. 

Unterdeterminanten. 
In jedem Gliede der entwickelten Determinante 

~ ± a~1> a~> •.. a~n>, 
deren Wert wir jetzt mit A bezeichnen wollen, kommt jede 
der Zahlen 1, 2 ... n ein- und nur einmal als unterer Index 
vor. Es wird also ein gewisser Komplex von Gliedern den Faktor 
a~> enthalten, ein anderer Komplex den Faktor a~> usf., endlich 
ein Komplex den Faktor a~n>; jedes Glied der Determinante kommt 
in einem und nur in einem dieser Komplexe vor. 

Bezeichnen wir also den ersten dieser Komplexe mit ar> Ap>, 
den zweiten mit al2> Al2>, den letzten mit a~n> A~n>, so können wir 
die Determinante folgendermaßen darstellen: 

(1) A = a<lJ ..f(IJ + a<2J A<2J + ... + a<n>A<n> 1.., 1 1 1 1' 

An Stelle des unteren Index 1 hätten wir ebensogut jeden 
anderen, v, herausgreifen und daher 

(2) A = a<1> A<1> + a<2l A<2> + · .. + a<n> A<n> 
" ." 7 l! " " 

setzen können. Darin bedeutet das Produkt a~> A~> den 
Komplex aller Glieder der Determinante, die den Faktor 
a~> enthalten. 

Da dieselben Regeln wie für die unteren, so auch für die 
oberen Indices gelten, so kann man die Determinante auch noch 
in der folgenden Weise schreiben: 
(3) A = a(l'>A(l'> + a(l'>A(l'> + ... + a(l'>A(l'> 

1 1 z s " n ' 

worin 1-' gleichfalls jeden der Indices 1, 2 ... n bedeuten kann. 
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Die hierdurch vollständig definierten Größen A~> beißen die 
Unterdeterminanten der Determinante A. Um ihre Bildungs
weise genau kennen zu lernen, betrachten wir zunächst den 
Komplex a~1> A~1>. Man erhält ihn, wenn man in dem Produkt 

ap; a12) ••• a~n> 

den unteren Index 1 ungeändert läßt und nur die übrigen In
dices 2, 3 ... n auf alle Arten permutiert und die Summe der 
entstandenen Glieder mit Rücksicht auf die Zeichenregel bildet, 
d. h. es ist .Ail> die ( n - 1)- reihige Determinante: 

a~2l' a~2J . . . a~> 

(4) .Aill = a~s)' a~s> •.. a~> 

a~n>, a~n) •.. a~n> 

oder die Determinante, die man aus A erhält. wenn man in dem 
A darstellenden Quadrat [§ 2, (1 )] die erste Zeile und die erste 
Kolonne wegläßt. 

Daraus ergibt sich leicht die Bedeutung von A~>; man kann, 
inden1 man v - 1 Zeilenvertauschungen vornimmt, die vte Zeile 
zur ersten machen, und wenn man noch 1-' - 1 Vertauschungen 
der Kolonnen hinzunimmt, die 1-' te Kolonne zur ersten; im übrigen 
bleiben die Reihen in ihrer Aufeinanderfolge ungeändert. Die 
Determinante selbst hat den Faktor (- 1}u+• angenommen und 
ist dem absoluten Werte nach ungeändert geblieben. In der so 
umgeänderten Reihenfolge ist aber das Element a<:> an die Stelle 
des Elementes a~1> getreten, und daraus schließt man auf folgendes 
Bildungsgesetz: 

Man erhält die Unterdeterminante A~> dadurch, daß 
man in dem die Determinante darstellenden Quadrat die 
beiden Reihen wegläßt, die sich in a~u> kreuzen, und den 
Faktor (- q+.u hinzufügt. 

Wenn die Elemente af unabhängige Variable sind, so ergibt 
sich durch Differentiation von (1) oder (2) nach a~>: 

(5) IJI.>- oA. 
A. - oaiJI.> 

• 
Da der untere Index v in A~J gar nicht vorkommt, so 

ändert sich A~> nicht 1 wenn der untere Index v durch einen 
anderen ersetzt wird. Dann aber verschwindet nach § 2, VII. 
die Determinante. Wir erhalten demnach aus (2) die folgende 
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wichtige Relation, m der p,, v irgend zwei voneinander ver
schiedene Ziffern 1, 2 ... n sein können: 
(6) 0 = a~> A?> + a~> A~2> + ... + a~"> A~">, 
und ebenso bekommt man aus (3): 

(7) 0 = a'f'> Ai•> + at> A~v> + · · · + a?:> A~>. 
Wenn wir die Relation (6) mit einem beliebigen Faktor l 

multiplizieren und zu (2) addieren, so erhalten wir die Formel: 

(8) A = (a~1> + la~1>) A~1> + (a~2> + l a~2>) 4~2> + 
. · · + ( a~"> + l a~>) A~">, 

die uns den folgenden Satz ausdrückt: 
IX. Die Determinante ändert ihren Wert nicht, 

wenn man zu den Elementen einer Zeile die 
mit einem beliebigen gemeinschaftlichen Faktor 
multiplizierten entsprechenden Elemente einer 
anderen Zeile addiert. 

Wenn die oberen Indices wirkliche Potenzexponenten be
deuten, so ist der Wert der Determinante: 

(9) 

gleich 

1, ~. af ... a~- 1 

LI= 
1, a2, ai ... a:-1 

1, a,., a~ ... a:- 1 

(a2 - ~) (a3 - a1) ••• (an - ~) 
(a 8 - a2) ••• (an - a2 ) 

(an - an-1)• 

Man beweist dies nach IX., wenn man jede der ( n - 1) ersten 
Spalten mit a1 multipliziert von der folgenden subtrahiert und 
so fortfährt. 

Wir suchen alle Glieder der entwickelten Determinante A 
auf, die den Faktor 

ail> a~2J • . . a~•> 
enthalten, worin v eine beliebige Zahl unter n sein kann. 

Diese Glieder erhalten wir aus dem Hauptgliede 
a (l) a<2J a<•> a<• + 1) a<n> 

1 2 • • • ... ... +1 • • • ,. ' 

wenn wir bei der Permutation der unteren Indices 1, 2 ... v un
geändert lassen und nur v + 1 ... n auf alle Arten permu
tieren, unter Berücksichtigung der VorzeichenregeL 
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Demnach ist der Inbegriff der gesuchten Glieder 

a(Y+ 1) a(Y+ 1) 
Y+l ... n 

(10) 
a~n-l- 1 ... a~J 

X. Die hier als Faktor auftretende Determinante 
von n- v Reihen, die wir mit .A~; ~::::bezeichnen, 
entsteht aus .A durch Weglassen der v ersten 
Zeilen und Kolonnen. 

Dieses Resultat wollen wir nun auf folgende Art verall
gemeinern: 

Wir wählen irgend v Elemente 

a~1>, aCft ... a~·) 

aus, jedoch so, daß nicht zwei Elemente m derselben Zeile oder 
in derselben Kolonne vorkommen, d. h. so, daß nicht zweimal 
derselbe untere oder derselbe obere Index vorkommt, und be
zeichnen den Inbegriff der Glieder der Determinante, die das 
Produkt dieser Elemente als Faktor enthalten, mit 

(11) 

Man kann durch Umstellen von Zeilen und Kolonnen, wo
durch höchstens das Zeichen der Determinante geändert wird, 
immer erreichen, daß die Elemente 

(12) 

an die Stelle der Elemente 

a~1>, a~> .. . a~•> 

gelangen; dann aber läßt sich die Regel X auf die Bestimmung 
von Aß1' ß2 • • • fJy anwenden, und es ergibt sich: 

«t, a2 ••• a._, 

XI. Man erhält (vom Vorzeichen abgesehen) A!~:=~:::~: 
als (n - v)-reihige Determinante, wenn man in 
A alle Zeilen und Kolonnen wegläßt, die sich 
in einem der Elemente (12) schneiden, und die 
übrig bleibenden Zeilen und Kolonnen in ihrer 
Reihenfolge stehen läßt. 

Für die Zeichenbestimmung aber ergibt sich folgende Vor
schrift. 
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Man ordne die unteren und die oberen Indices 1, 2 ... n 
m der Weise: 

(13) 
€tt1 IX2 ... IX,, IX,+ 1 ... IX,. 

ßl, ß2 ... ß., ß•+l ... ß,., 
indem man IX,+ 1 ... IX,. und ebenso ß7+t ... ß,. der Größe nach 
aufeinander folgend annimmt. 

XII. Die in XI. beschriebene (n- v)-reihige Deter
minante erhält das positive oder negative 
Zeichen, je nachdem die beiden Anordnungen 
(13) der Ziffern 1, 2 ... n beide zu derselben 
oder zu verschiedenen Arten gehören. 

Denn die Determinante ändert ihr Zeichen durch jede V er
tauschung zweier unterer oder zweier oberer Indices. Um den 
allgemeinen Fall (11) auf den besonderen Fall (10) zurückzu
führen, hat man so viele Transpositionen oberer und unterer 
Indices vorzunehmen, daß die Permutationen (13) beide in die 
ursprüngliche Anordnung 1, 2, 3 ... n üoergehen, und ebenso 
viele Zeichenwechsel haben stattgefunden. 

Die so definierten Größen 
.Afll• {12 • .. tJ. 

"tt a2 •• • a, 

heißen die vten Unterdeterminanten oder U n terdeter
minanten vter Ordnung. Sie sind dargestellt durch (n-v)
reihige Determinanten. 

Aus XII. folgt in bezug auf diese Unterdeterminanten der 
Satz: 

XIII. D . u d t . .Aflt.{/2 ... (J • .. d 'h 1e nter e erm1nante "t.'"ll···"> an ert nur 1 r 
Vorzeichen, wenn zwei ihrer unteren oder zwei 
ihrer oberen Indices vertauscht werden, oder all
gemeiner: sie bleibt dem absoluten Werte nach 
ungeändert, wenn die Anordnung der Indices 
~X1 , ~X2 ... IX, durch irgend eine andere Anordnung 
ersetzt wird und ändert das Zeichen oder nicht, 
je nachdem diese Permutation zur zweiten oder 
zur ersten Art gehört. 

Bezeichnen wir aber mit ~X]., ~X2 •.• IX~ irgend eine Anordnung 
der ~X11 ~X2 ••• IX,, so enthält die Determinante .A auch den Kom
plex der Glieder 



§8. U nterdeterminanten. 11 

und wenn wir also alle diese Glieder sammeln, so erhalten wir 
den Komplex: 

(14) .Aflto flz • • • {J, "' + (/Jt) (/Ji) (fl•) 
"to a2 •.• a, ""' - aal aa. . . . aa. • 

Die hier auftretende v-reihige Determinante 

aCfJll a<lhl a CfJ1> 
a1 ' a2 • • • a_. 
@i) <fl2l (/Jsl aal ' aa2 ... aa, 

ll ' d' A{J1' {Jz ''' {J, k l t'' U t d t wo en Wir 1e zu "t• a 2 ••. a, omp emen are n er e er-

minante nennen und mit .zl~ !: ::: ~: bezeichnen. Sie enthält 

d. Z 'l d K l d' . .Aflto fl2 ... fJ, f hl d genau 1e e1 en un o onnen, 1e m "t. az ... a, e en un 

stimmt, abgesehen vom Vorzeichen, mit der Unterdeterminante 
(n - v)ter Ordnung 

überein. Der Komplex der Glieder (14) wird also bezeichnet mit 

(1o) 

Wählen Wir nun für cx1 , u2 • • • cx, jede Kombination von v 
der Ziffern 1, 2 ... n, so erhalten wir, indem wir ß11 ßs ... ß, 
festhalten, ebenso viele Komplexe der Form (15) und jedes Glied 
der Determinante .A kommt in einem und nur in einem dieser 
Komplexe vor. Demnach erhalten wir, wenn wir alle Aus
drücke (15) summieren, den Satz von Laplace. 

XIV. Die Determinante .A ist: 

(16) 

Selbstverständlich kann man auch die Kombination der u 
festhalten und in bezug auf die ß summieren. 

Dies ist der Satz von Laplace. 
Als häufig vorkommender spezieller Fall mag der erwähnt 

werden, wo ß1, fJ2 ••• ß, = 1, 2 ... v und wo a~> = 0 ist, wenn 
r einen der Werte 1, 2 ... v und gleichzeitig s einen der Werte 
'II + 1 ... n hat. Dann werden alle .A1• 2 · · · • = 0, mit Aus-t:Jt,a2 ... a,. 
nahme von A~; ~ : : : ; , und man erhält 

A _ .A1, s . . . • B1, 2 ••• • 
- t, 2 .. 0 'JI 1, 2 • 0 • ,. • 
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Der Satz wird durch folgendes Diagramm veranschaulicht, 
in dem das ganze Quadrat die Determinante A vorstellt, und 
wo in dem schraffierten Rechteck lauter Nullen stehen. Sind 
dann B und C die in den beiden kleinen Quadraten stehenden 
Detenninanten von v und n - v Reihen, so ist 
(17) A = BC. 

Noch eine andere Darstellung der Determinante A durch 

Fig. 1. 

0 

die ersten und zweiten Unterdeter
minanten erhält man auf folgende 
Weise. 

Man wähle in A irgend zwei 
Reihen aus, die sich in einem Ele
mente, etwa in a;u>, schneiden. In 
jedem Gliede von A kommt ein Ele
ment mit dem unteren Index v und 
ein Element mit dem oberen Index t.t 
vor. Wir haben also zunächst in A 
den Komplex a;"> A;"> und ferner die 
verschiedenen Komplexe a~> alf'> A;:~, 

worin i jeden von p. verschiedenen und k jeden von v verschiedenen 
Ind~x bedeuten kann. 

XV. Wir können daher setzen: 

oder nach XIII. 

(18) A - aiJL> AIJL> - ~ka<•)aiJL> A"'i 
- ." 1' ~ " 1c .. ,k· 

Wir bemerken zu diesem Satze noch, daß A~,'~ die dem Ele
mente a~0 entsprechende erste U n terdet arminan te der 
(n - 1)-reihigen Determinante A;"> ist; denn A~·: ist der Koeffi
zient von a~f> a~> in der Entwickelung von A und 'A~f> der Koeffi
zient von a~f>, folglieb A~;t der Koeffizient von a~> in der Deter
minante Alf>. 

Man kann nach diesem Satze die sogenannte geränderte 
Determinante 

(19) 

a~1>, a~1> ••• a~>, u1 

a~2> , a~~> ... a~>, u2 

ai">, a~"> ... a~">, u,. 
v2 , v~ ... v,., q 
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nach den Elementen der letzten Zeile und Kolonne entwickeln 
und erhält 

i 7< <•) 
(20) U = q.A.- ~ ~ u;v,..A..,.. 

Man erhält diese Gleichung aus (18), wenn man n in n + 1 
verwandelt, und die Elemente der letzten Zeile und Kolonne 
durch eine andere Bezeichnung auszeichnet. 

Ersetzt man q durch q - u, worin u wieder eine beliebige 
Größe ist, so ergibt sich die oft augewandte Formel: 

(21) 

a~1>, a~l) ... a~>, U 1 

a~2>, a~2> ••• a~>, u2 

ain>, a~n) ... a;:'', u,. 
vll v 2 ••• Vn 1 q-u 

- U- .A.u, 

worin U die Bedeutung (19) hat. 
Auch bei den höheren Unterdeterminanten ist bisweilen die 

Bezeichnung durch Differentialquotienten zweckmäßig, so daß z. B. 

(22) 

gesetzt wird. 

§ 4. 

Lineare homogene Gleichungen. 
Die hauptsächlichste Anwendung der Determinanten ist die 

Auflösung linearer Gleichungen. 
Wir wollen hier die Aufgabe gleich in allgemeinster Weise 

in Angriff nehmen, da die spezielle Form kaum eine Verein
fachung ist und sich nachher leicht aus dem allgemeinen Resul
tate ableiten läßt. 

Wir betrachten ein System von m Gleichungen ersten Grades, 
in denen n Unb6kannte x11 x2 ••• Xn homogen vorkommen: 

a~1 > X1 + a~1> X 2 + · · · + a~) Xn = 0 

(1) ai2> X1 + a~> x2 + · · · + a~> x~ = 0 

a<mlx1 + a<m>x + ··· + a<m>x = 0 1 2 2 n n I 

worin die Koeffizienten a~> als gegebene Größen betrachtet 
werden. Über die Zahlen m, n wollen wir vorläufig noch gar 
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keine Voraussetzung machen, sondern uns allgemein die Aufgabe 
stellen, alle Wertsysteme der Xu Xt· .• Xn zu ermitteln, die den 
Gleichungen (1) genügen. 

Eine Lösung der Gleichungen (1) können wir sofort angeben: 
sie sind nämlich, was auch die Koeffizienten a~"> sein mögen, 
erfüllt, wenn 
(2) x1 = 0, x2 = 0, .. . x .. = 0. 

Einen anderen extremen Fall können wir noch erwähnen; 
wenn nämlich die Koeffizienten a~> sämtlich den Wert Null 
haben, dann sind die Gleichungen (1) für beliebige Werte von 
X1, x2 • • • x,. befriedigt. 

Der allgemeinen Beantwortung der Frage schicken wir fol
gende Bemerkungen voraus. 

Wir schreiben das System der Koeffizienten von (1) in Form 
eines Rechtecks 

a <ll afll a<l> 
1 ' 2 .. • .. 

(3) a~>, a~> .. . a~> 

Ein solches Schema, das für sich noch keine numerische 
Bedeutung hat, heißt eine Matrix und ist die Quelle einer 
größeren Anzahl von Determinanten. 

Die der Matrix entstammenden Determinanten er
hält man, wenn man beliebige Zeilen und Kolonnen weg
läßt, in beliebiger, nur insoweit bestimmter Anzahl, daß 
die übrig bleibenden Elemente ein Quadrat bilden, und 
dieses Quadrat als Determinante auffaßt. 

So erhält man aus der Matrix einreihige, zweireihige usf. 
Determinanten. Die höchsten Determinanten sind n- oder m-reihig, 
je nachdem n oder m die kleinere Zahl ist (oder n-reihig, wenn 
n = m ist). 

Wir machen nun die Annahme, daß unter den v-reihigen 
Determinanten der Matrix wenigstens eine von Null ver
schieden sei, während die ( v + 1 )-reihigen und folglich auch die 
höheren Determinanten, falls solche vorhanden sind, alle ver
schwinden sollen. v kann jede Zahl sein, die nicht größer als 
die kleinere der beiden Zahlen n oder m ist (oder falls n = m 
ist, diesen gemeinschaftlichen Wert nicht übertrifft). 
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Eine solche Zahl v wird sich immer finden lassen, wenn wir 
den schon erledigten, ganz interesselosen Fall ausschließen, daß 
alle Koeffizienten af> verschwinden. 

Wir können, ohne die Allgemeinheit zu beschränken, znr 
Vereinfachung der Bezeichnung annehmen, die nicht verschwin
dende v-reihige Determinante sei 

a\I>, a~Il ... a~l> 

(4) A = a~>, a~> ... a~2> • 

a~>, a~> . . . a~> 
Denn offenbar steht es uns frei, das Gleichungssystem (1) in 
beliebiger Weise anzuordnen, und ferner können wir die Bezeich
nung der Unbekannten x so wählen, daß irgend v von ihnen die 
v ersten sind. 

Die Unterdeterminanten von A bezeichnen wir wie früher 
mit Af>, worin i, k von 1 bis v gehen. 

Wenn nun zunächst v == n ist, was voraussetzt, daß m nicht 
kleiner als n ist, so haben die Gleichungen (1) keine andere 
Lösung, als die in den Gleichungen (2) enthaltene. 

Denn greifen wir die n ersten der Gleichungen (1) herans: 

a\1> x1 + a~> x2 +···+ a~> x,. = 0 

(5) a~2> x1 + a~> x2 +· ··+ a~> x,. = 0 

a\">x1 + a~">x2 +· ··+ a~>x,. = O, 
multiplizieren diese der Reihe nach mit A~>, A~> ... A~"', worin 
p. jeder der Indices 1, 2 ... n sein kann, und addieren sie, so 
folgt, weil nach § 3, (2) und (6) 

i 
~AC•)ay> = 0 oder= A 
ltl' f' 

ist, je nachdem A. von p. verschieden ist oder nicht, 
Ax~-'- = 0, 

und da nach unserer Voraussetzung A von Null verschieden ist, 
XI-'-= 0. 

Damit ist bewiesen: 
XVI. Wenn ein System von m linearen homogenen 

Gleichungen mitnUnbekannten eine Lösung hat, 
bei der nicht alle Unbekannte verschwinden, so 
müssen, wenn m > n ist, sämtliche n-reihige 
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Unterdeterminanten der Matrix (3) der Koeffi
zienten verschwinden. 

Wir heben den am meisten angewendeten besonderen Fall 
m = n hervor und geben dem Satze für diesen Fall den folgenden 
Ausdruck: 

XVII. Wenn ein System von n linearen homogenen 
Gleichungen mitnUnbekannten eine von Null 
verschiedene Determinante hat, so haben sämt
liche Unbekannte den Wert Null, oder: 

Wenn ein System von n linearen Gleichungen 
mit ebenso vielen homogen vorkommenden Un
bekannten eine Lösung hat, bei der nicht alle 
Unbekannten verschwinden, so verschwindet die 
Determinante des Systems. 

Unter der Determinante eines Systems von n linearen 
homogenen Gleichungen mit nUnbekannten ist hier die 
Determinante aus den n2 Koeffizienten dieser Gleichungen ver
standen. 

Wir betrachten ferner den Fall, daß v kleiner als n ist. 
Da m gleich oder größer als v sein muß, so wählen wir die v 
ersten Gleichungen des Systems (1) und schreiben sie so: 

(6) 

a<l> X 1 + a~> X 2 + .. · + a~1> x. = - a~~ 1 x. + 1 - • • ·- a~> Xn 

a12l x1 + a~> x2 + .. · + a~2> x, = - a~2~ 1 x. + 1 - .. · - a~> Xn 

a<•>x1 + a<7>x2 +···+ a<•>x. =- a<•> x.+ 1 -···- ac•>x 1 2 11 l' + 1 n n• 

Wir bezeichnen wieder mit p, einen der Indices 1, 2 ... v, 
multiplizieren dann die Gleichungen (6) der Reihe nach mit 
...4.~>, ...4.~> •.• A~> und addieren sie. Daraus folgt, wie vorhin, mit 
Benutzung von § 3, (2), (6): 

(7) Axl' =- o.+t,I'X•+1 -···- On,I'Xn, 

wenn zur Abkürzung gesetzt ist: 

• 
(8) 02,,.. = 1~ a~) ...4.~\ A = v + 1, v + 2 ... n. 

Nach § 3, (2) ist 02,1' die Determinante, die aus der durch 
( 4) definierten Determinante dadurch hervorgeht, daß man die 
Elemente der ft ten Kolonne a~>, a~> . .. a~> durch al1>, a}2> ••• a~> 
ersetzt. 
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Durch (7) sind nun, da A von Null verschieden ist, die
x1, x2, ... x. linear ausgedrückt durch Xy+ 1, ... Xn und durch die 
bekannten Größen. 

Es ist nun noch zu zeigen, daß durch die Ausdrücke (7) die 
Gleichungen (1) befriedigt sind, welche Werte auch x.+ 1, ••• Xn 

haben mögen, daß also n - v von den Unbekannten willkürlich 
bleiben, von denen die übrigen v nach (7) abhängig sind. 

Um die Wahrheit dieses Satzes einzusehen, haben wir nur 
die Ausdrücke (7) in die Gleichungen (1) einzusetzen. Man ver
einfacht die Rechnung sehr durch Anwendung eines Summen
zeichens ~. bei dem wir, wie schon oben, die 8ummationsbuch
staben oben, die Grenzen unten anhängen. Zunächst können wir 
dann die Gleichungen (7) so schreiben: 

II i 

(9) Ax~' = - ~ ~ a~> A~1 x11 , 
t'+ 11 ft 11 Y 

p.=1,2, ... v. 

Wir multiplizieren, wenn k irgend eine .der Ziffern 1, 2, ... m 
bedeutet, mit a~> und summieren in bezug auf p.: 

I' II i I' 
(10) A~a~>x.u=-~x~~ ~~a~">a~>A~">, 

1,v ..,+t,n l,r 1,, 
k = 1, 21 ••• m. 

Dazu addieren wir beiderseits die Summe 

und erhalten 

(11) I' II ( i .U ) A ~ a~> x~' = ~ x11 A af:> - ~ ~ a~1 a~> A~1 • 
l,n ?+l,n. 1," 1,.., 

Der Faktor von x11 in der Summe auf der rechten Seite ist 
nach § 3, (20) die Determinante 

(12) 

a~l, a~> ... a~1>, a~> 

ai2>, a~2l ... a~2>, a~> 
' ................. . 
a~l, a~> •.. a~>, aZ'> 

a~~<>, a~> •.. a~>, a7:> 

und verschwindet daher, wenn k < v ist, dann, weil zwei Zeilen 
übereinstimmen, wenn aber k > v ist, nach der Voraussetzung, 
weil dann (12) eine v + 1-reihige Determinante der Matrix (3) 
ist. Wir bekommen also aus (11), da A von Null verschieden ist, 

Weber, Algebr&. (Kl. Ausg.) 2 
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(13) ~ (k) 
~ a14 x~' = 0, 
1,n 

k = 1, 2 ... m, 

d. h. das System der Gleichungen (1) ist durch (7) befriedigt. 

Damit ist bewiesen: 

XVIII. Wenn in einem Sys~em von m linearen homogenen 
Gleichungen mitnUn bekannten alle v+1-reihigen 
Unterdeterminanten ·der :Matrix der Koeffizienten 
verschwinden, so hat das System eine Lösung, in 
der mindestens n- v von der Unbekannten will
kürlich bleiben. Ist m < n, so gibt es immer eine 
Lösung, in der mindestensn-mder Unbekannten 
willkürlich bleiben; 

und hiervon ist ein häufig vorkommender spezieller Fall: 
XIX. Wenn die Determinante eines Systems von n line

aren homogenen Gleichungen mit ebensoviel 
Unbekannten verschwindet, so können die 
Gleichungen so befriedigt werden, daß nicht alle 
Unbekannte verschwinden. 

Wir wollen von dem so bewiesenen Satze noch den anderen 
Fall hervorheben, daß m = n - 1 und v = n - 1 ist. In 
diesem Falle bleibt nur eine der Unbekannten beliebig, und die 
Verhältnisse der Unbekannten sind völlig bestimmt. Wir 
können diesem Resultate folgenden Ausdruck geben: 

Bezeichnen wir die ( n- 1)- reihigen Determinanten der Matrix 

a<ll, a~> . . . a~> 

(14) 
aC2> aC2) ••• aC2) 

1 I 2 n 

a1n-1), a~n-1 ••• a~n-1), 

mit abwechselndem Vorzeichen genommen durch 
Al! A 2, ••• A .. 

und nehmen an, daß wenigstens eine von diesen Größen von 
Null verschieden sei, so ist die Lösung des Systems: 

ai1>x1 + a~1>x2 +···+ a~>x,. = 0 

(15) ai2>x1 + a~2>x2 + .. ·+ a~>x,. = 0 

a<"-1>x + a<n-I>x + .. ·+ a<n-I>x - 0 1 1 2 ll " .. -
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gegeben durch die Verhältnisse 

(16) x1 : x2 : • .. : x,. = A1 : A2 : • • ·: A,.. 
Von den Sätzen ist eine Anwendung die, daß ein Ausdruck 

der Form 

F(x) = A 0 zn-t + A 1 x"-2 + .. ·+ An-2X + An-t 

nicht für n verschiedene Werte a11 a2, ••• a,. von x verschwinden 
kann, außer wenn die Koeffizienten A0 , A 11 ... A,. alle gleich 
Null sind. 

Denn setzen wir die n Gleichungen an: 

F(~) = o, F(a2) = o, ... F(a,.) = 0, 

so ist deren Determinante nach § 3 (9) nicht = 0, und daraus 
folgt, daß die A0, A1, ••• A,._1 = 0 sein müssen. 

§ 5. 

Lineare Substitutionen. 

Ein Ausdruck von der Form 

y = a1 x1 + a9 x2 + · · · + a,. x,. 
heißt eine lineare Funktion von ,x11 x2, ... x,.; m solcher Funk-
tionen 

(1) k = 1, 2 ... m 

heißen linear unabhängig, wenn eine identische, d. h. für 
variable x gültige Relation 

(2) Ädh + A2'!/2 + •" + ÄmYm = 0 

mit konstantem ). nicht anders als für l 1 = 0, A-2 = 0, Äm = 0 
bestehen kann, im anderen Falle li n e a r abhängig. Die 
Gleichung (2) fordert aber für die a~> die Gleichungen 

(3) i = 1, 2 ... n. 
l,m 

Die Sätze XVI, XVII, § 4 (in denen m und n zu ver
tauschen sind) geben uns also die Bedingungen für die lineare 
Abhängigkeit oder Unabhängigkeit. Insbesondere erhält man die 
Sätze: 

XX. Ist m > n, so sind die m Funktionen (1) immer 
linear abhängig. Ist m = n, so sind diese Funk-

2* 
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(4) 
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tionen dann nnd nur dann linear abhängig, wenn 
die Determinante 

A = ~ + a~> a~2> •.. a~n> 
verschwindet. Sind die Funktionen also linear 
unabhängig, so folgt aus § 3, (2), (6) 

k 

Ax; = }; '!JkA~> 
l 1 n 

und die X; sind also auch lineare Funktionen von 

'Yu '!/2 ·" Yn• 
Sind die x, Variable, so werden auch die y; Variable, und 

ein System von n unabhängigen Gleichungen (1) bildet eine 
lineare Substitution, durch die die Veränderlichen '!/i durch 
die Veränderlichen x; ausgedrückt werden. Die Gleichungen (4) 
drücken dann umgekehrt die Variablen X; durch die Variablen 
y; aus. 

Aus dem Koeffizientensystem einer solchen Substitution kann 
man eine Matrix bilden, die man so bezeichnet: 

(5) ( 
a\I>, a~> ... a~> ) 

A = .~~>.,. ~.~~>. :::. ~~2~ 
a\">, a~n> •.. a~"> 

oder kürzer mit (a?'>), und dann wird die lineare Substitution 
auch so bezeichnet: 

(6) (yll Ys · · · Yn) = A ( :ru Xs ·• · x,.), 
oder kürzer: 

(7) 
Die Gleichungen: 

(y) = A(x). 

Yl = xl, Y2 = x2 ••• Yn = Xn 

bilden demnach eine lineare Substitution, deren Matrix 

( I, 0 ... 0) 
J = ~ ... ~.:::.~ 

o, 0 ... 1 

(8) 

ist und die die identische Substitution genannt wird. 
Wenn n = 1, 2, 3, 4 ist, so heißt die Substitution unär, 

binär, ternär, quaternär. Im allgemeinen heißt n die Di
mension der Substitution. 
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Nehmen wir zwei lineare Substitutionen von -folgender Form: 

(9) 

(10) 

B (k) 
1/k = ~ a. x., 

l,n 

8 <•) s, = ~ b. y., 
l,n 

(y) = A(x), 

(s) = B(y), 

worin i und k ebenso wie s von 1 bis n gehen, und führen für 
11• aus (9) die Werte in (10) ein, so werden die s durch die x 
ausgedrückt mittels einer neuen linearen Substitution 0, die wir 
so bezeichnen können: 
(11) s = O(x) = BA(x). 

Schreiben wir diese ausführlicher: 
h (k) 

sk = ~eh xh, 

so ist: 
l,tl 

(12) 
1, .. 

und die Substitution 0 = BA heißt aus B und A zusammen
gesetzt oder komponiert. Obwohl wir hier das Zeichen der Multi
plikation brauchen, so ist doch zwischen BA und AB zu unter
scheiden, und in dem besonderen Falle, wo AB = BA ist, 
heißen die Substitutionen kommutativ oder vertauschbar. 

Um drei Substitutionen derselben Dimension 0, B, A zu
sammenzusetzen, muß man die Ausdrücke (11) für s in eine 
neue lineare Substitution 
(13) (u) = O(z) 

einführen und die Variablen u durch die x ausdrücken: 

(14) (u) = OBA(x). 
Da es offenbar gleichgültig ist, ob man die Ausdrücke (11) 

in (13) einführt, oder ob man zuerst s nach (10) durch y und 
dann y nach (9) durch x ausdrückt, so gilt für diese Komposition 
das assoziative Gesetz: 
(16) O(BA) = (OB)A = OBA, 
d. h. man kann, ohne eine Undeutlichkeit befürchten zu müssen, 
die Klammer ganz weglassen. Dies läßt sich auch leicht durch 
Rechnung bestätigen, wenn man nach (12) die Elemente von 
O(BA) und (OB)A bildet. Man findet für beide den Ausdruck: 

i h 

~ ~ cf<> b~) afhl. 
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Wir sprechen also den Satz aus: 

XXI. Bei der Zusammensetzung der Matrizen gilt das 
assoziative, aber nicht immer das kommutative 
Gesetz. 

§ 6. 

Multiplikation der Determinanten. 

Wenn wir die Determinante der zusammengesetzten Sub
stitution bilden, so kommen wir auf das Multiplikationsgesetz 
der Determinanten, das wir wohl am einfachsten nach Hesse 
ableiten. 

Wir bilden das Hauptglied der Determinante 0, indem wir 
mit s~> s51 ••• Sn voneinander unabhängige Summationsbuchstaben 
bezeichnen, die von 1 bis n laufen : 

C(ll c<2l c<n> - " b(ll a<•v ~ b(2l a<•:V 
1 2 •·• n -2 •1 1 ~ •2 ll ... 

BtJ82, ••• Bn 

- ""V b(ll b(2l b(n) a<•tl a<•:a) a<•..> - ..4..J Bt s2 • • • "n 1 2 • • • n • 

Die Permutation der unteren Indices der c entspricht der 
Permutation der unteren Indices der a, und wenn man also mit 
Rücksicht auf die Vorzeichenregel die Determinante I 0 I bildet, 
so ergibt sich: 

(1) 

Nun ist 

~ ± eil) c~l • • . ~nl 

ßt,s2, · • ·"n 

""V b(ll b<2> b<nl "" ± a<•v a<•:V a<• "> 
~ IIJ.'2'"''n~ 1 ll•"'n• 

~ ± a1BJ.l a~iJ ... a~nl 

nach VII und VIII, § 2, immer dann gleich Null, wenn unter den 
Su s2 ••• Sn zweimal dieselbe Ziffer vorkommt, und gleich + A 
oder gleich - A, je nachdem s1, s2, ••• Sn eine Anordnung erster 
oder zweiter Art der Ziffern 1, 2 ... n bildet. 

Demnach wird die rechte Seite von (1): 

A "" + b(I) b(2) b(n) 
~ - •1 82 • •. Bn' 

woraus sich ergibt: 

(2) C=AB, 

also das Multiplikationsgesetz der Determinanten. 
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XXII. Das Produkt von zwei Determinanten desselben 
Grades ist eine Determinante desselben Grades 

' deren Elemente man findet, indem man die Ele-
mente einer Zeile des ersten Faktors mit den 
entsprechenden Elementen einer Kolonne des 
zweiten Faktors multipliziert und die Produkte 
addiert. 

Hierdurch ist auch das Gesetz für die Komposition der Sub
stitutionen oder, was dasselbe ist, der Matrizen ausgedrückt. Wäh
rend aber bei den Matrizen die Reihenfolge der Faktoren wesent
lich ist, so ist diese bei den Determinantenprodukten gleichgültig, 
und da man in den Determinanten die Zeilen zu Kolonnen und 
die Kolonnen zu Zeilen machen kann, so läßt sich ein Deter
minantenprodukt auf vier Arten bilden. 

Auf dem gleichen Wege ergibt sich eine Verallgemeinerung 
des Multiplikationstheorems. 

(3) 

Ist m > n, so setzen wir: 

CQ<> - ~ b(lc> a<•> 
h - .:.., 8 h. 

l,m 

Wir lassen die Summationsbuchstaben s1, s2, ••• s,. von 1 bis m 
laufen und bilden die Determinante C wie oben: 

~ ± c~> c~> .. • c~> 
(4) 

~ b(l) b(i) b(n) "' + (8t) (siJ (I,.} = ~ •t •2 . . . .,. ""' _ a1 a2 ... a,. . 

Wählen wir unter den Ziffern 1, 2 ... m irgend eine Kom
bination von n verschiedenen Ziffern a11 a 2 ••• a,. aus3 so enthält 
die Summe (4) alle Produkte von der Form: 

"' + b<1> b<2> b<n> "' ± a<"tl a<"iJ a<"..> 
.:.. "t "2 •" "n' .:.. 1 2 .. • n , 

aber keine anderen Glieder, und die Determinante C ist also 
gleich der Summe aller dieser Produkte. Da wir überdies die 
Zeilen mit den Kolonnen, d. h. die oberen mit den unteren In
dices vertauschen können, so haben wir den Satz: 

XXIII. Wenn die Elemente der Determinante 

C = ~ + c<p c~2> ... c~> 
die Form (8) haben, worin m > n ist, so wähle 
man unter den m Ziffern 1, 2 ... m auf alle mög
lichen Arten n verschiedene aus, die in einer be-
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(5) 

(6) 
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liebigen Reihenfolge mit llli11 a2 , ••• lllin bezeichnet 
werden. Ist dann 

so ist 

.Aa = ~ + a~av a~a2> ..• a~..> 

Ba = ~ + b~av b~2l ••• b~n>, 

0 = ~.AaBa, 

wenn sich die Summe auf alle möglichen Kombi
nationen der a erstreckt. 

Die Anzahl der Glieder dieser Summe ist gleich der Anzahl 
der Kombinationen ohne Wiederholung von m Elementen zur 
n ten Klasse, also : 

m(m- 1) (m- 2) ... (m- n + 1) 
1.2.3 ... n 

§ 7. 

Determinanten der Unterdeterminanten. 

Wir machen hier gleich eine Anwendung von dem Multi
plikationagasetz der Determinanten. 

(I) 

und 

(2) 

Es sei .A. eine Determinante: 

.A= 

a~ll, a~1l ••• a~> 

a~2>, a~2l • • • a~> 

A~ll, .A~ll ... A~> 
.A.i2)' .A~2) . . . .A ~) 

Ai">, .A.~n) • .. .A.~n) 

das System der Unterdeterminanten. Bilden wir aus (2) die 
Determinante, die wir mit LI bezeichnen wollen, so können wir 
auf das Produkt .A..d die Multiplikationsregel anwenden. Dies 
gibt aber nach § 3 (3) und (7): 

.A, 0 ... 0 

.A.d = ü, A ... 0 

0, 0 ... A 
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und daraus durch Division mit A: 

(3) 

Es ist also L1 die ( n - 1 )te Potenz von A. Bei dieser 
Ableitung ist allerdings zunächst vorausgesetzt, daß A von Null 
verschieden sei. Da aber (3) in bezug auf die Elemente a~h) 

eine Identität ist, d. h. auch dann gilt, wenn diese Größen un
abhängige Variable sind, so folgt, daß auch noch in diesem 
Ausnahmefall die Formel (3) gilt, d. h. daß, wenn A verschwindet, 
auch L1 verschwindet. 

Dies Ergebnis ist ein spezieller Fall eines allgemeineren 
Satzes, nach dem jede beliebige Determinante der Matrix (2) 
gebildet werden kann. Betrachten wir die v-reihige Unterdeter
minante 

A~t>, A~t> ... A~l 

(4) 
A~>, A~2> ... A~2> 

aus der man durch Permutation der oberen und unteren Indices 
alle anderen v-reihigen Unterdeterminanten ableiten kann, so 
kann man die Multiplikationsregel anwenden, indem man LI, 
in eine n-reihige Determinante verwandelt: 

.A<t> A<t> A<t> A<1l A<1> 1 ' 2 .. . • ' •+1 ... .. 

(5) LI,= 
A<•> A<•> A<•> A<•> A<•> 

1 ' 2 "' •' •+I '" n 

o, 0 ... 0, 1 0 

0, 0 ... o, 0 1 

wobei n - 1 Zeilen und Kolonnen beigefügt sind, von denen 
die (n - v) letzten außer in den Diagonalgliedern lauter Nullen 
haben. 

Bildet man jetzt das Produkt ALl,, so folgt 

A, 0 ... 0, a~1~ 1 ... a~> 

(6) ALl.= 
0 0 .A a(•) (•) 

' .. · ' '+1 ... an 
0 0 0 a<•+t> a<•+t> 

' "' ' •+1 "' n 
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und dies ist nach § 3 

= A• 
a<n> a<n> 

•+1 • .. .. 

Dividiert man hier durch .A und wendet die Bezeichnung des 
§ 3 an, so folgt 
(7) LI _ A•-t .At, 2 ... •. 

)"- 1,2 ... .. 

(8) 

Für v = 2 ergibt sich das spezielle Resultat 
.A<t> .A_<2> _ .A_<2> .A_<t> _ A .At, 2 

1 2 1 2 - 1, 2• 

In der Bezeichnung durch die Differentialquotienten läßt sich 
diese Formel so darstellen: 

o2.A o.A oA oA oA 
(9) .A o a<1> o a<2> = o a<1> o a<2> - o a<2> o a<t> • 

1 2 1 2 1 2 

Besonders wichtig ist sie in dem Falle, wo .A eine sym
m e tri s c h e D e t er m in an t e ist, wo also a~k> = a~> ist; dann 
ist auch oA o.A 

o a<2> = o a<1>' 
1 2 

worin bei der Differentiation nicht Rücksicht genommen ist auf 
die Abhängigkeit a~kl = ag); dann wird die Formel (9) 

02 .A 0 A a .A ( a A )2 
.A (} a(l> (} a<2> = o a<1> o a<2> - o a<2> • 

1 2 1 2 1 

(10) 

Eine andere Anwendung des Multiplikationsgesetzes führt zu 
einem Determinantensatz von Sylvester, den wir hier nach dem 
Vorgange von Frohenins beweisen wollen. 

Es sei 
.A = ~ + a~1) ai2> • • . a~n> 

eine Determinante, r irgend eine Zahl < n und 

Ar = ~ + a~t> a~2> • . . ar> 
von Null verschieden. Mit .A~> bezeichnen wir jetzt die Unter
determinanten von Ar (nicht von .A) und bilden das Produkt 
der beiden Determinanten 

(11) 
a<t> • . . a<r> atr + 1) • • • a<n> 

r r r r 

a(l) a<r> a<r + 1) a<n> 
r+t'.. r+1 r+1 .. · r+1 

a<t> .. a<r> au·+t> .. .. a(n) .. 

.A~l) • .. .Ay-> 0 . . . 0 

.A_~l) • . • .A_~r) 0 . .. 0 
V(1) Y<r> .A 0 
.L ~+1 · • • r+l r • • · 
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dessen Wert, was auch die Y sein mögen, den Wert 

(12) A.A;-1 

hat. Bestimmen wir die Y und eine weitere Reihe von G1·ößen 
B~ aus den Gleichungen 

al_1> yp> + ... + ar> Yt> + a'f .Ar = 0 

a~1> YrP' + · · · + ar> Yr + aCf> .Ar = 0 
a~> ~~> + .. · + a~> Y,r> + alf> .Ar = B~ffJ 

;u=r+1 ... n 
ß = r + 1 ... n, 

so folgt durch Elimination von Y~1>, .•• y~r> : 

ail) . . . air>' a!f> 

(13) B!f>- a~l) , , , ar)l aCf> I 

a~> ... a~>, a~fl) 

und die Multiplikation der beiden Determinanten (11) ergibt: 

.Ar ..... 0, 0 ....... 0 

0 .. , ... .Ar, 0 ........ 0 
X <l> x<r> B<r+l> B<"> , 

r+l • • • r+l• r+l • • • r+l 

worin die X gewisse r- reihige Determinanten sind, auf deren 
Kenntnis es nicht ankommt. Der Wert dieser Determinante ist 
aber nach § 3 

11 r"' + B<r+I> B(n) 
..a,.":"_ r+l ... "' 

und hieraus und aus (12) ergibt sich die Relation von Sylvester: 

(14) '\.' + B(r+l) B(n) _ .An-r-l.A 
":" _ r+l ... n - r ' 

wo die B!f die Bedeutung (13) haben und die für r = n - 2 
in die Relation (9) übergeht 1). 

1) Sylvester, Philosopbical Magazine 1851 (coll. math. papers 1). Fro· 
benius, Crelles Journal, Bd. 86, S. 53. Sitzungsberichte d. Berliner Akademie 
1894, XII, XXIII. 
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§ 8. 

Orthogonale Substitution. 

Die Substitution 
8 

(1) '!Ja = !, a~a) x. 
l,n 

heißt orthogonal, wenn sie die Gleichung 
s 8 

(2) Iyi = Ix~ 
l,n l,n 

zu einer identischen macht. Die aus den Koeffizienten gebildete 
Matrix 

(3) ( 
a~1>, a~> ... a~> ) 

A = ~~2~:.~~2:.·.-.~.~~~ 
a~n), a~n) •.• a~n) 

heißt dann auch eine orthogonale Matrix. 
Substituiert man (1) in (2), so ergeben 

Relationen: 

(4) 
8 

Ia~> a~8> = 0 
=1 

r:t.=/=ß 
r:t.=ß 

sich die folgenden 

Dafür schreiben wir auch, wenn wir (r:t., ß) = 0 oder = 1 
setzen, je nachdem r:t. =/= ß oder r:t. = ß ist: 

(5) f a~> a~> = (r:t., ß). 

Mit Hilfe dieser Gleichungen läßt sich die Substitution (1) 
sehr einfach auflösen, indem man (1) mit a~a) multipliziert und 
nach a summiert: 

(6) 
a 

Xt =}: cij">ya 
l,n 

und wenn man dies in (2) einsetzt, so 
Form der Relationen (5): 

(7) 
s (a) (/lJ 
Ia8 a. = (r:t., ß). 
l,n 

ergibt sich eine zweite 

Wenn wir nach der Multiplikationsregel das Quadrat der 
Determinante A bilden, so ergibt sich mit Benutzung von (5) 
oder (7): 

A2= 1, 
also 
(8) A=+ I, 
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und es gibt also zwei Arten orthogonaler Substitutionen, je nach
dem hier das obere oder das untere Zeichen steht. 

Setzt man zwei oder mehrere orthogonale Substitutionen 
zusammen, so entsteht eine neue orthogonale Substitution. Die 
Zusammensetzung zweier Substitutionen der ersten oder zweier der 
zweiten Art ergibt eine Substitution der ersten Art (.A = + 1). 
Die Zusammensetzung zweier verschiedenartiger Substitutionen er
gibt eine Substitution der zweiten Art. 

Multiplizieren wir die Relation (5) mit der Unterdeter
minante .Agl und summieren in bezug auf ß, so ergibt sich nach 
§ 3 (3), (7), wenn wir .A = + 1 nehmen und OG für t setzen: 

(9) ..A(a) (a) 
tJ = atJ a = 1, 2 ..• n 

{J = 1, 2 ... n. 

Dies läßt sich sehr verallgemeinern, wenn 
mel (7), (5) § 7 anwendet. Bezeichnet man mit 

OG11 OG2 .. • OG,, OG, + 1 ... OG,. 

ßu ß2 .. • ß,, ß•+1 .. · ß,. 

man die For-

zwei Anordnungen der Ziffern 1, 2, 3 ... n, so ist bei einer ortho
gonalen Substitution der Determinante + 1: 
(10) .Afltoßz ... ß, = ..A{J•+1,ß,+2 ... {J,. 

aha2••·"v aJI+1,"~+2 ... an 

oder in Worten ausgedrückt: 
XXIV. Bei einer orthogonalen Matrix mit der Deter

minante + 1 ist jede Unterdeterminante be
liebiger Ordnung gleich ihrer komplementären 
U n terdeterminan te. 

Die ternären orthogonalen Substitutionen sind seit lange 
in der Geometrie bekannt, wo sie die rechtwinklige Koordinaten
transformation darstellen, die quaternären haben in jüngster 
Zeit für die Elektrodynamik in der sogenannten Relativitäts
theorie eine neue Bedeutung gewonnen, wobei besonders die 
Formel (10) nützlich ist 1). 

§ 9. 

Quadratische Formen. 

Die linearen Substitutionen dienen dazu, ganze homogene 
Funktionen umzuformen. Eine solche Funktion wird auch eine 

1) Vgl. Riemann-Weber, Die partiellen Differentialgleichungen der 
mathematischen Physik, 5. Aufi., Bd.ll, § 156 (1911). 
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Form genannt, und wir beschäftigen uns hier zunächst mit den 
quadratischen Formen. Wir bezeichnen dien Vanablen, von 
denen eine solche Form abhängt, mit 

und die Form mit 
t,'k 

(1) rp(X11 X2 ... Xn) = rp(x) = ~a;,kXiXk, 
worin i und k, von einander unabhangig, von 1 bis n laufen und 
die Koeffizienten der Bedingung 

(2) a;" = a"; 
genügen, so daß z. B. für n = 3 

rp(x1, x2, x8) = a11 xf + a22 xl + a88 x~2 
+ 2 a28 x2 x8 + 2 a81 x8 x1 + 2 a12 x1 x2 

ist. Wir setzen die Derivierten 
; 

(3) t rp' (xk) = ~ a", X; 
l,n 

und nennen 
all, ~2 • ·• a1,. 

(4) B = a22l a22 · ·• a2,. 

a,.l, an2 ... a"" 
was wegen (2) eine symmetrische Determinante ist, die Deter
minante der Form rp. Sie kann auch aufgefaßt werden als die 
Determinante der zweiten partiellen Ableitungen von rp (geteilt 
durch 2") und heißt als solche die Hessesehe Determinante 
von rp. 

Wir machen nun in rp für die Variable x eine lineare Sub
stitution 

i 

(5) x" = 2 rx~) x~, 
l,n 

deren Sub sti tu tions d eterminan te 
a~lJ, rxi2J ... ai"l 

(6) r= a~ll' a~2J . . • a~n) 

von Null verschieden ist. 
Dadurch geht die Form rp (x) in eine ganz ebenso gebaute 

Form tjJ (x') über, die wir so bezeichnen: 

(7) 
i,k 

tJ!(xi, x; ... x~) = tJ!(x') = 2ahxix~, 
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und durch (5) wird 
(8) 

Quadratische Formen. 

rp (x) = 1/J (x') 

zu einer identischen Gleichung. 
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Zwischen den Determinanten R und R' der Formen qJ und tjJ 

besteht nun eine fundamentale Relation, die sich auf folgende 
Weise ergibt. Differenziiert man die identische Gleichung rp = 1/J, 
so folgt aus (5): 

k 

(} 1/J 2: (} rp <•) 
~= ~IXk 
uX; uXk 

~-±~ <•) oxioxl. - OXkOX/. (X,k' 

und folglich nach dem Multiplikationsgesetz: 

""' + ~ ()i 1/J . • • ()21/J 
~- ox~ox~ ox; OX~ ox~ OX~ 

()2 qJ ()2 qJ o2 qJ 

= ,. 2: + 0 X1 0 x~ OXs o x2 • · · () Xn o X~· 
Substituiert man hier wieder: 

~2 k ~2 
_u __,_fP__, _ 2: u qJ <•') 
OXh oxl.- OXh OXk (Y,k 

und wendet nochmals die Multiplikationsregel an, so erhält man 
nun, da 

ist: 
(9) R' = r2 R. 

Wenn also R verschwindet, so verschwindet auch R', und wir 
beweisen den folgenden Satz: 

XXV. DasVerschwinden der Determinante R hat die 
Bedeutung, daß die Funktion rp(x) sich aus
drücken läßt durch weniger als n linear un
a b h ä n g i g e F u n k t i o n e n d e r x. 

Bildet man nämlich aus (5) und (7) die Koeffizienten a~,, 

so erhält man: 
i,k 

a~t = ~ a;,,. u~•> ug>, 

und wenn man also die Substitutionskoeffizienten u~1>, ur> ... u~> 
aus den Bedingungen bestimmt: 
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1c 

(10) ~ a,"u~> = 0, i = 1, 2 ... n, 

so erhält man 
ai1 = 0, a;l = 0, ... a~,1 = 0 

und dies heißt, daß die Funktion 1/J von x~ unabhängig ist. 
Die Gleichungen (10) können aber nach § 4 dann und nur 

dann durch ein System der Unbekannten u~1>, die nicht alle 
verschwinden, befriedigt werden, wenn. die Determinante R ver
schwindet. 

Ist z. B. ar> von Null verschieden, so kann man die Sub

stitutionsmatrix 
tx~1>, tx~1>, •.• tx~> 

o, 1 ... 0 

o, 0 ... 1 

nehmen, und dann sind die x' linear unabhängige Funktionen 
von den x. 

§ 10. 

Trägheitsgesetz der quadratischen Formen. 

XXVI. Eine quadratische Form von n Variablen läßt 
sich darstellen als eine Summe von höchstens 
n~uadraten unabhängiger linearer Funktionen 
der Variablen. 

Um ihn zu beweisen, nehmen wir zunächst an, es sei einer 
der Koeffizienten a,;, etwa Utt von Null verschieden. Dann können 
wir setzen: 

(1) au cp(x) = (a11 X1 + Ut 2 X2 + ... + a1,.x,.)2 + cp1 (x), 

worin cp1 (x) nur von den Variablen x11, x8 ••• x,., nicht mehr von 
x1 abhängig ist, und damit ist der Fall n auf den Fall n - 1 
zurückgeführt. 

Wenn aber die Koeffizienten Ut11 a112 ... a,.,. alle verschwinden, 
so muß doch einer der anderen Koeffizienten, etwa Ut 2 , von Null 
verschieden sein. Dann setze man 

X1 =x1+a;;, x2 =x1-x; 
und erhält: 

(2) cp (x) = 2 Ut2 (~' - x;n + tP (x1, x2, X8 ... x,.), 

worin 1/J die Glieder mit x19 , x'l nicht enthält. 
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Damit ist dieser Fall auf den vorigen zurückgeführt und der 
Satz XXVI bewiesen. 

Ist die Funktion rp (x) eine reelle Funktion, so können auch 
die Quadrate der linearen Bestandteile, in die man rp (x) zerlegt, 
nach (1) reell angenommen werden, sind aber positiv oder negativ, 
und diese Zerlegung kann auf unendlich viele verschiedene Arten 
geschehen. Darüber gilt nun der folgende Satz, der von Sy 1-
vester den Namen des Gesetzes der Trägheit der quadratischen 
Form erhalten hat. 

XXVII. Wie man auch eine reelle quadratische Funk
tion rp (x) in die Summe von positiven und nega
tiven Quadraten linearer Funktionen zerlegen 
mag, die Anzahl der positiven und negativen 
dieser Quadrate und also auch ihre Gesamtzahl 
ist immer dieselbe, vorausgesetzt, daß zwischen 
diesen linearen Funktionen keine lineare Ab
hängigkeit besteht. 

Zum Beweise dieses Satzes seien 

(3) rp(x) = Y12 + Yi + ... Y:- Y{~- Y22 - ···- Y;~ 

= Zi. + Z22 + ... Zt - Z?- Z~2 - ••• - Z~' 

zwei Zerlegungen von rp (x) in Quadrate. Es seien also 
Y1, Y2 ••• Y,, Yi, Y2 ... Y;, homogene lineare Funktionen von :e, 
zwischen denen keine lineare Relation mit konstanten Koeffi
zienten besteht und also v + v' < n; dieselben Voraussetzungen 
werden über die Funktionen Z1, Z2 ••• Z~-', Z{, Z2 ... Z~· gemacht, 
so daß auch r- + r-' < n ist. 

Angenommen, es sei 
V< /-1, 

dann können wir die Variablen x den linearen Gleichungen 

Y1 = O, Y 2 = 0 ... Y. = 0 
(4) 

Z{ = o, Z:i = 0 ... Z~·= 0 

unterwerfen, deren Anzahl v + r-' kleiner als n ist. 
Wenn nun die sämtlichen Funktionen Z1 , Z2 ••• Z~-' linear 

abhängig wären von den Funktionen Y11 Y2 ••• Y., Z{, Z2 ... z;., 
so könnte man aus diesen r- Gleichungen durch Elimination der 
v Variablen Y11 Ys ... Y. eine lineare Gleichung zwischen den 
Z1 , Z2 • • • Z~', z;, Z:l ... Z~, herleitau, die nach Voraussetzung 

Weber, Algebra. (Kl. Ausg.) 3 
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nicht bestehen soll. Es ist also das Verschwinden sämtlicher 
Z1, Z2 ••• Zu nicht eine notwendige Folge der Gleichungen (4), 
und wir können zu den Gleichungen (4) noch eine nicht homo
gene hinzufügen, etwa 

Z1 = 1; 

dann haben wir für die n Unbekannten x ein System von n 
oder weniger Gleichungen, die voneinander unabhängig sind, sich 
also nicht widersprechen. 

Dann ergibt aber die zweite Darstellung (3) für rp (x) einen 
positiven Wert, während die erste einen negativen oder ver
schwindenden Wert gibt, worm em Widerspruch liegt. Es 
folgt also 

V> /1-• 
und qa man ebenso schließt 

!1->V, 
so bleibt nur v = 11- übrig. In gleicher Weise kann man be
weisen, daß v' = ~-t' ist, wodurch unser Satz vollständig be
wiesen ist. 

Bezeichnen wir mit n die Anzahl der positiven und mit v 
die Anzahl der negativen Quadrate, so ist n + v höchstens 
gleich n. kann aber auch kleiner als n sein. 

Wenn wir den Unterschied n - n - v mit Q bezeichnen, 
so kann, wenn wir die allgemeine quadratische Form von n 
Variablen als Summe von n Quadraten darstellen, Q als die An
zahl der Quadrate mit verschwindenden Koeffizienten bezeichnet 
werden. 

Die drei Zahlen n, v, Q, von denen keine negativ sein kann, 
und deren Summe gleich der Anzahl der Variablen ist: 

(ö) n + v + Q = n, 

sind also für eine bestimmte quadratische Form unveränderlich. 
Wir werden sie die charakteristischen Zahlen der quadra
tischen Formen nennen t). 

Wir haben nach Mitteln zu suchen, um aus den Koeffizienten 
der quadratischen Form die Zahlen n, v, Q zu ermitteln. 

1) Nach Frobenius heißt n + v der Rang, 11 - v die Signatur 
der quadratischen Form (.Über das Trägheitsgesetz der quadratischen Formen"; 
Sitzungsberichte der Berliner .Akademie 1894, auch in Crelles Journal, Bd. 114); 
(! wird auch der Defekt der quadratischen Form genannt. 
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Es sei also, wie in § 9 

(6) 
i,'k 

fP (x1; X 2 ••• Xn) = 2 a;, k X; X~<, 
l,n 

eine quadratische Form von n Veränderlichen mit reellen Koeffi
zienten a;, k· 

Es sei wieder R die Determinante der quadratischen Form 
g; (x), deren Koeffizienten jetzt reell vorausgesetzt sind. Unter 
den Haupt-Unterdeterminanten verstehen wir solche, die man er
hält, wenn man Zeilen und Kolonnen (in beliebiger Anzahl) aus
streicht, die sich in Diagonalgliedern schneiden, die also, wenn 
~, ß, r ... irgend welche unter den Indices 1, 2 ... n bedeuten, 
durch 

(7) ~ + aa,a a{J,fl ay,y ... 

zu bezeichnen sind. 
Die Indices 1, 2, 3 ... n lassen sich auf n! = 1. 2. 3 ... n 

verschiedene Arten anordnen; wenn wir mit irgend einer dieser 
Anordnungen die Determinante bilden: 

~1,_~:, a1,2', Ut,3. · · 

~!1.• .. a~,2:, a2,s: 

.O._s!.t.•. aa,2, a.~.~\ .. 

so läßt sich eine Reihe von Haupt- Unterdeterminanten daraus 
ableiten, wie es durch die punktierten Striche angedeutet ist, d. h. 
so, daß man jede vorhergehende aus der nachfolgenden erhält, 
indem man die letzte Zeile und Kolonne wegläßt; es ist also 

Ro = 1, R1 = at,t1 R2 = a1,1 a2,2 - a~,2, 

at,1, a1,2, Ut,s 

R8 = a2,tt ~,2, a2,s , ....•• R .. = R. 
as,t, as,2, as,s 

Ein solches System soll, wenn es in absteigender Reihe 

R .. , Rn-t ... R 11 R0 

geordnet ist, eine Kette von Haupt- Unterdeterminanten 
heißen. Solcher Ketten lassen sich n! verschiedene bilden, in 
denen allen das erste Glied R, das letzte Glied 1 ist. 

Wir betrachten zunächst den Fall, daß die Determinante R 
verschwindet. 

3* 
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§ 11. 

Verschwindende Determinante. 
Das Verschwinden der Determinante 

R = ~ + a1,1 a2,2 •.. an,n 

zeigt an, daß ({! durch lineare Transformation in eine Funktion 
von weniger als n Variablen transformiert werden kann, daß 
also (! größer als Null ist. 

Wenn sich unter den Haupt-Unterdeterminanten von R eine 
k-reihige findet, die von Null verschieden ist, etwa 

so ist, wenn wir 
Rk = ~ + a1,1 a2,2, ••• ak,k, 

setzen, 
fP (x1, x2 ••• xk, O, 0 ... 0) 

eine quadratische Form von k Variablen x1, x2 . . . . xk, deren 
Determinante R" von Null verschieden ist, die sich sonach nicht 
durch weniger als k Variable ausdrücken läßt. Um so weniger 
kann also bei unbeschränkt veränderlichen x1, x2 ••• Xn die Funk
tion ({! von weniger als k Variablen abhängen, und es folgt, 
wenn, wie im vorigen Paragraphen, n - Q die kleinstmögliche 
Zahl von linearen .Funktionen der x ist, durch die sich fP (x) 
darstellen läßt: 
(1) (! < n- k. 

Wir nehmen jetzt an 1 die Form fP (x1, x2 ••• Xn) lasse sich 
durch k voneinander unabhängige lineare Formen von x aus
drücken, die wir mit 

.Z1 = ßi1> X1 + ß~1J x2+ · · · + ß~1> xk+ ßk1~1 Xk+l + · · · + ß~J Xn 

(2) .Z2 = ßi2> X 1 + ß~2J X2 + · · · + ß~2J Xk + ß~2t 1 Xk+ 1 + · · · + ß~> Xn 

Zk = ßf>x1 + ß~k) X~+···+ ßkk) Xk + ß~k~l Xk+l + · · · + ß<:) Xn 

bezeichnen wollen. 
Da .e1, .z2 ••• ek voneinander linear unabhängig sein sollen, so 

muß unter den aus der Matrix 
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zu bildenden k-reihigen Determinanten wenigstens eine von Null 
verschieden sein. Denn wären sie alle gleich Null, so ließen 
sich die Unbekannten h1, h2 ••• h~c, die nicht alle verschwinden 
sollen, aus den Gleichungen 

h1 ß~1> + h!l ß12> + .. · + h~c ß~'l = O, s = I, 2, 3 ... n 

bestimmen, und die z11 z1 ••• s~c würden einer Gleichung 

h1 st + h2 z2 + ... + h~czk = 0 

genügen, also nicht unabhängig sein. 

Wir können, ohne die Allgemeinheit zu beschränken, an
nehmen, daß die Determinante 

~ + ßil) ß~2) • • • ß~k) 

von Null verschieden sei, und dann können wir die Gleichungen (2) 
in bezug auf die Variablen Xtt x2 ••• X~c auflösen. 

Diesen Auflösungen geben wir die Form: 

+ (I) + + (1) X1 = Y1 0Gk+1 Xk+1 • ·' OGn Xn 

(3) X2 = Y2 + OG~2t1 Xk+1 + · · · + OG~) Xn 

+ (k) + + (k) xk = Yk OGk + 1 Xk + 1 • • • OGn x .. ' 

worin die Ys lineare homogene Verbindungen der z, sind, die 
aus den Gleichungen 

ßi1> Yt + ß~1> Y2 + .. · + ß~> Yk = z1, 

ßi2> Y1 + ß~2> Y2 + · · · + ß~> Yk = s2, 

ß~kl Yt + ß~kl Y2 + · · · + ß~kl Y2 = Z~c 

bestimmt werden, während die a neue Koeffizienten sind, die in 
einer leicht zu übersehenden Weise aus den ß abgeleitet werden, 
auf deren Bildung es uns hier nicht weiter ankommt. 

Nun läßt sich nach der Voraussetzung die Funktion 
cp (x11 x2 ••• Xn) durch z11 z2 ••• z~c, also auch durch y11 y2 ••• Y~< 
allein ausdrücken. Bezeichnen wir diesen Ausdruck mit 
0(y1, Yil ... y·,.), so haben wir [durch Vermittelung von (3)] die 
Identität 

(4) cp(x1, X2 ... x~c, X~ctt ... x,.) = 0(yll Ys ... Yk), 
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und wenn wir darin Xk+l• Xk+ 2 ••• Xn = 0 setzen: 

(5) qJ (x11 x2 ... xk, 0, 0 ... 0) = tP (xl, x2 ... xk), 
wodurch, da es auf die Bezeichnung der Variablen nicht an
kommt, tP vollständig bestimmt ist: wir können daher setzen: 

(6) tl>(yl, Y2 ... Yk) = fP (yl, Y2 · • • Yk• 0, 0 · · · 0) 
= qJ (x11 x2 ... Xn); 

tP entsteht also aus tp dadurch, daß man die n - k letzten 
Variablen (bei der hier gewählten Anordnung) gleich Null setzt: 

r,s 
(7) t1J(xl, ... Xk) = ~ ar,sXrXs· 

I,k 

Die Determinante von tP ist eine der Haupt- Unterdeter
minanten von R, und zwar erhält man sie, indem man in R die 
n - k letzten Zeilen und Kolonnen wegstreicht. 

Nehmen wir an, daß qJ sich nicht durch noch weniger als 
k Variable ausdrücken läßt, daß also k = n - (J sei, so kann 
die Determinante dieser Funktion tP nach XXV, § 9 nicht ver
schwinden. 

Hieraus und aus dem unter (1) Bewiesenen ergibt sich nun 
der Satz: 

XXVIII. Wenn alle Haupt- Unterdeterminanten von R von 
mehr als k Reihen verschwinden, während unter 
den Haupt-Unterdeterminanten von k Reihen 
wenigstens eine von Null verschieden ist, so ist 

(J=n-k. 

Denn aus (7) folgt, daß, wenn (J = n - k ist, wenigstens 
eine k-reihige Haupt- Unterdeterminante von Null verschieden 
sein muß, und aus (1), daß, wenn auch noch eine Haupt-Unter
determinante von mehr als k Reihen von Null verschieden ist, 

Q<n-k 

ist. Wenn also (J = n - k ist, so kann keine Unterdeterminante 
von mehr als k Reihen von Null verschieden sein. 

Sind n, v, (J die charakteristischen Zahlen der Form qJ, so 
sind n, v die Anzahlen der positiven und negativen Quadrate, in 
die sich die durch (7) bestimmte Form tP zerlegen läßt, und die 
Bestimmung der Zahlen n, v braucht also nur noch für letztere 
Funktion, deren Determinante von Null verschieden ist, durch
geführt zu werden. 
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§ 12. 

Nicht verschwindende Determinante. 
Bei der Untersuchung der Formen q; (x1, x2 ••• Xn) mit nicht 

verschwindender Determinante machen wir von dem im § 7 be
wiesenen Determitlantensatz (8) Gebrauch: 

Ist A eine Determinante von n Reihen, und sind A~k> ihre 
ersten, A~·f,' ihre zweiten Unterdeterminanten, so ist 

(1) A<1> A(i> - A<•) A(1> - A A 1' ~ 
1 1. 1 ' - l,a.: 

Ist A eine symmetrische Determinante, so ist A~ll = ~1>, 
und wir können die Formel (1) so schreiben: 

(2) A <l> A<i> - A<i>2 - A Al' •. 
1 ' t 1 - l,t• 

Darin kann i jeden der Indices 2, 3 . . . n bedeuten. Wenn 
A~I> = 0 und At} = 0 ist, so folgt hieraus, daß auch A~> = 0 
sein muß, und daraus schließen wir, daß nicht zugleich 

A (1) A1,2 AI,S A!,n 
1 , 1,2, t,a • • · l,n. 

verschwinden können, da sonst auch 
A (2) A(S) A(n) 

I l 1 • • • I 1 

also auch A verschwinden würde. 
Wenden wir dies auf die jetzt von Null verschieden an

genommene Determinante R = R .. unserer .Funktion q; an, so 
folgt, daß zwar die erste Haupt- Unterdeterminante R"_ 1 , dann 
aber nicht alle zweiten Haupt- Unterdeterminanten R"_ 2 ver
schwinden können. Dieselbe Schlußweise läßt sich anwenden, 
wenn wir R durch ein nicht verschwindendes R .. _1 , R .. _ 2 ••• 

ersetzen, und wir gelangen also zu folgendem wichtigen Satz: 

XXIX. Man kann, wenn R von Null verschieden ist, die 
Indices 1, 2 ... n so anordnen, daß in der Kette 
der Haupt- Unterdeterminanten 

(3) Rn, Rn-I ... Bu Ro 
nicht zwei aufeinander folgende Glieder ver
schwinden. 

Die Determinantenrelation (2) ergibt, wenn man 
A = R1<+ 1 , k = 1, 2, •.. , n- 1 

setzt, eine Gleichung zwischen drei aufeinander folgenden Gli-edern 
der Kette (3), die wir so schreiben können: 

(4) 



40 Erster Abschnitt. § 12. 

worin & und Tk gewisse Unterdeterminanten von R, also ganze 
rationale Funktionen der Koeffizienten a;, k sind. 

Näher bezeichnet, sind Rk, &, Tk erste Unterdeterminanten 
von Rk+ 1 , und zwar ist 

Rk = o oRk+1 ' Sk = oRI<+\ Tk = oRk+1. 
ak+l,k+1 oak,k oak,k+1 

Eine dem Satz XXIX entsprechende Anordnung der Indices 
wollen wir für die Folge als gewählt voraussetzen. Dann ist, 
wenn Rk verschwindet, Rk-1 und R1<+ 1 von Null verschieden, und 
( 4) zeigt, daß sie entgegengesetzte Vorzeichen haben, also: 

XXX. Wenn ein inneres Glied einer Kette von Haupt
Unterdeterminanten verschwindet, so haben die 
beiden angrenzenden Glieder entgegengesetzte 
Vorzeichen. 

Um die Anzahl der positiven und negativen Quadrate einer 
Form mit nicht verschwindender Determinante zu bestimmen, 
nehmen wir zunächst an, daß in der Kette der Haupt- Unter
determinanten 

R .. , Rn-1, R"_2 ... R11 R0 = 1 

kein Glied verschwinde. Wir können dann den Koeffizienten l 
so bestimmen, daß die Determinante der Form 

(5) 1/1 = rp(x1 , X2 , x8 ••• x .. )- A.x~ 

verschwindet. Die Determinante ist nämlich 

al, 1! al, 2 ••• a1, n 

a2, 1, a2, 2 •.• a2,,. 

a .. ,11 a .. , 2 ••• a,.,,. - A. 

und sie verschwindet, wenn 

Ä=~ 
Rn-1 gesetzt wird. 

= R"- A.R,._I, 

Die Funktion 1/1 läßt sich dann durch n - 1 Variable y 
ausdrücken, und man erhält nach der Formel (6), § 11 

1/1 (xH X2· · · • x .. ) = 1/1 (y1, Y2 · · · Yn-1, 0), 
oder nach (5) 

(6) rp (xll X2 · .. x,.) = RR,. x~ + rp (yl, Y2 ..• Yn-1! 0)1 
n-1 

und die Untersuchung der Funktion rp von n Variablen ist dadurch 
auf die Untersuchung von rp1 (y) = rp (y11 y2 ... Yn _ 1 , 0) von 
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t1 - 1 Variablen zurückgeführt, deren Determinante gleich R .. _ 11 

also von Null verschieden ist. Je nachdem R .. : Rn-l positiv 
oder negativ ist, wird die Funktion ffJ (x) ein positives oder ein 
negatives Quadrat mehr haben als ffJ1 (y). 

Durch Anwendung des gleichen Verfahrens auf ffJ1 (y) und 
die folgenden Funktionen ergibt sich der Satz: 

Die Anzahl der positiven und negativen Glieder der Reihe 

R.. Rn-l R1 
R .. _-;_, Rn-2 ... Ro 

stimmt überein mit der Anzahl der positiven und negativen 
Quadrate, in die sich die Funktion ffJ (x) zerlegen läßt. 

Wir wollen diesem Satze noch einen etwas anderen Ausdruck 
geben, schicken aber folgende Erklärung voraus: 

Wenn eine Reihe von Null verschiedener reellGr Zahlen in 
bestimmter Anordnung vorliegt, so können die Vorzeichen dieser 
Größen in mannigfaltiger Weise wechseln; folgen zwei Größen 
von gleichem Zeichen aufeinander, so zählt man eine Zeichen
folge (Permanenz), folgt aber auf eine Größe eine andere von 
entgegengesetztem Zeichen, so haben wir einen Zeichenwechsel 
(Variation) zu zählen. 

Betrachten wir nun von diesem Gesichtspunkte die Reihe 
der Größen 

R .. , R,. -t• Rn-2 ... R1, Ro, 
so findet beim Übergange von Rk zu Rk-l eine Zeichenfolge oder 
ein Zeichenwechsel statt, je nachdem der Quotient R" : R"_1 

positiv oder negativ ist. 
Wir können also auch den folgenden Satz aussprechen: 

XXXI. Ist n. die Anzahl der positiven, v die der nega
tiven Quadrate von ffJ, so ist n gleich der Anzahl 
der Zeichenfolgen, v gleich der Anzahl der 
Zeichenwechsel in der Kette 

(7) R", Rn-1, Rn-2 ... R1, Ro. 
Diese Fassung des Satzes hat den Vorzug, daß sie sich auf 

den Fall übertragen läßt, daß in der Reihe (7) einzelne innere 
Glieder verschwinden, wenn nur nicht zwei aufeinander folgende 
Glieder Null sind. Wenn nämlich Rk = 0 und Rk_ 1, Ru 1 von 
Null verschieden sind, so haben Rk-1 und Rk+t verschiedene 
Vorzeichen. In der Reihe 

Rk+l! Rk, R,_l 
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findet also ein Zeichenwechsel und eine Zeichenfolge statt, 
gleichviel ob wir das verschwindende R" durch eine positive oder 
eine negative Größe ersetzen. 

W enu wir nun die Kette (7) 

R .. , Rn-1! ... R11 Ro, 
in der einzelne Glieder verschwinden, durch eine andere ersetzen, 
(8) R~, R~_ 1, ... Ri, R~, 
in der kein Glied verschwindet, und in der den nicht verschwin
denden Gliedern der Reihe (7) Glieder von demselben Vorzeichen 
entsprechen, so haben die Reihen (7) und (8) gleich viele Zeichen
wechsel, welches Zeichen auch die den verschwindenden R ent
sprechenden R' haben mögen. 

Es sei nun t/J (x) eine zweite beliebige quadratische Form der 
Variablen x, mit der wir die Form 

(9) cp1 = f{! + Et/J 
bilden, worin E ein noch unbestimmter Koeffizient ist. Wir 
werden nun sogleich zeigen, daß wir E so wählen können, daß 
cp' und cp dieselbe Zahl von positiven und negativen Quadraten 
haben, daß aber in der Kette der Haupt- Unterdeterminanten 
Rl. der Form g/ keine verschwindenden Glieder vorkommen, und 
daß endlich einem nicht verschwindenden R" ein Ri, von dem
selben Vorzeichen entspricht. Dann können die Zahlen :n:, v für 
cp und für cp' sowohl aus der Reihe (7), als auch aus der Reihe (8) 
ermittelt werden, und die Anzahl der Zeichenwechsel, die in 
beiden gleich ist, gibt die Anzahl v der negativen Quadrate. 

Um nun den Nachweis zu führen, daß der Koeffizient E in 
der angegebenen Weise bestimmt werden kann, nehmen wir an, 
es sei cp irgendwie in eine Summe von Quadraten verwandelt 

(10) cp = A1 Yl + A2Yi + .. · + ).. .. y~, 
und til, in den Variablen y11 y2 ... Yn dargestellt, habe den 
Ausdruck 

Die Zahlen :n:, 11 für die Funktion cp' werden dann aus der 
Kette der Haupt-Unterdeterminanten von 

I ),1 + E ß1, 11 E ß1, 21 • • • E ß1, n 

(11) 

E ß,.,l, E ßn,21 • .. Ä + E f3n,n 
nach dem Satze XXXI bestimmt. 
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Nun kann man aber 8 so klein annehmen, daß diese Haupt
Unterdeterminanten dem Zeichen nach übereinstimmen mit 
den Produkten 

Ä-1 Ä-2 Äs • • • Än, Ä1 Ä-2 Äs • • • An- h .. • Äl Ä-21 Au 1, 

und dann ist die Anzahl der positiven und negativen Quadrate 
von cp' gleich der Anzahl der positiven und negativen unter den 
Koeffizienten J.., von denen keiner verschwindet, d. h. die Zahlen 
n und v sind für cp und cp' dieselben. 

Sind nun die Koeffizienten von 1/J, in den ursprünglichen 
Variablen ausgedrückt, b,, k, also 

1/J = ~ b;,."::c1x,., 
so ist eine der Haupt-Unterdeterminanten von cp' 

a1, 1 + 8 b1, 1 . . . a1," + 8 b1, " 
Ri.= 

a", 1 + 8 bk, 1 • • • ak, " + 8 b,., k 

und ist also eine ganze rationale Funktion kten Grades von e, 

R;. = R" + 8 M1 + 82 M2 + · · · + 8~< Mk, 

worin die M1 , M2 ••• M" rational von den a,, ~<• b1," abhängen. 
Insbesondere ist 

Mk = ~ + b1,1b2,2 ... bk,k• 

und man kann die b;, k immer so annehmen, daß Mk von Null 
verschieden ist. Man kann dann also 8 so annehmen, daß, wenn 
Rk von Null verschieden ist, Ri< dasselbe Zeichen hat wie R,., und 
wenn Rk verschwindet, Ri. nicht verschwindet. 

Wir können das hierdurch Bewiesene mit den Ergebnissen 
des § 11 in eine allgemeine Regel zur Bestimmung der Anzahl 
der negativen Quadrate, auch für den Fall verschwindender 
Determinante, zusammenfassen: 

XXXII. Um die charakteristischen Zahlen n, v, ~ der 
Funktion p(x) zu bestimmen, ordne man die 
V a r i ab 1 e n x1, x 2 • • • Xn s o an , daß in d e r K e t t e 
der Haupt-Unterdeterminanten 

(12) Rn, Rn-1 ... Ru Ro 

eine möglichst kleine Anzahl von Anfangs
gliedern verschwindet, und daß von den folgen
den Gliedern nicht zwei nebeneinander stehende 
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verschwinden; Q ist dann die Anzahl der ver
schwindenden Anfangsglieder, v die Anzahl der 
Zeichenwechsel und n = n- v - Q t). 

Zu bemerken ist noch, daß man die Anzahl der Zeichen
wechsel in der Reihe (12) auch von rechts nach links abzählen 
kann, d. h. daß man dieselbe Anzahl von Zeichenwechseln findet, 
wenn man die Reihe in umgekehrter Ordnung schreibt. 

Bezeichnen wir mit n, v, Q die charakteristischen Zahlen der 
Form fP und bilden die Form 

lp' = lp + E t/J, 
so können wir t/J so bestimmen, daß die Determinante von fP' 
nicht identisch für jedes E verschwindet. Dann sind n:', v', 0 die 
charakteristischen Zahlen von fP' und 

(13) n:' + v' = '11: + v + Q· 

Es ist dann in (10) 

An= O, lln-1 = O, ... An-~+1 = O, 
A,._~, 11.,._~_ 1 , ..• 11.1 von Null verschieden. 

In der Kette der Haupt-Unterdeterminanten von (ll).stimmen 
dann bei hinlänglich kleinem E die n - Q Endglieder im Vor
zeichen überein mit 

At A2 · · · A,._~, llt A2 · · · An- ~-t• · · ., ).t A2, ~' 1 
und die Anzahl der in dieser Kette vorkommenden Zeichenfolgen 
ist daher mindestens gleich der Anzahl der positiven A und 
die Anzahl der Zeichenwechsel mindestens gleich der Anzahl 
der negativen l. Es ergibt sich hieraus: 

(14) '11: 1 > n:, v' > v. 

Nennen wir eine Form fP, deren charakteristische Zahlen 
n: = n, v = 0, Q = 0 sind, die also als Summe von n positiven 
Quadraten voneinander unabhängiger linearer Funktionen dar
stellbar ist, eine positive Form, so gilt der Satz, daß für eine 

1) Hierüber ist zu ver-gleichen Gundelfingers Zusatz zur dritten Auf· 
Iage von Resses analytischer Geometrie des Raumes. Frobenius, .über 
das Trägheitsgesetz der quadratischen Formen". Sitzungsber. d. Berliner 
Akademie 1894; auch in Crelles Journal, Bd. 114. Frobenius gibt ein Ver
fahren an, um die Signatur, also die Differenz n - v, in gewissen Fällen 
auch dann aus der Kette (12) zu bestimmen, wenn darin beliebige Glieder 
verschwinden, so daß ein vorheriges Ordnen der Indices entweder ganz vet·
mieden oder wenigstens eingeschränkt wird. 
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positive Form keine der Haupt-Unterdeterminanten verschwinden 
kann. Denn eine positive Form kann für kein reelles Wert
system der Variablen x1 , x1 ••• Xn verschwinden, außer wenn 
diese Variablen alle gleich Null sind. Wenn aber die Haupt
Unterdeterminante Rk = 0 ist, so ist die Funktion von k Variablen 

cp (xu X2 ••• xk, 0, ... 0), 
deren Determinante Rk ist, durch weniger als k lineare Funk
tionen der x1, x2 ••• xk, etwa y1, y2 ••• Yk-1, darstellbar, und die 
Funktion cp verschwindet daher, wenn 

Y1 = 0, ... Yk-1 = o, xk+1 = 0, ... Xn = 0 

ist. Dies ist ein System linearer Gleichungen, das durch nicht 
verschwindende x befriedigt werden kann. Daraus ergibt sich: 

XXXIII. Die notwendige und hinreichende Bedingung 
für eine positive Form ist die, daß die Glieder 
der Kette (12) alle positiv sind. 

Den entsprechenden Satz für eine negative Form erhält man, 
wenn man XXXIII auf die Form - cp anwendet. Positive und 
negative Formen werden auch unter dem Namen der definiten 
Formen zusammengefaßt. 
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Zahlen und ganze Funktionen. 

§ 13. 

Zahlen und Zahlkörper. 
Die Algebra hat es zunächst zu tun mit den natürlichen 

(ganzen positiven) Zahlen, mit denen in bekannter Weise gerechnet 
wird. Man bezeichnet die Rechnungsarten, Addition, Subtraktion, 
Multiplikation, Division, als die vier Spezies oder als rationale 
Operationen. Um diese Operationen allgemeiner ausführen zu 
können, erweitert man das Zahlenreich durch die Null, die nega
tiven Zahlen und die Brüche, und es zeigt sich, daß die genannten 
Operationen in diesem Bereiche allgemein ausführbar sind, mit 
Ausnahme der Division durch Null. 

Aber die Algebra braucht auch noch andere Zahlen, wie z. B. 
die Quadratwurzeln f2, f3, dann die imaginäre Einheit i = V-1. 
Im Bereich dieser erweiterten Zahlen sind gleichfalls die vier 
Spezies anwendbar. Hieraus ist ein Begriff abgeleitet, den Kron
ecker als Rationalitätsbereich, Dedekind als Zahlkörper 
bezeichnet hat. Zu einem Rationalitätsbereich oder Zahl
körper gehören alle die Zahlen, die aus einem gegebenen System 
von Zahlen durch Anwendung der vier Spezies erreichbar sind. 

Jeder Zahlkörper, zu dem außer der Null noch mindestens 
eine Zahl a gehört, enthält die Zahl 1 (Division von a durch a), 
ferner alle g.anzen Zahlen (Addition und Subtraktion von Zahlen l)t 
alle Brüche (Division zweier ganzen Zahlen). 

Die ganzen und gebrochenen Zahlen heißen rationale Zahlen. 
Der Bereich aller rationalen Zahlen ist ein Zahlkörper; er ist in 
jedem Zahlkörper enthalten und heißt der absolute Rationali
tätsbereich. 

Ein anderer Körper entspringt aus den komplexen Zahlen 
x + yi, wenn x und y rationale Zahlen sind. 
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Die ganzen positiven und negativen Zahlen gestatten unein
geschränkt die Addition, die Subtraktion und die Multi
plikation; die Division aber nur ausnahmsweise, nämlich dann, 
wenn der Dividend durch den Divisor teilbar ist. 

Wir verstehen daher unter einem Integritätsbereich ein 
.Zahlengebiet, in dem die drei Operationen der Addition, Sub
traktion und Multiplikation unbegrenzt ausführbar sind, und nennen 
eine Zahl a eines solchen Bereichs durch eine Zahl b desselben 
Bereichs teilbar, wenn es in dem Bereich eine Zahl x gibt, die 
der Bedingung bx = a genügt. 

§ u. 
Variable und Funktionen. 

Aus der Analysis ist man gewohnt, unter einer "Variablen" 
ein Zeichen zu verstehen, das nach und nach verschiedene Werte 
annimmt. Die Algebra gebraucht das Wort Variable gleichfalls, 
aber in einem anderen Sinne. Es sind hier lediglich Rechnungs
symbole, mit denen man nach den Regeln der Buchstabenrechnung 
operiert, und mit deren Hilfe man aus den Ergebnissen dieser 
Rechnungen gewisse Resultate über Zahlen gewinnt oder einfach 
ausdrückt und zusammenfaßt. Es ist damit nicht ausgeschlossen, 
daß man für diese Zeichen, für die man gleichfalls Buchstaben 
wählt, in irgend einem Stadium der Rechnung irgend welche 
numerische Werte setzt. 

Ist x eine solche Variable, während a0, a1, a2 ••• Zahlen sind, 
so heißt ein Ausdruck wie 

(1) f (x) = a0 xn + a1xn-l + ··· + an-tX +an 
eine Funktion von x (ganze rationale Funktion von x); die Zahlen 
a0, a1 ···an heißen die Koeffizienten. Wenn die Koeffizienten 
einem Zahlkörper angehören, so heißt f(x) eine Funktion in 
diesem Körper. Der höchste Exponent n von x heißt der Grad 
dieser Funktion (wenn a0 nicht gleich Null ist). 

Ganze Funktionen mehrerer Variablen x, y, z ... erhält man, 
wenn man in (1) die Koeffizienten a; durch ganze Funktionen 
einer neuen Variablen y ersetzt, in dieser wieder die Koeffizienten 
durch ganze Funktionen einer dritten Variablen z usf. Man er
hält dann Ausdrücke, die man kurz so schreibt: 

(2) 
a,(J,r ... 

f (x, y, Z •• . ) = ~ aa,(J,y ••• x"yPzY ... 1 
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worin die Exponenten oc, ß, r ... ganze, nicht negative Zahlwerte 
durchlaufen. 

Eine ganze Funktion wird nur dann gleich Null gesetzt, wenn 
in dem geordneten Ausdruck alle Koeffizienten einzeln ver
schwinden, und es gilt dann der Satz: 

Sind 411 (x, y, z ... ), 412 (x, y, z ... ), 418 (x, y, z ... ) ... 
nicht verschwindende ganze Funktionen mit nume
rischen Koeffizienten, so kann man den Veränder
lichen x, y, z ... auf unendlich viele Arten solche 
rationale Werte beilegen, daß von den Funktionen 
4111 412, 413 ... keine den Wert Null erhält. 

Der Satz ist zunächst evident, wenn die Funktionen 4111 412, 

413 ••• nur von einer Variablen abhängen; denn dann gibt es 
überhaupt nur eine endliche Anzahl von Zahlwerten für diese 
Veränderliche, die eine dieser Funktionen zum Verschwinden 
bringen (§ 4 ). 

Dann aber können wir die Richtigkeit des Satzes für Funk
tionen von n + 1 Veränderlichen leicht einsehen, falls wir ihn 
für Funktionen von n Veränderlichen als erwiesen betrachten. 
Denn ordnen wir die Funktionen nach der ( n + 1) ten V eränder
lichen t, so können wir für die übrigen n Veränderlichen nach 
Voraussetzung solche Werte setzen, daß in keiner der Funktionen 
die Koeffizienten aller Potenzen von t verschwinden; dann haben 
wir Funktionen der einen Veränderlichen t und können für diese 
einen solchen Wert setzen, daß keine der Funktionen verschwindet. 
Damit ist der Satz bewiesen, und man sieht, daß er auch noch 
richtig bleibt, wenn für die absoluten Werte der Zahlen, die für 
die Variablen zu setzen sind, beliebige obere Grenzen festgesetzt 
sind, oder wenn gefordert wird, daß nur rationale Zahlen für die 
Variablen zu setzen seien. 

§ 15. 

Teilung ganzer Funktionen. 
Ist 

(I) 41 (x) = Ä 0 X"' + .A1 xm-l + .. · + Am-lX + .A,.. 

eme ganze F'unktion m ten Grades von x und 

(2) f(x) = X" + a,.x"- 1 + .. · + a,._ 1 x + a,. 
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eine ganze Funktion nten Grades, in der der Koeffizient von X" 

gleich 1 ist, und ist n < m, so ist 

(3) f!J(x) - A0 xm-n f(x) = fll1 (x) = Aox>nt + · · · 
eine ganze Funktion, deren Grad m1 kleiner als m ist. 

Ist m1 noch nicht kleiner als n, so kann man 

(4) fll1 (x)- Aoxm1-"{(x) = fll2(x) 

setzen und erhält eine Funktion f!J2 (x) von noch niedrigerem 
Grade m2 , und so fortfahrend kann man eine Reihe von Funk
tionen IP1 , IP2 , f118 ••• von abnehmenden Graden m1 , m2, m8 ••• 

bilden, deren letzte von niedrigerem Grade als n ist. 
Faßt man dies ·zusammen, so erhält man das gewöhnliche 

Divisionsverfahren von ganzen Funktionen durcheinander. Man 
kommt zuletzt auf eine Formel von der Gestalt: 

(5) I1J (x) = Q(x) f(x) + cp (x), 
worin cp(x) höchstens vom Grade n - 1 und 

Q(x) = Ao.r,m-n + Aoxmt-n + . •• 
vom Grade m - n ist. 

Worauf es uns hier wesentlich ankommt, ist der Satz, der 
sich aus der Bildungsweise der Formeln (3), (4) unmittelbar ergibt: 

I. Die Funktionen Q(x), cp(x) der Formel (5) sind 
nicht nur ganze Funktionen von x, sondern auch 
der Koeffizienten A 0, A 1 ••• Am, a11 a2 ••• a,.. 

Die Formel (5) bleibt auch noch gültig, wenn der Koeffizient 
von x" in f(x) nicht = 1, sondern = a0 ist; nur tritt dann 
eine Potenz von a0 im Nenner auf. 

Auf diesem Divisionsverfahren beruht die Ermittelung des 
größten gemeinschaftlichen Teilers zweier ganzer Funk
tionen A (x), A' (x). Nach dem Satze I läßt sich setzen: 

(6) 

A = Q'A' +A" 
A' = Q'' A" + A"' 

A<•-a> = <J<•-2> A<•-2> + A<•-1> 
A<'-2) = Q<•-1> A<•-I> + A<•>. 

Da die Grade der Funktionen A', A", A''' . . . stets ab
nehmen, so kann man mit dieser Division so lange fortfahren, 
bis der Grad von AC•> gleich Null, also A von x unabhängig 
..geworden if'!t. 

Weber, Algebra. (K!. Ausg.) 4 
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Wenn nun A, A' irgend einen gemeinsamen Teiler haben, 
so ist dieser, wie der Anblick der Gleichungen (6) lehrt, auch Teiler 
von A.", A'", A"" usf. bis A<·~ Ist A<•> eine von Null ver
schiedene Konstante, so kann also kein von x abhängiger Teiler 
von A und A' existieren. Solche Funktionen heißen teilerfremd 
oder relativ prim. Man sagt auch, indem man nur die von x 
abhängigen Teiler berücksichtigt, die Funktionen haben keinen 
gemeinsamen Teiler. 

Die Bedingung, daß die beiden Funktionen einen gemein
samen Teiler haben, ist also: 
(7) A<•> = o. 

In diesem Falle ist A<•- 1> Teiler von A<•- 2J, wie die letzte 
Gleichung (6) zeigt, und nach der vorletzten dieser Gleichungen 
Teiler von A<•- 3> usf., also auch Teiler von A und A'. Und da um
gekehrt jeder gemeinsame Teiler von A, A.' auch Teiler von A<•-t> 
ist, so heißtA<•-IJ der größte gemeinsame Teiler vonA undA'. 
Der Euklidische Algorithmus (6) zeigt, daß man A<•> und A<•-J) 
aus den Koeffizienten von A und A' durch die rationalen Rechen
operationen ableiten kann, und zwar so, daß immer nur durch 
die Koeffizienten der höchsten Potenzen von x in den Funktionen 
A, A', A." ... , die von Null verschieden sind, dividiert wird. 

Wir wollen diese Betrachtungen auf ein Beispiel anwenden, 
das auf die Diskriminante der kubischen Formen führt. 

Wir setzen: 

(8) f(x) = a0 x 3 + a1 x 2 + a2 x + a8 = A 
f(x) = 3a0 x 2 + 2a1 x + a2 = B, 

und setzen a0 von Null verschieden voraus, dann haben 

(9) 
A = QB+ C, 
C = CoX + C1, 

Q __ 3a0 x + a! 
- 9a0 ' 

worin 

(10) 6a0 a2 - 2a{ 9a0 a3 - a1 a2 
Co= Cl = 9 a0 9 a0 

wir: 

Wenn c0 gleich Null ist, so ist hiermit der Algorithmus schon 
geschlossen; wenn c1 von Null verschieden ist, dann haben A und 
B keinen gemeinsamen Teiler; ist aber C gleich Null, so ist B 
selbst der größte gemeinsame Teiler von A und B, d. h. A ist 
durch B teilbar. Die Bedingungen hierfür sind also: 
(ll) 3 a0 a2 -- a12 = 0, 9 a0 a8 - a1 a2 = 0. 
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Ist C0 nicht gleich Null, so gehen wir einen Schritt weiter 
und setzen: 
(12) B = P C + D, 

worin D konstant wird und den Ausdruck erhält: 

(13) D = a2c;f- 2 a1 c~c1 + 3 a0c12• 
Co 

Ist dieser Ausdruck von Null verschieden, so sind A und B 
teilerfremd, ist er gleich Null, so haben A und B den größten 
gemeinschaftlichen Teiler 0. Setzen wir für c0, c1 die Werte (10) 
ein, lassen den Nenner weg, heben noch den von Null verschiedenen 
F'aktor 9 a0 heraus und kehren das Vorzeichen um, so erhält diese 
Bedingung nach einfacher Rechnung die Gestalt: 

(14) afai + 18 a0 a1 a2 a3 - 4 a0 af - 4 afa8 - 27 a02al = 0. 

Sie ist, wie man leicht durch Rechnung oder auch aus (13) 
sieht, auch dann erfüllt, wenn die Bedingungen (11) bestehen, 
und ist also die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß f(x) und f"(x) einen gemeinsamen Teiler haben. Die linke 
Seite von (14), die eine ganze rationale und homogene Funktion 
der Koeffizienten von f(x) ist, heißt die Diskriminante der 
Funktion f(x). 

Der Algorithmus (6) kann uns noch eine weitere Aufgabe lösen: 
Aus der ersten dieser Gleichungen folgt: 

(15) A" = A- Q'A', 

und weun man diesen Wert von A" in die folgende Gleichung 
einsetzt: 

A'" = (1 + Q' Q")A' - Q" A, 

also, wenn mit p, p' ganze rationale Funktionen bezeichnet werden, 
(16) A'" = pA + p'A'. 

Setzt man die Ausdrücke (15), (16) in die dritte Gleichung (6) 
ein, so ergibt sich für A"" wieder ein Ausdruck von der Form 
(16), und so kann man fortfahren und erhält schließlich: 

(17) A<•l = PA+ P'A', 
worin P, P' ganze rationale Funktionen sind, deren Koeffizienten 
durch rationale Rechenoperationen aus den Koeffizienten von A 
und A' zusammengesetzt sind. 

Die Gleichung (17) bleibt richtig, wenn man P durch P- QA' 
und P' durch P' + Q A ersetzt, worin Q eine beliebige ganze 

4* 
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Funktion von x ist. Sind nun n und n' die Grade von A und A', 
so kann man Q so bestimmen, daß der Grad von P - QA' nicht 
größer als n' - 1 wird, und dann folgt, da in (17) die höchsten 
Potenzen von x sich wegheben müssen, daß der Grad von 
P' + Q A nicht höher als n - 1 sein kann. 

In der Formel (17) ist A<~> eine Konstante. Besonders wichtig 
ist dieser Satz in dem Falle, wo A<•> von Null verschieden, also 
A, A' relativ prim sind. Setzen wir in diesem Falle 

P = A<•>Ji'(x), P' = A<•>(]>(x), 
so können wir nach Weglassung des Faktors A<•> dem Satze fol
genden Ausdruck geben: 

li. Sind f(x) und ffJ (x) zwei ganze Funktionen ohne 
gemeinsamen Teiler von den Graden n und m, so 
kann man zwei andere ganze Funktionen F(x) 
und (]>(x) bestimmen, deren Grade nicht höher 
als m- 1 und n- 1 sind, die der Gleichung 

(18) F(x)f(x) + <P(x)ffJ(x) = 1 
identisch genügen. 

Der Satz läßt sich noch verallgemeinern. Multiplizieren wir 
die Gleichung (18) mit einer beliebigen ganzen Funktion z (x), 
so folgt: 

(19) F(x)x(x)f(x) + (]>(x)x(x)ffJ(X) = x(x), 

und nun können wir 

(]>(x)x(x) = Q(x)f(x) + t/J(x) 

setzen, so daß Q(x), t/J(x) ganze Funktionen von x sind, und der 
Grad von t/J(x) kleiner ist als der von f(x). Setzen wir dies 
in (19) ein und setzen an Stelle von F(x) x (x) + Q(x) ffJ (x) 
wieder F(x), so erhalten wir: 

E (x) f (x) + ffJ (x) t/J (x) = X (x). 

Wir können daher den vorigen Satz so verallgemeinern: 

III. Sind f(x), ffJ(x), x(x) gegebene ganze rationale 
Funktionen, und f(x) und ffJ(x) ohne gemeinsamen 
Teiler, so lassen sich die ganzen rationalen Funk
tionen F(x), w(x) und zwar t/J(x) von niedrigerem 
Grade als f(x) so bestimmen, daß die Gleichung 

(20) F(x)f(x) + tP(X)ffJ(X) = x(x) 

identisch befriedigt ist. 
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§ 16. 

Zerlegung ganzer Funktionen in lineare Faktoren. 
Wenn man eine ganze Funktion n ten Grades 

(1) f(x) = a0 X" + a1 x"-1 + ... + Un-1X + a,. 
nach § 15 durch eine lineare Funktion x - OG dividiert, so wird der, 
Rest eine Konstante. Setzen wir also 

(2) f (x) = (x - OG) Q + 0, 
so enthält C die Variable x nicht mehr, und wenn wir 

(3) Q = q0 x"- 1 + q1 x"-2 + ... + qn-2X + q,._l 

setzen, so folgt aus (2): 

(4) f(x) = qox"+ ql xn- 1 +· .. + q,._2x2+ q .. -1x+ c 
-a.q0 x"- 1 - • • ·-aq.,_sX2 -OGqn-2X- OGq,.-1, 

und aus der Vergleichung mit (1): 

qo = ao 
qt - aqo = at 

(5) 
IJ2 - OGq1 = a2 

q,. -1 - OGqn-2 = lln -1 

C - OGqn-1 = a ... 

Daraus erhält man: 

qo = ao 
qt = aoOG + ai 

(6) 
q2 = a 0 0G2 + a1 0G + a2 

qn-l = aoiX"- 1+ atOG"- 2 + · ·· an-1 

C = a0 0G" + a1 OG"- 1 + · · · an-1 a + a,. = f(a). 
C entsteht aus f (x), wenn man x = OG setzt, und kann also 
auch mit f ( a.) bezeichnet werden. 

Demnach haben wir die Formel: 

(7) f(x~ = ~(OG) = Q(x), 

worin Q (x) eine ganze Funktion vom Grade n - 1 ist. Setzen 
wir darin x = OG, so ergibt sich: 

(8) Q(OG)={1(0G), 
worin f'(x) die Derivierte von f(x) ist: 

(9) f'(x) = na0x"-1 + (n -1) a1 x"- 2 + ··· + an-1• 
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Dies Resultat ließe sich natürlich auch durch rationale Rech
nung bestätigen. 

Wenn wir in den Ausdrücken (6) an Stelle der unbestimmten 
Größe c.: das Zeichen x setzen, so entsteht daraus eine Reihe 
von ganzen rationalen Funktionen von x, die wir, wenn wir der 
Einfachheit halber a0 = 1 setzen, so schreiben: 

fo = 1, 
ft = x + at, 

(10) {2 = X 2 + a1 X + a2, 

f.,-1 = xn-1 + a1xtl-2 + a2xn-s ... + an-1• 

Diese Funktionen f0, {1 ... fn-1 werden uns später noch 
gute Dienste leisten. Für jetzt fügen wir noch folgende Be
merkungen bei: 

Man kann nach (10) die Potenzen 1, x, x2 ••• xn-1 von x 
linear ausdrücken durch die Funktionen {0, { 1 •.. f~-1, und zwar 
so, daß in den Koeffizienten nur ganze rationale Verbindungen 
der a vorkommen, z. B. 

1 = fo, 
X = ft- atfo, 
X2 = f2- axft + («t2 -- a2)fo, 
..... ····· .......................... , 

und daraus folgt, daß man jede ganze rationale Funktion von x, 
deren Grad nicht größer als n - 1 ist, gleichfalls linear durch 
f~, {1 ••• fn-1 ausdrücken kann in der Form 

(11) Yofo + Ydt + ·· · + Yn-dn-11 
worin die Koeffizienten y0, y1 ••• Yn- 1 von x unabhängig sind. 

Ist also F(x) eine beliebige ganze rationale Funktion von x, 
so kann man, indem man f(x) als Divisor betrachtet, 

(12) F (x) = Pf(x) + Yofo + Ydt + ... + Yn-dn-1 

setzen, worin auch P eine ganze rationale Funktion von x ist. 
Zur rekurrenten Berechnung der Funktionen {. (x) ergibt 

sich aus (10) die Relation: 

(13) f~(x) - xf~-~ (x) = a,. 

Ist f(c.:) = O, so heißt c.: eine Wurzel von f(x), und die 
Gleichung (2) ergibt: 

(14) f(x) = (x - c.:) Q(x). 
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Hat die Funktion Q(x) vom (n- l)ten Grad eine Wurzel ß, 
so können wir 

Q(x) = (x- ß) QI (x) 
setzen. 

Hat Q1 (x) eine Wurzel r usf., so ist, wenn t.~e, ß, r ... 1' 

Wurzeln der Funktionen f(x), Q(x), Q1 (x) ... Qn- 2 sind, der 
Koeffizient der höchsten Potenz von x in allen Q gleich a0 und es 
ergibt sich: 
(15) f(x) = a0 (x - t.~e) (x- ß) ... (x - v). 

Der Fundamentalsatz der Algebra, auf den wir weiterhin 
zurückkommen, besagt, daß jede ganze Funktion wenigstens 
eine Wurzel hat. 

Setzen wir diesen voraus, so ergibt sich aus (15) das Theorem: 

IV. Eine ganze Funktion nten Grades läßt sich in 
n lineare Faktoren zerlegen. 

Ohne den Fundamentalsatz vorauszusetzen, würde nur folgen, 
was in § 4 auf anderem Wege bewiesen ist, daß eine Funktion 
n ten Grades nicht mehr als n Wurzeln haben kann, außer wenn 
sie identisch verschwindet, d. h. alle ihre Koeffizienten = 0 sind. 

Unter den Faktoren x- t.~e von f(x) kann derselbe auch 
zweimal oder öfter vorkommen, und man nennt dann a eine 
doppelte oder mehrfache Wurzel von f (x). 

Entwickelt man f(x) nach dem Taylorschen Lehrsatze nach 
Potenzen von (x - a), so folgt, wenn mit f' (x), f" (x) die Deri
vierten von f(x) bezeichnet werden: 

(16) f(x) = f (a) + (x - a) f' (a) + (x-;, 2tx) 2 f" (t.~e) + · .. , 

und wenn {(t.~e) = 0 ist, so läßt sich f(x) nach (14) durch (x -a) 
dividieren, und man erhält: 

also 

oder 
(17) 

Q(x) = {'(tx) + ~ f"(t.~e) +(X- a2
) f'"(a)+ ... , 

1.2 1.2.3 

Q(a) = f'(a) 

{' (tx) = ao (OG - ß) (OG - '}') ... (tx - v). 

Daraus folgt: 
V. Die notwendige und hinreichende Bedingung da

für, daß t.~e eine mehrfache Wurzel ist, besteht 
darin, daß f(OG) und f'(a) zugleich = 0 sind, und 
daß OG eine mfache Wurzel ist ds.rin, daß 
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f(u), f' (u) ... f<".- 1) (u) verschwinden, während f<ml(u) 
nicht verschwindet. 

Setzen wir jetzt a0 = 1 und bezeichnen die n Wurzeln von 
f(x) mit u1 , u2 ••• an, so ergibt sich: 

(18) f(x) = (x - a1) (x - r~.2) ••• (x - rl.n) 

= xn + alxn-1 + a~xn-2 + ... an. 

Eine leichte Überlegung läßt folgendes Bildungsgesetz der 
Koeffizienten a11 a2 ••• an erkennen: 

Es ist - a1 gleich der Summe der a, a2 gleich der Summe 
der Produkte von je zweien der a, - a8 die Summe der Produkte 
von je dreien der a, allgemein (- 1 )• a. die Summe der Produkte 
von je v der Größen u, oder in Formeln ausgedrückt: 

(1 9) 

-a1 = ~uJ 
+ a2 = ~rl.1 0:2 

(- 1 )»an = a1 0:2 ••• O:n, 

ein Gesetz, das man aus den Formeln (5) durch vollständige 
Induktion bestätigt. 

Die Anzahl der Glieder, die eine der Summen (18), etwa. 
(- 1)•a., enthält, ist gleich der Anzahl der Kombinationen ohne 
Wiederholung von n Elementen zur v ten Klasse, also gleich dem 
Binomialkoeffizienten 

(20) B'") _ n(n-1)(n- 2) ... (n-v+l) _ II(n) 
• -- 1.2 ... v -ll(v)II(n-v) 

Wenn 
ll(m) = m. = 1. 2. 3 ... m 

ist, und wenn man die o:; alle einander gleichsetzt, so erhält 
man aus (18) den binomischen Lehrsatz. 

Die Binomialkoeffizienten B~n) sind nach (20) ganze Funk
tionen von n vom Grade v und behalten ihren guten Sinn, wenn 
für n eine Variable x gesetzt wird: 

(21) B<xJ = x.(x -1) ... (x- v+ 1). 
• }. 2 ..• V 

Man erhält daraus: 

(22) BCx) = B<x-1) + B<x-1) 
• )' •-1 ' 
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woraus man schließt, was übrigens von vornherein selbstver
ständlich ist, daß die Binomialkoeffizienten B~n> für ganze positive n 
selbst ganze Zahlen sind. 

Einen weiteren Satz über diese Koeffizienten wollen wir noch 
aus dem binomischen Lehrsatz ableiten. Danach ist, wenn 
B~n> = 1 gesetzt wird: 

1 = B~O) 
1 + x = BJ1>+ B~1>x 

(23) (1 + x)2 = B~2> + Bf2>x + BJ2>x2 

(1 + x)" = BJn> + Bf">x + BJ"lx2 + ... + B~n>xn. 
Wir machen von der Summenformel der geometrischen Reihe 

Gebrauch: 

1 + (1 + x) + (1 + x)2 + ... + (1 + x)" = (1 + x)n+ 1 
- 1 . 

X 

Entwickelt man hier wieder (1 + x)"+ 1 nach der Bi:aomial
formel, so erhält man für die rechte Seite: 

(1 + x)"+ 1 -1 = B<n+1> + B<n+1>x + ... + B<n+1>xn 
X 1 2 n+l • 

V ergleicht man dies mit der Summe der rechten Seiten von 
(23) und setzt die Koeffizienten entsprechender Potenzen von x 
einander gleich, so folgt: 

B~o> + BJ1l + B~2> + ... + B~n> = Bp•+ll 
(24) 

oder allgemein 
(25) 

B<l> + B<2> + ... + B<n> = B<n+t> 
1 1 1 2 

B<•> + B<• + 1> + ... + ß(n) = B<" +t> 
)' ' ., t+l • 

Wenn man aber die Gleichungen (23) der Reihe nach mit 
B~n)1 -Bf"l, +BJn>, ... ±B~n) 

multipliziert (wo das obere Zeichen bei geradem, das untere bei 
ungeradem n gilt), so ergibt die Summe der linken Seiten nach 
der Binomialformel: 
B~n) - BCj'> (1 + x) + B~n) (1 + x)2 - · · · + B~n) (1 + x)" 

= [1- (1 + x)]" = (-x)n, 

und die Gleichsetzung der Koeffizienten gleich hoher Potenzen 
auf der rechten und linken Seite liefert das Formelsystem 
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0 = BbO) Bb") - ßbl) Bf"l + Bb2) Bf(> - • • · + B~n) ß~K) 
(26) ? ............... ~ .. ~?). ~~~). ~ .~~2~ ~~~) •• ~. ~ ~ ~ .:. ~~~).~~ .. ~ 

+ 1 = + ß~n)ß~n), 
Dieses Formelsystem läßt sich in umgekehrter Reihenfolge 

mit Benutzung der Relation B~n> = B~n2_. auch so darstellen: 

1 = B~nlß~n) 

0 = Bfn!ßbn)- ß~n-l)B1n) 

(27) 0 = B~n) B&n) - ß1n-l) B1n) + B&n-2) B~n) 

0 = ß<n) B<n) _ ß<n-llßin) + B<n-2)B(n) _ •••+ ß(O)ß(") 
n o n-1 1 n-2 2 - 0 n ' 

oder auch in zusammenfassender Bezeichnung: 

(28) 
• 
~ (- 1)' ß•n-•) ß<nJ = 1 

I'-· • o,l' 
=0 

§ 17. 

Interpolation. 

p.=O 

p. = 1, 2 ... n. 

Wir wollen von den zuletzt gewonnenen Formeln eine An
wendung machen auf eine Aufgabe aus der Theorie der Inter
polation. 

Es soll eine ganze rationale Funktion nten Grades 
bestimmt werden, die für n + 1 gegebene Werte der 
Veränder liehen x vorgeschriebene Werte hat. 

Es handelt sich also um die Bestimmung der n + 1 Koeffi
zienten a0, a1 ••• a,. in 

(1) f(x) = a0 x" + a1 x"- 1 + ··· an-1X + a,. 

aus den n + 1 Gleichungen 

(2) f(rx.o) == Ao, f(al) = .Al · · · f (a,.) =- A,., 

wenn rx.0, a 1 •.• an die gegebenen Werte von x, und .A0, A1 ••• A,. 
die entsprechenden Werte von f(x) sind. Die Gleichungen (2) 
sind ein System von Gleichungen ersten Grades für die Un
bekannten a0 , a1 ••• a .. , die sich im allgemeinen durch Deter
minanten auflösen lassen. Sind die gegebenen Werte von x die 
n + 1 ersten ganzen Zahlen 0, 1, 2 ... n, so läßt sich die Aufgabe 
in folgender einfacherer Weise lösen. Nach § 16, (21) läßt sich 
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x" und folglich jede ganze Funktion n ten Grades f(x) von x linear 
ausdrücken durch B~a:>, Bf"'> ... B~"'> in der Form: 

(3) f(x) = M0 Bo<x> + M1 B~"'> + ··· + M,.B~"'>, 
worin M0 , ]L ... M,. Konstanten sind, und die Funktion f(x) 
ist bestimmt, wenn diese Konstanten bestimmt sind. 

Es sei nun nach unserer Voraussetzung f(O), ((1), f(2) ... f(n) 
gegeben; da B~a:> immer verschwindet, wenn x einen der Werte 
0, 1, 2 ... v - 1 hat, so ergeben sich aus (3) die folgenden 
linearen Gleichungen für die Unbekannten M: 

f(O) = M0 B~0> 
f(l) = M0 B~1> + M1B~1> 

(4) f(2) = M0 B~s> + M1 B~2> + M1 B~<J> 

f(n) = MoJio"> + M1B~n> + Msmn> + ... + M,.B~">. 
Diese Gleichungen sind nun in bezug auf M0 , M1 ••• M,. 

aufzulösen, was sehr leicht mit Hilfe der Gleichungen (27) des 
vorigen Paragraphen geschieht. Die erste Gleichung ( 4) ergibt 
nämlich direkt: 

(5) Mo= f(O). 

Multipliziert man die erste Gleichung ( 4) mit B~>, die zweite 
mit - B11> und addiert, so erhält man nach dem erwähnten 
Formelsystem (auf n = 1 angewandt): 

(6) - M1 = Jio1>((0)- Bi1> f(l) 

und so allgemein, indem man die v ersten Gleichungen (4) der 
Reihe nach mit B~'>, - ß1•>, + B~·>, ... + B~> multipliziert und 
addiert: 
(7) + M. = B~·> f (0) - B1'> f(l) + B~·> ((2)- .. · + B~> f(v), 

wodurch nach (3) die Funktion f(x) bestimmt und die Aufgabe 
gelöst ist. Es ist klar, daß, solange wir über die Werte f(O), 
f ( 1 ), .. . f ( n) keine besondere Voraussetzung machen, in dieser 
Form jede beliebige ganze rationale Funktion von x dargestellt 
werden kann. 

Die Formeln § 16, (22): 

(8) 

geben aber für die Koeffizienten M0, M 1 ••• M,. eine Bestimmungs
weise, die für die praktische Rechnung viel bequemer ist. 
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Es ist nämlich nach (3) 

(9) f(x) = f(O) + M 1 Bi"'> + M2 B~"'> + ... + M,.B<:'; 

und wenn wir darin x durch x + 1 ersetzen und die Differenz 

(10) LI., = f(x + 1) - f(x) 

bilden, mit Rücksicht auf (8) 

(11) LI.,= M 1 + M2 B~"'> + M 8 Et> + ... + M,.B~"'!..1, 
woraus sich ergibt [da (11) eine Gleichung von derselben 
wie (9) ist, nur daß n- 1 an Stelle von n getreten ist]: 

Setzen wir 

(12) 

M 1 = A 0 = {(1)- f(O). 

Ax+l - A", = A~ 
A~+ 1 - A~ = A~ 
Ll(n-2) _ Ll(n-2) _ A(n--1) 

x+l "' - .a., 1 

so wird also hiernach 

Mo= f(O), Mt= Ao, JJ12 = A~ ... M,, = A~n-1>, 
und die Formel (9) ergibt: 

(13) {(x) = f (0) + d 0 h~x) + A~ B~x) + .. • + A~ll-l) B~"'', 

Art 

und ebenso kann man die Funktionen A .. , A~, LI~ ... ausdrücken: 

A _ A + A' B(x) + + A(n-l)ß(x) 
Llx - Llo LIO 1 • • • LIO n-1 

(14) A' _ A' + A" B(x) + + A(n-1) B(x) 
'-~x - ao LJo 1 • •• LJo n-2 

Die Ax, A~, Ll~ ••• A~n-ll sind ganze rationale Funktionen 
der Grade n - 1, n - 2 ... 0, die letzte von ihnen also kon
stant. Um sie alle darzustellen, braucht man nur die Werte 
f(O), L10, A~, A~ ... AÖ"-1), die man am leichtesten berechnet, 
wenn man eine Tabelle anlegt, die für den .Fall n = 3 z. Br 
folgende Form haben würde: 

{(0) A 0 A~ .d~, 

f (1) A1 Ai 
f(2) .d2 

t (3) 

und, wenn die f(O), {(1) ... gegeben sind, durch einfache Sub
traktionen berechnet wird. 

Noch anders wird das Interpolationsproblem nach Lagrange 
folgendermaßen gelöst: 
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Da eine Funktion ( n -1 )ten Grades n K oeffizi.enten enthält, 
so ist diese durch n vorgeschriebene Werte, die sie für die n 
willkürlichen Werte des Argumentes x 

«t, «21 as · · · «n 
annehmen soll, bestimmt. Wir setzen 

(15) f(x) = (x- a1) (x- «2) ... (x - u .. ) 

und erhalten dadurch eine Funktion nten Grades, die für diese 
Werte u verschwindet, und in der xn den Koeffizienten 1 hat. 

Nehmen wir die n Werte u alle voneinander verschieden an, 
so sind die Derivierten f' («1), f' («2) ... f'(un) alle von Null ver
schieden. Es ist z. B. 

f' («1) = (u1 - u2) (u1 - u8) ••. (a1 - Un) 
und in der Funktion 

'""" Ad (x) 
(16) F(x)= ~ f'(u;)(x-u;) 

F(u1) f(x) + F(u2) f(x) + .. ·+ F(u .. ) f(x) 
- f(u1)(x-a1) f'(u2)(x-u2) · f(u .. )(x-u,.) 

haben wir eine ganze Funktion (n - 1)ten Grades, die den Be
dingungen 

F(u1) = A1 , F(u2) = A 2 ••• 1! (un) = A,. 
genügt. 

Hierin sind die "'> ganz willkürlich und können daher auch 
als Variable angesehen werden. 

Ist nun 11> (x) eine beliebige ganze Funktion yon x, so setzen 
wir nach § 15 

(17) tP(x) = Q(x)f(x) + F(x), 
worin ]j (x) höchstens vom Grade n - 1 ist, und es ist 

ll>(a;) = F(u;). 

(18) 

Demnach ergibt sich aus (16). 

11> (x) - Q (x) f (x) = '""" 11> ( u;) f(x) 
~ f'(u) (x- «;) 

und daraus ergibt sich durch Vergleichung der rechten und linken 
Seite nach § 15, I. das sehr bemerkenswerte Resultat: 

VI. Ist tP(x) eine beliebige ganze Funktion von x mit 
variablen Koeffizienten, so ist die Summe 

'""" 11>(«;) f(x) 
~ f' (u;) (x - u;) 



62 Zweiter Abschnitt. § 18. 

eine ganze Funktion, nicht nur von x, sondern 
auch von ~ oder den Koeffizienten von f und von 
den Koeffizienten von fP. 

Ist W (x) = x•+I, so ist Q(x) = O, wenn v < n - 1, und 
Q(x) = 1, wenn v = n- 1 ist; setzt man dann x = 0, so 
erhält man aus (17): 

• 

(19) 
2: t1 ~~;) = 0 v = 0, 1, 2 ... n - 2 

n-1 

""" ~i 
.L.J f'(a;) = 1. 

§ 18. 

Entwickelung einer gebrochenen Funktion nach fallenden 
Potenzen der Variablen. 

Ist f(x) irgend eine Funktion vom Grade n, lP(x) vom 
Grade m, v eine beliebige Zahl und w. vom Grade n - 1, so 
ergibt sich durch Division: 
(1) x•fP(x) = {(x) { Cn-m-1xm-n+' + Cn-mxm-n+>-1 

+ .. · + c._d + w.(x), 
und die Koeffizienten von w. und die c sind rational aus den 
Koeffizienten von f und von W abgeleitet. Dividiert man diese 
Formel durch x• f(x), so folgt: 

(2) 

(3) 

W(x)- c xm-n + c xm-n-1 {'(x) - n-m-1 n-m 

+ ... + c.-1x-• + w.(x). 
x'f(x) 

Der ins Unbestimmte fortgesetzte Teil dieses Ausdruckes 
C Xm-H + C xm-n-l + n-m-1 n-m · · · 

heißt die Entwickelung des Bruches W(x):f(x) nach fallenden 
Potenzen von x und die c; die Entwickelungskoeffizienten. 
Das weggelassene Glied x-• w. (x): f(x) heißt der Rest. Mit 
welchem Rechte man unter Umständen die Entwickelung für die 
Funktion selbst setzen kann, ist eine Frage, die in die Analysis 
gehört, auf die· wir hier nicht einzugehen brauchen. 

Wenn w(x):f(x) eine echt gebrochene Funktion ist, so 
enthält die Entwickelung nach fallenden Potenzen nur negative 
Exponenten von x. Ist aber W: f unecht gebrochen, so scheidet 
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sich noch eine ganze Funktion oder eine Konstante ab. Der 
Teil mit negativen Potenzen 

Co+~+~+ ... 
x x2 xs 

ist für alle Funktionen ~ derselbe, die bei der Teilung durch f 
denselben Rest geben. 

Die Entwickelung (2) ist in dem Sinne eindeutig bestimmt, 
daß, wenn wir einen Ausdruck von der Form annehmen: 

(4) ~(x)- c' xm-n + c' xm- .. -1 f'(x) - n-m-1 n-m 

u + ·· · + c',-1 x-• + x•' 

und nur voraussetzen, daß in der gebrochenen Funktion U der 
Grad des Nenners höher sei als der Grad des Zählers, dann 
notwendig 

(5) n- ~.(x) 
"'~- f'(x) 

sein muß. Es folgt nämlich zunächst aus der Annahme (4) durch 
Multiplikation mit x•f(x), daß Uf(x) eine ganze Funktion 
von x ist, deren Grad also nach unserer Annahme höchstens 
= n - 1 ist, und dann werden die ci durch Vergleichung mit 
der Formel (1) den c1 gleich gefunden, was dann für U den 
Ausdruck (5) nach sich zieht. 

Daraus folgt weiter, daß man die Entwickelungskoeffizienten 
für die Summe von zwei oder mehr gebrochenen Funktionen er
hält, wenn man die entsprechenden Koeffizienten der einzelnen 
Summanden addiert, und daß man die Entwickelung eines Pro
duktes zwei er Funktionen dadurch bilden kann, daß man hin
länglich weit fortgesetzte Stücke der Entwickelungen der ein
zelnen Faktoren miteinander multipliziert, und das Ergebnis 
wieder nach absteigenden Potenzen der Variablen ordnet. Hier
bei kann man einfach die Regel der Multiplikation auf ganze 
Funktionen von 1 : x anwenden. 

Für den einfachen Bruch 
1 

X-OG 

ergibt sich die Entwickelung: 
1 a rx,2 rx,s 

x + x2 + x3 + X' + .. ·, 
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und daraus, wenn man einen in Partialbrüche zerlegten Bruch hat: 

tP(x) _ Q + tP (1X1) + fP(oc2) 
f(x) - f'(1X1) (x-a1) f'(a2)(x-oc2) 

fP(an) + ... + {'(ocn)(X-1Xn) 1 

für die Koeffizienten c0, c1, c2 ••• die folgenden Ausdrücke: 

_ ~ tP (IX;) _ ~ tP(a;)IX; _ ~ tP(oc;)IXl 
(6) c0 -..::::... f' (IX;), c1 - ..::::... t' (IX;) , C2 - ..::::... f' (oc;) • · ·, 

worin sich das Summenzeichen auf ~. 1X2 ... an erstreckt. 

Nehmen wir insbesondere tP(x) = f(x) an, so werden die 
Größen c0, cll c2 ••• identisch mit den Summen der Potenzen der IX: 

(7) 

§ 19. 

Ganze Funktionen mehrerer Veränderlichen, Formen. 

Unter einer ganzen rationalenFunktion ntenGrades mehrerer 
Veränderlichen F (x, y, s ... ) verstehen wir eine Summe von 
Gliedern: 

~ Aa,ß,y ... xa yß sY ... , 

worin IX, ß, 'Y ••• ganzzahlige, nicht negative Exponenten sind, 
deren Summe IX + ß + 'Y + · · · den Wert n nicht übersteigt, 
und wenigstens in einem Gliede auch wirklich erreicht. Der 
Grad wird also bestimmt durch den größten Wert, den die 
Summe IX+ ß + r + ... annimmt. Die Aa,ß,y ... können beliebige 
Größen darstellen und heißen die K o e ff i z i e n t e n. 

wenn die Summe der Exponenten IX + ß + r + . . . in 
allen Gliedern denselben Wert hat, so heißt die Funktion 
homogen oder eine Form. 

Eine fundamentale Eigenschaft der homogenen Funk
tionen nten Grades ist die, daß, wenn alle Variablen 
mit demselben Faktor vervielfältigt werden, der 
Erfolg dersei be ist, wie wenn die Funktion mit der 
nten Potenz vervielfältigt wird; in Zeichen, wenn t eine 
beliebige Veränderliche bedeutet: 

(1) F(tx, ty, ts ... ) = tn F(x, y, s ... ); 
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denn ersetzt man in dem Produkt x"' yfl HY ... die Variablen durch 
tx, ty, tz ... , so erhält es den Faktor 

ta.+f1+r+ ···; 

hat nun oc + ß + r + · · · in allen Gliedern denselben Wert n, 
so kann der Faktor tn vor die Summe F herausgenommen werden. 
Wenn man die Gleichung (1) rechts und links in bezug auf t 
differentiiert und dann t = 1 setzt, so ergibt sich die für homo
gene Funktionen charakteristische Gleichung von Euler: 

(2) nF(x,y,z ... ) = xF'(x) + yF'(y) + zF'(z) + ... 
Durch Vermehrung der Veränderlichen kann man jede nicht 

homogene Funktion in eine homogene von gleichem Grade ver
wandeln. Ist nämlich m- 1 die Anzahl der Variablen in einer 
nicht homogenen Funktion n ten Grades, so setzen wir 

Xt y=-, 
x". 

Xs z=-···, 
Xm 

und erhalten in 

x" F(xl x2 Xs .. ·) 
m Xm' Xm1 Xm 

eine ganze homogene Funktion n ten Grades der Variablen 
x1, x, ... Xm1 die wir mit 

bezeichnen. 
Es empfiehlt sich bisweilen, die homogenen Funktionen 

mehrerer Variablen mit den Polynomialkoeffizienten zu 
schreiben. 

Wir setzen daher 

(3) <P (x11 x~ ... x".) 

""" II ( n) A a1 '"2 a.". = .L.J II(oc!) n (oc2) ... II(a".) a!JIIJ ... .. ". xl x2 ... x". I 

wo sich die Summe auf alle nicht negativen, der Bedingung 

( 4) ~ + oc2 + .. · + OCm = n 
genügenden Zahlen erstreckt. Diese Bezeichnungsweise, ohne die 
Beschränkung ( 4 ), ist auch auf nicht homogene Funktionen an
wendbar. 

Man kann aber die homogene Funktion auch so darstellen: 

(5) lXI (xl, x2 ... Xm) = ;t; AY!, v2 ...... x,l x.2 ... x ... , 
Weber, Algebra.. (Kl. Ausg.) 
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worin jeder der Indices v1, v2 .•• Vn von den übrigen unabhängig 
die Wertreihe 1, 2 ... m zu durchlaufen hat. Die Summe (4) 
besteht also aus mn Gliedern, die aber nicht alle voneinander 
verschieden sind. Das Produkt x,1 x.2 ••• x.n bleibt nämlich un
geändert, wenn die Indices v1 , v2 ... Vn beliebig unteieinander 
permutiert werden. Die Anzahl der Permutationen von n Ele
menten beträgt aber nl oder ll (n ). Sind unter diesen Elementen je 
~~~ a2 ••• einander gleich, so reduziert sich die Zahl der Permu
tationen auf 

ll(n) 
fl(al) fl (o:2) "'I 

woraus sich ergibt, daß in (5) irgend ein Produkt x':_t x~ ... genau 

ll(n) 
n (~) ll(a2) ... 

mal vorkommt. Setzt man also noch fest, daß A•t.•2 ••• • ,. sich 
nicht ändern soll, wenn die Indices beliebig permutiert werden, 
so erweisen sich die Bezeichnungsweisen (3) und (5) als iden
tisch, wenn durch Zusammenfassen gleicher Faktoren 

und 

gesetzt wird. 
Bezeichnen wir die Anzahl der Glieder, die in der Funktion 

c;l) [nach (3)] auftreten, mit (m, n), so findet man, indem man zu
nächst die Glieder zählt, die den Faktor x1 haben. und dann die 
übrigen, die eine homogene Funktion n ter Ordnung von den 
übrigen m - 1 Variablen bilden, die Rekursionsformel: 

(6) (m, n) = (m, n - 1) + (m- 1, n), 

mit deren Hilfe man durch vollständige Induktion den Ausdruck: 

(7) ( ) _m(m+1) ... (m+n-1)_ll(m+n-1) 
m, n - _ () ( )' 1.2 ... n llnllm-1 

der sowohl für n = 1 als für m = 1 richtig ist, als allgemein 
gültig erkennt. 

Die ganzen homogenen Funktionen werden auch Formen 
genannt. Man unterscheidet nach der Anzahl der Variablen 
u n är e (einfache Potenzen), binäre, ternäre, qua ternäre 
Formen. Die Theorie der binären Formen ist im wesentlichen 
identisch mit der Theorie der ganzen rationalen Funktionen einer 
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Veränderlichen. Man gelangt von den binären Formen zu diesen 
Funktionen zurück, wenn man eine der homogenen Variablen 
durch eine Konstante, z. B. durch die Zahl 1 ersetzt. 

§ 20. 

Zerlegbare und unzerlegbare Funktionen. 
Primfunktionen. 

Eine ganze Funktion derVariablen x, y, s ... heißt geordnet, 
wenn jedes Glied x" yfJ er • . • nur einmal vorkommt. Die ge
ordnete Funktion 

~ Aa, fJ, r . . . x" yfJ er ... 

wird nur dann gleich Null gesetzt, wenn die Koeffizienten Aa, fJ, y ••• , 

die im allgemeinen beliebige Zahlen sind, alle den Wert Null 
haben. Man kann den Gliedern einer solchen Funktion in fol
gender Weise eine bestimmte Rangordnung geben, nachdem den 
Variablen x, y, e ... eine feste Reihenfolge gegeben ist. Sind 

X = x" yfJ er ••• , X' = xa' yfl' er' •.• 

zwei Glieder der Funktion, so hat X einen höheren Rang als X', 

wenn (Je> oe' oder (Je= oe', ß > ß', oder (Je= oe', ß = ß', r> r' 
ist, mit anderen Worten, wenn von den Differenzen 

(Je-u', ß- ß', r- r' ... 
die erste von Null verschiedene positiv ist. Dann kann man die 
Glieder der :Funktion F(x, y, e ... ) in eindeutiger Weise nach 
der Höhe des Ranges ordnen. 

Das Produkt von ganzen Funktionen ist wieder eine ganze 
Funktwn. Multipliziert man zwei geordnete :Funktionen, so folgt, 
daß das Produkt der Glieder höchsten Ranges in dem Produkt 
der :Funktionen das Glied höchsten Ranges ergibt Daraus folgt, 
daß ein Produkt von mehreren ganzen Funktionen nur dann ver
schwinden kann, wenn wenigstens einer seiner Faktoren ver
schwindet. 

Der Grad eines Produktes ist gleich der Summe der Grade 
seiner Faktoren. 

Dies ist zunächst evident, wenn die Faktoren, und folglich 
auch das Produkt, homogene Funktionen sind, und es folgt dann 
allgemein aus der Bemerkung, daß sich jede nicht homogene 
ganze Funktion in eine Summe von homogenen Funktionen ver-

5* 
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schiedeuer Grade zerlegen läßt, deren höchster den Grad der 
Funktion bestimmt. 

Wir haben nun unter den ganzen Funktionen solche zu 
unterscheiden, die als Produkte von zwei oder mehr ganzen 
Funktionen, deren keine vom nullten Grade (also konstant) ist, 
dargestellt werden können, und solche, bei denen dies nicht 
möglich ist. Die ersten heißen zerlegbar, die anderen unzer
legbar. 

Es ist dabei zu unterscheiden zwischen solchen Funktionen, 
die in keinem Rationalitätsbereich zerlegbar sind, wie z. B. 
x2 + y'J + z2, und solchen, die zwar in einem, z. B. dem absoluten 
Rationalitätsbereich unzerlegbar sind, aber in einem erweiterten 
Rationalitätsbereich zerlegbar werden, wie z. B. x2 + y2, das im 
absoluten Rationalitätsbereich nicht zerlegt werden kann, obwohl 
es in die beiden komplexen Faktoren (x + yi) (x- y~) zer
legbar ist. 

Hier wollen wir einen beliebigen, aber festen Rationalitäts
bereich 1ll für die Koeffizienten voraussetzen und sprechen daher 
von Funktionen in 'll und Zerlegbarkeit und Unzerlegbarkeit 
in lll. Die absolute Unzerlegbarkeit ist darin als Spezialfall ent
halten, weil man unter lll auch die Gesamtheit aller Zahlen ver
stehen kann. 

Wenn eine ganze Funktion zerlegbar ist, so ist der Grad 
jedes der Faktoren niedriger als der Grad der Funktion selbst. 
Eine lineare Funktion ist also immer unzerlegbar, und jede 
ganze Funktion läßt sich in eine endliche Zahl unzerleg
barer Faktoren zerlegen. 

Eine ganze Funktion W ist durch eine andere w teilbar, 
wenn eine dritte ganze Funktion (oder auch eine Konstante) w' 
existiert, so daß 

W=ww' 

ist. Daraus folgt dann, daß, wenn U eine durch w teilbare und 
V eine beliebige ganze Funktion ist, auch das Produkt V V durch 
w teilbar ist, und daß, wenn V, V', V" . . . durch w teilbare, 
V, V', V" . . . beliebige ganze Funktionen sind, auch 

VV + V'V' +V" V"+ ... 

durch w teilbar ist. 
Ist W durch w teilbar, so sagt man auch, w geht in 

W auf. 
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Zwei ganze :Funktionen V, V, die nicht durch eine und die
selbe ganze Funktion teilbar sind, heißen relativ prim oder 
teilerfremd. 

Wir beweisen den Satz: 

1. Sind U, V, v ganze Funktionen irgend welcher 
Veränderlichen, sind U und v relativ prim und 
U V durch v teil bar, so ist V durch v teil bar. 

Dieser Satz entspricht genau einem bekannten Fundamental
satz aus der Lehre von den ganzen Zahlen, daß nämlich, wenn 
ein Produkt von zwei ganzen Zahlen durch eine dritte ganze 
Zahl teilbar ist, die zu dem einen Faktor teilerfremd ist, der 
andere Faktor durch diese Zahl teilbar sein muß. 

Wir beweisen ihn durch vollständige Induktion. Sind U, V, v 
nur von einer Veränderlichen x abhängig, so ist der Satz 
richtig; denn nach § 15, II. kann man in diesem Falle, wenn U 
und v relativ prim sind, zwei andere ganze Funktionen P und p 
von x so bestimmen, daß 

PU+ pv = 1, 

woraus durch Multiplikation mit V 

PUV+pVv =V 

folgt, und daraus ersieht man, daß, wenn U V durch v teilbar 
ist, auch V durch v teilbar sein muß. 

Wir nehmen also an, der Satz, den wir beweisen wollen, sei 
für Funktionen von n und weniger Veränderlichen bewiesen, und 
wir leiten daraus seine Richtigkeit für Funktionen von n + 1 
Veränderlichen ab. 

Dazu ist erforderlich, daß wir aus dem als richtig voraus
gesetzten Theorem 1. einige Folgerungen ziehen, als deren Schluß 
sich dann die Gültigkeit des Theorems für die nächst höhere 
Variablenzahl ergibt. 

Ist v eine unzerlegbare Funktion, so ist eine andere Funktion 
U derselben Veränderlichen entweder relativ prim zu v oder 
durch v teilbar. Daraus folgt nach 1., daß ein Produkt von 
zwei Funktionen UV nur dann durch v teilbar sein kann, wenn 
einer der beiden Faktoren durch v teilbar ist. Dasselbe gilt für 
ein Produkt von mehreren Funktionen, und so folgt aus 1. das 
Theorem: 
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2. Ein Produkt aus mehreren ganzen Funktionen ist 
nur dann durch eine unzerlegbare Funktion t1 

teilbar, wenn wenigstens einer der Faktoren des 
Produktes durch v teilbar ist. 

Wenn eine ganze rationale Funktion U auf zwei Arten in 
unzerlegbare Faktoren zerlegt ist, 

U = vv'v" ... = ww'w'' ... , 

so muß nach 2. wenigstens einer der Faktoren v, v', v" ... 
durch w teilbar sein, also etwa v. Dann aber kann, da auch v 
unzerlegbar ist, v von w nur durch einen konstanten Faktor 
verschieden sein. 

Demnach ist, wenn c dieser konstante Faktor ist, 

cv'v" ... = w'w'' ... , 
woraus folgt, daß eine der Funktionen v', v" ... , etwa v', durch 
w' teilbar ist, und sich also von w' nur durch einen konstanten 
Faktor unterscheidet usf. 

Wir erhalten also als zweite Folgerung aus dem Theorem 1.: 

3. Eine ganze Funktion kann, von konstanten Fak
toren abgesehen, nur auf eine Art in unzerleg
bare Faktoren zerlegt werden. 

Hieraus ergibt sich der Begriff des g r ö ß t e n g e m e in -
s c h a ft li c h e n Teilers von zwei oder mehr ganzen rationalen 
Funktionen U, V . . . Man versteht darunter das Produkt aller 
unzerlegbaren Faktoren, die in den Zerlegungen jeder der Funk
tionen U, V ... vorkommen, oder die Funktion möglichst hohen 
Grades, die in allen Funktionen U, V ... aufgeht. Nach 3. ist 
diese Funktion, von einem konstanten Faktor abgesehen, für jedes 
Funktionensystem U, V ... vollständig bestimmt. 

Mehrere Funktionen U, V, W ... heißen relativ prim, wenn 
es keine ganze Funktion gibt, die in allen aufgeht. 

Alle diese Definitionen und Sätze sind genau analog mit 
sehr bekannten Sätzen der elementaren Zahlenlehre, die dort als 
Folgerungen des Algorithmus des größten gemeinschaftlichen 
Teilers auftreten, nur daß hier die unzerlegbaren Funktionen die 
Rolle der Primzahlen übernehmen. 

Wir führen noch einen solchen Satz an: 
4. Sind u, v relativ prim und U u, U v durch w teil

bar, so ist U durch w teilbar. 
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Denn zerlegt man die ganzen rationalen Funktionen U, u, v, w 
in ihre unzerlegbaren Faktoren, so muß irgend ein Faktor von 
w, da er nicht in u und v zugleich vorkommen kann, in U auf
gehen. Hebt man ihn aus U und w weg, so kann man ebenso 
für einen nächsten Faktor von w schließen usf. 

Wir betrachten nun ganze rationale Funktionen einer Ver
änderlichen t 

f(t) = U0t"' + u1t"'-1 + ··· + Um-1t + u"., 

deren Koeffizienten u0 , Ut • . . ganze rationale Funktionen von 
n Veränderlichen x sind, von denen t unabhängig ist. 

Sind die Koeffizienten u0 , Ux •.• u". ohne gemeinsamen 
Teiler, so heißt f(t) primitiv, im anderen Falle wird der größte 
gemeinschaftliche Teiler der Koeffizienten u0, u1 ... u". der Teiler 
der Funktion f(t) genannt. 

Wir schließen, immer unter Voraussetzung der Gültigkeit 
von 1.: 

(1) 

5. Das Produkt von zwei primitiven Funktionen f(t) 
und ffJ (t) ist wieder eine primitive Funktion und 
der Teiler eines Produktes zweier imprimitiver 
Funktionen ist gleich dem Produkt der Teiler 
beider Faktoren. 

Es seien 

f(t) = Uo t"' + U1 t"'-1 + · · · + u". 

ffJ(t) = v0 tl' + v1 t"- 1 + ··· + v,. 
zwei primitive Funktionen und 

(2) E (t) = U0 t"'+" + U1 t"'+l'-1 + ... + U".+,. 

ihr Produkt. Es ist dann, wenn r und s irgend zwei Ziffern aus 
den Reihen 0, 1, 2 ... m und 0, 1, 2 ... p, bedeuten: 

(3) 
Dr+s = Ur'Vs + Ur-1 Vs+l + "' 

+ Ur+1 Vs-1 + •' • 
Wenn nun w irgend eine unzerlegbare Funktion ist, die 

weder in allen Ur noch in allen v. aufgeht, so wählen wir in (3) 
r und s so, daß u,. das erste nicht durch w teilbare u ist, also 
Ur-1 , u,._ 2 ••• durch w teilbar sind, und daß ebenso v. das erste, 
nicht durch w teilbare V wird. Dann kann auch u .. +. nicht 
durch w teilbar sein, weil alle Glieder, mit Ausnahme des ersten, 
durch w teilbar sind, d. h. E' (t) ist primitiv. 
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Daraus folgt unmittelbar, wenn p und q irgend welche ganze 
rationale Funktionen der x sind, daß pq der Teiler des Pro
duktes der beiden im primitiven Funktionen p f(t), q cp (t) ist, also 
der zweite Teil des Satzes 5. Daraus folgt weiter: 

6. Wenn eine ganze rationale Funktion F(t) der 
n + 1 Variablen x und t in zwei Faktoren zer
legbar ist, die in bezug auf t ganz, in bezug auf 
die x wenigstens rational sind, so ist sie auch in 
zwei Funktionen zerlegbar, die in x und t ganz 
und rational sind. 

Denn nach der Voraussetzung gibt es eine ganze rationale 
Funktion w der x allein und zwei ganze rationale Funktionen 
der x und t, {1 (t), rp1 (t), so daß: 

wF(t) = ft (t)cpt(t), 
und nach 5. muß w in dem Produkt der Teiler {1 (t) und rp1 (t) 
aufgehen, so daß wir auch: 

F(t) = f(t) cp (t) 

erhalten, worin f(t), cp (t) ebenso wie {1 (t), rp1 (t) ganze rationale 
Funktionen von x und t, und zwar in bezug auf t von demselben 
Grade wie {1 (t) und rp1 (t) sind, w. z. b. w. 

Hieraus schließen wir weiter, daß zwei Funktionen F(t), f(t), 
die als ganze rationale Funktionen der n + 1 Veränderlichen x 
und t betrachtet, in dem oben definierten Sinne relativ prim sind, 
sich auch, als Funktionen von t allein betrachtet und nach dem 
Algorithmus des größten gemeinschaftlichen Teilers behandelt, 
als relativ prim erweisen müssen. Denn wenn sie einen gemein
samen Teiler hätten, der in bezug auf t ganz, in bezug auf die 
x gebrochen wäre, so ließe sich eine ganze Funktion T von x 
und t und eine ganze Funktion P der x allein so bestimmen, daß 

P F(t) = T ~ (t), P f(t) = T{1 (t) 

wäre, worin F 11 f1 ganze Funktionen ohne gemeinsamen Teiler 
sind. Wenn also P1 , p1 , M die Teiler der Funktionen F1 (t), 
{ 1 (t), T sind, so sind P 1 und p1 relativ prim, und P1 M und p 1 M 
sind durch P teilbar, also ist nach 4. auch M und folglich T 
durch P teilbar; mithin sind F(t) und f(t) durch die ganze 
Funktion T: P teilbar, also nicht relativ prim, wie doch voraus
gesetzt war. 
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Es ergibt sich also nach § 15, daß sich zwei ganze Funk
tionen Q, q von x und t und eine ganze Funktion X von den 
x allein so bestimmen läßt, daß die Identität 

(4) QF(t) + qf(t) = X 
besteht. 

Ist nun lb(t) eine weitere ganze Funktion von x und t, so 
folgt aus (4) durch Multiplikation mit clJ(t): 

Qc11(t) F(t) + qc11(t) {(t) = Xw(t), 
und wenn also clJ(t) F(t) durch f(t) teilbar ist, so ist auch XclJ(t) 
durch f(t) teilbar. 

Demnach können wir, wenn fJ! (t) und 1/! (t) wieder zwei ganze 
Funktionen von x und t bedeuten, setzen: 

(5) 
XclJ(t) = fJ!(t) f(t) 

F (t) c1J (t) = lJ! (t) f (t). 
Multipliziert man die zweite dieser Gleichungen mit X und 

setzt aus der ersten für X c11(t) den Ausdruck gJ (t) f (t) ein, so 
läßt sich f (t) wegheben und es folgt: 

fJ! (t) F (t) = X 1/J (t). 

Es muß also X sowohl im Teiler von fJ! (t) f(t) als in dem 
von fJ! (t) F(t) aufgehen, und da f(t) und F(t) und mithin auch 
ihre Teiler relativ prim sind, so muß X im Teiler von cp (t) auf
gehen (nach 4.). Setzen wir demnach: 

so folgt aus (5): 
fJ! (t) = X fJJ1 (t), 

t1J (t) = fJJl (t) t (t), 
d. h. c1J (t) ist durch f(t) teilbar; also: 

7. Sind F(t) und f(t) relativ prim und c11(t)F(t) durch 
f(t) teilbar, so ist clJ(t) durch f(t) teilbar. 

Dies aber ist nichts anderes als das Theorem 1. für Funk
tionen von n + 1 Variablen, und 1. somit allgemein bewiesen. 
Zugleich sind damit auch die aus 1. gezogenen Folgerungen 
bewiesen, insbesondere die, daß eine Funktion von einer belie
bigen Anzahl von Variablen, abgesehen von konstanten Faktoren, 
nur auf eine Art in unzerlegbare Faktoren zerlegt werden kann. 
Die unzerlegbaren Funktionen heißen aus diesem Grunde auch 
Primfunktionen und die unzerlegbaren Faktoren einer Funk
tion ihre Primfaktoren. 
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Sind die Koeffizienten einer ganzen Funktion einer Variablen 
ganze Zahlen, so heißt der größte gemeinschaftliche Teiler dieser 
Koeffizienten der Teiler der Funktion, und wenn der Teiler 
= 1 ist, so heißt die Funktion primitiv. Wenn man also unter 
u0, u1 ••• v0, v1 ••• ganze Zahlen versteht, so ergibt das Theorem V 
den Satz von Gauß: 

8. Der Teiler eines Produktes von mehreren ganz
zahligen Funktionen einer Variablen ist gleich 
dem Produkt der Teiler der .Faktoren und das 
Produkt mehrerer primitiver Funktionen ist eine 
primitive Funktion. 

Gauß gibt diesem Satz den folgenden Ausdruck: 

Wenn die Koeffizienten A, B, 0 ... N; a, b, c ... n 
zwe1er Funktionen der .Form 

(P) xm + Axm-1 + Bxm-2 + Oxm-s + ··· N 

(Q) x"' + ax"-1 + bx·"- 2 + cXI'- 3 + · · n 

alle rational sind, aber nicht alle ganzzahlig und 
das Produkt aus (P) und (Q) 

= xm+~< + mxm+~<-l + ~xm+~<- 2 ... + 3, 
so können nicht alle Koeffizienten 'll, ~~ ... 3 ganze 
Zahlen sein 1). 

§ 21. 

Zerlegung ganzer Funktionen im absoluten Rationalitätsbereich. 

Um zu entscheiden, ob eine ganze Funktion einer Variablen, 
deren Koeffizienten rationale Zahlen sind, zerlegbar oder unzer
legbar ist, und gegebenenfalls die Faktoren zu :finden, hat Kro
necker ein Verfahren angegeben, das durch eine endliche Zahl 
von Schritten zum Ziele führt. 

Eine zerlegbare Funktion heißt auch reduzibel, eine un
zerlegbare irreduzibel, wobei aber nochmals zu betonen ist, 
daß diese Eigenschaft nicht den Funktionen an sich anhaftet, 
sondern erst nach Festsetzung des Rationalitätsbereichs einen 
bestimmten Sinn erhält. Hier ist der Rationalitätsbereich der 
absolute. 

1) Gauß, Disquisitiones aritbmeticae, Art. 42. 
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Wir nehmen also eine ganze Funktion einer Variablen F(x) 
vom Grade p,: 

(1) F(x) = a0 x~' + a1 x~'- 1 + a1 Xl'- 2 + .. · + a~', 
deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind. Wollen wn· 
F(x) in seine irreduziblen Faktoren zerlegen, so genügt es, alle 
Faktoren cp (x) von F(x) zu ermitteln, deren Grad v nicht größer 
als 1/2 p, ist, da, wenn F(x) zerlegbar ist, wenigstens einer der 
Faktoren einen solchen Grad haben muß. Es sei also: 

(2) F(x) = cp (x) cp1 (x). 

Um das Verfahren auch auf Funktionen mit gebrochenen 
Koeffizienten anzuwenden, multiplizieren wir die Gleichung (2) 
mit einem so großen ganzzahligen Faktor (dem Hauptnenner), daß 
alle Koeffizienten ganze Zahlen werden. Dann ist der Teiler von 
F gleich dem Produkt der Teiler von cp und cp1 und kann weg
gelassen werden. In (2) können wir also F, cp, cp1 als primitive 
Funktionen annehmen. Ist dann r eine beliebige ganze rationale 
Zahl, so werden F(r), cp (r), cp1 (r) auch ganze rationale Zahlen, 
und es muß F (r) wegen (2) durch cp (r) teilbar sein. Nehmen 
wir nun v + 1 willkürliche, voneinander verschiedene ganze 
Zahlen r0, rll r1 ••• r~, so müssen sich die Zahlen 

(3) 

unter den Teilern der Zahlen 

(4) 

finden, und da die Zahlen (4) durch die Funktion I/ selbst ge
geben sind, so gibt es nur eine endliche Anzahl von zulässigen 
Annahmen für die Zahlen (3). Durch die Werte (3) ist aber die 
Funktion cp (x) selbst vollkommen bestimmt, etwa wenn 

f (x) = (x - r0) (x - r1) ••• (x - r.) 

gesetzt wird, durch die Interpolationsformel von Lagrange (§ 17): 
i cp(r,)f(x) 

(5) cp (x) = 2: (x - r1) f' (r;)' 
o,. 

Man erhält so eine endliche Anzahl von möglichen Bestimmungen 
der Funktion cp (x), und muß mit jeder dieser Funktionen den 
Versuch machen, ob sie in F(x) enthalten ist. 

Das hier geschilderte V erfahren ist unter Umständen auch 
auf Funktionen in anderen Körpern anwendbar, dann nämlich, 
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wenn in dem Körper die Zerlegung der ganzen Größen in ihre 
Primfaktoren ebenso wie bei den ganzen Zahlen als bestimmt 
vorausgesetzt werden kann. 

Durch vollständige Induktion kann man dieses Verfahren 
auch auf Funktionen mehrerer Variablen anwenden. 

Wir nehmen an, daß man bereits ein Verfahren kennt, um 
Funktionen von n - 1 Variablen y, z . .. in Primfaktoren zu zer
legen. Dann sind die Koeffizienten der .Funktionen F, p, p 1 nicht 
mehr ganze Zahlen, sondern ganze Funktionen von y, z .... Nach 
§ 20 sind diese Funktionen in Primfaktoren zu zerlegen und daher 
gilt auch der Satz, daß der Teiler von F(x) gleich dem Produkt 
der Teiler von p (x) und p 1 (x) ist. Für r 0, rH r 2 •.• r. können 
dann ebenfalls ganze Zahlen oder auch ganze Funktionen von 
y, z. . . gesetzt werden t). 

Wir schließen diese Betrachtungen mit einem speziellen, aber 
sehr einfachen und nützlichen Kennzeichen für irreduzible Funk
tionen, das von Schönemann herrührt2). 

Sind die ganzen rationalen Koeffizienten ~' a2 ••• a,. 
einer Funktion nten Grades: 

(6) f(x) = x" + a1X"-1 + a2 x"-2 + ··· + a,._tx + a,. 
durch eine Primzahl p teilbar, a,. aber nicht durch pJ, 
so ist f(x) irreduzibel. 

Um dies zu beweisen, sei f(x) zerlegbar in die beiden Fak
toren: 

(7) p(x) =XI"+ blx,u-l + b2rff- 2 + ··· + bJl-!X + bu, 
1/J(x) = x• + c1 x'- 1 + c2 x'- 2 + ··· + c.-tx + c., 

worin die Koeffizienten b, c rationale und folglich nach § 20, 8. 
ganze Zahlen sind. 

Vergleichen wir das Produkt der beiden :Funktionen (7) mit 
( 6), so ergibt sich: 

a,. = bl'c• 
a,.-1 = b~-' c•-t + bl'-1 c. 

(8) an-2 = bl'c'-2 + b!'--lc>-1 + b!'-_2()" 

1) Kronecker, Crelles Journal, Bd. 94; Runge, ebenda, Bd. 99. 
1) Der Satz wird auch nach Eisenstein benannt. 
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Diese Formeln sind auch dann noch richtig, wenn p, 5 v ist, 
falls wir c0 = 1 und jedes c mit negativem Index = 0 setzen. 

Wenn nun an durch p, aber nicht durch p2 teilbar ist, so 
ist von den beiden Faktoren b", c. nur der eine durch p teilbar, 
nicht der andere; sei also c. durch p nicht teilbar, bl' durch p 
teilbar. Dann folgt, wenn die übrigen an_ 1, a"_ 2 ••• a. alle durch 
p teilbar sind, daß b"_ 1, b" _ 2 ... b1 durch p teilbar sein müssen, 
was nach der letzten Gleichung (8) unmöglich ist. Damit ist die 
Zerlegung f = p 1/J als unmöglich dargetan. 



Dritter Abschnitt. 

Symmetrische Funktionen. 

§ 22. 

Symmetrische Grundfunktlonen. 

Wir betrachten jetzt ganze Funktionen beliebigen Grades 
von einer beliebigen Anzahl n von Veränderlichen 

Eine solche Funktion heißt symmetrisch, wenn sie un
geändert bleibt, wenn die Variablen ct11 c.:2 ••• tXn einer 
beliebigen Permutation unterworfen werden, und solche 
symmetrische Funktionen sind es, deren Eigenschaften und Bil
dungsgesetze wir jetzt genauer kennen lernen müssen. 

Damit eine Funktion «f> ( c.:11 c.:2, ••• ctn) symmetnsch sei, ist es 
genügend, daß sie sich bei der Vertauschung von je zweien der 
Argumente ct11 c.:2, ••• ctn nicht ändere. Denn um aus der Anordnung 
von n Ziffern 1, 2, 3 ... n eine beliebige andere Anordnung der
selben Ziffern a,., a2, a3 ••• an zu erhalten, vertauscht man zu
nächst die Ziffern 1 und a1 , und hat dann die Aufgabe auf die 
Bildung einer Permutation von nur n - 1 Ziffern zurückgeführt. 
Die Gesamtzahl aller möglichen PermutatiOnen ist: 

1. 2. 3 ... n = n ( n ). 

Die Funktion IZl wird im allgemeinen nicht homogen sein, 
sondern Glieder verschiedener Dimension enthalten; wenn man 
aber alle Glieder gleicher Dimension zusammenfaßt, so läßt 
sich jedes (!J durch eine Summe homogener Funktionen ver
schiedener Grade darstellen, und wenn (!J symmetrisch sein soll, 
so muß jeder homogene Bestandteil eines bestimmten Grades für 
sich symmetrisch sein, da durch die Permutationen der Variablen 
die Dimensionen der Glieder nicht geändert werden. 
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Wir können uns hiernach auf die Betrachtung homogener, 
symmetrischer Funktionen beschränken, aus denen sich alle 
anderen zusammensetzen lassen. 

Die allgemeine Form einer symmetrischen Funktion erhalten 
wir, wenn wir in einem Gliede einer solchen Funktion 

die unteren Indices auf alle mögliche Art permutieren und die 
Summe aller so gebildeten Glieder nehmen. Eine solche Funktion 
können wir einen Elementarbestandteil einer symmetrischen 
Funktion nennen. Nehmen wir mehrere solcher Elementarbestand
teile, multiplizieren sie mit beliebigen, von den oe unabhängigen 
Faktoren und addieren sie, so erhalten wir die allgemeinste 
symmetrische Funktion. Die Anzahl der Glieder eines dieser 
Elementarbestandteile ist, wenn die Exponenten v11 Vs ••. v,. alle 
voneinander verschieden sind, II(n); wenn aber ein und derselbe 
Exponent v mehrmals vorkommt, so hat man die Permutationen, 
die keine verschiedenen Glieder geben, wegzulassen. Es ist z. B. 
bei drei Veränderlichen, wenn v11 v2 , v8 verschieden sind, ein 
Elementar bestand teil: 

wenn aber v8 = v2 ist: 

Das einfachste Beispiel einer symmetrischen Funktion ist die 
Summe der Variablen 

t~e1 +oe2 +t~ea+ .. ·+oe,.. 

Ebenso gehört das Produkt oe1 • oe2 ••• "'" dazu. 
Diese beiden sind die extremen Fälle einer Reihe von sym

metrischen Funktionen, die wir die symmetrischen Grund
funktionen nennen und folgendermaßen erhalten: 

Das Produkt 

(1) f(x) = (x - ~) (x - a 2) ••• (x - oe,.) 

ist, wenn x eine von den oe unabhängige Variable ist, eine sym
metrische Funktion von oe1 , a2 ... a,.. Wenn wir also die Multi
plikation der einzelnen Faktoren ausführen und nach Potenzen 
von x ordnen, so sind die Koeffizienten der einzelnen Potenzen 
von x gleichfalls symmetrische Funktionen. Denn sie ändern 
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sich bei der Vertauschung der rx ebensowenig, wie die Funktion 
f (x). Wir setzen: 

(2) f(x) = x" + a1 X"- 1 + a2X"- 2 + · · · + a,._t x + a., 

und erhalten: 

(3) 

at =- 2rxt 
a2 = + LOG1 rx2 

a3 = - 2 OG1 OG 2 1JG8 

a,. = + ~OG1 0G2 ••• a,.. 

Diese Summen sind die symmetrischen Grundfunktionen. 
Das Ziel unserer Betrachtungen ist der Beweis des Haupt

satzes: 
I. Alle symmetrischen Funktionen der OG lassen sich 

rational durch die Grundfunktionen ausdrücken. 

§ 23. 

Die Potenzsummen. 

Wir beschäftigen uns zunächst mit einer anderen speziellen 
Art symmetrischer Funktionen, den Potenzsummen. Bedeutet 
nämlich v irgend einen ganzzahligen positiven Exponenten, so 
gehört 
(1) s. = rx; + rx: + .. · + OG~ 
offenbar zu den symmetrischen Funktionen, und s, wird die 
vte Potenzsumme genannt. Wir wollen Formeln ableiten, nach 
denen die Potenzsummen durch die Grundfunktionen ausdrück
bar sind. 

Wir bezeichnen in der Folge immer, wenn rp (x) irgend eine 
Funktion von x ist, mit 

S[rp(rx)] 

die Summe, die wir erhalten, wenn x in rp (x) durch jede der 
Variablen o:11 rx2 ••• rx,. ersetzt und die so gebildeten Funktionen 
addiert werden, also 

S[rp(rx)] = rp(rx1) + rp(rx2) + .. · + rp(rx,.). 

Hiernach ist z. B. 

die vte Potenzsumme. 
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Wir dividieren nnn f(x) durch eine beliebige lineare Funktion 
a;- u und erhalten: 

(2) J(x) = a;n-1 + {1 (u)xn-2 + f2(a)xn-s + ... + {n-1 (u.) 
x-u 

+ xf(u.) u.' 

worin nach § 16, (10) 

{1 (u) = u + a,. 
f 2 ( u) = OG2 + a1 u + a2 

(3) ~~(u) = OG8 + a1u2 + a20G + aa 

fn-1(u.) = u.n-1 + a1u.n-2 + a2un-S + ·•• + an-1• 
Wir setzen in (2) für u jede der Größen u.1, u.2 ••• u.n, wo

durch f(u.) = 0 wird, bilden die Summe S und erhalten: 

( 4) S [xf (x) u] = f' (x) 

= n xn-1 + (n- 1) a1 xn- 2 + (n- 2) a1 xn-a + ·· · + an-h 

während die rechte Seite 

(5) nxn-l + xn-2 S[f1(u)] + xn-8 S[f2 (u.)] + ··· + S[fn-1(u.)] 
wird, und die Vergleichung der Koeffizienten gleicher 
von x in ( 4) und (5) ergibt: 

(6) 

8[{1 (u.)] = (n - l)a,. 
8[{2 (u)] = (n - 2)a2 

S[f~-1 (a)] = an-1• 

Es ist aber nach (1) und (3) 

S[f1 (u)] = 51 + na,. 
S[f2(u)] = 82 + ll,.81 + na1 

Potenzen 

SUn-l(u)] = 8n-1 + a,_8n-2 + a28n-8 + ... + nan-lt 
und demnach erhält man aus (6) das folgende von Newton her
rührende Formelsystem 1): 

0=81 +a1 

0 = 82 + a,. 81 + 2 a2 

(7) 0 = 88 + a1 82 + a2 81 + 3 a8 

1) Newton, Arithmetica universalis, edit. s'Gravesande, p.59~. 
Weber, Algebra. (Kl. Aasg.) 6 
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Dieses Formelsystem läßt sich aber noch weiter fortsetzen; 
denn da 

S[f(u)] = O, S[af(a)] = O, S[u2f(u)] = 0 ..• 

ist, so folgt: 

0 = 8,. + a1 s,._l + a2 sn-2 + ··· + na,. 
(8) 0 = s,.+ 1 + a1 s,. + a2 Sn-1 + · ·· + a,.S1 

0 = 8n+2 + a1 sn+l + a 2 8n + ··· + a,.81 

Durch die Formeln (7), (8) ist nun die Aufgabe gelöst, der 
Reihe nach die Funktionen 81 , 81, s8 ••• bis zu beliebiger Höhe 
als ganze rationale Funktionen der symmetrischen Grundfunk
tionen darzustellen, z. B.: 

81=-al 

(9) 
82 = + a1~ - 2 a2 

8 8 = - a18 + 3 a1 a2 - 3 a3 

8~ = + at- 4a{a2 + 4a1 a8 + 2a.}- 4a4 

und die Bildungsweise dieser Ausdrücke zeigt, daß die Koeffizienten 
in diesen Darstellungen ganze Zahlen sind. 

Man kann auch umgekehrt mittels der Formeln (7) und (8) 
die symmetrischen Grundfunktionen a1, a2, a8 ••• rational durch 
die Potenzsummen 81 , s2 , s8 • • • ausdrücken. Diese Darstellung 
ist aber insofern weit weniger einfach, als die Koeffizienten nicht 
ganze, sondern gebrochene Zahlen sind, z. B.: 

Ut =- S1 

(10) 2 a2 = + 812 - 82 

6 a8 = - 8{ + 3 81 s2 - 2 88 

Man kann das FormelsJstem (8) auch nach der entgegen
gesetzten Richtung fortsetzen, wenn man die Gleichungen 

S[c.r1 f(u)J = O, S[u-2 f(a)] = 0 ... 

bildet. Man erhält dadurch ein Mittel, um die Potenzsummen s. 
auch für negative Exponenten v durch die Grundfunktionen aus
zudrücken. Diese Summen der negativen Potenzen gehören gleich
falls zu den symmetrischen Funktionen, wenn auch nicht mehr 
zu den ganzen, sondern zu den gebrochenen. Sie gehen erst 
durch Multiplikation mit Potenzen des Produktes u1 a2 ••• u,. in 
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ganze Funktionen über. Der Vollständigkeit wegen setzen wir 
die zwei ersten dieser Formeln hierher: 

(ll) 0 = Sn-1 + a1Sn-ll+ a2Sn-8 + ··· + nan-1 + anS-1 

0 = Sn-11 + a 1Sn-s + asSn-4. + ··· + an-18-1 + a .. s-a, 
die sich nach (7) auch so darstellen lassen : 

(12) 

an-1 + a .. s-1 = O, 2 a,._2 + a"-1 B-1 + a .. s-ll = 0. 

Aus § 17, (19) erhält man noch: 

s[~;~:n=Ü1 v=O,l1 2 ... n-2, 

s[fn-1 {IX)]- 1 
{'(IX) - • 

§ 24. 

Beweis des Hauptsatzes. 

Wir gehen nunmehr zum Beweis des Fundamentalsatzes der 
Theorie der symmetrischen Funktionen über, daß sie alle rational 
durch die symmetrischen Grundfunktionen ausdrückbar sind. Da 
wir die vollständige Induktion als Beweismittel anwenden, so 
leiten wir den Satz zunächst unter der Voraussetzung ab, daß 
nur zwei unabhängige Veränderliche IX, ß gegeben seien, aber auf 
einem Wege, der zugleich für den allgemeinen Beweis den leiten
den Gedanken hervortreten lassen wird. 

Wir bezeichnen die symmetrischen Grundfunktionen mit 

(1) a =-{IX+ ß), b = 1Xß, 
und setzen demgemäß 

(2) f(x) = (x - IX) (x - ß) = x2 + ax + b. 
Es sei nun S ( a, ß) irgend eine ganze rationale und sym

metrische Funktion von IX und ß. Wir können für ß aus ( 1) den 
Wert - ( a + IX) einsetzen und erhalten, wenn wir nach Potenzen 
von IX ordnen, 

(3) S(1X, ß) = S(1X, - a - 1X) 
= AoiX"' + A11X"'-1 + · ·· + Am-11X + A"., 

worin die Koeffizienten A0, A1 ••• Am nur von a und von den in 
S etwa noch vorkommenden Koeffizienten abhängen. Wir bemerken 
aber ausdrücklich, daß, wenn in S(IX, ß) keine gebrochenen Zahlen
koeffizienten vorkommen, auch in den Koeffizienten A 0, A1 ••• A. 
keine .Brüche auftreten. 

6* 
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Wir setzen nun 

(4) «<>(x) = A 0 xm + A1 xm-1 + ·· · + Am-1X +Am, 

dividieren «!> (x) durch f(x) und erhalten einen Quotienten Q 
und einen Rest, der in bezug auf x höchstens vom ersten Grade 
ist, also: 
(5) «<>(x) = Qf(x) + A + Bx; 
hierin sind nun A und B ganze Funktionen von a und b, und 
auch sie enthalten keinerlei gebrochene Zahlenkoeffizienten, wenn 
in S keine solche vorkommen. Wenn wir nun x = a setzen, so 
ergibt sich aus (5) und (3), da f(a) verschwindet, 

(6) S(a, ß) = A +Ba. 

Da aber S ( a, ß) und ebenso A, B symmetrisch sind, so folgt 
durch Vertauschung von IX und ß 
(7) S(a,ß) = A + Bß. 

Hieraus schließt man, da a und ß voneinander unabhängige 
Variable sind, daß B = 0 und folglich 

(8) S(a, ß) = A 

sein muß, womit der Fundamentalsatz für diesen Fall bewiesen ist. 
Wir setzen nun voraus, der Fundamentalsatz sei bewiesen 

für symmetrische Funktionen von n - 1 Veränderlichen und leiten 
ihn durch ein Verfahren, das dem eben für zwei Variable an
gewandten ganz analog ist, für n Variable her. 

Es sei wieder 
(9) 

eine ganze symmetrische Funktion der n Veränderlichen a1, oe1 •• • oe,.. 
Wenn wir sie nach Potenzen von ~ ordnen und temgemäß 

setzen 
(10) S = S0 oe~ + S1 rx.~- 1 + ··· + S~'_1tx1 + S~', 
so sind die Koeffizienten 80 , S1 ••• S~< ganze symmetrische 
Funktionen der n - 1 Veränderlichen oe2, ••• tx,.. 

Bezeichnen wir die symmetrischen Grundfunktionen dieser 
letzteren Variablen mit a~, a2 ... a~- 1 , so können wir die Koeffi
zienten S0 , S1 ••• S~' nach unserer Voraussetzung rational durch 
diese ausdrücken. Es ist aber nach § 23, (3): 

a~ = f1Crx1) = 0:1 + a1 
a; = f2(rx1) = al + a11X1 + a2 
a8 = fs (al) = txl + alaf + a21Xl + aa ............................................ , 
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d. h. die Koeffizienten S0 , S1 ••• S~' können ganz und rational 
durch ~, a11 a9 ••• a,. ausgedrückt werden. Wenn wir also, nach
dem diese Ausdrücke eingeführt sind, in (10) aufs neue nach 
Potenzen von ~ ordnen, so erhalten wir: 

( 11) S = Äo "'T + A.1 "'T-1 + · · · + Äm-1 ~1 + A."., 
worin im allgemeinen m ein von p. verschiedener Exponent sein 
wird, und die Koeffizienten A.0, A.1 ... A.". ganz und rational von 
a1, a1 ••• a,. abhängen. Wir setzen wieder 

(12) fl)(x) = A0xm + A.lxm-1 + .. · + Äm-1X + A.". 
und dividieren tJ)(x) durch 

f(x) = x" + atx"- 1 + a1 xn- 2 + ... + a,. 
= (x - «1) (x - " 2) ••• (x - ~ .. ). 

Es ergibt sich ein Quotient und ein Rest, der in bezug auf 
x höchstens vom Grade n - 1 ist. Wir setzen also: 

(13) <fJ(x) = Q f(x) + 1/J (x) 
(14) 1/J(x) = 00 xn- 1 + 01 X"- 2 + .. · + O,._sx + On-1 1 

und hierin sind 00, 01 ••• 0,._1 ganze rationale Funktionen von 
a11 a1 ••• a,., in denen, wenn S in seiner ursprünglichen Gestalt 
keine gebrochenen Koeffizienten enthält, auch keine Brüche vor
kommen. 

Nun ist aber, da t(~1) verschwindet und S = tJ) (~) ist, 
nach (13) 
(15) s = t/J(~l), 

und hierin kann, da S symmetrisch ist, ~ durch ~~~ ~8 ••• ~ .. 

ersetzt werden. Hieraus ergeben sich die folgendenn Gleichungen: 

00 ~~-1 + 01 a~- 2 + · ·· + 0,._"~ + (O,._t- S) = 0 

(16) ~~~~.~~.~. ~1.~~.~ ~ .~.:: :.~.~~~.2.~~.:-.. <?~~~.~.~~ .... ~ 
00 ~:-1 + 01 ~=- 2 + ··· + On-2~n + (0,._1- S) = 0. 

Betrachten wir dies System als ein System homogener linearer 
Gleichungen mit den n Unbekannten 

Go, 01 • · · Cn-21 Cn-1- S, 
so ist seine Determinante 

~~-I, ~~- 2 •.• ~ll 1 
~;-t, ~;-2 ... «s, 1 
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die nach § 3, (9) gleich dem Produkt aller Differenzen ~ - tx2, 

u2 - a8 ... ist, von Null verschieden, und folglich ist 

00 = O, 01 = 0 .. . 0,._2 = 0 
und 
(17) s = o .. -1, 

worin der zu beweisende Fundamentalsatz enthalten ist. 
Zu demselben Resultat gelangt man auch daraus, daß die 

Funktion ( n - 1) ten Grades von x 

00 xn-1 + 01xn- 2 + ... + 0,._2x + 0,._1- S 

für x = a1, a2 ••• a,., also für mehr als n - 1 Werte verschwindet, 
und folglich alle ihre Koeffizienten gleich Null haben muß (§ 4). 

Der Beweis, den wir hier für das Fundamentaltheorem im 
Anschluß an Cauchyi) gegeben haben, bietet zugleich ein Mittel, 
in besonderen Fällen den Ausdruck einer symmetrischen Funktion 
durch die Grundfunktionen wirklich zu berechnen. Dieselbe Mög
lichkeit bieten auch die anderen Beweise, die für das Theorem 
bekannt sind. Wir wollen noch einen zweiten Beweis hier mit
teilen, der zu einer oft einfacheren Berechnungsart führt 2). 

§ 25. 

Zweiter Beweis 
des Satzes von den symmetrischen Funktionen. 

Es sei S eine ganze symmetrische Funktion der Variablen 
a1 , a2 ••• a,.. Die einzelnen Glieder dieser Funktion sind alle 
von der Form 

M a;,t a~2 ... a:", 
worin M ein von den a unabhängiger Koeffizient ist. Diese 
Glieder sollen nun nach der im § 20 gegebenen Vorschrift ge
ordnet werden, d. h. es soll, nachdem die Reihenfolge der V a.riablen 
a1, all ••• a,. festgesetzt ist, von zwei Gliedern 

A' - M' a•'t ~•'2 a•'n - 1 ""2 ..... 

1) Cauchy, Exercices de mathematiques, 4eme annee. 
") War in g, Meditationes algebraicae. Gauß, Demonstratio nova 

altera theorematis omnem functionem algebraicam rationalem integram unius 
Variabilis in factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse. Werke, 
Bd.III, S. 36. Deutsch von Netto in Ostwaids Klassikern, Nr.l4, 
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A das höhere genannt werden, wenn die erste der Differenzen 

v1 - vi, vll - v2 •.. v,. - v~, 

die von Null verschieden ist, einen positiven Wert hat, wenn 
also entweder v1 > vi oder v1 = vi, vll > v2 oder v1 = vi, v2 = v2, 
V 8 > vi usw. 

Da wir alle Glieder, in denen sämtliche Exponenten v1, v2 ••• v,. 
übereinstimmen, in ein Glied vereinigt voraussetzen, so ist hier
nach von je zwei Gliedern entschieden, welches das höhere ist, 
und wenn A höher als A', A' höher als A" ist, so ist auch A 
höher als A''. 

Ist nun nach dieser Anordnung 

A - MN•tN•2 a•" - ""1 ""2 ••• " 

das höchste Glied unserer Funktion S, so folgt, daß 

V1 5 Vs 

sein muß; denn wäre v1 < v2, so würde das Glied 
M • • • .. 

()t:12 Ot:? 0 0 0 ct,. ' 

das wegen der Symmetrie gleichfalls in S vorkommen muß, in der 
Ordnung höher stehen als A, gegen die Voraussetzung. Ebenso 
folgt, daß vll 5 v8 sein muß, denn wäre v2 < v8, so würde 

höher stehen als A usf. Wir schließen also, daß die Exponenten 
in A 

v11 v2, v8 ••• v,. 

eine abnehmende oder wenigstens niemals wachsende 
Zahlenreihe bilden, oder daß die Differenzen 

alle positiv oder wenigstens nicht negativ sind. 
Wir schließen zweitens, daß in keinem Gliede der Funktion 

S ein höherer Exponent als v1 vorkommen kann; denn sonst 
würde auch ein Glied vorkommen, in dem Ot:1 diesen höheren 
Exponenten hätte, und dies wäre gegen die Voraussetzung von 
höherer Ordnung als A. Es sind also die Glieder, die in einer 
symmetrischen Funktion überhaupt vorkommen können, von den 
Koeffizienten abgesehen, durch das höchste Glied vollkommen 
bestimmt, und die Anzahl der möglichen Glieder ist bei gegebenem 
höchsten Gliede nur eine endliche. 
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Wir ordnen die symmetrischen Funktionen nach der Expo
nentenreihe ihres höchsten Gliedes 

(v1, v2 ••• v,.) 

in der Weise an, daß von zwei solchen Funktionen S, S' mit 
den Exponentenreihen (v11 v2 ••• v,.) und (v~, v; ... v~) S als 
die höhere gilt, wenn die erste nicht verschwindende unter den 
Differenzen v1 - v~, v2 - v2 ... v,. - v~ positiv ist. 

Die niedrigste Ordnung ist hiernach die, in der alle diese 
Exponenten = 0 sind, und die symmetrische Funktion also eine 
Konstante wird. Die nächst niedrige Ordnung ist 

(1, o, 0 ... 0), 

der die einzige symmetrische Funktion 

M(a1 + a2 + ... + a,.) =- Ma1 

entspricht. Die nächstfolgende Ordnung ist 

(1, 1, 0 ... 0), 

der die symmetrische Funktion 

Ma1 + M'a1 

entspricht, und so erhalten wir in den n ersten Ordnungen die 
Grundfunktionen selbst und ihre linearen Verbindungen, und 
keine anderen. 

Die nächstfolgende Ordnung ist charakterisiert durch 

(2, 0, 0 ... 0) 
und enthält die linearen Verbindungen der Grundfunktionen mit 
der Summe der Quadrate. 

In allen diesen .Fällen ist die Darstellbarkeit der symmetri
schen Funktionen bereits bewiesen, und wir werden also jetzt 
den allgemeinen Beweis dadurch führen, daß wir die Darstellung 
der Funktion S von der Ordnung (v1 , v2 ••• v,.) durch die 
Grundfunktionen unter der Voraussetzung ableiten, daß sie für 
die Funktionen niedrigerer Ordnung schon bekannt sei, also durch 
das Schlußverfahren der vollständigen Induktion. 

Wir bemerken hierzu, daß durch die Multiplikation zweier 
symmetrischer Funktionen S und S', deren höchste Glieder 

A M ~ ." •n A'- M'-"'1"""'2 -'t'n = Qll a22 • • • Qltl I - ""1 ""2 • • • "",. 

sind, eine symmetrische Funktion entsteht, deren höchstes Glied 
das Produkt 
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ist. Denn nehmen wir an, es gebe in S S' ein höheres Glied 
als AA', das aus der Multiplikation der beiden Glieder 

B = N w:_1 v,.~2 .. • u:n, 
entsteht, also 

B I - N' ,..u'1"'fL'2 ",fL'n 
- ""1 ""2 ''' wtl 

BB' = NN'u)l+fL'1~2+fL'2 ... u:n+fL'n, 

und es sei nicht gleichzeitig B = A und B' = A', so wäre die 
erste der Differenzen 

1-'1. - V1 + IL~ - vi, IL2- V2 + IL~ - v2 · · · /Ln- v,. + fl~ - v~, 
die von Null verschieden ist, positiv, was unmöglich ist, da die 
erste nicht verschwindende unter den Differenzen 

lh - v1, fls - V2 .. • fln - v,. 

und unter den Differenzen 

IL~ - v~, ~.t2 - v; ... IL~ - v~ 

nach der Voraussetzung negativ ist. Durch Wiederholung dieses 
Schlusses ergibt sich der allgemeinere Satz, daß man das höchste 
Glied eines Produktes aus mehreren Faktoren dadurch erhält, daß 
man die höchsten Glieder der einzelnen Faktoren multipliziert. 

Die höchsten Glieder der symmetrischen Grundfunktionen 

a11 a2, a8 ... a" 
sind nun, abgesehen vom Vorzeichen, 

ctl! ctl OG2' IXz Us Us ' .. • Uz Us IXs .. • Un' 

und wenn wir also das Produkt bilden 

(1) 

so erhalten wir eine symmetrische Funktion, deren höchstes Glied 
gleichfalls A ist, wie m S. 

Die Differenz 
S-P= S' 

ist also wieder eine symmetrische Funktion, deren höchstes Glied 
niedriger ist als das von S, und die wir nach der Voraussetzung 
rational durch die Grundfunktionen darstellen können. Da P 
ebenso dargestellt ist, ist das Ziel erreicht. 

Nennen wir die ui die Wurzeln, die ai die Koeffizienten 
der Funktion 
(2) f(x) = (x - a1) (x - ct2) ... (x - an) 

= X"+ alxn-1 + asx"-2 + ... + a,., 
so können wir unser Resultat auch so aussprechen: 
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II. Die symmetrischen Funktionen der Wurzeln lassen 
sich rational durch die Koeffizienten ausdrücken 
Hat die symmetrische Funktion der "• ganz
zahlige Koeffizienten, so hat auch die ganze 
Funktion der a1 ganzzahlige Koeffizienten. 

Betrachten wir jetzt eine ganze Funktion 1 (a) der Variablen 
~' as ... a,. und bezeichnen eines ihrer Glieder mit 

(3) P = Ma~a~ ... a~"· 
Ersetzen wir darin die Variablen a durch die symmetrischen 

Grundfunktionen der oc, so erhalten wir daraus eine symmetrische 
Funktion w(a) der oc, deren höchstes Glied nach (1) 
(4) A M • • • .. = a 11a22 ••• a,. 
wird, wenn 

(5) 

v1 = h1 + h2 + · .. + h,., 
v2 = h1 + .. · + h,., 

v,. = h,. 
gesetzt wird; denn daraus folgt: 

h1 = v1 - 112 , hs = v2 - v8, •.• h,. = v". 

Wir ordnen nun die Glieder P der Funktion E (a) in der 
Weise, daß wir einem Glied P einen höheren Rang geben als 
einem Glied P', wenn das durch die Substitution der rx ent
standene Glied A einen höheren Rang hat, als das entsprechende 
aus P' entspringende Glied A'. Dadurch werden die Glieder P 
der Funktion F(a) in eindeutiger Weise in eine Rangordnung 
gebracht und das höchste Glied P von F(a) hat denselben Koeffi
zienten M, wie das höchste Glied A von W(~X). 

Daraus folgt: 
III. Eine nicht identisch verschwindende Funktion 

der a kann nicht dadurch identisch verschwinden, 
daß man für die a die symmetrischen Grund
funktionen der IX setzt. 

Diesem Satz können wir die beiden gleichwertigen Aus
drücke geben: 

IV. Eine identische Gleichung zwischen den sym
metrischen Grundfunktionen der IX bleibt richtig, 
wenn man für die Grundfunktionen unabhängige 
Variable setzt. 
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V. Eine symmetrische Funktion der Variablen ~ läßt 
sich nur auf eine Weise durch die Grundfunktionen 
ausdrücken. 

Denn wären F(a), F1(a) zwei Darstellungen von einer 
Funktion fP(Il'), so würde die nicht identisch verschwindende 
Funktion F(a)- ~(a) durch Substitution der symmetrischen 
Grundfunktionen der ll' identisch verschwinden. 

Ersetzt man a1, a1 ••• a,. durch 
a1 a11 a,. -,- ... -, 
a0 a0 a0 

so ist nach (1) a~t E eine ganze homogene Funktion v1 ten Grades 
der n + 1 Variablen a0 , a1 ••• a,.. 

Die Funktion a~tF ist nicht durch a0 teilbar, denn aus (1) 
erhält man das erste Glied von a~tF in der Form 

P - + Ma•t-•2a·~-~• a~" 
-- 1 2 ... "' 

das nicht durch a0 teilbar ist und auch nicht durch eines der 
folgenden Glieder zerstört werden kann, da die Exponenten 
v1 - v2, v9 - v8 ••• v,. nicht in zwei Gliedern gleich sein können. 

Demnach ist a~t die niedrigste Potenz von a0 , mit der die 
symmetrische Funktion F mit dem höchsten Glied (v1, v2 ••• v,.) 
multipliziert werden muß, um sie in eine ganze Funktion von 
a0, ~ ••• a,. zu verwandeln. 

Wir 
produkt 
(1) 

§ 26. 

Diskriminanten. 

wenden die bewiesenen Sätze an auf das Differenzen-

F = (~1 - rx2) (~- ~s) ... (~- ll',.) 
(u2 - a8) ... (u2 - u,.) 

(ll'n-1- a,.). 

Dieses ändert durch Umstellung zweier Elemente nur das 
Vorzeichen. Das Quadrat wird also bei allen Vertauschungen 
zweier der Variablen u und demnach auch bei allen Permu
tationen ungeändert bleiben, d. h. eine symmetrische Funktion 
der Variablen sein. Die Ordnung dieser symmetrischen Funktion 
ist, wie man aus (1) sieht, gleich 

(2 n - 21 2 n - 41 ... 2, 0). 
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Wenn wir also die Funktion f( x ), deren Wurzeln die tx,., a1 ••• 011,. 

sind, in der Form annehmen: 

f(x) = a0 x" + a1 x"- 1 + a2 x"- 2 + ... + a,._ 1 x + a,., 

so daß die höchste Potenz von x nicht gerade den Koeffizienten 1 
hat, so ist P 2 eine ganze rationale Funktion von 

(2) 

die durch Multipliklttion mit a~"- 2 in eine homogene Funktion 
von a0, ~ ••• a,. übergeht. Wir nennen diese homogene Funktion, 
die also durch 

(3) 

definiert ist, die Diskriminante der Funktion f(x). Setzen 
wir a0 = 1, so erhalten wir die unhomogene Form der 
Diskriminante. 

VI. Das Verschwinden der Diskriminante ist die not
wendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß zwei der Werte tx,., a2 ... a,. einander gleich 
werden. 

Wir können für die Diskriminante noch einen zweiten Aus
druck aufstellen. 

Es ist nach § 16, (17) 

f' ( a1) = ao (IX,. - a2) ( OG1 - a8) ... ( tx,. - a,.) 

(4) f' (a2) = ao ( tx2 - at)( tx2 - as) ... ( as - tx,.) 

f'(tx,.) = a0 (a,.- tx,.)(a,.- a2) ... (tx,.- a,._ 1), 

folglich, da hier jeder Faktor (txh - a;k) zweimal mit entgegen
gesetzten Zeichen vorkommt, 

n(n-1) 

(5) D = (-1)_2_ a~- 2 {'(a1){'(a2) ... f'(a,.). 

Um die Diskriminante wirklich darzustellen, haben wir zu
nächst ein allgemeines Mittel. Es war nach § 3, (9) 

1, a1, tx{ ... a~- 1 

(6) 
n(n-1) 

(-1)_2_p = 1, a2, ai ... a;~-1 

1 2 n-1 
1 , a;,., a,. . . . a;,. 
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und wenn wir das Quadrat dieser Determinante durch Multi
plikation nach Vertikalreihen als eine neue Determinante dar
stellen und 

setzen: 
So 1 S1 1 S2 1 ... Sn-l 

(7) 
sll s2, s8 , ••• s,. 

Die Größen Sm sind aber die Potenzsummen, die wir im § 23 
durch die Koeffizienten ausgedrückt haben; nur sind an Stelle 
der a1, a2 ••• a,. die Quotienten (2) zu setzen. 

So finden wir z. B. für n = 2 

(8) D = a02(s0 s2 - sf) = a{- 4a0 a1 

und für n = 3 

(9) D = at(sos2s4 - S0S32 + 2s1 s2 s8 - sfs,- sl). 
Hierin ist nach § 23 zu setzen: 

s0 = 3, a0 s1 = - a1 

a(f s2 = af - 2 a0 a2 

a 3 + 3 3 2 a0 s8 = - a1 a0 a1 a2 - a0 a8 

at s, = af - 4 a0 a{ a2 + 4 a02 ~ a8 + 2 a02 al, 
wodurch man erhält: 

(10) D = afa,l + 18a0 a1 a2 a8 - 4a0 a:- 4a{a8 - 27 a02 a32• 

VII. Die Diskriminante D ist eine unzerlegbare Funk
tion der Variablen a0 , a1 ••• a,.. 

Denn angenommen, D habe einen rationalen Teiler D1 , so 
muß D1 homogen sein, und läßt sich daher, von einer Potenz 
von a0 als Faktor abgesehen, rational durch die Variablen Ctt, 
a 2 ••• tx,. ausdrücken. Da nun D durch keine Potenz von a0 teilbar 
ist, so muß D 11 wenn es nicht konstant ist, die Variablen a1, a2 ••• tx,. 
enthalten und muß daher wegen (3) durch eine der Differenzen 
a, - a,. teilbar sein. Da aber andererseits D1 in bezug auf die 
Ctt1 tx11 ••• tx,. symmetrisch ist, so ist es auch durch das Quadrat 
von txt- rx,. und durch das ganze Produkt P 2 teilbar, also, von 
einem konstanten Faktor abgesehen, mit D identisch. 

Das Verschwinden der Disknminante D ist die Bedingung 
dafür, daß zwei unter den Wurzeln a1, rx2 ••• tx,. der Gleichung 
f(x) = 0 einander gleich werden. Man kann aber diesen Satz 
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noch verschärfen und so ein genaues Kennzeichen für die Anzahl 
der verschiedenen Wurzeln von f(x) = 0 herleiten. 

Wenn, wie bisher' So, Su 82 ••• aie Potenzsummen der a be
zeichnen, so setzen wir nun für ein beliebiges v < n 

s0 , s1 ... s•-1 

(11) n. s1 , s2 ••• s. 

s. -1! s, ... 82>-·2 

so daß, wenn a0 = 1 angenommen wird, D,. mit der Diskrimi
nante D von f(x) übereinstimmt. Um diese Funktionen D. durch 
die Wurzeln OG0 auszudrücken, beweisen wir folgenden Satz: 

VIII. Man wähle beliebig v unter den Größen OGi aus, 
etwa OGH OG2 ••• OG,, und bezeichne das Differenzen
produkt dieser v Größen mit 

1, OG1 ••• OG;- 1 I 

(12) P. = 
}, OG2 •• • «; -1 

1, u, ... u~- 1 

Dann ist 
(13) D. = ~ P,2, 

worin sich die Summe }; auf alle möglichen Arten, 
die v Größen OG1 , u2 ••• u, auszuwählen, bezieht. 

Man kann diesen Satz auch so ausdrücken, daß D, die 
Summe der Diskriminanten aller der Gleichungen ist, die irgend 
v von den Größen u. zu Wurzeln haben. 

Um ihn zu beweisen, sei v irgend eine unter n gelegene 
Zahl. Schreiben wir dann die Determinante D, in der folgenden 
Form: 

D,= 

~u~ a~, 

~ «~ u~, 

~u2u} 

}; uj OG~ 
• •. ~ OG~ OGt-1 

••• }; a~ «;-1 

so können wir den Satz § 6, XXIII. anwenden, wenn wir dort 

setzen, und dann 
Formel (13) über. 

a~> = b~> = OG!-1 

geht jene Formel unmittelbar in die 

Daraus erkennen wir zunächst, 
Funktion der a0, a1 ••• a,. ist, die 

daß a~•- 2 D, eine ganze 
den .Faktor a0 nicht mehr 
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hat. Es ergibt sich aber auch daraus die folgende Bedeutung 
der D? für die Erkennung der Wurzelgleichheit: 

IX. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß unter den "'H ~X2 •.• "'" nicht mehr und nicht 
weniger als Q verschiedene vorkommen, ist 

D~+t = O, Dq+l = 0 ..• D,. = o, 
D~ von Null verschiedent). 

Denn ist v größer als (}, so kommen in jedem der Diffe
renzenprodukte P? der Formel (13) zwei gleiche "' vor, und sie 
verschwinden also alle. Ist aber v = p, so enthält die Summe (13) 
ein nicht verschwindendes Glied, nämlich das Differenzenprodukt 
der (} verschiedenen Größen ~' ~X2 ••• "'4'' während alle anderen 
Glieder der Summe verschwinden. 

Es seien 

§ 27. 

Resultanten. 

~Xu «2 · · • a,. 
ß11 P2 ... ßm 

zwei Reihen von n und m unabhängigen Variablen und es werde 
gesetzt: 
(1) 

(2) 

f(x) = a0(x- a1) (x- a 2) ... (x- a .. ) 
= aoX" + alxn-1 + asxn-2 + ... + a.,, 

cp(x) = bo(X- ß1) (x- ß2) ... (x- ßm) 
= b0 xm+ b1 X"'- 1 + ··· + bm. 

Es sind dann die Quotienten 

a1 a2 a., -, - ... -
ao ao ao 

(3) 

die symmetrischen Grundfunktionen der ~ und ebenso 

bl b2 bm 
bo' bo ... bo (4) 

die symmetrischen Grundfunktionen der ß•· 
Das Produkt cp (a1 ) cp (a2) ••• cp (a,.) ist eine symmetrische 

Funktion der a1 und kann daher rational durch die Verhältnisse 
(3) ausgedrückt werden, und ist außerdem nach (2) eine ganze 

1) L. Ba ur, Mathematische Annalen, Bd. 50, 
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Funktion der bk. Die Ordnung dieser symmetrischen Funktion 
der u ist (§ 25) (m, m, ... m), und sie wird daher durch Multi
plikation mit a:o in eine ganze Funktion der ak übergeführt. 

Wir setzen 

(5) R = a:O 9J(U1) gJ (u2) ... gJ (un)• 
Wegen (2) kann R auch so ausgedrückt werden: 

i,k 
(6) R = a:o b: li (u; - ßk), 
wenn das Produkt li sich auf alle Indices i = 1, 2 ... n, k = 1, 2 ... tn 

bezieht. 
Die Funktion R kann als ganze homogene Funktion m ten 

Grades der a0, a1 ••• a,. und als ganze homogene Funktion n ten 
Grades der b0, b1 ... b,. dargestellt werden und wird die Resul
tante der beiden Funktionen f und gJ genannt und auch mit 
R ({, gJ) bezeichnet. 

Vertauscht man f mit gJ, so ergibt sich aus (6): 
R({, 9J) = (-l)m" R(9J, f) 
R(t, 9J) = (-1)m" b: {(ßt) "' {(ß2) "• {(ßm)• 

(7) 

Aus der Definition der Resultante gehen die folgenden Sätze 
hervor. 

Aus (6) ergibt sich, wenn h, k unabhängige Variable sind: 
(8) R(hf, k9J) = hmk"R({, 9J). 

Ferner ist, wenn l eine Variable bedeutet: 

f(ßt) + l9J(ß;) = f(ß;), 
woraus man nach (7) erhält: 

R({ + AgJ, 9J) = (-l)m•b; {(ßt) {(ß2) ... {(ßm), 
worin v der Grad von f + lgJ ist, der mit n übereinstimmt, 
wenn m <: n ist, und = m ist, wenn m > n ist. Nach (7) folgt 
hieraus: 
(9) R(( + AgJ, 9J) = (-l)m(•-n) b~-nR(f, 9J). 

Ist im besonderen n = m, so folgt: 
(10) R(f + l9J, 9J) = R({, 9J)· 

Die Formel (9) lä.ßt sich mit (8) verbinden und gibt dann 
ein allgemeineres und, besonders wenn f und gJ von gleichem 
Grade sind, also m = n ist, einfacheres Resultat. Man kann 
dann (10) anwenden und erhält, wenn u, ß, r, o wieder neue 
Variable sind: 

(11) R(r/.f + ß9J, rf + o9J) = (uo- ßr)" R(f;9J). 
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Die Resultante ist eine unzerlegbare Funktion der a,, b"" 
Denn hätte sie einen Teiler R 1 , so müßte dieser, als Funktion 
der rx, ß nach (6) wenigstens durch eine der Differenzen rx, - ß1< 
teilbar sein. Da aber R 1 eine symmetrische Funktion ist, so 
wäre es durch alle diese Differenzen und mithin durch R selbst 
teilbar. 

Für die folgende Betrachtung ist es besser, die Funktionen 
f (x), cp (x) in nicht homogener Form zu betrachten, also a0 und 
b0 = 1 zu setzen. 

Es seien nun in den beiden Funktionen nten und mten 
Grades: 

(12) 
f(x) = xn + a1 xn- 1 + ... + an-1X + a,., 

cp(x) = xm + b1 xm- 1 + ··· + bm-1X + bm 

die Koeffizienten a, b voneinander unabhängige Variable. Der 
Euklidische Algorithmus (§ 15) hat uns gezeigt, wie wir durch 
rationale Rechnung zwei Funktionen F'(x), <11 (x) von den Graden 
m -1, n -1 bestimmen können, die der Bedingung 

E (x) f(x) + <P(x) cp(x) = 1 

genügen. Die Koeffizienten von F (x) und <P(x) sind rationale 
gebrochene Funktionen der a; und b,, und wenn wir mit dem Haupt
nenner A heraufmultiplizieren, so können wir für diese Gleichung 
auch setzen: 
(13) F(x) f(x) + (j)(x) rp (x) = A, 

worin A, F(x) und (j)(x) ganze Funktionen der a,, b, sind. 

Wir nehmen außerdem an, daß die drei Funktionen A, E (x), <P(x) 
als Funktionen aller Variablen a;, b;, x keinen gemeinschaftlichen 
Teiler haben; denn ein solcher könnte in (13) weggehoben werden. 
Wir beweisen nun den Satz: 

X. Wenn eine identische Gleichung (13) besteht, in 
der die drei ganzen Funktionen E'(x), (j)(x), A ohne 
gemeinsamen Teiler sind, und A von x frei ist, 
E und <11 den Grad m- 1 und n- 1 nicht über
steigen, so istAbisauf einen numerischen Faktor 
die Resultante von f und rp. 

Zum Beweis führen wir noch zwei weitere Reihen von n und 
m Variablen em: 

(14) 
(X1' 0(2 • • • tx,. 

ß11 ß2 •" ßm• 
Weber, Algebra. (Kl. Ausg.) 7 
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Wir haben dann nach § 25 den Satz, daß die Gleichung (13) 
richtig bleibt, wenn die Variablen 

a1 , a2 ••• an 

durch die symmetrischen Grundfunktionen der ai und die Va-
riablen 

durch die symmetrischen Grundfunktionen der ßi ersetzt werden. 
Durch dieselbe Substitution gehen f(x) und rp (x) über in 

f(x) = (x- ~) (x- a 2) .:. (x- tXn), 
rp (x) = (x - ßt) (:r - ß2) .. • (x - ß".), 

(15) 

und die Resultante R in 
~k i k 

(16) R(f,rp) = II(ai- ßk) = Ilrp(ai) = (-1)mnfl((ßk)• 

Wenn man nach dieser Substitution x = ßk setzt, so ver
schwindet rp (x) und es ergibt sich aus (13) 

(17) J! (ßk) f(ßk) = A. 
Daraus folgt, daß A als Funktion der a, ß wenigstens durch 

eine der Differenzen a; - ßk teilbar ist, und da A eine sym
metrische Funktion der a und der ß ist, so muß es durch alle 
diese Differenzen, also nach (16) durch R teilbar sein. 

Setzen wir demnach 
(18) A=HR 

und fassen A und R als Funktionen der a, ß auf, so folgt, daß 
auch R eine ganze symmetrische Funktion der u und aer ß ist. 

Setzen wir 
(19) 

so ist Rk nach (16) gleichfalls eine ganze, aber nicht sym
metrische Funktion der a, ß, und aus (17) und (18) folgt: 

(20) E (ßk) = HRk. 

Hiernach können wir durch die Lagrangesche Formel(§ 17) 
die Funktion F(x) [die den (m- l)ten Grad nicht übersteigt] 
bestimmen. Es ergibt sich 

~ Rk{(x) 
(21) F(x) = H ~ f'(ßk) (x- ßk). 

Da nun nach § 17, VI. die Summe nach k eine ganze 
Funktion der Variablen x, a, ß ist, so ist F(x) durch H teilbar, 
und H ist ein gemeinschaftlicher Teiler von F(x) und A. Dann 
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aber müßte, da H von x unabhängig ist, also mit rp(x) keinen 
Teiler x -· ßk gemein haben kann, H nach (13) auch in f1J (x) 
aufgehen. Das ist aber nach der Voraussetzung nur möglich, 
wenn H von den Variablen unabhängig, also eine Zahl ist. Hier
mit ist unser Satz bewiesen. 

Um diesen Satz für die Diskriminante anzuwenden, hat man 
nur rp (x) = f' (x) zu setzen. Dann bleiben zwar die a., b; nicht 
voneinander unabhängige Variable, sondern es ist b, = (n -4)a;. 
Es ändert dies aber in der Schlußweise nichts. 

Hat man (durch den Euklidischen Algorithmus) eine Gleichung 

{22) F (x) f (x) + f!J(x) f' (x) = A 

gefunden, worin A von x frei ist und F(x), f1J (x), A ganze Funk
tionen der a; ohne gemeinsamem Teiler sind, so ist 

f1J (a;) f' (a;) = A 

und folglich A teilbar durch 

Li = Il (ai - ak)· 

Setzt man A = HLI und LI= f" (a;)LI;, so folgt 
f1J (a;) = HLI; 

~ Ll;f(x) 
f!J(x) = H ~ {"( ) ( ') a, x- a, 

und folglich ist f1J (x) durch H teilbar, woraus wie oben geschlossen 
wird, daß H eine Zahl sein muß. 

Wir sprechen den in X. enthaltenen Satz aus: 

XI. Wenn eine identische Gleichung (22) besteht, in 
der F(x), f1J (x), .A. drei ganze Funktionen ohne ge
meinsamem Teiler sind, und F den Grad n- 2, 
f1J den Grad n- 1 nicht übersteigt, so ist A bis 
auf einen numerischen Faktor die Diskriminante 
von f(x). 

§ 28. 

Orad und Gewicht der Resultanten. 

Die einzelnen Glieder der Resultante der zwei Funktionen 
f(x) und rp (x) vom nten und mten Grade haben, von einem 
numerischen (ganzzahligen) Faktor abgesehen, die Gestalt 

(1) 

7* 
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worin, wie aus den oben bestimmten Graden hervorgeht, 

(2) v0 + v1 + · · · + Vn = m 
/Ao + fJ-1 + .. · + ftn = n. 

Wir können aber noch eine andere Relation zwischen diesen 
Exponenten angeben. 

Da nämlich R eine homogene Funktion nmten Grades von 
den n + m Variablen u, ß ist, da ferner a0 vom nullten, a1 vom 
ersten, a2 vom zweiten usw. Grade in den a, allgemein ak und 
bk vom kten Grade in diesen Variablen sind, so folgt 

v1 + 2 v2 + 3 v3 + · · · + n v,. 
+ fJ-1 + 2t-t2 + 3.u3 + · · · + mt-tm = nm. 

(3) 

Wenn wir den Index k von ak oder bk das G e wicht der 
betreffenden Größe nennen und unter dem Gewicht eines 
Produktes die Summe der Gewichte der einzelnen 
Faktoren verstehen, so können wir der Formel (3) auch 
den wörtlichen Ausdruck geben: 

XII. Alle Glieder der entwickelten Resultante haben 
ein und dasselbe Gewicht mn. 

Summen, deren Glieder alle dasselbe Gewicht haben, heißen 
isobarische Funktionen, und das Gewicht eines jeden 
Gliedes heißt das Gewicht der Funktion. Durch Multiplikation 
mehrerer isobarischer Funktionen entstehen wieder isobansehe 
Funktionen, und das Gewicht des Produktes ist die Summe der 
Gewichte der Faktoren. 

Die Resultanten sind isobarische Funktionen der Variablen 
ak, bk vom Gewichte m n. 

Die Funktionen f und t:p selbst kann man dadurch zu iso
barischen machen, daß man der Variablen x das Gewicht 1 
beilegt. 

XIII. Ersetzt man die Variablen in ein er iso bari
schen :Funktion durch homogene Funktionen 
irgendwelcher anderer Variablen vom Grade 
des Gewichtes der betreffenden Variablen, so 
entsteht aus der isobarischen Funktion eine 
homogene Funktion der neuen Variablen, deren 
Grad dem Gewichte der Funktion gleich ist. 

Wenn die Funktionen f(x), p (x) durch Ordnen zweier homo
gener Funktionen der Variablen x, y, s ... vom Grade n und m 
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nach einer der Variablen x entstanden sind, so sind die Koeffi
zienten a"' bk homogene Funktionen vom Grade k der Variablen 
y, z ... und aus XII. und XIII. ergibt sich der Satz: 

XIV. Durch Elimination einer Variablen x aus zwei 
homogenen Funktionen nten und mten Grades 
ergibt sich eine Endgleichung vom Grade mn in 
den übrigen Variablen. 

Hierin ist das Theorem von Bezout enthalten, das in geo
metrischer Einkleidung so ausgesprochen wird, daß sich eine 
Kurve nter und eine Kurve mter Ordnung in mn Punkten 
schneiden. 

Gibt man den Variablen ak, bk nicht die Gewichte k, sondern 
(N + k) und (M + k), worin N, M irgend zwei Zahlen sind, 
so wird das Gewicht der Resultante von f und t:p, wie aus (2) 
und (3) hervorgeht, 

(4) mN + nM + mn. 
Dies ist auch der Grad der Resultante, wenn die ak und bk 
durch Funktionen von neuen Variablen der Grade N + k und 
M + k ersetzt werden. 

§ 29. 

Größter gemeinschaftlicher Teiler. 

Wir kehren noch einmal zur Resultante der beiden Funk
tionen f (x) und t:p (x) vom nten und mten Grade zurück, um 
ihr noch eine bessere Form zu geben. 

Wir bedienen uns dabei der in § 16 eingeführten Funktion 
f. (x), die wir in bezug auf die a; homogen schreiben: 

fo (x) = ao 
/1 (x) = aoX + a1 

(1) {2 (x) = aox2 + a1 x + a2 

f~(x) = a0 xn + a1 xn- 1 + ... + am 

so daß fn (x) mit der gegebenen Funktion f(x) übereinstimmt. 
Die entsprechende Bedeutung sollen die Funktionen f/J• (x) haben: 

(2) rp. (x) = b0 x• + b1 x•- 1 + .. · + b,. 

(3) 

Wir können dann setzen: 

f(x) =X" fn-s (x) + Fn-s(x) 
rp(x)= X 8 fPm-s(x) + «Pm-s(x), 
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worin 

(4) 
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F .. _.(x) = an-s+1x•-1 + an-•+2 x•- 2 + ··· + a .. , 
tPm-s(x) = bm-s+1X'-1 + bm-s+2 x•- 2 + ... + bm, 

und aus (3) ergibt sich: 

§ 29. 

(5) q;(x)f~-s(X)- f(X)ffJm-s(x) = fn-stPm-s -qJm-sFn-s• 

Nehmen wir jetzt 

(6) 

an, so ist 

eine Funktion n - 1 ten Grades von x, und wenn wir also s in 
(5) durch n- s + 1 ersetzen, so folgt 

(7) f/J/s-1- ff/Jm-n+s-1 = Al,sxn-l + A2,sxn- 2 + ••• An,s• 

Da q;. für negative s nicht definiert ist, so hat die Formel (7) 
nur so lange eine Bedeutung, als 

(8) s>n-m 
ist, also für 

s = n - m + 1, n - m + 2, •.. n 

[für s = n + 1 würde die linke Seite von (7) identisch Null]. 
Wir definieren daher für 

(9) s < n- m: 

(10) cpx&-1 = A 1,,x"- 1 + A2,.xn- 2 + · ·· + An,s• 

Die Ar,• sind dann unter der Voraussetzung (8) bilineare 
Funktionen der a;, b;, und unter der Voraussetzung (9) lineare 
Funktionen der b; allein, nämlich 

Ar,s = bm-n+r+s-1 

oder = 0, wenn m - n + r + s < 1. 
Die Gleichungen (7), (10) lassen sich in die eine zusammen

fassen: 

(11) cp Ps - f q. = A1.• xn-1 + A2,s x"-2 + ·· · + A,.,. 
,. 

= ~ Ar,s xn-r, 
1," 

wenn wir setzen: 

(12) 

(13) 

Ps = x•-1 
q. = 0 

für s = 1, 2, 3, ... n - m 

Ps = fs-1 f"" -f 1 + 2 urs=n-m -, n-m , ... n. 
q, = f/Jm-n+s-1 



§29. Größter gemeinschaftlicher Teiler. 103 

Multiplizieren wir die Gleichungen (11) mit willkürlichen 
Faktoren c., lassen s von 1 bis n gehen und setzen: 

8 

~ c.p. 
l,n 

= P(x), 

.. 
(14) ~ c.qs = Q(x), 

l,n 

8 

~ c.Ar,s = Cr, 

so ergibt sich: 
1, n 

.. 
(15) cp(x)P(x)- f(x) Q(x) = ~ Crxn-r, 

1. n 

worin P(x) und Q(x) ganze rationale Funktionen von x von den 
Graden n- 1, m- 1 sind, die nach (12) nur dann identisch 
verschwinden können, wenn die sämtlichen c. verschwinden. 

Wir bezeichnen jetzt mit 

A1,1, A2,1 ... An,l 

(16) R= A1,2, A2,2 .•. An,2 

die Determinante der A;,k und die Unterdeterminanten mit 

(17) 
oB 

R,.,.=~· .... 
R ist nach (8) und (9) eine homogene Funktion n ten Grades 

der b; und m ten Grades der a; 
Setzen wir dann 

(18) Cl = Rn,lt c2 = Rn,2t ... Cn = R ..... , 

so ergibt sich aus (14): 

C1 = 0, 02 = o, . . . C,. = R, 

und aus (15) folgt: 

(19) cp (x) P(x) - (x) Q(x) = R. 

Es ist unmöglich, daß infolge der Annahme (18) die Funk
tionen P, Q, R identisch verschwinden; denn nehmen wir den 
speziellen Fall 

(20) f(x)=a 0 x", cp(x)=b0 x"', 

worin n beliebig, m = 0, 1, 2, ... n sein kann, so ergibt sich aus 
(12) und (13): 
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(21) 

p. = xs-1 
q. = 0 

s = I, 2, 3, . . . n - m 

Ps = r'o x•-t 
q. = bo xm-n +s-1 

s = n - m + I, n - m + 2, ... n. 

Cf!Ps- fqs = boxm+s-1, 
=0, 

(22) 

also wird nach (11) 

(23) An-m-s+l,s = bo 

und alle übrigen Ar,• sind = 0. 

s = I, 2, 3, ..• n - m 
s = n - m + I, ... n, 

Nehmen wir m = 0, so wird die Determinante R: 

0, 0 ... O, b0 

0, 0 ... b0, 0 
+bn 
- 0 

b0 , 0 ... 0, 0 

von Null verschieden; nehmen wir für m einen anderen Wert, so 
geht s in (22) nur bis n - m und die Hauptunterdeterminante 

R<n-m) = L ± A1,1A2,2 An-m,n-m 

erhält dieselbe Form wie R und den Wert + b~-m, während die 
anderen Hauptunterdeterminanten verschwinden. 

Nun sind P und Q von den Graden n - 1, rn - 1 (höch
stens) in x, und R ist von x unabhängig und in bezug auf die 
a;, bi von den Graden m und n, und wir haben nach § 27, X, 
den Satz: 

XV. Die Determinante R ist die Resultante R(f' q;) der 
beiden Funktionen f(x) und q;(x). 

Um die Frage nach den gemeinschaftlichen Teilern der zwei 
Funktionen f und q; allgemeiner zu behandeln, führen wir die 
Hauptunterdeterminanten von B ein: 

R<">, R<n-1), R<n-~>, ... R(l), 

indem wir setzen: 

(24) 
R<•l = ~ + A1,1 A2,2 ..• .A.,. 
R<•l _ oR<•J 

h,"- oA 
h,k 

"= 1, 2 .•. n 
h = 1, 2 ..• " 

k =I, 2 ... "· 

Im besonderen ist n<nJ = R und R(l)- -1 -""' 1,1• 

Nun setzen wir in den Formeln (14) für irgend einen Index f1 
zwischen 1 und n: 
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(25) 
C - R(}<> 

1 - p,l' 

Cp+1 = 0, 
und erhalten: 

A1,t, A2,1, ... A.u-1,1, Ar,t 

(26) A1,2, A2,2, ... A,u-1,2, Ar,2 

und daraus folgt: 

C1 = O, C2 = 0 ..• C.u-r = o, C,u = Rtu>, 
während für V > !1 die c? ganze Funktionen der a;, bi werden, 
und weil die p. Funktionen vom Grade s - 1 sind, so ergibt sich 
bei dieser Annahme, daß P(x) vom Grade !1 - 1' ist. 

Demnach ergibt sich aus (15) 
(27) q; (x) P (x) - f (x) Q (x) = T.u (x), 
worm 
(28) l~(x) = RCI-'lxn-1'- + 01'+ 1xn-,u-1 + ... + 0,. 

eine ganze Funktion ( n - !1) ten Grades von x ist, die man nach 
(26) auch als Determinante schreiben kann: 

Tl'= 
A1,1, A2,1 ... All-1,1, A,u,t xn-,u + A.u+1,1x"-"-1 + ·· · + An,t 
A1,2, A2,2 ... A,u-1,2, A,u,~xn-1-' + A,u+t,2Xn-,u-1 + · ·· + An,2 

At,u, A2" ... Au-1 "' Au uxn-,u + Au+1,uxn-l-'- 1 +···+An u ' ' ' ,, ',, ' ' ,, 
Daß auch hier P(x), Q(x), P~-'(x) nicht identisch verschwinden, 

ergib.t sich wie oben, wenn man in der speziellen Annahme (20) 
m = n - !1 setzt, wobei ß{}<l = + b~-m, also nicht Null wird. 

Hieraus schließen wir folgendes: 
Jeder gemeinschaftliche Teiler von f und q; muß ein Teiler 

von 1~ sein, und wenn Jl(l<l nicht verschwindet, so können f und 
q; keinen Teiler von höherem als dem (n- !!)ten Grade haben. 

Haben f und q; einen gemeinschaftlichen Teiler vom Grade 
n - !1, und ist R{}<> von Null verschieden, so ist dieser Teiler Tu. 

Haben f und q; einen gemeinschaftlichen Teiler vom Grade 
n - !1, ist aber Rtu> = 0, so muß Tl-' identisch verschwinden und 
es folgt au~; (27): 

q; (x) P(x) = f(x) Q(x). 
Es muß also q; (x) P(x) durch f(x) teilbar sein. Wenn nun 

selbst f(x) durch P(x) teilbar wäre, so wäre der Quotient immer 
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noch vom Grade n- !L + 1, weil P(x) vom Grade !L - 1 ist, 
und durch diesen Quotienten wäre f(x) und q:; (x) teilbar. Bei 
dieser Annahme ist also der größte gemeinschaftliche Teiler von 
f und q:; mindestens vom Grade n - p. + 1. 

Gehen wir also von der Tatsache aus, daß R = 0 die Be
dingung dafür ist, daß f(x) und q:; (x) einen gemeinschaftlichen 
Teiler mindestens vom ersten Grade haben, so kommen wir durch 
vollständige Induktion zu dem Satze: 

XVI. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß die Funktionen f(x) und cp(x) einen gemein
schaftlichen Teiler vom Grade n- !L 1 aber nicht 
von höherem Grade haben, ist die, daß die Haupt
unterdeterminanten 

R<n>, R<n-1> 1 ... R(}l.+l> 

verschwinden, daß aber R(ll.> nicht verschwindet. 
Der größte gemeinschaftliche Teiler ist durch die 
Determinante Tl' ausgedrückt. 



Vierter Abschnitt. 

Wurzeln. 

§ 30. 

Ober die Oaußschen Beweise des Fundamentalsatzes. 

Der Fundamentalsatz der Algebra besteht in der Behauptung, 
daß jede algebraische Gleichung f(x) = 0, deren Koeffi
zienten numerisch gegeben sind, eine Wurzel hat, d. h. 
daß man einen reellen oder imaginären Zahlenwert oe angeben 
könne, der, für x gesetzt, dem Ausdruck f(x) einen Wert verleiht, 
der dem absoluten Werte nach kleiner ist als eine beliebig klein 
anzunehmende Größe. Durch eine scharfe .Formulierung des Zahl
begriffes kann man diesen Satz auch so ausdrücken: 

Es gibt eine reelle oder komplexe Zahl oe, die der 
Bedingung f(oe) = 0 genügt. 

Die Koeffizienten der .Funktion {sind beliebig gegebene reelle 
oder komplexe Zahlen. 

Es liegt keine Beschränkung darin, wenn wir die Koeffizienten 
ton {reell annehmen. Denn wenn f(x) imaginäre Koeffizienten 
hat, so nehme man für diese Koeffizienten überall die konjugiert 
imaginären Werte und bezeichne die so entstandene konjugierte 
.Funktion mit rp (x). Dann ist 

{(x) rp (x) = F(x) 

eine Funktion mit reellen Koeffizienten. Hat diese eine Wurzel 
x = oe, so ist entweder 

{(oe) = 0 oder q;(oe) = 0. 

Ist etwa f (oe) = 0 und ß die zu a konjugiert imagmare 
Zahl, so ist auch tp (ß) = 0, d. h. sowohl f(x) als IJI (x) hat eine 
Wurzel. 
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Wenn {(ff-) = 0 ist, so ist f(x) durch x- ff. teilbar. Man 
setze also 

f'(ff-) = (x - a) {1 (x), 

worin der Grad der ganzen Funktion f1 (x) um eins niedriger ist 
als der von f (x). 

Wenn nun (1 (x) wieder eine Wurzel a1 hat, so kann man 

f~ (x) = (x - rx1 ) f~ (x) 
setzen nsf., wo die f'(x), {'1 (x), {'2 (x) ... ganze Funktionen von 
abnehmenden Graden sind. In diesen Funktionen hat die höchste 
Potenz von x, nämlich xn, xn-I, xn- 2 ••• immer denselben Koef
fizienten a0, und so kann man den Fundamentalsatz auch so aus
sprechen: 

I. Eine ganze Funktion nten Grades 

(1) f'(x) = a0 xn + a1 x»- 1 + ... + a,. 
kann in n lineare Faktoren zerlegt werden: 

(2) f'(x) = ao (x - rx)(x - a1) ... (x- IXn- 1), 

worin die ff-, ff-1, ... ff-n-1 reelle oder komplexe Zahlen 
sind, die auch zum Teil einander gleich sein 
können. 

Den ersten Beweis dieses Satzes hat Gauß in seiner Doktor
Dissertation vom Jahre 1799 gegeben. 

Er stützt sich dabei auf eine geometrische Anschauung. Er 
setzt nämlich 

(3) 

(4) 

Z =X+ iy, 

f(z) =X+ i Y, 
worin X und Y reelle Funktionen von :r; und y sind, selbst in 
dem Falle, wo die Koeffizienten von f'(z) imaginär sind; f'(x) 
wird dann und nur dann = 0 sein, wenn gleichzeitig 

(5) X= o, Y = o 
ist Deutet man x, y als Cartesische Koordinaten, so stellen die 
Gleichungen (5) zwei Kurven dar, und es kommt also darauf an, 
sich zu überzeugen, daß diese Kurven wenigstens einen Schnitt
punkt haben. 

50 Jahre später, 1849, ist Gauß auf diesen Beweis zurück
gekommen und hat ihm eine noch bessere Gestalt gegeben. 

Der zweite Beweis des Fundamentalsatzes von Gauß vom 
Jahre 1816 beruht auf anderer Grundlage. Er stützt sich zwar 
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auch auf die Stetigkeit, auf der der Satz beruht, daß eine 
s t e t i g e reelle Funktion f'( x), die für zwei reelle Werte x = a 
und x = b entgegengesetzte Zeichen hat, zwischen diesen Werten 
wenigstens einmal gleich Null sein muß, woraus dann folgt, daß 
eine Gleichung ungeraden Grades mit reellen Koeffizienten min
destens eine reelle Wurzel haben muß, weil eine Funktion f(x) von 
ungeradem Grade für hinlänglich große positive oder negative 
Warte von x sowohl positiv als negativ gemacht werden kann. 
Es wird sodann durch eine elegante Transformation die Auf
lösung irgend einer Gleichung auf eine Gleichung ungeraden 
Grades zurückgeführt. 

Der dritte Beweis endlich vom salben Jahre, 1816, beruht 
auf funktionentheoretischen Sätzen über die Integration einer 
Funktion komplexen Arguments, die Gauß schon früh gefunden 
hatte, aber erst viel später durch 0 auch y, R i e man n u. a. 
weiteren Kreisen bekannt wurden. 

Es schließen sich daran andere Beweise von 0 auch y, 
W eierstrass, Lipschitz, die den bei allen benutzten Begriff 
der Stetigkeit tiefer zu begründen suchen , ohne den es einmal 
nicht abgeht. Zu diesen gehört auch der in der großen Ausgabe 
der Algebra mitgeteilte. 

Einen schönen Beweis hat Gordan gegeben, der sich wie der 
zweite Beweis von Gauß auf die einleuchtende Tatsache stützt, 
daß eine reelle Gleichung ungeraden Grades immer eine Wurzel 
hat, die Zurückführung einer Gleichung geraden Grades auf eine 
von ungeradem Grade aber sehr vereinfacht. Diesem Gordan
schan Beweis wollen wir hier folgen 1), 

§ 31. 

Beweis des Fundamentalsatzes nach Oordan. 

Es sei f (x) eine Funktion mit reellen Koeffizienten, von der 
die Existenz einer Wurzel nachgewiesen werden soll. Der Grad 
von f(x) sei 
(I) n = 2.um, 

worin p, eine positive, m eine ungerade Zahl sei. Um für die 
vollständige Induktion eine Grundlage zu gewinnen, nennt Gordan 

1) Gordan, Mathematische Annalen 10 (1876) und Vorlesungen über 
Invariantentheorie 1, § 12 (1885). 
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von zwei Gleichungen der GraC.e: 

n = 2~'m, n' = 2~'' m', 

die zweite "leichter auflösbar" als die erste, wenn entweder 

fl- 1 < ft 
oder 
(2) ft' = /L, m' < m, 
und dadurch sind die Gleichungen nach der Schwierigkeit der Auf
lösung in Klassen geteilt, deren erste für IL = 0 die Gleichungen 
ungeraden Grades sind, die nach Voraussetzung "auflös bar" sind. 

Das Ziel wird erreicht sein, wenn wir die Auflösung der 
Gleichung n ten Grades unter der Voraussetzung nachweisen 
können, daß alle leichter auflösbaren Gleichungen eine Wurzel 
haben. 

Nun sei u eine Variable und die Koeffizienten a11 a2 , ••• a,. 
von f (x) seien vorläufig auch unabhängige Variable. Wir setzen: 

(3) 

f(x + u) t f(x- u) = F(x) 

f(x + u)- ((x- u) = ctJ(x). 
2u 

Beides sind ganze Funktionen von x, sie sind aber auch 
ganze Funktionen von u, weil f(x+u)- f(x-u) durch u teilbar 
ist, und ganze Funktionen der a17 a2, ••• a,.. Sie ändern sich nicht, 
wenn u in - u verwandelt wird und enthalten folglich nur die 
geraden Potenzen von u. 

(4) 

Aus (3) ergibt sich: 

f(x + u) = F(x) + uctJ(x) 
f(x - u) = F(x) - u c1J (x). 

Jetzt untersuchen wir die Resultante R (F, ctJ) und diese ist 
nach dem Satze § 27, (9) gleich der Resultanten 

(5) R [ F(x) - u c1J (x), (]) (x)] = R [f(x - u), (]) (x)] = P(u). 

Sie ist eine ganze Funktion von u, deren Grad wir jetzt be
stimmen müssen. 

Um diese Resultante für variable a; zu bilden, führen wir 
n neue unabhängige Variable u1, u2, ••• ttn ein, und dann bleibt 
jede identische Gleichung zwischen den Variablen a11 a2 , ... a,. 
richtig, wenn wir für die a, die symmetrischen Grund-
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funktionen der OG; setzen. Dadurch geht die Funktion 

f'(x) = xn + a1 x»- 1 +··· an-1X + a,. 

in das Produkt 
(x - rx1)(x - a2) ••• (x - a,.) 
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über und die Variablen OG; können die Wurzeln von f(x) genannt 
werden, ohne daß damit über die Existenz der Wurzeln einer 
bestimmten numerischen Gleichung etwas vorausgesetzt wird. 

Es ist dann: 
i 

f'(x + u) = n (x + u - a,), 
i 

f'(x- u) = ll(x- u - tt;), 

und die Wurzeln von f'(x - u) sind u + a;. 

Demnach ist die Resultante (5) nach § 27, (5) 
i 

P(u) = lli!J(u + ai)· 
Es ist aber nach (3) 

(6) 
1 

IP(u + tt;) = 2 u f'(2u + a;) 

und folglich 
i 

(7) P( ) _ II f'(2u+ a;). 
U - (2u)n 

Ordnet man den Zähler f (2 u + tt;) nach absteigenden Potenzen 
ton u, so läßt er sich wegen f(a;) = 0 durch u dividieren und 
man kann P(u) durch die a; und u ausdrücken. Das höchste 
Glied von P(u) ist= (2 u)nC»- 1l in bezug auf u, und der Grad 
n (n- 1) kann sich nicht erniedrigen, wenn auch für die a; irgend
welche spezielle Zahlenwerte gesetzt werden. 

Nun enthalten die Funktionen F(x) und IP(x) nur die geraden 
Potenzen von u und dasselbe gilt daher auch von der Resul
tanten R ( E~ I1J ), d. b. von P ( u ), deren Grad in u~ also gleich 

t n(n- 1) 
ist. Dieser Grad ist also nach (1) nur durch 2~<- t, nicht durch 
2~< teilbar. 

Die Resultante P(u) = R(F, IP) läßt sich aber aus Fund I1J 
durch rationale Rechnung bilden und hat daher wie F und (]) 
reelle Koeffizienten. 

Werden jetzt für die rx; irgendwelche reelle Zahlen gesetzt, 
so folgt, daß P ( u) in bezug auf u2 leichter auflös bar ist als 
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f (x), und weil eine Quadratwurzel aus einer reellen und aus 
einer komplexen Zahl immer existiert, so folgt aus der Vor
aussetzung, daß es einen reellen oder komplexen Wert v gibt, der 
P(v) = 0 macht. 

Setzen wir u = v, so erhalten F(x) und «P(x) und folglich 
nach (3) auch f(x + v), f(x - v) und «P (x) als Funktionen von x 
einen gemeinschaftlichen Teiler, der, weil «P (x) nur vom Grade 
n - 1 ist, von niedrigerem Grade als n sein muß. Es hat also 
auch f(x) selbst einen echten Teiler rp (x), der aber auch kom
plex sein kann. 

Ist dann f(x) = rp (x, v) rp1 (x, v), so ist jedenfalls der Grad 
von einem der beiden Faktoren < ~ n, und wenn wir diesen für 
rp ( x, v) nehmen, so können wir also als bewiesen annehmen, daß 
rp (x, v) von einem Grade < l n ist. Ist v' die zu v konjugierte 
Zahl, so ist die reelle Funktion f'(x) auch durch rp (x, v') teilbar 
und folglich auch durch das kleinste gemeinschaftliche Vielfache 
f 1 ( x) von rp ( x, v) und rp ( x, v'), was jedenfalls reell ist, und dessen 
Grad kleiner ist als n, außer wenn rp (x, v) vom Grade in und 
teilerfremd zu rp (x, v') ist ; abgesehen von diesem Ausnahmefall 
folgt also aus unserer Annahme ein reeller echter Teiler von l(x). 

Es bleibt noch der Fall zu betrachten, daß in der Zerlegung 
von f ( x) in rp (x, v) rp1 (x, v) beide Faktoren vom Grade ~ n und 
nicht weiter in Faktoren zerlegbar sind. Wir setzen in diesem Falle 

(8) f(x) = rp (x) 1/J (x), 
wo dann rp (x) und 1jJ (x) unzerlegbare konjugiert imaginäre Funk
tionen vom Grade ~ n sind. Wenn wir den Koeffizienten der 
höchsten Potenz von x in f(x) gleich 1 annehmen, so können wir 
auch die Koeffizienten von xlf2n in rp (x) und 1jJ (x) gleich 1 an-
nehmen. 

Nach (8) können wir bilden: 

(9) 
f (x + v) = rp (x + v) 1/! (x + v) 
t(x- v) = rp(x- v) 1/J(x- v). 

Diese beiden Funktionen müssen einen gemeinschaftlichen 
Teiler haben, und da die Funktionen rp und 1)J unzerlegbar sind 
und es gleichgültig ist, welchen der beiden Faktoren wir mit rp 
und welchen mit 1)J bezeichnen, so muß entweder 

(10) rp (x + v) = rp (x - v) 
oder 
(11) rp(x + v) = tjJ(x- v) 
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sein. Setzen wir 

(12) g; (x) = a;»/2 + c1 xn 2-1 + ... 
und bezeichnen mit c~ ... die zu c1 ... konjugierten Werte, so ist 

(13) 
1/J (x) = X" 12 + c~ x»/2- 1 + ... 

g; (x + v) - g; (x- v) = n v xn 2-1 + ... 
und dies müßte im Falle (10) identisch verschwinden. 

Da n nicht = 0 ist, so müßte v = 0 sein und es müßte 
nach (3) f'(x) und f' (x) einen gemeinsamen Teiler, also f (x) 
einen echten Teiler haben. 

Ferner folgt 

g;(x + v)- 1/J(x- v) = (nv + c1 - ci)x»/2-1 

und folglich müßte im Falle (11) 

nv = c~- c1 

sein. Es wäre also v rein imaginär und folglich, da g; und 1/J 
konjugiert imaginär sind, g; (x + v) wegen (11) reell. Es bat 
also nach (9) f'(x + v) einen reellen Faktor g; (x + v) = x(x), 
der als vom Grade nj2 leichter löslich ist als f (x) und folglich 
als gelöst gilt. Es hat also f'(x + y) einen linearen Faktor 
x- OG und folglich f(x) den linearen Faktor x- v - OGi folg
lich auch, wenn v + OG imaginär ist, den konjugierten Faktor, und 
f(x) hat einen reellen Faktor ersten oder zweiten Grades. Damit 
ist bewiesen: 

II. Die reelle Funktion f(x) hat einen reellen Faktor 
f1 (x), dessen Grad niedriger als n ist und nur im 
Falle n = 2 gleich n sein kann. 

Ist 

und sind 
f (x) = f1 (x) f2 (x) 

n = 2.um, n1 = 21'tm1 , n2 = 2112m2 

die Grade der Funktion f, f1, f2, so ist n = n1 + n2 und folglich 

2.u m = 2.ut ~ + 2112 m2, 

und es können nicht beide Zahlen p,1 und p,2 größer als p, sein. 
Sei p,1 < p,. Ist f't = p,, so ist 'mt < m und folglich f1 (x) 
leichter lösbar als f (x); und ist p,1 < p,, so ist gleichfalls f'1 (x) 
leichter lösbar als f (x). Damit ist durch vollständige Induktion 
bewiesen: 

Weber, Algebra. (KJ. Ausg.) 8 
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III. Jede Funktion f'(x) hat eine reelle oder imaginäre 
Wurzel 

und also zugleich das Theorem I. 

§ 32. 

Stetigkeit. Anderer Beweis des FundamentaJsatzes. 

Ein anderer Weg, zu dem Grundsatze über algebraische 
Gleichungen zu gelangen, geht aus von dem Begriff der Stetig
keit, über den wir einige allgemeine Betrachtungen vorausschicken 
müssen. 

Eine reelle .Funktion f(x) heißt in dem Intervall 

(1) a < x < b 

stetig, wenn sie in dem ganzen Intervall endlich bleibt und 
die Eigenschaft hat, daß 

(2) f(x ± h) - f(x) 

für jeden Wert x des Intervalls unter einer beliebig gegebenen 
Zahl "1 liegt, sobald das positive h kleiner als eine hinlänglich 
kleine Zahl E bleibt. (Für x = a nehmen wir nur das obere, 
für x = b nur das untere Zeichen, um nicht aus dem Intervall 
herauszukommen t). 

Für die reellen Zahlen gilt nun der Dadakindsche Begriff 
der Stetigkeit, den wir so formulieren: 

IV. Werden die reellen Zahlen so in zwei Teilemund 
~ geteilt, daß jede Zahl in ~ kleiner ist als jede 
Zahl in ~. so gibt es eine und nur eine Zahl g, 
die die Zahlen m von den Zahlen ~ trennt, 
d. h. ~ ist großer als jede Zahl in m. und kleiner, 
als jede Zahl in !B, wobei g selbst entweder zu m 
oder zu ~ gehören kann. 

Eine solche Einteilung heißt ein Schnitt und wird mit 
m 1m bezeichnet 2). 

1) Die Funktion {(x) heißt gleichmäßig stetig, wenn sich für jede5 
gegebene TJ ein für das ganze IntE>rvall gültiges B bestimmen läßt, das dieser 
Forderung genügt. Hier kommt diese Unterscheidung nicht in Betracht. 
Übrigens hat Lüroth (Mathem. Ann. 6) bewiesen, daß eine stetige Funktion 
einer Variablen immer gleichmäßig stetig ist. 

") D e d e ki n d vollzieht den Schnitt nur im Bereich der rationalen 
Zahlen und definiert dadurch die irrationalen Zahlen. 
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Aus diesem Satze ergeben sich sehr leicht die Folgerungen: 

V. Wenn S ein beliebiges System reeller Zahlen 
bedeutet, die alle größer sind als eine be
stimmte positive oder negative Zahl 0, so 
existiert eine untere Grenze g für die Zahlen 
S. Ist S' ein Teil von S, so haben auch die 
Zahlen S' eine untere Grenze g', die entweder 
gleich g oder größer als g ist. 

Unter einer unteren Grenze ist g hier eine Zahl zu ver
stehen, die von keiner der Zahlen unterschritten wird, aber so, 
daß, wenn ~ eine beliebig gegebene positive Größe ist, zwischen 
g und g + 8 (mit Einschluß der Grenzen) immer wenigstens eine 
Zahl aus S liegt. 

Gehört g selbst zu den Zahlen S, ist also g die kleinste Zahl 
in S, so heißt g das Minimum von S. Dies tritt z. B. dann 
ein, wenn S nur eine endliche Anzahl von Zahlen enthält. 

VI. Ist f(x) eine reelle stetige Funktion und ist f(a) 
negativ, f(b) positiv, so gibt es im Intervall (ab) 
einen Wert~. für den f W = 0 ist. 

Darauf beruht der schon benutzte Satz, daß eine reelle 
Gleichung ungeraden Grades immer eine reelle Wurzel hat. 

VII. Eine reelle stetige Funktion f'(x) hat in dem Inter
vall (ab) ein Minimum. 

Ist g die untere Grenze der Funktionswerte f(x) in dem 
Intervall, so ist nach V. die untere Grenze der Funktionswerte in 
einem Teil des Intervalls entweder gleich g oder größer als g. 

Wenn nun f(a) = g ist, so ist das zu Beweisende richtig; 
ist aber f(a) > g, so kann man wegen der Stetigkeit von f(x) 
ein Intervall a < x < a + h angeben, in dem f(x) > g bleibt 
und also die untere Grenze von f(x) größer als g ist. 

Wir konstruieren nun in dem Intervall einen Schnitt m I~ 
derart, daß wir einen wert (t des Intervalls zu m rechnen, wenn 
die untere Grenze von f (x) in dem Intervall a < x < oe größer 
als g ist, und einen Wert ß zu ~' wenn die untere Grenze im 
Intervall a < x < ß gleich g ist. 

~ kann möglicherweise aus dem einzigen Werte b bestehen; 
dann aber muß f(b) = g sein, und unsere Behauptung ist für 
x = b erfüllt; denn wäre f (b) > g, so könnte man eine Größe 

8* 



116 Vierter Abschnitt. § 32. 

g' zwischen f (b) und g und wegen der Stetigkeit ein Intervall 
b - h s x s b so annehmen, daß in diesem Intervall alle 
Funktionswerte f(x) größer als g', ihre untere Grenze also gleich 
oder größer als g' und daher sicher größer als g wäre. Da aber 
b - h zu\!( gehört, so ist auch in dem Intervall a < x < b- h 
und folglich in dem ganzen Intervall (1) die untere Grenze größer 
als g, gegen die Annahme. 

Ist also f (b) > g, so definiert der Schnitt I!( I~ eine Zahl ~ 
im Intervall, von der wir zeigen, daß 

(3) 
ist. 

f(S)=g 

Ist f(~) > g' > g, so können wir wegen der Stetigkeit von 
f(x) ein Intervall 

~-h<X<~+h 

bestimmen, in dem f(x) größer als g' und daher die untere 
Grenze größer als g ist. Da aber ~ - h zu 1!1. gehört, so ist 
auch in dem ganzen Intervall a < x < ~ + h die untere Grenze 
größer als g, während doch ~ + h zu )ß gehört. Also muß 
rm = g sein. 

VIII. Die ganze Funktion nten Grailes {(x) wird mit x 
zugleich unendlich. 

Das will sagen: Wenn {(x) eine ganze Funktion mit komplexen 
oder reellen Koeffizienten ist und die Variable x ebenfalls kom
plex ist, wenn ferner 0 ein beliebiger positiver Wert ist, so kann 
eine positive Größe R so angenommen werden, daß 

(4) 
ist, sobald 

(5) 

lf(x)l > 0 

wird. Um den Satz zu beweisen, setze man f(x) in die Form 

{(x) = xn (A + f1 ~~)), 

worin A von Null verschieden und f1 (x) höchstens vom 
( n- 1) ten Grade ist. 

Es läßt sich also R so annehmen, daß I {1 (x);xn 1, das nur 
negative Potenzen von x enthält, unter der Bedingung (5) be
liebig klein wird, und da nach einem bekannten Satz der abso-
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lute Wert einer Summe niemals kleiner ist als die Differenz der 
absoluten Werte, so folgt 

\f(x)\ >Rn (1 A\-1 f1;~) j), 
und da lA I einen positiven Wert hat, so kann man R so groß 
nehmen, daß (4) erfüllt ist. 

Da X" mit von Null an wachsendem x fortwährend und über 
alle Grenzen wächst, so ist x" - a für genügend große x positiv 
und für .x = 0 negativ; also gibt es nach VI. ein positives x, 

n 

für das x" - a = 0 ist, d. h. Va hat für jedes positive a 
einen und nur einen reellen positiven Wert und bei ungeradem 

n 

n hat Va auch für negative a einen negativen Wert. Diesen 
Satz erweitern wir so: 

(6) 

IX. Die reine Gleichung 
xn-a=O 

hat für jedes reelle oder komplexe a mindestens 
eine Wurzel. 

Da wir, wie aus den Elementen bekannt, eine Quadratwurzel 
aus einer reellen oder imaginären Größe immer durch Quadrat
wurzeln aus reellen positiven Größen ausdrücken können, so ge
nügt es, den Satz für ein ungerades n zu beweisen. Denn es ist 

2n Ny; 4 n 1 {25:. 
Vä = v va-, va = y va-

Es sei also die Gleichung gegeben: 

(7) (y + i z)n = b + i e. 
Der Fall c = 0 ist durch das Vorstehende schon erledigt, 

und wenn c nicht = 0 ist, kann auch s nicht = 0 sein. 
Aus der Gleichung (7) folgt aber auch die Gleichung 

(8) (y-iz)n=b-ic 
und daraus 

(y2 + z2)n = b2 + c2 

(9) (y+iz)"(b-ic) ~ (y-iz)n(b+ic) = O • 
.,z 

Aus der ersten dieser Gleichungen ist der absolute Wert 
von a; = y + i z bestimmt. Setzen wir dann 

y = ).z, 
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so folgt aus der zweiten Gleichung (9): 

(J. + 1)"(b- ic)- (J.- i)" (b + ic) _ 0 
2i - , 

was eine reelle Gleichung n ten, also ungeraden Grades für ). ist, 
die jedenfalls eine reelle Wurzel hat. Hat man diese, so ergibt 
sich aus der ersten Gleichung (9): 

- 121vb2 +& 
z - V 1 + ).2 ' y = J..z, 

wodurch IX. bewiesen ist. 
Wir kehren zurück zu einer beliebigen ganzen reellen oder 

imaginären Funktion f(x) und stellen zur Veranschaulichung das 
durch die Ungleichung 

lxl <R 
begrenzte Gebiet (R) für die Variable x durch eine Kreisfläche 
vom Radius R in der Ebene der Variablen x = y + i z dar. 

Wenn wir in VIII. 0 größer annehmen, als irgend einen 
Wert von I f(x) I im Inneren des Gebietes (R), zum Beispiel 
größer als I f(O) I, so wird I f(x) I gewiß im Inneren des Ge
bietes (R) kleiner werden, als an der Begrenzung. Da nun im 
ganzen Inneren von (R) die Funktion I f(x) I, die wir zur Ab
kürzung jetzt mit X bezeichnen wollen, nicht negativ wird, so 
gibt es für dieWerte von X eine untere Grenze g und wir haben 
den Satz zu beweisen, der die Übertragung des Satzes VII auf 
eine Funktion von zwei Variablen ist: 

X. Es existiert ein Wert ~ von x im Inneren des Ge
bietes (R), so daß 

lfWI =g 
wird, daß also die untere Grenze auch hier em 
Minimum ist. 

Die untere Grenze von X in irgend einem Teile des Be
reiches ist entweder gleich g oder größer als g. 

Ein Größengebiet, das durch die Ungleichheitsbedingungen 

(10) I X I < R, - R :::;: y < Ct 

bestimmt ist, wird in unserer Fig. 2 durch das Segment ( P Q et Q'), 
das wir das Segment (P, u) nennen wollen, dargestellt. Wir be
stimmen nun zunächst einen Wert rJ von y durch einen Schnitt 
~ I lB folgendermaßen : 
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Eine Zahl a zwischen - R und + R wird in lll aufgenommen, 
wenn die untere Grenze von X in dem Segment (P, a) größer 
als g ist, und ein Wert ß wird in ?8 aufgenommen, wenn die 
untere Grenze von X in dem Segment (P, ß) gleich g ist. Dieser 
Schnitt ~ I m definiert eine Zahl '11 von der Eigenschaft, daß die 
untere Grenze von X in dem Bereich (P, y), wenn y < '1 ist, 
größer als g, und wenn y > 11 ist, gleich g ist. 

Nun ist I f ( 'YJ + i s) I als ganze Funktion von z eine stetige 
Funktion von s in dem Intervall 

(11) 
das in der Fig. 2 durch M, M' bezeichnet ist. 

Diese Funktion erhält also nach VIIL für einen Wert ~ 

von z in diesem Intervall einen Minimumwert r, so da.ß, wenn 

~ = '11 + i~ 
gesetzt wird, 

(12) I f'W I = r 
wird. 

Es ist nun ferner leicht 
einzusehen, daß r = g sein 
muß; denn da g die untere 
Grenze aller Werte von X 
innerhalb (R) ist, so kann 
r zunächst nicht kleiner als 
g sein. 

Es kann aber r auch 
nicht größer als g sein; denn 
alle Werte, die X auf der 

p 

Fig.2. 

IT . . 

I ! l 
: : 0 

Strecke MM' annimmt, sind > r; ist aber r > g, so kann 
man eine Größe g' so annehmen, daß r > g' > g ist, und 
wegen der Stetigkeit von X lassen sich die Zahlen a, ß so be
stimmen, daß 

und daß in dem ganzen Bereich ( P, ß) - ( P, a) = ( a, ß) 
( Q N N' Q' in der Fig. 2) X größer als g' bleibt. Folglich ist 
die untere Grenze von X in (a, ß) größer als g. Da nun die 
untere Grenze von X in (P, a) größer als g ist, so ist sie auch 
in (P, ß), was aus (P, a) und (a, ß) zusammengesetzt ist, größer 
als g; ß gehört aber zu !8, woraus ein Widerspruch mit der 
Definition von m folgen würde. 
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Es bleibt also nur übrig, daß y = g ist, und der Satz X. 
ist damit nachgewiesen, nämlich, daß es einen Wert g im Inneren 
von (R) gibt, für den 

lWI =g 
ist, daß also I f(x) 1 einen Minimumwert erreicht. Wir beweisen 
nun: 

XI. Wenn a ugena ein Wert von x ist, für den f(a) 
·von Null verschieden ist, so läßt sich h so an
nehmen, daß 

(13) I f(u. + h) I < I f(a) I 
ausfällt. 

Daraus folgt dann, daß, wenn f(;) von Null verschieden wäre, 
g nicht das Minimum der Funktion lf"(x) I sein könnte; da dies 
aber bewiesen ü;t, so muß 
(14) tm = o 
sein, und g ist eine Wurzel der Gleichung f(x) = 0. Der 
Fundamentalsatz wird also dann bewiesen sein. 

Von den derivierten Funktionen{'(«), f""(a) ... können einige 
verschwinden; die letzte f (n) ( a ), die gleich ll ( n) a0 ist, ist aber 
von Null verschieden; es mögen also f"'(a), f"(a) ..• f<m-ll(a) ver
schwinden, f'<ml («) nicht verschwinden. Wir haben dann nach 
der Taylorschen Entwickelung: 

h"' hm+l 
(15) f(u.+h) = f(a)+ ll(m) f<ml(a) + ll(m+ l) (<m+ll(«)+· .. 

Wir wählen, was stets möglich ist, eine positive ZahlE so, daß 

. I h (<m+ll(rx) h2 f<m+2l(a) I 
(16) m+1 f<ml(rx) + (m + l) (m + 2) f"<ml(«) +··· < 1 

ist, sobald 
(17) I h I< E, 

und einen positiven echten Bruch 8 so, daß 

I Em {<m) ( fX,) I 
(18) 6 I t(«) I< ll(m) - , 

was, wenn f(rx) nicht verschwindet, gleichfalls möglich ist. Dann 
bestimmen wir (auf Grund von IX.) h aus der Gleichung: 

hm (<ml(a) 
(19) 11 (m) · = - 8 f («), 

woraus nach (17) 
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folgt. Aus (14) ergibt sich jetzt, wenn man für h"' den Wert 
aus (18) setzt, 

(2o) I t (a + h) I < 1 t (a) 1 (1 - 8) 

I II hf<m+l>(a) h2 (Cm+2l(a) I 
+ ~ f(a) (m + 1) f<m>(a) + (m + 1) (m + 2) f<"'>(a) ... ' 

und wegen (15) 

(21) I f(a + h) I <I f(a) I w. z. b. w. 

Damit ist also der Beweis des Fundamentalsatzes beendigt. 

§ 33. 

Stetigkeit der Wurzeln. 

XII. Die Wurzeln einer algebraischen Gleichung sind 
stetige :Funktionen der Koeffizienten. 

Es ist zunächst die Bedeutung dieser Behauptung zu erklären. 
Es sei 

(1) f(x) = xn + al xn-1 + 02 xn-2 + ... 
eine ganze Funktion von x vom n ten Grade, und m lineare 
Faktoren zerlegt, sei 

(2) f(x) = (x- a)a (x- ß)b (x- r)c .. . , 

worin die a, ß, r . . . voneinander verschiedene reelle oder kom
plexe Zahlen und a, b, c . . . positive ganze Zahlen sind. 

Die Wurzeln a, ß, r ... werden sich mit den Koeffizienten 
a,., a2, a8 ... ändern; auch der Grad ihrer Vielfachheit kann ein 
anderer werden. 

Wir bezeichnen die Änderungen von a1, a2 ••• mit E1, E2 ••• 

und setzen 

(3) 

(4) 

cp(x) = Elxn-1 + E2xn-2 + ... 
f (x) + cp (x) = f~ (x). 

Wir umgeben die Punkte a, ß, r ... mit Gebieten von solcher 
Kleinheit, daß diese Gebiete sich gegenseitig ausschließen, etwa 
dadurch, daß wir die Punkte a, ß, r ... durch Kreisperipherien 
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mit d~n Radien Q, Q', (/1 • • • umgeben, und bezeichnen diese Ge
biete durch ('! ), ('!'), (<>") ... 

Wenn die absoluten Werte von E1, E2 .. • unter hinlänglich 
kleinen Werten liegen, so können wir von der Funktion {1 (x) 
zunächst beweisen, 

daß sie keine Wurzeln außerhalb der Gebiete 
(p ), (o'), ('!") ••. hat, 

und zweitens, 

daß die Anzahl der Wurzeln von {1 (x) inner
halb ('!) genau a, innerhalb (Q') genau b, inner
halb (Q'') genau c usf. beträgt. 

Bei dem letzten Teil des Satzes ist aber zu beachten, daß, 
wenn {1 (x) mehrfache Wurzeln hat, diese nach ihrer Vielfachheit 
gezählt werden müssen. 

Wir konstruieren nach VIII. in der Ebene x einen Kreis mit 
dem Radius R und dem Nullpunkt als Mittelpunkt, der die Ge-

:J.'ig. 3. biete (Q ), (p'), (Q'') .•. einschließt, 

G 

so daß außerhalb dieses Kreises 
keine Wurzeln von {1 (x) mehr 
liegen, und bezeichnen das inner
halb dieses Kreises, aber außer
halb ((> ), (Q'), (Q") ... liegende 
Gebiet mit G. Es ist dazu noch 
zu bemerken, daß R von den 
E11 s2 ••• unabhängig angenom
men werden kann, solange für 
die absoluten Werte dieser Größen 
eine bestimmte obere Grenze fest
gesetzt wird. 

Ist nun x ein Punkt des Gebietes G, so ist der absolute 
Wert von x - tx größer als Q, der von x - ß größer als Q' usf., 
und mithin nach (2) 
(5) 1 f(x) 1 > Qa Q'b Q"c ... 

Ist tx1 eine Wurzel von / 1 (x), so folgt aus (4): 

(6) f(~)=-rp(txi), 

und ~ kann daher nicht in dem Gebiete G liegen, wenn man 
dafür sorgt, daß innerhalb G überall 

(7) 1 rp (x) 1 < Qa Q'b Q"c ... , 
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was durch genügende Verkleinerung der oberen Grenze von e1 , e2 ••• 

immer möglich ist. Hiermit ist der erste Teil unserer Behauptung 
erwiesen, daß, wenn die Ungleichung (7) befriedigt ist, keine 
Wurzeln von {1 (x) außerhalb der Gebiete ((>), ((>'), (t/') ... liegen. 

Um den zweiten Teil zu beweisen, setzen wir 
(8) f(x) = 1/J (x) (x - a)a, 
(9) 1/J (x) = (x - ß)b (x - r)• ... 

Wir wählen nun eine positive Zahl A, die aber von (> un
abhängig sein soll, so daß, solange x im Inneren oder an der 
Peripherie des Gebietes (~;>) liegt, 

(10) 11/J(x) I> A, (für I x- IX I < ~;>) 

bleibt. Eine solche Zahl erhalten wir z. B., wenn wir l gleich 
der Hälfte des kleinsten unter den Abständen (IX, ß), (IX, r) ... 
annehmen und A = lb+c+••• 

setzen; dann ist die in (10) ausgedrückte Forderung wenigstens 
so lange erfüllt, als Q kleiner als l ist. Ist nur ein einziger 
Punkt a vorhanden, so ist 1jJ (x) = 1 zu setzen, und für A kann 
jeder beliebige echte Bruch gesetzt werden. 

Es seien nun a 1 , a 2 ••• die Wurzeln von {1 (x) innerhalb 
(~;>), und a1, a2 ••• die Grade ihrer Vielfachheit, und ß11 ß2 ... , 

b1 , b2 ••• , 7'11 y2 ... , Ct, c2 ... sollen dieselbe Bedeutung für die 
Gebiete (Q'), (Q") ... haben; es ist dann 

(11) n = a1 + a2 + .. · + b1 + b2 + .. · + Ct + C2 + .. ·, 
da die Gesamtzahl aller Wurzeln gleich n sein muß. Die Funk
tion f 1 ( x) läßt sich dann so darstellen : 
(12) /1 (x) = 1/J1 (x) (x - a1)<>t (x - a2)a2 ••• , 

worin 

(13) 
1/J1 (x) = (x - ß1)b1 (x - ß2Y2 ... 

(x - y1)•t (x - y2)"2 ••• 

Nun können wir eine von Q, ~;>', ~;>" unabhängige positive 
Zahl B bestimmen, so daß, solange x innerhalb oder an der 
Grenze von (~;>) bleibt, 
(14) I1/J1 (x) I< B (für Ix-aI<~;>). 

Wir können z. B. eine Größe L wählen, die größer ist als 
die doppelte Entfernung des Punktes a von einem der Punkte 
ß, r . . . und jedenfalls größer als 1 und dann 

B>L" 
annehmen. 
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Nun folgt aus (4): 

(15) I f(x) I< I f1 (x) I+ I cp(x) 1, 
also nach (8) und (12): 

(16) 11/J{x) 1·1 X-IX Ia <11/11 (x) 1·1 X-IX1 lat.J X- 1X2 J02" ·+I cp(x)[, 
und wenn wir nun x auf der Peripherie von ((>) annehmen, also 

setzen, so ist 
lx-~XI=!? 

I X - IJGl I < 2 Q, I X - IX2 I < 2 (> .•• ' 

folglich nach (10) und (16): 

(17) (>aA < (2(>)0 t+a2+"• B +I cp(x) !· 
Wir wollen nun die oberen Grenzen für die Koeffizienten 

E1, Ei, • • • von cp so klein annehmen, daß 

I cp (x) I < (>a A' 

wird, worin A' eine Zahl bedeutet, die kleiner als A ist; dann 
folgt aus (17): 

(18) A- A' < 2°t+a2+"· (>-a+at+a2+"· B. 

Dies aber würde für ein hinreichend kleines (> nicht mehr 
möglich sein, wenn a kleiner als die Summe a1 + ai + · · · wäre. 
Es folgt also: 

(19) a > a1 + a~ + · .. 
Ebenso läßt sich beweisen, daß 

b > bl + b2 + ... 
(20) c > c1 + c2 + .. · 

sein muß. Da aber die Summen der linken Seiten sowohl als 
der rechten in den Ungleichungen (19), (20) gleich n sein müssen, 
so können nur die Gleichheitszeichen bestehen, also: 

a=a1 +a2 + ... 
b = bl + b2 + ... 
c = c1 + c2 + ... 

wodurch auch der zweite Teil unseres Satzes bewiesen ist. 
Wir wollen dem· bewiesenen Satze noch folgende, auf den 

Fall mehrfacher Wurzeln bezügliche Bemerkung beifügen: 
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Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
f(x) = 0 überhaupt mehrfache Wurzeln habe, ist die, daß f (x) 
und f' (x) einen gemeinsamen Faktor haben, daß also die Dis
kriminante von f verschwindet. Diese Diskriminante ist eine 
ganze Funktion F ( au a2 ... a,.) der Koeffizienten a11 a2 • • • a,., 
die, da es jedenfalls Gleichungen ohne mehrfache Wurzeln gibt, 
nicht identisch verschwindet. Man kann daher über die E1, E2 ••• , 

auch wenn fiir diese beliebig enge Grenzen festgesetzt sind, so 
verfügen, daß F (a1 + EH a2 + ~: 2 , ••. a,. + ~:,.) von Null ver
schieden ist. 

Man sieht also aus diesen Betrachtungen, wie eine a- fache 
Wurzel tx von {(x) bei stetiger Veränderung der Koeffizienten in 
a einfache Wurzeln auseinander strahlt, so daß man auch von 
diesem Gesichtspunkte berechtigt ist, die a -fache Wurzel als 
durch das Zusammenfallen von a einfachen Wurzeln entstanden 
zu betrachten. 

Nehmen wir den Koeffizienten der höchsten Potenz von x 
nicht gleich 1 an, untersuchen also die Gleichung in der Form 

(21) a0X" + a 1 xn-l + a2 x"- 2 + .. · + an-1X + a,. = 0, 

so sind, wenn a,. = 0 ist, eine oder mehrere der Wurzeln gleich 
Null, und die Gleichung (21) läßt sich durch x oder eine höhere 
Potenz von x dividieren, wodurch eine Gleichung von entsprechend 
niedrigerem Grade entsteht, in der das letzte Glied von Null ver
schieden ist. Wir wollen also von vornherein a,. von Null ver
schieden annehmen und nun in ( 21) 

1 
(22) X=-

y 

setzen. Durch Multiplikation mit y" und Division mit a,. geht 
dann (21) über in: 

(23) Y" + a,._l yn-1 +"· + !!:ly + ~ = 0, 
a,. a,. a,. 

und wir können auf die Wurzeln dieser Gleichung den vorhin 
ausgesprochenen Satz anwenden, indem wir a0 = 0 annehmen, 
so daß eine der Wurzeln von (23) verschwindet. Wir erlangen 
so den Satz: 

Man kann in der Gleichung (21) a0 so klein annehmen, daß 
eine ihrer Wurzeln über alle Grenzen groß wird, während die 
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anderen sich beliebig wenig von den Wurzeln der Gleichung 
(n- l)ten Grades: 

a1x"-1 + a2 x"-2 + ••• + an-1 X+ a,. = Ü 

unterscheiden. 
Man drückt das auch so aus, daß mit verschwindendem 

a0 eine der Wurzeln von (21) unendlich wird. 
Wenn a0 und a1 oder a0, a1 und a2 verschwinden, so werden 

zwei oder drei Wurzeln unendlich usf. 
Es rechtfertigt sich hierdurch der bisweilen gebrauchte Aus

druck, daß eine Gleichung nten Grades durch Unendlichwerden 
einer Wurzel in eine Gleichung (n- l)ten Grades übergehe. 



Fünfter Abschnitt. 

Kubische und biquadratische Gleichungen. 

§ 34. 

Die kubische Oteichung. 

Man kann die kubische Gleichung 

x 8 + a1 x2 + a2 x + a8 = 0 
zunächst auf eine einfachere Form bringen, indem man 

a x+sl=y 
setzt, wodurch man erhält: 

(1) ys + ay + b = 0, 
wenn 

gesetzt wird. 
Dieselbe Vereinfachung 1 nämlich daß das Glied mit der 

(n- l)ten Potenz der Unbekannten nicht mehr vorkommt, er
reicht man bei einer :Funktion nter Ordnung f(x) durch die 
Substitution x + ~In = y. 

Führt man in (1) zwei neue Unbekannte u, v mittels der 
Gleichung 
(2) y = U +V 

ein, so erhält man: 

(3) us + vs + (3 uv + a) (u + v) + b = 0. 

Wir bestimmen eine der beiden Unbekannten u, v durch die 
andere mittels der Gleichung 
(4) 3uv=-a 
und erhalten 
(ö) «3 + 1/8 =- b. 
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Aus (4) und (5) kann man us, vs durch eine Quadratwurzel 
bestimmen. 

Man setze nämlich: 
(6) (us _ vs)2 = (us + vs)2 _ 4 us vs 

und folglich nach (4) und (5): 
4a8 

(u3 _ vs)2 = b2 + 27 , 
und wenn wir 

(7) 

setzen, so findet sich: 

also: 

us- vs = 21{if, 
us + v3 = -b, 

b 
vs = - 2 -- lf'JI. 

Wir geben dem yli eines der beiden Zeichen und erhalten: 

u = y 2 b + VIf, V = V 2 b =-Vif, 
und folglich erhält man die unter dem Namen der Gardanischen 
Formel bekannte Lösung der kubischen Gleichung: 

(8) l!- b ,;- ll- b -
y = r-2- + f R + r-2- - v R. 

Die Multiplikation der beiden Ausdrücke u., v ergibt nach (4): 

(9) uv = yb;- R =- ~, 
wodurch eine der beiden Größen u, v durch die andere bestimmt ist. 

Wenn R positiv ist, so ist 1/R reell und kann positiv oder 
negativ genommen werden, wodurch u mit v vertauscht wird. u 
und v und folglich y haben reelle Werte. Ist aber R negativ, 
so sind u und v konjugiert imaginär und y ist wieder reell, 
kann aber nicht in reeller Form algebraisch dargestellt weTden. 
Darum wird dieser Fall von den älteren Algebraikern der Casus 
irreducibilis genannt, auf den wir später zurückkommen. 

Nun hat aber die kubische Gleichung nicht bloß eine, sondern 
drei Wurzeln. Um aus der einen die beiden anderen zu finden, 
setzen wir 
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und dividieren ys + ay + b durch y- IX. Der Quotient, dessen 
Wurzeln die beiden Wurzeln ß, 'Y der kubischen Gleichung (1) 
sind, ist 

y2 + IX y + a2 + a = 0, 

wovon man die Wurzeln erhält: 

- IX + y- 3 IX2 - 4 a 
ß, 'Y = 2 • 

Setzt man hierin tx = tt + v, a = - 3 uv, ferner 

-1+)C3 
E = 2 ' 

so folgt: _ 
-1-f-3 

(10) E2 = 2 , E + c2 = - 1, E - E2 = y::a. 
tx=u+v 

(11) ß = .su + .s2v 
'Y = E'u + cv. 

Setzt man a = 0 und b =- 1, so bekommt man aus (10) 
die drei Wurzeln der Gleichung ya - 1 = 0. Es wird R = i, 
{J[ = l, u = O, v = 1, also 

ß = E2, 'Y = E. 

Es sind also .s und .s 2 die beiden imaginären dritten Wurzeln 
der Einheit, während 1 die reelle dritte ist. 

Sind u und v reell, so ist tx reell, ß und 'Y sind aber konju
giert imaginär. Im Falle eines negativen R ist u zu v konjugiert 
imaginär und folglich tx reell. Es sind aber auch .su und .s2v 
konjugiert imaginär und folglich ß gleichfalls reell, und ebenso 
ergibt sich in diesem Falle ein reeller Wert für 'Y• 

Das Differenzenprodukt 

LI = (1X - ß)2 (tx - 'YY~ (ß - 'Y)1 

ist die Diskriminante der kubischen Gleichung. Setzen wir 

so ist 

und folglich 
(12) 

fLi = (tx - ß) (tx- 'Y) (ß- y), 

LI = - 4. 27 R = - 27 b2 - 4 as. 

Wenn man in dem allgemeinen Ausdruck der Gardanischen 
Formel u + v allen vorkommenden Wurzeln, den beiden Quadrat-

W ober, Algebra. (Kl. Ausg.) 9 
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wurzeln und den beiden Kubikwurzeln alle möglichen Werte bei
legt, so bekommt man nicht drei, sondern 36 verschiedene Werte, 
die sich erst durch die in (9) ausgedrückte Forderung und durch 
die zweite Forderung, daß '(R in u und v dasselbe Vorzeichen 
haben sollen, auf drei reduzieren. 

Gayley hat darum der Gardanischen Formel einen Aus
druck gegeben, der von vornherein nur drei Werte enthält. 
Er setzt: 
(13) 
woraus nach (4): 

Dann folgt: 

(14) 

(15) 

und dieser Ausdruck erhält nur drei Werte, wenn man jeder 
der beiden Kubikwurzeln, unabhängig von der anderen, einen 
der drei Werte beilegt. Freilich ist auch hier daran festzuhalten, 
daß die Quadratwurzel in ~ und 1'J dasselbe Zeichen bekommt. 

§ 35. 

Die biquadratische Oleichung. 

Die biquadratische Gleichung oder Gleichung vierten Grades 
wird durch die Reduktion auf eine kubische Gleichung (die 
kubische Resolvente) gelöst. Der älteste Weg zur Herstellung einer 
solchen Resolvente ist der von Ferrari. Man nimmt die biquadra
tische Gleichung zunächst auch in der vereinfachten Form an: 

(1) y4 + a y2 + b y + c = 0 
und setzt, ähnlich wie in der Gardanischen Formel: 

(2) 2 y = U + V + W. 

Setzt man zur Abkürzung 

s = u2 + v2 + w2, 

so kommt: 
t = v2w2 + w2u2 + u2v2, 
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4y• = s + 2(vw + wu + uv) 
16y' = s~ + 4s(vw + wu + uv) + 4t 

+ 8uvw(u + v + w), 

und danach ergibt sich aus (1): 

s1 + 4t + 4as + 16 c 
+ 8(uvw + b)(u + v + w) 
+ 4(s + 2a)(vw + wu + uv) = 0. 

Diese Gleichung ist erfüllt, wenn wir setzen: 

s+2a=O, 
uvw + b = o, 

st + 4t + 4as + 16c = 0, 

und die dritte dieser Gleichungen wird mit Hilfe der ersten 

t = a1 - 4c. 

Demnach erhalten wir: 

u2 + v~ + w2 = - 2 a, 
(3) tJtwll + w~ull + ullv2 = all _ 4 e, 

uvw =- b. 
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Daraus ergibt sich als kubische Resolvente für u1, v2, w2 : 

(4) ßl + 2az2 + (a2- 4c)z- oll= o. 
Die Quadratwurzeln aus den Wurzeln dieser kubischen 

Gleichung haben je zwei Werte. Die Vorzeichen sind aber 
durch die letzte der Gleichungen (3) miteinander verbunden, und 
man erhält daher folgende Ausdrücke für die Wurzeln der 
biquadratischen Gleichung: 

(5) 

2a= u+v+w 
2ß= u-v-w 
2r=-u+v-w 
2ö' =- U- V+ W. 

Die Wurzel der kubischen Resolvente ist, durch die Wurzeln 
der biquadratischen Gleichung ausgedrückt: 

(6) u2 = H~ + ß - 1' - ö')~. 

Man kann noch andere kubische Resolventen der biquadra
tischen Gleichung aufstellen, wobei wir diese gleich in der all
gemeinen Form 

(7) a;'- a1 x8 + a2 x2 - a1 x + a4 = 0 
9* 
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annehmen wollen. Setzt man für die linke Seite das Produkt 
(x - m) (x - ß) (x - r) (x - ~), 

.so erhält man: 

(8) 

Setzen wir 

(9) 

a1 = :Em 
a2 = :Emß 
as = Eaßr 
a4 = aßyö. 

u = mß + r~ 
Ut = IX'Y + ß~ 
u2 = a~ + ßr, 

so kann man, wenn u, u1, u2 als bekannt vorausgesetzt werden, 
die m, {J, y, ~ folgendermaßen durch quadratische Gleichungen 
bestimmen. 

Man bestimme aus 

u = mß + y~, yus --4a4 =aß- y~ 

mß und y~ durch eine Quadratwurzel und ebenso ay und ß~ aus 

Ut = my + (36, fu{- 4a,·= my- ß8. 

Welches Zeichen man den beiden Quadratwurzeln nun gibt, 
ist willkürlich und kommt auf eine Vertauschung der Wurzeln 
m, ß, y, 8 hinaus. Die dritte, durch u2 zu bestimmende Quadrat
wurzel ist nicht mehr willkürlich. Hat man aber die vier Pro
dukte: 

mß, y8, ""' ß8, 
so kann man durch mß und yb aus den linearen Gleichungen 

"ß ('Y + b) + r 8 ( m + ß) = as 

<r + b) + (" + ß) = ~ 
die Unbekannten 

(r + b), (a + ß) 
bestimmen, und ebenso aus den beiden anderen Produkten mr 
und ßb 

(m + 1')1 (ß + <l). 
Aus m + ß und CJG ß kann man durch eine nochmalige 

Quadratwurzel rx und ß bestimmen, wodurch zugleich r und 8 
eindeutig bestimmt sind. 

Es bleibt noch übrig, die kubische Gleichung zu bilden, deren 
Wurzeln u, uu u2 sind. Deren Koeffizienten sind die sym
metrischen Grundfunktionen: 
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Z:u = Z:aß = a~ 

Z:uu1 = Ia2 ßr = Irx.Irx.ßr- 4rx.ßy~ 

= ~a8 - 4a, 
UUtU2 = Z,'rx,Bßyd + Z}rx,2ß2y2 

= rx.ßydZJrx.2 + ZJa2ß2y2, 
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Um die beiden Summen I rx.2, .E rx,s ß2 y2 zu erhalten, bilde 
man aus (7) die Gleichung, deren Wurzeln E die Quadrate von 
OG, ß, y, d sind. Man setzt zu diesem Zweck in (7) X = vf und 
schafft die Quadratwurzel durch Quadrierung heraus. Man erhält so: 

(E2 + a2E + a4)2 - E(a1E + as)2 = O, 
und daraus findet man nach den Formeln (8): 

,Erx,2 = a{- 2a2 , ZJ«2ß2y2 = af- 2a2a4, 

und folglich 

und die kubische Resolvente für u lautet also: 

(10) u8 - a2 u2 + (a1 a8 - 4a,)u- (a12a,- 4a2 a4 + a32) = 0 

Um das zweite Glied w~gzuschaffen, substituiere man 

(11) 3u = w + a1 

und erhält für w die kubische Gleichung: 

(12) ws- 3.Aw + B = 0, 
deren Koeffizienten 

.A = ai- 3a1 a8 + l2a4, 

(13) B = 2 a.; + 27 a32 - 9 a1 a2 a8 + 27 a12a,- 72 a2 a, 

die erste und zweite Invariante der biquadratischen Form 
heißen. 

Aus (9) und (11) ergibt sich: 

U' = («- y) (ß- d) + (a- ~) (ß- 'J'), 
und wenn man 

Ü4) 

setzt, so ist 

u = («- ß)(d- r) 
ul = ( « - r) (ß - ö) 
u2 = («- ö) (r- ß) 

w = U1 - U2, 3 V = w2 - w1 

(15) wl = u2- V, 3 vl = w - Ws 

w2 = u - VI' 3 v2 = wl - w 

und die V sind selbst die Wurzeln einer kubischen Resolvente 
Es ist hier: 
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wenn 
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U+ U1 + U9 = 0 
uul + uu2 + U1U2 = lXwlwll = -.A 

UD1U2 = (D, 

§35. 

]) = c~- ß)2(~- y)2(~- ö)2(ß- y)2(ß- ~)'(r- h)2 
die Diskriminante der biquadratischen Gleichung ist. Also ist 
die gesuchte Resolvente: 

(16) D8 - .A D + (D = o. 
Nach (15) ist 

27 2 D = (w2 - Wt)2 (w- w2) 2 (wt - w,)2 

die Diskriminante der kubischen Gleichung (12), und 
nach § 32 

woraus folgt: 
(17) 

diese ist 

und die Diskriminante der biquadratischen Gleichung ist also 
rational durch die beiden Invarianten ausgedrückt. In dem 
langen Ausdruck, der sich durch Substitution von (13) daraus 
ergibt, hebt sich der .Faktor 27 noch heraus. 



Sechster Abschnitt. 

Der Sturmsehe Lehrsatz. 

§ 36. 

Das Sturmsehe Problem. 

Für eine numerische Berechnung der Wurzeln einer Gleichung 
ist zunächst immer die Frage zu beantworten: Wie viele reelle 
Wurzeln einer reellen numerischen Gleichung liegen 
zwischen zwei gegebenen reellen Zahlwerten a und b? 

Ist dies entschieden, so handelt es sich weiter darum, die 
Grenzen a, b so weit einzuengen, daß nur noch eine Wurzel 
der gegebenen Gleichung zwischen ihnen liegt, und sie endlich 
einander so weit zu nähern, daß jede von ihnen als ein ge
näherter Wert dieser Wurzel betrachtet werden kann. 

Nehmen wir a = - a:>, b = + a:>, oder doch a negativ, b 
positiv so groß an, daß jenseits dieser Grenzen keine Wurzeln 
mehr liegen können, so wird damit die Frage nach der Anzahl 
der reellen Wurzeln beantwortet, und darauf lä.ßt sich auch das 
allgemeine Problem zurückführen. 

Es möge sich zunächst darum handeln, die Anzahl der 
positiven Wurzeln einer Gleichung f(x) = 0 zu ermitteln. 
Setzen wir x = y•, so wird jedem reellen Wert von y ein posi
tiver Wert von x entsprechen, und umgekehrt entsprechen jedem 
positiven Wert von x zwei reelle, entgegengesetzte Werte von y. 
Die Anzahl der positiven Wurzeln von f(x) ist also halb 
so groß, als die Anzahl der reellen Wurzeln von f(y1). 

Setzen wir ferner 
x-a 

'!I= b- x' 

so wird, während x von a bis b geht, y durch positive Werte von 
Null bis Unendlich gehen, und wenn wir durch diese Substitution 
f(x) in F(y) transformieren, so wird f(x) ebenso viele Wurzeln 
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zwischen a und b haben, als F(y) positive Wurzeln hat, mithin 
halb so viel, als F(y2) reelle Wurzeln hat. Unsere Aufgabe ist 
also dadurch in der Tat auf die Ermittelung der Anzahl der 
reellen Wurzeln einer gewissen anderen Gleichung zurückgeführt, 
deren Grad doppelt so groß ist, als der Grad der gegebenen 
Gleichung. Diese Zurückführung des Problems gibt aber seine 
Lösung nicht in der einfachsten Form, und wir müssen nach 
einer einfacheren Beantwortung der Frage suchen. Dazu führt 
die folgende Betrachtung: 

Es seien a und ß irgend zwei reelle Zahlen und a < ß. Es 
sei ferner f(x) eine gegebene reelle ganze Funktion von x, von der 
ermittelt werden soll, wie viele ihrer Wurzeln in dem Intervall LI 

a<x<ß 

liegen. Wir nehmen an, daß a, ß nicht selbst zu den Wurzeln 
von f(x) = 0 gehören, daß also f(a) und f(ß) von Null ver
schieden sind. Außerdem wollen wir noch fürs erste annehmen, 
daß f(x), wenigstens in dem Intervall LI, keine mehrfache Wurzel 
habe, daß also für keinen Wert des Intervalls f(x) und f'(x) 
zugleich verschwinden sollen. 

Wir nehmen an, daß wir auf irgend eine Weise eine Reihe 
von m + 1 reellen stetigen Funktionen herstellen können: 

f(x), ft (x), f~(x), ... f-...(x), (~) 

denen folgende Eigenschaften zukommen: 

1. Von den Funktionen f, sollen im Intervall LI nicht 
zwei aufeinander folgende zugleich verschwinden. 

2. Die letzte von ihnen, fm(x), soll im Intervall LI 
überhaupt nicht verschwinden, also ein unver
änderliches Zeichen behalten. 

3. Wenn ein mittleres Glied, etwa f,(x), für irgend 
ein x im Intervall LI verschwindet, so sollen für 
dieses x die beiden angrenzenden Funktionen 
f~- 1 (x) und f.+ 1 (x) entgegengesetztes Vorzeichen 
haben. 

4. Wenn f(x) im Intervall LI verschwindet, so soll 
f1 (x) für diesen Wert von x dasselbe Vorzeichen 
haben wie f'(x). 

Eine solche Funktionenreihe (Si') wollen wir eine Sturmsehe 
Kette nennen. Wie man sie bilden kann, werden wir später 
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sehen; zunächst sollen aus der Definition Folgerungen gezogen 
werden. 

Für jeden Wert von rx, für den keine der Funktionen von (St) 
verschwindet, hat jede dieser Funktionen ein bestimmtes Vor
zeichen. Wir zählen einen Zeichenwechsel, so oft beim Durch
laufen der Kette von links nach rechts auf ein positives Glied 
ein negatives oder auf ein negatives Glied ein positives folgt. 
Die Anzahl der so gezählten Zeichenwechsel (Variationen) für 
einen bestimmten Wert von x wollen wir mit V ( rx) bezeichnen. 
Wenn ein mittleres Glied f. ( x) verschwindet, so haben wir nach 
3. beim Übergang von f•-1 (x) ZU r. + 1 (rx) einen Zeichenwechsel 
zu zählen. 

Sind cx, ß zwei Werte, für die keine der Funktionen f~ ver
schwindet, und lassen wir nun rx stetig wachsen von cx bis ß, so 
wird eine .Änderung in der Zahl der Zeichenwechsel nur dann 
eintreten können, wenn eine der Funktionen von (~) ihr Zeichen 
wechselt, also durch den Wert Null hindurchgeht (wegen der 
vorausgesetzten Stetigkeit). 

Ist dies aber eine mittlere Funktion, so ändert sich die Zahl 
der Zeichenwechsel nicht (nach 3.). Denn in 

f~-1, {., 1•+1 
findet vor und nach dem Durchgang von {. durch Null immer 
ein Zeichenwechsel statt, weil {. + 1 und {. _ 1 entgegengesetzte 
Zeichen haben. 

Wenn aber die erste Funktion f(x) durch Null geht, so geht 
beim Durchgang wegen 4. ein Zeichenwechsel verloren. Denn 
geht f(x) von negativen zu positiven Werten, so ist f" (x) und 
mithin {1 ( x) positiv und die Vorzeichen ändern sich so: 

f(x), f1(x) 

+ + +, 
und wenn f(rx) von positiven zu negativen Werten übergeht, so 
ist f'(x) und f1 (x) negativ, also die Zeichen so: 

f(x), ft(x) 

+ 
-, 

mithin ist in beiden Fällen ein Zeichenwechsel verloren ge
gangen. 
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Da nun fm(x) nach 2. sein Zeichen nicht wechselt, so folgt, 
daß Y ( a) - Y (ß) gleich der Anzahl der zwischen a und ß 
gelegenen Wurzeln von f(x) = 0 ist, oder: 

I. Die Anzahl der Wurzeln von f(x) = 0 zwischen a 

und ß ist gleich dem Überschuß der Anzahl der 
Zeichenwechsel der Kette für x = a über die 
Anzahl der Zeichenwechsel für x = ß. 

Wenn für x = a oder x = ß eine oder einige der mittleren 
Funktionen von (~) verschwinden sollten, so ist es wegen 3. 
gleichgültig, ob wir diesen verschwindenden Wert durch einen 
positiven oder einen negativen ersetzen. 

Um ein Beispiel zu geben, sei ai,k, wenn i und k die Reihe 
der Indices 1, 2, 31 ••• n durchlaufen, irgend ein System reeller 
Größen und 

(1) ai,k = ak,i 

vorausgesetzt. Wir betrachten die symmetrische Determinante 

a1, 1 - x, a1, 2 ••• al, n 

L a2, 1, a11, 2 - X ••• a2, n 
(2) n(x) = ................................. , 

... an, .. -x 

die eine ganze rationale Funktion n ten Grades von x ist, in der 
xn den Koeffizienten (- 1)» hat. Die Gleichung L,.(x) = 0 soll 
der Gegenstand unserer Betrachtung sein. 

Wir bilden die mit abwechselnden Zeichen genommene Kette 
der Haupt-Unterdeterminanten 

(3) Ln(X), -Ln-1(x), Ln-2(x) ... , (-1)"- 1L 1 (x), (-1)», 

und wollen nun nachweisen, daß, wenn wir die Voraussetzung 
hinzufügen, daß von den Größen (3) keine zwei aufeinander 
folgende zugleich verschwinden4 wir eine Sturmsehe Kette 
vor uns haben. 

Es ist dies eine einfache Folgerung aus der Formel, die wir 
schon im § 12 zu einem ähnlichen Zwecke benutzt haben, und 
die wir so darstellen können : 

(4) LtS,.- T~ = ~-1~+1, 
worin Sk und T" ganze rationale Funktionen von x sind. 

Wir haben nur zu zeigen, daß die Forderungen 1. bis 4. 
befriedigt sind. Davon ist aber 1. in die Voraussetzung auf
genommen, 2. ist erfüllt, da das letzte Element gleich ± 1 ist. 
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Aus der Formel (4) folgt, daß, wenn Lk = 0 ist, Lt-1 und Lr.+1 

entgegengesetzte Zeichen haben, daß also die Bedingung 3. 
erfüllt ist. 

Es bleibt nur noch die Bedingung 4. übrig. Wenden wir 
aber die Formel (4) auf k = n- 1 an, so lautet sie: 

o L,. o L,. _ ( o L,. )~ _ L L 
oa..,n oan-1,n-1 o·a..,n-1 - n n-i, 

und daraus folgt, daß, wenn L,. = 0 ist, 

oL.. oL .. 

gleiche Zeichen haben; und ebenso kann man schließen, daß 
alle Haupt-Unterdeterminanten von L,. 

dasselbe Zeichen haben. 

oL .. 
';Ia·. u t,l 

Nun ist aber die Derivierte von L,. 

L~(x) = - :± o L,. ' 
1,n 0 a,,' 

und hat also für einen Wert x, für den L .. (x) verschwindet, das 
entgegengesetzte Zeichen, wie Ln-1, was eben die Forderung 4. 
verlangt. Daraus folgt der Satz: 

li. Sind IX 1 ß zwei reelle Werte, IX< ß, so ist die 
Anzahl der zwischen IX und ß gelegenen Wurzeln 
von Ln (x) gleich dem Überschuß der Anzahl der 
Zeichenwechsel der Kette (3) für x = IX über die 
Anzahl der Zeichenwechsel für x = ß. 

Die höchste Potenz von x, die in Lk(x) vorkommt, ist 
(-l)kxk, 

und wenn der absolute Wert von x hinlänglich groß ist, so wird 
das Vorzeichen dieses Gliedes über das Vorzeichen von L~c(~) 
entscheiden. Nehmen wir also für a einen genügend großen 
negativen, für ß einen genügend großen positiven Wert, so finden 
in (3) für x = IX lauter Zeichenwechsel, für x = ß lauter Zeichen
folgen statt. Es werden also n Wurzeln zwischen a und ß liegen, 
und daraus folgt der Satz: 

IIL Die Gleichung Ln(x) = 0 hat lauter reelle Wurzeln. 
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Diese beiden Sätze sind aber nur von beschränkter Anwend
barkeit, solange wir uns nicht von der Voraussetzung frei machen 
können, daß in der Kette der ~ nicht zwei aufeinander folgende 
Glieder zugleich verschwinden sollen. Von dieser Beschränkung 
können wir den Satz aber durch folgende einfache Überlegung 
befreien. 

Nehmen wir an, für irgend einen Wert von x verschwinde 
Lk, aber nicht Lk- 1 ; wir können dann die Größen ak +1, ,, die in 
~ nicht vorkommen, so bestimmen, daß Lk+ 1 für diesen Wert 
von x nicht verschwindet; denn es kann LJ<+ 1 nicht identisch 
für alle ak + 1, i verschwinden, weil es das Glied 

- a~+1, k L~c-1 
enthält (nach dem auf Lk+ 1 augewandten Laplaceschen Deter
minantensatz § 3, XIV). 

Hiernach können wir, wenn in der Kette 

(5) Ln, -Ln-1, Ln-2 ... +Lu =F 1 
einige aufeinander folgende Glieder für irgend einen Wert von x 
verschwinden, durch Abänderung der a;,k eine andere Reihe 

(6) L~, -L~-1, L~-2 ... +Li, + 1 
ableiten, in der keine zwei aufeinander folgenden Glieder für 
irgend einen Wert x (des Intervalls IX ••• ß) verschwinden. 

Zugleich können die ai,~c, von denen die L' abhängen, so 
angenommen werden, daß sie sich von den a;,k um weniger als 
eine beliebig gegebene Größe ro unterscheiden. 

Wenn nun die Zahlen IX, ß so angenommen sind, daß in der 
Reihe (5) kein Glied für x =IX oder x = ß verschwindet, so 
können wir ro so klein annehmen, daß für x =IX und x = ß 
entsprechende Glieder von (5) und (6) dasselbe Vorzeichen haben. 
Durch unseren Satz ist aber die Anzahl der Wurzeln von L~ = 0 
zwischen IX und ß durch die Zeichen der Reihe (6) bestimmt. 

Nun läßt sich andererseits wieder ro so klein annehmen, daß 
die Wurzeln von L~ = 0 von denen von L,. = 0 beliebig wenig 
unterschieden sind. 

Es kann zwar eine Doppelwurzel von L,. = 0 in zwei ein
fache Wurzeln von L;, = 0 übergehen; aber da L~ = 0 keine 
imaginären Wurzeln hat, so sind diese reell; und dasselbe findet 
statt, wenn L,. = 0 mehrfache Wurzeln hat. 

Hiernach behalten die Sätze 11 und lll ihre Gültig
keit, wenn die Voraussetzung aufgegeben wird, daß in 
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der Kette der Lk keine aufeinander folgenden Glieder 
verschwinden; nur müssen die mehrfachen Wurzeln dabei 
nach ihrer Vielfachheit gezählt werden. 

Hieraus können wir eine merkwürdige Beziehung der Glei
chung L,. = 0 zu dem Trägheitsgesetz der quadratischen Formen 
herleiten, die in der Geometrie, bei der Bestimmung der Haupt
achsen einer Fläche zweiten Grades wohl bekannt ist. 

Wir betrachten neben der _Funktion L,. (x) die quadratische 
Form 

(7) cp(xi, x2 ... x,.) = Z:aox;xr.; 

dann ist Ln(E) für ein beliebiges E die Determinante der Form 

(8) cp' = cp- E(xf + x22 ••• + x~). 
Die Gleichung Ln(x) = 0 möge P positive, N negative und 

R verschwindende Wurzeln haben. Wir nehmen E positiv an, aber 
so klein, daß alle positiven Wurzeln von L,. (x) größer als E sind, 
und außerdem so, daß kein Glied der Reihe (3) für x = E ver
schwindet. Dann ist 

(9) 

eine Kette von Haupt-Unterdeterminanten für die Funktion cp', 
und wenn wir also mit n', v', (! 1 die charakteristischen Zahlen von 
cp' bezeichnen, so ist n' (nach § 12) gleich der Anzahl der Zeichen
folgen, v' gleich der Anzahl der Zeichenwechsel in der Kette (9) 
und f!' = 0, weil L,. (E) nicht verschwindet. 

Wenn wir aber das Theorem IL anwenden, indem wir 0r: = E 

setzen, und {J größer als alle Wurzeln von L,.(x) annehmen, so 
daß in der Kette (3) für x = {J nur noch Zeichenfolgen vor
kommen, so gibt uns die Anzahl der Zeichenwechsel in (3) für 
x = E, die mit der Anzahl der Zeichenfolgen in (9) überein
stimmt, die Zahl P der positiven Wurzeln von Ln(x) = 0. Dem
nach ist, weil außerdem noch n' + v' = P + N + R = n ist, 

(10) n' = P, v' = N + R. 

Wir nehmen nun die Funktionen cp und cp' in folgender 
Weise in ihre positiven und negativen Quadrate zerlegt. an: 

(11) cp =~ YI2 + y,2 + ... + y~ - zi2- z,2 - ... - z:. 
{12) cp' = cp - E(xf + x22 + ... + x~) 

= Yf + Yi + .. · + Y;, - Zf - Z22 .. • - z.~. 
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Wenn nun rr + v' < n ist, so können wir die x1, x2 ••• x,., 
zum Teil wenigstens von Null verschieden, so bestimmen, daß 

111 = o, Y2 = o ... , y,. = o, Z1 = o, Z2 = o ... , z., = o. 
Dann aber ergibt die erste Darstellung (12) mit Hilfe von 

(11) einen negativen, die zweite einen positiven (oder verschwin
denden) Wert von q/, so daß die Annahme";+ v' < n unstatthaft 
ist. Es ist also n + v' 5 n = n' + v', also nach (10): 

n > P. 

Andererseits folgt aber aus § 12, (14) 

P>n:, 

was nur miteinander verträglich ist, wenn 

(13) Tl= p 

ist. Ebenso können wir nun auch beweisen, indem wir statt 
eines positiven ein negatives E zu Hilfe nehmen, daß v = N und 
folglich Q = R sein muß. 

Wir sprechen dies noch als einen Satz aus: 

IV. Die charakteristischen Zahlen n:, v, Q der quadra
tischen Form cp sind gleich den Anzahlen der 
positiven, negativen und verschwindenden Wur
zeln der zugehörigen Determinante L .. (x). 

Eine in allen Fällen brauchbare Sturmsehe Kette erhält 
man auf folgendem Wegel): 

Wir beschränken uns hier auf die Betrachtung von Glei
chungen ohne mehrfache Wurzeln, oder wir nehmen an, daß 
vor der Anwendung des darzulegenden Verfahrens f(x) von jedem 
gemeinschaftlichen Faktor mit seiner Derivierten f'(x) befreit sei. 

Wenn wir dann 
(14) f1 (x) = f'(x) 

annehmen, so ist sicher die Bedingung 4. befriedigt. Nun ver
fahren wir so, als ob es sich um die Aufsuchung des größten 
gemeinschaftlichen Teilers von f(x) und {1 (x) hancUe, indem wir 
dabei jedesmal das Vorzeichen des Restes umkehren; wir bilden 
also durch Division die Gleichungen 

1) Sturm, Mem. sur la resolution des equations numeriquea. Mem. 
de l'academie de Paris. Sav. etrang. VI, 1835. Auszug in Buli. de Ferussac 
XI, 1829. Deutsch von Loewy in Ostwaids Klassikern, Nr. l.U. 
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(15) 

Lösung des Sturmsehen Problems durch Hurwitz. 

f = qd~- f~ 
tl = qd2- ti 

fm-Z = qm-1 f~-·1 - (.,., 
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worin die q1 , q2 , ••• qm-1 und ebenso die {1 , ( 2 , ••• f.,. ganze 
rationale Funktionen von x sind; die Grade der Funktionen 
{; f1, fs ••• f.,. nehmen ab und man kann daher die Operation 
so weit fortsetzen, daß fm konstant ist, oder wenigstens in dem 
betrachteten Intervall nicht mehr verschwindet. Daß f.,. nicht 
Null werden kann, ist eine Folge der Voraussetzung, daß f und ft 
ohne gemeinsamen Teiler sind. 

Daß man dann in der Reihe 

(16) f, fu f2 .. • f..,. 
wirklich eine Sturmsehe Kette hat, ergibt sich unmittelbar, wenn 
man die Kriterien § 34, 1. bis 4. durchgeht. Denn wenn zwei 
aufeinander folgende der Funktionen (16) zugleich verschwinden, 
so verschwinden nach (15) auch alle nachfolgenden; dies ist aber 
unmöglich, weil f"". von Null verschieden ist. 

Ist aber {.(x) = 0, so folgt aus (15): 

f•+t(x) =- f•-t(x), 
womit alle Forderungen für eine Sturmsehe Kette befriedigt sind. 

Es ist, wie sich von selbst versteht, gestattet, die Funktionen 
der Reihe (16) mit positiven, z. B. konstanten :Faktoren zu multi
plizieren, ohne daß sie aufhören, eine Sturmsehe Kette zu bilden. 

Für n = 2 können wir demnach als die Sturmsehen Funk
tionen folgende nehmen : 

f(x) = x2 + ax + b 
{ 1 (x) = 2x + a 
f2 (x) = a2 - 4-b. 

§ 37. 

Lösung des Sturmsehen Problems durch Hurwitz. 

Eine besonders einfache Lösung des Sturmsehen Problems 
hat Hurwitz gegebent), 

Es Mi 

1) Mathematische Annalen, Bd. 46. 
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eine ganze Funktion n ten Grades der Variablen s. Es sei ferner 
lP(s) eine zweite ganze Funktion von beliebigem Grade. Wir 
suchen nach § 18 die Entwickelung des Bruches lP(s): f(z) nach 
fallenden Potenzen und bezeichnen den Teil dieser Entwickelung, 
der negative Potenzen von z enthält, mit 

h 
(2) Co z-1 + ct z-2 + ... = ~ chz-h-1, 

o ... 
Es sei nun weiter 

(3) ®(z) = to + t1z + ··· + tm-1zm-1 

eine ganze Funktion von einstweilen noch beliebigem Grade ( m - 1 ), 
deren Koeffizienten t0 , t1 ... tm-t unabhängige Variable sind. Wir 
bilden die Entwickelung nach fallenden Potenzen von z für den 
Bruch 

llJ(z) fiil( )2- 11>(z) ~. ~ i+kt t 
f(z) ~ z - f(s) t; m~-; i k, 

wofür wir nach (2) erhalten: 
h i k 

lJ lJ .E eh z-h+i+k-1 t;tk, 
oder, nach absteigenden Potenzen von z geordnet, 

l i, k 

(4) k g-J.-t lJ Cl+i+ktitk• 

Bezeichnen wir den Rest der Division von ® (z) durch f(z) 
mit ®1 (z) und setzen 

®1 (z) = fo + t;z + .. · + t~_ 1 z"-1, 

so sind die to, t~, ... t~- 1 lineare homogene Funktionen der 
Variablen t0 , t11 ... tm_1, Es geben aber nach § 18 die beiden 
Brüche 

(5) 

bei der Entwickelung nach fallenden Potenzen von z dieselben 
Glieder mit negativen Exponenten, und daraus folgt, daß die 
in der Entwickelung ( 4) auftretenden· quadratischen Jl'ormen der 
m Variablen t; 

i, k 

Tl = lJ Cl+i+ktitk 

auch als quadratische Formen der n Variablen ti ausgedrückt 
werden können. Sind also Xl, vl, (Jl die charakteristischen 
Zahlen von Tl, so ist (Jl mindestens= m- n. Von nun an 
wollen wir m = n setzen, also unter ® (z) eine Funktion 
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(n- l)ten Grades verstehen. Wir betrachten hauptsächlich die 
Funktion T0 , die wir auch kurz mit T bezeichnen, also die qua~ 
dratische Form 

(6) 
i,7c 

T = ~ Ci+1<tit1u 
o,n-1 

und bezeichnen ihre charakteristischen Zahlen mit n, v, Q· Dann 
ergibt sich aus dem soeben Bewiesenen zunächst: 

1. Wenn f(z) und fP(z) nicht relativ prim sind, so ist 
~ > 0, also 1' keine definite Form. 

Denn wenn wir den größten gemeinschaftlichen Teiler von f 
und fP herausheben, so entstehen aus (5) Brüche von derselben 
Gestalt, in denen e dasselbe geblieben ist, während sich der 
Grad des Nenners erniedrigt hat. Ist n' dieser erniedrigte Grad, 
so ist m - n' und folglich auch (/ positiv. Wir können ferner 
noch beweisen: 

2. Wenn f(z) und f'(z) einen gemeinschaftlichen Teiler 
haben, so ist T keine definite Form. 

Denn wenn f(z) und f' (z) einen gemeinsamen Teiler haben, 
so läßt sich eine reelle Funktion Q(z) (vom ersten oder zweiten 
Grad) so bestimmen, daß 

f(z) = Q~ f1 (z) 

ist. Dann ist Q f~ (z) von niedrigerem als ntem Grade, und wir 
können die Koeffizienten t 0, t1, ... t,._1 so bestimmen, daß 

@= Qfl(z) 

wird. Dann ist aber ®(z)2 durch f'(z) teilbar, und fP(z)@ (z)1: f(z) 
ist eine ganze Funktion. Es kommen dann also in der Ent
wickelung nach fallenden Potenzen keine negativen Potenzen 
mehr vor, und es wird nicht nur T, sondern alle Funktionen T;. 
gleich Null. 

Es gibt also von Null verschiedene Werte der Variablen t,, 
für die T verschwindet, was bei definiten Formen nicht mög
lich ist. 

Wenn win annehmen, daß die Funktion f(z) keine mehr~ 
fachen Faktoren hat, so können wir, wenn die Wurzeln von f(s) 
bekannt sind, die Funktionen T;. leicht in eine Summe von 
Quadraten zerlegen. Es ist nämlich dann, wenn das Summen
zeichen S sich auf die Wurzeln 

Weber, Algebra. (Kl. Auog.) 10 
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von f(z) erstreckt, und G (z) eine ganze Funktion bedeutet, 
durch Partialbruchzerlegung 

(7) IP(z)®(z)2 _ 8 IP(x)®(x)l + G() 
f(z) - (z - x) f'(x) z ' 

und wenn wir hierin 1 : (!4- x) nach § 18 nach fallenden Potenzen 
von z entwickeln, so ergibt sich: 

(8) T- Sxl.f1J(x)®(x)2. 
J.- f'(x) 

Die Funktionen 

(9) 

®(xt) = fo + f1 X1 + ... + tn_ 1 x~-l 
®(x2) = to + f1 X2 + ··· + tn- 1 X~-l 

®(xn) = f0 + t1Xn + ... + tn-lx:-\ 
deren Determinante gleich dem Differenzenprodukte der X; und 
folglich von Null verschieden ist, sind voneinander linear unab
hängige, lineare Funktionen der t; und durch (8) ist also T1. in 
eine Summe von n Quadraten zerlegt. Setzen wir 

(10) .-1/W(X;)®(·) 
'!!· - r 7' c X;) x, , 

so ergibt sich (fi,ir A. = 0): 

(11) T = yl2 + Y22 + ... + y~. 
Unter der Voraussetzung reeller Koeffizienten von f und IP 

lassen sich nun die für die Trägheit der Funktion T charak
teristischen Zahlen n, v, Q bestimmen. 

Zunächst ist ersichtlich, daß y't aus der Summe (11) dann, 
und nur da11n, wegfällt, wenn IP (x;) = 0 ist, also wenn X; eine 
gemeinschaftliche Wurzel von f und IP ist. Es ist also Q gleich 
dem Grade des größten gemeinschaftlichen Teilers von f und IP, 
und gleich Null, wenn f und IP relativ prim sind. 

Ist x1 , x2 ein imaginäres Paar, und W (x;) von Null ver
schieden, so ist 

und folglich 
Yt = P + Qi, Y2 = P - Qi 

yf + Y22 = 2 ( p2 - Q2). 

Dieses Paar gibt also einen Beitrag von einer Einheit zu :rr: so
wohl als zu v. 

Für ein reelles x ist aber y2 positiv oder negativ, je nach
dem W (x) und f' (x) gleiche oder verschiedene Zeichen haben. 
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Hieraus ergibt sich folgende Bestimmung für die charak
teristischen Zahlen :n:, v, (! der Form T: 

(! ist gleich der Anzahl der verschwindenden cb (x). 
n ist gleich der Anzahl der imaginären Paare mit nicht 

verschwindenden IP(x), vermehrt um die Anzahl der 
(1~) reellen Wurzeln mit positivem IP (x) {" (x). 

v ist gleich der Anzahl der imaginären Paare mit nicht 
verschwindenden IP (x), vermehrt um die Anzahl der 
reellen Wurzeln mit negativem IP (x) f' (x). 

Wir machen hiervon einige besondere Anwendungen. 
Der Fall, daß T eine definite Form ist, daß also (! und 

v = 0 oder Q und :n: = 0 sind, kann nur dann eintreten, wenn 
IP und f relativ prim sind, wenn f(x) nur voneinander ver
schiedene reelle Wurzeln hat, und wenn außerdem IP (x) f' (x) 
für alle Wurzeln von f(x) dasselbe Zeichen hat. Sind ~ und p 
zwei der Größe nach aufeinander folgende von diesen Wurzeln, 
so haben f' ( a) und f' (ß) entgegengesetzte Vorzeichen. Es müssen 
daher auch IP(a) und IP (ß) entgegengesetzte Vorzeichen haben. 
Es muß also zwischen ~ und ß eine ungerade Zahl von Wurzeln 
von IP(x) = 0 liegen. Unter diesen Voraussetzungen ist auch 
umgekehrt T eine definite Form, die im Zeichen mit IP (x) f' (x) 
übereinstimmt. 0 kann also, wenn T eine definite Form sein 
soll, nicht von niedrigerem Grade sein als n - 1. Ist 0 auch 
nicht von höherem Grade, so muß zwischen je zwei Wurzeln von 
f(x) eine und nur eine Wurzel von IP(x) liegen, oder wie wir 
uns auch ausdrücken können, die Wurzeln von f(x) sind durch 
die Wurzeln von IP(x) voneinander getrennt. 

Die Form T wird speziell eine positive sein, wenn wir außer
dem noch annehmen, daß c0 positiv ist, und dies wird dann ein
treten, wenn die Koeffizienten der höchsten Potenzen von z in 
{(s) und IP(z) dasselbe Zeichen haben. Da wir nun in§ 12, XXIII. 
die notwendige und hinreichende Bedingung für eine positive 
Form aufgestellt haben, so können wir jetzt folgenden Satz aus
sprechen, wenn wir 

setzen: 

C0 1 c1 •••••• c. 
c11 c2 ...... c,+t 

= o. 

10* 
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V. Die notwendige und hinreichende Bedingung da
für, daß die Gleichung nten Grades f(x) = 0 nur 
voneinander verschiedene reelle Wurzeln hat, die 
durch die Wurzeln der Gleichung (n-l)ten Grades 

«P(x) = 0 voneinander getrennt sind, ist, wenn die 
Koeffizienten der höchsten Potenzen von f und «P 

von einerlei Zeichen sind, die, daß die Deter-
minanten 

alle positiv sind. 

Wenn wir «P(z) = f'(z) setzen, so ist «Pfz): f'(z) = 1, also 
immer positiv. Zugleich gehen in diesem Falle die c0 , cll c9 ... 

(nach § 18) in die Potenzsummen s0 , s1 , s11 ... über. Setzen wir 

dann 
s0 , s1 •••••• s. 
s1 , s2 ...... s. +1 

= D., 

so ist (wenn a0 = 1 angenommen wird) Dn-1 die Diskriminante 
von l und es folgt der Satz: 

VI. Die notwendige und hinreichende Bedingung da
für, daß die Gleichung nten Grades f(x) = 0 nur 
reelle voneinander verschiedene Wurzeln hat, 
besteht darin, daß die Determinanten 

D0 , D1, D2 ... Dn-1 
positiv sind. 

Nimmt man IP(x) = (x - a) l' (x) an, worin a eine beliebige 
reelle Zahl ist, die nicht zu den Wurzeln von f(x) gehört, so ist, 

wenn f(x) nur einfache Wurzeln hat, (! = 0, und, mag nun f(x) 
imaginäre Wurzeln haben oder nicht, es ist n- v die Anzahl 
der reellen Wurzeln, die größer als a sind, vermindert um die 

Anzahl der unter a liegenden Wurzeln. Die Differenz n- v 
nimmt also jedesmal um zwei Einheiten ab, wenn a wachsend 
durch eine Wurzel von f(x) hindurchgeht. Nimmt man zwei 

reelle Zahlen a < b, die nicht zu den Wurzeln von f(x) gehören, 
so ergibt sich hieraus für die Zahl der zwischen a und b gelegenen 

Wurzeln na - nb oder vb- Va, und dies kann man nach § 12 
auch so ausdrücken, daß die Anzahl der zwischen a und b 
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gelegenen Wurzeln von f(x) gleich ist der Anzahl der in der Reihe 

00 , 01 , 02 ... 0,. 

beim Übergang det Variablen x von a zu b verlorenen Zeichen
wechsel. 

§ 38. 

Abschätzung der Wurzeln. 

Die Funktionen der Sturmsehen Ketten lösen zwar voll
ständig und ausnahmslos das Problem der Bestimmung der Anzahl 
der Wurzeln einer Gleichung zwischen gegebenen Grenzen, aber 
ihre wirkliche Berechnung ist meist schwierig und oft unaus
führbar. Man kennt eine Reihe von Sätzen zur Abschätzung 
der Zahl der Wurzeln zwischen gegebenen Grenzen, die viel ein
fachere Regeln liefern, aber freilich auch die Frage nicht voll
ständig beantworten, sondern nur eine Maximalzahl geben, worüber 
die Anzahl der Wurzeln nicht hinausgehen kann. Diese Regeln 
sind oft für die Anwendung sehr nützlich und ausreichend und 
sie dürfen daher hier nicht fehlen. 

Wir betrachten zunächst ein V erfahren, das unter dem Namen 
des Budan-Fourierschen Theorems bekannt isti). 

Betrachten wir an Stelle einer Sturmsehen Kette die Reihe 
der Ableitungen einer reellen Funktion f(x) vom nten Grade: 

(1) f(x), f' (x), f" (x) ... f<"> (x), 

worin also f<">(x) eine Konstante ist, die wir von Null verschieden 
und positiv voraussetzen. Sie ist, von dem positiven Zahlen
faktor ll(n) abgesehen, der Koeffizient von X" in f(x). 

Es seien OG und ß > ~ zwei reelle Zahlen, die das Intervall 
(OG, ß) bestimmen, in dem die Anzahl der reellen Wurzeln von 
f'(x) gezählt werden sollen. 

Wir wollen zunächst annehmen, daß in dem Intervall (u, ß) 
nicht zwei Glieder der Reihe (1) zugleich verschwinden, und daß 
für x = CJG, x = ß kein Glied der Reihe verschwindet. 

Lassen wir nun x von ~ bis ß stetig wachsen, so kann in 
der Vorzeichenfolge der Reihe (1) nur dann eine Änderung 

1) Wie G. Darboux in den Oeuvres de Fourier nachgewiesen hat, 
verdient das 'rheorem nur nach Fourier benannt zu werden. Vgl. die 
deutsehe Au•gabe .Die Auflösung der bestimmten Gleichungen" von ]'ourier 
in Nr. 127 von Ostwaids Klassikern und die Anmerkungen von Loewy. 
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eintreten, wenn eine der Funktionen durch Null geht. Wenn 
fM(x) für x =~durch Null geht, so geht f<•>(x), je nachdem 
f<• + 1> ( x) positiv oder negativ ist, von negativen zu positiven oder 
von positiven zu negativen Werten über, und es geht also zwischen 
f<•> und f<• + 1> beim Durchgang durch ~ ein Zeichenwechsel ver
loren. Dies gilt auch, wenn f<•> die Funktion f(x) selbst ist. 
Wenn aber {M eine der Derivierten ist, so geht ihr eine Funk
tion f<•- 1> voran, und da r<•- 1> nach Voraussetzung für X= s 
nicht Null ist, und f<•> beim Durchgang durch ~ sein Zeichen 
wechselt, so findet zwischen f<• - 1) und f<•> beim Durchgang 
durch ~ entweder ein Verlust oder ein Gewinn von einem Zeichen
wechsel statt. Wenn also ein inneres Glied der Reihe (1) durch 
Null geht, so bleibt die Anzahl der Zeichenwechsel ungeändert, 
oder es gehen zwei Zeichenwechsel verloren. 

Geht aber f(x) selbst durch Null, so geht ein Zeichenwechsel 
verloren. 

Daraus folgt das Theorem: 

Vll. Die Anzahl der zwischen rx und ß gelegenen 
Wurzeln von f(x) ist höchstens so groß, wie die 
Zahl der zwischen rx und ß verlorenen Zeichen
wechsel, und wenn sie kleiner ist, so ist der 
Unterschied eine gerade Zahl. 

Mit Benutzung einer Formel können wir auch sagen: 
Ist V(x) die Anzahl der Zeichenwechsel (Variationen), die 

die Reihe (1) für irgend einen Wert x darbietet, so ist die An
zahl der zwischen rx und ß gelegenen Wurzeln von f(x) 

(2) V(rx)- V(ß)- 2 h, 

worin h eine nicht negative ganze Zahl ist. 
Der Beweis des Satzes VII bedarf noch einer Ergänzung für 

den :Fall, daß in der Reihe (1) mehrere aufeinander folgende 
Glieder zugleich verschwinden. 

Es mögen also für einen Wert ~ von x zwischen a und ß 
in der Reihe 
{3) t<•>(x), f<•+1l(x), ... f<•+l"-1l(x), f•<+ll>("r;) 

alle Glieder, mit Ausnahme des letzten, verschwinden, und das 
letzte f<• +I"> (x) möge etwa einen positiven Wert haben. 

Wir grenzen um ~ zwei Intervalle d1, o2 ab, so daß alle 
Werte von x im Intervall d1 kleiner, im Intervall 82 größer 
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als ~ sind, und nehmen diese Intervalle so klein, daß die Funk
tionen (3) außer in~ darin nicht verschwinden, also auch {<~+!'> (x) 
positiv bleibt. 

Da nun, wenn f<•+l'>(x) positiv ist, f<~+l'- 1>(x) mit x zugleich 
wächst, so ist 

rc~ +1'-1) (x) in ö'l negativ, in ö'g positiv. 

Daraus folgt, daß f<o+,u- 2> (x) in ö'1 abnimmt, in ö'2 wächst, 
also in beiden Intervallen positiv ist, und so schließen wir weiter 
auf die Vorzeichenfolge in der Reihe (3): 

( 4) f<•> (x), f<H 1) (x), f<• +2> (x) •. • f<~ +!'-1) (x), f<•+l'> (x) 

ö'1, (-1)u (-1)"-1 (-1)1'-2 .. , + 
()2, + + + + + 

d. h. in der Reihe (3) werden beim Durchgang durch ~ aus 
lauter Zeichenwechseln Zeichenfolgen, und es gehen in der Reihe 
(3) p. Zeichenwechsel verloren. 

Ist f<• +I'>(~) negativ, so sind alle Zeichen in ( 4) die ent
gegengesetzten, und der Schluß bleibt derselbe. 

Wenn nun v = 0, d. h. f<~>(x) die ursprüngliche Funktion 
f(x) selbst ist, die dann in ~ eine flfache Wurzel hat, so findet 
also beim Durchgang durch ~ auch in der Reihe (1) ein Verlust 
von p. Zeichenwechseln statt. 

Ist aber v > 0 und die dem f'M (x) vorangehende Funktion 
f<•- 1> (x) in' von Null verschieden, so haben wir folgende Zeichen: 

1. p. gerade : 
a) f<•- 1> (x), f<•> (x), 

ö'l, + + 
ö2, + + 

2. p, ungerade: 
a) f<•-1> (x), f<•> (x), 

(}1, + 

b) f'<•- 1>(x), f<•>(x) 

+ 
+ 

b) f<•- 1>(x), f<•>(x) 

(}2, + + + 
Es geht also bei geradem p. zwischen f<•- 1> und f<•> kein 

Zeichenwechsel verloren, bei ungeradem p. geht ein Zeichenwechsel 
verloren oder es wird einer gewonnen. Es ist also der Verlust 
an Zeichenwechseln beim Durchgang durch ~ in der Reihe 

(5) f (> -1) (<•> (<• + 1) (<• + ,u) ' ' ... 
bei geradem p. gleich p., bei ungeradem p. gleich p. + 1, 
immer eine gerade Zahl und nie negativ. 

also 
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Wir können diesen Ergebnissen einen übersichtlichen analy
tischen Ausdruck geben, der ihre Bedeutung besser erkennen läßt. 

Wir bezeichnen mit V(x) wie früher die Anzahl der Zeichen
wechsel in der Reihe (1) für einen bestimmten Wert von x, 
jedoch mit der näheren Bestimmung, daß, wenn für einen Wert 
von x einige der Glieder der Reihe verschwinden, diese bei 
Abzählung der Zeichenwechsel einfach übergangen werden. Ist 
in der Reihe (1) nur ein einziges von Null verschiedenes Glied 
vorhanden, so ist die Anzahl der Zeichenwechsel ebenso wie die 
der Zeichenfolgen = 0 zu setzen. Wir können dann V(x) als 
eine Funktion von x auffassen, die sich aber nur um ganze 
Zahlen ändern kann, also unstetig ist für die Werte von x, für 
welche einige Glieder der Reihe (1) verschwinden. Wir wollen 
dann mit V (x - 0) und V(x + 0) die Werte der Funktion V(x) 
unmittelbar vor und unmittelbar nach einer solchen Stelle be
zeichnen. Dann zeigt die Betrachtung von (5), daß in allen Fällen 

(6) V(~+ 0) = V(~) 

ist, und daß, wenn ~ eine .u-fache Wurzel von f(x) ist, 

(7) 

worin h eine nicht negative ganze Zahl ist. Diese Formeln (6), (7) 
gelten auch dann noch, wenn in der Reihe (1) für x = ~ mehrere 
Reihen verschwindender Funktionen wie ( 4) vorkommen. 

Markieren wir in dem Intervall IX < x < ß die in endlicher 
Anzahl v vorhandenen Unstetigkeitspunkte von V (x): 

(8) a, IXt' IX2, • • ., IX, = ß, 
dann ist damit in jedem der Teilintervalle (IX;+ 0) ... (1Xi+ 1- 0) die 
Funktion V (x) ungeändert, also: 

V(~X, + 0)- V(~Xi+t- 0) = o, 
und es ergibt sich, wenn wir mit p,;. die Anzahl der in IX; ver
einigten Wurzeln von f(x) und mit h;. nicht negative ganze 
Zahlen bezeichnen, nach (6) und (7): 

(9) 0 = V(~X;)- V(~XJ+l)- /Li+t- 2hi+l· 

Summiert man diese Gleichungen für i = 0, 1, ... v - 1 und setzt 

N = E /Li+l• H = ZJ h;+t• 

so erhält man die Verschärfung des Theorems VII: 

Va - Va = N + 2 H. 
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VIII. Hierin ist N die Anzahl aller Wurzeln (jede nach 
ihrer .Vielfachheit gerechnet) in dem Intervall 
~ < x < ß, d. h. die nach ß fallenden Wurzeln 
mitgezählt, die nach a fallenden ausgeschlossen 1). 

Das Budan-Fouriersche Theorem gibt zwar nicht, wie 
der Sturmsehe Satz, eine vollständig sichere Entscheidung über 
die Zahl der Wurzeln in einem Intervall, es kann aber doch in 
manchen Fällen den Sturm sehen Satz ersetzen; denn hat man 
das Intervall ( ~, ß) so weit eingeschränkt, daß kein oder nur 
ein Zeichenwechsel von ~ bis ß verloren geht, so folgt mit 
Sicherheit, daß im ersten Falle keine, im zweiten eine und nur 
eine Wurzel im Intervall liegt. 

Die Abgrenzung der Wurzeln kann also durch den Fourier
sehen Satz nur dann vollständig gegeben werden, wenn nicht beim 
Durchgang durch einen Wert ~ gleichzeitig mehrere Zeichen
wechsel verloren gehen. Dies V erhalten kann, wie klein auch 
das Intervall (~, ß) gewählt sein mag, nicht mit Sicherheit er
kannt werden, und man wird also, wenn nach einer angemessenen 
Einengung des Intervalls die Abgrenzung nicht gelungen ist, doch 
zu einem anderen Verfahren, in letzter Instanz zum Sturmsehen 
Satze greifen müssen. 

Ein komplizierteres Verfahren, das etwas mehr leistet, hat 
Newton gegeben, auf das hier nicht eingegangen werden soll. 

Das Fourier sehe Theorem gibt uns auch eine obere Grenze, 
d. h. eine positive Zahl, die größer ist als der absolute Wert 
sämtlicher reeller Wurzeln einer gegebenen Gleichung. 

Nehmen wir den Koeffizienten de:r höchsten Potenz von x 
in f ( x) gleich 1 (oder wenigstens positiv) an, so kann man die 
positive Zahl ~ immer so groß annehmen, daß 

(10) f(~), f' (~), f"(a) ... f<n>(a) 

alle positiv werden. Dann geht in der Reihe der Funktionen 

f(x), f' (x), f" (x) ... t<n> (x) 

zwischen x = ~ und x = oo kein Zwischenwechsel mehr verloren, 
und es kann also auch nach dem Theorem VIII keine Wurzel 
von f (x) zwischen a und oo liegen. 

1) Hurwitz: Über den Satz von Budan-:Pourier. Mathematische 
Annalen, Bd. 71. 
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Will man aus dem gleichen Satze für die negativen Wurzeln 
eine untere Grenze haben, so nehme man die positive Zahl ß so 
an, daß 

(11) (-1)"((-ß), (-1)"-1 {'(-ß) ... f<">(-ß) 
alle positiv werden, dann hat die Gleichung f(x) = 0 sicher 
keine negative Wurzel unter - ß. 

Ein Mittel zur Abschätzung der Zahl der positiven Wurzeln 
gibt der Cartesi sehe Lehrsatz. Wir können ihn einfach als 
speziellen Fall des Fouriersehen Theorems betrachten, indem wir 
rx, = 0 und ß = oo oder wenigstens so groß annehmen, daß die 
Funktionen 
(12) f(x), f' (x), f" (x) ... f<n> (x) 

für x > ß alle dasselbe Zeichen haben. Dies Zeichen stimmt 
überein mit dem Zeichen des Koeffizienten der höchsten Potenz 
von x in f(x) und kann positiv angenommen werden. 

Ist 

f(x) = aox" + a1xn-1 + allx"-2 + ... + a,._lx + a,., 
so erhalten die Funktionen (12), von positiven Zahlenfaktoren 
abgesehen, für x = 0 die Werte 

(13) a,., an-1 1 an-2 ... ao, 
und daraus ergibt sich also das Theorem: 

IX. Die Anzahl der positiven Wurzeln der Gleichung 
f(x) = 0 ist gleich oder um eine gerade Zahl 
kleiner als die Anzahl der Zeichenwechsel in der 
Reihe der Koeffizienten von f(x), wobei etwa ver
schwindende Koeffizienten einfach zu übergehen 
sind und die Wurzel x = 0, wenn sie vorhanden 
ist, nicht mitzählt. 

Um auch die Anzahl der negativen Wurzeln abzuschätzen, 
kann man entweder das Fouriersehe Theorem auf das Intervall 
(- oo, 0) anwenden, oder man ersetzt x durch - x, rl. h. man 
ändert die Vorzeichen von a1 , a8 , a~ ... und wendet dann das 
Theorem IX an. 
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Genäherte Berechnung der Wurzeln. 

§ 39. 

Interpolation. 

Mit der Abgrenzung der Intervalle, in denen nur je eine 
Wurzel einer algebraischen Gleichung liegt, ist die Möglichkeit 
gegeben, die reellen Wurzeln mit beliebiger Genauigkeit nume
risch zu berechnen, indem man das Intervall mehr und mehr 
einengt, z. B. fortgesetzt halbiert. Teilt man ein Intervall von 
der Größe 1 fortgesetzt in zehn Teile, so liefert jeder neue Schritt 
eine weitere Dezimalstelle. 

Wenn einmal erst eine Wurzel von allen übrigen abgesondert 
ist, so hat man bei der weiteren Einengung des Intervalls immer 
nur das Vorzeichen der Funktion f(x) selbst zu berücksichtigen. 
Die dazu nötigen Rechnungen können sehr erleichtert werden 
durch die Anwendung der Interpolationsformel, die wir im § 17 
kennen gelernt haben. 

Wir haben nämlich dort eine Formel hergeleitet, nach der 
man eine Funktion n ten Grades, die wir jetzt mit q> (E) be
zeichnen wollen, bestimmen kann, wenn n + 1 aufeinander 
folgende Werte q>(O), q>(1), ... q>(n) gegeben sind. Diese Formel 
ist, wenn 

(1) 

(2) 

gesetzt wird, 

.m = H~- 1) ... c~- v + 1) 
1.2.3 ... V 

.d~ = cp (~ + 1) - cp (~), 

( 3) 1P (E) = 1P (0) + L10 B~S> + LI~ B~;> + ... + Ll~n -t> B~>. 
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Der Wert der Formel liegt darin, daß die Reihe der Diffe
renzen Ll0 , LI~, Llö ••• in vielen Fällen so rasch abnehmende 
Zahlenwerte bietet, daß man sich mit einigen der ersten Glieder 
der Reihe (3) begnügen kann. 

Ist nun f(x) die zu untersuchende Funktion und (OG, ß) das 
Intervall, in dem eine der gesuchten Wurzeln liegt, so setzen wir, 
indem wir unter m irgend eine geeignete ganze Zahl verstehen, 

ß-rx 
Ö = --- 1 X = OG + b ~~ 

m 
und wenn wir also 

LI., = f(x + b)- f(x) 

LI~= Llx+o- LI., 

setzen, und die Formel ( 3) auf cp (~) = f ( x) anwenden, so folgt: 

(4) f(x) = f(OG)+~'"(x-OG)+~: (x-a)(~-OG-8)+ ... 

Man könnte ebensogut auch von dem anderen Endpunkt ß 
des Intervalls ausgehen, und müßte dann in (3) 

X= ß- Ö~ 

setzen. Man würde dann erhalten: 

LI., = f(x - b) - f(x) 
LI~= Llx-~- LI" 

(5) f(x) = f(ß)-~fl(x-ß)+~: (x-ß)(~-::_ß+ 8)+ .. · 
Wenn man die Gleichung 

y = f(x). 

als Gleichung einer Kurve in einem rechtwinkligen Koordinaten
system x, y deutet, so lassen sich die Verhältnisse geometrisch 
veranschaulichen. 

Wenn man z. B. die Gleichung (4) auf das Intervall von tc 

bis ( a + b) anwendet und sich mit der Berücksichtigung der 
ersten Differenz begnügt, so heißt das in der Sprache der Geo
metrie, daß man den zwischen den beiden Kurvenpunkten a, f(a) 
und IX+ b, f(OG + o) verlaufenden Kurvenbogen durch die Sehne 
ersetzt. Berücksichtigt man auch die zweite Differenz, so wird 
der durch die drei aufeinander folgenden Punkte mit den 
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Abszissen 01, 01 + ~, ~X + 2 ~ gehende Kurvenbogen durch den 
Bogen einer Parabel ersetzt, die durch dieselben Punkte geht 
und deren Achse der Ordinatenachse parallel ist; und diese 
Parabel wird sich der Kurve noch enger anschließen als die Sehne. 
Je kleiner das Intervall o ist, um so weniger werden die höheren 
Differenzen von Einfluß sein. 

Wie weit man also bei der Annäherung zu gehen hat, das 
hängt nicht nur von der Genauigkeit ab, mit der man f(x) zu 
kennen wünscht, sondern wesentlich auch von der Dichtigkeit 
der Werte .u, 01 + o, 01 + 2 o ... , für die die Funktion bekannt 
ist. Auf diesen Sätzen beruht die Einrichtung unserer Tabellen
werke, besonders der Logarithmentafeln. Es handelt sich dabei 
freilich nicht um ganze rationale Funktionen; allein bei den 
stetigen Funktionen überhaupt gelten hier dieselben Gesetze. 
Man findet in den Tafeln daher auch neben den Werten f(rx), 
{ ( 01 + o), f (IX + 2 0) . . . die Werte der ersten oder der beiden 
ersten Differenzen angegeben. Bei den gebräuchlichen sieban
stelligen Tafeln genügt die erste Differenz. In der zehnstelligen 
Tafel "Thesaurus logarithmorum" von V e g a sind auch die zweiten 
Differenzen angegeben und müssen bei ganz scharfen Rechnungen 
berücksichtigt werden. 

Unsere Interpolationsformeln lassen sich mitNutzen anwenden, 
um die Wurzeln der Gleichungen zu berechnen, oder, genauer 
ausgedrückt, die auf anderem Wege gefundenen Näherungswerte 
zu verbessern. 

Wir können die Aufgabe so formulieren, daß zu einem ge
gebenen, zwischen f(a) und f(a + o) gelegenen Wert von f(x) 
der zugehörige Wert von x gefunden werden soll. 

Wir betrachten x = ~X als einen ersten Näherungswert. 
Setzen wir nun 

f(x) - {(01) = LI, 

so ist, wenn die Funktion f ( x) zwischen x = 01 und x = 01 + o 
nur wächst oder nur abnimmt, d ein gegebener Wert von dem
selben Zeichen wie da= {(01 + o) - {(01) und absolut kleiner 
als da. Setzen wir noch x- ~X== u, so gibt die Formel (4): 

(6) .,~ da u + d~ u(u- a)+ a=-a- "li' 2 ••• 

Bleiben wir zunächst bei der ersten Differenz stehen, so 
ergibt sich als erste Korrektion: 
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(7) 

und wenn wir nun 
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L1 
u = (j -, 

Aa 

L1 
u = (j Aa + u' 

§39. 

setzen, so folgt aus (6), wenn man im zweiten Gliede u/ wegläßt, 

O _ Aa 1 + LJ~LJ(LJ- Aa) 
- (j U 2 ,Li~ 1 

also als zweite Korrektion: 

(8) 1 ~ .::::1~ .::::1 (.:::Ja - LJ) 
U = U ') A3 o -"" 

Die erste Korrektion (7) erhält man dadurch, daß man den 
zwischen a und 01 + 8 verlaufenden Kurvenbogen durch die 
Sehne ersetzt, wie oben, die zweite Korrektion (8) dadurch, daß 
man den Bogen zwischen a, 01 + 8, 01 + 2 8 durch eine Parttbel 
ersetzt, die durch dieselben Punkte geht, die aber jetzt ihre A eh s e 
mit der x-Achse parallel hat. 

Nehmen wir als Beispiel die Gleichung 

f(x)=xs-2x-2=0, 

die zwischen 1,7 und 1,8 eine reelle Wurzel hat. 
Man berechnet 

X = 1,7, f(x) = - 0,487, L1a = 0,719, LI~ = 0,108 
1,8, = + 0,232, = 0,827, 
1,9, 1,059. 

Da f(x) = 0 sein soll, so ist 
L1 = 0,487 

zu setzen und die erste Korrektion zu (,( = 1,7 ist nach (7): 
u = 0,067 73, 

die zweite Korrektion ergibt nach (8): 

u' = 0,001 64, 
also: (,( + u + u' = 1,76937. 

Der auf andere Weise berechnete genauere Wert ist 1,76929 ... 
Wir haben also ein in den ersten drei Dezimalen genaues Re
sultat. Wir haben aber hier kein anderes Mittel, um die Genauig
keit von vornherein zu schätzen, als die Abnahme der Differenzen 
.::::1, LJ', LJ" • • • Ist LI' so klein, daß es außerhalb der Grenzen 
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der beabsichtigten Genauigkeit fällt, so gibt die Berücksichtigung 
der ersten Differenz ein genaues Resultat. Die hier auseinander
gesetzte Vorschrift zur Wurzelberechnung wird die Regula falsi 
genannt. 

Die einfachste, für die erste Annäherung geeignete Form 
dieser Vorschrift ist die: 

Liegt zwischen tx und ß eine Wnrzel x der Gleichung f(x) = 0 
und ist f(ry,) =- a, f(ß) = b, so ist 

btx +aß 
(9) x = a--Fb 
ein genäherter Wert von x. Dies ist nur eine andere Schreib
weise für die Formel (7). 

§ 40. 

Die Newtonsehe Näherungsmethode. 

Eine Methode, die zur genäherten Berechnung der Wurzeln 
einer Gleichung meist besser ist als die Interpolation, rührt von 
Newton her und wurde von Fourier ausgebildet und genauer 
untersucht. Sie besteht in folgendem. Es sei 

(1) f'(x) = 0 

die aufzulösende Gleichung und es sei ein Wert x = ry, gefunden, 
den man als eine gewisse Annäherung an eine Wurzel betrachten 
kann. Wir setzen in (1) 

und erhalten: 
X=tx-t-h, 

h2 
{(fY. + h) = f(a) + hf'(ly,) + 1:2 f"(ry,) + ··· 

Wenn man nun h aus der Gleichung bestimmt: 

t ( (1,) + h f' (_ry,) = o, 
was voraussetzt, daß f" (ry,) von Null verschieden ist, so wird 

h2 
f(ry, + h) = 1.2 f"(ry,) + ... , 

und wird also, wenn h eine kleine Zahl ist, da nur das Quadrat 
und höhere Potenzen von h vorkommen, einen kleinen Wert 
haben. Es wird also unter den geeigneten Voraussetzungen 

(2) ry,' = a - {(ry,) 
t (ry,) 
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als eine bessere Annäherung an den wahren Wert der Wurzel zu 
betrachten sein. 

Ersetzt man dann u durch u', so wird man in 

u'' - u' - f(u') 
- t' (u') 

eine noch bessere Näherung erhalten usf. 
Es bleiben hier aber noch folgende beiden Fragen zu be

antworten: 

1. Unter welchen Voraussetzungen ist u' wirklich ein besserer 
Wert als u'? 

2. Wie kann man den Grad von Genauigkeit schätzen, den 
man so erreicht? 

Diese Fragen hat Fourier beantwortet; er macht aber dabei 
folgende Voraussetzung: 

Es ist eine Wurzel von f (x) in einem Intervall (u, ß) 
eingeschlossen, das keine zweite Wurzel enthält. 

In dem Intervall (u, ß) ist f' (x) und f" (x) von Null 
verschieden. 

Was die letztere Voraussetzung betrifft, daß f" (x) im Inter
vall von Null verschieden ist, so ist sie nur gemacht, um ein
facher auszudrückende Bedingungen für die Anwendung der 
Methode zu erhalten. An sich ist ihre Brauchbarkeit bei genügen
der Einengung des Intervalls davon nicht abhängig. Wenn aber 
f(x) und f" (x) keinen gemeinsamen Teiler haben, also nicht zu
gleich verschwinden, so kann man die Fouriersehe Voraus
setzung durch Einengung des Intervalls immer erfüllen, und 
wenn f(x) und f' (x) einen gemeinsamen Teiler haben, so kann 
man diesen zuvor absondern und dann auf die einzelnen Faktoren 
von f(x) die Näherungsmethoden anwenden. 

Am einfachsten übersieht man die Verhältnisse in der Geo
metrie, wenn man y = f(x) als Gleichung einer ebenen Kurve 
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem deutet. 

Die Gleichung 
(3) y = f(r~v) + (x- r~v)f' (a) 
ist die Gleichung der Kurventangente in dem Punkte u, f(u) 
und die N ewtonsche Näherungsmethode kommt also darauf 
hinaus, daß man die Kurve in dem Intervall (u, ß) in erster 
Annäherung durch die Tangente in einem der Endpunkte ersetzt, 
anstatt wie bei der Interpolationsmethode durch ihre Sehne. 
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Wenn der zweite Differentialquotient in dem Intervall (a, ß) 
verschwindet, also die Kurve einen Wendepunkt bat, so kann der 
Fall eintreten, daß beide Endtangenten aus dem Intervall hinaus
führen; dann ist die N ewtonsche Metbode also nicht anwend
bar (Fig. 4). Es kann aber auch, wenn das Intervall (a, ß) 
schon genügend eingeengt ist, der andere Fall eintreten, daß 

Fig. 4. Fig. 5. 

beide Tangenten nach inneren Punkten des Intervalls führen 
(Fig. 5). Indessen wird in diesen Fällen immer die Regula falsi 
eine bessere Annäherung geben. 

Wir wollen aber jetzt annehmen, daß f' (x) und f" (x) in 
dem Intervall ( tt, ß) nicht verschwinden. Dann ändert die Kurve 
den Smn ihrer Krümmung nicht, und dann bat gewiß 1mmer 

Fig.6. Fig. 7. 

b 

b 

p' {J 

a 

a 

eine der beiden Endtangenten ihren Schnittpunkt mit 
der x- Achse im Inneren des Intervalls. Dies trifft sicher zu, 
wenn die Tangente in dem Endpunkte des Intervalls genommen 
wird, in dem f'(x) und f"(x) dasselbe Vorzeichen haben. Die 
beiden Fig. 6 und 7 veranschaulichen das Verhältnis bei positivem 
f' (x) und bei positivem uud negativem f'" (x). 

Es ist also im ersten Falle [f, im zweiten rt' ein besserer 
Annäherungswert, als ß und a. 

Weber, Algebra. (KJ. Ausg.) 11 
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Will man gleichzeitig die andere Grenze verschieben, um 
ein neues engeres Intervall zu bekommen, so kann man nach 
Fourier von dem anderen Endpunkte, also im Falle der Fig. 6, 
in a die zu b ß' parallele gerade Linie ziehen, und erhält den 
Punkt IX1 als unteren Grenzpunkt des neuen Intervalls. Es ist 
dann im ersten Falle 

, f (~X) ß' _ ß _ f (ß) 
IX = IX - f' (ß) ' - f' (ß)' 

im zweiten Falle 

a 

(4) 

IX'- IX- f(~X) ß'- ß f(ß) 
- { 1 (IX) ' - - t' (IX) 1 

Fig. 8. und (~X', ß') ist ein engeres Intervall, 
in dem die gesuchte Wurzel liegt. 

Es ist kaum nötig, die beiden an
deren Fälle, in denen f" (x) im Inter
vall negativ ist, noch besonders zu 
betrachten. 

Man kann aber auch, um zwei 
neue Grenzen zu erhalten, mit noch 
besserem Erfolge die N ewtonsche Me
thode mit der Interpolationsmethode 
verbinden, wie die Fig. 8 zeigt. 

Man erhält dann als die beiden neuen Grenzen: 

, _ {(1X)(ß- IX)_ ~Xf(ß)- ßf(rx) 
" -IX- f(ß)- {(1X)- {(ß)- f(a) ' 

' t (ß) 
ß = ß- f' (ß). 

Wir fassen die Resultate in folgendem Satze zusammen: 

Ist ein Intervall (rx., ß) abgegrenzt, in dem f(x) 
einmal, f'(x) und f"(x) gar nicht das Zeichen 
wechseln, und ist ß der Endpunkt des Inter
valls, in dem f(ß) und f' 1 (ß) dasselbe Vorzeichen 
haben, gleichviel, ob ß kleiner oder größer als 
a ist, so erhält man ein engeres Intervall (a1, ß') 
von denselben Eigenschaften, wenn man 

1 f(~X)(ß- IX) 
a = IX - f(ß) - f(a)' 

I- f'(ß) 
ß - ß- fl (ß) 

setzt. 
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Um diese Resultate der geometrischen Anschauung analytisch 
zu beweisen, nehmen wir an, es sei im Intervall f' (x) und f" (x) 
positiv, also t'X < ß, und 

f(t'X) < 0, f(ß) > 0. 
Wir beschränken uns auf die Betrachtung dieses einen 

Falles, da die drei anderen genau in derselben Weise zu be
handeln sind. 

Wir bilden die Funktion 
ffJ (x) = f(ß)- f(x) 

(1-x 
und deren erste Derivierte 

ffJI(x) =- (ß- x) {1 (:r) + f(ß)- f(x). 
(ß ·- x)2 

Der Zähler dieses Ausdruckes 

t/J (x) =- (ß- x) { 1 (x) + f(ß) - f(x) 
verschwindet für x = ß, und seine Derivierte ist 

t/11 (x) = - (ß -- x) f" (x), 
also im Intervall negativ. Daraus folgt, daß t/J (x) im Intervall 
mit wachsendem x abnimmt und daher, weil es für den oberen 
Grenzwert x = ß verschwindet, positiv bleibt. Folglich ist auch 
ffJ1 (x) positiv und ffJ (x) wächst im Intervall mit wachsendem x 
beständig. Wir haben demnach: 

(5) f (ß) - f(u.) < f(ß) -- f (x) < f' (ß) 
ß-a ß--x 

OG <X< ß. 
Setzen wir nun 

I f(t'X)(ß- t'X) I_ f(ß) 

so wird 
(X = (X - f (ß) - f ( t'X)' ß - ß - f' (ß)' 

(6) ßl I f'(ß) { ß -- (X 1 } 
- OG = f(ß) -- f(a) - { 1 (ß) ' 

und nach (5) folgt, daß diese Differenz positiv ist, also 

a < OG1 < ß' < ß. 
Setzt man dann in (5) 

X= OG1 und X= ß' 
und beachtet, daß 

1 (ß-a)f(ß) ,_f(ß) 
ß -- a = f'(ß)- f'(a)' ß- ß - f' (ß)' 

11* 
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so ergibt sieb: 
f(1X') < o, f(ß') > 0. 

Es ist also die gesuchte Wurzel zwischen IX1 und ß' enthalten, 
und das Intervall (IX', ß') ist kleiner als (IX, ß). 

Setzen wir in diesen Ausdrücken IX1, ß' an Stelle von IX, ß, 
so erhalten wir ein neues, noch engeres Intervall usf. 

Was die Konvergenz dieses Verfahrens betrifft, so können 
wir uns darüber folgendermaßen vergewissern. Wir setzen nach (6): 

(7) ß'- u' _ rp (u ß) _ f(ß) { f(u)- f(ß) + (ß-u) f'(ß)l. 
ß - t/, - 1 - (ß - t/,) f' ({J) ~ f ({J) - f (IX) } 

Zähler und Nenner sind hier durch (ß - a)2 teilbar, und 
wenn wir den gemeinsamen Faktor (ß - a)2 wegheben und ~' '1 
für a, ß setzen, so erhalten wir emen Ausdruck von der .Form 

rp (1: "") = 1/Jl (;, rJ) 
6! ., 1/12 (g, 1))' 

worin 1/11 und 1/12 ganze rationale Funktionen der beiden Variablen 
~' 11 sind. 

Ist x die im Intervall ( a, ß) gelegene Wurzel, so werden die. 
beiden Funktionen 1/11 und 1/12 nach unseren Voraussetzungen über 
f(x) nicht glewh Null, wenn 

(8) tl. < ~ < X, X < rJ < ß. 
Die Funktion fP (~, rJ) ist für ~ = a, 11 = ß, aber auch für 

jedes andere Wertpaar in dem Intervall (a, ß), wofür f(~) nega
tiv, f('YJ) positiv ist, kleiner als 1, da jedes solche Intervall (~, 11) 
an Stelle von (IX, ß) genommen werden könnte. 

Da nun lP (~, 1)) eine stetige Funktion der beiden V eränder
lichen ~' r1 ist, solange d1ese in dem Bereich (8) bleiben, so 
muß in diesem Bereich die Funktion t!l (~, 11) einen Maximum
wert haben, und dieser muß kleiner als 1 sein, weil $(~, 11) 
auch noch m den Grenzfällen ~ = x, rJ = x klemer als 1 
ble1bt. 

Es läßt sich also ein positiver echter Bruch e angeben, 
so daß 

<D (g, n) < e 
ist, solange ~. fJ dem Bereich (8) angehören. Dann folgt aus (7): 

ß'- IX1 < (ß- a)®. 
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Ebenso folgt, wenn wir auf dieselbe Weise von dem Intervall 
(rx', ß') zu einem engeren Intervall (a", ß'') fortschreiten, 

ß" - rx" < (ß' - oe') ®', 

worin ®' dieselbe Bedeutung für oe', ß' hat, wie ® für oe, ß. Da 
aber oe', ß' dem Bereich (8) angehören, so ist ®' nicht größer als 
® und statt ®' kann auch ® gesetzt werden. Es folgt also: 

ß"- oe" < (ß -- rx) @i, 

und so schließen wir weiter 

ß<•J- oe<•J < (ß - a) ®•. 

Die Intervalle nehmen also mindestens so stark ab, wie die 
Glieder einer fallenden geometrischen Progression. 

Als Beispiel mag die Gleichung dienen: 

xs - 2 a;2 - 2 = o, 
die eme Wurzel zwischen 

rx = 2,25 und ß = 2,36 
hat. 

Man erhält aus den Formeln (4) für 

ß' = 2,359 31 .. . rx' = 2,359 298 ... , 

so daß ein in der vierten Dezimale genauer Wert der Wurzel 

2,3593 

ist. Für diesen Wert selbst ist, wie eine genauere Rechnung 
ergibt, f(x) noch negativ, so daß 13r für rx' genommen werden 
kann. Der nächste Schritt der Annliherung ergibt 

2,359 304. 

Auf demselben Prinzip, das der Newton sehen Auflösungs
methode zugrunde liegt, beruhen auch die Methoden von W. G. 
Horn er und J oseph Horn er, die wir hier nur erwähnen können. 
Bei beiden ist das Ziel eine zweckmäßige Anordnung der Rech
nung, und, besonders in der ersten, ein dem dekadischen Zahlen
system angepaßter Algorithmus, nach Analogie der Divisionsregeln 
der niederen Arithmetik. Ein schnelles und sicheres Rechnen 
nach diesen Methoden erfordert viel Übung 1), 

1) W. G. Horner, A new method of solving numerical equations of 
all orders, by continuous approximation. Communicated by Davies Gilbert. 
Philosophical Transactions 1819. Joseph Horner, Approximation to the 
roots of algebraic equations in a series of aliquot parts. Quarterly Journal 
of :Mathematics, Vol. III, 1860. 
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§ 41. 

Die Näherungsmethode von D an i e I B er n o u lli 
und verwandte Methoden. 

§ 41. 

Die Methode zur genäherten Auflösung einer Gleichung, die 
von Daniel Bernoulli herrührt 1), beruht darauf, daß, wenn man 
eine Reihe reeller Größen hat, die Potenzen der größten unter 
ihnen um so mehr die gleich hohen Potenzen der übrigen über
wiegen werden, je höher die Potenzen sind. 

Sind IX, ß, r ... beliebige reelle oder komplexe Größen, so 
jedoch, daß der absolute Wert Ton IX größer ist, als der absolute 
Wert aller übrigen, daß also die absoluten Werte der Brüche 
ß: IX, r: IX ... echte Brüche sind, so ist 

IX"'+ß"'+rm+··· (1) IX"' 1 + ß"' 1 + rm 1 + ... 

(ß)m 1 (r)m 1 ' I+ Ci + a +··· 
=IX 

und je größer m wird, um so mehr wird sich dieser Ausdruck, 
wie die zweite Darstellung zeigt, der Grenze IX nähern. 

Sind oe, ß, r ... die Wurzeln einer algebraischen Gleichung, 
so ist die linke Seite von (1) der Quotient der m ten und 
(m - l)ten Potenzsumme, und wir erhalten also den Satz: 

Der Quotient der mten und (m- l)ten Potenz
summe nähert sich mit wachsendem m der absolut 
größten unter den Wurzeln. 

Nimmt man m negativ an, und setzt IX absolut kleiner als 
ß, r ... voraus, so folgt auf die gleiche Weise: 

Der Quotient der - mten und - (m + l)ten 
Potenzsumme nähert sich mit wachsendem m der 

absolut kleinsten unter den Wurzeln. 

Da man die Potenzsummen als symmetrische Funktionen 
durch die Koeffizienten berechnen kann, so braucht man nur ein 
hinlänglich großes m zu nehmen, um einen angenäherten Wert 
der absolut größten und absolut kleinsten Wurzel zu erhalten. 

1) D. Bernoulli, Commentarü Petropolit., Bd. III. 
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Wenn aber unter den Wurzeln der Gleichung solche vor
kommen, die denselben absoluten Wert haben, und dieser der 
größte oder der kleinste ist, so ist diese Methode nicht anwend
bar, also z. B. nicht auf reelle Gleichungen, bei denen ein Paar 
imaginärer Wurzeln vorkommt, das die reellen an absolutem 
Wert übertrifft. 

Wenn aber die größte Wurzel zwar einzeln vorkommt, aber 
die nächstfolgende nicht viel übertrifft, so wird das Verfahren 
nur langsam einige Genauigkeit geben. 

J aco bi hat die Bernoullische Methode nach einer Richtung 
ergänzt I), 

Nehmen wir an, es seien 
x1 , x2 , .•• x" 

unter den Wurzeln x11 x2 , ... x,. solche, deren absolute Werte 
größer sind, als die absoluten Werte der folgenden xr.+ 1, Xkf2, 

... x,. und setzen 

Pm = Xf + X~ + .. · + xf: 

(2) Pm+t = Xf+1 + ~tt + ... + xf:+I 

PmH = xr+k + ~+~< + ··· + xf:+\ 

so werden, wenn wir 

(3) (x - x1) (x- x2) ••• (x- X~t) = ri" + A1 W<- 1 + · · · + A" 
setzen, die Koeffizienten A1, A2 , ... Ak den Gleichungen genügen: 

Pm+k +AtPm+Tc-t +AsPm+k-2 + .. ·+AkPm =0 

{4) ~-~:-.~:.~ .. :-.~~:.~~~ .... :-.~~~~~~~~.~:::~~~~~~~ ...... ~. 
Pm+2k-t + AlPm+2k-2+AsPm+2k-s+· .. + A,.Pm+k-1 =0. 

Wenn man den Gleichungen (4) noch die Gleichung 

x" + A1 x"- 1 + A 2 x"- 2 + ··· + A" = 0 
zugesellt und die A11 A2 , ... A" eliminiert, so ergibt sich die 
Gleichung kten Grades: 

... 1 

· ·· Pm+l = o, 

1) Observatiunculae etc. Werke, Bd. 3, S. 280. 
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deren Wurzeln xll x2, ••• x1, sind. Die Größen p.,., Pm+ 1 ••• können 
aber mit um so größerer Genauigkeit durch die entsprechenden 
Potenzsummen aller Wurzeln ersetzt werden, je größer m ist. 

So bekommt man z. B. für k = 2: 
2 

2 +Pm Pm+ s - Pm+t Pm+2 X+ Pm+2 - Pm+t Pm+s _ 0 
X 2 2 - ' Pm+l - PmPm+2 Pm+ 1 - PmPm+2 

eine Gleichung, die man anwenden kann, wenn bei einer reellen 
Gleichung ein Paar konjugierter Wurzeln den absolut größten 
Wert haben. 

Wenn man die Bernoullische Methode auf die Summe der 
negativen Potenzen anwendet, so erhält man, wie schon bemerkt, 
eine Annäherung an die absolut kleinste Wurzel. Man kann 
aber, durch Verlegung des Anfangspunktes, jede Wurzel zur ab
solut kleinsten machen, wozu freilich die Kenntnis eines bis zu 
einem gewissen Grade genäherten Wertes nötig ist. 

Eine Formel, die für alle Fälle ausreicht, hat Fr. Meyer 
gegeben 1). Es seien a1, a2 , a 3, ••• a .. die Wurzeln der Gleichung 
f(x) = 0, die reell oder imaginär sein können. Man suche einen 
Punkt p in der x-Ebene, so daß sich um p als Mittelpunkt ein 
Kreis beschreiben läßt, der nur einen, aber einen beliebigen der 
Punkte a11 a2, ••• a .. enthält, etwa den Punkt "t, daß also die 
absoluten Werte von 

p-a1 p-a1 p-a1 

P - "2' P - "s' P - "" 
(5) 

echte Brüche sind. Solche Punkte existieren immer; sie müssen 
nötigenfalls nach der Sturmsehen Methode gefunden werden. 
Wählt man außerdem noch eine beliebige Funktion rp (x), die 
mit f(x) keinen gemeinsamen Teiler hat, z. B. rp (x) = 1, und 
bildet die symmetrischen Funktionen 

a 1 rp(a1) + a 291(a2) + ... + a.,qJ(a .. ) 
(p - a 1)"' (p - a 2)"' (P - a .. )"' 

'!/m = ) ( ) rp(1X1 + 'P a 2) + ... + 'P(an 
(P - at)"' (P - a 2)"' (p - a.,)"' 

(6) 

so nähern sich diese mit wachsendem m der Grenze a1, und zwar 
um so schneller, je klemer die absoluten Werte der Brüche (5) 
bereits sind. 

1) Mathematische Annalen, Bd. 33. 
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Die Richtigkeit hiervon zeigt sich sofort, wenn man die 
Formel (6) in der Weise schreibt: 

(p - OG )m (p - a )m OG1 lp ( a1) + a2 c:p ( a2) --1 + ... + a,. c:p ( a,.) --1 

__ ---------------~p~---a~2--------------~~p~~a,. Ym-
c:p ( al) + c:p ( a2) (P -- OG1)m + ... + c:p ( a,.) (P - ~)m 

p-- a~ p-- a,. 

Auf einem ähnlichen Gedanken, wie die BernolLllische 
Näherung, beruht auch ein Verfahren, das von Gräffe angegeben 
und von Encke weiter ausgebildet ist1), und das sich besonders 
zu einer praktischen Durchführung der numerischen Rechnungen 
eignet. 

Sind, wie oben, a, ß, r ... die Wurzeln einer Gleichung und 
ist a die absolut größte unter ihnen, so daß keine der anderen 
der Wurzel a an absolutem Wert gleichkommt, so hat 

(7) 
'",--,------;------:---V ()Gm + ßm + rm + ... 

mit unbegrenzt wachsendem m den Wert a zur Grenze; es ist 
sogar die Konvergenz gegen a noch besser, als bei dem 1m 
vorigen Paragraphen betrachteten Quotienten 

OGm+ßm+rm+ ... 
am 1 + ßm-1 + rm 1 + ... ' 

wie man erkennt, wenn man nach dem polynomischen Lehrsatz: 

setzt. 
Die absolut kleinste unter den Wurzeln erhält man nach 

demselben Prinzip als Grenzwert von. 

(8) 1 

1'/ 1 1 I ' r ()Gm + ß"' + rm + ... 
und wenn p ein beliebiger Wert ist, so erhält man die dem 
Wert p am nächsten liegende Wurzel als Grenzwert von 

1) Gräffe, Die Auflösung der höheren numerischen Gleichungen, als 
Beantwortung einer von der Berliner Akademie gestellten Preisfrage, Zürich 
1837. Encke, Crelles Journal, Bd. 22 (1841). 
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(9) 
p + 1/ 1 1 

r (rx- p)m + (ß- p)m + ... 
1 

Wenn man die Funktion f(x) durch die Substitution 

1 1 
Y=-, Y=--x x-p 

transformiert, so gehen die Ausdrücke (8), (9) aus dem Ausdruck 
(7) hervor, auf den wir uns daher jetzt beschränken wollen. 

Wendet man die Formel (7) auf eine reelle Gleichung an, 
so ist txm + ßm + ym + . · · eine reelle Zahl. Existiert eine 
absolut größte Wurzel, so muß sie reell sein, da eine imaginäre 
Wurzel bei einer reellen Gleichung auch die konjugiert imaginäre 
Zahl, die den gleichen absoluten Wert hat, nach sich zieht. Es ist 
also, wenn a die absolut größte Wurzel ist, die mte Wurzel in (7) 
reell zu nehmen. Ist aber m eine gerade Zahl, so muß man, 
um über das Vorzeichen zu entscheiden, noch wissen, ob rx positiv 
oder negativ ist. Nötigenfalls wird darüber durch Einsetzen 
des gefundenen Näherungswertes in die gegebene Gleichung ent
schieden. 

Ebenso wird man, wenn man die Formel (7) auf eine ima
ginäre Gleichung anwendet, entscheiden müssen, welche der ver
schiedenen m ten Wurzeln die richtige Annäherung gibt. 

Die Ausdrücke 

Sm = am + ßm + ym + .. , 
lassen sich besonders einfach dann berechnen, wenn man für m 
die aufeinander folgenden Potenzen von 2, also m = 2, 4, 8, 16 ... 
setzt, und liefern dann sehr gute Resultl:tte. 

Es ist s2 der negative Koeffizient der ( n - 1) ten Potenz der 
Unbekannten in der Gleichung, deren Wurzeln die Quadrate der 
Wurzeln von f(x) sind. Diese Gleichung wird aber leicht auf 
folgende Weise gebildet. 

Man fasse in f(x) die Glieder mit geraden und mit ungeraden 
Potenzen von x zusammen und setze demnach 

f(x) = tp (x2) + x'ljJ (x2), 
Es ist dann 

f1(x) = tp(x)2 - xtjJ(x) 2 = 0 

die Gleichung, deren Wurzeln die Quadrate der Wurzeln von 
f(x) sind. Behandelt man f1 (x) ebenso, so erhält man eine 
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Gleichung, deren Wurzeln die vierten Potenzen der Wurzeln von 
f(x) sind usf. 

Die Ausführung dieser Rechnung ist sehr einfach und führt 
oft nach wenigen Schritten zu einer guten Näherung. 

Wir betrachten ein Beispiel. 
Wir nehmen die Gleichung 

(1 0) xs - 2 X - 2 = 0, 

die eine reelle positive und zwei imaginäre Wurzeln hat. Die 
reelle Wurzel ist größer als 117, und da das Produkt aller drei 
Wurzeln gleich 2 und (1,7)8 > 2 ist, so ist der absolute Wert 
der beiden imaginären Wurzeln kleiner als die reelle Wurzel. 
Also ist die reelle Wurzel die absolut größte und die Gräffesche 
Näherungsmethode muß auf sie führen. Man bekommt nun die 
Gleichungen, deren Wurzeln die zweite, vierte, achte ... Potenz 
der Gleichung (4) sind: 

und 

xs - 4 x2 + 4 a: - 4 = 0 
xs- 8x2- 16a:- 16 = 0 
x 8 - 96 x 2 - 162 = 0 

8 

X = f96 = 117692 ... 
ist bereits ein in den vier ersten Dezimalen genauer Wert. Der 
nächste Schritt würde kein anderes Resultat ergeben (weil die 
erste Potenz der Unbekannten in der letzten Gleichung fehlt); 
aber der darauf folgende ergibt den in der sechsten Dezimale 
genauen Wert 

32"r.::-:--::-::-::-:::-::c:: 
X= V85032960 = 1,769293 ... 

§ 42. 

Trigonometrische Auflösung kubischer Oleichungen. 

Wir besprechen nun noch einige auf Gleichungen von spe
ziellen Formen anwendbare Methoden der numerischen Auflösung. 
Das Ziel dieser Methoden ist, die allgemein verbreiteten Tafeln 
der trigonometrischen Funktionen und der Logarithmen für die 
Auflösung von Gleichungen nutzbar zu machen. Wir wenden uns 
zunächst zur Betrachtung der kubischen Gleichungen, die wir 
immer in der reduzierten Form 
(1) xs + ax + b == 0 
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annehmen, worin a und b reelle Zahlen sind. Da die Vertauschung 
von x mit - x gleichbedeutend ist mit der Vertauschung von b 
mit - b, so können wir uns auf die Annahme besclrränken, daß 
b negativ sei, und es bleiben dann noch drei verschiedene Fälle 
zu betrachten. Wir setzen b = - g und, je nachdem a positiv 
oder negativ ist, a = + e. Dann haben wir 

a) x3 + ex - g = 0 

b) xs- ex- g = 0, 

c) x8 - ex - g = 0, 

Die Grenzfälle, daß eine der Größen e, g, 4 es - 27 g2 ver
schwindet, schließen wir aus. 

Um die Gardanische Formel anzuwenden, setzen wir 
g2 es 

(2) R = T ± 27' 

wo das obere Zeichen im Falle a), das untere in den Fällen b) 
und c) gilt. In den Fällen a) und b) ist nur eine Wurzel reell, 
in dem Falle c) (dem Casus irreducibilis) sind alle drei Wurzeln 
reell. Die Gardanische Formel gibt: 

(3) 
u u·

x = r ~ + VR + r ~- fli. 
Wir verfahren nun so in den drei Fällen: 
a) Wir führen einen Winkel .tr ein, den wir zwischen 0 und 

90o wählen können, durch die Gleichung: 

g 11 es 
(4) 2 = r 27 cotg&, 

also 
.rv 11 es 1 
f-LL = r 27 Sill & l 

x = fi ( s cotg & + si! .tr +V cotg .tr - si! .fr) 

= y; (V cotg ~ - y tg :) , 

und wenn wir noch einen Winkel qJ aus 

(5) tgqJ = ftg : 
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bestimmen, so ergibt sich: 

(6) a; = 2 Vi cotg 2 cp. 

Die Winkel .fT, rp und zuletzt a; findet man aus den logarith
misch trigonometrischen Tafeln naeh den Formeln (4), (5), (6). 

Um die imaginären Wurzeln zu erhalten, ersetzt man tg rp 
durch Q tg rp, wenn Q eine imaginäre dritte Einheitswurzel 
bedeutet. 

b) Im zweiten Falle bestimmen wir den Winkel -17, gleich
falls im ersten Quadranten, aus 

f!_- 11!!... _1_ 
(7) 2 - V 27 sin.fT 

VR = V;; •Jotg .fT 

a; =V: (ycotgt- + ~), 
(8) 

(9) a; = 2 v: 8ln 12 rp • 

c) Im letzten Falle endlich, wo drei reelle Wurzeln vorhanden 
sind, setzen Wll": 

g 1;es 
(10) 2 =V 27 cos.fT 

VJi = i ~· sin.fT 

1re s 3 
x = V 3 (V cos & + i sin & + V cos .fT - t sin &) , 

oder nach dem Moivreschen Satze: 

(11) a; = 2 - cos -· Ve {} 
3 3 

Nimmt man .fT wieder im ersten Quadranten, so erhält man 
für die beiden anderen gleichfalls reellen Wurzeln: 

- 2 1 Je cos n + {} - 2 1 (I_ cos n - .fT • 
V3 3 • V3 0 

Alle diese Formeln sind für die logarithmische Rechnung 
eingerichtet. 
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§ 43. 

Die Gaußsehe Metbode der Auflösung trinomischer Gleichungen. 

Gauß hat eine Methode angegeben, um die Wurzeln einer 
Gleichung, die nur drei Glieder enthält, in einfacher Weise 
numerisch aufzulösen. Solche Gleichungen kommen häufig vor 
und umfassen als Spezialfälle alle quadratischen und die redu
zierten kubischen Gleichungen. 

Es wird zunächst von einer solchen Gleichung, deren all
gemeine Form 

(1) xm+n + axm + b = 0 

ist, nur die positive Wurzel, wenn sie existiert, gesucht; die 
etwaige negative ergibt sich, wenn man x durch - x ersetzt. 

Nach den Vorzeichen von a, b hat man drei Fälle zu unter
scheiden, da, wenn beide Vorzeichen positiv sind, keine positive 
Wurzel vorhanden ist. Wir betrachten also, indem wir mit e 
und g positive Zahlen bezeichnen, die drei Fälle: 

a) xm + n + e xm - g = o, 
b) xm +" - exm - g = o, 
c) xm+n - exm + g = 0. 

In den beiden ersten Fällen haben wir nach dem Cartesi
schen Lehrsatz je eine positive Wurzel, im dritten können zwei 
oder keine positive Wurzel vorhanden sein. 

Wir setzen nun mit Gauß 

l=L em+n' 

und suchen die drei Gleichungen a), b), c) durch passende Sub
stitutionen auf die Form 

sin2@ + cos2@ = 1 
zurückzuführen. Wir setzen: 

xm+" a) 
g 

. exm = sm@2 -- = cos@2, 
' g 

(2) b) gx--m-n = sin @2, ex-n = cos @2, 

sin @2"' ). = --=-,---:-:cos@2m+2n' 
sin @2" ). = --=;;-::-:-,..."-cos ®2 m+ 2>1' 

X" 
c) 

e 
gx-m 

= sin@2, -- = cos@2, ). = sin @2 mcos@2H. 
e 

Die letzte Gleichung ergibt die Unterscheidung der beiden Fälle, 
in d~nen die Gleichung c) zwei oder keine positive Wurzel hat 
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Man erhält nämlich für das Maximum von sin @2m cos @2 n 

nach den Regeln der Differentialrechnung 

(m + n)m+n' 

das für tg @2 = m: n erreicht wird. Wenn also ,t unter dieser 
Grenze liegt, so haben wir in c) zwei reelle Wurzeln, sonst 
keine. In den Formeln (2) ist Ä eine gegebene Größe, und man 
hat nur aus den Tafeln den Winkel @ zu suchen, der diesen 
Gleichungen genügt. Wenn man noch gar keine Kenntnis über 
die ungefähre Lage dieses Winkels hat, so ist es zweckmäßig, 
für die erste Annäherung eine etwa von Grad zu Grad fort
schreitende, auf zwei Dezimalen abgekürzte Tafel zu benutzen, 
um den so gefundenen Wert mit Hilfe gerrauerer Tafeln zu ver
bessern. 

Gauß benutzt nicht die trigonometrischen Tafeln, sondern 
die von ihm zuerst eingeführten Additions- und Subtraktions
logarithmen. Wir wollen dies an einem der Fälle in der Kürze 
zeigen. Die Einzelheiten für die praktische Anwendung der 
Methode sind in der Gauß sehen Abhandlung zu suchen 1). 

Die Tafeln der Additions- und Subtraktionslogarithmen, wie 
sie zuerst von Gauß eingeführt und berechnet sind, und wie sie 
sich jetzt auch in den gebräuchlichen Tabellenwerken finden, 
geben zu drei l':ahlen, die größer als 1 sind: 

1 
a, b = 1 + -, c = 1 + a, « 

die Briggsehen Logarithmen: 

A, B, 0. 

Ist @ ein Winkel im ersten Oktanten, so kann man setzen: 

(3) 
1 

a = cotg @2, b = ----r..>.;, 
cos ~' 

1 c- 0 <@ < 450, - sin @2' 

und wenn @im zweiten Oktanten liegt: 

(4) a = tg&J2, 
1 1 

b---. c---- sin @2' - cos @2' 450 <@ < 900, 

Wir wollen dies auf den Fall b) anwenden; dabei ist zu 
unterscheiden, ob ,t kleiner oder größer als 2m ist, weil davon 

1) Beiträge zur Theorie der algebraischen Gleichungen, zweite Ab
teilung (1849). Gauß' Werke, Bd. III, S. !l1i, 
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abhängt, ob @ im ersten oder zweiten Oktanten liegt. Es sind 

also wieder zwei Fälle zu untersche1den: 

cx) A < 2m, 
bm cm bm+n 

Ä--------- an - am + n - cn , 

(5) a;m+n=gc, a;n=eb, a;m=ga. 
e 

a;m+n = gb, xn = ec, xm = JL. 
ea 

Im Falle cx) würde man also 

(6) logl = mB- nA 

setzen und danach aus der Tafel die zusammengehörigen Werte 

von A und B aufsuchen. Hat man diese gefunden, so ergibt sich: 

(7) mlogx = A + logg- loge. 

Um den Gebrauch dieser Formeln an einem Beispiel zu er

läutern, wollen wir die Gleichung betrachten: 

xa- 2a;- 2 = 0, 

also e = g = 2, m = 1, n = 2, A. = ~ set:t.t!n. Die Formel (6) 

gibt also 

(8) 2A- B = 0,3010300 

und (7) 

(9) log a; = A. 

Um den ersten Näherungswert von A zu finden, benutzt 

man einen kleinen Auszug aus der Tafel: 

A = O, B = O,ROl 
A = 0,1, B = 0,254 
A = 0,2, B = 0,212 
A = 0,3, lJ = 0,176 

Es ergibt sich daraus: 

A I 2 A-B fehl er 

0,2 

I 
O,ltiS -0,113 

O,ä 0,42! +u,l23 
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Man kann hierauf die Interpolationsmethode anwenden, nm 
einen genaueren Wert von A zu erhalten, indem man den Ge
samtfehler von 0,236 nach Verhältnis der Teilfehler auf beide 
Werte von A verteilt, also 

A = 0,2 + 0~!6 o,n3 = o,247 ... , 
setzt. 

Mit Hilfe der siebanstelligen Tafel von Zach erhält man nun: 

A B 2A-B Fehler 

0,247 

0,248 

0,1948581 

0,1944969 
0,29!l1419 

0,3015031 

-0,0018881 

+0,0004731 

und durch abermalige Anwendung der Interpolation 

A = 0,2477996 
oder 

a; = 1,769292. 
Eine etwas andere Anordnung der Rechnung ist den "Tafeln 

zur Berechnung der reellen Wurzeln sämtlicher trinomischer 
Gleichungen" von G und elfing er (Leipzig 1896) zugrunde gelegt. 

Dort wird z. B. die Gleichung b) in die Form gesetzt: 

Ist dann 

so folgt 
(10) 

und 

,xm+n e 
--=-:d"+l. g g 

a;m+" 
--=lOB, 

g 
!!.._ a;m = lOA, 
g 

1 + lOA == lOB 

( ll) 1 B + logg .A + logg -loge 
og a; = m + n = m ' 

also 

(12) m n A--+ B=loge--+ logg. m n m n 

Die Tafeln von Gundelfinger enthalten nun außer den 
zusammengehörigen Werten von A, B noch die Werte von A -p, B 
für ein echtgebrochenes p, von p, = 0,05, p, = 0,1, p, = 0,15, ... , 
so daß mau, weun man die rechte Seite von (12) berechnet hat, 
aus der Tafel direkt genäherte Werte von A, B findet, die dann 
nach (11) genäherte Werte von log x ergeben. 

Web er, Algebra. (Kl. Auag.) 12 
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Die Methode von Gauß ist auch auf Gleichungen mit mehr 
als zwei Gliedern ausgedehnt worden 1). 

Gauß hat auch fiir die Berechnung der imaginären Wurzeln 
einer trinomischen Gleichung ein V erfahren angegeben, das wir 
hier noch kurz besprechen wollen. Wir machen die Annahme 
reeller Koeffizienten, obwohl die Methode auch auf den all
gemeinen Fall anwendbar ist. Wir wollen die Gleichung in die 
Form setzen: 

(13) xm+n - exm - g = o, 
brauchen uns aber hier nicht auf positive Werte von e und g 
zu beschränken. 

Wir setzen 
x = re•·<t, 

und erhalten, indem wu den imaginären Teil in (13) für sich 
Null setzen, 

(14) 
e sin m& r" --- . 

- sin (n -t- nt) & ' 

solcher Gleichungen erhalten wir aber noch zwei, wenn wir (13) 
mit a;-m und mit x-m-n multiplizieren. Dies gibt 

(15) + --- q sin m & r" m - -.:.,..---.,-
- sinn& ' 

(16) 
-_qsin(n + m)& 

r"' = e sinn& ' 

und von diesen drei Gleichungen folgt jede aus den beiden 
anderen. Wenn man r aus zwei von ihnen eliminiert und wie 
oben 

setzt, so 

(17) 

ergibt sich: 
,t = ( _ 1 )" sin n {Jn sin m frm • 

Slll ( n + m) frn + m 

Man kann, da man von den beiden konjugierten Wurzeln 
nur die eine zu berechnen braucht, fr auf den ersten Quadranten 
beschränken, muß aber dann unter Umständen auch r negativ 
annehmen. 

Wie man nun aus der Formel (17) mittels der trigono
metrischen Tafeln den Winkel & und dann aus einer der drei 

1) .A.. Wiener, Bchlömilchs Zeitschr., Bd. 3l; R. Mehmke, ebenda, 
Bd. ~6. 
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Formeln (14), (15), (16) den zugehörigen Wert von r berechnet, 
das wollen wir nun an dem vorhin betrachteten Beispiel 

xs-2x-2=0 
noch zeigen. 

(18) 

oder 

Hier wird die Gleichung (17) 
1 sin 2 fr2 sin .f)o 

2 = sin 3 -:a:a-
( 19) 3log sin 3 fr - 2log sin 2 fr - log sin fr = 0,301 030 0, 
woraus zunächst ersichtlich ist, daß der Winkel fr in dem Inter
vall von 0 bis 600 liegt. Man findet zunächst nach wenigen 
Versuchen, daß fr zwischen 33° und 340 liegt, und wenn man 
dann für diese beiden Werte die Differenz 
(20) 3logsin3fr- 2logsin2&- logsin.f>o- 0,3010300 
berechnet, so erhält man zunächst auf drei Dezimalen 

0,026, - 0,013, 
und hieraus ergibt sich durch Interpolation der genauere Wert 

fr = 33040'. 
Hierauf berechnet man die Differenz (20) mit etwas größerer 

Genauigkeit, etwa auf fünf Stellen. für einige Winkel in der 
Nähe der W-erte 300 40', von Minute zu Minute fortschreitend, 
und findet aus der Vorzeichenänderung, daß .f>o zwischen 

330 41' und 330 42' 
liegt. Wenn man nun für diese beiden Werte die Rechnung auf 
sieben Stellen durchführt, so ergibt sich wieder durch Inter
polation der genauere Wert 

fr = 330 41' 20,6 11• 

Aus den Formeln (15) oder (16) sieht man, daß h1er r negativ 
ist, und man erhält r sehr einfach aus einer dieser Gleichungen. 
Man findet die Briggseben Logarithmen: 

log (- r) = 0,026 614 8 
log cos fr = 9,\120 154 7 - 10 
log sin fr = 9,7 44 046 8 - 10. 

Also sind die beiden imaginären Wurzeln: 
- 0,884 646 + 0,589 7 40 i 1 J. 

1) Lüroth, Circ. mat. di Palermo. Tomo XX.Vli. 

12* 



Achter Abschnitt. 

Gruppen. 

§ 44. 

Definition der Gruppen. 

Es sind hauptsächlich zwei große allgemeine Begriffe, von 
denen die moderne Algebra beherrscht wird. Die Existenz 
und Bedeutung dieser Begriffe konnte allerdings erst erkannt 
werden, nachdem die Algebra bis zu einem gewissen Grad fertig 
und zum Eigentum der Mathematiker geworden war. Erst dann 
konnte in ihnen das verbindende und führende Prinzip erkannt 
werden. 

Es sind das die Begriffe der Gruppen und des Körpers, 
zu deren Erklärung wir jetzt fortschreiten. Der . allgemeinere 
Begriff ist der der Gruppe, mit dem wir also beginnen. 

Es sei irgend ein allgemeiner Begriff Z gegeben, für den es 
Einzeldinge, Repräsentanten in beliebiger Anzahl gibt. Wir 
können z. B. an die Zahl oder die rationale Funktion denken. 
Außerdem sei uns die Kraft gegeben, nach irgend einer Regel 
einem ersten und zweiten Repräsentanten von Z, einen dritten, 
den wir möglicherweise erst bilden müssen, in unzweideutiger 
Weise zuzuordnen. Die Repräsentanten heißen auch die Ele
mente der Menge Z. 

Bei Zahleil denke man z. B. an eine der Rechenregeln, 
Multiplikation oder Addition. Diese Zuordnung nennen wir 
die Komposition des ersten und zweiten Elementes zu dem 
dritten. Zur Bezeichnung der Repräsentanten bedient man sich 
der Buchstaben und für die Komposition der arithmetischen 
Zeichen der Multiplikation und Gleichheit: 

ab= c, 
wobei indessen zu betonen ist, daß man nicht notwendig an die 
wirkliche Multiplikation denken muß. Die Komposition könnte 
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z. B. auch Addition oder Division sein, so daß nicht notwendig 
ab dasselbe Element c wie ba gibt. 

Wir nehmen nun aus Z einen engeren Begriff P heraus, 
von dem wir fordern: 

I. Sind a, b irgend zwei Elemente von P, so ist 
auch ab= c ein Element von P. 

ll. Sind von den Elementen a, b, c aus P irgend zwei 
beliebig gegeben, so kann man das dritte immer 
und nur auf eine Weise so bestimmen, daß 

ab== c 
ist. 

Sind a, b, c drei Elemente von P, so gehören nach I. auch 
(ab) und (bc) zu P und ebenso (a,b)c und a(bc). Wir setzen 
als dritte Forderung voraus: 

III. Das assoziative Gesetz 

a(bc) = (ab)c, 
und nennen P eine Gruppe oder, genauer gesagt, die Elemente Z, 
die den Forderungen 1, 2, 3 genügen, der Gruppe P an
gehörig. 

Ist z. B. Z das Reich der Zahlen und die Kompositionsregel 
die wirkliche Multiplikationsregel, so bildet das System der ratio
nalen positiven Zahlen (ohne die Null) eine Gruppe. Ist die 
Kompositionsregel die Addition oder die Subtraktion, so müssen 
die Null 1Uld die negativen Zahlen hinzugenommen werden. Es 
würde dann aber auch eine Gruppe zustande kommen, wenn 
man sich auf die ganzen Zahlen beschränken würde. 

Der Gruppenbegriff. bezieht sich also nicht auf die Elemente 
als solche, sondern es gehört noch ein bestimmtes Kompositions
gesetz dazu. 

Aus dem assoziativen Gesetz IIL folgt durch den Schluß der 
vollständigen Induktion, daß man immer zu demselben Resultat 
kommt, wenn man in einer beliebigen Reihe von Elementen aus 
P in endlicher Anzahl, a, b, c, d ... zuerst zwei benachbarte 
Elemente komponiert, dann wieder lwei benachbarte usw., bis die 
ganze Reihe auf ein Element reduziert ist, das mit ab c d ... be
zeichnet wird. So ist z. B.: 

abcd = (ab)cd = [(ab)c]d = (ab)(cd) 
= a(bc}d = [a(bc)]d = a[(bc)d] 
= ab(cd) =(ab) (cd) = a[b(cd)Jl), 
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Wir ziehen nun aus dieser Definition zunächst einige ganz 
allgemeine Folgerungen. 

Nach TI. gibt es für jedes gegebene b in P ein Element e 
gleichfalls in P, das der Bedingung 

(1) eb = b 

genügt, und dies e ist von b unabhängig; denn aus (1) folgt für 
jedes c 

ebc = bc, 

und b c kann nach II. jedes Element in P bedeuten. Ebenso gibt 
es ein Element e', das für jedes b der Bedingung 

(2) be' = b 

genügt. Dies Element e' ist aber von e nicht verschieden; denn 
setzen wir b = e' in (1) und b = e in (2), so folgt 

ee' = e', ee' = e, 
also 

e= e'. 
Das Element e ändert nichts, wenn es mit irgendwelchen 

Elementen aus P komponiert wird, und wird die Einheit der 
Gruppe genannt. In vielen Fällen kann es ohne Mißverständnis 
geradezu mit "1" bezeichnet werden. 

Zu jedem Element a gibt es nach II. ein bestimmtes Ele
ment a-1 , das der Bedingung 
(3) a-1a = e 

genügt. Aus (3), (1) und (2) folgt 
a-1 aa- 1 = ea- 1 = a- 1 = a-1 e, 

und folglich nach 3. 

(4) aa-1 = e. 

Die beiden Elemente a, a-1 heißen zueinander entgegen
gesetzt oder reziprok. Sind a, b zwei Elemente der Gruppe und 

(5) c =ab, 
so ist 

(6) 

Es ist ein besonderer Fall, wenn bei der Komposition der 
Elemente einer Gruppe P das kommutative Gesetz gilt, d. h. wenn 
für je zwei Elemente a, b der Gruppe 

ab= ba 
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ist. In den oben als Beispiele angeführten Fällen, in denen Z 
das Zahlenreich ist, wo die Komposition nach den gewöhnlichen 
Rechenregeln geschieht, tritt dieser Fall immer ein. Wir werden 
aber alsbald Fälle anderer Art kennen lernen. 

nnd 

IV. Gruppen, in denen das kommutative Gesetz gilt, 
heißen kommutative Gruppen oder auch Abelsehe 
Gruppen. 

Wenn sich die Elemente zwei er Gruppen 

a, b, c, d ... 

a', b', c', d' ... 

in der Weise gegenseitig eindeutig entsprechen, daß immer, wenn 
ab= c ist, auch a'b' = c' wird, so heißen die Gruppen iso
morph, und es gilt der evidente Satz, daß zwei mit einer dritten 
isomorphe Gruppen untereinander isomorph sind. Man kann 
hiernach die untereinander isomorphen Gruppen zu einer Klasse 
von Gruppen zusammenfassen, die selbst wieder eine Gruppe ist, 
deren Elemente die Gattungsbegriffe sind, die man erhält, wenn 
man die entsprechenden Elemente der einzelnen isomorphen 
Gruppen zu einem Allgemeinbegriff zusammenfaßt. Die einzelnen 
untereinander isomorphen Gruppen sind dann als verschiedene 
Repräsentanten eines Gattungsbegriffes aufzufassen. 

Eine Gruppe, die nur eine bestimmte endliche Anzahl von 
Elementen enthält, heißt eine endliche Gruppe, und wenn n 
die Anzahl der zu einer solchen Gruppe gehörigen Elemente ist, 
so heißt n der Grad der Gruppe. 

Bei einer endlichen Gruppe P kann man die Forderung U 
durch die einfachere ersetzen, daß ab nur dann gleich a' b oder 
ab gleich ab' sein kann, wenn a = a' oder b = b' ist, weil 
alsdann x b oder a x zugleich mit x die ganze Gruppe P durch
läuft. 

Wenn ein System Q von Elementen aus P die Eigenschaft 
hat, daß das Kompositum je zweier Elemente aus Q wieder in Q 
enthalten ist, so ist Q für sich eine Gruppe und wird ein Teiler 
von P genannt. 

Gibt es in P noch wenigstens ein Element, das nicht zu Q 
gehört, so heißt Q ein echter Teiler von P. 

Das Einheitselement "1" bildet für sich eine Gruppe, die als 
Teiler in jeder anderen Gruppe enthalten ist. 
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Es sei nun P irgend eine endliche oder unendliche Gruppe 
und 

Q = Q1 = au a2, a8, ••• 

sei ein echter Teiler von P. Ist b ein nicht m Q enthaltenes 
Element von P, so sind die Elemente 

Q2 = a1 b, a2 b, a8 b, ..• 

alle voneinander verschieden und alle nicht in Q enthalten; denn 
wenn etwa a2 b in Q enthalten wäre, so müßte auch, da Q eine 
Gruppe ist, a21 all b = b in Q enthalten sein, gegen die Voraus
setzung. 

Ist mit Q1 und Q2 die ganze Gruppe P noch nicht erschöpft, 
so nehmen wir eines der noch übrigen Elemente, das wir mit c 
bezeichnen können, und bilden 

und überzeugen uns leicht, daß die Elemente von Q3 alle nicht 
nur voneinander, sondern auch von den Elementen von Q1 und Q9 

verschieden sind. Denn wäre etwa as c = a8 b, so würde folgen, 
daß c = a21 a8 b sein müßte; es ist aber a;- 1 a3 in Q1 enthalten, 
also mit einem der Elemente a11 al11 a8 ••• identisch, und es wäre 
also c gegen die Voraussetzung in Q2 enthalten. So fahren wir 
fort, die Systeme Q11 Q2, Q8, ••• zu bilden, indem wir der Überein
stimmung der Bezeichnung wegen unter Q1 die Gruppe Q selbst 
verstehen. 

Diese Systeme Qll, Q3, . . • nennen wir die zu Q gehörigen 
Nebengruppen und bezeichnen sie durch 

Q2 = Qb, Qs = Qc, ... 

Es sind nun zwei Fälle möglich: entweder die Bildung der 
Nebengruppen Q11 Q2, Q8, ••• geht ohne Ende weiter, oder es ist 
nach einer endlichen Zahl von Bildungen dieser Art die ganze 
Gruppe P erschöpft. Der letzte Fall, der uns hier hauptsächlich 
beschäftigt, tritt dann immer ein, wenn P eine endliche Gruppe 
ist. Wir nehmen jetzt eine endliche Zahl von Nebengruppen 
an und bezeichnen die letzte von ihnen mit 

Qj = Qg, 
so daß wir auch symbolisch 

(7) P = Ql + Q2 + Qs + .. · + Qj 
setzen können. 
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Bisweilen werden wir auch das ganze System Q1, Q2, Q3, ••• 

als ein System von Nebengruppen bezeichnen, und also die Dar
stellung (7) die Zer legung von P in ein System von Neben
gruppen nennen. 

Ist die Anzahl der Nebengruppen zu Q endlich, so heißt ihre 
Anzahl, also die Zahl j, der Index des Teilers Q von P, und 
Q ein Teiler von P von endlichem Index. Dieser Index wird 
(nach Dedekind) durch das Symbol 

(8) j = (P, Q) 
bezeichnet. 

Wählt man aus jeder der Nebengruppen Q1 , Q2, ••• Qi ein 
Element a, b, ... g beliebig aus, so erhält man ein volles 
Repräsentantensystem der Gruppe P nach Q, und man kann 
setzen: 

P = Qa + Qb + Qc + · · · + Qg. 

Aus der Bildungsweise der Nebengruppen folgt noch, daß, 
wenn b, c irgend zwei Elemente aus P sind, die beiden Systeme 
Qb und Qc entweder ganz identisch sind oder kein gemeinsames 
Element enthalten. Denn ist a1 b = a2 c, worin ~, a2 zwei Ele
mente aus Q sind, so ist auch für jedes andere Element a aus Q: 

aa1 b = aa2 c, 

und wenn a die ganze Gruppe Q durchläuft, so durchläuft auch 
jedes der beiden a a1 und a a2 die ganze Gruppe Q; folglich sind 
Q b und Q c identisch. 

Ist also e irgend ein Element aus P, so ist das System 
Qe mit einer der Nebengruppen Qa, Qb, ... Qg identisch. 
Wenn zwei Nebengruppen Qb und Qc kein gemeinschaftliches 
Element enthalten, so enthalten die beiden Systeme b-1 Q und 
c-1 Q, die wir gleichfalls Nebengruppen nennen, kein gemein~ 
schaftlieh es Element. Denn ist b- 1 a1 = c- 1 a2 ein gemeinschaft
liches Element der beiden letzten Systeme, so ist a11 b = a2 1 c 
ein gemeinschaftliches Element von Qb und Qc. Zu b- 1 Q ge
hören alle zu den Elementen von Qb reziproken Elemente von P, 
und hieraus ergeben sich, wenn Q einen endlichen Index hat, 
die beiden gleichzeitig bestehenden Zerlegungen von P in jNeben
gruppen: 

(9) 
P = Q + Qb + Qc + ... + Qg 
p = Q + b-1 Q + c-1 Q + ... + g-1 Q. 
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Ist R ein Teiler von P von endlichem Index, und Q ein 
anderer Teiler von P, der seinerseits R als Teiler enthält, so 
wird eine der Nebengruppen R1 von R entweder ganz in Q ent
halten sein, oder kein Element mit Q gemein haben. Es ist 
daher auch R ein Teiler von Q von endlichem Index ( Q, R) = k. 
Ist ferner R1 eine Nebengruppe zu R, und Q1 eine Nebengruppe 
zu Q, so wird R1 entweder ganz in Q1 enthalten sein, oder kein 
einziges Element von Q1 ist in R1 enthalten. Es zerfällt also 
jede Nebengruppe Q1 in eine endliche Zahl Nebengruppen R 1 

und die Anzahl (P, Q) der Q1 ist also gleichfalls endlich. Ist 
die Zerlegung von Q in die Nebengruppen nach R 

Q = R1 + R2 + · · · + Rk, 
so erhält man irgend eine der Nebengruppen Q11 wenn man ein 
Element a aus P passend auswählt, in der Form 

Q1 = R1 a + R2 a + · · · + Rk a, 

worin die Nebengruppen R1 a, R2 a, ... Rk a alle voneinander ver
schieden sind. Es zerfällt daher jedes Q1 in gleichviel Neben
gruppen nach R, und wir erhalten den Satz: 

(10) (P, R) = (P, Q) ( Q, R). 

Wenn P eine endliche Gruppe vom Grade n ist, so können 
wir für R die aus dem einzigen Elemente 1 bestehende Gruppe 
nehmen, und dann wird ( P, R) gleich dem Grade n von P. 
Ebenso wird ( Q, R) gleich dem Grade m von Q, und wenn wir 
den Index des Teilers Q von P mit j bezeichnen, so geht (10) in 
die Form über: 

n=jm, 
und wir erhalten den Satz: 

V. Der Grad einer endlichen Gruppe ist durch den 
Grad eines jeden seiner Teiler teilbar, und der 
Quotient beider Zahlen ist der Index des Teilers. 

Die Nebengruppen haben nicht die Merkmale einer Gruppe. 
Denn damit zwei Elemente aus Q1 bei der Zusammensetzung 
wieder ein Element von Q1 ergeben, müßte etwa 

a1 b a2 b = a8 b, 

also a1 ba2 = a8, b = a11 a3 a21 sein. Es wäre also b der Voraus
setzung entgegen in Q enthalten. Die Benennung Nebengruppe 
ist also nur uneigentlich zu verstehen. 
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Zwei Teiler Q, Q' von P haben immer das Element 1 mit
einander gemein. Sie können aber auch noch andere Elemente 
gemeinschaftlich haben, und diese gemeinschaftlichen Elemente 
bilden eine Gruppe. Denn gehören die Elemente a und b sowohl 
zu Q als zu Q', so gilt wegen des Gruppencharakters von Q 
und Q' dasselbe von dem Kompositum ab. Und wenn a in Q 
und in .Q' vorkommt, so ist auch a- 1 in beiden enthalten. Diese 
gemeinschaftliche Gruppe nennen wir den größten gemein
schaftlichen Teiler von Q und Q' oder auch, nach einem 
Vorschlage von Study, mit einem geometrischen Anklange, den 
Durchschnitt von Q und Q'. Ebenso folgt, daß die Elemente, 
die irgend einer Anzahl von Teilern von P gemeinsam sind, eine 
Gruppe bilden, die wir ebenso als den größten gemeinschaftlichen 
Teiler oder den Durchschnitt aller dieser Gruppen bezeichnen. 

In jeder Gruppe können wir nach folgendem V erfahren Teiler 
bilden. 

Ein Teiler ist immer das Einheitselement für sich. 
Bezeichnen wir die wiederholte Zusammensetzung eines Ele

mentes mit sich selbst durch Potenzen, mit a0 das Einheits
element, und mit a-r die rte Potenz des Elementes a- 1, dann 
ist a-r das mit ar reziproke Element, und die Reihe der Elemente 

... a- 2, a-I, 1, a, a2, as ... , 

die alle der Gruppe P angehören, bildet eine Gruppe. Ist die Gruppe 
P endlich vom Graden, so kann diese Reihe nicht lauter verschiedene 
Elemente enthalten. Ist also ein Element, das zum zweiten Male 
wiederkehrt, 

aP = a.u+a, 
so folgt, daß a" = 1 sein muß, und wir nehmen an, daß rx die 
kleinste positive Zahl ist, die dieser Bedingung genügt. Es ist 
dann, wenn m = qrx ein beliebiges Vielfaches von rx ist, am = 1, 
und umgekehrt: so oft am = 1 ist, muß m durch rx teilbar sein; 
denn sonst könnte man m = q rx + rx' setzen, worin u' positiv und 
kleiner als rx ist, und es wäre aa' = 1, gegen die Voraussetzung. 
Es ist immer und nur dann 

wenn 1J- := 11-' (mod u). 
a.u = aP', 

Die Reihe 
A = 1, a, a2 ••. aa-l 

enthält dann rx voneinander verschiedene Elemente von P, wobei 
alle Potenzen von a vertreten sind. Die Elemente A bilden aber 
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offenbar eine Gruppe vom Grade IX, weil sich die Exponenten bei 
der ZmJammenseLzung einfach addieren. Diese Gruppe ist ein 
Teiler von P und also ist IX ein Teil-er von n. Es ist also für 
jedes Element a"· = 1. 

Die Gruppe A heißt die Periode des Elementes a und 
IX wird auch der Grad des Elementes a genannt. 

Ist P eine Gruppe und Q ein Divisor von P mit den Ele
menten a1, all, a8, ••. , ferner b ein nicht in Q enthaltenes Element 
von P, so ist die Nebengruppe Qb keine Gruppe. Dagegen bildet 
das System b-1 Qb siebet· eine Gruppe, weil 

b-1 a1 b. b-1 a2 b = b- 1 a1 a2 b 

ist, und diese Gruppe ist mit Q isomorph. Die Gruppe b-1 Qb 
heißt die durch b aus Q transformierte Gruppe. Gehört b 
selbst zu Q, so ist b- 1 Qb mit Q identisch. Nimmt man für b 
die verschiedenen Elemente von P, so erhält man eine ganze 
Schar solcher Gruppen, die wir die zu Q konjugierten Teiler 
von P oder auch kurz konjugierte Gruppen nennen. Ersetzt 
man b durch ein Element b1 =ab der Nebengruppe Qb, so ist 
b-; 1 Qb1 mit b- 1 Qb identisch. Wenn also Q ein Teiler vonP 
von endlichem Index ist, so ist die Anzahl der verschie
denen zu Q konjugierten Teiler jedenfalls endlich. 

Es kann vorkommen, daß alle konjugierten Teiler miteinander 
identisch sind. Wir führen folgende Definition ein: 

VI. Wenn Q ein Teiler von P ist, der mit seinen sämt
lichen konjugierten Teilern identisch ist, so heißt 
Q ein Normalteiler von Pl). 

Die aus dem einzigen Element 1 gebildete Gruppe ist ein 
Normalteiler von jeder Gruppe. Wir erhalten ferner einen Normal
teiler in dem größten gemeinschaftlichen Teiler R der sämtlichen 
mit irgend einem Teiler Q von P konjugierten Teiler. 

Denn es ist schon oben bewiesen, daß R als der Durchschnitt 
mehrerer Teiler von P eine Gruppe ist. 

Sind nun 
(11) Q, Q', Q" ... 
die zu Q konjugierten Teiler von P, und ist b irgend ein Element 
von P, dann ist das System der Gruppen 

(12) b-1 Qb, b-1 Q' b, b-1 Q" b ... 

1) .Auch ausgezeichnete oder invariante Untergruppe genannt. 
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von dem System (11) nicht verschieden. Wenn aber R der 
Durchschnitt- der Gruppen (11) ist, so ist b-1 Rb der Durchschnitt 
von (12) und folglich ist R mit b-1 Rb identisch, d. h. R ist ein 
Normalteiler von P. 

Ist N ein Normalteiler irgend einer Gruppe P, und b ein 
beliebiges Element in P, so ist 

(13) b- 1 Nb = N oder Nb = bN. 

Ist der Index (P, N) endlich und gleich tL, so können wir 
die tL Elemente b1 , b2, ••• bp. so wählen, daß die Zerlegung von P 
in die Nebengruppen 

P = Nb1 + Nb"' + Nb3 + · · · + Nb~' 
= b1 N + b2 N + b3 N + · · · + bp.N 

ergibt. Es ist also 

(14) N = N 11 N, = Nb2 = b2 N, N 8 = Nb3 = b3 N ... , 
Np.= Nb~'= bp.N 

das System der N ebengruppen. 
Wir erwähnen noch folgenden Satz, dessen Richtigkeit sich 

unmittelbar aus dem Isomorphismus transformierter Gruppen 
ergibt: 

VII. Ist Q ein Teiler von P, R ein Teiler von Q, so ist, 
wenn Q' und R' aus Q und R durch dasselbe Ele
ment von P transformiert sind, auch R' ein Teiler 
von Q', und wenn R Normalteiler von Q ist, so ist 
auch R' Normalteiler von Q'. 

Es gilt ferner noch folgender Satz: 

VIII. Ist Q ein Teiler von P, N ein Teiler von Q, und 
zugleich Normalteiler von P, so ist N auch Normal
teiler von Q. 

Das ist selbstverständlich, weil die den Normalteiler von N 
definierende Relation 
(15) 
für jedes Element a von P, also auch für jedes Element von Q gilt. 

Man darf aber nicht umgekehrt schließen, daß ein 
Normalteiler von Q auch immer Normalteiler von P sein 
müsse. Denn die Bedingung (15) könnte zwar für jedes Ele
ment a aus Q befriedigt sein, ohne für jedes Element aus P zu 
gelten. 
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Jede Gruppe hat sich selbst und das Einheitselement zu 
Normal teilern. 

IX. Eine Gruppe, die außer diesen beiden keinen 
anderen Normal teil er hat, heißt einfach 1). 

§ 45. 

Komposition der Teile. 

Es sei jetzt P eine endliche oder nicht endliche Gruppe, und 
..A, B irgend zwei Reihen VOll Elementen aus P (Gruppen oder 
nicht). Wir verstehen unter dem symbolischen Produkte AB die 
Elemente, die man erhält, wenn man je ein Element a von A 
mit je einem Element b von B nach der in P geltenden Vor
schrift zu ab komponiert. Diese Art der Zusammensetzung von 
A und B zu AB wollen wir die Komposition der Teile (vonP) 
nennen. Wir unterscheiden hier zwischen einem Teil und einem 
Teiler von P, so daß ein Teiler immer eine Gruppe sein soll 
was bei einem Teil nicht notwendig ist; auch bei einem Teil 
heißt die Anzahl der Elemente der Grad. 

Man kann ebenso drei und mehr Teile A, B, C ... von P 
komponieren, und es gilt bei der Komposition der Teile das 
assoziative Gesetz, wie unmittelbar daraus folgt, daß dieses Gesetz 
in P gilt. Danach ist die Bedeutung eines KompositumsABC ... 
eindeutig bestimmt. 

In der Zusammensetzung AB kann einer der Teile ..A, B 
auch aus einem einzigen Elemente bestehen, und dann stimmt 
die Bezeichnung AB mit der oben für die Nebengruppen ge
brauchten Bezeichnung überein. 

1. Die notwendige und hinreichende Bedingung, daß 
A eine Gruppe oder ein Teiler von P sei, besteht 
hiernach in der Gleichung 

(I) AA = A. 

Denn diese Gleichung besagt nichts weiter, als daß das 
Kompositum irgend zweier Elemente von A wieder in A ent
halten sei. 

1) V gl. übPr die DPflnition der Gruppe: Huntington Simplified Defini
~ion of a Group. Bull. of the Amtrican mathematical l:!ociety, 1902. 
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2. Bezeichnen wir mit A-1 das System der zu den 
Elementen von A reziproken Elemente, so ist, wenn 
A. eine Gruppe ist, 

A-1 = A. 

3. Ist A ein Normalteiler von P, so besteht für jeden 
beliebigen Teil B von P die Gleichung 

(2) A.B =BA. 

Denn ist b irgend ein Element aus ß (also auch aus P), so 
ist für einen Normalteiler A. von P nach § 44, (12) Ab= bA, 
woraus sich (2) ergibt. 

(3) 

4. Ist die Gruppe A ein Teiler von P, und B ein Teil 
von A, so sind auch AB und BA Teile von A. Ist 
auch B eine Gruppe, so ist 

AB=A, BA=A. 

Denn wenn B eine Gruppe und Teiler der Gruppe A. ist, 
und wenn a in A, b in B und also auch in A enthalten ist, so 
ist auch ab in A enthalten. A enthält also jedes Element von AB. 

Weil aber zweitens B als Gruppe auch das Element 1 ent
hält, so enthält AB auch jedes Element von A, und also ist AB 
mit A identisch. Ebenso sieht man, daß BA mit A identisch ist. 

Anderertieits folgt aus jeder der Gleichungen (3), da A als 
Gruppe das Einheitselement enthält, daß jedes Element von B 
in A enthalten, also B ein Teiler von .A ist. 

5. Ist P eine endliche Gruppe und A. ein Teiler 
von P, also eine Gruppe, so kann man ein System 
B, das im allgemeinen keine Gruppe ist, in P so 
auswählen, daß die Formel 

P=AB 

die Zerlegung von P in die Nebengruppen von A 
darstellt. 

6. Bei der Komposition der Teile bildet das System 
der Nebengruppen zu einem Normalteiler von P 
selbst eine Gruppe, in der der Normalteiler N 
dte Einheit bildet, und 

Nb, Nb- 1 

entgegengesetzte Elemente sind. 
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Denn ist N ein Normalteiler von P mit den Nebengruppen 

(4) N1 = N, N 2 = Nb2 = b2 N, N8 = Nb8 = b8 N ... , 
so ist, da NN = N [nach (1)], 

(5) NhNk = NbhNbk = Nbhbk = Nbz = Nz. 

Bezeichnet man Nb/; 1 mit NJ;\ so ist hiernach 

(6) NhN/; 1 = N, Nk = N"i; 1 Nz, Nh = NzNi: 1• 

Die Gruppe der Größen Nk nennen wir die Gruppe der 
Nebengruppen oder die zu N komplementäre Gruppe in 
bezug auf P. Wir bezeichnen sie nach dem Vorgange von 
Hölder 1) mit P j N. Hat N einen endlichen Index (P, N) in 
bezug auf P, so ist die Gruppe Pj N endlich, auch wenn P selbst 
nicht endlich ist, und der Grad von P j N ist gleich dem Index 
(P, N). 

Sind A und B Gruppen in P, so ist ihr Durchschnitt D 
gleichfalls eine Gruppe. Das System AB wird aber nicht immer 
eine Gruppe sein. Wenn die Gruppen A, B und folglich D end
lich sind, und von den Graden a, ß, ~, so ist AB gleichfalls 
endlich und vom Grade aß:~. Denn sind a, a1 Elemente in A 
und b, b1 Elemente in B, so ist dann und nur dann 

ab=a1 b11 

wenn 
a~ 1 a = b1 b-1 = d, 

in D enthalten ist. Dann ist aber 

a1 = aa\ b1 = db. 
Wenn Wir also a die Elemente von A, b die Elemente von 

B durchlaufen lassen, so wird in der Form ab jedes Element 
von AB, und jedes genau ömal dargestellt. Die Zahl der in 
AB enthaltenen verschiedenen Elemente ist also u ß: ö. Hieraus 
leiten wir folgenden Satz ab: 

7. Sind A, B endliche Gruppen in P, so ist AB dann 
und nur dann eine Gruppe, wenn 

(7) AB= BA 
ist. 

Damit nämlich AB eine Gruppe sei, ist notwendig und hin
reichend, daß zu je zwei Elementenpaaren a, b; a11 b1 aus A, B 

1) Mathematische Annalen, Bd. 34. Das Zeichen erinner1 an einen 
Quotienteu, mit dem ja die komplementäre Gruppe eine gEi'"Yisse Analogie hat. 



§ 45. Komposition der Teile. 193 

sich ein drittes Elementenpaar a2 , b2 bestimmen läßt, so daß 
(8) 

ist. Daraus folgt aber 

b -1 b b-1 ai = a a2 2 1 , 

d. h. es muß ba1 in AB enthalten sein. Da b und a1 in ihrer 
Gruppe beliebig sind, so ist BA ein Teil von AB. Da aber die 
Grade AB und BA übereinstimmend = rx ß : 8 sind, so folgt, 
daß AB mit BA identisch ist. Ist umgekehrt die Bedingung 7. 
erfüllt, so kann jedes b a in die Form ab gesetzt werden, woraus 
sich die Relation (8.) ergibt. Damit ist also das Theorem 7. 
bewiesen. 

Wir beschäfti-gen uns zunächst fast ausschließlich mit end
lichen Gruppen. Wenn P eine solche Gruppe vom Grade n 
ist, und N ein Normalteiler von P vom Grade v und Index p., 
so ist 

n = p.v, 

und die komplementäre Gruppe PjN ist vom Grade p.. Wir 
wollen diese oder eine damit isomorphe Gruppe mit Q bezeichnen 
und ihre Elemente, die den Nebengruppen Nu N2 , N 8 ... ent
sprechen, mit A, B, U, . . . Jedem dieser Elemente entsprechen 
v Elemente der Gruppe P, etwa 

dem Elemente A die Elemente a1, a2 ••• a,, 
dem Elemente B die Elemente b1, b2 ••• b,, 

Dies Entsprechen ist dann derart, daß jedes zusammengesetzte 
Element ab dem zusammengesetzten Elemente AB entspricht. 
Denn die Elemente A und B entsprechen den Nebengruppen Na 
und Nb, und es ist, weil N ein Normalteiler ist, 

NaNb = Nab. 
Es gilt also hier bei der Zusammensetzung der A, B, ... 

einerseits und der a, b, ... andererseits dasselbe Gesetz, wie bei 
den isomorphen Gruppen, nur mit dem Unterschiede, daß jedem 
Elemente A nicht bloß ein Element a, sondern mehrere entsprechen. 
Diese Tatsache gibt Anlaß, den Begriff des Isomorphismus zu 
erweitern, wie es durch folgende Definition geschieht: 

Man nennt eine endliche Gruppe P mit den Ele
menten a, b, c, ... (mehrstufig) isomorph mit einer 
Gruppe Q mit den Elementen A, B, 0, ... , wenn 

Weber, Algebra. (Kl.Ausg.) 13 
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beide Gruppen so aufeinander bezogen werden 
können, daß jedem der Elemente A, B, C, ... ein 
oder mehrere der Elemente a, b, c, ... entsprechen, 
und zwar so, daß jedes der Elemente von P einem 
und nur einem der Elemente von Q entspricht, 
und daß, wenn a und A, b und B einander ent
sprechen, ab dem Elemente AB entspricht. 

Es läßt sieb zunächst beweisen, daß jedem der Elemente 
A, B, C, ... eine gleiche Zahl von Elementen a, b, c, ... entspricht 
und daß also der Grad von Q ein Teiler des Grades von P 
ist. Denn es sei A das Einheitselement in Q, dem die Elemente 
a1, a2, ••• ay in P entsprechen mögen. Diese letzteren Elemente 
müssen dann eine Gruppe vom Grade v bilden, die wir mit N 
bezeichnen wollen, weil nach der Definition des Isomorphismus 
das Element a a1 dem Elemente A A = A entsprechen muß. Ist 
dann b ein dem Elemente B entsprechendes Element von P, so 
müssen wiederum alle Elemente Nb demselben Elemente B aus 
Q entsprechen. Denn jedes ab muß dem Elemente AB = B 
entsprechen. Sind b1 , b zwei dem Elemente B entsprechende 
Elemente, so entspricht b1 b-1 = a dem Elemente A, und ist also 
in N enthalten, also ist b1 = ab in Nb enthalten. Durch Nb 
sind also alle Elemente, die dem Elemente B entsprechen, er
schöpft, und jedem Elemente von Q entsprechen v Elemente von P. 
Der Isomorphismus beißt v-stufig. Jedes Element b-1 ab ent
spricht aber nach 7. gleichfalls dem Einheitselemente A und also ist 
b-1 Nb = N, d. b. N ist Normalteiler von P, und Q ist einstufig 
isomorph mit Pj N. 

Wir sehen also, daß es einen anderen mehrstufigen Iso
morphismus als den zwischen der komplementären Gruppe eines 
Normalteilers und der Gesamtgruppe nicht gibt. Man bat den 
Begriff des Isomorphismus noch dahin erweitert, daß man zwei 
Gruppen, die zu einer dritten Gruppe p,- und v-stufig isomorph 
sind, p,-v-stufig isomorph zueinander nennt. Bei weitem der wich
tigste ist der einstufige Isomorphismus, den wir daher als Iso
morphismus schlechtweg bezeichnen, während ein mehrstufiger 
Isomorphismus immer durch einen Zusatz kenntlich gemacht 
werden sollt). 

1) Vgl. C. Jordan, Traite des substitutions. Netto, Substitutionen
theorie. Die Bezeichnung .,u-stufig" rührt von Netto her. Nach Jordan 
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§ 46. 

Zerlegung einer Oruppe nach zwei Teilern. 

Es seien jetzt Q und R irgend zwei Teiler einer endlichen 
Gruppe P. Die Elemente von P sollen niit a, die von Q mit b 
und die von R mit c bezeichnet sein, so daß sowohl die b als 
die c unter den a enthalten sind. 

Wir zerlegen zr_nächst, indem wir 

(P, R) =j 

setzen und die Elemente a11 a2 ••• ai passend aus P auswählen, 
P in die Nebengruppen nach B: 

(1) P = Ra1 + Ra2 +···+Ra;. 
Nun betrachten wir einen (nach der Komposition der Teile 

gebildeten) Komplex 

(2) Pk = RakQ 

und bemerken, daß, wenn in diesem Komplex ein Element aus 
einer Nebengruppe Ra vorkommt, zugleich alle Elemente dieser 
Nebengruppe darin enthalten sind. Denn unter dieser Voraus
setzung muß a die Form haben: 

a = cakb, 

und dann ist auch jedes Element c' a in derselben Form enthalten, 
weil d c in R enthalten ist. Um die Anzahl der in Pk enthaltenen 
Nebengruppen Ra zu ermitteln, betrachten wir zunächst die Ele
mente e aus Q, die der Bedingung 

(3) Rak =Rake 

genügen. Diese Gleichung besagt aber, daß ake in Ra" oder daß 
e in a"k1 Rak enthalten ist. Demnach ist die Bedingung (ß) erfüllt 
für alle Elemente e, die der Gruppe Qk (Durchschnitt von Q 
mit a"k1 Ra.,.) angehören. Daraus ergibt sich allgemein, daß zwei 
Nebengruppen Rakb, Rakb1 dann und nur dann einander gleich 
sind, wenn b1 b-1 = e in Qk enthalten, also b1 = eb ist, und daß 
also, wenn man b in R akb die ganze Gruppe Q durchlaufen läßt, 
jede der Nebengruppen Ra, die überhaupt darunter vorkommt, 

heißt de1· einstufige Isomorphismus "holoedrischer", der mehrstufige .mero
edrischer" Isomorphismus. Der einstufige Isomorphismus wird bisweilen auch 
als Äquivaienz bezeichnet und jede Art von Isomorphismus als Homo· 
morphismus. 

13 * 
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gleich oft, nämlich so oft, als der Grad von Qk beträgt, erzeugt 
wird, also: 

1. Die Anzahl der in Pk vorkommendenN ebengruppen 
Ra ist gleich dem Index (Q, Qk), und die Anzahl 
der Elemente oder der Grad von Pk ist, wenn r den 
Grad von R bedeutet, gleich r(Q, Qk)· 

Ist nun ah ein Element in P, so wird das System 

P" = RahQ 

nur dann ein Element mit Pk gemein haben, wenn ah von der 
Form c ak b ist, und dann ist Ph mit Pk identisch. Hieraus ergibt 
sich, daß man eine bestimmte Anzahl von Elementen a1 , a2 , a3 ••• 

aus P so auswählen kann, daß keine zwei der Systeme 

P 1 = Ra1 Q, P2 = Ra2 Q, P3 = Ra8Q ... 
ein Element gemein haben, während sie in ihrer Gesamtheit alle 
Elemente von P enthalten, so daß man 

(4) 

setzen kann. Man kann die Elemente a1 , a2, ••• aus den in der 
Formel (1) vorkommenden entnehmen. 

Jedes der Systeme P 1, P2 , P3, ••• enthält eine nach 1. zu be
stimmende Anzahl von Nebengruppen Ra, und da die Gesamtzahl 
dieser Nebengruppen = (P, R) ist, so ergibt sich, wenn Q11 Q2, 

Q3 ••• die Durchschnitte von Q mit den Gruppen 

a11 Ra1 , a21 Ra2 , a31 Ra3 , ••• 

bedeuten, die Relation 

(5) (P, R) = (Q, Q1) + (Q, Q2) + (Q, Qs) + ... 
und die Zahlen ( Q, Q1), ( Q, Q2), ( Q, Q8), • . • sind Teiler des 
Grades q der Gruppe Q. 

In dieser Betrachtung kann man die beiden Teiler R und Q 
von P auch miteinander vertauschen und aus a = cakb folgt 
a-1 = b - 1 a"};1 c - 1 • Wenn also a in R ak Q vorkommt, so ist a-1 

in Q aj;1 R enthalten und umgekehrt. Es ist folglich: 

(6) P = Qa11 R + Qa-:;1 R + Qa31R + ... 1). 

1) Die Zerlegung einer Gruppe P nach zweien ihrer Teiler rührt von 
D ed ek ind her. Göttinger Nachrichten 1894. 
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§ 47. 

Die Kompositionsreihe und der Satz von C. Jordan. 

Eine endliche Gruppe P heißt einfach, wenn sie außer sich 
selbst und der Einheit keinen Normalteiler hat, zusammen
gesetzt, wenn noch andere Normalteiler vorhanden sind. 

Ein Normalteiler, der keinen anderen Normalteiler ü her sich 
hat, der also nicht Teil eines anderen echten Normalteilers von 
P ist, heißt ein größter Normalteiler von P 1). 

Ist P 1 ein größter Normalteiler von P, P 2 ein größter 
Normalteiler von Pu P8 ein größter Normalteiler von P2 usf., so 
heißt die Reihe von Gruppen 
(1) P, P11 P2 , P8 ••• 1, 

die notwendig mit der aus dem Einheitselemente allein gebildeten 
Gruppe 1 endigt, eine Kompositionsreihe der Gruppe P. 

Wir wollen die Grade der Gruppen (1) mit n, n1, n2, n8 ••• 1 
bezeichnen, und die Quotienten n: n 1 , n1 : n2 , n2 : n3 ••• , also die 
Indices von P 1 in bezug auf P, P2 in bezug auf P 1 usf. mit 
v1 , v2, v3 • • • Es ist dann nach der in § 44 eingeführten Bezeich
nung der Indices 

v1 = (P, P1), v2 = (Pll P2), v3 = (P2, P3), ..• 

und die Reihe der ganzen Zahlen 
(2) v 1 , v2 ; v3, ••• 

nennen wir eine Indexreihe der Gruppe P. 
Die größten Normalteiler P1 , P2 , P 3, • • • können iür eine 

gegebene Gruppe P. im allgemeinen auf mehrere verschiedene 
Arten ausgewählt werden, und danach können auch die Grad
zahlen nu n2 , n8 , • • • und die Indices v1 , v2 , v3, • • • verschieden 
ausfallen. Es gilt aber der folgende schöne und wichtige Satz 
von 0. Jordan2): 

1. Satz von der Konstanz der Indexreihe. Wie auch 
die Kompositionsreihe einer Gruppe P gewählt 
sein mag, die Indexreihe ist, von der Anordlll.tng 
abgesehen, immer dieselbe. 

----· 
') Ausgezeichnete Maximaluntergruppe nach anderer Bezeichnung. 
2) C. Jordan, Traite des substitutions, Paris 1870. Netto, Sub

stitutionentheorie, Leipzig 1882. Hölder, Zurückführung einer beliebigen 
algebraischen Gleichung auf eine Kette von Gleichungen; Mathematische 
Annalen, Bd. 34 (1888). Pierpont, On the invariance of the factors of. 
composition; American Journal of Mathematics, Vol. XVIII. 
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Der Beweis beruht auf der Betrachtung der im § 45 em
geführten komplementären Gruppen. 

Es seien Q und Q1 Normalteiler von P und zugleich Q1 ein 
Teiler (also nach § 44, 3. Normalteiler) von Q. 

(3) 

Dann gilt der Satz: 

2. Die Gruppe Q/Q1 ist ein Normalteiler der Gruppe 
P/Q11 und der Index von QjQ1 in bezug auf PjQ1 

ist gleich dem Index von Q in bezug auf P. In 
Zeichen: 

Um seine Richtigkeit einzusehen, braucht man nur die 
Bildungsweise der einzelnen Gruppen genauer zu betrachten. 

Man zerlegt Q in die Nebengruppen zu Q11 d. h. man setzt, 
wenn b1., b2, ••• b.1 passend bestimmte Elemente in Q sind und 
v1 = ( Q, Q1) der Index von Q1 in bezug auf Q ist, 

(4) Q = Q1b1 + Qlb2 + ... Qlb•t• 
Die Elemente der Gruppe Q/ Q1 sind: 

(5) Ql b1,. Ql b2, ... Q1 b.t. 
Wenn wir P in die Nebengruppen zu Q1 zerlegen, so kommen 

darunter sicher die Elemente (5) vor, und folglich ist Q; Q1 ein 
Teiler von PjQ1• 

Es ist noch nachzuweisen, daß dieser Teiler ein Normal
teiler ist. 

Bezeichnen wir mit a irgend ein Element von P, so sind alle 
Elemente von Pj Q1 in der Form Q1 a enthalten, und Q1 a-1 ist 
zu Q1 a reziprok (§ 45, 6.). Wir haben also nur zu zeigen, daß, 
wenn b irgend ein Element in Q ist, jedes Element 

(6) Q1 a-1 Q1 b Q1 a 

in Q/Q1 , d. h. in der Form Q1 b enthalten ist. 
Weil aber Q1 Normalteiler von Q und von P ist, so ist 

b Q1 = Q1 b, a-1 Q1 = Q1 a-t, und daher: 

(7) Q1 a-1 Q1 b Q1 a = Q1 a-1ba, 

und weil a-1 b a zugleich mit b in Q vorkommt, so ist Q1 a-1 b a 
mit einem der Elemente (5) identisch. 

Bezeichnen wir die Grade von P, Q, Q1 mit n, q, q1, so sind 
die Grade von P 1Q, P;Q11 Q/Q1 : 

n 
(P, Q) = -, 

q 
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und der Index: 

( PtQ Q/Q) - .!!___ • .!L - n 
I 1! 1 - q1 • q1 - q(J', Q)' 

was die Formel (3) ist. 
Daneben besteht folgender Satz: 

3. Ist Q1 ein Normalteiler von P vom Grade q1 , und 
hat die Gruppe P(Q1 selbst einen Teiler M vom 
Grade m, so hat P einen Teiler Q vom Grade 
q = mqp Zugleich ist Q1 ein Normalteiler von Q, 
und es ist M = Q/Ql' Ist MN ormalteiler von PjQ11 

so ist auch Q Normalteiler von P. 

Es sei fL der Indflx von Q1 in bezug auf P, und P sei in die 
Nebengruppen zerlegt: 

(8) P = Q1e1 + Q1e2 + ... + Q1el", 

so daß e1, e2, ••• el" passend gewählte Elemente in P und 

(9) 

die Elemente von Pj Q1 sind. Wenn nun in der Gruppe Pj Q1 

ein Teiler M enthalten ist, so muß dieser aus einem Teile der 
Elemente (9) bestehen, etwa aus 

(10) Q1 b1, Q1 b2 • • • Q1 bm, 

und wenn dies System eine Gruppe bilden soll. so muß für irgend 
zwei Elemente b;, bk das Produkt 

(ll) Q1 b; Q1 bk = (J1 b;bk 

wieder in (10) enthalten, also etwa = Q1 bh sein. Wenn also das 
System b1, b2, ••• bm mit B bezeichnet wird, so läßt sich nach der 
Komposition der Teile die Relation (11) so schreiben: 

(12) Q1 B Q1B = Q1 B, 

und so besagt sie nach § 45, 1., daß die in 

(13) Q = Q1 B 

enthaltenen Elemente von P eine Gruppe bilden, die die Gruppe 
Q1 als Teiler enthält und selbst ein Teiler von P ist. Daß Q1 

Normalteiler von Q ist, folgt aus § 44, 3., weil Q1 als Normal
teiler von P vorausgesetzt ist, und aus der Darstellung (10) der 
Gruppe M ergibt sich, daß M = Qj Q1 ist. 

Es ist noch zu zeigen, daß, wenn M Normalteiler von P;Q1 

ist, auch Q Normalteiler von P ist. Dies folgt so: 
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Ist e irgend ein Element in P und Q1 hk ein Element in M, 
so folgt aus der Annahme, daß M Normalteiler von PjQ1 ist: 

Q1e-1 Q1bkQ1e = Q1bh, 
was wir auch nach der Komposition der Teile durch die Formel 

(14) Q1e_1Q1BQ1e = QlB 

ausdrücken können. Da nun Q1 Normalteiler von P ist, so kann 
Q1 mit jedem der anderen Faktoren vertauscht werden, so daß 
aus (14) folgt: 

oder 
(15) e-1 Qe = Q, 
wodurch ausgedrückt ist, daß Q Normalteiler von P ist. 

Aus dem Theorem 2 und 3 ergibt sich das Korollar: 

4. Ein Normalteiler Q von P ist dann und nur dann 
ein größter N ormalteiler, wenn die komplemen
täre Gruppe P!Q einfach ist. 

Denn wenn Q1 nicht größter Normalteiler von P ist, so gibt 
es einen Normalteiler Q über Q1 und nach 2. ist PjQ1 nicht 
einfach. Ist andererseits PjQ1 nicht einfach, so ist nach 3. Q1 

nicht größter Normalteiler. 
Wenn Q und Q' zwei Normalteiler von P sind, so ist auch 

das symbolische Produkt Q Q' ein Normalteiler. 
Denn es ist, weil Q ein Normalteiler ist, 

QQ' = Q'Q, 

und dies ist nach § 45, 7. das Kennzeichen, daß QQ' eine Gruppe 
ist. Daß es ein Normalteiler von P ist, ergibt sich dann nach 
§ 45, 3. aus 

QQ'B = QBQ' = BQQ', 

wenn B irgend ein Teil von P ist. 
Ist nun Q ein größter Normalteiler von P, und Q' ein 

nicht in Q enthaltener Normalteiler von P, so ist Q Q' ein 
Normalteiler von P, der sowohl Q als {1' in sich enthält und 
also von Q verschieden ist. Folglich ist, da es über Q keinen 
Normalteiler von P gibt, außer P selbst, 
(16) QQ' = P, 
und ebenso muß auch 
(17) Q'Q=P 
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sein. Diese Sätze gelten, wenn nur eine der beiden Gruppen 
Q, Q' größter Normalteiler von P ist. Wir nehmen jetzt an, daß 
sie beide diese Eigenschaft haben, und verstehen unter R den 
Durchschnitt von Q und Q'. Diese Gruppe R ist dann ein Normal
teiler von P sowohl als von Q und Q'. Denn ist a irgend ein 
Element in P, und c in Q sowohl als in Q' enthalten, so ist 
auch a-1 ca in Q und in Q', also auch in R enthalten. Also ist 
a-1Ra = R, und R ist Normalteiler von P und mithin Normal
teiler von Q und von Q'. Um Q in die Nebengruppen von R 
zu zerlegen, wählen wir ein passendes System von Elementen 
B = b11 b2 , b8, ••• in Q, so daß R b1, R b2, R b8, ••• alle voneinander 
verschieden werden, und setzen 
(18) <J =RB. 
Nun ist nach (17) Q' Q = P, also auch 
(19) P = Q'RB = Q'B. 

Die Nebengruppen 
(20) Q' bl' Q' b2, Q' bg, ... 
sind aber alle voneinander verschieden. Denn wäre etwa 

Q'b2 = Q'bu 
so wäre auch 

Q' b2 b-;1 = (/. 

Es wäre also b2 b-;1 sowohl in Q als in Q' und folglich auch in 
R enthalten. Dann aber wäre auch Rb2 = Rb11 was gegen die 
Voraussetzung ist. 

Hiernach können wir die Elemente _der zu R komplementären 
Gruppe in bezug auf Q und der zu Q' komplementären Gruppe 
in bezug auf P bilden. Wir erhalten diese beiden Gruppen: 

(21) 
Q R = Rb1 , Rb2, Rb3, ••• 

p! Q' = (J' bl' Q' b2, (J' bg, ... 

Daraus aber erkennt man leicht, daß diese Gruppen nicht 
nur von gleichem Grade sind, sondern daß sie isomorph sind· 
Denn es ist gleichzeitig 

und 
Rb1 Rb2 = Bb1 b2 

(/ bl Q' b2 = Q' bl b2. 

Ebenso kann man auch schließen, daß die beiden Gruppen 

Q';B, PjQ 
isomorph sind. 
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Die Gruppen P/Q und P!Q' sind aber, da Q, Q' größte 
Normalteiler sind, nach 4. einfach, und folglich sind auch die 
damit isomorphen Gruppen Q'/R und Q!R einfach, und folglich 
haben wir den Satz: 

5. Sind Q und Q' zwei verschiedene größte Normal
teiler von P, und ist R der Durchschnitt von Q 
und Q', so ist R größter Normalteiler sowohl von 
Q als von Q', und für die Indices gilt das Gesetz: 

(Q, R) = (P, Q'). 
Damit haben wir die Grundlage gewonnen, um sehr einfach 

den Satz von der Konstanz der Indexreihe nachzuweisen. 
Wir schreiben zur besseren Übersicht die verschiedenen in 

Vergleich zu ziehenden Kompositionsreihen so, daß wir den Index 
eines jeden Gliedes in bezug auf das vorangehende unter das 
Glied setzen; 

Danach mögen irgend zwei gegebene Kompositionsreihen von 
P mit den zugehörigen Indices folgende sein: 

(22) P, Q, Qt, Q2, Qa, ... 
v, v 11 v2, Va1 ••• 

(23) P, Q', ~, Q;, Q~, ... 

Es sei nun R der Durchschnitt von Q und Q', und 11 und lt' 
seien die Indices von R in bezug auf Q und Q'. Wegen des 
Isomorphismus der Gruppen P;Q und Q'!R ist dann p,' = v, 
und aus dem entsprechenden Grunde f.! = v'. Wir bilden eine 
Kompositionsreihe von R mit der zugehörigen Indexreihe 

(24) R, R1 , R2, Ra, ... 
/111 f.!2, fls, • · ·' 

und da nun R ein größter Normalteiler von Q und von Q' ist, 
so können wir daraus zwei neue Kompositionsreihen von P bilden, 
nämlich: 

f25) 

(26) 

P, (.J, B, R11 R2 , Ra, ... 
1', v', !lll !12· ,us, • • 

P, Q', R, R 1, R2 , R3, ••• 

t/, v~ 1-tt, ft2, fts, · · •· 

Die beiden Kompositionsreihen (25) und (26) von P haben also 
dieselbe Indexreihe. 
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Nehmen wir jetzt an, der zu beweisende Satz sei bereits als 
richtig erwiesen für Gruppen, deren Grad bei der Zerlegung in 
Primfaktoren einen Primfaktor weniger enthält als n (wenn n den 
Grad von P bedeutet), so folgt, daß alle Indexreihen von Q, dessen 
Grad ja ein echter Teiler von n und also weniger Primfaktoren 
als n enthält, miteinander übereinstimmen, daß also die Reihen 

VI! /-bi! /121 !J SI • ' • 
vt, v2, Vs, ''" •.. , 

von der Anordnung abgesehen, übereinstimmen. Ebenso stimmen 
die Indexreihen von Q' 

v, llH /12• lls · · · 
vi, v2, vß, v~ ... 

überein. Also stimmen auch die beiden Indexreihen von P 

v', v~, v2, v~, v~ ... 

miteinander überein, da die erste mit v, v', llll./12, !ls ... , die 
zweite mit v', v, p,1 , fti, t-ts ... übereinstimmt. 

Für Gruppen, deren Grad eine Primzahl ist, die nur den 
einen Normalteiler 1 haben, ist aber der Satz evident, und also 
ist er durch vollständige Induktion allgemein bewiesen. 

Wenn in zwei Kompositionsreihen von P, die wir mit ihren 
Indexreihen jetzt so darstellen wollen: . 

(27) P, Pl! P 2, P3, ••• Pf'-1• 1 
. . 

JH J2, Js, • · • Jf'-1, J". 

(28) 1!, P~, P2, P;, ... P~-1, 1 

j~, j~, j;, •.. J~-1. }~, 

ein gemeinschaftliches Glied Pr= P; vorkommt, so. gilt der 
~atz von der Konstanz der Indexreihen auch für die Gruppe 
Pr = P;, und daraus folgt zunächst, daß r = s sein muß, und 
daß die Indexreihen jr+t; jr+ 2 ••• jf' und j;+ 11 j;+2 ... j~, von 
der Ordnung abgesehen, übereinstimmen. Folglich müssen auch 
die vorangehenden Teile der Indexreihen 

il! i2, ... jr und j{, j~, ... j; 
übereinstimmen. 

§ 48. 

Permutationsgruppen. 
Von besonderer Bedeutung für die Algebra sind die Permu

tationsgruppen. Aus diesen hat sich der Begriff der Gruppen 
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zuerst entwickelt, und auf sie lassen sich alle endlichen Gruppen 
zurückfuhren. 

Es sei 
(1) P =- a1 , a2, 0 0. a,. 
eine Gruppe vom Grade n mit beliebigen Elementen und einem 
Kompositionsgesetz. Greifen wir aus P irgend ein Element b 
heraus, so ist der Komplex Pb mit P völlig identisch. Es können 
sich also die beiden Reihen 

A =-= a1 , a2 , a3, 0 0 0' an 
Ah o·-= a1 b, a2 b, a3 b, 0 0 0' anb 

(2) 

nur durch die. Anordnung voneinander unterscheiden und sie 
müssen sich auch so unterscheiden, wenn b nicht das Einheits
element ist. 

Der Übergang von der Anordnung A zu der Anordnung Ab 
heißt eine Permutation der n Ziffern 

(3) 1, 2, 3, .. 0 n, 

und jedem Element b von P entspricht eine solche Permutation, 
die wir mit 1t11 bezeichnen·wolleno Zwei verschiedenen Elementen b, c 
entsprechen zwei verschiedene Permutationen nb, 1tc und dem 
Einheitselement in P entspricht die identische Permutation ""ll 
die nichts in der Anordnung A ändert. 

Wenn wir unter den n die Kompositionsregel festsetzen, die 
in der Formel 
(4) 

ausgedrückt ist, so sind die Permutationen n zu emer mit P 
isomorphen Gruppe Il vereinigt. 

~ach ( 4) ist 
(5) 
und folglich ist 

(6) 

~fan bezeichnet die Permutation nb zweckmäßig nach (2) 
durch 
(7) nb = (A, Ab). 

Es ist aber auch, wenn c irgend ein Element in P ist: 
(8) n1, ::-:: (Ac, Acb), 
denn wenn man in (2) die n übereinanderstehendenPaare irgend
wie permutiert, also A durch Ac ersetzt, so ist der Übergang 
von A zu Ab nichts anderes als der Übergang von Ac zu Acbo 
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Demnach drÜckt sich die Kompositionsregel ( 4) auch in der 
Formel aus: 
(9) (A, Ab) (Ab, Ac) = (A, Ac). 

Die zu n:b entgegengesetzte Permutation n:b-1 hat dann die 
Bezeichnung 
(10) nb-1 = (Ab, A) 
und (A, A) = n 1 ist die identische Permutation. 

Ausführlicher bezeichnet man die Permutation nb auch so: 

(11) ( a1, a2, a8 , ••• a,. \ 
a1 b, a2 h, a3 b, ... a" b J • 

Da a, b unter den Elementen a enthalten ist, so kann man 
es mit ab. bezeichnen und, indem man in der Bezeichnung ( 11) 
nur die Indices setzt, dafür schreiben: 

(12) ( 1, :l, 3, ... n ) 
bl, b2, ba, ... bn ' 

was gleichbedeutend ist mit 

(13) ( a11 a2, a 3, •.• a,. ) 
ab11 ab2, ab31 • • • abn 

Hier läßt sich 
leicht ausführen. 

die Zusammensetzung nach der Formel (9) 

So ist z. B.: 

G: ~: D G: ~: D - G: ~: ~) G: ~: ~) 
-. G: ~: ~) = :lt'l. 

Wenn durch n:b einige Ziffern ungeändert bleiben, so werden 
diese in der Bezeichnung (12) bisweilen unterdrückt. Es ist 
also z. B. 

( 1, 2, 3, 4, 5) ::-:: (1, 2, 3). 
2, 3, I I 4, 5 2, 3, 1 

Die Gesamtzahl aller möglichen Permutationen von n Ziffern 
beträgt bekanntlich: 

1.2.3 ... n=n! 
und diese bilden, nach unsPrer Kompositionsregel behandelt, eine 
Gruppe des Grades n !. Wir nennen sie, vorläufig nur um einen 
Namen dafür zu haben, die symmetrische Gruppe der n Ele
mente. Der Name bezieht sich auf ihre Anwendung in der Algebra, 
die wir später kennen lernen werden. 
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Jede andere Permutationsgruppe der n Ziffern ist ein Teiler 
dieser Gruppe und folglich ihr Grad ein Teiler von n! 

Es ist eine fundamentale Aufgabe der Algebra, die freilich 
noch lange nicht gelöst ist, alle möglichen Gruppen der Per
mutationen, d. h. alle Teiler der symmetrischen Gruppe zu finden. 

Nach diesen Ausführungen ist die Theorie der endlichen 
Gruppen wesentlich identisch mit der Theorie der Permutations
gruppen. 

§ 49. 

Zerlegung von Permutationen in Transpositionen 
und in Zyklen. 

Die Vertauschung zweier Ziffern in einer Anordnung heißt 
eine Transposition. Sie wäre nach § 48 zu bezeichnen durch 

(1, 2) 
2, 1 ' 

wofür man einfacher (1, 2) schreibt. Wiederholt man dieselbe 
Transformation, so gelangt man zur Identität. Daher ist eine 
Transposition sich selbst entgegengesetzt. 

Ist nun 

( 1, 2, ... , n ) n-
a1, a2, ••• , an/ 

eine beliebige Permutation von n Ziffern, so ist, wenn man n 
mit (n·, an) komponiert, 

n (n, ctn) = n' 

eine Permutation, die n ungeändert läßt, die also durch 

( 1, 2, ... n - 1) 
a1, U2r • • • Un-1 

dargestellt werden kann und also eine Permutation von höchstens 
n - 1 Ziffern ist. Da nun auch 

1C = n' (n, an) 

ist, so folgt hieraus durch vollständige Induktion: 

1. Man kann jede Permutation (und zwar auf unend
lich viele verschiedene Arten) in Transpositionen 
zerlegen. 

Und daraus folgt weiter: 
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2. Wenn eine Permutationsgruppe von n Ziffern alle 
Transpositionen mit einer festen Ziffer, z. B.: 

(I, 2), (1, 3', ... (I, n) 

enthält, so ist sie mit der symmetrischen Gruppe 
identisch. 

Denn eine solche Gruppe enthält, wie man aus. der Zusammen
setzung 

(2, 3) = (1, 2) (I, 3) (I, 2) 

erkennt, auch alle anderen Transpositionen, und riach 1. lassen 
sich daraus alle Permutationen der symmetrischen Gruppe zu
sammensetzen. 

Eine Permutation tc heißt zyklisch, wenn sich die Ziffern 
so in eine Reihe ordnen lassen, daß durch tc jede Ziffer in die 
folgende und die letzte wieder in die erste übergeht, also z. B. 

( 1, 2, ... n-l, n)· 
2, 3, ... n, 1 ' 

solche zyklische Permutationen bezeichnet man einfacher, indem 
man die Ziffern des Zyklus nebeneinander setzt, durch. 

(1, 2, 3, ... n). 

Dabei ist es gleichgültig, mit welcher Ziffer man anfängt; 
man könnte also auch 

(2, 3, ... n, I) 

dafür setzen. Die Transpositionen sind nichts weiter als zwei
gliedrige Zyklen. 

(I) 

Es gilt nun der folgende ·Satz: 

3. Jede Permutation tc läßt sich, und zwar nur auf 
eine Weise, in eine Reihe von zyklischen Per
mutationen zerlegen, so daß keine zwei dieser 
Zyklen eine Ziffer gemeinschaftlich haben. 

Ist nämlich 

( 1, 2, ... n) 
tc= ' au a2, ••• an 

so fange man mit 
setze die Reihe 

einer beliebigen Ziffer, etwa mit I an, und 

(2) I, a1 = b, ab = c ... 

so lange fort, bis man auf eine Ziffer zum zweiten Male stößt. 
Die zuerst wiederkehrende Ziffer muß 1 sein, da zu jeder Ziffer 
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die in der Reihe (2) vorangehende durch (1) eindeutig bestimmt 
ist. Dann bilden die Ziffern 

(3) (1, b, c ... ) 

einen ersten Zyklus. Sind dadurch noch nicht alle n Ziffern 
von (1) erschöpft, so greift man aus den übrigen eine heraus 
und verfährt ebenso, bis alle n Ziffern von (1) in den Zyklen 
untergebracht sind. Da in jedem solchen Zyklus zu jeder Ziffer 
die vorangehende sowohl als die nachfolgende durch (1) völlig 
bestimmt ist, so sind auch die Zyklen selbst eindeutig bestimmt. 
Bei der Bezeichnung von n durch die Zyklen können aber nicht 
nur die verschiedenen Zyklen beliebig angeordnet werden, sondern 
man kann auch in jedem Zyklus m1t einer beliebigen seiner 
Ziffern anfangen. Eine Ziffer, die nicht geändert wird, bildet für 
sich einen eingliedrigen Zyklus. 

Wir wählen ein ganz beliebiges Beispiel, wodurch das Ver
fahren sofort klar wird : 

- = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) = (1, 'l, ) '" 3 6 7 1 ~ 8 2 V 7, 8, 2, 6, 5, 4 
, , l , 4, D, , 

I = (1' 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) = (S 4 5 7l 6) (1, 2) (3) 
n 2, 1, 3, 5, 7, 8, 6, 4 ' ' ' 

_" = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) = (8, ) ( ) 
'" 2, 3 6, 5, 8, 1, 4, 7 7, 4, 5 1, 2, 3, 6 . 

Das Nebeneinandersetzen der Zyklen ist mit einer Kompo
sition in dem bisherigen Sinne gleichbedeutend, nur ist zu be
merken, daß Permutationen, die gar keine gemeinschaftliche 
Ziffer enthalten, bei der Komposition immer vertauscht werden 
können. 

Eingliedrige Zyklen, die nichts ändern, werden in der Be
zeichnung auch oft weggelassen. 

Da im allgemeinen, wenn n und x irgend zwei Permutationen 
von n Ziffern sind, x n von n x verschieden ist, so ist auch 

von x verschieden. Ist x in seine Zyklen zerlegt, so kann man 
x' nacli dem folgenden Satze sehr einfach aus x ableiten: 

4. Man erhält die Permutation n-1 xn dadurch, daß 
man in den Zyklen von x die Permutation n aus
führt. 
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Um diese Regel zu beweisen, sei, in Zyklen zerlegt, 

und es sei 
x = (a, (3, y ... ) (a', ß', y' ... ) ... 

( a, ß, y, . . . a', ß', r' .. ·) • 
:n: = ß I ß' I OCn, 1Tl y", ... a", "' 1'n 

Durch :n:-1 geht an in a über, durch x geht a in ß über 
und durch :n: wird ß in ßn übergeführt. Durch :n:- 1 x :n: geht also 
a,. in ß" über. Da dieselbe Betrachtung auf ß", Yn ... usf. an
wendbar ist, so folgt: 

n-1 x:n: = (a", ßn, 1'n ... ) (a~, ß'n, 1'~ • .. ) ... , 

und dies ist der Inhalt des Satzes 4. 
Man könnte ihn auch aus der folgenden Darstellung ab

lesen. Ist 

( 1, 2 .. ·) (ßll ß2 .. ·) 
:n: = all a2 • • · = af1t• a,j2 • • • 

( 1, 2 '") 
X= ß11 ß2•" ' 

dann ist 

(4) 1 (all a2 ···) (1, 2 ... \ (ß1, ß2 "') (a1, «2 ···) 
TC"' X 1t = 1, 2 "• (31, ß2 .. ,) 0Cf1tl 1Xf12 "· = 1Xf1tl 0Cß2 "" • 

Hieraus können wir einen ersten Teiler der symmetrischen 
Gruppe vom Index 2 ableiten. 

Bedeutet -r: eine Transposition und :n: eine beliebige Permu
tation, so ist in der zusammengesetzten Permutation -r: :n: die 
Anzahl der Zyklen um eins größer oder um eins kleiner als in :n:. 
Die beiden Ziffern, die durch -r: miteinander vertauscht werden, 
können entweder in demselben Zyklus von :n: vorkommen oder 
in zwei verschiedenen Zyklen. N ehrneu wir an, es sei ein in :n: 

vorkommender Zyklus y = (1, 2, ... a, a + 1, ... b) und es ent~ 
halte -r: zwei Ziffern, die in y vorkommen, etwa -r: = (1, a), 
dann ist 

-r:y = (1, a + 1, ... b) (2, 3, ... a), 
d. h. y wird durch Zusammensetzung mit -c in zwei Zyklen zer
legt, während die übrigen Zyklen durch r; nicht berührt werden. 

Wenn aber die beiden Ziffern von -r: in zwei verschiedenen 
Zyklen von :n: vorkommen, so mögen diese beiden Zyklen 

1' = (1, 2, 3, ... a), r' = (1', 2;, 3', ... a') 
sein und t' = (1, 1'). Es ist dann 

t'')'')'' = (1, 2', 3', ... a', 1', 2, 3, ... -a), 
Weber, Algebra. (Kl. Ausg.) 14 
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d. h. die beiden Zyklen y, y' wer~en durch -r: zu einem einzigen 
Zyklus vereinigt, während wieder die übrigen Zyklen ungeändert 
bleiben. 

Wenn wir also eine Permutation ::r von n Ziffern, die aus 
v Zyklen besteht (wobei die eingliedrigen Zyklen mitgezählt 
werden), durch p, Transpositionen dargestellt haben, so kann 
sie durch Zusammensetzung mit diesen Ii Transpositionen in um
gekehrter Reihenfolge in die identische Permutation verwandelt 
werden, die aus n eingliedrigen Zyklen besteht. Es sind daher 
im ganzen n - v Zyklen gewonnen, und da jeder Transposition 
ein gewonnener oder ein verlorener Zyklus entspricht, so muß 
p, == n - v (mod 2) sein, d. h. 1-' ist eine gerade oder eine un
gerade Zahl, je nachdem n- v gerade oder ungerade ist. Die 
letzte Zahl ist aber nur von der Permutation 'lr, nicht von der 
Art der Zerlegung in Transpositionen abhängig. Wir haben 
damit den :::)atz: 

5. Die Permutationen von n Ziffern zerfallen i.n 
zwei Arten, von denen die erste in eine gerade, 
die zweite in eine ungerade Anzahl von Trans
positionen zerlegbar ist. 

Jede dieser beiden Arten umfaßt gleich viele Permutationen, 
nämlich ~ n!; denn durch Hinzufügung einer festen Transposi
tion geht jede Permutation der ersten Art in eine der zweiten 
Art über und umgekehrt. 

Die Zusammensetzung zweier Permutationen von gleicher 
Art gibt stets eine Permutation der ersten Art, während eine 
Permutation erster und zweiter Art, zusammengesetzt, eine Per
mutation zweiter Art ergeben, wie aus der Zerlegung in Trans
positionen sofort zu ersehen ist. Daraus folgt: 

6. Die Permutationen der ersten Art bilden eine 
Gruppe, also einen Teiler der symmetrischen 
Gruppe vom Index 2; sie wird die alternierende 
Gruppe genannt. 

Die Permutationen der zweiten Art bilden die zugehörige 
Nebengruppe. 

Diese Gruppenzerlegung ist die Grundlage der Determi
nanten bild ung. 

Eine zyklische Permutation von n Gliedern läßt sich in n- 1 
Transpositionen zerlegen, wie man aus der Zusammensetzung 



§49. Transpositionen und Zyklen. 211 

(1, 2, 3 ... n) = (1, 2) (1, 3) ... (1, n) 

erkennt, und daraus folgt, daß eine zyklische Permutation zur 
ersten oder zur zweiten Art gehört, je nachdem die Anzahl der 
Ziffern eine ungerade oder eine gerade ist. 

Wie man jede Permutation aus Transpositionen zusammen
setzen kann, ebenso kann man jede Permutation der ersten Art 
aus dreigliedrigen Zyklen zusammensetzen. Es genügt, wenn 
dies für jedes Paar von Transpositionen bewiesen ist, da jede 
Permutation der ersten Art sich aus solchen Paaren komponieren 
läßt. Es ist aber 

(1, 2) (1, 3) = (1, 2, 3) 
(1, 4) (2, 3) = (1, 2, 3) (1, 2, 4), 

woraus die Richtigkeit der Behauptung zu ersehen ist, da die 
beiden Transpositionen eines Paares entweder eine oder keine 
Ziffer gemein haben. Also: 

7. Alle Permutationen der ersten Art lassen sich 
(auf unendlich viele Weisen) in zyklische Per
mutationen von drei Elementen zerlegen. 

Aus 7. folgt weiter: 
8. Eine Permutationsgruppe von n Ziffern, die alle 

dreigliedrigen zyklischen Permutationen mit zwei 
festen Ziffern enthält, muß die ganze alternie
rende Gruppe enthalten. 

Denn aus den Zyklen (1, 2, 3), (1, 2, 4) ... (1, 2, n) lassen 
sich alle dreigliedrigen Zyklen und also nach 7. alle Permu
tationen der ersten Art komponieren, wie man aus den Zusamm' n
setzungen 

ersieht. 

(2, 1, 3) = (1, 2, 3) (1, 2, 3), 
(1, 3, 4) = (1, 2, 3) (2, 1, 4) (2, 1, 3), 
(2, 4, 5) = (2, 1, 4) (1, 2, 5) (1, 2, 4), 
(3, 4, 5) = (2, 1, 3) (2, 4, 5) (1, 2, 3), 

9. Ist n größer als 4, so ist eine Permutationsgruppe 
von n Ziffern, die alle aus je zwei Transposi
tionen ohne gemeinsame Ziffer zusammengesetzten 
Permutationen (1, 2) (3, 4) enthält, durch die alter
nierende Gruppe teilbar. 

Denn es ist 
(1, 2, 3) =(I, 2) (4, 5) (4, 5) (1, 3) 

14* 
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und man kann also, wenn außer den vier Ziffern 1, 2, 3, 4 noch 
eine fünfte, 5, vorhanden ist, alle dreigliedrigen Zyklen aus Trans
positionspaaren von der Form (1, 2) ( 4, 5) zusammensetzen. 

Ist dagegen n = 4, so bilden die vier Permutationen 

1; (1, 2) (3, 4); (1, 3) .(2, 4); (1, 4) (2, 3) 
eine Gruppe, die kleiner ist als die alternierende Gruppe, weil in 
dieser außerdem noch die acht dreigliedrigen Zyklen vorkommen. 

§50. 

Transitive und primitive Permutationsgruppen. 

1 Zwei Elemente a11 a2 heißen durch die Permu
tationsgruppen verbunden (transitiv verbunden), 
wenn es in ll eine Permutation :rr gibt, durch die 
a1 in a2 übergeht. Wenn zwei Elemente mit einem 
dritten verbunden sind, so sind sie auch unter
einander verbunden. 

Ist a1 durch :rr mit a2 verbunden, so ist a2 durch :rr- 1 mit a1 

verbunden, und wenn a1 durch :rr2 mit a2 , durch n3 mit a3 ver
bunden ist, so ist a2 mit «3 durch :rr;;- 1 :rr3 verbunden. 

Die Gruppe der Permutationen der Elemente 

(1) 

heißt transitiv, wenn alle ihre Elemente miteinanner verbunden 
sind, im entgegengesetzten Falle intransitiv. 

Durch eine intransitive Gruppe wird das System P in mehrere 
Teilsysteme A, B, 0 ... zerlegt, so daß alle Elemente eines dieser 
Systeme untereinander verbunden sind, aber kein- Element des 
einen Systems mit einem des anderen. Diese Systeme heißen 
die Systeme der Intransitivität und die Elemente eines jeden 
Systems transitiv verbunden. 

Ei:ne Gruppe ist also transitiv, wenn sie Permutationen ent
hält, durch die ein beliebiges Element a1 in ein beliebiges 
anderes Element b1 übergeht. 

Gibt es Permutationen, durch die zwei b e 1 i e b i g e Elemente 
a11 a2 in zwei beliebige andere Elemente b1, b2 übergehen, so heißt die 
Gruppe zweifach transitiv und ebenso werden mehrfach 
t r ans i t i v e Gruppen definiert. Die symmetrische Gruppe ist 
hiernach nfach transitiv. 
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2. Eine transitive Gruppe n, die einen intransitiven 
Normalteiler Nhat, heißt im primitiv. Die Systeme 
der Intransitivität von N heißen die Systeme 
der Imprimitivität von n. 

Sind etwa 
(2) A = au a2, ••• ar 

die durch N mit a1 verbundenen Elemente und n eine Permu
tation, durch die a1 in ein nicht in A enthaltenes Element b1 

übergeht, so geht A durch n in ein System von Elementen 

(3) B = bu b2, ... br 

über, die alle durch n- 1 N n = N mit b1 verbunden sind, und 
folglich ist B entweder mit A identisch oder ganz davon ver
schieden und umfaßt a 11 e mit b1 verbundenen Elemente. Die 
Systeme der Intransitivität von N sind alle von gleichem Grad r, 
und r ist ein Teiler von n. 

Die identische Permutation bildet für sich eine Gruppe, und ist 
also ein intransitiver Normalteiler einer jeden anderen Gruppe. 
Hiernach könnte man jede Gruppe ll im primitiv nennen, wenn 
wir nicht noch die .Forderung zufügen würden: 

(4) r > 1. 

Sind jetzt 

(5) 

A = a1, a2, • • • ar 

B = b11 b2, • • • br 

S = s11 s2, • • • Sr 

die Systeme der Intransitivität von N, so werden durch N die A 
nur unter sich, die B nur unter sich, die S nur unter sich ver
tauscht. 

Weil II transitiv ist, so gibt e8 in li eine Permutation ß, 
durch die a1 in b1 übergeführt wird, und weil durch N die B 
verbunden sind, so wird a1 durch ß N in jede8 b übergeführt und 
durch N ß N jedes a in jedes b, also A in B, und es ist 

(6) II = N + ß N + r N + · · · 1J N. 

Wir können daher auch so definieren: 

3. Eine transitive Gruppe II heißt imprimitiv, 
wenn die Elemente vonPderart in gleich starke 
Systeme A, B, . .. S von mehr als einem Element 
zerlegt werden können, daß alle Permutationen 
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von II dieses System r:.icht auseinanderreißen, 
sondern nur die Systeme untereinander und 
die Elemente der Systeme untereinander per
mutieren. 

Die Permutationen von II, die die Systeme nicht, sondern nur 
deren Elemente permutieren, bilden die Gruppe N. 

Das folgende Beispiel zeigt, daß eine Gruppe auf mehrfache 
Weise imprimitiv sein kann. 

Es sei n = 6 und II die zyklische Gruppe, die aus folgenden 
in ihre Zyklen zerlegten Permutationen besteht: 

no = (1) 
Tll = (1, 2, 3, 4, 5, 6) 
n2 = (1, 3, 5) (2, 4, 6) 
ns = (1, 4) (2, 5) (3, 6) 
n4 = (1, 5, 3) (2, 6, 4) 
n" = (1, 6, 5, 4, 3, 2). 

Hier haben wir die Systeme der Imprimitivität: 

A = 1, 3, 5 

B = 2, 4, 6 
mit der Gruppe 

und 
A = 1, 4 

B = 2, 5 
() = 3, 6 

mit der Gruppe 
N= 1, xs. 

Wir beweisen noch die beiden folgenden Sätze: 

4. W e n n e i n e t r an s i t i v e P e r m u t a t i o n s g r u p p e v o n 
n Ziffern eine einzelne Transposition enthält, 
so ist sie entweder die symmetrische Gruppe, 
oder sie ist im primitiv. 

Die fragliche Gruppe n enthalte die Transposition (1, 2) und 
außerdem 
(7) (1, 3), (1, 4), ... (1, /1), 

aber keine andere Transposition mit der Ziffer 1. Ist p. = n, so 
ist II nach § 49, 2. die symmetrische Gruppe. Ist p. < n, so 
bilden die durch Zusammensetzung der Transpositionen (7) ab-
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geleiteten Permutationen der Ziffern 1, 2, 3, ... IL einen intransi
tiven Normalteiler von I1 und n ist also nach 2. imprimitiv, 
wie bewiesen werden sollte. 

Ebenso wird aut Grund von § 49, 8. bewiesen: 
5. Wenn eine transitive Permutationsgruppe einen 

dreigliedrigen Zyklus enthält, so enthält sie die 
ganze alternierende Gruppe oder ist imprimitiv. 

*51. 

Einfachhert der alternierenden Gruppe. 

Wir gehen nun zur Betrachtung einzelner Gruppen über und 
beginnen mit der alternierenden Gruppe A. Diese ist ein 
Normalteiler der symmetrischen Gruppe f:J. Denn sind n, x irgend 
zwei Permutationen aus S, so gehört :n:- 1 x :n: zu derselben Art 
wie x, also wenn x zu A gehört, ebenfalls zu A. 

Es gilt aber der wichtige Satz, den wir nun zu beweisen 
haben: 

Wenn n > 4 ist, so hat die alternierende Gruppe A 
außer sich selbst und der Einheit keinen Normal
teiler, ist also nach der Bezeichnung in § 47 ein
fach. 

Der Beweis wird so geführt: 
:Sei A die alternierende Gruppe der Permutationen von n 

Ziffern 1, 2, 3, ... n und Q ein normaler Teiler von A. Wir 
haben im § 49, 7. und 4. gesehen, daß sich alle Permutationen 
von A aus dreigliedrigen Zyklen zusammensetzen lassen, und daß 
man, wenn x und :n: irgend welche Permutationen sind, die trans
formierte Permutation zu x, :n:- 1 x:n: erhält, wenn man in den 
Zyklen von " die Vertauschungen :n: vornimmt. Ist nun " ein 
dreigliedriger Zyklus, etwa (1, 2, 3), so kann man :n; aus A so 
wählen, daß :n;- 1 x :n; jeden beliebigen dreigliedrigen Zyklus der 
n Ziffern darstellt; denn man kann in 

( 1, 2, 3, .. 1! ) 

:n; =- rt1, a2, ag, ... (/n 

die drei ersten Ziffern a1 , a2 , a:1 beliebig wählen, und, wenn es 
nötig ist, damit :n; zu A gehöre, noch a1 und a2 vertauschen. Da
durch geht aus x einer der beiden Zyklen (a11 a2, a3), (a2, a1, a8) 

hervor, von denen jeder die zweite Potenz des anderen ist. Wenn 
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nun Q ein Xormalteiler von A ist, und " eine Permutation aus Q, 
so ist :n:- 1 ":n; auch in Q enthalten, wenn :n; in A enthalten ist, 
und daraus folgt, daß, wenn in Q ein dreigliedriger Zyklus vor
kommt, Q mit A identisch ist. 

Unser Beweis beruht nun darauf, daß, wenn " irgend eme 
Permutation in Q ist, auch :n:-1x:n: und folglich auch 
(1) A. = x-1:n:-1x:n: 

in Q vorkommen muß, und es ist dann zu zeigen, daß man, 
wenn " irgend eine nicht identische Permutation ist, :n; immer so 
aus A wählen kann, daß die Permutation A. ein dreigliedriger 
Zyklus und folglich Q mit A identisch wird. 

Wir nehmen zu diesem Zwecke sowohl " als :n: in ihre Zyklen 
zerlegt an und bemerken, daß man bei der Bildung von A. solche 
Zyklen von " gar nicht zu berücksichtigen braucht, deren Ziffern 
durch :n; ungeändert bleiben, weil sie sich in x-1 und " gegen
seitig aufheben. Wir müssen nun die verschiedenen möglichen 
Formen von " einzeln betrachten. 

1. Es enthalte " einen Zyklus von mehr als drei Ziffern, etwa 
(1, 2, 3, ... m), wir nehmen :n; = (1, 2, 3), :n:-1 = (1, 3, 2) 
an und erhalten, indem wir x-I:n;-1x zuerst (nach §49, 4.) 
bilden, 

A. = x-1:n;-1x:n: = (2, 4, 3) (1, 2, 3J = (1, 2, 4). 
In Q kommt also ein dreigliedriger Zyklus vor. 
2. Es enthalte x zwei dreigliedrige Zyklen ( 1, 2, 3) ( 4, 5, 6). 

\Yir nehmen :n; = (1, 3, 4) an und erhalten 
A. = (2, 5, 1) (1, 3, 4) = (1, 2, 5, 3, 4). 

Diese Permutation A., die in Q enthalten ist, fällt aber unter 
den Fall 1. 

3. Es enthalte " einen dreigliedrigen und einen zweigliedrigen 
Zyklus (1, 2, 3) ( 4, 5 ). (Daß in x, wenn es zu A gehört, 
noch ein zweiter Zyklus von gerader Gliederzahl vor
kommen muß, ist hier gleichgültig.) Für :n; = (1, 2, 4) 
ergibt sich 

A. = (2, 5, 3) (1, 2, 4) = (1, 2, 5, 3, 4), 
was wieder unter den Fall 1 fällt. 

4. Es enthalte " drei Transpositionen (1, 2) (3, 4) (5, 6) . 
.Für :n: = (1, 3, 5) folgt 

A. = (2, 6, 4) (1, 3, 5), 
was unter den Fall 2 fällt. 
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5. Es enthalte " zwei Transpositionen und ein unverändertes 
Element (1, 2) (3, 4) (5). Man setzt tt = (1, 2, 5) und 
erhält 

l = (1, 2, 5) (1, 2, 5) = (1, 5, 2). 

Damit sind alle Fälle erschöpft, wenn n > 4 ist. Für n = 4 
bleibt der eine Fall noch übrig, daß " aus zwei Transpositionen 
besteht. 

6. In dem Falle 11 = 4 bilden in der Tat die vier Permu
tationen 

1; (1, 2) (3, 4); (1, 3) (2, 4); (1, 4) (2, 3) 
einen :Xormalteiler von .A; denn ist " eines dieser drei 
Paare von Transpositionen, so ist tr- 1 xtt immer wieder 
eines dieser Paare. 

Es folgt aus diesem Satze weiter, daß die symmetrische 
Gruppe außer im Falle 6. keine anderen normalen Teiler hat als 
sich selbst, die alternierende Gruppe und die Einheitsgruppe. 
Denn ist S die symmetrisehe, A die alternierende Gruppe, und Q 
ein normaler Teiler von S, so ist der größte gemeinschaftliche 
Teiler Q' von A und Q ein normaler Teiler von A, ist also 
gleich A oder gleich 1. Denn ist x' ein Element in Q', also auch 
in .A, tt ein beliebiges Element in S, so ist tr- 1 x1tr zunächst in 
Q enthalten, weil Q Normalteiler von S ist. Es ist aber zugleich 
tr- 1 x' tt in A, also auch in Q' enthalten. 

Ist Q' gleich A, so ist Q entweder auch gleich A oder 
gleich S. Ist Q' aber = 1, so enthält Q außer der Einheit keine 
Permutation der ersten Art. Sind also " und J. zwei verschiedene 
und von der Einheit verschiedene Permutationen von Q, so müssen 
x2 und " l als von der ersten Art = 1 sein, d. h. ). muß = " 
sein. Es kann also Q höchstens eine von der identischen ver
schiedene Permutation x enthalten. Da aber Q ein Normalteiler 
von S sein soll, so muß für jede Permutation tt aus der sym
metrischen Gruppe tr- 1 " 1r = x sein, d. h. " darf sich nicht 
ändern, wenn in seinen Zyklen irgend eine Permutation ausgeführt 
wird. Dies ist aber nur dann möglich, wenn überhaupt nur zwei 
Ziffern 1, 2 vorhanden sind und " = (1, 2) ist. Dann aber ist 
1, (1, 2) die ganze Gruppe S. 
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§ 52. 

Abelsche Gruppen. 

Man nennt solche Gruppen, in denen bei der Komposition 
das kommutative Gesetz gilt, kommutative oder Ab el sehe Gruppen. 
Bei diesen Gruppen herrschen viel einfachere Gesetze, als in den 
allgemeinen Gruppen, wie wir jetzt sehen werden. Es gelten für 
die Zusammensetzung der Elemente in diesen Gruppen dieselben 
Regeln, wie bei der Multiplikation von Zahlen, und wir nennen 
demnach die Komposita von Elementen einer solchen Gruppe, 
wie bei der Multiplikation, Produkte und Potenzen. 

Wir betrachten hier nur die endlichen Ab el sehen Gruppen. 
Aus der Definition der A bel sehen Gruppen folgt, daß das 

kommutative Gesetz auch bei der Komposition der Teile einer 
solchen Gruppe gilt. Jeder Teiler einer Abelschen Gruppe ist 
selbst eine Ab e Ische Gruppe, und ist zugleich Normalteiler, so 
daß wir bei diesen Gruppen den Zusatz "Normal" weglassen 
können. 

Eine Gruppe, die nur aus den Wiederholungen eines Ele
mentes besteht, wie 

1, A, A 2 ••• Aa-r, 

heißt eine zyklische Gruppe. Wenn a die kleinste positive Zahl 
ist, für die Aa = 1 ist, also a der Grad der Gruppe, so heißt a 
auch der Grad des Elementes A. Ist m irgend ein Exponent, 
für den Am = 1 ist, so ist m ein Vielfaches von a. Denn ist m 
nicht durch a teilbar, so hat m bei der Division durch a einen 
Hest a' < a und es ist Am = Aa' = 1. Es muß also a' = 0, 
d. h. m durch a teilbar sein. Das Element 1 hat den Grad 1. 
Alle zyklischen Gruppen sind kommutativ. 

Es gilt nun für jede endliche A belsehe Gruppe S der 
.Fundamentalsatz, daß sich immer ein System von Elementen A, 
B, C ... von den Graden a, b, c ... so auswählen läßt, daß sich 
in der Form 

e = A"B~cr ... 

jedes Element @ von S, und jedes nur einmal, darstellen läßt, 
wenn OG ein volles Hastsystem nach dem ~Iodul a, ß ein volles 
Hastsystem nach dem Modul b, r ein volles Hestsystem nach dem 
:Modul c usw. durchläuft. 
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Ein System von Elementen, das zu einer solchen Darstellung 
geeignet ist, heißt eine Basis der Gruppe, und wir können 
den zu beweisenden 8atz demnach so aussprechen: 

I. Jede Abelsche Gruppe läßt sich durch eine Basis 
darstellen. 

Der Beweis des Satzes gründet sich auf folgende Heihe von 
Schlüssen: 

1. Ist n der Grad der Gruppe S, sind A1 , A 2 ••• An 
ihre Elemente und a1 , a2 •••• an deren Grade; durch
laufen ferner o.:u Y.2, ••• tx 11 volle Restsysteme nach 
den ~Ioduln a11 a2, ••• a11 , so wird in der :Form 

(1) c-J = A~1 A~2 ... A~n 
jedes Element von S und jedes gleich oft dar
gestellt. 

Daß man jedes Element in der Form (1) überhaupt erhält, 
sieht man unmittelbar; denn man erhält z. B. A1 , wenn man 
0.:1 =-:-: 1, 0.:2 = o, ... O.:n = 0 setzt. 

Es ist noch zu beweisen, dal.l man jedes Element gleich oft 
erhält. 

Wenn aber 
(2) 

eine Darstellung des Elementes 1 ist, so ändert sich @ nicht, 
wenn man all o.:2, •.. O.:n in (1) durch o.:1 + h1, o.:2 + h2, ••• IXn + hn 
ersetzt. Es wird also jedes Element @ durch ( 1) mindestens so 
oft dargestellt, als das Element 1 durch (2). 

Geben andererseits die beiden Exponentenreihen o.:1, tx2, •.. txn 

und o.:~, o.:~ •.. o.:~ zwei Darstellungen des Elementes ®, so hat man 

(3) 

also eine Darstellung des Elementes 1. Also können w1r nach 
(2) setzen: 

0.:~ = 0.:1 + /il! a~ =- 0.:2 ~- 112 ... o.:;, == IXn _L_ hn• 

Es kann folglich auch nicht mehr verschiedene Darstellungen 
des Elementes @ geben, als die Anzahl der Darstellungen des 
Elementes 1 beträgt. Wir bezeichnen die Anzahl dieser Dar
stellungen mit h. Im ganzen ist aber die Anzahl der ver
schiedenen möglichen Bestimmungen der o.: in (1) gleich dem 
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Produkte a1 a2 ••• an, und da n die Anzahl der Elemente von S 
ist, so folgt 
(4) nh = a1 a2 ••• an. 

Aus der Formel (4) ergibt sich der Satz: 

2. Wenn r eine im Grade n der Gruppe aufgehende 
J>rimzahl ist, so gibt es in S ein Element vom 
Grade r. 

Denn aus ( 4) sieht man zunächst, daß einer der Grade 
a1, a2 ••• an durch r teilbar ist. Ist also etwa a1 = rk, so ist 
A~ ein Element vom Grade r. 

3. Sind A, B, ... irgend welche Elemente in S von 
den Graden a, b, ... , so ist auch AB ... ein Ele
ment in f:J, und der Grad dieses Produktes ist ein 
Teiler des kleinsten gemeinschaftlichen Viel-
fachen m von a, b, ... 

Denn es ist 
(AB .. . )m ~ Am Bm ... = 1, 

und folglich m ein Vielfaches des Grades von AB ... 
4. ist der Grad n der Gruppe S in zwei Faktoren 

n =ab zerlegt, so daß a und b relativ prim sind, 
so gibt es in S genau a Elemente A, deren Grad 
ein Teiler von a ist, und b Elemente B, deren 
Grad ein 'feiler von b ist, und in der Form 

(5) (.<J =AB 
sind sämtliche Elemente von S und jedes nur 
einmal enthalten. 

Vm die Richtigkeit dieses Satzes einzusehen, stellen wir 
folgende Uberlegw.ng an. Der Inbegriff 111 der Elemente A, deren 
Grad ein Teiler von a ist, ist eine in S enthaltene Gruppe; 
denn sind A, A' zwei solche Elemente, so ist nach 3. der Grad 
von A A' ein Teiler von a, und A A' ist also auch in 111 ent
halten. 

Ebenso ist der Inbegriff ~ der Elemente B, deren Grad ein 
Teiler von b ist, eine Gruppe. Das Element 1 kommt sowohl 
in ~ als in ~ vor, sonst enthalten beide kein gemeinschaftliches 
Element. 

Der Grad a' von ~{ ist relativ prim zu b. Denn ist r eine 
in a' aufgehende Primzahl, so gibt es nach 2. in ~ ein Element 
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vom Grade r. Da aber der Grad jedes Elementes von m. ein 
Teiler von a ist, so ist auch r ein Teiler von a und nicht von b. 

Ebenso beweist man, daß der Grad b' von ?B relativ prim 
zu a ist. 

Nun bestimme man zwei ganze Zahlen x und y aus der 
diophantischen Gleichung 
(6) ax+vy=l 
und nehme irgend ein Element f!-J von S. Dann ist 
(7) @ = &Jax &Jby 1 

und nun ist, wegen ab = n 
(&JbY)a = I, (®axY' = 1, 

also (ii)by in m und &Jaz in m enthalten. 
Also folgt aus (7): 

(8) ®=-=AB. 
Demnach ist jedes Element @ in der Form AB enthalten. 

Eine solche Darstellung ist aber auch nur auf eine Art möglich. 
Denn sind A', B' zwei Elemente aus ~( und ?B, und ist 

AB= A'B', 
so folgt, wenn man in die Potenz b y = 1 - ax erhebt, A = A' 
und folglich auch B = B'. Die Anzahl der verschiedenen Pro
dukte der Form AB ist aber = a' b', und daher hat man 

n =ab= a'b', 
und da a relativ prim zu b' und b relativ prim zu a' ist: 

a' = a, b' = b. 
Damit ist der Satz 4 in allen seinen Teilen bewiesen. 

Wenn nun die beiden Gruppen m, m durch Basen dargestellt 
sind, so folgt aus der .Formel (8), daß auch S durch eine Basis 
dargestellt ist, und die Basis von S enthält die Elemente der 
Basen von m und ?B und keine anderen. 

Wenn a und b weiter in Faktoren zerlegbar sind, die zu
einander relativ prim sind, so können wir mit den Gruppen m 
und m wieder ebenso verfahren, und wir kommen also zu dem 
Resultate, daß unser Theorem I. allgemein bewiesen ist, wenn wir 
es noch für Gruppen nachweisen können, deren Grad eine Potenz 
einer Primzahl ist. 

Es sei also jetzt der Grad n der Gruppe S eine Potenz einer 
Primzahl p 
(9) n = pk. 
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Die Grade aller Elemente von S, die ja Divisoren von n 
sind, müssen dann gleichfalls Potenzen von p sein. Es ist nach
zuweisen, daß eine solche Gruppe durch eine Basis darstellbar ist. 

Man wähle in S ein Elerr.ent A von möglichst hohem 
Grade a. Dann ist n eine Potenz von p und die Grade aller 
anderen Elemente sind Teiler von a, so daß für jedes Element 
e von s 
(10) @« = 1 

ist. Die Elemente 
(11) 1, A, A_2, ... A_a-1 

sind alle voneinander verschieden, und ihre Gesamtheit ist ein 
Teiler von S. Ist damit die Gruppe S erschöpft, ist also jedes 
Element von der Form A", so ist S durch eine eingliedrige Basis 
dargestellt. Wenn aber S mit (11) noch nicht erschöpft ist, so 
wird es doch für jedes Element e von S einen gewissen Expo
nenten h geben, so daß @h in der Reihe (11) enthalten ist. Gewiß 
wird das eintreten, wenn h der Grad von &J, also @h = 1 ist. 
t:nter diesen Zahlen h wird eine die kleinste positive sein, die 
wir mit b bezeichnen wollen. Es gibt also für jedes Element ® 
eine gewisse kleinste positive Zal:.l b, so daß 
(12) (ji)b = A_l 

in der Heihe (11) enthalten ist. 
Diese Zahl b ist ein Teiler von a, also auch eine Potenz 

von p und zugleich ein Teiler von A.. Denn setzen wir a = q b + b', 
wo 0 < l/ < b ist, so folgt aus (10) und (12) 

(ji)a ::--: A_lq @Ii = 1, 

oder @b' = A-lq, und wenn also b' nicht Null ist, so gibt es 
gegen die Voraussetzung eine noch kleinere Zahl als b, nämlich 
b', die der Forderung ( 12) genügt. 

Aus (12) folgt ferner 
i. a 

1 = @a = A_b; 

also muß la: b em Vielfaches von a und 
faches von b sein. Wenn wir daher 

(13) 

folglich l em Viel-

setzen, so ist Bb = 1, und zugleich ist ßb die niedrigste Potenz 
von B, die einer Potenz von A gleich wird, weil, wenn Bb' eine 
Potenz von A ist, dasselbe nach (13) auch von @b' gilt. Wir 
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nehmen das Element ® so gewählt an,. daß b so groß als möglich 
wird. Dann ist auch für jedes andere Element ®1 amr S immer 
e~ eine Potenz von A, deren Exponent durch b teilbar ist. 

Ist nun 
a ::-::: 0, 1, 2, ... a - 1 
ß :::-:-:: 0, I, 2, ... b - 1, 

so sind die Elemente 
(14) A" B 1 

in der Anzahl ab alle voneinander verschieden. Sie bilden einen 
in S enthaltenen Teiler S', der durch die Basis A, B dargestellt 
ist. Ist S' mit S identisch, so sind wir am Ziele. 

Ist aber S durch (14) noch nicht erschöpft, so fahren wir 
in derselben Weise fort. 

Wir wollen durch Anwendung der vollständigen Induktion 
gleich allgemein schließen. 

Es sei ein Teiler 8,_ 1 von S ermittelt, der durch eine Basis 
in der Form dargestellt ist: 

(1 r.) S' - ,1"' 4"2 4"• 1 
V l -1 - - ...t 1 ...t :..: • • 0 ~ ) -'} ' 

von dem wir folgende Voraussetzungen machen: 
1. Die Grade von A1, A 2, ••• A,_t seien lt1, a2, ••• a,_ 1, und 

es sei 
al > a2 > · · · > a,_t· 

2. Für jedes in S enthaltene Element e sei 

(16) l'"ln>-1 - All A~2 A '•-2 
\7 -- 111 112 .•• 11•-2 l 

d. h. in S, _ 2 enthalten, und die Exponenten llu il2 ••• ll, _ 2 seien 
durch a, _ 1 teilbar. 

Die oben abgeleitete Gruppe S' genügt diesen Forderungen, 
wenn v = 3 und a,_1 = b gesetzt wird, und es ist nun zu zeigen, 
wie man, wenn 8,_ 1 noch nicht die ganze Gruppe S erschöpft, 
daraus eine ebensolche umfassendere Gruppe S. ableiten kann. 

Für jedes Element ® von S wird es einen gewissen niedrig
sten positiven Exponenten a, geben, für den ®a• in 8,_1 ent
halten ist, und dies a, ist wegen (16) gleich oder kleiner als a,_1, 

und ist außerdem eine Potenz von p, da es ein Teiler des Grades 
von ® sein muß. Wir wählen ® so, daß der Exponent a, so 
groß als möglich wird. Ist ®1 ein beliebiges anderes Element 
in S, und ®~ die niedrigste Potenz von ®1, die in 8,_ 1 enthalten 
ist, so ist auch h eine Potenz von p und gleich oder kleiner 
als a.. Es ist daher ®~ in 8, _ 1 enthalten. 
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Setzen w1r aber 

(17) ~'H'a• - 4'' A22 A ;, -1 
o::~l - • 1 2 • • • •-l ' 

so sind die sämtlichen Exponenten J.. durch a, teilbar. Denn 
weil a,_ 1 5 a, und beides Potenzen von p sind, ist a,_ 1, a, eine 
ganze Zahl, und wenn man (17) in die Potenz a,_ 1,·a. erhebt, 
so ergibt sich: 

l,a,_l ).2a>-1 .1>-1 "•-1 

e~·- 1 = A1--a, A~ ... A,.-1"• 

und nach der Voraussetzung 2 müssen die Exponenten von 
Au A 2, ••• A,_1 auf der rechten Seite dieser Formel durch a, _ 1 

teilbare ganze Zahlen sein. .Folglich sind ).1 , J.2, ••• ll,_1 durch 
a, teilbar. Wir-können also, indem wir zu dem oben betrachteten 
speziellen e zurückkehren und unter h1, h2 ••• h,_1 ganze Zahlen 
verstehen, 

setzen, und wenn wir dann 
A - 'H'A-htA-h2 A-h,_l 

• - \C.I 1 2 .. . •-1 

annehmen so ist 
(18). A~· = 1 

die niedrigste Potenz von A,, die in S, -1 enthalten ist (weil 
sonst auch noch eine niedrigere Potenz von e in S,_1 enthalten 
wäre). 

Dann ist 

(Hl) (.l,i = 0, 1, 2, ... a; - 1 

nur dann = I, wenn cx11 ct2, ••• ct, durch a1, a2, ••• a, teilbar und 
folglich = 0 sind, und demnach sind die in (19) dargestellten 
Elemente alle voneinander verschieden. Diese Elemente bilden 
aber eine Gruppe S, mit der Basis A1 , A 2, ••• A,, die der For
derung 1. genügt. 

Zugleich ist, wie die Formel (17) zeigt, wenn @1 ein be
liebiges Element in S ist, e~· in 8,_1 enthalten, und die Expo
nenten il1 , J.2, ••• ;.,_ 1 sind durch a, teilbar. Es ist daher auch 
die Forderung · 2 befriedigt. 

Damit ist also unser Satz I. bewiesen. Zugleich sehen wir 
aus dieser Ableitung, daß man für eine beliebige Abelsche 
Gruppe S die Elemente der Basis immer so annehmen 
kann, daß ihre Grade Primzahlpotenzen sind. 
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Der Beweis, den wir hier für die :\1öglichkeit der Darstellung 
einer Abelschen Gruppe durch eine Basis mitgeteilt haben, ent
hält zugleich einen Weg, eine solche Basis zu finden, und zwar 
eine, bei der die Grade der Basiselemente Primzahlpotenzen sind. 
Gleichwohl kann es vorkommen, daß eine und dieselbe Gruppe 
auf verschiedene Arten durch Baseu dargestellt werden kann. 

Betrachten wir z. B. zwei Elemente A, B, deren Grade a, b 
relativ prim sind, so wird durch diese als Elemente einer zwei
gliedrigen .Basis eine Gruppe 

u. = O, 1, 2, ... a - 1 
ß = o, 1, 2, ... b - 1 

dargestellt. Dieselbe Gruppe kann aber auch durch die ein
gliedrige Basis AB dargestellt werden in der Form 

(AB)• s = 0, 1, 2, ... ab- 1. 

Denn sind u. und ß beliebig gegeben, so kann man s nach 
dem Modul ab so bestimmen, daß 

s == u. (mod a), s _ ß (mod b), 

wodurch Aa Bfl und (AB)" identisch werden. Trotzdem ist in ge
wissem Smne die Konstitution der Basis durch die Natur der 
Gruppen völlig bestimmt, wie folgender 8atz besagt: 

ll. Sind 

mit den Graden 

und 

mit den Graden 
bl, b2, ... b,u 

zwei Basen einer A helsehen Gruppe S vom Grade n, 
ist p eine in n aufgehende Primzahl und 

a1 = p1 a~, a2 = p 2 a~, ... a. = p.a~, 
bl = p~ b~, b2 = p~b~, ... bp. = p~IJ~, 

worin p1 , 712, ... p., p;., p;, ... p~ die höchsten Potenzen 
von p sind, die in a11 a2, ... a., b11 b2, ... bp. aufgehen, 
so kommen alle Primzahlpotenzen p11 p2, ... p,, die 
größer als 1 sind, auch unter den p;, p2, ... p~ vor, 
und umgekehrt. 

Weber, Algebra. (Kl, Ausg.) 15 
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Um diesen Satz zn beweisen, nehmen wir die Elemente der 
beiden Basen A und B so geordnet an, daß 

(20) Pt > P2 > · · · >- Pv 
Pi > P2 > · · · > P~· 

Die ganzen Zahlen ai, a2, ... a;, bi., b;, ... b~ sind nach ihrer 
Definition durch p nicht teilbar, und wenn wir also mit m das 
kleinste gemeinschaftliche Vielfache von ai., a2, ... a; bezeichnen, 
so ist auch m nicht durch p teilbar. Ist aber 

(21) ® = A; A:2 ••• A:y 

ein beliebiges Element von S, so folgt, daß 

@Plm = 1 
sein muß. 

Setzt man hierin Bt, B2, ••• B,. für ®, so folgt, daß Pt m 
durch jede der Zahlen bt, b2 ••• b,. teilbar ist. Es ist also p1 

teilbar durch pi, und m durch das kleinste gemeinschaftliche 
Vielfache von b;, b2, ... b~. In C.iesem Schlusse können wir nun 
durchweg A mit B vertauschen. Es ist also auch p~ durch Pt 
teilbar, und daher 

Pt= p;, 
und außerdem ergibt sich, daß m auch das kleinste gemein
schaftliche Vielfache von b;, b2, ... b~ ist. 

Um daraus unseren Satz allgemein zu beweisen, nehmen w1r 
an, es sei für irgend ein s bewiesen: 

(22) 

Pt = p~, P2 = p;, ·· · 'Ps -t = p;_t· 
Es ist unter dieser Voraussetzung das System 

die Basis eines Teile).'s S' von S, dessen Grad z sich gleich 

(23) Pt P2 .•• Ps-t 
Ps Ps Ps 

ergibt. Von den beiden Zahlen p., p~ wird, wenn sie nicht gleich 
sind, eine die größere sein. Wir nehmen an, es sei 

(24) p~ > p •• 

Die Gruppe S' ist aber nach dieser Voraussetzung auch durch 
die Elemente 
(25) B Pa• Bp8 m Bp8 m 

t ' 2 '... 8-l 

ausdrückbar, aus denen man die Zahl der Elemente 
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e' _ P1 P2 ... Ps -1 

- p~ p~ p~ 

erhält, und z' kann jedenfalls nicht kleiner als z sein, also 

p~ < p., folglich 
P~ = Ps• 

Hiermit ist unser Theorem II. bewiesen. 
Die in den Gradzahlen einer Basis von S enthaltenen Prim

zahlpotenzen sind also von der besonderen Wahl der Basis un
abhängig und wir nennen sie daher die Invarianten der 
Gruppe. Das Produkt aller Invarianten ist gleich dem Graden 
der Gruppe. 

Da wir für S eine Basis bestimmen können, bei der die 
Grade der Elemente lauter Primzahlpotenzen sind, so sind nach 
dem Theorem II. diese Grade die Invarianten der Gruppe und 
sind also durch die Gruppe vollständig bestimmt. 

Daß die Invarianten auch die Natur der Gruppe vollständig 
bestimmen, ergibt sich aus dem Satze: 

III. Zwei Abelsche Gruppen mit denselben Invarianten 
sind isomorph, und isomorphe Abelsche Gruppen 
haben dieselben Invarianten. 

Wenn nämlich zwei Gruppen S und S' der Anzahl und dem 
Grade nach übereinstimmende Basiselemente haben, wenn etwa 

.:;, - A"1 A"2 A"• <!>'- 1 2 ... > 

die Elemente von S sind, und 
.:;,, - B"t Ba2 Ba• 
I!>' - 1 2 ... > 

die Elemente von 8', wo die cx1, cx2, ••• cx. in beiden Fällen Rest
systeme nach den Moduln a1 , a2, ••• a. durchlaufen, so brauchen 
wir nur ® und ®' dann einander entsprechen zu lassen, wenn 
die Exponenten cx in beiden dieselben sind; dann sind beide 
Gruppen isomorph aufeinander bezogen. 

Haben also zwei Gruppen dieselben Invarianten, so können 
wir diese Invarianten in beiden Gruppen zu Graden der Basis
elemente machen und erhalten dann diesen Fall. 

Wenn umgekehrt zwei Abelsche Gruppen isomorph sind, so 
bilden die den Basiselementen der einen Gruppe entsprechenden 
Elemente der anderen eine Basis der letzteren, und also müssen 
auch die Invarianten in beiden dieselben sein. 

15* 



Neunter Abschnitt. 

Die Galaissehe Theorie. 

§53. 

Adjunktion. Algebraische Körper. 

Wenn einem Körper irgend welcher Größen (§ 13), den wir 
mit .Q bezeichnen wollen, irgend eine Größe a hinzugelügt w1rd 
die nicht in ihm enthalten ist, so entsteht ein neues Größensystem 

.Q, a, 

das aber kein Körper sein wird; um daraus einen Körper abzu
leiten, muß man alle Größen hinzufügen, die sich durch die 
Verbindung von a mit den Größen von .!2, mittels der Grund
rechnungsarten ableiten lassen. So erhält man einen erweiterten 
Körper .!2,', der zugleich a und .Q enthält, und der durch a und 
.Q völlig bestimmt ist. Wir wollen ihn den Körper .Q, a nennen 

Dies Hinzufügen einer neuen Größe a zu einem Körper $2, 

heißt Adjungieren, und man sagt, der Körper .Q' entsteht aus 
.Q durch AdJunktion von a. 

Zu $2,' .kann man wieder eine Größe a' adjungieren, und 
erhält einen dritten Körper .Q", der dann .Q, a und a' ent
hält usf. Man kann aber auch gleichzeitig zwei oder mehrere 
Zahlen zu .Q adjungieren, und erhält so denselben Körper Jl,", 
wenn man gleichzeitig a und a' dem .Q adjungiert. Man kann 
auch einem Körper einen zweiten Körper adjungieren und erhält 
so einen Körper, der zugleich die Zahlen der beiden Körper 
enthält. In dem obigen Beispiel würde man durch Adjunktion 
des Körpers $~, a' zu dem Körper .Q' = .!2,, a wieder den Körper .Q" 

erhalten. 
Adjungiert man einem Körper einen seiner Teile, so entsteht 

kein neuer Körper. 
So erhält man z. B., wenn man zum Körper der rationalen 

Zahlen, der mit lJt bezeichnet sein mag, die Zahl i = V- 1 
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adjungiert, den Körper der komplexen Zahlen x + yi, mit ratio
nalen x, y, den wir :;5 nennen wollen. Durch Adjunktion einer 
Variablen u zum Körper!)( erhält man den Körper, der aus allen 
ganzen und gebrochenen rationalen Funktionen von u mit ratio
nalen Koeffizienten besteht, durch Adjunktion von u und i zu !)( 
den Körper der rationalen Funktionen von u, deren Koeffizienten 
Zahlen in :;5 sind usf. 

Wenn .Q, ein beliebiger Körper und f(x) eine Funktion in .Q, 

ist, so sind zwei Fälle möglich. 
Die Funktion f(x) ist entweder zerlegbar oder nicht zerlegbar 

in Faktoren niedrigeren Grades, deren Koeffizienten dem Körper 
.Q, angehören. Im ersten Falle heißt die .Funktion f(x) redu
zibel, im zweiten irreduzibel in .Q,, 

Eine lineare Funktion ist selbstverständlich in jedem Körper 
irreduzibel. Multipliziert man mehrere Funktionen in .Q, mit
einander, so entsteht eine Funktion derselben Form, die aber 
dann natürlich reduzibel ist, da sie wieder in die Faktoren zerlegt 
werden kann, aus denen sie entstanden ist. 

Eine Funktion f(x), die in .Q, irreduzibel ist, kann in einem 
erweiterten Körper .Q,', der aus .Q, i!.urch irgend eine Adjunktion 
entsteht, reduzibel werden; so wird jede Funktion f(x) redu
zibel in dem Körper .Q,', der aus .Q, durch Adjunktion einer 
Wurzel cx von f(x) entsteht; denn es kann •von f(x) ein linearer 
Faktor x- cx abgesondert werden. In dem Körper, der aus 
allen Zahlen besteht, ist jede Funktion mit Zahlenkoeffizienten 
reduzibel. 

I. Eine irreduzible Funktion f(x) kann mit einer 
anderen Funktion F(x), deren Koeffizienten dem
selben Körper .Q, angehören, keinen gemeinsamen 
Teiler haben, wenn nicht JT(x) durch f(x) teil
bar ist. 

Dieser Satz, der uns in der Folge noch sehr wichtige Dienste 
leisten wird, ist fast selbstverständlich; denn der größte gemein
schaftliche Teiler zweier Funktionen JT(x) und f(x) läßt sich 
durch rationale Rechnung finden, und ist daher auch in $/, ent
halten. Da nun aber f(x) keinen in .Q, enthaltenen Teiler hat 
als sich selbst oder eine Konstante ( d. h. eine in .Q, enthaltene 
Größe), so muß also dieser größte gemeinschaftliche Teiler ent
weder eine Konstante oder .f(x) selbst sein. 
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Es folgt aus diesem Satze, daß eine irreduzible Funktion 
niemals mehrfache Faktoren haben kann; denn sie müßte sonst 
mit ihrer Ableitung f' (x) einen gemeinsamen Teiler haben; also 
müßte f' (x) durch f(x) teilbar sein, was unmöglich ist, da der 
Grad von f' (x) niedriger ist als der von f(x). 

Wir können diese Sätze auch so ausdrücken: 
Ist f(x) irreduzibel, und verschwindet F (x) für eine Wurzel 

von f(x), so verschwindet E'(x) auch für alle anderen Wurzeln 
von f(x). 

Insbesondere können wir daraus schließen: 
Ist P(x) von niedrigerem Grade,. als die irreduzible Funk

tion f(x), und verschwindet 1/(x) für eine Wurzel von f(x), so 
muß 1/(x) identisch verschwinden, d. h. alle Koeffizienten von 
F(x) müssen Null sein. 

Ist .Q ein beliebiger Körper, und J/(x) eine Funktion in ü,, 
so heißt die Gleichung 
(1) F'(x) = 0 
eine Gleichung in a. Diese Gleichung heißt reduzibel oder 
irreduzibel, je nachdem die Funktion E' (x) reduzibel oder 
irreduzibel ist. Durch Adjunktion einer Wurzel a einer solchen 
Gleichung zu .Q entsteht (wenn u nicht selbst schon zu .Q gehört) 
ein neuer Körper .Q', den wir einen algebraischen Körper 
"über" .Q oder auch, wenn Zweifel über die Bedeutung aus
geschlossen sind, kurz einen algebraischen Körper nennen 
wollen. Wir brauchen für einen solchen Körper das Zeichen 

a («). 
Sind ß, r ... Wurzeln von anderen Gleichungen in a oder 

auch andere Wurzeln derselben Gleichung, so erhalten wir durch 
gleichzeitige Adjunktion von u, ß, r . . . gleichfalls algebraische 
Körper über a, die wir mit 

.Q(u, ß, r ... ) 
bezeichnen. Wir werden gleich sehen, daß diese Erweiterung 
des Begriffes algebraischer Körper nur scheinbar ist, und bleiben 
also zunächst bei der Adjunktion einer Größe u, also bei der 
Betrachtung von .Q ( «) stehen. 

Die Gleichung (1), deren Wurzel u ist, kann reduzibel sein. 
Unter den irreduzibeln :Faktoren von l!'(x) ist aber wenigstens 
einer, der für x = u verschwindet, den wir mit f(x) bezeichnen 
wollen; diese Funktion f(x) ist, wenn wir den Koeffizienten der 
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höchsten Potenz von x gleich 1 annehmen, völlig bestimmt, weil 
x = a nicht die Wurzel von zwei verschiedenen irreduzibeln 
Gleichungen sein kann. 

Die Gleichung f'(x) = 0 hat also die Form: 

(2) X"+ a1 x"- 1 + a2 x"- 2 + ... + a,._ 1x +an= 0, 

worin a1, a2, ••• a,. Größen in .Q sind. Ist n der Grad dieser 
Gleichung, so nennen wir n auch den Grad des Körpers .Q(a). 

Alle Größen @ des Körpers .Q ( a) lassen sich ableiten durch 
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division aus a und aus 
Zahlen in .Q; sie lassen sich also darstellen als rationale Funk
tionen von a mit Koeffizienten in a, oder in der Form 

(3) e _ x(a) 
- 1jJ (a)' 

worin x (x) und tJ! (x) Funktionen in .Q sind. Da aber tJ! (a) von 
Null verschieden sein muß, so ist 1/J(x) nicht durch f(x) teilbar, 
und da f'(x) irreduzibel angenommen ist, so ist tJ! (x) relativ prim 
zu f(x). 

Danach können wir nach § 15, Ill. die Funktionen Q(x), 
cp ( x) in .Q, und zwar cp ( x) höchstens vom Grade n - 1, so be
stimmen, daß 
(4) Q(x)f'(x) + cp(x)'I/J(x) = x(x) 
wird, und wenn wir also hierin x = a setzen, so daß f(a) = 0 
wird, so folgt 

(5) X ( a) = cp ( a ). 
1}.• (a) 

Bezeichnen wir die Koeffizienten von cp (x), die, wie wir ge
sehen haben, Größen in .Q sind, mit c0 , c1, ••• c,. _ 1 , so kann also 
jede Größe @ in .Q(a) in der Form dargestellt werden: 

@ = C0 + C1 a + c2 a 2 + · .. + Cn_ 1 a"- 1• 

Diese Darstellung ist nur auf eine Art möglich; denn ist 
gleichzeitig 

(6) @ = c~ + cia + c2a 2 +·· .. + c~_ 1 a" -x, 
so verschwindet die Funktion ( n - 1) ten Grades 

C0 - c~ + (c1 - cDx + (c2 - c2)x2 + .. · + (c,._l- c~-1)xn-I 

für x = a. Das ist aber wegen. der Irreduzibilität von f(x) nur 
möglich, wenn 

ist. 
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Wir können also nach Fixierung des Rationalitätsbereichs 
auch sagen : 

Der Körper .R.(a) besteht aus allen rationalen Funk
tionen von a in .Q, 

§54. 
Oieichzeitige Adjunktion mehrerer algebraischer Orößen. 
Es soll jetzt zunächst nachgewiesen werden, daß man die 

gleichzeitige Adjunktion mehrerer algebraischer Größen durch 
die Adjunktion einer einzigen ersetzen kann; mit anderen 
Worten, daß jeder Körper .Q(a, ß, y .. . ) angesehen werden kann 
als ein Körper .Q ( a ). 

Es seien also IX, ß, 'Y • • • algebraische Größen in beliebiger 
Anzahl und 
(1) A(x), B(x), C(x) ... 
Funktionen in .Q, deren Wurzeln IX, ß, y ..• sind. Keine dieser 
Funktionen soll eine mehrfache Wurzel haben, eine Voraussetzung, 
durch die die Allgemeinheit nicht beschränkt wird. Dagegen ist 
nicht ausgeschlossen, daß unter diesen Funktionen dieselbe mehr
mals vorkommt, wenn etwa a, ß verschiedene Wurzeln einer 
Funktion sind. 

Wir haben im vorigen Paragraphen gesehen, daß sich jede 
Größe eines Körpers .Q(a) als ganze rationale Funktion in .Q 
von IX darstellen läßt. Setzen wir in diesem Satze an Stelle des 
Körpers .Q den Körper .Q (ß, 'Y ... ), so folgt, daß jede Zahl in 
.Q (IX, ß, 'Y ••• ) als ganze rationale Funktion von a mit Koeffizienten 
aus ü. (ß, 'Y ... ) dargestellt werden kann; und wenn wir dieselbe 
Schlußweise in Beziehung auf die Koeffizienten wiederholen, so 
ergibt sich: 

Jede Größe des Körpers .Q (a, ß, 'Y ••• ) kann als ganze 
rationale Funktion in .Q von IX, ß, y ... dargestellt werden. 

Wir bilden eine lineare :Fur:ktion der a, ß, r ... 
~ = xa + yß + Z'J' + ... , 

und beachten, daß jede der Gleichungen (1) nicht nur eine, 
sondern mehrere Wurzeln hat, deren Zahl gleich dem Grade der 
Gleichung ist. Ist also a', ß', y', ..• irgend eine von a, ß, '}' ... 
verschiedene Kombination von je einer Wurzel von jeder der 
Gleichungen (1), so setzen wir: 

~, = xa' + yß' + zy' + ... , 
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und bilden auf die gleiche Weise ~", ~'" . . . Die Anzahl der so 
gebildeten Größen ~ ist, wenn a der Grad von A(x), b der Grad 
von B(x), c der Grad von C(x) ist usf., 

rn = abc ... 

Die Differenzen ~- f, ~- ~", ~' - ~", ... sind lineare 
Funktionen von x, y, z . . . und keine von ihnen ist identisch 
Null, da wir angenommen haben, daß keine der Funktionen (1) 
gleiche Wurzeln habe. Wir können also nach dem in § 14 be
wiesenen Satze für x, y, z ... solche rationale Zahlen setzen, 
daß keine von diesen Differenzen verschwindet, daß also die 
rn Werte ~, ~', ~" ... alle voneinander verschieden sind. 

Nun ist jede rationale Funktion, die in bezug auf die Wurzeln 
jeder der Funktionen (1) symmetrisch ist, nach dem Satz von den 
symmetrischen Funktionen eine Zahl in .Q. Dazu gehören auch 
die Koeffizienten der Funktion rn ten Grades von t: 

(2) F (t) = (t - ~) (t - ~') (t - ~") ... , 

und F(t) = 0 ist also eine Gleichung in .R., die keine gleichen 
Wurzeln hat, und deren eine Wurzel ~ ist. 

Ist ferner @ eine Größe in .Q ( a, ß, r ... ) , also eine ganze 
rationale Funktion von a, ß, r .. . , und bezeichnen wir mit @', ®" ... 
die Größen, die aus dieB1!1r rationalen .Funktion hervorgehen, wenn 
die Argumente durch a', ß', r' ... oder a", ß", r" usf. ersetzt werden, 
so ist 

' ( @ ®' @" ) 
:E (t) t - ~ + t - ~' + t - ~" + . . . = 1/! (t) 

als symmetrische Funktion der a und der ß ... eine ganze rationale 
Funktion ( rn - 1) ten Grades von t in ü, und wenn man t = ~ 
setzt, so folgt 

(3) H 1/J(~) 
e = l!'W' 

und @ ist also in .Q (g) enthalten. Da umgekehrt auch jede 
Größe in .R.(~) zugleich in .Q (a, ß, r .. . ) enthalten ist, so sind 
beide Körper identisch, d. h. es ist 

am = .Q(a, ß, r ... ). 
Damit ist unsere Behauptung erwiesen. 
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§ 55. 

Primitive und imprimitive Körper. 
Nach dem zuletzt bewiesenen Satze beschränken wir nns 

jetzt auf die Betrachtung algebraischer Körper .Q. ( a), worin u 
die Wurzel einer Gleichung in .Q. ist. Die Gleichung möge, von 
mehrfachen Faktoren befreit, mit 

(1) J!'(x) = 0 

bezeichnet und vom Grade m sein. Ihre Wurzeln seien 

(2) 
Es kann F(x) in .Q. reduzibel sein; dann wird es einen und 

nur einen irreduzibeln Faktor f(x) von E(x) geben, so daß IX 

eine Wurzel der Gleichung 

(3) f(x) = 0 

ist. Der Grad von f(x) sei n und die Wurzeln von (3), die alle 
unter den Wurzeln (2) enthalten sind, seien 

(4) a, IXu IX2, .. • 1Xn-1• 

Der Grad des Körpers U, (IX) ist dann gleichfalls n. 
Jede der Größen (4) gibt zu einem algebraischen Körper 

Anlaß, und so entstehen die Körper 

(5) .Q.(1X), .Q(1X1), ... .Q.(1Xn-1), 

die wir die mit .Q (~X) konjugierten Körper nennen. Es kann 
sein, daß diese Körper alle oder teilweise identisch sind, sie 
können aber auch alle voneinander verschieden sein. 

Nach § 53 erhalten wir jede Größe ® in .52. (~X), wenn wir in 
einer ganzen rationalen Funktion x (t) in .Q., höchstens vom Grade 
( n - 1 ), für die Variable t die Zahl IX setzen. 

Setzen wir für t in x (t) die verschiedenen Größen ( 4), so 
erhalten wir n Größen, eine aus jedem der konjugierten Körper 

(6) @ = X(1X), @1 = x(til), ... ®n-1 = x(an-1), 
und diese heißen die mit ® konjugierten Größen. 

Jede symmetrische Funktion dieser Größen ist zugleich eine 
symmetrische Funktion der Wurzeln der Gleichung (3), und mithin 
in .Q enthalten. 

Unter diesen symmetrischen Funktionen wollen wir zwei häufig 
vorkommende durch besondere ~amen und Bezeichnungen hervor
heben; es ist die Summe 

(7) S(®) = ® + @1 + ®2 + '" + ®n-1, 
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die wir die Spur von ® nennen, und das Produkt 

(8) N(®) = ® @1 @2 .. • ®n-1, 
das die Norm von ® heißt. Konjugierte Zahlen haben hiernach 
dieselben. Spuren und Normen. 

Das Produkt 

(9) (t - ®) (t - ®1) • •. (t - ®n-1) = (JJ (t) 
ist eine ganze rationale Funktion n ten Grades von t in .Q, und 
ihre Wurzeln sind ® und die mit ® konjugierten Größen. Daraus 
ergibt sich der Satz: 

II. Jede Größe® in .Q(tX) ist Wurzel einer Gleichung 
nten Grades in U.,, deren übrige Wurzeln die mit 
® konjugierten Größen sind. 

Die Berechnung der :Funktion (JJ (t) aus f(x) heißt eine 
Tschirnhausen-Transformation von {(x). 

Wir haben nun die .Funktion «1J (t) auf ihre Irreduzibilität 
zu untersuchen. 

\V enn die Funktion «1J (t) reduzibel ist, so hat sie einen irre
duzibeln Faktor rp (t), in dem wir den Koeffizienten der höchsten 
Potenz von t gleich 1 annehmen können, und jeder solche Faktor 
verschwindet wenigstens für einen der Werte ®, ®1 •.. ®n-1. 

Es sei also 
rp (®) = rp [x (1X)] = o, 

d. h. die Gleichungen rp [x (x)] = 0 und f(x) = 0 haben eine 
gemeinsame Wurzel. Da aber f (x) irreduzibel vorausgesetzt ist, 
so muß rp [X (x)] nach I., § 53 für alle Wurzeln IX, a1, tX2, ••• O:n-1 

von f(x) = 0 verschwinden, d. h. es ist 

fJJ (®) = O, rp (®I) = O, fJJ (®2) = 0 ... fJJ (®n-t) = 0. 
Wenn also die mit ® konjugierten Werte alle voneinander 

verschieden sind, so ist rp(t) mit IP(t) identisch, d. h. «1J(t) ist 
irreduzibel. Sind aber unter den mit ® konjugierten Warten nur 
~ voneinander verschiedene vorhanden, etwa ®, ®11 ®2, ••• €!ln1-t, 
so ist 

(10) rp (t) = (t - ®) (t - ®1) ... (t - ®"1_1), 
und jeder andere irreduzibele Faktor von 11> (t) ist, da er wenig
stens für einen der konjugierten Werte ®, und folglich für alle 
verschwinden muß, mit rp (t) identisch. Es ist also «1J (t) eine 
Potenz von rp (t), etwa 
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(11) W (t) = rp (t)n2 
und 
(12) n = n1 n2• 

Daraus ergibt sich der Satz: 

III. Die Funktion w(t) ist entweder irreduzibel oder 
sie ist eine Potenz einer irreduzibeln Funktion. 
Die n mit einer Zahl in .Q(a) konjugierten Zahlen 
sind entweder alle voneinander verschieden oder 
sie zerfallen in n1 Systeme von je n2 untereinander 
gleichen Zahlen. Im ersten !<'alle ist IP(t) 
irreduzibel, im zweiten die n2 te Potenz einer 
irreduzibeln Funktion n1 ten Grades in a. 

Eine Größe ® in a ( OG), die von allen ihren konjugierten 
Zahlen verschieden ist, und die also einer irreduzibeln Gleichung 
n ten Grades genügt, heißt eine primitive Größe des Körpers. 
Nach dem Satze § 14 lassen sich unendlich viele solche primitive 
Größen bestimmen, sogar so, daß die Koeffizienten von ® = X ( a) 
rationale Zahlen sind. Man braucht nur über die Koeffizienten 
von x so zu verfügen, daß unter den konjugierten Größen x(a) 
keine gleichen vorkommen. 

IV. Jede Größe w des Körpers .Q(a) kann rational durch 
eine beliebige primitive Größe® des Körpers aus
gedrückt werden. 

Denn sind ro, ro11 ro 2, ... Wn- 1 die zu w konjugierten Zahlen, 
ebenso ®, ®11 ®2, ••• ® .. _·1 die zu ® konjugierten und 

so ist 

q, (t) (-ro- + ~. + ... + Wn-l ) = ?Jf(t) 
t - ® t - ®1 t - ®n-1 

eine ganze rationale Funktion n - 1 ten Grades von t, deren 
Koeffizienten Zahlen m ü, sind, und daraus ergibt sich, wenn 
man t = ® setzt, 

?Jf(®) 
w = IP'(&J)' 

worin IP' (®) von Null verschieden ist. 
Es ist hiernach der Körper a (®) mit dem Körper 

.Q(a) identisch. 

V. Ist e nicht primitiv, so kann nicht jede Grö.ße 
in .Q(a) rational durch e ausgedrückt werden. 
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Der Körper .Q(®) ist ein Teiler des Körpers .R.(tX) 
und der Grad von .Q (®) ist ein Teiler des Grades 
von .Q (~X). 

_Denn jede .Zahl des Körpers .Q (®) genügt einer Gleichung 
in .Q vom Grade n1 , wenn n1 ein Teiler von n und kleiner als 
n ist. Also kann eine primitive Größe des Körpers .Q (01:), die 
einer irreduzibeln Gleichung n ten Grades genügt, nicht in .Q ( ®) 
enthalten sein. 

VI. Der Körper .R.(01:) heißt primitiv, wenn er außer 
den Größen in .5~ keine imprimitiven Größen ent
hält, im primitiv, wenn er noch andere imprimitive 
Größen enthält. 

Aus dieser Definition ergibt sich zunächst, daß ein Körper, 
dessen Grad eine .I)rimzahl ist, notwendig primitiv ist; denn eine 
im primitive Größe @ in .Q ( 01:) genügt einer Gleichung, deren Grad 
ein von n verschiedener Teiler des Grades n von .Q(tX) ist. Wenn 
dieser Teiler gleich 1 ist, so ist @ in .Q enthalten. 

Wir wollen jetzt noch einige der wichtigsten Eigenschaften 
der imprimitiven Körper kennen lernen. 

Hat .Q ( 01:) einen von [,~ verschiedenen Teiler .Q', der seiner
seits .Q als Teiler enthält (ist also .Q' ein Körper über .Q), und 
ist ß eine Größe, die dem Körper .Q', aber nicht .Q angehört, so 
ist der Körper .5~ (ß) ein algeb-raischer Körper über .Q und zugleich 
ein Teiler von .Q' und von !,~(01:), und nach dem, was wir vorhin 
bewiesen haben, ist der Grad n1 des Körpers .Q (ß) ein Teiler 
von n. Ist nun durch .Q(ß) der Körper S~' nicht erschöpft, so 
nehmen wir eine Größe r in .Q', aber nicht in .Q(p); dann ist 
der Körper .Q (ß, r) ein Teiler von .Q' und von .Q ( tX) und hat 
seinerseits .Q (ß) zum Teiler. Der Grad von .Q (ß, r) ist also 
größer als der von .Q (ß) und kleiner als der von .Q ( 01: ). Ist da
mit S~' noch nicht erschöpft, so fahren wir so fort, müssen aber 
endlich zum Abschluß kommen, da die Grade der Körper .Q(ß), 
.Q (ß, y) ... immer wachsen und doch kleiner als n bleiben. Daraus 
folgt: 

VII. Jeder Teiler von .Q(~X), der den Körper .Q enthält, 
ist ein algebraischer Körper .Q(ß) über .Q. Der 
Grad von .5~(!3) ist e.in Teiler des Grades von .R.(01:), 
und wenn beide Körper den gleichen Grad haben, 
so sind sie identisch. 
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Wir können daher unsere Definition auch so fassen: 

VIII. Ein algebraischer Körper über a ist primitiv, 
wenn er außer a und sich selbst keinen Körper 
über a zum Teiler hat. 

§ 56. 

Normalkörper. Oaloissche Resolvente. 

Ist a(a) ein algebraischer Körper vom mten Grade, so sind 
die konjugierten Körper 

a(al), a(a2), ... a(rxm) 

alle von gleichem Grade, und wen,n also einer von ihnen im 
anderen enthalten ist, so sind beide identisch. 

Ein Körper, der mit allen seinen konjugierten Körpern iden
tisch ist, heißt ein N ormalkörper. In den Normalkörpern 
herrschen viel einfachere Gesetze, und der große Fortschritt, den 
die Algebra Galois verdankt, beruht im wesentlichen darauf, 
daß beliebige Körper auf Normalkörper zurückgeführt werden. 
Die Normalkörper heißen daher auch Galoissche Körper. 

Wenn ein Körper ~-tten Grades a(Q) die Eigenschaft hat, 
daß die zu Q konjugierten Zahlen Q11 Q2 ••• Q~'-1 alle in a (p) 
enthalten sind, so ist a(Q) ein Normalkörper; denn dann sind 
die Körper a(p1), a(p2) ••• a(Qu-1) auch alle in a(Q) enthalten 
und also alle mit a (Q) identisch. 

Wir wollen eine Gleichung eine Normalgleichung oder 
auch eine Galoissche Gleichung nennen, wenn sie irreduzibel 
ist und die Eigenschaft bat, daß alle ihre Wurzeln rational 
(in a) durch eine von ihnen ausgedrückt werden können. 
Dann ist ein primitives Element eines Normalkörpers f.L ten Grades 
Wurzel einer Notmalgleichung .u ten Grades und umgekehrt 
erzeugt auch eine Wurzel Q einer Normalgleichung einen Normal
körper des gleichen Grades. Es folgt daraus noch, daß bei einer 
Normalgleichung jede Wurzel nicht nur durch eine bestimmte 
unter ihnen, sondern durch jede beliebige rational aus
drückbar ist. 

Man kann nun auf folgendem Wege aus beliebigen algebrai
schen Körpern Normalkörper ableiten. 

Es sei 
(1) E(x) = 0 
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eine beliebige reduzible oder irreduzible Gleichung in .Q vom 
mten Grade, von der wir nur voraussetzen wollen, daß sie keine 
mehrfachen Wurzeln habe. Ihre Wurzeln seien 

(2) cx, cx1, · .. CXm-1• 

Man erhält daraus m algebraische Körper 
(3) .Q(cx), .Q(cx1), ... .Q(cxm-J), 
und man kann die Funktion l!'(x) so wählen, daß unter den 
Körpern (3) irgend ein gegebener algebraischer· Körper über ,Q 

vorkommt. Wir nennen den aus allen Größen (2), d. h. aus allen 
Wurzeln der Gleichung (1) abgeleiteten Körper über ,Q 

(4) N = .Q(cx, cx1, ... CXm-1) 
den Galaissehen Körper der Gleichung l!'(x) = 0. 

Ist F(x) irreduzibel, so sind die Körper (3) die mit .Q (cx) 
konjugierten Körper. In diesem Falle soll der Körper N die 
Norm eines jeden der Körper .Q (cx) heißen. 

Ist .S2,(cx) ein Normalkörper, so ist er mit seiner Norm iden
tisch. Im allgemeinen Falle ist nachzuweisen, daß N ein 
Normalkörper ist. Wir wählen ein primitives Element ~ des 
Körpers N und können dann den Körper N auch durch .Q (~) 
bezeichnen. Ist p. der Grad von N, so genügt q einer irreduzibeln 
Gleichung p. ten Grades 
(5) g(t) = o, 
von der zu zeigen ist, daß es eine Normalgleichung ist. Zu 
diesem Zweck bemerken wir zunächst, daß die eine Wurzel p 
dieser Gleichung eine rationale Funktion der cx, cx1, .•• CXm-1 ist, 
weil sie in N enthalten ist. Setzen wir, um dies anzudeuten, 

(! = Q (cx, cx1, ... CXm-1)1 
und bilden nun alle verschiedenen Anordnungen der Ziffern 

0, 1, 2, ..• m--- 1, 
deren Anzahl ll m I beträgt: 
(6) (0, 1, 2 ... m---1), (0', 1', 2', ... m'-l), (O", 1", 2", ... m" -1) ... , 
worin die Ziffern mit einem, zwei usw. Akz-enten dieselben sind, 
wie die ohne Akzent, nur in anderer Reihenfolge, und bilden 
hieraus die Funktionen 

(7) (! = (! (cx, CX1, ... CXm-1)1 (! 1 = Q (cx', cx~, ... cx;,._l), 
II ( " '' '' ) Q = (! cx , CX1 1 ... CXm-1 ... , 

unbekümmert darum, ob darunter etwa untereinander gleiche vor
kommen oder nicht. 
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Wenn wir in allen den Anordnungen (6) ein und dieselbe 
Vertauschung vornehmen, z. B. 0 mit 1, so ändert sich die Ge
samtheit dieser Anordnungen nicht, sondern nur ihre Reihenfo ge 
wird eine andere. Denn erstens kann durch eine solche Ver
tauschung nichts anderes entstehen, als Anordnungen der Ziffern, 
und zweitens können nicht zwei verschiedene Anordnungen durch 
eine und dieselbe Vertauschung in dieselbe Anordnung übergehen. 

Es werden also auch durch jede solche Vertauschung die 
Funktionen (7) nur untereinander permutiert werden. Bilden wir 
also das Produkt 

G(t) = (t- (>) (t- (>') (t- (>") .•• 

für eine Veränderliche t, so bleiben seine Koeffizienten, die gewiß 
Funktionen von a, a11 ••• um- 1 sind, ungeändert, wenn diese Größen 
irgendwie permutiert werden; d. h. es sind symmetrische Funk
tionen der Wurzeln der Funktion F(x), und also ist G(t) eine 
Funktion von t in .Q. Alle Wurzeln von G (t) sind Größen in N, 
da sie durch die a rational ausgedrückt sind. 

Nun haben G (t) und g (t) eine Wurzel gemein, und da g (t) 
irreduzibel ist, so muß G (t) durch g (t) teilbar sein; also sind 
auch alle Wurzeln von g (t) in N enthalten, d. h. N ist ein 
Normalkörper, w. z. b. w. 

Jede Gleichung g(t) = 0 heißt eine Galaissehe Resolvente 
der Gleichung l!(x) = 0, und e:ine Galoissche Resolvente ist 
also durch folgende Bestimmung definiert: 

IX. Eine Gleichung g(t) = 0 ist eine Galoissche Resol
vente einer gegebenen Gleichung F(x) = 0 in .Q, 

wenn 1. g(t) irreduzibel ist, wenn 2. alle Wurzeln 
von F(x) rational durch eine Wurzel (> von g(t) 
ausdrück bar sind, und 3. eine Wurzel von g (t) 
rational durch die Wurzeln von F(x) ausdrück
bar ist. 

Denn nach 2. ist N in .Q (Q) enthalten, und nach 3. ist einer 
der mit .Q ((>) konjugierten Körper, .Q (Q1), in N enthalten. Die 
Grade von N und .Q (Q) können also nicht verschieden sein und 
folglich ist N = .Q (Q ). 

Jede Galaissehe Resolvente ist eine Normal
gleichung, und eine Normalgleichung ist ihre 
eigene Galoissche Resolvente. 
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§57. 

Die Substitutionen eines NormatkUrpers. 

Es sei jetzt .Q, ü>) ein Normalkörper fL ten Grades und Q eine 
seiner primitiven Zahlen, ferner 

(1) g(t) = 0 
die irreduzible Gleichung 11 ten Grades, deren eine Wurzel t = (l 

ist. Die zu Q konjugierten Elemente seien 

(2) Q, Qu !!2 .. • Qu -1• 
Da nach der Definition des Normalkörpers die Größen {2) 

alle in .s?t(Q) enthalten sind, so können wir ®1 (t), ®t (t), ... ®~<-1 (t) 
als ganze rationale Funktionen in a, höchstens vom Grade fL - 1, 
so bestimmen daß 

(3) (ll = @1 ((>), (>2 = ®2(Q), ... !.l!'-1 = ®1'-1 (q), 

wird. Ist ro eine beliebige Größe in .Q, ( (>), so kann man die 
mit ro konjugierten Größen so darstellen: 

(4) W = !p (Q), 0)1 = !p (Q1), •· · W,u-1 = !p ((>1'-1)1 
worin 'P (t) eine rationale Funktion in .Q, ist. 

Da nun g(t) irreduzibel ist, so gilt der Satz § 53, I., den wir 
jetzt so aussprechen: 

1. Wenn eine rationale Funktion<fl(t) in .Q, eine Wurzel 
mit g(t) gemeinsam hat, so verschwinden alle 
konjugierten Größen 

«!J(Q), <fi(Ql), ... ID((>~<-1)• 

Wenn in einer der Funktionen ®k((>), durch die nach (3) 
die Wurzeln von (1) ausgedrückt sind, (> durch eine andere 
Wurzel (lh ersetzt wird, so entsteht daraus wieder eine der 
Wurzeln; denn ist 

so ist nach 1. auch 
g[®h((>)] = o, 

g[®k(Qn)] = O, 
und die Reihe der Größen 

(5) Qh, @1 ((>h), @2 (Qh), ... ®,u-1 (Qh) 
stimmt, von der Anordnung a-bgesehen, mit der Reihe 

(6) Q, ®l(Q), ®ll((>), ... ®1'-1(!!) 
überein. Dies wird erwiesen sein, wenn wir zeigen, daß in (5) 
keine zwei gleichen Werte vorkommen. Bezeichnen wir der Über-

Weber, Algebra. (KI. Ausg.) 16 
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einstimmunghalber mit @0 (Q) oder ®(Q) die Wurzel Q selbst, so 
folgt aus der Gleichheit zweier der Größen (5) 

(7) @,(Qh) = @"(Qh) 

nach dem Satze 1. 

(8) 

was aber, wenn i von k verschieden ist, nicht möglich ist. Also 
sind zugleich mit den 'Größen (6) auch die Großen (5) unter
einander verschieden. 

Wir können dies als Satz zusammenfassen: 

2. Vertauscht man Q mit Qh, so geht zugleich jede 
mit Q konjugierte Größe in eine bestimmte andere 
über, und niemals zwei verschiedene in dieselbe. 

Wenn wir in allen Funktionen von Q statt (' eine andere 
Wurzel Qa setzen, so führen wir eine Substitution aus. Wir 
bezeichnen diese SubstitutiOn mit 

da = (Q, Qa), a = o, 1, 2, ... (L - 1, 

wobei unter d 0 oder o die identische Substitution (Q, Q) ver
standen wird, die darin besteht, daß Q durch sich selbst ersetzt 
wird, also alle Zahlen in .Q ( Q) ungeändert bleiben. 

Wenn wir in einer beliebigen der Wurzeln (3) 

Qh = @h(Q) 

die Substitution da ausführen, so geht Qh in eine andere Wurzel 
Qk über, die bestimmt ist durch 

(9) Qk = @h (Qa) = @h®a(Q) = @k(Q). 

Es ist also Qk dieselbe Funktion von Qa 1 wie Qh von Q· 

Eine beliebige Größe m = «p (v) des Körpers .Q, (Q) geht 
durch die Substitution da in ma = «p (Qa) über. Drücken wir ro 
durch Qh aus, so ergibt sich eine rationale .Funktion 1/J, die der 
Bedingung genügt: 

m = 1/J(Q.,.), ma = 1/J(Q~o)· 

Es geht also m in ma über durch die Substitution 

(10) da = (Qh, Qk), 

und dies ist nur ein anderer Ausdruck für die Substitution (Q, Qa)· 

Hierin ist Qh eine beliebige Wurzel von .Q (t) und das zu
gehörige Qk ist nach (9) durch da bestimmt. Man kann aber bei 
gegebenem da auch Qk beliebig annehmen und das zugehörige Qh 

bestimmen, indem man in Bh(Qa) den Index h die Werte 
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0, 1, 2, ... IL - 1 durchlaufen läßt, wobei jede Wurzel Qk einmal 
zum Vorschein kommt. Also: 

3. Jede Substitution 6a kann in derForm (Qh, Qk) dar
gestellt werden, worin entweder Qh oder Qk eine 
beliebig gegebene der !'Wurzeln Q ist, während 
die andere durch 6a völlig bestimmt ist. 

Die Anzahl aller voneinander verschiedenen Substitutionen 
11a ist also, die identische Substitution mitgerechnet, gleich dem 
Grade !' des Körpers .Q ( Q ). Jede dieser Substitutionen führt 
die Gesamtheit der Größen des Körpers ,Q, (Q) in sich selbst 
über, so daß jede in eine bestimmte andere übergeht, und niemals 
zwei verschiedene Größen in die gleiche. 

Wir nennen daher die da die Substitutionen des Kör
pers S~(Q)· 

Bleibt w = «p (Q) im Körper ,Q, (Q) ungeändert, wenn Q durch 
Qa ersetzt wird, wenn also 

«p(Q) = «p(Qa) 
ist, so sagen wir, ro erlaubt oder gestattet die Substitution 
(Q, Qa) oder da. 

Die Größen w, die außer der identischen Substitution keine 
Substitution 6a gestatten, sind die primitiven Elemente des 
Körpers .Q ( Q ). 

4. Eine Größe, die alle Substitutionen 11a gestattet, 
ist notwendig ein Element ;von .Q. 

Denn eine solche Größe ist mit allen ihren konjugierten 
Größen identisch, und genügt also nach § 55 einer Gleichung 
ersten Grades in .Q. 

§58. 
Die Oaloissche Oruppe. 

Wenn wir in irgend einer Funktion von Q die Wurzel Q 
zuerst durch Qa und dann Qa durch Qb ersetzen, so ist der Erfolg 
derselbe, als ob wir gleich von vornherein Q mit Qb vertauscht 
hätten. Setzen wir also 

(1) 0 = (Q 1 Qa) 1 111 = (Qa1 Qb), d" = (Q, Qb), 

so ist es für das Ergebnis gleichgültig, ob wir in den Zahlen 
des Körpers .Q (9) zuerst die Substitution d und dann die Substi
tution o' ausführen, oder ob wir für einmal die Substitution d 11 

machen. 
16* 
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1. Wir nennen daher o" aus 6 und o' komponiert 
oder zusammengesetzt, und bezeichnen diese Be
ziehung durch die symbolische Gleichung 

o6' = o''. 

Da wir nach dem Satze 3. des vorigen Paragraphen in der 
Bezeichnung einer Substitution (Qh, Qk) das erste oder das zweite 
Element beliebig wählen können, so lassen sich Qa, Qb so aus
wählen, daß 6, 6 1 zwei beliebig gegebene unter den 11 Substi
tutionen des Körpers .Q. (Q) sind; 6 11 ist aber dadurch völlig 
bestimmt. Ebenso ist aber auch, wenn 6 und a'' gegeben sind 
6' eindeutig bestimmt. Denn wählen wir Q beliebig, so ist Qa 

durch o völlig bestimmt und Qb durch o", womit auch o' = (Qa, Qb) 

gegeben ist. Ist endlich 6' und 6 11 gegeben, so ist o eindeutig 
bestimmt, da zunächst Qb durch o" und dann Qa durch 6 1 be
stimmt ist. Wir haben daher: 

2. Von den durch die symbolische Gleichung 66' = 6'1 

verbundenen drei Substitutionen des Körpers.Q.(Q) 
können irgend zwei beliebig gegeben sein, wäh
rend die dritte dadurch eindeutig bestimmt ist. 

Es ist bei dieser Komposition aber wohl auf die Reihenfolge 
der Komponenten zu achten, weil 6 61 von o' 6 verschieden sein 
kann, d. h. bei der die Komposition ausdrückenden symbolischen 
Multiplikation gilt nicht das kommutative Gesetz der gewöhn
lichen Multiplikation; wohl aber gilt das assoziative Gesetz, das 
sich in folgendem Satz ausspricht: 

3. Sind 6, o', o" irgend drei der 11 Substitutionen des 
Körpers .Q.(Q), so ist 

(3) ( 6 61) o" = 6 ( 6 1 o"). 
Der Beweis ist sehr einfach; denn nach dem Satze 3., § 57, 

können wir Qa, Qb, Qc so bestimmen, daß 

(4) 6 = (Q, Qa) 1 6' = (Qa 1 Qb), 6'' = ((>b, (lc), 
und dann ist 

66' = (Q, Qb), (66')6" = (Q, Qb) (Qb, Qc) = (Q, Q.), 

6 16 11 = (Qa1 Qc) 1 6(6' 6") = (Q, Qa) (Qa1 Qc) = (Q, (lc)• 

Wir bezeichnen daher kurz die aus den drei Substitutionen 
d, 6', 6 11 zusammengesetzte Substitution mit 

66161', 
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und können überhaupt aus beliebig vielen Komponenten eme 
bestimmte Substitution 

a o' 15" o'" ... 
dadurch zusammensetzen, daß wir nacheinander immer zwei 
benachbarte unter den Komponenten zu einer Substitution ver
einigen, bis das ganze symbolische Produkt sich auf eine ein
zige Substitution zusammengezogen hat. Denn wir können nach 
§ 57, 3. setzen: 

"' ( ) "'' ( ) "'" - ( ) ,.", - ({} ll ) V = Q, Qa I V = Qa 1 Qb I V - Qb! Qc I V - 'Cl ,e I 

und erhalten immer 
(Q, Qa) (Qa, Qb) (Qb, Qc) (Qc, Qe) = (Q, Qe), 

was offenbar auf eine beliebige Anzahl von Komponenten aus
gedehnt werden kann. 

Die Substitutionen eines Normalkörpers haben 
also die charakteristischen Kennzeichen einer 
Gruppe. Sie heißt die Gruppe der Substitutionen 
des Körpers .Q(Q) und mag mit GI! bezeichnet 
werden. 

Wir haben schon im § 48 jede Gruppe mit einer Permu
tationsgruppe in Beziehung gesetzt. Diese Permutationsgruppen 
erhalten nun für die Algebra eine besondere Bedeutung. Wir 
waren nämlich ausgegangen von einer beliebigen Gleichung mten 
Grades ohne mehrfache Wurzeln, F(x) = 0, und erhielten daraus 
einen Normalkörper .Q ( Q ), wenn wir eine Funktion Q der Wurzeln 
nahmen , die durch jede Vertauschung einen anderen Wert er
hält. Durch diese Funktion Q können alle Wurzeln von F(x) 
rational in .Q ausgedrückt werden : 

Ol:1 = Xt(Q), OG2 = X2(Q), ... tXm = Xm(l?)· 
Diese 01: sind also Zahlen in .Q((l) und sie erfahren eine 

Permutation durch jede Substitution ( Q, Qa)· Führt man alle 
Substitutionen der Gruppe Ge aus, so erhält man eine Permuta
tionsgruppe P, die mit GI< isomorph ist. Wir nennen sie die 
Galoissche Gruppe der Gleichung F = 0. Sie hat ebenso 
wie GI< den Grad der Galoisschen Resolvente g((l) = 0. Wenn 
man statt von Q von einer anderen Funktion d€rselben Art aus
gegangen wäre, so hätte man zwar eine andere Resolvente, aber 
keinen anderen Körper .Q, (Q) und keine andere Permutations
gruppe P bekommen. 
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Von einer Funktion der Wurzeln u, die ihren 
Wert nicht ändert, wenn die Wurzeln der Permu
tation n: unterworfen werden, sagen wir (wie bei 
den Substitutionen), sie gestatte die Permuta
tion n:. 

Dann kann die Galaissehe Gruppe P durch folgende Eigen
schaften charakterisiert werden: 

a) Jede rationale Gleichung in .Q, die zwischen den 
m Wurzeln von F(x) besteht, bleibt richtig, wenn 
die Wurzeln irgend einer Permutation der Galois
schen Gruppe unterworfen werden. 

b) Jede rationale Funktion in .Q von den m Wurzeln 
von.F(x), die sämtliche Permutationen der Galois
schen Gruppe gestattet, ist eine Zahl in .Q. 

Denn drücken wir die Wurzeln oe von J!'(x) als rationale 
Funktionen von Q aus, so geht eine .Funktion der Wurzeln oe m 
eine Funktion g; {!.>) über. Hat man zuvor eine Permutation der 
Galoisschen Gruppe ausgeführt, so erhält man eine der kon
jugierten Zahlen g; (Qa), die aus g; ((J) durch eine Substitutwn 
<1a = ((>, (Ja) entsteht. Ist nun g; (Q) = 0, so sind nach dem 
Satz §57, 1. auch alle konjugierten g; (Qa) = 0, womit a) bewiesen 
ist; und sind die konjugierten Größen g; (Qa) alle einander gleich, 
so ist ihr gemeinsamer Wert nach § 57, 4. in Q, enthalten, wo
durch b) bewiesen ist. 

Zu a), b) kommt noch als drittes: 

c) Wenn irgend eine Permutation n der Wurzeln 
von F(x) auf alle rationalen Gleichungen in .Q, 

die zwischen den Wurzeln bestehen, anwendbar 
ist, so gehört n: der Galaissehen Gruppe an, und 
die Galoissche Gruppe kann daher auch erklärt 
werden als der Inbegriff aller Permutationen, die 
auf sämtliche rationale Gleichungen zwischen den 
Wurzeln anwendbar sind. 

Denn nach § 14 kann man Q als rationale (z. B. lineare) 
Funktion der m Größen oe, ~, a2, • • • um-t so annehmen, daß 
alle m I Werte, die man durch die ml überhaupt möglichen Per
mutationen der a daraus erhält, voneinander verschieden sind. 
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Ist dann g (t) = 0 die G aloi s sehe Resolvente von F(x) = 0, 
deren Wurzel dieses Q ist, so ist 

g(Q)=O. 
Hierauf können wir, wenn (' durch die Wurzeln tx aus

gedrückt ist, nach Voraussetzung die Permutation n anwenden 
und erhalten also, wenn dadurch Q in Qa übergeht, g (Qa) = 0; 
d. h. Qa ist auch eine Wurzel der Resolvente, und die Permutation 
n entspricht also einer Substitution (Q, f!a) des Körpers ,Q, (Q ), 
d. h. n gehört zur Galoisschen Gruppe. 

Daraus schließen wir noch auf folgenden Satz: 
d) Ist 1! eine Gruppe von Permutationen der m Wur

zeln tx, der die Eigenschaften a) und b) zukommen, 
so ist P die Galoissche Gruppe der Gleichung 
I! (x) = 0. 

Denn zunächst gehört nach c) jede Permutation von P der 
Galoisschen Gruppe an, und P ist also gewiß ein Teiler von 
dieser. 

Wenn aber P nur v Permutationen umfaßt, so mögen diese mit 
(5) n 11 n2, ••• n. 
bezeichnet sein. Wenden wir diese Permutationen 
möge sich ergeben: 
(6) Qll l!21 "· Qv• 

auf (! an, so 

Wenden wir eine der Permutationen (5), etwa nk, auf eine 
der Größen (6), etwa auf (Ii an, so ist der Erfolg derselbe, als, 
ob nink auf Q angewandt worden sei; das Ergebnis dieser Per
mutation soll Qt sein. Nun liegt aber in der Voraussetzung, daß 
P eine Gruppe sei, daß auch die komponierte Permutation ni n~c 
zu P gehört, daß also f!i unter den Größen (6) enthalten sei. 
Zugleich 1st Q; nach § 57, 2. von Qi. verschieden, sobald (!i von 
Qh verschieden ist. Daraus folgt, daß die Größen 

(7) Q~, Q;, ••• Q~ 

mit den Größen (6), von der Ordnung abgesehen, übereinstimmen. 
Das Produkt 

g' (t) = (t - Ql) (t - Q2) ••• (t -- Q.) 
bleibt also durch die Pernmtationen der Gruppe P ungeändert, 
und ist folglich, da wir die Eigenschaft b) von P voraussetzen 
eine rationale Funktion von t in ,Q,, Zugleich ist g' (t) ein Teiler 
von g (t) und muß daher, da g (t) irreduzibel ist, mit g (t) über-
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einstimmen, also ist v nicht kleiner als der Grad der Galois
schen Gruppe und P ist mit der Galoisschen Gruppe identisch 

Wählen wir, wie oben, die Größe Q als rationale Funktion 
der cx so, daß die m! durch die Permutationen der cx sich er
gebenden Größen 

Q, Q', r/' ... 
alle voneinander verschieden sind, so ist 

G (t) = (t - Q) (t - Q') (t - Q") ... 

eine Funktion in ;Q,, Nun ist jede von den Größen Q, Q1, Q11 ••• 

eine primitive Größe des Normalkörpers N = .Q (cxu cx2, ••• cxm) 
und jede von ihnen ist also die Wurzel einer Galoisschen Re
solvente ttten Grades. Je lL von diesen Größen sind die Wurzeln 
von einer solchen Gleichung. Es muß also G (t), das keine 
gleichen Wurzeln hat, in lauter irreduzible :Faktoren lL ten Grades 
zerfallen, und daraus ergibt sich noch, daß lL ein Teiler von 
m! ist. Zugleich ist lL der Grad der Galoisschen Gruppe 
von 1/(x). 

Hat der Grad der Galois sehen Resolvente einer Gleichung 
mten Grades den größten Wert m!, so sagen wir, mit einem 
von Kronecker herrührenden Ausdruck, die Gleichung hat 
keinen Affekt. Sie hat einen um so höheren Affekt, je niedriger 
der Grad lL der G aloisschen Resolvente ist. Den Quotienten 
m! : lL, der immer eine ganze Zahl, höchstens gleich m! und 
mindestens gleich 1 sein muß, wollen wir den G r a d d e s 
Affektes nennen, der also bei einer Gleichung ohne Affekt den 
Wert 1 hat. Wenn der Affekt den möglichst hohen Grad m! 
hat, dann sind die Wurzeln der Gleichung selbst im Rationalitäts
bereich .Q enthalten, die Gleichung ist also gelöst. 

Wenn durch Adjunktion einer algebraischen Größe zu .Q die 
Galoissche Resolvente reduzibel wird, so entsteht eine neue 
Resolvente niedrigeren Grades, und der Grad des Affektes der 
Gleichung 1/(x) = 0 vergrößert sich. :Man nähert sich also 
dadurch der Lösung der Gleichung. 

Die Galoissche Auffassung der Aufgabe, eine Gleichung 
F(x) = 0 zu lösen, besteht darin, daß durch aufeinander folgende 
Adjunktion von algebraischen Größen möglichst einfacher Art die 
Gruppe allmählich verkleinert, oder der Affekt erhöht werden 
soll, bis er seinen höchsten Grad erreicht hat. 
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4. Die allgemeine Gleichung mten Grades hat in 
dem Körper .Q,, der aus den rationalen Funk
tionen der Koeffizienten a11 a2 , ••• am als unab
hängige Variable besteht, keinen Affekt. 

Man kann nämlich in diesem Körper .Q, die Galoissche 
Resolvente von JJ'(x) = 0 in folgender Weise bilden. 

Es bezeichnen oe1, oe2, ••• txm unabhängige Variable und 

Q = U11Xt + U2 U2 + · · • + Um Um 

eine lineare Funktion, deren Koeffizient u1, u2, ••• Um beliebige 
rationale Zahlen, unter denen keine zwei einander gleich sind. 
Führt man in dieser Funktion Q alle Permutationen der 1Xu Usu ••• u". 
aus, so erhält man m! verschiedene Funktionen Q, Q', Q11 ••• und 
die Funktion 

G (t) = (t - Q) (t - Q') (t - Q") ..• 
ist eine symmetrische Funktion der oell u2, ••• Um. Sie kann 
also rational durch die symmetrischen Grundfunktionen ausgedrückt 
und diese dann durch unabhängige Variable a11 a2, ••• am ersetzt 
werden (§ 25, IV). Es entsteht so eine rationale Funktion G (t, a) 
von t und a, die in bezug auf t vom Grade m! ist. Diese Funktion 
G (t, a) ist im Körper .Q,, der aus den rationalen Funktionen 
der a besteht, irreduzibel. Denn zerlegt man G(t,a) in irredu
zible Faktoren 

G(t, a) = g(t, a) g1 (t, a) ... , 
so kann man die a auf beiden Seiten wieder umgekehrt durch 
die symmetrischen Grundfunktionen der oe ersetzen und erhält 
dadurch wieder die Funktion G (t), die als Funktion der u mit 
G (t, u) bezeichnet sein soll. Es muß also einer der Faktoren, 
etwa g(Q, a) verschwinden, und darin kann man sämtliche Per
mutationen der u ausführen, wodurch die a nicht geändert werden. 
Es ist also zugleich g(Q', a) = 0, g(Q", a) = 0 ... , d. h. g(t, a) 
ist irreduzibel und folglich mit G (t, a) identisch. 

Wenn ,Q, der absolute Rationalitätsbereich ist, so sind d1e 
Koeffizienten a von JJ'(x) rationale Zahlen und der Affekt ist 
eine zahlentheoretische Eigenschaft dieser Zahlen. Die IX sind 
in diesem Falle algebraische Zahlen. 

Eine Funktion dieser IX, die durch die Permutationen einer 
Gruppe ungeändert bleibt, braucht nicht formal ungeändert zu 
bleiben, sondern nur mit Benutzung der Gleichung E' = 0. Man 
kann aber einer solchen Funktion eine Form geben, die auch 
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formal ungeändert bleibt, indem man das arithmetische Mittel 
aller der Ausdrücke nimmt, in die sie durch Anwendung der 
fraglichen Gruppe übergeht. 

§59. 

Reduzible und irnprirnitive Oleichungen. 

Die erste Anwendung, die wir von der Galoisschen Gruppe 
machen, gibt uns ein Kriterium für die Reduzibilität und Irreduzi
bilität. 

Wenn die :Funktion F(x) reduzibel ist, so zerfällt sie in zwei 
Faktoren in a: 

F(x) = F1 (x) P2 (x), 

und F 1 (x), E2 (x) haben keine gemeinschaftliche Wurzel, weil wir 
angenommen haben, daß F(x) keine mehrfache Wurzel habe. Ist 
also rx. eine Wurzel von F~ ( x) und ß eine W nrzel von F2 ( x), so 
ist E~(rx.) = 0 und E~(ß) von Null verschieden. Eine Permutation, 
die rx. in ß überführt, läßt also die rationale Gleichung F1 (rx.) = 0 
nicht bestehen und kann nach a) nicht zur Galoisschen Gruppe 
von F(x) gehören. 

Nach § 50 heißt eine Permutationsgruppe beliebiger Symbole 
intransitiv, wenn durch Permutationen dieser Gruppe nicht jedes 
dieser Symbole in jedes andere übergeführt werden kann. Be
deuten also diese Symbole die Wurzeln von F(x) und die Gruppe 
die Galoissche, so gilt der Satz: 

1. Die Galoissche Gruppe einer reduzibeln Glei
chung ist intransitiv. 

Es gilt auch das Umgekehrte. Denn sind A, B, 0 ... die 
Systeme der Intransitivität, und sind a11 rx.2, ••• rx..u die Wurzeln 
des Systems A, ß11 ß2 , ... ß. die des Systems B, y1 , y2, ... }'6 die 
des Systems 0, so gestattet jede der Funktionen 

A(x) = (x- rx.1) (x- rx.2) ••• (x- rx.,u) 
B(x) = (x- ß1) (x- ß2) ... (x- ß.) 
O(x) = (x - y1) (x - 1'2) ..• (x - r.) 

(für ein unbestimmtes x) die Permutationen der Gruppe und ist 
also in a enthalten. Es ist folglich 

E'(x) = A(x) B(x) C(x) ... 
zerleg bar. Wir haben also: 
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2. Ist die Galoissche Gruppe einer Gleichung 1/(x) 
intransitiv, so entspricht jedem System der In
transitivität ein rationaler Faktor von E(x). 

Es sei jetzt f(x) = 0 eine irreduzible Gleichung nten Grades, 
also ihre Galoissche Gruppe P transitiv. Die Wurzeln von f(x) 
seien 
(1) 

Wenn der Körper .$.?. ( a) im primitiv ist (§ 55), so gibt es ein 
Element ® = x(a), unter dessen konjugierten Werten mehrere, 
sagen wir r untereinander gleiche vorkommen. Es ist also 

® = x(a) = x(a1) = ... = x(ar-1), 

während alle übrigen unter den konjugierten Werten® von X(rt) 
verschieden sind. 

Wir erhalten also eine erste Reihe von Wurzeln von f(x): 

A = a, a1 ••• OGr-1• 

Ist ß eine nicht in A enthaltene Wurzel, so gibt es in P 
eine Permutation n, durch die a in {:J übergeht, und diese Per
mutation läßt sich auf die Gleichung x(a) = x(a.) anwenden. 
Geht ai durch n in ßi über, so sind die r Größen 

B = ß, ß1 .. • ßr-1 
alle voneinander verschieden, und keine davon ist in A enthalten. 
Denn wäre etwa ß1 = a11 so würde aus x (a) = x (rt1) durch n 
folgen X (ß) = X (ß1) = X ( a1), also gegen die Voraussetzung X ( a1) 

= X (ß). Daraus schließt man, indem man so fortfährt, daß r 
ein Teiler von n ist: 

n = rs, 
und daß sich die Werte (1) in s Reihen 
legen lassen, die wir mit 

A = a, a1 ••• OGr-1 

(2) B = p, ß1 .. • ßr-1 

S = 61 61 ... Or-1 

bezeichnen wollen, so daß 

von je r Wurzeln zer-

® = x(a) :-= x(a1) ... = x(ar-1) 

(3) ®1 = x(ß) = x(ß,) .. · = x(ßr-1) 
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die konjugierten Werte von ® sind. Da diese Größen durch die 
(transitive) Gruppe P nur unter einander permutiert werden, so ist 

(t- ®) (t- ®1) ..• (t- ®s-1) = p(t) 

eine Funktion in ,Q vom Grade s in bezug auf t, deren Wurzeln 
die Werte (3) sind. Da diese Größen durch P transitiv ver
bunden sind, so ist tp (t) irreduzibel. 

Es ergibt sich nun aus (3), daß die Gruppe P so beschaffen 
sein muß, daß alle ihre Permutationen die Elemente der einzelnen 
Reihen A, B, ... S nur untereinander vertauschen und außerdem 
die ganzen Reihen A, B, ... S miteinander vertauschen, so daß 
niemals an Stelle von zwei Elementen derselben Reihe zwei Ele
mente verschiedener Heihen treten. Denn wenn etwa durch eine 
Permutation ;r von P, a und a1 in ß und 6 übergeführt würden, 
so würde folgen, da man die Permutation n [nach a), § 58J in 
der Gleichung x(a) = x(a1) ausführen darf, daß auch x(ß) = x(u) 
sein müßte, was der Annahme widerspricht, daß die Werte (3) 
voneinander verschieden sind. Die Gruppe P ist also nach § 50 
im primitiv und die A, B, C, ... sind die Systeme der Imprimi
tivität. Danach haben wir den Satz. 

3. Ein imprimitiver Körper hat eine imprimitive 
Gruppe. 

Es ergibt sich aus der Imprimitivität der Gruppe für die 
imprimitiven Körper ein wichtiges Resultat. 

Wir wollen mit 

eine rationale symmetrische Funktion der r Veränderlichen 
x, x1 ••• Xr-1 bezeichnen und setzen: 

Cil = tP (a, a1 ... tXr-1) 

(4) Cil1 = tP (ß, ß1 · · • ßr-t) 

Cils-1 = tJI(15, 01 ... Or-t)i 

dann ist zu beweisen, daß w rational durch ® ausgedrückt werden 
kann, d. h. im Körper ,Q ( ®) enthalten ist. Es ist nämlich 

(5) lp (t) c Cil ® + t Cil1 ®1 + ... + t _:·;:_) = tP (t) 

eine ganze rationale :Funktion von t, deren Koeffizienten rationale 
:Funktionen der a, a1, ••• a, _ 1 sind, die ungeändert bleiben, wenn 
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irgend eine Permutation der Gruppe P vorgenommen wird, weil 
durch diese Permutationen die w entweder ungeändert bleiben oder 
in derselben Weise wie die 0 miteinander permutiert werden. 
Nach § 58, b) sind diese Koeffizienten also in ~ enthalten. Setzen 
wir dann in (5) für das unbestimmte t den Wert 0 ein, so folgt, 
da fJJ' ( (HJ) von X ull verschieden ist, 

- <P (0) 
(6) w- fJJ'(®)" 

\Venden wir dies auf die Koeffizienten des Produktes 

(7) (u - a) (u- u1) ••. (t{- Ur-1) = fJJ (u, 0) 

an, wo u eine Variable bedeutet, so ergibt sich, daß diese Funk
tion rten Grades, deren Wurzeln die u, u1, ••. Ur-1 sind, rational 
durch ® ausgedrückt werden kann. 

Man kann auch in P immer eine Permutation finden, durch 
die (ii) ungeändert bleibt und u in irgend ein beliebiges der 
u11 u2 , ... Ur-1 übergeht, und daraus folgt, daß die Funktion 
fJJ ( u, 0) in .Q ( 0) irreduzibel ist. 

Es ist also die Größe u, die ursprünglich Wurzel einer 
Gleichung n ten Grades in .Q ist, zugleich Wurzel einer Gleichung 
rten Grades, deren KÖeffizienten rational von der Wurzel einer 
irreduzibeln Gleichung sten Grades abhängen. Eine Gleichung 
f(x) = 0, deren Wurzel u diese Eigenschaft hat, nennt man eine 
imprimitive Gleichung. 

Wir können das Bewiesene auch so ausdrücken: 

4. Der im primitive Körper .Q(u) vom n ten Grade wird 
durch die Adjunktion des Körpers sten Grades 
.Q' = .Q(®) zu einem Körper J2.'(u) vom rten Grade 
über .Q(®). 

Wir wollen noch untersuchen, ob die Imprimitivität der 
Gruppe ein ausreichendes Kennzeichen für die lmprimitivität des 
Körpers ist, ob man also in einem Körper .Q(u) mit imprimitiver 
Gruppe immer imprimitive Elemente finden kann. 

Sei also jetzt f(x) = 0 eine irreduzible Gleichung nten 
Grades mit imprimitiver Gruppe, und seien (1) die Wurzeln dieser 
Gleichung und (2) die Systeme der lmprimitivität. Es ist nun 
zu zeigen, daß eine Funktion x(u) existiert, der die durch (3) 
ausgedrückte Eigenschaft zukommt. 
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Wir w~hlen irgend eine symmetrische Funktion 1/J(x,x1 , . •• Xr- 1) 

so, daß die Werte 

(8) 

y = 1/1 (a, a1 •.. Ur-l) 

YI = l/1 (ß, ß1 ... ß,·-1) 

Ys-1 = l/1 (o, 0'1 ••• O'r-1) 

alle voneinaniler versclneden sind. 
Um d1e Möglichkeit hiervon einzusehen. können wir z. B. 

1/1 (t, A) = (t - a) (t - a1) ••• (t - OGr-1) 

(9) 1/l(f,h) = (t- t) (t- ß1) ••• (l- ßr-1) 

1/1 (t, S) = (t - o) (t - 61) ... (t - or-1) 

setzen, und dann liißt sich für t ein solcher ratiOnaler Wert 
finden, daß diese Größen alle voneinander verschieden ausfallen. 
Diese Werte können also für die '1/ in (t-) genommen werden. 

Wenn wir nun unter u eine unabhängige Variable ver
stehen und 

(10) tp(u) = (u- y) (u- Y1) ... (u- Ys-1) 
setzen, so ist tp ( u ), da sE>ine Koeffizienten durch die Permutationen 
der Gruppe ungeändert bleihen, eine Funktion in .Q, deren Wur
zeln die Größen y sind. Sie ist überdies irreduzibel, denn 
aus der vorausgesetzten Transitivität der Gruppe folgt, daß, wenn 
eine rationale Funktion von y für einen der Werte (8) ver
schwindet, sie auch für alle anderen verschwinden muß. 

Ist ro irgend eine symmetrische Funktion von a, a1, ... a, -h 

so schließen wir aus der Betrachtung des Ausdruckes 

tp(u) (u ro y + u 001 Y1 + ... + u .:·;:_J, 
der eine ganze rationale Funktion von u in .Q ist, ganz wie oben, 
indem wir u = y setzen, daß ro rational durch y dargestellt 
werden kann, und demnach kann auch die Funktion 

(11) 1/l(t, A) = 1/l(t,y), 
deren Wurzeln die Größen cx, a1, ••• OGr- 1 sind, rational durch y 
ausgedrückt werden. 

Auch die Gleichung 1/J(f, A = 0 ist irreduzibel in dem 
Körper .Q(y); denn ist 1/11 (t,y) ein rationaler Teiler von 1/J(t, y), 
und ist 
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so können wir wegen der Transitivität der Gruppe anf diese 
Gleichung eine Permutation anwenden, durch die ~ in eine 
beliebige Größe der Heihe .A übergeht, wodurch y ungeändert 
bleibt; es ist also jede Wurzel von tjJ (t, y) zugleich Wurzel von 
tj.l1 (t, y), und also sind beide Funktionen identisch. 

~un läßt sich y als rationale Funktion von ~ allein dar
stellen, und wenn wir y = x(~) setzen, so hat diese .Funktion 
die in (3) geforderte Eigenschaft. 

Denn nach (9) und (10) ist g; (y) = 0 und t/J (~, y) = 0, da
ge~en tjJ ( ~ y;), wenn z = 1, 2, ... s - 1 ist, nicht gleich Null. 
Die beiden Funktionen 

tjJ c~, u), rp (u) 

haben also nur den einen linearen Faktor u - y gemein, und y 
läßt sich also nach dem Algorithmus des größten gemeinschaft
lichen Teilers rational durch ~ ausdrücken. Damit ist bewiesen: 

5. Ein primitiver Körper hat eine primitive Gruppe. 

Um aus einer Gleichung l! (x) = 0 vom Grade m einen 
Normalkörper abzuleiten, haben wir eine Funktion der Wurzeln (} 
benutzt, die bei allen Vertauschungen der Wurzeln m'l verschie
dene Werte erhält, woraus wir den Körper .Q(Q) ableiten. Wir 
konnten für (} irgend eine solche ml-wertige Funktion nehmen, 
und die Wurzeln von F(x) sind alle in U, (Q) enthalten. Es 
genügt aber auch, daß (} irgend eine primitive Größe dieses 
Körpers ist, also eine .Funktion der Wurzeln, die nur so viele 
verschiedene Werte erhält, als der Grad dieses Körpers, d. h. der 
Grad der Gruppe beträgt. 

Wenn nun F(x) = 0 selbst eine irreduzible Normalgleichung 
ist, so ist sie ihre eigene Galaissehe Hesolvente, und ihre 
Galaissehe Gruppe hat denselben Grad wie die Gleichung. 

Wenn umgekehrt die Gruppe von l! (x) = 0 transitiv und 
vom m ten Grade ist, so ist x selbst eine Funktion, die durch die 
sämtlichen Permutationen der Gruppe P m verschiedene Werte 
erhält, und die also eine den Körper .!2.((}) = .Q(x) erzeugende 
Größe ist. Daraus ergibt sich: 

6. Die notwendige und hinreichende Bedingung, daß 
eine Gleichung l! (x) = 0 eme ~ ormalgleichung ist, 
besteht darin, daß ihre Gruppe transitiv und von 
demselben Grade wie l!'(x) ist. 
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§ 60. 

Reduktion der 6 al o is sehen Resolvente durch Adjunktion. 

Es sei jetzt 1/(x) = 0 eine Gleichung mten Grades (ohne 
mehrfache Wurzeln), und u1, u2, ••• Um seien die Wurzeln von 1/; 
.Q sei der Rationalitätsbereich und P die Galoissche Gruppe 
vom Grade p. Diese habe einen Teiler Q vom Grade q und vom 
Index J~ also 

p= qj. 
Es sei Q eine rationale Funktion der Wurzeln u11 u2, ••• a'", 

die bei allen m! Permutationen lauter voneinander verschie
dene Werte annimmt, so daß der NormalkörperN =.Q(a1,a2, ... am) 
auch durch .!~(Q) bezeichnet werden kann. 

1. Wir nennen eine Funktion 

1/J = 1/J(u11 oe1 .... rxm) 
zu der Gruppe Q gehörig, wenn sie 1. die Per
mutationen von Q gestattet und 2. durch jede 
nicht zu Q gehörige Permutation aus P geändert 
wird. 

Eine solche Funktion 1jJ erhält man, wenn Q durch die Per
mutationen von Q in Q, Q1, Q2 ... Qq- 1 übergeht, indem man 

(1) 1jJ = 1/J(t) = (t- Q) (t- Ql) ... (t- Qq-1) 

setzt und unter t eine unbestimmte Größe versteht, die man so 
bestimmt, daß 1jJ (t) bei jeder nicht zu Q gehörigen Permutation 
seinen Wert ändert. Wir zerlegen P in die Nebengruppen zu Q: 

{2) p = Q + Q:rtl + Q:rt2 + ... + Q:rtj-1 

= Q + :rt11 Q + :rt21 Q + ... + :rr;:-...:1 Q, 
worin :rr1, :rr2, ... :rrj-1 Permutationen aus P sind. Bezeichnen wir 
mit 1jJ l:rt den Wert, in den 1/J durch die Permutation :rt übergeht, 
so ist also 

1/JIQ = 1/J, 
dagegen 1jJ I :rt nich~ gleich 1/J, wenn n eine nicht zu Q gehörige 
Permutation aus P ist. 

W 1r wollen kürzer 

(3) 1/JI:rtn = 1/Jn 
setzen, und erhalten aus ( 4): 

1/JIQ:rtn='I/J,.. 
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Aus der Voraussetzung, daß die 1/Jn alle von '1/J verschieden 
sind, folgt, daß sie auch untereinander verschieden sind. Denn 
wäre 1/Jr = 1/J., also: 

so würde folgen: 
1/J = 1/J I :ltr n;\ 

7t:r n;;-1 = x würde zu Q gehören und es wäre 

7lr = x:n:., 
was nicht der Fall sein sollte. 

Wir erhalten demnach aus 1/J die j konjugierten Werte: 
(4) 1/J, 1/Ju t/J2, ... tPj-t, 
und die Funktion t/Jr gehört zu der mit Q konjugierten Gruppe 
n;;1 (lrrn wie aus ( 3) hervorgeht. 

Wir erhalten den Satz: 

2. Die konjugierten Größen (4) sind die Wurzeln 
einer irreduzibeln Gleichung vom Grade j in .Q., 

Wenden wir nämlich auf die Größen ( 4) irgend eine Per
mutation n aus P an, so können wir, weil 7t:rn nach (2) in einer 
der Nebengruppen Qn;, enthalten ist, setzen: 

7Cr7C = xn., n. = x-t:n;r:n;, wlnr:n; = t/Jjnn. = t/J., 
wo x in Q enthalten ist. 

Es geht also t/Jr durch :n; in ein bestimmtes 1/J. über, und es 
ist nur zu zeigen, daß nicht zwei verschiedene 1/Jr, 1/Jr1 in das 
gleiche 1/J. übergehen können. Aus 

x-tnr:n; = "1t:n;rt :n; 
würde aber folgen: 

7lr1 = "1 x-ln;n 

und folglich wäre auch 1/Jr = t/Jr1• 

Jede symmetrische Funktion der 1/Jr, z. B. 
cp(t) = (t- t/J) (t- 1/11) ... (t- 1/J;-t), 

gestattet alle Permutationen von P und ist folglich in a ent
halten, und die Wurzeln von cp(t) sind eben die Größen (4), wie 
bewiesen werden sollte. 

Um die Irreduzibilität von cp (t) nachzuweisen, nehmen wir 
an, es sei 11' (t) irgend eine Funktion in a, die für t = 1/J ver
schwindet, also 11'(1/J) = 0. Da auf diese Gleichung alle Permu
tationen von P angewandt werden dürfen, so folgt, daß auch 
11'(t/J1), 11'(1/12), ... 11'(1/Ji-1) Null sein müssen, daß also 11'(t) durch 

Weber, Algebra. (Kl. Auog.) 17 
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cp (t) teilbar sein muß. Darin aber ist die Irreduzibilität ent
halten. 

Hieran schließt sich der öatz von Lagrange 1): 

3. Jede Größe des Körpers ]t.' = U. (a 1• a2, ••• am), die 
die Permutationen der Ckruppe (i gestattet, ist in 
dem Körper ,Q, (1/J) enthalten, wenn tjJ eine zu Q 
gehörige Funktion ist. 

Eine die Permutationen von Q gestattende Funktion ro geht 
durch die Permutationen einer Nebengruppe (i n1 in ein und 
dieselbe Funktion ro1 über. Es entsprechen also den konjugierten 
Werten 
{5) 1/J, ~·ll I/J2, ... t/Jj-1 
die Werte 
(tiJ ro, ro11 ro2, •• ro;_ 1 , 

die jedoch nicht notwendig alle voneinander verschieden sind. 
Wendet man auf die Größenreihen (5), (6) eine der Permu

tationen von J> an, so tritt eine gewisse Permutation ein, und 
zwar in beiden Reihen die gleiche, da, wenn z. B. lJ-•1 in tjJ2 über
geht. auch ro1 in ro 2 übergehen muß. 

Betrachten wir nun die Summe 

cp(t) (-ro- + ~- + ... + _3:2__) = x(t), 
t-tjJ f-11'1 t-t/Ji-1 

die eine ganze Funktion (j - 1) ten Grades von t ist, so finden 
wir, daß sie durch alle Permutationen P ungeändert bleibt und 
folglich in Q enthalten ist. Setzt man dann t = tjJ und beachtet, 
daß q; (t) keine gleiehen Wurzeln hat, so folgt 

x(t/J) (7) (o) =- ---. 
cp' ( 1/J) 

Es ist also ro rational durch tj! ausgedrückt, und dies ist der 
Inhalt des Satzes 3. 

4. Wenn wir eine zu Q gehörige Funktion 1/J dem 
Körper Q atljungieren, so reduziert sich die 
Gruppe des Körpers S auf Q. 

Denn bezeichnen wir den Körper Q(t/J) mit Q', so gestattet 
erstens jede Gleichung in U.' zwischen den Wurzeln der Grund-

1) Lagrange, Reflexions sur la resolution algebrique des equatiom. 
llemoires de I'Aeademie de Berlin, annee~ 1770, 1771. Oeuvt·es de Lagrange. 
Tome III. J)pt• ~atz ist von Lagrange allen!ings nur in einer spezi,.!leren 
Fassung gegeben. Die allgemeine Formulierung riihrt von Galois hPr. 
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gleichung Uu «2, ... u". die Permutationen von Q, weil Q in P 
enthalten ist, und weil tJ! durch Q ungeändert bleibt; und zwei~ 
t·ens ist jede Funktion, die durch Q ungeändert bleibt, nach dem 
Lagrangeschen Satze in S~/ enthalten. Dies sind aber [nach 
§ 58, a), b)] die charakteristischen Merkmale der Galoisscben 
Gruppe im Körper Sl.'. Um also die Galoisscbe Gruppe vom 
Grade p auf den Grad q zu reduzieren, muß eine Wurzel einer· 
HUfsgleichung j ten Grades in .Q adjungiert werden. 

Den Satz 4. können wir auch so ausdrücken: 
Der Normalkörper N = .Q(u11 OG~, ••• um) ist ein Körper 

pten Grades über .Q und qten Grades über .Q' = .!l.(tf.!). 
Der Erniedrigung der Gruppe durch Adjunktion Yon tf.! ent

spricht, wie schon aus den allgemeinen Grundsätzen henorgeht, 
eine Zerfällung der Galoisschen Resolvente. Nehmen wir an, 
es sei g(t) = 0 die Galoisscbe Hesolvente und (! eine ihrer 
Wurzeln, und durch die Permutationen YOn Q gebe fl über in 

(8) (!, f!1, f!s, • • • f!q-1! 

worin, wenn "h irgend eine Permutation aus Q ist, f!h = (! / "h ist. 
Wendet man auf diese Größen eine Permutation der Gruppe 

Q an, so werden sie nur untereinander permutiert, und ihre 
symmetrischen Funktionen, und folglich auch die Funktion der 
Variablen t 

(9) g (t, 1/J) = (t- (!)(t- lh) ... (t - flq-1) 
sind in Sl.(tf.!) enthalten. Zugleich ist g(t,t/J) ein Teiler von g(t). 

Wenden wir auf 1/J irgend eine Permutation n-, an und setzen 

1/J I n; = 1/J;, 
so ist 1/Ji = 1/J oder verschieden yon t/J, je nachdem n; zu Q gehört 
oder nicht. Entsprechend der Zerlegung 

P = Q + Qn1 + Qn, + .. · + Qni-1 
erhalten wir j verschiedene Funktionen 

(10) "1/J, tP11 1/Js,· • • • t/J;-1• 
Die Reihe der Größen (8) möge durch n; übergehen in 

(11) (!o,;, (11,1, (12,;, ••• f!q-l,i 

und zwei dieser Reihen sind entweder ganz. identisch (von der 
Reihenfolge abgesehen), wenn n; in Q enthalten ist, oder ganz 
voneinander verschieden, wenn n; nicht in Q enthalten ist. Da 
nun 1/J; zu der konjugierten Gruppe ni1 Q n; gehört, so ist 

g (t, 1/J;) = (t - (lo,;) (t - (l1,i) ••• (t - f!q-I,i) 
17* 
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ein in ,$~ ( 1/Ji) enthaltener Teiler von g (t), und es ergibt sich die 
Zerlegung 

(12) g(t) = g(t, 1/J) g(t, 1/Jt) ..• g(t, 1/J;-1)• 
Sind Q und Q' zwei verschiedene Teiler der Gruppe P, so 

werden Q und Q' gewisse Permutationen gemein haben, unter 
denen sich immer die identische Permutation findet. Es ist 
möglich, daß dies die einzige gemeinsame Permutation von Q 
und Q' ist, und dann heißen diese beiden Gruppen teilerfremd. 
Es können aber noch mehr gemeinsame Elemente vorhanden 
sein. Den Inbegriff R aller gemeinsamen Permutationen von Q 
und Q' nennen wir den größten gemeinschaftlichen Teiler, 
oder den Durchschnitt von Q und Q'. Dies R ist immer eine 
Gruppe, denn wenn :n:1 und :71'11 beide sowohl in Q als in Q' vor
kommen, so muß auch :n:1 :n:2 in Q und in Q', also auch in 
R vorkommen. Der Begriff ist sofort übertragbar auf mehrere 
Gruppen Q, Q', Q" •.• 

Ist 1/J eine zu Q und 1/J' eine zu Q' gehörige Funktion, so 
können wir die rationalen Zahlen x, x' so bestimmen, daß 
ro = x 1jJ ---r- x' 'lj!' eine zu R gehörige Funktion wird, denn jeden
falls gestattet ro die Permutationen von R, da 1jJ und 1/J' sie ge
statten. Ist dann :n: eine nicht in R enthaltene Permutation 
aus P, so ist sicher nicht zugleich 1/J = 1/J I :n: und 1/!1 = 1/!' I n; 
also können wir x, x' so bestimmen, daß auch nicht ro = ro I :n: 
wird. Wenn wir also gleichzeitig 1/J und 1/J', und folglich ro 
adjungieren, so reduziert sich die Gruppe des Körpers N nach 4. 
auf R. Ebenso können wir bei mehr als zwei Gruppen Q schließen, 
und erhalten den Satz: 

5. Sind Q, Q', Q" ••• Teiler von P und R ihr Durch
schnitt, sind ferner 1/J, 1/J', 1/J" ••• Funktionen, die zu 
Q, Q', Q" . .. gehören, so reduziert sich die Gruppe 
des Körpers N durch gleichzeitige Adjunktion 
von 1/J, 1/J', 1/J" ••. auf ll. 

Wenn wir nicht bloß die Funktion 1/J, sondern alle mit 1/! 
konjugierten Größen 1/!, 1/!ll 1/!2 ••• 1/Ji-1 adjungieren, wenn wir also 
aus ,$!, den Körper 

~II = ~(1/J, 1/Jll 1/J:~, ••• 1/Jj-1) 
ableiten, so ist nach diesem Satze der Erfolg der, daß die Gruppe 
von N in ~" der größte gemeinschaftliche Teiler R aller mit Q 
konjugierten Gruppen wird, so daß R der Durchschnitt aller 
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Gruppen :n:-1 Qn ist, wenn n die Permutationen von P durch
läuft. 

Von Interesse ist nun der Fall, daß alle konjugierten 
Gruppen :n:- 1 Q n miteinander identisch sind, also Q ein 
~ormalteiler von P ist. In diesem Falle ist nach dem Theorem 3. 
jede der konjugierten Größen 

t/J, t/J1, t/J2 ... tPi-1 
in .Q(t/J) enthalten, die Körper .Q('I/J), .5~(t/J1), ... .Q.(t/Jj-1) und 
~(t/J,t/J1 , ... t/J;-1) sind identisch, und ~(1/J) ist ein Normal
körper über .Q. 

Die Hilfegleichung rp (t) = 0, von der die Bestimmung der 
Funktion t/J abhängt, geht in (iie Galoissche Resolvente über, 
wenn der Teiler Q, zu dem t/J gehört, die identische Gruppe ist. 
Denn dann kann nach dem Satze von Lagrange jede Funktion 
des Körpers N, also auch jede Wurzel u, rational durch t/J aus
gedrückt werden, und N ist mit .Q ( t/J) identisch. 

Wir wollen diese Gleichungen rp (t) = 0 daher in einem all
gemeineren Sinne Resolventen nennen. Es sind aber hier zwei 
Fälle zu unterscheiden. 

1. Wenn die konjugierten Gruppen :n:-1 Q n teilerfremd sind, 
so ist die gleichzeitige Adjunktion sämtlicher Wurzeln der Resol
vente q> (t) = 0 gleichbedeutend mit der Adjunktion einer zur 
Einheitsgruppe gehörigen Funktion, und die Lösung der ge
gebenen Gleichung ist auf die vollständige Lösung der Resolvente 
zurückgeführt. Es ist 

N= ~(t/J, t/11 ... t/Jj-1), 
und eine Galoissche Resolvente der Gleichung rp(t) = 0 ist zu
gleich eine Ga.loissche Resolvente der ursprünglichen Gleichung. 
In diesem Falle nennen wir rp(t) = 0 eine Totalresolvente 
der gegebenen Gleichung. 

2. Haben die konjugierten Gruppen :n:-1 Q n einen von der 
Einheitsgruppe verschiedenen Teiler R vom Grade r, der dann 
ein Normalteiler von P ist, so ist die gleichzeitige Adjunktion 
von sämtlichen zu 1/J konjugierten Funktionen gleichbedeutend 
mit der Adjunktion einerzuR gehörigen Größe. Die Galaissehe 
Resolvente der gegebenen Gleichung ist durch diese Adjunktion 
noch nicht vollständig gelöst, sondern sie ist nur in .Faktoren 
vom Grade r zerlegt. In diesem Falle heißt rp (t) = 0 eine 
Partia.lresol ven te. 
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Ist P eine einfache Gruppe, so existieren nur Total
resolventen, während, wenn P Normalteiler hat, zu jedem solchen 
Normalteiler eine Partialresolvente gefunden werden kann. 

Derselbe Unterschied tritt auch hervor, wenn wir die 
Ga l o issehe Gruppe der Hesolvente q; (t) untersuchen. Diese 
Gruppe besteht aus allen Vertauschungen, die in der Reihe der 
Größen 

(V~) 1/1, tP1, l/!2, • • • tJ!; -1 
durch Anwendung der sämtlichen Operationen n von P hervor
gerufen werden; denn jede Gleichung in a, zwischen den Größen ( 13) 
bleibt richtig, wenn eine dieser Permutationen vorgenommen wird, 
da man die Operationen n auf jede Gleichung zwischen den a, 
also auch zwischen den l/1, anwenden kann; und wenn eine Funk
tion in S2. der Hrößen (13) alle diese Permutationen gestattet, so 
gestattet sie auch alle Permutationen n und ist also gleich einer 
Größe in Q. 

Es ist nun der Grad dieser Gruppe zu bestimmen. Unter 
den Operationen von P werden die und nur die unter den 
Größen (13) keine Veränderung hervorrufen, die gleichzeitig in 
den Gruppen n- 1 Qn aller dieser Funktionen, also auch in ihrem 
größten gemeinsamen Teiler R vorkommen. Die Operationen 
von R mögen mit 6 bezeichnet sein. Sind dann n und n' zwei 
Operationen, die unter den Größen (13) dieselbe Permutation 
hervorrufen, so wird n' n-1 die ursprüngliche Anordnung der l/J 
wieder herstellen, also gleich einer der Permutationen 6 sein, oder 

:r' = 6n. 

Wir haben daher das Ergebnis: 
Die Permutationen der Nebengruppe Rn und nur 

diese rufen unter den Größen (13) eine und dieselbe 
Permutation hervor. 

Der Grad aer Galoisschen Gruppe der Resolvente q;(t) = 0 
ist also gleich der Anzahl dieser Nebengruppen, d. h. gleich dem 
Quotienten p: r oder dem Index des Teilers R von P, und die 
Gruppe selbst ist isomorph mit der zu R komplementären Gruppe 
P;R (§ 45). 

Ist R die identische Gruppe, also r = 1, und folglich q; (t) = 0 
eine Totalresolvente, so ist der Grad ihrer Gruppe ebenso hoch, 
wie der Grad der Gruppe der ursprünglichen Gleichung, und hehle 
Gruppen sind überdies isomorph. In bezug auf die Gruppe ist 
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also nichts gewonnen. Die gegebene Gleichung ist mit der Re
solvente, so verschieden auch ihre Grade -sein mögen, äquivalent. 

Ist auf der anderen Seite Q ein Normalteiler; also R mit Q 
identisch, so ist q; (t) = 0 eine Partialresolvente und der Grad 
ihrer Gruppe ist gleich dem Index j des Teilers Q von P. Nach 
der Adjunktion einer Wurzel dieser Resolvente reduziert sich 
die Gruppe der ursprünglichen Gleichung auf Q, also auf den 
Grad q. Es ist also eine Spaltung der Gruppe erfolgt. 

Wenn man Resolventen bilden will von möglichst niedrigem 
Grade, so hat man Teiler der Gruppe P aufzusuchen von mög
lichst kleinem Index, also von möglichst hohem Grade. Will man 
aber eine Reduktion der Gruppe herbeiführen, so hat man einen 
Normalteiler von P aufzusuchen. 

Die Aufgabe der Lösung einer algebraischen Gleichung wird 
nach der Ga l o i s sehen Auffassung durch eine andere ersetzt, 
nämlich durch Adjunktion von algebraischen Größen möglich,t 
einfacher Natur eiM Zerfällung der Ga l o i s sehen Resolvente, 
also eine Erniedrigung des Grades der Gruppe herbeizuführen. 

Wir stellen jetzt die Frage so. In dem ursprünglichen 
Körper .Q. ist die Galoissche Resolvente g(t) irreduzibel. Der 
Körper .Q. soll zu einem anderen Körper .Q.' so erweitert werden, 
daß g (t) reduzibel wfrd. .Q.' soll dabei ein algebraischer Körper 
über .Q. sein, und es muß also eine algebraische Größe E geben, 
so daß .Q.' = Sl(E) wird. Die Größe E wird Wurzel einer ge
wissen irreduzibeln Gleichung in .Q. sein, die wir mit 

(14) X(E)=O 
bezeichnen wollen. 

Nehmen wir an, in dem Körper Sl(E) sondere sich von g(t) 
der irreduzible Faktor 

(15) 

ab, der die Wurzel t = Q hat. Den Grad von g1 (t, E) wollen wir 
mit q bezeichnen und die W urz"eln mit 

(16) 

so daß 

(17) g1 (t, c) = (t- Q) (t- Q1) ... (t- Qq-t)· 

Zunächst ist nun nachzuweisen, daß die in der Gruppe P 
enthaltenen Substitutionen 
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eine Gruppe Q bilden. Um dies zu zeigen, setzen wir 

(!; = @; ((! ), 

§60. 

worin ® eine Funktion in ,Q bedeutet, und bedenken, daß dann 
die Gleichung 

g1 (®;(t), E] = 0 

eine Wurzel, nämlich t = Q, mit g1 (t), gemein hat, und mithin, 
da g1 (t) in ,Q(c) irreduzibel ist, durch g1 (t) teilbar ist. Daraus 
folgt, daß, wenn Q1 und Q2 irgend zwei der Wurzeln (16) sind, 
auch ®1 (Q2) = Qs unter diesen Wurzeln enthalten ist. Es ist aber 
die Substitution (f!, Qs) aus (f!, Q1) und (f!, Q2) zusammengesetzt, 
und damit ist die Gruppeneigenschaft von (J nachgewiesen. Wir 
bezeichnen den Index von (J mit j und setzen 

(18) p =Jq. 

Das Produkt (17) gestattet nun die Substitutionen der Gruppe Q, 
und wenn also 1/J wie oben eine zu dieser Gruppe gehörige Funk
tion in N bedeutet, so läßt sich nach dem Satze von Lagrange 
die Funktion g1 (t, c) rational durch 1/J ausdrücken, d. h. g1 (t, E) 

ist eine Funktion von t im Körper jten Grades ,Q(l/J), und soll 
demnach durch g (t, t/1) bezeichnet werden. 

Die Größe 1/J ist eine der Wurzeln einer irreduzibeln Gleichung 
vom Grade j 
(19) q; (u) = 0, 

deren übrige Wurzeln 1/Jll t/12, ... 1/J;-1 sind, und nach (12) ist g (t) 
in die Faktoren zerlegbar: 

(20) g (t) = g (t, 1/J) g (t, tPt) ... g (t, t/lj-t)• 
Nun ist 

g(t, 1/J) = g1 (t, c), 
und aus (20) folgt, daß diese Gleichung nicht bestehen bleibt, 
wenn auf der linken Seite für 1/J eine der anderen Wurzeln von 
(19) gesetzt wird. Denn sonst müßte g (t, 1/J) mit einem der 
übrigen Faktoren auf der rechten Seite von (20) ~dentisch sein. 
Man kann also für t einen solchen rationalen Wert setzen, daß 
die Gleichung 

(21) g(t, u)- g1 (t, E) = 0 
nur die eine Wurzel u = 1/J mit der Gleichung (19) gemein hat. 
Der größte gemeinschaftliche Teiler von (20) und (21) ist dann 
in bezug auf u linear, und wenn man darin u = 1/J setzt, so 
ergibt sich, daß 1/J rational durch E ausdrückbar ist, und 
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daß die Adjunktion von 1/J zu .Q genügt, um den Faktor g1 (t) 
von der Galoisschen Resolvente abzusondern. 

Der Körper .Q ( 1/J) ist ein Teiler des Körpers ,Q ( E ). Der 
Grad des Körpers .Q ( E ), d. h. der Grad der Hilfsgleichung X ( E) = 0, 
ist daher ein Vielfaches von j und niemals niedriger als j. Wenn 
der Grad der Hilfsgleichung gleich j ist, was z. B. dann immer 
eintritt, wenn der Grad von x eine Primzahl ist, so ist ,Q ( E) mit 
.Q ( 1/J) identisch, d. h. E ist auch rational durch 1/J ausdrück bar. 
In diesem Falle sind die konjugierten Werte E, EH ... Ej-1 die 
sämtlichen Wurzeln von x = 0, und man erhält sie, wenn man 
in dem rationalen Ausdruck von E durch 1/J die Funktion 1/J durch 
jede der konjugierten Funktionen 1/J, 1/111 ... tPj- 1 ersetzt. Es kann 
also E selbst für 1/J genommen werden, und man findet eine Zer-

legung g (t) = g (t, E) g (t, E1) ... g (t, Ej-1)• 

Die Größen E, E11 E2, ... Ei-l gehören sämtlich dem Körper 
.Q ((>) an . 

.Diese Resultate sind von großer Wichtigkeit und verdienen 
besonders hervorgehoben zu werden. 

Nach Kronecker heißen, wenn E'(x) = 0 die gegebene 
Gleichung ist, und :N der zugehörige Ga l o issehe Körper, die 
Größen von :N die der Gleichung l! (x) = 0 natürlichen 
Irra tionali täten. 

Wir haben dann den Satz: 
6. Jede mögliche Reduktion der Ga lois sehen 

Gruppe wird herbeigeführt durch Adjunktion 
einer natürlichen Irrationalität. Ist j der Index 
der reduzierten Gruppe in bezug auf die ur
sprüngliche, so kann die Reduktion nicht ein
treten durch Adjunktion eines Körpers von 
niedrigerem als dem jten Grade. Der Grad kann 
aber gleich j sein, und dann ist die adjungierte 
Irrationalität eine natürliche. Ist der Grad des 
adjungierten Körpers größer als j, so ist er ein 
Vielfaches von j. 

§ 61. 

Gegenseitige Reduktion zweier Körper. 

Es sei in den folgenden Betrachtungen .Q der ein für allemal 
zugrumle gelegte Rationalitätsbereich und .N = .Q ( -6-) ein algebrai-
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scher Körper n ten Grades über ~~- Die konjugierten Werte 
-6', -6'1 , -6'2, ... -ttn-t seien alle in N enthalten,. also .Sein Normal
körper und 15; = (-6', -6';) seien die n Substitutionen der Gruppe S 
dieses Körpers. Zu dieser Gruppe gehört .Q, in N, denn nur die 
Zahlen des Körpers N, die zugleich in .Q, enthalten sind, bleiben 
durch S ungeändert. 

Wir betrachten nun zwei in N enthaltene Körper über .Q,; 

" (1) A = ~?.(u), 

der Grade a und b. Hier können A und B beliebige Körper 
über .Q, sein. Denn man kann immer einen Normalkörper N an
geben, der die beiden Körper A und B enthält. Man kann z. B. 
für N den Körper nehmen, der aus allen zu u und zu fJ kon
jugierten Werten abgeleitet ist. 

Es sei .. 
(2) M = a ( u, {J) 
das gemeinschaftliche Yielfache der Körper A und B, dessen 
Grad wir mit m bezeichnen. 

Der Körper N ist im primitiv, da er den Körper B enthält, 
und ist ein Körper über ~~ (ß), dessen Grad mit a' bezeichnet 
werde. Es ist dann nach ~ 55: 

(3) m = ba' und ebenso m = ab'. 

Die primitive Zahl oe des Körpers A genügt einer Gleichung 
vorn Grade a in .Q,: 

a 
(4) rp (u) = 0, 

und in .Q, (ß) einer Gleichung vom Grade a': 
n' 

(5) q (u, ß) = 0, 

worin u eine Variable ist, und rp(u, ß) ist ein Teiler von rp(u), 
der in B irreduzibel ist. 

:Es ist folglich rp (u, ß) ein Produkt aus a' Linearfaktoren 

(6) rp (u, {J) = (u - a) (u - u) (u- a'') ... , 

wenn die u, u', u" ... einige unter den konjugierten Werten zu u 
sind, und rp ( u) scheidet nach Adjunktion von {i einen irreduzibeln 
Faktor vorn Grade a' aus. 

Es sei Lt der größte gemeinschaftliche Teiler von A und B, 
d. h. der Körper der Zahlen ö, die zugleich in A und B enthalten 
sind, und d dessen Grad. 
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Wenn nun A ein Normalkörper ist, so sind alle u, u', u" ... 
und mithin nach (6) auch die Koeffizienten von 9' (u, ß) in A 
enthalten, und da q; ( u, ß) zugleich in B enthalten ist, so ist es 
auch in LI enthalten. Wenn q; ( u, ß) in B irreduzibel ist, so ist 
es auch in jedem Teiler von B, also auch in LI irreduzibel, und 
folglich ist q; ( u, ß) = q; ( u, d) die Funktion niedrigsten Grades 
in LI, die für u = a verschwindet, d. h. der Grad a' von M über 
B ist zugleich der Grad von A über LI. Also ist 

m:b = a:d 
oder: 
(7) md =ab. 

Es ist hier vorausgesetzt, daß A ein Normalkörper sei, und 
da man durchweg A und B vertauschen darf, so genügt es für 
das Bestehen von (7), daß einer der beiden Körper ein Normal
körper sei. 

Es ergibt sich aus (3) und (7): 

, m a u_m_!!_ 
a = b = d' u - a - d' 

und wenn wir beide Körper A und B als .Xormalkörper an
nehmen, so können wir hieraus das Theorem folgern: 

7. Wenn der ~ormalkörper A vom Grade a durch 
Adjunktion des Normalkörpers B vom Grade b 
auf den Grad a;d reduziert wird, so wird B durch 
Adjunktion von A auf den Grad bjd reduziert; 
d ist der Grad des größten gemeinschaftlichen 
Teilers und m = abjd der Grad des gemeinschaft
lichen Vielfachen der beiden Körperl), 

1) C. Jordan, Traite des substitutions, art. 378. ~'robenius, Mathe
matische Annalen, :Bd. 70. 



Zehnter Abschnitt. 

Zyklische Gleichungen. 

§ 62. 

Kubische und biquadratische Oleichungen. 

Wir wollen jetzt die Gruppentheorie auf die Auflösung der 
Gleichungen dritten und vierten Grades anwenden. 

Die Gruppe der Permutationen von drei Ziffern besteht aus 
sechs Elementen, nämlich aus der identischen Permutation 1, aus 
zwei dreigliedrigen Zyklen und drei Transpositionen: 

(1) 
1 (0, 1, 2) (0, 2, 1) 

(1, 2) (2, 0) (0, 1 ). 
Die drei ersten 

1 (0, 1, 2) (0, 2, 1) 

bilden die alternierende Gruppe, sie besteht aus den Potenzen 
der zyklischen Permutation n: = (0, 1, 2): 

(2) 1, n:, n 2, 

und ist also eine zyklische Gruppe. 
Es seien nun tx, tx1 , tx2 die drei Wurzeln der kubischen 

Gleichung: 

(3) f(x) = xs - ax2 + bx - c = 0. 

Legen wir den Körper .Q zugrunde, der aus allen rationalen 
Funktionen der unabhängigen Veränderlichen a, b, c besteht, so 
ist (1) die Gruppe dieser Gleichung; wenn wir aber 

(4) 1/JJ = (tx- tx1) (tx- a 2) (tx1 - r.t2) 

adjungieren, worin 

(5) D = a2b2 + 18abc- 4as·c- 4bs- 27 cll 

die Diskriminante der Gleichung (3) ist [§ 15, (14)J, so reduziert 
sich die Gruppe auf (2). 
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In dem Körper S!,', der durch diese Adjunktion aus S!, ent
steht, kann jede Wurzel rational durch jede andere ausgedrückt 
werden, denn es ist 

also 

(6) 

und hierin können die Vertauschungen n, n2 ausgeführt werden. 
Die kubische Gleichung ist also nach Adjunktion von (D ihre 
eigene Galoissche Resolvente. 

Alles dies bleibt gültig, wenn der Rationalitätsbereich irgend 
ein spezieller Körper S!, ist, in dem a, b, c und flJ enthalten 
sind, wenn nicht f'(x) selbst in S!, reduzibel ist, also eine rationale 
Wurzel hat. Denn außer sich selbst und der zyklischen Gruppe (2) 
hat die Gruppe (1) nur noch intransitive Teiler, nämlich die 
Einheitsgruppe und drei Gruppen vom Typus 1, (1, 2). 

Wollen wir die kubische Gleichung nun auflösen, d. h. auf 
eine reine kubische Gleichung zurückführen, so müssen wir eine 
Funktion v der Wurzeln suchen, die zwar nicht selbst, deren 
Kubus aber die zyklische Permutation n gestattet. Eine solche 
Funktion kann aber nur existieren, wenn die dritten Einheits-
wurzeln, oder, was dasselbe ist, V 3, dem Körper .Q, adjungiert 
wird; denn v muß durch Anwendung von n eine dritte Einheits
wurzel als Faktor erhalten. 

Durch diese Adjunktion kann eine Reduktion der Gruppe 
nicht eintreten, weil die Gruppe (2) außer der Einheitsgruppe 
keinen Teiler hat und die Reduktion auf die Einheitsgruppe 
nicht durch eine quadratische, sondern nur durch eine kubische 
Gleichung geschehen kann (§ 60). Wir setzen also 

-1+V 3 -1-v-s 
E - e2 - ----;:-'---- 2 ' - 2 

und 
(7) 

v' = u + e2 u1 + eu2 ; 

dann ist der Erfolg von n der, daß v in e2v, v' in E v' übergeht, 
während vs, v's und vv' ungeändert bleiben, also in dem Körper 
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5~' enthalten sind. Es hat keine Schwierigkeit, diese Größen nach 
den Sätzen über die symmetrischen Funktionen zu berechnen. 
Setzen wir zur Abkürzung 

so ist [§ 22, (3)] 

A = a 2 a1 + a 12 a 2 + afa, 
A' = a 12a + aia1 + a 2 a 2, 

A+A'=ab-i3c 
A- A' = (J5, 

und für vs erhält man 

vs = a3 + a/ + a; + 6aa1 a 2 + 3EA + 3E2A', 
also 

(8) 
9 ~7 3 ---

vS = us-- ab+-- c +- 1- 'd lJ 
2 2 2 ' ' 

und ebenso 

(9) 1 9 b + 27 3 .--;--}') v 3 = a~ - 2 a 2 c - 2 1 - 'd • 

Es ist aber auch 

(10) vv' = a 2 + ai + a2~- aa1 - aa2 - a 1 a 2 = a2 - 3b, 

und aus (8), (9), (10) erhält man 

- ( vs - v' B)2 = 27 D = 4 ( a2 - 3 b )s - (2 us - 9 ab + 27 c)2. 

Fügt man zu (7) noch die Gleichung 

a = a + a 1 + a 2 , 

so findet man in Übereinstimmung mit der Cardanischen Formel: 

3a = a + v + v'. 
3 a 1 = a + E2 v + E v' 
3 a2 = a + E v + 62 v'. 

Bei vier Ziffern 0, 1, 2, 3 hat die symmetrische Gruppe 
24 Permutationen. Es sind, durch ihre Zyklen dargestellt, die 
folgenden: 

(11) 

P = 1, (0, I), (0, 2), (0, 3), (1, 2), (1, 3), (2, 3) 
(0, 1) (2, 3), (0, 2) (1, 3), (0, 3) (1, 2) 
(0, I, 2), (0, I, 3), (0, 2, 3), (1, 2, 3) 
(0, 2, 1 ), (0, 3, 1 ), (0, 3, 2), (1, 3, 2) 
(0, 1, 2, 3), (0, I, 3, 2), (0, 2, 3, 1) 
(0, 2, 1, 3), (0, 3, I, 2), (0, 3, 2, 1 ). 

Wir haben in P außer der identischen Permutation sechs 
Transpositionen, acht dreigliedrige und sechs viergliedrige Zyklen 
und drei Transpositionspaare, die mit der identischen Permu-
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tation zusammen eine Gruppe vom Grade 4 bilden. Diese heißt 
die Vierergruppe: 

(12) R = 1, (0, 1) (2, 3), (0, 2) (1, 3), (0, 3) (1, 2). 

Daß R eine Gruppe ist, ersieht man sofort, weil durch die 
Komposition je zweier ihrer von 1 verschiedenen Permutationen 
die dritte entsteht. Bildet man die beiden Nebengruppen (0, 1, 2) R, 
(0, 2, 1) R, so erhält man mit R zusammen die ganze alter
nierende Gruppe Q vom Grade 12: 

Q = R + (0, 1, 2) R + (0, 2, 1) B 
= 1, (0, 1) (2, 3), (0, 2) (1, 3), (0, 3) (1, 2) 

(0, 1, 2), (1, 3, 2), (0, 3, 1), (0, 2, 3) 
(13) 

(0, 2, 1), (0, 3, 2), (1, 2, 3), (0, 1, 3). 

Da es nur drei Transpositionspaare gibt und die konju
gierten Gruppen alle vom gleichen Typus sein müssen, so folgt, 
daß R ein Normalteiler der alternierenden Gruppe Q vom Index 3 
und der symmetrischen Gruppe ü- vom Index ti ist. Wir haben 
also hier eine Ausnahme des Satzes von der Einfachheit der alter
nierenden Gruppe (ii 51). 

Benutzt man die Komposition: 

S = R + (0, 1)R = R + R (0, 1), 
so erhält man einen Teiler von P vom Grade t:l und vom Index 3: 

(14) 
s = 1, (0, 1) (2, 3), (0, 2) (1, 3), (0, 3) (1, 2), 

(0, 1 ), (2, 3), (0, 3, 1, 2), (0, 2, 1, ä). 

Daß dies eine Gruppe ist, folgt sofort aus (0, 1)..8 = R (0, 1). 
Sie ist nicht in Q, sondern nur in P enthalten. Sie ist auch 
kein Normalteiler von P, sondern es gillt drei konjugierte Teiler, 
die B zum Durchschnitt haben. 

In P ist noch eine zyklische Gruppe von vier Elementen ent
halten: 

(15) ü = 1, (0, 3, 1, 2), (0, 1) (2, 3), (0, 2, 1, 3), 

zu der es wieder drei konjugierte gibt. Diese sind Teiler von P 
vom Index 6. 

Cnter den intransitiven Gruppen verdient noch eine Gruppe 
hervorgehoben zu werden: 

(16) 1 = 1, (0, 1 ), (2, 3), (0, 1) (2, 3), 
die den Index 6 hat und zu einem System von drei konjugierten 
Teilern von 1' führt. Außerdem gibt es von intransitiven Teilern 
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von P nur noch Permutationsgruppen von zwei oder drei Ele
menten. 

Diese Zerlegungen sollen jetzt auf die biquadratische Gleichung 
angewandt werden. Sei also 

(17) f(x) = x4 - a1 x8 + a2 x2 - a3 x + a, 
eine Funktion vierten Grades, in der zunächst die ~, a2, a8 , a, 
Veränderliche sind, und u, u1, u2, uJ seien die Wurzeln von f(x). 
Adjungieren wir die Quadratwurzel aus der Diskriminante 

(18) VD = (u- Ul) (u-u2) (u- Ua) (txl- U2) (txl- Us) (a2- as), 
so reduziert sich die Galoissche Gruppe der Gleichung f{x) = 0 
von P auf Q (weil fJJ zu Q gehört). 

Man findet leicht eine Funktion, die zu der Gruppe R 
gehört, nämlich: 

y = (u - u1) (u2 - ua)· 
Diese Funktion ist innerhalb Q dreiwertig. Sie erhält die Werte: 

y = (u- u1) (u2 - ua) 
(19) '!h = (u- u2) (a3 - ul) 

'Y2 = (u- OGs) (ul - u2), 
und die symmetrischen .Funktionen dieser drei Werte sind also 
rationale .Funktionen der a und V D. Das Produkt y y1 y2 ist fJ5 
selbst. Die Summe y + y1 + y2 verschwindet, und die Größe 

(20) - A = YY1 + YY2 + Y1Y2 
ist eine symmetrische Funktion der u, also eine rationale Funk
tion der a. Die Größen (19) sind daher die Wurzeln der kubischen 
Gleichung 
(21) ys- Ay + fJ5 = 0. 

Dies ist die Resolvente (16) in § 35. Es ist eine Normal
gleichung, weil R ein Normalteiler in Q ist. Es ist also dasselbe, 
ob wir einen oder alle drei Werte y adjungieren. 

Durch die Transpositionen (u, u1) geht y, y1, y2 in - y, 
- y2, - y1 über und folglich ändert sich 

(22) B = (y - Y1) (y - Y2) (yl - Y2) 
nicht; und da dasselbe für alle Transpositionen gilt, so ist B 
eine symmetrische Funktion der u, also eine rationale Funktion 
der a. Die Diskriminante der kubischen Gleichung (21) 
(2'3) B2 =- 27 D + 4AB 

ist also ein Quadrat in ,Q,, woraus zu erkennen, daß (21) eine 
~ormalgleichung ist. 
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Adjungiert man y, so reduziert sich die Gruppe der biquadra
tischen Gleichung auf 

R = 1, (0, 2) (1, 3), (0, 1) (2, 3), (0, 3) (1, 2). 

Diese Gruppe ist imprirnitiv (und zwar nach drei Arten), und 
die Gleichung kann jetzt durch zwei Quadratwurzeln gelöst 
werden. Am besten gelangt man dazu auf folgendem Wege. Die 
drei Größen 

v 1 = (a + OG1 - a9 - ~)2 

(24) V 2 = (OG - OG1 + OG2 - 0Gs)1 

v3 = (rt ·- OG1 - OG2 + OG8) 1 

gestatten alle die Permutationen der Gruppe R und sind daher 
rational durch y darstellbar. 

(25) 

Die Quadratwurzeln aus diesen Größen: 

~ = CX + OGI - OG2 - OGs 

)fv~ = CX - OG1 + OG2 - OG3 

Vvs = "' - "'1 - "'2 _J_ "'s 
ändern sich durch die Permutationen der Gruppe R so, daß 
eine von ihnen das Zeichen beibehält, die beiden anderen das 
Zeichen wechseln, so daß das Produkt fv1 • )"v2 • ~v8 ungeändert 
bleibt und folglich dem Körper ~ (y) angehört. :Fügt man noch 
die Gleichung 

(26) a1 = "' + "'1 + "'2 + "'• 
hinzu, so ergibt sich die vollständige Auflösung der biquadra
tischen Gleichung: 

(27) 

4cx = a1 + Vv~ + Vvs + ~ 
4cx1 = a1 + Vv~ - Yv;. - y;;, 
4cx2 = a1 - )"v1 + ~ - fv8 

4cxs = a1- ~ - v;;; + t'vs. 
Ändert man die Vorzeichen von zweien der Quadratwurzeln, 

so vertauschen sich die vierWurzeln "'' cx1. cx2, cx8 nach der Gruppe R 
Eine Transposition, wie etwa. (cx, cx1), oder, was auf dasselbe hinaus
kommt, die Vorzeichenänderung von fiJ, bewirkt keine Ände
rung von fv1 , dagegen eine gleichzeitige Vorzeichenänderung und 
Vertauschung von V v 2,. V v8• 

Eine zyklische Permutation der drei Wurzeln CXt 1 cx2, et8 be
wirkt eine zyklische Permutation von y, y1, y2 und daher werden 
die Wurzeln "' in derselben Weise permutiert, wenn man eine 
Wurzel y der Gleichung (21) durch eine andere ersetzt. 

Weber 1 .Algebra. {Kl. Auog.) 18 
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Die Funktion v1 selbst gehört zu der Gruppe S und ist in
folgedessen Wurzel einer kubischen Resolvente in Q.. Sie führt 
auf die kubische Resolvente, die sich aus der Ferrarischen 
Methode ergibt, und die für den Fall a1 = 0 in § 35, (4) auf
gestellt ist. 

Welche Werte man den mehrwertigen algebrai
schen Größen, die bei der Auflösung auftreten, 
auch beilegen mag, die Ausdrücke (27) stellen 
immer die Wurzeln unserer biquadratischen Glei
chung in irgend einer Reihenfolge dar. 

In bezug auf die übrigen Wege zur Auflösung der biquadra
tischen Gleichung können wir uns kürzer fassen. 

Wenn wir zunächst nicht VJj adjungieren, sondern eine zu 
der Gruppe S gehörige Funktion: so erhalten wir eine kubische 
Resolvente, die nicht Normalgleichung ist. Wir können für diese 
I<'unktion etwa y2 wählen, das der kubischen Gleichung 
(28) ys- 2Ay• + A2y2- lJ = 0 

genügt. Besser noch nimmt man als Wurzeln der kubischen 
Resolvente 

(29) z = Y1 - Y2, z1 = Y2 - y, Z2 = Y - Y1· 
Es gehört dann z zur Gruppe S. Aus (20), (22) erhält man 

für z die kubische Gleichung 

(30) zs - 3 Az + B = 0. 
Man kann ferner zur Lösung der biquadratischen Gleichung 

dadurch gelangen, daß man zuerst eine zu der zyklischen Gruppe 
0 gehörige (eine zyklische) Funktion der Wurzeln adjungiert, 
wie z. B. 

(31) 

Diese Funktion ist sechswertig und ist also die Wurzel einer 
Gleichung sechsten Grades. Diese Gleichung sechsten Grades ist 
aber, wie man leicht sieht, im primitiv, und kann auf eine Glei
chung dritten Grades und auf zwei Quadratwurzeln zurückgeführt 
werden. Diese Gleichung sechsten Grades ist eine Totalresolvente, 
und zwei ihrer Wurzeln genügen zur rationalen Darstellung der 
Wurzeln "'· Die Form dieser Resolvente wird nicht einfach. 

Man kann endlich noch darauf ausgehen, durch Adjunktion 
eir..er zur Gruppe T gehörigen Funktion ; die Funktion f'(x) 
direkt reduzibel zu machen und in zwei quadratische Faktoren 
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zu zerlegen. Eine solche Funktion ~ ist gleichfalls die Wurzel 
einer Gleichung sechsten Grades, die sich aber auch durch Im
primitivität auf den dritten und zweiten Grad reduziert. Nimmt 
man z. B. 

(32) ~=IX+ IXt- ta1 = ~fv1 , 
so sind von den sechs Wurzeln je zwei entgegengesetzt gleich, 
so daß eine kubische Gleichung für ~~~ resultiert. Durch eine 
diesur Größen ~ lassen sich dann die quadratischen Faktoren von 
f'(x) rational darstellen. 

Nehmen wir zur Vereinfachung der Formeln ~ = 0 an und 

(33) f(x) = x' + ax2 + bx + c, 
so wird ~ = IX + ~X1 = - ~X2 - ~X8 und 

(occx1 - cx2 ~X3H = b, 
IJCIX1 + IX21Xs = ~2 + a, 

also 

(34) 

so daß die beiden quadratischen Faktoren von f(x) folgende werden: 

x2 - ~ x + ~ ( : + ~2 + a) = 0 

x2 + ~ x + ~ (- ~ + ~2 + a) = 0, 

(35) 

nnd für ~s ergibt sich aus (34) durch Multiplikation die kubische 
Gleichung 

oder 

b» 
4 c = w + a )2 - s2, 

(36) ~6 + 2as' + (u2- 4cH2- bs = o. 

Nimmt man für s irgend eine Wurzel dieser Gleichung 
sechsten Grades, so gibt jede der Gleichungen (35) ein Paar 
Wurzeln von f(x) = 0. 

§ 63. 

Abelsche Oleichungen. 
Der Grad einer transitiven Permutationsgruppe von m Ziffern 

ist immer durch m teilbar und also niemals kleiner als m. Denn 
ist P eine solche Gruppe, und Q0 der Inbegriff der Permuta
tionen von L, die die Ziffer 0 ungeändert lassen, so ist auch 

18* 
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Q0 eine Gruppe und also ein Teiler von P. Nun kann man 
wegen der vorausgesetzten Transitivität in P ein System von Per
mutationen :n:1 , :n:2 , ••• :n:m- 1 finden, die 0 in 1, 0 in 2, ... 0 in m-1 
überführen, und dann ist Q0 :n:1 das System aller der Permuta
tionen von P, die 0 in 1 verwandeln. Danach ist 

(1) P = Qo + Qo:n:t + Qo:n:2 + ··· + Qo:n:m-t, 
und der Grad von P gleich dem Produkte aus m und dem Grade 
von Q0, also: 

I. Die Galoissche Gruppe einer irreduzibeln Glei
chung ist niemals von niedrigerem Grade, als die 
Gleichung selbst. 

Eine ~ormalgleichung haben wir früher durch die Bestimmung 
erklärt, daß sie irreduzibel sei, und daß jede ihrer Wurzeln 
rational durch jede andere ausdrückbar sein sollte. Daraus er
gibt sich, daß die Gruppe einer Normalgleichung sich auf die 
identische Gruppe reduzieren muß, wenn man eine Wurzel adjun
giert; und umgekehrt ist eine Gleichung, deren Gruppe so be
schaffen ist, wenn sie zugleich irreduzibel ist, immer eine ~ormal
gleichung. 

Nun reduziert sich P durch Adjunktion der Wurzel tX0 auf 
Q0 , durch ~X1 auf :7t] 1 Q0 :n:1 usw., und wenn also P die Gruppe 
einer Normalgleichung sein soll, so ist notwendig und hinreichend, 
daß Q0 die Einheitsgruppe ist, daß also durch :n:, :n:11 :n:2, ... :n:m-1 

die Gruppe erschöpft sei. Wir haben also: 
Il. Damit eine irreduzible Gleichung eine Normal

gleichung sei, ist notwendig und hinreichend, daß 
der Grad der Gruppe mit dem Grade der Gleichung 
übereinstimme. 

Wir betrachten hier zunächst die spezielle Art von Gleichungen, 
zu denen die von Gauß zuerst aufgelöstAn Kreisteilungsgleichungen 
gehören , die Ab e l allgemein auflösen gelehrt hat, und die wir 
also nach ihm Abelsche G·leichungen nennen wollen 1). 

III. Eine Gleichung mten Grades F(x) = 0 mit den 
Wurzeln ~X, ~Xt, ~X2 , ... rxm- 1 heißt eine Abelsche Glei
chung, wenn jede Wurzel rational durch eine von 
ihnen, ~X, ausdrückbar ist, und .wenn, falls 

1) Abel, Memoire sur une classe d'equations resolubles algebriquement. 
Crelles Journal f. Mathematik, Bd. 4, 1829. Oeuvres completes, nouvelle 
edition, 1881, Bu. 1, S. 4-18. 
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(2) Ut = el (u), u2 = @2 c~) .... ~"' -1 = em-1 c~) 
diese rationalen Ausdrücke sind, die Bedingung 

(3) ehek(~) = eken(u) 
für je zwei dieser Funktionen besteht . 

.Es bedeutet hierin das Zeichen eh ek (~), daß die Funktion 
®h(x) für das Argument x = @k(u) gebildet werden soll. Selbst
verständlich bezieht sich diese ganze Definition auf einen be
stimmten als rational angenommenen Körper Slt. 

Wenn die Funktion F(x) nicht irreduzibel ist, so hat sie 
einen bestimmten irreduzibeln Faktor fP (x), der die Wurzel ~ 
hat, und unter den Wurzeln von fP ( x) bestehen gleichfalls die 
durch (2) und (3) ausgesprochenen Helationen. Es ist daher 
qJ(x) = 0 eine Galoissche Resolvente von F(x) = O, und wenn 
cp (x) = 0 gelöst ist, so sind damit alle Wurzeln von F(x) 
bekannt. 

Die G alois sehe Gruppe einer Ab e Ischen Gleichung, sei 
sie irreduzibel oder nicht (wenn nur ihre Wurzeln voneinander 
verschieden sind), hat die Eigenschaft, daß bei der Zusammen
setzung ihrer Permutationen das kommutative Gesetz gilt; sie ist 
also eine kommutative Gruppe. 

Es seien nämlich 

(4) ~, ~1 = @1 (~), ~2 = @2 (~) •• • Um-1 = @m-1 (u) 
die Wurzeln von l!'(x) und 
(5) ~. u' = @' (u), ~" = @J" (u) ... 

die darunter enthaltenen Wurzeln des irreduzibeln Faktors fP (x) 
von F(x). 

Da, wie schon bemerkt, cp (x) = 0 eine Galoissche Resol
vente ist, so besteht die Gruppe der Gleichung aus den Substi
tutionen des Körpers Slt (~), also aus den Substitutionen 

(6) 6 = (u, u), 111 = (u, ~'), 1111 = (c.:, ~'') ... 
Diese Gruppe befolgt aber das kommutative Gesetz; denn es sei 

11' = (u, u') = [u, @' (~)] 
o" = c~. ~") = [~, @'' (~)]; 

dann 1st 
6 1 6 11 = r~. @)' (u)J [®' (~). @''®'(u)] = [~, @"@'(~)J 

o''o' = [u, ®"(~)] [®"(u), @'®"(u)] = [c.:, @'@" (~)]. 

Wegen (3) ist daher 61 1111 = 6 11 61, worin a', 1111 zwei beliebige der 
Substitutionen 6 sein können. :Folglich ist die Gruppe der Sub-
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stitutionen des Körpers .Q(tt) und damit auch die isomorphe 
Permutationsgruppe der Gleichung J!'(x) = 0 kommutativ. 

Es gilt nun auch eas Umgekehrte, wobei aber die Ir
reduzibilität vorausgesetzt sein muß. 

IV. Eine irreduzible Gleichung 'P(x) = 0 mit kommu
tativer Gruppe ist eine Abelsche Gleichung. 

Es seien ~, ~1 , tt2, ... rt"._ 1 die Wurzeln von 'P (x), und P 
die Gruppe dieser Gleichung, die wegen der Irreduzibilität von 
'P(x) transitiv ist, und die wir jetzt außerdem als kommutativ 
annehmen. Es sei Q der Teiler von P, der das Element 0 in 
Ruhe läßt. Ist dann n; eine Permutation, die die Ziffer 0 in i 
überführt, so ist n-; 1 Qn; die Gruppe der Permutationen in P, die 
die Ziffer i nicht ändern. Da nun aber in jeder Zusammensetzung 
von Permutationen aus P die Komponenten vertauscht werden 
können, so ist 

n;- 1 Qn; = n;- 1 n, Q = Q, 

d. h. die Gruppe Q läßt auch die Ziffer i ungeändert. Wegen 
der Transitivität von P kann aber i jede der Ziffern 1, 2, ... m - 1 
bedeuten, folglich besteht Q aus der einzigen identischen Permu
tation, und es gibt in P außer der identischen keine Permu
tation, die eine Ziffer u:ngeändert läßt. Adjungiert man aber 
eine Wurzel "• so reduziert sich die Gruppe P auf eine Gruppe, 
die " ungeändert läßt, also auf die Einheitsgruppe, und die 
Gleichung ist gelöst, d. h. jede Wurzel von 'P(x) kann durch 
eine beliebige unter ihnen, "' rational ausgedrückt werden. Dem
nach ist 'P (x) = 0 eine Normalgleichung und somit ihre eigene 
GaloisscheResolvente. Ist ltk = ®k(tt), so besteht die Galoissche 
Gruppe dieser Gleichung aus den 8ubstitutionen 

und es ist 
fh = L ~, ®k(oe)J, 

d,.!Jk = [~, @h®k(~)J, ok(h = Loe, @k@h(~)]. 

Da die Gruppe kommutativ sein soll, so muß 

@h@k(tt) = @k@h(~) 

sein, d. h. 'P(x) = 0 ist eine Abelsche Gleichung. Dies ist 
der Grund, weshalb die kommutativen Gruppen auch Ab e l sehe 
Gruppen genannt werden. Es folgt also noch aus dem oben 
gegebenen Satze über die Gruppe von Normalgleichungen, daß 
bei einer transitiven A belscheu Permutationsgruppe die Zahl 
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der Permutationen mit der Zahl der vertauschten Ziffern überein
stimmt. 

Hier haben wir die Irreduzibilität der gegebenen Gleichung 
vorausgesetzt. Wollen wir auch reduzible Gleichungen F(x) = 0 
mit kommutativer Gruppe P berücksichtigen, so betrachten wir 
einen irreduzibeln Teiler q; (x) von l!'(x). Die Gruppe P' der 
Gleichung q; (x) = 0 erhält man, wenn man die Permutationen 
yon P auf die Wurzeln von cp (x) anwendet, und wenn daher P 
kommutativ ist, so ist es auch P'. Daraus ergibt sich: 

Y. Hat eine reduzible Gleichung J/(x) = 0 eine kom
mutative Gruppe, so gibt jeder irreduzible Teiler 
q; von Feine Abelsche Gleichung q; = 0. 

Es ist aber nicht notwendig, daß die Wurzeln des einen 
Teilers cp rational durch die eines anderen ausdrückbar sind, 
und dnher können wir, im Hinblick auf unsere Definition, die 
Gleichung F(x) = 0 nicht immer als eine Abelsche bezeichnen. 

Es ist endlich noch zu bemerken, daß bei einer kommuta
tiven Gruppe jeder Teiler normal ist, da ja immer n-1 " n = " ist, 
wenn n und " beliebige Elemente einer kommutativen Gruppe sind. 

Wir haben vorhin gesehen, daß in einer transitiven Abel
schen Gruppe außer der identischen keine Permutation vor
kommt, die eine Ziffer ungeändert läßt. Nehmen wir an, eine 
Permutation n einer solchen Gruppe sei in ihre Zyklen zerlegt, 
und der Zyklus, der die wenigsten Glieder enthält, sei ein r-glie
driger. Dann wird nr die Glieder dieses Zyklus ungeändert 
lassen und muß also die identische Permutation sein. Daraus 
folgt aber, daß auch alle übrigen Zyklen von n, wenn noch andere 
vorhanden sind, aus r Gliedern bestehen müssen, also: 

Vl. Eine Permutation einer transitiven Abelschen 
Gruppe enthält nur Zyklen von gleicher Glieder
zahl. 

Die Anzahl r der Glieder eines Zyklus muß ein Teiler von 
tn sein, wenn 111 der Grad der Gruppe ist, und wenn m = r s ist, 
so ist s die Anzahl der r-gliedrigen Zyklen, aus denen n besteht. 

Ist nun P die Gruppe einer Abelschen Gleichung F(x) = 0, 
so nehmen wir irgend eine nicht identische Permutation n aus 
P heraus und zerlegen sie in ihre Zyklen 

(7) n = YYll'2 ... Ya-t, 
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worin jeder der Zyklen 'Y sich auf r Wurzeln der Gleichung 
F(x) = 0 bezieht. Wir wollen diese Wurzeln so anordnen, daß 

'}' = (a, a1, a2 ... Ur-1) 

(8) 
'Yt = (ß, ßt, ßs · · • ßr -1) 

wird. 
Ist n1 irgenrl eine Permutation von P, so ist wegen der 

Vertauschbarkeit 
(9) 

Nach dem Satze über die Bildung der Permutationen n1 1nn1 

(§ 49, 4.) darf also n nicht geändert werden, wenn die Permuta
tionen n1 in den Zyklen von n ausgeführt werden. Da aber die 
Zyklen vollständig bestimmt sind, abgesehen von ihrem Anfangs
element, so ergibt sich, daß durch Anwendung irgend einer Per
mutation n1 aus P die Elemente der einzelnen Zyklen y nicht 
voneinander getrennt, sondern nur untereinander (zyklisch) ver
tauscht und außerdem die Zyklen miteinander vertauscht werden 
können. Die GrupJ?e ist also, wenn s > 1 ist, imprimitiv. 

Eine rationale .Funktion der Argumente a, a 1, ... Ur-H die 
ihren Wert nicht ändert, "\"enn die a der zyklischen Permutation 
y und ihren Wiederholungen unterworfen werden, heißt eine 
zyklische Funktion der a. Bezeichnet man mit 

(10) CO = 1/1 (a, a1, ... Ur-t) 

eine solche zyklische Funktion und mit 

(11) 

die konjugierten Werte von ro, setzt also z. B. 

(12) ID1 = 1/1 ({:J, ß1, "• ßr-1), 

so sind diese Größen nach § 59 die Wurzeln einer irreduzibeln 
Gleichung sten Grades: 

ctJ(t) = 0, 
deren Gruppe man erhält, wenn man die durch P hervorgerufenen 
Permutationen der Größen (11) aufsucht. 

Man erhält aber die durch n1 1r~ unter den Größen (11) be
wirkte Permutation, wenn man die beiden durch n1 und n2 einzeln 
hervorgerufenen Permutationen zusammensetzt, und die Gruppe 
der I>ermutationen von (11) ist daher auch kommutativ. Daher 
ist ctJ (t) = 0 eine A belsehe Gleichung sten Grades. 
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Adjungiert man ro, so zerfällt .F(x) in s Faktoren rten Grades: 
l! (x) = F(x, ro) F(x, ro1) ••• F(x, ro,_ 1), 

von denen der erste, F(x, ro), die Wurzeln u, u1, ••• u,._1, hat, und 
die Gruppe der Gleichung F(x, ro) = 0 besteht allein aus der 
Periode der zyklischen Permutation y. 

Wir wollen eine Gleichung, deren Gruppe aus einem ein
zigen Zyklus und seinen Wiederholungen besteht, eine zyklische 
Gleichung nennen, so daß die zyklischen Gleichungen der 
einfachste Spezialfall der Abelschen Gleichungen sind. Wir haben 
dann also bewiesen, daß die Lösung jeder Ab e l sehen Gleichung 
zurückgeführt wird auf die Lösung einer Ab e 1 sehen Gleichung 
niedrigeren Grades und auf die Lösung einer Reihe zyklischer 
Gleichungen. Diesen Satz kann man wieder auf die Hilfsgleichung 
s ten Grades anwenden, und damit so lange fortfahren, bis diese 
Hilfsgleichung sich auf den ersten Grad reduziert. Damit erhält 
man also das Resultat: 

VII. Die Lösung einer Abelschen Gleichung läßt sich 
immer auf die Lösung einer Heihe von zyklischen 
Gleichungen zurückführen, deren Grade Teiler 
des Grades der gegebenen Gleichung sind. 

Es ist nicht notwendig, in die Definition der zyklischen 
Gleichungen die Irreduzibilität mit aufzunehmen. Wir können 
daher allgemein die Definition so fassen: 

VIII. Eine Gleichung mten Grades F(x) = 0 mit m ver
schiedenen Wurzeln heißt eine zyklische Gleichung 
im Körper .Q, wenn ihre Wurzeln u, a 1, a 2, ••• ~Xm-t 

nicht rational sind, aber sich so anordnen lassen, 
daß die zyklischen Funktionen der Wurzeln in $~ 
rational sind. 

Wenn also 
(13) n = (a, IXt• a2, ••• llem-t) 

ist, so muß jede Funktio"n in .Q enthalten sein, die die Permu
tationen der zyklischen Gruppe 
(14) C = 1, n, :rr2, ns ... nm-t 

gestattet. Die Galaissehe Gruppe einer zyklischen Gleichung 
ist entweder die Periode 0 selbst und dann ist die Gleichung 
irreduzibel, oder sie ist ein Teiler von C; sie besteht dann, wenn 
e und f zwei ganzzahlige Faktoren von m sind und 
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m = ef' 
ist, aus den Permutationen 

(Hi) C. = 1, n•, n;2•, ••• n;<f-lle1 

und die zyklische Gleichung zerfällt in e Faktoren ften Grades. 
Denn nehmen wir eine zu der Gruppe C gehörige Funktion 
w (a. a 1, ••• OGm- 1), so ist diese nach Voraussetzung gleich einer 
Größe in S~, die wir mit a bezeichnen. Auf die rationale Gleichung 
1/• = a ist dann keine nicht in 0 enthaltene Permutation an
wendbar, und folglich kann die Gruppe der Gleichung keine 
anderen Substitutionen enthalten als solche, die in 0 vorkommen. 
Wenn nun n in der Gruppe der Gleichung vorkommt, so ist sie 
mit C identisch, und da 0 transitiv ist, ist die Gleichung 
irreduzibel. Ist aber n' die niedrigste Potenz von n, die in der 
Gruppe der Gleichung vorkommt, so ist C. diese Gruppe. o. ist 
aber, wenn e > 1 ist, intransitiv, und die Gleichung ist re
duzibel. 

Die zyklischen Gleichungen haben, wie alle Abelschen 
Gleichungen, die Eigenschaft, daß jede Wurzel rational durch 
jede andere ausdrückbar ist. Hier lassen sich diese Ausdrücke 
folgendermaßen zyklisch anordnen. Sind a, a1 , a2 , ... CJG 111 _ 1 die 
W urzcln der zyklischen Gleichung F(x) =-= 0, so ist die ganze 
Funktion (m - 1) ten Grades von x 

F(x)(--~1 + a_2 _____ +···+ a ) = 1Jf(x) 
X - OG X - OG1 X - OGm-1 

ungeändert durch die Permutation n und also in .Q enthalten. 
Wenn wir darin x = OG, OG 1 , • _. OG",_ 1 setzen und das Zeichen 

1Jf(x) 
E" (x) = (H) (x) 

einführen, so folgt 

(16) OGI=@(OG), OG2=@(ut), ... OGm-1 = @(OGm-2), u=@(OGm-1), 

und dies gilt, mag F(x) reduzibel oder irreduzibel sein, wenn 
nur F(x) und F' (x) keinen gemeinsamen Teiler haben. 

Wenn der Grad der zyklischen Gleichung keine Primzahl ist 
so läßt sie sich durch das oben auf Abelsche Gleichungen im 
allgemeinen augewandte Verfahren noch weiter reduzieren. 

Wenn nämlich m = e f' irgend eine Zerlegung von m in zwei 
Faktoren ist, so zerfällt die Permutation n• in e Zyklen r von je 
t Gliedern: 
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'}' = (a, OG,, OG2., • •• OG((-1)e) 

(17) 1'1 = (a1 \ OGe+J• 1JG2e+ 1, • • • OG((-l)e+1) 

'Ye-1 = (ae-1! OG2e-1, OGJe-11 ••• tl<:tn-1)· 

Nun bestimmen wir eine zu dem ersten dieser Zyklen gehörige 
Funktion tjJ und setzen 

r; = tjJ (oe, u" tX2e1 ••• OG((-J)e) 

(18) 'tJ1. = t/J(oel, 1Xe+t1 tX2e+11 ••• 1X(f-1)e+l) 

fJe-1 = t/J (ae-1• tX2e-1' tl<:Je-11 • • • tXm-1)• 

Diese Größen sind alle voneinander verschieden, aber bei 
einer zyklischen Permutation ihrer Argumente bleiben sie un
geändert. Durch Anwendung der Permutation n gehen die Größen 

fJ, 'tJu 1Js, .. • 1/e-1 

zyklisch ineinander über, und nach der Voraussetzung sind also 
ihre zyklischen Funktionen und folglich auch ihre symmetrischen 
Funktionen rational. Sie sind also die Wurzeln einer zyklischen 
Gleichung eten Grades, während l!'(x) in e Faktoren ften Grades 

l!'(x) = l!'(x, 1J) F(x, 1J1) ... P(x, t}e-1) 

zerfällt, deren jeder eine zyklische Gleichung ften Grades für die 
Wurzeln eines der Zyklen r ergibt. 

Denn setzen wir etwa 

F" = (x- u) (X- u.) ... (x- tX(f-!Je) 1 

so gestattet diese Funktion die Permutationen der Periode von 'Y· 

Also gestattet sie auch die Permutationen der Gruppe, die nach 
Adjunktion von fJ zur Galoisschen Gruppe unserer Gleichung 
wird, die ja nur aus Potenzen von y, y11 ••• 'Ye- 1 bestehen kann. 
Es ist daher nach dem Satze von Lagrange (§ 60, 3.)F1 rational 
durch 1J darstellbar, also F1 = F (x, fJ). Die Gleichung l!'(x, 1J) = 0 
ist aber wieder zyklisch in S!- ( r;), da die zyklischen Funktionen 
ihrer Wurzeln diesem Körper angehören. 

Die Auflösung der zyklischen Gleichungen m ten Grades ist 
hierdurch abhängig gemacht von der Lösung zyklischer Gleichungen, 
deren Grade die Primfaktoren von m sind. Ist also z . .B. m eine 
Potenz von 2, so wird die Lösung durch eine Reihe von Quadrat
wurzeln bewerkstelligt. Auf diesem Wege hat Gauß zuerst die 
Kreisteilungsgleichungen behandelt 1). 

1) Gauß, Disquisitiones a.rithmetiea~, Sectio VU. 
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Wir knüpfen noch die für die Folge wichtige Bemerkung 
hier an, daß für einen Primzahlgrad die Begriffe der Normal
gleichung und der zyklischen Gleichung zusammenfallen. 
Denn jedenfalls ist eine zyklische Gleichung von Primzahlgrad, 
da sie irreduzibel ist, eine Normalgleichung. Und wenn um
gekehrt der Grad n. einer Normalgleichung, der zugleich der 
Grad der Gruppe dieser Gleichung ist, eine Primzahl ist, und n 
eine nicht identische Permutation dieser Gruppe, so ist der Grad 
von :n:, der ja ein Teiler von n sein muß, gleich n, und die Gruppe 
der Gleichung ist 1, :n:, :n:2, ... :n;n-J, also zyklisch. 

Wenn die Galoissche Gruppe@ einer Abelschen Gleichung 
nach der Komposition der Teile (~ 45) in zwei Gruppen zerlegt 
ist, so daß in der Form 

@ = ~(~ 

jedes Element von @ ein- und nur einmal erscheint, so tritt noch 
eine weitere Reduktion der A helsehen Gleichung ein. Sind m, a, b 
die Grade von @, ll!, l8, so ist m = ab. Man nehme zwei Zahlen 
6 und r;, die zu ~( und zu l8 gehören (§ 60, 1.) und bilde mit ratio
nalen Koeffizienten a, ß eine m-wertige Zahl 

(19) x=a6+ßr;. 
Die Gruppen ® I~' @ ll8 der Grade b. und a der Gleichungen, 

deren ·wurzeln 6 und r; sind, sind gleichfalls A belsehe und x 
ist eine primitive Zahl des Körpers .Q.(x), dessen Gruppe G ist. 
Nach §52 läßt sich eine A belsehe Gruppe durch eine Basis dar
stellen, deren Elemente Primzahlpotenzen zu Graden haben, und 
so kommen wir durch Wiederholung dieses Verfahrens nach VII. 
zu dem Satze: 

IX. Die Wurzel einer Abelschen Gleichung läßt sich 
rational (in .$G) darstellen durch die Wurzeln 
zyklischer Gleichungen, deren Grade Primzahl
potenzen sind. 

§ 64. 

Resolventen von Lagrange. 

Die Methode der Auflösung zyklischer Gleichungen, die wir 
jetzt kennen lernen wollen, ist gleichmäßig auf Primzahlgrade 
und zusammengesetzte Grade anwendbar. Man bedient sich dazu 
gewisser Ausdrücke, die unter dem ~amen der Resolventen 
von Lagrange bekannt und bei allen Untersuchungen über 
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die algebraische Auflösung von Gleichungen von großem Nutzen 
sind 1). 

Wenn wir 
2n . . 2n ;~ 

r = cos - + 1 sm - = e m m m 
setzen, so ist nach dem Moivreschen ~atze, wenn k eine positive 
oder negative ganze Zahl ist: 

k '2nk+ .. 21rk r = cos z sm --, m m 
und mithin: 

rm = 1, rkm = 1. 

Die Größen rk heißen darum mte Einheitswurzeln oder Ein
heitswurzeln vom Grade m. Es gibt deren m verschiedene für 
k = 0, 1, 2 ... m - 1, und andere Werte von k ergeben dieselben 
Werte wieder. Wir bezeichnen die voneinander verschiedenen 
dieser Einheitswurzeln mit E und erhalten aus der Summenformel 
der geometrischen Reihe: 

• 
Es" = 0, wenn k nicht durch m teilbar ist, 

= m, wenn k durch m teilbar, also s" = 1 ist. 
(1) 

Die Einheitswurzel E heißt primitiv, wenn sie nicht zugleich 
eine Einheitswurzel niedrigeren Grades ist, wenn also k in E = rk 
teilerfremd zu m ist, sonst imprimitiv. 

Es sei F(x) = 0 eine Gleichung mit den voneinander ver
schiedenen Wurzeln IX, IX1, IX2, ••• 1Xm-l und 

(2) (c, IX)= IX+ EIX1 + E2 tx2 + · .. + sm- 11Xm-l• 

Die so definierten Summen sind es, die man die Lagrange
scben Resolventen nennt. Wenn diese Funktionen für alle 
m ten Einheitswurzeln E bekannt sind, so ist auch die Gleichung 
selbst gelöst, denn aus (1) erhält man: 

' (3) miX = I(s, IX), 
worm sich die Summe über alle m ten Einheitswurzeln E er
streckt. )lan kann auch die anderen Wurzeln in gleicher Weise 
ausdrücken: 

• 
(4) mtXk = E s-k(E, u), 

1) Lagrange, Reflexions etc., s. 8. 508. Früher haben wir unter 
Resolventen auflösende Gleichungen verstanden, hier sind es auflösende 
Funktionen. 
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so daß in der Tat alles auf die Kenntnis von E und der .Funk
tionen ( E, cc) zurückgeführt ist. 

Die Summen (3) nnd (4) lassen sich noch in etwas anderer 
Weise darstellen, da die sämtlichen m ten Einheitswurzeln Potenzen 
von r sind. Setzt man also E = r~ und läßt .A die Reihe der Zahlen 
0, 1 ... m - 1 durchlaufen, so können wir für die Gleichungen 
(3), ( 4) setzen: 

i l 
uux = ~ (r1 , cc ), m CCk = ~ ,.-H (rl, cc ). 

Wir untersuchen diese Resolventen (E, cc) zunächst als .Funk
tionen der m unabhängigen Veränderlichen cc, und wollen 
wegen der einfar.heren Darstellungsweise der Formeln überein
kommen, daß ccm = cc0 = cc und überhaupt cch = cc" sein soll, 
wenn sich lt von k durch ein Vielfaches von m unterscheidet 
[h = k (mod m)]. 

Für diese Hesolventen gelten nun die folgenden Sätze. 

X. Wenn man auf die Indices der cc die zyklische 
Permutation :n: = (0, 1, ... m -1) anwendet, so geht 
(c, cc) in c- 1 (E, cc) über, und durch die Permutation 
:n;k geht (E, cc) in E-"(E, cc) über. 

Dies zeigt die Definition (2) der Resolventen unmittelbar. 
Wir verstehen ferner unter v einen beliebigen positiven 

Exponenten und bilden nach dem polynomischen Lehrsatze ( E, cc) •. 
In der entwickelten Potenz setzen wir Em =·1 und ordnen nach 
Potenzen von E. Es ergibt sich dann ein Ausdruck von der Form 

(5) (E, cc)• = A~) + EA~) + c 2 A~) + ... + E'"- 1 A};;)_ 1 

h 

= ~ EhA~\ 
O,m-1 

worin die A~·\ A~•) ... A~)-t .Formen vten Grades mit ganzzahligen 
Koeffizienten und den Variablen cc sind, aber von E unabhängig. 
Auch hier möge Ah = Ak sein, so oft h = k (mod m). Danach 
beweisen wir den Satz: 

XI. Wenn man auf die Indices der cc die zyklische 
Permutation :n: anwendet, so erleiden die IndiceE> 
der Koeffizienten von (E, cc)' die zyklische Permu
tation :n:•, d. h. A~> geht in Al:\., über. 

Um dies nachzuweisen, bemerken wir, daß die .Formel (5) 
für jede beliebige m te Einheitswurzel E, einschließlieh 1, richtig 
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bleibt, und hiernach folgt aus (1) und (5): 

(6) 

Macht man auf der rechten Seite dieser Formel in den 
Indices der IX die Permutation :n:, so ergibt sich nach X.: 

• 
~ E-k-> ( E1 IX)• 1 

d. h. A~l geht in A~~. über, wie im Satz XI. behauptet ist. 
Der Satz Xl. ist ein spezieller Fall eines allgemeinen Theorems. 

Entwickeln wir ein Produkt von beliebig vielen Faktoren 

( E1 IX )• ( E.lt1 oe )•t ( Ei.z, 1X)•2 .. ,1 

worin v, v1, v2 ••• positive, Ä1, Ä2 ••• beliebige ganze Zahlen sind, 
und ordnen es, wie vorher (~:,~X)', nach Potenzen von E, so mag 
sich ergeben: 

II 
(7) (E, IX)• (E't, 1X)•t (E12, 1X)•2 ... = ~ EIIBh, 

o,m-1 

worin die B 11 von E unabhängige Formen von der Variablen IX 

sind. Da auch diese Entwickelung für alle m ten Einheitswurzeln E 

gilt, so kann man die Formel (1) anwenden und erhält . 
mB~c = ~E-k(E, ~X)' (E.lt, oe)•t (~:·\ 1X)•2 ... , 

woraus man nach X. schließen kann, daß B~c durch die Sub
stitutionen :n: in 

Bk+ • +<t•t + .lz•z + • ., 

übergeht. Wir haben also: 

(8) 

XII. Die P-ermutation 71' 1 auf die Indices der IX an
gewandt, ruft unter den Indices der Koeffizienten 
des nach E geordneten Produktes 

( E1 oe) > ( E.lt, oe )•t ( E~21 IX )>2 , .. 

die Permutation 71'• +1t•t +1z•z ... hervor. 

In diesen Theoremen kann die Permutation :n: wiederholt 
werden; sie bleiben richtig, wenn :n: durch irgend eine Potenz 
von 71' ersetzt wird, und sie gelten, was auch E für eine m te Ein
heitswurzel sein mag. Ist aber e ein Teiler von m, 

m = ef; 
und c irgend eine ete Einheitswurzel, so ist E zugleich mte Eiu
heitswurzel und der Ausdruck (2) wird 
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(9) 

(E, ~X) = IX 

+~Xe 

Zehnter Abschnitt. 

+ · · · + Ee-l ~Xe-1 
+ ... + Ee- 11X2e-1 

+ IXe(f-1) + <IXe{f-1)+1 + ··· + Ee-JIXm-1• 

Wir führen nun die Bezeichnung ein: 
'Y} = a + a. + a2e + ... + a<f-1)~ 
'r/1 = IX1 + 1Xe+1 + a2e+l + ... + IX((-1)e+l 

'Y/e-1 = ~Xe-1 + IX2e-1 + IXse-1 -+- · · · + ~Xm-1, 

§64. 

und nennen diese Größen, wie es Gauß in dem speziellen Falle 
der Kreisteilung getan hat, die f-gliedrigen Perioden der Größen a. 
Es wird dann 
(10) (E, a) = 'Y} + E'Y}1 + E2 'Y} 2 + ··· + e•- 1 'Y/e-1 1 

woflir wir auch (e, rJ) schreiben können. 
Die Anwendung der Permutation n auf die Indices von IX 

bringt unter den nach dem Modul e zu nehmenden Indices der 
Größen 'Y/ die zyklische Permutation 
(11) r=(0,1,2, ... e-1) 
hervor. 

Entsprechend der Formel (10) können wir die Formeln (5) 
und (7) nun auch so schreiben: 

(e, 'YJ)• = E~·) + eei•' + E 2 E~·) + ... + E'- 1 Ei•l_1 
( e, rJ)' ( Elt, rJ)'t ( e.l21 rJ)'2 .... 

= G0 +eG1 +E2 G2 + .. ·+e•-1 G,_ 1 , 

worin dann 
E <•! A<•, + A<•J + + A<•J k =- k e+k •• • (f-1)e+k 

G~c = B~c + B•+k + ·· · + Blf-t'4•+" 
ist, und E~•l und Gk ganze homogene Funktionen der a sind, 
die sich auch als Funktionen der 'Y/ darstellen lassen. 

Die Größen 'Y/k, E~·>, G~c bleiben ungeändert, wenn die Permu
tation n• auf ihre Indices angewandt wird, d. h. wenn der Index 
um ein Vielfaches von e verändert wird, und wir können also 
jetzt die Sätze XI und XII so vervollständigen: 

XIII. Ist E eine beliebige ete Einhe.itswurzel, und e ein 
Teiler von m, so erleiden, wenn auf die Indices 
von a die Permutation 'JC ausgeübt wird, die 
Indices k der Koeffizienten E~•! von (e, 'YJ)• die 
Permutation r•, und die Indices der Koeffi
zienten G des Produktes (E, 1J)• (e1t, 'YJ)'t (h22, 11)•2 ... 
die Permutation y•+ 2t•t+-<2•2 .... 
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§ 65. 

Aufl6sung der zyklischen Oleichungen. 

Die Lagrangeschen Resolventen führen durch Anwendung 
der jetzt bewiesenen Sätze zu der Auflösung der zyklischen 
Gleichungen, genauer gesagt, zur Reduktion auf reine G lei
chungen. 

Wir verstehen jetzt unter den IX nicht mehr beliebige Variable, 
sondern die Wurzeln einer zyklischen Gleichung, so daß die 
zyklischen Funktionen der IX als Größen des Rationalitätsbereichs ~ 
zu betrachten sind. 

Nach dem Theorem § 64, X. sind die Koeffizienten von (e, IX)"' 
zyklische Funktionen der IX. 

Verstehen wir unter a0, a11 ... a"._1 Größen in ~ und setzen 
(1) '1/Jl = ao + a1 el + a2 s2l + ... + am-1 z;(m-1Jl, 

so folgt aus diesem Theorem: 

(2) 
Bezeichnet darin E eine m te aber keine niedrigere Einheits

wurzel, so sind in der Form (E.l, IX) alle Resolventen enthalten. 
Bemerken wir noch, daß (1, IX)= a als die Summe der 

Wurzeln zu den bekannten Größen gehört, so haben wir nach 
§ 64, (3) 

m "' "' 
(3) miX = a + (i; + l'l/12 + · · · + Vl/lm-h 
und damit also IX durch Radikale m ten Grades ausgedrückt, die 
unter den Wurzelzeichen außer den Größen, die von Hause aus 
in ~ vorkommen, noch m te Einheitswurzeln enthalten. 

Jedes dieser Radikale hat, für sich betrachtet, m verschiedene 
Werte, die sich um m te Einheitswurzeln als Faktoren voneinander 
unterscheiden. Geben wir jeder mten Wurzel alle ihre Werte, 
so erhalten wir aus (3) viele verschiedene Werte von IX, unter 
denen nach·§ 64, (4) die sämtlichen Wurzeln IX, IX1, IX2, ... IXm-1 

vorkommen. Aber die Zahl der so aus (3) abgeleiteten Ausdrücke 
ist viel größer, und es handelt sich noch darum, die beizubehal
tenden von den abzusondernden zu unterscheiden. Am einfachsten 
führt dazu folgender Weg. 

Wenden wir das Theorem § 64, XII. auf zwei Faktoren an, 
so ergibt sich, daß 

Weber, Algebra. (KL Ausg.) 19 
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eine Funktion in .Q ( 8) ist, wenn v + ). !L == 0 ( mod m ). Setzen 
wir also f" = 1, v = m - l, so folgt, wenn 

X2 = b~l) + b~21 Ii + · · · + b~)-l cm -l 

eine Größe in .Q ( 8) bedeutet, 

(c, OG)m-2 (~:', OG) = x,, 
also nach (2): 

(4) 

und dadurch sind, wenn E eine festgehaltene primitive m te Ein
heitswurzel bedeutet, die sämtlichen in (3) vorkommenden Radikale 

m 

rational durch eines von ihnen, VtPu ausgedrückt. 
Gibt man diesem einen seiner m verschiedenen Werte, so 

erhält man aus (3) gerade die m verschiedenen Werte OG. 

Es ist nur ein Ausnahmefall, in dem dieses V erfahren nicht 
anwendbar ist, das ist der, wenn '1/'1 = 0 ist. Wir können aber 
durch eine kleine ~lodifikation des Verfahrens uns von einem 
solchen Ausnahmefall frei machen. Dem scl~cken wir folgendes 
voraus. 

Es sei p eine in m aufgehende Primzahl und m = p n; wie 
oben sei E irgend eine festgehaltene primitive m te Einheitswurzel. 
Dann gibt es immer ein durch p nicht teilbares )., so daß ( 82 , OG) 
von Null verschieden ist. Denn bilden wir nach der .Formel 
§ 64, ( 4) die Differenz OGn - OG0, so erhalten wir: 

.. 
m(OGn - OG0) = l (8-nl- 1) (ii2, OG). 

o,m-1 

~un ist aber t:-nl - 1 immer = 0, so oft ). durch p teilbar ist, 
und wenn (~: 2 , OG) in allen anderen Fällen, wo also ). nicht durch 
p teilbar ist, verschwindet, so ist OGn = OG0, gegen die Voraus
setzung, daß die OG alle verschieden sein sollen. Es gibt also 
wenigstens ein durch p nicht teilbares l, so daß (t:2 , OG) von Null 
verschieden ist. 

Nun zerlegen wir m in seine Primfaktoren und setzen 

rn = P1P2 ••. , 

worin p11 p2 ••• Potenzen von verschiedenen Primzahlen sind. 
\Yir setzen noch 
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und wählen, was nach dem soeben Bewie.senen stets möglich ist, 
.l.1 relativ prim zu p11 .l.2 relativ prim zu p~ usw., so daß 

(~;.lt, IX), (~;·\IX) ..• 

von Null verschieden sind. Dann ist nach dem Theorem § 64, XU. 

(5) (~;·l, IX) (~;lt, 1X)tnt. • (~;12, IX~m2• ... = Xl 

eine in ~(~;) enthaltene Größe, wenn 

(6) ). =- v(l1 m1 + .l.2 m2 + · .. ) (mod m). 

Es ist aber (~;11, 1X)m1 eine Wurzel p1 ten Grades einer Funk
tion cp1 in ~2,(~;), und wir setzen also: 

Pt,_ P2_ 

(7) (~;1t, ~X)tnt. = 1/cpu (E.12, IX)~= 1/cpll ... , 
Dann wird nach (5) und 2: 

m_ X.l 
V1/Jl = (Pt_ P2 )'. 

1/q;'t 1/cp2 ... 

(8) 

Nun ist Ä.1 m1 + Ä.2m2 + .. · relativ prim zu m, da m2 ... 

durch. p1 teilbar, Ä.1 m1 zu p1 relativ prim ist, und also erhält 
man aus (6) für jedes A. eine nach dem Modul m völlig bestimmte 
Zahl v. 

Wenn wir also die Ausdrücke (8) in (3) einsetzen und den 
PL._ p~ 

Radikalen 1/ cpu V cp2 ... alle ihre Werte beilegen, so erhalten wir 
für IX genau m verschiedene Werte und nicht mehr. 

D1e letzten Resultate können wir benutzen, um eine Form 
der Darstellung der Wurzeln IX in etwas verallgemeinerter Gestalt 
abzuleiten, die A bel an der angeführten Stelle mitteilt, und die 
sich auf den Fall bezieht, wo der Körper ~2, reell ist, d. h. aus 
lauter reellen Zahlen besteht. Die Funktionen cp, 1/J, x, wie wir 
sie oben benutzt haben, sind dann zusammengesetzt aus reellen 
Zahlen und aus der Einheitswurzel E, die man durch die Teilung 
der Kreisperipherie in m gleiche Teile findet; man kann etwa 

lltr& 

m 2n + .. 2n 
E = e = COS - l Sln -m m 

setzen. 
Die Funktion cp1 geht, wenn E in ~;-1 verwandelt wird, in 

den konjugiert imaginären Wert über, den wir mit cpl. bezeichnen. 
Wir wollen eine positive Größe (>1 und einen Winkel ®1 so 

annehmen, daß 
19* 
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(9) 
oder 

(10) 

woraus noch folgt: 

(11) 
Nun ist 

Zehnter Abschnitt. 

rp1 = Q1 (cos ®1 + i sin ®1) 

rp~ = (h ( cos ®1 - i sin ®1), 

(12) (Elt, u) (E-lt, u) = + a1 

§65. 

eine Größe des Körpers .Q, ( E) (nach § 64, XII.), und zwar ist es, 
da sie sich beim Übergang zum konjugiert imaginären Wert, d. h. 
bei der Vertauschung von E mit r 1 nicht ändert, eine reelle 
Größe. Das Vorzeichen wollen wir so bestimmen, daß a1 positiv 
ist. Es ist also nach (11) und (7), da (})2 positiv ist, 

!!l = (+ at)m = a~', 
und es ergibt sich daraus, daß bei ungeradem m jedenfalls das 
obere Zeichen gilt; bei geradem m kann auch das untere ein
treten. Es ist also 

(13) Ql = VaT, 
wo die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. 

Ferner sind 

(14) fJJl + rp~ - b fJJ1 - rp~ - c 
2 - 11 21 - 1 

reelle Größen in .Q.(E), und es ergibt sich aus (10): 

(15) 

woraus noch die Relation folgt: 

a'{' = bl + cl. 
Demnach ergibt sich: 

PL_ il1t 

VfPt = ya;mt ePt ; 

und nun verfährt man mit den Funktionen rp2 usf. ebenso. :Man 
bestimmt also @2 ••• aus einem System von Gleichungen wie (15) 
und erhält, wenn man noch 
(16) 

setzt, nach (8): 

(17) 
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Nach (15) können wir setzen: 

· 8 bl + i Cl . H bg + i Cg e• 1 = ' e• 2 = ' ... , Var Var 
und wenn wir also durch Zerlegung in den reellen und imaginären 
Bestandteil 

(18) (b1 + ic1)m1 (b~ + ic2)~ • • • = B + i 0 
erhalten und 
(19) 

setzen, so folgt nach (16): 

also 
(20) 

und 

. 6 B+iO 
e' = 1ii ' yAm 

fA"'cos@ = B, y:Am sin@ = 0, 

(21) Vtl'l = yA-• (cos :;'- i sin ~) Xl· 

Der Winkel @ ist durch (20) nur bis auf ein Vielfaches von 
2n bestimmt, und wenn man also @ + 2hn für @ setzt und k 
von 0 bis m- 1 gehen läßt, so erhält man aus (21) die m ver-

schiedenen Werte der W urzelgröße. Die Funktionen cos @ v und 
m 

. @ V k"" h t" l d h @ . @ d .. kt sm - onnen noc ra wna urc cos -, sm - ausge ruc m m m 
werden. Die Auflösung der zyklischen Gleichungen in dem reellen 
Körper .Q ist also auf folgendes zurückgeführt. 

Man adjungiert zunächst dem Körper .Q, die mte Ein
heitswurzel 6 (Teilung der Kreisperipherie in m gleiche 
Teile). Hierauf sind A, B, 0 bekannt. Man adjungiert 
ferner die positive Quadratwurzel y:A, dann sind cos@ 
11nd sin @ durch (20) bekannt. Endlich adjungiert man 

cos @, sin @ (Teilung des Winkels @ in m Teile). Dann. m m 
ist die zyklische Gleichung durch (21) gelöst. 

Diese Betrachtungen führen noch zu einem interessanten 
Resultat über die Realitätsverhältnisse der Wurzeln zyklischer 
Gleichungen. 
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Stellen wir in der Reihe der Wurzeln o:, o:1, ... O:m-1 jede 
rational durch die vorangehende dar: 

Oll = ®(o:), Cll2 = ®(o:l) •• • Cllm-1 = ®(o:m-2), 0: = ®(o:m-1), 
worin, da hier .Q reell vorausgesetzt ist, ®(x) eine reelle rationale 
Funktion von x bedeutet, so folgt zunächst, daß, wenn eine der 
Wurzeln reell ist, auch alle übrigen reell sein müssen. Dies findet 
immer bei ungeradem m statt, da eine reelle Gleichung ungeraden 
Grades immer wenigstens eine reelle Wurzel haben muß. 

Bei geradem m können auch imaginäre Wurzeln vorhanden 
sein, und wenn eine Wurzel imaginär ist, so müssen es alle sein, 
da, wenn eine reelle Wurzel vorkommt, alle anderen auch reell 
sind. Bezeichnen wir mit ®•(x) die vmalige Wiederholung der 
Funktion ®, so ist 

tx,+k = ®•(o:k). 
Ist also o: = a0 mit o:k konjugiert imaginär, so sind auch 

für jedes v die Funktionen ®•(o:0) und ®'(o:k), d. h. a, und rx, +k 

konjugiert imaginär. 
Daraus folgt, daß 2 k = m sein muß, und wir schließen, daß 

im Falle imaginärer Wurzeln 

fXk und (X m 
k+2 

für jeden Index k ein Paar konjugiert imaginärer Wurzeln bilden. 
Die kubischen Gleichungen werden durch Adjunktion der 

Quadratwurzel aus der Diskriminante zyklische Gleichungen. Wenn 
die Diskriminante positiv ist, so sind die 'Yurzeln in Überein
stimmung mit diesem Satze reell. 

§ 66. 

Teilung des Winkels. 

Zu den zyklischen Gleichungen gehören die Gleichungen, von 
denen die Teilung eines Winkels in m gleiche Teile abhängt, 
auf die wir die allgemeinen zyklischen Gleichungen in einem 
reellen Körper zurückgeführt haben. 

Die Aufgabe kann so formuliert werden: 

Wenn cos mcp und sin mcp gegeben sind, so sollen 
daraus cos cp und sin cp gefunden werden. 

Die Werte von cos m cp und sin m cp denken wir uns kleiner 
als 1 und so, daß ihre Quadratsumme = 1 ist, gegeben. 
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Wir adjungieren noch m te Einheits wurzeln, mit denen wir 
uns im nächsten Abschnitte eingehender beschäftigen werden, die 
aber jedenfalls von Gleichungen abhängen, deren Grad niedriger 
als m ist. Um aber den Körper reell zu behalten, wollen wir 
nicht die Einheitswurzeln selbst, sondern 

(1) 

adjungieren. 

. 2n smm, 2n 
cos

m 

Es möge also der Körper .Q aus allen rationalen Zahlen und 
d t . l F kt' . 2 n . 2 n aus en ra 10na en un IOnen VOn COS m g>, Slll 1n g>1 COS m' Slll m 

bestehen. 
Die Gleichung m ten Grades, von der x = 2 cos p abhängt, 

läßt sich auf die Form bringen: 

(2) 2cosmp = Am(x), 

worin Am (x) eine ganze .Funktion m ten Grades von x ist, und 
es ist ferner 

(3) 
. sm m p 

Slll p = Bm (x)' 

wenn B". (x) wieder eine rationale Funktion von x ist, durch die 
Bin p rational durch x ausgedrückt ist. In diesen Formeln sind 
die Einheitswurzeln noch nicht enthalten. 

Die m Wurzeln von (2) haben nun folgende Bedeutung: 

X0 = 2cosp, x1 = 2cos (P + 2") ... , 
111 

x,.,_1 = 2cos(q:> + 2 (m-: l)n), 

und mit Hilfe von (2) und (3) und unter Adjunktion der 
Größen (1) kann jede von ihnen als rationale Funktion emer 
anderen dargestellt werden, und zwar so: 

X1 = f'(xo), X2 = f(xl), ... X0 = {'(Xm-t)• 
Irgend eine Funktion der x0, x1, ••• Xm- 1 kann also dargestellt 

werden als rationale Funktion J• (x0), und bei einer zyklischen 
Permutation geht 

F(x0) in F(x,.), F(x1) in E'(x2), ... F(Xm-t) in F(x0) 

über. Für eine zyklische Funktion ist also 
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F(x0) = F(x1) = ... = F(Xm-1) 

= ..!_ [li(x0) + F(x1) + ... + F(Xm-1)1, 
111 

und es ist folglich F(x0 ) rational, da es als symmetrische Funktion 
der Wurzeln dargestellt ist. 

Die Teilung des Winkels hängt also von einer 
zyklischen Gleichung ab. 

Diese zyklische Gleichung ist irreduzibel; denn ersetzt man 
in irgend einer rationalen Gleichung ci> (x0, cos m p, sin m tp) = 0 

den Winkel tp durch tp + 2 n k, so geht sie in 
m 

ci>(xk, cosmp, sin mp) = 0 
über und ist also für alle Wurzeln von (2) befriedigt. 

Wollte man nur cos m tp adjungieren, nicht zugleich sin m p, 
dann würde die Gleichung keine zyklische mehr sein, was man 
leicht an dem Beispiel der Dreiteilung bestätigt, wo eben sin m rp 
die Quadratwurzel aus der Diskriminante wird. 



Elfter Abschnitt. 

Kreisteilung. 

§67. 

Die Einheitswurzeln. 
Wenn die n te Potenz einer Zahl r gleich 1 ist, wenn also 

die Gleichung 
(1) rn = 1 
für ein ganzes positives n befriedigt ist, so heißt r eine n te 
Einheitswurzel oder eine Einheitswurzel vom Grade n. 
Es sind also alle n ten Einheitswurzeln, und nur diese, Wurzeln 
der Gleichung n ten Grades: 

(2) f'(x) = xn- 1 = 0. 
Es ist 

(3) f' (x) = nxn-t, 
und folglich hat f(x) mit f' (x) keinen Teiler gemein; also hat 
f(x) keine mehrfachen Wurzeln, und es gibt nach dem Funda
mentalsatz der Algebra n und nicht mehr voneinander verschiedene 
n te Einheitswurzeln. 

Ist r eine n te Einheitswurzel, so ist es auch jede ganze 
Potenz von r, denn aus rn =I folgt rkn = I, wenn k eine be
liebige positive oder negative ganze Zahl ist (auch k = 0 nicht 
ausgeschlossen); also ist auch rk eine nte Einheitswurzel. Da es 
aber nur n Einheitswurzeln vom Grade n gibt, so sind die Po
tenzen rk nicht alle voneinander verschieden. Hierüber gilt nun 
folgendes: 

Wenn sich zwei Zahlen k, k' um ein Vielfaches von n unter
scheiden, wenn also 
(4) k' = k (mod n) 
ist, so ist auch 
(5) 
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Denn ist k' = 7c + h n, so ist 
rk' = rk r"", 

woraus, da r" = 1 ist, die Gleichung (5) folgt. 
Es sind also in der Reihe der Zahlen 

(6) 1, r, r2, rs ... yn-1 

gewiß alle voneinander verschiedenen rk enthalten; aber es 
müssen nicht umgekehrt die Größen (6) alle voneinander ver
schieden sein. 

Nehmen wir an, es seien k und k' = k + p. zwei Zahlen 
der Reihe 

und 
0, 1, 2, ... n - 1, 

rk = r~<+~<, 

so folgt, daß r~-' = 1 sein muß. Es kann also in der Reihe (6) 
kein früher dagewesenes Glied wiederkehren, ehe das erste Glied 
1 zum zweiten Male vorkommt, und wenn !l die kleinste posi
tive Zahl ist, für die r~-' = 1 ist, so sind die Zahlen 
(7) 1, r, y2 ••• ru-l 

alle voneina.nder verschieden. 
Es muß dann p. ein Teiler von n sein. Denn durch Divi

sion lassen sich die ganzen Zahlen h, p.' so bestimmen, daß 

n = h p. + ~-t'; 0 < p.' < !'· 
Dann ist aber auch, wie aus 

rn = rhf'y.u' 

hervorgeht, r~-'' = 1, d. h. da !l die kleinste positive Zahl sein 
soll, für die r" = 1 ist, ~' = 0, und folglich n durch ~ teilbar. 

Es ist also r zugleich ~te Einheitswurzel, aber 
nicht Einheitswurzel von noch niedrigerem Grade. 

Die n ten Einheitswurzeln r, die nicht zugleich Einheitswurzeln 
eines niedrigeren Grades sind, haben wir bereits in § 64 primi
tive nte Einheitswurzeln genannt. 

Aus dieser Definition folgt, daß die Zahlen der Reihe (6), 
wenn r eine primitive nte Einheitswurzel ist, alle voneinander 
verschieden sind, und daß sämtliche nten Einheitswurzeln dar
unter enthalten sind, daß sie aber nur einen Teil der nten Ein
heitswurzeln ausmachen, wenn r eine imprimitive nte Einheits
wurzel ist. 

Jede Einheitswurzel, deren Grad ein von n verschiedener 
Teiler von n ist, ist zugleich im primitive n te EinheitswurzeL 
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Ist r zugleich nte und mte Einheitswurzel, so 
ist es auch p.te Einheitswurzel, wenn p. der größte 
gemeinschaftliche Teiler von n und m ist. 

Denn die ganzen Zahlen x, y lassen sich aus der diophan
tischen Gleichung 

mx + ny = tL 
bestimmen, und folglich ist 

r~' = r""" r" Y = 1. 
Dem entspricht der andere Satz: 

Sind r1, r 2 ... Einheitswurzeln der Grade r11, n2 ... , 

so sind sie alle zugleich Einheitswurzeln des 
Grades m, wenn m irgend ein gemeinschaftliches 
Vielfaches von n1 , n2 ... bedeutet. 

Wir haben noch zu untersuchen, ob für jeden Grad n pri
mitive Einheitswurzeln existieren und ihre Anzahl festzustellen. 

Sei der Grad n in zwei Faktoren a, b zerlegt, die zuein
ander relativ prim sind, also 

n =ab, 
und sei ~ eine ate, fJ eine bte Einheitswurzel. Dann ist das 
Produkt 
(8) r = ~P 
eine nte Einheitswurzel. Sind ~·, {J' zwei andere ate und bte 
Einheitswurzeln, so ist r' = ~' ß' auch eine n te Einheitswurzel, 
und es ist zu zeigen, daß r' von r verschieden ist, wenn nicht gleich
zeitig ~ = a' und ß = ß' ist. 

Da nämlich a, b relativ prim sind, so lassen sich die ganzen 
Zahlen x, y durch die Diophantische Gleichung 

ax + by = l 

bestimmen, und dann folgt aus (8) wegen rx.a = 1, ß'' = 1 
rx, = rby1 ß = yax, 

Demnach ist rx. und ß durch r vollständig bestimmt, und 
wenn a' ß' auch gleich r sein soll, so muß a = ~'; fJ = {J' sein. 

Läßt man also a alle aten, ß alle bten Einheitswurzeln 
durchlaufen, so erhält r = rx. ß genau ab = n verschiedene Werte, 
und es folgt : 

I. In der Form rx.ß sind alle nten Einheitswurzeln 
darstellbar, 

und weiter: 
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IL r ist dann und nur dann eine primitive nte Ein
heitswurzel, wenn rt eine primitive ate und ß 
eine primitive bte Einheitswurzel ist. 

Denn erstens sei f-L der kleinste positive Exponent, für den 
r~-' = 1 ist; dann ist auch rt·u ß~-' = 1 und daraus folgt, wenn 
man beiderseits zur Potenz by = 1 - ax und ax = 1 - by 
erhebt, 

tlG~'-= 1, 

Wenn nun f-L < n ist, so kann es nicht zugleich durch a 
und durch b teilbar sein, und also können auch a und b nicht 
beide die kleinsten positiven Exponenten der Potenzen von· tJG und 
ß sein, die gleich 1 werden, d. h. also, wenn r nicht primitive 
n te Einheitswurzel ist, so sind auch rt und ß nicht zugleich pri
mitive ate und bte Einheitswurzeln, oder wenn tJG und ß primi_ 
tive ate und bte Einheitswurzeln sind, so ist ihr Produkt r pri
mitive n te EinheitswurzeL Auf der anderen Seite ist klar, daß, 
wenn tJG oder ß Einheitswurzel von niedrigerem Grade als a oder 
b ist, auch r Einheitswurzel von niedrigerem als dem n ten Grade 
sein wird. 

Zerfällt n in mehrere Faktoren a, b, c ... , von denen je 
zwei zueinander relativ prim sind, und sind tJG, ß, 'Y ••• Einheits
wurzeln der Grade a, b, c ... , und setzt man 

(9) r = tJGß'Y ••• , 

so schließt man durch mehrmalige Anwendung der vorigen Sätze, 
daß in (9) alle nten Einheitswurzeln, und jede nur einmal, ent
halten sind, und ferner, daß r dann und nur dann primitive 
nte Einheitswurzel ist, wenn a, ß, y •.. primitive Einheitswurzeln 
der Grade a, b, c . . . sind. 

Bezeichnen wir jetzt die Anzahl der primitiven nten Einheits
wurzeln durch g; (n), so folgt aus dem hier Bewiesenen 

(10) g; (n) = g; (a) g;(b) rp (c) ... , 
wenn 

n=abc ... , 

und a, b, c ... Zahlen sind, die, je zwei und zwei, zueinander 
relativ prim sind. 

Nun kann man jede Zahl n auf eine und nur auf eine Weise 
in ein Produkt von Primzahlpotenzen zerlegen: 

n = ptt p~t p;2 ... , 
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worin p, p11 p9 ••• verschiedene Primzahlen und n, :71'1, n2 ••• posi
tive Exponenten sind, so daß aus der Formel (10) folgt: 

cp (n) = cp (p") cp (PN cp (p~2) ... , 
und daß es also nur noch darauf ankommt, zu entscheiden, ob 
und wie viele primitive Einheitswurzeln des Grades p" existieren. 

Diese Frage ist aber sehr einfach zu beantworten. Wenn 
nämlich Q eine Einheitswurzel vom Grade ptt ist, so ist der 
niedrigste Grad, zu dem Q als Einheitswurzel gehört, ein Teiler 
von p", also eine Potenz von p, und wenn er also nicht gleich 
ptt ist, ein Teiler von ptt-t, d. h. jede nicht primitive Einheits
wurzel vom Grade p" ist zugleich Einheitswurzel vom Grade p"- 1• 

Da es aber ptt Einheitswurzeln vom Grade p" und nur p"-1 Ein
heitswurzeln vom Grade p"-1 gibt, so müssen 

ptt - ptt-1 = ptt ( 1 - ~) 
primitive Einheitswurzeln des Grades p" vorhanden sein. Daraus 
erhält man nach (10) die Anzahl aller primitiven nten Einheits
wurzeln 

(11) 

worin das Produktzeichen n sich auf alle voneinander verschiedenen 
in n aufgehenden Primzahlen bezieht. Nur für den Fall n = 1 
paßt die Formel (11) nicht mehr; in diesem Falle ist q:> (1) = 1 
zu setzen. Die Zahl cp (n) ist also niemals gleich Null. 

Da es hiernach für jeden Grad n wenigstens eine primitive 
Einheitswurzel r gibt, so lassen sich alle nten Einheitswurzeln 
durch die Potenzen von r darstellen: 
(12) 1, r, r2, rs ... ,. .. -1. 

Ist rk irgend eine Potenz von r, so wird dann und nur dann 
rk"' = 1 sein, wenn km durch n teilbar ist. Ist also n = n'n" 
und n' der größte gemeinsame Teiler von k und n, so muß m 
durch n" teilbar sein, und n" ist der Exponent der niedrigsten 
Potenz von rk, die gleich 1 wird, d. h. r• ist eine primitive n" te 
Einheitswurzel. Es folgt hieraus der Satz: 

III. Ist r primitive nte Einheitswurzel, so ist r'k dann 
und nur dann primitive nte Einheitswurzel, wenn 
k relativ prim zu n ist. 

Nehmen wir k aus der Reihe der Zahlen 1, 2, 3, ... n, so 
ergibt sich der Satz der Zahlentheorie, daß cp (n) gleich der 
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Anzahl der Zahlen ist, die nicht größer als n und rela
tiv prim zu n sind. Dies ist die ursprüngliche Definition des 
in der Zahlentheorie allgemein gebrauchten Zeichens fP (n). 

Ist k relativ prim zu n, so kann man eine ganze Zahl x so 
bestimmen, daß kx == 1 (mod n) wird. Sind dann r, r 1 zwei 
n te Einheits wurzeln, so kann nur dann rk = r~ sein, wenn r = r 1 
ist, wie sich durch Erheben zur Potenz J:' ergibt. Daraus folgt 
nach 111.: 

IV. Ist k relativ prim zu n und durchläuft r die Reihe 
der primitiven nten Einheitswurzeln, so durch
läuft rk dieselbe Zahlenreihe, wenn auch in anderer 
Ordnung. 

Endlich fiihren wir noch den Satz an: 
V. Ist n eine Primzahl, so ist jede nte Einheits

wurzel mit Ausnahme von 1 primitive nte' Einheits
wurzel. 

§ 68. 

Die Kreisteilungsgleichungen. 
Alle nten Einheitswurzeln sind, wie wir gesehen haben, Wurzeln 

einer Gleichung fn(x) = 0, wenn 
(1) fn(X) = xn - 1 
ist; wenn wir die Funktion f~(x) von allen Faktoren befreien 
die sie mit anderen Funktionen derselben Form fn1 (x) gemein 
hat, was durch rationale Operationen geschieht, so erhalten wir 
eine Gleichung Xn = 0, der die primitiven n ten Einheitswurzeln 
und nur diese genügen, und Xn hat die Form 
(2) Xn =X'+ a1 x'- 1 + ... + a,. 

Der Grad v ist gleich fP ( n ), und die Koeffizienten a11 a2, ... a. 
sind rationale Zahlen. 

Beim Aufsuchen der gemeinschaftlichen Faktoren von f~ und 
f n1 können wir uns für n1 auf die Teiler von n beschränken. 
Wie man die Funktion· Xn einfach bilden kann, werden wir gleich 
noch näher sehen. Wir beweisen aber zunächst einen allgemeinen 
Satz über diese Funktionen. 

Die n ten Einheitswurzeln umfassen alle primitiven fL ten Ein
heitswurzeln, worin fL irgend ein Teiler von n ist, n selbst und 
1 eingeschlossen, da als primitive erste Einheitswurzel eben die 
Einheit 1 selbst zu betrachten ist. Lassen wir also fL alle Divi-
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soren von n durchlaufen und beachten, daß zwei verschiedene X"' 
niemals einen gemeinschaftlichen Teiler haben, und. daß sowohl 
f,. ( x) als X"' keine mehrfachen Faktoren enthalten, so folgt: 

(3) fn (x) = II X"'' 
worin sich das Produktzeichen II auf alle Teiler p, von n bezieht. 

Daraus erhalten wir nebenbei einen Beweis des zahlen
theoretischen Satzes: 

"' (4) n = ~ q>(~-t), 

wenn wir den Grad der Funktionen auf der rechten und der 
linken Seite von (a) einander gleich setzen. 

Andererseits schließen wir nach dem Gauß sehen Theorem 
(§ 20, 8.), daß die Koeffizienten der sämtlichen Xu ganze Zahlen 
sind. Denn kämen darunter auch gebrochene Zahlen vor, so 
könnte das Produkt nicht lauter ganzzahlige Koeffizienten ent
halten, wie es doch nach (3) und (1) sein muß. 

Alle Funktionen f,.(x) haben den Teiler x- 1, und wenn 
wir die Teilung ausführen, so ergibt sich: 

xn- l 
(5) = x"- 1 + x"- 2 + ... +X+ 1. x-1 

Hieraus schließen wir, daß, wenn r irgend eine primitive 
oder nicht primitive nte Einheitswurzel ist, mit alleiniger Aus
nahme von r = 1, immer 

(6) 1 + r + r2 + ... + r"-1 = 0, 
während für r = 1 die Summe auf der linken Seite von (6) 
offen bar den Wert n hat [~ 64, ( 1) ]. 

Wenn n eine Primzahl ist, so gibt es außer 1 keine im
primitiven n ten Einheitswurzeln, und daher ist, wenn n eine Prim
zahl ist, was wir dadurch andeuten wollen, daß wir p dafür 
setzen, 

(7) Xp = xP- 1 + xP - 2 + ... + x + 1. 
Ebenso einfach läßt sich Xn bilden, wenn n eine Primzahl

potenz ist, also 
n = p7t, 

oder, wenn wir zur Abkürzung p7t-t = p' setzen, 
n=p'p. 

Die n ten Einheitswurzeln bestehen in diesem Falle aus den 
primitiven n ten Einheitswurzeln und aus den p'ten Einheits
wurzeln, uncl es ist also 
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(8) 
xPP'- 1 

Xn = , = xP'<p-ll+ xp'Cp-2) + ... + xv' + 1. xv- 1 

Ist p' > 1, also n > 1, so fehlt in dieser Gleichung vten 
Grades das Glied mit der (v -l)ten Potenz der Unbekannten, 
dessen Koeffizient der negativen Summe der Wurzeln gleich ist. 
Wir haben also den Satz: 

VI. Die Summe aller primitiven nten Einheitswurzeln 
ist, wenn n eine höhere Potenz einer Primzahl ist, 
immer gleich Null. 

Zur allgemeinen Bildung von Xn wollen wir ein rekurrentes 
Verfahren anwenden; wir nehmen X,. als schon gebildet an, be
zeichnen mit p eine in n nicht aufgehende Primzahl, mit p' wie 
oben die (n - 1)te Potenz von p, und bilden nun Xnp'p' worin 
natürlich p' auch gleich 1 sein kann. 

Bezeichnen wir mit r die primitiven nten Einheitswurzeln, 
mit ~ jede Einheitswurzel des Grades p p', und mit ~' jede Ein
heitswurzel des Grades p', so erhält man die sämtlichen primitiven 
Einheitswurzeln des Grades npp', wenn man von den sämtlichen r~ 
die ra' wegnimmt. Die r~ sind aber die Wurzeln der Gleichung: 

weil die Größen 
Xn (xPP') = 0, 

(ra)PP' = rPP' 1 

von der Heihenfolge abgesehen, mit den r selbst übereinstimmen 
(§ 67, IV.). Ebenso sind die ra' die Wurzeln der Gleichung 

und daraus ergibt sich: 
X,.(xP') = 0, 

(9) 
X,. (xPP') 

Xnpp' (x) = X,. (xP') • 

Hiervon macht auch der Wert n = 1 keine Ausnahme, wenn 
wir unter xl die Funktion X - 1 verstehen. Danach können 
wir X,. in allen Fällen verhältnismäßig einfach bilden. Wir be
trachten einige besondere Fälle. 

Nehmen wir an, es enthalte n nur zwe1 voneinander ver
schiedene Primzahlen p, q und sei also 

n = pp' qq', 
dann ergibt die Formel (8) und (9): 

X _ (x"- 1) (xfq- 1) 
"- (x~ -1)(xf -1) 1 
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eine Formel, die sich leicht durch vollständige Induktion folgender
maßen verallgemeinern läßt. 

Bezeichnet man mit !11 alle Zahlen, die aus n entstehen, 
wenn man n durch eine gerade Zahl verschiedener Primteiler 
von n dividiert (n selbst eingeschlossen), mit p,2 die Zahlen, die 
aus n entstehen, wenn man n durch eine ungerade Zahl solcher 
Primteiler dividiert, so ist 

(10) 
l't 

X,.= TI(Xut- 1) • 
,u2 
Jl(Xu2- 1) 

Der Beweis ergibt sich aus (9) für npp', wenn man an
nimmt, die Richtigkeit sei für n schon bewiesen. 

Bedeutet r jede der primitiven n ten Einheitswurzeln, so sind 
bei ungeradem n die -r die primitiven 2nten Einheitswurzeln 
(§ 67, I., II.). Demnach ist bei ungeradem n 

(11) X2n(x) =X,.(- x). 
Ist n eine Potenz von 2, so ist nach (8): 

(12) 
X" -1 ~ 

Xn = n = X2 + 1. 
x2 -1 

Setzen wir in der Formel (8) x = 1, so erhält X,. den 
Wert p, wenn n eine Potenz von p ist. Dagegen ergibt die 
Formel (9), wenn n > 1 ist, für Xnpp' den Wert 1 (für n = 1 
würde auf der rechten Seite Zähler und Nenner = 0). 

Wir erhalten also den Satz: 

VII. Die Funktion X .. erhält für x = 1 den Wert p, 
wenn n eine Potenr. der Primzahl p ist, und den 
Wert 1, wenn n mehr als eine Primzahl als 
Teiler hat. 

Ist p eine in n aufgehende Primzahl und 

so ist 

(13) 

n=pn', 

X"- 1 
--::-;--7 = xn'{p-1) + xn'(p-2) + ... + xn' + 1 
xn'-1 ' 

und diese Funktion verschwindet, wenn x gleich irgend einer 
primitiven n ten Einheitswurzel u gesetzt wird. Sie ist daher 
durch Xn teilbar, und es muß also eine ganze Funktion Y n von 
x geben, die nach 9 20, 8. ganzzahlige Koeffizienten hat, so daß 
(14) xn',p-l) + xn'(p- 2) + ••• + xn' + 1 = Xn Yn 

Weber Algebra. (KI. Ausg.) 20 
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wird. Ist nun f:l. 1 irgend eine n'te Einheitswurzel, also rx'n' = 1, 
so folgt aus (14): 
(15) Xn(rx') Yn(rx') = p, 

also eine Zerlegung der Primzahl p in zwei Faktoren, die ganze 
Funktionen einer Einheitswurzel von beliebigem Grade n' sind. 

§ 69. 

Die Diskriminante der Kreisteilungsgleichung. 

Die Einheitswurzeln vom Grade n lassen sich m trans
zendenter Form darstellen durch 

2nik 2nk 2nk 
(1) r = e n = cos -- + i sin --. 

n n 

Diese Einheitswurzel ist primitiv oder nicht primitiv, je nach
dem k teilerfremd zu n ist oder nicht. Die einfachste unter den 
primitiven erhält man für k = 1, nämlich 

27ti ') 2 
(2) r0 = en = cos ~n + isin _!!_ = a + bi. 

n n 
Der Winkel 2n:n ist der nte Teil der ganzen Kreisperi

pherie. Die verschiedenen Teilpunkte, die man erhält, wenn man 
Fig. 9. diesen Winkel von einem beliebigen An

fangspunkte an auf der Peripherie aufträgt, 
c ~ bestimmen das dem Kreise eingeschriebene 
~ b sl. reguläre n-Eck. 

a Die Teilpunkte lassen sich konstruieren, 
wenn man r und damit a und b (oder auch nur eine dieser beiden 
Größen) kennt. Insbesondere ergibt sich für die Seite s des re
gulären n-Eckes, wenn der Radius c des umgeschriebenen Kreises 
gleich 1 angenommen wird, 

1t 11( ~'Jt) s = 2 sin n = y 2 1 - eos n . 
Die übrigen Größen r stehen in derselben Beziehung zu den 

anderen Teilpunkten. Wegen dieser geometrischen Bedeutung 
heißt die Gleichung Xn = 0, deren Wurzeln die primitiven unter 
den Größen (1) sind, die Kreisteilungsgleichung. 

Wir bestimmen jetzt die Diskriminante der Kreisteilungs
gleichung Xn = 0, beschränken uns aber auf den Fall, daß n 
eme Potenz einer Primzahl q sei: 

(3) 
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Die Anzahl der primitiven n ten Einheitswurzeln r ist dann 

(4) p, = qk-1(q-1). 

Also immer eine gerade Zahl (außer für n = 2, was wir 
ohnehin ausschließen). Die Funktion, deren Wurzeln die r 
sind, ist 

(5) 

und daraus 

(6) 

xll-1 
Xn = f(x) = 1 xrvq-

nrn-1 
f'(r) = rwq- 1 

und die Diskriminante ist nach § 26 (weil t.t - 1 ungerade ist): 
I' r 

IJ = (- 1)2 Ilf'(r). 

Das Produkt der Zähler von (6) ist, da das Produkt aller 
p,Größen r gleich 1 ist, gleich nu. Im Nenner von (6) kommt 
jede primitive q te Einheitswurzel n : q mal vor und folglich ist 
das Produkt der Nenner nach § 68, VII. gleich qntq, und daraus 
ergibt sich die Diskriminante: 

I" II /" 

(7) IJ = (- 1)2 qk"--q = (- 1)2 qqk-1 [k(q-1)-1] 

und dies gibt für k = 1, also für eine ungerade Primzahl: 
q-1 

(8) IJ = (-1)-2-qq-2. 

In diesem Fall n = q sind die Wurzeln von X .. , wenn r 
eine von ihnen ist, alle in der .Form enthalten 

r, r2, rs ... r11 -I, 

und wenn wir also das Differenzenprodukt 
(9) P = (r- r2) (r - ra) ... (r - rn-t) 

(r2 _ rB) ••• (r2 _ r"-1) 

einführen, so ist (§ 26) 

Es ist also auch nach (8) 
n-s 1j to-1 

(10) p = n-2 r (-1) - 2-n, 

wodurch P, abgeseheP. vom Vorzeichen, bestimmt ist. Es ist P 
reell, wenn n = 1 , und imaginär, wenn n = - 1 ( mod 4) ist 
also reell für n = 5, 13, 17, 29, 37 ... , imaginär für n = 3, 7 
11, 19, 23, 31 ... Das Vorzeichen, das wir in (10) der Wurze) 

20* 
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zu geben haben, hängt davon ab, welches r wir in dem Ausdruck 
(9) gewählt haben. 

Wählen wir ein bestimmtes r, z. B. r = r0 , so können wir 
das Vorzeichen in (10) noch bestimmen. Um dies auszuführen, 
teilen wir die binomischen Faktoren von P, 

r' - r·u, V < /1 1 

deren Anzahl t(n- 1) (n - 2) beträgt, in zwei Klassen. Die 
Differenzen der einen Klasse bilden das Produkt 

( n-1 n+l) 
(11) Q = (r- r"-1) (r2- r"-2) ... r~ - r-.- , 
das also alle die .Faktoren enthält, in denen 11 + v = n ist. 

Die übrigen :Faktoren lassen sich in Paaren von folgender 
.Form zusammenfassen: 
(12) R = (r• - rl'') (rn-,u- rn-•). 

Die Anzahl der .Faktoren in Q ist t(n- 1), und also ist 
die Anzahl der Paare R 

..!:_ ((n- 1) (n- 2) _ ~- 1) = (n- 1) (n- 3) 
2 2 2 4 ' 

und 4].ese Zahl ist immer gerade, da einer der beiden .Faktoren 
n - 1, n - 3 durch 4 teilbar ist. 

ist, 

Nun ist, wenn 
2:trik 

r = e n 

R = -2 + r.u-v + r•-1' = -2 (1- cos 2 n(~J-- v)k), 
n 

d. h. R ist immer negativ. .Folglich ist das Produkt aller R 
eine positive Größe, denn die Anzahl der Faktoren von R ist, wie 
oben gezeigt, gerade. 

Es ist ferner nach ( 11) 

(13) Q (2 .)"-; 1 • 2nk. 4nk . (n-l)nk = t. Bill -- Sill -- • • • Sln :,_-~-
n n n ' 

und das Vorzeichen hiervon ist von k abhängig. Nehmen wrr 
aber k = 1, also r = r0, so sind alle die Winkel 

2:rr 4n (n-1):rr 
n' n,··· n 

zwischen Null und n gelegen und die Sinus alle positiv. Wir 
schließen hieraus nach (10), daß in diesem Falle 
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>1-1 n-3 
(14) P = ~-~-n-2 Vn 
und Vn positiv zu nehmen ist. 

Um Q zu bestimmen, multiplizieren wir den Ausdruck (11) mit 
n-1 n2-1 

r .r2 .ra ... r 2 = r-8-

und sodann mit 
n-1 n2-1 

r-t.r-2,r-s ... r--2- = r--8-
so erhalten wir: 

t12-1 

r-s- Q = (r2 - I) (r4 - 1) ... (r"- 1 - l) 
n2-1 

r ~- Q = (1- r"- 2) (1 - r"- 4) ••• (1 - r). 

Da nun die Exponenten 2, 4, ... n - 1, n - 2, n - 4, ... 1 
zusammen alle Zahlen 1, 2 ... n - 1 umfassen, so ergibt sich 
durch Multiplikation dieser beiden Ausdrücke: 

n-1 

also 
Q2 = (- 1)-2 ll(r- 1) = (- 1) 2 n, 

1l-l 

(15) Q = + i-2- l/~. 

Die Vergleichung mit (13) ergibt: 

(16} 2"--7 1 . 2nk . 4nk . (n -1)nk + y;; sm -- sm -- · .. sm = n. n n n -

Das Vorzeichen in dieser Formel hängt, wie in (15), noch 
von k ab; es ist aber das positive, wenn k = 1 ist. Im übrigen 
wollen wir über dies Vorzeichen, das weiterhin noch genauer 
untersucht werden wird, noch einen wichtigen Satz ableiten. 

Nach der Definition (11} ist Q eine ganze rationale Funktion 
von r, die, wenn man sie nach Potenzen von r ordnet, ganze 
rationale Zahlenkoeffizienten erhält. Setzen wir also 

so wird 
r = ~' 

Q = F(r~), 
worin F das Zeichen für eine rationale Funktion ist, deren 
Koeffizienten von k nicht abhängig sind. Setzen wir nun für k 
der Reihe nach die Werte 

k = 1, 2, ... n- 1, 

so stellt r~ alle Wurzeln der Kreisteilungsgleichung X,. = 0 dar) 
und die Summe 
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1< 

~ Q = E (r0) + l!(r02) + .. · + F(r~- 1) 

ist eine symmetrische Funktion der Wurzeln dieser Gleichung; 
sie läßt sich also rational durch die Koeffizienten, d. h. durch 
rationale Zahlen ausdrücken und ist mithin selbst eine rationale 
Zahl. Andererseits ist aber nach der Formel (15) 

"k n-1 

I Q = hi--"2 rn, 
wenn h eine ganze Zahl bedeutet, nämlich die Anzahl der Fälle, 
in denen in (15) das positive Zeichen zu nehmen ist, vermindert 
um die Anzahl der Fälle, in denen das negative Zeichen gilt. 
Beides ist aber nur dann miteinander verträglieb , wenn h = 0 

n-1 

ist. Denn es kann hi--"2 Vn nur dann für ein rationales h rational 
sein, wenn h = 0 ist. Damit ist der folgende Satz bewiesen: 

VIII. Durchläuft k die Reihe der Zahlen 1, 2, 3, ... n- I, 
so gilt in der :Formel (16) ebensooft das positive 
wie das negative Zeichen. 

Es braucht kaum besonders erwähnt zu werden, daß man 
für k auch ein anderes volles Restsystem von n, mit Ausschluß 
der durch n teilbaren Zahl, nehmen kann. 

§ 70. 

Primitive Kongruenzwurzeln. 

Parallel mit der Theorie der Einheitswurzeln geht eine 
Theorie der sogenannten binomischen Kongruenzen, ohne die in 
der Kreisteilung weitere Schritte nicht gemacht werden können. 
Die Grundzüge dieser Theorie sollen daher hier eingeschoben 
werden. 

Es sei also n eine Primzahl und 

(1) f(x) = a0 x"' + a1 x"'-1 + ··· + a"._1 x + a", 

eine ganze :Funktion von x, deren Koeffizienten a ganze Zahlen 
sind, und a0 nicht durch n teilbar. Setzen wir für x eine 
solche ganze Zahl u, daß f (oc) durch n teilbar wird, so sagen 
wir (nach Analogie der Gleichungen), oc sei eine Wurzel der 
Kongruenz m ten Grades: 

(2) f (x) == 0 (mod n). 
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Wird u um ein Vielfaches von n vermehrt, so bleibt es 
Wurzel der Kongruenz (2). Solche nach dem Modul n kongruente 
Wurzeln gelten nicht als verschieden. "Lnter dieser Voraussetzung 
können wir den Satz aussprechen: 

IX. Eine Kongruenz mten Grades für einen Primzahl
modul n kann nicht mehr als m verschiedene 
Wurzeln haben. 

Der Satz ist richtig für m =I, denn die Kongruenz a0 x + a1 = 0 
(mod n) hat nur eine Wurzel, nämlich, wenn a~ so bestimmt wird, 
daß a0 a~ =I (mod rn) ist, u =- a1 a~ (mod n). Wir nehmen 
unseren Satz also jetzt als bewiesen an für den Grad m - I 
und leiten seine Richtigkeit für den Grad rn daraus her. Sind 
x und u zwei Variable, so erhalten wir durch Division: 

(3) f(x) - f(u) _ 1. ( ) 
- I X t x-a 

worin f1 (x) eine ganze Funktion vom (m- I)ten Grade ist, die, 
wenn a eine ganze Zahl ist, ganzzahlige Koeffizienten hat. Wenn 
also f(u) _ 0 ist, so folgt aus (3): 

(4) f'(x) = (x- r~.)f~ (x) (mod n). 

Jede Wurzel ß der Kongruenz (2) muß also der Bedingung 
(ß - u) f~ (ß) = 0 (mod n) genügen. Also ist entweder ß - u 
oder {1 (ß) durch n teilbar. 

Nun gibt es nach Voraussetzung höchstens m- 1 Werte ß, 
für die {'1 (ß) durch n teilbar wird; gibt es also noch eine m te 
Wurzel von ( 4), so muß diese gleich u sein. 

Wenn also eine Kongruenz von der Form f'(x) = 0 (mod n) 
mehr Wurzeln hat, als ihr Grad beträgt, so schließen wir, daß 
die Kongruenz identisch ist, d. h. daß alle Koeffizienten von f'(x) 
durch n teilbar sein müssen. 

Dieser Satz ist, wie man sieht, ganz analog dem algebraischen 
Satze, daß eine Gleichung nicht mehr Wurzeln haben kann, als 
ihr Grad angibt. Es läßt sich aber nicht der andere Satz über
tragen, daß jede Gleichung auch wirklich so viele Wurzeln hat. 
Eine Kongruenz m ten Grades kann weniger, selbst gar keine 
Wurzeln haben. Um so bemerkenswerter ist eine besondere Kon
gruenz, bei der die Zahl der Wurzeln immer dem Grade gleich
kommt, auf Grund eines Lehrsatzes, der der Fermatsche Lehrsatz 
genannt wird, und den wir hier so formulieren: 
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X Die Kongruenzen 

(5) x"- x = 0, xn-t- 1 = 0 (mod n) 

haben, wenn n eine Primzahl ist, so viele Wurzeln, 
als ihr Grad beträgt, nämlich n und n - 1. 

Beide Behauptungen sind nicht wesentlich verschieden, denn 
die erste der Kongruenzen (5) hat alle Wurzeln der zweiten und 
außerdem die Wurzel 0, die der zweiten nicht genügt. Ebenso 
hat die zweite alle Wurzeln der ersten, mit Ausnahme der Wurzel 0. 

Da es nun für den Modul n überhaupt nur n verschiedene 
Zahlen gibt, so ist also zu beweisen, daß für jede ganze Zahl a 
die Kongruenz besteht: 
(6) an= a (mod n). 

Diese Kongruenz ist richtig für ~ = 0 und a = 1. Wir 
beweisen sie also durch vollständige Induktion, indem wir aus der 
als richtig vorausgesetzten Kongruenz (6) die Richtigkeit von 

(7) c~ + 1)" == a + 1 (mod n) 
ableiten. Dies ist aber aus dem binomischen Satze zu schließen, 
wenn man beachtet, daß alle Binomialkoeffizienten, mit Ausnahme 
des ersten und des letzten, die gleich 1 sind, nämlich: 

n(n-1) n(n-l)(n-2) 
tl, - 1 . ~ ' 1 . 2 . 3 ... , 

durch n teilbare ganze Zahlen sind. Demnach ist 

(a + 1)» = a" + 1 (mod n), 

also folgt die Formel (7) aus der Formel (ti). 
Die Differenz 

x(x- 1) (x- 2) ... (x- n + 1)- xn + x 
ist eine Funktion, höchstens vom n - 1 ten Grade. Sie ist aber 
für n Werte von x, nämlich für x = 0, 1, 2, ... n - 1 kongruent 
mit Null, und daher haben wir identisch 

x(x -1) (x- 2) ... (x- n + 1) = x"- x (mod n). 
Daraus ergibt sich der Wilsonsche Lehrsatz: 

1 . 2 . 3 ... ( n - 1) = - 1 ( mod n), 
wenn man die Koeffizienten der ersten Potenz von x beiderseits 
vergleicht. 

Wir beschränken uns jetzt auf die zweite der Kongruenzen (5) 

(8) .xn- 1 == 1 (mod n) 
und beweisen zunächst den Satz: 
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XL Ist a ein Teiler von n- 1, so hat die Kongruenz 

(9) xa = 1 (mod n) 

genau a verschiedene Wurzeln. 

Denn es ist, wenn n - 1 = ab ist, 

xn-1 _ 1 = (xa _ 1) (xa{b-1) + xa(b-2) + ... + ,xa + 1), 

und da jede Wurzel der linken Seite Wurzel entweder des einen 
oder des anderen .Faktors auf der rechten Seite sein muß, so 
folgt, daß, wenn xa - 1 = 0 weniger als a Wurzeln hätte, der 
zweite Faktor mehr Wurzeln haben müßte, als sein Grad angibt, 
entgegen dem Satz IX. 

Ist ~ eine durch n nicht teilbare Zahl, und a die kleinste 
positive Zahl, für die ~a = 1 (mod n) wird, ist ferner h irgend 
eine positive ganze Zahl, für die ~h = 1 (mod n) ist, so ist a 
notwendig ein Teiler von h, insbesondere also a ein Teiler von n- 1. 

Denn setzen wir h = Q a + a', worin Q eine ganze Zahl und 
a' < a ist, so ist auch rx.a' = 1; also muß a' = 0 sein, weil a die 
kleinste positive Zahlsein sollte, wofür diese Kongruenz befriedigt ist. 

Eine \Vurzel ~ der Kongruenz (9) von der Eigenschaft, 
daß keine niedrigere als die ate Potenz mit positiven 
Exponenten der Einheit kongruent wird, heißt eine pri
mitive Wurzel dieser Kongruenz oder primitive ate Kon
gruenzwurzel der Primzahl n, und eine primitive Wurzel 
g der Kongruenz (8) nennen wir auch kurz eine primitive 
Wurzel der Primzahl n. 

Wir wollen beweisen, daß für jede Primzahl primitive Wur
zeln existieren und ihre Anzahl bestimmen, und gehen dabei den
selben Weg wie bei den Einheitswurzeln. 

Es seien a und b zwei Teiler von n - 1, die unter sich 
relativ prim sind, und rx. eine a te, ß eine b te primitive Kongruenz
wurzel von n. Setzen wir ab = c, so ist r = ~ ß eine primitive 
cte Kongruenzwurzel, und umgekehrt läßt sich auch jede primitive 
cte Kongruenzwurzel in der Form rx. ß darstellen. 

Denn es ist erstens: ( ~ ß)c = ~c ßc =: 1 ( mod n ), und zweitens: 
wenn c~ ß)h = ~h ß" = 1 (mod n) ist, so ist auch ~hb ß"b = 1, 
also rx,hb = 1, also hb durch a teilbar, also auch h durch a teil
bar, und ebenso schließt man, daß h durch b, also auch durch 
ab = c teilbar sein muß, d. h. rx.ß ist primitive cte Kongruenz
wurzel. 
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Ist umgekehrt r eine primitive cte Kongruenzwurzel, so 
bestimmen wir die positiven ganzen Zahlen x, y so, daß 

(10) ay + bx == 1 (mod c) 
wird, indem wir zunächst x aus bx == 1 (mod a), und dann y 

aus y = L.:- bx (mod b) bestimmen. Dann ist y relativ prim 
a 

zu b, und x relativ prim zu a. Hiernach ist 

r = ybxyax = rx.ß (mod n), 

und ybx = rx. ist primitive a te Kongruenzwurzel, yay = ß primi
tive bte Kongruenzwurzel (weil rx,h = yb:rh nur dann = 1 sein 
kann, wenn h durch a teilbar ist). 

Es ist noch zu zeigen, daß die Produkte rx. ß alle voneinander 
verschieden sind, d. h. daß die Kongruenz 

(11) rx.ß == rx.' ß' (mod n), 

wenn u, rx.'; ß, ß' primitive ate und bte Kongruenzwurzeln sind, 
nur befriedigt werden kann, wenn 

rx. == rx.', ß == ß' (mod n) 

ist. Dies folgt aber nach (10), wenn man (11) in die Potenz 

bx == 1 (mod a) 

erhebt, woraus sich «. = rx.' ergibt, und dann auch ß == ß'. 
Bezeichnen wir also die Anzahl der primitiven a ten Kon

gruenzwurzeln mit tp (a), so folgt aus dem Bewiesenen: 

(12) tp(c) = tp(a)tp(b). 

Es bleibt noch übrig, wenn p eine Primzahl und p p1 eine 
in n - 1 aufgehende Potenz von p ist, tp (p Pt) zu bestimmen. 

Ist rx. eine nicht primitive Kongruenzwurzel vom Grade p"', 
und p"'-t = p11 so ist, wenn rx,h die niedrigste nach dem Moduln 
mit 1 kongruente Potenz von rx. ist, h ein Teiler von p Pt, d. h. 
eine Potenz von p; da h aber kleiner als p p1 sein soll, so ist es 
auch ein Teiler von Pt, und folglich rx,P1 = 1 (mod n), also: eine 
nicht primitive Kongruenzwurzel des Grades p Pt ist zugleich eine 
Kongruenzwurzel des Grades Pt· "Crngekehrt ist jede Kongruenz
wurzel des Grades Pt zugleich eine imprimitive Kongruenzwurzel 
des Grades PPt· Da nun die beiden Kongruenzen xPP• == 1, 
xP1 == 1 so viele Wurzeln haben, als ihr Grad beträgt, so bleiben 
p Pt- Pt primitive Kongruenzwurzeln der ersten übrig, und 
es ist also 
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(13) 
oder 
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cp (PP1) =PI (p - 1) 

cp (p") = P" ( 1 - ~) · 
Die Funktion cp (a) hat also hier dieselbe Bedeutung wie in 

§ 67 (11) und es ist damit zugleich die Anzahl der primitiven 
Wurzeln der Primzahl n gleich cp ( n - 1) gefunden. Wir sprechen 
also den Satz aus: 

XII. Eine Primzahl n hat cp(n -1) primitive Wurzeln. 

Damit ist die Existenz von primitiven Wurzeln für jede 
Primzahl nachgewiesen und zugleich ihre Anzahl bestimmt. Zur 
Auftindung der primitiven Wurzeln haben wir freilich keine andere 
allgemeine Methode als das Probieren. 

Ist g eine primitive Wurzel der Primzahl n, so sind die 
Reste der Potenzen 
(14) I, g, g2, gs ... 9 .. -2 

alle voneinander verschieden, da, wenn g"' == gm+u wäre, gP. =:: 1 
sein müßte, was nicht möglich ist, solange l1 positiv und kleiner 
als n - I ist. Es muß also unter den Resten der Reihe (14), 
unter denen der Rest 0 nicht vorkommt, jede der Zahlen 
(15) I, 2, 3, ... tt - 1 

und jede nur einmal enthalten sein, oder mit anderen Worten: 

XIII. Ist a eine durch n nicht teilbare Zahl, so gibt es 
eine und nur eine Zahl a aus der Reihe der Zahlen 
0, I, 2, ... n- 2, durch die die Kongruenz 

(16) ga =:: a (mod n) 

befriedigt wird. Dieselbe Kongruenz wird aber 
auch befriedigt, wenn als Exponent eine mit a 
nach dem Modul n -I kongruente Zahl gesetzt 
wird, und man findet in jedem vollen Bestsystem 
nur eine solche Zahl 01:. 

Der Exponent 01: heißt der Index von a in bezug auf die 
Basis g, und es wird geschrieben: 
(17) a=::inda (modn-1). 

Man hat also für jede durch n nicht teilbare Zahl 
(18) ginda =:: a (mod n). 

Aus den beiden Formeln 
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(19) glnda+indb =ab, gminda = am (mod n) 

ergibt sich der Satz: 

XIV. Der Index eines Produktes ist gleich der Summe 
der Indices der :Faktoren; der Index der m ten 
Potenz von a ist gleich dem m fachen des Index 
von a. 

Diese Sätze sind ganz analog den entsprechenden Sätzen, 
die sich auf die Rechnung mit Logarithmen beziehen, und die 
Analogie läßt sich noch weiter verfolgen. So wird z. B. der 
Übergang von einer Basis g zu einer anderen Basis g' durch die 
Formel 

(20) 
vermittelt. 

g g g' 

inda=indg'.inda (modn-1) 

Wir wollen noch den leicht zu beweisenden Satz anführen, 
daß unter den durch n nicht teilbaren Zahlen a die und nur 
die primitive Wurzeln sind, deren Indices relativ prim zu n-1 sind. 

Für praktische Rechnungen bedient man sich zweckmäßig so
genannter Indextabellen, die den Logarithmentafeln entsprechen, 
wie überhaupt die Indices das genaue Analogon zu den Loga
rithmen sind. 

Man nennt in der Kongruenz (17) CG den Index und a den 
Numerus, und stellt am besten zwei Tabellen auf, von denen die 
eine zu jedem Index den :Sumerus, die andere zu jedem :Numerus 
den Index gibt, wo die zweite durch Umstellung aus der ersten 
gewonnen wird. Dabei ist zu beachten, daß für die Indices der 
Modul n - 1, für die Xumeri der ~lodul n in Betracht kommt 
und kongruente Zahlen als gleichwertig gelten. tlo erhält man 
z. B. für n = 13 und die Basis 2: 

1 0 1 2 g 4 p 6 7 8 !J 10 11 

s 1 2 4 8 3 6 12 11 9 5 10 7 

s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 0 1 4 2 9 5 11 3 8 10 7 6 

Im Canon Arithmeticus von Jacobi (1839) sind für alle 
Primzahlen im ersten Tausend Indextabellen zusammengestellt; 
in kleinerem Umfange in Wertheim: "Anfangsgründe der Zahlen-
lehre" (Braunschweig 1902). 
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Es ist noch zu bemerken, daß der Index von 1 immer gleich 
0 ist, und daß der Index von - 1 (oder von n - 1) immer gleich 
Hn- 1) ist. Denn da (-1)2 den Index 0 oder n- 1 hat, so 
muß - 1, da es nicht den Index 0 hat, und das Doppelte seines 
Index gleich 0 oder n- 1 ist, den Index t (n -1) haben; m 
Formeln: 

(21) ind 1 = O, ind (-1) = ~(n -1) (mod n -1). 

Ist n eine Primzahl und m nicht durch n - 1 teilbar, so 
gibt es immer wenigstens eine durch n nicht teilbare Zahl k, so 
daß k"" nicht mit 1 kongruent ist (mod n). Denn ist m' der Rest 
von m nach dem Modul n- 1, so ist km= km' (mod n), und die 
Kongruenz a;m' = 1 hat weniger als n- 1 Wurzeln. Folglich 
gibt es eine durch n unteilbare Zahl k, die nicht Wurzel dieser 
Kongruenz ist. Nun durchläuft aber kx zugleich mit x ein volles 
Restsystem nach dem Modul n, und wir haben daher 

oder 
Exm = E(kx)m (mod n), 

(km- l)Exm = 0 (mod n). 

Daraus ergibt sich für jeden durch n - 1 nicht teilbaren Ex
ponenten m: 

(22) :E xm = 0 (mod n), [m nicht= 0 (mod n- 1)], 

wenn x ein volles Restsystem für den Modul n durchläuft. 
Ist aber m durch n - 1 teilbar, so ist a;m für jedes durch n 

unteilbare x mit 1 kongruent, und wir erhalten direkt: 

(23) :Exm = -1 (mod n), [m = 0 (mod n - 1)]. 

Diese Sätze lassen sich auch dadurch beweisen, daß man x 
durch eine Potenz einer Primitivwurzel g darstellt, und zeigen 
eine weitere Analogie der Potenzreste mit den Einheitswurzeln. 

§ 71. 

Multiplikation und Teilung der Winkel. 

Eine allgemeinere Aufgabe ist die Theorie der Winkelteilung 
die sich nicht mit der Teilung der ganzen Kreisperipherie, son
dern mit der Teilung eines beliebigen Winkels befaßt. 

Nach dem Moivreschen Satze ist, wenn n eine beliebige 
positive ganze Zahl und q> ein beliebiger Winkel ist, 

(1) cos n q> + i sin n q> = ( cos q> + i sin q> )n, 
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und wenn wir auf der rechten Seite den binomischen Satz an
wenden, so folgt durch Trennung des Reellen vom Imaginären: 

(2) 

cos n cp = cos cp" - B~n) cosn-2 cp sin2 cp 
+ B~") cos"-4 cp sin4 cp - • · ·, 

sinncp () . -.-- = n cos"- 1 cp- Ba" cosn-s cp sm2 cp 
sm cp 

+ B~n) cos"- 5 cp sin4 cp - · • • 
worin B~n) die Binomialkoeffizienten sind, und die Summen auf 
der rechten Seite so weit fortzusetzen sind, als keine negativen 
Exponenten von cos cp vorkommen. Da nun sin2 cp = 1 - cos2 cp 
ist, so lassen sich diese beiden Ausdrücke rational durch cos cp 
darstellen; wir setzen: 
(3) 2coscp = x, 

und führen die Bezeichnung ein: 
sinn cp 

(4) 2cosncp = A,.(x), -.- = Bn(x), 
smcp 

worin also A,.(x) und B,.(x) ganze Funktionen von x sind, A,.(x) 
vom Grade n, B,.(x) vom Grade n- 1. :Man findet in den 
ersten Fällen: 

(5) 
A 1 (x) = x, 
..A2 (x) = x2-2, 
A3 (x) = xs- 3x, 

B 1 (x) = 1 
Bs(x) = x 
B 3 (x) = x2-l. 

Nun ist aber nach bekannten Formeln 

cos ( n + 1) cp + cos ( n - l) cp = 2 cos cp cos n cp 
sin ( n + l) cp + sin ( n - 1) cp = 2 cos cp sin n cp 

woraus für A,. und B,. die Rekursionsformeln folgen: 

(6) 
An+I(x) = xA,.(x)- An-l(x) 
Bn+l (x) = xB,. (x) - Bn-1 (x). 

Daraus kann man A,., B,. für jedes beliebige n berechnen, 
wenn diese Funktionen für n = 1 und n = 2 bekannt sind. So 
findet man: 

A 4 (x) = x4 - 4 x2 + 2 
A 5 (x) = x5- 5xs + 5x 
A 6 (x) = x6 - 6 x4 + 9 x2 - 2 

B4 (x) = xs- 2x 
B 5 (x) = x4 - 3 x2 + 1 
B 6 (x) = x"- 4xs + 3x, 

und so kann man fortfahren. 
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Nehmen wir cos n rp und sin n rp als gegeben an, so dient die 
Gleichung n ten Grades 

(7) .An(x)-2cosnrp=0 
zur Bestimmung der Unbekannten x = 2 cos rp. Die Bedeutung 
der n Wurzeln dieser Gleichung ergibt sich daraus, daß der Kosinus 
sich nicht ändert, wenn der Winkel um ein Vielfaches von 2 n 
wächst. Demnach genügt der Gleichung (7) jeder Wert 

(8) ( 2 vn) x = 2 cos rp + ---n- , 
wenn v eine beliebige ganze positive oder negative Zahl bedeutet. 
Man erhält alle voneinander verschiedenen Werte (8), wenn man 
v ein volles Restsystem in bezug auf n durchlaufen läßt, also 
z. B. v = 0, 1, 2, ... n - 1 setzt, und man sieht auch leicht, daß 
diese n Werte alle voneinander verschieden sind, wenn man von 
dem besonderen Falle agsieht, daß rp ein Vielfaches von n: n ist. 
Denn zwei Kosinus sind nur dann einander gleich, wenn die 
Summe oder die Differenz der Winkel ein Vielfaches von 2 n ist. 

Die Gleichung 
sinn rp = sin rp Bn (x) 

bestimmt, wenn Bn (x) nicht gleich Null ist, sin rp eindeutig durch x. 
Suchen wir in der Gleichung (7) das von x unabhängige Glied, 

so ergibt sich für ein ungerades n nach (7): 
-2cosncp, 

und wenn man dies dem negativen Produkt der Wurzeln gleich
setzt, so erhält man: 

(10) 2n-l n cos ( rp + 2 :n) = cos n rp, 

und diese Formel gilt, da rechts und links stetige Funktionen 
von rp stehen, auch noch für den zunächst ausgeschlossenen Fall, 
wo rp ein Vielfaches von n: n ist. 

Ersetzt man rp durch rp + ~, so folgt aus (10): 

(11) 
n-l • ( 2 vn) 

(-1) 2 2n-1 II sin rp +--;- = sinnrp. 

In beiden Formeln (10), (11) kann unter den Produktzeichen 
vm für v gesetzt werden, wenn m eine beliebige, zu n teiler
fremde Zahl ist, weil dann vm zugleich mit v ein volles Rest
system nach dem :\Iodul n durchläuft. 
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Sondern wir in den so erhaltenen Formeln den Faktor, der 
dem Wert v = 0 entspricht, ab und lassen dann v sowohl die 
positiven als die negativen Zahlen durchlaufen, die abEI,Olut kleiner 
als in sind, so erhalten wir aus (10) und (11): 

2 In' (2vmn + ) (2vmn ) cosncp n- COS --- cp COS ---- cp = ---,._1 n n cos cp 
I,-~-

2 n• . (2 v m n + ) . (2 v m n ) sinn cp n-l Sln -- cp Slll --- - cp = -.--, 
n-1 n n smcp 

1,-2-

(12) 

und diese Formeln lassen sich durch das Additionstheorem der 
trigonometrischen Funktionen auch so darstellen: 

COS n cp 2 1 ll• ( 2 2 V m n . 2 ) --- = n- COS --- - Slll cp 
COS f{> n-1 1~ 

1,-2-

(13) 
sin ncp 2 1 1•1 ( . 2 2 vmn . 2 ) -.-- = n- Sln · --.- - sm cp • 
sm cp n-1 n 

1, -~-

. x2 
Setzt man hierin sm 2 cp __.: 1 - cos2 cp = 1 - 4 , so erhält 

man die Faktorenzerlegung von A,. (x) und B .. (x): 

• ( . 2 vmn) An(x) = x II x2- 4sm2 ---
n-1 2 

1,-2-
(14) 

B .. (x) = • ( 2vmn) II x·2 - 4 cos2 -.,- • 
n-1 ~ 

1, -2-

§ 72. 

Quadratische Reste. 
Setzen wir cp = 0, so ergibt sich aus der Formel (13) des 

vorigen Paragraphen durch Ziehen der Quadratwurzel: 

(1) 2 n-;1 jl 2 vmn ± 1 cos--n- = , 

(2) 2 "-;1 iJ . 2vmn + 1r: sm--n- = _ ,n, 
worin m relativ prim zu der ungeraden Zahl n ist' una V die 
Reihe der Zahlen 

n-1 V -1 2 ," __ _ 
- '' 2 
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durchläuft. Wir wollen das Zeichen v für die Zahlen dieser 
Reihe hier festhalten. 

Es bleibt das Vorzeichen in den Formeln (1) und (2) zu be
stimmen. 

Jede beliebige ganze Zahl gibt bei der Teilung durch n als 
Rest eine der Zahlen v oder 0 oder n - v. Statt n - v können 
wir, wenn wir auch negative Reste zulassen, - v wählen, und 
wenn wir also von den durch n teilbaren Zahlen absehen, so 
bleibt eine der Zahlen + v als Rest. Wir nennen diese den 
absolut kleinsten Rest (zum Unterschied von dem kleinsten 
Rest im gewöhnlichen Sinne, der aus den Zahlen 1, 2, ... n - 1 
genommen ist). 

Es sei nun also m eine zu n teilerfremde positive oder 
negative Zahl; wir betrachten die Reihe der Zahlen 

(mv) 
n-1 

m, 2m, 3m,··· --2-m, 

und bilden zu jeder den absolut kleinsten Rest Q: 

({l) +v11 +v2 , +v3, ... +v!(n-l); 
2 

unter diesen Zahlen Q kommen nicht zwei gleiche un<l auch 
nicht zwei entgegengesetzte vor; denn wenn die Summe oder die 
Differenz zweier Zahlen {l.l ), also Q + Q' oder Q - Q' gleich Null 
wäre, so müßte für zwei verschiedene Zahlen v, v' aus (v) 

m(v+11') 
durch n teilbar sein, also müßte auch v + v' durch n teilbar 
sein, und dies ist unmöglich, da jede der Zahlen v, v' kleiner als 
n: 2 ist. 

Die Gesamtheit der Zahlen (Q) stimmt also, vom Vor
zeichen und von der Reihenfolge abgesehen, mit der 
Gesamtheit der Zahlen (v) überein. 

In den Formeln (1) und (2) können wir aber, wegen der 
Periodizität von Sinus und Kosinus, vm durch Q ersetzen, und 
da cos (- q>) = cos q> ist, so können wir in der Formel (1) mv 
auch durch v ersetzen, d. h. das Vorzeichen ist von m nicht ab
hängig. Um es zu bestimmen, berücksichtigen wir, daß der 
Kosinus eines Winkels im ersten Quadranten positiv, im zweiten 
Quadranten negativ ist, daß also das Vorzeichen in ( 1) positiv 
oder negativ ist, je nachdem von den Winkeln 

Weber, Algebra. (Kl. Ausg.) 

2v:n: 
n 

21 
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eine gerade oder eine ungerade Anzahl im zweiten Quadranten 
liegt, oder je nachdem eine gerade oder eine ungerade Anzahl 

von Zahlen v zwischen ! n und ~ n liegt. 

Wir bezeichnen, wenn x irgend eine nicht ganze Zahl ist, 
mit E(x) die größte ganze Zahl, die kleiner als x ist, so daß x 
zwischen E (x) und E (x) + 1 liegt. Die Anzahl der ganzen 
Zahlen, die zwischen zwei Zahlen x und y liegt, ist dann gleich 
E (y) - E (x), und wir haben also zu untersuchen, ob 

eine gerade oder eine ungerade Zahl ist. Wir müssen vier Fälle 
unterscheiden, wie sich aus der folgenden Zusammenstellung 
ergibt, worin k eine nicht negative ganze Zahl bedeutet: 

n = 8k + 1, E(~) = 4k, E(~) = 2k, 
n = 8 k + 3, E ( ~) = 4 k + 1, E (:) = 2 k, 

n = 8 k + 5, E ( ~) = 4 k + 2, E (:) = 2 k + 1, 

n = 8 k + 7, E ( ~) = 4 k + 3, E ( -i) = 2 k + 1. 

Es ist also in (1) das positive Zeichen zu nehmen, wenn n 
von der Form 8 k + 1 oder 8 k + 7, das negative, wenn n von 
der Form 8 k + 3 oder 8 k + 5 ist. In den ersten Fällen ist 

n 2 
;- 1 eine gerade, in den beiden letzten eine ungerade Zahl, 

und demnach erhalten wir die genaue Formel (1): 

(3) 
n-1 v 2 n2-1 

2-2- n vmn , 1)_s_ cos--=(- . 
n 

In der Formel (2) hängt das Vorzeichen von m ab; es ist 
positiv oder negativ, je nachdem unter den Zahlen (Q) eine 
gerade oder eine ungerade Anzahl negativer vorkommt. 

Wir setzen ntm, um die Abhängigkeit des Vorzeichens von 
m und n in der Bezeichnung auszudrücken, für (2): 

n-1 

(4) 2-2-

worin 

n• . 2 vmn (m) 1,sm-- = - 11n, 
n-1 n n 

1,~ 
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(:) =± 1 

ist. 

Das Symbol ( ~) ist von einer anderen Seite her und in 

speziellerer Fassung von Legandre .in die Zahlentheorie ein
geführt und von J aco bi verallgemeinert worden. Wir wollen 
es das Legendresche Symbol nennen. Seine Bedeutung für 
die Zahlentheorie wird sich gleich ergeben; zunächst haben wir 
den Satz: 

1. Es ist(:) gleich + 1 oder gleich -1, je nach

dem die Anzahl der negativen unter den absolut 
kleinsten Resten von mv eine gerade oder eine 
ungerade ist. 

In der Formel (2) gilt für m = 1 das positive Zeichen, weil 
für diesen Fall die Winkel 2 v n 1 n alle zwischen 0 und n liegen 
und ihre sin daher positiv sind. Also haben wir: 

2. 

Verwandeln wir m in - m, so ändert sich in allen Faktoren 
des Produktes auf der linken Seite von (4) das Vorzeichen; da 

die Anzahl der Faktoren n 2 
1 beträgt, so ergibt sich: 

3. 

und für m = 1: 

4. ( 
1 n-1 n) = (-1)-2 . 

Setzen wir 2m für m und benutzen die Formel 

. 4vmn 2 . 2vmn 2vmn 
SlD -- = Sln -- COS --

n n n ' 
so folgt aus (3): 

5. 

und für m = 1: 

6. 

C:) = (- 1) n2-;1 (:), 

(
2 n2-l -n) = (-1)-8 . 

21 * 
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Ändert man m um ein Vielfaches von n, so bleiben alle 
Faktoren des Produktes (4) ungeändert, und daraus folgt: 

7. Es ist 

(~) = (:'), 
wenn m = m' (mod n). 

Um das Reziprozitätsgesetz zu erhalten, wenden wir die 
zweite Formel (13) des vorigen Paragraphen an, indem wir zur 
Abkürzung 

(5) 
.• 2vmJt n- 1 

U = Bin• -- 1 V = 1, 2, · · · ---n 2 
setzen: 

(6) 
sin nq> a • -.- = 2n-1IJ(u- sm2q>). 

Slllq> 

Es sei jetzt m gleichfalls ungerade wie n, und es werde gesetzt: 

. 2~n:n: m-1 
ß=sm2-- f.'=l 2 ···--· m 1 ' ' 2 

(7) 

Dann ergibt sich aus (6) durch Vertauschung von m und n: 

(8) 
sinmq> fJ • -.- = 2m-1JI(ß- sm2q>) 
Sill q> ' 

und wenn m' eine zu n teilerfremde Zahl ist und man 

2vm':n: 
q>= 

n 

setzt, so durchläuft sin2 q> dieselbe Wertreihe wie u in (5). Bildet 
man dann aus (8) das Produkt über alle v, so folgt: 

• . 2vmm':n: 
II sm---n (m-1) ln-1) a t 

(9) •. 2 vm/:n: = 2-2- II 1 (ß- u). 
II Sill--

n 

Die rechte Seite dieser Formel ist aber von m' ganz unab
hängig. Der Wert der linken Seite ist also derselbe 1 als ob 
m'.= 1 wäre, und wenn man für die Produkte auf der linken 
Seite die Werte aus (4) setzt, so folgt: 

(m;~'): (~') = (:~): (!), 
oder nach 2.: 
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8. (m:;') = (:) (:')· 

Hier war zunächst vorausgesetzt, daß m und m' positiv und 
ungerade seien. Nach 3. und 5. aber bleibt 8. auch noch richtig, 
wenn m oder m' negativ oder gerade ist, wenn nur m und m' 
relativ prim zu n sind. 

Nehmen wir wieder m ungerade und positiv an und setzen 
m' = 1, so folgt jetzt aus (9): 

(10) (m) (m-l)(ll-1) a 8 
- = 2 2 n n (ß - ~ ). 
n 

Wenn wir hierin m mit n vertauschen, so ändert in dem 
Doppelprodukt auf der rechten Seite jeder Faktor sein Vorzeichen. 
Die Anzahl dieser .Faktoren ist aber 

n-1 m-1 _2_,_2_ 

und daraus folgt: 

9• (:) = (- 1)rm-l),(n-1) (:), 

oder(:) ist gleich(:), wenn von den beiden un

geraden Zahlen m, n wenigstens eine von der 

:Form 4k + 1 ist, und(:) ist entgegengesetzt zu 

(f~). wenn beide Zahlen von der Form 4k + 3 sind. 

Dieser berühmte Satz ist das Reziprozitätsgesetz. Der 
hier gegebene Beweis rührt von Eisenstein her. Man kann 
mit seiner Hilfe und nach 5. und 6. den Wert des Symbols 

(:) sehr schnell ermitteln, indem man so verfährt, als ob es 

sich um die Bestimmung des größten gemeinschaftlichen Teilers 
von m und n handelte. 

Aus 8. und 9. ergibt sich noch ein letzter Satz, der gilt, 
wenn n und n' zwei positive ungerade zu m teilerfremde Zahlen sind: 

10. 

Seine Richtigkeit ergibt sich, wenn m ungerade und positir 
ist, auf Grund der Kongruenz 
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(11) (n - 1) (n'- 1) 
= (nn'- 1)- (n- 1)- (n'- 1) =: 0 (mod 4), 

wenn man auf beide Seiten von 10. die Formel 9. und dann 8. 
anwendet, und wenn m gerade oder negativ ist, aus 4. und 6. 

Nach diesen Sätzen kann man (:) auf ein Produkt von 

Werten (~) zurückführen, worin p, q Primzahlen sind. Die 

Berechnung von (::) geschieht aber leichter nach 9. ohne diese 

Zerlegung. 
Wir wollen nun noch eine andere, die ursprüngliche Legen-

dresche Bedeutung des Symbols (;) kennen lernen, für den 

Fall, daß p eine ungerade Primzahl ist. 
Wenn wir alle durch p nicht teilbaren ganzen Zahlen x 

ins Quadrat erheben, und die Reste der Division durch p auf-

suchen, so erhalten wir im ganzen nur p 2 
1 verschiedene Reste, 

denn erstens geben die Quadrate kongruenter Zahlen dieselben 
Reste, und zweitens geben die Quadrate entgegengesetzter Zahlen 
auch dieselben Heste. Wir bekommen also gewiß alle Reste 

wenn wir die p 2 
1 Zahlen v 

(v) 
p-1 

1, 2, 3, ... -2-

ins Quadrat erheben. Auf der anderen Seite ergeben auch die 
Quadrate dieser Zahlen v lauter verschiedene Reste; denn es 
kann, wenn v und v' verschiedene von ihnen sind, niemals 

v2 - v'2 = (v - v') (v + v') 
durch p teilbar sein, weil sowohl v - v' als v + v' kleiner als 
p ist. Von den Zahlen 
(s) 1, 2, 3 ... p - 1 

kommt also die Hälfte unter den Resten von a;2 vor, die Hälfte 
nicht. Die ersteren Zahlen und alle mit ihnen nach p kon
gruenten heißen die quadratischen Reste von p, die anderen 
die quadratischen ~ichtreste von p. 

Wenn nun m quadratischer Rest ist, so ist die Kongruenz 

(12) a;2 =: m (mod p) 
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möglich, und aus 7. und 8. folgt: 

(m) _ (x2) _ (::_)2 _ - - -- + l. p p p 

Es ist also (;) = + 1, wenn m quadratischer Rest von p ist. 

Es ist aber in § 69, VIII. der Satz ausgesprochen, daß, wenn 

für m die Heihe der Zahlen 1, 2, ... p - 1 gesetzt wird, (;) 

ebenso oft das positive wie das negative Zeichen hat, und daraus 
ersieht man, daß das negative Zeichen gilt, wenn m quadratischer 
Xiehtrest ist, es folgt also: 

11. Ist p eine ungerade Primzahl, und rn durch p 

nicht teilbar, so ist (;) = + 1 oder =- 1, je 

nachdem m quadratischer Rest oder quadratischer 
Nichtrest von p ist. 

Darin sind alle Hauptsätze ü9er die quadratischen Reste 
enthalten, z. B. nach 8. der Satz: 

12. Da.s Produkt zweier quadratischer Reste oder 
zweier ~ichtreste ist ein Rest; das Produkt aus 
einem Rest und einem Xichtrest ist ein ~üchtrest. 

Nach dem .Fermatschen Satze ist für jede durch p nicht 
teilbare Zahl m 

mP-1 - 1 = (mP-;1- I) (t~:-;i + I)== 0 (mod p). 

Es muß also einer der beiden Faktoren 
p-1 p-1 

m-2- - 1, m 2 + 1 

durch p teilbar sein, und es kann auch nur einer von ihnen sein, 
weil sonst auch ihre Differenz, die gleich 2 ist, durch p teilbar 
sein müßte. Wenn nun die Kongruenz (12) möglich ist, so ist 

p-1 

m-2- == xP-1 == 1 (mod p), 

woraus folgt, daß alle quadratischen Haste, deren Anzahl -} (p- 1) 
ist, Wurzeln der Kongruenz 

p-1 

x 2 == 1 (mod p) 
sind. Da aber diese Kongruenz nach § 70, IX. nicht mehr als 
HP- 1) Wurzeln haben kann, so sind die quadratischen Nicht
rellte Wurzeln der Kongruenz 
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p-1 

x-2-=- 1 (modp), 

und hieraus folgt der für jede durch p nicht teilbare Zahl m 
gültige Satz von Euler: 

p-1 

(13) m-2-_ (;) (modp), 

oder in Worten: 
13. Die durch p nicht teilbare Zahl m ist quadra

tischer Hest oder Nichtrest von p, je nachdem 
p-1 p-1 

m-2-- 1 oder m-2- + 1 

durch p teilbar ist. 
Wir können noch hinzufügen, daß die quadratischen Reste in 

jedem Indexsysteme gerade Indices haben, die Nichtreste ungerade. 
Hieraus lassen sich noch einige weitere bemerkenswerte .Folge

rungen ziehen. Wir bezeichnen mit a die quadratischen Reste, 
mit b die Nichtreste der ungeraden Primzahl p, so daß die An
zahl der a und b je t(p- 1) beträgt. Mit II(a) und Il (b) 
bezeichnen wir die Produkte der sämtlichen a und der sämt
lichen b. Die a und b zusammen enthalten alleZahlen 1, 2, ... p -1, 
und es ist daher nach dem Wilsonschen Satze (§ 66) 
(14) Il(a) ll(b) =- 1 (mod p). 

Ist b0 ein fester Nichtrest, so durchläuft b0 a nach 12. die 
sämtlichen ~ichtreste b, wenn a die sämtlichen Reste durchläuft, 
und daraus ergibt sich nach 13.: 

p-1 

(15) ll(b) = b~ ll(a) _- Il(a) (mod p). 
Ferner ist, da jedes a dem Quadrate einer der 

1, 2, · · · ~ (P - 1) kongruent ist, 

(16) ll(a) = (1. 2.3 ··· P-2 - 1y (modp). 

Zahlen 

Die m dem W i 1 so n sehen Satze vorkommenden Zahlen 
1, 2, . . . p - 1 kann man aber auch durch die Zahlen 
± 1, ± 2, · · · ± ~ (p - 1) ersetzen, und daraus ergibt sich: 

( p -1)2 ~ 
1. 2 ··· - 2 - = (-1) 2 (mod p), 

und es folgen also aus (15) und (16) die Formeln 
Y+1 p-1 

(17) Il(a) = (-1)-2 , Il(b) = (-1)_2_ (modp). 
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Auflösung der Kreisteilungsgleichung. 

§ 73. 

Irreduzibilität der Kreisteilungsgleichung. 

Ist n eine beliebige natürliche Zahl, Primzahl oder zusammen
gesetzt, so gibt es, wie wir in § 67 gesehen haben, IP (n) = v 
primitive n te Einheitswurzeln, die einer ganzzahligen Gleichung 

(1) Xn = x• + a1 x•-l + .. · + a. = 0 

genügen. D1e nächste Frage, die nun zu beantworten ist, ist die 
nach der Irred uzi bili tä t dieser Gleichung. 

Die Irreduzibilität von Xn ist für den Fall, daß n eine 
Primzahl ist, zuerst von Gauß bewiesen (Disq. arithmeticae 
art. 341). Später sind noch viele andere Beweise gegeben worden 
(von Kronecker, Schönemann, Eisenstein, Arndt, Dede
kind, Mertens), die sich zum Teil auf denselben einfachen Fall oder 
den ebenso zu behandelnden Fall, wo n eine Potenz einer Primzahl 
ist, beziehen, zum Teil den allgemeinen Fall eines beliebig zu
sammengesetzten n behandeln. Wir wollen hier einem besonders 
einfachen Beweise für die Irreduzibilität von Xn folgen, den 
Dedekind gegeben hat, der sich gleich auf den allgemeinen 
Fall eines ganz beliebigen n bezieht 1). 

Erheben wir irgend ein Polynom in die pte Potenz, so ergibt 
sich ein Ausdruck der Form 

(u + v + w + · ··)P = JJ Pa,fl,y ... u"v8wr ... , 

worin a, ß, y ... alle nicht negativen ganzen Zahlen zu durch
laufen hat, die der Bedingung 

1) Über die Geschichte der Irreduzibilitätsbeweise sehe man die Strall• 
burger Dissertation von M. Rathinger von 1907: .Die Irreduzibilitäts
beweise der Kreisteilungsgleichung". 
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u+ß+r+···=p 
genügen, und die Polynomialkoeffizienten 

p! 
p (1 -----

a, 'r... - u! ß! r! ... 

§73, 

sind ganze Zahlen. Ist nun p eine Primzahl, so ist der 

Zähler dieses Ausdruckes p! durch p teilbar. Im Nenner kommt 

aber die Primzahl p nicht vor, außer wenn eine der Zahlen 

u, ß, r · · · = p und die anderen gleich 0 sind. Es sind daher 

die Koeffizienten Pa,(J,y ••. alle durch p teilbar, außer in dem er

wähnten Ausnahmefalle, in dem Pp, o, 0 • • = 1 ist. Demnach ist 

für unbestimmte u, v, w ... : 

(2) (u + v + w + .. ·)ll == uP + vP + wP + ... (mod p). 

Hieraus ergibt sich nun ein Hilfssatz, auf den wir unseren 

Beweis stützen wollen. Es sei 

(3) ((x) = xm + a1 xm-l + a2 xm- 2 + ··· + am 

irgend eine ganze Funktion von x mit ganzzahligen rationalen 

Koeffizienten a11 a2, ••• am, und die Wurzeln dieser Funktion 

seien u, ß, r, ... , so daß 

(4) -a1 = Erx, a2 = 1Jrxß, -a3 = Erxßr, ... 

Wir setzen nun, wenn p eine beliebige Primzahl ist, 

(5) F(x) = (x - rxP) (x- ßP) (x - rP) .. . 
= xm + Alxm-1 + A2 xm-2 + ... +Am, 

worin die Koeffizienten A1 , A2 , •.• Am als ganzzahlige sym

metrische Funktionen der a, ß, r ... nach dem Fundamentalsatz 

von den symmetrischen Funktionen ganze ganzzahlige Funktionen 

der ~, a2, • • • am und also auch ganze rationale Zahlen sind. 

Zugleich ist 

-Al = 1J aP, A2 = E aP ßP, - Aa = 1J aP ßP r ' ... 

und folglich nach dem Satze (2) 

A1 == at, A 2 == a~, ... Am== a:;. (mod p), 

und nach dem Fermatschen Satze 

(6) A1 == a1 , A2 == a2, ••• A,.. == am (mod p), 

was wir auch so ausdrücken können, wenn wir wieder die Kon

gruenz nur auf die Koeffizienten entsprechender Potenzen von x 
beziehen: 
(7) ((x) == F(x) (mocl p). 
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Zur Berechnung von l!'(x) kann auch die Darstellung dienen: 
• p 

(8) l! (x) = II f (E yx), 
worin das Produkt über alle pten Einheitswurzeln E zu nehmen 
ist. Wir fügen noch hinzu, daß, wenn f(x) im Körper R irredu
zibel ist, und wenn die av, ßP, ,?', . . . voneinander verschieden 
sind, auch F(x) irreduzibel ist. Denn ist E; (x) ein irreduzibler 
Faktor von l!, der für aP verschwindet, so hat E;_ (xv) eine Wurzel 
mit f(x) gemein, und ist daher wegen der vorausgesetzten Ir
reduzibilität von f(x) durch f(x) teilbar (§53, I.); es ist also 

F1 (v.P) = o, 1!1 (ßP) = o, E; (r") = 0 ... , 
d. h. F; (x) verschwindet für alle Wurzeln von F(x), woraus die 
Irreduzibilität von l!' (x) folgt. 

Hieraus ergibt sich nun der Beweis der Irreduzibilität von 
Xn auf folgende Weise: 

Es sei u eine primitive nte Einheitswurzel, und f(x) der im 
Körper lt irreduzible Faktor von X"' der für x = o.: verschwindet. 
Hat die höchste in f(x) vorkommende Potenz von x den Koeffi
zienten 1, so müssen auch die übrigen Koeffizienten a11 a2 ••• am 
nach dem Satze von Gauß (§ 21) ganze Zahlen sein. 

Wenn tL eine zu n teilerfremde Zahl ist, so ist a.u ebenfalls 
primitive nte Einheitswurzel, und jede primitive nte Einheits
wurzel, also jede Wurzel der Gleichung X,. = 0 ist in dieser 
Form enthalten. Wenn also bewiesen werden kann, daß für alle 
Exponenten tL, die mit n keinen gemeinsamen Teiler haben, 
f'(o.:·u) = 0 ist, so folgt, daß f(x) durch X,. teilbar und folglich 
mit X,. identisch ist, wodurch dann bewiesen ist, daß X,. in R 
irreduzibel ist. 

Es genügt aber hierzu, nachzuweisen, daß für jede Prim
zahl p, die in n nicht aufgeht, f(o.:") = 0 ist. Denn ist f(o.:P) 
= 0, so hat {(xP) mit f(x) eine gemeinsame Wurzel o.: und folg
lich ist {(xP) wegen der vorausgesetzten Irreduzibilität von {(x) 
durch f(x) teilbar. Wenn also für eine zweite in n nicht auf
gehende Primzahl q, die auch mit p identisch sein kann, f(o.:q) 
= 0 ist, so folgt, daß auch {(o.:"q) = 0 ist, und wenn man 
diesen Schluß wiederholt, so erkennt man, daß, wenn {(u") für 
jede nicht in n aufgehende Primzahl verschwindet, auch f(o.:·u) 
verschwinden muß, wenn lt irgend eiu Produkt von Primzahlen 
ist, die in n nicht aufgehen. 
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Ist p eine in n nicht aufgehende Primzahl und sind a und 
ß zwei voneinander verschiedene Wurzeln von Xn, so sind auch 
~P und ßP voneinander verschiedene primitive n te Einheitswurzeln, 
denn bestimmt man p' aus der Kongruenz p'p == 1 (mod n), so 
folgt aus f/.P = ßv durch Erhebung in die I>otenz p', daß OG = tJ 
sein muß. 

Sind nun OG, ß, y, ... die Wurzeln von f(x), so bilden wir 
nach (~) die Funktion l!'(x), deren Wurzeln OGv, ßv, rv, ••• sind, 
und die also nach dem oben Bewiesenen gleichfalls irreduzibel ist. 

Wenn f(x) von l!'(x) verschieden ist, so haben diese beiden 
Funktionen auch keinen gemeinschaftlichen Teiler, und beide 
sind Teiler der .Funktion Xn und folglich auch Teiler von 
x" - 1. Wir setzen 

x" - 1 = f(x) l!'(x) rp (x), 
worin rp (x) eine ganzzahlige Funktion ist. Hierfür können w1r 
aber wegen (7) auch setzen: 

xn - 1 = {(x)2 rp(x) + pt/J(x), 
und durch Bildung der abgeleiteten Funktionen: 

nxn-l = f(x) x(x) + p®(x), 

worin rp, t/J, x, ® ganze ganzzahlige Funktionen sind. Wenn wir 
die vorletzte dieser Gleichungen mit - n, die letzte mit x multi
plizieren und addieren, so ergibt sich eine Gleichung, die wir 
als Kongruenz so darstellen können: 

(9) n == f(x) w(x) (mod p), 

worin t1> (x) wieder eine ganzzahlige Funktion ist. Da n nicht 
durch p teilbar ist, so können hier auch nicht alle Koeffizienten 
von t1> (x) durch p teilbar sein, und wir können annehmen, daß 
der Koeffizient der höchsten Potenz von t1> nicht durch p teilbar 
ist. Dann aber ist die Kongruenz (9) offenbar unmöglich 1 da 
auf der rechten Seite gewiß ein von x abhängiges Glied mit 
nicht durch p teilbarem Koeffizienten vorkommt, was auf der 
linken Seite nicht der Fall ist. 

Es muß also F(x) mit f(x) identisch sein, und es ist daher 
{(OGP) = Ü, W. Z. b. W, 

Hiermit ist bewiesen: 

I. Die .Funktion Xn, deren Wurzeln die primitiven 
nten Einheitswurzeln sind, ist im Körper der ra
tionalen Zahlen irreduzibel. 
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Die Irreduzibilität von X., gilt aber, wie hieraus sofort folgt, 
m einem noch weiteren Sinne. 

II. Die Funktion X., ist auch dann noch irreduzibel, 
wenn dem Körper R beliebige Einheitswurzeln 
adjungiert werden, deren Grad relativ prim zu 
n ist. 

Es sei nämlich a zu n teilerfremd, r eine primitive nte und 
" eine primitive ate Einheitswurzel, also nach § 67, I., IL 

Q = r" 
eine primitive n a te EinheitswurzeL Bestimmen wir die ganzen 
Zahlen x, y so, daß 

ax + ny = 1 
wird, so ist 
(10) f' = (Ja"', " = Q"Y1 

und wenn ffJ (x, ") ein Teiler von X,. im Körper R (011) ist, so 
gibt es wenigstens ein r, für das 

fJJ(r, a) = 0 

ist. Daraus ergibt sich aber nach (1 0) 
(11) (/) (Qax, Q"!i) = 0. 

Nun aber haben wir· die Irreduzibilität der Gleichung für 
die primitiven naten Einheitswurzeln im Körper R bewiesen. Es 
folgt daher aus (11) für jede zu an teilerfremde Zahl h 

(12) (/) (Qhax1 Q""'Y) = O, 
und wenn s eine beliebige zu n teilerfremde Zahl ist, so können 
wir h so bestimmen, daß 

h :=: s (mod n), h =: 1 (mod a). 
Dann folgt aus (12) 

cp (rs, 01:) = O, 
und folglich ist ffJ (x, a) durch Xn teilbar. Darin liegt die Ir
reduzibilität von X.. im Körper R ( 01: ). 

Dieser Satz rührt von Kronecker her, der gewissermaßen 
den umgekehrten Weg geht, indem er zunächst die Irreduzibilität 
von X,. in R(01:) unter der Voraussetzung beweist, daß n nur 
durch eine Primzahl teilbar ist, und daraus dann die Irreduzi
bilität von xlt allgemein ableitet 1). 

1) Kronecker, Mem. sur !es facteurs irrt\ducibles de l'expression 
(x"-1). Liouvilles Journal, Bd.19 (1854). 
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§ 74.. 

Die Kreisteilungsperioden und die Periodenglei~hungen. 

Wir b<:Jschäftigen uns nun zunächst mit den n ten Einheits
wurzeln, unter der Voraussetzung, daß n eine ungerade Prim
zahl ist (die Primzahl 2 bietet zu keinen weiteren Fragen Anlaß, 
da die einzigen zweiten Einheitswurzeln, + 1, in R enthalten sind). 

Außer der rationalen n ten Einheitswurzel 1 existieren noch 
n - 1 primitive, die durch die transzendenten Ausdrücke 

2ni 

e n , 

4ni 

e n , 

6ni 2(n-Ilni 

e n •.. e n 

dargestellt werden können. Wenn wir eine von ihnen mit r 
bezeichnen, so ist das ganze System auch durch 

(1) 

darzustellen. Im Exponenten von r kommt es nur auf den Rest 
nach dem Modul n an, da immer und nur dann rh = rk ist, 
wenn h == k (mod n) ist. 

Die Größen (1) sind die Wurzeln der Gleichung (n- 1)ten 
Grades: 

(2) X= xn-I + xn-2 + xn-3 +····+X+ 1 = 0, 

deren Irreduzibilität im vorigen Paragraphen bewiesen ist. Wir 
wollen jetzt zunächst nachweisen, daß diese Gleichung zyklisch 
ist. Diese Eigenschaft ergibt sich aus der Existenz primitiver 
Wurzeln der Primzahl n, mit denen wir uns im § 65 beschäftigt 
haben. Es wurde dort nachgewiesen, daß es für jede Primzahl n 
gewisse Zahlen g gibt, die man primitive Wurzeln von n nennt, 
die durch die Eigenschaft charakterisiert sind, daß unter den 
Resten der Potenzen 

1, g, g2, gs, ... g"- 2, 

bei der Teilung durch n jede der Zahlen 

1, 2, ... , n- 1 

ein und nur einmal vorkommt. Der Rest einer Potenz rl' bleibt 
derselbe, wenn h um ein Vielfaches von n- 1 verändert wird. Ist 

ga == a (mod n), 
so heißt IX der Index von a (IX = ind a) und a die Zahl oder 
der Numerus. Der Index wird nach dem Modul n- 1 ge
nommen, der K umerus nach dem Modul n (§ 70). 
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Nehmen wir also eine solche primitive Wurzel g von n an, so 
können wir, von der Reihenfolge abgesehen, die Größen (1) so 
darstellen: 

oder, wenn wir 
(3) 
setzen, 
(4) 

Jede Zahl des Körpers R (r), d. h. jede rationale Funktion 
von r läßt sich in die .Form bringen : 

(5) cp(r) = bo + b1 r + b2 r 2 + ... + bn-2r"- 2, 

oder, da nach (2) 

1 + r + r 2 + · · · + r" -I = 0 
ist, 
(6) cp(r) = (b1 - bo)r + (b2 - b0)r2 + ... 

+ (bn-2- b0)r"- 2 - b0·r"-\ 
oder, da die Potenzen r, r 2 ... r"- 1, von der Reihenfolge ab
gesehen, mit r, r 11 r2 ... r,._ 2 übereinstimmen, in die Form 

(7) cp(r) = a0 r + a1 r1 + a2 r2 + ... + an-2 r,.-2 1 

worin die Koeffizienten b und a rationale Zahlen sind. Wenn 
von den Zahlensystemen a, b das eine ganzzahlig ist, so 
ist ·es auch das andere. 

III. Eine solche .Funktion cp (r) kann nur dann gleich 
.Xull sein, wenn alle ihre Koeffizienten a0, a11 ... a,._2 

verschwinden; 
denn der Ausdruck (5) zeigt, da X irreduzibel ist, also r keiner 
Gleichung von niedrigerem als den (n- l)ten Grade genügen 
kann und (6) nach Division mit r auf den (n - 2)ten Grad 
kommt, daß cp (r) nicht anders verschwinden kann, als wenn die 
b0, b1 , ... bn _ 2 Null sind. Sind aber diese Null, so zeigt ( 6}, 
daß auch die Koeffizienten a alle Null sein müssen. Es kann 
also cp (r) nur auf eine Weise in die .Form (7) gebracht werden. 

Treffen wir die .Festsetzung, daß sich ah und rh nicht ändern 
sollen, wenn der Index h um ein Vielfaches von n - 1 wächst, 
so können wir auch 

(8) 

setzen, und darin h ein volles Restsystem nach dem Modul n - 1 
durchlaufen lassen. 
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Wir haben nun nachzuweisen, daß die Gruppe der Glei
chung X= 0 keine andere ist, als die Periode der zyklischen 
Permutation 

n = (r, r1, r~ ... Yn-2)· 

Diese Periode oder zyklische Gruppe bezeichnen wir mit 

(9) 0 = 1, n, n2 ... n"-2. 

Die Gleichung X= 0 ist jedenfalls eine Normalgleichung, 
weil sie irreduzibel ist, und weil alle ihre Wurzeln nach (3) ra
tional durch eine unter ihnen ausdrückbar sind; sie ist also ihre 
eigene Galoissche Hesolvente (§ 56). Ihre Substitutionen sind 

(10) (r, r), (r, r1), (r, r2) ... (r, r,.-2), 
und nach (3) ist 

(r, rh) = (rk, rk + h)· 

Daraus folgt, daß (r, r1) unter den Wurzeln ( 4) die zyklische 
Permutation n hervorruft, und daß also die Substitutionsgruppe 
(10) mit der Permutationsgruppe 0 isomorph ist. Also ist 0 die 
Galoissche Gruppe von X= 0. 

Nach § 63 läßt sich die Gleichung X= 0 auf eine Reihe 
von zyklischen Gleichungen niedrigeren Grades zurückführen, 
wenn man Funktionen aufsucht, die zu den Teilern der Gruppe C 
gehören. Die Teiler von 0 sind aber, wenn n - 1 in zwei Fak
toren e, f' zerlegt, also 

n- 1 = ef' 

gesetzt wird, die zyklischen Gruppen 

(11) C. = 1, n•, n2• ... n<f-lle, 

und die Permutation n• ist darin gleichbedeutend mit der Sub
stitution (r, r.,). 

Um zu einer zu 0 gehörigen Funktion der Wurzeln von 
möglichst einfacher Form zu gelangen, betrachten wir nach Gauß 
die f'-gliedrigen Perioden 

rJ =r +r• +r2e + .. ·+r(f-l)e 

(12) 'r/1 = r1 + re t1 + Y2e+t + "· + Y(f-lle+l 

f/e-1 = Ye-1 + r2e-1 + Yae-1 + • • · + rn-2, 

die aus der ersten von ihnen durch die Substitutionen (r, r), 
(r, r1), (r, r 2), ... (r, re- 1) hervorgehen. Wir bezeichnen die 
Größen (12) auch als ein System konjugierter Perioden. 
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Jede dieser Funktionen bleibt durch die Substitution (r, r.) 
ungeändert, und sie sind alle voneinander verschieden, da sich 
eine Gleichung r;h - l'}k = 0, wenn h und k verschieden sind, in 
der Form 

a0 r + a1 r1 + ··· + a,._2rn-2 = 0 

schreiben ließe, wo die a0 , au ... a,. _ 2 nicht alle zugleich ver
schwindende ganze Zahlen sind, die die Werte + L 0 oder - 1 
annehmen, was nach dem Theorem III nicht möglich ist. Jede 
der Perioden (12) ist also eine zu der Gruppe 0. gehörige 
Funktion, und diese Größen sind daher die Wurzeln einer irre
duzibeln ganzzahligen Gleichung eten Grades. Adjungiert man 
eine dieser Größen, so hängt die Bestimmung von r noch von 
einer Gleichung vom Grade f ab. 

~ach den allgemeinen Sätzen des neunten Abschnittes kann 
jede Funktion der r, die die Substitutionen der Gruppe 0. 
gestattet, rational durch jede der Größen r; dargestellt werden. 
Hier können wir aber noch den folgenden Satz "aufstellen: 

IV. Jede Zahl in R(r), die die Substitution (r, r.) ge
stattet, also auch jede Zahl des Körpers R(r;), 
läßt sich als homogene lineare Funktion der Pe
rioden r;, 111 ... 1'/e-1 darstellen. 

Denn nach III. können wir jerle Zahl von R (r) auf eine Weise 
in die Form 
(13) 

setzen, wo die Koeffizienten ah rationale Zahlen sind, und h ein 
volles Restsystem nach dem Modul n - 1 durchläuft. Es ist 
aber 

t:p (re) = lJ ah rh t e = ~ ah-e rh, 

und daher muß, wenn t:p (r) = t:p (r) sein soll, a~o-e = a~o sein 
für jedes h; also auch a~o = ah+e = a1o+2e .. . Danach läßt sich 
(13) in die Form setzen: 

h h h 
t:p(r) = ~ a~orh + ~ a~orh+• + ... + ~ ahrht(f-1)e, 

o, e-1 o, e -1 o,e-1 

oder 
(14) t:p (r) = a0 1'/ + a1 l'j1 + · · · + ae-11'/e-1, 
was zu beweisen war. Zu bemerken ist dabei noch, daß., wenn 
t:p ganzzahlige Koeffizienten hat, auch die Koeffizienten der r;" 
ganze Zahlen werden., 

Weber, Algebra. (Kl. Ausg.) 22 
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Da jede Zahl des Körpers R ( r;) auf eine und nur auf eine 
Art in der linearen Form (14) dargestellt werden kann, so nennen 
wir das Größensystem r;, r;1, r;2, .•. 'YJe- 1 eine Basis des Kör
pers R(r;). 

Wenn man die Darstellung des Produktes je zwei er Perioden 
1] 11 rh, in der Form (14) kennt, so kann man daraus durch 
wiederholte Anwendung alle rationalen Funktionen der Perioden 
7J in derselben Form darstellen. Ebenso kann man auch leicht 
die Gleichung bilden, deren Wurzeln die e Größen r; sind, wenn 
man das V erfahren auf das Produkt 

(15) Fe (x) = (x- r;) (x- r;1) ..• (x- 'YJe-1) 

anwendet. Diese Gleichung läßt sich auch in Determinantenform 
darstellen. 

Man setze nämlich 

(16) r; 'YJh = ao, h 'I'} + a1, h ']1 + · · · + ae-1, h 'le -11 

worin die a0, h' a1, h, ••• a6 _ 1, h ganze Zahlen sind, über deren Be
rechnung später das Nähere folgen wird. Stellt man diese Glei
chung für h = 0, 1, ... e - 1 in der Form auf: 

(ao,o- '1'/)'1'/ + a1,o 1'J1 + ........... + ae-1,0 'YJe-1 = 0 
ao,1 r; + (a1,1- 'r/)'1'/1 -t- ··· ·· .... · · + ae-1,1 f/e-1 = 0 

ao,e-1 r; + a1,e-1 'r/t + ... (ae-1,e-l- r;) '1'/e-1 = o, 
so sieht man, da die '!'}, '1'}1, ... '1'/e- 1 nicht verschwinden, daß die 
Determinante dieses Systems Null sein muß, also 

ao,o-'Yj,at,o, ... ae-1,0 

(17) ao,1, a1.1 - r;, ... ae-1,1 = 0, 

ao, e-11 a1, e-1, ..• ae-1, e-1 - YJ 

was, wenn man x für '1'/ schreibt, vom Vorzeichen abgesehen, mit 
F, (x) übereinstimmen muß. 

Die Funktion F~ (x) hat also nicht bloß ratio
nale, sondern ganzzahlige Koeffizienten. 

Man kann nun auch die Gleichung ften Grades bilden, deren 
Wurzeln r, r., r2e ... r<f- 1)e sind; denn es ist für em un
bestimmtes x 
(18) w. (x) = (x- r) (x - r.) ... (x - r<f-1)e) 

eine Funktion im Körper R ( r; ). Ihre Koeffizienten sind in der 
Form q; (r), (5), mit ganzzahligen b enthalten und lassen sich 
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also in der Form (14) mit ganzzahligen a darstellen. Sie 
lassen sich leicht aus den Newton sehen Formeln berechnen, 
durch die die Koeffizienten einer Gleichung mittels der Potenz
summen der Wurzeln ausgedrückt werden. Denn es ist nach (12) 
und (3) 

y9h+ ygh + ... + rgh = ~ e (f-l)e 'lhl 

also geradezu einer der Potenzsummen gleich, und jede Potenz
summe ist einer der Perioden gleich. Man sieht daher aus den 
Newton sehen Formeln zwar unmittelbar, daß die Koeffizienten a 
rational sind, nicht aber, daß es ganze Zahlen sind. 

Die Gleichung (18) läßt sich aber ebenso behandeln, wie 
die Gleichung (2); denn die Gruppe von <P. (x) = 0 ist 0., und 
wenn e' ein Teiler von f' ist, etwa f = e f", so ist Oee' ein Teiler 
von 0.. Zu o ••. gehört aber die Penode 

f/1 = f' + r •• , + r2ee' + ... + r(/'-l)ee'' 

die also von einer Gleichung des Grades e' im Körper R (fJ) ab
hängt. 

Wenn man die Zahlen e, e', ... als Primzahlen annimmt, so 
besteht die Reihe der Resolventen aus einer Reihe von Glei
chungen, deren Grade die Primfaktoren . von n - 1 sind. 

Was die Gruppe der Gleichung eten Grades betrifft, deren 
Wurzeln die e Größen fJ sind, so finden wir diese sehr el.nfach 
aus der Bemerkung, daß die Substitution (r, rh) unter den 1'/k 
die Substitution (fJk, 1'/Hh) hervorruft, wenn der Index von fJ nach 
dem Modul e genommen wird. Die Gruppe von F. (x) = 0 be
steht daher aus den Potenzen der zyklischen Permutation 

(1'/, 1J11 1'/2 · · · 1'/e-1)• 

§ 75. 
Die 0 a u ß sehe Methode zur Berechnung der Resolventen. 

Um in konkreten Fällen die Auflösung der Kreisteilungs
gleichung wirklich durchzuführen, kommt es nach dem, was wir 
im vorigen Paragraphen entwickelt haben, nur darauf an, die 
Produkte je zweier konjugierter Perioden als lineare Funktionen 
derselben Perioden darzustellen. Dafür hat Gauß ein einfaches 
Verfahren angegeben, das wir jetzt kennen lernen wollen. Wir 
müssen dazu die Bezeichnung der Perioden ein wenig verändern. 

Wir schreiben zwei beliebige der Perioden § 74, (12) in 
der Weise: 

22* 
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n<l) = r~ + ri! + r<'' + ... 
1/IJt> = r~" + r~"' + 1'~'-" + · · · 

so daß, wenn A. =: gh (mod n) ist, fJ<'> = f}h oder auch 

1/(i.) = 1/ind i.; 
es ist dann 

(2) A.' =: A.g•, A." =: A.g2e, ... ( d ) 
~-t' =: ftg•, ft" =: IL92e' . . . mo n ; 

lassen wir also die Zeichen s und t je ein volles Restsystem 
nach dem Modul f durchlaufen, so ist 

8 

rl'-> = ~ rl.g••, 

Das Produkt davon ist 
8 t 

1)(") 'f}IJt> = }; ~ r•u•• + l'ut•. 

Halten wir bei der Bildung dieser Summe zunächst s fest, 
und summieren in bezug auf t, so dürfen wir t durch t + s er
setzen, weil beide gleichzeitig ein volles Restsystem nach dem 
Modul f durchlaufen. Demnach wird 

8 t 
1/<l> 1/IJt> = }; L r<-'+.uut•>u••. 

Hierin aber darf die Reihenfolge der Summation vertauscht 
werden, so daß auch 

t 8 

(3) n<'-> f}(/') = ~ ~r<l+l'l•>u•• 

ist. Die nach s genommene Summe 
8 

~ r<l + .uut•>u•• 

ist aber selbst eine der Perioden, nämlich nach der Bezeich
nung (1) die Periode 

n<• + /'ut"'>. 

Es ergibt sich also aus (2) und (3) 

(4) n<•> rJIJt> = rJ<•+I'> + rJ<'+~"'> + rJ<l+l'''> + ... 
Die rechte Seite dieses Ausdruckes enthält f Glieder; dar

unter kann aber dieselbe Periode mehrmals auftreten; auch kann 
darunter die uneigentliche Periode 1J<0> vorkommen, die gleich 
der ganzen Zahl f zu setzen ist. Will man die homogene 
Form des Ausdruckes wieder herstellen, so benutzt man die 
Relation 

1J + 1Jt + 1J2 + "· + 1Je-1 = -1, 
die ja nur eine andere Schreibweise der Gleichung § 7 4, (2) ist. 
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Wenn man nach (4) den Ausdruck für ein Produkt 11 'Y/h be
rechnet hat, dem w1r schon oben (S. 338) die Form gegeben haben: 

(5) fJf}h = ao,hf} + ar,hf}1 + ... + ae-I,h'fle·-1• 

so erhält man das Produkt von zwei beliebigen der Perioden 
durch die Substitution (fJ, fJk), 

(6) f}k'flh+k = ao,h'flk + ai,hfJk+I + ... + ae-l.hfJk-1• 

Um an einem einfachen Beispiel diese Regeln zu erläutern, 
nehmen wir n = 13. Für 13 ist 2 eine primitive Wurzel, und 
wir können die im § 70 gegebene Indextabelle anwenden: 

(7) 
I II o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 

x 11 1, 2, 4, 8, 3, 6, 12, 11, 9, 5, 10, 7 

Wenn wir zuerst e = 3, f' = 4 annehmen, so erhalten wir 
eine kubische Resolvente, deren Wurzeln 

fJ = r _J_ r3 + r 6 + r9 

(8) f} 1 = r1 + r, + r 7 + rro 
fJ2 = r2 + ro + rs + ru 

sind. Aus der Tabelle (7) ergibt sich dafür auch 
1'/ = r + r-5 + r-1 + r5 = 1'/<t> 

(9) 1}1 = r2 + ra + ,.--2 + "a = 11 (2} 

'Y/ 2 = r' + rs + r-4 + r-6 = fJ<'>. 
Wendet man die Formel ( 4) an, so erhält man z. B.: 

1'/11 = 11(2) + f}(-4) + 7J(O) + 7J(6) = 4 + 1'}(2) + 2 f/(4) 

=- 47J- 37J1 - 21]21 

und so ergeben sich die Formeln: 
1'}2 = - 41j - 31]1 - 21]2 , 

'f17Jt= n+27Jt+ 1J2, 
1J1J2= 2n+ 1J1+ fJ2• 

woraus nach § 7 4, (17) die Gleichung für 1J 

1
- 4 - 7J, - 3, - 2 

1, 2 - 1], 1 = o, 

oder 
I 2, 1, 1 - fJ 

(10) 
folgt. Die Diskriminante dieser Gleichung ergibt sich gleich 
169 = 132 , also positiv. Die Gleichung hat folglich drei reelle, 
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und zwar, da das letzte Glied positiv und das vorletzte negativ 
ist, zwei positive und eine negative Wurzel. 

2 :rri 

Setzen wir r = e 13, so wird 
2:rt lO:rt 

1'} = 2 cos 13 + 2 cos ---r3 = ( 2 :rt 3 :rt) 
2 cos 1 i) - cos 13 ' 

4:rt 6:rt 
1'/1 = 2 cos 13 + 2 cos ---r3 = ( 4:rt 6:rt) 2 cos 13 + cos 11> , 

_ 8:rt 0 12 :rt _ ( n 5:rt) 
1'} 2 - 2 cos 13 + ... cos ---r3 - - 2 cos 13 + cos 13 ' 

oder auch 
4:rt 6:rt :rt 5:rt 

1'/ = 4cos 13 cos 13, 1]1 = 4cos I3 cos 13 , 

2:rt 3n 
1'J2 = - 4 cos T3 cos 13 . 

Es ist also 1'/s die negative, 1'}1 die größere, 1'} die kleinere der 
beiden positiven Wurzeln. 

Die Gleichung vierten Grades, deren Wurzeln r, r-t, r51 r-o 
sind, läßt sich nun leicht bilden, wenn man 

2:rt IO:rt 
1: = r + r- 1 = 2 cos - t' = r5 + r- 5 = 2 cos --
5 13' 5 13 

setzt. Es ist nämlich 

also 
~ + ~I = 1'}, H' = 1'/2, 

(11) 

die quadratische Gleichung für ~. aus der man die biquadratische 
Gleichung für r erhält, 

(12) r'- nrs + Cn~ + 2)rS- nr + 1 = o. 
Die quadratische Gleichung (11) hat eine positive und eine 

negative Wurzel. Die positive Wurzel ist 2 cos ~: • Anstatt r 

selbst zu berechnen, berechnet man auch 2 sin ~:, was man als 

die positive Quadratwurzel V 4 - ~2 erhält. 
An Stelle der drei viergliedrigen Perioden TJ hätte man auch 

zuerst zwei Perioden von sechs Gliedern betrachten können: 

~ = r -I- rs + r' + y--1 + r- s + '! 
~~.= r2 + r5 + ra + r-2 + r-5 + r-G. 

(13) 
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Für das Produkt ~ ~~ findet man nach der Formel ( 4) den 
Wert 3 (~ + ~1 ) oder - 3, so daß ~' ~1 die Wurzeln der qua
dratischen Gleichung 
(14) ~2 + ~ - 3 = 0 
sind, woraus, da aus dem Ausdruck durch die Kosinus leicht zu 
sehen ist, daß b' positiv ist: 

-l+Vl3 -1-l'l3 
(15) ~ = 2 ' ~1 = 2 . 

~ach Adjunktion der Werte ~, ~1 kann man eine kubische 
Gleichung für die zweigliedrigen Perioden bilden. Setzt man 
nämlich 

~2 = r4 + r-\ 
~. = rs + r-s, 

~1 = r2 + r-~, 
~s = rb + r-5, 
~5 = r6 + r-6, 

so folgt 
~ = g + g2 + g,, ~~ = ~1 + ~3 + ~~, ~ + ~1 = -1, 

ferner 
H2 = ga + ~., H4 = g1 + g2, g2~' = ~ + gat 

H2 ~4 = 2 + ;1 = 1 - ~, 
also sind g, g2, g, die Wurzeln der kubischen Gleichung 
( 16) xs - ~ x2 - x - 1 + ~ = 0. 

§ 76. 

Zurliekführung der Kreisteilungsgleichung auf reine Oleichungen. 
Gauß hat schon m s.einer ersten Darstellung in den Disq. 

arithm. die Kreisteilungsgleichungen durch Benutzung der Resol
venten direkt auf reine Gleichungen zurückgeführt!). Um 
dies durchzuführen, setzen wir 

n- 1 = m, 
und bezeichnen mit E eine pnmitive Einheitswurzel m ten Grades, 
mit r, ru r11, ... rm- 1 die ntenEinheitswurzelnin der oben (8.335) 

1) Gauß, disq. arithrn. art. 359, 360; disq. circa aequa.tiones puras 
ulterior evolutio, Werke, Bd. II. Lagrauge, res. des equations numeriques. 
Jakobi, .über die Kreisteilung und ihre Anwendung in der Zahlentheorie". 
Werke, Bd. 6. Kummer, Crelles Journal, Bd. 35 und Abhandl. d. Berl. 
Akademie 1856. Zu erwähnen sind noch Eisenstein und Ca uchy. Die 
Lehre von der Kreisteilung ist im Zusammenhange dargestellt und von den 
historischen Nachweisen begleitet in dem Buche von Bachmann, .Die 
Lehre von der Kreistei!ung". Leipzig 1872, Siehe auch Ba.chmann, Über 
Gauß' zahlentheoretische Arbeiten. Göttin~rer Nachrichten 1911. 
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festgesetzten Reihenfolge. Die Lagrangeschen Resolventen sind 
dann 

h I• 
(s\ r) = Is"hrh =}; slhrg\ 

0, n-2 o, n-2 

wonn J. em beliebiger, nach dem :Modul m genommener Expo
nent ist. 

Setzen wir gh = s, also h == ind s (mod m), so können wir 
auch setzen 

8 

(1) (s-', r) =}; s• ind•r·•. 
t,n-1 

Als Grundlage für die weitere Reduktion dieser Ausdrücke 
dient die Berechnung des Produktes zweier solcher Resolventen. 
Wir bezeichnen mit p, eine zweite Zahl wie J. und verstehen 
unter s und t zwei Zeichen, die voneinander unabhängig je ein 
Restsystem nach dem Modul n durchlaufen, mit Ausschluß 
der NulL 

Dann ist 
8 t 

(s', r) (c·u, r) =}:}: r<•+t> 6/.indstl'indf, 

Wenn die Summation in bezug auf t zuerst ausgeführt wird, 
so kann st an Stelle von t gesetzt werden, da s von ~ ull ver
schieden ist, und also st und t zugleich ein volles Hestsystem 
nach dem :Modul n durchlaufen. Also wird 

8 t 
(2) (6-', r) (s~", r) =}: ~ys<t+llsO·+I'linds~:«indt. 

Wir erledigen zuerst den speziellen Fall p, = - J., den 
wir aus (2) erhalten, wenn wir die· Summation nach s zuerst 
ausführen: 

Hierin ist 
8 

I r• <1 + 1> = - 1, wenn t = 1, 2 ... n - 2 
= n - 1, wenn t = n - 1, 

also, da [nach § 70 (21)] ind(n- 1) = 112(n- 1) und 
n-1 

8-2- = -1 
ist, 

t 
(sl, r) (s-•, r) =-}: s-lindl + (- 1Y n. 

1, n-1 

In der nach t genommenen Summe durchläuft ind t ein volles 
Restsystem nach dem Modul n - 1, und also ist, wenn il durch 
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n- 1 nicht teilbar angenommen wird, 
t 
~ s-lind! = o, 

und daher 
l,n-1 

(3) (s", r) (s-", r) = (- I).ln, 
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während, wenn l durch n -1 teilbar ist, ( t/, r) = (1, r) =- 1 wird. 
Wir behandeln also nun die Summe (2) weiter unter der 

Voraussetzung, daß l + p, nicht durch ( n -1) teilbar ist. Dann 
• ist ~ s<• +I'> ind 8 = 0, und es können in der Summe auf der rechten 

Seite von (2) die dem Werte t = n - 1 entsprechenden Glieder 
weggelassen werden. Man erhält so 

t 8 

(4) (s•, r) (s~', r) = ~ t:~'indt ~ 8c.lt!')ind•r•<ttl> 
l,n-2 l,n-1 

t 8 

= ~ 8,.indt-c.l+l')ind(t+ll ~ 8c.<+I'Hnds(t+l)rsct+l). 
l,n-2 

Nun durchläuft s (t + 1) bei feststehendem t zugleich mit s 
ein volles Restsystem nach dem Modul n, und es ist also 

• 8 

~ s<.l+.u)inds(t+l) r•<t+l) = ~ s<.l+f')inds r• = (t:' t.u, r), 

und die Formel (4) ergibt 

(o) (s•, r) (E·u, r) _ . () 
(s~+,., r) - 1/-'.l,f' E ' 

wenn zur Abkürzung 

(6) 
t 
~ s.«indt-(.lt!')ind(t+ll = '1/J.<,,.(s) 

1, n-2 

gesetzt und Ä + p, durch n - 1 = m nicht teilbar angenommen 
wird. Diese Funktionen '1/J sind dann aus den (n- l)ten Einheits
wurzeln E mit ganzzahligen Koeffizienten zusammengesetzt, und 
sind also bekannt, wenn die (n - 1)ten Einheitswurzeln als be
kannt vorausgesetzt werden. Es sind Zahlen des Körpers R ( E ). 

Wir nehmen jetzt ).. durch p, teilbar an, ersetzen also l 
durch p, Ä und setzen 
(7) OC = E·u, 

so daß oc auch eine nicht primitive (n - l)te Einheitswurzel, 
z. B. eine ete Einheitswurzel sein kann (wenn, wie oben, .", = ef 
ist und p. durch f teilbar, etwa= f genommen wird), wobei 
jedoch der Fall oc = 1, also e = 1 auszuschließen ist. 

Dann setzen wir 
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t 

(8) ~ aindt-<l+l)ind(t+ll = ..p1 (rx); 
1, n-2 

darin ist tP< (a) eine Zahl des Körpers R(a), die mit Hilfe einer 
Indextabelle leicht berechnet werden kann; A. kann dabei nach 
dem :Modul e genommen werden. Die Formel (5) gibt für diese 
Annahme 
(9) (rx\ r) (a, r) = (a2 +I, T)tP<(rx), 
und diese Formel gilt, solange IL ( A. -'- 1) nicht durch n - 1 
teilbar ist, also, wenn IL und m teilerfremd, und daher a eine 
primitive mte Einheitswurzel ist, für Ä = 1, 2, ... n- 3, und 
wenn f der größte gemeinschaftliche Teiler von IL und rn und 
m = ef ist, für A. = 1, 2, ... e- 2. 

Die Formel (3) gibt jetzt, wenn rx'· nicht = 1 ist, 
(10) (rxl, r) (rx-\ r) = (- I)u 1 n. 

Die Formeln (9), (10) genügen, um nicht nur die r selbst, 
sondern auch die sämtlichen Perioden 'YJ durch Hadikale zu be
stimmen, deren Grade die in m aufgehenden Primzahlen sind, 
und unter denen die Funktionen 1/Jl als die bekannten Größen 
vorkommen. 

Da die f-gliedrigen Perioden (für f = 1) die Größen r mit 
umfassen, so wollen wir gleich zur Bestimmung dieser Perioden 
übergehen. 

Wir wollen also unter rx eine primitive ete Einheitswurzel 
verstehen und IL = f setzen. 

Dann ist 
(al, r) = r + m•rl + a2lr2 + ... + m<n-ll)lrn-lh 

oder nach § 74, (12): 
(11) (m',r) = (m•,n) = n+ alrll + a2lYJ2 ... + a<•-1)21Je-1! 

und die Formeln (9) und (10) ergeben: 

(12) (m2, 'YJ) (a, 'YJ) = (rx2+1, 'YJ) tPA(rx) Ä _ 1 2 (e _ ')) 
(13) (rx·l, n) (a-2, 'YJ) = (- 1)fln. - ' '" · ~ · 

Die Gleichung (13) zeigt, daß keine der Zahlen (al, 'Y/) ver
schwindet, und nach (12) sind auch die 'f/1;, (a) von Null ver
schieden, und wenn wir die Gleichung (12) für A. = 1, ·2, ... 1.. - 1 
bilden, so folgt: 

(rx, 7J) (a, 7J) = (m2,rJ)1h(m) 
(rx2, YJ) (rx, 'YJ) = (as, 'YJ) 1jJ2(rx) 
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naraus erhalten wir durch Multiplikation und Wegheben des 
Faktors (llll2, n) ... (llll2- 1, YJ): 
(14) (Oll, ni = (llll2, n) ""1 (u) t/J2(a) ... t/JJ.-1 (Oll). 

Dadurch ist (a', YJ) rational durch (a, n) ausgedrückt. S_etzen 
wir aber m (14) .il = e- 1, so ergibt sich: 

(a, 1'J)h1 = (u-t, 1'J)t/J1 (llll)t/J2(u) ... t/Je-2(llll), 
und durch Multiplikation mit (llll, 'I'J), wenn (13) in der Form 

benutzt wird, 
(a, 11) (llll-t, 11) = (- l)fn 

(15) (a, 1'J)8 = (- l)f n t/J1 (a) t/J2 (u) ... 1/Je-2 (u), 
wodurch die Bildung von ( u, 1J) auf eine ete Wurzel zurückgeführt 
ist. ~etzen wil: e = m, so erhalten wir (c, r). 

Wir wollen dies Verfahren auf den interessanten Fall n = 17 
anwenden, der zu dem geometrisch merkwürdigen, von Gauß 
gefundenen Resultat führt, daß die Teilung der Kreisperipherie 
in 17 Teile von einer Reihe quadratischer Gleichungen abhängt, 
und daß daher das reguläre Siebzehneck mit Zirkel und Lineal 
konstruiert werden kann. 

Für die Primzahl 17 ist 3 eine primitive Wurzel, und man 
.findet die lndextabelle: 

1 ~ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11' 12 13 14 15 

s j; 1 3 9 10 13 5 15 11 16 14 8 7 4 12 2 6 
2:1ti 

Die zweigliedrigen Perioden sind, wenn wirr= el1 setzen: 
2n 6n 

11 = 2cos 17 , "'Jl=2cos17 , 

18n :7t ? 20n 3n 
1'J2 = 2cos 17=-2cos 17, 1'/s = ~cos 17 =-2cos 17 , 

(16) 26n 8n IOn 7n 
r;, = 2 cos 17 = 2cos 17, 115 = 2cos 17 =- 2cos 17 , 

30n 4n 22n 5n 
rJ 6 = 2 COB "1'f = 2 COSTf' 7j 7 = 2 COS 17=-2cos Tf • 

Zur Berechnung der Funktionen '1/J wendet man am ein
fachsten folgende Tabelle an: 

t . . 
II 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

ind t 
II 

0 14 1 12 5 15 11 10 2 3 7 13 4 9 6 

ind (t + 1) Ii 14 1 12 5 15 11 10 2 3 7 13 4 9 6 s 
il 
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woraus man, wenn a eine achte Einheitswurzel bedeutet, nach der 
Formel (8) findet: 

1/J 1 (a) = ~· 6 (al = 2u+ 2a2 + 3u4 + 4a5 + 2a6 + 2a7 
(17) 1{•2 (u) = 1/J6 (u) = 2 +3a + as+ u'+3a5+4a6-f-u7 

1/J3 (a) = 1j.14 (u) = 3 +3u +2a2+3ua+ u"-t-2a6+a7. 

);immt man 

1 +i 
a - --- a2 = i, a4 = - 1, - y:i ' 

so ergibt sich: 

(18) 

'li-'1 (ui = tt•8 (u) =- 3- i)S 
1p2(tx) = 1/Jr;(tx) = 1- 4l 
1{•3 (a) = 1/J4 (u) = 3 _ _j_ l VS 
1/Jl(i) =:= - 1 + 4i, 

also nach (15): 

(19) («, 1J)8 = 17 (3 _J_ il t\}4 (1 - 4 i/. 

(20) 

Aus (13) und (14) aber erhält man: 

(- 1, t;)2 = 17, 
(i, n)2 = (- 1, n) (-1 + 4i), 

(a, n)2 =- (i, n) (3 + iV~); 
außerdem hat man (1, ?J) :=- 1, 

(i, tj) (- 11 rJ) ::-:: li, 
(21) (u, YJ) (u-J, tJ) = 17, 

(ua, 1J) (u-3, 1J) = 17, 

und nach (9) 

(22) (a, fJ) (a 3, n) = (- 1, fJ) (3 + ifs), 

wodurch (1, rJ), (- 1, t}), (+ i, rJ), (a, t;), (a-t, 1J), (us, tJ), (u-3, t;) 
durch Quadratwurzeln bestimmt sind. 

Bei der Bestimmung, die wir über r und « getroffen haben, 
ergibt sich leicht aus der Betrachtung der Werte der Kosinus 
( 16), daß (- 1, 1J) positiv, also gleich der positiven Quadrat
wurzel \' i7 ist, und daß ferner (i, 1J) und ( u, 1J) positive reelle 
Teile haben, wodurch auch diese Größen völlig bestimmt sind. 

Es ist also 
(- 1 ' t;) =-= l 1 7 ' 

(. ) v .. -1_ r l. p7 ---i- .. l/ Vfi ~- 1} 
l "' = I l ------ -t · I 1 '., :.! ' 2 
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wenn alle Wurzeln positiv genommen werden, u11d nach der 
letzten Gleichung (20) läßt sich durch eine, wenn auch etwas 
lange Formel (u, fJ) durch Quadratwurzeln aus reellen Größen 
darstellen. Auf die geometrischen Konstruktionen, die sich hier 
anknüpfen, gehen wir nicht ein 1). 

Die benutzte Vorzeichenbestimmung erhält man einfach 
wenn man nach (16) setzt: 

1 2n n: 8n 4n 
2 (-1, YJ) = cos17 - cos 17 + cos 17 + cos 17 

6n 3n 7n • 5n; 
- cos 17 + cos 17 + cos 17 + cos 17• 

Nach einer bekannten trigonometrischen Formel ist aber 
2n n: . n: . 3,-r 

COS 17 - COS 17 = - 2 Slll 34 Slll 34 

6n:+ 5n . n: . lln - cos 17 cos 17 = 2 sm 34 sm 34 , 

1 d . 11 " ""ß . t 1 . 3" . d' s d' un< a sm 34 gro er 1s a s sm 34 , so 1st 1e umme 1eser 

beiden Ausdrücke und damit die ganze Summe (- 1, fJ) positiv. 
Es ergibt sich ferner für den reellen Teil von (i, n): 

2n: " 8,-r 4n: n - n~ + f/4 - 1J 6 = 2 cos 17 + 2 cos 17 + 2 cos 17 - 2 cos 17 , 

was unmittelbar als positiv erkannt wird; endlich für den reellen 
Teil von (u, n): 

1 
1J- n. + V2 (1h - fJa - f/5 + f/7) 

- 2n: 8n:. (<j( 6,-r 3n: 7n: 5n:) 
- 2 COS 17- 2 COS 17 +l 2 COS 17 + COS 17 + COS17 - COS 17 , 

was sich gleichfalls als positiv erweist. 

§ 77. 

Besondere Perioden. 
Im § 7 4 ist gezeigt, daß, wenn n - 1 = e f ist, die Perioden 

rJ, tj1, •.• f/e-1 einer ganzzahligen Gleichung eten Grades genügen. 
Diese Gleichung hat nur reelle Wurzeln, wenn f' gerade ist, 
weil dann Hn- 1) ein Vielfaches von e ist, und folglich r und 

1) Vgl. hierüber v. Staudt, Konstruktion des regulären Siebzehnecks. 
Crelles Journ., Bd. 24. Gerard, Math. Annalen, Bd. 48. 
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,-- 1 in derselben Periode vorkommen. Ist aber f' ungerade, so 
sind alle Wurzeln imaginär. 

Es ist nun vom höchsten Interesse 1 diese Gleichung eten 
Grades für einzelne besondere Werte von e ohne eine spezielle 
Annahme über die Primzahl n, außer der, daß n - 1 durch e 
teilbar sein soll, zu untersuchen. 

Wir betrachten die ersten speziellen Fälle und nehmen zu
nächst e = 2 an 1 was bei jeder ungeraden Primzahl n zulässig 
ist; fJ1 fJ1 sind hier also die zwei Perioden von Hn-1) Gliedern, 
die wir jetzt mit A, B bezeichnen wollen, so daß 

A = r + r2 + r, + ··· + r,._a 
B = r 1 + r 3 + r 5 + ·· · + rn-2· 

Die r1 r 2, ••• r,._8 haben die Exponenten g0, g2, ••• gn-s, d. h. 
die Exponenten von g sind gerade Zahlen. Die Exponenten von 
r sind also die quadratischen Reste von n (§ 72). Ebenso 
sind die Exponenten von r in der 8umme B die Nichtreste. Be
zeichnen wir also die Heste mit a, die Nichtreste mit b1 so ist 
(1) A = Era, B =Erb, 
und es ist (- 1, r) = A - B. Diese Ausdrücke A, B werden 
die Gaußsehen Summen genannt. 

:Machen wir in der Formel § 76, (10) die Annahme 

e = 2, 

ao ergibt sich: 

(2) 

. n- 1 
ft = f = - 2-, ).. = 1, CG = -1, 

11 n-1 

A-B=+ r (-1) '"iln, 
während andererseits 

A+B=- l, 
also 

11 n-1 1/ n-1 

(3) 2A=-1+r(-1)-2-n, 2B=-1=j=.y'(-1)-2n. 
Das Vorzeichen, das man der Wurzel zu geben hat, hängt 

von der Wahl von r ab. Ist aber über r verfügt, so ist das 
Vorzeichen völlig bestimmt. Seine Ermittelung bietet eigen
tümliche Schwierigkeiten, die zu einer eigenen Abhandlung von 
Gauß Anlaß gegeben haben 1). Wir gehen hier nicht näher 
darauf ein. 

1) Summatio quarundam serierum singularium. Gauß' Werke, Bd.II. 
Auf andere Wei~e, mit Anwendung der höhE>ren Analysis, ist das Zeichen 
von Dirichlet, Cauchy, Kronecker bestimmt worden. Der Weg, den 
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Wir gehen jetzt zu dem Falle e = 3 über, wobei n - 1 
durch 3 teilbar angenommen werden muß, also n = 7, 13, 19. 
31, 37, 43 ... Wir bezeichnen mit Q eine imaginäre dritte Einheits
wurzel: 

-1 +1- 3 
Q = 2 ' 

und bestimmen die drei Perioden 1], 1]1 , 1]2 von je § ( n - 1) 
Gliedern, die, wie wir in § 74 gesehen haben, die Wurzeln einer 
zyklischen kubischen Gleichung sind. Nach § 76, (8) ist 

t 
'lflt (Q) = ~ ('indl-2ind(t+I) 1 

I,n-2 

wofür, da - 2 = 1 (mod 3), auch 
t 

(4) 1/Jx ( Q) = }; Qind (tz +t> 
l,n.-2 

gesetzt werden kann. Diese Zahl 1/11 (Q) kann in einer der beiden 
Formen 

(5) 

dargestellt werden, worin a, b, A ganze Zahlen sind und 
A = 2a- bist. 

Es ist dann 

(6) A-b1-3 
1/Jt(f!!) = a + bp2 = 2 ' 

und die Formeln (13), (15) des § 76 ergeben: 
(7) 1] + 1]1 + 1'/~ = - 1, 
(8) (Q, 7J)s = ntJ;1(Q), (Q2, rJ)a = nl/-•x(Qt), 
(9) (Q, TJ) (Q2, 1'/) = n, 1/J1(Q)t/J1(Q2) = n, 
worin 

(10) (9, 7J) = 1J + Q1/l + (!21'/21 (Q2, 7J) = 1J + Q!7Jl + Ql'/2· 
Beispielsweise erhält man für n = 7, 13, wenn man die 

primitiven Wurzeln 3, 2 zugrunde legt und die Indextabellen 
anwendet: 

Gauß ein~chlägt, benutzt nur algebraische Hilfsmittel. Kronecker hat 
in Liouvilles Journal, Ser. 2, Bd. 1 einen Weg für die Vorzeichenbestimmung 
angegeben, det mit Benutzung einer Bemerkungvon Dedekind (Schlömilchs 
Zeitschr., Bd. 15, Literaturzeitung, S. 21) gleichfalls zu einem rein algebrai
schen wird. Einen Weg, der durch sehr einfache Hilfsmittel, durch Be
nutzung elementarer goniometrischer Formeln zum Ziele führt, hat ~Ier
tens eingeschlagen (Sitzungsber. d. Berliner Akademie, 27. :Februar 1896). 



352 Zwölfter Abschnitt. sn. 
n=7 n = 13 

~\· 1 2 3 4 5 6 

I 021453 

für n = 7, 
für n = 13, 

l 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

014295113810 7 6 

a + bQ =- (1 + 3 Q), 
a + b(J =- (4 + 3 Q). 

Aus diesen .Formeln können wir leicht die kubische Glei
chung herleiten, deren Wurzeln die rJ, 'YJH 172 sind. Sie hat wegen 
(7) die Form: 
(11) ?Ja+ TJ2 + ß?J + r = o, 
und die ganzen Zahlen ß, r sind zu bestimmen. 

Führen wir die Multiplikation in (9) aus, so ergibt sich: 

n = f/2 + rJ/ + rJi- fi?'Jt - ?'J'Y/2 - fit 'Y/2 

also 
= (?] + ?'Jt + 1J2)2 - 3 ß, 

(12) 3ß =- (n- 1). 
Die Ausführung der Kuben in (8) ergibt, wenn wir für den 

Augenblick 

ss = 118 + 'Y/13 + TJ~1 , s = '1/2'1/1 + nf1J2 + nin, 
I 2 + 2 . 2 s = '1/1 '1) '1/2 '1/1 i- ri '12 

setzen, 
n Ji-'1 Ü.J) = Ss - 6 ')' + 3 S Q + 3 S1 (J2. 

Aus (11) und (12) erhält man aber s3 = - n - 3 r (§ 23), 
also 

(13) 
n[v\(Q) + 1J =- 9r + 3sQ + 3s'Q2, 
n[1/11 (Q2) + 1] =- 9r + 3s(J2 + 3s'Q, 

wozu noch, wenn man (7) in den Kubus erhebt, 

n- 1 =- 9y + 3s + 3s' 
kommt. Addiert man die drei letzten Gleichungen, so folgt 

n[1/11 (Q) + li•1 (Q2)] + 3n- 1 =- 27r, 
oder endlich nach (5) und (6) 

(14) -27r=nA+3n-1. 
Aus dieser Relation folgt, da r eine ganze Zahl ist, 

(15) A == 1 (mod 3). 
Nun ist nach (5), (6) und (9) 

(15') n = a2- ab+ b2, 
oder 
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(16) 4 n = A 2 + 3 lß, 
und wenn wir diesen Wert in (14) substituieren, 

- 4. 27y = A s + 3 A bs + 3 A 2 + 9 b2 - 4. 

Setzen wir nach (15) für den Augenblick A = 1 + 3m, so 
folgt AB + 3 As- 4 == 0 (mod 27) und mithin 

3 b2 (A + 3) == 0 (mod 27), 
und daraus 

3 b2 == 0 (mod 27). 

Es ist also b durch 3 teilbar, und wenn wir b = 3 B setzen, 
so folgt aus (16): 

(17) 4n = A2 + 27 ß2. 

Wir können auch leicht die Quadratwurzel aus der Dis
kriminante bilden, nämlich 

(18) V D = (tl - rJt) ('I'J- 7}2) ('I'J1 - 'I'J 2) = s - s', 

wenn wir die beiden Gleichungen (13) subtrahieren und (5), (6) 
benutzen: 

(19) fJ5 = nB. 
Die kubische Gleichung, deren Wurzeln die drei Größen 'I'J 

sind, hat also, was übrigens schon aus dem am Anfang dieses 
Paragraphen Bemerkten folgt, drei reelle Wurzeln. Sie vereinfacht 
sich, wenn man 

3'/'j + 1 = ~ 
setzt, und ergibt dann 

(20) ~s- 3n~- nA = 0. 
Substituiert man auf der linken Seite für ~ der Reihe nach 

(21) -2yt;, -1n, +Vn, +2V~~. 
so ergeben sich die Werte 

- n(2 y;i + A), + n(2 {ti - A), - n(2 {ti + A), 
+ n(2y-;i- A), 

die, weil nach (17) A absolut kleiner als 2 {ti ist, abwechselnde 
Vorzeichen haben. Es liegt also in jedem der drei durch die 
Werte (21) begrenzten Intervalle eine Wurzel der Gleichung (20). 

Über die Frage, welche der drei Wurzeln der kubischen 
Gleichung (21) für ~ = 3 'I'J + 1, welche für 3 'I'J1 + 1 oder für 
3 '1'j2 + 1 zu setzen ist, läßt sich allgemein so viel sagen, daß 
das Vorzeichen des Produktes (18) mit dem Vorzeichen von (19), 

Weber, Algebra. (Kl. Auog.) 23 
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das durch die Definition (5), (6) bestimmt ist, freilich aber noch 
von der Wahl der primitiven Wurzel g abhängt, übereinstimmen 
muß. Dadurch sind von den sechs möglichen Zuordnungen drei 
ausgeschlossen. Welche Zuordnung unter den drei übrigen zu 
treffen ist, hängt von der Wahl von r ab, ·und würde zu ähn
lichen Untersuchungen Anlaß geben, wie sie zur -Bestimmung des 
Zeichens der Quadratwurzel in § 761) nötig sind. 

Wir heben noch den durch die Formeln (15'), (16) bewiesenen 
Satz hervor: 

Ist n eine Primzahl von der Form 3 k + 1, so 
ist n durch die Form a2- ab+ b2 und 4n durch 
die Form A2 + 27 ß2 darstellbar, wo a, b, A, B 
ganze Zahlen sind. 

Daraus ergibt sich noch, daß n auch in der Form x2 + 3 y2 

darstellbar ist. Denn wenn von den beiden Zahlen a, b eine, 
etwa a, gerade ist, so ist 

n = ( ~ - b y + ~ a21 

und wenn a und b beide ungerade sind, so ist 

n = Ha + b )2 + ~ ( a - b )2. 
Auch die zweigliedrigen Perioden der neunten Einheitswurzeln 

genügen einer kubischen Gleichung, und weil diese Gleichung 
bei der allgemeinen Theorie der kubischen Kreisteilungskörper eine 
wichtige Rolle spielt, wollen wir sie der Vollständigkeit halber 
hier betrachten, obwohl sie eigentlich in ein allgemeineres Gebiet 
gehört, in dem die Grade der Einheitswurzeln keine Primzahlen 
mehr sind. 

Eine neunte Einheitswurzel r genügt der Gleichung sechsten 
Grades: 

(22) r6 + r8 + 1 = O, 
und wir haben drei konjugierte zweigliedrige Perioden 

1} = r + r-1, n' = r2 + r-2, n" = r4 + r-4, 

die die Wurzeln der kubischen Gleichung 

(23) l'/3 - 31] + 1 = 0 

sind. Ist Q eine dritte Einheitswurzel, so können wir Q = r 8 

setzen, und erhalten die Resolventen 

1) Kummer, Journ. f. Mathematik, Bd. 32. 
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(24) (Q,7J) = n+Qn'+Q2r/', (Q-\7/) = n+Q-tn'+Q-21J_", 
für die man mit Benutzung von (22) erhält: 

also 
(25) 

(26) 

(Q, 11) = 3 r, (Q-1, 1/) = 3 r-1 , 

(Q, 7/)8 = 27 Q, 

(Q, 1/) (Q-t, 7/) = 9, 
was den Formeln (8) und (9) entspricht. 

Wir gehen nooh in der Kürze auf den Fall e = 4 ein, der 
bei den Primzahlen n von der Form 4 f + 1 (/' eine ganze Zahl) 
eintritt, also bei n = 5, 13, 17, 29, 37, 41 .•. 

Die vier Perioden von je f Gliedern seien wieder 7], 7/u 1]2, 7/s· 
Für ~ in § 76 haben wir i zu setzen, erhalten also: 

(i, 7/) = 11 + ith- f/ 2 - if/8, 
(27) (- 1, 7J) = 1} - 1J1 -1-- 112 - 'l]s, 

(- i, n) = 11 - 1.1Jt - 112 + ins, 
und nach § 76, (8), da- 2 = + 2 (mod 4) ist, 

1/J1 (i) = 2: iindt + 2ind(t +1) 

1/J2 (i) = l:'ilnd(t2+t> = a + bi, 
(28) 

worin a und b ganze Zahlen sind. 1jJ1 (i) hat dieselbe Form 
wie tiJ2 (i). Wir werden aber sogleich die eine Funktion auf die 
andere zurückführen. 

Da nun 7J + 'Yj2 , "71 + 7/s die beiden 2 f-gliedrigen Perioden 
sind, so ist nach (2) 

(29) (- 1, 11) = 1/ + 'ls - 'Y/1 - 'ls = y;i, 
und also, da 'YJ + 111 + ?)2 + 7Js = - 1 ist, 

(30) 2{n + 'Y/s) =- 1 + y», 2("71 + 7/s) =- 1 -l1n, 
wo das Vorzeichen von Vn bei passender Annahme über r positiv 
genommen werden darf. 

Wir haben ferner nach (10), (14), § 76 

(31) 
(i, 'YJ) (- i, n) = (- l)fn 

(i, 'Y/)2 = (- 1, 'YJ) 1/Jdi), 
also nach (29) und § 76, (15): 

(32) (i, "7)2 = 11-'t (i) ';, (- i, '1/)2 = t/.•1(- i)l'ii 
(i, f/)4 = (- lfnl[•1 (1)tl•2 (i) = nl[•1 (i)21 

woraus folgt : 
28* 
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(33) 1/J1 (i) = (-l)fl)!2 (i) = (-1)f(a + bi), 
und hieraus nach (31): 

(34) 1/11 (i)1/J1 (- i) = 1/J2 (i)1/12 (- i) = a2 + b2 = n. 
Um die biquadratische Gleichung zu bilden, deren Wurzeln 

1)1 1J1, rJ 2, 1'/s sind, suchen wir zunächst die quadratische Gleichung 
mit den Wurzeln fl, f1 2 und erhalten sie aus 

2(11 + f/2) =- 1 +Y;;; 
2(1J- 1/2) = (i,f1) + (- i, fl). 

Quadrieren wir diese beiden Gleichungen und subtrahieren 
die zweite von der ersten, so folgt wegen (31), (32) und (33): 

(35) 16f11J2 = 1 + n- 2Vn- 2n(--1)t- 2a(- 1)ft/n. 
Durch (30) und (35) sind aber die Koeffizienten der ge

suchten quadratischen Gleichung bestimmt. Sie lautet: 

2 !!... 1 + n - 2 n (- 1 )f _ (!!... a (- 1 )f + 1) .r::. 
'YJ + 2 + 16 - 2 + 8 yn, 

und die biquadratische Gleichung für die vier Perioden erhält 
man, wenn man beiderseits quadriert: 

(36) ( n2+ 1 + 1+ n~~n(-1)'Y- n(1 + a(= ~'-+ 1)•= 0. 

Suchen wir den Koeffizienten der ersten Potenz von 1J, der 
eine ganze Zahl sein muß, so finden wir dafür 

(37) 1 + n- 2n(- 1Y _ n a(- 1Y + 1. 
16 8 I 

f ist gerade, wenn n = 1, ungerade, wenn n- 5 (mod 8) ist, 
demnach ist 

1 + n- 2n(-1)f = 0 (mod 8). 
Daraus aber folgt wegen (37), daß a(-1)f + 1 durch 4 

teilbar sein muß, also 
(38) a =- (- 1)' (mod 4), 
und daraus ist nach (34) weiter zu schließen, daß b gerade sein 
muß, also 

(39) b = 0 (mod 2). 
Die biquadratische Gleichung nimmt eine einfachere Gestalt 

an, wenn wir 
(40) 4'Yj + 1 = ~ 
setzen. Sie erhält dann nach (36) die Gestalt: 
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(41) r~~ + n(1- 2(- l)f)]2- 4n[6 + (-1)fa]2 = o, 
oder wenn wir die beiden Fälle n = 1 oder = 5 (mod 8) trennen: 

(42) W- n)2 - 4n(6 + a)2 = 0 
(62 + 3n)2 + 4n(6 - a)2 = 0. 

Wir wollen auch hier den in der Formel (34) ausgedrückten 
Satz hervorheben: 

Jede Primzahl von der Form 4/ + 1 läßt sich 
in die Summe zweier Quadrate zerlegen. 

§ 78. 

Die komplexen Zahlen von Oauß. 
Der zuletzt bewiesene Satz bildet die Grundlage für die 

Theorie des Zahlkörpers, der durch Adjunktion der imaginären 
Einheit i = y- 1 aus dem Körper der rationalen Zahlen ent
steht, den wir nach unserer Festsetzung mit R (i) zu bezeichnen 
haben I). 

Wir haben hier die Primzahlen von der Form 4 f + 1 zu 
unterscheiden von denen der Form 4 f + 3, und wir wollen der 
Kürze wegen die ersten mit der Primzahl 2 zusammenfassen und 
mit p, die zweiten mit q bezeichnen, also 

p=4f+1,2; q=4f+3 
setzen. Es gelten dann folgende Sätze: 

1. .Für jedes p gibt es zwei ganze Zahlen a und b, 
so daß 

ist. 

Dies ist für die Primzahlen von der Form 4 f + 1 im Schluß
satze des letzten Paragraphen ausgesprochen und ist für p = 2 
aus 2 = 11 + 12 unmittelbar ersichtlich. 

Dem steht ein zweiter Satz gegenüber: 
2. Eine Primzahl q ist niemals 1n der Form at + b2 

darstellbar, 
oder der noch allgemeinere: 

3. Die Summe zweier Quadrate ganzer Zahlen a2 + b2 
ist nur dann durch eine Primzahl q teilbar, wenn 
a und b durch q teilbar sind. 

1) Gauß, Theoria residuorum biquadraticorum, commentatio secunda. 
Werke, Bd. ll. 
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Der Satz 2. ergibt sich einfach daraus, daß, wenn a2 + b2 
ungerade ist, die eine der beiden Zahlen a, b gerade, also ihr 
Quadrat durch 4 teilbar, die andere ungerade, also ihr Quadrat 
== 1 (mod 4), also a2 + b2 = 1 (mod 4) sein muß. Der Satz 3, 
der übrigens den zweiten in sich schließt, wird so bewiesen: 

Angenommen, es sei a 2 + b~, aber nicht b, durch q teilbar, 
so bestimmen wir b' aus der Kongruenz bb' = 1 (mod q) und 
erhalten aus a2 + b~ == 0 (mod q): 

(ab')2 = - 1 (mod q). 
Dies ist aber unmöglich, da nach § 72, 4. für jede Primzahl q 
die Zahl - 1 quadratischer Nichtrest ist. 

Der Körper R (i) ist der Inbegriff aller Zahlen von der Form 
x + yi, wenn x, y ganze_oder gebrochene rationale Zahlen sind. 

also 

Die .Zahlen a + bi, in denen a und b ganze 
Zahlen in R sind, heißen die ganzen Zahlen des 
Körpers B (i). 

Das Produkt zweier konjugierter Zahlen 

~ = X + y t 1 ~~ = X - yi, 

~~' = x2 + y2, 
heißt die Norm von ~ und wird mit N(~) bezeichnet. Die Norm 
einer nicht verschwindenden Zahl ~ ist eine positive rationale 
.Zahl und die Norm einer ganzen Zahl ist eine ganze Zahl. Die 
Norm eines Produktes oder eines Quotienten ist gleich dem Pro
dukt oder dem QUotienten der Normen. 

Eine ganze Zahl, deren Norm gleich 1 ist, heißt 
eine Einheit. 

Da a2 + /,2 (für ganzzahlige a, b) nur dann = 1 sein kann, 
wenn a = ± 1, b = 0 oder a = 0, b = ± 1 ist, so gibt es in 
R (i) nur die vier Einheiten 

+ 11 - 1 1 + i 1 - Z. 
Der reziproke Wert einer Einheit ist auch eine Einheit. 
Zwei Zahlen, von denen die eine aus der anderen durch 

Multiplikation mit einer Einheit entsteht, heißen a s so z i i er t e 
Zahlen. 

Jede komplexe Zahl gehört zu einem System von vier asso
ziierten Zahlen 

a + b i, - a - b i, - b + a i, b - a i. 
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Summe, Differenz und Produkt zwei er ganzer Zahlen sind 
wieder ganze Zahlen. 

Eine ganze Zahl 01, heißt durch eine ganze Zahl ß 
teilbar, wenn eine dritte ganze Zahl y existiert, 
so daß tx = ßr ist. 

Ist tx durch ß teilbar, so ist N ( tx) durch N (ß) teilbar. Denn 
aus tx = ßr folgt N(tx) = N(ß) N(y). 

Sind tx, ß, y ganze Zahlen in R (i), und ist tx durch r teil
bar, so ist auch aß durch r ß teilbar, und ist tx und ß durch y 
teilbar, so ist auch tx ± ß durch y teilbar. 

Jede ganze Zahl ist durch jede Einheit teilbar. 
Die Einheiten sind aber nur durch Einheiten teilbar; denn 

ist txß eine Einheit, so ist .N(a)N(ß) = 1, also N(tx) und 
N (ß) = 1, d. h. tx und ß sind Einheiten. 

Assozüerte Zahlen sind gegenseitig durcheinander teilbar, und 
wenn zwei Zahlen gegenseitig teilbar sind, so sind sie asso
ziiert. Denn sind a: rJ und ß: tx, deren Produkt = l ist, beides 
ganze Zahlen, so ist das Prod~kt der Normen und mitbin jede 
der beiden ~ormen = 1; also sind beides Einheiten. 

Für die Zahlen des Körpers R (i) gelten dieselben Gesetze 
über die Zerlegung in Primfaktoren, wie bei den reellen ganzen 
Zahlen. 

Eine ganze Zahl tx des Körpers R(i), die keine 
Einheit ist, heißt zusammengesetzt, wenn sie sich 
in mehrere ganzzahlige Faktoren, deren keiner 
eine Einheit ist, zerlegen läßt. 

Läßt sie sich nicht so zerlegen, so soll sie eine 
Primzahl im Körper R(i) heißen. 

Ist ~ = x + yi eine gebrochene Zahl des Körpers R(~), so 
läßt sich eine ganze Zahl ~ = m + n i so bestimmen, daß die 
~orm der Differenz g- ~. also (x- m)2 + (y- n)2, kleiner 
oder wenigstens nicht größer als 1/ 2 ist; denn man braucht die 
ganzen rationalen Zahlen m, n nur so zu wählen, daß· x - m 
und y - n absolut genommen nicht größer als 1/ 2, ihre Quadrate 
also nicht größer als 1/4 sind. 

Sind also tx und tx1 zwei ganze Zahlen in R ( i), und tx1 von 
Null verschieden, so kann man hiernach die ganzen Zahlen ~ 
und tx2 so bestimmen, daß 
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also 
IX = f.'IX1 + IX2 , X (1X2) < 1Y (1Xt)· 

Ist 1X2 nicht ~ull, so kann man ebenso mit den Zahlen OG 1, o.: 2 

verfahren und erhält 

Ol1 = f-'1IX2 + IX3, N (rx.a) < S ((1.2), 
und so bestimmt man eine He1he ganzer Zahlen IX, rx.1 , IX2 , o.:3 ••• 

mit stets abnehmender Norm, und diese Reihe läßt sich so lange 
fortsetzen, als die ~ull darin nicht vorkommt. Da diese ~ormen 
ganze positive Zahlen sind, die immer abnehmen, so muß nach 
einer endlichen Zahl von Schritten die Null auftreten und man 
erhält also ein Gleichungssystem: 

(1) 

IX = ft lXI + IX2l 

IX 1 = ft1 IX2 -!-- O.:a ' 

IXh- 2 = /-LII-21Xh -1 + IXh, 

IXh - 1 = /-Lh -11Xh• 

Daraus schließt man, daß die ganze Reihe der Zahlen 
a, a11 u2 ••• , also insbesondere auch IX und rx.11 durch IX" teilbar 
sind, und umgekehrt, daß jeder gemeinsame Teiler von rx. und a 1 

Teiler von allen folgenden u, also auch von IXh ist. Jede andere 
Zahl, die diese beiden Eigenschaften hat, muß mit rx.h assoziiert 
sein, und man nennt also rx.h (und jede mit IX" assoziierte Zahl) 
den größten gemeinschaftlichen Teiler von u und rx.p 

Wenn wir aus dem Algorithmus ( 1) die zwischenliegenden a 
eliminieren, indem wir rx. 2 aus der ersten in die zweite, dann a3 

aus der zweiten in die dritte Gleichung Rubstituieren usf., so 
ergibt sich ein Resultat von der Form u x + a1 A. = u", und wir 
können also, wenn wir statt 01:, u1 , u11 setzen u, ß, o, den Satz 
aussprechen: 

4. Wenn u, ß irgend zwei ganze Zahlen in R (i) sind, 
und ~ ihr größter gemeinschaftlicher Teiler, so 
kann man die ganzen Zahlen x, A. so bestimmen, daß 

(2) 0G lC + ß A = ~ 
wird. 

Ist der größte gemeinschaftliche Teiler 8 zweier Zahlen u, ß 
eine Einheit, so heißen u und ß relativ prim, und wir können 
in diesem Falle der Gleichung 
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(3) 

durch ganzzahlige "• ). genügen. 
Ist ß eine Primzahl, so ist entweder ~X durch ß teilbar, oder 

~X und ß sind relativ prim. Im letzteren Falle besteht die Glei
chung (3). Ist dann r eine andere Zahl in R (i), so folgt aus (3) 

IX{'X + ßyl = /'• 
Es muß demnach, wenn ~X')J durch ß teilbar ist, auch y durch 

ß teilbar sein. Also hab~ru wir folgenden Fundamentalsatz: 

5. Ein Produkt aus zwei oder mehr ganzen Zahlen 
in .R(i) ist nur dann durch eine Primzahl in R(i) 
teilbar, wenn wenigstens einer seiner Faktoren 
durch diese Primzahl teilbar ist. 

Macht man nun noch die Bemerkung, daß eine Primzahl 
nur dann durch eine andere teilbar sein kann, wenn der Quotient 
eine Einheit ist, wenn also beide assoziiert sind, und betrachtet 
assoziierte Primzahlen als nicht wesentlich verschieden, so folgt: 

6. Eine ganze Zahl des Körpers .R(i) kann immer 
und wesentlich nur auf eine Art in ein Produkt 
von Primzahlen zerlegt werden. 

Denn sei IX irgend eine ganze Zahl in R (i). Ist ~X nicht 
selbst eine Primzahl, so ist sie zerlegbar, etwa in r ß; die Normen 
von r und von ß sind aber kleiner als die Norm von ~X. Ist ß 
noch keine Primzahl, so ist es wieder zerleg bar, etwa in d E; die 
Normen dieser Faktoren sind positive ganze rationale Zahlen 
und nehmen immer ab, und man muß also notwendig einmal 
auf einen Faktor stoßen, der eine Primzahl ist. Also ist jede 
Zahl ~X gewiß durch eine Primzahl n teilbar. Ist demnach 
IX = n IX', so gilt von IX' dasselbe und es ist etwa ~X1 - n' ~X" ••• 

Da die Normen von ~X, oe', ~X" ... wieder alle abnehmen, so muß 
man bei der Fortsetzung dieser Reihe schließlich auf eine Ein
heit stoßen. Es ist daher ~X in eine endliche Anzahl von Prim
faktoren zerlegbar, also 

~X =-= n n' n 11 ••• , 

wobei ein zuletzt übrig bleibender Einheit&faktor mit einer der 
Primzahlen n vereinigt werden kann. Sind nun x, x', x" ... 
gleichfalls Primzahlen und ist ~X= xx'x'' ... , so folgt aus 

""' x" · · · = n n' n" ..• 
nach 5., daß eine der Primzahlen n, z. B. die erste, durch " teil-
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bar, also von :K nicht wesentlich verschieden ist. Hebt man 
beiderseits mit j( = n, so kann man denselben SchlÜß mit " 
wiederholen usf., und findet also, daß jede der Primzahlen " 
auch unter den n vorkommen muß, und wenn unter den " eine 
Primzahl mehrmals vorkommt, so muß sie mindestens ebenso oft 
unter den n vorkommen. Derselbe Schluß läßt sich aber auch 
umgekehrt machen, und daraus folgt, daß die Gesamtheit der "• 
von Einheitsfaktoren abgesehen, mit der Gesamtheit der n überein
stimmen muß. 

Es handelt sich nun noch darum, die Primzahlen des Körpers 
R (i) wirklich zu ermitteln. 

Jede Primzahl ist Teiler von unendlich vielen rationalen 
ganzen Zahlen. z. B. von ihrer Norm und allen ihren Vielfachen. 
Unter den rationalen positiven ganzen Zahlen, die durch eine 
Primzahl n teilbar sind, ist eine, die wir mit n bezeichnen 
wollen, die kleinste, und diese muß eine Primzahl im Körper R 
sem. Denn wäre sie in R zerlegbar, so müßte nach 5. einer 
ihrer Faktoren, also eine noch kleinere Zahl, durch n teilbar 
sein. Ebenso ist auch umgekehrt jede reelle Primzahl n wenig
stens durch eine Primzahl n teilbar. Es ist also n = n~X, woraus 
durch Bildung der Norm n2 = N(n)N(rx) folgt. Dan eine Prim
zahl ist und N ( n) }.T ( rx) ganze Zahlen, so sind zwei .Fälle möglich: 

1. N ( n) = n, N ( rx) = n, 
2. N (n) = n2, }.' (rx) = 1. 

Im ersten Falle ist, wenn n' die zu n konjugierte Zahl be
deutet und n = a + bi gesetzt wird, n = nn' = a2 + b2, 
rx == n', und man sieht, daß dieser Fall nur dann eintritt, wenn 
n zu den Primzahlen p gehört, die in die Summe von zwei 
Quadraten zerlegbar sind. Umgekehrt kann jede solche Zahl p 
in zwei konjugierte Faktoren n, n' zerlegt werden, deren keine 
eine Einheit ist. Die Primzahlen p sind also im Körper R(i) 
nicht Primzahlen. 

Im zweiten Falle, der hiernach bei den Primzahlen q ein
tritt, ist ~X eine Einheit, also n mit n assoziiert, d. h. die reellen 
Primzahlen q sind· auch im Körper R(i) Primzahlen. 

Die Primzahl 2 gehört, wie schon bemerkt, zu der ersten 
Art, und es ist 2 = (1 + i) (1 - i). Aber sie nimmt eine be
sondere Stellung ein, weil 1-i = - i (1 + i), also 2 =- i (1 + i)2 

ist. Die reelle Primzahl 2 ist also (von dem Faktor - i ab-
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gesehen) im Körper R(i) das Quadrat einer Primzahl. Dieser 
Fall tritt bei keiner der übrigen Primzahlen p ein, weil sonst 
die beiden konjugierten Faktoren n, n' assoziiert sein müßten, 
was nicht möglich ist. 

Die Gesamtheit der Primzahlen des Körpers R ( i) besteht 
also aus den reellen Primzahlen q und aus den Faktoren der 
Primzahlen Jl· Ist p in die Summe zweier Quadrate a2 + b2 zer
legt, so kennt man auch die konjugierten Faktoren a + b i von p. 
Dazu kommen noch die assoziierten Zahlen. Aus 5. folgt dann 
noch, daß eine reelle Primzahl p nur auf eine Art in die Summe 
von zwei Quadraten zerlegt werden kann. Durch diese Zerlegung 
sind aber die Zahlen a, b noch nicht völlig bestimmt, sondern 
sie können noch miteinander vertauscht und mit zwei Vorzeichen 
versehen werden. Das kommt darauf hinaus, Jaß man n durch 
jede der vier assoziierten Zahlen a + b i, - a - b i, - b + a i, 
b - ai ersetzen kann. 1st p ungerade, so muß von den beiden 
Zahlen a, b die eine gerade, die andere ungerade sein. Wählen 
wir etwa für b die gerade der beiden Zahlen, und bestimmen 
das V orzeicben so, daß u == 1 ( mod 4) wird, so ist unter den 
vier assoziierten Zahlen eine bestimmte ausgewählt, die man die 
primäre nennen kann 1), 

Diese Definition der primären Zahlen läßt sich auf alle 
ganzen Zahlen des Körpers R(i) übertragen, deren Norm un
gerade ist, und man bat dann das Gesetz, daß das Produkt 
zweier primärer Zahlen wieder eine primäre Zahl ergibt. 

Das System von vier assoziierten Zahlen im Körper R (~) ist 
analog dem Paar entgegengesetzter Zahlen im Körper R. In R 
betrachtet man die positiven Zahlen als die primären. 

Durch die Formel (28) des vorigen Paragraphen ist für 
irgend eine gegebene Primzahl p einer der Faktoren a + b i aus 
der Kreisteilung abgeleitet. Nach den Formeln § 77, (38), (39) 
ist diese Zahl primär, wenn p == 5 (mod 8), dagegen der pri
mären entgegengesetzt, wenn p == 1 (mod 8) ist. Darüber aber, 
welche von den beiden kon]ugierten Zahlen a + b i durch diese 
Formeln dargestellt ist, haben wir kein allgemeines Kennzeichen. 

Beispielsweise sind die komplexen Primzahlen in R (i), deren 
Normen kleiner als 200 sind: 

1) Gauß gibt an der erwähnten Stelle zwei verschiedene Bestimmungen 
für die primären Zahlen zur Auswahl, von denen dies die erste ist. Er 
behält weiterhin die zweite bei. 
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I+i, I+2i, 3+2i, I+4i, 5+2i, 1+6i, 5+ 4i, 
7+2i, 5+6i, 3+ Si, 5+Si, 9+4i, 1+10i,3-'-l0i, 
7 +Si, ll+ 4i, 7 + lOi, 11+ 6i, 13 + 2i, 9 + 10i, 7 -t- 12i, 

1 + 14i. 

§ 79. 

Biquadratische Ab e 1 sehe Gleichungen und Kreisteilungskörper. 
Die Zerlegung der rationalen ganzen Zahlen in ihre Prim

faktoren in einem algebraischen Zahlkörper, von der die Gauß
sehen komplexen Zahlen ein erstes Beispiel geben, eröffnet den 
Zugang zu dem Satze von Kronecker, daß alle Abelschen 
Gleichungen im Körper H durch Kreisteilungszahlen d. h. durch 
Einheitswurzeln gelöst werden können. Der Beweis dieses Satzes 
für Gleichungen n ten Graues ist verhältnismäßig einfach in den 
Fällen, in denen die Zerlegung der ganzen Zahlen in Primfaktoren 
im Körper der nten Einheitswurzeln eindeutig ist, wie z. B. im 
:Fall der biquadratischen Gleichungen, den wir hier durchführen 
wollen; ähnlich auch für die kubischen Ab e l sehen Gleichungen . 
.Für andere Fälle macht aber der Beweis größere Schwierigkeiten 
und kann nur durch Heranziehen der sogenannten idealen Prim
faktoren erbracht werden. 

Der ~atz, den wir also jetzt beweisen wollen, lautet so: 

Die Wurzeln einer biquadratischen Abelschen 
Gleichung im absoluten Hationalitiitsbereich sind 
rationale Funktionen von Einheitswurzeln. 

Die Galaissehe Gruppe einer biquadratischen Normalgleichung 
muß vier Permutationen enthalten, und alle Funktionen der Wur
zeln dieser Gleichung, die durch diese vier Permutationen un
geändert bleiben, sind rationalen Zahlen gleich. Solcher Gruppen 
gibt es aber nur die VIerergruppe und die zyklische Gruppe 
von vier Elementen. Diese beiden Fälle sind einzeln zu be
trachten. Bezeichnen wir die vier Wurzeln unserer Gleichung mit 
x0, x11 x2, x3, so besteht die Vierergruppe aus den Permutationen: 

(1) 1, (0, 1 )(2, 3), (0, 2)(1, 3), (0, 3) (1, 2), 

und wenn also dieses die Gruppe unserer Gleichung ist, so sind 
die drei Quadrate 

(2) 
(x0 + xi - x 2 - x8) 2 = a 
(x0 - XI + x 2 - .r3 ) 2 = b 
(x0 - x1 - X2 + x 3) 2 = c 
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und das Produkt 

(i:!) (xo +xl-x2 -xs)(.ro-.rJ +x2 -.r3)(.r., -.rl -x2 +.rs) = c, 
und ferner die Summe 

(4) 

rationale Zahlen. 
Wenn wir aus (2) die Quadratwurzeln ausziehen und berück

sichtigen, daß sich Va nach (3) :von ~ bc nur durch einen ratio
nalen Faktor unterscheidet, so folgt durch Addition: 

(5) X0 = A + B(b + Cyc + D fbc, 
worin A, B, 0, D rationale Zahlen sind; und daraus erhält man 
::r11 x2, x8, wenn man die Vorzeichen von fij, Vc ändert. 

Nach § 77 können aber alle Quadratwurzeln, nötigenfalls 
unter Zuziehung von i und y2, was ja selbst Kreisteilungszahlen sind, 
rational durch die Kreisteilungsperioden (die Ga ußschen ~ummen) 
ausgedrückt werden, so daß also in (5) schon der Beweis unseres 
Satzes liegt 

( 
ni 

i2 = i, 
ni ) 

e4 = (1 + z) 112 • 

Ist die Gruppe der biquadratischen Gleichung zyklisch, so 
können wir die Wurzeln so anordnen, daß die Gruppe aus den 
Permutationen 

(6) 1, (0, 1, 2, 3), (0, 2) (1, 3), (0, 3, 2, 1) 

besteht, und dann ist zu ~etzen: 

(7) 

4 A = x0 + x1 + x2 + X 8 

(i, x0) = x0 + ix1 - x2 - ix8 

(-l,x0) = x0 - x1 + x2 - x8 

(- i,x0 ) = x0 - ix1 - x2 + ix8 ; 

darin ist A und (- 1, x0) 2 = m rational, und daher kann (- 1, ::r0) 

durch Kreisteilungszahlen ausgedrückt werden. Die vierten 
Potenzen 
(8) U, x0) 4 = a + bi, (- i, x0)' = a- bi 
sind Zahlen des Körpers R(i), und es kommt noch darauf an, 
a + bi und a - bi als vierte Potenzen von Kreisteilungszahlen 
darzustellen. Dies ergibt sich daraus, daß das Produkt 
(9) (i, X0) (- i, x0) = c 
durch die Permutationen (6) ungeändert bleibt und folglich eine 
rationale Zahl ist. 
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Im Körper H (t) haben wir die Einheih'n +- 1 1 + i1 ferner 
als Primzahlen die assoziierten Faktoren 1 + i von 21 die reellen 
Primzahlen q der Form 4 ]I; + 3 und die beiden komplexen 
Faktoren 11:, 1!1 der reellen Primzahlen p von der Form 4 ... \ + l. 

In ~ 771 (34) haben wir die Zerlegung 

p = 1.\ (t)li-•1 (- t) 
gefun1len1 die nns E>rlaubt1 

(10) 1t = th (i), 1!1 = t}\ (- i) 

zu setzen 1 und, wenn fJ eine }.. - gliedrige Periode von pten Ein
heitswurzeln ist [ ~ 771 (32)j, 

(i, fJ)' =- ]I t/Jl (i)2,. (- i, 11)4 = p t/Jl (- i)2, 

oder 

(ll) (1', fJ)' =-= n 3 1t', (- i, 17)4 =-: 1t n'8, (i, I'}) (-i, fJ) = p. 

Zerlegen wir nun die Zahlen a + b ~·, a ......:. bi in ihre Prim
faktoren in H (i). so ergibt sich, wenn l, n, s, t positive Expo
nenten smd: 

(12) 
a + b i = il (1 + i)n q~t q~2 . .. Tt~t :n:;tt' :n;~2 :n;~t2' ... 

a- bi = i-l (1-i)nq~tq~2 ... 1t~t':n;'/t1tj :n;~t2 ... 
Das Produkt dieser beiden Zahlen muß aber die vierte 

Potenz einer rationalen Zahl sem [nach ( H) und (9)!, und daraus 
folgt: 

11 == 0, (mod 4) 

(13) 
8 1 == 01 s2 = 0 ... (mod 2) 

f1 .J t; == 0, f2 J t" = 0 ... (mod 4) 
t1 - t; == 0, f2 - t~ :==:, U ... (mod 2). 

Es folgt aber jetzt aus ( 11): 
t-t' -t+3t' -t+St' 

(14) 1tt1t't' = (:~r3:~r')"""T (:~r1t')_2_ ~ (il 'i)2(1-t') p-2-

und ferner 
" 

(15) (1 + i)n = (2 if2, 
nnd hiernach können wir also, mit Rücksicht auf (13), wenn wir 
mit 1111 112 zwei Kreisteilungszahlen, näm lieh das Produkt aller 
in der Zerlegung von a + b i vorkommenden Zahlen 

t-t' 
(i, 11) -,~, 

und die durch die Vertauschung von i mit - i daraus hervor
gehende Zahl, ferner mit c eine rationale Zahl bezeichnen, setzen: 
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a + b i = i• c2 H[ 
a - bi = i-.l c2H/. 

367 

Aus (8) folgt durch Ausziehen der vierten Wurzel, wodurch 
eine Potenz von i als Faktor hinzukommen kann, 

(16) 
( 1·, x0) = lh V'i.i '(c 111 

(- ~, Xo) = i-h v'=l' 'c Ha 
(-1, x0) = {~~~' 

und daraus ergibt sich, da )Ii, fc und ym Kreisteilungszahlen 
sind, die Richtigkeit unseres Satzes auch in diesem Falle. 



Dreizehnter Abschnitt. 

Algebraische Auflösung von Gleichungen. 

§ 80. 

Reduktion der Gruppe durch reine Oleichungen. 

Eine der ältesten Fragen, an der sich vorzugsweise die neuere 
Algebra entwickelt hat, ist die nach der sogenannten algebrai
schen Auflösung der Gleichungen, worunter man eine Dar
stellung der Wurzeln einer Gleichung durch eine Reihe von 
Radikalen, oder die Berechnung durch eine endliche Kette von 
Wurzelziehungen versteht. Auf diese Jl'rage fällt von der Gruppen
theorie das hellste Licht. 

Präzisieren wir zunächst die Frage, um die es sich handelt, 
so ist es offenbar die, ob und wie man den Körper .Q,, der als 
ursprünglicher Rationalitätsbereich gilt, durch successive Adjunk
tion von Wurzelgrößen (Radikalen) so erweitern kann, daß ent. 
weder alle oder wenigstens ein Teil der Wurzeln im erweiterten 
Körper enthalten sind. Eine Wurzelgröße ist eine solche, die 
zwar nicht selbst, von der aber irgend eine ganze Potenz in 5~ 
enthalten ist, also, wenn a eine Größe in 5~ ist, die Wurzel einer 
Gleichung von der Form 

ym- a = 0, 

d. h. einer reinen Gleichung. 
Soll eine irreduzible Gleichung algebraisch auflösbar sein, 

oder wenigstens eine oder einige algebraisch darstellbare Wurzeln 
haben, so muß nach einer successiven Adjunktion von Wurzeln 
reiner Gleichungen in endlicher Anzahl die gegebene Gleichung 
reduzibel werden, da ein Teil ihrer Wurzeln in dem erweiterten 
Körper enthalten sein soll. Da die anfängliche Gruppe P transitiv 
ist, so muß diese Gruppe schließlich intransitiv werden, oder 
sich auf die Einheitsgruppe reduzieren. Es muß also jedenfalls 
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einmal der Fall eintreten, daß die Gruppe P durch Adjunktion 
einer Wurzel einer reinen Gleichung reduziert wird. 

Die Untersuchung dieser Frage wird außerordentlich ver
einfacht, wenn man sie noch etwas umformt 1). 

Wir haben im § 60 gesehen, daß die reinen Gleichungen 
zu den Abelschen gehören, daß alle Abelschen Gleichungen 
durch eine Kette von zyklischen Gleichungen von Primzahlgrad 
und diese letzteren durch Radikale lösbar sind. 

Wir ersetzen also die Frage nach der Lösbarkeit durch Radi
kale durch die damit gleichbedeutende der Lösbarkeit durch 
eine Kette von Wurzeln zyklischer Gleichungen von Primzahlgrad. 
Nach einer endlichen Anzahl solcher Adjunktionen, wenn auch 
nicht gleich von Anfang, muß also eine weitere Reduktion der 
Gruppe eintreten, und da es sich hier nur um die notwendigen 
Bedingungen handelt, so fragen wir zunächst: 

Unter welchen Bedingungen wird die Gruppe P 
einer Gleichung nten Grades f(x) = 0 durch Ad
junktion einer Wurzel einer zyklischen Gleichung 
rp (x) = 0 von Primzahlgrad m auf einen Teiler Q 
reduziert? 

Wir beschränken uns hierbei nicht auf irreduzible Gleichungen 
f(x) = 0, sondern erörtern die Frage allgemein, immer unter 
der selbstverständlichen Voraussetzung, daß f(x) keine mehrfachen 
Wurzeln hat. 

Bezeichnen wir die Wurzeln von rp (x) = 0 mit 

so sind alle diese Größen rational (in .Q) durch eine beliebige 
unter ihnen ausdrückbar, und wenn P die Gruppe von f(x) = 0 
in .Q ist, so ist Q die Gruppe derselben Gleichung in .Q (E), oder 
was das elbe ist, in .Q(E1), .Q(c2) ••• .Q(Em-1). Nun können wir 
aber den Satz 6., § 60 anwenden. Nach diesem Satze muß der 
Index j des Teilers Q von P ein Teiler von m sein, und da m 
als Primzahl vorausgesetzt ist, so ist m = j. Außerdem ist 
nach demselben Satze c rational durch die Wurzeln der Gleichung 
f(x) = 0 darstellbar: 

E = 1/J (x0, X1 ... Xn-1)• 

1) Auf diese Form der Fragestellung hat zuerst C. Jordan hingewiesen, 
(Traite des Substitutions, p. 386). 

Weber, Algebra. (Kl. Ausg.) 24 
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Diese Funktion gehört zur Gruppe Q, und wenn wir darauf 
sämtliche Permutationen der Gruppe P anwenden, so erhalten 
wir die Funktionen E, E11 E2 ••• Em-l und keine anderen. Diese 
Funktionen gehören zu den konjugierten Gruppen n- 1 Qn. Da 
aber jede dieser Funktionen rational durch jede andere aus
drückbar ist, so müssen sie alle zu derselben Gruppe gehören, 
d. h. Q ist ein Normalteiler von 1'. 

\Vir haben also hiermit den ersten Satz bewiesen: 

I. Wenn die Gruppe P einer Gleichung durch Ad
junktion <ler Wurzeln einer zyklisehen Gleichung 
reduziert wird, so hat P einen Normalteiler Q 
von Primzahlindex. 

Dieser Satz läßt sich auch umkehren. 
Wenn nämlich die Gruppe P einen Normalteiler Q vom 

Index m hat, so können wir eine zu Q gehörige Funktion 1/1 
wählen, und die damit konjugierten Funktionen 1/1, 1/Jl! 1/J2, ••. 1/Jm-I 
gehören alle zu derselben Gruppe. Der Körper .Q ( 1/J) ist ein 
Normalkörper, und 1/J die Wurzel einer Xormalgleichung. Im 
Körper .!2.(1j!) ist Q die Gruppe von f' (x) = 0 (~ 63). Wenn 
aber m eine Primzahl ist, so ist 1/! nach s 64 die Wurzel einer 
zyklischen Gleichung, und damit ist also bewiesen: 

TL Wenn die Gruppe P von f'(x) = 0 einen Normal
teiler Q von Primzahlindex m besitzt, so wird 
die Gruppe P durch Adjunktion der Wurzel einer 
zyklischen Gleichung mten Grades auf Q re
duziert. 

§ 81. 

Metazyklische Oleichungen. 
Wir wollen eine Gleichung, deren vollständige Lösung sich 

auf eine Kette von zyklischen Gleichungen zurückführen läßt, 
eine metazyklische Gleichung nennen. Die zyklischen Glei
chungen selbst sind als spezieller Fall darunter mit enthalten, 
und nach dem im § 80 Bemerkten sind die metazyklischen Glei
chungen dieselben, wie die durch Radikale lösbaren Gleichungen. 
Ist P die Gruppe einer solchen Gleichung, so muß sie nach dem 
vorigen Paragraphen einen Normalteiler von Primzahlindex jH 
den wir jetzt mit P 1 bezeichnen wollen, besitzen. Besteht P 1 

aus der einzigen identischen Permutation, so ist P selbst zyklisch 
und von Primzahlgrad. Ist P 1 nicht die Eiuheitsgruppe, so muß 
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P1 wieder einen Normalteiler P2 von Primzahlindex j 2 ent
halten usf., bis wir endlich zur Einheitsgruppe gelangen. 

Daß es auch die für eine metazyklische Gleichung aus
reichende Bedingung ist, wenn ihre Gruppe P diese Zusammen
setzung hat, ergibt sich aus dem vorigen Paragraphen. Wir 
sprechen also den Satz aus: 

III. Die notwendige und binreichende Bedingung für 
eine metazyklische Gleichung ist die, daß es eine 
Reihe von Gruppen 

P, P1, P2, P8 ••• 

gibt, deren erste die Galoissche Gruppe der Glei
chung, deren letzte die Einheitsgruppe ist, von 
denen jede folgende ein normaler Teiler der nächst 
vorangehenden von Primzahlindex ist. 

Hiernach nennen wir eine Permutationsgruppe P, die diese 
Eigenschaft hat, zu der sieb also eine Kette von Gruppen 

P, P11 P2 ... P".-1, 1 
so bestimmen läßt, daß jedes Glied Normalteiler. des voran
gehenden von Primzahlindex ist, eine metazyklische Gruppe 1). 

Wir haben hier die Bedingung für die vollständige Auf
lösbarkeit einer Gleichung durch eine Kette von zyklischen 
Gleichungen erhalten. Es handelt sich aber noch um die Frage, 
ob eine oder einige der Wurzeln auf diese Weise dargestellt 
werden können, während andere eine solche Darstellung nicht 
gestatten. Diese Frage ist nur berechtigt bei irreduziblen Glei
chungen, da bei reduziblen Gleichungen alle denkbaren Kom
binationen vorkommen können, und hier gilt nun der Satz: 

IV. Wenn eine Wurzel einer irreduziblen Gleichung 
durch Lösung zyklischer Gleichungen bestimmbar 
ist, so ist die Gleichung metazyklisch. 

Wenn eine irreduzible Gleichung nten Grades f(x) = 0 
auch nur eine Wurzel hat, die durch successive Adjunktion von 
Wurzeln zyklischer Gleichungen rational wird, so muß sie not
wendig durch diese Adjunktion reduzibel werden, da sich ja 
schließlich ein linearer Faktor absondern muß. Es sei also P 

1) Der Ausdruck "metazyklische Gruppen" ist zuerst von Kronecker, 
wenn auch in beschränkterem Sinue, gebraucht. Sie wird sonst auch auflös. 
bare Gruppe genannt, weil sie die Ga loissche Gruppe der sogenannten .auf
lösbaren Gleichungen" ist. 

24* 
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die Gruppe unserer Gleichung, nachdem alles Nötige so weit 
adjungiert ist, daß zwar f(x) noch nicht reduzibel ist, aber durch 
die nächste Adjunktion der Wurzel E einer zyklischen Gleichung 
von Primzahlgrad m in Faktoren zerfällt. Es muß dann P nach 
§ 80 einen Normalteiler Q vom Index m haben, auf den sich 
die Gruppe der Gleichung nach Adjunktion von E reduziert, und 
die Permutationsgruppe Q muß intransitiv sein. Wenn Q die 
Einheitsgruppe ist, so ist f(x) = 0 durch Adjunktion von E voll
ständig gelöst. Ist aber Q noch von der Einheitsgruppe ver
schieden, so sondert sich von f(x) nach Adjunktion von E ein 
irreduzibler Faktor qJ ( x, E) ab, dessen Grad p, sei; sind E, E1, E2, ... Em _ 1 

die zu E konjugierten Größen, die alle rational durch E ausdrückbar 
sind, da sie die Wurzeln einer zyklischen Gleichung sind, so sind 
die Faktoren fP (x, E), fP (x, E1), ••• fP (x, Em-t) alle in f(x) ent
halten. Wenn zwei dieser Funktionen einen gemeinsamen Teiler 
haben, so müssen sie, als irreduzibel, ganz identisch sein. Weil 
aber m eine Primzahl ist, so wären alle diese m Fu~ktionen 

identisch, d. h. sie wären rational gegen die Voraussetzung. 
Setzen wir, indem wir alles durch E ausdrücken 1 

fP (x, Et) = fP; (x, E), 

f(x) = fP (x, E) (/)1 (x, E) ... f/Jm-1 (x, E) 
so folgt: 

und es wäre also, durch Vergleichung der Grade in x, 

n = p,m. 

Ist z. B. n eine Primzahl, so muß p, = 1 sein; die Funk
tionen qJ sind linear, und die Gleichung f(x) = 0 ist vollständig 
gelöst; also ist der Satz IV. für Gleichungen von Primzahlgrad 
richtig. Im allgemeinen Falle muß einer der Faktoren p, ten 
Grades qJ (x, l;), qJ1 (x, E), ... f/Jm- 1 (x, E) etwa fP (x, E) eine Wurzel 
haben, die durch Adjunktion der Wurzeln zyklischer Gleichungen 
rational wird, und wenn wir also annehmen, daß unser Satz für 
Gleichungen p, ten Grades schon bewiesen sei, so folgt, daß 
fP (x, E) = 0 selbst und also auch ihre Gruppe metazyklisch ist. 

Da aber nach § 60 die verschiedenen Gleichungen fP = 0, 
qJ1 = O, ... fPm-t = 0 dieselbe Gruppe haben, so sind sie alle 
und mithin auch f(x) = 0 metazyklisch. 

Unter der Voraussetzung also, daß der Satz IV. für Gleichungen 
p.ten Grades richtig ist, folgt seine Richtigkeit für Gleichungen 
p,mten Grades; und da er für Gleichungen von Primzahlgrad 
gilt, so ist er allgemein nachgewiesen. 
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§ 82. 

Einfachheit der altemierenden Gruppe. 
Wir haben früher gesehen (§ 58), daß, wenn wir die Koeffi

zienten einer Gleichung ta-ten Grades als unabhängige Variable 
und den Körper aller rationalen Funktionen dieser Koeffizienten 
als Rationalitätsbereich betrachten, die Galoissche Gruppe der 
Gleichung die symmetrische Gruppe ist. In der symmetrischen 
Gruppe ist immer ein Normalteiler vom Index 2 enthalten, die 
alternierende Gruppe, auf die sich die Gruppe der Gleichung 
reduziert, wenn die Quadratwurzel aus der Diskriminante adjun
giert wird. Bei vier Ziffern hat die alternierende Gruppe, die 
aus der identischen Permutation, acht dreigliedrigen Zyklen und 
drei Paaren von Transpositionen besteht, den Normalteiler vom 
Index 3: 

1, (0, 1) (2, 3), (0, 2) (1, 3), (0, 3) (1, 2). 
Diese Gruppe hat drei verschiedene Normalteiler vom Index 2, 

von denen wir einen 1, (0, 1) (2, 3) bevorzugen, von dem wieder 
die Einheitsgruppe ein Normalteiler vom Index 2 ist. Die Gruppe 
der 24 Permutationen von vier Ziffern ist also metazyklisch, 
und darauf beruht jede Auflösungsmethode der biquadratischen 
Gleichung. 

Wir wollen nun nachweisen, daß, wenn n größer als 4 ist, 
die alternierende Gruppe außer der Einheitsgruppe überhaupt 
keine normalen Teiler hat, oder nach der früher eingeführten 
Bezeichnung einfach ist. Daraus folgt dann, daß die Bedingung, 
die wir für die algebraische Auflösbarkeit einer Gleichung als 
notwendig gefunden haben, für die Gleichungen von höherem 
als dem vierten Grade, deren Gruppe die symmetrische oder die 
alternierende ist, nicht erfüllt ist, und daß also Gleichungen 
von höherem als dem vierten Grade, solange die Koeffi
zienten unabhängige Variable sind, nicht mehr alge
braisch lösbar sind. 

Der Beweis, daß die alternierende Gruppe einfach ist, läßt 
sich so führen: 

Sei A die alternierende Gruppe der Permutationen von 
n Ziffern 1, 2, 3, ... n und Q ein normaler Teiler von A. Wir 
haben im s 49, 7. und 4. gesehen, daß sich alle Permutationen 
von A aus dreigliedrigen Zyklen zusammensetzen lassen, und 
daß man, wenn x und n irgend welche Permutationen sind, die 
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transformierte Permutation zu x, :n:- 1 x:rr erhält, wenn man in 
den Zyklen von x die Y ertauschungen n vornimmt. Ist nun x 
ein dreigliedriger Zyklus, etwa (1, :.!, 3), so kann man :rr: aus A 
so wählen, daß :n:- 1 x:rr jeden beliebigen dreigliedrigen Zyklus der 
n Ziffern darstellt; denn man kann in 

( 1, 2, 3, ... n ) 
:rr; = all 112, ag, ... an 

die drei ersten 7-iffern a11 a2 , a8 beliebig wählen, und, wenn es 
nötig ist, damit :rr: zu A gehöre, noch a1 und a2 vertauschen. 
Dadurch geht aus x einer der beiden Zyklen (a1, a2, a8), (a2, a1 a 3) 

hervor, von denen jeder die zweite Potenz des anderen ist. Wenn 
nun Q ein };'ormalteiler von A ist und x eine Permutation aus Q, 
so ist n-1 x:rr auch in Q enthalten, wenn n in A enthalten ist, 
und daraus folgt, daß, wenn in Q ein dreigliedriger Zyklus vor
kommt, (/ mit A identisch ist. 

Unser Beweis beruht nun darauf, daß, wenn x irgend eine 
Permutation in Q ist, auch :n:- 1 x:rr und folglich auch 

(1) A. = .x-1 :rr;- 1 x:rr 

in Q vorkommen muß, und es ist dann zu zeigen, daß man, 
wenn x irgend eine nicht identische Permutation ist, :rr: immer so 
aus A wählen kann, daß die Permutation A. ein dreigliedriger 
Zyklus, und folglich Q mit A identisch wü·d. 

Wir nehmen zu diesem Zwecke sowohl x als :rr: in ihre Zyklen 
zerlegt an und bemerken, daß man bei der Bildung von Ä solche 
Zyklen von x gar nicht zu berücksichtigen braucht, deren Ziffern 
durch n ungeändert bleiben, weil sie sich in x-1 und x gegen
seitig aufheben. Wir müssen nun die verschiedenen möglichen 
Formen von x einzeln betrachten. 

1. Es enthalte x einen Zyklus von mehr als drei Ziffern, etwa 
(1, 2, 3, ... m), wir nehmen n = (1, 2, 3) an und erhalten, 
indem wir x-1 n- 1 x zuerst (nach ~ 49, 4.) bildeu, 

A. = x- 1 n- 1 x:n: = (2, 4, 3) (1, 2, 3) = (1, 2, 4). 

In Q kommt also ein dreigliedriger Zyklus vor. 

2. Es enthalte x zwei dreigliedrige Zyklen (I, 2, 3) (4, 5, 6). 
Wir nehmen n = (1, 3, 4) an und erhalten 

A. = (2, 5, 1) (1, 3, 4) = (1, 2, 5, 3, 4). 

Diese Permutation A., die in Q enthalten ist, fällt aber unter 
den Fall 1. 
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3. Es enthalte" einen dreigliedrigen und einen zweigliedrigen 
Zyklus (1, 2, 3) (4, 5). (Daß in "• wenn es zu A gehört, 
noch ein zweiter Zyklus von gerader Gliederzahl vor
kommen muß, ist hier gleichgültig.) .Für n = (1, 2, 4) 
ergibt sich 

l = (2, 5, 3) (1, 2, 4) = (1, 2, 5, 3, 4), 
was wieder unter Jen Fall 1 fällt. 

4. Es enthalte " drei Transpositionen (1, 2) (3, 4) (5, 6) . 
.Für n = (1, 3, 5) folgt 

l = (2, 6, 4) (1, 3, 5), 
was unter ilen Fall 2 fällt. 

5. Es enthalte " zwei Transpositionen und ein unverändertes 
Element (1, 2) (3, 4) (5). Man setzt n = (1, 2, 5) und 
erhält 

l = (1, 2, 5) (1, 2, 5) = (1, 5, 2). 
Damit sind alle Fälle erschöpft, wenn n > 4 ist. Für n = 4 

bleibt der eine Fall noch übrig, der eben das besondere Ver
halten bei n = 4 herbeiführt, daß x aus zwei Transpositionen 
besteht, wodurch die algebraisehe Auflösung der Gleichung vierten 
Grades ermöglicht wird 1). 

Es folgt aus diesem Satze weiter, daß die symmetrische 
Gruppe keine anderen normalen Teiler hat, als sich selbst, die 
alternierende Gruppe und die Einheitsgruppe. Denn ist S die 
symmetrische, A die alternierende Gruppe, und Q ein normaler 
Teiler von S, so ist der größte gemeinschaftliche Teiler Q' von 
A und Q ein normaler Teiler von A, ist also gleich A oder 
gleich 1. Denn ist x' ein Element in Q', also auch in A, n ein 
beliebiges Element in :i, so ist n-1 x' n zunächst in Q enthalten, 
weil Q Normalteiler von S ist. E..'s ist aber zugleich in A, 
also auch in Q' enthalten. 

Ist Q' gleich A, so ist Q entweder auch gleich A oder 
gleich S. Ist Q' aber = 1, so enthält Q außer der Einheit 
keine Permutation der ersten Art. Sind also " und l zwei ver-

1) Der erste vollständige Beweis, daß die allgemeine Gleichung von 
höherem als dem vierten Grade durch Radikale nicht lösbar ist, rührt von 
A.bel her (Crelles Journal, Bd. I, 1826). Über die älteren Beweisversuche 
von Ruffini (1799 bis 1806) und ihr Verhältnis zum A. belseben Beweis 
vergleiche man dieA.bhandlung vonBurkhardt, .DieA.nfänge der Gruppen
theorie und Paolo Ruffini" .(Abhandlungen zur Geschichte der Mathe
matik VI. Supplement zu Schlömilchs Zeitschrift. J,eipzig 1892). 
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schiedene und von der Einheit verschiedene Permutationen von Q, 
so müssen "2 und ".1. als von der ersten Art = 1 sein, d. h. Ä. 

muß = " sein. Es kann also Q höchstens eine von der iden
tischen verschiedene Permutation " enthalten. Da aber Q ein 
Normalteiler von S sein soll, so muß für jede Permutation n 
aus der symmetrischen Gruppe n-1 x n = " sein, d. h. " darf 
sich nicht ändern, wenn in seinen Zyklen irgend eine Permuta
tion ausgeführt wird. Dies ist aber nur dann möglich, wenn 
überhaupt nur zwei Ziffern 1, 2 vorhanden sind und " = (1, 2) 
ist. Dann aber ist 1, (1, 2) die ganze Gruppe S. 

§ 83. 

Nichtmetazyklische Gleichungen im Körper der rationalen 
Zahlen. 

Durch den Satz des vorigen Paragraphen ist der Nachweis 
geführt, daß eine Gleichung nten Grades, wenn n größer als 4 
ist, nicht mehr algebraisch gelöst werden kann, wenn die Koeffi
zienten als unabhängige Veränderliche betrachtet werden. Von 
größerem Interesse noch aber ist die Frage, ob es in dem Körper 
der rationalen Zahlen Gleichungen nten Grades gibt, die nicht 
algebraisch lösbar sind. Die Frage läßt sich noch etwas all
gemeiner stellen, nämlich so, ob es ganzzahlige Gleichungen gibt, 
deren Gruppe die symmetrische Gruppe ist, die also nach einer 
früher erklärten Ausdrucksweise keinen Affekt haben. 

Bildet man die G alois sehe Hesolvente G (t) = 0 vom Grade 
ll(n) einer allgemeinen Gleichung nten Grades f(x) = 0 mit 
unbestimmten Koeffizienten a, so ist G (t) eine ganze Funktion 
der Veränderlichen t und a, welche sich nicht in Faktoren zer
legen läßt, die wieder rationale Funktionen von t und a sind. Sub
stituiert man für die Variablen a Größen irgend eines Körpers .Q, 

und wird dann G (t) in diesem Körper reduzibel, so hat die 
Gleichung t(x) = 0 im Rationalitätsbereich .Q einen Affekt. 
Unsere Frage kommt also darauf hinaus, ob man in G (t) für 
die Variablen a solche rationale Zahlen setzen kann, daß G (t) 
im Körper der rationalen Zahlen irreduzibel bleibt. 

Diese Frage hat eine ganz allgemeine Beantwortung gefunden 
in einer Abhandlung von Hilbert 1), wo der allgemeine Satz 

1) Über die Irreduzibilität ganzer rationaler l<'unktion·en mit ganz· 
zahligen Koeffizienten. Orelle, Bd. 110. 
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bewiesen ist, daß man in einer irreduziblen Funktion beliebig 
vieler Variablen für einen beliebigen Teil der Variablen solche 
rationale Zahlen setzen kann, daß eine irreduzible Funktion der 
übrigen Variablen entsteht. Auf diesen allgemeinen Satz können 
wir hier nicht eingehen. 

Wir werden aber die gestellte Frage viel einfacher, wenn 
auch bei weitem nicht so allgemein beantworten, indem wir zeigen, 
daß sich für jeden Primzahlgrad Gleichungen ohne Affekt finden 
lassen. 

Wir haben in § 50, 4. bewiesen, daß eine transitive Permu
tationsgruppe von n Ziffern, die nicht die symmetrische Gruppe 
ist, wenn n eine Primzahl ist, keine einzelne Transposition ent
halten kann. 

Unter einer Gleichung mit einem Affekt haben wir eine solche 
verstanden, deren Gruppe nicht die symmetrische ist. Hat also 
die. irreduzible Gleichung f(x) = 0 einen Affekt und ist ihr Grad 
eine Primzahl, so muß ihre Gruppe P transitiv sein, und sie 
kann keine Transposition zweier Wurzeln enthalten. Wenn wir 
also irgend n - 2 der Wurzeln dem Rationalitätsbereich adjun
gieren, so muß sie sich auf die Einheitsgruppe reduzieren, da ja 
außerdem nur noch die Vertauschung der beiden letzten Wurzeln 
übrig bleiben könnte, die in P nicht vorkommt. Daraus folgt 
also, daß die beiden letzten Wurzeln in dem erweiterten Körper 
a enthalten sind, oder der Satz: 

1. Wenn eine irreduzible Gleichung, deren Grad n 
eine Primzahl ist, einen Affekt hat, so können 
zwei beliebige von ihren Wurzeln rational durch 
die übrigen ausgedrückt werden. 

Daraus folgt als Korollar: 

2. Wenn der Köl'per a nur reelle Zahlen enthält, 
so kann eine irreduzible Gleichung von Prim
zahlgrad n mit einem Affekt in a nicht zwei 
imaginäre und n- 2 reelle Wurzeln haben. 

Nun gibt es aber unzählige Gleichungen von jedem be
liebigen Grade n, mit reellen Koeffizienten, die zwei konjugiert 
imaginäre und n - 2 reelle Wurzeln haben; man kann ja in 

{(x) = (x - a1 ) (x - u2) ... (x - 1Xn) 
=X"+ alxn-1 + a2xn-2 + ... + a,. 
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au a 2 beliebig konjugiert imaginär und die übrigen ~ reell an
nehmen. Die Anzahl der reellen und imaginären Wurzeln von 
f(x) ändert sich aber nicht, wenn die Koeffizienten innerhalb 
gewisser endlicher Grenzen stetig verändert werden (vgl. den 
fünften Abschnitt), und folglich gibt es auch solche Gleichungen, 
deren Koeffizienten rationale Zahlen sind, da man in beliebiger 
~ähe von irgend welchen gegebenen reellen Zahlen immer ratio
nale Zahlen finden kann. 

Es ist also nur noch nachzuweisen, daß man diese rationalen 
Koeffizienten so wählen kann, daß f'(x) irreduzibel wird. Dies 
ergibt sich aber aus dem Satz von Schönemann-Eisenstein 
(§ 21 ): 

3. lRt p eine Primzahl, c0 , c1 , c2 , ... c,. eine Reihe 
ganzer Zahlen, von denen c0 durch p nicht teil
bar, Cu c2, ... c,. durch p teilbar, aber c,. nicht durch 
p2 teilbar ist, so ist die Funktion 

!f(x) = CoX" -+- c1 x"- 1 + ... + c,. 
irre duzj.bel. 

Denn wenn IP (x) in zwei Faktoren mit rationalen Koeffi
zienten zerfällt, so können die Faktoren auch ganzzahlig an
genommen werden. ::-;ei also 

t:p (x) = (a1 X1' + a2 xh-l + · · · + ah) (ßo xk + ß1 xk-1 + · · · + ßk), 

h und k beide größer als ~ull und ihre Summe gleich n. 
Da ah ßk = c,. ist, so muß einer der beiden Faktoren ~1., ßk 

durch p teilbar sein, der andere nicht. Es möge ßk durch p 
teilbar, ~h nicht teilbar sein, und da nicht alle f3 durch p teilbar 
sein können, weil sonst auch c0 durch p teilbar wäre, so sei ß, 
nicht durch p teilbar, ß,_1, ß, +2 ... ßk durch p teilbar. Der 
Koeffizient von xk-> in dem Produkt der beiden Faktoren ist 
dann t'Xh p. -;-- t'Xh-t ß. +t + · .. , also durch p nicht teilbar. Es 
müßte also k - v = n sein, was nicht möglich ist, da schon 
k < n sein muß. 

8etzt man also fi.ir die Koeffizienten von f'(x): 

C1 C2 Cn 
a1 = -, a2 = - · · · a,. =--= -, 

Co Co Co 

so ist f'(x) irreduzibel, und man hat in der Wahl der ganzen 
Zahlen c noch Freiheit genug, um die rationalen Briiche au a~i. ... an 
einem beliebig gegebenen Wertsystem heliebig nahe zu bringen. 
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Damit ist aber der Satz bewiesen: 
4. Es gibt von jedem beliebigen Primzahlgrade un

endlich viele Gleichungen mit rationalen Koeffi
zienten ohne Affekt. 

Der Beweis, der hier geführt ist, zeigt, daß solche affekt
freie nleichungen gefunden werden können, deren Koeffizienten 
ein endliches Gebiet überall dicht erfüllen, das Gebiet nämlich, 
in dem die reellen Koeffizienten der Gleichungen mit nur zwei 
konjugiert imaginären Wurzeln liegen. Der Beweis ist also, ab
gesehen davon, daß er sich nur auf Primzahlgrade beschränkt, 
auch insofern nicht erschöpfend, als er uns keinen Aufschluß 
gibt über die übrigen Gebiete, in denen aller Wahrscheinlichkeit 
nach die Sache sich ebemo verhält. 

§ 84. 

Auflösung durch reelle Radikale. 
Bei der Auflösung der kubischen Gleichungen mit reellen 

Koeffizienten hat man von alters her die zwei Fälle unterschieden, 
in denen die Diskriminante negativ und positiv ist. Im zweiten 
Falle hat man, obwohl die Gleichung dann gerade drei reelle 
Wurzeln hat, bei der Anwendung der Gardanischen Formel die 
dritte Wurzel aus einem imaginären Ausdruck zu ziehen, und der 
V ersuch, die Wurzeln in reeller :Form darzustellen, führt immer 
wieder auf eine kubische Gleichung von derselben Beschaffenheit. 
Darum hat man diesen Fall den Casus irreducibilis genannt. 
Die kubischen Gleichungen des Casus irreducibilis sind ein spe
zieller Fall der zyklischen Gleichungen mit reellen Wur
zeln, die wir im s 66 kennen gelernt haben, bei deren Lösung 
gleichfalls Wurzeln aus imaginären Größen oder, was auf das
selbe hinauskommt, Winkelteilungen vorkommen. Daß diese 
Wurzeln aus imaginären Größen oder Winkelteilungen auf keine 
Weise zu vermeiden sind, können wir jetzt beweisen 1). 

Wir setzen einen reellen nationalitätshereich ,Q, vor
aus, und nehmen in ihm eine Normalgleichung g (t) = 0 an, 
d. h. eine irreduzible Gleichung, deren Wurzeln alle rational 
durch eine beliebige von ihnen, Q, ausdrückbar sind. Wenn eine 
von den Wurzeln reell ist, so müssen auch alle anderen reell 

1) Vgl. Hö lde r, Mathematische Annalen, Bd. 38; K neser, ebendas., 
Bd. 41. 
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sein, und g (t) hat also entweder lauter reelle oder lauter paar
weise konjugierte imaginäre Wurzeln. g(t) = 0 kann die Galoissche 
Resolvente irgend einer gegebenen, sei es irreduziblen, sei es 
reduziblen Gleichung F(x) = 0 sein, und wenn also g(t) nur 
reelle Wurzeln hat, so kann auch l?(x) nur reelle Wurzeln haben, 
weil die Wurzeln von l!'(x) rational durch eine Wurzel von g(t) 
darstellbar sind. Wenn unter den Wurzeln von F(x) imaginäre 
sind, so hat g (t) nur imaginäre Wurzeln. Hat aber l?(x) lauter 
reelle Wurzeln, so sind auch die Wurzeln von g(t) reell, weil 
sie ja rational durch die Wurzeln von 1/(x) ausgedrückt werden 
können. 

Wenn nun g (t) durch Adjunktion einer Wurzel E einer irredu
ziblen Gleichung x = O, deren Grad eine Primzahl ist, redu
ziert wird, so sind, wie wir im § 80 gesehen haben, die sämt
lichen Wurzeln von x in .Q Ü>) enthalten, und wenn also ~ reell 
ist, so sind alle Wurzeln von x reell. 

1. Eine Normalgleichung mit reellen Wurzeln kann 
also· ~ur durch solche irreduzible Gleichungen 
von Primzahlgrad reduziert werden, die lauter 
reelle Wurzeln haben. 

Wir fragen nun, ob eine Reduktion der ~ormalgleichung 
durch Adjunktion eines reellen Hadikals f;; bewirkt werden 
kann. Wir dürfen dabei annehmen, daß der Grad p des Radikals 
eine Primzahl sei, weil jedes Radi.kal sich auf eine Heihe von 
Wurzelziehungen von Primzahlgrad reduzieren läßt. Auch können 
wir voraussetzen, daß a nicht die pte Potenz einer rationalen 
Größe sei, weil sonst die reelle Wurzel fä rational wäre. 

Unter dieser Voraussetzung ist, wie wir jetzt beweisen wollen, 
xP - a irreduzibel. Denn bezeichnen wir einen, z. B. den reellen 

Wert \7'~ mit a und eine imaginäre pte Einheitswurzel mit E 

so sind 
(1) 

die Wurzeln der Gleichung 

(2) 

(3) 

xP·- a = 0. 

Ist diese Gleichung reduzibel, so ist 

xP- a = {1(x)f2(x), 

und {1 , { 2 sind Funktionen in .Q von niedrigerem als dem pten 
Grade. Ein Teil der Wurzeln ( 1) wird auf f~ = 0, ein anderer 
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Teil auf f2 = 0 fallen. Ist also fL der Grad von f~, so muß für 
irgend einen Exponenten Jt 

E~~l' = b 
eine Größe in ,Q sein [das von x unabhängige 
also, wenn man in die pte Potenz erhebt, 

Glied in (1 (x)], 

(4) a~' = bP. 

Nun ist 0 < fL < p, und daher fL und p relativ prim, so 
daß sich zwei ganze Zahlen lt und k aus der Gleichung 

p,h + pk = 1 

bestimmen lassen. Es ist dann also nach ( 4) 
a = al'h aPk = (bh ak)P; 

also wäre, gegen die Voraussetzung, a die pte Potenz einer Größe 
in a. 

Dieser Satz ist, wie man sieht, unabhängig von der Voraus
setzung, daß ,Q ein reeller Körper sei. N ehrneu wir ihn aber 
reell an, so hat die Gleichung (2), wenn p nicht gleich 2 ist, 
imaginäre Wurzeln, und kann nach 1. eine Normalgleichung 
g (t) = 0 nicht reduzieren. Wenn aber p = 2 ist, so kann g (t) 
nur dann durch die Gleichung (2) reduziert werden, wenn a 
positiv und der Grad von g (t) eine gerade Zahl ist (§ 60); also: 

2. Eine Normalgleichung ungeraden Grades mit 
reellen Koeffizienten kann nicht durch Adjunk
tion eines reellen Radikals reduziert werden. 

Adjungiert man im Falle einer reellen kubischen Gleichung 
mit positiver Diskriminante. die Quadratwurzel aus dieser Dis
kriminante, SI'> geht die Gleichung in eine Normalgleichung über, 
und der Rationalitätsbereich bleibt reell; er bleibt auch reell, 
wen:J?. man noch so viele reelle Radikale adjungiert. Soll die 
Gleichung also durch reelle Radikale lösbar sein, so muß sie bei 
solchen Adjunktionen endlich zerfallen, was nach 2. unmöglich 
ist. Dies ist der Casus irreducibilis der kubischen Gleichungen. 

In demselben Falle finden sich die zyklischen und überhaupt 
alle irreduziblen Abelschen Gleichungen von ungeradem Grade, 
die also niemals durch reelle Radikale lösbar sind. 

Hiernach können wir z. B. die kubischen Gleichungen im 
Körper der rationalen Zalilen in drei oder vier Arten unter
scheiden, die alle in gewissen, von alters her berühmten geo
metrischen Problemen auftreten. Wir sehen dabei von den 
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reduziblen Gleichungen ab. Der Grad der GaloisRehen Gruppe 
muß dann immer durch 3 teilbar sein (S 63) und ist also 
entweder gleich 3 oder gleich 6. Die Gruppe kann also nach 
§ 60 niemals durch Adjunktion von bloßen Quadratwurzeln auf 
einen niedrigeren als den dritten Grad reduziert werden; also 
kann auch die Gleichung nicht durch Quadratwurzeln gelöst 
werden. Die entsprechenden geometrischen Probleme sind nicht 
mit Zirkel und Lineal zu lösen. 

Ist die Gruppe vom Grade 3, so haben wir eine zyklische 
Gleichung vom Grade 3. Bierher gehören die aus der Kreisteilung 
stammenden Gleichungen, z. B. die, von der die Konstruktion des 
regelmäßigen Siebenecks abhängt. Die drei Wurzeln einer solchen 
Gleichung sind reell und können nicht durch reelle Radikale 
ausgedrückt werden. 

Cnter den kubischen Gleichungen mit einer Gruppe sechsten 
Grades sind zu unterscheiden die mit positiver und mit negativer 
Diskriminante. Die ersten gehören zum Casus irreducibilis und lassen 
sich zurückführen auf die Gleichung, von der die Dreiteilung eines 
beliebigen Winkels abhängt. Zu den Gleichungen mit negativer 
Diskriminante gehören als spezielle Fälle auch die reinen kubischen 
Gleichungen xa = a, wenn a keine Kubikzahl ist. :Für a = 2 
ergibt sich die Gleichung, von der das Delische Problem der 
Würfelverdoppelung abhängt. 

~ 85. 

Metazyklische Oleichungen von Primzahlgrad. 

Die allgemeinen Bedingungen, die wir im ~ 81 gefunden 
haben, sind noch nicht einfach genug, um eine unmittelbare An
wendung auf die Ermittelung von metazyklischen Gleichungen 
oder auf die Entscheidung über die Löslichkeit einer vorgelegten 
Gleichung durch Radikale zu gestatten. Wir leiten also, zunächst 
unter der Voraussetzung, daß der Grad n der Gleichung eine 
Primzahl sei, ein anderes von G alois aufgestelltes Kriterium her. 

Es sei jetzt f (x) = 0 eine irreduzible Gleichung vom Graden, 
und n eine Primzahl und größer als 2. Soll f'(x) = 0 alge
braisch lösbar sein, so muß ihre Grup-pe P nach § 81 metazyklisch 
sem, d. h. es muß eine Kette von Gruppen 

(1) 
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geben, deren jede ein ~ormalteiler der nächst vorangehenden mit 
Primzahlindex ist. Durch successive Adjunktion von Wurzeln 
zyklischer Gleichungen vo11 Primzahlgrad wird die Gruppe der 
Gleichung von P auf Pll 1'2 ... Pu _ 1, 1 reduziert. 

Die Funktion {(x) selbst kann, wie schon im § 81 gezeigt 
ist, nicht reduziert werden, ehe die letzte Adjunktion gemacht 
ist, worauf sie m n lineare Faktoren zerfiillt. Der Grad der 
letzten zyklischen Gleichung und mithin der Grad der vorletzten 
Gruppe P14 _ 1 muß also gleich n sein. 

Der Grad eines Elementes einer Gruppe ist immer ein Teiler 
vom Grade der (iruppe und daher kann 1!14 _ 1 außer der iden
tischen nur Permutationen von der Ordnung n enthalten. :Sie 
ist also mit der Periode 1, 1r, n 2 ••• 1rn - 1 eines ihrer Elemente 
identisch. Daraus folgt nach ~ 49, daß 1r eine zyklische Permu
tation von siimtlichen n Ziffern sein muß, und wir können die 
Bezeichnung der Wurzeln von {(x) so wählen, dal.l 

'11: = (0, 1, 2 ... 1t- 1) 
wird. Bezeichnen wir die Wurzeln mit .r,, und ~:Jetzen fest, daß 
x, :::- x,· sein soll, wenn z == z' (mod n) ist, so geht durch 1r 

jedes z in z + 1 über, durch 1r2 in z + 2 usf., und wir können 
also sagen, daß die Gruppe Pl'- 1 aus den Substitutionen für z 
(2) (z, z-!- b), b = 0, 1, ~ .... n - 1 

brsteht. Jede irreduzible metazyklische Gleichung von Primzahl
grad kann also durch Adjunktion von Hadikalen in eine zyklische 
Gleichung verwandelt werden. 

Die Substitutionen (z, z + b) bilden einen speziellen Fall 
der allgemeineren linearen Substitution 

(3J (z, az + b), 

worin a und b feste Zahlen sind, die auch nach dem :\lodul n 
reduziert werden können, wo aber für a der Wert 0 natürlich 
auszuschließen ist, weil sonst ja durch (3) alle verschiedenen z 
in dasselbe b übergehen, also gar keine Permutation der Größen xz 
ausgedrückt wäre. Jst aber a von 0 verschieden (mod n), so 
wird durch (3) immer eine Permutation dargestellt sein, weil 
dann nur, wenn z == z' ist, a z + h =:= a z' + b sein kann. Die 
Anzahl der verschiedenen linearen ::-lubstitutionen von der Form (3) 
ist n (n - 1). Ihnen entsprechen ebenso viele verschiedene Per
mutationen unter den .r; denn es kann nur dann für jedes z 

a z -+- b == a' z + t/ (mod n) 
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sein, wenn b = l/ (aus z = 0 zu schließen) und a = a' (aus 
z = 1 zu schließen). 

Die Gesamtheit der Permutationen, die durch (3) dargestellt 
sind, bildet eine Gruppe; denn es seien 

A. = (z, az + b), A.' = (z, a'z + b') 
zwei von diesen Permutationen, so ist 

also 
,\.,\.' _ (X• ) (X• ) _ (X• ) 

- Xaz+b Xa'z+b'- Xa'(az+bl+b' 1 

(4) A. ).' = A." = ( s, a a' z + a' b --l.... b'), 
was wieder von der Form (z, a" z + b'') ist. 

Die durch alle Substitutionen von der Form (3) gebildete 
Gruppe, die eine Verallgemeinerung der zyklischen Gruppe (2) 
ist, wollen wir eine lineare Gruppe nennen 1); die in ihr ent
haltenen Permutationen sollen lineare Permutationen heißen. 

In der linearen Gruppe sind verschiedene Divisoren ent
halten. Wir finden darunter eine Gruppe vom Grade n - 1, 
nämlich (z, az), die selbst wieder Divisoren haben kann. 

Die Kompositionsregel (4) zeigt, wie wir alle Divisoren der 
linearen Gruppe bilden können. Ist A. = (z, az + b) eine lineare 
Substitution, so ergibt sich nach ( 4) durch Wiederholung für 
jeden Exponenten h 

(5) J..h = [s, ahz + (1 + a + ... + ah- 1)b], 
und für a = 1 

J..h = (z, z + hb). 
Wenn also in einer Gruppe L eine Substitution a vorkommt, 

in der a = 1 und b von Null verschieden ist, so enthält hiernach 
L die ganze zyklische Gruppe (z, z + b) (b = O, 1, ... n- 1). 

Ist a nicht gleich I, so setzen wir 
ah-1 

1 + a + ... + ah-1 = __ 
((- 1' 

und schließen daraus, daß, wenn e der kleinste positive Expo
nent ist, für den a• = 1 (mod n) ist, J.. vom Grade eist. 

Die Periode der Substitution J.. gibt, wenn nicht a = 1 ist, 
eine intransitive Permutationsgruppe. Es gibt eine Ziffer z, die 
durch J.. und seine Vfiederholungen nicht geändert wird, die aus 
der Kongruenz z = az + b (mod n) bestimmt wird, und mit 

1) Kronecker nennt nur diese Gruppe metazyklisch. 
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b 
e0 = --- (mod n) a -1 

385 

bezeichnet werden kann, wenn unter !!: oder fl: v (mod n) eine 
V 

ganze Zahl verstanden wird, die durch Multiplikation mit dem 
Faktor v nach dem Modul n mit fl kongruent wird. 

Die zyklische Gruppe (s, s + b) ist transitiv und vom 
Grade n. Wir beweisen zunächst den Satz: 

I. Jede transitive lineare Gruppe (mod n) enthält 
die zyklische Gruppe. 

Es sei g eine primitive Wurzel von n, und a der Index von a, 
d. h. ga == a (mod n) (§ 70). Der Kürze wegen nennen wir 
für den Augenblick u zugleich den Index der Substitution 
A. = (s, as + b). Der Index kann kleiner als n - 1 und gleich 
oder größer als ~ull angenommen werden. Ist er gleich Null, 
so ist A. entweder die identische Substitution, oder sie gehört 
der zyklischen Gruppe an. Nach (4) gilt die Regel, daß der 
Index einer zusammengesetzten Substitution gleich der Summe 
der Indices der Komponenten ist. 

Daraus folgt, daß alle Indices der Substitutionen einer 
linearen Gruppe L Vielfache des kleinsten positiven unter ihnen 
sind, und daß folglich, wenn . a0 dieser kleinstEl positive Index 
ist, und g"'o = a0 gesetzt wird, alle Substitutionen von L in der 
Form 

J. = (.e, a~.e + b) 

dargestellt werden können, worin a0 festgehalten wird, und nur 
h und b gewisse Zahlenreihen durchlaufen. Eine Substitution 
von der Form 

J. 0 = (z, a0 z + b0) 

muß in der Gruppe L vorkommen. 
\V enn nun in der Gruppe L eine Substitution A. vorkommt, 

in der mit h = 0 ein von Null verschiedenes b verbunden ist, 
so gehört dieses A. der zyklischen Gruppe an, und L enthält die 
ganze zyklische Gruppe. 

Wenn aber h von Null verschieden ist, so bilden wir nach 
(4) und (5) die Zusammensetzung 

Höh = ( z, z + a0 h b + a~h ~ / b0). 

Weber, Algebra. (Kl. Auag.) 25 
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Diese gibt dann und nur dann die identische Substitution, weun 

b0 b ( d ) ---1 == -h--1 mo n . ao- ao-
Wenn diese Kongruenz für alle von Null verschiedenen h 

befriedigt ist, und wenn dem Index h = 0 nur die identische 
Substitution entspricht, so bleibt das Element - b0 : (u0 - 1) 
durch die ganze Gruppe ungeändert, und L ist intransitiv. Folg
lich gibt es in einer transitiven Gruppe L immer ein Element J., 
für das U 0 h nicht die identische Substitution ist, obwohl der 
Index Null ist, und L enthält also die ganze zyklische Gruppe. 

Bildet man die verschiedenen Potenzen von ).0 , so ergibt 
sich, daß der Exponent h in den Substitutionen A. der Gruppe L 
jeden Wert annehmen kann. Ist e der kleinste positive Expo
nent, der der Bedingung a~ == 1 (modn) genügt, so kommen also 
die Werte h = O, 1, 2, .•. e - 1 vor, und darin ist e ein Teiler 
von n - 1. Aus der zusammengesetzten Substitution 

(z, a~ z + b) (z, z + 1) = (z, a~ z + b + 1 ), 
die nach I. in einer transitiven Gruppe L ja auch vorkommen 
muß, sieht man weiter, daß mit jedem Werte von h jeder der 
Werte b = 0, 1, 2 ... n - 1 verbunden vorkommt, und die ganze 
Gruppe L besteht daher aus den Substitutionen 

(6) A. ( h + b) ~ = 0, 1, • . • e - 1, = z, ao 11 ' b = 0, 1, ... n - 1, 

und ist vom Grade en. Umgekehrt bildet jedes System von Sub
stitutionen dieser Form eine Gruppe. 

Von den linearen Gruppen gilt nun der folgende Satz: 
II. Ist eine transitive lineare Gruppe L Normal

teiler einer anderen Permutationsgruppe P der
selben n Ziffern, so ist auch P eine lineare Gruppe. 

Der Satz läßt sich so beweisen: 
Wenn n eine beliebige Permutation ist: 

(0, 1, 2, ... n - 1) 
n= ' a0, au a2, •.• Un-1 

die auch durch (z, a,) dargestellt werden kann, so kann man 
eine ganze Funktion cp (z) von z mit rationalen Koeffizienten, deren 
Grad nicht höher als n- 1 ist, so bestimmen, daß az = cp(s) 
gesetzt werden kann. Man braucht nur die n Koeffizienten in 
cp (s) aus den n linearen Gleichungen 
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a 0 = cp(O), a,. = cp(1), ... an-l = cp(n -1) 
zu bestimmen. Man kann dazu die Lagrangesche Interpolations
formel verwenden, der man aber noch eine einfachere Gestalt 
geben kann, da es hier nur auf Kongruenzen nach dem Modul n 
ankommt. Setzt man nämlich 

1/J(z) = z(z- 1) (z- 2) ... (z- n + 1), 
so gibt die erwähnte Interpolationsformel 

cp(e) = 1/J (z) (1/J'(~)z + 1/J'(1)C~-1) +···+ 1/J'(n-D .. (~~n+l)} 
Nun ist, wie wir im § 70 gesehen haben, die Kongruenz 

tfJ(z) = zn- z (mod n) 
identisch; also ist auch 

1/J' (e) = nzn-l - 1 = - 1 (mod n), 
und daher können wir cp (;) mit ganzzahligen Koeffizienten so 
darstellen : 

cp (e) =- a 0 1/J (e) - a,. 1/J (z) - ·•· - an-1 _!_(f)__ • 
z .z-1 e-n+l 

Wenn, wie in unserer Aufgabe, die Zahlen a0 , a11 ... a .. _ 1 

von der Ordnung abgesehen, mit den Zahlen 0, 1, 2, ... n- 1 
übereinstimmen, so ist, wenn n > 2 ist, a0 + a1 + · · • + an _ 1 = 0 
(mod n) und also cp (z) höchstens vom Grade n- 2, was aber 
für unseren Beweis nicht von Bedeutung ist. 

Hiernach läßt sich also jede beliebige Permutation n durch 
eine Substitution [z, cp (z)] darstellen. 

Ist nun L eine transitive lineare Gruppe und zugleich 
Normalteiler von einer anderen Gruppe P, ist l eine beliebige 
Permutation von L, n eine gleichfalls beliebige Permutation von P , 
so ist n-1 .l.. n = l' in L enthalten, und ·ln = n l'. Setzen wir 
nach dem, was eben bewiesen ist, n = [z, cp (z)] und wählen für 
l die zyklische Substitution (z, z + 1), die nach der Voraus
setzung der Transitivität in L vorkommt, so muß sich a' und a 
so bestimmen lassen, daß 

(e, e + 1) [z, cp (e)] = [s, cp (z)] (s, a' s + a), 
oder, wenn man die Zusammensetzung ausführt, 
(7) cp (s + 1) = a' cp (e) + a (mod n) 
für jedes ganzzahlige z. Da cp (z) den Grad n nicht erreicht, so 
müssen (§ 70) in (7) die Koeffizienten der einzelnen Potenzen 
von z auf beiden Seiten kongruent sein, und aus der Vergleichung 

25• 
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der Koeffizienten der höchsten Potenzen von s ergibt sich a' == 1 
(mod n), also 

rp(s + 1) == rp (s) + a (mod n). 
Setzt man hier s + 1, s + 2 .•• s + h - 1 für z, so folgt 

rp (s + h)- rp (s) + ah (mod n), 
wo h mit jeder beliebigen ganzen Zahl nach dem Modul n kon
gruent sein kann. Darin kann man nun z = 0 setzen und erhält, 
wenn man wieder z für h schreibt und rp (0) = b setzt, 
(8) rp(z) = az + b. 

Es besteht also die Gruppe P aus lauter linearen Permu
tationen und unser Satz ist bewiesen. 

Wir fügen noch die Bemerkung hinzu, die sich unmittelbar 
aus dem Anblick der .Formeln ergibt, daß die zyklische Gruppe 
(s, z + b) ein normaler Teiler einer jeden linearen Gruppe 
ist, in der sie überhaupt enthalten ist. 

Wenn wir von dem bewiesenen Satze die Anwendung auf 
die Gruppe der metazyklischen Gleichung machen, so erhalten 
wir den Satz von Galois: 

III. Die Gruppe einer irreduziblen metazyklischen 
Gleichung von Primzahlgrad ist linear. 

Denn kehren wir zu der Kette der Gruppen (1) zurück, so 
haben wir gesehen, daß P,._1 die zyklische Gruppe ist. Ist P,._1 
nicht mit P identisch, so ist P,._1 ein Normalteiler von P,._ 2, 

und also P,._2 linear. P,._2 ist wieder Normalteiler von P,._ 8, 

also ist auch P,._8 linear usf., bis wir zu dem Schluß gelangen, 
daß auch P selbst linear sein muß. Zugleich ergibt sich, daß 
P,._ 1 Normalteiler aller vorangehenden Gruppen, also auch von 
P selbst ist. 

Es gilt auch der umgekehrte Satz: 
IV. Jede irreduzible Gleichung von Primzahlgrad, 

deren Gruppe linear ist, ist metazyklisch. 
Um ihn zu beweisen, genügt es, zu zeigen, daß jede transi

tive lineare Gruppe L einen Normalteiler L' hat, dessen Index 
eine Primzahl, und der selbst, wenn er nicht die Einheitsgruppe 
ist, eine transitive lineare Gruppe ist. 

Dies zeigt aber unmittelbar die Darstellung der Substitu
tionen der Gruppe L durch die Formel (6). 

Wenn darin e = 1 ist, so ist L die zyklische Gruppe vom 
Grade n mit dem Normalteiler 1. Ist aber e > 1, so sei p eine 
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in e aufgehende Primzahl, und e = pe'. Die lineare Gruppe L' 
vom Grade ne', die aus den Substitutionen besteht: 

)./ = (s, at:hs + b), h = 0, 1, 2, ... e- 1, 
b = O, 1, 2, ... n - 1, 

ist gewiß ein Teiler von L vom Index p. Dieser Teiler ist aber 
auch normal, wie man aus der Kompositionsregel (4) ohne Mühe 
erkennt. 

Die Begriffe der transitiven linearen und der metazyklischen 
Gruppen decken sich also bei den Gleichungen von Primzahl
grad vollständig, und wir können daher auch in der Folge beide 
Ausdrücke synonym gebrauchen. 

Wenn wir von einer Gruppe P zu einer konjugierten Gruppe 
P' = n-1 Pn übergehen wollen, so geschieht dieser Übergang 
dadurch, daß bei allen Permutationen von P in den Zyklen die 
Vertauschung n vorgenommen wird. P' wird also mit P bis auf 
die Bezeichnung der Wurzeln übereinstimmen, und ist daher, 
wenn P linear ist, auch als linear zu bezeichnen, wenn auch 
eine Änderung in der Numerierung der Wurzeln nötig ist, um 
sie durch lineare Substitutionen darzustellen. 

Zur Vereinfachung der Anwendung bemerke man noch, daß 
man die volle li~eare Gruppe durch Wiederholung und Zu. 
sammensetzung der beiden Substitutionen 

(9) s = (.e, z + 1), t = (z, gz), 
und jeden transitiven Teiler L der vollen linearen Gruppe 
ebenso aus 
(10) s = (e, z + 1), tao = (z, a0 z) 
ableiten kann. Man nennt daher die beiden Substitutionen (9) 
oder (10) die erzeugenden Substitutionen dieser Gruppen. 

Setzen wir a0 = g2, so erhalten wir eine häufig vorkommende 
lineare Gruppe (z, az + b), in der a nur die quadratischen Reste 
von n durchläuft, die von Kronecker d1e halbmetazyklische 
Gruppe genannt worden ist. 

Diese Darstellung durch die erzeugenden Substitutionen 
gestattet einen einfachen Schluß auf die Beziehung der meta
zyklischen Gruppen zu der symmetrischen und der alternierenden 
Gruppe. 

Die aus s hervorgehende Permutation besteht aus einem ein
zigen Zyklus mit einer ungeraden Gliederzahl (0, 1, 2 ... n - 1), 
und gehört daher zu der alternierenden Gruppe. Die Substitu-
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tion t läßt den Index 0 ungeändert und liefert für die übrigen 
Ziffern wieder einen einzigen Zyklus. Denn durch t geht 1 in g, 
g in g2, g2 in gs usw. über, und da die Potenzen 1, g, g2 ··~ gn-2, 
von der Reihenfolge abgesehen, mit den Ziffern 1, 2, ... n - 1 
übereinstimmen, so entspricht t dem Zyklus (1, g, g2, ••. gn-2), 
der aus einer geraden Gliederzahl besteht und folglich zu den 
Permutationen zweiter Art gehört, also nicht in der alternierenden 
Gruppe enthalten ist. Dagegen ist f2 wieder darin enthalten. 
Daraus ergibt sich das Resultat: 

V. Die volle lineare Gruppe ist kein Teiler der alter
nierenden Gruppe. Der größte gemeinschaftliche 
Teiler beider Gruppen ist die halbmetazyklische 
Gruppe. 

Man kann der Bedingung für die metazyklischen Gleichungen 
verschiedene Formen geben, die sich aus dem Bisherigen ableiten 
lassen. 

Die volle lineare Gruppe ist als Teiler vom Index 
v = 1 . 2 . 3 ... (n - 2) in der symmetrischen Gruppe enthalten. 
Eine zu der vollen linearen Gruppe gehörige Funktion y der 
n Variablen x0, x1, ... x._1, die wir eine metazyklische Funk
tion nennen können, genügt daher einer Gleichung JP(y) = 0 
vom Grade v, deren Koeffizienten symmetrische Funktionen der 
:r sind. Diese Gleichung ist irreduzibel im Bereich der sytn.
metrischen Funktionen von x, (§ 60, 2). 

Substituiert man nun für X; die Wurzeln einer metazyklischen 
Gleichung f(x) = 0, so wird y rational ltlld P(y) = 0 wäre bei 
einer allgemeinen Gleichung fünften Grades eine Resolvente. 

Wenn umgekehrt die :Funktion y durch die Substitution der 
Wurzeln einer irreduziblen Gleichung f(x) = 0 für die X; rational 
wird, während F' (y) von Null verschieden bleibt, so ist f(x) 
metazyklisch; denn dann ist die Gruppe von f(x) = 0 gewiß 
ein Teiler der vollen linearen Gruppe, und daher selbst linear; 
und da f(x) irreduzibel ist, so ist die Gleichung f(x) = 0 meta
zyklisch. Es genügt aber auch für die algebraische Auflösbar
keit von {(x) = 0, wenn die Hesolvente F(y) = 0 nur über
haupt eine rationale Wurzel hat, die nicht Doppelwurzel ist. 
Denn die verschiedenen Wurzeln dieser Gleichung gehören rzu 
konjugierten Gruppen, und wenn daher eine von diesen Wurzeln 
rational ist, so ist eine der konjugierten Gruppen metazyklisch. 
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Wir haben also den Satz: 

VI. Die notwendige und hinreichende Bedingung für 
die Lösbarkeit der Gleichung t (x) = 0 durch 
Radikale ist die, daß die Hesolvente vten Grades 
F(y) = 0, die man durch passendeWahlder Funk
tion y so eingerichtet hat, daß sie keine Doppel
wurzeln erhält, eine rationale Wurzel hat. 

Eine andere Form dieser Bedingung ergibt sich auf folgende 
Weise. 

Unter den Permutationen einer linearen Gruppe ist nur die 
identische, die irgend zwei Ziffern ungeändert läßt. Denn wenn 
(s, as + b) zwei Ziffern nicht ändert, so muß die Kongruenz 
as + b = s (mod n) zwei verschiedene Lösungen haben. Das 
ist aber nur möglich, wenn a = 1, b = 0 (mod n) ist. 

Ist also die Gruppe P von f'(x) linear, so reduziert sie sich 
durch Adjunktion von zwei beliebigen Wurzeln auf die Einheit, 
und folglich sind alle Wurzeln rational durch zwei beliebige 
unter ihnen ausdrückbar. Also wie in § 83: 

Vll. Ist eine irreduzible Gleichung von Primzahlgrad 
metazyklisch, so sind alle Wurzeln rational durch 
zwei beliebige unter ihnen ausdrückbar. 

Aber dieser Satz gilt auch umgekehrt, was wir folgender
maßen einfach beweisen können. 

Es habe eine irreduzible Gleichung vom Primzahlgrad n die 
Eigenschaft, daß alle Wurzeln rational durch zwei beliebige 
unter ihnen ausdrückbar sind. Ist etwa x. = 1/J (x0, a;,) eine 
solche Darstellung, so können auf diese Helation alle Permuta
tionen der Gruppe P unserer Gleichung angewandt werden, und 
wenn also eine von diesen Permutationen x0 und x1 ungeändert 
läßt, so läßt sie auch alle x. ungeändert, d. h. es ist die iden
tische Permutation. Also enthält P außer der identischen 
Permutation keine, die zwei Ziffern nicht ändert. 

Enthält nun eine der Permutationen n = cc1 ••• von P zwei 
oder mehr verschiedene Zyklen c, c1 ••• und ist c vom Grade h, 
c1 aber von einem höheren Grade, so ist nh = c~ ••• , und n;h 
läßt die Ziffern von c ungeändert, während sie doch nicht die 
identische Substitution ist, weil ~ nicht alle Ziffern ungeändert 
läßt. Dies ist aber 1iicht möglich, wenn h > 1 ist. Es muß also 
entweder n eine Ziffer ungeändert lassen, oder es muß aus Zyklen 
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von gleichem Grade bestehen. Da aber n Primzahl ist, so kann 
:rr; in diesem Falle nur einen Zyklus vom nten Grade bilden. 

Es enthält also P außer der identischen nur zyklische Per
mutationen nten Grades, die wir mit r bezeichnen wollen, und 
Permutationen "• die eine Ziffer ungeändert lassen und außerdem 
aus Zyklen von gleichem Grade bestehen. 

Jede der Permutationen "• durch die die Ziffer 0 ungeändert 
bleibt, wollen wir mit "o bezeichnen. Ebenso bedeuten x1 , " 2, ... "n-1 

die Permutationen "• die die Ziffern 1, 2, ... n - 1 ungeändert 
lassen. Da P transitiv ist, so müssen ebensoviel "o• wie "1, 

wie "ll usw. vorhanden sein. 
Denn ist :rr; eine Permutation, die 0 in 1 überführt, so il,;t 

jedes n- 1 "o :rr; ein "u und umgekehrt jedes n"1 n- 1 ein "o' und 
ebenso für die übrigen Ziffern. Ist also /-' die Anzahl der "o• 
v die Anzahl der r, m der Grad von P, so ist, da noch die 
identische Permutation hinzukommt, 

(11) m = fl n + v + 1. 

Nun bilden die "o mit der identischen Permutation zusammen 
eine Gruppe Q vom Grade p + 1, und zwar einen Teiler von P, 
nämlich den Inbegriff aller Permutationen von P, die 0 nu
geändert lassen. Sind also n11 n2, ... nn-1 Permutationen in P, 
die 0 in 1, 2, ... n - 1 überführen, so ist Qn1 der Inbegriff 
aller der Permutationen von P, die 0 in 1 überführen usf. Wir 
erhalten also die Zerlegung von P in die Nebengruppen 

P = Q + Qn-1 + Qn-2 + ... + Qnn-11 
woraus folgt: 

(12) m = n(l-' + 1), 
also aus (11) und (12) v = n - 1. 

Es gibt also n - 1 und nicht mehr zyklische Permutationen 
nten Grades in P und diese bilden folglich wieder mit der Ein
heit zusammen eine zyklische Gruppe: 

0 = 1, y, '}'2, • • • yn-t, 

da mit r zugleich alle Potenzen von y in P vorkommen. 
Wenn nun r eine zyklische Permutation nten Grades ist, so 

ist auch jedes :rr;-Iyh:rr; zyklisch und muß also, wenn :rr; zu P 
gehört, auch in 0 enthalten sein. 0 ist also ein Normalteiler 
von P, und folglich muß nach dem Theorem Il die Gruppe P 
linear sein. 
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VIII. Eine irreduzible Gleichung von Primzahlgrad, 
bei der alle Wurzeln rational durch zwei be
liebige von ihnen ausdrückbar sind, ist meta
zyklisch. 

Wir schließen aus diesen Sätzen noch auf eine merkwürdige, 
zuerst von Kronecker bemerkte Eigenschaft der metazyklischen 
Gleichungen für den Fall eines reellen Hationalitätsbereichs 1). 

Wenn bei einer solchen Gleichung zwei Wurzeln reell sind, so 
folgt aus VII., daß alle ihre Wurzeln reell sind. Eine reelle 
Wurzel muß aber eine solche Gleichung, da sie ungeraden Grades 
ist, immer haben. Also folgt: 

IX. Eine irreduzible metazyklische Gleichung von un
geradem Primzahlgrad mit reellen Koeffizienten 
hat entweder lauter reelle Wurzeln oder nur eine. 

Sind alle Wurzeln reell, so ist die Diskriminante als Produkt 
von lauter Quadraten reeller Größen (x11 - xk)2 positiv. Ist nur 
eine Wurzel reell, so entspricht jedem komplexen Faktor der 
Diskriminante (xh -xk)2 ein konjugierter, und deren Produkt ist 
positiv. Nur wenn x 11 und xk konjugiert imaginär, also Xh - xk 

rein imaginär ist, so ist (xh- xk)2 negativ und die Diskriminante 
erhält also für jedes Paar konjugiert imaginärer Wurzeln den 

Faktor -1. Das Vorzeichen der Diskriminante ist also (- 1 )-2-. 

Daraus folgt: 

X. Wenn n = 1 (mod 4) ist, so ist die Diskriminante 
immer positiv, ist aber n=3(mod4), so entscheidet 
das Vorzeichen der Diskriminante, welcher der 
beiden Fälle des Theorems IX eintritt. 

§ 86. 

Anwendung auf die metazyklischen Oleichungen fiinften Orades. 
Wir machen noch eine Anwendung der allgemeinen 8ätze 

auf die Gleichungen fünften Grades. Ist n = 5, so hat die 
zyklische Gruppe 5, die halbmetazyklische 10 und die volle 
lineare Gruppe 20 Permutationen. Eine metazyklische Funktion 
genügt bei einer allgemeinen Gleichung fünften Grades einer 

1) Über algebraisch auflösbare Gleichungen. Monatsbericht der Ber
liner .Akademie, 14 . .April 1856. 
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Resolvente sechsten Grades, und wenn diese Gleichung sechsten 
Grades eine rationale Wurzel hat, so ist die gegebene Gleichung 
fünften Grades metazyklisch. Die halbmetazyklischen Funktionen, 
d. h. die :Funktionen, die die Permutationen der halbmeta
zyklischen Gruppe gestatten, genügen einer Resolvente zwölften 
Grades, die aber nach Adjunktion der Quadratwurzel aus der 
Diskriminante in zwei Faktoren sechsten Grades zerfällt. 

Wenn man die erzeugenden Substitutionen für den Modul 5 

s = (z, z + 1), t = (z, 2 z), 12 = (z, 4z) 

auf die Ziffern 0, 1, 2, 3, 4 anwendet, so ergeben sich die Ver
tauschungen 

o, 1, 2, 3, 4 
(s) 1, 2, 3 4, 0 

(1) ' 
(t) 0, 2, 4, 1, 3 
(t2) o, 4, 3 , 2, 1, 

und es ist also, durch Zyklen dargestellt, 

s = (0, I, 2, 3, 4.), t = (1, 2, 4, 3), i2 = (1, 4) (2, 3). 

Wenden wir die Substitutionen s, t2, t auf die Paare von 
Ziffern (0, 1), (1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 0) an, so folgt: 

(0, 1), (1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 0) 
(2) (s) (1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 0), (0, 1) 

(t2) (0, 4.), (4, 3), (3, 2), (2, 1), (1, 0); 

diese Paare bleiben also in ihrer Gesamtheit durch s und durch f2, 
und folglich durch die halbmetazyklische Gruppe ungeändert, 
und eine symmetrische Funktion der entsprechenden Wurzel
paare ist halbinetazyklisch. Die Substitutioq t bewirkt die Ver
tauschungen 

(3) 
(0, 1 ), (1, 2), (2, 3), (3, 4 ), ( 4, 0) 

(t) (0, 2), (2, 4), (4, 1), (1, 3), (3, 0), 

führt also die fünf Paare in fünf andere über; und da es nur 
zehn Paare von fünf Dingen gibt, so kommen in den beiden 
Reihen (3) alle Paare vor. 

Man kann nun auf sehr verschiedene Arten halbmeta
zyklische Funktionen bilden. Die einfachste ist 

(4) u = x0 x1 + x1 x2 + x2 x8 + ::r8 x4 + x,x0 , 

die durch t in 

(5) u' = x0 x2 + x2 x, + x4 X 1 + X1 x8 + x8 x0 
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übergeht, und u' gehört selbst zu den halbmetazyklischen Funk
tionen. 

Ist 
(6) f(x) = x& - ax' + b.xs - cx2 + dx- e = 0 
die Gleichung, deren Wurzeln x0, x11 xs, :.t·8, x, sind, so ist also 

(7) u + u' = b. 
Die Funktion 

(8) y = u- u' 
ist gleichfalls halbmetazyklisch, das Quadrat y2 aber ist voll
metazyklisch und also die Wurzel einer Hesolvente sechsten Grades. 
Die allgemeine Gleichung fünften Grades hat also eine Resol
vente sechsten Grades, wie schon Lagrange gefunden hat. 

Ist VA das Produkt der zehn Wurzeldifferenzen (x0 - x1) 

(x0 - Xs) ... , also .d die Diskriminante von f(x), so ist 

(9) 
u-u' 

Y=--=-VA 
ebenfalls vollmetazyklisch und Wurzel einer Gleichung sechsten 
Grades 1). 

Um die konjugierten Funktionen zu u zu bilden, bezeichnen 
wir mit 111 die vollmetazyklische,. mit N die halbmetazyklische, 
mit A. die alternierende Gruppe und zerlegen A in die ~eben
gruppen: 

(10) A = l.' + N (1, 2) (3, 4) +Nt (0, 1) +Nt (0, 2) 
+Nt (0, 3) + .... Vt (0, 4). 

Diese Nebengruppen sind in der Tat alle voneinander ver
schieden. Denn wäre z. B. N = Jl.' (1, 2) (3, 4), so müßte 
(1, 2) (3, 4) in S, also 

(1, 2) (3, 4)t === (1, 2) (3, 4) (1, 2, 4, 3) = (1, 4) 
in M vorkommen und dies ist nicht möglich, weil in 111 keine 
Permutation auftritt, die zwei Ziffern ungeändert läßt; und in 
ähnlicherWeise zeigt man, daß keine zwei anderen dieser Neben
gruppen einander gleich sind. 

Hiernach ergeben sich für u die innerhalb .A konjugierten 
Werte durch Anwendung der Permutationen 

1) Jacobi, .Observatiunculae ad theoriam aequationum pertinentes", 
Orelles Journ., Bd.13. Jacobis Werke, Bd. 3. Cayley, Philos. Transactions 
1861, Collected math. papers, Vol. IV, p. 309, 
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(1, 2) (3, 4), t(O, 1) == (0, 1, 2, 4, 3), t(O, 2) = (0, 2, 4, 3, 1) 

(11) 

t(O, 3) = (0, 3, 1, 2, 4); t(O, 4) = (0, 4, 31 1, 2): 

U1 = XuX1 + X1 X2 + X 2 X8 + X3 X 4 ·-j- X4 X0, 

u2 =--= x0 x2 + X2 X 1 + x, X 4 + X4 .ra + x3 x0, 

U8 = X 1 .r2 + X 2 X 4 + ..r4 X 0 -i- X0 X3 + X8 X 11 

u4 = x 2 x 0 + X 0 x 4 __;__ X 4 1"1 + :l"t X3 + X 3 X2, 

1l5 = X 3 X 2 + X 2 X4 + X 4X1 + X1 X0 + X0 X 3, 

u 6 = X 4 X 2 + X2Xo + XoXl + X1Xs + XsX41 

und die entsprechenden u~, u2, u3, u~, u;,, u~ findet man, wenn 
man auf u1 die Permutation t anwendet, und dann mit u; ebenso 
verfährt, wie eben mit u1, oder auch einfach, indem man die in 
jedem u fehlenden Paare zu dem entsprechenden u' vereinigt, so 
daß für alle diese u die Bedingung (7) befriedigt ist. 

(12) 

u;_ = X0 x2 + x0 X3 _j__ X1 x3 + X1 x4 -t- X2 X4, 

u2 = X0 X 1 + x 0 .r 4 -r- X 1X 3 ...., x 2 x 3 + X 2 X41 

Ua = x0 .r1 + a.·0 x2 + x2 .r8 -+- X3X 4 + X 1 ..r41 

u4 = x0 x1 + X 0 X 8 · 7"- X 1 X2 + X 2 X 4 + X 8 X 41 

u;, = x0 x2 + x0 x4 + ..t1 x2 -r- x1 x8 + X3 x,, 
u6 = x 0 x3 + x0 x4 + X1 x2 + X1 X4 + x 2 x8• 

Die sechs Größen (8): y1, y2, y3, y41 y5, y6 sind die Wurzeln 
einer Gleichung sechsten Grades, deren Koeffizienten rational von 
a, b, c, d, e und V LI abhängen. Da die y alle ihre Y orzeichen 
ändern, wenn y;i das Vorzeichen ändert, so hat diese Gleichung 
die Form 

ya + a2y' + a4y2 + a6 - fA(a1 yo + a3ys + a5y) = 0, 
worin die a rationale Funktionen der Koeffizienten von f(x) sind. 
Es müssen aber auch ganze Funktionen dieser Koeffizienten sein; 
denn a2 , a4, a6 , a1 y;;i, a8 V LI, a5 y;i sind ganze Funktionen der x, 
und es müssen also die drei letzteren durch das Differenzenprodukt 
t LI teilbar sein, und dann müssen sich a 2, a 4, a6, a1, a3, a5 als ganze 
symmetrische Funktionen der x erweisen. Bestimmt man die 
Grade in bezug auf die x, so ergeben sich, da die y vom zweiten 
Grade sind, für 

a5l..d. aa 
cliP Grade 1 () 12. 

}.d ist aber vom zehnten Grade in den x, und folglich muß 
a1 = 0, a8 = 0 und a5 eine Zahl sein. 



§86. Gleichungen fünften Grades. 397 

Die Funktionen a2, a," a6 sind in bezug auf die Variablen x 
homogen, und wenn wir daher den Koeffizienten a, b, c, d, e die 
Gewichte 1, 2, 3, 4, 5 beilegen, so sind die a2, a4, a6 isobarische 
Funktionen dieser Größen mit den Gewichten 4, 8, 12 (§ 28). 

:Man kann die Koeffizienten a2, a4, a5, a6 durch wirkliche 
Bildung der Ausdrücke nach den Vorschriften über die Dar
stellung der symmetrischen Funktionen berechnen, was von Cayley 
geschehen ist. Rechnung und :Formeln sind aber sehr weit
läufig t). 

Wir wollen uns hier damit begnügen, die Resolvente für 
einen besonderen Fall zu bilden. Der dabei gefundene Wert für 
die Zahl a6 ist dann natürlich allgemein gültig. 

Die Gleichung fünften Grades habe die Bring-J errardsche 
Form2) 

(13) x 6 + rx.x + ß = 0. 
Dann sind a2, a,, a6 ganze rationale Funktionen von rx. und ß. 
Von den Koeffizienten der allgemeinen Gleichung (6) ist d vom 
Gewicht 4, e vom Gewicht 5, und daraus folgt, daß der Koeffizient 
e in a2 gar nicht, in a., a6 aber mit wenigstens einem der Koeffi
zienten a, b, c multipliziert vorkommen kann, und daß also, wenn 
a, b, c Null gesetzt werden, e aus diesen Ausdrücken herausgehen 
muß. Für die Gleichung (13) können also a2 , a4, a6 nicht von 
fJ abhängen, und man erhält mit Rücksicht auf das Gewicht, 
wenn m, m11 m2, m8 Zahlen bedeuten, 
(14) a2 = m1 rx., a, = m2 rx.2, a6 = m8 rx.8, a6 = m. 

Die Zahlen m, m11 m2 , m8 lassen sich aus einer speziellen 
Annahme bestimmen. Setzen wir ß = 0, so wird 

(15) x0 = O, x1 = \Y~, X 2 = i~, 
w- .4-

xa = - V - rx., x, = - t 11- rx., 
und daraus ergibt sich: 

~=~-~~-~~-~~-~~-~ 
(x1 - x8) (x1 - x,) (x2 - x8) (x2 - x,) (x8 - x4) 

= 16iV-rx.a =- 16l'rx.6 
(16) 

LI= 256rx.6. 
Da hier b = 0 ist, so wird nach (7) und (8) y = 2 u, und 

aus (ll) und (15) ergeben sich die Werte der y: 

1) C1'elle, Bd. 113 (1894). Coll. math. Papers, Vol. XID, p. 478. 
1) Runge, Acta mathematica, Bd. 7. 
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Y1 = Y2 = Ya -= Y6 == - 2 f~ 
y, = (4 -- 2i) r;, y" = (4 + 2i) f~. 

Danach erhält man für ß = 0 die folgende 
Gleichung: 

in y identische 

(17) y~ + a2 !14 I a, y2 + a6 - a6 V L1 y 
::--: (y + 2 V~)4 (y2- syy~ + 2oa) 
= y6- 20ay4 + 240u2y2 + 512 fu5y + 320as. 

Daraus findet man aber die allgemeine Resolvente für die 

Gleichung (13), wenn man nach (16) für -16l'a5 setzt l Li, also 

(18) y& - 20 a y4 + 240 a 2ys - 32 V Li y + 1320 as = 0. 

Die Diskriminante ist eine ganze Funktion von a und {J und 
ist in bezug auf die x, homogen vom Grade 20 und weil a und {J 
vom Grade 4 und 5 sind, so hat L1 die Form 

L1 = rn ao + n ß', 
worin m und n numerische Koeffizienten sind, die man aus den 
speziellen Annahmen a = 0, ß = 0 findet. Man erhält 

(19) L1 = 2Su5 + 55ß'. 

Einfacher noch wird die Gleichung für u, nämlich 

(20) ue- 5uu' + 15a2u2 _,Lfu + 5us = 0, 

und wenn man u 2 = v setzt, so ergibt sich für v die rationale 
Gleichung sechsten Grades 

(21) (vs- 5uv2 + 15u2v + 5aS)ll = Lfv. 

Eine andere Form dieser Gleichung erhält man aus (17), 
wenn man den zweiten der drei Ausdrücke mit dem multipliziert, 
den man daraus erhält, wenn man l'; in - y;. verwandelt. 
Dadurch bekommt man 

(v- u)4 (vll- 6uv + 25a2) = 0, 

und in diesen muß (21) übergehen, wenn tJ = 0 gesetzt wird. 
Da aber in (21) der von ß abhängige Teil durch (19) bestimmt 
ist, so folgt die gesuchte Form der Resolvente 

(22) (v- a)4 (v2- 6uv + 25u2) = 5oß4v. 

Man kann noch die Frage aufwerfen, ob die hier eingeführte 
Funktion v immer wirklich metazyklisch ist, ob sie nicht viel
leicht bei besonderen Gleichungen noch andere Permutationen 
gestattet. 
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Wenn dieser Fall eintreten sollte, so müßte die Gleichung 
(21) oder (22) gleiche Wurzeln oder (20) gleiche oder entgegen
gesetzte Wurzeln haben. 

Der Wert u = 0 oder v = 0 tritt nur dann ein, wenn 
~ = 0 ist. Dann haben wir in der Tat in (13) die wohlbekannte 
metazyklische Gleichung x5 + ß = 0; diesen Fall also lassen 
wir jetzt beiseite. Die Gleichung (20) kann nur dann zwei ent
gegengesetzte Wurzeln haben, wenn L1 = 0 ist, wenn also die 
Gleichung (13) gleiche Wurzeln hat. Auch dies ist auszuschließen, 
da wir (13) als irreduzibel vorausgesetzt haben. 

Es bleibt also nur die .Frage übrig, ob (20) gleiche Wurzeln 
haben kann. Es müßte dann mit (20) zugleich die abgeleitete 
Gleichung 

6ut~- 20aus + B0~2u -fd = 0 

befriedigt sein, und wenn wir (d aus dieser und aus (20) 
eliminieren, 

5u&- 15au' + 15oe2u2- 5oes = 5(u2- a)s = 0. 

Es müßte also v = a sein und also nach (22) ß = 0. 
Dann wäre aber die Gleichung fünften Grades wieder reduzibel, 
da sie den Faktor x hat. 

Will man also eine gegebene Gleichung von der Form (13) 
in bezug auf ihre Auflösbarkeit prüfen, so hat man zuerst die 
Irreduzibilität festzustellen, und dann zu untersuchen, ob (21) 
oder (22) eine rationale Wurzel hat. 

Sind a und ß ganze Zahlen, so muß auch ein rationales v 
eine ganze Zahl sein, die unter den Faktoren von 25 oe& zu 
suchen ist. 

Ist z. B. a = 5, ß = 5 t, so ist, wenn t eine durch 5 nicht 
teilbare ganze Zahl ist, x5 + oex + ß nach § 21, irreduzibel. 
:Für v hat man Potenzen von 5, mit positivem oder negativem 
Vorzeichen einzusetzen, aber für keine solche Zahl kann (22) 
erfüllt sein, weil auf der linken Seite die Potenz von 5 nicht 
hoch genug wird. 

Es ist also keine Gleichung von der Form 
x11 + 5x + 5 t = 0 metazyklisch. 

Will man metazyklische Gleichungen ermitteln, so setze man 
in (22) 

ß = ap,, v = c~)., 

wodurch man erhält: 
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56 u'). 
IX = (A. - 1 )' ().2'-= 6). + 25) 

5ollo). 

ß = (A.- 1)' ().2- 6/t + 25)' 

(23) 

und wenn man hierin für ). und p, rationale Größen setzt (aus 
einem beliebigen Rationalitätsbereich, z. B. auch aus dem Körper 
der rationalen Funktionen von ). und 11), so ist die Gleichung 
fünften Grades 
(24) X6 + lXX + ß = 0 
algebraisch lösbar, da ja der Fall, daß diese Gleichung redu
zibel wird, auch auf algebraisch lösbare Gleichungen führt. 

Umgekehrt können wir sagen, daß keine irreduzible Glei
chung fünften Grades von der Form (24) algebraisch lösbar ist, 
in def die Koeffizienten a, ß nicht in der .Form (23) darstell
bar sind. 

Setzen wir z. B. A. = 3, p, = 1, so erhalten wir 2s a = 3 . 56, 
28 ß = 3.56 und die Substitution 4x=5~ ergibt aus (24) die 
metazyklische Gleichung 

~5 + 15~ + 12 = o, 
die überdies nach dem Schönemannsehen Satz irreduzibel ist. 

§ 87. 

Die Gruppe der Resolvente. 

Die Sätze, die wir im vorigen Paragraphen abgeleitet haben, 
gestatten einen merkwürdigen Schluß über die Gleichungen sechsten 
Grades. 

Wir nehmen jetzt wieder die x0, x11 x2 , x8, x, des vorigen 
Paragraphen als unabhängige Variable an. Dann sind die sechs 
Größen 

(1) 
v, = (u4 - u~) 2, v5 = (u5 - u5)2, v6 = (u6 - u6)2 

die Wurzeln einer Gleichung sechsten Grades, F(v) = 0, deren 
Koeffizienten rational durch die symmetrischen Grundfunktionen 
a, b, c, d, e der x ausdrückbar sind, und die in dem Körper 
der rationalen .Funktionen dieser Größen irreduzibel ist. Diese 
Gleichung ist eine Resolvente der Gleichung fünften Grades 
l(x) = O, deren Wurzeln die x sind. 
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Ist M die volle lineare Gruppe der x, so haben die zu M 
konjugierten Gruppen :n:-1 M tt. keinen anderen gemeinschaftlichen 
Teiler als die identische Permutation. Denn jeder gemeinsame 
Teiler aller dieser Gruppen müßte ein Normalteiler der sym
metrischen und folglich auch der alternierenden Gruppe sein; 
da er aber nicht die alternierende Gruppe selbst sein kann, so 
muß er sich nach § 82 auf die Einheitsgruppe reduzieren. 

Die Resolvente F(v) = 0 ist also nach der in § 60 ein
geführten Bezeichnung eine Totalresolvente von f(x) = 0, 
und ihre Gruppe muß von gleichem Grade sein wie die Gruppe 
von f(x) = 0, deren Grad 1 . 2 . 3. 4. 5 = 120 ist. Da l!'(z) 
auch irreduzibel ist, so ist die Permutationsgruppe unter den 
Indices der sechs Größen v transitiv. Sie ist vom Grade i.20, 
während der Grad der symmetrischen Gruppe der Permutationen 
von sechs Ziffern 6. 120 ist. Damit haben wir den Satz: 

Die symmetrische Permutationsgruppe von sechs 
Ziffern hat einen transitiven Divisor vom Index 6. 

Um diese merkwürdige Gruppe, die wir mit 0 bezeichnen 
wollen, zu finden, haben wir nur den Einfluß zu untersuchen, 
den die sämtlichen 120 Permutationen der x auf die v oder auf 
die Größen (11) des vorigen Paragraphen ausüben. 

Wir haben nun fr.üher gesehen (§ 49, 2.), daß die Trans
positionen (0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 4) durch wiederholte Zusammen
setzung die ganze symmetrische Gruppe der Permutationen von 
fünf Ziffern erzeugen. Es genügt also, den Einfluß dieser vier 
Transpositionen auf die Indices der v zu ermitteln. Durch An
wendung einer Transposition (0, 1) geht jeder der Ausdrücke (11 ), 
§ 86 in einen der Ausdrücke (12) über und umgekehrt, und wenn 
man für die vier genannten Transpositionen diese Änderung er
mittelt, so erhält man die folgenden vier erzeugenden Permuta
tionen :n:11 n2, n8, n4 der Gruppe C: 

(0, 1): :71:1 = (1, 3) (2, 5) (4, 6) 
(0, 2): :71:2 = (1, 4) (2, 3) (5, 6) 
(0, 3): n8 = (1, 5) (2, 6) (3, 4) 
(0, 4): :n:, = (1, 6) (2, 4) (3, 5), 

wo sich die in den n vorkommenden Transpositionen (1, 3) ... auf 
die Indices der u und der v beziehen. 

Unter den 120 Permutationen der Gruppe G kommen unter 
anderen auch vor: 

Weber, Algebra. (Kl. Ausg.) 26 
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:n"l ::1:2 := (1, 2, 6) (3, 4-, 5) 
:n:1 n.! :r3 = (1, 6, 5, 4) 
:n"l :r2 :Tg 7['4 = (2, 4, 6, 3, 5) 
(:rl ::1:2 71"g :T4)3 = (2, 3, 4, 5, fi). 

§87. 

Hiernach läßt sich leicht eine zur Gruppe 0 gehörige Funk
tion der sechs Größen v bilden. 

Eine Funktion, wie 

v1 v8 + v2 v4 + v5 v6 , 

bleibt durch :n:1 und durch :1t1 :1t2 ungeändert; wrnden wir darauf 
aber die Potenzen der zyklischen Permutation (~, 3, 4, 5, 6) 
an,. so gehen daraus fünf Funktionen hervor, die wir so be
zeichnen wollen: 

(2) 

tr.. -= ~'t 1.'2 +- 1~4 r5 + ~'s v6 

tt·~ -= t 1 1'4 + V2 v6 + z·3 r5 

tf2 -= V1 V 6 + 1'2 v5 + v3 r4 

U'3 = v1 t'3 + V2 v4 + V5 r6 

u·4 = v1 v5 + v2 r3 + 1:4 v6 • 

Wenn wir auf die Funktionen (2) die Permutationen 11'1 , :-r2• 

:-r3, :n:4 anwenden, so gehen diese Funktionen nur ineinander über, 
und zwar in folgender Weise: 

:T1 = (1t'o1 1f1), ::!:2 = (u'0, u.·2), :T8 = (u·0, u·8}, :n:4 = (tfo, 1!'4), 

d. h. die :n:11 :1t21 :1t81 :n:4 entsprechen den Transpositionen (0, 1), 
(0, 2), (0, 3), (0, 4) unter den Indices der w, und also entspricht 
nach ~ 4!J, 2. der ganzen Gruppe C die symmetrisehe Gruppe 
der Indices der w. Eine symmetrische Funktion der fünf Größen w, 
die nicht zugleich eine symmetris<'he Funktion der v ist, wie die 
Summe der u·, ist also eine zu () gehörige Funktion. 

::\lan kann z. B. die :-:;umme der Quadrate dafür nehmen: 

II' = u·,; + u· 1~ + w} + ttl~~ + wJ, 
oder eme Funktion 

(ll - w0) (Ä - w1) (ll - w2) (ll - u·8) (ll - u·,) 

für ein beliebiges rationales ll. 
Eine solche Größe H' ist die Wurzel riner irreduziblen 

Gleichung bechsten Grades, dPren Koeftizienteu symmetrisclw 
Funktionen der sechs Größen I' siiHL 
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§ 88. 

Wurzeln metazyklischer Oleichungen. 

Wir haben in den letzten Paragraphen allgemeine Kenn
zeichen gefunden, durch die man entscheiden kann, ob eine vor
gelegte Gleichung von Primzahlgrad metazyklisch ist oder nicht. 
Damit ist aber der Gegenstand noch bei weitem nicht erschöpft. 
Es handelt sich vielmehr nach der .Form der Problemstellung, 
wie sie von Ab e l herrührt, darum , ein V erfahren anzugeben, 
nach dem man alle metazyklischen Gleichungen finden kann. In 
dieser Form ist das Problem, über das A bel nur kurze An
deutungen ohne Beweise hinterlassen hat, von Kronecker auf
genommen worden, und in der Weise vollständig gelöst, daß 
zunächst nicht die Gleichungen selbst, sondern ihre Wurzeln 
gefunden werdenl), So hat Kronecker für jede Primzahl n 
einen Ausdruck angegeben, der aus einem gegebenen Körper .Q, 

durch wiederbaltes Wurzelziehen abgeleitet ist, und der die 
doppelte Eigenschaft hat, daß jede Wurzel einer irreduziblen 
metazyklischen Gleichung n ten ürades m .Q, in diesem Ausdruck 
enthalten ist, und daß auch umgekehrt jeder solche Ausdruck 
einer irreduziblen Gleichung n ten Grades in .Q, genügt. 

Die Grundlage für diese Untersuchung liefern uns die Resol
venten von Lagrange. 

Es sei jetzt n eine Primzahl, x0 , x1 , x2 ... Xn-1 sei ein 
System unabhängiger Variablen, und die Bezeichnung so gewählt, 
daß Xn = x0, Xn + 1 = x11 ••• ist. Endlich sei E eine n te Einheits
wurzel. Wir setzen dann 

h 

(1) (E, X)= X 0 + EX1 + E2X2 + ,;. + En-l Xn-l =}.; Ehzh. 
O,tt-1 

Diese Ausdrücke haben wir schon früher unter dem Namen 
der Resolventen von Lagrange kennen gelernt, und wir 

1 ) A bei, Sur la rllsolution algebrique des equations (Oeuvres comp!E)tes, 
ed. Sylow, tome II, p. 217), Brief an Orelle vom 14. März 1826 (Oeuvres, 
tome II, p. 266). - Kronecker, Über die algebraisch auflösbaren Glei
clJUngen. Monatsberichte der Berliner Akademie 1853, 1856. - Oayley, 
9n a theorem of Abel's etc. (1880, Ooll. math. papers, t. XI, p. 132).- H. Weber, 
Uber algebraisch auflösbare Gleichungen von Primzahlgrad. Sitzungsberichte 
der Gesellschaft zur B~>förderung der Naturwissenschaften zu Marburg 1892. 

Die folgende Darstellung ist gegen die dort gegebene vereinfacht und in 
einem Punkte berichtigt. Wiman, Die metazyklischen Gleichungen von 
Primzahlgrad. Acta math., Bd. 27, 1903. 

26* 
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haben dort (~ 64) ihr Verhalten gegenüber den zyklischen 
Permutationen untersucht. 

Es kommt jetzt darauf an, den Einfluß linearer Permuta
tionen von der im s 85 betrachteten Art auf diese Funktionen 
festzustellen. 

Wir schicken einen Hilfssatz voraus, den wir eigentlich nur 
aus dem Früheren zu reproduzieren brauchen. Die imaginären 
n ten Einheitswurzeln E sind die Wurzeln einer Gleichung X = 0, 
wenn 
(2) X= ~n-1 + ~n-2 + ... + ~ + 1 

gesetzt ist, und ~ eine Variable bedeutet. 
Die Funktion X ist, wie wir früher gesehen haben (§ 73), 

irreduzibel im Körper R der rationalen Zahlen. 
Legen wir irgend einen Körper U, zugrunde, in dem X 

irreduzibel ist, und leiten daraus den Körper .Q ( E) ab, der aus 
allen rationalen Funktionen von E mit Koeffizienten in .$~ besteht, 
so ergibt sich nach § 53, daß ·jede Größe dieses Körpers auf 
eine und nur auf eine Weise in die Form 

(3) 

gesetzt werden kann, worin die c Größen in .$~ sind. 
Der Kürze wegen wollen wir diese .Form der Größen in 

.Q(E) die ~ormalform nennen und wollen also den Satz aus
sprechen: 

1. Ist .Q ein Körper, in dem die Kreisteilungs
gleichung X = 0 irreduzibel ist, so kann jede 
Größe des Körpers $~(E) nur auf eine Weise 1n 

die ~ ormalform 

<P(c) = c0 + c1 E + c2 s2 + ... + Cn-2 E"-2 

gebracht werden, wori-n die Koeffizienten c in 
$~ enthalten sind. 

Wir können in diesem Satze für $~ den Körper nehmen, der 
aus R durch Adjunktion von n unabhängigen Variablen x0 , xH 
x2, ••• x,._1 entsteht; denn wäre X in diesem Körper reduzibel, also 

X= Xl.\2, 

wo Xu X2 ganze Funktionen von ~ und rationale Funktionen 
der x sind, so könnte man für die Variablen x0 , x11 ... x .. -1 

solche rationale Zahlen setzen, daß Xu X2 , ohne ihren Grad in 
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bezug auf 6 zu ändern, in Funktionen in R übergehen (§ 14), 
und dieses widerspricht der Irreduzibilität von X in R. 

Dieser Körper .Q hat verschiedene Divisoren, in denen X 
gleichfalls irreduzibel ist, und die also alle im Theorem 1 für 
.Q genommen werden können. Solche Divisoren erhält man 
wenn man irgend eine I>ermutationsgruppe P der n Ziffern 
0, 1. 2 ... n - 1 festsetzt und den lnhegriff aller rationalen 
Funktionen der x0, x1 ••• Xn- 1 in R betrachtet, die die Permuta
tionen dieser Gruppe gestatten. 

Der Inbegriff aller dieser Funktionen bildet offenbar einen 
Körper, und so bekommt man zu jeder Permutationsgruppe der 
n Ziffern einen bestimmten zugehörigen Körper .Q. Man kann 
die Größen eines solchen Körpers rational darstellen durch die 
symmetrischen Funktionen der x und durch eine zu der 
Gruppe P gehörige Funktion. 

Wir nennen den so bestimmten Körper .Q den zu der 
Gruppe P gehörigen Körper. Jeder solche Körper kann in 
1. die Stelle von ü. vertreten. 

Wir können also den zweiten Satz aufstellen: 

2. Wenn eine rationale Funktion tP (x0, X1 ... Xn-h s) 
des Körpers .Q(s) ungeändert bleibt, wenn auf die 
Indices der x die Permutationen der Gruppe P 
angewandt werden, so gestatten auch die Koeffi
zienten c0, c11 c!A ... Cn- 2 der Normalform von tP die 
Permutationen von P. 

Ist tP ( s) irgend ein Element des Körpers .Q ( s), so erhält 
man die konjugierten Größen, wenn man für s irgend eine andere 
Wurzel von X = 0 setzt, also die Substitution (s, /Jh) für 
h = 1, 2, ... n - 1 ausführt. Alle diese Körper sind wieder in 
.Q ( IJ) enthalten; sie sind also miteinander identisch, d. h . .Q ( s) 
ist ein ~ ormalkörper über .Q (§ 56). Wenn eine Größe tP ( IJ) 
die Eigenschaft hat, ungeändert zu bleiben, wenn s durch alle 
sh ersetzt wird, so ist sie selbst in .Q enthalten. Dies folgt 
schon aus den allgemeinen Sätzen des § 55. Wir sehen aber 
die Richtigkeit sofort ein, wenn wir unter der Voraussetzung 
tP(sh) = tP (s) 

tP(s) = _1_1 ~ tP(~:h) =Co - Ct -+::_ c2 +_.:_·~ ± __ c!'-2 
n- ~ 11-l 

l,n-1 
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setzen, woraus dann nach 1. zu schließen ist, daß C;t, c2, ••• Cn- 2 

gleich i\ ull sind. Also: 
3. Wenn eine Größe in .Q(E) die sämtlichen Sub

stitutionen (E, Eh) gestattet, so ist sie in U. ent
halten. 

§ 89. 

Sätze über die Resolventen. 
Wir betrachten jetzt die Lagrange sehen Resolventen ( E, x) 

unter tler Yoraussetzung, daß E eine imaginäre nte Einheits
wurzel und die x unabhängige Variable sind. und wenden darauf 
die Sätze des vorigen Paragraphen an. 

Wir untersuchen zunächst den Einfluß der linearen Permu
tationen auf (f, x); dazu genügt es, wenn wir den Einfluß der 
beiden erzeugenden Substitutionen 

(1) s :--= (h, h + 1), t = (h, gh) 
feststellen, worin das nach dem Modul n genommene h die In
dices von x durchläuft und g eine primitive Wurzel der Prim
zahl n bedeutet (S l:l5 ). 

Wenden wir aber auf 

(2) (f1 X)= Xo + EX1 + E2X2 + ••• + En-t Xn-l 

die Substitution s an, so geht diese Funktion über iu 

xl + EX2 + ~;2xs + ... + ~;n-i Xo = ~;-1 (c, x). 

Der Einfluß der Substitution s ist also, daß 

übergeht. 
(c, x) m E- 1 (E, x) 

Gehen wir nun zur Substitution t über und setzen in 
h 

( E, X) = X o + ~ eh Xh 
l,n-1 

Xgh für xh, so geht diese Funktion über in 
h 

(3) + V h 
X 0 - E Xgh• 

I,n-1 

In dieser Summe . kann h ein beliebiges Restsystem nach 
dem :\lodul n durchlaufen mit Ausschluß von 0, und wir können 
also h durch g-1 /t ersetzen; dadurch wird die Summe (3) 

h 

x0 -+- ~ cY- 1hx,. = (cu-\ x). 
Wendet man die Permutationen s und t wiederholt an, so 

ergibt sich der Einfluß von s•, 1\ der in dfln Vertauschungen 
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(<, x), E-1 (<, x) 

(<, x), c~u-', x) 

besteht, speziell also für A. = - 1 

(<, x), E (e, x) 
(<, x), (<9, x), 

und wir bekommen den folgenden Satz: 
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4. Die erzeugenden Permutationen s, t der linearen 
Gruppe bewirken die Vertauschungen 
(s): ( <, x), e-1 (<, x); (s-1): ( <, x), E ( <, x) 
(t): (<, x), (<u-I, x); (t-1): (<, x), (<9, x). 

Aus 2. und 4. aber ergibt sich, weil s die erzeugende Per
mutation der zyklischen Gruppe ist, die Folgerung: 

5. Stellt man die Funktionen 
(4) (<, x)n = 11>(<), (s', x) (<, x)-1 = F(E) 

in derNormalform [§ 88, (3)] dar, so sind die Koeffi
zienten zyklische Funktionen von x0 , x1, ... Xn-1 

(§ 88, 2). 

Hierin kann A. jede beliebige positive oder negative ganze 
Zahl, die nicht durch n teilbar ist, bedeuten. 

Aus der Funktion E'(<) entspringen, wenn wir A. = g an
nehmen und für t seine n - 1 verschiedenen Werte setzen, 
n - 1 Funktionen, die alle durch s ungeändert bleiben, und die 
wir folgendermaßen bezeichnen wollen: 

(<u, x) (<, x)-u = f~ 
(5) 

( 892
1 x) ( E9, x)-g = fi 

(~:u"-\ x) (<un-\ x)- 17 = f~-"' 

so daß also, wenn (<u, x), (<, x)-u = f'(<) gesetzt wird, 

(6) fh = (.o;uh+l, x) (.o;9\ x)-g = f(<Yh) 

ist. Wendet man auf (5) die Permutation t- 1 an, so erleiden, 
wie nach dem Theorem 4. zu sehen ist, die Funktionen 

fo, fi, f~ .. • f n-2 

eine zyklische Permutation (0, 1, 2, ... n - 2). 
Außerdem sind die Funktionen f; , solange die x variabel 

sind, wie man aus (5) ersieht, alle voneinander verschieden, 
da sie in verschiedene lineare Faktoren zerlegt sind. 
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Bilden wir also eine zyklische Funktion dieser n -1 Größen 

(7) C (f~, f~, f2 • • • fn-2), 
so bleibt diese sowohl durch s als durch t-I, also durch t und 
folglich durch die ganze lineare Gruppe ungeändert, und wir er
halten das Theorem: 

6. Stellt man eine zyklische Funktion der Größen 
(0, f~, ... f~-2 in der Normalform dar, so sind die 
Koeffizienten metazyklische Funktionen der Va
riablen x 0, x1, ••• Xn-I• 

Hierbei ist unter einer metazyklischen .Funktion jede Funk
tion zu verstehen, die durch die Permutationen der linearen 
Gruppe ungeändert bleibt. 

Die Funktionen f0, f~, ... fn-2 gehen aber auch zyklisch in
einander über, wenn man die x ungeändert läßt, und für c die 
Substitutionen ( E, EY) macht. Wenn also die zyklische Funktion C 
der Größen f in ihren Koeffizienten c nicht enthält, so bleibt C 
durch sämtliche Substitutionen (c, Eh) ungeändert, und wir er
halten aus 3. das Theorem: 

7. Ist C (f0 , f~, ... f~- 2) eine zyklische Funktion der 
Größen f 0 , f~, ... f~-2 mit rationalen Koeffizienten, 
so ist C eine metazyklische Funktion der Varia
blen x0 , x 1 ••• x,._1 mit rationalen Koeffizienten. 

Wenn wir die Funktionen {0, {11 .•. f;,_2, wie sie durch (5) 
gegeben sind, der Reihe nach zu den Potenzen g"- 2, g"- 3, ••• 1 
erheben und dann alles multiplizieren, und wenn wir noch be
achten, daß cY"-1 = E ist, so heben sich im Produkt der linken 
Seite der Gleichungen (5) alle Resolventen mit Ausnahme von 
(c, x) heraus, und es folgt 

n-1 n-2 yn-8 1. (8) (c, xy-u = f~ f1 ... n-2• 

Bezeichnen wir nun mit ;.. einen noch unbestimmten ganz
zahligen Exponenten, so leiten wir aus (8) die folgende Rela
tion her: 

[ 
ytl-1_1 ]" 2 8 

(9) (c", x)" = (c, x)--.. - (c\ x)_ rt- rt- ... f~-2• 
Verstehen wir unter g1 irgend eine feste primitive Wurzel 

von n, so können wir g = g1 + l n setzen, worin l eine beliebige 
ganze Zahl bedeutet, da ja die primitiven Wurzeln nur bis auf 
Vielfache von n definiert sind. Dann ist: 
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g"-1 :::= g~-1 + n(n- 1)1g~-2 (mod n2), 
woraus 

gn-l _ 1 gn-1 _ 1 "----- = _ _1 ------ - 1 g"- 2 (mod n) n n I , 

und 1 läßt sich so bestimmen, daß 

wird. 

gn-1 _ 1 - ------ == 1 (mod n) n 

In (9) setzen wir nun unter dieser Voraussetzung 

(10) 

und wie in (4) 

gn-1 -·1 
A. = - - -- = 1 (mod n), n 

(11) F(E) = (E', x) (E, x)-l = (E, x)"\ 
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worin E2 = E und 1 - A., das nach (10) durch n teilbar ist, = nk 
gesetzt ist. Daraus erhalten wir aus (9): 

(12) (E, X)"= [.F(E)j"ft-2 fln-B ... fn-2• 

Diese Formeln lassen sich verallgemeinern, wenn man be
achtet, daß die Funktionen f~, f~, ... fn-2 eine zyklische Permu
tation erleiden, wenn die Substitution (E, c9) ausgeführt wird. 
Setzen wir also fest, daß fh = fk sein soll, wenn h = k (mod n- 1) 
ist, und setzen 

(13) F(Eg•) = F. = (EY', x)"\ 
so ergibt die Substitution ( E, Eg•) in ( 12): 

(14) ( , )" vn {!9n-2 f 9n-s . 
E9 , X = .c, /t •+1 ... f•+n-2• 

Diese Formeln gelten für jedes v, wenn wir auch noch in 
bezug auf die :E, festsetzen, daß Fh = 1!1, sein soll, wenn 
h = k (mod n - 1) ist. Es ergibt sich dann aus 4., daß die 
Funktionen F 0 , F1 ... F .. _ 2 durch die Substitution s ungeändert 
bleiben, und durch t-1 eine zyklische Permutation erfahren. 

Wenn wir hier die Exponenten auf ihre kleinsten positiven 
Reste nach dem Modul n reduzieren wollen, so setzen wir: 

(15) g• = nq, + r,, 0 < r < n, r0 = 1, 
und die Zahlen r, fallen in irgend einer Reihenfolge mit den 
Zahlen 1, 2 ... n - 1 zusammen, so daß r 0 immer = 1 ist. 

Dann wird nach (5): 

(16) f~-~ = (E'\ x) (.s'"•-t, x)-9, 

und wir setzen noch: 
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(17) 

und erhalten aus (14): 

(18) ( r• )n rnn /n-2 f,rn-3 1.ro 
c , X = "'• / > • + 1 • • • '+ n -2• 

Die Exponenten r, bleiben ungeändert, wenn g durch g -l n 
ersetzt wird, sind also von der Bedingung (10) unabhängig und 

können aus einer beliebigen primitiven Wurzel g abgeleitet 

werden. 
Die hier vorkommenden Funktionen f~, E~, f!J,, deren Ge

samtheit wir mit ro. bezeichnen wollen, enthalten außer den Va

riablen x0 , x11 x2 , ••. Xn- 2 und der nten Einheitswurzel E nur 

rationale Zahlen. Ihre charakteristischen Eigenschaften sind, um 

es nochmals r.u wiederholen, folgende: 

a) Durch die zyklische Permutation s = (h, h + 1) 

unter den Indices von x ändern sich die Funk

tionen ro, nicht. 
ß) Durch die lineare Permutation t- 1 = (h, g-1 h) 

unter den Indices der x wird unter den Indices 
der ro die zyklische Permutation (0, 1, 2, ... n- 2) 

hervorgerufen. 
r) Durch die 8ubstitution d = (E, cY) wird unter den 

Indices von ro dieselbe zyklische Permutation 

(0, 1, 2, .•. n- 2) bewirkt. 
d) Die zyklischen Funktionen von ro. sind meta

zyklische Funktionen der x und von E frei. 

Nach dem 8atze von Lagrange (§ 60, 3) kann man jede 

Funktion @,, der die vier Eigenschaften a ), ß), r ), ~) zukommen, 

rational im Körper .5~ der metazyklischen Funktionen von x durch 

eine von ihnen, ro., ausdrücken, wenn nur die ro0 , ro11 ••• Wn-2 

voneinander verschieden sind; man kann also für diese .Funk

tionen die f, wählen. 
Denn bedeutet u eine Variable, und ist 

(19) (u- ro0) (u - ro1) ••• (u --- Wn- 2) = <p (u), 

so gestattet die Funktion <p (u) die Permutationen s, t und auch 

die Substitution 6 = (c, sg), und ist also nach dem Satze 3. des 

§ 88 eine ganze Funktion von u mit in bezug auf x metazyklischen 

Koeffizienten und unabhängig von t. 

Ist nun also (10 , @11 ••• Bn-2 ein Funktionensystem, dem die 

Eigenschaften a), ß), r), o) zukommen, so ist die Summe 
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(20) 2::• ®. rp ( u) ( ) --'--'-'- = X u u- (<), 
o,n-2 

eme ganze Funktion (n- 2)ten Grades von u, die gleichfalls 
die Substitutionen s, t, 11 gestattet und die also Koeffizienten in 
,Q hat. Setzt man 

{21) X (u) = ® (u) 
rp' ( u) 

und setzt dann in (20) u = co,, so folgt 
e. -=-- e c w. ), 

worin ® eine rationale Funktion bedeutet, deren Koeffizienten 
metazyklische Funktionen der x sind und E nicht mehr enthalten. 

§ 90. 
Wurzeln irreduzibler metazyklischer Oleichungen. 

Es sollen jetzt in den Formeln des vorigen Paragraphen für 
die Variablen x0 , x11 ... Xn-l die Wurzeln g0 , ~1, ... ~n- 1 einer 
in irgend einem Körper ~ irreduziblen metazyklischen Gleichung 
von Primzahlgrade n eingeführt werden, und zwar in der Reihenfolge, 
daß die metazyklischen Funktionen der ~ rational (in Sl-) sind, 
was nach den Sätzen des § 85 immer möglich ist. Wir machen 
aber dabei zunächst noch zwei beschränkende Vorausetzungen, 
von denen wir nachträglich das Resultat wieder befreien werden. 
Diese Voraussetzungen sind: 

1. daß durch diese Substitution der ~ für die x keine der 
Hesolventen ( E, n in der c eine imaginäre n te Einheits
wurzel ist, verschwindet. 

Nach (13), (16), (17), § 89 bekommen dann die Funktionen 
{., F., Cl>, bestimmte von Null verschiedene Werte und wir 
machen die zweite Voraussetzung, 

2. daß durch dieselbe Substitution nicht zwei der Funk
tionen f0, ( 1 , ••• f~-2 einander gleich werden. 

Wir nehmen an, es gehe durch die Substitution der ~ für 
die x 

k0, k1, ••• kn-'J 

über, so daß also die k0 , k10 ... k .. _ 2 voneinander verschieden 
sind, und 
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m 
Äo, KH .. · Kn-2' 

wo aber unter den K auch gleiche vorkommen können. 
Wegen der Eigenschaft ö) der Funktionen f, sind die Größen 

k0, k1, ... k,._ 2 die Wurzeln einer zyklischen Gleichung (n- 1 )ten 

(also geraden) Grades tJ! ( u) = 0, so daß, wenn u eine Variable 
bedeutet, 

(1) tJ!(u) = (u- k0) (u- k1) ... (u- k"-2) 

eine Funktion (n- l)ten Grades von u mit rationalen Koeffi
zienten ist. Die Größen k0 , kll ... k,._ 2 können rational durch
einander ausgedrückt werden in der Form: 

(2) k1 = ® (k0), ka = ® (k1), ... k,._2 = ® (k"_a), ko = ® (kn-2) 

(§ 63). 
Ebenso können die Größen K. nach dem 8atze von Lagrange 

durch die /.:, ausgedrückt werden, und zwar in der Form: 

(3) Ko = fl>(ko), .KI :- fl>(kt)1 ... Kn-2 = fl>(kn-2) 1 

worin fP eine rationale Funktion (in H) bedeutet. 
Danach liefert uns die Formel (18), § 89 folgendes Resultat: 
Wir setzen zur Abkürzung 

(4) r, = 1/k., 
und erhalten: 

(5) ( t{• 1:) = K rrn-2 rrn-8 -r;ro 
,s .. , •+1 ••• ,.+n-2' 

und wenn man diese Formeln alle addiert, und noch die rationale 
Größe (1, x) = A setzt: 

(6) 

Nach § 8~ (16) und (17) sind die Größen K. und k, alle 
von Null verschieden. 

Durch ( 6) ist eine der Wurzeln ~ dargestellt. 
8etzen wir zur Abkürzung 

R = krn-2 J{n-3 kro 
v " •+t •·• 1+n-2 

und schreiben (6) in der Form: 

(7) n~o = A + Ko \f1To + K1 1/ .R,_ + ·· · + Kn-21'Y R"..:_h 
so ist also ~0 durch n - 1 Radikale n ten Grades ausgedrückt, 
von denen jedes an sich n verschiedene Werte haben kann. 
Diese Werte können aber nicht voneinander unabhängig sein, 
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weil sonst die Anzahl der Werte von ~~ die sich aus (7) ergeben, 
zu groß wäre. Man erhält in der Tat aus (5) und (7), wenn man 
nach ~ 89, (16) 

setzt, 

(8) 

und kann also hiernach alle diese Radikale rational durch eines 
von ihnen und durch k. ausdrücken. 

Der Ausdruck (6) hat aber vor (7) den großen Vorzug, daß 
er, wie man auch die n- 1 Radikale 1'7 k. bestimmen mag, 
doch nur n verschiedene Werte, nämlich dien Wurzeln~~ 
darstellt. 

Um dies nachzuweisen, bezeichnen wir mit e0 , E11 ... En-2 

irgend ein beliebiges System n ter Einheitswurzeln, und ersetzen 
in (5): 

durch 
Vko, 1i"k; ... 

Eo ~' E1~ .. ~ En-21i'kn-2• 

Dant:. geht (6) in eine andere Form über, die w1r so dar
stellen: 

• 
(9) ~ .A. + "" E K "n-2 "n-S ro n = .,:., . . 'r t: +1 ... 'r n' • Jo ., l' t n-.illl o,n-2 

worin E. eine n te Einheitswurzel ist, die durch E so ausgedrückt 
wird: 

(10) 

Nun ist nach der Definition von r. [§ 89, (15)]: 

(11) r. = gr.-1 (mod n), 
und nach (10), da der Index von r nach dem Modul n- 1 zu 
nehmen ist, 

also 
(12) 

(13) 

E _ "n-2 ,.,._s ro 
t'-1- El'-1 El' ••• E,.+n-8 

E. = E~_1 = E~·. 

Sind also die E irgendwie bestimmt, so ergibt sich: 
E - ."n-2 ."n-s ,ro 
0- "o "1 '" "•+n-21 

und dadurch sind nach (12) die übrigen E, vollkommen bestimmt. 
Also ergeben sich in der Tat nur n Werte aus (6), die man 
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z. B. dadurch erhalten kann, daß man einem der Radikale -r, 

seine verschiedenen Werte beilegt 1). 
Will man die Größen ~o, ~11 ... ~n-1 in der Reihenfolge be

stimmen, die der Bildung der zyklischen und metazyklischen 
Gruppe zugrunde liegt, so muß man in (5) vor der Summation 
mit E-hr, multiplizieren und findet (s 64): . 
(14) nEh = A +'\'E-hr,]\_ rr»-2-rr»-3 tro 

~ 4.-J ,.. ,.. •+1 ••• •+n-2' 

worin eine veränderte Bestimmung der Radikale nur eine zyklische 
\' ertauschung der g,, bedingt. 

§ 91. 

Befreiung von den beschränkenden Voraussetzungen. 
Es wäre eine wesentliche Beschriinkung dieser C ntersuchungen 

über auflösbare Gleichungen, wenn die Voraussetzungen 1., 2. 
des vorigen Paragraphen aufrecht erhalten werden müßten. 

Das ist aber nicht notwendig, wie wir jetzt nachweisen wollen. 
Es seien jetzt fJo 1 1'j11 ... 1'/n 1 die n Wurzeln irgend einer 

irreduziblen metazyklischen Gleichung n ten Grades. 
Wir führen die neuen ünbckannten g0, ; 11 ... gn_1 durch em 

System von Gleit:hungen 

(1) ;o = 1/J (l?o), g1 --= 1/J (fJ1 \ ... gn-1 -= 1/J (fJn-1) 

ein, worin '1/J (y) eine ganze Funktion (n - 1)ten Grades 

(2) 1/J (y) = ao + Cldf + a2Y2 + •• · + an-1 yn- 1 

mit unbestimmten Koeffizienten aus dem Körper ~ bedeuten soll. 
Wir nehmen aber an, daß dien Größen g0, g1, ... gn_ 1 voneinander 
verschieden sind; dann sind auch die g die Wurzeln einer irredu
ziblen metazyklischen Gleichung, die man durch die Substitution 
~ = 1/J(1'J) aus der Gleichungtür 11 ableiten kann; g0 ist ein pri
mitives Element des Kürpers ,lt (1? 0); folglich sind die Kürper 
H (~0) und .lt (1'/ol und ebenso die konjugierten Körper ,lt lgr) und 
n ( 1'/r) miteinander identisch. Es ist also auch, wenn 

(3) x(x) = bo + b1x + b2X2 + ... + bn-1xn-l 

gesetzt wird, worin die Koeffizienten b gleichfalls Größen in ,Q sind, 

(4) 1'/o = x(;o), 111 = x(;l), ... 'f/n-1 = z(;n-1)• 

') ~!an vergleiche hiermit die Cayll•ysche Auflösung der kubischen 
Gleichung H. !30. 
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Es ist nun leicht einzusehen, daß man über die Koeffizienten 
a0, a1 ••• a,._ 1 in (2) so verfügen kann, daß die Voraussetzungen 
1. und 2. des vorigen Paragraphen für die ~ erfüllt sind. 

Denn betrachten wir die a als unabhängige Variable, so 
werden die durch (1) bestimmten ~ gleichfalls Variable, die mit 
den a durch eine lineare Substitution mit nicht verschwindender 
Determinante zusammenhängen. Die Determinante dieser Sub
stitution ist nämlich: 

1, fJ 01 ·1J o2 

J, f/11 flt2 

••• fJ~ -1 

... fJ~-1 

d. h. gleich dem Differenzprodukt der fJ, das nach der Voraus
setzung von Null verschieden ist. 

Die Funktionen (E, x) und die Differenzen fa- fth die nach 
§ 89 nicht verschwindende Funktionen der Variablen x0, x11 ••• Xn-1 

sind, gehen also, wenn für die x die Substitution xh = 1jJ ( 1'/h) 
gemacht wird, in Funktionen der Variablen a über, die auch 
nicht identisch verschwinden können. Nach dem Satze § 14, 
kann man also für die Größen a0 , au ... a,._1 solche rationale 
Zahlen setzen, daß die Funktionen ( E, x) und die Differenzen 
fa - f ß' die dann also in ( E, ~) und in ka - kß übergehen, von 
Null verschieden werden, und daß auch die ~h voneinander ver
schieden bleiben, was zu beweisen war. 

Nacltdem also dies festgestellt ist, führen wir das System 
der Variablen x0, Xu • •• x,._ 1 und ein davon abhängiges System 
von \' ariablen .11 

(5) Yo = X (xo), 'Y1 = X (xt), • · · Yn-1 =X (xn-t) 

ein, worin x die Funktion (3) bedeutet, und setzen 

(6) 

Wird auf die Indices.der x irgend eine Permutation an
gewandt, so erleiden die Indices der y die gleiche Permutation. 
Wenn wir also auf (6) die zyklische Permutation s anwenden 
so ändert sich e. nicht (nach ~ 89, 4.). 

Wenn wir also e, in der Normalform des § 88 darstellen, so 
sind seine Koeffizienten zyklische Funktionen von x0, x1, ••• Xn-1• 
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Wendet man auf @, die Permutation t-1 = (h, g-1 h) an, 
so geht e. nach § 89, 4. in e.+l über, und die e. erleiden also 
eine zyklische Permutation. 

Denselben Erfolg hat aber auch die Substitution 6 = (s, sY), 
und also hat das ::)ystem der Funktionen ®0 , @11 ... @,._ 2 die 
Eigenschaften cx) ß) r) o) (S 89). 

~ach dem am Ende des s 89 bewiesenen Satze geht also, 
wenn wir die x durch die ; und folglich die y durch die q er
setzen, @, in eine rationale Funktion von k. 

(7) (/, = Q(k.) 

über, und aus (6) ergibt sich: 

(8) (sr~, fJ) = Q,(sr•, ;). 

Wenn man hierin für (sr•, n den Ausdruck (5), § 90 substituiert, 
so erhält man für (sr•, rJ) einen Ausdruck von ganz derselben 
I•'orm, nur mit dem Cnterschiedt.>, daß an Stelle von K. getreten 
ist Q. K,. Die .Funktionen Q, K, haben im wesentlichen die
selben Eigenschaften, wie die .Funktion K., nur daß sie auch 
zum Teil Null sein können. Durch dieselbe Veränderung ergibt 
dann ( 6) den Wert von llo· 

Damit sind also die beschränkenden Voraussetzungen des 
§ 90 beseitigt, und wir haben das allgemeine Theorem: 

(9) 

I. Jede Wurzel ; einer metazyklischen Gleichung 
vom Primzahlgrad n kann in der .Form dargestellt 
werden: 

worin A eine rationale Größe, k0 , k11 ... k,._ 2 die 
von einander und von ~ull verschiedenen 'Vur
zeln einer zyklischen Gleichung (n-l)tenGrades, 
K. eine rationale Funktion von k. ist, deren 
:Form für alle v dieselbe ist. Die. Exponenten 
r 0 , r 1, ... rn-2 sind die kleinsten positiven Reste 
der Zahlen 1, g, g2, ... gn-!, wenn g eine primitive 
Wurzel von n ist. Die n Werte, die man aus (9) 

"-erhält, wenn man den Radikalen "Z", = yk. ihre ver-
schiedenen Werte beilegt, sind die n Wurzeln 
einer und derselben rationalen Gleichung. 
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Die Formel (9) ergibt sich aus § 90 (6), wenn A und K. 
durch nA und nK, ersetzt wird, was zur Vereinfachung ge
schehen ist. 

Das Theorem I läßt sich nun aber auch umkehren. 
Um das nachzuweisen, bezeichnen wir mit E irgend eine 

imaginäre n te Einheitswurzel und setzen: 

(10) 

oder abgekürzt: 
h = 0, 1, 2 ... n - 1, 

(11) 
> n 

g,. = A + ~ Ehr, K, (R., 
o,n-J 

worin wie früher: 
n 

(12) 1fv = 'trn-2,;rn-3 't'ro y.u, • •+1 "' •+n-2 

gesetzt ist. Wir haben nun die Anderungen zu untersuchen, die 
sich für g" ergeben, wenn wir 

n 

1. eines der Radikale T, = yr: anders bestimmen und 
2. die k0, k11 ••• kn-2 zyklisch vertauschen. 

Wir wollen einem der Radikale, etwa dem t'a, ein anderes Vor
zeichen geben, also die Vertaus::hung 

(13) (t'a! E•'lt'a) 
machen, wo ß ein beliebiger Exponent sein kann, un<l u einer 
der Indices 0, 1 •.• n - 2 ist. 

In (12) hat, da der Index von r nach dem Modul n - 1 
zu nehmen ist, dasRadikal t'a den Exponenten r,.+•-a-2 = r•-a-t, 
und also entspricht der Vertauschung (13) die Vertauschung 

(14) G R,, E8r•-a-1 )~R.). 
Nun ist nach der Bedeutung der Zahlen r allgemein r,.H 

=:rar~ (mod n), und wenn man also die Vertauschung (13) in 
(11) einführt, so geht h in h + ßLa-1 über. 

1. Es ruft also die Vertauschung (13) unter den Indices 
von g die zyklische Permutation 

(h, h + ßr-a-1) 
hervor. 

Machen wir zweitens die zyklische Permutation 

(15) (t'o1 't1, • • • t'n-2)1 

so entspricht diese den Vertauschungen 
Weber, Algebra. (KI. Ausg.) 27 
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(16) (yR,, YR•+l), (K., K.+t), v = 0, 1, 2 ... n - 2, 

und g" geht über in 
• " fl 

.A + ~ tl•r, K•+l YR•+I = A + ~ ~hr,_I K, yR. 
n_ 

= A·+ ~ shg-Ir, V R •. 

2. Demnach erleiden die Indices von g durch die Permu

tation (15) die Permutation 
(h, g-I h). 

Betrachten wir nun irgend eine rationale symmetrische (oder 

auch nur metazyklische) Funktion der. g: 
S(go, gl, · · · ~n-t), 

so erhalten wir, wenn wir die Werte (10) einführen, daraus eine 

rationale Funktion der Radikale 

Diese Funktion ändert sich aber nicht, wenn man einem 

dieser Radikale einen anderen seiner n Werte gibt, und folglich 

muß die Funktion rational von k0, k1, ••• k,._ 2 abhängen. Wegen 

2. ändert sich diese Funktion aber auch nicht, wenn unter den 

k? die zyklische Permutation (k0, k17 ••• , k,._ 2) vorgenommen wird, 

und weil nun die Größen k. die Wurzeln einer zyklischen Glei

chung im Körper ~ sind, so ist die Funktion S(g0, g1 ••• g"_t) 
eine Größe in ~. d. h. rational. Wendet man dies auf die 

Koeffizienten der Gleichung an, deren Wurzeln die Größen (10) 

sind, so folgt, daß diese Größen die Wurzeln einer Gleichung 

n ten Grades in ~ sind. 
Was die Irreduzibilität dieser Gleichung betrifft, so ist darüber 

folgendes zu bemerken : 
"-wenn das Radikal V R 0 nicht rational durch k0 ausdrückbar 

ist, so ist nach § 84 die Funktion 

(17) X"- R0 

im Körper ft(k0), der aus ft durch Adjunktion von k0 entsteht, 

irreduzibel. Nach §90(8) kann man jede derWurzeln g, etwa g0, 

n_ 

rational durch eine der Wurzeln dieser Funktion, fR0, ausdrücken, 

und die übrigen Wurzeln ~ erhält man, wenn man für iiJfo die 

verschiedenen Wurzeln von (17) setzt. Wenn also c!J (~0) = 0 

eine in ~ (ko) rationale Gleichung ist, der eine der Wurzeln S 



§ 92. Realitäts verhält n i sse. 419 

genügt, so folgt aus der Irreduzibilität von (17), daß dieser Glei
chung auch alle anderen ; genügen müssen, und daß folglich 
die Gleichung nten Grades, deren Wurzeln die 6 sind, im 
Körper ~ (k0), und um so mehr also im Körper Sf irreduzibel ist. 

n 

Wenn aber fRo in ~(k0) enthalten ist, so sind auch die 
n_ 

sämtlichen V R. in diesem Körper enthalten, wie aus § 90, (8) 
hervorgeht. Es sind also zunächst alle ; in dem Körper St (k0, E) 

enthalten. 
Durch die Substitution (k0 , k1) geht R, - 1 in R. über, und 

"-- n_ 
folglich yR, _1 in E, V R., wenn e, eine n te Einheitswurzel ist. 
Es ergibt sich aber, wenn man auf die Gleichung § 90 (8) die 
Substitution (k0 , k1) anwendet, 

(18) e, = c~-1 = cf. 
Hier muß nun e0 dem Körper R (k0) angehören, und die 

"-s. = e~'VR. 

gehören gleichfalls dem Körper R (ko) an; zugleich geht s. durch 
die Substitution (k0, ~) in s. + 1 über. 

Die Summe 

A + K 0 80 + K1 S1 + ... ](,_~ 8,_2 

ist daher eine Größe in dem ursprünglichen Rationalitätsbereich ~~ 
und nach (11) ist diese gleich einer der Größen 6. 

Wir können also das Theorem I so umkehren: 

Il. Jede in der Form (9) enthaltene Größe ; ist die 
Wurzel einer Gleichung nten Grades. in R, und 
diese Gleichung ist irreduzibel, wenn nicht eine 
der n konjugierten Größen 6 selbst in St ent
halten ist. 

§ 92. 

Realitätsverhältnisse. 

Wenn der Körper Sf ein reeller ist, so gibt es. wie wir im 
§ 83 gesehen haben, zwei Arten von metazyklischen Gleichungen 
von Primzahlgrad n, solche mit einer reellen und n - 1 imagi
nären Wurzeln und solche mit lauter reellen Wurzeln. Ebenso 
haben wir im § 63 gesehen, daß es zwei Arten von zyklischen 

Zl* 
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Gleichungen eines geraden Grades gibt, nämlich solche mit lauter 
reellen und solche mit lauter imaginären Wurzeln. 

Wenn nun die zyklische Gleichung, deren Wurzeln die Größen 
k0, ku ... kn-2 sind, zur ersten Art gehört, wenn also k0, k1, •.• k .. _ 1 

reell sind, und die Radikale -r0 , -r1 ••• t'n-2 auch reell genommen 
werden, so zeigt die Formel (10) § 91, daß ~0 reell, ~h und g_h 
konjugiert imaginär sind. 

Wenn andererseits die k imaginär sind, so ist nach S. 294 k. 
und k ,._1 konjugiert imaginär, und nach der Formel (8) in 

•+-2-
§ 90 können wir setzen, wenn l/! eine rationale Funktion bedeutet, 

n-1 

oder auch 

n-1 

Weil nun g eine primitive Wurzel von n ist, so ist g-ll- + 1 
durch n teilbar, und die rechte Seite wird daher rational. Be
deutet also 'IJf eine rationale Funktion, so ist 

und diese Formel zeigt, daß 

'IJf (k.) = 'IJf (k .. -1)' •+-2-

also daß 'IJf (k.) reell ist. Daraus folgt, daß 
fl 11-

lil n-l und fR. 
•+ 2--

konjugiert imaginär sind; denn erstens sind ihre nten Potenzen 
konjugiert imaginär, sie selbst also zunächst bis auf eine n te 
Einheitswurzel als Faktor. Da aber ihr Produkt reell ist, so 
muß diese nte Einheitswurzel = 1 sein. Da nun außerdem 

r. == - r ,._1 (mod n) 
•+-2-

ist, so zeigt die Formel (11), daß in diesem Falle die Wurzeln g, 
alle reell sind. 

Damit ist also der Satz für einen reellen Körper 5t bewiesen: 
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Hat die zyklische Gleichung, deren Wurzeln 
die k0 , k1 ... kn- 2 ·sind, reelle Wurzeln, so ist von 
den Wurzeln ~ eine reell, die übrigen imaginär; 
hat diese zyklische Gleichung imaginäre Wur
zeln, so sind alle ~ reell. 

§ 93. 

Metazyklische Gleichungen ftinften Orades. 

Durch die Sätze der vorangehenden Paragraphen sind die 
Wurzeln einer metazyklischen Gleichung von Primzahlgrad in 
eine allgemein gültige Form gebracht, die es gestattet, alle diese 
Größen wirklich zu bilden, wenn man die Kenntnis der Wurzeln 
zyklischer Gleichungen voraussetzt. Ganze Systeme zyklischer 
Gleichungen jeden Grades liefert uns z. B. die Kreisteihmgt>
theorie, deren Wurzeln die Kreisteilungsperioden sind. So können 
wir also beispielsweise für den Körper der rationalen Zahlen 
beliebig viele metazyklische Gleichungen bilden. Ein Satz von 
Kronecker, nach dem die Wurzeln nicht nur aller zyklischen, 
sondern aller A helsehen Gleichungen im absoluten Rationalitäts
bereich durch Kreisteilungszahlen darstellbar sind, lehrt uns, daß 
man auf diesem Wege alle metazyklischen Gleichungen erhalten 
kann. Hier wollen wir als Anwendung und Veranschaulichung 
des Vorhergehenden noch die spezielle Aufgabe behandeln, in 
einem beliebigen Körper R die Wurzeln aller metazyklischen 
Gleichungen fünften Grades zu finden t). 

Dazu ist erforderlich und hinreichend, daß wir die Wurzeln 
k0, k11 k2, k8 einer zyklischen Gleichung vierten Grades allgemein 
bestimmen, und zwar unter der Voraussetzung, daß k0 , k1 , k2 , k8 

untereinander verschieden und keine von ihnen Null sei. 
Als Grundlage dient uns dabei die Funktion 

(1) w = (k0 - k2) (k1 - ks), 

die TOn Null verschieden sein muß, und die für einen reellen 
Körper ~ immer reell ist, da entweder k0, k11 k2, k8 reell sind 
oder k0, k2 und ~, k8 zwei konjugiert imaginäre Paare bilden. 

Bei der zyklischen Permutation (0, 1, 2, 3) ändert w sein 
Vorzeichen. Also ist das Quadrat von w eine zyklische Funktion, 

1) .A. bel, Oeuvres 1881, Vol. II, p. 66; Cay,ley, Coll. papers, Vol. I, p. 132. 
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die nach Voraussetzung bekannt sein soll. Wir setzen daher, 
indem wir durch die kleinen lateinischen Buchstaben a, b, c ... 
Größen in R, also rationale Größen bezeichnen, 

(2) w = 4l'c, 

und bemerken noch, daß jede :Funktion der k, die durch die 
zyklische Permutation (0, 1, 2, 3) ihr Vorzeichen ändert, das 

Produkt einer rationalen Größe mit V c ist. 
Es handelt sich dann nur darum, zyklische Funktionen in 

genügender Anzahl zu bilden, so daß man die vier Größen k0, ~~ 
k2 , k8 daraus berechnen und durch voneinander unabhängige 
rationale Größen algebraisch ausdrücken kann. 

Nun sind zwei weitere zyklische Funktionen 

(k0 - k2) 2 - (k1 - k8) 2 

(ko - k2)2 + (kl - ks)2, (k~ :.:.__ k2) ."(1.:1·-- ka) -·I 

und wir bekommen also, wenn a, h rationale Größen sind, 

(3) 
(k0 - k2) 2 + (k1 - k:1) 2 = 8 b 
(k0 - k2) 2 - (k1 - k8) 2 = 8 a (C. 

Die drei rationalen Größen a, b, c sind aber nicht vonein
ander unabhängig, sondern es besteht nach (2) und (3) zwischen 
ihnen die Relation 

(4) 

(5) 

b2 = c(l + a2). 

Aus (3) ergibt sich ferner: 

ko - k2 =-= :2 V b + a r c 

k1 - k3 = 211 b - 1"0 G 
und zwischen den lleiden Quadratwurzeln besteht die Relation 

(6) Yc=Vb+aVc Vb-ayc. 
Bezeichnen wir ferner mit U und B wieder zwei rationale 

Größen, so ist 

(7) 

also 

(8) 

k0 + k1 + k2 + k8 = 4 C, 
ko - kl + k2 - k3 = 4 B r'C, 

k0 + k2 = 2 ( C + B l-;;), 
kl + ks = 2 ( c- B lc), 

wodurch nar.h (5) folgt: 
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(9) 

l\lctazyklische Gleichungen fünften Grades. 

ko = c + B ,-;: ~ r b --i- II 'c 
k1 -:-::: C - B \7 1 Vb-=_- n l ~ 
k2 = c + n fc -VI: ·- a f;; 
ks = c- n l'c-Vb -- ~~v~ 
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Es ist auch umgekehrt leicht, zu zeigen, Jaß diese Größen 
die Wurzeln einer biquadratischen zyklischen Gleichung sind. 
Denn setzen wir zur Abkürzung 

(10) r=\c, Q=)'h-+avc, Q'=lft,-arc, 
also nach (ß): 

r = QQ', Q2 = b +.ar, Q12 =b-ar, 
so können wir jede rationale Funktion der k0, k1, k2, k3 als lineare 
Funktion mit rationalen Koeffizienten von den sechs Radikalen 

1, r, Q, Q', r Q, q/ 
darstellen. Die zyklische Permutation (k0 , k11 k2 , k8 ) entspricht 
der Vertauschung 

r, Q, Q', 
- r, Q', - Q, 

und wenn man diese Vertauschung wiederholt, so sieht man, 
eaß eine zyklische Funktion der k sich nicht ändern kann, wenn 
in der linearen Darstellung durch diese sechs Größen folgende 
Vertauschungen gemacht werden: 

1, r, !,!, C?' r Q, r C?' 
1, - r, Q', - Q, - I'Q', I'Q 

1, r, - (>, - Q', - r'(J, - r Q1 

I, - r, - Q', Q, rr/', - rQ, 

und wenn man die vier sich so ergebenden Ausdrücke addiert, 
so erhält man für die zyklische Funlrtion der k einen rationalen 
Ausdruck. 

Will man die biquadratische Gleichung bilden, deren Wurzeln 
die k sind, so führt man am besten 1c - C = x als Gnbekannte 
ein. Man bekommt so durch einfache Rechnung die Gleichung 

x4- 2(B2c + b)x2- 41Jacx + B4c2- 2B~bc 

+ b2 - a2c = 0. 
(11) 

Die Darstellung der k durch die :Formeln (9) ist aber noch 
nicht vollständig befriedigend , weil zwischen den darin vor
kommenden rationalen Größen a, b, c noch die Relation ( 4) 
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stattfindet, und wir suchen eine Darstellung durch unabhängige 
Größen. 

Einen besonderen Fall müssen wir zunächst abmachen, nämlich 
b = 0, was a = i zur Folge hat. Dann geben die Formeln (9): 

ko = C + B (C + !_-±:_i rc 
V2 

,- 1-i.
kl = c - B l c + -=-- r c 

V2 

k2 = c + B fC- 1 -t i \i'C' 
)"2 

- 1 - i 4/-
ks = C- B Y c - ---- ~ c, 

V2 
und die biquadratische Gleichung (11) wird 

x'- 2ß2cx2- 4iBcx + B•c2 + c = 0. 

Dieser Fall gehört aber nur dann hierher, wenn i im Körper R 
enthalten ist, also niemals bei reellen Körpern. 

Wenn aber b nicht verschwindet, so führen wir eine neue 
rationale Größe h ein, indem wir 

b = h(1 + a2), c = h2(1 + a2) 

setzen, wodurch dann die Relation (4) identisch befriedigt ist, 
und es geben die Formeln (9), wenn man B h durch B ersetzt, 

(12) 

k0 = C + B \ 1 ~ a2 + l' h (1 + a2 + a f1 + a2) 

k1 = C - B V 1 + a2 + V h ( 1 + a2 - a V 1 + a2) 

k2 = C + B \ ~ - V h (1 + a 2 + a ll + a2) 

k8 == C - B p + lt2 - lh ( 1 + a2 - a ll + a2 ). 

Dieser Ausdruck für k0 hat noch den Vorzug, daß er, wie 
man auch die Vorzeichen der darin vorkommenden Quadrat
wurzeln bestimmen mag, nur vier verschiedene Werte darstellt. 

Bei A bel findet sich für k0 ein etwas anderer Ausdruck, 
nämlich: 

k0 = C + B l1 + e2 + V h ( 1 + e~ + )"1 + e2 ), 

der aus (12) hervorgeht, wenn man a = 1: e setzt und dann B 
und h durch Be und h e2 ersetzt. Der Ausdruck (12) ist also 
insofern allgemeiner, als er auch den besonderen Fall a = 0 



§ 93. Metazyklische Gleichungen fünften Grades. 425 

umfaßt, in dem die biquadratische Gleichung in zwei quadratische 
Gleichungen zerfällt. 

Um nun die Wurzel einer metazyklischen Gleichung fünften 
Grades darzustellen, sind diese Ausdrücke für k0 , k11 k2 , k8 in 
die Formel (9) des § 91 zu substituieren. ~ehmen wir g = 2 
an, so werden die Exponenten r0, r1, r 2, r3 der Reihe nach kon
gruent mit 1, 2, 4, 8, also gleich 1, 2, 4, 3, Wld es ergibt sich, 
wenn, wie in s 90, 

5_ ;,_ 

gesetzt wircl, 
't2=Vk2, 'ts=Yk3 

(13) ~ = A + K 0 't(}r:t'tlrs + K 1 rfrfr} r 0 

+K 342 +L" 34~ ~ 't2 'ta r.o 'tt .us T:a to r:I 't2. 

Die Koeffizienten in diesem Ausdruck, K0 , K 1 , K 2 , K 8 sind 
rationale Funktionen der k0 , k11 k2 , k8 , die durch zyklische Per
mutation der k selbst zyklisch permutiert werden. ~ach A bel ist 

K 0 = A 1 + A 2 k0 + A 8 k2 + A 4 k0 k2 

zu setzen, worin A1 , A2 , A 8 , A4 rational sind, und dieselben 
Ausdrücke legt auch Cay ley zugrunde. Diese Annahme ist aber 
nicht allgemein genug, weil zwischen k0 k2 , k0 und k2 eine aus 
(12) leicht abzuleitende lineare Relation besteht. Am einfachsten 
drückt man die k durch die drei Radikale 

aus. 

r = y~, Q = \th(l + a 2 + afl + a2) 

Q' = Vh(1 + a2- ap + a2), Q!/ = hr 

)[an kann das Hadikal f!' linear ausdrücken durch Yf! und Q, 

wie man aus der Formel 

hrsQ' = rQ f!'2 

ersieht, wenn man rechts für f!'2 seinen Ausdruck durch r ein
setzt und bedenkt, daß r2 rational ist. So erhält man, wenn man 
statt der zyklischen Permutation . der k die Vertauschung 

( r, (1, "') 
- r, f!', - Q 

anwendet, und mit A1 , A 2 , A8 , A 4 rationale Größen be
zeichnet: 
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(14) 

Dreizehnter Abschnitt. 

Ko = A1 + A2 r + A 8 ~ + A, r ~ 
K 1 = A 1 - A 2 r + A8 ~'- A,r(/ 
K 2 = A1 + A~ r - A3 ~ - A 4 q> 
Ks = A 1 - A 2r- A 3 ~' + A,r~'· 

§93. 

Diese Größen K 0, K 11 K 2, R8 sind selbst wieder die Wurzeln 
einer zyklischen biquadratischen Gleichung. Sie haben nur 
scheinbar eine allgemeinere Form, als die k; denn setzt man K 0 

in die Form 

Ko = A1 + A2 r + V Q2 (A3 + A, r)2, 

so erkennt man die Form von k0 in (9) wieder, natürlich mit 
veränderten a, b, c. 



Yierzehntcr Abschnitt. 

Zahlen und Funktionale eines algebraischen 
Körpers. 

§ 94. 

Oanze algebraische Zahlen. 

Eine algebraische Gleichung 

(1) 1/(x) = xm + A1 xm-l -'- · · · -L .Am-l:r + Am = O, 

deren Koeffizienten A1 , A 2 , ••• .Am rationale Zahlen sind, nennen 
wir eine rationale Gleichung. Sie hat, wie wir früher nach
gewiesen haben, immer m oder weniger, aber immer wenigstens 
eine Wurzel. 

In den folgenden Betrachtungen soll es sich nicht um die 
numerischen Werte der Wurzeln handeln, sondern um die arith
metischen Gesetze, denen diese Zahlen unterworfen sind, die 
sich aus der Definition selbst und nicht aus den numerischen 
Werten ableiten lassen. 'Wir stellen also jetzt folgende Definition 
an die Spitze: 

1. Eine Zahl @, die einer rationalen Gleichung 

F(B) ~ 0 

genügt, heißt eine algebraische Zahl. 

Jede algebraische Gleichung mit rationalen Koeffizienten 
liefert uns solche algebraische Zahlen, die sich also in beliebiger 
Menge angeben lassen. 

Eine algebraische Zahl genügt nicht nur einer, sondern un
endlich vielen rationalen Gleichungen; denn multipliziert man 
zwei beliebige Funktionen von der Form 1/(x) miteinander, so 
erhält man eine .Funktion derselben Form, die für x = @ ver
schwindet, wenn einer der Faktoren diese Eigenschaft hat. 
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Unter allen rationalen Gleichungen, denen eine alsebraische 
Zahl genügt, ist eine von möglichst niedrigem Grade, f(®) = 0, 
worin f(x) die Form hat: 

(2) f(x) = xn + a1 xn-l + a2xn-2 +···+an, 
und es kann auch nur eine solche Gleichung geben, wenn wir, 
wie bisher immer, den Koeffizienten der höchsten Potenz von x 
gleich 1 annehmen. 

Denn sind f'(x), f1 (x) zwei Funktionen von der Form (2) 
von gleichem Grade n, so ist f(x)- (1 (x) von niedrigerem als 
dem nten Grade, und wenn sowohl ((®) als {1 (®) verschwindet, 
so verschwindet auch ((®) - (1 (®); wenn also diese Differenz 
nicht identisch verschwindet, so genügt @ einer Gleichung von 
niedrigerem als dem n ten Grade, was gegen die Voraussetzung ist. 

2. Die Funktion f(x) ist im Körper der rationalen 
Zahlen irreduzibel. 

Denn zerfällt f(x) in zwei rationale Faktoren ft (x) und. 
( 2 (x), von denen jeder von niedrigerem (irade ist als f'(x), so 
genügt @ einer der beiden Gleichungen f~ (®) = O, ( 2 (®) = O, 
was unserer Voraussetzung widerspricht. 

S. Ist n der Grad der rationalen Gleichung niedrig
sten Grades, der die Zahl ® genügt, so nennen 
wir e eine algebraische Zahl nten Grades t). 

4. Eine algebraische Zahl (>9 wird eine ganze alge
braische Zahl genannt, wenn sie einer rationalen 
Gleichung 

(~"' + Al @m-l + '" + Am-1@ + Am = 0 

genügt, deren Koeffizienten A11 A2, ... A.,. ganze 
rationale Zahlen sind. 

Wir bemerken, daß es nach dieser Definition ausreicht, um 
eine algebraische Zahl ® als ganz zu charakterisieren, wenn unter 
den unendlich vielen Gleichungen der l•'orm (1), denen @ genügt, 
eine ist, deren Koeffizienten ganze Zahlen sind. 

Die ganzen algebraischen Zahlen umfassen als speziellen 
Fall die gewöhnlichen ganzen Zahlen, die wir zur ünterscheidung 

1) Eine algebraische Zahl kann hiernach durch ein endliches System 
gewöhnlicher ganzer Zahlen vollständig definiert werden und ist nichts 
anderes als ein ~ame für dieses System in Verbindung mit bestimmten 
Rechenvorschriften, die aus der Bucl1stabenrechnung geläufig sind. 
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ganze rationale Zahlen nennen. Die positiven ganzen ratio
nalen Zahlen nennen wir auch, einem verbreiteten Sprach
gebrauche folgend, natürliche Zahlen. 

Unter ganzen Zahlen schlechtweg verstehen wir dann ganze 
algebraische, rationale und irrationale Zahlen. 

5. Eine ganze algebraische Zahl, die zugleich ra
tional ist, ist notwendig eine ganze rationaleZahl. 

Nehmen wir nämlich an, es sei ® = P: Q ein rationaler 
Bruch, und P, Q ganze rationale Zahlen ohne gemeinsamen 
Teiler, etwa Q positiv, so ergibt sich aus (1), wenn x = ® ist: 

pm + ...4.1 pm-1 Q + A2pm-2 Q2 + ... +Am Q"' = O, 

und daraus ist zu ersehen, daß jeder Primteiler von Q in P 
enthalten sein müßte. Es muß also Q = 1 sein, und @ = P 
ist eine ganze rationale Zahl. 

6. Summe, Differenz und Produkt zweier ganzer 
Zahlen sind wieder ganze Zahlen. 

Um diesen Hauptsatz zu beweisen, nehmen wir an, 
a, ß zwei ganze Zahlen, die den Gleichungen 

a.u + a1 W'- 1 + ... + al'_1 a + al' = O, 
ß• + bl ß•-l + ... + b._l ß + b. = 0 

(3) 

genügen und machen eine der drei Annahmen 

m = a + ß, a - ß, a p. 

es seien 

Dann setzen wir p, v = m und bezeichnen die m Größen 

ß r = 0, 1 •.. p, - 1, ar 8 
1 S = 0, 1 ... V- 1 

in irgend einer Reihenfolge mit m11 m2, ••• m"'. 
Dann können die Produkte m m1, m m2, ••• m m". mit Hilfe der 

Gleichungen (3) in die Form gesetzt werden: 

Cl) IDr = Cr,l Cl)l + Cr,2 Cl)2 + • • • + Cr,M m"., 
r = 1, 2, ... m, 

worin die Koeffizienten c,,r ganze rationale Zahlen sind. Wenn man 
aus diesen Gleichungen aber die m11 co2 ... m". eliminiert, so folgt: 

C1, 1 - ID1 C1, 2 • , • C1, m 

c2, 1, c2, 2 - w • • • c2, "' 

Cm,l! Cm,l ••• Cm,m- G:l 

was entwickelt die F'orm erhält: 

= o, 
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ro"' + C1 ro"'- 1 + ··· + C". = O, 
worin die 01, C2, ••• C". gleichfalls ganze rationale Zahlen sind. Dies 
aber zeigt, daß ro eine ganze Zahl ist, wie bewiesen werden sollte. 

7. Ist f(x) eine im Körper der rationalen Zahlen 
irreduzible Funktion, und ist eine Wurzel a von 
f(x) = 0 eine ganze Zahl, so sind alle Wurzeln 
von f(x) ganze Zahlen. 

Denn wenn eine rationale Funktion F(x) für x = a ver
schwindet, so ist F(x) durch f(x) teilbar, und alle Wurzeln von 
f(x) sind zugleich Wurzeln von F(x) (S 53). Wenn nun a eine 
ganze Zahl ist, so gibt es eine Funktion 

l!'(x) =X"'+ A1xm-1 + ... + A". 
mit ganzzahligen Koeffizienten A 1 ••• A"., die für x = a ver
schwindet, und J/(x) verschwindet also auch für alle anderen 
Wurzeln von {(x), die sonach alle ganze Zahlen sind. 

Ist 
f'(x) = xn + a1 x"-1 + .. · + a,., 

so sind die a11 a2, ••• a,. durch Multiplikation und Addition aus 
den Wurzeln von f(x) zusammengesetzt und sind also nach 6. 
ganze rationale Zahlen. Daraus folgt: 

8. Ist f!') eine ganze algebraische Zahl, so hat die 
Gleichung niedrigsten Grades {(®)=0 ganzzahlige 
Koeffizienten. 

Dasselbe ergibt sich auch aus dem Gaußsehen Theorem § 20; 
denn danach kann eine Funktion f(x) mit gebrochenen ratio
nalen Koeffizienten nicht Teiler einer Funktion F(x) mit ganzen 
Koeffizienten sein. 

Wir beweisen noch den Satz: 
9. Jede algebraische Zahl (!') läßt sich durch Multi

plikation mit einer natürlichen Zahl in eine ganze 
algebraische Zahl verwandeln. 

Denn ist 
em + Al em-1 + ... + Am = o, 

und sind A1, ••• Am rationale Zahlen mit dem gemeinsamen Nenner (1, 

so erhält man durch Multiplikation mit a"': 

(a®)"' + A 1 a(a®)m-l + A 2 a2 (aB)m- 2 + ... + A".am = 0, 

woraus hervorgeht, daß a (!<) eine ganze Zahl ist. 
Im §53 haben wir gesehen, wie man aus jeder Wurzel 

@ einer in irgend einem Körper .Q irreduziblen Gleichung n ten 
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Grades ((®) = 0 einen algebraischen Körper !l, (®) über Q ab
leitet. Die aus den n Wurzeln dieser Gleichung abgeleiteten 
n Körper, die auch zum Teil oder alle identisch sein können, 
heißen konjugierte Körper. 

Ein Körper, der mit allen seinen konjugierten Körpern iden
tisch ist, heißt ein Normalkörper oder auch ein Galoisscher 
Körper, weil es das große Verdienst von Galois ist, die volle 
Bedeutung dieses Begriffes erkannt zu haben. 

Bezeichneu wir mit B den Körper der rationalen Zahlen, 
so gibt nach unserer Definition jede algebraische Zahl n ten 
Grades, ®, Anlaß zu einem algebraischen Körper B ( ®) über Jl, 
den wir von jetzt an kurz einen algebraischen Zahlkörper nten 
Grades nennen. Wir haben auch schon früher nachgewiesen 
(§ 54), daß man immer einen algebraischen Zahlkörper 
bestimmen kann, der eine endliche Anzahl beliebig ge
gebener algebraischer Zahlen enthält. 

Dieser Satz wird an dieser Stelle hervorgehoben, um darauf 
hinzuweisen, daß die Allgemeinheit einer Betrachtung über irgend 
eine endliche Anzahl algebraischer Zahlen dadurch nicht beein
trächtigt wird, daß man diese Zahlen alle in einem algebraischen 
Zahlkörper gelegen voraussetzt. 

Jede Zahl ro eines Körpers R(®) kann als ganze Funk
tion rp (®) von ® mit rationalen Koeffizienten dargestellt werden, 
und jeder Zahl ro entspricht in jedem der n konjugierten Körper 
eine bestimmte Zahl. Diese konjugierten Zahlen können zum 
Teil einander gleich sein, und wir haben danach primitive und 
imprimitive Zahlen des Körpers unterschieden. Jede primitive 
Zahl kann ebenso wie ® selbst zur Definition des Körpers ver
wandt werden. Bei einer imprimitiven Zahl zerfallen die kon
jugierten Zahlen in Systeme von gleich vielen untereinander 
gleichen (§ 55). 

Eine symmetrische Funktion der konjugierten Zahlen ist eine 
rationale Zahl. Cnter diesen symmetrischen Funktionen sind zwei 
von besonderer Wichtigkeit, die Summe und das Produkt, von 
denen die erste die Spur, die zweite die Norm von ro genannt 
wird. :Man bezeichnet diese beiden Zahlen durch S ( ro) und N ( ro ). 

Hierbei werden, wenn unter den konjugierten Zahlen dieselben 
Zahlen mehrfach vorkommen, diese gleichen Zahlen so oft in die 
Summe oder das Produkt aufgenommen, als der Grad ihrer Häufig
keit angibt. 
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Da sich in jedem solchen Zahlkörper die vier fundamentalen 
Rechenoperationen ebenso wie im Körper der rationalen Zahlen 
ausführen lassen, so kann man auch die :Frage aufwerfen, inwie
weit sich die aus der Theorie der rationalen Zahlen bekannten 
arithmetischen Grundgesetze in einem beliebigen algebraischen 
Zahlkörper bewähren. Es handelt sich hierbei in erster Linie 
um die Zerlegung der ganzen Zahlen in ihre Primfaktoren. 

Da diese Zerlegung mit den Zahlen des algebraischen Kör
pers selbst im allgemeinen nicht gelingt, so ist eine Erweiterung 
des Rechenmateriales nötig, um die einfachen Gesetze wieder 
herzustellen, und eine solche Erweiterung ist in verschiedenem 
Sinne möglich. Es müssen sich aber diese verschiedenen Er
weiterungen aufeinander zurückführen oder, genauer gesagt, in 
eine eindeutige Beziehung zueinander setzen lassen. 

Kummer hat zuerst für die aus Einheitswurzeln gebildeten 
algebraischen Zahlen (die Kreisteilungszahlen) das große Pro
blem durch die Schöpfung der idealen Zahlen 1) gelöst. Eine 
andere ganz allgemeine, keiner Ausnahme unterworfene Lösung 
hat die Aufgabe durch Dedekind gefunden, der als die ein
fachsten Elemente der Rechnung die von ihm so genannten 
Ideale 2) betrachtet. Einen davon verschiedenen Weg hat Kron
ecker B) eingeschlagen. 

1) Kummer, Disq. de numeris complexis etc. Vratisl. 1844. Theorie der 
idealen Primfaktoren der komplexen Zahlen usw. Crelles Journal, Bd. 35, 
1846; Bd. 40, 1850. Abhandlungen der Berliner Akademie i856. Bur Ja 
theorie des nombres complexes composes de racines de l'unite et de nombres 
entiers. Liou villes Journal, Bd. 16, 1851. 

2) Dedekind, in dem letzten Supplement der 2., 3. und 4. Auflage 
von Dirichlets Vorlesungen über Zahlentheorie (Braunschweig 1871, 1879, 
1894). Zu vergleichen ist auch: Sur la theorie des nombres entiers alge· 
briques im Bulletin von Darboux und Hoüel (1ere ser. XI, 1877). Über 
den Zusammenhang zwischen der Theorie der Ideale und der höheren Kon· 
gruenzen (Abhandlungen d. Ges. d. Wissensch. in Göttingen, Bd. 23, 1878). 
Über die Diskriminanten endlicher Körper (ebenda Bd. 29, 1882). Über die 
Anzahl der Idealklassen in den verschiedenen Ordnungen eines endlichen 
Körpers, }'estscbrift zur Säkularfeier des Geburtstages von Gauß (Braun
schweig 1877). .zur Theorie der Ideale" und • Über die Begründung der Ideal· 
theorie" (Nachrichten d. Ges. d. Wissensch. in Göttingen 1894, 1895). Hierher 
gehören auch die Abhandlungen von Hilbert, .Über die Zerlegung der 
Ideale usw. •, Mathem. Annalen, Bd. 44, 1893. "Grundzüge einer Theorie 
der Galoisschen Zahlkörper" ( Göttinger Nachrichten 1894). Die Theorie der 
algebraischen Zahlkörper (Bericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 
1897). H urwi tz , .zur Theorie der Ideale". • Über einen Fundamental· 
satz usw.• (Göttinger Nachrichten 1894, 1895). 

8 ) Kronecker, Grundzüge einer arithmetischen Theorie der alge· 
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Die Theorie von Dedekind ist von ihrem Begründer um
fassend und in stets wachsender Einfachheit und Vollkommen
heit dargestellt in dem letzten Supplement der drei neuesten Auf
lagen von Dirichlets Vorlesungen über Zahlentheorie. 

Die Theorie Kroneckers ist erst im Jahre 1882 durch die 
Festschrift zu Kummers Jubiläum dem weiteren Kreise der 
Mathematiker bekannt geworden. 

Auf einem neuen Wege hat Hensel die Theorie der alge
braischen Zahlen begründet, der überraschend schnell zu einigen 
der wichtigsten Sätze, namentlich in bezug auf die Diskriminanten, 
führt, die sonst nur auf längeren Umwegen zu beweisen waren. 
Hensel bedient sich einer Art Heihenentwickelungen der alge
braischen Zahlen, deren zu jeder natürlichen Primzahl eine 
gewisse Anzahl gehören. Hierdurch wird die Theorie der alge
braischen Zahlen in schöne Übereinstimmung mit der von Rie
mann und W eierstraß ausgebildeten Theorie der algebraischen 
Funktionen gesetzt. 

§ 95. 

Oanze Funktionen in einem algebraischen Körper. 

Wir haben schon mehrfach Gelegenheit gehabt, ganze Funk
tionen einer beliebigen Anzahl von unabhängigen Veränderlichen 
einzuführen, und haben auch (im § 20) den Fall erörtert, daß 
die Koeffizienten einem bestimmten Körper .Q angehören. Wir 
machen jetzt die Annahme, daß dieser Körper ein algebraischer 
Zahlkörper sei und betrachten also Ausdrücke rp (x, y, z ... ), 
die als eine Summe von Gliedern der Form 

uxryszt •.• 

dargestellt sind, worin die Exponenten r, s, t . . . positive oder 
wenigstens nicht negative ganze Zahlen sind, während die Koeffi
zienten t1. Zahlen in .Q bedeuten. Einen solchen Ausdruck 
(1) rp(x, y, z, ... ) = :Erx.xry•zt ... 
nennen wir eine ganze .Funktion in .Q. Wir nehmen den Aus
druck immer so geordnet und zusammengofaßt an, daß -dieselbe 

braischen Größen, Festschrift zu Kummers 50 jährigem Doktorjubilii.um. 
Berlin 1882. (Auch in Bd. 92 von Crelles Journal.) Zu erwähnen sind 
hier noch die Arbeiten von Hensel in den Bänden 101, lOS, 105, 111, 113 
des Crelle sehen Journals und dessen Buch • Theorie der algebraischen 
Zahlen", Leipzig und Berlin 1908, bei Teubner. 

Weber, Algebra. (Kl. Ausg.l 28 
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Kombination der Exponenten r, s, t, ... nicht zweimal darin vor
kommt, und nennen zwei solche Ausdrücke nur dann einander 
gleich, wenn sie dieselben Produkte x" y• zt ... , mit denselben 
Koeffizienten behaftet, enthalten. Eine ganze Funktion wird 
dann und nur dann gleich :Null gesetzt, wenn alle ihre 
Koeffizienten Null sind. 

Mehrere ganze :Funktionen geben durch Addition, Subtraktion 
und Multiplikation immer wieder ganze Funktionen. Nach § 14 
kann man für die Variablen x; y, z, . . . solche rationale Zahl
werte setzen, daß eine oder eine beliebige Anzahl von gegebenen, 
von Null verschiedenen ganzen Funktionen in ,Q nicht ver
schwindende Zahlwerte (in .Q) erhalten. Daraus ergibt sich, daß 
ein Produkt mehrerer ganzer Funktionen nur dann ver
schwindet, wenn einer seiner Faktoren verschwindet. 

Die Summer+ s + t + · · · der Exponenten in einem Gliede 
des Ausdruckes (1) heißt der Grad dieses Gliedes, und der 
größte Wert, den der Grad eines Gliedes in f/J annimmt, heißt 
der Grad der Funktion f/J· 

Der Grad eines Produktes aus zweien oder mehreren ganzen 
Funktionen ist gleich der Summe der Grade der einzelnen 
Faktoren. 

Denn faßt man in jedem der Faktoren die Summe der Glieder 
höchsten Grades zu einer homogenen Funktion zusammen, so 
erhält man die Glieder höchsten Grades des Produktes, wenn 
ma.n alle diese homogenen Funktionen miteinander multipliziert. 
Das Produkt dieser .homogenen Funktionen kann nach dem oben 
Bemerkten nicht verschwinden, wenn keiner der Faktoren ver
schwindet, und sein Grad ist gleich der Summe der Grade der 
einzelnen Faktoren. 

Die Zahlen des Körpers .Q sind unter den Funktionen mit 
enthalten. Man erhält sie, wenn man entweder den Grad oder 
die Anzahl der Variablen auf Null heruntersinken läßt. 

Als spezielle Fälle sind unter den ganzen Funktionen in .Q 
auch die ganzen Funktionen im Körper der ration·alen 
Zahlen B enthalten: 

(2) IP(x, y, e ... ) = Efi.X"y•zt ... , 

worin die Koeffizienten a rationale Zahlen sind. 
Wenn diese Koeffizienten ganze Zahlen ohne gemein

samen Teiler sind. so heißt die Funktion eine ursprüngliche 
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oder primitive. Ist m der größte gemeinschaftliche Teiler der 
Zahlen a, so heißt m auch der Teiler der Funktion 0. Nach 
§ 20 gilt der Satz: 

Der Teiler eines Produktes von zwei oder mehr 
ganzen Funktionen «P ist gleich dem Produkt der 
Teiler der einzelnen Faktoren und das Produkt 
von primitiven .Funktionen ist wieder eine primi
tive Funktion. 

Die ganzen Funktionen in einem algebraischen Zahlkörper ~ 
hängen außer von den Vatiahlen von einer algebraischen Zahl @ 

ab, enthalten aber sonst nur rationale Zahlenkoeffizienten. Be
zeichnen wir eine solche .Funktion mit g; (®, x, y, z ... ), so erhalten 
wir die konjugierten Funktionen g;, g;1,.q." .•• oder 
(3) g; (®, x, y, z ... ), g; (®ll x, y, z ... ), g; (®2, x, y, s ... ), ... 
wenn wir für @ die sämtlichen Wurzeln der irreduziblen Glei
chung f(x) = 0 ls 94, (2)] einsetzen. Diese konjugierten Funk
tionen können auch zum Teil einander gleich sein. 

Sie sind alle einander gleich, wenn g; eine Funktion in R 
ist, und es ist umgekehrt g; eine J<'unktion in R, wenn die kon
jugierten Funktionen alle einander gleich sind; denn es ist dann, 
wenn wir unter S ( g;) die Summe der konjugierten Funktionen 
(die Spur) verstehen, 

ng; = S(g;), 
und S ( g;) ist eine ganze J<'unktion, deren Koeffizienten symme
trische Funktionen der n Wurzeln ®, d. h. rationale Zahlen, sind. 

Zu den ganzen Funktionen in R gehört auch die Norm 
von g;, d. h. das Produkt 
{4) ll(g;) = g;g;l f/J2 ... , 

denn alle Koeffizienten dieser Funktion sind symmetrische Funk
tionen der C&. 

§ 96. 

Funktionale. 
Die Variablen, die in der Theorie der algebraischen Zahlen 

verwendet werden, haben nicht die Bedeutung von Zeichen für 
veränderliche Zahlenreihen, wie man es aus der Funktionen
theolie gewöhnt ist, sondern sie sind lediglich Rechnungssymbole 
ohne eine selbständige Bedeutung. Bei den Funktionen dieser 
Y a.riablen kommt es eigentlich nur auf die Koeffizientensysteme 

28* 



436 Vierzehnter Abschnitt. §96. 

an, und die Variablen werden nur dazu benutzt, um die be
kannten und geläufigen Regeln der Buchstabenrechnung auf diese 
Koeffizientensysteme anzuwenden. Es ist damit freilich nicht 
ausgeschlossen, daß gelegentlich auch die Zahlen betrachtet 
werden, die man erhält, wenn man die Variablen durch gewisse 
Zahlen, z. B. durch rationale Zahlen, ersetzt. 

Demnach führen wir in unsere Betrachtungen sowohl 
ganze als gebrochene Funktionen von beliebig vielen 
Veränderlichen ein, deren Koeffizienten Zahlen eines 
algebraischen Körpers ~ sind, und setzen fest, daß mit 
diesen :Funktionen so gerechnet wird, wie es die Buch
stabenrechnung vorschreibt. 

Jede solche Funktion ro kann als Quotient zweier ganzer 
Funktionen in ~. 

(1) 

dargestellt werden, wobei tjJ immer von Null verschieden an
genommen werden muß. Zwei solche Funktionen heißen nur dann 
einander gleich: 

cp - CfJt 
tiJ - tPt 1 

wenn cp ljJ1 = cp1 t/J ist. Haben die beiden Funktionen cp, t/J keinen 
gemeinsamen Teiler, so heißt cp: 1)J ein irreduzibler Bruch. 
Unter den verschiedenen Darstellungen einer Funktion ro gibt 
es eine durch einen irreduziblen Bruch, und diese wollen wir 
die einfachste Darstellung nennen. In ihr sind Zähler und 
Nenner bis auf einen gemeinsamen Faktor, der eine beliebige 
Zahl in ~ sein kann, durch ro selbst völlig bestimmt. 

Eine solche Funktion ro wollen wir ein Funktional des 
Körpers a nennen. Als spezielle Fälle sind darunter die 
ganzen Funktionen und die Zahlen selbst enthalten. Bei den 
Zahlen ist jede Darstellung als Quotient zweierZahlen in a als 
einfachste Darstellung zu betrachten. 

Auf die Funktionale lassen sich die vier Grundrechnungs
arten in demselben Umfange anwenden, wie auf die Zahlen, und 
der Inbegriff aller Funktionale des Körpers a ist daher gleichfalls 
ein Körper, den wir mit a bezeichnen und den Funktion a I
körper von a nennen wollen. 

Der Funktionalkörper ~ enthält den Zahlkörper ~ als Teiler. 
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Ein Funktional, dessen Koeffizienten rationale Zahlen sind, 
heißt ein rationales Funktional. Der Inbegriff aller ratio
nalen Funktionale ist der Funktionalkörper R des Körpers R 
der rationalen Zahlen, und der Körper R ist in jedem alge
braischen Funktionalkörper .S~ enthalten. 

Jedes rationale Funktional A kann als Quotient zweier 
ganzer Funktionen in R dargestellt werden, denen man auch 
ganzzahlige Koeffizienten· geben kann, indem man Zähler und 
Nenner mit dem Hauptnenner aller Koeffizienten multipliziert. 
Sind in dieser Darstellung Zähler und Nenner imprimitiv, so 
kann man den Teiler herausnehmen und erhält eine Darstellung 
in der Form 

(2) A E;(x,y,z ... ) E; E -a-----a--a - E2 (x,y,z ... )- _t,2 - ' 

in der a eine positive, ganze oder gebrochene, rationale Zahl 
ist, während E 1 , E 2 primitive Funktionen in R sind. Hieraus 
folgt: 

1. Man kann jedes rationale Funktional durch ~ulti
plikation mit einer primitiven Funktion in R in 
eine ganze Funktion in B verwandeln, und meh
rere rationale Funktionale lassen sich als Brüche 
darstellen, deren gemeinsamer Nenner eine pri
mitive Funktion ist. 

Die positive Zahl a und der Quotient E 1 : E 2 sind durch A 
vollständig bestimmt. Denn setzen wir a in die Form eines 
rationaler. Bruches q1 : q2 und nehmen an, es se1 

qt Et q~ Ei 
q2 E, = q2 Ei' 

so folgt: 
q1 q2 E 1 E~ = q2 qi E2 E{. 

Hier haben wir also zwei ganze Funktionen in R mit ganz
zahligen Koeffizienten, die einander gleich sind und deren Teiler, 
da E 1 E;. und E, E{ primitive Funktionen sind 1 q1 q2 oder q2 qi 
ist. .Folglich ist q1 q2 = q2 q1, und daher auch 

qt q~ E 1 E{ 
lf2 - q2 ' E2 = E~ • 

2. Wir nennen die positive rationale Zahl a den 
absoluten Wert des Funktionals A. 
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In dem Falle, daß A selbst eine Zahl ist, ist a der absolute 
Wert von A in dem gewöhnlichen Sinne dieses Wortes, und E 
ist = + 1 oder = - l zu setzen, je nachdem A positiv oder 
negativ ist. Es ist also E in diesem Falle nichts weiter als das 
Y orzeichen von A. In der weitgehenden Verallgemeinerung dieser 
elementaren Begriffe liegt das Befremdende, was unsere Definition 
dem ersten Blick bietet. Sie wird sich aber in der Folge als 
durchaus sachgemäß und nützlich erweisen. 

Aus § 95 ergibt sich der Satz: 

3. Der absolute Wert eines Produktes zweier oder 
mehrerer rationaler Funktionale ist gleich dem 
Produkte der absoluten Werte der .Faktoren. 

Ist w ein Funktional des Körpers a, so ist N ( w) ein ratio
nales Funktional, und die ~orm eines Produktes oder eines 
Quotienten zweier Funktionale ist gleich dem Produkte 
oder dem Quotienten der Normen der Bestandteile. 

(3) 

4. Wir nennen den absoluten Wert des rationalen 
Funktionals N(w) die absolute Norm N,.(w) von 
w und setzen 

1\'(w) = N.(w) E(w). 

Sa ( w) ist immer eine positive rationale Zahl, und E ( w) ist 
der {~uotient zweier primitiver ganzer Funktionen. Aus 3. folgt, 
wenn a, ß zwei Funktionale in .Q sind, die Formel 

(4) .Sa(aß) = Na(tx) .Na(ß), 
oder der Satz: 

5. Die absolute ~ orm eines Produktes von Funk
tionalen in .$~ ist gleich dem Produkte der abso
luten ~ormen der Faktoren. 

Wenn wir alle Koeffizienten eines Funktionals in .$~ durch 
die entsprechenden Zahlen eines zu .$~ konjugierten Körpers .Q1 

ersetzen, so erhalten wir ein konjugiertes Funktional. Der 
gesamte .Funktionalkörper .$~ geht dadurch in einen konju
gierten Funktionalkörper ~ über. Da jede Gleichung 
zwischen Funktionalen des Körpers U, im Grunde nur die Zu
sammenfassung einer Reihe von Gleichungen zwischen Zahlen 
des Körpers .Q ist, so haben wir den Satz: 

ti .• Jede Gleichung zwischen Funktionalen des Kör
pers U. bleibt richtig, wenn für alle Funktionale 
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die entsprechenden Elemente eines konjugierten 
Körpers a 1 gesetzt werden. 

Bedeutet t eine in w nicht vorkommende Variable, so hat 
die Norm N{t- w) die Form 

{5) fP{t) = tn + A 1 tn-l + A2 tn- 2 + ... +An, 
worin die Koeffizienten A; rationale Funktionale sind, und diese 
:Funktion fP (t) verschwindet, wenn w für t gesetzt wird. Es gibt 
aber nicht bloß eine solche Funktion fP (t), die für t = w ver
schwindet, sondern beliebig viele, da man jedes fP (t) mit einer 
beliebigen Funktion der gleichen Form multiplizieren kann. Auch 
kann es vorkommen, daß schon ein Produkt von weniger als n Fak
toren von 11' (t - w) rationale Koeffizienten erhält, woraus Funk
tionen fP (t) von niedrigerem als dem nten Grade entspringen, 
die für t = w verschwinden. Daraus folgt: 

7. Es gibt für jedes Funktional ID des Körpers a 
unendlich viele Funktionen fP(t), die für t = w 
verschwinden, in denen die höchste Potenz von t 
den Koeffizjenten 1 hat, und deren übrige Koeffi
zienten in 1t enthalten sind. 

Wir sagen dann, w ist eine Wurzel der Gleiehung 

tP(t) = 0. 

Unter den verschiedenen Funktionen fP (t), deren Existenz 
im Satze 7. ausgesprochen ist, gibt es eine und nur eine F(t) 
von möglichst niedrigem Grade. Denn existieren zwei solche 
:Funktionen F(t) und 1; (t) von gleichem Grade m, so ist die 
Differenz E (t) - F 1 (t) in bezug auf t höchstens vom Grade 
m - 1 und verschwindet für t = w.. Dividiert man durch den 
Koeffizienten der höchsten Potenz von t, so erhält man eine 
Funktion fP (t) von niedrigerem Grade als l!'(t), die nach der 
Voraussetzung über F(t) nicht existiert. 

Die Funktion E' (t) kann im Körper R nicht in Faktoren 
zerlegt werden, die ganze Funktionen von t sind. Denn zerfiele 
sie in mehrere Faktoren derselben Form 1!1 (t), l!~ (t), so müßte 
einer dieser Faktoren, die doch alle von niedrigerem Grade als 
:F (t) selbst sind, für t = w verschwinden, entgegen unserer Vor
aussetzung. 

Jede Funktion fP (t) des Satzes 7. ist durch diese irre
duzible Funktion F (t) teilbar, so daß der Quotient fP (t): F (t) 
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eine ganze Funktion von t in R ist, in der die höchste Potrnz 
von t den Koeffizienten 1 hat. 

Unter den Funktionen t1l (t) findet sich, wie schon bemerkt, 
auch die Norm N(t- ro), und folglich ist N(t- ro) durch E'(t) 
teilbar. Sind beide Funktionen von gleichem Grade, so ist 
N(t- ro) = F(t). Ist aber der Grad von F(t) niedriger als n, 
so verschwindet der Quotient N (t - ro) : l!'(t) wenigstens noch 
für eines der mit ro konjugierten Funktionale, und folglich für 
alle; folglich auch für t = ro, und daher ist dieser Quotient 
nochmals durch l!'(t), d. h. N(t- ro) ist durch F(t)2 teilbar. 
Durch Fortsetzung dieses Schlußverfahrens erkennt man, daß 
R(t- ro) eine Potenz von F(t) sein muß, und daß folglich der 
Grad von l! (t) ein Teiler von n ist. 

Wir fassen dies noch in dem Satze zusammen: 

8. Jedes Fun'ktional in .Q. ist die Wurzel einer und 
nur einer irreduziblen Gleichung F(t) = 0 in R, 
und N (t- ro) ist eine Potenz von F(t). 

§ 97. 

Oanze Funktionale. 

1. Definition: Ein rationales Funktional soll ganz 
genannt werden, wenn sein absoluter Wert eine 
ganze Zahl iat. 

Ein ganzes rationales Funktional ist also nach dieser Defini
tion keineswegs notwendig eine ganze Funktion der Variablen. 
Aus der Definition ergibt sich zunächst, daß die Summe, die 
Differenz und das Produkt von zwei und folglich auch von be
liebig vielen ganzen rationalen Funktionalen wieder ganz sind. 
Für das Produkt ist dies eine unmittelbare Folge des Satzes 
§ 96, 3. Um aber den Beweis für die Summe und die Differenz 
zu führen, stellen wir zwei ganze rationale Funktionale A 1 , A 2 

so durch gebrochene Funktionen dar, daß sie eine primitive 
Funktion als gemeinschaftlichen Nenner erhalten: 

Dann ist 
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da nun a1, a2 ganze Zahlen sind, so ist der Teiler der ganzen 
:Funktion a1 E1 ± a2 E2 der absolute Wert von .A.1 + .A2• Dieser 
ist eine ganze Zahl, also A1 ± .A.2 ein ganzes Funktional. 

Für konstante rationale Funktionale, d. h. für rationale 
Zahlen, gibt die Definition 1. die ganzen rationalen Zahlen. 

Wir stellen ferner, ebenso wie im § 94 für die Zahlen, 
folgende Definition der ganzen Funktionale des Körpers .Q auf: 

2. Definition: Ein Funktional w aus .5~ heißt ganz, 
wenn es die Wurzel einer Gleichung 

41 (t) = tm + .A1 tm-l + .A.2 tm-2 + • • • + Am = 0 

ist, in der die Koeffizienten Au A 2, • •• A". ganze 
rationale Funktionale sind. 

Funktionale, die nicht zu den ganzen gehören, werden wir 
gelegentlich auch der Kürze wegen als gebrochene Funktionale 
bezeichnen. 

Zur Rechtfertigung dieser Definition beweisen wir zunächst 
den Satz: 

3. Istwein ganzes Funktional nach der Definition 2. 
und zugleich rational, so ist es ein ganzes ratio
nales Funktional (nach der Definition 1.). 

Angenommen, es sei w ein gebrochenes rationales Funktional, 
und daher der absolute Wert von w ein rationaler Bruch p : q, 
worin p und q ganze rationale Zahlen ohne gemeinsamen Teiler 
sind, dann ist q w ein ganzes rationales Funktional, dessen abso
luter Wert = p, also relativ prim zu q ist. Wenn aber anderer
seits w zugleich ganz im Sinne der Definition 2. ist, so können wir 

w"' =- (Atwm-1 + A2wm-2 + ·~·) 
setzen, woraus 

(qw)"' =- q[A1 (qw)m-t + A 2q(qw)m-2 + ···] 
folgt. 

Hieraus aber ergibt sich, daß der absolute Wert p'"' von 
(q w )"' durch q teilbar sein muß, was nur möglich ist, wenn 
q = 1 ist. Die Definition 1. ist also in der Definition 2. als 
Spezialfall enthalten. 

Ist 
f!J(t) = tm + Attm-t + A2tm-2 + ... + A". 

eine Funktion von t, in der die Koeffizienten A1, A2, ••• A". ge
brochene rationale Funktionale mit den Variablen x, y .•• , aber 
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von der Variablen t frei sind, so kann man eine :Funktion 
aE(x, y, ... ) bestimmen, in der a den Hauptnenner der absoluten 
Werte von A 11 A 2 ••• und E(x, y ... ) eine primitive ganze Funk
tion bedeutet, so daß 

(1) aE(x, !f .. . ) <P(t) = J>(t, x, y .. . ) 

selbst eine primitive ganze Funktion ist (§ 96, 1.). 
Zerfällt <P (t) in zwei .Faktoren <P1 (t), <P2 (t) in R, ist also 

<P (t) == <P1 (t) <P2 (t), 

so bestimme man hiernach für die beiden Funktionen 11>1, <P~ die 
Faktoren -a1 E1, a2 E~, so daß 

al}.l<Pl = Pl, a2E2<P2 = P2 

primitive J<'unktionen werden, und dann ist auch 

(2) a1 a2 El E2 <P = P1 P2 

eine primitive Funktion. Aus (1) und (:.!) folgt: 

(3) a 1 a2 E1 E2 P = aEP1 P 2 , 

und mithin 
(4) a = a1 a2• 

Wenn also a = 1 ist, so müssen die natürlichen Zahlen a1 , a2 

auch = 1 sein, und wir haben den Satz: 

4. Ist ro ein ganzes Funktional in S~ und <P(t) eine 
Funktion von t mit ganzen Koeffizienten in R, 
die für t = ro verschwindet, so hat auch jeder 
rationale Teiler von <P (t) ganze Koeffizienten 
in R; insbesondere hat die irreduzible Funktion 
:F(t), von der ro nach § 96, 8. eine Wurzel ist, 
ganze .rationale Funktionale zu Koeffizienten. 

Wenn ein Funktional ro nicht ganz ist, so genügt es einer 
Gleichung 

<P(ro) = ro"' + A1 ro"'- 1 + A 2 ro"'- 2 + ... + A", = O, 
worin die Koeffizienten A 11 A2, ... A,.. zwar rationale, aber nicht 
ganze Funktionale sind. Ist a der Hauptnenner der absoluten 
Werte von Au A2, ... Am, so sind aA11 aA2, ... aA,.. ganze Funk
tionale. Nun ist 

a"'<P (ro) = (a ro)m + a A1 (a ro)"'- 1 + a2A 2 (a ro)m-2 + ... 
+ a"'A". = 0, 

und a ro ist daher ein ganzes Funktional. Daraus folgt: 
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5. Jedes Funktional ro des Körpers ,Q, läßt sich durch 
Multiplikation mit einer ganzen rationalen Zahl 
in ein ganzes Funktional verwandeln, und daher 
kann man jedes Funktionalro als Quotientenzweier 
ganzer Funktionale darstellen. Diese Darstellung 
ist auf unendlich viele verschiedene Arten mög
lich, unter anderem so, daß der Nenner eine 
natürliche Zahl ist. 

6. Ist ro ein Funktional in ,Q, und gibt es m Größen 
ro11 ro21 ••• rom, die nicht alle verschwinden, von der 
Art, daß die m Produkte roroi für i = 1, 2 ... m in 
die Form gesetzt werden können: 

(5) roro; = A1,>"ro1 + A2,iro2 + ... + Am,irom, 
worin die m11 Symbole Ak,i ganze rationale Funk
tionale sind, so ist ro ein ganzes Funktional. 

Hierin ist m irgend eine ganze natürliche Zahl. Die ro; sind 
in der Anwendung immer Zahlen oder Funktionale in ,Q,, jedoch 
ist für die Gültigkeit des Satzes nur die Ausführbarkeit der in 
(ö) angedeuteten Multiplikation wesentlich. 

Der Satz ist eine einfache Folge der Definition der ganzen 
Funktionale; denn da die ro; nicht alle verschwinden, so muß 
nach dem Determinantensatze 

A1,1 - ro, A2,1 ... Am,l 

(6) 
.A1,2, A2,2 - ro ... Am,ll 

=0 

••• Am,m- llJ 

sein. Durch Ordnen nach Potenzen von ro ergibt sich hieraus eine 
Gleichung: 

(7) rom + A1 rom-l +"'+Am= O, 
worin die Koeffizienten A1 , A 11 • • • durch Addition und Multi
plikation aus den A;, 1c zusammengesetzt sind und daher selbst 
ganze rationale Funktionale sind; demnach ist auch ro ein ganzes 
Funktional. 

Für den letzten Koeffizienten Am in der Gleichung (7) er
halten wir den Ausdruck: 

(8) (-l)mAm = .E ± A1,1A2,2 ... Am, ... , 
und diese Determinante ist also gleich dem Produkte 
der sämtlichen Wurzeln der Gleichung (6) oder (7). 
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Der Satz 6. ist wichtig als Kennzeichen für ganze Funk
tionale; er dient uns hier zum Beweise des folgenden Satzes: 

7. Ist tJf(x, y ••• ) eine ganze Funktion, deren Koeffi
zienten ganze rationale Zahlen oder Funktionale, 
aber frei von den Variablen x, y ... sind, sind 
ferner a, ß ... ganze Funktionale in a, so ist 

(9) ro = tJI(rx, ß ... ) 
auch ein ganzes Funktional. 

Es seien nämlich f.L, v . . . die Grade der ganzzahligen Glei
chungen, denen (nach 2.) die Funktionale rx, ß ... ge;nügen, und 
m = f.L v . . . Wir verstehen unter ro11 ro2, ••• Wm die m Größen 

arß• ... ; r=0,1 ... [.L-1; s=0,1 ... v-1; ... 

Dann können mit Hilfe der Gleichungen f.L ten, vten ... Grades, 
denen die Zahlen rx, ß ... genügen, alle Produkte ur ß• .. . , in 
denen einer der Exponenten r, s ... größer als f.L- 1, v- 1 ... ist, 
linear in der Form (5) durch ro1, ro2, ••• w ... ausgedrückt werden, 
und dasselbe gilt daher auch von jedem Funktional ro der 
Form (9), und folglich auch von den Produkten roro1 , roro2, ... 

roro".. Daraus folgt nach 6., daß ro ganz ist, wie wir beweisen 
wollten. 

Als speziellen Fall des Satzes 7., aus dem übrigens der all
gemeine Satz leicht wieder gefolgert werden kann, heben wir 
hervor: 

8. Durch Addition, Subtraktion und Multiplikation 
ganzer :Funktionale entstehen immer wieder ganze 
Funktionale. 

Wir haben schon früher (§ 94) bemerkt, daß man immer 
einen algebraischen Körper bestimmen kann, der beliebig ge
gebene algebraische Zahlen enthält. Daraus folgt, daß in dem 
Satze 7. die a, ß ... beliebige ganze algebraische Zahlen oder 
Funktionale sein können, und Entsprechendes gilt von dem 
Satze 8. 

Aus der Definition 2 folgt noch nach dem Satze § 96, 6.: 

9. Ist ro ein ganzes Funktional des Körpers U, so 
sind auch alle mit ro konjugierte Funktionale 
ganz. 

Als besondere Folgerung dieser Sätze sei noch erwähnt: 
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10. Die absolute Norm eines ganzen Funktionals ist 
eine natürliche ganze Zahl. 

Wir beweisen endlich noch den folgenden Satz: 

11. Wenn ein Funktional co einer Gleichung von der 
Form 

genügt, in der a1 , u2 ••• Um ganze Funktionale in .Q. 
sind, so ist auch ro ein ganzes Funktional. 

Um ihn zu beweisen,- bezeichnen wir mit t eine in den a 
und in co nicht vorkommende Variable und setzen: 

(11) cp(t) = tm + tX1 tm-l + ••• + am• 

Dann ist, wenn n der Grad des Körpers .Q. ist, 

tl>(t) = .N[cp(t)] 
eine ganze Funktion mnten Grades von t, deren Koeffizienten 
ganze rationale Funktionale sind. Zugleich ist tl> ( ro) = 0, und 
folglich ro ein ganzes Funktional (nach 2.). 

Daraus folgt noch, daß der Satz 6. richtig bleibt, 
wenn die Koeffizienten Ak,i nicht ganze Funktionale in R, 
sondern in .Q. sind. 

Ist ein ganzes Funktional co zugleich eine Zahl, so ist es 
eine ganze Zahl, weil in diesem Falle .N (t - co) ganze rationale 
Zahlen zu Koeffizienten hat. Die ganzen Zahlen, die wir im 
§ 94 betrachtet haben, sind demnach als spezielle Fälle unter 
den ganzen Funktionalen enthalten. 

§ 98. 

Teilbarkeit. Einheiten. 
Die ganzen Funktionale unterliegen ähnlichen Gesetzen der 

Teilbarkeit, wie die ganzen rationalen Zahlen. Um sie zu er
kennen, stellen wir folgende Definition an die Spitze: 

1. Ein ganzes Funktionalu heißt durch ein anderes, 
von Null verschiedenes ganzes Funktional ß teil
bar, wenn der Quotient 01.: ß =rein ganzes Funk
tional ist. 

Es ist dann u = ßy, und {J, r heißen Teiler von u, und 
man sagt auch, ß und r gehen in u auf. Die Zahl 0 ist durch 
jedes ganze Funktional teilbar. 
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Aus dieser Definition ergeben sich ohne Schwierigkeit die 
folgenden fundamentalen Sätze über Teilbarkeit: 

2. Sind IX und ~X1 teilbar durch ß, so ist auch IX± IXt 
teilbar durch ß. 

Denn ist IX = ß r, IXl = ß Yt ' so ist "' + IXl = ß (r + Yt), 
und wenn r und y1 ganz sind, so ist auch r + y1 ganz. 

3. Ist u teilbar durch ß, und ß teilbar durch y, so 
ist auch IX teilbar durch /'· 

Denn nach der Voraussetzung gibt es zwei ganze Funk
tionale "' .ll, die den Bedingungen OG = "ß, ß = l r genügen. 
Demnach ist auch IX = "l y, und da ".ll ganz ist, so ist IX durch 
r teilbar. 

Ein Produkt !Jr zweier ganzer Funktionale ist sowohl durch 
ß als durch r teilbar, und folglich ist, wenn ß durch IX teilbar 
ist, auch ßr durch IX teilbar. Aus diesen Sätzen ergibt sich: 

4. Sind a, p ... durch I} teilbar, und sind ~' 1J .. . 

beliebige ganze .l!'unktionale, so ist ~a + 'I'Jß + .. . 
durch (J teilbar. 

Selbstverständlich erstrecken sich diese Definitionen und Sätze 
anch auf den Fall, daß Zahlen an die Stelle von Funktionalen 
treten, und so erhalten wir die Teilbarkeit ganzer Zahlen. 

5. Zwei ganze Funktionale a, ß, die gegenseitig 
durcheinander teil bar sind, heißen assoziiert. 

6. Ein mit der natürlichen Zahl1 assoziiertes ganzes 
Funktional E, d. h. jeder Teiler der Zahl 1, heißt 
eine Einheit. 

.Te nachdem E ein Funktional oder eine Zahl ist, ist E eine 
funktionale oder eine nume:::ische Einheit. 

Im Körper R der rationalen Zahlen sind als funktionale 
Einheiten die primitiven ganzen Funktionen und die Quotienten 
von zweien unter ihnen anzusehen. Numerische Einheiten gibt 
es in B nur zwei, nämlich + 1 und - 1. 

Über die hierdurch eingeführten Begriffe, die in enger gegen
seitiger Beziehung stehen, leiten wir eine Reihe von Sätzen ab. 

7. Sind a, ß assoziierte .l!'unktionale, so sind die Quo
tienten ß:OI. und a:ß Einheiten. 
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Denn setzen wir ß = ~ E, so ist E ein ganzes Funktional und 
1 : E = ~: ß ist gleichfalls ganz; also ist E ein Teiler der Zahl 1, 
d. h. E ist eine Einheit. 

8. Ist ~ ein ganzes Funk':.ional und E eine Einheit, 
so sind ~ und ~E assoziiert. 

Dies folgt unmittelbar aus der Definition; denn ~: ~E = 1:6 
und ~ 6 : ~ = E sind beides ganze Funktionale. 

Eine Einheit ist ein ganzes Funktional, dessen reziprokes 
gleichfalls ganz ist, und dieses reziproke Funktional ist selbst 
eine Einheit. Durch eine Einheit ist jedes beliebige ganze Funk
tionaJ teilbar. Uberhaul?t gilt der Satz: 

9. Das Produkt und der Quotient zweier Einheiten 
sind wieder Einheiten. 

Denn sind E1 , E2 zwei Einheiten, so sind E1 E~ und 1 : E1 E2 

ganze Funktionale, also E1 E2 eine Einheit, und ebenso sind e1 : e2 

und E2 : E1 ganz. 
10. Ist ein ganzes Funktional p, teilbar durch ein 

anderes, ~, so ist jedes mit p, assoziierte Funk
tional p,' auch durch jedes mit ~ assoziierte Funk
tional ~' teil bar. 

Denn wenn p,: ~ ganz und E, s1 Einheiten sind, so ist auch 
p. E : u E1 ganz. 

11. Ist ~ as-soziiert mit ß und mit y, so sind auch ß 
und r untereinander assoziiert. 

Denn ist ß = ~EI r = ~Eu so ist ß = r ll : Eu und ll: lll ist 
nach 9. eine Einheit. 

Ist ~ teilbar durch ß, so ist die absolute Norm von ~ teil
bar durch die absolute Norm von ß, denn aus ~ = ß'J' folgt 
nach § 96, 5.: 

(1) Na(a) = Na(fJ)Na(r). 
Daraus ergibt sich weiter, daß die absolute Norm einer Ein

heit== 1 sein muß. Es gilt aber auch das Umgekehrte: 
12. Ein ganzes Funktional, dessen absolute Norm= t 

ist, ist eine Einheit. 
Denn ist s ein ganzes Funktional mit der absoluten Norm 1 

110 ist N ( E) ein ganzes rationales Funktional mit dem absoluter 
W erto 1, und daher ist auch 1 : N ( E) ein ganzes Funktional 
Setzen wir dann 
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N(s) = H', 
so i!;t s' als Produkt von ganzen Funktionalen (den Konjugierten 
zu E) selbst ganz, und folglich ist auch 

1 E' 

~ = N(E) 
em ganzes Funktional, also s eine Einheit. 

Daraus schließen wir noch nach der Formel (1), rlaß asso
ziierte Funktionale dieselbe absolute Norm haben. 

I<:in ganzes rationales Funktional ist hiernach immer mit 
seinem absoluten Werte assoziiert. Ist also ct irgend ein ganzes 
Funktional des Körpers .S~, so sind auch N (tX) und Na {ct) asso
ziiert. Da nun in S (IX) = ct ct' der Faktor IX1 als Produkt von 
ganzen Funktionalen selbst ganz ist, so ist N ( a) und folglich 
auch die natürliche Zahl lla(ct) durch ct teilbar. Wir formu
lieren also noch den Satz: 

13. Es gibt natürliche ganze Zahlen (in unendlicher 
Menge), die durch ein beliebiges ganzes Funk
tional ct teilbar sind; darunter ist die absolute 
~ orm von ct. Ist a die kleinste unter den durch 
a teilbaren natürlichen Zahlen, so ist jede durch 
IX teilbare ganze rationale Zahl durch a teilbar. 

Denn ist m eine durch ct teilbare ganze rationale Zahl, so ist 
auch der Hest der Division von m durch a eine durch ct teil
bare, ganze rationale Zahl. Da diese kleiner ais a ist, so muß 
sie = 0 sein. 

§ 99. 

Größter gemeinschaftlicher Teiler. 
Es mögen a, ß ... von Null verschiedene ganze Funktionale 

in .Q in beliebiger Anzahl bedeuten und x, y ... Variable, die 
in ct, ß . . . nicht vorkommen. Dann ist 

(1) {J = lXX _;__ ßy + ··· 
gleichfalls ein ganzes Funktional in .Q. Die Norm von {J ist eine 
ganze homogene Funktion n ten Grades der Variablen x, y ... , 
deren Koeffizienten ganze rationale Funktionale sind. Bezeichnen 
wir die absolute Norm von i5 mit D, so ist 

(2) N(li) = DE(x, y ... ) = DE, 
und darin ist E (x, y ... ) = E eine ganze rationale Funktion 
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der Variablen x, y •.• und im allgemeinen eine gebrochene Funk
tion der in tx, ß ... vorkommenden Variablen, jedenfalls aber 
eine funktionale Einheit in R ls 96, (2)]. 

Wir wollen jetzt unter x0, y0 ••• irgend welche ganze ratio
nale Zahlen verstehen. Dann ist auch 

<)o = txXo + ß.lfo + ··· 
ein ganzes Funktional, und wir wollen beweisen, daß ~0 durch 
ö teilbar ist. 

Wir brauchen zu diesem Zwecke nur das ganze Funktional 

<)f- dv = tx(xt- .l'o) + (J(yt- Yo) + ··· 
zu betrachten, worin t eine neue Yariable bedeutet. Dann ist 
[ naeh (2)J: 
(3) ... Y(dt- <l0) = DE(xt- x0, yt- Yo ..• ), 
oder, indem wir nach absteigenden Potenzen von t ordnen: 

(4) N(dt- ö'0) =- D(t»E + tn-l_b'1 + (n- 2E 2 + ···), 
worin J~~, E 2 ••• nach § 97, 7., 8. ganze rationale Funktionale sind. 
Setzen wir nun 

0. Es 
s = .b' ••• , 

so smd, da E eine Einheit ist, auch 01, C.i .. . ganze rationale 
Funktionale, und es folgt, wenn wir noch 

do 
6 = 1J 

setzen, aus (4): 

N(d) .1\'(t -rJ) :-:-:-:: DE(i" + 01 t»-1 + 02 tn- 2 + ···), 
oder wegen (2): 

(5) N(t -1}) = tn + 01 {»-l + C2tn-~ + ••• 
Da diese Funktion nun verschwindet, wenn t =-= 1J gesetzt 

wird. so folgt, daß 1J ein ganzes Funktional ist (§ 97, 2.), und 
damit ist bewiesen, daß ö0 durch ö teilbar ist. 

Da x0 , y0 .. • beliebige ganze rationale Zahlen bedeuten 
können, so schließen wir daraus, daß die Funktionale tx, ß ... 
selbst. durch ö' teilbar sind, daß also ö' ein gemeinsamer Teiler 
der .Funktionale tx, p, . . . ist. 

Andererseits ist aber auch (nach § 98, 4.) ö' durch jeden 
gemeinsamen Teiler von tx, ;J ... teilbar, und ö' hat also die 
charakteristischen Eigenschaften des größten gemeinschaft-

We oer, Algebra. (Kl. Ausg.) 29 
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liehen Teilers von a, ß .. . Dieselben Eigenschaften kommen 
aber nach § 98, 10. jedem mit i:J assoziierten Funktional zu, und 
ebenso sind auch zwei Funktionale d, i:J' mit der doppelten Eigen
schaft, daß d und ii' durch jeden Teiler von a, ß ... teilbar sind, 
und daß d und d' Teiler von tx, {'J ••• sind, durcheinander teilbar, 
also assoziiert, und wir stellen also die Definition auf: 

1. Das Funktional d = txX + ßy + .. · und jedes da
mit assoziierte Funktional heißt größter gemein
schaftlicher Teiler von tx, p ... 

Wenn d eine Einheit ist, so sagen wir auch, tx, ß .. . seien 
ohne gemeinsamen Teiler; denn dann gibt es außer den Ein
heiten kein ganzes Funktional, das in allen tx, ß .•. aufgeht. 

2. Zwei Funktionale tx, ß, die keinen gemeinsamen 
Teiler haben, für die also ax + ßy eine Einheit 
ist, heißen relativ prim oder teilerfremd. 

Aus diesen Definitionen ergeben sieb sehr einfach folgende 
Sätze: 

3. Wenn ganze .Funktionale g, 1J ... in ~~ existieren, 
derart, daß 

a~ + ß1J + ... = E 

eine Einheit ist, so sind die ganzen Funktionale 
~X, rJ ... ohne gemeinsamen Teiler. 

Denn haben tx, ß .. . einen gemeinsamen Teiler ii, so ist 
(§ 98, 4.) d auch Teiler von IX~+ lj t} + ... , und iJ muß also 
auch eine Einheit sein. 

4. Sind IX, ß, r drei ganze Funktionale und ist IX 

teilerfremd zu ß und zu y, so ist IX auch teiler
fremd zu ßy. 

Denn nach Y oraussetzung sind, wenn x, y, u, r vier Variable 
sind, die in a, ß, r nicht vorkommen, 

E = lXX + py, E1 = IXU +{'V 

Einheiten. Demnach ist auch 

IX (txux + yvx + {~uy) + ßyvy = EE1 

eine Einheit. Da aber txux + yvx + ßuy und vy ganz sind, 
so folgt nach dem Satze 3., daß IX teilerfremd ZU rJ r ist. 

Hieran schließt sich der Beweis des folgenden sehr wich
tigen Satzes: 
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5. Sind ~. ß, I"' ganze Funktionale, OG teilerfremd zu ß 
und ~I"' durch ß teilbar, so ist I"' durch ß teilbar. 

Denn nach der Voraussetzung über ~, ß ist 

~X+ ßy = 6 

eme Einheit. Durch Multiplikation mit p. folgt daraus: 

~p.x + ßwy = EP-, 
und da ~I"' und ßp. nach Voraussetzung qurch ß teilbar sind, 
so ist auch EI"' und folglich auch das mit EI"' assoziierte I"' durch 
ß teilbar. 

§ 100. 

Primfunktionale im KUrper a. 
Durch die Sätze des vorigen Paragraphen haben wir die 

Hilfsmittel gewonnen, um die Gesetze der Teilbarkeit der ganzen 
Funktionale im Körper .Q genau auf demselben Wege abzu
leiten, den man in den Elementen der Arithmetik auf die natür
lichen ganzen Zahlen anwendet. Wir definieren folgendermaßen: 

I. Ein ganzes Funktional n des Körpers ~. welches 
keine Einheit ist, heißt ein Primfunktional, wenn 
es außer durch die Einheiten nur noch durch die 
mit ihm selbst assoziierten Funktionale teilbar 
ist. Jedes ganze Funktional in ~. das außer 
diesen noch andere Teiler hat, heißt zusammen
gesetzt. 

Der Begriff des Primfunktionals ist hiernach wesentlich von 
dem Körper .Q abhängig. Es können sehr wohl die Primfunk
tionale eines Körpers in einem anderen erweiterten Körper zu
sammePgesetzt sein; daß es in jedem Körper überhaupt Prim
funktionale gibt, wird erst weiter unten (unter 4.) bewiesen. 

Wenn ro ein beliebiges ganzes und n ein Primfunktional des 
Körpers t~ ist, so sind nur zwei Fälle möglich: ro ist entweder 
teilerfremd zu n oder durch n teilbar; denn ein gemeinschaftlicher 
Teiler von ro und n kann nur entweder eine Einheit oder mit te 

assoziiert sein, und im letzteren Falle ist ro durch n teilbar. 
Daraus ergibt sich der Satz: 

2. Wenn das Produkt OGß zweier ganzer Funktionale 
~, ß in ~ durch ein Primfunktional n teilbar ist, 
so muß einer der beiden Faktoren durch n teil
bar sein. 

29* 
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Denn wenn ~ und ß beide nicht durch n teilbar, also beide 
teilerfremd zu n sind, so ist nach § 99, 4. auch ~ ß teilerfremd 
zu n. 

Es ergibt sich daraus durch wiederholte Anwendung, daß, 
wenn ein Produkt aus mehreren Faktoren durch n teilbar ist, 
mindestens einer der Faktoren durch n teilbar sein muß. 

3. Die kleinste natürliche ganze Zahl p, die durch 
ein Primfu.nktional 1r in ,Q, teilbar ist, ist eine 
natürliche Primzahl, und die absolute Norm von 
n ist eine Potenz von p. Jede durch n teilbare 
ganze rationale Zahl ist auch durch p teilbar. 

Nach § 98, 13. gibt es natürliche Zahlen, die durch n teilbar 
sind. Die kleinste unter ihnen, p, kann nicht in zwei natürliche 
Faktoren, die größer als 1 sind, zerlegbar sein; denn ist p = PtP?il 
so muß entweder p1 oder p~ durch n teilbar sein (nach 2.). Ist 
aber keiner de1; Faktoren p11 p2 gleich 1, so sind sie beide kleiner 
als p, was der Voraussetzung über p widerspricht. Folglich ist 
p eine natürliche Primzahl. Daß jede durch n teilbare natür
liche Zahl m durch p teilbar ist, haben wir schon in § 98, 13. 
bewiesen. 

Setzen wir nun 
(1) p:---onw, 
so ist w ein ganzes Funktional, und wenn wir beiderseits die 
absoluten Xormen nehmen, so folgt, da die absolute Norm emer 
natürlichen Zahl die nte Potenz dieser Zahl ist: 
(2) 

Hieraus folgt der zweite Teil unseres Satzes, daß die natür
liche Zahl Na ( 'lf) eine Potenz von p iät. 

Setzen wir demnach 

(3) Na(n) = pf, 

so ist f' eine Zahl, die nur einen der Werte 1, 2, 3 ... n haben 
kann, wenn n den Grad des Körpers .Q bedeutet. 

Die Zahl f heißt der Grad des Primfunktionals n. 

4. Jedes von Null verschiedene ganze Funktional w 
des Körpers .Q, das keine Einheit ist, ist durch 
ein Primfunktional teilbar. 

Wenn w prim ist, so ist der Satz evident, weil w durch sich 
selbst teilbar ist. Wenn aber w nicht prim ist, so ist es durch 
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ein ganzes Funktional w1 teilbar, das weder eine Einheit, noch 
mit w assoziiert ist. Ist also 

(4) w == w1 u, 
so ist weder w1 noch u eine Einheit. Daraus folgt aber: 

Na(w) == ..._Va(W1) },"a(OG), 

und da Na ( 01.) größer als 1 ist, so ist 

Na(wl) < Na(w). 
Wenn w1 noch nicht prim ist, so kann man denselben Schluß 

auf w1 anwenden und findet einen Teiler w2 von w1 derart, daß 

Xa(w2) < Na(wt) < Na(w) 
ist. Da es aber nur eine endliche Anzahl natürlicher Zahlen 
gibt, die kleiner sind als Na ( w ), so muß die Reihe der Jl'unk
tionale w, wll w2 ... abbrechen, und dies if;lt ,nur möglich, wenn 
das letzte von ihnen ein Primfunktional ist, wodurch der Satz 4. 
bewiesen ist. 

5. Jedes ganze von Null und von den Einheiten ver
schiedene J.l'unktional w im Körper .Q kann in 
eine endliche Anzahl von Primfaktoren zerlegt 
werden. 

Ist nämlich n1 ein Primfaktor von w und 

so ist, da. Na(7r1) > 1 ist, 
Na(w) > Na(w1). 

Ist w1 keine Einheit , so ist es durch ein Primfunktional 7rs 
teilbnr, und aus 

folgt:. 
Na(wt) > Na(w2). 

Fährt mall so fort, so erhält man eine Reihe ganzer Funk
tionale w1, w2 ••• , deren absolute Normen fortwährend abnehmen, 
und diese Reihe. bricht also mit einer Einheit ab. Ist n. die 
letzte von ihnen, die keine Einheit ist, so ist n. selbst ein Prim
funktional, und es folgt 

(5) w == n1 n2 .... n", 
was zu beweisen war. 

6. Ein ganzes Funktional w im Körper .Q ist nur 
auf eine Weise in Primfaktoren zerlegbar, wenn 
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assoziierte Primfaktoren als nicht verschieden 
betrachtet werden. Assoziierte Funktionale ent
halten dieselben Primfaktoren. 

Nehmen wir nämlich an, es seien die beiden Produkte von 
Primfaktoren 

(6) :n:l :lt2 .. • :n:., '1 "s · · · "~' 
miteinander assoziiert, so ist das Produkt :n:1 :n:1 ••• :n:, durch den 
Primfaktor x1 teilbar, und es muß daher, nach 2., einer der Fak
toren, etwa :n:1, durch x1 teilbar und folglich mit x1 assoziiert 
sein. Dann sind auch die Produkte 

:n:2 ... :n:., "2 ... ".u 
assoziiert, und folglich ist einer der Faktoren des ersten Pro
duktes, etwa :n:2, durch x2 teilbar und daher mit "s assoziiert. 
So kann man weiter schließen, und es ergibt sich, daß nicht nur 
die Anzahl der " mit der Anzahl der :n: übereinstimmen muß 
sondern daß auch die " einzeln den :n: assoziiert sind. 

Unter den Primfaktoren eines ganzen Funktionals ro kann 
derselbe mehrmals vorkommen, und diese einander gleichen (oder 
assoziierten) Faktoren können zu einer Potenz zusammengefaßt 
werden. Ist w durch :n:1• teilbar, so sagen wir, das Primfunk
tional :n: geht hmal in w auf. 

Hiernach hat es einen ganz bestimmten Sinn, wenn von den 
Primfaktoren eines ganzen Funktionals gesprochen wird. Wir 
folgern noch aus dem Bewiesenen : 

7. Ein ganzes Funktional a ist dann und nur dann 
durch ein anderes ß teilbar, wenn alle Prim
faktoren von p unter den Primfaktoren von a 
vorkommen, und jeder von ihnen mindestens so 
oft in a aufgeht als in ß. 

Denn ist a durch ß und ß durch xh teilbar, so ist auch a 

durch :n:" teilbar. 
Sind a, ß ... ganze Funktionale, :n:1, :n:2 ••. verschiedene Prim

funktionale, c11 c2 • • • Einheiten, so können wir Exponenten 
a1, a2 ••• , bu b2 ••• so bestimmen, daß 

(7) 
c1 OG = :lt11 :n:'~2 •• , 
c2ß = :n:~:n:~2 ... 

wird, falls wir den Exponenten gleich Xull setzen, wenn einer 
der I>rimfaktoren in delll betreffenden Funktional nicht &.ufgeht. 
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Ein gemeinsamer Teiler der Zahlen 01:, ß ... kann keine anderen 
Primfaktoren als nu :n:~ ••• enthalten, und jeder gemeinsame 
Teiler von a, ß ... hat die Form 

(8) 

worin a nicht größer als die kleinste der Zahlen a1 , b1 o 0 o sein 
darf, b nicht größer als die kleinste der Zahlen a2, b2 •••. usfo 

Ist a die kleinste unter den Zahlen a", b1 o o o1 b die kleinste 
unter den Zahlen u2, b2 ••• , so ist die in (8) dargestellte Zahl ~ 
der größte gemeinschaftliche Teiler der Zahlen a, ß o 0 o In Worten 
ausgedrückt: 

Man erhält den größten gemeinschaftlichen Teiler 
mehrerer ganzer Funktionale 01:, ß o•o, wenn man ein Pro
dukt aus Primfaktoren bildet, in das man jeden Prim
faktor so oft aufnimmt, als er in jeder der Zahlen llll,ß ... 
a u E geht. Zwei Zahlen oder Funktionale sind teilerfremd, wenn 
sie keinen gemeinschaftlichen Primfaktor enthalten. 

Dementsprechend definieren wir als das kleinste 
gemeinschaftliche ~Iultipl um !-' der Funktionale a, ß o•. 
ein Produkt aus Primfaktoren, in das wir einen Faktor :n: 
n u:r so oft aufnehmen, daß er in keinem der Funktionale 
"'' /j ... öfter als in !-' aufgeht. Dieses Funktional!-' hat dann, 
ebenso wie jedes mit p. assoziierte Funktional, die doppelte und, 
wie wir hinzufügen können, charakteristische Eigenschaft , daß 
es durch jedes der Funktionale a, ß . . . teilbar ist, und daß jedes 
andere Funktional, das durch 01:, ß ... teilbar ist, auch durch !-' 
teilbar ist. 

Das kleinste gemeinschaftliche Multiplum zweier teilerfremder 
Funktionale ist ihr Produkt. 

Man kann diese Sätze anwenden, um gebrochene Funktionale 
in der einfachsten Gestalt oder als reduzierte Brüche dar
zustellen, indem man Zähler und Nenner in ihre Primfaktoren 
zerlegt und den größten gemeinschaftlichen Teiler weghebt. 
Zähler und Nenner eines reduzierten Bruches sind durch den 
Bruch selbst völlig bestimmt, abgesehen von einem gemeinschaft
lichen Einheitsfaktor, der unbestimmt bleibt. 

Ebenso kann man eine beliebige Zahl gegebener Brüche auf 
gemeinsamen ~enner, den Hauptnenner, bringen, indem man ein 
gemeinsames ~lultiplum aller gegebenen Nenner als gemeinschaft
lichen ~enner wählt. 
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Alles das ist in vollkommener Übereinstimmung mit den 
Regeln der elementaren Arithmetik, und auch die Beweismethoden, 
die wir hier angewandt haben, sind wesentlich dieselben, die 
dort gebraucht werden. Der Kernpunkt der Deduktion ist einer
seits die weitgehende Verallgemeinerung des Begriffes der Ein
heit, andererseits die darauf gegründete Definition des größten 
gemeinschaftlichen Teilers im § 99. 

Diese Sätze genügen, um den Gaußsehen Satz über ganze 
Funktionen (§ 20) auf Funktionale auszudehnen. 

8. Wenn zwei ganze Funktionen einer Variablen t 
der Grade h und k: 

OG = aofh + cx1th-l + ... + ah, 

ß = ßotk+ ß1tk-1 + ... + ßk, 

deren Koeffizienten ganze Funktionale sind, die 
die Variable t nicht enthalten, ein Produkt 

7' = roth+k + 'Ytth+k-1 + ... + 'Yh+k 

haben, in dem die Koeffizienten y0 , 7'u ... 7'h+k 
einen gemeinschaftlichen Prim teil er 1t haben, so 
muß 1t entweder in allen Koeffizienten von a oder 
in allen Koeffizienten von ß aufgehen. 

Der Beweis ist genau derselbe wie in § 20. Aus diesem Satze 
ziehen wir hier eine wichtige Folgerung: 

Die Funktionen 

(9) rp = fJJofh + rp1th-1 + ... + 'Ph, 

in denen die Koeffizienten rp0 , rp1 , ••• 'Ph ganze oder gebrochene 
Funktionale in ü, sind, aber von den Variablen t frei angenommen 
werden, gehören selbst zu den I<'unktionalen im Körper S~. Von 
ihnen gilt der Satz: 

9. Ein Funktional rp ist nur dann ganz, wenn die 
Koeffizienten rp0 , rp1, ••• 'Ph ganze Funktionale sind. 

Um ihn zu beweisen, nehmen wir an, es seien rp0 , rp11 ••• f/)h 

nicht alle zugleich ganz. Bestimmen wir ihren Hauptnenner 11 
und setzen 

f" 'Po = OGo, /1 'P1 = OGu ••• , f"'Ph = ah, 

so sind cx0• OG11 ••• ah ganze Funktionale, und p. enthält wenigstens 
einen Primfaktor n, der nicht zugleich in allen Zählern OG0, au ... "" 
aufgeht. 
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Dann ist die Funktion 

(10) 

deren Koeffizienten ganz sind, gewiß ein ganzes Funktional. 

Nehmen wir nun an, es sei 1:p selbst ganz, so ist p. cp durch n 
teilbar, während doch nicht sämtliche Koeffizienten !1'0, fXt, •.• !!',. 

durch n teilbar sind. Wenn nun cp ein ganzes Funktional ist, 
so genügt es einer Gleichung von der Form 

(11) cpm = Cl rpm-1 + 02fPm-2 + ••• + Gm, 

in der die Koeffizienten 01 , Cu . . . Gm ganze rationale Funk
tionale sind. 

Diese Funktionale setzen wir nach § 96, (2) in die Form 

0 llt E1 C2 = a2EE';2 ••• , O a".h'". 
1 = --p-' m = --E- 1 

worin ~, a2 , ... a". die absoluten Werte von 011 Cu ... C"., also 
natürliche ganze Zahlen (oder Null), und E, E 11 ... Em primitive 
ganze Funktionen, also Einheiten sind. 

Dann ergibt die Gleichung ( 11): 

Ecpm = atEtrpm-t + atEllcpm-2 + ... + a".E"., 

und durch Multiplikation mit p,"': 

(12) Exm = p,(atEt xm-t + allE2t-t'Xm- 2 + ... + amEmp,m-1). 

Hier stehen nun rechter und linker Hand ganze Funktionen 
von t, deren Koeffizienten ganze Funktionale sind. Auf der 
rechten Seite haben alle diese Koeffizienten den Faktor p,, also 
auch den Faktor n, während nach Voraussetzung nicht alle 
Koeffizienten von X diesen Faktor haben. Da E eine Einheit ist, 
so enthalten auch die Koeffizienten von R den Faktor n nicht, 
und folglich können nach dem Satze 8. auch die Koeffizienten 
von Er.,m nicht alle durch :n; teilbar sein, was doch die Glei
chung (12) verlangen würde. Daraus ergibt sich, daß. unsere 
Annahme, 1fJ sei ganz, cp 0, 1:p1 ... IJYh dagegen nicht alle ganz 
unstatthaft ist, und der Satz 9. ist bewiesen. 

Nehmen wir nun an, in 1:p seien die Koeffizienten 1:p0, 1:p1 ••• 

selbst wieder ganze Funktionen einer Variablen, und wenden 
den Satz 9 wiederholt darauf an, so gelangen wir zu dem 
Schlusse: 
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10. Eine ganze rationale Funktion beliebig vieler 
Veränderlicher, deren Koeffizienten Zahlen oder 
Funktionale mit anderen Variablen sind, ist nur 
dann ein ganzes .Funktional, wenn die Koeffi
zienten ganz sind. 

Wir können jedes Funktional w als Quotienten zweier ganzer 
Funktionen in der Weise darstellen, daß der Nenner eine pri
mitive Funktion im Körper R wird. 

Denn sind g;, 1/J ganze :Funktionen in .S~, und ist 

w- fJ! .N(t/J)=t/Jt/J', -1/J, 

so können wir den Bruch w durch tj.l' erweitern und erhalten im 
~enner ..N (t/J) eine ganze Funktion mit rationalen Koeffizienten, 
die wir durch Erweiterung mit dem Hauptnenner auch ganz an
nehmen können. Den Teiler dieser Funktion können wir dann 
zum Zähler von w rechnen, und erhalten, wenn 1~' eine primitive 
Funktion, X eine ganze Funktion in .S~ bedeutet: 

Ew=x, 
d. h. man kann jedes Funktional w in ~ durch Multiplikation 
mit einer primitiven :Funktion E in eine ganze Funktion der 
Variablen verwandeln, deren Koeffizienten Zahlen in a sind. 

Ist w ein ganzes Funktional, so sind die Koeffizienten von x 
nach 10. ebenfalls ganz. Also haben wir: 

11. Jedes ganze Funktional w im Körper a ist asso
ziiert mit einer ganzen .Funktion x, deren Koeffi
zienten ganze Zahlen in a sind. 

§ 101. 

Funktionale und Zahlen in a. 
1. Ist w ein beliebiges ganzes Funktional, so kann 

man eine durch w teilbare ganze Zahl~ so wählen, 
daß der Quotient~: w zu einem beliebig gegebenen 
:Funktional p. teilerfremd ist. 

Wir beweisen zunächst, daß es eine ganze Zahl ~ gibt, die 
durch w, aber nicht durch wn teilbar ist, wenn n ein beliebiges 
Primfunktional ist. 

Bilden wir nämlich nach § 100, 11. eine mit w assoziierte 
ganze Funktion g;, so sind die Koeffizienten dieser Funktion zwar 
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alle durch ro, aber nicht alle durch ron teilbar, weil sonst auch cp 
und mithin ro selbst durch ron teilbar wäre, was nicht möglich 
ist. Es gibt also unter den Koeffizienten von cp wenigstens einen, 
der die verlangte Eigenschaft hat. 

Es sei jetzt n1, n2, :n:3 ••• eine beliebige Anzahl voneinander 
verschiedener gegebener Primfunktionale. Wir setzen 

rol = ro n2na ... , 612 = 6111:1 ns ••. , IDs = 61 nl n~ ... , •• • 

und bestimmen nach dem, was soeben bewiesen ist, die ganzen 
Zahlen u11 a2, a:1 • • • in .Q, so daß 

cx1 teilbar wird durch 6111 aber nicht durch ro1 n17 

OG2 " " 
,. 

" 
" 

,, 
" " 

,. 
•••••••••••••••••• 0 •••••••••••••••••••••••••••••••••• , 

und leiten daraus die ganze Zahl 

ot = u 1 + U2 + Us + .. · 
ab. Diese Zahl ist offenbar teilbar durch ro, da alle Summanden 
a1 , cx2 , u3 ••• durch ro teilbar sind. Sie ist aber nicht teilbar 
durch 61 :n:u weil zwar u2, u3 ... , nicht aber cx1 durch ro n1 teilbar 
ist; und ebenso ist sie nicht durch 6111:21 6111:3 ... teilbar. Wenn 
wir also 

U = 61YJ 

setzen, so ist YJ ein ganzes Funktional, das nicht durch n11 :n:2, n3 ... 

teilbar ist, und das daher, wenn n 11 nll, n 3 ... die voneinander 
verschiedenen Primfaktoren von p, sind, teilerfremd zu p, ist. 

Nehmen wir nun beliebig eine durch 61 teilbare ganze Zahl fJ 
in ,Q, an und setzen ß = 61 1-', dann können wir cx = 61 fJ so be
stimmen, daß 1J relativ prim zu !"' wird, und dann ist 61 der 
gröllte gemeinschaftliche Teiler von cx und ß. Daraus folgt: 

2. Jedes ganze Funktional 61 des Körpers .Q ist der 
größte gemeinschaftliche Teiler zweier ganzer 
Zahlen, und folglich ist 61 assoziiert mit einer 
binären Linearform ux + ßy, in der cx und ß 
ganze Zahlen sind. 

Die Zahl cx kann auf unendlich viele Arten bestimmt und 
daher auch noch anderen Bedingungen unterworfen werden. So 
kann z. B. cx so gewählt werden, daß die mit cx konjugierten 
Zahlen alle voneinander verschieden t:ünd, d. h. so, daß 
u eine primitive Zahl des Körpers wird. Dies erreicht man da
durch, daß man cx in 2. durch cx + xg ersetzt, worin g eine primitive 
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ganze Zahl des Körpers ist und x eine durch ro teilbare ganze 
rationale Zahl ist, die man so bestimmen kann, daß die n Werte 
von oe + x ~ alle voneinander verschieden ausfallen. 

Wenn man die Variablen x, y, z ... eines Funktionals ro, 
ohne die Zahlen zu verändern, durch andere, davon unabhängige 
Variable x', y', z' ... ersetzt, so entsteht ein Funktional ro', das 
ebenfalls in ,Q, enthalten ist. Jede Gleichung zwischen mehreren 
der :Funktionale ro ist dann auch richtig für die entsprechenden 
Funktionale ro', da es sich ja um Identitäten handelt. Ist also ro 
ganz, so ist auch ro' ganz. Sind ro, '1J ganze Funktionale und 
ro durch fJ teilbar, so ist auch ro' durch 1) 1 teilbar. Ist n ein 
Primfunktional, so ist auch n' prim. Sind ro, '1J teilerfremd, so 
sind auch ro', r/ teilerfremd und ist ~ der größte gemeinschaft
liche Teiler von ro, rJ, so ist ö' der größte gemeinschaftliche Teiler 
von ro' und 1)1• 

Nach 2. können wir zwei ganze Zahlen oe und ß bestimmen, 
deren größter gemeinschaftlicher Teiler ein beliebiges Funktional ro 
ist. Ersetzt man die Variablen x, y, z ... durch andere x' y', z' ... , 
so ändern sich die Zahlen oe, ß nicht, die überhaupt keine Variablen 
enthalten und folglich ist ro' gleichfalls der größte gemeinschaft
liche Teiler von OG und ß, also ro' assoziiert mit ro. 

Damit ist bewiesen: 

3. Ersetzt man die Variablen x, y, z ... durch andere 
Variable x', y', z' ... , so geht jedes Funktional in .Q, 

in ein assoziiertes Funktional über. 

Ist rp eine ganze Funktion der Variablen x, y, z ... mit ganz
zahligen Koeffizienten, so ist hiernach rp: rp' ein ganzes Funk
tional und die Koeffizienten von rp sind also nach § 100, 10. durch 
rp' und folglich auch durch rp teilbar. Ebenso ist rp durch jeden 
Teiler aller Koeffizienten von rp teilbar, und daraus folgt: 

4. Eine ganze Funktion rp mit ganzen Zahlen als 
Koeffizienten ist der größte gemeinschaftliche 
Teiler aller ihrer Koeffizienten. 

Es mag hier noch eine allgemeine, auf ein anderes Gebiet 
hinübergreifende Bemerkung ihren Platz finden. 

Es ist das Hauptergebnis dieses Abschnittes, daß sich die 
ganzen algebraischen Zahlen in einem bestimmten Körper in 
eindeutiger Weise in Primfaktoren zerlegen lassen, genau in der-
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selben Weise, wie dies bei den ganzen rationalen Zahlen bekannt 
ist; freilich aber nur dadurch, daß der Inhalt des Körpers (durch 
Adjunktion von Yariablen) vergrö~ert wird. Es entsteht so ein 
erweiterter Körper, in dem (lie Gesetze der Zerlegbarkeit rein 
gelten. 

Den Ausgangspunkt der Definition bildete der Körper R der 
rationalen Zahlen, und wenn wir uns Hechenschaft darüber geben 
wollen, auf welchen Eigenschaften des Körpers R die Möglichkeit 
dieser Erweiterung beruht, so finden wir, daß es einerseits die 
Existenz der ganzen Zahlen in R, andererseits die eindeutige 
Zerlegbarkeit dieser ganzen Zahlen in Primfaktoren ist, die allein 
bei der ganzen Deduktion benutzt wurden. Wenn wir also an 
Stelle des Körpers R irgend einen anderen Körper treten lassen, 
dem diese beiden Eigenschaften zukommen, so werden wir die
selben Folgerungen ziehen können. Kehmen wir für B einen 
anderen algebraischen Zahlkörper, so bekommen wir freilich nichts 
~eues, wohl aber, wenn wir z. B. an :-stelle des Körpers R den 
Körper der rationalen Funktionen einer Variablen setzen, dem 
ja ·lie beiden fundamentalen Eigenschaften auch zukommen. So 
gewinnen wir einen Ausgangspunkt für die Theorie der alge
braischen .Funktionen einer Y aria blen 1 ). 

§ 102. 

Algebraische Körper. 
Es sei 

(1) 

die irreduzible Gleichung n ten Grades mit rationalen Koeffizienten 
a11 ·2 2 , • • • a,., die uns einen algebraischen Körper .!2, = R ( 0) 
dcfhiert. Der Körper $2, ist dann der Inbegriff der Zahlen der 
Form 

(2) m = hl + h2 e + hs €-)2 + ... + h" (•)n-t, 

worin 7'-!, h2 , ••• h,. rationale Zahlen sind. Setzen wir aber 
für h11 h2 , ... h,. rationale Funktionale, so erhalten wir aus (:l) 
die Funktionale des Körpers .!2,. 

Betrachten wir ein beliebiges System von n Zahlen 

1) Vgl. Dedekind-Weber, 'fheorie der algebrais<.'hen Funktionen einer 
Veränderlichen. Urelies Journ., Bd. 92, Algebra, g-roße Ausgabe, III. Bd., 
V. Bt.ch. 
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(3) w,. = ht,r + h2,r@ + ... + hn,r @n-\ r = 1, 2, ... n 

unter der Voraussetzung, daß die Determinante 

(4) H = E + h1,1 h2,2 ... hn,n 

§ 102. 

von Null verschieden ist, so kann wegen der Irreduzibilität von f 
eine Gleichung der .Form 

(5) k1w1 + k2w2 + ·•· + knWn = O, 

in der k1 , k2 , ••• kn rationale 7'thlen sind, nur dann bestehen, 
wenn diese Koeffizienten alle Null sind, und dies gilt auch dann 
noch, wenn in der Gleichung (5) für die Koeffizienten k rationale 
:Funktionale zugelassen werden. 

Eliminieren wir aber aus den Gleichungen (2) und (3) die 
Potenzen von @, so ergibt sich eine Relation von der Form 

(6) w = k1 w1 + k2 W 2 + ··· + k."wn. 

Man kann also jede Zahl und jedes .Funktional des Körpers S~ 
in der Form (6) darstellen, wenn man für k10 k2, ... kn rationale 
Zahlen oder Funktionale setzt. Diese Darstellung ist für ein 
gegebenes w [wegen (5 )] nur auf eine Art möglich, und w ist 
eine Zahl, wenn die k1, k2, ••• kn Zahlen sind, dagegen ein :Funk
tional, wenn unter den k aucL Funktionale vorkommen . 

.Ein solches System von Zahlen, wie 

w1, w2, ••• Wn 

nennen wir eine Basis des Körpers a. Eine solche Basis 
bilden auch die Potenzen von @: 

1, @, @2, ••• @n-1, 

Jedes System von n Zahlen des Körpers w, 
zwischen denen keine lineare Helation mit von 
Null verschiedenen rationalen Koeffizienten von 
der Form (5) besteht, ist eine Basis von a. 

Bezeichnen wir mit w,., 1, w,., 2, ... w,.,n die mit w,. konjugierten 
Zahlen, so ist das Determinantenquadrat 

(7) Ll(w1, w2, ... Wn) = (.IJ ± Wt,1W2,2 ... Wn,n)1 

eine symmetrische Funktion der konjugierten Werte ®11 ®2 , ••• ®,., 
und folglich eine rationale Zahl. 

Diese Zahl heißt die Diskriminante des Systems w1, w2, ... wn. 
Insbesondere ist (§ 26) 



§ 103. 

(8) 

Die Minimalbasis und die Körperdiskriminante, 

LI (1, @, @2, , , , @n-1) = 
1, @1 ... @~-· 12 

I, @2 ..• @~-1 

1, ®,. .•. ®~-1 
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die Diskriminante der Gleichung (1 ), für die man auch, wenn N 
dar:. Zeichen für die ~orm ist, nach § 26 (ö) 

n(n-1) 

(9) (-1)-2 -N{'(®) 
setzen kann. Diese Zahl ist also sicher von Null verschieden. 
Nach dem Multiplikationssatze der Determinanten ergibt sich 
aus (3) und (7): 
(10) L1(w1 (j'Jll ... w .. ) = H2LJ(1, @,@I ... en-1),_ 

woraus man schließt, daß die Diskriminante einer Basis von .Q 

immer von Null verschieden ist. Da H eine rationale Zahl ist, 
so :folgt, daß das Verhältnis der Diskriminanten verschiedener 
Basen das Quadrat einer rationalen Zahl ist, und daß die Dis
kriminanten aller Basen von .Q dasselbe Vorzeichen haben. 

Die .Formel (10) zeigt auch, daß irgend ein 
System von n Zahlen Wr des Körpers .$~ immer 
dann eine Basis von .Q ist, wenn das Determi
nantenquadrat (7) nicht verschwindet. 

Ist wH w2, ••• w .. eine Basis von .S~, und bedeuten Cr,s ratio
nale Zahlen, so bilden auch die n Zahlen 

(11) f/J~ = Cr,l f/J1 + Cr,2 f/Jll + "' + Cr,n w,., r = 1, 2, .. , n 
eine Basis von $~, wenn die Determinante 

(12) Q = lJ ± C1,1 C2,2 ., , Cn,n 

nicht verschwindet, denn es ist 

(13) LI ( w1, w2, ... w~) = 02 LI ( w1, ro2, ... Wn)• 

Wenn wir z. B. die Elemente w11 w2, ... w,. einer Basis mit 
rationalen Koeffizienten c1, c2 ... Cn multiplizieren, deren keiner 
verschwindet, so erhalten wir eine neue Basis 

C1 f/Ju r 2 f/J2 • • • Cn w,.. 
§ 103. 

Die Minimalbasis und die Körperdiskriminante. 
Nach der zuletzt gemachten Bemerkung verliert eine Basis 

von S.!. die Eigenschaft, eine Basis zu sein, nicht, wenn man jede 
ihret Zahlen mit einer von Null verschiedenen rationalen Zahl 
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multipliziert. Nun kann man nach § 97, 5. jede Zahl durch 
~Iultiplikation mit einer ganzen rationalen Zahl in eine ganze 
Zahl verwandeln, und daraus folgt, daß es Basen von .Q gibt, 
deren Elemente lauter ganze Zahien sind. Die Dis
kriminante einer solchen Basis ist eine ganze rationale 
Zahl. Diese ganze rationale Zahl ist von :Null verschieden. Sie 
ändert sich, wenn eine andere ganzzahlige Basis gewählt wird, 
behält aber für einen bestimmten Körper ein unverändertes Vor
zeichen. 

lJ nter all diesen ganzen Zahlen, die als Diskriminanten einer 
ganzzahligen Basis auftreten können, und die alle in quadra
tischem Verhältnis zueinander stehen, muß nun eine dem abso
luten Werte nach die kleinste sein. Diese kleinste Diskrimi
nante bezeichnen wir mit L1 und nennen sie die Grundzahl 
oder auch die Diskriminante des Körpers S.?-. 

Dies L1 ist eine durch S.?- völlig bestimmte positive oder 
negative, aber niemals verschwindende ganze rationale Zahl, und 
es gibt immer eine aus ganzen Zahlen ro1, ro2 , ••• w,. bestehende 
Basis von a, deren Diskriminante gleich L1 ist. 

Eine solche Basis wollen wir eine :Yl in im a 1 b a s i s von ,Q 

nennen. 
Verstehen wir unter k1 , k2, ••• k,. irgend welche ganze ratio

nale Zahlen, so ist jede Zahl von der Gestalt 

(1) 
eine ganze algebraische Zahl, und wir beweisen jetzt den funda
mentalen Satz: 

1. Wenn rou ro2 , ••• ro .. eine Minimalbasis ist, so sind 
in der Form (1) alle ganzen Zahlen des Körpers ,!2, 

enthalten. 
Da ro1 , ro2 , ••• ron eine Basis ist, so kann zunächst jede Zahl 

in ,Q in der Form (1) dargestellt werden, wenn für k11 k2 , •• k,. 
rationale Brüche zugelassen werden. Nehmen wir also an, es 
sei eine ganze Zahl ro in der Form 

k1 ro1 + k2 ro2 + · · · + k,. ro,. 
(2) ro = k 

darstellbar, worin k11 k~, ... k,., k ganze rationale Zahlen sind, 
so daß nicht alle k1, k2 , ••• k,. mit k einen gemeinschaftlichen 
Teiler haben. Ist p irgend eine in k aufgehende natürliche 
Primzahl und k = p k', so muß wenigstens einer der Koeffizienten 
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k11 k2 , ... k,. durch p unteilbar sein. Es sei etwa k1 durch p 
nicht teilbar; dann läßt sich die ganze rationale Zahl l so be
stimmen, daß (lk1 - 1) durch p teilbar wird. Es folgt dann 
aus (2): 
(3) lk, l~- 1 _ m1 + lk2 w2 + ... + lk,.ro,. _ , 

w- m1 - - m1, 
p p 

und mi ist gleichfalls eine ganze algebraische Zahl. Setzen wir 
(4) m2 = m2, ... w~ = m,., 
so bilden die Zahlen m~, m;, ... w~ eine ganzzahlige Basis 
von .Q,, weil sich die Zahlen m11 m2 , ... w,. und folglich alle 
Zahlen w linear durch mi, m; ... w~ ausdrücken lassen, und die 
Formel (13) des vorigen Paragraphen ergibt: 

(5) .d ( m~, m~, ... w~) = 1
2 .d ( m1, m2, ... w,.). 

p 

Die Diskriminante .d (m~, w;, •.. w~) ist also kleiner als 
.d (m11 m2 ••• m,.), und dies widerspricht der Annahme, daß 
m1, m2, ••• w,. eine Minimalbasis sei. Damit ist unser Satz erwiesen. 

Bezeichnet man das System der g a n z e n Z a h 1 e n des 
Körpers .Q, mit o, so erhält man jede Zahl von o, und jede nur 
ein mal, wenn man in 

(6) krm1 + k2 m2 + ... + k,.w,. 

die Koeffizienten k1, k2 , ••• k,. die ganzen rationalen Zahlen durch
laufen läßt. 

Aus diesem Grunde wird eine Minimalbasis von .Q, auch eine 
Bae:is von o genannt. 

2. Die Diskriminante einer Basis von o ist gleich 
der Grundzahl des Körpers .Q,, 

Nach der Formel (13) des vorigen Paragraphen können wir 
aus einer Basis von .Q, beliebig viele andere durch lineare Sub
stitution ableiten: 

(7) 

wenn 0 eine lineare Substitution mit rationalen Koeffizienten 
bedeutet. 

Ist ( m11 m2, ••• w,.) hierin eine Minimalbasis, so bilden die w~ 
eine ga.nzzahlige Basis, wen11 die c;,k ganze rationale Zahlen sind, 
und die w~ bilden eine Minimalbasis, wenn die Determinante 0 = ± 1 
ist. Immer aber stehen die beiden Diskriminanten .d', .d in dem 
Verhli.ltnis [§ 102, (13)]: 

Weber, Algebra. (Kl. Ausg.) 30 
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LJ' = 02L.J 

und daraus können wir schließen: 

ö. Ist die Diskriminante einer Basis ro~ von .Q, die 
aus ganzen Zahlen besteht, durch kein Quadrat 
teilbar, so ist ro~ eine ~linimalbasis, und LI' ist 
die Grundzahl des Körpers. 

Da unter den Zahlen von o immer die Zahl 1 enthalten ist, 
so kann man, wt>nn ro1 , ro2 , ••• ro,. eine Basis von o ist, die 
ganzen rationalen Zahlen c1, c2, ... c,. so bestimmen, daß die 
Relation 

(8) c1 ro1 + c2 ro2 + .. · + c,. ro" = 1 

befriedigt ist. 

(9) 

Es gilt aber auch in bezug auf die Funktionale der Ratz: 

4. \\' enn ro1 , ro2 , ... cu,. eine Basis von o ist, so t~ind in 
der Form 

ro -=- 111 ro1 + 11 2 ro2 + · · · + lln ro", 

in der u11 11 2, ••• 11,. ganze rationale Funktionale 
sind, alle ganzen Funktionale in .Q enthalten. 

Denn wir haben schon oben (§ 102) gezeigt, daß alle Funk
tionale überhaupt in der Form (9) enthalten sind, wenn die 
Koeffizienten u1, u2, ••• u,. ganze oder gebrochene rationale Funk
tionale sind. Wir können aber immer eine ganze primitive rationale 
Funktion e so bestimmen, daß 

t'Ut = Yt• eu2 = Y2 • • • eu,. = Yn 
ganze Funktionen der Variablen sind, und dann wird 

(10) 

und da e eine Einheit ist, so ist ew zugleich mit ro ganz. Da 
nun die Koeffizienten der Potenzen und Produkte der Variablen 
in der Funktion (1U) nach § 100, 10. ganze Zahlen sein müssen, so 
folgt nach 1., daß die Koeffizienten in den Funktionen y1, y2, ••• y,. 
ganze rationale Zahlen sein müssen, und daß folglich u1• u2, ••• 11" 

ganze rationale Funktionale sind. 
Ist rJ irgend eine Zahl oder ein Funktional de.; Körpers ~~' 

so verstehen w1r unter der Diskriminante von rJ die Di.;
kriminante des ßystems 
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oder auch, wenn lill l/~, ... f/n die konjugierten Größen zu lj sind, 
das Differenzenprodukt 

LI ( ll) = !I (fJ; - 1'/k)2• 
Stellt man LI ( fJ) durch eine Determinante dar, so erkennt 

man aus § 102, (10), angewandt auf die Potenzen von 'YJ: 

(1) 

5. Die Diskriminante einer ganzen Zahl oder eines 
ganzen Funktionals ist immer durch die Grund
zahl des Körpers teilbar. 

§ 104. 

Basen und Normen der Funktionale. 
Ist p. ein ganzes Funktional dPs Körpers .Q, so 

verstehen wir unter einer Basis von p. ein ::iystem 
von n ganzen Zahlen in ~: 

das eine Basis des Körpers ~ ist, und dem die 
.Eigenschaft zukommt, daß in der Form 

(2) fX = .1'1fX1 + X2tx~ + ... + XnlXn · 

alle durch p. teilbaren ganzen Zahlen des Kör
pers ~ und keine anderen enthalten sind, wenn 
für x1 , x,11 ••• Xn ganze rationale Zahlen gesetzt 
werden. 

Es soll jetzt bewiesen werden, daß jedes ~anze Funktional 
eine Basis hat. 

Zunächst ist klar, daß eine Basis eines Funktionals p. zu
gleich Basis aller mit p. assoziierten Funktionale ist, ferner, daß 
jedes. Element t~:1 , cx~, •.. an einer solchen Basis durch p, teilbar 
sein muß, endlich daß aus einer Basis von p. alle anderen ab
geleitet werden können, wenn man eine lineare Substitution 
mit ganzen rationalen Koeffizienten und der Determinante ± 1 
anwendet. 

l)m nun eine Basis von p. zu bilden, gehen wir von einer 
Minimalbasis von ~ aus, die wir, wie oben, mit 

bezeichnen. 
Da es positive ganze rätionale 

teilbar sind, so gibt es auch ganze 
Zahlen gibt, die durch p. 
rationale Zahlen a, für die 

30* 
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das Produkt aw1 durch p. teilbar ist. Die kleinste positive 
unter diesen Zahlen wollen wir mit a1, 1 bezeichnen, und 

~,1 ()Jl = OG1 

setzen. Sodann bezeichnen wir mit a2,2 die kleinste positive 
ganze rationale Zahl, für die sich ein ganzes rationales a1, 2 so 
bestimmen läßt, daß 

u2 = a1,2 w1 + a2,2 W2 

durch p. teilbar wird, und fahren so fort. Wir bilden auf diese 
Weise das System 

u1 = a1,1 Wu 

(3) a2 = a1, 2 W1 + a2, 2 Wu 

OGn = a1,nW1 + a2,nW2 + ... + an,n W,., 

worin a1, 1, a2, 2, ... a .. , .. die kleinsten positiven ganzen ratio
nalen Zahlen sind, die eine Bestimmung der ganzen 
rationalen Zahlen a1,2, ... a .. - 1,,. so ermöglichen, daß die 
ganzen Zahlen u 1, u 2, ••• u .. durch p. teilbar werden. 

Jede Zahl a,.,,. ist hiernach unabhängig von den übrigen 
dadurch definiert, daß sie die kleinste natürliche Zahl ist, für 
die sich die zugehörigen ganzen rationalen Zahlen 

so bestimmen lassen, daß 

(4) CIGr = ~.,.wl + a2,rllJ2 + ••• + ar-t,rWr-1 + a,.,~ro,. 
durch p. teilbar wird. In dem besonderen Falle, wo w,. selbst 
durch p. teilbar ist, hat man demnach a,.,,. = 1 zu setzen, und 
die a1,,., a2,,., ... a,._1,r können alle gleichNull angenommen werden. 

Bezeichnen wir mit .d die Grundzahl des Körpers ~. so er
gibt sich die Diskriminante des durch (3) bestimmten Systems 
u1, u2 , ... OGn nach der Formel S 10~, (13): 
(5) A(u1, a2, ... u,.) = a1~ 1 a~, 2 ... a~ ... A. 

Dies ist eine von Null verschiedene ganze rationale Zahl, 
und folglich sind die Größen a eine Basis von .Q. 

Um also zu zeigen, daß das so bestimmte System u1, OG2 , ... a .. 
eine Basis von p. ist, bleibt noch nachzuweisen, daß jede durch 
p. teilbare ganze Zahl OG in der Form (2) dargestellt werden 
kann. Nehmen wir, um diesen Beweis zu führen, irgend einen 
Index r < n an, und suchen die Bedingung dafür, daß eine ganze 
Zahl von der .Furm 
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( 6) 'Yr = h1 ro1 + h2 ro2 + · .. + h .. ro,. 

durch p. teilbar ist, wenn h1, h2, ... h,. ganze rationale Zahlen sind. 
Zunächst folgt, daß h,. durch a,.,,. teilbar sein muß. Denn 

bezeichnen wir mit q,. den Rest der Division von h,. durch a,., r 
und setzen 

h,. = 1,. a,.,,. + q,., 0 < q,. < a,.,r, 
so ergibt sich nach (6): 

y,. -l,.ar = (h1 -l,.av)ro1 + (h2 -l,.a2,r)ro2 + ··· + q,.ro,., 
und diese Zahl müßte auch durch p. teilbar sein. Dies ist aber 
nach der Definition von a,.,r nur möglich, wenn q,. = 0 ist. Dann 
abor erhält 'Yr - l,. ar den Ausdruck: 

(7) y,. - l,. Ur = h]. ro1 + h2 ro2 + •" + h~-1 ror-1 1 

wird also von derselben Form wie (6), nur daß r- 1 an Stelle 
von r tritt, und in (7) ist dieselbe Schlußweise zu wiederholen. 
Demnach ergibt sich durch vollständige Induktion der Satz: 

Eine in der Form h1 ro1 + h2 ro2 + ··· + h,.ro,. dar
stellbare ganze Zahl des Körpers ,Q, ist immer 
dann und nur dann durch p. teilbar, wenn sie in 
der Form 

l1 a1 + llla2 + ... + l,.ar 

darstellbar ist, in der die Koeffizienten l11 l1, ••• l,. 
ganze rationale Zahlen sind. 

Setzt man in diesem Satze r = n, so hat man den Beweis 
dafür, daß das Zahlensystem (3) eine Basis von p. ist. 

Wie man aus einer Basis von p. alle anderen ableiten kann, 
haben wir schon oben gesehen. 

Wir ·verstehen jetzt unter a11 ""' ... a,. eine beliebige Basis 
von p. und stellen das Funktional p. nach § 100 als Quotienten 
zweier ganzer Funktionen dar, deren Nenner eine rationale Ein
heit ist. Die Koeffizienten des Zählers sind dann ganze durch 
p. teilbare Zahlen (§ 101, 4.) und können daher in der Form (2) 
dargestellt werden. 

Fassen wir diese Darstellung gehörig zusammen, so ergibt 
sich also für p. ein Ausdruck 

(8) f' = U1U1 + a2U2 + ••• + 1XnUn1 

worin die u1, u2 , ... u,. ganze rationale Funktionale sind. 
Hiermit wollen wir die Linearform 

(9) A. = a1 t1 + tt2 t2 + · · · + a,.t,. 
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vergleichen, in der t1, t2 , ••• t,. Variable sind. Die Linearform ist 
(nach § 99) der größte gemeinschaftliche Teiler der Zahlen 
u11 u2, ••• u .. und ist durch p, teilbar, weil die Zahlen u11 u2, ... u,. 
durch p, teilbar sind. Andererseits ist aber auch, wie die Dar
stellung (8) zeigt, p, durch Ä teilbar, und folglich sind die beiden 
Funktionale p, und Ä miteinander assoziiert. 

Das Funktional Ä wollen wir eine Basisform 
des Funktionals p, nennen: es ist dann Ä zugleich 
Basisform von allen mit p, assoziierten Funk
tionalen. 

Eine Basisform Ä von p, hat die Eigenschaft, daß man aus 
ihr alle durch p, (oder durch Ä) teilbaren ganzen Zahlen in S!. 
erhält, wenn man für die Variablen ganze rationale Zahlen setzt. 

Die Basis u1 , u2 , ••• u,. steht zu dem Funktional p, in einer 
ähnlichen Beziehung, wie die Basis ro1 , ro2, ••• ro,. des Systems o 
aller ganzen Zahlen in S!. zu den Einheiten. In der Tat ist die 
Linearform 
(10) 
eine Einheit; denn sie ist der größte gemeinschaftliche Teiler 
von ro1, ro2, .•. ron und muß also, wie die Formel § 103, (8) zeigt, 
ein Teiler von 1: also eine Einheit sein. 

Demnach wollen wir das .Funktional -r eine Basis
form von o nennen. 

Aus einer solchen Basisform erhält man alle ganzen Zahlen 
des Körpers J?,, wenn man für die Variablen ganze rationale 
Zahlen setzt. 

Die Linearform 1: ist die Wurzel einer irreduziblen Funk
tion n ten Grades der Variablen t: 

E'(t) = N(t- -r:) = 0, 

in der die Koeffizienten der Potenzen von t ganze rationale (und 
homogene) Funktionen der Variablen t11 t2, ••• t,. sind. 

Die Elemente u1 , a2 , ••• a,. einer Basis des Funktionals p, 
können als ganze Zahlen in a linear und ganzzahlig ausgedrückt 
werden durch eine Basis ro1, ro2, •.• ro,. von o in der Form 

(11) (ul, u2, "'an)= A (rol, Wg, ... ro,.), 

worin A eine lineare Substitution mit ganzen rationalen Koeffi
zienten bedeutet. Einen Spezialfall hiervon bieten die Formeln (3). 

Eine Basisform Ä von p, wollen wir so darstellen: 
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• 
(12) Ä = ~IX.t,, 
und die Substitution (11) schreiben wir ausführlicher: 

• 
(111) a. = E a,,, ro,, 

worin t. Variable, a.,. die Substitutionskoeffizienten sind, und der 
Summationsbuchstabe v von 1 bis n läuft. 

Da die Produkte OG, ro,. alle durch p, teilbar sind, so können 
sie nach der Bedeutung der Basis in der Form dargestellt werden: 

(14) 8 <•> IX, ro,. = I g.,,. IX8 , 

worin die g~~>,. ganze rationale Zahlen sind. Hieraus erhält man 
dann nach (12): 

(15) 

wenn 
• 

(16) t., .. = ~ g~~' .. t, 
ganze rationale Linearformen sind. 

Substituiert man in (15) wieder die Ausdrücke (13), so folgt: 
• 8 

(17) A.ro,. = ~ro. ~a.,,ts,r• 

Eliminieren wir aus diesen linearen Gleichungen die ro,, so 
können wir die Gleichung n ten Grades für Ä in Determinanten
form darstellen, und das Produkt der Wurzeln dieser Gleichung, 
also die Norm von A, erhalten wir als die Determinante aus den 
n~ Größen 

8 

~ a.,. t.,,. 
(§ 97, (8)]. Diese Determinante läßt sich aber nach dem Multi
plikationssatze der Determinanten zerlegen, und gibt, wenn 

A = ~±a1,1a2,2 ... a"•"' T= E.+tt,1t2,2 ... t,.,,. 
gesetzt wird, 
(18) N(l) =AT. 

Hierin ist T eine ganze Funktion der Variablen t. mit ganzen 
rationalen Zahlenkoeffizienten, von der wir nun noch nachweisen 
werden, daß sie primitiv ist. 

Nehmen wir also im Gegenteil an, im Teiler von 1' gehe 
irgend eine natürliche Primzahl p auf. Dann können wir n ganze 
rationale Formen y11 y2 , ••• y.. der Variablen t so bestimmen, daß 
dien Summen 
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(19) Us = ts,1Y1 + ts,2Y2 + ••• + ts,nYn 
alle durch p teilbar sind, ohne daß alle y1 , y9, ••• y,. durch p 
teilbar sind. 

Die Richtigkeit dieser Behauptung folgt aus elementaren 
Determinan tensä tzen. 

Wenn nämlich die ts,r alle durch p teilbar sind, so können 
wir die Yr ganz beliebig, z. B. gleich 1 annehmen. 

Anderenfalls nehmen wir an, daß außer der Determinante T 
auch alle m-reihigen Unterdeterminanten durch p teilbar seien 
(m < n), und daß unter den (m- 1)-reihigen Unterdetermi
nanten wenigstens eine nicht durch p teilbar sei. Ist dann etwa 
unter den (m - 1)-reihigen Determinanten der Matrix 

fm-1,1, tm-1,21 ••• lm-l,m 

eine durch p nicht teilbar, so setzen wir für y1 , y2, ... y". eben 
diese (m- 1)-reihigen Determinanten und nehmen Ym+ 1 , ... y .. 
= 0 an. Diese y genügen dann der gestellten Forderung. 

Sind die y so bestimmt, so setzen wir 

(20) ro = ro1y1 + ro2'Y2 + · · · + ro,.y .. , 
und leiten aus (15) die Gleichung ab: 

8 

(21) A.ro = L ~.u •. 
Da nun die a. durch A. und die u durch p teilbar sind, so 

folgt, daß ro durch p teilbar ist, und daß mithin nach § 103, 1., 
y1, y9 , ••• y.. durch p teilbar sein müssen, was unserer Voraus
setzung entgegen ist. 

Damit ist bewiesen, daß T eine primitive Funktion ist, und 
da.fl also der absolute Wert der Determinante A gleich 
der absoluten Norm von l und folglich auch von 11 ist. 

Wenden wir das Ergebnis auf die spezielle Basis (3) an, so 
ergibt sich die Formel: 
(22) Na(!l) = a1,1 a2,2 ... a .. , ... 

Hieran knüpfen wir noch folgende Bemerkungen: Wenn man 
in einer Basisform eines Funktionals 11 

A = ~1 tl + ~2 ts + ... + ~,. t .. 
auf die Variablen t1, t9 ... t .. eine ganzzahlige lineare Substitu
tion mit der Determinante + 1 anwendet, so entsteht eine neue 
Basisform von fA· Denn allen ganzzahligen rationalen Werten 
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der Variablen t1, t~m .•• tn entsprechen ganzzahlige rationale Werte 
der neuen Variablen und umgekehrt. 

Die Anwendung einer linearen Substitution auf die Variablen t 
ist aber gleichbedeutend mit der Anwendung der transponierten 
Substitution auf die Koeffizienten a1 , a2 , ••• tXn, d. h. mit dem 
Übergange zu einer neuen Basis von p,: 

(23) (ßu ß2 • • • ßn) = B (oel, fX2 • • · 1Xn), 

die dann durch Zusammensetzung mit (11) ergibt: 

(24) (ßu ß2 . • • ßn) = BA (ml, m2 ..• wn)• 

Die Diskriminante der Basis a1 , a2 , ••• an von t.t ist nach 
(13) gleich A2L1, wenn A die absolute Norm von p, und L1 die 
Körperdiskriminante ist. 

Wenn die Diskriminante der durch eine Substitution (23) 
bestimmten Zahlen ß mit der Diskriminante der IX übereinstimmt, 
so muß die Substitutionsdeterminante B = + 1 sein; und wir 
kommen also zu den Sätzen: 

1. Die Diskriminante einer Basis von p, ist gleich 
dem Quadrat der absoluten Norm von p,, multi
plizie·rt mit der Grundzahl des Körpers; 

und umgekehrt: 

2. Ist ßu ß2, ••• ßn ein System ganzer durch p, teil
barer Zahlen, dessen Diskriminante gleich ist 
dem Quadrat der absoluten Norm von t.t, multi
pliziert mit der Grundzahl des Körpers, so ist 
ß1, ß2, .•. ßn eine Basis von p,. 

§ 105. 

Kongruenzen. 
1. Definition: Zwei ganze algebraische Zahlen;, 1J, 

deren Differenz g - "1 durch ein ganzes .Funk
tional p, teilbar ist, heißen miteinander kon
gruent nach dem Modul p,. 

Der Begriff der Kongruenz läßt sich auch auf Funktionale 
ausdehnen, was wir aber fürs erste noch nicht tun. Dagegen 
ist es wesentlich, als Moduln der Kongruenzen nicht bloß Zahlen, 
sondern auch Funktionale zu berücksichtigen. Jede Kongruenz 
bleibt bestehen, wenn der Modul durch ein assoziiertes :Funktional 
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ersetzt wird. Bei dem :\1odul können beliebige Einheitsfaktoren 
hinzugefügt werden. 

Wir gebrauchen für die Kongruenz das Gaußsehe Zeichen 

(1) ~ = 1'/ (mod p,). 

Eine solche Kongruenz ist gleichbedeutend mit der Gleichung 

(2) ~=I'}+ wp,, 

worin w irgend ein ganzes Funktional sein kann. 
Aus dieser Darstellung erkennt man dann sofort, daß, ebenso 

wie in Kongruenzen zwischen rationalen Zahlen, wenn man in 
einem durch Addition, Subtraktion und Multiplikation von 
ganzen Zahlen zusammengesetzten Ausdruck jede Zahl durch eine 
nach dem Modul p, kongruente Zahl ersetzt, eine nach demselben 
:Modul kongruente Zahl das Resultat ist; in Zeichen: 

Sind ~11 '1'}11 ~2, '1'}2 ••• ganze .Zahlen, die den Kongruenzen 

gl = 1'/t, ~2 = l'/2, ... (mod p,) 
genügen, und ist 1jJ (:r1 , x 2 , ... ) eine ganze Funktion mit ganz
zahligen rationalen Koeffizienten, so ist auch 

(3) 1/J(~~~ ~21 ... ) = tP(l'/t, l'/2, ... ) (mod p,). 
2. Ist m die kleinste positive ganze rationale Zahl, 

die durch p, teilbar ist, so sind zwei nach dem 
Modul p, kongruente ganze rationale Zahlen auch 
nach dem Modul m kongruent (§ 98, 13.) und um
gekehrt. 

Ein Hauptsatz über die Kongruenzen, zu dessen Beweis wir 
jetzt schreiten, ist der: 

3. Die Anzahl der nach einem Modulp, inkongruenten 
ganzen Zahlen eines Körpers .Q ist endlich, und 
zwar gleich der absolu-ten Norm von p,. 

Um ihn zu beweisen, nehmen wir eine Basis des Funktionals !l 
an, und zwar wiihlen wir gerade die im § 104, (3) bestimmte spe
zielle Basis: 

al = al,l wl, 

(4) a2 = a1,2 w1 + a2,2 w 2, 

et,. = a1, II Wl + a2, n W2 + • • • + a", n 0)>11 

worin w1, w2 , ••• w" eine Basis von o ist. 
Jede ganze Zahl 1'/ in s;?, läßt sich dann in der Form dar

stellen: 
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(f.•) 1J = Y1 rot + 'Y2 ro2 + "• + Yn ro,., 
wenn die y1 , y2 , ••• y,. ganze rationale Zahlen sind. Damit ver
binden wir das Zahlensystem 
(6) ~ = x1ro1 + x2 ro2 + ... + x .. ro,., 

in dem wir x1 als ganze rationale Zahl ein volles Restsystem 
nach dem Modul a 1, 1 , x2 nach dem .Modul a2,2 ••• , Xn nach dem 
Modul a,.,,. durchlaufen lassen. Die Anzahl der so gebildeten 
Zahlen ; beträgt a1,1 a2, 2 ••• a .. ,,., eine Zahl, die nach § 104 gleich 
der absoluten Norm von f' ist. 

Wir wollen nachweisen, daß jede Zahl r; einer und nur einer 
dieser Zahlen ; nach dem Modul f' kongruent ist. 

Wenn 1J - ; durch f' teilbar sein soll, so muß nach der 
Bedeutung der Basis diese Differenz in der Form 

(7) 1J- ~ = h1 oe1 + h2 oe2 + · ·· + h,.oe,. 
darstellbar sein, worin die h1 , h2 , ••• h,. ganze rationale Zahlen 
sind, und wenn diese Bedingung erfüllt ist, so ist auch umgekehrt 
r; mit ~ nach dem Modul t-t kongruent. Ordnen wir die rechte 
Seite mittels (4) nach m1, ro2, ••• ro,., so ergibt sich aus (ö) 
Un(l (6): 

(8) 

y1 = x 1 + h1 a1,1 + h2 a1,2 + .. · + h,. a1,n, 
Y2 = X2 + h2 a2,2 + ··· + h,.a2,n, 

Yn = x,. + hnan,n• 
Darin aber liegt der Beweis unserer Behauptung. Denn sind 

y1, y2, ••• y,. irgend welche gegebene ganze rationale Zahlen, so 
ist .zunächst aus 

Yn =X,.+ h,.a,.,,. 
x.. und h .. vollständig bestimmt. Denn es ist 
und x,. der Hest der Division von y .. durch a,.,,.. 
wir aus der vorletzten Gleichung 

h,. der Quotient 
Darauf erhalten 

Yn-1 - h,. an-1,n = Xn-1 + hn-1 an-1, tl-h 

wodurch x,._ 1 und hn-1 völlig bestimmt sind. Die nächst vorher
gehende Gleichung ergibt: 

Yn-2- hnan-2,n- ·h,._tan-2,n-1 = Xn-2 + hn-2an-2,n-2 1 

wodurch x,._ 2 und h,._ 2 völlig bestimmt sind, und so fahren wir 
fort, bis alle x, und hi bestimmt sind. 

Hiernach können wir zweckmäßig die Gesamtheit der Zahlen~ 
oder irgend ein System mit diesen kongruenter Zahlen ein volles 
Restsystem nach dem Modul f' nennen. 
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Die Anzahl der Individuen eines vollen Restsystems für den 
Modul p, ist gleich der absoluten Norm von p,. 

Aus der Existenz eines vollen Restsystems nach einem Modul p,, 
die hierdurch nachgewiesen ist, ergibt sich eine Reihe von Sätzen, 
die mit bekannten elementaren Sätzen der rationalen Zahlen
theorie übereinstimmen. 

Bedeutet u irgend eine ganze Zahl in .Q, und p, ein als 
Modul dienendes Funktional, und ist ~X relativ prim zu p,, so sind 
zwei Zahlen IX~ und ~X~' nur dann kongruent nach dem Modul p,, 
wenn die ganzen Zahlen ~. ~~ kongruent sind. Hieraus ergibt 
siC'h, daß, wenn g ein volles Restsystem nach dem Modul p, durch
läuft, dasselbe auch von dem Produkte u ~ gilt, wodurch der Satz 
bewiesen ist : 

4. Ist u eine ganze Zahl in .Q, relativ prim zu dem 
Modul p,, ferner y eine beliebige ganze Zahl in ,Q,, 

so ist die Kongruenz: 
(9) u~ = y (mod p,) 

immer durch eine ganze Zahl g lösbar, und auch 
nur durch eine, wenn für g ein volles Hastsystem 
nach dem Modul p, vorgeschrieben ist. 

Wenn hierin p, selbst eine ganze Zahl ist, die wir mit ß 
bezeichnen, so ist auch der (~uotient 

~Xg-y 
--=-fl 

,~ 

eine ganze Zahl, und dann nimmt der vorstehende Satz die 
Jl'orm an: 

5. Sind u, ß, 1' drei ganze Zahlen in .S~ und u, ß 
relativ prim, so kann man zwei andere ganze 
Zahlen g, 'YJ in .Sl so bestimmen, daß 

(10) ~Xg + ßfJ = f 
wird. Insbesondere kann man also auch für zwei 
beliebige relative Primzahlen ~X, ß die Gleichung 

(11) u~ + ß1J = 1 
durch ganze Zahlen g, 'YJ befriedigen. 

Dieser Satz läßt sich auf ein System von mehreren Zahlen 
übertragen. 

Wenn die Zahlen u, ß, y, . . . in o keinen gemeinsamen Teiler 
haben, so können wir zuniichst Zahlen '1}1 , ~1 , • .. in o so be-
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stimmen, daß 

fJ1 = ß 'Y/1 + r ~1 + .. · 
relativ prim zu ~ wird. Wir haben nämlich, wenn :n:1, :n:1 ••• die 
verschiedenen Primfaktoren von ~ sind, deren keiner in allen 
ß, r ... aufgehen kann, und wenn etwa ß durch :n:1 nicht teilbar 
is1, 1}1 durch n1 unteilbar, die übngen ?;ahlen ~1 • • • durch n1 
teilbar usf. anzunehmen, und erhalten für jede der Zahlen 
fJ1 , ~1 ••• die Bedingung, daß sie durch einige der Primfaktoren n; 
teilbar, durch andere nicht teilbar sein soll, und dieser Forderung 
kann nach § 101, 1. immer genügt werden. Dann können wir 
nach 5. die ganze ?;ahl -r so bestimmen, daß 

(.(~ + ß1-r = 1 

wird, und wenn wir -rn1 = 1j, -r'1 = ~' ... setzen, so erhalten wir 
den ~atz: 

(12) 

ti. ::lind ~, ß, y ... Zahlen in o ohne gemeinschaft
lichen Teiler, so lassen sich andere Zahlen 
~, 'I• ~ ... in o so bestimmen, daß 

~~ + fJ'YJ + f~ + ... = 1 
wird. 

Daraus läßt sich weiter auf folgenden Satz schließen: 

7. Sind ~, ß, r ... beliebige Zahlen in o und p. eine 
durch den größten gemeinschaftlichen Teiler aller 
dieser Zahlen teilbare Zahl in o, so kann man die 
Zahlen s, rJ, ~ ... in o so bestimmen, daß 

wird. 
P. = ~s + ßn + r~ + · .. 

Wenn wir nämlich den größten gemeinschaftlichen Teiler 
der Zahlen a, ß, r . . . nach § 99 in der Form 

lJ = ~u + {Jv + rw + ... 
annehmen, worin u, v, w ••. Variable sind, so gibt es nach Vor
aussetzung ein ganzes Funktional w, so daß p. = lJ w ist. Das 
Funktional w stellen wir als Quotienten zweier ganzer Funktionen 
rp : E dar, von denen E eine Einheit, und folglich rp eine Funktion 
mit ganzzahligen Koeffizienten ist, und erhalten so 

(13) Ep. = (~tt + {JV + '}' W + "·) f/J• 

Ordnet man beide Seiten dieser Gleichung nach den darin 
vorkommenden Variablen, so erhält man, wenn E11 E1 ... die 
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Koeffizienten in c sind, ein System von Gleichungen von folgender 
Form: 

(14) 
Et.U = rx~l + ß111 + l'bt + ··· 
E2U = OG~2 + ßl'/2 + /'b2 + ••• 
......................... ~ ......... ' 

worin die ;;, f]1, ~i ••• Zahlen in o sind. Nun haben aber die 
Zahlen Eu s2 ••• als Koeffizienten einer Einheit keinen gemein
samen Teiler, und folglich kann man nach 6. die Zahlen r1, r 2 ••• 

in o so bestimmen, daß 

(15) E1 t"1 + c2t'2 + · · · = 1 
wird. Aus (14) folgt aber, wenn man mit .,;1, .,;2 ••• multipliziert 
und addiert, und dann 

g = .,;lgl + t'2~2 + ... , fJ = TlfJl + t'2f/2 + ·•• 
setzt, mittels (15) der zu beweisende Satz 7. 

Wir beweisen noch den folgenden Satz: 

8. Ist /1, v, Q ••• ein System von Funktionalen, deren 
je zwei relativ prim sind, und rx, ß, y ••• beliebige 
ganze Zahlen in .Q, so kann man eine Zahl e (nach 
dem Modul ~-LVQ ••• ) bestimmen, die den Kon
gruenzen 

(16) e = cx(mod/1), @ = ß (mod v), e = r(mod Q) •.• 
genügt. 

Um ihn zu beweisen, wähle man eine ganze Zahl a in .Q, 

die relativ prim zu /1, aber durch VQ ••• teilbar ist. Ebenso sei 
b relativ prim zu v, aber durch 11 Q ••• teilbar, und entsprechendes 
gelte für c • . • Dann löse man nach 4. die Kongruenzen 

(17) a~ = 1 (mod p,), brJ = 1 (mod v), Cb = 1 (mod Q) ••• 
und setze 
(18) @ = acxg + bßr; + CJ'b ••·, 

und diese Zahl genügt offenbar den Kongruenzen (16). 
Wenn das Funktional ~ ein Teiler des Funktionals 11 ist und 

f.t =v~, 

so werden in einem vollen Restsystem g nach dem Modul 11 alle 
Reste nach dem Modul v vorkommen. Jeder dieser Reste wird 
aber gleich oft unter den Zahlen ~ auftreten. Denn wenn ~0 
die durch v teilbaren unter den Resten ~ sind, so sind zwei 
Zahlen ~ und ~~ nur dann nach dem Modul v kongruent, wenn 

~ = ~1 + ~0 (mod 11) 
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ist. Da nun die Anzahl der nach dem Modul v verschiedenen 
Reste Na(v) beträgt, und Na(P-) = Xa(v) Na(Ö) ist, so folgt 

9. In einem vollen Hestsystem nach dem Modul p. 
kommt jeder Rest nach dem ~Iodul v gleich oft, 
nämlich .Na(~)mal vor. 

Ist ö der größte gemeinschaftliche Teiler der Zahl ~ und 
des Funktionals p., so wird a.~ mit IX~' dann und nur dann nach 

dem ~1odul p. kongruent sein, wenn 

~ = ~· (mod v). 
Wenn also ~ ein Restsystem (mod p.) durchläuft, so wird ~~ 

eine durch fJ teilbare Zahl r genau Na ( IJ) mal darstellen ; und 
es muß also dabei auch jede der Na (v) durch (J' teilbaren Zahlen 
als Rest erscheinen. Hieraus folgt: 

10. Haben IX und p. den größten gemeinschaftlichen 
Teiler ö, so hat die Kongruenz 

(19) ~~ = r (mod p.) 
nur dann Lösungen, wenn auch r durch ö teilbar 
ist, und in diesem Falle ist die Anzahl der mod p. 
verschiedenen Lösunge.n gleich Na (fi). 

Wenn ~ und ~· zwei nach dem Modul p. kongruente Zahlen 
sind, so gibt es ein ganzes Funktional rJ, so daß 

(20) ~· = ~ + P-1'/ 
ist, und diese Gleichung ist mit der Kongruenz ~· == IX (mod p.) 
gleichbedeutend. 

Um den Begriff der Kongruenz auf ganze .Funktionale aus
zudehnen, muß man ein Funktional w als Quotient zweier ganzer 
Funktionen q;: e darstellen, so daß e eine funktionale Einheit ist. 
Zwei Funktionale 

,..,1 -- rp' 
..... - I! 

heißen dann nach dem Modul p. kongruent: 

(21) w = w' (mod p.), 

wenn in der nach den Variablen geordneten Funktion q; e'- eq;' 
alle Koeffizienten durch P- teilbar sind. Dies findet z. B. dann 
statt, wenn q;, q;' und e, e' dieselben Variablen haben, und wenn 
entsprechende Koeffizienten nach dem ~lodul p. kongruent sind. 
Ist dann 'fJ ein ganzes Funktional, so gilt auch hier die Gleichung 
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(22) co' = co + p, rJ, 

die wieder mit (21) gleichwertig ist. )ian kann daher auch solche 
Funktionalkongruenzen addieren, subtrahieren und multiplizieren, 
wie Gleichungen. 

§ 106. 

Anzahl der zu einem Modul teilerfremden Zahlklassen. 
Wenn eine Zahl co in o relativ prim zu einem Funktional p, 

ist, so gilt das gleiche von allen mit ro nach dem Modul p, kon
gruenten Zahlen. Wenn wir daher die Zahlen in o nach dem 
Modul p, in Klassen kongruenter Zahlen einteilen, so ist die L':ahl 
dieser Klassen nach § 105, 3. gleich Na(f!-), und unter diesen 
Klassen wird sich eine gewisse Anzahl befinden, die nur teiler
fremde Zahlen zu p, enthalten. Die Anzahl dieser Zahlklassen, 
die wir jetzt näher bestimmen wollen, und die ein Analogon zu 
der Zahl qJ (n) (§ 67) ist. soll jetzt mit 1/-' (p,) bezeichnet sein. 

Ist p, in zwei Faktoren Q, o zerlegt, die zueinander teiler
fremd sind, so wiihlon wir zwei Zahlen in o, nämlich: 

()1, relativ prim zu Q, teilbar durch 6 

ß " " " 11, " " Q• 
Xach § 101, 1. gibt es immer solche Zahlen. Setzen wir dann 

(1) ~ = a~ + ß11 
und lassen ~ und rJ volle Restsysteme nach den Moduln Q und 11 

durchlaufen, so durchläuft ~ zugleich ein volles Restsystem nach 
dem Modul p,. Dies erkennt man leicht daraus, daß ~ nur dann 
durch p, teilbar ist, wenn zugleich ; durch Q und 11 durch 11 

teilbar ist. Es ist aber ~ dann und nur dann relativ prim zu p,, 
wenn ~ relativ prim zu Q und 11 relativ prim zu o ist; daraus 
erhält man 
(2) 

Hiernaeh genügt es, wenn wir 1/.• (p,) unter der Voraussetzung 
bestimmen, daß 

p,=nr 
eine Potenz ein&ö Primfunktionals n: ist. 

Unter dieser Voraussetzung ist Sa(n)r die Anzahl aller Zahl
klassen nt.(;h dem ::\Ioci.ul p,. Um festzustellen, wie viele darunter 
durch n: teilbare L':ahlen enthalten, nehmen wir eine durch n, 
aber nicht darch n;2 teilbare Zahl ro an, und lassen ~ in co ~ ein 
volles Restsystem nach dem Modul nr-l durchlaufen. Dann 
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erhalten wir alle Zahlklassen nach dem Modul n", deren Zahlen 
durch n teilbar sind. Hiernach ist 

1/J{p,) = Na(n)"- Na(ny-! = Na(P.) (1- N:{n)) 
die Anzahl der Zahlklassen nach dem Modul p,, deren Zahlen 
durch n nicht teilbar sind, und es ergibt sich nach (2) allgemein: 

(3) 1/J {p,) = Na(p,)II ( 1- Na\n))' 

worin sich das Produktzeichen II auf alle voneinander verschiedenen 
Primfaktoren n von p, erstreckt. 

Es sei nun das Funktional p, in zwei funktionale Faktoren 
8, b' zerlegt und eine Zahl v eines vollen Bestsystems (mod 1'), 
sei durch ~ teilbar. ~ wird der größte gemeinschaftliche Teiler 
von v und p, sein, wenn v I~ relativ prim zu b' ist. Da jede 
Zahl eines solchen Restsystems, das N (p,) Zahlen v enthält, irgend 
einen größten gemeinschaftlichen Teiler mit p, gemein haben 
muß; so folgt, wenn man b, und folglich auch 8', alle Teiler von 
p, durchlaufen läßt: 

(4) I1/J(8) = Na(p,), 

worin sich die Summe lJ auf alle Divisoren ~ des Funktionals p, 
bezieht. 

§ 107. 

Der Permatsche Satz. 

Aus der Theorie der Kongruenzen lassen sich Folgerungen 
ziehen, die den aus dem Fermatschen Lehrsatze abgeleiteten 
Sätzen der rationalen Zahlentheorie genau entsprechen. 

Wir wollen unter n ein Primfunktional f ten Grades ver
stehen, also, wenn p die durch n teilbare natürliche Primzahl ist, 

(1) Na(n) = pf 
setzen (§ 100). Ist dann ~ irgend eine durch n nicht teilbare 
Zahl in o, so wird, wie wir schon im vorigen Paragraphen ge
sehen haben, das Produkt ~ ~ zugleich mit ~ ein volles Hastsystem 
nach dem Modul n durchlaufen. Lassen wir die durch '1t teil
bare Zahl weg, so bleiben Na ( n) - 1 Zahlen übrig, und wenn 
wir das Produkt bilden, so folgt: 

(2) ~l-1 11m == li (~) (mod n), 
wenn II (~) das Produkt aller Zahlen eines vollen Restsystems 

Weber, Algebra. (Kl. Ausg.) 31 
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(mit Ausschluß der Null) bedeutet, und daher durch n nicht 
teilbar ist. Demnach folgt aus (2): 

(3) rxl- 1 = 1 (mod ::-r), 

oder, wenn man mit rx multipliziert, 

(4) avf = a (mod :n:), 

und in der letzten Form gilt der Satz auch norb, wenn rx durch 

n teilbar ist. 
Wir haben also den Fennaisehen Lehrsatz: 

1. Ist ::-r ein l)rim teiler der natürlichen Primzahl p, 
so ist für jede ganze Zahl w im Körper .Q, 

wNa<m = w (mod n). 

Hieran knüpfen sich wichtige Folgerungen: 

2. Bezeichnet {(t) eine ganze Funktion mten Grades, 
deren Koeffizienten ganze Zahlen in S!. sind, und 
:n; ein Primfunktional, so hat die Kongruenz 

(5) f (t) = 0 (mod ::-r) 

höchstens m Wurzeln, d. h. es gibt höchstens m 
inkongruente ganze .Zahlen in S!., die, für t ge
setzt, die Kongruenz befriedigen. 

Bedeutet nämlich rx irgend eine .Zahl in o, so können wir 

(6) f (t) = (t - rx) {1 (t) + {(a) 

setzen, worin f1 (t) eine ebensolche Funktion wie f(t) ist, aber 

nur vom (m-l)ten Grade. Ist aber f'(rx) = 0 (mod n), so muß 
jede Wurzel von (5) der Kongruenz 

(t - a) {1 (t) = 0 (mod n) 

genügen. Sie muß also entweder mit rx kongruent oder eine 

Wurzel der Kongruenz (m-l)ten Grades 

f1 (t) = 0 (mod n) 

sein. Setzen wir unseren Satz als bewiesen voraus für Kon

gruenzen (m - 1)ten Grades, so gilt er demnach auch für Kon

gruenzen m ten Grades; und da er für Kongruenzen ersten Grades 

gilt, so ist er allgemein richtig. 
Jede durch :n; nicht teilbare .Zahl in o genügt, wie wir ge

sehen haben, der Kongruenz 

(JJ1! -I = 1 (mod :n:) 

und die Kongruenz 
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(7) t'Pf-1- 1 == 0 

hat folglich so viele Wurzeln, als ihr Grad angibt, 'nämlich pf- 1. 
Ist nun a die kleinste natürliche Zahl, für die die Kongruenz 

(8) w" == 1 (mod :x) 
befriedigt ist, so läßt sich durch das schon oft augewandte 
Schlußverfahren zeigen, daß jeder andere Exponent I, für den 
w' == 1 ist, ein Vielfaches von a sein muß. Denn wäre l nicht 
durch a teilbar, so wäre auch, wenn a' der Rest der Division 
von a durch l ist, w"' == 1, was nach der Voraussetzung über a 
nur für a' = 0 möglich ist. Also ist a ein Teiler von pf - 1, 
und wir nennen w eine zum Exponenten a gehörige Zahl. 

Gehört w zum Exponenten a, so sind die Potenzen 
(9) 1, w, ro2 •.. m••-1 

alle inkongruent und bilden also, da sie alle der Kongruenz (8) 
genügen, nach 2. die Gesamtheit der '\Yurzeln dieser Kongruenz. 
Unter den Zahlen (9) müssen daher alle anderen zum Exponenten a 
gehörigen Zahlen w gesucht werden. Es wird aber w1 nur dann 
zum Exponenten a gehören, wenn l relativ prim zu a ist, und 
es folgt: 

Wenn es überhaupt Zahlen w gibt, die zum Exponenten a 
gehören, so ist ihre Anzahl so groß, wie die Anzahl der relativen 
Primzahlen zu a in der Heihe der Zahlen 0, 1, 2, . . . a - 1. 
Diese Zahl bezeichnen wir, wie schon früher ~ 67, mit rp (a). Daß 
aber zu jedem Teiler a von pf - 1 immer wenigstens eine Zahl w 
und folglich rp ( a) Zahlen gehören, kann so bewiesen werden: 

Bezeichnen wir die Anzahl der Zahlen, die zu einem Teiler a 
von pf- 1 gehören, mit rp0 (a), so ist rp0 (a) entweder Null 
oder rp ( a); und da jede der pf - 1 Zahlen eines vollen Rest
systemmoduls pf- 1 zu einem Teiler a des Moduls gehören muß, 
so ist: 
(10) ;E rp0 (a) = pf- 1. 

Ebenso ergibt sich, wenn wir die Formel (4) des vorigen 
Paragraphen auf die Körper der rationalen Zahlen anwenden, 
§ 68, (4): 

(11) ;E rp (a) = pf- 1, 

und dies ist nur mit (10) verträglich, wenn 

ist. 
rp0 (a) = rp (a) 

!11* 



484 Vierzehnter Abschnitt. § 107. 

Die Zahlen oo, die zu dem Exponenten pf- 1 gehören, deren 
es hiernach immer <p (pf - 1) nach dem Modul n inkongruente 
gibt, heißen primitive Wurzeln von n. Ist r eine solche pri
mitive Wurzel, so bilden die Potenzen 

1, y, y2 ••. yvf-i 

ein volles Restsystem nach dem Modul n, mit Ausschluß der 
durch n teilbaren Zahl. 

Nach dem .Fermatschen Lehrsatze für rationale Zahlen ist 
tP- 1 - 1 für t = 1, 2, ... p- 1 durch p, und folglich auch durch 
n teilbar. Die Kongruenz 
(12) tP- 1 =:: 1 (mod n) 
hat daher die Wurzeln 

1, 2, ... p - 1, 

und diese sind, da nach § 100, 3. eine rationale Zahl nur dann 
durch n teilbar ist, wenu sie durch p teilbar ist, untereinander 
inkongruent. Nach dem Satze 2. hat also die Kongruenz (12) 
keine anderen Wurzeln als diese. 

Multiplizieren wir die Kongruenz {12) noch mit t, so folgt, 
daß die Kongruenz pten Grades 

die p Wurzeln 
tP - t = 0 (mod n) 

o, 1, 2, ... p - 1, 
und keine anderen hat. Darin liegt der Beweis des folgenden 
Satzes: 

3. Eine Zahl oo in o ist dann und nur dann nach 
dem Modul n mit einer rationalen Zahl kon
gruent, wenn sie der Bedingung 

roP = oo (mod n) 
genügt. 

Beachtet man noch, daß die Polynomialkoeffizienten in der 
pten Potenz eines Polynoms alle durch p teilbar sind, mit Aus
nahme derer, die zu den pten Potenzen der einzelnen Glieder 
des Polynoms gehören (S. 330), so ergibt sich noch folgender Satz, 
der sich auf ganze .Funktionen in .Q, von beliebigen V eränder
liohen x, y ••• bezieht: 

4. Ist '1/J(x, y ... ) eine ganze Funktion der Variablen 
x, y ... mit ganzzahligen Koeffizienten aus .Q,, so 
ist das Bestehen der Kongruenz 
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[ tJ1 (x, y ••. ))P = tJ1 (xP, yP •.• ) (mod 11:) 
die notwendige und hinreichende Bedingung da
für, daß alle Koeffizienten von tJ1 mit ganzen ratio
nalen Zahlen nach dem Modul n kongruent sind. 

§ 108. 

Die Dedekindschen Ideale. 

Dedekind gründet die Theorie der algebraischen Zahlen 
auf den Begriff des Ideals. 

Wir wollen jetzt nachweisen, daß die Theorie der Ideale im 
Wesen übereinstimmt mit der Theorie der Funktionale, indem 
wir zeigen, wie der Übergang von der einen zur anderen bewirkt 
werden kann. 

Das System aller ganzen Zahlen eines algebraischen Zahl
körpers .Q, soll, wie oben, mit o bezeichnet werden. Ein in o 
enthaltenes Zahlensystem a wird ein Ideal genannt, wenn es den 
beiden Forderungen genügt: 

I. Summe und Differenz irgend zweier Zahlen in a 
geben immer wieder Zahlen in a. 

ll. Das Produkt irgend einer Zahl in a und einer 
Zahl in o gehört dem System a an t). 

Dieser Forderung würde das aus der einzigen Zahl Null be
stehende System genügen, was aber der Einfachheit halber nicht 
als ein Ideal bezeichnet wird. 

Das System o dagegen ist ein eigentliches Ideal. Ebenso ist 
das System aller durch eine bestimmte Zahl IL in o teilbarer 
Zahlen o IL ein Ideal, und ein solches wird ein Haupt i d e a 1 
genannt. 

Unter dem Produkte a 6 zweier Ideale a und b versteht man 
den Inbegriff aller Zahlen, die man erhält, wenn man irgend 
eine Zahl "" aus a mit einer Zahl ß aus b multipliziert und eine 
beliebige Anzahl solcher Zahlenprodukte addiert, also den Inbegriff 
aller Zahlen von der Form ZJ"" ß. Daß dieses Produkt ab wieder 
ein Ideal ist, leuchtet unmittelbar ein. Nach dieser Definition 
ist z. B. o a = a, und das Ideal o spielt bei dieser Multiplikation 
die Rolle der Einheit. 

1) Vgl. Dirichlet- Dedekind, Vorlemngen über Zahlentheorie im 
§ 167 der dritten, § 177 der viertf'n Auflage. 
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Man kann nun die Ideale und Funktionale in der Weise auf
einander beziehen, daß dabei folgende Gesetze obwalten: 

1. Jedem ganzen Funktional entspricht ein be
stimmtes Ideal, und assoziierten Funktionalen 
entspricht dasselbe Ideal. 

2. Jedem Ideal entsprechen unendlich viele, aber 
nur assoziierte ganze Funktionale. 

3. Dem Produkt zweier oder mehrerer ganzer Funk
tionale entsprechen die Produkte der den Fak
toren entsprechenden Ideal& 

4. Einer ganzen Zahl entspricht ein H auptideal. 
5. Den funktionalen Einheiten entspricht das Ideal o. 

Um dieses Entsprechen zu definieren, ordnen wir zunächst 
dem System aller Einheiten das Ideal o zu. Ist dann ferner r:p 
irgend ein ganzes Funktional, das keine Einheit ist, so genügt 
der Inbegriff der durch r:p teilbaren ganzen Zahlen u des Körpers .Q, 

nach § 96 den Forderungen I., li., und ist also ein Ideal, das wir 
mit a bezeichnen 1) und dem Funktional r:p zuordnen. Dasselbe 
Ideal a ist dann auch sämtlichen mit r:p assoziierten Funktionalen 
zugeordnet. Diese Zuordnung hat die Eigenschaften 1., 4., 5. 

Sind r:p und r:p1 zwei nicht assoziierte Funktionale, so ist 
gewiß eines von ihnen, etwa q;, nicht durch das andere r:p 1 teilbar, 
und folglich gibt es (nach s 101. 1.) ganze Zahlen, die durch q;, 
aber nicht durch r:p1 teilbar sind. Folglich sind nicht asso
ziierten Funktionalen immer v e r s c h i e den e Ideale a, a1 zu
geordnet. 

Es ist aber nun auch zu zeigen, daß auf diese Weise alle 
Ideale des Körpers S;!, erhalten werden können, mit anderen 
Worten, daß jedes von o verschiedene Ideal a aus der Gesamt
heit der durch einen gewissen Funktionalfaktor teilbaren Zahlen 
besteht. 

Wir gehen aho jetzt von irgend einem Ideal a aus und 
wählen eine beliebige endliche Menge von Zahlen daraus, 
u1 , u2 , • • • Ur, deren größter gemeinschaftlicher Teiler 8r sein 
mag. Dieses Funktional dr hat eine endliche Anzahl von Prim
faktoren. 

1) Zur Bezeichnung der Ideale gebrauchen wir mit Dedekind die 
kleinPn deutschen Buchstaben. 
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Gibt es nun eine Zahl 1Xr+ 1 in a, die nicht durch 8,. teilbar 
ist, so hat der größte gemeinschaftliche Teiler 8,.+ 1 von 8,. und 
a,. + 1 weniger Primfaktoren als 8,.. Wenn wir mit dieser Schluß
weise fortfahren, so kommen wir zu dem Ergebnis, daß sich aus 
a eine endliche Zahl von Zahlen 1X11 IX21 ••• IX,,. so auswählen läßt, 
daß der größte gemeinschaftliche Teiler 8 dieser Zahlen in allen 
Zahlen von a aufgeht. 

Andererseits gehört jede durch 8 teilbare Zahl in o zu a. 
Denn nach § 105, 7. kann jede durch 8 teilbare Zahl IX in die 
Form gesetzt werden : 

IX= IX1 ~~ + IX2~2 + "' + 1Xm~mo 
worin ~1 , ~2 , ••• ~m .Zahlen in o sind, und folglich gehört nach 1 
und II. IX zum Ideal a. 

Es ergibt sich hieraus, daß, wenn 8 eine Einheit ist, das 
Ideal a mit o identisch ist. Jedes ldeal a ist also dadurch 
charakterisiert, daß alle seine Zahlen einen gewissen größten 
gemeinschaftlichen Teiler haben. 

Es bleibt noch zu zeigen, daß, wenn die Funktionale cp, t/J 
den beiden Idealen a, b entsprechen, das Produkt cp 1/J dem Ideal 
ab entspricht. 

Da alle Zahlen aus ab von der· Form l:IX{j sind, so ist zu
nächst klar, daß alle diese Zahlen durch cp t/1 teilbar sind. 

Wenn wir aber nach § 101, 2. das Funktional cp als größten 
gemeinschaftlichen Teiler zweier Zahlen 1X11 IX2 darstellen, so 
gehören diese Zahlen, als durch cp teilbar, dem Ideal a an, und 
wir können, da es auf einen Einheitsfaktor bei cp nicht an
kommt, 

cp = IX1 X 1 + IX2 X 2 

setzen, wenn x11 x2 Variable sind. Ebenso können wir, wenn 
ß11 ß2 zwei Zahlen aus b und y11 y2 Variable bedeuten, 

t/1 = ß1Y1 + ß2Y2 

setzen, und daraus ergibt sich: 

cp'I/J = OG1ß1X1Y1 + 1Xtß2X1Y2 + a2ß1X2!h + IX2ß2X2Ys· 

Es ist also cp t/1 nach § 101 , 4. der größte gemeinschaftliche 
Teiler der vier Zahlen IX1 ß1, a1 ß2, a2 ß1 , a2 ß2 , die dem Ideal ab 
angehören, und folglich ist cpt/1 der größte gemeinschaftliche 
Teiler aller Zahlen des Ideals ab. 
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Damit ist die gegenseitige Zuordnung d!lr ganzen Funktionale 
und Ideale den Forderungen 1. bis 5. gemäß bewerkstelligt. 

Den Primfunktionalen entsprechen bei dieser Zuordnung 
Primideale, und die Zerlegung der Ideale in Primfaktoren und 
überhaupt die Gesetze der Teilbarkeit der Ideale ergeben sich 
in völliger Übereinstimmung mit den entsprechf'nden Sätzen aus 
der Theorie der Funktionale. 

Bei dieser vollständigen Übereinstimmung kann es zu keiner 
Fnzuträglichkeit führen, wenn wir das ~ystem der untereinander 
assoziierten ganzen Funktionale zu einem Gemeinbegriffe zu
sammenfassen und dafür den l'amen Ideal brauchen. 

Wir sagen dann auch, .daß ein Funktional ein bestimmtes 
Ideal erzeugt, und alle untereinander assoziierten Funktionale, 
und nur diese, erzeugen dasselbe Ideal. Eine ganze Zahl erzeugt 
ein HauptideaL 

\\ enn irgend eine Zahl oder ein Funktional durch die Funk
tionale eines Ideals teilbar ist, so nennen wir es durch das 
Ideal teilbar, und wenn ein Funktional q; in Faktoren zerlegt 
ist, denen die Ideale a, b . . . entsprechen, so setzen wir auch, 
indem die Einheitsfaktoren in der Bezeichnung weggelassen werden: 
(1) cp=ab ... 

Eine Basis des Funktionals ist zugleich eine Basis des Ideals, 
und die absolute ~orm des repräsentierenden Funktionals stimmt 
mit der Zahl überein, die bei Dedekind die ~orm des Ideals 
heißt. Sie soll also auch hier so genannt werden, und wir setzen 
demnach, wenn das Funktional q; zu dem Ideal a gehört, 

(2) Sa(cp) = .LV(a). 
Die Norm eines Ideals ist also immer eine natürliche Zahl. 
Ist lJ ein Primideal und 11 die durch lJ teilbare natürliche 

Primzahl, so ist 
(3) N(lJ) = pf, 

und f heißt der Grad des Primideals lJ. 
Von den Normen der Ideale gilt wie von den Normen über

haupt, der Satz 

(4) .Y(ab ... ) = N(a) N(b) ... 

In allen Fragen, die sich auf Teilbarkeit beziehen, können 
die Ideale an Stelle der Funktionale treten. ~o werden in den 
die Kongruenzen betreffenden Betrachtungen der §§ 105 bis 107 
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durchweg die Moduln durch Ideale ersetzt werden können. An 
die Stelle der absoluten Normen der l!'unktionale treten die 
Normen der !dealet). 

§ 109. 

Äquivalenz. 

Wir nennen jetzt zwei Funktionale, die sich nur durch einen 
Einheitsfaktor unterscheiden, auch wenn sie gebrochen sind, 
assoziiert, und bezeichnen die Gesamtheit aller mit einem 
gebrochenen .Funkt:Mmal assoziierten Funktionale alsgebrochenes 
Ideal. Nun stellen wir folgende Definition auf: 

1. Zwei ganze oder gebrochene Funktionale q>, t/J im 
Körper a heißen äquivalent, wenn ihr Quotient 
q>: t/J mit einer Zahl assoziiert ist. 

Es heißen also die beiden Funktionale q> und t/J äquivalent, 
wenn eine Einheit E und eine Zahl u in a existieren, so daß 

!E_ = ctE 
1/J 

ist. Als Zeichen für die Äquivalenz gebraucl1en wir das folgende: 
(1) q> 'V t/J2). 

Ist q> äquivalent mit t/J, so ist auch t/J äquivalent mit q>, 
und ist q> äquivalent mit t/J und mit 1/-•1, so folgt aus (1): 

folglich: 
1/J ctl EI 

1/11 = u 8' 
und da a1 : a eine Zahl, E1 : E eine Einheit ist, so folgt der erste Satz: 

1) Der Begriff der Funktional~>, d. h. d~>r Gebrauch unbekannter Größen 
(Variablen) als Rechnungssymbole in der Algebra geht auf Kronecker zurück 
{Festschrift). Ich g-laube, ihn wesentlirh vereinfacht zu haben durch aus· 
giebige Benutzung der funktionalen Einheiten und die dadurch bedingte 
::\löglichkeit, die Variablen auch im NeunPr auftreten zu lassen. Den Namen 
.Funktional" verdanke ich Dedekind, der übrigens dieser Darstellungs
weise der Theorie weit weniger zugeneigt ist als der arithmetischen Rein
heit seiner Idealtheorie. Mir scheinen die .Funktionale zur Einführung aus 
dem Grunde nicht ungeeignet, weil sie direkter an die elementaren und ver· 
trauten Rechenoperationen anknüpfen und nicht von vornherein ganz neue 
Begriffsbildune;<'n nötig machen. Erst neuerdings hat Ernst Jacobsthal 
die Theorie wieder auf die Funktionale begründet. Crelles Jouru., Bd. 140. 

1) Sprich 'I (ist) äquivalent (mit) t/•. 
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2. Zwei Funktionale, die mit einem dritten äqui
valent sind, sind auch untereinander äquivalent. 

Teilt man hiernach alle Funktionale des Körpers ~ in 
Klassen ein, indem man zwei Funktionale in dieselbe oder in 
verschiedene Klassen wirft, je nachdem sie äquivalent sind oder 
nicht, so ergibt sich, daß zwei dieser Klassen, die ein einziges 
gemeinsames Element enthalten, vollständig identisch sein müssen, 
und die Klasseneinteilung ist also durchaus eindeutig. Jede 
Klasse ist durch ein beliebiges in ihr enthaltendes Funktional, 
einen Hepräsentanten, völlig bestimmt. 

3. Zwei _miteinander assoziierte Funktionale sind 
auch äquivalent und kommen daher in derselben 
Klasse vor. 

Denn wenn g; und 1/J assoziiert sind, so ist ihr Quotient g; : 1/J 
eine Einheit, und rp und 1/J sind also auch äquivalent. 

Eine Klasse enthält also nicht bloß d1e einzelnen Funk
tionale g;, sondern alle durch diese Funktionale bestimmten 
Ideale, und wir nennen diese Klassen daher, wenn eine genauere 
Bezeichnung nötig ist, Funktionalklassen oder, häufiger noch, 
dem üblichen Sprachgebrauche gemäß, Idealklassen. 

4. DieGesamtheit der ganzen und gebrochenenZahlen 
des Körpers .!~, verbunden mit den Einheiten und 
den Produkten von Zahlen mit Einheiten, bilden 
unter sich eine Klasse. die die Hauptklasse ge
nannt wird. 

Als Hepräsentanten der Hauptklasse kann man z. B. die 
Zahl 1 betrachten. Die Hauptklasse, als Idealklasse aufgefaßt, 
enthält das Ideal o und wird daher in der Folge durch den 
Buchstaben U bezeichnet. 

5. In jeder Idealklasse gibt es ganze Funktionale. 
Denn nach der Definition ist, wenn g; irgend ein Funktional 

und rx eine Zahl ist, g; mit rxrp äquivalent. Wir können aber 
nach§ 97, 5. die Zahl rx, sogar rational, so bestimmen, daß ag; 
ein ganzes Funktional wird. 

6. Aus jeder Idealklasse C können wir einen Reprä
sentanten g; auswählen, der nicht nur selbst ein 
ganzes Funktional ist, sondern auch zu einem 
beliebig gegebenen ganzen Funktional ro relativ 
prim ist. 
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Nehmen wir, um diesen Satz zu beweisen, zunächst nach 5. 
einen beliebigen ganzen Repräsentanten q> der Klasse C und eine 
durch q> teilbare ganze Zahl u, so ist 

(2) fPX = u, 

und x ein ganzes Funktional. Nun wählen wir (nach § 101, 1.) 
eine durch x teilbare Zahl ß so, daß ß: x relativ prim zu ro wird, 
und setzen 
(3) 'lj!x = p. 

Da jetzt q> : tJ! eine Zahl ist, so ist 1/J mit q> äquivalent, und 
t/J ist ein zu ro teilerfremder Hepräsentant der Klasse C 1), 

Wir kommen nun zum Beweise des wichtigen Satzes: 

7. Die Anzahl der Idealklassen eines Körpers .Q ist 
endlich. 

Dieser Satz ist gleichbedeutend mit dem folgenden: 

8. In jeder Klasse gibt es ganze Funktionale, deren 
absolute Norm eine bestimmte endliche, nur von 
der .Natur des Körpers .Q abhängige Zahl nicht 
übersteigt. 

Denn weil jedes ganze Funktional ein Faktor seiner absoluten 
Norm ist, und jede ganze Zahl nur eine endliche Anzahl von 
Idealfaktoren hat, so gibt es nur eine endliche Anzahl von 
ganzen Idealen, deren Norm unter einer gegebenen Zahl liegt. 
Wenn nun bewiesen werden kann, daß in jeder Klasse ein ganzes 
Ideal vorkommt, dessen Norm unter einer durch den Körper be
stimmten endlichen Zahl liegt, so ist die Endlichkeit der Anzahl 
der Klassen nachgewiesen. 
---------

1) Wir wollen hiPr im Vorübergehen auf eine Analogie der Äquivalenz 
der Ideale hinweisen. Die ganze Theorie der algebraischen Zahlen läßt 
sich, mit den notwendigen Modifikationen, übertragen auf die Theorie der 
algebraischen Funktionen, die wieder ihren geometrischen Ausdruck in der 
Theorie der algebraischen Kurven findet. Den Idealen entsprechen dann 
Punktsysteme auf einer festen Grundkurve und den Hauptidealen volle 
Schnittpunktsysteme der Grundkurve mit einer anderPn algebraischen Kurve. 
Wenn sich zwei Punktsysteme zu einem vollen :-:clmittpunktsystem ergänzen, 
was in der obigen :Formel 'IX = a seinen Ausdruck finden würde, so wird 
von den beiden Punktsystemen lf, X je.!es der Rest df!s anderen genannt. 
Zwei Punktsysteme, die, wie '/, •!·, denselben Rest haben, werden in der 
Geometrie korresidual genannt. Dieser Begriff E>ntspricht also der Äqui
valenz. (Vgl. Brill u. NöthE>r, Mathem. Annalen, Bd. 7, Salmon, Higher 
plane Ourves, deutsch von .Fiedler.) 
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Lassen wir ro11 roll, ••. ro,. eine ::\Iinimalbasis von .Q bedeuten, 
so werden alle ganzen ~ahlen des Körpers aus 

(4) 
erhalten, wenn wir den x11 Xu ••• x,. ganze rationale· Zahlwerte 
erteilen. Wenn wir eine positive ganze Zahl k annehmen und fest
setzen, daß keine der ~ahlen X; aus dem Intervall + k heraus
treten soll, so wird der absolute Wert von ro nicht über der Grenze 

<I ro. I + I ro2l + · · · + I ro,. I) k = r k 
liegen, wenn unter jro1 j, jro2 j, ... die absoluten Werte der (reellen 
oder komplexen) Größen ro; verstanden sind, und r die Summe 
I ro1 l + I roll I + · ··· bedeutet. Bilden wir den Ausdruck ( 4) für 
die n konjugierten Körper, und nehmen wir das Produkt, so er
halten wir, wenn wir mit ll eine positive reelle Zahl bezeichnen, 
die über dem Produkt der n Werte r liegt, 
(5) Xa (ro) < Rk". 

Die Zahl R ist nur von der Natur des Körpers .Q, nicht 
aber von k abhängig. 

Jetzt sei p, irgend ein ganzes Funktional in .Q, und NI}, (p,) 
seine absolute Norm. Wenn wir die ganze Zahl k so be
stimmen, daß 
(6) 

und wenn wir ferner in (4) den Zahlen x, die Werte 0, 1, 2 ... k 
erteilen, so ist die Anzahl der verschiedenen Werte, die aus ( 4) 
hervorgehen, (k + 1)", also größer als Na(p,). Nach § 105, 3 ist 
aber die Zahl der nach dem Modul p, inkongruenten Zahlen 
gleich Na (p,), und folglich müssen unter den so bestimmten 
Zahlen ro mindestens zwei verschiedene nach dem :Modul p, kon
gruente Zahlen vorkommen. Ist also ro' _ ro" (mod p,), so wird 
die Differenz 

(7) "' = ro' - ro" = (x{ - x~) ro1 + · · · + (x~ - x~) ro,. 
durch p, teilbar sein, und zugleich sind die ganzen Zahlen 

x{- x~ = a11 ••• , x~- x~ = a,. 
absolut genommen nicht größer als k. Es gibt eine durch p, 
teilbare von Null verschiedene ~ahl: 

(8) a = a1 ro1 + a2 roll + ··· _J_ a,.ro .. , 
in der die ganr.zahligen Koeffizienten a., all ••• a,. die Grenzen 
± k nicht überschreiten, und folglich ist nach (5) und (6) 
(!;!) .J.Va (a) < Rkn :::;; RN; (p,). 



§ 109. Äquivalenz. 493 

Da nun ~ durch lL teilbar ist, so setzen wir 

{10) ~ = /L(/) 1 Na(~)= Na(!L) Na(fP) 1 

und erhalten aus (9): 
(11) Na(fP) < R. 

Wenn nun 1/J ein Repräsentant einer beliebig gegeben11n 
Klasse 0 ist, so wählen wir lL so, daß 

ß = t.t'I/J 
eine Zahl ist, und wenn dann nach (10) 

ist, so ist 
~ = /L(/) 

(/) ~ 

1/J = ß' 
also fP und 1/J äquivalent. fP ist also gleichfalls ein Repräsentant 
der Klasse 0, und dieser genügt der Bedingung ( ll ). Es kommt 
also, wie bewiesen werden sollte, in jeder Klasse ein Funktional 
vor, dessen absolute Norm unter R liegt. 

Die Anzahl der Idealklassen, die wir mit h bezeichnen wollen, 
ist hiernach eine dem Körper .Q eigentümliche natürliche Zahl 
und wird die Klassenzahl des Körpers genannt. 

In dem einfachsten Falle, wo die Klassenzahl gleich 1 ist, ist 
jedes Funktional mit einer Zahl assoziiert, d. h. es kann jedes 
(ganze oder gebrochene) Funktional durch Absonderung eines 
Zahlenfaktors in eine Einheit verwandelt werden. In diesem Falle 
läßt sich jede ganze Zahl des Körpers .Q in Primzahlfaktoren, 
zerlegen, und diese Körper haben eine Theorie, die im wesent
lichen mit der rationalen Zahlentheorie übereinstimmt. Für solche 
Körper ist die Einführung der Funktionale und Ideale nicht not
wendig. 

Hierher gehören neben dem Körper der rationalen Zahlen 
unter anderen der Körper der Gauß sehen imaginären Zahlen 
(§ 78). 

Die Idealklassen können auf Grund des folgenden Satzes 
komponiert werden: 

9. Sind qJ, 1/J, qJ1 , 1/J1 Funktionale, und fP äquivalent 
mit qJ1, 1/J äquivalent mit t/11, so ist auch (/)1/J äqui
valent mit qJ1 1/J1. 

Die Richtigkeit hiervon ergibt sich unmittelbar aus der De
finition. Denn wenn fP: fP1 und 1/J.: 1/J1 mit Zahlen assoziiert sind, 
so ist auch fP 1/J : qJ1 1/J1 mit einer Zahl assoziiert. 
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Ebenso ergibt sich auch der umgekehrte Satz: 

10. Ist rp äquivalent mit rp1 und rp'I/J äquivalent mit 
cp1 1jJ1 , so ist auch 1jJ äquivalent mit lfJ1• 

Betrachten wir also zwei Idealklassen A, B, die auch iden
tisch sein können, und bilden das Produkt rpl/l irgend eines 
Funktionals rp aus A und eines Funktionals 1jJ aus B, so ist die 
Klasse (), in der das Produkt cp'I/J vorkommt, unabhängig von 
der Wahl von rp und '1/J, und die Klasse C ist durch die beiden 
Klassen A, B völlig bestimmt. Wir nennen C aus .A und B 
komponiert und schreiben symbolisch: 

(12) 0= AB= BA. 
Die Klasse C enthält alle Produkte eines Elementes von A 

mit einem Elemente von B, kann aber auch noch andere Funk
tionale enthalten. 

Da diese Komposition aus der wahren Multiplikation ab
geleitet ist, so gelten auch die Gesetze der Multiplikation für 
diese Komposition, nämlich das kommutative und assoziative 
Gesetz. 

Es folgt ferner aus dem Satze 10, daß, wenn AB= AB1 

ist, auch B = B 1 sein muß, und folglich erzeugen die Ideal
klassen bei dieser Komposition eine endliche Abelsche Gruppe 
vom Grade h, auf die wir alle Sätze anwenden können, die wir 
von solchen Gruppen kennen (achter Abschnitt). 

Die Einheit dieser Gruppe ist die schon im § 109 definierte 
Hauptklasse 0, die ja, wie wir gesehen haben, den Repräsen
tanten 1 hat. Um entgegengesetzte Klassen zu definieren, nehmen 
wir einen Repräsentanten rp einer Klasse A und eine durch cp 
teilbare Zahl oe. Ist dann oe = rpx, so ist x ein Repräsentant der 
Klasse A-t, und es ist AA-1 = 0. 

Ist A eine beliebige Klasse, und h die Klassenzahl, so ist 
immer (§ 44, S. 188) 

Ah = 0, 
und wenn k die kleinste positive Zahl ist, die der Bedingung 

A~<= 0 
genügt, so ist k ein Teiler von h. Daraus ergibt sich der Satz: 

11. Jedes Funktional cp in .Q gehört zu einem be
stimmten Exponenten k, der ein Teiler der Klassen
zahl h ist, so daß rpk assoziiert ist mit einer Zahl 
in a. 
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§ 110. 
Primfaktoren der natürlichen Primzahlen. 

Eine genauere Untersuchung der in § 104 erklärten Basis
form t: von o des Körpers .Q soll uns das Mittel geben, jede 
beliebig gegebene natürliche Primzahl p in ihre Primfaktoren 
zu zerlegen, und damit alle Primfunktionale des Körpers a, 
also Repräsentanten aller Primideale darzustellen. 

Es sei 1J ein beliebiges Primideal vom Grade f, so daß 
(1) N(.lJ) = pf 

ist, worin p die natürliche Primzahl bedeutet, die durch den 
Primfaktor 1J teilbar ist. f ist ein positiver Exponent < n. Die 
kleinste ganze rationale Zahl, die durch tJ teilbar ist, ist p, und 
jede andere ganze rationale Zahl, die durch 1J teilbar ist, ist 
daher auch durch p teilbar. 

Wir müssen nun auch Kongruenzen nach dem Modul.lJ zwischen 
ganzen Funktionen beliebiger Variablen mit Koeffizienten in o 
betrachten (§ 107, 2.). 

Den Körper der rationalen Zahlen bezeichnen wir wie immer 
mit R und nennen demnach eine Funktion mit rationalen Koeffi
zienten auch eine Funktion in R. 

Die Basisform von o 

(2) t: = GJ1 i1 + ro2 t2 + · · · + ro,. t,. 
genügt, wie wir im § 104 gesehen haben, einer Gleichung nten 
Grades F(t:) = O, deren Koeffizienten ganze rationale Funktionen 
von 11, f2 , ••• t,. sind. Es ist also F(t:) jedenfalls durch 1J teilbar, 
und daraus folgt, daß es ganze Funktionen (J) (t) in R gibt, die 
außer t irgend welche Variable enthalten können, die durch die 
Substitution t = -r in durch 1J teilbare Funktionale in o über
gehen, die also der Kongruenz 
(3) (J) (t:) ::=: 0 (mod .lJ) 
genügen, und wir werden also sagen können, r ist eine Wurzel 
der Kongruenz 
(4) (J) (t) = 0 (mod .lJ). 

Die Funktion CD wird gewiß die Variablen t1, t2 , ••• tn ent
halten müssen; sie kann aber auch noch andere Variable ent
halten, und wenn wir also die Variablen von (J) mit t, u1, u2 ••• 

bezeichnen, werden wir auch setzen: 

(5) tP (t) = CD (t, u1, u2 ••• ), 
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oder kürzer <P (t, u ), und diese Funktion hat ganze rationale Zahlen
koeffizienten. 

Wir wollen jetzt das Übereinkommen treffen, daß für jede 
Variable x, wie sie in den Funktionalen auftreten, 

(6) xP = x (mod p) 
sei. Nach dem Fermatschen Satze bleibt diese Kongruenz richtig, 
wenn für die Variablen ganze rationale Zahlen gesetzt werden, 
und daher kann aus dieser Bezeichnung, die das Folgende wesent
lich vereinfacht, nicht leicht ein Mißverständnis entstehen. 

Wenn wir die Funktion <P (t) in die p te Potenz erheben, und 
die Formel § 73, 2. anwenden, so folgt aus der Kongruenz (3) 
mittels des Fermateehen Satzes und der Bezeichnung (6) eine 
neue Kongruenz 
(7) <P (z;P, u1, u2 ... ) = 0 (mod 1J). 

Ebenso ist aber auch 

(8) -z;P = roft1 + ro~t2 + ··· + ro~t,. (mod .p). 
Setzen wir demnach 

'r1 = roft1 + ro~t2 + • · · + ro~t,., 
so ergibt sich aus (7): 

<P(ru u1, U 2 ... ) = 0 (mod 1J), 
und folglich ist -z;1 auch eine Wurzel der Kongruenz (4). 

Dieses nämliche Verfahren läßt sich wiederholt anwenden, 
und wir finden, daß auch 

r 2 = rof2 t1 + rof"t2 + ... + ro~t,. 
Wurzel der Kongruenz (4) ist, usf. 

Wenn wir also ein System von Formen rr definieren dureh 

(9) '&'r = ro(t1 + ro~r f2 + ··· + rof t .. 
für beliebige positive Exponenten r, so sind alle diese Größen r r 

zugleich Wurzeln der Kongruenz (4). Es ist noch die Frage zu 
beantworten, wieviele von diesen Formen ~'r voneinander ver
schieden sind. 

Nach § 107, (4) ist sicher 
'tr = ~'r (mod p), 

wenn 
r = r' (mod f) 

ist, und folglich gibt es unter den ~'r gewiß nicht mehr als f 
nach dem Modul p verschiedene 

(10) -z;, rl> T 2 , ••• ~'t-l• 
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Daß diese Formen aber wirklich voneinander verschieden 
sind, ergibt sich daraus, daß wir nach §§ 103, 107 für die Variablen 
t11 t2 , ... t,. solche ganze rationale Zahlen setzen können, daß 't' 

in eine primitive Wurzel 'Y des Primideals ~ übergeht. Durch 
dieselbe Substitution werden die Größen (10) 

(11) = r, 'f'P, yP•, ... 'Ypf-1 (mod ~), 
die nach dem Modul tJ alle voneinander verschieden sind. Es 
können also auch nicht zwei der Formen (10) nach dem Modul tJ 
kongruent sein, weil sonst auch die beiden entsprechenden Zahlen 
(11) kongruent ausfallen würden. 

Dies fassen wir als Satz so zusammen: 

1. Jede Kongruenz (4), deren eine Wurzel t = 't' ist, 
hat die f verschiedenen Wurzeln 

t", t'u r 2• · · · 't'f-1· 

Hiernach können wir, indem wir t1J (t) durch t- 't' algebraisch 
dividieren, 

t1J (t) = (t - -r) W1 (t) (inod t>) 

setzen, und t:1, t'2 ... t:r- 1 sind Wurzeln von tP1 (t) = O, worin 
aber .P1 (t) nicht rationale Koeffizienten, sondern Koeffizienten 
in o hat. Dividieren wir t1>1 (t) wieder durch t - r1, und fahren 
so fort, so folgt endlich, wenn wir die Funktion ften Grades 

(12) n (t) = (t - t') (t - t'1) ••• (t - t"r-1) 
einführen, 
(13) .P(t) = ll(t) tP0 (t) (mod tJ), 
worin .P0 (t) eine ganze Funktion mit Koeffizienten in o ist. 

Die Funktion n (t) hängt von den Variablen t, t11 ••• t,. ab, 
und um dies auszudrücken, setzen wir 

n (t) = n (t, t1, ••• t,.). 
Die Koeffizienten dieser Form sind Zahlen in o, und es läßt 

sich noch nachweisen, daß sie mit ganzen rationalen Zahlen 
nach dem Modul tJ kongruent sind. Dieser Beweis ergibt sich 
durch Erheben in die pte Potenz: 

[ll(t)]P = (t- -rP) (t- t"~) ... (t- t1_) (mod tJ). 
Nun ist aber nach (9) 

't'; = w(+ 1 tl + ~r+ 1 t2 + ... + ro~r+ 1 t,. (r.iod tJ), 
und wir erhalten also t'; = rr+h und 't'f ist kongruent mit t'. 

Demnach erhalten wir die Kongruenz: 
Weber, Algebra. (Kl. Ausg.) 32 
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[li(t, t1, t2 ••• t,.)]" = ll(t, t1, t2, ... t,.) (mod lJ). 

Damit ist nach § 107, 4. der Satz bewiesen: 

2. Die Funktion 

li(t) = (t - t') (t- •1) ... (t- •r-t) 

ist nach dem Modul lJ mit einer ganzen und 
homogenen :Form ften Grades in R der Variablen 
t, t1, t2, ••• t,. kongruent. 

Diese Funktion bezeichnen wir mit P (t) und da auch tP (t) 
in R enthalten, also 

(14) tfl (t)P = tfl (t), ll(t)v :=: ll(t) = P (mod lJ) 

ist, und ll (t) nicht durch lJ teilbar ist (weil die höchste Potenz tf 
den Koeffizienten 1 hat), so folgt aus (13) durch Erhebung zur 
pten Potenz: 

(15) tfl0 (t)P = tfl0 (t), (mod lJ). 

Demnach können wir in (13) auch tll0 (t) als ganze Form in 
R annehmen, und dann muß nach § 100, 3. die Kongruenz (13) 
nicht nur für den Modul lJ, sondern für den Modul p bestehen. 
Daraus erhalten wir den Satz: 

3. Unter den Funktionen tll(t), die für t = • in ein 
durch lJ teilbares Funktional übergehen, ist P(t) 
vom Grade {in bezugauf t vom niedrigsten Grade, 
und wenn .P(t) eine beliebige unter ihnen ist, so 
läßt sich eine ganze Funktion tll0 (t) in R so be
stimmen, daß 

wird. 
tll(t) = P(t) tfl0 (t) (mod p) 

Lassen wir in tP (t) und tll0 (t) Glieder weg, deren Koeffizienten 
durch p teilbar sind, so ist der Grad von tP (t) in bezug auf t 
um f größer als der Grad von tll0 (t). 

P(t) ist eine ganze Funktion in R der Variablen t, t1, t2 ... t,., 
die durch die Substitution t = • in ein durch ).l teilbares Funk
tional übergeht, das natürlich nicht mehr in R enthalten ist. 

Die Bedeutung dieser Form P (t) tritt nun noch deutlicher 
hervor, wenn wir den Satz beweisen: 

4. Der Primfaktor lJ ist der größte gemeinschaft
liche Teiler von p und P(•). 
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Dazu haben wir nachzuweisen, daß, wenn p durch ~~~ teil
bar ist, wo lJ, lJ1 zwei gleiche oder verschiedene Primfaktoren 
sind, P ('c) zwar durch lJ, nicht aber durch lJ 1J1 teilbar ist. 

Nach § 101, 1. existiert immer eine Zahl ~ in o, die zwar 
durch lJ, aber nicht durch lJ lJ1 teilbar ist. Diese Zahl wird die 
Form haben: 
{16) 

worin die a11 all, ... a,. ganze rationale Zahlen sind, und geht 
also aus der Form .,; hervor durch die Substitution 

(17) 

Wenn w1r dieselbe Substitution in den in (9) definierten 
Formen t'r machen, so geht t'r in eine Zahl Sr über, die nach 
dem Fermatschen Satze der Kongruenz 

sPr = ~r (mod lJ) 
genügt und also sicher auch dqrch lJ teilbar ist. 

Wenn wir daher in der Form 

ll(t) = (t- ") (t- 1:1) •.• (t- "r-t) 

t'r + ~r an Stelle von t'r setzen, so bleibt diese Form mit sich 
selbst nach dem Modul lJ kongruent. Diese Substitution kommt 
aber darauf hinaus, daß wir t1 + a1 , tll + a2 • • • t,. + a,. an 
Stelle von t1, t2 ••• t,. substituieren und wir erhalten demnach 

n (t, tl + al, ... t,. + a,.) = n (t, tu .•. tn) (mod 1J), 

und wenn wir ll durch die kongruente Form P ersetzen: 

P(t, t1 + au ... t,. + a.,) == P(t, tu ... t,.) (mod lJ). 

Da aber die Form P lauter rationale Koeffizienten hat, so muß 
die letztere Kongruenz auch nach dem Modul p stattfinden, also 

(18) P(t, t1 + a1, ... t,. + a,.) == P(t, tu ... t,.) (mod p). 

Diese Kongruenz besteht für variable t, t1, ... t". 
Nehmen wir nun an, daß, entgegen dem zu beweisenden 

Satze, P (.,;) durch 1J 1J1 teilbar sei, so besteht die Kongruenz 

(19) P(t', tu ... t,.) == 0 (mod .p!J1), 

und diese bleibt richtig, wenn für die unabhängigen Variablen 
t1, t2, ... t,. die Substitution t1 + a1, t1 + a2, ... t,. + a,. gemacht 
wird, und da hierdurch .,; in t' + g übergeht, so folgt: 

(20) P(t' + ~' f1 + a11 ... t,. + a,.) == 0 (mod 1J~1). 
82* 
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Machen wir andererseits die Substitution t = t' + ;, so folgt 
aus (18) und (20): 

(21) P(-r: + ~' f11 ... t .. ) = P(r: + ~) =: 0 (mod ~~1). 
Nehmen wir nun zunächst an, p1 sei von ~ verschieden, dann 

können wir so schließen: 
Wir setzen in (21) f1 = t2 = .. · = t". = 0, also auch -r: = 0. 

Dadurch aber geht P (t) nach (14) in tf über (abgesehen von 
Vielfachen von p), und es ergibt sich aus (21): 

;r =: 0 (mod ~.Pt), 

was aber der Annahme widerspricht, daß g nicht durch .\)1 teilbar 
sein t~oll. 

Ist aber .Pt= j:J, so ordnen wir (21) nach Potenzen von g 
und erhalten 

(22) P(t' + ;) = P('r:) + gP'('r:) + g; P"('r:) ... , 

wenn P'(t), P"(t), ... die Derivierten von P(t) sind, wobei zu 
beachten ist, daß die Formen 

~ P" (t), 2\ P"' (t) ... 

trotz der scheinbaren Nenner ganze Formen in R sind. Da nun 
nach (19) und (21) P('r: + ;) und P(r:) durch j:J2 teilbar sind, 
und ebenso nach Voraussetzung ~2, gs ... , während ~ nicht durch 
j:J2 teilbar ist, so folgt aus (22): 

P' (r:) == 0 (mod j:J), 
woraus wegen 

P(t) == ll(t) (mod .p) 
nach der Bedeutung (12) von II (t) folgt: 

II' (r:) == (t'- t't) (-r:- 1:2) ... (t' - -r:r-1) = 0 (mod .p). 
Dies ist aber unmöglich, weil die -r:, -r:1 ... -r:,_1, wie wir 

gesehen haben, nach dem Modul j:J inkongruent sind. Damit ist 
also unser Satz 4 vollständig bewiesen. Wir können hiernach, 
wenn x, y zwei neue Variable bedeuten, ein Funktional n: des 
Ideals .p bilden: 
(23) n: = xp + yP(-r:). 

Wir betrachten nun ganze Formen «P (t) in R, die durch die 
Substitution t = -r: nicht nur durch .p, sondern durch die natür
liche Primzahl p teilbar werden, also der Kongruenz 

(24) «P (t') == 0 (mod p) 
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genügen. Die Primzahl p möge folgendermaßen in ihre Prim
faktoren in ~ zerlegt sein: 

(25) p = lllltll~ ... , 
worin 

gleiche oder verschiedene Primideale der Grade 

{; f~> t~ ... 
sind. Diesen Primfaktoren entspricht (nach dem Satze 3.) eine 
Reihe ganzer rationaler Funktionen 

p (t), pl (t), p2 (t) ... 
der Grade f, fu {2 ... , und wenn etwa 1J mit .):>1 identisch ist, so 
ist auch P(t) mit P 1 (t) identisch. Wenn man in (25) rechts und 
links die Norm nimmt, und die Formeln N(1J) = pf, N(p) = p" 
berücksichtigt, so folgt: 

(26) n = { + f1 + f~ + · ·· 
Wenn nun tP (t) eine der Bedingung (24) genügende ganze 

rationale Form ist, so folgt aus dem Satze 3. : 

(27) tP(t) = P(t) tP1 (t) (mod p), 
worin tP1 (t) eine ganze Funktion in R ist, die der Bedingung 

P('r;) <P1(t') = 0 (mod 1J1Jtl.J2 ... ) 
genügt. Nach dem Satze 4. folgt hieraus: 

(28) tP1 (r) = 0 (mod !'1 .):> 2 ... ), 

und daraus schließt man wieder nach Satz 3. (auf tJ 1 angewandt) 
tP1 (t) = P 1 (t) <P~ (t) (mod p ). 

Hierin läßt sich dieselbe Betrachtung wiederholen, die zu 
der Kongruenz 

führt, woraus wieder nach 3. 

<P2 (t) = P 2 (t) tP8 (t) (mod p) 
zu schließen ist. Fäbrt man damit fort, bis alle Primfaktoren 
von p berücksichtigt sind, so ergibt sich der folgende Satz: 

5. Ist tP (t) eine ganze Funktion in R, die durch die 
Substitution t = 'r;' durch p teilbar wird, so läßt 
sich eine andere ganze Funktion <1>0 (t) in R so 
bestimmen, daß 

(29) IP(t) = <P0 (t) P(t) P 1 (t) P 2 (t) ... (mod p) 
wird. 
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Das Produkt P(t) P1 (t) P2 (t) ... ist vom Grade 

n=f+f1+f2+"· 

§ 111. 

und ist die ganze rationale Form niedrigsten Grades, 
die durch die Substitution t = 1: durch p teilbar wird. 

Zu den im Satze 5. vorkommenden Funktionen (]) (t) gehört 
auch die ganze Funktion n ten Grades 

F(t) = N (t - t:), 

die für t = t: verschwindet. Für diese Funktion wird tP0 (t) von t 
unabhängig, und da sowohl in F(t) als in P(t), P1 (t), P2 (t) ... 
die höchste Potenz von t den Koeffizienten 1 hat, so wird 
t1J0 (t) = 1. Es gilt also die Kongruenz 

(30) N(t- t:) == P(t) P1 (t) P2 (t) ... (mod p). 

Fassen wir in der Zerlegung (25) der Primzahl p die gleichen 
Primfaktoren zu Potenzen zusammen, so können wir, wenn ):l1, p2 ••• 

verschiedene Primideale der Grade f~, {2 • • • sind, die positiven 
Exponenten e1, e2 , ••• so annehmen, daß 

(31) 
und 

(32) n = ed~ + ed2 + .. · 
wird. Die Formel (30) nimmt dann die Gestalt an: 

(33) N (t - t:) == [ P1 (t)]ot [ P2 (t)]•2 ... ( mod p ). 

§ 111. 

Dedekinds Satz über die Körperdiskriminante. 

Die in der Diskriminante LI des Körpers S2. aufgehenden 
natürlichen Primzahlen haben in bezug auf ihre Zerlegung in 
Primfaktoren einen besonderen Charakter, über den ein Satz von 
Dedekind die bündigste Auskunft gibt, zu dessen Ableitung 
wir jetzt schreiten 1). 

Wir bilden nach ~ 103, 4. die Potenzen der Basisform 

t: = t1 ro1 + t2 ro2 + ··· + t,.wn, 
und erhalten die Ausdrücke: 

(1) 

1) Dedekin d, • Über die Diskriminanten endlicher Körper" im 29. Bande 
der Abhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften in Göttingen (1882). 
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worin die u;,k ganze rationale Funktionen der Variablen t1, t?., ••• t,. 
sind. Wir setzen wie oben 

(2) E (t) = N (t - "), 

so daß F(r:) = 0 ist. Nun bilden wir nach § 102, (9) die Dis
kriminante von ~: 

tl(tt-1) 

(3) .d(~) = (-1)-2 - N(F')("), 

wofür sich nach (1) der Wert U<J..d ergibt, wenn .d die Körper
diskriminante und 

u1,o, u2,o .. • u,.,o 

(4) U= U1,1, U2,1 .. • Un,l 

'Ut,n-1 U2,n-1 • • • Un,n-t 

also eine ganze Funktion in R ist. 
Wir müssen nachweisen, daß die Form U eine Einheit ist. 

Angenommen, es gehe in V irgend eine Primzahl p auf, so können 
wir, wie schon im § 104 bewiesen ist, ein System ganzer Funk
tionen y0 , y1 ••• Yn-1 in R, die nicht alle durch p teilbar 
sind, so bestimmen, daß für i = 1, 2 ... n 

YoU;,o + Y1 U;,1 + · • · + Yn-1 Ui,n-1 == 0 (mod p) 

wird. Dann aber ergibt sich aus (1): 

Yo + Y1" + • · · + Yn-1 ~n-l =: 0 (mod p). 

Dies widerspricht aber dem Satze 5 des vorigen Paragraphen, 
nach dem ~ nach einem Primzahlmodul p keiner Kongruenz von 
niedrigerem als n ten Grade genügen kann. 

Demnach ergibt sich aus (3), daß die Grundzahl .d des 
Körpers, vom Vorzeichen abgesehen, die absolute Norm 
der Funktion F' (~) ist, daß also 

(5) ±.d = Na[E' (~)] 
zu setzen ist. 

Wenn nun statt der Wi eine andere Basis wi von o zugrunde 
gelegt wird, so tritt an Stelle von ~ eine andere .Form: 

(6) ~· = w~ t1 + w2t1 + .. · + w~ t,., 
wofür wir auch setzen können: 

(7) 
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und darin sind die roi mit den ro; durch eine lineare Substitution 
mit der Determinante ± 1 verbunden (§ 103): 

(8) (ro;, ro;, ... ro~) = O(ro1, w2 , ... ro,.). 
Führt man diese Substitution in (6) aus, und ordnet nach 

w 1, w 2 , ••• Wm so ergibt sich: 

(9) (t{, t~, ... t~) = 01 (f1, t2 , ... t,.), 
wenn 01 die transponierte Substitution von C ist. Bildet man 
die .Funktion F(t) für die Funktion r', also N(t- ~') so mag 
sich J; 1 (t) ergeben; die Ableitung für t = ~~ sei F{ ( ~'). Setzen wir 

F'(r) = 1J!(t1, t2 , ••• t .. ), 

so ist 1J! eine ganze Funktion in R, und es ergibt sich: 

E{ (~') = Y!(t{, t;_, ... t~). 
Da nach (9) ebensowohl die ~; also die 1:; als unabhängige 

Variable betrachtet werden können, so sind die Funktionale als 
F'(~) und E{(~) assoziiert(§ 101, 3.). 

Die Funktion F' (r), deren absolute Norm gleich dem ab
soluten Werte der Grundzahl ist, nennen wir das Grund
funktional, und das durch F' (r) repräsentierte Ideal das 
Grundideal des Körpers .Q. Nun sei ~· die höchste Potenz des 
Primideals ~' die in p aufgeht, und e 5 1, dann können wir 
nach (33) des vorigen Paragraphen 

(10) F(t) := P(t)• IP(t) (mod p) 
setzen, worin IP (t) eine ganze Funktion in R von der Beschaffen
heit ist, daß IP ( r) nicht durch ~ teilbar ist. Aus (10) aber 
folgt, indem wir die Ableitung nach t bilden, was offenbar ge
stattet ist, 

F' (t) = eP(t)•- 1 P' (t) IP (t) + P(t)• IP' (t) (mod p). 

Setzen wir hierin t = ~, so geht P' (t) in eine durch ~ un
teilbare Form P' (1:) über (was wir schon im Beweis von § 110, 4. 
gezeigt und benutzt haben) und wir erhalten: 
(11) F'(1:) _ eP(~)·- 1 P'('r:) <P(r) (mod IJ•). 

Nun ist (nach§ 110, 4.) P(1:) durch ~' aber nicht durch ~i 
teilbar, P'(1:) und IP(~) sind durch~ nicht teilbar, und so gibt 
uns also die Formel (11) den Beweis des folgenden Satzes: 

1. Ist ~ ein beliebiges Primideal, p die durch~ teil
bare natürliche Primzahl, und ~· die höchste in 
p aufgehende Potenz von ~' so ist die Grundform 
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F' ('r:) allemal teilbar durch t.J•- 1 ; ist ferner der 
Exponent e nicht teilbar durch p, so ist F'' (•) 
nicht teilbar durch t.J•; ist aber e teilbar durch p, 
so ist F'('r:) teilbar durch t.J• und vielleicht durch 
noch höhere Potenzen von lJ. 

Wenn e größer als 1 ist, so ist hiernach F' ( •) durch t> teil
bar, und folglich ist Na [ F' (•)] und also auch die Grundzahl L1 
durch p teilbar. 

Wenn aber alle Primideale t> nur in erster Potenz in p auf
gehen, so ist F' (•) relativ prim zu p. Zerlegt man also F' (r:) 
in seine Primfaktoren, so kommt darunter keiner vor, dessen 
Norm eine Potenz von p ist, folglich ist auch Na [ F' (r)] und L1 
durch p nicht teilbar. Daraus folgt dann der Satz: 

2. Eine natürliche Primzahl p ist dann und nur 
dann im Körper .Q, durch das Quadrat eines Prim
faktors teilbar, wenn p in der Grundzahl von .Q 

aufgeht. 

Aus diesen Betrachtungen können wir noch andere wichtige 
Schlüsse ziehen. 

Wenn wir das System der linearen Gleichungen (1) in bezug 
auf ro1 , ro2 ••• ron auflösen, so erhalten wir Ausdrücke mit dem 
Nenner U, der, wie wir gesehen haben, eine Einheit ist. Sub
stituiert man diese Ausdrücke in 

(12) 

worin die x1 , x2 , ... Xn ganze rationale Zahlen oder ganze ratio
nale Funktionale sind, so erhält man einen Ausdruck von der 
Form 

(13) ro = Ao + A1 • + A2t2 + ··· + An-1 •n-t, 
worin die A 0 , A1, ... An-t gleichfalls ganze rationale Funk
tionale bedeuten. Nach § 103, 4. wird aber in dieser Form 
jede ganze Zahl und jedes ganze Funktional des Körpers .Q dar
gestellt, und wir können daher den Satz aussprechen: 

3. Die Potenzen 

bilden eme Basis der ganzen Funktionale des 
Körpers .Q, 
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Wendet man auf die Darstellung (13) die Sätze § 17, (19) 
an, so ergibt sich, wenn S das Zeichen für die im § 55 erklärte 
Spur ist, 

(14) 

wodurch der Satz bewiesen ist: 

4. Ist w eine ganze Zahl oder ein ganzes Funk-

tional des Körpers a, so ist die Spur von F'(~) 
ein ganzes rationales Funktionali). 

Ersetzt man die Variablen t1, t2 , ••• t .. durch ganze rationale 
Zahlen, so entsteht aus der Form ~ eine ganze Zahl @ des 
Körpers a, also eine Zahl in o, und wegen der Natur der Minimal
basis kann auf diese Weise jede Zahl in o erzeugt werden. 
Durch dieselbe Substitution geht U in eine ganze rationale 
Zahl über, die von Dedekind der Index der Zahl @ genannt 
wird. 

Eine natürliche Primzahl, die in dem Index nicht aufgeht, 
gestattet nach Dedekind eine einfachere Behandlung als die 
anderen. Er versucht also zunächst für eine gegebene Primzahl 
die für die t, zu setzenden Zahlen so zu bestimmen, daß der 
Index durch diese Primzahl nicht teilbar wird, beweist aber 
dann durch ein Beispiel, daß dies nicht immer möglich ist, d. h. 
daß es unter Umständen Primzahlen gibt, die im Index einer 
jeden Zahl in o aufgehen. Es würde dies auf solche Formen U 
führen, die, obwohl sie primitiv sind, doch für rationale ganze 
Werte der Variablen stets durch eine bestimmte Primzahl teilbar 
sind. Das Beispiel, das Dedekind wählt, ist der Körper a, der 
zu der kubischen Gleichung 

(15) 
gehört. 

Setzt man 

tx3 - cx2 - 2 cx - 8 = 0 

(16) ß = ~ OG (tx- 1) - 1, 

so erhält man nach (15): 

')Zu diesem Paragraphen ist zu vergleichen: Dedekind, Über den 
Zusammenhang der Theorie der Ideale und der Theorie der höheren Kon
gruenzen. Abhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, 
Bd. 23, 1878. 
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a2 = 2 + a + 2ß 
aß= 4 

(17) ß2 = ~a2ß- iaß- ß 
=- 2 + 2a- ß 

ß8 = - ß2 - 2 ß + 8 
und ß ist daher eine ganze Zahl. 
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Die Diskriminante ..::1(1, a, a2) ist die Diskriminante der 
kubischen Gleichung (15) und hat nach § 15 den Wert -4.503, 
und nach (17) ergibt sich die lineare Substitution: 

(18) (1, 0, 0) 
(1, a, a2) = 0, 1, 0 (1, a, ß), 

2, 1, 2 

deren Determinante = 2 ist. Hieraus folgt: 
.d(1, a, a2) = 4.d(l, a, ß), 
LI (1, a, ß) = - 503. 

Da aber 503 eine Primzahl ist und folglich keinen quadra
tischen Teiler hat, so ist nach § 103, 3. die Körperdiskriminante 
=- 503, und (1, a, ß) ist eine Minimalbasis. 

Wir bilden jetzt die Basisform: 

T = t1 + a t2 + ß t3 

T2 = tf + a2 ti + ß2 t; 
+ 2at1 t2 + 2ßt1 t8 + 2aßt2 t8 

und nach (17): 
Uto = 1, 
Uu = tl, 

«2o = O, 
Un = t2, 

U12 = tf + 2tf- 2t} + 8t1 f2 , '/,122 = ti + 2ti + 2t1t2, 

folglich: 
(19) 

Uso= 0 

Usl = ta 
u32 = 2fi- t; + 2t1 t6 , 

U = U21 u82 - u81 u21 = 2t:- t2 t;{- t8ti- 2t;. 
Die Funktion V ist zwar primitiv, erhält aber doch für jede 

Bestimmung von ti, t8 als ganze Zahlen einen durch 2 teilbaren 
Wert. Es stellt sich hieraus die noch wenig untersuchte Auf
gabe, solche primitive Funktionen zu ermitteln, die einen festen 
Teiler haben, der sich bei allen ganzzahligen Werten der Varia
blen einstellt. Ein anderes Beispiel einer solchen .Funktion ist 
tp - t, die, wenn p eine Primzahl ist, für jedes ganzzahlige t 
nach dem Fermat sehen Satze durch p teilbar ist. 
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~ 112. 

Primideale in Normalkörpern. 

Es sei jetzt ,Q ein Normalkörper über R vom Grade n, es 
seien also die konjugierten Körper alle mit .sl identisch. Die 
Substitutionen (®, ®1), (®, ®2), ••• (®, ®n), durch die irgend eine 
Zahl aus .Q. in eine konjugierte Zahl übergeht, bilden eine Gruppe, 
die Gruppe des Körpers .Q. Diese Gruppe bezeichnen wir 
mit IP, und ihre Substitutionen mit cp, cpll cp2 , .. • Ist diese 
Gruppe kommutativ, so heißt ,Q ein Abelscher, und ist die 
Gruppe zyklisch, ein zyklischer Körper. 

Wir bezeichnen mit 

(1) rolcp 

die Zahl, die durch die Substitution cp aus ro hervor
geht, so daß ro und ro I cp in ,Q enthalten sind. 

Ebenso wie die Zahlen ro gehen auch alle Funktionale und 
damit zugleich alle Ideale a des Körpers ,Q durch eine Sub
stitution cp in bestimmte Funktionale und Ideale a I p über, und 
wenn ro eine durch a teilbare ganze Zahl ist, so ist ro I p durch 
a I cp teilbar. 

Wenn a irgend ein Ideal in ,Q ist, so gibt es gewisse Sub
stitutionen 1jJ in IP, die der Bedingung 

(2) a 11/J = a 
genügen, darunter immer die identische Substitution, und diese 
Substitutionen 1jJ bilden eine Gruppe W, die ein Teiler von lfJ 
ist. Wir nennen 11' die zum Ideal a gehörige Gruppe, und 
wir sagen auch, a gehört zu der Gruppe 1J>. 

Da man in jeder Gleichung zwischen Zahlen und Funk
tionalen in ,Q alle Substitutionen der Gruppe «P ausführen darf, 
ohne daß die Gleichung zu bestehen aufhört, so folgt, daß Ein
heiten, ganze Funktionale, assoziierte Funktionale, durcheinander 
teilbare Funktionale diese Eigenschaften nicht verlieren, wenn 
irgend eine der Substitutionen von lfJ ausgeführt wird. Wir 
heben den Satz hervor: 

Ist ~ ein Primideal, so sind auch alle mit ~ kon
jugierten Ideale ~I cp Primideale. Ist a durch 
irgend eine Potenz von~ teilbar, so ist a I cp durch 
die gleiche Potenz von ~I cp teilbar. 
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Ist p ein Primideal vom Grade f, das in der natürlichen 
Primzahl p aufgeht, so ist 

(3) Np= pt, 

und da die Norm eines Ideals gleich dem Produkte aller kon
jugierten Ideale ist, so ist p durch kein anderes als die mit p 
konjugierten Ideale PI ffJ teilbar. Da die Ideale PI ffJ alle die
selbe Norm haben, so haben sie auch denselben Grad f. 

Ist pg die höchste in p aufgehende Potenz von p, so ist 
nach 1. p auch durch die gte Potenz aller mit p konjugierten 
Primfaktoren und durch keine höhere Potenz teilbar. Wenn nun 
Pu p2, ••• p. die voneinander verschiedenen unter den mit p kon
jugierten Primidealen sind, so ist 

( 4) P = CP1 P2 • •. p.)u, 
und wenn man die Norm auf beiden Seiten nimmt, und mit n 
den Grad des Körpers a bezeichnet, so daß die Norm von p 
gleich pn wird, so folgt aus (3): 

(5) n = efg. 

Es sind also die natürlichen Zahlen e, f, g Teiler von n. 
Wenn p durch f/)1 in P1 übergeht, wenn also 

P1 = PI fP1, 
so ist p = P1 I ffJ1\ und wenn 'IJf die zu p gehörige Gruppe ist, 
so ist auch für jede in 'IJf enthaltene Substitution 1/J 

PI = p 11/J fPl, pl = Pli fP1 1 tJ! fPl· 
Ist umgekehrt P1 I rp = 1J1 , so folgt 1J I f/)1 ffJ fP11 = p, d. h. 

f/Jl ffJ rp11 = tJ! oder ffJ = fP1I tJ! f/Jl' 
Es gehört daher P1 zur Gruppe fP! 1 IJ1' ffJu und wenn 

P1 = P I fP1, 1:12 = P I fP2 . . • p. = v I fP• 
ist, so ist 

(6) 

'IJf ist also ein Teiler von f!J vom Index e und vom Grade g f. 
Ist 

(7) 

eine Basisform von o, so wird es gewisse Substitutionen x in tfJ 
geben, und darunter immer die identische, die der Kongruenz 

(8) -r I X= t (mod P) 
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genügen. Alle diese Substitutionen bilden eine in cp enthaltene 
Gruppe X, die auch ein Teiler der Gruppe 'P' ist, zu der ~ 
gehört. Denn aus ~ erhält man (nach § 112) eine Basisform 
von V, wenn man für die Variablen t gewisse lineare Funktionen 
neuer Variablen mit ganzen rationalen Koeffizienten setzt; wenn 
also n eine solche Basisform von p ist, so folgt aus (8), daß n j z 
durch n teilbar und daher auch V I x = ~ ist. 

Nun genügt ~ einer Gleichung nten Grades f(t) = 0, deren 
Koeffizienten ganze .Funktionen in R mit den Variablen tll t2, ... 

sind, und es ist, wenn t eine neue Variable bedeutet, und t'1, ~~, ••• t'n 

die zu 1: konjugierten Formen sind, 

(9) f(t, t11 t2 ... ) = f(t) = (t - r 1) (t- ~2) ... (t - ~n)• 

Hieraus ergibt sich, wenn wir in die Potenz p erheben und 
die Bezeichnung von § 110 (iP = t mod p) anwenden: 

(10) f(t, tl, t2 .•• ) = [f(t)].P 
== (tJJ - 7:1) (iP - 1:2) ••• (iP - ~n) (mod p). 

Setzen wir nun t = ~ in (10), so verschwindet f(t) und es 
folgt, daß einer der Faktoren des letzten Produktes durch p 
teilbar sein muß. Dies aber kann so ausgedrückt werden, daß 
es in cp eine Substitution tjJ0 gibt, die der Bedingung 

(11) 1:P = 7:11/Jo (mod V) 
genügt. 

Aus 1: entstehen alle ganzen Zahlen in ~' wenn man für 
die Variablen ganze rationale Zahlen setzt. Wendet man dann 
noch den Fermatschen Lehrsatz für rationale Zahlen an, so er
kennt man, daß die Kongruenzen (8) und (11) gleichbedeutend 
sind mit den für jede Zahl ro in o gültigen Formeln 

(12) ro I X == ro, ro" = ro I 1/Jo (mod p). 
Aus der zweiten Kongruenz (12) folgt, daß, wenn ro durch p 

teilbar ist, immer auch ro ltJ•0 durch p teilbar sein muß. Folg
lich ist p I 1/Jo durch ~ teilbar, und als Primideal = p. Daraus 
folgt, daß 1/Jo in der Gruppe "IJ' enthalten ist. 

Wir verstehen jetzt unter 'Y eine Primitivwurzel von V und 
wenden den Satz § 110, 2. an, nach dem 

(13) (t- r) (t - 'Y") ••• (t - r"'- 1) - F(t) (mod p), 
wo F (t) eine ganze Funktion von t in R ist. 

Daraus folgt: 
F(r) == o (mod p), 
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und wenn nun t/J irgend eine Substitution aus 'IJf ist: 

F(rltP) = o (mod p). 
Daraus ergibt sich aber, daß r I t/J mit einer der in (13) 

vorkommenden Potenzen von r nach p kongruent sein muß, 
also etwa: 
(14) rp• = r 1 tP (mod p). 

Nun ist jede durch p nicht teilbare Zahl w in o mit einer 
Potenz von r kongruent, und wenn man also (14) zu dieser 
Potenz erhebt, so folgt: 

(15) roP' = w 11/J (mod p), 
und diese Kongruenz gilt offenbar auch noch, wenn w durch p 
teilbar ist, also für alle Zahlen in o. 

Wenn wir nun die zweite der Kongruenzen (12) vmal nach
einander an wenden, so folgt: 

(16) wP• = w I t/J~ (mod p), 
also 

(17) 

und wenn man hierin w durch w 11/J- 1 ersetzt und auf (17) die 
Substitution t/J-1 anwendet: 

(18) w = w I tjl- 1 t/J~ = w I t/J~ tP- 1 (mod p). 
Es sind also sowohl 1/J- 1 1/J~ als auch 1/J~ 1/J- 1 in X enthalten 

woraus sich ergibt, daß jede Substitution 1/J aus 'P' in einem der 
Systeme (Nebengruppen) 

enthalten ist. 
Wenn p vom 

Satze (§ 1 07): 

X, X 1/10, X 1/J~, ••• 

Grade f ist, so ist nach dem Fermatschen 

wPf ==: w (mod P), 

und pf ist die niedrigste Potenz mit positivem Exponenten, die 
dieser Kongruenz für alle w genügt. Setzt man also in (16) v = f, 
so folgt, daß 1/Jt in X enthalten ist, daß aber keine Potenz von 
1/10 mit niedrigerem positiven Exponenten diese Eigenschaft hat. 
Die Nebengruppen 

X, X1/J0 , Xt/J;, ..• XtP~- 1 

sind also alle voneinander verschieden und es ergibt sich: 

'IJf =X+ Xt/lo + XtP(; + ... + Xt/Jh-1• 
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Nun ist aber die Gesamtheit der Substitutionen 1/1~ X für 
v = O, 1, 2 ... f'- 1 mit X 'I/I~ identisch; denn aus (12) ergibt 
sich, wenn x ein beliebiges Element aus X ist: 

ro I t/Jö> xt/J~ = (mod P) 
und folglich ist t/10 • x 1/1~ in X enthalten. Es ist also 

(19) tjJ•0 X = X t/J~, 
woraus folgt, daß X ein Normalteiler von 'IJf ist. 

Da, wie wir oben gesehen haben, 'IJf vom Grade gf 
ist, so ist X vom Grade g. Die Gruppe iJ.I'I X ist zyklisch 
und vom Grade f. 

Die Zahl g ist nach § 111 nur für solche Primzahlen, die 
in der Grundzahl aufgehen, also für eine endliche Anzahl, größer 
als 1. Diese Primzahlen heißen kritische Primzahlen und g 
ihr Gewicht. Die Gruppe X heißt nach Hilbert die Träg
heitsgruppe, 'IJf die Zerlegungsgruppe von p. 
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Anwendung auf Kreisteilungskörper. 

§ 113. 

Zerlegung der Primzahl q in Primfaktoren 
im Kreisteilungskörper aq". 

Wir machen eine Anwendung der allgemeinen Theorie der 
algebraischen Zahlen auf die Kreisteilungskörper. 

Die Betrachtungen, die wir zunächst anzustellen haben, 
lassen sich mit kleinen Modifikationen auf jeden vollen Kreis
teilungskörper anwenden. Der Einfachheit halber beschränken 
wir uns hier aber auf den einfacheren Fall, daß der Grad der 
Einheitswurzel eine Primzahlpotenz ist. 

Es sei q eine natürliche Primzahl (mit Einschlll'ß von 2) und 

(1) m = q" 
eine Potenz von q, deren positiver Exponent " für q = 2 größer 
als 1 vorausgesetzt wird. 

Es sei fernerreine primitive mte Einheitswurzel und a"' der 
volle Kreisteilungskörper für den Exponenten m, dessen Grad 

(2) p, = 'P(m) = q"- 1 (q- 1) 
ist (§ 73). 

Wir bezeichnen durchweg mit n die p, Zahlen eines vollen 
Restsystems für den Modul m mit Ausschluß der durch q teil
baren Zahlen, und es sind dann die p, Zahlen r" die Wurzeln 
der irreduziblen Gleichung p,ten Grades f(x) = O, worin 

(3) f(x) = X: -1 = ,xq"-1 (g-1) + a;g"-1 Cq-s> + ... + 1 
:eq_1 

zu setzen ist; r ist daher eine ganze Zahl in am, und ihre 
Norm ist = 1; folglich ist r eine Einheit. am ist ein Normal
körper, der durch die p, Substitutionen 

s,. = (r, r") 
Weber, .Algebra. (Kl Ausg.) ss 
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in sich selber übergeht. Diese ft Substitutionen s" bilden eine 
Abelsche Gruppe ~' welche die Galoissche Gruppe des Körpers 
.Q,m ist. Die Zahlen n oder deren Reste nach dem Modul m bilden 
bei der Zusammensetzung durch Multiplikation gleichfalls eine 
Abelsche Gruppe, die mit der Gruppe ~ isomorph ist und die 
gleichfalls mit ~ bezeichnet werden soll. 

Die Funktion f(x) läßt sich in die f" Faktoren x - r" zer
legen, und wir setzen daher 

n 
(4) {(x) = n (x- r"). 

Setzen wir darin 
{(1) = q ist, so folgt: 

(ö) 
Die Zahlen 

x = 1, und beachten, daß [nach (3)] 

n 

q = n (1- r"). 

(6) 11" = 1 - r", <1 = 1 - r 

sind ganze Zahlen des Körpers .Q,m, und die Formel (5) zeigt 
zunächst, daß q im Körper .Q,m in ft Faktoren 6,. zerleg
bar ist. 

Wir beweisen zunächst, daß die f" Zahlen a" miteinander 
assoziiert sind. Bedeuten n, n' zwei durch q nicht teilbare Zahlen, 
so können wir eine natürliche Zahl a so bestimmen, daß 

n' == an (mod m) 
wird. Dann ist aber 

<S,.. 1 - r"" - = = 1 + r" + r2n + ... + r<a-l)n 
<1,. 1 - r" 

eine ganze Zahl, also 6,.. durch a,. teilbar. Da hierin n mit n' 
vertauscht werden kann, so ist auch 11" durch a,.. teilbar, also 
sind beide Zahlen assoziiert (§ 98). Wenn daher E eine Einheit 
bedeutet, so ist nach (5): 

(7) q = E<S~-', N(<S) = q. 

Es ist also die natürliche Primzahl q assoziiert mit der /'ten 
Potenz einer ganzen Zahl a im Körper .Q,m• Diese Zahl 11 ist 
aber auch im Körper .Q,m noch Primzahl, und zwar vom ersten 
Grade. Denn hat <1 irgend einen Teiler a', so muß die Norm 
von a' ein Teiler der Norm von <1 sein, also, wenn 6' keine Ein
heit ist, so ist R ( a') = q. Folglich ist die Norm von a : <1' 

gleich 1, d. h. a: a' ist eine Einheit und a mit a' assoziiert. Wir 
haben also den ersten Satz: 
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L Die na türliehe Primzahl q ist in dem vollen Kreis
teilungskörper .Qmmit der (1-ten Potenz einer Prim
zahl ersten Grades assoziiert. 

Nach§ 69 ist die Diskriminante D der Kreisteilungsgleichung, 
also das Produkt aller Differenzen (r" - r"'), eine Potenz von q, 
nämlich: 

ll 

(8) D = (- 1)2 qq"-1[,.<q-1)-1J. 

(9) 

Hieraus ergibt sich der Satz: 

II. Die Zahlen 
1, r, r 2 ••• r~'- 1 

bilden eine Minimalbasis von .Qm. 

Um dies zu zeigen, genügt nach § 103 der Nachweis, daß die 
ganze Zahl in .Qm 

(10) w = x0 + x1 r + x2 r2 + ··· + X,u-tr~'-t, 
worin x0 , Xt ••• x,._ 1 ganze rationale Zahlen sind, nur dann 
durch eine rationale Primzahl p teilbar sein kann, wenn die 
Zahlen x0, x1, ••• x,._ 1 alle durch p teilbar sind. 

Nehmen wir also an, es sei w durch p teilbar; dann sind 
alle Zahlen w,., die aus w durch eine der (1- Substitutionen 
(r, r") entstehen, durch p teilbar, und wir erhalten also aus 
(10) ein System von (1- Gleichungen, die in bezug auf die Xt 
linear sind: 

(11) m,. = Xo + X1 r" + x2 r2" + ··· + x~'_ 1 r{.u-tln. 

Die Determinante dieses Systems, d. h. das Differenzenprodukt 

der rn, ist aber nach § 102 gleich der Quadratwurzel (jj, und 
wenn wir also das System der Gleichungen (11) auflösen, so folgt, 
daß die sämtlichen rationalen Zahlen D x, durch p teilbar sein 
müssen. 

Ist nun p nicht = q, so ist D nicht durch p teilbar, und 
sämtliche X; müssen durch p teilbar sein. 

Ist aber p = q, so setzen wir 

cp(t) = Xo + X1 t + Xsill + ••• + Xll-lf!'-11 

so daß w,. = cp (r") wird, und setzen darin nach (6) r = 1 - 11. 
Dann ist nach der Taylorschen Entwickelung: 

83* 
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(12) ro = cp(1- <>) = cp (1)- 6 cp' (1) + __!!!__ cp'' (1)- · · · 1.2 
(}u-1 (1"-1) 

II(p,- 1) cp (1), 

und hierin sind die Koeffizienten 
1 (u-1) 

(13) cp (1), cp' (1), l cp" (1) ... n (p, -=-T) cp (1) 

ganze rationale Zahlen, nämlich 
1 (.U-1) 

ll(11-- 1) cp(1)=x,._1, 
1 (.U-2) 

ll (/1- _ 2) fJJ (1) = X!"-2 + (p,- 1) X,u-t 1 

1 (1<-S) (p,-1 )(p,- 2) 
ll(p,- 3) cp (1)=x,.-s+(P-- 2)x,.-2+ 1. 2 Xl'-11 

cp (1)=xo+Xt +· ···· ················· · ··· + #-t. 

Da nun ro durch q und folglich durch 6~' teilbar ist, so 
muß cp (1) nach (12) durch q teilbar sein. Da aber p, > 1 und 
folglich der Quotient q : 6 noch durch o teilbar ist, so folgt, 
daß auch 

cp' (1) - ~ cp" (1) + ... 
1.2 

durch 6 1 folglich cp' (1) durch q teilbar ist, und wenn man so 
weiter schließt, ergibt sich, daß die sämtlichen rationalen Zahlen 
(13) durch q teilbar sind. Folglich sind auch die X,u- 11 x,._ 2, ••• :r0 

durch q teilbar. Damit ist der Satz II. vollständig bewiesen. 
Anstatt der Reihe (9) kann man auch eine beliebige Reihe 

von p, aufeinander folgenden Potenzen von r als Basis von o 
nehmen: 
(14) 

die man erhält, wenn man alle Glieder der Reihe (9) mit r" 
multipliziert. 

Die Richtigkeit dieser Bemerkung ergibt sich daraus, daß 
die r±<> Einheiten sind, und daß also ro und r<>ro stets gleich
zeitig ganze oder gebrochene Zahlen sind. 

Beispielsweise bilden die Zahlen 

(15) rli21'+ 1, r- 11al'+ 2 ... r--1, 1, r, rl ... r/21'-

eine Basis von n. 
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Damit ist auch die Grundzahl LI des Körpers .Qm bestimmt. 
Sie ist nach der allgemeinen Definition (§ 103) gleich der Dis-
kriminante 

.d(l, r, r2 ••. r~'- 1), 

d. h. gleich der Diskriminante der Kreisteilungsgleichung. 

§ 114. 

Die Primideale im Körper .Qm· 

Wir haben im § 113 gesehen, daß die natürliche Primzahl q 
die p, te Potenz einer Primzahl o im Körper .Qm ist. 

Um alle Primideale, die im Körper .Qm existieren, zu er
mitteln, sind also noch sämtliche von q verschiedene natürliche 
Primzahlen p in Primfaktoren zu zerlegen, und es sind darunter 
die nicht assoziierten auszusuchen. 

Die Grundlage für diese Untersuchung bilden die Sätze 
des § 112. 

Jede Zahl w des Körpers .Qm geht durch eine der p, Sub-
stitutionen 

s,. = (r, r") 

in eine bestimmte andere Zahl w,. über, die gleichfalls in .Qm 
enthalten ist. Ist 

(I) w = w1 = a0 + a1 r + a2 r2 + ··· + a,u_ 1 r.u- 1 , 

so ist 
(2) w,. = a0 + ~ r" + a9 r2 " + ·· · + a,u_ 1 rr.u-lln. 

Wenn eine dieser Zahlen w., eine ganze Zahl ist, wie wir 
jetzt annehmen wollen, so sind es auch alle anderen , und dies 
tritt immer dann und nur dann ein, wenn die rationalen Zahlen 
a0, a11 ••• a,u-t ganz sind. 

Sind h, k irgend zwei Exponenten, so ist 

rh - r~< = rk (rh-k - 1), 

also mit cJ assoziiert, wenn lJ ein in p aufgehendes Primideal 
bedeutet, durch lJ nicht teilbar, außer wenn h := k (mod m) ist. 
Daraus ergibt sich, daß zwei Zahlen wh, wk nur dann nach dem 
Modul p kongruent sein können, wenn h := k (mod m), also 
wh = wk ist, und daß also die Gruppe X des § 112, deren Sub
stitutionen X der Bedingung 

w I x := w (mod p) 
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genügen, nur die identische Substitution enthält. Daraus 
folgt aber, daß g = 1, d. h. daß p nicht durch das Quadrat 
eines Primideals teilbar ist, in Übereinstimmung mit dem 
Satz von Dedekind, nach dem nur die Primzahl q in .Qm kri
tisch ist. 

Bilden wir aus ( l) die p te Potenz von ro, und beachten den 
Fermatschen Lehrsatz für rationale Zahlen [aP == a (mod p)], 
so ergibt sich: 

roP == a 0 + a1 rP + a 2 r 2P + .. · + a,u-I r(}t-l)p (mod p), 
oder nach (2): 

(3) roP == ro" (mod p). 
Dadurch ist die Gruppe 'IJf bestimmt, zu der das Ideal lJ 

gehört. Es ist nämlich nach (3) auch 

roP == wp (mod p), 

daher ist t)J0 = (r, rv), und die Gruppe 'IJf besteht nach § 112 
aus den Potenzen dieser Substitution, soweit sie voneinander ver
schieden sind. 

Ist daher {' der kleinste positive Exponent, für den 
(4) pf == 1 (mod m) 

ist, d. h. gehört p zu dem Exponenten f' für den Modul m, so ist 

(5) 1P' = (r, r), (r, rP), (r, rP') ... (r, rvf- 1), 

und ist vom ften Grade. Demnach ist auch lJ ein Primideal 
t ten Grades und 

(6) N(p) = pf. 

Die Anzahl e der voneinander verschiedenen konjugierten 
Primfaktoren von p ist p,: f, und wir haben also den Satz: 

111. Ist p eine von q verschiedene Primzahl, die für 
den Modul m zum Exponenten f gehört, ist ferner 
p, = tp (m) = e f, so zerfällt p im Körper .Qm in e 
voneinander verschiedene konjugierte Primfak
toren {ten Grades. 

Die Gruppe '1JJ' ist isomorph mit einer in ~ enthaltenen 
Gruppe nach dem Modul m genommener ganzer rationaler Zahlen, 
die wir mit ~ bezeichnen, die aus allen, einer Kongruenz 

(7) a == ph (mod m) 
genügenden Zahlen a besteht, und die wir daher symbolisch durch 

(8) ~ == ph (mod m) 
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darstellen können, wenn der Exponent h alle ganzzahligen Werte 
durchläuft. 

Wir können also, wenn wir die Zahlen ~1 , ~2 , ••• ~. aue ~ 
passend auswählen, 

(9) ~ = m~~ + ~l~2 + m~s + ··· + m~, 
setzen, und jeder dieser Nebengruppen entspricht eines der kon
jugierten Ideale ~~1 , ~~2 ••• P~., die alle voneinander verschieden 
sind, und deren Produkt p ist. 

Wir setzen also 

(10) 

und bemerken noch, daß ~a~ = p~ ist, wenn a in m enthalten ist. 
Ist m ungerade und c eine primitive Wurzel von m, so ist 

p =er, (mod m) für einen gewissen Exponenten r, und e ist 
der größte gemeinschaftliche Teiler von p, und r· Die Gruppe 
& besteht dann aus allen Zahlen von der Form c•h, und für 
; 1, ~2 ••• ~. kann man die Zahlen 
(11) 1, c, c2 ••• c•-1 

wählen. Die e Primideale (10) entsprechen den Kreisteilungs
perioden. 

Durch eine Substitution (r, rn) vertauschen sich die Prim
faktoren ~ nach dem Gesetz 

(12) (r, rn) = (~~i' Pn~;)• 

§ 115. 

Darstellung der Primfaktoren von p. 

Zur Darstellung der Primfunktionale des Körpers .Q,m können 
wir ein Verfahren anwenden, das wir im § 110 kennen gelernt 
haben, welches sich hier irrfolge des Umstandes, daß 

1, r, r2 ..• rl-'- 1 

eine Basis von o ist, wesentlich vereinfacht. 
Die natürliche Primzahl q ist, wie wir schon gesehen haben, 

die p, te Potenz einer im Körper .Q,m existierenden Primzahl 6; 
mit dieser brauchen wir uns nicht weiter zu beschäftigen, und 
betrachten daher hier nur die von q verschiedenen Primzahlen p. 
Es sei p ein Primfaktor von p, und m habe dieselbe Bedeutung 
wie in § 114, (8). Wenn p zum Exponenten f gehört und 

ef=g;(m)=p, 
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ist, so besteht die Gruppe ~ aus den Zahlen 
1, p, p2 ..• pf-1. 

Wenn nun .. 
f(t) = N(t- r) = 11 (t- rn) 

§ 115. 

das Polynom von t vom Grade tt bedeutet, dessen Wurzeln die 
tt Größen rn sind, so können wir dies so in Faktoren zerlegen, 
daß jeder Faktor einer der Nebengruppen von ~ entspricht. 
Setzen wir nämlich 

(1) 
h h 

El (t) = fl (t - rP ), 
0,(-1 

und allgemein für jedes durch q nicht teilbare n: 
h 

(2) F .. (t) = II (t - r"Ph), 
O,f-1 

so ist Fn (t) mit P ... (t) identisch, wenn n und n' in dieselbe 
Nebengruppe ~ gi gehören. Wenn wir also mit g1, g2 , ••• g. das 
im § 114, (9) augewandte Zahlensystem verstehen, so ist 

(3) {'(t) = FE1 (t) F~2 (t) ... P1. (t). 
Nun ist aber nach dem binomischen Lehrsatze 

(f - r0)P == (tP- rPh+ 1) (mod p), 

und wenn wir dies auf jeden Faktor von F .. (t) anwenden und 
beachten, daß ph+ 1 nach dem Modul m dieselbe Zahlenreihe 
durchläuft, wie ph, so folgt: 

[Fn (t)]P :=: F .. (t) (mod p), 

und diese l<ongruenz gilt dann natürlich auch für den Modul IJ. 
Dies ist aber das Kennzeichen dafür, daß F .. (t) mit einem 

Polynom P .. (t) mit ganzen rationalen Zahlenkoeffizienten nach 
dem Modul lJ kongruent ist (§ 107, 4.), also: 

( 4) 1!' .. (t) == Pn (t) (mod lJ ). 

Setzen wir dies in (3) ein, so ergibt sich zunächst eine 
Kongruenz nach dem Modul J.l, die aber, da es eine Kongruenz 
zwischen rationalen Funktionen ist, auch für den Modul p 
bestehen muß, also 

(5) f'(t) = P~1 (t) P~2 (t) ... P~. (t) (mod p). 

Nach der Definition (1), (4) ist 

(6) P1 (r) = 0 (mod J.l), 
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und die sämtlichen Wurzeln dieser Kongruenz sind 

(7) r, rv ... rpt- 1• 

Ebenso hat die Kongruenz 

die Wurzeln 
Pn (t) = 0 (mod P) 

r", r"P ... ynpf-\ 
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und diese Wurzeln sind, wenn man n das System der Zahlen 
611 62 ••• Se durchlaufen läßt, alle inkongruent nach dem Modul p. 

Macht man in der Kongruenz 

F1 (t) = P1 (t) (mod l>) 
die Substitution (r, r"), so geht F1 (t) in F,. (t), l> in das kon
jugierte Ideal p,. über, und P1 (t) bleibt als rationale Funktion 
ungeändert. Wir haben also 

(8) F,. (t) = P1 (t) (mod l>n), 

und wenn wir hierin t = r setzen, so folgt: 

(9) F,. (r) = P1 (r) (mod p,.); 
F,.(r) ist aber, wenn n nicht in ~ enthalten ist, relativ prim 
zu p, also nicht durch p,. teilbar. 

Es ist also P1 (r) nach (9) durch \)1 , aber durch keinen der 
mit \)1 konjugierten Primfaktoren teilbar, und es folgt, da p nicht 
durch p2 teilbar ist: 

1. Der Primfaktor \)1 ist der größte gemeinschaft
liche Teiler von p und P1 (r); in gleicher Weise 
ergibt sich, daß p,. der größte gemeinschaftliche 
Teiler von p und P1 (rn) ist. 

Wenn man t = r" in (8) einsetzt, so erhält man, 

(10) P1 (r") = 0 (mod l>n) 
und aus (4) erhält man: 

P,.(r") = 0 (mod l>); 
macht man aber darin die Substitution (r, r"'), so folgt: 

P,. (r""') = 0 (mod l>n•), 
also wenn nn' = 1 mod m genommen wird: 

(11) 

Man kann also die verschiedenen konjugierten Primideale 
entweder durch die Funktion P1 in R für verschiedene Argument-
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werte oder durch verschiedene Funk'tionen Pn in R für ein und 
dasselbe Argument r definieren. 

Wir wollen den Fall noch etwas näher betrachten, wo f = 1 
ist, also 

p = 1 (mod m). 

In diesem Falle ist e = q> (m); die Gruppe m reduziert sich 
auf die Einheit, und die sämtlichen p, konjugierten Faktoren lJ 
von p sind voneinander verschieden. Die Funktion P1 (t) ist 
linear, d. h. r ist einer rationalen Zahl nach jedem der Moduln p,. 
kongruent. 

Dies ergibt sich auch daraus, daß hier die Anzahl der nach 
dem Modul lJ inkongruenten Zahlen gleich N(p) = p ist;, und 
daß also O, 1, 2 ... p - 1 ein volles Restsystem ist. 

Ist hiernach etwa r = c (mod p), so muß, da rm = 1 ist, 
cm = 1 (mod lJ), also auch (mod p) sein, und wenn also g eine 
primitive Wurzel der Primzahl p ist, so muß 

p-1 

(12) c = g -n-;;;- (mod p) 

sein, worin n relativ prim zu m ist, weil keine niedrigere als die 
m te Potenz von r mit der Einheit kongruent ist. Lassen wir p 
das System der konjugierten Ideale durchlaufen, so muß n in 
(12) die Gruppe ~ durchlaufen, und es ist also nur Sache der 
.Bezeichnung, wenn wir festsetzen: 

p-1 

(13) r = g--;;;- (mod lJ). 

Machen wir darin die Substitution (r, rn), so wird 
p-1 

(14) r" :::::: g- ---;;- (mod lJ,.), 

oder, wenn wir n' durch die Kongruenz 

(15) nn' = 1 (mod m) 

definieren: 

(16) 
p-l _",_ 

r = g m (mod lJn)• 
Es ist also in diesem Falle, übereinstimmend mit der all

gemeinen Regel, p" der größte gemeinschaftliche Teiler von 

p und (r- g_.,,P:) 
Durch diese Bestimmung sind die einzelnen Primideale p .. 

genau charakterisiert. Wir erhalten also den Satz: 



§ 115. Darstellung der Primfaktoren von p. 523 

2. Eine Primzahl 1l, die nach dem Modul m mit 1 
kongruent ist, zerfällt im Körper .Qm in rp (m) von
einander verschiedene Primfaktoren tJ,. vom ersten 
Grade, die man als größte gemeinschaftliche 
Teiler von p mit den verschiedenen Zahlen 

p-1 

r- g -n'--;;- erhält, wenn g eine primitive Wurzel 
von p ist, und n' durch die Kongruenz nn' = 1 (mod m) 
bestimmt ist. 

Ist p - 1 zwar nicht durch m, wohl aber durch eine Potenz 
von q, und im Falle q = 2 mindestens durch 4 teilbar, so be
zeichnen wir mit m1 den größten gemeinschaftlichen Teiler von 
m und p - 1 und setzen m = m1 m2• Dann ist 

p, = rp (m) = m2 rp (m1), 

und es ist f = m2 der kleinste positive Exponent, für den 

pf == 1 (mod m) 

ist. Demnach zerfällt p im Körper .Qm in rp (m1 ) voneinander 
verschiedene Primfaktoren, ebenso wie im Körper .Qm1• Es ergibt 
sich also: 

3. Ist p- 1 durch q und im Falle q = 2 durch 4 
teilbar, so ist die Zerlegung von p in Prim
faktoren im Körper .Qm dieselbe, wie im Körper 
.Qm1 , die nach dem Satze 2. gefunden wird. 
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