


ENCYKLOPADIE 
DER 

MATHEMATISCHEN 
WISSENSCHAFTEN 

MIT EINSOHLUSS IHRER ANWENDUNGEN. 

HERAUSGEGEBEN 
1M AUFTRAGE DER AKADEMIEEN DER WISSENSCHAFTEN 

ZU GOTTINGEN, LEIPZIG, MUNCHEN UND WIEN, 
SOWIE UNTER MITWIRKUNG ZAHLREICHER FACHGENOSSEN. 

ERSTER BAND IN ZWEl TElLEN. 

ARlrrHMETIK UND ALGEBRA. 
REDIGIERT VON 

WILHELM FRANZ MEYER 
IN KONIGSBERG I. PRo 

ZWEITER TElL. 

Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 
1900-1904. 



ISBN 978-3-663-15448-8 ISBN 978-3-663-16019-9 (eBook) 
DOI 10.1007/978-3-663-16019-9 

Softcover reprint of the hardcover 1st edition 1904 

ALLE HECHTE, EINSCHLIESSLICH DES ÜBEKSETZUNGSRECHTS, VORBEHALTEN, 



Inhaltsverzeichnis zu Band I Teil II. 

c. Zahlentheorie. 
1. Niedere Zahlentheorie. Von P. BACHMANN ill Weimar. Seite 

1. u. 2. Die Teilbarkeit der ganzen Zahlen . . . . . . . . .. 556 
3. Euklidischer Algorithmus. Farey'sche Reihen. . . . . . . . . . .. 558 
4. Reste und Kongruenzen. Satze von Fermat und Wilson. Primitive 

Wurzeln. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 561 
5. Kongruenzen und unbestimmte Gleichungen ersten Grades. Partial-

briiche. Perioden der Dezimalbriiche. . . . . . . . . . . . 563 
6. Quadratische Reste; Reziprozitatsgesetz. . . . . . . . . . . 565 
7. Unbestimmte Gleichungen 2., 3., 4. Grades. Quadratische Kongruenzen 569 
8. Hohere Kongruenzen. Galois'sche Imaginare . . . . . . . . . . . . 573 
9. Feststellung einer Zahl als Primzahl; Zerlegung grosser Zahlen in Faktoren 576 

10. Vollkommene Zahlen . . . . . . . . . 578 
11. Potenzsummen der erst en m ganzen Zahlen. . . 579 
12. Magische Quadrate. . . . . . . . . . . . . . 580 

(Abgeschlossen im :Marz 1900.) 

2. Arithmetische Theorie del' Formen. Von K. TH. VAHLEN 

in Konigsberg i. Pro 
a. Lineare Formen . . . . . . . . . . . . . . . . .. ...... 582 
b. Allgemeines iiber bilineare und quadratische Formen . . . . . . . . 591 
c. Binare quadratische Formen und bilineare Formen von -vier Variablen 599 
d. Ternare quadratische Formen . . . . . 613 
e. Quadratische Formen von n Variablen . 622 
f. Formen, die in Linearfaktoren zerfallen. 629 
g. Sonstige Formen . . . . . . . . . . . 633 

(Abgeschiossen im April 1900.) 

3. Analytische Zahlentheorie. Von P. BACHMANN in Weimar. 
1. Zerrallung der Zahlen (ihre additiven Darstellungen) 
2. Dirichlet'sche Reihen und Methoden, Gauss'sche Summen 
3. Zahlentheoretische Funktionen. . . . . . . . . . . . . 
4. Die Funktion [x]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
5. Asymptotische Ausdrucke zahlentheoretischer Funktionen. 

der Primzahlen . . . . . . . . . . . . . . 
6. Mittlere Funktionswerte. . . . . . . ..... 
7. Transzendenz der Zahlen e und 'It. . . . . . . . . . . 

(AbgeschloBsen im April 1900.) 

Die Anzahl 

4a. Theorie der algebraischen Zahlkorper. Von D. HILBERT 

in Gottingen. 
1. Algebraischer Zahlkorper . . . . . . . 
2. Ganze algebraische Zahl . . . . . . . 
3. Ideale des Korpers und ihre Teilbarkeit 
4. Kongruenzen nach Idealen . . . . . . 

636 
643 
648 
654 

658 
663 
667 

676 
677 
678 
679 



IV Inhaltsverzeichnis zu Band I Teil II. 
S.ite 

5. Diskriminante des Korpers 680 
6. Relativkorper . . . . . . 682 
7. Einheiten des Korpers . . . . . . . . . . . 682 
8. Idealklassen des Korpera . . . . . . . . . . 683 
9. Transzendente Besti=ung der Klassenanzahl. 684 

10. Kronecker's Theorie der algebraischen Formen 685 
11. Zerlegbare Formen des Korpers . . . . . . . 686 
12. Integritatsbereiche des Korpers . . . . . . . 687 
13. Moduln des Korpers . . . . . . . . . . . . 687 
14. Galois'scher und Abel'scher Korper. . . . . . . . . . . . . . . . . 688 
15. Zerlegungskorper, Triigsheitskorper und Verzweigungskorper eines Prim-

ideals im Galois'schen Korper . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 689 
16. Zusammensetzung mehrerer Korper. . . . . . . . . . . . . . . . . 691 
17. Relativcyklischer Korper von relativem Primzahlgrade. . . . . . . . 691 
18. Klassenkorper eines beliebigen Zahlkorpers. . . . . . . . . . . . . 693 
19. Relativquadratischer Zahlkorper . . . . . . . . . . . . . . . . . . 695 
20. Reziprozitatsgesetz fiir quadratische Reate in einem beliebigen Zahl-

korper. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...... . . 696 
(Abgeschlossen im April 1900.) 

4 b. Theorie des Kreiskorpers. Von D. HILBERT in GOTTINGEN. 

1. Kreiskorper fUr einen Primzahlexponenten . . . . . . . . . . . . . 
2. Kreiskorper fiir einen zusammengesetzten Wurzelexponenten . . . . . 
3. Lagrange'sche Resolvente oder Wurzelzahl ............ . 
4. A~wendungen der Theorie des Kreiskorpers auf den quadratiachen 

Korper ............................ . 
5. Kreiskorper in seiner Eigenschaft als Abel'scher Korper . . . . . . . 
6. Transzendente Bestimmung der Anzahl der Idealklassen im KreiskOrper 
7. Kummer'scher ZahlkOrper und seine Primideale .......... . 
8. Normenreste und Normennichtreste des Kummer'schen Zahlkorpers .. 
9. Existenz unendlich vieler Primideale mit vorgeschriebenen Potenz-

charakteren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
10. Regularer Kreiskorper und regularer Kummer'scher Korper . . . . . 
11. Geschlechter im regularen Kummer'schen Korper ........ . 
12. Reziprozitatsgesetz fiir lte Potenzreste im regularen Kummer'schen 

Korper ............................ . 
13. Anzahl der vorhandenen Geschlechter im regularen Kummer'schen 

Korper .................. . 
14. Der Fermat'sche Satz. . . . . . . . . . . . . 

(AbgeBchloBBen im April 1900.) 

5. Arithmetische Theorie algebraischer Grossen. Von G. LANDS

BERG in Heidelberg. (Siehe: B lc, p. 284-301.) 

6. Komplexe Multiplikation. Von H. WEBER III Strassburg. 

1. Historische Einleitung . . . . . . . . . . . . . 
2. Komplexe Multiplikation und quadratische Formen 
3. Die Invarianten ............... . 
4. Klasseninvarianten und Klassenkorper . . . . . 
5. Klasseninvarianten in verschiedenen Ordnungen . 
6. Irreduzibilitat der Klassengleichung . . . 
7. Galois'sche Gruppe der Klassengleichung . 
8. Primideale im Klassenkorper . . . . 
9. Zerrallung der Klassengleichung. . . 

10. Die Klasseninvarianten {(OJ), {l (OJ) . . 
11. Komplexe Multiplikation und Teilung 
12. Die Klassenzahlrelationen. . . . . . 

(AbgeBchlossen im Juni 1900.) 

699 
700 
701 

702 
704 
705 
706 
708 

710 
710 
711 

712 

713 
713 

718 
719 
720 
722 
723 
724 
726 
727 
727 
729 
729 
731 



Inhaltsverzeichnis zu Band I Teil II. v 

D. Wahrscheinlichkeits- und .Ausgleichungsrechnung. 
1. Wahrscheinlichkeitsrechnnng. Von E. CZUBER in Wien. 

1. Wahrscheinlichkeit a priori. Definition und Bedeutung der mathe-
matischen Wahrscheinlichkeit . . . . . . . . . . . . . 

2. Dhekte Wahrscheinlichkeitsbestimmung . . . . . . . . 
3. Totale Wahrscheinlichkeit . . . . . . . . . . . . . . 
4. Zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit . . . . . . . . ...... . 
5. Kombination derSatzeiibedotale u. zusammengesetzteWahrscheinlichkeit 
6. Die Differenzenrechnung als methodisches Verfahren der Wahrschein-

lichkeitsrechnung. . . . . . . . . . . . 
7. TeilungBproblem . . . . . . .......... . 
8. Moivre's Problem. . . . . . . . . . . . . . . . . 
9. Problem der Spieldauer ............. . 

10. Weitere Probleme, Gliicksspiele betreffend . . . . . . ... 
11. Erweiterung der Definition. Geometrische Wahrscheinlichkeit 
12. Theorem von Jakob I Bernoulli ........•..... 
13. Poisson's Gesetz der grossen Zahlen . . . . . . . . . . . . . . . . 
14. Wahrscheinlichkeit a posteriori. Wahrscheinlichkeit der Ursachen, aus 

der Beobachtung abgeIeitet . . . • . . . . . . . . . . . . . . . . 
15. Wahrscheinlichkeit kiinftiger Ereignisse, aus der Beobachtung abgeleitet 
16. Von zufalligen Ereignissen abhiingende Vor- und Nachteile. Mathe

matische Erwartung . 
17. Moralische Erwartung. 
18. MathematiBches Risiko 

(AbgeBchloB.en im Aug. 1900.) 

2. Ansgleichnngsrechnnng. Von J. BAUSCHINGER III Berlin. 

Seite 

734 
737 
738 
739 
741 

742 
744 
746 
748 
750 
753 
755 
758 

759 
762 

764 
765 
766 

1. Aufgabe der Ausgleichungsrechnung . . . . . . . . . . 769 
2. ErBte Begriindung von Gauss . . . . . . . . . . . . . 771 
3. Der Satz vom arithmetischen Mittel . . . . . . . . . . 772 
4. DaB Gauss'sche Fehlergesetz. Fehlerfunktion. Tafeln hierfiir. Andere 

Fehlergesetze. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 773 
5. Begriindung von Laplace . . . . . . . . . . . . . . . . . 776 
6. Zweite Begriindung von Gauss. . . . . . . . . . . . . . . 777 
7. Weitere Begriindungsmethoden . . . . . . . . . . . . . . . . 778 
8. Mittlerer, durchschnittlicher und wahrscheinlicher Fehler, Gewicht 779 

9. Direkte Beobachtungen von gleicher Genauigkeit . . . . . . . . . . 782 
10. Direkte Beobachtungen von verschiedener Genauigkeit ....... 785 
11. AUBgleichung vermittelnder Beobachtungen. . . . . . . . . . . . . 786 
12. Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen mit Bedingungsgleichnngen 792 
13. Ausgleichung bedingter Beobachtungen. . . . . . . . . . . . . . . 794 
14. Fehler in der Ebene und im Raume. . . . . . . . . . . . . . . . 795 
15. Fehler der Ausgleichung. Ausschluss von Beobachtungen. Systematisches 

Verhalten der Fehler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 796 
(AbgeBchloBsen im Aug. 1900.) 

3. Interpolation. Von J. BAUSCHINGER in Berlin. 
1. Definition einer Interpolationsformel. Verschiedene Arten derselben 800 
2. Historisches und hauptsachlichste Anwendungen • . . . 801 
3. Parabolische Interpolation. Formel von Lagrange. . . . . . . . 801 
4. Newton'sche Formel mit den Gauss'schen Umformungen. . . . .. 803 
5. Andere Begriindungen . • . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 805 
6. Die Interpolationsformeln bei gleichen Intervallen der Argumente. . . 806 
7. Die friiheren und einige neue Interpolationsformeln in der Encke'schen 

Bezeichnungsweise . . . . . . . . . . . . • . . . • • • . • • • . 807 



VI Inhaltsverzeichnis zu Band I Teil II. 
Seite 

8. Mechanische Differenziation und Quadratur . 810 
9. Herstellung mathematischer Tabellen. . . . 812 

10. Interpolation durch periodische Reihen. . . 815 
11. Die Cauchy'sche Interpolationsmethode. . . 817 
12. Interpolation durch die Exponentialfunktion 818 
13. Interpolation bei zwei Variabeln. . . . . . 818 
14. Die Interpolationsmethoden von Tschebyscheff 819 

(Abgeschlossen im Jan. 1901.) 

4a. Anwendnngen der Wahrscheinlichkeitsrechnnng anf Stati
stik. Von L. VON BORTKIEWICZ in St. Petersburg (jetzt 
in Berlin). 

1. Einfiihrung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs in die Statistik . . . . . 822 
2. Die von Laplace begriindeten Methoden zur Bestimmung des Genauigkeits

grades statistischer Ergebnisse, Schlussfolgerungen und Konjekturalbe-
rechnungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 823 

3. Verbreitung dieser Methoden zumal unter dem Einfiusse Poisson's . . 825 
4. Bienayme's und Cournot's Lehre von den solidarisch wirkenden zufalligen 

Ursachen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 827 
5. Die Lexis'sche Dispersionstheorie . . . . . . . . . . . . . . . . . 829 
6. Das Schema einer serienweise variierenden Wahrscheinlichkeit und 

dessen Anwendung auf die Statistik . . . . . . . . . . . . . . . . 832 
7. Wahrscheinlichkeitstheoretische Behandlung del' statistischen Mittelwerte 835 

8. Die innere Struktur der Sterblichkeitstafel . . . . . . . . . . . . . 837 
9. Die formale Bevolkerungstheorie. . . . . . . . . . . . . . . . . . 839 

10. Methoden zur Ermittelung der Sterbenswahrscheinlichkeit und des Sterb-
lichkeitskoeffizienten . . . . . . . . . . . . . . 843 

11. Weiteres zur Konstruktion von Sterblichkeitstafeln . 845 
12. Konstruktion von Invaliditatstafeln. . . . . . . . . . . . . . . . . 846 

(Abgeschlos8en im April 1901.) 

4b. Lebenversichernngs-Mathematik. Von G. BOHLMANN in 
Gottingen (jetzt in Berlin). 

1. Grnndlagen. Verhaltnis der Lebensversicherung zu anderen Versiche-
rungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 857 

2. Hypothesen, auf' denen die Theorie beruht . . . . . . . . . . . . . 859 
3. Prinzipien, nach denen die Theorie auf die Erfahrung angewendet wird 860 
4. N ormale Risiken. . . . . . . . . 864 
5. Extrarisiken . . . . . . . . . . . . . . . . . 867 
6. Ausgleichung und Interpolation . . . . . . . . 869 
7. Der Nettofonds. Definitionen . . . . . . . . . 873 
8. Einmalige Pramien f'Ur Leibrenten. . . . . . . 875 
9. Einmalige Pramien fur Todesfallversicherungen . 879 

10. Sonstige Pramien. . . . . . . . . . . . . . . 880 
11. Pramienreserve. . . . . . . . . . . . . . . . . . .., 883 
12. Abhangigkeit der Pramien und Reserven von den Rechnungselementen 886 
13. Verbundene Leben . . . . . . . . . . . . 887 
14. Der Brnttofonds. Zuschlage und Unkosten . 889 
15. Der Riickkaufswert. . . . .. ..... 892 
16. Die Bilanz. . . . . . . . . . . . . 894 
17. Der Gewinn . . . . . . . . . . . . 899 
18. Dividenden. . . . . . . . . . . . . 901 
19. Theorie des Risikos. Problemstellung 902 
20. Definitionen . . . . 904 
21. Das mittlere Risiko . . . . . 906 
22. Das durcbschnittliche Risiko. . . . . 909 
23. Die Stabilitat . . . . . . . . . . . 913 

(Abgeschlo8sen im April 1901.) 



Inhaltsverzeichnis zu Band I Teil II. 

E. Di:fl'erenzenreehnnng. 
1. Diiferenzenrechnnng. Von D. SELIWANOFF in St. Petersburg. 

1. Definitionen . . . . . . . . .. ............... . 
2. Differenzen einfacher Funktionen . . . . . . . . . . . ..... . 
3. Anwendung auf die Absonderung der Wurzeln numerischer Gleichungen 
4. Relationen zwischen successiveu Werten und Differenzen· einer Funktion 
5. Newton'sche Interpolationsformel. .. ............. . 
6. Anwendung dieser Interpolationsformel auf die Berechnung der Logarith-

men und Antilogarithmen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
7. Anwendung auf die angenaherie Berechnung bestimmter Integrale 
8. Summation der Funktionen . . . . . 
9. Bestimmte Summen. . . . . . . . . . . 

10. Die Jacob Bernoulli'sche Funktion. . . . 
11. Euler'sche Summationsformel ..... . 
12. Anwendungen der Euler'schen Formel . . 
13. Allgemeines liber Differenzengleichungen . . . . . 
14. Lineare Differenzengleichungen erster Ordnung . . . . . . . 
15. Lineare Differenzengleichungen hoherer Ordnung mit konstanten 

Koeffizienten. . . . . : . . . . . . . . . . . 
16. Anwendungen der Differenzengleichungen. . . . 

(Abgeschlossen im April 1901.) 

F. Numerisches Reehnen. 
1. Nnmerisches Rechnen. Von R. MEHMKE in Stuttgart. 

VII 

Saito 

919 
920 
920 
921 
922 

923 
924 
925 
927 
928 
929 
930 
931 
933 

933 
935 

1. Geordnete Multiplikation und Division. . . 941 
2. Komplementare Multiplikation und Division 942 
3. Umgehung der. Division. . . . . . . . . . 943 
4. Beschrankung in den verwendeten Ziffern . 944 
5. Tafeln. Produktentafeln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 944 
6. (Multiplikationstafeln mit einfachem Eingang:) Tafeln der Viertelquadrate 

und der Dreieckszahlen. . . . . . . . . . . . . 947 
7. Quotienten- und Divisionstafeln . . . . . . . . . . . . . . .. 949 
8. Tafeln der Quadrate, Kuben und hoheren Potenzen . . . . . . . . . 950 
9. Faktoren-(Divisoren-)Tafeln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 951 

10. Apparate. Rechenbrett (Abacus). . . . . . . . . . . . . . . . . . 953 
11. Sonstige Additions- (bezw. Subtraktions-)Apparate ohlie selbsttatige 

Zehneriibertragung . . . . . . . . . . . . 954 
12. Multiplikations- und Divisionsapparate. . . 955 
13. Arithmographen fUr ane vier Spezies. 957 
14. Masehinen. Zahlwerk. . . . . • . . . . . 959 
15. Maschinen zum Addieren und Subtrahieren. 960 
16. Schaltwerk. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 964 
17. Erweiterte Additionsmaschinen (fiir aIle vier Spezies) 966 
18. Eigentliche Multiplikationsmaschinen. . . . . . . . 970 
19. Subtraktion und Division. Nebenzahlwerk (Quotient) 973 
20. Besondere Einrichtungen . . . . . . . . .. . 974 
21. AusfUhrung zusammengesetzter Rechnungen. . . . . 975 
22. Differenzenmaschinen. . . • . . . . . . . . . . . 977 
23. Analytische Maschinen . . . . . . . . . . . . . . 978 
24.. Das Recknen mit Ullgenauen Zahlen im allgemeinen. 978 
26. Abgekiirzte Multiplikation und Division . . . . . . 983 
26. Abgekiirztes Wurzelausziehen . . . . . . . 984 
27. Tafeln. Logarithmentafeln . . . . . . . . 986 
28. Fortsetzung: Abgekiirzte Logarithmentafeln. 993 
29. Tafeln der Antilogarithmen . . . . . . . . 997 
30. Additions- und Subtraktionslogarithmen . . 998 



vm Inhaltsverzeichnis zu Band I Teil II. 

31. Quadratische Logarithmen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
32. Tafeln der Proportionalteile . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
33. Tafeln der Reziproken und zur Verwandlung gewohnlicher Briiche in 

Dezimalbriiche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
34. Tafeln der Quadrate und Mheren Potenzen . . . . . . . . . . . . 
35. Tafeln der Quadrat- und Kubikwurzeln . . . . . . . . . . . . . . 
36. Tafeln zur Auflosung numerischer Gleichungen . . . . . . . . . . 
37. Gral'hisehes ReehneD. Gleichmassiger Massstab. Gewohnliche arith

metlsche Operationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
38. Berechnung rationaler ganzer Funktionen undAuflosung von Gleichungen 

mit einer Unbekannten ..................... . 
39. Systeme linearer Gleichungen .................. . 
40. Logarithmischer Massstab. Gewohnliche arithnletische Operationen . 
41. Berechnung von Funktionen und Auflosung von Gleichungen mit einer 

Unbekannten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
42. Systeme von Gleichungen . . . . . . . . . . . . . . . 
43. Nomographie. Tafem fiir Funktionen einer Veranderlichen 
44. Cartesische Tafeln. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
45. Hexagonale Tafeln . . . . . . . 
46. Methode der Huchtrechten Punkte 
47. Mehrfach bezifferte Elemente. . . 
48. Bewegliche Systeme. . . . . . . . . . . . . . . . . . 
49. Allgemeine Theorie von d'Ocagne ., . . . . . . . . . 
50. Apparate uDd Maschmen. Logarithmischer Rechenschieber 
51. Gekriimmte Rechenschieber (Rechenscheiben u. s. w.) ... 
52. Verallgemeinerungen des Rechenschiebers . . . . . . . . . . . . . 
53. Stetige Rechenmaschinen fiir die gewohnlichen arithmetischenOperationen 
54. Mechanismen zur Aufloung von Gleichungen mit einer Unbekannten 
55. Mechanismen zur AuflOsung von Gleichungssystemen. . . . . . . . 
56. Physikalische Methoden. Hydrostatische Auflosung von Gleichungen 

und Systemen solcher . . . . . . . . 
57. Elektrische Auflorung von Gleichungen 
58. Anhang. Proben . . . . . . . . . . 
59. Gemiscnte Methoden. . . . . . . . . . . . 
60. Vorbereitung der Formeln und der Rechnung 

(AbgeBchloB.en 1m JUDi 1902.) 

G. Erganznngen zum I. Bande. 
1. Mathematische Spiele. Von W. AlmENS in Magdeburg. 

1. Mathematische Fragen des praktischen Schachpiels. 
2. Achtdamenproblem . . . . . . . . . . . . . . . 
3. Rllsselsprung . . . . . . . . . . . . . . . . 
4. Nonnen- oder Einsiedler-(Solit!1r-)spiel. . . . . 
5. Boss-Puzzle oder FUnfzehnerspiel. . . . . . . 
6. Josephsspiel. . . . . . . . . . . . . . . . . 
7. Wanderungsspiele. . . . . . .. ..... 
8. Kartenmischen nach Gergonne und nach Monge 
9. Baguenaudier. . . . . . . . . . . . . . . . 

10. Nim oder Fan-Tan ........... . 
11. Varia. . . . . .. . .......... . 

(AbgeBchloB.en 1m JUDi 1902.) 

2. Anwendungen der Mathematik auf NationaUJkonomie. 
Von V. PARETO in Lausanne. 

Seite 

1001 
1002 

1003 
1004 
1004 
1004 

1008 

1011 
1014 
1018 

1020 
1023 
1026 
1028 
1035 
1038 
1043 
1045 
1050 
1053 
1060 
1063 
1065 
1067 
1070 

1072 
1073 
1073 
1075 
1076 

1081 
1082 
1084 
1086 
1087 
1088 
1089 
1090 
1091 
1092 
109S 

1. Geschichte . . . • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 1091 
2. Welche Erscheinungen behandelt die mathematische Wirtschaftslehre? 1099 
3. Grundgleichungen, die sich durch Verwertung des Begriffes der Ophe

limit!1t aufstellen lassen . • • . . . . . . . . . • . • • • . . .. 1102 



Inha.ltsverzeiclmis zu Band I Teil n. IX 
Selte 

4. Grundgleichungen, die sich ergeben, wenn man die Ausg&ngswahl a.ls 
Ausgangspunkt nimmt. . . . . . . . . . • . . . . . . . . .. 1107 

o. Eigenschaften der Elementar-Ophelimitat und der Indift'erenzlinien. 1111 
6. Verwertung der Grnndgleichungen . .. ........ 1113 
7. Das Ma.x:i.m.um der Ophelimitat oder die Freiheit der Wahl. 1117 
8. Die Variationen der Produktionskoeffizienten. . . 1118 
9. Dynamik • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1119 

(AbgeBoblo88en im August 1\102.) 

3. Unendliche Prozesse mit komplexen Termen. Von A. PRINGS-

HElM in Miinehen. 
1. Grenzwerte komplexer Za.hlenfolgen. . . . . . . . . . . . . . . . 1121 
2. Unendliche Rellien mit komplexen Gliedern: Konvergenz und Divergenz 1122 
3. Absolute Konvergenz. . . . . . . . . . . .. ..... 1122 
4. Unbedingte und bedingte Konvergenz • . . .. ..... 1124 
5. Multiplikation und Addition komplexer Reihen. Doppelreihen 1125 
6. Unendliche Produkte .. . . . . . . . . . . 1126 
7. Unendliche Kettenbriiche. . . . . . . . . .. ...... 1127 

(Abgeschlo88en im J uui 1904.) 

Bandregister . . . . . . . . . . . . . .......... '. . 1129-1197 



Inhaltsverzeichnis der einzelnen Hefte zu Band I Tell II 
mit ihren Ausgabedaten. 

Heft 5. 
29. V. 1900. 

Heft 6. 
30. V. 1901. 

2. Teil. 

c. Zahlentheorie. 

1. BACHMANN: Niedere Zahlentheorie. 
2. VAHLEN: Arithmetische Theorie der Formen. 
3. BACHMANN: Analytische Zahlentheorie. 
4 a. HILBERT: Theorie der algebraischen Zahlkorper. 
4 b. HILBERT: Theorie des Kreiskorpers. 
5. LANDSBERG: Arithmet. Theorie algebr. GrOBen. (Siehe: B lc.) 
6. WEBER: Komplexe Multiplikation. 

D. Wahrscheinlichkeits- und Aus-
g leich ungsrechn ung. 

1. CZUBER: Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
2. BAUSCHINGER: Ausgleichungsrechnung. 
3. BAUSCHINGER: Interpolation. 
4 a. BORTKIEWITCZ: Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 

auf Statistik. 
4 b. BOHLMANN: Lebensversicherungs -Mathematik. 

E. Differenzenrechnung. 
SELIWANOFF: Differenzenrechnung. 

F. Numerisches Rechnen. 
MEHMKE: Numerisches Rechnen. 

Heft 7. G. Erganzungen zu Bd. I. I MEHMKE: Numerisches Rechnen. (Schluss.) 

11. IX. 1902. A M th t· h S . 1 

Heft 8. 
6. VIII. 1904. 

1. HRENS: a ema lSC e pIe e. 
2. PARETO: Anwendungen der Mathematik auf NationalOkonomie. 

3. PRlNGSHEIM: Unendliche Prozesse mit komplexen Termen. 

Register zu Band 1. 

v. DYCK: Einleitender Bericht uber das Unternehmen der Heraus-
gabe der Encyklopadie der mathematischen Wiasenschaften. 

MEYER: Vorrede zu Band I. 
Inhaltsverzeichnis von Band I, Teil 1. 
Inhaltsverzeichnia von Band I, Teil 2. 



I C 1. NIEDERE ZAHLENTHEORIE 
VON 

PAUL BACHMANN 
IN WEIMAR. 

Inhaltsubersicht. 
1. u. 2. Die Teilbarkeit der ganzen Zahlen. 
3. Euklidischer Algorithmus. Farey'sche Reihen. 
4. Reste und Kongruenzen. Satze von Fermat und Wilson. Primitive Wurzeln. 
5. Kongruenzen und unbestimmte Gleichungen ersten Grades. Partialbriiche. 

Perioden der Dezimalbriiche. 
6. Quadratische Reste; Reziprozitatsgesetz. 
7. Unbestimmte Gleichungen 2., 3., 4. Grades. Quadratische Kongruenzen. 
8. Hohere Kongruenzen. Galois'sche Imaginare. 
9. Feststellung einer Zahl als Primzahl; Zerlegung grosser Zahlen in Faktoren. 

10. Vollkommene Zahlen. 
11. Potenzsummen der eraten m ganzen Zahlen. 
12. Magische Quadrate. 

Litteratur. 
A. M. Legendre, Theorie des Nombres, 1. ed. (Essai sur la tho d. N.) Paris 1798, 

2. ed. 1808, 3. ed. in 2 Teilen 1830, 4. ed. 1899; nach der 3. Ausgabe 
deutsch von H. Maser, 2 Bande, 2. Ausgabe, Leipzig 1893. 

K. F. Gauss, Disquisitiones arithmeticae, Lipsiae 1801 = Werke 1; zusammen 
mit Gauss' arithmetischen Abhandlungen 1889, Leipzig, deutsch von Maser. 

P. G. Lejeune-Dirichlet, Vorlesungen liber Zahlentheorie, herausg. und mit Zu
satzen versehen von R. Dedekind, 1. bis 4. Aufl., Braunschweig 1863, 1871, 
1879, 1894. 

P. Bachmann, Zahlentheorie, Leipzig. 1. Teil, die Elemente der Zahlentheorie 
1892; 2. Teil, die analytische Zahlentheorie 1894; 3. Teil, die Lehre von der 
Kreisteilung und ihre Beziehungen zur Zahlentheorie 1872; 4. Teil, die Arith
metik der quadratischen Formen, erste Aht. 1898. 

P. Tschebyscheff, Theorie der Kongruenzen (Elem. d. Zahlentheorie), aua dem 
Russischen (1849) libers. von H. Schapira, Berlin 1889. 
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P. Bachmann, Vorlesungen iiber die Natur der Irrationalzahlen, Leipzig 1892. 
St. Smith, Report on the Theory of Numbers, Brit. Ass. Rep. 1859, p. 228; 1860, 

p. 120; 1861, p. 292; 1862, p. 503; 1863, p. 768; 1865, p. 322 = ColI. Math. 
Papers 1, p. 38, 93, 163, 229, 263, 289. 

D. Hilbert, Bericht tiber die Theorie der algebraischen ZahlkOrper, Deutsche 
Math.-Vereinig. 4, p. 175-546, 1897. 

1'. S. Rtieltjes, Essai sur la Theorie des Nombres, Paris 1895 (= TouI. Ann. 4, 
1890, p. 1). 

S. auch die bez. Abschnitte in J. A. Serret, Algebre superieurQ, Paris, 4. ed. 1877, 
deutsch v. G. Wertheim, Leipzig, 2. Auf!. 1878, sowie in H. Weber, Hohere 
Algebra, Braunschweig 1895/96; 2. Auf!. 1898/99, franz. v. J. Griess, Paris 1898. 

Die Zahlentheorie behandelt die Eigenschaften der (positiven) 
ganzen Zahlen 1) 1, 2, 3, 4, . . . (natiirliche Zahlenreihe). 

1. Die Teilbarkeit der ganzen Zahlen. 1st eine ganze Zahl n = to 
ein Produkt zweier andern, so heisst jeder der Faktoren ein Teiler, 
t und 0 komplementiire Teiler von n, n ein Vielfaches jedes derselben. 
Hat n nur die Teiler 1, n, so heisst n Primzahl, sonst zusammen
gesetzt. Zwei Zahlen, deren grosster gemeinsamer Teiler 1 ist, heissen 
relativ prim (teilerfremd). 

Die Menge der Primzahlen ist unbegrenzt 2). 
1st m gegebene positive ganze Zahl, so kann jede g3nze Zahl n 

III die Form 
n=qom+r (O<r<m) 

gesetzt werden 3); m heisst Modulus (Gauss), r der Rest von n (mod. m). 
Bezeichnet E(x) (Legendre, Th. d. n., Einl. Nr. 16) oder [x] (Gauss, 
Werke 2, p. 5, 1808) fur jedes reelle x die nachst kleinere gauze Zahl, 

so ist qo = E (:) = [:J. Es folgt der Euklidische A.lgorithmus des 

grossten gemeinsamen Teilers von n, m: 
n = qom + mil m = qlml + m2, ... (0 < mi+1 < mi), 

aus ihm die Satze fiber Teilbarkeit (L. Poinsot, J. de math. 10, 1854, 
p. 1 und Dirichlet, Vorl.). Euklidischer Fundamentalsatz: Sind n, m 
relativ prim, so ist hn durch m teilbar nur, wenn h es ist. Haupt-

1) Uber diesen Begriff selbst s. VII A. 
2) S. Euklid lib. IX, 20 und E. E. Kummer's Beweis mittels der Euler'schen 

Funktion t:p(n), BerI. Ber. 1878, p. 771. Ein Satz von Chr. Goldbach (L. Euler, 
correspondance, St. Pet. 1842, 1, p. 135), den neuere Untersuchungen (J. J. Syl
vester, Lond. M. S. Proc.4, 1872, p. 4; G. Cant01', Assoc. fran9. 23, 1894, p. 117; 
P. Stackel, Gott. Nachr. 1896, p. 292; R. Haussner, Deutsche Math. -Verein. 5 (1897), 
p. 62; Tafeln dazu: Leop. N. Acta 72, 1897, p. 1) unterstiitzen, behauptet, dass 
jede gerade Zahl Summe zweier Primzahlen sei. 

3) Dies ist die Grundlage der ganzen Zahlentheorie (Dirichlet, Vorl. iib. 
Zahlenth., 4. Aufl., p. 514). 
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sats: Jede ganze Zahl n ist auf einzige Art in Potenzen verschiedener 
Primzablen zerlegbar, 

n = + ptSp'a'p"a" .... 

Der grasste gemeinsame Te'/,1er mehrerer Zahlen ist das Produkt der 
hochsten Primzahlpotenzen, die in ihnen allen aufgehen, ihr kleinstes 
gl'JYYteinsames Vielfache das Produkt der hOchsten Primzahlpotenzen, die 
in ihren Zerlegungen uberhaupt sich finden. 

Die Anzahl der Te'/,1er von n ist t (n) =(a+ 1 ) (a' + 1) ... , ihre Summe4) 

f pa+l - 1 p,a'+l_ 1 
(n) = p _ 1 . p' _ 1 ••• , 

die Anzahl der Zerlegungen von n in zwei relativ prime Faktoren ist 
pen) = 2"0), wenn wen) verschiedene Primfaktoren in n aufgehen. 

Die Euler'sche Funktion 'P (n) = n (1- ~) (1- ;,) ... giebt die 

Anzahl der Zablen <n, welche prim zu n sind. Fur relativ prime rt, n" ist 
'P(rt) . 'P(rt') = rp(rtrt'), 

allgemein ist .Etrp(t) = n (t Teiler von n). 'P(n) ist einfacher Fall 
einer von V. Schemmel untersuchten Funktion; eine andere Verallgemeine
rung von rp (n) gab K. Th. Vahlen 5). N ach St. Smith (Lond. Proc. Math. 
Soc. 7, 1876, p.208 = ColI. Pap. 2, p. 161 ist, wenn it; grosster 
gemeinsamer Teiler von '1', s ist, die Determinante [1 A 2] 

~ + d!d~ ... ~ = 'P(1) rp (2) ... 'P(n), 
ein Satz, welchen P. Mansion verallgemeinert hat (Messenger (2) 7, 
1877, p.81). 

i. Fur jede positive ganze Zabl p kann die positive ganze Zahl n 
in die Form gesetzt werden: 

n = apa + a1pa-l + ... + aa-lp + aa, G) 
(0< ai<p); 

p = 10 giebt die dekadische Gestalt von n, aus der mittels des Kon-

4) Leider herrscht bez. der Bezeichnung der zahlentheoretiBchen Funktionen 
keine "Obereinstimmung. DaB Zeichen fin) oder In stammt von Euler, Opusc. 
var. Arg.2, 1750, p.23 = COmIn. Ar. 1, p. 102; J.LiO'lJlVille, J. de math. (2) 2, 
1857, p.425, bezeichnet mit '.e(n) die Summe der "ten Potenzen der Teiler von n. 

5) Euler, Petro N. Comm. 8, 1760/61, p.74 = Comm . .AJ:. 1, p.274, das 
Zeichen lJ'(n) stammt von GaU8s, DiBqu . .AJ:. art. 38; ScheJmmel, J. f. Math. 70, 
1869, p. 191; L. Goldschmidt, ZeitBchr. Math. Phys. 39, 1894, p. 203; Vahlen, 
ebend. 40, 1895, p. 126. 

6) S. hierin einen besonderu Fall der G. Oantor'schen einfachen Zahlen
sYBteme, Zeitschr. Math. Phys. 14, 1869, p. 121; vgl. E. SflraU88, Acta math. 11, 
1887/8, p. 13; Darstellungen in verschiedenen Zahlensystemim bei J. Kraus, 
Zeit&chr. Math. Phys. 87, 1892, p. 821; 39, 1894, p.11. 
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gruenzbegriffs (s. u. Nr. 4) die Satze uber Teilbarkeit durch 3, 5, 7, 
9, 11 u. a. fliessen 7). Jede positive ganze Zahl ist eine Summe (ein 
Aggregat) verschiedener Potenzen der Zwei (Drei). 1st p Primzahl, 
so ist 

v = [; J + [;jJ + [;8J + ... = n - (a1 + a2p + ... + acx) 

der Exponent der hochsten Potenz von p, die in n! aufgeht; den Rest 

von ;~ (mod. p) giebt L. Stickelberger (Math. Ann. 37, 1890, p. 321). 

Das Produkt von n successiven Zahlen ist teilbar durch das der 
ersten n; n! kann keine Potenz sein 8), desgleichen sind, wenn n Prim
zahl > 5, die Gleichungen 

(n - 1)! + 1 = nk, [(n 2 l)!J + 1 = nk 

unmoglich 9). Aus einem allgemeineren, von F. G. Teixeira bewiesenen 
Satze von M. Weill (Par. C. R. 92,1881, p.1066; Par. Soc. M. F. Bull. 9, 

1881, p. 172) folgt (hn)! teilbar durch n!, nach D. Andre (Par. C. R. 94, 
(h!)n 

1882: p.426) sogar durch eine gewisse Potenz (n!)a, welche C. de Polignac 
(Par. C. R. 96,1883, p. 485) naher bestimmt hat. Nach E. Catalan 10) 

ist a!(~:~(:)~)~! ganze Zahl. Die Kugelzahl in einem Kugelhaufen 

mit quadratischer (dreieckiger) Basis, 
n(n + 1) (2 n + 1) ( n(n + 1) en + 2») 

6 resp. 6 ' 

ist eine Quadratzahl nur fur n = 1,24 (resp. 1,2,48), sie kann kein 
Kubus noch eine funfte Potenz sein 11). 

3. Euklidischer Algorithmus. Farey'sche Reihen. Bei relativ 
primen 1n, n giebt der Euklidische Algorithmus den gewohnlichen 

Kettenbruch fur !:.: m 
n 1 
- = qo + -+ . 1 = qo, Q1,··· Qi). 
m Ql • • +_ 

Qi 

7) Man bemerke unter diesen Slttzen die von O. Kessler, Zeitschr. Math. 
Phys. 28, 18S3, p. 60. 

8) J. Liouville im J. de math. (2) 1, 1856, p. 277, sowie M. O. Moreau, N. Ann. 
(2) 11, 1872, p. 172. Der Beweis geschieht mittels des von Tschebyscheff (Petr. 
Ac. Bull. 11, 1853) bewiesenen Postulats von J. Bertrand, wonach es fUr a> 3 
zwischen a, 2a - 2 eine Primzahl giebt. 

9) J. Liouville im J. de math. (2) 1, 1856, p. 351. 
10) Catalan, N. Ann. (2) 13, 1874, p. 518; vgl. J. Bourguet, ebend. (2) 14, 

1875, p. 89; Bachmann, Zahlentheorie 1, p. 37. 
11) N. Ann. (2) 15, 1876, p. 46; 17, 1878, p. 464; 20, 1881, p. 330. 
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Die Abhiingigkeit von n, m von den Teilnennern bezeichnet Gau..~s 
durch die Symbole n = [qo, ql, . .. qi], m = [ql, q2, ... qi] (Gauss'sche 
Klammern); uber die Gesetze, die sie befolgen, s. die Theorie der 
Kettenbruehe [1 A 3, Nr. 46 f.J. 

1st ~n bei dem gewohnliehen Kettenbruch fur einen reellen Wert 
1/n 

d t N"h b h . t ~n Sn-l (-It I: • d ro er n e a erungs rue, so IS ~ - -- = ; Sn, 'l'}n sm 
1/n 1Jn-l 1/n:-l1/n 

relativ prim; die Naherungsbruche ungerader und die gerader Ord
nung sind zwei gegen einander konvergierende Wertreihen, ro zwischen 
ihnen enthalten; x = ~n, y = 'l'}n geben ein relatives Minimum von 
x - y ro, ins of ern der Ausdruek fur y < 'l'}n grosser ist (Lagrange). 

1st in dem Kettenbruch fur !!:.- > 1 die Reihe der Teilnenner symmetrisch, m 
so ist m2 + 1 oder m2 - 1 teilbar durch n. Die gewohnlichen 
Kettenbriiche fur zwei aquivalente lrrationellen ro, ro', fur welche 
namlich 

, IXCD+li 
ro = roo + b' u, p, r, ~ ganze Zahlen, a~ - Pr = + 1, 

haben einen vollstandigen Quotienten geroeinsam, und umgekehrt. 
Uber periodische Kettenbriiche vgl. Ie 3, Nr. 7. 

Nimmt man bei dem Algorithmus des grossten gemeinsamen Teilers 
statt positiveI' Reste negative, oder mischt beide Methoden, so werden 

die Teilziihler -1 resp. + 1. Jeder irreduktihle Bruch : hesitzt 

m solcher Kettenbruche, keinen kurzern als den, wo nach dero klein
sten Rest dividiert wird; diejenigen nach dero grossten geben die (zwei) 
langsten 12). Die Anzahl der erforderlichen Divisionen ist bei der 
Euklidischen Methode <5{!, wo {! die Ziffemzahl von m<n (G. Lame, 
Par. C. R. 19, 1844, p. 867), bei der nach dem kleinsten Reste 

< 130 log m (J. Binet, J. de math. 6, 1841, p. 449); noch kleinere 

Grenzen bestimmte A. Dupre (ebend. 11, 1846, p. 41). 
Die irreduktiblen Briiche, deren Zahler und N enner < v, hilden, 

der Grosse nach geordnet, die Farey'sehe Reihe vter Ordnung. Nach 

A. Cauchy ist fur zwei successive Bruche ~, ~ einer solchen ad-be 

= + 1; femer ist (Farey'scher Satz) jeder ihrer Bruche ~ aus den 

zwei ihm benachbarten ~, ; komponiert IS): ~ = ; t ;. Letztem 

12) Vahlen, J. f. Math. 116, 1895, p. 221. 
13) Oauchy, Exerc. de math. 1, Par. 1827, p. 114; J. Farey, Phil. Mag. (1) 

47 (1815), p. 385 (ohne Beweis; durch Beobachtung an den Goodwyn'schen 
Quotiententafeln); Anonym ib. 48 (1817), p. 204. 
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Satz gab A.. Hurwits 14') unter anderer Form und zeigte, wie er dann 

umzukehren ist. Die successiven Glieder : ' : der Farey'schen Reihe 

vter Ordnung, zwischen denen ein Wert w liegt, heissen Nii.herungswerle 
fur w (Hwrwits und Vahlen a. a. 0.); fur wachsendes v wird der kom-

ponierte Bruch der nachstfolgende Naherungswert. Von ~, ~ aus 

erhiilt man aIle positiven Briiche, indem man zwischen je zwei suc
cessive den komponierten setzt. Komponiert man stets nur die zwei, 
zwischen denen w liegt, so entstehen aIle Naherungswerte fur w. 
Diese, geordnet wie sie durch Komposition hervorgehen, teilen sich in 
Gruppen mit positivem Fehler (E = + 1) und solche mit negativem 
('I'j = -1); bei den Hauptnaherungswerten wechselt sein Vorzeichen. 
Die Reihe der V orzeichen ist die Charakteristik von w, lD) darsteIlbar 
durch E'I'j"'lf<''1'' •... ; ihr entspricht der gewohnliche Kettenbruch 
w = ("1 -1, "t, "s, ... ), seine Nii.herungsbriiche sind die Haupt
naherungswerte fiir w. 

Ahnlich gelingt die gleichzeitige A.nnaherung an zwei Werte x, '!I 
durch zwei Briiche mit gleichem Nenner geometrisch mittels "Farey
schet' Dreiecksnetse". 

Mit den Farey'schen Rellien ist die Reduktion der indefiniten 
quadratischen binaren Formen verkniipft16). Desgleichen die Stern'sche 
Entwicklung17) (m, n), bei der aus den positiven ganzen teilerfremden 
Zahlen m, n die Reihen 

m, m + n, n 
m, 2m + n, m + n, m + 2n, n 

u. s. w. gebildet werden; jede positive gauze Zahl km + In (k, l teiler
fremd) kommt in ihr vor (fur m = 1, n = 1 jede positive ganze Zahl, 
auch je zwei relativ prime Zahlen a, b als successive Glieder); die 
Ordnung der Reibe, in der dies geschieht, bestimmt sich durch den 

gewohnlichen Kettenbruch fUr :. 

J. Het'mes (Math. Ann. 45, 1894, p. 371) nennt Farey'sche Zahlen die 
Zahlen 1:1, fur welche 1:1 = 1 und, falls h < 2", 1:2"+,, = 1:,. + 1:2"_"+1 

iat. Nach dem Werte von" zerfallen sie in Abteilungen; diejenigen der 

14) Hwrwitz, Math. Ann. 44, 1894, p. 417. 
16) Vgl. hierzu E. B. Oh'f"igtQffel, Ann. di mat. (2) 15, 1887, p. 263. 
16) H'llll"Witz, Math. Ann. 39, 1891, p. 279 u. 46, 1894, p. 86, Bowie Chic. 

Math. Congr. pap. 1896 (1893), p. 125; 8. auch A. Markoff, Math. Ann. 16, 1879, 
p. 381. 

17) M. A. Stern, J. f. Math. 66, 1868, p. 193 j s. dazu G. Eisenstein, Berl. 
Ber. 1850, p. 36. 
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" - 1 ten sind Gauss'sche Klamm ern, deren Elemente die Zerlegungen 
von " in positive Summanden bilden. Heisst eine solche Zerlegung 
(1, 2, ... r)-frei, wenn darin die Summanden 1, 2, ... r fehlen, so 1st 
die Anzahl der (1,2, ... r)-freien Zerlegungen von" (mit Permuta
tionen) gleich dem "ten Gliede der Lame'schen Reihe r tar Ordnung: 
L k+ 1 = Lk + L h - n die mit r Nullen und r + 1 Einsen beginnt. 

4. Reste und Xongruenzen. Satze von Fermat und Wilson. 
Primitive Wurzeln. Baben n, n' gleiche Reste (mod.m), so heissen sie 
(mod. m) kongruent: n-n' (mod. m), Gauss, Disqu. A. art. 1. - Alle 
(mod. m) kongruenten Zahlen bilden eine Restklasse, m inkongruente 
Zahlen ein vollstandiges, lp (m ) inkongruente zu m prime Zahlen ein 
reduziertes RestsJJstem (mod. m). 

J ede gauze Zahl x, fur welche eine ganze ganzzahlige Funktion 
[(x) _ 0 (mod. m) 

wird, heisst eine Losung, aIle kongruenten Losungen eine Wurzel 
dieser Kongruenz. 1hr Grad ist der Exponent h der hochsten Potenz, 
deren Koeffizient durch m nicht aufgeht. 1st m Primzahl, so ist die 
Anzahl der Wurzeln < h. 18) 

Jede zu m prime Zahl a gehOrt zu einem (kleinsten) Exponenten t 
derart, dass at -1 (mod. m); t ist Teiler von lp(m), also 

a'P(m) = 1 (mod. m); 

insbesondere wenn m Primzahl p, so ist (Fermat'scher Satz) 
aP - 1 - 1 (mod. p). 

Euler bewies letztern (Petr. Comm. nov. 7, 1758/59, p. 49 = Comm. 
Ar. 1, p. 260) durch Exhaustion (s. Disqu. A. art. 49), den verall
gemeinerten Satz ebend. 8, 1760;61, p. 74 = Comm. Ar. 1, p. 274; 
J. L. Lagrange 19) gab die Kongruenz 

xp - 1 -1 (x + 1) (x + 2) ... (x + p - 1) (mod. p), 
aus der neben dem Fermat'schen auch der fur Primzahlen charakte
ristische Wilson'sche Satz: 

1.2.3'·'(p-1)_-1 (mod.p) 
hervorgeht 20). Allgemein ist das Produkt der Zahlen < m, welche 

18) Lagrange, Berl. Ac. Rist. 24. 1770 (annee 1768), p. 192 = Oeuvr. 2, p. 655; 
vorher beziiglich auf {I/' -1 = 0 bei Euler, Petro Comm. nov. 18, 1778, p. 93 
= Comm. Ar. 1, p. 524. 

19) Lagrange, Berl. Ac. N. Mem. 2, 1778 (annee 1771), p. 125 = Oeuvr. 3, 
p.425. 

20) Ed. Waring, Medit. alg. Cambro 1770; nach Lagrange bewies den Satz 
Euler, Op. anal. Petro 1788, 1, p. 329 = Comm. AI. 2, p. 44, S. auch Gauss Disqu. 
A. art. 75-77. Er ist in einem allgemeineren J. Steiner'schen iiber Primzahlen 

Encyklop. d. math. Wis •• nach. I. 36 
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prim zu m sind, = - 1, wenn m = 4, jI', 2j1' ist, sonst = + 1 
(mod. m) 21). 

Fur p = 4h + 3 folgt 1·2.3·· .p-; 1 - + 1 (mod. p); die von 

Lej.-Dirichlet (J. f. Math. 3,1828, p.407 = Werke 1, p.105) gestellte 
Frage nach dem Vorzeichen beantworlete K. G. J. Jacobi (J. f. Math. 9, 
1832, p.189 = Werke 6, p.240) dahin, dass es gleich dem von (- 1)B 
sei, wo B die Anzahl der quadratischen Reste (s. u. N r. 6) von, p, welche 

> ~; weniger einfache Regein gaben L. Kronecker und J. LirJum1le [J. 

de math. (2) 5, 1860, p. 127, 267]. 
Jacobi (J. f. Math. 3, 1828, p. 301 = Werke 6, p. 238) gab zuerst 

FaIle an, in denen aP - 1 - 1 durch p2 teilbar. Der Rest von 

aP
-; - 1 (mod. p) bestimmt sich nach einer Regel von D. Mirimanoff 

(J. f. Math. 115, 1895, p.295), auswelcher auch eine von Stern (ebend.l00, 
1887, p.182) richtig geatellte Formel von Sylvester (par. C. R. 52, 1861, 
p. 161) folgt. Aus Stern's Formeln fiiesst u. a. die Eisenstein'sche 
(BerL Ber. 1850, p. 41) 

2P- 1 _1 1 1 1 
P =1+ a +ij+"'+p_2 (mod.p). 

1st d Teiler von p - 1, so gehOren fJJ (d) Reate zum Exponenten 
d (mod. p), also !pep - 1) ZUlli Exponenten p -1 (primitive Wurzeln 9 
(mod.p». 1st a prim zu p, so giebt es eine Zahl IX <p - 1, fur 
welche a =ga (mod. p); IX heisst Index von a, "ind. a"; die Indices 
aller Reste (mod. p) bilden das (auf 9 bezugliche) Indexsystem. Da 

indo aa= indo a + indo a' (mod. p -1), 
so ist die Rechnung mit Indices und der Ubergang von einem System 
zu einem andern ahnlich wie bei Logarithmen 22). 

Wie eine primitive Wurzel zu :linden, zeigt u. a. Gauss, Disqu. A. 
art. 73 llS). Das Produkt der primitiven Wurzeln ist = 1 (mod. p > 3), 
ihre Summe = 0, wenn p -1 gleiche Faktoren hat, sonst = + 1, 

enthalten, vgl. dazu auch Jacobi (Steiner, J. f. Math. 13, 1836, p. 356 = Werke 2, 
p. 7 und Jacobi, ib. 14, 1835, p. 64 = Werke 6, p. 252). 

21) Gauss, Disqu. A. art. 78; Brennecke, .A. L. Grelle und F. Arndt im J. 
f. Math. 19, 1839, p. 319; 20, 1840, p.29 und 31, 1846, p. 329. 

22) Jacobi's Canon arithmeticus, Regiom. 1839, giebt fiir jede Primzahl 
und eine bezugliche primitive Wurzel die den Resten entsprechenden Indices 
und umgekehrt. S. dazu V . .A. Lebesgue, J. de math. 19, 1854, p. 334. 

23) S. auch G. Oltramare, J. f. Math. 49, 1855, p. 161. Eine Tabelle der 
kleinsten primitiven Wurzeln alIer Primzahlen < 3000 gab G. Wertheim, Acta 
math. 17, 1893, p. 315. 
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je nachdem die Anzahl der Primfaktoren gerade ist oder nicht (ebend. 
art. 80,81; F . .Arndt, J. f. Math. 31, 1846, p. 326; F. Hofmann, Math. 
Ann. 20, 1882, p. 471). 

Auf die Theorie der Indices griindet sich die der binomischen 
Kongruenz l!4) 

a;t' = a (mod. p). 

1st 6 grosster gemeinsamer Teiler von n, p - 1, so hat diese 6 oder ° Wurzeln, je nachdem indo a = 0 (mod. d') ist oder nicht; ent
sprechend heisst a nwr Potensrest oder -Nichtrest von p. 

Primitive Wurzeln (mod. m), d. i. zum Exponenten qJ(m) gehOrige 
Reste giebt es nur, wenn m = p" oder 2 . pn ist (Disqu. A. art. 92). 
Eine primitive Wurzel 9 (mod. p) ist es auch (mod. pI!) - und dann auch 
(mod. pn) - falls 9 nicht der kleinste positive Rest von gP (mod. p2) 
ist 25). 1m allgemeinen entspricht a kein Index, wie rur m = p, nach 
Dirichlet 26) bun ibm aber ein Komplex von soviel Indices zugeordnet 
werden, als verschiedene Primfaktoren in m aufgehen; anders bestimmt 
F. Mertens 117) einen solchen Komplex auf Grund eines Kronecker'schen 
Gruppensatzes. 

5. Kongruenzen und unbestimmte Gleichungen ersten Grades. 
Pa.rtiaJ.briiche. Perioden der DezimaJ.bruche. Die Kongruenz nx = c 
(mod. m) hat, wenn d grosster gemeinsamer Teiler von m, n ist, d 
oder ° Wurzeln, je nachdem c durch d aufgeht oder nicht. Sie ist 
gleichbedeutend mit der unbestimmten (Diophantischen) Gleichung 
nx - my = c; im erstern Falle folgt aus einer Losung x = xo, 
'II = Yo die vollstandige Losung 

m n 
x = Xo + d s, 'II = Yo + d S (s ganze Zahl). 

Fiir d = 1 ist die Gleichung stets auflosbar. Sind dann ~o, 'rJo Zahler 
und Nenner des vorletzten Naherungsbruches fiir ~, so gilt bei n 
passendem Vorzeichen Xo = + c ~o, Yo = + c 'rJo· 

Auf Kongruenzen ersten Grades kommt die Aufgabe zuriick, 
x == aI, tXg, ••• (mod. tlt, all' ... ) zu machen. Wenn iiberhaupt mog
lich, kann sie auf den Fall relativ primer Moduln reduziert werden; 
Itlittels Hilfszahlen '1'11 'I'll' • • • von der Art, dass 'ri == 1 (mod. at), 
=== ° (mod. ~ d

i
' .") ist, findet sich dann als allgemeine Losung 

24) S. dazu Arndt, J. f. Math. 81, 1846, p. 888. 
26) Lebesgue, J. de math. 19, 1864, p. 289, 334. 
26) Dirichlet, Berl. Abh. 1887, p. 46 = Werke 1, p. 818 oder Vorlesungen, 

Suppl. 6. V gl. G. T. Bennett, Lond. Tr. 184, 1893, p. 189, wo auch Tabellen. 
27) Mertens, Wien. Ber. 106, 1897, p. 132. 

86* 
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x _ IXI rl + 1X2r2 + ... (mod. al a2 ••• ).28) 

Wenn die (Xi vollstandige (reduzierte) Restsysteme nach den ai resp. sind, 
so durchliiuft x ein vollstiindiges (reduziertes) Restsystem (mod. al a2 ••• ). 

Zwei Zahlen r, s, fUr welche r s -1 (mod. m), heissen socii (Gauss) ; 

man setzt dann ~ = s (mod. m). Mit ihrer Hilfe ergeben sich leicht 

die Siitze von Fermat und Wilson und uber quadratische Reste 29). 

Die ganzzahlige Losung der allgemeineren Gleichung 

~XI + (X2X2 + ... + IX7OX" = c 
kommt auf die der obigen einfachen zUrUck SO). Aus einer Losung ~i 

findet sich die allgemeine in der Form 
70-1 

Xi = ~i + ~ lX"i Z" , 
,,=1 

wo die (X"i bestimmte, die z" unbestimmte ganze Zahlen sind. Die, 
falls c und die lXi positive ganze Zahlen sind, endliche Anzahl posi
tiver Losungen druckt K. Weihrauch (Zeitschr. f. Math. u. Phys. 20, 
1875, p. 97, 112) durch eine Formel aus, welche als Koeffizienten die 
Bernoulli'schen Zahlen enthiilt. Fur die Gleichung IXI Xl + 1X2 X 2 = C 

(lXu 1X2 relativ prim) ist sie [_c_J + r, wo r = 0 oder 1. 81) -
"1 "! 

Bezuglich der ganzzahligen Losung eines Systems linearer Gleichungen 
oder Kongruenzen s. die arithmetische Theorie der linearen Formen 82) 
[I C 2, Nr. a]. 

Hierhin gehOrt auch der Satz (Disqu. A. art. 309-311): Der irre-

duktible Bruch mist auf eine einzige Art in Partialbriiche zerlegbar: n 
m a. P r + n=a:+T+c+"'-'" 

wo n = abc . .. eine Zerlegung in relativ prime Faktoren, " ganze Zahl, 
IX, (j, .. , positive ganze Zahlen < a, b, . . . resp. sind. Desgleichen 

28) Diese Gauss'sche Regel (Disqu. A. art. 86) giebt schon der Chinese Swn 
Tsze in seinem Ta yen (K. L. Biernatzki und L. Matthiessen, J. f. Math. 52, 1856, 
p. 59 und 91, 1881, p. 254). 

29) Dirichlet's VorIesungen, p. 80; E. Schering, Acta math. 1, 1882/3, p. 153. 
30) Euler, Op. anal. 2, Petro 1785, p. 91 = Comm. Ar. 2, p. 99; Jacobi 

gab vier verschiedene Losungsarten, J. f. Math. 69, 1868, p. 1 = Werke 6, p. 855; 
vgl. die Vereinfachung und Weiterfiihrung bei W. Fr. Meyer, Zurich Congr. 
Verh. 1898, p. 168. 

31) E. Cesaro, Liege memo (2) 10, 1883, p. 275; E. Catalan, ib. (2) 12,13, 
15 (1886-1888). 

32) S. dariiber St. Smith, Lond. Trans. 151, 1862 (1861), p. 293; Lond. Math. 
S. P. 1873, p. 241 = ColI. Pap. 1, p. 367; 2, p. 67; G. Frobenius, J. f. Math. 86, 
1879, p. 146 u. 88, 1880, p. 96. 
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die Periodisitat der DesimalbrUche fUr gewohnliche Brfiche (Disqu. A. 
art. 312-318). Sei a prim zu 2 p, p Primzahl. Die Mantissen von 

~L , ~ sind &a, 2flaj gehort 10 (mod. p") zum E:x:ponenten c, so 
2'" fI' 

ist die Mantisse von ; periodisch und c die Grosse der Periode. Die 

Mantisse von : findet sich aus denen der Partialbriiche. 1st n=2"5t9v, 

so ist sie von der p} ten Stelle an periodisch, je nachdem a. ~ {j. 

Daran sich schliessende Satze s. u. a. bei S. MoreZ und E. Pellet, N. 
Ann. (2) 10, 1871, p. 39,93. J. W. L. Glaisher in "Henry Goodwyns 
table of circles", Proc. Cambro 3, 1879, p. 185; Kessler, "Perioden
langen der Dezimalbrfiche ... ", Berlin 1895, geben die Perioden und ihre 
Grosse bei Brfichen mit Primzahlnenner u. dgl. 

6. Q,uadratische Reste; Reziprozitittsgesetz. Eine zu p prime 
Zahl n heisst quadtratischer Rest oder Nichtrest von p, je nachdem 
Xll _ n (mod. p) auflOsbar oder nicht. 1st p ungerade Primzahl, so 

setzt man resp. (Legendre'sches Symbof) (%) = + 1, fur eine in Prim

faktoren zerlegte ungerade Zahl p = p' p" .. , (Jacobi'sches Symbol) 

(; p) = (;) (;/) ... 
1'-1 

1st p Primzahl, so ist (J9uler'sches Kriterium)8S) n~ (;) (mod.p). 

Damit die Kongruenz Xl _ n (mod. p) bei gegebenem Modulus 

p = 2" P'? pi- ... P:" 
lOsbar sei, sind 1) falls a. == 0, 1: die Bedingungen (;) = 1, 

2) falls a. = 2: ausser diesen Bedingungen n = 4h + 1, 
3) falls a. > 2: ausser jenen Bedingungen n = 8 h + 1 notwendig 

und hinreichend. Sind diese Bedingungen erfiillt, so giebt es resp. 2", 
2"+1, 2,,+ll Wurzeln. 

Von welchen ungeraden Zahlen peine gegebene Zahl quadratischer 
Rest sei, beantworten die sogenannten Ergiinzungssiitse 114): 

1'-1 tp-1 

(p1)=(_1)-2 (p>O), (;)=(-1)-8 

und das (verallgemeinerte) Besiprositatsgesetz: 

33) Euler, Opuec. anal. 1 (1773), p. 242, 268 = Comm. arithm. colI. 2, p. 1,13. 
34) Beide gab P. Fermat; Euler bewies den eraten (op. anal. 1, p. 64; Petro 

Comm. N. 5, 1759, p. 5 und 18, 1774, p.112 = Comm. Ax. colI. 1, p. 210, 477), 
s. auch Gauss, Di~u. A. art. 108-111; den zweiten Lagram,ge, Berl. Ac. N. Mem. 
4, 1776, p. 349,351 == Oeuvr. 8, p. 771, S. auch Gauss, Disqu. A. art. 112-116. 
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(P) (q) p-l.q-l q . p =(-1) II II 

(p, g nicht zugleich negativ, ungerade, relativ prim). Der Entdecker 
des auf Primzahlen bezuglichen Legendre'schen Reziprozitatsgesetzes ist 
Euler 85), Legendre gab ihm obige Form und bewies es teilweise. Gauss 
gab sieben Beweise des Satzes (theorema fundamentale). Der 1 te (Disqu. 
A. art. 131-151), von Dirichlet vereinfachte, ist ein Induktionsbeweis, 
der des Satzes bedarf, dass es fiir eine Primzahl p = 8h + 1 eine 
kleinere Primzahl giebt, von welcher p quadratischer Nichtrest ist86). 

Der 2te Beweis (Disqu. A. art. 262) ruM auf der Theorie der quadrati
schen Formen, der 4te und 6te (Gauss, Werke 2, p. 9 u. 55) auf' der Kreis
teilung, der 7te (ebend. p. 234) auf hOheren Kongruenzen, der 3te und 
5te (ebend. p. 3 und 51) auf dem Gauss'schen Lemma 37). Bei Gauss fur 
zwei Primzahlen, nach E. Schering (Berl. Ber. 1876, p. 330) fiir zwei un-

gerade relativ prime positive p, g giltig, ist (!) = (-l}u, wenn I'" die 

Anzahl dernegativen unter den Resten von l·g, 2. g,'" p-; 1 .g (mod. p) 
ist, oder p-1 

(!i.) = sgn. n-ll R (hq) 88), 
P "=1 P 

wenn R(x) = x - [x + !J der Unterschied zwischen x und der 

nachsten ganzen Zahl und sgn. x die mit dem V orzeichen von x ge
nommene Einheit ist (Kronecker). 

Fast aIle iibrigen Beweise fallen in dieselbenKategorieen. O.Baum
gart (iiber das quadratische Reziprozitatsgesetz, Leipzig 1885) hat die 
bis dahin bekannten systematisch geordnet. Unter den spateren Be
weisen 39) der letzten Kategorie zeichnen sich die von H. Schmidt (J. f. 

85) S. dariiber Kronecker, Berl. Ber. 1875, p. 267. 
86) Auf demselben Satze beruht Kronecker's Beweis, Berl. Ber. 22/6. 1876, 

p. 330 und 7./2. 1884, p. 519, mit dem Matth. Schaar, Brux. Bull. (1) 14, 1847, 
art. 1, p. 79 zu vergleichen ist. 

87) Eine Verailgemeinerung desselben s. bei P. Gassaniga, Veneto R. Istituto 
(6) 4, 1886, p. 1271. 

38) Statt dieses algebraischen Ausdrucks benutzte Eisenstein (J. f. Math. 29, 
1845, p. 177) den transcendenten . 2hqn 

Sln--

(!) =f[ . 2:n 
" Sln-

P 
39) S. u. a. A. S. Bang, N. Tidsskr.f. Ma.th. 5B, 1894, p. 92; V. Buniakowsky, 

St. Pet. Bull. 14,1869, p. 432; F. Franklin, Mess. (2) 19, 1890, p. 176; J. O. Fields, 
Amer. J. of math. 13, 1890, p. 189; Lerch, Teixeira J. 8, 1887, p. 137; J. Hermes, 
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Math. 111, 1893, p. 107) aus, sowie der von G. Zolotare/f (N. Ann. (2) 

11, 1872, p. 354) durch seinPrinzip: fiirzweiPrimzahlen ist (;) = +1, 

je nachdem die Restreihe 1· q, 2· q, '" (p - 1) q (mod.p) aus 1,2,. .. 
P - 1 durch eine gerade oder ungerade Anzahl Derangementsent
steht. M. Lerch (Bull. international, Prague 1896) hat dasselbe fiir zu
sammengesetzte p, q erweitert. Ferner ist fiir Primzahlen nach E. Busche 40) 

(.!L) = + 1, je nachdem die Anzahl der Zahlen 1 . .!L 2.1- ... p - 1 
P - 2' 2' 2 

. ~ , die zwischen einem ungeraden und dem folgenden geraden Viel-

fachen von : Hegen, gerade oder ungerade ist. In wiederholten Ar

beiten hat Kronecker die natiirlichste Herleitung des Reziprozitiits
gesetzes aus den Eigenschaften der Funktion [x] gesucht. Aus ihnen folgt 

oder auch 

(.!L) = sgn. II (~- ~), 
P k,k q P 

h=12 ... p - l 
, , 2' 

q-l k=12···-
" 2' 

(!) = sgn. II (; - !) (; + ! - ~), 
k,k 

und aus jeder dieser Formeln das Reziprozitatsgesetz (1). In seinen 
spateren Arbeiten steUt er das Verhaltnis seiner Forschungen zu den
jenigen von A. Genocchi und Schering fest 4S); die Beweise der letztern, 
im wesentlichen identisch, sowie der 5te Gauss'sche konnen als "loga
rithmische Umgestaltung" des von Kronecker in einfachster Gestalt 
gegebenen 3ten Gauss'schen geIten. Andererseits hebt Schering (Acta 
Math. 1, 1883, p. 153) hervor, dass aIle diese Beweise, sowie der geo
metrische von Eisenstein, auf die Ziililung der Losungen linearer und 
bilinearer Kongruenzen zuriickkommen. Schon Genocchi bemerkte die 
Beziehungen 

[hi] = ! ~ (1 + sgn. (; - :)), 

[i + ~ ] = !~ (1 + sgn. (; + : - ~)), 
-----
Arch. f. Math. u. Phys. (2) 5, 1887, p. 190; E. Lucas, St. Pet. Melanges math. et 
astr. 7, 1894, p. 65; Assoc. fran9. 19, 1890, p. 147; s. das. auch A. Matrot, p.82. 

40) Busche, J. f. Math. 108, 1888, p. 118; Ramb. Mitt. 3, 1896, p. 233, wo 
ein geometrischer Beweis analog dem Eisenstem'schen (J. f. Math. 28, 1844, p. 246). 
V gl. noch Lange, Leipz. Ber. 48, 1896, p. 629; 49, 1897, p. 607, wo die Be
ziehungen von zwei Reihen von Teilstrecken p, q zu Grunde liegen. 

41) Kronecker, Berl. Ber. 7./2. 1884, p.519. 
42) Kronecker, ebend. 1885, p. 888 sowie J. f. Math. 104, 1889, p. 848; Ge-
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aus denen die von Hacks 43) sogleich folgt: 

~ [hi + ~ ] = ~ [k: + ~ J; 
h k 

Beziehungen ahnlicher Art gab Stern, J. f. Math. 106, 1890, p. 337. 
Eine durch kein Quadrat teilbare Zahl n kann gleich + 2v • p 

gesetzt werden, wo p positiv und ungerade; sei h = + 1, je nachdem 

+ p - 1, 3 (mod. 4), und E = + 1 fur v = {~, so ist fur eine zu 

2n prime positive Zahl m (Dirichlet) 

(:) = h m;-l. em"; 1 
. (;) . 

Aile solche m, fUr welche (:) = + 1, sind, wenn h = e = + 1, in 

~ g; (p) arithmetischen Reihen 2 nz + a, sonst in ebenso viel Reihen 

4nz + a, aIle dagegen, fur welche (:) = - 1, in ebenso viel Reihen 

2nz + b, 4nz + b resp. gegeben (Disqu. A. art. 147-149); die Prim
zahlen der erstern Art heissen die Teiler von x2 - n. 

Zur Bestimmung von (:) dienen Regeln, die sich auf Algorithmen 

wie der Euklidische oder auf Kettenbruche grunden. Die erste gab 
Gauss (Werke 2, p. 61 u. :If.) auf Grund des Euklidischen Algorithmus 
und der Eigenschaften seines Ausdrucks g;(m, n) (s. 103, Nr. 4:)
Ok. Zeller, der sein Verfahren vereinfachte (Gi:itt. Nachr. 1879, p. 197), 
setzt auch einen Algorithmus mit positiven Resten voraus. Schering 
(Gott. Nachr. 1879, p. 217) giebt mittels seiner Funktion 

Anz.{Pos.} F(p, v, ... ) 
neg. 

d. i. der Anzahl positiver oder negativer Werie, die F fur aIle f1, v, ... 
in gewissen Grenzen annimmt, ein von jener Voraussetzung freies, all
gemeineres Verfahren. Eine andere Regel gab Eisenstein, noch andere, 
die sich der Kettenbruche bedienen, Gegenbauer und Kronecker 44} 

Aus Dirichlefs Formeln [102, Nr. b] fur die Klassenanzahl quadra-

nocchi, Belg. Mem. 25, 1853, (1852) chap. 13; auch Par. C. R. 90, 1880, p. 300; 
Schering, Witt. Nachr. 1879, p. 217 j s. dazu auch J. Hacks, Acta math. 12, 
1888, p. 109. 

43) Hacks a. a. O. S. auch Busche, Uber eine Beweismethode in der 
Zahlentheorie, Gott. 1883. 

44) Eisenstein, J. f. Math. 27, 1844, p. 317; s. dazu Lebesgue, J. de math. 12, 
1847, p. 497; L. Gegenbauer, Wien. Ber.1880, p. 931 und 1881, p.1089j Kronecker, 
Berl. Ber. 1884, p. 530. Vgl. auch G. Heinitz, Diss. Gott. 1893. 
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tischer Formen folgen Sitze uber die quadratischen Reste und Nichtreste 
in gewissen Grenzen; z. B. ist fur Primzahlen p = 4h+ 3 zwischen 0, 

~ die Anzahl der quadratischen Reste a grosser als die der Nicht

Reste b; zwischen 0, p ist ~ a < ~b. Stern fand (J. f. Math. 71, 

1870, p. 137) ~b<2~a fur p==8h+3 und <3~a fur 
p = 8h + 7. Nach B. Gotting (ebend. 70, 1869, p. 363; vgl. Lebesgue, 
J. de math. 7, 1842, p. 137) liegen fur p = 8h + 3 zwischen 0, 

~ gleichviel quadratische Reste wie Nichtreste, fUr p = 8 h + 7 

zwischen ~, ~. Stern fUgte ahnliche Satze hinzu, z. B. giebt es fur 

p = 8 h + 1 zwischen 0, ~ mem gerade als ungerade quadratische 

Reste, umgekehrl fur p = 8h + 5. Neben quadratischen Resten hat 
Stern 45) die trigonalen und hiWigonalen, d. i. die Reste der Zahlen 

1£(1£;1) und x(x+ 1) (mod.p) untersucht. Eine von pl8 1 ver

schiedene Zahl n ist trigonaler Rest oder Nichtrest, je nachdem 

8 no + 1 quadratischer Rest oder Nichtrest ist; pi 4 1 hat den gleichen 

trigonalen wie quadratischen Charakter. U. a. giebt Stern Satze betr. 
die Summen einerseits der quadratischen, andererseits der trigonalen 
oder bitrigonalen Reste und Nichtreste, sowie die Anzahl der einen 
wie der andern in gewissen Grenzen. Es folgt der Eisenstein'sche 
Satz (J. f. Math. 27, 1844, p. 283): Istp=4h+ 1, 9 primitive Wurzel 
von p; a, b, c, d Anzahl der ersten p-2 Trigonal-(Bitrigonal-)Zahlen, 
deren Indices = 0, 1, 2, 3 (mod. 4) sind, so ist (a - C)2 + (b - d)2 = p. 

7. Unbestimmte Gleichungen 2., 3., 4. Grades. Qua.dratisohe 
Kongruenzen. Die ganzzahlige Auflosung der uribestimmten Gleichungen 
hOheren Grades erledigt systematisch die Theorie der Formen, z. B. 
die der allgemeinen quadratischen Gleichung mit zwei Unbestimmten 
die Theorie der binaren quadratischen Formen [I C 2, Nr. c]. Hierhin 
gehort die Pell'sche Gleichung Xi - Dy2 = + 1. Mancherlei unba
stimmte Gleichungen oder Systeme solcher haben aber besondere Be
handlung erfahren, bei der, meist auf Grund von Identitaten, ihre 
Unmoglichkeit, oder Formeln fUr ihre Losungen, oder mittels einer 
Losung wieder eine neue hergeleitet wird. 

Beispiele. Q,uadratische Gleichungen. a) Die Bestimmung der 
rationalen, d. i. solcher Dreiecke, deren Seiten und Inhalt rational sind, 
kommt auf die der rational.en rechtwinkligen, d. i. auf die der Pytna-

46) _Stern im J. f. Math. 69, 1868, p. 370. 
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goraiscken ganeen Zahlen, filr welche x2 + '112 = Z2 ist, zurUck. Schon 
Brahmagupta (etwa 600 n. Chr., seine Algebra ausgebildet von Bhascara 
iiber 50.0 J. spiiter) gab die Losung 

x = m2 - nil, 'II = 2mn, r& = mil + n2 (m, n ungleichartig, mil> nil). 

Speziellere Regeln gaben Pythagoras und Plato. Eine historische lrber
sicht der Arbeiten iiber rationale Dreiecke s. bei Th. Pepin (Rom. Ace. 
P. N. Line. A. 46, 1893, p. 119), eine systematische Herleitung der 
Dreiecke bei H. Bath (Arch. f. Math. 56, 1874, p. 188). Fiir die pytha
goraischen ist 

x = d(2n + d), '!I = 2n(n + d), e = '!I + dS = x + 2n2, 

wenn d ungerade; jedem d entspricht ein besonderer Komplex; Pytha
goras' Regel giebt den ersten Komplex, die des Plato die ersten Drei
ecke samtlicher Komplexe. Durch An- und Aufeinanderlegen pytha
goraischer finden sich alIe schiefwinkligen rationalen Dreiecke. -
B. Hoppe (Arch. f. Math. 64, 1880, p.441) giebt die rationalen Drei
ecke, deren Seiten drei successive Zahlen. - Eng hiermit verbunden 
sind die numeri congrui n, filr welche die beiden Gleichungen 82+n=u2, 

82 - n = Vll in rationalen Zahlen moglich sind. In drei von B. Bon
compagni publizierten Schriften von Fibonacci (Leonardo v. Pisa), unter 
denen das libro de' quadrati, werden sie im Anschluss an zwei ara
bische Manuskripte behandelt; M. F. Woepcke, der diese iibersetzte, 
gab verschiedene Formeln zu ihrer Bestimmung, u. A. hat sie auch 
Genocchi behandelt 46). Vierecke mit rationalen Seiten und Diagonalen 
zu· bilden, lehrte schon Brahmagwpta, dessen schwer verstiindliche 
Siitze M. Ohasles (Aper~u hist. Par. 1837, deutsch v. A. Sohncke, Halle 
1839, Note 12) aufgeklart hat. Kummer (J. f. Math. 37, 1848, p. 1), 
nach dem die Aufgabe auf die Betrachtung rationaler Dreiecke 
zuriickkommt, fiihrt sie alIgemeiner auf die Euler'sche zuriick: 
die Quadratwurzel aus einer ganzen Funktion 4. Grades rational (s. 
u. a. Comm. Arithm. colI. 2, p. 474) zu machen. Fiir die Auffindung 
von Tetraedern, deren Kanten und Inhalt rational sind, gab K. Schwering 
(J. f. Math. 115, 1895, p. 301) eine gleichfalls hierauf zUrUckfiihrende 
Methode. 

b) Pepin 41) gab die rationale Auflosung des Gleichungspaares 

x2 + '112 _ 1 = e2, xl! - '112 - 1 = u2• 

46) Genocchi, Ann. sci. mat. fis. 6, 1855, p. 273; F. Woepcke, Ann. di mat. 3, 
1860, p. 206; 4, 1861, p. 247. 

47) N. Ann. (2) 14, 1875, p. 63. 
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Schon Beha-Eddin stellte in seinem Khe1.asat al Hisab die Aufgabe, 
das System 

x2 + xy + 2 y2 = us, X2 - xy _ 2 y2 = vll 

zu losen. 
Genocchi 48) giebt die Losung x = 34, Y = 15. 

die Auflosung auf die der Gleichung 
(rll + 82)9 + 32rs(r2 - S2) = t9, 

Lucas 49) fiihrt 

d. i. auf die Aufgabe zuriick: ein rechtwinkliges 6. zu finden, filr welches 
das Quadrat der Hypotenuse plus dem 32fachen D,. ein Quadrat ist, 
und lehrt aus einer Losung stets eine neue finden. 

c) Ahnlich behandelt Lucas 50) das System von F~"bonacci: 
x2- Ay2= u2, X2+ Ay2= v2; 

zur Auflosung ist notwendig und hinreichend, dass ab(a + b)(a- b) 
= Acll• Die Werle A. = 1, 2, p, 2q, pp, 2qrj, wo p, p' Primzahlen 
8 n + 3; q, rj solche 8 n + 5 sind, sind unzulii.ssig 51). 

d) Das System y = xl! + (x + 1)2, yll = :all + (s + 1)2 behandelte 
E. de Jonquieres Ii2); y = 51 ist die einzige zulii.ssige Primzahlpotenz. 
Ahnliche Satze gab (nach Eug. Lionnet) M. Moret Blanc, N. Ann. (3) 1, 
1882, p. 357; u. a. ist 13 die einzige Primzahl, die ebenso wie ihr 
Biquadrat Quadratsumme zweier successiven Zahlen ist. 

e) Nach Fermat hat das System x = 2y2_1, Xli = 2ell -1 
die einzige Losung x = 7 [Lucas ebend. (2) 18, 1879, p. 74; Genocchi, 
N. Ann. (3) 2, 1883, p. 306]. 

f) Fiir die schon von Euler (Alg. 2, Petro 1770 [frz. v. Lagrange, 
Lyon 1794, dtsch. v. Gruson, Berl. 1796/97], p. 234) behandelten Glei-

chungen Xli + y2 = p2, y2 + ell = q2, e2 + x2 = r9 

gab Ok. Chabanel, N. Ann. (2) 13, 1874, p.289 unendlich viel Losungen. 
Kubische Gleichungen. Die allgemeine kubische Gleichung 

(x, y, s) = 0 mit drei Unbestimmten behandelte Oauchy, spater A.d. 
Desboves 53). Aus einer Losung x, y, e :6.ndet sich eine zweite als Schnitt 

48) Genocchi, Sopra tre scritti inediti di Leonardo Pisano, publ. da Bon
compagni, Roma 1855. 

49) N. Ann. (2) 15, 18'16, p. 359. 
50) N. Ann. (2) 1 '1, 18'18, p. 446; der Fall A = 6 (eine Fermat'sche Aufgabe) 

ebend. 15, 18'16, p. 466. V gl. S. Roberl;s, Lond. M. S. Proc. 11, 1880, p. 35. 
51) Genocchi, Ann. sci. mat. 6, 1855, p. 299. 
52) N. Ann. (2) 1'1, 18'18, p. 219, 241, 289, 3'14, 419, 433, 514; ebend. (2) 

18, 1879, p.464. Eine Folgerung daraus s. E. Gerono ebend. 1'1, p. 381; ithn
Hche Gleichungen ebend. p. 521. 

53) Cauchy, Exerc. de math. cahier 4; Ad. Desboves, N. Ann. (2) 18, 18'19, 
p. 265 und 20, 1880, p. 1'13, sowie (3) 5, 1886, p. 545. 
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der Tangente in x, y, s mit der Kurve {(x, y, s) = 0, z. B. filr die 
Gleichung 

durch die Formeln x (byS - CSS) , Y (asS - axS) , z (axS - by3); aus 
zwei Losungen x, y, Z; x', y', , eine dritte als Schnitt der Sekante 
dieser Punkte mit der Kurve, im speziellen Falle durch die Formeln 

X2y' , - :i2ys, yix' Z' - y'Bxz , z2x' y' - s'2xy; 
ist x', y', l die erBtgefundene zweite LOBung, so ist die dritte im 
allgemeinen der ersten gleich, falls nicht zwei Unbestimmte symme
trisch auftreten, wie bei x3 + y3 = AZ3. Damit letztere Gleichung los
bar, ist notwendig und hinreichend [Lucas, N. Ann. (2) 17, 1878, p.425], 
daBs ab(a+ b) = Ac3• Nach Legendre (Th. d. n. 2, § 1) ist A = 2" fur 
n> 1 unzulassig, gegen seine Aussage A = 6 zulassig (Losung: 17, 
37, 21), andere unmogliche FaIle gaben u. a. Sylvester, Lucas, Pepin 54). 

Die Gleichung XS + a = yS ist Beit Fermat und Euler mehrfach 
behandelt. Fur a = - 2, - 4 hat sie eine Losung, desgl. fiir a = 1 
(Gerono) , andere FaIle dieser Art gab Pepin, J. de math. (3) 1, 1875, 
p. 317; fur a = 8 hat sie mem als eine Losung, ist unmoglich fur 
a = -17 [Ge'rono, N. Ann. (2) 16,1877, p.325] unq in allgemeineren, 
von de JonquieJres (ebend. 17, 1878, p. 374) angegebenen Fallen; s. auch 
S. Bealis, ebend. (3), 2, 1883, p. 289. 

Fur die Gleichung x3 + yS = ZS + US gab Euler (petr. N. Comm. 6, 
1756/57, p. 155; 8, 1760/61, p. 105 = Comm. Ar. 1, p. 193, 287) 
Losungsformeln, die J. Binet (Par. C. R. 12,1841, p. 248) umgestaltete 
und Ok. Hermite aus der Theorie der Flachen 3. Ordnung bestatigte 
[N. Ann. (2) 11, 1872, p. 5]. 

Genoccki (Rom. P. N. Line. A. 1866, s. auch M. Oantor, Zeitschr. f. 
Math. u. Phys. 11, 1866, p. 248) fiihrt die Aufgabe: 

x3 + (x + r)S + (x + 2r)3 + ... + [x + (n - 1) r]3 
zu einem Kubus zu machen, auf die LOBung der Gleichung 

ns (S2 + (n2 - 1) r2) = 8y3 

zuriick und findet aus einer Losung der letztern stets eine neue; jene 
Summe zu einem Quadrate zu machen, lehrt (ebend.) - doch unvoll
stan dig - Catalan. 

BiquadratisChe Gleichungen. Fur die Gleichung 

ax' + bx3y + cx"'y2 + dxys + e'!f = Z2 

lehrte Fermat eine unendliche Menge Losungen finden, falls a oder e 

54) N. Ann. (2) 17, 1878, p. 507 u. 19, 1880, p. 89,206; Pepin in J. de math. 
(2) 15, 1870, p.217, sowie Rom. P. N. Line. 34, 1881, p. 73. 
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Quadratzahl oder schon eine Losung bekannt ist. Nach Lagrange'schen 
Gesichtspunkten hat G. Libri (J. f. Math. 9, 1832, p.54) sie und, zum. 
Teil mittels Reihen, viel allgemeinere Gleichungen behandelt; u. a. ist 
(p. 291) jede positive rationale Zahl als Summe von 4 positiven ratio
nalen Kuben darstellbar. Zur Losung der spezielleren Gleichung 

af+ ax2y2+ by4= Z2 

gab Lebesgue Formeln, s. dazu Legendre, Th. d. n. 2, p. 126, sowie 
Lucas, N. Ann. (2) 18, 1879, p. 67, der auch fur die Gleichung 
(1) Aaf + By4= CZ2 

aus einer Losung zwei andere findet. Lagrange loste die Gleichungen 
af - 2y4 = + Z2; x4 + 8y4 = Z2 (vgl. Euler's AIg.2, Kap.13), Lebesgue 
erstreckte (J. de math. 18, 1853, p. 73) die Untersuchung auf die andern: 
af+ 2my4= Z2; 2mx4-y4= Z2. Nach Legendre sind die Gleichungen 
af + y4 = Z2 und x4 + y4 = 2 Z2 (ausser x = y = Z = 1) unmoglich; 
ausgedehnte Klassen von Fallen, in denen (1) unmoglich ist, gab 
Th. Pepin (Par. C. R. 78, 1874, p. 144 u. 91, 1880, p. 100); z. B. ist 
paf - 14y4 = Z2 unmoglich, wenn peine durch 2u2 + 7 v2 darstell
bare Primzahl ist. Derselbe giebt [J. de math. (3) 5, 1879, p. 405] 
eine Methode zur vollstandigen Auflosung der Gleichung 7 x4- 5y4= 2 Z2. 

Quadratische Kongruenzen. Lebesgue (J. de math. 2, 1837, p. 253) 
hat die Kongruenzen ((xu X2, ••• xll) _ 0 (mod. p) fur ganze Funk
tionen {, insbesondere die von der Form 

a1x1m + ~x2m + ... + a,.x,,m = a,.+l (mod. p = hm + 1, Primzahl) 

behandelt. Fur m = 2 hatte schon Libri (J. f. Math. 9, 1832, p. 182f.) 
die Anzahl der Wurzeln fur alx12+a2x22_as (mod. p) bestimmt. 
Lebesgue gab die allgemeinen Formeln fur die Anzahl der W urzeln 
der allgemeineren quadratischen Kongruenz, die sich auch finden bei 
C. Jordan, traite des substitutions, Par. 1870, Art. 197-200. Bei 
Lt'bri und Lebesgue ergaben sich Anwendungen mancherlei Art auf 
die Kreisteilung [I C 4 b ]. 

8. Hohere Kongruenzen. Galois'sche Imaginare. Die all
gemeine Theorie der Kongruenzen hOheren Grades F (x) = 0 (mod. p) 
ist bereits von Gauss bearbeitet worden (Werke 2, p. 212), doch ruhrt 
die erste sie behandelnde Publikation von Th. SchiYnemann her (J. f. 
Math. 31, 1846, p. 269 u. 32, 1846, p. 93); Dedekind (ebend. 54, 1857, 
p. 1) gab eine elementare, systematische Darstellung. S. auch J. A. 
Serret's Rohere Algebra 2, p. 96. 

Zwei ganze ganzzahlige Funktionen ((x), g(x) heissen (mod. p, 
p Primzahl) kongruent: ((x) = g(x) (mod. p), wenn die Koeffizienten 
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in ((x) - g(x) durch p teilbar sind, ((x) vom Grade n, wenn x" die 
hOchste Potenz, deren Koeffizient durch p nicht teilbar ist; ((x) heisst 
primar, wenn der Koeffizient von x" kongruent 1 ist, irreduktibel oder 
Primfunktion, wenn die Zerlegung (x) = g;(x) 1fJ(x) (mod.p) unmog
lich ist. Jede ganze Funktion (x) ist auf eine Weise einem Pro
dukte primarer Primfunktionen (mod. p) kongruent. 

1st g;(x) - 1fJ(x) (mod. p) teilbar durch F(x), d. h. g;(x) -1fJ(x) = F(x) . G(x) (mod. p), so heisst 

(a) g;(x) = 1fJ(x) (mod. p, F(x». 

Alle ganzen Funktionen lassen sich in Bezug auf einen solchen doppelten 
Modulus, wenn !L der Grad von F(x) und (I, 6, 7:, ., • die Grade der 
verschiedenen Primfunktionen sind, aus denen sich F(x) (mod. p) zu
sammensetzt, in Ii" Klassen einander kongruenter Funktionen verteilen, 
unter denen 

ohne gemeinsamen Teiler mit F(x) (mod. p) sind. Fur jede solche 
relative Primfunktion (x) zu F(x) ist (x)P _1 (mod. p, F(x); ins
besondere ist fur jede ganze ganzzahlige Funktion (x), wenn F(x) 
Primfunktion vom Grade,,; ist, 

(xV' = ((x) (mod. p, F(x). 

Bei derselben V oraussetzung hat die irreduktible Kongruenz 
F(x) = 0 (mod. p) keine ganzzahlige Losung, falls,,; > 1; man kann 
aber mit Ev. Galois (J. de math. 11, 1846, p. 398) eine "Imaginare" i 
einfuhren der Art, dass fur sie F(i) = 0 (mod. p) ist. Alsdann ist 
die Kongruenz (a) vOllig gleichbedeutend mit g;(i) -1fJ(i) (mod. p), 
(i) ist dann und nur dann = 0 (mod. p), wenn (x) teilbar durch 
F(x) (mod. p) istj andernfalls ist 

(i) - a + a1 i + a2 i 2 + ... + a1t-l i 1t- 1 (mod. p), 

wo a, all .. , ganzzahlig, und stets ist (i) Wurzel von 

(b) x p7t = x (mod. p), 

sodass diese Kongruenz p7t Wurzeln hat. Eine Kongruenz tfJ (x) = 0 
(mod. p) kann nicht mehr Wurzeln von der Form (i) haben, als ihr 
Grad betriigt; die samtlichen Wurzeln von F(x) = 0 sind i, iP, i~, 
... ip1t - 1• 1st n die kleinste Zahl, fUr welche (i)n = 1, so heisst 
(i) zu n gehOrig; n ist Teiler von p1t - 1, zu jedem Teiler n ge
hOren cp(n) Zahlen (i); es giebt q;(p1t - 1) primitive Wurzeln der 
Kongruenz (b), d. i. inkongruente (i), welche zu p7t -1 gehoren. 
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Jede dieser primitiven Wurzeln ist, wie i selbst, Wurzel einer irre
duktibeln Kongruenz vom Grade % und ihre Potenzen liefern aile 
Wurzeln der Kongruenz (b) oder slimtliche inkongruenten rei). Z. B. 
lassen sich die Wurzeln der Kongruenz X 73 _ x (mod. 7), da is = 2 
(mod. 7) irreduktibel ist, alIe in der Form a + a l i + a2i2 (mod. 7) 
darstellen; als primitive Wurzel findet sich j = i - i2, d. i. eine 
Wurzel der irreduktibeln Kongruenz j3- j + 2 = 0 (mod. 7), dem
nach sind alle Wurzeln der obigen Kongruenz auch von der Form 
a + alj + asP (mod. p). 

1st m die kleinste Zahl, fiir welche r(i)pm-l = 1 (mod. p), so 
heisst rei) zu m passend; mist Teiler von %, und wenn a, b, c, ... 
die verschiedenen m zusammensetzenden Primzahlen sind, so ist die 
von Null verschiedene Zahl 

die Anzahl der zu m passenden inkongruenten f(i). Die Potenzen 
rei), f(i)p, r(i)#, ... r(i)pm-l sind die Wurzeln einer irreduktibeln 
Kongruenz «p(x) 0 (mod. p) vom Grade m; umgekehrt hat jede 
ganzzahlige Kongruenz, der f(i) geniigt, zugleich jene Potenzen zu 
Wurzeln. 

Die Funktion xptt - x ist (mod. p) kongruent dem Produkte aus 
allen inkongruenten primaren Primfunktionen, deren Grade Teiler von 
% sind. Sind (x, {J, y, ... die verschiedenen, % zusammensetzenden Prim
zahlen, so ist 

IT (x) = (x ptt ~x). II(xp~ -:) .,. 

n(xpa _ x) . IICpa(lY - x) ., . 

kongruent dem Produkte aller inkongruenten primaren Primfunktionen 
vom Grade %, also deren Anzahl gleich 

und somit von Null verschieden. Nach dem ersten dieser beiden 
Slitze hat jede irreduktible Kongruenz cI>(x) - 0 (mod. p), deren Grad 
ein Teiler von 1C, genau soviel Wurzeln, als ihr Grad betragt. 1st 
demnach 'lJi'(x) _ 0 (mod. p) eine beliebige ganzzahlige Kongruenz, 
rex), Ii (x), ... die (gleichen oder. verschiedenen) Primfunktionen resp. 
vom Grade [.t, [.tl"'" aus den en sich 'lJi'(x) (mod. p) zusammensetzt, 
und 11: das kleinste gemeinsame Vielfache von [.t, [.tv ... , so existiert 
nach dem zweiten der obigen Slitze eine Primfunktion F(x) vom 
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Grade x; ist i eine ihrer Wurzeln, so hat die Kongruenz 1F(x) = 0 
(mod. p) genau soviel W urzeln, wie ihr Grad betragt, welche ganze, 
ganzzahlige Funktionen f (i) von i sind. Dieser Satz vornehmlich 
zeigt den Nutzen der Einfiihrung der Galois'schen 1maginaren; auf 
Grund desselben haben sie namentlich in der Theorie der Substitu
tionen (s. dariiber C. Jordan's traite des substitutions, Paris 1870) 
vielfache Verwendung gefunden [I A 6, Anm. 57, 63]. 

9. Feststellung einer Zahl als Primzahl; Zerlegung grosser 
Zahlen in Faktoren. Man findet die Primzahlen der Reihe 1,2, 3, ... n, 
wenn aus ihr aIle Vielfachen der Primzahlen < yn gestrichen werden 
(cribrum Eratosthenis). Sei N" die natiirliche Zahlenreihe, nachdem 
die Vielfachen der ersten " Primzahlen aus ihr gestrichen sind; zahlt 
man, wieviel Zahlen zwischen je zweien, die noch stehen blieben, 
fehlen, so erhalt man die "te diatomische Reihe von O. de Polignac, der 
ihre Eigenschaften im J. de math. 19, 1854, p. 305 untersucht hat; 
mittels jener Reihen findet sich (als suite mediane) die der Zahlen von 
der Form 2n - 1. Zwischen x und x2 liegt stets eine Primzahl. 

Zur Zerlegung grosser Zahlen in ihre Faktoren gab Gauss (Disqu. 
A. art. 329 - 334) zwei Methoden. Schon friiher hatte Euler 55) zu 
gleichem Zweeke die Darstellungen durch die Form rx2 + sy2 mit 
hierfiir geeigneter Determinante D = rs (numeri idonei) benutzt. 
P. Seelhoff [Zeitschr. f. Math. u. Phys. 31, 1886, p. 116 und Arch. f. 
Math. u. Phys. (2) 2, 1885, p.329, sowie Amer. J. of math. 7, 1885, 
p. 264; ib. 8, 1885, p. 26, 39] stiitzt sich auf ahnliche Betrachtungen; 
vgl. auch Pepin, Rom. Ace. P. N. Line. 43, 1890, p. 163. Lucas 56) benutzte 
die Ausdriicke 

n b" 
U",=~, V",=a'" + b"', 

a-b 

in denen a, b die Wurzeln der ganzzahligen Gleichung x2 = Px - Q 
sind. Diese Ausdriicke, welche die grosste Analogie mit Sinus und Cosinus 
haben, bestimmen sich aus der Beziehung .A..+2 = P A"+l - QAn, 57) 
der sie geniigen. Es sind drei Arten: erstens, bei welchen a, b ganz; 
a = 2, b = 1 geben die Fermat'sche Zahlenreihe 2n - 1, 2n + 1; 

55) Euler, Berl. N. memo 5, 1776, p.337, S. auch Petro N. Comm. 13, 1768, p. 67 
= Comm. AI. 2, p.270; 1, p. 379. S. dazu F. Grube, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 19, 
1874, p. 492. 

56) Lucas, Amer. J. of math. 1, 1878, p. 184,289. S. dazu Genocchi, Par. C. 
R. 98, 1884, p. 411; Atm. ill mat. (2) 2, 1868, p. 256; D. Seliwanoff, Moskau Math. 
Samml. 16, 1892, p. 469. 

57) Uber solche rekurrente Reihen S. F. H. Siebeck, J. f. Math. 33, 1846, 
p. 71; D. Andre, Ann. ec. norm. (2) 7, 1878, p. 375; (2) 9, 1880, p. 209. 



9. Festst. einer Zahl ale Primzahl; Zerlegung grosser Zahlen in Faktoren. 577 

zweitens, bei welchen a, b inkommensurabelj die Gleichung x2 = x + 1 
giebt 

Un = (1+ v'5)" - (1 - Jl5t, v: = (1 + JI5)" + (1- V'5r 
2ny5 n 2n , 

und die Un sind die Zahlen von Fibonacci orier von Lame (Par. C. R. 19, 
1844, p. 867); fur die Gleichung x 2=2x + 1 nennt Lucas die entstehen
den Zahlen die Pell'schen; drittens, wenn a, b imaginar. Folgende Satze 
sind wichtig. Die Un ungeraden Ranges sind Teiler von x2 _ Qy2, 
in der Reihe von Fibonacci also von der Form 4q + 1. Die eigent
lichen Primteiler von Un, d. i. diejenigen, die in keinem Un geringeren 
Ranges aufgehen, sind bei der ersten Art von der ]form un + 1, 
diejenigen von Vn von der Form 2"n + 1. 1st Up::p, aber kein Un, 
des sen n Teiler von p + 1 resp. ist, durch p teilbar, so ist p Primzahl. 
Dieser Satz, der die Umkehrung des Fermat'schen in sich enthalt, 
giebt viele besondere, von der Art wie der von Pepin (Par. C. R. 85, 
1877, p. 329 und 86, 1878, p. 307) gegebene: 1st p = 4q + 3 Prim-

hI . t 2 + 1 P' hl . d {Fermafschen R 'h za , so IS p nmza , wenn III er n 11' h el e - Ie se en 
Up - 0 (mod. 2p + 1) ist, und umgekehrt. 

Lucas' Satze eignen sich besonders zur Zerlegung der Zahlen 
2n + 1. Die Zahl 2n + 1 kann nur Primzahl sein, wenn n = 2", 
2n - 1 nur, wenn n eine Primzahl p ist. Die Primfaktoren von 2p + 1 
haben nach Fermat die Form "P + 1 (Euler's Beweis Petro N. Comm. 1, 
1747/48, p. 20 = Comm. Ar. coIl. 1, p. 50); uber eine Verallgemeine
rung hiervon s. A. Lefebure, Par. C. R. 98, 1884, p. 293, 413,567,613, 
sowie Ann. ec. norm. (3) 1, 1884, p.389; 2, 1885, p.1l3. Fermat's Be
hauptung, dass jede' Zahl 2 2V + 1 Primzahl, widerlegte Euler: fur 
v = 5 geht sie auf durch 641. Fur v = 6, 12, 23, 36 sind resp. 

274177, 114689, 167772161, 2748779069441 

Teiler 58). Eine Tafel der Faktoren von 2n + 1 fur n = 1 bis 64 
nach Landry 59) findet sich bei Lucas a. a. O. p. 230, s. auch W. Rouse 
Ball in Messenger (2) 21, 1891, p. 34, 120. 

58) Euler, Petro Comm. 6, 1739, p. 103 = Comm. Ar. 1, p. 1; Beguelin, Berl. 
N.mem. 6,1777, p.300; V.Buniakowsky, St. Pet. Bull. 24u. 25,1878; Fort. Lanrl!ry, 
N. Corr. Math. 6, 1880, p. 417 und Seelhoff, Zeitschr. Math. Phys. 31, 1886, p. 380. 
Letzterer giebt a. a. O. auch die Zerlegung einer Reihe von Zahlen von der Form 
1t. 2" + 1. 

59) Landry, Decomposition des nombres 2" ± 1 etc., Paris 1869. Le Lasseur 
benutzte bei beziiglichen Untersuchungen die Identitilt von d'Aurifeuille: 

24,,+2 + 1 = (22,,+1 + 2,,+1 + 1) (22"+1_ 2,,+1 + 1). 
Encyklop. d. math. Wissensch. I. 37 
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Dureh Erweiterung del' Gauss'schen Zerlegungsmethode findet 

Th. Pepin (Rom. P. N. Line. 91, 1893, p. 47) u. a., dass ~~7 : 

Primzahl ist. 
Tafeln, welche die Teiler del' Zahlen ergeben, lieferte L. Ohernac, 

Cribrum arithmeticum, Deventer 1811 (bis 1020000); J. Ok. Burck
hardt, Tables des diviseurs jusqu'a 3036000, Paris 1814-17; Z.Dase, 
Faktorentafeln (7te bis 9te Million), Hamburg 1860, 63, 65; J. W. L. 
Glaisher, Factortables for the 4.,5., 6. Million, London 1870, 80, 83, 
wo sich auch mancherlei Abzahlungen zum Vergleieh mit den Formeln 
von Gauss, Legendre u. A. fiir die Primzahlmenge u. a. m. finden. S. aueh 
C. Tuxen und F. Thaarup in Tidsskr. f. Math. (4) 5, 1881, p. 16, 77. 

10. Vollkommene Zahlen. Eine Zahl heisst vollkommen, wenn 
die Summe ihrer aliquoten Teile ihr selbst gleieh ist. Eine solche 
ist nach Euclid 2p-1 (2p- 1), wenn 2p- 1 Primzahl; aIle geraden 
vollkommenen Z'ahlen haben diese Form 60). J. Carvallo's Beweis, dass 
es keine ungeraden gebe 61), ist ungeniigend, doch kennt man keine. 
Dass es keine von del' Form 4" + 3 giebt, zeigte A. Stern 62), den not
wendigen Ausdruck derjenigen von del' Form 4" + 1 gaben Euler 
und Stern a. a. O. Einige Satze iiber solche Zahlen, falls sie vor
handen, gaben Servais, Oesaro, Sylvester in Mathesis 7, 1887, p. 228, 
245 u. 8, 1888, p. 92, 135, 571. Die bekannten geraden vollkommenen 
Zahlen entsprechen p = 2,3,5,7,13,17,19,31 (Euler), 61 (Seelhoff) 63) 
- fraglieh sind 67,127,257 (Rouse Ball) - welche Werle Mersenne'sche 
Zahlen heissen, da diesel' (cogitata phys. math. Paris 1644) - wohl 
nach Fermat's Mitteilungen - sie (unvollstandig) angegeben. 

V ollkommene Zahlen zweiter Art nennt Bug; Lionnet, N. Ann. (2) 
18, 1879, p.306 diejenigen, welehe dem Produkte ihrer aliquoten Teile 
gleich sind (die Zahlen p3 und p . p'); 2. 3 ist die einzige vollkommene 
Zahl beider Arten. 

Befreundete Zahlen (numeri amicabiles) sind zwei Zahlen, deren 
jede gleieh del' Summe del' aliquoten Teile del' andern ist, z. B. 220, 
284. Sie sind noch wenig untersucht. Euler, Op. var. 2, 1750, p. 23 

60) Euler, Comm. Ar. colI. 2, p.514, Lucas a. a. O. 
61) Par. C. R. 81, 1875, p.73 Bowie in seiner TMorie des nombres parfaits, 

Barcelone 1883. 
62) Mathesis 6, 1886, p. 248. S. das. Seelhoff p. 100, 178; Lucas p. 145. 
63) Zeitschr. Math. Phys. 31, 1886,p.174; Arch. f. Math. (2) 2, 1885, p. 327, 

329; (2) 3, 1886, p. 325; G. Valentin, ebenda (2) 4, 1887, p.l00; dasselbe Per
vouchine (s. dariiber W. Imschenetzky etc., St. Pet. Bull. 1887) u. Hudelot, Mathesis 7, 
1887, p. 45, auf Grund eines der Lucas'schen Satze. 
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= Comm. Ar. 1, p. 102 gab ihrer 61 Paare, noch andere P. Seelhoff, 
Arch. f. Math. 70, 1883, p.75; Lucas, Th. d. n., p.381 berichtet von 
bez. Untersuchungeu von Le Lasseur. 

11. Potenzsummen der ersten m ganzen Zahlen. Setzt man 
S" (m) = 1" + 2" + ... + m", so ist 

S ( ) _ S ( ) _ m (m + 1) Cf ( ) _ m (m + 1) (2m + 1) '" 
o m - m, 1 m - 2 , iJ2 m - I) , 

(Polynome von Bernoulli); den allgemeinen Ausdruck fur S" (m) gab 
u. a. Oauchy 64) [Resumes analyt., Turin 1833, p. 70]; P. Appell [N. Ann. 
(3) 6, 1887, p. 312, 547] lehrte sie durch Integration successive finden. 
G. Dostor [N. Ann. (2) 18, 1879, p. 459, 513, oder Arch. f. Math. u. 
Phys. 63, 1879, p. 435; 64, 1879, p. 310] gab Satze, wie diesen: 

84 (m) -8,(m) =.: (2m + 1) 
88 (m) - 81 (m) 5 ' 

also ganz, wenn m = 5h + 2. Vgl. dazu E. Lucas, Rech. sur l'ana!. 
indeterm., Moulins 1873. N ach Eug. Lionnet ist S" C m) teilbar 65) durch 
m, wenn m Primzahl > " + 1. 1m J. f. Math. 21, 1840, p. 372 
giebt Oh. v. Staudt mehrere Satze wie den folgenden: Sind a, b, ... 
relativ prim, so ist 

8" Cab· .. ) 8" Ca) S" (b) 
ab··· --a---b--'" 

ganzzahlig. Schon die Inder kannten die Beziehung S3 (m) = Sl (m )2. 
Nach M. F. Woepcke (Ann. di mat. 5, 1863, p. 147) findet sie sich 
bei Ibn Albanna (Zeitgenosse von Fibonacci), nach welchem fur ungerades 

m = -V-V8 M + 1 + 1 - 1 
13+ 33 + 53 + ... + m3 = M. 

Jacobi66) gab die femere Formel: 2S1 (m)4=S7(m)+S5(m). Diese, 
wie die der IndeI', ist in zwei von M. A. Stern (J. f. Math. 84, 1878, 
p. 216) gegebenen, und letztere in noch allgemeineren von E. Lampe 
(ebend. p. 270) enthalten. Liouville 67) gewann aus der Formel der 
Inder die Beziehung: 

.Eat(d)s=[.Eat(d)]2 Cd Teiler von m), 

64) V gl. J. L. Raabe, J. f. Math. 42, 1851, p. 348; Hermite ebend. 79, 1879, 
p. 339; J. Tannery, Sur la theorie des fonctions, Par. 1886, p. 150; F. Siacci, 
Ann. di mat. 4, 1861, p. 46. 

65) S. Catalan, Belg. Mem. 46, 1886, p. 14. 
66) Briefwechsel zwischen Gauss u. Schumacher, herausgeg. v. F. Peters, 

Altona 1863, 5, p. 299. 
67) Liouville im J. de math. (2) 2, 1857, p. 393, S. dazu Par. C. R. 44, 

1857, p. 753. 
37* 
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die eine Deutung auf die Anzahl der Zerlegungen 2m = x2 + y2 zu
lasst. 1st fIJ" (m) Summe der "ten Potenzen der Zahlen < m, die prim 
zu m LA. Thacker hat (J. f. Math. 40, 1850, p. 89) ihren Ausdruck 
gegeben], so ist 

~ d's. flJs (d) = (~8 . flJl (it)2 (8, d complementare Teiler von m). 

12. Magische Q.uadrate. Mehr der Theorie der Kombinationen 
als der Zahlen gehOrt die der magischen Quadrate an. Es gilt, in die 
n2 Zellen eines Quadrates die ersten n2 Zahlen so zu stellen, dass die 
Summe in jeder Reihe, Kolonne und Diagonale die glei'che ist. Nachst 
Moschopulos (14. Jahrh.) gab zuerst Bachet de Meziriac eine Lasung fiir 
ungerade, Bern. Frenicle fur gerade n, W. H. Thompson (Quart. J. 10, 
1869, p. 186) fiihrte diesen Fall auf jenen zuruck, indem er aus einem 
Quadrate mit n2 ein solches mit (pn)2 Zellen bildete 68). J. Horner's 
Theorie (Quart. J. 11, 1870, p. 57, 123) fiihrt (hauptsachlich fur un
gerade n) auf sogenannte Nullquadrate und diese auf die Aufgabe hin
aus: den Rest eines Ausdrucks ax+by (mod. 2n+ 1) zu bestimmen 69). 
S. M. Drach (Mess. (2) 2, 1873, p. 169) bestatigt die Regel fiir ungerade 
n und fiihrt den Fall eines geraden n auf den Fall n = 4 zuriick. 
Th. Harmuth (Arch. f. Math. u. Phys. 66, 1881, p. 286,413; 67, 1882, 
p. 238 und 69, 1884, p. 90) giebt fiir ungerade n noch eine neue Regel, 
behandelt die FaIle n = 4", 4" + 2 gowie die magischen Rechtecke 
(insbesondere bei ungeraden Seitenzahlen) und dehnt seine Untersuchung 
auch auf magische Parallelepipeda, sogar auf polydimensionale Zahlen
figuren aus. Eine anderweitige Verallgemeinerung der magis chen 
Quadrate gab A. H. Frost (Quart. J. 7, 1866, p. 92, und 15, 1877, p. 34, 
93) in seinen sogenannten N asik squares, noch eine andere, indem er 
nicht die Summe del' Zahlen, sondem die ihrer Quadrate konstant setzt, 
Lucas, N. Corr. Math. 2, 1876, p. 97. S. ferner Euler, Comm. AI'. 2, 
p. 302, del' auch die verwandte Aufgabe des Rosselsprungs behandelte, 
Berl. Mem. 1759, p. 310 = Comm. AI'. 1, p. 337; diese eingehend bei 
Exner, Progr. Hirschberg 1876. 

68) S. liber die Geschichte des Problems S. GUnther im Arch. f. Math. u. 
Phys. 57, 1875, p. 285, wo die Regel von Moschopulos in bequemer Form aus
gesprochen und bewiesen ist. 

69) Eine systematische Entwickluug auf Grund derselben Kongruenzaufgabe 
versuchte H. Scheffler, Die magis chen Figuren, Leipzig 1882. V gl. noch M. Frolow, 
Le probleme d'Euler etc., avec un atlas, Par. 1884; G . .A1'noUX, Arithm. graphique, 
Par. 1894. H. v. Pessl, Progr, Amberg 1873, gewinnt durch Aufwicklung des 
magischen Quadrates auf einen Kreiscylinder eine besondere Formulierung der 
Aufgabe. 
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Nachtritge zu Ie 1. 

Zu Nr. 1. R. Dedekind, Braunschw. Festschr. 1897, p. 1, bemerkt, wie aus dem 
gri58sten gemeinsamen Teiler d dreier Zahlen a, b, c und den grllssten ge
meinsamen Tellem aI' blO c1 je zweier von ihnen sechs Zahlen a', b', c, 
a', b", CO sich ergeben der Art, dass a = db' c' a', b = de a'b", c = da' b' c' 
wird. Diese Zerlegung dreier Zahlen in ihre "Keme" dehnt er dann auf 
beliebig viel Zahlen und noch allgemeiner auf Elemente Abel'scher Gruppen 
[1 A 6, Nr 20] aus. 

Erweiterungen der Sitze von Smith und Mansion durch E. Cesaro s. 
Ann. ec. norm. (3) 2, 1885, p. 425; N. Ann. (3) 5, 1886, p.44. 

Zu Nr. S bez. der Farey'schen Rellien und der Stern'schen Entwicklung (m, n) 
s. noch G. Halphen, Par. Bull. Soc. M. 5, 1877, p. 170. 

Zu Nr. 4. Der erste Beweis des Fermat'schen Satzes durch Elder findet sich 
Petro Comm. 8, 1736, p. 141 = Corom. Ar. 1, p. 21 und geschieht mittels 
der binomischen Entwicklung. 

Zu Nr. I) S. bez. der Qualitat der Dezimalbriiche, welche echten gemeinen 
Briichen gleich sind, Tk. Schrikler, Progr. Ansbach 18~2; J. Hartrllann, Progr. 
Rinteln 1872. 

Zu Nr. 6 bemerke noch einen Kronecker'schen Beweis des quadratischen Rezi
prozitatsgesetzes auf Grund der Primteiler, fiir welche Abel'sche Gleichungen 
als Kongruenzen 15sbar sind, Berl. Ber. 1880, p. 404; desgl. einen solchen 
von Th. Pepin, Rom. P. N. Linc. 43, 1890, p. 192 mittels Komposition 
der Formen. S. auch noch E. Busche, J. f. Math. 106, 1890, p. 65 [I C 3, 
Nr.4]. R. Lipschitz gab Par. C. R. 108, 1889, p. 489 einen Beweis des 
verallgemeinerten Gauss'schen Lemma, desgl. M. Mandl, Quart. J. 25, 1891, 
p. 227. Vgl. noch W. Scheibner, Leipz. Abh. 25, 1900, p. 367. 

In Fussnote 42) sind bei Genocchi die Belg. Mem. cour. sav. [etr.] 25 
gemeint. 

Zu Nr. 7. Die Gleichung x 8 + a = y' behandelte Euler, Comm. Ar. I, p. 33 
und 2, p. 474; ebenda 1, p. 207 die Gleichung x 8 + yS = z'; ebenda 2, 
p. 183, 492 die' andere: X4 + mx1yl + y4 = Zl. S. iiber Xli + cyll = Z8 

Tk. Pepin, Rom. P. N. Linc. 8, 1892, p. 41. Desbo'IJes behandelte die 
Gleichung allf" + by'" = clf!, N. Ann. (2) 18, 1879, p. 265,398,433,481. 
Buniakowsky wies St. Pet. Mem. (6) 4, 1841, p. 471 die Unmllglichkeit nach, 
dass gewisse, irrational aus ganzen Zahlen gebildete Ausdrucke, wie 
VA + It'B, VA + It'B + ya u. a., rational sein kOnnten. 

Zu Nr. 9, Fussnote 55) bemerke noch Euler, Petro N. A. 12, 1794, p.22 "'= 

Comm. Ar. 2, p. 249; beziiglich dar Zerlegung der Zahlen in Faktoren 
Buniakowsky, St. Pet. Mem. (6) 4, 1841, p. 447. 

Beziiglich der Angaben iiber altere Mathematik ist auf M. Oantor, Vorles. iib. 
Geschichte der Mathematik, Leipzig, 1. Teil 1880 (2. Auf!.. 1894), 2. Teil1892, 
3. Teil 1898, zu verweisen; 8. tiber Pythagoras' und Plato's Regel [in Nr. 7] 
das. 1. Teil (2. Auf!..) p. 173, 211; s. femer iiber Fermat's Behauptung (Nr. 9), 

dass jede Zahl 22;' + 1 Primzahl, 2. Teil, p. 709. 
Zu berichtigen: p. 558, Z. 5 im letzten Bruche p - 1 statt p. 

Die Litteraturangaben von I C 1 hat W. Fr. Meyer wesentlich ver
vollstandigt. 



I C 2. ARITHMETISCHE THEORIE DER FORMEN 
VON 

KARL THEODOR V ARLEN 
IN KONIGSBERG I. PRo 

Inhaltsu bersich t. 
a. Lineare Formen. 
b. Allgemeines liber bilineare und quadratische Formen. 
c. Binare quadratische Formen und bilineare Formen von vier Variablen. 
d. Ternare quadratische Formen. 
e. Quadratische Formen von n Variablen. 
f. Formen, die in Linearfaktoren zerfallenj Normen. 
g. Sonstige Formen. 

Litteratur. 
H. J. St. Smith, Sur la representation des nombres par des sommes de cinq 

carres. Par. Mem. Say. Et. (2) 29, Nr. 1, 1887 = 0011. Math. Pap. 2, p. 623. 
H. Minkowski, Sur la theorie des formes quadratiques a coefficients entiers. 

Par. Mem. Sav. Et. (2) 29, Nr. 2, 1887. 
H. Minkowski, Geometrie der Zahlen, Leipzig, 1. Lief. 1896. 
P. Muth, Theorie und Anwendung der Elementarteiler, Leipzig 1899 (Bilineare 

Formen). 
1m 'Obrigen S. unter 101 und bes. P. Bachmann, Zahlentheorie 41, Leipzig 1898. 

a. Lineare Formen. 
aUe Subdeterminauten rter 

1) 1st r die grosste Zahl, fur welche nicht 
Ordnung des Koeffizientensystems: 

( i _ 1, ... , m) 
k -1, ... , n 

der m ganzzahligen Linearformen von n Variabe1n: 

~ (i=1, ... ,m) '!Ii = ..:J aik Xk k= 1, .. . ,n 
verschwinden, so heisst r der "Rang" des Koeffizientensystems oder 
des Systems der Linearformen [I A 2, Nr. 24:]. 

2) 1st dk der grosste gemeinsame Teiler aUer Subdeterminanten 
kter Ordnung des Systems (aik), (dr+1 = 0, dr+2 = 0, ... ), so ist 

d r eine gauze Zahl ek, der kte "Elementarteiler" des Systems [1 B 2, 
k-l 

Nr. 3]. Wir setzen er+l = 0, er+2 = 0, etc.; der Rang ist die An-
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zahl der nicht verschwindenden 
eine ganze Zahl. 

Elementarteiler. Die Zahl ~ ist ek _ 1 

3) Geht das System 
Yi =~aikxk 

durch die beiden ganzzahligen Substitutionen 

(k,h=1,2, ... ,n) 

(h,i=1,2, ... ,m) 

III das System / ~ .. Yi =".;;;; aikXk 
tiber, so heisst das Koeffizientensystem (a;k) unter dem Koeffizienten
systeme (aik) "enthalten". 

4) Sind auch die "reciproken" Substitution en 

(h, k = 1, 2, ... , n) 

(i, h = 1,2, ... , m) 

ganzzahlig, also die "Substitutions-Determinanten" oder "Modulnil [I B 2, 
Nr. 1,2] 

gleich + 1, so heissen die Substitutionen "Einheits- Substitutionenli 

oder "unimodular". Alsdann ist von den beiden Systemen (aik), (a;k) 
jedes unter dem andern enthalten, dieselben sind "iiquivalenfJ': 

(aik) '" (a;k). 
5) Das System (aik) ist aquivalent dem "Diagonalsystem": 

elO .00 .. 
Oe2 .. 00 .. 

o 0 . e,. 0 .. 
00.00 .. 

und wird durch blosse Anwendung der drei Arten von Einheits
Substitutionen: 

Zi" - Zi 

1) Zk II - Zk, 

auf dasselbe "reduziert" 1). 

1) G. Frobenius, J. f. Math. 86 (1879), p. 146; L. Kronecker, Berl. Ber. 1866, 
p. 597 = J. f. Math. 68 (1868), p. 273 = Werke 2, p. 143; J. f. Math. 107 
(1891), p. 135. 
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6) Damit also das System (a;k) unter dem System (aik) enthalten 
ist, ist notwendig und hinreichend, dass die Elementarteiler von (a;k) 
Multipla (wobei auch 0 als Faktor zulassig) der entsprechenden von 
(aik) sind. 

Filr die Aquivalenz beider Systeme ist die Ubereinstimmung ent
sprechender Elementarteiler notwendig und hinreichend 2). 

7) Eine Subdeterminante Mer Ordnung von (aik) heisst "reguliir 
in Bezug auf die Primzahl pI', wenn sie dieselbe in derselben Potenz 
wie dk enthalt. 

Eine in Bezug auf p reguHire Subdeterminante besitzt eine in Bezug 
auf p regulare Subdeterminante und Superdeterminante jeder Ordnung. 

Ein System von Subdeterminanten derselben Ordnung heisst 
"reguliir", wenn ihr grosster gemeinsamer Teiler dem grossten ge
meinsamen Teiler des vollstandigen Subdeterminantensystems derselben 
Ordnung gleich ist. 

Von jeder regularen Subdeterminante ist das vollstandige System 
von Subdeterminanten oder Superdeterminanten jeder Ordnung regularS). 

8) 1st r < m, so giebt es unter den m Formen ~ aikXk Systeme 
von r (und nicht mehr als r) von einander unabhangigen Formen; 
die jedesmal iibrigen m - r sind linear homogen rational aus diesen 
r zusammengesetzt. 

SolI man also m gegebene ganze Zahlen al1 ... , am durch die 
m Formen vermittelst eines ganzzahligen Wertsystems der x "dOir
stellen", so miissen vor allem zwischen den a dieselben homogenen 
linearen Relationen. wie zwischen den Formen bestehen. 

Man kann sich daher auf den Fall r = m < n beschranken [so auch 
I B 1 b, Nr. 12]. 

9) 1st zunachst m = n, so ist das System: 

~aikxk = ai (i, k = 1, ... , n) 
aquivalent einem System: 

(k=1,2, ... ,n), 
also jedenfalls eindeutig lOsbar, aber ganzzahlig dann und nur dann 
lOs bar, wenn dn = e1 e2 •.• en = 1, d. h. wenn das System (ai k) ein 
"Primsystem" ist. Es heisst namlich ein System 

(aik) (i=l, ... ,m m<n) 
k=l, ... ,n 

em Primsystem, wenn dm = 1 ist. 

2) Frobenius, J. f. Math. 86 (1879), p. 146; 88 (1880), p. 96; Berl. Ber. 
1894, p. 31; K. Hensel, J. f. Math. 114 (1895), p. 109. 

3) K. Hensel, J. f. Math. 114 (1895), p. 25. 
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10) 1st zweitens r = m < n und ai = 0 (i = 1, ... , m), so 
giebt es Systeme von n - r und nicht weniger "FundamentalauflOsungen", 
aus denen aIle andern linear homogen ganzzahlig zusammengesetzt sind 4). 

Sind dagegen nicht aIle ai = 0, so ist zur Auflosbarkeit der 
Gleichungen in ganzen Zahlen notwendig und hinreichend, dass der 
grosste gemeinsame Teiler d der Determinanten mter Ordnung des 
Systems (aik) dem entsprechenden grossten gemeinsamen Teiler des 
Systems 

gleich ist 5). 
Die Bedingung bleibt erfullt, wenn man die ai um ganze Viel

fache von d andert. Die Anzahl der modulo d inkongruenten [I C 1, Nr. 4: J 
Systeme a l , a2 , ••• , am, welche simultan durch die m Formen ~ aik Xk 

dargestellt werden konnen, ist gleich am-i. 6) k 

11) Betrachtet man zwei Linearformen als kongruent fur das 
"Modulsystem" [I B 1 c, Nr. 12 f.J: 

( i, k = 1,2, ... , n) 
I aikl =F 0 

wenn ihre Differenz sich als ~ f; Yi mit ganzzahligen Yi darstellen 
lasst, so ist die Anzahl der (modd. fl' f2' ... fn) inkongruenten Linear
formen gleich II aik II, (Frobenius 6a)), denn das System ~ aikxk kann 
nach 4) durch ein aquivalentes eiXi ersetzt werden; fur ein solches 
ist der Satz evident. 

12) Die Auflosung des Systems 

( i = 1, ... , m m < n) 
k=l, ... ,n 

in ganzen Zahlen wird fUr n = 2 durch den Kettenbruchalgorithmus 
(I A 3, Nr. 4:5-4:7; 1 C 1, Nr. 3), fur n> 2 durch Verallgemeine-

4) T. S. Stieltjes, Toulouse Ann. 4 (1890), p. 1; vgl. ferner: K Weih
rauch, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 20 (1875), p. 97,314; 22 (1877), p. 234; E. 
d'Ovidio, Tor. Atti 12 (1876/77), p. 334; Faa di Bruno, Math. Ann. 14 (1879), po. 241; 
Par. C. R. 86 (1878), p. 1189,1259; Quart. J. 15 (1878), p. 272; CIt. Meray, Par. C. 
R. 94 (1882), p. 1167; .A.. Cayley, Quart. J. 19 (1883), p. 38 = Papers 12, p. 19. 

5) J. Heger, Wien. Denkschr. 14~ (1858), p. 1; St. Smith, Lond. Trans. 151 
(1862), p. 293 = Papers 1, p. 367; G. Frobenius, J. f. Math. 86 (1879), p. 146. 

6) St. Smith I. c. 5), p. 325 = Papers 1, p. 405. Uber die Anzah1 der jedes
maligen Auflosungen s. J. J. Sylvester, Lond. Math. Soc. Proc. 28 (1897), p. 33; 
G. B. Mathews, ib. p. 486. 

6 a) Frobenius, J. f. Math. 86 (1879), p. 174. 
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rungen desselben (I A 3, N r. 4-6; I C 1, N r. I}) geliefert 6b). Die An
wendung dieser Algorithmen ist nicht an die Ganzzahligkeit der Koeffi
zienten gebunden. Bei nicht ganzzahligen Koeffizienten liefert das Ver
famen die naherungsweisen ( eventuell die exakten) ganzzahligenLosungen. 
Die erste solche Verallgemeinerung findet sich bei Euler, der z. B. 
(verge blich) eine homo gene lineare ganzzahlige Relation zwischen :>t'lg 2, 

(lg 2)3 1 - ~ + ~ - ... aufsuchte , 23 38 • 

Wendet man das Verfahren auf die naherungsweise ganzzahlige 
Auflosung der Gleichung 

X1 cn - 1 + X 2 cn - 2 + ... + Xn = ° 
an, in welcher c eine algebraische Zahl nter Ordnung [I B 1 c, Nr. 2; 
I C 4 a, Nr. 1] ist, so wird dasselbe periodisch. Dieser fur n = 2 
von Lagrange bewiesene, fur n> 2 von Jacobi ausgesprochene und 
fur n = 3 von ihm durch Induktion bestatigte Satz ist allgemein von 
Minkowski bewiesen worden. 

Hermite setzte die simultane Annaherung an Null von n - 1 
linearen Formen 

(~ = 0, 1, ... , n - 1) 
~= 1, ... , n-1 

von n ganzzahligen Variablen, die man auf die Form bringen kann 

~aik(Xk - WkXO), (i, k = 1, ... , n -1) 
k 

III Beziehung zu der quadratischen Form: 

~ (Xk - Wk XO)2 + Dx~ 
von del' Determinante D. 

Da sich der Wert derselben < An 'j!D machen lasst (b 15), folgt 

! ,/-- 2?:in ILn 
x;-w;xo! < "An "D < n-;/-' 

II Xo 

6 b) L. Euler, Opusc. anal. 2. Petrop. 1785, p. 91 = Comm. Ar. CoIl. 2, p. 99; 
Gauss, Disqu. arithm. art. 30 u. 40 = Werke 1, p. 22, 32; K. G. J. Jacobi, J. f. 
Math. 13 (1834), p 55; 39 (1850), p.290 (= Berl. Ber. 1848, p. 414); 69 (1868), 
p. 1, 29 = Werke 2, p. 23; 6, p. 318,365, 385; Oh. Hermite, J. d. math. (1) 14 
(1849), p. 21; J. f. Math. 40 (1850), p. 261; 41 (1851), p. 191; Dirichlet, Berl. 
Ber. 1842, p. 93 = Werke 1, p. 632, s. auch B. Riemann, Werke p. 276 (2. Aufl.. 
p. 294); Weierstrass, Berl. Ber. 1876, p. 680 = Werke 2, p. 55; L. Kronecker, 
Par. C. R. 96 (1883), p. 93; 99 (1884), p. 765 = Werke 3\ p. 1 u. 21; H. Poin
care, Par. C. R. 99 (1884), p. 1014; W.Fr. Meyer, Konigsb. phys.-ok. Ges. 1897, 
p. 57; Ziirich Math.-Congr. Verh. 1898, p.168; Minkowski, Gott. Nachr. 1899, 
p. 64; Geometrie der Zahlen, p. 108; Hurwitz, Math. Ann. 39 (1891), p. 279. 
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wo A" und p." von n abhangige Zahlenfaktoren sind. Dass p." = n - 1 
n 

genommen werden kann, hat Minkowski gezeigt, fUr P.2 ist ~ der 
115 

kleinste zulassige Werl (Hwrwitz). Ebenso ergiebt sich fUr n- k 
Formen (k > 1) 

Xi-WiOXo-WilXl-"'-Wi,k_lXk_l (i=k, k+l, ... ,n-l) 

die obere Grenze ~'" k , wenn x" die grosste der Zahlen xo, Xl , 
"-~ 

... , Xk-l ist. Dasselbe Resultat hatte durch Anwendung einer be
riihmten Schlussweise Dirichlet gefunden: z. B. von den 2 N + 1 Werlen 

1 1 - '2<y-ax<'2 (x=O, + 1, ... , + Ny 

miissen irgend 2 in einem der 2"N Interval1e 

II, 16+1 
2N'" 2N (h=-N,-N+1, ... ,N-1) 

Hegen; deren Differenz ergiebt: 
1 1 ly -axl<-<-· = 2N= 2x 

Hingegen lassen sich n Linearformen ~ aik Xk (i, k = 1, ... , n) 
k 

von nicht verschwindender Determinante I au. I = D nicht gleichzeitig 
der Null annahern, sondern nur absolut unter (hochstens an) die 
Grenze vi D I bringen. Fiir ganzzahlige und damit fUr rationale Koeffi
zienten ergiebt sich dieser (Minkowski'sche) Satz mit Hiilfe des 
Dirichlet'schen Schlusses aus dem Frobenius'schen Satze 11). Seine 
Giiltigkeit fur rationale Koeffizienten kann durch Exhaustion auf 
irrationale ausgedehnt werden (Hwrwitz). Bei Minkowski tritt der 
Satz als unmittelbares Korollar des allgemeineren auf: Ein nirgends 
"konkavert Korper mit einem Mittelpunkte in einem Punkte des Zahlen
gitters und vom Volumen 2" enthiHt immer noch mindestens 2 weitere 
Punkte im Innem oder auf der Begrenzung (Geometrie der Zahlen 

p.76). Dass in n-l der n Ungleichungen: If'aikXel <rlDI 
stets das Gleichheitszeichen wegfallen kann, hat HUtrWitzgezeigt 7). 

TIber die .Annii.herung von Formen an von Null verschiedene 
Grossen hat Tsche1rgscheff den ersten Satz aufgestellt: die ganzen Zahlen 
x, y lassen sich stets auf unendlich viele Arlen so wahlen, dass 

7) A. Hwrwits, Gijtt. Nachr. 1897, p. 139. 
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wird [1 C 3, N r. 71. 
, y _ ax - b " < _1_ =21xl 

Kronecker hat die Kriterien 
Auflosbarkeit eines Systems: 

fur die naherungsweise ganzzahlige 

( ~ _ 1, ... , m) 
k-1, ... ,n 

aufgestellt und die Methode der Auflosung angegeben. 1st r die 
kleinste Zahl, fur welche das System 

(aik) 
durch lineare Zeilentransformation mit beliebigen Koeffizienilen in ein 
anderes iibergeht, in dem aIle ausser r Zeilen nul' ganzzahlige Elemente 
enthalten, so heisst r del' "Rationalitiitsrang" des Systems. Alsdann 
sind im FaIle der naherungsweisen Auflosbarkeit des Gleichungs
systems (in ganzen Zahlen) von den Grossen ai r beliebig, r - r 
durch Rationalitatsbeziehungen beschrankt und n - r auch dem Werle 
nach durch die ubrigen bestimmt8). 

13) Auf der Anwendung solcher Algorithmen beruht die Losung 
der Aufgabe: Samtliche ganzzahligen Wertsysteme fur die Elemente 
des Systems 

( i = 1, ... , m m $ n) 
k = 1, ... , n 

anzugeben, fUr welche die Determinanten mter Ordnung gegebene Werte 
erhalten. Dieselbe ist von Gauss fur m = 2 und n = 3 und 4, von 
Stieltjes fur beliebige m und n gelOst worden. 

Mit denselben Hulfsmitteln wird die Aufgabe gelOst: Das ge
gebene System 

(aik) 

zu emem quadratischen 

(aik) 

G'=1,2"""m ) m<n 
= 1,2, ... , n 

(i,k=1,2, ... ,n) 
so zu erganzen, dass dessen Determinante gleich dem Teiler dm des 
ersteren Systems wird 9). 

14) Von der in 4) erlauterten Aquivalenz, welche als Aquivalenz 
der Gleichungssysteme ~aik Xk = 0, ~ a; k x~ = 0 aufgefasst werden 
kann, verschieden ist die Aquivalenz der Formensysteme: ~ at k Xk, 

8) P. Tschebyscheff bei Hermite, J. f. Math. 88 (1880), p. 10; Kronecke1', 
Berl. Ber. 1884, p. 1071, 1179, 1271 = Werke 3t, p. 31, 47. 

9) Gauss, Disqu. arith. art. 279 u. 236 = Werke 1, p. 317 u. 248; Stieltjes 
1. c. 4); Hermite, J. de math. (2) 14 (1849), p. 21; K. Weihrauch, Zeitschr. Math. 
Phys. 21 (1876), p. 134; Eisenstein, J. f. Math. 28 (1844), p. 327 = Ges. Abh. p. 89. 
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~ alA, x~. Dieselben heissen iiquivalent, wenn sle durch eme ganz
zahlige Einheits-Substitution: 

(i,k=1,2, ... ,n) 
In einander iibergehen. 

Das System 
(i_l,2, ... ,m) 
\k-1,2, ... ,n 

ist einem "redusierteJn" 

aquivalent. 
Aquivalente reduzierte Systeme sind identisch. 
Zwei Systeme sind dann und nur dann aquivalent, wenn sle 

dasselbe reduzierte System haben. 
AIle einander aquivalenten Systeme bilden eine "Klasse"; die An

zahl der Klassen ist gleich der Anzahl der reduzierten Systeme. ~1ir 

ein gegebenes d = IIP~i ist diese Klassenanzahl gleich 
i 

hier sind die Pi die verschiedenen Primfaktoren von d. 

15) Die Auflosung der Kongruenzen 

~ x- (rnd) G·=l, ... ,m) ...:. aik k = ai o. a 
= 1, ... , n 

kommt auf die der Gleichungen 

~ aikXk + as. = ai 
zuriick. 

Sind zunachst alIe. a • . = 0, so ist die Anzahl der inkongruenten 
" 

Losungen glei& II(e,., a), wenn mit (e,., a) der grosste gemein-
h=l 

same Teiler von ell und a bezeichnet wird. Natiirlich ist (er+l' a) = a 
u. s. w. 

Eine "eigentlicM' Losung, d. h. eine Losung mit teilerfremden 
Xl' ... , X" ist vorhanden, wenn und nur wenn e" = 0 (mod. a) ist 10). 

10) Frobenius, J. f. Math. 86 (1879), p. 192; K Hensel, J. f. Math. 107 
(1891), p. 241; vgl. auch J. Studnicka, Prag. Bijhm. Bar. 1875, p. 114. 
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Die Gesamtheit der Losungssysteme stellt einen Modul (Dedekinrl) 
dar [I C 4 a, Nr. 13], welcher die Invarianten 

a (h = 1, ... , n) 

besitzt lOa). 

Die Anzahl inkongruenter Wertsysteme, 
form en modulo a annehmen konnen, betragt: 

welche die m Linear-

Man kann sich auf den Fall r = m < n beschranken. 1st Q die 
grosste Zahl, fur welche d~ teilerfremd zu a ist, so giebt es Systeme 
von n - Q und nicht weniger "FundamentallOsungen", aus denen alIe 
andern modulo a linear homogen ganzzahlig zusammensetzbar sind 11). 

Sind nicht aHe ai = 0, so sind die Kongruenzen fur m ~ n auf-
m on 

losbar, wenn [[(eh, a) = fICck, a), und fur 1n > n, wenn 
h=l h=l 

und Cn+l = 0 (mod. a) ist. Bier sind die eh die Elementarteiler des 
Systems: 

0) o , 

die Ch die Elementarteiler des Systems: 

Die Anzahl der inkongruenten Losungen betragt auch in diesem 
n 

Fall fICek, a). 
k=l 

lOa) E. Steinitz, Deutsche Math.-Ver. 51 (1896), p. 87. 
11) Frobeniu8, J. f. Math. 88 (1880), p. 109. 
12) Smith, 1. c. art. 17 u. 18 = Papers 1, p. 399. 
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b. Allgemeines fiber bilineare und qus.dratische Formen 18). 
1) Geht die "bilineare Form" 

(i _ 1, 2, ... , m), 
\k-l,2, ... ,n 

welche man als die Zusammenfassung der linearen Formen ~aik'!Jk 
k 

oder auch der linearen Formen ~ aikXi auffassen kann, durch die 
i 

beiden ganzzahligen Einheits-Su bsti tutionen 

(
i_1, ... ,m) 
k - 1, ... , n 
m':< m, n' < n 

n' 

III die bilineare Form 

( i._l, 2, ""~) 
k-l,2, ... ,n 

uber, so heisst diese letztere unter der ersteren "entkalten" oder durch 
sie "dargestellf'. 

Die Darstellung heisst eine "eigentliche", wenn die beiden Systeme 
(aih) und (Pkh) Primsysteme sind; sonst "uneigentlick". 

Damit eine Form in einer andern enthalten ist, ist notwendig 
und hinreichend, dass die Elementarteiler des Koeffizientensystems 
der enthaltenen Form Multipla der entsprechenden Elementarteiler 
des Koeffizientensystems der enthaltenden Form sind. 

2) 1st von zwei bilinearen Formen jede unter der andern ent
halten, so heissen dieselben "iiquivalent". 

Fur die lquivalenz zweier bilinearen Formen ist die Gleichheit 
entsprechender Elementarteiler ihrer Koeffizientensysteme notwendig 
und hinreichend ( Weierstrass). 

3) Von nun ab sei m = n. 
J ede bilineare Form ist aquivalent einer "Reduzierten": 

r 

~ eiXi'!Ji' 
i=1 

13) K. Weierstrass, Berl. Ber. 1858, p. 207; 1868, p. 310 = Werke 1, p. 233; 
2, p. 19; L. Kronecker, Berl. Ber. 1868, p. 339; 1874, p. 59, 149, 206, 302, 397; 
Par. C. R. 78 (1874), p. 1181 = Werke 1, p. 163, 349. Weitere Ausfiihrung Berl. 
Ber. 1890, p. 1225, 1375; 1891, p. 9, 33; L. Stickelberger, J. f: Math. 86 (1879), 
p. 20; G. Frobenius, p. 146; C. Jordan, J. d. Math. (2) 19 (1874), p. 35, 397; Par. 
C. R. 77 (1873), p. 1487; 78 (1874), p. 614, 1763; 92 (1881), p. 1437; 93 (1881), 
p. 113,181,234. 1m iibrigen vgl. Muth, Elementarteiler; Bachma't'lln, Quadratische 
Formen, und I B 2, Nr. 3, bes. Amn. 53. 
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Rechnet man aIle einander aquivalenten Formen in eine "Klasse", so 
ist die Anzahl der Klassen bilinearer Formen von 2 n Variabeln mit 
der "Determinante" 

D= I aik I (i, k = 1, 2, ... , n) 

gleich der Anzahl der reduzierten Formen. Diese Anzahl ergiebt sich 
leicht gleich dem Zahler des Bruches mit dem N enner D in der Ent
wickelung des Produktes: 

(p=2, 3, 6, 7, ... ). 

4) Der Satz 2) gilt auch noch, wenn die Koeffizienten aik und 
die Substitutionskoeffizienten ganze Funktionen eines Parameters 11., 
die Substitutionsdeterminanten von II. unabhangig sind. 

Sind insbesondere die Koeffizienten zweier in diesem Sinne aqui
valenten bilinearen Formen lineare Funktionen von 11., so gehen die 
beiden Formen auch durch zwei von II. unabhiingige Substitutionen in 
einander iiber 14). 

Daher ist fur die Aquivalenz im engeren Sinne der beiden 
"Formenscharen" : 

~(aik + II.bik) XiYk, ~(a;k + H;k)X;yi 

die Ubereinstimmung der entsprechenden Elementarteiler der beiden 
Systeme: 

notwendig und hinreichend 15). 
5) Von dieser "simultanen Transformation" zweier Formen 

~ aik Xi Yk, ~bikXiYk in zwei andere ist ein wichtiger Spezialfall 
die Transformation einer Form durch eine solche Substitution, welche 
eine andere Form in sich selbst transformierl. 

U m aIle Transformationen einer Form in sich selbst 16) zu finden, 
n 

geniigt es, aIle Transformationen ihrer Reduzierten ~ eiXiYi in sich 
i=1 

selbst zu finden. Nimmt man die Substitution der X beliebig an: 

Xi = 2'aikxk (i, k = 1, 2, ... , n), 
k 

14) Frobenius, J. f. Math. 86 (1879), p. 205; Berl. Ber. 1896, p. 7. 
15) K. Weierstrass, Ber!. Ber. 1868, p. 310; Kronecke1', Berl. Ber. 1874, p. 59, 

149,206, 302,397; Frobenius, J. f. Math. 84 (1878), p. 1; A. Voss, Miinchn. Abh. 17 i 
(1891), p. 235. 

16) Vgl. z. B. A. Voss, Gott. Nachr. 1887, p. 424 und I B 2, Nr. S. 
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so ist diejenige der y: 

Yi =.2 {JikYk (i, k = 1,2, ... , n), 
k 

wenn (~kk) das zu dem Systeme (eilXik) reziproke System ist. 

1st insbesondere e1 = e2 = , .. = 1, so heissen die beiden Sub-
n 

stitutionen "kontragredient"; sie 
III sich [I B 2, Nr. 2]. 

transformieren die Form 2: XiYi 

1st x; = .2 {JkiXk (i,k=1,2, ... ,n) 
k 

die reziproke Substitution von Xi = ~ lXikX~, so ist 

Yi -.2 {Jil<Y!c (i, k = 1,2, .,., n) 
k 

die konttagrediente. Von den beiden Systemen 

((Jik) , (~ki) 

i=l 

heisst jedes das "transponierte" des andern 17). Zwei Variabelnreihen, 
welche kontragredienten Substitutionen unterworfen werden, heissen 
kontragredient. Variabelnreihen, welche denselben Substitutionen unter
worfen werden, heissen "kogredient" [I B 2, Nr.2J. 

6) Wird die Form ;EaikxiYk durch zwei kontragrediente Sub

stitutionen in die Form~a;k Xi Yk transformiert, so heissen die Systeme 
(aik), (a;k) "iihnlich". 

Die Gleichung nten Grades in l: 

(i,k=1,2, ... ,n) 
~ii = 1, 8ik = 0 

heisst die "Fundamentalgleichung" der Form oder des Systems (aik).18) 
Ahnliche Systeme haben gleiche Fundamentalgleichungen. 
7) B . h t 't d' d' ten . ten ezelC ne man ml ai,i .... ifPk,K, ... kf' Ie aus er ~1 , ~2 , ... , 

if'ten Zeile und kiten, k2ten, ... , k,,,ten Spalte des Systems (aik) gebildete 
Subdeterminante, so heisst die Form: 

f(f') = 2}ai,i, "'if" k,k, ... kf'Xi,i •... if'Yk,k .... kf' 
i1i"}. ... if.t 

k,k.· .. kf' 

17) Gauss, Disqu. arithm. art. 268 = Werke 1, p. 304. 
18) L. Fuchs, J. f. Math. 66 (1866), p. 133; E. B. Ohristoffel, 68 (1868), 

p, 270; M. Hamburger, 76 (1873), p. 115; J. Rosanes, 80 (1875), p.54. 
Encyklop. d. math. Wissensch. I. 38 
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die [-Lte "Adjungierte", "Konkomitante", "Begleitform" del' Form 

f = ~aikXiYk' 19) 

8) Man kann die [-Lte Adjungierte in die Formen setzen: 

all · •• aln ~11 .•. ;n-,u,l 

an l • .. ann ;In . .. ;n-,u,n 

'1]11 • .• '1]ln 0 ... 0 

0 ... 0 

... , 

wenn man die durch Fortlassung del' i 1ten, i 2ten, ••• , ii/en Spalte aus 

(
;11 .•. ;In ) 

dem System : gebildete Determinante mit Xi, i •... i.u ' 

~n-1111 •• . ;n-,l,n 
und die durch Fortlassung del' k/en, k2 ten, ..• , k/en Spalte aus dem 

System (~11 ... '1]ln ) gebildete Determinante mit Yk,k • ... k,u be-

'1]n-l',l ... '1]n-l',n 
zeichnet. 

9) Gehen die beiden Formen ~ aikxiYk, ~ a;kx;y~ durch die Sub
stitutionen: 

Xi = L: (Xih X ;' 

h 

Yk = L: (3khY;' 
h 

(h, i, k = 1, 2, ... , n) 

in einander tiber, so gehen ihre [-Lten Begleitformel1 durch die Sub
stitutionen: 

.. . ail,n 

19) Fur quadr. Formen s. St. Smith, Lond. R. S. Proe. 13 (1864), p. 199 = 
Papers 1, p. 412; Par. say. [etr.] (2) 29 (1887) = Papers 2, p. 623; P. Bachmann, 
J. f. Math. 76 (1873), p. 331; G. Da1'boux, J. d. math. (2) 19 (1874), p. 347.; G. Morm'u, 
Lomb. Rend. (2) 19 (1886), p. 552; Ch. Biehler, Nouv. ann. (3) 11 (1887), p. 79; 
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in einander iiber. 
A.quivalente oder iihnliche Formen haben aquivalente oder ii.hn

liche Begleitformen. 

10) 1st ~ aikXiYlc eine ganzzahlige Form, so heisst jedes ganze 
i,1c 

Vielfache derselben aus ihr "abgeleitef' (forma derivata bei Gauss). 
Eine Form, die aus keiner anderen ganzzahligen abgeleitet ist, heisst 
"primitiv" 20). 

11) 1st 
(i, k = 1, 2, ... , n) 

so heisst die Form ~aik XIYk "symmetriseh"j ist a'k = - aki, so 
heisst dieselbe ,,altemierend". 

Die Theorie der symmetrischen Form ~ ail Xi Yl stimmt, wenn 
man auf die Variabelnreihen X und Y nur kogrediente Transforma-

tionen anwendet, mit der Theorie der "quadiratisehen" Form ~aikxixk 
im wesentlichen iiberein. 

An die Stelle der Paare von kontragredienten Substitutionen 
" 

treten die orthogonalen Substitutionen, welche die 
sich selbst transformieren. 

Form ~ xl in 

AIle orthogonalen Substitutionen gehen aus 

hervor 1l1). 

( elk = - eki) 
eli = 1 

;=1 

Eigenschaften derjenigen Substitutionen, welche eine beliebige 
quadratische Form in sich transformieren, sind von Oayley, Rosanes, 
Frobenius gefunden worden [I B 2, Nr. S]. 

G. Rados, Budap. math. u. naturw. ADz. 14 (1896), p. 26; Ungar. Ber. 14 (1898 
[1895/96]), p. 85,116; ZUrich Math.-Kongr. Verh. 1898 [1897], p. 163. 

20) Gauss, Disqu. arithm. art. 226 = Werke 1, p. 226. 
21) A. Cayley, J. f. Math. 32 (1846), p. 122 = Pap. 1, p. 382; 50 (1855), 

p. 288, 299, bes. p. 311 = Pap. 2, p. 192, 202; H. Taber, Chic. Congr. Pap. (1896 
[1893]), p. 395 [1 B 2, Nr .. 3, Anm.41-46]. 

3S" 
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Die Fundamentalgleichung einer solchen Substitution ist reziprok 22). 

Die quadratische Form ~ aik Xi Xk wird durch die "antisymme
trische" Substitution 

2 aikXk = ~ akiXk (i, k = 1, 2, ., ., n) 
k k 

m sich transformiert (Rosanes) 22). 
Damit eine Substitution geeignet sei, eine quadratische Form in 

sich zu transformieren, ist notwendig und hinreichend, dass die Ele
mentarteiler der zugehorigen Fundamentalgleichung paarweise reziproke 
Wurzeln haben und von gleichem Grade sind, mit Ausnahme der
jenigen, die fiir A. = + 1 oder - 1 verschwinden und welche ungerade 
Exponenten haben 23). 

Die Aufgabe: AIle Transformationen einer gegebenen quadra
tischen Form von n Variabeln in sich zu :linden, ist von Oayley und 
Hermite angegriffen, von Frobenius und Muir erledigt worden 24). 

12) Die Aquivalenz quadratischer Formen wird in eine "eigent
liche" und eine "uneigentliche" unterschieden, je nachdem die Sub
stitutionadeterminante gleich + 1 oder gleich - 1 iat. Eine sich 
selbst uneigentlich aquivalente Klasse von Formen heisst "ambig" 
("anceps" bei Gauss [Disqu. Ar. art. 163], "bifide" bei Legendre). 

Eine primitive quadratische Form heisst "eigentlich" primitiv 
oder "erster Arf' oder "ungerade", wenn die Koeffizienten aii nicht 
aIle gerade sind, sonst "uneigentlich" primitiv, "zweiter Art", "gerade". 

13) Erganzt man diejenigen Glieder einer quadratischen Form 
;2aikxixk, welche Xl enthalten, zu einem vollstandigen Quadrat einer 
linearen Form Yl von Xli X2 , .•. , Xn , so erhalt man 

~aikXiXk = yl2 + ~ a;ck' Xi'Xk'; £.J all ~ 
( i, k = 1, 2, ... , n) 
i',k',=,23, ... ,n 

verffihrt man mit ;2 a;'k' Xi'Xk' analog u. s. w., so erhiilt man 
schliesslich: 

~ ~ yl 
~ aikXi Xk = ~ D. D.' 

i=l t-l , 

wo Di = I auk I , (g, h = 1, 2, ... , i) Do = 1 , 

22) Cayley, J. f. Math. 50 (1855), p. 288 = Pap. 2, p. 192; J. Rosanes, 80 (1875), 
p. 62 [I B 2, Nr.3, Anm. 66, 67]' 

28) Frobenius, J. f. Math. 84 (1878), p. 41. 
24) Cayley, J. f. Math. 82 (1846), p. 119; 50 (1855), p. 288 = Papers 1, 

p.332; 2 p.192; Hermite, J. f. Math. 47 (1854), p.307; J. Rosanes 80 (1875), 
p. 52; Frobenius 84 (1878), p. 1; Par. C. R. 85 (1877), p. 131; V. Oerruti, Rom. 
Line. A. (2) 2 (1878), p. 48; Th. Muir, Edinb. Trans. 39 (1896), p. 209; Amer. J. 
of math. 20 (1898), p. 215 (I B 2, Nr. 3, Anm. 42-46, 71]. 
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gesetzt ist 25). Die Form heisst "ordinlir", wenn diese Transfor'mation 
auf ein Aggregat von n Quadraten moglich ist, sonst "singul&r'(26). 
Eine singulare Form ist in ein Aggregat von weniger als n Qua
draten transformierbar. Wie auch eine Form in ein Aggregat 

" 2 mi Yi2 (reell) transformiert werden mag, so ist doch stets dieselbe 
.=1 
Anzahl der (reellen) Koeffizienten mi positiv, null, negativ: Sylvester's 
Triigheitsgesetp 27), das aber, nach einer Bemerkung K W. Boreltatrdf/s, 
Jacobi schon 1847 gekannt hat. Danach zerfallen die Formen in 
versehiedene "Spezies". 

Bei ordinaren Formen von n Variabeln heisst die Anzahl 1: der 
negativen Koef1izienten mi der "Index" (Hermite) oder "Triigkeitsindex" 
der Form, die kleinere der Zahlen 1: und n - ?:. die "Charakteristik" 
(Loewy), (n - 1:) - 1: die "Signatwr" (Frobenius) der Form. 

Raben alie Koeffizienten m. dasselbe Zeichen, so heisst die Form 
"defi,nifJ', sonst "inde/inifJ'. Die definiten Formen zerfallen nach dem 
V orzeiehen der dureh sie darstellbaren Zahlen in "positive" und "negative". 

14) Fur diejenigen Werte einer positiven Form, welche unter 
einer bestimmten Grenze liegen, liegen auch die Variabeln unter be
stimmten Grenzen. Infolgedessen nimmt eine ganzzahlige positive 
Form einen bestimmten ganzzahligen Wert nur fur eine endliche An
zahl ganzzahliger Wertsysteme der Variabeln an. Rieraus ergiebt 
sich ferner, dass eine solehe Form nur eine endliehe Anzahl ganz
zahliger Transformationen in sieh selbst zulassen kann. Die Anzahl 
derselben ist gewiss nicht grosser als (2 .. +1 - 2)".27&) 

25) Jacobi, J. f. Math. 58 (1857), p. 265 = Werke 8, p. 583; S. Gundelfinger, 
J. f. Math. 91 (1881), p.221; Hermite 47 (1854), p. 322; D. Andre, Par. Soc. 
math. Bull. 15 (1887), p. H18; Vahlen, Zeitschr. Math. Phys. 40 (1895), p.127; 
A. Kneser, Arch. f. Math. u. Phys. (2) 15 (1897), p. 225 (vgl. ferner I B 2, Anm. 37). 
Die simultane Transformation zweier Formen auf Quadratssummen s. nament
lich bei G. Darboux, J. de math. (2) 19 (1874), p. 347. Die Transf. bilinearer 

Formen in die Form ~mi:X;i'Yi s. Jacobi 1. c.; B. E. Beltrami, Giorn. dimat. 
11 (1878), p. 98 [1 B 2, Nr. 3, Anm. 56]. 

26) tiber Transf. sing. Formen s. z. B. Benoit, Par. C. R. 101 (1885), p. 869; 
Nouv. Ann. (8) 5 (1885), p. 30; De Presle, Par. Soc. math. Bull. 14 (1886), p. 98 
[I B 2, Nr. 3, Anm. 37]. 

27) Jacobi, J. f. Math. 58 (1857), p. 275 = Werke 8, p. 591; Sylvester, Phil. 
Mag. (4) 4, 1852', p. 138; Lond. Trans. 148 (1853), p. 481; Hermite, J. f. Math. 
08 (1857), p. 271; K. W. Borchardt, p. 281 = Werke p.469; Brioschi, Nouv. 
ann. 15 (1856), p. 254; De Presle, Par. Soc. math. Bull. 15 (1887), p. 179 [I B 2, 
Nr. 3, Anm. 38]. 

27") C. Jordan, J. ec. pol. 29, cah. 48 (1880), p. 133; Minkowski, J. f. Math. 
101 (1887), p. 196; Geom. der Zahlen, p. 185. 
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15) Fur das Minimum einer positiven Form mit n ganzzahligen 
n-l 

Variablen und der Determinante D ist eine 0 bere Grenze: (:) l! VD 
zuerst von Hermite ermittelt worden. Dieser Minimalwert kann bei 
binaren Formen (n = 2) und nur bei diesen wirklich erreicht werden. 
Niedrigere obere Grenzen haben Korkine und Zolotaref{ aufgestellt; 

m-2 
3-~-n 

niimlich fUr n = 2m die Grenze: m-3 V15, und fUr n = 2m + 1 
2-2-

n gm(m-l) 

die Grenze: D Diese Grenzen konnen bei ternaren 2m(m-2) • 

(n = 3) und quaternaren en = 4) Formen und nur bei diesen wirk
lich erreicht werden. Das Problem, die niedrigste obere Grenze auf
zufinden, lOsen K(Jfkine und Zolotaref{ durch Aufsuchung der "ex
tremen" Formen, d. h. derjenigen Form en , deren Minimum durch 
Anderung der Koeffizienten bei ungeanderter Determinante verkleinert 
wird. Ihre Methode liefert fur n = 2, 3, 4, 5, von konstanten Faktoren 
abgesehen, nur die extremen Formen: 

X 12 + X 22 + X1X2 ' X12 + X22 + xs2 + X1X 2 + x 1XS + X2XS , 

X12+X22+xs2+xl+,xlX2 + x1Xs + Xl X4 + x 2 XS + X2X4 + XSX, , 

X12 + X 22 +XS2 + X42 + Xl X, +X2X4 + XSX4' 

Xl2+X22+XS2+X42+X52+XlX2+X1XS+XlX4+XlX5+X2XS+X2X4+X2X5 

+ XSX4 + XSX5 + X4X5 ' 

2+ 2+ 2+ 2+ 2 1 1 1 1 Xl Xl! Xs X4 X5 -TXIX2-"2XIXS-"2XIX4-TXIX5 

1 1 1 
+"2 X 2Xs +"2 X2X4 +"2 XSX4 - X 2X5 -Xa X5 - X4X 5 ' 

X12 + X22+Xs2 + X4 2 + X5 2 + X1Xs + Xl X4 + X1 X5 +X2XS +X,X4 + X,X5 

+ XsX, + XSX5 + X4X5 ' 

also bezw. die kleinsten oberen Grenzen: 

4 s 4 5 V2 -

3 D , i/2D, V4D, V8D. 

Minkowski sucht, allgemeiner, eine obere Grenze fur den Minimalwert 
der Summe von n pten Potenzen der absoluten Werte von n Linear
formen von n Variablen. Diese Grenze ergiebt sich hauptsachlich 
auf Grund seines oben p. 587 citierten Satzes uber nirgends kon
kave Korper; fur quadratische Formen (p = 2) ergiebt sich die 
Grenze [so u. Nr. e, 10)]: 
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(
2n r (1 + ~)) '4 

r ({): YD. i8). 

16) Jacobi hat gezeigt, dass man vermittelst der Verallgemeine
rung des Kettenbruchalgorithmus (s. Nr. 3,12) eine ganzzahlige quadra
tische Form von n Variablen durch ganzzahlige Einheitssubstitutionen 
auf eine Form von 2 n - 1 und im allgemeinen nicht weniger 
Gliedern reduzieren kann. Diese ,,Jacobi'schen Reduzierten" baben 
die Gestalt: lltl xl S + a12 Xl X 2 + a2S x2 '4 + ass X 2 Xs + ass Xs'4 + ... 
+ an-l, .. X .. -1X .. + a .... xn2• 29) 

C. Binare quadratische Formen und bilineare Formen von vier 
Variablen. 1) Etwas abweichend von den allgemeinen quadratiscben 
Formen nennt man nicht ac - b2, sondern, im Anschluss an Gauss, 
b2 - ac = D die DetfYrminante (bei Gauss determinans sc. numerus; 
"der Determinant" s. z.B. 4~) der quadratischenForm ax2+ 2bxy + cy2. 
Die Formen derselben Determinante zerfallen in "Ordnungen", indem 
man diejenigen zusammenfasst, in denen einerseits a, b, c, anderer
seits a, 2b, c denselben grossten gemeinsamen Teiler haben. Man 
beschrankt die Betrachtung auf die Ordnungen der "primitiven" Formen, 
in denen a, b, c den grossten gemeinsamen Teiler 1 haben. Je nach
dem a, 2b, c den grossten gemeinsamen Teiler 1 oder 2 haben, hat man 
es mit der Ordnung der "eigentlich" oder der "uneigentlich" primitiven 
Formen zu thun. Jede der beiden Ordnungen zerfallt in "Klassen", in
dem man die einander eigentlich aquivalenten Formen in eine Klasse 
zusammenfasst. - Formen mit quadratischer Determinante zerfallen 
in zwei rationale Linearfaktoren und werden im allgemeinen als "arith
metisch singuZiilr" von der Betrachtung ausgeschlossen. Die Null ist 
durch dieselben darstellbar (Nullformen). 

2) Die Form X2 - Dy'J heisst die "Haupt{orm", die Klasse, der 
sie angehort, die "Hauptklasse". 

Die Gleichung X2_ Dy2 = 1 heisst die Pell'sche (richtiger Fer
mat'sche) Gleichung30). 

28) Hermite, J. f. Math. 40 (1850), p. 261; A. Korkine u. G. Zolotareff, 
Math. Ann. 5 (1872), p. 581; 6 (1873), p. 366; 11 (1877), p.242; H. Minkowski, 
Par. C. R. 112 (1891), p. 209; J. f. Math. 107 (1891), p.278; Chic. Congr. Pap. 
1896 [1893],' p. 201; Geometrie der Zablen, Leipzig 1896, p. 123. 

29) Jacobi, Berl. Ber. 1848, p. 414 = J. f. Math. 39 (1850), p. 290 = Werke 
6, p.318. 

30) Lagrange, § 8 der Additions zu Euler, EMmens d'algebre, Lyon 1794, 
deutsch v. Gruson, Ber!. 1796/97, p. 628 = Oeuvr. 7, p. 3 u. Misc. Taur. 4 
(1766) = Oeuvr. 1, p. 669; Euler, E:lements d'algebre 2!, Kap. 7; Petro Nov. 
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Fur D < - 1 hat dieselbe in ganzen Zahlen nur die beiden 
Auflosungen: x = + 1, '!J = O. Fiir D = - 1 hat dieselbe nur die 
vier Auflosungen: x = + 1, y = 0 und x = 0, Y = + 1. Fiir 
D > 0 hat die Pell'sche Gleichung unendlich viele Auflosungen. Aus 
je zwei Auflosungen ergiebt sich eine dritte vermoge der Gleichung: 

(t1 + u1 V15) (t2 + ~ VV) = (tl~ + DU1U2) + (~U2 + ~Ul)VV· 
Man kann sich auf die "positiven" Auflosungen, fiir welche t > 0 

und U> 0 ist, beschranken. 1st T, U die Auflosung, fiir welcheT, 
also auch U am kleinsten ist, so ergeben sich aIle positiven Auf
losungen aus: 

t + uVD = (T + uVDl fiir k = 1,2,3, .. 
Die Auflosung t, U ,,gehOrtf' dann zum Exponenten k. Die Auf

lOsung (T, U) heisst "FundamentalauflOsung". 
Die Fundamentalauflosung wird gefunden, indem man VD in 

einen Kettenbruch entwickelt; derselbe wird periodisch und zwar 
derart, dass 

,/- 1 
yD =Po + PI + 1 

PI+··.+l 

Ps +1 
PI + 1 

wird 31). 
Po +YD 

Setzt man 
1 T' 

Po+ -+ = u', 
PI "'+ ~ 

PI 

Comm. 11 (1765), p.28 = Comm. arithm. 1, p. 316; und an vielen anderen Stellen 
(vgl. Opusc. arithm.); Gauss, Disqu. arithm. art. 163 = Werke 1, p.163; vg1. femer: 
P. Seeling, .Arch. f. Math. u. Phys. 52 (1871), p. 40; L. Ottinger 49 (1869), p. 193; 
A. B. Evans, A. Martin, G. Hart, S. BiUs, Educ. Times 16 (1872), p. 34; 23 (1875), 
p. 98,109; 28 (1877), p. 29; C. Moreau, Nouv. ann. 12 (1873), p.330; C. Minni
gerode, Gott. Nachr. 1873, p. 619; W. Schnnidt, Zeitschr. Math. Phys. 19 (1874), 
p.92; H. J. S. Smith, Lond. Math. Soc. Proc. 7 (1876), p. 199 = ColI. Math. 
Pap. 2, p. 148; S. Roberts 15 (1884), p. 247; H. B"ocard, Nouv. Corr. Math. 4 
'(1878), p. 161, 193, 228, 337; S. BeaUs 6 (1880), p. 306, 342; W. Dwrfee, John Hopk. 
Circ. 18821, p. 178; A. Meyer, ZUrich Naturf. Ges. 32 (1887), p. 363. 

31) Lagrange, 1. c. 30) u. TraiM d. 1. res. des equ. num. Paris 1798 u . 
. 1808, chap. 6 = Oeuvr. 8, p. 7-3; vg1. ferner z. B. O. SchlOmilch, Zeitechr. Math. 
Phys. 17 (1872), p. 70; A. Stern, J. f. Math. 53 (1857), p. 1; A. Boutin, Mathesis 
(2) 7 (1897), p. 8; E. de Jonquieres, Par. C. R. 96 (1883), p. 568, 694, 832, 1020, 
1129,1210,1297,1351,1420, 1490,1571,1721; P. Seeling, Arch. Math. Phys. 49 
(1869), p. 4; Smith, Chelini CoIl. Math. 1881, p. 117. 



c. Binare quadratische Formen und bilineare Formen von vier Variabeln. 601 

so ist T'2 - IJ U'2 = + 1. 1st T'2 - IJ U'2 = - 1, so erhiiIt man 
alle positiven Auflosungen dieser Gleichung aus 

(T' + u'tDl 
fiir k = 1, 3, 5, ... und aIle positiven Auflosungen der PeIl'schen 
Gleichung fiir k = 2, 4, 6, ... ; insbesondere die Fundamentalauf
IOsung fur k = 2. 

Die Frage nach den ganzen algebraischen Zahlen [I C 4a, Nr. 2, 7] 
der Form t + u YD, deren Norm t2 - Du2 absolut gleich Eins ist, ist 
die Frage nach den "Einheiten" des "Bereiches" V IJ . Da auch Zahlen 

von der Form t + ~ -yD "ganze" algebraische Zahlen sein konnen, hat 

man fUr D 0 oder 1 (mod. 4) auch die Gleichungen 

t!-Du! = + 1 
4 -

zu betrachten 32). Man beschrankt sich auf die "eigentlichen" Auf
losungen, in denen u ungerade ist. 

1st (T", U") die kleinste Auflosung dieser Gleichungen, und ist 
T"2-DU"2 

4 =+ 1, 
so erhalt man aus 

(T"+ ~"lCQr 
fiir k = 1, 2, 4, 5, 7, 8, . . . alle eigentlichen positiven Auflosungen 

d Gl ' h tt-Du l 1 d foo k 3 6 (\ II A f er mc ung 4 =, un ur =, ,v,... a e u -
T"! DU"! 

losungen der Gleichung t 2 - IJu2 = 1. 1st aber -4 = - 1, 

so erhalt man fiir k = 1, 5, 7, 11, 13, .. , aIle eigentlichen positiven 

Auflosungen von tt -4 Du! = - 1, fiir k = 2, 4, 8, 10, ... alle eben-

solchen Auflosungen von t! 4Du2 = + 1, fUr k = 3, 9, 15, ... aIle 

solchen Auflosungen von t2 - Du2 = - 1 und fur k = 6, 12, 18, ... 
aIle positiven Auflosungen von t2 - Du2 = + 1. 

Sind Auflosungen einer der Gleichungen 

t2 D 2 1 t 2 _ Du! -_ + 1 -tt=-, 4 _ 

vorhanden, so kann die kleinste derselben aus der Fundamentalauf-

32) Dirichlet, Berl. Abh. 1834, p. 649 = Werke 1, p. 218; S. Roberts, Lond. 
Math. Soc. Proc. 10 (1879), p. 29 j J. Pm'ott, J. f. Math. 102 (1888), p. 185 j 

C. StOrmer, Christ. Vidensk. Skrift. 1897, math.-nat. Kl., Nr. 2. 
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Wsung gefunden werden. Doch liefern auch die Kettenbriiche ihre Auf
losung, z. B. ist: 

")/-3 1 
".1 =3+ 1 + 1 

11 

1+1 
1+ ... 

11 2 - 413.32 = + 1. 

Andere Auflosungen als durch die Kettenbriiche werden durch 
die Kreisteilung (s. Ie 4b, Nr.4) und durch die elliptischen Funk
tionen (s. Ie 6, Nr. 2) geliefert 33). 

Die E'undamentalauflosungen der Pell'schen Gleichung ffir D = 2 
bis 1000 hat Degen berechnet und zusammengestellt 84). 

3) AIle eigentlichen Transformationen der quadratischen Form 
ax2 + 2bxy + cy2 in sich selbst erhalt man aus: 

x = (t - bu) x' - cuy', 

y = aux' + (t + bu) y', 

wenn man fur t, u alle Losungen der Pell'schen Gleichung t2 - Du2 = 1 
einsetztS5). 

4) Aus einer Transformation: 

x = (Xx' + fJy' 

Y = rx' + d'y', 

durch welche die quadratische Form ax2 + 2bxy + cy2 in eine ihr 
aquivalente iibergeht, erh1tlt man alle vermittelst Zusammensetzung 
mit allen Transformationen der quadratischen Form in sich, also 
sind in: 

x = [/Xt - (bct + cr)uJx' + [fJt - (bfJ + cd')u]y' 

y = [1't + (act + br)u]x' + [d't + (afJ + blS)u]y' 
aIle diese Transformationen enthalten. 

Umgekehrt ergiebt sich aus zwei Transformationen einer quadra
tischen Form in sich oder eine andere immer eine Auflosung der 
Pell'schen Gleichung. 

Die Anzahl der "automorphenti Transformationen einer quadra-

33) Dirichlet, J. f. Math. 17 (1837), p. 286 = Werke 1, p. 342; Kronecket" 
Berl. Bel'. 1863, p. 44. 

34) C. F. Degen, Canon Pellianus. Hafniae (Kopenhagen) 1817; fortgesetzt 
von A. Cayley, Brit. Ass. Rep. 1893, p. 73 = Papers 13, p. 430. 

35) Gauss, Disqu. arithm. art. 162 = Werke 1, p. 129; Dirichlet, Vorles. 
§ 62; vgl. ferner z. B. H. W. Lloyd Tanner, Mess. (2) 24 (1895), p. 180. 
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tischen Form iet daher endlich fUr eine definite, unendlich fiir eine 
indefinite Form; im letzteren Fall bilden dieselben eine cyklieche 
hyperbolische Gruppe 4Oa) [II B 6 c, Nr. 5]. 

5) Zu einer indefiniten Form giebt ee offenbar stets eine aqui
valente, in welcher der erste Koeffizient ein vorgeschriebenes Vor
~eichen hat. 

SolI man also iiber die Aquivalenz oder Nichtiiquivalenz zweier 
Formen derselben Determinante: 

entscheiden, so kann man sgn a = sgn m voraussetzen. 
Zur Aquivalenz beider Formen iet die Auflosbarkeit der Glei

chungen: 
arti + 2bar + cyll = m 

artfJ + berth + fJy) + cyh = n 

afJi + 2bPcJ + chi == l 
acJ - fJy = 1 

in ganzen Zahlen erforderlich; also muss der erste Koeffizient m 
(ebenso l) durch die Form axll + 2bxy + cyll "daJrstellbwr" sein. 

Dann ist nll_ ml = D, also nll= D (mod. m), d. h. D quadra
tischer Rest von m [I C 1, Nr.6]. Diese Bedingung iet fiir die 
Darstellbarkeit notwendig, aber nicht hinreichend. 

Ersetzt man r und h durch andere gan~e Zahlen, filr welche 
ah - fJy = 1 iet, so bleibt der Kongruenzwert von n (mod. m) un
verandert: die Darstellung m = art ll + 2brty + cyll "gehOrif' zu diesem 
Kongruemwerl von y'D (mod. m). AlIe Darstellungen von m, welche 
zu diesem Werle gehOren, bilden eine KIasee; aUe diese Darstellungen 
m = aa2 + 2ba' y' + cr'2 ergeben sich aus einer vermittelst der 
Transformationen der Form axll + 2 bxy + cyll in sich selbst oder 
such aus der Gleichung: 

aa' + (b + y'D)r' = [art + (b + y'D)r] (t + uVD), 
wenn rur t, u alIe Auflosungen der Pell'schen Gleichung gesetzt werden. 

Um alle Darstellungen iiberhaupt zu besitzen, geniigt es, aus 
jeder KIasse von Darstellungen eine "reiJJusierte" herauszuheben. In 
jeder KIasse ist eine und nur eine solche reduzierle Darstellung vor
handen, fUr welche: 

o <y < Uyam, :; y < aa + by < Tyam ist. 

Die reduzierlen Darstellungen sind daher in endlicher Anzahl 
vorhanden und durch eine endliche Anzahl von Versuchen zu finden. 
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Gehoren die reduzierten Darstellungen zu den Kongruenzwerten 
n', n" ... von VD (mod. m), so ist die Form ax2 + 2bxy + cy2 der 
Form mx2 + 2nxy + ly2 aquivalent oder nicht, je nachdem die Zahl 
n einer der Zahlen n', n" ... kongruent (mod. m) ist o;ler nicht. 

1st im ersteren FaIle m = aa2 + 2b ar + cr2 die zugehorige 
reduzierte Darstellung, so ist 

, + na-(ba+cy) , x = ax m y 

, + ny + (aa + by) , 
Y = ry m Y 

eine Transformation der ersten Form in die zweite; aIle solchen 
Transformationen folgen dann aus 4). 

Man kann daher zwei Formen als aquivalente definieren, wenn 
eine Zahl m, die durch die eine, auch durch die andere darstellbar 
ist, und beide DarsteHungen zu demselben Kongruenzwerte von -vn (mod. m) gehOrerr 36). 

6) Rechnet man aHe diejenigen Darstellungen von m durch alle 
(eigentlich primitiven) quadratischen Formen der Determinante D in 
eine Klasse, welche sich aus einer Darstellung durch Transformation 
der Form in sich oder eine andere ergeben, so ist die Anzahl 
dieser Klassen ofl'enbar gleich der Anzahl der Kongruenzwerle von -vn (mod. m). 

Hieraus folgen z. B. die Satze: Jede Primzahl = 1 (mod. 4) Iasst 
sich nur einmal als x2 + y2 darstellen; jede Primzahl = 1 oder 3 (mod. 8) 
l~sst sich nur einnial als x 2 + 2y2 darstellen; jede Primzahl - 1 oder 
7 (mod. 8) liisst sich nur einmal als x 2 - 2y2, jede Primzahl = 1 
(mod. 6) lasst sich nur einmal als x2 + 3y2 darstellen 37). Auf Grund 

36) Dirichlet, De formarum binariarum sec. gr. compo Berlin 1851 = Werke 2, 
p. 105. Ebenso fUr quadr. Formen yon n Variablen: H. Minkowski, J. f. Math. 100 
(1887), p. 449. 

37) Diese Satze waren z. T. schon Fermat (s. Oeuvres 1, p. 293) bekannt; 
Euter, Petrop. Nov. Comm. 5 (1754/55), p. 3; 6 (1756/57), p. 185; 8 (1760/61), p. 105 
= Comm. Ar. 1, p. 174, 210, 287; Lagrange, Berlin Nouy. Mem. 4 (1773), p. 265; 
6 (1775), p. 323 = Oeuyr. 3, p. 693. Uber diese, ahnliche und damit zusammen
hangende Satze S. ferner: Jacobi, Werke 6, p. 245; 2, p.145 =J. f. Mltth. 12 (1834), 
p. 167; 35 (1847), p. 313 = J. de math. 15 (1850), p. 357; A. GopeZ, De aequo sec. gr. 
indet. Berlin 1835; Cauchy, Par. C. R. 9 (1839), p. 473, 519 = Oeuvr. (1) 4, 
p. 504, 506; Par. C. R. 10 (1840), p. 51, 85, 181, 229 = Oeuvr. (1) 5, p. 52, 64, 
85, 95; St. Smith, J. f. Math. 50 (1855), p. 91 = Papers 1, p. 33; Dirichlet, Berl. 
Abh. 1833, p. 101 = Werke 1, p. 194; L. Ca.ZzoZari, Giorn. di mat. 8 (1870), 
p. 28; G. Cantor, Zeitschr. Math. Phys. 13 (1868), p. 259; J. Petersen, Tidsskr. (3) 
1 (1871), p. 76; L. Lorenz p. 97; Valles, I'Institut 40 (1872), p. 140; J. Liouville, 
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dieser Siitze ergeben sich auch die Anzahlen der Darstellungen einer 
Zahl durch x 2 + y2, x2 + 2y2, x 2 + 3y2. Insbesondere ist die Anzahl 

der Darstellungen einer Zahl m durch Xl + y2 gleich .2 (~1), zu 

summieren uber alle ungeraden Teiler d von m. S7a) 
7) Ein anderer Weg als der aus der Darstellung der Zahlen 

folgende, um uber die lquivalenz oder Nichtaquivalenz zweier Formen 
derselben Determinante zu entscheiden, besteht darin, jede der beiden 
Formen durch Einheits-Substitutionen in eine "reduzierte" zu trans
formieren 38), und die beiden reduzierten zu vergleichen. 

Repriisentiert man die Form ax2 + 2bxy + cy2 durch diejenige 
Wurzel der Gleichungen: aw2 + 2bw + c = 0, a + 2bw + cw2 = 0, 
deren absoluter Wert grosser als Eins und deren realer Teil (fur 
D > 0 die Wurzel selbst) positiv ist, so liefert die Kettenbruchentwick
lung desselben: 

die Einheitssubstitutionen: 
1 

von welchen fiir D < 0 die letzte die Eigenschaft hat, die gegebene 
Gleichung in eine solche zu transformieren, fur welche 12b 1 ~ 1 a 1 

und 12b 1 < 1 c 1 ist. Eine positive Form ist daher stets einer solchen 
reduzierten eigentlich aquivalent, in welcher c > a > 21 b 1 ist. Aus 

diesen Bedingungen lasst sich die andere 21 b 1 :s;; a < 2 -V 3D uz:d 

daraus die Endlichkeit der Anzahl der reduzierten Formen, also auch 
der Klassen fiir eine negative Determinante folgern. 

Fur eine negative Determinante sind je zwei reduzierte Formen 
nicht aquivalent; ausgenommen die Formenpaare: 

J. de math. (2) 18 (1873), p. 142; Th. Muir, Lond. Math. Soc. Proc. 8 (1877), p. 215; 
S. Roberts 9 (1878), p. 187; 10 (1879), p. 29; G. Oltramare, Par. C. R. 87 (1878), 
p. 734; E. de Jonquieres, p.399; Nouv. ann. (2) 17 (1878), p. 241,289,419,433; 
A. Genocchi, Nouv. corr. math. 6 (1880), p. 39; S. Realis p. 111; K. Kupper, 
Casop.10 (1881), p. 10; Th. Harmuth, Arch. f. Math. u. Phys. 66 (1881), p. 327; 
67 (1882), p. 215; T. S. Stieltjes, Par. C. R. 97 (1883), p. 889; Arnst. VersI. en 
Meded. (2) 19 (1884), p. 105; TouI. Ann. 11 D (1897), p. 1; S. Realis, Nouv. ann. 
(2) 18 (1879), p. 500; (3) 2 (1883),. p. 794; 3 (1884), p.305; 4 (1885), p.367; 
5 (1886), p. 113; Bock, Ramb. Mitt. 5 (1885), p. 101; Th. Pepin, Rom. N. Linc. 
Pont. A. 38 (1885), p. 197; 43 (1890), p. 163; Vahlen, J. f. Math. 112 (1893), p. 32; 
G. B. Mathews, Quart. J. 27 (1895), p. 230. 

37") Db. mittlere Anz. v. Darst. s. Gegenbauel', Wien. Bel'. 92~ (1886), p.380. 
38) Lagrange, Bertin Nouv. Mem. 4 (1773), p.265. 
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ax2 + axy + cy2", ax! - axy + cy! 
ax2 + 2bxy + ay2", ax2 - 2bxy + ayi. 

FUr eine positive Determinante haben die angegebenen Substi
tutionen von einer bestimmten an den Erfolg, die gegebene Form in 
eine solche reduzierte ihr eigentlich aquivalente zu transformieren, in 
welcher: 

ist; hieraus folgt wiederum die Endlichkeit der .A.nzahl reduzierter 

]'ormen. Den Perioden des Kettenbruches 'Jo - ~ entsprechend 
Ql-' 

ordnen sich diese reduzierten Formen in Perioden von einander aqui-
valenten Formen: 

ax2 + 2bxy + ey2,,", ex2 + 2b' xy + a' y2 '" a' x2 + 2b" xy + rf y2 
,...., c' x2 + ... '" ax2 + 2bxy + cy2, 

von denen jede in die folgende durch eine Substitution w = q - ~, 
ubergeht. Von zwei solchen heisst die erste der zweiten ,;inks", die 
zweite der ersten "rechts benaeltbarl". 

Zwei Formen verschiedener Perioden sind nicht aquivalent; die 
Anzahl der Klassen ist gleich der .A.nzahl der Perioden 89). 

8) Von andern Arlen, reduzierte Formen zu definieren, ist die 
folgende hervorzuheben. 

Fur positive Formen definieren zwei Systeme von Parallelen, 

welche die ganze Ebene in Parallelogramme mit den Seiten Va und Vc 
und den Winkeln arc cos ~ zerlegen, ein "Punktgitter", in welchem + 1I'ac 
das Abstandsquadrat je zweier Punkte in der Form ax2+2bxy+cy2 
erscheint. Die Parallelensysteme "repriisentieren" daher diese beiden 
"entgegengesetzten" Formen. Man kann die Punkte des Gitters noch 
auf unendlich viele andere Arlen als Eckpunkte von Parallelogrammen 
des Inhalts V D auffassen. Jede der Auffassungen reprasentiert 
zwei zu ax2 + 2 b xy + cy2 aquivalente Formen. Das Punktgitter an 
sich reprasentiert daher eine Klasse (genauer eine Klasse und die 
entgegengesetzte). Die reduzierte Form wird durch das Parallelo-

39) Gauss, Disqu. arithm. art. 184 = Werke 1, p. 164; Hermite, J. f. Math. 
36 (1848), p.367; Dirichlet, Berl. Abh. 1864', p. 99 = Werke 2, p. 139; J. de 
math. (2) 2 (1867), p.363 = Werke 2, p.169; vgl. ferner: S, Roberts, Lond. Proc. 
Math. Soc. 10 (1879), p. 29; F. Mertens, J. f. Math. 89 (1880), p. 332; Th. Pepin, 
Rom. N. Linc. Pont. A. 33 (1880), p. 354; Mertens, Wien. Ber. 1031& (1894), p. 996; 
J. Hermes, Arch. Math. Phys. 68 (1882), p. 432. 
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gramm mit den kleinsten Seiten reprasentiert, in dem die Diagonalen 
die Seiten ubertrefi'en, also a + c + 2b > a und > c, d. h. 12b I > a 
und > c ist. 

Bei positiven Determinanten ist eine andere Massbestimmung fur 
die Entfernung zweier Punkte einzufiihren 40). 

9) Oder: Man reprasentiere eine positive Form ax2+2bxy+cy2 

durch den Punkt ; = - .!!.-, '¥J = 11-D, eine indefinite durch den a a 
Halbkreis: a (;2 + '¥J2) + 2b; + c = 0, '¥J > 0; dann ist eine Form 
reduziert, wenn ihr reprasentierender Punkt, oder ein Punkt ihres 
reprasentierenden Halbkreises dem Ausgangsraum der "Modulgruppe", 
d. h. der Gruppe der ganzzahligen linearen unimodularen Substitu
tionen angehort 40a) [II B 6 c, Nr. 1]. 

10) Die Klassenanzahl quadratischer Formen gegebener Deter-
00 

minante ist von Dirichlet auf Grund der Reihen ~ (~) ~ bestimmt 
,,=1 

worden 41) [s. Ie 3, Nr.2]. 

Zunachst wird die Klassenanzahll( fiir die Determinante D' = D· 82 

auf die Klassenanzahl h der quadratfreien Determinante D vermoge 
der Formel: 

zuriickgefiihrt, in welcherr aIle ungraden Primfaktoren von 8 durchlauft 

(fur D _ 0 (mod. r) ist (~) = 0) und;' fiir D < - 1 gleich 1, fiir 

D = - 1 und S > 1 gleich 2, fiir D = 1 und 8 > 1 gleich 2 und 
fur D > 1 dem kleinsten Exponenten gleich ist, fur den (T + Urn l 
= T' + 8 U'rn wird, d. h. dem Exponenten, zu dem die Funda
mentalauflosung von x2 - D'y2 = 1 als Auflosung von x2-Dy2=1 
gehort41a). 

40) Gauss, Witt. gel. Anz. 1831, Juli 9 = J. f. Math. 20 (1840), p. 312 = 
Werke 2, p. 188; A. Hurwitz, Math. Ann. 45 (1894), p. 85; Chic. Congr. Pap. 
(1896 [1893J), p. 125 = Nouv. Ann. (3) 16 (1897), p. 491; F. Klein, Zahlen
theorie 1, autogr. Vorl., Gottingen 1895/96; Gott. Nachr. 1893, p. 106. 

40 8) F. Klein, Vorl. lib. d. Theor. d. ell. Modulfunktionen, hag. v. R. Fricke, 
2, Leipzig 1892, p. 161; F. Klein u. E. Fj'icke, Vorl. ii.ber die Theorie der autom. 
Funktionen, Leipzig 1897, p. 449; E. p'ricke, Chic. Congr. Pap. (1896 [1893]), p. 72. 

41) Dirichlet, J. f. Math. 19 (1839), p. 324; 21 (1840), p. 1 u. 134 = Werke 1, 
p. 411. 

4P) Gauss, Disqu.arithm. art. 256 V = Werke 1, p. 281; Dirichlet, J. f. 
Math. 53 (1857), p. 127 = Berl. Ber. 1855, p. 493 = Werke 2, -ll. 183; LipschitZ, 
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Fur eine quadratfreie negative Determinante D = - 2' P hangt 
die Klassenanzahl hn , mit Ausnahme der Werte h-l = 1, h-2 = 1 
ab von den Summen 

(i=O, 1,2,3), 

zu erstrecken iiber aIle ganzen Zahlen (Xi, fiir welche: 
i i+l gP<(Xi<-8-P (i=0,1,2,3); 

es ist namlich: 

h_4n+1 = 80 +81 +82 + 83 , h_4n - 1 = 280 + 2811 h_ 8n+2 =281+282 , 

h_ 8n - 2 = 2so - 283 , 

Etwas andere Ausdrucke hat Kronecker fur die Klassenanzahl bei nega
tiver Determinante erst aus der Theorie der elliptischen ]'unktionen, 
nachher arithmetisch hergeleitet42). 

Fur eine quadratfreie positive Determinante ist die Klassenanzahl 
der Exponent, zu welchem die Kreisteilungseinheit gehort [I C 4 b, Nr.l]. 

11) Zwei Formen der Art: 

ax2 + 2Bxy + a'Cy2, a'x'2 + 2Bx'y' + aCy2 
heissen "komponierbar" und ihr "Prodttkt": 

aa' X2 + 2BXY + C y2, 
wo xx-Cyy'=X, axy'+2Byy'+a'x'y=Y 

gesetzt ist, die aus beiden "komponierte" Form 43). In je zwei Klassen 

J. f. M'Lth. 53 (1857), p.238; Dedekind, Db. d. Anz. d. Idealkl. in den versch. 
Ordn. eines endl. Korpers, Braunschweig 1877. 

42) Kronecker, J. f. Math. 57 (1860), p. 248 = Werke 4; Berl. Ber. 1875, 
p. 235; 1889, p. 255; Berl. Abh. 1883,2\ p.l = Werke 2, p. 425; vgl. ferner: 
.Jacobi, J. f. Math. 9 (1832), p. 189 = Werke 6, p. 240; St. Smith, Brit. Ass. 
Rep. 35 (1865), p. 322 = Pap. 1, p. 289; J. Liouville, J. de math. (2) 14 (1869), 
p. 1; Th. Pepin, Ann. €ic. norm. (2) 3 (1874), p. 165; J. Gierster, Gatt. Nachr.1879, 
p. 277; Miinch. Ber. Febr. 1880 = Math. Ann. 17 (1880), p. 71, 74; 21 (1883), p. 1; 
22 (1883), p. 190; A. Berge!', Sur une appl. d. nombres d. classes d. formes quo 
bin. pour un det. neg., Upsala 1882; Stieltjes, J. de math. (2) 14 (1869), p. 1; 
Par. C. R. 97 (1883), p. 1358,1410; A. Hurwitz, Leipz. Ber. 36 (1884), p. 193; 37 
(1885), p. 222; Math. Ann. 25 (1885), p_ 157; J. f. Math. 99 (1886), p. 165; Acta math. 
19 (1895), p. 351; L. Gegenbauer, Wien. Ber. 92! (1886), p. 380, 1307; 93 2 (1886), p. 54, 
288; Ok. Hermite, Bull. sci. math. astr. (2) 10 (1886), p. 23; E. Schering, J. f. Math. 
100 (1887), p. 447; J. Hacks, Acta math. 14 (1890/91), p. 321; J. A. De Seguier, 
Par. C. R. 118 (1894), p. 1407; M. Lerch 121 (1895), p. 878; Bull. sci. math. 
astr. (2) 2 (1897), p. 290, R. G6tting, Torgau Gymn.-Progr. 1895. 

43) Gauss, Disqu. arithm. art. 234 = Werke 1, p. 239; Dirichlet, De forma
rum binariarum secundi gradus compositione, Berl. 1851 = Werke 2, p. 105; 
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finden sich komponierbare Formen. Die aus je zwei komponierbaren 
Formen zweier Klassen komponierten Formen sind aquivalent: die 
Komposition ist eine Komposition der Klassen. 

Die Komposition ist kommutativ, associativ und einpaarig. Die 
Klassen bilden eine (Abel'sche) Gruppe [So 1 A 6, Nr. 20; 1 B 3 c, d, 
Nr. 20]. Mit der Hauptklasse komponiert erzeugt jede Klasse sich 
selbst. Eine hinreichend hohe "Pote:nz" jeder Klasse ergiebt die 
Hauptklasse. Jede Klasse "gehort" zu dem Exponenten der niedrig
sten solchen Potenz. Es giebt gewisse "Fundamentalklassen", sodass 
jede andere sich eindeutig als Produkt von Potenzen derselben dar
stellen lasst(4). 

Die sich selbst uneigentlich aquivalente Form ax2 + 2 adxy + cy2, 
und die Klasse, der sie angehort, heisst "anceps" (Gauss), "bifide" 
(Legendre), "ambig" (Dirichlet), "zweiseitig" (Dedekind). Jede sich 
selbst uneigentlich aquivalente Klasse enthalt eine ambige Form, ist 
also eine ambige Klasse. 

Die Komposition entgegengesetzter Klassen giebt die Hauptklasse, 
und umgekehrt. Die Komposition ambiger Klassen giebt ambige 
Klassen. Die Komposition einer Klasse mit sich selbst heisst "Dupli
kation". Die Duplikation einer ambigen Klasse giebt die Hauptklasse 
und umgekehrt: eine "subduplikate" Klasse ist ambig. 

Auf der Theorie der Komposition mit alleiniger Zuhiilfenahme 
der Pell'schen Gleichung beruht der zweite Kummer'sche Beweis des 
Reziprozitatsgesetzes 45) [I C 1, N r. 6]. 

12) Aus der Identitiit [Nr. b, 8J: 

(aoc2 + 2b ocr + cr2) (a{rA + 2b (M + C~2) 
- (aaj3 + b(aiJ + (Jy) + criJ)2 = D(aiJ - (Jr)2 

folgt, dass fiir jede ungerade zu b2 - ac = D teilerfremde, durch die 
Form f = ax2 + 2bxy + cy2 dargestellte Zahl das Legendre'sche 

Symbol (~) [I C 1, Nr. 6], wo q irgend ein Primfaktor von D ist, 

denselben Wert hat. 

F. Arndt, J. f. Math. 56 (1859), p. 72; L. Schliifli, J. f. Math. 57 (1860), p. 170; 
Th. Pepin, Rom. N. Linc. Pont. A. 33 (1880), p. 6; F. Klein, Gott. Nachr. 1893, p. 106; 
G. B. Mathews, Quart. J. 27 (1895), p. 230; F. Mertens, Wien. Ber. 105 (1895), 
p. 103; Ch. J. de la Vallee-Poussin, Brux. Mem. cour. in 8°, 53 (1896) Abh. 3; 
P. Mansion, Brux. Bull. (3) 30 (1896), p. 189; A. Cunningham, Lond. Math. Soc. 
Proc. 28 (1896/97), p. 289. 

44) Gauss, Disqu. arithm. art. 306 IX = Werke 1, p.374; E. Schering, Die 
Fundamentalklassen der zusammensetzb. arithm. Formen, Gottingen 1869 = Gott. 
Abh. 14 (1869). 

45) E. Kummer, Berl. Abh. 1861, p. 81 = J. f. Math. 100 (1887), p. 10. 
Encyklop. d. math. Wi.Bensch. L 39 
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/-1 

Dasselbe ist bei D _ 0,3, 7 (mod. 8) fur c-/) = (- 1)-2-, 
r-1 

bei D = 2 (mod. 8) fur G) = (-1)-8-, bei D = 6 (mod. 8) fur 
/-1 r-l /-1 

( /) = (- 1)-2- + -s- der Fall. J eder der Werte (~), (- 1 )-2- , ... 

ist daher nicht der besonderen dargestellten Zahl, sondern der Form 
eigentumlich. Jeder der Werte heisst ein "Einzelcharakter" der Form, 
ihre Gesamtheit reprasentiert den "Totalcharakter". Giebt es A Einzel
charaktere, so giebt es 2.t Totalcharaktere. Aile Formen einer Klasse 
haben denselben Totalcharakter; derselbe heisst der Totalcharakter 
del' Klasse. AHe Klassen desselben Totalcharakters bilden ein "Ge
schlecht" 46) und sind rational unimodular in einander transformierbar. 

1st D = + 2' P 82, £ = 0 oder 1, P quadratfrei und positiv, so 
ist, weil D quadratischer Rest jeder durch die Form f dargestellten 
Zahl ist: 

/-1 P-l /,-1 

(-1)-2 '-2 +-2 '.(;) = +1, 

demnach nur die Halfte der 2.1 Totalcharaktere moglich. 
Auf diesem Umstande beruht Gauss' zweiter Beweis des quadra

tischen Reziprozitatsgesetzes 47). 
Ane Einzelcharaktere der Hauptform, also auch der Hauptklasse 

haben den Wert + 1. Das Geschlecht, welches die Hauptklasse ent
halt, heisst "Hauptgeschlecht/'. 

Ein Einzelcharakter des Produkts zweier Klassen ist gleich dem 
Produkt der betreffenden Einzelcharaktere der Klassen. Durch Dupli
kation jeder Klasse entsteht eine Klasse des Hauptgeschlechts. 

Dass auch umgekehrt jede Klasse des Hauptgeschlechts durch 
Duplikation entsteht, hat Gauss durch Heranziehung der Theorie der 
ternaren Formen [Nr. d] bewiesen 4S). Alle Geschlechter enthalten 
gleichviel Klassen. 

Den 2.t-1 moglichen Totalcharakteren entsprechen wirklich Ge
schlechter: die Anzahl der Geschlechter ist gleich 2<-1; ebenso gross 
ist die Anzahl der ambigen Klassen 49). 

46) Gauss, Disqu. arithm. art. 228 ff. = Werke 1, p. 229 ff. 
47) Gauss,Disqu. arithm. art. 262 = Werke 1, p. 292. 
48) Gauss, Disqu. arithm. 286 = Werke 1, p. 335; Dirichlet-Dedekind, Vor!' 

Suppl. X; Arndt, de Za VaZlee-Poussin 43); H. Weber, Ellipt. Funkt. u. alg. 
Zahlen, Braunschweig 1891; J. A. de Seguier, Formes quadratiques et multipl. 
compl., Berlin 1894. 

49) Gauss, Disqu. arithm. art. 287 ill = Werke 1, p. 337 j Kroneckm', Berl. 
Ber. 1864, p. 297. 
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AIle Klassen des Hauptgeschlechts bilden eine (Abel'sche) Gruppe. 

Ergeben sich alle 2)'~1 Klassen des Hauptgeschlechts als Potenzen 

einer Fundamentalklasse, so heisst die Determinante "regular", sonst 
"irregular" und me durch den hochsten Exponenten ihrer Funda-

mentalklassen dividierte Anzahl 2)'~1 ihr "Irregularitiitsexponent". 

Die regularen positiven und die irregularen negativen Determi

nanten uberwiegen. Fur quadratfreie 2)'~1 ist die Determinante 

reguliir 50). 

FUr negative Determinanten scheint D = - 1848 die grosste zu 

sein, fur welche 2)'~1 = 1 ist. 

Rechnet man eine Determinante zum "Typus" (2)'~1' 21- 1), so 

giebt es unendlich viele positive Determinanten vom Typus (1, 2),-1) 
(Dirichlet) 51). 

Die Anzahl der Fundamentalklassen, die nicht zum Haupt
geschlecht gehoren, ist A. - 1; aus mesen aHein setzen sich die Am
bigen zusammen 52). 

13) Die Theorie der biniiren quadratischen Formen ist von 
Dirichlet in das Gebiet der gewohnlichen komplexen Zahlen [I A 4] 
ubertragen worden (Dirichlet'sche Formen). Einer der schonsten Siitze 
dieser Theorie ist der folgende: Die Klassenanzahl der quadratischen 
Formen mit komplexen Koef:fizienten, aber reeller positiver Deter
minante D ist gleich dem einfachen oder doppelten Produkte der 
Klassenanzahlen reeller quadratischer Formen der Determinanten D 
und - D, je nachdem die Auflosung der Gleichung t2 - Du2 = - 1 
unmoglich oder moglich ist 53). An Stelle der Kreisfunktionen ist 
in dieser Theorie die Anwendung der lemniskatischen Funktionen 
[II B 6 a] von Nutzen. 

50) Gauss, Disqu. arithm. art. 306 VI = Werke 1, p. 373; vgl:ferner: Th.Pepin, 
Rom. N. Line. Pont. A. 33 (1880), p. 354; Mem.8 (1892), p. 41; J. Perott, J. f. Math. 
95 (1883), p. 232; 96 (1884), p. 327; G. B. Mathews, Mess. (2) 20 (1891), p. 70. 

51) Gauss, Disqu. anthm. art. 304 = Werke 1, p. 368; Dirichlet, Rer!' Rer. 
1855, p.493 = Werke 2, p. 183; J. de math. (2) 1 (1856), p: 76 = Werke 2, 
p.189. 

52) Schering 1. c. 44). 
53) Dirichlet, J. f. Math. 24, p. 291 = Werke 1, p. 533; vg1. ferner K. Min

nigm'ode, Gott. Nachr. 1873, p. 160; St. Smith, Lond. R. S. Proe. 13 (1864), p. 278 
= Papers 1, p.418; G. B. Mathews, Quart. J. 25 (1891), p. 289; Lond. Math. 
Soc. Proc. 23 (1892), p. 159. 

39* 
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14) Eine andere Theorie, welche auf die Theorie der gewohn
lichen quadratischen Formen, namentlich auf die Klassenanzahlbestim
mung, helles Licht wirft, ist Kronecker's Theorie der bilinearen Formen 
AX1X2 + BX1'!h + OX2'!h + D'!h'!Js [I B 2, Nr. 2, Anm. 29, 30] von 2 
kogredienten V ariabelnpaaren 54). Als neu tritt hier neben die Deter
minante AD - BO = A die "determinierende Form": ~ (u + V)2 
- (B - 0)2UV, oder auch die Grosse .B - 0, die sich als invariant 
erweist. Rier, wie auch in der Theorie der quadratischen Formen, ist 
es zweckmiissig, die Aquivalenzen in "vollstiindige" und "unvollstiindige" 
zu unterscheiden, je nachdem die vier Substitutionskoeffizienten a, p, r, ~ 
den Kongruenzen a~=l, P=r_O (mod. 2) genugen oder nicht. Be
schriinkt man sich auf "eigentliche" quadratische Formen ax2 + bxy + cy2, 
in denen a + c = 1, b - 0 (mod. 2) ist, und auf "eigentlicM' bilineare 
Formen AX1 X2 + BX1Y2 + OX2Yl + DY1Y2' fur welche die Form 

AX2 + (B + O)xy + Dy2 mit der "Determinante" AD - (B t '02 

= A - (B -;- 0)2 eine eigentliche quadratische Form ist, so ist 

die Klassenanzahl der bilinearen Formen der positiven Determinante 
A, wenn F(~) die Klassenanzahl der quadratischen Formen ax ll 

+ 2bxy + cy2 der Determinante b. = ac - b2 ist. 
Setzt man E(4n) = F(n), E(4n + 1) = F(4n + 1), E(4n + 2) 

2 
=F(4n+2), E(Sn+3)=gF(8n+3), E(8n+7)=0, so 

folgt aus: ~ E(n - h2) gleich der 8(2 + (-l)n)-fachen Summe der 
h 

ungeraden Divisoren von n, dass jede Zahl n auf E(n) Arlen als 
Summe dreier Quadrate darstellbar ist [vgl. 6)]. 

Jede bilineare Form ist einer "reduzierten" vollstiindig iiquivalent, 

in welcher I A I > I B t 0 I < I D I und AD > 0 ist. 

Bezeichnet man mit 4»(~) die Summe aller Divisoren d von 6 , 

mit ¥(A) die Summe ~ sgn (y A - d) . d, so ist die Klassen
d 

anzahl bilinearer Formen der Determinante A gleich 12 { <fJ (~) + q:t( A) } , 
jedoch um 2 grosser, wenn ~ ein Quadrat ist. 

15) Man hat insbesondere solche bilineare Formen Axx' + Bxy' 
+ B' x y + Oyy' behandelt, in denen A und 0 reelle, B und B' kon-

64) Kronecker, Bert Ber. 1866, p. 887 = Werke 1, p. 148. 



d. Ternare quadratische Formen. 613 

jugiert komplexe Zahlen sind; von den Variabeln sind x und x' ein
ander konjugiert, und ebenso y und y' (HermiWsche Formen). Die beiden 
Variabelnpaare werden nur konjugiert komplexen Transformationen 
unterworfen 55). Die Dirichlet'schen und die Hermite'schen Formen 
lassen ahnliche geometrische Reprasentationen und darauf gegriindete 
Behandlungen wie die in 9) erwahnte zu. An die Stelle der Modul
gruppe tritt die "Picard'sche Gruppe", d. h. die Gruppe der linearen, 
komplex-ganzzahligen, unimodularen Substitutionen [II B 6 c, Nr.6]. Ins
besondere ergiebt sich die Anordnung der reduzierten Formen in eine 
endliche Anzahl von Perioden, bezw. (bei den indefiniten Hermite'schen 
Formen) von "Netzen"; und damit die Endlichkeit der betreffenden 
Klassenanzahlen. 

d. Ternare quadratische Formen. 1) Alle Transformationen 
einer ternaren Form {(x, y, z) in eine andere ergeben sich aus einer 
dieser Transformationen und allen Transformationen von {(x, y, z) in 
sich selbst. Aile Transformationen von {(x, y, z) mit der Deter
minante D in sich selbst ergeben sich aus einer Transformation in 
die ternare quadratische Form 4D(ac - b2) und allen Transforma
tionen von ac - b2 in sich selbst. AIle Transformationen von ac - b2 

in sich selbst ergeben sich aus: 

a = d lX2 + 2 b' lX r + c'r2, 
b = a'lX{3 + b'(lX~ + Pr) + dr~, lX~ - Pr = 1, 
c = dp2 + 2b' {3~ + d82• 

1st x = pta + 2P2b+psC, Y =q1a+2q2 b+qsc, z=r1a+ 2r2b+rsc 
eme Transformation von {(x, y, z) in 4D(ac - b2), und setzt man: 

a="t'-p2;-q2'1]-r2~' P= -Ps;-q3'1]-rs~, 

r= Pl;+ql'1]+rl~' 8='t"+P2;+q2'1]+r2~' 

so ergeben sich aIle Transformationen von {(x, y, z) in sich selbst aus: 

('t"+1 )x' - ~f2(X',y',z')+'I]fs (x',y',z')=( 't"+1 )x+ ~f2 (x,y,z)-'YJ{s (x, y,z) , 
(,;+1 )y' - ;fs(x',y',z') + Ul (x', y', Z') = ('t"+1)y + Us (x,y,z)- ~(l (x,y,z), 
(,;+1) z' -'YJh (x',y',z') + U2 (x',y',z') = (,;+1) z+?lfl (x,y,z) - U2(X,y,Z); 

hier bedeuten fl' (2' f3 die halben Ableitungen von f nach x, y, z, 
und 't", ;, '1], ~ sind durch die Relation verbunden: 

55) Ch. Hermite, J. f. Math. 47 (1854), p. 346; 52 (1856), p. 1; Cambro and 
DubI. Math. Journ. 9 (1854), p. 63; E. Picard, Par. C. R. 96 (1883), p. 1567, 1779; 
97 (1883), p. 745; Ann. ec. norm. (3) 1 (1884), p. 9; Par. Soc. Math. Bull. 12 
(1884), p. 43; Math. Ann. 39 (1891), p. 142; L. Bianchi, 38 (1890), p.313; R. Fricke 
und F. Klein, Automorpbe Funktionen, Leipzig 1897, 1, p. 448 ff. und 40 a). 



614 I C 2. Arithmetische Theorie der Formen. 

'1:2 + F (~, "1, S) = 1, 
in welcher F die "Adjungierte" [I B 2, Nr. 2, Anm. 15] von ( ist. 

Die Form -r2 + F (;, "1, s) reproduziert sich durch Multiplikation. 
Es ist namlich 

(-r2 + F(L "1, s» (-r12 + F(;l1 "111 Sll ) = '1:22 + F(~2' "12' S2) 
fur 

+F(L"1 , s) 
'1:2 = -r'l:1 ;0 "111 Sl ' 

;2 = '1:;1 + 7:1 ; + fr ("1 Sl - "11 S, S;l - Sl L ; "11 - ~1 "1) , u. s. w., 

wenn man mit 7 die "Adjungierte" von F, mit F (; , "1 , s) die 
;11 "11' Sl 

Funktion ;l F1(;' "1, s) + "11 F2 (;, "1, ~) + ~lF3(;' "1, S) [I B 2, Nr.13] 
bezeichnet. Fiir F = ;2 + 'Yj2 + S2 war diese Formel schon Euler, 
fiir F = a;2 + b'Yj2 + ab s2 Lagrange bekannt 56). 

Demnach erhalt man aus zwei Auflosungen del' Gleichung 

'1:2 +F(L 'Yj, ~) = 1 
eine dritte und aus zwei Transformationen der Form ((x, y, z) in 
sich eine dritte. Diese dritte ist die aus den beiden ersteren Trans
formationen zusammengesetzte. Die Zusammensetzung ist nicht kom
mutativ, wie man schon an dem einfachsten Fall del' Quaternionen 
odeI' del' orthogonalen Transfol'mationen erkennt [Ill B 3]. 

AIle ganzzahligen Transformationen der Form ((x, y, z) erhalt 
man ebenso als abhangig von vier Parametern '1:, ;, "1, S, die aber 
jetzt durch eine Gleichung: -r2 + F(L "1, ~) = P fur gewisse Werte 
der ganzen Zahl P verbunden sein miissen. AIle ganzzahligen Auf
losungen einer solchen Gleichung erhalt man aus einer derselben 
durch Zusammensetzung mit allen ganzzahligen Auflosungen der 
Gleichungen: -r2 + F(;, "1, ~) = 1 odeI' = 4. 

Eine reduzierte definite ternare quadratische Form hat 62 ganz
zahlige Transformationen in sich (Eisenstein). 

Unter den ganzzahligen Transformationen einer Form in sich 
giebt es "vertauschbare", bei deren Zusammensetzung die Reihenfolge 
ohne Einfluss ist. Alle Tl'ansformationen, welche Potenzen einer 
einzigen sind, sind ofl'enbar verlauschbar. Dass diesel' Satz in ge
wissem Umfange auch umgekehrt gilt, hat Hermite gezeigt57). 

56) L. Euler, Lips. Acta Er. 1778, p. 198; Petrop. Acta 1,2 (1775), p. 48 
= Comment. arithm. coil. 1, p. 538, bes. p. 543; Lagrange, Berl. Nouv. Mem.1 
(1770), p. 133 = Oeuvres 3, p. 187; Oh. Hermite, J. f. Math. 47 (1853), p. 324. 

57) nb. Transf. einer tern. quo Form vgl.: Ok. Hermite, J. f. Math. 47 (1854), 
p. 307, 313,343; 78 (1874), p. 325; P. Bachmann, 76 (1873), p. 331; G. Cantor, 
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2) Es sei von nun ab D der grosste gemeinsame Teiler der Koeffi
zienten Fik von F, und F = D . gJ. Dann ist die Adjungierte von gJ 

gleich D.. f, die Determinante von f ist ~D2 und die von gJ gleich ~2 D. 
Von den beiden Formen fund gJ heisst jede die "primitive Adjun
gierte" (Am. Meyer), "primitive Kontravariante" (St. Smith), "Reciproke" 
(P. Bachmann) der andern. Die eigentlich (ebenso die uneigentlich) 
primitiven Formen f der Determinante ~D2, denen die Zahlen D. 
und D zukommen, zerfallen in zwei "Qrdnungen" (D., D),58) je nach
dem ihre Reciproken gJ eigentlich oder uneigentlich primitiv sind. 
Die Ordnung (~, D) eigentlich primitiver Formen mit eigentlich 
primitiven Reciproken ist wirklich vorhanden, denn sie enthalt minde
stens die Form x2 + Dy2 + D.DZ2. Die Anzahl dieser Ordnungen 
einer Determinante ist daher gleich der Anzahl der quadratischen 
Teiler der Determinante. AIle Formen einer Klasse gehoren zu der
selhen Ordnung. Die Anzahl der Klassen jeder Ordnung ist endlich, 
da die Gesamtanzahl der Klassen einer Determinante endlich ist. 

3) Die Endlichkeit der Klassenanzahl hat zuerst Gauss bewiesen, 
indem er zeigte, dass jede Form einer "reduzierten" aquivalent und 
die Anzahl der reduzierten, deren Koeffizienten gewissen Ungleich
heitsbedingungen geniigen mussen, eine endliche ist 59). 

Eine derartige Reduktion, wenigstens fur positive Formen, dass 
sich in jeder Klasse im allgemeinen eine und nur eine Reduzierte 
findet, ist zuerst von Seeber 60) angegeben worden. Die Seeber'sche 
Reduktion msst sich geometrisch deuten. Man teile den Raum durch 
drei Systeme aquidistanter paraUeler Ebenen in Parallelepipede mit 

den Seiten -va, Vb, -Vc und den ebenen Winkeln arc cos a' _, 
±Vbc 

arc cos ~'r.:;:, arc cos ~=. Die Ecken dieser Parallelepipede repra-+ yac +Vab 
sentieren bei dieser Zusammenfassung die Form ax2 + by2 + cz2 
+ 2ayz + 2b'xz + 2cxy, bei irgend einer andern Zusammen
fassung eine ihr aquivalente Form. Der reduzierten Form entspricht 
dasjenige Parallelepiped, bei dem die Diagonalen und die Diagonalen 
der Seitenflachen von den Kanten nicht uberlroffen werden 61). Re-

De transf. form. tern. quadr., Habil.sehr. Halle 1869; J. Tannery, Par. soc. math. 
Bull. 11 (1876), p. 221; R. Fricke, Gott. Nachr. 1893, p. 705; L. Bianchi, Ann. 
di mat. (2) 21 (1893), p. 237; Rom Line. Rend. (5) 3 (1894), p. 3. 

58) G. Eisenstein, J. f. Math. 35 (1847), p.117 = Math. Abh. p. 177. 
59) Gauss, Disqu. arithm. 272 = Werke 1, p. 307. 
60) L. A. Seeber, Unters. iib. d. Eigensch. der pos. tern. quadr. Formen, 

Freiburg 1831. 
61) Gauss 40) u. Werke 2, p. 305, Dirichlet, Berl. Ber. 1848, p.285 = 
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prasentiert man das Parallelepiped durch die drei von einer Ecke aus
gehenden Kanten -Va, -Vb, -Vc und fiigt ihnen eine vierle -va derarl 
hinzu, dass die geometrische Summe [III B 3] aller vier verschwindet, 
so wird das Punktgitter auch durch das Streckenquadrupel Va, Vb, 
-Ve, -Va definiert. Es giebt nun in jedem Punktgitter ein und nur ein 
Streckenquadrupel, von dessen 6 Winkeln keiner spitz ist (Selling'sche 
Reduktion). Diese Reduktionen sind nicht an die Ganzzahligkeit der 
Koeffizienten gebunden. 

Hermite hat die Reduktion der indefiniten Formen auf die der 
positiven zuriickgefiihrt. 1st die gegebene Form aquivalent der Form 

(= (ax + ~y + YZ)2 + (a'x + {fy + y'Z)2 - (a"x + ~"y + Y"Z)2, 

so wird derselben jede der positiven Formen: 

9 = A. (ax + py + YZ)2 + A.' (a' x+tr y + r' Z)2 + A." (a" x +~" y + r" Z)2 

(A., A.', A" positiv) 

"associiert" (Picard). AIle automorphen Transformationen von g, auf 
f angewandt, ergeben ein "System/( (f); aquivalenten Formen (1' ~ 
entsprechen identische Systeme (h), ((2)' 

Eine Form heisst "reduziert", wenn unter ihren associierlen eine 
reduzierte ist 61a). Auf der Einfiihrung der kontinuierlichen Variablen 
A., A.', A." beruht der Prozess der "kontinuierlichen ReduktionIl61b). 

4) 1st d irgend ein Primfaktor von D, h irgend ein Primfaktor 

von A, so hat das Legendre'sche Zeichen ('(X'l Z) fiir aIle ganzen 

Zahlen x, y, z, fiir welche ((x, y, z) nicht durch d teilbar ist, den

selben Wert; dasselbe gilt von dem Zeichen (Cf!(X'dY' Z») (Haupt-

Oharaktere) und eventuelI von den Zeichen ( /), (~1), G), (:), 

Werke 2, p. 21; J. f. Math. 40 (1850), p. 209 = Werke 2, p. 29; Hermite, J. f. 
Math. 40 (1850), p 173; Eisenstein, Tabelle red. pos. tern. quo Formen, J. f. 
Math. 41 (1851), p. 141 u. 227; E. Selling, J. f. Math. 77 (1874), p. 143 = J. de math. 
(3) 3 (1877), p. 21,153; Hermite, J. f. Math. 79 (1875), p. 17; G. Cantor, De 
transf. form. tern. qu., Halle 1869; L. Oharve, Ann. ec. norm. (2) 9 (1880), Suppl. 
p. 3; H. Minkowski, Par. C. R. 96 (1883), p. 1205; E. Bonsdorif, Helsingfors soc. 
fenn. A. 14 (1885), p. 397; E. Borissoif, Red. d. pos. tern. quadr. Formen, Petersb. 
1890 (mit Tab ellen). Db. Red. quaterniilrer Formen S. L. Charve, Par. C. R. 92 
(1881), p. 782; 96 (1883), p. 773; Ann. ec. norm. (2) 11 (1882), p. 119; J. P. Bauer, 
Bestimmung d. Grenzw. fur d. Produkt d. Hauptkoeffizienten in reduz. quadr. 
quatern. Formen, Bonn 1894; E. Picard, Par. C. R. 98 (1884), p.904. 

6P) Hermite, J. f. Math. 47 (1854), p. 307. 
61 b) Hermite, J. f. Math. 41 (1851), p. 191. 
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( (2), ( rp2) (Supplementar-Oharaktere). Jedes derartige Zeichen ist 

ein "Einzelcharakter" der Form f; ihre Gesamtheit bildet den "Total
charakter" derselben. lquivalente Formen haben denselben Total
charakter. Alle Klassen, die denselben Totalcharakter haben, bilden 
ein "Geschlecht!'. 1st A die Anzahl der Einzelcharaktere, so ist 2< die 
Anzahl der Totalcharaktere. Die Einzelcharaktere sind durch eine 
Relation mit einander verbunden, so dass nur 2<-1 Totalcharaktere 
moglich sind. Diesen 2<-1 Totalcharakteren entsprechen wirklich 
Geschlechter; der Nachweis derselben stutzt sich auf die Existenz 
der Geschlechter binarer Formen 62). 

5) Sind die beiden Zahlen m und (1 durch die Formen { und cp 
so darsteHbar: m = {(x, y, z), /L = p(L rJ, '), dass die Beziehung 
x; + YrJ + Zb = 0 besteht, so heissen m und /L "simultan" durch ( 
undcp dargestellt. Fur zwei durch die beiden Formen fund cp von 
ungrader*) Determinante simultan dargestellte ungrade zu D6. teiler
f'remde Zahlen m und /L hat die Einheit: 

t.m+l DI'+l 
E= (_1)-2- ·-2-

denselben Wert, namlich: 
D+1 t.+1 

(_1)-2 ·-2 (£)(~). 

Diese Einheit heisst ein "Simultan-Charakter" (St. Smith) des Formen
paares cr, cp). Eisenstein teilt die Geschlechter in zwei "Systeme", je 
nachdem E = + 1 oder E = ~ 1 ist. Durch Formen des zweiten 
Systems konnen Zahlen _ - 6. (mod 8) nicht dargestellt werden. 

Zwei Formen, welche durch eine rationale Einheitssubstitution, 
mit einem Generalnenner prim zu 2 t::..D, in einander transformiert 
werden konnen, gehoren offenbar zu demselben Geschlecht. Dasselbe 
findet umgekehrt statt 63). 

6) Sind (x, {J, r die drei Determinanten des Systems: 

( ' If ') :" " ~, , 
so heissen die Darstellung der Zahl (1: (1 = cp (IX, (J, r) und die Dar
steHung der binaren quadratischen Form der Determinante - D (1 : 

62) Bachmann, Zahlentheorie 4" p. 125. 
*) Wir beschranken uns hier und zum Teil im folgenden der Kiirze halber 

auf ungrade Determinanten. 
63) G. Eisenstein, Berl. Ber. 1852, p. 350; St. Smith, Lond. Trans. 157 (1867), 

p. 255 = Papers 1, p. 455. 
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., , , 2 (cl,p',r') " "" 2 t(a,/3,y)x +2{ "(.I" "xy+{(a,/3,r)Y 
a , t' , r 

= {(a' x + a" Y, ~' X + p"y, 'Y' X + 'Y" y) 
einander "zugeordnet". Dieselbe Darstellung von /.t ist den Darstellungen 
aller iiquivalenten biniiren Formen der Determinante - D/.t zugeordnet. 
Damit die binare quadratische Form g(x, y) der Determinante -D/.t 
durch eine ternare Form der Ordnung (D , A) darstellbar ist, ist not
wendig und hinreichend, dass - Ag(x, y) quadratischer Rest von 
/.t ist. Jede Darstellung "gehOrt" zu einem Kongruenzwerte von 
Y-Ag(x, y) (mod. /.t), und zu jedem dieser Kongruenzwerte lassen 
sich aIle nicht-aquivalenten ternaren Formen der Ordnung (D, 1::1) 
aufstellen, durch welche g(x, y) darstellbar ist 64). 

7) Von den definiten Formen geniigt es die positiven zu be
trachten. Eine positive Form besitzt eine endliche Anzahl von ganz
zahligen Transformationen in sich. Der reciproke Wert dieser Anzahl 
heisst das "Mass" (frz. "mesure" oder "densite", engl. "weight") der 
Form. Aquivalente Formen haben dasselbe Mass: das Mass der Klasse. 
Das Mass eines Geschlechts ist die Summe der Masse der Klassen 
des Geschlechts, das Mass einer 
der Geschlechter der Ordnung. 
Zahl durch eine Form ist das 

Ordnung ist die Summe der Masse 
Das Mass einer Darstellung einer 
Mass der Form. Das Mass aller 

Darstellungen einer Zahl durch ein vollstiindiges System von Formen 
eines Geschlechts ist die Summe der Masse aller Darstellungen. Das 
Mass aller eigentlichen Darstellungen einer ungraden, zu DA. teiler
fremden Zahl lL, welche A Primfaktoren enthiilt und ~ D (mod. 4) 
ist, ist gleich dem 2). -fachen Mass des Hauptgeschlechts binarer Formen 
der Determinante - D /.t. Z. B.: die Ordnung (1, 1) enthalt nur ein 
Geschlecht und dieses nur eine Klasse, reprasentiert durch die Form 
x 2 + y2 + ;:2 Also ist die Anzahl del' eigentlichen Darstellungen 
einer Zahl lL == 1 (mod. 4) als Summe dreier Quadrate gleich der 
3·2J.+2 fachen Klassenanzahl des Hauptgeschlechts binarer Formen 
der Determinante - /.t. Fiir lL- 3 (mod. 8) ist dieselbe Anzahl 
gleich der 2,+2 -fachen KlassenanzahI 65). Die erstere Anzahl er
giebt sich, durch Heranziehung der Klassenanzahlausdriicke, gleich 

[f] W 
24 ~ (~), die zweite gleich 8 ~l ( !...) 66). Die Darstellbarkeit der 

0=1 1£ 8=1 1£ 

64) Ok. Hermite, J. f. Math. 47 (1854), p. 307; P. Bachmann, 70 (1869), p.365; 
71 (1870), p. 296. 

65) Gauss, Disqu. arithm. art. 292 = Werke 1, p. 345. 
66) Dirichlet, J. f. Math. 21 (1840), p. 155 = Werke 1, p. 496. 
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Zahlen =F- 0, 4, 7 (mod. 8) als Summe dreier Quadrate hat Legendre 67), 

dasselbe einfacher und die Existenz eigentlicher Darstellungen ffir 
solche Zahlen hat Dirichlet 68) nachgewiesen. Hieraus folgt leicht, dass 
jede Zahl als Summe dreier Trigonalzahlen und eigentlich ale Summe 
von vier Quadraten darstellbar ist 69). Der zweite Satz war schon Bachet 
bekannt, wurde aber erst von Lagrange bewiesen 70). Beide Satze 
sind die ersten Falle des Fermat'schen Satzes: Jede ganze Zahl ist 
als Summe von n n-eckszahlen darstellbar. Bewiesen wurde dieser 
Satz zuerst von Cauchy und durch den Zusatz ergiinzt, dass von den n 
n-ecken nur vier von Null oder Eins verschieden zu sein brauchen. 
Legendre bemerkt, dass oberhalb einer gewissen Grenze schon vier 
oder fiinf n-eckszahlen zur Darstellung geniigen 71). 

8) Das Mass eines Geschlechts und dasjenige einer Ordnung ist, 
wahrscheinlich mit arithmetischen Hiilfsmitteln, von Eisenstein, durch 
Benutzung Dirichlet'scher analytischer Methoden [I C 3, Nr.2] von 
Smith und Minkowski ermittelt worden. Enthalten D und I:l bzw. A. 
und " Primfaktoren, und sind r die gemeinsamen Primfaktoren von 
D und A, so ist das Mass eines Geschlechts gleich: 

67) Legendre, Theorie des nombres, ed.3, art. 317, 319 = 1, p. 386, 387 
der deutschen Ausgabe. 

68) Dirichlet, J. f. Math. 40 (1850), p. 228 = Werke 2, p. 89. Ub. besond. 
Zerl. in 3 Quadr. s. E. Catalan, Nouv. ann. (2) 13 (1874), p. 518; Rom N. 
Linc. Pont. A. 35 (1882), p. 103; 37 (1884), p. 49; S. Realis, Nouv. ann. (2) 20 
(1881), p. 501; Nouv. corr.math. 4(1878), p. 325, 346,369; B. Boncompagni,Rom. 
N. Linc. Pont. A. 34 (1881), p. 63, 135. 

69) Fermat, Oeuvres 1, p. 293; Dirichlet 1. c. 68); Legendre, TMorie des 
nombres 2, § 4 = 1, p. 212 der deutschen Ausgabe; Hermite, J. f. l\>Iath.47 (1854), 
p. 365; Liouville, J. d. math. (2) 1 (1856), p. 230 u. figd. Bde.; V. A. Lebesgue, 2 
(1857), p. 149; Par. C. R. 66 (1871), p.396; Nouv. ann. (2) 11 (1872), p.516; 
13 (1874), p. 111; S. Realis 12 (1873), p. 212; 17 (1878), p.381; A. Genocchi, 
Ann. di mat. (2) 2 (1869), p.256; F. Pollock, Lond. Trans. 158 (1869), p.627; 
Lond. R. Soc. Proc.16 (1868), p. 251; V. Schlegel, Zeitschr. Math. Phys. 21 (1876), p. 79. 

70) Lagrange, Berl. Nouv. Mem.1 (1770), p. 123 = Oeuvr. 3, p. 187; Euler, 
Acta Petrop. 1 u. 2, 1775 = Comm. arithm. colI. 1, p.538; s. ferner Ch. Hermite, 
J. f. Math. 47 (1854), p. 343; S. Realis, Nouv. ann. (2) 18 (1879), p. 500; Sylvester, 
Amer. J. of math. 3 (1881), p. 390; G. Wertheim, Zeitschr. f. math. naturw. Unterr. 
22 (1891), p. 421; A. Matrot, Assoc. frSl. Limoges 19 (1890), p. 79, 82; J. d. math. 
eMm. (3) 5 (1891), p. 169; (4) 2 (1893), p. 73; E. Catalan, Belg. Mem. 52 (1894), p.l. 

71) Fermat, Oeuvres 1, p. 305; Beguelin, Berl. Nouv. Mem.4(1773), p. 203; 
A. Cauchy, Par. Acad. 1815, Nvbr. 13, lnst. Mem. (1) 14 (1813-15), p. 177 = 

Exerc. d. math. 1 (1826), p. 265 = Oeuvres (2) 6, p. 320; Legendre, TMorie des 
nombres 6, § 2 = 2, p. 332 der deutschen Ausgabe; s. ferner F. Pollock, Lond. 
R. S. Proc. 13 (1864), p. 542 j 16 (1868), p. 251; S. Bealis, Nouv. Corr. math. 4 (1878), 
p. 27; Ed. Maillet, Par. Soc. math. Bull. 23 (1895), p. 40. 
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2t4E 2~!rr(1-:i)rr(1+ (19) rr(l+ (T)) , 
r <l rJ 

das Mass der Ordnung (D, I::!.) gleich 

k· DI::!. IT (1- rlt) , 
r 

wo k ein ganzzahliger Faktor ist, verschieden je nachdem fund rp 
eigentlich oder uneigentlich primitiv und durch welche Potenzen von 2 
D und I::!. teilbar sind 711). 

9) Die Klassenanzahl eines Geschlechts bestimmter Formen hat 
Eisenstein, die Klassenanzahl eines Geschlechts unbestimmter Formen 
hat Am. Meyer ermittelt. Insbesondere enthiHt bei teilerfremden D und 
6. jedes Geschlecht unbestimmter Formen nur eine Klasse 73). 

10) Indefinite Formen 74.), durch welche die Null darstellbar ist, 
heissen "Nullformen" (A. Meyer). Die Untersuchung, ob eine ge
gebene indefinite 1i'orm eine Nullform ist, kommt auf die Auflosung 
einer Gleichung ax2 + by» + cell = 0 mit quadratfreiem abc zuriick. 
Fur die Auflosbarkeit in nicht verschwindenden ganzen Zahlen ist 
offenbar, ausser der Vorzeichen-Ungleichheit von a, h, c, notwendig, 
dass - ah quadratischer Rest von c, - ac quadratischer Rest von b, 
- bc quadratischer Rest von a ist. Dass diese Bedingungen auch hin
reichen, hat zuerst Legendlre gezeigt. Legendlre griindet hierauf seinen 
(unvollstandigen) Beweis des quadratischen Reziprozitiitsgesetzes 75) 
[I C 1, Nr.6]. 

Die Auflosung einer Gleichung axil + by2 + cell = 0 in ganzen 

72) Eisenstein, Berl. Ber. 1852, p. 370; J. f. Math. 35 (1847), p. 117 = Ges. 
Abh. p. 177; 41 (1850), p. 141; S11itth, 1. c.63) u. Par. Mem. sav. [etr.] (2) 29 (1887), 
N° 1, p. 55 = Pap. 2, p. 677; Minkowski, Par. Mem. say. [etr.] (2) 29 (1887), No 2, 
p. 159,164. 

73) Eisenstein, Berl. Ber. 1852, p. 370; J. f. Math. 41 (1851), p.155; Arn. Meyer, 
Zur Theor. d. unbest. tern. quadr. Formen, ZUrich 1871 (Dies.); ZUrich naturf. 
Ges. Viert. 28(1883), p. 272; J. f. Math. 108 (1891), p.125; H. Poincare, Par. C. R. 
102 (1886), p. 735; W. A. Markow, Chark. Math. Ges. (2) 4 (1894), p. 1. 

74) V gl. insbes.: .Arn. Meyer, Zurich naturf. Ges. Viert. 36 (1891), p. 241; J. f. 
Math. 98 (1885), p. 177; 108 (1891), p. 125; 112 (1893), p. 87; 113 (1894), p. 186; 
114 (1895), p. 233; 115 (1895), p. 150; 116 (1897), p.307; Fricke, Gott. Nachr. 
1893, p. 705. 

75} Lagrange, Berl. Hist. 23 (1769), p. 165; 24 (1770), p. 181 = Oeuvr. 2, 
p. 375, 653; Legendre, Paris Rist. 1784, p. 507; Th. d. nombres 2, § 6 = 1, p. 229 
der deutschen Ausgabe; Dedekind in Dirichlet, Vorl. ub. Zah1entheorie, 4. Auti., 
p.428; Gauss, Disqu. arithm. art. 294 = Werke 1, p. 349; Cauclvy, Exerc. d. math. 
Par. 1 (1826), N° 24, p. 233 = Oeuvres (2) 6, p. 286; G.Oantor, De aequo 2. gr. indet., 
Berlin 1867 (Dies.); Sylvester, Amer. J. of math. 3 (1880), p. 390. 
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Zahlen kommt auf die Auflosung einer Gleichung mx2 + ny2 = 1 in 
rationalen Zahlen x, y zuriick. Diese Gleichung ist auflosbar, wenn 
die Kongruenz mx2 + ny2 _ 1 fiir jede Primzahlpotenz in ganzen 
Zahlen lospar ist (Hilbert) :6). 

Zur Auflosbarkeit von ax2 + 2bxy + cy2 = mz2 (m prim zu 
2 (ae - b~) ist die von a' x 2 + 2 b' xy + c' y2 = m notwendig und hin
reichend, wo a' x2 + 2b' xy + C' y2 irgend eine Form des Geschlechts 
von ax2 + 2bxy + cy2 ist (de la Vallee-Poussin 43»). 

11) Smith hat die Kriterien fur die Auflosbarkeit einer all
gemeinen ternaren quadratischen Gleichung aufgestelH und Arn. Meyer 
dieselben bewiesen. Bezeichnet man mit N den "Kern" (Minkowski) 
einer Zahl N, d. h. die von ihrem grossten quadratischen Teiler be
freite Zahl N, und sind r die gemeinsamen Primfaktoren von D 
und A, d die ubrigen Primfaktoren von D I h die iibrigen Prim
faktoren von A, so ist zur Auflosbarkeit der Gleichung notwendig 
und hinreichend, dass fur aIle Teiler d, h, r die Gleichungen be
stehen: 

A.m. Meyer stellt auch die Bedingungen fur die Auflosbarkeit der 
Gleichung ax2 + by2 + cz2 + dt2 = 0 in ganzen Zahlen auf und 
beweist, dass durch indefinite Formen von mehr als vier Variablen 
die Null stets (eigentlich) dargestellt werden kann 78). 

12) Fiir eine auflosbare Gleichung ax2 + by2 + cz2 = 0 hat 
schon Gauss aIle Auflosungen in der Form: 

X : y : z = f(p, q) : g(p, q) : h(p, q) 

zu finden gelehrt; hier bedeuten (, g, h binare quadratische Formen 
der ganzzahligen Unbestimmten p und q.79) 

AIle eigentlichen Losungen allein aus einer von ihnen werden 
durch die Auflosungen von Dedekind und G. Cantor geliefert. 

Wird durch die Transformation: 

x = fIx' + 2f2Y' + fa', 
y = 91 X' + 2g2y' + gsi, 
z = hlx' + 2h21 + hat! 

76) Hilbert, GBtt. Nachr. 1897, p. 48. 
77) Smith, Lond. R. S. Proc. 13 (1864), p.110 = Papers 1, p.410; Am. Meyer 

J. f. Math. 98 (1885), p. 177. 
78) Arn. Meyer, Zurich naturf. Ges. Viert. 28 (1883), p.272; 29 (1884), p. 209. 
79) Gauss, Disqu. arithm. art. 299 TIl = Werke 1, p. 360; vgl. auch Cauchy, 

Exerc. d. math. 1, Paris 1826, p. 233 = Oeuvres (2) 6, p. 286. 
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die Form ax2 + by2 + cz2 = 4D (x' z' - y'2), so muss man fur 
x' = p2, y' = pq, z' = q2 eine Auflasung der Gleichung ax2 + by2 
+ cz2 = 0 erhalten. Die eigentlichen Auflasungen aHein erhiilt 
man aus: 

2x = ux' - 2bcvy' + wz', 

2 "2' , + " y = u x - acv y w z, 

2z = u"x'- 2abv"y'+ w"z', 

wenn man fiir x', y', z' aUe der Gleichung: x z' = Dy'2 und der 
Kongruenz x' z' (mod. 2) geniigenden ganzen Zahlen einsetzt, fiir 
welche x und z' hochstens den gemeinsamen Teiler 2 haben und 

in dies em Falle noch der Bedingung ~ =1=; (mod. 2) genugen. Die 

Zahlen u, u', '11' bilden eine Losung, v, v', v" sind die Determinanten 

des Systems (~ y: ~:), wo 1, 1', 1" eine ganzzahlige Lasung der 

Gleichung aul + bu'l' + cu"l" = 1 (mit 1 = 0 (mod. 2» bilden, und 
'lV, w', w" sind resp. gleich 21-hu, 21'-hu', 21"-hu", wenn 
al2 + b1'2 + cl"2 = h gesetzt wird (Dedekind, anders G. Cantor 75». 

13) Von der Auflosung einer quadratischen Gleichung: 

ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx + 2ey + f= 0 

in rationalen Zahlen, die aus dem vorhergehenden zu folgern ist, ver
schieden ist die Auflosung einer solchen Gleichung in ganzen Zahlen. 
Die vollstandige Auflosung ist einfach, ausser in dem Falle, wo 
D = b2 - ac positiv und kein Quadrat ist. In diesem Falle wird 
die vollstandige Auflasung durch die Gleichung t2 - D u2 = 1 oder 4 
vermittelt SO). 

14) Ternare quadratische Formen mit komplexen Koeffizienten 
sind von Fricke, ternare Hermite'sche Formen von Picard betrachtet 
wordenS1). 

e. Quadratische Formen von n Variablen. 1) Es sei f eine 
primitive quadratische Form von n Variablen, vom Tragheitsindex T. 

Nach Division der /kleu Adjungierten f(fL) durch den grossten gemein-

80) Euler, Petro N. Comm. 11 (1765), p. 28; 18 (1773), p. 185, 218 = Comm. 
Ar. 1, p. 316, 549, 570; Lagrange, 1. c. 75); Gauss, Disqu. arithm. art. 216 = 

Werke 1, p. 215; H. Scheffler, J. f. Math. 45 (1853), p. 349; A. Kunerth, Wien. 
Ber. 78~ (1878), p. 327; 82! (1880), p. 342; R. Marcolo-ngo, Giorn. di mat. 26 (1888), 
p. 65; JJujardin, Par. C. R. 119 (1895), p. 843; fUr n Unbestimmte behandelt die 
Gl. 2. Grades Ad. JJesboves, Nouv. ann. (3) 3 (1884), p. 225; (3) 5 (1886), p. 226. 

81) R. Fricke, Gott. Nachr.1895, p. 11; Picard, Par. C. R. 97 (1883), p.845. 
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samen Teiler d,,-1 ihrer Koeffizienten erhiUt man die p,te "primitive 
Adjungierte" pC}!). Insbesondere heisst (- 1)'t p(n-l) die "Reciproke" 
von f Wir setzen do = 1, dn - l = (-1)1.1::., wo 6. die Deter-

. . d" e,. 
mmante von fist; ferner -d- = e,., -e - = 0,., 6,.. = 1 oder 2, ,,-1 ,.-1 
je nachdem p(") eigentlich oder uneigentlich primitiv ist. Die ganzen 

Zahlen (~l ~2 ••• ~n-l) sind die "Ordnungszahlen" ("determinieren-
Vl V2 ... Vn-l 

den Zahlen") der Form f Alie Formen derselben Spezies, welche 
dieselben Ordnungszahlen haben, bilden eine " Ordnung'(. Zu jeder 
Determinante A = (-l)'tdn _ l giebt es wegen 

d,,_l = 0~-1 0;-2 ..• O!_l 
nur eine endliche Anzahl von Ordnungen 811). 

2) Die Anzahl der Klassen fUr jede Determinante und infolge 
dessen auch fUr jede Ordnung ist endlich. Man beweist dies wie 
unter Nr. c 7, 8 und Nr. d 2 durch die Reduktion der Formen. Ins
besondere ist auf positive Formen die geometrische Reduktion ohne 
weiteres iibertragbar88). 

3) 1st p,. irgend ein Primfaktor von 0,., so hat das Zeichen 

(IJI:;J fUr alie durch p" nicht teilbaren Werle von p(") denselben 

Wert. Dasselbe gilt eventuell noch von den Zeichen (IJICI'~)' (cp~I'»), 
(IJI("'~)· Zwischen diesen "Einzelcharakteren" besteht eine Relation, 

sodass nur die Halfte der "Totalcharaktere" moglich ist. Jedem dieser 
Totalcharaktere entspricht wirklich ein "Geschlecht". Der Nachweis 
stiitzt sich auf die Richtigkeit des Satzes fur Formen von n - 1 
Variablen 84). 

4) Zwei }'ormen heissen "kongruent" modulo N, wenn ihre ent
sprechenden Koeffizienten kongruent modulo N sind. Zwei Klassen 
heissen kongruent modulo N, wenn sie zwei Formen kongruent 
modulo N enthalten. Ein "Geschlecht" besteht aus alien einander fUr 
jeden beliebigen Modul kongruenten Klassen. Ein Geschlecht einer 
bestimmten Ordnung besteht aus allen einander modulo 2 I::. kon
gruenten Klassen der Ordnu;ng85). 

82) St. Smith, Lond. R. S. Proc. 13 (1864), p. 199 = Papers 1, p. 412; 16 
(1868), p. 197 = Papers 1, p. 510. 

83) V. A. Lebesgue, J. de math. (2) 1 (1856), p. 401; H. Minkowski, J. f. 
Math. 107 (1891), p. 278; Par. C. R.112 (1891), p. 209. 

84) P. Bachmarvn, Zablentheorie 41, p. 594. 
85) Minkowski 1. c. 72), p. 82; Poincare, Par. C. R. 94 (1882), p. 67 u. 124. 
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5) Zwei Formen eines Geschlechts sind rational unimodular in 
einander transformierbar durch eine Transformation, deren General
nenner teilerfremd zu einer beliebigen Zahl ist, und sind durch diese 
Eigenschaft als Formen eines Geschlechts charakterisiert 86). 1m An
schluss an diese Definition des Geschlechts hat Minkowski die Be
dingungen dafur aufgestellt, dass eine Form rational in eine andere 
oder in ein rationales Vielfaches einer andern transformiert werden 
kann. Hieraus ergeben sich auch die Bedingungen fur die Darstell
barkeit der Eins oder Null durch eine quadratische Form. 

6) Die Poincare'sche Definition des Geschlechts (s. Nr. 4) macht 
die Betrachtung einer Form in Bezug auf einen Modul erforderlich. 
In jeder primitiven Klasse findet sich eine Form, die fur eine ge
nugend hohe Potenz pt einer ungraden Primzahl pals Modul einer 
Form ex12 + e' X22 + ... + e(n-l)xn 2 kongruent ist, in welcher jedes 
e(i-l) grade so oft durch p teilbar ist wie der Elementarteiler ei' Diese 
Form heisst ein "Hauptreprasentanf' der Klasse in Bezug auf den 
Modul pl. Ahnlich, aber minder einfach ist die Definition des Haupt
reprasentanten in Bezug auf einen Modul 2t. In Bezug auf einen 
zusammengesetzten Modul N = 210 pi . " giebt es einen Hauptrepra· 
sentanten, welcher den Hauptreprasentanten in Bezug auf die Moduln 
2to , pt, ... fur diese Moduln bzw. kongruent ist 87). Ein Haupt-

reprasentant ;S aikXiXk lasst sich so wahlen, dass je zwei aufeinander-
i,k 

folgende der ganzen Zahlen 

(i,k=1,2, ... ,p,) 

teilerfremd sind, und heisst dann eine "kanonische" (Smith) oder 
"ckarakte;ristische" (Minkowski) Form der Klasse 88). 

7) Die Einfuhrung des Hauptreprasentanten ist von Nutzen bei 
der Auflosung quadratischer Kongruenzen: f (xu . .. , Xn) - a (mod. N). 
Die vollstandige Auflosung einer solchen Kongruenz kommt auf den 
Fall zuruck, in welchem N eine ungrade Primzahl p, oder 4 oder 8 
ist. Man erhalt ein vollstandiges System inkongruenter L6sungen, 
wenn man fur Xl' X2 , ••• , Xn-l je ein vollstandiges Restsystem 
modulo N einsetzt und die zugehorigen Werte von Xn bestimmt. Die 
Anzahl inkongruenter Losungen ergiebt sich fur N = p gleich 

86) Minkowski, J. f. Math. 106 (1890), p. 5. 
87) Minkowski 1. c. 72), p. 84; C. J(YI'dan, Par. O. R. 84 (1872), p. 1093. 
88) St. Smith, Par. Mem. say. [etr.) (2) 29 (1883), N° 1, p.6 = Papers 2, 

p. 629; H. Minkowski, No 2, p. 84. 
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wenn fl:t Xl' + ... + a.nX~ der Rest eines Hauptreprisentanten der 
KIasse von { modulo p ist. Das Vorzeichen E ist gleich: 

(_ 1)"' (-1)["]., .,~ •• .--o[i]) . 

Komplizierier sind die Anzahlen der Losungen fiir N = 4 und 8 
beschaft'en. Aus diesen Anzahlen setzt sich diejenige fiir ein be
liebiges N zusammen 89). 

Anders hat Minkowski diese Anzahl bestimmt 89). Bezeichnet man 

dieselbe mit {(~) und setzt 
N-l 2aluti 

{[~J ~e-r ((;) , 
a=O 

so ist oft'enbar umgekehrt: 

Es kommt daher alles auf die Ermittlung der Zahl ([~J oder, was 
2luti 

. S 90' """ -y--!(:r1,"'t, ... :r"l . b dasselbe 1st, der umme ) ~ e an, zu summleren U er 
vollstandige Restsysteme von Xl (mod. N), x2 (mod. N), u. s. w. Fur 
ungrade zu A teilerfremde N ergiebt sich z. B. 

8) Die Darstellung einer Zahl ,." durch eine quadratische Form 
((Xl' Xli' ... , X,,) kommt zuriick auf die Darstellung der quadratischen 
Formen 9(111, Y2' ... , Y"-l) der Determinante (- 1)'t d",-2"'" Damit eine 
quadratische Form gV!v y" ••• , Y.,.-l) der Determinante (- 1)'td"'_2f' 
durch Formen der Ordnung von {(xu Xli' .,., x.,.) darstellbar sei, ist 
notwendig und hinreichend, dass die mit - 0.,.-1 sgn t-' multiplizierle 
Reciproke r von 9 quadratischer Rest fiir den Modul t-' iat. 1st die 

89) Vgl. Bachmann, Zahlentheorie 4\ Kap. '7; C. Jordan, TraiM dell sub
stitutions p. 159; J. de math. (2) 17 (18'72), p. 368. Allgemeiner hat Lebesgue 
die Anzahl der L6sungen von ;Z ai ror = a (mod. p = m h + 1) bestimmt; s. 
J. de math. 24 (1859), p. 366; MinkoUJski, 1. c. '72), p. 49. 

90) "Ober diese n-fachen Gauss'schen Summen vgl. namentlich H. Weber, 
J. f. Math. 74 (1872), p. 14. 

Encyklop, d. math. WilienBch. I. 40 
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Bedingung erfUlIt, so kann man aIle zu einem Kongruenzwerte von 

-V - 0,,-1 sgn f" . r (Y1' Y2, ... , y",) (mod. f") "gehiYrenden" DarsteUungen 
von g(Yl1' .. , y",) durch Formen der Ordnung von {aufstellen. Eine 
darste11bare Form gehort im allgemeinen zur Ordnung: 

( 01 02 ••. O,,-s 0,,-21 f" I), 
61 62 ••• 6,,-s 6,,-2 

kann aber fUr n61 _ 1 (mod. 2) auch zur Ordnung: 

( 01 02 Os ..• 0,,-8 O,,-lI 1 f" I) 
2 1 1 1 2 

gehoren; ebenso gehort dieselbe zu einem bzw. einem von zwei vollig 
bestimmten Geschlechtern r1 , r 2 • 

9) Das Mass einer positiven Form, Klasse, OrdQung, u. s. w. wird 
analog wie unter Nr. d 7) definiert. Das Mass eines Geschlechts ist filr 
Formen von n Variablen von Smith und Minkowski bestimmt worden 91). 
Dasselbe besteht aus einem von n, von den Charakteren und von den 
Primfaktoren der Determinante 6. abhiingenden rationalen Faktor,· der 
bei ungeradem n mit -V 6., bei geradem n mit der Summe 

multipliziert ist, zu summieren liber aUe zu 26. teilerfremden 
Zahlen k. 

Das Mass aller eigentlichen DarsteUungen einer Zahl f" durch 
ein voUstandiges Formensystem des Geschlechts von {(xu X2, ••• , x .. ) 
ist gleich dem Mass aUer eigentlichen Darstellungen quadratischer 
Formen g(Yl1YlI'" ·,Y"-I) der Determinante (-lYd,,-2f" und des 
Geschlechts r 1 bzw. der Geschlechter r l und r 2 • 

Flir A = 1 und n < 8 giebt es nur eine Klasse 91 &), also 
auch nur ein, durch die Form XI 2 + X22 + ... + X" 2 repriisentiertes 

Geschlecht; dessen Mass ist gleich _1_. Ist .A die Anzahl der 
2"·n! 

eigentlichen DarsteUungen einer Zahl I' durch die Form X 11l + Xl/ll 

+ ... + X,,2, so ist ~ das Mass a11er eigentlichen Darste11ungen 
2"·n! 

91) Smith, Lond. R. Soc. Proc.16 (1867), p. 208 = Papers 1, p. 517 u. 1. c. 88), 
p. 55 = Papers 2, p. 666; Minkowski, 1. c. 72), p. 168; Acta math. 7 (1885), 
p. 201; J. f. Math. 99 (1886), p. 1. 

91") Eisenstein 92); Hermite, J. f. Math. 40 (1850), p. 279. 
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von I-' durch ein Formensystem dl'S Geschlechts von X1'J + XSS 

+ ... + X .. 2. Andrerseits wird dieses Mass durch das Mass eines 
Geschlechts bezw. zweier Geschlechter von Formen von n - 1 
Variablen und der Determinante ,." ausgedriickt. Auf diese Weise 
findet man fiir die Anzahl aIler Darstellungen einer Zahl ,." als 

Summe von 2h + 2 Quadraten Ausdriicke l~ ( d 1)"+1 a/', zu sum-
Ii 

mieren fiber alle ungeraden Divisoren d von ,.,,; .t ist eine je nach 
der Linearform von ,." verschiedene ganze ZahL Dagegen hangt die 
Anzahl der eigentlichen DarsteUungen der Zahl ,." als Summe von 

210-1 

2h + 1 Quadraten ab von der Summe p. :,. t. (- ~)"f.L) ;. Diese 

letzteren Summen lassen sich in endlicher Form darsteIlenj sie er
,.-1 

weisen sich als abhangig von den Summen ~ ( - 1)1: (l!...) lr/'-1, be-
1:=1 II-

zogen auf aIle zu ,." teilerfremden Zahlen k. 9») 
10) Von Klassenanzahlen ist bisher nur die eines Geschlechts 

indefiniter Formen ungrader Determinante mit teilerfremden 

(i = 2, ... , n - 1) 

92) fTh. d. Darst. durch vier Quadr. u. ihnl. quatem. Formen vgl. K. G. J. 
Jacobi, J. f. Math. 12 (1834), p. 167 = Werke 6, p. 245; G. Lejeune-Dirichlet, 
J. de math. (2) 1 (1866), p. 210 = Werke 2, p. 201; Liouville, 10 (1845), p. 169, 
(2) 1 (1806), p. 230 u. flgde. Bde.; Eisenstein, J. f. Math. 35 (1847), p. 133, 134 
= Math. Abh. p. 193; Ok. Hermite, J. f. Math. 47 (1854), p 365; R. Gent, Liegnitz 
Progr.1877; G. Torelli, Giom. di mat. 16 (1878), p. 152; H. J. S. Smith,Ohelini 
Coll. Math. (1881), p.117 = Papers 2, p. 287; J. W. L. Glaisher, Quart. J. 19 
(1883), p. 212; M. Weill, Par. C. R. 99 (1884), p. 859; Par. Soc. math. Bull. 13 
(1885), p. 28; Th. Pepin, Rom. N. Line. Pont. A. 38 (1885), p. 139; J. de math. 
(4) 6 (1890), p. 5; Vahlen, J. f. Math. 112 (1893), p. 27.- FtirfiinfQuadr.: Eisen
stein, J. f. Math. 35 (1847), p. 36e; Stieltjes, Par. O. R. 97 (1883), p. 981, 1515; 
A. Hurwitz 98 (1884), p. 504; Th. Pepin, Rom. N. Linc. Pont. A. 37 (1884), p. 9; 
Minkowski, Par. sav. [etr.] (2) 29 (1887), p. 164; Smith, ebenda p. 63 = Papers 2, 
p.685; Lond. R. Soc. Proc. 16 (1868), p. 207 = Papers 1, p. 520. Fiir 6,8, 10 
Quadrate: Eisenstein, J. f. Math. 35 (1847), p.135 = Math. Abh. p.195. Fiir 10,11 
u. 12 Quadrate: Liouville, J. de math. (2) I) (1860), p. 143; 6 (1861), p. 233; 9 (1864), 
p. 296; 10 (1266), p. 1. Vgl. femer: Ok. BerdelU, Par. Soc. math. Bull. 17 
(1889), p. 102; E. Catalan p. 205; L. Gegenbauer, Wien. Ber. 97 (1888), p. 420; 
1031 & (1894), p. 115; G. B. Mathews, Lond. Math. Soc. Proc. 27 (1896), p. 55. -

tJber die Summation von ~ (~) :,. vgl. Cauchy, Par. Mem. 17 (1840), note 12, 

p.665. 1: 

40· 
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ermittelt worden; dieselbe ist gleich Eins 92a). Die Endlichkeit der 
Klassenanzahl ist fur positive quadratische Formen von Hermite be
wiesen worden. Es ist namlich jede solche Form einer andern 
.:8 ai k Xi Xk iiquivalent, in welcher 

0< au < a22 ••• < ann, 

all~2'" ann < AnA, 

- ahh < 2ahk < ahh (h :< k) 

ist; die Anzahl dieser Formen ist bei gege.bener Determinante 6 
ofl'enbar endlich. Fur den numerischen Faktor An hatte Hermite den 

n(n-1) 

Wert (-~-) 2 gefunden; Minkowski giebt dafur den fur grosse n 

kleineren Wert (
2n r (1 + ~))2 

r ({-r2 (s. Nr. b, 15». 92b) Diese Reduktion 

quadratischer Formen hat nicht die Eigenschaft, dass sich in jeder 
Klasse nur eine Form findet. Dieses wird durch die Ausdehnung der 
Seeber-Dirichlet'schen (Nr. d,3» Reduktion erreicht; der zufolge ist 
jede positive Form einer und im aIlgemeinen nur einer solchen aqui
valent, in welcher 

o < au < ass' .. < ann 

und jedes ah h der kleinste der Werte von 

( Xi = + 1, 0, - 1 . ht II 0) 
i k _ 1 2 ' nlC a e Xi";.h = , - , , ... ,n 

ist. Die Reduktion einer indefiniten Form 

f=~aikxixk=~+ (;lXikXkr 

kommt auf die der definiten 

(i,k=1,2, ... ,n) 

( Ai> 0, illi = 1) 
i, k= 1:2, ... , n 

zuruck. Die reduzierenden Transformationen aIler Form en 9 trans
formieren fin eine en - l)-fache Formenschar, in welcher sich eine 
enclliche Anzahl (Periode, Netz) ganzzahliger Formen, Reprasentanten 
der Klasse von f vorfindet (Hermite's kontinuierliche Reduktion, s. N r. d, 3». 

92 a) Am. Meyer, Zurich naturf. Ges. Viert. 36 (1891), p.241. 
92 b) Hermite, J. f. Math. 40 (1850), p. 261; Minkowski, Geometrie d. Zahlen, 

p. 198. 
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11) Quadratische Formen mit komplexen Variablen und Koeffi.
~enten sind von Jordan, Bianchi und Mathews, bilineare Formen 
~ au Xj x',. (Hermite'sche Formen, s. N. c, 15» mit konjugiert kom
plexen ail, und aki, sowie Xi und x/ sind von Picard und Loewy unter
sucht worden 98). 

f. Formen, die in LinearfaJdoren zerfallen. 1) Bier sind zu
nachst die binaren Formen zu betrachten. 

Die einfachsten dieser Formen: X" - y'" bilden den Gegenstand 
der Kreisteilung [I C 4 b, Nr. 4]. Eine wichtige Eigenschaft des 
Binoms x" - y'" fUr Primzahlen n ist in der Gleichung: 

.. .. XI_(-l)nYI 
:£ - 11 n 
:£-11 = 4-

ausgedriickt, in welcher X, Y ganze rationale Funktionen von x, y 
sind 94). Durch diese Gleichung wird die Kreisteilung zur Theorie der 
binaren quadratischen Formen in Beziehung gesetzt. Insbesondere 
fliesst aus dieser Quelle die Kreisteilungsauflosung der Pell'schen 
Gleichung95). Eine analoge Gleichung findet fUr zusammengesetzte n 
statt (Dirichlet 1. c.). 

2) In das Gebiet der Kreisteilung gehOren allgemeiner auch die
jenigen binaren Formen {(x, y), welche gleich Null gesetzt, Gleichungen 
von "Perioden" [l C 4 b, N r. 3] von Einheitswurzeln ergeben (cyklo
tomische Funktionen). FUr eine Primzahl n und eine Teilung der nten 

Einheitswurzeln in nur zwei Perioden ist dies die oben erwahnte 
Form Xi + ny2. Eine Baupteigenschaft aller dieser Formen besteht 
darin, dass die durch sie darstellbaren Zahlen nur Primfaktoren von 
bestimmten Linearformen enthalten konnen 96). Auf diese Eigenschaft 

93) C. Jordan, J. ee. pol. 51 (1882), p. 1; L. Bianchi, Rom. Line. Rend. 
(4) 51 (1889), p. 589; G. B. Mathews, Quart. J. 25 (1891), p. 289; E. Picard, 
Par. C. R. 95 (1882), p. 763; 96 (1882), p. 1567 u. 1779; 97 (1883), p. 745 u. 845; 
Math. Ann. 39 (1891), p. 142; Alfred Loewy, Par. C. R. 123 (1896), p. 168; Halle 
Leop. N. A. 71 (1898), p. 377; Math. Ann. 50 (1898), p. 557; 52 (1899), p.588. 

94) Cauchy, Par. C. R. 10 (1840), p. 181 = Oeuvres (1) 5, p. 85; Par. Mem. 
17 (1840), p. 249; Gauss, Disqu. arithm. art. 357 = Werke 1, p. 443; N. Trudi, 
Ann. di mat. (2) 2 (1869), p. 150; A. Genocchi p. 216; Zolotareff, Nouv. Ann. d. 
math. (2) 11 (1872), p. 539; Smith, Lond. Math. Soc. Proc. 7 (1875), p. 237 = 
Mess. of math. 5 (1876), p. 143 = Papers 2, p. 132. 

95) Dilrichlet, J. f. Math. 17. (1837), p. 286 = Werke 1, p. 343 j E. de Jon
quieres, Par. C. R. 98 (1884), p. 1358, 1515. 

96) Vgl. z. B. Sylvester, Amer. J.of math. 2 (1879), p.280, 357,381,389; 
3 (1880), p. 68, 179, 184,_332, 388; Par. C. R. 92(1881), p.l084.; Th.Pepin p. 173; 
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hin sind von Dirichlet Formen der ~rt ax' + bXi y2 + cy' unter
sucht worden; ferner von ihm, Genocchi und Kronecker die beiden 

Formenarten, die aus (x + yn)k hervorgehen 97). 
3) Uber die allgemeinen kubischen binaren Formen hat Eisenstein 

bemerkenswerte Resultate gewonnen. Die quadratische Kovariante [I B 2, 
Nr.1J (b2 -ac)x2 +(bc-ad)xy + (c2 -bd) y2 der binaren kubischen 
Form ax3 + 3bx2y + 3cxy2 + dy3 transformierl sich bei einer Trans
formation der letzteren vermittelst derselben Substitution. Demnach 
bilden von einer Klasse kubischer Formen die quadratischen Ko
varianten eine Klasse quadratischer Formen. Diese Klassen quadra
tischer Formen sind dadurch ausgezeichnet, dass durch ihre "Tripli
kation" (Eisenstein) die Hauptklasse entsteht; und umgekehrt. Solche 
Klassen sind "subtriplikat" genannt worden. Auf dieser Grundlage 
gelingt Pepin die vollstandige Aufzahlung der Klassen kubischer 
binarer Formen gegebener Determinante 98). 

4) Hermite nennt eine binare Form aox"+(~)a1x"-ly+ ... +anY" 

"primitiv", wenn 0,0' 0,1' ••. , a" teilerfremd sind, und zwar "uneigent

lich" oder "eigentlwh" primitiv, je nachdem 0,0' (~) au (~)~, ... , a" 

einen gemeinsamen Teiler haben oder nicht. A.quivalente Formen 
bilden eine "Klasse"; aquivalente Formen haben aquivalente Ko
varianten [I B 2, Nr. 2J. Formen gehBren in eine "Ordnung", wenn 
sie in den gross ten gemeinsamen Teilern der Koeffizienten ihrer 
respektiven Kovarianten iibereinstimmen, dieselben einmal mit, einmal 
ohne Binomialfaktoren genommen. Formen gehOren in ein "Ge
schlechf!', wenn sie rational unimodular in einander transformierbar 
sind. Kubische und biquadratische Formen zeigen ein singulares Ver
halten, begriindet in dem Umstande, dass es die einzigen bi.nii.ren 
Formen ungraden bzw. graden Grades sind, welche keine lineare bzw. 
quadratische Kovariante besitzen [I B 2, Nr. 7, Anm. 146,157; Nr.8, 
Anm. 169J. 

Binare Formen derselben Determinante und vom ungraden Grade 
n > 3 bilden ein Geschlecht. 

A. S. Hathaway, J. Hopk. Cire. 1882\ p. 67, 131; Sylvestef" p. 45; K. Th. Vahlen, 
Kl:inigsb. phys. ok. Ges. Ber. 1897, p. [47]. 

97) Dirichlet, J. f. Math. 3 (1828), p. 35 = Werke 1, p. 62; De formis etc., 
Vratislaviae (1828) = Werke 1, p. 45; A. Genoechi, Par. C. R. 1884, p. 411; 
Ann. di mat. (2) 2 (1869); p. 256; Kronec1rer, Ber!' Ber.1888, p. 417 = Werke 3, 
p. 281; X. Stouff, Par. C. R. 125 (1897), p. 859. 

98) Eisenstein, J. f. Math. 27 (1844), p. 75, 89, 319; Th. Pepin, Rom. N. 
Line. Pont. A. 37 (1884), p. 227; G. B. Mathews, Messeng. (2) 20 (1891), p. 70. 
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Binare biquadratische Formen sind erner endlichen (Klassen-) 
Anzahl reduzierler iiquivalent. 

Die Reduktion einer biniiren Form 

(i = 1, ... , n) 

wird, analog wie bei den indefiniten quadratischen Formen, auf die 
Reduktion der definiten quadratischen Form 

(i=1, ... ,n) 

zuriickgefiihrl 98&). Das Zeichen Nbedeutet die "Norm" [I B 1 c, Nr.4:; 
1 C 4a, Nr. 2]. 

5) Der in 1) erwahnten Darstellung von {i" - y" als quadratische , x-y 
Form entspricht fiir eine Primzahl n von der Form 3 k + 1, die im 
Bereich der Kubikwurzel E der Einheit in zwei Faktoren 1lt und ns 
zeriaIlt, fUr eine Teilung der nten Einheitswurzeln in drei Perioden 
[I C 4 h, Nr. 3] die Gleichung: 

x"-y" X8+ nnt YS+nn,Z8-8nXYZ F(X, Y, Z) 
x-y = 27 = 27 ; 

setzt man Y == V + E W, Z == V + ESW, so sind X, V, W ganze 
ganzzahlige Funktionen von x und y. Die Formen F(x, y, s) sind 
von Eisenstein ausfiihrlich untersucht worden; sie zeigen in vielen 
Eigenschaften ihre Analogie zu den binaren quadratischen Formen 
von Primzahl-Determinante. An die Stelle der Pell'schen Gleichung 
tritt die Gleichung F(x, y, z) = 1. Die Form F(x, y, s) zerfallt in 
drei Linearfaktoren: 

( _ 1 - 1 + i VB) 
E -, 2 • 

Sind A', B' zwei der Linearfaktoren fUr eine beliebige Losung, so 
heisst 19 A' - E 19 B' ihr "Regulator". Diejenigen Auflosungen, fiir 
welche die Norm des Regulators ein Minimum ist, heissen "Fundar 
mentalaufUisungen". Sind fiir eine Fundamentalauflosung der Glei
chung F(x, y, s) = 1 A und B zwei von diesen Linearfaktoren, so 
ist in AI B'" jede Auflosung enthalten. AlIe "Regulatoren" ergeben 
sich aus dem Fundamentalregulator 19.A - E 19 B durch Multi
plikation mit allen komplexen ganzen ZaMen l + mE; die betreffende 
Auflosung ,,gehJjyf' zu diesem Quotienten l + mE der beiden Regu
latoren. Die Anzahl der Klassen ist endlich und hiingt von den beiden 

98&) Hermite, J. f. Ma.th. 41 (1851), p. 191; 52 (1856), p. 1. 



632 I C 2. Arithmetische Theorie der Formen. 

(Dirichlet'schen) Reihen [I C 3, Nr. 2): ~ [~J. !, ~[~J.~ ab, 

in denen das Zeichen [] den kubischen Restcharakter ausdriickt. 
Die Summierung ergiebt, dass die Klassenanzahl der Norm III -lm + m2 

des Quotienten l + mE gleich ist, zu welchem eine gewisse "Kreis
teilungseinheit" [l C 4 b, Nr.l] gehOrt 99). 

6) Andere ternare kubische Formen, welche in Linearfaktoren 
zerfallen, insbesondere die Darstellung der 1 oder einer ganzen Zahl 
durch solche Formen, sind von Meissel, Mathews, Tanner u. a. be
trachtet worden 100). 

Diejenigen ganzzahligen Formen: 

(ax + by + el&) (a'x + b'g + c'/&) (a"x + b"y + 0"1&), 

in denen a, h, 0, ... von der Kubikwurzel einer ganzen Zahl rational 
abhangen, hat Am. Meyer des ausfiihrlicheren untersucht. Zu der

a h 0 II 

selben Determinante a' h' 0' gehort eine endliche Anzahl von 
a" b" e" 

Klassen dieser Formen; jede Klasse wird repriisentiert durch eine 
endliche Anzahl ("Periode") reduzierter Formen. Ein vollstandiges 
System solcher Formen wird aufgesteUt und ein Verfahren zur Auf
findung alier automorphen Transformationen einer Form angegeben 100&.). 

Die allgemeineren Formen, in denen a, h, 0, . " einem gegebenen 
kubischen Zahlkorper [I C 4a, Nr. 1] angehOren, untersucht Furl
wangler. Er macht dabei von der Darstellung der Form durch daB 
Gitter der associierten positiven quadratischen Form: 

A I ax + by + os 12 + ft I a' x + h' Y + 0' S 12 + V I a" x + b" y + e" 1& pI 

Gebrauch. Die Theorie der Komposition wird auf die Multiplikation 
der "Gittereahlm" gegriindet. Jede Gitterzahl zerfiillt in eine end
liche Anzahl von Primzahlen 100 b). 

7) Auf die allgemeinsten Formen dieser Art hat zuerst Dirichlet 
aufmerksam gemacht und zugleich den Hauptsatz ihrer Theorie be
wiesen. 

99) Eisenstein, J. f. Math. 28 (1844), p. 289; 29 (1846), p. 19 = Abh. p. 1. 
100) E. Meissel, Progr. Ober-Realsch. Kiel1891; G. B. Mathews, Lond. Math. 

Soc. Proc. 21 (1891), p. 280; H. W. Lloyd Tanner, ebenda 27 (1896), p. 187. 
100 a) Arn. Meyer, Zur Theorie der zerlegbaren Formen, insbesondere der 

kubischen; Habilitationsschrift (ZUrich 1870), hrsg. von F. Rudio, Ziirich naturf. 
Ges. Viert. 1897, p. 149. 

100 b) Ph. Fwrtwangler, Zur Theorie der in Linearfaktoren zerlegbaren, 
ganzzahligen ternaren kubischen Formen, Gtittingen 1896 (Diss.). 
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Es sind dies die Formen: 

" 
a II (ali Xl + a2iX2 + ... + a"iX"), 

;=1 

in welchen die Grossen aki rationale Funktionen einer algebraischen 
Zahl nter Ordnung sind und das Produkt iiber alie konjugierten Werte 
zu erstrecken ist [I C 4 3, N r. 1]; durch die ganze rationale Zahl a 
werden die Nenner beseitigt. Insbesondere ist 

/l(x1 + aX2 + ... + a"-l x ,,), 
/¥ 

WO IX eine ganze algebraische Zahl [I C 4 a, Nr. 2] ist, die ,,Haupt
form" dieser Theorie und: 

/l(x1+ aX2 + ... + a"-lx,,) = + 1 
das Analogon der Peli'schen Gleichung. Dirichlet zeigt, dass die 
siimtlichen Auflosungen dieser Gleichung sich als Produkte von 
Potenzen von v - 1 Fundamentalauflosungen ergeben, wenn v die 
Anzah} der reellen und der Paare komplexer Werle von a iSt.101). 

Die Reduktion dieser Formen wird wie in 5) auf diejenige der 
associierten positiven quadratischen Formen zurUckgefiihrt. 

AlIe automorphen Substitutionen sind Produkte von Potenzen 
gewisser ,,Fundamentalsubstitutionen" (Hermite).lOla) 

8) Die erwahnten Formen sind o:ffenbar die aligemeinsten, welche 
In Linearfaktoren zerfalien. 

g. Sonstige Formen. 1) Fiir Formen beliebigen Grades von 
beliebig vielen Variablen werden die Begri:ffe der Aquivalenz und der 
Klasse wie frUher auf Grund ganzzahliger linearer Einheitssubstitu
tionen definiert. 

Die Endlichkeit der Klassenanzahl hat Jordan bewiesen 102). 

Ordnung und Geschlecht sind von Poincare definierl worden: 
zwei Klassen von Formen gehoren in dieselbe Ordnung, wenn sie 
iibereinstimmen in den grossten gemeinsamen Teilem ihrer Koeffi
zienten und der Koeffizienten ihrer entsprechenden In- und Kovarianten, 

101) Lagrange, .Add. aux aMm. d'algebre d'Euler § 9' = Oeuvres 7, p. 164; 
Dirichlet, Par. C. R. 10 (1840), p. 286 = Werke 1, p. 619; Berl. Ber.1841, p.280 
= Werke 1, p.626; ibid. 1842, p. 93 = Werke 1, p. 633; ibid. 1846, p. 103 
= Werke 1, p. 689; G. Libri, Par. C. R. 10 (1840), p.311, 383; J. LiOWlJille 
p. 381; Hermite, J. f. Math. 40 (1860), p. 291 u. 808; H. Poincare, Par. C. R. 
92 (1881), p. 777; Par. Soc. math. Bull. 18 (1886), p. 162. 

lOla) Hermite, J. f. Math. 47 (1854), p.889. 
102) C. Jordan, Par. C. R. 88 (1879), p. 906; 90 (1880), p. 1422; J. ec. pol. 

29, cab. 48 (1880), p. 111. 
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die Koeffizienten einmal mit, das andremal ohne die Polynomial
koeffizienten genommen [I B 2, Nr. 16]; zwei Klassen gehOren in das
selbe Geschlecht, wenn sie fiir jede ganze Zahl als Modul einander 
kongruent sind 103). 

2) Insbesondere sind kubische temare und quaternare Formen 
von Poincare betrachtet worden 104). 

3) fiber die Darstellung ganzer Zahlen durch gegebene Formen 
sind vor allem die (unbewiesenen) Siitze von Waring zu erwahnen: 
J ede ganze Zahl ist die Summe von hochstens 9 Kuben und von 
hochstens 19 Biquadraten. Uber Darstellungen durch Zahlen von der 

axl + bx ax4 + bx2 5 4 g 2 Form 2 '--2 -- und ax + a1 x + a2x + asx + a4 x hat 

Maillet einige Siitze gegeben 105). 

4) Uber die Darstellung von Potenzen als Summen von Potenzen 
bestehen die Siitze: Keine Summe (Differenz) von 2 Kuben kann ein 
einfacher, doppelter oder vierfacher (Delannoy) Kubus sein; eine Summe 
von drei Kuben kann ein Kubus oder ein doppelter Kubus sein; eine 
Summe von drei und nicht weniger Biquadraten kann ein Quadrat 
oder ein doppeltes Quadrat sein; eine Snmme von 5 Biquadraten 
kann ein Biquadrat sein (Martin); eine Summe von 6 (Martin), 
aber keine Summe von 2 fiinften Potenzen kann eine fiinfte Potenz 
sein 106); eine Sum me von 2 noon Potenzen (n > 2) kann keine nOO 

Potenz sein (Fermat) [vgl. I C 4 b, Nr. 14:]. 
5) In Bezug auf die Darstellung der Null durch gegebene Formen 

hat man diese 1!'onnen nicht nach dem Grade, sondem nach dem 

103) H. Poincare, Par. C. R. 94 (1882), p. 67, 124; Par. Soc. math. Bull. 13 
(1885), p. 162 (Darst. v. Zahlen durch geg. Formen). 

104) H. Poincare, Par. C. R. 90 (1880), p. 1336; J. ec. pol. 50 (1883), p. 199; 
51 (1883), p.45; 56 (1886), p. 79 [I B 2, Anm. 434]. 

105) E. Waring, Medit. alg., Cambro 1782, p. 349; Jacobi, J. f. Math. 42 
(1851), p. 41 = Werke 6, p. 322; A. B. Zornow 14 (1835), p. 276; S. BeaZis, 
Nouv. eorr. math. 4 (1878), p. 209; Ed. Lucas p. 323; Nouv. Ann. (2) 17 (1878), 
p. 536; Ed. Maillet, Assoc. fr9. Bord. 24 (1895), p.242; J. de math. (5) 2 (1896), 
p. 363; Par. Soc. math. Bull. 23 (1895), p. 40. 

106) Euler, Algebra 2 i , Kap. 13, 15; Legendre) Theor. des nombr. 4, § 1, 
art. 333 = 2, p. 11 der deutschen Ausgabe; 6, § 3 u. 4 = 2, p. 348 u. 352 der 
deutschen Ausgabe; Dirichlet, J. f. Math. 3 (1828), p. 354 = Werke 1, p. 1 
u. 21; D. S. Hart, Educ. Times 14 (1871), p. 86; Hermite, Nouv. Ann. (2) 11 
(1872), p. 5; F. Proth, Nouv. corr. math. 4 (1878), p. 179; E. Lucas p. 823; 
E. Catalan p. 352, 371; A. Desboves 6 (1880), p. 34; Th. Pepin, Rom. N. Line. 
Pont. A. 34 (1881), p. 73; A. Martin, Educ. Times 50 (1889), p. 74; Chic. Congr. 
Pap. 1896 [1893], p. 168; H. Delannoy, J. de math. elem. (5) 21 (1897), p. 58; 
Fermat, Observ. sur Dioph. = Oeuvres 1, p. 291. 
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Geschlechte (im Sinne Riemann's, s. II B 2; III C 2, 5) zu ordnen. 
Insbesondere kann eine ternare Gleichung f(x, y, z) = 0 vom Ge
schlecht Null arithmetisch-rational auf eine solche Gleichung vom 
zweiten Grade oder also auf die Gleichung y2 = ax2 + bx + c 
transformiert werden, welche nach Nr. d, 9:1f. voIlstandig auflosbar 
istl°7). Dagegen ist bisher nicht bewiesen, ob eine ternare Gleichung 
vom Geschlecht Eins auf eine ternare kubische Gleichung oder auf 
eine Gleichung y2 = aaf + bX 3 + CX2 + dx + e zUrUckkommt 108). 

6) Auf eine besondere Art "Diophantischer" Gleichungen [1 C 1, 
Nr. 7] weist Kronecker hin. Die Aufgabe, aIle Gleichungen eines 
bestimmten Affektes [I B 3 b, N r. 20] aufzusteIlen, erfordert die Auf
losung derjenigen ganzen ganzzahligen Gleichung 

(J) (9, fl1 f2' ... , fn) = 0, 

durch welche die A:lfektfunktion 9 mit den elementaren symmetrischen 
Funktionen f1' f2' ... ,fn verbunden ist. Fur den Fall einer cyk
lischen Funktion 9 hat Kronecker die Aufgabe gelost 109). 

7) Bezeichnet man mit D (XO, Xl' •.. , Xn) die Diskriminante 
[I B 1 b, Nr. 18; 1 B 2, Nr. 25] der Gleichung 

xotn + x1 tn - 1 + ... + Xn = 0, 

80 ist die ganze ganzzahlige Diophantische Gleichung 

D(xo, Xli .. ·, Xn)= + 1 

stets in rationalen Zahlen, in ganzen Zahlen nur fur die Gleichungen 
auflosbar: 

(u t + v) (u't + v') = 0 110) 
(ut+ v) (u't + v') (u"t+ v") == o. 

( uv' - u'v = + 1 ) 
u+u'+u"= v+v~+v"-=o 

107) A. Hurwitz und D. Hilbert, Acta math. 14 ,1890/1891), p. 217. 
108) tJber die zahlreichen Behandlungen besonderer ternarer kubischer und 

.der Gleichungen y2 = ax' + bxs + ex! + dx + e vgl. lei, Nr. 7. 
109) Kronecker, Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen 

Grossen, Berlin 1882, p. 38 = J. f. Math. 92 (1882), p. 38 = Werke 2, p. 289; 
Berl. Ber. 1853, p. 371. 

110) Hilbert, Gott. Nachr. 1897, p. 48. 
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Litteratur. 
S. unter I C 1. Das einzige bisher vorhandene Lehrbuch tiber das Gebiet illt 

P. Bachmann, Zahlentheorie 2. Teil: Die analytische Zahlentheorie, Leipzig 
1894. Vgl. Lej.-Dirichlet, Vorl. herausg. v. Dedekind, 4. AuH., Braunschweig 
1894. 

1. ZerfiUlung der Zahlen (ihre a.dditiven Darstellungen). Die 
analytische Zahlentheorie giebt die zahlentheoretischen Untersuchungen, 
die auf analytischen Betrachtungen beruhen, elliptische Funktionen 
ausgeschlossen, woriiber I C 6, II B 6 a zu sehen. 801che stellte zuerst 
L. Euler an in zweifache:r Richtung. 

Erstens 1). Die additive Darstellung der Zahlen aus Teilen be
stimmter Art (ZerfiillUIn!J, partitio numerorum) ruht auf der Entwick-

1) L. Euler, Introd. in anal. infin. 1, Laus. 1748, deutsch von A. O. Michelson, 
Ber!. 1788/90, H. Maser, Ber!' 1885, cap. 16 oder Comment. arithm. coIl. 1, p.73, 
391 = Petrop. N. Comm. 3, 1750/51, p. 125; 14, 1769, p.168. 
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00 00 

lung unendlicher Produkte ll), wie 11(1 + a;'z), IT 1. U. s. w. 
1 - x'z 

;=1 ;=1 

nach den Potenzen von a; und z. So folgen u. a. die Siitze: Jede posi
tive gauze Zahl bnn ebenso oft in verschiedene, als in gleiche oder 
verschiedene aber ungerade Summanden, und so oft in h verschiedene 
Summanden zerfallt werden, als sie in die ersten h mindestens ein
mal genommenen Zahlen zerfallt S). Ferner der Pentagonalzahlensatz: 
Die Anzahl der Zerfallungen von n in eine gerade Anzahl ist gleich der 
Anzahl derjenigen in eine ungerade Anzahl verschiedener Summanden, 

ausser wenn n = 3 h2 2+ h, wo fUr h gerade oder ungerade sie um 1 

grosser resp. kleiner ist 4). K. G. J. Jacobi gewann mittels elliptischer 
Funktionen, spater direkt eine Gleichung 5), aus der Satze uber die 
Anzahl der Zerlegungen einer Zahl 24 k + 3 in die Summe dreier 
Quadratzahlen [I C 2, Nr. d, 7)] fliessen. Auch bewies er (J. f. Math. 32, 
1846, p. 164 = Werke 6, p. 303), spater F. Franklin (Par. C. R. 92, 
1881, p.448) den Pentagonalzahlensatz arithmetisch, wie K. Th. Vahlen 6) 

eine Menge Satze uber bestimmte Zerfallungen und die Beziehungen 
der betreft'enden Anzahlen zu einander. Z. B.: U nter den Zerfallungen 
von n in verschiedene Summanden, bei welchen die Summe der absolut 
kleinsten Reste (mod. 3) der letztern h ist, giebt es gleichviel in eine 
gerade wie in eine ungerade Anzahl Summanden, ausser wenn 

3h2 -h . . n = 2 ,wo fur gerades oder ungerades h es eme gerade resp. 

ungerade mehr giebt. Euler's betreffender Satz folgt durch Summa
tion fiber die zulassigen h. Auch findet so u. a. Vahlen eine von 
J. Liouville [J. de math. (2) 1,1856, p. 349] gegebene Rekursionsformel 
ffir die Teilersumme ungerader Zahlen. 

Euler gab fiir die Summe fen) [I C 1, Nr. 1] aller Teiler von n 
die Formel: 

2) Uber die Konvergenz solcher Produkte s. A. Pringsheim, Math. Ann. 33, 
1889, p. 119; s. auch I A 3, Nr. 42. 

3) Zur Bestimmung der Anzahl der Zerfallungen von n in h gleiche oder 
verschiedene Summanden aus der Reihe 1, 2, ... , 'In haben F. Brioschi, J. J. Syl
vester, P. Volpicelli (Ann. sci. mat. fis. 8 (1857), p. 5, 12, 22) und Faa di Bruno 
(J. f. Math. 85 (1878), p. 317, Math. Ann. 14 (1879), p.241) Methoden gegeben. 

4) Euler, Petro N. Comm. 3 (1750/51), p. 125 = Comm. Ar. 1, p. 73 und I) 

(1754/55), p. 75 = Corom. Ar. 1, p. 234. Historische Angaben dariiber bei 
Jacobi, J. f. Math. 32 (1846), p. 164 = Werke 6, p. 303. 

5) J. f. Math. 21 (1840), p. 13 = Werke 6, p. 281. 

6) K. Th. Vahlerl, J. f. Math. 112 (1893), p. 1. 
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fen) =~ (- l)Ii-{f(n- 31t1
2+h) + J(n- 3hI2-h)J, Ii 

wo f (0) = n, wenn n PentagonalzahI. Solche Formel besteht auch 
fur die Anzahl r (n) der Zerfiillungen von n in gleiche oder ver
schiedene Summanden und man hat 

f ~ 3ht +h ( 3h' +h) (n)=~ (-1)Ii-l·-2-· r n--' -2- .1) 

Aus einem von J. W. L. Glaisher (Mess. (2) 20, 1891, p. 129) 
gegebenen allgemeinen Satze fliessen (Phil. Mag. (5) 33, 1892, p. 54) 
die schon friiher (Quart. J. 19, 1883, p. 220 resp.Lond. M. Soc. Proc. 
15, 1884, p. 110) von ihm, die erstere schon von G. Halphen (Par. 
Soc. M. Bull. 5, 1877, ;po 158) mitgeteilten Formeln 

~(_1)1i. (2h + l)f(n- h(h;- 1») = 0, 
Ii . 

:2 6 (n- h(ht 1») = 0, 
Ii 

wo 6(n) Uberschuss der Summe der ungeraden uber die der geraden 

Teiler von n, f(O) = ~ , 6(0)=-n. S. dazu Mess. (2) 7, 1877, p. 66. 

In Mess. (2) 20, 1891, p. 129 giebt Glaisher eine Formel fur 

~ (_1)1i .. (2h + l).J (n- h(ht 1), 
m 

fen) die Summe mter Potenzen aller Teiler von n, m ungerade, welche 
m 

die Summen ungerader Potenzen gewisser Zahlen mit den Summen ge
rader Potenzen der naturlichen Zahlen verbindet; ebend. p. 177 werden 
die letzteren eliminiert. V gl. 1) Mess. (2) 21, auch wegen der Be
ziehungen zwischen der Funktion j~n) und der Anzahl der Darstellungen 

einer Zahl als Summe von 2, 3, 5 Quadraten. Vom fiberschuss der 
Anzahl der Teiler 2h, 4h + 1, 3h + 1 einer Zahl n uber die ihrer 
Teiler 2h + 1, 4h + 3, 3h + 2 resp. handelt Glaisher, Cambro Proc. 
5, 1884, p. 108; vgl. Lond. M. Soc. Proc. 15, 1884, p. 104; 21, 1890, 
p. 395; Quart. J. 20, 1884, p. 97. 

Die Zerfallung einer Zahl n in m Teile gebOn im Grunde ala 

7) Euler, Petro N. Comm. 6, p. 69, 76 = Comm. Ar. 1, p. 146, 234; Oh. Zeller, 
Acta. Math. 4 (1884), p. 416 und M. A. Stem, ebend. 6 (1886), p. 327; auch J. Syl
vester, Par. C. R. 96 (1883), p. 674,1110,1276; J. W. L. Glaisher, Lond. M. Soc. 
Pro 22 (1891), p. 359; Mess. (2) 21 (1891), p. 47, 49, 122. Andere Sittze tiber Zer
fll.llungen folgen aus Formeln, welche bei V . ..4. Lebesgue, J. de math. 5 (1840), 
p. 42 hergeleitet werden. 
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einfacher Fall einer Kombinationsaufgabe (s. P. A. Mac-Mahon, Com
binatory analysis, a review of the present state of knowledge, Lond. 
M. Soc. Proc. 1897, p. 9) der kombinatorischen Analysis an [1 A 2, 
Nr.8]. In dieser ZugehOrigkeit sind die verschiedenen Probleme der 
Zeriallung zumeist von englischen Mathematikern, vornehmlich von 
J. Sylvester, A. Oayley, P. A. Mac-Mahon betrll!chtet worden. Ersterer 
gab in seinen Outlines of seven lectures on the partition of numbers 
(Lond. VorIes. 1859), Lond. M. Soc. Proc. (28) 1897; p.33, eine Skizze 
seiner wesentlichsten Gesichtspunkte, Methoden und Resultatej vgl. 
dazu besonders Quart. J. 1, 1857, p.81 u. 141 und Amer. J. of Math. 5, 
1882, p. 251. Ubrigens sind die betre:ffenden Arbeiten und Beweise 
dieses Forschers mit V orsicht aufzunehmen. Er nennt die Anzahl 
Arlen, wie oft n aus gegebenen positiven ganzzahligen Elementen 
a, b, ... , l additiv zusammengesetzt werden kann, d. i. die Anzah! posi
tiver gamzahliger Losungen der Gleichung 

(1) ax+by+···+lt=n, 
die Quotity von n mit Bezug auf jene Elemente oder den Denumerant 

a, b~; . . 1; dieser Gleichungj sie ist der Koeffizient von X" in der Enf

wicklung von [1 B 2, Nr. 9] 
1 

(1 - ~ (1 - af) ... (1- x') 

Diese Anzahl Q kann in der Form A + U dargestellt werden, wo A 
eine ganze algebraische Funktion [1 B 1 c, Nr. 2, 3] von n und den 
Elementen, U aber aus Ausdriicken zusammengesetzt ist, in denen 
Einheitswurzeln auftreten j oder such in der Form Q = Eq Wq , wo 

(die "wave") Wq den Koeffizienten von : in der aufsteigenden Ent

wicklung der auf alIe primitiven qten Einheitswurzeln f! bezogenen Summe 

~ (qe"Y' 

[1- C~ rJ··· [1- C:z YJ 
bedeutet; Wq ist nur dann von Null verschieden, wenn q in einem 
oder mehreren der Elemente aufgeht; Wi ist A. - Oayley gab (Lond. 
Trans. 145, 1856 1 (1855), p. 127 = ColI. Papers 2, p. 235) fur diese 
.Anzahl, die er pea, b, .•. , Z) n nennt, einen andem Ausdruck mittels 
seiner "prime circulators"; ist namlich ai = 1, wenn i _ 0 (mod. a), 
sonst ai = 0, so heisst 

(Ao, Ai, ... ,Aa- i) clof a;= AOai+Aiai-i + ... + Aa-iai-a+i 
eine circulating function (J. Herschel, Lond. Trans. 140,1850 II, p.399), 
und ein prime circulator, WenD, so oft b ein Teiler von a = be, 
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.Ai + A b+i + A 2b+i + .. , + A(C-l)b+i = 0 

(fiir i = 0, 1, 2, ... , b - 1). 

Auf dieselbe Anzahl lassen sich die Anzahl P(O, 1, 2, ... , k)m n, wie oft 
n aus m Gliedern der Reihe 0, 1,2, ... , k (mit Wiederholungen) additiv 

entsteht, d. i. der Koeffizient von xn zm in (1 _ z) (1 _ x~) ... (1 _ a;k z) , 

sowie der Koeffizient desselben Gliedes in 1 - x 
(1 - z) (1 - xz) ... (1 - xk z) 

zuriickfiihren. Sylvester's Ausdruck lasst sich aus dem, mittels des 
Cauchy'schen Residu-Begriffes [II B 1] gewonnenen Satze: ,,1st F(x) 
eine gebrochene Funktion, 

F(x) = ~ cl,1' + "'" I'~, 
...:::;.; (a .. - x) I' .tt:::::.J X' 
.. ,I' i 

so ist das Residu von .:2F(adt ) gleich dem konstanten Teile von 
J. 

- F (x)", herzuleiten und geht bei Benutzung der circulating functions 
in den Cayley'schen iiber. Die Anzahl Q ergiebt sich auch aus dem 
algebraischen Ausdrucke der uber aIle Losungen der Gleichung (1) 
ausgedehnten Summe ~ x Ct yfl ... t), [Sylvester in Phil. Mag. (4) 16, 1858, 
p. 371] fur a = P = ... = A = 0. V gl. ferner Glaisher, British Assoc. 
Report 1874. 

J. Hermes, Math. Ann. 47, 1896, p. 281 betrachtet eine Funktion 
E., t (n), welche die Anzahl der Zerfallungen einer Zahl in eine be~ 
stimmte Anzahl Summanden als besonderen Fall umfasst. 

In seiner Dissertation, Halle 1899, giebt H. Wolff fur die Amahl 
FI' (n) der Zerlegungen einer ganzen Zahl n in p, positive ganzzahlige 
Summanden mit vorgeschriebener Grossenordnung einen Ausdruck, der 
sich als Summe von Produkten aus Potenzen von n in gewisse Divi
sionsreste von n charakterisieren lasst, und zeigt, wie hier die Koeffi
zienten von FI'Cn) mittels Bernoulli'scher Funktionen [II A 3, Nr. 18] 
linear durch diejenigen von FI'_l(n) dargestellt werden konnen. 

Schon Euler (Comm. Ar. 1, p. 400) hat einen Prozess (regula Vir~ 
ginum) angedeutet zur Zerfallung der bipartite numbers (s. weiter 
unten) , d. h. zur gleichzeitigen ZerfaJlung zweier Zahlen n, n' in 
vorgeschriebene Gruppen a, a'; b, b'; ... l, l' oder zur Losung des 
Systems 

(2) 
ax + by + ... + It = n, 
ax +b'y+.·· + l't= n' 

in positiven ganzen Zahlen. Die Anzahl der Losungen ist der Koeffi
zient von j;nyn! in der Entwicklung des Produktes 
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1 

(1- {Xpya,) (1 - [Jlyb) ... (1- xll) 

Cayley bestimmte ihn (Phil. Mag. (4) 16,1858, p. 337 = ColI. Papers 4, 

p. 166) fur den Fall, dass a~ , :" ... ungleiche reduzierte Briiche sind. 

Sylvester hat durch direkte Behandlung der Gleichungen (2) sowie all
gemeiner eines Systems von belie big vielen solchen Gleichungen ge
funden, dass deren Losung stets auf diejenige einfacherer Systeme 
von einer normativen Beschaffenheit, und letztere auf die Losung 
einzelner Gleichungen zuruckgefuhrt werden kann; doch hat er dariiber 
nur kurze Angaben publiziert (Quart. J. 1, 1857, p. 81, 141; Phil. 
Mag. (4) 16, 1858, p.371 und seine oben bezeichneten Outlines). Auch 
graphische Methoden hat er angewendet, um zu Siitzen iiber ZerfaJlung 
von Zahlen, z. B. zu den Euler'schen Slitzen zu gelangen; s. dariiber 
ausser den angefiihrten Schriften Par. C. R. 96, 1883, p. 743,1110. 
V gl. auch die Bestimmung der Anzahl ganzzahliger Losungen des be
sonderen Systems zweier Gleichungen: 

Xl + x2 + ... + Xn = r, 1xl + 2X2 + ... + nXn = n 

bei E. Sadun, Ann. di mat. (2) 15, 1887, p.209; ferner David, J. de 
math. (3) 8, 1882, p. 61; B. Pomey, N. Ann. (3) 4, 1885, p. 408. 

Bei den Zerfallungen sind partitions und compositions zu unter
scheiden, je nachdem die Teile nur an sich oder auch mit ihrer Ord
nung beriicksichtigt werden. Mac-Mahon untersuchte (Lond. Trans. 
184A, 1893, p. 835; 185 A, 1894, p. 111 und 187 A, 1896, p. 619) 
die einen und die andern bei multipartite numbers "{J r ... , d. h. bei 
Zahlen, welche aus a + {J + y + . . . Zahlen bestehen, von denen IX 

von einer ersten, {j von einer zweiten u. s. w. Art sind (z. B. ist eine 
m-zifferige Zahl m-partite), und gab eine grossere Reihe zugehOriger 
erzeugender Funktionen. An driUgenannter Stelle findet sich u. a. 
der Satz: die Anzahl der Zerfallungen aller Zahlen in hOchstens 
q Teile <p ist der Koeffizient von aqxpq in der Entwicklung von 

1 

(1 - a) (1 - x) (1 - ax) (1 - ax2) ••• (1 - axP) 

und gleich dem Binomialkoeffizienten (P t q). Die erstgenannte 

Arbeit behandelt auch eine eigene Ausdehnung des Begriffs der Zer
flillung; denkt man P Einheiten 

1 1 ... 1 

und k algebraische Symbole (ala deren einea auch daa leere Feld 
zwischen zwei Einheiten gewahlt werden darf) in die p - 1 Zwischen-

Encyklop. a. math. Wise.nsch. I. 41 
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riiume gesteUt, so geIten die so entstehenden Ausdriicke als "Kom
binationen kter Ordnung fur die Zahl piC, fur welche die Anzahl der 
unter einander verschiedenen untersucht wird. "Vollkommene Teilung" 
einer Zahl nennt Mac Mahon (Mess. (2) 20, 1890, p. 103) eine solche, 
die je eine Teilung jeder kleineren Zahl enthiiIt (z. B. 7 = 4 + 1 + 1 + 1), 
und giebt Bestimmungen ihrer Anzahl. 

M. A. Stern nennt jede Summe verschiedener Glieder einer ge
gebenen Zahlenreihe eine "Kombination" der letztern und sagt, n komme 
unter diesen Rom binationen m - mal vor, wenn m von ihnen = n 
(mod. p, p ungerade Primzahl). 1m J. f. Math. 61, 1863, p.66 (s. auch 
p. 334) giebt er die Gesetze solches Vorkommens fiir die Zahlenreihen 

1,2, ... ,p-lundl,2,. .. ,P 2 1 , sowie fiir die Reihe der quadratischen 

Reste (mod. p). 

2. Dirichlet'sche Rellien und Methoden, Gauss'sche Summen. 
Zweitens ging Euler von einer Gleichheit aus, wie diese: 

00 

(1) ~ fen) = IT [1 + f(P) + f(p2) + ... ]; 
n=1 p 

(p durchliiuft aHe Primzahlen) 

vorauszusetzen ist f(l) = 1, f(nn') = f(n). fen') fiir relativ prime 
n, n' und dass die Reihe der absoluten Betrage der fen) konvergiert. 

GiIt die zweite Voraussetzung fiir aIle n, n', so ist II 1_1f(P) die 
r> 

rechte Seite von (1). Z. B. ist, wenn der reelle Bestandteil von s 
grosser als 1, die "Riemann'sche Funktion" 

00 

(2) ~(s)= ~~=rr-1-; ~ n S 1 
n=1 p 1·---

pS 

(Euler, Introd. III anal. infinit. 1, Rap. 15) 8). Allgemeinere Beispiele 
betrachtete P. G. Lejeune-Dirichlet, Bed. Abh. 1837, p.45 = Werke 1, 

<Xl 

p.313. Sie sind von der Form 2} a:, wo Cn eine positive, mit n 
n=1 e" 

unendlich wachs en de Grosse, an ree11 oder komplex ist (Dirichlet'sche 
Reihen) , sind fur aUe positive s gleichmassig konvergent [ll A 1, 
Nr. 16, 17] und stetige [II A 1, Nr. 9] Funktionen von s, sobald 

8) Die Werte von {;(s) fUr s = 2,3, . ··,35 s. bei .A. M. Legendre, TraiM 
des fonct. ell. et des int6gr. Euleriennes 2, Par. 1827/32, p. 432; korrekter und 
bis s=70 ausgedebnt bei T. J. Stieltjes, Acta math. 10 (1887), p. 299 [vgl. auch 
II A 3, Fussn. 156 u. 158]' 
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A" = a1 + a2 + ... + an fiir n = 00 endlich; die nach s ge-

. . ~ logc., . 
nommene Ableltung 1St - £.J an . --a - und wIeder f"dr ane positive s 

.,=1 Cn 
stetig. So folgt z. B. 

Weitere Siitze iiber Dirichlet'sche Reihen gab R. Dedekind 9), 
A. Pringsheim 9) sehr allgemeine Kriterien iiber ihre Kon vergenz, in 
denen jene mitbegriffen sind. Man schliesst daraus den fiir Dirich
let's "analytische Methoden" fundamentalen Sats: Sind kll k2 , ••• ,k .. , ... 
solche positive, mit n unendlich wachsende, der Grosse nach geordnete 

Wertel dass, wenn T die Anzahl derselben, die < t sind, f bei stetig 
00 

wachsendem t eine Grenze w > 0 hat, so konvergiert S = ~ 1~(l 
.,=1 k .. 

far jedes positive (I, und lim (I S ist w. 10) Was schon Euler aus (2) 
(1=0 

fiir die natiirliche Zahlenreihe, schloss Dirichlet fiir die arithmetische 
Progression Mx + N, wo M, N relativ prim: dass sie unendlich viele 
Primzahlen enthii,lt 11). Auch jede eigentlich primitive binare quadra-

tische FoWl, deren Determinante ~ 0, stellt unendlich viele, in einer 

gegebenen, den Charakteren der Form entsprechenden Progression 
enthaltene Primzahlen dar 12) [1 C 2, Nr.c, 12)]. Den hierbei fundamen
talen Umstand, dass gewisse Dirichlet'sche Reihen nicht Null sind, 

9) Dirichlet's Varies. ub. Zahlenth., her. v. Dedekind, 4. Auf!.. 1894, Suppl. IX; 
A. Pringsheim, Math. Ann. 37 (1890), p. 38, auch 33 (1888), p. 119 und 35 (1890), 
p.297. 

10) Dirichlet, J. f. Math. 19 (1839), p. 324 u. 21 (1840), p. 1, 134, sowie 
ebend. 53 (1857), p. 130 [= J. de math. (2) 1, p. 80] = Werke 1, p.411; 2, 
p. 195. Die Herleitung eines wichtigen Spezialfalles aus der Theorie der Mittel
werte s. bei E. Cesaro, Ann. di mat. (2) 14 (1886), p. 141 ("fonctions enumera
trices") [so Nr. 3]. 

11) Dirichlet, Berl. Abh. 1837, p. 45 = Werke 1, p. 313. Legendre's Ver
such (Essai sur la tho d. n. 2, § 9), diesen Satz zu beweisen, st,utzt sich auf 
einen Induktionssatz, den A. Piltz (Habilitationsschrift, Jena 1884) als falsch 
nachgewiesen hat. E. Wendt bewies den Satz arithmetisch fUr die Progression 
Mx + 1 (J. f. Math. 115 (1895), p. 85), Dirichlet bewies ihn auch fur Progres
sionen mit komplexen Elementen (Ber!. Abh. 1841, p. 141 = Werke 1, p. 509). 

12) Dirichlet, Berl. Ber. 1840, p. 49 (5. Mii.rz) (= J. f. Math. 21, p.98) und 
Par. C. R.l0 (1840), p. 285 = Werke 1, p. 497, 619; H. Weber, Math. Ann. 20 
(1882), p. SOl; Am. Meyer, J. f. Math. 103 (1888), p. 98. 

41* 
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stellte Dirichlet durch das Reziprozitatsgesetz und die Klassenanzahl 
quadratischer Formen fest, F. Mertens durch elementare Satze iiber 
Multiplikation von Reihen; dieser erganzte den Satz uber die Pro
gression durch Angabe von Grenzen, zwischen denen wenigstens eine 
ihrer Primzahlen vorhanden sein muss 111). 

Fiir Dirichlet's analytische Behandlung der Theorie der quadra
tischen Formen ist Grundlage eine zweifache Abzahlung der positiven 
ganzen Zahlen, die durch ein System eigentlich primitiver Formen 
ax2 + 2 bxy + cy2 mit der Determinante D darsteHbar sind [1 C 2, 
Nr. c, 5)]. 1st 1: = 1,4,2, jenachdem D > 0, - 1, < - 1 ist, so ist 
bei beliebiger Funktion F 

't. ~f(m) F(m) = ~ F(ax2 + 2bxy + ct) + .. " 
links durchlauft m aHe positiven ganzen Zahlen, rechts x, y in jeder .der 
Sum men (deren so viele sind als Formen des Systems) fUr D < 0 
aHe ganzen Zahlen, fiir D > 0 alIe diejenigen, welche die betre:ft'ende 

Form positiv und 0 <y < /!!.:u (T, U"FundamentalaufZOsung" von 

t 2 -Du2=1 [1 C 2, Nr. c, 2)]) machen; 'tf(m) ist die Anzahl aller so 
hervorgehenden Darstellungen von m durch die Formen des Systems 14). 

Die rein formale Beziehung wird fiir F (m) = ..!:.., s > 1, zu einer 
m8 

quantitativen, aus der Siitze folgen, wie dieser (fur D = - 1 schon 
bei Jacobi, J. f. Math. 12, 1834, p. 167 = Werke 6, p. 245): 1st D < 0, 
so ist f (n) fur eine positive, zu 2 D prime Zahl n der Uberschuss 

der Anzahl der Teiler d von n, fUr welche (~) = 1, tiber die Anzahl 

derer, fur welche (~) = - 1. 

Die Bestimmung der Klassenanzahl stiitzt sich auf die Gauss'schen 
Summen [vgl. auch II A 3, N r. 20]: 

n-l m1ti 

rp(m; n) = ~ /'-n-
8=0 

(nach Kronecker, Berl. Ber. 1880, p. 686, G (-;:i)), besonders auf 

die Beziehungen: 

13) l!'. Mertens, Wien. Ber. 104 (1895), p. 1093, 1159; J. f. Math. 117 (1897), 
p. 169; Wien. Ber. 106 (1897), p. 254. 

14) Fur quadratische Formen ax! + bxy + cy! erhalt die Formel ab
weichende Gestalt und fli.hrt zu manchen Vereinfachungen; s. L. Kronecker, Berl. 
Ber. 30/7. 1885, p. 761; H. Weber, Giitt. Nachr. 1893, p. 46, 138, 245. 
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'P (2p,; 2a) = (~r . (1'+ i (-1{-;). 2at• 

("-If 
rp (2p,; n) = + Yn. (*) i 2 , 

(a> 1), 

wenn n prim zu 2[" oder - auch wenn n nicht prim zu p" wo dann 

(~) = 0 ist-

Diese Formel, bei welcher die Vorzeichenbestimmung das Schwie
rigste war, gab fiir n = p (ungerade Primzahl) K. F. Gauss 15), 

1'-1 

indem er mittels zweier eigentumlichen Reihen die Summe ~ rh' 
h=O 

(r eine pte Einheitswurzel) in das Produkt 
(r - r- 1) (r3 - r- 3) ••. (rP- 2 _ y-p+2) 

verwandelte. V. A. Lebesgue 16) erreichte dasselbe mittels elliptischer 
Funktionen, einfacher A. Cauchy 17) und aus gleichem Grundgedanken 
Kronecker 18). Dirichlet 19) ermittelte die Gauss'schen Summen durch 
bestimmte Integrale. So findet sich auch 

(1) rp (EA; 2v) = (V2Et) . rp (- 2EV; A), 

wo E = + 1, A, v relativ prim, (V2E;i) derjenige Wert der Quadrat

wurzel, dessen reeller Teil > 0; oder nach Kronecker 20) 

(VQ). G(~) = 1 

G(~) 
fiir (J = 2Et· Diese Formel geht (s. ebenda) auS der fur ab = 1i 

giltigen: 

a'l. (} + :2 e-h.a,) = b'l'(~ + ~e-h'b')' 
h=1 h=1 

15) Gauss,. Gotting. Comm. rec. 1 (1811) = Werke 2, p. 9. 
16) Lebesgue, J. d. math. 5 (1840), p: 42. 
17) Cauchy, ebend. p. 154 = Par. C. R. 10 (1840), p. 560 = Oeuvres (1) 5, 

p. 152. 
18) Kronecker, J. d. math. (2) 1 (1856), p. 392. 
19) Dirichlet, J. f. Math. 17 (1837), p. 57 = Werke 1, p. 257. 
20) Kronecker, Berl. Ber. 1880, p. 686; vgl. Cauchy a. a. 0., sowie in Bull. 

soc. pbilomat. 1817, und Lebesgue, a. a. O. p. 186. 
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die ihrerseits der Formel fur die lineare Transformation der Theta
funktionen [II B 6 a, N r. 34:]: 

1 + 2e- 1tX + 2e-41tx • .. yx. 1t 41t =1 
1 + 2e-X-+ 2e-"'-··· 

entspringt, durch einen Grenzubergang hervor. Folgt so aus letzterer 
(I) und der Wert der Gauss'schen Summen, so umgekehrt jene aus 
(I), sodass beide iiquivalent sind. Oauchy's Fundamentalsatz der Lehre 
von der komplexen Integration [II B 3] ist ihre gemeinsame QueUe. 
Direkt hat Kronecker 21) die Summe cp (2; n) und durch iihnliche Be
trachtungen G. Landsberg 22) auch die Reziprozitiitsgleichung (I) aus 
jenem erhaIten. Die Vorzeichenbestimmung leistete sehr einfach 
F. Mertens, Berl. Ber. 1896, p. 217; s. auch Wien. Ber. 103, 1894, 
p. 1005. Summen, den Gauss'schen analog aus trigonometrischen 
Funktionen gebildet, druckte M. Lerch, Prag. Bohm. Ber. 1897, durch 
die Klassenanzahl quadratischer Formen von negativer Determinante 
aus [I C 2, Nr. c, 10)]. 

Mittels solcher Hilfssiitze fand DiJrichlet 

lim ~ """ 1 = x4t • cp(2.d) 
Q=o ""'" (ax'+2bxy+cy,)1+Q 2 2.d' 

1 
..d Absolutwert von D, .f} kleinster positiver Wert von VD log (t + u yD) 
fur aIle Losungen der Pell'schen Gleichung t'J - Du2 = 1 [I C 2, 
Nr. c,2)]. Die Anzahl der Klassen quadratischer Formen mit der 
Determinante D ist demzufolge 

co 

2 """ (D) 1 H(D) = '"i . ""'" n n' 
n=l 

Durch Vergleichung von H(D Q2) mit H(D) folgert Dirichlet 28) fur 
D > 0, dass es unendlich viele positive Determinanten mit gleicher 
Klassenanzahl giebt [I C 2, Nr. c, 10)]. Man kann D= + 2" PS2 setzen, 
wo P Produkt ungleicher, ungerader Primzahlen, c = 0, 1 ist; R sei 
Produkt derjenigen ungeraden Primzahlen, die in S, aber nicht in P 
aufgehen. Istdannd'=+l, c=+l,jenachdem +P_1, 3 (mod.4), 
resp. c = 0, 1 iet, so ist fUr jede positive zu 2D prime Zahl n: 

21) Kl'onecker, J. f. Math. 105 (1889), p. 267. 
22) Landsberg, ebend. 111 (1893), p. 234. V gl. auch Lebesgue, J. d. math. 5 

(1840), p. 42 u. 12 (1847), p. 497. 
23) Dirichlet, Berl. Ber. 1855, p. 493 j J. de math. (2) 1 (1856), p. 76 j ebenda 

p. 80 = J. f. Math. 53 (1857), p. 127 = Werke 2, p. 183,189, 195. 
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n-l n'-l 

(~) = t]-2 . 8-8 . (;), 2 (~) = 0, 

wenn n aIle solche Zahlen < 8 P R durchlauft. Diese Satze und Gauss' 
Summen fuhren durch rationale Integration [II A 2, Nr. 26] oder 
trigonometrische Reihen [II A 8] zu endlichen Ausdriicken fUr H(D) 
von mannigfachster Gestalt 24) und, je nachdem D ~ 0, von verschie
denem Charakter. Z. B. ist 

1) wenn D = - L1 _ 1 (mod. 4) ist, 

H(D) = (2 _(~)). ~b-;~a, 
a, b die zu P primen Zahlen < P, fur welche (;) = 1, (;) = - 1; 

oder auch H(D) =.A - B, .A, B die Anzahl derjenigen a, b, die <:. Man folgert hieraus ~b > ~a, A>B(s. I C 1, Nr.6). Nach 

Stern (J. d. math. 5, 1840, p. 216) ist 

II 2an ( 1 cotg - = + _l)H<-P).-= 
a P - y'p' P Primzahl 8" + 7, 3; 

2) wenn D > 0, z. B. D = + p _1 (mod. 8), besteht ein Zu
!!ammenhang mit der Kreisteilung. 1st 

IT ( 2.:rei) y (x) - Z(x)y'P { 
• x - e P = +2 ,s = ~, 

so fiihren 25) die ganzen Zahlen y = Y(l), z = Z(l) zur "Kreis
teilungsauflOsung" [I C 4 b, Nr.4:1 7:, V der Gleichung t2 - Pu2 = 1; 
ist T, U ihre Fundamentalauflosung und 

-r: + vVP = (T + uyp)w, 
110 ist H(D) = (2 - y) 00, r = 1, 0, je nachdem P Primzahl oder 
nicht. 

Dirichlet bestatigte ferner die Gauss'sche Formel reD) = 2:::'~~1' 
[00 Anzahl der ungeraden Primfaktoren von D, (j = 0, 2 fur D= 1 
(mod. 4) reap. D = ° (mod. 8), sonst (j = 1] fur die Amahl der 
Klassen in jedem Geschlechte quadratischer Formen von der Deter
minante D (J. f. Math. 19, 1839, p. 324 = Werke 1, p. 411), Kronecker 
(Berl. Ber. 1864, p.285), der diese Herleitung modifizierte, ausserdem 

24) S. dariiber ausser Dirichlet's Abh.) J. f. Math. 19 u. 21 [so Anm. 10J, 
und Dedekind's Darstellung derselben noch V. Schemmel, Diss. Breslau 1863, 
Bowie M. Lerch, Bull. sci. math. astr. (2) 21 (1897), p. 290. 

25) Dirichlet, J. f. Math. 17 (1837» p. 286 = Werke 1, p. 843. 
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noch, dass t2-Du2= 1 fiir D>O unendlich viele Auflosungen habe, 
die Anzahl der Klassen endlich sei und jede Klasse des Hauptgeschlechts 
durch Duplikation [I C 2, Nr. c, 11)J entstehe. 

Dirichlet hat seine Untersuchungen auch auf Formen mit kom
plexen Elementen [I C 2, Nr. c, 13)J, insbesondere zur Bestimmung 
ihrer Klassenanzahl, ausgedehnt (Berl. Ber. 1841, p. 190; J. f. Math. 
24, 1842, p. 291 = Werke 1, p. 503, 533). Fiir eine reelle Determi
nante D ist sie gleich 2,,-1. H(D) H(-D), wo H die Klassenanzahl 
fiir Formen mit reellen Elementen und x = 2, 1 ist, je nachdem 
t2 - Du2 = - 1 reelle Losungen hat oder nicht. S. eine Erganzung 
dazu bei P. Bachmann, Math. Ann. 16, 1880, p. 537, sowie desselben 
"die Theorie der komplexen Zahlen etc.", Berlin 1867. 

3. Zablentheoretische Funktionen. Unter den Funktionen einer 
Zahl n = p"p'a' p'a" ... sind hervorzuheben: 

die Anzahl ihrer Teiler, ten) = (a + 1) (a' + 1) (a" + 1) .. " . . f pa+1_ 1 p,a'+1_ 1 
die Summe Ihrer Teller, (n) = l' --, --1-"" p- p-

die Anzahl wen) ihrer verschiedenen Primteiler, die Anzahlp (n)=2w(n) 

ihrer Zerlegungen in zwei relativ prime Faktoren, die Euler'scM Funk
tion [1 C 1, Nr. 1] 

p (n) = n (1- ~) (1- ~) "', 
die Funktionen ,,; (n) = pp'p" ... , lien) = (- l)a+a'+a"+" u. s. w. Die 
Funktion v (12) [E. Cesaro, Liege Soc. R. Mem. (2) 10, 1883, p. 315] ist 
o oder log p, je nachdem 12 aus mehreren Primfaktoren besteht oder. 
Primzahlpotenz pa ist; f.L (n) ist ± 1 oder 0, je nachdem n aus un
gleichen Primfaktoren (in gerader resp. ungerader Anzahl) besteht oder 
nicht (A. F. Mobius, J. f. Math. 9, 1832, p. 105 = Werke 4, p. 589, 
F. Mertens, ebend. 77, 1874, p. 289); die auf alle Teiler d von n> 1 
erstreckte Summe ~f.L (d) ist Null. Der letztere Satz ist nur ein 
anderer Ausdruck dafiir, dass im 'entwickelten Produkte (1- p') 
(1 - p") ... (1 - p(k» gleichviel Glieder positives wie negatives Vor
zeichen haben. 

Die zahlentheoretischen Funktionen hangen eng mit der Riemann
schen Funktion ~ (s) zusammen 26). Da, wenn h (n) = .z f (d) 9 ( ~), 
d~ = n gesetzt wird, 

26) S. R. Lipschitz, Par. C. R. 89 (1879), p. 985. 
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ist, :fi.ndet sich 

00 

b(S) b(s-l) = ~f(~), 
,,=1 n 

letzteres wegen ~dl' (h) = 'P (n). Andere Formeln dieser Art gab 
G. Oantor, Math. Ann. 16, 1880, p. 583 = Witt. Nachr. 1880, p. 161, 
und Oesaro, Note 7 seiner Arbeit in Liege Soc. R. Mem. (2) 10, 1883, 
p. 1. Aus der letzten Formel folgt die Beziehullg n = ~'P (d), welche 
Oantor (a. a. 0.) bedeutend verallgemeinert hat. Nine andere Verall
gemeinerung derselben s. bei E. Busche, Math. Ann. 31, 1888, p. 70. 
Dieselbe Beziehung ffihrt zur Dirichlet'schen Formel 

co 

~'P (h)· [~J = N(~ + 1), 
k=1 

die aus der von E. BusChe: 

:2 fJJ(h). [91 (~) + m (~) + .. J=~nn', 
h=1 

in welcher m(x)=x-[x] ist, hervorgeht, wenn die N Zahlenn,n',.:. 
gleich 1 gewahlt werden t'l). 

Zur Herleitung von Beziehungen zwischen verschiedenen Funk
tionen dienen Identitaten wie diese: 

["'1 N N 

1) 1st F(x) = '2 f(h) , so ist2' F(~) = 2' [~l f(h). 
1=1 11=1 h=1 

Ffir die FaIle f(h) = t(h), J(h) und verwandte Funktionen gab 
J. Hacks, Acta. Math. 9, 1887, p. 177, sowie 10, 1887, p.1 Umformungen 
von F(x) (s. R. Lipschits, Par. C. R. 100, 1885, p. 845, besonders 
fiber zwei aus der Summe der geraden und der der ungeraden Teiler 
von n gebildete Funktionen k (n), l (n»); aus ihnen folgt u. a. in den 
genannten beiden Fallen: 

F(n) = tVn], F(n) = [vn] + [Vi] (mod. 2). 

2) 1st t/J(n) =~f(d), d Teiler von n, so ist 

N N NJ N [N] 
2't/J(h) = ~[h f(h) = '2 F h . 
11=1 11=1 1=1 

27) Dirichlet, Berl. Abh. 1849, p. 69 = Werke ~, p.49; E. Busche, Math. 
Ann. 31 (1888), p. 70. . 



650 I C 3. Analytische Zahlentheorie. 

1st ehenfalls x(n) =:£g(d), so ist~x(d)f(~)=~g(d)?/l(h), d~=n, 
eine Formel, welche noch verallgemeinert werden kann und zu einer 
Fulle besonderer Satze fuhrt (Cesaro, Note 2 und 5). Da ~p (d) = t (n 2), 
findet sichfiir f(x)=p(x),g(x)=~Cx)dieFormelp(n)=~~(d) t(d'2). 
S. daneben Mertens (J. f. Math. 77, 1874, p.292). 

In einer grossen Reihe von Artikeln, meist unter dem Titel "Sur 
quelques fonctions numeriques" (J. d. math. (2) von 2, 1857, an) gab 
J. Liouville eine Menge solcher Funktionssatze an. Die einfachsten 
haben Bezug auf die Zerlegungen n = d ~ einer Zahl, z. B. ((2) 2 p. 141) 

~J(d) =:£~t(d), ~q;(d)t(~) = fCn), 
~J(d)f(~) =~dt(d)t(o) 

u. a. Andere ((2) 3, 1858, p. 143) beziehen sich auf die Zerlegungen 

2 - '+" - d.1' ' - d'.1" n" - d".1''' n - n n, n - u, n - u , - u 

fiir ungerade Zahlen n, n', n" oder ((2) 3, p. 193, 241) auf die Zerlegungen 

, "2 2' '+'2"" 2a . n = n + n, a • n = a nan, u. s. w. 

Insoweit fiir die betrachteten Funktionen f (nj l( n") = f (n' n") bei 
relativ prim en n', n" ist, geniigt es zum Beweise der Formeln, sie 
fiir n = pa zu bestatigen. Einen Teil derselben bewies Th. Pepin 
[J. d. Math. (4) 4, 1888, p.83, sowie auch Rom. N. Line. Pont. A.37, 
1885, p.9]. Aus ihnen Hiessen mancherlei Folgerungen iiber die An
zahl der Zerlegungen einer Zahl in die Summe von Quadraten; J. de 
math. (2) 3, 1858, p. 143 Jacobi's Satz betr. diejenigen von 4n in 
4 Quadrate; (2) 4, 1859, p.281 G. Eisenstein's Satz betr. diejenigen 
von n in 6 Quadrate, u. a. S. J. d. math. (2) 11, 1866, p. 1 eine 
Formel fur die Anzahl der Zerlegungen von n = 2" . m in die Summe 
von 10 Quadraten. Anschliessend s. Buniakowsky, St. Pet. Mem. (7) 4, 
1862, Nr.2. In N. Bugaieff's "theorie des fonctions derivees etc!t Moscou 
J. phil. 5, 1871 (s. Bull. sci. math. astr. 10, 1876, p. 13) heisst 

wen) = ~()(d), d Teiler von n, ein numerisches Integral, () die 
Derivierte von?/l. Er sucht u. a. Entwicklungen von der Form 

w(n)=2aiE(7)' In Mosk. math. Samml. 13,1888, p. 757; 14, 
i 

1888, p. 1, 169 (s. Par. C. R. 106, 1888, p. 652; ebenda p. 1340 be
ziigliche Bemerkungen von E. Cesaro) behandelt er besonders die 
"logarithmisch-diskontinuierlicheti [II A 1, N r.14] Funktion~,." (d) log d. 
S. ferner Mosk. math. Samml. 17, 1895, p. 720; 18, 1896, p. 1. 

,u (n) eignet sich vorziiglich zur Umkehr von Summenbeziehungen. 
So folgt aus ?/len) = ~f(d), d Teiler von n, umgekehrt 
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fen) = '2 ~(d).t/J(~), 
ein Satz, der von R. Dedekind (J. f. Math. 54, 1857, p. 1, datiert vom 
Oktober 1856) und J. Liouville (J. de math. (2) 2, Marz 1857, p. 110) 
gegeben worden iet. 1st flir jede ganze Zahl n 

F(n) = ~ f(hn), 
"=1 

'" 
so folgt f (1) = ~ ~ (h) F (h). Lipschitz (Par. C. R. 89, 1879, p. 948, 

"=1 
'" 

985) gab mehrere solehe Umkehrungen, z. B. a.us T[x] = ~[~l 
"=1 

00 

[x] ="2 ~(h)T[~J, 
"=1 ,. 

wo T(n) = ~ t(h). 1st ferner flir jeden Teiler d von P 
k=1 

F(d) =~ f(hd), 

wahrend h aUe Teiler von : durehlauft, so ist f(l) = ~ ~(il)F(t$). 
d 

So findet sieh, wenn P ohne quadratisehe Teiler, die Anzahl der 

Zahlen < x, welche prim zu P, gleich ~ fL (d) [;J 28) Die Anzahl 
d 

der Primzahlen > VY und < y bestimmt sich durch eine ahnliche 
Forme1 29); hierhin gehOren auch Satze von Cesaro, E. Catalan u. A.30). 
Aus snderen Identitaten, in welche der grosste gemeinsame Teiler 
(n : k) oder das kleinste gemeinsame Vielfache (n; k) zweier Zahlen 
n, k eingeht, sehliesst Cesaro (a. a. 0., Note 8) Satze, wie die fol
genden: Die Summe (Anzshl) der Teiler, welche n und den Zahlen 
1, 2, 3, ... , n der Reihe nach gemeinsam sind, ist gleich der n·maligen 
Anzahl (der Summe) der Teiler von n; sowie Liouville's Formel (Par. 
C. R. 44, 1857, p. 753, s. such J. Binet, ebend. 32, 1851, p. 918): 

Im + 2m + ... + nm= 2 (~r CfJm(d), d Teiler von n, wo CfJm(d) 

Summe der mten Potenzen der zu d primen Zahlen < d. Die ]i'unktion 

28) S. die Kronecker'sche Formel und ihre Verallgemeinerung bei K. Zsig
mondy, J. f. Math. 111 (1893), p. 344. 

29) E. de JO'nqwieres und Lipschitz, Par. C. R. 95 (1882), p. 1144,1343, 1344 
und 96 (1883), p. 58, 114, 231, 327, auch Sylvester ebenda p. 463. 

30) Liege Mem. (2) 10 (1883), p. 285. 
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rpm (n) ist von A. Thacker bestimmt worden (J. f. Math. 40, 1850, p. 89); 

d h ·t~(-1)1ll(d).~(d)qJ(d) 1 
anae IS"::::;'; d2 = n . 

Eine sehr umfassende Umkehrung von Reihen giebt Cesaro (Ann. 
di mat. (2) 14, 1886, p. 141.31) Ist.Q, ein gegebenes Gebiet ganzer 
Zahlen, so heisst .Q, (x) eine "fonction indicatrice" desselben, wenn 
.Q, (x) = 1 oder 0, je naehdem x eine Zahl aus ,Q, ist oder nieht, 

[xl 

.2 .Q,(h) heisst eine "fonction enumeratrice". Fiir ,Q,(x),Q,(y)=.Q,(xy) 
h=1 

bildet ,Q, eine "geschlossene" Gruppe, d. h. .Q, enthalt aussehliesslich 
die Produkte je zweier in ,Q, enthaltenen Zahlen. 1st dann, wahrend 

fa (c{J (X» = E{J (fa (X» = fa{J (X) 

ist, F(x)=~h(ro)f(cw(x», iiber aIle Zahlen ro von,Q, summiert, so 

ist f(x) =~H(ro) F(cw (x», wenn~h(d)H(d')={~ fUr dd'=n > 1. 

Das erste Beispiel dieses Satzes gab A. F. Mobius (J. f. Math. 9, 1832, 
p. 105 = Werke 4, p. 589). 

Mertens (Wien. Ber. 106, 1897, p. 761; s. dazu Daubl. v. Sterneck 
n 

ebenda p. 835) untersueht den) = ~ p,(h) und zieht aus dem be-
h=l 

o baehteten, doch unerwiesenen Gesetze 16 (n) 1 < yn manche asymp
totische Folgerungen, auch Schliisse bez. der Primzahlmenge, des Ver
schwindens der Funktion ~(s) u. a. 

Di€ Anzahl t/J (a, (3), X (a, (3) der Teiler von a, welche > resp. < (3 
sind, hat M. Lerch untersucht 32); unter anderen Satzen gab er (a. 
letzt. 0.) die Formeln 

[m;lJ [m;l] 
.2t/J(m-an, a)=.2x(m-an, n), 
a=O a=O 

m-1 m 

2: 'l/J (m - a, a) = m, 2 'l/J (m + a, a) = 2m, 
a=O a=O 

die vorletzte bereits am erstem Orte oder Par. C. R. 106, 1888, p. 186, 
Bull. sci. math. ask (2) 12, 1888, p. 100, 121 mittels einer analytisehen 
Formel, deren Verallgemeinerung J. Schroder (Hamb. Mitt. 3, 1894, p.177, 
s. dazu ebend. 1897, p. 302) zu Slitzen fiber die Anzahl1frnl'+' (m-an,a) 

31) Speziellere Satze gleicher Art s. ebend. (2) 13 (1885), p. 339. 
32) S. u. a. Lerch, Prag. Bohm. Ber. 1887, p. 683 u. 1894, Bur quelques theo

remes d'arithmetique. 
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derjenigen Teiler von m-«n, die>« und deren Komplementii.rleiler von 
der Form nil- + s sind, gefilhrt hat. S. dazu Lerch (Prag. Bohm. Ber.1894) 
"Bemerkungen iiber eine Klasse arithmetischer Lehrsatze" und "fiber 

m-l 

eine arithmetische Relation". Nach Oh. Zeller 3S) ist~ lX1/J (m - a, a) 
a=O 

die Summe der Reste, welche die Teilung von m durch die kleineren 
Zahlen lasst. 

Zu dieser Nr. und zu Nr. 6 s. die Arbeiten L. Gegenbauer's in 
den Denkschr. und den Ber. der Wien. Ak., insbesondere in den 
Bdd. 491, 1885, p. 1, 37 j 492, 1885, p. 105 und 50t, 1886, p. 153 der 
ersteren. Aus der Flut der angegebenen Resultate seien einige Bei
spiele hervorgehoben. 1st II-r(n) = 0, wenn n durch eine rte Potenz 
teilbar ist, sonst + 1, so ist 

[3-] R 

6i[; ] I' (h) ~ I'r (h) 

d. i. die Anzahl Or (n) der Zahlen < n, die durch keine rte Potenz auf
gehenj hier gilt Bugaieff's Formel (par. C. R. 74, 1872, p. 449; s. 
dazu Hacks, Acta math. 14, 1891, p. 329, wo die Formel benutzt wird, 
zu zeigen, dass es unendlich viel Primzahlen giebt): 

[nfJ 
~Or[:J=n. 
1;=1 11, 

U. a. wird auch die Formel (Oesaro) gegeben: 
n n 

~[~](2h-1)=2l~l 
A=1 h=1 

Das arithmetische Mittel der Anzahlen derjenigen Teiler der Zahlen 

1 bis n, welche <:: [ynl (> [YnJ), ist asymptotisch [Nr.5] ~ logn+r 

(resp. r - 1), r Euler'sche Konstante [II A 3, Nr. 13] jist n kein 
Quadrat, so ist die Anzahl der Teiler von n, die < [vnl (> (yn]), gleich 
~ (log n + 21' + 1 resp. - 1). 1m Mittel ist die Summe der rezi-

4 

proken quadratischen Teiler einer Zahl ;0' die Summe der 1., 3., 5. 
n S n 4 n 6 th 

Potenzen der ungeraden Teiler ""8' 96 u. (Oesaro) 960' der U oerschuss 

88) S. letztgenannte Stelle. 
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der Anzahl der Teiler 48 + 1 iiber die Anzahl der Teiler 48 + 3 

gleich : ' die Anzahl der Darstellungen durch x2 + y2 gleich 7t. 

4. Die Funktion [x] [I C I, Nr. 1]. 1st keiner der positiven 
Werte x, 2x, 3x, ... nx ganzzahlig, so ist nach Gauss (Gotting. Comm. 
16, 1808 = Werke 2, p.l) 

.. ~ 

(1) ~ [kx] + 2'[:J = nv, v = [nx] , 
11=1 k=1 

insbesondere fUr positive ungerade relative Primzahlen p, q 

2-1 p-1 
2 -2-

(2) ~ [hPJ + :2 [kg] = P 2 1 . g -; 1 . 
11=1 g k=1 P 

Allgemeiner ist (Gotting. Comm. rec. 4, 1818 = Werke 2, p. 47) 

[i] 
q;(a, b) + q;(b, a) = [:]. [!J, wenn q;(a, b) = ~l[h:], a, b posi-

11=1 

tive relative Primzahlen. In anderer Richtung ist (2) von Zeller ver
allgemeinert in einer Note, die noch weitere Sii.tze uber [x], ahnlich 
solchen von Buniakowsky, enthii.lt 34). N ach Ok. Hermite ist fUr x > 0, 

,,-1 

k = 1: 2 [x + ~J = [nx]; 35) dies ist in einem von Stern (J. f. 
11=0 

Math. 102, 1888, p. 9) bewiesenen Satze begriffen; die Formel gilt aber 
auch fur positive gauze k, wenn ° < x < 1 (Catalan, Brux. Mem. 
46, 1886, p. 14). Stern bestimmte (Acta math. 8, 1886, p. 93) auch 
n-1 n-1 

~ (-1)11. [x + ~], ~k. [x+ ~l 1st d der grosste gemeinsame 
11=0 11=0 

Teiler der positiven ganzen Zahlen a, b, so ist nach ibm (J. f. Math. 
102, 1888, p. 12) 

b-l a-l 

1:[hba ] = ~[k:] = (a -l)~b - 1) + d 2 1, 
"=1 k=1 

34) Zeller in Witt. Nachr.1879, p. 243; V. Buniakowsky, St. Pet. Bull. 28 
(1883), p. 257, 411 und 29 (1883), p. 250; Par. C. R. 94 (1883), p. 1459; St. Pet. 
Melanges 1884, art. 3, p. 169. 

35) In Acta math. 10 (1887), p. 53 giebt Stern einige damit zusammen-

hangende, zum Teil Hermite'ache Beziehungen fur die Funktion [3;]. [3; + 1J . 
2 . 
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eine Formel, aus der Hacks (Acta math. 17, 1893, p. 205) ffir .Prim
zahlen charakteristische Beziehungen entnahm. Mit ihr finden sich 
(s. auch OesWro, N. Ann. (3) 4, 1885, p.560; Busche, Uber eine Beweis
methode in der Zahlentheorie, Diss. Gi>tt. 1883) Formeln, wie diese: 

b-l a-I 

~[ax + h;J = ~[bx + k:l 
"=0 k=O 

Nach Hacks (Acta math. 12, 1888, p. 109) und Busche a. a. O. 
ist fUr positive ungerade relative Primzahlen p, q 

p-l q-l 
It -11-

~ eq + ~J = ~ [kP + ~J; 
k=1 P k=l q 

im Zusammenhang damit stehen Resultate, welche Stern (J. f. Math. 106, 
1890, p. 337; vgl. Kronecker ebenda p.346) abgeleitet hat. Dieser 
untersuchte auch (J. f. Math. 59, 1861, p. 146) die Reste der Reihe 

[~J, [2;J, ... [(b-;,1)a] (mod. 4) und fand u. a., dass in der Reihe 

[iJ, [~qJ, ... [CP -; 1) q], falls p, q positive ungerade relative Prim.-

zahlen, ebensoviel Zahlen 4h + 1 als 4h + 2 sind. 
Eine systematische Herleitung solcher Form~ln fiber Summen 

grosster Ganzen gab Hacks (Acta math. 10, 1887, p. 1). Zur Grund
lage dient Dirichlet's 36) allgemeine Transformation'Sgleichung 

['I'(q)] p 

~ [lP(k)]f(k) = qF[1Jf(q)] -pF[qt(P)] + ~ F[qt(k)] , 
['I'(p)]+1 2+1 

[xl 

in welcher F(x) = .2 f(k), 11' (x) die Umkehrung der positiven, ein-
k=1 

deutigen Funktion 1jf(x) ist, die abnimmt, wenn x von der positiven 
ganzen Zahl q bis zu der positiven ganzen Zahl p wiichst. Die fur 
ein positives x aus ihr folgende, neuerdings als "Hermite'sche" bezeich
nete Gleichung 87) 

[xl ["'] [y;] 

~ t(k) = ~ [~J = 2 '~l~J-[Yx]2 
1 1 1 

36) Dirichlet, Berl. Ber. 1861, p. 20 = Werke 2, p. 97. 
37) Dirichlet, Berl. Abh. 1849, p. 69 = Werke 2, p.49. Eine Ausdeh

[x] 

nung dieser Formel auf die Summe ~ [~r s. bei Silvriider, Ramb. Mitt. 3 
k=1 

(189b), p. 219. 
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wurde direkt von HfYf'mite (Acta math. 2, 1883, p. 299), auch von Cesaro 
(Par. C. R. 96, 1883, p. 1029) bewiesen 88); R. Lipschitz gab (Acta 
math. 2. 1883, p. 301) ihre Ausdehnung auf die Funktion t.(k), Anzahl 
aller Teiler von k, welche ste Potenzen sind. Wlichst Yl'(x) , statt 
abzunehmen, so gilt statt der Dirichlet'schen Formel eine andere, 
welche J. Hacks giebt89). Aus diesen Grundformeln leitete Hacks filr 

n n 

die summatorischenFunktionen 2t(h), ~J(h) u. a. Umformungen 
h=l h=l 

her, die schon Dirichlet oder Lipschitz gab en, sowie neben der Gauss
schen Formel (1) die Zeller'schen und andere, meist von Buniakowsky 
gegebene Beziehungen. Filr positives lund positive gauze p, q ist 

[.tq] ['p] 

~ [hPJ + ~ [~~J = [lp]· [lq] + L, 
h=O q k=O P 

wo L die Anzahl, wie oft px, qx gleichzeitig ganzzahlig sind, wenn 
w> 0 bis l wachst. Sylvester gab einen besondern Fall (Par. C. R. 
50, 1860, p. 732), aus dem er das Reziprozitlitsgesetz [I C 1, Nr.6] 
folgerte; diese spezielle Formel gab auch Stern auf Grund der Formel (1) 
J. f. Math. 59, 1861, p. 146 und zog daraus eine Reihe von Folgerungen. 
Z. B. ist (Sylvester, a. a. 0.): 

wenn p, q positive relative Primzahlen und p :: 1, q:: 1 ganzzahlig, 

u < m sind. Fur u = 1 gab diese Formel schon G. Eisenstein (J. f. 
Math. 27, 1844, p. 281). Filr positive Zahlen m, n mit dem grossten 
gemeinsamen Teiler d ist 

[Il [~J 
2,1 [:hJ + l:[::J = [;J [;J + [:l 
h=l k=l 

38) S. aueh Busche, J. f. Math. 100 (1887), p. 469; Hamb. Mitt. 3 (1894), 
p. 167 und Schroder an letzterer Stelle p. 186; vgl. hierzu H. Ahlborn, Progr. 
Hamburg 1881. 

39) Eine noch allgemeinere Transformationsformel ahnlicher Art gab Busche, 
J. f. Math. 103 (1888), p. 118; er benutzte sie vornehmlich zum Beweise des 
Reziprozitatsgesetzes und in einer andern Arbeit (J. f. Math. 110 [1892], p. 338), 
in der er [x] fUr komplexes x definiert. 
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Fiir positive Primzahlen p = 48 + 1 ist 
p-l p-l 

~ [hi] = (p - 1) (p - 2) ~ [,r,;::] = (p - 1) (llp - 1) 
~ P 3' ~ r up 3 u .. S. m. 
h=l h=l 

1m J. f. Math. 106, 1890, p. 65 bestimmte Busche die sogenannten 
"Veranderungen" der auch fur negative p, q definierlen Gauss'schen 
Funktion cp(p, q) fur ganzzahlige l: 

cp(p + lq, q) - cp(p, q), cp(p, q + lp) - cp(p, q). 

Raben zwei Funktionen Fl (p, q), F2 (P, q) dieselben Veranderungen 
und ist Fl (p, p) = F2 (p, p) fur aUe ganzzahligen p, so sind die Funk
tionen fur aUe ganzzahligen P, q identisch. Hiernach lassen sich 

F(p, q) = cp(p, q) + cp(q,p), rep, q) = cp(p, q) - cp(q,p) 

finden' man hat F(p q) = p - 1 . q - 1 _ sgn. P - 1 . sgn. q - 1 d l' 
, '2 2 2 2' . 

das Reziprozitatsgesetz [I C 1, N r. 6]. Die Differenz rep,. q) - p -; q 

kann keine rationale Funktion von p, q sein; sie bestimmt sich aus 
dem Euklidischen Algorithmus [I C 1, Nr. 3] fur p, q mittels einer 

Formel, die cp(p, q) und somit das Legendre'sche Symbol (:) zu 

berechnen verstattet. - 1m J. f. Math. 100, 1887, p. 459 teilte Busche 
eine andere, sehr umfassende Transformationsformel mit (s. dazu 
Ramb. Mitt. 3, 1896, p. 234) bezuglich auf diejenigen Teiler ~m der 
naturlichen Zahlen m, fur welche, wahrend rex) eine wachsende Funk
tion ist, r(m) < ~m < a. Unter ihren mannigfachen Folgerungen sind 

zwei: eine neue Fassung des Gauss'schen Lemma (!) = (-1),« (vgl. 

J. f. Math. 103, 1888, p. 125), sowie eine Formel fur die Gesamtzahl 
der Klassen quadrati scher Formen mit den Determinanten - 1, 
- 2, . . " - n besonders bemerkenswerl. 

Eisenstein (J. f. Math. 27, 1844, p.281) gab trigonometrische Aus
q-l 

2 

drucke fur [1?.], :2 [hPJ I fiir den kleinsten Rest von p (mod. q), 
q h=l q 

sowie fur den Exponenten p, im Gauss'schen Lemma; Stern (J. f. 
Math. 59, 1861, p. 146) und P. Tardy (Ann. di mat. (2) 3, 1869/70, 
p. 331) Beweise derselben; ahnliche Satze Matth. Schaar und A. Genocchi 
(Brux. Mem. cour. sav. etr. 23, 1850 resp.25, 1854; vgl. noch Schaar 
in Brux. Mem. 24 und 25, 1850); eine Reihenentwicklung fur [x] mittels 
trigonometrischer Funktionen A. Pringsheim, Math. Ann. 26, 1886, p.193. 

Encyklop. d. math. Wissens.h. I. 42 
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Reihenentwicklungen anderer Funktionen, z. B. von <)len), gab F. Rogel, 
Prag. Bahm. Ber. 1897. 

5. Asymptotische Ausdrucke zahlentheoretischer Funktionen. 
Die Anzahl der Primzahlen. 'ljJ (n) heisst ein asymptotischer .A.us
druck von f(n) , wenn 1) lim (f(n) -1/1(n» = 0, allgemeiner, wenn 

n=oo 

2) lim fen) = 1. Fur die Anzahl H(x) der Primzahlen < x gab 
n=",1fJ(n) 

Legendre den folgenden 40): 

H(x) = x . 
log x - 1,08366 

P. Tschebyscheff zeigte aber, dass d/.X) -logx fur x=oo keine von-1 

verschiedene Konstante sein kanne; richtiger sei, 0 bwohl innerhalb der drei 
:1) 

erstenMillionen weniger genau, lI(x) = Li(x) [IIA3, Nr.14J=!ldX .41) 
ogx 

2 

Sind T (x), 8 (x) die Summe der natiirlichen Logarithmen aZZer Zahlen resp. 

der Primzahlen< x, und 'I/J(x) = ~ 8 (x~), so ist T(x) = ~'I/J (~) .42) 
n=l n=l 

Mittels Stirling's Formel [1 A 3, Nr. 38, Anm. 272; II A 3, Nr. 12 f.] 
finden sich daraus Grenzen fur T (x), 1/1 (x), () (x) Bowie fur die Prim
zahlmenge in gegebenem Intervalle, doch lasst sich ihnen kein Aua
druck der letzteren entnehmen. B. Riemann zuerst stellte solchen 
auf 48). Es ist 

~(1 - s) = _2_ . cos sn • r(sH(s) 
(2n)' 2 

• 
oder ~(s) r (~) % - 2" bleibt ungeandert bei Vertauschung von s mit 

1 - s: eine, nebst ahnlichell fUr andere Funktionell von O. SchlO-
~ 21tntii 

milch gegebenen, in einer von R. Lipschitz flir die Reihe ~ _e __ ._. 
n=_oo(t + n~) 

40) Legendre, Th. d. 11., 4. Hauptteil § 8; vgI. A. Genocchi, Ann. di mat. 3 
(1860), 1). 52; S. M. Dmch, Phil. Mag. (3) 24 (1844), p. 192. 

41) J. d. math. 17 (1852), p. 341. Legendre's Ausdruck gab auch Dirichlet 
[BerI. Ber. 1838, p. 18; J. f. Math. 18 (1838), p. 259 = Werke i, p. 351, 357], 
wahrend Gauss, der nach Benj. Goldschmidt's Zahlungen ahnliches bemerkte (Brier 
an J. F. Encke, Werke 2, p. 444), wie Tschebysche{f, den Wert Li(x). 

42) Eine Verallgemeinerung dieser Beziehung s. b. Cesaro, N, Ann. (3) 4 
(1884), p. 418. S. auch C. de Polignac, Par. C. R. 49 (1859), p. 350. 

43) Riemann's Werke, Leipzig, 1. Auf\.. 1876, p. 136, 2. Auf\.. 1892, p. 145. 
Eine Bearbeitung der beli. Abhandlung s. bei W. Scheibner, Zeitschr. Math. Phys. 
5 (1860), p. 233. 
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gefundenen Transformationsformel ent~tene Beziehung44), In An.
wendung der letztem auf die von Dirichlet bei der arithmetischen 
Progression angewandten Reihen folgt namlich eine Formel, die. 

'" 
A. H'IIII'wite 45) fiir die besondere Reihe ~ (~) ~ gab, und aus ihr 

,,=1 n 
fUr D = 1 die obige Riemann'sche. - Setzt man nun, je nachdem 
x Primzahl ist oder nicht, 

F(x) = 11(a: + 0) t n(a: - 0) oder = l1(x) 

und ((x) = ~ ~ F(x';') , so geIten die reziproken Beziehungen 
,,=1 

GO a+GOi 
logt(s) =j(x)x-.-1dX ((x) =~-l-f~ (logt(S)) X'ds 

8 '2 "l1oga: ds s 
1 a-'">t' 

(a> 1). Fiir s = ~ + ti aber wird 

• 
8(8 2 1). t(s)r(:) ,,-2" = get) 

eine gerade Funktion von t, von der Riemann ohne ausreichende Be
griindung sagt: 1) sind IX" die der Grosse na.ch geordneten unendlich 
vielen Wu:rzeln von ~(t) '""'" 0, deren reelier Teil > 0, so ist 

Ht) = ;(0) . II (1- :1.); 
,,=1 " 

2) es giebt annahemd 2: (log tn - 1) Wurzeln, deren reelier Teil 

zwischen 0 und T, 3) alIe Wurzeln sind (wahrscheinlich) reell. Aus' 
1) schliesst er die (im ersten Teile rechts berichtigte) Formel 

((x) = log ~ + Li(x) - ~ (Li (X~+"i) + Li (X~-"i)) 
« 

/' dx + J (x'-l)xloga:' 

'" 
Riemann's Untersuchung ist durch mehrere neuere Arbeiten iiber ganze 

'" 
analytische Funktionen [II B 1] (e) = ~a.,. sm ergii.nzt worden. J. Hada-

m=O 

44) Sck7ifmilch, Zeitschr. Math. Phys. 3 (1858), p. 130 und 23 (1878)-, p. 135; 
Lipschitz, J. f. Math. 54 (1857), p. 313; 105 (1889), p. 127; vgl. hierzu Lerch, 
Acta ma.th. 11 (1887/88), p. 19. 

45) A. Hurwitz, Zeitschr. Math. Phys. 27 (1882), p. 86. 
42* 
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mard 46) hat deren Eigenschaften aus dem Verhalten ihrer Entwick
lungskoefftzienten am zu ermitteln versucht. Seine wesentlichsten He
sultate finden sich bei H. v. Schaper 46) systematisch und mit Verein
fachungen, die u. a. durch einen Satz von E. Schou und durch Arbeiten 
von E. Borel bewirkt werden, speziell fur "Hadamard'sche", d. i. solche 
Funktionen ((z) hergeleitet, bei denen eine Zahl (X (ihre "Ordnung") 
existiert, der Art, dass bei beliebig klein gegebenem ~ fUr aile rn, 

die grosser als eine entsprechende Zahl rna sind, I ami < __ 1_", wiihrend 
(ml)a-

es beliebig grosse m giebt, fUr welche I am I > 1 +d. ist; dies sind 
. (mI)a 

zugleich die Funktionen ((ft) "vom Typus er a ii, bei welchen If (e) I 
~+o 

< er a fiir hinreichend grosse r = I z I, ausserhalb jedes noch 80 

gross en Kreises aber Punkte z vorhanden sind, fiir welche [fez) I 
~-d' 

> er a Denkt man eine solche Funktion in der Weierstrass'.chen 
Produktform [II B 1]: 

(Cz) = eP(Z)·rr (1-~) . e Q(~) = eP(z) ·H(z) , 
l' Zv 'V 

in welcher z~ die der Grosse r~ nach geordneten Nullpunkte von fCe), 
P(IZ) ein Polynom vom Grade P, 

Q - =-+- - + ... +-. -( z ) Z 1 (Z)2 1 (Z )E 
z" z" 2 z" E z, 

und E > P die kleinste positive ganze Zahl ist, fiir welche ~ r ;+1 
" konvergiert, so heisst E nach Edm. Laguerre (Par. C. R. 94, 1882, 

p. 160,635; 95, 1882, p. 828 = Oeuvres 1, p. 167, 171,174) "das Ge
schlecht", nach v. Schaper "die Hohe" von fez). Zwischen E und IX 

bezw. dem "Konvergenzexponenten" (nach Borel "ordre reelii) (I, fur 

welchen ~~ bei beliebig kleinem ~ konvergiert resp. divergiert, 
~r~-

" besteht ein enger Zusammenhang. U. a. ist fiir Hadamard'sche Funk-
tionen ohne Nullstellen oder mit einer endlichen Anzahl von solchen 

E = .!.:..; wenn sie von der Form II (z) sind, so ist (! = ~, und wenn 
a ~ a 

46) J. Hadamard, J. de math. (4) 9 (1893), p. 171; H. v. Schaper, Diss. GCitt. 
1898; E. Schou, Par. C. R. 125 (1897), p. 763, 764; E. Borel, Acta Math. 20 
(1896/97), p. 357. 
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(fiir nicht ganzzahliges ~) E ihre Rohe, so istll(s) vom Typus ell, 
wo E < Q < E + 1, also v 

1 

lim I am I· (m!)E+l = 0, 
m=oo 

"Poincare'scher Satzti (Par. Soc. M. Bull. 1883, p. 136); 

umgekehrt iet die Rohe E = E(~), wenn lICs) vom Typus erf!. 

In Anwendung seiner Siitze auf die Riemann'sche Funktion Ht) hat 
Hadamard (a. a. 0.) nachgewiesen, dass das Geschlecht dieser Funktion, 
wenn sie als eine solche von t2 aufgefasst wird, Null ist; daraus folgt 

die Riemann'sche These 1); ferner, dass _1 __ . log x fiir x = 00 
mod a" )£ 

zwischen 7 ~6 und :' womit 2) stimmt. Genauer ist nach H. v. , 
Mangoldt (J. f. Math. 114, 1895, p. 255; Auszug in Berl. Ber. 1894, 
p. 883) die Menge derjenigen W urzeln, deren reeller Teil zwischen ° 
und T, Null fiir T < 12, fur T> 12 ihre Abweichung von Riemann's 
Ausdruck abe. < 0,34 (log T)2 + 1,35 log T + 2,58. Fur die Funktion 

[xl 

) ~ v(h) (j v (x) .A(x r = - - - . - r reell 
, hr 2:xf ' 

h=1 

(8 = 1,0, je nachdem x Primzahlpotenz oder nicht) gilt eine fiir 
reelle x > 1 konvergente Reihenentwicklung; setzt man aber, je nach
dem x keine oder eine Primzahlpotenz ist, 

[xl 

{(x, r) = :2 ~~~ . h: oder = ~ VCx + 0, r) + (ex - 0, r)), 
11=1 

SO iet {(x,r)=- f .A (x, r)dr, {(x, O)=f(x) [po 659 obenl und 
H. v. Mangoldt's Siitze fuhren zur Riemann'echen Formel und zur 
Einsicht, dass .sie, nach den wachsenden Wurzeln geordnet, konver
giert. Schon vor Jenem gab A. Pilts 47) durch iihnliche Betrachtungen, 
doch weniger iiberzeugeJ1d, eine Rerleitung der Riemann'schen Formel 
und Fingerzeige fur aHgemeinere Fragen. Sein Prinzip, dass 

[x] x • 

~ a; = ~Jfm(X)X-'dX 
,,=1 n m 1 

ist, wenn fur aHe s, deren reeller Teil eine bestimmte Zahl iibertrifft, 
co 

:2 a: = ~~ffrn(X)X-'dX 
n= 1 n m 1 

47) A. Piltz, TIber die Haufigkeit der Primzahlen u. s. w., Jena 1884. 



662 I C 3. Analytische Zahlentheorie. 

gesetzt werden kann, benutzte E. Pfeiffer48) zur Bestimmung der mittleren 
Klassenanzahl quadratischer Formen, sowie zum Nachweise, da.ss bis 

" 
auf Grossen der Ordnung yn die Summe ~ t(h) gleich n log n 

10=1 

+ (2" - l)n ist (s. u. "mittlere Werle" Nr.6). 
Aua Riemann's Formel folgt endlich 

F(x) = ~~(n).! f(x~), 
.. =1 

oder bei Vernachlassigung der periodischen Glieder 

F(x) = ~ l1(n). ! Li (x~) < Li(x),49) 
,,=1 

iibereinstimmend mit Goldschmidt's Zahlungen. Setzt man F(x)=Li(x) 

- ~ Li (xf) , so ist die Abweichung genau von der Ordnung J, 
falls Riemann's dritte, bisher einzig noch fragliche Aussage richtig ist 
(Pilts, p. 6). Nach v. Mangoldt (J. f. Math. 119, 1898, p. 65) und 
Ok. J. de la Vallie-Poussin 50) ist 

lim F(rc) - Li (rc) = 0; 
%= QO F(rc) 

dabei wird benutzt, was Hadamwrd, einfacher Ok. J. de la ValUe
Poussin 50) gezeigt, dass b(S) keine Wurzel mit dem reellen Teil 1 

oder 0 hat, und dass lim 8 (x) = 1. Noch zeigte v. Mangoldt (Ber!. 
%=00 x 

Ber. 1897, 1>. 835), nach ihm E. Landau (Diss. Berl. 1899),dasa .. 
~ p-f) = 0, wie schon Euler (Intr. in anal. infin. 1, p. 229) aus-
10=1 

gesagt. 

48) Programm der Pfeiffer'schen Erziehungsanstalt, Jena 1886. 
49) V gl. J. P. Gram, Kjllbenh. Skrift. (6) 2 (1884), p. 185-308; er, wie 

L. Oppermann in Kjobenh. Oversigt 1882, p. 169 giebt eine Zusammenfassung 
der Arbeiten fiber die Primzahlmenge. Die letztgeschriebene Summe hat nach 
W. Preobraschensky, Moskau Naturk. Ges. 5 (1892), Heft 1, einen Inflexionspunkt 
x = 13256519. 

50) Hadamard, Par. C. R. 122 (1896), p. 1470 und Par. Soc. m. Bull. 24 (1896), 
p. 199; de la Valltie-Poussin, Brux. S. BC. Ann. 21 (1896), p. 188, 281, 363; 21 B 
(1897), p.251, 848; E. Oaken's Versuch, den letzteren Satz zu beweisen (Par. 
C. R. 1161 (1898), p. 85), ist nicht uberzeugend. S. uber ~(s) auch J. Franel, 
Zurich. Naturf. Ges. Viert. 41 (1896), 2. Teil, p. 7. 
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E. Meissel 51) gab eine Formel, mittels deren die Primzahlmenge bis 
x berechnet werden kann, falls sie fiir gewisse kleinere Grenzen be
kannt ist, und bestimmte und verglich diese mit den Resultaten der 
Annaherungsformeln innerhalb der ersten Milliarde. 

N ach F. Mertens ist : ~ log p < 2 (p Primzahlen <x) und log n 

= :2 1ogp + 2h, h echter Bruch; auf Grund hiervon ist 
p=n p 

< 

~ ~ = log log [x] + r - 9 - tJ 
p=" P 

< 

[[_1-1 = ey-alog[x] 
p=" 1--

< P 

limtJ = 0, 
x=oo 

r Eulcr'sche Konstante, 9 = ~ G ~~); die Konstante r ist 
h=2 p 

der Wert des aus der Theorie der r-Funktionen [II A 3, Nr. 13] be
kannten Integrals 

00 

((_1 _ e-") dx. 
J I e"-l II) 
o 

Mertens hat ~ ~ auch fiir die Falle bestimmt, dass die Primzahlen 
p p 

p von vorgeschriebener Linearform oder durch eine quadratische Form 
darstellbar sind 52) [I C 2, Nr. c, 5) u. 6)]. 

6. Mittlere Funktionswerte. Mittlerer Wert IDl f (n) von f (n) 

heisst jeder asymptotische Ausdruck fur F(n) oder, falls vorhanden, 
n 

n 

~~ F~n) , wo F(n) die summatorische Funktion ~ f(h); Mittelwert 
h=l 

Mf(n) von fen) (an der Stelle n) jeder asymptotische Ausdruck fiir 

51) Math. Ann. 2 (1870), p. 636. Ahnlich F. Rogel, Math. Ann. 36 (1890), 
p. 304. S. auch C. Hossfeld, Fr. Graefe, H. Vollprecht, Zeitschr. f. Math. u. 
Phys. resp. 35 (1890), p. 382; 39 (1894), p. 38; 40 (1895), p. 118; K. E. Hoff
mann, Arch. f. Math. 64 (1879), p. 333. S. zu diesem Gegenstande ferner 
L. Lorenz, Kjob. Skr. (6) 5 (1891), p. 427, s. auch Tidssk. f. Math. (4) 2 (1878), 
p. 1 sowie J. P. Grarn (aus Anlass der Rechnungen von M. Bertelsen) Acta math. 
17 (1893), p. 301. 

52) J. f. Math. 77 (1874), p. 289 und 78 (1874), p.46; in der ersteren 
von beiden Arbeiten dehnt Mertens die Betrachtung auch auf komplexe Zahlen 
a + bi aus [so Anm. 57]. 
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m ! ~ fen + h) bei grossen m, n, wahrend : beliebig klein (Gauss, 
h=1 

Disqu. A. art. 301-304). Nachst Gauss hat Dirichlet 5S) solche Werte 
bestimmt, anfangs analytisch, spitter mittels der oben gegebenen Trans
formation von Summenausdrncken. So fand er 

Sen) = :t Jch) = :: nB + O(n log n)5') 
h=1 

11 

T(n) =~ t(h) = n log n + (2r-1)n + o(Yn) 
h=1 

Mt(n) = log n + 2r; 55) 

hiernach ist T[ne] = Mt(n) (A. Berger, Upsala R. Soc. N. A. 11, 
ne 

1880; sur quelques applications de la fonction r a. la theorie des 

nombres, Upsala 1882). Setzt man ~ - [~J = Q, so ist asymptotisch 
11 

: ~ Q = 1 - r < ~; die Anzahl A derjenigen Zahlen 1, 2, ... n, 
"=1 

fur welche Q < ~ , ubertrifft die Anzahl A' derer, fur welche Q > ! ; 
aus der Anzahl der Zahlen h = 1,2, ... p, fUr welche, wahrend 

O<a<l, ~ - [~J<a ist, fand Dirichlet 66) 

A = n(2 -log 4) + O(n'/.), A' = n(log 4 - 1) + o (n%) . .. 
Ferner ist eben) = 2 rp(h) = :. nl, der Fehler (Diriehlet) O(nJ), 

h=1 

IJ zwischen 1,2, (Mertens) Oen log n), und Mtp(n) = 61 n.57) Daher n 

53) Dirichlet, J. f. Math. 18 (1838), p. 259; Berl. Ber. 1838, p. 13; Berl. 
Abh. 1849, p. 69 = Werke 1, p.357, 351; 2, p.49. 

54) d. h. der Fehler ist von der Ordnung nlog n. 
55) 1m Anschluss hieran s. bei L. Gegenbauer, Wien. Denkschr. 49 1 (1885), 

p. 24, Formeln ffrr die Anzahl der Teiler von k, welche < Vn; und eine Menge 
anderer. 

56) Dirichlet, Berl. Ber.1851, p. 20 = Werke 2, p. 97; dazu V. A. Lebesgue, 
J. de math. (2) 1 (1856), p. 377; L. Gegenbauer, Wien. Denkschr. 49 1 (1885), p. 108. 

57) Mertens, J. f. Math. 77 (1874), p. 289; er hat auch den Fall komplexer 
Zahlen a+ bi behandelt [so ADm. 52]. S. die letzte Formel auch bei Berger a. a. 0., 

die erstere unter der Form lim di(~) = 3 I bei J. Perott (Bull. sci. math. a.str. 
n n 
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ist 3, n' die asymptotische Anzahl der reduzierlen Briiche ~, deren 
n y 

Zahler und Nenner < n, 6, die Wahrscheinlichkeit [1 D 1], dass zwei 
n 

Zahlen x, y <:::: n l'elativ prim sind 68). Desgleichen ist 
II 

pen) = 2 p(h) = !: (log n + 21' -1 + 1!~) 
4=1 

mit dem Fehler (Mertens) 0 (n -} log n), also 

Mp(n) = :' (log n + 21' + 1!r), 
Die mittlere Anzahl der Darstellungen [1 C 2, Nr. c, 5)] einer 

positiven ganzen Zahl durch eine quadratische Form (a, b, c) der Deter
minante D (ffir D > 0 mittels in friiher bezeichneter Weise beschrankter 

Variabeln) ist T;: . 59) Allgemeiner gab Li(pschits 60) den Mittelwerl der 

Anzahl eigentlicher Darstellungen durch eine Form [1 C 2, Nr. e, g] 
mit mehr Variabeln oder von haherer Dimension, z. B. ist er fiir eine 
positive quadratische Form mit v Variabeln und der Determinante D 
lim Sinne von 1 C 2, Nr: e, 1)]: 

1 
2[V-;1] . ,J·n 

femer den Mittelwerl der Anzahl Klassen eigentlich primitiver, posi
tiver, binarer qUadratischer Formen mit der Determinante - 6.: 

(2) 5 (1881), p. 87, 188); CesUiro sa.gt dafiir: tp (n) sei asymptotiBch 6~, an 
n 

welche AUBeage sich eine Diskueeion mit W. Jensen [Par. C. R. 106 (1888), p. 1661 ; 
107 (1888), p. 81, 426 und Ann. di mat. (2) 16 (1888), p. 178] kniipft. Berger, 
Acta math. 9 (1887), p. 801 giebt u. a. die Formel 

lim . 1£(1) + 1£(3) + ... + p.(m) 1t 

m '4 ung.m=ao 

und eine il,hnliche fiir die Anzahl der Losungen von x' + y~ == m. 
58) Sylvester, Par. C. R. 96 (1888), p. 409; Cesaro, J. Hopkins Circ. 2 (1883), 

p. 85 beansprucht diesen Satz iiir sich. 
59) Vgl. Ga/U8S Werke 2 (1887), p. 279. 
60) Lipschite, Berl. Ber. 1865, p. 174. Mertens [Wien. Ber. 106 (1897), 

p. 411] beetimmte den asymptotischen Ausdruck fiir 

~ are' + 2h1xy + cy" are' + 2hrey + cyl < n 
fur hi - ac < o. 
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MH( - 6.) = 2: 1 . ~ = ( t ~ ) 
7 ~ 11,8 4 1 + 38 + 58 + ... 

1 

(Gauss Werke 2 (1837), p. 284; in Diequ. A. art. 302 ist -12 hinzu-
'" gefUgt; iiber Formen mit positiver Determinante s. art. 304). Einen 

direkteren Beweis hierfUr gab Mertens, J. f. Math. 77, 1874, p. 312. 
Gauss' Ausdriicke fiir den Mittelwert der Anzahl G(D) der Geschlechter 
quadratischer Formen (Disqu. A. art. 301), fUr den Fall einer nega
tiven Determinante D = - 6. die Formel 

MG(-6.)=:1(10g6.+2r+ 1:; -! log 2) , 

bestatigte Dirichlet (Berl. Abh. 1849, p. 69 = Werke 2, p. 49) [l C 2, 
Nr. c,12)]. 

Zur Herleitung solcher mittleren Werle kann der Satz dienen: 
co 

1st F (1 + (!) = ~ ~~ nach steigenden Potenzen von (! entwickel
"=1 h 'I 

bar, so beginnt, falls SJJlf(n) = lim F(n), die Entwicklung mit 'mf(n). 
n=oo 11, Q 

Konvergiert F (8) fUr aIle 8, deren reeller Teil > t1 > 0, und ist fUr 
x > 0 und a > t1: 

.. +coi 

J(x) = 2~i f x' F (8) d log 8, 
l!-lX)i 

so foIgt J(x) = f(l) + f(2) + ... + A.. f[x] , wo A. = ~ , 1, je-

nachdem x ganzzahlig oder nicht; also ist fen) = J(n+O) - J(n-O). 
Wie auch dies zu jenem Zwecke zu nutzen, zeigte G. Halphen 61.). 

Eine Menge asymptotischer Formeln gab L. Gegmbauer u. a. an 
den in Nr. 3 citierten Stellen, sowie meist mit elementaren Hilfs
mitteln Oesaro (Liege Mem. (2) 10, 1883, p. 1-360); z. B. iet (Note 12) 
die Summe der reziproken (direkten) mten Potenzen der Teiler von n 
im Mittel ~(m + 1) (resp. nm~(m+ 1), fiir m= 1 also ~I (resp. n ~i; 
die letztern besonderen FaIle s. auch bei Berger, a. a. O. Ferner ist 
(Oesaro, a. a. O. p. 230) die mittlere Anzahl (Summe) gemeinsamer 
Teiler zweier Zahlen n, n' 

IDlt(n: n') = ~, IDlJcn: n') = log -vnn' + 2" - ;~ + {; 
(p.307 u. 315) 

611, 36 
SJJlc(n) = 7iI' IDl(L(n) = 1/: 41 IDlv(n) = 1. 

----
61) HaZphen, Par. C. R. 96 (1883), p. 634; vgl. G. CanWr', Math. Ann. 16 

(1880), p. 587. 
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Heisst n~n) mittlere Dichtigkeit der Primzahlen bis n, so ist II'(n) 

ihre Dichtigkeit in n; fUr II(n) = 1 n 1 (TscMbyscheff) folgt 
ogn-

n[ne] = -I 1 = II'(n). Andere asymptotische Bestimmungen be-ne ogn 
treffend den grossten gemeinsamen Teiler, das kleinste gemeinsame 
Vielfache von Zahlen, den grossten quadratischen Teiler einer Zahl 
u. a. s. in mehreren Arbeiten von Oesaro in Ann. di mat. (2) 13, 
1885, p. 235,251, 269, 291, 295, 315, 323,329; ebenda behandelt er 
Fragen analog denen von Dirichlet iiber die Division [Anmerk. 56], 
giebt (N. Ann. (3) 5, 1885, p. 209) Satze iiber die Verleilung der Poly
gonalzahlen in der natiirlichen Zahlenreihe, u. a. m. 

7. Transcendenz der Zahlen e und:lt. N atur und Begriindung 
der Irrationalzahlen sind neuerdings viel untersucht 611). Diese Zahlen 
i sind in unendliche gewohnliche Kettenbriiche [I A 3, Nr. 4:6 ff.] 
entwickelbar. Setzt man (E. B. Olvristoffef) 63) fUr i < 1 : 

ni = [n~l + (ni), i + (n~") - (n+ 1· i) = Un, 

so zeigt die Reihe Uu Us, Us, . .. nur Nullen und Einsen, deren 
Succession (CharakrerisUk von i) vom Kettenbruche derarl abhangt, 
dass jeder Irrationellen i eine bestimmte Charakteristik, jeder Charak
teristik ein bestimmter Kettenbruch, also auch eine bestimmte Irra
tionelle i zugehOrt. Daher sieht Christoffel i als Ausdruck fiir die 
Absaklungen in deJr Oharakteristik an. 

Auf die Existenz unendlich vieler ganzer Zahlen x, y, fur welche 
x - yi numerisch < ~, griindete Dirichlet M) die Auflosung der Pell-

y 
schen Gleichung [I 02, Nr. c, 2)]; nach Tschebyscheff65) [1 C 2, Nr. a, 12)] 

giebt es auch unendlich viele x, y, filr welche x - yi - k < ~ . ~ 
(nach Ok. Hermite genauer < -v;.;. ~). Annaherungssatze solcher 

Art sind allgemeiner von Hermite in seinen zahlentheoretischen Briefen 

62} S. namentlich Dedekind, Stetigkeit und Irrationalzahlell, Braunschweig 
1872, 2. Auti. 1892; G. Oantor, Mannigfaltigkeitslehre, Leipzig 1883 = Math. 
Ann. 21, p. 545; E. Heine, J. f. Math. 74 (1872), p. 172; P. Bachmann, Natur 
der Irrationalzahlen, Leipz. 1892; M. Pasch, Math. Ann. 40 (1892), p. 149; vgl. 
E. llligens ebend. 33 (1989), p. 155 u. 35 (1890), p. 451. 

6B} Ann. di mat. {2} 15 (1888), p. 253. Vgl. dazu St. Smith, Mess. (2) 6 
(1876), p. 1 = Call. pa.p. 2, p. 135. 

M} Dirichlet, Par. C. R. 1840, p. 286; Ber!' Ber. 1841, p. 280; 1842, p. 98; 
1846, p. 103 = Werke 1, p. 619, 625, 633, 639. 

65} S. bei Oh. Hermite, J: f. Math. 88 (1880), p. 10. 
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(J. f. Math. 40, 1850, p. 261, 279, 291, 308), neuerdings in H. Min
kowski's Geometrie der Zahlen, Leipz.1896, 1. Lief. begriindet. S. dazu 
Hwrwite, Math. Ann. 39, 1891, p. 279, sowie die Theorie der linearen 
und quadratischen Formen [I C 2, N r. a - e]. Die quadratischen Irra
tionellen (Wurzeln ganzzahliger Gleichungen 2. Grades) sind durch 
periodische Kettenbruche charakterisierl [I A3, Nr.01; I C 2, Nr. a, 12)], 
insofern der gewohnliche Kettenbruch fur die Wurzel einer ganz
zahligen quadratischen Gleichung periodisch ist, und umgekehrl; den 
Kettenbruch fur die zweite Wurzel erhalt man nach einem Galois
schen Satze (J. de math. 11, 1846, p. 385), WellD. man -1 durch 
jenen mit umgekehrter Folge der Teilnenner dividiert 66). 

Jacobi machte es wahrscheinlich, dass den kubischen Irrationellen 
ein ahnlicher Charakter zukommt 67). 

Neuestens hat Minkowski (Gott. Nachr. 1899, p.64, s. auch Ie 2, 
Nr. It, 12)]) solchen Charakter allgemein fur die algebraischen Zahlen 
n tell Grades [I C 4 R, Nr. 1] angegeben. Sei a eine algebraische Zahl und 

~ = Xl + aX2 + a2xs + ... + an-lx,,; 

indem man n unabhangige Systeme der n Veranderlichen X; < r wahlt, 
fiir welche ; die kleinstmoglichen Werte erhiilt, bildet man fiir 
wachsende r eine "Kette" von Substitutionen P l , P2 , Ps , ... , durch 
welche ; in Xli X2' Xs, ... ubergehe; die algebraischen Zahlen a vom 
noon Grade sind dann dadurch charakterisiert, dass die Kette nicht 
abbricht und unter den X nur eine endliche Anzahl wesentlich ver
schiedener vorhanden ist und in ihnen alle Koeffizienten von Null 
verschieden sind. 

Die Kettenbruchentwicklung fUr y'D ist periodisch mit einem 
Vorgliede und von einer der Formen: 

(qo; qll q2' ... q", q", ... q" ql' 2 qo; ... ), Periode ohne Mittelglied, 

(qo; q1l''' q", k, q", ... ql' 2qo;' .. ), Periode mit Mittelglied. 

1m ersten Fall bilden Zahler und N enner von 

(qo; Ql' ... Qll 2qo; ql1 ... Ql)' 

im zweiten Falle Zahler und N enner von 

(Qo; Qll ... k, ... ql) 

die Auflosung der Pell'schen Gleichung x'J - Dy2 = 1 in kleinsten 
positiven ganzenZahlen [IC 2,Nr.c,2)]. Die Gleichung x2-Dy2=_1 

66) S. iiber die Bedingung gleicher Perioden fUr beide Wurzeln Lebesgue, 
J. de math. 5 (1840), p. 281; E. Galois ebend. 11 (1846), p. 385. 

67) J. f. Math. 69 (1868), p. 1 = Werke 6, p. 355. 
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ist nur erfiillbar im ersteren Falle, wo Ziller und Nenner von 
(qo; Ql' Qll' ••• q'J" ql) die Auflosung in kleinsten positiven ganzen Zahlen 
liefem; die Entwicklung bis zum ersten Quotienten qh giebt alsdann eine 
Darstellung von D als Summe zweier Quadrate. Diese schon von Lagrange 
gefundenen und von LegeruJre in seiner tbeorie des nombres (1. Haupt
teil § 7) reproduzierien Resultate sind u. a. von Stern, J. f. Math. 10, 
1833, p. 1, 154, 241,364; ebend. 11, 1834, p. 33, 142, 277, 311 sowie 
ebend. 53, 1857, p. 1 eingehend erorten; hier :linden sich Bemerkungen 
zur Vereinfachung der Berechnung einer "Pell'schen Tafel" wie Degen's 
canon Pellianus, Hafniae 1817 (s. dazu Erweiterungen bei A. Cayley, 
Brit. Ass. Rep. 1893, p. 73 = Papers 13, p. 430), der die kleinsten 
Auflosungen der Gleichung bis D = 1000 giebt. V gl. aueh Ad. Gopel, 
J. f. Math. 45, 1853, p. 1, wo Siltze liber Darstellungen von Zahlen 
in der Form Xli - Dy2 hergeleitet werden, und zur Kettenbruch
entwicldung von yD und den gemischt-periodischen Kettenbriichen 
[I A 3, Nr. 51] E. de Jonquibes, Par. C. R. 96, 1883, p. 1297, 1351, 
1420, 1490. 

J. Lio-uville 68) zeigte zuerst, dass es auch transcendente Zahlen 
(welche nicht Wurzeln einer ganzzahligen algebraischen Gleichung sein 
konnen) giebt, indem er nachwies, dass die Teilnenner des gewohn
lichen Kettenbruchs einer algebraischen Zahl einer gewissen Bedingung 
unterworfen sind, und einen Kettenbruch bildete, dessen Teilnenner diese 
nicht erfiillen. G. Cantor schloss dasselbe (J. f. Math. 77, 1874, p.258) 
aUB der Maglichkeit, dIm Inbegriff aIler reellen algebraischen Zahlen. 
in eine gesetzmilssige ~,abziihlbare") Reihe zu ordnen [I A 5, Nr.2, 

Fussn. 8]. Aus den Kettenbriichen filr c - e-'" und tang x fand 
e"'+e-'" 

J. H. Lamberl 69), dass 'It und em fUr rationales m nicht rational sind, 
nach Legendre 69) ist es auch :7£2 nicht. J. Li(JUville 70) bewies mittels 
der Reihe fUr e, dass weder enoch ell rational oder eine quadratische 
Irrationelle ist. Hurwitz 71) betrachtete Kettenbriiche, deren Teil
nenner hahere arithmetische Reihen bilden, nilmlich Kettenbriiehe 
von folgender Form: 

(qo, ql' q2' ... q., <Pl (m), 9',(m) , ... <pk(m») , 

wo unter <Pl(m), 9'2 (m), .. , <Pk(m) die Folge dieser Werte fUr m ..... 1, 
2,3, ... zu verstehen iet; er leitete u. a. die Formeln her: 

68) J. de math. 16 (1861), p. 133. 
69) H. Lambert, Berl. Rist. 17 (1761), p. 265 j Legendre, Elemens de g6omtitrie, 

Paris 1794; 12. ed. 1823, 4. Anmerkung. 
70) J. de math. I) (1840), p. 192, 193. 
71) Hurwitz in Ziirich. Naturf. GeB. Viert, 41 (1896), p. 34, 
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e = (2, 1, 2m, 1), e2 = (7, 3m-1, 1, 1, 3m, 12m +6), 

deren erste schon bei Euler, Petro Comm. 9, 1744 (1737), p. 120 sich 
findet, und schloss, dass e nicht Wurzel einer ganzzahligen Gleichung 
1., 2., 3. Grades sein kann. Doch waren schon Hermite's epoche
machende Untersuchungen voraufgegangen 72), welche die Transcendenz 
von e feststellten. Bildet man aus .A. = sin x die Grossen 

III III 

~ = jxAdx, ~ {x A. dx, ... 
o 0 

fUr welche .A."+l = (2n + 1).A.,. - x2 A..-l ist, eine Formel, die zum 
Lambert'schen Kettenbruche 

re 
tang x = 1-rel 

8-re l 

0-'" 

fiihrt, so lasst sich A,. in jeder der beiden Formen darsteIlen: 

1 

. re ... +1 j' t/J(x) smx + X (x) cos x = 2.4 ... 213 (1-e2)"cosxede, 
o 

wo t/J(x), X(x) gauze ganzzahlige Funktionen von Xj hieraus folgerte 
Hermite, dass weder 11: noch "I rational ist. Ferner sehliesst er durch 
Auflosung der Gleichungen 

Ie 

A,,=t/J(x) sinx+ x (x) cosx, !.A."dX=t/Jl(X) sin x + Xl (x) cos x + 0 
o 

nach sin x, cos x, dass die Entwicklungen von sin x, cos x nach 
steigenden Potenzen von x bis auf Potenzen vom Grade > 2n mit 
denjenigen zweier gebrochener Funktionen mit gemeinsamem Nenner 
ubereinstimmen, und findet so auch fUr ete einen Naherungsbruch mit 
gleicher Annaherung. Allgemeiner ist aber fUr eine gauze Funktion 
F(e) vom Grade p-

(H) .f (JU F(z) dz = - e- ZIII • ij(e), 

wo 

72) HeTmite, Sur la fonction exponentielle, Paris 1874 und J, f. Math. 76 
(1873), p. 303, 842. 
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hiernach findet sich fUr 

F(s) = fest = [s(s - SI) (s - sa) ... (s - ~,,)r , 
6i 

e";"'· N(x) - M;(x) = af+l. e";'" J rUf(s)mds, 
o 

671 

wo Mi(X), N(x) gauze, gauzzahlige Funktionen sind, womit n Briiche 
mit demselben Nenner geliefert werden, die sich gleichzeitig bis auf die
selbe Potenz von x den Exponentialgrossen e""', e""', ... i"'" annilliern. 
Zwischen den fUr die sUCC6ssiven Werte von m gebildeten Naherungs
briichen besteht ein Rekursionsgesetz ii.hnlich demjenigen bei den 
Nahernngsbriichen eines Kettenbruchs, aus dessen Betrachtung die 
Beziehung 

"I 

" 1 f f(zr d -e." -II'" E'm=12" ( 1) e-"-- s=e 'aO-e "ai, ., ....... m- z- z" 
•• 

wo zl1gleich mit So = 0, Sp S'l.' • .• auch a~, a~ ganze Zahlen sind, 
hervorgeht·, da E~ mit wachsendem m unendlich abnimmt, wilrde t,m 

eine ganzzahlige Gleichung 

eO. No + i' Nl + ... + e"" N" = 0 

zu dem Systeme linearer Gleichungen 

a~ No + "~Nl + ... + a!N .. = 0 

(h = 0, 1,2, ... n) 

ruhren, welches unmoglich ist, da seine Determinante nicht Null; 
somit ist e transcendent. -

Durch eine Verallgemeinerung der Hermite'schen Betrachtung 
erlangte F. Lindemann 78) den Nachweis der Transcendenz auch rur 1(,. 

Da namlich en i = - 1, so muss 1t transcendent sein, wenn et fiir 
jede (ganze) [I C 4a, Nr.2] aIgebraische Zahl : irrational ist. Sind 
aber tu ~, ... : .. die Wurzeln der irreduzibeln Gleichung, der : ge
niigt, und M17 M2, ••• M" die Koeffizienten der Gleichung mit den 
Wurzeln l', l·, ... el;,., so miisste, falls eine der letztern rational 
ware, fUr gamzahlige Nt eine 1dentitii.t 

No+M1Nl + ... +M"N,,=O 

78) Lindemann, Math. Ann. 20 (1882), p. 213. Eine einfache Darstellung 
der Arbeiten von Hmnite und Lindemann bezweckt E. Bouche, N. Ann. (3) 2 
(1883), p. O. 
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bestehen. Der Nachweis ihrer Unmoglichkeit fliesst aUB den gleichen 
Beziehungen zwischen bestimmten Integralen wie zuvor, doch sind die 
Integrationswege der letzteren jetzt komplex [II B 3]; zwei Falle sind 
dabei zu unterscheiden, von denen der zweite, in welchem die algebraisch 
verschiedenen Werte der Ausdriicke ~1 + ~2' ~1 + ~ + ~3' ... nicht 
auch siimtlich numerisch verschieden sind, erhebliche Schwierigkeiten 
verursacht. Diesen Beweis hat K. Weierstrass 74) wesentlich verein
facht, indem er aus elementaren Betrachtungen einen Hilfssatz her
leitet, der auch aus der Formel (H) gewonnen werden kann und also 
lautet: 1st fez) eine ganze ganzzahlige Funktion en + l)ten Grades mit 
den von einander verschiedenen Wurzeln zo, Z1l Z2' •.. Zn, so giebt 
es ein System go(z), gl(Z), ... gn(Z) von n + 1 ganzen ganzzahligen 
Funktionen hochstens vom Grade n, so beschaffen, dass die Deter
minante der Grossen gi(Zk) nicht Null und jede der Differenzen 
gi(ZO) .e'k_gi(fJk)·e"° (fiir i, k = 0,1,2, ... n) absolut kleiner als ein 
beliebig kleiner Wert 8 ist. Da e1li + 1 = 0, muss 'It transcendent 
sein, wenn ex + 1 fiir jeden algebraischen Wert x von Null ver
sehieden ausfiillt. Dies wird gezeigt durch Betrachtung des Produkts. 

r 

p = fI(e'eh + 1) =~e$k, 
h=1 

in welchem XII X2 , ••• Xr die Wurzeln der irreduzibeln Gleichung, 
der x geniigt, und Zk die Null, jedes Xh ~ jede Summe zweier Xh, U. s. w. 
bedeuten, sowie durch Anwendung des Hilfssatzes auf die ganzzahlige 
Gleichung, deren Wurzeln die verschiedenen dieser Werte: Zo = 0, zlI 
Z2' ..• Zn sind. In Verfolgung des gleichen Weges ergiebt sich auch 

r 

der allgemeinste der Lindemann'schen Satze, dass ~ X/eXi = ° un-
1=1 

moglich ist, wenn die Xi verschiedene, die Xi beliebige, nur nicht 
siimtlich verschwindende algebraische Zahlen sind. Insbesondere folgt 
daraus, dass ex, log x stets transcendent sind, wenn X eine von ° 
resp. 1 verschiedene algebraische Zahl ist, ein Satz, von welchem das 
Hermite'sche Resultat betrefl'end die Zahl eden einfachsten Fall 
ausmacht. 

Durch den Nachweis von der Transcendenz von 'It fand auch das 
Problem von der Quadratur des Kreises [III A 3] seine endgiltige Losung, 

74) Berl. Ber. 1885, p. 1067. Eine Erweiterung seiner Betrachtungen auf 
die Integrale linearer Differentialgleichungen gaben Hurwitz Math. Ann. 22 (1883), 
p. 211 und E. Ratner, ebenda 82 (1888), p. 566: 
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wenn auch in negativem Sinne, insofern es unmoglich ist, sie mittels 
Zirkel und Lineal zu leisten, da sonst n eine quadratische Irrationelle 
sein mtisstej s. zur Geschichte dieses Problems u. a. F. Budio's Schrift: 
Archimedes, Huygens, Lambert, Legendre, Leipzig 1892 j F. Klein, V or
trage tiber Elementargeometrie, ausgearb. v. F. Tiigert, Leipzig 1895. 

Seit Weierstrass sind diese Nachweise noch weiter vereinfacht 
durch D. Hilbert, A. Hurwitz und P. Gordan 75). Der Erstgenannte 
multipliziert die angenommene Gleichung 

(e) a+a1e+ase2+···+a",e"'=O 
ao 

miV[z(z-1)(z-2) ... (z-n)](l+1. e-;a,; setzt man 
o 

OJ <X> 17) 00 

Pi = aJ+ a1ef+ asei+'" + a",e"'f, 
o 1 II '" 

1 2 '" 

a1e.f+ allei+'" + a",enf, 
000 

so ist bei pas sender Wahl der ganzen Zahl ~ die gauze Zahl :~ von 

Null verschieden und p~ < 1, also nicht Pl + Pg = 0, d. h. e ist q. 
transcendent. In analoger Weise ergiebt sich die Transcendenz von n 
aus der Betra.chtung des iiber die Wnrzeln (t einer fUr in angenom
menen algebraischen Gleichung ausgedehnten Produktes li(l + &). 
Hurwitz zeigt die Transcendenz von e, indem er, Integrale vermeidend, 
den Satz benutzt, dass, wenn fiir eine gauze Funktion rten Grades (x) 

F(x) = (x) + (,(x) + ... + (r) (x) 
gesetzt wird, 
(f) e-rzF(x) - F(O) = - xe-6:1:.(()x), 0 < (J < 1 

istj dass (e) unmoglich ist, findet sich dann durch Anwendung dieser 
Formel ffir x = 1, 2, ... n auf die Funktion 

1 
(x) = (p-l)l xp- 1 [(x-1) (x-2) ... (x -n)]p, 

falls p Primzahl > n und > a. Statt (f) zu benutzen, stiitzt sich Gordan 
auf die Reihe fUr &'. 1st namlich (x + h)(r) das, was aus (x + hY 
entsteht, wenn h" durch k! ersetzt wird, so ist 

c,.·r!&' = cr(x + h)(r) + qr&·crXr, 

76) Math. Ann. 43 (1893), p. 216, 220, 222 resp.; s. auch Gott. Nachr. 1893, 
p. 153. Vgl. noch den algebraischen Beweis von K. Tk. Vahlen in einer dem
nltchst in den Math. Ann. erscheinenden Arbeit. 

Encyklop. d. math. Wisaonsch. 1. 43 
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wo ~ absoluter Betrag von x, und derjenige von gr < 1 istj die An
wendung dieser Formel auf die entwickelte Hurwitz'sche Funktion 
((x) =~crxr ergiebt die Transcendenz von ej die Verallgemeinerung 
fur :n: wird analog erreicht wie bei lh"lbert. Gleichfalls mittels der 
Reihe fur ere gab endlich F. Mertens einen ebenfalls elementaren aber 
umstii.ndlicheren Beweis der Lindemann'schen Satze 76). 1m Zusammen
hange mit dies em Gegenstande s. Paul Stiickel, Untersuchungen fiber 
arithmetische Eigenschaften analytischer Funktionen, Math. Ann. ·46, 
1895, p. 513. 

76) Mertens, Wien. Ber. 1896, p. 839. 

Nachtrage zu Ie 3. 

Zu Nr. o. Neuestens (Par. Soc. m. Bull. 28, 1900) leitete E. Landau aus dem 
asymptotischen Werte x von ~ log p mittels eines allgemeinen, den 

P<:JJ 
asymptotischen Wart einer Summe ~ F (p, x) betreffenden Satzes die schon 

P<:JJ 
von Hadamard a. a. O. gegebene allgemeinere Beziehung: ~ log p . logfl- 1 .!!!.. 

P<:JJ p 
fUr I-" > 1 asymptotisch gleich x r(l-") her, sowie einen asymptotischen Aus-
druck fUr die Anzahl der Zahlen < x, die aus k verschiedenen Primfaktoren 
bestehen. -

In seiner Dissert. (Kiel 1900) gab H. Teege eine neue Vorzeichenbestimmung 
fUr die Gauss'schen Summen, nebst einer Modi:fikation des Kronecker'schen 
Verfahrens [Fussnote 18)], femer eine Erganzung der Stem'schen Kombi
nationen [Ende von Nr. 1], sowie den Nachweis, dass auch fur quadratische 
Formen von negativer Determinante die Klassenanzahl mittels der Funk
tionen Y(x), Z(x) [Nr. 2] mit der Kr.eisteilung zusammenhitngt. 

Die Litteraturnachweise zu I C 3 hat W. Fr. Meyer wesentlich vervollstandigt. 
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J. J. Iwanow, Die ganzen komplexen Zahlen, St. Petersb. 1891 und Petersb. 
Abh. 72, 1893. 

J. Sochacki, Das Prinzip des grossten gemeinsamen Teilers in Anwendung auf 
die Theorie der algebraischen Zahlen, St. Petersburg 1893. 

H. Minkowski, Geometrie der Zahlen, 1. Lief., Leipzig 1896. 
D. Hilbert, Die Theorie der algebraischen Zahlkorper, Deutsche Math.-Ver. 4, 

1897, p. 175. 

Die vorstehend genannten Werke werden im folgenden nicht mehr be
sonders citiert. Ein genaues Verzeichnis der Litteratur liber algebraische Zahl
korper findet sich in dem Jahresbericht der deutschen Math.-Ver.4, Berlin 1897, 
p. 526. 

1. Algebraischer Zahlkorper. Eine Zahl (x, welche einer Glei
chung mit rationalen Zahlenkoeffizienten genugt, heisst eine alge
braische Zahl. Sind a, {3, ... , u eine endliche Anzahl beliebiger 
algebraischer Zahlen, so bilden alle rationalen Funktionen von 
a, fJ, ... , u mit rationalen Zahlenkoeffizienten ein in sich abgeschlos
senes System von algebraischen Zahlen, welches ZahlkOrper, Korper 
(R. Dedekind) oder Rationalitatsbereich (L. Kronecker) genannt wird. 
Da insbesondere die Summe, die Differenz, das Produkt und der 
Quotient zweier Zahlen eines Korpers oder Rationalitatsbereiches 
wieder eine Zahl des Korpers ist, so verhalt sich der Begriff des 
Korpers oder Rationalitatsbereichs gegeniiber den vier Rechnungs
operationen der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division 
invariant [I B 1 c, N r. 2]. 

In jedem Korper k giebt es eine Zahl 0/}- derart, dass alle anderen 
Zahlen des Korpers ganze rationale :Funktionen von 0/}- mit rationalen 
Koeffizienten sind. Der Grad 'm der Gleichung niedrigsten Grades 
mit rationalen Koeffizienten, der diese Zahl 0/}- geniigt, heisst der Grad 
des Korpers k. Die Zahl {f wird eine den Korper besti'mmende Zahl 
genannt. Die Gleichung mien Grades fiir 0/}- ist in dem durch die 
rationalen Zahlen bestimmten Rationalitatsbereiche irreduzibel. U m
gekehrt bestimmt jede Wurzel einer solchen irreduzibeln Gleichung 
einen Zahlkorper mien Grades. Sind O/}-/, {til, .•. , o/}-(m-l) die m - 1 
anderen Wurzeln der Gleichung, so heissen die bez. durch o/}-/, o/}-", ••• , 

o/}-(m-I) bestimmten Korper k', k", ... , k(m-l) die zu k konjugierten 
Korper. 1st a eine beliebige Zahl des Korpers k und drucken wir a 
durch 0/}- als rationale Funktion mit rational en Koeffizienten aus, so 
heissen die bezuglichen durch die Substitutionen [I A 6, Nr. 1]: 

t ' = (0/}-: {}/), (' =z (.fr: .fr"), ... , t(m-I) = (.fr: .fr(m-l» 

aus (X entspringenden Zahlen zu a konjugiert [I B 1o, Nr. 4J 
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2. Ga.nze aJ.gebraische Za.hl. Eine algebraische Zahl rt heisst 
gam, wenn sie einer Gleichung geniigt, in welcher der Koeffizient der 
hOchsten Potenz gleich 1 iet und deren iibrige Koeffizienten sii.mtlich 
ganze rationale Zahlen sind [I B 1 c, Nr.3]. Jede g~nze ganzzahlige 
Funktion F, d. h. jede ganze rationale Funktion mit ganzzahligen ratio
nalen Koeffizienten von beIiebig vielen ganzen Zahlen rt, {J, ••. , " ist 
wiederum eine ganze Zahl. Insbesondere ist die Summe, die Differenz 
und das Produkt zweier ganzen Zahlen wiederum eine ganze Zahl. Der 
Begrift' "ganz" verhiilt sich mithin gegeniiber den drei Rechnungsopera
tionen der Addition, Subtraktion und MultipIikation invariant. Eine 
ganze Zahl r heisst durch die ganze Zahl rt teilbar, wenn eine gauze 
Zahl {J existiert, sodass r = a (J ist. 

Die Wurzeln einer Gleichung sind stets ganze Zahlen, sobald der 
Koeffizient der hOchsten Potenz gleich 1 und die iibrigen Koeffizienten 
der Gleichung gauze Zahlen sind. Wenn eine ganze Zahl zugleich 
rational ist, so ist sie stets eine ganze rationale Zahl. 

1st a eine beIiebige Zahl des Korpers k, und bedeuten a', ... , ,j.m-i) 
die zu rt konjugierten Zahlen, so heisst das Produkt 

n(a) = art' . ~ . rt(m-i) 

die Norm der ZaJil rt im Korper k. Die Norm einer Zahl ist stets 
eine rationale Zahl. Ferner heisse das Produkt 

h(<<) = (rt - a') (a - «") ... (<< _ a(m-i») 

die Differente der Zakl rt. Die Differente einer Zahl ist stets eine 
Zahl des Korpers k. Endlich heisst das Produkt 

d(a) = (rt - rt')9(rt - a'')2 (a' - rt")2 •.. (a(m-II) - «(m-i)? 

die DUlkriminante der Zakl a. Die Diskriminante einer Zahl ist eine 
rationale Zahl und zwar bis auf das Vorzeichen gleich der Norm der 
Differente dieser Zahl [1 B 1 c, N r. 4:]. 

1st c& eine den Korper bestimmende Zahl, so sind ihre Differente 
und Diskriminante verschieden von O. Umgekehrt, wenn Differente 
oder Diskriminaute einer Zahl von 0 verschieden sind, so bestimmt 
diese den Korper. 1st rt eine ganze Zahl, so sind ihre Norm, ihre 
Di:fferente, ihre Diskriminante ebenfalls ganz. 

In einem Zahlkorper mwn Grades giebt es stets m ganze Zahlen 
ro1 , rol!' .•. , rom von der Beschaffenheit, dass jede andere gauze Zahl ro 
des Korpers sich in der Gestalt 

ro = lltroi + a,.rol! + ... + am rom 

darstellen lasst, wo llt, ••. , am ganze rationale Zahlen sind. Die 
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Zahlen ro1 , ••• , tom heissen eine Basis des Systems aller ganzen Zahlen 
des Korpers k, oder kurz eine Basis des KiYrpers k. 

3. IdeaJ.e des Karpen uud ihre Teilbarkeit. Die Gesetze der 
Zerlegung der ganzen Zahlen eines Korpers zeigen eine genaue Ana
logie mit den elementaren Teilbarkeitsgesetzen in der Theorie der 
ganzen rationalen Zahlen. Sie sind fUr den besonderen Fall des 
KreiskOrpers zuerst von E. Kummer 1) entdeckt worden; ihre Ergriindung 
flir den allgemeinen Zahlkorper ist das Verdienst von R. Dedekind und 
L. Kronecker. 

Ein System von unendlich vielen ganzen algebraischen Zahlen 
all "2' ... des Korpers k, welches die Eigenschaft besitzt, dass eine 
jede lineare Kombination A1 ~ + ~ ~ + . " derselben wiederum dem 
System angehOrl, heisst ein Iikala (R. Deikkind); dabei bedeuten All 
As, . .. ganze algebraische Zalrlen des Korpers k. In einem Ideal tl 

giebt es stets m Zahlen "1, ... ,"m von der Art, dass eine jede andere 
Zahl " des Ideals gleich einer linearen Kombination derselben von 
der Gestalt 

,,=ll"l+···+l.n"m 
ist, wo ll' ... , z". ganze rationale Zahlen sind. 

Die Zahlen "1'" ., £m heissen eine Basis des Ideals a. 
Siud ~, ... , "r irgend r solche Zahlen des Ideals a, durch deren 

lineare Kombination unter Benutzung ganzer algebraischer Koeffi
zienten .t des Korpers aIle Zahlen des Ideals erh~ten werden konnen, 
so schreibt man kurz 

a=(~, ... ,ar)' 
Ein Ideal, welches alIe und nur die Zahlen von der Gestalt .ta eut
halt, wo A jede beliebige ganze Zahl des Korpers darstellt und a eiue 
bestimmte ganze Zahl des Korpers bedeutet, heisst ein HaupUdeaZ 
und wird mit (a) oder auch kurz mit a bezeichnet. 

Eine jede Zahl a des Ideals a = (a1 , ••• , ar) heisst kongruent 0 
nach dem Ideal tl oder in Zeichen: 

IX = 0, (11). 

Wenn die Differenz zweier. Zahlen a und {j kongruent 0 nach 11 ist, 
so heissen a und {J einander kongruent nach tl oder in Zeichen 

IX {J, (a). 

Wenn man jede Zahl eines Ideals a = (~, ... , IXr) mit jeder 
Zahl eines zweiten Ideals b = C{Ji' ... , (J.) multipliziert und die so 

1) J. f. Ma.th. 85 (1847), p. 319, 827 und 40 (1850), p. 93, 117. 
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erhaltenen Zahlen linear mittelst beliebiger ganzer algebraischer Koeffi
zienten des Korpers kombiniert, so wird das so entstehende neue Ideal 
das Produkt der zwei Ideale a und 1> genannt, d. h. in Zeichen 

a 1> = (IXl Pi' ... , ar (il , ••• , IXl P. , ... , ar (i.). 

Ein Ideal c heisst durch das Ideal a teilbar, wenn ein Ideal 1> existiert 
derart, dass c = a II ist. 

Ein von 1 verschiedenes Ideal, welches durch kein anderes Ideal 
teilbar ist, ausser durch das Ideal 1 = (1) und durch sich selbst, heisst 
ein Primideal. Zwei Ideale heissen zu einander prim, wenn sie ausser 
1 keinen gemeinsamen Idealteiler besitzen. Zwei ganze Zahlen IX 

und fJ, bez. eine ganze Zahl a und ein Ideal a heissen zu einander 
prim, wenn die Hauptideale (a) und ({i) bez. das Hauptideal ( IX) und 
das Ideal a zu einander prim sind. 

Ein jedes Ideal j liisst sick stets GlUf eine und nur aUf eine Weise 
als Produkt von Primidealen iUvrstellen. 

Die ersten Beweise dieses fundamentalen Satzes gaben R. Dede
kind und L. Kronecker in den anfangs genannten Abhandlungen. Dem 
Beweise von D. Hilbert 2) liegt die Theorie des Galois'schen ZahlkOrpers 
[Nr.l4:] zu Grunde. Der Beweis von A. Hurwitz S) beruht auf dem 
Satze, dass sich die Ideale eines Korpers auf eine endliche Anzahl 
von Idealklassen (vgl. Nr. 8) verteilen. 

4:. Kongruenzen nach IdeaJen. Die in Nr. 3 entwickelte Theorie 
der Zerlegung der Ideale eines Korpers gestattet es, die elementaren 
Sii.tze der Theorie der rationalen Zahlen auf die Zahlen eines alge
braischen Zahlkorpers zu iibertragen (R. Dedekinct). 

Die Anzah! der moglichen nach einem Ideal a unter einander in
kongruenten ganzen Zahlen des Korpers heisst die Norm des Ideals a, in 
Zeichen nea). Die Nonn eines Primideals \l ist eine Potenz der durch \l 
teilbaren rationalen Primzahl p. Der Exponent f dieser Potenz heisst 
der Grad des Primideals.):1. Die Norm des Produktes zweier Ideale all 
ist gleich dem Produkt ihrer N ormen. 

1st .):1 ein Primideal vom Grade f, so geniigt jede ganze Zahl OJ 

des Korpers k der Kongruenz 

OJpl - OJ, (\l). 

Die Anzahl solcher moglichen nach einem Ideale a einander in
kongruenten Zahlen, welche prim zu a sind, ist 

2) Math. Ann. 44 (1894), p. 1; Deutsche Math.-Ver. 4 (1891), p. 247-249. 
3) Gott. Nachr. 1895, p. 324. 
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'P(a) = n(n) (1- -~) (1- _1 ) ... (1 __ 1 ) . 
n(111) n(~I) n(l1r ) , 

wo .pI' .p2"'" .pr die siimtlichen in a aufgehenden und von einander 
verschiedenen Primideale bedeuten. Fur die Zahl qJ gelten die beiden 
Formeln 

qJ(a) qJ(b) = qJ(ab) und ~ qJ(t) = n(a); 

in der ersteren Formel bedeuten n und b zu einander prime Ideale, 
in der letzteren erstreckt sich die Summation auf aile Idealteiler t 
des Ideals a. 

J ede zu dem Ideal n prime game Zahl W genugt der Kongruenz 

W9'(CI) = 1, (n). 

Eine ganze Zahl ~ des Korpers k heisst eine primitive W ureel 
()der Primitivsahl nach dem Primideal .p, wenn die ersten n(.p) - 1 
Potenzen derselben n(.p) - 1 einander nach .p inkongruente zu.p prime 
Zahlen darstellen. 

6. Diskrimina.nte des Xorpers. Die Diskriminante des Korpers k 
ist, wenn roll ••• , Wm eine Basis von k bedeutet, definiert durch die 
Gleichung 

Wu Wm 2 · , 
d= wi, · , w;" 

w(m-l) 
1 , · , W(m-l) 

m 

sie ist eine ganze rationale Zahl. 
Die Diskriminante d des ZahlkOrpers k enthiilt alle und nur die

jenigen rationalen Primzahlen als Faktoren, welche durch das Quadrat 
eines Primideals teilbar sind. 

Der Beweis dieses Satzes hat erhebliche Schwierigkeiten verur
sacht; er ist zum ersten Mal von R. Dedekind 4) geflihrt worden. 
K. Hensel 5) hat einen zweiten Beweis dieses Satzes gegeben und da
durch die Kronecker'sche Theorie der algebraischen Zahlen in einem 
wesentlichen Punkte erganzt. Der Hensel'sche Beweis beruht auf 
folgenden von L. Kronecker geschaffenen Begriffen: 

Bedeuten u1 , ••• , Um Unbestimmte, und ist WI' ••• , rom eine Basis 
des Korpers k, so heisst 

g = G)lUl + ... + WmUm 

4) WItt. Abh. 29 (1882). 
6) J. f. Math. 113 (1894), p. 61. 
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eine Fundamentalform des Korpers k. Dieselbe geniigt o:ft'enbar einer 
Gleichung von der Gestalt 

x"' + ~x"'-1 + U;xm - i + ... + Um = 0, 
wo U1 , ••• , Um gewisse ganze Funktionen von Ut, ... , Urn mit ganzen 
rationalen Koeffizienten sind. Diese Gleichung heisst die Fundamental
gleichung. Es gilt nun der Satz, dass die Diskriminante der Funda· 
mentalgleichung gleich einem Ausdruck von der Gestalt d U wird, wo 
d die Korperdiskriminante und U eine ganzzahlige Funktion von 
U1 , ••• , Urn bedeutet, deren Koeffizienten den grossten gemeinsamen 
Teiler 1 besitzen. 

Die m - 1 Ideale 

e' = ((ro1 - ro~), 

e" = ((ro1 - wI), 

... , (rom - w;,.)) , 

... , (rom - w;;.)) , 

e(m-1) = ((ro1 - roim-1»), ... , (rom - W~-l»)), 

gehBren im allgemeinen dem Zahlkorper k nicht an; dagegen ist das 
Produkt b = e' elf ••• e(m-1) ein Ideal des Korpers k. Das Ideal b 
heisst das Grundideal (R. Dedekinii) oder die Differente (D. Hilbert) 
des Korpers k. Die Norm der Differente b ist gleich der Diskrimi
nante d des Korpers k. 

Die Diskriminanten aIler ganzen Zahlen des Korpers erhiilt man, 
wenn man die Diskriminante der Fundamentalgleichung bildet und in 
dieser den Parametern Ut, ... , Urn aIle ganzen rationalen Zahlenwerle 
erteilt. Der grosste gemeinsame Teiler aller dieser Diskriminanten 
stimmt nicht notwendig mit der Korperdiskriminante d iiberein, da 
sehr wohl der Fall eintreten kann, dass die ganzzahlige Funktion U 
filr aIle ganzen rationalen Werte von u1 , ••• , U m eine Reihe von 
Zahlen mit einem festen von 1 verschiedenen Teiler darstellt. R. Dede
kind 6) und K. Hensel 7) haben wesentlich von einander verschiedene 
Bedingungen dafilr aufgestellt, dass eine Primzahl p als ein solcher 
fester Zahlenteiler in U auftritt. 

H. Minkowski 8) hat bewiesen, dass die Diskriminante d eines 
Zahlkorpers stets von + 1 verschieden ausflillt und dass es nur eine 
endliche Anzahl von Korpern mit einer vorgeschriebenen Diskrimi
nante d giebt. 

6) G/jtt. Abh. 23 (1878). 
7) Diss., Berlin 1884; J. f. Math. 101 (1887), p. 99; 103 (1888), p.230 und 

113 (1894), p. 128. 
8) J. f. Math. 107 (1891), p. 278; Par. C. R. 92 (1891), p. 209. 
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6. Relativkorper. Die Begriffe Norm, Differente und Diskrimi
nante sind einer wichtigen Verallgemeinerung fahig. 

1st K ein Korper vom Grade M, welcher siimtliehe Zahlen des 
Korpers k vom mteu Grade enthiilt, so heisst k ein Unterkorper von K. 
Der Korper K wird ein Oberkorper von k oder ein RelativkOrper in 
Bezug auf k genannt. Es sei @ eine den Korper K bestimmende 
Zahl. Unter den unendlich vielen Gleichungen mit algebraischen, in 
k liegenden Koeffizienten, denen die Zahl @ gentigt, habe die folgende 
Gleichung vom Grade r 

@r + a1 @r-1 + ... + ar = 0 

den niedrigsten Grad; ~, ... , IXr sind dann bestimmte Zahlen in k. 
Der Grad r heisst der Relativgrad des Korpers K in Bezug auf k; es 
ist M = rm. Die obige Gleiehung vom rten Grade ist im Rationa
litiitsbereieh k irreduzibel. Wir definieren nun leieht die Begriffe: 
relativkonjugierte Zahl, relativkonjugierter KiJrper, relativkonjugiertes 
Ideal, Relativnorm einer Zahl, Relativnorm eines Ideals, Relativdifferente 
einer Zahl, Relativdiskriminante einer Zahl, Relativdifferente eines 
KiYrpers, Relativdiskriminante eines Korpers. 

N aeh D. Hilbert 9) ist die Differente :ll des Korpers K gleich 
dem Produkt der Relativdifferente i)k von K in Bezug auf k und der 
Differente b des Korpers k, d. h. es ist ~ = :llk b. 

"I. Einheiten des Korpers. Eine gauze Zahl E des Korpers k, 

deren reziproker Wert ~ wiederum eine ganze Zahl ist, heisst eine 

Einheit des Korpers k. Die Norm einer Einheit ist = + 1; um
gekehrt, wenn die Norm einer ganzen Zahl des Korpers = + 1 
wird, so ist diese eine Einheit des Korpers. Dirichlet 10) hat den 
folgenden Satz tiber die Einheiten aufgestellt und bewiesen: 

Sind unter den m konjugierten Korpern k(l), ... , k(m) r 1 reelle 

Korper und r2 = m 2 r1 imaginiire Korperpaare vorhanden, so giebt es 

im Korper k ein System von r = r1 + r2 - 1 Einheiten E1 , ••• , Er 

von der Beschaffenheit, dass jede vorhandene Einheit E des KOrpers k 
aUf eine und nur aUf eine Weise in der Gestalt 

E = QE~l ••• E~r 

9) G1itt. Nachr. 1894, p. 224. Vgl. auch die weitergehenden Resultate von 
n. Hilbert in dessen Bericht tiber die TheOl'ie der algebraischen Zahlkorper, 
Kap. 5, § 15-16. 

10) Par. C. R. 10 (1840), p. 285; Berl. Ber. 1841, p. 280; 1842, p. 93; 1846, 
p. 103 = Werke 1, p. 619, 625, 633, 639. 
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iJargestellt werden kann, wo a1 ,..., ar ganze rationale Zahlen sind, 
und wo (! eine in k vorkommende Einheitswurzel bedeutet. 

Das System der Einheiten C1' ••. , Er mit der in diesem Satze 
ausgesprochenen Eigenschaft heisst ein System von Grundeinheiten des 
Korpers k. 

Wir denken uns jetzt den Korper k und die zu k konjugierten 
Korper mit k(1), .•. , k(m) bezeichnet und in bestimmter Weise wie 
folgt angeordnet: voran stellen wir die r1 reeHen Korper k(1) , •.. , k(r,); 
dann wahlen wir aus jedem der r2 Paare konjugiert imaginarer Korper 
je einen aus; diese Korper seien: k<r. +1), •.. , k(r, +r.J ; darauf lassen 
wir die zu diesen konjugiert imaginaren Korper folgen: k(rl +r.+1), 

... , k(m). Es sei nun E eine beliebige Einheit in k; dann werde aH
gernein mit c(B) die zu E konjugierte Einheit in k<8) bezeichnet und 
endlich werde, je nachdem k(') reell oder imaginar ausfallt, 

l. (E) = log I c(8) I , bez. = 2 log , ';"8) , 

gesetzt. Die Determinante 

l1 (c1) , Z1 (E2), ... , Z1 (cr) 
R= 

lr(c1) ' Zr(c2)' ... , lr(cr) 
ist eine durch den Korper k bis auf das Vorzeichen eindeutig be
stimmte Zahl; sie wird von R. Dedekind der Regulator des Korpers k 
genannt. 

8. Idea.lkl&8sen des Korpers. Jede ganze Zahl des Zahlkorpers k 
bestirnmt ein Hauptideal; jede gebrochene, d. h. nicht ganze Zahl " 
in kist der Quotient zweier ganzen Zahlen (X und {J und somit als 

Quotient zweier Ideale 11 und b darstellbar: ,,= ; = :. Denken 

wir die Ideale a und b von allen gemeinsamen Idealfaktoren befreit, 
so ist diese Darstellung der gebrochenen Zahl " als Idealquotient eine 

eindeutig bestimmte. 1st umgekehrt der Quotient : zweier Ideale 11 

und b - mogen dieselben einen gemeinsamen Teiler haben oder 

nicht - gleich einer ganzen oder gebrochenen Zahl ,,=; des 

Korpers, so werden die beiden Ideale a und b einander aquivalent 

genannt, in Zeichen a '" b. Aus ; = : folgt ({J)a = (a)b, und 

somit erkennen wir, dass zwei Ideale a und b dann und nur dann 
einander aquivalent sind, wenn sie durch Multiplikation mit gewissen 
Hauptidealen in ein und das namliche Ideal iibergehen. Die Gesamt
heit aller Ideale, welche einern gegebenen Ideal aquivalent sind, heisst 
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eine ldealklasse. Alle Hauptideale sind dem Ideal (1) aquivalent. Die 
durch sie gebildete Klasse heisst die Hauptklasse und wird mit 1 
bezeichnet. Wenn a,,-, a' und b '" b' ist, so ist an' '" bb'. 1st A 
eine das Ideal a enthaltende Idealklasse und Beine das Ideal b ent
haltende Idealklasse, so wird die Idealklasse, welche das Ideal a b enthalt, 
€las Produkt der ldealklassen A und B genannt und mit AB bezeichnet. 

R. Dedekind und L. Kronecker erkannten zuerst die fundamen
tale Thatsache, dass die Anzahl der Idealklassen eines Zahlkorpers 
stets endlich ist und hieraus folgt leicht, dass, wenn k diese Klassen
anzahl bedeutet, die kte Potenz einer jeden KIasse notwendig die 
Hauptklasse ist. H Minkowski 8) bewies, dass es in jeder Idealklasse 
ein Ideal giebt, dessen Norm den Wert M ·1 Vd 1 nicht fibersteigt, 
wobei Meinen gewissen von H Minkowski angegebenen positiven 
echten Bruch bedeutet. Durch diesen Satz wird die eben genannte 
Thatsache von der Endlichkeit der Klassenanzahl von neuem bewiesen 
und zugleich die Aufstellung der Idealklassen durch ein geringeres 
Mass von Rechnung ermoglicht. 

Uber den Zusammenhang der Idealklassen und ihre Darstellung 
durch Multiplikation gilt der von E. Schering 11) und L. Kronecker 12) 
herriihrende Satz: Unter den Idealklassen eines Korpers giebt es stets 
gewisse q Klassen Al , •.. , Aq , sodass jede andere KIasse A. auf eine 
und nur auf eine Weise in der Gestalt A = A~l, ... , A;'q darstellbar 
ist; dabei durchlaufen Xl' ..• , Xq die ganzen Zahlen 0, 1, 2, ... bez. 
bis 71,1 - 1, ... , kg - 1, und es ist A.~l = 1, .. '.' A:q = 1 und 
k = ~ ... kg [I A 6, Nr. 20]. 

Es ist unter Umstanden auch eine engere Fassung des .1quivalenz
und Klassenbegriffes von Bedeutung, indem zwei Ideale nur dann 
aquivalent heissen, wenn ihr Quotient eine total positive Zahl in k 
ist; hierbei heisst total positiv in k eine solche ganze oder gebrochene 
Zahl des Korpers k, die positiv ausf'allt, falls k ein reeller Korper ist 
und deren konjugierte Zahlen ebenfalls positiv ausfallen, allemal wenn 
die betrefl'enden zu k konjugierten Korper, in denen sie liegen, reell sind. 

9. Transcendente Bestimmung der Klassenanzahl. N ach dem 
Vorbilde von Diricklet 1S), welcher [I C 3, Nr. 2J die Anzahl der Klassen 
von binaren quadratischen Formen mit gegebener Determinante auf 
transcendentem Wege ausgedriickt hat, und auf Grund der in Nr. 7 
angegebenen Resultate fiber die Einheiten eines Zahlkorpers gelang es 

11) Gi5tt. Abh. 14 (1869). 
12) Berl. Ber. 1870, p. 881 = Werke 1, p. 271. 
13) J. f. Math. 17 (1837), p.286; 18 (1838), p.269 == Werke 1, p.843 u. 867. 
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R. Dedekind eine Formel abzuleiten, vermoge welcher sich die Anzahl 
h der Idealklassen eines beliebigen Zahlkorpers durch das Residuum 
einer gewissen analytischen Funktion [II B 1] ausdriickt. Es werde 

~k(8) = ~_1 = IT 1 
(j) n(j)' (~) 1-n(l»-S 

gesetzt, wobei in der unendlichen Summe j aile Ideale und in dem 
unendlichen Produkt valle Primideale des Korpers k durchIauft; 
Summe und Produkt konvergieren fiir reelle Werte von 8 > 1 und 
stellen eine eindeutige Funktion der komplexen Variabeln 8 dar, 
welche an der Stelle s = 1 einen Pol erster Ordnung besitzt. Be
deutet w die Anzahl der in k liegenden Einheitswurzeln, so wird die 
Anzahl h der Idealklassen in k durch die Formel 

h = 2rl+~' n r • I ~ I !~n; {(8 - 1) ~k(S)} 
dargestellt, wo R den Regulator (vgl. Nr. 7) des Korpers k bedeutet. 

L. Kronecker 14) und G. Frobeniu8 15) haben diese Formel auf die 
Bestimmung der Dichtigkeiten [I C 2, Nr. d, 7); e,9)] gewisser Prim
ideale ersten Grades in k angewandt. 

10. Kronecker's Theorie der algebraischen Formen. L. Kro
necker benutzt bei der Begriindung seiner Theorie der algebraischen 
Rationalitatsbel'eiche den Begriff der einem Rationalitatsbereiche zu
gehorigen Form als ein wesentliches Hiilfsmittel; er nennt eine ganze 
rationale Funktion F von beliebig vielen Veranderlichen u, v, ... , 
deren Koeffizienten ganze algebraische Zahlen des Korpers k sind, 
eine aZgebraische Form. Werden in einer algebraischen Form F statt 
der Koeffizienten der Reihe nach beziiglich die konjugierten Zahlen 
eingesetzt und die so entstehenden sogenannten konjugierten Formen 
F', ... , F(m-l) mit einander und mit der ursprunglichen Form F 
multipliziert, so ergiebt sich als Produkt eine ganze Funktion der 
Veranderlichen u, v, ... , deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen 
sind; dieselbe werde in der Gestalt 

n U(u, v, ... ) 

angenommen, wo n eine positive ganze rationale Zahl und U eine 
ganze rationale Funktion bedeutet, deren Koeffizienten ganze rationale 
Zahlen ohne gemeinsamel1 Teiler sind. n heisst die Norm der Form F. 
Wenn die Norm n einer Form gleich 1 ist, so heisst die Form eine 

14) Berl. Ber. 1880, p. 166, 404. 
16) Ber!' Ber. 1896, p. 689. 
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Einheitsform oder primitive Form. Zwei Formen heissen einander 
iiquivalent in engerem Sinne oder inhaltsgleich (in Zeichen "'), wenn 
ihr Quotient gleich dem Quotienten zweier Einheitsformen ist. Ins
besondere ist jede Einheitsform ~ 1. Eine Form H heisst durch die 
Form F teilba;r, wenn eine Form G existiert, derart, dass H ~ FG 
ist. Eine Form P heisst eine Primf'<Yrm, wenn P im Sinne der In
haltsgleichheit durch keine andere Form ausser durch 1 und durch 
sich selbst teilbar ist. 

Die Beziehung der Kronecker'schen Formentheorie zur Theorie 
der Ideale wird klar durch die Bemerkung, dass aus jedem Ideal 
(l = ("1' ... , "r) eine Form F gebildet werden bnn, indem man die 
Zahlen "1'.'.' "r mit beliebigen von einander verschiedenen Pro
dukten aus Potenzen der Unbestimmten u, v, ... multipliziert und zu 
eillander addiert. Umgekehrt liefert eine jede Form F mit den Koeffi
zienten "t, ... , "r ein Ideal (l = ("t, ... , "r)' Dieses Ideal (l heisst 
nach D. Hilbert der Inhalt der Form F. Dann gilt die Thatsache, 
dass der Inhalt des Produktes zweier Formen gleich dem Produkte 
ihrer Inhalte ist. 

Aus diesem Satze folgt insbesondere, dass inhaltsgleiche Formen 
st~ts den namlichen Inhalt haben und umgekehrl aile Formen von 
dem namlichen Inhalt einander inhaltsgleich sind; so sind zwei Formen 
mit gleichen Koeffizienten aber beliebigen verschiedenen Variabeln 
stets einander inhaltsgleich. Dem Satze von der eindeutigen Zerleg
barkeit eines Ideals in Primideale entspricht in der Kronecker'schen 
Formentheorie der Satz, dass jede Form im Sinne der Inhaltsgleieh
heit auf eine und nur auf eine Weise als Produkt von Primformen 
darstellbar ist 16). 

11. Zerlegbare Formen des Karpen. Sind "11 •.• , "m m Basis
zahlen eines Ideals (l, so ist insbesondere die Norm 

n(;) = n(a1 U1 + ... + "mUm) 

eine in m lineare Faktoren zerlegbare Form mten Grades der m 
Veranderlichen U1 , ••• , um• Die Koeffizienten derselben sind ganze 
rationale Zahlen mit dem grossten gemeinsamen Teiler n «(l). N aeh 
Forthebung dieses Teilers entsteht eine primitive Form U, welehe 
eine zerlegba;re Form des KiYrpe'l's k genannt wird. Wahlt man 

16) Vgl. ferner zur Begriindung der Kronecker'schen Formentheorie die 
Arbeiten von L. Kronecker, Berl. Ber. 1883, p. 957; B. Dedekind, Prag. deutsche 
math. Ges. 1892, p. 1 und G6tt. Nachr. 1895, p. 106; F. Mertens, Wien. Ber. 
101 (1892), p. 1560; ..4.. Hwrwite, G6tt. Nachr. 1894, p. 291 und 1895, p. 324. 
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an Stelle der Basis au..., am eine andere Basis a~, . . ., IX: des 
Ideals n, so erhiilt man eine Form U', welche aus U vermoge 
ganzzahliger linearer Transformation von der Determinante + 1 her
vorgeht. Fasst man aUe diese transformierten Formen unter den Be
griff der F ormenklasse zusammen, so ist ersichtlich, dass einem jeden 
Ideal n eine bestimmte Formenklasse zugehOrt. Die niimliche Formen
klasse entsteht offenbar aueh, wenn man statt des Ideals n das Ideal 
IX n zu Grunde legt, wo IX eine ganze oder gebrochene Zahl des Korpers 
bedeutet, d. h. einem jeden Ideal der namlichen Idealklasse entspricht 
die namliehe Formenklasse. 

Gehoren zu den beiden Idealen n, 6 bez. die beiden Formen U, V, 
so heisst die' zu dem Ideale c = n '6 gehOrige Form W die aus den 
Formen U und V zusammengesetzte Form: Der Multiplikation der 
Idealklassen entspricht somit die Zusammensetzung der zerlegbaren 
Formen des Korpers. 

12. Integritittsbereiche des X6rpers. Sind.f)o, 'YJ, ••• irgend welche 
ganze algebraische Zahlen, die in ihrer Gesamtheit den Korper k vom 
mten Grade bestimmen, so wird das System aller ganzen Funktionen 
von .&, fj, ... , deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind, mit 
[-3', fj, ... J bezeichnet und ein Integritiitsbereich (L. Kronecker), Ordnung 
(R. Dedekind) odet Zahlring (D. Hilbert) genannt. Die Addition, Subtrak
tion und Multiplikation zweier Zahlen eines Ringes liefert wiederum 
eine Zahl des Ringes. Der Begriff des Ringes ist mithin gegenuber 
den drei Rechnungsoperationen der Addition, Subtraktion und Multi
plikation invariant. Der grosste Zahlring des Korpers kist derjenige. 
welcher alIe ganzen Zahlen des Korpers umfasst. 

R. Dedekind 17) hat eine Theorie der Integritatsbereiche entwickelt 
und insbesondere die Teilbarkeits- und Zerlegungsgesetze untersucht; 
er gelangt entsprechend den oben aufgesteUten Definitionen fur den 
Ring zu den Begriffen: Basis des Ringes, Diskriminante des Ringes, 
Ringideal, Basis des Ringideals, Norm des Ringideals, Fuhrer des 
Ringes und Ringklasse. Auch der Satz von der Existenz der Grund
einheiten sowie der Satz von der Endlichkeit der Klassenanzahl ist 
ohne Schwierigkeit auf einen Ring ubertragbar und es ist nach 
R. Dedekind allgemein die Anzahl der Ringklassen durch die Anzahl 
der Idealklassen des Korpers ausdruckbar. 

13. Moduln des Korpers. Wenn 1-'11 .•. , I-'m irgend m ganze 
Zahlen des Korpers k sind, zwischen denen keine lineare homogene 

17) Festschrift zur Sakularfeier des Geburtstages von K. F. Gauss, Braun
schweig 1877. 
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Relation mit ganzen rationalen Koeffizienten besteht, so wird das 
System aUer mittelst ganzer rationaler Koeffizienten a1 , • •• , am in 
der Gestalt a1 ~1 + ... + am ~m darstellbaren Zahlen von R. Dedekind 
ein Modul des Korpers k, von H. Minkowski ein Zahlengitter genannt. 
Der Begriff des Moduls verhiilt sich mithin gegenuber den Operationen 
der Addition und Subtraktion invariant. Beispiele von Moduln sind 
das System aHer ganzen Zahlen des Korpers k, das Ideal, der Ring, 
das Ringideal. R. Dedekind nimmt den Begriff des Moduls in seinen 
Untersuchungen uber algebraische Zahlen als Grundlage. Auch fur 
den Modul lassen sich die Mehrzahl der fur den Korper und fUr den 
Ring aufgesteUten Definitionen iibertragen. Man erhalt dann ins
besondere die Begriffe Diskriminante eines Moduls, zerlegbwre Farm 
eines Moduls, Modulklasse: 

14. Galois'scher und Abel'scher Korper. Ein solcher Zahl
korper K, welcher mit den samtlichen zu ihm konjugierten Korpern 
ubereinstimmt, heisst ein Galois'scher Kiirper. 1st k ein beliebiger 
Zahlkorper mten Grades und sind k', ... , k(m-1) die zu k konjugierten 
Korper, so kann aus samtlichen Zahlen der Korper k, k', ... , kj.m -1) 

ein neuer Korper K zusammengesetzt werden; dieser Korper Kist 
dann notwendig ein Galois'scher Korper, welcher die Korper k, k', ... , 
k(m-1) als Unterkorper enthiilt. Ein jeder beliebiger Korper k kann 
mithin stets als ein Korper aufgefasst werden, welcher in einem 
Galois'schen Korper als Unterkorper enthalten ist. 

Der Galois'sche Korper K vom Mten Grade werde durch die 
ganze Zahl @ bestimmt; @ geniigt dann einer ganzen ganzzahligen 
irreduziblen Gleichung Mten Grades. Die M Wurzeln dieser Glei
chung selen 

. . ., 
WO S1' ••• , SM rationale Funktionen von (8) mit rationalen Koeffizienten 
bedeuten. Werden S1' ••• , SM als Substitutionen aufgefasst, so bilden 
sie eine Gruppe G vom Mten Grade, da ja die aufeinanderfolgende 
Anwendung irgend zweier von den Substitutionen S1' ••• , SM wiederum 
eine dieser Substitutionen ergeben muss. G heisse die Gruppe des 
GaZois'schen Korpers K [I A 6, Nr. 5]. 

Um einen beliebigen Unterkorper des Galois'schen Korpers in 
einfacher Weise zu charakterisieren, bedienen wir uns folgender Aus
drucksweise. Wenn r Substitutionen S1 = 1, S2' ••• , Sr der Gruppe G 
eine Untergruppe 9 vom rten Grade bilden, so bestimmt offenbar die 
Gesamtheit aUer derjenigen Zahlen des Korpers K, welche bei An
wendung einer jeden Substitution von 9 ungeandert bleiben, einen in-
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K enthaltenen Korper k vom Grade m = M. Dieser Korper k heisst 
r 

der sur Untergruppe 9 gehOrige UnterkOrper. Der Galois'sche Korper 
selbst gehort zu der Gruppe, welche aUein aus SI = 1 besteht; zur 
Gruppe G alier Substitutionen gehort der Korper der rationalen 
Zahlen. Umgekehrt gehOrt ein jeder Unterkorper k des Galois'schen 
Korpers zu einer gewissen U ntergruppe 9 der Gruppe G. Diese 
Gruppe 9 heisse die den UnterkiYrper k bestimmende Untergruppe. 

1st die Gruppe G der Substitutionen S1' ••• , SM eines Galois'schen 
Korpers K eine Abel'sche Gruppe [1 A 6, Nr. 20; 1 B 3 c, d, Nl'.20], 
d. h. sind die Substitutionen SI' ••• , SM unter einander vertauschbar, 
so heisst der Galois'sche Korper K ein Abel'scher KiYrper. 1st jene 
Substitutionsgruppe G insbesondere eine cyklische [1 A 6, Nr.l0], 
d. h. sind die M Substitutionen SI"'" SM samtlich als Potenzen einer 
einzigen unter ihnen darstellbar, so heisst der Abel'sche Korper K ein 
cyklischer KiYrper. Die aus der Kreisteilung stammenden Zahlkorper 
sind siimtlich Abel'sche Korper und nach L. Kronecker sind dies auch 
die allgemeinsten Abel'schen Zahlkorper [I C 4 b, Nr. 5]. 

Die soeben definierten Begriffe lassen folgende Verallgemeine
rung zu: 

Es sei @ die Wurzel einer Gleichung zten Grades 

@' +"1 @I-I + ... +", = 0, 

deren Koeffizienten ":t, ... , ", Zahlen eines Korpers k vom mten Grade 
sind. Diese Gleichung lien Grades sei iiberdies im Rationalitatsbereiche 
k irreduzibel und von der besonderen Eigenschaft, dass alle iibrigen 
1 - 1 Wurzeln @', ••. , @(l-l) derselben sich als ganze rationale Funk
tionen der Wurzel @ darstellen lassen, wobei die Koeffl.zienten dieser 
Funktionen Zahlen des Korpers k sind. Unter dieser Voraussetzung 
heisst der durch @ bestimmte Zahlkorper vom M = lmten Grade ein 
relativ-Galois'scher KOrpf/l' in Beeug auf k. Der Grad 1 jener Gleichung 
heisst der Relativgrad. Wird etwa 

@=81 @, @' = 82 @, ... , @(l-l) = 8,@ 

gesetzt, so heisst die Gruppe der Substitutionen 811 ••• , 8, die Relativ
gruppe; ist diese Gruppe eine Abel'sche, so heisst der Korper K ein 
relativ-Abel'scher K'firpf/l' in Beeug auf k. 1st die Relativgruppe 
cyklisch, so heisst der Korper K relativcyklisch. 

15. Zerlegungskorper, Triigheitskorper und Verzweigungs
k6rper emes Primideals im GaJois'schen Xorper. Wahlen wir nun 
ein bestimmtes Primideal $ vom Grade f im Galois'schen Korper If. 

Encyklop. d. math. Wissenach. I. 44 
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aus, so giebt es eine ganz bestimmte Reihe ineinander geschachtelter 
Unterkorper von K, welche fiir das Primideal ~ charakteristisch sind. 

Es sei p die durch \l3 teilbare rationale Primzahl; ferner seien 
to, :0', z", ... diejenigen samtlichen Substitutionen der Gruppe G, 
welche das Primideal ~ ungeiindert lassen; dieselben bilden eine 
Gruppe vom r.ten Grade, welche die Zerlegungsgruppe des Primideals 
~ genannt und mit g. bezeichnet werden solI. Der zur Zerlegungs
gruppe g. gehOrige Korper k. werde Zerlegungskorper des Prim ideals 
~ genannt. 

Weiter seien t, (, (', ... die samtlichen rt Substitutionen der 
Gruppe G von der Beschaffenheit, dass fiir jede beliebige gauze Zahl 
a des Korpers K die Kongruenz ta - a nach \l3 erfiillt ist; es wird 
leicht gezeigt, dass diese rt Substitutionen eine Gruppe bilden. Diese 
Gruppe rrn Grades werde die Triigheitsgruppe des Primideals ~ ge
nannt und mit gt bezeichnet. Der zur Tragheitsgruppe gt gehorige 
Korper kt werde TriigheitskiJrper des Primideals \l3 genannt. Der Trag
heitskorper ist zugleich der hochste in K enthaltene Unterkorper, 
dessen Differente zu ~ prim ausfiillt. 

Es seien endlich v, v', v", ... samtliche Substitutionen s der 
Gruppe G von der Art, dass fiir jede beliebige ganze Zahl a des 
Korpers K die Kongruenz sa = a nach ~\l erfiillt ist. Die von 
dies en Substitutionen gebildete Gruppe v, v', v" ... wird die Ver
zweigungsgruppe des Primideals \l3 genannt und mit g~ bezeichnet. Der 
zur Verzweigungsgruppe g. gehOrige Korper k~ wird der Verzweigungs
korper des Primideals ~ genannt. Endlich gelangt man noch durch 
gehorige Fortsetzung dieses Verfahrens zu Verzweigungsgruppen und 
Verzweigungskorpern hoherer Art. 

Mit Hilfe dieser Begriffe erhalten wir einen Einblick in die bei 
der Zerlegung der rationalen Primzahl p in dem Galois'schen Korper 
K sich abspielenden Vorgange. Die Primzahl p wird namlich zu
nachst im ZerlegungskOrper k. von ~ in der Form p = \J a zerlegt, 
wo Vein Primideal ersten Grades und a ein durch V nicht teilbares 
Ideal des Zerlegungskorpers ist. Der Zerlegungskorper von ~ ist als 
UnterkOrper in dem Tragheitskorper von ~ enthalten, welcher seiner
seits keine weitere Zerlegung von V bewirkt, sondern lediglich dieses 
Ideal V zu einem Primideal ran Grades erweitert. 1st der Korper K 
selbst der Zerlegungskorper oder der Tragheitskorper, so ist nach 
diesem ersten Schritte die Zerlegung bereits abgeschlossen. 1m anderen 
FaIle lasst sich p fur Knoch in gleiche Faktoren spalten, und zwar 
wird V zunachst im Verzweigungskorper die Potenz eines Primideals 
Pq, wobei der Exponent in pl- 1 aufgeht und folglich nicht durch 
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'P teilbar ist. Die Spaltung von ~ ist mit diesem zweiten Schritte 
notwendig dann und nur daun abgeschlossen, wenn'P im Grade der 
Tragheitsgruppe nicht aufgeht und mithin der Korper K selbst der 
Verzweigungskorper ist. In den nun folgenden Verzweigungskorpern 
schreitet die Spaltung ohne Aussetzen fort und zwar sind die bezug
lichen Potenzexponenten Zahlen von der Gestalt p~ p~ ... , wobei zu 
bemerken ist, dass keiner der Exponenten 13, e, ... den Grad f des 
Primideals ~ uberschreitet. 

Von den algebraischen Eigenschaften des genaunten Korpers sei 
die von D. Hilbe;rt 18) bewiesene Thatsache erwahnt, dass der Zer
legungskorper einen Rationalitatsbereich bestimmt, in welchem die 
Zahlen des Galois'schen Korpers K lediglich durch W urzelausdriicke 
darstellbar sind. 

Mehrere der genannten Satze geIten ohne wesentliche Anderung 
fur relativ-Galois'sche Korper. 

16. Zusammensetzung mehrerer Xorper. Wird aus den bei~en 
Korpern k1 und ~ ein Korper K zusammengesetzt, so enthiilt nach 
D. Hilbert die Diskriminante des zusammengesetzten Korpers K aIle 
und uur diejenigen rationalen Primzahlen als Faktoren, welche in der 
Diskriminante von k1 oder in derjenigen von k2 oder in beiden auf
gehen. Wenn man insbesondere aus einem beliebigen Korper k vom 
mten Grade und den samtlichen zu ihm konjugierten Korpern k', ... , 
k(m-1) einen Galois'schen Korper K zusammensetzt, so enthalt die 
Diskriminante dieses Korpers K lediglich die in der Diskriminante 
von k aufgehenden Primzahlen. Auch findet man unmittelbar folgen
den Satz: Zwei Korper k1 und k2 bez. von den Graden m1 und m21 

deren Diskriminanten zu einander prim sind, ergeben durch Zusammen
setzung stets einen Korper vom Grade m1 m2 • 

Dber die Frage nach dem genauen Werte der Diskriminante und 
uber die Zerlegung der Primideale in dem aus ku k2 zusammen
gesetzten Korper hat K. HenseP9) weitere Untersuchungen angestellt. 

17. Relativcyklischer Xorper von relativem Primzahlgrade. 
Es sei K ein Zahlkorper vom Grade 1m; derselbe sei relativcyklisch 
in Bezug auf den Korper k vom mten Grade; der Relativgrad 1 sei 
eine Primzahl. Die Substitutionen der cyklischen Relativgruppe seien 
1, S, 8 2, ••• , 81- 1 . D. Hilbert definiert dann den Begriff der sym
bolischen Potenz einer Zahl A des Korpers K, wie folgt: wenn A eine 

18) Gott. Nachr. 1894, p. 224. 
19) J. f. Math. 105 (1889), p. 329. 

44* 
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beliebige gauze oder gebrochene Zahl in K ist und a, tlt, 0 0 0, a,-l 
irgend welche ganze rationale Zahlen bedeuten, so moge der Ausdruek 

AU(8At'(S'lA)"" . .. (8'- 1 A)"'-l 
zur Abkiirzung mit 

Aa+a,s+a'S>+"'+UI_1SI-1 = AF(S) 

bezeichnet werden, wo F(S) die auf der linken Seite im Exponenten 
von A stehende ganzzahlige Funktion von 8 bedeutet. Die symbo
liflche F(S)te Potenz von A stent hiernach stets wiederum eine ganze 
oder gebrochene Zahl des Korpers K dar. Diese symbolische Poten
zierung ist die Verallgemeinel1lng einer Bezeichnungsweise, welche 
L. Kroneeker 20) im FaIle des Kreiskorpers eingeilihrt hat. 

1st ferner ~ ein Ideal aus einer Klasse 0 des Korpers K, SQ 

werde die durch das relativkonjugierte Ideal Sf! bestimmte Ideal
klasse mit SO bezeichnet. Die Klassen 80, SSC, o .. , 9- 1 0 sollen 
die zu 0 relativkonjugierten Klassen heisseno Die durch den Ausdruck 

C"(80yl(S20)"".o . (S'-10t'- 1 = OF(S) 

bestimmte °Klass'e wird die F(Sy' symbolische Potene der Klasse () 
genannt. 

Ein Ideal ~ des relativcyklischen Korpers K heisst ein ambiges 
Ideal, wenn dasselbe bei Anwendung der Operation S ungeandert bleibt 
und wenn ausserdem ~ kein von 1 verschiedenes Ideal des Korpers 
k als Faktor enthalt. Insbesondere heisst ein Prim ideal des Korpers 
K ein ambiges Primideal, wenn dasselbe bei Anwendung der Sub
stitution S ungeandert bleibt und nicht zugleich im Korper k liegt. 
Jedes ambige Ideal ist ein Produkt von ambigen PrimideaJen. Die 
lte Potenz eines ambigen Primideals ist gleich der Relativnorm des
selben und stellt im Korper k selbst ein Primideal dar. Die Relativ
differente des relativcyklischen Korpers K enthitlt aUe und nur die
jenigen Primideale, welche ambig sind. 

Eine Idealklasse A des Korpers K heisse eine ambige Klasse, 
wenn sie ihrer relativkonjugierten Klasse SA gleich wird.. Die 
(1 - S)te symbolische Potenz sowie die lte wirkliche Potenz einer 
am bigen Klasse A ist stets eine solche KIasse in 11, welche unter 
ihren Idealen sicher auch in k liegende Ideale enthalt. 

1st 0 eine beliebige Klssse in K, so nennt D. Hilbert das System 
alIer Klassen von der l!'orm co, wo c die Klassen des Korpers k 
durchliiuft, einen Komplex des Korpers K. Der Komplex, der a.us 

20) Dissertatio inauguralis, Berolini 1845 = Werke 1, p. 5. 
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den samtlichen Klassen c in k besteht, heisse der Hauptlromplex des 
Korpers K und werde mit 1 bezeichnet. 

Wenn P und P' zwei beliebige Komplexe sind und jede Klasse 
in Pmit jeder Klasse in P' multipliziert wird, so bilden samtliche 
solche Produkte wiederum einen Komplex; dieser werde das Produkt 
der Komplexe P und P' genannt und mit P P' bezeichnet. 

Wenn C eine Klasse im Komplexe P ist, so werde derjenige 
Komplex, zu welchem die relativkonjugierte Klasse S C gehort, der zu 
P relativkonjugierle Komplex genannt und mit SP bezeichnet. 

Jeder Komplex, der mit dem ihm relativkonjugierten Komplexe 
iibereinstimmt, heisst ein ambiger Komplex. Die (1 - S)te symbolische 
Potenz sowie die 1te wirkliche Potenz jedes ambigen Komplexes ist 
gleich dem Hauptkomplex. 

D. Hi1be;rt gelangte in seinen Untersuchungen iiber relativ
cyklische Korper von relativem Primzahlgrade zunachst zu folgendem 
Ergebnis: 

Wenn ein relativcyklischer Korper K von ungeradem relativelll 
Primzahlgrade 1 die Relativdifferente 1 in Bezug auf k besitzt, so 
giebt es stets in k ein Ideal j, welches nicht Hauptideal in kist, wohl 
aber einelll Hauptideal in K gleich wird. Die Zte Potenz dieses Ideals 
jist dann notwendig auch in k ein Hauptideal, und die Klassen
anzahl des Korpers kist mithin durch 1 teilbar. 

Die genannte Thatsache gilt auch fur 1 = 2, wenn in diesem 
Falle noch der Umstand hinzukolllmt, dass unter den durch K be
stimmten 2m einander konjugierten Korpern doppelt so viel reelle 
Korper als unter den durch k bestimmten m konjugierten Korpern 
vorhandensind. 

Es sind zwei besondere Falle relativcyklischer Korper ausfuhrlich 
untersucht worden, namlich von E. Kummer der Fall, dass 1 eine un
gerade Primzahl bedeutet und fur Ii; der Korper der lieu Einheits
wurzeln genommen wird [I C 4 b, Nr. 7], und ferner von D. Hilbert 
der relativquadratische Korper in Bezug auf einen beliebigen Grund
korper k [vgl. Nr. 19 u. 20]. 

18. IOa.ssenkorper eines beliebigen Zahlkorpers. Die in Nr. 17 
angedeuteten Entwickelungen fuhren zu einer Theorie der Klassen
korper, deren Hauptsatze nach D. Hilbert 21) wie folgt lauten: 

Es sei k ein vollig beliebiger Zahlkorper und h die Anzahl der 
Idealklassen clieses Korpers, im engeren Sinne verstanden (vgl. Nr. 8). 

21) Gott. Nachr. 1898, p. 370. 
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Ein in Bezug a.uf k relativ-A.bel'seher Korper K heisst unversweigt, 
wenn die Relativdiskriminante in Bezug auf k gleich 1 ausfallt, oder, 
was das Namliche bedeutet, wenn es in k kein Primideal giebt, das 
durch das Quadrat eines Primideals in K teilbar wird. Dann gilt 
foIgendes Theorem: 

In Bezug oof k existiert stets ein relativ-Abelscker, unversweigter 
Kdrper Kk vom Relativgrade h; dieser Korper Kk heisse ikr Klassen
korper von k. Der KlassenkOrper Kk enthalt siimtlicM in Besug aUf 
k relativ-Abel'scken unverzweigten Korper als Unterkorper. 

Die Relativgruppe des Klassenkorpers K k ist mit derjenigen Abel
schen Grwppe holoedrisck isomorph [I A 6, Nr.14:], die durck die Zu
sammensetzung der Idealklassen in k bestimmt wirrl. 

Diejenigen Primideale l> des Korpers k, welche der niimlichen Ideal
klasse von k, im engeren Sinne verstanden, angehOren, erfahren im 
Klassenki:irper K k die niimliche Zerlegung in Primideale dieses Korpers 
Kk, so dass die weitere Zerlegung eines Primideals l> des Korpers k 
im Kdrper K m~r von der Klasse abhiingt, der das Primideal l' im 
KOrper k angehOrt. 

Eine gauze Zahl A des KlassenkOrpers K k heisst eine Ambige 
dieses Korpers Kk, wenn sie die beiden folgenden Bedingungen er
fullt: 

a) Die gauze Zahl A sei total positiv, d. h. das durch A dar
gestellte Ideal gehOre auch im engeren Sinne [Nr. 8] der Hauptklasse 
in Kk an. 

b) Jede zu A relativkonjugierte Zahl soil sich von A nur um 
einen Faktor unterscheiden, welcher eine EiI;lheit in K kist. 

Eine Ambige heisst insbesondere eine Primambige, wenn sie sich 
nicht als ein Produkt von zwei Ambigen darstellen lasst, es sei denn 
dass eine dieser Ambigen eine Einheit ist. 

Jede Ambige des Klassenki5rpers K k stellt ein Ideal des Grund
korpers k dar und umgekehrt jedes Ideal des GrundJcorpers k liisst sick 
durch eine Ambige des KlassenkOrpers Kk darstellen; diese ist ab
gesehen von einem Einheitsfaktor durck jenes Ideal bestimmt. 

Jede Ambige des Klassenki5rpers K kist mithin aUf eine und nut"" 
auf eine Weise in ein Produkt von Primambigen serlegbar, wenn man 
dabei von ikr WillkUr der auftretenden Einheitsfaktoren absiekt. 

Diese Eigenschaften kommen unter allen relativ-A.bel'schen Korpem 
in Bezug auf k aUein dem Klassenkorper Kk zu. 

Durch diese Untersuchungen ist die Theorie der Ideale eines be
liebigen Ki5rpers k auf die Theorie ikr Ambigen in seinem Klassen
kOrper Kk zU'fUckgefuhrt. 
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Allgemeineren und mehr gruppentheoretischen Charakters sind 
die Untersuchungen von H Weber 22) uber Zahlengruppen in alge
braischen Korpern. 

In dem FaIle, dass der Grundkorper k ein quadratischer imagi
narer Korper ist, lieferl die von L. Kronecker 23) begrundete und von 
H. Weber 24) entwickelte sogenannte komplexe Multiplikation der ellip
tischen Funktionen [1 C 6] den zugehOrigen Klassenkorper. 

19. Relativquadratischer Zahlkorper. Die Theorie der relativ
quadratischen Korper ist nichts anderes als eine Theorie der quadra
tischen Gleichungen, deren Koeffizienten algebraische Zahlen sind. 
Die Theorie der quadratischen Gleichungen mit rationalen Zahlen
koeffizienten bildet den Hauptgegenstand der Disquisitiones arith
meticae von Gauss [1 C 2, Nr. c]; Dirichlet und Kronecker machten die 
wichtigsten Erganzungen zu dieser Theorie [1 C 3, Nr.2]. Die all
gemeine Theorie der relativ-quadratischen K6rper ist von D. Hilbert 25) 
ausfiihrlich entwickelt worden, und zwar nach Methoden, welche bei 
gehoriger Verallgemeinerung auch in der Theorie der relativ-Abel'schen 
Korper von beliebigem Relativgrade verwendbar sind. Urn zunachst 
die Eigenschaften des relativquadratischen Klassenkorpers kurz her
vorzuheben, machen wir fur den zu Grunde liegenden Korper k die 
Annahme, dass die Anzahl h der Idealklassen im ursprilnglichen 
weiteren Sinne mit der im engeren Sinne verstandenen Klassen
anzahl h iibereinstimme und gleich 2 sei. Der Klassenkorper K k 
ist dann relativ-quadratisch und besitzt folgende Eigenschaften: 

Der Klassenkorper Kk ist unverzweigt in Bezug auf k, d. h. er 
hat die Relativdiskriminante 1 in Bezug auf k. - Die Klassenanzahl 
H des Klassenkorpers K k, im weiteren sowie im engeren Sinne ver
standen, ist ungerade. - Diejenigen Primideale in k, welche in k 
Hauptideale sind, zerfallen in K k in das Produkt zweier Primideale. 

22) Math. Ann. 48 (1897), p. 433; 49 (1897), p. 83; 50 (1897), p. 1. 
23) "Zur Theorie der elliptischen Funktionen", Berl. Ber. 1883, p. 497, 

525; 1885, p. 761; 1886, p. 701; 1889, p. 53, 123, 199, 255, 309; 1890, p. 99,123, 
219, 307, 1025. 

24) "Elliptische Funktionen und algebraische Zahlen", Braunschw. 1891. 
Betreffs des Zusammenhanges der komplexen Multiplikation der elliptischen 
Funktionen und der Theorie derjenigen Zahlkorper, die in Bezug auf einen 
quadratischen imaginaren Grundkorper relativ-Abel'sche sind vgL den .Auszug 
aus einem Briefe von L. K1'onecker an R. Dedekind, Berl. Ber. 1895, p. 115, 
Bowie D. Hilbert, Deutsche Math.-Ver. 6 (1899), p. 94. 

25) Deutsche Math.-Ver. 6 (1899), p. 88; Math • .Ann. 51 (1899), p. 1; Gott. 
Nachr. 1898, p. 370. 
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Diejenigen Primideale in k, welche in k nicht Hauptideale sind, 
bleiben in Kk Primideale; sie werden jedoch in Kk Hauptideale. 

Von diesen drei Eigenschaften charakterisiert jede fUr sieh aHein 
bei unseren Annahmen iiber den Korper k in eindeutiger Weise den 
Klassenkorper K k. 

Die wichtigsten Thatsachen in der Theorie der allgemeinen relativ
quadratischen Korper sind das Reziprozitatsgesetz fill' quadratische 
Reste (vgl. Nr. 20), die Moglichkeit einer Einteilung der 1dealklassen 
in Geschlechter und der Satz, demzufolge in einem relativquadra
tischen Korper in Bezug auf k stets die Halfte aUer denkbaren 
Charakterensysteme wirklich durch Geschlechter vertreten sind. Aus 
dem letzteren Satze fliessen dann die Bedingungen fUr die Auflosbar
keit ternarer diophantischer Gleichungen, deren Koeffizienten Zahlen 
des beliebigen Rationalitatsbereiches k sind. 

Auf Grund der Theorie des relativquadratischen Korpers ist es 
ferner moglich, eine Reihe von bekannten Satzen iiber quadratische 
Formen mehrerer Variabler mit rationalen Koeffizienten auf den Fall 
zu iibertragen, dass die Koeffizienten beliebige algebraische Zahlen 
sind. Insbesondere hat D. Hilbert 26) einen Satz gegeben, der die 
Verallgemeinerung eines bekannten Satzes von Fermat darstellt [I C 2, 
Nr. d, 7]. Dieser Satz sagt aus, dass jede total positive (vgl. Nr. 8) 
Zahl in einem beliebigen Zahlkorper k sich stets als Summe von vier 
Quadraten gewisser Zahlen des Korpers k darsteUen lasst. 

Von diesem Satze kann eine Anwendung auf die Frage gemacht 
werden, ob eine elementargeometrische Konstruktionsaufgabe [ill A 3] 
zu ihrer Losung lediglich das Ziehen von Geraden und das Abtragen 
von Streckell, nicht aber das Auffinden der Schnittpunkte einer Ge
raden und eilles beliebigen Kreises erfordert 27). 

20. Reziprozitii.tsgesetz fUr quadratische Reste in einem be
liebigen Zahlkorper. Die Theorie des relativquadratischen Korpers fiihrte 
D. Hilbert 28) zur Entdeckung des Reziprozitatsgesetzes fiir quadratische 
Reste in einem beliebigen Zahlkorper, welches das bekannte Rezi
prozitatsgesetz [I C 1, Nr.6] als einfachsten Spezialfall in sich schliesst. 

Es sei ein beliebiger Zahlkorper vom Grade m als Grundkorper 
vorgelegt. Das bekannte Symbol aus der Theorie der rationalen 
Zahlen iibertragt sich dann, wie folgt: 

26) Witt. Nachr. 1898, p. 370. 
27) D. Hilbe1-t, "Grundlagen del' Geometrie", Festschrift zur Enthiillullg 

des Gauss-Weber-Dcnkmals zu Gottingen, Leipzig 1899, Kap. 7. 
28) Deutsche Math.-Vel'. 6 (1899), p. 88; Math. Ann. 61 (1899), p. 1; Gott. 

Nachr. 1898, p. 370. 
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Eg sei ~ ein in 2 nieht aufgehendes Primidell.l des Korpers k 
und (X eine beliebige zu ~ prime ganze Zahl in k: dltnn bedeute das 

Symbol (;) den Wert + 1 oder -1, je nachdem (X dem Quadrat 

einer ganzen Zahl in k nach ~ kongruent ist oder nicht. 1st farn~r 
a ein beliebiges zu 2 primes Ideal in k und hat man (l = ~ q ' ... w, 
wo ~,q, ... , W Primideale in k sind, so moge das Symbol (:) durch 
die folgende Gleichung definiert werden: 

(:) = (;) (;) ... (:). 

Bei geeigneter Definition der Begriffe "primare Zahl", "hyper
primare Zahl", "primares Ideal" und "hyperprimares Ideal" lautet dann 
der wesentliche Inhalt des ersten und zweiten Erganzungssatzes zum 
Reziprozitatsgesetz bez. des allgemeinen Reziprozitatsgesetzes wie folgt: 

Wenn a ein primares Ideal in kist, so giebt es stets eine primare 
Zahl (x, so dass (l = (a) wird, und umgekehrt: wenn (X eine primare 
Zahl in kist, so ist das Ideal a = (a) stets ein primares Ideal 

Wenn a ein hyperprimiires Ideal in kist, so giebt es stets eine 
hyperprimare Zahl a, so dass a = (a) wird, und umgekehrt: wenn a 
eine hyperprimlire Zahl in kist, so ist das Ideal a = (a) stets eiil 
hyperprimares Ideal. 

Wenn v, p" v', p,' irgend welche zu 2 prime ganze Zahlen in k 
sind derart, dass die beiden Produkte vv' und fLP,' primar ausfallen, 
so ist stets 

Um jedoch das Reziprozitatsgesetz in einheitlicher und voll
standiger Weise darzustellen und zu beweisen, bedarf es eines neuen 
Symbols: Es sei W irgend ein Primideal in k, und es seien v, p, be
liebige ganze Zahlen in k, nur dass p, nicht gleich dem Quadrat einer 
Zahl in k ausi!i.llt: wenn dann v nach ttl der Relativnorm einer ganzen 
Zahl des Korpers K (y/.0 kongruent ist und wenn ausserdem auch fur 
jede hohere Potenz von ~D stets eine solche ganze Zahl A im Korper 
K(Yr") gefunden werden kann, dass v = N (A) nach jener Potenz 
von W ausfallt, so nennt D. Hilbert v einen Normenrest des Korpers 
K(-V~) nach Wi in jedem anderen FaIle einen Normennichtrest des 

Korpers K (-V~) nach W. Nunmehr wird das Symbol ("':) definiert, 
indem man 

(V,:) = + 1 oder = - 1 
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setzt, je nachdem v N ormenrest oder N ormenniehtrest nach kU ist. 
Fillt fI- gleich dem Quadrat einer ganzen Zahl in k aus, so wird stats 

f';:) = + 1 
gesetzt. 

Fur das eben definierte Symbol gelten die Formaln: 

e;:) = (~~~) , 

e~~ 1£) = r;:) (~~), 
e, :~') = (~;:) (~:') . 

Mit Betwisung desselben driickt sick das allgemeinste Buiproeitlits
g~etl fiir quadratische Beste rhtrch die Formel am: 

IT e;:) = [v,l'] [v', fI-'] .•. [v(n-1), 1'(,,-1)]. 
(IU) 

Hierin bedeuten V, fI- zwei beliebige ganze Zahlen des Korpers k. 
Das Produkt linker Hand ist uber aile Primideale ttl des Korpers k 

zu erstreckenj da, wie sich zeigt, das Symbol (~;:) nur fUr eine 

endliche Anzahl von Primidealen ttl den Wert - 1 haben kann, so kommt 
bei der Bestimmung des Wertes des Produktes nur eine endliche An
zahl von Faktoren in Betracht. Auf der rechten Seite der Formel 
bedeuten V, fI-'; ••. j V (n-1) , 1'("-1) die zu v, fI- konjugierten Zahlen 
bez. in den zu k konjugierten Korpern k'j ... j k("-1); das Zeichen 
[v, fI-] bedeutet den Wert - 1, wenn der Korper k reell und zugleich 
jede der beiden Zahlen v, I' negativ ist; in jedem anderen Falle be
zeichnet [v, fI-] den Wert + 1. Entsprechend bedeutet [v', p.'] den 
Wert -1, wenn k' reell und zugleich jede der beiden Zahlen v', ~ 
negativ ausfallt, in jedem anderen FaIle dagegen soIl [v', #£1 den 
Wert + 1 haben, u. s. f. 

Sind beispielsweise k und aIle zu k konjugierten Korper imaginar, 
so lautet das Reziprozitatsgesetz 

rr(~'~) = + 1. 
(ID) IlJ 
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Die vorstehend genannten Werke werden im folgenden nicht mehr be
sanders citiert werden. 

1. Kreiskorper fUr einen Primza.hlexponenten. Bedeutet l eine 
ungerade Primzahl, so ist die Gleichung l - 1 ten Grades 

xl-1 
F(x) = -- = af-1 + XI - 2 + ... + 1 ==0 0 ",-1 



700 I C 4, b. Theorie des Kreisk6rpers. 

im Bereich der rationalen Zahlen irreduzibel 1) , d. h. der durch 

~ = e-' bestimmte Korper km besitzt den Grad l-1; der Korper 
k(~) wird der KreiskOrper der lten Einheitswurzeln genannt. 

Die Primzahl 1 gestattet in k(~) die Zerlegung 1 = {'-1, wo 
f = (1-~) ein Primideal ersten Grades in k(~) ist; hieraus kann 
die Irreduzibilitat obiger Gleichung geschlossen werden. In dem 
KreiskOrper der lieD Einheitswurzeln k (~) biMen die Zahlen 1, t, 
~', •.• , ~!-2 eine Basis. Die Diskriminante des Kreiskorpers k(~) ist 

Die reellen Zahlen 

Eg= 

1-1 . 

d = (_1)-' l'-<Ji. 

(1- ~fI) (1- ~-fI) 

(1 - ~) (1 - C 1) 
( 1- 1) g =2 3 ... -

" , 2 

sind Einheiten des Kreiskorpers kCt). 
Filr die Zerlegungen der von l verschiedenen rationalen PI"im" 

zahlen im Korper k(t) gilt nach E. Kummer') die folgende Regel: 
Ist peine von 1 verschiedene rationale Primzahl und ( der kleinste 
positive Exponent, fur welchen pI = 1 nach 1 ausf'lillt, und setzen wir 
dann 1- 1 = e(, so findet im Kreiskorper kW die Zerlegung 

p = Vi'" Va 
statt, wo Vi' ... , V. von einander verschiedene Primideale (ten Grades 
in k(~) sind. 

2. Kraiskorper fUr ainen zusa.mmengesetzten Wurzelexponenten. 
Die entsprechenden Uberlegungen lassen sich nach E. Kummer 3) filr 
denjenigen Korper anstellen, der durch Einheitswurzeln mit einem 
zusammengesetzten W urzelexponenten bestimmt ist. Es sei m ein Pro" 
dukt aus Potenzen verschiedener Primzab.len etwa m = l~ ~ . . .. Der 

2 ; <It 

durch Z = ern definierle Kreiskorper k(Z) der mien Einheitswurzeln 

entsteht dann ( 2in) 
durch Zusammensetzung del' Kreiskorper k e"h. I 

( 
2i~ 

k el.b j, ... d. h. der Kreiskorper der ~t8n, der ~2t.n, ••• Einheits
wurzeln. 

1) Die Litteratur iiber die Beweise hierfiir findet sich in dem Buche 
P. Bachmann's, VorlesungV angegeben; vgl. ferner Dirichlet's Vorl. iiber Zahlen· 
theone, herausgeg. vonR. Dedekind, Suppl. XI und Weber's Algebra 2, Nach
trag TI. 

2) J. f. Math. 35 (1847" p. 327. 
3) Berl. Abh. 18561, p. 1. 
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Der Grad des Korpers k(Z) der m = l~l~ ... Ien Einheitswurzeln ist 

4»(m) = l~l-l(Zl_ 1) l~-1(lll -1) .... 

Der Kreiskorper k(Z) besitzt die Basiszahlen 1, Z, Z2, ... , Z<.f>(m)-l. 

1st peine in m = l~l~' . . . nicht aufgehende rationale Primzahl 
und f der kleinste positive Exponent, fill' welchen pI _ 1 nach m 
ausflillt, und wird dann rp(m) = ef gesetzt, so findet im Kreiskorper 
k (Z) der mien Einheitswurzeln die Zerlegung 

p = ~l"'~' 
statt, wo ~1' ••• , ~. von einander verschiedene Primideale ('on Grades 
in k(Z) sind. 

1st ferner ph eine Potenz von p und wird m* = ph m gesetzt, so 
findet im Korper k(Z*) del' m*ten Einheitswurzeln die Zerlegung 

p = I ~~ ... ~;}ph-l(p -1) 

statt, wo ~~, ... , ~; von einander verschiedene Primideale ('en Grades 
m k(Z*) sind. 

Wenn m eine Potenz ~iner Primzahl list, und 9 eine nicht 
llin 

durch 1 teilbare Zahl bedeutet, so stellt in dem durch Z = e 11< be

stimmten Kreiskorper der Ausdruck 11-=-~ stets eine Einheit dar. 

Wenn die Zahl m verschiedene Primfaktoren enthiilt und 9 eine zu m 

prime Zahl bedeutet, so stellt in dem durch Z = em bestimmten 
Kreiskorper der Ausdruck 1 - Z9 stets eine Einheit dar. 

Von einer jeden beliebigen Einheit eines Kreiskorpers k (e~~n) 
gilt nach L. Kronecker 4) die Thatsache, dass sie gleich dem Produkte 
einer Einheitswurzel und einer reellen Einheit ist. Die Einheits-

( llin) 
wurzel liegt dabei nicht notwendig immer in dem Korper k e m 

selbst, sondern kann, wenn m verschiedene Primzahlen enthilt, bei 
geradem m eine 2mte, bei ungeradem m eine 4mto Einheitswurzel sein. 

3. Lagr&DCe'BOhe R&solvente Oller Wu:rzelzahl. Es sei 1 = 2 
oder eine ungerade Prirnzahl, ferner p = 1m + 1 eine rationale Prim

llin 

zahl, es werde Z = eP gesetzt und es bezeichne Reine Primitiv
zahl nach p. Der Ausdruck 

A = Z + ~ZR + t ll ZR2 + ... + ~p-2ZRP-ll 

4) J. f. Math. 53 (1857), p. 176 = Werke 1, p. 109. 
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heisst die Lagrange'sche Resolvente oder Wurzelzahl des Korpers k(Z); 
dieselbe zeichnet sich durch folgende Eigenschaften aus: 

Die 7/0 Potenz Al der Lagrange'schen Wurzelzahl A gestattet in 
k(t) die Zerlegung 

Al _ hrO+r_l·+r_2".+···+r_I+2,1-2 -,.. , 
wo .p das durch die Formel .p = (p, b - R-m) bestimmte Primideal 
in k(~) ist; ferner haben wir hierbei s = (b : r) gesetzt, wobei r eine 
Primitivzahl (primitive Wurzel) nach lund wo allgemein r -i die 
kleinste positive ganze rationale Zahl bedeutet, welche der - iten 
Potenz y-i der Primitivzahl r nach 1 kongruent ist. Die Lagrange'sche 
Wurzelzahl A ist _ -1 nach f = (1 - b) und hat ferner die 

Eigenschaft, dass ihr absoluter Betrag = I yP list. 
Die Lagrange'sche Wurzelzahl A des Korpers kist eine ganze 

Zahl des aus k(b) und k(Z) zusammengesetzten Korpers, welche sich 
durch die eben aufgezahlten Eigenschaften bis auf einen Faktor ~ 
vollig bestimmt, wobei b* eine lte Einheitswurzel ist. Um endlich 
auch diesen Faktor ~ festzulegen, muss man A = I yp I e2ilt rp setzen 
derart, dass 0"::::: qJ < 1 sei, und dann entscheiden, in welchem der 1 
Intervalle 

1 2 1-1 -<m<- ... -<m<l 1='1' l' , 1 ='1' 

die betreffende Zahl qJ gelegen ist. Aus dieser Frage entsteht in dem 
besonderen Falle, dass statt 1 die Primzahl 2 gewiihlt wird, das be
riihmte Problem der Bestimmung des Vorzeichens der Summen von 
Gauss 5) [II A 3, Nr. 20] und es gilt der Satz, dass die Lagrange'sche 
W urzelzahl A fiir 1 = 2 eine positiv reeIle oder positiv rein imaginare 
Zahl ist. 

Die Koeffizienten der verschiedenen Potenzen von b in dem Aus
drucke fur A werden gewohnlich "Perioden" genannt. Die Litteratur 
weist eine Reihe von Abhandlungen auf, welche sich mit diesen 
Perioden, sowie mit verwandten ganzen Zahlen von Kreiskorpern be
schiiftigen 6). 

4. Anwendungen der Theorie des Xreiskorpers auf den quadra
tisohen Korper. Indem wir gewisse Eigenschaften des Kreiskorpers 
der mton Einheitswurzeln fur einen in ihm enthaltenen quadratischen 
Unterkorper verwerten, gelangen wir zu neUen 8iitzen uber den quadra
tischen Zahlkorper. Insbesondere ist eine jede Einheit eines reellen 

5) Gotting. Comm. ree. 1 (1811) .... Werke 2, p. 11. 
6) V gl. den zu Anfang genannten Bericht von D. Hilbert, p. 364. 
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quadratischen Korpers k(vm) eine Wurzel mit rationalem ganzzahligem 
Exponenten aus einem Produkte von Kreiseinheiten; es wird nach 

Dirichlet 7) eine spezieUe Einheit des Korpers k (y m) einfach durch 
den folgenden Ausdruck 

erhalten, wo d die Diskriminante des Korpers k (ym) bedeutet, und 

wo die Produkte Il, Il libel' aUe diejenigen Zahlen a odeI' b del' 
(a) (b) 

Reihe 1,2, ... , d zu erstrecken sind, welche del' Bedingung (~) z::: + 1 

bez. (:) = - 1 geniigen. 

Es sei p entweder die Primzahl 2 odeI' eine beliebige von l ver
schiedene ungerade rationale Primzahl. 1ndem wir die Zerlegung von 
p einerseits in dem Kreiskorper k(~) del' lten Einheitswurzeln, anderer
seits direkt in dem quadratischen Unterkorper k* ausfiihren und her
nach die erhaltenen Resultate mit einander vergleichen, gelangen wir 
nach L. Kronecker 8) zu einem neuen Beweise des Reciprozitatsgesetzes 
fiir quadratische Reste [I C 1, Nr. 6]. 

Die in N r. 3 genannten Thatsachen liefern fiir den quadratischen 
Korper folgende von Jacobi 9), Cauchy 10) und Eisenstein 11) gefundenen 
Resultate: Wenn 1 eine rationale Primzahl mit del' Kongruenzeigen
schaft 1 = 3 nach 22 i&t und peine rationale Primzahl von del' Ge
stalt p = ml + 1 bedeutet, so gilt fUr ein jedes in p aufgehende 
Primideal l' des imaginaren quadratischen Korpers k (y - l) die .A.qui
valenz 

l' ",1, 

wo ~' a die Summe del' kleinsten positiven quadratischen Reste und 

::E b die Summe del' kleinsten positiven quadratischen Nichtreste 
nach l bedeutet. Setzt man ferner p = lJ lJ' und 

7) J. f. Math. 17 (1837), p. 286 = Werke 1, p. 343. 
8) Berl. Ber. 1880, p. 686, 854. 
9) J. f. Math. 2 (1827), p. 66; 9 (1832), p. 189; 30 (1837), p. 166; 19 (1839), 

p. 314 = Werke 6, p. 233, 240, 254, 275. 
10) Par. C. R. 10 (1840), p. 51, 85, 181, 229 = Oeuvr. (1) 5, :p. 52, 64, 85,95. 
11) J. f. Math. 27 (1844), p. 269. 
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Xb-Ea 
p-l-=(n), 

wobei n aine ganze Zahl des imaginaren quadratischen Korpers k (V 1) 
bedeutet, so gilt die Kongruenz 

+ 1 (n') , 
n - - H[(am)!]' ,.. 

(al 

wo das im Nenner stehende Produkt fiber aUe kleinsten positiven 
quadratischen Reste a nach l zu erstrecken ist. 

o. XreiskBrper in seiner Eigenschaft als Abel'scher Korper. 
Wir erweitel'l1 nunmehr den Begriff des Kreiskorpers, wie er bisher 
in Betracht kam: wi!' bezeichnen als einen Kreiskorper schlechthin 
nicht nul' einen jeden durch die Einheitswurzeln von irgend einem 

( un) 
Exponenten m bestimmten Korper k em , sondern auch einen jeden, 

( 2in) 
irgendwie in einem solchen besonderen Kreiskorper k em enthaltenen 

(un) 
Unterkorper. Da jeder Korper k em ein Abel'scher Korper ist und 
ferner, wenn m und m' irgend welche Exponenten bedeuten, der Korper 
der mten Einheitswurzeln und del' Korper del' m'ten Einheitswurzeln 
beide zugleich in dem Korper del' m . m'ten Einheitswurzeln als Unter
korper enthalten sind, so gelten fur diesen erweiterien Begriff des 
Kreiskorpers allgemein die folgenden Thatsachen: Jeder Kreiskorper 
ist ein Abel'scher Korper. Jeder Unterkorper eines Kreiskorpers ist 
ein Kreiskorper. Jede!' aus Kreiskorpern zusa~mengesetzte Korper ist 
wiederum ein Kreiskorper. Die erstere Aussage lasst sich wie folgt 
umkehren: 

Jeder Abel'sche ZahlkOrper im Bereiche tier rationalen Zahlm ist 
ein KreiskiJrper [I C 4 a, Nr. 14:]. 

Diesen Satz hat zuerst L. Kronecker 12) aufgesteUt, dann gab 
H. Weber 18) einen vollstandigen Beweis. Von D. Hilbert 14) endlich riihrt 
ein rein arithmetischer Beweis des Satzes her, der wedel' die Kummer'sche 
Zerlegung del' Lagrange'schen Resolvente in Primideale, noch die An
wendung del' dem Wesen des Satzes fremdartigen transcendenten 
Methoden von Dirichlet [I C 3, Nr. 2] erfordert. 

12) Berl. Ber. 1853, p. 365 und 1877, p. 845. 
13) .Acta math. 8, p. 193 und 9, p. 105 (1886, 1887). 
14) Giltt. Nachr. 1896, p. 29; in vereinfa.chter Form Deutsche Math.-Ver. 4 

(1897), p. 339-361. 
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6. Transcendente Bestimmung der Anzahl dar IdaaJ.kl.assan im. 
Xreiskorper. Auf Grund der in Nr. 9 des Artikels [1 C 4a] iiber 
den algebraischen Zahlkorper behandelten Methode von Dirichlet fand 
E. Kummer 15) das Resultat: 

1st 1 eine ungerade Primzahl, so stellt sich die Klassenanzahl h 
des Kreiskorpers der ltea Einheitswurzeln, wie folgt, dar: 

2 inn' u 

II .::Ene 1-1 

h= (u) (n) 
1-8 

(2l)-2-

Hierin ist das Produkt II iiber die ungeraden Zahlen u = 1, 3, 
(u) 

5, ... , 1 - 2 und jede einzelne Summe ~ iiber die Zahlen n = 1, 
(n) 

2,3, ... , 1 - 1 zu erstrecken; ferner ist eine Primitivzahl r nach 1 
zu Grunde gelegt und man hat unter n' eine solche zu n gehOrige 
ganze rationale Zahl zu verstehen, fiir welche rn' n nach 1 wird. 
A bedeutet die Determinante 

log E1 , log E2 , · , log EI _ S 
-2-

(1-9)(1-6) log E2 , log Es , · , log E, _ 1 
(-1) 8 -2-

log EI _ s ' log Ee_ll · , log EI _ 4 
-2- -2-

und dabei ist allgemein log Eg der reeIle Wert des Logarithmus der 
Einheit 

-. /1- r g 1- t-"u 
Eg = V· ..,.g-l g-1 • 

1- b 1- rr 
Die zwei Briiche hier in dem Ausdruck fiir h heissen der erste und 

der zweite Faktor der Klassenanzahl; beide Faktoren der Klassen
anzahl sind fiir sich ganze rationale Zahlen. Der zweite Faktor stellt 
die Klassenanzahl des in k(b) enthaltenen reeilen Unterkorpers vom 

l 2 1 ten Grade dar. E. Kummer 16) hat iiber mese zwei Faktoren 

noch weitere Sittze aufgestellt, welche ihre Teilbarkeit durch 2 be
treffen. Der Versuch Kronecker'sI7), diese Sittze rein arithmetisch zu 

15) J. f. Math. 40 (1850), p. 93, 117. 
16) Berl. Ber. 1870, p. 409, 856. 1m Falle der 11. und 13. Einheitswurzeln 

ist nach P. Wolfskehl, J. f. Math. 99 (1886), p. 173, der zweite Faktor gleich Eins. 
17) Berl. Ber. 1870, p. 884 = Werke 1, p. 271. 

Encyklop. d. math. Wi.sensch. I. 45 
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oeweisen, weist einen Irrtum auf, und die von L. Krcmecker gegebene 
Verallgemeinerung ist nicht richtig. Ausserdem hat E. Kummer 18) 
noch nach einer anderen Richtung hin Untersuchungen uber die Be
deutung und die Eigenschaften dieser zwei Faktoren angestellt. End
lich hat E. Kummer 19) den Satz behauptet, dass die Klassenanzahl 
eines jeden in k (~) enthaltenen Unterkorpers in der Klasseno.nzahl h 
des Korpers k(t) aufgeht. Der von ihm versuchte Beweis hiefur ist 
jedoch nicht stichhaltig. 

Die entsprechende Formel fur die Klassenanzahl eines Kreis-

( 2i1l:) 
korpers k em , wo m eine beliebige zusammengesetzte Zahl ist, hat 
E. Kummer 20) aufgestellt und D. Hilbert 21) bewiesen. 

Auf Grund dieser Formel fur die Klassenanzahl ergeben sich 
folgende zwei Satze, unter denen der erste von Dirichlet 22) auf einem 
etwas verschiedenen Wege bewiesen worden ist [1 C 3, Nr. 2, Anm.l1]: 

Bedeuten m und n swei zu einander prime ganze rationale Zahlen, 
so giebt es stets unendlick viele rationale Primsahlen p mit der KO'fftoo< 
gruenzeigenschaft p = n Meh m. 

Jede Einheit eines Abel'schen Korpers ist eine Wurzel mit ratio
nalem ganzzahligem Exponenten aus einem Produkt von Kreiseinheiten. 

7. Kummer'scher Zahlkorper und seine PrimideaJ.e. Es bezeichne 
!lin 

wieder l eine ungerade rationale Primzahl und k(t,) den durch t = e-I-

bestimmten Kreiskorper. 1st dann [J, eine solche ganze Zahl in k(t), 
welche nicht zugleich die lie Potenz einer Zahl in k(t,) wird, so er
weist sich die Gleichung lien Grades 

XI_[J,=O 
I 

als irreducibel im Rationalitatsbereich k(t). Bedeutet M = "Vii eine 
irgendwie in bestimmter Weise ausgewahlte Wurzel dieser Gleichung, 
so sind 

tM, t,llM, ... , t/- 1 M 
deren l- 1 ubrige Wurzeln. Der durch M und t, bestimmte Korper 
k(M, t,) heisst ein Kummer'seher KiJrper, do. derselbe zuerst von 
E. Kummer untersucht worden ist. Ein solcher Kummer'scher Korper 
k(M, t,) ist vom Grade l- 1; er enthalt den Kreiskorper k(t) 0.18 

18) Berl. Ber. 1853, p. 194. 
19) J. f. Math. 40 (1850), p. 117. 
20) Berl. Ber. 1861, p. 1051 und 1863, p. 21. 
21) Deutsche Math.-Ver. 4 (1897), p. 378-380. 
22) Berl. Ber. 1887, p. 108; Berl. Abh. 1837, p. 45 = Werke 1, p. 307 und 

p. 818. 
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Unterkorper und ist in Bezug auf kef;) ein relativ-Abel'scher Korper 
vom Relativgrade 1. Durch die Operation der Vertauschung von M 
mit b M in einer Zahl oder in einem Ideal dieses Kummer'schen 
Korpers geht man zu der relativkonjugierten Zahl bez. dem relativ
konjugierten Ideal iiber. Dieser Ubergang werde durch Vorsetzen des 
Substitutionszeichens S angedeutet. 

Um die Primideale des Kummer'schen Korpers aufzustellen, be· 
dient man sich des folgenden Symbols. 1st zunachst das Primideal u> 
von 1 = (1 - f;) verschieden und prim zu p" so bedeute das Symbol 

{ :} diejenige lie Einheitswurzel, die der Kongruenz 
n(tu)-l 

/-,-1- {~}, (In) 

genugt; dabei bezeichnet n(u» die Norm von U>. Es gehe andrerseits 

U> in /-' auf; wenn dann die Relativdiskriminante des durch M = yP, 
und b bestimmten Kummer'schen Korpers durch U> teilbar ist, so habe 

das Symbol {~} den Wert O. 1st dagegen die Relativdiskriminante 

dieses Korpers k(M, b) nicht durch In teilbar, so kann man stets eine 
Zahl a in k(r;) finden derart, dass p,* = alp, eine ganze, nicht mehr 
durch U> teilbare Zahl in kef;) wird. Wir definieren dann, wenn 
u> + 1 ist, das fragliche Symbol durch die Formel 

{:}={~}. 
Wenn aber U> = { ist, so kann, da die Relativdiskriminante von k(M, b) 
prim zu 1 sein solI, die Zahl a uberdies so gewahlt werden, dass 
/-'* _ 1 nach {I ausf'lillt. 1st dies geschehen, so gilt eine Kongruenz 
von der Gestalt 

p,* = 1 + a (1 - bY, ({!+1), 

wo ct. eine bestimmte Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, ... , l - 1 bedeutet. 

Wir definieren dann das Symbol {7} durch die Gleichung 

{~ } =~. 
1st endlich p, die lie Potenz einer ganzen Zahl in k (r;) und In ein be

liebiges Primideal in k (b), so werde stets {:} = 1 genommen. 

Auf diese Weise ist der Wert des Symbols {:} fur jede ganze 

Zahl p, und fur jedes Primideal \U in k (f:) eindeutig festgelegt, und 
zwar wird dieser Wert entweder gleich 0 oder gleich einer bestimmten 
lien Einheitswurzel. 

45* 
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Die Aufgabe, die Primideale des Kreiskorpers k(b) in Primideale 
des Kummer'schen Korpers k(M, b) zu zerlegen, wird durch folgenden 
Satz gelOst: Ein beliebiges Prim ideal +> in k(b) ist in dem durch 

1-
M = Yft und ~ bestimmten Kummer'schen Korper k(M, b) entweder 
gleich der lten Potenz eines Primideals oder zerlegbar in 1 von einander 

verschiedene Primideale oder selbst Primideal, je nachdem {~} = 0 

oder = 1 oder gleich einer von 1 verschiedenen lten Einheitswurzel 
ausllillt. 

8. Normenreste und Normennichtreste des Kummer'schenZahl
korpers. Es sei wie in Nr. 7 ft eine Zahl des Kreiskorpers k W, fur 

welche M = -Vii nicht in k (b) liegt und es bedeute k (M, ~) den 
durch M und b bestimmten Kummer'schen Korper; fur eine Zahl A 
in k(M, ~) werde die Relativnorm in Bezug auf k (b) mit N(A) be
zeichnet. Es sei ttl ein beliebiges Primideal des Kreiskorpers k (~) 
und v eine beliebige ganze Zahl in k (b)' Wenn dann v nach ttl der 
Relativnorm einer ganzen Zahl des Korpers k (M, ~) kongruent ist, 
und wenn ausserdem auch fur jede h6here Potenz von ttl stets eine 
solche ganze Zahl A im Korper k (M, ~) gefunden werden kann, dass 
v N(A) nach jener Potenz von ttl ausfiillt, so heisst nach D. Hilbert 
v ein Normenrest des Kummer'schen KiYrpers k (M, b) nach ttl, in jedem 
anderen FaIle heisst v ein Normennichtirest des Kummer'schen Korpers 
k (M, b) nach ttl. 

D. Hilbert hat folgenden Satz bewiesen: 
Wenn \1) ein Primideal des Kreiskorpers k (b) ist, das nicht in 

der Relativdiskriminante des Kummerschen Korpers k (M, ~) aufgeht, 
so ist jede zu ttl prime Zahl in k (~) Normenrest des Kummer'schen 
Korpers k (M, ~) nach \1). 

Wenn dagegen ttl ein Primideal des Kreiskorpers k (~) ist, das 
in der Relativdiskriminante des Kummer'schen Korpers k (M, ~) auf
geht, und e im Falle ttl =+= 1 einen beliebigen positiven Exponenten, im 
Falle \1) = ( einen beliebigen Exponenten > 1 bedeutet, so sind von allen 
vorhandenen zu ttl prim en und nach ttle einander inkongruenten Zahlen 
in k (b) genau der lte Teil Normenreste nach \1). 

Dieser Satz weist uns auf die Moglichkeit hin, die nach einer 
Potenz \1)e (e > 1 im FaIle \1) = 1) vorhandenen einander inkongruenten 
Zahlen des Korpers k m in 1 Abteilungen zu sondern, die samtlich 
gleich viele Zahlen enthalten und von denen eine die N ormenreste 
nach \1) umfasst. Um diese Sonderung in iibersichtlicher Weise vor
nehmen zu Mnnen, bedient sich D. Hilbert eines neuen Symbols1 
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welches zwei beliebigen, von 0 verschiedenen ganzen Zahlen 11, I-" des 
Korpers k (~) in Bezug auf ein beliebiges Primideal "' in k (~) . jedes
mal eine bestimmte lte Einheitswurzel zuweist, und zwar geschieht 
dies in folgender Weise: 

Es sei zunachst ttl ein von 1 verschiedenes Primideal. 1st dann 
11 genau durch ttlb und I-" genau durch ttl" teilbar, so bilde man die 

"a Zahl ;e = b und bringe 
/L 

" in die Gestalt eines Bruches ~, des sen 
(j 

Zahler Q und Nenner (f nicht durch ttl teilbar sind. Das Symbol 

{ "'n,/L} werde dann durch die Formel 

definierl. Es ergeben sich hieraus unmittelbar fUr dieses Symbol die 
einfachen RegeIn: 

{ "1 ~' /L } = {V1~ I£} {V,~ /L}, 

{ ", ~ 1£2 } = { 11 ';1 } {V ~I£I } , 

{ 1I~/L} {tL ~ "} = 1, 

wo V, Vo V 2 , p" E'11 E'2 beliebige von Null verschiedene ganze Zahlen 
in k m bedeuten konnen. 

Die Definition des neuen Symbols fur den Fall "' = 1 kann man 
auf die Formeln 

n(a)-l 

{'~'1{;}=~-!-' {1I111i ,/L }={V1itL}{1I211L}, 

{ 1I*'~} _ 1 1 -, 

grunden, wo " eine beliebige zu r prime Zahl in k (b), 11* ein be

liebiger Normenrest des Korpers k (~, ~) nach 1, und 1111 V2 , V, fL 
beliebige ganze Zahlen in k m sein sollen. Die aufgezahlten For
derungen sind miteinander vertraglich und reichen in allen Fallen zur 
Definition des Symbols hin. Wenn insbesondere die beiden Zahlen 
11, E' zu I prim sind und 

v at (1 + Ar1 (1 + ).2)'" ... (1 + i-1)n1- 1, (£l), 

fL· b1 (1 + ).r(1 + ).2t'· .. (1 + A1-1)"'1-1, (f!) , 

gesetzt wird, wo a, b und die Exponenten 
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ganze rationale Zahlen sind und l = 1 - ~ gesetzt ist, so besteht 
eme Gleichung von der Gestalt 

{V,/,,} = r(nl •...• nl_l; m1 ..... ml_l); 

dabei ist L eine homogene bilineare Funktion der beiden Reihen von 
Veranderlichen nil ... nt-l; ml1 ... , mt-l, und die Koeffizienten 
von L sind ganze rationale Zahlen, die nur VOll der Primzahl l ab
hangen, und die man bei gegebenem Werte der Primzahl l etwa durch 
besondere Annahmen der Zahlen v, p, leicht berechnen kann. 

Es gilt nUn der Satz: Wenn v, p, zwei beliebige ganze Zahlen in 

k (~) sind, nur dass -Vii nicht in k (~) liegt, und W ein beliebiges Prim
ideal des KreiskOrpers k W bedeutet, so ist v Normenrest oder Normen

t 
nichtrest des durch M =0i bestimmten Kummer'schen KiYrpers k (M, ~) 
nach W, je nachdem 

r~/L} = 1 oder =F 1 
ausfallt. 

9. Existenz unendlichvieler Primideale mit vorgeschriebenen 
Potenscharakteren. Es seien a l , ..• , at irgend t ganze Zahlen des 
Kreiskorpers k(~), welche die Bedingung erfiillen, dass das Produkt 

rx'f'- rx~ ... a,!,t, wenn man jeden der Exponenten mu m2 , ••• , mt die 
Werte 0, 1, 2, ... , l - 1 durchlaufen lasst, jedoch das eine Wert
system ml = 0, m 2 = 0, ... , mt = 0 ausschliesst, dabei niemals die 
lIe Potenz einer Zahl in k(~) wird; es seien ferner Yu Y2' ... , Yt nach 
Belieben vorgeschriebene lte Einheitswurzeln: dann giebt es im Kreis
korper k(~) stets unendlich viele Primideale p, fur die jedesmal bei 
einem gewissen zu l prim en Exponenten m 

{ ~ r = Yu {~,} m = Y2' ... , {~ r = Yt 

wird. Der Nachweis dieses Satzes von E. Kummer 23) beruht im 
wesentlichen darauf, dass man in geeigneter Weise die allgemeine 
transcendente Methode fur die Klassenanzahlbestimmung auf den 
Kummer'schen Korper anwendet und aus der so erhaltenen Formel 
auf das Nichtverschwinden des Grenzwertes einer gewissen unend
lichen Summe schliesst. 

10. Regularer Kreiskarper und regularer Kummer'scher 
Karper. Es bedeute l wie bisher eine ungerade Primzahl und k(,) 

23) Ber!. Abh. 1859', p. 19. 
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2 itt 

den durch t = e-'- bestimmten Kreiskorper: dieser Kreiskorper k(~) 
heisst nach D. Hilbert ein reguli:itrer Kreiskorper und die Primzahl 1 
eine reguliire Primzahl, wenn die .Anzahl h der 1dealklassen des Kor
pers k(~) nicht durch 1 teilbar ist; desgleichen heissen solche Kum~ 
mer'sche Korper, welche aus reguHiren Kreiskorpern entspringen, 
reguliire Kummer'sChe Korper. 

E. Kummer 24) hat durch Rechnung aus der in Nr. 6 angegebenen 
Formel fur die Klassenanzahl des Kreiskorpers bewiesen, dass eine 
ungerade Primzahl 1 dann und nur dann regular ist, wenn sie in den 

Zahlern der ersten l* = 1 2 3 Bernoulli'schen Zahlen [I E, Nr.l0; 

II A 3, Nr. 18] nicht aufgeht. 

11. Geschlechter im. regulii.ren Kummer'schen Korper. Mit 

nilfe des in Nr. 8 definierten Symbols r:} ordnet D. Hilbert im 

regularen Kummer'schen Korper einem jeden Ideal S desselben in be
stimmter Weise ein Charakterensystem zu, welches aus einer gewissen 
.Anzahl r ~ 1) von zten Einheitswurzeln besteht. Aus den Eigen~ 

schaften jenes Symbols folgt dann unmittelbar, dass die 1deale ein 
un~ derselben Klasse eines regularen Kummer'schen Korpers samtlich 
dasselbe Charakterensystem besitzen und es ist daher auf diese Weise 
iiberhaupt einer jeden 1dealklasse ein bestimmtes Charakterensystem 
zugeordnet. Man rechnet nun ane diejenigen 1dealklassen, welche ein 
und dasselbe Charakterensystem besitzen, in ein Geschlecht und de
finiert insbesondere das Hauptgeschlecht als die Gesamtheit aller der~ 
jenigen Klassen, deren Charakterensystem aus lauter Einheiten 1 be
steht. Da das Charakterensystem der Hauptklasse von der letzteren 
Eigenschaft ist, so gehort insbesondere die Hauptklasse stets zum 

Hauptgeschlecht. .Aus den Eigenschaften des Symbols {'/1;:} ent~ 

nimmt man leicht die folgenden Thatsachen: Wenn G und G' zwei 
beliebige Geschlechter sind und jede Klasse in G mit jeder Klasse in 
G' multipliziert wird, so bilden samtliche solche Produkte wiederum 
ein Geschlecht; dieses wird das Produkt der Geschlechter G und G' 
genannt. Das Charakterensystem desselben erhalten wir durch Multi
plikation der entsprechenden Charaktere der beiden Geschlechter G 
und G'. 

Aus der eben aufgestellten Definition der Geschlechter leuchtet 
ferner ein, dass die zu einer Klasse 0 relativkonjugierten Klassen 
SO, ... , S'-10 zu demselben Geschlechte wie 0 selbst gehOren, 

24) J. f. Math. 40 (1859), p. 130. 
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und hieraus folgt, dass die (1 - S)te symbolische Potenz 0 1- 8 (vgl. 
Nr. 17 des Artikels Ie 4a "Theorie der algebraischen Zahlkorper'') 
einer jeden Klasse 0 stets zum Hauptgeschlecht gehort. Endlich ist 
offenbar, dass jedes Geschlecht des Kummer'schen Korpers gleich viel 
Klassen enthalt. 

12. ReBiproBitli.tsgesetz fUr lte Potenzreste im regul.ii.ren 
Xummer'schen Xorper. G. Eisenstein 25) hat mittels der Formeln der 
Kreisteilung ein Reziprozitatsgesetz zwischen einer ganzen rationalen 
Zahl und einer beliebigen ganzen Zahl des Kreiskorpers k(~) ab
geleitet. Mit Hilfe dieses Reziprozitatsgesetzes von Eisenstein und 
auf Grund des in Nr. 11 entwickelten, von E. Kumme;r geschaffenen 
Geschlechtsbegriffes gelang es dann E. Kummer 26) fur den regularen 
Kreiskorper das allgemeine Reziprozitatsgesetz der zten Potenzreste auf
z~stellen und zu beweisen. Mit Benutzung des in Nr. 8 definierten 
Symbols hat D. Hilbert eine Formel abgeleitet, die insbesondere auch 
die Kummer'schen Reziprozitatsgesetze zugleich mit ihren sogenannten 
Erganzungssatzen in vollstandiger und einfacher Weise zum Ausdruck 
bringt. Diese Formel lautet: 

Wenn v una I-' ~wei beliebige game Zahlen (=1= 0) cines reguliiren 
Kreiskorpers k(~) bedeuten, so ist stets 

II {V, Il-} = 1, 
(tD) IV 

wenn das Produkt linker Hand Uber siimtliche Primideale to in k(~) 
erstreckt wird. 

Mit dieser Formel sind von D. Hilbert zugleich auch die Resultate, 
die E. Kummer gefunden hat, von neuem bewiesen - ohne die um
fangreichen rechnerischen Hiilfsmittel, die E. Kummer angewandt hat. 

Von besonderen Reziprozitatsgesetzen, zu deren Behandlung die 
Formeln der Kreisteilung ausreichen, sind das Reziprozitatsgesetz fur 
biquadratische Reste nach Gauss 27) und Eisenstein 28) sowie das Rezi
prozitatsgesetz fur kubische Reste nach Eisenstein 29) und Jacobi SO) zu· 
nennen. 

25) Berl. Ber. 1850, p. 189. 
26) Berl. Ber. 1850, p. 154; 1868, p. 158; Berl. Abh. 1859', p. 19; 18611 , 

p. 81 = J. f. Math. 100, p. 10; J. f. Math. 44 (1851), p. 93; 56 (1858), p. 270. 
27) Gotting. Comm. ree. 6 (1828); 7 (1832) = Werke 2, p. 65 u. 93; vgl. 

T. J. Stielftjes, Toul. Ann. 11 e (1897), p. 1. 
28) J. f. Math. 28 (1844), p. 53, 223. 
29) J. f. Math. 27, p. 289 u. 28 p. 28 (1844); vgl. Stielftjes 1. c. 
SO} J. f. Math. 2, p. 66 = Werke 6, p. 233 (1827). 
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13. Anzahl der vorhandenen Geschleohter im reguliiren 
Kummer'sohen Korper. Es konnen nunmehr nach E. Kummer fur 
den regularen Kummer'schen Korper diejenigen Satze aufgestellt 
und bewiesen werden, welche den bekannten Satzen [I C 2, Nr. c] aus 
der Theorie der binaren quadratischen Formen oder der quadratischen 
Zahlkorper entsprechen. Vor allem entsteht die Frage, ob ein System 
von r beliebig vorgelegten lten Einheitswurzeln stets das Charakteren
system fur ein Geschlecht des Kummer'schen Korpers sein kann. Diese 
Frage findet durch folgenden Fundamentalsatz ihre Erledigung: 

Es sei r die Anzahl der Oharaktere, welche ein Geschlecht im regu-

Wren Kummer'schen Kiirper K = k(Yii, t) bestimmen; ist dann ein 
System von r beliebigen lten Einheitswurzeln vorgeIegt, so ist dieses 
System dann und nur dann das Oharakterensystem eines Geschlechtes in 
K, wenn das Produkt der siimtlichen r Einheitswurzeln gleich 1 ist. 
Die Anzalil der in K vorhandenen Geschlechter ist daller gleich Ir- 1, 
d. h. es sind genau der Ite Teil aZZer denkbaren Charakterensysteme wirk
lich durch Geschlechter vertreten. 

Die bemerkenswertesten Folgerungen dieses Satzes sind nach 
D. Hilbert: 

Die Anzahl 9 der Geschlechter in einem regularen Kummer'schen 
Korper ist gleich der Anza.hl seiner ambigen Komplexe (vgl. Nr. 17 
des Artikels I C 4 a "Theorie der algebraischen Zahlkorper"). 

Jeder Komplex des Hauptgeschlechtes in einem reguliiren Kummer
schen Korper Kist die (1 - S)te symbolische Potenz eines Komplexes in 
K, d. h. jede Klasse des Hauptgeschlechtes in einem reguIiiren Kummer
schen KiYrper Kist gleich dem Produkt aus der (1 - s)ten symbolischen 
Potenz einer Klasse und aus einer solchen Klasse, welche Ideale des 
KreiskiYrpers k(b) enthiilt. 

Wenn v, /L zwei ganze Zahlen des regularen Kreiskorpers k(t) 
bedeuten, von denen /1 nicht die Ita Potenz einer ganzen Zahl in k(t) 
ist, und welche fur jedes Primideal ttl in k(b) die Bedingung 

r:}=l 
erfullen, so ist die Zahl v stets gleich der Relativnorm emer g~nzen 

I 

oder gebrochenen Zahl A des Kummer'schen Korpers K = k(V~ b). 

14:. Der Fermat'ache Satz. Fermat hat die Behauptung auf
gestellt, dass die Gleichung [s. auch I C 2, N r. g, 4) J : 

am+bm=cm 

in ganzen rationalen von Null verschiedenen Zahlen a, b, c fur keine n 
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gannahligen Exponenten m > 2 losbar iat. Wenngleieh schon aus 
der Litteratur vor Kummer vereinzelte Resultate fiber diese Gleichung 
von Fermat bemerkenswerl sind 81), so ist es doch erst E. Kummer auf 
Grund der Theorie der Ideale des regulii.ren Kreiskorpers gelungen, 
den Beweis der Fermat'schen Behauptung ffir sehr umfassende Klassen 
von Exponenten m vollstiindig zu fUhren. Die wichtigste von 
E. Kummer 32) bewiesene Thatsache ist die folgende: 

Wenn l eine reguliire Primzahl (Nr. 10) bedeutet und a, fJ, r 
irgend welche ganze Zahlen des Kreiskorpers der lten EinheitBwurzeln 
sind, von denen keine verschwindet, so besteht niemals die Gleichung 

a'+fJl+r'=O. 
Der Beweis dieses Satzes ist von D. Hi7bert vereinfacht und ver

vollstandigt worden. 
Der Beweis der Unlosbarkeit der Gleichung (1.' + fJ' + r' = 0 in 

ganzen Zahlen a, fJ, r des KreiskOrpers der lten Einheitswurzeln ist 
von Kummer 8S) noch in dem Falle erbracht worden, dass l eine Prim-

( 2in) 
zahl ist, die in der Klassenanzahl deB Kreiskorpers k e-'- zur ersten, 
aber nicht zu einer hoheren Potenz aufgeht. Damit ist die Fermat'sche 
Behauptung insbesondere fiir jeden Exponenten m < 100 als richtig 
erkannt. Die Aufgabe, die Fermafsche Behauptung allgemein als 
richtig zu erweisen, harrt jedoch noch ihrer LOsUJ;lg. 

31) VgI. N. H. Abel, Oeuvr. ed. Sylow-Lie 2, p. 254 (1823); Oauchy, Par. C. 
R. 10 (18401), p.560 u. 25 (1847 1), p.181 = Oeuvr. (1) 5, p.152; (1) 10, p. 364; Di
richlet, Werke 1, p. 1 (1825); J. f. Math. 3 (1828) [1825], p. 354; 9 (1832), p. 390 = 

Werke 1, p. 21 u. 189; G. Lame, J. de math. 5 (1840), p. 195 (n = 7) [Bericht von 
Oauchy p. 211] u. 12 (1847), p. 137 (n=5), p.172; V.A.Lebe8gue, J. de math. 
5 (1840), p. 184, 276 u. 384 (n = 7) u. 8 (1843), p. 49 (n = 5). 

32) J. f. Math. 17 (1837), p. 203; 40 (1850), p. 130; J. de math. 16 (1851), 
p. 471. 

33) Berl. Abh. 1857 I, p. 41. 
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1. Historisohe Einleitung. Die komplexe Multiplikation der 
elliptischen Funktionen findet sich zuerst in der Litteratur erwahnt 
in den "Recherches sur les fonctions elliptiques" von Abel, die im 
zweiten und dritten Bande des Journals fiir Math. (1827, 1828) er
schienen sind. Hier wird im § X die Frage gestellt und behandelt, 
unter welchen U mstiinden die Differentialgleichung 

dy dx 
")1(1- yt)(1 +I£Y') = a :-'Y::;=(l=xO:;;I)=;(=l +:;:=I£X::;;:2) 

algebraisch integrierbar ist, und es werden die beiden Satze aufgestellt, 
dass a, wenn es reell sein solI, notwendig eine rationale Zahl sein 
muss, wobei dann /L beliebig sein kann. Dies ist der Fall der gewohn
lichen Multiplikation und Teilung der elliptischen Funktionen [II B 6 aJ 

Nr. 12,19,4:0]. Nimmt man aber a komplex an, so muss es die 
Form haben m + Y n, worin m und n rationale Zahlen sind und 
n positiv ist. Dies ist die komplexe Multiplikation. Diese ist aber 
nicht mehr fiir einen beliebigen Modul /L moglich, sondern die fiir 
einen gegebenen Multiplicator dieser Form zulassigen Werte von /L 
hangen von einer algebraischen Gleichung ab, die Abel fiir zwei Bei
spiele, namlich die Multiplikation mit Y 3, Y 5 vollstandig 
auflost. 

Ein noch einfacheres Beispiel, die Multiplikation mit Y 1 oder 
die Multiplikation und Teilung der Lemniskatenfunktion, ist in der
selben Abhandlung schon friiher behandelt, und war bereits K. F. Gauss 
am Anfang des Jahrhunderts bekannt (Disquisitiones arithmeticae 
art. 335; 1801). mer die allgemeine Moglichkeit der Auflosung dieser 
Gleichungen durch Radikale aussert Abel an der erwahnten Stelle 
noch Zweifel. Er giebt nur transcendente Ausdriicke fur diese sin
gulii.ren Werte von [1-. Dagegen spricht er in der in den "Astrono
mischen Nachrichten", Bd.61 Nr. 138 im Jahr 1828 veroffentlichten 
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Abhandlung "Solution d'un probleme general concernant la. trans
formation des fonctions elliptiques" mit Bestimmtheit, wenn auch 
ohne Beweis, den Satz aus, dass diese singular en Werte von p, aIle 
durch Radikale darstellbar sind. Den ersten Beweis dieses Satzes 
hat Kronecker erbracht. 

In den Arbeiten von Kronecker und Hermite hat sich der innige 
Zusammenhang dieser Fragen mit der Zahlentheorie gezeigt, der seit
dem in wachsendem Maasse das Interesse del' Mathematiker in An
spruch genommen hat. 

2. Komplexe Multiplika.tion und quadra.tische Formen. 1st 
q; (u) eine doppelt periodische Funktion del' Variablen u mit den 
Perioden WlI W2 , so hat q; (p,u) immer dann dieselben Perioden WlI W 2 , 

wenn p, eine ganze Zahl ist, und wie in der Theorie del' elliptischen 
Funktionen [II B 6 a] gezeigt wird, liisst sich dann q; (p,u) rational 
durch q; (u), oder durch q; (u) und seine Ableitung ausdrucken. Dies 
ist die reelle Multiplikation del' elliptischen Funktionen. 

Die allgemeine Bedingung dafur, dass q; (p,u) dieselben Perioden 
wie q; (u) hat, und dass also eine Multiplikation besteht, ist aber die, 
dass vier ganze rationale Zahlen a, b, c, d von del' Art existieren, dass 

(1) P,WI = aWl + b W 2 , f'GJ2 = cW1 + dW2 

wird. Die Elimination von p, aus diesen beiden Gleichungen ergiebt 

(2) CGJ12 + (d - a) WI GJ2 - bGJ22 = 0, 

und es muss also entweder c = 0, b = 0, d = a = p, sein, was auf 
die gewohnliche Multiplikation fuhrt, oder es muss das Verhaltnisl'J 
W = wt : W 2 die Wurzel einer ganzzahligen quadratischen Gleichung 
sein, die man in del' Form 

(3) Aw2 + BGJ + C = ° 
annehmen kann, worin A, B, C ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen 
Teiler sind. Es muss dann 

(4) A:B:C=c:d-a:-b 

sein, und da das Periodenverhaltnis del' elliptischen Funktionen nicht 
ree11 sem kann, so muss die Diskriminante [I B 2, Nr. 1] von. (3) 

(5) D=B2-4AO=-m 

eine negative ganze Zahl sein. Die Koeffizienten A, C in (3) muss en 
also gleiches Vorzeichen haben und konnen positiv angenommen 
werden. Unter (j) soU dann immer die Wurzel von (3) mit posi
tivem imaginarem Bestandteil verstanden werden. 
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Aua (1) ergiebt sich 

(6) p, = cw + d, 

so dass, da c nicht gleich Null ist, der Multiplikator p, immer kom
plex, und zwar eine Zahl des durch y m bestimmten quadratischen 
Zahlkorpers [I C 4 a, Nr. 1], der der Korper ,Q, heissen solI, sein muss. 

Bin PeriodenvfYY'hOltnis, welches komplexe Multiplikation gestattet, 
ist hie;mach eine aer W urseln de:r quadratischen Form (A, B, 0) mit 
negative:r Diskriminante 1). 

Wegen (4) muss sich eine gauze Zahl y so bestimmen lassen, 
dass 

c=Ay, d-a=By, b=-Oy, 

und wenn man die gauze Zahl x durch die Gleichung 

d+a=x 
definiert, so folgt: 

x- By 
a =-2--' 

(7) 
c=Ay, 

Daraus folgt nach (5), (6) und (1): 

b=-Oy, 

d _ x+By. 
- 2 

(8) 

(9) 

(10) 

xl-Dyl 
n= ad-bc= 4 ' 

_ -B+V m x+YV-m 
w - 2A ,p, = 2 ' 

n = N(,.,,), 
wenn N das Zeichen fiiI' die im Korper ,Q, genommene Norm ist. Do. 
x = By (mod 2) ist, so ist hiernach ,." eine ganse Zahl des Kiirpet"s ~ 
[I C 480, Nr. 2]. 

Nimmt man umgekehrt im Korper ,Q, eine ganze Zahl ,." beliebig 
an, so ergeben sich aus (7) die ganzen Zahlen a, b, c, d, deren Deter
minante n nach (8) immer positiv ist. Diese Zahlen bestimmen nun 
eine Transformation nte:l Grades der elliptischen Funktionen mit den 
Perioden WI' W 2 , die in dem vorliegenden Fall in die complexe Multi
plikation iibergeht [IT B 6 a]. 

3. Die Invo.ria.nten. Jeder beliebige komplexe Wert w, dessen 
imaginarer Teil positiv ist, kann PeriodenverhaItnis elliptischer Funk-

1) Es ist hier nach Kronecker unter (A, B, C) die quadratische Form 
Ax· + Bxy + Cy' verstanden, abweichend von der Gauss'schen Bezeichnung, 
nach der unter(A, B, C) die Form Ax' + 2Bxy + Cy' zu verstehen sein wilrde 
[I C 2, Nr. c]. 
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tionen sein. Man kann daher den Modul k dieser elliptisehen Funk
tionen und sein Komplement k' als Funktionen einer Variablen 00 be
trachten, deren imaginarer Teil auf positive Werte besehrankt ist. 
Ebenso ist 

eine Funktion von 00, welche die Inva;riante der elliptischen Funktionen 
genannt wird [ll B 6 a, Nr.33]. 1st (nach Jacobi) q = en'i"', so lasst sieh 
j (00) in eine naeh steigenden Potenzen von q fortschreitende Reihe 
entwickeln, deren Anfang so lautet: 

j(oo) = q-2 + 744 + 196884 q2 + .... 
Nennt man zwei Zahlen 00, OJ' iiquivalent, wenn sie in der Beziehung 

, am+ P 
00=1 00 + 0 

zu einander stehen, worin a, p, r, u vier der Bedingung au - fJr = 1 
genugende rationale ganze Zahlen sind, so gilt der wichtige Satz, dass 
j (00) fur iiquivalente Werte von OJ denselben Wert hat, und dass aueh 
umgekehrt zwei Werte von OJ, die der Funktion j (OJ) denselben Wert er
teilen, mit einander iiquivalent sind 2). Hieraus ergiebt sieh aber Fol
gendes: 1st n eine positive ganze Zahl, und durchlaufen a, b, e, d aIle 
der Bedingung ad - be = n genugenden ganzzahligen Werte, so er
halt die Funktion 

(11) X=' (am+b) 
J coo + d 

fur jeden Wert von j (OJ) nur eine· endliche Anzahl versehiedener 
Werte, und diese Werte genugen einer algebraisehen Gleichung 

(12) tP[X, j(oo)] = 0, 

deren Koeffizienten ganze rationale Funktionen von j (00) und ganze 
rationale Zahlen enthalten. Die Funktion (J) enthiilt den Faktor 
X - j (OJ) nur, wenn n eine Quadratzahl ist. Wir denken uns in 
diesem FaIle die Funktion tP von diesem Faktor befreit. Die Gleichung 
(12) gilt fur ein variables OJ und geht dureh Substitution von (11) 
in eine 1dentitiit tiber. 

Wird nun aber. fur OJ die Wurzel der Gleichung (3) gesetzt, so 
folgt aus (1): 

2) Aus diesem Grunde nennt Dedekind in der angefiihrten Abhandlung die 
Funktion 2-8 j (00) = val (co) die Valenz von co. Dieselbe Funktion kommt auch 
in der Arbeit von Hermite vor, und war auch schon Gauss bekannt (Werke 3, 
p. 386). 
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aal + b w=--
Cal + £1,' 

und die Gleichung (12) ergiebt fiir diese speziellen Werte von j (w), 
die (nach Kronecker) die singuliiren Invarianten [e benso k (ro) die sin
gularen Moduln] genannt werden, 

(13) IP [j (w), j(ro)] = 0, 

und hierin findet der Fundamentalsatz der komplexen Multiplikation 
seinen Ausdruck, dass die siJnguliilren InvOlf'ianfen Wurzeln einer at
gebraischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten sind. 

Es erweisen sich hiernach die singularen Invarianten als algebraische 
Zahlen, und eine genauere Untersuchung der Koeffizienten von (13) 
zeigt, dass es ganze algebraische Zahlen sind [I C 4 a, Nr. 2]. 

4. Xlasseninvarianten und Xlassenkorper. Einer quadratischen 
Form (A, B, C) mit der Diskriminante - m (5) entspricht immer eine 
Wurzel der Gleichung (13). Diese selbe Wurzel entspricht aber 
alien mit (A, B, C) aquivalenten Formen, da diese aquivalente Werte 
von w zu W urzeln haben. Ein solcher singularer Wert j (ro) gehort 
also nicht nur zu einer einzelnen Form, sondern zu einer Formen
klasse [1 C 2, Nr. C 1)]. Er heisst daher die Invariante der Klasse. 

Bei der Bildung der Gieichung (12) oder (13) kommt nur die 
Zahl n in Betracht, und die Formeln (7), (8) zeigen daher, dass die 
Invarianten aller primitiven Klassen derselben Diskriminante DWurzeln 
dieser namlichen Gleichung sind. Verschiedene Klassen haben ver
schiedene Invarianten. 

l!'ragt man umgekehrt, welche Wurzeln jew) die Gleichung (13) 
iiberhaupt haben kann, so findet man, dass es nur die sind, deren 
Argument weiner Gleichung (3) geniigt von der Art, dass 4n durch 
die Form x2 - Dy2, d. h. durch die Hauptform der Diskriminante D 
darstellbar ist [I C 2, Nr. c 2), 5)]. Ein solcher Wert von j (ro) geniigt 
daher einer unendlichen Menge solcher Gleichungen, da man x und y 
beliebig annehmen kann. Daraus folgt, dass die Gleichung (13) redu
zibel ist [I B 1 a, Nr. 10]. Der kieinste Wert, den n fiir eine gegebene 
Diskriminante D haben kann, ist n = - D = m. li{ehmen wir diesen 
Wert von n, so sind aIle iibrigen Wurzeln von (13) Klasseninvarianten 
von niedrigeren Diskriminanten, und wenn wir also (13) von den 
Teilern befreien, die sie mit niedrigeren Gleichungen derselben Art 
gemein hat [I B 1 a, Nr. 12], so ergiebt sich der Satz: 

Die zu einer negativen Diskriminante D gehOrigen Klasseninvari
anfen geniigen. einer ganzzahligen Gleichung, deren Grad gleich der .An
zahl der primitiven Klassen guadratischer Formen der Diskriminante 
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D ist. Diese Gleichung heisst die Klassengleichung, der aus ihr her
vorgehende algebraische ZahlkiYrper der Klassenkorper S). 

o. Xlasseninvarianten in verschiedenen Ordnungen. A.He Dis
kriminanten D sind nach dem Modul 4 entweder mit ° oder mit 1 
kongruent. Die Diskriminante des Korpers .Q, ist selbst eine Zahl 
von Diskriminantenform, jedoch von der Eigenschaft, dass sich kein 
quadrati scher Faktor so von ihr abspalten lasst, dass noch eine Zahl 
von Diskriminantenform ubrig bleibt. Solche Zahlen heissen Stamm
diskriminanten. A.us jeder Stammdiskriminante 6. lassen sich unend
lich viele Diskriminanten D = Q26. dadurch ableiten, dass man sie mit 
dem Quadrat einer ganzen Zahl Q multipliziert. Die ganzen Zahlen 

der Form ! (x + y v'D), worin x, y ganze rationale Zahlen sind, 

bilden eine Ordnung [I C 4 a, Nr. 12] im Korper a., die man auch 
als den Inbegriff aller ganzen Zahlen dieses Korpers den.nieren kann, 
die nach dem Modul Q mit einer rationalen Zahl kongruent sind. 
Q heisst der Fuhrer dieser Ordnung. Die primitiven quadratischen 
Formen mit der Diskriminante D entsprechen diesen Ordnungen, und 
jede solche Ordnung fiihrt also zu einer Klassengleichung und zu einem 
Klassenkorper. 

Um den Zusammenhang der den verschiedenen Ordnungen ent
sprechenden Klasseninvarianten zu iibersehen, sei p irgend eine Prim
zahl, und D eine Diskriminante. In jeder Klasse dieser Diskriminante 
konnen wir dann einen Reprasentanten (A, B, 0) so wahlen, dass A. 
nicht durch p teilbar wird. Es sei ro die Wurzel dieser Form und 

CiJ1 =pCiJ, CD~"i l=O,1, ... ,p-1. Jederdieserp+1 Werte CiJ1 

ist dann die Wurzel einer quadratischen Gleichung, die durch Null
setzen einer quadratischen Form mit der Diskriminante p2 D entsteht. 
Von diesen quadratischen Formen sind aber so viele imprimitiv 
[1 C 2, Nr. C 1)J, als die KongruenZ\ 
(14) Al2-Bl+O_O (modp) 

W urzeln hat. Diese Kongruenz hat 

von p iat. 

eine Wurzel, wenn p in D aufgeht, 

zwei W urzeln, wenn D quadratischer Rest, 

keine Wurzel, wenn D quadratischer Nichtreat 

3) tTher die Bedeutung des KlassenkOrpers in der Theorie der algebraischen 
Zahlen geben die neuen Untersuchungen von D. Hilbert Aufschluss, Math. Ann. 
51 (1899), p. 1; Gott. Nachr. 10. Dez. 1898, p. 370. 

46* 
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1m Falle p = 2 tritt an Stelle der beiden letzten Falle die 
Unterscheidung D == 1 oder - 3 (mod 8). 

Es wird nun ein Symbol (D,p) eingefUhrt, das eine Zahl dar
stelit, die um 1 kleiner ist als die Zahl der Losungen von (14) und 
daher 0, + 1 oder - 1 ist. Lassen wir dann unter den Werten von 
A. die etwa vorhandenen Losungen von (14) weg, so ergeben die 
p - (D,p) Zahlen 

j(pro), jrll~J.) 
Klasseninvarianten der Diskriminante p2 D. Diese sind auch aile von 
einander verschieden, wenn wir fur p = 2 von den beiden Ausnahme
fallen D = - 4, D = - 3 absehen. 

Dies entspricht der aus der Zahlentheorie bekannten Beziehung 
zwischen den Klassenzahlen in den verschiedenen Ordnungen [I C 4 a, 
Nr. 12]. Fur die komplexe Multiplikation lehrt aber die Transforma
tionstheorie der elliptischen Funktionen [II B 6 a], dass zu jeder Klassen
invariante j (ro) der Diskriminante D ein System von p - (D, p) Klassen
invarianten der Diskriminante p2 D gehort, die als Wurzeln einer Glei
chung bestimmt sind, deren Koeffizienten rational von j (ro) abhangen. 

6. Irreduzibilita.t der Klassengleichung. Um die Galois'sche 
Gruppe [I B 3 c, d, Nr. 2] der Klassengleichung zu ermitteln, wendet 
man die Komposition [I C 2, Nr. ell)] der quadratischen Formen in 
folgender Gestalt an: Man wahle die Formen t/J = (.A, B, 0), 
t/J' = (.A.', B', 0') der Diskriminante D in ihren Klassen so, dass 

.A, A', ~ (B + B') keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, und be

stimme B" aus den Kongruenzen: 

B" _ B (mod 2A), B" = B' (mod 2.A.'), B"2- D (mod 4AA.'). 

Dann ist D = B" 2 - 4A.A.' 0" und t/J" = (AA', B", 0") ist aus 
t/J und t/J' komponieri. Man setzt symbolisch t/J" = t/Jt/J'. Bezeichnen 
k, lC, W die Klassen, zu denen t/J, t/J', t/J" gehoren, so ist auch k" aus 
k und k' komponiert und man setzt auch kIf = kk'. Dadurch sind 
die Klassen qua&ratischer Formen einer Diskriminante D f!U einer Abel
schen Gruppe [I A 6, Nr. 20; I B 3 c, d, Nr. 20] ver1Junden. 

Nimmt man den ersten Koeffizienten .A. der Form (.A, B, 0) 
relativ prim zu 2 Dan, und zerlegt .A. in seine Primfaktoren 
A. = p p' p" ... , so ergiebt sich die Komposition: 

(A, B, 0) = (p, B, ~~ (pI, B, ~?) (p", B, ~,~ '" 
d. h. man kann einen Repriisentanten einer jeden Klasse aUB solchen 
Formen zusammensetzen, deren erste Koeffizienten Primzahlen sind. 
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1st peine in 2D nicht aufgehende Primzahl, von der D qua
dratischer Rest ist, so kann man fUr jeden beliebigen Exponenten n: 
die Kongruenz bi _ D (mod 4p") befriedigen, und erhiUt zwei Werle 
+ b. Die durch die Form (p, b, cpn-l) reprasentierte KIasse sei Z. 
Dann entsteht fUr jedes v <n: die Formenklasse (p", b, cpn-") durch 
v-malige Komposition von Z mit sich selbst, und wird also durch Z" 
bezeichnet. lO ist die Hauptklasse, und wenn p' die niedrigste durch 
die Hauptklasse darstellbare Potenz von p ist, so ist Z" = lO und die 
Potenzen la, l, l2, .. '. Z,-l bilden eine Periode. Man sagt in diesem 
Falle, dass P zum Exponenten Ii gehiYrt, womit auch ausgedriickt ist, 
dass p' die niedrigste Potenz von p ist, die als Norm einer ganzen 
Zahl in der Form 

p"= N(x+;tE) = xl
- 4D y l 

dargestellt werden bnn. 
1st (A, B, 0) ein Repriisentant einer beliebigen Klasse k, 'in dem 

A relativ prim zu p ist, so erhalt man einen Reprasentanten der kom
ponierten KIasse kZ in der Form (Ap, B + 24.A, 0'), wenn man l 
aus der Kongruenz B + 2 lA _ b (mod p) bestimmt, und wenn 

m die Wurzel von (A, B, 0) ist, so ist - '-p+ (I) die Wurzel von 

(Ap, B + 2lA, 0'). 
Bezeichnen wir die Invanante j ( Ill) irgend einer KIasse k mit (k) 

so ergiebt sich hieraus: 
(15) (k)=j(w), (lk)=j(-ap+(I)). 

Hierin ist A nach dem Modul p vollstandig bestimmt, wenn b ge
geben ist. 1st aber nur p und die Klasse k gegeben, so erhiUt man 
fiir l die Kongruenz zweiten Grades 

(16) A12+ Bl + 0=0 (modp), 

deren zweite Wurzel A' die KIasseninvariante erik) giebt. Nun be-

steht zwischen den 

formationsgleiehung 
(17) 

G ·· .( ) . (- '- + (I)) . T rossen U = Jill, V = J p eme rans-

Fp(u, v) = 0, 

und nach einem Satze fiber diese Transformationsgleichungen (H. Weber, 
Acta Math. 6,1885, p.390; s. auch ,,Elliptische Funktionen ... tt p.255) 
ergiebt sich hieraus: 
(18) «Zk)'P - (k» «lk) - (k'f) = 0 (mod p). 

Wenn also p ein idealer Primfa~or [1 C 4 a, Nr. 3] von p im 
Klassenkorper ist, so musS einer der heiden Faktoren auf der linken 
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Seite von (18) durch \J teilbar sein, und hieraus lasst sich del' Satz 
ableiten, dass jede rationale Gleichung q;(k, vn) = 0 zwischen (k) 
und yD auch noch erfiillt bleibt, wenn (k) durch (lk) ersetzt wird. 
Es ist hierbei die erlaubte V oraussetzung gemacht, dass p in del' 
Diskriminante del' Klassengleichung nicht aufgeht. 

Sind nun k und kl zwei beliebige Klassen der Diskriminante D, 
so kann man nach del' Regel der Komposition immer kl = kll/l" ... 
setzen, und daraus ergiebt sich, dass jede Gleichung q;(k, y'D) = 0 
bestehen bleibt, wenn k durch eine beliebige Klasse kl ersetzt wird. 
Darin ist der Satz enthalten: 

Die Klassengleichung ist im Rationalitiitsbereich .Q irreduzibel. 

7. Galois'sche Gruppe der Klassengleichung. Die Gleichung 
(17) hat, als Gleichung fur v betrachtet, mit der Klassengleichung 
Hn(v) = 0 nur die zwei Wurzeln (lk) und (l-lk) gemein. Diese 
beiden sind daher die W urzeln einer quadratischen Gleichung, und 
man erhalt eine Relation 

(19) (lk) + (l-lk) = ~(k), 

worin Mk) eine rationale Funktion von (k) ist, die ihrer Form nach 
nur von der Klasse l, nicht von k abhangt. Durch wiederholte Zu
sammensetzung mit 1 lasst sich die nach vorwarts und ruckwarts ins 
Unbegrenzte fortlaufende, aber nach je E Gliedern periodisch wieder
kehrende Kette von Klasseninvarianten 

(20) ... (l-lk), (k), (lk), (12k), (l3k), ... 

bilden, und durch Anwendung von (19) gelangt man zu dem Satze, 
dass sich jedes Glied dieser Reihe rational ausdrucken Hi-sst durch 
irgend zwei aufeinander folgende Glieder derselben Reihe. 

Fur den Multiplikator aus der Transfor~ationstheorie der ellip
tischen Funktionen erhalt man aber ferner im FaIle der komplexen 
Multiplikation einen Ausdruck: 

(x+;~r = t1J(k, lk), 

worin x, y ganze rationale Zahlen und t1J eine rationale Funktion der 
beiden Klasseninvarianten (k) und (lk) ist, und mit Hilfe diesel' heiden 
Ergebnisse kann man (lk) rational durch (k) und y'D ausdriicken in 
del' Form 

(21) (lk) = Mk, y'D), 
worin fi eine Funktion bedeutet, deren rationale Zahlenkoeffizienten 
nur von der Klasse 1 abhangen. 
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Durch wiederholte Anwendung ergiebt sich hieraus, wenn k, kl 
zwei beliebige Klassen der Diskriminante D sind, 

(kk1) = tk, (k, fD), 
worin fk, wieder eine rationale, ihrer Form nach nur von kl ab
hangige Funktion ist. Hiermit ist dann der Satz bewiesen, dass die 
Galois'sche Gruppe dw Klassengleichung 'im Rationalitiitsbweich a mit 
iter Gruppe dw Klassen (k) iibereinstimmt. Diese Gruppe ist eine 
Abel'sche und die Klassengleichung ist folglich eine Abel'sche Gleichung. 

8. Primideale im Klassenkorper. Diese Betrachtungen fiihren 
zu wichtigen Slitzen iiber die Zerlegung der natiirlichen Primzahlen 
oder der Primideale des Korpers .Q, in Primfaktoren im Klassenkorper. 
Schliesst man die in endlicher Anzahl vorhandenen Primzahlen aus, die 
in 2D oder in der Diskriminante der Klassengleichung aufgehen, so 
gelten folgende Slitze: 

a) Eine Primzahl q, von der D quadratischer Nichtrest [I C 1, 
Nr. 4] ist, die also auch im Korper a noch Primzahl ist, zer
rant im Klassenkorper in lauter von einander verschiedene Primideale 
zweiten Grades. 

b) Eine Primzahl p, von der D quadratischer Rest ist, die also 
im . Korper .Q, in zwei Primfaktoren zerlegbar ist, zerfiHlt im Klassen
korper in lauter von einander verschiedene Primfaktoren, deren Grad 
gleich E ist. Insbesondere zerfii.llt eine durch die Hauptform dar
stellbare Primzahl p in Primideale erst en Grades. 

c) Die Primideale des Korpers a sind im Klassenkorper Haupt
ideale. 

9. Zerfii.llung der Klassengleichung. Nach Gauss zerfallen die 
zu einer bestimmten Diskriminante gehorigen Klassen quadratischer 
Formen in Geschlechter [I C 2, Nr. C 12)], die durch die quadratischen 
Charaktere der durch die Formenklas~e darstellbaren Zahlen in Bezug 
auf die in der Diskriminante aufgehenden Primzahlen bestimmt sind. 
Die Anzahl der Geschlechter ist immer eine Potenz von 2, deren Ex
ponent durch die Anzahl der in D aufgehenden Primzahlen be
stimmt wird. 

Nun liefert die Transformationstheorie der allgemeinen elliptischen 
Funktionen [I B 3 f, N r. 10; II B 6 a] ausser den schon fiir die Bildung 
der Klassengleichung benutzten Modulargleichungen noch eine andere 
Art von Gleichungen, die Multiplikatorgleichungen, aus denen ein Multi
plikator der Transformation durch den Modul bestimmt wird. Hier 
sind nun besonders die einem quadratischen Transformationsgrad ent
sprechenden Multiplikatorgleichungen von Wichtigkeit, die eine be.-
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merkenswerte, von JoUbert h ) entdeckte Reduktion gestatten, aus der 
man neue Gleichungen erhiilt, deren W urzeln ~ie Quadratwurzeln aus 
den Multiplikatoren sind. Wenn nun in diesen Gleichungen ein zur 
komplexen Multiplikation gehOriger singularer Modul eingesetzt wird, 
so wird eine Wurzel dieser MUltiplikatorgleichung bekannt und liisst 
sich durch die Quadratwurzeln aus ganzen in der Diskriminante auf
gehenden rationalen Zahlen ausdriicken. Demnach erhii.lt man Ilir 
diese f;3ingularen Moduln noch eine Gleichung, die ausser rationalen 
Zahlen Quadratwurzeln aus gewissen ganzen rationalen Zahlen ent
halt, und mit Hilfe dieser Gleichung lasst sich die Klassengleichung 
in Faktoren zerfii.llen, in denen diese Quadratwurzeln vorkommen. 
Dadurch wird der folgende Satz von KroneikfYr bewiesen: 

Die Klassmgleichung lasst sich dlwrch A~unktion [I B 3 c, d, Nr.12f.] 
der Quadratwurzeln aus den in der Diskriminante aufgehendm Prim
zahlen in Faktoren zer{iillen. Die Anzahl diesfYr Faktoren ist so gross 
wie die Anzahl der GenfYra von Klassen quafln*atischfYr Formen, die 
zu der beweffenden Diskriminante gekOren, und der Grad eines dieser 
Faktoren ist also so gross, wie die Anzahl der in einem Genus ent
haltenen Klassen. 

Neuerdings ist durch die von Dirichlet in die Zahlentheorie ein
geIlihrten Methoden [I C 3, Nr. 2] bewiesen worden, dass diese Teil
gleichungen auch nach weiterfYr Adjunldion beliebigfYr Einheitswurzelln 
nicht weitfYr reduzwel WfYrden 4). 

Es sind 65 negative Determinanten bekannt, bei denen jedes 
Genus nur eine Klasse enthalt, und es ist nach einer weitgehenden 
Induktion von Gaus~ sehr wahrscheinlich, wiewohl ilOCh nicht be
wiesen, dass es nicht mehr Determinanten dieser Art giebt. Fiir 
diese Determinanten sind daher nach dem erwii.hnten Satze die Klassen
invariant en rational ausdriickbar durch die Quadratwurzeln aUB den 
in der Determinante aufgehenden Primzahlen 6). 

3&) Sur les equations qui se rencontrent dans la theorie de la transf. des 
fonct. ellipt., Par. 1876. 

4) Webet-, tiber Zahlengruppen in algebraischen K1:Irpern. Zweite Abhand
lung. Math. Ann. 49. (1897), p. 83. 

6) Diese Determinanten sind, yom Vorzeichen abgesehen, die Zahlen: 
1, 2, S, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 15, 16, 18, 21, 22, 24, 25, 28, 30, 33, 

37, 40, 42, 45, 48, 57, 58, 60, 70, 72, 78, 85, 88, 93, 102, 105, 112, 120, 130, 133, 
165, 168, 177, 190, 210, 232, 240, 253, 273, 280, 312,330.345, 357, 385, 408, 462, 
620, 760, 840, 1320, 1365, 1848. 

Die Klasseninvarianten fUr mese Determinanten sind yom Referenten be. 
rechnet und in Math. Ann. 33 (1889), p. 390 mitgeteilt. 
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10. Die Xlasseninvarianten few), flew). Unter einer Klassen
invariante versteht man nicht nur den friiher definierten singularen 
Wert von j (w ), sondem allgemein jede prilmitive Zahl des Klassen
kiYrper's, d. h. jede rationale Funktion von j (00 ), die einer irredu
ziblen Gleichung desselben Grades geniigt. Haufig geben andere 
Klasseninvarianten ala j (00) selbst weit einfachere Resultate. Man er
halt solche aua den Modulfunktionen hoherer Stufe [II B 6 c]. Be
sonders einfache Zahlenwerle erhalten die Funktionen 

i2jT' i2j4k'i iSM 
f(oo) = r kk" fl(w) = r Te' f2(W) = r v' 

worin k und k' den Legendre'schen Modul und sein Komplement be
deuten. So ist z. B., wenn m ungerade iat, V(v' m))'M, und wenn 
m gerade ist, Vi (V m))" Klasseninvariante fUr die Determinante 
m, und je nach dem Verhalten von m zu dem Modul 24 wird das
selbe auch durch niedrigere Potenzen erreicht. Diese Klassen
invarianten sind nicht nur ganze Zahlen, sondem sie werden auch 
durch Division mit gewissen Potenzen von 2 in Einheitlrn [1 C 4 a, 
Nr.7] verwandelt. 

Diese Funktionen f liefem aber nur die Klasseninvarianten fUr 
die Formen erster Art. FUr die Formen zweiter Art sind so ein
fache Resultate nicht bekannt. 

So sind z. B. fUr m = 11, 19,43,.67, 163 die Zahlen feV m) 
die Wurzeln von sehr einfachen kubischen Gleichungen, und es ist 
sehr wahrscheinlich, aber nicht bewiesen, dass die angegebenen fUnf 
Werte von m die einzigen dieser Art sind. FUr die Formen zweiter 
Art der fUnf Determinanten - m giebt es aber nur je eine Klasse, 

und folglich sind die j (- 1 +21/ m) ganze rationale Zahlen 6). 

11. Komplexe Multiplikation und Teilung. Die komplexe 
Multiplikation steht in einem noch tieferen Zusammenhange mit den 
idealen Zahlen des Korpers .Q., der sich in den folgenden Satzen zu 
erkennen giebt. Der allgemeine Ausdruck der Siitze wird am ein
fachsten und durchsichtigsten fiir die Weierstrass'sche elliptische 
Funktion SO (u). Fiir eine definitive Ausfiihrung mUssen aber auch 
noch andere doppelt-periodische Funktionen herangezogen werden, be
sonders die Jacobi'schen sin am u, cos am u, A am u (II B 6 a]. 

6) Man kann noch unzahlige andere Klasseninvarianten aus den Modul
funktionen hOherer Stufe ableiten. Auf die singularen Werte der Ikosaeder
irrationaJitlLt hat F. Klein in den oben erwahnten "Vorlesungen" hingewiesen. 
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Die Perioden der Funktion go (u) mogen OJ1 , 002 sein, und zwischen 
diesen bestehe die Gleichung 

(22) AOJlIll + BOJ1 OO2 + OOJ12 = 0, 
sodass das Periodenverhaltniss OJ = OJIl : OJ1 Wurzel der Gleichung (3) 
ist. Wenn dann !-' wie in (9) eine komplexe Zahl einer Ordnung 0 
ist, so besteht ellle Relation 

R 
(23) go (!-'u) = p , 

worin R und P ganze rationale Funktionen von go(u) ohne gemein
samen Teiler bedeuten, deren Koeffizienten noch von den Invarianten 
92' 93 der Funktion p (u) abhangen. Der Grad von R ist um eins 
hoher als der Grad von P. Die Auflosung der Gleichung P = 0 ist 
das Teilungsproblem fur die singuIaren Moduln. 

Die W urzeln der Gleichung P = 0 konnen in transcendenter 
Form so dargestellt werden: 

(24) ( 
Q: 001 + fJ 002) 

9=gov fL ' 

worin a, ~ feste ganze rationale Zahlen ohne gemeinsamen Teiler 
sind, die der Bedingung geniigen, dass Aa2 - Ba ~ + a (j2 relativ prim 
zu n ist, wahrend v eine zu !-' teilerfremde Zahl der Ordnung 0 ist. 

Man fuhre nun eine Funktion ~ = ~(u) durch folgende Defi
nition ein: 

~ = g(Js p(u) im Allgemeinen, 

= ~(u)S . F 11 0 1m a e 93 = , g2 

= ~(u)s . F 11 0 1m a e 92 = , 
gs 

wo G = :6 (923 - 27 922). 

Diese Funktion ist nur von den Verhaltnissen 002 : OJ1 und u: OJ1 ab
hangig. Wendet man die komplexe Multiplikation hierauf an, so 
ergiebt sich 

(25) 

und jetzt liisst sich beweisen, dass die ganzen rationalen Funktionen 
Pl' ~ von ~, wenn sie von gemeinsamen Faktoren befreit sind, 
Funktionen in dem Klassenkorper ~ der Ordnung 0 sind. 

Befreit man Pi (durch rationale Operationen) von allen mehr
fach darin vorkommenden Faktoren, so entsteht eine ganze Funktion 
T,.. von'/:, deren Koeffizienten gleichfalls im Korper ~ enthalten sind, 
und zwei solche Funktionen T,.. und T"" haben dann und nur dann 
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einen gemeinsamen Faktor, wenn die Zahlen II- und 11-1 der Ordnung 0 
einen idealen oder wirklichen gemeinsamen Teiler haben. So gelangt 
man zu den folgenden Satzen: 

I. Bedeutet m ein beliebiges, zu Q [Nr. 5] teilerfremiJes Ideal des 
Klirpers ~, so giebt es im Klassenkiirper Sf eine Gleichung 

wm (r) = 0, 

deren W urseln unter den Griissen 

~ (1I(U0l1 : ~COI») 

enthalten sind, wenn f" und v tellerfremde Zahlen der Ordnung 0 sind, 
und f" durch m teiZbar ist. 

II. Der Grad der Funktion tPm ist gleich der An.'tahl 1/J (m) der 
nach dem Modul m inkongruenten, zu m teilerfremden Zahlen in 0, 
geteilt durch die Anzahl der nach m inkongruenten Einheiten in O. 

m. Die Gleichung wm = 0 ist im K'drper ~ eine irreduzibZe 
Abel'sche Gleichung, und ist also algebraisch aufliisbar. 

Es ist wahrscheinlich, dass die Wurzeln dieser Teilungsgleichung 
wm = 0 in den Klassenkorpern (in anderen Ordnungen) enthalten sind. 

12. Die Blassenza.hlrelationen. Eine sehr bemerkenswerle An
wendung der komplexen Multiplikation muss noch erwahnt werden, 
namlich die Ableitung der sogenannten Klassenzah7!relationen. Die 
ersten hierher gehOrigen Formeln sind von Kronecker gegeben. Sie 
sollen hier nach Inhalt und Ableitung an dem einfachsten Bei
spiel erlliutert werden. Wenn in der durch (12) definierten Funktion 
W beide Argumente einander gleich gesetzt werden, also die Funktion 
w(k, k) gebildet wird, so zerf"a.llt diese Funktion, wie schon in Nr. 3 
erwahnt ist, in mehrere irreduzible Faktoren, die, gleich Null gesetzt, 
die verschiedenen Klassengleichungen geben, und deren Grade daher 
durch Klassenzahlen ausgedriickt werden. Hiernach kann man den 
Grad der Funktion tP(k, k) als eine Summe von Klassenzahlen dar
stellen. 

Andererseits aber lasst sich der Grad von tP (k, k) auch direkt 
aus der Transformationstheorie der elliptischen Funktionen bestimmen, 
und wenn man beide Ausdriicke einander gleich setzt, ergiebt sich 
die Klassenzahlrelation. Man findet so, wenn mit H(m) die Klassen
zahl filr die Diskriminante - m bezeichnet wird, und n eine beliebige 
natiirliche Zahl ist: 

H(4n) + 2H(4n - 1) + 2H(4n - 4) + 2H(4n - 9) + ... 
=2~d, 
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wenn unter .:Eddie Summe der Divisoren von n, die grosser als 
Yn sind, verstanden wird, und die Summe der Glieder der linken 
Seite, 2H(4n - x2) so lange fortgesetzt wird, als 4n - x2 positiv 
bleibt. In dem besonderen Falle, wo n eine Quadratzahl ist, muss 

auf der rechten Seite dieser Formel Vn + ~ hinzugefiigt werden. 

Kronecker hat noch mehrere Formeln dieser Art abgeleitet, in
dem er andere Modulargleichungen benutzt, und Hermite hat gezeigt, 
dass man diese Formeln zum Teil auch aus den Reihen, die die 
Theorie der elliptischen Funktionen liefert, ohne Spezialisierung des 
Moduls erhalten kann. 

Die Theorie diesel' Relationen ist aber dann ausserordentlich ver
allgemeinert worden durch Gierster und Hurwitz, die die Theorie der 
Modulargleichungen hOherer SfJufe und der Modularlrorrespondenzen 
darauf angewandt haben. Es hat sich so ergeben, dass die Kronecker
schen Klassenzahlrelationen nur die ersten Glieder einer ins U n
begrenzte fortlaufenden Kette ahnlicher Formeln sind, in denen an 
Stelle der Divisorensummen gewisse andere zahlentheoretische Funk
tionen auftreten. 
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I. Wahrseheinlichkeit a priori. 

1. De1lnition und Bedeutung der ma.thematischen Wahrschein
lichkeit. Gegenstand der Wahrscheinlichkeitsrechnung sind die un
gewissen Ereignisse 1), das sind (reale oder abstrakte) Thatbestande 1), iiber 
deren Dasein oder EinfJreffen 2) auf Grund der Pramissen oder Be
dingungen nicht mit Sicherheit gefolgert, sondern nur mit einem 
minderen oder hoheren Grade der Berechtigung ausgesa.gt werden 
kann. Diejenigen (konstanten oder vanabeln) Bedingungen, auf welche 
die BemeBsung des Grades der Berechtigung oder Erwarlung, das 
WahrscheinZichkeitsurteil, gegriindet wird, bezeichnet man als die 

1) Es iet richtig, dass, wie O. Stumpf, O"ber den Begrlff der mathem. W. 
(Miinch. Ber., phil. Kl., 1892, p. 37 bes. p.46) bemerkt, die Bezeichnung "Er
eignis" zu eng gefasst ist, da sie an ein Geschehen erinnert, wil.hrend doch W.-en 
auch iiber Urteilsmaterien aufgestellt werden, die einen realen oder selbet einen 
abstrakten "Thatbestand" betreffen. Indessen iet das Wort Ereignis in allen 
Litteraturen der W.-R. eingebiirgert. 

2) "Eintreffen" bezieht sich auf ein Geschehen, "Dasein" auf einen That
bestand. 
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Ursachen S) oder Ohancen 4) des Thatbestandes; sie beruhen auf dem 
gesamten Wissen 5) iiber die Materie. Diejenigen (variabeln) Be
dingungen, welche in ihrem bestandigen Wechsel unserer Kenntnis 
sich entziehen, bilden das, was man als Zufall 6) bezeichnet; auf sie 
bezieht sich das Nichtwissen 5). Daher werden Ereignisse von der 
gekennzeichneten Art auch als zUfiillige Ereignisse bezeichnet. 

In den Aufgaben, aus welchen die Wahrscheinlichkeitstheorie 
emporgewachsen ist, zeigt das Wissen eine bestimmte Struktur: es ge
stattet die Unterscheidung von Moglichkeiten, von Fiillen, welche sich 
als gleichrn)jglich, gleichwertig oder gleichberechtigt 7) erweisen, und ihre 
Trennung in giinstige 8), d. i. solche, welche das Dasein oder Ein
treffen des erwarteten Thatbestandes zur Folge haben, und in un
giinstige 8), welche die gegenteilige Wirkung aussern. 

Unter der mathematischen Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses 
(Thatbestandes) wird der Bruch verstanden, dessen Zahler die Anzahl 
der dem Ereignis giinstigen und dessen Nenner die Anzahl aller gleich
moglichen FaIle ist. 

In dieser Definition 9) ist das Hauptgewicht auf die Deutung der 

3) In der W.-R. wird unter den Ursachen eines Ereignisses nicht dasjenige 
verstanden, was im Faile des Eintre:ffens vermoge des Kausalitatsprinzips das 
Ereignis herbeigefiihrt hat, sondem das Bleibende im Komplex der Bedingungen. 
Daher wendet sich Stumpf, 1. c., gegen diesen Ausdruck und schHigt dafiir den 
Terminus "Chancen" vor, den er jedoch auch in anderem Sinne gebraucht. 

4) Dies Wort wird in der W.-R. nicht einheitlich gebraucht. Laplace 
(Theorie) wendet es als Synonym fUr W. an; Poisson (1. c. § 1) versteht unter 
der Ch. eines Fanes den ihm vermoge der wirklichen physischen Umstande zu
kommenden Grad der Leichtigkeit seiner Verwirklichung, und gebraucht dafiir 
synonym "abstrakte W." des betrefl'enden Falles; Kries (1. c. p. 95) belegt mit 
dem Namen Ch. oder objektive Ch. jede W. von allgemeiner Geltung; ihr ware 
abo eine subjektive W. entgegenzustelleD, die sich nicht auf ein allgemein ver
breitetes, sondern auf das Wissen eines bestimmten Individuums griindet. 

5) Laplace (Essai p. IV) betont es rus wesentlich, dass jede W. sich zum 
Teil auf unser Wissen, z. T. auf ein Nichtwissen beziehe. 

6) Dem Worte "Zufall" sind im Laufe der Zeit die mannigfachsten Deu
tungen gegeben worden; eine kritiilche Beleuchtung derselben findet man bei 
W. Windelband, Die Lehren YOm Zufall (Berlin 1870). 

7) Kries (1. c. p. 24) gebraucht fiir die eingebiirgerte Bezeichnung "gleich
mogliche Falle" die Termini "gleichwertige" und "gleichberechtigte Annahmen". 

8) Bei Jakob I Bernoulli, Axs conjectandi (Basil. 1713, eines der iUtesten 
litter. Denkmale der W.-R., nach des Verf. Tode [1705] durch Nicol. I Bern. 
herausgegeben) finden sich dafiir die Benennungen "casus fertiles sen foecundi" 
und "casus steriles". 

9) Laplace (Essai p. IV) erkHi.rt jenen Bruch als "Mass der W.", also als 
Mass eines Abstraktums; spater (Theorie p. 179) nennt er den Bruch selbst W. 
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gleichmoglichen FaIle zu legen. Die beiden, einander entgegengesetzten 
Standpunkte, auf die man sich dabei stellen kann, sind durch die 
Prinzipien des mangelnden und des zWVngfmden Grundes gekennzeichnet. 
N ach dem ersten stiitzt sich die Konstatierung der Gleichmoglichkeit 
auf absolutes Nichtwissfm tiber die Bedingungen des Daseins oder der 
Verwirklichung der einzelnen FaIle, also auf ihre blosse UnteJrscheidung 10); 
dem zweiten zufolge ist zu ihrer Feststellung ein sicheres objektives 
Wissen erforderlich, das jede andere Annahme ausschliesstll). 

Von der Auffassung der Gleichmoglichkeit der FaIle hangt die 
BedeufJung einer numerischen Wahrscheinlichkeit wesentlich ab l 2). 
Soli sie als das Mass einer begriilndeten ErwartunglS) geIten, so muss 
ihr ein objektives Wissen zugrunde liegen. Sttitzt sich ihre Bestim
mung auf blosse Disjunktion der FaIle und absolutes Nichtwissen fiber 
die einzelnen, so hat sie nur eine sUbjekfJive Bedeutung. In den Schriften 
fiber Logik wird meist nur die letztere Auffassung hervorgehoben, die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung als eine mathematische Formulierung der 
Lehre von den disjunktiven Urteilfm 14) bezeichnet. In den auf die An
wendungen abzielenden Arbeiten tritt aber immer mehr das objektive 
Moment und daher auch das zweite der oben erwahnten Prinzipe in 
den Vordergrund. 

Wenn g die Anzahl der giinstigen, m die Anzahl der moglichen 

Falle, p die Wahrscheinlichkeit 15) bezeichnet, sodass p = JL, so bem 

10) Diese Auffassung vertritt o. Stumpf in der unter 1) citierten Arbeit. 
11) Fur diese Auffassung ist in wirksamer Weise J. v. Kries Q. c.) ein

getreten in seiner Schrift, die sich auf das eingehendste mit der Untersuchung 
der Umstitnde befasst, unter welchen von einer W.-Bestimmung die Rede sein 
kann. Seinen Standpunkt verteidigt, wenn auch nicht in der gliicklichsten 
Form, L. Goldschmidt, Die W.-R., Versuch einer Kritik (Ramb. 1897). 

12) Kries Q. c. p. 21) formuliert die Bedeutung einer W.-Aussage dahin, 
dass sie die mehr oder minder grosse Berechtigung einer Erwartung angebe, 
dass aber jedesmal auch die Nichterfiillung derselben als moglich erscheine. -
Mit Rucksicht auf den verschiedenen Grad der Sicherheit, mit welcher die mog
lichen FiUle als gleichmoglich betrachtet werden kOnnen, will A. Nitsche (Viertelj. 
f. wiss. Philos. 1892, p. 20) bei jedem W.-Ansatze "Dimensionen", A. Meinong 
(Gott. Anz. 1890, p. 66) bei jedem W.-Urteil zwei "Dimensionen" unterscheiden, 
deren eine die W., deren andere ein Wertunterschied in ihrer Bestimmung ist. 

13) Stumpf Q. c. p. 66) erkennt in der W. das Mass einer ve'f"'YVii,nftigen 
Erwartung, d. h. der Erwartung, soweit sie von der blossen Vernunft ( ohne 
EinfiU8S von A:lfekten, wie Wiin8chen, Neigungen etc.) bestimmt ist. 

14) tJber das VerhiUtnis der W.-R. zum disjunktiven Urteil und zur Logik 
uberhaupt vgl. man insbesondere (]h. Sigwarl, Logik 2 (Freiburg i. B. 2. Auf!.. 
1893), § 86. 

16) Urspriinglich war es ublich, W.-en immer in Form von Briichen zu 
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deutet p, so lange die hier erorterte Sachlage zutrifft, emen ratio
nalen echten Bruch. Die beiden Zahlen 0 und 1, welche den Bereich 
der absoluten echten Briiche begrenzen, betreffen Thatbestande, welche 
nicht mehr dem Gebiete der Wahrscheinlichkeitsrechnung angehOren: 
die erste entspringt aus der Annahme 9 = 0, die zweite aus 9 = m; 
beidemal besteht beziiglich des Thatbestandes kein Zweifel. Man be
zeichnet 0 als das Symbol der Unmi5glichkeit, 1 als das Symbol der 
Gewissheit 16). Zwischen einer der Null noch so nahen Wahrschein
lichkeit und der Unmoglichkeit einerseits, einer der Einheit noch so 
nahen Wahrscheinlichkeit und der Gewissheit andererseits besteht ein 
fundamentaler Unterschied 17). 

Es ist vielfach gebrauchlich, einen Thatbestand, dem die Wahr-

scheinlichkeit ~ zukommt, als wahrscheinlich schlechtweg zu be
zeichnen. 

2. Direkte Wahrscheinlichkeitsbestimmung. Sie besteht darin, 
dass man das einem Problem zugrunde liegende Wissen in gleich
berechtigte Einzelf:ille auflost, diese und die giinstigen unter ihnen 
zahlt und aus den gefundenen Zahlen den Wahrscheinlichkeitsbruch 
bildet. Mit Recht erkennt Ok. Sigwart 18) die eigentliche Kunst der 
Deduktion in der Wahrscheinlichkeitsrechnung in dem ersten Teile 
dieses Prozesses, in der Konstruktion gleichmoglicher EinzelfaIle, in 
der Bildung einer vollstandigen Disjunktion; die damuf folgende 
Zahlung ist eine Aufgabe der reinen Arithmetik. 

Da es sich bei der Grundlegung der Theorie lediglich urn eine 
formale, kombinatorische Gleichwertigkeit der FaIle handelte, so wird 

schreiben; erst seit Abr. de Moivre (De mensura sortis, Lond. Trans. 27 [1711], 
p. 213 und Doctrine of chances, Lond. 1718) bedient man sich eines Buchstabens 
dazu. 

16) Das Verhaltnis von W. und Gewissheit ist verschieden aufgefasst 
worden. Laplace (Essai p. V) halt beide yom mathematischen Standpunkte fUr 
vergleichbar, betont aber sogleich ihre Verschiedenheit dem Wesen nacho 
J. F. Fries (1. C. p. 13) Macht die Aufstellung, W.-en seien Grade der Gewiss
heit. Die neueren phi1osophischen Autoren, v. Kries, Sigwart, Stumpf (1. c.) be
tonen nachdriicklich den fundamenta1en Unterschied zwischen den beiden Be
griffen, was iibrigens auch M. J. Condorc(f/; (Essai sur l'applic. de l'analyse a la 
probab., Paris 1785) schon gethan hat. 

17) Betreffs verschiedener Deutungen sehr kleiner und sehr grosser W.-en 
vgl. man J. d'Alembert (Refiexions sur Ie calc. d. prob., Opusc. 2, 1761, p. 1), 
G. Buffon (Essai d'arithm. morale, Supp1. a l'hist. natur. Paris 4, 1777), A. A. 
Cournot (1. c.). 

18) Logik 2, p. 319. 
Encyklop. d. math. Wi.sensch. I. 47 
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man es nur natiirlich finden, dass sich mit der Wahrscheinlichkeits
rechnung jener Zweig der Mathematik entwickelte, den man als Komr 
binatorik bezeichnet (I A 2, bes. Nr. 1, 14:). In der That zii.hlen die 
ersten Schriften iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung zugleich zu den 
ersten iiber Kombinatorik 19). Eine der ersten, litterarisch nachweis
baren Fragen, welche Wahrscheinlichkeit betrafen, hing mit der kom
binatorischen Gleichwertigkeit der FaIle zusammen 20). Richtiger Beur
teilung dieser G leichwertigkeit begegnet man zum ersten Male bei 
G. OOirdano lI1). Aus unrichtiger Beurteilung sind wiederholt irrtiim
liche Losungen und Behauptungen hervorgegangen lIlI). 

3. Totale Wahrscheinlicbkeit. War die direkte Methode ur
spriinglich das einzige Mittel der Wahrscheinlichkeitsbestimmung, so 
bildeten sich im Laufe der Zeit an der Hand zahlreicher Probleme 
Regeln aus, nach welchen gewisse haufig wiederkehrende Schliisse voll
zogen werden sollten. Anfanglich sehr zahlreich, reduzierten sich diese 
RegeIn auf einige wenige Satze, welche Laplace liS) zum ersten Mal 
pracis formuliert hat. Durch geschickte Analyse des Ereignisses, nach 
dessen Wahrscheinlichkeit gefragt wird, und die Anwendung dieser 
Satze gelingt es oft leichter eine Aufgabe zu IOsen, als durch un
mittelliare Zahlung der Chancen. 

Der einfachste dieser Satze betrifft die vollstandige oder wtak 
Wahrscheinlichkeit ll4). Ihm zufolge kommt die Wahrscheinlichkeit eines 

19) Bl. Pascal, Traite du triangle arltlim., Paris 1654; Jakob I Bernoulli, Ars 
conject. 

20) An G. Galilei, Considerazione Bopra il giuoco deiDadi (Werke 3, Firenze 
1718) iet die Frage gestellt worden, warum mit drei Wiirfeln die Summe 10 
h!l.ufiger geworfen werde ala 9 und 11 haufiger als 12; der Fragende hatte diese 
Summen fUr gleichmijgliche Falle gehalten. 

21) De ludo aleae (Werke 1, 1663). 
22) G. W. Leibnis (opera omnia, ed. Dutens, 6 p.318) zahlte fur die Summen12 

und 11 bei zwei Wurfeln je einen, fUr die Summe 7 drei Falle. - Bekannt ist 
J. d'Alembert's (Encycl., 1764, Artikel "Croix ou pile") falsche Zithlung der 
Falle bei zweimaligem Aufwerfen einer Miinze. - Beziiglich des Beispiels, an 
welchem J. Bertrand (1. c. p. 2) daB Auftreten ungleich-moglicher Fitlle in nicht 
gerade durchsichtiger Weise erklart, vg1. die einfachere Darstellung H. Poincare"s 
(1. c. p. 3). Die Kritik dieses Beispiels in meinem Berichte (1. c. p. 9) ist un
zutrefl"end. 

23) Essai p. VII. 
24) Bei L. Ottinger (Die W.-R., Berlin 1852, p. 3) findet sich dafUr die 

Bezeichnung "relative W.", welche spater in anderem Sinne genommen worden 
iBt; als relative W. eines Ereignisses unter mehreren andem hat man den Quo
tienten aUB seiner W. durch die Sllnlme der W.-en alIer in Betracht gezogenev 
Ereignisse verstanden. Vg1. A. Meyer, 1. c. p. 12. 
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Ereignisses, das unter einer Reihe einzelner Ereignisse subsumiert 
werden kann, gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten dieser letz
teren. Gilt das Ereignis E als eingetroft'en, wenn eines der Ereignisse 
Ei (i = 1,2, ... n) sicli verwirklicht hat, und kann nur cines von 

n 

diesen eintreft'en, so ist P = ~ Pi die Wahrscheinlichkeit von E, wenn 
. 1 

Pi die Wahrscheinlichkeit von Ei ist. 
Laplace fasst in seiner Formulierung des Satzes die E. als un

gleich mogliche giinstige FiUle von E auf. Man kann passend, wie 
dies bei A. Meyer lI5) geschieht, die Ei als Arlen von E bezeichnen. 

O. Reuschle 26) hat f"lir die totale Wahrscheinlichkeit die zu
treffende Bezeichnung "Wahrscheinlichkeit des Entweder - oder" 
vorgeschlagen. 

4:. Zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit. Besteht ein Ereignis 
in dem (gleichzeitigen oder successiven) Eintreffen mehrerer Ereignisse, 
so bezeichnet man es als ein zusammengesetztes Ereignis, seine Wahr
scheinlichkeit dementsprechend als eine zusammengesetzte Wahrschein
lichke:it ll7). 1m Gegensatze hierzu werden die zusammentreft'enden Er
eignisse einfache Ereignisse genannt. 

Bei aer Bildung einer zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit 
kommt es wesentlich darauf an, ob die einfachen Ereignisse unoh
hiingig von einander sind in dem Sinne, dass das Eintreft'en oder 
Nichteintreft'en des einen auf die Erwartungsbildung beziiglich der 
andern keinen Einfluss ubt, oder ob sie in dem eben gekennzeich
neten Sinne von einander ohhiingig sind lI8). 

25) 1. c. p. 11. 
26) J. f. Math. 26 (1843), p. 333. 
27) L. Ottinger (1. c. p. 3) wollte dafiir eine der Bezeichnungen "bedingte" 

oder "abhii.ngige W." einfiihren. 
28) In dem Nachweis der Unabhiingigkeit, beziehungsweise in dem Er

kennen der Abhii,ngigkeit von Ereignissen liegt eine der Hauptschwierigkeiten, 
sob aId es sich um Anwendungen der W -R. auf wirkliche Vorgii,nge handelt. 
Aus der Nichtbeachtung einer vorhandenen Abhangigkeit kllnnen schwere 
Irrungen hervorgehen. - Die Darstellung, welche J. Bertrand (1. c. p. 30) von 
Maa:welZ's erster Ableitung des Gesetzes tiber die Verteilung der Geschwindig· 
keiten der Gasmolektile gegeben hat und die von H. Poincare (1. c. p.21) re
produziert worden ist, lasst es unerwahnt, dass Maxwell se1bst die Anfechtbar
keit dieser Ableitung vom Standpunkte der Wahrscheinlichkeitsrechnung voll
kommen klar erkannt und ausgesprochen hat, und dass er auch eine Ableitung 
jenes Gesetzes auf mechanischer Grundlage gab [Philos. Mag. (4) 35 (1868), 
p. 145 und 185 = Scient. Papers p. 129, 185)]. V gl. hierzu L. Boltzmann, Wien. 
Ber. 66 1 (1872), p. 275; 96 11 (1888), p. 902, daun dessen "Vorles. liber Gastheorie", 

47* 



740 I D 1. Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

In beiden Fallen besteht die Wahrscheinlichkeit P des zusam
mengesetzten Ereignisses E in dem Produkte der Wahrscheinlich-

n 

keiten Pi der einfachen Ereignisse Ei (i = 1,2, ... n), sodass P = II Pi. 
1 

Wahrend aber im ersten Faile jedes Pi ohne Riicksicht auf die andern 
bestimmt wird, ist im zweiten FaIle unter Pi jene Wahi"scheinlichkeit 
zu verstehen, welche dem Ereignis Ei zukommt, nachdem die Er
eignisse E1 , E 2 , ••• , Ei - 1 bereits eingetroffen sind 29). 

Beziiglich der Zeit(olge ist folgendes zu bemerken. Gehen die 
unabhiingigen Ereignisse Ei jedes aus einem andern Komplex mog
licher Faile hervor, so konnen sie sowohl gleichzeitig als auch suc
cessive eintreffen; ist es hingegen derselbe Komplex moglicher FaIle, 
durch welchen die einzelnen Ei ihre Verwirklichung erlangen kormen, 
dann ist nur successives Eintreffen denkbar; die Ordnung der Succession 
ist beidemal gleichgiiltig. Bei abhiJngigen Ereignissen kann ebenso
wohl successives wie gleichzeitiges Eintreffen Platz greifen; vielfach 
hangt dies lediglich von der Auffassung des Vorgangs abo 

Fiir die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit hat O. Re:uschle 30) 
den treffenden Terminus "Wahrscheinlichkeit des Sowohl- als auch" 
in V orschlag gebracht. 

Ein besonderer Fail eines aus unabhangigen Ereignissen zu
sammengesetzten Erfolges ist die n-malige Wiederholung eines unter 
denselben Bedingungen stattfindenden Ereignisses. Die Wahrschein
lichkeit hiefiir ist P = p",xiwenn P die Wahrscheinlichkeit des sich 
wiederholenden Ereignisses bedeutet. 

Wenn p die Wahrscheinlichkeit fUr das Eintreffen eines Ereig
nisses E, q = 1 - P die Wahrscheinlichkeit fiir sein Nichteintreffen 
ist, so ist Q = 1 - qn die Wahrscheinlichkeit fiir seine Verwirk
lichung innerhalb n Versuchsfailen. Bei gegebenen q und Q kann 

Leipzig 1896, p. 15 u. 82; femer beziiglich der Anwendung der Wahrschein
lichkeitsrechnung auf Untersuchungen der Mechanik und Physik die Bde. IV, V 
und VI der Encykl. - Mitunter begegnet man der falschen Vorstellung von 
einer Abhangigkeit der successiven Realisierungen. So hielt J. d' Alembert 
(Opusc. math. 4 [1768], p. 79, 283) fest daran, es sei fiir die Erwartung nicht 
gleichgiiltig, Wappen eine bestimmte Anzahl male zu treffen in n Wiirfen 
mit einer Miinze und in einem Wurf mit n Miinzen- er halt das erstere fiir 
minder wahrscheinlich wegen einer von ihm behaupteten Abhangigkeit der auf 
einander folgenden Wiirfe. Ahnliche Verirrungen findet man bei N. Beguelin 
(Berl. Rist. 28, 1767 [1769], p. 382). 

29) Laplace, Essai p. vm u. IX. 
30) An der unter 26) dtierten Stelle. 
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hieraus die erforderliche Anzahl von Versuchen berechnet werden, damit 
man die Realisierung von Emit der Wahrscheinlichkeit Q erwarten 
dfirfe; es iet dies die dchste ganze Zahl iiber log (1 ~ Q) : log q. 31) 

Aus einem zusammenfassenden Gesichtspunkte sind die Satze 
fiber die totale und zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit von H. Poin
care 32) abgeleitet worden. 

5. Kombination der Sitze fiber tota.le und zusammengesetzte 
Wahrscheinlichkeit. Die Analogie zwischen der Aufstellung der Mog
lichkeiten, welche sich aus dem Zusammentre:ft'en zweier oder mehrerer 
Ereignisspharen ergeben konnen, mit der Bildung des Produktes zweier 
oder mehrerer Polynome ist schon friihzeitig erkannt worden. Den 
logischen Inhalt dieses V organgs hat Ok. SigwOlrl 93) als Kombination 
disj'WY/,ktive1' Urleile gekennzeichnet. 

Das Verfahren, welches Jakob I BernouUi 34) in seinen ErIaute
rungen zu (]h. HW!Jgens' Schrift35) angiebt, um die moglichen Arten 
zu zahlen, auf welche beim Werfen von 2, 3, . . . Wiirfeln die ver
schiedenen Summen zustande kommen konnen, beruht auf der Er
kenntnis, dass die Bildung der Potenz (Xl + x 2 + ... + x8)" durch 
n -malige Multiplikation des eingeklammerten Polynoms mit sich selbst 
und das Ordnen des Resultates nach x solche RegeIn befolgt, dass 
der Koeffizient von X' die FaIle zahlt, in welchen beim Aufwerfen 
von n Wiirfeln die Summe s erscheint. 

Eine allgemeine Formulierung jener Analogie gab A. de Morgan 36). 
Besteht eine Ereignissphare aus den Ereignissen Elf (i = 1,2, ... , m), 
wobei dem Eo' ct. FaIle giinstig sind; eine andere aus den Ereignissen 
E/' (i = 1,2, ... , n), wobei Pi FaIle dem Eo" giinstig sind, so zeigt 

31) Diesen Fall betraf eine der ersten Aufgaben der W.-R. Unter den 
Fragen, welche Chevalier de Mere an B. Pascal (Briefwechsel mit P. Fermat, in 
PascaZ's Werken 4 [La Haye et Paris 1779], p. 412-443 = Oeuvres de Fermat, 
2, 1894, p. 288,289,300,307, 310, 314) steilte, befand sich auch die, wie es 
komme, dass man bei 4 Wilrfen mit einem Wilrfel auf das Erscheinen von 6 
mit Vorteil 1 gegen 1 wetten Mnne und nicht so bei 24 Wiirfen mit zwei 
Wiirfeln auf das Erscheinen von 6, 6 - der Fragende hielt nii.mlich die niitigen 
Wurfzahlen fUr proportional den Anzahlen der m5glichen Falle. 

32) Calc. d. prob. p. 12-16. 
33) Logik 2, p. 307-309. 
34) Ars conject. p. 20-25. 
35) De ratiociniis in ludo aleae (bei F. van Schooten, Exercitationes mathem., 

Lugd. Ba.t. 1657). Auch ale erster Teil des vorcitierten Werkes (1718) erschienen. 
36) Encycl. MetrQPol. 2 (London 1845), Artikel "Theory of probabilities", 

p.398. 
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m " 
das Produkt ~"i E/ . ~ (Ji Et in seiner geordneten Entwicklung aile 

1 1 

Moglichkeiten an, die sich bei der Kombination beider Ereignis
spharen ergeben konnen, und Jiisst im Koeffizienten eines Gliedes die 
Zahl der, der entsprechenden Moglichkeit giinstigen Fiille erkennen. 

Indessen, diese Analogie ist auch schon von A. de Moivre 37) be
merkt, wenn auch noch nicht so allgemein formuliert worden. Moivre 
erklart die Bedeutung der Glieder des Produktes (a + b) (c + ri), in 
welchem a, c die zwei Ereignissen giinstigen, b, d die ihnen ungiin
stigen FaIle zahlen; die weitere Verfolgung dieses Gedankens fiihrt 
ihn zur Bedeutung der Glieder von (a + b)". Hierdurch erlangt er 
ein methodisches Mittel zur Losung zahlreicher Aufgaben, und haupt
sachlich die systematische Verwertung dieses Mittels giebt seinem 
oben angefiihrten Werke einen inneren Zusammenhang 38). 

Es war ein Fortschritt von grosser Bedeutung, als man die An
zahlen der giinstigen FaIle durch die den betreffenden Eventualitii.ten 
entsprechenden Wahrscheinlichkeiten ersetzte, wodurch in der Ent
wicklung unmittelbar die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Kom
binationen sich ergaben. Dieser Vorgang ist seit Laplace in ail
gemeinem Gebrauche. 

6. Die Di1i'erenzenrechnung eJs methodisches Verfahren der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung [I E, N r.t3 ff.]. Wenn die zu bestimmende 
Wahrscheinlichkeit von einer ganzzahligen (positiven) Variabeln x (z. B. 
von der Anzahl auszufiihrender Ziehungen oder Spielpartien oder dgl.) 
abhiingt, so bilden die zu den aufeinander folgenden Werlen von x 
gehorigen Werte derselben eine Reihe; gelingt es, durch irgend einen 
V organg (etwa durch supponierte Fortsetzung der Ziehungen oder 
Spiele) eine Relation zwischen mehreren Gliedern jener Reihe her
zustellen, so ist dadurch das Problem in die analytische Form gebracht. 
Ersetzt man die in der Relation auftretenden Glieder der Reihe durch 
das niedrigste und seine Differenzen, so entsteht eine gewohnliche Diffe
'I'enzmgleichwng. 

1st die verlangte Wahrscheinlichkeit von mehreren ganzzahligen 
Variabeln x, y, ... abhiingig, so bilden ihre Werte eine mehrfach aus
gedehnte diskrete Mannigfaltigkeit; eine Beziehung zwischen mehreren 
Elementen derselben fiihrt bei gleicher Behandlung auf eine pa'l'tielle 
Differenzengleichung. 

37) Doctrine of chances, London 1718, Introduction. 
38) M. Cantor, Gesch. d. Math. 3, p. 326. 
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Die Losung des Wahrscheinlichkeitsproblems ist nun auf die 
Integration einer Differenzengleichung zUrUckgefiihrt, d. h. auf die 
Darstellung des allgemeinen Elements der betreffenden Mannigfaltig
keit als Funktion der Variabeln. 

Mit der .A.nwendung gewohnlicher Differenzengleichungen auf Wahr
scheinlichkeitsprobleme hat A. de Moivre 39) begonnen; die Methode 
heisst bei ihm Methode der rekurrenten Reihen. Es handelt sich 
dabei urn lineare Differenzengleichungen verschiedener Ordnungen mit 
konstanten Koeffizienten. Spater hat J. Lagrange 40) die Theorie solcher 
Gleichungen aufgenommen, gefordert und ihre Bedeutung fur die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung hervorgeho ben. 

Die Losung partieller Differenzengleichungen ist fast gleichzeitig 
durch J. Lagrange 41) und P. S. Laplace 42) in .A.ngriff genommen 
worden; der erstere spricht dabei von "rekurrenten Reihen, deren 
Glieder auf mehrere .A.rlen variieren", letzterer von "recurro-recur
renten Reihen". 

Spater hat Laplace 43) die Integration der Differenzengleichungen 
auf ein neues analytisches Htilfsmittel gesttitzt, das sein Hauptwerk 
tiber Wahrscheinlichkeitsrechnung vollstandig beherrscht, auf die Theorie 
der erzeugenden Funktionen (fonctions generatrices) [I E, Nr.4]. 1st u 
eine nach positiven ganzen Potenzen der Variabeln t (resp. t, v, ... ) 
entwickelbare Funktion, und ist Px der Koeffizient von ex (resp. Px,y, .. . 
der Koeffizient von ex vy .. . ), so heisst u die erzeugende Funktion von 
P", (resp. PX,y, .. .); umgekehrt wird Px (resp. P""y, ... ) die von u er
zeugte Funktion genannt. Wie leicht zu erkennen ist, erzeugt dann 

u (~ - 1) die Differenz ~ P x, die eine totale ist im FaIle einer, 

eine partielle im FaIle mehrerer Variabeln u. s. w.; ferner erzeugt 

u (a + : + ;2 + ... + :n) die Funktion aP",+bPX +1 +CPx+2 + ... 
+ kPx + n u. s. w. Gelingt es, auf Grund der das Problem darstellen
den Differenzengleichung die erzeugende Funktion der zu bestimmen
den Wahrscheinlichkeit Pre (resp. Px,y, ... ) zu konstruieren, so hangt 

39) Doctrine of chances (2 . .Auf!. 1738), p. 220-229. 
40) L'integrat. d'une equat. diff. a diff. finies etc., Taurin. Misc. 1 (1759) 

= Oeuvr. 1, p. 23. 
41) Recherches sur les suites recurrentes etc., Berl. Nouv. Mem. 6 (1775) 

[77], p. 183 = Oeuvr. 4, p. 151. 
42) Mem. sur les suites recurro-recurrentes etc., Par. say. [etr.] 6 (1774) 

;= Oeuvr. 8, p. 5. 
43) Mem. sur les suites, Par. Hist. 1781 = Oeuvr. 10, p. 1. - TMorie, Ie livre. 
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die weitere Losung nur mehr von der Entwieklung dieser Funktion 
in eine Potenzreihe abo 

Die Theorie der erzeugenden Funktionen fand, wenig Eingang in 
die spatere LitteraturM ) und besitzt heute wohl nur mehr historische 
Bedeutung. Die naehmalige Zeit hat dureh die Ausbildung des Ope
rationskalkiils, an welcher die Englander und insbesondere G. Boole 45) 
hervorragend beteiligt waren, die Integration der Di:lferenzengleiehungen 
auf einfachere Formen zuriiekgefiihrt (I E, Nr. 13 :If.). 

7. Teilungsproblem(6). Von diesem Problem hat die Wahr
seheinlichkeitsreehnung ihren Ursprung genommen(7), an ihm sind die 
verschiedenen im Laufe der Zeit ausgebildeten Methoden erprobt 
worden, sodass es in der Litteratur seit jeher eine hervorragende 
Stellung einnimmt. In der urspriingliehen Form lautet es wie folgt: 
"Zwei Spieler von gleicher Geschickliehkeit4.8), deren jedem noeh eine 
gegebene Anzahl von Punkten auf die fUr das Gewinnen des Spieles 
erforderliehe, vorausbedungene AnzahI fehIt, trennen sieh, ohne das 
Spiel zu vollenden; wie haben sie sieh in den Einsatz zu teilen?" 
Die Beantwortung der Frage kommt auf die Bestimmung der Wahr
seheinlichkeit zurllek, welche jedem Spieler zukommt, das Spiel zu 
gewinnen. 

Pascal, der zunaehst nur besondere FaIle behandelte, beniitzte 
dabei einen Gedanken, der spater zur allgemeinen Losung (mit Hiilfe 
von Di:lferenzengleiehungen) verwendet wurde: er daehte sich das 
Spiel noeh um einen Punkt fortgesetzt und gelangte von der dadureh 
hervorgerufenen .A.nderung der SaehIage zur Losung. Fermat 49), 
gleichfalls auf besondere FaIle sieh beschrankend, beniitzt den Um
stand, dass naeh m + n - 1 weiteren Partien das Spiel zur Ent
seheidung kommen miisste, wenn m Punkte dem A und n Punkte 

44) In dem unter 36) angef. Artikel ist A. de Morgan noch ausfiihrlich 
darauf eingegangen. 

45) Treat. of the Calc. of finite Differences, Cambro 1860 (deutsch von 
O. H. Sc1muse, Braunschweig 1867). 

46) In der franz6sischen Litter. "probleme deB partis", in der englischen 
"problem of points". 

47) Es ist eine der Aufgaben, welche Okev. de Mere Pascal vorgelegt und 
welche dieser an P. Fermat weiter mitgeteilt hatte. Naheres hieruber S. J. %d
hunter, 1. C. p. 7-16. 

48) Geschicklichkeit ist hier in dem Sinne der W. aufzufassen, mit welcher 
ein Spieler einen Punkt zu gewinnen erwartet. 

49) Varia opera mathematica, Tolosae 1679, p. 179-183 = Oeuvr. 2, 
p. 289; Oeuvres de Bl. Pascal, Paris 1872. 
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dem B fehlen. An diese Methoden hielten sich auch (]h. Huygens 50) 
und Jak. I Bernoulli 51) in den von ihnen behandelten Fallen; letzterer 
gab eine Tabelle 51), welche die Wahrscheinlichkeit angiebt, dass A 
gewinnen werde, fUr aUe Wertverbindungen von m = 1, 2, ... 9 und 
n = 1, 2, ... 7; ersterer dehnte die Aufgabe fur einige einfache An
nahmen auf drei Partner aus. 

Einen Schritt zur VeraUgemeinerung hat A. de Moivre 52) gethan, 
indem er die Geschicklichkeit der Spieler verschieden annahm (p bei 
A, q bei B, p + q = 1). Ausdiesen Bedingungen hat P. Mont
mort 53) das Problem zum erstenmal allgemein gelost und das Resultat 
in zwei Formen gegeben: Die Wahrscheinlichkeit, dass A gewinnen 
werde, kann dargestelIt werden durch 

n-l n-l 

~ (m + n -1) + 1 " d ~ (m + i - 1) . ..:;.;i i pm n- -t q' 0 er pm..:::;.;i i qt. 
o 0 

Die erste Darstellung entspringt aus dem Fermat'schen Gesichtspunkte 
und besteht in der Summe alIer jener Glieder der Entwicklung von 
(p + q)m+n-t, in welchen der Exponent von p nicht kleiner ist 
als m; der Rest der Glieder gabe die Wahrscheinlichkeit des Ge
winnens fur B. In der zweiten DarsteUung bedeutet das Glied 

pm (m + : - 1) qi die Wahrscheinlichkeit, dass A mit der (m + i)ten 

Partie das Spiel gewinnt. Die Gleichwertigkeit beider Ausdriicke ist 
eine Folge von p + q = 1. 

In Integralform findet sich die obige Wahrscheinlichkeit in 
A. Meyer's "VorIes." 54) und lautet 

p J xm - 1 (1_x)n- 1 dx 
o 

1 , .r xm- 1 (1- x)n-1 dx 
o 

jene fUr B ergiebt sich daraus durch Vertauschung von m, n und p, q. 
J. Lagrange 55) hat das Teilungsproblem fur zwei Spieler als 

erstes Beispiel der Anwendung der Differenzenrechnung behandelt. 

50) An der unter 35) angef. Stelle. 
51) Ars conject. p. 16. 
52) Mensura sortis (Lond. Trans. 27 [1711]) und Dock of ch. 
53) Essai d'analyse sur les jeux de Hazard, Paria 1708, p. 232-248. 
54) 1. c. p. 83. 
55) An der unter 41) genannten Stelle. 
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In allgemeinster Fassung, fUr beliebig viele Spieler, ist es von Laplace 56) 
sowohl auf kombinatorischem Wege wie auch mit Hiilfe der erzeugen
den Funktionen erledigt worden. Auf ersterem Wege iet ee fur drei 
und vier Spieler auch von J. Trembley 57) gelast worden. 

Aus neuerer Zeit stammen die Darstellungen von E. Catalan 58) 
und P. Mansion 59). 

8. Moivre's Problem. Nach A.. de Moivre benannt, weil er als 
erster die allgemeine Losung gab, hat das Problem seinen Ursprung 
in den von Ok. Huygens und Jak. Bernoulli (s. Nr. 5) behandelten 
Aufgaben iiber das Wiirfelspiel. "Es sind n Wiirfel 60) gegeben, jeder 
mit f Seiten, die mit den Nummern 1 bis f bezeichnet sind; es solI die 
Anzahl von Arten ermittelt werden, auf welche bei einmaligem Auf
wel'fen der Wiirfel die Summe p fallen kann." Fiir p - n = s lautet 
die von Moivre 61) angegebene Lasung 

n(n+l)···(n+s-l) n n(n+l) ... (n+s-f-l) 
1 . 2 ... s - T 1 . 2 ... (s - f) 

n(n-l) n(n+l)··.(n+s-2f-l) + 1·2 1.2",(s-2f) -"', 

wobei die Reihe abzubrechen ist, sobald negative Faktoren auftreten 
wiirden. Seine Beweisfiihrung' stiitzt sich auf die Thatsache, dass die 
verlangte Anzahl sich als Koeffizient von xP in der Entwicklung von 
(Xl + x2 + ... + xt)n oder als Koeffizient von xp - n in der Ent
wicklung von (1 +x + ... + xt-l)n = (1-xf)n (l-x)-n ergiebt. 
Auf einem andern, umstandlicheren Wege hat P. Montmort 62) die 
Formel abgeleitet. 

Tk. Simpson 68) hat das Resultat durch einige Umformungen auf 
die Gestalt: 

56) Zum erstenmal hat L. sich mit dem Problem befasst in dem Mem. sur 
1a prob. des causes (par. Say. [etr.] 1774 = Oeuvr. 8, p.27), dann in den Rech. 
sur l'integr. des equat. diff. (ibid. 1776 = Oeuvr. 8, p. 69), endlich in der "Theorie" 
p. 205-217; fUr den Fall beliebig vieler Spieler sind jedoch die richtigen Re
Imitate im 4. Suppl. des letztgenannten Werkes, p. 18-22, zu suchen. 

57) Disquis. element. circa calc. prob. Gott. Comment. 12 (1796). 
68) Nouv. Corresp. math. 4 (1878), p. 8. 
69) Brux. Mem. cour. in 8° 21, 1870. 
60) Unter "Witrfel" ist hier ein Korper zu verstehen, welcher f seiner 

Seitenfiachen gleiche Bedingungen der Realisierbarkeit verleiht. 
61) Ohne Beweis, als Lemma zwischen dem 6. und 6. Problem, in der 

Mensura sortis [so 15)J mitgeteilt; den Beweis hat M. in den Miscellanea analy
tica de sel'iebus et quadraturis, London 1730, chap. 6 gegeben. 

62) An dem unter 63) angef. Orte, 2. Auf!. (1714), p. 46. 
63) The nature and laws of chances, Lond. 1740, prob1. 22. 
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(p-1)(p-2) ... (p - n + 1) _ ~ (q-1)(q- 2).·· (q-n+ 1) 
1 ·2 ... (n - 1) 1 1 . 2 ... (n - 1) 

+ n(n-1) (1'-1) (1'-2) ... (1' -n+ 1) _ ••• 
1·2 1 ·2 .. (n -1) 

gebracht (q = P - f, r = q - (, ... ) und daraus zugleich die An
zahl der Arlen abgeleitet, auf welche eine den Betrag p nicht iiber
schreitende Summe entstehen kann; diese Anzahl wird gleich: 

pep -1) ... (p - n + 1) n q(q - 1) ... (q - n + 1) 
1·2 .. ·n -"1 1·2 .. ·n 

+ n(n-1) 1'(r-1) ... (r-n+1) _ ••. 
1·2 1·2 .. ·n . 

Laplace 64) hat das Problem in der folgenden Fassung wieder 
aufgenommen: "Eine Urne enthiilt n + 1 Kugeln, die mit den Num
mern 0,1,2, ... n versehen sind; man zieht i-mal eine Kugel, sie 
wieder zUriicklegend, und verlangt die Wahrscheinlichkeit, dass die 
erzielte Summe s sein werde." Durch erne schwierige Analyse kommt 
er zu dem Resultate: 

() 1 {(S+1)(S+2)"'(S+i-1) !.-(s-n)(s-n+1) ... (s+i-n-2) 
a; (1'1 + 1i 1 . 2 ... (i - 1) 1 1 . 2 ... (i -1) 

+ i(i-1) (S-2n-1)(S-2n)",(S+i-2n-3)_ ... } 
1· 2 1 . 2 ... (i - 1) , 

das J. W. Lubbock 65) und nach ihm A. de Morgan 66) in einfacherer 
Weise mittels der oben bemerkten Methode abgeleitet hat. Durch 
eine leichte Abanderung vollzieht Laplace den tThergang zu der 
Wurfelaufgabe und geht dann 6'1) auf den Fall iiber, dass nicht, wie 
oben, jede Nummer nur einmal vorkommt, sondern dass ihre Anzahlen 
nach einem andern Gesetze geregelt sind. Er giebt ferner den Grenz
wert der Formel (IX) fUr unendliche n und s, aber bei bestimmtem 

~ an - der Grenzubergang ist bei A. de Morgan (s. oben) ausn 
gefiihrt - und bestimmt durch Integration die Wahrscheinlichkeit 
fUr gegebene Grenzen der erzielten Summe, um hieran die Erorte
rung einer Frage aus der Mechanik des Himmels zu kniipfen, mit der 
sich friiher schon Daniel I und Johann II Bernoulli 68) auf Veranlassung 
der Pariser Akademie beschii.ftigt hatten, der Frage namlich, ob die An-

64) Theorie p. 253. 
65) J. W. Lubbock and J. E. Drinkwater, Treat. on probab. (Library of useful 

knowledge, London 1835). 
66) In dem unter 36) cit. Artikel, p.410-412. 
67) Theorie p. 261. 
68) Recueil des pieces qui ont remp. Ie prix de l' Ac. de Par. 3 (1734). 
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ordnung der Planetenbahnen und die iibereinstimmende Umlaufsrich
tung eher als ein Werk des Zufails oder als das Ergebnis einer ur
sprunglichen Ursache anzusehen seien. Laplace bestimmt zu diesem 
Zwecke die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe der N eigungswinkel 
der Planetenbahnen gegen die Ekliptik innerhalb gegebener Grenzen 
liege und dass gleichzeitig alle Planeten in gleichem Sinne die Sonne 

umkreisen, vorausgesetzt, dass aile Neigungen zwischen 0 und ~ 

und ebenso beide Umlaufsrichtungen relativ gleichmoglich sind 69). 
In der verallgemeinerten Fassung, welche jeder der moglichen 

N ummern eine andere, aber bestimmte Anzahl von Fallen zuschreibt, 
hat das Moivre'sche Problem fur die Fehlertheorie Bedeutung erlangt 
und ist in diesem Sinne zuerst von J. LagrOJnge 70) herangezogen 
und selbstandig behandelt worden [I D 2, N r. 3]. 

Mit der Wiirfelaufgabe, welche den Ausgangspunkt gebildet hatte, 
beschaftigte sich in neuerer Zeit D. Bierens de Haan 71) und kon
struierte eine Tabelle fur verschiedene Wiirfelzahlen und Summen. 

9. Problem der Spieldauer 72). Das Problem hat sich aus der 
letzten von den fiinf Aufgaben entwickelt, welche Ok. Huygens am 
Schlusse seiner Schrift iiber die Wiirfelspiele (s. Anm. 35)) mit Angabe 
des Resultates gestellt und die als erster Jakob I Bernoulli 73) allgemein 
gelost hat. In des letzteren Fassung besteht die Aufgabe in folgen
dem: "Zwei Spieler A, B besitzen m, bezw. n Marken, und ihre 
Chancen, die einzelne Partie zu gewinnen, verhalten sich wie a: b; 
der Verlierende giebt dem Gegner eine Marke; es ist fur jeden Spieler 
die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, dass er aIle Marken seines 
Gegners gewinnen werde." Die von Bernoulli auf kombinatorischem 
Wege gefundene Losung 

a"(a"' - bm) 
am+"_bm+ n 

fiir A (die fiir B durch Vertauschung der Buchstaben) ergiebt sich 
am einfachsten aus der dem Problem entsprechenden Differenzen-

gleichung P", = a':;' b Px+1 + a ~ b P"'-l, in welcher P", die W ahr-

69) Zur Kritik dieser Anwendung der W.-R. vg!. G. Boole's Laws of Thought, 
Lond. 1854, p. 364 und F. Bacon in R. L. Ellis, The works of F. Bacon, Lond., 
1 (1857), p. 343. 

70) Miscell. Taur. 5, 1770-1773 = Oeuvr. 2, p. 173. 
71) Arnst. Vel's!. 12 (1878), p. 371 [ins Franz. libers. im Harl. Arch. 14 (1879) 

p. 370]' 
72) In der eng!. Litter. "problem of duration of play". 
73) Ars conject. p. 67-71. 
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scheinlichkeit bedeutet, die A in dem Augenblicke zukommt, da er 
x Marken besitzt. In dieser Form ist die Aufgabe dann auch von 
Moivre 74) und Laplace 75) behandelt worden. 

Aber erst durch die Fragestellung, zu welcher P. Montmort 76) 
und Moivre 74) ubergingen, ist das Problem zu einem der schwierigsten 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung geworden und zu dem obigen Namen 
gekommen: "Wie gross ist unter den obigen Bedingungen die Wahr
scheinlichkeit, dass vor oder mit einer bestimmten Partie einer der 
Spieler alle Marken seines Gegners gewonnen hat und das Spiel da
durch beendet ist?" 

Was Moivre zur Beantwortung dieser Frage beigebracht hat, 
gehort zu den bedeutendsten seiner Leistungen im Gebiete der Wahr
scheinlichkeitsrechnung. Er fasst die Ergebnisse seiner Untersuchungen 
in mechanischen Regeln zusammen, die einen fur den Fall m = n, 
eine andere allgemein geltende und zwei weitere der V oraussetzung 
m = 00 entsprechend. 

Die Richtigkeit dieser Regeln ist durch die spateren Arbeiten 
bestatigt worden. So hat J. Lagrange 77), der an dem Problem die 
Leistungsfahigkeit seiner Integrationsmethoden fur endliche Differenzen
gleichungen erprobte, eine der RegeIn fur m = 00 als richtig er
wiesen, und aus der allgemeinen Losung, die er auf zwei verschie
denen Wegen ermittelte, eine der Regeln fur m = n abgeleitet. Ebenso 
zeigte sich, dass die andere der fiir m = 00 aufgestellten Regeln auf 
der von Laplace 78) abgeleiteten Formel: 

74) Mensura sortis, probl. IX. Hier ist die im Texte angegebene Formel 
zum erstenmale pUbliziert. - Doctr. of chances, probl. 58, 59, 63, 64. 

75) Mem. sur la prob., Par. Hist. 1781 = Qeuvr. 9, p. 383. - In dieser Ab
handlung werden die von L. ausgebildeten und in der W.-R. in weitem Um
fange benutzten Methoden zur naherungsweisen Berechnung von Funktionen, 
welche von sehr grossen Zahlen abhangen - diese Methoden bilden den Inhalt 
der 2. Abt. des 1. Buches der Theone - zum erstenmal vorgefiihrt. 

76) An der unter 53) cit. Stelle, 2. Aufi., p. 268-277. 
77) An dem unter 41) a. O. 
78) Schon in dem unter 42) a. Mem. hatte L. seine Untersuchungen liber 

das Problem aufgenommen, zunachst unter den einfachsten Bedingungen m=n, 
a = b; spater behandelte er in den Rech. sur l'integr. des equat. diff. aux iliff. 
fin. (Par. sav. [etr.] 1776 = Oeuvr. 8, p. 69) einen Fall mit drei W.-en, indem 
er die Moglichkeit einbezog, dass weder .A noch B in der einzelnen Partie ge
winne. Zusammenfassend und teilweise auch Lagrange's Arbeiten einbeziehend 
ist die Darstellung in der Theorie p. 225-238, woselbst fiir die im Texte an
gegebene Formel ein Naherungswert bei grossen n und x entwickelt wird, 
welcher lautet: 
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n {1 + b + n(n+8) 2b2 + n(n+ 4) (n+5) 3bS + ... a na 1.2 a 1.2.8 a 

+ n(n+x+ l)(nt.~~ ~~ .. . (n+2x -1) a'"lJx} 

beruht, welche unter der Voraussetzung a + b = 1 unmittelbar die 
Wahrscheinlichkeit angiebt, dass A seinen Gegner B spatestens bei 
dern n + 2xten Spiele ruiniert haben werde. 

Aus spaterer Zeit sei noch einer Behandlung des Problems auf 
kornbinatorischem Wege durch L. Ottinger 79) gedacht. 

10. Weitere Probleme, Gliicksspiele betreffend. Unter den 
mannigfachen Aufgaben, welche das Lotteriespiel, insbesondere das 
Genueser LotW, veranlasst hat, sind zwei von grosserern mathematischen 
Interesse. 

Die erste betrifft die Wahrscheinlichkeit des Zustandekommens 
solcher Ziehungen, in welchen Sequenzen (Ziffernfolgen) auftreten. 
L. Euler 80) fasst dabei die sarntlichen Numrnem der Lotterie als eine 
lineare, Johann III Bernoulli 81) als eine cyklische Reihe auf; ersterer 
sieht also in der Ziehung 8, 9, 89, 90, 1 zwei zweigliedrige Sequenzen 
(8,9; 89,90), letzterer eine zwei- und eine dreigliedrige (8, 9; 89,90,1). 
Fur eine aus n Nummern bestehende Lotterie findet Euler als Wahr
scheinlichkeit einer aus 2,3,4,5 Nummern zusarnrnengesetzten sequenzen
freien Ziehung: 
n-2 (n-3) (n - 4) (n- 4)(n- 5)(n- 6) (n-5)(n-6)(n-7) (n- 8). 
-n-' n(n-1) n(n-1)(n-2) n(n-1)(n-2)(n-3) ' 

J. Bernoulli macht dazu die von J. Todhunter 82) als richtig bestatigte 
Bernerkung, dass man nur n durch n - 1 zu ersetzen brauche, urn 
diese Ausdrucke seiner Auffassung anzupassen. Nach einer eigentum-

l-~[J:-t'dt - Te-T'(l_~J'!)J 
~ 8at 8 

o 
2 

n+2x+ a 
und worln at = , T= ~ ist. Diese Forme1 wird dann zur Be-

2 2a 
antwortung der Frage verwendet, nach wie vie1en Partien der Ruin von B mit 

der W. ! zu erwarten iat. 

79) In dem unter 24) angef. Buche p. 179-188. Die Unatichhaltigkeit der 
am Sch1usse dieser Darlegungen an Laplace und Moivre geiibten Kritik hat 
J. Todhunter, 1. c. p. 175 erwiesen. 

80) Berl. Rist. 21 (1765) [1767], p. 191-230. S. Fussn.83). 
81) Ibid. 25, 1769 [1771], p. 284. 
82) 1. c. p. 326 u. 327. 
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lichen kombinatorischen Methode hat N. Beguelin 8S) diese Fragen all
gemein behandelt. 

Das zweite Problem hat als letztes Ziel die Bestimmung der Wahr
scheinlichkeit fiir die ErschOpfung alZer Nummern in einer gegebenen 
Reihe von Ziehungen. Sein U rsprung ist in der Aufgabe A. de Moivre's 84) 
gelegen: ,,Die Wahrscheinlichkeit zu finden, dass man mit einem n
seitigen Wiirfel in x Wurfen m bezeichnete Seiten treffen werde." 
Moivre's in Worte gekleidete Losung lautet in Zeichen: 

~o: {no: - (7) (n - 1)0: + (;')(n -2)0:-,·· + (_l)m (n-m)o:}; 

der in der Klammer enthaltene Ausdruck ist D.m(n - m)x. Auf die 
Lotterie ist diese Fragestellung durch L. Euler 85) und Laplace 86) 
ubertragen worden. Euler findet auf induktivem Wege die Wahr
Bcheinlichkeit, dass bei einer aUB n Nummern bestehenden Lotterie in 
x Ziehungen von je r Nummern mindestens n - v bezeichnete Nummern 
daran kommen, gleich: 

(;r {(;r -(v -+l)(n -;-1)"+ (v+ 1)(. -+ 2)(n-;~2r 
_ ('/I + 1) (II + 2) ( n ) (n - v - 3) + ... }. 

1·2 v+3 r 
Laplace gewinnt nach Methoden, welche mit denjenigen Moivre's 84) 
ubereinstimmen, fUr die Wahrscheinlichkeit, dass in i Ziehungen alle 
Nummern erscheinen, den symbolischen Ausdruck: 

{ /l.'II[S(S-1)"'(8-r+l)~i} , 
[n(n-l) ... (n-r+l)]' .=0 

fur deBBen Auswertung er Naherungsausdriicke ableitet, um die um
gekehrte Aufgabe losen zu konnen, welche Anzahl Ziehungen erforder
lich ist, urn das bezeichnete Ereignis mit gegebener Wahrscheinlich
keit erwarten zu konnen. 

Eine Gruppe von Problemen kniipft sich an das von P. Mont
mort 87) zum erstenmal mathematisch behandelte Rencontre- Spiel 88). 

83) Berl. Rist. 21 (1765) [1767], p. 231, 257. 
84) Dock of chances, prohl. 39-42. 
85) Berl. Rist. 21 (1765) [67], p. 191 = Opusc. analyt. 2 (Petrop. 1785), 

p.8S1. 
86) Schon in der ersten unter 42) cit. Arbeit nimmt L. das Problem auf, 

fiihrt die im Texte weiter unten erwahnte Approximation in der Suite du Mem. 
sur les approx. Par. Rist. 1783 = Oeuvr. 10, p. 295 aus und fasst aIle Ergebnisse 
in der TMorie p. 191-201 zusammen. 

87) In dem unter 53) cit. Werke, 2. AuH. (1714), p. 130-143, 301, 302. 
88) In der englischen Litter. "game of treize" genannt. 
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Die urspriingliche Frage war nach der Wahrscheinlichkeit gerichtet, 
bei dem successiven Herausziehen von dreizehn mit den N ummern 1, 
2, ... 13 bezeichneten Karlen wenigstens eine in dem der Nummer ent
sprechenden Zuge zu treffen. Fur n Karten lautet die Losung: 

1 1 (_ l)n-l 
1--+--.. ·+---1·2 1·2·3 1·2 .. ·n' 

beziiglich welcher L. Euler 89) schon die Bemerkung gemacht hat, dass 
sie fiir n = 00 sich in 1 - e-1 verwandelt. A. de Moivre 90), J. W 
Lambert 91), insbesondere aber Laplace 92) haben das Problem in ver
anderter oder verallgemeinerter Form gelost. E. Oatalan 93) veraridert 
die Fragestellung dahin, dass er die Wahrscheinlichkeit sucht, dass 
bei zweimaligem successiven Ziehen von rn mit Buchstaben hezeich
neten Kugeln aus einer Urne n Kugeln beidemal an gleicher Stelle 
erscheinen. Eine einfache Losung fur eine hiermit im Wesen uber
einstimmende Aufgabe hat E. Lampe 94) gegeben. 

Zu vielfachen Arbeiten hat eine Aufgabe Anlass geboten, die von 
einem gewissen Waldegrave dem P. Montmort vorgelegt und von 
diesem (fiir 3 Spieler) auch gelOst worden ist 95); ToahuntiYr 96) gieht ihr 
daher den Namen Waldegrave's Problem. Es handelt sich urn folgen
des Spiel: "Es sind n + 1 Spieler vorhanden; jedesmal spielen zwei 
davon unter gleichen Chancen mit einander; der Verlierende zahlt 
1 Frc. und scheidet aus; der Gewinnende spielt unter den gleichen 
Bedingungen mit dem nachsten weiter u. s. f' J bis einer alle folgen
den besiegt; zu dem Verlierenden des ersten Spiels wird erst zUrUck
gekehrt, wenn aIle darangekommen sind. Gefragt wird nach der Wahr
scheinlichkeit jedes Spielers, das Spiel zu gewinnen; nach der Wahr
scheinlichkeit, dass das Spiel mit oder vor einem bestimmten Gange 
enden werde." Die erste Publikation einer Losung (Iur 3 Spieler) 
erfolgte durch Moivre 97); mit erweiterter Fragestellung und beliebiger 

89) Berl. Rist. 7 (1751 [53]), p. 255. 
90) Doctr. of chances, 3. Auf!. (1756), probl. 35, 36. 
91) Ber1. Nouv. Mem. 2 (1771 [73]), p. 411. L. ist durch den Versuch, die 

W. von Wetterprognosen zu bestimmen, auf die Aufgabe gefiihrt worden: Die 
W. zu bestimmen, dass von 20 Briefen, in 20 adressierte Kouverts nach Willkiir 
gesteckt, eine vorgezeichnete Anzahl in die richtigen Kouverts kommen. 

92) Theorie p. 217-225. 
93) J. de math. (1) 2 (1837), p. 469. 
94) Arch. f. Math. 70 (1884), p. 439. 
95) In der 53) a. Schrift, p. 318-328. 
96) 1. c. p. 122. 
97) Mensura sortis, prob1. 15. 
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Spielerzahl hat La;place 98) das Spiel zum Gegenstande eingehender 
Untersuchungen gemacht. 

11. Erweiterung der Definition. Geometrische Ws.b.rscheinlich
keit. Wenn die Modalitaten eines ungewissen Thatbestandes von einer 
odeI' mehreren stetigen Variabeln abhangen, so ist es wohl moglich, 
durch Spezialisierung del' Werte der letzteren eine einzelne Modalitat, 
einen moglichen Fall, herauszuheben; aber die Gesamtheit der Falle, 
del' moglichen wie der giinstigen, hOrt auf dihlbar zu sein. 

Solcher Art sind namentlich zahlreiche, im Laufe der Zeit zur 
Losung gestellte Aufgaben, welche nach del' Wahrscheinlichkeit 
fragen, dass ein durch un~wreichende Bedingungen charakterisiertes 
geometrisches Gebilde gewissen Forderungen geniige. Andere Auf
gaben, die nicht geometrisch formuliert sind, lassen sich durch ent
sprechende Deutung del' auftretenden Variabeln haufig auf geometrisches 
Gebiet iibertragen. Man kann daher diesen Zweig del' Wahrscheinlich
keitsrechnung ganz wohl als "Theorie del' geometrischen Wahrschein
lichkeit" 99) bezeichnen. 

Die Gleichberechtigung der Werle einer Variabeln, bezw. der 
Punkte in einer Geraden, findet ihren Ausdruck in der Festsetzung, 
dass beliebige, gleichgrosse IntervaHe des Gebiets der reeHen Zahlen, 
respektive gleichlange Strecken der Geraden, gleiche Wertmengen der 
Variabeln, bezw. gleiche Punktmengen enthalten 100). Aus der weitern 
Verfolgung dieses Gedankens ergiebt sich, dass die Menge der Wert
verbindungen mehrerer Variabeln x, y, z, .. , in einer Mannigfaltig
faltigkeit " durch den Inhalt der Mannigfaltigkeit 101), d. i. durch 

IIf .. dxdydz ... 
oe 

gemessen werden konne. Del' Definition 102) der Wahrscheinlichkeit, 
damit sie auch diese Falle umfasse, kann folgende Gestalt gegeben 
werden: "Die mathematische Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist 
das Verhaltnis aus dem Inhalt der Mannigfaltigkeit der ihm giinstigen 

98) Theone p. 238-247. 
99) In der englischen Litter. "local probability" oder "geometrical p." 

100) Man vg1. uber diese fundamentale Frage die Arbeit von H. Brunn, 
Munch. Ber. (philos. Kl.) 1892, p. 692. S. noch C. Stumpf ebda p. 681. 

101) Hierzu meine Monogr.: Geometr. W.-en und Mittelwerte, p. 3-8. 
102) Cowrrwt 1. c. § 18 hat schon auf die Notwendigkeit einer Abanderung 

der Definition hingewiesen, damit sie auch W.-en mit unbegrenzt vielen Fallen 
umfasse; die von ihm vorgeschlagene Formulierung entbehrt jedoch der Pra-
zisioD. 

Encyklop. d. math. Wl8Bensch. I. 48 
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FaIle zu der Mannigfaltigkeit aller als gleichberechtigt vorausgesetzten 
FaIle." 1st die Mannigfaltigkeit diskret, wie bei den Spielen, so wird 
ihr Inhalt durch Ziihlung ermittelt; ist sie kontinuierlich, dann erfolgt 
seine Bestimmung durch Messung (eventuell im mehrdimensionalen 
Raume). 

Wiewohl die Losung von Aufgaben der geometrischen Wahr
scheinlichkeit dem Gebiete der Integralrechnung 103) zuf:illt, so ist die 
Anwendbarkeit dieses Hiilfsmittels durch die Komplizierlheit der er
forderlichen Integrationen, die Schwierigkeit der Feststellung der 
Grenzen eine beschrankte. Was das meiste Interesse bietet, das sind 
die mannigfachen Kunstgriffe, durch welche man die Schwierigkeiten 
der Rechnung zu umgehen verstanden hat; als besonders fruchtbar 
erwies sich dabei die Verbindung von Fragen nach Wahrscheinlich
keiten mit Fragen nach Mittelwerten 1(4). Unter dem Mittelwert einer 
vom Zufall abhangigen Grosse wird die Summe der Produkte ihrer 
moglichen Werte mit den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten ver
standen [I D 2, Nr.6]. 

Was die historische Entwicklung dieses Zweiges der Wahr
scheinlichkeitsrechnung anlangt, so war G. Buffon 105) der erste, welcher 
Aufgaben solcher Art stellte und lOste; unter dies en hat insbesondere 
das Nadelproblem (die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, dass eine 
Nadel, wenn sie auf eine mit aquidistanten Parallelen iiberzogene 
horizontale Tafel geworfen wird, eine der Parallelen kreuzt) die Auf
merksamkeit der Mathematiker erregt, und es haben Laplace 106), 
E. Barbier 107), M. W. Crofton 108) und J. J. Sylvester 109) nebst andern 
mit dem Problem und seinen Verallgemeinerungen sich beschaftigtllO). 
Der Zeit nach als das zweite gilt das von Sylvester aufgestellte Vier
punktproblem 111) (die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, dass vier in 

103) Die Infinitesimalrechnung ist bei W.-Untersuchungen schon viel fruher, 
zuerst von Daniel Ber'IWulli angewandt worden; es haudelte sich dabei um 
statistische, also diskontinuierliche Vorgange, die aber der V orleile wegen, 
welche die Infinitesimal-R. bietet, als stetig aufgefasst wurden, Par. Hist. (1760) 
und Petrop. Novi comment. 12 (1766-1767). 

104) S. meine o. a. Monogr., 2. Teil. - M. W. Crofton, Lond. Proceed. 
Math. Soc. 8 (1877), p. 304. 

105) Essai d'arithm. morale (Suppl. a l'hist. natur. Paris, 4, 1777). 
106) Theorie p. 358-862. 
107) J. de math. (2) 5 (1860), p. 273. 
108) Encycl. Britann., 9. edit., 19 (1885), p. 787. 
109) Acta math. 14 (1890), p. 185. 
110) V gl. hierzu meine beiden o. a. Monogr. 
111) In dem unter 108) cit. Art. p. 785; hierzu meinen o. a. "Bericht", 

Art. 29. 
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einer ebenen Figur beliebig angenommene Punkte em nichtkonvexes 
Viereck bilden). Spater folgte eine Fiille von Aufgaben, welche 
namentlich seitens englischer Geometer gestellt und gelost worden 
sind; unter den letzteren hat M. W. Crofton 112) die Theorie in der 
Ebene willkiirlicl:J. gezogener Geraden am eingehendsten ausgebildet113} 

12. Theorem von Jakob I Bernoulli. Dieses Theorem betri:fft 
die Erwartungsbildung in Bezug auf das Ergebnis einer grossen An
zahl s gleichartiger Beobachtungen, deren jede eines von zwei einander 
ausschliessenden Ereignissen A, B mit den durch die ganze Beobach
tungsreihe konstant bleibenden Wahrscheinlichkeiten p, q hervorbringt. 
Es enthalt zwei Aussagen: Die eine bezieht sich auf die Wieder
holungszahlen m, n der beiden Ereignisse in der wahrsCheinlichsten 
Kombination, die andere auf die Wahrscheinlichkeit, dass die wirklich 
sich einstellenden Wiederholungszahlen oder ihre Verhitltnisse zu s 
von den wahrscheinlichsten Werlen nicht mehr als innerhalb vor
gezeichneter Grensen abweichen. 

Wiihrend die Begriindung der ersten Aussage in der Feststellung 
des grossten Gliedes in der Entwicklung von (p + q)' besteht und in 
voller Strenge durchgefiihrt werden bnn, erfordert die Erledigung 
des zweiten Teils die Swmmierwng einer Gliedergruppe jener Entwick
lung, deren Mitte das grosste Glied einnimmt, eine Aufgabe, welche 
mit Riicksicht auf die Rechenarbeit, die ihre strenge Ausfiihrung ver
langen wiirde, nur mit Hiilfe von Niiherungsmethoden zu bewitltigen ist. 

Jakob BernoUlli 114), dessen Namen das Theorem fiihrt, hat die 
Existenz eines grossten Gliedes in (p + q)' nachgewiesen und seine 
Zusammensetzung erkannt; die erwahnte Summierung aber hat er 
nicht versucht, sondem in Verfolgung seiner Absicht 115) nur den 
Nachweis geidhrt, dass die Summe einer dem s proportionalen An
zahl von Gliedem, deren mittelstes das grosste Glied ist, durch Ver
grosserung von s der Summe aller Glieder, also der Einheit, beliebig 
nahe gebracht werden konne. 

112) Lond. Trans. 158 (1868), p. 18l. 
118) Eine grossere Auswahl von Problemen der geom. W. :6ndet sich in 

meiner o. a. diesem Gegenstande gewidmeten Monographie; sehr reich an derlei 
Aufgaben sind die Educat. Tim. Eine umfangreichere Sammlung aua der 
neuesten Zeit hat G. B. M. Zen- in Educ. Tim. 65 (1891), p. 187-192 ver
offentlicht. 

114) ArB conjeci., pars quarta, p. 210-289. 
115) B. schwebte der Schluss von einer grossen Versuchsreihe auf die ihr 

zugrunde liegenden, unbekannten Bedingungen, also auf die W.-en vor; er ge
brauchte fiir eine W., welche aus der Erfahrung abgeleitet ist, den seither bei
behaltenen Namen !tW. a posteriori" (1. c. p. 224.). 
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Um den zweiten Teil des Theorems, die Bestimmung der Wahr
scheinlichkeit vorgezeichneter Grenzen fiir den zu gewartigenden Er
folg, haben sich A. de Moivre, J. Stirling, C. MaClaurin und L. Euler 
verdient gemacht, und ihre hierauf beziiglichen Leistungen sind fiir die 
gesamte Analysis von hoher Bedeutung. Moivre 116) war bei seinen 
Bemiihungen urn die naherungsweise Darstellung des grossten Gliedes 
von (p + q)" und eines Gliedes, welches von diesem einen gegebenen 
Abstand besitzt, zu der approximativen Berechnung des Logarithmus 
der Fakultat 1 . 2 ... s gelangt, welche ihm bis auf die Erkenntnis der 
Natur einer dabei auftretenden Konstanten (~) gelungen war; diese 
Erganzung blieb dem von Moivre zu gleichen Untersuchungen an
geregten Stirling 117) vorbehalten, dessen Namen nunmehr die Niihe
rungsformel 118) : 

1.2 .. ·s = sse-'y2:1ts (1 + 2.. + _1_ + ... ) 
128 28881 

tragt. Die noch erforderliche Summierung einer Gruppe naherungs
weise dargestellter Glieder, die Umwandlung der Summe in ein Inte
gral, hat Moivre nicht korrekt durchgefiihrl; das geeignete analytische 
Hiilfsmittel hiefiir schufen Maclaurin 119) und Euler 120) in der nach 
dem letzteren benannten Summenformel (I E, Nr. 11): 

~1-1 JI {By'}1 {By"'}1 {ByV}1 
XYx= ydx-~IYx}!+ ~ - ~ + ~ -''', 

2 0 2! 0 4. 0 6. 0 
o 0 

in welcher die linksstehende Summe nach den ganzzahligen Werten 
des Zeigers x gebildet ist und B 1, B 2, Ba, ... die Bernoulli'schen 

( 1 1 1 1 5 ) Zahlen 6"' 30' 42' 30' 66"" (I E, Nr.l0; II A 3, Nr.18) bedeuten. 

Laplace lSl) hat mit Beniitzung all dieser Hiilfsmittel, die er aus 

116) Doctr. of chances p. 243-254; die analytischen Ausfiihrungen zu den 
an dieser Stelle vorgefiihrten Resultaten finden sich in den Miscell. analyt., 
Suppl. (s. 61». 

117) Methodus Differentialis etc., London 1730, p. 135. 
118) In den Anwendungen auf W.-R. geniigt es, den vor der Klammer 

stehenden Faktor allein zu benutzen. Eine scharfere Approximation fiir 8! hat 
A. R. FM'syth, Brit. Ass. Rep. 1883, in der Formel 

gegeben. 
119) Treat. of Flux., Edinb. 1742, p. 678. 
120) Instit. calc. diff., Petrop. 1755. 
121) Theorie p. 275-284. 
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einer gemeinsamen QueUe, der Theorie der erzeugenden Funktionen 
(Nr. 6), von neuem ableitete, dem Bernoulli'schen Theorem die eniJ
giiltige Form gegeben [I D 4 a, Nr. 2]. Hiemach ist jene Kombination 
die wahrscheinlichste, in welcher das VerhiUtnis der Wiederholungs
zahlen m, n von A, B dem Verhliltnis der respektiven Wahrschein
Iiehkeiten p, q gleich oder am nachsten ist; und es ist femer mit 
der Wahrscheinlichkeit: 

8 fP 

(a) _2_ jfrt'at + e-
y;r Y2sp!l71: 

o 

zu erwarlen, dass die Verhitltnisse m , ~ innerhalb der Grenzen: 
8 8 

P + 8 y2!!l, q + (J y2!!l 
zu liegen kommen. 

Von den beiden Teilen des Ausdrucks (a) wird in neueren 
Schriften 12i) haufig nur der erste, pravalierende angefiihrt [s. such 
1 D 2, Nr.4:]. FUr ihn sind in den meisten grosseren Werken fiber 
Wahrscheinlichkeitsrechnung Tafeln d8) mitgeteilt [I D 2, Nr. 4]. Die
selben sind aus Tafeln der Integrals: 

8 .. 

jfrPdt, resp·fe-Pdt 
o 8 

hervorgegangenj die Werle dieser Integrale sind durch die Relation 
8 ., 

!frPdt + frPdt= V; 
o II 

mit einander verkniipft. J. Eggenberger 124) hat den zweiten Teil von (a) 
durch Modifikation der oberen Grenze des Integrals mit diesem vereinigt. 

Es sind mehrfach Versuchsreihen 125) angestellt oder vorhandene 

122) J. Bertrand, 1. c. p. 78 u. 83; H. Poincare, 1. c. 22), p.69. 
128) Den Ursprung dieser Tafeln bildet die von Ok. Kramp, Theor. des 

refract. etc., Strassb. u. Leipz. 1798, veroifentlichte Tafel der Integralwerte 
00 

fe-Pdt. Genauere Tafeln finden sich bei R. Radau, Par. Obs. Ann. 18 (1885) 
8 

00 

und .A . .A. MOR'koff, Tables des valeurs de l'inMgrale f e-P dt, St. petersb. 

'" 1888. Weiteres hiember bei H. Opits, Die Kramp-Laplace'sche Transcen-
dente etc., Berlin Konigstltdt. Realgymn. Osterprogr. 1900 [I D 2, Nr.4:]. 

124) Bem Naturf. G. 50 (1898), p. 110-182 = Diss. 1893; die beziigliche 
Abhandlung ist eine Monographie der historischen Entwicklung des Bemoulli
schen Theorems. 

125) G. Buffon, 1. c. 105); S. D. Poisson, I. c. § 50; W. St. Jevons, Prin-
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dazu beniitzt worden, urn den Bernoulli'schen Satz zu verifizieren, oder 
richtiger gesagt, urn zu zeigen, dass das wirkliche GesChehen thatsach
lich innerhalb enger Grenzen den durch die apriorischen Wahrschein
lichkeiten bezeichneten Verhaltnissen sich anpasst. 

13. Poisson's Gesetz der grossen Zahlen [1 D 4a, Nr.3]. S. D. 
Poisson 126) hat sich mit eingehenden Untersuchungen iiber die Er
wartungsbildung in Bezug auf das Ergebnis einer grossen Anzahl 
von Versuchen beschiiftigt, unter der V oraussetzung, dass die Wahr
scheinlichkeiten der Ereignisse .A, B, deren eines in jedem Versuche 
eintreffen muss, von Versuch zu Versuch sich iindern. Er hat das 
Resultat dieser Untersuchungen, in welchem er eine Verallgemeinerung 
des Bernoulli'schen Theorems erblickte, als "Gesetz der gros~en Zahlen" 127) 

bezeichnet. 
1st Pi die Wahrscheinlichkeit von A im i ten Versuche, qi = 1 - Pi 

die entsprechende Wahrscheinlichkeit von B, so besteht Poisson's 
Hauptergebnis 128) in dem Satze, dass mit der Wahrscheinlichkeit: 

8 

~ fe-fi dt + e- 8
• 

yn k-vns 
o 

zu erwarten sei, es werde das Verhaltnis der Wiederholungszahl von 
A, resp. B, in einer grossen Anzahl s von Versuchen zur Zahl $ 

selbst sich zwischen die Grenzen: 

-Ok q+ -
VB 

einstellen; dabei bedeuten p, q die arithmetischen Mittel der im Laufe 
der Versuche geltenden Wahrscheinlichkeiten pi, qi, und es ist: 

8 

2~Piqi 
k2 = __ 1 __ _ 

8 

Dieser Fassung des Theorems lassen sich nicht leicht adaquate 

ciples of science, London 1887, p.208; E. Czuber, Zum Gesetz der groslien 
Zahlen, Prag 1889; R. Wolf, Bern Naturf. G. 1849-1853; Zurich Naturf. G. 
Viert. 1881-1883, 1893, p. 10; 1894, p. 147; u. a. m. 

126) 1. c. 4. Kap. 
127) Diese Bezeichnung wird indessen auch dem Bernoulli'schen Satze 

gegeben. 
128) In der Reihe der mannigfachen Resultate, welche P. a. a. O. ab

geleitet, wird gewohnlich dieses, welches dort § 112 unter 7) angefiihrt ist, als 
der Ausdruck des Ges. d. gr. Z. angesehen. V gl. dazu H. Laurent, 1. c. p. 97 
-106, und A .. Meyer, 1. c. p. 109-120, woselbst auch die Analyse gegeben ist. 
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Verhaltnisse aus der Wirklichkeit gegeniiberstellenj auch wilrden zwei 
Versuchsreihen in Bezug auf ihre Ergebnisse nach diesem Sa.tze nur 
dann vergleichbar sein, wenn die Wahrscheinlichkeiten von A, B 
in beiden denselben Verlauf nahmen oder wenn die eine Reihe als 
eine mehrmalige Wiederholung der andern sich darstellte. 

Wichtiger, weil der Wirklichkeit eher sich anpassend, ist die 
Auffassung, wonach die Wahrscheinlichkeit von A im einzelnen Ver
suche nicht vorausbestimmt, sondern selbst vom Zufall abhangig ist. 
Besteht namlich die Wahrscheinlichkeit Wi dafiir, dass in irgeJY/il einem 
Versuche dem Ereignis A die Wahrscheinlichkeit Pi zukommt, und 
giebt es v zusammengehorige Wertepaare Wi, pi, dann hat das arith
metische Mittel aHer pi, d. i.: 

~ 

P = ~W;Pi 
1 

eine definitive, d. h. vom U mfang der Versuchsreihe unabhangige Be
deutung, indem es die Totalmoglichkeit 129) fUr das Eintreffen von A 
im einzelnen Versuche darstellt; 1 - p hat die analoge Bedeutung fur 
B. In den obigen Formeln ist dann fUr jede Versuchsreihe k zu er-

setzen durch V2p(1- p) (s. Poisson l. c. Nr.l09). 
Poisson's Untersuchungen haben in der spateren Litteratur wenig 

Beachtung und von manchen Seiten, wegen unrichtiger Auffassung 
ihrer Pramissen, abfallige Beurteilung1SO) erfahren. In jiingster Zeit 
ist man bei der Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf 
Fragen der mathematischen Statistik zu Ideenbildungen gelangt, 
welche auf jene Untersuchungen zuriickfiihren 131). 

II. Wahrscheinlichkeit a posteriori. 

14:. Wahrscheinlichkeit der Ursachen lIl2), aus der Beobach
tung abgeleitet. Kann ein beobachtetes Ereignis E aus einer von den 
n unabhiingigen Ursachen Oi (i = 1, 2, ... n) hervorgegangen sein, 

129) Diese Bezeichnung hat J. v. Kries, 1. c. p. 106 fUr solcher Art ge
bildete W. en vorgeschlagen. 

180) J. Bertrand, 1. c., p. XXXI u. 94. 
181) L. v. Bartkewitsch, Krit. Betracht. z. theor. Statist., Jahrb. f. Natio

nalok. u. Stat. 53, p. 641; 55, p. 821 (1893, 1895); vg1. auch I D h, Nr. 3. 
182) Bezuglich der Bedeutung dieses Terminus vgl. man die Note 3). In 

dem hier erorterten Zusammenhange wird dafUr haufig der Ausdruck "Hypo
these" gebraucht; J. v. Kries (1. c. p. 122) schlagt die BezeichnuDg "EDtstehungs~ 
modus" vor. Vgl. auch C. Stumpf, 1. c. 1), p.96. 
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und besteht fUr die Existenz dieser Ursachen a priori gleiche Wahr

scheinlichkeit (= ~), so kommt del' Existenz del' Ursache Ci auf 

Grund der Beobachtung die Wahrscheinlichkeit: 

p. Pi = __ t_ 

n 

~Pi 
1 

zu, wenn Pi die Wahrscheinlichkeit von E bei Existenz del' Ursache 
Ci bedeutet. Hat diese jedoch a priori die Wahrscheinlichkeit fiji) so 
kommt ihr a posteriori die Wahrscheinlichkeit: 

P;= 

zu. 

" ~ro.p. 
~ t 1, 

1 

Dies sind die beiden Form en der Bayes'schen Regel 1S3) fiir den 
Fall einer beschrankten Anzahl von U rsachen. Laplace, del' fur diesel1 
Teil der Wahrschei111ichkeitsrechl1ung zuerst klare Prinzipien aus
gesprochen hat 134), stiitzt sich bei del' Begriindung der ersten Formel 
auf einen besonderen Satz 135) [I D 4 a, Nr. 2]; andere Autoren 136) 

glaubten hierzu die "Annahme" notig zu haben, dass die aposterio
rischen Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ursachen proportional 
seien den apriorischen Wahrscheinlichkeiten, welche sie dem beob
achteten Ereignis erteilen. Erst S. D. Poisson 137) und A. de Morgan 138) 

haben durch Aufstellung von Urnenschematen gezeigt, dass die Bayes· 
sche Regel zu ihrer Begrundung lwines besonderen Prinzips, sondern 
nul' del' Wahrscheinlichkeitsdefinition bediirfe [I D 4 a, N r. 3]. Auf 
dieses logisch wichtige Moment haben auch C. Stumpe~9) und J v. 
Kries 140) hinge wiesen. 

133) Nach Th. Bayes benannt, welcher sich zum erstenmale mit der Beurteilung 
der W. von Ursachen befasst hat in einer nach seinem Ableben von R. Price 
.veroff. Abh.: An Essay toward solving a Problem in the Doctr. of chances. 
Lond. Trans. 53 (1763), p. 370. 

134) Die bezugliche Arbeit: Mem. sur la prob. des causes par les evimemens 
(Par. sav. [etr.] 6, 1774 = Oeuvr. 8, p.27) gehOrt zu den ersten, welche L. uber 
W.-R. veroifentlicht hat. 

135) Essai p. 9-10. 
136) So J. F. Fries, 1. c. p. 74. 
137) 1. c. §§ 28 u. 34. 
138) An der unter 36) cit. Stelle p. 401. 
139) An der unter 1) cit. Stelle p. 99. 
140) 1. c. p. 117-122. 
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Diejenigen Formen der Bayes'schen Regel, welche zur Geltung 
kommen, wenn das beobachtete Ereignis von einer stetigen Variabeln 
x (Wahrscheinlichkeit eines elementaren Ereignisses c) abhangt, hat 
Laplace zu Beginn des VI. Kap. der "Theorie" aufgestellti sie lauten 

beziehungsweise: 

p = ydx 
'" 1 , 

.fydx 
o 

P __ wydx • 
'" - 1 , 

jwydx 
o 

darin bedeutet y die Wahrscheinlichkeit von E und w die aprio
rische Wahrscheinlichkeit von xi P", driickt beidemal die Wahr
scheinlichkeit aus, dass der existente Wert von x in das Intervall 
(x, x + dx) faIle. Die Integration des Zahlers zwischen bestimmten 
Grenzen (), ()' fiihrt zu der Wahrscheinlichkeit, dass x zwischen 
diesen Grenzen enthalten sei. Derjenige Wert yon x, welcher y, 
respektive wy, zu einem Maximum macht, wird als der wahrschein
lichste Wert oder als Wahrscheinlichkeit von 13 nach der wahrschein
lichsten Ursache bezeichnet. 

Die an der Bayes'schen Regel geiibte Kritik141) hat sich immer da
gegen gerichtet, dass man in Ermangelung bestimmter apriorischer 
Kenntnisse aIle Werte von x von vomherein als gleichwahrscheinlich 
annimmt. Dass trotzdem die Anwendung der Regel unter gewissen 
Kautelen zu korrekten Resultaten fiihrt, hat J. v. Kries 142) in zu
trefl'ender Weise dargethan. 

Aus der infinitesimalen Form der Bayes'schen Regel Iasst sich die 
Umkehrung des Bernoulli'schen Theorems (Nr. 12) ableiten. Laplace 148) 

hat diese Umkehrung unmittelbar an dem letztgedachtel1 Theorem yoll
zogen und auf diese Art folgel1des Resultat erhalten: Besteht das be
obachtete Ereignis E in der m-maligel1 Wiederholung von c und der 
n-maligen des entgegengesetzten Ereignisses 13' in s = m + n Ver
suchen, so ist die unbekannte Wahrscheil1lichkeit von 8 zwischen den 
Grenzen: 

141) F. Bing, Om aposteriorisk Sandsynlighed, Tidsskr. Math. (4) 3 (1879), 
p. 1 und die daran sich kniipfende Polemik mit L. Lorenz im selben Bde., 
p. 57,66,118,122; L. Goldschmidt, Die W.-R., Versuch einer Kritik, p. 192-263; 
u. a. m. 

142) 1. c. p. 122-127; vgl. dazu meinen oben cit. "Bericht", p. 101. 
143) Theorie p. 281-282. 
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mit del' Wahrscheinlichkeit: 
/J - /J" 

2_ fe-t'at + -V ~ c-
V -n;. -V 21nn-n; 

o 

enthalten. Wendet man auf dieses Problem die Bayes'sche Regel an, so 

ergiebt sich zunachst ~ als del' wahrscheinlichste Wert von x und 
8 

weiter: 
8 

- e-t'dt 2f vn 
o 

als Wahrscheinlichkeit dafiir, dass x zwischen die Grenzen: 

In - 0 -.limn 
8 + V 8 3 

falle. Dieses zweite, von dem fruheren durch das Glied ~s e- 82 sich 
" 2mnn 

unterscheidende Resultat ist von Laplace 144) sowohl wie auch von 
Poisson 145) angegeben worden und wird in del' spatern Litteratur 
unter dem 0 ben angefiihrten N amen verstanden 146). 

15. Wahracheinlichkeit kiinftiger147) Ereignisse, aua dar Be
obachtung abgeleitet. Zur Bewertung del' Wahrscheinlichkeit neuer 
Ereignisse auf Grund vorliegender Beobachtungsergebnisse fuhrt die 
Bayes'sche Regel in Verbindung mit den Satzen iiber die zusammen
gesetzte und totale Wahrscheinlichkeit. 1st Pi die aposteriorische 
Wahrscheinlichkeit del' Ursache Ci (i = 1, 2, ... n), qi die Wahr
scheinlichkeit, welche diese Ursache dem neuen Ereignis F verleihen 

n 

wiirde, wenn sie existent ware, so ist II = ~ Piqi die tatale aus del' 
1 

Beobachtung erschlossene Wahrscheinlichkeit von F. Ersetzt man 
darin Pi durch seinen nach del' Bayes'schen Regel bestimmten Wert, 
so ergiebt sich fur II del' Ausdruck: 

144) Ibid. p. 366-367. 
145) A. a. O. § 84. - Das erete Laplace'sche Resultat findet sich auch bei 

Poisson ~ 83. 
146) Zur Kritik der heiden Resultate vg1. man A. de Morgan, Cambro 

Trans. 6 (1837); J. Todhunter, 1. c. p. 554-558; C. J. Monro, Lond. Math. 
Soc. Proc. 5 (1874), p. 74, 145. 

147) Dies die iibliche Nomenklatur; es kann sich jedoch auch um bereits 
eingetretene, aber noch unbekannte Ereignisse handeln. 
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n 

;EPiqi 
II = _1-,--_ 

n 

~Pi 
1 

n 

~ ClJiPi qi 
oder =_1 __ _ 

n , 

::E ClJiPi 
1 

je nachdem die Ursache Oi, welche dem beobachteten Ereignis E die 
Wahrscheinlichkeit Pi zuschreibt, eine vom Zeiger i unabhiingige oder 
eine mit ihm wechselnde apriorische Wahrscheinlichkeit Wi besitzt. 

Hangt das beobachtete Ereignis E wie das neue F von der Wahr
scheinlichkeit x eines elementaren Ereignisses c ab, so treten an 
die Stelle der obigen Formeln die nachstehenden: 

1 1 

!yedx !wyzdx 
II = 0 1 oder = _0 -=1:-----

!ydx !wydx 
o 0 

je nachdem allen Werten von x a priori die gleiche oder jedem eine 
andere, w, zukommt; y ist die Wahrscheinlichkeit von E, z die von F. 

Das Hauptrrroblem der aposteriorischen Wahrscheinlichkeitsrech
nung, in der Aufsuchung der Wahrscheinlichkeit bestehend, dass nach 
beobachtetem m-maligen Eintreffen von c und n-maligem Ausbleiben 
dieses Ereignisses in p + q weiteren Versuchen c sich p-mal zu
tragen und q-mal ausbleiben werde, ist von Laplace 148) und M. J. Oon
dorcet 149) unter zwei verschiedenen Gesichtspunkten gelost worden; 
ersterer giebt fur die verlangte Wahrscheinlichkeit den Ausdruck: 

1 

fxm+p (1- xt+q dx 
o 

(1n + n + 1) ! (m + p) ! (n + q)! 

m!n!(m+n+ p+ q+1)! 

und gestaltet ihn mittels der Stirling'schen Formel [Nr. 12] fur die 
praktische Rechnung um; die Formel des zweitgenannten Autors 
unterscheidet sich von dieser durch das Hinzutreten des Faktors 

(p ;J-~)!; dort wird eine bestimmte A.nordnung von F vorausgesetzt; p. q. 
hier bleibt sie beliebig. 

Das Condorcet'sche Resultat ist von J. Trembley 150) auf kombi
natorischem Wege deduziert worden. 

148) In dem nnter 134) cit. Mem. 
149) Essai sur l'applic. de l'analyse a la prob. des decisions, Paris 1785; 

Refl. sur la meth. de determ. de la prob. des even. futurs, Par. Rist. 1783. 
150) De Probabilitate Causarum ab effectibus oriunda, Gotting. Comm. 12 

(1796). 
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Mit einer bemerkenswerten Modifikation des Hauptproblems haben 
P. Prevost und S. A. Lhuilier 151) sich beschaftigt152). 

III. Von zuf"alligen Ereignissen abhangende Vor- und Nachteile. 

16. Mathematische Erwartung 153) [I D 4 b, Nr. 5,6]. Die ob
jektive Beurteilung des Wertes einer Erwartung, welche auf den Ge
winn (oder V erlust) einer von einem ungewissen Ereignis abhangigen 
Geldsumme (j gerichtet ist, hat nach dem Produkt aus der Summe 11 

mit der Wahrscheinlichkeit p des Ereignisses zu geschehen, mit dessen 
Eintre:ffen ihre Realisierung verbunden ist. Ausser dieser abstrakten 
kann man dem Produkt pl1 verschiedene reale Deutungen geben: Es 
ist der rechtmassige Betrag, urn welchen sich eine Person den even
tuellen Anspruch auf 11 erkaufen kann; (in einem Glii.cks-Spiele) ware 
pl1 der rechtmassige Anteil, der einer Person aus dem Einsatze 11 ge
biihrte, welche ihn mit der Wahrscheinlichkeit p zu erwarten hatte, 
wenn auf die Entscheidung durch den Zufall verzichtet wurde; keines
wegs aber hat die mathematische Erwartung pl1 die Bedeutung, welche 
ihr Poisson 154) beimass, die einer Summe, welche die betreffende Person 
vor der Entscheidung wirklich besitzt. Eine festere Grundlage erhalt 
der Begri:ff der mathematischen Erwartung, wenn man statt eines ein
zelnen Falles eine grosse Anzahl gleichartiger FaIle sich durchgefuhrt 
denkt; dann bedeutet, dem Bernoulli'schen Theorem zufolge, p6 den 
wahrscheinlichsten, auf den einzelnen Fall entfallenden Betrag; diese 
zutreffende Deutung stammt von M. J. Condorcet 155). 

Erwartet eine Person den Eintritt einer von n sich gegenseitig 
ausschliessenden Eventualitaten Ei (i = 1, 2, ... n), deren Wahrschein
lichkeiten Pi und an deren Eintreffen die Summen ai (positiv als Ge
winn, negativ als V erlust) geknupft sind, so ist ihre mathematische 

n 

Erwartung =:s Pi ai· Die Ausfiihrung dieser Formel kann mitunter 
1 

vorteilhaft mit Umgehung der einzelnen pi, ai, deren Bestimmung oft 
umstandlich ware, erfolgen 156). Statt "mathematische Erwartung" sagt 

151) Sur la Prob., Berl. Nouv. Mem. 1796 [99], p. 117. 
152) V g1. dazu J. Todhunter, 1. c. p. 456. 
153) L. Ottinger (s. 24) p. 189 gebraucht damr die Bezeichnung "Wert 

der Erwartung"; dies entspricht dem bei englischen Autoren ge brauchlichen 
Terminus "mathematical expectation". 

154) 1. c. § 23. - Vgl. dazu die Bemerkungen J. Bertrand's, 1. c. p. 50. 
155) Refi. sur la regIe generale etc., Par. Rist. 1781. 
156) Ein bemerkenswertes Beispiel dieser Art findet man bei Laplace, 
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man auch "wahrscheinlicher W crt dcr a/I; dagegen ist "wahrschein
lichster Wert der a/i dasjenige ai, dessen Pi das grosste ist [1 D 4 b, 
Nr. 0,6]. 

Einen weittragenden Satz iiber mathematische Erwartungen oder 
Mittelwerte hat P. Tschebyscheff156a) auf elementarer Grundlage be
wiesen: "Sind a, b, c, . .. die Mittelwerte der ( diskreten) Variabeln 
x, y, z, ... ; ~, bu l1. die Mittelwerte der Quadrate X2, y2, Z2, ..• , so ist 

mit einer Wahrscheinlichkeit P > 1 - t! zu erwarten, dass die be

obachtete Summe x + y + z + ... zwischen die Grenzen a+ b + c+ .,. 
+ t Val + b1 + C1 + ... - a't - b2_ c2-::: falle". 

Aus diesem Satze ergeben sich unter anderen auch das Poisson'sche 
[Nr. 13] und das Bernoulli'sche [Nr. 12] Theorem als spezielle Falle. 

Man hat die von den Wirkungen des Zufalls abhangigen Unter
nehmungen in solche zu trennen, wo nur eine einmalige Entscheidung 
herbeigefiihrt wird (Spiele, Wetten), und in solche, wo eine grosse 
Anzahl gleichartiger FaIle nach und nach oder auf einmal zur Ent
scheidung kommt (geschaftliche Unternehmungen) 157). Die Theorie 
der letzteren griindet sich auf das Gesetz der grossen Zahlen 158). 

17. Moralische Erwartung. Das Petersburger Problem 159) hat 
zur Aufstellung einer Theorie Aniass gegeben, deren Urheber Daniel 
Bernoulli 160) ist und der auch Laplace 161) eingehende Beachtung ge
widmet hat. Sie legt in die Beurteilung des Wertes einer Erwartung 
ein subjektives Moment, indem sie das Vermogen der beteiligten Person 
in Rechnung zieht; ihr Grundprinzip besteht darin, dass die mora-

Theorie p. 419; weitere bei J. Bertrand, L c. p. 51-56. S. auch D. E. Maym', 
J. ec. pol. (2) 3 (1897), p. 158. 

156&) J. de math. (2) 12 (1867), p. 177 = Oeuvres 1, St. petersb. 1899, p. 687. 
157) A. de Morgan, 1. c. 86), p. 404-406. 
158) Einige hierher gehOrige Untersuchungen giebt Laplace, Tbeorie 

p. 419-431. 
159) Das Problem betrifft ein Spiel (1, 2, 4, 8, ... Mark Gewinn, wenn 

Wappen im 1. oder erst im 2., 8., 4., ... Wurfe faUt) , das unbegrenzt viele 
MogIichkeiten darbietet und daher auf einen durch eine unendliche Reihe dar
gestellten Einsatz fiihrt. Die Divergenz diesel' Reihe war del' eigentliche Anlass 
zu den mannigfachen Untersuchungen. Vgl. E. Czubm', Das Petersburger Problem, 
Arch. f. Math. 67 (1881), p. 1; ferner die Kritik A. Pringsheim's iiber die ver
schiedenen Aufklarungsversuche in del' unter 160) cit. deutschen Ausgabe, 
p.46-52. 

160) Specimen Theoriae Novae de Mensura sortis, Petrop. Comm. 5 (1788); 
neuerdings deutsch mit Noten herausgegeben von A. Pringsheim, Leipzig 1896. 

161) Theorie, chap. X, 
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lische BedeufJung einer differentiellen Vermogensanderung dieser selbst 
direkt, dem Vermogen umgekehrt proportional angenommen wird. 
Die Verfolgung dieses Gedankens fiihrt zu dem Begriff der "mm'a
lischen Erwartung"; bei einer Person vom Vermogen a, welche eine 
der Vermogensanderungen ct,~, ,}" ... mit den beziiglichen Wahr
scheinlichkeiten p, q, r, ... (p + q + r + ... = 1) zu erwarten hat, ist 

(a + a)p(a + ~)q(a + '}'y ... - a 

der Ausdruck fiir diese Erwartung. 
Praktische (d. i. geschaftliche) Anwendungen sind von dem Be

griff der moralischen Erwartung nicht gemacht worden (siehe jedoch 
den Begriff "Moralische Pramie" in I D 4 b, Nr. 21); hingegen bildet 
der Gedanke, auf welchen D. Bernoulli seine Theorie aufgebaut hat, 
die Grundlage der modernen Wertlehre 162). 

18. Mathematisches Risiko. Wenn in einem auf den Zufall 
gegriindeten Unternehmen auf eine Reihe einander gegenseitig aus
schliessender Ereignisse Ei (i = 1, 2, ... n), deren Wahrscheinlichkeiten 
Pi heissen mogen, von der einen Seite - dem Unternehmer - Preise 
A.i ausgesetzt sind, wahrend von der andern Seite - dem Spieler 163) -

Einsatze Ei dafiir gefordert werden, so steht dem Spieler eine der 
reinen Vermogensanderungen Xi = A.; - Ei mit der entsprechenden 
Wahrscheinlichkeit Pi bevor, und seine hierauf beziigliche mathe
matische Erwartung ist ~ Pi Xi; in gleicher Art findet sich ~ Pi (-Xi.) 
als Ausdruck der Erwartung des Unternebmers. Sind Preise und Ein
siitze nach dem Grundsatz der mathematischen Erwartung geregelt, 

so ist ~PiXi = 0 wie auch ~Pi(- Xi) = O. Trennt man in einer 
der Summen die positiven und negativen Glieder, so entstehen zwei 

" 
dem Betrage nach gleiche Teilsummen, jede gleich ~ ~ Pi I Xi I = D. 

1 

Diese Grosse, welche die auf die reinen Gewinne oder die reinen 
Verluste gerichtete mathematische Erwartung sowohl des Unternehmers 
wie des Spielers darstellt, kann als ein Mass der Gefiihrlichkeit des 
Unternehmens fiir beide Teile angesehen werden. Man bezeichnet 
sie als das durchsChnittliche Risiko und stellt ihr, ahnlich wie dies 
in andern Teilen der angewandten Wahrscheinlichkeitsrechnung ge-

162) V gl. die Einleitung L. Fick's zu der unter 160) angeflihrten deutschen 
Ausgate des "Specimen". Das Urteil J. Bertrand's (1. c. p.65-67) liber D. Ber
noulli's Theorie ist hiernach unzutreffend. 

163) Das Wort "Spieler" ist hier im weiteren Sinne zu nehmenj auch der 
Versicherte ist ala Spieler aufzufassen. 
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schieht, eme andere Grosse, das mittlere Risiko gegeniiber, deren 

Definition in del' Formel M = -V::E Pi X;2 enthalten ist und die zu 
dem gleichen Zwecke sich eignet wie D.l64) 

An diese Ideenbildung kniipft die theoretische Untersuchung del' 
Frage an, in welcher Weise Unternehmungen, die sehr viele Geschafte 
gleicher Art abschliessen, sich gegen die Folgen der Abweichungen 
des wirklichen Verlaufs del' Eventualitaten gegeniiber dem wahrschein
lichsten, auf dem das Prinzip der mathematischen HOfl'nung beruht, 
nach Moglichkeit sichern konnen. Indessen sind diese Untersuchungen 
noch nicht zu solchen Ergebnissen gelangt, welche eine praktische 
Vel'wertung gestatten wiirden (s. I D 4 b) 165). 

164) Th. WittsteinJ Das mathematische Risiko, Hannover 1885; F. Hausdorff, 
Das Risiko bei Zufallsspielen, Leipz. Ber. 49 (1897), p. 497. 

165) Obwohl hiermit das Gebiet der eigentlichen Anwendungen bereits 
gestreift ist, mag doch eine Schrift aus neuester Zeit angefiihrt werden, weniger 
wegen der anfechtbaren Darstellung von der Entwickelung der Risikotheorie, 
als weil sie die darauf beziigliche Litteratur vollstandig bringt: K. Wagnm'J 

Das Problem des Risiko in der Lebensversicherung, Jena 1898. 
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14. Fehler in der Ebene und im Raume. 
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Verhalten der Fehler. 

Li tteratur. 
Originalabhandlungen. 

C. F. Gauss, Theoria motus (1809), zweites Buch, dritter Abschnitt, Nr. 172 
-189; Werke 7; Bestimmung der Genauigkeit der Beobachtungen (1816), 
Werke 4, p. 109; Theoria combinationis observationum erroribus minimis 
obnoxiae, 3 Abhandlungen 1821, 1823, 1826, Werke 4, p. 1. 

Diese und noch einige kleinere Arbeiten von Gauss sind iibersetzt und 
gesammelt in dem Buche: 
Gauss, Abh. zur Meth. d. kl. Quadr., herausgegeben von A. Borsch und P. Simon, 

Berlin 1887. 
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P. S. Laplace, Theorie analytique des ProbabiliMs, 1812., 2. Ed. 1814, 3. Ed. 
1820; Livre IT, Chap. IV = Oeuvres 7. 

J. F. Encke, Lrber die Methode der kleinsten Quadrate, 3 Abh. im Berl. Astr. 
Jahrb. fUr 1834-36; Ges. Abh. 2, p. 1; Lrber die Anwendung der Wahrsch.-R. 
auf Beobachtungen, Berl. Astr. Jahrb. fiir 1853; Ges. Abh. 2, p. 201. 

A. Bravais, Analyse math. sur les prob. des erreurs de situation d'un point; Par. 
Mem. 9, 1846. 

P. A. Hansen, Von der Methode der kleinsten Quadrate, Leipz. Abh. 8, 1867. 
Ok. M. Schols, Theorie des erreurs dans Ie plan et dans l'espace, Delft Ann. 2, 

1886, p. 123 [lrbersetzung von: Over de theorie der fouten in de ruimte en 
in het platte vlak, Amst. Verh. 15, 1875]. 

Lehrbiicher. 

Ck. L. Gerling, Die Ausgleichungsrechnungen der praktischen Geometrie, Ham
burg u. Gotha 1843. 

G. H. L. Hagen, Grundzii.ge der Wahrsch.-Rechnung, Berl. 1. Auf!. 1837, 3. Auf!. 
1882. 

Al. N. Sawitsck, Die Anwendung der Wahrscheinlichkeitslehre auf die Berech
nung der Beobachtungen oder die Methode der kl. Quadrate (russisch, 
St. Petersb.); deutsch von Lais, Mitau u. Leipzig 1863. 

F. R. Helmert, Die Ausgl.-R. u. d. Meth. d. kl. Quadr., Leipzig 1872 (giebt 
viele, namentlich geodatische Beispiele). 

B. Weinstein, Handbuch der physikalischen Massbestimmungen, erster Band, 
Berlin 1886. 

E. Czuber, Theorie der Beobachtungsfehler, Leipzig 1891. (Behandelt die theo
retischen Grundlagen und schlie sst die praktischen Anwendungen aus.) Die 
reichen Litteraturangaben dieses Werkes sind mir bei der Ausarbeitung des 
Artikels von grossem Nutzen gewesen. 

E. Czuber, Die Entwickelung der Wahrscheinlichkeitstheorie und ihrer Anwen
dungen, Deutsche Math.-V. 7, Leipz. 1899. 

Ausserdem finden sich mehr oder minder umfangreiche Darstellungen der 
Meth. der kl. Qu. in astronomischen und geodatischen Handbiichern: Th. Oppolzer, 
Bahnbestimmung 2, Leipz. 1880; J. C. Watson, Theor. Astronomy, Philad. & 
London 1868; W. Chauvenet, Spherical Ask, Philad. 1863 und Treat. on theory 
of prob. in comb. of observ., Philad. 1868; F. E. Briilnnow, Sphar. Astr., Berl. 
1852, 4. Auf!. 1881; W. Jordan, Vermessungskunde 1, Stuttg. 1882, 4. Auf!. 1895 
u. a.; ferner in allen Lehrbiichern der Wahrscheinlichkeitsrechnung, namlich 
Meyer, Bertrand, Poisson u. a. 
J. Todhunter, History of theory of Probability from Pascal to Laplace, Cambridge 

& London 1865. 
Eine fast vollstandige Litteraturiibersicht von 1722 bis 1876 giebt: 

M. Merriman, List of Writings relating to the Method of Least Squares. Con
necticut Transactions 4, 1877, p. 151, 408 Titel. 

1. Aufgabe der Ausg1eichungsrechnung*). Wenn eine Grosse 
oder bekannte Verbindungen mehrerer Grossen ofter gemessen sind, 

*) Neben der im Text gegebenen Fassung des Problems 2) existieren noch 
andere Probleme des gleichen Namens [I D 4 b, Nr. 6,6]. Das Wort "Aus-

Encyklop. d. math. Wisllenllch. I. 49 
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als zu ihrer rein algebraischen Bestimmung notig ist, dann werden in 
Folge der unvermeidlichen, zuf"lilligen Beobachtungsfehler zwischen den 
Gleichungen, welche den Zusammenhang zwischen den zu ermitteln
den und den beobachteten Grossen herstellen, Widerspriiche entstehen, 
die durch keinerlei Annahme liber die zu ermittelnden, liberbestimmten 
Grossen zu beseitigen sind; es ist Aufgabe der Ausgleichungsrech
nung, aus solchen Gleichungen durch eine strenge und moglichst ein
fache Analyse die Werle der Unbekannten so zu bestimmen, dass sie 
der Wahrheit moglichst nahe kommen. Ohne ein Prinzip, welches 
sich darliber ausspricht, wann wir diese letztere Bedingung als erfullt 
ansehen, ist die Losung der Aufgabe unmoglich und soweit es sich 
um die Wahl des Prinzips handelt, ist also eine gewisse WillkUr 
notwendig mit der Natur des Problems verbunden. Fur die Wahl 
des Prinzips sind massgebend: 1) dass dasselbe in fibereinstimmung 
stehe mit plausiblen Anschauungen liber die Natur der Beobachtungs
fehler, 2) dass di~. aus ihm fliessende Analyse eine moglichst ein
fache sei. Diese Trennung ist wenigstens zweckmassig, da die beiden 
Forderungen verschiedenen Gebieten angehoren. Mit dem ersteren 
Gegenstand beschaftigt sich die "Theorie de:r Beobachtungsfehler", die 
ihrerseits eine Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung [I D 1] ist; 
mit dem letzteren hat es die "Ausgleichungsrechnung" im engeren Sinne 
zu thun. Man weiss durch die Untersuchungen von Gauss und Laplace, 
dass das Prinzip: 

"Die Unbekannten sind so zu bestimmen, dass die Summe de:r 
Quadrate de:r ubrigblmoenden Wide:rspruche ein Minimum we:rde", 

beiden Bedingungen genligt. Die jetzt allgemein angenommene Methode 
der Ausgleichung, die auf dieses Prinzip basierl ist, heisst daher 
hiiufig: "Methode de:r kleinsten Quadrate". 

Analytisch formulierl sich die Aufgabe der Ausgleichungsrech
nung wie folgt: Sind l, die Beobachtungsergebnisse fur die gegebenen 
Verbindungen Ai = aix + biy + CiZ + ... (i = 1 bis n) zwischen 
den m unbekannten Grossen x, 'Y, z, ... (n> m), so ist jenes Werl
system x, y, Z, ••. anzugeben, fur welches die Sum me der Quadrate 
von A; - 1i ein Minimum wird. A; kann stets als linear angenommen 
werden; ist dies von Anfang an nicht der Fall, so stellt man die 

gleichung" wird auch in dem Sinne gebraucht, dass z. B. die Ordinaten einer 
Kurve zwar jede nur einmal beobachtet sind, dass aber jede mit einer Un
genauigkeit behaftet ist, welche die Kurve in eine gewisse "Fehlerzone" ein
schliesst: die "ausgeglichene Kurve" solI glatt innerhalb der Fehlerzone verlaufen. 
S. auch die entspr. Bemerkung zu I D 3. Das wesentliche ist immer, daBS mehr 
Koordinaten gemessen sind, alB zur analytiBchen Bestimmung der Kurve notig Bind. 
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lineare Form durch Annahme von Naherungswerten und Entwicke
lung nach dem Taylor'schen Satz fur mehrere Variable her [II A 2, 
Nr. 12]. 1st nur eine Unbekannte vorhanden, die unmittelbar be
obachtet ist, so hat man das Problem der "Ausg1eichung direkter Be
obachtungen". 

Der allgemeine Fall wird als "Ausgleichung vermittelnder Beob
achtungen" bezeichnet. Treten zu den Gleichungen: 

aiX + biy + ... = 1i' 

die durch das System x, y, z, ... nur bis auf Grossen von der Ord
nung der Beobachtungsfehler befriedigt zu sein brauchen, noch solche 
Bedingungsgleichungen zwischen den Unbekannten hinzu, die streng 
erfullt sein mussen, so hat man eine "Ausgleichung bedingter Beobach
tungen" zu leisten. Hiernach unterscheidet man in der Regel drei 
Gruppen von Aufgaben der Ausgleichungsrechnung 1), obwohl die
selben prinzipiell nicht von einander verschieden sind. 

2. Erste Begriindung von Gauss. Viele Schriftsteller gehen 
unmittelbar von dem oben genannten Prinzip aus; andere aber, die 
in der Ausgleichungsrechnung eine Anwendung der Wahrscheinlich
keitsrechnung sehen, gehen auf andere Prinzipien zuriick, aus denen 
jenes folgt 2). Die erste wirkliche Begriindung giebt Gauss S), er 
sucht die wahrscheinlichsten Werte der Unbekannten. Es sei die 
Grosse x direkt gemessen, s der dabei begangene Fehler; Fehlern von 
verschiedener Grosse kommt verschiedene Wahrscheinlichkeit zu, die
selbe sei ausgedriickt durch q; (s) ds. Die Funktion q; (s), die jetzt 
in Deutschland Feh1ergesetz 4) genannt wird, wird aus ihren Eigen
schaften bestimmt; in letzter Linie wird dazu herangezogen "der Satz 
vom arithmetischen Mittel": dass der wahrscheinlichste Wert der Un
bekannten x das arithmetische Mittel aus den direkten Beobachtungs-

1) Nach Gerling, Die Ausgl.-R. der prakt. Geometrie, 1843, p. 25. 
2) Eingehende Darstellungen der verschiedenenBegrundungsmethoden geben: 

R. Henke, Meth. d. kl. Quadr. 1868 u. 1894 und Czuber, Theorie der Beob.-Fehler, 
1891, p. 234 if. 

3) Theoria motus 1809, art. 175-179 (Werke 7). Schon vor Gauss fiihrt 
A. M. Legendre in den Nouvelles Methodes pour la det. des orbites des cometes, 
Par. 1805 Prinzip und Namen: "methode des moindres quarres", aber ohne Be
griindung ein; iibrigens erwahnt Gauss, Th. mot. art. 186, dass er sich des 
Prinzips bereits seit 1795 bei seinen Rechnungen bedient habe. 

4) Gauss nennt sie in der Theoria motus: "probabilitas errori tribuenda", in 
der Theoria comb. "facilitas relativa"; englische Schriftilteller nennen sie "law 
of facility of errors". 

49* 
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resultaten Sel. 

gesetz: 
Damit ergiebt sich das nach Gauss benannte Fehler-

ep(/:) = .!!...- r ho .-
V; 

(h = Prazisionskonstante, die von der Genauigkeit der Beobachtungs
reihe abhangig ist). Aus ihm folgt, dass derjenige Wert der Un
bekannten der wahrscheinlichste ist, fur welchen die Summe der 
Quadrate der Fehler ein Minimum wird. Leitet man das Fehler
gesetz direkt aus der Erfahrung ab, so kann aus ihm sowohl der 
Satz vom arithmetischen Mittel als der Satz von der kleinsten Quadrat
summe abgeleitet werden. Jedes dieser 3 Prinzipien kann also den 
Ausgangspunkt zur Begriindung der Ausgleichungsrechnung bilden. 

3. Der Satz vom arithmetischen Kittel. Es sind viele Versuche 
gemacht worden, den Sat.: vom arithmetisclten Mittel zu beweisen bez. 
auf noch tiefere Prinzipien zuriickzufiihren 6), um damit auch die 
Methode der kleinsten Quadrate strenger zu begriinden. Zuerst be
schaftigt sich Lagrange 6) mit dem Problem, indem er vom Standpunkt 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung den induktiven Beweis liefert, dass 
das arithmetische Mittel eine zweckmassige Verbindung von Beobach
tungsresultaten ist; der springende Punkt aber, dass es jeder anderen 
Verbindung vorzuziehen sei, wird nicht beriihrt. Laplace 7) findet fUr 
unendlich viele Beobachtungen, dass das arithmetische Mittel wahr
scheinlicher sei, als ein sich davon unterscheidender Wert. EnCke 8) 
glaubt durch Zuziehung von Postulaten, die sich aus der Natur der 
Beobachtungsfehler ergeben, einen strengen Beweis zu lief ern. Weitere 
Versuche riihren von G. V. SchiapareUi 9), E. J. Stone 10), .A. de 
Morgan 11), Ann. Ferrero 12) her. J. W. L. Glaisher's 13) Kritik derselben 

5) Eine zusammenhangende Darstellung dieser Versuehe giebt Czuber "Beo
bachtungsfehler" p. 16-47. 

6) J. Lagrange, Mem. sur l'utilite de la methode, de prendre Ie milieu etc. 
Misc. Taur. 5,1770-1774= Oeuvres 2, p. 173. Teilweise reproduziert von Encke, 
Berl. Jabrb. f. 1853 = Werke 2, p. 201. Lagrange legt das verallgemeinerte 
Moivre'sche Problem [I D 1, Nr. 8) zu Grunde. 

7) Theorie anal. des Prob. 2, art. 18 (Oeuvres 7). 
8) noer die Begriindung der Meth. d. kl. Quadr., Berl. Abh. 1881 = Berl. 

Jahrb. f. 1884 = Ges. Abh. 2, p. 1. 
9) Lomb. Rend. (2) 1 (1868), p. 771; Astr. Naehr. 87 (1875), p. 209; 88 

(1876), p. 141, s. noeh Stone ib. p. 61. 
10) Lond. Astr. Soc. Monthly Not. 28, 1868; 83 (1873), p. 570; 84 (1873), 

p. 9; 35 (1873), p. 107 (polemik gegen Glaisher). 
11) On the theory of Errors of Obs., Cambro Trans. 10, 1864. 
12) Esposizione del metodo dei minimi quadrati, Firenze 1876. 
18) Lond. Astr. Soc. Mem. 39s (1872), p. 75. 
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ist nicht widerlegt. Einen Fall, wo der Satz yom arithmetischen Mittel 
sicher nicht richtig ist, bespricht H. Seeliger lSa). 

4:. Das Gauss'sche Fehlergesetz. Fehlerfunktion. Tafeln hie fur. 
Andere Fehlergesetze. Ein Fehlergesetz, d. h. eine Funktion, welche 
die Haufigkeit eines Fehlers durch seine Grosse ausdriickt, kann 
analytisch nicht deduziel't werden, ohne dass durch ein Prinzip fest
gelegt wird, welchen Wert der Unbekannten man als den del' Wahr
heit nachst kommenden betrachtet; bei der Gauss'schen Ableitung ist 
dies das Prinzip des arithmetischen Mittels. Laplace 14) weist nach, 
dass umgekehrt das Gauss'sche Gesetz das einzige ist, welches stets 
auf das arithmetische Mittel als den anzunehmenden Wert der Un
bekannten hinfiihrt. 

Ohne Annahme eines Fehlergesetzes kann man die Wahrschein
lichkeitsrechnung nicht auf die Ausgleichungsrechnung anwendeu; 
einige Schriftsteller15) vertreten die Ansicht, dass diese Anwendung 
iiberhaupt verwerflich sei. 

Formale Bedenken gegen das Gauss'sche Fehlergesetz hat J. Ber
trand 16) erhoben. Dieser wirft auch die Frage auf, ob das richtige 
Gesetz nur eine Funktion der Grosse des Feblers sein konne, und 
untersucht ferner die allgemeine I!'orm del' Funktion, welche das wahr
scheinlichste Resultat aus den Beobachtungswel'ten giebt, unter der 
Voraussetzung, dass die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers nur von 
seiner Grosse abhange 11). 

Man hat vielfache Versuche angestellt, das Fehlergesetz aus der 
Natur der Beobachtungsfehler selbst abzuleiten, indem man sich diese 
aus Elementarfehlern, die aus verschiedehen Fehlerquellen hervorgehen, 
entstanden denkt. W. Besse118), Hagen 19), Encke 20), P. G. Tait 21), M. W. 
Crofton 22) kommen alle unter mehr oder minder allgemeinen V oraussetzun-

13&) Astron. Nachr. 132 (1893), p. 209. 
14) Laplace, Th. an. des Prob. 2, p. 23 (Oeuvres 7). 
15) Siehe z. B. Henke a. a. 0., p. 67; R. Hegm' im Handbuche der Math. von 

Schlomilch 2, Breslau 1881, p. 927. 
16) Bertrand, Calcul des Prob., Par. 1889, art. 140 fr.; siehe auch Czuber "Be

obachtungsfehler" p. 51. 
17) Bertrand a. a. O. art. 144. 
18) Bessel, Unters. iiber die Wahrsch. d. Beob.-Fehler, Astr. Nachr. 15 (1838), 

p. 369 = Ges. Abh. 2, p. 372. 
19) Grundziige der Wahrscheinlichkeitsrechnung 1837. 
20) Berl. Jahrb. f. 1853 = Ges. Abh. 2, p. 201. 
21) On the Law of Frequency of Errors, Edinburgh Trans. 24, 1867. 
22) On the Proof of the Law of Errors of Observations Lond. Trans. 

160 (1870) p. 175. 
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gen uber das Zusammenwirken der Elementarfehler auf die Exponential
funktion. Der Wert dieser Untersuchungen scheint darin zu liegen, 
dass sie die Bedingungen aufhellen, unter denen ein Fehlergesetz von 
der Form der Exponentialfunktion zustande kommt; man kann also 
vom Fehlergesetz aus, wenn dies anderweitig bestatigt wird, auf die 
Wirkungsweise der Fehlerquellen schliessen. Einen vollig befriedigen
den Beweis fUr die Richtigkeit des Gauss'schen Fehlergesetzes aber 
haben auch diese Versuche nicht zu Tage gefordert. Das Verlrauen, 
welches diesem Gesetz jetzt allgemein entgegengebracht wird, beruht 
vielmehr auf der fast immer bewahrten Ubereinstimmung mit der 
Erfahrung. Bessel hat zuerst eine. Priifung in grosserem Massstabe 
vorgenommen 23), indem er die durch die Theorie geforderte Zahl der 
Fehler zwischen bestimmten Grenzen mit den in verschiedenen grossen 
Beobachtungsreihen auftretenden verglich. 1st h das Mass der 'Pra
zision einer Beo bachtungsreihe (eine Grosse, die aus dem mittleren, 
wahrscheinlichen oder durchschnittlichen Fehler leicht zu berechnen 
ist, siehe unten, Nr.8), so mussen von n Fehlem (absolut genommen) 
zwischen den Grenzen 0 und t1: 

T, tJ. 

n...!.. fe-t'dt vn o 

liegen. Mit lIulfe von fur diesen Ausdruck entworfenen Tafeln (siehe 
diese Nr. unten) kann die Vergleichung rasch erledigt werden. 

Bei Zugrundelegung des Gauss'schen Fehlergesetzes ist die Wahr
scheinlichkeit [s. auch 1 D 1, Nr. 12; 1 D 4a, Nr.2] dafiir, dass ein 
Fehler zwischen den Grenzen .- t1 und + t1 liege, gegeben durch: 

+tJ. tJ.h 

!!:..- fe-h'" dE = ...!.. fe-to dt. vn vn 
-b. 0 

FUr die Funktion: 
'" 

Je-t'dt = 'IJY(T), 
T 

welche ausser in der Fehlerlheorie auch in der mathematischen Physik 
(Refraktion, Warmeleitung) hiiufig auf tritt, ist der Name Fehlerfunktion 
(Error-Funktion nach Glaisher) 29&) ublich geworden. Es ist: 

T '" 

f e;-t'dt + f e-t'dt = V;. 
o T 

23) Fundamenta Astronomiae, Regiom. 1818. Vgl. auch Astl'on. Nachr.15 
(1838), p. 369 = Ges. Abh. 2, p. 372. 

23&) Phil. Mag. (4) 42 (1871), p. 294,421, del' Name p. 296. 
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1m folgenden sind einige Formeln, die zur direkten Berechnung dieser 
Funktionen dienen konnen, zusammengestellt: 

T J. TS 1 T5 1 T7 
e-t'dt =T--+ - ---- -+ ... 

3 1·2 5 1·2·3 7 ' 
o 

00 j'_1' e-T2( 1 1·3 1.3.5 ) 
.. e dt = 2T 1- 2 T'J + (2 TO?- - (2 T~)S + ... , 
T 

00 f e- I' dt _ e- T ' 1 
- 2T 1 

T 1 + 2T! 

Bei Berechnung von Tafeln bedient man sich jedoch zweckmassiger 
der mechanischen Quadratur 24) [II A 2, Nr. 50ft'.; I D 3, Nr. 8] oder 
der Taylor'schen Entwickelung (nach Kramp) oder einiger anderer 
Kunstgrift'e, die man in der Einleitung zu den gleich zu erwahnenden 
Radau'schen Tafeln nachsehen kann. 

Die ersten Tafeln hat Ok. Kramp 25) entworfen; er giebt von T = 0 
00 

bis T = 3 im Intervall von 0·01 die Werte von fe-/' dt, ihre 
T 

00 

Logarithmen und die Logarithmen von eT' fe-I' dt. Diese letztere 
T 

Tafel hat Bessel ll6) bis T = 10 ausgedehnt, indem er als Argument 
zuerst T, dann log T nimmt. Glaiskm· 23b) erweiterle die Kramp'sche 
Tafel bis T = 4·50. Encke 27) giebt, aUi! der Bessel'schen berechnet, 

'l' 

eine Tafel fiir 1I~ Je-t'dt, die dann spater in viele Lehrbiicher iiber
o 

gegangen ist 28). Oppolzer 29) giebt, neu berechnet, eine Tafel fur 

23 b ) Ebenda p. 436. 
24) Oppolzer, Lehrbuch der Bahnbestimmung 2, Leipz. 1880, p. 36. 
25) Kramp, Analyse des refractions astronomiques et terrestres, Strassb. & 

Leipz. 1798. 
26) Fundamenta Astr., Regiom. 1818. 
27) Berl. Jahrb. 1834 (Ges. Abh. 2, p. 60). 
28) Z. B. Czuber, Theorie der Beobachtungsfehler; Sawitfch, Meth. der kl. 
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T 

.fe- t• dt auf 10 Dezimalstellen. Die ausfiihrlichsten Tafeln giebt 
o 
R. Radau 30); dieselben sind wie die Bessel'schen angelegt, schreiten 
aber in 1ntervallen von 0·001 fort [I D 1, Nr. 12]. 

Es wird von einigen Schriftstellern vorgezogen, das Fehlergesetz 
als direkt durch die Erfahrung gegeben anzunehmen; daun kann die 
Ausgleichungsrechnung direkt hierauf basiert werden 31). Man hat 
dann die Moglichkeit, auch andere Fehlergesetze als das Gauss'sche 
heranzuziehen. So betrachtet Helmert (a. a. 0.) auch noch folgende 
Formen: 

!p ( e) = const., 
h !p(e) = y; (1 - h2e2). 

H. Bruns 31a) hat Reihenentwickelungen augegeben, die eine inter
polatorische Aufstellung von Fehlergesetzen (Haufigkeitskurven) ge
statten. 

5. Begriindung von Laplace. Laplace 32) geht bei seiner Be
griindung eines Ausgleichungsverfahrens von ahnlichen Betrachtungen 
aus, wie sie dann spater von Gauss in dessen zweiter Behandlung [Nr.6] 
der V ollendung entgegengefiihrt wurden. Er betrachtet jeden Fehler, 
absolut genommen, wie einen Verlust im Spiel [I D 1, Nr. 18] und 

Quadrate; A. Meyer, W ahrscheinlichkeitsrechnung, deutsch von Czuber, Leipz. 
1879; G. Th. Fechner, Kollektivmasslehre, hrsg. von G. F. Lipps, Leipz. 1897. 

29) Oppolzer a. a. O. p. 587. 
30) Annales de l'Observatoire de Paris, Mem.18, 1885; A. Markoff, "Table .., 

des valeurs de l'inMgrale fe-t'dt", St. Petersb. 1888, giebt die Werte des 

Integrals auf 11 Dezimalen fUr aHe Tausendstel des Argumentes von 0 bis 3 
und fUr aHe Rundertstel desselben von 3 bis 4,8; eine Erganzungstafel giebt die ., 
Werte des Integrals ~ fe-t·dt. 

o 
31) So verfl1hrt Helmert, Ausgleichungsrechnung. 
31 &) Astron. Nachr. 143 (1897), p. 329 und Philos. Studien 14 (1898), p. 339. 

Man vgl. hieriiber auch Fechner, Kollektivmasslehre, Leipz. 1897 und W. Laska, 
Astron. Nachr. 153 (1900), p. 37. 

32) Laplace, Theorie des Prob., Livre II, Chap. IV; einen Kommentar zu 
diesen l1usserst schwierigen Darlegungen hat Poisson geschrieben (Conn. des 
Temps 1827, deutsch im Anhang ill der Schnuse'schen Ubersetzung der Wahrsch.-R. 
von Poisson), ferner hat Todhwnter, Rist. of the tho of Prob., p. 560 if. Erlaute
rungen gegeben. 
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sucht jenen Wert der Unbekannten, fUr den der Gesamtverlust, d. h. 
die Summe der Produkte aller absolut genommenen Fehler in ihre 
Wahrscheinlichkeiten ein Minimum wird. Er zeigt, dass das Resultat 
fiir 1 und 2 Unbekannte dasselbe wird, wie bei der Methode der 
kleinsten Quadrate; er zeigt ferner, unter der Beschrankung, dass die 
Zahl der Bedingungsgleichungen sehr gross ist, dass von allen linearen 
Kombinationen, welche man mit den Gleichungen des Problems vor
nehmen kann, diejenige, welche der Methode der kleinsten Quadrate ent
spricht, ein Resultat liefert, welches die obengenannte Summe zu einem 
Minimum macht. - Die Laplace'sche Ausgleichungstheorie ist von 
Poisson, Leslie Ellis 33) und Glaisher 34) in wesentlichen Punkten er
ganzt und verallgemeinert worden [I D 1, Nr. 13; I D 4a, Nr. 3]. 

6. Zweite Begriindung von Gauss. Bei del' zweiten Begriin
dung von Gauss 35) tritt die nun einmal unvermeidliche Willkur in 
del' Definition des besten Wertes del' Unbekannten von Anfang an 
deutlich hervor. Gauss betrachtet die 3 Integrale 

+A +00 +00 
!ep(e) dc, jcep(c) dc, jc2ep(c)de, 
-A -00 -00 

in denen mit e del' Fehler, mit epeE) seine "relative Haufig¥t" be
bezeichnet ist. Das erste Integral giebt die Wahrscheinlichkeit, dass 
irgend ein Fehler zwischen den Grenzen - 6. und + 6. liegt; es 
wird, wenn die Grenzen - 00 und + 00 werden, welches die Funktion 
ep (e) auch sei, den Wert 1 annehmen mussen. Das zweite Integral 
stellt das Mittel aller moglichen Fehler oder den mittleren Wert 
[I D 1, Nr. 11; I D 4 a, Nr. 7J der Grosse 8 dar und ist immer gleich 
Null, sobald zwei gleiche, aber mit verschiedenen Vorzeichen ver
sehene Fehler dieselbe Haufigkeit haben; ein von Null abweichender 
Wert wurde anzeigen, dass die Beobachtungsreihe noch einen kon
stanten Fehler enthalt. Das dritte Integral oder der mittlere Wert 
des Quadrates 82 "erscheint am geeignetsten, die Unsicherheit von 
Beobachtungen allgemein zu definieren und zu messen, sodass von 
zwei Beobachtungsreihen, die sich hinsichtlich der Haufigkeit der Fehler 
unterscheiden, diejenige fur die genauere zu halten ist, fur welche 
das Integral den kleineren Wert erhalt". Gauss fiihrt nun fort: "Wenn 
nun jemand einwenden wurde, diese Festsetzung sei ohne zwingende 

33) Ellis, On the Method of least Squares, Cambro Trans. 8, 1844. 
34) Glaisher, On the law of facility of Errors of Obs. and on the Meth. 

of least Squares, Lond. Astr. Soc. Mem. 39~ (1872), p. 75. 
35) Gauss, Theoria comb. = Werke 4, art. 6. 
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N otwendigkeit willkiirlich getro:ffen, so stimmen wir geme zu. Ent
halt doch diese Frage der Natur der Sache nach etwas Unbestimmtes, 
welches nur durch ein in gewisser Hinsicht willkiirliches Prinzip be
stimmt begrenzt werden kann. Die Bestimmung einer Grosse durch 
eine einem grosseren oder kleineren Fehler unterworfene Beobachtung 
wird nicht unpassend mit einem Gliicksspiel verglichen, in welchem 
man nur verlieren, aber nicht gewinnen kann, wobei also jeder zu 
befiirchtende Fehler einem Verluste entspricht [I D 1, Nr. 18]. Das 
Risiko eines solchen Spielers wird nach dem wahrscheinlichsten Ver
lust geschatzt, d. h. nach der Summe der Produkte der einzelnen mog
lichen Verluste in die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten. Welchem 
Verlust man a ber jeden einzelnen Beobachtungsfehler gleichsetzen soIl, 
ist keineswegs an sich klarj hangt doch vielmehr diese Bestimmung 
zum Teil von unserem Ermessen abo Den Verlust dem Fehler selbst 
gleichzusetzen ist o:ffenbar nicht erlaubtj wiirden namlich positive 
Fehler wie Verluste behandelt, so miissten negative als Gewinne 
gelten. Die Grosse des Verlustes muss vielmehr durch eine solche 
Funktion des Fehlers ausgedriickt werden, die ihrer N atur nach immer 
positiv ist. Bei der unendlichen Mannigfaltigkeit derartiger Funk
tionen scheint die einfachste, welche diese Eigenschaft besitzt, vor 
den iibrigen den Vorzug zu verdienen und diese ist unstreitig das 
Quadrat. Somit ergiebt sich das oben aufgestellte Prinzip." Das 
Laplace'sche Verfahren, welches den absolut genommenen Fehler selbst 
als Mass des Verlustes wahlt, "widerstrebt in hoherem Grade der 
analytischen Behandlung, wahrend die Resultate, zu welchen unser 
Prinzip fiihrt, sich sowohl durch Einfachheit als auch durch All
gemeinheit ganz besonders auszeichnen" (Gm~s a. a. O. art. 6). 

Diese Gauss'sche Begriindung, die wir am kiirzesten mit seinen 
eigenen Worten wiedergegeben haben, ist vollkommen sachgemass und 
fiihrt, wie sich unten herausstelIen wird, am schnellsten zum besten 
Resultat. 

7. Weitere Begriindungsmethoden. Hansen 86) begriindet die 
Ausgleichungsrechnung lediglich mit dem Satz yom arithmetischen 
Mittel ohne aIle Betrachtungen aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
Henke 37) beniitzt hierzu, ebenfalls Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen 
ausschliessend, das Prinzip des "moglichst nahe Liegens", von dem 
er durch einwandfreie Deduktion (a. a. O. art. 23-24) zum Haupt
satz der Methode der kleinsten Quadrate kommt. - Von Interesse fiir 

36) Hansen, Von der Meth. der kl. Quadr., Leipz. Abh. 8, 1867. 
37) "Ober die Meth. der kl. Quadr., Leipzig 1868 u. 1894. 
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die Begriindung sind noch neben einigen philosophischen Schriften, 
auf die wir hier nicht eingehen, ein Aufsatz von C. G. Reuschle 38) und 
die zwischen A. Cauchy und J. Bienayme gefiihrte Polemik 39). 

8. Mittlerer, durchschnittlicher und wahrscheinlicher Fehler, 
Gewicht. Um verschiedene Beobachtungsreihen bezuglich ihrer Ge
nauigkeit mit einander vergleichen zu konnen, muss man ein Mass der 
Genauigkeit einfuhrenj im Gauss'schen Fehlergesetz ist dies die oben 
[Nr. 4] mit h bezeichnete Grosse, welche dieser Genauigkeit direkt pro
portional ist und daher "Mass der Prazision" genannt wird. Man 
kann sich ein solches aber auch aus den Fehlern selbst verschafl'en. 
Man hat dabei zu unterscheiden zwischen den wahren Beobachtungs
fehlern (die in der Regel unbekannt sind) und den Abweichungen der 
Beobachtungen von den mit den besten Werten del' Unbekannten ge
rechneten, den scheinbaren Fehlern (erreurs apparentes, residuals). 

a) Wahre FehZer: c, Anzahl n. Das Integral: 
+00 

fcm rp (E) dE, m>O, 
-00 

in welchem alle Fehler mit ihrem absoluten Betrag einzusetzen sind, 
ist fiir jeden Wert von m > ° ein Mass del' Genauigkeit, in dem 
Sinne, dass eine Beobachtungsreihe um so genauer ist, je kleiner das 
Integral ist40). In praxi wird dieses Integral dadurch gebildet, dass 
man die absoluten Betrage aller n Fehler in die mte Potenz erhebt 
und die Summe durch n dividiert, indem angenommen wird, dass 
jeder Fehler so oft vorkommt, als das Fehlergesetz rp (c) anzeigt. -
Da jeder Wert von m denselben Dienst leistet, beschrankt man sich 
auf die einfachsten Falle: 

+00 
m = 1: fl c I rp(E) de = I Ell + I E21 ~ ... + I En I = ,a. 

-00 

= durchschnittlicher Eehler, 

+00 

m=2: f s2+s2 + + 2 2 () d 1 2 . .. en 2 crpE E= n =p, 
-00 

= Quadrat des mittleren Fehlers. 

38) Reuschle, Uber die Deduktion der Meth. der kl. Quadr. aus der Wahrsch.-R., 
J. f. Math. 26 (1843), p. 333; 27 (1844), p. 182. 

39) Cauchy, Par. C. R. 36 (1853), p. 1114; 37 (1853), p. 64, 100, 109, 150, 
198, 206, 264, 272, 293, 334, 381; Bienayme 37 (1853), p. 5, 68, 197, 206, 309. 

40) Gauss, Theor. comb. art. 7; Helmert, Meth. der kl. QuadI'. § 3. 
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Neben diesen beiden Massen wird zuweilen noch der sogenannte 
wahrscheinliche Fehler (l gebraucht41), obwohl zu wiinschen ware, dass 
man hiervon abkame. Denkt man sich alle Fehler einer Reihe, ab
solut genommen, nach der Grosse geordnet, so ist der in der Mitte 
stehende der wahrscheinliche Fehler; es ist also ebenso wahrschein
lich, dass irgend ein Fehler grosser, wie dass er kleiner sei als der 
wahrscheinliche. Analytisch ist er demgemass definiert durch: 

+(l 
!q;(E) dE = ~. 
-Q 

Er ist unter allen Umstanden vom Fehlergesetz abhangig, wahrend 
,0. und ~ auch ohne bestimmte Annahme eines solchen berechnet 
werden konnen. 

Wird das Gauss'sche Fehlergesetz als bestehend angenommen, 
dann leitet man zwischen h, ,0., ~, f! folgende Beziehungen ab: 

und damit auch: 

,0. = ~ ~ = 0 . 56419 
V'% h h' 

1 1 0·70711 
~=1/2h= h 

0·47694 
-h-

~ = 1 . 25331 ,0. , 

(! = O· 67449~. 

In praxi wird (! stets aus ~ berechnet. Gauss 42) giebt eine Analyse, 
durch welche h direkt mittelst der Beobachtungsfehler ausgedriickt 
werden kann. Er findet fiir den wahrscheinlichsten Wert von h: 

112 ( Ei + E~ : ... + E!) ; 

der wahrscheinlichste Wert des wahr8cheinlichen Fehlers wird also: 

f! = 0·47694 V2¥ Ei + E; ~ ... + E! 

= 0·67449~, 

in Ubereinstimmung mit obigem Wert, wodurch dieser in neuer Be
leuchtung erscheint. Der Wert von h und (l gilt fiir jedes n, gross 

41) Gauss, Best. der Genauigk. der Beob. art. 2 j doch macht Bessel schon 
vorher yom wahrsch. F. Gebrauch, Berl. astron Jahrb. fUr 1818, p. 233. 

42) Gauss, Eenauigkeit der Beob. art. 3 
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oder klein, man darf aber von dieser Bestimmung von h und Q um 
so weniger Genauigkeit erwarten, je kleiner n ist. Gauss findet 4S): 

Es ist 1 gegen 1 zu wetten, dass der wahre Wert von h zwischen: 

h ( 1 - O· ;1-94) und h (1 + 0 . ;1-94) 

liege, und der wahre Wert von Q zwischen: 

Q (1 _ o· ~94) und Q ( 1 + O· ;:94) . 

Di~ Sache ist a. a. O. art. 5-6 noch von einem anderen Gesichts
punkt betrachtet, indem die Wahrscheinlichkeit bestimmt wird, mit 
der man erwarten kann, dass die Summe der mten Potenzen von n 
Beobachtungsfehlern zwischen gewisse Grenzen falle. Die Angabe 
der Formeln wurde hier zu weitlaufig sein. Die Aufgabe ist zum 
Teil schon von Laplace behandelt44); Erganzungen der Theorie haben 
Helmert 45) und Jordan 46) gegeben. Das Resultat ist, dass die Be
nutzung der zweiten Potenzen der Fehler am vorteilhaftesten ist, dass 
jedoch auch die ersten Potenzen noch mit nahe demselben Recht 
benutzt werden konnen. Die Genauigkeit, mit der Q aus den Fehlern 
bestimmt werden kann, nimmt urn so mehr ab, je grosser m an
genommen wird. -

Um Beobachtungen von verschiedener Genauigkeit mit einander 
verbinden zu konnen, fuhrt man den Begriff des Gewichtes ein, dessen 
einfachste Definition ist: eine Beobachtung vom Gewichte p ist gleich
wertig mit p Beobachtungen vom Gewichte 1. Kommen zwei Be
obachtungen die Masse der Prazision h und h' und die Gewichte 1! und 
p' zu, so wird: 

p : p' = h2 : h'2, 
und daher auch: 

und: 

. ,_ 1 . 1 
p.p -t·'!", p. p. 

. ,_ 1 . 1 
p.p -2"'''''''' ~ ~ 

d. h. die Gewichte sind den Quadraten der Prazisionsmasszahlen 
direkt, und den Quadraten der mittleren (oder wahrscheinlichen) 
Fehler umgekehrt proportional. 

b) Scheinbare Fehler: A, Anzahl n. Wir fuhren folgende Be-

43) A. a. O. art. 4. 
44) Calc. des Prob. 2, art. 19. 
45) HeImerl, Zeitschr. Math. Phys. 21 (1876), p. 192. 
46) Astr. Nachr. 74 (1869), p. 209. 
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zeichnung ein, die in der Ausgleichungsrechnung allgemein ublich 
geworden ist: 

llt2 + ~2 + ... + ani = [a a] , 
al + as + ... + an = [a], 

albl + a2 b2 + ... + anbn = [ab]. 
Man findet: 

[U] = [EE] _ [E]I, 
n 

und wenn man fur die rechte Seite ihren Mittelwert setzt: 

1"'= y[H] . 
n-l 

Diese Formel giebt den mittleren Fehler, berechnet aus den schein
baren Fehlern. Strenge, wenn auch weitlaufigere Ableitungen der 
beriihmten Formel haben Helmert 47) und Ozuber 48) gegeben. 

Statt der Fehler selbst hat man auch die Differenzen zwischen 
den Beobachtungen zur Erfindung eines Genauigkeitsmasses heran
gezogen 49). 

.Aufgaben der .Ausgleichungsrechnung. 

9. Wenn wir jetzt im folgenden einige Hauptformen der Aus
gleichungsrechnung behandeln, beschranken wir uns lediglich auf den 
durch Gauss begriindeten und jetzt allgemein acceptierten Algorithmus, 
und werden die mehr oder minder gelungenen Versuche, die im vorigen 
Jahrhundert zur Losung hieher gehoriger, zumeist geodatischer Auf
gaben gemacht wurden, bei Seite lassen. 

Direkte Beobachtungen von gleicher Genauigkeit. Sind 11 , 

l2' ... , l" die Beobachtungsergebnisse fur eine Grosse, deren wahrer 
Wert X ist, und sind El , E2 , ••• , En die bei den einzelnen Beobach
tungen vorgekommenen wahren Fehler, so bleiben sowohl X als die E 

unbekannt. Man kann erst nach Feststellung eines Prinzips den 
Wert der Unbekannten angeben, den man fUr den besten halten will. 
Man nennt diesen Wert den p1ausibelsten und bezeichnet ihn mit x. 
Die Unterschiede der x von den einzelnen Messungen sind die sChein
bar-en Beobachtungsfehler: Au"" An; man hat: 

(7) Astr. Nachr. 88 (1876), p. 113. 
(8) Monatsh. fUr Math. u. Phys. 1 (1890), p. 457. 
(9) Jardan, Ask Nachr. 74 (1869), p. 209 und 79 (1872), p. 219; siehe 

auch Helmert, ebenda 88 (1876), p. 113 und von Andrae, ebenda 74 (1869), p.283 
u. 79 (1872), p. 257. 
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X=ll+AI oder AI=X-l17 
X=l2+~ A2 =X-l2 , 

. . 
X = ln + An An = X - In. 

Man nennt II + AI' ... , l,. + An die ausgeglichenm Beobachtungswerte 
und die letztangeschriebenen Gleichungen die Fehlergleichungm. Man 
kann nun auf folgende 3 verschiedene Arten schliessen: 

a) Der plausibelste Wert ist das arithmetische Mittel: 
I + ... + In [I] X= 1 =-. 

n n 

Giebt man zu, dass dieser zugleich der wahrscheinlichste ist, so folgt 
hieraus als Gesetz, dem die Febler A gehorchen miissen, das Gauss'sche 
Fehlergesetz und der Satz vom Minimum der Fehlerquadrate. Stellt 
sich heraus, dass die iibrigbleibenden Fehler dem Gauss'schen Gesetz 
nicht folgen, so hat man auch nicht den wahrscheinlichsten Wert der 
Unbekannten, wohl aber, wie Gauss gezeigt hat (siehe unten, Nr.11), 
immer noch jenen Wert der Unbekannten, der den kleinsten mittleren 
Fehler (das grosste Gewicht) hat, sofern nur positive und negative 
Fehler gleicher Grosse gleich haufig vorkommen. Zeigt sich auch 
diese letzte Bedingung nicht erfiillt, so hat man im arithmetischen 
Mittel lediglich ein Rechnungsresultat, welches die Summe der Fehler
quadrate zu einem Minimum macht. 

b) Das Gauss'sche Fehlergesetz ist aus der Erfahrung abstrahiert 
worden und wird als bestehend angenommen; der plausibelste Wert 
der Unbekannten ist dann das arithmetische Mittel; er ist zugleich 
der wahrscheinlichste Wert und die Ausgleichung ist ebenfalls nach 
dem Prinzip der kleinsten Fehlerquadratsummen erfolgt. 

c) Man sieht von jedem Fehlergesetz abi man sucht lediglich den 
Wert der Unbekannten, der den kleinsten mittleren Fehler derselben 
ergiebt; man kommt dann auf die Methode der kleinsten Quadrate 
und auf das arithmetische Mittel als den jene Bedingung erfiille-nden 
Wert der Unbekannten. 

Das arithmetische Mittel ist also der plausibelste Wert, solange 
man eines der genannten 3 Prinzipien annimmt. Die Febler A haben 
dann die Eigenschaft: 

die zur Kontrolle dient. Der mittlere Fehler einer Beobachtung wird: 

I' = ~ = -V ~H]l (nach Nr. 8). 

Um den mittleren Febler des Resultates zu erhalten, benutzt man 
folgenden allgemeinen Satz: 
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Der mittlere Fehler M der Funktion ((Xl'~"'" X,,) = cxtXI 

+ "2Xll + ... + "nX" wird, wenn die mittleren Fehler der direkt 
gemessenen Grossen Xl' Xli' ••• , X" mit 1-'1, ~, ..• , p,,, bezeichnet wer
den, gefunden aus: 

MlI = cxt2P,12 + ~2 p,~l + ... + a!p,!. 
Dieser Satz lasst sich ubrigens soforl auf beliebige Funktionen aus
dehnen, sofern nur so gute Naherungswerte 111 12, ••• , 1" der X be
kannt sind, dass die Quadrate der Verbesserungen vernachlassigt 
werden konnen. Man hat, wenn: 

Xl = 11 + Al1 Xli = Z2 +~, ... , x" = 1" + An 
gesetzt wird, 

((Xli Xli' ••• , X,,) = ((l11 Z2"'" 1 .. ) + (AI ~~ + All ;( + ... + A" :fx), 
und daher: 

M2 = P,1 2 (~~r + P,22 (~(r + ... + p,; UfxY-
Der mittlere Fehler des Resultates obiger Ausgleichungsaufgabe 
wird also: 

oder wenn die Messungen alie gleich genau, also P,1 = ~ = ... 
= P,,, = p, sind: 

oder: 

M - ~ - -V [1.1.] • --.rn- n(n-1) 

Wir stelien die Formeln jetzt zusammen: 
Liegen fur eine Grosse die direkten Messungen gleicher Ge

nauigkeit Zl1 12 , ••• , 1n vor, so ist ihr 
. W 1.+ 7 + ... +1" plauslbelster ert: 1 =' ~ ; 

n 

die Fehler der einzelnen Beobachtungen sind: 

~=l-ll1 l2=1-l!l' ... ,l"=l-l,,, 

der mittlere Fehler einer Messung ist: 

- y[H] 
p, - n-1' 

der mittlere Fehler des Resultates ist: 

M-~= ,/ [H] . - -.rn r n(n-1) 
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Man kann den mittleren Febler einer Beobachtung auch aus den 
ersten Potenzen der Febler ableiten; man erhi:i.lt: 

(p.) = 1 . 25331 ! ~ ! + 11., I + ... + ! }.,,! , 
v'n(n-1) 

M = (p,). 

vn 
Das ist die namentlich bei zahlreichen Beobachtungen sehr bequeme 
Formel von Peters 50), fUr die He1mert 51) eine eingehende Begriindung 
und Diskussion ihrer Genauigkeit gegeben hat. 

10. Direkte Beoba.chtungen von verschiedener Genauigkeit. 
Beobachtungen von verschiedener Genauigkeit werden am bequemsten 
durch Gewichte charakterisiert (Nr. 8). Kommen den Messungen: 

111 ls, ., .. ,1'" 
einer Grosse die Gewichte: 

Pl1 Pi' .... , P" 
zu, so wird das plausibelste Resultat: 

1 = PIlI + Ps ls + ... + Pn 1" = [p 1] . 
PI +Pg+'" +P" [p] 

Das Gewicht dieses Resultates ist: 

sein mittIerer Fehler: 
P=Pl +P2 + ... +p,,; 

M=~ 
y'P' 

wo p. der mittlere Febler der Gewichtseinheit ist, der gefunden 
wird aus: 

= 1. 25331 ~ i '-II + yPsl1.~1 + ... +"JI'P: 11.", I 
v'n(n-1) , 

Al = 1-111 A2 = 1-12, ... , An = 1-1". 

Bei der Ableitung dieser Resultate ist folgender, auch allgemein 
geltende, haufig zur Anwendung kommende Satz beniitzt: 

Wenn man die Gleichungen, die zur Ermittelung der Unbekannten 
dienen: 

50) O . ..4.. F. Peters, Ask Nachr. 44 (1856), p. 29. 
51) HeImerl, Astr. Nachr. 85 (1875), p. 353, siehe auch 88 (1876), p. 113, 

und J. Larotk 87 (1875), p. 209. 
EnOJklop. d. math. WiBlenBch. I. 50 
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x = 1u X =~, ... , X = l", 
deren Gewichte 

Pl1 P"~ ... , p" 
sind, mit den Quadtratwwree1Jn aus ihren resp. Gewichten mu1tiplieiert, 
so werden sie a1le von gleichem Gewichte 1 und lWnnen wie Beobach
tungen gleicher Genauigkeit behandelt werden. 

11. Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen. Sind m Un
bekannte durch Beobachtung bestimmt, aber der Art, dass sie nicht 
direkt, sondem in bekannten Verbindungen f; (Xl' X!, ... , Xm) beobachtet 
sind, so hat man das allgemeinste Ausgleichungsproblem zu IOsen, 
auf das sich kompliziertere Faile in der Regel zuriickfuhren lassen, 
namlich die Auflosung der Gleichungen: 

ft (xu Xl!, •.. , Xm) = 111 
f, (Xl' Xl!, .•. , Xm) = ~, 

f,,(x l , 41, ... , Xm) = 1,. 

zu leisten; hierin sind f11 f2' ... bekannte Funktionen, 111 1" •• • ,1" 
die Beobachtungen. Eine Aufgabe der Ausgleichungsrechnung liegt 
nur vor, wenn n > m, d. h. wenn ubersclviissige Gleichungen vor
handen sind. Die Aufgabe ist in der gestellten Allgemeinheit nicht 
losbar, sondem nur in folgenden speziellen Fallen: 

a) Wenn samtliche Gleichungen linear sind. 
b) Wenn Naherungswerte der XU"'' x .. bekannt sind, mittelst 

derer unter Anwendung des Taylor'schen Satzes die Gleichungen auf 
lineare Form gebracht werden konnen, wenn notig durch mehrmalige 
Wiederholung des Prozesses. In praxi ist dies immer der Fall. Man 
muss und kann sich also auf die Betrachtung linearer Gleichungen 
beschranken, die man in der Regel in folgender Form schreibt: 

~ X + bdl + cl Z + ... = 11 

a,x + blly + ~e + ... = 12 
(1) 

a .. x + b .. y + c.. Z + ... = 1 .. 
(n Gleichungen mit m Unbekannten). 

Ein System der Unbekannten, welches diese Gleichungen streng er
fullt, giebt es nicht, da die 11 , l" ... , l .. beobachtete Grossen sind und 
n > mist. Es kommt vielmehr darauf an, jenes System aus den 
unendlich vielen moglichen herauszufinden, welches als das beste an
zusehen ist. Dabei bnn man nach zwei Prinzipien verfahren (Nr. 1). 
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a) Man sucht jenes System X, Y, Z, ... , fiir welches die Summe 
der Fehlerquadrate ein Minimum wird; die Fehler sind: 

1
61 = a. X + b1 Y + e1 Z + ... -11, 

(2) 
6" = a"X + b" Y + en Z + ... - 1n; 

man nennt dies die Feh1ergleichungen. 
Dieses System wird dann, wenn das Gauss'sche Fehlergesetz als 

geltend angenommen wird, zugleich das wahrscheinlichste (Methode 
der Theoria motus). 

b) Man sucht jenes System X, Y, Z, . .. , welches die kleinsten 
mittleren Fehler (grossten Gewichte) fUr die Unbekannten ergiebt. 
Die Definition des mittleren Fehlers ist unabhangig yom Fehlergesetz; 
es gilt also dasselbe von der Methode iiberhaupt, worin ihr wesent
licher Vorzug vor (a) besteht (Methode der Theor. comb.). 

Beide Methoden fiihren, wie Gauss (Theor. comb.) nachgewiesen 
hat, zu demselben Resultat, niimlich dass das aus den Gleichungen: 

[a a] x + [ab]y + [ae].e + ... = [al] 
[ba] x + [bbh + [be].e + ... = [bl] 
[ea] x + [eb]y + [cc].e + ... = [cl] (3) 

m Gleichungen mit m Unbekannten 

zu ermittelnde eindeutige System x, y, f&, ... unter allen linearen Kom
binationen, die man mit (1) vornehmen kann, den ermittelten Un
bekannten die grossten Gewichte verleiht. Man nennt (3) die Normal
gleichungen des Problems. 

Besitzen die Gleichungen (1) nicht gleiches Gewicht, d. h. miissen 
Beobachtungen verschiedener Genauigkeit kombiniert werden, so hat 
man unter Benutzung des in Nr. 10 angegebenen Satzes jede Glei
chung (1) mit der Quadratwurzel aus ihrem Gewicht zu multiplizieren. 
Die Normalgleichungen werden dann, wenn mit P1' Ps, ... pn die 
Gewichte bezeichnet werden: 

1 
[paa] x + [pab]y + [pac]f& + ... = [pal] 

(3 a) [pba] x + [pbb]y + [pbe].e + ... = [pbl] 
................ 

Sonst ist jede Anderung an den Gleichungen (1) unstatthaft; rechts 
miissen die reinen Beobachtungsgrossen erhalten bleiben. Divisionen, etc. 
mit gemeinsamen Faktoren wiirden eine Gewichtsanderung hervor
bringen. 
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Unbestimmte AuflOsung der Normalgleiehungen und Bestimmung 
der mittleren Fehler der Unbekannten. Betrachtet man an Stelle der 
N ormalgleichungen (3) das verwandte System: 

[a a] A + [ab]B + [ae]C + ... = P, 
(4) [ba]A + [bb]B + [be] C + ... = R, 

[ea]A + [eb]B + [ee] C + ... = S, 

so kannen A, B, C, ... durch die unbestimmt angesetzten Grassen 
P, R, S, ... ausgedriickt werden: 

A = PQl1 + RQ12 + SQ1S + .. . 
(5) B = PQ2l + RQ22 + SQ2S + .. . 

C = P QS1 + R QS2 + S Qss + .. . 

und die m2 Koeffizienten Qik (Qik= Qki) gehen hervor aus der Auf
lasung der m Gleichungssysteme: 

[aa]Qn + [ab]Ql2 + [ac]Qls + ... = 1 

[ba] Qll + [bb]Ql2 + [be] QlS + ... = 0 

[ea] Ql1 + [eb] Q12 + [ee] Q13 + ... = 0 

[aa]Q21 + [ab]Q22 + [ae]Q2s + ... = 0 

(6) [ba] Q21 + Ebb] Q22 + [be] Q2S + ... = 1 

[ea] Q21 + [eb] Q22 + [ee] Q23 + ... = 0 

[aa]Q31 + [ab]Qs2 + rae] Q33 + ... = 0 
[ba]Qsl +·[bb]Qs2 + [be] Qss + ... = 0 

[ea]Qsl + [cb] Q32 + [ec] Qss + ... = 1 

Setzt man 
P=[al], R=[bl], S=[el], ... , 

so gehen A, B, C, ... iiber in die Werte der Unbekannten x, y, z, ... : 

x = Cal] Ql1 + [bl] Q12 + [el] QlS + ... 
(7) y = Cal] Q21 + [bl] Q22 + [el] Q2S + .. " 

z = Cal] QSl + [bl] QS2 + [el] Qss + ... 
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Daraus ergiebt sich folgende Regel: Um die Gleichungen (3) aufzulosen, 
ersetzt man die numerischen Werle [al], [bl], ... durch die un
bestimmten Koeffizienten P, R, S, ... , wahrend links fiir die Cab] 
die numerischen Werte angesetzt sind. Das aus dieser Auflosung 
hervorgehende System von der Form (5) giebt einerseits die Un
bekannten, sobald statt P, R, S, ... die numerischen Werte [al], 
[bl], - - . gesetzt werden, andererseits das System der m' Grossen Qu" 
welche sofort zur Bestimmung der mittleren Fehler der Unbekannten 
dienen konnen. Stent man namlich die Unbekannten in der Form auf: 

x = "tll + a2l2 + ... + anl" 

?I = Plll + P2~ + .. -+ p"l" 
s = rlll + rSl2 + ... + rnln 

. . . . . . . . . . , 
so sind die mittleren Fehler der Unbekannten: 

(8) 1£", =!£ y[aa], !£!I =!£ ·VCPP] , !£z =!£ Y[rr] , ... , 
wenn mit !£ der mittlere Fehler einer Beobachtung vom Gewichte 1 
bezeichnet wird; fiir diesen erhalt man: 

!£ = -V [66] • 
n-m 

Die l!'ehler h werden durch (2) ermittelt, indem man fiir X, Y, ... 
die gefundenen Werte der Unbekannten substituierl. Man weist nun 
nach, dass: 

[aa] = Ql1' [~~] = Q22' ••• , 

womit (8) berechenbar wird. Die Qu, Q22' . .. sind also nichts 
anderes als die reciproken Werte der Gewichte der Unbekannten. 
Zur Kontrolle der Rechnung dient: 

(9) [ha] = [hPJ = ... = O. 
Der Gauss'sche Algorithmus sur AuflOsung der Normalgleichungen. 
Die eben gegebene Methode ist nur bequem, wenn die Koeffi

zienten in den N ormalgleichungen runde Zahlen und viele derselben 
Null sind. 1m allgemeinen schlagt man das Verfahren der successiven 
Elimination nach Gauss ein, welches im folgenden besteht: man driickt 
aus der ersten Gleichung x durch ?I, z, . .. aus und substituierl diesen 
Wert in die folgenden Gleichungen, dann entsteht ein System, welches 
aIle Eigenschaften des vorigen, aber eine Unbekannte weniger hat. 
Wird derselbe Prozess weiter verfolgt, so hat man zuletzt m Systeme 
von Gleichungen, deren jedes bez. aus m, m-l, . .. 1 Gleichungen 
besteht. Die ersten Gleichungen derselben werden in der Gauss'schen 
Bezeichnungsweise (4 Unbekannte angenommen): 
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[a a] X + [ablY + [ac].z + [ad]t = [al] 
(10) [bb·1]y+[bc·1].z+[bd·1]t=[bl·1] 

[cc·2].z + [cd·2]t= [cl·2] 
[dd·3]t= [dl.3] 

und heissen Eliminationsgleichungen; sie ergeben von der letzten aus
gehend die Unbekannten durch successive Elimination. Man weist nach: 

1 
[dd.3] = Q«, 

also nach dem obigen: In der let.zten Eliminationsgleichung ist der 
Koeffizient der Unbekannten ihr Gewicht. 

Daraus ergiebt sich eine oft eingeschlagene Methode der Ge
wichtsbestimmung: Man lost die Normalgleichungen so oft auf, als 
die Zahl der Unbekannten betrligt, indem man immer eine andere 
Unbekannte an den Schluss stent. Eine andere Methode der Ge
wichtsbestimmung besteht darin, dass man aus den Gleichungen (6), 
di~ daher auch Gewichtsgleichungen heissen, die Unbekannten Q11' 
Q2il' Qss,' .. ermittelt, indem man jene ebenso behandelt wie die 
N ormalgleichungen aelbst. 

Der ganze, so ungemein hii.ufig zur Anwendung kommende Rechen
schematismus kann hier nicht reproduziert werden. In Helrnert, Meth. 
der kl. Quadr. § 17 und besonders ausf'iihrlich in Oppolzer, Lehrbuch 
der Bahnbest. 2, Leipz. 1880, p. 329 (siehe besonders die Vorsehrift 
auf S. 340 fur die Anlage der Rechnung) sind die Formeln vollstii.ndig 
zusammengestellt. Man sehe auch die Ableitung und Zusammen
stellung von Encke, Berl. Astr. Jahrb.1835 = Ges. Abh. 2, p. 84.-

Als stii.ndige Kontrolle fiihrt man bei der Rechnung die Summen
gleichung mit, namlich: 

sl=~+bl+Cl+'" 
s2=a2 +b2 +c2 +· .. 

[sa] x + [sb]y + ... = [sl]. 

Wird diese Summengleichung denselben Operationen unterworfen wie 
die Normalgleichungen 'selbst, so hat man in den Koeffizienten der 
entsprechenden Gleichungen stets die Summen der zugehorigen aus 
den N ormalgleichungen fiiessenden Gleichungen. Auch schon zur 
Kontrolle der Bildung der N ormalgleichungen aua den urspriinglichen 
Gleichungen dient diese Summengleichung, denn man hat: 

[sa] = [aa] + [ba] + ... 
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Eine andere mehr summarische Kontrolle wird durch die Formel 
geboten: 

[IYIY] = ell] - x [la] - y[lb] -"'; 

auch die Anwendung der Gleichungen: 

[IYa] = [IYb] = ... = [IY8] = 0 
ist oft nutzlich.-

Fur 3 Unbekannte hat O. G. J. Jacobi ein symmetrisches Ver
fahren, diese und ihre Gewichte zu bestimmen, angegeben, welches 
von Bessel (Astr. Nachr. 17, 1840, p.305 = Ges. Abh. 2, p.401) 
mitgeteilt und von H. SeeUger (Astr. Nachr. 82, 1873, p. 249) be
wiesen wurde. 

Die praktisch belanglose, jedoch theoretisch wichtige Darstellung 
der Unbekannten und ihrer Gewichte durch Determinanten wurde von 
Glaisher 5S) und P. van Geer 53) ausgebildet, nachdem Jacobi (J. f. Math. 
22, 1841, p. 285 = Werke 3, p. 355) die Grundlagen geschaffen hatte 
[I A 2, Nr. 16 if.]. Folgender Satz moge daraus angefiihrt werden: 

Wenn man aus den n Gleichungen (1) aIle moglichen (k) Kom
binationen zu je m Gleichungen bildet und aus allen diesen Systemen 
die Werte der m Unbekannten x, y, $, .•• bestimmt, so kann man die 
k Wertsysteme x, y, $, • .. als die Koordinaten von k Punkten im 
Raume von m Dimensionen auffassen; wird jeder Punkt mit einer 
Masse belegt, welche gleich ist dem Quadrat der entsprechenden, ge
meinsamen Nennerdeterminante des Systems, so giebt der Schwer
punkt dieser k Punkte dasjenige System x, y, $, •.. welches die Methode 
der kleinsten Quadrate durch die Auflosung eines einzigen Systemes 
liefert. 

1st die Anzahl der Unbekannten sehr gross, dann leistet sehr 
haufig ein indirektes (Niiherungs-) Verfahren zur Ermittelung der Un
bekannten grosse Dienste. Dieses Verfahren ist von O. G. J. Jacobi M) 

angegeben, von L. Seidil M ) ausgearbeitet worden. Es beruht auf dem 
Umstand, dass in vielen Fallen der Praxis der quadratische Koeffizient 
einer Unbekannten die anderen Koeffizienten derselben Gleichung weit 

52) Glaisher, Lond. R. Astr. Soc. Monthly Not. 34 (1874), p. 311; 40 (1880), 
p. 600; 41 (1880), p. 181. 

53) van Geer, Nieuwe archief voor wiskunde 12 (1885), p. 60; 18, 1891. 
64) Jacobi, Astr. Nachr. 22 (1845), p. 297 = Werke 3, p.467; Seidel, Miinch. 

Abb. 11, 1874. R. Mehmke vereinfacht das Verfamen, indem er die Gleichungen 
in Gruppen von 2 bis 3 zusammenfasst und die Summen der absoluten Werte 
(statt der Quadrate) der Widerspriiche zu Grunde legt, Mosk. Math. Samml. 1892; 
ebenda untersuchen Mehmke und P. A. Necrassoff die Konvergenz des Verfahrens. 
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uberwiegt, sodass aus dieser Gleichung allein ein guter Naherungs
wert der betreffenden Unbekannten abgeleitet werden kann. 

Haufig tritt, namentlich in der geodatischen Praxis, der Fall auf, 
dass man uber die Gewichte der einzelnen Gleichungen frei verfugen 
kann, d. h. dass man jeder Gleichung durch entsprechende Haufung 
der Beobachtungen ein bestimmtes Gewicht verschaffen kann. Es 
entsteht dann die wichtige Aufgabe: durch welche Gewichtsverteilung, 
d. h. durch welche Arbeitsverteilung werden die giinstigsten Resultate 
fur aUe oder rur bestimmte Unbekannte aus einem System von Be
dingungsgleichungen erhalten, wenn die Gesamtarbeit vorgeschrieben 
ist? Diese Aufgabe hat H. Bruns gelost (Leipz. Abh. 13, 1886, p. 517). 

12. Ausg1eichung vermittelnder Beobachtungen mit Bedingungs
gleiohungen. Hat man eine Anzahl von bekannten Funktionen 
mehrerer Variabeln beobachtet und bestehen zwischen den wahrem, 
Werten der Unbekannten Bedingungsgleichungen, die auch von den 
ausgeglichenen Werten der Unbekannten strenge erfullt sein mussen, 
so spricht man von vermitte1rulm Beobachtungem, mit BediJngungs
gleichungem,. Das allgemeine Problem, des sen Losung zu leisten ist, 
stellt sich so: Es sind die n Gleichungen mit m Unbekannten (n> m): 

a1 x + b1 y + ... = 11 Gewichte g1 

(a) a.s x + b2y + ... = 12 g2 

a"x+ b"y+ ... = 101 gn 
nach der Methode der kleinsten Quadrate aufzulosen, so zwar, dass 
die ausgeglichenen Werte der Unbekannten folgenden If Gleichungen 
strenge geniigen: 

(b) 
Po + PlX + P2Y + ... = 0, 
qo + ql X + q2 Y + ... = 0, 

Eine Aufgabe der Ausgleichungsrechnung liegt nur vor, wenn If < m 
und n > m - If ist. 

Man hat, um den Bedurfnissen der Praxis, namentlich der Geo
dii.sie, wo diese Aufgaben am haufigsten auftreten, entgegen zu kommen, 
das allgemeine Problem in mehrere UnterfaUe zerlegt, deren jeder 
eine besonders bequeme Behandlung gestattet. Betreffs dieser Losungen 
muss auf die Originalabhandlungen und geodatischen Handbucher 65) 
verwiesen werden. 

55) Hansen, Geod. Unters., Leipz. Abh. 9, 1868; Helmert, Meth. der ]d. 

Quadr., 4. Abschn.; Gerling, Ausgleichungsrechnung; Jordan, Vermessungskunde1 
u. s. f. 
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Eine erste allgemeine Methode besteht darin, dass man mit Hiilfe 
der Bedingungsgleichungen r Unbekannte aus den vermittelnden Glei
chungen eliminiert. Diese enthalten dann m - r Unbekannte und 
werden nach dem vorigen Verfahren fiir vermittelnde Beobachtungen 
ausgeglichen. Dieses Verfahren ist in Bezug auf die Unbekannten 
unsymmetrisch und wird nur selten benutzt. 

Ein zweites, direktes Verfahren beruht auf der Bestimmung eines 
Minimums mit N ebenbedingungen [I A 2, N r.t6 :If.]. Sind hI' d'2' ... , d'n 
die Fehler der Beobachtungen 11 , 12 , ••• , 1n, so muss: 

[hd'g] - 2kl (Po+PlX+ P2Y+ ... )-2k2(%+ql X+q2Y+···) - ... 

ein Minimum werden, wofiir die Bedingungen durch Di:lferenziation 
dieses Ausdruckes nach x, y, z, ... aufgestellt werden. Noch ein
facher ist es, wenn man den Fehlergleichungen von (a): 

hl = alx + bly + ... -ll Gewichte g1 

gn 

die Gleichungen (b) in der Form von Fehlergleichungen: 

hn +1 = P1 X + P2Y + ... + Po Gewichte gn+l, 

" 
hinzufugt und das ganze System nach dem Verfahren fur vermittelnde 
Beobachtungen behandelt, wobei nur scbliesslich hn +l =d'n+2=···=O 
zu setzen ist. Die 

gn+l d'n+l = kl , 

gn+2 hn+2 = k2' 

werden dadurch nicht Null, da gn+l I gn+2, ... unendlich gross sind. 
Die Normalgleichungen werden dann: 

[aag] x + [abg]y + ... + P1 k1 + q1 k2 + ... = [alg] , 
[bag] x + [bbg]y + ... + P2kl + q2k2 + ... = [blg] , 

denen man hinzufugt: 

PIX + P2Y 
Ql x + Q2Y 

+ .. . 
+ .. . 

=-Po, 
=-Qol 

sodass man jetzt m + r Gleichungen mit den m + r Unbekannten 
x, y, ... kll k2' ... hat. Der mittlere Febler der Gewichtseinheit wird: 
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,/ [66g] 
1'= Y n-m+r' 

und die mittleren Fehler der Unbekannten: 

1'", = I' VQiU··· 
13. Ausgleichung bedingter Beobachtungen. Dieser Fall kommt 

in der Praxis besonders hiiufig vor und soIl daher besprochen werden, 
obwohl er ein Spezialfall des vorigen ist. Sind ll' It, ... l .. Beobach
tungen verschiedener Grossen, zwischen deren wahren Werten II + 6 11 

li + ~ , ... , l", + A.. die r 13edingungsgleichungen: 

Po + PI C4 + AI) + ... + p .. (l .. + A,,) = 0] 
~o ~ q: (l~ ~ A.I) ~ : ... +. q".(ln .+ .A~) . ° r Gleichungen 

bestehen, so konnen, wenn r < n - und nur dann liegt eine Auf
go.be der Ausgleichungsrechnung vor - zwar nicht die A selbst be
stimmt werden, wohl aber die plausibelsten Verbellserungen 611 ••• ,6", 
welche den Bedingungen: 

Po + PI (ll + 61) + ... + P .. (l .. + 6 .. ) = ° , 
qo + ql(ll + 61) + ... + q,,(ln + 6,.) = 0, 

und zugleich der Bedingung der kleinsten Fehlerquadro.tsumme: 

[66] = Minimum 

geniigen. - Wir schreiben, indem wir setzen: 

Po + PIll + ... + P" l,. = WI> 
qo + ql II + ... + q,. l" = ws, 

die Bedingungsgleichungen so: 

Pl 61 + ... + P" 6", + WI = 0] 
(a) ~16~ ~ . : . ~ ~",6~ ~ ~2 • ~ r Gleichungen. 

Eine erste Methode, die vorliegende Aufgabe zu losen, besteht in deren 
ZUrUckfiihrung auf vermittelnde Beobachtungen. Man greift beliebige 
n - r von den 6 heraus und nennt sie x, y, f&, ••• ; die iibrigen r der 6 
konnen vermoge Elimination durch x, y, f&, ••• dargestellt werden. Folgende 
n Gleichungen mit n - If Unbekannten: 

] n - r Gleichu»g_», 
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ba =- U1 + a1 X + b1y + .. 'l 
~.,; . ~i:- ~x. +. bi~ :- '.' . r Gleichungen 

sind dann die Fehlergleichungen in der Form, wie wir sie bei den 
vermittelnden Beobachtungen voraussetzten und konnen nach der be
kannten Met.hode behandelt werden. 

Eine zweite, direkte und symmetrische Losung beruht wieder wie 
vorhin auf der Bestimmung eines Minimums mit N ebenbedingungen. 
Die Differenziation des Ausdruckes: 

[d'bg] - 2kl (Wl + Pld'i + Pib2 + ... + pnd'n) 

- 2k2(Wi + q1d'1 + Q2 d'2 + ... + qnd'n) - ... 

nach den 8 ergiebt die n Gleichungen mit den r Multiplikatoren k: 

8191 = kl PI + k2 ql + ks rl + ... 
(b) 82 g2 = k1P2 + k2 q2 + kSr2 + .. . 

8s gs = ki Ps + k'J qs + ks rs + .. . 
. . . . . . . . . . . . , 

welche nach Gauss (The or. comb. suppl. § 11 = Werke 4, p. 68) die Kor
relatengleichungen genannt werden (die k selbst heissen die Korrelaten). 
Die Substitution der b aus (b) in die Gleichungen ( a) liefert die r 
N ormalgleichungen: 

[P:Jkl + [~qJk2 + [~rJ ks + ... + WI = 0, 
[q:Jkl + [q:Jk2 + [q;J ks + ... + w2 = 0, 

(c) 

. . . ............. , 
die zur Ermittelung der r Korrelaten k dienen. Die Gleichungen 
(b) geben daun schliesslich die plausibelsten Werte der b. - Der 
mittlere Fehler der Gewichtseinheit wird: 

I' = Y[Il:U]. 
Als Kontrolle dient die Gleichung: 

[8d'g] = - [kw]. 

14. Febler in der Ebene und im Raume. Die bisher betrach
teten Fehler konnen als lineare bezeichnet werden. Handelt es sich 
aber um die Bestimmung eines Punktes in der Ebene und im Raume, 
so tritt zu dem linearen Fehlerbetrag auch noch die Richtung, in der 
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er liegt. An Stelle der Kurve der Wahrsckeinlichkeit tritt die Wahr
scheinlichkeitsfliiche bez. der WahrsckeinlichkeitslWrper. 

A. Bravais 56) und von allgemeineren V oraussetzungen ausgehend 
J Bienayme 57) haben nachgewiesen, dass die Punkte gleicher Wahr
scheinlichkeit auf ahnlichen, konzentrischen und ahnlich liegenden 
Ellipsen bez. Ellipsoiden [III C 1,4] mit dem beobachteten Punkt als 
gemeinsamen Mittelpunkt liegen. 

Die vollstandige Theorie der Beobachtungsfehler in der Ebene 
und im Raume riihrt von Oh. M. Schols 58) her. Er weist den Zu
sammenhang zwischen den mittleren Fehlerquadraten und den Trag
heitsmomenten nach und fiihrt die Hauptaxen der Wahrscheinlichkeit 
ein, die unabhangig sind vom Fehlergesetz. Mit Benutzung des schon 
von Roger Cotes 58") ausgesprochenen Satzes, der dem Satz vom arith
metischen Mittel entspricht, namlich, dass die wahrscheinlichste Lage 
eines Punktes, der durch eine Anzahl von Punkten im Raume durch 
Beobachtung bestimmt wurde, der Schwerpunkt dieser letzteren sei, 
begriindet er das Gesetz der Fehler im Raume: 

- (2~x + 2~y + 2~J 
e 

([J= , 
Y2Kx 1l: Y2Ky 1l:y2 K z 1l: 

und fiihrt die Begriffe der Fehlerellipse und des Fehlerellipsoides ein. 
Eine gedrangte Darstellung aller Resultate ist unmoglich; es muss 
auf die citierten Abhandlungen und auf die zusammenfassende Dar
stellung von Ozuber, Beobachtungsfehler, Teil III verwiesen werden. 

Die auf dieser Theorie beruhenden, hauptsachlich in der Geodasie 
verwandten Ausgleichungsmethoden sind in den geodatischen Hand
biichern 59) nachzusehen. 

15. Fehler der Ausgleichung. Ausschluss von Beobachtungen. 
Systematisches Verhaltan dar Fehler. Das Gelingen einer Aus
gleichung wird nach den iibrig bleibenden Fehlern beurteilt. Man 
kann nach Nr. 4: priifen, ob das Gauss'sche Fehlergesetz besteht und 
darnach entscheiden, ob dem Resultat der Charakter des wahrschein-

56) Bravais, Analyse math. sur les prob. etc., Par. Mem. 9 (1846), p. 255. 
57) Bienayme, Sur la prob. des erreurs, Joum. de math. (1) 17 (1852), p. 33; 

s. im Anschluss hieran die Behandlung der Fehlerellipse bei E. Czuber, Wien. 
Ber. 82 2 (1880), p. 698. 

58) Schols, Theorie des erreurs dans Ie plan et dans l'espace, Delft Ann. 2 
(1886), p. 123. 

58*) Cotes, Aestimatio errorum in mixta mathesi, Cantabrig. 1722. 
59) Siehe u. a. Hehnert, Ausgleichungsrechnung § 28. 
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lichsten Wertes oder des grossten Gewichtes zukommt oder ob es 
reines Rechnungsresultat ist (Nr. 9). Bei kleineren Beobachtungs
reihen geniigt es in der Regel nachzusehen, ob die Anzahl der posi
tiven Fehler gleich der Anzahl der negativen Fehler ist, ob die 
Summe der Quadrate der positiven Fehler gleich der Summe der 
Quadrate der negativen Fehler ist und ob die Summe der positiven 
Fehler gleich der Summe der negativen Fehler ist. Will man das 
Bestehen des Gauss'schen Fehlergesetzes genauer priifen, so wird 
folgende dem Lehrbuche von Helmert entnommene Tabelle von Nutzen 
sein. !L = mittlerer Fehler. Von 1000 Fehlern liegen zwischen den 
Grenzen: 

+ 0·1 !L • •. 80 Fehler + 0·8 !L •.. 576 Fehler 
0·2 159 0·9 632 
0·3 236 1·0 683 
0·4 311 1·5 866 
0·5 383 2·0 954 
0·6 451 2·5 988 
0·7 516 3·0 997 

Der mutmassliche grosste Fehler M, der vorkommen darf, wird durch 
die Gleichung charakterisiert: 

n ;.;; J:- t' d t = 1, (n = Anzahl der Beo bachtungen) , 
M 

,uY2 
mit der folgende dem Buche von Ozuber entnommene Tabelle be
rechnet ist: 

M 
n 

P-

20 1·95 
40 2·24 
60 2·39 
80 2·49 

100 2·58 
500 . . 3·09 

M 
n 

P-

1000 3·39 
5000 3·72 

10000 . 3·89 
100000 ••. 4·41 

1000000 .•. 4·88 

.Ausscheidung von widersprechenden Beobachtungen 60). Man hat 
Kriterien aufzustellen versucht, miUelst derer widersprechende Beo
bachtungen ausgeschieden werden konnen; dass hiedurch das Resultat. 
verbessert wird, hat Bertrand 61) bestii.tigt. TIber das Benj. Peirce'sche 

60) Siehe hieriiber die zusammenhangendeDarstellung von Czubm' a. a. O. § 11. 
61) Bertrand, Caleul des Prob., Par. 1889, art. 166. 
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Kriterium sehe man Peirce, Astr. Journ. 2, 1852 und W. Okauvenet, 
Spher. Ask 2 (Tafeln hierzu von B. A. Gould, Ask Journ. 4, 1856 
und Okauvenet a. a. 0.); iiber das Stone'sche sehe man Lond. R. Ash. 
Soc. Monthly Not. 28, 1868. Keines derselben ist von willkiirlichen 
Annahmen frei, sodass die Ansicht der Mehrzahl der Beobachter dahin 
geht, dass iiberhaupt keine Beobachtung ausgeschlossen werden diirfe, 
bei der nicht schon bei der Beobachtung Zweifel aufgestiegen seien. 

Werden die Fehler nach bestimmten Gesichtspunkten geordnet, 
so gestattet schon die Abzahlung der Zeichenwechsel Aufschliisse iibex 
das V orhandensein systematischer Fehlerquellen. H. Beeliger 62) hat hier
fiber mehrere Kriterien aufgestellt, die vom Fehlergesetz unabhangig 
sind. E. Abbe 68) kommt zu folgendem Resultat: Wird die Giiltigkeit 
des Gauss'schen Fehlergesetzes angenommen und sind A:t, A2 , ••• , A .. 
die nach einem bestimmten Gesichtspunkte geordneten Fehler einer 
Ausgleichung, so muss: 

Al~ + A2 As + A8 A, + .. '. + A .. Al 
mit wachsendem n gegen Null konvergieren. 

Wie zweckmassig in Fallen verfahren werden kann, in denen das 
Gauss'sche Fehlergesetz sicher nicht erfiillt ist, wo z. B. grosse Fehler 
in viel grosserer Anzahl auftreten, als dieses Gesetz gestattet, hat 
Newcomb 64) gezeigt. Dber abnorme Fehler-Verteilung und Verwerfung 
zweifelhafter Beobachtungen handelt auch R. Lehmann-Filhes 65). 

62) Seeliger, Astr. Nachr. 96 (1879), p. 49 u. 97 (1880), p. 289, sowie Miinch. 
Ber. 29 (1899), p. 3. 

63) Abbe, tIber die Gesetzmassigkeit in der Verteilung der Fehler bei Be
obachtungsreihen, Jena 1865. 

64) S. Newcomb, A Generalized Theory of the combination of Observations 
so as to obtain the best Resultat, Amer. J. of math. 8 (1886), p. 343. 

65) Lehmawn-FilMs, Astr. Nachr. 117 (1887), p. 121. 
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R. Radau, Etudes sur les formules d'interpolation, Paris 1891. Fast erschOp
fende Darstellung alIer einschHi,gigen Arbeiten, die mir bei Abfassung des 
Artikels von grossem Nutzen gewesen ist. 

A. A. Markoft~ Differenzenret)bnung, St. Petersb. 1891 (russisch). Deutsch von 
Th. Friesendorff und E. Priimm. Leipzig 1896. 

Darstellungen der Interpolationsrechnung £lnden sich in jedem astrono
miscben und mathematischen Handbuch; Tafeln zur Erleichterung der Inter
polation in fast jeder mathematischen Tafelsammlung (Vega, Barlow, Albrecht, 
Peters). 

1. Definition einer Interpolationsformel *). Verschiedene Arten 
derselben. 1st von einer Funktion (die an der in Betracht kommen
den Stelle als stetig vorausgesetzt wird) der analytische Ausdruck ent
weder unbekannt oder wird er als zu kompliziert fur unbekannt an
genommen, so ist es gleichwohl moglich, Naherungswerte derselben 
fur beliebige Werte des Argumentes innerhalb gewisser Grenzen an
zugeben, wenn fur bestimmte Werle des Argumentes, sei es durch 
Beobachtung oder durch direkte Benutzung des analytischen Aus
druckes die numerischen Betrage der Funktion vorliegen. Das hierzu 
ausgebildete Verfahren, vorhandene Zahlenreihen durch Einschalten 
neuer Werte mittelst eines raschen Prozesses zu erganzen, heisst Inter
polieren 1); dasselbe besteht in der Regel in der Ersetzung der ursprung
lichen Funktion durch eine bequemer zu berechnende neue Funktion, 
welche aus den bekannten numerischen Werten gebildet wird und 
welche sich diesen moglichst enge anschmiegt; diese Funktion heisst 
Interpolationsformel. Es hangt von der N atur der ursprunglichen 
Funktion beziehungsweise von dem Verlauf der vorliegenden Zahlen
reihe ab, welche Form man der Interpolationsformel zu geben hat; 
man kann eine ganze rationale Funktion nehmen (parabolische Inter
polation [Nr. 3]) oder eine gebrochene rationale Funktion (nach 
A. Cauchy [Nr. 3]) oder eine Exponentialfunktion (nach R. Prony 
[Nr.12]) oder eine periodische nach den sin und cos der Vielfachen 
des Argumentes forlschreitende Funktion (nach Lagrange, Gauss, 
U. J. Leverrier [Nr. 10]) oder eine nach Kugelfunktionen fortschrei
tende Reihe (nach A. M. Legendre, F. Ne:umann [Nr. 13]) oder end-

*) Durch eine Interpolationsformel kann man auch "ausgleichen", wenn die 
vorgelegten Werte eine "Ausgleichung" (frz. ajustement, engl. adjustement, gra
duation) gestatten, d. h. wenn sie nicht streng, sondern beobachtet sind. Cf. 
I B 1 a, Nr. 3; I D 4 b, Nr. 1>, 6, sowie die ents'prechende Bemerkung zu I D 2, 
Nr.l. 

1) Das Wort wird zuerst von J. Wallis gebraucht: Aritbmetica Infinitorum 
Oxon. 1655. 
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lich man kann einen vollig allgemeinen Ansatz machen in Gestalt einer 
beliebig weit fortzusetzenden und beliebig zusammengesetzten Reihe 
(nach Cauchy [Nr. 11] und P. TsChebyscheff [Nr. 14:]). Dient die Inter
polationsformel zur Darstellung einer Beobachtungsreihe, so miissen 
ihre Koeffizienten nach den Prinzipien einer Fehlerlheorie [I D 2] 
bestimmt werden. Statt die vorgelegten Werte einer Funktion '!I zu 
interpolieren, kann es oft zweckmassiger sein, die entsprechenden 
Werte einer einfach herzustellenden Funktion von y, z. B. e", log '!I, 
VY der Interpolation zu unterwerfen 2). 

2. Historisches und hauptsii.chlichste Anwendungen. mer 
die altere Entwickelung von interpolatorischen Verfahren giebt die 
historische Einleitung zu einer der Abhandlungen von Lagrange 3) 
iibel' diesen Gegenstand Aufschluss; sie begann bei den ersten Her
stellern von mathematischen und astronomischen Tafeln und fand in 
den allgemeinen Formeln von J. Newton 4) und Lagrange 5) ihren vor
laufigen Abschluss. Der weitere Ausbau ist an die Namen von Gauss, 
Encke, Cauchy, Leverrier und Tsckebyscheff gekniipft, deren Arbeiten 
an geeigneter Stelle citiert werden. 

Interpolationsmethoden sind bei der Konstruktion und beim Ge
brauch mathematischer Tafeln, astronomischer Ephemeriden u. s. f. 
unentbehrlich [Nr.9]; bei der Diskussion physikalischer und astro
nomischer Erscheinungen, deren Gesetz noch unbekannt ist, spielen 
sie sowohl fiir die Untersuchung als auch fUr die Ausgleichung [I D 2] 
der beobachteten Daten eine grosse Rolle. 

Geometrisch interpretiert ist Interpolation die Bestimmung einer 
Kurve aus einer Reihe gegebener Punkte. 

Die Interpolationsformel kann die wahre Funktion innerhalb ihres 
Geltungsbereiches auch betreifs aller damit vorzunehmenden Operationen 
ersetzen; insbesondere fUhrt ihre Verwertung zur mechanischen Diife
renziation und. Quadratur [Nr. 8]. 

3. Parabolische Interpolation. Formel von Lagrange [I B 1 a, 
Nr.2]. Die Grundlage fiir die parabolische Interpolation ist entweder 
der Taylor'sche Satz [II A 2, Nr. 11 if.] oder auch der Satz, dass jede 
Funktion innerhalb bestimmter Grenzen nahel'ungsweise durch eine 

2) O. W. Merrifield, Report on the present State of Knowledge of the appli-
cation of quadratures and interpolation to actual data (British Ass. 1880). 

3) LafJ'l'ange, Sur les interpolations 1778 = Oeuvres 7, p. 535. 
4) Newton, Principia math. Lib. III, Lemma V. 
5) Laf}'l'ange, Le90ns eMmentaires sur les Mathematiques 1795 = Oeuvres 

7, p. 284. 
Encyklop. d. math. Wis8en8ch. I. 51 
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ganze rationale Funktion {3rsetzt werden kann. Wird die Funktion 
{(x) dargestellt durch die ganze Funktion (m - 1yen Grades: 

X = a + px + yx2 + ... + vxm- 1 , 

und sind m Werte derselben .A, B, C, ... N bekannt, die den Argu-
mentwerten a, b, c, ... n entsprechen, so kann der Wert dieser Funk
tion fiir einen beliebigen Wert von x z. B. fiir x = t angegeben 
werden; ist er T, so hat man namlich die m + 1 Gleichungen: 

.A = (X + f3a + ya2 + ... + vam - 1 

B = (X + f3b + yb2 + .. : + vbm - 1 

. . . . . . . ..... . 
T = (X + pt + yt 2 + ... + vtm- 1 , 

aus denen die m Grossen (x, f3, ... v eliminiert werden konnen 
[I B 1 b, Nr. 12]; das Eliminationsresultat wird, wenn diese Glei
chungen der Reihe nach mit: 

1 
(a - b) (a - c) ... (a - t) 

1 
(t - a) (t - b) ... (t - n) 

multipliziert und addiert werden, in der Form erhalten: 
.A B 

(a - b) (a - c) ... (a - t) + (b - a) (b - c) ... (b - t) + ... 
+ T =W (t-a) (t- b)· .. (t- n) . 

Wist aber gleich Null nach dem allgemeinen Satz (L. Euler, Inst. Calc. 
Int. Petrop. 2, 1768/70, p. 432; Gauss, Werke 6, p. 266), dass: 

ar br 

Sr = (a - b) (a - c) ... + (b - a) (b - c) ... + ... 
gleich der Summe del' Kombinationen zu r + 1 - m Elementen mit 
Wiederholungen aus den m Elementen a, b, c, ... ist. Es folgt also: 

(1) T = (t - b) (t - c) ... (t - n) A + (t - a) (t -- c) ... (t - n) B + ... 
(a-b)(a-c) ... (a-n) (b-a)(b-c)· .. (b-n) 

+ (t - a) (t - b) ... N 
(n-a)(n-b)... . 

Hierdurch ist der Funktionswert T, der dem Argumente x = t ent
spricht, durch bekannte Grossen ausgedriickt 6). 

6) Encke, tJber Interpolation, Ber!' Jahrb. f. 1830 = Ges. Abh. l,p. 1 (nach 
einer V orlesung von Gauss 1812); Gauss, Theoria Interpolationis methodo nova 
tractata = Werke 3, p. 265. Auf kiirzerem Wege ergiebt sich das Eliminations
resultat (1) auf Grund des Cauchy'schen Satzes [1 A 2, Nr. 15] iiber das alter
nierende Produkt. 
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(1) ist die Lagrange'sche Interpolations{ormel; da sie, wie un
mittelbar ersichtlich ist, fiir t = a, b, . .. n dieselben Werte annimmt 
wie X, niimlich A, B, ... N, so muss sie mit diesem identisch sein; 
es ist also allgemein: 

(1 a) X _ (x - b) (x - c) ... (x - n) A + (x - a) (x - c) ... (x - n) B + ... 
- (a-b)(a-c)···(a-n) (b-a)(b-c)···(b-n) 

(x-a)(x-b)··· N + (n-a)(n-b)··· . 

Sind m Werte der Funktion {(x) gegeben, so konnen auch nur die 
m Koeffizienten einer Funktion (m - 1 )tell Grades X bestimmt werden. 
Reicht diese zur Darstellung von {(x) nicht aus, sondern sind noch 
die Glieder + "x"' + 6Xm+1 + ... zur Ergiinzung notig, so kann 
doch die geschlossene Funktion (m - 1 )teu Grades zur Interpolation 
als "functio simplicissima" (Gauss) benutzt werden. Der Fehler, der 
dann begangen wird, ist: 

(t - a) (t - b) ... (t - n)(" + 6(a + b + c + ... n) + ... ); 
er wird also um so kleiner, je naher t an einen der gegebenen Werte 
a, b, ... gebracht wird und je mehr er in der Mitte zwischen 
allen liegt 7). 

Die Formel von Lagrange hat eine Verallgemeinerung [I B 1 a, 
Nr. 2] durch Oauchy (Analyse algebr. Note V) erfahren, indem er X 
nicht durch ellle gauze, sondern durch eine gebrochene Funktion von 
der Form: 

X = a+px+yx2 + ... +'IIxm- 1 

n+bx +cx2 + ... +fx" 

darstellt. Die praktisch nie zur Verwendung gelangte Formel ist 
Gegenstand von Arbeiten von E. Brassinne (J. de math. 11, 1846, p. 177), 
O. G. J. Jacobi (J. f. Math. 30, 1847, p. 127 = Werke 3, p. 481) und 
G. Rosenhain (J. f. Math. 30, p.157) gewesen. 

Ok. Hermite 8) hat die Lagrange'sche Formel nach einer anderen 
Richtung veraIlgemeinert, indem er an Stelle der Funktionen: 

(x - b) (x - c) ... (x - n) 
(a - b) (a - c) ... (a _ n) A, ... , 

die fUr aIle x verschwinden mit Ausnahme fiir x = a, andere all
gemeinere setzt, welche dieselbe Eigenschaft haben. 

4:. Newton'sehe Formel mit den Gauss'sehen Umformungen. 
Gauss 6) hat eine wichtige Umformung der Gleichung (1110) gegeben. 

7) Siehe hieriiber auch Jacobi's Inauguraldissertation = Werke 3, p. 1. 
8) Hermite, Sur l'interpolation, Par. C. R. 48, Janv 1859, p. 62. 

61* 
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Seien Xl' ~, Xs, ... die Werte, welche X annimmt, wenn man ein, 
zwei, drei,. .. Werle von x beniitzt, so wird: 

~=A, 

X=x-bA+x-a B 
~ a-b b-a' 

X = (x-b)(x-e) A. (x-a)(x-e) B (x-a)(x-b) 0 
3 ~-~~-0 +~-~0-0 +0-~0-~ 

Daraus folgt: 

Xl = A, 

X-X =(x-a)(~+~) 
2 1 a-b b-a' 

X_v = (x-a)(x-b)( .A B + C ) 
s ~ ~-~~-0+~-~~-0 0-~0-~ 

. . . . . . ., 
und daher durch Summation, wenn man setzt: 

A B 
Cab] = a-b + b-a' 

[abe] = (a-b~a-e) + (b-a~b-e) + (e - a~(C-b)' 

(2) X = A. + (x - a) [ab] + (x - a) (x - b) [abe] 
+ (x - a) (x - b) (x - e) [abed] + ... . 

Fur die ofl'enbar symmetrischen Funktionen [ab], [abe], ... ergeben 
sich aus obigen soforl folgende Ausdriicke: 

Cab] = B-A 
b-a' 

[abc] = [be] - [ab] 
c-a ' 

[ b d] = [bed] - [abc] 
a e d-a' 

deren Bildungsgesetz aus dem Schema: 

Argument Funktion 

a A 
b 

c 

d 

e 

f 

B 
o 
D 

E 
F 

[ab] [ b ] 
a e ~ b d] 

[be] [bed] a e [abede] 
[cd] [bede] [abcdef] 
[de] [ede] [bedef] 

[edef] 
[ef] [def] 



6. Andere Begriindungen. 805 

ersichtlich ist und sie als Differenzgrossen verschiedener Ordnung 
[I E, Nr. 11 erkennen liisst. 

(2) ist die allgemeine Newton'sche Interpolationsformel [I B 1 a, 
Nr. 3; IE, Nr.4:], wie sie in den Princ. math. Lib. ill, Lemma V ge
geben ist. Bei ihr kommen die absteigenden Differenzgrossen des 
Schemas zur Verwendung. Dies ist fur die Rechnung unzweckmiissig, 
wenn man der obigen Forderung genugt hat, x in die ungefiihre 
Mitte der Grossen a, b, ... fallen zu lassen. Die Symmetrie der 
Funktionen [ab] , ... gestattet aber sofon, folgende Formeln hinzu
schreiben: 

(3) X=D+(x-d)[de] 
+ (x - d) (x - e) [cde] + (x- d) (x-e) (x- c) [cdef] 

und: 
+ (x - d) (x - e) (x - c) (x - f) [bcdef] + ... 

(4) X = D + (x - d) [cd] 
+ (x- d) (x-c) [cde] + (x-d) (x-c) (x - e) [bcde] 
+ (x - d) (x - c) (x - e) (x - b) [bcdef] + .. " 

von denen die erste jene Differenzgrossen enthiilt, die am niichsten 
einem zwischen D und E durch das Schema gefuhrten horizontalen 
Strich liegen, und die Differenzgrossen der zweiten ebenso gegen einen 
zwischen 0 und D gezogenen Strich liegen; man wird die erste an
wenden, wenn x zwischen d und e, die zweite wenn x zwischen c 
und d raUt. Bringt man (3) und (4) in die fur die praktische Aus
fiihrung einer Rechnung bequemste Form: 

(3a) X = D + (x-d) [[de] + (x-e) {[cde] + (x - c) ([cdef] + ... )}], 
(4a) X=D + (x-d) [[cd] + (x-c) {[cde] + (x- e) ([bcde] + ... )}], 
wobei die Rechnung von riickwiirts zu beginnen ist, so hat man nach 
einer Bemerkung von Gauss uberdies den Voneil, dass man auf das 
Vorzeichen der ei.nzelnen Korrektionen keine besondere Aufmerksam
bit zu wenden braucht, indem jede Differenz durch die hohere so zu 
korrigieren ist, dass sie der auf der anderen Seite des Striches stehen
den naher gebracht wird (Gauss'sche Strichmethode). 

5. Andere Begriindungen. Wie in dieser Gauss'schen Dar
stellung die Newton'sche Formel aus der Lagrange'schen hervor
gegangen ist, so kann auch der umgekehrte Weg eingeschlagen 
werden. Man vergleiche hieriiber die Begrundung der lnterpolations
rechnung nach Radau 9). MMkoffl0) nimmt als Ausgangspunkt die 

9) Radau, Etudes sur les formules d'interpolation I. 
10) Markoff, Di:fferenzenrechnung, Kap. 1-3. 
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allgemeinere Aufgabe: Es sind die Werte einer Funktion und einiger 
ihrer successi'IJen Ableitungen fur gegebene Werte des Argumentes be
kanntj es soIl eine ganze Funktion moglichst niedrigen Grades ge
funden werden, die zugleich mit denselben Ableitungen fiir die nam
lichen Werte des Argumentes die gleichen Werte annimmt, wie jene 
Funktion. Die Taylor'sche, die Lagrange'sche, die Newton'sche und 
andere praktisch belanglose Interpolationsformeln erscheinen dann als 
Unterfallej der Ubergang von den Differenzialquotienten zu den 
Differenzgrossen muss besonders ausgefuhrt werden. Dieser Weg ist 
bereits von Hermite angedeutet worden 11). Die Markoff'sche Dar
stellung ist besonders ausgezeichnet durch die strenge Diskussion der 
Restglieder. 

6. Die Interpola.tionsformeln bei gleichen Intervallen der 
Argumente [I B 1 a, Nr. 3; IE, Nr. 5]. Fur den in der Praxis am 
haufigsten vorkommenden Fall, niimlich den, wo die Argumentwerte 
eine arithmetische Reihe bilden, wollen wir wegen ihrer haufigen 
Anwendung die Formeln besonders aufstellen. 1st III das konstante 
Intervall und bezeichnet man die Differenzen verschiedener Ordnungen, 
wie in dem nachstehenden Schema angegeben ist: 

Arg. Funkt. I. Diff. II. Diff. III. Diff. IV. Diff. 
a A 
b B 
c 
d 

e 

f 

o 
D 
E 
F 

wo also gesetzt ist: 

AA = B - A, AB = 0 - B, AO = D - 0, ... 
A2A = AB- AA, A2 B= AO- AB: ... 
ASA = A2B- A2A, ... 

so wird: 
. . . . . . , 

AA [ab] =-m 

11) Hermitel Lettre a. M. Borchardt (J. fUr Math. 84, 1878, p. 70) 
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und die Formeln (2), (3), (4) gehen uber in folgende, wenn be
ziehungsweise x - a = tw, x - d = tw, d - x = tw gesetzt wird: 

(5) X = A + tAA + t(t - -.!l A2 A + t(t - l)(t - 2) AS A + ... 
1·2 1·2·3 

(6) X = D + tAD + t(t - 1) A2C + t(t - l)(t + 1) ABC + ... 
1·2 1·2·3 

(7) X=D-tAC +t(t-1) A2C_ t (t-1)(t+1) ASB+ .... 
1·2 1·2·3 

In der Form (5) wird die Newton'sche Formel gewohnlich angegeben, 
(6) wird man verwenden, wenn x in der Nahe von d und zwischen 
d und e liegt, (7) wenn es zwischen c und d liegt. Man bezeichnet 
die erstere Operation als Interpolation "nach vorwarts", letztere als 
Interpolation "nach riickwiirts". Liegt x genau in der Mitte zwischen 
zwei Argumenten c und d, so ist es gleichgillig , ob man von c aus 
nach vorwarls oder von d aus nach ruckwarts interpoliert. Aus dem 
arithmetischen Mittel beider fallen die ungeraden Differenzen heraus 
und die bequeme Formel fur die "Interpolation in die Mitte" wird: 

C + D 1 A2B + A'C 3 A4A + f:l4B 
(8) X = -2- - "8 2 + 128 2 

5 A6 . + A6 • 

-1024 2 + .... 
Es treten hier also nur die arithmetischen Mittel derjenigen 

geraden Differenzen auf, zwischen denen der durch c ~ d gelegte 

Horizontalstrich hindurchgeht. Infolge der leichten Anwendung der 
Formel (8) wird man bei Herstellung von mathematischen Tafeln, 
Ephemeriden u. drgl. stets das Intervall der direkt berechneten Werte 
einer Potenz von 2 proportional machen, um durch fortwahrende 
Interpolation in die Mitte bis zu den Funktionswerten fur die Argu
mente mit dem kleinsten gewunschten IntervaIl zu gelangen. Dabei 
wird es meistens zweckmassig sein, bei jeder einzelnen Interpolation 
nur bis zur ersten Differenz fortzuschreiten, um schliesslich aIle Funk
tionswerte gleichzeitig durch successive Summation zu erhalten. 

7. Die friiheren und einige neue Interpolationsformeln in 
der Encke'schen Bezeichnungsweise. Encke hat eine systematische 
und bequeme Bezeichnungsweise der Funktionswerte und ihrer Diffe
renzen eingefiihrt 12), die den Vorteil hat, dass sie den Ort jeder 
Differenz unmittelbar anzeigt. Sie ist aus folgendem Schema un
mittelbar ersichtlich: 

12) Uber mechanische Quadratur, Berl. Jahrb. 1837 = Ges. Abh. 1, p. 21. 
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Arg. Funkt. 1. Diff. II. Diff. III. Diff. IV. Diff. 

a-2m (a-2) (I(a-f) (Il(a-2) fll(a-f) (IV(a_ 2) ... 

a-m (a-1) fI(a-t) (Il(a-1) (m(a-t) 
(IV(a-1) ... 

a (a) [Il(a) f-V(a) 

a+m (a + 1) fICa + t) (II (a + 1) (llI(a+t) (IV(a + 1) ... 

a+2m (a + 2) (I(a + t) (II (a + 2) (III (a + f) rrv(a + 2) ... 

Ais Argument ist immer das arithmetische Mittel der beiden Argu
mente angesetzt, aus deren Werlen die betreffende Differenz hervor
gegangen ist, z. B.: 

(m(a - t) = (II (a) - (II (a - 1). 

Wird ein beliebiger Wert des Argumentes x mit a + nm bezeichnet, 
wo man a stets so wahlen kann, dass n ein echter Bruch wird, so 
gehen die Formeln (5), (6), (7) in folgende Gestalt iiber: 

(9) (a+nm)=(a)+nfI(a+ ~) + n(;~1)(II(a+1) 
+ n(n-1)(n- 2) fIIl(a+ ~) + '1'1,('1'1,-1)('1'1,- 2)('1'1,- 3)t'IV(a + 2) + ... 

1·2·3 2 1·2·3·4 ' 

(10) (a+nm)=(a)+nfI(a+ ~)+n(;~l)fIl(a) 

+ ('1'1, + 1) n(n - 1) (III (a +~) + (n + l)n(n -1)('1'1,- 2) (IV(a) 
1·2·3 2 1·2·3·4 

+ (n+ 2)(n+ 1)n(n-1)(n- 2) rv (a+ 1_) +"', 
1·2 ·3·4·5 2 

(11) (a + nm) = (a) +nfI(a-~) + n(n+ 1) (Il(a) 
2 1· 2 

+ (n+1)n(n-1) (III(a_~) + (n+2)(n+1)n(n-1) (IV(a) 
1·2·3 2 1·2·3·4 

+ (n+ 2)('1'1,+ l)n(n -l)(n - 2) (V(a) + ... 
1·2·3·4·5 ' 

von denen man die zweite am vorlheilhaftesten gebraucht, wenn n 
positiv ist, die dritte, wenn n negativ ist. Fiir einen kleinen Wert 
von n kann man jede der beiden Formeln mit nahe gleicher Genauig
keit anwenden, oder noch besser das arithmetische Mittel aus ihnen. 
Fiihrl man dann die neue Bezeichnung ein: 
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! (rI(a+ ~) + fI(a- ~)} = fI(a) 

~ {fI(a+ :)+fI(a+ ~)} =fI(a+l) 

~ (rIl(a) +fIl(a+ i)} =fIl(a+ ~) 

~ {fIl(a+l) + fIl(a+2)} =fIl(a+ :), 

die zu Verwechslungen offenbar keinen Anlass geben bnn, so kommt 
die neue Formel: 

(12) f(a + nw) = f(a) + nfI(a) + 1~i2 fIl(a) + (n+ 11~;~~-1) fID(a) 

+ (n + 1)n.n(n -1) fIV(a) + (n + 2)(n + 1)n(n-1)(n- 2) (Y(a) +"', 
1·2·8·4 1·2·3·4·5 

die nun vollig symmetrisch gebildet ist, indem sie von den ungeraden 
Differenzen die arithmetischen Mittel jener benutzt, zwischen denen 
der durch f( a) gelegte Horizontalstrich hindurchgeht, von den geraden 
die direkt getroffenen. Diese Formel ist bereits in einem von Newton 13) 
angegebenen Satze enthalten, wurde auch von Roger Cotes schon be
niitzt, wird jedoch gewohnlich die Stirling'sche 14) genanntj sie war 
lange vergessen, bis Lagrange 15) wieder auf sie aufmerksam machte. 
Oppolzer 16) hat die Koeffizienten der Entwicklung durch Kombina
tionssummen der Quadrate der ganzen Zahlen dargestellt. 

Verschiebt man (11) um ein Intervall nach vorwarts und nimmt 
zwischen der so entstehenden Formel und (10) das arithmetische 
Mittel, so erhalt man die weitere Formel, die symmetris,ch ist in 
Bezug auf einen zwischen f( a) und f( a + 1) gefiihrten Horizontal
strich: 

(13) f(a+nw) =f(a) +nfI(a + ~) + (n; :)n fIl(a + ~) 
(n-1)n(n-~) 

+ 2 fm(a +~) + (n-2)(n-1)n(n+ 1) fIV (a +~) 
1·2·3 2 1·2·3·4 2 

(n-2)(n-1)n(n+1)(n-- ~) 1 

+ 1.2.3.4. I'> (Y (a + 2) + ... j 

13) Newton, Methodus differentialis, Lond. 1711, Prop. III = Opuscula 1, 
p. 271. 

14) J. Stirling, Methodus differentialis, Lond. 1730. 
15) Lagrwnge, Sur les interpolations, Oeuvres 7, p. 535. 
16) Th. Oppolser, Lehrb. der Bahnbestimmung 2, Leipz.1880, erster Abschn. 



810 I D 3. Interpolation. 

ihre beiden ersten Glieder konnen such gesehrieben werden: 

f(a+ ~) + (n- ~)fI(a+ ~), 
wenn zur Abkiirzung gesetzt wird: 

f(a+ ~) = ~ (f(a) + r(a + 1)). 

Sie findet sich ebenfalls bereits bei Stirling 14) und wird in der Praxis 
am hii.ufigsten angewendet. 

Aus (13) folgt soforl die Formel fUr die Interpolation in die 

Mitte, wenn man n = ~ setzt: 

(14) f(a+ ;)=f(a+ ~)-~ fII(a+ ~)+1:8fIV(a+ ~) 

-1:24 fVI (a+ ~) + ... ; 
hierin ist wiederum: 

f(a+ ~)= ~ (f(a+1)+f(a»). 

Alie diese Formeln lassen sich auch nach einem Kunstgriff von EUler 
ableiten, wenn man fiir f(a + nro) eine bestimmte Funktion annimmt, 
deren Differenzenschema sehr einfach ist, und deren analytische Ent
wicklung bekannt ist; durch Vergleich eines Ansatzes mit unbe
stimmten Koeffizienten mit dieser letzteren werden die Koeffizienten, 
die natiirlieh fur jede Funktion identisch herauskommen miissen, 
soforl ermittelt. Ais solche Funktion empfiehlt sich besonders 
f(a + nro) = e"+nw. 

8. Mechanische Di1ferenziation und Q,uadratur. Ordnet man 
(12) nach Potenzen von n: 

(15) r(a+nro)=f(a)+n{fI(a)- ~[ID(a)+ a1ofV(a)-2!ofVII(a)+ ... } 

+ ~ n2{fII (a)-112 [Iv (a) + 910 fV1 (a) - ... } 

+ ~ n3{fID(a) - ! fV(a) + l~ofVII(a) - ... } 

+ 214 n4 {fIV (a) - ~ fVI(a) + ... } 
+ 1~on5{fV(a)- ~ fVII(a)+ ... } 

+ 7~on6{fVI(a)- ... } 

+ 50~O n7 {fVII(a) - ... } 

+ ...... , 
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und vergleicht diese Entwicklung mit jener nach dem Taylor'schen 
Lehrsatz: 

df(a) n!ro! d!f(a) 
f(a + nro) = f(a) + nro Cia + 1.2 dOT +"', 

so erhiilt man sofort die Formeln der mechanischen Differenziation: 

d~;) = : {fI(a) - ~ rIII(a) + ;0 fV(a) - 2~0 fVII(a) + ... }, 
(16) d~~~) = ;2 {rII(a) - :2 (IV (a) + :0 fVI(a) - ... }, 

und fUr die Differenzialquotienten an einer beliebigen Stelle der 
Funktion: 

(17) df(a+nw) = ~ {fI(a) +nfII(a) + 3n2 -,1 fIII(a) 
d(a + nro) (() 1·2·3 

+ 4ns - 2n fIV(a) + 5n4 - 15n' + 4 fV(a) + ... } . 
1·2·3·4 1·2·3·4·5 

Wird (15) zwischen den Grenzen n = - ~ und n = i + ~ (i eme 

ganze Zahl) integriert, so erhalt man die in der astronomischen Praxis 
am hiiufigsten verwendete Formel fiir mechanische Quadratur: 

i+ I /. 

(18) ff(a+nro)dn= Ir(a+i+ ~)+214fI(a+i+-~-) 
-'/. 

17 fIlI( +. + 1) + 367 f'V( +. + 1) . - 5760 a ~ "2 967680 a ~ "2 -"', 

hierin sind mit If die Glieder der ersten Summenreihe [I E, Nr. 8] 
bezeichnet, d. h. jener Reihe, von der die }1'unktionsreihe die erste 
Differenzreihe ist; das offenbar beliebig anzusetzende erste Glied der
selben ist in obiger Formel so bestimmt gedacht, dass: 

If(a- ~) = - 2~ fI(a- D + 5~~0 fIII(a - ~) 
367 ( 1) -967680r a-"2 + .... 

1ntegriert man (15) zweimal zwischen den Grenzen - ~ und + i, so 

ergiebt sich die Formel fiir das Doppelintegral: 
i 

(19) jjf(a + nro)dn2 = IIf(a + iro) + 112 f(a + iro) 
_II. 

- 2~ofII(a+ iro) + 6034~ofIV(a + iro) ... , 

wobei das willkiirliche Glied der ersten Summenreihe in derselben 
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Weise bestimmt gedacht ist wie oben, das der zweiten Summenreihe 
uf aber durch: 

Uf(a - ro) = :4 f(a) - 5~!0 (2fU(a) + fUCa - ro») 
+ 9637~~0 (3fIV(a) + 2fIV(a- w)) 

Diese hier mehr nebenbei angefUhrten, aus den Interpolations
formeln folgenden Formeln fUr mechanische Quadratur sind von Gauss 
entwickelt und von Encke 17) vero:lfentlicht worden; sie sind noch 
vieler Modifikationen fahig. Dber mechanische Quadratur iiberhaupt 
sehe man II A 2, Nr. 00-00; IE, Nr. 7. 

9. Herstellung mathematischer Tabellen. Auf dem Satze der 
Differenzenrechnung [I E, Nr.2]: "Wird von einer ganzen Funktion 
mten Grades fUr aquidistante Intervalle des Argumentes eine Reihe von 
Werten gebildet, so sind die mten Differenzen derselben konstantit 

beruht eine Interpolationsmethode, die fiir die Herstellung mathe
matischer Tafelwerke von grosser Wichtigkeit ist, da sie die Bildung 
neuer Funktionswerte durch successive Summation gestattet; sie wird 
hiiufig die Mouton'sche Methode genannt, obwohl sie schon von Henry 
Briggs 18) und Gotes 19) ebenso wie von Gabriel Mcyuton 20) auf empi
rischem Wege gefunden und bei der Berechnung der Logarithmen
tafeln im grossten Umfange angewendet worden war. Die durch In
duktion gefundenen Resultate hat Lagrange mittelst eines symbo
lischen Kalkiils 21) streng begriindet 22). 

Sind To T1 Til ... T" T"+1 . •. Glieder einer vorgelegten Reihe 
und D1D2 Ds ... die Differenzen erster, zweiter, etc. Ordnung, d. h. 
ist Do = To, Dl = Tl - To, D2 = Til -2Tl + To, u. s. f., so wird 
allgemein: 

Dm = Tm - mTm- 1 

+ m(m-l) T _ m(m-1)(m-2) T + ... (-l)mT. 
1.2 m-2 1.2.3 m-3 0' 

17) Emke, tiber mech. Quadr., Berl. Jahl'b. 1837 u. 1862 = Ges. Abh. 1, 
p. 21, 61. 

18) H. Briggs, Arithmetica logarithmica, Lond. 1620, Kap. XIII; Trigo
nometria Brit., Lond. 1633, Kap. XII. 

19) R. Cotes, Canonotechnia sive Constructio Tabularum pet' differentias, 
Opera misc. Cambro 1722. 

20) Mouton, Observationes diametrorum Solis et Lunae. Lugd. 1670. 
21) Lagrange, Sur une nouvelle espece de calcul, Berl. N. Mem. 3, annee 

1772 [74] = oeuvres 3, p. 441. 
22) Lagrange, Mem. sur la methode d'interpolation, oeuvres 5, p. 663. 



9. Herstellung mathematischer Tabellen. 813 

und umgekehrt [I E, Nr. 4:]: 

(20) T = D + D + n(n-1) D + n(n-1)(n-2) D + ... non 1 1.2 2 1.2.3 3 • 

1st n eine ganze Zahl und ist die Funktion, welche die Werte T 
darstellt, eine ganze vom Grade t', sodass Dr+l = 0 wird, so kann 
die Formel (20) (die N ewton'sche Interpolationsformel [N r. 4:]) durch 
successive Addition aus den Differenzen gebildet werden; z. B. man be
rechnet von der Funktion 10zs -101z2 - 109z + 1799 die Werte 
fiir z = 0, 1, 2, 3 direkt und bildet das Differenzenschema: 

z f fI fII fill 
0 +1799 
1 -200 -142 +1599 
2 + 1257 

-342 
- 82 

+ 60 (konstant). 

3 + 833 
-424 

Die iibrigen Werte folgen dann durch folgende Rechnung: 

z Do Dl D2 Ds 
0 + 1799 -200 -142 +60 
1 + 1599 -342 82 +60 
2 + 1257 -424 22 +60 
3 + 833 -446 + 38 +60 
4 + 387 -408 + 98 +60 
5 21 -310 +158 
6 331 -152 
7 483 

1st nUll die Aufgabe gestellt, zwischen die Glieder der Reihe 
To, T1 , ••. andere einzuschalten, welche dasselbe Gesetz befolgen, also 
die neue Reihe to, tl , ••• mit den Differenzen do, dll d2 , ••• zu bilden, 
fur welche allgemein tms = p. sein soIl, so kommt es offenbar nur da
rauf an, die Differenzen dOl dll d21 ••• durch bekannte Grossen auszu
driicken, um dann durch successiv~ Summation die eingeschalteten 
Glieder herzustellen. Lagrange findet: 

d. = aD. + bD'+l + cD'+ 2 + dD.+ 3 + .. " 
1 a=-, 

m' 

1-m b=s--a 1.2m I 

C = 28 (1-m)(1-2m) a+ 8-1. ~-!l! b 
2 1·2·3m2 2 1·2m' 
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. , 
womit das Mouton'sche Problem allgemein ge]ost ist. 

Schliessen die Differenzen der Reihe T mit Dr ab, so dass 
Dr+1 = ° wird, so wird: 

1 
fiir s=r dr =a])r; a=-;, 

m 
1 b= (1'-1)~-m) 

" s=r-1 dr-1=a])r-1+b])r; a= r-1' , m 2mr 

" s=r-2 dr- 2 = a])r-2 + b])r-1 + C])r; 
a=_l_ b= (1'-2)(1-m) 

mr - 2 ' 2mr - 1 ' 

(r - 2)(1- m)(l- 2m) + (1' - 2)(1' - 3)(1-m)! c= , 
1· 2· 3mr 8mr 

Wiinscht man in obigem Beispiel zwischen je 2 Glieder der 
Reihe weitere 4 einzuschalten, also jedes Intervall in 5 Unterteile zu 
teilen, so hat man zu setzen m = 5, r = 3 und findet mit: 

])1 = - 200, ])2 = - 142, ])3 = + 60 
die Differenzen der vervollstandigten Reihe: 

1 
ds = + 125 60 = + 0,48 

d2 =- 7,60 
d1 = - 25,76, 

und damit durch folgende Rechnung die eingeschalteten Glieder: 

z 
0,0 + 1799,00 -25,76 -7,60 +0,48 
0,2 + 1773,24 -33,36 -7,12 +0,48 
0,4 + 1739,88 -40,48 -6,64 +0,48 
0,6 + 1699,40 -47,12 -6,16 +0,48 
0,8 + 1652,28 -53,28 -5,68 +0,48 
1,0 + 1599,00 -58,96 -5,20 +0,48 
1,2 + 1540,04 -64,16 -4,72 +0,48 
1,4 + 1475,88 -68,88 -4,24 +0,48 
1,6 + 1407,00 -73,12 -3,76 
1,8 + 1333,88 -76,88 
2,0 + 1257,00 

....... 
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Betreffs weiterer Beispiele und Methoden sehe man A. A. Markoff, 
Differenzenrechnung, Kap. IV, Herstellung und Benutzung mathe
matischer Tabellen. Der Gegenstand ist auch behandelt von U. J. Le
verrier, Ann. de l'Obs. de Paris 1, 1855, p. 125. 

Wertvolle Winke fur Berechnung von Tafeln findet man in der 
Encke'schen Abhandlung "Uber die Dimensionen des Erdkorpers", Berl. 
ask Jahrb. fUr 1852. 

10. Interpola.tion durch periodische Reihen. Die Interpola
tion periodischer Funktionen durch periodische Reihen von der Form: 

(21) T = "; + 1X1 cost + IXs cos 2t + ... + IX" cosnt 
+ ~l sint + ~2 sin2t + ... + ~" sinnt 

ist schon von Lagrange 23) an mehreren Stellen behandelt worden, in 
abschliessender Weise hat sich Gauss 24) damit beschiiftigt. Sind die 
Werte A, B, ... , L bekannt, welche T fur die 2 n + 1 Werte von t: 
a, b, c, ... , l annimmt, so bietet die Lagrange'sche Interpolationsformel 
[Nr. 3] den Ausdruck: 

. t-b . t-c . t-l . t-a . t-c . t-l 
SIn -- SIn -- ... sm -- sm --sm -- ... Sln--

T=A 2 2 2 +B 2 2 2 ... 
. a- b . a-c. a-I . b-a . b-c . b -Z+ , 
BIn-2-sln-~- ... sm-2- sm-2-sm-2-",sln-2-

der, in die Form (21) ubergefuhrt, die Koeffizienten a und fJ kennen 
lehrt. In der Praxis tritt dieser allgemeine Fall kaum auf; man 
wiihlt hier fur a, b, c, . .. die iiquidistanten Werte: 

2" 2" 2" a, b=a+ 2n +1' c=a+2 2n +1' ... , l=a+2n 2n + 1 , 

worauf die a und ~ sich durch folgende einfache Formeln bestimmen: 

jai = 2n~ 1 (A cosia + B cosib + ... + L cosil), 
(22) 

~i = 2n~ 1 (A sinia + B sinib + ... + L sinil). 

Oder hiiufiger und mit grosserem Vorteil, man teilt den Umkreis 2x 
ill eine gerade Anzahl von Teilen; man kann dann in der Entwick-

23) Lagrange, Oeuvres 6, p. 507 u. 7, p. 541. 
24) L. Euler, Opusc. anal. 1, Petrop. 1783, p. 165; W. Bessel, Konigsb. 

Beob. 1 Abt. 1815, p. 3 = Ges. Abh. 2, p. 24; Astron. Nachr. 6 (1828), p. 333 = 
Ges. Abh. 2, p. 364; Gauss, Theoria interpolationis etc. = Werke 3, Art. 10-41; 
man sehe -auch die Darstellung von Leverrier, Ann. de rObs. de Paris, 1, 1855, 
p. 103 und von F. Tisserand, Mee. eel. 4, Par. 1896, p. 15; ferner J. Hoiiel, Sur 
Ie deveIoppement des fonetions en series periodiques au moyen de l'interpolation 
(Ann. de rObs. de Paris 8, 1866). 
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lung (21) nur 2n Koeffizienten bestimmen, d. h. ~" bleibt unbe
stimmt. Die Formeln werden fiir die Rechnung am bequemsten, wie 
foIgt, geschrieben. Den 2n Werten von t: 

0, h, 2h, ... (2n - l)h, wo h = ::' 

mogen die Werte von T: 
To, Tl1 ... , TIIn- 1 

entsprechen; ferner werde zur Abkiirzung gesetzt: 

Tr + T,,+ r = (r, n + r) 
Tr - Tn+r = (n~r)' 

dann wird: 
1. i gerade. 

; (a; + an-i) = (0, n) + (2, n + 2)-cos 2ih+ (4, n + 4) cos4ih + ... 
+(n-2,2n-2)cos(n-2)ih 

; (a;-an-i) = (1,n+1)+(3, n+3) cos3ih+ (5,n+5) cos5ih+··· 
+ (n -1, 2n -1) cos (n-1)ih 

; ({3i + (3n-i) = (l,n + 1) sinih + (3, n + 3) sin3ih + ... 
+ (n-1, 2n-1) sin(n-1)ih 

; ~i-{3n-i) = (2, n+2)sin2ih+ (4, n+4)sin4ih+ ... 
+(n-2,2n-2)sin(n-2)ih 

n(~ + an) = (0, n) + (2, n + 2) + ... + (n - 2, 2n - 2) 

n(~o - an) = (1, n+ 1) + (3, n + 3) + ... + (n - 1, 2n -1). 

II. i ungerade. 

; (ai+ a,,-i) = (~) + (n ~ 2) cos 2ih + (n ~ 4) cos 4ih + ... 

+ (:n 22) cos (n -2)ih 

; (a; - an-i) = (11 ~ 1) cos ih + (11 ~ 3) cos 3ih + ... 

+ (:11 \) cos (n-1)ih 

; ({3i + (3n-i) = (n ~ 1) sin ih + (n ~ 3) sin 3ih + ... 

+(2: \)sin(n-1)ih 

; ({3i - (3n-i) = (11 ~ 2) sin 2ih + (11 ~ 4) sin4ih + ... 

+ (:n 22) sin (n - 2)ih. 
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Fiir besondere Werte von 2n treten noch einige Vereinfachungen 
ein; man findet die Formeln flir 2n = 12, 16, 24, 32 in den unten 
zitierten Werken 25). 

Diese Formeln haben den Nachteil, dass man sich von vorn
herein iiber den Wert von 2n, d. h. iiber die Anzahl del' zu ermit
telnden Koeffizienten ex und (j entscheiden muss; zeigt die Erfahrung, 
dass diese Entwicklung nicht ausreicht, so muss man die ganze Rech
nung mit einem grosseren Werte von 2n wiederholen. Leverrier 26) 
hat ein Verfahren angegeben, wodurch dies vermieden werden kann; 
er nimmt namlich fiir die oben auftretende Grosse h, nach deren Viel
fachen entwickelt wird, einen ganz beliebigen mit 2:n: nicht kommen
surabeln Winkel; dann braucht man die Rechnung erst abzubrechen, 
wenn die folgenden Glieder unmerklich werden. Die etwas weitIau
figen Formeln, deren Berechnung auch nicht sehr iibersichtlich ist, 
sollen hier wegen ihrer seltenen Anwendung nicht angefiihrt werden, 
sie sind neu abgeleitet und reproduziert worden von Encke 27). 

Die Interpolation in die Mitte bei periodischen Funktionen be
handelt G. D. E. Weyer in Astr. Nachr. 117, 1887, p. 313. 

11. Die Cauchy'sche Interpolationsmethode. Cauchy hat em 
sehr allgemeines Verfahren, eine Interpolationsformel zu erlangen, an
gegeben, das sich durch einfache Rechenvorschriften auszeichnet und 
ferner dadurch, dass man nicht von vornherein an eine bestimmte 
Anzahl von Gliedern gebunden ist, sondern die Rechnung beliebig 
lang fortsetzen kann 28). Die Methode zeigt, wie die Koeffizienten 
a, b, c, ... einer allgemeinen Entwicklung: 

(23) y = aA + bB + cC + ... 
bestimmt werden konnen, wenn fiir eine gauze Reihe von Werten d(;)r 
A, B, ... die entsprechenden Funktionswerte y gegeben sind. Die 
A, B, ... sind bekannte Funktionen beliebig vieler Variabeln; solI 

25) P. A. Hansen, Uber die gegenseitigen Storungen des Jupiters und 
Saturns, Preisschrift Berl. 1831, p. 49; Astr. Nachr. 12 (1835), col. 339 fur n = 64; 
Leipz. Abh. 5 (1857), § 65, p. 158; J. Leverrier, Par. Observ. Ann. 1 (1855), p.137. 

26) Par. Observ. Ann. 1 (1855), p. 384. 
27) Encke, tIber die Entwicklung einer Funktion in eine periodische 

Reihe nach Leverrier's Vorschlag, Berl. Astr. Jahrb. f. 1860 = Ges. Abh. 1, p.188. 
Man sehe auch: Hoiiel, Par. Observ. Ann. 8 (1866), p. 83, und Sur Ie developpe
ment de la fonction perturbatrice, Bord. Mem. 11, auch sep. Paris 1875. 

28) Cauchy, Mem. sur l'interpolation, J. de math. 2 (1837), p. 193 [auto gr. 
1835]. Eine sehr einfache Darstellung mit Formelschema und Beispiel hat die 
Methode gefunden durch Yvon Villarceau, Methode d'interpolation de M. Cauchy, 
Add. a la Conn. des Temps 1852, p. 129. 

Encyklop. d. math. Wissensch. I. 52 
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(23) z. B. eine nach Potenzen von t forlschreitende Reihe sein, so 
ist zu setzen B = t, C = ti , • •• 1st der Zusammenhang von '!J und 
A, B, ... nicht von vornherein linear, wie in (23) angenommen, so 
kann ein solcher doch durch Einfiihrung von Naherungswerlen der 
Unbekannten a, b, ... hergestellt werden. 

Von dem Wesen der Methode kann, ohne in den zwar ubersicht
lichen aber weitlliufigen Formelapparat einzugehen, hier nur angefiihrl 
werden, dass es in der successiven Elimination der Unbekannten 
a, b, ... aus dem linearen Gleichungssystem (23) besteht, was rech
nerisch durch Einfuhrung der sogenannten ,,zugeMdneten Summen" 
(sommes subordonnees) gelingt. So benennt Villarceau die Summe 
z. B. von allen gegebenen Grossen y, nachdem jede einzeIne mit + 1 
oder - 1 multiplizierl ist, je nachdem der zugehOrige Argumentwert 
A positiv oder negativ ist; die Reihe der Argumentwerte A heisst 
die Dominante, da sie durch ihre Zeichen die Summe der'!J bestimmt. 

Uber den Zusammenhang der Cauchy'schen Methode mit dem 
allgemeinen Eliminationsproblem, mit der Ausgleichungsmethode nach 
dem Prinzip der kleinsten Quadrate und mit den Tschebyscheff'schen 
Ausgleichungsmethoden, findet man die reichhaltige Litteratur ange
geben und referiert in Radau, Etudes sur les formules d'interpolation 
Kap. II. 

12. Interpola.tion durch die Exponentialfunktion. R. Prony in
terpolierl gegebene Grossen durch Verwendung von Exponentialfunk
tionen (J. ec. polyt. 1795, cah. 2, p. 24). 

13. Interpola.tion bei zwei Varia.beln. Handelt es sich um 
die interpolatorische Darstellung von periodischen Funktionen sweier 
Variabeln, so kann man Reihen verwenden, die nach den sin und cos 
der Vielfachen beider Argumente fortschreiten 99) oder aber man kann 
eine Entwicklung nach Kugelfunktionen wahlen. Wenn man uber die 
Argumente nicht frei verfiigen kann, mussen die unbestimmten Koef
fizienten dieser Entwicklungen durch Auflosung eines linearen Glei
chungssystemes - im FaIle es sich um Beobachtungen handelt, untel' 
Zugrundelage eines Ausgleichungsverfahrens [I D 2] - ermittelt wer
den; konnen fiir die Argumente aber ganz bestimmte Werte an
genommen werden, so sind die Rechenvorschriften einer ausserordent
lichen Vereinfachung fahig. Fur die Entwicklung nach Kugelfunk-

29) Siehe u. a. Leverrier, Par. Observ. Ann. 1, 1855, p. 117. Vgl. noch 
W. Bessel, Ber!' Abh. 1820/21, p. 55 = Ges. Abh. 2, p. 362. 
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tionen hat dies Fr. Neumann 30) gezeigt. H. Seeliger 81) hat hierzu 
Tafeln entworfen, die den Rechenprozess auf ein Minimum bringen. 

14:. Die Interpolationsmethoden von Tschebysche:ff. Die Tsche
byscheff'schen lnterpolationsmethoden n) zeigen, wie die Konstanten A. 
in der parabolischen Interpolationsformel: 

F(x) = Ao + A1x + ~X2 + ... + A. .. x" 
bestimmt werden konnen, wenn rur eine Reihe verschiedener Werte 
von x, deren Zahl n weit iibersteigt, der numerische Wert der ein
deutigen und stetigen Funktion F(x) gegeben ist. Dieselben haben 
durch O. Backlund 38) und P. Harzer 34) Darstellungen mit Beispielen und 
Hilfstafeln gefunden. Radau 85) giebt gleichfalls eine vollstandige 
Analyse derselben. Die beste Bestimmung der .A ist natiirlich die 
nach der Methode der kleinsten Quadrate; diese wird durch ein viel 
einfacheres Rechnungsverfahren ersetzt, das sich wenigstemi mit dem 
Tschebyscheff'schen Apparat in Kiirze nicht charakterisieren lasst. 
H Bruns 36) hat nachgewiesen, wie man ausgehend von der Fourier
schen Entwicklung auf einem geraden Wege zur Tschebyscheff'schen 
Interpolationsformel gelangen kann. -

In einer weiteren Abhandlung 37) setzt Tschebysche/f eine Methode 
auseinander, welche die Koeffizienten der Entwicklung: 

u = "otPo(x) + "ltP1 (x) + ... , 
wo tPA(X) vom Grade Jl in x ist, giebt, und zwar die im Sinne der 
Methode der kleinsten Quadrate wahrscheinlichsten Koeffizienten. In 

30) F1·. Neumann, Astronom. Nachr. 15 (1838), p. 313, abgedruckt Math. 
Ann. 14, p. 5G7. Siehe auch die ausfiihrliche Darstellung in: Vorl. tiber das 
Potential etc. von Fr. Neumarm, herausg. von C. Newmann, Leipz. 1887. 

31) Seelige1·, tJber die interpolatorische Darstellung einer Funktion durch 
eine nach Kugelfunktionen forlschreitende Reihe, Miinch. Bel'. 20 (1890), p. 499. 

32) Sur l'interpolation dans Ie cas d'un grand nombre de donnees foumies 
par Jes observations, St. Petersbourg Mem. (7) 1, nO 5, 1859 = Oeuvres 1, p. 387. 

33) Backlund, Ober die Anwendung einer von P. Tschebyscheff vorge
schlagenen Interpolationsmethode, St. Petersbourg Mel. math. tires du Bull. de 
l' Ac. 6, 1884. 

34) Harzet·, Ober eine von Tschebyscheff angegebene Interpolationsformel, 
Astr. Nachr. 115 (1886), p. 337. 

35) Radau, Etudes sur les form. d'Interpolation Kap. III. 
36) Bruns, Astr. Nachr. 146, p. 161: "Ober ein Interpolationsverfahren von 

Tschebyscheff", 1898. 
37) Tschebyscheff, Sur les fractions continues, J. de math. (2) 3 (1858), p. 289 

(traduit du Russe par J. Bienayme) = Oeuvres 1, p.203. Ober Tschebyscheff's ein
schlagige Leistungen siehe die Biographie von A. Wassilieff, Turin 1898 [Ab
druck aus Bull. bib!. 1 (1898), p. 33, 81, 113]. 

52* 
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der Note: Sur une nouvelle formule, St. Petersb. Mel. math. et ask 2, 
1859, giebt er eine Methode zur leichten Berechnung dieser Koeffi
zienten, wenn die Argumente aquidistant sind. In der Abhandlung: 
"Sur l'interpolation par la rueth. des moindres cam~s" (St. Petersbourg 
Mem. 1, 1859 = Oeuvres 1, p. 473) wird die Berechnung der Koeffi
zienten im allgemeinen Fall durch einen bequemen Kalkiil gezeigt. 

Dass die Methode del' kleinsten Quadrate den einfachsten gemein
samen Gesichtspunkt fUr eine grosse Klasse von Entwickelungen ab
giebt, welche die Tschebyscheff'sche Formel, die Fourier'schen Reihen, 
die Entwickelung nach Kugelfunktionen und ahnliche Reihen - die 
wegen ihres interpolierenden Charakters "Interpolationsreihen" genannt 
werden - umfassen, hat J. P. Gram 38) nachgewiesen. 

38) Gram, J. f. Math. 94 (1883), p. 41 (zuvor in einer danisch geschrie
benen Diss. Kjob. 1879). 
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I. Allgemeine Probleme. 

1. Einfiihrung des Wa.hrscheinlichkeitsbegri:fl's in die Statistik. 
Den altesten Vertretern der sogenannten "Politischen Arithmetik" ist 
der Gedanke gelaufig, dass in den numerischen Verhaltnissen, mit 
denen sich dieser Wissenszweig beschaftigt, nur unter der Bedingung 
einer hirireichend grossen Zahl von Einzelbeobachtungen (von be
obachteten Individuen) eine gewisse Regelmassigkeit hervortritt, wo
rauf sich dann das methodologische Prinzip griindet, den statistischen 
Schlussfolgerungen und Vorausberechnungen ein moglichst ausgedehn
tes Beobachtungsfeld unterzulegen 1)2). 

Fiir eine Verbindung dieses Standpunktes mit der Wahrscheinlich
keitsrechnung wurde indessen erst durch Jac.! Bernoulli [1 D 1, Nr.8] 
die Grundlage geschaffen, weil von ihm die Betrachtung der Ergebnisse 
wiederholter (zahlreicher) Versuche eingeleitet und die Unterscheidung 
zwischen der Wahrscheinlichkeitsbestimmung a priori und a posteriori 
zum erstenmal klar formuliert worden ist S). N ach Massgabe des 
"Bernoulli'schen Theorems" wurde es fortan moglich, die empirisch 
festgestellte Stabilitat verschiedener statistischer Quotienten dadurch 
dem Verstandnis im allgemeinen naher zu bringen, dass man diesel
ben als mehr oder weniger genaue Werte bestimmter, den in Frage 
stehenden Massenerscheinungen zu Grunde liegender Wahrscheinlich
keiten auffasste 4). Hierin besteht der Kernpunkt der Anwendung 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf Statistik. Die Anwendung geht 
aber iiber eine lediglich logische hinaus und erhiilt einen mathemati
schen Inhalt erst wo es unternommen wird, den Grad der Annahe-

1) Vgl. z. B. uber Johwn de Witt (1625-1672) in den "Memoires pour ser
vir a l'histoire des assurances sur 10. vie et des rentes viageres aux Pays-Bas, 
publies par 10. Societe generale Neerlandaise d'assurances sur 10. vie", Amster
dam 1898, p. 27 u. 41-42. 

2) In allgemeiner Form scheint den im Text erwahnten Gedanken zum 
erstenmal G. J. 's Gravesande (1737) ausgesprochen zu haben. Siehe V. John, 
Geschichte der Statistik, Stuttgart 1884, p. 233. 

3) E. Ozuber, Die Entwicklung der W ahrscheinlichkeitstheorie und ihrer 
Anwendungen, Deutsche Math.-V. 7, Leipz. 1899, Nr. 31. 

4) Es giebt Theoretiker der Statistik, welche eine Heranziehung der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung zur Erklii.rung der Regelmassigkeit, die sich in 
den statistischen Ergebnissen aussert, bezw. zur Begriindung der statistischen 
Methode nicht nur fUr uberflussig, sondern geradezu fiir verkehrt halten, wie 
z. B. A. M. Guerry, Statistique morale de l' Angleterre comparee avec 10. statis
tique morale de 10. France, Paris 1864, p. XXXIll fg. und G. F. Knapp, "Que
t&let ala Theoretiker" in Hildebrand's Jahrb. f. Nat.-Oekonomie u. Stat. 18 (1872), 
p.116-119. 
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rung jener empirischen Quotienten an die betreffenden abstrakten 
Wahrscheinlichkeiten zu bestimmen, beziehungsweise die methodolo
gische Forderung nach einem grossen Beobachtungsfelde numerisch 
zu prazisieren. 

2. Die von Laplace begriindeten Methoden zur Bestiinmung 
des Genauigkeitsgrades statistisoher Ergebnisse, Schlussfolgerungen 
und Konjekturalbereohnungen. Eine Anwendung der Wahrschein
lichkeitsrechnung auf Statistik in dem zuletzt angedeuteten Sinne setit 
eine entsprechende analytische Formulierung des Bernoulli'schen Theo
rems voraus, welche in del' bekannten bequemen Form, die sich seither 
eingebiirgert hat, gegeben zu haben, wie man weiss, das Verdienst 
von S. Laplace ist [I D 1, Nr. 12,14:]. Er benutzte auch selbst die 
Resultate seiner hierher gehorenden analytischen Untersuchungen, und 
zwar zum Teil noch ehe es ihm gelungen war denselben die erwiihnte 
endgiltige Form zu verleihen, zur Losung gewisser statistischer Fragen. 
Auf ihrell allgemeinstell, einfachsten und fiir die Statistik massgeben
den Ausdruck gebracht, lauten die hierbei in Betracht kommenden 
Siitze wie folgt: 

1. 1st in m bezw. n aus s Fallen ein bestimmtes Ereignis ein
getreten bezw. ausgeblieben und bedeutet p die Wahrscheinlichkeit 
dieses Ereignisses bei jedem einzelnen Fall, so wil'd die Wahrschein

lichkeit dafiir, dass del' Quotient m in den Grenzen p + z enthalten s 
ist, wenn seine grosse Zahl ist, mit hinlanglicher Genauigkeit durch: 

t 

P t = ;;;J e-t"-dt 
o 

ausgedriickt, wobei: 
t = Z 1/ S5 

JI 2mn 
zu setzen ist (I D 1, Nr. 14:). 

2. Liegen zwei analoge Beobachtungsl'eihen VOl', denen die Be
obachtungs- und Ereigniszahlen s, m, n bezw. s', m', n' und die 
Wahrscheinlichkeiten p bezw. p' entsprechen, und hat sich bei den 
Q t · t 1n d m'. 't' D'ff .1' m' m b uo 18n en S un s'- eme POSI lve I erenz u = 7- - -8- erge en, 

so wird durch ~ (1 + PI) die Wahrscheinlichkeit ausgedriickt, dass 

p' grosser sei als p, wobei: 

V 838'3"--

t=8 " , 2(mn8 a+ m n 83) 

5) Laplace Memoire sur les probabilites, Nr. 26 (Par. Rist. 1778 [81] = 
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3. Sind unter bestimmten VerhiiJtnissen Ereignisse (Thatsachen) 
von zwei verschiedenen Arten a bezw. b male beobachtet wOI:den und 
ist fUr eine andere analoge Beobachtungsgruppe nur die eine der 
betre:lfenden Zahlen, z. B. a: gegeben, ~o lasst sich die Unbekannte 

b' aus der Formel b'= !.a' ermitteln, wobei die Wahrscheinlichkeit a 

fUr die Di:lferenz b' - ~ a', in den Grenzen + z enthalten zu sein, a 
wiederum in PI ihren Ausdruck findet und t sich aus der Gleichung 

t = z V 2a'b(:~ a')c 

bestimmt, in welcher fur c entweder a + b oder a - b oder b - a 

zu setzen ist, je nachdem man die Quotienten ~ und b: als Nii.he-a a 

rungswerte von -1 p oder von p oder von ..!.- betrachtet, wo p die -p p 
Wahrscheinlichkeit eines einfachen Ereignisses bedeutet 7). 

Oeuvres 9, p. 383), Suite du memoire sur les approximations des formules qui 
80nt fonctions de tres grands nombres, Nr. 38-40 (Par. Hist. 1783 [86] = Oeuvres 
10, p. 296) und Theorie analytique des probabilites (Oeuvres 7), Livre II, Nr. 29. 
Laplace wendet die betreff'enden Formeln auf die Frage des Zahlenverhaltnisse~ 
an, in welch em die geborenen Knaben zu den geborenen Madchen stehen. 

6) Von Poisson (Recherches sur 10. probabilite des jugements, Paris 1837, 
Nr.88) riihrt eine Verallgemeinerung dieses Satzes her, welche darin besteht, 
nach der Wahrscheinlichkeit zu fragen, dass die Wahrscheinlichkeit p' zum 
mindesten um den positiven Betrag Ii die Wahrscheinlichkeit p iibertreff'e. 
Hierbei muss der Faktor (J in dem Ausdruck fiir t durch (J - Ii ersetzt werden, 
wobei die Grosse Ii so zu wahlen ist, dass (J> E. 

7) Laplace, Sur les naissances, les mariages et les morts a Paris etc. 
(Par. Hist. 1783 [86], p. 693 fg. = Oeuvres 11, p. 36). Hier bedeuten a und b 
die Zahlen der ji!.hrlichen Geburten bezw. der Einwohner in einer bestimmten 
Anzahl der Gemeinden Frankreichs und a und If die entsprechenden Zahlen 
fiir das ganze Konigreich. Dabei wird jedes existierende Individuum einer ge
zogenen weissen und jede Geburt einer gezogenen schwarzen Kugel gleich ge-

a.chtet. Der Quotient ~ wird also als Nii.herungswert von -p- behandelt. 
a 1-p 

Dagegen in der Theorie anal. d. prob., livre 2, Nr.31, wo Laplace die Frage 
der Ermittlung der Bevo!kerungszahl Frankreichs auf Grund einer partiellen 
Volkszahlung und der Geburtenstatistik von neuem untersucht, vergleicht er die 
Bevolkerungszahl mit der Zahl der iiberhaupt gezogenen Kugeln und die Ge
burtenzahl mit der Zahl der gezogenen weissen Kugeln. Dementsprechend er-

scheint !. als Naherungswel't von..!.-. Schliesslich bietet Laplace in Nr.30 der a p 

Theorie etc. ein statistisches Beispiel fUr den Fall, dass !. annahernd dip 
Wahrscheinlichkeit p ausdriickt. a 
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Die angefiihrten drei Satze werden nun entweder in direkter 
oder in indirekter Weise fUr die Zwecke der Statistik verwertet. 1m 
ersten Fall geht man auf die Berechnung von Pt, mit anderen Worten 
darauf aus, den "Sicherheitsgrad" (die "relative V ertrauenswiirdig
keit") gewisser statistischer Resultate zu bestimmen. 1m zweiten 
Fan wird das Argument t gleich einem Werte, wie z. B. 2 (Poisson 11)) 
oder 3 (Lexis~) gesetzt, welchem eine Wahrscheinlichkeit Pt bezw. 

+(1 + PI) entspricht, die praktisch als Gewissheit betrachtet werden 

kann, wodurch zweierlei moglich wird: 1) die ausserste Abweichung 
des gefundenen empirischen Wertes irgend eines statistischen Quo
tienten von der ihm zu Grunde liegenden mathematischen Wahr
scheinlichkeit, oder die ausserste Differenz. zwischen zwei empirischen 
Wert en eines solchen Quotienten, welche noch dem Zufall zugeschrie
ben werden kann, oder schliesslich den aussersten Fehler, mit wel
chem eine "Konjekturalberechnung" wie die oben erwahnte behaftet 
ist, zu bestimmen und 2) anzugeben, wie viele Beobachtungen ge
macht werden miissen, damit die betreffende Abweichung bezw. die 
betreffende Differenz bezw. der betreffende Fehler eine bestimmte 
Grenze nicht iiberschreitet (hierbei wird die angenaherte Kenntnis 
der in Betracht kommenden Wahrscheinlichkeit p stets vorausgesetzt). 

3. Verbreitung dieser Methoden zumal unter dem Ein:O.usse 
Poisson's. Diese verschiedenen Modi der Anwendung der Wahr
scheinlichkeitsrechnung auf Statistik haben im weiteren Verlauf der 
Entwicklung der statistischen Forschung eine ungleiche Verbreitung 
gefunden. Am ·seltensten wurde der Genauigkeitsgrad von Konjek
turalberechnungen der erwahnten Art ermittelt und zwar aus dem 
Grunde, weil mit dem entschiedenen Fortschritt, den die erschopfende 
Massenbeobachtung der gesellschaftlichen Erscheinungen im 19. Jahr
hundert gemacht hat, die Statistik von jenen Konjekturalberechnungen, 
welche sie in ihren Anfangen geradezu beherrschten 10), allmahlich ab
gekommen ist 11). Relativ haufig wurde dagegen zu einer direkten 
Anwendung des zweiten der angefiihrten Satze gegriffen, nament-

8) Recherches sur la prob. d. jug., p. 372 fg. V gl. J. Gava'l"l'et, Principes 
gem3raux de statistique medicale, Paris 1840, p. 257. 

9) Einleitung in d. Th. der B.-S. Nr. 80 fg. 
10) V gl. J. Graunt, Natural and political observations etc., London 1661, 

Kap. VII fg. und W. Petty's Essays in Political Arithmetic, London 1683, z. B. 
Of the Growth of the city of London etc. 

11) Zu vgl. jedoch A. N. Kiiilr, Die reprasentative Untersuchungsmethode. 
AUg. Statist. Archiv 5 (1898), p. 1 fg. 
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lich in der medizinischen (therapeutischen) Statistik (zum Zwecke 
der Ergriindung der Wirksamkeit verschiedener Heilmethoden), weil 
auf diesem Gebiete die Eliminierung des Zufalls wegen der ver
hiUtnismassigen Kleinheit der Beobachtungszahlen, iiber die man in 
der Regel verfiigt, von besonderer Wichtigkeit ist19). Uberhaupt hat 
es aber iiber ein haJbes Jahrhundert gewahrt, bis die von Laplace 
aufgestellte Forderung nach einer numerischen Prazisierung des Zu
verlassigkeitsgrades statistischer Ergebnisse bezw. nach einer metho
dischen Riicksichtnahme auf die zufiilligen Abweichungen auf diesem 
Gebiete eine einigermassen allgemeinere Beachtung fand. Dazu hat 
Poisson wesentlich beigetragen, indem er es verstanden hat, dem 
Bernoulli'schen Theorem eine Fassung zu geben, welche es geeignet 
zu machen schien, auf samtliche in der Statistik vorkommenden 
FaIle angewendet zu werden, ohne dass dabei die von Laplace be
griindeten Methoden zur Prazisierung der relativen Sicherheit statisti· 
scher Ergebnisse eine .Anderung zu erfahren hatten, weil in dem
jenigen Schema, welches Poisson fur eine Verallgemeinerung des 
Bernoulli'schen ausgab und als "den Fall variabler Chancen" bezeich
nete, die Spielraume fur die Wirkung der zufiilligen Ursachen die 
aJten (von Laplace gefundenen) blieben 18). 

12) Double und Navier in Par. C. R. 1 (1835), p. 167 fg. und p. 247 fg., 
Gavarret, die in Fussnote 8 genannte Schrift, C. Liebermeister, Uber Wahrscheinlich
keitsrechnung in Anwendung auf therap. Stat. 1877 (Sammlung klinischer Vor
trii.ge Nr. 110) und J. v. Kries, Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Frei
burg i. B. 1886, Kap. IX, Nr. 10 und 11. 

13) I D 1, Nr. 13. Gavarret a. a. O. vertritt die Ansicht, dass erst durch 
Poisson's Untersuchungen liber den Fall "variabler Chancen" eine Grundlage 
fUr die Anwendung der W ahrscheinlichkeitsrechnung auf medizinische Statistik 
gescha:ifen worden ist. Dem entgegen sind J. Bienayme (L'Inst. 7, 1839, p. 188) 
und ..4.. Cournot (Exposition de III. tMorie des chances et des probabiliMs, Paris 
(1843), Nr. 76) der Meinung, dass der von Poisson construierte Fall "variabler 
Chancen" nichts neues bietet gegenliber dem betre:ifenden von J. Bernoulli und 
nachher von Laplace behandelten Schema, welch' letzteres Poisson als den Fall 
"konstanter Chancen" bezeichnet. Man vergleiche dazu meine "Kritischen Be
trachtungen zur theoretischen Statistik", 1. Art. (Jahrb. f. Nat.-Ok. u. Stat., 
3. Folge, 8 [1894], p. 653-665), wo u. a. betont wird, dass es Poisson beson
ders darauf ankam nachzuweisen, dass in beiden genannten Fallen die gesuchte 
Wahrscheinlichkeit des in Betracht kommenden einfachen Ereignisses sich in 
derselben Weise und mit dem namlichen Prazisionsgrad aus der Erfahrung be
stimmen lii.sst (Recherches etc., p. 149-150). W ohl findet sich in der Vorrede 
(Preambule) zu den "Recherches" eine Stelle (p. 7), worin es heisst, dass die 
relative Stabilitat der Quotienten, welche als Nii.herungswerte einer bestimmten 
Wahrscheinlichkeit erscheinen, im FaIle variabler Chancen von der gr6sseren 
oder kleineren Amplitude der Variationen abhangt, denen die in Betracht kom-
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4. Bienayme's und Cournot's Lene von den solidarisch wir
kenden zufiilligen Ursachen. Gegen die von Poisson aufgestellte 
Behauptung von der Allgemeingiltigkeit des Schemas "variabler 
Chancen" trat J. Bienayme auf, welcher durch den Versuch, die La
place'schen Formeln an den Daten der Statistik zu verrnzieren, zu 
der. Erkenntnis gefiihrt wurde I dass die von der Theorie fur die 
Schwankungen statistischer Quotienten vorgezeichneten Grenzen auch 
in dem Falle, wo die betreft'enden Schwankungen noch als zuf'allige 
erscheinen, gewohnlich nicht unerheblich iiberschritten wurden. Um 
ein derarliges Verhalten der statistischen Zahlen mit der Wahrschein
lichkeitsrechnung in Einklang zu bringen, modifizierte Bienayme das 
Poisson'sche Schema durch die Einfiihrung der "Hypothese von der 
Dauer der Ursachen". 

Es sei das in Betracht kommende Chancensystem, welches mit 
der Wahrscheinlichkeit Co ein bestimmtes Ereignis hervorbringt, 
durch die Werle 911 921 •• '1 9v und c11 C21 •• '1 Cv charakterisierl, von 
denen die ersteren die Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen Ursachen 
und die letzteren die Wahrscheinlichkeiten des betreffenden Ereig
nisses unter der Voraussetzung des Wirksamwerdens jener verschie
denen Ursachen angeben. Sind ferner s und m die entsprechenden 

menden zufalligen Ursachen unterworfen sind; !-'lie Erfahrung selbst, bemerkt 
P., wird in jeder einzelnen Frage erkennen lassen, ob die betreffende Reihe von 
Beobachtungen hinlanglich fortgesetzt worden ist (sc. damit bei del' aposteriorischen 
Ermittelung del' in Frage stehenden Wahrscheinlichkeit der gewollte Annahe
rungagrad erzielt wird). Die citierte Stelle kann aber Bchon aus dem Grunde 
nicht als massgebend erachtet werden, weil sie der ganzen Darlegung im Text 
direkt widerspricht. Diese Stelle sowie eine ahnlich lautende auf S. 12 der ge
nannten Vorrede sind iibrigens einem alteren Memoire von Poisson (Par. C. R. 
1 [1835J, p. 478-479 u. 481) wortlich entnommen, wie denn iiberhaupt die 
ganze V orrede zu den "Recherches" nicht viel mehr ala einen Abdruck dieses 
Memoire dal'stellt und es lasst sich vermuten, daas Poisson im Jahre 1835 jene 
vollige Gleichheit del' beiden Falle konstanter und variabler Chancen, welche 
in Bezug auf die Spielraume fur die Wirkung zufalliger Ursachen beateht, noch 
nicht festgeatellt hatte. Es ist ausserdem wichtig, dass in dem enonce des Ge
setzes der grossen ZahIen, welchea sich in den Pal'. C. R. 2 (1836), p. 604-605 
findet, von der Amplitude del' Variation en der zufalligen Ursachen als einem 
Faktor, der die erwiihnten Spielraume mit bestimmen sollte, keine Rede 
mehr iat. Die in obigem bespl'ochenen Stellen der "Vorrede zu den "Recherches" 
werden es wohl gewesen sein, die A. Quetelet (Lettres sur Ia theorie des pro
babilites, Bl'uxelles 1846, p. 213) und anscheinend auch Gavarret (Op. c. p. 74) 
zu der irrigen Meinung verleitet haben, ala ob im Fall variabler Chancen mehr 
Beobachtungen ala im Fall konstanter Chancen notig waren, um mit einem ge
gebenen Prazisionsgrad den Wert einer bestimmten Wahrscheinlichkeit aus dar 
Erfahrung zu ermitteln. 
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Beobachtungs- und Ereigniszahlen, so wird die Wahrscheinlichkeit 

fiir die Abweichung m - co, in den Grenzen + /if enthalten zu sein, s 
nach Poisson [I D 1, Nr. 13] durch PI ausgedriickt, wobei: 

/if = t Y2Co (is-Co) 

und Co = [gi cil (Wegen der Bedeutung des Klammerzeichens s. 
I D 2, Nr. 8.) Dies gilt jedoch nur fiir den Fall, wo die einzelnen 
Beobachtungen von einander vollstandig unabhangig sind oder, mit 
anderen Worten, wo bei jeder einzelnen Beobachtung die massgebende 
unter den v verschiedenen Ursachen sich von neuem durch Zufall 
bestimmt. 

In dem anderen FaIle aber, wo die jedesmal wirksam werdende 
Ursache wahrend der Dauer von je k Beobachtungen fortwirkt, wirq. 

nach Bienayme die Wahrscheinlichkeit einer Abweichung m - Co, 
8 

s 
welche in den Grenzen + /if liegt, unter der V oraussetzung, dass k 
eine grosse Zahl ist, auch noch durch P t ausgedriickt, nur dass in 
diesem Fall die neue Beziehung: 

ty2Co(1-Co)+2(k-l)[ ( )2] 
/if = --8-- 8 gi Ci - Co 

platzgreift. 
Aus letzterer Formel ersieht man, dass in dem von Bienayme 

konstruierten Schema die Spielraume fiir die Wirkung der zuialligen 
Ursachen sich im Vergleich zu dem Poisson'schen Schema erweitern 
und zwar umso betrachtlicher, je grosser auf der einen Seite die 
Zahl k und auf der anderen Seite der Faktor [gi(Ci - CO)2] sind. Aber 
gerade diejenigen Erscheinungen, meint Bienayme, deren Umstande 
( circonstances) uns am besten bekannt sind, bieten unzweifelhafte Bei
spiele der gekennzeichneten "Dauer der Ursachen" dar. Mithin seien 
die relativ grossen Schwankungen der statistisch~n Quotienten vom 
Standpunkte des neuen Schemas begreiflich und konnen sich also 
gegebenen Falles mit der Voraussetzung eines konstanten Chancen
systems wohl vertragen, wenn nur die in Betracht kommenden Ur
sachen serienweise variieren. Hierbei sei lediglich der Einfachheit 
halber angenommen worden, dass die betrefl'enden Beobachtungsserien, 
innerhalb deren kein Ursachenwechsel stattfindet, aus je k Beobach
tungen bestehen. Nichts hindere aber daran, die Zahl k selbst in 
der einen oder der anderen Weise variieren zu lassen 14). 

14) L'Institut 7 (1839), p. 187-189. 
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Der in obigem wiedergegebenen Auffassung Bienayme's ist 
A.. Oournot beigetreten, welcher seinerseits auf der Notwendigkeit be
steht, auf statistischem Gebiet zwischen den zufiilligen Einfiiissen zu 
unterscheiden, welche eine jede Beobachtung unabhangig von den mit 
ihr zu einer gemeinsamen Reihe verbundenen Beobachtungen affizie
ren, und anders gearteten Einfiiissen, welche auf die ganze Beobach
tungsreihe oder eiDen Teil derselben solidarisch einwirken und nichts
destoweniger noch zufallige in dem Sinne sind, dass sie unregel
miissig von Serie zu Serie variieren und dass die Wirkungen ihrer 
Variationen sich bei grossen Zahlen von Serien, mithin bei sehr 
grossen Zahlen von lndividualfallen kompensieren 15). Oournot hat 
die Gedanken seines V organgers in zutreffender Weise weiter aus
gefiihrt, ohne im iibrigen an den von jenem aufgestellten Formeln 
etwas zu andern und ohne empirisch-statistische Belege fUr den neuen 
Standpunkt beizubringen. 

5. Die Lexis'sche Dispersionstheorie. Viel spater hat es W. Lexis 
unternommen zu priifen, inwiefern verschiedene statistische Quotienten 
bei den zeitlichen Schwankungen, denen sie unterworfen sind, die 
Grenzen einhalten, welche fur die Wirkung der zufalligen Ursachen 
nach Laplace und Poisson massgebend seien. Das von Lexis zu 
diesem Zweck angewandte Verfahren bestand darin, zuzusehen, wie 
die Einzelwerte PI', P2', Ps', ... , P; eines bestimmten statistischen 
Quotienten, welche aufeinanderfolgenden Zeitabschnitten entsprechen, 

sich urn ihren Mittelwert Po' = ~ [pa gruppieren. Setzt man de~ 
Einfachheit halber voraus, dass einem jeden von den genannten Einzel
werten s Individualbeobachtungen (beobachtete Individuen) zu Grunde 
liegen, so ware zu erwarten, falls es sich urn Naherungswerte einer 
bestimmten Wahrscheinlichkeit P und um vollig von einander unab
hangige Einzelbeobachtungen handelte, dass sich jene Werte, nach ihrer 
Grosse geordnet, bei hinreichend grossem s und nicht allzukleinem d, an
nahernd nach Massgabe der Funktion Pt urn P; herum verteilen wer
den, wobei zwischen dem Argument t und der Veranderlichen $, 

welche die positiv genommene Abweichung eines empirischen Wertes 
p/ von der abstrakten WahrscheiDlichkeit P darstellt, die Beziehung 

bestehen miisste: t = $ -V 2P(/-p)' Die Konstante : = h nennt 

Lexis im Anschluss an eineD in der Methode der kleinsten Quadrate ein
gebiirgerten Sprachgebrauch (I D 2, Nrn. 2,4,8) "PrazisioD". Demnach 

15) Exposition etc. Nrn. 79 und 117. 
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erscheint ~r.i = I' als der mittlere Fehler von p/. Naherungswerte 
hv 2 

von h und I' werden nun auf der einen Seite durch die Ausdriicke 

Y2Po'(18_po') bezw. Y Po'(l;Po') geliefert, welche in folgendem mit 

h' und ,.,,' bezeichnet werden mogen. Auf der anderen Seite kann 
aber der mittlere Fehler von p/ unmittelbar aus den beobachteten 
Abweichungen p/ - po' naherungsweise bestimmt werden; und fiihrt 

man die Bezeichnungen 1''' bezw. k" fiir ~ 1 [eP/ - po')2] bezw. 

-V 2 [(;~ ~O)'] ein, so miisste obige Erwartung beziiglich des Verhal

tens der Werte p/, P2', ... , P'/ offenbar darin ihren summarischen 
Ausdruck finden, dass die Gleichung h' = k" bezw. 1" =,.,," wenig
stens annahernd erfiillt ist. In dem Fall, wo dies zutrifft, spricht 
Lexis von normaler Dispersion, d. h. von einer derarligen Verteilung 
der Werle p/, Pi', ... , Po' urn Po', welche mit der V orstellung ver
einbar sei, dass diesen Werlen eine gemeinsame Wahrscheinlichkeit P 
zu Grunde liegt und auf die betreffende statistische Massenerscheinung 
das Schema eines gewohnlichen Zufallsspieles [l D 1, Nr. 18] oder auch 
das Poisson'sche Schema variabler Chancen anwendbar ist. Weichen 
aber die Grossen h' und h" bezw. ,.,,' und ,.,," betrachtlich von einander 
ab, so hat man es entweder mit einer iibernormalen oder unternormalen 
Dispersion zu thun, je nachdem die Ungleichungen h' > h" bezw. 
/-,' <,.,," oder umgekehrt h' < k" bezw. P: > 1''' platzgreifen. Doch 
wird auch in diesen beiden Fallen angenommen, dass sich die Werte 
Pi', P2', ... , Po' nach Massgabe der Funktion Pt um P; herum grup
pieren, nur dass das Argument t sich nicht mehr, wie in dem Fall 
der normalen Dispersion, aus einer der Gleichungen t = zh' oder 
t = zh", sondern ausschliesslich aus der zweiten dieser Gleichungen 
bestimmen lii.sst. Einer ubernormalen Dispersion wiirde die Vorstel
lung entsprechen, dass die betreffende abstrakte Wahrscheinlichkeit, 
als deren Naherungswerte die Grossen Pi', Pi', ... ,P'; erscheinen, 
nicht mehr konstant bleibt, sondern ihrerseits zufaIlige, dem Ex
ponentialgesetz [I D 2, Nrn. 2, 4] sich fugende Inderungen erfahrt. 
Dagegen wiirde eine unternormale Dispersion auf einen besonderen 
inneren Zusammenhang der Einzelereignisse, aus denen sich die be
treffende Massenerscheinung zusammensetzt, hindeuten. 

Vom Standpunkte der angefiihrlen theoretischen Erorlerungen 
untersuchte Lexis eine Anzahl statistischer Quotienten auf den 
Grad ihrer Stabilitat hin und fand, dass die straffste Formel, in 
welche sich menschliche Massenerscheinungen erfahrungsmassig ein-
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fiigen lassen, die der normalen Dispersion sei. Letztere ist namentlich 
bei dem Zahlenverhaltnis, in welchem die geborenen Madchen zu den 
geborenen Knaben stehen, (und zum Teil auch bei dem analogen Ver· 
haltnis zwischen den Zahlen der Verstorbenen) nachweisbar. Hier 
zeigt sich fur verschiedene Lander und Zeitraume eine bemerkens
werle Ubereinstimmung zwischen den von der Wahrscheinlichkeits
rechnung auf Grnnd der Laplace'schen Formeln fur die Schwankungen 
der betreffenden Zahlenwerle vorgezeichneten Grenzen und denjenigen 
Grenzen, in denen sich diese Zahlenwerte thatsachlich bewegen. Eine 
Gegenuberstellung der Werle h' und h" ergiebt zwischen beiden nur 
solche Unterschiede, deren zufalliger Ursprung ausser Zweifel steht. 
Aber fur verschiedene andere, dem Gebiete der Bevolkerungs- und 
der Moralstatistik entnommene Quotienten stente Lexis fest, dass die 
aus denselben gebildeten Reihen durch eine stark ausgesprochene Un
gleichheit der Grossen h' und h" samtlich charakterisiert sind, wobei 
sich stets ergiebt, dass die erste dieser Grossen die zweite - und zwar 
oft um ein vielfaches - ubertrifft. Zugleich gestattet die Art, wie 
sich die Einzelwerle eines bestimmten Quotienten urn den entsprechen
den Mittelwert gruppieren, nur ausnahmsweise einen einigermassen 
sicheren Schluss darauf, dass im gegebenen Fall ubernormale Disper
sion vorlage, weil eine Unterwerfung der Abweichungen jener Einzel
werte yom Mittel unter das Exponentialgesetz in den meisten Fallen 
nicht zu erwirken ist. Wenn nun aber eine statistische Grosse, ohne 
sich bei ihren Variationen nach jenem Gesetze zu richten, dennoch 
eine gewisse Stabilitat aufweist, so hatte man, meint Lexis, "ein rein 
empirisches Gleichbleiben der beobachteten Verhaltniszahlen, das mit 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung keinen bestimmten Zusammenhang 
besitzt. Insbesondere ist es dann auch ein rein empirischer Schluss, 
dass die Beobachtungen des nachsten Jahres wieder ein ungefahr 
gleiches Verhaltnis ergeben werden; dellll wir sind nicht berechtigt, 
nach den RegeIn der Wahrscheinlichkeitsrechnung Fehlergrenzen fur 
das Ergebnis der nachstjahrigen Beobachtungen anzugeben, wenn in 
der vorliegenden langeren Reihe von Jahren die Abweichungen der 
Einzelresultate vom Mittel sich so ganz und gar abweichend von der 
Wahrscheinlichkeitstheorie verleilen" 16). 

16) Lexi.~, Zur Theorie der Massenerscheinungen, Nr. 23. Man vgl. auch: 
Das GeschlechtsverhiUtnis der Geborenen und die Wahrscheinlichkeitsrechnung 
in den Jahrbiichern fUr Nat.-Ok. u. Statistik von Hildebrand-Corvrad, 27, 1876, 
p. 209 fg. fiber die Wahrscheinlichkeitsrechnung und deren Anwendung auf die 
Statistik, ebendaselbst, Neue Folge 13, 1886, p. 433 fg. Im Handworlerbuch der 
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In den Ergebnissen seiner Untersuchungen begegnete sich Lexis 
mit E. Dormoy 17), welcher unabhii.ngig von ihm auf den Gedanken ge
kommen war, in ahnlicher Weise die erwarlungsmassigen Schwankungen 
verschiedener statistischer Quotienten mit ihren eft'ektiven Schwankungen 
zu vergleichen. Dabei hielt sich aber Dormoy im Gegensatz zu 
Lexis 18) nicht an den mittleren, sondern an den durchschnittlichen 
FehIer [I D 2, Nr. 8], d. h. an das arithmetische Mittel aus den positiv 
genommenen Abweichungen der Werte Pt', P2', ... , Po' von Po'. Der 

theoretische Werl dieses durchschnittlichen Fehlers ist E = ,~_, wo 
hr'lt 

h = -V 2 P(lS _ p)' und als empirische Werle desselben ergeben sich 

auf der einen Seite c' = 1 / ~ Po'(l- Po') und auf der anderen Seite V 'It S 

E" = ~ [+ (pi - p;)]. Das Verhaltnis :: nannte Dormoy "coefficient 

de divergence" und fand, dass dasselbe nur in dem Beispiel des Ge
schlechtsverhaItnisses der Geborenen von der Einheit wenig verschie
den ist, in den sonstigen Beispielen aber viel grossere Werte an
nimmt. 

6. Da.s Schema. einer serienweise variierenden Wahrschein
lichkeit und dessen Anwendung a.uf die Statistik. Es ist das Cha
rakteristische der besprochenen Untersuchungen, aus denen sich alB 
allgemeine Regel eine weitgehende Discrepanz zwischen den Erwar
tungen der Theorie und den Thatsachen der Statistik ergeben hatte, 
dass den betreft'enden Quotienten stets grosse Beobachtungszahlen ent
sprachen. Als sich aber Lexis statistischen Reihen mit massigen 
Beobachtungszahlen zuwandte, konstatierle er im allgemeinen eine 
viel grossere Annaherung an die Erfiillung des Kriteriums einer nor-

malen Dispersion, indem sich fUr die Grosse ::, oder ~:, die man 

kurz Fehlerrelation nennen und mit Q' bezeichnen mag, ZahIenwerle 
herausatellten, die in der Regel nicht bedeutend von der Einheit ab
wichen 19). Zur Erklarung dieses auf den ersten Blick auffallenden 
Resultats achIug Lexis das Schema einer serienweise variierenden 

Staatswissenschaften, 1890-94 die Art. Gesetz, GeschlechtsverhlUtnis der Ge
borenen und der Gestorbenen, Moralstatistik, Statistik. 

17) Theorie mathematique des assurances sur 180 vie, Paris 1878, 1, Nr. 
39-56 und Journal des actuaires fran9ais 3 (1874), p. 432 fg. 

18) Vgl. jedoch: Zur Theorie der Massenerscheinungen, Nr. 46. 
19) ti"ber die Theorie der Stabilitat statistischer Reihen, in den Jahrbiichern 

f. Nat.-Ok. u. Stat. 32, 1879, p. 60fg. 
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Wahrscheinlichkeit vor, welches darin besteht, dass jedem der Einzel
werle p/ eine besondere abstrakte Wahrscheinlichkeit Pi zu Grunde 
liegt, wobei innerhalb einer jeden von den f$ Beobachtungsserien, aus 
denen sich die betreft'ende statistische Reihe zusammensetzt, eine 
vollige Unabhangigkeit der Einzelbeobachtungen stattfindet. Es lasst 
sich nun zeigen, dass in diesem Fall der erwartungsmassige Wert 
von Q' nicht mehr gleich 1, sondern gleich einer Grosse Q ist, 
welche sich aus der Formel: 

Q = 11 1 + (8 - 1) [(Pi-PO)!] 
Gpo(1- Po) 

bestimmt, wo Po = ~ [P;]. 20) Bedenkt man, dass der Faktor 
[(Pi- po)'] 
--,-;----;: von der Grosse der Beobachtungszahl (8) unabhangig ist, 
t1Po(1- Po) 
so wird es klar, dass, eine bestimmte Reihe abstrakter Wahrschein
lichkeiten Pl' P2' ... , pu vorausgesetzt, die entsprechende empirische 
Reihe p/, P2', •.. , p~ einen erwartungsmassig urn so kleineren Wert 
von Q' Hefem wird, je weniger zahlreich die Einzelbeobachtungen 
sind, auf denen ein jeder der Werte p! beruht. Damit aber die 
Grosse Q und deren Naherungswert Q' gegebenen Falls der Einheit 
nahe kommen, muss allerdings noch die Bedingung erfiillt sein, dass 
die betreft'ende abstrakte Wahrscheinlichkeit entsprechend kleine Va
riationen erfahrt. Dass letzteres bei den meisten Erscheinungen, die 
zur Bevolkerungs- und Moralstatistik gehoren, in der Regel zutreft'en 
diirfte, ist an sich sehr wahrscheinlich und so wird es moglich, mit 
Hiilfe der V orstellung von einer serienweise variierenden Wahrschein
lichkeit das eigentiimliche Verhalten der Fehlerrelation zu erklaren, 
welche erfahrungsgemass bei verhaItnissmassig kleinen Beobachtungs
zahlen um 1 oscillierl, wahrend sie bei grosseren Beobachtungszahlen 
fiir Erscheinungen derselben Art erheblich grosser ausfallt 21). Es 
lasst sich also nicht nur fiir den Fall des Geschlechtsverhaltnisses 
der Geborenen, sondern, wie es scheint, ziemlich allgemein eine ge
wisse, wenn auch etwas verschieden gearlete, Ubereinstimmung zwischen 

20) Der angefiihrte Ausdruck fiir Q iet in meinem "Gesetz der kleinen 
Zahlen", Leipzig 1898, § 14 abgeleitet. In der entsprechenden Formel bei 
Lewis, welche auf einer nicht ganz strengen Beweisfiihrung beruht, steht s an 
Stelle von 8 - 1 . 

21) Das Schema einer serienweise variierenden Wahrscheinlichkeit ist 
iibrigens nur als ein mehr oder weniger grober Ausdruck der thatsachlichen 
Gestaltung der Chancensysteme aufzufassen, welche dem statistischen Geschehen 
zu Grunde liegen. 'Uber das VerhiUtnis dieses Schemas zu demjenigen Bien
ayme's vgl. mein "Gesetz der kleinen Zahlen", Anlage 2. 

EnGyklop. d. math. Wiseensch. I. 53 
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Theorie und Erfahrung bei den zeitlichen Schwankungen statistischer 
Quotienten erzielen. Aus solch' einer Ubereinstimmung kann aber, 
nach Lexis, iiberhaupt erst die Berechtigung dazu entnommen werden, 
statistische Relativzahlen als Naherungswerte mathematischer Wahr
scheinlichkeiten aufzufassen, mithin die Begriffe "Chancensystem", "zu· 
iaIlige Ursachen" und dergleichen mehr in die Statistik einzufiihren. 
Durch letzteres wird ein richtigerer Einblick in das Wesen der sta
tistischen Regelmassigkeiten gewonnen und werden namentlich die 
Anschauungen derer hinili,llig, welche zur Erklarung der Stabilitat 
statistischer Zahlen "einen naturgesetzlichen, auf die Herstellung der 
Konstanz gerichteten inneren Zusammenhang der Einzelerscheinungen 
annehmen" zu miissen glaubten 22). Was aber den mehr praktischen 
Zweck betrifft, mit den Mitteln der Wahrscheinlichkeitsrechnung die 
Fehlergrenzen fur ein unbekanntes (zukiinftiges) statistisches Ergeb· 
nis zu bestimmen - worin Laplace die eigentliche Funktion der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung auf diesem Gebiete erblickte - so er
weisen sich (sofern wenigstens grosse Beobachtungs· und Ereignis· 
-zahlen in Betracht kommen) jene Mittel als untauglich und das 
ganze Verfahren als ein illusorisches iiberaIl dort, wo zu dem Schema 
einer serienweise variierenden Wahrscheinlichkeit gegriffen werden 
muss (somit in der uberaus grossen Mehrzahl der FaIle), weil die 
Variationen der betreffenden Wahrscheinlichkeit nicht auch ihrerseits 
auf Chancenkombinationen (Wahrscheinlichkeitsgesetzen) zu beruhen 
brauchen. 

Die Dispersionstheorie von Lexis ist nach der logischen und er
kenntnistheoretischen Seite hin von J. von Kries 23) weiter ausgefiihrt 
worden. Statistische Untersuchungen iiber die Dispersionsverhaltnisse 
verschiedener Quotienten sind J. Lehr 24), H. Westergaard 25) und F. Y 
Edgeworth 26) zu verdanken. Letzterer ist, obschon in unmittelbarer 
Anlehnung an die Lexis'schen Untersuchungen, verschiedentlich uber 
die Grenzen, in denen sich jene bewegen, hinausgegangen und hat 
auch die eigentliche Theorie der Frage bis zu einem gewissen Grade 

22) Lexis, im Handworterbuch derStaatswiss. 2. Auf!. Bd. 4, p. 239. 
23) Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Freiburg i. B. 1886. Kap. 

IV, Nr. 9; Kap. VI u. IX. 
24) Zur Frage der Veranderlichkeit statistischer Reihen, in der Viertel

jahrsschrift f Volkswirtschaft u. s. w., 101 (1888), p. 3 fg. 
25) Die Grundziige der Theorie del' Statistik, Jena 1890. 
26) On Methods of Statistics in Jubilee Volume of the Statistical Society, 

London 1885, und zahlreiche Artikel in Journal of the Royal Statistical Society 
1885-1899, sowie in PhiL Mag. 1883-92. 
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geiOrdert. In jiingster Zeit ist es J. H. Peek gelungen, auf dem Ge
biet der Sterblichkeitsstatistik bei einer Anzahl von Reihen mit 
relativ kleinen Beoachtungszahlen eine nahezu normale Dispersion 
festzustellen 27) 28). 

7. Wahrseheinliehkeitstheoretisehe Behandlung der statisti
sehen lIIittelwerte. Die Zahlenwerle, mit denen sich die Statistik 
beschaftigt, besitzen nicht immer wie in den vorhin betra.chteten 
Fallen die Form von Wahrscheinlichkeitsgrossen, sondem stellen sich 
oft als Funktionen solcher dar, sind aber auch dann nicht minder 
einer Behandlung von dem oben erorterlen Standpunkt aus unter ent
sprechenden Modifikationen der einschlagigen Formeln zuganglich 29). 
Letzteres trifft auch bei den statistischen Mittelwerlen zu, welche 
unter den Begriff der mathematischen Erwartung [1 D 1, Nr. 16] sub
sumiert werden konnen. Laplace hat bereits gezeigt, in welcher Weise 
sich bei derartigen Mittelwerten und speziell in den Fallen der mitt
leren Lebens- und Ehedauer die zufalligen Abweichungen ihrer empi
rischen Werle von den massgebenden theoretischen Werten beruck
sichtigen lassen 30). 

Was nun aber die Untersuchung der Dispersionsverhaltnisse sta
tistischer Grossen dieser Art anlangt, so sind die von Lexis zunachst 
bIos fur den Fall von Wahrscheinlichkeitsgrossen empfohlenen Metho
den auch hier anwendbar. Man habe es in der That mit einer Grosse 
.A zu thun, deren mathematische Erwarlung ; durch: 

jXCP(X)dX 
a 

dargestellt wird, wobei cp(x)dx fUr einen Einzelwert von .A die Wahr
scheinlichkeit angiebt, in den Grenzen von x bis x + dx enthalten 
zu sein, und a bezw. (j den Minimal- bezw. Maximalwerl von .A be-

27) Das Problem vom Risiko in der Lebensversicherung in der Zeitschr. f. 
Versich.-Recht u. -Wissenschaft 5 (1899), p. 169 fg. 

28) Der neueste Beitrag zur Dispersionstheorie ist W. Kammann's Disser
tation "DaB Geschlechtsverhiiltnis der nberlebenden in den Kinderjahren a18 
selbstll.ndige massenphysiologische Konstante", Gottingen (1900) (Auszug in den 
Jahrbl'ichern f. Nat.-Ok. u. Statistik 19 (1900), p. 382 fg.). 

29) So hlilt sich z. B. Lexis in seinen in Fussnote 16 citierten Untersuchungen 
liber das Geschlechtsverhaltnis der Geborenen an das Verhiiltnis der Zahl der 
geborenen Knaben zu der Zahl der geborenen Madchen, mithin an eine Rela
tion zwischen entgegengesetzten Wahrscheinlichkeiten. 

30) Theorie anal. des prob. Chap. VITI. 
53* 
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zeichnen. Es seien ferner (1S Einzelwerle a von A ermittelt, diesel
ben in (1 Serien zu je s Elementen eingeteilt und fUr jede Serie ein 

Mittelwert ;/ = ~ [a] berechnet. Dann wird, unter der Bedingung, 

dass seine hinreichend grosse Zahl ist, die Wahrscheinlichkeit fiir 
eine Abweichung ;/ -;, in den Grenzen + z enthalten zu sein, 
durch Pt ausgedruckt, wobei t = zh und h sich aus der Gleichung: 

2~! = ! j(X - ~yl«p(x)dx 
a 

bestimmt. Fur die Grosse h (die Prazision von ;/) ergeben sich 
nun auch in diesem Fall zwei Naherungswerle, namlich h' und h", 
und zwar aus den Formeln: 

1 1 [(a - ~ ')1) 
2h'l = s tiS - 1 

und: 
1 [(~/ - ~o')!] 

2h"! = tI-l 

in denen ~'= ! [~/]. Eine Gegenuberstellung der Werle h' und 

h" wurde hier ebenfalls zu einer Unterscheidung zwischen den ein
zeInen Dispersionsarlen und zu allen weiteren Konsequenzen fiihren, 
die solch' eine Unterscheidung, wie oben dargelegt, mit sich bringt31). 

In Bezug auf die statistischen Mittelwerte rliUt aber der Wahr
scheinlichkeitsrechnung noch eine andere Aufgabe zu, namlich die 
fehlerlheoretische Untersuchung der Funktion «p (x) [I D 2, Nr. 2 fg.]. 
A.. Quetelet hat fiir verschiedene, den menschlichen Korper betreffende, 
Massgrossen den Nachweis erbracht, dass die Einzelwerte solcher 
Massgrossen, von denen ein jeder einem besonderen Individuum ent
spricht, sich in ihren Abweichungen von den betreffenden Mittelwerten 
ziemlich genau dem Exponentialgesetz anpassen, so dass: 

«p(x) = ~e-k'-(Z-~)', vn 
wo k eine jeweils aus der Erfahrung zu ermittelnde Konstante istS2). 

In seiner Theorie des N ormalalters hat spiiter Lexis das von Quetelet 
zur Geltung gebrachte Prinzip auf die Erscheinung der Lebensdauer 

31) Vgl. meine Krit. Betrachtungen zur theoret. Statistik, 2. Art., p. 332 fg. 
in den Jabrb. f. Nat.-Ok. u. Stat., 3. Folge 10 (1895). 

32) Lettres sur la tMorie des probabilities, Bruxelles (1846), p. 133 fg. u. 
400fg. Sur l'homme, Paris (1835). Physique sociale, Bruxelles (1869). Anthro
pometrie, Bruxelles (1870). 
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iibertragen 33). Aber in einer Anzahl analoger FaIle lasst sich die 
thatsachliche Verteilung der Einzelwerte einer statistischen Grosse 
um ihren Mittelwert mit obiger Formel nicht in Einklang bringeD.. 
Dadurch wird man entweder veranlasst, dem Fehlergesetz eine allge
meinere Fassung zu geben, bei welcher jene Formel nur als Spezialfall 
erscheinen wiirde, oder aber man betrachtet die Nichtiibereinstim
mung der empirischen Zahlenreihen mit dem Gauss'schen Fehler
gesetz als eine Anomalie, welche ihre besonderen Griinde haben 
miisste. Als solche kommen namentlich in Betracht die Thatsachen 
bezw. Hypothesen, darin bestehend, dass gegebeRenfalls eine Mischung 
mehrerer Menschentypen vorhanden sei, oder dass der in Frage stehende 
Typus in der Entartung begriffen sei, oder dass die untersuchte 
Massgrosse die Funktion einer anderen sei, welche ihrerseits das Ex
ponentialgesetz erfiillt, u. a. m. Jeder der erwahnten Erklarungsver
suche giebt zu besonderen theoretischen Erorterungen Arriass. Am 
eingehendsten sind die hierher gehOrenden Fragen von G. Th. Fechner 34) 
und K. Pearson 35) behandelt worden. 

II. Spezielle Probleme. 

8. Die innere Struktur der Sterblichkeitstafel. Unter den 
gesellschaftlichen Massenerscheinungen ist die Sterblichkeit am friihesten 
Gegenstand mathematischer Behandlung geworden. Hierbei biidet 
seit E. Halley 36) die Aufstellung einer Absterbeordnung auf Grund eines 
gegebenen statistischen Materials das Hauptziel der Forschung. Es 

88) Zur Theorie der Massenersch. Kap. III. Ahnliche Untersuchungen iiber 
die Verteilung der Eheschliessenden nach dem Alter haben geliefert: L. Perozzo, 
Neue Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung in der Statistik u. s. w., 
Dresden (1888) und W. Kuttner, Die Eheschliessungen im Konigreich Sachsen, 
Dresden (1886), p. 37 fg. 

84) Kollektivmasslehre, hrsgb. von G. F. Lipps, Leipzig 1897. Vgl. G. F. 
Lipps, Uber Fechner's Kollektivmasslehre und die Verteilungsgesetze der Kol
lektivgegenstande in Philos. Studien 18 (1897), p. 579 fg. 

35) Contributions to the Mathematical Theory of Evolution in Lond. 
Trans. (A) 185, p. 71; 186, p. 343 u. 187, p. 253 (1894-96). V gl. tiber Pears~n 
Edgeworth, in Journal of the R. Statistical Society 58 (1895), p. 506 fg., sowie 
Lexis, Art. Anthropologie u. Anthropometric im Handworterbuch der Staatswiss. 
2. Aufl. Bd. I, p. 396-397. In diesem Art. Hnden sich weitere Litteraturangaben. 
Dazu noch: E. Blaschke, Uber die analytische Darstellung von Regelmassigkeiten 
bei unverbundenen statistischen Massenerscheinungen, in den Mitteilungen des 
Verbandes der osterr. u. ungar. Versicherungstechniker, Heft 1, 1899, p. 6 fg. 

36) An Estimate of the Degrees of the Mortality of Mankind etc., Lond. 
Trans. 17, 1693, p. 596 fg. u. 654 fg. 
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handelt sich mit anderen Worten darum, eine Reihe der Werte lIe zu 
berechnen, von denen ein jeder angiebt, wie viele Individuen aus 
einer bestimmten (willkiirlich gewii.hlten) Anzah! von Geborenen 
(Ojiihrigen) das Alter von x Jahren lebend erreichen. Die Grossen 

d 
Z,,-l"+l = d", bezw. t stellen die Zahlen bezw. die Bruchteile der 

o 
aus einer Anzahl 10 bezw. aus einer Einheit Geborener Verstorbenen 

dar und die Quotienten 1ztl = PIe und ~: = q", werden kurzweg 0.18 

Lebens- und SteTbcnswahrscheinlichkeit des Alters x bezeichnet [1 D 4 b, 
Nr. 2]. Wird ferner angenommen, dass sich l", und seine Di:lferentialquo
tienten mit x stetig ii.ndern, so entsteht der Begri:lf der Sterblichkeitslwaft 
[Sterbensintensitii.t, 1 D 4b, Nr. 6] (1'",,), worunter der Grenzwerl ver
standen wird, dem sich die Wahrscheinlichkeit fiir einen x jiihrigen, 
innerhalb eines bestimmten Zeitteilchens Ax zu sterben, dividiert 
durch letzteres, bei lim. Ax = 0, nahert 37). Hieraus ergiebt sich: 

Nach der Formel: 
,," 

ji""".",d,X 
Ie' 

c= :e" 

I'" d,x 

'"' 
berechnet sich dann die mittlere Sterblichkeitskraft, auch SterbliChkeits-
koeffisient genannt, fiir die Altersstrecke X bis x". Unter die Form: 

gebracht, erscheint der Sterblichkeitskoeffizient als Verhaltnis der 
Zahl der in den Altersgrenzen x' bis x" Verstorbenen zu der von 
den Lebenden in denselben Altersgrenzen verlebten Zeit. Fuhrt man 

'" 
noch die Bezeichnung T" fur fl" dx ein, wo m das hOchste Alter, 

welches iiberhaupt erreicht werden kann, bedeutet, so erhalt man 

37) Der erate, welcher von dem Grossenbegriff".", Gebrauch gemacht hat, 
ist B. Gomperts: On the nature of the function expressive of the law of human 
mortality etc., Lond. Trans. 1826, p. 513. Der Ausdruck "force of mortality" 
riihrt aber von W. S. WooZhouse her. Vgl. I D 4b, Nr. 6. 
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d", 
e", = als Ausdruck des Sterblichkeitskoeffizienten fur das 

T",- TX+l 
entsprechende einjahrige Altersintervall. Eine weitere aus der Ab
sterbeordnung ableitbare statistische Grosse ist die mathematische Er
wartung der von einem xjahrigen noch zu verlebenden Zeit, die als 
fernere mittlere Lebensdauer oder kurz als LebenserwOh'tung bezeichnet 
und durch: 

w J dl. 
E = --(z-x)dz 

'" 1", dz 
:r: 

dargestellt wird, welch' letzterer Ausdruck sich mittels Integration 
W T 

durch Teilung in -~fl. dz oder i verwandelt. Die Grosse Eo = ~ ~ 
'" '" 0 x 

heisst mitt1ere Lebensdauer schlechthin. Unter der wahrseheinliehen 
Lebensdauer eines xjahrigen wird aber ein Zahlenwert Wx ver-

standen, welcher der Bedingung genugt: 1",+ w'" = ~ 1", und die Be

rechtigung zu seiner Benennung damus entnimmt, dass es nach 
Massgabe der gegebenen Absterbeordnung flir einen xjahrigen gleich 
wahrscheinlich erscheint, vor wie nach Ablauf von W'" J ahren zu 
sterben 38). 

Durch Aneinanderreihung der Zahlenwerte, welche die er
orterten sogenannten biometrischen Funktionen, wie 1"" d"" qx, E"" 
eventuell auch Px, J.t"" e"" W"" Tx - T", + 1 und Tx fur eine Reihe der 
successiven (urn 1 von einander abstehenden) ganzzahligen Werte 
des Arguments x ann ehmen, entsteht eine Sterblichkeitstafe1. Bei der 
Konstruktion einer solchen handelt es sich 1) darum, auf Grund 
eines gegebenen statistischen Materials die Werte einer bestimmten 
biometrischen Funktion fur verschiedene Werte von x zu ermitteln 
und 2) darum, aus den so gewonnenen Werten dieser Grundfunktion 
die Werte der ubrigen biometrischen Funktionen abzuleiten. 

9. Die formale BevBlkeru.ngstheorie. Zur Lasung der unter 1) 
fallenden Aufgaben bedarf es einer klaren Einsicht in gewisse for
male Beziehungen, die zwischen den in Betracht kommenden statistischen 
Massen bestehen und ihrer rein formalen N atur zufolge lediglich 
darauf beruhen, nach welchen Bestimmungsmomenten jene Massen 

38) Eine klare Unterscheidung zwischen der mittleren und wahrscheinlichen 
Lebensdauer ist schon in einem Briefe von ehr. Huygens aua dem Jahre 1669 
anzutreffen. Siehe das in Fuasnote 1 genannte Sammelwerk, p. 68-69. 
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gebildet (abgegrenzt) sind. Die letzteren stellen sich als "Gesamt
heiten" von Geborenen, von Lebenden und von Verstorbenen und 
eventuell noch von solchen dar, die einem irgendwie definirlen Per
sonenbestand beigetreten bezw. aus einem solchen bei Lebzeiten aus
geschieden sind. Ais nahere Bestimmungsmomente treten absolute 
und relative Zeitangaben (wie z. B. das Datum der Geburl, des 
Todes, oder das Lebensalter, die Aufenthaltsdauer) hinzu. 

Ansatze zu einer Lehre von den in Frage stehenden Beziehungen 
("Formale Bevolkerungslehre") finden sich schon ziemlich friih bei 
denjenigen Autoren, welche sich mit der Berechnung von Sterblichkeits
tafeln auf Grund der Erfahrungen von Lebensversicherungsanstalten 
beschaftigt haben, so namentlich bei J. Finlaison 89) und W. S. Wool
house 40) , dann aber auch bei J. Fourier 41), L. Moser4~, Ph. Fischer4s). 

Eine systematische Entwickelung der einschlagigen Lehrsatze 
brachten jedoch erst die Arbeiten K. Becker's"), G. F. Knapp's, 
G. Zewner's und W Lexis'. Becker gab eine durchaus elementare 
Darlegung der praktisch wichtigsten Beziehungen, wahrend Knopp's 
analytische Behandlungsweise aus dem Jahre 1868 41') den Vorzug 
einer grosseren Vollstandigkeit und Allgemeinheit bietet, zugleich 
aber insofern einen Riickschritt bedeutet, als sie auf die einschrankende 
Annahme von einer unveranderlichen (keinem Wechsel in der Zeit 
unterliegenden) Absterbeordnung gegriindet ist. An Knapp an
kniipfend hat es dann Zeuner verstanden, den von jenem aufgestellten 
Satzen eine unbedingte, weil von der erwahnten Annahme unab
hangige, Geltung zu verscha:ft'en. Er hat sich hierbei einer stereo
metrischen Konstruktion bedient, in welcher die verschiedenarligen 

39) Report on the evidence and elementary facts on which the tables of 
life annuities are founded, London (1829); siehe E. Roghi, Geschichte und Kritik: 
der Sterblichkeitsmessung bei Versicherungsanstalten, Jena (1891), p.26-29. 

40) Investigations of mortality in the Indian army (1839) (citiert nach B. v. 
Maleszewski, Fussnote 73»), sowie Tables exhibiting the law of mortality deduced 
from the combined experience of 17 Life Assurance Offices, London (1843); vgl. 
Roghi, a. a. O. p. 57-60. 

41) N otions g~n~rales sur Ill. population, in Recherches statistiques sur Ill. 
ville de Paris 1821, p. IX-LXXm. 

42) Die Gesetze der Lebensdauer, Berlin (1839). 
43) Grundziige des a.uf menschliche Sterblichkeit gegriindeten Versicherungs

wesens, Oppenheim a. Rh. (1860). 
44) Zur Theorie der Sterbetafeln fiir ganze Bevolkerungen in den Statist. 

Nachr. iiber das Grossherzogtum Oldenburg 9 (1867), 1. Teil, und Zur Berech
nung von Sterbetafeln an die Bevolkerungsstatistik zu stellende .Anforderungen, 
Berlin (1874). 

45) Siehe Litteratur. 
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Gesamtheiten von Lebenden und Verstorbenen durch Projektionen 
von Scbnitt:8.ach~n auf die Koordinatenebenen ~ersinnlicht werden 
und auf diese Weise die Beziehungen, welche zwischen jenen Ge
samtheiten stattftnden, sich aus unmittelbarer Anschauung ergeben. 
Diese Konstruktion findet bei Zeuner ihr Gegenstiick in einer analyti
schen Darstellung, deren Grundlagen im wesentlichen die folgenden 
sind. 

Man fasst die Anzahl derjenigen, welche, in der Zeit von 0 
(Anfangspunkt der Beobachtungszeit) bis t geboren, das Alter x 
lebend erreichen, als eine stetige Funktion der zwei Veriinderlichen 
t und x auf und bezeichnet diese Funktion mit JT (x, t). Der Diffe
rentialquotient: 

OV~~' t) = U(x, t) 

stellt alsdann die sogenannte Uberlebensdichtigkeit dar, welche dem 
Alter x und der Geburtszeit t entspricht. Bezeichnet man nun mit t' 
irgend einen friiheren und mit til einen beliebigen spateren Zeitpunkt, 
so wird durch das Integral: 

t" 

.f U(x, t) dt = PI 
t' 

die Anzahl derer ausgedriickt, welche aus dem Zeitraum t' bis t" 
stamm end das Alter x lebend erreichen. Das ist die sogenannte erste 
Hauptgesamtlwit von Lebenden. Ihr Charakteristikum besteht darin, 
dass, bei einem konstanten Wert von x, sich t in den Grenzen von 
t' bis til, mithin die "Erfiillungszeit" "& = t + x sich in den Grenzen 
von t' + x bis til + x bewegt. Setzt man aber in dem angefiihrten 
Integral x = "& - t und liisst, bei einem konstanten Wert von "&, x 
die Werte von x' bis x" durchlaufen (wobei x" > x'), so ergiebt sich: 

'11-:1;' :e" 

JU("& - t, t) dt = JU(x, "& - x)dx = P2 
'I1-x" :r.' 

als Ausdruck der sogenannten zweiten Hauptgesamtheit von Lebenden. 
Die Personen, welche eine so charakterisierte Gesamtheit bilden, 
sind alIe aus der Geburtszeit "& - x" bis 't" - x' hervorgegangen 
bezw. stehen im Alter von x' bis x" und befinden sich in dem Zeit
punkt t: am Leben. 

Eine Gesamtheit von Geborenen erscheint als ein Spezialfall 
der ersten Hauptgesamtheit von Lebenden. Setzt man namlich x = 0, 
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I" 

so giebt f U (0, t) dt die Anzahl der von t' bis t" Geborenen an. 
I' 

Die Funktion U(O, t) wird seit Knapp (s. "Ermittlung 1868" p. 12) 
als Geburtendichtigkeit bezeichnet. 

Um aber fUr die Gesamtheiten von Verstorbenen entsprechende 
analytische Ausdriicke zu gewinnen, muss man von dem Differential 

U (x, t) dt - U (x + dx, t) dt = - 0 ~~' t) dx dt 

ausgehen, welches die Amahl derer liefert, die, in der Zeit von t bis 
t + dt geboren, im Alter von x bis x + dx gestorben sind. Je 
nachdem nun zur naheren Bestimmung einer Gesamtheit von Ver
storbenen eine gegebene Geburtszeit- und eine gegebene Altersstrecke, 
oder eine gegebene Geburls- und eine gegebene Erfullungszeitstrecke, 
oder eine gegebene Alters- und eine gegebene Erfiillungszeitstrecke 
dienen, lassen sich drei besondere Hauptgesamtheiten '/Jon VerstOf'
benen unterscheiden, namlich: 

t" ,,"-1 

M2 = - f f OU~:' t) dx dt 
If .,;'-f 

und: 

Mit Hiilfe der vorgefiihrten analytischen Darstellungsmittel lasst 
sich dann die gauze. formale Bevolkerungslehre systematisch ent
wickeln. Jene Darstellungsmittel entsprechen aber der Annahme von 
der Stetigkeit der einschlii.gigen Funktionen. Gerade durch die Er
wagung, dass man den Thatsachen einen gewissen Zwang anthut, 
wenn man sich dieser Annahme bedient, fand sich Knapp bewogen, 
in einer spateren Schrift 46) den Gegenstand unter Anwendung verall
gemeinerter, auf die Unstetigkeit der Funktionen Riicksicht nehmender 
Methoden neu durchzuarbeiten. Der analytischen Behandlung schloss 
sich in dieser Schrift eine entsprechende plauimetrische Konstruktion 
an, deren sich der Verfasser bereits friiher bedient hatte 47). 

46) Theorie des BevlIlkerungswechsels, Braunschweig 1874. 
(7) Sterblichkeit in Sachsen, Leipzig 1869. 
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Eine von der Knapp'schen abweichende, aber dem namlichen 
Zweck dienende geometrische Darstellung in der Ebene hat dann 
Lexis vorgeschlagen. Er erweiterte zugleich die formale Bevolkerungs
lehre iiber die ihr von seinen Vorgangern auf diesem Gebiete ge
steckten Grenzen hinaus, indem er besondere Betrachtungen iiber 
solche Gesamtheiten anstellte, bei deren Abgrenzung gegen analoge 
Gesamtheiten neben den vorhin erorterten Bestimmungsmomenten noch 
der Civilstand (ob ledig, verheiratet oder verwitwet) beriicksichtigt 
wird. Offenbar erflihrt eine unter diesem Gesichtspunkt gebildete 
Gesamtheit von Lebenden im zeitlichen Verlauf Aenderungen in 
ihrem Beatand sowohl in Folge von TodesfiUlen ala in Folge von 
Eheschliessungen und Ehelosungen. Die grossere Kompliziertheit der 
sich hieraus ergebenden Beziehungen hat Lexis naturgemass dazu 
veranlasst, fUr dies en Fall zu stereometrischen Konstruktionen iiber
zugehen. Die betreffenden Untersuchungen, welche zunachst eine 
Grundlage fur eine rationelle Ehestatistik zu bieten imstande sind, 
haben zugleich eine viel allgemeinere Bedeutung, weil die gewonnenen 
theoretischen Resultate eine unmittelbare Anwendung auf andere, in 
formaler Beziehung analoge Gebiete (Ein- und Auswanderungen, In
validitat, Kriminalitat u. dgl. m.) zulassen 48)_ 

10. Methoden zur Ermittelung der Sterbenswahrscheinlichkeit 
und des Sterblichkeitskoefftzienten (vgl. I D 4 b, Nr.3). Sieht man 
von den altesten Sterblichkeitstafeln ab, so wird bei der Konstruktion 
solcher Tafeln als Grundfunktionam haufigsten die Sterbenswahrscheinlich-

keit (qx) benutzt. Dieselbe kann zunachst nach der Formel: qx = ~l 
1 

berechnet werden, wobei Ml und PI in Bezug auf die Geburtszeitgrenzen 
iibereinstimmen miissen und x' = x und x" = x + 1 zu set zen ist. So-

dann ergiebt sich ein Naherungswert von qx aus der Formel: qx = ;~ , 
1I 

wobei die in dem Nr. 9 angefiihrten Ausdruck fur M2 vorkommenden 
Werte t', t", .,;' und .,;" mit den in dem entsprechenden Ausdruck fur 
P2 auftretenden Wert en 't, x und x" in der Weise zusammenhangell 

.. d t' "t" " d" +1 (AI mussen, ass =.,; - x, = 't - x, .,; = 't un .,; = 't . s 
Zeiteinheit gilt hier das Jahr.) Wenn dabei der Abstand zwischen 
x' und x" bezw. t' und t" klein ist (z. B. von einjahriger Dauer), so 

x' + x" darf mit hinreichender Genauigkeit x in q", gleich -2-- gesetzt 

48) Einleitung u. s. w. (siehe Litteratur) und Handworlerbuch der Staats
wissenschaften 2. Aufl. 2, p. 689-696. Cf. W. Kuttner, Fussnote 33). 
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werden 49). Durch die Beschaffenheit des vorliegenden statistischen 
Materials wird man bei der Wahl der Grundfunktion in einigen 
Fallen veranlasst, dem Sterblichkeitskoeffizienten (c) vor der Sterbens
wahrscheinlichkeit (q.,) den Vorzug zu geben und findet man c aus der 

M. 
Gleichsetzung: c = -t, wo: 

't":e" 

Q= ffU(x,1:-x)dxd1: 
,,&':1;' 

die innerhalb der Zeitstrecke 1:' bis 1:" von den in den Altersgrenzen 
x' bis x" gestanden habenden Personen insgesamt verlebte Zeit dar
stellt. Eine genaue numerische Auswertung von Q ist namentlich 
bei sogenannten "ganzen" Bevolkerungen, d. h. bei solchen Be
volkerungen, die durch Angabe von Territorialgrenzen definiert sind, 
ausgeschlossen. Meistens wird Q ausgedruckt durch das Produkt aus 
der Lange der Zeitstrecke 1:' bis 1:" und der Zahl der Lebenden des 
entsprechenden Alters in der Mitte jener Zeitstrecke oder der halben 

49) Als Hauptvertreter der ersten Methode (q., = ~1) erscheinen K. 

Becker (Fussn. 44), sowie in "Deutsche Sterbetafel u. s. w.", Monatshefte zur Sta
tistik des Deutschen Reichs 1887, 2. Th.), Zeuner (siehe Litteratur und "Neue 
Sterblichkeitstafeln fur die Gesamtbevolkerung des Konigreichs Sachsen", Zeit
schrift des Sachs. Stat. Bur. 1894, p. 13 fg.) und W. Lazarus (Deutsche Sterblich
keitstafeln aus den Erfahrungen von 23 Lebensversicherungsgesellschaften, Berlin 
1888). Dem Prinzip nach hat sich der namlichen Methode z. B. schon Til,. Galloway 
bedient [Tables of mortality deduced from the experience of the Amicable 
Society, London (1841)]. Die zweite von den im Text genannten Methoden, und zwar 

in der Form: q., = [[~:i, wo die Summierung nach 'f erfolgt, findet sich im 

wesentlichen bei Finlaison, Fussn. 39), femer in den bekannten Arbeiten A. Wie
gand's, G. Bekm's, A. Zillmer's und H. Zimmermann's uber Sterblichkeit und 
Dienstuniahigkeit der Eisenbahnbeamten (vergl. Nr. 12) und ist neuerdings von 
A. J. van Pesek [Tables de mortalite pour Ie royaume des Pays-Bas, Bijdragen 
tot de Statistiek van Nederland 5 (1897)] angewandt worden, jedoch in der 

Form q., = ! [~: ], wo n die Zahl der betreffenden Summanden bezw. Jahr

gange angiebt. - In den Formeln, die zur Bestimmung von q., dienen, werden 
in der Regel gewisse Korrektionen wegen der innerhalb der betreffenden Alters
bezw. Zeitstrecke Eintretenden und bei Lebzeiten Ausscheidenden angebracht. 
Dies ist namentlich in dem Fall unumganglich, wo sich die Berechnung auf 
das Material von Versicherungsgesellschaften griindet. In diesem Fall ergeben 
sicb weitere Komplikationen, wenn auf die Dauer der Zugeborigkeit des Ver
sicberten zur G esellschaft Riicksicbt genommen wird. Vergl. E. Blasckke, Uber 
die Konstruktion von Mortalitatstafeln, in der Statist. Monatschrift, Wien 1894, 
p.278-284. 
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Summe der Zahlen der Lebenden des namlichen Alters im Anfang 

und am Schluss der genannten Zeitstrecke. Die Gleichsetzung: c = ~8 
ist ausserdem nur unter der Bedingung statthaft, dass die Alters
grenzen x' und x" nicht weit auseinanderliegen. Sonst kann sich 
'zwischen c, dem sogenannten "Sterblichkeitskoeffizienten im Sinne der 

Sterblichkeitstafel" und dem "effektiven Sterblichkeitskoeffizienten" (~s) 
unter Umstanden ein betriichtlicher numerischer Unterschied er
geben 50). 

Die Verwendung einer anderen statistischen Grosse, wie z. B. 
d", oder l", als Grundfunktion wird aus praktischen Griinden meistens 
vermieden. 

11. Weiteres zur Xonstruktion von Sterblicbkeitstafeln. 
Wenn eine Reihe der Werte q", fur x = 0, 1 u. s. w. bis m - 1 er
mittelt ist, so erhalt die am Schluss von Nr. 8 unter 2) erwahnte Auf
gabe in der Weise ihre Losung, dass zuerst die Reihe der Werte l", 

",-1 

nach der Formel: l", = lo II (1 - q",) berechnet wird. (Dabei ist lo, 

° die "Basis" der Sterblichkeitstafel, willkiirlich.) Von den ubrig 
bleibenden biometrjschen Funktionen gestatten dann, je nach ihrer 
Beschaffenheit, die einen eine exakte, die anderen eine nur ange
naherle numerische Auswertung auf Grund der Werle lx, wobei im 
letzteren Fall die aus der Interpolationstheorie bekannten Methoden 
zur Anwendung kommen [I D 3; I D 4b, Nr.6]. 1st aber c als Grund
funktion benutzt worden, so findet man erst die entsprechenden 

Werle q", und zwar nach der Formel: q", = 2 ~ c' wobei x in q", mit 

x' und x" in c so zusammenhangt, dass 2x = x + x" -1. 51) Dar
aufhin verfii.hrt man wie in dem Fall, wo unmittelbar von qx aus
gegangen wird. 

Die Absterbeordnung, welche durch die so gewonnene Reihe lx 
dargestellt wird, bezieht sich entweder auf eine reelle oder auf eine 
ideelle (fiktive) Generation, je nachdem die verschiedenen Gesamtheiten 

00) Die Methode der Konstruktion einer Sterblichkeitstafel, welche von 
M. 

der Gleichung c = -Q ausgeht, wird namentlich in der englischen Bevolkerungs-

statistik befolgt. Vergl. W. Farr, On the Construction of Life-Tables, Lond. 

Trans. 149, 1809, p. 837 fg. Uber die Ungleichungen, welche ~s mit c verbinden, 
s. meine Mittlere Lebensdauer, Jena 1893, § 21. 

61) Far1', a. a. O. 
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von Lebenden und Verstorbenen, die zur Berechnung der Einzel
werle der Grundfunktion gedient haben, in bezug auf die Geburts
zeitgrenzen (t' und t") oder aber in bezug auf die Erfiillungs- bezw. 
Sterbezeitgrenzen (r' und '1:") iibereinstimmen 52). 

Die Konstruktion einer Sterblichkeitstafel wird oiters dadurch 
erschwert, dass das gegebene statistische Material nach ungeeigneten 
Gesichtspunkten tabellarisch geordnet ist. Fiir solche FaIle giebt die 
Theorie gewisse Naherungsmethoden an, welche dazu dienen, auf 
Grund von Gesamtheiten der einen Art Gesamtheiten einer anderen 
Art zu bestimmen 53). Ferner kommen verschiedene Interpolations
methoden in Betracht, wenn die Altersstatistik der Lebenden und 
Verstorbenen nicht hinreichend detailliert ist. Durch die Unzuverlassig
keit dieser Altersstatistik, welche nicht selten ist, wird man aber 
veranlasst, zu irgend einem Ausgleichungsverfahren zu greifen [I D 4 b, 
Nr. 6]. Eine Ausgleichung der gefundenen Werte der Grundfunktion 
oder der aus dies en Werten abgeleiteten Werte l", lasst sich auch 
durch die Annahme motivieren, dass dieselben mit zuf"alligen, aus 
der Beschranktheit des Beobachtungsfeldes entspringenden, Fehlem 
behaftet erscheinen 54). Schliesslich erblicken einige Autoren eine be
sondere Aufgabe bei der Konstruktion von Sterblichkeitstafeln darin, 
die eine oder die andere der biometrischen Funktionen in eine 
mathematische Formel zu fassen, welche dem thatsachlichen VerIauf 
jener Funktion nach Moglichkeit angepasst ware. Dabei geht das 
Bestreben dahin, eine Formel von allgemeiner Giiltigkeit zu finden, 
und die Unterschiede der Sterblichkeit, welche zwischen den einzelnen 
Bevolkerungen bezw. Personenkreisen statthaben, durch entsprechende 
Unterschiede der Konstanten, die in der Formel vorkommen, zum 
Ausdruck zu bringen 55). 

12. Konstruktion von Invsliditii.tstafeln. Einen besonderen 
Gegenstand mathematischer Behandlung neben der Sterblichkeit und 
in Verbindung mit derselben bildet die lnvaliditiit. Eine Invaliditats
tafel unterscheidet sich von einer Sterblichkeitstafel dadurch, dass die 
Uberlebenden der aufeinander folgenden Altersjahre (l",) zerIegt werden 

5~) K. Becker (s. Fussnote 44). 
53) Zeuner, Abhandlungen, p. 58-73; Lexis, Einleitung, §§ 31-41. 
54) E. Blaschke, Die Methoden der Ausgleichung von Massenerscheinungen 

mit besonderer Beriicksichtigung der Ausgleichung von Absterbe- und Invaliden
ordnungen, Wien 1893. 

55) E. Ozuber, Die Entwickelung der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Nr.74 
und I D 4 b, Nr. 6. 
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in Aktive (l~» und Invalide (l~», wobei die Tafel, anstatt mit dem 
Alter 0, mit einem spliteren Alter IX beginnt, von welchem an Inva
liditlitsflille iiberhaupt erst moglich werden. 

Man bezeichne nun mit p~a), p~a), p~i) die Wah"rscheinlichkeiten 
fur einen Aktiven yom Alter x, das Alter x + 1 iiberhaupt bezw. 
als Aktiver bezw. als Invalider lebend zu erreichen und mit q(a) '" , 
q~al, q~ i) die Wahrscheinlichkeiten fiir denselben, vor del' Erreichung 
jenes' Alters iiberhaupt bezw. im Zustande der Aktivitlit bezw. im 
Zustande der Invaliditat zu sterben. Es bedeute femer w'" die 
W ahrscheinlichkeit fiir einell Aktiven yom Alter x vor der Erreichung 
des Alters x + 1 invalid zu werden und p~) bezw. q~) die Lebens
bezw. Sterbenswahrscheinlichkeit eines Invaliden yom Alter x. 

Alsdann ergeben sich die Beziehungen: p~a) + p~ai) = p~), 

q~aa) + q~ai) = q~), p~a) + q~) = 1, pr;i) + q~ai) = W"" p~) + q~) = 1 

und ausserdem lr;) = la Yi~~aa) und l~) = [l~a) p~ai) Yi~~)l wobei sich 
a z+l y 

in letzterem Ausdruck die Summierung auf die Werte von z = IX, 

IX + 1 u. s. w. bis x - 1 erstreckt. 
Was zunachst die Bestimmullg der Grossen p~) bezw. q~) anlangt, 

so dienen dazu die iiblichen Methoden del' Sterblichkeitsberechnung, 
welche hier auf eine aus Invaliden bestehende Personengruppe zur 
Anwendung kommen. Hingegen bietet die numerische Auswertung 
der Grossen p~a) und p~'1 ein neues Problem, weil diese Grossen 
unter dem doppelten Einfluss der Sterblichkeit und del' Invaliditat 
stehen. Die ersten Autoren, welche sich mit diesem Problem be
schaftigt haben (s. die Fussnoten zu Nr. 1 von I D 4 b), unterschieden 
nicht zwischen der Sterblichkeit del' Aktiven und der Sterblichkeit 
del' Invaliden und setzten demnach pr;) = p~) ='PX bezw. q~a) = q~) 
= qx' Dabei stellten A. Wiegand 56) und K. Heym 57) die Formeln: p~a) 
= P", (1 - wx ) und p~ai) = P", w'" auf, welche auf einer unzuHi,ssigen An
wendung des Satzes von der Multiplikation von Wahrscheinlichkeiten 
[I D 1, Nr.4] zum Zweck der Ermittelung der Wahrscheinlichkeit eines 
zusammengesetzten Ereignisses beruhen. Daraufhin leitete Zeuner 58), 
von gewissen .Annahmen iiber den Verlauf der Absterbeordnung und 
die Verteilung del' Invaliditatsfalle innerhalb der betrefi'enden Alters-

strecke ausgehend, in korrekter Weise. die Formel: p~aa) = px - ~~:: 

56) Mathematische Grundlagen der Eisenbahnpensionskassen, Halle a/So 1859. 
57) Die Kranken- und Invalidenversicherung, Leipzig 1863. 
58) Abhandlungen u. S. w., 2. Abhandlung. 
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abo 1m Gegensatz zu Zeuner ffihrte G. Behm 69) 60) zwei besondere 
Absterbeordnungen ((x) ffir die Aktiven und 1/J (x) ffir die Invaliden 
ein 61) und erhielt unter der Annahme, dass sich die in der Alters
strecke x bis x + 1 vorkommenden Invaliditatstalle gleichmassig fiber 
dieselbe verteilen, und einer weiteren Annahme uber die Gestalt 

w p' 
von ((x) und 1/J (x) die Formeln: p':a) = p~ + ;~ '" log nat. p~, wo 

,(x+1) " w",p~) 
P = und q = 1-p und p(ai) = - -(-')- log nat. p(I), wo 

'" ( (x) '" '" , '" q; '" 
P(., = 'I/J (x + 1). Die angefuhrten Ausdrucke fUr p(aa) und pCa'1 erg eben 

'" 'I/J (x) '" '" 
sich unmittelbar aus: 

1 1 

p(aa)=p' _j'Wz(X+1) dz und pCa'l=jw",'I/J(X+1)dZ 
:z; '" ((x+z) '" 'I/J(x+z)? 

o 0 

wenn gesetzt wird: d(~: z) = const. und d'i/J (~; z) = const. Fur 

, w",(1 +p~ 
die Praxis empfahl Behm die Formeln: p':a) = Pu; - 2 und 

(i) 
p(a., = w'" (1 + Pu;), welche aus den obigen mit HuIfe der Reihen-

'" 2 
. (1- E)' (1- E)8 

entwlCklung: log nat. E = - (1 - E) - -2- - -3- - ... und 

unter Vernachlassigung aller Glieder, in denen q~ bezw. q~) in der 
zweiten oder einer hoheren Potenz auf tritt, gewonnen werden konnen. 
Spater hat W. Kuttner 62) darauf aufmerksam gema.cht, dass Behm, 

weno er die starker konvergente Reihe: log nat. E = - 2 ~ +: -
59) Statistik der Mortalitats-, Invaliditii.ts- und Morbiditiitsverhii.ltnisse 

bei dem Beamtenpersonal der deutschen Eisenbahnverwaltungen, Berlin 1876, 
p.29-46. 

60) V gl. M. Kanner, Allgemeine Probleme der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
und ihre Anwendung auf Fragen der Statistik, im Journal des Collegiums fUr 
Lebensversicherungswissenschaft 2, 1270, p. 33-53. 

61) (x) und 'I/J(x) stell~n die Zahlen derjenigen dar, welche aus einer ur
spriinglich gegebenen Anzahl (a) bezw. 'I/J (0:) von Aktiven bezw. von Invaliden 
des Alters a ein spii.teres Alter x lebend erreichen. Wie 'I/J (x) lediglich von 
der Sterblichkeit unter den Invaliden, so hii.ngt (x) lediglich von der Sterb
lichkeit unter den Aktiven abo Bei einer numerischen Auswertung von (x) 
mussen demnach diejenigen, welche invalid werden, als solche behandelt werden, 
welche aus der Beobachtung ausscheiden. Solch eine Betrachtungsweise riihrt 
von Tk. Wittstein her. Siehe Archiv f. Math. 39 (1862), p. 267: "Die MortaHta.t 
in Gesellschaften mit successiv eintretenden und ausscheidenden Mitgliedern". 

62) Zur mathematischen Statistik, in Zeitschr. Math. Phys. 25 (1880), 
p. 18-19. 
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~ (1- E)3 __ ~_ (1- E)6 _ ... benutzt und dabei nur das erste Glied 
3 l+E 5 l+E 

derselben beriicksiehtigt hatte, auf die Formeln gekommen ware: 

() , 2 wxP~ d (.) 2 wxp~) 1 h b" (.) . P aa =p _ --- un pa, = ---. we e e el p =p' =p In 
x x 1 + p~ x 1 + p~) , x x x 

die ZeuneJ·'sehen Formeln iibergehen. 
Eine besondere Methode zur Bestimmung von p~al besteht darin, 

eine sogenannte "unabhangige" lnvaliditatswahrseheinliehkeit w~ zu 
statuieren, "welche zum Ausdruek gelangen wiirde, wenn die Sterblieh
keit fUr den gegebenen Zeitraum nicht vorhanden ware". Mit anderen 
Worten, es wird die Grosse w~ der Grosse q~ naehgebildet, indem bei 
der Ermittelung von w~ die Sterbenden, ganz ahnlieh wie bei del' 
Ermittelung von q~ die invalid Werdenden, als Ausscheidende be
trachtet werden 63). Bezeiehnet man mit !L~a+. die Sterblichkeits
kraft fur einen Aktiven vom Alter X + z und in analoger 
Weise mit 'Vx+z die "Invaliditatskraft" (wobei also 'Vx+z dz die 
vVahrseheinlichkeit bedeutet, innerhalb der Altersstreeke dz invalid 

1 1 

- j/L~+zdz -j'llx+z dz. 
zu werden), so erhalt man: p~ = e 0 und: 1-w~ = e 0 

Es ist ferner: dl~a+. = -(!L~~z + 'Vx+a) dz, woraus: 
1 

tal - J(IJ~lt-z+'Ilx+.) dz 
x+1 = e 0 
z(al 
x 

oder auch p~aa) = P~ (1 - w~) folgt. Gerade in der Mogliehkeit, 
mittels des Grossenbegriffs w~ die Wahrseheinlichkeit p~aa) als Produkt 
aus zwei Wahrseheinliehkeiten darzustellen, mithin den Satz von der 
Multiplikation von Wahrseheinlichkeiten im gegebenen Fall zur An
wendung zu bringen, soll del' Vorzug del' Konstruktion einer "unab
hangigen" Invaliditatswahrsebeinliehkeit liegen. Diese Konstruktion, 
welehe J. Karup 64) zugeschrieben wird, stiess sofort auf lebhaften Wider
sprueh, namentlich bei Behm 65), J. Dienger 66), K. Heym 67), H. Zimmer-

63) Vgl. Fussnote 61. 
64) Gutachten der Gothaer Lebensversicherungsbank liber Invaliden- und 

Witwenpensionsverhaitnisse, verfasst im Auftrage der Reichsverwaltungj siehe 
H. Zimmermann, Uber Dienstunfahigkeits- und Sterbensverhaltnisse, Berlin 
(1886), p. 7. 

65) a. a. O. p. 47-60. 
66) Rundscha,u der Versicherungen 1876, p. 46 - 47, 109 -111 j 1878, 

p. 151 fg. 
67) Deutsche Versicherungszeitung 1876, Nr. 61. 

Encyklop. d. math. Wlssensclt. 1. 54 
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mann 68), welche dem in Frage stehenden Grossenbegriff w~ als einem 
kunstlich gebildeten und uberflussigen das Burgerrecht zu versagen 
sich veranlasst sahen, zumal da die Beziehungen qr,:a) = q~ (1- w~), 
p1ai) = p~ w~, q1a .} = q~ w~, welche die vorgeschlagene Begriffsbildung 
sowie die Bezeichnung "unabhangige Invaliditatswahrscheinlichkeit" 
rechtfertigen wurden, nicht statthaben. J. Karup 69) und W. Ku~ 
ner 70) haben dann gesucht, die Angriffe der genannten Autoren 
zuruckzuweisen, wobei Kuttner in verallgemeinerter Form das Pro
blem erorterte und die Bedeutung der Infinitesimalrechnung fur die 
Behandlung von Fallen, wo wie im vorliegenden mehrere Faktoren 
(Sterblichkeit, Invaliditat) im Spiel sind, klarlegte 71). Von dem In
einandergreifen der verschiedenen Faktoren kann namlich nur unter 
der Bedingung abgesehen werden, dass ein .unendlich kleines Zeit
bezw. Altersintervall ins Auge gefasst wird, wie dies z. B. in obiger 
Differentialgleichung geschehen ist. Letztere fUhrt aber unmittelbar 
auf die Grossenbegriffe p~ und w~. Ubrigens halt Kuttner selbst die 
Bezeichnung der Grosse w~ alS "unabhangige" lnvaliditatswahrschein
lichkeit fur unpassend, weil diese Bezeichnung einem in der Wahr
scheinlichkeitsrechnung eingeburgerten Sprachgebrauch [I D 1, Nr. 4:; 
I D 4 b, Nr. 2, Axiom V] nicht entspricht und deswegen irreleitend 
werden kann. 

Bei der Konstruktion einer Invaliditatstafel werden als Grund
funktionen ausser q~} noch entweder qr,:a) und w., (Zimmermann), oder 
q~ und w., (Behm), oder q~ und w~ (Karup, Kuttner) verwendet und 
es lassen sich dann aus den Werten dieser Grossen die Werte der 
ubrigen in Betracht kommenden Grossen unter Bezugnahme auf obige 
Erorterungen teils exakt, teils naherungsweise ableiten. Die Ermitte
lung von qr,:a), q~, w., und w~ gesehieht aber in folgender Weise. 
Sind aus einer Anzahl pea) von Aktiven des entspreehenden Alters 
innerhalb einer einjahrigen Alters- bezw. Zeitstreeke M(a) Personen 
im Zustande der Aktivitat verstorben und J Personen invalid ge
worden, so ergeben sieh, wenn man hier, ahnlich wie es in Nr. 10 
gesehehen ist, von den als Aktive Eintretenden und Ausscheidenden 

68) a. a. O. p: 7 fg., sowie Beitrage zur Theorie der Dienstuniahigkeits
undo Sterbensstatistik, Berlin (1887), p. 44·-53. Zimmermann lasst iibrigens den 
Grossenbegriff p~ ebensowenig gelten. 

69) Rundschau der Versicherungen 1876, p. 21 fg.; 1877, p. 17 fg.; 1878, 
p. 219 fg. 

70) Zeitschr. Math. Phys. 25 (1880), p. 11-24 und 31 (1886), p. 246-251. 
71) S. auch die unter Fussnote 60 angefiihrte Abhandlung Kanner's. 
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~a) M(a) J 
absieht, die Formeln: q(au) - -- q' - w - -- w'-., - p(a)' ., - p(a)_eJ' ., - p<al' .,-

p(a)_J,fTM(al' wo @ und.& > 0 und < 1 sind und gewohnlich durch den 

Naherungswert ~ ausgedriickt werden 72). Bei der Berechnung einer 

jeden von jenen vier Wahrscheinlichkeiten lasst sich wie bei der Be
stimmung von q., (Nr. 10) zwischen zwei Methoden unterscheiden, 
je nachdem die Gesamtheiten pal, Ma) und J von derselben Art 
wie PI und M 1 , oder wie Ps und M2 sind. Um aber ein Analogon 

zu der Methode: c = ~8 zu gewinnen, miisste man neben einem Sterb-

lichkeitskoeffizienten fiir Aktive, welcher sich als ein Durchschnitt 
aus den W erten l'~a+. darstellen wiirde, einen Invaliditiitskoeffizienten 
einfiihren, welch' letzterer als ein Durchschnitt aus den Werten v",+. 
erscheinen wiirde. Zu einer numerischen Auswertung dieser Koeffi
zienten ware es erforderlich, iiber Gesamtheiten M(a) und J von der
selben Art wie Ms zu verfiigen und ausserdem die von den Aktiven 
innerhalb der betreffenden Zeitstrecke verlebte Zeit bestimmenzu 
konnen. Del' Ubergang von den Werten der beiden Koeffizienten 
zu den Werten dieser oder jener Sterbens- und Invaliditatswahrschein
keiteR wiirde sich dann unter verschiedenen Modalitaten vollziehen 
lassen 73). 

72) Vgl. Behm, Nachtrag pro 1878 zur Statistik der MortalitiLts-, Invalidi
tats- und Morbiditatsverhaltnisse u. s. w., Berlin (1879), p. 9-11 und Zimmm'
mann, die unter Fussnote 64 genannte Schrlft, p. 21-22. 

73) Eine ziemlich erschOpfende Darstellung dieser Modalitaten sowie iiber
haupt der Methoden, welche zur Konstruktion von Invaliditatstafeln bisher an
gewandt bezw. vorgeschlagen worden sind, bietet B. 'V. Maleszewski, Theorie 
und Praxis der Pensionskassen (russisch), St. Petersburg (1890), 2\ Kap. 8. Da
selbst weitere Litteraturangaben. 

(Abgeschlossen im April 1901.) 

64* 
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Litteratur 1). 

I. Kataloge. Encyklopii.dien. 

Catalogue, Bibliotheque de l'Utrecht. 1. Ausg. Utrecht 1885. 4. Ausg. 1898. 
Catalogue of the library of the institute of actuaries, London. Edinburgh 1894. 
Insurance and actuarial society of Glasgow. Catalogue of books in library. 

Glasgow 1896. 
Catalogue of the library of the faculty of actuaries in Scotland. Edinburgh 1899. 
C. Walford, The insurance cyclopaedia. 1-5; 6, Heft 1; A - hereditary. London 

1871-80. 
II. Sterblichkeitstafeln '). 

Tables exhibiting the law of mortality deduced from the combined experience 
of 17 life assurance offices, London 1843 [17 E. G.]. 

The mortality experience of life assurance companies, collected by the institute 
of actuaries, London 1869 [20 E. G.]. 

Combined experience of assured lives (1863-1893), collected by the institute 
of actuaries and the faculty of actuaries in Scotland, London 1900. [Assured 
lives]. - Bd. 1. Whole-life assurances, males; Bd. 2. Whole-life assurances, 
females; Bd. 3. Endowment assurances and minor classes of assurance, male 
and female. 

1) Die Versicherungslitteratur ist auf den meisten Bibliotheken nur sehr wenig 
vertreten. Viele Werke sind im Buchhandel vollstandig vergriffen. Referent wurde 
durch das Entgegenkommen der Bibliothek der Lebensversicherungsgesellschaft 
"Utrecht" in Utrecht und der Kommerzbibliothek in Hamburg in dankenswertester 
Weise unterstiitzt. Das hier gegebene, so kurz wie moglich gefasste, Litteratur
verzeichnis beriicksichtigt nur die mathematischen Interessen; rein statistische 
Werke sind, 80weit sie fiir den Mathematiker in Betracht kommen, in der Regel 
in den Anmerkungen an den einschHi.gigen Stellen angefiihrt. Vollstandigere 
Litteraturzusammenstellungen geben die angefiihrten Kataloge und diejenigen 
der Kommerzbibliothek in Hamburg, deren Hauptkatalog von 1864 bis in die 
neueste Zeit fortgesetzt ist. 1m Besonderen enthalt der Katalog von 1900 auf 
p. 2532-2534 und p. 2541-2542 Bereicherungen. 

2) Die den Titeln nachgesetzten eckigen Klammern kiirzen die in der 
Praxis iiblichen Benennungen fUr die einzelnen Tafeln abo Es bedeutet: 

17 E. G. Tafeln der 17 englischen Gesellschaften, 
20 E. G. " "20,, " 
A. St. Amerikanische Sterbetafel, 
30 A. G. Tafeln der 30 amerikanischen Gesellschaften, 
23 D. G. " ,,23 deutschen " 
4 F. G. " " 4 franzosischen " 

Die deutschen Lebensversicherungsgesellschaften legen ihrem normalen 
Todesfallgeschaft heutzutage die Tafeln der 17 E. G., die Tafeln M I der 23 D. G. 
oder andere hier nicht aufgefiihrte Tafeln zu Grunde. VgI. J. Neumann, Jahr
buch ffir das deutsche Versicherungswesen, Berlin 1900, p. 487. Wegen Beur
teilung der Tafeln vgl. Artikel I D 4 a, Nr. 8-11 und E. RogM, Jahrbiicher 
fiir NationalOkonomie und Statistik, Neue Folge. Supplementheft 18 (1891). 
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Sh. Homans, Report exhibiting the experience of the Mutual Life Insurance 
Company of New York. New York (friihere Ausg. 1859). 1868 [A. St.]. 

Spater: 
W. Bartlett, On the mortality experience of the Mutual Life Insurance Company 

of New York. New York 1875. 
L. Tv. :lJIeech, System and tables of life insurance, Norwich, Conn. 1881. 

[30 A. G.] 
A. Emminghaus, Mitteilungen aus der Geschafts- und Sterblichkeitsstatistik der 

Lebensversicherungsbank fiir Deutschland zu Gotha. Gotha 1878. [Gothaer 
Sterbetafel.) 

Deutsche Sterblichkeitstafeln aus den Erfahrungen von 23 Lebensversicherungs
gesellschaften, veroffentlicht im Auftrage des Kollegiums fUr Lebensversiche
rungs-Wissenschaft zu Berlin. Berlin 1883 [23 D. G.J. 

Tables de mortalite du comite des compagnies d'assurances a primes fixes sur 
la vie. Paris 1895 [4 F. G.]. 

Weitere Litteratur s. C. Landre, Mathem. techno Kap. (s. Litt.-Verz. IV), 
p. 70, wo man auch Sterblichkeitstafeln fiir ganze Bevolkerungen angegeben 
findet. Die hier gegebene Zusammenstellung bescbrankt sich auf normale 
Risiken einer Lebensversicherungsgesellschaft. Wegen Extrarisiken, im Beson
dern Rentnersterbetafeln vergleiche Nr. I) dieses Berichtes. 

III. Versicherungstechnische Hiilfstafeln. 

Zu 17 E. G. The principles and practice of life insurance. 1. Ausg. V. N. Willey, 
New York and Chicago 1872. 6. AutI. 1892. - 4%. 

Zu 20 E. G. Tables deduced from the mortality experience of life assurance 
companies, collected by the institute of actuaries. London 1872. - 3, 31/" 
4,4%,5,6%. . 
T. B. Sprague, Select life tables, London 1896.-2%,3,3%,4%. 
R. P. Ha1'dy, Valuation tables, London 1873. - 3, 31ft, 4, 4 % %. 
P. J. C. Taylor, Tables of annuities and premiums. London 1884. - 31/, %. 
Schlusstabellen in: Institute of actuaries textbook, part II (siehe unter IV). 

- 3, 3%, 4, 4%,5,6%. 
G. King and W. J. H. Whittall, Valuation and other tables. London 1894. 

- 2 1/2 , 3, 3%,4%. 
W. A. Bowser, Valuation tables. London 1895. - 38/, %. 
E. Colquhoun, Valuation and other tables. London 1899. - 21/, %, 28/, %. 

Zu A. St. The principles (s.o.) - 3, 3%, 4, 41/2 %. 
Zu 30 A. G. L. Tv. lJIeech, System and tables of life insurance. - 3, 3 %, 4, 

4%,5,6,7,8,9,10%. 

Zu 4 P. G. Tables de mortalite (s. 0.). - 2 %, 3, 31f" 31/2, 4,%. (Leider nicht 
nach Geschlechtern getrennt.) 

Zu 23 D. G. J. Riem, Nettorechnungen auf Grund von Dr. Zillmer's aus
geglichener Sterbetafel der 23 deutschen Lebensversicherungs-Gesellschaften 
fiir normal versicherte Manner und Frauen, Basel 1898 (Preis 332 Mark f). 

PUr jede Stm'betafel: W. Orchard, Single and annual premiums. London 1850, 
1856; James Chisholm, Tables for finding the values of policies. London 1885. 

Weitere Litteratur findet man in den Anmerkungen zu den Nrn. 4, I), 13. 
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IV. Lehrbiicher. 

A. Zillmer, Die mathematischen Rechnungen bei Lebens- und Rentenversiche
rungen. Berlin 1861. 2. verm. Aufl.. 1887. 

W. Karup, Theoretisches Handbuch der Lebensversicherung. Leipzig 1871, 
1874, 1885. 

E. Dormoy, Theorie mathematique des assurances sur la vie. 2. Paris 1878. 
Institute of actuaries' textbook, part IT, life contingencies, by G. King~ London 

1887, neue Ausgabe in Vorbereitungj dasselbe franzosisch: 
Textbook de l'institut des actuaires de Londres, 2ieme partie, operations viageres. 

Briissel, Paris, London 1894. 
C. Landre, Wiskundige hoofdstukken voor levensverzekering. Utrecht 1893. 

Dasselbe deutsch mit Verbesserungen und Zusatzen: 
C. Landre, Mathematisch-technische Kapitel zur Lebensversicherung. Jena 1895. 
H. Laurent, Theorie et pratique des assurances sur la vie, Paris 1896. 
M. Cantor, Politische Arithmetik. Leipzig 1898. 
H. Poterin du Motel, Theorie des assurances sur la vie. Paris 1899. 

v. Aufgabensammlungen. 

Th. G. Ackland and G. F. Hardy, Graduated exercises, with solutions. Part. IT, 
London 1889. 

J. Thannabaur, Berechnungen von Renten und Lebensversicherungen. Wien 1893. 

VI. Monographien. 
C. B1'emiker, Das Risiko bei Lebensversicherungen. Berlin 1859. 
A. Zillmer, Beitrage zur Theorie der Pramienreserve. Stettin 1863. 
W. S. B. Woolhouse, On interpolation, summation and the adjustment of nume-

rical tables. London 1865. 
Th. Wittstein, Mathematische Statistik. Hannover 1867. 
W. Lazarus, tJber Mortalitatsverhaltnisse und ihre Ursachen. Hamburg 1867. 
T. B. Sprague, A treatise on life insurance accounts. London 1874. 
Th. Wittstein, Das mathematische Risiko der Versicherungsgesellschaften. Han

nover 1885. 
J. P. Janse, Over de constructie en afronding van sterftetafels. Diss. Amster

dam 1885. 
C. Kihm, Die Gewinnsysteme mit steigenden Dividenden. ZUrich 1886. 
L. Linde16f, Statistik undersokning af tillst~ndet i folkskollararenes i Finland 

enke-och pupillkassa. Helsingfors 1890, 1893. 
L. Linde16f, Statistisk undersokning af stallningen i finska skolstatens pensions

kassa. Helsingfors 1892. 
E. Blaschke, Die Methoden der Ausgleichung von Massenerscheinungen. Wien 1893. 
J. Karup, Die Finanzlage der Gothaischen Staatiidiener - Wittwen - Societat. 

Dresden 1893. 
E. Blaschke, Denkschrift zur Losung des Problems der Versicherung minderwer

tiger Leben. Wien 1895. 
L. Lindelof, Stallningen i finska c1vilstatens enke-och pupillkassa. Helsing

fors 1896. 
H. Onnen, Het maximum van verzekerd bedrag. Diss. Utrecht 1896. 
M. Kehm, tJber die Versicherung minderwertiger Leben. Jena 1897. 



856 I D 4 b. Lebensversicherungs-Mathematik. 

J. H. Peek, Toepassing der Waarschijnlijkheids-Rekening op Levensverzekering 
en Sterfte-Statistiek, Diss. Utrecht 1898. 

Memoires pour servir a l'histoire des assurances sur la vie et des rentes via
geres aux Pays-Bas publies par la societe generale Neerlandaise d'assuran
ces sur la vie. Amsterdam 1898. 

K. Wagner, Das Problem vom Risiko in der Lebensversicherung. Jena 1898. 
J. Karup, Die Reform des Beamtenpensionsinstituts der Mitglieder des Asse

kuranzvereins von Zuckerfabriken. Prag 1898. 
Weitere Litteratur an den einschlagigen Stellen dieses Referates, deutsche 

speziell bei K. Wagner a. a. 0., schwedische besonders in den Fortschritten der 
Mathematik. 

Nur selbstandig erschienene Schriften sind hier aufgefiihrt. 

VII. Zeitschriften. 

The assurance magazine Bd. 1-2. London 1850-52; fortgesetzt unter den 
Titeln: The assurance magazine and journal of the institute of actuaries. 
Bd. 3-12, London 1853-1866. Journal of the institute of actuaries. Bd. 13. 
London 1866-67. Journal of the institute of actuaries and assurance 
magazine. Bd. 14-24, London 1867-1884, Journal of the institute of actuaries. 
Bd. 25 if., London 1884 if. [Lond. Journal inst. act.]. 

Journal des Kollegiums fUr Lebensversicherungswissenschaft 1. 2. Berlin 1870. 
71. [Berl. Journal Kolleg. Lebensv.]. 

Journal des actuaires fran9ais. 1-9. Paris 1872-80. [Par. Journal act. fran9.] 
Assecuranz-Jahrbuch, her. v. A. Elvrenzweig, Wien 1880 if. [Ehrenzweig]. 
Edinburgh, Transactions of the actuarial society, Edinburgh (1859 if.), new series 

1886 if. [Edinburgh act. soc.]. 
Archief voor politieke en sociale rekenkunde, her. v. D. Samot, s' Gravenhage 

1886-88. [Archief polito rek.]. 
Bulletin trimestriel de l'institut des actuaires fran9ais, Paris 1891 if. [Par. 

Bulletin. inst. act]. 
New-York, Papers and transactions of the actuarial society of America. New

York 1889 if. [N. Y. Am. act. soc.]. 
Archief voor de verzekeringswetenschap, uitgegeven door de vereeniging van 

wiskundige-adviseurs. 's Gravenhage 1895 if. [Archief verzekeringswet.]. 
Verhandlungen der internationalen Kongresse der Actuare: Premier congres 

international d'actuaires. Documents. Bruxelles 1896. [Briissel, Intern. Kongr.]. 
Transactions of the second international actuarial congress, London 1899. 

[London, Intern. Kongr.]. 
Die Verhandlungen des dritten Kongresses in Paris 1900 befinden sich im Druck. 
Mitteilungen des Verbandes der osterreichischen und ungarischen Versicherungs

techniker, Heft I if. Teschen, Wien 1899 if. 
Andere Fachzeitschriften, die vorwiegend den nichtmathematischen Inter

essen gewidmet sind, findet man in den angefiihrten Katalogen. N eugegriindet 
ist die Zeitschrift: 
Zeitschrift fiir die gesamte Versicherungs-Wissenschaft, herausgegeben vom 

Deutschen Verein fiir Versicherungswissenschaft. 1, Heft 1 u. 2. Berlin 1901. 
[Berl. Zeitschrift vom Deutsch. Verein f. Versicherungswissensch.]. 

Zeitschriften allgemein mathematischen Charakters, die after versicherungs
mathematische Arbeiten enthalten, sind: Zeitschrift fUr Mathematik und Physik, 
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Leipzig 1856 if.; Hamburg, Mitteilungen der mathematischen Gesellschaft 1873 if.; 
Acta mathematica, Berlin-Paris-Stockholm 1882 if.; Paris, Comptes rendus de 
l'academie des sciences 1835 if. ; Tidskrift for Matematik og Fysik, 3 Raekke, 
Kjobenhavn 1871 if.; Acta societatis scient. fennicae, Helsingfors 1870if.; Ofver
sigt af Finska Vet.-Soc. Forhandlingar, Helsingfors 1838 if.; Ofversigt af kongl. 
Vetenskaps-Akademiens FOl·handlingar, Stockholm 1845 if. 

I. Grundlagen. 

1. Verhii.ltnis der Lebensversicherung zu anderen Versiche
rungen. Es giebt keine mathematische Theorie des Versicherungs
wesens im allgemeil1en. Von den vielel1 verschiedenel1 Versicherul1gs
arten, die heutzutage betrieben werden, besitzt nur die Lebensversicherung 
eine ziemlich durchgearbeitete, in langjiihriger Praxis erprobte, mathe
matische Grundlage. Bei der Invaliditiits-, Unfall- und Krankenver
sicherung 3) sind die Anfange zu erner solchen vorhanden. 1m 

3) Invaliditatsversichm·ung: 
Deutschland: A. Wiegand, Die Sterblichkeits-, Invaliditats- und Krank

heitsverhaltnisse bei Eisenbahnbeamten in den Jahren 1868-69. Berl. Journal 
Koll. Lebensvers. 2 (1871), p.67. Vgl. auch I D 4 a, Fussnote 56. Fortsetzung 
davon: G. Behm, Statistik der Mortalitats-, Invaliditats- u. Morbiditatsverhalt
nisse, Berlin 1876-1885. Fortsetzung davon: H. Zimmermann, Uber Dienst
unfahigkeits- und Sterbensverhaltnisse, Berlin 1886-1889. Fortsetzung davon: 
A. Zillmer, Beitrage zur Theorie der Dienstunmhigkeits- und Sterbensstatistik, 
Berlin 1890. Stenographische Berichte tiber die Verhandlungen des Reichs
tags, 7. Legisl.-Per. IV. Session, Berlin 1888/89, Nr. 141, Beilage 1, p. 1094, 
Nr.230, p. 1436. - 9. Legisl.-Per. IV. Session, Berlin 1895/97. Zu Nr. 696 p. 265 
(nicht veroifentlicht). - 10. Legisl.-Per. 1. Session, Berlin 1898/1900, Anlage Bd. I 
N r. 93, p. 759; O. Dietrichkeit, Fundamentalzahlen. Elberfeld 1894. 3 % % ; 
G. Friedrich, Mathematische Theorie der reichsgesetzlichen Invaliditats- und 
Altersversichernng, Leipzig 1895; L. von Bortkiewicz, Zeitschrift fUr Versiche
rungsrecht un(l -Wissenschaft 5 (1899), p. 563; M. Gerecke, Berl. Zeitschrift 
yom deutschen Verein fur Versicherungswissensch. 1 (1901), p. 67. 

Osterreich: A. Ca1'on, Die Berechnung der Beitrage bei der obligatorischen 
Arbeiterversicherung, Berlin 1881; A. Caron, Die Reform des Knappschaftswesens 
und die allgemeine Arbeiterversicherung, Berlin 1882; J. Kaan, Anleitung zur 
Berechnung der einmaligen und terminlichen Pramien, Wien 1888; Ph. Falkowicz, 
Der Pensionsfonds, Prag 1892. 

Schweden: Arbetareforsakringskomitens betankande, 1. II. III., Stockholm 
1888-1889; Nya arbetarefOrsakringskomitens betankande I-IV, Stockholm 1892 
-1893; Kongl. Maj:ts nadiga proposition till Riksdagen No: 22, Bih. till Riksd. 
Prot., Stockholm 1895, 1 Sam!., 1 Afd., 16 Haft; Kongl. Maj:ts nadiga pro
position till Riksdagen No: 55, Bih. till Riksd. Prot., Stockholm 1898, 1 Saml. 
1 Afd., 35 Haft. 

Norwegen: Statistiske Oplysninger om Alders-og Indtaegtsforholde, Social
statistik, Bind II, Bilag til den parlamentariske Arbeiderkommissions Indstilling, 



858 1 D 4 b. Lebensversicherungs-Mathematik. 

ubrigen') herrscht in den Kreisen der Praktiker vielfach die Ansicht, 
dass fur die meisten anderen Versicherungszweige eine mathematische 
Theorie nicht nur entbehrlich, sondern auch geradezu unmoglich ist. 
Zugegeben kann werden: 1) Abgesehen von den eben genannten Ver
sicherungen hat es fur den Theoretiker grosse Schwierigkeiten, sich 
das fur ihn erforderliche Material zu beschafl'en. 2) Ohne eingehende 
statistische Unterlagen eine mathematische Behandlung des Versiche
rungswesens oder einzelner Gebiete desselben auf Grund eines uni
versellen Wahrscheinlichkeitsschemas zu versuchen, ware ein Unter-

Kristiania 1897; E. Hanssen, Statistiske Oplysninger om Invaliditetsforholde. 
Socialstatistik, Bind IV', Kristiania 1900. 

Unfall- und Krankenversicherwng: K. Heym, Die Kranken- und Invaliden
versicherung, Leipzig 1863; G. Zeuner, Abhandlungen aus der mathematischen 
Statistik. III. Unfallversicherung, Leipzig 1869; K Heym, Anzahl und Dauer 
der Krankheiten, Leipzig 1878; G. Behm, Denkschrift betr. die Gefahrenklassen, 
Anlage zur Begriindung eines Gesetzentwurfes betr. die Unfallversicherung. 
Stenogr. Berichte uber die Verhandlungen des Reichstages. 6. Legisl.-Per. 
II. Session 1882/83. Bd. V, Nr. 19 Anlagen, p. 214; A. Hazeland, Stati
stiske Unders¢gelser angaaende Ulykkestilfaelde under Arbeide i Aarene 1885 
og 1886, Bilag til Arbeiderkommissionens Indstilling ill, Kristiania 1889; 
G. Friedrich, Die berufsgenossenschaftlichen Gefahrentarife und fur Genauig
keitsgrad. Ehrenzweig 12 (1891), Teil 2, p. 69; A. Hazeland, Forslag til Lov 
om Arbeideres Sygeforsikring, Arbeiderkommissionens Indstilling II, Kristiania 
1892; O. Moser, Denkschrift uber die Rohe der finanziellen Belastung betr. 
die Krankenversicherung, Bern 1893. Zweite Auf!. 1895; O. Moser, Versicherungs
technische Untersuchungen uber die eidgenl5ss. Unfallversicherung, Bern 1895; 
W. Sutton, Sickness and mortality experience made by friendly societies, for 
the years 1856-1880, ordered by the House of Commons to be printed, London 
1896. 2%,2%,3,3%,31/,,3%,4%; F. G. Hardy, A treatise on friendly 
society valuations with tables, London. 2%,28/,,3,3 1/ 4 ,3%,3%,4% (im 
Druck); W. A. Bowser, Friendly societies' valuation and other tables, London 
1896. Kapitaldeckung und Umlage bei der Arbeiter-Unfallversicherung in Oster
reich, herausgegeben yom Vorstande der Arbeiter- Unfallversicherungsanstalt fiir 
Niederosterreich, Wien 1899. 

1m ubrigen sei auf die Referate des 3. internationalen Kongresses der 
Aktuare in Paris (Litt. -Verz. VII), die Fortschritte der Mathematik und die 
Publikationen verwiesen: 
Deutschland, Amtliche Nachrichten des Reichsversicherungsamtes, Bernn 1885 if. 
Schweden, Registrerade sjukkassors verksamhet, Stockholm 1892 if. 
Osterreich, Amtliche Nachrichten des k. k. Ministeriums des Innern, betr. die 

Unfall- und Krankenvers. der Arbeiter, Wien 1888 if. 
Norwegen, Beretning fra Rigsforsikringsanstalten, Kristiania 1897 if. 

4) Eine "Obersicht uber das gesamte Versicherungswesen geben: A. Ohauf
ton, Les assurances, 2. Paris 1884/86; H. u. K. Bramer, Das Versicherungs
weBen, Leipzig 1894. Eine Geschichte des Versicherungswesens zu geben sucht: 
(J. Hamon, Histoire generale de l'assurance. Paris, ohne Jabr. 



2. Hypothesen, auf denen die Theorie beruht. 859 

nehmen, das weder bei den Theoretikem, noch bei den Praktikem 
jetzt noch auf Interesse rechnen konnte. Das Referat beschrankt 
sich daher auf die Lebensversicherung und verweist den Leser im 
ubrigen auf die in den Fussnoten dieser Nummer genannten 
Werke. Nur ausnahmsweise werden zum Vergleiche auch andere Ver
sicherungsarten herangezogen. 

2. Hypothesen, auf denen die Theorie beruht. Die mathema
tische Grundlage der Lebensversicherungsmathematik bildet die Wahr
scheinlichkeitsrechnung 5). Die zum Aufbau der Theorie erforderlichen 
Definitionen, Satze und Axiome zerfallen in 2 Gruppen, allgemeine 
und spezielle. Sie lauten: 

a. Axiome etc. aus der allgemeinen Wahrscheinlichkei ts
rechnung [I D 1, Nr. 2, 3, 4:]. 

Definition 1. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Ereignis E 
eintritt, ist ein positiver echter Bruch p, der E zugeordnet ist. 

Axiom LIst E gewiss, so ist P = 1. 1st E unmoglich, so ist 
p=O. 

Definition II. Zwei Ereignisse schliessen sich aus, wenn die 
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sowohl EI als E2 eintritt, gleich 0 ist 6). 

Axiom II. Sei Pl die Wahrscheinlichkeit, dass Eu Pa die, dass 
E2 , P die, dass eines der beiden Ereignisse El oder E2 eintritt; als
daun ist: 

falls El und Es sich ausschliessen. 
Axiom III. Sei PI die Wahrscheinlichkeit, dass EI eintritt, P2 

die, dass E2 eintritt, wenn man weiss, dass EI eingetreten ist, P die 
Wahrscheinlichkeit, dass sowohl El als Ea eintritt. Alsdann -ist: 

P = PIPS" 

Definition III. Sei unter sonst gleichen Bezeichnungen wie in 
Axiom III Pa die Wahrscheinlichkeit, dass E2 eintritt. Man sagt, 
dass El und E'J von einauder unabhangig sind, wenn 

ist'1). 
P=PIP2 

5) Dagegen K. Wagner a. a. O. (Litt.-Verz. VI), p. 154 !lnten: "Wahrschein
lichkeitsrechnung und Versicherung haben innerlich nichts miteinander zu 
schaffen." Zu den Axiomen vgl. H. Poincare, Calcul prob., Paris 1896, p. 12ff. 

6) Diese Definition erscheint zweckmassig, im gewohnlichen Sinne brauchen 
sich die Ereignisse darum noch nicht auszuschliessen. 

7) Mehrere Lebensversicherungsmathematiker bedienen sich auch del' Bayes
schen Regel (I D 1, Nr.to), so namentlich W. La~arus, Berl. Journal Koll. Lebensver8. 
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b. Spezielle Axiome etc. fiir die Sterbenswahrscheinlich
keiten [s. a. I D 4 a, Nr.8-11]. 

Axiom IV. Sei (x) ein Individuum einer Gesamtheit, das beirn 
Alter x lebt; alsdann wird die Wahrscheinlichkeit, dass (x) beirn 
Alter x + m lebt, durch eine bestimmte Funktion von x und x + tn, 
p(x, x + m), gemessen, fiir aIle positiven Werle x und m, die ein 
gewisses Grenzalter ro, das niemand iiberlebt, nicht iiberschreiten. 

Axiom V. Sei p(x, x + m) die Wahrscheinlichkeit, dass (x) 
beim Alter x + m, p' (y, y + n) die, dass (y) beim Alter y + n noch 
lebt. Alsdann sind diese beiden Wahrscheinlichkeiten von einander 
unabhangig fiir alIe positiven Zahlen x, y, m, n, falls sie sich auf 
zwei verschiedene Individuen beziehen. 

Hieraus folgt die Unabhangigkeit beliebig vieler Sterbens- und 
Ueberlebenswahrscheinlichkeiten, wenn diese sich auf lauter verschie
dene Individuen beziehen. 

Definition IV. Eine Gesamtheit r von Individuen besteht aus 
lauter gleichartigen Risiken, wenn fiir irgend zwei Individuen dieser 
Gesamtheit: 

p(x, x + m) =p'(y, y + n) 
ist, sobald x = '!J, m = n ist. 

Satz I. Jede Gesamtheit r von gleichartigen Risiken besitzt 
eine (fingierte) Absterbeordnung, d. h. zu ihr gehOrt eine Funktion l~ 
der kontinuierlichen Veranderlichen x, genannt die Zahl der Lebenden 
des Alters x, mit folgenden Eigenschaften 8): 

1) l., ist nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt, 
2) l~ nimmt mit wachsendem x nicht zu, 
3) l., ist nie negativ, l 

4) es ist p(x, x + m) = ''''tm. 
'" 

3. Prinzipien, nach denen die Theorie auf die Erfahrung an
gewendet wird. Die Methoden, nach denen man die Axiome etc. 
der vorigen Nummer auf die Erfahrung anwendet, sind fiir den spe
ziellen Fall der Sterblichkeitsmessung in Artikel I D 4a II ausein
andergesetzt worden. Sie beruhen ebenso wie die Methoden der eigent-

1 (1870), p. 78. Ihre Einfiihrung wiirde ein neues Axiom erforderlich machen. Dies 
wird hier vermieden durch das Prinzip II 1lIld das Postulat der Nr. 3 dieses Artikels. 

8) Urspriinglich rechnete man mit der Funktion 1", ganz naiv, indem man 
- ohne das Bediirfnis einer Begriindung zu fiihlen - mit ihr wie mit den 
Zahlen der Lebenden einer wirklichen Generation operierte. Schon Halley'S 
Sterbetafel (1693) schilderte die Sterblichkeit durch die Dekremententafel der 
Lebenden (I D 4 a, Nr.8). 
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lichen Lebensversicherungsmathematik auf folgenden allgemeinen Prin
zipien: 

Prinzip L Man greift eine gewisse Gesamtheit r von Indivi
duen heraus, deren Risiken man als gleichartig postuliert. 

Schreibt man Illr jedes Individuum der Gesamtheit zwei Zeitpunkte 
vor, zwischen denen es sterben soIl, so ist die Wahrscheinlichkeit, 
die dieser Gruppierung von TodesfaIlen zukommt, durch die bisherigen 
Axiome bestimmt, daher auch der wahrscheinliche Wert r irgend 
einer Funktion f dieser Zeitpunkte und ihre mittlere Abweichung 
M(t) von ihrem wahrscheinlichen Werte 9). Man gebraucht nun das 

Prinzip IL In erster Anniiherung kann man den Wert von (, 
der der beobachteten Gruppierung der Todesfiille entspricht, mit sei
nem wahrscheinlichen Werte r identificieren 10). 

Hierauf beriicksichtigt man, dass der beobachtete Wert f von 
seinem wahrscheinlichen Werte r im allgemeinen abweicht, schliesst 
aber Abweichungen von sehr geringer Wahrscheinlichkeit aus durch das: 

Postulat. Beobachtet man einen einzelnen Wert von (, so weicht 
dieser von seinem wahrscheinIichen Werte ro um nicht mehr als das 
v-fache von M(t) abo 

Wie gross man v wiihlt, ist willkiirlich 11). Wiihlt man v = 3, 
so identificiert man die praktische Gewissheit mit einer Wahrschein-

lichkeit, die jedenfalls grosser als 1 - ;1 = : ist 12) und gleich 

fB) (~) = 0,9973 isVS), wenn das Gauss'sche Fehlergesetz gilV4'). 

9) Wahrscheinlicher Wert = mathematische Hoffnung I D 1, Nr.1S. Mitt
lere Abweichung = mittlerer Fehler I D 2, Nr. S. 

10) AIle Lebensversichemngsmathematiker aUBser dem Referenten, so 
W. Lazarus a. a. 0., p. 79 bei der Sterblichkeitsmessung, E. Blaschke, (die 
Methoden der Ausgl. Litt.-Verz. VI) bei den Ausgleichungsproblemen, gehen von 
dem wahrscheinlichsten Werta aus. 

11) H. Laurent nennt 71 den Sicherheitskoeffizienten (coefficient de S6curite) 
Par. Journal act. rran9. 2 (1873), p. 162. 

12) Theorem von Tschebycheff, Journ. de math. (2) 12 (1867), p. 183, Zelle 
1-6. [ID 1, Nr.1S, Fussn.156 A.] 1m Wesentlichen dasselbe Theorem wurde 
spi!.ter von P. Pizzetti, Genova Atti 1892, in einfacherer Form ausgesprochen: 
Vgl. E. Czuber, Die Entwickelung der Wahrscheinlichkeitstheorie, p. 154. 

x 

13) @(te) = :n J e-:e' dte ist in I D 4a, Nr. 2 mit Px bezeichnet, das 

o 
QO 

Integral fe-X'dte in I D 2, Nr.4 mit 'IJI(te). 
x 

14) Referent gestattet sich die Bezeichnung "Gauss'sches" Fehlergesetz, in-
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Unter diese aIlgemeinen Prinzipien subsumieren sich die in 
1 D 4a bereits gemachten und in diesem Referate noch zu machenden 
Anwendungen, wie folgt: 

1) Sterblichkeitsmessung (1 D 4a, Nr.8-11). Man setzt f gleich 
der Anzahl T der TodesfaIle in den einzelnen einjahrigen Alters
klassen und bestimmt so filr aIle ganzzahligen Werte a die Sterbens
wahrscheinHchkeit fja des a-jahrigen (sc. fiir das a + 1ta Lebensjahr) 
mit ihrem mittleren Fehler. 

2) Theorie der Dispersion (1 D 4a, Nr. 6-7). Man setzt f gleich 
der "direkt berechneten" mittleren Abweichung der einzelnen Sterbens
wahrscheinlichkeiten einer Altersklasse und vergleicht es mit seinem 
wahrscheinlichen Werte, der "indirekt berechneten" mittleren Abwei
chung. Sodann setzt man f gleich der relativen Haufigkeit, mit der 
ein bestimmtes Intervall von T beobachtet ist und vergleicht diese 
mit ihrem wahrscheinlichen Werte, der Wahrscheinlichkeit, die diesem 
Intervalle zukommt. 

Die Theorie der Dispersion entscheidet dariiber, ob die Hypo
thesen der Nr. 2 zu Konsequenzen fiihren, die mit den Beobachtungen 
iibereinstimmen. Fiir die Verhaltnisse der Lebensversicherung trifft 
dies mit praktisch ausreichender Genauigkeit zu (1 D 4a, Nr. 6, 
Fussnote 27). 

3) Bereehnung der Priimien und Priimienreserven (Nr. 7-13). 
Man setzt f gleich der Einzahlung, die der Versicherte fur seine 
Versicherung leisten miisste, wenn man den Zeitpunkt seines Todes 
kennte. Die wirklich von ihm geforderte Einzahlung (Priimie) ist, 
wenn sie auf einmal und sofort gezahlt wird (einmalige Priimie), der 
wahrscheinliche Wert von f Die terminlichen (jahrliche, halbjahr
liche u. s. w.) Priimien werden so bemessen, dass der wahrscheinliche 
Wert der Einzahlungen dem wahrscheinlichen Werte der Auszah
lungen bei jeder einzelnen Versicherung gleichkommt. (PrinzVp der 
Gleichheit von Leistung und Gegenleistung.) Der Uberschuss des Ka
pitalwertes der filr eine Gesamtheit noch zu leistenden Auszahlungen 
iiber die von ihr noch zu erwartenden Einzahlungen bildet das je
weilige Deckungskapital der betreffenden Gesamtheit. Sein wahr-

dem er dabei dem allgemeinen Usus folgt. Thatsachlich verdankt man das 
"Gauss'sche" Fehlergesetz Laplace. VgI. E. Czuber, Die Entwickelung der Wahr
scheinlichkeitstheorie, Leipzig 1899, p. 74. S. auch I D 4 a, Nr. 2. Bedeutung 
fUr die Lebensversicherung gewinnt es infolge seiner Eigenschaft, ala Resultante 
von unendlich vielen unabhangigen Elementarfehlergesetzen zu erscheinen. V gl. 
E. Czuber, Die Entwickelung der Wahrscheinlichkeitstheorie p. 163 if. und Fuss
note 168 dieses Artikels. 
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scheinlicher Wert heisst die Priimienreserve diesel' Gesamtheit zu dem 
betreffenden Zeitpunkte. 

F olgende Slitze befreien hierbei vom Wahrscheinlichkeitsschema: 
Satz IL Man denke sich an Stelle jedes Individuums i einer 

Gesamtheit L Personen, die zur selben Zeit und iill gleichen Alter 
wie i die gleiche Versicherung wie i eingehen und die genau nach 
del' Sterbetafel absterben (fongierte Gesellschaft). Alsdann ist del' Ka
pitalwert der von del' fingierten Gesellschaft geleisteten Einzahlungen 
gleich dem del' an sie geleisteten Auszahlungen. Hieraus bestimmen 
sich die Pramien. 

Satz IlL Die Pramienreserve einer einzelnen Versicherung ist 
das jeweilige Deckungskapital del' zugehorigen fingierten Gesellschaft, 
dividiert durch die Zahl L' der zum Zeitpunkte der Berechnung in 
ihl' noch vorhandenen Pel'sonen. Dieses Kapital ist einerseits gleich dem 
Uberschusse del' zum Zeitpunkte del' Berechnung in der fingierten Ge
sellschaft bereits geleisteten Einzahlungen fiber die bereits geleisteten 
Auszahlungen (retrospektive Methode), andererseits gleich dem Uber
schuss del' zur selben Zeit noch zu erwartenden Auszahlungen fiber 
die noch zu erwartenden Einzahlungen (prospe7ctive Methode). Die 
Pramienreserve einer Gesamtheit ist gleich del' Summe del' Pramien
reserven del' einzelnen Vel'sicherungen 15). 

4) Mittleres Risi7co (Nr. 19-21). Man setzt f gleich dem 
vVel'te des Deckungskapitals zu einem bestimmten Zeitpunkte, das 
zurfickgestellt werden mfisste,. wenn man die Gruppierung del' Todes
falle von del' betrachteten Gesamtheit kennte. Alsdann giebt das 
mittlere Risi7co M(f) einen Massstab ffir den Sicherheitsfonds, del' 
gegen die nach del' Wahrscheinlichkeitsrechnung zu erwartenden 
Sterblichkeitsschwankungen zu schfitzen im Stande ist. Den Satzen 
II und III zur. Seite tritt: 

15) Fiir den naiven Standpunkt (Fussnote 8) ist Satz II als unmittelbarer 
Ausdruck des Prinzips del' Gleichheit von Leistung und Gegenleistung ein Axiom, 
nach welchem die Pramien als blosse Durchschnittswerte erscheinen, die nach 
del' Regel de t1'i gefunden werden. Obwohl schon A. de Moivre (Annuities 
upon lives, London 1725) seine Rechnungen auf Wahrscheinlichkeitsbetrach
tungen stiitzte, so ist doch bis heutigen Tages die naive Auffassung in den 
Kreisen del' Praktiker die herrschende geblieben (Fussnote 5). Die im Texte 
gegebene Darstellung geht auf M. Kannm' zu1'iick (Deutsche Ve1'sicherungs
zeitung 8 (1867), p. 355 (vgl. Fussnote 150). Auf den Begriff del' Pramiemeserve 
wurde F. Baily (1813) gefiihrt, indem e1' nach dem Riickkaufswert einer Police 
fragte. Er gelangte so zu del' prospektiven Definition (Fussnote 84 a. a. 0.). 
Die 1'etrospektive Auffassung scheint zue1'st T. B. Sprague, Lond. Journal inst. 
act. 11 (1863), p. 103-108 mathematisch begriindet zu haben. 
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Satz IV. Man berechne fiir jedes Mitglied del' zu einer einzelnen 
Versicherung gehorigen fingierten Gesellschaft die Differenz des that
sachlich zu dem betreffenden Zeitpunkte fiir seine Versicherung er
forderlichen Deckungskapitals und del' zu dem betreffenden Zeitpunkte 
fiir ihn vorhandenen Pramienreserve. Die Summe del' Quadrate diesel' 
Differenzen ist das L' -fache des Quadrates des mittleren Risikos del' 
betreffenden Versicherung zum Zeitpunkte del' Berechnung. Das 
Quadrat des mittleren Risikos einer Gesamtheit ist gleich del' Summe 
del' Quadrate del' mittleren Risiken del' einzelnen Versicherungen. 

4. Normale Risiken. Mannliche Personen, die nach vollstandiger 
arztlicher Untersuchung zu normalen Bedingullgen auf den Todesfall 
versichert sind, bilden die normalen Risiken einer Lebensversiche
rUllgsgesellschaft. Alle iibrigen heissen Extrarisiken odeI' anomale 
Risi7cen 16). Erfahrungen iiber normale Risiken enthalten samtliche 
Tafelwerke, die im Litteraturverzeiclmis unter II angefiihrt sind; ge
nanllt seien die Tafeln H. M. (= healthy male) del' 20 E. G., die M I 
(= mannlich I) del' 23 D. G., und die Grundzahlen A. F. H. (= assures 
franyais, hommes) auf p. XXIV del' 4 F. G. 
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Die Sterblichkeitserfahrungen fehlen bei normalen Risiken in del' 
Regel fiir die Kinderjahre. Die auf den Erfahrungen del' 20 E. G. H. M. 

16) Diese Definition findet sich nicht explicite in der Litteratur, diirfte 
abe. dem herrschenden Sprachgebrauche annahernd entsprechen. 
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basierende Textbooktafel 17) erganzt diese durch die Erfahrungen Farr's 
uber die Sterblichkeit in den gesunden Distrikten Englands 18). Die 
resultirende Kurve del' Sterbenswahrscheinlichkeiten y = qx ist fur 
Demonstrationszwecke sehr geeignet und daher hier bis zum Alter 
82 in Figur 1 wiedergegeben. 

Die Figur stellt jedoch nicht die direkten Beobachtungen dar, 
sondern ausgeglichene und durch Interpolation erganzte Werte del' 
Sterbenswahrscheinlichkeiten (I D 4 a, Nr. 11; diesel' Artikel Nr. 6). 
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Das Verhaltnis del' wirklich beobachteten zu den ausgeglichenen 
Werten veranschaulicht an dem Material 23 D. G. M. 1 19) fur die Alter 
15-60 die Figur 2. Jene sind durch die diskontinuierliche Punkt
reihe, diese durch den kontinuierlichen Kurvenzug gegeben. Die 
durch das dreifache des mittleren Fehlers 20) eines jeden q begrenzte 
und in del' Figur durch die beiden gezackten Linien markierte 

17) a. a. O. p. 494. 
18) W. Farr, Lond. Phil. Trans. 149 (1859), p. 837. Resultate in W. Far1', 

English life table, London 1864. V gl. I D 4 a, Nr. 11, Fussnote 50. 
19) a. a. O. p. 102. Die ausgeglichene Kurve ist die von W. Lazm'us be

rechnete (Ehrenzweig 6, 1885, Teil I, p. 12). 
20) 1st, fiir irgend ein Alter x, R die Zahl der beobachteten Personen unter 

Risiko, q' das Verhaltnis del' fUr das x + 1to Lebensjahr beobachteten Todesmlle 
zur Zahl R, q die gesuchte Sterbenswahrscheinlichkeit des xjahrigen, p = 1 - q, 

so hat man die quadratische Ungleichung I q' - q I <3 VPi nach del' Un

bekannten q aufzuli:lBen. Der grosste und del' kleinste diesel' Werte q geben die 
heiden zur Abscisse x gehorigen Ordinaten del' Fehlerzone. 

Ellc~klop d. math. Wis •• nsch. I. 55 
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"Fehlerzone" schliesst die ausgegliehene Kurve hier vollstitndig ein. 
Hingegen weiehen die ausgeglichenen Sterbenswahrscheinlichkeiten von 
den beobaehteten in der Regel schon in der dritten oder vierten Dezi
male abo Trotzdem muss man den Reehnungen der Praxis die fiinf
stelligen ausgegliehenen Werte zu Grunde legen, urn hinreichend em
pfindliehe und gegliittete Pramientarife und Reservetabellen zu erzielen 21). 

Wahrend die gewohnliehen Sterbetafeln aIle normalen Risiken 
als gleichartig (vergl. Prinzip I der Nr. 3) postulieren, mgt in 
Wirkliehkeit die Sterblichkeit aueh noch von sehr vielen anderen 
Umstanden als dem Alter ab: so von der Hohe 22) und Art2ll) der 
Versieherung, dem Berufe des Versieherten 24), der Todesursache25) 
und vor allen Dingen auch von der Versicherungsdauer 116). Die irzt
liehe Untersuchung bringt es mit sieh, dass die Sterbenswahrschein
keiten eines bestimmten Alters in den ersten 3-5 Versicherungsjahren 
stark wachs en 2'1). Man nennt diese Erseheinung, die sieh in ihren 

21) Ausfiihrliche Anweisung zur Berechnung von Tabellen giebt das Textbook 
(Litt.-Verz. IV), p.379. Wegen numerischen Rechnens iiberhaupt vgl. die ein
schlii.gigen Artikel der Encyklopii.die sowie die Lehrbiicher: J. Uroth, Vor
lesungen iiber numerisches Rechnen, Leipzig 1900 und C. Runge, Praxis der 
Gleichungen, Leipzig 1900. 

22) .A. Emminghaus, Mitteilungen aus der Geschii.fts- und Sterblichkeits
Statistik der Lebensversicherungsbankfiir Deutschland zu Gotha. Weimar 1880, p. 71. 

23) G. H. Ryan, Lond. Journal inst. act. 28 (1890), p. 225, vermutet eine 
niedrige Sterblichkeit bei gemischter Versicherung. Vergl. E. McClintock, N. Y. 
Am. Act. Soc. 3 (1893/94), p. 71. Dass dem in der That so ist, beweisen 
schlagend die Tafeln "Assured lives" (1900) (siehe Litt.-Verz. II). 

24) .A. EmminghauB, a. a. O. p. 7, 13. 
25) .A. Emminghaus, a. a. O. p. 70. Erfahrungen der Stettiner Germania, 

Vereinsblatt fiir deutsches Versicherungswesen 25, Berlin 1897, p. 156. Levi 
W. Meech, System and tables (Litt.-Verz. II), p. 182. 

26) Schon J. A. Higham's Untersuchungen bei dem Material der 17 E G. 
(Lond. Journal inst. act. 1, Heft 3 (1851), p. 179) liessen darauf schliessen. dass 
die Sterbenswahrscheinlichkeiten eines festen Alters mit der Versicherungsdauer 
zunehmen. 

27) Genauer untersuchte das Material der 17 E. G. und das der 20 E. G. 
H. M. T. B. Sprague im Jahre 1870, indem er· fUr aIle 5jii.hrigen Altersklassen 
die Sterbenswahrscheinlichkeiten der einzelnen Versicherungsjahre in Prozenten 
der nicht nach der Versicherungsdauer trennenden Sterbenswahrscheinlichkeiten 
der betretfenden Altersklasse berechnete (Lond. Journal inst. act. 15, p. 328). 
Er fand z. B. fiir die Altersklasse 36-40 bei dem H. M.-Material in den Ver
sicherungsjahren 0, 1, 2, 3, 4-5 die Sterbenswahrscheinlichkeiten bezw. 40 %. 
63%, 85%, 100%, 106% des normalen H. M.-Wenes und fUr die weiteren Ver
sicherungsjahre bestii.ndig eine iibemormale Sterblichkeit. Die Tafeln der 
20 E. G. unterscheiden daher von den gewl}hnlichen Sterbenswahrscheinlich
keiten der H. M. Leben, die nicht nach del' Versicherungsdauer getrennt sind, 
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Grundzugen bei dem verschiedensten Material wiederholt, die Selektion. 
Die Vermutung, dass das vorzeitige Aufgeben der Police von Seiten 
des Versicherten die Sterblichkeit erhOhe, begleitete diese Unter
suchungen 28). Sie wurde spater vielfach wiederholt; ein Nachweis fur 
ihre Richtigkeit konnte bisher nicht erbracht werden 29). Dem ge
wohnlichen Brauche entsprechend sehen wir im folgenden von dem 
Ein"ftusse der Selektion, so lange nicht das Gegenteil bemerkt ist, abo 

5. Extrarisiken. In der Definition der Extrarisiken (Nr.4:) liegt, 
dass sie eine sehr verzweigte Klasse bilden. 1m allgemeinen gilt der 
Satz, dass die Sterblichkeit der Extrarisiken fur die Gesellschaften 
ungiinstiger ist als die der normalen Risiken. Eine verhaltnismassig 
geringe Rolle spielen in der Praxis bis jetzt noch die Gefahren be
sonderer Berufe SO), des Klimas 81) und der minderwertigen (d. h. erblich 
oder durch Krankheit belastete) Leben 32). Man sucht sich gegen sie 

die H. M,(5) solcher Personen, die bereits 5 oder mehr Jahre versichert sind 
(Tables deduced (Litt.-Verz. TIl) p. 6 u. 114). In Ergli.nzung hierzu geben T. B. Spra
gue's select mortality tables (Lond. Journal inst. act. 21 1879, p. 229, 22 1881, 
p. 391, vgl. auch Litt.-Verz. III) fUr aIle ganzzahligen Alter die Sterbenswahr
scheinlichkeiten der H. M. in den Versicherungsjahren 0, 1, 2, 3, 4. Infolge der 
bei der Konstruktion der 17 E. G. und 20 E. G. eingefiihrten Altersfiktionen 
handelt es sich hier ebenso wenig wie bei den anderen Untersuchungen iiber 
Selektion um scharfe Versicherungsjahre, sondern um entsprechende Differenzen 
fingierter Alter (E. RogM, Jahrb"iicher fUr Nationalokonomie und Statistik, Neue 
FoIge, Supplementheft 18 (1891), p.l02). Analoge Untersuchungen fUr die 23 D. G. 
M I stellte W. Lazarus an (Ehrenzweig 11 (1890), Teil 2, p. 3). Vergl. auch 
Emminghaus a. a. O. p. 30 und die Erfahrungen der Stettiner Germania a. a. O. 
p. 145. Eine zusammenfassende Darstellung der bisher iiber Selektion gemachten 
Erfahrungen und eine Vervollstandigung derselben geben die Preisarbeiten von 
J. Chatham (Lond. Journal inst. act. 29 (1891), p. 81) und E. McOlintock (N. Y. 
am. act. soc. 3 (1893/94), p. 61). 

28) Vgl. J. A. Higham, a. a. O. p. 190; T. B. Sprague, Lond. Journal inst. 
act. 15, p. 331-332. 

29) Vgl. J. Chatham, a. a. O. p. 172, 173 und E. McClintock a. a. O. p.97. 
30) Verschiedene Aufsatze im Lond. Journal inst. act. (s. Index to vol. 1-20, 

London 1883, p. 50, 51; index 21-30, 1896, p. 32, 33; Lond. Journal inst. act. 33 
[1897], p. 245; James J. M'Lauchlan, Edinb. act. soc. 4 [1899], p. 339). Zu
sammenfassende Referate wurden auf dem Panser Kongress 1900 erstattet. 

31) Levi W. Meech, a. a. O. p. 43; Sterblichkeitstafel der New-York life 
Insurance Company New-York fiir die amerikanischen Tropen bei O. N. Jones, Am. 
Act. Soc. 3 (93/94), p. 316, 317; vgl. auch die Indices des Lond. Journal inst. act. 
und N. Y. Am. Act. Soc., sowie ..4.. E. SPl'ague, Lond. Journal inst. act. 33 (1897), 
p. 285; ..4.. L. 1898, p. 516. Zusammenfassende Referate wurden auf dem Pariser 
Kongress erstattet. 

32) E. Blaschke, Denkschrift (s. Litt.-Verz. VI) bildet, gestiitzt auf eine 
Klassification der Todesursachen, 3 Gefahrenklassen und stent fiir jede von diesen 

55* 
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durch reichlich hohe Extraprli.mien, Karenzzeit, Ablehnung der Ver
sicherung fiberhaupt oder doch gewisser Versieherungsarten zu sehiltzen. 
Bei Auswanderung in die Tropen nimmt die Sterblichkeit mit der 
Dauer des Aufenthaltes naeh den ersten Jahren meist ab 83). Analog 
rant die Sterblichkeit der Reiehsinvalidenrentner rapid in den ersten 
Jahren des Rentengenusses M). 

Von besonderer Wiehtigkeit sind die Extrarisiken, die durch die 
sogenannte Begrabnisgeldversieherung (Todesfallversieheruug ohne voU
standige arztliehe Untersuehung auf kleine Summen)S5), die Leibrentner 
und durch die Versieherung von Frauen entstehen. J ede bessere 
Sterbetafel trennt jetzt die Gesehleehter (so die 20 E. G. in H. M. und 
H. F., die 23 D. G. in M. und W., die Grundzahlen der 4 F. G. in 
H. und F). Nach den Erfahrungen M I und WIder 23 D. G. ist 
die Sterblichkeit der Frauen bis zum Alter 41 bOher, dann niedriger 
als die der MannerSG). Die Sterbliehkeit der Leibrentner ist im aU
gemeinen niedriger als die von normal auf den Todesfall versicherlen 
Personen S7) und zwar scheint der Untersehied erheblicher bei den 

(a. a. o. p. 46) eine nach Makeham ausgeglichene Sterbetafel her. - Die Tafeln 
IT der 23 D. G. (a. a. O. p. 793) geben die Sterbenswahrscheinlichkeiten von nach 
vollstltndiger itrztlicher Untersuchung zu erMhter Pramie versicherten Personen. 
V gl. auch die 4. Gruppe der Erfahrungen der 20 E. G. (Litt. -V erz. II), die In
dices des Lond. Journal inst. act. und H. Westergaard, Lond. Journal inst. act. 31 
(1894), p. 376. 

33) .A. E. Sprague, Lond. Journal inst. act. 33 (1897), p. 298, 294. 
34) Denkschrift betreffend die H6he und Verteilung der finanziellen Be

lastung aus der Invaliditatsversicherung. Deutscher Reichstag, 10. Legislatur
Periode, I. Session 1898/99, Nr. 93, Anlage p. 104. 

36) Sterbe~fel ill der 23 D. G. a. 80. O. p. 799. "Ober Sterbekassen existiert 
eine kolossale Litteratur, die hier ganz unberiicksichtigt bleiben muss. Y gl. 
jedoch Fussn. 132. 

36) a. a. O. p. 787, 789. - Dagegen hat die L.-Y.-G. Germania, Stettin, 
mit der Versicherung von Frauen auf den Todesfall giinstigere Erfahrungen ge
macht. Vereinsblatt ffir deutsches Versicherungswesen 26 (1897), p. 142. Zwischen 
Frauen- und Witwen-Sterblichkeit unterscheidet J. Karup, finanzlage (Litt.
Verz. VI). 

37) Die wichtigsten Rentner-Sterbetafeln sind: M. Deparcieu:e, Essai sur 
les probabilites de la durae de la vie humaine. Paris 1746; John Fin
laison, Report on the evidence and elementary facts on which the tables of 
life annuities are founded. Ordered by the House of Commons to be printed 
1829 (vgl. jedoch E. BogM a. a. O. p. 23ff.); .A. G. Finlaison, Report and ob
servations relating to tontines. Ordered by the house of Commons to be prin
ted 1860; .A. J. Finlaison, Report to the government annuities act 1882, London 
1884. Lond. institute of actuaries' and Edinb. faculty of actuaries' joint morta
lity investigation, combined experience of life annuitants (1863-1893), London 
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Frauen als bei den Mannern zu sein 38). Der arztlichen Untersuchung 
bei der Todesfallversicherung entspricht hier die Selbstauswahl der 
Versicherlen. Daher ist die Erscheinung der Selektion auch im Leib
rentengeschii.ft zu konstatieren 39). 

6. Ausgleichung und Interpolation. Die Ausgleichungsmethoden 
der Lebensversicherung(0) suchen entweder die auszugleichenden Werte 
durch diejenigen einer einfachen analytischen Funktion zu approxi
mieren oder sie operieren ohne eine solche. Diese unterscheiden sich 
nicht wesentlich von den allgemein iiblichen Methoden: Man bedient 
sich mechanischer Hiilfsmittel41), des graphischen Verfahrens 42), der 

1899. Die Tafeln IV der 28 D. G. (a. a. O. p. 618, 617, 787, 761) betre:ffen Ver
sicherungen auf den Erlebensfall iiberhaupt. Speziell auf Renten bezieht sich 
die Deutsche Rentner-Sterbetafel, Vereinsblatt fiir :peutsches Versicherungs
wesen 19 (1891), p.149. Ferner sind zu nennen: Die Tafeln der F. G.; R. F., 
Grundzahlen a. a. O. p. XVIII; Erfahrungen amer. Gesellschaften: Rufus W. 
Weeks, Am. act. soc. 2 (1891/92), p. 238. AIle diese Tafeln trennen nach Ge
schlechtern. Eine kritische Ubersicht fiber die wichtigsten damals erschienenen 
Rentner-Sterbetafeln nebst Tabellen giebt: B. Schmerlej', Die Sterblichkeits
Erfahrungen unter den Renten- Versicherten, Berlin 1893; Thomas B. Macaulay, 
Am. act. soc. 4 (96/96), p.410. Weitere Litteratur bei Landre, Schmerlet· und 
in Neumann's Jahrbuch. 

88) B. Schmerler, a. a. O. p. 24. 
39) James Chatham, Edinb. act. soc. 2 (1891), p. 27, berechnet die qll: fiir 

die einzelnen Versicherungsjahre; vgl. auch Schmerler, a. a. O. p. 12; zu A. J. 
Finlaison 1884 select tables bei George King and Willianl Whittall (Litt.-Verz. II!), 
2%% und 8%. 

40) Die wichtigsten Ausgleichungsmethoden (I D 2) unter einem einheitlichen 
logischen Gesichtspunkte zusammenzufassen versucht die Monographie von 
E. Blaschke, Die Ausgleichungsmethoden der Lebensversicherung (Litt.-Verz. VI). 
Man vgl. auch E. Blaschke, Wien. Denkschr. math.-naturw. Kl., Bd. 54 (1888), p. 106, 
und H. Bruns, Ausgleichung statistischer Zahlungen in der Psychophyaik, Phil. 
Studien 9 (1893), p. 1. Ausserdem existieren zahlreiche Arbeiten, spezieIl aus 
der Lebensversicherung, welche mehr die Praxis der Ausgleichung intereBsiert, 
die aber gleichwohl eine tThersicht iiber die verschiedenen Methoden geben. 
Genannt seien die Monographie von Woolhouse, L. Lindelof, Mortaliteten i Fin
land, Helsingfors 1889, die Dissertation von J. P. Janse und besonders die histo
rische Arbeit von A. Quiquet, Par. Bull. inst. act. 4 (1893), p. 161, ferner O. L. 
Landre, Math. techno Kap. (Litt.-Verz. IV), p. 60, ders., Ehrenzweig 16 (1894), 
Teil 2, p.30, Bowie aus dem Lond. Journal inat. act. die Arbeit von W. Sutton 
a. a. O. 20 (1877), p. 170, 192, die auch den Ein1luss der Ausgleichung auf 
die Werte der Pramien und Reserven untersucht, und J. Sorley, a. a. O. 22 
(1880), p. 309. 

41) G. F. Salter, N. Y. Am. act. soc. 3 (1893/94), p. 442. 
42) In Verbindung mit rechnerischen Korrektionen verwendet dieses nament

lich T. B. Sprague (Lond. Journal inst. act. 21 [1879], p. 446, 26 [1886], p. 77). 
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Bildung von Mitteln4B) und Differenzen44.), man setzt die ausgeglichene 
Funktion aus einzelnen Parabelstiicken zusammen 44.) oder man benutzt 
die Methode der kleinsten Quadrate4li), endlich kombiniert man auch 
die verschiedenenMethoden (Woolhouse'sMethode der Superposition)46). 
Die Rechtfertigung fur die Zulassigkeit eines Verfahrens erblickt man 
meist in seinem Erfolg im einzelnen Fall. 

Der Lebensversicherung eigentiimlich sind hingegen einige ana
lytische Ausdriicke (sogenannte Sterblichkeitsgesetze, vgl. ID 4a, Nr.II), 
durch die man die Zahl der Lebenden approximiert. Wir nennen 
nur das Makeham'sche Gesets 41) und seinen Vorlii.ufer, das Gom-

43) Hierher gehOren die von John Finlaison empfohlenen Methoden. Vgl. 
John Finlaison, Report on the evidence and elementary facts on which the 
tables of life annuities are founded. Ordered by the house of Commons to be 
printed 31. ill. 1829; ¥emoir of the late John Finlaison, Lond. Journal inst. 
act. 10 (1862), p. 160; H A. Smith, Lond. Journal inst. act. 13 (1866), p. 58. 

44) Die Methode der Di:fferenzenbildung und die der Benutzung von Para
beln sind nicht wesentlich von einander verschieden, wie denn dberhaupt die 
im Texte unterschiedenen Kategorien sich nicht immer scharf trennen lassen. 
V gl. auch die Artikel I D 3 und IE, sowie im Lond. Journal inst. act. die Arbeiten 
von W. S. B. Woolhouse, 12 (1865), p. 137; P. W. Berridge, 12 (1865), p.220; 
J. Karup, London, Intern. Kongr. (1899), p. 31. 

45) Approximiert man dabei stiickweise durch ganze, rationale Funktionen, 
so entstehen die Tschebyscheff'schen Ansatze. Siehe I D 3, Nr. U. Den Spezial
fall einer ganzen Funktion 2ten Grades bringt in eine sehr einfache Form G. Ene
swOm, Stockh. Ofv. 50 (1893), p. 397. Ohne einen vorgegebenen analytischen 
Ausdruck operiert G. Bohlmann, Gott. Nachr. 1899, p. 260. 

46) Der Name "Superposition" stammt vom Referenten. Die Methode be
steht darin, dass durch die Endpunkte der Ordinaten l"_li' I." 1.,+5 eine ge
wohnliche Parabel (x) gelegt wird. Um nun das ausgeglichene Z zu definieren, 
das einem bestimmten Alter a entspricht, markiert .WooZhouse die Schnittpunkte 
der gegebenen Ordinate dieses Alters mit den Parabeln (a - 2), (a -1), (a), 
(a + 1), (a + 2). Das gewohnliche arithmetische Mittel der diesen 5 Schnitt
punkten entsprechenden Ordinaten definiert das ausgeglichene lao Siehe W. B 
B. Woolhouse, Lond. Journal inst. act. 15 (1870), p. 389; 21 (1878), p.37, 57. 
Die Methoden von W oolhouse und J. Finlaison vereinigen J. A. Higham, 23 (1882), 
p. 335; 24 (1883), p. 44; 25 (1884), p. 15 (1885), p. 245; lh. G. Ackland, 23 (1882), 
p. 352. 

47) W. M. Makeham, Lond. Journal inst. act. 8 (1860), p. 301. Das"Ge
setz" schreibt nicht die Na.tur vor, sondem der Rechner. Schon O. F. Gauss 
(t 1855) war im Besitze einer Sterblichkeitsformel, welche die Makeham's als 
speziellen Fall enthiiJt und fUr das ganze Leben gelten solI (Ga.uss' Werke 8, 
Leipzig-Gottingen 1900, p. 155). Sie ist ihrerseits wieder ein spezieller Fall 
einer von W. Lazarus zu demselben Zwecke aufgestellten Gleichung (lTher 
MortalitiitsverhaItnisse und ihre Ursachen, Hamburg 1867; iibersetzt von T. B. 
Sprague im Lond. Jonrnal iDSt. act. 18 (1873), p. 55, (1874), p. 212). Weitere 
Verallgemeinerungen sind hieran unter anderen von A. Amthot- (Das Gompertz-
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perts'sche Gesetz 48). Nach diesem bilden die Sterbensintensitaten 
(I D 4a, Nr. 8) p,,,,, nach jenem ihre Differenzen eine wachsende geome
tische Reihe. In beiden Fiillen ist: 

+ fl Y'" 1 0 -a"'-fleY'" p,,,,=a 'J'e, ",= e , 

wo e die Basis der natiirlichen Logarithmen und 0, Ct, fl, 'J' positive 
Konstante bedeuten. Beim Makeham'schen Gesetz ist Ct nicht null, 
das Gompertz'sche Gesetz entsteht in dem Grenzfalle Ct = O. Das 
Makeham'sche Gesetz stent die Sterblichkeitskurven normaler Risiken 
von einem Alter zwischen 20 und 30 an mit vollig ausreichender Ge
nauigkeit dar und fiihrt wie das Gomperts'sche zu grossen rechnerischen 
Vereinfachungen bei den verbundenen Leben (Nr. 13). Es hat sich bei 
normalen Risiken (9) allgemein, bei Extrarisiken 50) vielfach bewahrt. 

Was die Bestimmung der Konstanten Ct, p, 'J' anlangt, so geschieht 
diese auf rechnerisch bequeme Weise teils aus drei Uberlebenswahr
scheinlichkeiten, die sich auf einen langeren Zeitraum (etwa 20 Jahre) 
erstrecken 51), oder durch Kombination dieses Verfahrens mit dem der 
Superposition 51!) oder aus drei Summen der Logarithmen der Zahlen 

Makeham'sche Sterblichkeitsgesetz, Festschrift der Kreuzschule in. Dresden, 
Dresden 1874, p. 20) und .A. Quiquet (Par. C. R. 106 (1888), p. 1465; 109 (1889), 
p. 794; Par. Bull. act. fran\,. 4 (1893), p. 97) gekniipft. Letztere Arbeit ist 
umfassend und subsumierl aIle bisher aufgestellten Sterblichkeitsformeln unter 
einem einheitlichen Gesichtspunkte. V gl. Fussn. 118. Die einschlligige deutsche 
Litteratur findet man bei K. Wagner, a. a. O. (Litt.-Verz.) p. 103i1'. 

48) Benj. Gompertz, Lond. Phil. Trans., 1825, p. 513; W. M. Makeham 
zeigte (Lond. Journal inst. act. 13 [1867], p. 337 Zeile 20-16 v. u.), dass bei 
einer Trennung der TodesfliJle nach Krankheitsursachen das Gompertz'sehe Gesetz 
viel besser stimmt als ohne diese Unterseheidung. 

49) Nach dem Makeham'schen Gesetz sind z. B. ausgeglichen die 17 E. G. 
(Woolhouse, Lond. Journal inst. act. 15 [1860], p. 408 unter Benutzung der 
Alter 10-90), die 20 E. G. H. M. (Woolhouse ebenda p. 408 unter Benutzung der 
Alter 10-90, King and Hardy, Textbook p. 84 fiir die Alter 28-101), die 
23 D. G. M. I (W. Lazarus, Ehrenzweig 6 [1885], Teil 1 p.12) fUr die Alter 
20-89, die 4 F. G. A. F. (Tables de mortalite [Litt.-Verz. II] p. XXXII) fUr die 
Alter 23-103. Die resultierenden Werte fiir die «, ~,r schwanken bei Ab
rundung auf 3 Dezimalen zwischen 0,005 < IX < 0,007; 0,001 < p < 0,003; 
0,079 < r < 0,092. Die Abweichungen der ausgeglichenen Werte von den beob· 
achteten vergleichen mit dem mittleren Fehler der Sterbenswahrscheinlichkeiten 
bei den 20 E. G. H. M. Makeham im Lond. Journal lnst. Act. 28 (1890), p. 329, 
bei den 23 D. G. M. I W. Lazarus a. a. O. p. 20, 21. 

50) Nach Makeham ausgeglichen sind z. B. die in Fussn. 31 erwlihnte Tafel 
der New York Life fUr die amerikanischen Tropen, die Sterbetafeln von E. 
Blaschke in Fussn. 32 und die Rentnersterbetafeln der 4 F. G. 

51) C. F. McCay, Lond. Journal inat. act. 22 (1879), p. 27. 
52) W. S. B. Woolhouse, Lond. Journal inat. act. 15 (1870), p. 403. 
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dar Lebenden 58). Deutsche und franzosische Lebensversicherungs
Mathematiker versuchten eine durch die Wahrscheinlichkeitsrechnung 
oder Ausgleichungsrechnung zu begrilndende Methode zu finden. So 
verlangt M. Kanner54,) allgemein die Konstanten jedes Sterblichkeits
gesetzes so zu bestimmen, dass die resultierenden Werle der p", nnd 
q", das wahrscheinlichste Wertsystem bilden. Die Anwendung dieses 
Verfahrens auf die Makeham'sche Formel flihrl zu transcendenten 
Gleichungen filr die IX, (J, r, die jedoch approximativ von J. KMUP 
flir die Erfahrungen der Gothaer Lebensversicherungs-Gesellschaft55), 
von· W. Lazarus fUr 23 D. G. M 156) gelost sind. Die Methode der 
kleinsten Quadrate benutzen die franzosischen Tafeln 57). 

Die Sterblichkeitskurven der Figuren 1 und 2 folgen dem Make
ham,'schen Gesetz, bei jener sind die Konstanten nach der dritten, bei 
dieser nach der vorletzten der soeben angegebenen Methoden berechnet 
(vgl. Fussn. 17, 19, 53). 

Indem man die Gultigkeit des Makeham'schen Sterblichkeitsgesetzes 
nicht nur flir ganzzahlige, sondern auch fur aIle Zwischenwerle postu
liert, gewinnt man neben der Ausgleichung eine Interpolation. Zu 
ihr tritt eine Extrapolation, wenn man seinen Fortbestand auch jen
seits des hOchsten Alters der Sterbetafel bis ins Unendliche annimmt. 
Hat man kein Sterblichkeitsgesetz zu Grunde gelegt, so interpoliert 
man gewohnlich bei den Zahlen der Lebenden. Wurden diese einer 
einzigen ohne Unterbrechung wirklich beobachteten Generation an
gehBren, so wurden ihre Werte eine integrierbare Funktion bilden, deren 
ganzen Verlauf man beherrschte. Thatsachlich stellen sie lediglich eine 
rechnerische Hiilfsfunktion dar, die man nur fur die ganzzahligen Alter 
kennt und fUr deren Zwischenwerle man allein die aus Satz I folgen
den Ungleichungen aufstellen kann. Man interpoliert zwischen ihnen 
linear (Moivre'sche Hypothese5~) oder durch ganze Funktionen zweiten 

53) G. King und F. Hardy, Lond. Journal inst. act .. 22 (1880), p. 200. 
Nach diesem Verfa.hren ist die Textbooktafel (Fig. 1) fur die Alter 28-101 her
gestellt. Sie entspricht den Konstanten: IX = 0,00619, ~ = 0,00105, 'Y = 0,09131. 

54) Ber!' Journal Koll. Lebensvers. 2 (1871), p. 164. 
65) Rundschau der Versicherungen 34 (1884), p.309. 
56) W. Lazwrus, Ehrenzweig 6 (1885), Teill. p. 12. Auf diesen Konstanten 

beruht die Konstruktion der Fig. 2. Fiir sie ist ,,= 0,00480, ~ = 0,00343, 
'Y = 0,07908. Vgl. auch W. LazOJl'U8, Die Bestimmung und Ausgleichung der aUB 
Beobachtungen abgeleiteten Wahrscheinlichkeiten. Bericht der math. Gesellsch. in 
Hamburg 1878, iibersetzt ins Engl. Lond. Journal inst. act. 20 p. 410. 

57) Tables de mortalite (Litt.-Verz. II) p. 29. 
58) Nach A. de Moivre (Annuities upon lives, London 1725) ist die Kurve 

der l", eine gerade LiDie, welche beim Alter 86 die Abscissenachse schneidet. 
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oder hoheren Grades und definiert so nicht nur die verlangten 
Zwischenwerte, sondern auch die Differentialquotienten von l3J bis zu 
der Ordnung, . bis zu del' man sie braucht (mechanische Differentia
tion 59». In diesem FaIle muss man jedoch darauf achten, dass man 
die Hypothese, nach welcher man interpoliert, im Laufe del' Rechnung 
nicht wechselt. 

II. Der Nettof'onds. 

7. Definitionen. Unter Versichert£ngssumme einer Lebensversiche
rung werde im weitesten Sinne diejenige Summe verstanden, welche 
del' Versicherte vertragsmassig beim Eintreten des versicherten Ereig
nisses zu beanspruchen hat, mag sie nun einmal, wie bei der Kapital
versicherung auf den Todesfall, oder ofter, wie bei den Leibrenten ge
zahlt werden. Eine Versicherung liiuft ab, wenn sowohl auf Seiten des 
V ersicherten, als auf der del' Gesellschaft aIle Zahlungsverpflichtungen 
erloschen, ohne dass die in del' Police ausgemachten Zahlungsbedingungen 
verletzt worden sind. Die Zeit, die vom Beginn einer Versicherung bis 
zum Zeitpunkte der Berechnung verflossen ist, heisst die jeweilige Ver
sicherungsdauer der betrefl'enden Police. Als Zeiteinheit werde das 
J ahr gewahlt. Eine Police verfiillt, wenn del' Versicherte seine 
Zahlungen einstellt, ohne dass die GeseIlschaft fiir die bereits von 
ihm geleisteten Zahlungen eine Entschadigung gewahrt. Die Bei
trage, welche die Versicherlen einzahlen, heissen Priimien (vgl. Nr. 3), 
sie werden hochstens bis zum Tode gezahlt; reichen sie nicht aus (was 
bei einer guten Lebensversicherungsgesellschaft jetzt nicht mehr vor
kommt), so treten zu ihnen noch ausserordentliche Beitriige der Ve1'
sicherten (Gegenseitigkeitsgesellschaften) odeI' Aktionare (Aktiengesell
schaften). Derjenige Teil del' Pramie, welcher bestimmt ist die Netto
ausgaben zu decken, heisst die Nettopriimie. Die Pramie, welche del' 
Versicherle wirklich zahlt, heisst die Bruttopriimie. Die Pramien sind 
del' Versicherungssumme proportional, es geniigt daher, sie fiir die 

In dieser Ausdehnung ist die Hypothese natiirlich unbrauchbar, fUr kurze 
Altersstrecken aber zulassig. In diesem Referate wird als Moivre'sche Hypothese 
durchgangig nur die Annahme bezeichnet, dass die Kurve der l3J zwischen 
zwei aufeinander folgenden ganzzahligen x geradlinig verlauft. 

59) V gl. I D 3, Nr. 8 Formel (16). In die Lebensversicherung wurden diese 
Methoden von W. S. B. Woolhouse eingefUhrl (Lond. Journal inst. act. 11 (1863), 
p. 61), viel benutzt sind seine Ausdriicke fitr ""3J (ebenda 11 (1864), p. 323 unten 
und 324 oben, und 21 (1878), p. 64). Doch vermisst man iiberall eine Angabe 
der Hypothesen, die den Ableitungen zu Grunde liegen, und der Giiltigkeits
bedingungen der Resultate. 
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Versicherungssumme 1 zu berechnen. Die Differenz zwischen Brutto
und N ettopramie heisst der Zuschlo{J, er soIl Deckung der Unkosten, 
Gewahrung von Dividenden und eventuelle Anlage von Sicherheits- und 
Extrafonds' ermijglichen. 

Zu den Einnahmen eines bestimmten Zeitraumes (z. B. eines 
Kalendeljahres) sollen nicht nur die innerhalb desselben eingehenden 
Betrage an Pramien, Zinsen 60), Mieten u. s. w. gerechnet werden, 
sondern auch der Vermijgensbestand zu Anfang des Jahres. Ebenso 
ziihlen zu den Ausgaben des Zeitraumes die samtlichen innerhalb des
selben an Versicherungssummen, Unkosten u. s. w. ausgezahlten 
Summen und der Bestand zu Ende' des J ahres. Eine konsequente 
Buchung vorausgesetzt, ist in einer Periode die Summe der Ein
nahmen gleich der Summe der Ausgaben. 1m Gegensatze zu den 
sogleich zu definierenden N ettoeinnahmen und -Ausgaben heissen die 
soeben erklarlen Begriffe die Bruttoeinnahmen und Bruttoausgriben. 

Zu den Ne#oeinnahmen einer Periode zahlen wir 1) die mathe
matische Pramienreserve (Nr. 3,11,16) der betrachteten Gesamtheit 
zu Anfang des Zeitraumes, 2) die in ihm als Einnahme zu verzeich
nenden Nettopramien, 3) die rechnungsmiissigen Zinseszinsen dieser 
beiden Summen. Dagegen bilden die Nettoausgaben der Periode 
1) die in ihr gezahlten Versicherungssummen, 2) die rechnungs
massigen Zinseszinsen von diesen, 3) die mathematische Pramien
reserve zu Ende des Zeitraumes. Diesmal ist die Summe der Netto
einnahmen gleich dem Gewinn im Nettofonds plus der Summe der 
N ettoausgaben 61) 62). 

60) Was den Zinsfuss anlangt, so rechnen nach J. Neumann, Jahrbuch fUr 
das deutsche Versicherungswesen, 30. Jahrgang, Berlin 1900, p.497, die deut
Behan Lebensversicherungs-Gesellschaften ihr normales Todesfallgeschaft jetzt 
zu 3 % oder 3%%. Dagegen bewegte sich im Jahre 1899 die wirklich erzielte 
durchschnittliche Verzinsung der Ausleihungen nach "Zustand und Fortschritte 
der deutschen Lebensversicherungsanstalten, 50. Jahrgang, Jena 1900", p. 71, bei 
den 27 dort aufgefiihrten Anstalten zwischen 3,72% und 4,24%. 

61) Wahrend die im Terle gegebene Erklarung der Bruttoeinnahmen und 
-Ausgaben iiber einen ziemlich allgemein geiibten kaufmannischen Usus be
richtet, nach welchem die Rechens~haftsberichte eingerichtet werden (vgl. z. B. 
den Runderlass des preussischen Ministeriums des Innern yom 8./3. 1892, Ministe
rialblatt fUr die innere Verwaltung 53 (1892), p.l64), hat die Einfiihrung der Netto
einnahmen und -Ausgaben eine lediglich theoretische Bedeutung und bleibt 
auch giiltig, wenn die betrachtete Gesamtheit sich auf eine einzige Versiche
rung reduziert. Die Definitionen fussen auf den von M. Kanner eingefiihrten 
Begriifen, Deutsche Versicherungszeitung 8 (1867), p; 355. Vgl. Fussnote 81. 
Verwertung finden sie Nr. 20 if. dieses Artikels. 

62) Amtliche "Obersichten iiber die Lebensversicherungs-Unternehmungen 
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In Nr. 8 bis 13 sind, so lange nicht ausdriicklich das Gegenteil 
bemerkt ist, unter Einnahmen und Ausgaben immer Nettoeinnahmen 
und Nettoausgaben, unter Priimien immer Nettopriimien verstanden. 
Das allgemeine Resultat alier auf die Berechnung von Priimien und 
Priimienreserven sich beziehenden Untersuchungen moge gleich hier 
vorweg genommen werden: Die Berechnung aIler dieser Grossen liisst 
sich immer auf die der einmaligen Pramien von jahrlich zahlbaren 
Leibrenten zuriickfiihren, die bei Versicherungen auf 1 Leben bis 
zum Tode, bei Versicherungen verbundener Leben (Nr. 13) bis zum 
ersten Tode laufen. 

8. Einmalige Pramien fiir Leibrenten. Die einmalige N etto
prii.mie (Nr. 3,3) einer Versicherung, auch Wert der betreffenden Ver
sicherung genannt, ist allgemein der wahrscheinliche Wert (= mathe
matische Hoffnung) der entsprechend diskontierten N ettoauszahlungen 
(ID1, Nr.16). Man berechnet sie nach Satz II der Nr. 3. 

(x) bezieht eine jahrlich gleichbleibende Leibrente 1, wenn er von 
Ende des x + mten bis Ende des x + n - Iten Lebensjahres jahrlich, 
so lange er lebt, die Summe 1 erhalt, dagegen vom Momente seines 
Todes an auf jede Auszahlung verzichtet. 1st m = 0, so heisst die 
Rente priinumerando, ist m = 1, so heisst sie postnumerando zahl
bar. 1st x + n = 6), das hOchste Alter in der Sterbetafel, so heisst 
die Rente lebenslanglich zahlbar, ist x + n < w, so heisst sie tem-

ihres Landes geben: Amerika, Staat New York: Annual report of the super
intendent of the New-York insurance department, New York 1860 if. -
England: Statements of account and of life assurance and annuity business. 
Ordered by the house of Commons to be printed, London 1872 fl'. - Frank
reich: Annuaire statistique de la France, 1 ft'., Paris 1878 ft'. - Japan: Re
sume statistique de l'empire du Japon, Tokio 1887:1f. - Schweden: Forsil.krings
vil.sendet i riket, Stockholm 1887 ft'. - 8chwetz: Berichte des eidgenossischen 
Versicherungsamtes fiber die privaten Versicherungs -Untemehmungen in der 
Schweiz, Bem 1888 if. - Finnland: Bidrag till Finlands officiela statistik XXll, 
Forsitkringsvasendet, Helsingfors 1893ft'. - Norwegen: Statistisk Aarbog for Kon
geriget Norge 14:1f., Christiania 1894 if.; Meddelelser fra det statistiske Central
bureau 13ft'., Christiania 1895 ft'. - Deutschland: Statistisches Jahrbuch fUr das 
Deutsche Reich, Berlin 1896 if.; Vierleljahrshefte zur Statistik des Deutschen 
Reiches, Berlin 1899. - Danelnark: Statistisk Aarbog, udgivet af Statens stati
stiske Bureau l:1f., Kopenhagen 1896 if. - Ungarn: Ungarisches statistisches 
Jahrbuch, Neue Folge 3 ft'., Budapest 1896:1f. - Osterreich: Amtliche Publika
tionen fiber den Stand des Versicherungswesens in den im Reichsrate ver
tretenen Konigreichen und Litndem (publikation steht unmittelbar bevor). -
Eine internationale Uoersicht giebt: The insurance year book, 2, New-York 
1873 if. und das Ehrenzweig'sche Jahrbuch. 
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porar, ist In> 1, so heisst sie aufgeschoben. Die einmalige Priimie 
fur die lebenslanglich postnumerando zahlbare Leibrente von der jahr
lich gleichbleibenden Rohe 1 betriigt fur das Eintrittsalter x: 

(1) 
l l N 

ax = ~t 1 v + __ "'t2 v2 + ... = n'" , 
'" x x 

und ist z. B. bei den Grundlagen des Textbook 3% %, Eintrittsalter 
SO, gleich 18,4. Dabei bezeichnet v das Kapita1 welches die Zinsen 
in einem Jahre auf die Rohe 1 bringen sollen (bei SY2 % ist also 
v = 1,035- 1); 

heisst die diskontierte Zahl der Lebenden des Alters x und es be
deutet: 

Nx = Dx+ 1 + DX+2 + ... + Dw. 

Die Zahlen Dx und Nx sind fur die meisten Sterbetafeln tabuliert 
(Litt.-Verz. III). 

Der Wert der Postnumerando-Leibrente 1 ist um 1 kleiner als 
der der Pranumerando-Leibrente 1. Ais Leibrente kommt jene aUein 
in der Praxis vor, Pranumerando -Leibrenten sind die Pramien der 
Lebensversicherung, nur dass diese umgekehrt die Gesellschaft vom 
Versicherten bezieht 68). 

63) Die einmalige Pramie der lebenslanglichen Leibrente wurde allerdings 
nach einer anderen, aber ebenfalls einer korrekten Darstellung f"ahigen Methode 
bereits von Joh. de Witt berechnet (Joh. de Witt, Waerdije van Lijfrenten, s'Graven
hage 1671, Facsimile Haarlem 1879). Die Methode des Textes entwickelte Halley 
(Fu8sn. 8, p.596). Vgl. G. Enestrom, Stockholm, Forhandlingar 1896, p. 41, 157; 
derselbe, Archief verzekeringswet 3 (1897), p. 62 und M. Cantor, Vorlesungen iiber 
Geschichte der Mathematik, Leipzig 1894, Teil III, 1 p. 43 if. Der weitere Fort
schlitt bestand zunachst darin, dass man seit Moivre (Annuities upon lives, London 
1725) unter Verwertung der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Fussn. 15) nach den 
einmaligen Pramien fUr aHe moglichen Versicherungskombinationen, namentlich 
auch bei verbundenen Leben (Nr. 13) fragte. Freilich waren Moivre's Entwicke
lungen durchaus auf seine Hypothese beschrankt (Fussn. 58). Die diskontierten 
Zahlen fiihrte J. N. Tetens ein (Einleitung zur Berechnung der Leibrenten, 2 Bde., 
Leipzig 1785/86, Band 1, p. 88). Die Auffassung der Pramien als wahrschein
licher Werte oder als matheIllatischer Hotfnung fusst auf den von M. Kanner, 
Deutsche Versicherungszeitung 1867, p. 355 gegebenen Entwickelungen (vgl. 
]<'ussn. 15), sie fand in die Lebensversicherung Eingang durch die Monographie 
von Th. Wittstein, Das mathematische Risiko (s. Litt.-Verz. VI), p. 3, Formel (4). 
Die dort ausgesprochene Forderung, dass sich die EinzelraUe bei der mathe
matischen Hoffnung ausschliessen miissen, wurde spater vielfach wiederholt, ist 
aber fiir die Berechnung der Priimien ebenso lastig als uberfiussig. Sie fehlt 
auch bei J. Bertrand, Caleul des probabiliMs, Paris 1888, p. 50/51. In der 
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Erhalt (x) die 1 lebenslangliche Leibrente 1 III r 

877 

jahrlichen 

Raten zu je ~, so nimmt die Pranumerando-Rente (erate Rate sofort 

zahlbar) mit r ab, die Postnumerando-Rente (erste Rate nach ~ Jahr 
r 

zahlbar) zu. Die einmaIige Pramie der letzteren ist bei der Moivre-
schen Hypothese eine lineare Funktion von a: 

(2) a(r) = vCr) • a + vCr) 
1 2 , 

deren positive Koeffizienten v~'), v~) ausser von r nur vom Zinsfaktor 
abhiingen 64). Oft reichen die Naherungswerte aus: 

vCr) = 1 vCr) = l' - 1 
1 '2 2r . 

Ist 1x integrierbar, so entsteht fur r = 00 die kontinuierliche 
Leibrente 65), deren einmalige Pramie: 

., 

(1) J1 - x+z z a., = -l-V dz 
o ., 

zwischen a und a + 1 enthalten und bei V oraussetzung der Moivre'
schen Hypothese leicht aus (2) durch Grenzubergang zu berechnen 

Bezeichnungsweise hat sich Referent soweit als moglich der in England, 
Frankreich und Amerika adoptierten des Lond. institute of actuaries an
geschlossen. V gl. hierzu A. Begault im Lond. Journal inst. act. 33 (1896), p. 1 
sowie Lond. intern. Kongr. (1899), p 582-640 und die Spragtte'sche Arbeit, 
die dem Pariser Kongress vorgelegt wurde. Hinsichtlich der Grosse N x diffe
riert die englische und amerikanische Bezeichnung. Wir wahlen die erstere, 
vgl. Principles and practice (Litt.-Verz. III) 4th ed., p. 39. Numerische rrabeIlen 
fiir die D x ' N x ' a und ihre dekadischen Logarithmen findet man fur aIle im 
Litt.-Verz. unter II aufgefiihrten Sterbetafeln in den unter III genannten Tafel
werken. 

64) Die resultierende Formel gab 1861 R. Lobatto, Amsterdam. Verh. 10 
(1864), p. 199. Sie entspricht der Annahme, dass vt den gegenwartigen Wert 

. der nach t Jahren zahlbaren Summe 1 auch fur jedes nicht ganzzahlige t an
giebt. Andere Annahmen fiihren zu komplizierieren Resultaten, vgl. C. Landre, 
Math. techno Kap. (Litt.-Verz. VI), p. 182 ff. Die Nltherungswerte VI = 1, 

r-1 . v! = -- gIebt fur r = 2 und l' = 4 Th. Simpson, Select exercises, London 
2r 

1752, p. 283. 
65) Die kontinuierliche Rente ist von Th. Simpson eingefuhrt (select exer

cises, London 1752, p. 324). Die iibrigens auch von H. Scheffler (Sterblichkeit 
und Versiclierungswesen, Braunschweig 1869) vertretene Methode der kontinuier
lichen Variabeln wurde als Hiilfsmittel zur Gewinnung von numerischen Approxi
mationen von W. S. B. Woolhouse, Lond. Journal inst. act. 15 (1869), p. 102 
eingemhrt und systematisch ausgebeutet. 
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ist 66). Fur v = 1 wird jj gleich der ferneren mittleren Lebens
dauer des (x) [I D 4a, Nr. 8]. 

Weniger einfach berechnet sich das Integral (1) bei Zugrnnde
legung des Makeham'schen Gesetzes; es driickt sich alsdann durch 
eine hypergeometrische Reihe [II B 4] aus, die nur fiir nicht zu hohe 
Alter zur numerischen Berechnung unmittelbar brauchbar ist und in 
den }i'allen divergiert, in welchen sich das Integral (1) auf den 
lntegrallogarithmus reduziert 61). 

Ausser den bisher betrachteten Renten treten noch volZstandige 68) 

und in arithmetischer Reihe steigende 69) Renten auf. Diese spielen 
namentlich bei der Dividendenberechnung und bei Versicherungen 
mit Pramienriickgewahr eine Rolle, bei jener wird noch behn Tode 
ein Bruchteil der Jahresrate ausgezahlt, der der im Sterbejahre noch 
durchlebten Zeit proportional ist. 

Die von W. S. B. Woolhouse gegebene Niiherungsformel: 70) 

(3) a = a(r) + .!. _ II- + It 
2,. 12,.1 

foIgt aus der Euler'schen Summenfonnel (I E, N r. 11). Sie gilt, wenn die 
Sterbensintensitat f.£ = f.£:x: sich immer stetig andert. 6 = log ~ 
heisst die Vet'linsungsintensitiit. Unter log ist immer der natiirliche 

66) Das Ergebnis des Grenzuberganges, das man natiirlich auch direkt 
durch partielle Integration erhillt, steht bei C. Landre, Math. techno Kap., p. 194, 
Formel (281). 

67) Die fragliche Formel findet sich - allerdings in einer nicht sehr iiber
sichtlichen Form - bei E. Me. Clintoek, Lond. Journal inst. act. 18 (1874), p. 242. 
Auf das Problem der numerischen AUBwertung des Resultates wird zwar ein
gegangen, es wird aber ebensowenig wie durch eine frUhere Arbeit von Makeham 
(Lond. Journal inst. act. 17 (1873), p. 305, 445), erledigt j vor allen Dingen des
halb nicht, weil die Gultigkeitsbedingungen der Formel und die GenauigkeitB
grenzen der Tabellen nicht geniigend diskutiert werden. Eine zusammen
hlingende Darstellung der beiden Arbeiten giebt J. J. M'Lauchlan, Edinb. 
act. soc. 1 (1879), p. 44-59. 

68) Den Wert der vollstli.ndigen Rente ermittelt unter Zugrundelegung 
der Moivre'schen Hypothese T. B. Sprague (Lond. Journal inst. act. 13 (1867), 
p. 363 Zelle 9), den allgemeinen Ausdruck steUt R. H. van Dorsten auf (Archief 
verzeker. 1 [1894], p. 110 Formel 15). 

69) Die steigende Jahresrente driickt bereits Tetens durch geeignete dis
kontierte Zahlen aus, a.. a.. O. (Fussn. 63» 1, p. 217,222. G. J. Lidstone be
merkt, dass ihr Wert, wenn die nte Zahlung die Hohe n hat, das Produkt von '" 
und dem Differentialquotienten von a nach '" ist (Lond. Journal inst. act. 31 
(1893), p. 69). 

70) W. S. B. Woolhoose, Lond. Journal inst. act. 15 (1869), p. 105 letzte 
Zeile, p. 106 Gleichung (9). Vgl. I D 4 a, FUBsn. 37. 



Logarithmus 
formel 71) 

(4) 

9. Einmalige Pramien fUr Todesfallversicherungen. 879 

zu verstehen. Aus (4) folgt die weitere Naherungs-

) r-l r2 -1 ( ) a(r =a+---- II.+J. 2r 12,·2 r 

Setzt man r gleich dem reziproken Werte einer ganzen Zahl > 1, so 
wird aus (4) eine Formel del' "abgekiirzten Summation", welche a 
approximativ bestimmt72). 

Geht man statt von del' Euler'schen von del' Lubbock'schen 
SummenformeF3) aus, so entstehen analoge Formeln, welche Diffe
renzen an Stelle del' Differentialquotienten enthalten 74). Diesen samt
lichen Naherungsformeln mangelt jedoch eine Abschatzung des Rest
gliedes. Del' Praktiker beurteilt die Giite del' Annaherung darnach, 
wie die verschiedenen Naherungsformeln unter einander iiberein
stimmen. 

9. EinmaJige Pramien fUr Todesfallversicherungen. (x) geht 
eine gemischte Versicherung (auch abgekiirzte Versicherung auf 
den Todesfall genannt) ein, wenn er beim Tode, spatestens abel' 
beim Alter x + n (dem Schlussalter del' Versicherung) ein Kapital 
von bestimmter Hohe s ausgezahlt erhlilt. 1st x + n = ro, so entsteht 
die lebenslangliche Kapitalversicherung auf den Todesfall. 1st die 
Versicherungssumme s gleich 1, so wird die einmalige Pramie del' 
letzteren: 

(5) d", dX + 1 2 Ox + C:+1 + . . . Mx A=-v+--v + ... = =-. 
1x 1x Dx Dx 

Sie ist z. B. bei Textbook 3% % fiir das Eintrittsalter 30 
gleich 0,343. 

Dabei sind die diskontierten Zahlen Ox = dx vx+1 del' Sterbenden 
dx = lx -lX+1' sowie ihre Summen Mx = Ox + OX+1 + ... + Ow 
tabuliert (Litt.-Verz. III). Del' Formel liegt die Voraussetzung zu 
Grunde, dass die Versicherungssumme erst am Ende des Sterbe
jahres ausgezahlt wird. 

71) W. S. B. Woolhouse, Loud. Journal inst. act. 15 (1869), p. 106 
Zeile 6 v. u. 

72) W. S. B. Woolhouse, Lond. Journal inst. act. 11 (1864), p. 321 
Formel CD). Eine zusammenhangende Darstellung der Woolhouse'schen Resultate 
findet man in der in der Fussn. 67 angefiihrten Arbeit von M'Lauchlan. 

73) J. W. Lubbock, Cambridge Phil. Trans. 3 (1830), p.323; vgl. W. S. 
B. Woolhouse, Lond. Journal inst. act. 11 (1864), p. 309, Formel (A) und T. B. 
Sprague, Lond. Journal inst. act. 18 (1875), p. 305. V gl. auch IE, Nr.ll, Fussn. 21. 

74) Vgl. T. B. Sprague, Lond. Journal iust. act. 22 (1879), p. 55. 
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Mehr der Wirklichkeit nahert sich die Annahme, dass die Ver
sicherungssumme sofort beim Tode gezahlt wird. Die ihr entspreehende 
Pramie A ist, wenn man die Existenz der Ableitung l~ von l~ vor
aussetzt, fUr s = 1: 

'" 
(5) A = - rl~+. v'dz. 

• 1", 
o 

Parlielle Summation idhrt A, partielle· Integration A auf die 
einmaligen Pramien a und a der entsprechenden Leibrenten zuriick. 
Die resultierenden Gleichungen: 

(6) A = 1 - (1- v) (1 + a), 

(6) A = 1- ~·a 

behalten ihre Gfiltigkeit, wenn A bezw. A die einmalige Pramie 
fiir die gemischte Versicherung, a bezw. a die einmalige Prii.mie fUr 
die temporare Leibrente bedeuten. N atiirlich miissen sich Leibrente 
und gemischte Versicherung auf die gleichen Eintritts- und Schluss
alter und beide auf die Versicherungssumme 1 beziehen 75). 

Dem Brauche der Praxis entsprechend halten wir in diesem Re
ferata an der Fiktion, dass die Versicherungssumme erst Ende des 
Sterbejahres gezahlt wird, im allgemeinen fest und beschitftigen uns 
nur ausnahmsweise mit den kontinuierlichen Ausdrficken 711). 

N ach ahnlichen Methoden findet man die einmaligen Pramien 
aller anderen Versicherungen auf 1 Leben. Wir verweisen in dieser 
Hinsicht auf die im Litt.-Verz. unter IV genannten Lehrbficher und 
erwahnen nur, daBs man komplizierte Versicherungen in einfachere 
zerlegt, deren Pramien zur Summe die Pramie der gesuchten Ver
Bicherung haben. 

10. Sonstige Prli.mien. Sei A die einmalige Pritmie irgend 
einer Versicherung, a der Wert der postnumerando Leibrente 1, welche 

75) Die Formeln (6) und (6) giebt R. Price, Observations on reversionary 
payments, 3d ed. London 1773, p. 31. Die diskontierten Zahlen 0% und M% hat 
aber erst Tetens (a. a. O. [Fussn. 63)] 1, p. 96). Die Gleichungen (5) und (6) 
stammen von WooZhouse, Lond. Journal mst. act. 16 (1869), p. 116. 

76) Thats!l.chlich zahlen die meisten Gesellschaften sobald wie m6glich 
nach dem Tode. Die dem entsprechende ErMhung (Landrt, Math. techno Kap. 
p. 102) von A nehmen aber die meisten Gesellschaften nicht vor, weil sie doch 
einen genilgenden Aufschlag auf die Prl!.mien legen. Ganz sicher geht man, 
wenn man annimmt, dass die Todesfll.lIe aIle zu Anfang des Sterbejahres statt-

linden und A durch A -.!.. ersetzt (franz6sischer Usus). 
11 
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ebenso lauft wie die Pramienzahlung, P die jahrliche Pramie der Ver
sicherung. Alsdann folgt aus dem Prinzip der Gleichheit von Leistung 
und Gegenleistung (Nr. 3, 3): 

.A (7) p=_. l+a 
Es ist also die Berechnung von jahrlichen Pramien auf die von 

einmaligen zuruckgefuhrt. 1m besonderen folgt bei der gemischten 
Versicherung auf die Summe 1 aus (6): 

1 
(8) P= l+a-(l-v), 

wenn P die ganze Versicherungsdauer hindurch gezahlt wird 77). Fur 
Textbook 3% %, Eintrittsalter 30 ist z. B. die lebenslanglich zahlbare 
Jahrespramie fur die Versicherung des Kapitals 1, zahlbar beirn Tode, 
P=0,0176. 

Die Gleichung (7) gilt auch fur gleichbleibende Prarnienzahlung 
in Raten und ubertragt sich auf gleichformig steigende odeI' fallende 
Pramienzahlungen. Auch fiir Versicherungen mit Pramienruckgewahr 
ergiebt das Prinzip der Gleichheit von Leistung und Gegenleistung 
einfache Forrneln zur Berechnung der N ettopramien 78). 

Bei den Pramienzahlungen in Terminen ist jedoch zu bemerken, 
dass, wenn diese den Bruchteil eines Jahres betragen, die Lebens
versicherungsgesellschaften die noch nicht gezahlten Raten vielfach nur 
stunden. In diesem FaIle darf man zu ihrer Berechnung nicht (7) 
fiir eine entsprechende terminliche Rente a anwenden, sondern es er
hOht sich die jahrliche Nettopramie P nur um soviel, als der durch 
die Ratenzahlung bedingte Zinsverlust betragt. Sind dagegen die 
Termine Vielfache eines Jahres, so lieferl die Formel (7) mit der den 
Terminen entsprechenden Rente a die den Versicherungsbedingungen 
adaquate N ettopramie. Diese wird niedriger als das entsprechende 
Vielfache del' J ahrespramie, die Differenz bedeutet den RaJJatt, welcher 
wegen del' Vorausbezahlung der Pl'amien auf die Nettopramien theo
retisch zu gewahren ist 79). 

Die natiirliche Priimie erkauft die Versicherung jedesmal auf 

77) Die Gleichung (7) giebt filr Todesfall, lebenslangliche Pramie R. Price, 
Observations, 3d ed., p. 33; die allgemeine Methode wird korrekt auseinandergesetzt 
von F. Baily, The doctrine of life annuities and assurances 2, London 1813, 1, 
p. 348 if. 

78) Formeln fur Nettopramien bei Ruckgewahr von Bruttopramien findet 
man im Textbook p. 296-298. Die in den meisten Lehrbiichern allein behan
delte Riickgewahr von Nettopramien kommt in praxi uberhaupt nicht vor. 

79) Wegen der Formeln siehe Landrtf, Math. techno Rap. p. 24; 
Encyklop. d. math. Wissensch. I. 66 
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1 Jahr. Bei der Todesfallversicherung auf die Summe 1 ist sie 
gleich vq,., und anderl sich also mit dem Alter im gleichen Sinne wie 
die Sterbenswahrscheinlichkeit (Nr. 4, Fig. 1). Sie ist z.B. bei Text
bookgrundlagen 3% % gleich 0,007 fur das Alter 30, gleich 0,725 
fur das Alter 100. SO) 

Sei m eine positive, ganze Zahl, Vm die Prii.mienreserve einer Ver
sicherung von der Summe 1, m Jahre nach Beginn der Versicherung, 
ferner pm die Wahrscheinlichkeit, dass im mten Jahre die Versiche
rungssumme ausgezahlt wird, p';,. die Wahrscheinlichkeit, dass in ihm 
die Versicherung ablauft. Alsdann heisst II;" = v (p;" - p';,. Vm) die 
Bisikopriimie, II';,. = v Vm - Vm- 1 die Sparpriimie der betreft'enden 
Versicherung fiir die Zeit von m - 1 bis m. Sieht man von Raten
abzahlung ab, so ist die Summe von II;" und II;" gleich der zur 
Zeit m - 1 gezahlten Pramie. 1m besonderen ist bei den Todes
fallversicherungen die Risikopramie II;" = vq,.,+m-l (1 - Vm) die 
natiirliche Pramie fiir das reduzierte KapitaZ Sf = (1-Vm), ganz 
gleichgiltig, wie die Pramienzahlung P in Wirklichkeit erfolgt. Bei 
den Leibrenten mit einmaliger Pramie ist 

II;" = v (P,.,+m-l - q,.,+m-l a,.,+m).81) 

80) Die natiirliche Pramienzahlung ist von einigen amerikanischen Gesell
schaften zum Geschil.ftsprinzip erhoben (vergl. J. van Schevichaven, Van leven 
en sterven, Utrecht 1896, deutsch von H. Tamke, Leipzig und Wien 1898, 
p. 60). Sonst spielt sie in der Lebensversicherung nur eine geringe Rolle, wie 
iiberall da, wo die Gefahr mit der Dauer des Versicherungsvertrages steigt (wie 
z. B. auch bei del' Invaliditatsversicherung). Dagegen ist die natiirliche Pramien
zahlung allgemein bei den Versicherungsarten adoptiert, bei denen das Ent
gegengesetzte gilt, wie z. B. bei den Sachversicherungen. Hier ist abel' zu be
achten, dass der Schaden zwischen 0 und seinem Maximum (bier die "Versiche
rungssumme" genannt) kontinuierlich variiert. Die Prltmie wird also bei Sach
versicherung~n durch ein bestimmtes Integral mathematisch gegeben. Vgl. Witt
stein, Das math. Risiko p. 16. 

81) Die Begriffe Risikoprl!.mie, Sparpri!.mie, reduziertes Kapital sind rein 
theoretische und fiir die Ermittelung des Sterblichkeitsgewinnes (Nr. 17) und des 
Risikos (Nr. 19 ff.) geschaffen. Sie sind hier im Texte in m6glichster Allgemein
heit, in del' Litteratur dagegen nur fiir spezielle FaIle entwickelt. Meist be-

zeichnet man ~ n;,. statt n,;. als Risikopramie. Implicite benutzt den Begriff 
v 

der Risikopramie (engl. cost of insurance) bereits Sheppard Homans bei del' 
Herleitung seiner Kontributionsformel, Lond. Journal inst. act. 11 (1863), p. 124 
Zeile 6. V gl. auch Nr. 17. Als selbstandige Grosse ist die Risikopramie und das 
reduzierte Kapital von M. Kanner bei der Todesfallversicherung mit lebens
langlich gleichbleibender Jahrespramie eingefiihrt, Deutsche Versicherungs
zeitung B (1867), p.355. Das Wort Riaikoprl!.mie gebraucht Zillmer (Die 
mathematischen Rechnungen bei Lebens- und Rentenversicherungen, 2. Auft. 
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Bei Riickversicherung einer Todesfallversicherung walzt die riick
versicherte Gesellschaft jedes Risiko von sich ab, wenn sie die 
Reserve Vm selbst zuriickstellt und verwaltet, dagegen bei der riick
versichernden Gesellschaft das reduzierte Kapital s' versichert 82). 
Von den eingehenden Pramien Px verwendet sie dann die Sparpl'amie 
zur Resel'vebildung, die Risikopramie zahlt sie an die l'iickvel'sichernde 
Gesellschaft. Diese andert sich ein wenig von Jahr zu Jahl'; die ihr 
aquivalente einmalige Priimie ist unter dem N amen Insurance value 
von Elizur Wright eingefiihrt 83). Sie mag Wright's Versicherungswert 
genannt werden. 

11. Pramienreserve. Die Pramienreserve einer Gesamtheit ist 
gleich del' Summe der Pl'amienreserven der einzelnen Versicherungen. 
Finden Ende des mten Versicherungsjahres sowohl Aus- als Einzahlungen 
statt, so werden erstere als bereits geleistet angesehen, letztere als 
noch zu leisten oder bel'eits geleistet, je nachdem die Reserve zu 
Ende des mten oder die zu Anfang des m + 1 ten Versicherungsjahres 
berechnet werden solI. Die prospektive Methode (Nr. 3) liefert fiir 
die Reserve Vrn zu Ende des mten Versicherungsjahres die 3 Funda
mentalgleichungen: 

(9) Vm = Ax+m - Px ' (1 + ax+m),84) 
(10) = (Px+m - fx) . (1 + ax+m),85) 

(11) = 1- ~+aX+m.86) 
1 + a", 

Dabei bedeutet x das E intritts alter , Ax+m die einmalige, P x+m 
die jahrliche, e benso wie die noch zu erwarlenden Pramienzahlungen 

Berlin 1887, p. 179), Kanner sagt statt dessen a. a. O. "reduzierte Pramie". Die 
Sparpr1l.mie wird begrifflich von A. Zillmer eingefiihrt, Deutsche Versicherungs
zeitung 8 (1867), p. 572, Spalte 1, Zeile 10 v. o. Das Wort ist entnommen 
O. Landre, Math. techno Kap. p.247. Tabellen der Risikopramie fUr 17 E. G.4% 
in Principles and practice, 4th ed., p. 171. Die Risikopramie bei Leibrenten giebt 
in etwas abweichender Definition G. H. Ryan, Lond. Journal inst. act. 30 (1892), 
p. 189. 

82) Ein anderes Verfahren schlagt M. O. Paraim vor, s. O. Landre, Math. 
techno Kap., p. 343. 

83) E. Wright, Savings bank life insurance, Boston 1872; s. auch Principles, 
4th ed., p. 45. 

84) F. Baily, The doctrine of life annuities and assurances, 2 Bde., London 
1813, Teil 2, p. 458 (deutsch von O. H. Schnuse, Weimar 1839). 

85) J. Milne, A treatise on the valuation of aDliuities and assurances, 
2 Bde., London 1815, Teil 1, p. 283. 

86) D. Jones, On the value of annuities, 2 Bde., London 1843 (deutsch 
von K. Hattendorff, Hannover 1859), Teil 1, p. 192. 

56* 



884 I D 4 b. Lebensversicherungs-Mathematik. 

zahlbare Pramie, fiir die sich (x) nach m Jahren die dann noch 
laufende Versicherung kaufen k6nnte, 1 + a.,+m den Wert del' pran. 
Leibrente 1, welche ebenso lauft, wie die nach m Jahren noch zu 
erwartenden Pramienzahlungen. (9) und (10) gilt allgemein, (11) 
nul' fiir die gemischte Versicherung und lebenslangliche Todesfall
versicherung, wenn die Pramienzahlung die gauze Versicherungsdauer 
hindurch erfolgt. Bei einmaliger Pramienzahlung ist die jeweilige 
Reserve Vm = A.,+m der Wert del' noch laufenden Versicherung. 
Die Berechnung del' Reserven ist so auf die von Pramien zuriick
gefiihrt. 1m besonderen basiert auf (11) J. Ohisholm's Tafel 87). 
Seiner Idee, (11) geometrisch zu interpretieren 88), wiirden wohl 
M. d' Ocagne's Methoden 89) praktische Bedeutung verleihen k6nnen. 

1st Vm <0, so ist P.,+m < P.,. In diesem FaIle k6nnte also del' 
Versicherte seine Police aufgeben und sich bei einer auderen Gesell
schaft zu einer niedrigeren Pramie die noch laufende Versicherung 
kaufen, dadurch abel' wiirde er der Gesellschaft einen Verlust - Vm 
zufiigen. Daher sind negative Reserven zu vermeiden. Del' Praktiker 
ersetzt negative Reserven in der Bilanz meist durch Null. 

. U m Vm auch fiir nicht ganzzahlige m zu definieren, legt man in 
del' Regel die Moim'e'sche Hypothese und die Annahme zu Grunde, 
dass beim Tode die fallige Versicherungssumme zwar sofort zuriick
gestellt, abel' erst Ende des Versicherungsjahres ausgezahlt wird 
(vgl. Nr. 9)90). Die Formeln (9) und (10) gelten fiir jedes positive m. 
Eine geniigende Annaherung 91) bei gebrochenem m lieferl die lineare 
Interpolation zwischen der Anfangs- und Endreserve des betreffenden Ver
sicherungsjahres 92). Fasst man eine ganze Gruppe von Versicherungen 
zusammen 93), so pflegt man den interpolierten Wert jeder individueIlen 

87) s. Litt.-Verz. III. 
88) Litt.-Verz. m. 
89) M. d'Ocagne, Nomographie, Paris 1899; F. Schilling, Uber die Nomo

graphie von M. d'Ocagne, Leipzig 1900. 
90) Schon Milne berechnet (Fussn. 85) die Reserve zu einem beliebigen 

Zeitpunkte innerhalb des Versicherungsjahres. Genaue, den Annahmen ent
sprechende Formeln und einen Vergleich derselben mit verschiedenen Naherungs
methoden giebt J. D. Mounier, Archief verzeker. 2 (1895), p. 1. 

91) Mounier, a. a. O. p. 22. 
92) Die resultierende Formel steh,t in jedem Lehrbuch, so bei Zillmer (Litt.

Verz. IV), 2. Aufi., p. 160. V gl. auch die Kurven, die die Anderung der Pramien
reserve darstellen bei H. A. Thomson, Lond. Journal inst. act. 34 (1898), p. 8. 

93) Um die hierdurch entstehende Additionsarbeit auf ein Minimum zu 
reduzieren, sind besondere Methoden erdacht. V gl. die Lehrbucher von Zillmer, 
2. Aufl., p. 161ft'., und Landre p. 288ft'., sowie E. Blaschke, Die Gruppenrech
nung bei der Bestimmung der Pl'amienl'eserve, Wien 1886. 
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Reserve sogar mit der halben Summe ihres Anfangs- und Endwertes 
zu identifizieren 94), mit einem mittleren Fehler, der bei Gleichmog~ 
lichkeit und Unabhangigkeit der Einzelfehler der Quadratwurzel aus 
der Anzahl der Summanden proportional ist 95). 

Die so approximierte Reserve lasst sich behufs bequemerer 
Rechnung in zwei Summanden zerlegen: 1) Das arithmetische Mittel 
aus den Reserven zu Ende des laufenden und des vorhergehenden Ver
sicherungsjahres und 2) die halbe Pramieneinnahme fiir das laufende 
Versicherungsjahr. Der erste Summand bedeutet weiter gar nichts als 
eine Zahl, die in einer bestimmten Spalte in den Geschiiftsbiichern der 
Bank an einer bestimmten Stelle steht, wird aber trotzdem von manchen 
Gesellschaften ihre Priimienreserve genannt; diese bezeichnen dann den 
zweiten Summand en als Priimienubertriige (im Sinne von unverdienter 
Priimie). 

Wird die Pramie in anderen als jahrlichen Terminen gezahlt, so 
stellen die meisten Lebensversichernngsgesellschaften gleichwohl. die 
der jiihrlichen Pramie entsprechende Reserve zuriick und bringen den 
etwaigen Rest in die Pramieniibertrage. 

Sind die Termine Bruchteile eines Jahres, die als gestundet geIten, 
so ist dies Verfahren nur eine korrekte Konsequenz der in Nr. 10 ein
gefiihrten gestundeten Pramien. Sind die Termine Vielfache eines 
Jahres, so ist die dieser Zahlung entsprechende Pramienreserve eine 
andere als die der jahrlichen Pramie entsprechende thatsachlich zuriick
gestellte Reserve. Die Differenz ( Priimienubertriige im Sinne von 
vorausbezahlter Priimie) ist niiherungsweise gleich der Summe der 
vorausbezahlten Jahrespriimien 96). 

Unter allen Umstiinden bilden also die Priimieniibertrage, mag 
es sich um die unverdienten ode:r vorausbezahlten Priimien handeln, 
denjenigen Posten, der zu der in den Geschiiftsberichten als solcher 
ausgegebenen Priimienreserve addiert werden muss, um die der Pramien
zahlung wirklich entsprechende Pramienreserve zu erhalten. Die Prii
mienreserve der Geschiiftsberichte moge die kaufmiinnische Priimien
reserve, die nach Satz III konsequent berechnete Grosse die mathe
matische Priimienreserve genannt werden (vgl. Nr. 16). 

94) Zillmer, 2. Aufi., p. 160. 
95) Zusatz des Referenten. 
96) Zillmer, a. a. O. (Litt.-Verz. IV), p. 171, 172. In richtiger Erkenntnis 

der im Texte geschilderten Sachlage kommt neuerdings bei einigen Gesell
schaften der Posten Pramieniibertrage in ihren Rechenschaftsberichten iiber
haupt nicht mehr vor. 
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12. Abb.ii.ngigkeit der Pr8mien und Reserven von den Baoh· 
nungselementen. Mit wachsendem Zinsfuss nehmen die einmaligen 
Pramien ab 97), ebenso bei gleichbleibenden terminlichen Primien
zahlungen die Pramien aller Versicherungen auf den Erlebensfall (ein
schliesslich derer mit Riickgewahr der Nettopramien) und die Pritmien 
und Reserven der gemischten Versicherung, wenn die Pramie durch 
die ganze Versicherungsdauer gezahlt wird und mit dem Eintrittsalter 
zunimmt 98). 

Wachsen die Sterbenswahrscheinlichkeiten aller Alter von einem 
bestimmten Alter an, so nehmen von diesem Alter an die einmaligen 
Pramien bei den Erlebensfallversicherungen ab, bei den Todesfallver
sicherungen auf eine konstante Versicherungssumme zu, die durch die 
ganze Versicherungsdauer in gleicher Rohe zahlbare Jahresprltmie 
der gemischten Versicherung nimmt zu. Dagegen kann die Pramien
reserve dieser Versicherung bei durchweg wachsenden Sterbenswahr
scheinlichkeiten sowohl zu- als abnehmen 99} 1m besonderen geIten 
fiir diese Versicherung, solange die Pritmien mit dem Alter wachsen, 
die Sl1tze: 

Satz V. 1st der Betrag, um welchen die Sterblichkeit die Prltmie 
erhOht, ein konstanter Bruchteil der Versicherungssumme, so nimmt 
die Reserve ab 100), ist er ein konstanter Bruchteil der Pramie selbst, 
so nimmt die Reserve zu 101), ist er eine Iineare homogene Funktion von 
Pramie und Versicherungssumme, so kann die Reserve sowohl wachsen 
als abnehmen, als konstant bleiben 102). 

Unterscheidet man die Sterblichkeit nach der Versicherungsdauer 
(Nr.4:), so ergiebt das Material 20 E. G. R. M. bei der Todesfall
versicherung mit lebenslanglicher Pramie ungeiahr bis zum Alter 40 

97) Th. J. Searle, Lond. Journal inBt. act. 28 (1890), p. 192, entwickelt a 

n~ch Potenzen von 10 (! - 1) und berechnet die ersten 30 Koeffizienten fUr 
dIe H. M.-Tafel. 

98) Mac Fayaen, Lond. Journal inst. act. 17 p. 89, Sutton 17 p.227, weiter
gehende Untersuchungen bei T. B. Sprague 21 (1878), p. 94. 

99) Dieser von T. B. Sprague (Lond. Journal inst. act. 11 [1863], p. 90) 
bewiesene Satz wurde ebenso me der folgende durch Diskussion der hypothe
tischen Methode (Nr. 16) gefunden, ohne zunachst mit einer h6heren Sterblich
keit direkt in Verbindung gebracht zu werden. Das geschah erst durch T. B. 
Sprague, Lond. Journal inat. act. 21 (1878), p. 77. 

100) O. Jellicoe, Lond. Journal inat. act. 10 (1863), p. 330. 
101) R. Tucker, Lond. Journal inat. act. 10 (1863), p. 320. 
102) T. B. Sprague, Lond. Journal inat. act. 11 (1863), p. 93; J. Meikle, 

Lond. Journal inst. act. 23 (1882), p. 385. Weitere Satze giebt G. Schartlin, 
Ehrenzweig 11 (1890), Teil 2, p. 14. 
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h6here, spater niedrigere Pramien lOS) und in der Mehrzahl der Falle 
hahere Reserven 104). 

13. Verbundene Leben. Eine Versicherung auf verbundene 
Leben hangt yom Leben und Sterben einer Gruppe von Personen ab 
(Witwenrente, Waisenpension). Sind x, y, z, .... die Eintrittsalter 
der einzelnen Personen der Gruppe, so werde diese durch (x, y, z, ... ), 
ihre Anzahl durch m bezeichnet. Die grundlegende Versicherung ist 
die Rente bis zum ersten Tode: 

(x, y, z, ... ) kauft durch eine einmalige· Pramie a = axyz ... eine 
jahrlich postnumerando zahlbare Leibrente 1, die mit dem ersten Tode 
erlischt. Die Pramie (Axiom IV und V der Nr.2): 

'" l l _ ~ x+h y+h... h 
a-~' II v 

1 x y ... 
(12) 

ist fUr 2 Leben und aIle ganzzahligen Alter uber 9 nach der H. M.
Tafel 105), fur 2 bis 4 Leben und aIle Gruppen gleichen Alters nach 
der Textbooktafel 106) berechnet. Die einmaligen Pramien irgend einer 
anderen Versicherung werden wegen Axiom 'IV und V lineare Funk
tionen der (eventuell auch aufgeschoben und temporar zu denkenden) 
Renten bis zum ersten Tode 107). Die jahrlichen Pramien und Pra
mienreserven berechnen sich nach denselben Prinzipien wie bei ein
fachen Leben (Nr. 8 bis 12). Die einmalige Pramie a'll - axy , fur 
die der Mann (x) seiner Frau (y) eine jahrlich zahlbare Witwen-

103) G. King, Lond. Journal inst. act. 20 (1877), p.245; T. B. Sprague, 
Lond. Journal inst. act. 20 (1877), p. 105, 21 (1879), p.229, 22 (1881), p. 391, 407. 

104) G. King, Lond. Journal inst. act. 20 (1877), p. 247, Tabelle R; T. B. 
Sprague, Lond. Journal inst. act. 22 (1881), p. 410. Die Tafeln von J. Chisholm 
(Litt.-Verz. III) lassen die nach Sprague's select mortality table (Litt.-Verz. III) 
berechneten Pramien und Reserven fiir die wichtigsten Versicherungsarten er
mitteln. 

105) Tables deduced (Litt.-Verz. III), 3, 3 1/ 2 , 4 %, p. 139. Fitr Government 
Life Annuitants: A. J. Finlaison, Joint-life annuity tables, London 1895, 2%, 
3, 3% %. - Versicherungen auf verbundene Leben hat vor Moivre (Fussn. 63) 
schon Johan de Witt betrachtet. G. Enestrom, Archief verzekeringswet 3 (1898), 
p. 263. 

106) Textbook p. 510 3, 3%, 4, 4%, 5, 6 %. 
107) C. J. Malmsten, Act. math. 1 (1882), p. 63, giebt die fraglichen Reductions

formeln fiir konstante Versicherungssummen; L. LindelOf, Act. math. 3 (1883), 
p. 97, behandelt auch einen Fall von veranderlichen Versicherungssummen. Wegen 
der Reduktion der entsprechenden Wahrscheinlichkeiten vgl. Textbook Kap. II 
u. IV. Eine allgemeine Regel zur Aufstellung der Formeln fiir eine grosse 
Klasse von Renten (rentes de simple survivance) giebt A. Quiquet, Par. C. R. 111 
(1890), p. 337, 
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rente 1 kauft, basieri auf der Annahme, dass die erste Rate Ende des 
Sterbejahres des Mannes und nur dann gezahlt wird, wenn die Frau 
zu diesem Zeitpunkt noch lebt 108). Sie unterscheidet nicht zwischen 
Miinner- und Frauensterhlichkeit109). 

Gilt das Makeham'sche Gesetz, so bestehen die Sii,tze: 
Bats VI. Es seien (x,,!}, ... ) und (w,w, ... ) zwei Gruppen von 

gleichviel Leben, fUr welche 11-", + p,y + ... = p,w + I1-w + ... ist. 
Alsdann ist axy ... = aww ... 110). 

Sats VII. a",y. .. ist gleich dem Werie der entsprechenden Leib
rente aUJ eines einzelnen Lebens Ut bei dem Diskontierungsfaktor '1717 

wenn: 
eYU1 = eY'" + eYlI + "', Vi = e-(m-l)a • '17. 111) 

Die tTmkehrung von Satz VI lautet: 
Sats VIII. 1st fiir alle Alter (x, ,!}, ••• ) und ein passendes Alter 

wimmer a"'l1'" = aww ... , so folgt daraus die Giiltigkeit des Makikam
Bchen Gesetzes, wenn w - x nur von den Differenzen der x, '!} ••• 
abhii.ngt 11S). 

Die auf 3 Leben bezogene Rente axllz der Formel (13) fiihrt auf 
die entsprechende fUr zwei Leben zuriick die: 

Simpson'sche Regel. Sei x < '!} < z. Man bestimme ein Hiilfs
alter w so, dass aw = ayz , dann ist nii.herungsweise a",yz = azw.113) 

Sie giebt im allgemeinen zu grosse Werte 114) und ware dann 115) 

und nur dann 116) exakt, wenn das Gompertz'sche Gesetz gii.lte. 

108) Die Formel giebt bereits Moivre, Annuities upon lives, 3d ed. London 
1750, p. 19. Genauere Formeln in den Lehrbuchern. In Raten zahlbare und 
vollstandige (Nr. 8) Witwenrenten behandelt u. a. O. Landre in Archief verzeker. 1 
(1895), p. 371, II (1897), p. 115. 

109) Zwischen Manner- und Witwen-Sterblichkeit unterscheidet J. Ka.rup, 
a.. a. O. (Litt.-Verz. VI) p. 113, 114. 

110) W. M. Makeham, Lond. Journal inst. act. 8 (1860), p. 301. 
111) W. S. B. Woolhouse, Lond. Journal inet. act. 15 (1870), p. 401. 
112) Die Behauptung iet oft, wenn auch nicht immer hinreichend pri!.cis 

ausgesprochen, vgl. Woolhouse, Lond. Journal inst. act. 15 (1870), p. 402, Text
book p. 208. 

113) Th. Simpson, Select exercises for young proficients in the mathematics, 
London 1752, separate ed. 1791, p. 25. 

114) J. Milne, A treatise on the vaIuation of annuities and assurances, 
London 1815, Rd. 2, p. 720. - Eine Verscharfung gab durch passende Abrundung 
von w J. Milne a. a. O. 1 p. 299 und durch Mittelbildungen J. Meikle (ver(l:ifent
licht von J. J. M'La'Uchlan, Edinb. act. soc. 1 [1879], p. 36). Weitere Ausfiih
rungen bei M'Lauchlan a. a. O. p.31. 

115) A. de Morgan, Lond. phil. Mag. 15 (1839), p. 337. 
116) W. S. B. Woolhouse, Lond. Journal inat. act. 10 (1862), p. 128 beweist, dass 
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Eine zweite, abel' fur beliebig viele Leben geltende Naherungs
formel setzt die Rente a gleich del' entsprechenden aw eines Riilfs
alters w, dessen Sterbensintensitat p,w = !Lx + p.y + .. , ist. Sie wiirde 
clann und nul' dann exakt sein, wenn das Gompertz'sche Gesetz 
galte 117). 

In den Satzen VI bis VIII ruht die praktische Bedeutung del' 
Gompertz'schen und Makeham'schen Formeln fiir die Tabulierung del' 
Rentenwerte: Die Funktionen axyz ... reduzieren sich auf solche von 
weniger Veranderlichen. Derselben Eigenschaft erfreuen sich auch 
aIle an Gompertz und Makeham ankniipfenden verallgemeinerten Sterb
lichkeitsgesetze. J ene Eigenschaft kann daher, wenn hinreichend 
prazisiert, zur Definition einer allgemeinsten Sterblichkeitsformel 
dienen 118). 

III. Der Bruttofonds. 
14. Zuschlitge und Unkosten. Die durch den Abschluss einer 

Versicherung entstehenden Unkosten heissel1 erste odeI' Erwerbs
Unkosten, die iibrigen dauernde Unkosten. Zu jenen gehoren die 
Abschlussprovisiol1, die del' Agent fiir den Abschluss del' Versiche
rung erhalt (beim TodesfaIlgeschaft 0-2% % del' Versjcherungs
summe und mehr) , das HonoraI' fiir die arztliche Untersuchung bei 
Todesfallversicherungen, Stempelausgaben, Reisespesen, zu diesel1 die 
Inkassoprovision, die del' Agent beim Einkassieren del' Pramien 

das Gompertz'sche Gesetz gelten muss, wenn die Summen, durch welche sich 
aw und axy darstellen, gliedweise iibereinstimmen. Dass hieraus der Satz des 
Textes folgt, bemerkt ]WLauch1an a. a. O. p. 34. Verallgemeinerungen bei 
J. Bertrand, Par. C. R. 106 (1888), p. 1042, A. Quiquet, ebenda p. 1465. 

117) W. S. B. Woolhouse, Lond. Journal inst. act. 15 (1870), p. 399. Durch 
passende Begriffsbildungen ist es Woolhouse gelungen, sehr allgemeine Rela
tionen zwischen den Pramien aufzustellen, die sich ebenso einfach fiir beliebig 
viele wie fUr 1 Leben aussprechen lassen. 1m Besonderen fiihrte ihn die kon
sequente Benutzung der kontinuierlichen Variabeln zu einfachen Verallgemeine
rungen der in Nr. 8 und 9 entwickelten Formeln. Namentlich ist auf folgende 
Stellen in Woolhouse's Arbeiten im Lond. Journal inst. act. aufmerksam zu 
machen: 11 (1864), p. 322; 15 (1869), p. 105; (1870), p. 409. 

118) Diese Beziehungen aufgedeckt zu haben, ist das Verdienst von 
A. Quiquet. Er sucht eine Funktion del' Lebenden 1, fUr welche sich die Wahr
scheinlichkeit, dass m Personen (x, y, z, ... ) nach der Zeit h noch leben, als 
Funktion von m' < m Veranderlichen und von h darstellt. Diese Forderung ist 
dann und nur dann erfiillt, wenn die Ableitung del' Sterbensintensitat [L einer 
linearen homogenen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten und von 
der Ordnung m: geniigt. A. Quiquet, Par. Bull. act. frany. 4 (1893), p. 101, 111. 
Vgl. Fussnote 47. 



890 I D 4 b. Lebensversicherungs-Mathematik. 

bekommt (beim Todesfallgeschaft 2-3% der Jahrespramie), und die 
Verwaltungskosten. Den Unkosten entsprechend unterscheidet man 
bei dem in der Bruttopramie P' steckenden Zuschlag (X P' einen ersten 
Zuschlag (Xl P' und einen zweiten (X2 P'. J ener solI gerade die ersten 
Unkosten aufbringen, soweit sie nicht durch eine besondere Policen
gebuhr gedeckt werden, wahrend der zweite Zuschlag, weil auch fiir 
Sicherheitsfonds und Gewinn bestimmt, normaliter die dauernden Un
kosten erheblich ubersteigt. 1st P die Nettopramie, so ist P' = P+ (Xp' 

und (X = (Xl + ~. Die Hohe des (X kann man fur jede einzelne Police 
aus den Tarifen der Gesellschaft entnehmen, nachdem ml!.Il die den 
Rechnungsgrundlagen der Gesellschaft entsprechende N ettopramie aus
gerechnet hat. Wie allerdings die Tarife zustande kommen, ist eine 
andere Frage. Theoretiker haben mehrfach vorgeschlagen 119), die 
ZuschIage genau nach dem Risiko einer Versicherung (Nr. 19ft'.) ab
zustufen, was aber in der Praxis nur ganz im Rohen geschieht. 
Ubrigens sind die Zuschlage sehr verschieden, je nachdem es sich urn 
Tarife mit oder ohne Gewinnbeteiligung handelt. So nimmt z. B. die 
Kolner Concordia, die nach 23 D. G. M. 1 3%% rechnet, rur die 
lebensIanglich gleichbleibende J ahrespramie der Todesfallversicherung 
beim Eintrittsalter 30, P = 0,0210 fur Versicherungen ohne und 
p' = 0,0251 fur Versicherungen mit Gewinn pro Einheit der Ver
sicherungssumme, was einem Zuschlag von 100cx = 8,6 bezw. 23,5% 
der Bruttopramie zur Nettopramie P=0,0192 entspricht120). Neuer
dings bringt J. D. Mounier die Frage in Verbindung mit Daniel 
Bernoulli's Wertlehre, indem er den moralischen Wert (1 D 1, Nr. 17) 
untersucht, den eine Versicherung fur den Versicherten haV21). Die 
Forderung, dass dieser nicht negativ wird, ergiebt wiederum eine obere 
Grenze rur den Zuschlag, welche in erster Annaherung dem Quadrate 
des mittleren Risikos der Versicherung (Nr. 19) direkt und dem 
Vermogen des Versicherten umgekehrt proportional ist 122). Hieraus 

119) So Th. Wittstein, Das math. Risiko (Litt.-Verz. VI), p. 30. Einen 
Vergleich der Zuschlage mit dem mittleren Risiko fiihrt an einigen Beispielen 
durch die Dissertation von H. Onnen (Litt.-Verz. VI), p. 61. Eine Arbeit von 
J. H. Peek, welche eine genaue Abstufung der Zuschlage nach dem durch
schnittlichen Risiko fUr die einzelnen Versicherungsarten durchfUhrt, soIl dem
nachst in der Zeitschrift fUr die gesamte Versicherungswissenschaft erscheinen. 

120) Eine jahrliche Ubersicht fiber die Tarife der deutschen Gesellschaften 
und ihre Dividendensysteme giebt J. Neumann, Jahrbuch fUr das deutsche Ver
sicherungswesen, Berlin 1878 ff. 

121) Archief verzekeringswet. 1 (1894), p. 17, 77, 145. 
122) A. a. O. p. 150 fl. Die a. a. O. aua Formel (18) p. 32 folgende Be

ziehung zum Risiko wird von Mounier merkwiirdigerweise gar nicht erwahnt. 



U. Zuschlage und Unkosten. 891 

folgt aber nicht, dass es moralisch ist, jemandem um so mehr Geld 
abzunehmen, je weniger er hat, sondem dass umgekehrt der alIgemein 
adoptierte Grundsatz, die Rohe der Pramie nicht vom Vermogen des 
Versicherten abhangig zu machen, sich auch yom Standpunkte der 
BernoulU'schen Wertlehre als sehr vemiinftig erweist, weil danach die 
Versicherung fiir den Versicherten im alIgemeinen einen um so hohe
ren Wert hat, je weniger er bemittelt ist. 

Eine obere Grenze fiir die Tarifpramie P', die bei Versicherungen 
mit geringem Maximalrisiko (Nr. 19), wie denen auf den Erleben
fall, sehr tief liegen kann, ergiebt sich durch die MaximaZpriimie 12S). 

Um diese zu finden, unterscheide man alIe bei einer Versicherung 
denkbaren Falle und berechne den Wert, den in jedem von ihnen 
die nach den Versicherungsbedingungen zahlbare N ettopramie haben 
wiirde, wenn der betrefl'ende Fall immer eintrate. Alsdann ist der 
grosste dieser Werte die Maximalpramie. Bei der Aussteuerversiche
rung, wo ein Kapital beim Erleben des Schlusstermins gezahlt wird, 
ist diese so niedrig, dass die Tarife der Praxis sie vielfach iiber
schreiten und daher streng genommen unzulassig sind. 

Fiir Versicherungen mit wachsender Pramienreserve, zu denen 
die normalen Todesfallversicherungen gehoren, hat Zillmer ein Maxi
mum flir die ersten Unkosten einer Versicherung durch die Bedingung 
festgelegt, dass die eingegangenen Einnahmen an ersten Zuschlagen 
auch dann die Erwerbskosten decken, wenn der Versicherte sich vor
zeitig von der Versicherung zuriickzieht. Von dem etwa durch eine 
besondere Policengebiihr gedeckten Teile der Erwerbskosten ist dabei 
natiirlich abzusehen. 

Reservepriimie heisst die Summe von N ettopramie und erstem 
Zuschlag. Zillmer'sche Reserve heisst der Uberschuss des Wertes der 
noch laufenden Versicherung iiber den Wert der noch zu erwarten
den Reservepriimien. 1st P"+l die nach den Versicherungsbedingungen 
zahlbare Nettopramie, fiir die sich der Versicherte (x) ein Jahr nach 
seinem Eintritt die nun noch laufende Versicherung kaufen konnte, 
p .. die wirklich gezahlte Nettopriimie des (x), so ist P .. +1 - P .. 
Zillmer's Maximum des ersten Zuschlags. Das entsprechende Maxi
mum der ersten Unkosten ist gleich der (notwendig positiven) Difl'e
renz von P,,+l und der natiirlichen Pramie des ersten Versicherungs
jahres. Es steigt mit dem Eintrittsalter und kann namentlich bei 
niedrigerem x fiir jede einzelne Police in praxi nicht immer ein-

123) Diesen Begriff benutzte Referent mehrfach mit Voneil bei Vorlesungen 
und Gutachten. 
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gehalten werden. So ergeben z. B. bei der Todesfallversicherung mit 
lebenslanglich gleichbleibender Jahresprli.m.ie und dem Eintrittsalter 
30 die Textbooktafeln bei einem Zinsfuss von 31/ 2 % nur 1 % der Ver
sicherungssumme als Maximum der ersten Unkosten. Thatsachlich 
kommt es aber auch nur darauf an, dass die Erwerbskosten des Zu
gangs in summa die von Zillmer gesetzte Grenze nicht iiberschrei
ten 124). 

Der Bruchteil «s der Pramie, der den zweiten Zuschlag ergiebt, 
ist fUr die verschiedenen Versicherungsarten sehr verschieden. Jeden
falls muss normaliter die Bedingung erfullt sein, dass der Wert aIler 
fUr einen Versicherungsbestand gezahlten zweiten Zuschlage die auf 
seinen Anteil entfaIlenden dauernden Unkosten iiberschreitet. Bei 
Versicherungen mit sehr geringem Risiko, wie den Aussteuerversiche
rungen, ist das aus diese~ Ungleichung sich ergebende Minimum 
fiir « grosser als das oben aus der Maximalprli.m.ie abgeleitete Maxi
mum. Derartige Versicherungen sind daher wenig lebensfahig, wie 
denn in der That die Aussteuerversicherungen neuerdings einfach durch 
Spareinlagen (preussischer Beamtenverein, Hannover) oder durch Ver
sicherungen mit erhOhtem Risiko (Militardienst- und Brautaussteuer
versicherungen) ersetzt werden. 

Nach den vorstehenden Regeln ist auch die Hohe der Unkosten 
eines Geschafts zu beurteilen; doch muss hier an Stelle der exakten 
Rechnung eine umsichtige Schiitzung von Mittelwerten treten, da die 
Geschiiftsberichte nicht aIle Einzelheiten bringen Mnnen und genaue 
Reehnungen auch zu zeitraubend sein wiirden. Allerdings muss man 
verlangen, dass die Pramieneinnahme fur die verschiedenen Versiche
rungsarten und fUr das alte und neue Geschiift getrennt angegeben 
wird und dass analog die ersten und dauernden Unkosten sich aus 
den Berichten ermitteln lassen. Statistiken, die, ohne auf diese 
Trennung Riicksicht zu nehmen, lediglich die Gesamtunkosten eines 
Jahres mit der Pramieneinnahme desselben vergleichen, verfolgen in 
der Regel besondere Tendenzen 125). 

15. Der Riickks.ufswert. Stellt jemand seine Pramienzahlung 
em und verzichtet dafiir auf die urspriinglich ausbedungenen Ver-

124) Die Satze des Textes wurden, wenn auch in etwas anderer Form, in 
der Schrift: .A. Zillmer, Beitr~e zur Theorie der Pramienreserve, Stettin 1863 
(Litt.-Verz. VI), entwickelt. Ein Referat liber diese Arbeit gab in England T. B. 
Sprague, Lond. Journal inst. act. 15 (1870), p. 411. V gl. Fussn. 130. 

125) Vgl. A. Amthor, Ehrenzweig 20 (1899), Teil 2, p. 8. Vgl. auch 
A. Zillmer, Ehrenzweig S (1882), Teil 2, p. 207. 
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sicherungsleistungen, so heisst die bare Abfindung, welche ihm die 
Gesellschaft dafiir zu zahlen hat, del' Ruckkaufswert del' Police. Ma
thematisch wird diesel' durch die jeweilige N ettopramienreserve plus 
dem Gewinnanteil (Nr. 17, 18) gegeben, del' zu dem betreffenden Zeit
punkte auf die Police entf!illt. Dabei ist jedoch die durch den Riick
kauf bedingte Verringerung des Versicherungsbestandes und die damit 
im allgemeinen verbundene Erhohung des relativen Risikos (Nr.21), 
sowie der Kostenwert der du1'ch den Riickkauf entstehenden Arbeit 
ebenfalls in Rechnung zu ziehen. Bei del' Todesfallversicherung haben 
die hohen Abschlussprovisionen der Praxis haufig zur Folge, dass 
fiir die ersten Jahre del' Versicherung ihr mathematischer Riickkaufs
wert negativ wird. Die Gesellschaften verlangen abel' dann meistens 
kein Reugeld fiir die Aufgabe del' Police, sonderu vergiiten nul' in 
den ersten 3-5 J ahren einer Versicherung nichts zuriick (Verfall 
oder Storno einer Police), dafiir zahlen sie spateI' in del' Regel erheb
lich weniger als den mathematischen Riickkaufswert, meist auch sehr 
viel weniger als die Nettopramienreserve zuriick. Elizur Wright 
empfiehlt, einen bestimmten Prozentsatz (z. B. bei del' Todesfallve1'
sicherung mit lebenslanglich gleichbleibender Jah1'espramie 8 %) des 
jeweiligen Wright'schen Versicherungswertes eNr. 10) als Ruckkaufs
spesen (surrender charge) abzuziehen 126). 

Statt des Riickkaufswertes in bar wird auch eine aquivalente 
pramienfreie Police auf eine gekiirzte Versicherungssumme oder Ve1'
sicherungsdauer ausgestellt. Bei den Bezeichnungen del' Formel (10), 

Nr. 11, ist die gekiirzte Versicherungssumme gleich (1- pPx ) s, 
x+m 

wenn nach m Jahren die Pramienzahlung eingestellt wird 127). Sie 
ist naherungsweise del' Zahl del' bereits gezahlten Pramien propor
tional. 1m Falle einer pramienfreien Police spricht man von einer 
Reduktion del' Versicherung, von einer Umwandlung 128) dann, wenn 
- ohne dass die Pramienzahlung eingestellt wird, - die urspriinglich 
ausbedungene Versicherung durch eine aquivalente andere ersetzt wird. 
Del' jeweilige Riickkaufswert giebt zugleich eine obere Grenze fiir die 
Hohe, bis zu welcher Darlehen auf die Police gewahrt werden konnen. 

126) E. Wright, Savings bank life insurance, Boston 1872. V gl. Sh. Ho
mans, N. Y. Am. act. soc. 2 (1891/92), p. 5 u. 6. Wegen des Einflusses der 
Selection vgl. Nr. 4. Den Einfiuss des Aufgebens einer Police auf das Risiko 
untersucht F. Hausdm'ff, Leipz. Ber. 1897, p. 540. 

127) Giiltigkeitsbedingungen bei J. B. Cherriman, Lond. Journal inst. act. 
21 (1879), p. 298. 

128) Tabellen hierzu: H. W. Manly, Tables on the basis of HM 31 31/ 1, 

4%. London, ohne Jahr. 
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16. Die Bilans. Aus der Bilanz einer Gesellschaft soll in erster 
Linie zu ersehen sein, ob diese am Ende der Geschaftsperiode 
solvent ist. 1m folgenden wird als Geschiftsperiode in der Regel 
das Kalenderjahr angenommen, was der gewohnliche Fall ist. Eine 
Versicherungsgesellschaft heisst solvent, wenn ihr Vermogen aus
reicht, um unter den von ihr adoptierten Versicherungsbedingungen 
ihre Verpflichtungen dauernd zu erfiillen. Setzt man eine geniigende 
Dotierung der etwa erforderlichen Sicherheits- und Extrafonds' vor
aus, so ist die Solvenz dann und nur dann gewahrleistet, wenn das 
vorhandene Vermogen mindestens den wahrscheinlichen Wert des 
Deckungskapitais fiir die kiinftigen Verpfiichtungen erreicht. Dieses 
ist gleich dem fiberschuss der kiinftig zu erwartenden Bruttoausgaben 
iiber die zu erwartenden Bruttoeinnahmen, das ist die Bruttopriimien
reserve. Versteht man unter Unkostervreserve den Uberschuss der zu 
erwartenden Unkosten uber die zu erwartenden Einnahmen an Zu
schlagen, so ist allgemein die Bruttopramienreserve eines Bestandes 
gieich seiner Nettopramienreserve plus seiner Unkostenreserve. Diese 
letztere spaltet sich wieder in eine Reserve fur erste Unkosten plus 
einer Reserve fiilr dauernde Unkosten, welche Begriffe sich wohl von 
selbst erklaren. 

Sind die Pramientarife einer Gesellschaft geniigend individuali
siert, so dass jedes Risiko eine seiner Gefahr entsprechende und seinen 
Anteil an den Unkosten deckende Pramie zahlt, so ist das fragliche 
Deckungskapital unabhingig von dem kiinftigen Zugang und gleich 
der Bruttopramienreserve des zum Zeitpunkte der Bilanz vorhandenen 
Bestandes allein. Bei naturlicher Pramienzahlung (Nr. 10, Fussn. 80) 
ist diese naherungsweise gleich der halben Priimieneinnahme des Iau
fenden Versicherungsjahres plus den fiir spatere Jahre bereits voraus
bezahlten Pramien. Dabei sind beim Eingange der Pramien bereits 
gezahlte Unkosten in Abrechnung zu bringen. Der erste Summand 
dieser Formel giebt die Pramieniibertrage im Sinne von unverdienter 
Pramie, der zweite diejenigen im Sinne der vorausbezahlten Priimie 
(Nr.11). 

Die oben definierte Unkostenreserve lasst sich ihrer Natur nach 
nicht genau berechnen. Die Bestimmung des Deckungskapitals ver
langt daher, nicht zu hoch gegriffene obere Grenzen fiir sie zu 
find en , die zu Bedenken keinen Anlass geben. Sieht man von der 
friiher mannigfach geiibten, jetzt wohl ganz verlassenen hypothetischen 
Methode 129) ab, so kommen hierfiir wesentlich nur zwei Verfahren in 
Betracht: die Nettomethode und die ZiUmer'sche Methode. 

129) Diese hestand darin, dass man aus den Bruttopril.mien einer bestiIllJl1-
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Beiden gemeinsam ist, dass sie die Reserve flir zweite Unkosten 
durch Null ersetzen. Die Nettomethode substituiert auch fur die 
Reserve der ersten Unkosten den zu grossen Wert Null, und mithin an 
Stelle der Bruttopramienreserve einfach die N ettopramienreserve. Die 
Zillmer'sche Methode hingegen stellt die Reserve fur erste Unkosten 
mit ihrem voUen negativen Werte in Rechnung, vereinigt dieselbe 
mit der Nettopriimienreserve zur Zillmer'schen Reserve (Nr.14-) und 
steUt diese als Deckungskapital in die Bilanz ein. Ihre Anwendbar
keit ist an die Bedingung geknupft, dass bei irgend einer Versiche
rung etwa auftretende negative Zillmer'sche Reserven immer durch 
Null ersetzt werden. Unter dieser Beschrankung, die dem Zillmer
scheu Maximum (Nr.14:) der Erwerbskosten entspricht, ist das Ver
fabren einwandsfrei in allen den Fallen, in denen es die N ettomethode 
ist. Uberlegen ist die Zillmer'sche Methode der Nettomethode aber 
dadurch, dass sie imstande ist junge Gesellschaften, die nicht von 
vornherein uber grossere Kapitalien verfugen, in die Rohe zu bringenj 
alte Gesellschaften 1 die schon grosse Uberschusse angesammelt haben, 
konnen sie leicht entbehren. Bei der Nettomethode decken namlich 
die Uberschusse des alten Geschaftes die Erwerbskosten fur das 
neue; bei der Zillmer'schen Methode werden diese von den neuen 
Versicherten selbst allmahlich amortisiert 130). 

Die Reserve fur dauernde Unkosten darf abel' nur so lange durch 
Null ersetzt werden, als Null ihre obere Grenze ist. Diese Bedin-

ten Versicherungsart (z. B. Todesfall, lebenslanglich gleichbleibende Jahresprii.
mie) rUckwarts eine "hypothetische" Sterbetafel berechnete, deren Nettopramien 
die thatsachlichen Bruttopramien waren. Hierauf wurden die Formeln (9)-(11) 
in den mannigfachsten Formen del' Berechnung del' Bruttoreserve zugrunde ge
legt. Dass hierdurch keine obere Grenze fur das gesuchte Deckungskapital ge
funden werden kann, lehren die Satze del' Nr. 12, die sich auch historisch aus 
der Kritik diesel' Methode entwickelt haben. 

130) Die Methode ist entwickelt in del' oben genannten Schrift: "A. Zillmer, 
Beitrage" (Litt.-Verz. VI). Wegen del' Einwendungen, die man gegen sie erho
ben hat, vgl. den gegnerischen Aufsatz von O. Heym, Jahrbuchel' fur National
okonomie und Statistik, Neue Folge 6 (1882), p. l!07. 

Gegen T. B. Sprague's Vorschlag (London Journal inst. act. 16 [1870], 
p.427) die Reserve noch weiter zu k"iirzen und P"'+l durch P",+2 oder allge
mein P",+n zu ersetzen, ist an sich nichts einzuwenden, nul' muss man darauf 
achten, dass 1) nie eine negative Reserve zuruckgestellt wird, 2) die Kurzung 
niemals Mher wird, als es der Wert del' den wirklich gezahlten Unkosten ent
sprechenden Reserve fUr erste Unkosten zulasst und dass 3) nicht hOhere Ab
schlussprovisionen gezahlt werden, als es die Pramienzuschlage vertragen. 

Die Aufsichtsbehorden verhalten sich del' Zillmer'schen Methode gegenuber 
sehr misstrauisch. 
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gung ist aUerdings im Durchschnitt beim Todesfallgescha£t erfiiUl;, 
wo nur die im ganzen verschwindenden FliUe von einmaliger oder 
abgekurzter Prlimienzahlung eine Ausnahme bilden. Anders liegt es 
dagegen beim Rentengeschii,ftj hier muss das ZUrUcksteUen einer ent
sprechenden Unkostenreserve neben der voUen Nettoreserve geforderl 
werden lSl). 

Bisher war bei der Bestimmung des Deckungskapitals angenom
men, dass jedes Risiko die ihm zukommende Pri.i.mie zahlt. Das ist 
jedenfalls nicht der Fall, wenn bei Lebens- und ahnlichen Versiche
rungen yom Alter unabhlingige Beitri.i.ge erhoben werden. In diesem 
Falle kann die Solvenz nicht nur von dem vorhandenen Bestande, 
sondeI'll auch von dem spi.i.teren Zugang abhangen. Das kommt jedoch 
auf die A.rt der Beitragszahlung an. Drei Formen derselben werden 
gewohnlich unterschieden: 

1) Das Umlageverfahren, das z. B. bei vielen Sterbekassen und bei 
der Kranken- und Unfallversicherung des deutschen Reiches besteht. 
Hier werden die in einer Geschi.i.ftsperiode erwachsenen Schliden, und 
bei Renten nul' die bereits fiillig gewordenen Raten am Schlusse der
selben repartiert. 

2) Das Kapitaldeckungsver{ahren (Invaliditats- und Altersversiche
rung des deutschen Reiches bis zum 13./7. 1899). Riel' sollen die 
fiir jede Geschliftsperiode (10 Jahre) neu festzusetzenden Beitrlige die 
Kapitalwerte del' in ihr flillig werdenden Renten aufbringen. 

3) Das Priimiendurchschnittsverfahren (deutsche Invaliditlits- und 
Altersversicherung seit 13./7. 1899). Die Versicherlen zahlen ein fur 
aUe mal festgesetzte, yom Alter unabhlingige DurchschniUsprlimien 
und beanspruchen dafiir von der Kasse im voraus bestimmte Versiche
rungsleistungen. Das ist der gewohnliche Modus bei Witwen- und 
PensionsklLssen. 

In den beiden ersten Fallen ist die Solvenz nicht yom Zugang 
abhlingig, wohl abel' im letzten. Infolge dessen muss in diesem Falle 
der Zugang ein obligatorischer und die Moglichkeit vorhanden sein, 
seine Altersgruppierung im voraus einigermassen abzuschlitzen 132). 

131) C. Landt'e, Math. techno Kapitel (Litt.-Verz. IV), p. 282. - Moderne 
Gesellschaften wie die Algemeene Maatschappij van levensverzekering en Lijf
rente, Amsterdam, und der Atlas, Ludwigshafen stellen thatsachlich eine posi
tive Unkostenreserve in die Passiva ein. 

132) Vgl. die Bilanz der Gottinger Witwenkasse, K. F. Gauss, Werke 4. 
Gottingen 1880, p. 119. Bilanzen von Pensionsanstalten entwickeln ferner die 
in Litt.-Verz. VI genannten Monographien von J. Karup und L. LindelOf, Bowie 
L. Linde16f, Acta societatis fennicae 13 (1882), Statistiska berakningar angaende 
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Aber auch bei den normalen Versicherungsgesellschaften mit 
nach dem Alter abgestuften Priimien iibt der kiinftige Zugang einen 
gewissen Einfluss aus. Die Priimien sind auch nur Durchschnitts
priimien, insofern sie ebensowenig wie die N ettoreserven mit Beriicksieh
tigung der Versicherungsdauer berechnet werden 133), obwohl Material 
genug vorhanden wiire, dies zu thun (Nr. 4, 5, 12). Dies ist ein Grund 
fiir den regelmiissigen Sterblichkeitsgewinn im normalen Todesfall
geschiift und Sterblichkeitsverlust im Leibrentengesehiift, der zum Teil 
nur durch den Zugang der letzten Jahre veranlasst wird und insoweit 
aueh nur wegen des als sieher vorausgesetzten Zugangs der folgenden 
Jahre in den Gewinnfonds wandern darf. 

Was die iibrigen Posten der Bilanz angeht, so besehriinken wir 
uns, wie immer im folgenden, auf den gewohnliehen Fall der Lebens
versicherung mit naeh dem Alter abgestuften Priimien und nehmen 
an, dass die Gesellsehaft ihre Priimien und Reserven naeh einer ge
w6hnlichen, nicht naeh der Versicherungsdauer trennenden Sterbe
tafel bereehnet und als Deekungskapital ihrer kiinftigen Verpflieh
tungen die N ettopriimienreserve des vorhandenen Versicherungsbestandes 
in die Bilanz einstellt. 

Diese Nettopriimienreserve ist allerdings im weitesten (mathe
matisehen) Sinne als das Deekungskapital aller noch schwebenden 
N ettoverpflichtungen aufzufassen. Sie spaltet sich in: 1) die kauf
miinnisehe Nettopriimienreserve (Nr. 11), 2) die Priimieniiberlriige 
(Nr. 11) und 3) die Schadenreserve, in welche die bereits fallig gewor-

finska civilstatens enke-och pupillkassa. Weiter sind zu nennen die amtlichen 
Berichte in Schweden: Underdanigt betankande angaende pensionering af enkor 
och barn, efter prestman och elementarlarare, Stockholm 1873; Fornyadt under
danigt betankande angaende pensionering af enkor och barn efter svenska 
ecclesiastikstaten, Stockholm ohne Jahr; Underdanigt betankande med fOrslag 
angaende ordnandet af armeens enke och pupillkassa, Stockholm 1881; Betan
kande angaende ordnandet af pensionsvasendet for statens civile tjensteinne
hafvare samt for dems enkor och barn, Stockholm 1894. Von theoretischen 
Arbeiten iiber Pensionskassen nennen wir noch: L. Linde16f, Acta math. 18 
(1894), p. 89; G. Enest1"om, Stockh. Forhandlingar, 1891, p. 343; 1893, p.361, 
405, 623; 1894, p. 479, 561; 1895, p. 197, 243, 807. In Deutschland und Oster
reich existiert eine grosse Menge von Schulprogrammen, zum Teil auch Disser
tationen iiber die Rechnungen bei Pensionskassen Man findet derartige Litte
ratur in Franz Hubl, Systematisch geordnetes Verzeichnis der Schulprogramme 
Osterreichs, Preussens und Bayerns, Czernowitz 1869, 2. Teil, Wien 1874. 

133) Dagegen beriicksichtigt die Dauer des Rentenbezuges die neueste 
Bilanz der Invaliditatsversicherung. Sten. Berichte des Reichstags, 10. Legisl.
Per., I. Session, Anlagebd. 1, Nr. 96, p. 106 und die Lebensversicherungsgesell
schaft Atlas, Ludwigshafen. Geschaftsbericht pro 1898, p. 13. 

Encyklop. d. math. Wissensch. I. 57 
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denen, aber aus irgend einem Grunde noch nicht ausgezahlten Ver
sicherungssummen zuriickgestellt werden. 

Sind nun auch die Sicherheits- und Extrafonds' genugend gespeist, 
so fliesst der Rest des vorhandenen Vermogens in den Gewinnfonds. 
Dabei wird der im nachsten Jahre zu verteilende Uberschuss, dessen 
Berechnung durch die Statuten und die gewahlten Gewinnverteilungs
systeme mehr oder weniger genau festgelegt wird, gleich als beson
derer Posten abgetrennt. Was ubrig bleibt, kommt in die Gewinn
reserve, die zur Regulierung der zukiinftigen Dividenden bestimmt ist 
(Nr. 18). 

Die bisher aufgezahlten Posten gehoren sammtlich zu den Passivis. 
Diesen stehen Aktiva in gleicher Rohe gegeniiber; unter ihnen sind 
die Policendarlehen (Nr. 15) und die (wegen Zahlungsfrist oder wegen 
Ratenzahlung) gestundeten Pramien (Nr. 10) speziell fur eine Ver
sicherungsgesellschaft charakteristisch. Der Wert, mit welchem die 
gestundeten Prlimien in die Bilanz eingestellt werden durfen, ist jeden
falls kleiner ala ihr Brutto- und grosser als ihr Netto betrag. 

Die Ubersicht uber die Aktiva und Passiva bildet die eigent
liche Bilanz. Zu ihr tritt die sogenannte "Gewinn- und Verlust
rechnung" 134), welche uber die Einnahmen und Ausgaben des Geschlifts
jahres Auskunft giebt. Sie muss einmal zu verfolgen gestatten, 
wie aus dem Bestand zu Ende des V orjahres sich durch die Ein
nahmen und Ausgaben der Bestand zu Ende des Rechnungsjahres 
gebildet hat, sodann aber muss sie auch die Trennung der verschie
den en Geschaftszweige, die die Gesellschaft betreibt (wie Lebens
versicherung, Leibrenten, Aussteuer, Unfallversicherung, Invaliditats
versicherung) entweder selbst durchfiihren oder doch ihre Durch
fiihrung ermoglichen. Die gestundeten Prlimien erscheinen hier im
plicite unter den Pramieneinnahmen und sind, wenn die "Gewinn- und 
Verlustrechnung" mit der Bilanz harmonieren soli, bei den Einnahmen 
in derselben Rohe wie unter den Aktivis am Ende des Rechnungs
jahres aufzufuhren oder es muss die entsprechende Differenz unter den 
Ausgaben gebucht werden 135). 

134) Diese Bezeichnung ist kaufmannisch nicht genau; sie ist von dem 
preussischen Runderlass vom 8. III. 1892 (vgl. Fussn. 61) genommen. Vgl. H. V. 
Simon, Die Bilanzen der Aktiengesellschaften, 3. Aufl.., Berlin 1899, p. 37. 

135) Wegen der Beurteilung eines Geschaftsberichtes und der Buchfiihrung 
sei ausser auf das soeben genannte Simon'sche Buch und A. Cayley, The prin
ciples of book-keeping by double entry, Cambridge 1894 noch auf die, speziell die 
Lebensversicherung betreffenden Schriften verwiesen von T. B. Sprague (Litt.
Verz. VI); R. 'Schiller, Beitrage zur Buchhaltung im Versicherungswesen, Wien 
und Leipzig 1898; J. J. Me Lauehlan, Edinb. act. soc. 2 (1891), p. 73. 
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17. Der Gewinn. Der im Geschaftsjahr erzielte Gewinn wird 
erhalten, wenn man zum Bestande des Gewinnfonds am Ende des 
Jahres die im Laufe des Jahres gezahlten Dividenden addiert und da
von den Bestand des Gewinnfonds zu Ende des Vorjahres abzieht. 
Er ist naherungsweise gleich der Summe der Gewinne aus den ein
zelnen Gewinnquellen. Als solche unterscheidet man: 

1) Sterblichkeitsgewinn. Um diesen zu erhalten vermehre man 
die zu Anfang des Jahres vorhandenen Reserven und die im Jahre 
eingegangenen N ettopramien um die rechnungsmassigen Zinsen, sub
trahiere die gezahlten Schaden und Ruckkaufswerte und deren rech
nungsmassige Zinsen sowie die Reserven zu Ende des Jahres. Die er
haltene Differenz giebt die Summe des Gewinnes durch Sterblichkeit 
und des durch Ruckkauf und Verfall. Berechnet man diesen nach 4), 
so erhalt man jenen durch Subtraktion 136). 

2) Der Zinsgewinn ist gleich dem Ueberschuss der wirklich er
zielten Zins- und Mietseinnahmen des Jahres uber seine Zins- und 
Mietsausgaben vermindert um die rechnungsmassigen Zinsen eines 
Durchschnittswertes des Deckungskapitals fur die noch bestehenden 
Versicherungen. Letzteren setzt man naherungsweise gleich der halben 
Summe der Pramienreserve (incl. Pramienubertrage excl. Schaden
reserve) zu Anfang und Ende des Jahres; er kann selbst dann 
noch auftreten, wenn die wirkliche Verzinsung der Aktiva geringer 
ist als die rechnungsmassige. 

3) Der Gewinn aus Zuschliigen ist die Differenz der Einnahmen 
aus Zuschliigen vermindert urn die Unkosten des Jahres, ausschliess
lich derjenigen, die sich (wie Zins- und Mietsausgaben) auf die Ver
mogensanlagen beziehen. Er zerf:illt in einen (ev. negativen) Gewinn 
aus ersten und einen (positiven) Gewinn aus zweiten Zuschlagen. In 
der Praxis ist es nur ganz ausnahmsweise moglich, die Einnahmen 

136) Fur Todesfallversichel'ungen giebt A. Zillmer (Deutsche Versicher.
Zeitung 8 (1867), p. 571) auf Grund der von M. Kanner (a. a. O. p. 355, 
534, vgl. Nr. 10 dieses Referats) eingefiihrten Begriffe zwei Ausdrucke fur 
die SUlllme, welche in einelll Jahre fUr Sterbefalle zur VerfUgung steht. Dabei 
ist aber angenommen, dass Geschafts- und Versicherungsjahr immer zusammen
fallen (vgl. Nr. 10). Unter derselben Voraussetzung ermittelt G. H. Ryan, 
Lond. Journal inst. act. 30 (1892), p. 191, die Summe, welche in einem Jahr bei 
Leibrenten durch den Tod erwartungslllassig frei wird (vgl. Nr. 10). Praktisch 
brauchbare Formeln giebt C. Landre a. a. O. p. 344 ff. Ubrigens geben die 
preussischen Berichte der Lebensversicherungsgesellschaften seit 1892, manche 
Gesellschaften (wie Gotha und Leipzig) schon seit langelll jahrlich einen nach 
5jahrigen Altersklassen gruppierten Vergleich der beobachteten Todesfalle mit 
den erwarteten. 

57* 
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aus Zuschlagen genau zu bestimmen, fast immer muss man sich mit 
der Abschiitzung von Durchschnittswerten fiir IX, ~, IX! begniigen 187). 

4) Der Gewinn aus Ruckkauf und Verfall wird durch die Diffe
renz der zum Zeitpunkte des Riickkaufs, bezw. Verfalls vorhandenen 
Pramienreserve und des gewahrten Riickkaufswerles (Nr.15) fUr jede 
einzelne Police gegeben. 

5) Die Rubrik "sonstige Gewinnquellen" hat vor allen Dingen die 
ErhOhungen und Erniedrigungen der Sicherheits- und Erlrafonds', so
wie die Gewinne und Verluste aus Vermogensanlagen zu beriick
sichtigen. Werden ferner die gestundeten Pramien zu ihrem Netto
betrag in die Bilanz eingestellt (Nr. 16) und die Zuschli.i.ge in 3) mit 
Hiilfe eines Durchschnittswerles f'dr IX ermittelt, so giebt das Produkt 
aus diesem und der Zunahme der gestundeten Pramien im Rech
nungsjahre einen (scheinbaren) Verlust, der durch die gestundeten 
Pramien entsteht. Andrerseits ist zu bedenken, dass die in Raten 
zahlbaren Pramien meist hohe Aufschliige erfahren und dadurch eine 
oft namhafte Gewinnquelle lief ern. 

Die vorstehenden Ausfiihrungen geben nur im Rohen eine Analyse 
des Gewinnes, ihre Durchfiihrung im Einzelnen ist von den speziellen 
Verhii.ltnissen jeder Gesellschaft abhiingig. Bei manchen Posten kann 
man dann im Zweifel sein, welcher der verschiedenen Quellen er zu
zurechnen ist; alsdann muss eine zwar willkiirliche, aber genau an
zugebende Festsetzung getroffen werden 188). 

Die Aufgabe, den in einem Geschaftsjahr erzielten Gewinn auf 
die einzelnen Policen zu verteilen, liisst sich entweder a) durch ein
fachere Systeme (Gewinnverleilung proportional zur Jahrespramie, 
zur Summe der eingezahlten Pramien, zur Pramienreserve oder, wie 
Gotha, ein Teil proportional der lebensliinglich gleichbleibenden Jahres
pramie der entsprechenden Todesfallversicherung und der andere 

137) Dass dabei verschiedene Arten der Mittelbildungen zu relativ wenig diffe
rierenden Ergebnissen fiihren, darf wohl mit Tschebyschetrs Theorie der "valeurs 
limites des inMgrales" (Acta math. 12 [1888], p. 287) in Verbindung gebracht 
werden. V gl. Fussn. 168. 

138) Eine genauere Analyse der Gewinnquellen giebt Asa S. Wing, N. Y. 
am. act. soc. 1 (1889/90), p. 103. Was das Numerische anlangt, so steigt der 
Jahresgewinn bei den grossen deutschen Gesellschaften bis liber 42 % der 
Brutto-Pramieneinnahme des Jahres, von ihm kommen auf die Gewinnquellen 
1) bis 3) ungefahr Va. Bei manchen Gesellschaften iet 4) eine sehr ergiebige 
Quelle des Gewinnes. Die Lebensversicherungsgesellschaft zu Leipzig giebt seit 
1880 in ihren Berichten eine Berechnung ihrer Gewinne aus den einzelnen Quellen 
beim TodesfallgeschlU't. 
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Teil proportional zur Pramienreserve) oder b) dadurch losen, dass 
man der Entstehung des Gewinnes moglichst nachgeht. Das letztere 
thut die amerikanische Kontributionsformel. Diese bestimmt fur jede 
Police, welche im Geschaftsjahre abIauft, eine Zahl D, die die auf 
sie entfallende Dividende sein wurde, wenn keine anderen Gewinn
quellen als die oben tinter 1) - 3) erwahnten auftraten. Allgemein 
aber bestimmen die Zahlen D das Verh1iltniss, in dem die am Gewinn 
partizipierenden Policen sich in den J ahresgewinn teilen 139). 

18. Dividenden. Der in der vorigen Nummer behandelte Ge
winnanteil, welchen das einzelne Geschaftsjahr einer Police gewahrt, 
bestimmt die Dividende, welche dem Versicherten fur dieses Jahr zu
erkannt wird. Diese wird jedoch nicht sofort ausbezahlt, sonclern in 
der Regel 1 bis 5 Jahre in dem Sicherheitsfonds cler Gesellschaft zu
ruckbehalten, urn diesen auf der notigell Hohe zu halten, und erst 
nach Ablauf dieser Frist wird sie entweder in bar ausgezahlt oder 
von cler nachsten Pramie abgezogell oder zur Erhohung cler Versiche
rungsleistungen ( dem Bonus) verwandt 140). Die Diviclendenverheissungen 
cler Gesellschaftell verlangen, wenn sie auf einigermassen soliden 
Grundlagen basieren sollen, die Anlage von nach dem Muster der 
Pramienreserve zu bildenden Gewinnreserven, deren Berechnung ein 
gewisses Minimum des kunftigen Jahresgewinnes annehmen muss und 
bei den in voriger Nummer unter a) aufgefiihrlen Systemen zu ver
haltnismassig einfachen Formeln fiihrt 141). 

Eine der altesten Formen der Lebensversicherung bildeten die 
Tontinen 142). In dem Jahre, in welchem die Tontine begann, leistete 
eine ganze Gruppe von Personen eine bestimmte Einzahlung. Diese 
wurde nun bis zum letzten Tode in der Gruppe von der Gesellschaft 

139) Die Kontributionsformel findet sich in den Grundziigen bereits bei 
Sh. Homans, Lond. Journal Inst. Act. 11 (1863), p. 121, wo sie auch schon auf 
Gewinnsammlung in fiinfjahrigen Perioden (Nr. 18) angewandt wird. Neuere 
Formeln bei E. Me Clintock, Am. act. soc. 1 (1889/90), p. 137. Wegen Ver
teilung del' Unkosten auf die einzelnen Policen vgl. W. D. Whiting, Am. act. 
soc. 2 (1891/92), p. 150; 5 (1897/98), p. 214. 

140) Die Dividendensysteme del' deutschen Gesellschaften sind in dem 
Neumann'schen Jahrbuch angegeben (vgl. Fussn. 120). Zahlreiche Aufsatze iiber 
Dividende und Gewinnverteilung findet man im Lond. Journal inst. act. (s. die 
Indices dieser Zeitschrift). Zusammenfassende Referate wurden auf dem Pariser 
Kongress gegeben. 

141) Man findet mese Formeln bei C. Kihm (Litt.-Verz. VI). 
142) 1653 wurde die erste Tontine in Frankreich gegriindet. V gl. W. Karup, 

Theoretisches Handbuch der Lebensversicherung, Leipzig 1871, Teil 1, p. 86. 
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amortisiert, indem eine jahrlich fiir die Gruppe gleichbleibende Rente 
gezahlt wurde, deren Einzelanteile fur die schliesslich noch Uber
lebenden eine gewaltige Hohe erreichten. .Als selbstandige Ver
sicherungen sind die Tontinen jetzt wohl verschwunden, wohl aber 
haben sich aus ihnen gewisse Formen der Gewinnverteilung entwickelt, 
bei denen die Dividende erst nach Ablauf Iangerer Perioden (5, 10, 
15, 20, 30 Jahre) an die dann noch Partizipierenden gezahlt wird. 
Beim Tontinensystem bilden aIle in einem Jahre eintretenden Mit
glieder, die einer und derselben Periode angehoren, eine besondere 
Gruppe. Am Ende der Periode werden die in der Gruppe ange
sammelten Gewinne - wobei der aus Riickkauf und Verfall oft die 
Hauptrolle spielt - unter die dann noch Partizipierenden verteilt. 
Man unterscheidet Ganztontinen und Halbtontinen, je nachdem bei 
Einstellung der Pramienzahlung wahrend der Periode auch der Ruck
kaufswert oder nur die bisherigen Gewinnanteile der Police der Gruppe 
anheimfallen. Am Ende der Peri ode darf der Versicherte in der 
Regel seine Police aufgeben und erhalt dann ihren vollen mathe
matischen Riickkaufswert (Nr. 15) einschliesslich der angesammelten 
Dividenden ausbezahlt. 

Die bei dem Tontinensystem durch die Kleinheit der Gruppen 
verursachten grossen Zufallsschwankungen beseitigt das System der 
Gewinnansammlung, welches den auf jede Police jahrlich entfallenden 
Gewinnanteil nach einer der Methoden von Nr. 17 ohne Gruppen
bildung aus dem Gesamtgewinn berechnet. Der Gesamtwert dieser 
Anteile bildet die am Ende der Peri ode fallige Dividende 143). 

IV. Theorie des Risikos. 
19. Problemstellung. Die Rechnungen des Abschnittes II be

ruhen auf der Unterstellung (Prinzip II der Nr. 3), dass bei irgend 
einem Versicherungsbestande die kiinftige Gruppierung der Todesfalle, 
die thatsachlich stattfindet, sich mit derjenigen deckt, die nach der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, d. h. auf Grund der Axiome der Nr. 2, 
zum Zeitpunkte der Berechnung zu erwarten ist. Der Abschnitt III 
konstatiert nachtraglich gewisse Abweichungen zwischen dem wirk
lichen und dem wahrscheinlichen Zustand. Diese fallen aber norma
liter immer zum V orleile der Bank aus (vgl. die numerischen An
gaben iiber den Gewinn in Nr. 17), wofiir die Ursache in den Rech
nungsgrundlagen (Fussn. 2 und 60), den Zuschlagen (Nr. 14) und der 

14;3) Die Formeln giebt E. Me Olintoek, Am. act. soc. 1 (1889/90), p. 137. 
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Nettomethode (Nr.16) zu suchen ist. Die Praxis fUhrt mithin ab
sichtlich "systematische Fehler" ein, die im Sinne der Sicherheit zu 
wirken bestimmt sind. Die Theorie des Risikos 144) abstrahiert zu
nachst von diesen systematischen Fehlern und setzt Rschnungs
grundlagen voraus, die im Durchschnitt der Wirklichkeit ent
sprechen. Sie bleibt aber nicht bei der ersten Annaherung stehen, 
die durch das Prinzip II der Nr.3 gegeben wird, sondern fragt, 
wie die zUfiilligen Schwankungen der Sterblichkeit die finanzielle 
Lage eines Versicherungsbestandes beeinflussen (N r. 3, 4)). Dabei 
lehrt die Erfahrung, dass unter den normalen Verhiiltnissen der 
Lebensversicherung die beobachteten Stel"blichkeitsschwankungen in 
ausreichender Annaherung mit denjenigen iibereinstimmen, die nach 
den Axiomen der Nr.2 zu erwarten sind, dass sie also in der That 
vom Mathematiker als "zufallige" Schwankungen bezeichnet werden 
diirfen 145). In Nr. 20-22 findet man die Begriffsbildungen und Satze 
zusammengestellt, zu denen die Theorie des Risikos bisher gefiihrt 
hat. Die Nr. 23 behandelt die Frage nach der Stabilitiit eines Ver
sicherungsunternehmens, die wohl als das Fundamentalproblem der 
ganzen Theorie bezeichnet werden darf. Dabei werden diejenigen 
Anwendungen auf spezielle Probleme der Praxis gebracht, welche die 
Theoretiker von der Lehre vom Risiko bisher gemacht hahen. Prak
tische Verwertung hat die Theorie des Risikos bisher nicht gefunden; 
in der That ist sie bis jetzt weder zu einem gewissen Abschluss ge
bracht, noch bis zu derjenigen Einfachheit durchgearbeitet worden, 
welche das erste Erfordernis fUr ihre Verwendbarkeit in der Praxis 
bilden wiirde. 

144) Zur Einfiihrung in die Theorie des Risikos sind zu empfehlen die 
unter Litt. -Verz. VI angefiihrte Monographie von O. Bremiker (1859) und ein 
Aufsatz von F. Hausdorff, Leipz. Ber. 1897, p.497. Ausfiihrlichere Darstellungen 
geben Th. Wittstein, Das mathematische Riaiko und die Dissertation von J. H. 
Peek (Litt.-Verz. VI). Jene ist jedoch nicht immer zuverlassig, diese ausser
ordentlich kompliziert. Eine historische tJbersicht giebt die Monographie von 
K. Wagner (Litt.-Verz. Vl)j Referent stimmt zwar mit den in diesem Werke 
ausgesprochenen Urteilen selten iiberein, um so wertvoller ist ihm das reich
haltige Litteraturverzeichnis gewesen, auf das auch der Leser wegen weiterer 
deutscher 'Litteratur verwiesen sei. V gl. noch I D 1, Nr. 18. 

145) J. H. Peek in der Zeitschrift fiir Versicherungsrecht und -Wissen
schaft 5 (1899), p. 169 ff. j G. Bohlmann in F. Klein und E. Riecke, '(jber 
angewandte Mathematik und Physik, Leipzig und Berlin 1900, p. 137 ff. j 
E. Blaschke, Die Anwendbarkeit der Wahrscheinlichkeitslehre im Versicherungs
wesen, Statistische Monatsschrift, 1901. Wesentlich ist hier tiberall, dass die 
Grundzahlen relativ klein. sind. Vgl. ID .la, Nr.6. 
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20. Defl.nitionen. Gegeben sei ein Versicherungsbestand r einer 
Lebensversicherungsgesellschaft zu einem bestimmten Zeitpunkte t, 
etwa am Schlusse eines Geschaftsjahres. Die Rechnungsgrundlagen 
mogen dem wahrscheinlichen Zustande der Wirklichkeit entsprechen, 
von den Auszahlungen und Einzahlungen mogen vorlaufig nur die NeUo
werte berucksichtigt und unter Pramienreserve die mathematische Netto
pramienreserve verstanden werden eN r. 7, 11). Halt ein Versicherter, 
der dem fixierten Versicherungsbestande angehort, mehrere PoliceD, 
so stellen wir uns vor - was offenbar zuHissig ist -, dass diese zu 
einer einzigen Versicherung vereinigt werden. 1st jemand auch an 
Versicherungen auf verbundene Leben beteiligt, so denken wir uns 
aIle Versicherungen, an denen er beteiligt ist, ebenfalls zu einer 
einzigen zusammengezogen. Alsdallll konnen irgend zwei der Ver
sicherungen des Bestandes r von einander unabhangig genannt wer
den, insofern ja die Sterbenswahrscheinlichkeiten je zweier Ver
sicherter nach Axiom V (Nr. 2) als von einander unabhiingig 
vorausgesetzt werden. Endlich werde wie friiher so auch jetzt an
genommen, dass durch den Tod fallig werdende Kapitalien erst am 
Ende des Sterbejahres ausgezahlt werden. Man sagt nun, es werde 
eine bestimmte Gruppierung der kiinftigen Todesfiille festgelegt, wenn 
fiir jeden Versicherten ein bestimmtes Versicherungsjahr vorgeschrieben 
wird, in dem er sterben solI. Die Anzahl p, aller logisch denkbaren 
Gruppierungen von Todesfallen ist alsdann eine endliche. Diese konnen 
daher nach irgend einem Prinzip in eine Reihe geordnet und numeriert 
werden. Dabei muss auf eine erschOpfende Aufzahlung und lauter 
sich ausschliessende Einzelfalle geachtet werden. Die Wahrschein
lichkeit qn, die der nteu dieser Gruppierungen zukommt, ist durch die 
Axiome der Nr. 2 bestimmt. Man betrachte nun irgend eine Periode 
(tll ts), die zum Zeitpunkte tl > t beginnt und mit einem Zeitpunkte 
t2 > tl abIauft. Man versteht dann unter den Ausgaben ~ dieser 
Periode die Auszahlungen an Versicherungssummen, die in ihr fallig 
werden, und die Pramienreserven, die zu Ende des Zeitraumes noch 
zuriickzustellen sind. Dagegen werden die Einnahmen ~ der Periode 
von den Einnahmen an N ettopramien und den zu Anfang der Periode 
vorhandenen Pramienreserven gebildet. Die Werte dieser Grossen 
sind dabei auf den Zeitpunkt t der Berechnung zuriickzudiskontieren 146). 

1m Besonderen entspricht einer gegebenen Gruppierung n der Todes
falle ein bestimmter Wert m:n der Ausgaben m: und ein bestimmter 
W ert ~n der Einnahmen ~ in dieser Periode .. Man spricht nun von 

146) V gl. Nr. '1 und Fussnote 61 dieses Artikels. 
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einem Risiko, das der zur Zeit t vorhandene Versicherungsbestand r 
fur eine gegebene Periode (~, t2) lauft, und unterscheidet: 

1) den Gewinn des Bestandes ~,. - &n 147), der einer vor
geschriebenen Gruppierung n der Todesfal1e entspricht. Er kann positiv 
oder negativ sein; 

2) die heiden extremen Risiken, namlich das Maximum von 
~n - &,. als das maximale Risiko der Gesellschaft gegenuber dem Ver
sicherungsbestande r und das Maximum von &n - ~n als das maxi
male Risiko von r gegenuber der Gesellschaft 148) ; 

3) die heiden durchschnittlichen Risiken 149), namlich das durch
schnittliche Risiko der Gesellschaf"t gegenuber r: 

~' = L, qn (~n- &n) 
llln ' @:n 

und das durchschnittliche Risiko von r gegeniiber der Gesellschaft: 

~"= L,qn (&n - ~n); 
@:n,llln 

4) das mittlere Risiko 9Jl des V ersicherungs bestandes r fur die 
Periode (tll ~), das durch die Gleichung: 

p, 

9Jl2 = ~ qn (~" - &,,)2 
o 

definiert wird 150). 

147) Manche Autoren fiihren hier den Begriif einer wahren Pramien
reserve ein. So J. H. Peek (Diss. p. 77). 

148) Der Sache nach findet sich der Begriff der extremen Risiken bei 
N. Tetens, Einleitung zur Berechnung der Leibrenten, Teil 2, Leipzig 1786. Auf 
p. 142 und 143 a. a. O. fragt namlich Tetens nach dem grossten denkbaren Gewinn 
oder Verlust, den der Versicherte bei einer Leibrente, die er gegen einmalige 
Pramie gekauft hat, erleiden kann. Das dort auf p. 152 eingefUhrte "grosste 
Risiko" ist aber etwas anderes. Die Tetens'sche Darstellung klebt jedoch durch
weg an der Fiktion, dass die Werte der Auszahlungen ganze Zahlen sind. Nach 
Tetens ist der Begriff der maximalen Risiken ganz in Vergessenheit geraten. 
Er hiingt aber eng zusammen mit der in Nr. 14 eingefiihrten Maximalpramie. 

149) N. Tetens berechnet a. a. O. p. 143, 144 den durchschnittlichen Ge
winn und den durchschnittlichen Verlust, den der Versicherte bei einer gegen 
einmalige Pramie gekauften Leibrente zu erwarten hat. Er legt dabei wieder 
die in Fussnote 148 erwahnte Fiktion zu Grunde. Die korrekte Definition geht 
auf M. Kanner zuriick (a. a. O. und Berl. Journal Kolleg. Lebensv. 2 (1871), p.1). 

150) Das mittlere Risiko ist von C. Bremiker (Litt.-Verz. VI) 1859 in die 
Lebensversicherung eingefiihrt. Seine Arbeit ist jedoch nicht verstanden, viel
mehr bis in die jiingste Zeit die selbstandige Bedeutung des mittleren Risikos 
in der Lebensversicherung verkannt worden. Eine Ausnahme in letzterer Hin-
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U nter diese Definitionen subsumieren sich alle bisher betrach
teten Risikobegriffe als spezielle Fiille: Man liisst den Versicherungs
bestand r auf eine einzige Versicherung zusammenschrumpfen und 
erhiilt das Risiko einer einzelnen Versicherung fur die {ixierte Periode. 
ldentifiziert man dabei t und tl mit dem Beginn der Versicherung, 
t2 mit ihrem Schlusstermin (wozu es geniigt t2 = 00 zu setzen), so 
entsteht das Risiko der Versicherung schlechthin 151). Wiihlt man da
gegen, wiihrend t2 = 00 bleibt, t = tl = m, wo m die Zahl der Jahre 
bedeutet, die die Versicherung schon gelaufen ist, so erhiilt man das 
femere Risiko der noch laufenden Versicherung 152). Auf der anderen 
Seite kann man den Versicherungsbestand r allgemein gegeben sein 
lassen, die Periode (~,"tz) aber spezialisieren. 1m Besonderen lieferl 
die Wahl tl = t, t2 = t + 1 das Risiko eines Versicherungsbestandes 
filr das niichste Geschiiftsjahr 153). N atiirlich sind in allen diesen Fallen 
wieder die verschiedenen unter 1) bis 4) aufgefiihrten Begriffe zu 
unterscheiden, unter denen jedoch nur das durchschnittliche und das 
mittlere Risiko in der Litteratur eine Rolle spielen. 

Bezeichnet ferner A den wahrscheinlichen Wert der in der Peri ode 
von r zu erwartenden Priimieneinnahmen, so heisst 

!In 
m=.A 

das relative Risiko von r in der Peri ode (genauer das relative mittlere 
Risiko) , wiihrend IDl im Gegensatz dazu das absolute (genauer das 
absolute mittlere) Risiko genannt wird 1M). Wenn im folgenden von 
Risiko ohne besonderen Zusatz geredet wird, ist immer das absolute 
Risiko gemeint. 

21. Das mittlere Risiko. Sei IDl das mittlere Risiko, das irgend 
ein Versicherungsbestand r, der zur Zeit t vorhanden ist, in einer 

sicht bildet die in Fussn. 144 citierte Arbeit von Hausdorff. der auch die unter
scheidende Benennung "durchschnittliches" und "mittleres" Risiko entnommen ist, 
und der A.ufsatz von Gram (Fussn. 159). 

151) Dieses wurde von Tetens (1786) eingefiihrt und von Bremiker (1859) 
zuerst fiir einzelne FaIle berechnet. V gl. Fussn. 159. 

152) Seine Einfiihrung verdankt man der Monographie von Th. Wittstein, 
Das math. Risiko (1885) [Litt.-Verz. VI], p.30. 

153) M. Ko;nner, Deutsche Verijicherungszeitung 1867, p. 345. Die im 
selben Jahre erschienene Mathematische Statistik von Th. Wittstein (Litt.-Verz. VI) 
gelangt zur Definition dieses Risikos nur fiir den Fall der natiirlichen Pril.mien
zahlung (Nr. 10 dieses Berichtes). 

154) Das relative Risiko einer Versicherung, berechnet zum Beginn der 
Versicherung fiir die ganze Versicherungsdauer, fiihrt Bremiker (1859) a. a. O. 
p. 39 ein. Eine andere Definition giebt Hausdorff a. a. O. p. 510. 
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bestimmten Periode (t1' t2) liimt. Sei i die ite del' unabhangigen 
Einzelversicherungen, in die del' Bestand nach Nr. 19 zerleg~ werden 
kann, Si ihre V ersicherungssumme, 1mi ihr auf die Versicherungs
summe 1 bezogenes mittleres Risiko, das deu Zeitpunkten t, t1, t2 
entspricht. Alsdann ist: 

(13) 

wo die Summe liber aIle Einzelversicherungen zu erstrecken ist155). 

1m Besonderen ergiebt sich als mittleres Risiko eines Bestandes von 
Todesfallversicherungen fur das nachste Geschaftsjahr: 

IDP = 2J Pi qi S/2V2, 

wo bei der Summation die gemischten Versicherungen auszuschliessen 
sind, die nur noch ein Jahr oder weniger bis zu ihrem Schlusstermin 
zu laufen haben. qi bedeutet die Sterbenswahrscheinlichkeit, Pi die 
Uberlebenswahrscheinlichkeit, s( das reduzierte Kapital, die dem Ver
sicherten (i) zur Zeit t fur das nachste Geschaftsjahr zukommen 156). 

Zwei Versicherungen heissen gleichartig, wenn sie zur gleichen 
Zeit bei dem gleichen Eintrittsalter auf die gleiche Versicherungs
summe und unter den gleichen Versicherungsbedingungen abgeschlossen 
werden. Aus Formel (13) folgt, dass allgemein das mittlere Risiko 
1m eines Bestandes von gleichartigen Versicherungen del' Quadrat
wurzel aus del' Anzahl L der unabhangigen Versicherungen propor
tional ist157). Das absolute Risiko konvergiert daher mit wachsen
dem L gegen U nendlich, das relative gegen N uIl. Sind die Versiche
rungssummen verschieden, abel' die Versicherungen sonst gleichartig, 

155) Diese Gleichung folgt unmittelbar aus dem allgemeinen Satze von 
C. F. Gauss, Artikel 18 der Theoria combinationis observationum erroribus mi
nimis obnoxiae, pars prior, Gottingen 1821; s. Gauss' Werke 4, zweiter Ab
druck 1880, p. 19. Dass es sich hier um Summen statt um Integrale handelt, 
ist ein unwesentlicher Unterschied. Die Anwendbarkeit des Satzes auf einen 
Versicherungsbestand scheint zuerst C. Raedell, Vollstandige Anweisung, die 
Lebensfahigkeit von Versicherungsanstalten zu untersuchen, Berlin 1857, p. 227, 
ausgesprochen zu haben. 

156) K. Hattendorff, Rundschau der Versicherungen 18 (1868), p. 150, 171. 
157) 1m Grunde genommen kommt dieser Satz auf das 'l'heorem der ab

strakten Wahrscheinlichkeitsrechnung hinaus, nach welchem die mittlere Ab
weichung der Quadratwurzel aus der Zahl der Versuche proportional ist - ein 
Resultat, das bereits S. Laplace gelaufig war (Theorie analytique des probabi
lites, Paris 1812, Livre II, Chapitre III et IV). Seine Anwendung auf das Ver
sicherungswesen giebt zuerst C. Raedell, a. a. O. p. 228. 
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so wird bei gegebener GesamthOhe der versicherlen Summen das 
mittlere Risiko IDl des Bestandes ein Minimum, wenn aIle Versiche
rungssummen einander gleich sind 158). 

Die Formel (13) fiihrt die Berechnung des mittleren Risikos 
eines Bestandes auf die des mittleren Risikos einer einzelnen Ver
sicherung zuruck. Fur dieses ergeben sich aber unmittelbar aus der 
Definition fur aIle Versicherungsarten der Praxis, mogen sie sich auf 
einzelne oder verbundene Leben beziehen, einfache Formeln, deren 
numerische Auswerlung durch Einiiihrung gewisser diskontierler Hulfs
zahlen leicht moglich ist. 1st z. B. aRm (a.,) das mittlere femere 
Risiko der temporaren, jahrlich zahlbaren Leibrente 1, ID'lm (A",) <las 
der entsprechenden gemischten Versicherung mit einmaliger Pramie, 
IDlll, (P.,) das derselben Versicherung mit wahrend der Versicherungs
dauer gleichbleibender Jahrespramie, so bestehen die Relationen: 

(14) (1- v) aRm (a",) = aRm (A.,) = aRm (P.,). (1-.A.,) = -V A~~m -A!+m' 

aus denen sich einfache begriffliche Folgerungen herauslesen lassen. 
Dabei bedeutet A~~m das, was aus A",+m wird, wenn man v durch 
v2 ersetzt 159). Fur die Textbookgrundlagen 3% % ist z. B. bei der 
lebenslanglichen Todesfallversicherung IDlo (Aao) = 0,20. 

Teilt man endlich das oben betrachtete mittlere Risiko IDl des 

158) Dank dem in Nr. 14 konstatierten Zusammenhange zwischen mitt
lerem Risiko und moralischer Pramie darf man sagen, dass Daniel Bernoullt"s 
Beispiel aua der Seeversicherung (Specimen theoriae novae de mensura sortis, 
St. Petersburg 1788, deutsch von A.. Pringsheim, Leipzig 1896, p.44) den hieraus 
fliessenden Grundsatz von der "Verteilung der Gefahr" enthalt. "Ubrigens 
findet man den Satz fur den Fall eines Geschiiftsjahres und natiirliche Pramien
zahlung bei O. Landre, Math. techno Kap., p. 888. 

159) Fiir m = 0 hat die fraglichen Formeln O. Bremiker aufgesteUt und 
bewiesen (a. a. O. p. 89). FUr m = 0 giebt zwar Th. Wittstein die rich
tigen Relationen zwischen den drei Risiken an (das math. Risiko, a. a. O. p.77, 
79, 89) sowie die Beziehungen, die zwischen den IDtm und IDto bestehen (a. a. O. 
p. 87). Die independente Darstellung der IDtm, die nun aus Bremiker's Formeln 
folgt, ist jedoch fehlerhaft (a. a. O. p. 71 und 77), weil er zwar die Formel (15) 
benutzt, aber unter die Einnahmen und Ausgaben in Unbekanntschaft mit 
Kanner's und Hattendortrs Arbeiten (vgl. die Fussnoten 61,81, 160) die Reserven 
nicht einbezieht. Eine einwandsfreie Darstellung giebt Hausdorff, a. a. O. p. 536 
-540. Numerische Tabellen fur die zur numerischen Rechnung erforderlichen 
diskontierten Hiilfszahlen findet man fUr niederlandisches Material in der Disser
tation von Onnen (Litt.-Verz. VI), p. 106ff. und am Schluss der Peek'schen 
Dissertation (Litt.-Verz. VI). Unter Benutzung von kontinuierlichen Variabelen 
bestimmt das mittlere Risiko J. P. Gram, Tidsskrift for Mathematik og Physik, 
5to Raekke, 6te Aargang (1889), p. 97. 
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zur Zeit t vorbandenen Versicherungsbestandes r fiir die Zeit (t1l t2) 

in ein solches ffil13 fur die Zeit (tll ta) und ein solches ffila2 fur die 
Zeit (ta, t2), wo t1 < fs < t2 ist, so gilt auch jetzt wieder der Satz von 
der Addition der Quadrate 160): 

(15) 

Hierdurch reduziert sich aber die Bestimmung des ferneren mittleren 
Risikos irgend einer Versicherung und daber auch die des ferneren 
mittleren Risikos irgend eines Versicherungsbestandes auf die Be
rechnung des mittleren Risikos einer . einzigen Versicherung fur ein 
einzelnes Jam. 

22. Das durchschnittliche Risiko. Aus dem Prinzip der Gleich
beit von Leistung und Gegenleistung folgt, dass fiir irgend einen 
Versicherungsbestand r und irgend eine Periode das durchschnittliche 
Risiko 'Il' der Gesellschaft gegeniiber r gleich dem durchschnittlichen 
Risiko 'Il" von r gegeniiber der Gesellschaft ist161). Sein gemeinsamer 
Wert heisst daher schlechthin das durchschnittliche Risiko des Ver
sicherungsbestandes r fiir die betreffende Periode. Bezeichnet man 
ihn durch i), so ist also: 

'Il = 'Il' = i)". 

Das durchschnittliche Risiko einer einzelnen Versicberung berechnet 
sich sehr einfach fur diejenigen Versicherungsarten, auf welche sich 
die Formel (14) bezieht. Sei allgemein eine Versicherung gegeben, 
die bereits m Jahre lauft und bei welcher die Differenz 5l(n - ~n 

durch einen in n stetigen Ausdruck gegeben wird, der mit wacbsen
dem n bestandig wachst oder bestandig abnimmt, alsdann heisst die 
positive reelle Wurzel x, welche der Gleichung 5l(" - ~" = 0 geniigt, 
die kritische Zahl der noch laufenden Versicherung 162). Diese kritische 

160) Die Auffindung des in Formel (15) ausgesprochenen Gesetzes der 
quadratischen Zusammensetzung hat man K. Hatte.')'!dorff zu danken, Rundschau 
d. Yersich. 18 (1868), p. 172, Formel (9). Trotz seiner Wichtigkeit ist es spater 
mehrfach wieder verges sen worden, sodass Wittstein den in Fussn. 159 angefiihrten 
Fehler machen konnte. Fast aHe Schriftsteller der Yersicherungslitteratur be
haupten iibrigens, dass, wer die Formeln (13) oder (15) benutzt, die "Methode 
der kleinsten Quadrate" anwendet. Referent ist der Meinung, dass man mit 
demselben Rechte behaupten kann, die Hypotenuse eines rechtwinkligen Drei
ecks werde aus den Katheten nach der Methode der kleinsten Quadrate be
rechnet. Ygl. jedoch Bremikei·, a. a. O. p. 13-15. 

161) Dieser Satz ist in voller Allgemeinheit von M. Kanner ausgesprochen, 
Deutsche Yers.-Zeitung 8 (1867), p. 378. 

162) Der Begriff der kritischen Zahl wurde ohne eine Benennung in spe-
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Zahl hat bei den drei Versicherungen der Formel (14) den namlichen 
Wert 16S) und es ubertragen sich die fUr das miUlere Risiko IDlm 

zwischen ihnen bestehenden Relationen auch auf da~ femere durch
schniUliche Risiko ~m derselben Versicherungen 164): 

(16) (1 - v) ~m (aa:) = ilm(A.,) = ~m(Pa:) • (1 - A.,). 
Andrerseits berechnet sich ~m(.Aa:) miihelos, weil man die kritische 
Zahl " dieser Versicherung aus der Gleichung v" = A..+m findet. 
Die numerische Berechnung der durchschnittlichen Risiken dieser drei 
Versicherungen bietet also keine Schwierigkeiten 166). 

Das durchschnittliche Risiko einer Vel'sicherung: 

il = 2} q" (5X" - ~,,) 
Ill,,;> If" 

kann als die einmalige Pramie betrachtet werden, fiir die die Gesell
schaft sich gegen einen durch die betreffende Versicherung moglichen 
Verlust bei einer zweiten Gesellschaft rUckve:rsichert. Diese kann sich 
wieder bei einer dritten Gesellschaft fiir die einmalige Pramie: 

~(1) = ~ q" (~" _ ~" _ il) 
Ill,.;>ijj,,+i) 

riickversichem. Denkt man sich dies Verfahren unbegrenzt fort
gesetzt, so entsteht eine unendliche Reihe von lauter positiven, be
standig abnehmenden Gliedern: 

il, il(l), ~(2), ... 
die immer konvergiert und deren Summe gleich dem maximalen 

ziellen Fallen von O. Bremiker eingefithrt, Das Risiko (1859), p. 12. Der Name 
"kritische Zahl" stammt vom Referenten, Landre Bagt dafiir "mathematische 
Dauer der Versicherung", Math. techno Kap., p. 328. Natiirlich iibertragt sich 
der Begri:lf auch auf einen ganzen VersicherungsbeBtand. 

168) Th. Wittstein, DaB mathematische Risiko (1885), benutzt dieBen Satz 
stillschweigend bei Hedeitung der Relationen (16). M. Mack beweist ihn, 
Ehrenzweig 12, Teil 2, p. 11. Die im Texte gegebene l!'ormulierung ist fUr die 
gemischte Versicherung mit einmaliger und der mit jli.hrlich gleichbleibender, 
bis zum Ablauf der Versicherung zahlbarer Jahresprli.mie von O. Landre gegeben 
worden, Math. techno Kap., p. 829. 

164) Th. Wittstein giebt diese Relationen fur den Fall von lebenslanglichen 
Versicherungen, a. a. O. p. 28, 30, 32. M. Mack ubertragt sie a. a. O. p. 9:1f. 
auf temporare Leibrenten und gemischte Versicherungen. In dieser Arbeit findet 
man auch weitere Beispiele, u. a. auch verbundene Leben behandelt. 

165) Das Gegenteil ist seit Th. Wittstein (a. a. O. p. 24) vielfach be
hauptet worden, weil die kritische Zahl wieder in Vergessenheit geraten ist. 
Die Gleichung 'I)" = Aa:+m findet man aber fUr m = 0 bei Landre wieder, 
a. a. O. p. 328. 



22. Das durchachnittliche Riaiko. 911 

Risiko ist, das die erste Gesellschaft bei der urspriinglichen Versiche
rung dem Versicherten gegenuber lauft 166). Betrachtet man statt der 
ganzen Versicherung nur ein einzelnes V ersicherungsjahr, so ist bei 
einer Todesfallversicherung bis auf den Diskontierungsfaktor v das 
maximale Risiko die Differenz von reduzierlem Kapital und Risiko-' 
pramie, das durchschnittliche aber das Produkt aus der Risikopramie 
und der Sterbenswahrscheinlichkeit des betrefl'enden Jahres. Hier
durch ist der Anschluss an die Ausfuhrungen uber Ruckversicherung 
in Nr. 10 erreicht. 

Nach dem durchschnittlichen Risiko einer Versicherung werden 
von Theoretikern auch die Zuschlage abgestuft, fur die andrerseits 
das maximale Risiko der Gesellschaft gegenuber dem Versicherlen 
eine obere Grenze festlegt (vgl. Nr. 14:)-

Die Bestimmung des durchschnittlichen Risikos einer Gruppe von 
Versicherungen ist genau nur fiir ganz spezielle FaIle gelungen 167). 

Man bedient sich meist asymptotischer Niiherungsformeln, die fUr 
eine grosse Anzahl von Versicherungen geIten und auf dem Gauss
schen Fehlergesetz basieren. Sei namlich L die Anzahl der Ver
sicherungen des Bestandes, IDl sein auf irgend eine Periode bezogenes 
mittleres Risiko, '1) das entsprechende durchschnittliche Risiko, 
~n - ijn der Uberschuss der "Ausgaben" dieser Periode uber die 
"Einnahmen", der einer bestimmten Gruppierung der Todesialle ent
spricht. Setzt man nun: 

'" 
@(x) = ~f e-'" dX, 

o 

so ist die Wahrscheinlichkeit tp(x) dafur, dass Ii absolut kleiner als 
eine vorgeschriebene Zahl x bleibt, durch tp(x) = @(kx) + E ge
geben, wo E eine kleine Grosse ist. Denkt man sich, dass die An
zahl L der Versicherungen unbegrenzt wachst, wiihrend k sich nicht 
andert und die extremen Risiken jeder Einzelversicherung zwischen 

166) Die Auffassung des durchschnittlichen RiBikoa alB Ritckversicherungs
pramie stammt von Th. Wittstein, Ehrenzweig 8 (1887), Teil 2, p.3. Dort findet sich 
auch die Idee der unbegrenzten Fortsetzung des Verfahrens. Der Satz, dass die 
Reihe :i) + :i)(l) + . . . immer konvergiert und das maximale Risiko darstellt, 
ist von Th. Wittstein aber nUl" fUr den apeziellen Fall ausgerechnet, daBS nur ein 
einziges Ereignis und nur em einziger Preis in Frage kommt, a. a. O. p. 5. 
Der allgemeine Satz laBst sich 8ehr elegant ohne Rechnung beweisen. 

167) So ermittelt K. Hattendorff, Rundachau d. Versich. 18 (1868), p.437, das 
durchschnittliche Riaiko fiir beliebig viele gleicharlige Todesfallversicherungen, 
die gegen natiirliche Prame auf 1 Jahr abgeschlossen aind. 
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festen Grenzen enthalten bleiben, 80 konvergiert nach einem Sabe 
von Tschebyscheff E gegen NulF68). Daher approximieren die Ver-

168) Es handelt sich hier nicht urn einen Spezialsatz der Versicherungs
mathematik, sondem um ein Fundamentaltheorem der Wahrscheinlichkeitsrech
nung, auf das bereits in Fussn. 14 hingewiesen wurde und das fUr die verschie
denen Anwendungsgebiete wie Glticksspiel, numerisches Rechnen, Gastheorie 
grundlegende Bedeutung hat. Indem wir wegen vollstandigerer historischer An
gaben auf p. 65-84, 164-168, 193 des in Fussn. 14 citierten Cluber'schen 
Referates verweisen, bemerken wir hier nur das Folgende. 

Die ungenaue Form rp(x) = @(kx) + E giebt bereits S. Laplace (Theorie 
analytique des probabiliMs 1812, Livre II, Chapitre ill, IV), er approximiert 
sogar E durch die ersten Glieder einer Reihenentwickelung. Sein Hiilfsmittel 
bildet die erzeugende Function [I D 1, Nr.6; IE, Nr.4J. Um nachzuweisen, dass E 

mit unbegrenzt wachsendem 1£ gegen Null konvergiert, bedient sich P. Tscheby
scheff und nach ihm A. Markoff der von ihnen geschaifenen tMorie des valeurs 
Zimites des inMgrales (Lehrbuch C. Posse, Sur quelques applications des fractions 
continues algebriques, St. Petersbourg 1886), die als eine moderne Erweiterung 
von Laplace's Theorie der erzeugenden Funktionen aufgefasst werden darf. Das 
Bindeglied zwischen beiden Theorien bildet das Problem der MOllumte. 

1st namlich ((x) irgend eine reelIe, nicht negative Funktion der reenen 
Variabeln x, die integrierbar ist zwischen - 00 und + 00, so heissen die 

00 

Grlissen c.. fa (x) dx, wo a eine positive ganze Zahl ist, die Momente dieser 
_00 

Funktion. Unter der erzeugenden Funktion von (x) versteht man den Aus-
CX> 

druck E(I) f· I1J (x) dx. Mit den Momenten c .. ist formal die erzeugende 
-CX> 

Funktion gegeben und umgekehrt, weil: 
00 a 

E(I) = ~c ~. 
~~ aal 

o 
Es fragt sich nun aber - und dies ist das Problem der Momente - inwieweit 
die c .. auch die Funktion {(x) bestimmen. Diese Frage ist von T. J. Stieltjes 
(Toulouse, Annales de 130 faculta 8 (1894), p. 93ff.) erledigt [wegen ihrer physika
lischen Bedeutung vgl. H. Poincare's Referat, Par. C. R. 119 (1894), p.630]. Es folgt 
daraus im Besonderen, dass das zwischen - x und + x genommene Integral 

einer Funktion (x), deren sii.mtliche Momente mit denen von.!!..... e-"''''' tiber-
V;; 

einstimmen, notwendig mit @(kx) identisch sein muss, ein Resultat, das bereits 
aUB den von Tschebysche/f, Acta math. 12 (1889), p. 322 gegebenen Formeln sich 
ergiebt. 

Die theorie des valeure Iimites des integrales giebt nun nur die ersten p 
Momente co' c1 ' ... ,cp _ 1 und berechnet aus ihnen zwei rationale Funktionen 
von x, welche eine untere und eine obere Grenze fiir das Integral von {(x) 
abgeben. Die fraglichen Ungleichungen wurden zuerst von Tschebyscheff ohne 
Beweis angegeben [J. de math. (2) 19 (1874), p. 157] und von A. Markoff verall
gemeinert und bewieeen (A. Markoff, Sur quelques applications des fractions conti-
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sicherungsmathematiker das durchschuittliche Risiko ;r, eines Ver
sicherungsbestandes immer durch den dem Gauss'schen Fehlergesetz 

entsprechenden Ausdruck ,~ und fiihren so seine Berechnung auf 
y2n 

die des mittleren zuriick 169). 

23. Die Stabilititt 170). Aus dem Vorstehenden folgt, dass eine 
Gesellschaft, deren Rechnungsgrundlagen im Durchschnitt del' Wirk
lichkeit entsprechen, sich ruinim'en wiirde, wenn sie zu ihren Netto-

nues, St. Petersbourg 1884, Math. Ann. 24 (1884), p.172). Speziell entwickelt Tsche
byscheff [Acta math. 12 (1889), p. 322] eine Formel, durch welche sich die Ab
weichung des j(x) dx von @(kx) abschatzen lasst, wenn die eraten 21' Momente 
beider Funktionen ubereinstimmen. Del' im Texte angefuhrte Satz verlangt 

:I> 

abel' zu beweisen, dass cp(x) =jf(X)dx gegen @(kx) konvergiert, wenn man 
-x 

nul' weiss, dass die Momente von (x) gegen die von ::n e- k' x' in der aus den 

Voraussetzungen sich ergebenden Weise konvergieren. Diese Behauptung bildet 
den Satz von Tschebyscheff in Acta math. 14 (1891), p. 307. Der Beweis hier
fur wurde von Tschebyscheff a. a. O. angestrebt und von A. Markoff durch
gefiihrt [Petersburg, Bull. 9 (1898), p. 435]' Referent ist jedoch der Meinung', 
dass diese Betrachtungen bei der Kompliziertheit del' ganzen Frage noch der 
Nachpriifung bedurfen, ob sie und eventuell unter welchen noch einzufuhrenden 
Beschrankungen sie als zwingend gelten durfen. Die eigentliche A.ufgabe der 
numerischen Berechnung von F(x) verlangt jedenfalls, fUr das E explizite Grenzen 
anzugeben, aus denen sieh die Giite der Annaherung beurteilen lasst. Dieser 
Abschluss ist aber bisher nicht erreieht worden. Einen wesentlich einfaeheren 
Beweis des Tschebyscheff'schen Satzes kiindigt an A. Liapounoff, Par. C. R. 132 
(1901), p. 126; Verallgemeinerung ebenda p. 814. 

In der Versicherungslitteratur ist der fragliche Satz vielfaeh, aber immer 
nur rein formal behandelt worden, ohne dass man sieh urn irgend welche Kon
vergenzbetrachtungen Sorge gemacht hat, die doeh die einzige und Behr ernst
liehe Schwierigkeit bilden. Die Theorie des Risikos erleidet hierdurch keine 
Einbusse, wenn man nur mit Brerniker, Gram und Hausdorff das mittlere und 
nicht, wie es die Versicherungsmathematiker seit Kanner (1867) f'ast durehgangig 
thun, das durchschnittliche Risiko des Versicherungsbestandes als Basis wahlt. 

169) Fur gleichartige Todesfallversicherungen mit naturlicher Pramie be
dient sieh dieser Approximation Th. Wittstein, Math. Statistik, Hannover 1867, 
p. 13. Allgemein giebt sie K. Hattendorff, Rundschau d. Versich.18 (1868), p.150. 

170) Einem zusammenhangenden Berichte uber die hierher geh1lrigen Unter
suchungen steht die grosse Schwierigkeit entgegen, dass diese meist sehr lucken
haft und Bogar die Ansatze nur in den seltensten Fallen einwurf'sfrei sind. 
Gleichwohl handelt es sich um wichtige Fragen und Arbeiten mit guten !deen. 
Referent hat sich daher bemiiht, von diesen nul' das Wesentliehste festzuhalten 
und im ubrigen die Darstellung so gewahlt, dass sie naeh seiner eigenen Auf
f'assung mogl~chst einwandsfrei ist. 

ElIo;yklop. d. math. WiuQlIfich. I. 58 
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prii.mien keinen Zuschlag oder nur einen solchen erheben wiirde, der 
gerade die Unkosten deckte; denn das mittlere Risiko IDl wii.chst 
mit der Zahl L der Versicherungen unbegrenzt. Thatsachlich iiber
steigen die Einnahmen an ZuschIagen die Unkosten. Der Teil aP 
der Nettopriimie, welcher nach Deckung der Unkosten noch iibrig 
bleibt, moge der Sicherheitseuschlag genannt und fiir tJ ein durch
schnittlicher Prozentsatz angenommen werden, der den thatsachlichen 
Erfahrungen der Gesellschaft entspricht 171). 

Wir stellen nun dem bisher betrachteten mittleren Risiko rot des 
Bestandes r, das auf die Sicherheitszuschlage keine Riicksicht nahm 
und das daher genauer das mittlere Nettorisiko von r heissen moge, 
ein mittleres Bruttorisiko ro1' gegeniiber, das die noch zu erwarlenden 
Sicherheitszuschlage beriicksichtigt 172). Die Ausgaben 5ll" werden 
dabei wie friiher definiert, die Einnahmen @~ bilden aber ausser den 
in Nr. 19 definierlen Nettoeinahmen @" die noch zu erwarlenden 
Einnahmen an Sicherheitszuschlagen. Das mittlere Bruttorisiko rot' 
ist nun einfach die mittlere Abweichung der Differenz 5l{" - @~ 

von ihrem wahrscheinlichen Werte. Letzterer ist gleich - tJA, wo 
A den Wert der in der fixierten Periode noch zu erwarlenden Ein
nahmen an Nettopriimien bedeutet. Der Anfang der Periode werde 
mit dem Zeitpunkte der Berechnung, also t mit t1 identifizierl. tiber 
den Endpunkt t2 der Periode werde vorlaufig nichts vorausgesetzt. 
Zu beach ten ist, dass die Pramien in der Regel noch eine gauze 
Reihe von Jahren zu zahlen sind. Mit einer Wahrscheinlichkeit 'P(v), 

die grosser als 1 - '/I~ (Nr. S) und fiir grosse L approximativ durch 

e (~) gegeben ist (Nr. 3,22), kann man daher behaupten, dass das 

171) Rier werden in der Litteratur zwei verschiedene Standpunkte nicht 
immer scharf genug getrennt. Man kann einmal fragen, wie gross man a, wenn 
es willkiin'lich ist, wlihlen muss, um eine Stabilitat von gegebener Grosse zu er
zielen. Man kann andrerseits den Wert von a gegeben sein lassen und !ragen, 
wie gross die Stabilitat bei diesem gegebenen Ii ausflUlt. Die eratere Frage
stellung entspricht dem Fall, dass man Tarife mit nach dem Risiko abgestuften 
Sicherheitszuschlagen konstruieren will. Die zweite Fragestellung entsteht, 
wenn man die Stabilitat der grossen Gesellschaften, die man ala Erfahrungs
thatsache kennt, von der Theorie des Risikos aus verstehen lernen will. Es 
ist dieses letztere Problem, das dem Referenten bei den Ausfiihrungen des 
Tenes vorgeschwebt hat, und daher iet Ii immer als eine fest gegebene, 
empirisch ermittelte Grosse gedacht. 

172) Die Litteratur betrachtet nur das N ettorisiko, das als eine Approxi
mation des vom Referenten eingefiihrten Bruttorisikos geIten dan. 
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fur die kiinftigen Auszahlungen erforderliche Deckungskapital zwischen 
den Grenzen V - vrol' - fJA und V + [vrol' - fJA] enthalten ist, 
wo V die N ettoreserve des Bestandes r zur Zeit t bedeutet. Der in 
eckigen Klammern eingeschlossene Ausdruck werde die Risikoreslr1'Ve 
von r fur die Peri ode (t, t2) genannt und durch: 

ffi' = vrol' - fJA 
bezeichneV7S). Er giebt den Sicherheitsfonds, der mit der Wahrschein
lichkeit cp(v) gegen die zufalligen Schwankungen der Sterblichkeit in 
der Periode (t, ~) schutzt174). Er misst die Stabilitat der GeselIschaft: 
je kleiner ffi' wird, um so grosser ist die Stabilitat 175). 

Hat man eine Reihe von L gleichartigen 176) Versicherungen, jede 
auf die Versicherungssumme s, und sind rol; und Ai die auf die Ver
sicherungssumme 1 bezogenen Werte von rol' und A, die einer in
dividuelIen dieser Versicherungen entsprechen, so wird, wenn aIle 
Grossen ausser L konstant bleiben: 

ffi' = (vVL . rol/ - f1LAJ . S 

fur hinreichend grosse L negativ. Fur die grossen Gesellschaften der 
Praxis ist jedenfalls die Risikoreserve rur das niichste Geschiiftsjahr 
immer negativ und hierin liegt die Berechtigung dafur, dass sie den 
Gewinn des verflossenen Geschaftsjahres als Dividende den Versicherten 
zuweisen oder fur andere Sicherheitsfonds (z. B. Kriegsreserve) ver
wenden diirfen und keine besondere Risikoreserve zuriickzustellen 
brauchen. 

Dies gilt fUr Gesellschaften, die nach der Nettomethode ihre 
Bilanz aufstellen (Nr. 16). Wenn dagegen eiue Gesellschaft "zillmert", 
so erhoht sich die Risikoreserve um denselben Betrag, um den sie 
die N ettoreserve "kiirzt". Will sie also trotzdem keine besondere 
Risikoreserve zuriickstellen, so darf eine gewisse Grenze der Kiirzung 

173) Die Risikoreserve wurde begrifflich und dem Namen nach von Th. Witt
stein eingefiihrt, Das math. Risiko (1885), p. 89. Er versteht darunter den Uber
schuss des durchschnittlichen femeren N ettorisikos uber 0' A. 

174) Die iUtere~ Autoren, so namentlich C. Raedell, Vollstandige An
weisung, die Lebensfahigkeit von Versicherungsanstalten zu untersuchen, Berlin 
1857, p. 218 ff., sehen in der Bestimmung dieses Sicherheitsfonds die Hauptauf
gabe der Theorie -des Risikos. 

175) Man kann geradezu - jR' als Mass der Stabilitat einfiihren. 
176) Den wirklichen Verhaltnissen der Praxis gegenuber bildet die An

nahme von lauter gleichartigen Versicherungen natiirlich eine l'eine Fiktion. 
Gleichwohl ist diese von Wert, well sich bei ihr die theoretischen Beziehungen 
am deutlichsten erkennen lassen und weil ein allgemeiner Versicherungsbestand 
durch Einfiihrung passender Mittelwerte durch einen Bolchen von lauter gleich
artigen Versicherungen approximiert werden kann. 
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nicht uberschritten werden, die sich aus der Bedingung ergiebt, dass 
die urn die Kiirzung erhohte Risikoreserve verschwindet 171). 

Nimmt man von jetzt an wieder an, dass die Gesellschaft die 
volle Nettoreserve in die Bilanz einstellt, so ergiebt bei lauter gleich
artigen Versicherungen die Bedingung ffi' = 0 eine Minimalzahl der 
Versicherten Lo, die vorhanden sein muss, damit sie keine besondere 

Risikoreserve zuriickzustellen braucht. N ennt man m/ = ~~ das rela-, 
tive Bruttorisiko einer individuellen Versicherung, so ist dieses in 

IDli 
erster Annaherung gleich dem relativen Nettorisiko mi = A. der-, 
selben, das in Nr.20 eingefuhrt wurde und es wird: 

Lo = (;'m/y 
die fragliche Minimalzahl. 1st L < Lo, so ist die Risikoreserve positiv 

und ein Maximum, wenn L = : Lo ist. Fur diesen Wert en'eicht 

also die Stabilitat ein Minimum 178). 
Kommt zu dem Versicherungsbestande r eine neue Versicherung 

hinzu, fur die alles festgesetzt ist ausser der Versicherungssumme, so 
ergiebt Laurent's Bedingung, dass die Risikoreserve nicht zunimmt179), 
ein Maximum der Versicherungssumme fiir die neu hinzukommende 
Versicherung, wenn das relative Bruttorisiko m' von dieser grosser als 

~ ist. Befand sich der Versicherungsbestand r in dem durch die 
'P 

Gleichung ffi' = 0 charakterisierten aussersten zulassigen Minimum 

der Stabilitat, so besagt Laurent's Forderung, dass ~' oder - wenn 

man in erster Annaherung WI' = m setzt - dass das relative Risiko 
m nicht zunimmt180). Unter der Fiktion, dass aUe Versicherungen 
von r gleichartig sind und auch die neu hinzukommende Versiche-

177) Den Einfluss der Zillmer'sehen Methode auf die Stabilitat hat K. Hatten
dortf (Rundsehau d. Versieh. 18 (1868), p. 34) erortert. 

178) tJber die Minimalzahl der Versieherten maeht O. Landre (Math. teehn. 
Kap. p. 343) einige Bemerkungen. 

179) Diese Bedingung stammt von H. Laurent, Par. Journal act. fran9. 2 
(1873), p. 79, 161; derselbe, TraiM du ealcul des probabiliMs, Paris 1873, p. 247; 
derselbe, TMol"ie et pratique des assurances sur la vie, Paris 1895, p. 116. 
Eine Dissertation tiber das Maximum der Versicherungssumme hat H. Onnen ge
sehrieben (Litt.-Verz. VI). Ein zusammenfassendes Referat tiber die einschlagige 
Litteratur giebt O. Landre, Lond. intern. Kongr. 1899, p. 110. 

180) Die Forderung, dass das relative Risiko nieht zunimmt, stellt ganz 
allgemein O. Landre, Math. techno Kap., p. 340. 
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rung - abgesehen von der Versicherungssumttle - von der n~mlichen 
Art ist, ergiebt sich hieraus in erster Annaherung als Maximum der 
neuen Versicherungssumme das Doppelte der Versicherungssumme 
jeder alten Versicherung 181). 1st dagegen das relative Bruttorisiko m' 

der neu hinzukommenden Versicherung nicht grosser als ~, so er-
'/I 

hOht die neu hinzukommende Police die Stabilitat, wie hoch auch 
sonst die Versicherungssumme sein mag und Laurent's Bedingung 
ergiebt iiberhaupt keine obere Grenze fur sie. 

181) C. Landire, Math. techno Kap., p. 341; bestehen die Versicherungen 
schon eine Reihe von Jahren, so tritt an Stelle ihrer Versicherungssumme ihr 
reduziertes Kapital, C. Landire, Lond. intern. Kongr., p. 115. Der Landre'schen 
Bedingung verwandt ist diejenige von F. Hausdorff, a. a. O. p.511. 

(Abgeschlossen im April 1901.) 
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Beziiglich der Geschichte siehe 
l1f. Cantor, Vorlesungen tiber die Geschichte der Mathematik, 3 Bande, Leipzig, 

Bd. 1, 2. Auff. 1894; 2, 2. Auff. 1900; 3, 1894-1898 ("Cantor"). 
G. Enestrom, Differenskalkylens historia (Upsala universitets Arsskrift 1879, 

p. 1-71). 

1. Definitionen. Die Differenz einer Funktion f(x) ist gleich 
q;(x), wenn 

(1) (x + h) - f(x) = q;(x). 

Die linke Seite wird mit 6,(x) bezeichnetl). Hier kann x beliebige 
Werte annehmen, h bleibt aber konstant 2); meistens wird h = 1 
gesetzt. 

1st z. B. f ex) = x3, h = 1, so hat man 

f(O) = 0, f(l) = 1, f(2) = 8, f(3) = 27, f(4) = 64, ... 
6,f(O) = 1, 6,f(l) = 7, 6,f(2) = 19, 6,f(3) = 37, ... 

Die Differenz der Differenz heisst zweite Dilf'erenfJ oder DifferenfJ 
fJweiter Ordnung: 
(2) 6,2f(x) = tlf(x + h) - 6,f(x); ... 

Ahnlich ist 

(3) tl3f(x)=6,9f(X+h)-6,2f(x), 6,4f(x)=tl3f(x+h)-6,3f(x), ... 
In dem Beispiel ist 

6,2f(0) = 6, 6,2f(1) = 12, 6,2(2) = 18, ... 
6,.3f(0) = 6, 6,3(1) = 6, ... 

6,.4f(O) = 0, ... 

Die Rechnung mit Differenzen ist von Brook Taylor eingefiihrt 3), 

einige Anfange findet man aber bei G. W. Leibniz 4). Wir folgen den 
Bezeichnungen von L. Euler 5). 

1) Wir lassen bei Seite die Definition 

Af(X)=f(X+ ;) -r(x- ;), 
die von Astronomen mit Vorteil gebraucht wird [I D 3, Nr. 7]; vgl. F. Tisserand, 
Par. C. R. 70 (1870), p. 678. 

2) Man konnte h veranderlich voraussetzen ("Pascal" p. 210); es bietet aber 
wenig V orteil. 

3) Methodus incrementorum, Londini 1715. 
4) Brief an Oldenburg vom 3. Febr. 1673 ("Cantor" 3, p. 72-73). 
5) L. Euler, Institutiones calculi differentialis, Petropoli 1755 (deutsch von 

A. Michelsen, Berlin 1790 -1793; § 4, p. 5 der deutschen Ausgabe). V gl. 
"Cantor" 3, p. 725. 



920 I E. Ditferenzenrechnung. 

2. Di:fferenzen einfacher Funktionen. Die Berechnung der 
Differenzen wird erleichtert mit Hulfe der Formeln 

(4) 6cf(x) = c6f(x), (c ist eine Konstante), 

(5) 6. Efl (x) + f2(X) + ... + f",(x)] =6(1 (x)+6f2(X)+···+Af,.(x), 

(6) 6. Etp(x)· t/!(x)] = tp (x)6t/! (x) + t/!(x + h) 6.tp(x). 

Aus der Definition findet man folgende Ausdrucke der Differenzen 
einfacher Funktionen: 

(7) 6.x(x -h) (x- 2h) ... (x-n-lh)= nhx(x-h) ... (x-n-2h), 

(8) 6. 1 =-nh 1 
x(x+h)(x+2h) ... (x+n-lh) x(x + h) (x + 2h)· .. (x + nh)' 

(9) 

(10) 

(11) 

6.m'" = m'" (mk - 1), 

A' 2 . I::.u (+ I::.U) 
'-1 sm u = sm '2 cos u -2"' 

A 2 . I::.u . ( + I::.U) 
'-1 cos U = - sm '2 sm u '2' 

In den beiden letzten Formeln ist u eine gegebene Funktion 
von x. 

Die nte Differenz einer ganzen Funktion nten Grades 

f(x) = poxn + Pl Xn- 1 + P2xn-2 + ... + pn-lX + pn 

ist konstant 6): 
(12) 

3. Anwendung auf die Absonderung der Wurzeln numerischer 
Gleichungen [1 B 3 a, Nr. 3]. Es sei z. B.: 

f (x) = x3 + X2 - 2 x - 1. 

Fur h = 1 und fiir jedes x ist: 

6.3f(x) = 6. 

Aus den Werlen f(- 1), f(O), f(l) lassen sich durch Subtrak
tionen die Werte 6f(- 1), 6f(0), 6 2f(-1) ableiten. 

Mit Hulfe der Formel: 

6 k- l f(x + h) = 6.k - 1 f(x) + 6.k f(x) 

findet man durch wiederholte Additionen die Werle 6.2f(0), 6f(1), f(2). 

6) Andere Formeln nir Differenzen findet man bei "Herschel" p. 1-4. 
7) Dass I::. 8 (xII) konstant ist, hat schon Leibniz ausgesprochen ("Cantor" 3, 

p. 73). 
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Wenn man aber die Formel: 

6 k- Lr(x) = 6 k- 1((X + h) - 6 kr(x) 
benutzt, so erhl1lt man 6 2((- 2), 6r(- 2), r(- 2). 

Diese Resultate lassen sich in der Tabelle zusammenstellen: 

x ( 6( 6 2( 6 3r 
------
-2 -1 2 -4 6 
------
-1 1 -2 2 6 
----------

0 -1 0 8 
------

1 -1 8 
------

2 7 

In dieser Weise kann die Tabelle nach oben oder nach unten fort
gesetzt werden. 

Die Werle ((-2), ((-1), ((0) und r(l), ((2) haben ab
wechselnde Vorzeichen; folglich hat die Gleichung ((x) = 0 drei 
reelle W urzeln, die in den Intervallen (- 2, - 1), (- 1, 0) und 
(1, 2) liegen. 

4:. Relationen zwischen successiven Werten und Differenzen 
einer Funktion. Wenn die Reihe der successiven Werle einer 
Funktion ((x): 
rea) = uo, ((a + h) = ull r(a + 2h) = U2 , ••• , r(a + nh) = Un 

gegeben ist, so sind die Differenzen: 

6uo = U1 - uo, 

6 2uO = U 2 - 2ui + uO' 

6 3uO = Us - 3u2 + 3ui - uo, 

( n(n-l) ( 1)" 13) 6'''uo = Un - nUn-i + 1.2 Un-2 - ... + -- Uo' 
Kennt man: 

so findet man: 
U1 = Uo + 6uo, 

1~2 = Uo + 26uo + 6 2uO' 

Us = Uo + 36uo + 362uO + 63U01 
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Wenn man symbolisch urn durch urn und Amu durch (6)rn.U er
setzt, so erhalten die Formeln (13) und (14) die Gestalt: 

(15) A"uo = (u - 1)" 
und: 

(16) 

Diese Formeln konnen auf symbolischem Wege in einander iiber
gefiihrt werden 8). 

Es ist y die erzeugende Funktion (fonction generatrice) von u"" wenn 

y = Uo + u1 t + U2 t2 + ... + u'" tx + . -. 
ist [I D 1, Nr.6]. 

Die Entwickelung von y (~ - 1) n nach Potenzen von ! und 

von JL nach (.!.. - 1) giebt die Formeln (13) und (14).9) 
t" t 

5. Newton'sche Interpolationsformel. Aus (14) folgt, dass die 
ganze Funktion nton Grades: 

F(y) = u + y Au + y(y-1) A 2u + y(y-1)(y-2) A3 U + ... 
o 0 1.2 0 1.2.3 0 

+ Y (y - 1) (y - 2) ... (y - n + 1) A"u 
1.2.3."n 0 

die Eigenschaften besitzt: 

F(O) = uo, F(1) = ul1 F(2) = u2 , ••• , F(n) = Un· 

Die Substitution y = x h a verwandelt F (y) in eine Funktion 

nton Grades CJJ(x), die fur :r; gleich: 

a, a + h, a + 2h, ... , a + nh 
vorgeschriebene Werte: 

f(a), f(a + h), f(a + 2h), .. " f(a + nh) 
annimmt [I B 1 a, Nr. 4]. Es ist: 

""( ) +( ) t:.uo + (x-a)(x-a-h) t:.1uo + 
.,., X =uo x-a·---,;- 1.2 'Ii'''' 

(x-a)(x- a-h) (x- a - 2h)··· (x- a- n -1h) t:."uo + 1·2·3 .. ·n '7' 
Wenn wir der veriinderlichen Grosse x einen Wert beilegen, der 

von a, a + h, ... , a + nh verschieden ist, dann besteht die Formel: 

8) J. L. Lagrange, Berl. N. Mem. 21, 1792/93 [1795], p. 276 = Oeuvres 5, 
p.663. 

9) P. S. Laplace, Par. Hist. 1779 [82], nr.2 (oeuvr. 7, p. 5); Theorie anaIy
tique des probabilitea, 3. ed., 1820, p. 9 (die erate Auflage 1812). 
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(17) rex) = rea) + x~a .ll~(a) + (x-a)~~;--a-h) .llJ[s(a) + ... 
+ (x- a) (x- a -h) ... (x-a-n=1h) . llnf(a) 

1·2·3··· n hn 

+ (x- a)(x- a- h) .. . (x -a - nh) r(n+l)(;) 
1 . 2 . 3 ... (n + 1) , 

worin ; eine mittlere Zahl zwischen der grossten und der kleinsten 
unter den Zahlen a, a + nh, x bedeutet. Das ist die Newton'sche 
InterpolationsrormePO) [I B 1 a, Nr. 3; I D 3, Nr. 4:] mit dem Restgliede 
von A. Cauchy 11). 

Wenn wir das letzte Glied weglassen, so erhalten wir eine Niihe
rungsformel, die zur Interpolation dienen kann, d. h. zur Berechnung 
des Wertes rex) durch bekannte Werte rCa), f(a+h), r(a+2h), ... , 
f(a + nh). Das Restglied dient zur Abschatzung des Fehlers der 
Naherungsformel. 

Wenn rex) eine ganze Funktion nicht hoheren als nten Grades ist, 
dann verschwindet das Restglied identisch und die Newton'sche Formel 
ist genau fiir jedes x. Z. B.: 

x3 = x + 3x(x - 1) + x(x -1) (x - 2). 

Wenn ausser den Werten rea), r(a + h), f(a+2h), ... , r(a+nh) 
noch die Ableitungen f'(a), f'(a+h), r'(a+2h), ... , f'(a+mh), 
(m < n) gegeben sind, so ist die Naherungsformel: 

f(x) = c;IJ(x) + (x - a) (x - a - h) . " (x - a - nh) c;IJl (x). 

Hier sind c;IJ(x) und c;IJl (x) gauze Funktionen, die mit Hiilfe der 
Newton'schen Formel durch die Werte c;IJ(a), w(a+h), ... , 41(a+nh), 
c;IJl(a), c;IJl(a+h), ... , c;IJl(a+mh) bestimmt werden. Der Fehler 
dieser Naherungsformel ist: 

(x-a)'(x-a-h)'· .. (x-a-mh)'(x-a-m=tih) ... (x-a-nh) r(n+m+l)(;) 
1 . 2 ·3 ... (n + m) . 

Kompliziertere Interpolationsformeln werden analog gebildet 12). 

6. Anwendung dieser Interpolationsforrael auf die Berechnung 
der Logarithmen und Antilogarithmen. Wir nehmen z. B. eine 
Tabelle fiinfstelliger gewohnlicher Logarithmen aUer ganzen Zahlen 
von 1000 bis einschliesslich 9999. Mit Hiilfe der Werle Log N und 
Log(N + 1) solI Log(N +x) berechnet werden, wobei 0 < x < 1 ist. 

10) I. Newton, Analysis, Lond. 1711 j vgl. "Cantor" 3, p. 368-361. 
11) Par. C. R. 11 (1840), p. 787 = Oeuvres (1), 6, p. 422. 
12) "Markoff" p. 1-12. 
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Die Interpolationsformel: 
(x) = (0) + xl:::.(O) + X(~~ 1) f"(~) 

giebt die Naherungsformel: 

Log(N + x) = Log N + x [Log(N + 1) - LogN] 

mit dem Fehler: 
x(l-x) Loge 

E = 1 . 2 (N + §)" 

der < 16-1 • 10-6 ist und folgIich keinen Einfluss auf die fiinf
stelligen Logarithmen hat. 

Die Berechnung der Antilogarithmen fUhrt auf die Frage: Es 
sind die Werte gegeben: 

LogN=a, Log(N+1)=b. 

Aus der Gleichung Log (N + y) = a + x soIl y berechnet werden 
fiir einen Wert von x, wo 0 < x < b - a ist. 

Wenn f(x) = 10a+," ist, so foIgt aus der InterpolationsformeI: 

f(x) =f(O) + ; .~f(O~+x(X~.b2+a)f"(~) 
die Naherung: 

mit dem Fehler: 
E = _ x(b - a -x) lOa+~(Iog 10)2 

1·2 ' 

dassen absoluter Betrag I E I < 2 . 10-8• 

7. Anwendung auf die angenitherte Berechnung bestimmter 

Integra.le [II A 2, Nr. 50-55]. Vermoge der Substitution x=at b 

b-a + -2- t findet man: 
b +1 

j(X)dX = b 2 a j F(t)dt. 
a -1 

Die Funktion F(t) wird durch die Ausdriicke ersetzt: 

(A) F(t)=F(-1) + ttl. b.F~-l) + (t+!).(~-l) F"(t1) oder: 

(B) F(t)=F(-l) + tt 1 I:::.F(-1) + (tt ~)t 1:::.2 FC-l) 

+ K(t + 1) t(t-1) + (t~ ~);~~~ 1) FIV(tl)' 
Hier ist t1 ein Mittelwert. 

In (B) wird K dadurch bestimmt, dass fUr t=O die Ableitung von 
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F(-l) + (t + 1) 6.F(-l) + (tt !)t 6.2F(-1) +K(t+ 1)t(t-1) 

den Wert F' (0) annehmen solllS). 
Man findet: 

6 

(A') (f(x)dx = b-a[f(a) + feb)] _ (b-a)9 f"(~) Jj 2 1·2·3 1·2' 
a 

b 

(B') (f(x)dx=b--arf(a)+4f(a+b)+f(b)]_(b-a)fi. fIVm. J j 6 ~ 2 1·2·3·4·5 1·2·3·4 
a 

Hier ist a < ~ < b. 
Die Benutzung von (A') heisst die angenaherte Berechnung des 

Integrals nach der Methode der Trapeze, weil b-;a[f(a)+f(b)] Flachen
inhalt eines Trapezes ist [II A 2, Nr.51]. 

Die Formel (B') ohne Restglied heisst Simpson'sche Formel 14). 

Nach Zerlegung des Intervalls (a, b) in n gleiche Intervalle 
mittels der Bezeichnung: 

( b-a) Yk=f a+k-2-
findet man: 

b 

(18) jf(X)dX = b 2n a (Yo + 2Yl + 2Y2 + ... + 2y,.-l + Yn) 
a 

1 (b - a)S f" m 
- n' . 1·2·3 . 1-2' 

b 

(19) jf(X)dX == b~a(Yo+4Y~ +2Yl+4y.!+2Y2+···+4Y2n-l+Yn) 
a 1I 2 2 

1 (b-a)fi fIV(;) 
- n 4 • 1·2·3·4·6 . 1·2·3·4 . 

8. Summa.tion dar Funktionan. Man sucht eine Funktion 'P(X), 
deren Differenz eine gegebene Funktion f(x) ist: 

'P(X + h) - cp(x) = f(x). 

Fiir x = a kann 'P(x) einen beliebigen Wert annehmen. Die 
Definitionsgleichung bestimmt die Werte: 

cp(a + h), 'P(a + 2h), 'P(a + 3h), ... 

13) "Markoff" p. 6S. 
14) Th. Simpson, Mathematical disserta.tions on physical and analytical sub

jects (London 1748), p. 109; "Cantor" 3, p. 664. 
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Es ist also g;(x) mit Hulfe von g;(a) vollstandig bestimmt fur 
aHe Werte x der Reihe: 

a, a + h, a + 2h, a + 3h, .... 
In der Folge wird x nur diese Werte annehmen. 

Die Funktion tp(x) heisst Summe von f(x), in Zeichen: ~f(x). 
Ane Werte diesel' Summe sind in: 

(20) ~f(x) = tp(x) + 0 

enthalten, worin 0 eine willkurliche Konstante ist~ 

Jedem Satz uber die Differenz (Nr. 2) entspricht ein Satz uber 
die Summe. Man hat: 

(21) ~Af(x) = A~f(x), (A. ist eine Konstante), 

(22) ~[fl (x) +f2(X)+' .. +~,(x)]=2'h (x) + ~f2(X)+"'+ 2'f,. (x), 

(23) ~x(x - h)(x - 2h).·. (x - n -1h) 

(24) 

(25) 

1 = (n+ l)hx(x - h) (x - 2h)··· (x - nh) + 0, 

~ X(X+h)(X+2h~'" (x+n-lh) 
1 1 

=--- ---==-+0 (n>1), (n-l)hx(x+h) ... (x+n-2h) , 

~ m'" 
m"'= -h-+O, 

m -1 

( h) . ( h) cos x - - SIn x - -
(26) .2 sin x = - . h 2 . + 0, 2} cos x = . h 2 + O. 

2 8m 2 2 sm "2 

Urn die Funktion x3 fur h = 1 zu summieren, benutzt man die 
Zerlegung (Nr. 5): 

x8 = X + 3x(x - 1) + x(x -l)(x - 2) 
und man findet: 

(27) .2 xs= ! x(x -1) + x(x -l)(x - 2) 

1 +"4 x(x -- l)(x - 2)(x - 3) + O. 

Der Ausdruck fur ~[tp(x). -rp(x)] liefert die Formel der partiellen 
Summation: 

(28) ;Etp(x). ~-rp(x) = tp(x)-rp(x) -~-rp(x + h)~tp(x), 
die dazu client, 2'tp(x). ro(x) zu finden, sobald ~ro(x) bekannt ist, 
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9. Bestimmte Summen. Der Ausdruck 

~{(x) = q; (x) + c 
heisst unbestimmte Summe, weil er eine willkurliche Konatante enthalt. 
Subtrahiert man von einander zwei WeTte dieser Summe q; (a + nh) + C 
und q; (a + mh) + C, so fiHlt 0 weg und man erhalt die bestimmte 
Summe, in Zeichen: 

(29) :2a+nh 

a+mh 
((x) = rp(a + nh) - rp (a + mit). 

Aus dieser Definition folgt: 

(30) ~a+mh ((x) = 0, 
a+mh 

(31) :2a+(m+1)h . rex) = {(a + mh), 
a+ml, 

:2
a+ nh :2a+h ~a+2h ~a+nh 

(32) {(x) = ((x) + rex) + ... + - rex) 
a a a+h a+n-lh 

= {(a) + {(a + h) + .. ·+{(a+n-1h). 
Es besteht also die Relation: 

(33) ((a) + r(a + h) + r(a + 2h) + ... + r(a + n-1h) 
= rp(a + nh) - q;(a). 

Diese Formel gestattet viele Anwendungen. Wir beschranken 
Ulli! auf folgende. Es ist: 

(34) a + (a + h) + (a + 2h) + ... + (x - h) 

= 2~ [x(x - h) - a(a - h)] (arithmetische Reihe). 

(35) 1 + q + q2 + ... + qX-l = q'" -11 (f;eometrische Reihe). q-

Die Summation (27) der Funktion XS giebt: 
(36) 13 + 23 + 38 + ... + (x-1Y'= [1+2+3 + ... + (x _1)]2.15) 

Aua ~:h cosx- ! folgt151t): 
. 2n-l 

1 sm-2-k 
(37) 2+cosh+cos2h+ ... +cos(n-1)h= . h 

28m 2 

15) Nach M. Cantor war Gl. (36) schon im XI. Jahrhundert den Arabern 
bekannt ("Cantor" 1, p.724) [I C 1, Nr. 11]. 

15 a) Die Formeln (37) und (38) hat L. Euler, Introd. nr. 259, ala Diffe
renzen je zweier divergenter unendlicher Reihen erhalten. Direkt abgeleitet hat 
sie wohl zuer8t Ck. Bossut, Par. Rist. 1769 [72], p. 453, einfacher A. J. Lexell, 
Petrop. N. Comm. 18, 1773 [74], p. 38. 
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h 2'1'1-1 
008- -008--h 

(38) sinh + sin2h + ... + sin(n _ l)h = 2 2 . h 
2sm 2 

Die Funktion: 
111 1+-+-+ ... +-2 3 x-1 

lasst sieh nicht entsprechend darstellen, weil man keinen elementaren 

Ausdruck kennt, dessen Differenz =: ist 16) [II A 3, Nr. 12 d, 

Formel 1)]. 

10. Die Jacob Bernoulli'sche Funktion. So heisst nach J. L. 
Raabe 17) die ganze Funktion nten Grades, die fUr ganzzahlige X gleich: 

1,,-1 + 2,,-1 + 3,,-1 + ... + (x _ 1)"-1 

ist. Die Rechnungen werden einfacher, wenn wir diese ganze Funk
tion durch 1·2·3··· en - 1) dividieren, wodureh: 

(31) () ""X x,.-l 
rp" X =..::;.; 0 1.2.3 ... (n - 1) 

entsteht. 
Schreibt man rp,,(x) in del' Form: 

(40) 
X" x,.-l x,,-2 

cpn (x) = t:2:-:-:n + All. 2 ... ('1'1 -1) + ~ 1 .2.· . ('1'1 - 2) + ... 
+ An-IX, 

so lassen sich die Koeffizienten All A21 As, . .. aus: 
1 

1.2+ A1 =0, 

(41) 1 . ~ . 3 + 1~~ + A2 = 0, 

t:2 ~ 3 . 4 + 1 .~1. 3 + 1~J2 + As = 0, ... 

bestimmen. Man findet: 

111 
16) Es ist 1+-2-+ T +"'+ X _ 1 =1+1/J(X)-1/J(2) [IIA3, Nr.17]. 

Andere Summationen bei "Herschel", p. 43-65. 
17) Die Jacob-Bernoulli'sche }'unktion. Zurich 1848. Die Funktion ist 

benannt nach Jacob I Be1'noulli, Ars oonjectandi 1713, p. 96. V gl. II A 3. Nr.18, 
bes. p. 185, wo weitere Litteratur. S. noch P. Appell, Nouy. Ann. (3) 6 (1881), 
p. 312, 547. 
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Die Funktion 
schaften 18) : 

f{in(x) und die Zahlen A besitzen die Eigen-

(42) 
(43) 
(44) 

(45) 

f{i2k+1 (1 - x) = - f{i2k+1 (x), 
'P2k(1 - x) = f{i2k(X), 

ASk+1 = ° fur k> 0, 
(_1)k-1 2 [ 1 1 1 ] A2k = 1 + - + _ + - + . .. 19) 

(2n)2k 22k 32k 42k . 
1 

1m Intervall (0,1) verschwindet f{i2k+l(X) nur fiir x=T; 
fur alle x dieses Intervalles ist: 

(46) 

Die Koeffizienten der Glieder niedrigster Ordnung, die III den 
Summen: 

auftreten, heissen Berrnoulli'sche Zahlen: "Bl , B 2, Ba, • .• " [II A 3, 
Nr. 18]. Daraus folgt: 

(47) 

Die ersten Bernoulli'schen Zahlen sind: 

(48) 

Die Tabelle der 62 ersten B findet man bei J. C. Adams in 
J. f. Math. 85 (1878), p. 269-272. 20) 

11. Euler'sche Summationsformel. Die Formel von L. Euler 21) 

18) Direkte Beweise haben W. G. Imschenetzky (Kasan. Mem. 1870, franzo
siseh in J. Hoiiel, Cours de ealcul infinitesimal, Paris 1888, 1, p. 476 und 
N. J. Sonin [Warschauer Univ.-Nachr. 1888, franzosiseh in J. f. Math. 116 
(1896), p. 133] gegeben. 

19) L. Euler, Petropol. Comm. 12 (1740), p. 73 (vgl. "Cantor" 3, p. 655); 
O. Schliimilch, Zeitschr. Math. Phys. 1 (1856), p. 200; N. J. Sonin, J. f. Math. 
116 (1896), p. 138. 

20) Litteratur tiber diese Zahlen bis 1882 bei G. S. Ely [Amer. J. of 
math. 5 (1882), p. 228]. 

21) Petropol. Comm. 6 (1732 u. 1733 [38]), p. 68 (vgl. "Cantor" 3, p. 635); 
G. DarblYttx, J. de math. (3), 2 (1876), p. 300. Die Formel (49) wird oft lJfaclau
rin'sche genannt. Sie ist zwar von C. Maclaurin (Treatise of fluxions, Edinburgh 
1742, p. 672) unabhangig von L. Eulel' gefunden, aber spater veroffentlicht (vgl. 
"Cantor" 3, p. 663). 

Die englischen Versicherungs-Mathematiker gebrauchen eine Formel (ohne 
Encyklop. d. math. Wiss.nsch. I. 59 
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mit dem Restgliede von K. G. J. Jacobi 22) lautet (fur h = 1) [I A 3, 
Nr.38]: 

(49) 2-':f(t) jf(t)dt+A1 [f(x)-f(a)] +~[f'(x) -f'(a)] + ... 
a 

+ A2k- 2 [f(2k-S) (x) - f(2k-S)(a)] 
+ A2k_ 1[f(2:k-2)(X) - f(2k-2) (a)] + Rk, 

1 

(50) Rk = -.f fJJ2k(u)du2:f(2k)(t + u). 
o 

In (50) wird nach t summiert und nach u integriert. 
Aus der Unveranderlichkeit des Vorzeichens von fJJ2k(U) folgt: 

(51) Rk = A2k~:f(2k)(t + 0), (0 < 0 < 1). 

Wenn f(2k) (t) und f(2k+2) (t) fur aUe t zwischen a und x das 
gleiche V orzeichen behalten, dann ist: 

(52) Rk= OA2k [f(2k-l)(X) - f(2k-l) (a)]; (0 < () < 1). 

Wenn f(t) den Bedingungen genugt: 
1) f(m) (t) behalt dasselbe Vorzeichen fUr aHe geraden m und fur 

t> aj 

2) lim {f(".)(t) L=<XI = 0 fur jedes m, 
dann liisst sich (49) in: 

'" 
(53) ~: f(t) = C + jf(t)dt + Ad(x) + ... 

a 

umwandeln 23). 
Die Konstante 0 ist von k unabhangig und 0 < () < 1. 

12. Anwendungen der Euler'schen Formel. Wenn man m 
(49) und (51): 

a=O, x=1, f(t) = er&t 
setzt, so findet man: 

Restglied) unter dem Namen "Lubbock'sche Summenformel" (J. W. Lubbock, 
Cambro Trans. 8 (1830), p. 328. Hier tritt eine iiber kleine Intervalle erstreckte 
Summe an Stelle des Integrals, Differenzenquotienten an Stelle der Differential
quotienten [I D 4 b, 8, Fussn. 78)]. 

22) J. f. Math. 12 (1834), p.268 = Werke, 6, p.64. Das Restglied in 
anderer Form war schon von S. D. Poisson gefunden [Par. memo 6 (1826), p.580]. 

28) "MarkofF" p. 131. 
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(54) ~ = ~ + Al + A2X2 + A4x4 + .. '. 
e -1 X 

Hier muss I x I < 2n sein, wie aus (45) folgt. 
Die Voraussetzungen: 

a = 0, x = 1, f(t) = cos (2xt) 
liefern ebenso fur I x 1< n: 

(55) 1 
ctgx = --- - 22A 2x + 24A4XB - 26Asx5 + '" . x 

Wenn man in (53): 

a = 1, f(t) = logt 
setzt und zu beiden Seiten log x hinzufiigt, so findet man die Stir
ling'sche FormeP4) [I D 1, Nr. 12]: 

(56) log (1 ·2·3 .. ·x) = logY2n + (x +~) logx- x + A2 -} + ... 
+ A 1·2·3··· (2k - 4) (jA 1· 2·3··· (2k - 2) 

2k-2 2k-S + 2k 2k-1 • 
X X 

Die Konstante 0 wurde mit Hiilfe der Wallis'schen Forme1 25) 

fur ; bestimmt. 

Bei hinreichend grossem k und fur jedes x ist der absolute Be
trag des Restgliedes beliebig gross. Folglich ist die Reihe: 

A ~+A ~+A ~-~+ ... 
21 x 4 x' 6 x" 

divergent. Deswegen darf zur angenaherten Berechnung von 1· 2 . 3 ... x 
nUl" eine geringe Anzahl der Glieder der Reihe genommen werden. 
Das beste Resultat erhiilt man, wenn k nahe an nx liegt 26) [I A 3, 
Nr. 38; II A 3, Nr. 12 g]. 

13. Allgemeines fiber Dift'erenzengleichungen. Eine Gleichung: 

(57) fP(x, Yx, 6.Yx, 6.2y"" .•. , 6.mYx) = 0 
heisst DifferenzengleiChung. Eine Funktion Yx, die der Gleichung ge
niigt, heisst Losung der Gleichung. 

Die Differenzen von Yx laSoSen sich dUTch die successiven Werte 
Yx+l, Yx+2, ... ausdrucken (13); dann erhalt die Gleichung die Form: 

(58) 1Jf(x, Yx, Yx+l, ... , Yx+m) = O. 
Es ist moglich, dass. bei dieser Transformation die Glieder mit 

24) J. Stirling, Methodus difi'erentialis, Lond. 1730, p. 135 (vgl. "Cantor" 3, 
p. 629). 

25) [2 A 3, Nr. 9, d)]; "Cantor", 2 p. 827. 
26) H. Limbourg, Brux. memo cour. sav. ek 30 (1861), p. 1. 

59* 



932 I E. Differenzenrechnung. 

Yx, Yx+2 , ... ,Yx+a-l wegfallen. Dann setzen wir Yx+a = Zx. Deswegen 
darf man voraussetzen, dass die Gleichung (58) Yx enthiilt. Wenn 
ausserdem Yx+m vorkommt, so heisst diese Gleichung mter Ordnung. 

Wir setzen voraus, dass die Gleichung (58) in Bezug auf Yx+m 
aufgelOst ist: 

(59) Yx+m = F(x, Yx, Yx+l, Yx+2, ... , Yx+m-l)' 
Uberdies soIl die rechte Seite von (59) bestimmte Werle annehmen 
fur gauze positive x (auch fiir x = 0) und beliebige Yx, Yx+l, 
Yx+2, ... , Yx+m-l. Aus (59) lassen sich Ym, Ym+1, Ym+2, . .. durch 
willkiirliche Konstanten yO) Yll ... , Ym-l darstellen. 

Jeder Ausdruck, der (59) geniigt und m willkiirliche Konstanten 
enthalt, heisst allgemeine Losung der Gleichung, wenn diese Konstan
ten sich durch Yo, Yll Y2I ... , Ym-l bestimmen lassen. Eine partiku
liire Lasung enthalt keine willkiirlichen Konstanten. 

Wir beschranken uns auf lineare Gleichungen: 

(60) Yx+m + AxY>H-m-1 + BxYx+m-2 + ... + MxYx = Qx, 

wo Ax, Bx,"" Mx, Qx gegebene Funktionen von x sind. 
Die Gleichung (60) heisst vollstiindig, wenn Q", + 0; ist aber 

Qx = 0, so heisst die Gleichung homogen. 
Wenn eine partikulare Losung Yxo von (60) bekannt ist, so ist 

jede Lasung von (60): 
Yx = YxO + Zx, 

wo Z", eine Losung del' homogenen Gleichung: 

(61) Zx+m + A",zx+m-l + B xzx+m - 2 + ... + Mxzx= 0 
ist. 

Je (m + 1) partikulare Lasungen von (61) sind durch ellle 
lineare homogene Beziehung: 

(62) G'z~ + Gff z~ + ... + G(1n+1)z~m+1) = 0 

verbunden, wobei G', 0", ... , G(m+l) von x unabhangig sind und 
nicht samtlich verschwinden. 

Die partikularen Losungen z~·) (h = 1, 2, ... , m) heissen von 
einander unabhiingig, wenn die Determinante I Zk(lt) I (k = 0, 1, 2, ... , 
m - 1; h = 1,2, ... , m) nicht verschwindet. Dann kann 0("'+1) 
in (62) nicht gleich Null sein. 

Jede Losung von (61) ist linear und homogen in m von em
ander unabhiingigen partikularen Losungen. 

Die allgemeine Lasung del' homogenen Gleichung ist also: 

(63) Zx = 0' z~ + Gil z~ + ... + o(m) zim) , 
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wo 0', 0", ... , O(m) willkiirliche Konstanten sind 27) [vgl. das Ent
sprechende fiir line are Differentialgleichungen in II.A. 4 b, Nr. 21]. 

Zum Beweise, dass die partikularen Losungen in (63) von ein
einander unabhangig sind, geniigt es zu zeigen, dass 0', 0", . .. , a(m) 

sich durch zo, Zl' Z2"'" Zm-l ausdriicken lassen. 
J. L. Lagrange hat eine Methode 28) angegeben, um von der all

gemeinen Losung (63) von (61) zur allgemeinen Losung von (60) 
iiberzugehen. Zu diesem Zweck setzt man: 

(64) Yx = a~z~ + a~' z~ + ... + o~m) zSn). 

Die rechte Seite dieser Gleichung unterscheidet sich von der in 
(63) dadurch, dass die Konstanten a durch Funktionen von x ersetzt 
sind. 

Diese unbekannten Funktionen in (64) o~, 0;', . .. , a~m) werden 
der Bedingung unterworfen, dass YX+l, Yx+2, ... , Yx+m-l dieselbe 
Form haben, als ob die C;, 0;', ... , o~m) konstant waren; ausserdem 
muss die gegebene vollstandige Gleichung befriedigt werden. Daraus 
entstehen m lineare Gleichungen, aus denen !J. 0;, !J. 0;', ... , !J. O~m) 
gefunden werden. Durch Summation lassen sich 0:, 0;', "', 0::') be
stimmen. Diese Methode heisst Variation der willkiirlichen Konstanten 
[vgl. II.A. 4 b, Nr. 22]. 

14. Lineare Differenzengleichungen erster Ordnung. Die all
gemeine Losung der homogenen Gleichung: 

ZX+l - Axz", = 0 
ist: 

Zx = zaAaAa+l ... Ax - 1 (x> a). 
Hier ist Za die willkiirliche Konstante. Es wird vorausgesetzt, 

dass Ax nicht verschwindet fUr x ~ a. 

(65) 

ist: 

(66) 

Die allgemeine Losung der Gleichung: 

Wenn fiir x >0 die Funktion Ax nicht verschwindet, so darf 
a = 0 genommen werden. 

15. Lineare Differenzengleichungen hBherer Ordnung mit 
konstanten Koefftzienten. Die :B'orm der allgemeinen Losung der 
Gleichung: 

27) "Markoff" p. 146 --151. 
28) Oeuvres, 4, p. 156 (Berlin Nouv. Mem. 6, 1775 [77]). 
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(67) .fI,.,+m + Pl.fl",+m-l + P2Z",+m-2 + ... + pmZ", = 0 
ist von der Natur der Wurzeln von: 

(68) f(t) = tm + P1tm- 1 + P2tm-2 + ... + pm = 0 
abhangig. 

Sind die Wurzeln von (68) all all,"" am verschieden, dann ist 
die allgemeine Losung: 

(69) 
Die 017 O2,, .. , Om lassen sich durch zo, .fIl , Z2" .. , Zm-l aus

drucken mit Hiilfe der Relation: 

(70) 01q;(a1) + 0llq;(a2) + ... + Omrp(am) 

= fJIZm-1 + q2zm-2 + ... + qmzo, 
wo: 

(71) q;(t) = ql tm- 1 + %1 tm- 2 + ... + fJm-1 t + qm' 
Die Koeffizienten fJI' q2' .•. , fjm konnen so gewahlt werden, dass 

die linke Seite von (70) gleich 01 , oder O2 ,, •• oder Om wird. 
1st a1 = all = as und sind die iibrigen Wurzeln von (68) von 

einander und von a1 verschieden, so ist die allgemeine Losung: 

(72) .fI", = Ola~ + 02xa:- 1 + Osx(x - 1 )a~-2 + 04a~ + ... + Om~' 
Zur Bestimmung der Konstanten dient die Relation: 

(73) 01 rp (al ) + 02q;'(al ) + Os rp"(al ) + 04q;(aJ + ... + Cmrp(am) 
= qlZm-1 + q2 Zm-2 + ... + fjm:<lO· 

Wenn die Koeffizienten von (67) reell sind und (68) komplexe 
Wurzeln hat, so kann man aus der Losung (69) oder (72) das Ima-
ginare wegschaffen. . 

Es sei: 
a1 = all = as = r (cos IX + i sin IX) , 
a4, = as = as = r (cos IX - i sin IX) ; 

die ubrigen Wurzeln der Gleichung (68) sollen reell und verschieden 
sem. Dann ist die allgemeine Losung: 

(74) Zx = (AI + Asx + Asx2)r'" cos (XIX) 
+ CBl + B2x + Bax2)r'" sin (XIX) 

+ 07a~ + ... + Oma:" 

wo Al1 All, As, Bll B lI , Bs, 07"", Om willkiirliche Konstanten sind. 
In anderen Fallen wird die allgemeine Losung analog gebildet. 
Nach Losung von (67) kann mit Hiilfe der Lagrange'schen 

Methode die vollstiindige Gleichung: 

(75) Y,.,+m + PIY",+m-.I + P2Y",+m-2 + ... + pmY., = Q., 
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gelost werden. Sie fubrt zu umstandlichen Rechnungen, die erspart 
werden konnen, wenn: 

Q", = a"'(boxn + OlX"-l + ... + bn) = a"'· v., 
ist. In diesem Falle kann leicht eine partikulare Losung von (75) 
gefunden werden. 

Es ist: y",O = a"'. u", 

eine partikuHire Losung, 
Relation: 

wenn U", eine ganze Funktion ist, die der 

f" (a) f(m) (a) 
rCa) ·u., + af'(a)6u", + a2 T""2 D.2tt", + ... + am 1. 2 .~ Ll'''tt", = v'" 

genugt. Es ist zweckmassig, die gegebene ganze Funktion v'" in die 
Form: 

+ + :£(:£-1)+ :£(:£-1)(:£-2)+ 
ao ala; "21.2 as 1.2.8 ... 

zu bringen und u., in derselben Form zu suchen 29). 

16. Anwendungen der Diiferenzengleiohungen. Die Bestim
mung der Koeffizienten von verschiedenen Entwicklungen fiihrt zur 
Losung der Differenzengleichungen SO). 

Die Koeffizienten der Gleichung: 

(1 + t)'" = 1 + A",t + B",t2 + ... + K",t!' 
geniigen den Differenzengleichungen: 

A"'+1 - A", = 1 , A1 = 1 ; 
B"'+1 - B", = A., , B2 = 1; 
0..+1 - 0", = B"" Os = 1 ; 

29) Uber die Auflosung linearer DifFerenzengleichungen mit veranderlichen 
Koeffizienten siehe die genannten Lehrbiicher und: J. Binet, Par. memo 19 
(1845), p. 689; D. G. Zehfuss, Zeitschr. Math. Phys. 8 (1858), p. 175; S. Spitzer, 
Arch. Math. Phys. 82 (1859), p.834; 88 (1859), p. 415; J. J. Sylvester, Philos. 
Mag. (4) 24 (1862), p. 486; 37 (1869), p. 225; J. Thomae, Zeitschr. Math. Phys.14 
(1869), p. 849; 16 (1871), p. 146; A. Cayley, Quart. J. 14 (1877), p. 28 = CoIl. 
papers, 10, p.47; Tk. Muir, Philos. Mag. (5) 17 (1884), p. 115. 

tiber Transformationen, die lineare DifFerenzengleichungen in lineare DifFe
l'entialgleichungen iiberfiihren, und umgekehrt, vgl. man etwa S. Pincherle, Lomb. 
Rend. (2) 19 (1886), p. 659; iiber Konstruktionen von Integralen ersterer aUB 
denen letzterer H. Mellin, Acta math. 9 (1886), p. 187; als Anwendung er
scheinen bei Mellin Reduktionen von bestimmten Integra;len auf r-Funktionen 
[II A 8, Nr. 12]. 

tiber partielle Differenzengleichungen s. die genannten Lehrbiicher und 
ausserdem: P. S. Laplace, Par. Rist. 1779 [82] = Oeuvres 10, p. 1; w: Walton, 
Quart. J. 9 (1867), p. 108; Ed. Oombescwre, Par. C. R. 74 (1872), p.454. 

80) "Lacroix" 3, p. 217-222. 
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Wenn man cos t = u setzt, so ist: 
oosxt = A.,u" + B.,u"-s + O"ua:-' + D",u.,-6 + .... 

Die Koeffizienten lassen sich aus den Gleichungen: 

bestimmen. 

A..+l - 2:A.., = 0, Al = 1 ; 
B.,+1-2B.,=-A.,_I, Bi=-l; 
0,,+1 - 2Cz = - Bz - 1 , 0, = 1; 
Da:+l - 2 Dz = - 0.,-1, D6 = - 1 ; 

Aus der Relation: 
1 .t2. 

1 + Pl t + Pstl +p.t8 = Yo + y1t + Y2~- + ... + Yzt., + .. , 
findet man fUr Yo, '!JH Yi' ... bestimmte Werte. Es geniigt Yo, '1ft 
und Y2 zu kennen; jedes y., fiir x> 2 liisst sich aus: 

Ya:+s + PIYz+i + PSYz+l + PaY" = 0 
bestimmen. Die Zahlen: 

Yo, YH Y2' Ys, ... 
bilden eine 'rekurrenre &ike 81), weil vier successive Glieder linear mit 
konstanten Koeffizienten verbunden sind. 

In seinen Vorlesungen zeigte P. L. Tschebysche/f die folgende An
wendung der Differenzengleichungen. 

Man solI bestimmen, wie gross die Anzahl der successiven Divi
sionen sein kann, um den grossten gemeinschaftlichen Teiler zweier 
Zahlen a und b zu finden [I C 1, Nr. 1]. 

Es sei: 

a = bg1 + 'r1l b = 'rlg'J + 'rs, ... , 'r1l-s = 'r,,-lg1l + 'r", 'rIO = O. 
Die Anzahl der Divisionen ist hier n. 

Weil alIe Quotienten grosser oder gleich 1 sind, so ist: 

a > b + 'r11 b >- 'r1 + 'r2 , ••• , 'r,,_2 > 'r .. -l + 'r .. , 'r" = O. 

Mit Hiilfe der Zahlen: 

Yo = 0, Yl = 1, Y2 = Yo + Yl = 1, Ya = Yl + Y2 = 2, ... 
lassen sich diese Ungleichheiten in folgender Weise schreiben: 

'r,,=Yo, 'r"-I>-Yl, 'r"-2~Y2, ... ,b>y". 

FUr y", > b ist n < m. 

31) "Cantor" 8, p. 875 if. Eine Bystematische Behandlung der rekurrenten 
Reihen giebt M. d'Ocagne, J. ec. polyt. cah. 64 (1894), p. 151. 
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Die Losung der Gleichung: 

Yx+2 - Y,,+l - Yx = 0 (Yo = 0, YI = 1) 

Yx = ~[(1~V5r + ~l~V5rl 
Es geniigt, dass m die Bedingung: 

_L(l+y5\m>b 115 2-) 

937 

erfiillt. Daraus folgt der Satz von G. Lame: Die Anzahl der Divi
sionen, die auszufiihren ist, um den grassten gemeinschaftlichen Teiler 
iter Zahlen a und b (a > b) zu finden, ist kleiner als die fiinffache An
zahl der Ziffern der Zahl b. 32) 

32) Lame hat diesen Satz auf elementarem Wege bewiesen, Par. C. R. 19 
(1844), p. 867. 

(Abgeschlossen im April 1901.) 
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Monographie: J. Liilroth, Vorlesungen liber numerisches Rechnen, Leipzig 1900 
("Liiroth"). 

A. Genanes Rechnen. 
In diesem Abschnitt sollen allein Verfahren und Hiilfsmittel zur 

Ausfiihrung von Zahlenrechnungen, die von dem Ergebnis eine be
liebige Anzahl genauer Zi:ffern zu finden gestatten, besprochen werden. 

I. Das Rechnen ohne besondere Vorrichtungen. 
Die bei una jetzt allgemein iibliche, weil in den Schulen gelehrte 

Art, beirn schriftlichen Rechnen die "vier Spezies", namentlich die 
Multiplikation und Division auszufiihren 1), ist wohl am leichtesten 
zu lemen, aber nicht die unbedingt vorteilhafteste. Dem Beatreben, 
entweder die Schreibarbeit zu vermindern und die Schnelligkeit aufs 
hOchste zu steigern, oder das Rechnen moglichst zu erleichtern, oder 
sonst einen bestimmten Zweck zu erreichen, sind die Verfahren ent
sprungen, die wir im folgenden zu betrachten haben. 

1) Sie setzt nur die Fahigkeit voraus, einziffrige Zahlen im Kopfe zu 
addieren, zu subtrahieren und mit einander zu multipIizieren. Addition und 
Subtraktion werden bei derselben immer, die Multiplikation in der Regel von 
rechts nach links ausgefuhrt, d. h. bei den Ziffern niedersten Ranges begonnen; 
das Subtrahieren geschieht ehtweder durch ziffernweises Abziehen des Sub
trahenden vom Minuenden, oder aber durch Hinzuzahlen zum Subtrahenden 
(Subtrahieren durch Erganzen: auch beim Dividieren in Betracht kommende 
sog. ostreichische Rechenmethode, vgl. A. Sadowski, Die ostreichische Rechen
methode ... , Progr. AItst. Gymn. Ktinigsberg i. Pr. 1892); beim Multiplizieren 
werden der Reihe nach die Produkte des Mnltiplikanden mit den einzelnen 
Ziffern des Multiplikators gebildet, in richtiger Stellung untereinander ge
schrieben und addiert, beim Dividieren die Produkte des Divisors mit den ein
zeInen Ziffern des Quotienten von den Partialdividenden subtrahiert, die Reste 
darunter geschrieben. 



1. Geordnete Multiplikation und Division. 941 

1. Geordnete Multiplikation und Division. Die Ziffern zweier 
dekadisch geschriebenen 2) Zahlen und ihres Produkts seien (bei den 
Einern angefangen) ao, aI' a2, ••• , bo, bl , b2 , ••• , und co, CI , C2, ••• 3). 

Dann ist 

Co +cl ·10 +C2 .102+ ... =(ao +al ·10+a2·102+ ... ) (bo+bl ·10+ bs·102+ ... ) 

=aobo+(aobl+al bo}10+(aob2+a1 b1+a2 bo}102+ ... . 

Also wird Co durch die Einer von ao bo geliefert; man muss die von 
aobo etwa ubrig gebliebenenZehner, als Einer aufgefasst, zu (aObl+~ bo) 
addieren und von der Summe die Einer nehmen, um c1 zu erhalten u.s.w. 
Auf diese Weise ist es moglich, von dem Produkt zweier Zahlen 
Ziffer urn Ziffer zu finden, ohne dass man notig hat, irgend ein 
Zwischenergebnis zu schreiben, wenn man im Stande ist, zweistellige 
Zahlen im Kopfe zu addieren 4). Praktisch wertvoll ist eine auf 
J. Fourier 5) (wenn nicht weiter) zuriickgehende Bemerkung: Halt man 

2) D. h. in unserem gewohnlichen Zahlensystem mit der Grundzahl (Basis) 10. 
1st B die Grundzahl, so hat die, ... aS a2 a1 aO' a_ 1a_ 2 .•• geschriebene Zahl 
den Wert 

a a 
... as ·B3+ aJ ·B!+ at' B+ao +-i!+ ;2 + ... 

Uber vom dekadischen abweichende Zahlensysteme, von denen man Spuren bei 
einzelnen Volkem gefunden hat, s. H. Hankel, Zur Gesch. der Math., Leipz. 1874, 
p. 20, sowie M. Cantor, Vorl. lib. Gesch. der Math. 1, 2. Autl., Leipzig 1894, p. 8f. 
Es be,steht die Thatsache, dass unser Zahlensystem nicht das ftir das Rechnen 
geeignetste ist, weshalb wiederholt, selbst in neuester Zeitl vorgeschlagen worden 
ist, ein Zahlensystem mit anderer Basis - am geeignetsten ware 12 oder 8, 
aber auch 16 und 6 haben Ftirsprecher gefunden - zu bentitzen. Uber die 
Geschichte dieser Bestrebungen vgl. E. Ullrich, Das Rechnen mit Duodezimal
zahlen, Progr. Realsch. Heidelberg 1891. Weitere Litteratur: John W. Nystro111, 
Project of a new system of arithmetic . . . with sixteen to the base, Philadel
phia 1862; W. Woolsey Johnson, Octonary numeration, New York Bull. M. Soc. 1, 
1891/92, p. 12; E. Gelin, Du meilleur systeme de numera,tion ... , Mathesis (2) 
6 (1896), p. 161. S. auch Intermediaire des matMmaticiens 6 (1899), p. 133-135. 

3) Blos der Einfachheit wegen sind hier gauze Zahlen vorausgesetzt; bei 
der Multiplikation von Dezimalbriichen lasst man das Komma zuniichst ausser 
Acht und setzt es nachtraglich an die richtige Stelle. 

4) Diese Methode, die schon den Indem, welche sie die "blitzbildende" 
nannten, im 6. Jahrh. n. Ohr. bekannt war und die im Mittelalter unter dem 
Namen "kreuzweise Multiplikation" auch bei uns geubt wurde (s. etwa M. Cantm', 
Vorl. ilb. Gesch. der Mathem., insbes. Bd.1, p. 571; Bd. 2, 2. Aufi., Leipzig 1900, 
p. 9), ist im 19. Jahrhundert des ofteren wieder entdeckt und mit verschiedenen 
Namen (z. B. symmetrische Multiplikation, kolligierende MuItiplikation) belegt 
worden. 

5) Analyse des equations determinees, Paris 1830, p. 190. Vorbereitet 
durch die Regel von W. Oughtred, s. Nr. 25, Anm. 216. 
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den mit verkehrter Ordnung der Ziffern auf ein besonderes Blatt ge
schriebenen Multiplikator so uber den Multiplikanden, dass die Einer
ziffer des ersteren uber die Ziffer mit dem beliebigen Range i kommt 
und multipliziert je zwei alsdann uber einander befindliche Ziffern, so 
ergeben sich die jenem Range entsprechenden Teilprodukte6), z. B. 

verkehrter Multiplikator: bo b1 b2 ••• 

Multiplikand: ... as as at ao 

Teilprodukte vom Range i = 2: ao bu llt bll all bo. 

Die Umkehrung dieses Multiplikationsverfahrens bildet die von 
J. Fourier fur Zwecke der AuflOsung numerischer Gleichungen 
[1 B 3 a, bes. Nr. 9] erfundene geordnete Division 7), die zwar grossere 
Ubung und Aufmerksamkeit erfordert, als die gewohnliche, aber den 
V orzug hat, dass von dem Divisor immer nur so viele Ziffern benutzt 
werden, als jedesmal notig sind, um die nachste Ziffer des Quotienten 
mit Sicherheit zu erhalten. 

2. Komplementii.re Kultiplikation und Division. Das Produkt 
zweier Zahlen liisst sich manchmal bequemer als auf andere Art nach 
der Regel 8) finden: Man zerlege die Summe der beiden Zahlen in 
zwei Teile, deren Produkt leicht gefunden werden kann und fUge 
diesem Produkt dasjenige der Differenzen aus den gegebenen Zahlen 
und einem der Teile hinzu. 1st namlich 

a + b = a+ b', 

6) Diese "Papierstreifenmethode" ist iiberall niitzlich, auch beim Rechnen 
mit Buchstaben, wo man es mit nach Potenzen einer Gr<:isse geordneten Reihen 
zu thun hat, z. B. in der Theorie der algebraischen Zahlen [I C 4 a]. 

7) Analyse dee equations d6tel'minees, Paris 1830, p. 188; s. auch z. B. 
A.. Cauchy- C. &1muse, Vorlesungen iiber Differentialrechnung, Braunschweig 1836, 
Anhang, p. 327; "Liiroth" § 17 fig. Einige der Anfangsziffern des Divisors 
werden durch tlberstreichen als "bezeichneter Divisor" abgesondert; ist hierzu 
bIos eine Ziffer genommen, so unterscheidet sich daB Verfahren (das sich 
nicht in Kiirze beschreiben liisst) nur ausserIich - die Reste der Partialdivi
denden werden unterwlirts, nicht iiberwlirts geschrieben - von der h\l.ufig ver
kannten indisch-mittelalterIichen Divisionsmethode. Fast ganz mit letzterer 
stimmt die "symmetrische Division" von C. J. Giesing (Neuer Unterricht in der 
Schnellrechenkunst, D{}beln 1884) iiberein, nur daes Giesing die n{}tigen Sub
traktionen im Kopfe ausfiihrt. Abgesehen von der Verallgemeinerong der 
Methode hat FourilN' das Verdienst, ein Kennzeichen damr gegeben zu haben, 
ob die jeweils gefundene Ziffer des Quotienten zuverlassig iat. 

8) Nach A. Cauchy (Par. C. R. 20, 1845, p. 280) = Oeuvres (1) 9, p. 5, 
der diese Regel in den Par. C. R. 11 (1840), p. 789 = Oeuvres (1) 6, p. 431 auf
gestellt hatte, kommt sie in einem Buche von Berthevin iiber die Anwendung 
der Komplemente in der Arithmetik (1828) vor. 
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so hat man 

ab = a'b' + (a - a') (b - a') = a'b' + (a - b') (b - b'). 
Wahrend diese und ahnliche Methoden komplementarer Multiplikation, 
von denen sich schon im romischen und griechischen Altertum Spuren 
finden 9), nur gelegentlich Vorteil bringen, ist die komplementare 
Division von allgemeiner Anwendbarkeit. Romischen Ursprungs und 
im Mittelalter viel geiibt 10) T ist sie von A. L. Grelle 11) wieder vor
geschlagen und verbessert worden. Auf Grund des Gedankens, dass 
Additionen leichter und sicherer zu vollziehen sind, als Subtraktionen, 
wird statt des Divisors, des sen Produkte mit den einzelnen Zift'ern 
des Quotienten man beim gewohnlichen Verfahren nach und nach 
vom Dividenden abzuziehen hat, die Erganzung des Divisors entweder 
zur nachst hoheren Potenz von 10 oder zur nachst hoheren Zahl mit 
einer einzigen geltenden Zift'er genommen, wodurch die Subtraktionen 
sich in Additionen verwandeln 12). 

3. Umgehung der Division. Zur Verwandlung echter Briiche 
in Dezimalbriiche hat A. Cauchy1!!) folgende Regel gegeben: Nachdem 
auf gewohnliche Weise die zwei odeI' drei ersten Ziffern gefunden 
sind, multipliziere man die erhaltene Gleichung wiederholt mit dem 
Rest und kombiniere die neuen Gleichungen mit der urspriinglichen. 
Man bekommt so bei jedem neueR Schritt ungefahr doppelt so viele 
genaue Ziffern, als vorher bekannt waren. Beispiel: 

1 2 
- =014-· 
7 ' 7 

Diese Gleichung mit dem Rest 2 wiederholt multipliziert, giebt 
2 4 4 8 1 
7 = 0,28'7' 7 = 0,56 7 = 0,57 7 , 

aomit 
1 
'1 = 0,142857142857 ... 

9) M. Cantor, Vorl. lib. Gesch. der Mathem. 1, p.404, 492, 739, 855; 2, 
p. 65 und Register. 

10) M. Cantor, Vorl. lib. Gesch. der Mathem. 1, p. 544, 817 und Register. 
11) J. f. Math. 13 (1835), p. 209. 
12) Man kann, ahnlich wie bei del' "ostreichischen Rechenmethode" (Anm.1), 

das Schreiben der Partialprodukte ersparen, indem man letztere sofort, wahrend 
man sie bildet, im Kopfe addiert, aber es besteht dann derselbe Nachteil, dass, 
wenn im Quotienten die gleiche Ziffer mehrmals auf tritt, das betreffende Partial
produkt ebenso oft auszurechnen ist. 

13) Par. C. R. 11 (1840), p. 847 = Oeuvres (1) 5, p.443; Cauchy geht von 
dem Gedanken aus, dass die Newton'ache Annaherungsmethode zur Auflosung 
numerischer Gleichungen [so I B 3 a, Nr.l0] schon bei linearen Gleichungen an
gewendet werden kann. 
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Nachdem fiir die Division mit gewissen Zahlen, wie 9, mehrfach 
besondere RegeIn gegeben worden waren, hat J. Fontes 14) allgemein 
die Frage untersucht, in wie weit die arithmetische Division entbehr
lich ist, d. h. wie Quotient und Rest der Division einer beliebigen 
Zahl durch eine andere bei geeigneter Bescha:ffenheit der letzteren 
durch einfachere Operationen direkt gefunden werden konnen. 

4:. Beschr8.nkung in den verwendeten Zi1l'ern. Zur Verein
fachung der Multiplikation hat A. Oauchy 16) vorgeschlagen, mindestens 
im Multiplikator statt der Zi:ffern 6, 7, 8, 9 ihre negativen Ergii.n
zungen zu 10 einzufiihren 16), sodass man nur Multiplikationen mit 

2, 3, 4 = 2·2 und 5 = 1~ vorzunehmen oder eigentlich nur noch 

mit 2 und 3 zu multiplizieren und mit 2 zu dividieren hat. Bei der 
Addition und Subtraktion ist der Gebrauch negativer Zi:ffem von ge
ringem Nutzen, bei der Division im allgemeinen nicht zu empfehlen. 
N ach Ed. Oollignon 17) lasst sich die Multiplikation zweier Zahlen auch 
erleichtern durch die (hOchstens drei Glieder erfordernde) Zerlegung 
des einen Faktors in Zahlen, die nur aus den Zi:ffern 0, 1, 2, 5 zu
sammengesetzt sind (z. B. 7289795 = 5200005 + 2100000 - 10210 
= 5255555 + 2022220 + 12020). 

II. Numerische Tafeln 18). 

5. Produktentafeln. Sie werden auch pythagoraische Tafeln 
genannt und haben zwei Eingange fiir die Zahlen x und y, deren 

14) Assoc. fran9. 2t1, Pau 1892, p. 182. Fontes erlautert sein Verfahren 
an der Division durch 99, 37 und 499. 

15) Par. C. R. 11 (1840), p. 796 = Oeuvres (1) 5, p. 438. 
16) Die negativen Ziffern werden iiberstrichen. Die n/5tige Umwandlung 

einer Zahl geschieht, indem man rechts anfangend jede Ziffer, die gr/5sser alB 5 
ist, durch ihre Erganzung zu 10 mit einem Strich dariiber ersetzt und die links 
davon stehende Ziffer um 1 erMht, z. B. 187647 = 21"2453. E. Selling (Eine 
neue RechenmaBchine, Berlin 1887, p. 16) empfiehlt, i, 2, 3, ... zu lesen: miss
eins, mizwei, midrei ... , oder auch: abeins, abzwei, abdrei u. s. w. 

17) Annales ponts chausseeB (7) Ii (1893), 1. sem., p. 790. Ein ahnliches 
Verfahren scheinen iibrigens nach M. Oantor, Vorl. iib. Gesch. der Mathem. 1, 
p. 570, schon die Inder gekannt zu haben. 

18) Es wird nur von Hfilfstafeln die Rede sein, die das Rechnen im all
gemeinen zu erleichtern bestimmt sind, dagegen z. B. nicht von Tafeln fur die 
besonderen Zwecke der Zahlentheorie [So I C]. Monographien: A. De Morgan 
English Cyclopaedia, London 1861, Artikel "Tables"; J. W. L. Glaisker, Report 
of the Committee on mathematical tables (Brit. Assoc. Report 1873), London 
1873. 
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Produkte xy sie enthalten. Wie in den vorhergehenden Jahrhund!lrten, 
bilden sie noch immer das verbreitetste Erleichterungsmittel des Zahlen
rechnens; in der Regel sind sie bei Multiplikation und Division gleich 
gut verwendbar. Ganz abgesehen von den fUr Unterrichtszwecke be
stimmten "Einmaleinstafeln" giebt es schon solche, bei denen ein 
Faktor einstellig ist, der andere nur bis Hundert geht 19). Bis 
10 X 10000 reichten von li.lteren bereits eine Tafel von J. Dodson 
(1747) 20), von neueren zeigen diesen Umfang diejenigen von B. Picarte 
(1861?) 21) und Th. v. Esersky (5. Ausg. 1874) 22). Die obere Grenze 
10x100000 haben C. A. Bretschneider (1841) 23), S. L. Laundy (1865) 24) 
und G. Diakow (1897) 25) gewahlt, wahrend am weitesten in dieser 
Richtung, bis 10X10000000, A.. L. Crelle in seiner wenig bekannten 
"Erleichterungstafel" geht 26), wenn wir von einer in der Anwendung 
sehr umstandlichen Tafel Ok. Z. Slonimsky's 21) mit vollig anderer Ein
richtung absehen, bei der die Zahl der Zift'em des zweiten Faktors 
unbegrenzt ist. 

Den grossten Ruf geniessen mit Recht A. L. 'Crelle's "Rechen
tafeln"28), die alle Produkte bis 1000x1000 in zweckmassiger An-

19) Z. B. die "kleine Produktentafel" der konigl. preuss. Landesaufnahme, 
trigonom. Abteilung, Berlin 1897. 

20) In "The calculator", London. 
21) "Tables de multiplication", s. Glaisher a. a. O. p. 84. 
22) "Ausgefiihrte Multiplikation und Division", St. Petersburg u. Leipzig. 

Ein Anhang gestattet noch, den zweiten Faktor bis 1111111 auszudehnen. 
23) "Produktentafel ... ", Hamburg u. Gotha. 
24) "A table of products ... ", London. 
25) "Multiplikations-TabeUe", St. Petersburg. Sie umfasst 1000 S. quer 

Quart, so viel wie die 100mal so weit reichende "Erleichterungstafel" von 
Grelle 16), Launay's Tafel nur 10 S., Bretschneider's (lIhnlich wie Orelk's eingerich
tete) 100 S. 

26) Berlin 1836. Interessant ist die Vorrede, der zufolge beim Druck der 
Tafel kein Manuskript benutzt worden ist. 

27) Dem J. f. Math. 30 (1846) beigefiigt; ebenda p. 215 Orelle's Erklarung 
und Beweis des zu Grunde liegenden arithmetischen Satzes. V gl. auch Anm. 96. 

28) Sie erschienen zuerst 1820 in zwei Oktavbanden von etwa 900 S.; die 
2., von O. Bremmer besorgte Ausgabe, Berlin 1857 (7. Aueg. 1895, deutsch u. 
franzosiech, 1. englische Ausg. 1897), besteht nur noch aue einem Band mit 
450 S. klein Folio. Auf jeder halben Seite befinden sich die Produkte der 
am Kopfe stehenden (1-, 2- oder 3-ziifrigen) Zahl mit den Zahlen von 1-999, 
wobei leider die durch 10 teilbaren Faktoren nicht beriicksichtigt sind. Die 
Raumersparnis gegenuber der ersten Ausgabe riihrt wesentlich daher, dass 
die zwei letzten, den Produkten einer und derselben Reihe gemeinschaft
lichen Ziifern abgetrennt und in eine besondere Spalte gesetzt worden sind. 
Orelle's Fortschritt ist ein rein technischer, denn die zwar noch sehr unhand-

Encyklop. d. math. Wio •• nlch. I. 60 
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ordnung geben. Wenn in einer Produktentafel die beiden Faktoren 
zur gleichen Hohe ansteigen, kommt jedes Produkt zweimal vor und 
die Tafel nimmt daher nur halb soviel Raum ein, wenn man jedes 
Produkt nur einmal schreibt. Diesen Gedanken haben C. Cario
H O. Schmidt 29) und A. Henselin 29) zur Ausfiihrung gebrachtSO). In 
manchen Fallen erweisen sich Produktentafeln bequemer, bei denen 
ein Faktor sich nur von 1-100 erstreckt, der andere von 1-100081). 

Es gab solche schon im 18. Jahrhundert, z. B. von Ok. Hutton s2); 
neuere Tafeln dieser Art sind die von C. L. Petrick 83), H. Zimmer
mann 84), O. A. Muller 85) und L. Zimmermann 36), wahrend in einer 

lichen Tabulae arithmeticae TIPO:r0A<l>AIPE:rEQ:r universales des Herwarth von 
Hohenburg aus dem Jahre 1610 (Beschreibung und Probe z. B. in Fr. Unger, 
Methodik der prakt. Arithmetik, Leipzig 1888, p. 127) hatten schon dieselbe 
Ausdehnung. 

29) "Zahlenbuch", entworfen von G. Gario, ausgefiihrt u. s. w. von H: G. 
Schmidt, Aschersleben 1896; A. Henselin, "Rechentafel", Berlin 1897. Um das 
durch die veranderte (bei der letzteren Tafel wohl am wenigsten gelungene) 
Einrichtung erschwerte Aufsuchen wieder einigermassen zu erleichtem, sind 
"Registerzettel" angebracht. Dem Vorteile, weniger Raum zu beanspruchen, 
steht bei diesen Tafeln ein (bei langeren Divisionen fiihlbarer) Nachteil gegen
iiber: die Vielfachen einer und derselben Zahl sind in der Regel durch die 
ganze Tafel zerstreut, statt wie bei Grelle auf einer halben Seite bei einander 
zu stehen. 

30) In kleinerem Umfange, wie es scheint, bereits R. Pican'te (1861?); vgl. 
den von Glaisher (Anm. 18), p. 34 angefiihrten Titel: "Tableau Pythagorique, 
etendu jusqu'a 100 par 100, sous une nouvelle forme qui a permis de supprimer 
la moitie des produits". 

31) In der Mitte zwischen diesen und Grelle's Tafeln stehen einige von 
kunstloser Anordnung, bei denen der eine Faktor bis rund 500 anwachst, z. B. 
die 1860 in Oldenburg ohne Verfassemamen erschienenen "Multiplikationstabellen 
aller Zahlen von 1 bis 500", in deren Vorrede auf ein franzosisches Vorbild aus 
dem J. 1805 hingewiesen wird, ferner Oyon, Tables de multiplication, 5eme ed., 
Paris 1886 (2 Bde; im 1. geht der Multiplikand von 2-500, im 2. von 501 
-1000). 

32) Tafel 1 der "Tables of the products and powers of numbers ... ", 
London 1781. 

33) "Multiplikationstabellen, gepriift mit der Thomas'echen Rechen
maschine ... ", erste Lieferung 1-1000, Libau 1875. In den folgenden Liefe
rungen ist der zweite Faktor von 1001-2000, 2001-3000 u. s. w. fortgefiihrt. 

34} "Rechentafel ... ", Berlin 1889. 
35) "Multiplikations-Tabellen ... ", Karlsruhe 1891. Sie sind viel handlicher 

als 84), weil eine ahnliche Anordnung, wie bei Grelle's Rechentafeln beniitzt ist. 
36) "Rechen-Tafeln", Liebenwerda 1895. Durch Absonderung der drei letzten 

Ziffern der Produkte iet grosse Kiirze erreicht - 10 Doppelseiten, statt (wie bei 
den vorhergehenden Tafeln) deren 100 - aber die Produkte konnen selten fertig 
der Tafel entnommen werden, sondern es muss der tiberschuss der Hunderter, 
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grosseren Tafel von L. Zimmermann 37) und derjenigen von J. Riem 88) 
beim einen Faktor ebenfalls 100, beim anderen 10000 als obere Grenze 
genommen ist. Wegen einer Art von zusammensetzbaren Produkten
tafeln vgl. Nr. 12 (Apparate von Slonimsky, Jofe und Genaille). 

6. (Multiplikationstafeln mit einfachem Eingang:) Tateln der 
Viertelquadrate und der Dreieckszahlen. P. S. Laplace hat die Frage 
aufgeworfen, wie durch Beniitzung von Tafeln mit einfachem Ein
gang die Multiplikation auf Addition und Subtraktion zuriickgefiihrt 
werden konne 39).. Er denkt sich xy aus einem oder mehreren Gliedern 
der Form rp (X + Y) gebildet, wo X eine Funktion von x allein, 
Y eine Funktion von y allein bedeutet. Die Annahme xy = rp (X + Y) 
fiihrt zu den Logarithmen [so Nr. 27], wahrend die .Annahme 
xy = rp (X + Y) - rp (X - Y) einerseits die Losung 

1 
xy = 2 [cos (X- Y) - cos (X + Y)] 

mit x = sin X, y = sin Y ergiebt, auf der die, vor der Erfindung der 
Logarithmen beniitzte prosthapharetische Methode 40) beruht, anderer
seits die Losung(1) 

1 
xy = 4" [(x + y? - (x - y)2]. 

der bis zu 9 Einheiten betragen kann, im Kopfe addiert werden, wodurch die 
Sicherheit und Schnelligkeit der Rechnung bedeutend leidet. 

37) "Rechentafeln ... ", grosse Ausgabe, Liebenwerda 1896. Die vier letzten 
Ziffern der Produkte sind abgesondert; zuweilen ist eine Erhohung der vorher
gehenden Ziffer, aber nur um eine Einheit, notig. 

38) "Rechentabellen fUr Multiplikation und Division", Basel 1897. Die 
Produkte sind in drei Teile zerlegt. Durch Beniitzung von Proportionalteilen 
kOnnen auch die Produkte von 2-ziffrigen mit 5-ziffrigen Zahlen gefunden 
werden. Der Hauptunterschied zwischen 37) und 38) besteht darin, dass jede 
Doppelseite in letzterer Tafel die Produkte der am Kopf stehenden 2-ziffrigen 
mit allen 1- bis 4-ziffrigen Zahlen enthiilt, in ersterer die Produkte aIler 1- und 
2-ziffrigen mit hunderl, dieselben Mittelziffern enthaltenden 4-ziffrigen Zahlen. 
Bei der Division mit 2-ziffrigen Zahlen sind deshalb wohl die letzteren, bei 
derjenigen mit 3- oder 4-ziffrigen Zahlen die ersteren vorleilhafter. 

39) Sur la reduction des fonctions en tables, J. ec. pol. 8, cah. 15 (1809), 
p.258. 

40) S. M. Cantor, Vorl. iib. Gesch. der Mathematik 2, p.454; A. v. Braun
muhl, Zeitschr. Math. Phys. 44, 1899, Suppl. p. 15. 

41) J. J. Sylvester hat im Phil. Mag. (4) 7 (1854), p.430 die Ausdehnung der 
zweiten Formel, J. W. L. Glaisher ebenda (5) 6 (1878), p. 331 diejenige der 
ersten auf n l!'aktoren gegeben (weniger aIlgemein beide Arlen von Formeln 
schon bei J. IJ. Gergonne, Ann. de math. 7 (1816/1817), p. 157). Im FaIle n = 3 
ist z. B. 

60* 
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Den Gebrauch dieser Formel unter Zuhiilfenahme einer Quadrattafel 
hatte schon 1690 L. J. Ludolff4'A) gelehrt; eine Vereinfachung, der 
Schreibweise 

(x + y)1 (x - y)1 
xy= 4 - 4 

entsprechend, brachten die Tafeln der Viertelquadrate 48). Eine solche, 
bis zum Argument 20000 gehende Tafel gab zuerst A. Voisin 1817 
heraus«). Ebenso weit reichten die Tafeln yon J. A. E. Biilrger 45), 

und J. J. Centnerschwer 46), dagegen bis 30000 die yon J. Ph. Kulik 47), 

bis 40000 die von J. M. Merpaut 48), bis 100000 die yon S. L. Laundy 49). 
Die beste Tafel der Viertelquadrate hat J. Blater herausgegeben 50). 
Sie geht bis 200 000, liefert also noch die Produkte 5-ziffriger Fak
toren bis auf die letzte Stelle genau. Eine derartige Tafel wird 
namlich in Stand setzen, zwei Zahlen mit n Ziffern zu multiplizieren, 
wenn ihre Summe, deren obere Grenze 2 ·10" betragt, sich noch im 
Eingang der Tafel findet. Nach J. W L. Glaisher 51) leistet eine halb 
so umfangreiche Tafel der Dreieckszahlen dieselben Dienste; denn ist 

T", die zu x gehOrige Dreieckszahl, d. h. T", = ~ x (x + 1), so hat man 

xy = T", + T,,_l- T",-u = T"'-l + T" - T",-v-l, 

24 abc = (0. + b + c)B_(b + c- 0.)3_(e+0. - w- (0. + b _C)3, 
Bowie 

4sina· sinb· sine 

= sin(b +e-a) +8in (c+ a- b) + sin (o.+b - e) - sin (0. +b + c), 
oder 

4 cos a . cos b . cos e 

= c08(a+ b + c)+ cos (b + c - a) +C08 (e+ 0. - b) + cos (a + b - c). 

42) "Tetragonometria Tabularia", Lipsiae 1690. 

43) Der bei ungeradem Argument auftretende Bruch ~ wird immer weg

gelassen, sodass die eigentlich dargestellte Funktion unstetig ist, namlich 
f(2 x) -== Xl, f(2x + 1) = Xl + x. 

44) "Tables des multiplications ... ", Paris 1817. 
45) "Tafeln zur Erleichterung in Rechnungen ... ", Karlsruhe 1817. 
46) "Neu erfundene Multiplikations- und Quadrat-Tafeln", Berlin 1825. 
47) "Neue Multiplikationstafeln", Leipzig 1852. 
48) "Tables Arithmonomiques", Vannes 1832 (Arithmonome = Viertel

quadrat). 
49) "Table of Quarter-squares ... ", London 1856. 
50) "Tafel der Viertel-Quadrate", Wien 1887. Durch verschiedene Kunst

griffe in der Anordnung hat sie auf 200 Quartseiten zusammengedrangt werden 
konnen; eine dasselbe leistende Produktentafel nach Art der Crelle'schen wiirde 
10 000 Foliobande umfassen. 

(1) Nature 40 (1889), p. 575. 
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in welcher Formel kein grosseres Argument, als die grossere der' ge
gebenen Zahlen vorkommt 52). Eine fiir diese Anwendung bestimmte 
Tafel der Dreieckszahlen von 1-100000 hat A. Arnaudeau 58) be
rechnet. Zum Dividieren eignen sich die Tafeln der Viertelquadrate 
und der Dreieckszahlen nicht. 

7. Quotienten- und Divisionsta.feln. Tafeln zur Verwandlung 
gemeiner echter Briiche, die nicht bei einer bestimmten Anzahl von 
Dezimalen stehen bleiben (iiber derartige s. Nr. 33), sondern jedesmal 
die Periode des Dezimalbruchs vollstandig enthalten, giebt es von 
F. W. O. Bierstedt 54), H. Goodwyn 55) und K. Fr. Gauss 56). 

Unter dem Namen "Tafeln der konstanten Ziffern" hat F. Oalza 57) 

Hiilfstafeln im Entwurf bekannt gegeben, die das Dividieren mit 3-
und 4-ziffrigen Zahlen auf unbedeutende Additionen und Subtraktionen 
zuriickf'rlhren, ja noch bei 5- bis 12-ziffrigem Divisor anwendbar sind. 

52) LapZace (Anm. 39) kennt diese Losung nicht. Sie hat den Mangel, 
dreimaliges Eingehen in die Tafel notig zu machen, um welchen Preis, wie 
GZaisher selbst bemerkt, mit einer Tafel der Viertelquadrate oder noch besser 
der halben Quadrate dasselbe zu erreichen ware, wenn man die Formel 

1 1 1 
ab = -at + -b l - -(a-b)! 

2 2 2 
zu Grunde legte. 

53) Bis jetzt ist nur ein Bruchsttick mit Erlauterungen unter dem Titel 
"Tables de triangulaires de 1 it 100000 ... ", Paris 1896, veroft'entlicht. Die 
einzige altere Tafel scheint die von E. de JoncO'lJlrl, De natura et praeclaro usu 
simplicissimae speciei numerorum.trigonalium ... , Hagae Comitum 1762, zu sein, 
welche bis 20000 geht. 

54) "Dezimalbruch-Tabellen ... ", 1. Teil, die Briiche vom Nenner 1 bis zum 
Nenner 300 enthaltend (mehr nicht erschienen), Fulda 1812. 

55) "Table of circles ... ", London 1823; giebt nur die Zift'ern der Periode, 
die bei der Division einer ganzen Zahl durch eine ganze Zahl unter 1024 auf
tritt: sie wird durch die "Tabular series of' decimal quotients ... " (8-stellig), 
London 1823, erganzt. S. GZaisher (ADm. 18) p. 31, wo auch zwei kleinere Tafeln 
desselben Verfassers aus dem J. 1816 besprochen sind. 

56) "Tafel zur Verwandlung gemeiner Briiche mit Nennern aus dem ersten 
Tausend in Dezimalbriiche", Werke 2, p. 412-434, Gottingen 1863. Zum Ge
brauch der Tafel sind Kenntnisse aus der (elementaren) Zahlentheorie notig. 
Ein Teil findet sich als tabula ill in den Disqu. arithm., Lipsiae 1801 (s. 
K. Fr. Gauss' Untersuchungen tiber hOhere Arithmetik, deutsch hrsg. von 
H. Maser, Berlin 1889), woselbst in Art. 316 die Erklarung. 

57) "Saggio di calcolazione rapida per mezzo delle tavole delle cifre 
costanti", Napoli, Bideri (1893?). Eine Probe nebst Erklarung giebt G. O. Bara
velli, Nota su alcuni aiuti alIa esecuzione dei calcoli numerici, Roma 1895, p.19; 
in verbesserter, auch zur Multiplikation geeigneter Form in Zeitschr. Math. Phys. 
44 (1899), p. 50. 
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8. Tafeln der Quadrate, Kuben und hoheren Potenzen. Tafeln 
der Quadrate aller ganzen Zahlen bis zu einer gewissen Rohe, mit 
denen gewohnlich Tafeln der Kuben in mehr oder weniger enger Ver
bindun:g zusammen vorkommen 68), sind fast so aIt und zahlreich wie 
Produktentafeln. In vielen Tafelsammlungen und Taschenbiichem 69) 
findet man (um von noch kleineren Tafeln abzusehen) die Quadrate 
und Kuben der Zahlen bis 1000, in nicht wenigen Tafeln auch bis 
10000 60). Bis zum Quadrat von 27000 und Kubus von 24000 ging 
G. A. Jahn 61). Die ausgedehntesten Tafeln dieser Art haben wir von 
J. Ph. Kulik 62); sie enthalten die Kuben sowohl als die Quadrate 
alIer 1- bis 5-ziffrigen Zahlen, gehen also, was die Quadrate betrifft, 
zwar nicht iiber L. J. Ludolff's Tetragonometria tabul~ia42), bei den 
Kuben dagegen iiber die friiheren Tafeln bedeutend hinaus. Quadrate 
bis zur gleichen Rohe konnen auch mittelst der Tafel der Viertel
quadrate von J. Blater 60) sehr leicht bestimmt werden. E. Duhamel 68) 
hat ein Tableau herausgegeben, das die Quadrate der Zahlen bis 
Tausend direkt, diejenigen der Zahlen bis 1 Milliarde mittelst weniger 
Additionen und Subtraktionen linden lasst. 

Den hOheren Potenzen von 2, 3 und 5 sowie den ersten 9 oder 
10 Potenzen der Zahlen von 1 bis 100 begegnet man in mehreren 
Tafelsammlungen: erstere hat z. B. G. Vega 64) und in Entlehnung 
von ihm J. Hiil<;se 65) bis 246, 336, 527, letztere ausser den genannten 

58) Auch Tafeln der Quadrat- und Kubikwurzeln; tiber diese, wie tiber 
Tafeln der auf eine bestimmte Zahl von Stellen verktirzten Qqadrate oder 
hoheren Potenzen s. Nr. 84 u. 86. 

59) Z. B. in J. A. Hiilsse, Sammlung mathem. Tafeln, Leipzig 1840 und 
dem "Taschenbuch der Mathematik" von W. Ligowski, Berlin 1867, 3. Auf!. 1893. 

60) Wegen ihrer Korrektheit hervorgehoben werden z. B. die dem "Manuel 
d' Architecture ... " von M. Seguin aint~ (Paris 1786) angehangten, sowie die 
"Tables of squares, cubes ... " von P. Barlow, London 1840. Die altesten Qua
drat- und Kubiktafeln dieses Umfangs scheinen die dem Werke "De centro 
gravitatis" von P. Guldin, Viennae 1635, beigeftigten zu sein. 

61) "Tafeln der Quadrat- und Kubikwurzeln aller Zahlen von 1 bis 25500, 
der Quadratzahlen alIer Zahlen von 1 bis 27000, der Kubikzahlen aller Zahlen 
von 1 bis 24000", Leipzig 1889. 

62) "Tafeln der Quadrat- und Kubik-Zahlen alIer natiirlichen Zahlen bis 
Hunderttausend ... ", Leipzig 1848. Die Eingiinge sind fiir die Quadrat- und 
Kubikzahlen, welche neben einander stehen, gemeinsam. Die sehr gedrangte 
Anordnung hat mit der von Grelle's Rechentafeln Ie) Ahnlichkeit. 

63) "Carres et racines carrees", Marseille, Barthelet et Co., ohne Jahreszahl 
(1896?). 

64) "Logarithmisch-trigonometrische Tafeln" 2, 2. Auf!., Leipzig 1797. 
65) "Salllllliung mathematischer Tafeln", Leipzig 1840. Die Potenzen von 
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Oh. Hutton 32) und P. Barlow 66). Eine besondere Tafel der 12 ersten 
Potenzen del' Zahlen von 1 bis 1000, von J W. L. Glaisher 67) be
reebnet, ist stereotypiert (1874), aber bis jetzt nieht verofl'entlieht 
worden. 

9. Faktoren-(Divisoren-)Tafeln. Nieht bIos in der Zahlen
theorie [I C 1, Nr.9], sondern aueh beim gewohnliehen Reehnen (be
sonders mit grossen Zahlen) leisten mitunter Tafeln, die entweder 
aIle einfachen Teiler oder wenigstens den kleinsten Teiler alIer Zahlen 
(allenfalls mit Ausnahme del' dureh 2, 3 oder 5 teilbaren) bis zu 
mogliehster Hohe angeben, tre:ffliehe Dienste. Vor Beginn des 19. 
Jahrhunderts war am weitesten A. Felkel 68) gekommen. L. Ohernac 69) 

verofl'entlichte dann die einfachen Teiler del' Zahlen bis 1020000, 
J. Oh. Burckhardt 70) die kleinsten Teiler del' Zahlen del' 3 ersten 
Millionen, wahrend diejenigen der 7., 8. und 9. Million (die letzte 
nieht volIstandig) auf Gauss' Veranlassung von dem Rechenkunstler 
Z. Dase 71) bereehnet und nach dessen Tode (die 9. Million von 
H. Rosenberg erganzt) herausgegeben wurden. Die Lucke von 3-6 
Millionen hat J. Glaisher 72) endgultig ausgefiillt. Wahrend nieht 
einmal die 10. Million gedruekt vorliegt, befindet sich im Besitz der 
Wiener Akademie als Manuskript eine den Zahlenraum von 3-100 

2 bis 2144 kommen nach Glaisher (Anm. 18) bei J. Hill, Arithmetic 1745, jede 
12. Potenz von 2 bis 2m bei W. Shanks, Contribution to Mathematics ... , 
London 1853, VOl'. 

66) "New Mathematical Tables ... ", London 1814. 
67) S. Glaisher (Anm. 18), p. 29. 
68) "Tafel aUer einfachen Faktoren del' durch 2, 3, 5 nicht teilbaren Zahlen 

von 1 bis 10000000; 1. Teil, enthaltend die Faktoren von 1 bis 144000 ... ", 
Wien 1776. Del' 2. und 3. Teil (bis 336000 bezw. 408000) iet nul' in wenigen 
Abdriicken erhalten geblieben. 1m Manuskript hatte Felkel die Tafel bis 
2 Millionen fertig. 

69) "Cribrum arithmeticum ... ", Daventriae 1811. 
70) "Tables des Diviseurs pour tous les nombres du deuxieIDe million ... ", 

Paris 1814; " .... troisieme million ... ", Paris 1816; " ... premier million ... ", 
Paris 1817. 

71) "Faktorentafeln fiir aHe Zahlen del' siebenten Million, .. ", Hamburg 
1862; die achte Million erschien 1863, die neunte 1865. 

72) "Factor table for the fourth million", London 1879; fifth million 1880; 
sixth million 1883. A. L. Crelle und J. Ok. Burckhardt hatten diesen Teil eben
falls berechnet. Mehr als irgendwo scheint auf diesem Gebiet durch Wieder
holung schon gethaner Arbeit Zeit und Kraft verschwendet worden zu sein. 
V gl. P. Seelhoff, Geschichte del' Faktorentafeln, Arch. Math. Phys. 70 (1884), 
p.413. 
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Millionen umfassende Faktorentafel, ein von J. Ph. Kulik 7S) hinter-
111 "'senes Riesenwerk. 

Leicht zugangliche kleinere Faktorentafeln sind u. a. die in 
H. Zimmermann's RechentafeP4) (his 1000), in J. Hoiiel's Tables de 
Logarithmes 74) (bis 10841) und in J. A. Hiilsse's Sammiung mathe
matischer Tafein 75) (bis 102000). 

ID. Rechenapparate und -Maschinen. 

Monographieen mit Abbildungen: M. d'Ocagne, Le calcul sim
plifie par les procedes mecaniques et graphiques [extrait des Annales 
du Conservatoire des Arts et Metiers (2) 5, 6, 1893-1894], Paris 
1894. - W. L von Bohl, Apparate und Maschinen zur mechanischen 
Ausfiihrung arithmetischer Operationen (russisch), Moskau 1896. -
Viele Beschreibungen und Abbildungen enthalt auch: W. Dyck, Katalog 
mathem. und mathem.-physikal. Modelle, Apparate und Instrumente, 
Munchen 1892, Nachtrag Munchen 1893. 

Mechanische Vorrichtungen, die bestimmt und geeignet sind, 
dem Rechner einen kleineren oder grosseren Teil seines Geschiiftes 
abzunehmen und so nicht nur eine Erspamis an geistiger Arbeit, 
sondem auch eine grossere Sicherheit und Schnelligkeit herbei
zufiihren, giebt es heute in uberraschender Zahl und Mannigfaltig
bit. Die eigentlichen Rechenmaschinen insbesondere haben eine grosse 
Bedeutung erlangt und sind zu einem unentbehrlichen Werkzeug von 
nicht geringer und stetig zunehmender Verbreitung 76) geworden; auf 
weiten Gebieten haben sie die Anwendung der rechnenden Mathematik 

73) S. Kulik's kurze Mitteilung in den Prager Abh. d. i!ohm. Ges. d. W. (5) 
11 (1860), p. 24, Fussnote, sowie Petz1)a7:s Bericht, Wien. Ber. 53! (1866), p. 460. 
Um Raum zu sparen, bezeichnet Kulik (ahnlich wie Felkel) die Teiler nicht durch 
Ziffem, sondern durch Buchstabenverbindungen, deren Bedeutung einem Schliissel 
zu entnehmen ist. 

74) Paris 1858; nur die kleinsten Teiler der durch 2, 3, 5 und 11 nicht 
teilbaren Zahlen. 

75) Leipzig 1840; die betr. Tafel geht auf G. Vega 6 () oder eigentlich 
J. H. Lambert, Zusatze zu den logarithm.-trigonom. Tabellen ... , Berlin 1770 
zuruck. Ihre Einrichtung ist fur spatare (Burckhardt, Dase, Glaisher) vorbild
lich gawesan. 

76) In der Litteratur kommen mehr als 120 verschiedene Konstruktionen 
vor. Mogen auch die meisten davon nur in Zeichnungen oder Modellen vor
handen sein, also ihre Lebensfahigkeit nicht bewiesen haben, so betragt doch 
die Zahl der ausgefiihrten Rechenmaschinen (deren grosster Teil nur ganz 
wenigen Systemen angehOrt) immerhin 4000, wahrend am Ende des 18. Jahr
hunderts kaum uber 15 Arten mit etwa 30 Exemplaren zu zahlen waren. 
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in der jetzigen Ausdehnung erst ermoglicht und manche wissenschaft
liche Unternehmung ware ohne ihre Hiilfe wahrscheinlich nicht in 
Angriff genommen worden; ja sie fangen an, auf die Gestaltung ge
wisser Formeln und Berechnungsweisen einen bestimmenden Einfluss 
zu iiben, so wie es friiher die Logarithmen gethan haben. 

Die auf dem fraglichen Gebiete im 19. Jahrhundert erzielten 
Fortschritte sind von zweierlei Art. Abgesehen davon, dass wegen 
Unkenntnis der friiheren Leistungen nicht wenige Erfindungen sich 
des ofteren wiederholt haben, galt es in erster Linie, das Dber
kommene technisch durchzubilden und zum wirklichen Gebrauch ge
eigneter zu machen 77); auf der anderen Seite sind auch eine Fiille 
wesentlich neuer Gedanken aufgetaucht und teilweise zur Durch
fiihrung gelangt. Die Entwicklung ist noch nicht abgeschlossen, 
sondern in den letzten Jahrzehnten und Jahren wieder in lebhaften 
Fluss gekommen. 

Vorrichtungen, die nur Zwecken des Unterrichts dienen, namlich 
Begriffe und Verfahren des gewohnlichen Rechnens veranschaulichen 
sollen, aber trotzdem falschlicherweise oft Rechenmaschinen genannt 
werden, bleiben im folgenden von der Betrachtung ausgeschlossen. 

Die Grenze zwischen Rechenapparaten und Rechenmaschinen wollen 
wir in der Weise ziehen, dass wir automatische Zehneriibertragung 
[so Nr. 11 und Nr.14:], ausser dem Vorhandensein von Mechanismen 
iiberhaupt, als wesentlich fiir letztere ansehen. 

a. Rechenapparate. 

10. Rechenbrett (Abacus). Das Rechenbrett - ;, it~a; der 
alten Griechen, abacus der Romer - mit auf parallelen Drahten, 
Stab en oder in Rinnen verschiebbaren Kugeln, Knopfen oder dergl. 
zur mechanischen Ausfiihrung der Addition und Subtraktion, wurde 
bei uns noch im 17. Jahrhundert zum ernstlichen Rechnen beniitzt78), 

scheint aber seine Bedeutung fiir Westeuropa endgiltig verloren zu 
haben 79). In Russland dagegen ist es unter dem Namen Stschoty 80), 

77) In dieser Beziehung sei schon hier bemerkt, dass die wichtigsten Kon
struktionsteile der heute verbreitetsten Rechenmaschinen am Ende des 17. Jahr
hunderts von G. W. Leibniz erdacht worden sind. 

78) M. Cantor, Vorles. lib. Gesch. der Math. 1, p. 120, 493 u. Register. -
Indem der Rechnende die einzelnen Summanden - mit den hochsten Stellen, 
wie beirn Sprechen, beginnend - der Reihe nach aufstellt, erhalt er zugleich 
die Summe. 

79) Bei der auf Anregung von J. V. Poncelet, welcher als Kriegsgefangener 
in Russland (1812-1814) das Rechenbrett kennen gelernt hatte, erfolgten Ein-
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bei den Chinesen als sUlin-pan (Rechenwanne), bei den Japanern als 
Soro-BanSl) noch in aligemeinem Gebrauch. G. von der GalJelentz hat 
die Verwendbarkeit eines Rechenbrettes allgemeinerer Form beim 
Reehnen in nicht-dekadisehen Zahlensystemen gezeigt81l). 

11. Sonstige Additions- (besw. Subtraktions-)Appara.te ohne 
selbstthii.tige Zehneriibertragung. Beim Reehenbrett, wo die Ein
heiten der verschiedenen Ordnungen durch Kugeln dargestellt sind, 
ist es beim Setzen oder Addieren einer Zahl notwendig, die den 
einzelnen Ziffern entsprechenden Anzahlen von Kugeln, weiligstens 
durch schnelles Uberblieken, wirklich zu zahlen. Bei den folgenden 
Apparaten dagegen, welehe V orstufen der Additionsmaschinen bilden 
[so Nr. 15], sind im einfachsten FaIle die natiirlichen Zahlen bis zu 
irgend einer Hohe in gleichen Zwischenraumen auf einer geraden 
oaer in sich beweglichen krummen Linie angebracht, wobei als Trager 
der so erhaltenen Skala u. a. ein Stab, ein Band, eine kreisformige 
Scheibe genommen sein kann. Das Weiterzahlen oder Addieren ge
schieht dann entweder durch Fortbewegen eines Zeigers an der Skala 83), 
oder umgekehrt durch Bewegung der Skala (z. B. unter einem Fenster, 
in welehem immer nur eine Zahl derselben erscheint), und kann -
worin der Hauptunterschied gegeniiber dem Reehenbrett liegt - dureh 
Beniitzung einer zur ersten kongrue-nten Skala zu einem rein mecha
nisehen gemacht werden 84). 

fiihrung desselben in die Schulen ist es zu einem Anschauungsmittel herah
gesunken. Neuere Versuche, ihm wieder Eingang in die Praxis zu verschaffen 
(vgl. A. R. von Loehr, Osterr. Eisenbahnzeitung 1897, p. 9), werden schwerlich 
ein besseres Ergebnis haben; auch ware zu erwagen, ob die russische Form mit 
10 Kugeln, oder die chinesisch-japanische mit 6 oder 7 Kugeln in jeder Reihe, 
von denen 5 je Eins, die iibrigen je Fiinf bedeuten, den Vorzug verdient. 

80) Dieses Wort iet plurale tantum. Wegen einiger Abarten, die zur An
wendung beim Multiplizieren und Dividieren vorgeschlagen worden sind, vgl. 
von Bohl p. 8, 9. 

81) tIber das Rechnen damit (einschliesslich des Ausziehens von Wurzeln) 
vgl. A. Westphal, Mitteilungen der deutschen Gesellsch. f. Natur- u. Viilker
kunde Ostaslens in Tokio, 1875, Heft 8, p. 27. 

82) Arch. Math. Phys. (2) 11 (1892), p. 213. 
83) Ein ahnlicher Gedanke findet sich schon im Anfang des 14. Jahr

hunderts bei dem Rechenbrett von Jean de Murs (oder de Meurs) , s. Alfred 
Nagl, Zeitechr; Math. Phys. 34 (1889), Suppl. p. 141. 

84) Der Gedanke, die Addition durch Verschieben eines gleichmassig ge
teilten Maseetabes an einem zweiten auszufiihren, ist unbekannten Ursprungs, 
aber jedenfalls alt. J. C. Houzeau, Fragment II sur Ie calcul numerique, Brux. 
Bull. (2) 40 (1875), p. 74, empfiehlt die "addition au ruban", welche in Bank
hausern angewendet werde: man misst mit einem Massstab an einem ebenso 
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Zusammengesetzte Apparate dieser Art, welche z. B. fiir die Einer, 
Zehner u. s. w. je eine besondere Skala besitzen, ermoglichen auch 
die Addition vielziffriger Zahlen. So besteht der Apparat von Kummer 
(1847) 85), wie verschiedene altere 86) und neuere, aus parallelen, in 
Nuten verschiebbaren Stabchen, derjenige von Lagrous (1828) 81) aus 
konzentrischen Kreisringen, der von Djakoff88) und der ;,Ribbon's 
Adder" 89) von Ch. Webb aus Bandern, die tiber Rollen laufen. Der 
wunde Punkt ist die sogenannte Zehneriibertragung: Wird z. B. 7 zu 
46 addiert durch Weiterbewegen der auf 6 stehenden Einerskala um 
7 Stellen, so wird der Apparat nur 43 zeigen, wenn der Rechner 
nicht mit der Hand die notige Erhohung der Zehner um eine Ein
heit ausfiihrt. Oft ist nur eine Regel gegeben, wie man sehen kann, 
ob eine Zehneriibertragung stattfinden muss; letztere erfolgt mecha
nisch bei dem oben genallnten Apparat von Kummer, dessen Ein
richtung auch einen Bestandteil mehrerer Arithmographen (z. B. der 
von Troncet und Bollee, s. N r. 13, bes. Fig. 3 bei R) bildet. 

Mit den meisten dieser Apparate, die alle nur ein verhaltnis
massig langsames Arbeiten gestatten, lasst sich auch subtrahieren, 
indem man die bei der Addition notigen Bewegungen umkehrt. 

12. Multiplikations- und Divisionsapparate. Zuerst seien, vie!
fach nur als elementare Unterrichtsmittel gedachte, schon in friiheren 
Jahrhunderten haufige und immer wieder in neuen Formen auf
tauchende Apparate von geringer Bedeutung erwahllt, bei denen eine 
fertige Produktentafel [so Nr. 5], meist kleinen Umfangs, auf einen 
Schieber oder die Mantelfliiche eines Prismas odeI' Cylinders geklebt 
odeI' auf Rollen gewickelt ist und gem ass den Werten der Faktorell 
so bewegt werden kann, dass an einer zum Ablesen bestimmten Stelle 
das gesuchte Produkt erscheint 90). 

Bemerkellswerter sind J. Neper's Rechenstabchen (virgulae nume-

geteilten Bande weiter. Ein Messband ist auch in dem Apparat von L. Rei
mann, D. R. P. (= deutsches Reichspatent) Nr. 45482 (1888) beniitzt. 

85) von Bohl p. 14. 
86) Z. B. der von G. Gaze (1720), s. M. d'Ocagne p. 6. 
87) Soc. d'Encour. Bull. 1828, p. 394. 
88) von Bohl p. 191. 
89) Dyck's Katalog, Nachtr. p. 5, Abb. bei von Bohl p. 25. 
90) Eines unter 8ehr vielen Beispielen: Rechenapparat "Zeus" von Edm. 

Schneider-Miinchen (Walzenform). Bei Fr. S6nnecken's Apparat D. R. P. Nr.51445 
(1889) deutet ein Zeiger auf das Produkt, wenn zwei andere Zeiger auf die 
Faktoren gestellt worden sind. - Natiirlich k6nnen auch andere Tabellen mit 
einfachem oder doppeltem Eingang entsprechend eingerichtet werden. 
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ratrices) 91), die nebst den zahlreichen Abarten, die schon im 17. und 
18. Jahrhundert ersonnen wurden, im 19. Jahrhundert verschiedene 
Auferstehungen erlebt haben 92). Sie konnen als eine durch Zer
schneiden in Streifen beweglich gemachte Einmaleinstafel betrachtet 
werden und fiihren die Multiplikation einer Zahl von beliebig vielen 
Ziffern, welche man aus den betreffenden Stabchen zusammenzusetzen 
hat, mit einer der Zahlen 2 bis 9 auf eine Addition einziffriger Zahlen 
zuriick. Einen wesentlichen Fortschritt zeigen die Apparate von 
Slonimsky (1844) 93), Jofe (1881) 94) sowie H. Genaille und Ed. Lucas 
(1885) 95) (Fig. 1), da bei denselben keine Addition mehr notig ist; 

Fig. 1. Reglettes multiplicatrices 
von Genaille und L~tcas. 

Fig. 2. Reglettes multisectrices 
von Genaille und Lucas. 

jede Zusammenstellung cler Stab chen giebt hier eine fertige Produkten
tafeI 96). Von ahnlicher Einrichtung wie die reglettes multiplicatrices 

91) Ende des 16. Jahrh. erfunden. Zuerst beschrieben in: Rabdologiae seu 
numerationis per virgulas libri duo ... , Edimburgi 1617; Abb. d'Ocagne p. 8, 
von Bohl p. 29. 

92) Eine der neuesten Ausgaben ist z. B. J. Blater's "Erleichterungstafel", 
Wien 1889. - Wegen sonstiger neuerer und alterer Formen vgl. von Bohl 
p. 29-32 und die Zusammenstellung von Dr. Roth, Soc. d'Encour. Bull. 1843, 
p. 415. Fast jedes Jahr werden Apparate dieser und der vorhergehenden Art 
patentiert. 

93) J. f. Math. 28 (1844), p. 184. Die Beschreibung ist ungenugend, lasst aber 
vermuten, dass der Apparat aus Stabchen derselben· Art bestand, wie der 
spatere von Jofe; ausserdem hatte er einen Mechanismus filr das schnelle Ver
bring en der Stabchen in die richtige Ordnung. 

94) von Bohl p. 194. 
95) "Reglettes multiplicatrices", Paris, Eugene Belin. 
96) Jofe (und vermutlich auch Slonimsky) hat bedeutend mehr Stabchen 

notig, als Genaille und Lucas, wogegen die Ziffern des gesuchten Produkts bei 
seinem Apparat immer in gerader Linie stehen, wahrend bei demjenigen der 
zuletzt genannten die Einer, Zehner u. s. w. durch ein eigentumliches Ablese-
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sind die "reglettes multisectrices" (Fig. 2) von Genaille und Lucas 97), 
welche den Quotienten und Rest der Division einer beliebig-ziffrigen 
Zahl durch eine einziffrige mittelst blossen Ablesens :linden lassen. 

Mehrziffrigen Multiplikatoren angepasst sehen wir Neper's Ge
danken in Ad. PO'ppe's "Arithmograph" 98), in dem "Calculateur" von 
H Genaille 99) und dem "Tableau multiplicateur-diviseur" von Leon 
BoUee 100). Bleibt bei diesen Apparaten die Addition der von ihnen 
gelieferten Partialprodukte noch dem Rechner uberlassen, so wird 
das fertige Ergebnis der Multiplikation oder Division zweier beliebi
gen mehrziffrigen Zahlen durch successives Ablesen erhalten bei dem 
eine Verallgemeinerung der reglettes multisectrices darstellenden "Arith
mometre" von H. Genaille 101), gleichsam einer zusammensetzbaren 
Multiplikations- und Divisionstafel, die, was den Umfang der Leistungen 
betrifft, von keiner gedruckten erreicht werden kann. 

13. Arithmographen fUr aIle vier Spezies. Die hier zu be
sprechenden Apparate sind aus einer Vorrichtung fur Multiplikation 
und einer solcIleit fur Addition bezw. Subtraktion zusammengesetzt. 
So :linden wir eine Produktentafel in Verbindung mit einem Rechen
brett bei Th. v. Esersky (1872) 102), in Verbindung mit Additions
schiebern nach Art derjenigen von Kummer (s. Anm. 85) bei Troncet 
(1891) lOS); dagegen Neperstabchen mit einem Rechenbrett vereinigt 

verfahren, bei dem man (a. das Beispiel 42457 x 8 = 339656 in Fig, 1) rechts 
oben anfangend den Spitzen der nach links gerichteten Dreiecke zu folgen hat, 
der Reihe nach beatimmt werden mussen. Es beruhen diese Apparate auf 
demaelben arithmetischen Satze, welcher auch der Multiplikationstafel von Slo
nimsky (s. Anm. 27) zu Grunde liegt, die Umsetzung des mathematischen Ge
dankens in einen Apparat ist aber in diesem FaIle erfolgreicher gewesen. 

97) Paris 1885, Eugene Belin. Linka oben beginnend und den Linien 
folgend Hest man in Fig. 2 ab 97180: 7 = 13882, Rest 6. 

98) Beschreibung Frankfurt a. M. 1876, a. auch Dingler's polyt .. J. 223 
(1877), p. 152; von Bohl p. 38. Es ist nicht die gewohnliche, sondern die ge
ordnete Multiplikation (s. Nr. 1) zu Grunde gelegt, weshalb der eine Faktor in 
umgekehrter Ordnung der Ziffern aus Stabchen gebildet werden muss. In der 
Handhabung weniger einfach, als die folgenden Apparate. 

99) Assoc. fran9. 20\ Marseille 1891, p. 159; 23 2, Caen 1894, p. 272. 
100) Soc. d'encouragem. Bull. 1895, p. 985. Entsprechend den Ziffern der 

beiden Faktoren sind wagerechte und senkrechte Schieber auszuziehen, worauf 
die in den Offnungen erscheinenden Partialprodukte in diagonaler Richtung 
addiert werden mussen. 

101) Assoc. fran9.24\ Bordeaux 1895, p. 179; s. auch d'Ocagne p. 12-13. 
102) von Bohl p. 12. 
103) von Bohl p. 19. 
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bei Michel Rous (1869) 104), mit Additionsschiebern nach Art del' 
Kummer'schen bei Eggis (1892) 105). Eine organische Vel'bindung del' 
beiden Teile zeigt iedoch erst del' "Arithmographe" von Leon Bollie 

Fig. 3. Arithmograph von Bollee. 

(Fig. 3) 106), del' auf del' Gl'enze del' eigentlichen Rechenmaschinen 
steht (hinter del'en Leistungen el' allerdings we it zuriickbleibt), da 
aIle l~echnungsarten sich mechanisch mit ihm ausfiihren lassen 

b. Rechemnaschinen. 

Es lasst sich nicht umgehen, im folgenden libel' die innere Ein
l'ichtung von Rechenmaschinen zu sprechen. J edoch wollen wir tech
nische Einzelheiten so viel als moglich bei Seite lassen und uns auf 
das beschl'al1kel1, was notig ist, um die Wirkungsweise im ganzen 
zu verstehen. 

104) Soc. d'enc. Bull. 1869, p. 137; das Hechenbrett hat in jeder Heihe 
nur 4 Einerkugeln und 1 oder 2 Fllnferkugeln. 

105) v. Bohl p. 33. Die "machine arithmetique" von Gdllet (1678) bestaud 
ebenfalls aus Neperstabchen in Verbindung mit Additionsscheiben ohne auto
matische Zehneriibertragung; s. J. Lettpold, Theatrum al'ithmetico-geometl'icum, 
Leipzig 1727, p. 26. 

106) Soc. d'enc. Bull. 1895, p. 977, 985; s. auch die deutsche Patentschrift 
Nr. 82963. Bemel'kenswel't ist, dass die Partialpl'odukte, derer man beim Mul
tiplizieren bedal'f, nicht, wie bei den Neperstabchen, durch Ziffel'll angegeben 
sind, sondern ihrem Werte nach durch die Stellung zu den Additionsschiebern 
eingefiihrt werden. 
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a. Maschinen fiir die gewohnlichen Re chn ungsarten. 

14. Zahlwerk. Wie das Zahlen die Grundlage des Rechnens, so 
bildet ein Zahlwerk den Hauptbestandteil einer jeden Rechenmaschine. 
Dasselbe ist in del' Regel dem dekadischen Zahlensystem angepasst 
und dementsprechend aus je einem Element fiir die Einer, Zehner, 
Hunderter u. s. w. zusammengesetzt 107). Die Elemente sind gewohn
lich cylindrische Scheiben 108), auf deren ebener oder krummer Flache 
die Ziffern 0, 1, 2, ... 9, einmal oder mehrmals in der Richtung del' 
Halbmesser bez. Mantellinien oder senkrecht dazu im Kreise herum 
stehend angebracht sind 109). Was die Anordnung diesel' Zifferscheiben 
betrifft, so konnen ihl'e Drehungsaxen parallel sein und in einer Ebene 
liegen 110), odeI' Mantellinien eines Cylinders bilden 111), odeI' endlich 
zusammenfallen, so dass die Zifferscheiben sich auf gemeinsamer 
Welle neben einander befinden und die Ziffern auf der gekI'itmmten 
Fliiche senkrecht zur Axenrichtung stehen. Letztere Anordnung, die 
erstmals bei der Maschine von Pereire (1750) 112) voI'zukommen und sich 
mehr und mehr einzubiirgern scheint, verdient den V orzug, weil sie 
den geringsten Raum erfordert und die Resultate wegen del' engel'en 
Stellung del' Ziffern leichter iibel'blicken lasst. 

In keinem Zahlwerk einer eigentlichen Rechenmaschine fehlen 
Mechanismen, die bewirken, dass die "Zehneriibertragung" (vgl. Nr. 11) 
sich ohne Zuthun des Rechners vollzieht. Die Einrichtung kann der-

107) In den Fig. 11, 13, 14, 16-18, 20 ist das Zahlwerk mit Z - Z be
zeichnet. -;- Nieht wenige del' alteren Reehenmaschinen - hervorzuheben sind 
in diesel' Hinsieht die von Pereil'e 11') und Miille?' 16') - waren auch auf das 
Rechnen mit nieht-dekadischen Zahlen und mit den gewohnlichsten Briichen 
(1ft, Ys u. s. w.) eingerichtet; heute ist es (abgesehen von den Differenzell
maschinen, Nr. 22, bei welchen auf die nicht-dezimalen Winkel- und Zeit
teilungen Rii.eksieht zu nehmen war) nul' noch bei Additionsmaschinen in Lii.n
dern mit nieht-dezimalen Mass- und Mii.nzsystemen del' Fall. 

108) In Nuten vel'schiebbare Stabe, wie sie die Additionsmasehine von 
Perrault hatte (VOl' 1699, s. Machines appl'ouvees par rAe. des se. 1, p. 55), 
schein en bei eigentliehen Rechenmasehinen nieht mehr vorzukommen. 

109) Die Anordnung del' Zi:ffern in Schraubenlinien ist selten, s. Nr. 10, 
Anm. 119 u. 121. 

110) Wie bei den Maschinen von Pascal 116), Leibniz 140), Thomas 143) und 
vielen andel'en. 

111) Ist del' Fall bei den, dem 18. Jahrh. angehOrigen Maschinen von 
Leupold 186), Hahn 141), Miiller 16') und del' neueren von Edmondson 15fl); bedingt 
kreisformige Bauart del' Maschine. 

112) J. des Savans, 1751, p.507. Es haben dieselbe u. a. die Maschinen 
von Grant 165), Tschebyscheff 113) , Odhnm' 144), Selling 186) lSlI), Biittner 146), 
Bollie 149), Kiittne?' W). 
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art sein, dass wenn irgend eine Zifferscheibe uber die SteHung, in der 
sie die Ziffer 9 zeigt, hinaus gedreht wird, die Zifferscheibe nachst 
h6hel'er Ordnung sich pl6tzlich um eine Stelle weiter bewegt, oder 
abel' so,· dass bei jeder Drehung einer beliebigen Zifferscheibe die 
nachste sich 1/10 so schnell dreht und folglieh wahrend einer 
Drehung der ersten Scheibe um 10 SteHen die naehste sich allmah
lieh urn eine Stelle dreht. 1m ersten Fall, der die Regel bildet, 
sprieht man von unstetiger oder springender, in dem sehr seltenen 
letzteren Falle 113) von stetiger oder schleichender Zehnerubertragung. 

Fur das Ruckwartszahlen beim Subtrahieren - wenn dieses vor
gesehen ist - hatten die alteren Maschinen 114) meist in jedem Ele
ment des Zahlwerks noeh eine zweite, rot gefarbte Ziffernreihe mit 
verkehrter Ordnung der Ziffern, so dass die Bewegung der Elemente 
immer in demselben Sinne stattfand. Wegen mancher Unbequem
liehkeiten ist spater diese Einrichtung verlassen und die Ruckwarts
bewegung del' Elemente an ihre Stelle gesetzt worden. -(Naheres in 
Nr. 19.) 

15. Maschinen zum Addieren und Subtrahieren. 1st beim 
Zahlwerk V orsorge getroffen, dass jedes seiner Elemente unabhangig 
von den ubrigen sich nach Belieben um eine Ziffer, oder um 2, 3, ... 9 
Ziffern vorwarts bewegen lasst, so kann man es offenbar zum Addie
ren benutzen. Wir legen hier keinen Wert darauf, ob die Elemente 
unmittelbar von der Hand des Rechners bewegt werden, oder die 
Bewegung an besonderen Gliedern ausgefuhrt und durch gezahnte 
Rader oder Stangen, Gliederketten oder dergleichen auf die· Elemente 
iibertragen wird. Dagegen macht es fur die erreichbare Schnelligkeit 
des Arbeitens einen Unterschied - wir verwenden ihn als Eintei
lungsgrund fur die sehr zahlreichen Additionsmasehinen 115) - ob 

113) Er findet sich zuerst in dem "Arithmometer" von P. L. Tschebyscheff 
(1878, Abb. bei d'Ocagne p. 40 fig., von Bohl p. 113 fig.), femer (mit denselben 
kinematischen Elementen, sog. Planetenradel'll, die iibrigens, obwohl fur einen 
andel'll Zweck, schon in dem "Arithmaurel" 131) verwendet sind) in del' ii.lteren 
Itechenmaschine von Selling 136). Diesen Zii.hlwerken eigentumlich ist, dass die 
Ziffel'll des Resultates nicht in einer geraden Linie stehen - in den Augen 
mancher Rechner ein Nachteil, dem Tschebyscheff und Selling in verschiedener 
Weise zu begegnen gesucht haben. 

114) Z. B. die von Pascal 116), Perrattlt 108), Hahn 141), Miille1' 162) und noch 
die Maschine von Thomas 143) in ihrer ersten Gestalt (1820). 

115) Verfasser konnte uber 80 Arten zahlen und fast jedes Jahr kommen 
einige neue hinzu; die Zahl del' ausgeflihrten Additionsmaschinen lii.sst sich auf 
1000 schatzen. Es kann sich hier nur darum handeln, an Vertretel'll del' wich
tigsten Gattungen die stattgehabte Entwicklung darzulegen. Die zu tausenden 
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verschiedene Ziffern desselben Ranges durch die Bewegung eines und 
desselben Gliedes, jedoch um verschiedene, diesen Ziffern proportio
nale Betrage, addiert werden, oder aber durch Bewegung verschiede
ner Glieder (Tasten oder Druckknopfe). 

Zur ersten Gruppe gehOrt die lilteste aller Rechenmaschinen, die 
(technisch noch unvollkommene) "machine arithmetique" (Fig. 4) von 

Fig. 4. Rechenmaschine von Pascal. 

o 
Fig. 5. Webb's Adder. 

Blaise Pascal (1642) 116), welche zum Addieren und Subtrahieren diente 
Die vielen alteren Versuche zur Verbesserung der Maschine von Pascal 
iibergehend, erwahnen wir als einige der letzten Auslaufer dieser Reihe 

verbreiteten sog. Registerkassen mit Additionswerk mogen ganz ausser Betracht 
bleiben. 

116) Sie hat Rader mit 10 Speichen (abgesehen von den mit Sols und De
niers uberschriebenen), die der Rechner mit einem Stift herumdreht, bis letzterer 
an die betreffende Zunge S anstosstj die ausfUhrlichen Beschreibungen in den 

Encyklop. d. math. Wiss.nsch. I. 61 
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den gut konstruierten "Additionneur" des Dr. Roth (1843) 117) und den 
einfachen "Adder" (Fig. 5) von C. H. Webb (1868) 118). Auch J. v. 
Orlin's "automatische Schraubenrechenmaschine" fur Addition und 
Subtraktion (1893) lasst sich hier anschliessen 119). 

Eine Steigerung der Schnelligkeit und Sicherheit der Bewegungen, 
die sehr zu wunschen war, ist dul'ch 
Einfiihrung der Tasten ermoglicht wor
den 120). Man hat bei den Maschinen 
dieser zweiten Gruppe entweder nur die 
Addition einziffrigel' Zahlen ins Auge 
gefasst und fUr jede der Zahlen 1-9 

F· 6 eine Taste vorgesehen, wie z. B. Alb. 19 .. 
M. Mayer's Additionsmaschine. Stettne;r (1882) 121) und Max Mayer (1887, 

s. Fig. 6) 122), zuweilen sogar sich 
noch eine Beschl'ankung in del' Zahl der Tasten auferlegt 123), oder 
aber fur die Einer, Zehner u. s. w. je 9 Tasten, in parallelen Reihen 

verschiedenen Ausgaben del' Oeu"\Tes completes von Pascal gehen auf Dide1'ot 
(Grande Encyclopedie 1, Paris 1751, p.680; Encyclopedie methodique 1, Paris 
1784, p. 136) zuruck. 

117) Soc. d'enc. Bull. 1843, p. 411, 421. Abb. bei d'Ocagne p. 20, von Bohl 
lithogr. Tafel. 

118) Amer. scient. 20 (1869), p. 20; J. Franklin Institute (3) 60 (1870), p. 8. 
Eine grossere Scheibe fUr die Ziffern 1-100 und eine kleinere fUr die Hunderter 
befinden aich nebeneinander und werden unmittelbar mil; einem Stift gedreht. 

119) S. von Bohl, Moskau, techno Gesellschaft Denkschr. (russisch), 1898. 
Der Antrieb der Zifferscheiben, welche auf den Spindeln paralleler Schrauben 
befestigt sind, erfolgt durch Verschieben (ohne Drehen) von Schraubenmuttern 
in der Axenrichtung. - Schraubengewinde, aber ala Trager einer Ziffernreihe, 
haben auch die fiir das ernstliche Rechnen kaum in Betracht kommenden "Addier
stifte" zum Addieren einziffriger Zahlen, Z. B. der von Smith und Pott 1875, 
Amer. scient. 33, p. 214 oder Polyt. J. 219 (1876), p. 401; vgl. auch Anm. 121. 

120) Eine 1851 auf der Weltausstellung in London durch ehrenvolle Er
wahnung ausgezeichnete Additionsmaschine von Y. Schilt solI nach C. Dietzschold 
(Die Rechenmaschine, Leipzig 1882, p. 19) Tasten gehabt haben; altere Beispiele 
sind dem Verfasser nicht bekannt. 

121) Deutsche Pat.entschr. Nr. 21236 und 23098. Eigentiimlich ist die An
ordnung der (bis 1000 gehenden) Ziffern nach einer Schraubenlinie auf einer 
drehbaren und in der Axenrichtung verschiebbaren Trommel. 

122) D. R. P. Nr. 44398. Abb. des Inneren Dyck's Katalog p. 147, von 
Bohl p. 63; jetziger Handelsname "Summa". Altere Konstruktion S. Anm. 124. 

123) Abgesehen von wertlosen "Taschenaddierern", die nur Eins wieder
holt addieren konnen, seien erwahnt Fritz Arzberger's Addiermaschine [Schweiz. 
polyt. Zeitschr. 11 (1866), p. 33; Ding!. polyt. J. 181, p . 28J mit nur zwei Tasten, 
namlich fUr Eins und Drei, und die von Shoke Tanaka (1895, D. R. P. Nr. 90288) 
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angeordnet, bestimmt124). Seitdem noch selbstthatige Vorrichtungen 
zum Drucken der addierten Zahlen und ihrer Summe auf eineu 
weiterlaufenden Papierstreifen hinzugekommen sind (vgl. auch Anm. 
165), ist das Problem einer Additionsmaschine als befriedigend gelost 

Fig. 7. Burrough's selbstschreibende Additionsmaschine. 

zu betrachten. Von dieser neuen Gattung hat zur Zeit die grosste 
Verbreitung Burrough's "selbstschreibende Additionsmaschine" ("Regi
stering Accountant", 1888, s. Fig. 7) 125), neben welcher noch die 

mit 5 Tasten fur die Ziffern 1-5 (es wird z. B. 7 durch gleichzeitiges Drucken 
der Tasten fUr 5 und 2 addiert). 

124) Beispiel: Der "Comptometer" von Dor?·. E. Felt (1887), Abb. von Bohl 
p. 198. - Die altere Additionsmaschine von M . Mayer [1881, D. R. P. Nr.29206 
und 35496, Dingl. polyt. J. 260 (1886), p. 263J. hatte zwar je eine besondere 
Zifferscheibe fur die Einer, Zehner u. s. w., aber nur eine Reihe Tasten fur die 
Ziffem 1-9, die mit jeder einzelnen Zifferscheibe in Verbindung gebracht wer
den konnte; ahnlich der Grundgedanke der Additionsmaschine von E. Runge, 
D. R. P. Nr. 87776 (1896), Abb. Zeitschl'. Math. Phys. 44 (1899), Suppl. p. 533, 
nur dass die Wirkung jener Tasten auf die einzelnen Zifferscheiben durch eine 
zweite Reihe von Tasten vermittelt wird, also mehrziffrige Zahlen sich addieren 
lassen, aber bei jeder Ziffer zwei Tasten gleichzeitig gedruckt werden mussen. 

125) S. deutsche Patentschrift Nr. 77068 (altere Konstruktion Nr. 50324); 
es ist die u. a. bei vielen deutschen Postamtem eingefiihrte Maschine. Weniger 
Anklang scheint der einst viel genannte "Comptograph" gefunden zu haben, 
von welchem der Comptometer, Anm. 124, cine vereinfachte Form ist. Bei der 
Maschine von Ad. Bah1nann (1888, D. R. P. Nr. 46960) geschah die Registrierung 
der Summanden nicht durch Drucken del' Ziffern selbst, sondem (ahnlich wie 

61 * 
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Additionsmaschine mit Posten- und Summendruck von W. Heinitz 
(Fig. 8) 126) genannt sei; da durch das Niederdrucken der Tasten 
die Summanden nur vorlaufig eingestellt und erst nach Bewegung 

Fig. 8. Additionsmaschine mit Posten- und 
Summendruck von Heinitz. 

eines Rebels wirklich addiert 
und registriert werden, so 
stehen derartige Maschinen den 
in N r. 17 zu behandelnden er
weiterten Additionsmaschinen 
berei ts sehr nahe 127). 

Fur Subtraktion sind die 
neueren Additionsmaschinen ge
wohnlich nicht eingerichtet, 
weil das Bedihfnis dam ge
ring ist 128). 

16. Schaltwerk. Um eine 
Rechenmaschine fur die wie
derholte Addition einer und 
derselben mehrziffrigen Zahl 
und damit fur die Multiplika
tion brauchbar zu machen, 
kann man sie mit besonderen 

Mechanismen versehen - sie bilden das sog. Schaltwerk - die es 
ermoglichen, nach Vornahme der notigen Einstellungen aIle Ziffer
scheiben des Zahlwerks zugleich, jede um eine gewunschte Zahl von 
Stellen, weiter zu bewegen (zu "schalten"), und ",war durch eine ein
zige Randbewegung, Z. B. das Drehen einer Kurbel (K in Fig. 11, 
13, 16-18, 20). 

Bis jetzt sind im wesentlichen vier Arten von Schaltwerken in 
Anwendung gekommen. Am oftesten begegnet man der von G. W. 

bei Kontrolluhren) durch Stifte, deren relative Lage der Grosse der addierten 
Ziffern entsprach. 

126) D. R. P. Nr.111906, 111916, 112252. 
127) Aus jeder Maschine fiir aIle vier Spezies (s. Nr. 17) lasst sich durch 

Vereinfachung eine blosse Additionsmaschine ableiten, wie dies Z. B. Hahn, 
Thomas, Selling gethan haben (bei Tschebyscheff's Arithmometer 11~ kann sogar 
das Addierwerk abgetrennt und fur sich benutzt werden); sofern derartige Ma
schinen nicht mit Tasten versehen, also den zuletzt beschriebenen ahnlich sind, 
arbeiten sie zu langsam. 

128) Auch Hi-sst sich die Subtraktion einer Zahl auf die Addition ihrer 
leicht im Kopf zu bildenden Erganzung zur nachst hoheren Potenz von 10 zu
rii.ckfuhren (der Comptometer U4) hat schon auf' den Tasten neben jeder Ziffel' 
die Erganzung zu 10). 
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Fig. 10. Schaltwerk aus der Leibniz'schen Rechenmaschine in Hannover. 

Fig. 11. Leibniz'sche Rechenmaschine in Hannover, ohne Gehause. 

Fig. 12. Leibniz'sche Rechenmaschine lU Hannover. 

Encyklop. d . math. Wi"enach. I. 
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Leibniz erfundenen "Stufenwalze" oder "Staffelwalze" 129), (franzosisch 
cylindre ou tambour dente, englisch stepped reckoner), einem Cylinder 
mit neun Zahnen verschiedener Lange, der als Verschmelzung von 
neun auf derselben Welle neben ein-
ander befindlichen Radel'll oder Sektoren, 
die der Reihe nach 1, 2, . . . 9 Zahne 
gleicher Grosse haben, betrachtet werden 
kann 130). In der Regel ist fur die Einer, 

Zehner u. s. w. je eine Stufenwalze be
stimmt, jedoch lasst sich auch mit einer 
einzigen auskommen 131). 

Ein anderes Mittel, das ebenfalls 
schon Leibniz 132) gekannt hat, ist die 

Verwendung von Zahnradel'll, von deren 

3 

Fig. 9. Schaltrad aus Odhne'r's 
Zahnen sich belie big viele nach innen Arithmometer. 
schieben 133) und dadurch unwirksam 

machen lassen (s. Fig. 9). Schaltwerke mit solchen Radern zeichnen 
sich vor denen mit Stufenwalzen durch geringen Raumbedarf aus und 
sind in neuerer Zeit sehr in Aufnahme gekommen 134). 

129) Die einzige uns erhalten gebliebene (1694 vollendete?) von den beiden 
sichel' ausgefiihrten Rechenmaschinen von G. W. Leibniz (Fig. 11 u. 12), welche 
in der kgl. Bibliothek zu Hannover aufbewahrt wird und neuerdings von 
A. BUl'khardt wieder in Stand gesetzt worden ist (s. Zeitschr. f. Vermessungs
wesen 1897, p. 392), besitzt deren acht, die man in Fig. 10 oben neben einander 
bemerkt. Ausserdem kommen Stufenwalzen z. B. vor in den Maschinen von 
Hahn (1774) 141) Viscount Mahon, spaterem Earl of Stanhope [in del' ersten von 
1775, s. Phil. Mag. (5) 20 (1885), p. 15], Muller (1783)162), Thomas (1820)143) . 

130) Befindet sich ein Zahnradchen, das die Bewegung auf eine Ziffer
scheibe zu ubertragen hat, z. B. del' Stelle gegeniiber, bis zu welcher 7 Zahne 
del' Stufenwalze reichen, so wird es bei jeder vollen Umdrehung del' letzteren 
um 7 Zahne weiter gedreht werden. 

131) Das zeigen die "Arithmaurel" genannte Maschine von Maurel und 
Jayet, Fig. 14 [Par. C. R. 28 (1849), p. 209; mit Abb. der Mechanismen: Lalanne, 
Ann. ponts chaussees, (3) 8 (1854), 2. sem., p. 288; s. auch d' Ocagne p. 29] und 
diejenige von Tschebysche{f 113). 

132) S. die von Jordan veroffentlichte Ubel'setzung eines Manuskl'ipts aus 
dem Nachlasse von Leibniz, Zeitschr. f. Verm,-Wes. , 1897, p . 308; vielleicht 
hatte die verschollene zweite Rechenmaschine von Leibniz ein solches Schaltwerk. 

133) Nach del' Seite umlegbare Zahne hatten die Schaltrader del' im iibri
gen unvollkommenen Maschine von Joh. Poleni (Miscellanea, Venetiis 1709, 
p. 27; s. auch Leupold, Theatrum arithmetico-geometricum, 1727, p. 27). 

134) Nach dem Vorgange von Odhner 144) haben sie z. B. Buttner 146), 
Esser 159) und Kuttner 147) angenommen. Ubrigens hat Dr. Roth etwa 40 Jahre 
VOl' Odhner ahnliche Schaltradel' verwendet (ausgestellt im Conservatoire ' des 
Arts et Metiers zu Paris). 
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Drittens giebt es Schaltwerke mit gezahnten Rii.dern oder Stangen, 
die, sobald von ihren Zahnen die gewiinschte Zahl gewirkt hat, ausser 
Eingriff mit den Zahnradern, welche die Drehung der Zifferscheiben 
vermitteln, gebracht werden konnen 185). 

Endlich kann die Einrichtung getroffen sein, dass die Glieder 
des Schaltwerks (z. B. Zahnstangen) sich mit verschiedener Schnellig
keit bewegen lassen 186). 

Von grosser Bedeutung ist es noch - ein ebenfaHs von Leibniz 
zuerst unternommener Schritt - das Schaltwerk und Zahlwerk um 
beliebig viele Stellen gegen einander verlegbar zu machen, damit 
auch das lO·fache, lOO-fache u. s. w. irgend einer mehrziffrigen, im 
Schaltwerk eingestellten Zahl durch eine einzige Handbewegung auf 
das Zahlwerk iibertragen werden kann 137). 

17. Erweiterte Additionsmaschinen (fur aHe vier Spezies). Eine 
auch die Subtraktion zulassende Additionsmaschine mit einem verleg-

135) Ein solches kommt zuerst in einer Rechenmaschine von Jac. Leupold 
vor, s. dessen Theatrum arithm.-geometr., 1727, p. 38; ferner haben es z. B. die 
zweite Rechenmaschine von Viscount Charles Mahon, spaterem Eat·l of Stanhope 
(1777, s. Vogler, Anleitung zum Entwerfen graphischer Tafeln, Berlin 1877, p. 59), 
Bowie die Maschinen von C. Dietzschold ("Die Rechenmaschine", Leipzig 1882, p. 40; 
gebaut von 1877 an), Ft·. Weiss (D. R. P. Nr. 71307 von 1893), BoUie 149) und 
Steiger 161). Bei Grant's Maschine 15&) ist der Gedanke eigentlich der umge
kehrte: jedes Schaltrad hat nur einen Zahn, durch welchen eine Hemmung fur 
die zugehOrige Zifferscheibe (die sich sonst fortwahrend drehen wiirde) ausgeHist 
wird, sobald letztere die gewiinschte Drehung vollzogen hat. 

136) Einziges Beispiel die altere, 1886 patentierte Rechenmaschine von 
Ed. Selling, Fig. 15 ("Eine neue Rechenmaschine", Berlin 1887; ausfithrlichste 
Beschreibung der von M. Ott durchgebildeten Konstruktion von A. Poppe, 
Polyt. J. 271 (1889), p. 193). Jede Zahnstange des Schaltwerks kann nach Be
lieben mit dem 1., 2., 3. u. s. w. der beweglichen Gelenkpunkte einer "Nitrn
berger Schere" mit festem Anfangspunkt verbunden werden, so dass beim 
Offnen der Schere urn einen und denselben Betrag die Zahnstange je nach der 
Einstellung um 1, 2, 3 u. s. w. Zahne weiter geschoben wird. 

137) Da es nur auf die gegenseitige Lage von Schaltwerk und Zahlwerk 
ankommt, ist es gleichgiltig, ob das erste bewegt wird und das zweite ruht, 
wie bei den Maschinen von Leibniz 140), Selling 186), BoUie 149) u. s. w., oder um
gekehrt, wie bei denen von Hahn 141), Muller 16Z), Thomas HB), Odhner lU) u. s. w. 
Meistens geschieht die Verlegung des Schaltwerks resp. Zahlwerks von Hand, 
man kann aber auch, wie Leibniz, fur diesen Zweck eine besondere Kurbel an
bringen (in Fig. 12 links), oder der schon vorhandenen Kurbel auch diese Auf
gabe zuweisen, wie Thomas bei seinen spateren Maschinen grossen Formats, 
Tschebyscheff 118), Dietzschold 186) und Steiger 151). Beim "Arithmaurel" 181) ist 
jene Verlegung durch Wiederholung des Schaltwerks und der Kurbel (K, K', 
K U

, K'" in Fig. 14) unnotig gemacht. 
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baren Schaltwerk (Nr.16), das in jedem Gliede auf irgend eine der 
Ziffern 0, 1, ... 9 gestellt werden kann 138), ist fiir Multiplikation und 
Division ebenfalls tauglieh, denn um z. B. 1973 mit 254 zu multi
plizieren, wird man, naehdem die Zifferseheiben aIle auf Null gestellt 
(s. Nr. 20) und die Einer des Sehaltwerks denen des Zahlwerks 
(Nr. 14:) gegeniiber gebraeht sind, den Multiplikanden 1973 im 
Sehaltwerk einstellen, dann viennal die Kurbel drehen 139), hierauf 
das Zahlwerk urn eine Stelle naeh rechts verlegen, dann fiinfmal die 
Kurbel drehen, endlieh das Zahlwerk urn eine weitere Stelle naeh 
reehts verlegen und die Kurbel zweimal drehen, worauf im Zahlwerk 
das gesuehte Produkt 501142 erseheinen wird. Und wie die Multi
plikation dureh wiederholte Addition, so lasst sieh aueh die Division 
durch wiederholte Subtraktion ausfiihren (s. Nr. 19). In der 'fhat 
sind die Erfinder der meisten und verbreitetsten Reehenmasehinen 
von dieser Erwagung ausgegangen. Indem wir einige der bemer
kenswerlesten dieser "erweiterlen Additionsmasehinen" hier aufzahlen, 
nennen wir naeh der an der Spitze stehenden "maehina arithmetiea" 
von G. W. Leibniz (s. Fig. 10-12) 140), die Rechenmasehine des Pfarrers 

138) Die Vorrichtungen zum Einstellen (das "Stellwerk", S- Sin Fig.U, 
13, 14, 16-18, 20) betreffend, ist zu bemerken, dass fur die Einer, Zehner u. s. w. 
entweder je ein in einem Schlitz entlang einer Skala beweglicher Knopf 
(Thomas 148» oder Hebel (Odhne1·) 144) vorhanden sein kann, oder ein Schieber 
(Hahn 141), Edmondson 16B) bezw. eine drehbare Scheibe (Leibniz, s. Fig. 1 t, S- S j 
Muller 16!), Biittner 146», mit Ziffern besetzt, von denen die gewiinschte etwa 
unter eine Offnung gebracht wird, oder aber - fiir schnelles Arbeiten am 
zweckmassigsten - eine Reihe von Tasten fUr die Ziffern 1-9 (Selling 136». 

Wegen der nachtraglichen Priifung der eingestellten Zahl ist es erwiinscht, 
dass deren Ziffern (wie bei Duschanek 161), Huttner, Steiger 151» in gerader Linie 
neben einander erscheinen. - Bei den Maschinen von Gmnt 155) und Selling 
Iasst sich die Einstellung hiiufig wiederkehrender Konstanten so vorbereiten, 
dass dieselbe (statt Ziffer fUr Ziffer) momentan erfolgen kann. 

139) Bei der altesten Maschine von Thomas (1820) wurde die Bewegung 
durch Ziehen an einem Bande eingefiihrt j beim Arithmaurel 181) genugte es, 
einen Zeiger, deren fiir jede Stelle des Multiplikators einer vorhanden war 
(M, M', M", M'" in Fig. 14), mittelst der zugehOrigen Kurbel auf die be
treffende Ziffer eines Zifferblattes zu drehen, weshalb diese Maschine sehr schnell 
arbeitetej bei der alteren Maschine von Selling 186) geschah die Multiplikation 
mit 2, 3, .. ' durch Offnen des Systems der Nurnberger Scheren um das Doppelte, 
Dreifache, ... des bei einfacher Addition notigen Betrags, also auch durch eine 
einzige Handbewegung. 

140) Erfunden 1671, ehe Leibniz die Pascal'sche Maschine kannte. Be
schreibung von Leibniz selbst Miscell. Berol. 1 (1710), p. 317, Ubersetzung 
Zeitschr. Verm.-W. 1892, p. 545. Zur Geschichte s. W. Jordan, Zeitschr. Verm.
W. 1897, p. 289, woselbst weitere Litteratur. Grundriss ebenda. S. auch Anm. 
129 u. 132. 
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Ph. M. Hahn 141) als erste wirklich brauchbare und gewerbsmassig 
hergestellte 142); den "Arithmometre" von Oh. X. Thomas (Fig. 13) 143) 
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Fig. 13. Arithmometer von Thomas im Grundriss. 

Fig. 14. Rechenmaschine von Maurel und Jayet. 

als erste Maschine, die grossere Verbreitung erlangt hat; dann wegen 
besonders eigellartiger Bauart die zu ihrer Zeit leistungstahigste, den 

141) Erfunden 1770; 1774 erste Maschine fertig, s. Ph. M .Hahn, Beschreib. 
mechan. Kunstwerke, Stuttgart 1774, Vorrede; Teutscher Merkur, 2 (1779), 
p. 137. Abb. und gute Beschreibung fehlt noch. Mehrere noch brauchbare 
Maschinen vorhanden, z. B. in den Sammlungen der techno Hochschulen Berlin, 
Munchen, Stuttgart. 

142) Noch im Anfang des 19. Jahrh. von dem Uhrmacher Chr. Schuste'r in 
Ansbach, vgl. Dyck's Katalog p. 150. 

143) Erfunden 1820; hat viele durchgreifende Anderungen erlebt und war 
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eigentlichen Multiplikationsmaschinen (Nr. 18) nahe stehende Maschine 
von Maurel und Jayet (Fig. 14) 131), sowie die altere Maschine von 
E. Selling (Fig. 15) 136); femer den "Arithmometer" von W. T . Odhner 

Fig. 15. Altere Rechenmasehine von Selling. 

Fig. 16. Arithmometer von Odhner. 

(Fig. 16) 144), welcher zwar in mancher Beziehung hinter den vorigen 
Maschinen zuriickstehV45), aber weniger Raum einnimmt und zu 

anfangs (bis 1858) teilweise weniger zweckmassig eingel'ichtet, als die Reehen
maschinen von Hahn 141), Muller 162), und sogar von Leibniz 140). Ausfiihrl. Be
sehreib. mit Abb. F. Reuleaux, Die Thomas'sche Rechenmasehine, Freiberg 1862 
(aus Civilingenieur 8), 2. Aufi. Leipzig 1892; Sebert, Soc. d'ene. Bull. 1879, 
p. 393; A. Cavalle-ro, Torino 1st. tecn. Ann. 8, bezw. Revue universelle, 1880, 
p . 309 (wegen der alteren Formen s. Hoyau, Soc. d'ene. Bull. 1822, p. 355, 
Benoit, Soc. d'ene. Bull. 1851, p. 113); wird in vielen Werkstatten hergestellt, 
in Deutschland (mit Verbesserungen) von A. Burkhardt, Glashiitte in S. seit 1878. 

144) In Deutschland 1878 patentiert (Nr. 7393, u. Nr. 64925 von 1891); 
seit 1892 als "Brunsviga" im Handel (s. Trinks, Zeitschr. Ver. deutscher Ingen. 
1892, S. 1522), in Frankreich unter den Namen "Dactyle" und "la Rapide". 

145) 1st nieht zuverlassig, weil die Bewegungen nicht hinreichend ge
sichert und die Zehneriibertragungen nicht weit genug gefiihrt sind (erfiillt die 
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neuer Erfindungsthatigkeit angeregt hat H6); endlich die Rechenmaschine 
von W. Kuttner (Fig. 17) 147), als die am meisten Vorteile bietende 
cler jetzt im Handel befindlichen erweiterten Adclitionsmaschinen 148). 

Fig. 17. Rechenmaachine von Kuttner. 

Fig. 18. Rechenmaschine von Bailee (Modell von 1888). 

18. Eigentliche Multiplikationsmaschinen. Einen ganz neuen 
Gedanken hat 1888 Leon Bollie in seiner "machine it calculer" 

an jede R.-Maschine zu stellende Bedingung nicht, dass im Zahlwerk 000· .. 0 
erscheint, wenn 999· .. 9 eingestellt war und 1 addiert wird) j hat sehr schweren 
Gang und andere Mangel. 

146) Von ahnlicher Bauart, jedoch in wesentlichen Punkten verbessert 
sind die Rechenmaschinen von Esser 1511) und Kuttner 147). Auch die sehr 
brauchbare Maschine von O. Buttner (D. R. P. Nr. 47243, 1888, Abb. Dyck's Ka
talog p. 151, von Bohl p. 102) scheint davon beeinflusst zu sein. 

147) D. R. P. Nr. 84269 (1894), s. Dingler's Polyt. J. 300 (1896), p. 199; wird 
hergestellt von W . Heinitz in Dresden. 

148) Zu denselben gehilren auch u. a. die Rechenmasf;!hinen von Leupold 136), 
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(Fig. 18) 149) verwirklicht: Die gegenseitigen Produkte der Zahlen 
1-9 sind korperlich dargestellt, namlich durch Paare von Stiften, 
deren Langen den Einern und Zehnern jener Produkte entsprechen 150). 

Diese Stifte begrenzen die Verschiebung: von Zahnstangen, welche so 

Fig. 19. Einmaleinskorper aus del' Reehenmaschine von BoUie. 

\ 
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Fig. 20. Grundriss der Rechenmaschine von Steiger. 

durch eine sich immer gleich bleibende Handbewegung (das einmalige 
Drehen einer Kurbel) gezwungen werden konnen, das Produkt des 

Mahon U9) 186), Muller 16i), Stern 166), StaffeI 16B), Gmnt 166), l 'schebysche{f 113), 

Dietzschold 186), Edmondson 158), Duschanek 161), EsseI'169), Weiss IS6). S. auch Nr.53. 
149) BeschI'. in den Par. C. R. 109 (1889) , p. 737; mit Abb. Soc. d'ene. 

Bull. 1894, p. 989, auch d' Ocagne p. 32 fig. , von Bohl p. 160 fig., deutsche Pa
tentsehrift Nr. 88936 (von 1894). 

150) Der "calculateur" (Fig. 19) ist gewissermassen ein verkorpertes Ein
maleins; z. B. befinden sich an del' Kreuzungsstelle der 7. Reihe mit del' 9. Ko
lonne zwei Stifte von den Langen 3 und 6, weil 7 x 9 = 63. Offenbar konnen 
statt Produktentafeln ebenso gut andere numerische Tafeln verkorpert und in 
die Maschine eingefiihrt werden; in del' That hat BoUie auf diese Art be son
dere Maschinen fii.r Zinsbereehnung lmd andere Zwecke konstruiert. 



972 IF. N umerisches Rechnen. 

eingestellten Multiplikanden mit irgend einer Ziffer des Multiplikators 
auf das Ziihlwerk zu ubertragen. Bei der auf demselben Gedanken 
beruhenden Rechenmaschine von O. Steiger (Fig. 20) 151) kommen die 
Teilprodukte durch Paare von abgestuften Scheiben (s. Fig. 21), die 
auf einer gemeinsamen Welle sitzen, zum Ausdruck. E. Selling fiihrt in 
seiner "elektrischen Rechenmaschine" 152) die Teilprodukte durch Elek
tromagneten in der Art ein, dass die den Werten ihrer Ziffern ent
sprechenden galvanischen Leitungen durch verschiedene, den Multi
plikanden- und Multiplikatorziffern entsprechende Einstellungen ge
schlossen werden. Es leuchtet ein, dass mit einer solchen Maschine 

~~'''''---1--·--· .. fi,.,. 
n/ : / .... '3 
~' I \ 

/-
() 5: o 

~---.... 

8\, " 
'( v 

-'l----.. ----7i-' 
Fig. 21. 

viel schneller multipliziert (und dividiert) werden kann, als mit den 
in Nr. 17 beschriebenen - den "Arithmaurel", vgl. Anm. 153, allen
falls ausgenommen - namentlich wenn, wie bei der Maschine von 
Selling, fur das Einstellen von Multiplikand und Multiplikator Tasten 
vorgesehen sind, Ein Mangel haftet freilich auch diesen Maschinen 
noch an: ohne Verlegung des Ziihlwerks (die zwar bei der Maschine 
von Steiger automatisch wiihrend jeder Kurbeldrehung erfolgt) liisst 
sich nur mit einziffrigen Zahlen multiplizieren 153). K Strehl hat 

151) In Deutschland 1892 patentiert, Nr. 72870, bei den Stufenscheiben 
entspricht dem Wert einer Ziffer der Abstand der betl'efi'enden Stelle des 
Scheibenl'andes von der Aussenlinie (Fig. 21 zeigt die zur Multiplikatorziffer 3 
gehorigen Scheiben, links die der Zehner, l'echts die del' Einer) ; s. auch 
H. Sossna, Zeitschr. Verm.-W. 1889, p.674 (hiernach wendet Steiger jetzt ahn
Hche EinmaleinskOrper an, wie BoUie). Hergestellt unter dem Namen "Millionar" 
in der Fabrik Stolzenberg in Oos (Baden). 

152) Deutsche Patentschrift Nr. 88297 (1894). Neuerdings ist Selling zur 
mechanischen Losung zul'iickgekehrt, wobei es ihm gelungen ist, die (bei BoUie 
und Steiger, wie bei Thomas u. a. noch vorhandene) Haufung der Widerstande 
bei der Zehneriibertragung zu vermeiden. 

153) Maurel und Jayet waren mit ihrer Rechenmaschine 181), trotzdem sie 
nur eine erweiterte Additionsmaschine ist, dem anzustrebenden Ziele schon 
naher gekommen, da bei derselben das Zahlwerk nicht verlegt wird und mit 
der Einstellung des Multiplikators die Multiplikation beendigt ist. 
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eine Vorrichtung beschrieben l54), durch die das Ideal einer Rechen
maschine in erkennbare Nl1he geruckt erscheint; wenn die Ausfuh
rung gelange, so brauchte man bei dieser Maschine die heiden, hier 
ganz gleich berechtigten Faktoren bloss einzustellen, und das Produkt 
stunde schon da. 

19. Subtraktion und Division. Nebenzahlwerk (Quotient). 
Von seltenen Ausnahmen 155) abgesehen wird mit einer Rechenmaschine 
subtrahiert, indem nach Einstellung des Subtrahenden im Zahlwerk 
(und des Minuenden im Schaltwerk, falls solches vorhanden) die 
Zifferscheiben des Zahlwerks gezwungen werden, die den Ziffern des 
Minuenden entsprechenden (bezw. durch das Schaltwerk vorgezeich
neten) Bewegungen ruckwarts auszufuhren. Bei der Rechenmaschine 
von Thomas 143) und einigen andern, wie BoUie 149) und Steiger 151), 
wird gleichwohl die Kurbel immer in demselben Sinne gedreht, aber 
durch ein "Wendegetriebe" bewirkt, dass nach Einstellen eines Rebels 
oder Knopfes auf "Subtraktion" bezw. "Division" die Zifferscheiben des 
Zahlwerks ihre Bewegung umkehren. In neuerer Zeit nimmt der Ge
brauch zu, die Maschinen so einzurichten, dass derselbe Zweck durch 
Ruckwartsbewegen der Kurbel (oder des ihr entsprechenden Gliedes) 
erreicht wird, wie dies schon bei der Rechenmaschine von Leibniz 140) 
der Fall war und fur den Rechner aus naheliegenden Grunden ange
nehmer ist 156). 

Um zu dividieren stellt man den Dividenden im Zahlwerk, den 
Divisor im Schaltwerk ein, bringt die Ziffern hoehsten Ranges beider 
Zahlen unter einander, subtrahiert nun den Divisor, so oft es geht, 
wodurch man die hochste Ziffer des Quotienten erhalt, verlegt hierauf 
das Zahlwerk um eine Stelle naeh links (bezw. das Sehaltwerk nach 
reehts), subtrahiert aufs neue den Divisor u. s. W. 157). 

154) Centralztg. f. Optik u. Mechanik, 1890, p. 242; beruht auf einfachen 
geometrischen Beziehungen. 

155) Bis auf einige Additionsmaschinen, wie den Comptometer 124), gehOren 
dazu von neueren Rechenmaschinen nur die von G. B. Grant [s. Amer. J. sc. arts 
(3) 8 (1874), p. 277]. Die Zifferscheiben ihres Zahlwerks konnen bIos in einem 
Sinne gedreht werden und die Subtraktion irgend einer Ziffer geschieht durch 
Addition ihrer Erganzung zu 10. V gl. den Schluss der Nr. 14 sowie Anm. 114. 

156) Unter den neueren Maschinen haben solche Einrichtung z. B. die von 
Odhner 144), Duschanek 161), Buttner 146) (ist gleichzeitig mit Umsteuerung ver
sehen>:, Esser 169), Kuttner 14~, unter den alteren die von Mahon 136), Maurel 
und Jayet 131), Staffel16~ (bei dieser musste ausserdem noch ein Zeiger auf 
"Subtraktion" gestellt werden). 

157) Eine Ausnahme bildet die Maschine von Tschebyscheff lIB): es wird im 
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Die meisten, fur aIle vier Grundrechnungsarten bestimmten Ma
schinen haben ein besonderes Zahlwerk - N eben- oder Teilerzahl
werk 158) - in welchem beirn Multiplizieren der Multiplikator, beirn 
Dividieren der Quotient erscheint und das aus letzterem Grunde ge
wohnlich del' Quotient (Q- Q in Fig. 13, 16-18, 20) genannt wird159). 

20. Besondere Einrichtungen. Man wurde es heute als einen 
grossen Mangel empfinden, wenn eine Rechenmaschine keinen "Aus
loscher" hatte, mit Rulfe dessen aile Zifferscheiben des Zahlwerks 
rasch in die N ullstellung zuruckgefiihrt werden konnen 160). Bei den 
neueren Rechenmaschinen auch im Quotienten (s. Nr. 19) angebracht161), 

ist diese Vorrichtung (die gewohnlich mittels eines Knopfes oder 
Rebels durch Drehen oder Druck in Thatigkeit gesetzt wird, in den 
Figuren 13,14,16 u. s. w. mit L bezeichnet) stetig verbessert worden. 

Schon Joh. Helfrich Muller's Rechenmaschin'e (1783)162) liess eine 
Glocke ertonen, sob aId ihr zugemuthet wurde, eine Zahl von einer 
kleineren abzuziehen, oder grossere Ergebnisse zu bilden, als das 

Zahlwerk die Erganzung des Dividenden zu einer hoheren Potenz von 10 ein
gestellt und der Divisor a,ddiert, was einer Abart der komplementaren Division 
(s. Nr. 2) entspricht. 

158) Bei der "circular calculating machine" von J. Edmondson [so Philos. 
Mag. (5) 20 (1885), p.15; Abb. Dyck's Katalog p. 151, von Bohl p. 151] sind 
Haupt- und Nebenzahlwerk mit einander vereinigt. Der kreisformige Bau der
selben gestattet, jede Ziffer des Zahlwerks jeder Ziffer des Schaltwerks gegen
iiber zu bringen, so dass eine nicht aufgehende Division beliebig lange ohne 
neue Einstellung des Restes fortgesetzt werden kann. 

159) Mit einem solchen waren bereits die Maschinen von Hahn 141) und 
Muller 162) ausgestattet; die Maschine von Thomas 143) ist es erst seit 1858. -
Zehneriibertragung ist gewohnlich im Quotienten nicht vorgesehen, sodass bei 
Maschinen mit Kurbel die Drehungen der letzteren bIos dann richtig angezeigt 
werden, wenn ihre Zahl in keiner Stelle mehr als 9 betragt. Bei wissenschaft
lichen Rechnungen ware diese Zehneriibertragung oft erwiinscht; sie kommt vor 
bei der Maschine von H. Esser, D. R. P. Nr. 82965 (1892) und der "Duplex"
Rechenmaschine von Kuttner 147); bei Selling's alterer Maschine 186) versteht sie 
sich von selbst. 

160) Wir £lnden einen solchen schon in der Rechenmaschine von Leibniz (s. 
die polygonalen Scheib en L - L in Fig. 11, deren Bedeutung Burkhardt 129) 
erkannt hat) wahrend der Arithmometer von Thomas 143) ihn erst um 1858 erhielt. 

161) Bei der Maschine von K. Duschanek, D. R. P. Nr. 26778 (1883), s. 
Polyt. J. 260 (1886), p. 264, konnen aIle drei Systeme von Ziffern durch eine 
einzige Kurbeldrehung auf Null gestellt werden; bei derjenigen von Edmond
son 16S) lassen sich die Ziffern des inneren Kreises, in welchem Haupt- und 
Nebenzahlwerk vereinigt sind, nach Belieben insgesamt oder teilweise ausloschen. 

162) S. Gotting. Anzeigen, 120. Stiick, 1784, S. 1201; Muller's "Beschreibg. 
seiner neu erfund. Rechenmaschine ... ", hrsg. von Ph. E. Klipstein, Frankfurt 
und Mainz 1786; Dyck'fl Katalog p. 148 (m. Abb.). 
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Zithlwerk fassen konnte. Auch J. A. Staffel's Maschine (1845)163) 
hatte diese Warnungsglocke, die man jetzt in vielen Rechenmaschinen 
antrifftl64). 

Wichtig, obwohl noch selten angewendet, ist ein Druckwerk, 
bestehend in V orrichtungen zum automatischen Kopieren der einge
stellten Zahlen und der Ergebnisse, wie solche schon bei den Addi
tionsmaschinen (Nr.15) erwithnt wurden 165). 

Schon Leibniz 132) spricht davon, dass ein mechanischer An
trieb an Stelle des Bewegens der Rechenmaschine durch die Hand 
des Rechners gesetzt werden konnte. Ausser in der Rechenmaschine 
von A. Stern 166), die ein vollstandiger Automat war, scheint dieser 
Gedanke noch nicht zur Ausfiihrung gebracht worden zu sein 167). 

21. Ausfiihrung zusammengesetzter Rechnungen. Ihre Kraft 
am besten entfalten konnen Rechenmaschinen der in Nr. 17 und 
Nr.18 betrachteten Arten bei A.usdriicken cler Form 

ab + albl + a2 b2 + .... 
Wenn die Zahl a im Schaltwerk eingestellt und mit b multipliziert 
worden ist, lasst man das im Zahlwerk erschienene Produkt ab stehen 
und fiihrt in derselben Weise der Reihe nach die Multiplikationen 

163) S. Tygodnik illustrowany, Warschau 1863, p. 207. 
164) Z. B. in A. Burkhardt's Maschine Thomas'sc't).er Bauart US) seit 1885. 

Durch Nichtbeachtung des dem Rechner gegeben Zeichens konnen Fehler ent
stehen. 

165) Abgesehen von den Difl'erenzenmaschinen (Nr. 22) war damit wohl 
zuerst die Rechenmaschine von Grant 166), dann die altere Maschine von Selling IS6) 
versehen. Bei A. T. Ashwell's offenbar von den Schreibmaschinen heriibergenom
mener Konstruktion, D. R. P. Nr. 102935 und Nr. 103009 (1897) kann man sogar 
ein Blatt Papier, ohne es von del' Maschine zu entfernen, nacheinander mit 
parallelen Reihen von Zahlenkolonnen bedrucken und es ertont eine Glocke, 
wenn eine bestimmte Zahl von Reihen zum Abdruck gekommen ist. 

166) S. Leipz. Litteraturztg. f. d. J. 1814, p. 244; Warschauer Gesellsch. d. 
Wiss. Roczniki 12 (1818), p. 106. Nach Einstellung del' gegebenen Zahlen 
fiihrte die Maschine ihre Operation en, deren Beendigung dUl'ch eine Glocke an
gezeigt wurde, allein aus. S. auch Anm. 173. 

167) Bei del' alteren Additionsmaschine von Burrough 125) dienten aller
dings Federn, welche durch einen Fusstritt gespannt und durch die Tasten 
lediglich ausgelost wurden, zum Hervorbringen der Bewegungen. Nach 
C. Dietzschold (Die Rechenmasch., Leipzig 1882, p.43 oben), ware es leicht 
(entsprechend einem Vorschlage von G. Zeuner) an Rechenmaschinen mit Kurbel 
ein durch Pedal aufzuziehendes Laufwerk zum Antrieb del' Hauptwelle anzu
bringen. Additionsmaschinen mit Uhrwerk und '{'asten el'wahnt Dietzschold p. 19 
als von Bieringer & Hebetanz 1873 ausgesteUt; eine solche wurde auch Ifr. Cuhel 
1890 unter Nr. 59377 patentiert. 
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at btl a2 b2 , • •• aus; die Addition bezw. Subtraktion 168) jedes neu ge
bildeten Gliedes vollzieht sich von selbst 169). G. A. Him hat ge
zeigt 170), wie auch Ausdriicke, die in einem Aggregat von Gliedern 
der Form abc, d2e, rs bestehen, ohne Niederschreiben von Zwischen
ergebnissen berechnet werden konnen. Das Ausziehen von Quadrat
wurzeln 171), allgemeiner die Berechnung einer Wurzel einer beliebigen 
quadratischen Gleichung 172), wird bei Anwendung einer Rechenmaschine 
ebenfalls zu einem mechanischen Verfahren, ebenso bei gleichzeitiger 
Benutzung zweier Rechenmaschinen das Ausziehen von Kubikwurzeln 
bezw. die Berechnung einer Wurzel einer kubischen Gleichung 172). 

Zur Erleichterung der ersteren Operation sind einige Rechenmaschi
nen mit besonderen Vorrichtungen versehen worden 173). 

168) Bei der Rechenmaschine von Thomas 1411) und anderen erscheint, wenn 
man eine im Schaltwerk eingestellte Zahl von Null subtrahiert, im Zii.hlwerk 
deren Erganzung zu 10", wo n die Anzahl der Stellen des Zahlwerks bezeich
net, m. a. W. die Maschine "entlehnt" Eins in der (n + qen Stelle und giebt 
es zuriick, wenn eine grossere Zahl addiert wird. Positive und negative Glieder 
kllnnen deshalb in beliebiger Ordnung in die Maschine eingefiihrt werden. Da
gegen bei der Maschine von MaureZ und Jayet lSI), sowie der von BoUie 14B) ist 
es durch eine Hemmung unmllglich gemacht, eine Zahl von einer kleineren zu 
subtrahieren, beim Dividieren und Ausziehen von Quadratwurzeln ein Vorteil. 

169) Insbesondere liefert jede Kurbeldrehung ein weiteres Glied einer arith
metischen Reihe a, a ± d, a + 2d, ... , wenn das Anfangsglied a in das Zahl
werk gebracht und die konstante Differenz d im Schaltwerk eingestellt ist. -
Der Arithmaurel l8l) hat zwei Zahlwerke; auf dem ersten (Fig. 14, Z - Z) 
ki:innen im Fall eines Ausdrucks obiger Form die Werte der einzelnen Glieder 
a b, a1 b1 , ••• , wenn man ihrer bedarf, abgelesen und dann ausgeloscht werden, 
im zweiten Zahlwerk (Fig. 14, Z' - Z') erscheint der Wert des ganzen Ausdrucks 
a b ± a1 b1 ± at bl +... . Es erleichtert dies manche Rechnungen, z. B. die Be
stimmung des grllssten gemeinschaftlichen Teilers zweier Zahlen. Burkhardt 148) 
Hefert Maschinen Thomas'scher Bauarl auf Wunsch ebenfalls mit doppeltem 
Zl!.hlwerk, ferner Maschinen fUr abgekiirzte Multiplikation (s. Nr. 26). 

170) Genie civil, 21, 1868, p. 160. 
171) Man kann die gewllhnliche Methode zu Grunde legen. A. TopZer hat 

ein besonderes Verfahren angegeben [so F. ReuZea'Ux, Verh. V. f. Gewerbfleiss, 
44 (1865), p. 112], welches darauf beruht, dass die Summe der n ersten ungera.
den Zahlen gleich n l iat. 

172) S. R. Mehmke, Zeitechr. Math. Phys. 46 (1901), Heft 4. 
178) Z. B. die Maschinen von Stern 166), StaffeZ 16S) und BoUie (Modell von 

1892) 149). Stern hat drei Maschinen konstruiert, von welchen die erste (1818) 
nur fUr die "vier Spezies", die zweite (1817) fUr das Wurzelausziehen bestimmt 
war, die dritte (1818) die beiden ersten in sich vereinigte. Die Mitteilung der 
Leipz. Litterat.-Ztg. von 1814, p. 244, Stern arbeite an einem Instrument zur 
Auffindung der Primzahlen, beruht wohl auf einer Verwechslung der polnischen 
Wllrter fUr Quadratwurzel und Primzahl. 



!2. Differenzenmaschinen. 977 

fJ. Maschinen zur selbstthatigen Ausfiihrung zusammen
gesetzter Rechnungen. 

22. DifferenzenmSBchinen. Die in der frberschrift genannten 
Maschinen haben den Zweck, mathematische, astronomische und der
gleichen Tafeln, also Wertereihen von Funktionen, mit Hiilfe der Diffe
renzen verschiedener Ordnung (s. I E) zu berechnen und iiberdies zu 
stereotypieren. Sie bilden das einzige Mittel zur Herstellung ganz
lich fehlerfreier Tafeln, woraus allein schon ihre Wichtigkeit erhellt. 
Der Gedanke geht auf J. H. Muller (1786) zuriick 174), aber erst 
Oh. Babbage war (1823) in der Lage, den Bau seiner (urn 1812 er
dachten) Differenzenmaschine in Angriff zu nehmen, wenn auch in
folge ungiinstiger ausserer Umstande (1833) die Arbeit wieder ein
gestellt werden musste 175) 176). Zur Ausfiihrung gelangte zuerst (1853, 
ein zweites Exemplar 1858) die (1834 erfundene) Differenzenmaschine 
von Georg und Eduard Scheutz (Vater und Sohn)177) 178). Von ahn
licher Wirkungsweise 179), aber in der Bauart vereinfacht, sind die 

174) "Beschreibg. seiner neu erfund. Rechenmaschine", hrsg. von Ph. E. Klip
stein, Frankf. u. Mainz 1786, p. 48. 

175) S. Polyt. J. 47 (1832), p. 441, femer: 
176) Babbage's Calculating engines, London (Spon) 1889. (Sammlung 

zahlreicher zerstreuter Arbeiten uber die Rechenmaschinen von Oh. Babbage.) 
177) S. H. Meidinger, Polyt. J. 156 (1860), p. 241, 321. Abb. von Bohl 

p. 189. Beschreib. der Einzelheiten in Brit. patent specific., Oct. 17, 1854, 
Nr.2216. 

178) George et Edouard 8cheuts, Specimen de Tables calculees stereotypees 
et imprimees au moyen d'une machine, Paris 1858, (1857 in London englisch 
erschienen). - Tables of lifetimes, annuities and premiums, with an introduction 
by W. Farr, London 1864. 

179) Fiinf Zahlwerke mit je 15 Stellen sind vorhanden, eines fur die Werte 
der Funktion u = f(x), die ubrigen fUr die Di:lferenzen [1 E, Nr. 2] der ersten 
vier Ordnungen, von welchen die der vierten Ordnung einander gleich voraus
gesetzt sind. Die anfanglichen Einstellungen sind: 

u o , [).U- 1 , [).!u-u [).8U_!, [).4U. 

Bei der ersten halben Umdrehung addiert die Maschine die Di:lferenzen gerader 
Ordnung [).4U und [).!u_ 1 zu den benachbarten Differenzen [).su_! ~ezw. [).U- 1 , 

wodurch diese in [).8 U_ 1 und [).uo ubergehen; bei der zweiten halben Um
drehung der Kurbel werden die ungeraden Differenzen [).su_1 und [).uo zu den 
benachbarten Zahlen [).!U_1 und U o addiert, Bodass in den Zahlwerken jetzt 

up [).uo , [).!uo , [).3 U _ p [).'u 

erscheinen, also die Indices alle um Eins gewachsen sind. 1st [). 4U thatsachlich 
nicht konstant, so darf es bei Abrundung auf eine bestimmte Zahl Ton Stellen 
wcnigstens eine Strecke weit ala konstant angesehen werden. 

Encyklop. d. math. Wi ••• nsch. I. 62 
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Differenzenmaschinen von M. Wiberg 180) und George B. Grant 181), 
von welchen die erste gleich der Scheutzischen 178) bemerkenswerte 
Proben ihrer Leistungsfahigkeit abgelegt hat182). 

23. Analytische Maschinen. Die 1834 von Oh. Babbage er
fundene "analytical engine" 176) 183) hat die Bestimmung, arithmetische 
oder analytische Operationen irgend welcher Art184) an beliebigen 
gegebenen Zahlen auszufiihren und die Ergebnisse zu drucken. Die 
Formeln oder Vorschriften, nach denen die Maschine rechnen solI, 
werden ihr in Gestalt durchlochter Kartons (ahnlich den in der 
Jacquard-Weberei beniitzten) dargeboten. Bis jetzt ist nur ein kleiner 
(jedoch benutzbarer) Teil dieser Maschine vollendet 185). 

B. Genahertes Rechnen. 
Den Hiilfsmitteln des Zahlenrechnens, die wir im folgenden zu 

betrachten haben, wohnt eine beschrankte Genauigkeit inne, was nicht 
ausschliesst, dass einzelne von ihnen bei geeigneter Verwendung auch 
zum genauen Rechnen dienen k6nnen (s. Anhang, Nr. 59), wie um
gekehrt natiirlich die im ersten Abschnitt vorgefuhrten aUe auch 
beim genaherten Rechnen anwendbar sind. Zunachst ist: 

24:. Das Rechnen mit ungenauen Zahlen im allgemeinen zu be
sprechen. Nicht nur sind aIle durch Messungen gefundenen Zahlen - sie 
seien denn ihrer N atur nach ganze Zahlen - mehr oder weniger ungena u, 
sondern es kOnnen auch irrationale Zahlen (die wir uns durch un
endliche Dezimalbriiche dargestellt denken [I A 3, N r. 9J) immer nur 
unvollstandig angegeben, also nicht genau in die R,echnung eingefiihrt 

180) S. Delaunay, Par. C. R. 56 (1863), p. 330. 
181) Amer. J. se. arts (3) 2 (1871), p. 113. 
182) So erschienen 1875 in Stockholm die ausfiihrl. 7-stelligen "Logarithm

Tabeller, utraknade oeh tryekte med raknemaskin af Dr. M. Wiberg". 
183) Neben 176) sei als leiehter zuganglieh genannt die Mitteilung von 

L. F. Menabrea, Par. C. R. 99 (1884), p. 179. 
184) So ist 176) p. 45 f. angegeben, wie die Maschine verfahrt, um die Ber

noulli'schen Zahlen (I E Nr.10; II A 3, Nr.1S) zu berechnen. 
185) 1m Namen einer von der British Association niedergesetzten Kommis

sion, die dariiber befinden soUte, ob es sieh empfehle, die Masehine auszufiihren 
und Tafeln mit ihr zu berechnen, hat C. W. Merrifield 1878 es fiir ratsam erklart, die 
Maschine zu spezialisieren, z. B. nur fUr Multiplikation oder fi:i.r die Auflosung 
eines Systems linearer Gleichungen (bezw. die Berechnung von Determinanten, 
s. I A 2) einzurichten, s. 176) p. 323 = Brit. Ass. Rep. 1878. - Wegen eines 
"piano arithmetique" von Genaille zur Priifung grosser Primzahlen s. Assoc. 
frany. 201, Marseille 1891, p. 159. 
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werden. Wenn eine dekadisch geschriebene Zahl mit einer grosseren 
Anzahl von Stellen gegeben ist, als ihrer verburgbaren oder der fur 
einen bestimmten Zweck notwendigen Genauigkeit entspricht, so wird 
man sie verkiirzen (abkurzen), d. h. rechts eine Anzahl von Stellen 
weglassen (bezw. durch Null ersetzen, wenn keine Dezimalstellen vor
handen sind 18E?). Die meisten Rechner befolgen hierbei die Regel, 
die letzte behaltene Ziffer um Eins zu erhOhen, wenn die rechts 
folgende (erste weggelassene) Ziffer 5 oder grosser als 5 war G,Ab. 
runden")187); so wird erreicht, dass der Febler einer verkiirzten De
zimalzahl hOchstens eine halbe Einheit der letzten angegebenen Stelle 
(statt bis zu einer voUen) betragen kann. Verlangt man, dass nach 
mehrmaligem Kiirzen einer Zahl sich dasselbe ergiebt, wie wenn um 
die betreffende Gesamtzahl von Stellen auf einmal gekiirzt worden 
ware, so ist es notwendig, bei der Endziffer 5 zu unterscheiden, ob 
sie durch Erhohung aus 4 entstanden ("kleine 5"188), gewohnlich Q 
geschrieben 18~), oder schon vorher 5 gewesen ist ("grosse 5"188» 190). 

Die eigentliche, von Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen abhangige 
Feblerrechnung ist in I D 2 erledigt worden; einfacheren Methoden 
zuganglich und deshalb ausser in Monographieen 191) 192) auch in 

186) Die Schreibweise lasst dann zwar nicht erkennen, sondem es muss 
ausdriicklich gesagt werden, dass und auf wieviel Stellen verkiirzt worden ist. 
(A. Gernerth hangt in seinen fiinfstelligen Logarithmentafeln, Wien 1866, jeder 
vollstandigen Zahl einen Punkt an, zur Unterscheidung von den unvollstandigen 
Zahlen.) 

187) Sie wurde schon von J. Kepler angewendet (vgl. die aus dem J. 1623 
stammenden Beispiele einer abgekiirzten Multiplikation und Division, Opera 
omnia, ed. Frisch, 7, Greifswald 1855, p. 296), dagegen noch nicht bezw. nicht 
folgerichtig von Burgi 206) u. Priitorius ll07). 

188) VgI. F. G. Gauss, Fiinfstell. logarithm. u. trigonom. Tafeln, Berlin 
1870, Einleitung. 

189) Wegen anderer Arten, die ErhOhung zu bezeichnen, s. Anm. 237. 
190) Weniger notig, aber dennoch bei manchen Tafeln (s. Anm. 237) 

durchgefiihrt, ist bei anderen Endziffem die Unterscheidung, ob ErhOhung vor
liegt oder nicht. Sie giebt das Vorzeichen des Fehlers, ohne die Grenze fiir 
dessen absoluten Betrag herabzusetzen. Diese wird auf 0,25 Einheiten der 
letzten Stelle erniedrigt, wenn man (wie dies z. B. Gernerth 186) p. 121 als "zweite 
Methode" auseinandersetzt) jede nicht erhohte Endziffer um 0,25 vermehrt, jede 
erhohte urn 0,25 vermindert, was aber, als zu umstandlich, selten geschieht. 
J. Kepler erreichte denselben Zweck, indem er (in seiner "Chilias Logarith
morum", Marpurgi 1624 = Opera 7, p. 392; Erklarg. p. 347) der letzten Ziffer 
eines unvollstandigen Dezimalbruchs ein + oder ein - beifiigte, wenn derselbe 
urn einen Betrag zwischen 0,25 und 0,5 Einheiten der letzten Stelle zu klein 
bezw. zu gross war. 

191) Z. B. J. Vieille, Theorie gener. des approximations numer., Paris 1852, 
62* 
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vielen elementaren Lehrbiichem der Arithmetik (namentlich in fran
zosischen) 192) 198) mehr oder weniger vollstandig und zutreffend be
handelt sind die Fragen, die sich nur auf die grosstmoglichen Wene 
der Fehler beziehen. Zwei Aufgaben bieten sich hauptsii.chlich dar: 
1) Den Fehler zu bestimmen, der dem Ergebnis einer Rechnung 
hochstens anhaften kann, wenn die Fehler der in die Rechnung ein
gehenden Zahlen gegebene Werte nicht iiberschreiten; 2) eine Rech
nung mit moglichst geringem Aufwand an Ziffern so auszufiihren, 
dass die fiir das Ergebnis vorgeschriebene Genauigkeit gesichert ist 194,). 
Es geniigt, die absoluten Betrage der Fehler in Betracht zu ziehen 195). 

Beziiglich der erstell Aufgabe sei folgendes mitgeteilt. Der Fehler 
einer Summe oder Differenz ist hochstens gleich der Summe der 
Fehler der einzeillell Glieder 196). Die entsprechenden Beziehungen fiir 
Produkt, Quotient, Potenzell und Wurzeln sind ebenfalls bekanllt und 
mittelst elementarer Methoden zu gewinllen 191). Eillfacher und in 
schwierigeren Fallen nicht zu umgehen ist es, mit Guyou 198) sich del' 
Differentialrechnung zu bedienen. In dem zu berechnenden Ausdruck 
ersetzt man die ungenauen oder unvollstandigen Zahlen durch die 
Buchstabell a, b, c, ... , bildet hierauf, wenn f (a, b, c, ... ) eben jenen 

Ausdruck bezeichllet, die partieUen Ableitungen ~~, ~~, ~~ '.' . " 

setzt in jeder fUr a - unter a1 den gegebenen Nii.herungswert dieser 
Zahl, unter 6. a den Hochstbetrag ihres Fehlers verstanden - den
jenigen der beiden Werle ~ + Aa und a1 - Aa ein, zu welchem 

2. ed. 1854; Babinet-Housel, Calcula pratiques, Paris 1857; Oh. Ruchonnet, Ele
ments de calcul approximatif, Lausanne 1874, 4. ed. 1887; (]h. Galopin-Schaub, 
Theorie des approxim. numer., Geneve 1884; E. M. Langley, A treatise on com
putation, London 1895; J. Griess, Approxim. numer., Paris 1898. "Luroth" 
Kap. 5 und 6. 

192) Die deutsche Litteratur ist ziemlich erschopfend angegeben und kritisch 
besprochen in E. Kullrich, Die abgekiirzte Dezimalbruchrechnung, Progr. Schone
berg 1897/98. 

193) Genannt seien: J. A. Serret, TraiM d'arlthmetique, 7. ed. Paris 1887; 
J. Tannery, Les:ons d'arithmetique tMorique et pratique, Paris 1894, 2. ed. 1900. 

194) Vielleicht zuerst gestellt, wenn auch nicht gelost, von F. Wolff, 
Theoret.-prakt. Zahlenlehre, Berlin 1832. 

195) Die Einschliessung jeder ungenauen Zahl zwischen zwei Grenzen ist 
dabei ebenso gut erreicht, aber die Formeln und Regeln werden einfacher, alB 
wenn man (wie Vieille a. a. 0.) die Vorzeichen der Fehler beriicksichtigt. 

196) O. Fr. Gauss, Theoria motus corporum coelestium, Hamburg 1809, 
art. 31, Schluss. 

197) Vgl. Griess a. a. O. p. lH. 
198) Nouv. Ann. de mathem. (3) 8 (1889), p. 165; ausfiihrlicher G1'ieSS 

a. a. 0.; Ansatze bei Ruchonnet, Vieille und schon Gauss 196). 
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der absolut grossere Wert der betreffenden Ableitung gehOrt und 
vertahrt ahnlich mit h, c, ... ; dann ist, wenn man die fraglichell Ab
solutwerte jener Ableitungen mit A, B, C,... bezeichnet, der Fehler 
von f hochstens: 

(1) I:::.f=A·!::.a+B.l:::.b+C·!::.c+···. 

Bis jetzt haben wir nur den sogenannten absoluten Fehler, den 
Unterschied zwischen dem genauen und dem ungenauen Wert, ins 
Auge gefasst. Ein besseres Mass fiir die Ungenauigkeit einer Zahl 
ist eigentlich der (oft in Prozenten ausgedriickte) relative Fehler, d. h. 
der Quotient aus dem absoluten Fehler und dem genauen Wert, 
jedoch ist bei der vorliegenden Aufgabe seine Beniitzung bIos bei 
"Monomen", Ausdriicken der Form: 

brn f= an ... 

eva· .. 
zu empfehlen 199), wo man (mit den obigen Bezeichnungen): 

l:J.f = I::.a + m l:J.b + I::.e + ~ I::.d + ... 
tab end 

setzen kann 200). 

Zuweilen wird von der Anzahl der genauen Ziffern ausgegangen. 
Eine ungenaue Zahl hat m genaue Ziffern, wenn ihre m ersten Ziffern 
links mit denjenigen gleichen Ranges in der Entwicklung der zu
gehorigen genauen Zahl in einen Dezimalbruch iibereinstimmen. Die 
von jenen Ziffern gebildete Zahl ist dann ein unterer (zu kleiner) 
Naherungswert, dessen Fehler hochstens eine Einheit der mwn Stelle 
betragt. Umgekehrt, wenn der (absolute) Fehler einer Zahl nicht 
grosser als 10-m ist, so hat sie (m - 1) genaue Dezimalen, ausser 
die mte Ziffer ist 0 oder 9, in welchem Fane man sich nur auf (m - 2) 
Dezimalen verlassen kann 201). Wenn zwei Zahlenf-mit m bezw. n 
genauen Ziffern bekannt sind und m < n ist, so kann man bei ihrem 
Produkt oder ihrem Quotienten im allgemeinen auf (m - 2) genaue 
Ziffern rechnen, aber nur auf (m-3), wenn a mit der Ziffer 1 
beginnt 202). 

199) Vieille operiert meist mit dem relativen Fehler, was grosse Verwick
lungen herbeifiihrt. 

200) Griess 191) p. 18. 
201) S. Griess a. a. O. - Setzt man die Anzahl del' genauen Ziffern zu 

dem relativen Fehler in Beziehung, so kommt noch die erste geltende Ziffer in 
BetrachtJ s. Vieille u. Griess a. a. O. 

202) Griess a. a. O. p. 19; Vieille giebt andere Regeln an. Weitere Satze 
diesel' Art, auch fUr Quadrat und Kubikwurzeln, bei Griess. 
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Zur zweiten der oben genannten Aufgaben iibergehend, nehmen 
wir an, die Genauigkeit, mit der eine Formel (Ca, h, c, ... ) berechnet 
werden solI, sei geringer als die, welche bei direktem Einsetzen der 
gegebenen ungenauen Zahlen a, h, c, . .. sich herausstellen wiirde, so 
dass letztere Zahlen gekiirzt werden konnen. Das durch Einsetzen 
der gekiirzten Zahlen entstehende vorlaufige Ergebnis wird im all
gemeinen iiberfliissige Ziffern enthalten; durch Abrunden desselben 
auf die Anzahl von Stellen, welche der verlangten Genauigkeit ent
spricht, begeht man einen Fehler, der eine halbe Einheit der letzten 
behaltenen Stelle betragen kann 208). SoIl daher das endgiiltige Er
gebnis auf n Einheiten einer gewissen Stelle richtig sein, so miissen 
die gegebenen Zahlen a, h, c, . . . mit solcher Genauigkeit in die Rech
nung eingefiihrt werden, dass der Fehler des vorlaufigen Ergebnisses 

hochstens E = n - ~ Einheiten der fraglichen Stelle betragt. Die 

Aufgabe ist unbestimmt, da in Gleichung (1) die Fehlergrenzen 
!::I.a, !::I.h, 6.c, ... auf unendlich viele Arten so gewahlt werden konnen, 
dass die Bedingung !::I.( < E erfiillt wird. Das einfachste ist, mit 
Guyou 198): 

A·6.a< ~ B.!::I.h<~ C·!::I.c <!- ... 
m' m' m' 

also: 
(2) 6.a < mEA' !::I.b < _E_ !::I.c < _E_ •.. 

mB' me' 
zu seben, wo m die Anzahl der Grossen a, b, c, ... bedeutet204). 

Vor dieser allgemeinen Methode waren fiir die einfachen Rechnungs
arten wiederholt Regeln angegeben worden, von der Art, dass, um die 
Addition als Beispiel zu nehmen, bis zu einer gewissen Anzahl von 
Summanden jeder mit einer Stelle mehr eingefiihrt werden soll, als 
man im Ergebnis zu behalten gedenkt C"iiberzahlige" Stelle oder 
"Uberstene'~, und ahnliche 205). 

203) S. Guyou 198). Dieser Umstand wird haufig iibersehenj beriicksichtigt, 
aber noch wenig hervorgehoben, schon bei Harms, Das abgekUrzte Rechnen, 
Progr. Realsch. Oldenburg 1872. 

204) Da bei diesen Fehlergrenzen 1 oder 2 geltende Ziffem geniigen, so 
wird man sich das Ausrechnen derselben durch Abrunden alIer Zahlen mog
lichst erleichtem, wobei es statthaft ist, die rechten Seiten zu verkleinem. 
Guyou bringt das Gauze in ein zweckmassiges Schema, mit Kolonnen fur die 
auszufiihrenden Operation en, die notwendigen Annaherungen u. s. w. 

205) Babinet wollte sich noch bei 20 Summand en mit einer tiberstelle be
gniigen, andere [z. B. J. Vinot, Ann. Genie civil, 2' (1863), p. 172] sind auf 10, 
ja auf 8, 6, 3 (vgl. Kullrich a. a. 0.) Summanden herunter gegangenj wenn man 
jedoch anstrebt, das Ergebnis auf eine halbe Einheit der letzten Stelle genau 
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I. Das Rechnen ohne besondere Vorrichtungen. 

25. Abgekiirzte Multiplikation und Division. Bildet man das 
Produkt zweier ungenauen Zahlen auf die gewohnliche Weise, so er
geben sich rechts eine Anzahl iiberfliissiger, weil ungenauer Ziffern. 
Deshalb wandten schon Joost (Jobst) Biirgi 206), Joh. Priitorius 207) und 
namentlich Joh. Kepler 208) die sogenannte abgekiirzte Multiplikation an. 
Bei derselben wird mit der hOchsten Ziffer des Multiplikators begonnen 
und beim Ubergang zu den rechts folgenden Ziffern des letzteren der 
Multiplikand jedesmal um eine Stelle gekiirzt, sodass die Teilprodukte 
mit Ziffern gleichen Ranges abbrechen. Es empfiehlt sich, das De
zimalkomma im Multiplikator hinter die erste geltende Ziffer zu 
bringen 209). Der grosseren Genauigkeit wegen wird der erste Teil
multiplikand entweder mit einer Stelle mehr genommen ("Uberstelle"), 
als im Produkt schliesslich behalten werden sollen 210) oder mit zwei 
Uberstellen 211) oder sogar drei 212), wobei einige die nachtragliche 
Verkiirzung schon an den Teilprodukten vornehmen 213), manche we
wigstens teilweise 214), andere erst an dem gesuchten Produkt 215). 

zu erhalten, so wiirde schon (wie Kullrich, der bei nicht mehr als 20 Sum
manden zwei Vberstellen anwenden will, bemerkt) bei zwei Summand en eine 
tlberstelle nicht immer ausreichen und es kann sogar durch Hinzunahme wei
terer Uberstellen der Fehler grl}sser werden. - Nicht minder mannigfaltig sind 
die fiir die Multiplikation u. s. w. aufgestellten Regeln. Man ml}ge daraus er
sehen, wie wenig iibereinstimmend noch die Ansichten auf diesem Gebiete sind. 

206) In der handschriftlichen, kurz nach 1592 geschr. "Arithmetica", vgl. 
Cantor, Vorles. lib. Gesch. d. Math. 2, p. 618. 

207) Vgl. Max Curtze, Zeitschr. Math. Phys. 40 (1895), hist.-litter. Abt., p.7. 
208) Opera omnia 7, p. 306, 372 u. a. Kepler weist auf Priitoriu8 zuriick, 

verfahrt aber etwas anders, als letzterer. 
209) F. Wolff 194). Natiirlich muss zum Ausgleich im Multiplikanden das 

Komma um ebensoviel Stellen in der umgekehrten Richtung versetzt werden. 
210) So Pratorius, Kepler a. a. O. p. 306; R. Baltzer, Elemente d. Mathem. 

(p. 48 der 7. Aufi., Leipz. 1885). 
211) So Biilrgi, Kepler a. a. O. p. 372; Cauchy (Amn. 217); Vieille, Babinet, 

Griess u. a. 
212) Z. B. KriYnig, tJber Mittel zur Vermeidung u. Auffindung v. Rechen

fehlern, Progr. Berlin 1855; Kullrich a. a. O. 
213) Kepler a. a. O. p. 306 und Baltzer. 
214) Es kiirzen die Teilprodukte schon um eine Stelle bezw. beriicksich

tigen den von einer weiteren Uberstelle herriihrenden Ubertrag z. B. Biilrgi, 
Kepler a. a. O. p. 372, Babinet, Kullrick. 

215) Pratorius, Cauchy, Vieille, Griess, K'I'onig (letzterel' verf"ahrt beirn 

Abkiirzen verschieden, je nachdem die drittletzte Ziffer :; 4) u. a. Schon die 
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Schreibt man die Einerziffer des Multiplikators iiber die letzte Ziffer 
des Multiplikanden, die noch beriicksichtigt werden solI, und lasst 
links die iibrigen Ziffern des Multiplikators in verkehrter Ordnung 
folgen, so kommt jede iiber die Ziffer zu stehen, bei welcher der zu
gehOrige Teilmultiplikand abzubrechen ist!l16). 1m Anschluss hieran 
die Multiplikation selbst als geordnete (s. Nr. 1) auszufiihren, liegt 
nahe S17). 

Ebenfalls schon von Kepler geiibt wurde die abgekiirzte Divi
sion US), die gewohnlich mit der abgekiirzten Multiplikation zusammen 
gelehrl wird und auf ahnlichen Gedanken beruht !llD). Die geordnete 
Division (Nr. 1) eignet sich unmittelbar fiir das Rechnen mit un
genauen Zahlen 920). 

26. Abgekiirztes Wurzelausziehen. Unter diesem Namen wird 
in den einschliigigen Lehrbiichern ein Verfahren beschrieben, um bei 
eiDer (Quadrat-, Kubik- oder hohereD) Wurzel, von der eine Anzahl 
genauer Stel1en auf irgend eine Art bestimmt worden sind 221), un-

Teilmultiplikanden auf soviel Stellen abzurunden, als beriicksichtigt werden 
sollen, wie Milller R. R. O. thut, ist nicht zweckmassig (vgl. Kullrich R. a. O. 
p.23). 

216) Sog. Regel von W. Oughtred, angeblich in dessen Artis analyticae praxis 
(1631?) zu finden, welche Schrift der Verfasser nicht einsehen konnte. 

217) ..4. Cauchy, Par. C. R. 11 (1840), p. 847 = Oeuvres (1) 5, p. U3. 
218) Kepler verweist auch bei dieser, a. a. O. p. 306, auf Pratoriu8, von 

welchem aber keine Beispiele bekannt zu sein scheinen. Identisch mit Kepler's 
Verfahren ist das von ..4. L. Grelle, J. f. Math. 31 (1846), p. 167, der iibrigens auch 
Genauigkeitsbetrachtungen Rnstellt. 

219) Es versteht sich von selbst, dass nur der Quotient (mehr oder weniger 
genau) erhalten wird, nicht aber der Rest. Ausfiihrliche Regeln bei Serret a. R. O. 
p. 130f. 

220) J. C. Houzeau [Brux. Bull. (2) 40 (1875), p. 101 f.] zeigt noch eine 
"division en serie", "div. par approximations successives" und einige andere 
Methoden, die aber nicht als zweckmassig bezeichnet werden Mnnen; wegen 
einer von demselben Verf. erwii.hnten "multiplication somma,ire" vgl. Anhang, Nr.69. 

221) Wegen der gewohnlichen Methoden zum Ausziehen von Quadrat- und 
Kubikwurzeln muss auf die Lehrbiicher der Arithmetik (s. etwR Serret p. 145 f.) 
verwiesen werden. S. auch "Liiroth" Kap. 9. tJbrigens ist es, wenn eine grossere 
Zahl genauer Ziffern verlangt ist, sodass Logarithmen nicht ausreichen, am 
zweckmassigsten, entsprechend der Auffassung von yN als Wurzel der Gleichung 
x P - N = 0, die allgemeinen Verfahren zur AuflOsung numerischer Gleichungen 
(l B 3 a, Nrn.l0-H) auzuwenden (so mit besonderem Vorteil die Methode von 
K. Runge und W. Ft·. Meye1·, ib. p. 440, Anm. 36»; insbesondere ist dasjenige 
von Horner (dieser Band p.436) schon bei Quadratwurzeln bequemer ala jedes 
andere (vgl. H. Scheffler, Die Aufioaung der algebr. u. transcend. Gleichungen, 
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geiahr ebensoviel weitere genaue Stellen durch eine blosse Division 
zu finden. In der Newron'schen Naherungsmethode [I B 3 a, Nr. 10] 
als besonderer Fall enthalten, besteht dasselbe darin, fUr den ge-

gebenen Naherungswert a von )IN die V erbesserung ~ aUB der 
Formel: 

zu berechnen 212). 

N-aP 
h=--

paP - 1 

II. Numerische Tafeln. 

Monographien s. Anm. 18. 

27. Logarithmentafeln. Sie bilden Beit Erfindung der Loga
rithmen 223) ohne Frage das wichtigste Werkzeug in der Hand des 
Rechners, unentbehrlich fUr ganze Gebiete des wissenschaftlichen 
Rechnens. 

Die nach Erkliirung der Logarithmen auf p. 25 dieses Bandes 
durch die GIeichungen I-IV ausgedriickten Grundeigenschaften der
selben zeigen, dass mit ihrer HiiIfe nicht nur (wie mittelst der Tafeln 
der Viertelquadrate und der Dreieckszahlen, s. Nr. 6) die Multiplika
tion, sondem auch die Division auf Addition bezw. Subtraktion sich 
zuriickfUhren liisst, und iiberdies die Potenzierung und Radizierung 
auf Multiplikation bezw. Division. (Wegen der Erniedrigung der 
Operationsstufen um zwei Einheiten s. Nr. 31.) 

Den V orrallg behaupten (als fUr das Rechnen am bequemsten) 
die sogenannten gemeinen oder Briggs'schen Logarithmen, deren Basis 
10 ist; die Angabe der Basis unterbleibt bei ihnen. (Wegen anderer 
Logarithmensysteme s. den Schluss dieser Nummer.) Man schreibt 
jeden Logarithmus dezimaJ224); der ganzzahlige Teil, welcher nur von 

Braunschweig 1859, p. 20f.). - Wie 2te, 3t., 5te Wurzeln aus Zahlen mit hOchstens 
5, bezw. 6, bezw. 10 Ziffem im Kopfe ausgezogen werden konnen, zeigt 
H. Schubert in seinen "mathemat. MUBsestunden", 2. Aufi., Leipzig 1900, p. 18H. 

222) Um bei mehrmaliger Verbesserung wiederholte Divisionen zu ver
meiden, setzt Cauchy!1'1), p. 857 = Oeuvres (1) 5, p.453: 

1 
ii = pNa(N - aP), 

wo p~ im voraus berechnet wird. 

223) Betreffs der Geschichte s. etwa Oh. Hutton, Mathem. Tables, London 
1785 (u. spatere Aufiagen bis zur 6. von 1822 einschl.), Introduction; Glaisher 
p. 49-55 (der Anteil Biilrgi's nicht richtig gewiirdigt); Cantor 2, p. 725-747 j 
vgl. auch Anm. 272. 

224) Als Dezimalzeichen wird in Deutschland ziemlich allgemein bei Loga-
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der SteHung des Kommas im Logarithmanden oder "Numerus" ab
hangt, wird die Kennziffer oder Charakteristik genannt und in den 
Tafeln gewohnlich weggelassen, der angehangte Dezimalbruch ist 
durch die Folge der Ziffern des Numerus aHein bestimmt und heisst 
die Mantisse 225). Hat der Numerus n ganze Stellen, so ist (n-i) 
die Kennziffer des zugehorigen Logarithmus. Der Logarithmus eines 
echten Bruchs ist zwar negativ, jedoch wird die Mantisse positiv 
geschrieben und das Vorzeiehen auf die Kennziffer geworfen, welch' 
letztere - mist, wenn der ersten geltenden Ziffer des Numerus m 
N uHen (diejenige vor dem Komma mitgerechnet) vorangehen 22G). Statt 
einen Logarithmus zu subtrahieren, kann man seine Erganzung zu 10 
- dekadische Erganzung, complementum logarithmi oder Oologarithmus 
genannt - addieren 227). 

Die Logarithmentafeln sind so zahlreich, dass nicht einmal die 

rithmen der Punkt, bei allen anderen Zahlen das Komma verwendet - eine 
zweckmassige Unterscheidung (vgl. E. Hammer, Lehrb. der eben. u. sphar. Tri
gonom., 2 . .Aufi., Stuttgart 1897, p. 549, .Anm. 8). 

225) Das Wort mantis a oder mantissa stammt nach einer Stelle bei Festus, 
Pauli excerpta (ed. E. O. Mullet·) p. 132, 10 aus dem Etrurischen und bedeutet 
eine (unniitze) Zugabe. S. noch E. Hoppe, Ramb. Math. Ges. Mitt. 4 (1901), p. 52. -
L. SeMon 151) neunt jede der Kennziffer angehangte Dezimalstelle eine Mantisse, 
spricht also von der 1., 2., ... Mantisse, statt, wie sonst iiblich, von der 1., 
2., ... Ziffer der Mantisse. - K. Fr. Gauss beniitzt (Disqu. arithm., art. 312) 
das Wort Mantisse auch fiir die Reihe der Dezimalen, die sich bei der Verwand
hmg eines gewlihnlichen Brl1chs in einen Dezimalbruch ergeben. 

226) Manche setzen diese Kennziffer mit - dariiber vor die Mantisse, z. B. 
log 0,04 = 2.60206 statt 0.60206 - 2; verbreiteter und wohl auch vorzuziehen 
ist die Gewohnheit, statt der negativen Kennziffer ihre positive Erganzung zu 
10 (bezw. dem nachst hoheren Vielfachen von 10) zu nehmen, wobei das eigent
lich noch anzuhangende -10 (bezw. das betr. Vielfache von -10) gewlihnlich 
nur hinzugedacht wird, z. B. log 0,04 = 8.60206, oder vollstandig 8.60206-10. 

227) Geschrieben E log oder cpl. log oder colog. Sehr vorteilhaft nament
lich bei Rechnungen, die aus Multiplikationen und Divisionen zusammengesetzt 
sind. Man bildet die dekadische Erganzung eines Logarithmus im Kopfe, indem 
man, links anfangend, jede Ziffer von 9 subtrahiert, bis auf die letzte geltende 
Ziffer, die von 10 zu subtrahieren ist. - Besondere Tafeln der Cologarithmen 
sind zwar iiberfliissig, finden sich aber doch, z. B. in den 4-stelligen Tablas 
logaritmicas von L. G. Gasea (Valencia 1884) und (ebenfalls 4-stellig) in Silas 
W. Holman's Computation rules and logarithms, New York 1896. Die von den 

Cologarithmen nur urn eine Konstante verschiedenen Werte von log::" (lI: und x 
x 

in Sekunden ausgedriickte Winkel, lI: konstant, z. B. 10 oder 3600") sind unter 
dem N amen logistische oder proportionale Logarithmen ofters (mit 4 oder 
5 Stellen) tabuliert worden, vgl. Glaisher p. 73. 
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bedeutendsten alle hier namhaft gemacht werden konnen 228). Fassen 
wir zunachst diejenigen ins Auge, bei deren Beniitzung in der ge
wohnlichen Weise mittelst Differenzen interpoliert wird 2l19). (Wegen 
andeier s. Nr. 28.) Adrian Vlack (Vlacq) hat zum ersten mal die 
Logarithmen der ununterbrochenen Zahlenreihe von 1-100000 ge
geben, und zwar mit 10 DezimalsteUen 2SO). Von ihm haben aUe 
Spiiteren abgeschrieben und eine N euberechnung von Logarithmen 231) 

in grossem Stile ist, abgesehen von der unter R. Prony's Leitung am 
Ende des 18. Jahrhunderts erfolgten der handschriftlichen "Tables du 

228) Die vollstandigste Liste, liber 553 Tafeln umfassend, verdankt man 
D. Bierens de Haan: Tweede ontwerp eener naamlijst van Logarithmentafels, 
Amst. Verh. 15 (1875), p. 1. [Vorher ging: Jets over Logarithmentafels, Amst. 
Vers!' en Meded. (1) 14 (1862), p.15.] Wo in den folgenden Anmerkungen ein 
Titel auf eine Tafel der Logarithmen der natilrlichen Zahlen allein sich bezieht, 
ist ein * vorgesetzt. In allen anderen Fallen handelt e~ sich um Tafelsamm
lungen, die ausserdem noch Tafeln der Logarithmen der trigonometrischen 
Funktionen [III A 2] und andere (z. B. Tafeln der naturl. Zahlenwerle 
der trigonom. Funktionen, Quadrattafeln u. s. w.) enthalten, welche Zugaben 
ausserordentlich wechseln, je nachdem die Sammlung den Bedurfnissen der 
Astronomen, Geodaten, Ingenieure, Nautiker gerecht werden will. Wegen der 
trigonom. Tafeln fur die dezimale Teilung der Winkel s. R. Mehmke, Bericht 
fib. Winkelteilung, Deutsch. Math.-Ver. 8 (1900), insbes. Anm. 20, p. 149. 

229) Die Handhabung der gewohnlichen Logarithmentafeln ist sehr be
kannt und darf hier um so eher unbesprochen bleiben, als in den allermeisten 
Tafeln ausfiihrliche Anleitungen zum Gebrauche zu linden sind. Bei 10-stelli
gen Tafeln hat man zur Interpolation im allgemeinen auch die Differenzen 
2. Ordnung notig (s. Interpolation, I D 3, Nr. 6). Die kleinste Zahl der Loga
rithmen, die eine Tafel enthalten muss, wenn Interpolation mit 1. Differenzen 
moglich sein solI, untersucht J. E. A. Steggall, Edinb. Math. Soc. Proc. 10 
(1891/92), p. 35. 

230) In seiner (gleichzeitig lateinisch, franzosisch und hollandisch herausgeg.) 
"Arithmetica logarithmica", Goudae 1628, (die er bescheidener Weise als 2. Auf
lage von H. Briggs' 1624 unter gleichem Titel erschienenem Werke, das aber 
eine Lucke von 20000-90000 enthielt, bezeichnete)j Auegabe mit Titel und Er
klarung in engl. Sprache von George Miller, London 1631. War neben G. Vega's 
"Thesaurus" 246), welchem sie von Manchem (z. B. Glaisher) vorgezogen wird, 
bis vor kurzem die einzige vollstandige Tafel mit 10 Dezimalen (wird in den 
Katalogen meist unter Briggs oder Neper aufgeffihrl, welche Namen im ausfiihrl. 
Titel etehen). Glaishm' giebt in den Lond. Roy. Astr. Soc. Monthly Notices 32 (1872), 
p. 255 alle Stellen an, wo Fehler in Vlack's Tafeln (iiber 600) veroffentlicht sind. 

231) Wegen der thatsachlich angewandten oder zweckmassigsten Methoden 
vgl. etwa Hutton US) (beziigl. der iUteren) j Vega's Thesaurus 146), Einleitung j 
A. Cauchy, Par. C. R. 32 (1851), p. 610 = Oeuvres (1) 11, p. 382 (Bericht lib. e. 
Arbeit von Koralek, nur 7-stellige Logarithmen)j J. Glaisher, Factor table for the 
fourth million, Lond~n 1879, Einleitung (iib. die Anwendung von Faktorentafeln, 
s. Nr. 9, bei der Berechnung) j Ellis 275) j K. Zindler, Zeitschr. Realschulwesen 22 
(1897), p. 398; s. auch Nr. 28. 
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CadastI-e" S32), erst wieder in der zweiten Hf1lfte des 19. Jahrhunderts 
von E. Sang ausgefiihrt worden 238). Man hat jedoch nicht versaumt, 
den uberlieferten Vorrat an Logarithmen wiederholt zu priifen 2M) 
und die ererbten Fehler ll85) allmahlich auszumerzen, sodass nicht aHein 
in immer noch unentbehrlichen f1lteren Tafeln, wie denen von flack 230) 

und Vega 246), die Fehler genau bekannt sind, sondern auch die neueren 
Auflagen der besten heutigen Tafeln als fehlerfrei geIten konnen 286), 

wobei in Betreff der Richtigkeit der letzten Stelle zu bemerken ist, 
dass die Anforderungen sich immer mehr gesteigert haben SSl). 1m 
iibrigen hat sich besonders im 19. Jahrhundert das Bestreben geltend 

232) Es gehOren dazu Tafeln der trigonometrischen Funktionen und ihrer 
Logarithmen fUr Dezimalteilung des Quadranten. Der Druck ist begonnen, aber 
nicht zu Ende gefiihrt worden. Genaueste Beschreibung von F. Lefort, Paris 
Observ. Ann. 4 (1858), p. 123. Sang hat (Edinb. Roy. Soc. Proc. 1874/75, 
pp.421, 581) die Zuverlassigkeit dieser Tafeln stark in Zweifel gezogen, Lefort 
(ebenda, pp. 563, 578) dieselben in Schutz genommen. Nachdem sie mehrfach 
zur Revision anderer Tafeln gedient hatten, ist 1891 ein 8-stelliger Auszug US) 
daraus erschienen. 

233) Sang berechnete von Grund aus die Logarithmen der Zahlen von 
1-10000 mit 28 Stellen, sowie von 100000-370000 mit 15 Stellen, s. dessen 7-
stellige, 1871 erschienene Tafel !58), Preface, sowie Edinb. Roy. Soc. Proc., 1874/75, 
p. 421. V gl. auch Anm. 248. 

234) Ausser A. Gemerth, der sich durch besonders griindliche Priifung 
zahlreicher Tafeln verdient gemacht hat (Bemerkungen iib. altere u. neuere 
mathemat. Tafeln, Wien 1863 = Zeitschr. ostel'r. Gymn. 1863, S. 407), seien 
erwahnt Babbage U4), Brerniker !58), Sang !5B), Shortrede 156), SeMon 151). 

235) VgI. Glaisher, On the progress to accuracy of logarithmic tables, 
Monthly Notices Astr. R. Soc. 33 (1873), p. 330; mehr als 200 Jahre waren seit 
dem Druek von Vlack's Tafeln '80) verfiossen, bis eine von deren Fehlern freie 
Tafel ersehien, und wiederholt haben sich neue Fehler eingeschlichen. - Ein 
Verzeichnis alIer bekannten (an den verschiedensten Orten veroifentlichten) 
Druckfehler in den im Gebrauch befindlichen Tafeln ist (nach Glaisher) von dem 
"Table Committee" der British Assoeiation liLngst geplant, aber noch nicht er 
schienen. 

236) Ihrer Entstehung nach solIten die 7-stelligen Tafeln von Wiberg 18,) 
unter allen Umstiinden fehlerfrei sein. 

237) Im 18. Jahrhundert wurde ein Fehler von mehreren Einheiten der 
letzten Dezimale noch leicht genommen (vgl. Gernerth 134), Einleitung). Erst 
spater kam der von K. Fr. Gauss (Einige Bemerkungen zu Vega's Thesaurus 
Logarithmorum, Astr. Nachr. 32 (1851), p. 181 = Werke 3, p. 257) stark be
tonte Grundsatz, "dass die Tabulargrosse dem wahl'en Wert alIemal so nahe 
kommen soll, ala bei der gewahlten Anzahl von Dezimalstellen moglich ist", 
allmahlich zur Herrschaft. 1m Gegensatz dazu begniigt sich Glaisher [Monthly 
Notices R. Astr. Soc. 33 (1873), p. 440 fig.] mit der Forderung, der Tafelwert 
solIe nie um mebr als 0,555 . . . einer Einheit in der letzten Stelle falsch sein. 
Noch grossere Scharfe, als Gauss fUr notig hielt, haben einzelne durch die An-
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gemacht, die Einrichtung der Tafeln immer zweckmiissiger und fUr 
den Gebrauch bequemer zu gestalten. Der Raumersparnis und bes
seren Ubersicht wegen hatte John Newton (1658) 238) auf jeder Seite 
nicht nur die, einer Anzahl von Mantissen gemeinsame Gruppe der 
drei ersten Ziffern abgetrenntllS9) und nur einmal, am Anfang einer 
Zeile, gedruckt, sondern auch die Logarithmen aller Zahlen mit der
selben Einerziffer je in eine Kolonne, mit dieser Ziffer als Ueberschrift, 
gestellt, wodurch seine Tafel zwei Eingange erhielt. Mit seltenen 
Ausnahmen 240) wird seit langem diese Anordnung bei allen Logarith
mentafeln befolgt. Wiihrend aber gewohnlich die Vielfachen der 
Differenzen oder auch die Proportionalteile in einer besonderen Spalte, 
die keinen Zusammenhang mit den iibrigen hat, angegeben sind, haben 
A. M. Nell 1l41), Gasc6 1127), N. E. Lomholt !l411) u. a. durch Hinzufiigung 

gabe, ob die letzte Ziffer erhoht ist oder nicht, zu erreichen gesucht. Abgesehen
von Kepler 190) bezeichnen die Erhohung bei allen Ziffern z. B. M. von Prasse (fiinf
stellige logarithmische Tafeln, Leipzig 1810), Babbage!U) 1827, Sedlaczek (Wi en. 
Ber. 1847, p. 428)", Steinhauser IBO) 1857, SehrOn liS!) 1860, Gernerth 1BS) 1866, 
Gasc6 u 'l) 1884; dagegen bIos, wenn die durch ErhOhung entstandene Ziffer 5 
ist, z. B. Filipowski 801) 1849 u. F. G. Gauss 1BB) 1870, und zwar durch andere 
Gestalt der Endziffer von Prasse (kursiv), Filipowski (V statt 5), Gasco (fett ge
druckt), beziehentlich durch einen Punkt unter oder neben der Endziffer Babbage, 
SeiIlaczek (auch Steinhauser), durch einen Strich unter oder liber der Endziffer 
oder durch dieselbe Sehron, Gauss, Gernerth. Jedenfalls ist unter sonst gleichen 
Umstlinden eine Tafel mit ErhOhungszeichen die wertvollere (vgl. Nr. 24:, insbes. 
Anm. 190). Auf einen hOhereri Standpunkt stellt sich N. E. Lomholt US), indem 
er die letzte Ziffer so wahlt, dass bei allen mittelst der Tafel gefundenen Lo
garithmen (einschl. der durch Interpolation erhaltenen) die durchschnittliche Ab
weichung von ihrem wahren Wert ein Minimum wird. 

238) In seiner zu London erschienenen "Trigonometria Britannica"; die 
betreffende, bis 100000 gehende Tafel ist 8-stellig und statt der Differenzen 
sind ihre Logarithmen in besonderer Spalte mit 5 Stellen gegeben. Newton 
wandte ubrigens bIos Neuerungen seiner Vorganger N. Roe 151) (1633) und 
E. Wingate (1624) vereinigt an, vgl. Hutton 223) p. 36, 39. 

239) Bei 5-stelligen Mantissen werden gewohnlich zwei Ziffern abgetrennt, 
bei 4-stelligen lohnt sich die Abtrennung nicht. Findet innerhalb einer Zeile 
ein Wechsel in der letzten abgetrennten Ziffer statt, so wird meist (wie schon 
von Vega 146», jedem folgenden Mantissenteil dieser Zeile ein * vorgesetzt; 
Hutton US) druckte einen Strich, Filipowski zwei Punkte tiber die Anfangsziffer 
desselben, Sang i53) wie R. Shorlrede ts6) statt der 0 das arabische Nokta (d. i. 
Punkt) • (li.hnlich dem arabischen Zeichen fUr 0), und noch andere Unter
scheidungsmittel kommen vor. 

240) Z. B. J. HoueZ (Tables de logarithmes a cinq decim., Paris 1858) und 
Til, . .Albrecht (Logarithm.-trigon. Tafeln mit fiinf Dezimalstellen, Berlin 1884) 
sind zu einem Eingang zurUckgekebrt. 

241) Fiinfstellige Logarithmen ... , Darmstadt 1865, 9. AufL 1898. 
242) Fircifret IJogarithmetabel, Kj~benhavn 1897 [Erklarung iibersetzt in 
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eines dritten Eingangs, namlich fiir die mit den Logarithmen auf 
gleiche Zeile gebrachten Proportionalteile, die Interpolation noch 
mehr erleichtert 24S). Die Sorgfalt der Herausgeber von Logarithmen
tafeln hat sich weiter auf das Format, auf Schnitt und Grosse der 
Zi:ffern, deren Verhii.ltnis zu den Zwischenraumen lind ahnliches, ja 
auf die Farbe des Papiers und der Druckerschwarze erstreckt244). 

Wahrend man es anfangs fiir notig hielt, die Logarithmen mit 
einer gross en Zahl von Stellen anzugeben 245) und auch fUr gewisse 
Zwecke Tafeln mit vielen Stellen immer unentbehrlich bleiben wer
den, ist man nach und nach auf eine immer kleinere Stellenzahl her
abgegangen und im 19. Jahrhunderl schliesslich bei 4- und 3-stelli
gen Tafeln angekommen. Bei 10 Stellen sind wir immer noch auf 
die seltene "Arithmetica logarithmica" von Vlack 230) und den durch 
photozinkographische Reproduktion wieder zuganglich gemachten "The
saurus logarithmorum" von G. Vega 246) angewiesen 247). N eunstellige 

der Zeitschr. f. VermesBungsw. 27 (1898), p. 240J; bietet unter allen vierstelli
gen Tafem bei bequemstem Gebrauch die grliBste durchschnittl. Genauigkeit, 
vgl. Anm. 237, Schluss. 

243) Beispiel einer Zeile aus Lomholt's Tafel: 

o I 1 I 2 I 3 7 I 8 I 9 123m .. 789 
--I----'f---f---+--- - 1-

79 8976 I 8982 I 8987 I 8993 . . . 9015 I 9020 1 9025 1 1 2 I ... 14 4 5 

Also z. B. log 7,983 = log 7,98 + Proport.-Teil zu 3 = 0,9020 + 2 = 0,9022. 
244) Oh. Babbage hat hieruber 12, aus der Vergleichung vieler Tafeln ab

geleitete Regeln aufgesteUt (Tables of the logarithms ... , London 1827, 2. ed. 
1831, Preface; 3. Aufi. mit deutscher Einleitung von K. Nagy, London 1834); 
vgl. etwa noch SeMon !5!), Einleitung. Selbst Gauss hat dies en Fragen grosse 
Beachtung geBchenkt, wie seine Besprechungen verschiedener Logarithmentafeln 
in den Gottingischen gelebrten Anzeigen = Werke 3, p. 241-255, darthun. 
V gl. noch ADm. 299. 

245) Die alteste Tafel der gemeinen Logarithmen, Briggs' *"Logarithmorum 
chilias prima" von 1617 hatte (nach Glaisher p. 55) ebenso wie deBsen Arith
metica logarithmica von 1624 !30) 14 Stellen. 

246) Leipzig 1794; Titel, Vorrede und Einleitung auch deutsch. Reproduk
tion vom Istituto Geografico Militare in Florenz 1889 herausgegeben, zum 
2. male 1896. Hulfstafeln zur leichteren Interpolation bei Benutzung des The
saurus, wie auch ein Verzeichnis der Fehler in letzterem giebt M. v. Leber, Ta
bularum ad faciliorem ... trias, Vindobonae 1897 (Einleitung auch deutsch). 
S. noch S. Gundelfinger 19S) (9-stellige Tafeln), p. 60. 

247) Zwar hat W. W. Duffield [U. S. Coast and Geodetic Survey Report 
1895/96, Washington 1897, Appendix 12, p. 422-722J eine neue (auf 12-stelli
gen Originalberechnungen beruhende und mit Vega verglichene) Tafel mit 10 
Stellen veroifentlicht, aber sie ist noch auf ihre Korrektheit zu prufen und ihre 
Anordnung liisst sich nicht als zweckmassig bezeichnen. 
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Tafeln scheinen nicht veroffentlicht zu sein 248)j solche mit 8 Stellen 
haben sich nicht eingebiirgert249), wogegen 7-stellige Tafeln lange 
Zeit fast allein Gebrauch gewesen sind. Die erste vollstiindige, d. h. 
bis 100000 gehende 250) Tafel mit 7 Stellen gab 1633 N. Roe 251); 
besonderes Vertrauen geniesst L. Schron's Tafel 252) j am bequemsten 
zu gebrauchen ist die von E. Sang 253), weil sie sich von 20000 bis 
200000 erstreckt; aus der ungemein grossen Zahl sonstiger seien 
herausgegriffen diejenigen von Ok. Babbage 2«), O. Bruhns 2M), Fr. 
Gallet 255) und R. Shorlrede 256). An 6-stelligen Tafeln ist ebenfalls 
kein Mangel; ausser der iiltesten von S. Dunn (1784)257) sei die am 
meisten geschiitzte von G. Bremiker 258) genannt. Am verbreitetsten 
sind Logarithmentafeln mit fiinf Stellen - den schon erwiihnten von 
Th. Albrecht 241J), F. G. Gauss 259), A. Gernm-th 260), J. Hoiiel 241J), A. M. 
Nell 2U) , seien hinzugefiigt die vermutlich iilteste von D. Bates 

248) E. Sang hat eine Subskription auf eine 9-stellige Logarithmentafel 
von 100000-1000000 mit 1. Differenzen eroffnet [sie wurde noch 1883 in der 
2. Auf!. der 7 -stell. Tafel desselben Verfassers 25>1) angeboten und als nahezu 
fertig bezeichnetJ, von ihrem wirklichen Erscheinen ist jedoch nichts bekannt. 

249) Die vom Service geographique de l'Armee hrsg. "Tables des logarith
mes it huit decimales", Paris 1891, ein revidiertel' Auszug aus den "Tables du 
Cadastre" 232), sind die ersten seit 1658 238). 

250) Manche Tafeln, wie die von Callet 255) und Schriin 252), gehen bis 108000; 
ausserdem geben sie die letzten 8000 Logarithmen mit 8 Stellen, wofiir eigentlich 
kein Bediirfnis vorliegt. 

251) Tabulae logarithmicae, London. 
252) Siebenstellige gemeine Logarithmen ... , Braunschweig 1860, 24. Auf!. 

1900 (auch engl., franzos., italien. u. s. w. Ausgaben). 
253) *Anew table of seven-place logarithms ... , London and Edinburgh 1871, 

2. issue 1883. Die grossen Differenzen am Anfang anderer Tafeln sind vermie
den; zwar beginnt die 2. Auflage, wie andere Tafeln, mit 1, man wird aber 
die Logarithmen der mit der Ziffer 1 anfangenden mehr als 5-ziffrigen Zahlen 
in der zweiten Halfte der Tafel suchen. 

254) Neues logarithmisch-trigonometrisches Handbuch auf sieben Dezima
len, Leipzig 1870, 5. Auf!. 1900 (gleichzeitig engl., franzos. u. italien. hrag.). 

255) Tables portatives de logarithmes ... , Paris 1795 und viele (nicht 
numerierte) neue Ausgaben. 

256) Logarithmic tables ... , Edinburgh 1844, 2. Auf!. 1849 (geht bis 
120000); 2. Teil (die Logar. del' trigonom. Funkt. enthaltend) 2. Auf!. 1854. 

257) Tables of correct and concise logarithms ... , London; nur bis 10000. 
258) Logarithmorum VI decimalium nova tabula ... , Berolini 1852; Loga-

rithm.-trigonom. Tafeln mit sechs Dezimalstellen, Berlin 1860 (diese beiden Aus
gaben noch nicht stereotypiert), 11. Ausgabe 1890. 

259) Fiinfstellige vollstandige logarithmische u. trigonometrische Tafeln, 
Berlin 1870, 60. Auf!. 1899. 

260) FiinfsteUige gemeine Logarithmen ... , Wien 1866. 
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(1781P61) und die von O. Bremiker 262), Fr. W. Rex96S), Th. Witt
stein 2M) - welche die 7-stelligen z. B. aus den Schulen nahezu ver
drangt haben, nicht ohne dass ihnen wieder von den 4-stelligen Tafeln 
dieses Gebiet streitig gemacht wiirde. Unter den letzteren sind bereits 
die von GascO 227) und Lomholt 249) genannt worden; vielleicht die 
friiheste stammt von J. F. Entke 265); erwahnt seien ausserdem die 
von F. G. Gauss 266) und Fr. W. Rex 267). Dreistellige Tafeln kommen 
hier und da mit 4- oder 5-stelligen zusam.men vor 268). 

Uber die Genauigkeit, mit welcher aus einer Logarithmentafel 
durch Interpolation die Mantisse des Logarithmus einer gegebenen 
Zahl oder umgekehrt gefunden werden kann, sind auf Grund der Wahr
scheinlichkeitsrechnung [s. I D 1; I D 3, Nr. 9] von C. Bremlker 269), 

H. A. Howe 270) und H. Stadthagen 271) Theorien aufgestellt und ex
perimentell gepriift worden. - fiber graphische Logarithmentafeln 
s. Nr. 4:3. 

261) Logarithmic tables ... , Dublin. 
262) Logarithm.-trigonom. Tafeln mit fiinf Dezimalstellen, Berlin lS72, 

8. Aufi. (besorgt v. A. Kallius) 1899. 
263) Fiinfstellige Logarithmen-Tafeln, Stuttgart 1884. 
264) Fiinfstellige logarithmisch-trigonom. Tafeln, Hannover 1859. 17. Aufi. 

1896. 
265) Logarithmen von vier Dezimal-Stellen, Berlin 1828 (Titelblatt ohne 

Verfassernamen). 
266) Vierstellige logarithm.-trigonom. Handtafel, Berlin 1873, 3. Aufi. 

1899 (auch Ausgabe f. Dezimalteilung des Quadranten, 2. Auf!.. 1899), Plakat
format. Der geringe Umfang geatattet es, 4-stellige Tafeln zusammenlegbar 
in Taschenformat auf Karton zu drucken, wie H. Schoder's logarithm. u. trigo
nom. Tafeln mit vier u. drei Stellen, Stuttgart 1866, 2. Auf!.. 1869, und die 
*"vierstellige logarithm. Taschentafel" der trigonom. Abteilung der kgl. preussi
schen Landesaufnahme, Berlin 1897. Bei letzterer ist iiber die Endzi:lfer ein 
Punkt oder ein Strich gesetzt, jenachdem die Abrundung auf 4 Stellen eine 
Verkleinerung oder Vergrosserung bedingt hat (Anklang an Kepler, s. Anm.190). 

267) Vierstellige Logarithmen-Tafeln, Stuttgart (Metzler, ohne Jahreszahl). 
268) VgI. L. Schron, Tafeln der drei- und fiinfstelligen Logarithmen ... , 

.Tena 1838; HOUeluO) (5-, 4- u. 3-stellig); Ne1l 241) (5- u. 3-stellig), Schodm' 266). 

269) De erroribus, quibus computationes logarithmicae afficiuntur, in der 
Einleitung zu den 6-stelligen Tafeln 268), Ausg. v. 1852. 

270) Annals of Mathematics 1 (1885), p. 126; 3 (1887), p. 74; angenahert 
richtige Theorie. 

271) "Ueb. die Genauigkeit logarithm. Rechnungen", Berlin 1888 (Bre
miker's Unters. fortgesetzt; inaofern nicht abgeschlossen, ala noch ein Unter
schied zwischen Theorie u. Wirklichkeit besteht). Daas (bei belieb. Tafeln u. 
Differenzen aHer Ordnungen) die Tafeldi:lferenzen den wahren Di:lferenzen beim 
Interpoliren vorzuziehen sind, zeigt J. Lefort, Edinb. Roy. Soc. Proc. 8 (1876), 
p.602. 
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Fur das gewohnliche Rechnen von sem geringer Bedeutung sind 
Tafeln der "naturlichen" oder "hyperbolischen" Logarithmen, deren 
Basis e = 2,71828 .,. ist 272) [I A 3, Nr.17J. Die vollstandigste, welche 
ahnlich wie eine gewohnliche 7 -stellige Logarithmentafel (wenn auch 
naturgemass nicht so bequem) benutzt werden und so allenfalls zu 
Kontrollrechnungen dienen kann, ist die von Z. Dase 27S). 

28. Fortsetzung: Abgekiirzte Logarithmentafeln. Um hOhere 
Potenzen oder Wurzeln sehr genau zu berechnen, und fur andere 
Zwecke 274), braucht man Logarithmen mit einer grossen Zahl von 
Stellen. Tafeln der gewohnlichen Einrichtung wurden hier zu um
fangreich und kostspielig werden, aber eine Reihe von Kunstgriffen, 
die sich im wesentlichen auf zwei Grundgedanken zuruckfiihren lassen, 
sind ersonnen worden, um aus Logarithmentafeln beschrankter Zahl
bereiche die Logarithmen beliebiger Zahlen mittelst mehr oder weniger 
einfacher Nebenrechnungen zu bestimmen und umgekehrl die Numeri 
zu gegebenen Logarithmen. Es braucht bIos von der ersten Auf
gabe gesprochen zu werden, weil die zweite in der Regel durch das 
umgekehrte Verfahren gelOst wird. 

Dienen fur gewohnlich die Logarithmen zur Verwandlung der 
Multiplikation in Addition, so beruhen die meisten abgekurzten Loga
rithmentafeln gerade umgekehrt auf der Anwendung von Produkten, 
deren Faktoren auf elementarem Wege bestimmt werden, worauf man 
die Logarithmen der Faktoren den einzelnen Teilen der Tafel ent
nimmt und addiert 275). H. Briggs 276) zerlegte die gegebene Zahl 

272) Bis in die neueste Zeit ist der Irrtum verbreitet gewesen, die von 
J. Nepe1' in seiner "Mirifici logarithmorum canonis descriptio" 1614 vero:ifent
lichten Logarithmen der Sinus seien natiirliche, weshalb letztere vielfach Neper
sche Logarithmen genannt werden; jedoch hat G. Kewitsch [Zeitschr. math. naturw. 
Unterr. 27 (1896), p. 321, 577] nachgewiesen, dass Neper's Logarithmen der Basis 
1 - entsprechen, wahrend die Basis eden "roten" (weil rot gedruckten) Zahlen 
e 
in Joost Burgi's "arithm. u. geometr. Progress-Tabulen ... ", Prag 1620, zu
kommt. 

273) Tafeln der natiirlichen Logarithmen der Zahlen ... , Wien 1850 
[= Wien. Observ. Ann. (2) 14 (1851)]. 

274) Z. B. Zinseszins- u. Amortisationsrechnungen [so Thoman 'J88), p.24fig.], 
zur Priifung mancher Satze der hoheren A.rithmetik [vgl. Gray !7B)] u. s. w.; 
vgl. noch G. Gom, Rapport sur l'utiliM des tables de logarithm. a plus de sept 
decim., Tor. A.tti 8 (1872/73), p. 163. 

275) Geschichte dieser Methode (mit wenig Liicken) bei A. J. Ellis, Lond. 
Roy. Soc. Proc. 31 (1881), p. 398 fig., Postscript (Atwood betr.) 32 (1881), p.377. 
Da eR. mindestens 25 Tafeln dieser A.rt giebt, konnen oben nur die wichtigsten 
genannt werden. 

Encyklop. d. math. Wissensch. I. 63 
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selbst in ein Produkt, indem er als ersten Faktor die Anfangsziffer 
der Zahl, als zweiten Faktor die ersten beiden Ziffern des Quotienten 
aus der gegebenen Zahl und dem ersten Faktor u. s. w. nahm.; ahn
lich u. a. P. Gra;y, der jedoch dem ersten Faktor zwei 277) bezw. 
drei 278) Ziffern giebt, jedem folgenden dieselbe Zahl von Ziffern mehr, 
und A. Steinhauser, der [wie vor ihm Oh. Borda-J. B. J. Delambre 279)] 

nur zwei Faktoren verwendet 280), spater drei 281) bezw. vier1l82), die 
(abgesehen vom letzten) nach Gruppen von drei bezw. vier Ziffern 
fortschreiten. Um grosse Divisionen zu vermeiden, gab R. Flower 28S) 

der gegebenen Zahl zunachst die Form 0, . . . und multiplizierte dann 
der Reihe nach mit Zahlen der Form 1, Omr (r einziffrig, m = 0, 1,2, ... ), 
zu dem Zweck, die Zahl auf die Form 0,999 ... , mit wachsender An-

276) Tabula inventioni logarithmorum inserviens, p. 32 der Arithmetica 
logarithmica von 1624, giebt (mit 15 Stellen) die gemeinen Logarithmen von 
r; 1, r; 1, Omr mit r = 1 bis 9 und m = 1 bis 8, was Ellis!7") im Anschluss 
an Flower 28B) "a positive numerical radix" nennt; von Vlack !30) mit 10 Stellen 
abgedruckt. 

277) Mechanics Magazine, 12. u. 26. Febr. 1848; 12 Stellen. 
278) Tables for the formation of logarithms ... , London 1876; 24 Stellen. 

Vorlaufer mit 12 Stellen 1865 erschienen. Bei der Bestimmung des Numerus zu 
gegebenem Logarithmus Flower's Methode, s. unten. 

279) Anhang zu den gew1ihn1ichen Logarithmentafeln in den "Tables trigo
nom. decimales ... ", Paris an IX (1801); l1-stelIig. Der erste Faktor besteht 
in den drei ersten geltenden Ziffern der gegebenen Zahl. 

280) Anhang zu ... Logarithmentafeln, enthaltend zwei Hiilfstafeln zur 
Berechnung eilfstelliger Logarithmen ... , Wien 1857; wird im Titel als Er
weiterung von Borda's Tafel bezeichnet. 

281) Kurze Hilfstafel zur bequemen Berechnung 15-stelliger Logarlthmen ... , 
Wien 1865. Auf jeder der 20 Seiten drei mit A, B, 0 iiberschriebene Kolonnen, 
die Logarithmen der Zahlen 1 bis 999, bezw. 100999 und 100000999 enthaltend. 
Beim letzten Logaritbmus (wie in der folgenden und vorhergehenden Tafel) 
Interpolation n1itig. 

282) Hilfstafeln zur prazisen Berechnung 20-stelliger Logarithmen ... , 
Wien 1880. Priifungen durch J. Perott [Darboux' Bulletin (2) 11 (1887), p.51)], 
J. Blater [s. F. O. Lukas, Ehrenzweig's Assekuranz-Jahrbuch 20 (1899), p. 69, 73] 
u. a. haben zahlreiche Fehler ergeben. 

283) The radix, a new way of making logarithms, London 1771; zugeh1irige 
Tafeln (gemeine Logarithmen) 23-stellig. Z. Leonelli [Supplement logarithmique, 
Bordeaux an XI (1802/3), 2. AufL v. J. HOUel, Paris 1875, deutsch von G. W. 
Leonhardi, Dresden 1806] giebt die Tafeln mit 20 Stellen und fiigt solche 
gleicher Ausdehnung fiir natiirliche Logarithmen hinzu (auch 15-stellige gemeine 
Logarithmen der Zahlen r und 1,02m+lr mit r = 1 bis 99, m = 0 bis 3); 
diese Tafeln mehrmals abgedruckt, z. B. v. Hoilel 940) 815), von Sehron 25!) (3. Teil, 
p. 76) mit 16 Stellen. - Hoilel teilte Bord. Mem. 8 (1870), p. 188 eine Methode 
von F. 73urnier mit, die Rechnung zu beschleunigen. 
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zahl der Ziffem 9, also der Einheit immer naher zu bringen. 
G. A.twood 2B4) wandte auch Faktoren der Form (1-0,Omr) an 285), 
wodurch die Zahl von oben her der Eins immer naher gebracht 
wird, beseitigte alles Probieren und vereinfachte die Rechnungen 
durch weitere Hiilfstafeln und zweckmassige RegeIn. 1m 19. Jahr
hundert sind Atwood's (wie Flower's und Briggs') Methoden mehr
mals (oft nur teilweise) wieder entdeckt worden, z. B. von Weddle 286), 

H. Wace 287), F. Thoman 288) und R. Hoppe 289), bei dem sie die ein
fachste Gestalt angenommen haben. S. Pineto 290) bringt durch einen 
einzigen gut ausgewahlten Faktor, A. Namwr 291) durch einen oder 
zwei solcher, die gegebene Zahl in den Rahmen der Tafel. 

Jegliche Multiplikation und Division (auch Interpolation) ver
meidet H. Prytz 292) durch Anwendung von Additionslogarithmen 
(s. Nr. 30); er denkt sich die Zahl N auf die Form: 

284) An essay on the arithmetic of factors ... , London 1786 (nach Ellis!75J). 
Amcood wandte seine Methode auch auf das Ausziehen von Wurzeln u. s. w. an. 
Damit verwandt scheinen die Bestrebungen von O. Byrne zu sein (Dual arith
metic, London 1863, neue Ausgabe 1864, Tables of dual logarithms 1867), der 
alie irrationalen Zahlen in der Form (l,l)a (1,01)~ (l,OOl)r ... oder (0,9)a (0,99)~ 
(0,999)r ... , symbolisch geschrieben tap,. ... bezw. ap,. .. . t, (a, p,,. ... be-
deuten Ziffem), darstelien will. 

285) Eine Tafel dieser Grossen und der Negativen der entsprechenden 
Logarithmen nennt Ellis27~ "a negative numerical radix". 

286) "The mathematician", nov. 1845, p. 17; Tafeln mit 16 und 25 Stellen 
wurden 1849 von Shortrede 166) gegeben. 

287) Mess. of math. (2) 3 (1874), p. 66; Tafeln (gemeine und natiirliche 
Logarithmen) auf 20 Stellen. 

288) Tables de logarithmes a 27 decimales ... , Paris 1867. 
289) Tafeln zur dreissigstelligen logarithmischen Rechnung, Leipzig 1876; 

natiirliche Logarithmen mit 33 Stellen, nur 7 Saiten 8°. Hoppe betont die Vor
ziige der natiirlichen Logarithmen beim Rechnen mit sehr vielen Stell en. 

290) Tables de logarithmes vulgaires a dix decimales ... , St. Petersbourg 
1871. Umfang der Tafeln 56 S. 8°. Die Haupttafel geht von 1 000000 bis 
1011 000; die Faktoren haben hOchstens (aber selten) drei Ziffem; Interpolation 
notig. 

291) Tables de logarithmes a 12 decimales ... , Bruxelles 1877 (theoretische 
Einleitung von P. Mansion). Die Tafeln nehmen 10 S. 80 ein. Direkt gegeben 
sind die gemeinen Logarithmen der natiirlichen Zahlen zwischen 433300 und 
434299, weil nach einem von Namur empirisch gefundenen, von Mansion be
wiesenen Satz bei diesen in der Nahe des millionenfachen Moduls liegenden 
Zahlen die logarithmischen Differenzen mit 100... anfangen, also die Inter
polationen leicht auszufiihren sind. Jede Bestimmung eines Logarithmus oder 
Numerus zur Probe auf zwei Arten moglich; noch andere Proben, auch Fehler
schatzung. 

292) Tables d'anti-logarithmes, Copenhague (kein Erscheinungsjahr an-
63* 
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N = .A. (1 + Ilt) (1 + as) (1 + as) ... (1 + ar ) 

gebracht, woraus fiir 

einerseits folgt: 
logN=L+ log (1 +10-L1) + log (1 +10-L.) + ... +log(1+10-Lr), 

andererseits (wegen 

N = A(1 +a1 +a2 +alaj +as + alaS + ~as +al~aS + ... »): 
N = 10L + 10L -4 + 10L - L • + 10L -4 -L. + 10L - L • + 10L - L l-La + ... 

S. Gundel{inger 298) beschrankt sich auf zwei Faktoren bezw. Summan
den, wodurch die Zahl der Additionen und Subtraktionen geringer 
wird, aber Interpolation sich einstellt. 

Sammlungen von Logarithmen mit aussergewohnlich hoher Stellen
zahl, die fur wissenschaftliche Zwecke in Betracht kommen konnen, 
sind die ofters abgedruckten Tafeln der natiirlichen Logarithmen von 

gegeben, nach den "Fortschr. d. Mathem." 1886). Es konnen die Numeri (Anti
logarithmen) zu gegebenen Logarithmen mit dreistelliger Mantisse, deren Diffe
renzen also auch in der Tafel sich finden, dieser entnommen werden, und eine 
Hiilfstafel giebt die Additionslogarithmen log (1 + 10-Lr ). Anzahl der Stellen 
15, 10 und 5 (Umfang bez. 10, 5, 2 Seiten 8°). Auch andere Anwendungen des 
Grundgedankens moglich: durch Mitbeniitzung einer Hiilfstafel, die nur eine 
Seite einnimmt, werden 15-stellige log sin mittelst blosser Additionen und Sub
traktionen gefunden. Vorlaufer eine 1881 in Kopenhagen erschienene S-stellige 
Tafel ("Udkast til Antilogarithmetabel ... "). 

293) Tafeln zur Berechnung neunstelliger Logarithmen ... , Darmstadt 1891 

(in Gemeinschaft mit A. M. Nell herausgeg.). Es wird N = n + p = n (1 + !) 
gesetzt, wo n aus den vier hochsten geltenden Ziffern von N (mit soviel an
gehil.ngten Nullen, daBs N und n gleichviel SteUen haben) gebildet ist. Die 
erste Tafel giebt die 9-Btelligen Logarithmen von n = 1000 bis 10000, die 

zweite fiir A=log! das zugehOrige B=log (1 + !), sodasslogN=logn+B. 

(Beide Tafeln zusammen 50 S. gross 8°.) (tjber die Genanigkeit des Rechnens 
mit diesen Tafeln vgl. "Liiroth" S. 118.) Auf demselben Grundsatz beruht die 
Anwendung einer neuen, 18 S. 4° einnehmenden 7-stelligen Tafel von Gundel
finger (Sechsstellige Gaussische und siebenstellige gemeine Logarithmen, Leipzig 
1900). - Durch Beniitzung von 3 oder mehr Summanden Mnnte die Methode 
auf Logarithmen mit mebr als 9 Stellen ausgedehnt werden, was noch nicht 
versucht worden zu sein scheint. - Auf Additionslogarithmen beruhen im 
Grunde genommen auch die "Canons de logarithmes" von Hoene-Wronski (paris 
1827; russisch von Annenkoff, St. Petersburg 1845; polnisch in 2 Ausgaben von 
S. Dickstein, Warschau 1890; vgl. Bibliotbeca mathematica (2) 7, 1893, p. 11), 
die zwar nur 4, 5, 6 und 7 Stellen Ge auf einer Seite) bieten; Anordnung sehr 
sinnreich, aber fiir den wirklichen Gebrauch wohl zu kiinstlich. 
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Wolfram mit 48 Stellen 294), sowie der gewohnlichen Logarithmen von 
..A. Sharp mit 61 Stellen 295). Die hochste Stellenzahl, namlich 102 
bezw. 260, haben H. M. Parkhurst 296) und J . ..A. Adams 297) erreicht. 

29. Tafeln der Antilogarithmen. Sie bilden die Umkehrung 
der gewohnlichen Logarithmentafeln, haben also im Eingang Loga
rithmen bezw. Mantissen und geben die zugehOrigen Zahlen, d. h. die 
Werle der Funktion y = lOx, bezw. y = e", wenn natiirliche Loga
rithmen zu Grunde liegen 298). Trotz mancher Vorleile trifft man sie 
- als entbehrlich und nochmals denselben Raum beanspruchend, wie 
die gewohnlichen Tafeln - recht selten, am meisten noch in vier
stelligen Sammlungen, wo sie nur zwei Seiten einnehmen. In Zwischen
raumen von mehr als hundert Jahren erschienen: Burgi's "Progress
tafeln"272) als erste aHer Antilogarithmentafeln 299), J. Dodson's 11-
stellige Tafe1 300) als ausgedehnteste SOl) und eine Tafel in Shortreile's 

294) Fiir aIle natiirlichen Zahlen von 1 bis 2200, von da bis 10009 grossten
teils nur fi"ir die Primzahlen; zuerst in J. G. Schulze, Neue und erweiterte Samm
lung logarithmischer ... Tafeln, Berlin 1778, erschienen; abgedruckt z. B. von 
Vega 146) und Gallet 265). 

295) Fiir die natiirlichen Zahlen von 1 bis 100 und die Primzahlen von da 
bis 1097, ferner fiir die Zahlen von 999980 bis 1000020 mit Differenzen ver· 
schiedener Ordnungen, zuerst in dem Werke "Geometry improved ... ", London 
1717; abgedruckt z. B. von Hutton 'US) und Gallet 155). 

296) Gemeine Logarithmen der Zahlen von 1 bis 109, in den "Astrono
mical tables ... ", New-York 1871. 

297) Natiirliche Logarithmen der Zahlen 2, 3, 5, 7, 10 auf 272 Stellen, 
der Modul M auf 282 Stellen, wovon 260 als sicher bezeichnet werden, Lond. 
Roy. Soc. Proc. 27 (1878), p. 88. 

298) Tafeln der "hyperbolischen" Antilogarithroen, mehr den Zwecken der 
Analysis als dem gewohnlichen Rechnen dienend, haben wir von G. Vega 64) 

[Werte von eX und log eX fUr x = 0,00 bis 10,00 mit 7 Ziffern bezw. Dezimalen], 
abgedruckt z. B. von Hulsse 65), J. H. Lambert [Zusatze zu den logarithmischen 
und trigonometrischen Tabellen, Berlin 1770; e- x fiir x = 0,1 bis 1,0 und 
x = 1 bis 10 mit 7 Stellen] und J. W. L. Glaisher [Cambro Trans. 13 (1883), 
p. 243; eX fiir x = 0,001 bis 0,100 sowie fiir x = 0,1 bis 10,0; e-x fiir x = 0,01 
bis 2,00 und fiir x = 1 bis 500 mit 9 Stellen, die gemeinen Logarithmen davon 
mit 10 Stellen] und H. W. Newman [Cambro Trans. 13 (1883), p. 145; e-x fiir 
x = 0,001 bis 27,635 in verschiedenen Intervallen und mit 12 bis 18 Stellen]. 
Die Potenzen von e mit den Exponenten 1, 2, ... , 25, 30, 60 gab Schulze 194) mit 
27 geltenden Ziffern (abgedruckt von Glaisher a. a. 0.). 

299) Auf Burgi's Unterscheidung der Logarithmen von den iibrigen Zahlen 
durch roten Druck ist H. Schubert (vierstelIige Tafeln und Gegentafeln ... , 
Leipzig 1898) wieder verfallen; zum Schutze gegen Verwechslung hatte es wohl 
geniigt, jede Seite der "Gegentafeln" mit einer roten Linie einzufassen. 

300) "The antilogarithmic canon ... ", London 1742. Wie eine 7.stellige 
Tafel angeordnet; die Mantissen gehen von 00000 bis 99999, 
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Sammlung 256) als erste 7 -stellige. Es reihen sich an eine Antiloga
rithmentafel mit 7 Stellen von H. E. Filipowski a02), solche mit flinf 
Stellen 303) von Fr. Stegmann a04) und H. Schubert 305), wahrend unter 
den vierstelligen die von Lomholt 242) hervorzuheben ist 306). 

30. Additions- und Subtraktionslogarithmen. Wie grosse Er
leichterungen bei Multiplikation, Division und den Operationen hoherer 
Stufen die Logarithmen gewahren mogen, bei Addition und Sub
traktion bilden sie im Gegenteil ein Hindernis. Um hier das ZUrUck
gehen von den Logarithmen auf die Numeri liberfliissig zu machen, 
hat Z. Leonelli a07) die Additions- und Subtraktionslogarithmen ("loga
rithmes additionnels et deductifs") erfunden 308). Die Aufgabe, log (a + b) 

301) Zwar mit 20 Stellen und Differenzen 1.-3. Ordnung, aber nur fiir 
die Mantissen bis 00139 kommen die Antilogarithmen bei W. Gardiner (Tables 
of logarithms ... , London 1742, franzosisch Avignon 1770) vor. 

302) "A table of anti-logarithms ... ", London 1849. Die Mantissen gehen, 
wie bei Dodson und Shortrede, von 00000 bis 99999. 

303) Fiinfstellige Tafel besonderer Art: R. von Sterneck, Anti-Logarithmen .... 
Wien 1878; Titel irrefiihrend: Einrichtung die einer gewohnlichen Logarithmen
tafel, aber nicht die wirklichen Logarithmen der im Eingang stehenden 1-4-
ziffrigen Zahlen, sondern die kleinsten Logarithmen, denen bei Abrundung auf 
die betr. Zahl von Stell en jene Zahlen noch zukommen, werden gelieferl. 

304) "Tafel der fiinfstelligen Logarithmen und Anti-Logarithmen", Mar
burg 1855. Mantissen von 0000 bis 9999. 

305) "Fiinfstellige Tafeln und Gegentafeln ... ", Leipzig 1897. Auch "Gegen
tafeln" zu denen der Logarithmen und natiirlichen Zahlenwerte der trigonome
trischen Funktionen! Logarithmen durchweg mit anderen Typen gedruckt, als 
die iibrigen Zahlen, vgl. 299). - Die Fortschr. d. Math. fiir 1876, p. 763 er
wahnen noch: R. W. Bauer, Femciffrede logarithmer til hela tal fra 1-15500 
og anti-logarithmer, Kj0benhavn 1876. 

306) Vielleicht die friihesten kommen vor in J. H. T. Muller, Vierstellige 
Logarithmen ... , 2. Aufi. Halle 1860; ferner haben solche z. B. noch Hoiie12 40), 

GasciP27), Rex 267), Holman 22"). 
307) Supplement logarithmique ... , Bordeaux an XI (1802/3), 2. Ausgabe 

von J. Houel, Paris 1875 (deutsch von G. W. Leonhardi, Dresden 1806), 2m• partie. 
308) Vorher behalf man sich mit trigonometrischen Funktionen, z. B. 

wandte nach S. Gunther (Vermischte Unters. zur Geschichte der mathemat. 
Wissensch., Leipzig 1876, p. 285 fig.) J. Muschel von M08chau (1696) die Regel an 

log (a + b) = log b + log 2 + 2 log cos (: - n, 
mit log sin rp = log a - log b 

(ahnlich spater Delambre, s. Leonelli a. a. O. p. 64: 

log (a ± b) = log a + log 2 + 2 log C?S 5E.., mit log.cos rp = log b -log a, 
SIll 2 

dagegen Chr. Wolf: 
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oder log (a-b) zu bestimmen, wenn log a und log b gegeben, da
gegen a und b selbst nicht bekannt sind, lOst Leonelli mittelst einer 
Tafel, die aus drei, von K. Fr. Gauss spater mit A, B, C iiber
schriebenen Kolonnen folgenden Zusammenhangs gebildet ist. Be
zeichnen .A, B, G drei in derselben Reihe stehende Werte dieser 
Kolonnen und setzt man: 

.A = log x, 0 = log z, 
so ist: 

x+l z B = lOll -- = log __ 309). 
~ X z-l 

Fiir 
log a - log b =.A bezw. log a - log b = G 

ergiebt sich daher: 

log (a + b) = log a + B = log b + G 
bezw.: log (a - b) = log a - B = log b + .A 310). 

mit 

log (a + b) = log a - 2 log sin 'P, 

1 
log tg cp = 2 (log a - log b) 

[ahnlich noch J. C. Houzeau, Brux. Ann. 51 (1883), p. 103: 

log (a + b) = log a - 2 log cos cp, mit log tg 9l = ~ (log b -log a), 

log (a - b) = log b + 2 log ctg 9l, mit log sin 9l = ~ (log b -log a)J. 

Gernerth zweifelt noch 1866 an dem Nutzen der Additionslogarithmen, der 
allerdings erst bei ausgedehnteren Anwendungen recht hervortritt, und schlagt 

£60) p. 142 vor, wenn log a und log b gegeben sind, log ~ = log a -log b zu 

bilden, die Zahl ~ ZU Buchen und sofort im Kopfe Eins zu addieren bezw. zu 

subtrahieren, dann log (: ± 1) zu Buchen und log b zu addieren, was Leonelli 

selbst a. a. O. p. 73 als Notbehelf angeben hatte. 

309) Offenbar auch C = log (1 + x), und filr B = log y iiberdies: 

x = _1_ = .z - 1 z = -y- . 
y-l ' y-1 

Die Tafel ist eigentlich aus zweien, einer filr Addition (Kolonnen A und B) 
und einer filr Subtraktion (Kolonnen C und B), mit der gemeinsamen Kolonne B, 
zusammengesetzt. 

310) SoIl allgemeiner, unter (a, b) eine homogene Funktion nten Grades 
von a und b verstanden, log (Ca, b) aus log a und log b bestimmt werden, so ist 
dies ebenfalls ohne Kenntnis von a und b durch eine Hulfstafel mit einem Ein
gang moglich, welche etwa zu dem Argument u = log t den Wert v = log (t, 1) 
enthalt, da fUr u = log a -log b . sich ergiebt log (a, b) = v + n . log b. Ho
mogene Funktionen von drei reellen oder zwei imaginaren Veranderlichen wiir-
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Leonelli's, mit 14 Dezimalen berechnete Tafel ist nicht veroffentlicht 
worden (a. a. O. sind bIos drei Probeseiten mitgeteilt). Gauss hat 
den Gedanken aufgenommen und eine ebenso konstruierte Tafel, aber 
nur mit funf Dezimalen, herausgegeben311). Nachdem noch mehrere 
Tafeln mit derselben Anordnung erschienen warenS19), hat man an
gefangen 313), letztere in mannigfaltiger Weise abzuandern. Zuerst 
wurde, u. a. von J. Zech 814), die Trennung in je eine besondere Tafel 
fUr Addition und Subtraktion vorgenommen, oft auch eine der von 
Leonelli tabulierten Funktionen durch eine andere ersetzt 315), schliess
lich von Th. Wittstein 316) durch Aufgeben einer von Leonelli's drei 
Kolonnen eine einheitliche Tafel hergestellt, welche Moglichkeit 
ubrigens Leonelli selbst schon ins Auge gefasst hatte (a. a. O. p.55). 

den Hiilfstafeln mit zwei Eingangen erfordel'll (s. Mehmke, "Dyck's Katalog", 
N achtrag, p. 20). 

311) Zach's Monatliche Correspondenz 26 (1812), p. 498flg. 
312) Darunter als erste 7-stellige die von E. A. Matthiessen (Tafel zur 

bequemen Berechnung des Logarithmen der Summe oder Differenz ... , Altona 
1818), die keinen Anklang gefunden hat. 

313) Zuerst vielleicht J. H. T. Muller, Vierstellige Logarithmen ... , Halle 
1843, der nicht die Kolonne der Resultate, Bondel'll umgekehrt die Eingangs
kolonne A als gemeinschaftliche nimmt, zu welcher die mit S (Summe) und U 
(Unterschied) bezeichneten Kolonnen in derselben Beziehung stehen, wie bei 
Leonelli A zu B bezw. C zu B. 

314) "Tafel der Additions- und Subtraktionslogarithmen" in J. A. Hitlsse's 
Sammlung mathematischer Tafeln, 2. Abdruck, Leipzig 1849 (in der ersten Auf
lage von 1840 noch nicht), auch gesondert erschienen, 2. Aufl. Berlin 1863, mit 
7 Dezimalen. Abgesehen von der Stellenzahl und dem dadurch bedingten Um
fang ist der Inhalt noch derselbe wie bei Muller 81S). Bremiker nimmt in seineD 
6-stelligen !68), 5-stelligen 16!) und 4-stelligen Tafeln (Berlin 1874) zu Additions
logarithmen wie Gray 315) und spatere log (1 + x) und zu Subtraktionsloga
rithmen die dekadischen Erganzungen der von Leonelli bis Zech gewahlten, um 
lauter positive Differenzen zu erhalten j iiJmlich Albrecht 140). 

315) P. Gray, 'rabIes and formulae for the composition of life contingen
cies ... , London 1849, second issue 1870, verwendet bei Addition log (1 + x), 
bei Subtraktion log (1 - x) j statt der letzteren Funktion nimmt J. Hoitel (Re
cueil de formules et de tables numeriques, Paris 1866) die mit wachsendem 

1 
Argument zunehmende log -1--' ebenso Rex 1I6S) !6'1). Die Beschrankung auf -x 
negative Werle des Argumentes in der eraten Tafel ist bei manchen Anwen
dungen ein Nachteil. 

316) Zuerat (1859) in der 5-stelligen Sammlung !64), dann in der besondel'en 
Tafel "Siebenstellige Gaussische Logarithmen ... ". Hannover 1866 (Titel und Ein
leitung auch franzosisch). Die auch von andel'll gebrauchte Bezeichnung 
"Ganssische" Logarithmen natiirlich unberechtigtj Gauss hat selbst Leonelli- als 
den Urheber des Gedankens genannt, sogar· Leonelli's Schrift ausfi'ihrlich be
sprochen (Allgemeine Litteraturzeitung vom J. 1808, p. 353 = Werke 8, p.121). 
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Bei dieser jetzt verbreitetsten Anordnung 317) stehen die beiden elll
zigen, mit A. und B bezeichneten Kolonnen in der Beziehung: 

A. = log x, B = log (1 + x), oder lOB = 1 + lOA, 

und die obige Fundamentalaufgabe wird mittelst der Formeln gelOst: 

log a -log b = A., log (a + b) = B + log b = log a + (B - A) 
bezw. log a-10gb = B, log (a-b) = A. + logb= loga-(B-A). 

Von "Additionslogarithmen fur komplexe Grossenll hat R. Mehmke 318) 

einen dreistelligen Entwurf gegeben. Verwandt mit den Additions
logarithmen ist die nach einem Gedanken von Gauss und auf dessen 
Veranlassung von v. Weidenbach berechnete Tafel 319), die auch Houel 315) 

und Rex 263) 267) haben und welche neuerdings E. Hammer 319a) er
weitert hat. 

31. Q,uadratische Logarithmen. Setzt man: 

(a)bY = x, 
so wird: 

log log x - log log a 
Y = log b . 

Conte A.. di Prampero 320), der speziell: 

317) Dieselbe haben z. B. noch F. G. Gauss m) 266) und Nell 241). Eigent
lich nur eine Umordnung von Leonelli's Tafel, denn Wittstein's Kolonne B 
stimmt in ihrer 2. Halfte (fUr positive A, die Leonelli allein berucksichtigt) mit 
Leonelli's 3. Kolonne iiberein und enthalt in der 1. Hlilfte (fur negative A) ins
gesamt dieselben Funktionswerte, wie Leonelli's 2. Kolonne, weil man fUr 

, 1 
x=-

x A' = log x' = -log x = - A, B' = log (1 + x') 

erhliIt. Hieraus folgt noch 

B' = log (1 + x) - log x = B - A, 
d. h. wird mit del' dekadischen Erganzung von A in die Tafel eingegangen, so 
liefert sie (B - A); deshalb hat Gundelfinger bei der 4-stelligen Tafel der ersten 
Seite von 352) und der neuen, in Anm. 293 genannten 6-stelligen rechts diese 
dekadischen Erganzungen als zweiten Eingang angebracht, wozu ein Vorbild in 
den trigonometrischen Tafeln gegeben war. 

318) Zeitschr. Math. Phys. 40 (1895), p. 15. 

319) "Tafel, um den Logarithmen von x + 1 zu finden, wenn der Loga-
x-1 

rithme von x gegeben ist ... ", Copenhagen i829; 5 Dezimalen. Abgedruckt in 
M. v. Prasse's logarithmischen Tafeln, Al1sgabe von K. B1·. Mollweide und G. 
A. Jahn, Leipzig (ohne Jahreszahl). 

• 10 1 + x . . 
319&) "Sechsstelhge 'rafe.! del' Werte log --... ", LeIpzIg 1902. 

i-x 
320) Saggio di tavole dei logaritmi quadratici, Udine 1885. Die Hal1pt-
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a=IIVW, h= 2 

= log log a; + 10 
Y log 2 

erhiilt, nennt y den quadratischen Logarithmus von x, geschrieben 
y = Lqx. Es bestehen die fundamentalen Eigenschaften: 

t logt~;:- L logt 
Lq Z = Lq Z + log b ' Lq r Z = q Z - log b' 

also fiihrt eine Tafel der quadratischen Logarithmen zusammen mit 
einer Hiilfstafel der Grossen log t : log h, wie solche di Prampero im 
Entwurf gegeben hat, jede Potenzierung oder Radizierung mit be
liebigem Exponenten auf eine Addition bezw. Subtraktion zuriick. 

32. Tafeln der Proportionalteile. So heissen Tafeln der auf 
eine bestimmte Zahl von Dezimalen abgerundeten Grossen: 

a; 2a; 3a; a-l 

a' a' a'''''-a- X' 

wo die Konstante a gewohnlich den Wert 10 oder 100 hat (dezi
male TafeIn), seltener 60 oder 600 (sexagesimale bezw. sexcentenare 
Tafeln) 321). Von der ersten Art sind ausser den wahrscheinlich 
iiltesten von J. Moore 322) zu nennen die Tafeln von C. Bremiker 323), 

L. Sehron 824) , H. Schubert 325) , von der letzten diejenigen von John 
Bernoulli 326) und H. Schubert 3117). 

tafel enthalt fiir (sich nicht in gleichen Zwischenraumen folgende) Werte von 
Lqx mit 6 Dezimalen, die zwischen 0 und etwas iiber 12 liegen, die zugeMrigen 
x mit verschiedener Stellenzahl. Es liegt wohl naher, a = b = 10 zu 8et~en, 
was Lqx = log log x giebt, welche Funktion noch nicht tabuliert worden zu 
sein scheint. Vorlll.ufig ist es zweckmll.ssiger, Potenzen und Wurzeln auch bei 
nicht ganzzahligen Exponenten mit gewohnlichen Logarithmen zu berechnen, 
aber der Gedanke ist vielleicht entwicklungsfahig. 

321) Zwar finden sich in den meisten Logarithmensammlungen die zum 
linearen Interpolieren notigen Proportionalteile in zerstreuten Tafelchen, die
selben konnen aber auch zu einer besonderen Tafel zusammengestellt sein, und 
um solche handelt es sich hier, die oft noch anderen Zwecken dienen kann. 
Gewohnliche Produktentafeln (Nr. 5) und noch besser mechanische Hiilfsmittel, 
wie der Rechenschieber (Nr. 50), konnen beim Interpolieren ebenfalls mit Vorteil 
verwendet werden. 

322) In dem Werke "A. new systeme of the Mathematicks ... ", 2, London 
1681. a = 10, x von 44 bis 4320. 

323) "Tafeln der Proportionalteile ... ", Berlin 1843. a = 100, a; von 70 
bis 699. 

324) Tafel III der Sammlung 151), auch gesondert erschienen; a = 100, 
IV von 40 bis 409, mittelst eines Hiilfstafelchens bis 40956 ausdehnbar. Von 
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33. Tafeln der Reziproken und Bur Verwa.ndlung gewohnlicher 
Briiche in Dezimalbriiche. Tafeln der Reziproken, d. h. der Werte 

~, fUhren Division auf Multiplikation zuriick. Von x gleich 1 bis x 
1000 gehen u. a. diejenigen von Oltr. Hutton S28) , E. Gelin 329) und 
W. Ligowski 830), bis 10000 die von P. Barlow 831), bis 100000 die von 
W. H. Oakes 382), womit die bemerkenswertesten genannt sind. Auf 
blosse Additionen zuriickgeldhrt werden Divisionen durch eine Tafel, 
die ausser den Reziproken auch ihre neun ersten Vielfachen enthalt. 
Wir haben solche von R. Picarte SSS) und J. O. Houzeau 334). Sie bilden 
den Ubergang zu Tafeln, die allgemein der Verwandlung gewohnlicher 
Briiche in Dezimalbriiche dienen [I C 1, Nr.5]. Den bereits in Nr. 7 ge
nannten sind die von W. F. Wucherer 335), H. Goodwyn SS6), A. Brocot 8Sry 

SeMOn "Interpolationstafel" genannt, welche Bezeichnung auch in anderem 
8inne gebraucht wird, z. B. von Hulsse 65) fiir eine Tafel der Werte: 

1£(1£-1) x(x-l)(x-2) 
1 . 2' 1 . 2 . 3 u. s. w. 

325) "Dezimale lnterpolationstafel" in 305); a = 10 und a = 100, x von 1 
bis 180. 

326) "A sexcentenary table ... ", London 1779. a = 600, x in Minuten und 
Sekunden ausgedriickt. 

327) "SexagesimaJe Interpolationstafel" in SO~); a = 60, x von 1 bis 150. 
328) Miscell. math., London 1775, vol. 4; mit, \I Stellen. 
329) Recueil de tables numeriques, Huy 1894; mit 10 Dezimalen. 
330) Mit 6 geltenden Ziffem in 59), abgedrllckt im "Taschenbuch der 

Hiitte", 17. Aufl. Berlin 1899. 
331) "New mathematical tables" ... , London 1814, Stereotypausgabe von 

1840, auch 1851, mit 9 und 10 Stellen. 
332) "Table of the reciprocals of numbers from 1 to 100000 ... ", London 

1865; 7 geltende Ziffern, me eine 7-stellige Logarithmentafel angeordnet, mit 
Differenzen und Proportionalteilen, die noch bis x = 10 Millionen zu gehen er
lauben. Arnaudeau 6B) giebt eine Probeseite einer ebenfalls bis 100000 reichen
den Reziprokentafel, aber nur mit 5 geltenden Ziffern. 

333) "La division reduite a une addition ... ", Paris 1859; geht bis 10000, 
mit 10 und 11 geltenden Ziffern. 

334) Brux. Bull. (2) 40 (1875), p. 107; die Reziproken der Zahlen bis 100 
mit 20 Stellen und ihre ersten 9 Vielfachcn mit 12 Stellen. 

335) "Beytrage zum allgemeinem Gebraueh der Deeimll:lbriiche ... ", Carls
ruhe 1796; 5-stellig, Zahler und Nenner der Briiehe beide unter 50 und 
relativ prim. 

336) "A tabular series of decimal quotients ... ", London 1823; 8-stellig, 
Zahler und Nenner beide nieht grllsser ala 1000, die Briiche selbst kleiner als 

:991 ' nach ihrem Wert geordnet. 

337) In "Caleul des rouages ... ", deutseh herausgegeben vom Verein 
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hinzuzufiigen, die im Gegensatz zu ersteren immer bei der gleich
vielten Dezimale abbrechen. 

34. Tafeln der Quadrate und hoheren Potenzen. Ausser den 
in Nr. 8 besprochenen genauen Quadratiiafeln finden sich in einer 
Reihe von Sammlungen 338) wie auch Lehrbiichern der Wahrschein
lichkeits- und Ausgleichungsrechnung [I D 1; 2] 339) Tafeln, welche die 
Quadrate nur auf eine bestimmte Zahl von Stellen verkiirzt ent
halten. Rohere Potenzen geben ahnlicherweise J. H. Lambert 840) und 
Hiilsse 841). 

35. Tafeln der Quadrat- und Kubikwurzeln. Mittelst einer, 
mit Einrichtung zum Interpolieren versehenen Tafel der Quadrate 
(Nr. 34) konnen Quadratwurzeln auf dieselbe Weise, wie mittelst 
einer gewohnlichen Logarithmentafel die Numeri zu gegebenen Loga
rithmen, bestimmt werden. Von besonderen Tafeln der Quadrat- und 
Kubikwurzeln gehen mehrere 342) bis 1000; bis 10000 reichen u. a. 
die von P. Barlow 343) und Hiilsse 844), bis 25 500 die von G. A. Jahn 345). 

36. Tafeln zur Auflosung numerischer Gleichungen. Durch 
eine Substitution der .1!-'orm x' = AX und Division mit einer Kon
stanten lasst jede trinomische (dreigliedrige) Gleichung sich auf solche 
Form bringen, dass irgend zwei der drei Koeffizienten absolut ge-

"Hiitte" unter dem Titel "Berechnung der Raderiibersetzungen", Berlin 1870, 
2. Auff. 1879; verwandelt echte Briiche mit Nennern bis zu 100 in (nach ihrem 
Wert geordnete) Dezimalbriiche auf 11 Stellen. Gundel/inger's "Interpolations
tabelle ... ", p. 2-3 in 35!) giebt bIos 2 Stellen. 

338) Z. B. in F. G. Gauss !59) die Werle Xi fiir X = 0,000 bis 10,009 mit 
4 Dezimalen; auch Proporlionalteile zum Interpolieren. 

339) Z. B. in Faa de Bruno, Traite elementaire du 'calcul des erreurs ... , 
Paris 1869; bis zum Quadrat von 12,000; ebenfalls mit 4 Dezimalen. 

340) Namlich xn fur n = 1, 2, ... , 11 und X = 0,01 bis 1,00 auf 8 Dezi
malen in den "Zusatzen ... " 298), abgedruckt z. B. von Schulze 294). 

341) In der Tafelsammlung 65); ausser der Lambert'schen Tafel noch xn 
fitr n = 1,2, ... 100 und 12 Werle von X zwischen 1,01 und 1,06, die Grenzen 
eingeschlossen, mit 6 Stellen und die reziproken Werle hiervon, mit 7 Stellen, 

100 100 

endlich die Werte :Sxn und ~x-n. 
·n=l n=l 

342) Z. B. von Ligowski 59) mit 6 bezw. 5 geltenden Ziffern. 
343) In 331), 7 Dezimalen. 
344) In der Sammlung 65), die Quadratwurzeln mit 12 Dezimalen, die 

Kubikwurzeln mit 7 Dezimalen. 
345) In 61), am Anfang mit 14 Dezimalen, von 1010 an mit 5 Dezimalen 

Gelin 329) giebt die Quadrat- und Kubikwurzeln zwar nur von den ersten 100 
Zahlen, aber mit 15 bezw. 10 Dezimalen. 
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nommen gleich Eins werden, also nur noch ein Parameter c vor
kommt - z. B. jede reduzierle kubische Gleichung auf die Form: 

xS+x=c. 

Eine Tafel df'r zusammengehorigen Werie von x und c ermoglicht 
daher die Auflosung aUer numerischen Gleichungen der betreft'enden 
Art. So hat fiir kubische Gleichungen schon J. H. Lambert 846) eine 
7 -stellige Tafel der Werte + (x - Xli), P. Barlow 347) eine 8-stellige 
der Werte (x8 - x) und J. Ph. Kulik 348) weiter fortgesetzte Tafeln, 
auch fUr (xB + x), mit 6 und 7 SteUen veroft'entlicht. A. S. Guld
berg 349) wahlt als Normalform einer trinomischen Gleichung nten Grades: 

xn + ex + e=O 

(e positiv oder negativ) und giebt in mehreren Tafeln, namlich fiir 
Gleichungen 2ten, 3ten und 5ten Grades, zu gleichmassig fortschreiten
den Werten von x und 1 : x nicht die Werle von e selbst, sondern 
ihre Logarithmen, weshalb seine Tafeln in der Mitte zwischen den 
vorigen und den jetzt namhaft zu machenden stehen. Offenbar ist es 
fiir die logarithmische Rechnung vorteilhafter, wenn derartige Tafeln 
auch die Werte Ton log x, statt von x, enthalten; fiir quadratische 
Gleichungen hat solche K. Fr. Gauss 850) berechnen lassen, R. Mehmke 851) 

346) In den Zusatzen zu den logarithmischen und trigonometrischen Tabellen, 
Berlin 1770; x geht von 0,001 bis 1,105; wie die folgenden nur fur den Fall 
dreier reellen W urzeln. 

347) In SSl); X von 1,0000 bis 1,1049; 
348) Prag. Abhandl. (5) 11 (1860), p. 23; x von 0,0001 bis 3,2800; fur 

aHe Falle. 
349) Christ. Vidensk. Selsk. Forhandl., aar 1871, p. 287, 307; aar 1872, 

p. 144. Die Umkehrung der Funktion: 

n 
wird mit x = r 0/) bezeichnet, sodass z. B. eine Wurzel der Gleichung: 

x· + ax + b = 0 
durch 

b 0 6 

X=a; r(-~4) 
gelieferl wird. Die Tafeln geben 0- und 7-stellige Logarithmen, sind aber fUr 
bequemen Gebrauch nicht ausgedehnt genug. 

aoo) Sie finden sich in J. A. Hulsse's Sammlung mathematischer Tafeln, 
Leipzig 1840 (in der spateren Auflage nicht mehr). Drei mit D, E, F uber
schriebene Kolonnen fUr die Werle: 

log (1 ~ X)ll , log (x + xi), log 1 t x , 

welche sich an die Kolonnen A, B, C der Additionslogarithmen mit den Werten 
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eine bessere Einrichtung angegeben. Endlich hat S. Gundelfinger 352), 
den Gedanken von Gauss erweiternd, 3-stellige Tafeln mit zwei Ein
gangen, die zur Auflosung trinomischer Gleichungen aller Arlen und 
Grade dienen, ver5:ffentlicht. 

ID. Graphisches Rechnen. 
MonographieenundLehrbucher: B.E. Gousinery, Le calcul par Ie trait, Paris 

1839; H. Eggers, Grundzuge einer graphischen Arithmetik, Progr. Gymn. Schaff
hausen 1865; E. Jager, Das graphische Rechnen, Prom.-Dissert. Speyer 1867; 
J. Schlesinger, Vortrage uber grafisches Rechnen und Grafo - Statik, Wien 1868/69; 
K. Gulmann, Die graphische Statik, Ziirich 1866, zweite Auflage Ziirich 1875, 1. Ab
schnitt ("Culmann"); A. Favaro, Sulle prime operazioni del calcolo grafico, 
Venezia 1872; L. Oremona, Elementi di calcolo grafico, Torino 1874, deutsche 
iJbertragung yon M. Gurtze mit dem Titel: Elemente des graphischen Calculs, 
Leipzig 1875 ("Cremona"), englische Ubersetzung von Th. Hudson Beare mit 
dem Titel: Graphical Statics, Oxford 1890; K. von Ott, Das graphische Rechnen 

log x, log (1 + : ), log (1 + x) anschliessen; drei FaIle mit verschiedenen Formeln 

werden unterschieden. 
351) Zeitschr. Math. Phys. 43 (1898), p. 80. Dreistelliger Entwurf; zwei 

Teile, welche zu gegebenen Werten von u = log (X2 - x) bezw. log (x - x 2) die 
Werte von v = log x liefern. Direktes Eingehen in die Tafel und einheitliche 
Formeln. Die Wurzeln von ax2 + bx - c = 0 bezw. ax2 + bx + c = 0 ergeben 
sich aus: 

ac c 
u = log bi' log (+ Xl) bezw. log(+ Xl) = log b - v, 

log (+ x2 ) = v + log ! . 
352) "Tafeln zur Berechnung der reellen Wurzeln samtlicher trinomischer 

Gleichungen ... ", Leipzig 1897 [I B 3a, Nr.14, p. 446, Anm.41]. Sie beruhen auf 
der (schon von H. Geelmuyden, Christ. Vidensk. Selsk. Forhandl., aar 1873, p.481 
gegebenen) Anpassung der Gaussischen Formeln zur Auflosung trinomischer 
Gleichungen an die Wittstein'sche Anordnung der Additionslogarithmen (Nr.30). 
Zwei Tafeln, welche die Werte Yon: 

A-p.B = log X bezw. B-iLA = log1+X 
(1 +x)i< x·u 

zu gegebenen Werten von: 

A = log x und iL = 0,00; 0,05; 0,10; ... 1,00 

bezw. p. = 0,000; 0,025;.0,075; ... 0,500 

liefern. Bei kubischen Gleichungen ist, namentlich wenn drei Stellen nicht 
ausreichen und alle Wurzeln verlangt sind, im Fall dreier reellen Wurzeln die 
goniometrische Losung (s. etwa L. Matthiessen, Grundziige der ... Algebra der 
litteralen Gleichungen, Leipzig 1878, VI. Abschn.), im Fall einer reellen Wurzel 
die Losung mittelst Hyperbelfunktionen (s. etwa S. GUnther, HJ1lerbelfunktionen, 
Halle a. S. 1881, p. 154) vorzuziehen. 
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und die graphische Statik, erster Teil, vierte Auflage, Prag 1879; J. Wenck, 
Die graphische Arithmetik und ihre Anwendungen auf Geometrie, Berlin 1879; 
A. Fava1'o, Lezioni di statica'grafica, Padova 1877, franzosische Ubersetzung 
mit Zusatzen von P. Terrier mit dem Titel: LeSIons de Statique graphique, 
2eme partie, Oalcul grapbique, Paris 1885 ("Favaro-Terrier"); A. Steinhauser, Die 
Elemente des graphischen Rechnens ... , Wien 1885; J. J. Prince, Graphic 
arithmetic and statics, London 1893; O. Biirklen, Graphisches Rechnen und 
graphische Darstellungen im Mathematikunterricht, Progr. Realgymn. Gmund 1899. 

Zum graphischen Rechnen im weiteren Sinne gehoren aIle Ver
fahren, die bezwecken, analytische Aufgaben durch Zeichnung zu 
losen. J edoch haben wir an dieser Stelle nur die gewohnlichen 
Rechnungsarten und die Auflosung von Gleichungen zu betrachten 353). 

1m allgemeinen sind die zeichnerischen Verfahren anschaulicher, iiber
sichtlicher, schneller ausfiihrbar und mit geringerer Anstrengung des 
Geistes verbunden, als die rechnerischen 354); in manchen Fallen (wie 
bei der Auflosung beliebiger Gleichungen) gewahren sie bis jetzt 
allein die Moglichkeit eines direkten Vorgehens; bei nicht ausreichen
der Genauigkeit 355) konnen sie immer noch zur Vorbereitung, Er
ganzung und Priifung der Rechnung dienen. Zwar ist das graphische 
Rechnen kein neues, etwa dem 19. Jahrhundert eigentiimliches Lehr
gebiet 356), aber nachdem es zeitweilig durch die rechnerischen Methoden 

353) Ausgeschlossen werden so hauptsachlich die graphische Interpolation, 
Summierung von Reihen, Differentiation und Integration (die nebst der graphi
schen Bestimmung von Bogenlangen, Flachen- und Rauminhalten, Schwer
punkten und Momenten teilweise in den oben genannten Schriften behandelt 
werden) und die graphische Ausgleichungsrechnung. Wir schliessen ferner aus 
die geometrische Veranschaulichung von Begriffen, Satzen und Beweisen der 
Arithmetik und Algebra. 

354) G. Hauck lasst (Zeitschr. mathem.-naturw. Unterricht 12 (1881), p. 333) 
diese Vorziige nur fur die "geometrische" Auffassung des graphischen Rechnens 
gelten, bei der als Gegebenes und Gesuchtes nicht Zahlen, sondern Strecken 
und Verhaltnisse von solchen betrachtet werden. 1m Sinne der "arithmetischen" 
Auffassung gegebene Zahlen durch Strecken zu ersetzen, urn diese geometrischen 
Konstruktionen zu unterwerfen und die erhaltenen Strecken wieder durch Zahlen 
auszudriicken, lohnt sich allerdings bei einfachen Rechnungen, besonders wenn 
sie vereinzelt vorkommen und ein gewohnlicher Massstab benutzt wird, nicht, 
wohl aber bei der Auflosung numerischer Gleichungen und der Anwendung der 
logarithmographischen Methode (Nr. 40-42). 

355) Culmann bezeichnet (Vorrede zur 1. Aufl. der graph. Statik, p. V) 
eine Genauigkeit von 3 Stellen oder 1/1000 als vollstandig erreichbar. 

356) Schon 1593 hat Vieta Konstruktionen zusammengestellt, sowohl mit 
Lineal und Zirkel ausfiihrbare als auf der Anwendung von Kurven beruhende, 
die zur geometrischen Ermittlung rechnerisch erhaltener Ausdrilcke, sogar zur 
Losung kubischer und biquadratischer Aufgaben dienen (vgl. M. Cantor, Vorles. 
ub. Gesch. der Mathem. 2, 2. Aufl. Leipzig 1900, p. 584, sowie das Register 
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zuruckgedrangt worden war, ist es in der zweiten Hiilfte des 19. Jahr
hunderts durch systematischen Ausbau wie durch die Entwicklung 
neuer, allgemeiner Methoden bedeutend gefordert worden und es hat 
(besonders unter den zeichengewandten Ingenieuren) grosse Verbrei
tung gefunden. 

Behufs Versinnlichung der (zunachst reell vorausgesetzten) Zahlen 
kann man diese entweder den Punkten einer geraden Punktreihe 357) 

ein-eindeutig zuordnen, oder die (mit bestimmter Riehtung genommene) 
Strecke vom Nnllpunkt der Reihe bis zu einem beliebigen Punkt der
selben als Bild der zu letzterem Punkt gehOrigen Zahl betrachten. 
Am naehsten liegt es, die Langen der Strecken den Zahlen, die sie 
versinnliehen sollen, proportional zu nehmen, sodass die den natur
lichen Zahlen 1, 2, 3, . .. entspreehenden Punkte der erwahnten Punkt
reihe einander in gleiehen Abstanden folgen oder ein gewohnlieher 
(gleichmassig geteilter) Massstab vorliegt (Nr.37-39); fur manche 
Zwecke (namentlieh die Auflosung von hoheren Gleiehungen und 
Systemen soleher) hat es sich weit vorteilhafi;er erwiesen, die Zahlen 
durch Streeken darzustellen, deren Langen den Logarithmen der 
Zahlen proportional sind, d. h. einen logarithmisehen Massstab zu 
benutzen (Nr. 4:0-4:2). 

a. Grundmassstab gleiehmassig geteilt. 

37. GewBhnliche arithmetische Operationen. Die Addition 
mehrerer Zahlen wird bei der Darstellung durch ihnen proportionale 
Streeken bewirkt, indem man diese Strecken unter Beachtung ihres 
Sinnes aneinander fugt, und die Subtraktion wird dureh Umkehrung 
des Sinnes der zu subtrahierenden Strecken auf die Addition zuruck
gefuhrt; dagegen empfiehlt es sieh, bei Benutzung einer gleieh-

-. -3 -2 - I U 1 2 3 4 
101 , .I, ",III,,"" ,I"" t." ,I."" .. "I .. 'I'"'' I"" 1""11,, ,I,,, ,I'I'! I. ".I 

" a c x 
Fig. 22. 

formigen Punktreihe als Bild der Zahlenreihe die Bestimmung von 
x = a - b + c, welche dadurch gesehieht, dass man (Fig. 22) die 

unter "algebraische Geometrie"). tIber geometrische Aufi58ung von Gleichungen 
bei Griechen und Arabem vgl. z. B. Zeuthen, Gesch. d. Math., p. 44, 300, 304. 
Vgl. auch Anm. 375. 

357) V"ber die Verwendung krummliniger Punktreihen s. Abschnitt IV und 
V, namentlich Nr. 46 und 61. 
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Strecke ex nach Lange und Richtung gleich ba macht, als Grund
aufgabe zu betrachten, von welcher vermoge der Auffassungen 
a + b = a - 0 + b und a - b = a - b + 0 die Addition und 
Subtraktion als besondere FaIle erscheinen 358). Auch Multiplikation 
und Division werden am besten verallgemeinert, zu der Operation 

x = i- e namlich, aus der sie fur b = 1 bezw. c = 1 hervorgehen. 

Wegen b: a = e : x konnen die zu den Zahlen a, b, e, x gehorigen 
Strecken als zwei Paare entsprechender Seiten zweier ahnlicher Drei
ecke betrachtet werden, von denen man gem ZWeI entsprechende 

() 

Fig. 23. Fig. 24. Fig. 25. 

Winkel zusammenfallen lassen wird; a und b konnen zu demselben 
Dreieck genommen werden (Fig. 23 und 24), oder nicht (Fig. 25)859). 
Zusammengesetzte Ausdrucke der Form 

lassen sich mittelst der, bei dieser Verwendung von Culmann "Sum
mationspolygone" oder "Multiplikationspolygone" genannten, aUB der 

358) Die Zahl der Operationen wird so geringer, z. B. ist bei der Bestimmung 
von a + b + c auf gewohnliehe Weise die Zirkelspitze 7mal, bei der Auffassung 
a - (- b) + c nur 4mal einzusetzcn. 

359) Einige andere Auffassungen "Cremona" p. 33. Das VerhiUtnis alb 
kann aueh als tg oder als sin eines Winkels gedeutet werden; in letzterem 
FaIle Htsst sieh, wenn der Winkel gezeichnet ist, x unmittelbar mit dem Zirkel 
abgreifen ("Culmann" p. 11, woselbst auch Behandlung des Falles a > b). 
Sind eine Reihe von Werten emit einem konstanten Verhaltnis alb zu multi
plizieren, und legt man Fig. 24 oder 25 zu Grunde, so besehreiben die End
punkte von c und x ahnliehe Punktreihen in perspektiver Lage; es ist aueh 
vorgeschlagen worden, den Satz zu beniitzen, dass zwei beliebige feste Tan
gent en einer Parabel von einer beweglichen Tangente in ahnliehen Punktreihen 
geschnitten werden ("Cousinery" p. 19), ferner den Satz, dass ein Biischel von 
Kreisen mit zwei reellen gemeinsamen Punkten von allen durch einen dieser 
Punkte gehenden Strahlen in ahnlichen Punktreihen gesehnitten wird ("Favaro
Terrier" p. 17). Die obige Aufgabe lasst sich als besonderer Fall der (mittelst 
projektiver Punktreihen zu losenden) ansehen, zu gegebenem c das x zu be
stimmen, wenn c und x dureh irgend eine bilineare Gleichung verbunden sind. 

Encyklop. d. math. Winenach. I. 64 



1010 I F. Numerisches Rechnen. 

Statik (IV 5) entlehnten Seilpolygone auswerten S60). Produkte mit 
mehr als zwei Faktoren und Potenzen mit ganzzahligen Exponenten 
konnen durch Wiederholung del' vorigen Konstruktionen graphisch 

berechnet werden 36_). V orteilhafter iet es, 
eine im voraus gezeichnete logarithmische 
Spirale zu beniitzen, am besten in Ver-

---o.-...,-----b 1 bin dung mit einer Archimedischen Spirale, 

Fig. 26. 

wodurch das Multiplizieren auf Zusammen
~ fiigen, das Potenzieren und Wurzelausziehen 

auf Vervielfachen und Teilen von Strecken 
zUrUckgefuhrt wird 362). Diese beiden Kurven 
leisten also in ihrer Verbindung fur das 
graphische Rechnen 363) dieselben Dienste, wie 
die Logarithmen fur das Zahlenrechnen 364). 
Denselben Zweck erreicht man mit Hiilfe del' 
logarithmischen Kurve 365). 

Fur das graphische Rechnen mit komplexen Zahlen bildet die 
Grundlage, was auf S. 155-156 dieses Bandes uber die geometrische 

360) "Culmann" p. 21, iiber die Ermittlung von Ausdriicken der Formen 

"""' a. c. ~ b: d: ,ei u. s. w. durch wiederholte Konstruktion von Seilpolygonen p. 28. , , 
361) S. etwa "Cremona" p. 42,47; "Favaro-Terrier" p. 24, 35. Aus den 

Konstruktionen fiir rationale ganze Funktionen in Nr. 38 erhiilt man durch 
Spezialisierung ebenfalls Methoden zur graphischen Potenzierung, z. B. aus der 
von Li1l 369) die spii.ter von Reuleaux angegebene (Der Konstrukteur, 3. Aufi. 
Braunschweig 1869, p. 84: "Cremona" p. 50). 

362) "Cousinery" p.44; "Favaro-Terrier" p. 42, 52. Zu Radienvektoren der 
Archimedischen Spirale, die eine arithmetische Progression bilden, gehOren in 
geometrischer Progression fortschreitende Radienvektoren der logarithmischen 
Spirale. Wegen der zweckmassigsten Konstruktionen flir letztere s. auch "Cre
mona" p. 32 if. Fig. 26 erlautert das Ausziehen von Kubikwurzeln. 

363) W of ern eben die Zahlen durch ihnen proportionale Strecken dar
gestellt sind. 

364) Beruht darauf, dass wenn l' = alp die Polargleichung der logarith-
a 

mischen Spirale, II = rp diejenige der Archimedischen ist, man hat II = log r. 
365) Die Abscissen sind proportional den Logarithmen der durch die Ordi

naten dargestellten Zahlen, wie bei J. de la Gournerie, Traite de geometrie 
descriptive 3, Paris 1864, p. 197 u. fig. 451, oder umgekehrt, wie "Cremona" 
p. 56. - Hat man haufig Potenzen oder Wurzeln mit demselben rationalen, 
positiven oder negativen Exponenten zu berechnen, so kann man mit J. &hlesinger 
(Osterr. Ingen. u. Archit.-Ver. Zeitschr. 18 [1866], p. 156; "Favaro-Terrier" p.57) 
besondere "Potenzkurven" verwenden, deren Polargleichung r = secnrp bezw. 
" = COSnljl ist; iiber ein daraus folgendes Annaherungsverfahren bei nten Wurzeln 
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Bedeutung der Addition und Multiplikation komplexer Grossen ge
sagt ist 366). 

38. Berechnung rationaler ganzer Funktionen und Auflosung 
von Gleichungen mit einer Unbekannten. J. A. v. Segner hat 1761 

a: p 

~)--=-~ 
--9n =-1, ------

(J1l ~ 
I 
I 

(J 1 
nff .. ----X---H 1 

1.------1-----)<1 

Fig. 27. 

o 

Fig. 28. 

die in Fig. 27 dargestellte Konstruktion zur Bestimmung des Wertes 
einer rationalenganzen Funktion 

z = (ex) = aoxn + alXn- 1 + a 2x n - 2 + ... + an-IX + an 

fur einen gegebenen Wert von x veroft'entlicht 367). Von den im 
19. Jahrhundert angegebenen Konstruktionen, bei denen ein gewohn-

s. "Favaro-Terrier" p. 64. Dieselben Kurven wurden ubrigens schon von R. Des
cartes in seiner "Geometrie" von 1637 betrachtet, der auch einen Mechanismus 
zu ihrer Erzeugung angab (s. etwa die deutsche Ausgabe von L. Schlesinger, 
Berlin 1894, p. 21 u. Taf. 1, Fig. 6). 

366) Wie beim graphischen Rechnen mit reellen Zahlen ist es vorteilhaft, 
die allgemeineren Operationen x = a - b + c und x = (a : b)c zu betrachten; 
die erste wird ausgefuhrt, indem man - unter a, b, c, x, 0 zugleich die Punkte 
verstanden, welche diese komplexen Zahlen darstellen - die Strecke cx nach 
Lange und Richtung gleich ba macht, die zweite durch Konstruktion des zu 
dem Dreieck oba gleichstimmig ahnlichen Dreiecks ocx. Zur Erleichterung des 
Potenzierens und Wurzelausziehens dient wieder die logarithmische zusammen 
mit der Archimedischen Spirale. 

, 367) Acad. Petrop. Novi Comment. 7, pro 1758/59 (1761), p. 211. Sie stiitzt 
sich wie aIle spateren (s. dagegen Nr. 41) auf die Kette von Gleichungen 

Z1 = ao x + a1 , Z2 = Z1 X + a2 = ao x, + a1 x + a., ... 
zn = zn_1 X + an = ((x) = z. 

Nachdem man zur Vorbereitung in einer senkrechten Geraden, der z-Axe, die 
Strecken 001 = ao' °1 0. = alJ o. Os = a., ... On 0n+1 = an abgetragen (und 
zwar abwarts oder aufwarts, je nachdem das Vorzeichen + oder - ist), durch 

64* 
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licher Massstab beniitzt wird 868), ist nur eine der vorigen ebenbiirtig, 
die von E. Lill 869). Die Funktion {(x) wird durch einen recht
winkligen Linienzug 0°1 °2 Os ••. 0,,+1 (Fig. 28) dargestellt, dessen 
Seiten bezw. den (in einem beliebigen Massstabe aufgetragenen) 
Koeffizienten ao, a1 , ••• , an gleich sind 870). Beschreibt man diesem 
einen rechtwinkligen Linienzug 0PIP"" Pn ein, dessen erste Seite 
0Pl um den Winkel (- q;) von der Richtung 001 abweicht, so ist 
(in demselben Massstabe) pn 0,,+1 = ((x) fiir x = tg rp.871) 

Der einbeschriebene Linienzug wird zu einem "auflosenden", 
d. h. tg rp ist eine Wurzel der Gleichung ((x) = 0, wenn P" mit 0,,+1 

zusammenfiillt 372). Lill hat sein Verfahren auch auf den Fall einer 
komplexen Veranderlichen und einer Funktion mit komplexen Koeffi
zienten ausgedehnt S78). 

0,,+1 eine die x-Axe gebende Wagerechte, im Abstand + 1 von der z-Axe 
die Parallele P zu letzterer und durch den Schnittpunkt P derselben mit der 
Wagerechten durch 0 die Gerade POI gezogen hat, zieht man im Abstand x 
von der z-Axe die Parallele Q mit derselben, durch ihren Schnittpunkt Ib mit 
0IP die Wagerechte I1IPI' von deren Schnittpunkt PI mit Peine Gerade nach 
0t u. S. w. Der gesuchte Wert von (x) ist dann gleich dem z des Punktes 11". 
Wird Q parallel mit der z-Axe verschoben, so beschreibt 11" die Kurve zur 
Gleichung z = (x). Die Methode ist von Bellavitis wiedergefunden worden, 
vgl. "Favaro-Terrier" p. 204. 

868) Erwahnt seien eine Konstruktion von ..4.. Winckler, Wien. Ber. 68 
(1866), 2. Aht., p.326, und die von H. Wehage, Ver. Deutsch. Ingen. Zeitschr. 
21 (1877), p. 106, Fig. 4 u. 5 auf Textblatt 3 (auch Lill's Konstruktion erscheint 
wieder, Fig. 1-3). Eggers behandelt a. a. O. p. 17 allgemeiner die Funktion: 

(xu XI"" ,x,,) = aOxlx,xS'" x" + aIXtxt ·· • x,,_l + at Xl Xs .,. X,,_2 + ... 
+ a,,_l Xl + a" 

und fasst die x als tg von Hiilfswinkeln auf, "Culmann" p. 18 dagegen als sin, 
um die Konstruktion soviel als moglich mit dem Zirkel ausfiihren zu konnen. 

369) Par. C. R. 65 (1867), p. 854 [vorher mitgeteilt von "un abonne" Nouv. 
Ann. math. (2) 6 (1867), p. 359]; "Cremona" p. 61; "Favaro-Terrier" p. 197. 

370) Die Richtung irgend einer Seite des Zugs folgt aus der Richtung der 
vorhergehenden Seite durch Drehung um einen Rechten in positivem oder nega
tivem Sinn, je nachdem die zugehOrigen Koeffizienten gleiches oder ungleiches 
Vorzeichen haben. Fig. 28 entspricht dem FaIle (x) = XU + 4xt + 8x - 2, 
X= 0,5. 

871) Ferner ist 0PIP2' .. P" ein darstellender Linienzug der Funktion 
(n - l)ten Grades (f(s) - (xl) : (~- x) von ~, s. "Cremona" p. 65; allgemeinere 
Eigenschaften ebenda p. 63. 

872) Ein auflOsender Linienzug stellt zufolge ADm. 871 die neue Gleichung 
dar, deren linke Seite durch Division von (x) mit dem betreffenden Wurzel
faktor erhalten wird. Auch der gleichzeitigen Division mit zwei Wurzelfaktoren 
steht ein geometrisches Verfahren zur Seite, s. LiZZ 869) p. 857, "Cremona" p.66. 

873) Von "E. J." mitgeteilt Nouv. Ann. math. (2) 7 (1868), p. 863. 
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Die reellen Wurzeln einer gegebenen reellen Gleichung ((x) = 0 
konnen graphisch bestimmt werden, indem man die Kurve zur Glei
chung z = ((x) zeichnet, unter x, z etwa Cartesische Koordinaten 
eines veranderlichen Punktes verstanden; die Abscissen der Schnitt
punkte dieser Kurve mit der x-Axe sind die gesuchten Wurzeln 374). 

Allgemeiner konnen zwei Kurven beniitzt werden, die so gewahlt 
sind, dass die Elimination von z aus ihren Gleichungen cp (x, z) = 0 
und 1/J(x, z) = 0 die aufzulOsende Gleichung ((x) = 0 ergiebt 375). 

Was die algebraischen Gleichungen der ersten Grade betrifft, so 
werden die quadratischen vielleicht am besten nach Lill's Methode 876) 

graphisch gelost; fUr die kubischen und biquadratischen Gleichungen 
geniigt eine im voraus gezeichnete Parabe1 877). V gl. auch Nr. 4:8 
(Methoden von Reuschle u. s. w.). 

374) An Stelle der x-Axe nimmt A. Siebel, Arch. Math. Phys. 56 (HI74), 
p. 422 eine beliebige Kurve z = F(x), die er mit der Kurve z = F(x) - "tIf(x) 
schneidet, wobei er F(x) und die willkiirliche Konstante 'II so zu bestimmen 
sucht, dass beide Kurven von einer beliebigen Stelle an in der z-Richtung 
konvex ausfallen; p. 434 Kennzeichen dafiir, daBs zwei in derselben Richtung 
konvexe Kurvenbogen in gegebenem Zwischenraum sich schneiden. 

375) Dies der altere Gedanke, auf dem die geometrische .Auflosung (die 
"Konstruktion") der Gleichungen bis zur Zeit v. Segner's beruhte (vgl. etwa 
L. Matthiessen, Grundziige der antiken und modernen Algebra, 2. Ausg. Leipzig 
1896, p. 921 :If.; A. Favaro, Notizie storico-critiche sulla costruzione delle equa
zioni, Modena 1878, Appendice Modena 1880). Beim Fortschreiten von quadra
tischen zu hoheren Gleichungen legte man zuerst Wert darauf, mit Kegel
schnitten oder Kurven moglichst niedriger Ordnung auszukommen (Descartes), 
oder mit Kurven von einfacher mechanischer Erzeugung (Newton); nach der 
heutigen, durch die Entwicklung der darstellenden Geometrie und der graphi
schen Methoden iiberhaupt bedingten Auffassung ist es an sich gleichgiiltig, ob 
die verwendeten Kurven mit einem Mechanismus beschrieben, oder durch 
stetiges Verbinden einzelner Punkte mit einem von freier Hand (nach Massgabe 
der, von dem geiibten Auge vorausgeschauten Form der Kllrve) gefiihrten 
Zeichenstift erhalten worden sind, wobei diese Punkte selbst entweder durch 
geometrische Konstruktion (bei algebraischen Gleichungen etwa nach v. Segner 
oder Lill) oder durch Rechnung bestimmt worden sein konnen. 

376) Lill S61l) p. 857, "Cremona" p. 67, "Favaro-Terrier" p. 203; andere 
Methoden bei Matthiessen 875) p. 926 :If., "Favaro-Terrier" p. 232, 234. 

377) Die von Descartes zuerst angegebene Losung mittelst einer festen 
Parabel und eines in jedem FaIle zu zeichnenden Kreises wurde u. a. wieder 
von R. Hoppe, Arch. Math. Phys. 56 (1874), p. 110, durchgefiihrt und von letzterem 
auf die Bestimmung der komplexen Wurzeln ausgedehnt Arch. Math. Phys. 69 
(1883), p. 216; von A. Adler dagegen, Osterr. Ingen. Archit.-Ver. Zeitschr. 42 (1890), 
p. 146, technisch dUl'chgebildet. Wegen der Lllsungen mittelst Hyperbel und 
Kreis oder Conchoide und Kreis s. Matthiessen a. a. O. - Vorlaufig nur fUr 
die geometrische Erkenntnis von Wert ist die Lllsung im Sinne der projektiven 
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Ein brauchbares allgemeines Verfahren, komplexe Wurzeln, auch 
von Gleichungen mit komplexen Koeffizienten, durch Zeichnung zu 

bestimmen, haben wir von H. Scheffler 378). 

Setzt man x = y + iz, {(x) = Y + iZ, und 
tragt man (Fig. 29) vom Punkt x eine Strecke 
von der Lange und Richtung des zugehorigen 
Y ab, deren Endpunkt Xl heissen moge, lasst 
man hierauf den Punkt X irgend eine Linie, 

:x !I f z. B. eine Gerade parallel mit der z-Axe be-
schreiben, so wird diese von der Linie, die 

F· gleichzeitig der Punkt Xl beschreibt, in einem 19. 29. 
Punkt geschnitten, fur welchen Y = 0 ist. 

Durch Wiederholung der Konstruktion fur eine Reihe von Linien 
erhalt man punktweise die Kurve Y = O. Konstruiert man auf ent
sprechende Art die Kurve Z = 0, so stellen die Schnittpunkte beider 
Kurven die Wurzeln von ((x) = 0 dar 379). 

39. Systeme linearer Gleichungen. Das Bedurfnis der Ingenieure 
nach graphischen Methoden zur Auflosung von System en linearer 

Geometrie mittelst eines beliebig gegebenen und eines punktweise zu zeichnen
den Kegelschnittes von M. Chasles, Par. C. R. 41 (1855), p. 677 (Ausdehnung auf 
komplexe Wurzeln, A. Adler, Progr. Oberrealsch. Klagenfurt 1891, p. 19); vgl. 
noch B. Klein, Theorie der trilinear-symmetrischen Elementargebilde, Marburg 
1881, p. 67 (nur kubische Gleichungen). - Descartes' Losung der Gleichungen 
5. und 6. Grades mittelst einer festen "parabolischen Conchoide" (einer Kurve 
3. Ordnung) und eines Kreises hat J. A. Grunert, Arch. Math. Phys. 27 (1856), 
p. 245 wieder dal'gestellt. A. Ameseder lost Wien. Ber. 93 (1886), 2. Abt. p. 380 
die Gleichungen 4. und 5. Grades mittelst einer Kurve 4. Ordnung mit drei
fachem Punkt und eines Kreises oder einer Hyperbel. 

378) Die Auflosung der algebraischen und transcendenten Gleichungen ... , 
Braunschweig 1859, p. 100; ein vorher von Scheffler angegebenes, Arch. Math. 
Phys. 15 (1850), p. 375, hat den Mangel, auf reelle Wurzeln nicht anwendbar 
zu sein. 

379) Dieselben Kurven will A. Raabe, Wien. Bel'. 63 (1871), 2. Abt., p. 733, 
beniitzen (die Arbeit enthalt keinen Fortschritt). - Manchmal ist es bessel' 
(Scheffler p. 103), X in Komponenten senkrecht und parallel zur Strecke ox zu 
zerlegen und die beiden Kurven zu konstruieren, fllr die je eine dieser Kom
ponenten verschwindet, wobei man den Punkt x in Strahlen durch den Null
punkt sowie in Kreisen um den Nullpunkt sich bewegen lassen wird. - Geo
metrisch handelt es sich darum, bei der durch die Gleichung X = ((x) defi
niel'ten konformen Abbildung (III D 6 a) del' Ebene der x auf die Ebene del' X 
in der ersten Ebene die Punkte zu bestimmen, welche sich in den Nullpunkt 
der zweiten Ebene abbilden; offenbar kann Scheffler'S Gedanke auch bei be
liebigen (nicht konformen) Abbildungen Verwendung finden, wahl'end andel'er
seits bei del' Auflosung komplexer Gleichungen die Eigenschaften del' konformen 
Abbildungen ausgeniitat werden Mnnen. 
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Gleichungen hat in neuerer Zeit mehrere solcher hervorgerufen. In 
graphischer Elimination besteht eine Methode von F. J. Van den 
Berg 880). Man stellt die 12 gegebenen Gleichungen, deren ite 

aix + biy + GiZ + ... = 1i 

sei, durch Punktreihen auf n parallelen Geraden mit beliebigen Ab
standen dar, indem man (Fig. 30) die Koeffizienten ail biJ Gi , .•• , 1; 
(unter Beachtung des Vorzeichens) als 
Strecken in beliebigem Massstab auf del' 
i ten Geraden von einem willkiirlichen 
Nullpunkt 0i abtragt. Urn nun etwa aus 
del' i tea und kten Gleichung die Un
bekannte Z zu eliminiel'en, zieht man 
durch den Schnittpunkt 0' von 0iOk mit 
GiGk eine Parallele mit den friiheren 
Geraden, dann wil'd auf dieser durch 

Fig. 30. 

die Linien aiak , bibk , didk , • •• eine Punktl'eihe a', b', el', . .. aus
geschnitten, die mit Bezug auf den Nullpunkt 0' die gewiinschte 
neue Gleichung ohne Z dal'stellt 881). Das gewohnliche Vel'fahl'en der 
Algebra nachahmend, gelangt man so dul'ch allmiihliche Elimination 
zu den Darstellungen von n Gleichungen, die je nUl' noch eine Un
bekannte enthalten 382). Figur 31 zeigt den Fall n = 2. 388) J. Massatt 

380) Amst. Akad. Versl. en Meded. (3) 4 (1887), p. 204. 
381) Beruht darauf, dass jede Parallele mit den Tragern del' Punktreihen 

von den Linien 0iOk' aiak , b;bk ,. " in einer Punktreibe 0, a, b, ... gesehnitten 
wird, welehe eine lineare Kombination del' i ten und kten Gleichung darstellt. 
Van den Berg braucht eigentlich doppelt soviel Linien, wei! er die neue Punkt
l'eihe auf den Trager einer del' alten central zuruckprojiziert; obige Verein
faehung von R. Mehmke, Mosk. Math. Sammlung (MaTe~i. C60pRlm'b) 16 (1892), 
p.342. Weit umstandlieher verfahrt P. J. Vaes, Engineering 66 (1898), p.867, 
Nieuw Arehief voor Wiskunde (2) 4 (1899), p. 42, Nouy. Ann. math. (3) 18 (1899), 
p. 74. 

382) Die Ruekkehr von den Streeken zu den Zahlenwerten geschieht erst 
am Sehluss. Es empfiehlt sieh, die gegebenen und die daraus abgeleiteten 
Gleiehungen auf bewegliehen Papierstreifen darzustellen, vgl. aueh Anm. 383. 

-;y:- "l" 
383) Man erhalt x = ° , y = ° . Sind naeheinander mehrere Sy-

Ji_a' o"b" 
steme mit denselben Koeffizienten a, b, aber versehiedenen Werten 1 aufzulOsen, 
so ist jedesmal nul' eine neue Linie, 11 l2' zu ziehen. - 1st n = 3, so kann man 
sieh die drei parallelen Geraden, auf denen die Gleichungen dargesteUt werden 
Bollen, im Raume denken. Es werden dann y und 11 gleichzeitig eliminiert, 
wenn man eine Parallele zu jenen Geraden durch den Sehnittpunkt 0' del' 
Ebenen b1 b2 bs und c1 c2 Cs mit del' Verbindungsebene del' Nullpunkte °1 °2 Os 
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kommt durch die Methode der "falschen Lage" zum ZieI 384). Die 
Koeffizienten der Unbekannten einer jeden Gleichung werden als 
Strecken in einer Geraden aneinander gefugt (s. Fig. 32, wo n = 3); 
durch die Endpunkte der Strecken zieht man Senkrechte zur Ge
raden. Wahlt man zunachst x, y, z, ... beliebig, setzt x = tg a, 
y = tg 13, Z = tg ')' u. s. w. und konstruiert fur jede Gleichung einen 
in 0 beginnenden Linienzug, dessen Seiten der Reihe nach die 

Fig. 31. 

__ J!._ 

hi 
Fig. 32. 

c· 1-

Neigungswinkel a, (J, ,)" ... haben und dessen Ecken auf jenen Senk
rechten liegen, so wird beim i ten Linienzug auf der letzten Senk
rechten offen bar eine Strecke gleich ai x + b; y + c; z + . .. ab
geschnitten. Waren die fur x, y, z, . .. angenommenen Werte die 
richtigen, so miisste letztere Strecke gleich l; sein. Es werden nun 
die Richtungen der Seiten veriindert, bis diese Bedingung bei allen 
Gleichungen erfiillt ist, wobei der Satz zur Verwendung kommt, dass 
wenn man, die Endpunkte der en - 1) ersten Linienziige festhaltend, 
die Richtung der ersten Seite andert, die Seiten alIer Linienziige sich 
um bestimmte Punkte drehen, deren Abscissen iiberdies von den 

zieht; schneidet dieselbe die Ebenen a1 a2 ag und lll%lS in a' bezw. l', so ist 

O'Y x = = . Die Ausflthrung geschieht nach den Methoden der darstellenden 
0' a' 

Geometrie. Die gleichzeitige Elimination von mehr als 2 Unbekannten gelingt 
mittelst der Ausdehnung der gewohnlichen darstellenden Geometrie auf Raume 
"on hoheren Dimensionen, vgl. Anm. 385 und 387. 

384) Assoc. Ingen. sortis des ecoles speciales de Gand Ann. 11 (1887/1888), 
p. 91. - Die "methode de fausse position" verwendet auch G. Fouret, Par. 
C. R. 80 (1875), p. 550; Ass. fran\l. Bull. Nantes 3 (1875), p. 93; "Favaro-Terrier" 
p. 224, aber nur fltr eine besondere, durch Rechnung herzustellende Form del' 
Gleichungen, ebenso J. C. Dyxhoorn, Instituut van Ingen. Tijdschr. 1885/86, 2, 
p. 124, dessen fiir n = 4 gegebene Methode Van den Berg 880) p. 251 verall
gemeinert. 
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Werten der li unabhangig sind. Bei einer anderen Methode, die Van 
den Berg 380) p. 205 in den Fallen n = 2 und n = 3 entwickelt hat, 
betrachtet man die Koeffizienten einer und 
derselben Unbekannten in den gegebenen Glei- 1'1, 
chungen je als Cartesische Koordinaten eines 
Punktes. Fur n = 2 z. B. seien die Glei
chungen geschrieben 

a1x1 + a2 x 2 = a, blxl + b2 x2 = b 
und die Punkte mit den Koordinaten al1 bl 

bezw. a2 , b2 und a, b durch PI' P2' P be
zeichnet. Dann ist, wenn (Fig. 33) die Ge

Fig. 33. 

rade PPI von OP2 in 811 PP2 von OPI in 82 geschnitten wird, 

1m Falle n = 2, wo jetzt wieder 

alx + b1y = ll1 a2x + b2'Y = l2 

geschrieben werden moge, ist es ein sehr naheliegender und oft aus
gefuhrter Gedanke, die Unbekannten x, y als Koordinaten eines Punktes, 
d. h. die gegebenen Gleichungen als die zweier Geraden aufzufassen, 
urn in den Koordinaten ihres Schnittpunktes die gesuchten Werte 
der Unbekannten zu erhaltenj auch bei drei Gleichungen macht die 
Konstruktion des Schnittpunktes der zugehOrigen Ebenen nach axo
nometrischer Methode keine SchwierigkeitS86). Van den Berg hat S80) 

p. 207 gezeigt, wie mittelst eines, durch n von einem Punkt aus
gehende Axen in einer Ebene gebildeten Koordinatensystems der all
gemeinste Fall sich durchfuhren Iasst 387). A. Klingatsch hat mit Er
folg die Methoden der graphischen Statik angewendet S88). 

385) Xl und x, sind auch die Koordinaten von P in dem System, von 
welchem OPI und op, nach Lage und Grosse die Einheitsstrecken der Axen
massstabe sind. 1m Falle n = 3 erhalt man vier Punkte PI' P" Ps, P im Raum 

und es wird z. B. Xl = PSI , WO 81 den Schnittpunkt von PPI mit der Ebene 
PI 81 

op, Pa bezeichnet j die Durchfiihrung nach den Methoden der Axonometrie (III A 6) 
ist leicht. 1m FaIle n > 3 bedan es einer Verallgemeinerung der axonome
trischen Methode, vgl. Anm. 387. 

386) Ein N achteil gegeniiber den vorher besprochenen Methoden ist es, 
dass die Abschnitte der Geraden bezw. Ebenen von den Axen (graphisch oder 
arithmetisch) berechnet werden miissen. 

387) Wiederholt von J. v. d. Griend jr., Nieuw Archief voor Wiskunde (2) 
4 (1899), p. 22, 39, der sich des Begriffs von Raumen hoherer Dimensionen be
dient, was Van den Berg vermeidet. Uber die Auffassung ala graphische Eli-



1018 IF. Numerisches Rechnen. 

b. Grundmassstab logarithmisch geteilt. 

40. Gewohnliche arithmetische Operationen. Rei einem loga
rithmischen Massstabe ist (Fig. 34) allgemein die, mit der zu Grunde 
liegenden Einheit gemessene Entfernung von dem Anfangspunkte 

a,DDZ 0.- o,j 0,02 0,lU" 1.1 0,2 
I I I I II I! ! I I I I I I II !, I 

oS 1 .t 
1111111 , I 

5 fO 20 50 too zoo 500 
111",,1 ,I 11111111., III 

Fig. 34. 

zu welchern die Zahl Eins gehOrt bis zu dem Punkte, an dem 
die Zahl x steht, gleich log X. 889) 1m folgenden ist vorausgesetzt, 
dass die (positiven reellen) Zahlen', mit denen irgend welche Rech
nungen ausgefiihrt werden sollen, schon als Strecken in einem loga
rithmischen Massstabe mit bestirnmter Langeneinheit, dem Grund
massstabe, abgetragen sind und dass auch die Ergebnisse vorlaufig 
nur in Gestalt solcher Strecken verlangt werden 890). Dass dann die 

mination s. Van den Berg 880), p. 244. - Graphische Losung von Systemen nicht
linearer Gleichungen auf derselben Grundlage moglich, aber umstandlich (s. da
gegen Nr. 42). 

388) Monatshefte Math. Phys. 3 (1892), p. 169. Die Koeffizienten der Un
bekannten werden als die Grossen von in einer Ebene wirkenden parallel en 
KrafteR betrachtet, von denen die zu derselben Gleichung gehOrigen jedesmal 
dieselbe Wirkungslinie haben, die Unbekannten selbst als die Hebelarme der 
Krafte in Bezug auf einen festen Punkt der Ebene, die rechten Seiten der Glei
cbungen als statiscbe Momente in Bezug auf diesen Punkt. 

389) Der Gedanke, die Logarithmen als Strecken abzutragen, welcher sich 
fiir das graphische und mecbanische Rechnen (vgl. Nr. 44,48,50-52) aU8serst 
frucbtbar gezeigt hat, riihrt von E. Gunter her ("line of numbers", mit den 
logarithmischen Skalen der sin und tg nach dem Dictionary of National Bio
graphy, 23, p. 350 zuerst in dem Canon Triangulorum, London 1620, bescbrieben, 
nach Hutton 619) erst 1623 erfunden). - Die Langeneinheit ist, wenn man von 
gemeinen Logarithmen ausgeht, gleich der Strecke zwischen den Punkten 1 und 
10 (der tJbergang zu einem andern Logarithmensystem wiirde eine blosse Ande
rung der J .. angeneinheit bedeuten); der Massstab setzt sich aus lauter kon
gruenten Stiicken zusammen, welche von 1-10, 10-100, 100-1000, ... und 
auf der andern Seite des Anfangspunktes von 0,1-1, von 0,01-0,1 u. s. w. 
reichen. - Prismatische Zeichenmassstabe mit logarithmischer Teilung kann 
man z. B. von der Firma Dennen & Pape in Altona (fiir die Langeneinheiten 
125 mm und 250 mm) beziehen, Zeichenpapier mit aufgedrucktem logarithmischem 
Liniennetz von Van Oampenhout freres & SOeul', Bruxelles (Langeneinheit 500 mm). 

390) Es bandelt sich hier darum, die Losung der schwierigeren Aufgaben 
in Nr. 41 und 42 vorzubereiten; bei nur aus Multiplikation und Division zu
sammengesetzten Rechnungen, beirn Potenzieren und Wurzelausziehen fUhren 
mechanische Hiilfsmittel, die logarithmischen Rechentafeln (Nr. 44) und Rechen
schieber (Nr. 50) schneller zum Ziele als die Zeichnung. 
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dem Produkt mehrerer Zahlen entsprechende Strecke dureh Zusammen
fiigen der den Faktoren entspreehenden Streeken erhalten wird und 
auf ahnliehe Weise Division, Potenzierung und Radizierung sieh c 
graphiseh ausfiihren lassen, ist ohne weiteres klar. Ein beson- b 
deres Hiilfsmittel erfordern dagegen Addition und Subtraktion. 
Sind (Fig. 35) die Streeken oa = log a und ob = log {3 gegeben, a 
die Zahlen a und {3 selbst dagegen nicht bekannt, und ist 
oe = log (a + (3) gesueht, so zeigt es sieh, dass die Lage von e 
gegen a und b nur von der Entfernung ab abhangt, namlieh 

be = log (1 + ~) Fig. 35. 

ist, wenn ab = log t gesetzt wird. Beniitzt man daher eine fiir die 
Langeneinheit des Grundmassstabes im voraus gezeiehnete "Additions-

o 

urn 
Fig. 36. Fig. 37. E. Brauer's logarithmischer Zirkel. 

kurve" (Fig. 36) 391), deren Punkte durch Auftragen zusammengehOriger 
Werte von log t und log (1 + 1 : t) als Abseisse und Ordinate er-

391) R. Mehmke, Civilingenieur 35 (1889), p. 617. Sie nahert sich der 
positiven Abscissenaxe und der Halbierenden des Winkels zwischen positiver 
Ordinaten- und negativer Abscissenaxe asymptotisch (eine weitere Eigenschaft 
folgt aUB der Vertauschbarkeit der Punkte a und b); sie ist das logarithmische 
Bild (Nr. <11) der Funktion z = 1 + 1 : x und Blsst sich als graphische Dar
steHung der Additionslogarithmen in der urspriinglichen Leonelli'schen Gestalt 
(s. Nr. 30) betrachten. 
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halten worden sind, so hat man, um den Punkt c zu finden, bIos die 
Strecke ab mit dem Zirkel auf der Abscissenaxe der Additionskurve 
abzutragen, die zugehorige Ordinate dieser Kurve abzugreifen und 
die Strecke bc gleich derselben zu machen. Noch bequemer ist die 
Anwendung des "logarithmischen Zirkels" (Fig. 37) von E. A. Brauer 892): 
Man setzt die erste seiner drei Spitzen auf den Punkt a, o:ifnet bis 
die zweite Spitze auf b kommt, dann giebt die dritte Spitze den ge
suchten Punkt c. Auf die umgekehrle Weise liisst sich mittelst der 
Additionskurve oder des logarithmischen Zirkels "logarithmisch sub
trahieren", d. h. der Punkt a (oder b) bestimmen, wenn c und b 
(bezw. a) gegeben sind; mit Hiilfe der "Subtraktionskurve" (Fig. 36)393) 
ist es ebenfalls moglich. 

4: 1. Berechnung von Funktionen und Auflosung von Gleichungen 
mit einer Unbekannten. Man denke sich, wenn z = ((x) eine be
liebige Funktion ist, je zwei zusammengehorige Werle von x und z 

Fig. 38. 

mit einem logarithmischen Massstab als 
Carlesische Koordinaten eines Punktes 
aufgetragen; die sich ergebenden Punkte 
erfiillen das "logarithmische Bild" der 
Funktion 894). Fiir z = ax!' erhlilt man 
eine gerade Linie, welche durch den 
Punkt a des in der z-Axe angebrachten 
logarithmischen Massstabes geht und 
die Steigung n: 1 besitzt 395). 1st 
z = axn + a1 af'! + aj!x'" + ... , so zeich
net man zuerst (Fig. 38) die Geraden, 
welche nach dem vorigen den Gliedern 
axn, a1 x"', . .. entsprechen; schneidet 

392) W. Dyck's Katalog mathem. Instrumente, Nachtrag, Miinchen 1893, p. 40. 
393) Mehmke, Zeitschr. Math. Phys. 35 (1890), p. 178; die Subtraktions

kurve liefert zur Abscisse log t die (negative) Ordinate log (1 - 1 : t) oder sie 
ist das logarithmische Bild der Funktion z = 1 - 1 : a;; sie nahert sich der 
positiven Abscissen- und der negativen Ordinatenaxe asymptotisch und ist sym
metrisch zur Halbierenden des Winkels zwischen letzteren. 

394) Mehmke S91) p. 619; Konstruktion und Eigenschaften der logarith
mischen Bilder ebenda p. 620 f. Die logarithmische Transformation ist, wie es 
scheint, zuerst von L. Lalanne 431) zur Vereinfachung graphischer Tafeln (s. Nr.44) 
beniitzt worden; englische Physiker bedienen sich seit etwa zwei Jahrzehnten 
der logarithmischen Koordinaten zur graphischen Darstellung empirischer Funk
tionen u. dergl., s. den Bericht von J. H. Vincent, British Assoc. Report of the 
68. meeting at Bristol 1898 (London 1899), p. 159. 

395) Wegen log z = log a + n log a;; n darf negativ, gebrochen und irra
tional sein. 
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man diese Geraden mit irgend einer Parallelen zur z-Axe, so ergiebt 
sich aus den Schnittpunkten p, Pl' . .. durch Anwendung der in 
Nr. 40 gezeigten logarithmischen Addition der in dieser Parallelen 
befindliche Punkt q des logarithmischen Bildes der gegebenen Funk-

tion 396). Wenn z aus Gliedem der Form a;xn; mit verschiedenen 
Vorzeichen besteht, so kann man die positiven und negativen 
Glieder je fur sich zusammenfassen, also etwa z = fleX) - f2(X) 

I , 
I ' 

. I 
_._._._._._._\..1. 

, I 
\ I 
'( /1 

/ :1 
/' :! 

, 

Fig. 39. 

schreiben, wo fl und f2 nur posItive Glieder enthalten, und zunachst 
die logarithmischen Bilder 01 und 02 der letzteren Funktionen kon
struieren, urn aus dies en punktweise durch logarithmische Subtraktion 
das logarithmische Bild 0 von z zu erhalten 397). Ahnlich ist zu ver-

396) Die Kurve hat die Geraden zu den Gliedern mit niedrigstem und mit 
hOchstem Exponenten zu Asymptoten; sie ist frei von Wendepunkten und nach 
oben konkav. Fig. 38 entspricht dem Beispiel z = 0,1 . x 2 + 2 . fix + 1,5 . x- 1• 

397) C nlthert sich nach unten asymptotisch den Parallelen zur z-Axe 
durch die Schnittpunkte von C1 und C2 (Hiilfskonstruktion zur genaueren Be
stirn mung von Punkten in der Nlthe dieser Asymptoten 391) p. 629). In den 
Rltumen zwischen benachbarten Asymptoten, wo f1 (x) < f2 (x) ist, also C keine 
reellen Zweige hat, befinden sich die (in Fig. 39 punktierten) Zweige des 
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fahren, wenn die Glieder von z nicht obige Gestalt haben, sondern 
beliebige (z. B. transcendente) Funktionen von x, also die logarith
mischen Bilder der einzelnen Glieder keine Geraden sind. 

Urn eine gegebene Gleichung f(x) = 0 aufzulasen, zerlegt man 
auf passende Weise 398) die Funktion f(x) in eine Differenz fl (x) -f2(X), 
oder man bringt die Gleichung auf die Form fl (x) = f2(X) und kon
struiert die logarithmischen Bilder der Funktionen z = fl (x) und 
z = f2(X); die Abscissen der Schnittpunkte, mit dem der Zeichnung 
zu Grunde liegenden logarithmischen Massstab gemessen, geben die 
positiven reellen Wurzeln der Gleichung399). Die absoluten Werte 
der negativen Wurzeln erhiilt man durch Bestimmung der positiven 
Wurzeln der Gleichung f( - x) = 0.400) 

Sei noch die Erweiterung der vorbeschriebenen Methode fur 
komplexe W urzeln und Gleichungell mit komplexen Koeffizienten an
gedeutet401). 1st 

x = rei'P, 

so betrachte man zuerst log r, €p, log (J, dann log r, €p,.fJ' als Carte
sische Koordinaten eines Raumpunktes, und man wird jedesmal ver
mage der Gleichung z = fl (x) eine Fliiche erhalten402) , von welchen 

dieselben Asymptoten besitzenden logarithmischen Bildes 0' der Funktion 
- Z = f2 (x) - fl (x). 0 und 0', als eine Kurve aufgefasst, haben die steilste 
unter den die Glieder von z vorstellenden Geraden und die am wenigsten steile 
zu Asymptoten, oder es findet auf der x> 1 entsprechenden Seite asymptotische 
Annaherung an die zuletzt steilste, auf der anderen Seite an die zuletzt am 
wenigsten steile der beiden Kurven 01 und 0'1. statt. 

398) Am einfachsten durch Trennung der positiven Glieder von den nega
tiven; manchmal andere Zerlegungen vorteilhafter, vgl. das BeispieP01) p. 626, 
Nr.6. 

399) Raben 11 und f2 nicht lauter positive Glieder, so Mnnen auch die 
logarithmischen Bilder von z = - fl (x) und z = - f'j (x) W urzeln liefem und 
sind deshalb ebenfalls zu konstruieren. Oft ist es rats am, die Gleichung zuerst 
mit einer Potenz von x zu dividieren, wodurch steile Kurven in weniger steile 
und somit ungiinstige Schnitte in bessere verwandelt werden konnen. 

400) Die Riilfslinien - im Falle f(x) die Form + axn ± a1 xnl ± . .. hat, 
die den einzelnen Gliedem entsprechenden Geraden - sind bei der zweiten 
Gleichung dieselben me bei der ersten. 

401) Bis jetzt nicht veroffentlichte Methode des Verfassers. 
402) 1st z = axn, a reell oder komplex, dann bestehen die beiden Flachen 

in Ebenen. Wenn z aus mehreren Gliedem dieser Form zusammengesetzt ist, 
so kpnnen die zugehOrigen Flachen aus den zu den einzelnen Gliedern gehOrigen 
Ebenen auf ahnliche Weise wie die bei der logarithmographischen Auflosung 
zweier reellen Gleichungen mit zwei reellen Unbekannten vorkommenden FHichen 
(Nr. 42) mittelst einzelner Schnitte parallel zur Aufriss- oder Seitenriss-Ebene 
konstruiert werden, nur dass an Stelle der Additions- (bezw. Subtraktions-)Kurve 
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die erste mit PlI die zweite mit @1 bezeichnet sei. Die Gleichung 
z = (s(x) liefert zwei neue Flachen P2 und e2 • Konstruiert man die 
Schnittkurve der Flachen P1 und P2 und diejenige der FIachen e1 

und @2 beide im Grundriss, dann geben die Koordinaten log r, q; 
eines jeden Schnittpunktes beider Kurven eine Wurzel reicp' der vor
gelegten Gleichung. 

42. Systeme von Gleichungen. Ein System von zwel reellen 
Gleichungen 

((x, y) = 0, g(x,y) = 0 

mit den beiden reellen Unbekannten x und y lasst sich logarithmo
graphisch in folgender Art auflosen (03). Man schreibe die Gleichungen 
zuerst in der Form(04): 

h (x, y) = (s(x, y), 
gl (x, y) = g2(X, y) 

und spalte dann in die beiden Systeme von je ZWel Gleichungen mit 
den Veranderlichen x, y, z : 

Z = (l(X, y), 
z = gl(X, y), 

z = (2 (x, y), 
z =g2(X, y). 

Fasst man log x, log y, log z als Cartesische Koordinaten eines Punktes 
im Raume auf, so stellt jedes der beiden Systeme eine Raumkurve 
dar, namlich den Schnitt der "logarithmischen Bilderli405) der Funk
tionen h und (2 bezw. gl und g2' Nach den Methoden der dar
stellenden Geometrie konstruiert man die Grundrisse (d. h. xy -Pro
jektionen) dieser beiden Kurven; die Koordinaten der Schnittpunkte, 

Schnitte der beiden Flachen treten, welche die "Additionslogarithmen fUr kom
plexe Grossen" [so Dyck's Katalog, Nachtrag p. 31, sowie Zeitschr. Math. Phys. 
40 (1895) die Figuren p. 18 u. 21] darstellen. 

403) Mehmke, Zeitschr. Math. Phys. 35 (1890)~ p. 174. 
404) Wird fur gewohnlich am besten durch Trennung der positiven und 

negativen Glieder hergestellt, vgl. Anm. 398. Es kann sich empfehlen, beider
seits mit einer Potenz von x und einer solchen von y zu dividieren, vgl. Anm. 399. 

405) Das logarithmische Bild von z = axmyn iet die Ebene, die durch den 
Punkt a des logarithmischen Massstabes der z-Axe geht, deren xz-Spur die 
Steigung m und deren y z -Spur die Steigung 1~ hat. Besteht die Funktion z 
aus mehreren Gliedern dieser Form, 80 sind die den einzelnen Gliedern ent
sprechenden Ebenen zu konstruieren, aus welchen sich mittelst der Additions
und Subtraktionskurve jeder zur xy- Ebene senkrechte Schnitt der krummen 
Flache, die das logarithmische Bild der Funktion ist, leicht ableiten lasat. 
TIber die einfachsten Eigenschaften dieser Flachen, ihre Asymptoten-Ebenen und 
-Cylinder s. 408) p. 180. 
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mit dem logarithmischen Massstabe der Zeichnung gem essen, sind die 
positiven reellen Wurzeln der gegebenen Gleichungen406). Man konnte 
auch mit A. A. Nijland 407) auf die Hiilfe der darstellenden Geometrie 
verzichten 408) und zum Zweck der Auflosung des Systems 

f(x,y)=O, g(x,y)=O 

das logarithmische Bild einer jeden dieser Gleichungen m der xy
Ebene selbst konstruieren 409). 

IV. Graphische Tafeln (Nomographie). 
Monographieen und Lehrbilchej': Ch. A. Vogler, Anleitung zum Entwerfen 

graphischer Tafeln ... , Berlin 1877. - M. d'Ocagne, Nomographie. Les calculs 
usuels effectues au moyen des abaques, Paris 1891 ("d'Ocagne 1891"). -
M. d'Ocagne, Le calcul simplifie au moyen des procildes mecaniques et graphi
ques [extrait des Annales du Conservatoire des Arts et Metiers (2) 5, 6, 1893-
1894], Paris 1894. - M. d'Ocagne, Conferences sur la Nomographie, faites aux 
eleves de l'Ecole poly technique (Autographie), Paris 1894. - M. d'Ocagne, 
Traite de Nomographie, Paris 1899 ("d'Ocagne"). - G. Pesci, Cenni di Nomo
grafia (Sonderabdruck aus der Rivista Marittima, August und September 1899, 
Februar 1900), 2" ed. Livorno 1901. - Fr. Schilling, Uber die Nomographie von 
M. d'Ocagne. Eine Einfiihrung in dieses Gebiet, Leipzig 1900. - R. 8m'eau, Con
tribution a la tMorie et aux applications de la Nomographie (extrait des Me
moires de la Societe des Ingenieurs Civils de France, Bulletin d'aout 1901, p.191), 
Paris 1901. - Unter den in der Einleitung zu Abschnitt III genannten Schriften 
kommen die von Gulman, Favaro-Terrier und Biirklen in Betracht. 

Sind mehrere veranderliche Zahlgrossen durch irgend ein Gesetz 
(das nicht notwendig durch eine analytische Gleichung ausgedriickt 

406) Die Wertepaare x, y, die den GIeichungen geniigen und fiir die z. B. 
x negativ, y positiv ist, wird man durch Auflosung des Systems f( - x, y) = 0, 
g(- x, y) = 0 nach dem obigen Verfahren erhalten. 

407) Nieuw Archief voor Wiskunde 19 (1891), p. 35. 
408) Zweckmassig ist dies allerdings nicht, denn die fraglichen logarith

mischen Bilder, welche mit den bei der erst en Methode beniitzten Kurven 
identisch sind, werden am bequemsten gerade in der angegebenell Weise als 
Grundrisse der Schnittkurven j e zweier Flachen d urch Schnitte parallel zur y z
oder xz-Ebene erhalten; auch ist der Verzicht nur ein scheinbarer, da die von 
Nijland beniitzten Hiilfsgeraden und Hiilfskurven die Grundrisse wagerechter 
Schnitte der bei der ersten Methode vorkommenden ebenen und krummen 
Flachen sind. 

409) Die Auflosung von 3 GIeichungen mit 3 Unbekannten mit Hiilfe der 
Schnittpunkte der logarithmischen Bilder dieser Gleichungen ist auch noch 
durchfiihrbar; ein Fortschreiten in dieser Richtung wiirde die Ausbildung der 
darstellenden Geometrie von Gebilden beliebiger Dimensionenzahl verlangen 
vgl. Anm. 383, 385, 387. 
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sein muss) mit einander verbunden und ordnet man den Werten 
einer jeden Veranderlichen eine Reihe geometrischer Elemente (Punkte 
oder Linien), neben welche man die betre:fl'enden Werte schreibt410), 

in der Weise zu, dass jenes Gesetz durch eine einfache Beziehung 
zwischen den Lagen der fraglichen Elemente zum Ausdruck kommt, 
die es moglich macht, den Wert irgend einer dieser Veranderlichen 
mechanisch durch Ablesen 411) zu finden, wenn die Werte der iibrigen 
Veranderlichen gegeben sind, so entsteht eine graphische Rechentafel 
oder graphische TafeI412). Fiir aIle Gebiete, in welche die rechnende 
Mathematik zu dringen vermag, von einer friiher nicht geahnten 
Wichtigkeit geworden, zeichnen sich die graphischen Tafeln (zu denen 
auch die Rechenschieber, Nr.50-52, gezahlt werden konnen) vor 
allen andern Hiilfsmitteln des Zahlenrechnens durch die grosse 
Schnelligkeit, mit der sie die Ergebnisse Hefern, sowie dadurch aus, 
dass sie den verschiedensten Bediirfnissen angepasst werden konnen 
und sich oft noch anwenden lassen, wo numerische Tafeln aus
geschlossen sind 413). Die im Altertum und Mittelalter vorherrschende 
graphische Behandlung von Aufgaben der Astronomie, N autik u. s. W. 414) 

hat friih zur Erfindung einzelner graphischer Tafeln gefiihrt415), aber 

410) Die Elemente heissen dann beziffert oder kotiert (d'Ocagne beniitzte 
bis 1896 das Wort isopleth, vgl. Anm. 424). 

411) Zum Unterschied gegen das eigentliche graphische Rechnen (s. Ab
schnitt ill) sind, nachdem die V orrichtung ein fUr allemal gezeichnet ist, geo
metrische Konstruktionen im allgemeinen ausgescWossen, jedoch kllnnen Lineal, 
Zirkel und ahnliche Hiilfsmittel beim Ablesen beniitzt werden. 

412) Frz. "table (tableau) graphique" (so z. B. L. Lalanne und Favaro
Terrier), neuerdings durch "abaque" verdrangt ("d'Ocagne 1891", p. 2), welches 
Wort Lalanne urspriinglich bIos fiir eine bestimmte Tafel, seine logarith
mische Rechentafel 487) gebrauchte, Cauchy 440), Blwm 468), Lallemand 456) dagegen 
abwechselnd mit table graphique. "Pesci" p. 5 unterscheidet abbaco und dia
grammo, je nachdem fUr das fragliche Gesetz ein analytischer Ausdruck vor
hand en ist oder nicht. 

413) Z. B. wegen zu grosser Zahl der Veranderlichen. Die Genauigkeit 
ist nicht inImer die beschrankte des graphischen Rechnens, sondern lasst sich 
manchmal beliebig steigern. 

414) VgI. A. v. Braunmuhl, Geschichte der Trigonometrie 1, Leipzig 1900, 
p. 3, 10, 85, 19i. 

415) E. Gelcich bespricht, Central-Zeitung Optik Mechanik 5 (1884), p. 242, 
254, 268, 277, zahlreiche "Diagramme" und "Diagramminstrumente" zum Ge
brauch der Seeleute, die vom 16. Jahrhundert an bis zur Gegenwart konstruiert 
worden sind; s. auch v. Braunmuhl 414), p. 138 und Fig. 35 (Instrument von 
Petm· Apian zur Bestimmung des Sinus und Sinus versus eines gegebenen 
Winkels, 1534), ferner p. 228 (Adriaen Metius' graphisch-mechanische Losung 
spharischer Dreiecke). Mangels geniigender Beschreibungen der alteren graphi-

Encyklop d. math. Wi •• ensch. I. 65 



1026 IF. Numerisches Rechnen. 

zur Entwicklung einer allgemeinen Theorie der geometrischen Dar
steHung gesetzmassiger Abhangigkeiten veranderlicher Zahlgrossen, 
die man nach JJlI. d'Ocagne jetzt Nomographie 416) nennt, ist es erst 
III den letzten J ahrzehnten gekommen. 

43. Tafeln fur Funktionen einer Veranderlichen. Werden auf 
einer (geraden oder krummen, ebenen oder unebenen) Linie die zu 
einzelnen Werten Xli X 2, Xg , • •• einer Veranderlichen X gehorigen 
Werte ((Xl), ((x2), ((xg), ••• einer gegebenen Funktion ((X) von 
irgend einem Punkte jener Linie als Anfangspunkt in bestimmtem 
Sinn als Langen (bei beliebiger Langeneinheit) abgetragen, die er
haltenen Endpunkte durch Striche markiert und an diese Striche die 
betrefl'enden Wede von X geschrieben, so entsteht eine Skala (fran
zosisch echelle) der Funktion ((X).417) Die wichtigsten besonderen 
Arten sind 1) die gewohnliche oder gemeine Skala 418), zur Funktion 
((X) = X gehorig, 2) die logarithmische Skala mit ((x) = log X 389) 

schen Tafeln Htsst sich vorderhand nicht sagen, welche del' jetzt bekannten all
gemeinen Methoden darin schon zu erkennen sein mogen. 

416) "d'Ocagne 1891", p. 6; von VO/Lo!> = Gesetz. 
417) Del' Urheber dieses wichtigen Begriffs, auf dem das im 17. und 18. 

Jahrhundert sehr verbreitete mechanische Rechnen mit Proportionalzirkeln und 
Rechenstaben (s. Nr. 50) berubte, ist nicht bekannt. Jedoch brachte schon 
Ende des 16. Jahrhunderts Galilei auf seinem Proportionalzirkel verschiedene 
Funktionsskalen an (der vorher veroffentlichte von Bii1'gi scheint bIos zu geo
metrischen Konstrnktionen, nicht zum mechanischen Rechnen gedient zu haben); 
st.att "Scala" wnrde damals haufiger das Wort "Linea" gebraucht, z. B. Linea 

- ~c quadrata, L. cubica im Fane (x) = Vx bezw. v x, L. arithmetica ursprung-
lich fiir die gemeine Skala (s. oben), spater flir die logarithmische Skala, u. s. w., 
s. etwa J. Leupold, Theatrum arithmetico-geometricum, Leipzig 1727, Kap. XlI 
bis XVIII. - In del' Regel bilden die an den Teilstrichen stehenden Zahlen 
Xu x2 , xs' ... eine arithmetische Reihe nnd schreiten nach runden Anzahlen 
irgend einer dezimalen Einheit fori ("echelle normale", "d'Ocagne", p. 2; bei 
del' weniger bequemen "echelle isograde", ebenda p. 16, die Zwischenraume der 
Teilstriche gleich gross, also die Bezifferung, ausser bei del' gemeinen Skala, 
unregelmassig). Die Skala del' zusammengesetzten Funktion (rp(X) rasst sich 
aus del' von (x) ableiten, indem man letztere als Massstab ("etalon") statt des 
gewohnlicben beniitzt ("d'Ocagne", p. 13). Uber das Ablesen bei Skalen und 
die zweckmassigste Wahl des kleinsten Abstandes zwischen benachbarten Teil
strichen' s. "Vogler", p. 20, "d'Ocagne", p. 8, uber die graphisch-mechanische 
Einschaltung neuer Teilstriche bei geradlinigen Skalen Mehmke, Zeitschr. Vel'. 
deutscher Ingen. 33 (1889), p. 583 (beruht auf dem Satze, dass jedes nicht zu 
grosse Stuck einer beliebigen Skala sich naherungsweise als Teil einer projek
tiven Skala, s. oben, betrachten Iasst). 

418) So A. Adlet·, Wien. Bel'. 942 (1886), p. 406; "echelle reguliere" bei 
"d'Ocagne", p. 9. 
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und 3) die projektive Skala419), bei welcher der Trager eme Gerade 
und ((x) eine gebrochene lineare Funktion von x ist. 

Ist nun mit einer Skala von ((x) die zu Grunde liegende ge
meine Skala auf derselben Linie gezeichnet420), so kann man gegen
liber del' Stelle der ersten Skala, an welcher irgend ein gegebener 

Fig. 40. Bruchstiick der graphischen Logarithmentafel von Tichy. 

Wert x steht, den Wert von y = ((x) ablesen und auf dem um
gekehrten Wege auch zu jedem gegebenen Wert von ((x) den Wert 

419) Adler 418), p. 416, "echelle lineaire generale" bei "d'Ocagne", p. 14; 
ist eine beliebige Ceutralprojektion einer geradlinigen gemeinen Skala, in der 
Perspektive bekannt als "perspektivischer Massstab", hier nach Chr. Wiene1·, 
Darstellende Geometrie 1, Leipzig 1884, p. 18 von Alleaume 1628 eingefiihrt. 

420) Die Teilstriche der beiden Skalen lasst man nach verschiedenen 
Seiten der tragenden Linie gehen. Die Skalen konnen auch z. B. auf parallelen 
Geraden oder konzentrischen Kreisen untergebracht sein, in welchem Faile ein 
System von Hiilfslinien oder ein beweglicher Zeiger den Zusammenhang zwischen 
beiden Skalen herstellen muss. Wegen anderer moglicher Anordnungen s. 
"d'Ocagne", p. 24-31. 

65'" 
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des Al'gumentes x finden 421). Fig. 40 zeigt als Beispie1 422) ein Stuck 

del' graphischen Logarithmentafel von A. Tichy 423). 

44. Cartesische Tafeln. Eine Tafel der Funktion Z = ((x, y) 
von zwel Veranderlichen x und y ergiebt sich, wenn man letztere als 

q. 5 Ii 7 " .9 10 Cartesische Koordinaten emes 
Punktes betrachtet, dem z ein

r-~~+--+~~~~~~+--+~20 
zelne Werte z 11 Z2, Za, . .. el'-

30 teilt, die zu den Gleichungen 

ff---H'-+-7"t-~"---~---h--Lj-7"'I'~4o ((x, y) = ZlI ((x, y) = Z2' ..• ge

f-+---,f-7I'---7f---,--,,f'---yf~~-*,,~50 horigen Kurven zeichnet - Vogler 
H+'H+-*4--Th4r:-if'--Jr~60 nennt sie Isoplethen 424) - und 

neb en jede von ihnen den be

tl'effenden Wert von Z SChl eibt 425). 

Mittelst del' fertigen Tafel 426), die 

als eine Dal'stellung del' zur Glei

chung z=((x,y) gehol'igenFlache 

Fig. 41. dul'ch Niveaulinien angesehen wel'-

421) Allgemeiner kann man eine etwa durch F (x, y) = 0 ausgedriickte 
Abhangigkeit zwischen x und y durch Vereinigung zweier Skalen - sie mogen 
zu den Funktionen f (x) und 9 (y) gehoren - darstellen, die so gewahlt sind, 
dass f (x) - g(y) = 0 gleichwertig mit der gegebenen Gleichung ist. - D'Ocagne 
nennt solche Tafeln "abaques it echelles accolees", Schilling "Rechentafeln mit 
vereinigten Skalen". 

422) Wegen anderer s. "Vogler", Taf. II, "d'Ocagne", p. 18 Jr.; einfache in 
grosser Zahl schon bei M. R. Pressler (Der Messknecht ... , Braunschweig 1852, 
2. Aufl. 1854; Zeitmessknecht 1856; Ingenieur-Messknecht, 3. Aufl. 1862). 

423) Graphische Logarithmentafeln, Wien 1897, Beilage zur Zeitschr. des 
Usterr. Ingen.- u. Archit.-Ver.; die gemeinen Logarithmen 4-stellig auf 1 Seite, 
5-stellig auf 10 S., ferner Tafeln der Log. der trigonom. Funktionen u. andere.
A. Schiilke giebt (Vierstellige Logarithmentafeln ... , Leipzig 1895, p. 18) eine 
graphische Tafel der Antilogarithmen (s. Nr. 29); J. Schoeckel beniitzt (Zeitschr. 
Vermessungsw. 29 (1900), p. 413) eine antilogarithmische Skala, um bei Flachen. 
berechnungen Multiplikation in Addition zu verwandeln. 

424) Von laon;A,7j.ft'lj., an Zahl gleich oder gleichwertig, "Vogler", p. 7. 
Lalanne hat sich 1878 Vogler angeschlossen (vorher "courbe d'egal element"), 
d'Ocagne sagt seit 1896 "courbe coMe". Uber die Konstruktion der Isoplethen 
mit RiHfe del' darstellenden Geometrie, namentlich im Fall einer empirischen 
Funktion, s. Lalanne 481), p. 18. 

425) Nach Lalanne 431), p. 63 findet sich das erste Beispiel - mit z = xy, 
s. Fig. 41 - bei L. E. Pouchet 1797 (genauere Angaben "Favaro-Terrier" 1, 
p. XX u. XXI), vgl. aber Anm. 415. Die nachsten Beispiele sind nach "Pesci", 
p. 7 fiinf Tafeln zur Reduktion von Monddistanzen von J. Luyando, Madrid 
1806; wegen anderer aus der Zeit vor Lalanne s. Lalanne 481), p. 63 Jr. 

426) Bei "d'Ocagne", p. 34 heisst diese Art von Tafeln "abaques carte-
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den kann 427), liisst sich zu jedem gegebenen Wertepaar x = a, 
y = b der Funktionswert f (a, b) durch Ablesen an der durch den 
Punkt ( a, b) gehenden Isoplethe 428) linden 429). 1m FaIle z = xy z. B. 
erhiilt man die Multiplikationstafel von L. E. Pouchet 425), Fig. 41, 
mit gleichseitigen Hyperbeln als Isoplethen430). Die Tafeln zur Auf
lasung trinomischer Gleichungen von L. Lalanne 431) 432), von welchen 
Fig. 42 den einfachsten Fall zeigt433), bilden ein anderes klassisches 
Beispiel: In der aufzulOsenden Gleichung zm + azn + b = 0 setzt 
Lalanne a = x, b = y, dann gehOrt zur Gleichung zm + xzn + y = 0 
eine (ffir jedes Wertepaar m, n besonders zu zeichnende) Tafel, deren 

siens", wei! sie unmittelbar der Anwendung Carlesischer Koordinaten ent
springenj s. auch Anm. 427. 

427) N ach Lalanne 431), p. 63, 64 hat zuerst G. Piobert 1825 die Darstellung 
topographischer FBi-chen durch Niveaulinien zur Umwandlung numerischer Tafeln 
mit zwei Eingangen in graphische Tafeln beniitzt, Olry Terquem 1830 (Memorial 
de l'artillerie 3) das allgemeine Prinzip klar ausgesprochen. Lalanne geht auch 
hiervon aus und spricht deshalb anfanglich (Par. C. R. 16 (1843), p. 1162) von 
"tables (plans) topographiques"j ahnlich Vogle1·: Schichtentafel, Schichtennetz 
(neben Isoplethentafel). 

428) Geht keine der gezeichneten Isoplethen durch den Punkt (a, b), so 
muss zwischen den zu den benachbarlen Isoplethen gehorigen Werten von $ 

durch Schatzung nach Augenmass interpolierl werden (etwa mittelst der ge
dachten durch den Punkt gehenden senkrechten Trajektorie der Isoplethen) 
vgI., auch wegen der Schatzungsfehler, "Vogler", p. 63 if. Zum Aufsuchen des 
Punktes (a, b) dienen im voraus gezeichnete Parallelen zu jeder Axe durch die 
Teilpunkte der in der andern Axe angebrachten Skala, seltener eine parallel 
einer Axe verschiebbare Skala. 

429) Ahnlich bestimmt man, mit Hiilfe der Parallelen zu den Axen, x 
oder y, wenn die Werle von y und $ oder x und $ gegeben sind. Die Be
ziehung zwischen den Veranderlichen kann allgemeiner in der Form F(x, y, $) = 0 
gegeben sein. Die Tafel nimmt andere Formen an, wenn man x oder y, statt $, 

als abhangige Veranderliche ansieht. 
430) Figur 41 ist Lalanne 481) entlehnt (pI. 98, fig. 1). Die Tafeln "Vogler", 

p. 10, Fig. 5 und p. 12, Fig. 6 enthalten besondere Leitlinien filr Quadrate, 
Wurzeln u. s. w., wie sich ahnlicher Pouchet bedient zu haben scheint (vgl. 
"Favaro-Terrier" 1, p. XXI). 

431) Annales ponts chaussees (2) 11 (1846), p. 27, 40. 
432) Par. C. R. 81 (1875), p. 1186, 1243 j 82 (1876), p. 1487 j 87 (1878), 

p. 157. 
433) Tafel zur Aufiosung reduzierter kubischer Gleichungen Lalanne 481), 

pI. 99, fig. 1, auch J. de la Gournm·ie, TraiM de Geometrie descriptive 3, Paris 
1864, pI. 46, fig. 455, verkleinerl "Favaro-Terrier" 2, p.247, fig. 115, vereinfacht 
"d'Ocagne", p. 44, fig. 24. - Lalanne bestimmt p. 29 geometrisch an Hand der 
Tafel die Wahrscheinlichkeit, dass eine Gleichung, deren Koeffizienten unter ge
gebenen Grenzen liegen, drei reelle Wurzeln hat. 
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Isoplethen in Geraden bestehen, da die Gleichung III x und y linear 
ist434). 

J ede punktweise Transformation einer Cartesischen Tafel, die 
Lalanne als Anamorphose bezeichnet 435), fiihrt zu einer neuen, gleich-
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Fig. 42. Tafel zur Aufiosung quadratischer Gleichungen nach Lalanne. 

wertigen Tafel, die auf dieselbe Art wie die urspriingliche zu ge
brauchen ist, wenn die Gleichungen der Transformation die Form 

x' = rp(x), y' = '!/ley) 
haben, also die Parallelen zu den Koordinatenaxen in ebensolche iiber
gehen 436). So verwandelt sich die hyperbolische Multiplikationstafel 
Fig. 41 durch die logarithmische Transformation 

x' = log x, y' = log y 

III Lalanne's "abaque ou compteur universel"437) (in Fig. 43 ungefahr 

434) Man liest an den durch den Punkt (a, b) gehenden Geraden die 
Wurzeln der Gleichung abo Die Hiillkurve der Geraden, in Fig. 42 eine Parabel, 
ist der Ort der Punkte (a, b), fUr welche die Gleichung eine Doppelwurzel hat, 
S. Lalanne 481), p. 28. 

435) Unter Hinweis auf die Bedeutung dieses Wortes in der Physik 481), p. 13. 
436) In der neuen Tafel sind die Axen gemass den Funktionen rp (x) und 

'I/! (y) zu teilen oder zu "graduieren", d. h. an Stelle der gemeinen Skalen treten 
die zu jenen Funktionen geMrigen. 

437) Schon erwahnt 488), ausfiihrlich beschrieben 481), p. 43fi'. (dazu pI. 100, 
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in halber Grosse dal'gestellt); wegen del' aus xy = z folgenden lineal'en 
Gleichung: 

.. 

Fig. 43. "Abaque ou compteur universel" von Lalanne. 

x' + y'= logz 

sind hier die Isoplethen gel'ade Linien und es dient auch die von 

fig. 2), Name von &~IX~ = compteur hergeleitet; hat besondere Hiilfslinien fiir 
die Multiplikation mit haufigen Konstanten, fUr Quadrate, Wurzeln u. s. w., ist 
von ahnlicher Vielseitigkeit wie der logarithmische Rechenschieber (Nr. (0), in 
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Lalanne eingefiihrte438) Anamorphose hauptsachlich zum Geradestrecken 
krummliniger Isoplethen 439). Damit sich letzterer Zweck erreichen 
lasst, muss die darzustellende Beziehung zwischen den Veranderlichen 
x, y, z, welche F(x, y, z) = 0 sei, auf die Form: 

ax' + by'= c 
gebracht werden konnen, wo wieder x' = q;(x), y' = 1/I(Y) ist und 
a, b, c Funktionen von z allein sind 440). N otwendige und ausreichende 
Bedingungen hierfiir haben J. Massau 441) und L. Lecornu 442) in Form 

mancher Hinsicht vielleicht letzterem vorzuziehen (z. B. hohere Potenzen und 
'V"urzeln leichter zu bestimmen, Verziehen des Papiers ohne Einfiuss, Preis ge
ringer). S. auch Lalanne, Description et usage de l'abaque ... , Paris 1845, 
3" ed. 1863, deutsche und englische tJbersetzung, Leipzig bezw. London 1846; 
Th. Olivier, Soc. d'enc. Bull. 1846, p. 153; "Culmann", p. 78 und 'l'af. 2, Fig. 1; 
"Favaro-Terrier" 2, p. 102. Von G. Herrmann wurde die logarithmische Rechen
tafel wieder gefunden (Das graphische Einmaleins, Braunschweig 1875, vgl. auch 
"Vogler", p. 37 u. Taf. 1), von F. Samuelli (Triangoli e rettangoli calcolatori, 
Firenze 1892) durch Anwendung schiefwinkliger Koordinaten auf kleineren Raum 
gebracht. 

438) VorIaufige Mitteilung Par. C. R.16 (1843), p. 1162, dann 481), p. 11,30; 
wieder gefunden u. a. von .A.. Kapteyn, Revue universelle des mines 40 (1876), 
p. 136. 

439) Wenn solches unmoglich ist, gelingt es zuweilen, ungiinstige Kurven 
in besser geeignete zu verwandeln, Beispiel "d'Ocagne", p. 88. tJber die in 
letzterem angewandte graphische Anamorphose ("d'Ocagne", p. 85; Lalanne, 
Exposition de Melbourne Notices, Paris 1880, p. 374), vgl. auch "Vogler", 
p. 18 if. Wegen polygonaler Isoplethen s. "Vogler", p. 20 u. Tat: V, "d'Ocagne", p. 53. 

440) Diese Bemerkung von Cauchy, Par. C. R. 17 (1843), p. 494. - Die ein
fachsten und haufigsten FaIle sind, unter u, v, w beziehentlich Funktionen von 
x, von y, von z allein verstanden, 

w = u + v und w = uv, 
wo man x' = u, y' = v bezw. x' = log x, y' = log v setzt und parallele Iso
plethen erhalt. 1m FaIle uw = v kann man entweder x' = u, y' = v nehmen (Iso
plethen sind Geraden durch den Ursprung, "abaques a radiantes" nach d'Ocagne), 
oder durch Logarithmieren den ersten Fall herstellen. Dasselbe gelingt im 
FaIle w = uD und ahnlichen durch zweimaliges Logarithmieren; Beispiel yZ = x, 
Fig. 44, "Vogler", p. 44, mit welcher Tafel sich alIe drei Operationen 3. Stufe 
(s. diesen Band, p. 22) ausfiihren lassen. 

441) Memoire sur l'Integration graphique (Extrait de la Rev. universelle 
des mines (2) 16 (1884», Liege 1885, p. 137 (hier nur die Ergebnisse, Ableitung 
mitgeteilt "d'Ocagne", p. 422). 

442) Par. C. R. 102 (1886), p. 816 ("d'Ocagne", p. 424). Mit den bekannten 
Abkiirzungen: 

oz oz OIZ ot z 
p=ox' q=oy' r=oxt' s=--oxoy' 

finden sich die Bedingungsgleichungen: 
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partieller Differentialgleichungen 5ter Ordnung aufgestellt, nachdem 
P. de Saint-Robert 443) einen besonderen Fall erledigt hatte. 

Wenn man mit Massau 441) p. 140 die allgemeinste Punkttrans
formation, etwa mit den Gleichungen: 

x' = qy(x, y), y' = 1jJ(x, y) 
zulasst, so verwandeln sich die zu den Axen parallelen Geraden 

~,> 

Fig. 44. Vogler's Exponententafel, y' = x. 

x = con st., y = const. je in eine Schar beliebiger Linien. Diese all
gememere Anamorphose ermoglicht bisweilen, mit Geraden oder 

ow ow ox: P = (jy : q = V - uw, 

wo: 

U=;q' v=~;:q-;::p, w= ~(~;:q-~::p). 
443) Torino Ac. Sc. Memorie (2) 25 (1871), p. 53 ("d'Ocagne", p. 418). Es 

ist der Fall, wo man die Veranderlichen trennen oder F (x, y, z) auf die Form: 

X+y=Z 
bringen, also die Isoplethen in eine Schar von Parallelen ii.berfUhren kann (von 
de Saint-Robert jedoch vom Gesichtspunkt der Herstellbal'keit eines Rechen
schiebel's betrachtet). Es ergiebt sich die Bedingung : 

wo: 

02 log R = 0 
oxoy , 

R _ oz . oz. 
- ox ' oy 
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Kl'eisen auszukommen, wo die oben betrachtete speziellere Anamor
phose von Lalanne nicht anwendbar ware. Eine andere Auffassung444) 
ist folgende. Sind von drei einfach unendlichen Kurvenscharen, deren 
Gleichungen in den laufenden Koordinaten x', y': 

fl (x', y', x) = 0, fs (x', y', y) = 0, fa (x', y', z) = ° 
seien, einzelne Kurven gezeichnet und kotiert, d. h. mit den zu
geh6rigen Werten des Parameters x, bezw. yoder z beziffert, so hat 
man eme Tafel derjenigen Gleichung: 

F(x, y, z) = 0, 
die sich aus den vorigen Gleichungen durch Elimination von x' und 
y' ergiebt445). 1st die Funktion F gegeben, so konnen zwei del' 
Funktionen fu f2' fa beliebig angenommen werden 44G). Damit sich F 
durch drei Scharen von Geraden darstellen lasst, muss diese Funktion 
auf die Form. einer Determinante: 

~+ ab'e" 

gebracht werden k6nnen, wo a, b, c Funktionen von x allein, a', b' e' 
Funktionen von y allein, a", b", e" Funktionen von z allein sind 44'1). 
Die allgemeinste, durch drei Scharen von Kreisen darstellbare Glei
chung hat d' Ocagne 448) angegeben. 

Es steht nichts. im Wege, von den Veranderlichen x, y, z die 
beiden als unabhangig betrachteten als Koordinaten eines Punktes in 

444) S. Massau 441), p. 139, "d'Ocagne", p. 90, 97. 
445) Der Vorgang beim Aufsuchen des Wertes von $, der zu einem ge

gebenen Wertepaar x = a, y = b gehOrt, besteht darin, dass man die Kurve 
der ersten Schar mit der Kote a und die Kurve der zweiten Schar mit der 
Kote b bis zu ihrem Schnittpunkt verfolgt und die Kote der durch diesen Punkt 
gehenden Kurve der dritten Schar abliest. - Zu derselben Verallgemeinerung der 
gewohnlichen Tafeln kommt man durch Deutung von x und y als beliebiger 
Koordinaten statt Cartesischer. 

446) Vorausgesetzt, dass die Gleichungen t;, = 0, f! = 0, f8 = 0 reelle 
Kurven darstellen, s. "d'Ocagne", p. 98. 

447) Massau 441), p. 140, "d'Ocagne", p. 100; einfache Falle Massau, p.161, 
163, "d'Ocagne", p. 101; Beispiel Massau, fig. 141, "d'Ocagne", p. 109, fig. 48, 
p. 111. S. auch Nr. 46, bes. Anm. 471. 

448) "d'Ocagne", p. 114, Beispiel (zwei Scharen in Geraden ausgeartet), 
p. 115, fig. 49, p. 117. Ein alteresBeispiel von Ricowr (1873), "d'Ocagne", p.117, 
Fussn. 2 erwahnt. R. Helmert bemerkt Zeitschr. f. Verm.-W. 1876, p. 31, dass 
jede nach Lalanne's l\fethode durch parallele oder nach einem Punkt laufende 
Geraden darstellbare }<'unktion auch durch konzentrische Kreise dargestellt werden 
kann; Fall z = xy ("graphisches Einmaleins in Kl'eisen", Helmert, Taf. 2, Fig. 6), 

wo die Transformation x' = ylog x, y' = Ylog y notig, schon von Lalanne 481), 
p. 36 ausgefiihrt. 
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einem beliebigen System, statt in einem Cartesischen, zu deuten. 
Nimmt man Polarkoordinaten 449), so wird das Zeichnen einzelner 
Koordinatenlinien (d. h. Strahlen durch den N ullpunkt und Kreise 

p 

Fig. 45. 

urn denselben) durch Anwendung einer urn den Nullpunkt drehbaren 
Skala, zu deren Einstellung eine feste (etwa kreisformige) Skala 
dient, vgl. Fig. 45 45°), iiberfliissig gemacht 451). 

45. Hexagonale Tafeln. Die einzelnen Geraden einer (einfach 
unendlichen) Schar kotierter Parallelen konnen durch eine bewegliche 
Gerade nach Bedarf hergestellt und brauchen deshalb nieM wirklich 

449) d'Ocagne spricht dann im Anschluss an Pesci von "abaques polaires"; 
uber deren Theorie s. "d'Ocagne", p. 117 ft'., "Pesci", p. 19 ft'. 

450) Beispiel von Pesci, Rivista marittima, Marz 1897, "d'Ocagne", p. 121; 
die dargesteUte (in der Nautik vorkommende) Gleichung lautet, fiir Polarkoordi
naten 1', ({J geschrieben: 

r cos(z - ((J) = 1 cosz; 

die kotierten Linien sind gerade. Weitere Beispiele "Pesci", p. 20ft'. 
451) Ein System von zwei Gleichungen der Form Jl (x, y, z) = 0, 

tfJ (x, y, t) = 0 kann (statt durch zwei getrennte Tafeln) auf demselben Blatt 
so dargesteHt werden, dass fUr eine der gemeinsamen Veranderlichen x, y bei 
beiden Gleichungen dieselbe Kurvenschar zur Anwendung ko=t ("abaques 
accouples", "d'Ocagne", p. 247), oder sowohl fiir x als fUr y je dieselbe Kurven
schar ("abaques superposes"), Beispiele "d'Ocagne", p. 251, 253. - Cartesische 
Tafeln mit und ohne die (jetzt ziemlich eingebiirgerte) Anamorphose von La
lanne sind in uniibersehbarer Zahl vor aHem in technischen Werken und Zeit
schriften veroft'entlicht. Man findet 801che neb8t weiterer Litteratur in Lalanne 481), 
"Vogler" (sehr viele Beispiele im Text Bowie sechs Lichtdrucktafeln, letztere 
auch gesondert erschienen), noch zu erwahnen Vogler, Graphische Barometer
tafeln ... , Braunschweig 1880; "Favaro-Terrier" 2, p. 154 Fussn., p. 208 ft'.; 
Massau 441), p. 166ft'.; "d'Ocagne 1891", chap. 2; "d'Ocagne" chap. 2,4; "Pesci" 
~ 1-14; "Soreau". 
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gezogen zu werden, wenn die durch einen Schnitt senkrecht zu den 
Geraden entstehende Skala gezeichnet ist 452). SiHnit kann 453) bei 
einer Cartesischen Tafel, die aus drei Scharen kotierter Parallelen 
hesteht, das wirkliche Zeichnen der letzteren unterbleihen, wenn man 
die zugehorigen drei Skalen 454) angieht und drei vermoge der dar
gestellten Gleichung F(x, y, z) = 0 zusammengehorige, d. h. sich in 
einem Punkt schneidende Geraden der drei Scharen jedesmal durch 
.Auflegen eines durchsichtigen Blattes mit drei von einem Punkt aus-

~ ~-'>l 

Fig. 46. 

" 
, , 

~ 
v <" 

Fig. 47. 

gehenden und die richtigen Winkel einschliessenden Strahlen oder 
Zeigern 455) verwirklicht. Es ist vorteilhaft, mit Ch. Lallemand 456) die 

452) Die Punkte derselben sind mit den Koten del' hindurchgehenden Ge
raden zu versehen. - Es entspricht dies ganz der in del' Methode del' kotierten 
Projektionen (s. III A 6) iiblichen Darstellung einer Ebene durch einen "Boschungs
massstab" statt durch einzelne Niveaulinien. - Del' Trager del' Skala dal'f auch, 
wenn die Richtung del' Parallelen angegeben ist, schief zu denselben, gebl'ochen 
und selbst krummlinig sein. 

453) Nach einer Bemerkung von Blum, Ann. ponts chaussees (6) 1 (1881), 
p. 4055. 

454) In dem Absetzen (d. h. Teilen in Stiicke und gleichzeitigen parallel en 
Verlegen entsprechender Stiicke) del' drei Skalen hat man ein Mittel, die Tafel 
auf moglichst kleinen Raum zu bringen, s. "d'Ocagne", p. 76. 

455) "Rapporteur" (Blum), "indicateur" (Lallemand, d'Ocagne). "Index" 
nennt d'Ocagne jeden del' 3 Zeiger, Lallemand nannte so ihre Gesamtheit. Be
hufs Orientierung del' Zeiger miissen zwar auf del' Tafel einzelne Parallelen 
einel' del' 3 Scharen gezeichnet, abel' sie konnen beliebig unterbrochen und 
brauchen nicht kotiert zu sein. Urn den zu einem vVertepaar x = a, Y = b 
gehorigen Wert von Z zu erhalten, kann man zuerst das durchsichtige Blatt so 
auflegen, dass del' 1. Zeiger durch den Punkt a del' ersten Skala, del' 2. Zeiger 
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Zeiger unter sich gleiche Winkel bilden zu lassen457); dann lasst 
sich die Erklarung unabhangig von den Carlesischen Tafeln mittelst 
des elementaren Satzes geben, dass (s. Fig. 46) durch die Lote von 
einem beliebigen Punkt auf drei durch einen Punkt gehende und 

Winkel gleich ; einschliessende Axen auf letzteren Stucke x, y, z 

abgeschnitten werden, fur welche z = x + Y ist458). Der Forlschritt 
besteht hauptsachlich459) darin, dass nun auch jede Funktion von 
mehr als zwei Veriinderlichen dargestellt werden kann, sobald sich 
die Veranderlichen entweder vollstandig oder wenigstens nach Gruppen 
von je zweien trennen lassen. Der obige geometrische Satz liisst sich 
namlich als ein Mittel betrachten, zwei Strecken - und durch wieder
holte Anwendung beliebig viele Strecken - mit Hiilfe des beschrie
benen Zeigersystems zu addieren, nach Anbringung von Skalen fur 
die Funktionen cp(x), t/J(y), X(z), . .. in den Axen oder parallel zu 
denselben kann daher cp (x) + t/J (y) + X (z) + . .. mechanisch ge
funden werden; ist ein Glied selbst eine Funktion von zwei Veriinder
lichen, so hat man dafiir eine "binare Skala" 460) zu beniitzen 461) 462). 

durch den Punkt b der zweiten Skala geht, dann das Blatt orientieren und am 
Schnittpunkt des 3. Zeigers mit der dritten Skala ablesen. 

456) Par. C. R. 102 (1886), p. 816, ausfiihrlicher "d'Ocagne", p. 70, 312. 
457) Sie sind dann den Durchmessem eines regelmassigen Sechsecks 

parallel, woher die von Lallemand eingefiihrte Bezeichnung "abaque hexagonal". 
458) Kann man E' (x, y, z) = 0 die Gestalt «p (x) + 'If! (y) = f (z) geben (vgl. 

Anm. 443), so geniigt es, die Axen gemass den Gleichungen x' = «p(x), y' = 'If! (y), 
z' = f (z) zu graduieren. Die Skalen konnen dann in den Richtungen senk
recht zu den Axen beliebig verschoben und auch nach Anm. 454 behandelt 
werden. 

459) Dem Vorleil vor den Cartesischen Tafeln, dass keine tJberladung mit 
Linien vorhanden und niemals an bIos gedachten Linien abzulesen ist, steht bei 
den hexagonalen Tafeln als Nachteil die etwas umstandliche Einstellung der 
Zeiger gegeniiber. 

460) "Echelle diagraphique" (Lallemand), "echelle binaire" (d'Ocagne); die 
schematische Figur 47 zeigt eine solche, zur Funktion cp(u, v) gehOrig, an der 
x-Axe: Man sieht zwei Scharen kotierter Linien; die Senkrechte zur Axe durch 
den Schnittpunkt der Linien mit den Koten u und v schneidet von der Axe das 
Stiick «p(u, v) ab (insgesamt bilden die Senkrechten eine zweifach unendliche 
Schar). Den Gedanken schreibt Lallemand (56), p. 818, Fussn. 2 E. Prevot zu. 
Vgl. auch Nr.47, Anm.489. - Fig. 47 entspricht, d!j. auf der y- und z-Axe 
noch Skalen der Funktionen 'If!(y) und fez) angebracht sind, dem Falle 
fez) = «p(u, v) + 'I/J(y). 

461) Die ganze Methode von Lallemancl in den Grundziigen angegeben, 
weiter ausgefiihrl "d'Ocagne 1891" und "d'Ocagne", p. 82, 312, 317. Uber die 
ebenfalls schon von Lallemand ins Auge gefasste A usdehnung von dem Fall 
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46. Methode der fi.uchtrechten Punkte. A. F. Mobius hat 1841 
bemerkt46S), man konne eine Parabel in Verbindung mit einer Ge
raden als "Multiplikationsmaschine" beniitzen, namlich beide so ein

Fig. 48. 

teilen, dass ein durch die den Faktoren 
entsprechenden Teilpunkte der Parabel ge
legtes Lineal die Gerade in dem Teilpunkt 
des Produktes triftV64), wobei fur die 
Parabel auch zwei Geraden, fur jeden Faktor 
eine, genommen werden konnten. Wir 
sehen hier die Anfange 465) einer wichtigen 
Methode, bei der im allgemeinsten Fall 
eine Gleichung F(x, y, z) = 0 durch drei 
Skalen (s. Fig. 48) dargestellt wird, von 
deren Teilpunkten je drei in einer Ge
raden liegende zu Werlen x, y, z gehoren, 

die jene Gleichung befriedigen 466), welche Darstellung der durch eine 
Carlesische Tafel (s. Nr. 44) mit drei Scharen von Geraden nach 
dem geometrischen Prinzip der Dualitat oder Reziprozitat (s. III A 5, 
III C 1) entspricht467). M. d'Ocagne hat, nachdem er 1884 dieses 
Prinzip auf Lalanne's Tafeln zur AuHosung trinomischer Gleichungen 
(s. Nr.44) angewandt hatte468), den allgemeinen Gedanken 1890 aus-

einer Summe auf den einer beliebigen Funktion binarer Elemente s. "d'Ocagne 
1891 ", p. 72, 74. 

462) Beispiele hexagonaler Tafeln Ch. Lallemand, Nivellement de haute 
precision, Paris 1889, p. 31, 38 j "d'Ocagne", p. 79, 81, 86, 314, 316, 319. 

463) J. f. Math. 22, p. 280 = Werke 4, p. 620. 
464) Die Ausfiihrung aIler gewohnlichen Rechnungsarlen mittelst eines, 

mit Einteilung versehenen Kegelschnittes zeigt u. a. L. Kotcinyi, Zeitschr. Math. 
Phys. 28 (1882), p. 248. 

465) Zu nennen ist auch die noch allgemeinere, weil eine Funktion dreier 
Veranderlicher darstellende Tafel von Ganguillet und Kutter 489) aus d. J. 1869. 

466) Von d'Ocagne seit 1898 (Soc. Math. Bull. de France 26, p. 31) "me
thode des points alignes" genannt (vorher "methode des points isoplethes", 
"d'Ocagne 1891", p. 51, bezw. "methode des points cotes", Par. C. R. 123 (1896), 
p. 988), vom Verfasser, Zeitschr. Math. Phys. 44 (1899), p. 56, iibersetzt wie in 
der tiberschrift dieser Nun;tmer (aligne = fluchtrecht = in einer Geraden liegend). 
"Abaque a alignement" konnte man durch "Fluchttafel" wiedergeben (in der 
Sprache der Techniker alignement = Flucht)j Schilling's Bezeichnung "kollineare 
Rechentafel", "Schilling", p. 24, kann missverstanden werden. 

467) Die dualistische Umformung Cartesischer Tafeln mit drei Kurven
scharen giebt keine brauchbaren Tafeln, eher die von Tafeln mit zwei Geraden
scharen und einer Kurvenscharj vgl. "d'Ocagne", p. 127, ferner p. 129 iiber die 
graphische Ausfiihrung bei gegebener Carlesischer Tafel. 

468) Ann. ponts chaussees (6) 8, p. 631. 
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gesprochen 469), was von A. Adler 470) 1886 ebenfalls geschehen war. 
Trotz ihrer beschrankten Anwendbarkeit 471) haben diese neuen Tafeln 
so in die Augen springende Vorziige 472), 

dass man die begeisterte Aufnahme, die sie 
gefunden haben und den Aufschwung begreift, 
den mit ihrem Erscheinen die Nomographie 
genommen hat. Am leichtesten gelangt man u 

zu denselben durch Anwendung von Linien
anstatt Punktkoordinaten. Besonders gut eignen 0, 

sich Parallelkoordinaten 473), bei denen die 
Lage einer Geraden durch die Abschnitte u, v 
bestimmt wird (s. Fig. 49), die sie auf zwei 
parallelen Axen bildet 474). Jede in u und v 
lineare Gleichung: 

AU+ ~v=v 

IV lJ 

lj 

Fig. 49. 

stellt einen Punkt vor 475). Wenn deshalb F (x, y, z) = 0 sich auf 
die Form: 

469) Genie civil 17, p. 343. 
470) Wien. Ber. 942, p. 404. 
471) Da F(x, y, z) = 0 sich durch eine Cartesische Tafel mit drei Geraden

scharen muss darstellen lassen, so gilt die in Nr. 44 erwahnte Bedingung, dass 
F sich auf die Form einer Determinante ~ ± 'Pl (x) 'l/J2 (y) Xs (z) bringen lasst, 

in deren Reihen je nur eine Veranderliche vorkommt. Die notwendigen und 
ausreichenden Bedingungen dafUr durch partieUe Differentialgleichungen, denen 
F geniigen miisste, auszudriicken, hat Adler (Zum graphischen Rechnen, Progr. 
deutsche Realsch. Karolinenthal 1895/96, p. 29) ohne endgiltigen Erfolg ver
sucht, dagegen sind von E. Dupm'cq solche Bedingungen in Gestalt von Funk
tionalgleichungen aufgestellt worden Par. C. R. 127 (1898), p. 265, Bull. astr. math 
(2) 22 (1898), p. 287 ("d'Ocagne", p. 427). 

472) Kein Liniengewirr, Einstellen und Ablesen (bei dem ein durchsichtiges 
Lineal mit eingeritzter Linie oder ein gespannter Faden beniitzt wird) bequem 
und genau; Moglichkeit, mehr als drei Veranderliche zu beriicksichtigen. Lehr
reich die Gegeniiberstellungen "d'Ocagne", p. 130 u. 131, "Soreau", p. 234 u. 235. 

473) D'Ocagne verwendet sie ausschliesslich (Adler 470) sog. Pliicker'sche 
Koordinaten); in die Geometrie sind dieselben (s. F. Rudio, Zeitschr. Math. 
Phys. 44 Supplem. 1899, p. 385) von W. Unverzagt eingefiihrt worden (Uber ein 
einfaches Koordinatensystem der Geraden, Progr. Realgymn. Wiesbaden 1870/1871); 
den entsprechenden Begriff der Raumgeometrie (Parallelkoordinaten einer Ebene) 
hatte bereits Chasles 1829 (s. Correspondance de Quetelet 6, p. 81) gelegentlich 
beniitzt (III B 2). 

474) Fiir die Anwendungen ist es von Bedeutung, dass der Abstand der 
Axen, der N ullpunkt und die positive Richtung einer jeden Axe willkiirlich sind. 

475) AIle Geraden, deren Koordinaten u, v obige Gleichung befriedigen, 
gehen durch den Punkt p, der den Abstand der Axen im Verhaltnis Il-:;' teilt 
und fUr den (s. Fig. 49) der Abschnitt w = qp = 'V: (;, + Il') ist. 
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bringen liisst, geniigt es, zu setzen: 

u = rp(x), v = 1fJ(Y), 

8 6 

7 - 1 

6 6 

3 3 

2 2 

0 o 
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-8 q -6 

Fig. 50. Tafel zur Auflosung quadratischer Gleichungen nach d'Ocagne. 

welche Gleichungen Skalen in den beiden Axen liefern, sowie: 

).: IL: v = fl(Z): f2(Z): fs (z) , 
wodurch die (im allgemeinen krummlinige) z -Skala bestimmt ist 476). 

So ergeben sich im Fane: 

476) 1m FaIle f (z) = cp (x) + 'ljJ (y) (und bei Anwendung von Logarithmen 
auch f(z) = cp(x) . 'ljJ(y)) ist die z-Skala geradlinig und zu den Axen parallel, 
im Falle fez) = cp(x): 'ljJ(y) - ohne Logarithmen behandelt - liegt die z-Skala 
in der Verbindungsgeraden °1°2 der Nullpunkte beider Axen; zu denselben 
Gleichungsformen gehoren Tafeln mit nicht parallelen geradlinigen Skalen, weil 
sie durch kollineare Transformation auf erstere zuruckgefiihrt werden konnen 
(s. "d'Ocagne", p. 144, 161, 175, 180). - Uber die durch drei projektive Skalen 



46. Methode der fiuchtrechten Punkte. 1041 

sm + az" + b = 0 
durch Setzen von u = a, v = b die TafeIn zur Auflosung trinomischer 
Gleichungen von d' Ocagne (68) (77), von denen die fur quadratische 
Gleichungen in Fig. 50 verkleinert wiedergegeben ist(78). 

Wenn allgemeiner fiir F(x,y,z) die Form 2'+ fJJl (x) ""2 (y)xs(s) 
hergestellt ist(71), kann man die x-, y-, und s-Skala entweder, unter 
~,'YJ Carlesische Koordinaten eines Punktes verstanden, durch die drei 
Paare von Gleichungen: 

~ = IPl(X): Xl(X), 
~ = IP2(Y) : X2(Y)' 
~ = fJJs (s) : Xs (s), 

'YJ = ""l(X): Xl (x), 

'YJ = ""2(Y): X2(Y)' 
'YJ = ""s(s): Xa(s) 

bestimmen (79), oder bei Anwendung von Linienkoordinaten u, v durch 
die drei Gleichungen480): 

IPl(a<)' u + ""l(X)' v = Xl(X), 
IPa(Y) . u + ""2(Y) • v = XaCY), 
IPs(s), u + ""s(s) . v = XsCs). 

Zur Ausdehnung des Verfahrens auf Gleichungen zwischen mehr 
als drei Veranderlichen bieten sich verschiedene Wege dar. Durch 

darstellbaren Gleichungen s. d'Ocagne, Par. C. R. 123 (1896), p. 988, Acta math. 
21 (1897), p. 9 ("d'Ocagne", p. 436); s. auch "Sore au", p. 246:ff. - Die von 
L. Bertrand, Description et usage d'un abaque ... , Paris 1895, Abdruck aus: 
Revue Genie militaire 8 (1894), p. 475 ("d'Ocagne", p. 157) gelehrle "Zusammen
setzung" paralleler Skalen gestattet, auch Gleichungen der Form «PI (a;) 
+ «Pi (XI) + ... + «P" (xJ = 0 zwischen n Veranderlichen nach der Methode der 
fiuchtrechten Punkte zu behandeln, wobei zwar noch Geraden gezogen werden 
miissen. 

477) "d'Ocagne", p. 187. 
478) Mit derselben k(jnnen die Tafeln fiir dreigliedrige kubische, biquadra

tische u. s. w. Gleichungen auf einem Blatt vereinigt werden (vgl. "d'Ocagne", 
p. 185, fig. 80), was bei den entsprechenden Tafeln von Lalanne praktisch un
ausfiihrbar ware. - Die gestrichelte Linie in Fig. 50 entspricht dem Beispiel 
Xi - 3,5 X + 1,5 = 0 (Wurzeln 3 und 0,5). Der Trager der z-Skala, eine Hy
perbel, ist nur zwischen den Axen, d. h. fiir positive z gezeichnet; die abso
luten Werle etwaiger negativer Wurzeln der Gleichung f(z) = 0 :Iindet man 
durch Aufi(jsen von f(-z) = 0 mittelst der Tafel. tJber die Bestimmung imagi
narer Wurzeln s . .A. Haas, Mathem.-naturwiss. Mittlgn. 2 (1887-1888), p. 80. 

479) .Adler 470), p. 421, "d'Ocagne", p. 134. 
480) d'Ocagne 4611), p. 344; Pesci und Boreau beschranken sich auf Punkt

koordinaten. - Jede kollineare Transformation einer Tafel giebt wieder eine 
richtige Tafel; iiber die Erzielung der besten Anordnung durch eine solche 
Transformation s. "d'Ocagne", p. 135, die Bentitzung der Methoden der Per
spektive (nach Lafay), p. 137; daB Abbrechen der Skalen p. 140, 150. 

Encyklop. d. math. Wi.sensch. I. 66 
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Vereinigung zweier Tafeln der vorhergehenden Art gelingt die Dar
stellung einer Gleichung F(XI' X2, xs, x4) = 0 zwischen vier Ver
anderlichen, falls dieselbe durch Eli
mination einer Hiilfsveranderlichen z 
aus zwei Gleichungen der Form: 

~ + fIJI (Xl) 'l/J2 (X2) fez) = 0, 

~ + flJs(Xs) 'l/J4(X4) f(z) = 0 

erhalten werden kann 481) 482). Den Ge
danken, als Transversale statt einer 

Fig. 51. Fig. 52. 

481) Die Glieder der dritten Reihe sind beiden Determinanten gemeinsam. 
Den Wert von x4 zu gegebenen Werten von xl! X 2 , Xs findet man, indem man, 
s. Fig. 51, die Verbindungsgerade der Punkte xt und Xi del' ersten beiden 
Skalen um ihren Schnittpunkt mit dem Trager der z-Skala (die nicht ausgefiihrt 
zu sein braucht) dreht - daher die Bezeichnung "abaque a pivotement" von 
d'Ocagne, Ann. ponts chaussees, lor trimestre 1898, p. 307 - bis sie durch den 
Punkt Xs der 3. Skala geht, und am Schnittpunkt mit der 4. Skala abliest. -
Einfachste FaIle: 

CPt + '1/'2 = CPs + '1/'4' 
CPt . '1/'2 = CPs . "P 4 , 

CPt '1/'2 + f2 = CPS"P4 + f4' 

Beispiele "d'Ocagne", p. 221, 229,233; allgemeine Gleichungsform p. 215. 
482) Betre:fl's der zahlreichen Anwendungen, die von der Methode der 

fiuchtrechten Punkte schon gemacht worden sind, sei ausser auf if Ocagne, Pesci, 
Soreau verwiesen auf Mehmke, Ann. Phys. Chemie (2) 41 (1890), p. 892 u. Taf. VII; 
Centralblatt Bauverwaltung 1890, p. 418; Dyck's Katalog, Nachtrag, Miinchen 
1893, p. 9, 19; Zeitschr. Math. Phys. 44 (1899), p. 56 u. Taf. I-III; H. Maure1', 
Graphische Tafeln fiir meteorologische und physikalische Zwecke, Diss. Strass
burg 1894, Goedseels 484); femer auf den Bericht von d'Ocagne, Revue generale des 
sciences 9 (1898), p. 116, sowie auf G. Pesci, Periodico di Matematica (2) 2 (1899 
-1900), p. 201; d'Ocagne, Par. C. R. 130 (1900), p. 554; E. Suttor, Louvain Union 
Ingen. Mem. 1900, p. 223, 1901, p. 3. - Dass die Methode auch bei empi
rischen Funktionen gelegentlich anwendbar und niitzlich ist, sieht man aus den 
Beispielen "d'Ocagne", p. 203, 206, 207 (von M. Beghin, Lafay, Rateau). 
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Geraden eine krumme Linie zu nehmen, hat Adler 488) erwogen, 
E. Goedseels (84) weiter verfolgi;. Von Adler riihrt auch der Gedanke 
her, aus der Ebene in den Raum zu gehen 485), auf welchem Ge
danken der (\pparat von Mehmke zur AuflOsung vier- und fiinfglied
riger Gleichungen, s. Fig. 52 beruht (86). S. auch Nr. 4:7. 

4: 7 • Mehrfach bezifferte Elemente. Sind zwei sich kreuzende 
einfach unendliche Scharen kotierter Linien gegeben, so lassen sich 
dem Schnittpunkt irgend einer Linie der einen Schar mit einer Linie 
der andern Schar die Koten beider Linien als Doppelkote zuweisen. 
Fiihrt man durch diese doppeltkotierten Punkte eine dritte Schar 
von Linien, so iibertragen sich auf letztere die Kotenpaare der Punkte 
- der Begriff einer biniken Skala, welcher am Schluss von Nr.4:5 
auftrat, gehort offenbar hierher - und es schneidet die neue Linien
schar jede weitere, ihr nicht angehorige Linie in Punkten, von denen 
jeder als Uberlagerung unendlich vieler doppeltkotierter Punkte an
gesehen werden kann (" verdichtete Punkte" 487»). In dem Ersetzen 

483) S. 470), p. 422 u. Ul), p. 37; Adler l!tsst Transversalen zu, die von 
Fall zu Fall gezeichnet werden miissen. 

484) Les procedas pour simplifier les calculs ramenas a l'emploi de deux 
transversales ... , Bruxelles 1898, Abdruck aus: Brux. Soc. scient. Ann. 23 11 

(1898/1899), p. 1 ("d'Ocagne", p. 234, 238, 241), unabhangig von Adler. Goed
seels bevorzugt Linien von unveranderlicher Form (z. B. Kreise mit konstantem 
Halbmesser, rechtwinklige Geradenpaare), oder aus gegenseitig beweglichen 
Teilen solcher zusammengesetzte Transversalen. 

485) S. 470), p. 423. Ohne Beweis wird mitgeteilt: Vier Geraden durch 
einen Punkt, ebenso die Seiten eines windschiefen Vierecks, lassen sich mit 
Zahlen so belegen, dass die an vier Punkten einer Ebene stehenden Zahlen 
xl! XI' xs' zimmer der Gleichung z = Xl XIIXs geniigen. 

486) Unabhangig von Adler, Dyck's Katalog, Miinchen 1892, p. 158, aus
fiihrlicher Zeitschr. Math. Phys. 43 (1898), p. 338 ("d'Ocagne", p. 350). Die 
Wurzeln der Gleichung: 

tm + at" + btP + c = 0 

liest man ab an den Schnittpunkten der zur Exponentenverbindung (m, n, p) 
gehOrigen (alB Rand einer Blechschablone dargestellten) eingeteilten Kurve mit 
der Verbindungsebene der zu den Werten a, b, c gehorigen Punkte der drei 
parallelen Axen (bezw. an den scheinbaren Schnittpunkten der Kurve mit der 
aus dem Punkt b gesehenen, durch einen gespannten Faden dargestellten Ver
bindungsgeraden der Punkte a und c, vgl. Fig. 52, welche die Einstellung fiir das 
Beispiel tm - 5t" + 6tp + 1 = 0 zeigt). Jede der auswechselbaren Schablonen 
entspricht dem zu positiven Werten von t gehOrigen Teile der betr. Kurve; 
wegen der Bestimmung negativer Wurzeln vgl. Anm. 478. Bei fiinfgliedrigen 
Gleichungen tritt eine Kurvenschar an Stelle der einzelnen Kurve. 

487) "Points condenses", "d'Ocagne", p. 296. 
66* 
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einfachkotierter Elemente durch doppeltkotierte bezw. gewohnlicher 
Skalen durch binare oder durch aus verdichteten Punkten gebildete 
Skalen hat man ein Mittel, Tafeln so zu erweitern, dass sie Glei
chungen mit bis zur doppelten Anzahl von Veranderlichen darstellen 
konnen, welches Mittel bei Carlesischen Tafeln eNr. 44) sowohJ488) 
wie bei Tafeln mit fluchtrechten Punkten 489)490) oder mit beliebigen 
Transversalen (Nr. 46) anwendbar ist491). Eine Tafel zur Auflosung 
vollstandiger kubischer Gleichungen, Fig. 53, sei als Beispiel vor
gefiihrt492). 

Weun man 111 einem 
Liniennetz, das ein System 
doppelt kotierter Punkte be
stimmt, die eine der beiden 
Scharen einfach kotierter 
Linien, die das N etz bilden, 

~~~i~§~~ oder beide, mit doppelter 
} C IX, 'P:) Kotierung versieht (d. h 

selbst von einem System 
Fig. 54. doppelt kotierter Punkte her

leitet), so ergiebt sich ein 
System von Punkten mit drei oder vier Koten, welch' letztere auf 
eine durch diese Punkte gehende weitere Schar von Linien itber-

488) Beispiel einer Cartesischen Tafel mit binaren Skalen an beiden Axen, 
also fur fUnf Veranderliche, Ck. Lallemand, Nivellement de haute precision, 
Paris 1889, p. 294 ("d'Ocagne", p. 302). 

489) Wahrscheinlich altestes Beispiel (auch fUr das Auftreten einer binaren 
Skala) die Tafel von E. Ganguillet u. W. R. Kutter, Osterr. Ing.- u. Arch.-Ver. 
Zeitschr. 21 (1869), p. 50 und Tafel Nr. 9 (die Tafel sehr verbreitet durch Ab
druck im Handbuch Ingenieurwissensch. 3, Leipzig 1879, Tafel 13, und im 
Taschenbuch des Ingenieurs, hrsg. v. Ver. "Hutte" [versch. Aufi.] , fiir schief
winklige Axen umkonstruiert und verbessert "Soreau", p. 432). 

490) Der Gedanke allgemein entwickelt von d'Ocagne zuerst fUr vier Ver
anderliche - eine der drei Skalen zu einer binaren erweitert - Par. C. R. 112 
(1891), p. 421, dann fUr fiinf und sechs Veranderliche "d'Ocagne" 1891", p. 90 
(doppelt kotierte Punkte hier "points doublement isoplethes" genannt). Beispiele 
und weitere Litteratur "d'Ocagne", p. 320 fr. sowie "Pesci" und "Soreau". 

491) Auch schon bei Tafeln mit vereinigten Skalen (s. Nr.43 und Anm. 421), 
Beispiel Lallemand 488), p. 143 sowie "d'Ocagne", p. 306,308,311 (von Prevot, 
Chancel, Lallemand) und "Soreau"; die Anwendung auf hexagonale Tafeln be
reits in Nr. 46 gezeigt. 

492) In der Gleichung ZS + az 2 + bz + c = 0 sind a und b zu Parallel
koordinaten u, v einer Geraden genommen, wodurch dieselbe in die eines Systems 
von Punkten mit der Doppelkote (z, c), namlich Z2 U+ZV +(zs+c)=0 iibergeht. 
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tragen werden konnten (vgl. die dreifach kotierlen Linien 0 in 
Fig. 54). Durch Wiederholung dieses Verfahrens gelangt man zu 
Elementen mit beliebig vielen Koten und Skalen von beliebiger 
Vielfachhei t 49S). 

4:8. Bewegliche Systeme. Der N omographie erschliessen sich 
neue Gebiete durch .Anwendung von zwei oder mehr beweglichen 
kotierten Systemen, die zu einander in bestimmte Lagen gebracht 
werden 494). Nimmt man bIos in einer Richtung Beweglichkeit an, 
so ergeben sich die Rechenschieber, die im folgenden Abschnitt be
sprochen werden sollen. Verschiebung in zwei Richtungen findet bei 
O. Reusehle's graphisch-mechanischen Apparaten zur Auflosung von 
Gleichungen statt495) 496). 1m Falle der kubischen Gleichung: 

(1) XS + bx2 + ex = d 
schreibt Reusehle zunachst: 

x(x2 + bx + e) = d 
und setzt: 

(2) y = x2 + bx + e, 
wodurch Gleichung (1) iibergeht in: 

(3) xy = d. 

Man hat die Punkte a und b auf den parallelen Axen durch eine Gerade zu 
verbinden, an den Senkrechten durch die Schnittpunkte diesel' Geraden mit der 
Kurve zum Parameter c liest man die Wurzeln abo Diese Anordnung von 
Mehmke, S. Dyck's Katalog, Nachtrag, p. 9, Nr. 40d, wahrend in "d'Ocagne 
1891", p. 81 und pI. VIII, b = u, c = v gesetzt und a zum Parameter einer 
Kurvenschar genommen ist. Eine ahnliche Tafel zur Aufiosung biquadratischer 
Gleichungen der Form Z4 + ZS + az l + bz + c = 0 "d'Ocagne", p. 339 (Hiilfs
tafel, um eine beliebige biquadratische Gleichung auf diese Form zu bringen, 
ebenda p. 340); das Verfahren ist auf aIle Gleichungen mit 4 bezw. 5 Gliedern 
anwendbar. 

493) S. "d'Ocagne", p. 351; Beispiel p. 355 (hexagonale Tafel mit ternaren 
Skalen, nach Lallemanll). 

494) Bewegliche Linien sind als Zeiger zum Ablesen schon in Nr. 40-4:7 
vorgekommen. 

495) Graphiach-mechanische Methode zur Auflosung der numerischen Glei
chungen, Stuttgart 1884. 

496) Graphisch-mechanischer Apparat zur Auflosung numerischer Glei
chungen, Stuttgart 1885 (auch eine franzosische Ausgabe). Der Apparat be
steht aua einer Tafel mit einer Schar gleichaeitiger Hyperbeln und einer auf 
Gelatine gedruckten Parabel; er dient zur Aufiosung quadratischer und kubi
scher Gleichungen. Spater hat Reuschle gezeigt, Zeitschr. Math. Phys. 31 (1886), 
p. 12, dass mit demaelben Apparat auch biquadratiache Gleichungen (mittelst 
der gemeinsamen Tangenten del' Parabel und einer Hyperbel) gelost werden 
konnen. 



1046 IF. Numerisches Rechnen. 

Es werden x und y als Cartesische Koordinaten emes Punktes be
trachtet. Die Parabel (2) entsteht aus der auf einem durchsichtigen 

Fig. 55. 

Blatt gezeichneten Parabel 
y = x 2 durchParalielverschie
ben497); die Schnittpunkte der 
verschobenen Parabel mit del' 
zum Wert d gehorigen Hy-

2 perbel der Schar (3), S. 

~ __ .-...,tX Fig. 55 498), geben durch ihre 
Abscissen die reellen Wurzeln 
der Gleichung (1). Bei der 
biquadratischen Gleichung mit 
auf Eins gebrachtem Absolut
glied: 

(4) ax4+bx3+cx2=dx+1 

dienen gemass der Zerlegung m: 

(5) y = ax2 + bx + c 
und: 

(6) x2y = dx + 1 
zur Auflosung die durch (5) dargestellte verschobene Parabelschar 
y = ax2 und die "trinomische Hyperbelschar 3. Ordnung" (6)499). 

Auf Grund einer derartigen Absonderung eines quadratischen Faktors 
aus drei benachbarten Gliedern 500) konnen noch Gleichungen 7. Grades 

497) Allgemeiner die Parabel y = axll + bx + c aus del' zum gleichen 
Wert von a gehOrigen Parabel der Schar y = ax2. Die Axe der verschobenen 

Parabel, welch' letztere durch den Punkt c der y-Axe geht, ist x = - 2ba j zum 

Zweck der Einstellung kann ausserdem noch die Ordinate des Scheitels, 
4ac- b2 

y = ~-, bel'echnet werden. 

498) Die Figur 55 entspricht dem Beispiel: 

X S + 2X2 - 0,25x = 0,5 (Wurzeln 0,5, - 0,5, - 2). 

499) W. Heymann lost, Zeitschl'. Math. Phys. 43 (1898), histor.-littel'ar. 
Abteilung, p. 97, die zuvor in die Form (X2 - a)2 = x + b gebrachte biquadra
tische Gleichung mittelst zweier Exemplal'e del' Parabel v = u 2 durch Auf
einanderlegen nach Massgabe der Gleichungen: 

x 2 = a + y, yll = b + x. 
500) Die Absonderung eines kubischen Faktol's aus vier benachbal'ten 

Gliedern fiihrt auch nicht wei tel', diejenige eines lineal'en Faktors aus zwei be
nachbarten Gliedern einen Schritt weniger weit, s. Reuschle 495), p. 45, 42 j ferner 
wegen del' Absonderung aus den niedersten oder aus mittleren Gliedern, statt 
aus den hOchsten, ebenda p. 36, 40, 44. 
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mit einem der Einbeit gleichen Koeffizienten, denen drei Glieder 
fehlen, iiberhaupt Gleichungen mit vier willkiirlichen Konstanten 501) 

durch Aufeinanderlegen zweier Kurvenscharen ge15st werden 502). 

Weiter kommt man mit der logarithmographischen Methode (Nr. 4:1 
und 42), da sie noch Gleichungen mit bis zu sechs Gliedern und 
lauter von Eins verschiedenen Koeffizienten 508), unter anderen Glei
chungen 7. Grades, denen zwei beliebige Glieder fehlen, mittelst 

501) W of ern eben ein quadratischer Faktor abgesondert werden kann, von 
welcher Beschrankung die (zwar nur bei Gleichungen mit drei Konstanten 
anwendbaren, aber einfacheren und leichter zu handhabenden) Tafeln von 
d'Ocagne 49~, wie auch die logarithmischen Tafeln (s. oben) frei sind. Bei der 
4-gliedrigen Gleichung: 

xr + ~xn + ,,/xP = ~ 

schlagt Reuschle 495), p. 64 die Zerlegung: 

y = xm- p + ~xn-p + "/, xly = ~ 

vor, die zwei Kurvenscharen notig macht, wahrend die Aufl6sung nach d'Ocagne 
nur eine Kurvenschar, die logarithmische Behandlung sogar nur zwei einzelne 
Kurven erfordert. Bei 3-gliedrigen Gleichungen der Form: 

xm + ~xn = "/, 

vgl. 496), p. 60, 62, zeigt sich Reuschle's Methode weniger giinstig, als selbst die 
von Lalanne (s. Nr.44, S. 1029). 

502) Reuschle entwickelt 495), p. 48 if. noch eine "Raum16sung", bei der 
man drei gegenseitig bewegliche Kurvenscharen notig hat und liber sechs will
klirliche Konstanten verfUgt, also noch bis zu Gleichungen 7. Grades kommt, 
denen ein Glied fehlt. Die allgemeinste Gleichung 5. Grades z. B.: 

(1) ax 6 + bx 4 + cxs = dx! + ex + (, 
wird durch Absonderung zweier 
System: 

(2) y = ax! + bx + c, 

quadratischer Faktoren in das gleichwertige 

(3) z = dx! + ex + (, 
zerlegt. Nachdem die Flache (4) etwa in Grund- und Aufriss durch eine Reihe 
wagerechter Schnitte dargestellt ist, muss man durch Versuche den Wert "/ so 
bestimmen, dass der Schnittpunkt der Kurve x 8 y = "/ mit der durch Verschieben 
aus y = ax! erhaltenen Parabel (2) im Grundriss einerseits und der Schnitt
punkt der Geraden z = "/ mit der durch Verschieben aus z = d Xi erhaltenen 
Parabel (3) im Aufriss andererseits in einer Senkrechten liegenj die gemeinsame 
Abscisse dieser Punkte ist eine Wurzel der Gleichnng. 

503) Allgemeiner aIle Gleichungen, die durch Elimination von y aus zwei 
Gleichungen der Form: 

xky! + axmyn + bXP y2 + c = 0, 

ii' y!' + a' x m ' yn' + b' xp' y2' + c' = 0 

hervorgehen, wobei die Exponenten aucb negative und gebrochene Zablen sein 
k6nnen. - Der Gedanke von Reuschle's "Raum16sung" 502), auf die logaritbmo
graphische Methode angewandt, wiirde noch Gleichungen mit acht Konstanten, 
z. B. die allgemeinste Gleichung 7. Grades, zu behandeln erlauben. 
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zweier verschiebbaren Kurvenscharen mechanisch aufzulosen ge
stattet 504) 506) , und erstmais auch Systeme von zwei GIeichungen 
mit zwei Unbekannten 505) 506). Weil namlich das logarithmische Bild 
(s. Nr.41, S. 1020) der Funktion: 

Y= + ax-+ bxm 

durch Paralleiverschieben aus dem der Funktion: 

y=+x!+xm 
hervorgeht, dasjenige der Funktion: 

Y = + aX- + bxm + cxn 

durch Paralleiverschieben aus einer bestimmten Kurve der Schar, die 
in den logarithmischen Biidern von: 

;' 
;' 

/ 
/ 

" 

y = + Xl + xm + AXn 

/ 
/ 

/ 
;' 

;' 
;' 

;' 
;' 

;' 

Fig. 56. 

mit A ais Parameter, besteht 507), so kann z. B. die allgemeine trino
mische GIeichung: 

504) Mehmke, Civilingenieur 35 (1889), p. 629. 
505) Mehmke, Zeitschr. Math. Phys. 35 (1890), p. 184. 
506) Zusammenfassende Dal'stellung: Mehmke, Dyck's Katalog, Nachtrag, 

p. 10, Nr. 40e ("d'Ocagne", p. 376). 
507) s. 50'), p. 630, 631. Die Einstellung erfordert keine Rechnung, es ge

niigt, das durchsichtige, die KUl've y = + Xl + xm bezw. die Kurvenschar 



48. Bewegliche Systeme. 1049 

x'm = + bx'n + c, 

nachdem Sle durch Einsetzen von x'" = x auf die Form: 
m 

xn = + bx+c 
gebracht ist, mittelst der Kurve Fig. 56, dem logarithmischen Bilde 
von y = + x + 1,508) zusammen mit einer Geraden, dem logarith
mischen Bilde von: 

y = x~ 509) 

gelOst werden, die allgemeinste Gleichung 3. Grades: 

I I \ 
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Fig. 57. 

ax3 + bx3 + ex + d = 0 
vermoge der Zerlegung in: 

y = + Xl + xm ± lx" tragende Blatt so zu legen, dass bei Wahrung der 
Axenrichtungen die darauf gezeichneten Geraden y = Xl und y = xm durch den 
Punkt a bezw. b der logarithmisch geteilten y-Axe des festen Systems geht. 

508) Das als einzige Kurve betrachtete Gebilde Fig. 56 besteht aus drei 
Zweigen I entsprechend den Vorzeichenverbindungen + +, + - I - + . Die 
Einstellung ist von den Vorzeichen der Glieder unabhangig; vertauscht man in 
der Gleichung, um die negativen Wurzeln zu erhalten, x mit - x, so tritt an 
Stelle des zuerst beniitzten Zweiges der der neuen Zeichenverbindung ent
sprechende. Diese Bemerkungen geIten allgemein. 

509) Die Geraden zu verschiedenen Werten min sind auf der festen Tafel 
im voraus gezeichnet, s. Fig. 57, die- dem Beispiel x- 5 = 3x + 0,7 entspricht. 
An den Parallel en zur y-Axe konnen, weil sie durch die Teilpunkte einer loga
rithmischen Skala in der x-Axe gehen, die Wurzeln selbst (statt der Loga
rithmen) abgelesen werden (im vorigen Beispiel ungefahr 0,80 und - 0,88). 
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Y= +ax + b, Y = + cx- 1 + dx- 2 510) 

mittelst derselben Kurve, zusammen mit der Kurve Fig. 58, dom. 
logarithmischen Bilde von: 

Y = + x- 1 + x- 2, 

die allgemeinste Gleichung 5. Grades auf Grund der Schreibweise: 

ax2 + bx + c = + dx- 1 + ex- 2 + ex- 3 510) 

.'t~ 
"-, , , , , , , 

i .. ' 
iii 
I 

i 
Fig. 58. 

mittelst der beiden Kurven
scharen mit den Parametern A
und f-I', die logarithmisch zu: 

Y = +X2+X+ A-, 

Y = ± f-I'X- 1 + x- 2 + x- 3 

gehoren. Die entsprechende Auf
losung zweier Gleichungen mit 
zwei Unbekannten erfordert fur 
die eine und die andere Glei-
chung je eine Kurve oder Kurven
schar, je nachdem die betreffende 
Gleichung drei oder vier Glieder 
hat 511). Die imaginaren Wurzeln 
reeller trinomischer Gleichungen, 

, wie auch die samtlichen Wurzeln 
trinomischer Gleichungen mit 
komplexen Koeffizienten lassen 
sich durch Aufeinanderlegen 

einer Kurventafel und eines geteilten Axensystems bestimmen 512). 

Von drehbaren kotierten Systemen haben Lallemand 513) und 
Lafay 514) Gebrauch gemacht. 

4:9. Allgemeine Theorie von d'Ocagne. M. d'Ocagne hat mit 
Erfolg die Aufgabe in Angriff genommen, die moglichen Arten der 

510) Die an sich nicht notige Division mit einer Potenz von x bezweckt, 
giinstige Schnitte fiir die Kurven herbeizufiihren, vgl. Anm. 399. 

511) Beruht darauf, dass das logarithmische Bild einer Gleichung der Form: 

F (x, y) = .:E Ci X mi y ni 

durch Verschieben aus einer Kurve entsteht, die zu einer Gleichung derselben 
Form, aber mit drei der Einheit gleichen Koeffizienten gehOrt, s. 606), p. 11 
(durch raumliche Betrachtungen abgeleitet505). tiDer die ohne Rechnung aus
fiihrbare Einstellung s. 606), p. 12, "d'Ocagne", p. 379, 380. 

512) S. Mehmke, Dyck's Katalog, Nachtrag, p. 16, Nr. 40 f. 
513) S. 488), p. 149 ("d'Ocagne", p. 371). 
514) Ann. Chimie Physique (7) 16 (1899), p. 503 ("d'Ocagne", p. 374). 
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ebenen Darstellung einer Gleichung zwischen n Veranderlichen samtlich 
zu bestimmen und nach zweckmassigen Gesichtspunkten zu ordnen; 
er hat iiberdies eine Zeichensprache eingefiihrt, die den Bau einer 
jeden Gattung graphischer Tafeln kurz und treffend zur Anschauung 
bringt 515). Kotierte Punkte und Linien bilden die Elemente einer 
jeden graphischen Tafel 516). Die einzige mit dem Auge sicher er
kennbare Lagenbeziehung ist die Beriihrung zweier Elemente, die im 
Fall eines Punktes und einer Linie bedeutet, dass der Punkt auf der 
Linie liegt 517), und von a:Ocagne durch: 

E-E' 

ausgedriickt wird, unter E und E' die beiden Elemente verstanden. 
Liegt auf einer Ebene mit den starr verbundenen Elementen E1 , E2 , ••• 

eine andere mit den Elementen El ', E2', ••• , so ist die gegenseitige 
Lage beider Ebenen durch drei Beriihrungen: 

E1 - E/, E2 - E2', E3 - E 3' 

bestimmt. Besteht ausserdem die Beriihrung: 

E4 - E4', 
so miissen die Koten dieser acht Elemente einer gewissen Gleichung 
geniigen, von der somit eine Darstellung vorliegt 518). Die ersten drei 
Beriihrungen dienen zum Einstellen 519); mit Hiilfe einer derartigen 
vierten Beriihrung kann, wenn jene Koten bis auf eine gegeben sind, 
der Wert der letzten Kote durch Ablesen gefunden werden 519). Bei 
(m + 1) aufeinander liegenden Ebenen kommen 3m Beriihrungen auf 
das Einstellen, eine weitere Beriihrung auf das Ablesen, und da jedes 
der (6m + 2) Elemente, die paarweise in Beriihrung treten, mit be
liebig vielen Koten behaftet sein kann, erMlt man auf diese Weise 
die denkbar allgemeinste Art von Tafeln. Urn fUr Gleichungen mit 
n Veranderlichen die Anzahl il1;;,+1 samtlicher Arten von Tafeln mit 
(m + 1) aufeinander zu legenden Ebenen zu finden, muss man daher 

515) Par. C. R. 126 (1898), p. 397; Par. Soc. Math. France BulL 26 (1898), 
p. 16; "d'Ocagne", p. 390. 

516) Es konnen auch einige nicht-kotierte Elemente vorkommen. 
517) Das Zusammenfallen zweier Punkte oder zweier Geraden gilt fUr 

zwei Bertihrungen, s. "d'Ocagne", p. 396; Zeichen ::::, z. B. P:::: P' bedeutet, 
dass die Punkte P und P' zusammenfallen. 

518) Kommen unter den Elementen der einen Ebene drei konzentrische 
Kreise oder parallele Geraden vor - sie konnen auch zusammenfallen - so 
wird eine Bertihrung tiberfltissig und kann unbestimmt bleiben, s. "d'Ocagne", 
p. 395; Bezeichnung: ,,-". 

519) "Contact de position" und "contact de resolution", "d'Ocagne", p. 393. 
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erstens alle Zerlegungen der Zahl n bilden und zweitens in jedem 
FaIle die Zahlen, in die man n zerlegt hat, auf die genannten (6m+2) 
Elemente verteilen, wobei Losungen, die durch Vertauschungen aus
einander hervorgehen, nur fiir eine zu rechnen sind 620). Bei einer 
einzigen Ebene ist die betrefl'ende Zahl 91~ gleich n/2 oder (n-1 )/2, 
je nachdem n gerade oder ungerade 521). 1m Falle zweier Ebenen 
hat P. A. Mac Mahon dieselbe bestimmen gelehrt 522); z. B: ist: 

91~ = 2, 91; = 5, 91! = 16, 91: = 29, 91~ = 64, 91~ = 110523). 

Fur Gleichungen mit zwei, drei und vier Veranderlichen und Tafeln 
mit einer oder zwei Ebenen hat d' Ocagne aIle FaIle untersucht 524). 

Ais Beispiele fur die Darstellung einzelner Gattungen von Tafeln 
durch Formeln seien die der Carlesischen Tafeln (Nr.4:4:): 

P(x, y) ..... 0 (z) 525), 

und die der Tafeln mit fluchtrechten Punkten (Nr. 4:6): 

PI (x) ..... 1', P2(Y) ..... 1', " ..... ", Ps (z) ..... l' 526) 

angefuhrt 5117). 

520) Allerdings findet man gleichzeitig aIle Arten von Tafeln mit weniger 
als (m + 1) Ebenen, weil nicht-kotierte Elemente zu berucksichtigen sind und 
weil die gegenseitige Lage zweier Ebenen unveranderlich ist, also beide Ebenen 
durch eine ersetzt werden kBnnen, wenn drei nicht-kotierte Elemente der einen 
Ebene drei nicht-kotierte Elemente der andern beriihren. - Ferner ist voraus
gesetzt, dass jeder Veranderlichen bIos eine Skala zugewiesen mrd, vgl. 
die Anmerkung "d'Ocagne", p.401. 

521) S. "d'Ocagne", p. 400. 
522) Mit Hiilfe erzeugender Funktionen, Par. Soc. Math. France Bull. 26 

(1898), p. 57. S. auch Ie 3, Nr.l. 
523) S. "d'Ocagne", p. 402. 
524) "d'Ocagne", p. 403,405,409 (Numerierung der Gattungen hier anders 

als in den friiheren Arbeiten 61'1). 
525) Bedeutet, dass der mit den Koten x, y versehene Punkt P - 8chnitt

punkt der Koordinatenlinie x mit der Koordinatenlinie y - auf der Isoplethe 
O(z) liegt. Fiir n> 2 der einzige Fall, in welchem die dargestellte Funktion 
vBllig allgemein ist, s. "d'Ocagne", p. 406. 

526) l' (Index) bedeutet die beim Ablesen beniitzte Gerade, alB nicht
kotiertes Element einer beweglichen Ebene gedacht; die ersten drei Beriih
rungen driicken aUB, dass die Gerade auf beliebige Weise durch die Punkte P1 
und Pi der ersten beiden Skalen mit den Koten x und y zu legen ist, die vierte 
besagt, daas der gesuchte Wert z am Schnittpunkt der Geraden mit der dritten 
Skala steht. 

527) Wenn jedes, der Gleichung F (x, y, z, ... ) = 0 geniigende Wert
system x, y, z, . .. ein eben solches x, y', z', ... nach sich zieht, wo x' = rp (x), 
if = 'IJI(x), z' = x (z), ... und cp, 1/1, X, ..• bekannte Funktionen sind, so kann eine 
fiir gewisse lntervalle der Veranderlichen x, y, z, ... konstruierte Tafel obiger 
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v. Stetige Rechenapparate und -Maschinen. 

Mit der fUr diesen Abschnitt gewahlten Uberschrift soll aus
gedruckt werden, dass die jetzt folgenden Apparate und Maschinen 
(ganz wie die graphischen TafeIn) mit Skalen fur die gegebenen und 
gesuchten Grossen ausgerustet sind, die eine stetige Veranderung 
dieser Grossen zulassen. 

60. Logaritbmischer Rechenschieber. 
Litteratur: Von den zahlreichen im 19. Jahrhundert erschienenen Be

schreibungen des Rechenschiebers gewohnlicher Form sei folgende Auswahl 
genannt: B. A. Bevan, A practical treatise on the sliding rule ... , London 
1822; Fr. W. Schneider, Anweisung zum Gebrauch eines Rechenstabes ... , nach 
dem Schwedischen, Berlin 1825; Ph. Mouzin, Instruction sur la maniere de se 
servir de la regIe a calcul, dite regIe anglaise ... , 8em• ed. Paris 1887; J. F. Artur, 
Instruction tMorique et applications de la la regIe logarithmique ... , Paris 1827, 
2em• ed. 1845 [Auszug von De Bois-Villette, Ann. ponts chaussees (2) 8 (1842, 
l er sem.), p. 217]; L. O. Schulz v. Strassnicki, Anweisung zum Gebrauche des 
englischen Rechenschiebers ... , Wien 1848; O. Hoffmann, Anleitung zum Ge-
brauch des Rechnenschit;lbers ... , Berlin 1847; L. Lalanne, Instruction sur les 
regles a calcul ... , Paris 1851, 8em• ed. 1868 ("Lalanne"), auch englische, 
deutsche und spanische Ausg.; F. Guy, Instruction sur la regIe a calcul, 8em• ea. 
Paris 1855, 7em• ed. 1872; P. M. N. Benoit, La regIe a calcul expliquee, Paris 
1858; Quintino Sella, Teorica e pratica del regolo calcolatore, Torino 1859 (auch 
franzosische Ubersetzung von G. Montefiore Levi, Liege 1869); K. v. Ott, Der loga
rithmische Rechenschieber ... , Prag 1874; 2. Auft. 1891; Oh. Hoare, The slide 
rule and how to use it, London 1875; L. TetmaJer, Theorie und Gebrauch des 
logarithmischen Rechenschiebers ... , Ziirich 1875 (Sonderabdruck aus Oulmann's 
Graphischer Statik, durch Beispiele vermehrt); Gros de Perrodil, Theorie de la 
regIe logarithmique ... , Paris 1885; B. K.' Esmarch, Die Kunst des Stab
rechnens ... , Leipzig 1896; E. Hammer, Der logarithmische Rechenschieber 
und sein Gebrauch ... , Stuttgart 1898, 2. Auft. 1902 ("Hammer"); G. Gallice, 
La regIe a calcul appliquee a la navigation, Paris 1898; O. H. Muller, Der loga
rithmische Rechenstab ... , Progr. Kaiser-Friedrichs-Gymn. Frankfurt a. M. 1899 ; 
ferner sei erwahnt J. Farey, A treatise on the steam engine ... , London 1827, 
chap. 7. - Beschreibungen besonderer, von der gewohnlichen stark abweichen
der Formen sind in den Anmerkungen zu dieser Nummer namhaft gemacht. 
Zu verweisen ist ferner auf die unter p. 952, 1007 und p. 1024 angefuhrten 
Schriften: d'Ocagne, Le calcul simplifie ... ; von Bohl, Apparate und Maschinen ... ; 

Gleichung nach Anbringung neuer Koten an den Elementen der Tafel auch fiir 
Werte ausserhalb dieser Intervalle beniitzt werden (Prinzip der "superposition 
des graduations", "d'Ocagne", p. 88). Fur drei Veranderliche und die Annahmen 
x' = l.x, y' = p,y - p, von /I. unabhangig oder aber "" = l.m, m konstant -
sind die von d'Ocagne empirisch gefundenen Losungen z = tJ. (xn yP), bezw. 

z = tJ. (x f (xy - ~») - tJ. und f willkiirliche Funktionen, n und p konstant -
nach G. Koenigs (s. "d'Ocagne", p. 481) die allgemeiniten ihrer Art. 
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sowie "Favaro-Terrier", "Vogler" und "d'Ocagne". - Den 
Rechenschieber und andere logarithmische Rechenapparate 
findet man auch in technischen Lehr- und Handbiichern 
beschrieben, z. B. in W . Jordan, Handbuch der Vermessungs
kunde 2, 5. Aufl. Stuttgart 1897, p. 130 ff. - Die aus
fiihrlichste geschichtliche Zusammenstellung giebt.A. Fava1'o, 
Veneto Istituto Atti (5) 5 (1878/79), p. 495 (gekiirzt in "Favaro
Terrier" 2, p. 70, 110). 

Fiir sich allein oder mit anderen Hiilfsmitteln 
- Tafeln, Rechenmaschinen - zusammen gebraucht 
ist der ebenso vielseitige als leistungsfahige Rechen
stab oder Rechenschieber (englisch slide rule, fran
zosisch regIe a calcul) von unschatzbarem Werte. 
Seine Uberlegenheit iiber die logarithmischen und 
andere Zahlentafeln beruht auf dem Umstande, dass 
mit ihm zusammengesetzte Rechnungen verschieden
ster Art mit einem Schlage, d. h. mit einer einzigen 
Schieberstellung oder doch ohne Beachtung von 
Zwischenergebnissen ausgefiihrt werden konnen. 
Die urspriingliche, von E. Gunter (1620 oder 1623, 
vgl. Anm. 389) angegebene Form, die sich unter 
dem Namen Gunterskale oder "Gunter" bis heute 
erhalten hat 528), war die eines prismatischen Stabes 
oder Lineals mit mehreren, auf der Vorder- und 
Riickseite der Lange nach aufgetragenen logarith
mischen und anderen Skalen (s. N r. 43, bes. Anm. 417). 
Zur Ausfiihrung der Multiplikation z. B. war das 
Abgreifen und Zusammenfiigen der Logarithmen der 
Faktoren als Strecken mit einem Zirkel auf der "line of 
numbers" notig (vgl. Nr.4:0). Urn den Zirkel zu 
ersparen, wandte 1627 E. Wingate 529) zwei gleiche, 
langs einander verschiebbare Stabe an, wodurch zu
gleich das Verfahren abgekiirzt wurde, und 1657 
bildete Seth Partridge 530) den zweiten Stab als 

528) Bei den Seefahrern, vgl. (auch wegen einiger 
Abarten) L. Jerrmann, Die Gunterskale ... , Hamburg 1888. 

529) Nach Ch. Hutton, Mathem. Tables, London 1785, 
Introduction, p. 36. Favaro verweist auf Wingate's Schrift 
"Of natural and artificial arithmetic", London 1630. 

I"u 
'-"'-

530) Ebenfalls nach Hutton 6!9). Bei "Lalanne", p . VI, 
als Quelle angefiihrt: Seth Partridge, 'l'he description and 

use of au instrument called the double scale of proportion . . . , London 1671. 
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Schieber oder "Zunge" (franzosisch reglette, languette, Z in Fig. 59) 
aus, die in einer Nut ("Kulisse" 531) des ersten Stabes gleitet. Bis 
auf die, allerdings wesentliche Anbringung eines "Laufers" (curseur 582), 
L in Fig. 59) durch A. Mannheim (gegen 1850), welcher zum Fest
halten irgend eines Punkts einer Skala und zum Aufsuchen ent
sprechender Punkte auf parallelen Skalen 583) dient, war damit in der 
Hauptsache die endgiltige Form erreicht 5S4). 

Sind zwei kongruente 10-
garithmische Skalen gleichen 
Sinnes beliebig gegen ein
ander verschoben und stehen 
an irgend einer Stelle (s. 
Fig. 60) die Zahlen a und b, 

D 

Fig. 60. 

, 8 9 to a-
'i' : 'i : 

s • , 8 

an einer anderen die Zahlen a' und b' einander gegeniiber, so ist immer 
a : b = a' : b' 585), womit die Ausfiihrung von Proportionsrechnungen, 
insbesondere von Multiplikation und Division 536) und daraus zu
sammengesetzten Operationen 531) gegeben ist. Da von den unend-

531) In der franzosischen Litteratur wird nicht selten coulisse statt reglette 
gebraucht, was "Lalanne" p. 1 verwirft. 

532) In der alteren franzosischen Litteratur bezeichnet curseur oft den mit 
1 bezifferlen Anfangspunkt der Skala des oberen Zungenrandes, vgl. "Lalanne" 
(der dies tadelt), p. 7. 

533) Mittelst einer zur Bewegungsrichtung senkrechten Marke (ligne de foi), 
nach einigen Wandlungen jetzt meist ein feiner Strich auf der Unterseite eines 
Glasplattchens in Metallfassung. 

534) 1m einzelnen bestehen grosse Verschiedenheiten in Bezug auf Anord
nung und technische Durchbildung. Nicht abgeschlossene Entwicklung; der 
Kontinent, friiher von England abhangig, seit Mitte des 19. Jahrhunderts selb
standig vorgegangen (zuerst Frankreich die Fiihrung, dann Deutschland). Skalen 
friiher meist auf Buchsbaumholz, jetzt weissem Zellhorn (1886 von Dennert & 
Pape-Altona eingefiihrl). 

535) Hierauf beruhen die meisten Anwendungen des Rechenschiebers und 
der ihm verwandten Instrumente. - Die beiden Skalen bilden gleichsam in 
jeder gegenseitigen Stellung eine ferlige Zahlentafel, welche (vermutlich schon 
Wingate bekannte) Eigenschaft von J. H. Lambert, Beschreibung und Gebrauch der 
logarithmischen Rechenstabe ... , Augsburg 1761, 2. (?) Auf!.. 1772, sehr betont wird. 

536) Um :x = : c zu tinden, bringt man die Stelle a der einen Skala 

(s. Fig. 60) zur Deckung mit der Stelle b der andern, sucht auf der letzteren 
Skala die Stelle c und Hest ihr gegeniiber auf der ersten Skala abo Bei ver
anderlichem c, aber festem a und b behalten die Skalen ihre gegenseitige Lage. 
1m Fall der Multiplikation oder Division iet b = 1 bezw. c = 1 (oder a = 1) 
zu nehmen. 

537) Notigenfalle den Faktor 1 im Zahler bezw. Nenner geniigend oft hin
zufiigend stent man die Form: 



1056 IF. N umerisches Rechnen. 

lich vielen kongruenten Abschnitten der logarithmischen Skalen (s. 
Anm. 389) bIos eine beschrankte Anzahl, oft nur je einer, beniitzt 
werden kann, so findet man (ahnlich wie bei den Logarithmentafeln) 
von dem Ergebnis im aHgemeinen zunachst nur die Ziffern, wahrend 
die SteHung des Dezimalkommas fUr sich ermiUelt werden muss 538). 

Beim gewohnlichen Rechenschieber tragen der obere und del' 
untere Rand des Stabes und der Zunge auf der Vorderseite 539) je 
eine logarithmische Skala, die man in der Reihenfolge von oben nach 
unten (s. Fig. 59) mit A, B, C, D zu bezeichnen pflegt 540); A geM 
von 1 bis 100,541) D von 1 bis 10; B stimmt mit A, emit D 
iiberein 542). Zur Ausfiihrung der oben genannten Rechnungen konnen 
entweder die benachbarten Skalen A und B beniitzt werden, oder C 
und D.543) 

Weil die Langeneinheit von D doppelt so gross als die von A 
ist, findet man senkrecht iiber einer jeden Zahl von D ihr Quadrat 

a a l a2 an 
x=-----···-c 

b bl b2 bn 

her, bringt nun dem Punkt a der 1. Skala den Punkt b der 2. Skala gegeniiber, 
sucht auf der 2. Skala den Punkt ~, halt den gegeniiber liegenden Punkt der 
1. Skala fest (etwa mit der Marke eines Laufers), bringt ihm den Punkt bl der 
2. Skala gegeniiber u. s. w., und Hest endlich dem Punkt c der 2. Skala gegen
iiber das Ergebnis abo 

538) Man denkt sich etwa bei jeder gegebenen Zahl das Komma vorlltufig 
hinter die erste geltende Ziffer gesetzt ("Normalwert" bei Schneider, "Nombre 
primordial" bei de Perrodil a. a. 0.); die Stellung des Kommas im Ergebnis 
wollen manche durch rohe Schatzung seines Wertes besti=en (s. z. B. R. Land, 
Centralblatt Bauverwaltung 13 (1893), p. 174 und "Hammer" p. 24), andere geben 
mehr oder weniger ausfiihrliche Regeln, wobei sie entweder mit den Stellen
anzahlen rechnen (z. B. Lalanne, Sella, ES'IIlarch), oder mit den (um Eins kleineren) 
Kennziffern der zu den Zahlen gehOrigen Logarithmen (z. B. V. Ott, de Perrodi7:;. 

539) In der Regel befinden sich auf der Riickseite der Zunge logarith
mische Skalen fUr sin und tg und eine gleichmassig geteilte Skala, die mit der 
Skala D zusammen die Logarithmen beliebiger Zahlen auf drei Stellen und 
umgekehrt finden las st. 

640) So schon Bevan a. a. O. 
641) Die rechte Halfte wird zwar gewohnlich als Wiederholung der linken 

aufgefasst, also wieder von 1 bis 10 beziffert. 
642) Letzteres wenigstens bei den franzosischen und deutschen Rechen

schiebern mit Laufer ("regle Mannheim" der Firma Tavernier-Gravet-Paris). 
Bei denen ohne Laufer ("regle ordinaire" der genannten Firma) und den eng
lischen ist auch die Skala C kongruent mit A; die Zahl der mit einer einzigen 
Schieberstellung losbaren Aufgaben ist dann geringer, trotzdem halten manche 
no'ch an der alten Form fest, vgl. E. Erskine Scott, A short table of logarithms 
and anti-logarithms to ten places of decimals ... , London 1897, p. XV. 

543) So etwas genauer, aber weniger bequem. 
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auf A und umgekehrt unten die Quadratwurzeln der oben auf
gesuchten Zahlen. Wenn man gleichzeitig mehr als zwei der vier 
Skalen verwendet, lassen sich die vVerte von .Ausdriicken der Form 

~ c2, 5(4) -~- -V-c und ahnlichen 545) je mit emer Schieberstellung be

stimmen. 
Werden zwei kongruente 

logarithmische Skalen tmglei
chen Sinnes einander beliebig 
gegeniiber gestellt (s. Fig. 61), 
so erhiilt man statt der friiheren 

a 

Fig. 61. 

a' 
j , 1 lJ !J '0 

1 .• ; 

Eigenschaft die andere, dass je zwei gegeniiber stehende Zahlen em 
konstantes Produkt liefern, ab = a'b'. 546) 

Quadratische und kubische Gleichungen lassen sich mit Hiilfe 
des gewohnlichen Rechenschiebers auflosen 547). 

544) Auf diese Form werden durch einen kleinen Kunstgriff die Inhalte 
und die Gewichte von Cylindern, Kugeln u. s. w. gebracht, mittelst Hiilfszahlen, 
wie solche in den Anleitungen und auf der Riickseite der Stabe zusammen
gestellt sind. 

545) Allgemeine Form -~- r, wo beliebig viele der Zahlen ct, ~, l' entweder 

gleich den Quadraten, oder gleich den Quadratwurzeln gegebener Zahlen sein 
konnen. 

546) Die Zunge des Rechenschiebers wird herausgezogen und verkehrt 
(rechts mit links vertauscht) in die Nut geschoben (nach FaI'ey a. a. O. p. 542 
zuerst von W. Peal'son, Nichelson's Journal 1 (1797), p. 450 vorgeschlagen); bei 
der neueren Form die Skalen A un4. I:l dann getrennt und der Zusammenhang 
durch den Laufer herzustellen. Es giebt englische Schieber mit verkehrter Skala 
(bei aufrechten Ziffern) auf der Zunge (nach Fal'ey a. a. O. zuerst von Wollaston 
eingerichtet, vgl. noch Bevan, p. 98); eine solche Skala als dritte auf der Zunge 
des Rechenschiebers von A. Beghin 663), so u. a. Berechnung von Produkten aus 
drei Faktoren auf einmal moglich (wie mit dem "logarithmischen Kubizierungs
maasstabH von M. Schinzel, D. R. P. Nr. 26842 von 1883, wo zwei Skalen von 
der Mitte der Zunge nach heiden Seiten gehen, Gedanke allgemeiner schon bei 
Vogler 683). Anwendungen (auch von A mit 0 u. s. w.) grosstenteils naheliegend. 

Erwahnt sei die (naherungsweise) Bestimmung von x =~: Man bringt den 

Punkt a von A gegeniiber dem Punkte b von a und sucht die Stelle, an del' 
gleiche Zahlen (x) einander gegeniiber stehen (s. auch Anm. 547). Ubrigens 
konnen dritte Wurzeln direkt bestimmt werden durch Gegeniiberstellung von 
D mit einer weiteren Skala E, deren Langeneinheit 1/3 so gross ist; schon 
von Bevan a. a. O. p. 53 ein Schieber mit E ("line of triple radiusH ) auf be
sonderer Zunge beschrieben, vgl. Dyck's Katalog, Nachtrag, p. 1, Nr. 4 b (in Eng
land ahnliche Schieber noch im Handel). 

547) Durch ein indirektes Verfahren. E. BOU1', Par. C. R. 44 (1857), p.22, 
stellt die Form y3 ± y2 = y2 (y + 1) = a her; ihr entsprechf)nd hat man bei 

Encyklop. d. math. Wissensch. I. 67 
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Die Berechnung von -Va2 + 1)2, Va- ± Vb, (Va + -Vb)2 und 
verwandten Ausdriicken mit einer Schieberstellung hat W. Ritter 
gezeigt 5(8). 

Die gangbarste Grosse des Rechenschiebers, rund 26 cm Gesamt
Hinge, bei der die Langeneinheit der am meisten gebrauchten Skalen 
A und B 12,5 cm betragt, gewahrt eine durchschnittliche Genauig
keit 5(9) von etwa 0,2 %. Del' Wunsch, ohne wesentliche Einbusse 
an SchneUigkeit und Leichtigkeit der Handhabung 550) eine grossere 
Genauigkeit zu erzielen 551), hat eine Menge neuer Konstruktionen 
veranlasst. SoUten die Skalen geradlinig bleiben (s. dagegen Nl'. 51), 
so konnte man zunachst, wie A. Mannheim 552) und A. Beghin 553), die 
ganze Lange des Stabes (statt del' halben) zul' Grundeinheit nehmen, 
odel' abel' Skalen von betrachtlichel' Lange in Stiicke zerlegen und in 
letzterem Falle die seitherige Form des Rechenschiebers moglichst 

verkehrt eingeschobener Zunge die 1 von 0 unter die Stelle a von A zu bringen, 
die Zahlen von A in Gedanken um 1 zu vermindern bezw. zu vermehren und 
dann die Stelle zu suchen, an der auf jenen beiden Skalen sich gleiche Zahlen 
finden. F'all der quadratischen Gleichung von Bour nicht naher ausgefiihrt, 
dagegen bei "Favaro-Terrier" 2, p. 90 (mit A und fl); damit verwandte Methode 
(mit A und B) von W. Engeler durch E. Ha'l1tlne~' mitgeteilt, Zeitschr. Ver
messungsw.29 (1900), p. 495; verbesserte Regel von H. Zi'l1t1ller1llann, ebenda 30 
(1901), p. 58. Vgl. auch Nr. 52, Anm. 585. 

548) Sehweiz. Bauzeitung 23 (1894), p. 37; zwei Ablesungen und eine 
Addition bezw. Subtraktion von 1 notig. 

549) Untersuchungen dariiber liegen vor u. a. von Redlich, Zeitsehr. Bauwesen 
(Erbkam) 9 (1859), p. 596 (wabrscheinlieher Fehler (I D 2, Nr.S) proportional dem Er-

gebnis, bei den Reehnungsarten ; c und : c! zu 0,164 %, bei Va und ff.! 
zu 0,097 % ermittelt); "Vogler" p. 71, 73 (jedes Produkt mit drei Stell en sicher 
zu erhalten bei Skalen von 69 em Langeneinheit, in 999 unter 1000 Fallen bei 
40 em; graphisehe Darstellung der Schatzungsfehler am Reehensehieber, Ver
gleieh mit graphischen Produktentafeln); Jordan a. a. O. p. 133 (Zusammen
stellung von Versuchsergebnissen); "Hammer" p. 62. 

550) Lange Rechensehieber - 51 em noeh im Handel - unbequem und 
verhaltnismassig teuer. Lambert 685) liess vier Fuss lange Stabe anfertigen, 
Fr. Ruth verwendet auf Karton gedruekte Skalen von 60 em Lange (Einheit 
30 em), s. Dingler's polyt. J. 242 (1881), p. 149; Dyck's Katalog, Naehtrag, p. 2, 
Nr.4d. 

551) Seharfe und genaue Teilungen vorausgesetzt, in massigen Grenzen 
auch beim gewohnliehen Schieber moglieh durch Anwendung einer Lupe, 
s. Jordan, Zeitsehr. Vermessungsw. 21 (1892), p. 376; Handbueh der Ver
messungskunde, 2, p.134, Fig. 6, und dureh die von o. Seyffert, Centralblatt Bau
verwaltung 8 (1888), p. 548 vorgesehlagene nonienartige Ablesung. 

552) "RegIe a eehelles repliees", s. etwa Sella a. a. O. p. 100. 
553) RegIe a ealeul modele special •.. , Paris 1898, 20m• ed. 1902. 
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beibehalten, wie E. Peraux 554) und Ch. La71ernand 555), oder die Stiicken 
reihen weise in einer Ebene anordnen, wie 1. D. Everett 556), Han
nyngton 557), s. Fig. 62, Scherer 558), B. Proell 559), oder nach den Mantellinien 

() () 

Fig. 62 . Rechenschieber von Hannyngton. 

U54) S. H. van Byrte, Instruction sur la regIe it calcul ,I. deux nlglettes de 
E. Peraux .. . , Paris 1885 [erste Mitteilung von Benoit, Soc. d'encouragem. 
Bull. (2) 10 (1863), p. 513]' Zwei Schieber in zwei Kulissen (auf derselben Seite 
des Stabes), auf deren Randel' die beiden Stilcke einer Skala von der doppelten 
Lange des Stabes, einmal wiederholt, verteilt sind. 

555) S. Zeitschr. Vermessungsw. 29 (1900), p. 233. Ebenfalls Langeneinheit 
(1 m) gleich doppelter Stablange, aber nur ein Schieber; wahrscheinlicher Fehler 
0,01 % ' Maximalfehler 0,04 %, deshalb statt 4-stelliger Logarithmentafeln zu 
gebrauchen. 

556) "Universal-Proportion-Table", s. Phil. Mag. (4) 32 (1866), p. 350; "Favaro
Terrier" 2, p. 95 (mit Abb.) ; Dyck's Katalog, p. 141, Nr. 8. Stab und Zunge des 
Rechenschiebers je durch eine auf Karton gedruckte Tafel mit einer Anzahl 
paralleler Streifen ersetzt (die Streifen der beweglichen Tafel greifen in Zwischen
raume det festen). 

557) S. Dyck's Katalog, p. 141, N r . 8. Ebenfalls Rost-formig, s. Fig. 62, 
Ausflihrung in Holz. Drei Grossen im Handel, mit bezw. 0,75 m; 1,5 m; 3 m 
Langeneinheit. 

558) "Logarithmisch-graphiRche Rechentafel", Kassel 1893; s. auch Dyck's 
Katalog, p. 140, Nr. 5; Jordan <L. a. O. Skalen von 1,5 m Langeneinheit in zehn 
Stucke zerlegt, Grundplatte aus Elech, Schieber, der lose aufgelegt wird, aus 
Glimmer; Genauigkeit im Mittel 0,02 %. A.hnlich bereits (Schieber auf Glas) 
ein Apparat von M. Kloth, D. R. P. Nr. 26695 v. 1883, s. Dingler'S polyt. J. 260 
(1886), p.170, sowie von J. Billefm', D. R. P. Nr. 43463 v. 1887, s. Zeitschr. Ver
messungsw. 20 (1891), p. 346. 

559) "Rechentafel System ProcH", Berlin 1901, s. auch Zeitschr. Math. 
67 * 
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eines Cylinders, wie Everett 560), Mannheim 561) und E. Thacher 562), 

des sen "Cylindrical slide rule" Fig. 63 an Genauigkeit fast einer 5-
stelligen Logarithmentafel gleichkommt 563). 

Fig 63. Thachel·'s Cylindrical slide rule. 

51. Gekriimmte Rechenschieber (Rechenscheiben u. s. w.). 8ehr 
bald nach Erfindung der logarithmischen 8kalen durch Gunter hat 

Fig. 64. 

W. Oughtred solche auf konzentrischen Kreisen 
angebracht 564), Milburne Spiralform gewahlt 565) . 

vVir konnen zwei Entwicklungsreihen unter· 
scheiden. Zur einen gehoren Apparate, die 
sich noch auf der Stufe des Gunterstabes be
finden, weil sie jede Skala nur einmal und 
eme dem Zirkel entspreehende V orrichtung 
zum Weitertragen beliebiger Skalenabschnitte 
haben 566). Zu nennen sind der cercle a calcul 
von E. M. Boucher 567) m Form einer Uhr, 

Phys. 46 (1901), p . 218. Grosse Raumersparnis durch Einfiihrung der "Eins
punkte" (nur bei Multiplikation von Nutzen, Proportionsrechnungen erschwert), 
leichte Bestimmung von Quadrat- und Kubikwurzeln (Gedanke schon bei 
Everett 556»). Untertafel auf Karton, Obertafel (nach Drehung urn zwei Rechte 
die vorige deckend) auf Glimmer gedruckt, Langeneinheit 1,2 m. 

560) Litteratur s. Anm. 556. Nur Modell. 
561) In Metall ausgefithrt (seit 1873, Holzmodell 1871). Hohlcylinder mit 

fiinf Schlitz en parallel zur Axe, in welchem ein Vollcylinder sich drehen und 
verschieben lasst, Skalen (in 10 Stiicke geteilt) 1,25 m lang, vgl. "Vogler", p.50. 

562) Patentiert 1881, s. Thacher's Calculating instrument ... , New York 1884; 
Hammer, Zeitschr. Vermessungsw. 20 (1891), p.438 (mittlerer Fehler (I D 2, Nr.8) 
aus Versuchen zu 0,0031 % gefunden); Dyck's Katalog, p. 140, Nr. 6. Gedanke wie 
bei E vel·ett u. Mannheim; durchbrochener Hohlcylinder aus Metall mit 20 Rippen, 
Skalen auf Pergament gedruckt, Langeneinheit 9,144 m. Auch von Billeter 
Apparate in Walzenform, D. R. P. Nr. 71715 von 1893. 

563) Wegen der in uniibersehbarer Zahl, namentlich in England, vorhan
denen Rechenschieber fiir die besonderen Zwecke der Chemiker, 1ngenieure, 
Geodaten u. s. w. sei verwiesen auf "La.!anne", p. 113,115; "Culmann", p. 67ff.; 
Favaro; v. Scheve, Artillerist Rechenschieber, Berlin 1881 (Sonderabdruck aus 
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Fig. 64, und der "Rechenknecht" von G. Herrmann 568), beide mit ver
schiedenen Skalen auf konzentrischen Kreisen in einer Ebene, mit 
emem festen und einem beweglichen Zeiger versehcn, sowie G. Fuller's 

Fig. 65. G. Fuller's Spiral slide rule. 

Spiralrechenschieber, Fig. 65, mit einer Schraubenlinie als Trager 
einer logarithmischen Skala 569). In der andern Reihe sehen wir zahl
reiche Apparate mit gegen einander drehbaren kreisformigen Skalen, 
die entweder auf der eben en Flache einer Scheibe und einer sie um
schliessenden oder in sie eingelassenen Ringfiache untergebracht sind, 
wie schon bei 1. M. Eiler's Instrument 570), dem "cadran logarithmique" 

Arch. Artill. Ingen. Off. 88); Dyck's Katalog, p. 144, Nr. 15, 16-20, Nachtrag, 
p. 2, Nr. lOb; J01·dan; Katalog der Firma W. F. Stanley-London. 

564) Nach Hutton 529) 1627. Favaro fiihrt a. a . 0 (s. die Litteratur zu 
Nr.50) an: Oughtj·ed, The circles of proportion and the horizontal instrument, 
London 1632, Oxford 1660; Description of the double horizontal dial, London 
1636, Oxford 1652. - Die Vorteile leuchten ein: Fullt man einen Kreisumfang 
durch den (hier genugenden, weil in sich zurucklaufenden) Abschnitt 1-10 
einer logarithmischen Skala der Zahlen aus (was aUerdings nicht immer ge
schehen ist, vgl. Biler 570) und Gattey 574», so besteht dieselbe Genauigkeit, 
wie bei einem gewohnlichen Rechenschieber von der 2n - fachen Lange des 
Durchmessers. 

565) Nach Hutton 529) gegen 1650. Favaro vermutet, dass Milburne eine 
Schraubenlinie benutzte; eine QueUe wird nirgends angegeben. 

566) Ausgangspunkt bei Oughtred selbst, welcher nach Favaro zwei um 
den gemeinsamen Mittelpunkt der Skalen drehbare Zeiger anwandte. 

567) S. J. Bertillon, La Nature 6 (1878), p. 31; Dyck's Katalog, p. 142, 
Nr. 10. Bei der in Fig. 64 abgebildeten Konstruktion von Stanley ist fUr die 
vollen Umdrehungen des beweglichen Zeigers, d. h. filr die Anderungen der 
Kennziffer ein besonderer Zeiger vorhanden, vgl . Anm. 572. 

568) S. Zeitschr. Ver. deutscher lug. 21 (1877), p. 455 und Abb. auf Taf. 23. 
Die hauptsachlich benutzte Skala 45,5 cm lang, ausserdem Skalen fUr Quadrate, 
Kuben, sin, tg u. s. w. Uber eine Rechenscheibe von Hen·mann mit einer 5 m 
Iangen gebrochenen (auf 10 konzentrische Kreise verteilten) Skala s. "Vogler" 
p.50. - Neuere Konstruktion ist der cercle a calcul von P. Weiss, s. Par. C. R. 
131 (1900), p. 1289 (einzige Skala etwa 50 cm lang). 

569) Lange derselben bei der grosseren Form 12,7 m, einer kleineren rund 
5 m, s. Engineering 27 (1879), p. 257; Harnrner, Zeitschr. Vermessungsw. 20 (1891), 
p. 434; in Deutschland unter Nr. 5860 von 1878 patentiert. - Par. C. R. 45 
(1858), p. 437 wird hereits eine helice a calcul von Bouc7u! erwahnt. 

570) Neu erfundenes Instrumentum Mathematicum Universale, Jena 1696 



1062 IF. Numerisches Rechnen. 

von A. S. L eblond 571), del' Rechenscheibe von E. Sonne 572), Fig.66, und 
vielen andel'en 573), odel' auf den krummen FHichen zweiel' cylindrischer 

Fig. 66. Rechenscheibe von Sonne. 

Beschreibung mit Abb. auch L eupold, Theatrum arithmetico-geometric., p . 77 
und Taf. 13. Der Verbindung mit einem Winkeltransporteur zu Liebe ist Halb
kreisform gewahlt, die logarithmischen Skalen der Zahlen gehen von 1-100; 
ausserdem logarithmische Skalen der sin und tg. Beim Ablesen dient ein vom 
Mittelpunkt ausgehender Faden. 

571) Cadrans logarithmiques, Paris an III = 1795 (nach Lalanne, a . a. O. 
p. IX). 

572) Hannover Archit. Ingen. Ver. Zeitschr. 10 (1864) , p. 452, mit Abb. 
auf Blatt 301; s. etwa noch Dyck's Katalog, p. 142, Nr. 1~ u. p. 143, Nr. 13; 
Jrn·dan, a. a. O. Hat einen (dem Lauier beim gerftdlinigen Schieber entsprechen
den) Zeiger und Kennzifferzahlwerk, G bezw. D in Fig. 66. 

573) Genannt seien von den n eueren die Rechenscheibe von 1<'. lJf. Glouth 
(Anleitung zum Gebrauch der Rechenscheibe .. . • Hamburg 1872, s. auch Dyck's 
Katalog, Nachtrag, p. 3, Nr. 11 d) mit Lupe am Zeiger, der "Proportior" von 
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Scheiben, die ullabhiLngig von einander urn ihre gemeil1same Axe 
gedreht werden konnen, wie bei den "boites it calculi' von Gattey 574), 

Fig. 67. Rechenrad von Beyel·len. 

den Rechenkreisen von R. Weber 575) und clem Rechenrad von 
A. B eyerlen 576), Fig. 67 577). 

52. Verallgemeinerungen des Rechenschiebers. Ahnlich wie 
mit dem gewohnlichel1 Rechenschieber Produkte und Quotienten, 

W. Hart, s. Techniker 12 (1889/1890), p.34, ebenfalls mit Zeiger und Mikroskop; 
F. A. JJfeyer's Taschenschnellrechner, s. Mechaniker 5 (1897), mit einfachem 
Kennzifferzahlwerk, die Rechenscheibe mit Glaslaufer und Lupe von E . Puller, 
Zeitschr. Archit. Ingenieurw., Heft-Ausg. (2) 5 (1900), p. 203, Zeitschr. Vermessungsw. 
30 (1901 ), p. 296. In Miinchen war 1893 eine Rechenscheibe von A. Steinhauser 
mit zu (logarithmischen?) Spiral en erweiterten Kreisen ausgestellt (vgl. Dyck's 
Katalog, N achtrag, p. 3, Nr. 11 c), bei oer vier Stell en unmittelbar abgelesen 
werden konnten. 

574) S. Societe d'encouragem. Bull. 15 (1816), p. 49, 50. (Gattey hat auch 
die Scheibenform, 1798 als cadran logarithm. veroffentiicht, 1810 als arithmo
graphe; nach J. A. Borgnis, Traite complet de mecanique appliquee aUK arts, 8, 
Paris 1820, pI. 21, fig. 2 enthalt jeder Kreisumfang zweimal die Skala 1-10). 

575) Anleitung zum Gebrauche des Rechenkreises, Aschaffenburg 1872; 
Anleitung zum Gebrauche des Kubierungskreises, Leipzig 1875 (autographiert 
Aschaffenburg 1872), s. auch Dyck's Katalog, p. 142, Nr. 11; Nachtrag, p. 2, 
Nr. Ha. 

576) D. R. P. 31889 von 1884, s. Hammer, Zeitschr. Vermessungsw. 15 
(1886), p. 382; Dyck's Katalog, p. 143, Nr. 14; Jordan, a. a. O. Vorteile: Die 
linke Hand genugt zur Bedienung, der Rechner hat beim Ablesen die Ziffern 
aufrecht VOl' sich. 

577) Ein schraubenformig gewundener Rechenschieber scheint noch nicht 
ausgeflthrt worden zu sein, jedoch hat Leibniz an diese Form gedacht, s. die 
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konnen mit einem Rechenschieber, der ausser logarithmischen Skalen 
solche der Funktion log log x triigt, Potenzen und Wurzeln mit be

liebigen Exponenten und Loga
rithmen zu beliebiger Basis be
stimmt werden. Es haben P. M. 
Roget578), Bttrdon 579),F. Blanc 580) 

u. a. dies en Gedanken verwirk
licht. Fig. 68. 

Die Anwendung allgemei
nerer Skalen hat P. de Saint-Robert erortert 581). Lasst eine Glei
chung F (x, y, z) = 0 sich auf die Form: 

fez) = q; (x) + 1jJ(y) 

bringen 582), so kann sie durch einen Rechenschieber mit den Skalen 
der Funktionen {, qJ, 1/J, von denen etwa die letzte auf der Zunge 
angebracht sei (s. Fig. 68), dargestellt werden. Wie Ok. A. Vogler 
gezeigt hat 583), lassen sich drei Glieder auf einmal addieren, wenn 

Mitteilung bei Leupold, a. a. O. p. 37 (Abdruck eines Anhangs zur Ausgabe der 
Theodicaea von 1726); dort ist zwar von gleichmassigen Teilungen die Rede, 
wofilr Leupold p. 38 vorgeschlagen hat, logarithmische Skalen zu nehmen. 

578) Lond. Trans. 1815 (read Nov. 1814), p. 9. 
579) S. Par. C. R. 58 (1864), p. 573. (lndirektes) Verfahren zur Losung 

eines Systems zweier Gleichungen xym = a, xyn = b, wo tn, n, a, b gegebene 
Konstanten, vgl. Anm. 585. 

580) S. Dyck's Katalog, p. 145. "Doppellogarithm." Rechenschieber, auf 
den Randern des Stabes logarithmische, auf den en der Zunge doppellogarithll1. 
Skalen. Finden sich bei beliebiger Stellung der Zunge den Zahlen x, Xl eines 
Stabrandes die Zahlen z, Zl gegenuber, so ist zX, = ~, insbesondere hat man 
fUr x, = 1, z, = y, Z = yx. Ausserdell1 zwei Teilungen auf der Zunge, welche 
die Werte t (yx + y-x), also fur y = e (Grundzahl der natiirlichen Logarithmen, 
fUr die ein besonderer Strich vorhanden), die hyperbolischen. Funktionen \£0\ x 
und @lin X liefern. - H. FUj'le betrachtet u85), p. 12 auch das Potenzieren und 
Radizieren bei umgekehrter logarithmischer Skala. - W. Schweth bringt die 
doppellogarithmischen Skalen noch auf dem gewobnlichen Rechenschieber an, 
s. Zeitschr. Ver. deutscher lng. 45 (1901), p. 567, 720. 

581) Torino Ace. Sci. Memorie (2) 25 (1871), p. 53. Einige Beispiele durch
gefiihrt. 

582) N otwendige und ausreichende Bedingung s. Anm. 443. 1st dieselbe 
nicht erfiillt, so wird man sich vielleicht mit einer angenahert richtigen Dar
steHung begnugen; him'mit hat sich A. Lafay, Rev. d' Artillerie 58 (1901), p. 455 
beschaftigt. 

583) Zeitschr. Vermessungsw. 10 (1881), p. 257. Fall u = xyz ausdruck
lich erwahnt, fUr welchen zwei Zungen fUr notig hielt z. B F. A. Sheppard, 
D. R. P. Nr. 7567 von 1878, s. Dyck's Katalog, p. 141, Nr. 7. 
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man auf der Zunge zwei Skalen von ungleiehem Sinn anbringt, 
s. Fig. 69, und fUr (2n + 1) Summanden genugen n Zungen, die 
unabhangig von einander 
in parallelen Kulissen ver
scho ben werden kannen. 
Dureh Einfuhrung binarer 
Skalen wird die Darstel
lung einer Funktion der 
Form: 

Fig. 69. 

rp(XlI x2) + l/J(Yl' Y2) + X(Zll Z2) + ... 
dureh emen Rechensehieber maglieh 584). 

H. Furle hat untersueht, welehe Gleichungen dureh Anwendung 
eines Rechenschiebers mit beliebigen Skalen gelast werden kannen 585) 586} 

53. Stetige Rechenmaschinen fur die gew5hnlichen arithme
tischen Operationen. Will man auf logarithmische Skalen zu Gunsten 

584) S. "d'Ocagne" p. 360, 361; Beispiele p. 362; "Soreau" p. 474. 
585) Zur Theorie der Rechenschieber, Progr. 9. Realsch. Berlin 1899. Ver

allgemeine rung del' Methoden von Bour 647) und Burdon 579). Ist die Skala der 
Funktion rp (x) beliebig gegen die del' Funktion 1/J (y) gelegt und stehen an 
irgend zwei Stell en die Zahlen x, Y, bezw. x" Yl einander gegenuber, so ist 
rp(x) + rp(xl ) = 1fJ(y) + 1/J(Yl), (die unteren Zeichen gelten bei ungleich gerich
teten Skalen). Betrachtet man in dieser Gleichung zwei der Grossen x, Xl' Y, Yl 
als gegeben und fUgt man et.wa die Bedingung hinzu, dass die beiden un
bekannten Grossen eine konstante Summe oder Differenz geben, so lassen sich 
die Unbekannten (welche insbesondere gleich gesetzt werden Mnnen) dul'ch 
gegenseitiges Verschieben del' Skalen £lnden. Furle beschl'eibt einen Rechen
schieber, del' neben den ublichen Skalen solche del' Funktionen x, x', x 3, log log x 
hat; ausser quadratischen und kubischen Gleichungen konnen damit solche 
4. und 5. Grades, allgemeine tl'inomische und gewisse transcendente Gleichungen 
gelost werden. - I. Newton hat einen logal'ithmischen Rechenscbieber mit 
mehreren parallelen Zungen (oder auch dl'ehbaren konzentrischen kreisformigen 
Skalen) von gleichen Zwischenraumen zum Losen von Gleichungen beniitzt, 
s. Opera omnia 4, Londini 1782, p. 520 (Auszug aus einem Brief von Oldenburg 
an Leibniz vom 24. Juni 1675). Nach Einstellung der Skalen bezw. auf a, 
b, c, ... liest man an jeder durch einen gewissen fest en Punkt gehenden Ge
raden bezw. die Werte ax, bx', cx3, ••• ab und muss nun die Gerade drehen, 
bis jene Werte die vorgeschriebene Summe geben. Ahnlich ein Instrument von 
L. Torres zur Losung samtlicher trinomischer Gleichungen (zwei auch in der 
Querrichtung verschiebbare logarithmische Skalen), s. "d'Ocagne" p. 366, all
gemeinere Auffassung von d'Ocagne, ebenda p. 364 (in zwei Hichtungen ver
schiebbare beliebige Skalen). 

586) Uber Rechenschieber fill' komplexe Grossen s. Mehmke, Dyck's Katalog, 
Nachtrag, p. 21, Nr. 44 d. 
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gewohnlicher verzichten, so konnen Proportionsrechnungen auch mit 
Apparaten ausgefiihl't werden, die durch Verkorperung der geraden 

Fig. 7 O. Proportional- Rechen
schiebel' von Hamann. 

Linien entstehen, welche bei den in 
Fig. 23-25, p. 1009, dargestellten Kon
struktionen vorkommen 587). Grossere 
Bedeutung haben Jnstrumente, welche 
die Schnelligkeit der logarithmischen 
Rechenschieber mit der Fahigkeit der 
eigentlichen Rechenmaschinen verbin
den, Ausdriicke der Form: 

ab + albl + a2 b2 + ... 
zu bilden (vgl. Nr. 21). Ein beachtens· 
werter Anfang ist mit Cit. Hamann's 
"Proportional-Rechenscheibe" 588) und 
dem "Proportional-Rechenschieber" des
selben Erfinders 589), s. Fig. 70, gemacht, 
die auf der Verwendung scharfkantiger 
Rollen beruhen 590). 

(87) Als Beispiel sei del' "Rechenschieber zum Multiplizieren und Divi
dieren" von G. Oldenburger, Zeitschr. Instrumentenkunde 5 (1885), p. 163, ge
nannt. Mit den logarithmischen Rechenschiebern konnen sich derartige Apparate 
in keiner Beziehung messen; beliebige Potenzen und Wurzeln kOnnten damit 
Bach Anbringung logarithmischer Skalen bestimmt werden; sie lassen sich auch 
zu Elementen eigentlicher Rechenmaschinen umbilden, vgl. Strehl 154) . - Als 
wirkliche Multiplikationsmaschine darf die Vorricntung von C. Hm·t, D. R. P. 
Nr. 57838 von 1891, bezeichnet werden (Anwendung eines schwingenden Hebels 
mit veranderlichem Verhaltnis del' Armlangen; drei gleichmassig geteilte kon
zentrische Kreise mit Zeigern, von welchen del' dritte auf das Produkt del' mit 
den ersten beiden eingestellten Zahlen weist). 

(88) S. lV. Semmler, Zeitschr. Vermessungsw. 28 (1899), p. 304. 
(89) S. H. Koller, Zeitschr. Vermessungsw. 28 (1899), p. 660. AIle vier 

Spezies konnen in beliebiger Reihenfolge ausgefiihrt werden. Um z. B. das 
Produkt a . 111 zu einer etwa schon im Zahlwerk Z stehenden Zahl zu addieren, 
hebt man den Cylinder L von del' Rolle R ab, fiihrt ihn auf die Ablesung 0 
del' Skala A zuruck, stellt den Stift S auf die Zahl 1n del' Skala ]}[ und fiihrt 
den Cylinder L tiber die Rolle hinweg, bis del' Faktor a auf der Skala A er
scheint. Verallgemeinerung durch Anbringen beliebiger Skalen neben den ge
wohnlichen. 

(90) L . Lalanne wollte Ausdriicke del' Form: 

(Pp + P'p' + ... ): (P + P' + ... ) 
mittelst einer (auch ausgefiihrten) "balance arithmetique" berechnen, s. Par. C. 
R. 9 (1839), p. 319, 693, spiiter Summen von Produkten aus zwei Faktoren (welche 
Produkte als Inhalte von Rechtecken aufgefasst werden) mittelst eines diesem 
Zweck angepassten Planimeters ("ArithmoplanimetreH ), s. Par. C. R. 9 (1839), 
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54. Mechanismen zur Auflosung von Gleichungeu mit einer 
Unbekannten. Mechanismen zu erfinden, mit denen man die schwie
rigsten mathematischen Aufgaben miihelos bewiiltigen konnte, ist ein 
Zie], das immer einen machtigen Anreiz ausgeiibt hat 591). Was die 

Fig. 71. Bowning's Universal constructor of equations. 

mechanische Losung von Gleichungen betrifft, so ist auch auf diesem 
Gebiete viel erreicht worden, ohne dass (den Fall eines Systems 
linearer Gleichungen etwa ausgenommen) von einem dringenden Be
diirfnis gesprochen werden konnte oder von den erdachten Instrumenten 
vorlaufig ein besonderer N utzen zu erwarten ware. 

Auf den in Nr. 38 vorgefiihrten Methoden zur graphischen Berech
nung rationaler ganzer Funktionen beruhen die Mechanismen, welche 
1771 J. Rowning 592), s. Fig. 71, und 1877 H. Wehage 593) angegeben haben. 

p. 800 j 10 (1840), p. 67(J j ausfiihrlich Ann. ponts chaussees 1840', p. 3 und fig. 1 
-6, pI. 1(J2 und 193. 

5(J1) Das Altertum kannte schon eine rnechanische Lasung des Delischen 
Problems, also einer reinen kubischen Gleichung, welche Plato zugeschrieben 
wird (s. Cantor's Vorles. ub. Gesch. d. Mathern. 2, 2. Aufi ., p. 214, 219) und auf 
der Anwendung zweier b eweglicher rechter Winkel beruhtj sie kann mit Hiilfe 
des Lill'schen Verfahrens (s. Nr. 38, p. 1011) leicht auf vollstandige kubische 
Gleichungen ausgedehnt werden, vgI. A. Adler, Wien. Ber. 99 2 (1890), p. 859. 
Fur beliebige algebraische Gleichungen hat LiZ! selbst einen Apparat zur leich
teren Anwendung seiner Methode gegeben, s. Nouv. Ann. math . (2) 6 (1867), 
p. 361, G. Amotlx (der die Methode sich zuschreibt) optische und rnechanische 
Hiilfsmittel dazu vorgeschlagen, Ass. fran9.20·, Marseille 1891, p. 241 j Soc. Math. 
France Bull. 21 (1893), p. 87. Uber einen auf dieselbe Methode gegriincleten 
zwangHiufigen Mechanismus s. Wehage 593), Fig. 6. 

592) Lond. Trans. 60 [for 1770], p.240. Die Geraden der Fig. 27, p. 1011 sind 
durch Stabe ersetzt, ein Stift im Punkte qn (in Fig. 71 nach oben stehend) 
beschreibt (auf einern iiber das Ganze gelegten Brett) bei Verschiebung des 
Stabes Q die Kurve z = (x), wo (x) = 0 die aufzulosende Gleichung. (Der 
in Fig. 71 zu sehende Faden giebt die x-Axe.) Fur quadratische Gleichungen 
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Bei einigen andern, fur welche R. Skutsch 594) die Bezeichnung Glei
chungswagen vorgeschlagen hat, dienen die Gleichgewichtslagen eines 

~~~------------~~ 

starren Korpers oder Korpersystems von 
ein- oder zweifacher Beweglichkeit, an 
dem Gewichte proportional den Koeffi
zienten der gegebenen Gleichung an
greifen, zur Bestimmung der reellen 
W urzeln der letzteren, und zwar wird 
eine einzige Wage benutzt 595) von 
L.Lalanne 596) und O.Exner 597), s.Fig. 72, 
em System solcher 598) von O. V. Boys 599), 

L2 ausgefiihrt. Dieselbe Maschine abgebildet in 
der Encyclopedie methodique 1, Paris 1784, 
pI. 3, ferner in J. A. Borgnis, Traite complet 
de mecanique appliquee aux arts 8, Paris 
1820, pl. 23, fig. 1 (hier Olairaut zugeschrie
ben, keine Quellenangabe). 

593) Zeitschr. Ver. deutscher Ing. 21 (1877), 
p. 105, Fig. 6-8 auf Textblatt 3, verschie

Fig. 72. Gleichungswage von dene Entwiirfe. 
Exner. 

594) Zeitschr. Math. Phys. 47 (1902), p.85; 
dort p. 86 if. zunachst allgemeinere Auffassung, als oben. 

595) Die Hebelarme der Krafte miissen dann proportional den verschiedenen 
Potenzen einer Verstellungsgrosse verandert werden Mnnen (durch Kurven
schablonen). 

596) "Balance algebrique" (fiir Gleichungen der ersten sieben Grade aus
gefiihrt), Form einer Balkenwage mit in senkrechter Richtung verstellbarem 
Drehpunkt, s. Par. C. R. 11 (1840), p. 859, 959; ferner E. Collignon, Traite de 
mecanique 2, Paris 1873, p. 347,401 (p. 349 Ausdehnung auf imaginare Wurzeln: 
Wagbalken zu einer Ebene erweitert). Lalanne hat den Gedanken von Berard 
(Opuscules mathematiques, 1810) iibernommen, aber zweckmassiger durch
gefiihrt. 

597) tIber eine Maschine zur AuflOsung hOherer Gleichungen, Progr. Gymn. 
IX. Bezirk, Wien 1881. Faden, an denen die Gewichte ao, aI' ... hangen, liber 
(fest verbundene und um ihre gemeinsame wagerechte Axe drehbare) Kurven
scheiben gelegt; Kurven so beschaifen, dass nach der Drehung x auf die nte 

Scheibe das Drehmoment anX" ausgeiibt wird. Fig. 72 entspricht dem Falle 
der Gleichung 6 - x - 5x! + 2xs = 0 und der Wurzel x = 1,5. 

598) Soviel Wagbalken, wie die Gleichung Glieder hat; an jedem greift 
ein den betreifenden Koeffizienten darstellendes Gewicht in konstanter Ent
fernung vom Drehpunkt an, jeder spatere Wagbalken stiitzt sich durch ein 
Zwischenglied auf den vorhergehenden in einem Punkt, dessen veranderlicher 
Abstand vom Drehpunkt der Unbekannten x entspricht. 

599) Phil. Mag. (5) 21 (1886), p. 241. Parallele Wagbalken in einer senk
rechten Ebene, positive Richtungen abwechselnd, s. die schematische Fig. 73. 
Auf den unteren Balken wird das Drehmoment a + b x + ex! + ... ausgeiibt, 
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s. Fig. 73, J. Massau 600), G. B. Gmnt 601) und Skutsch 602). Integrierende 
Rollen (II A 2, E) verwenden E. Stamm 603) und F. Guarducci 604), Gelenk
mechanismen u. a. A. B. Kempe 605). Die hochsten Leistungen weisen 

*------x ------io 
I 

I 

~ 
- c J +;c 

+!b ~ -~ 
~ 1 

-a 1 +a + 
Fig. 73. Schema der Gleichungswage von Boys. 

Fig. 74. Gleichungswage von Grant, abgeandert durch Skutsck. 

wenn an den Balken der Reihe nach die Gewichte a, b, c, ... je in der Ent
femung 1 vom Drehpunkt hangen. 

600) Note sur les integraphes (Extrait Gand Ass. Ingen. Bull.), 1887, 
p. 30 und Fig. 26. Parallele Wagbalken in horizontaler Ebene, Drehpunkte in 
einer festen Geraden senkrecht zu denselben. Konstruktiv nicht durchgebildeter 
Entwurf. 

601) Am. Machinist 19 (1896), p. 824. Ahnlich wie Boys, jedoch positive 
Richtungen der Wagbalken alle gleich, Anordnung deshalb weniger einfach. 

602) Verschiedene Entwiirfe; durch den 594), p. 95, Fig. 6, s. oben Fig. 74 
(x = S : 1), sind konstruktive Mangel von Grant's Wage beseitigt worden. 

603) Essais sur l'automatique pure, Milano 1863; s. auch Ok. Laboulaye, 
Traite de cinematique ... , 3" ed., Paris 1878, p. 496. Stamm dringt tiefer in 
die Frage der Herstellung funktioneller Abhangigkeiten zwischen Drehungen 
durch kinematische Hiilfsmittel ein. Die Addition geschieht durch Planeten
ril.der. 1m Grunde sind Stamm's Maschinen zusammengesetzte Integratoren und 
es konnte jeder Integrator ahnlich beniitzt bezw. umgestaltet werden. 

604) Rom. Lincei Mem. (4) 7 anno 1890 (1892), p. 217 und Taf. 3. Stamm's 
Grundgedanke einfacher durchgefli.hrt, Addition mittelst eines urn Rollen ge
schlungenen Fadens. 

605) Mess. of math. (2) 2 (1873), p. 51. Es wird x = C cos 0 gesetzt und 
die Gleichung auf die Form: 

u - Co + c1 cos 0 + c! cos 20 + ... + cn cos nO = 0 
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die "algebraischen Maschinen" von L. Torres 606) auf, mit welchen 
reeUe und imaginare Wurzeln von Gleichungen jeder :Form bestimmt 
werden konnen. 

Fig. 75. Fig. 76. 

55. Mechanismen zur AufUisung von Gleichungssystemen. Fur 
lineare Gleichungen mit beliebig vielen Unbekannten sind solche von 
H. Wehage 607), Sir W. Thomson (jetzt Lord Kelvin) 608) und F. Guar-

gebracht. Der Reihe nach dureh Gelenke drehbar verbundene Glieder von den 
Langen co, C1, C2, ••• werden durch geeignete Vorrichtungen so bewegt, dass 
jedes mit dem vorhergehenden denselben Winkel () bildet, wie das Glied C1 mit 
dem festgehaltenen co, also die Projektion des ganzen Linienzugs auf {las erst!;' 
Glied immer den betreffenden Wert von u liefert. Naeh H. S. Hele Shaw, Second 
report on the development of graphic methods ... (Brit. Ass. Rep.), London 1892, 
p. 45, hat B. Bashforth 1822 schon ein Instrument fill' die etwas allgemeinere 

Funktion .:8 cn cos (nO + an) beschrieben. - Saint-Loup zeigt Par. C. R. 79 

(1874), p. 1323 die Lasung kubischer Gleichungen mit Hiilfe eines Gelenk
vierecks, ebenso A. Adler, Graphisehe Auflasung der Gleiehungen, Progr. Ober
realsch. Klagenfurt 1891, p. 24. 

606) Memoria sobre las maquinas algebricas, Bilbao 1895, s. auch Par. C. 
R. 121 (1895), p. 245; Ass. frany. 242, Bordeaux 1895, p. 90; Par. C. R. 130 
(1900), p. 472, 874; farner M. d'Ocagne, Genie civil 27 (1895/96), p. 179. Diese 
Maschinen nehmen dieselbe Stellung ein, wie im graphisehen Rechnen die loga
rithmographisehe Methode (Nr.40-42), da jede Veranderliehe dureh einen "Arith
mophor", s. Fig. 75, dargestellt wird, dessen Drehungen den log del' Werte der 
Veranderlichen proportional sind (die Scheibe rechts giebt die Kennziffern del' 
Logarithmen). Alle Mechanismen zwanglaufig und "ohne Ende". Wie bei jedem 
logarithmischen Verfahren Multiplikation und Potenzierung am leichtesten; zur 
Addition dient das Element Fig. 76, welches hier dieselbe RoUe spielt, wie im 
graphischen Rechnen die Additionskurve odeI' Brauer's logarithmischer Zirkel 
(s. p. 1019). Die Maschine Fig. 77 ist fiir trinomische Gleichungen bestimmt. 

607) Vel'. Gewerbfleiss Verh. 57 (1878), p. 154 und Taf. 10. Beruht auf 
del' graphischen Addition von Produkten mittelst eines Seilpolygons, s. Nr. 3S. 
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dncci 609) erfundell worden. Die algebraischen Maschinen von L. Tm'res 606) 

konnen auch fill' beliebige Systeme von Gleichungen hoheren Grades 
inO' richtet werden. 

Fig. 77. Algebraische Maschine von To/'res. 

Die den n Gleichungen entsprechenden n Seilpolygone werden als bewegliche 
Stabverbindungen ausgefiihrt. Nul' Entwurf. 

608) Lond. R. Soc. Proc. 28 (1878), p. 111; Thomson and Tait, Natural Philo
sophy 1 t, 2d ed. Cambridge 1879, p. 482 (hier mit Abb. einer ausgeflihrten Maschine 
fiir n = 6). An n, um feste Axen drehbaren Staben sind je n Rollen befestigt, uber 
welche n, durch angenommene Gewichte gespannte Schnure gehen. Die bei be
stimmten Verkurzungen del' Schnii.re erfolgenden Drehungen del' Stabe liefem 
die Wurzeln. 

(09) Zwei Entwurfe, s. 604), p. 219, 225 und Taf. 1, 2. Del' erste Apparat, 
mit (n + 1) Reihen von Scheiben und integrierenden Rollen, fiihrt die bei alge
braischer Behandlung notigen Eliminationen mechanisch aus. Der andere mit 
dem von Lord Kelvin verwandt, nul' sind die Unbekannten durch die (bei un
geanderter Lage del' Stabe) in den Schniiren vorhandenell Spannungell dar
gestellt (Grundgedanke U,hnlich dem von Veltmann 612». - Die Apparate von 
H. Helberge1' zur mechanischen Berechnung elektrischer Leitungsnetze, D. R. P. 
Nr. 68918 (Klasse 21) von 1892, mit sich kreuzenden gespannten Schnuren, an 
welche (un tel' Beachtung des Durchhangs) Gewichte gehangt werden, lassen sich 
auch fur obigen Zweck verwenden, vgl. SchtUz, Dyck's Katalog, Nachtrag, p.122, 
Nr.298b. 
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VI. Physikalische Methoden. 

56. Hydrostatische Auflosung von Gleichungen und Systemen 
solcher. Reduzierte kubische und andere trinomische Gleichungen 

Fig. 78. Fig. 79. 

lassen sich nach Demanet 610) durch Eingiessen bestimmter Fliissig
keitsmengen in zwei kommunizierende Gefasse von bestimmter Gestalt, 
s. Fig. 78, auflosen. Auch fur Gleichungen der Form: 

pxn + PI xn, + ... = A 
mit beliebig vielen Gliedern brauchbar ist die hydrostatische Glei
chungswage von G. Meslin 611), Fig. 79. W . Veltmann lost 612) eil1 

610) Mathesis (2) 8 (1898), p . 81. Durch Einsetzen von z = x VP wird 
die Gleichung ZS + pz = q auf die Form X S + x = c gebracht. Der Hohl
cylinder Fig. 78 hat den Querschnitt 1, der Hohlkegel solche Gestalt, dass der 
Inhalt = hS• Wird die Fliissigkeitsmenge c eingebracht, so ist die Hiihe x, auf 
welche sich die Fliissigkeit stellt, eine Wurzel der Gleichung. 1m FaIle 
x S - x = c muss in den Hohlkegel ein Vollcylinder gestellt werden. Aus
dehnung auf beliebige trinomische Gleichungen deshalb leicht, weil solche nach 
Nr. 36 auf die Form xm + xn = c gebracht werden konnen; bei Gleichungen 
mit mehr als einem Parameter umstandlich. 

611) Par. C. R. 130 (1900), p. 888; J . de phys. (3) 9 (1900), p. 339. An den Wag
balken werden einerseits im Abstand 1 vom Drehpunkt das Gewicht .A, anderer
seits in den Abstanden p, Pl1 ... vom Drehpunkt Korper von solcher Gestalt 
angehangt, dass beim Eintauchen in eine Fliissigkeit um die Tiefe x die ver
drangten Rauminhalte bezw. xn , • . . proportional sind. Man findet eine Wurzel, 
indem man Fliissigkeit einstromen lasst, bis Gleichgewicht hergestellt ist. Tritt 
nach weiterem Steigen der Fliissigkeit wieder Gleichgewicht ein, so ergiebt sich 
eine zweite Wurzel u. s. w. Als Kiirper fiir xn dient ein Drehungskorper, dessen 
Meridian die Gleichung y2 = cxn - 1 hat, also filr n = 1, 2, 3 ein Cylinder, Para
boloid, Kegel. Wie Skutsch &94), p. 92 bemerkt, kann das Paraboloid durch 
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System linearer Gleichungen mittelst ebenso vieler Balkenwagen auf, 
wobei zur Verwirklichung der Bedingung, dass jede Unbekannte in 
allen Gleichungen denselben Wert haben muss, die Gewichte -durch 
Fliissigkeitsmengen in kommunizierenden Gefassen dargestellt werden. 

57. Elektrische Auflo8ung von Gleichungen. Wie mit HiiIfe 
der Elektrizitat samtliche Wurzeln einer algebraischen Gleichung be
liebigen Grades mit reellen Koeffizienten bestimmt werden konnen, 
hat F. Lucas gezeigt 613). 

C. Anhang. 
58. Proben. Man sucht sich beim Zahlenrechnen gegen Fehler 

u. a. 614) durch Proben zu schiitzen, mogen diese nun in einer Um
kehrung oder einer Wiederholung del' Rechnung mit anderer An
ordnung, anderen Formeln oder anderen Hiilfsmitteln bestehen, oder 
in der Untersuchung, ob gewisse im voraus bekannte Beziehungen 
zwischen den durch die Rechnung erhaltenen Grossen erfUllt ~ind, 

oder in sogenannten Restproben, welch' letztere wir allein ins Auge 

einen ebenflachigen Keil mit wagrechter unten liegender Schneide ersetzt 
werden, ebenso Cylinder und Kegel durch Prisma und Pyramide, sodass man 
bei kubischen Gleichungen mit ebenflachigen Korpern auskommt. A. Emch, der 
Am. Math. Monthly 8 (1901), p. 58 dieselbe Methode beschreibt, spricht p. 12 
von der Bestimmung n ter Wurzeln durch die Zeit, welche zur Entleerung eines 
Gefasses geeigneter Form durch eine kleine Offnung im Boden erforderlich ist. 

612) Zeitschr. Instrumentenkunde 4 (1884), p. 338, s. auch Dyck's Katalog, 
p. 155, Nr. 40. 

613) Par. C. R. 106 (1888), p. 645 (vorausgehende Mitteilungen p. 195,268, 
587). F(z) = 0 sei die gegebene Gleichung vom Grade n; Xu X2 , ••• seien 
(n + 1) willkiirliche reelle und verschiedene Grossen, fez) = (z - Xl) (z - X,) ... 

(z - Xn +1); es wird F(z): fez) in Partialbriiche ~ p-: (z - x) zerlegt. Lasst 

man in die komplexe Zahlenebene in den Punkten Xu XI' , .. , x n +! der x

Axe Elektrizitatsmengen proportional den Grossen p- ein- (bezw. bei negativem 
p- aus-)stromen, so sind die Knotenpunkte der Linien gleichen Potentials die 
gesuchten Wurzelpunkte der Gleichung. Die notigen Kurven kann man ent
weder galvanometrisch .nach Kirchhoff bestimmen, oder von der Elektrizitat 
selbst zeichnen lassen (elektrochemische Methode von Guebhard). A. a. O. p.l072 
wird wegen leichterer Ausfiihrung des Versuchs fiir fez) ein Polynom (n + 2)ten 
Grades angenommen, ferner wird Par. C. R. 111 (1890), p. 965 die entsprechende 
elektromagnetische Methode angegeben (hier die gesuchten Wurzelpnnkte die 
neutralen Punkte eines elektromagnetischen Feldes, wobei die Kraftlinien mit 
Eisenfeilspanen hergestellt werden konnen). 

614) S. auch die Bemerkungen "Liiroth" p. 3 unten, ferner § 10, p. 19 
(Pritfung numerischer Tafeln). 

Encyklop. d. math. WiBBenBch. I. 68 
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fsssen wollen. 1m FaIle eines Produktes ab = c z. B. muss, wenn 
«, {J, l' beziehentlich die kleinsten Reste bezeichnen, welche bei der 
Division von a, b, c durch eine beliebig gewii.hlte Zahl N bleiben, 
l' gleich dem kleinsten Reste sein, der sich bei der Division von «(J 
durch N ergiebt. Am leichtesten anzuwenden ist die, N = 9 ent
sprechende "Neunerprobetc615), welche aus Indien stammt und im 
Mittelalter viel angewendet 616), im 19. Jahrhundert ofters wieder ans 
Licht gezogen und sogar als neue Erfindung ausgegeben worden ist. 
Ihren Gebrauch bei abgekiirzter Multiplikation hat A. Oauchy 617) 
gezeigt, den auch anderer Restproben beim Dividieren, Potenzieren 
und W urzelausziehen Kronig 618), bei verschiedenen zusammengesetzten 
Rechnungen H. Anton 619). Volle Sicherheit gewahrt natiirlich keine 
Restprobe 620) , am wenigsten die mit Neun 621) , der die noch ver
hii,ltnismassig leicht ausfiihrbare Elfer- und Hunderteinerprobe iiber
legen sind 622); in V orschlag und zur Anwendung gebracht hat 

615) Um den kleinsten Rest der Division einer Zahl a durch 9 zu erhalten, 
bildet man (unter Weglassung jeder etwa vorkommenden Ziffer 9) die Summe der 
Ziffern, aus denen a besteht, und wenn diese "Quersumme" grosser alEt 9 ist, 
aus ihren Ziffem wieder die Quersumme u. s. f., bis eine Zahl kleiner als 9 
sich ergiebt ("reduzierte Quersu=e", s. Vet·mung 621». 

616) S. etwa Oantor, Vorles. lib. Gesch. d. Mathem. 1, p. 571 u. Register; 
2, p. 9 u. Register. 

617) Par. C. R. 11 (1840), p. 789,847. Oauchy wendet die Neunerprobe in 
der Weise an, dass er die Rechnung ein zweites Mal so durchfiihrt, als ob die 
Zifi'ern der vorkommenden Zahlen nicht Einheiten verschiedener Ordnungen, 
Bondem derselben Ordnung bezeichneten. 

618) tJber Mittel zur Vermeidung und Auffindung von Rechenfehlem, 
Progr. Realsch. Berlin 1855. Auch abgekiirzte Division. Proben mit 9, 11, 101. 

619) Arch. Math. Phys. 49 (1869), p. 241. Anwendung der Restproben auf 
~ettenbriiche, Permutations- und Kombinationszahlen, Produkte von Wurzel
faktoren und Partialbriiche. Proben mit 9, 13, 101. 

620) Je grllsser N, desto grosser die Sicherheit der darauf gegriindeten 
Proben. Nach Kronig 618) bleibt, wenn die Proben mit 11,37,101 stimmen, 
unter rund 41 000 falschen Ergebnissen durchschnittlich ein einziges unent
deckt. 

621) Weglassen der Zifi'er 0 oder 9, Verwechslung von 0 mit 9 und Ver
tauschung zweier Ziffern bleiben unentdeckt. Die Vertauschung von Zifi'em 
kommt besonders leicht beim Lesen von Zahlen auf deutsche Art vor, weshalb 
schon, z. B. von W. FOrster in dem Vorwort zu F. Vermung, Die reduzierten 
Quersu=en, Eberswalde 1886, den deutschen Rechnem empfohlen worden ist, 
die Zehner stets vor den Einern auszusprechen. 'Ober die Tragweite der Neuner
probe bei Kenntnis der subjektiven Genauigkeit des Rechners s. F. Hofmann, 
Zeitschr. Math. Phys. 34 (1889), p. 116. 

622) 1st in einer Rechnung nur eine Zifi'er falsch, so weist die -Her-Probe 
den Fehler jedesmal nach; die 101er-Probe bietet nach Kriinig 618) Boch 9ma.l so 
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man auch die Proben mit 998 623), 49 624) und einigen anderen 
Zahlen 625). 

59. Gemischte Methoden. Durch zweckmassige Verbindung 
zweier oder mehrerer Hiilfsmittel, von denen eines auch im gewohn
lichen sehulmassigen Rechnen bestehen .kann, lassen sieh oft grosse 
V orteile erreiehen. Die denkbaren und aueh die wirklieh vorkommen
den FaIle sind so mannigfaltig, dass hier nur einige beispielshalber 
angefiihrt werden Mnnen. Wenige Reehnungen gie bt es, bei denen 
sich der logarithmisehe Rechenschieber nieht niitzlich zu maehen ver
mochte, sei es dass man bei einer langeren, auf gewohnliehe Weise 
ausgefiihrten Division die einzelnen Ziffern des Quotienten mit ihm 
bestimmt 626), oder beim Reehnen mit Logarithmen- und sonstigen 
Tafeln die Interpolationen mit ihm bewerkstelligt 627), oder beim Divi
dieren mit einer Reehenmasehine, wenn dieselbe keine Ziffer des Quo
tienten mehr liefern kann, mit dem Reehenschieber einige hinzu
fiigt u. s. w. Giebt eine Logarithmentafel oder ein Reehensehieber 
ein Produkt zweier Faktoren mit n Ziffern, aber die letzte unsieher, 
so kann man diese durch Multiplikation der Endziffern der Faktoren 
im Kopfe bestimmen 628). Konnen mit einer Pro duktentafel , einer 

grosse Sicherheit. Fiir beide Proben giebt Kronig 618), p. 20-64 Hiilfstafeln.
Die Her-Probe beniitzte nach Oantor 1, p.722 schon Alkarchi um d. J. 1000. 

623) T. M. Perwuschin (IIepBynmH'L) bei del' Zerlegung sehr grosser Zahlen 
in Faktoren, s. A. Wassilieff, Am. Math. Soc. Papers 1 (New York 1896), p. 277. 
Nach Kronig 618) ist es iibrigens bei Rechnungen, in denen Divisionen VOl'
kommen, unzweckmassig, fiir N eine zusa=engesetzte Zahl zu nehmen. 

624) A. D. Romanoff in einem Schriftchen iiber pl'aktisches Rechnen 
(IIpieMH npa:&TH'leCRarO 91IeMeHTapnaro IWIIIClIeHiII no cORpameHiKl II ynpomeHiK> BIIlRJIa
)I,OrL npll npOII3BOp;cTBii -yMHolKeHiII II p;illIeIDJI 60lIbmlIX'I> 'llICelI'I> ••. ), St. Peters
burg 1901. 

625) Anton 619) schlagt fur den seltenen Fall, dass die Probe mit 11 nicht 
anwendbar sei, die mit 13 vor. 1m Mittelalter wurden, unzweckmassig genug, 
die Siebener-, Achter- und sogar Sechser-Probe angewendet, s. Cantor 1, p.759; 
2, p. 9,402. 

626) Die SteHung der Zunge bleibt wahrend der ganzen Rechnung die
selbe (der Divisor wird auf der oberen Zungenteilung aufgesucht und unter die 
1 der oberen Stabteilung geschoben). Auch beim Dividieren mit einer Rechen
mas chine vorteilhaft. 

627) In del' Regel aus verschiedenen Grunden zweckmassiger, als die An
wendung besonderer Hiilfstafeln (Nr. 82). VgI. "Hammer", p.36. 

628) O. J. Hill hat J. f. Math. 70 (1869), p.282 gezeigt, wie mit geeigneten 
Tafeln der Indices (s. lei, Nr. 4) die letzten Ziffern von Produkten, Potenzen 
u. R. w. gefunden werden konnen (ahnlich wie die ersten Ziffem mit Loga
rithmen), welche Tafeln man deshalb beim Rechnen mit grossen Zahlen zur 
Erganzung der Logarithmentafeln gebrauchen kann. 

68' 
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Rechenmaschine oder einem sonstigen Hiilfsmittel nur Produkte m
ziffriger Zahlen mit n-ziffrigen gensu gefunden werden, so wird man 
grossere Faktoren in Abschnitte von m bezw. n Ziffern zerlegen, jeden 
Abschnitt des einen Faktors mit jedem des andern multiplizieren und 
die richtig unter einander geschriebenen Teilprodukte addieren 629). 

60. Vorbereitung der Formeln und dar Rechnung. Zur loga
rithmischen Berechnung eignen sich vorzugsweise Ausdriicke der Form: 

amaT'(rp(a.»P . .. 

.. ' b b~l(""(P»q ... 

wo tp, 1/1, •• , Funktionen bedeuten, deren Logarithmen tabuliert sind; 
dagegen ist bei solchen der Form: 

ab + ~bl + . .. oder allgemeiner (ab + ~b1 + ... ) : c 

die Ausrechnung mit einer Rechenmaschine am bequemsten (vgl. 
Nr.21). Man suchte friiher allen Formeln, um sie der logarith
mischen Rechnung anzupassen, die erste Gestalt zu geben630). Nach
dem aber die Rechenmaschinen grossere Verbreitung gewonnen haben, 
ist es nicht mehr ungewohnlich, dass die Maschinenrechnung und 
damit die zweite Form bevorzugt wird 631). Eine Umgestaltung der 

629) V gl. beziiglich der Ausfiihrung mit Logarithmen etwa J. O. Houzeau, 
Brux. Bull. (2) 40 (1875), p. 74 ("multiplication mixte", s. dort auch die "multi
plication sommaire", femer die "division mixte", bei welcher der Quotient mit 
Logarithmen in einzelnen Teilen bestimmt wird) , mit dem Rechenschieber 
Estnarch a. a. O. (s. Litt. zu Nr. 1)0), p. 121; van Hyfte 564), p. 46; ferner iiber 
die Verbindung logarithmischer Rechnung mit Reihenentwicklung, z. B. beim 
Ausziehen hoherer Wurzeln, Houzeau a. a. 0., "Liiroth", p. 162. 

630) Beispiele in Menge kommen namentlich in der ebenen und spharischen 
Trigonometrie vor. - Dass man iibrigens hierin zu weit gehen kann und es oft 
nur T!l.uschung ist, die transformierten Formeln seien leichter zu berechnen, hat 
J. Houel ausgefiihrt, Sur la generalisation successive de l'idee de quantiM ... , 
Paris 1883 [Extrait Bordeaux Mem. (2) 5 (1882)], p. 61 if. 

631) Neuerdings besonders in der Geodasie, s. etwa G. Hockner, tJber die 
Einschaltung von Punkten in ein durch Koordinaten gegebenes trigonometrisches 
N etz mit ausgiebiger Verwendung einer Rechenmaschine, Leipzig 1891; O. Runge, 
Zeitschr. Vermessungsw. 23 (1894), p. 206; H. Sossna, Zeitschr. Vermessungsw. 
25 (1896), p. 361; W. Jordan, Opus Palatinum ... , Hannover 1897, Vorwort; 
F. Schuster, Zeitschr. Vermessungsw. 29 (1900), p. 488 (Vergleich der erforder
lichen Zeiten: in einem Beispiel Logarithmen 15 Stunden, Rechenmaschine 6 Stun
den); O. KoZl, Die Theorie der Beobachtungsfehler und die Methode der kleinsten 
Quadrate .. " 2. Aufi., Berlin 1901; F. G. Gauss, Fiinfstellige vollst!l.ndige 
trigonometrische und polygonometrische Tafeln fUr Maschinenrechnen ... , Halle 
1901. E. Hammer hat, z. B. Lehrbuch der ebenen und sph!l.rischen Trigono
metrie ... , 2. Aufi., Stuttgart 1897, p. 561; Zeitschr. Vermessungsw. 31 (1902), 
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urspriinglichen Formeln kann auch mit Riicksicht auf die Genauig
keit geboten erscheinen 682). In mehr als einer Beziehung ist es von 
Wichtigkeit, auch bei kleineren Rechnungen ein zweckmiissig an
gelegtes Schema 683) zu Grunde zu legen. 

p. 207, davor gewarnt, in den andem Fehler zu verfallen, namlich die Vorziige 
des Maschinenrechnens gegeniiber dem logarithmischen zu iiberschatzen, wenig
stens solange die eigentlichen Multiplikationsmaschinen (s. Nr.18 u. 53) nicht 
weiter ausgebildet und leichter zuganglich sind. O. V. Boys, The Nature 64 
(1901), p. 268, verlangt allgemein, mit Logarithmen oder mit der Maschine zu 
rechnen, je nachdem die erste oder zweite der obigen Formen vorliegt bezw. 
leichter herzustellen ist, jedoch konnen die Verhaltnisse gerade umgekehrt 
liegen, als es bei oberflachlicher Betrachtllng den Anschein hat; vgl. Hoiiel, 
Arch. Math. Phys. 3 (1872), p. 377. 

632) S. z. B. "Liiroth", p. 66. 
633) In der Astronomie Cwo Jahrhunderte zuriick zu verfolgen) und Geo

dasie langst allgemein iiblich (bei haufig wiederkehrenden Rechnungen als Vor
druck). Viele Beispiele und praktische Winke in W. Jordan, Handbuch der 
Vermessungskunde, 2, 5. Aufi. Stuttgart 1897 (p. 244 allgemeine Bemerkungen 
iiber Rechenformulare), ferner in Hammer's Lehrbuch der Trigonometrie (s. be
sonders p. 550, Anm. 9, 10); vgl. noch "Liiroth", p. 3, § 4. Die Verwendung 
cines Papierstreifens bei wiederholt zu addierenden Zahlen (vgl. Hammer p. 562, 
Anm. 80, "Liiroth" p. 6 unten) z. B. schon von Sang US), p. XIX empfohlen. 

Nachtrage. 

p. 941, Anm. 5 und p. 942, Anm. 7. J. B. J. Fourier, Analyse des equa
tions determinees, ist unter dem 'ritel "Auflosung der bestimmten Gleichungen" 
ins Deutsche iibersetzt und mit Anmerkungen herausgegeben von A. Loewy, 
Ostwald's Klassiker, Nr. 127, Leipzig 1902. Es handelt sich um p. 182 unten und 
p. 180 dieser Ausgabe. 

Zu II, p. 944 if. Uber einige numerische Tafeln anderen Charakters, die 
besonders bei den Astronomen Verwendllng finden, verdankt der Verf. Herm 
H. Burkhardt einige Mitteilungen. G. W. Hill, Amer. J. of math. 6 (1884), p.130 

giebt eine Tabelle der log (!) fiir s = 1, 3, 5, 7, 9 und n = 1, 2, 3, ... , 30. 

Bei H. Gylden, Recueil de Tables (Stockh. Astron. Jaktt. 1 (1880), XII u. 183 pp.) 
finden sich: 

§ 2, p.6 die Binomialkoeffizienten B:;' = (:) bis B:~, 
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Tafel B, p. 101-104 ihre Briggs'schen Logarithmen, 7-stellig, 
Tafel D, p. 108-109 dieselben anders geordnet (vgl. p. 13), 
p. 13 die Briggs'schen Logarithmen der Potenzen von 4 bis 420, 

Tafel A, p. 99/100 die Briggs'schen Logarithmen von n2, 2 n(n + 1), 

(2n + 1) (2n + 2), n-l, n-l(n + 1)-1, n(n + 1)-1, 2~:-1, 
2n-l u. a. {zuletzt (2n+1)(2n-3)} 7stellig bis n 40 

2n 16n(n - 1) - = , 

Tafel C, p. 104-107: log {:n B~~m} bis n = 40, m = 39, 

p. 946, Anm. 29. 
p. 946, Anm. 35. 

gabe, Lund 1898. 

CMio-Schmidt, Zahlenbuch, 2. Auf!. 1898. 
C. A. Muller, Multiplikationstabellen, schwedische Aus-

p. 947, Anm. 38. Riem, Rechentabellen, 2. Auf!. Miinchen 1901 (auch fran
zosische Ausgabe mit dem Titel: Tables de Multiplication ... , 2" ed. Paris 1901). 

p. 969, Anm. 145. S. auch die Kritik der "Brunsviga" von H. Sossna, Zeitschr. 
Vermessungsw. 30 (1901), p. 636. 

p. 984, Anm. 216. Uber die Oughtred'sche Regel fiir abgekiirzte Multipli
kation giebt eingehendere Auskunft A. Loewy in einer demnachst erscheinenden 
Note, Archiv Math. Phys. (3) 3. Hiernach findet sich diese Regel im ersten 
Kapitel von Oughtred's Clavis mathematicae, Londini 1631 (das Werk Artis 
analyticae praxis ist nicht von Oughtred, sondern von Th. Harriot). Aus den 
von Loewy mitgeteilten Beispielen geht hervor, dass Oughtred die geordnete 
Multiplikation (Nr. 1) nicht anwandte. 

p.987, Anm. 231. S. noch F. Lefort, Nouv. ann. (2) 6 (1867), p. 308. 
p.992, Anm. 263. Von Rex, Fiinfstellige Logarithmentafeln, giebt es auch 

eine franzosische Ausgabe. 
p. 993, Anm. 272. Neperus, Mirifici logarithmorum canonis constructio, 

ed. Lugduni 1620, ist in phototypischer Reproduktion erschienen, Paris 1895. 
p. 996, Anm. 293. Zur Berechnung 9-stelliger Logarithmen s. auch S. Gun

delfinger, J. f. Math. 124 (1902), p. 91. 
p. 1013, Anm. 377. Zur graphischen Lasung kubischer GIeichungen mittelst 

einer festen Parabel und eines Kreises s. noch J. Solin, Prag. Ber. 1876, p. 6 
(vollstandige kubische Gleichungen, Verfahren aus dem von LiZl abgeleitet); zu 
derjenigen mittelst der geraden Linie und einer festen Kurve 3. Ordnung, ins
besondere einer Cissoide: F1-. London, Zeitschr. Math. Phys. 41 (1896), p. 147; 
ferner zur mechanisch-graphischen Losung der kubischen und biquadratischen 
Gleichungen C. Bartl, Arch. Math. Phys. (2) 1 (1884), p. 1 (neben Lineal und 
Zirkel wird ein beweglicher rechter Winkel, ein "Axenkreuz" auf durchsichtigem 
Stoff, als Zeichenwerkzeug beniitzt). 

p. 1024. Unter den Monographieen zur Lehre von den graphischen 1'afeln 
ist noch zu nennen H. FurZe, RechenbUitter, Progr. 9. Realsch. Berlin 1902 
("Rechenblatt" = graphische Tafel). 

p. 1025, Anm. 412. Neuerdings hat Fr. Schilling fur graphische Tafel den 
Ausdruck "Nomogramm" vorgeschlagen, der bereits von M. d'Ocagne (s. Par. 
Bull. soc. math. (2) 26 (1902), p. 68) in Gebrauch genommen worden ist. 

p. 1025, Anm. 415. fiber das Instrument von Metius s. auch S. Haller, 
Biblioth. math. (2) 13 (1899). p. 71. 

p. 1029, Anm. 433. Durch raumliche Betrachtungen zeigt Massau 441), p. 143, 
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me mit Hulfe derselben Tafel und eines beweglichen rechten Winkels biquadra
tische Gleichungen, in denen die dritte Potenz der Unbekannten fehlt, gelost 
werden konnen. 

p. 1032, Anm. 437. Samuelli zeigt a. a. O. p. 93, 95 auch die Losung 
kubischer Gleichungen mit Hulfe des "rettangolo calcolatore". 

p. 1034, Anm. 448. S. auch "d'Ocagne", p. 460 if. (Darstellung quadra
tischer Gleichungen durch Scharen von Geraden und Kreisen). 

p. 1040, Anm. 476. Wie eine beliebige Gleichung II (x, y, z) = 0 nahe
rungsweise auf die Form t;. (z) !p(x) + f! (z)1Jl(y) = fs (z) gebracht und damit der 
Methode der fiuchtrechten Punkte zuganglich gemacht werden kann, zeigt 
A. Lafay, Genie civil 40 (1901-1902), p.298. In Betreif der durch drei pro
jektive Skalen darstellbaren Gleichungen s. noch d' Ocagne, Par. Bull. soc. math. 
(2) 26 (1902), p. 71-74. 

p. 1042, Schluss von Anm. 483. Zwei weitere Beispiele fUr die Anwendung 
der Methode der fiuchtrechten Punkte bei empirischen Funktionen findet man in 
"Soreau", p. 493 und 499. 

p. 1043, Anm. 487. Den wesentlichen Unterschied zwischen verdichteten 
und nicht-verdichteten mehrfach kotierten Elementen hat d'Ocagne scharfer her
vorgehoben, Par. Bull. soc. math. (2) 24 (1900), p. 288:1f. 

p. 1055, Nr. 50. Die im Text wiedergegebene, allgemein verbreitete An
sicht, dass der Laufer beim Rechenschieber von Mannheim herruhre, lasst sich 
nicht halten. Mouzin hat davon 1837, a. a. O. (s. die Litteratur auf p. 1053) 
p. 109, eine deutliche Beschreibung gegeben und als einem Zusatz gesprochen, der 
manchmal angewendet werde. 

p. 1059. (Rechenschieber mit gebrochenen Skalen von Evet·ett u. s. w.): 
E. Leder will, D. R. P. Nr. 104927 von 1897, die Stucke der Skala strahlen
fOrmig anordnen, wobei eine bewegliche Skala sich um den Mittelpunkt drehen 
und ausziehen lassen solI. 

p. 1061, Anm. 563. Rechenschieber fur be80ndere Zwecke finden sich auch 
in den Katalogen der Firmen DenneTt & Pape-Altona, und A. Nestler-Labr (Baden). 

Druckfehler: 

p. 972, Z. 11 von unten. Lies 1898 statt 1889. 

(Abge8chlossen im Juni 1902.) 
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J. OZanam, Recreations mathematiques et physiques, Paris 1694. 
Guyot, Recreations physiques et mathematiques, Paris 1769. Deutsche Ubers. 

Augsburg 1772. 
E. Lucas, Recreations mathematiques 1-4, Paris 1882-1894; 2. Auf!.. von 1 

und 2 1891 reap. 1896. [Recr.] (Die Citate beziehen sich stets auf die 2. Aufi. 
von 1 und 2.) 

W. W. Rouse Ball, Mathematical Recreations and Problems, London, 1. u. 2. Aufi. 
1893; 3. Aufi. 1896. Franz. Ubers. v. J. Fitz-Patrick, Paris 1898. 

E. Lucas, L'arithmetique amusante, Paris 1895. 
H. Schubert, Zwolf Geduldspiele, Berlin 1895. 
H. Schubert, Mathematische Mussestunden, Leipzig 1898; 2. Auf!.. 1-3 1900. 
W. Ahrens, Mathematische Unterhaltungen und Spiele, Leipzig 1901. [Unterh.] 
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H. C. v. Warnsdor{, Des Rosselsprungs einfachste und allgemeinste Losung, 
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T. Ciccolini, Del cavallo degli Scacchi, Paris 1836. 
Edm. Slyoons (Pseudon. fiir Edm. Solvyns), Application de I'analyse aUK sauts 

du cavalier du jeu des echecs, Briissel 1856. 
C. F. v. Jaenisch, TraiM des applications de l'analyse mathematique au jeu des 

echecs 1-3, Petersburg 1862/63. [Traite.] 
L. Gros (anonym "un clerc de notaire Lyonnais"), Theorie du baguenodier, 

Lyon 1872. 
P. Busscoop, Recherches sur Ie jeu du solitaire, herausgeg. v. J. BU8schop, 

Briigge 1879. 
E.-M.Laquwre, Geometrie de l'echiquier, Paris 1880 (S.-A. aua Par. Bull. soc. math. 

de France 8). 
Paul de Hijo (pseud. des Abbe Jolivald), Le probleme du cavalier des echecs, 

Met~ 1882. 
E. Lucas, Jeux scientifiques etc., 6 Broschiiren, Paris 1889. 
A. Pein, Aufstellung von n Koniginnen auf einem Schachbrette von n l Feldern etc. 

(von n = 4 bis n = 10), Leipzig 1889 (zugl. Beil. Progr. Bochum Realsch.). 
Weitere Litteraturangaben bei Lucas, Recr. 1 und Ahrens, Unterh.; ferner, 

soweit das Schachspiel in Betracht kommt, bei A. v. d. Linde, Gesch. u. Litt. 
des Schachspiels 1-2, Berlin 1874. 

1. lIrIathematische Fragen des praktischen Schachspiels. Die 
verschiedenen Ansatze, auf mathematischem Wege fiir jede Position 
im Schachspiel den absolut besten Zug zu ermitteln und damit also 
in letzter Instanz festzustellen, ob der Anziehende oder der Nach
ziehende stets den Sieg oder aber das "Remis" erzwingen kann, sind 
als misslungen zu bezeichnen; nichts weniger als einwandsfrei sind 
auch die Untersuchungen iiber den relativen Wert der verschiedenen 
Figuren des Spiels 1). - Sonstige mathematische Fragen, zu denen das 
praktische Schachspiel Veranlassung gegeben hat, sind: 1) die Be
wertung der Turnierleistungen nicht nach der blossen Zahl der ge
wonnenen, unentschiedenen und verlorenen Partien, sondern nach deren 
Qualitaten, welche wieder nach den auf Grund des Turnierausfalls zu 
ermittelnden Spielstarken der Teilnehmer zu berechnen sind 2); 2) die 
Paarung der Turnierteilnehmer S) so, dass jeder mit jedem anderen 

1) Z. B. die umfangreichen Untersuchungen von Jaenisch, TraiM 3. 
2) Den richtigen mathematischen Ansatz des noch uneriedigten Problems gab 

E. Landau, Deutsches W ochenschach 11 (1895), p. 366. Die zahlreichen sonstigen 
Ausfiihrungen hieriiber, insbes. in Schachblattem deutscher und englisc4er Zunge 
(Deutsche Schachz., Wiener Schachz., Wochenschach, Brit. Chess. Magaz., Intern. 
Chess Magaz.) bewegen sich fast ausnahmslos in einem circulus vitiosus (s. dariiber 
E. Landau 1. c. und W. Ahrens, Wiener Schachz. 4 (1901), p. 181). 

3) S. R. Schurig, Deutsche Schachz. 41 (1886), p. 134; 49 (1894), p. 33; 
W. Ahrens, Deutsche Schachz. 55 (1900), p. 98, 130 und 227. Beziiglich der 
analogen Paarung fur ein Spiel zu dreien, etwa das Skatspiel, sei hier auf das 
bekannte Kirkman'ache Problem (I A 2, Nr. 10) verwieaen. 
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je eine Partie spielt und dabei jeder Teilnehmer nach Moglichkeit 
nicht nul' gleich oft "Anzug" und "Nachzug" erhalt, sondern dies wo
moglich auch stets von einer Partie zur anderen fiir ihn abwechselt4). 

Unter den verschiedenen fiir die Schachbrettfelder gebrauchlichen 
Notationen verdient hier die zuerst von Vandermonde 5) angewandte 
sogenannte "arithmetische" erwahnt zu werden, welche unter 47 z. B. 
das Feld del' 4ten Vertikalen (von links ab) und del' 7ten Horizontalen 
(von unten ab) versteht; die noch jetzt in Deutschland, Osterreich, 
Russland etc. gebrauchliche Bezeichnungsweise setzt an die Stelle der 
ersten Ziffer die Buchstaben a - h; in Frankreich, England und 
Amerika herrscht noch immer die sogenannte "beschreibende" Notation. 

2. Achtdamenproblem. Dieses zuerst fiir den Spezialfall des 
gewohnlichen 64-feldrigen Schachbretts in der Berliner Schachzeit. 3 
(1848), p. 363 gestellte und fiir dies en Fall zuerst von Nauck 6) ge
lOste Problem verlangt, n Figuren von del' Gangart einer Konigin 
(Dame) so auf einem Brett von n2 Feldel'll aufzustellen, dass keine 
die andere angreift, d. h. dass weder zwei Figuren derselben Zeile 
odeI' Kolonne angehoren ("Turmangriff"), noch auf derselben zu einer 
del' Diagonalen parallelen, schragen Linie liegen ("Lauferangriff"). 
Kanonische Formen von Losungen fur beliebiges n gaben an E. Pauls 7), 
J. Franel 8) und fUr gewisse FaIle E. Lucas 9). Wenn auch hiermit die 
Existenz von Losungen fur n> 3 gesichert ist, so existiert ein allgemeines 
Verfahren zu einer erschopfenden Angabe derselben bisher keineswegs. 
Man hat bislang nul' die Losungen fiir n = 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 
bestimmt 9a), und die zu ihrer Auffindung benutzten Methoden kommen 
mehr odeI' weniger auf "planmassiges Tatonnieren" (Ga~~ss, Brief vom 

4) Von diesen beiden Nebenbedingungen ist nur die erste und diese voll
kommen auch nur bei ungerader Teilnehmerzahl erfiillbar, wahrend beziiglich 
der zweiten nur die Forderung nach einer Minimalzahl von Ausnahmefallen er
hoben werden kannj 8. Ahrens (Fussn. 3), p. 227. 

5) Oh. A. Vandermonde, Paris, Rist. 1771, p. 566. 
6) Nauck, Illustrierte Zeitung 21/9. 1850j s. auch Briefwechsel zwischen 

C. F. Gauss und H. C. Schumacher, herausgeg. von C. F. Peters, 6 (1850), p. 106 
bis 121; G. Bellavitis, Atti dell' Istituto Veneto 6 (1861), p. 134; Losungen von 
Th. Parmentier und De la NOif in Revue scientifique 1880, p. 948; A. Pein (s. Litt.
Vel'z.). 

7) E. Pauls, Deutsche Schachz. 29 (1874), p. 129 und 257. 
8) J. Franel, Intermed. des mathem. 1 (1894), p. 140. 
9) E. LUcas, Reel'. 1, p. 84 und 232. 
9a) Piir n = 4 bis n = 10 s. Pein, 1. e. oder Ahrens, Unterh. Pur n = 11 

s. T. B. Sprague, Edinb. Math. Soc. Proc. 17 (1899), p. 43. Fiir n = 12 giebt es 
1765 noch nicht publizierte verschiedene Losungen (briefl. Mitt. des Herm Dr. 
A. Kopfermann-Berlin). 
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27./9. 1850) hinaus, indem unter allen (:2) Stellungen der n Figuren 

entweder aIle diejenigen, welche einen Turmangriff, oder aber alle 
diejenigen, welche einen Lauferangriff aufweisen, von vomeherein 
durch eine entsprechende Notation der Brettfelder ausgeschieden und 
dann unter den ubrigen auch noch diejenigen ausgemerzt werden, 
welche nicht auch zugleich del' anderen Bedingung genugen. Rin den 
Turmangriff von vorneherein durch entsprechende Anordnung aus
schliessendes Verfahren rtihrt von C. Jr: Gauss 10) her, ein analoges 
bezuglich des Lauferangriffs von S. Gunther 11) , welch' letzteres Ver
fahren eine gewisse, jedoch nur ausserliche Ahnlichkeit mit dem fur 
Entwickelung einer Determinante zeigt. Bezltglich der Anzahl del' 
Losungen ist femer zu bemerken, dass bisher erst fitr 2 resp. 3 Damen 
auf n2 Feldern die Anzahl del' Stellungen ohne gegenseitigen Angriff 
bestimmt ist 12). - Wiihrend im allgemeinen aus jeder Losung sieben 
weitere durch Drehungen und Spiegelungen hervorgehen 13), verdienen 
besonderes Interesse diejenigen, welche schon nach Drehung um 7t 

in sich itbergehen ("einfach-symmetrische") und daher nm drei weitere 
Losungen liefem, sowie diejenigen, welche bei Drehungen stets in 
sich ubergehen G,doppelt-symmetrische") und daher nur eine weitere 
Losung durch Spiegelung liefern. Bei den letzteren ordnen sich die 
besetzten Felder zu Quadrupeln an; sie bedingen daher: n _ 0 mod 4 
resp. n 1 mod 4 (mit besetztem Mittelfeld), existieren abel' fur 
n = 8, 9 nicht und bedurfen fur grosseres n jedenfalls noch eines 
Existenzbeweises. Man erhalt aus einer doppelt-symmetrischen Losung 
eine neue Losung nicht nul' durch Spiegelung del' ganzen Konfigura
tion, sondern auch stets durch Spiegelung eines oder belie big vieleI' 
Quadrupel fUr sich 14). - Eine Ubertragung des Problems auf den 
Raum scheint kein Interesse zu bieten 15). 

10) S. Fussn. 6, Brief v. 27';9. 1850. 
11) S. Giinther, Archiv Math. Phys. 56 (1874), p. 281; vervollkommnet durch 

Glaisher, Phil. Mag. 48 (1874), p. 457. - Man vgl. auch J. Pm'ott, Bull. soc. math. 
de France 11 (1883), p. 173, wo fUr das entsprechende Lauferproblem, d. h. Auf
steHung von Laufern ohne gegenseitigen Angriff, gewisse Anzahlen von Losungen 
mittelst einer Rekursionsformel bestimmt sind. 

12) Fur 2 Damen s. W. Mantel, Assoc. fran9. pour l'avanc. des sciences 12 
(Rouen 1883), p. 171; fUr 3 Damen s. E. Landau, Naturw. Wochenschr.ll (1896), 
p.367. 

13) Eine elegante Darstellung der acht zusammengehOrigen Stellungen in 
einer von der Vandermonde'schen abweichenden Feldernotation gab C. F. Gauss, 
1. c. p. 121. 

14) Ahrens, Unterh., p. 137. 
15) Ahrens, Unterh., p. 127. 
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Ein Gegenstuck zu dem obigen Problem bildet die Aufgabe, eine 
Minimalzahl von Damen so auf einem Brett aufzusteIlen, dass aIle 
n2 Felder desselben beherrscht sind. Dabei gilt entweder ein von 
einer Dame besetztes Feld auch eo ipso als beherrscht oder aber 
nicht, d. h. im letzteren Falle wird gegenseitiger Angriff der Damen 
verlangt 16); im ersteren FaIle wird eventuell die weitere Bedingung 
des Verbots gegenseitigen Angriffs 17) gestellt. Die Minimalzahl ist nicht 
immer dieselbe fur die verschiedenen Formen der Aufgabe; so sind 
fUr n = 6 bei Angriffsverbot sowohl wie bei Angriffsforderung 4 
Damen erforderlich, wahrend ohne diese Bedingungen schon 3 ge
nugen. Die Untersuchungen sind nicht uber die Bestimmung der 
Losungen fiir spezieIle FaIle hinausgekommen, wovon erwahnt sei, 
dass es fiir das gewohnliche Schachbrett 91·8 Stellungen bei An
griffsverbot 18), 34·8 + 22·4 bei Angriffsforderung und 577·8 + 61·4 
ohne Nebenbedingungen 19) giebt. 

3. Rosselsprung. Dieses hliufig nach L. Euler benannte, jedoch 
schon lange vor ihm bekannte20) Problem verlangt, mit dem Springer 
aIle Felder eines quadratischen oder sonstwie geformten Brettes hinter 
einander je einmal zu passieren. Eine solche Bahn heisst ein "Rossel
sprung" und zwar ein "geschlossener", wenn das erste und letzte Feld 
nur durch einen Springerzug getrennt sind, anderenfalls ein "offener" 
oder "ungeschlossener". Fiir ein quadratisches Brett von n2 Feldern 
giebt es fiir n> 4 stets einen Rosselsprung 21), jedoch ist derselbe 
mit Riicksicht darauf, dass der Springer bei jedem Zuge die Farbe 
des Feldes wechselt 22), bei unger adem n stets offen. Fiir die Bildung 
von Rosselspriingen sind zahlreiche Methoden angegeben: Euler 
(s. Fussn. 21) fuUt die Felder zunachst soweit, wie dies bei beliebigem 

16) M. Lange, Schachz. 18 (1863), p. 206. 
17) E. Pauls, Deutsche Schachz. 29 (1874), p. 266. 
18) S. Jaenisch, TraiM 3, p. 255. 
19) Briefliche Mitteilungen des Herrn Prof. K. v. Szily-Budapest (noch un

publiziert). 
20) S. A. v. d. Linde, Gesch. u. Litt. des Schachspiels 1, p.294; 2, p. 101 ff., 

Berlin 1874. 
21) tJber die Unmoglichkeit eines Rosselsprungs fUr n < 4, Bowie iibel' die 

Existenz von Rosselsprt"ingen auf rechteckigen Brettern B. L-:iJ:uler, Berlin, Rist. 
15 (1759), p. 310, woselbst auch einige Rosselspriinge fiir andersgeformte (kreuz
formige) Bretter angegeben sind. 

22) Mit Untersuchungen iiber die Springerbewegung im allgemeinen be
schaftigt sich Jaenisch, Traite 1, dieselben sind in vereinfachter Form reproduziert 
und erweitert von W. Ahrens, Schachz. 56 (1901), p. 284; 57 (1902), p. 124, 
155, 196; s. auch O. Jordan, Palermo, Rend. eire. matern. 2 (1888), p. 59. 
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Forlschreiten moglich ist, und sucht die dann noch unpassierten 
Felder successive anzugliedern durch passende Umformung der ·bereits 
zuruckgelegten Wanderung; Warnsdor(23) gab die praktisch jeden
falls sehr brauchbare, wenn auch nicht unbedingt richtige 24) Regel, 
bei jedem Zuge den Springer auf dasjenige Feld zu setzen, von 
welchem unter den zur Wahl stehenden am wenigsten Springerzilge 
nach anderen, noch unbesetzten Feldern moglich seien, wobei bei mehreren 
Feldern mit gleichen Minimalzahlen die Wahl beliebig sei; Vander
monde 25) setzte Rosselspriinge aus 4 auseinander durch Drehungen 
hervorgehenden Ketten von je 16 Feldern zusammen; Oiccoli12i 26) ver
einigt zunachst die Felder jedes der 4 Quadranten des gewohnlichen 
Schachbretts zu 4 Quadrupeln, von denen 2 Rhomben, 2 Quadrate 
bilden, schliesst dann je 4 gleichgelegene Quadrupel der verschiedenen 
Quadranten zu einer Kette zusammen und bildet dann mit diesen vier 
Ketten den schliesslichen Rosselsprung; die von R. Moon 27) und 
H. Dela12noy 28) filr ein beliebiges Quadrat verallgemeinerte Methode 
Oollini's 29) teilt das Brett in ein inneres Quadrat von resp. 1,4,9, 16 
Feldern und konzentrisch urn dasselbe herumliegende Rander von 
Zweifelderbreite; Frost 30) bildet gleichfalls fur jedes quadratische 
Brett Rosselspriinge, indem er von n zu 12 + 4 fortschreitet dadurch, 
dass er ein hufeisenformig gebogenes Brett an zwei Seiten des ur
sprilnglichen ansetzt, wo bei der Rosselsprung des angesetzten Gebietes 
sich wieder aus gewissen elementaren Diagrammen zusammensetzt. 
Die von Volpicelli 31) und Minding 32) unternommenen Versuche zu 
einer arithmetischen Behandlung des Problems mit dem Ziel, aIle ilber-

23) H. C. v. Warnsdorf (s. Litt.-Verz.)j s. auch v. dems. Schachz. 13 (1858), 
p. 489, Bowie O. Wenzelides, Schachz. 4 (1849), p. 48. 

24) S. Jaenisch, TraiM 2, p. 277 ft. 
25) Oh. A. Vandermonde, Paris, Rist. 1771, p. 566. 
26) T. Ciccolini (s. Litt.-Verz.)j s. auch Thomas de Lavemede, Nimes, Rist. 

de l'acad. du Gard 1838/39, p. 151; P. M. Roget (Physiolog), Phil. Mag. 16 (1840), 
p. 305; Th. Clausen, Arch. Math. Phys. 21 (1853), p. 91; C. de Polignac, Paris, 
C. R. 52 (1861), p. 840 und Par. Bull. soc. math. de France 9 (1881), p. 17; Laquiere, 
Par. Bull. soc. math. de France 8 (1880), p. 82 lind 132. 

27) R. Moon, Cambridge Math. J. 3 (1843), p. 233. 
28) S. E. Lucas, "L'arithmetique amusante", Paris 1895, p. 254, sowie 

F1·olow, "Les carres magiques", Paris 1886. 
29) C. A. Collini (s. Litt.-Verz.). 
30) A. H. Frost, Quart. J. Math. 14 (1877), p. 123. 
31) P. Volpicelli, Paris, C. R. 31 (1850), p. 314; 74 (1872), p. 1099; Rom, 

Lincei Atti 25 (1872), p. 87 und 364 j 26 (1873), p. 49 und 241. 
32) F. Minding, Petersburg, Bull. 6, abgedr. in J. f. Math. 44 (1852), p.73 

u. (in engl. "Obers.) Cambro and DubJ. Math. J. 7 (1852), p. 147. 
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haupt auf dem betreft'enden Brett moglichen Rosselspriinge zu finden, 
beruhen nur auf einem systematischen Registrieren aller Springer
wanderungen iiberhaupt und sind praktisch werllos wegen del' "Rech
nungen von wahrhaft unermesslicher Lange" (Minding,!. c.). Dabei 
stiitzt sich Volpicelli auf die Gleichung des Springerzuges (x - Xl? 
+ (y - '111)2 = 5 (x, y und Xl' Yl die Koordinaten der beiden Felder 
des Springerzugs), wahrend Minding das Feld a b . durch a:z '!I be
zeichnet und nun die Gesamtheit der von hier aus durch einen Springer
zug erreichbaren Felder durch den Ausdruck U· a:zyb erhiilt, wo 

U = (x + ~) (y2 + :1) + (X2 + ;.) (y + ~) ist. - Nicht einmal die 

Anzahl aller auf dem gewohnlichen Schachbrett moglichen Rosselspriinge 
ist bisher bekannt 32a), dagegen bestimmte O. Flye St.-Marie 33) diese 
Zahl fur das halbe Schachbrett, d. h. das rechteckige Brett von 4 X 8 
Feldern, woraufhin Laquiere 84) fur das gewohnliche Brett die Anzahl 
aUer geschlossenen "zweiteiligen", d. h. beide Hiilften des Bretts nach 
einander durchlaufenden Rosselspriinge zu 31054144 bestimmte. -
Besondere Beachtung haben diejenigen Rosselsprunge gefunden, welche 
bei Numerierung der Felder nach der Reihenfolge der Durchwanderung 
in allen Zeilen und Kolonnen die gleiche Summe (260) aufweisen 35) 
("magische" 86) Rosselspriinge). 

4:. Nonnen- oder Einsiedler-(Solita.r-)spiel. Das Spiel, tiber dessen 
Ursprung Sicheres nicht bekannt ist, besteht aus einem Brett mit 
Lochern (Feldern) - 33 bei der in Deutschland tiblichen Form in 
der Anordnung der Fig. 1 -, durch welche Holzpflocke hindurch
gesteckt werden konnen. Die einzige Spielregel besteht darin, dass 

32") V gl. hier P. Pitting, Zeitschr. Math. Phys. 45 (1900), p. 137; Archiv 
Math. Phys. (3) 3 (1902), p. 136. 

33) C. Plye St.-Marie, Par. Bull. soc. math. de France I) (1876/77), p. 144. 
34) E.-M. LatJ.uiilre, Par. Bull. soc. math. de France 9 (1881), p. 11. 
35) W. Beverley, Phil. Mag. (3) 23 (1848), p. 101 gab den ersten un

geschlossenen, C. Wenzelides, Schachz. 4 (1849), p. 41; 5 (1850), p. 212 und 230; 
6 (1851), p. 286 die ersten geschlossenen Rosselspriinge dieser Art. 

36) Statt dieser Bezeichnung gebraucht man fiir sie auch die Benennung 
"semi-magische" Rosselspriinge, da sie hinter den magis chen Quadraten (s. I C 1, 
Nr.12) insofern zUriickstehen, als die Diagonalen bei ihnen nicht jene konstante 
Zi:lfernsumme aufweisen, ein Ausfall, der anscheinend unvermeidlich ist. - Eine 
sorgf'ltltige Zusammenstellung aIler bisher bekannten magischen Rosselspriinge 
gab Th. Parmentier in Spezialpublikationen der Assoc. fran9. pour l'avanc. des 
sciences, Congres de Marseille (1891), Pau (1892) et Caen (1894) (im Buchh. 
nicht erhiiltlich). Zu den dort abgebildeten 110 magischen Rosselspriingen ist 
bis 1901 nur noch einer hinzugekommen (briefi. Mitteil. des Herrn General Par
mentier). 
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ein PHock uber einen 31) benachbarlen derselben Zeile oder Kolonne 
hinweg in ein leeres Loch setzt, wobei der ubersprungene PHock ent
femt wird. Die Aufgabe des Spiels ist allgemein, eine yorgeschriebene 
Anfangsstellung mit m besetzten Lochern iiberzufiihren in eine Yor
geschriebene Endstellung mit n besetzten Lochern (n < m), natiirlich 
in m - n "Zugen" 88). Insbesondere wird gewohnlich gefordert, yon 
dem yollbesetzten Brett mit nur einem vorgeschriebenen leeren Feld, 
dem "Anfangsfeld", alIe PHocke successive zu entfemen bis auf einen, der 
in einem bestimmten Feld, dem "Schlussfeld", zuruckbleiben solI. Fur 
diese letztere Aufgabe untersuchte M. Reiss 39) die Frage der Losbar
keit fiir alle moglichen Kombinationen von Anfangs- und Schlussfeld 
und stellte zunachst die notwendigen Bedingungen fest, indem er die 
Losung durch verschiedene Konzessionen erleichterte, u. a. z. B. durch 
die Annahme eines unbegrenzten Brettes, und nun nachwies, dass 
auch bei dieser erweiterten Spielregel gewisse Falle unlOsbar sind, 
yon denen dies dann bei der beschrankteren Spielregel a fortiori gilt. 
Ais notwendige Bedingung fur die Losbarkeit ergiebt sich fUr das 
Brett von 33 Lochern die, dass es moglich sein muss, von dem An
fangsfeld zu dem Schlussfeld zu gelangen durch successives Uber
springen yon je zwei Feldern derselben Zeile 
oder Kolonne. Dass diese Bedingung hier auch 
hinreichend ist, zeigte Reiss durch thatsachliche 
Angabe der betreft'enden Losungen. Wahrend • 
also auf dem abgebildeten Brett jedes Feld • 
Anfangsfeld sein darf, gestattet die analoge • 
Aufgabe auf dem in Frankreich ublichen Spiel-
brett nur 16 der 37 Felder als Anfangsfelder; 
auf einem dane ben noch yorkommenden Brett 
yon 41 Feldern sind sogar nur 12 Felder als 
Anfangsfelder brauchbar. 

Fig. 1. 

5. Boss-Puzzle oder Fiinfzehnerspiel. Das Spiel, welches die 
Erfindung eines taubstummen Amerikaners (1878) sein so1l40), verlangt, 

37) Untersuchungen liber ein Solitarspiel nter Ordnung, d. h. ein 801ches, 
bei dem immer fiber je n Felder hinweggesetzt wird, findet man bei Hermary, 
Assoc. franl(. pour l'avanc. des sciences 8 (Montpellier 1879), p. 284. 

38) Zahlreiche spezielle Aufgaben behandelt P. Busschop (s. Litt.-Verz.). -
G. Leibniz (Brief an P. R. de Montmort vom 17./1. 1716) kehrte Regel und Aufgabe 
des Spiels um unter Vertauschung der Begriffe "leeres Fe1d" und "besetztes Feld". 

39) M. Reiss, J. f. Math. 64 (1867), p. 344. Die Reiss'schen Untersuchungen 
wurden wesentlich vereinfacht durch Hermary (Fussn. 37). 

40) Nach Angabe von J. J. Sylvester, s. Lucas, Recr. 1, p. 189. 
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15 in beliebiger Ordnung in einem quadratischen Kasten - mit einem 
leeren Felde rechts unten - liegende numerierte Steine durch Schieben 
in die "normale", durch die Nummern indizierte Stellung zu bringen. 
Die Zahl der Inversionen der Steine in der anfanglichen Stellung im 
Vergleich zu der normalen giebt offenbar die Entscheidung iiber die 
Moglichkeit oder Unmoglichkeit einer solchen Aufgabe, indem bei 
gerader Inversionenzahl die normale Stellung, bei ungerader nur deren 
Spiegelbild erreichbar ist41). Da aile Ziige reversibel sind, erledigt 
sich hiermit auch die Frage der Uberfiihrbarkeit zweier beliebiger Stel
lungen in einander. In dem Spielkasten diirfen gewisse Schranken 
zwischen den Feldern aufgefiihrt werden, ohne dass dadurch die Los
barkeitsbedingungen irgendwie modifiziert wiirden 42). Auch kom
pliziertere, selbst mehrfach zusammenhangende Spielbretter sind neb en 
den quadratischen und rechteckigen von Hermary betrachtet 43). 

6. Josephsspiel. Eine legendenhafte Erzahlung aus dem Leben 
des jiidischen Historikers Flavius Josephus hat zu einer Unterhaltung 
den Anlass gegeben, die bald, wie bei Bier. Oardan44), unter dem Namen 
"ludus Joseph" vorkommt, bald in unwesentlich veriinderter Einkleidung 
als "Problem der 15 Christen und der 15 Tiirken" bezeichnet wird (5). 
Die Fragestellung ist die folgende: 

"Eine Anzahl n von Punkten ist der Reihe nach mit den Zahlen 
1 bis n bezeichnet. Man ziihlt nun, bei 1 anfangend und iiber n 
hinaus cyklisch bei 1 fortfahrend, fortgesetzt bis d und scheidet jeden 
Punkt von der weiteren Abziihlung aus, auf den einmal die Zahl d 
gefallen ist(6). Welches ist die Nummer v des Punktes, der als der 

41) W. Johnson, Amer. J. of math. 2 (1879), p. 397; W. E. Story, ibid., 
p. 399; P. G. Tait, Edinb. Roy. Soc. Proc. 10 (1880), p. 664; s. auch O. J. MaZmsten, 
Goteborg Handl. 1882, p. 75. 

42) Beziiglich der Maximalanzahl dieser Schranken fiir ein rechteckiges 
Spielbrett s . .Aiwens, Unterh., p. 864. 

43) S. Lucas, Recr. 1, p. 213. 
44) Practica Arithmeticae generalis 9 (Mediol. 1539), p. 117-128. Nach 

M.Oantor, Gesch. der Mathem.2 (AuH. 1), p. 332 findet sich das Spiel zuerst bei 
Chuquet, 1484. Beziiglich weiterer historischer Angaben s. M. Oantor, 1. c. 2, p. 460, 
700,701,770; 3, p. 14; M.Ourtze, Bibl. mathem. (2) 8 (1894), p. 116; 9 (1895), 
p. 34; Zeitschr. Math. Phys. Supplementheft 40 (1895), p.112; M. Steinschneider, 
Zeitschr. Math. Phys. Supplementheft 25 (1880), p. 123; Ahrens, Unterh., p. 286. 

46) Das Prinzip der Aufgabe findet man auch bei anderen Unterhaltungs
spielen, so z. B. in seiner einfachsten Form bei einem 1887 durch deutsches 
Reichspatent Nr. 43927 geschiitzten Spiel. 

46) Uber den Fall, dass nicht jedesmal gleichmassig bis d, sondern etwa 
zuerst bis dl , dann bis dt etc. gezahlt wird, s. E. Busche, Math. Ann. 47 (1896), p. 107. 
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ete ausgeschieden wird? 
< n und positiv." 

Dabei kann 0 < d ;: n sein; e ist natiirlich 

Fiir die Funktion v(n, e, d) ergiebt sich die Rekursionsformel 

v(n+l,e+l,d) =v(n,e,d)+d-E(n+l), 
wo E eine positive ganze Zahl > ° und so gross zu nehmen ist, wie 
durch Riicksicht auf ° < v (n + 1, e + 1, d) < n + 1 geboten ist 47). 

Diese induktiv gefundene Formel fiihrte Schubert zu gewissen Reihen, 
welche er ),Oberreihen(/ nannte48). Eine solche Reihe (a, s, q) in der ver
allgemeinerten Fassung Busche's49) ist eine Reihe ganzer Zahlen mit 
dem Anfangsglied a, deren GIieder dadurch bestimmt sind, dass auf 
das Glied t der Reihe stets (t + s) . q folgt, wo bei gebrochenen 
Werten stets die nachst grossere ganze Zahl in die Reihe zu setzen 
ist (a, s, q beliebige reelle Zahlen). Unter Benutzung dieses Begriffs 
ergiebt sich die gesuchte Funktion v (n, e, d) als Uberschuss von 

de + 1 iiber das grosste Glied der Oberreihe (1, n - e, d ~ 1)' das 

noch kleiner als de + 1 ist (9) oder, was dasselbe ist, als Uberschuss 

von dn + 1 iiber das grosste Glied der Oberreihe (d (n-e) + 1, 0, d d 1)' 
das noch kleiner als dn + 1 ist 50). 

7. Wanderungsspiele. Das alteste Spiel dieser Art, das Konigs
berger Briickenspiel Euler's, verlangte, sieben in Konigsberg i. Pro 
iiber die verschiedenen Pregelarme fiihrende Briicken hintereinander je 
einmal zu passieren. Diese und ahnliche Aufgaben erledigen sich 
damit, dass aIle Kreuzungspunkte eines Liniengebildes sich auf einer 
zum Ausgangspunkt zuriickkehrenden Wanderung hintereinander je 
einmal passieren lassen, wenn alle diese Punkte von gerader Ordnung 
sind, d. h. wenn in jedem von ihnen eine gerade Anzahl von Linien 
miindet, wahrend bei 2 s Punkten ungerader Ordnung s verschiedene 
und zwar nicht zu den beziiglichen Ausgangspunkten zuriickfiihrende 

47) H. Schubert, Zwolf Geduldspiele, p. 125. Ein Spezialfall dieser Formel, 
namlich fiir e = n - 1 war - unabhangig von Schubert - von H. Delannoy, 
Interm. des mathem. 2 (1895), p. 120 und Morea~f, ibid. 2 (1895), p. 229 an
gegeben worden. 

48) H. Schubert, Hamburg, Math. Ges. Mitt. 3 (1895), p. 223. Solche Reihen 
finden sich auch in den auf die im Interm. des mathem. gestellten Fragen 32 
und 330 eingegangenen Antworten von E. Cesaro (1. c. 1 (1894), p. 30) und 
J. Franel (1, p. 31; 2 (1895), p. 122). Weiter 8. tiber "Oberreihen" E. Busche, Ham
burg, Math. Ges. Mitt. 3 (1895), p.225; W. Ahrens, Zeitschr. Math. Phys. 40 (1895), 
p. 245. 

49) E. Busche, Math. Ann. 47 (1896), p. 105. 
50) H. Schubert, Zwolf Geduldspiele, p. 129; E. Busche (Fussn. 49). 

Encyklop. d. math. Wi8.ensch. I. 69 
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Wanderungep. erforderlich sind 51). Das dualistisch entsprechende Spiel, 
das Labyrinthspiel, verlangt Durchwanderung alIer Linien eines Linien
gebildes hintereinander 52). 

Von zwei im Jahre 1859 von Hamilton herausgegebenen Spielen 
verlangt das eine, alIe 20 Ecken eines Dodekaeders hintereinander je 
einmal auf Wanderungen ausschliesslich langs der Kanten zu passieren, 
wahrend das zweite, dem ersteren dualistisch entsprechende Spiel diese 
Forderung fur die 20 Flachen des Ikosaeders mittelst Uberschreitens 
der Kanten erhebt. Die Gruppe alIer Drehungen, welche das Ikosaeder 
in sich liberfiihren, ist definiert durch die Gleichungen 53): 

r5 = i'J. = (ri)S = 1. 
Flihrt die Drehung r eine von den drei in einer Ecke zusammen
stossenden Kanten liber in diejenige der beiden anderen, zu der man 
kommt, wenn man sich nach Durchwanderung jener ersten rechts 
halt, so flihrt die Operation 1 = rir jene erste Kante in die links 
gelegene liber. Die Operation rrrlllrlrlrrrlllrlrl wird auf Grund 
der Relation 1 = rir identisch = 1, flihrt also, als Vorschrift flir 
eine Wanderung betrachtet, zum Ausgangspunkt zuriick, jedoch erst, 
nachdem alIe 20 Ecken passiert sind M). Hamilton erschwerle die 
Durchwanderung durch weitere Bedingungen, indem er die ersten wie 
letzten Stationen vorschrieb, wobei z. B. bei vorgeschriebenen sieben 
ersten Stationen eventuell noch zwei verschiedene Wanderungen mog
lich sind Ma); indem er ferner eine Station als unzuganglich ausschloss etc. 

8. Kartenmischen nach Gergonne und nach Monge. Das schon 
von Backet 55) fUr einen speziellen Fall behandelte, von Gergonne 56) 
verallgemeinerte und gewohnlich nach letzterem benannte Spiel be
ruht darauf, dass sich jede positive ganze Zahl < mm in der Form 

m 

~(_l)m-in.mi-l darstellen lasst, wo die n. positive ganze Zahlen 
1 

61) L. Euler, Petro Comm. 8 (1741), p. 128; B. auch Th. Clausen, ABtron. 
Nachr. 21 (1844), Nr. 494, p. 216; O. Hierholzer, Math. Ann. 6 (1873), p. 30; 
J. B. Listing, Gl>tt. Studien 1847, Abt. 1, p. 811. 

62) Vorschriften hierfiir gaben Chr. Wiener, Math. Ann. 6 (1873), p. 29; 
Tremaux bei Lucas, Recr. 1, p. 47; G. Tarry, Nouv. ann. de math. (3) 14 
(1896), p. 187. 

63) W. R. Hamilton, Phil. Mag. (4) 12 (1866), p. 446. 
64) Eine nur in der Form verschiedene Vorschrift gab Hermary, B. Lucas, 

Recr. 2, p. 216. 
64&) Beziiglich Anzahlbestimmungen s. die in FUSSD. 32& erwahnten Arbeiten 

von F. Fitting. 
66) BaChet, Prohl., 2. ed. p. 148 = 4. ed. p. 72. 
66) J. D. Gergonne, Ann. de math. 4 (1818/14), p. 276. 
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> 0 und < m sind: Jemand bestimmt die von einem anderen gedachte 
Karte aus einem Haufen von mm Karlen, indem bei m-maliger systema
tischer Anordnung der mm Karlen in m Haufen von je mm-l jedesmal die 
Nummer ni (bei geradem mist n1 um 1 kleiner als die betr. Haufen
nummer) des die betreffende Karte enthaltenden Haufens ihm angegeben 
wird 51). 

Bei einem von G. Monge 58) angegebenen Spiel wird eine gedachte 
Karle dadurch erraten, dass zunachst ihre Nummer im Haufen an
gegeben und nun durch em iteriertes systematisches Mischen, das der 
Substitution: 

(n + 1- t1)k. [!J), k = 1,2, ... , 2n 

(wegen der eckigen Klammer s. Ie 1, p.556) entspricht, wieder die 
urspriingliche Reihenfolge der Karten hergestellt wird 59). 

9. Baguenaudier. Das zuerst bei Hier. Cardan 60) erwahnte Spiel, 
fiir welches ein deutscher Name nicht zu existieren scheint, besteht aus 
einer an einem Griff angebrachten Spange, auf der eine Anzahl von 
Ringen sitzen; jeder derselben ist durch einen an ihm befestigten 

~» 
Fig. 2. 

Faden, welcher durch das Innere des benachbarten Ringes und zwischen 
den beiden Biigeln der Spange hindurchgeht, mit einer klein en 
Stange a (s. Fig. 2) fest verbunden. Die Aufgabe des Spiels hesteht 
darin, das System der Ringe von der Spange zu trennen. Die ein-

57) Der allgemeinere Fall von p Haufen zu je q Karten ist von C. T. 
Hudson, Educ. Times Repr. 9 (1865), p. 89 behandelt; eine Berichtigung dieser 
Untersuchungen gab L. E. Dickson, New York Math. Soc. Bull. (2) 1 (1895), p. 184. 

58) Monge, Paris, Mem. pres. 1773, p. 390. 
59) Mit Bestimmung der Perioden fiir verschiedenes n beschaftigen sich 

V. Bunjakowskij, Petersburg, Bull. 16 (1858), p. 67 und J. Bourget, J. de math. 
(3) 8 (1882), p. 413; s. auch Thomas de St.-Laurent, Nimes, Mem. de Facad. 
du Gard 1864/65, p. 505. 

60) De subtilitate liber XV, Nuremberg. 1550, p. 294. - Die Angabe O. J. 
Broch's (s. Lucas, Recr. 1, p. 165), dass solche Vorrichtungen in Norwegen noch 
heute zum Verschliessen von Truhen u. dgl. gebraucht wiirden, scheint irrtiim
lich zu sein (brief!.. Mitt. von Herrn Dr. Nielsen, Prof. d. Ethnographie in 
Christiania). 

69* 
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zigen Manipulationen, dureh welehe dies Ziel erreieht werden kann, 
sind erstens das "Senken" eines Ringes, namlieh das Herunterziehen 
naeh reehts (s. Fig. 2) von der Spange und naehherige Hindurch
werfen zwischen den beiden Biigeln der Spange von oben nach unten, 
und zweitens das "Heben" eines Ringes, die zu der vorigen inverse 
Operation. Das "Heben" resp. "Senken" eines Ringes ist nun immer 
nur dann moglich, wenn der folgende Ring (bei einer N umerierung 
wie in der Fig. 2) auf der Spange sitzt, aUe weiteren folgenden Ringe 
jedoeh gesenkt sind; der letzte Ring kann jederzeit gehoben resp. ge
senkt werden. Charakterisiert man 61) die SteUung jedes Ringes durch 
eine der Ziffern 0 oder 1 und zwar so, dass der erste Ring eine 1 
erhalt, wenn er oben, und eine 0, wenn er unten ist, und jeder 
folgende, wenn er unten ist, die Zahl des vorhergehenden, dagegen 
die entgegengesetzte Zahl, wenn er oben ist, so ist die Anfangs
stellung (s. Fig. 2) charakterisiert durch 1010 ... und die erstrebte 
SchlusssteIlung durch 0000. . .. Fasst man diese Zahlen nun auf 
als Zahlen des dyadischen Systems, so zeigt sieh, dass aIle iiberhaupt 
ausfiihrbaren Umstellungen hinauskommen auf Additionen und Sub
traktionen von je 1 bezw. in besonderen Fallen von je 2, da sich 
namlieh das Heben und Senken der beiden letzten Ringe gleichzeitig 
ausfiihren las st. Da umgekehrt auch stets die einer Addition resp. 
Subtraktion von je 1 (bezw. 2 in dem besonderen FaIle) entspreehende 
Operation ausfiihrbar ist, so wird das Ziel auf dem kiirzesten Wege 
erreieht, indem die Zahl 1010 ... durch successives Subtrahieren von 1 
(bezw. 2) zu 0000... reduziert wird. Dies erfordert bei n Ringen 

2",-1_ (- 1~ + 1 UmsteIlungen. 

10. Nim oder Fan-Tan. Auf amerikanisehen Schulen wird ein 
Spiel unbekannten Ursprungs gepflegt, das von zwei Personen gespielt 
wird und darin besteht, dass eine Anzahl Haufen von irgend welchen 
Gegenstanden - sagen wir "Steinen" - hingelegt wird und nun 
beide Personen abwechselnd eine beliebige Zahl von Steinen fortnehmen, 
aber bei jedem einzelnen "Zug" immer nur Steine von einem Haufen 
und zwar mindestens einen Stein und hochstens den ganzen Haufen. 
Derjenige, der den letzten Stein nimmt, ist Sieger. Der Anziehende 
kann in den weitaus meisten Fallen den Sieg erzwingen, und zwar 
dadureh, dass er eine Spielregel befolgt, welche, von P. E. More in
duktiv gefunden, von Oks. L. Bouton 62) in folgende Form gebraeht ist: 

61) L. G1'OS (s. Litt.-Verz.). 
62) Chs. L. Bouton, Ann. of math. (2) 3 (1901), p. 35; reproduziert von 

W. Ahrens, Naturw. Wochenschr. (2) 1 (1902). 
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Man schreibe die Zahlen der Steine in den einzelnen Haufen in dya
discher Schreibweise unter einander und addiere die Zifi'ern der ein
zelnen Kolonnen; die jeweilige Position heisst dann "richtig", wenn 
diese Summen alle gerade Zahlen (incl. 0) sind, im anderen Faile 
"unrichtig". 1st die anfangliche Position eine "unrichtige", was in der 
wei taus grossten Zahl der Faile zutrefi'en wird 63), so kann der Anziehende 
diese in eine "richtige" iiberfiihren, wahrend der Gegner diese "rich
tige" Position durch seinen Zug wieder in eine "unrichtige" verwandeln 
muss, und so geht dies weiter, bis der Anziehende siegt. 1st die 
anfangliche Position dagegen "richtig", so kann der Nachziehende 
den Sieg stets erzwingen. - Gilt derjenige, del' den letzten Stein 
nimmt, als Verlierer, so muss die Definition der "richtigen" Position 
etwas modifiziert werden, aber auch hier lasst sich dann zeigen, dass 
eine "richtige" Position stets in eine "unrichtige" iibergeht und eine 
"unrichtige" stets in eine "richtige" iibergefiihrt werden kann, und 
nach wie vor ist auch hier der Sieg demjenigen, der die erste "rich
tige" Position herstellt, bei richtiger Fortsetzung sicher. - Statt des 
gewohnlichen N amens "Fan-Tan" schlagt Bouton, um Verwechselungen 
mit einem anderen Spiel dieses Namens zu vermeiden, "Nim" vor. -
Die Gesamtheit aHer "richtigen" Positionen in dem praktisch gewohn
lichen Fall von drei Haufen bildet iibrigens, da jeder Kombination 
von zwei Zahlen eine dritte eindeutig zugeordnet wird, ein Tripel
system [1 A 2, Nr.l0], jedoch lasst sich dies Verfahren anscheinend 
nicht immer zur Bildung von Tripelsystemen verwenden. 

11. Varia. Ohne naheres Eingehen mogen zum Schluss noch 
folgende Spiele einfacheren Charakters Erwahnung finden: 1) E. Lucas' 
"Turm von Hanol"64); 2) P. G. Tait's Shilling-Sovereign-Problem 65); 

3) Aufgaben der erschwerten Uberfahrt, insbes. Bachet's Problem der 
drei Ehepaare66); 4) die Aufgabe, aile (n + 1)2 (n + 2) Steine des Domino

spiels zu einer zusammenhangenden Kette zu vereinigen 67). 

63) Die Wahrscheinlichkeit hierfiir s. bei Bouton, 1. c. p. 37/38. 
64) S. Lucas, Recr. 3, p. 59 oder die dritte der im Litt.-Verz. angefUhrten 

sechs Broschiiren desselben Autors. 
65) Tait, Phil. Mag. (5) 17 (1884), p. 30; Modifikationen und Verallgemeine

rungen von E. Lucas und H. Delannoy, s. des ersteren Arithm. amus., p. 97 
und Recr. 2, p. 139. 

66) Backet, Prohl., 4. Ausg., p. 158 = 2. Ausg., p. 212. 
67) Anzahlbesti=ung fUr n = 6 durch M. Reiss, Ann. di mat. 5 (1871), 

p.63; s. auch G. Tarry, Assoc. fran9. pour l'avanc. des sciences 15 (Nancy 1886), 
2, p. 49. Beziiglich n = 8 s. G. Tarry und Jolivald bei Lucas, Reer. 4, p. 128. 

(Abgeschlossen im Juni 1902.) 
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1. Geschichte. Insofern sich die Volkswirtschaftslehre mit Er
scheinungen befasst, deren Grossen- und Maassverhaltnisse von her
vorragender Bedeutung sind, d. h. mit Variationen gewisser Quanti
taten, musste sie friiher oder spater in der Mathematik, der Wissen
schaft der Quantitat, eine Stiitze suchen. 

Dieses geschah auf zwei Weisen. Einerseits liessen sich einige Ge
lehrte, deren hervorragendster Vertreter wohl W Whewell 1) sein diirfte, 
darauf ein, einfach diejenigen Satze in algebraische Zeichensprache 
zu iibersetzen, deren Beweis die Okonomisten, die keinen Gebrauch 
von Mathematik gemacht hatten, schon geliefert hatten. Es braucht 
nicht hervorgehoben zu werden, dass diese Methode wenig Wert be
sitzt, geringen Erfolg gehabt hat und jetzt fast aufgegeben ist. 

Andererseits suchte man nach einem einfachen Prinzip, das dazu 
diente, durch Deduktion, mit Hiilfe der mathematischen Analyse, die 
Gesetze der wirtschaftlichen Phanomene zu liefern. Auf diesem Wege 
ist man zu man chen Resultaten gelangt und ist berechtigt, weitere zu 
erwarten. 

Die Theorieen, um die es sich hier handelt, kann man auf zwei 
Weisen einteilen, namlich einerseits nach dem Un terschied in den 
Satzen, von denen sie ausgehen, und andererseits nach dem Unter
schied in der Beschrankung des Untersuchungsfeldes. 

Man kann namlich von dem Gesetz der Nach(rage ausgehen, wie 
es A. Cournot 2) gethan hat, der den Preis p einer Ware als gegeben 
nimmt und die Grosse D, der Nachfrage (franz. demande, engl. demand, 
ital. domanda) dieser Ware in einem J ahr, als bekanllt voraussetzt, 
indem er D = ((p) setzt. Dieses thut auch A. MarshallS), indem er 
die demand schedule eines Individuums ulltersucht, d. h. die Quantitaten, 
welche eine Person von einer jeden Ware, bei gegebenen Preisen, kauft, 
als gegeben annimmt. 

Anstatt so zu verfahren, kann man aber die Erscheinung tiefer 
verfolgen und von den Gefiihlen ausgehen, die die Waren den Menschen 
zu Genussobjekten machen. In diesem Fall wird das Gesetz der Nach-

1) Will. Whewell, Political economy, Cambro Trans. 3 (1829), p. 191; 4 
(1831), p. 155. 

2) Aug. Cournot, Richesses, Paris 1838; H. V. Mangoldt, Volkswirtschafts
lehre, Stuttgart 1863; H. C. Fleeming Jenkin, Trade Unions North british review, 
Marz 1868; The graphic representation of the laws of supply and demand 1868, 
in Papers literary scientific, 2 vols, ed. by Sidn. Colvin and J. A. Ewing, London 
1888, 2, p. 76; Incidence of taxes, 1871, in "Papers" 2, p. 107. 

3) A. Marshall, Principles, London 1890; domestic values, foreign trade, 
Cambridge 1879. 
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frage eine Deduktion und nicht mehr ein Datum. Dieser Weg ist 
zuerst von J. Dupuit 4), H H Gossen 5) und R. Jennings 6) eingeschlagen 
worden. Entwickelte Theorieen finden sich bei W. Stanley Jevons 7), 
O. Menger 8), L. Walras 9), W. LaunhMdt 10), A. MMshall ll), M. Panta
leoni 12), F. Y. Edgeworth 18), l. Fisher 14), J. Lehr 15), V. PMeto 16), u. a. 

Was den Unterschied anbelangt, der sich daraus ergiebt, dass 
das Gebiet der Untersuchungen nicht bei allen gleich weit und 
breit ist, ist zu bemerken, dass die Mehrzahl der Schriftsteller sich 
auf einen Teil des Gebietes beschranken, in welches die wirtschaft
lichen Erscheinungen sich zerlegen lassen. Die meisten haben sich 
fiir die Theorie der Bestimmung des Preises interessiert. Diese Theorie 
ist Gegenstand eines eingehenden Werkes von R. Auspitz und R. Lieben 17) 
geworden. 

Andere Gelehrte haben sich auf die spezielle Behandlung anderer 
Theorieen verlegt, die Theorie der Produktion, der Rente u. s. w. 

L. Walras war der erste, der die wirlschaftlichen Erscheinungen 
im Zusammenhange betrachtet und das System von Gleichungen auf
gestellt hat, welche diesen Zusammenhang darstellen und bestimmen, 
unter der V oraussetzung der freien Konkurrenz. Dem System dieser 
Gleichungen gebiihrt der Name" Walras'sche Gleichungen" (Nr. 3). 

Der wirtschaftliche Kreislauf bildet einen geschlossenen Cyklus, 
den wir willkiirlich in Teile zerstiickeln: Konsumtion, Tausch, Pro
duktion, Kapitalisation. Der Mensch unterzieht sich Miihsalen, um 
sich bestimmte Giiter zu verschaffen, die, wenn sie verbraucht sind, 
ihn in den Stand setzen, sich von neuem Kraftanstrengungen aus
zusetzen; und so geht es weiter in ununterbrochener Reihenfolge. 
Ein Umstand bringt in das Problem eine Verwickelung. Die An
strengungen der Menschen haben meistens nicht den unmittelbaren 

4) J. Dupuit, Mesure, Ann. ponts chauss. (4) 8 (1844), p. 332. 
5) H. H. Gossen, Entwickelung, Braunschweig 1854. 
6) R. Jennings, Political economy, London 1850. 
7) W. St. Jevons, Political economy, London 1871. 
8) O. Menger, Volkswirtschaftslehre, 1. Teil, Wien 1871. 
9) L. Walra.s, Economie politique, 1. Teil, Lausanne 1874. 

10) W. Launhardt, Volkswirtschaftslehre, Leipzig 1885. 
11) A. Marshall, Principles, vol. I, London 1890. 
12) M. Pantaleoni, Principii, Firenze 1890. 
13) F. Y. Edgeworth, Psychics, London 1881. 
14) Irv. Fisher, Value and prices, Connecticut Trans. 9 (1892). 
15) J. Lehr, Volkswirtschaft, Leipzig 1893. 
16) V. Pareto, COUl'S, Lausanne 1896, 1897. 
17) R. Auspitz und R. Lieben, Theorie des Preises, Leipzig 1889. 
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Zweck, die Giiter zu erlangen, welche sie direkt brauchen; es ist oft 
vorteilliafter, einen Umweg einzuschlagen 18); so ware es z. B. zu kost
spielig, direkt sich Wasser, das man braucht, aus dem Brunnen 
seIber zu schopfenj Eisenerze schmelzen, eine gusseiserne Leitung 
herstellen, ist vorteilhafter, sowie es sich um grossere Quantitaten 
Wasser handelt. Das Studium dieses U mweges, den man einschlagt 
um sich wirtschaftliche Giiter zu verschaffen, fiihrt zur Theorie der 
Kapitalbildung und erschwert das Studium der Produktion. Die wirt
schaftlichen Erscheinungen werden auf diese Weise ausserordentlich 
mannigfaltig und kompliziert. Diese Erscheinungen, in ihrem Zu
sammenhang, driicken die Walras'schen Gleichungen aus. Diese Glei
chungen sind auch die Grundlage der Theorieen des Cours von -,;:: Pareto. 

Die mathematische Analyse braucht man erst, um einen Begriff 
yom Nexus der wirtschaftlichen Cirkulation zu gewinnen und deren 
hauptsachlichste Merkmale zu bestimmen. Beschrankt man sich auf 
ein spezielles und numerisches Problem, Z. B. auf die Bestimmung 
der Preise, so ist der Nutzen der Mathematik schon mit Riicksicht 
auf den Mangel an ausreichenden numerischen Daten (z. B. fiir die 
Kenntnis der Parameter in den Gleichungen (6), N r. 6) nur ein geringer. 
Der N utzen wird aber ein betrachtlicher, sob aid man sich mit einem 
allgemeinen und qualitativen Problem beschaftigt, wie es u. a. die 
Erkenntnis der Bedingungen ist, die das wirtschaftliche Gleichgewicht 
bestimmen (Nr. 3). Handelt es sich um dieses grundlegende Problem 
des wirtschaftlichen Gleichgewichts, so ist es von Wichtigkeit zu 
wissen, wann dieses Gleichgewicht bestimmt und wann es nicht be
stimmt ist, und dieses kann man sofort erfahren, indem man die 
Anzahl der Gleichungen mit derjenigen der Unbekannten vergleicht 19). 
Andere Probleme dieser Art, die zu denen gehoren, die Edgeworth 
unnumerical mathematics nennt, konnen mit Vorteil gelost werden, 
Z. B. diejenigen, die mit der Bestimmung der Bedingungen des Maxi
mums der Befriedigung zu thun haben (Nr. 7). 

2. Welche Erscheinnngen behandelt die mathematische Wirt
schaftslehre? Es handelt sich urn abstrakte Erscheinungen wie die, 
welche die rationelle Mechanik behandelt. Wir gehen hier nicht auf 
die Frage ein, in welchem Verhaltnis das abstrakte Phiinomen zum 

18) E. Bi/hm V. Bawerk hat diesen Satz ausfiihrlich entwickelt: Kapital 
und Kapitalzins, Innsbruck 1884. Zweite Abt.: Positive Theorie des Kapitales, 
1889, IV. Abschn., p. 299 if. 

19) L. Walras, Economie politique, 3. ed. Lausanne 1896, leyon 11, § 108, 
p. 133-34; V. Pareto, Cours, § 51. 
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konkreten steht 20) , da es sich dabei nicht um eine mathematische 
Frage handelt. N ur ein paar W orie, zwei V orwiirfe betreffend, mogen 
hier am Orte sein lIl). 

Wie die analytische Mechaniklll!) materielle Punkte und starre 
Korper behandelt, so betrachtet die mathematische Wirtschaftslehre 
einen abstrakten Menschen, einen homo oeconomicus. Die menschlichen 
Handlungen sind ausserordentlich mannigfaltig und bilden das Objekt 
verschiedener Wissenschaften. Es lassen sich aber gewisse Klassen 
von Charakteren A, B, O . .. isolieren und Menschen betrachten, die 
sich ausschliesslich mit den Handlungen der Klasse A befassen, oder 
aber mit denen der Klasse B u. s. f. 

Der "homo oeconomicus" befasst sich ausschliesslich mit den 
rationellen Handlungen, die den Zweck haben, okonomische Giiter zu 
erwerben. Man kann sich mit demselben Rechte einen homo reli
giosus, einen homo ethicus, einen homo politicus, selbst einen homo 
eroticus u. s. f. konstruieren; im realen Menschen steckt dann em 
homo oeconomicus, ein homo religiosus etc. 

In diesem Sinne definiert Pareto liS) den homo oeconomicus wie 
folgt: "Comme la mecanique rationelle considere des points materiels, 
l'economie pure considere l'homo oeconomicus. C'est un etre abstrait, 
sans passions ni sentiments, recherchant en toute chose Ie maximum 
de plaisir ne s'occupant d'autre chose que de transformer les uns ou 
les autres les biens economiques". 

Man hat gemeint, die mathematischen Okonomisten behaupteten, 
der wirkliche Mensch sei ein homo oeconomicus; da war es denn nicht 
schwer zu beweisen, sie hatten unrecht. Die Zumutung ist aber 
falsch: die Okonomisten behaupten nicht, der wirkliche Mensch sei 

20) Bened. Groce, Gi. Econ., Aug. 1900; V. Pareto, Gi. Econ., Sept. 1900. 
21) S. auch W. S. Jevons, Political economy; F. G. Edgeworth, Psychics; 

J. Neville Keynes, Scope and Method of political economy, London 1891. 
Einige Einwande riimen daher, dass Autoren, die Mathematik nicht kennen, 

mathematische Theorieen der Wirtschaftslehre beurteilen. So hat man z. B. 
behauptet, dass das "Gesets der Substitution", wonach eine Ware eine andere 
im Konsum ersetzen kann, die Mathematik in der Wirtschaftslehre unverwertbar 
mache. Das hiesse soviel, wie behaupten, die Mathematik konne nur Funktionen 
mit einer unabhangigen Variabeln behandeln. V gl. V. Pareto, Cours § 974. 

22) Vgl. V. Volterra, Gi. Econ., Nov. 1901. V. geht hier naher ein auf die 
Analogie zwischen Abstraktionen, wie sie u. a. zum Begriff des homo oeconomicus 
fiihren, und solchen, wie sie in der analytischen Mechanik Hingst eingebiirgert 
sind, und erstaunt iiber den Widerstand, auf den derartige Abstraktionen in 
der Wirtschaftslehre gestossen sind. 

23) Pareto, Comment se pose Ie probleme de l'economie pure. Lausanne, 
Mem. pres. a la soc. Stella, Dez. 1898, p. 8. 
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ein homo oeconomicus, ebenso wie es keinem Kenner der reinen 
Mechanik einfailt, die wirklichen Korper als identisch mit denjenigen 
zu betrachten, die die rationelle Mechanik behandelt. Beide scheiden 
einfach, durch Abstraktion, gewisse Teile der wirklichen Erscheinung 
von anderen ab und studieren sie isolierl. 

Man kann ferner den Einwand erheben, dass, wahrend z. B. die 
Astronomie durch die Abstraktionen del' Mechanik mit bestem prak
tischem Erfolge approximiert wird, in der mathematischen Wirtschafts
lehre bislang nUl" festgestellt werden konnte, dass einige ihrer Konse
quenzen qualitativ mit wirklich beobachteten Thatsachen iibereinstimmen. 
Dies mag bis zu einem gewissen Grade zugegeben werden; es steht 
indessen in sicherer Aussicht, dass mit zunehmender Kenntnis empi
rischer Daten auch die Zahl del' positiven, quantitativen Ergebnisse 
der neuen Lemen wachsen wird. Gegenwartig besteht der Hauptwert24) 
der mathematischen Theorie darin, dass sie zu einer Auffassung 
der konkreten wirtschaftlichen Phanomene fiihrt, die del' Wirklich
keit erheblich naher kommt, als aile anderen bisher bekannten Theorien; 
vergleicht man die letzteren mit den konkreten Phanomenen, so liefert 
die mathematische TheOl·ie die Mittel, um zahlreiche Irl'tiimer und 
Sophismen del' anderen Theol'ien aufzudecken (vgl. Nr. 6). 

Einige Autol'en, z. B. G. Cassel 25), haben der mathematischen 
V olkswirlschaftslehre vorgeworfen, sie behandele Funktionen, die eigent
lich unstetig sind, als 0 b sie stetig waren; die Variationen in den 
Mengen der konsumierten Waren seien ganze Einheiten und nicht 
unendlich kleine Teilchen. Dieses ist richtig und del' Einwurf 
ware zu beachten, wenn es sich um ein psychologisches Studium 
eines einzelnen Individuums handelte. Die V olkswirtschaftslehre be
fasst sich aber nur mit grossen Zahlen und alsdann kann man in den 
meisten Fallen kontinuierliche Funktionen an Stelle der diskontinuier
lichen setzen, ohne dass man zu grosse Fehler zu befiirchten hatte 26). 
Dasselbe thut man in der Wahrscheinlichkeitslehre, mathematischen 
Physik und iiberhaupt immer dort, wo es sich darum handelt, stati
stische Phanomene durch Kurven oder kontinuierliche Funktionen 
darzustellen. 1st z. B. N die Zahl del' Individuen einer gewissen Be
volkerungsgruppe, t die Zeit, so wird N = f (t) als eine kontinuierliche 
Funktion behandelt, wahrend es klar ist, dass N nur eine ganze 
Zahl sein kann. Man muss allerdings bei wirtschaftlichen Problemen 
darauf achten, dass der Fehler, den man durch die Substitution kon-

24) Pareto, Gi. Econ., Sept. 1901; Pareto, Systemes socialistes, 1, Paris 1902. 
25) G. Cassel, Preislehre, Zeitschr. f. d. ges. Staatsw. 1899, § 23, p. 416. 
26) V. Pareto, Gi. Econ., Juni 1900, p. 545 f1:". 
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tinuierlicher Funktionen an Stelle der diskontinuierlichen begeht, un
betriichtlich sei. In einigen Fallen ist er es nicht27). 

Es ist ubrigens fiir die mathematische Wirlschaftslehre nicht 
unerlasslich, kontinuierliche Funktionen zu gebrauchen und man kann 
oft ebenso gut mit der Betrachtung endlicher Variationen auskommen. 

3. Grundgleichungen, die sich durch Verwertung des Begri.:fi'es 
der Ophelimitat 28) aufstellen lassen. Die Theorie der reinen Mechanik 
kann entwickelt werden, indem man von der Kraft, als Ursache der 
Bewegung, ausgeht, oder indem man von dem Studium der Bewegung 
selbst ausgeht. 

Zwei ahnliche Wege fiihren zu den Gleichungen der Wirt
schaftslehre. 

Bisher ist immer der erste Weg eingeschlagen worden und erst 
in letzter Zeit hat Pareto auch den zweiten benutzt25). Schon vor 
Einfiihrung mathematischer Methoden hatten die Okonomisten, wenn 
auch undeutlich, das Bestehen eines gewissen Tauglichkeitsverhiilt
nisses (rapport de convenance) zwischen den Bediirfnissen des Menschen 
und den Giitern, die er verwertet, beobachtet und diesem Verhaltnis 
verschiedene Namen gegeben, z. B. Gebrauchswert, Nutzlichkeit etc. 
Die mathematischen Okonomisten haben diesen Begriff aufgenommen, 
vervollstandigt, besonders aber berichtigt, was freilich nicht sofori hat 
gelingen wollen. 

Die englische Schule nennt den Genuss, der einem Menschen 
dadurch verschafft wird, dass er ein bestimmtes Quantum Ware kon
sumiert, einfach die Niitzlichkeit dieses Quantum8. Dieser Genuss 
hangt offenbar von derjenigen Quantitat ab, die schon vor der in 
Betracht kommenden genossen worden ist. Nehmen wir an, ein 
Mensch habe schon Xu, der Ware A. genossen, so ist der Genuss, der 
ihm dadurch verschafft wird, dass er noch dxa, hinzunimmt, durch 
fPa(xa,)dxa ausgedruckt, wo die Funktion fPu, im allgemeinen je nach 
dem Individuum und je nach der Ware eine andere ist (Nr. 3). Die 
Quantitat fPa(xa) nennt Jevons final degree of utility und dieser Name 
ist allgemein ublich bei der englischen und amerikanischen Schule. 
Gossen hat den Genuss des letzten noch eingetauschten Teilchens den 
Wert des letzten Atoms genannt. L. Walras nennt fPa (xa) rarete. 

Den Bezeichnungen Niitzlichkeit und Seltenheit haftet der N ach-

27) V. Pareto, Cours, § 22. V gl. I D 4 a, sowie R. Auspitz und R. Lieben, 
Theorie des Preises, p. 11 7 if. 

28) V. Pareto, Gi. Econ., Miirz, Juni 1900; P. Boninsegni, Gi. Econ., Febr. 1902. 
29) V. Pwreto, Cours, § 25. 
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teil an, dass sie in dem gewohnlichen Sprachgebrauch einen Sinn 
haben, der von demjenigen verschieden ist, den sie in der Wirt
schaftslehre erhalten. Wir diirften z. B., ohne dem iiblichen Sprach
gebrauch Gewalt anzuthun, nicht sagen, dass Morphium dem Mor
phinomanen "niitzlich" sei; wir miissten sagen, es sei ibm schad
lich; vom wirtschaftlichen Standpunkt aus werden wir sagen, Mor
phium habe fiir ihn eine bestimmte Niitzlichkeit oder einen bestimmten 
Wert, da er ja Morphium verlangt. 

Es giebt also Dinge, die sehr schitdlich sind und doch wirl
schaftlich niitzlich genannt werden. Ebenso giebt es hOchst seltene 
Dinge, denen trotzdem durchaus keine wirtschaftliche Seltenheit zu
zusprechen ist, weil kein Mensch nach ihnen ein Verlangen hat. 

Die Gefahr einer Amphibolie zwischen dem gewohnlichen Sprach
gebrauch und dem wissenschaftlichen ist nicht zu unterschittzen. 
Oft sind wirtschaftliche Theorieen kritisiert worden, bIos weil man 
die wirlschaftliche Niitzlichkeit mit derjenigen des iiblichen Sprach
gebrauchs oder die Seltenheit von Walras mit der absoluten Selten
heit verwechselte. Um diesen Wortstreitigkeiten ein Ende zu machen, 
hat Pareto die Quantitat CPa (Xa) OpheUmitiit 26) benannt. Gegen die 
Theorie, die wir angedeutet haben, erhebt man zwei Einwiinde. 
Der erste ist begriindet und um ihm gerecht zu werden, hat Pareto 
eine neue Theorie aufgestellt, von der in Nr. 4: die Rede sein 
solI. Wenn man durch CPa(xa)dxa den Genuss ausdriickt, den der 
Konsum von dxa, welcher zu dem von xa hinzukommt, verschafft, so 
nimmt man an, dass dieser Genuss eine Quantitat sei, die sich messen 
lasse. Davon lasst sich aber gar kein Beweis geben. Es ist dieses 
ein dunkler Punkt, der klar gemacht werden muss. V orlaufig nehmen 
wir an, der Genuss liesse sich messen. 

Der zweite Einwand besteht darin, dass der Genuss, den der 
Konsum von dXa verschafft, nicht bIos von xa abhiingt, sondern zu
gleich auch vom Konsum X b, xc, ... der iibrigen Waren B, 0, ... IS). 

Dieses ist im allgemeinen richtig, aber um diesen Umstand zu 
beriicksichtigen, geniigt es, dass man fPa(Xa, Xb, ... ) an die Stelle von 
CPa (Xa) setzt. Allerdings wird dadurch die Theorie komplizierter; um 
sie zu vereinfachen, kann man beobachten, dass es in vielen Fallen 
bIos zu unbedeutenden Fehlern fiihrt, wenn man Pa(xa) an die Stelle 
von Pa(xa, Xb, ... ) setzt. 

Wenn man die Funktionen CPa (Xa) , fPb(Xb), . .• untersucht, findet 
man immer eine Funktion CP, die derartig ist, dass 

oW otP 
"x = Pa' ax = fPb' ••• , 
U a b 
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dagegen flndet dieses nicht immer statt, wenn man die Funktionen 

Pa(xa, Xb, ..• ), Pb(Xa, Xb, ... ) 

untersucht. W 0 dies aber nicht der Fall ist, muss man, urn 

dtI! = fPadxa + Pbdxb + ... 
zu integrieren, gewisse Relationen zwischen Xal XbJ' •• haben, d. h. 
alsdann hiingt der Genuss von der Reihenfolge, in der die Konsums
akte stattfinden, ab 25). 

Die Funktion t1J hat man den Gesamtnutzen, die Totalophelimitiit 
genannt; sie misst den Genuss einer Gesamtheit von Konsumen. 
Man kann von der Betrachtung von tI! ausgehen, um zu Pal fPb7 ••. 

zu gelangen, oder umgekehrt verfahren; letzterer Weg ist der ein
fachste, weil ein Individuum sich bewusst sein kann, welchen Genuss 
ihm fPadxa' Pbdxb"" verschaffen, aber kein Bewusstsein hat vom 
Gesamtgenuss tI!. 

Das el'ste Problem, das gelOst worden ist, ist das den Tausch 
betreffende. Man hat es unter dem Einfluss der bei nicht mathe
matisch gebildeten Volkswirten iiblichen Ideen herausgegriffen. So 
hat ja auch die analytische Mechanik damit angefangen, spezielle 
Probleme zu lOsen, ehe sie allgemeine Theorieen aufgestellt hat. 

Gegeben seien zwei Individuen, die wir 1 und 2 nennen wollen. 
Das Individuum 1 besitze qa von der Ware A, das Individuum 2 
besitze qb von der Ware B. Der "Tausch" besteht darin, dass das, 
was das eine Individuum abgiebt (negativ erhiilt), das andere erhiiltj 
erhalt also 1 xla von A, Xlb von B, und 2 xta von A, X2b von B, 
so sind x2a? Xlb positive, xla , X2b negative Quantitaten, und man hat: 

(1) x la + xl/a = 0, Xu + X2b = O. 

Die Grosse Pl a (qa + Xl a) dXl a giebt die Zunahme des Genusses an, 
die 1 erfahrt, wenn es noch dXl a erhalt, wobei diese Zunahme zu
gleich mit dXla positiv oder negativ ausfallt; desgleichen ergiebt 
fPlb (Xl b) dXlb die Zunahme des Genusses fiir 1 beim Empfange von 
dxlb • Ersichtlich wird 1 ein Interesse daran haben, den Tausch 80-

lange fortzusetzen, als die Totalzunahme des Genusses: 

Pla (qa + Xl a) dXla + PIb (xu) dXlb 

noch positiv ist, und wird erst dann befriedigt sein, wenn diese Grosse 
vom Positiven ins Negative iibergeht, d. h. wenn sie gerade den Wert 
Null besitzt. Das entsprechende gilt fiir 2. 

Es tritt demnach "wirtschaftliches Gleichgewicht" ein, wenn: 

(2) { P2a (qa + Xl a) dXla + PH (Xlb) dXlb = 0, 
Ph (X2a) dXlla + fP2b (qb + Xl/b) dX2b = O. 
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Man kann den analytischen Kern des Beweises auch dahin ausdrucken, 
dass 1 versucht, <Pl auf ein Maximum zu bringen, wahrend 2 aus <P2 
ein JJfaximum machen will; oder auch, was analytisch dasselbe, wirt
schaftlich aber zweckmassiger ist, die Gleichungen (2) driicken die 
gegenseitige Stellung aus, in del' 1 und 2 keinen V orteil mehr an einer 
Fortsetzung des Tausches haben. 

Damit ein Maximum existiert, muss uberdies d2 <P < 0 sein. 1m 

vorliegenden Falle hangt ! if> allein von x a' ~ q; allein von Xb ab, so 
uXa UXb 

02q; 
dass ----- - 0 ist, somit wird die Bedingung des Maximums: 

OXaOxb -

Diese Bedingung ist abel' erfullt, da sich in Nr. I) zelgen wird, dass: 

Auch fur den schwierigen Fall, dass ,,02
; =1= 0, existieren Unter-

uXa U Xb 

suchungen. 
Die Gleichungen (2) sind der Grundstein del' mathematischen 

Wirtschaftslehre. Sie werden in verschiedener Form von verschiedenen 
Schriftstellern ausgedruckt. Setzen wir: 

so zeigen die Gleichungen (1), dass man auch: 
dX2a 

---p dX2b - b 

hat und die Gleichungen (2) werden alsdann: 

30) L. Walms, Economie politique, p. 122. Er nennt rareM die Quantitaten 
'PIa' 'Plb , ... und bezeichnet sie mit xa ' xb' ... (es sind dieses also andere 

x 
Werte als die xla' X Ib ' ••. des Textes). Seine Formel ist ~ = Pb' die mit 

x al 

der obigen Formel 'PI b = P iibereinstimmt. Er sagt, dass diejenigen Sachen 
'PIa b 

rares sind, "welche einerseits uns nutzlich sind, und andererseits uns in be
schrankten Quantitaten zur Verfiigung stehell". W. scheint dabei eine sogenannte 
unbeschrankte Quantitat mit einer grossen Quantitiit zu verwechseln. Derselbe 
Irrtum kommt p. 102 (ed. 1900) wieder vor, wo W von einer Quantitat spricht, 
"die grosser ist ala der Erweiterungsgrenznutzen", die er als eine unbeschrankte 
bezeichnet. Dieser Irrtum iibt aher auf die weiteren Schlussfolgerungen keinen 
Einfluss aus. 

Encyklop. d. math. Wissensch. I. 70 
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!PIb rp2b 
-=-=Pb· 
!PIa rp2a 

In dieser Form stellt sie L. Walras dar 27). (" Walras'sche Form".) 
Die Gleichungen (2) kann man auch schreiben: 

rpIa(qa + xa) dXIb rp2 a(x2a) 

~xIb) =-dxIa = rp2b(Qb + x 2b) 

Dieses ist die .Tevons'sche Form 31). 
Dergleichen einfache Transformationen haben keine wesentliche 

Bedeutung. 
Diese Formeln, welche Form man auch vorziehen mag, lassen 

sich auf eine beliebige Anzahl von Giitern und am Tausche beteiligten 
Individuen ausdehnen. Der Walras'schen Theorie gemass kommt man 
auf die Gleichungen 

(3) 1
11 

fJJla = p-flJlb = p- flJlc = ... 
b c 

1 1 
fJJ2a = p-flJ2b = P fJJ2e = ... 

b c . . . . . . . . .. 
Der Jevons'schen Theorie gem ass kommt man zu den Gleichungen 

( 
~:: = ::: = ::: = ... = - :.=:: = ... 

rpia !P2a !PSa dXle 
-- = - = - = ... =- -d- = ... , 
rpic !P2c Psc Xla 

(4) 

die mit den vorhergehenden identisch sind. Wir kommen nun auf 
den Tausch zwischen zwei Individuen mit bIos zwei Waren zuriick. 
Vermittelst der Gleichungen (1) eliminieren wir dxIa , dXIb , dx2a , 

dX2b aus den Gleichungen (2) und erhalten alsdann das System: 

(5) { x 1a + x2a = 0, X 1b + X 2b = 0, 
fJJl a : fIJI b = flJ2 a : flJ2 b • 

Diese drei Gleichungen geniigen indessen nicht, urn die vier Un
bekannten X1a , x2a , X1bl X2b zu bestimmen. Die alte Wirtschaftslehre 
hatte diese Thatsache schon vermutet. Es war ihr schon klar, dass 

31) Jevons, Political economy, .p. 108. Er gebraucht die Formel: 

"P,(a-x) y ""2 (x) 
'1/1, (y) = x = ""2 (b - y) , 

die, anders geschrieben, ubereinstimmt mit: 

!PIa dXIb P2a 

glIb = - dx1-: = !P2b . 
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die Resultate des Tausches sich iinderten, wenn das TauBchverhiiltnis 
wahrend des Tausches sich veranderte 82); ihre Begriffe waren aber 
noch unbestimmt und unsicher; erst die mathematische Analyse hat 
ihnen Scharfe und Genauigkeit verschafft. 

Hier haben wir grade ein Beispiel ihres Wertes. Die ersten 
Autoren, die dieses Problem mathematisch behandelt haben (Jevons, 
Walras), haben von wirtschaftlichen Kriterien geleitet, vorausgesetzt, 

x 
man hiitte - ~ = Po, wobei Po konstant. 

X1b 

Diese Quantitat nennt L. Walras den Preis von B in A. Man 
bekommt so die Gleichung, die, um das System (5) zu vervollstiindigen, 
fehlte und das Problem des Tausches ist gelost. 

Man beobachtete aber bald, und F. Y. Edgeworth hat besonders 
betont, dass man auf diese Weise nur die Losung eines speziellen 
Falles hatte, wenn auch schon eines wichtigen. A. Marshall SS) 
hat eingehende Betrachtungen uber den Fall angestellt, in dem der 
Preis Po wiihrend des Tausches variiert. Allgemein gesagt, ist es 
klar, dass man eine weitere Gleichung braucht, sei es eine gewohn
liche oder eine Differentialgleichung, welche die zwei Quantitiiten 
x1a' X 1b mit einander verbindet 25). 

Von einem allgemeineren Standpunkte aus empfiehlt es sich, das 
Tauschproblem durch das der Verteilung einer bestimmten Quantitiit 
Ware zu ersetzen. 

Der Tausch oder die Verteilung ist nur ein Teil eines wirt
schaftlichen Cyklus; damit er vollstandig werde, muss die Produktion 
und die Kapitalbildung dazu genommen werden. Zu den fur den 
Tausch gegebenen Gleichungen muss man also die Gleichungen der 
Produktion und Kapitalisation hinzunehmen und man erhiilt dann 
das System von Gleichungen, das den wirtschaftlichen Cyklus voll
stiindig fur den Fall der freien Konkurrenz bestimmt. Man kann 
diese Gleichungen auch auf den Fall erweitern, wo es sich um ein 
Monopol handeln solIte oder um einen sozialistischen Staat oder irgend 
eine andere beliebige HypotheseM ). 

4:. Grundgleichungen, die sich ergeben, wenn man die Aus
wahl aIs Ausgangspunkt nimmt 25). Das wirlschaftliche Problem, in 

82) Die Einwande, die Thornton, On labour, London 1870, Book II, Ch. I, 
p. 23 if. gegen die klaseische Werttheorie erhebt, erklaren sich teilweise durch 
die Bemerkung des Terles. 

38) Marshall, Principles, 1898, p. 414-416, 796-796, note XII. 
84) V. Pareto, Cours 2, p. 400 if. Die Gleichungen, die das wirlechaftliche 

Gleichgewicht ausdrllcken, giebt § 1351• 

70* 
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seiner allgemeinsten Form, kann auf folgende Weise formulierl werden. 
Gewisse Individuen haben bestimmte Bediirfnisse, die in der Auswahl 
zum Vorschein kommen, die sie treffen, wenn sie auf Widerstand 
stossen (Geschmack oder Bediirfnisse anderer Leute, mit denen sie 
tauschen, Schwierigkeiten, Kraftaufwendung um zu produzieren und 
zu kapitalisieren). Wie werden diese Individuen handeln? Die Ant
wort hat man, wenn man Auswahltabellen und Tabellen der Wirkung 
der Widerstiinde aufsteIIt. Diese Tabellen kann man am besten durch 
Gleichungen ausdriicken und ersetzen. Wie dieses geschieht, konnen 
wir sehen, wenn wir als Beispiel die Auswahltabellen nehmen. 

Die zusammengesetzten Auswahlen, deren Ausdruck die Nach
frage der Waren ist, entstehen aus einfachen Auswahlen zwischen 
Waren, die zu je zweien genommen werden. Nehmen wir an, ein 
Individuum besitzt xa von A und Xb von B. Suchen wir nun nach 
einer anderen derarligen Kombination xa + dxa, Xb + dXb fUr das
selbe Individuum, dass ihm die Wahl zwischen dieser Kombination 
und der vorhergehenden gleichgiiltig sei. Auf diese Weise, nach und 
nach fortschreitend, bestimmt man eine gewisse Kurve, die Inditferen~
kurve heisst 35). Von einer anderen Kombination ausgehend xa + oxa, 
Xc + oXc, kommen wir auf eine neue Indifferenzkurve. ludem wir 
so fortfahren, bedecken wir die Ebene der Xa , Xc mit unendlich nahe
liegenden Indifferenzkurven. Man erhiilt dadurch ein geometrisches 
Schema der Bediirfnisse des in Betracht genommenen homo oecono
mieus. Man konnte iibrigens dieses Schema auch durch andere Kurven, 
wie die "Vorzugskurven", ausdriicken 36). 

35) Diese Benennung rlihrt von F. Y. Edgeworth, Psychics, p. 21 her. 
Er geht von der Betrachtung des Genusses und seiner Messung aus, um zu den 
Indifferenzlinien zu gelangen, die bei ihm ala Indifferenzlinien der Kontrakte 
auftreten. Wir gehen den umgekehrten Weg; die Indifferenzlinie, deren Be
trachtung bei uns von den Kontrakten unabhangig ist, ist ein Ergebnis der 
Erfahrung; diese ist unser Ausgangspunkt. Wir schreiten vom Bekannten zum 
Unbekannten. I. Fisher, Value and prices, chap. 1, § 4, hat richtig erkannt, dass 
die Wahlen, die Vorzugsurteile, nicht genugen, um ein Maass des Nutzens (Ge
nusses, Ophelimitat) zu finden; trotzdem sucht er nach diesem Maass und be
grundet auf ihm den Beweis der Fundamentalgleichungen. Dieser Weg muss 
ein fUr allemal aufgegeben und es darf nUT ein System von Indices, wie sie die 
Beobachtung liefert, gebraucht werden. 

36) Diesen Namen hat F. Y. Edgeworth, Psychics, p. 22 eingefiihrt; vgl. Gi. 
econ., Marz 1891. Er bezeichnet mit U und V die Totalophelimitaten, die zwei 
Individuen geniessen und mit x, y die Quantitaten, die wir mit Xa' Xb be-

zeichnet haben; ~~ ist demgemass unser tp a' U. s. w. Er nennt "Kontrakt

kwrve" die Kurve, deren Gleichung ist: 
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1st dXa + "b dXb = Odie Differentialgleichung der Indifferenz
kurve, die durch die Punkte Xa, Xb geht, so ist "b der Maximalpreis, 
den das Individuum bereit ist, durch Hingabe von A fur den Besitz 
von B zu bezahlen; dieser Preis ist so hoch, dass es dem Individuum 
schliesslich gleichgultig ist, - dXa gegen dXb zu tauschen oder nicht 
zu tauschen. Man konnte von der Betrachtung des Maximalpreises 
ausgehen, um die Gleichung der Indifferenzkurven aufzustellen; es ist 
aber der Allgemeinheit wegen besser, die Grundgleichungen ohne 
Bezug auf die Preise zu erhalten. 

Die Vorzugskurven kann man auch aus der Betrachtung des 
dx 

Verhaltnisses -d' a entwickeln; es giebt einen Wert fUr dieses Ver-
Xb 

haltnis, der eine unendlich nahe Kombination von xa , Xb einer jeden 
anderen vorziehen lasst; so erhltlt man die Differentialgleichung der 
Vorzugskurven. Hat man das Schema der Bedurfnisse des homo oecono
micus bekommen und durch ein analoges Verfahren dasjenige der 
Wirkung der Hindernisse, so deduziert man aus diesen Schemata die 
Bedingungen des wirtschaftlichen Gleichgewichtes. 

Folgt z. B. der Tausch einem gewissen Weg f(xa , xb) = 0, so 
beweist man leicht, dass das wirtschaftliche Gleichgewicht da statt
findet, wo f(xa, Xb) = ° eine Indifferenzkurve beruhrt 25). 

Die Indifferenzkurven konnen durch eine Gleichung dargestellt 
werden F(xa' xb) = z, in der die verschiedenen Werte von z den 
verschiedenen Indifferenzkurven entsprechen. Fur eine und dieselbe 
Indifferenzkurve ist z konstant; man hat also auf dieser Kurve 

of of 
-.,-dxa + ~dXb =0, 
uXa uXb 

eine Gleichung, die wir einfacher Fadxa + FOdxb = 0 schreiben 
wollen. Dies ist die Differentialgleichung der Indifferenzkurven. Sie 
ist ganz der ersten der Gleichungen (2) ahnlich; die zweite kann 
man auf dieselbe Weise finden. 1m ubrigen wird die Losung des 
Problems des Tausches identisch mit der schon gegebenen. Der 

oU au oV oV 
ox:oy=ox:ay' 

die, wie er seIber bemerkt, Psychics, p. 21, nichts anderes als die Jevons'sche 
Gleichung ist. Ferner nennt er "Nachfragekurve" filr ein Individuum 1 die
jenige, deren Gleichung ist: 

Schliesslich versteht er unter "Vorzugslinien" die Kurven, welche die Indiffe
renzlinien rechtwinklig schneiden. 
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Unterschied liegt darin, dass wir damais von der Messung des Ge
nusses ausgingen, wahrend jetzt dieser Ausgangspunkt in den Resul
taten des Experimentes, vermitteist dessen uns die Wiinsche des Indi
viduums ofl'enbart worden sind, liegt. Die Funktionen Fa' Fb sind 
reine Erfahrungssache und haben, theoretisch, nichts Unbestimmtes 
oder Zweifelhaftes. 

Bekanntlich konnen sich dann die Funktionen Pa' Pb von den 
Funktionen Fa' Fb nur um einen und denselben Faktor unterscheiden: 
Pa = XFa' Pb = XFb.' Giebt es im allgemeinen eine Funktion q;, deren 
partielle Derivierte Pa' Ph sind, und ebenso eine Funktion F, deren 
partielle Derivierte Fa' Fb sind, so hat man q; = reF), wo ( eine 
arbitriire Funktion ist. Eben weil aber f arbitrar ist, sind die Ex
perimente, die Wiinsche und Auswahlen betreffend, welche uns F 
liefern, nicht im Stande, q; zu bestimmen. Dies ist als ein wesentlich 
neues Ergebnis der mathematischen Behandlung anzusehen. Auf den 
inneren Grund, warum uns die Erfahrung wohl F liefert, nicht aber W, 
kann hier nicht eingegangen werden. 

N och auf andere Weise kann dies klar gemacht werden. Geben 
wir einer jeden Kombination xa , Xb einen numerischen Index, der 
durchaus arbitrar sei, bis auf folgende zwei Bedingungen: 1) Fallt 
bei zwei Kombinationen die Wahl eher auf die eine als auf die 
andere, so muss die vorgezogene (die erste) einen hOheren Index als 
die andere (zweite) bekommen; 2) zwei Kombinationen, unter denen 
zu wahlen gleichgiiltig ist, miissen denselben Index bekommen. Dann 
bnn man auf folgende Art ein System von Indices aufstellen. Die 
Vorzugslinien sind derartig, dass langs derselben Kurve xa und Xb 

zugleich wachsen. Betrachten wir eine dieser Kurven und nehmen 
wir auf dieser Kurve eine Reihe von Punkten, denen wir mit xa und 
Xb wachsende Indices geben. Durch einen jeden dieser Punkte hin
durch legen wir eine Indifferenzlinie, deren Punkte alle denselben 
Index haben werden. Wir erhalten dadurch ein System von Indices. 
Das Gesetz, nach dem die Indices der Punkte der Vorzugslinie wachsen, 
ist durchaus beliebigj es muss jedoch das einer kontinuierlichen 
Funktion sein. 

Geometrisch konnen diese Indices ais Ordinaten zeiner Ober
Hache F(xa' xb) = z betrachtet werden. Die Indifferenzlinien sind 
dann die Projektionen der Horizontalkurven dieser Oberflache auf die 
Ebene, die V orzugslinien die Projektionen der Linien grosster N eigung. 

Es giebt unendlich viel Systeme von Indices und foiglich eine 
unendliche Anzahl von Fliichen, die alle dieselben Projektionen der 
Horizontallinien und Linien grosster N eiguJ;lg haben. 
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Greifen wir nun zuriick und nehmen wir einen Augenblick an, 
der Genuss liesse sich messen. 

Auf einer jeden 1ndifferenzlinie wollen wir die Grosse des Ge
nusses, den die durch diese Linien dargestellten Kombinationen aus
driicken, einschreiben 28). Man beweist dann, dass die so eingeschrie
benen Zahlen zu den System en von Indices gehoren, die vorher be
sprochen worden sind. Die Oberfiache, deren Ordinaten den Genuss 
messen, gehOrt zu der unendlichen Zahl von Oberfiachen, die aIle die
selben Projektionen ihrer Horizontallinien haben 28). 

Um die Fundamentalgleichungen der wirtschaftIichen Statik auf
zustellen, geniigt die Kenntnis dieser Projektionen. Wir brauchen 
dagegen nicht zu wissen, ob der Genuss (die Niitzlichkeit, die Opheli
mitiit) eine messbare Grosse im mathematischen Sinne des W ortes ist 
oder nicht, noch weniger brauchen wir ein exaktes Maass des GeJ?usses; 
die Kenntnis der 1ndifferenzlinien geniigt. Die einzigen messbaren 
Grossen, die der Betrachtung zu Grunde liegen, sind die Waren selbst. 

Damit wird der Gedankengang, der zu den Grundgleichungen 
fiihrt, streng. Dasjenige was dieser Strenge im Wege stand, war 
iiberfliissig. 

o. Eigenschaften der Elementar-Ophelimititt und der Indi:ffe
renzlinien. Man kennt diese Eigenschaften sehr wenig. Sie hangen 
mit einander so zusammen, dass man aus den einen die anderen dedu
zieren kann und nmgekehrt. 

Eine erste Eigenschaft der Funktion 4l, die den Genuss misst, 
besteht darin, dass innerhalb gewisser Grenzen die Partialderivierten 

oW oW 
:;,-- = 'Pa , 0;-- = 'Ph' ... 
uXa uXh 

positive Quantitaten sind. Das heisst also, dass der Genuss zunimmt, 
wenn die Quantitiit der wirtschaftlichen Giiter, die uns zur Verfiigung 
stehen, zunimmt. Waren wir genotigt, diese Giiter in einer be
stimmten Zeit zu genies sen, konnte der Genuss in Unlust umschlagen. 
Dieser Punkt mag in psychologischen Studien wichtig sein; in wirt
schaftlichen Fragen kann man aber immer voraussetzen, ein Individuum 
sei nicht genotigt, die zu seiner Verfiigung stehenden Giiter zu 
verzehren. 

Die Kosten (z. B. Fortschaffungskosten), 11m sich dessen zu ent
ledigen, was man zuviel besitzt, sind im allgemeinen unbedeutend. 
Dies ist der Sinn des Spriichwortes: Abondance de biens ne nuit guere. 

1st F (xa' xb) = constans die Gleichung der Indifferenzlinien, so 
deduziert man aus der eben erwahnten Eigenschaft 
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Man kann auch umgekehrt diese Gleichung aufstellen und aus ihr die 
erwahnte Eigenschaft der Totalophelimitat oder eines Systems von 
Indices 25) deduzieren. 

Man hat eine zweite Eigenschaft der Totalophelimitat gefunden, 
indem man zuerst angenommen hat, der Genuss, den der Konsum 
von A verschafft, hiinge bios von xa ab, der Genuss, den B ver
schafft, bios von Xb , u. s. w. Dann gilt (s. Nr. 3): 

Oitp < 0 oder 
ox! 

Mit anderen Worten, der Genuss, den aufeinanderfolgende gleiche 
Dosen einer und derselben Ware verschaffen, wird immer geringer. 
Dieses Gesetz ist fiir die meisten Waren wahr; es giebt aber Aus
nahmen, deren hauptsachlichste die Ersparnisse sind 37). Man hat 
dieses Gesetz mit den Untersuchungen Fechner's und Delboeuf's 38), die 
Wirkung wiederholter Empfindungen betreffend, in Verbindung zu 
bringen versuchtj es ist aber noch nicht ersichtlich, dass man auf 
diesem Wege zu Ergebnissen kommt, die fur die Wirtschaftslehre 
zu verwerten waren. Man darf nicht vergessen, dass man in der 
Wirtschaftslehre keine Studien iiber Individualpsychologie treibt. Die 
Betrachtung grosser Zahlen ist charakteristisch fur diese Wissenschaft. 

Aus der erwahnten Eigenschaft der Totalophelimitat deduziert 
man fiir den Fall zweier Variabeln X a , Xb die Eigenschaft: 

dix __ a> 0 
dx~ 

fur die Indifferenzlinien. Umgekehrt, diese Eigenschaft kann auch 
direkt fur die Indifferenzlinien gefunden werden und fuhrt dann fUr 
ID oder fiir ein System von Indices des Genusses zur Gleichung: 

oiip dXa + oiip > 0 28) 
()x2 dXb OXa OXb • 

a 

1st fJJa nur Funktion von xa , fJJb nnr von Xb , so hat man: 

37) V. Pareto, Gi. eqon., Jan. 1893, p. 1 if. 
38) Ii'. Y. Edgeworth, Psychics, p. 62; Th. Fechner, Uber ein psycho

physisches Grundgesetz und dessen Beziehung zur Schatzung der Sterngrossen. 
Leipzig Abhandl. 4, (1859), p. 457-532. Nachtrag dazu, Leipz. Ber. 11 (1859), 
p.58. J. D~lboeuf, Etude psychophysique, Bruxelles Mem. cour. 23 (1873), p. 5, 6, 
abgedr. in Elements de psychophysique gen. et spec., Paris 1883, p. 109 if., u. A. 



und da: 

hat man: 

6. Verwertung der Grundgleichungen. 

£)2.p < o. 
ax! 
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Aus den Eigenschaften der Totalophelimitat deduzierl man die all
gemeinen Eigenschaften der Nachfrage- und Angebotkurven 39). Man 
konnte diese Eigenschaften auch aus den Eigenschaften der Indiffe
renzkurven ableiten. Fur den Fall zweier Waren und wenn CPa nur 
Funktion von Xa, CPb nur Funktion von Xb ist, gelangt man zu dem Satze, 
dass die Nachfrage abnimmt, wenn der Preis steigt. Da dieses ja 
auch Ergebnis der Beobachtung ist, hat man darin eine Bestatigung 
der Theorie. 

Das Angebot kann erst zunehmen und alsdann abnehmen, wenn 
der Preis steigt40). Der allgemeine Fall, wenn namlich CPa Funktion 
von Xa , Xb , ••• ist, ist auch analytisch behandelt worden 41). 

6. Verwertung der Grundgleichungen. Die blosse Aufstellung 
der Gleichungen eines Problems hat keinen Wert, wenn sich aus 
diesen Gleichungen sonst nichts folgern las st. Sie sind ja nur ein 
Mittel zu anderem und nicht Selbstzweck. Einige Gelehrte haben 
gemeint, dass jetzt, da die Gleichungen gefunden sind, die Wirtschafts
lehre weiter keine Schwierigkeiten zu bewaltigen hatte. Es steht 
dagegen fest, dass die mathematische Wirtschaftslehre jetzt erst 

39) L. Walras, De l'echange de plusieurs marchandises entre elles, Commu
nication faite it la soc. des ing. civils Ie 17 oct. 1890. Walras, Geom. theory 
of the determ. of prices, Philadelphia, Amer. acado of pol. and soc. science, trans
lated unter the supervision of J. Fisher, Juli 1892. V. Pareto, Gi. Econ., Aug. 
1892, stellt die allgemeine Gleichung: 

CPa (p~ P; ) ax", - Pa x", + ~ ;p~ + ~ + ... 
(} P a = (p! P~ ), 

CP;, + cP~ + . .. CPa 

von der die Eigenschaften der Angebot- und Nachfragekurve abhangen, fUr den 
Fall auf, dass CPa bIos von xa abhangig ist, u. S. W. 

40) L. Walras, geom. theory of the determ. of prices, 39) j V. Pareto, Gi. 
econ., Oct. 1893, p. 308 if. 

41) V. Pareto, Gi. econ., Oct. 1893, p. 304 if. 
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eigentlich anfangt und dass es noch eine geraume Zeit dauern wird, 
ehe sie praktischen Wert haben wird. 

Die Grundgleichungen setzen voraus, die Verteilung del' Gii tel' 
sei gegeben. Solange man nicht zu diesen Gleichungen die Betrach
tung irgend eines Verteilungsgesetzes hinzunimmt, konnen die Folgen, 
zu denen man gelangt, nul' solche sein, die mit einer unbestimmt ge
lassenen Verteilung vertraglich sind. Diesel' Umstand entzieht den 
Schliissen einen grossen Teil ihrer Bedeutung. Gliicklicherweise giebt 
es einen Umstand, del' diese Schwierigkeit abschwacht. Das Gesetz 
der Verteilung del' Giiter variiert, wie es scheint, nur sehr langsam 
mit der Zeit 42) und lasst sich durch eine ziemlich einfache Funktion 
ausdriicken. Man kann die Formel dieses Gesetzes in die Grund
gleichungen einfiihren. 

lnzwischen, so wie sie dastehen, liefern uns die Grundgleichungen 
eine Vorstellung, die man auf anderem Wege nicht erhalt, von der 
gesamten wirtschaftlichen Cirkulation. Die konsumierten Quantitaten 
muss man alsdann, wie L Fisher hervorgehoben hat, als Quantitaten 
betrachten, die in del' Zeiteinheit genossen werden. Das Gleiche gilt 
fiir die produzierten Quantitaten. 

Okonomisten, die Mathematik nicht kennen, befinden sich in del' 
Lage von Leuten, die ein System von Gleichungen43) losen wollen, 
ohne zu wissen, was ein System von Gleichungen, nicht einmal, was 
eine einzelne Gleichung sei. 1m Grunde genommen besteht das Ver
fahren, zu dem sie greifen, darin, anzunehmen, allen Gleichungen des 
Systems, bis auf eine einzige, sei Geniige geleistet und nun die Ver
anderungen del' Quantitaten, die durch diese Gleichung verkniipft sind, 
zu studieren. Man gelangt auch so manchmal zu brauchbaren Detail
studien, aber zu keiner Einsicht in das ganze System. Oft verfallt 
man auch auf dies em Wege in grobe Fehler, die daher kommen, dass 
man vergisst, es sei bIos eine Hypothese, dass den anderen Gleichungen 
bereits Geniige geleistet sei. Man nennt dasjenige, was hier Pb odeI' 
del' Preis von B in A ist, auch Tattschwert. 

Es seien PlI P2' ... derartige Warenpreise, q, ... die Arbeits-
preise, i der Zinsfuss, r, ... die Preise der Bodenrente, bedeuten ferner 

42) V. Pareto, Cours 2, liv. 3. 
43) So z. B. losen die Handler auf dem Markte taglich Gleichungen, ohne 

sie zu kennen; will man aber die Theorie ihrer Operationen verstehen, muss 
man diese Gleichungen kennen. Oder, wenn jemand einen Rebel benutzt, lost 
er eine Gleichung der Mechanik ohne deren Kenntnis: die Theorie des Rebels 
erfordert aber diese Kenntnisse. Die nicht mathematischen Okonomisten losen 
iiberdies Gleichungen der Wirtschaftslehre unrichtig auf. 
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all aj ,... gewisse Parameter, so beweist die mathematische Wirt
schaftslehre, dass die Unbekannten Pi' P2' ... , q, ... , i, f, ..• durch 
em System von ebensoviel Gleichungen bestimmt werden: 

(6) { Fi (Pi' P2' ... ; q, ... ; ~; 

F2 (PH P2' ... ; q, ... ; ~; 

f, ... ; 

f, ... ; 

all a2, ... ) = 0, 

all a2 , ••• ) = 0, etc. 

Hieraus geht hervor, dass die Unbekannten PlI P2" •. erst nach 
Kenntnis aller Parameter all a2,... bestimmbar sind. Die nicht 
mathematischen Okonomisten stellen sich indessen Probleme wie: Was 
ist der "Grund" des Preiswertes 44)? Was ist der Grund des Zinses? u. s. f. 
Solche Probleme sind aber unbestimmt, weil ihnen willkiirliche Hypo
thesen zu Grunde liegen. Es ist nicht moglich, denjenigen Parameter 
anzugeben, der z. B. Pi "bestimmt", und es ist ein unfruchtbarer 
Streit, wenn die Einen behaupten, dieser Parameter sei a1 , die Andern 
aber, es sei a2 u. s. f. Oder, um ein Beispiel anderer Art anzufiihren, 
so wird behauptet, die Produktionskosten "bestimmen" den V erkaufs
preis. Bezeichnet man aber die ersteren mit x, den letzteren mit y, 
so ist unter gewissen Bedingungen del' Wirtschaftsorganisation die 
Gleichung x = y eine von denen, die das wirtschaftliche Gleichgewicht 
aussagen. 

Die Verdunkelung dieses so einfachen Sachverhalts durch Satze 
wie: "Die Produktionskosten bestimmen den Verkaufspreis" kann zu 
Fehlschliissen und Sophismen fiihren und hat vielfach dazu gefiihrt 
(s. Nr.2)24). 

Die allgemeinen Gleichungen des wirlschaftlichen Gleichgewichtes 
zeigen uns auf den ersten Blick eine schon von den Klassikern der 
V olkswirtschaftslehre zum Teil gekannte Wahrheit, die namlich, dass 
die Preise nur Mittel und nicht Zweck sind; ein Mittel, um Be
ziehungen zwischen Geniissen und Widerstanden herzustellen. Die 
Preise verschwinden durch Elimination aus den Grundgleichungen; 
zur Bestimmung der Quantitaten, die ein jeder erhalt, bleiben nur die 
Parameter del' Geniisse, Widerstande und der anfanglichen Verteilung 
des Reichtums. Man kann die merkwiirdige Beobachtung machen, 
dass die Preise in den Gleichungen del' Wirtschaftslehre ebenso auf
treten, wie die Faktoren A, 11', v, ... in der Mechanik hinsichtlich ihrer 
Elimination aus den Gleichungen der virtuellen Geschwindigkeiten45). 

44) L. Walras, Economie politiquej die 30ste, 31st., 32&00 Vorlesung enthalten 
Widerlegungen von Irrtiimern, die unter Volkswirten 'gelau:6.g sind, die keine 
mathematische Bildung haben. V gl. Pareto, Cours § 594, 598-600 if. 

45) Pareto, Cours 2, p. 411 if. 
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Grade ebenso fiihrt man die Preise ein, urn die Verbindungen dar
zustellen. 

Die mathematische Wirtschaftslehre giebt uns einen allgemeineren, 
klareren und strengeren Begriff von den grossen wirtschaftlichen Pha
nomenen, so von denen der Rente 46), des internationalen Handels 47), des 
Zinses 48), der Theorie der Besteuerung 49), der Theorie des Geldes 50), 
der Messung der Kaufkraft des Goldes 51), der Theorie der Verteilung 52), 
und anderer mehr. 

Die Theorie des Monopols ist zuerst, aber in unvollstandiger 
Form, von Cournot bearbeitet worden; sie ist ferner der Gegenstand 

46) L. Walms, Economie politique, le90n 20, 21; K. Wicksell, Wert, Kapital 
und Rente, Jena 1893; dazu E. Barone, Gi. econ., nov. 1895, p. 524 if.; L. Einaudi, 
La rendita rnineraria, Torino 1900; Pareto, Cours, § 746-751. 

47) ...4.. Marshall, foreign trade; F. Y. Edgeworth, London eeon. Journ., Marz, 
Sept., Dez. 1894; M. Pantaleoni, Prineipi; V. Pareto, Gi. Eeon., Febr. 1894 (math. 
Theorie der auswartigen Weehselkurse); Cours, § 854-879. 

48) S. vor aHem Bohm-Bawerk, Kapital u. Kapitalzins, Innsbruck 1884 
und 1889; ferner I. Fisher, New York Public. amer. eeon. assoc., Aug. 1896; 
M. Pantaleoni, Principi; L. Walras, Eeon. politique, le90n 17; U. Gobbi, Milano 
Istit. lomb. 1898; Pareto, Cours 2, liv 2, ch. 2. 

49) M. Pantaleoni, La traslazione dei tributi, Roma 1882; Teoria della 
pressione tributaria, Roma 1887; Edw. R. A. Seligman, New York Public. arneI'. 
eeon. assoc., Marz, Mai 1892; K. Wicksell, Finanztheoretische Untersuchungen 
nebst Darstellung und Kritik des Steuerwesens Schwedens, Jena 1896; E. Barone, 
Gi. Eeon., Marz 1894; F. Y. Edgeworth, Lond. Econ. Journ., Marz, Sept., Dez. 1897. 

50) L. Walras, Journ. des eeon., Paris Dez. 1876, Mai 1881, Okt. 1882; Theorie 
de la monnaie, Lausanne 1886; Eeonomie appliquee 1, p. 1-190, Economie 
politique, sect. V, p. 375-428; Gi. eeon. Aug. 1889 f.; M. Pantaleoni, Principii 
A. Marshall, Principles; I. Fisher, Lond. Econ. Journ., Dez. 1896; Juni, Dez. 1897; 
J. B. Clark, New York Pol. sci. quart. 1895, p. 389; P. des Essars, Paris Journ. 
soc. stat. 1895, p. 143; Pareto, Cours § 269-416. 

51) W. S. Jevons, Investigations in currency and finance, London 1884; 
F. Y. Edgeworth, London J. roy. stat. soc. 1883; London Quart. J. econ. 1889; 
Report 1888, 1889; L. Walms, Eeon. politique; I. Fisher, Publ. arneI'. econ. assoc. 
1896; Pareto, Cours § 383. 

52) Uber Verteilung: M. Pantaleoni, Rassegna italiana, Contributo alla 
teoria del riparto delle spese pubbliehe, Roma 1884; J. B. Clark, Annals amer. 
acado pol. 1893; P. H. Wicksteed, Laws of distribution, London 1894; E. Barone, 
Gi. econ.1896; V. Pareto, Gi. eeon., April 1895, 1897. 

Andere Fragen behandeln noeh: 
F. Y. Edgewm·th (The mathematical theory of banking), London J. roy. stat. 

soc. 1888; L. Walras, Econornie soeiale, Lausanne 1896; E. Barone, Consumer's 
rent, Gi. eeon., Sept. 1894. Viele Schriften behandeln die wirtsehaftlichen Er
scheinungen des Transportwesens, der Eisenbahnen, des Borsenwesens u. S. w. 
Uber die rnathematisch-statistisehen Sehriften s. I D 4 a. 
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einer wichtigen Monographie von F. Y. Edgeworth 53). Bisher ist die 
Theorie des Tausches, unter der Voraussetzung es herrsche freie Kon
kurrenz, am ausflihrlichsten mathematisch behandelt worden. Vielleicht 
ist man bisweilen zu lange bei dies en Untersuchungen liber die Fest
stellung der Preise stehen geblieben. Die Geometrie liefert haufig 
brauchbare Losungen wirtschaftlicher Probleme 54). Die Studien 
liber Produktion gehen davon aus, dass bestimmte produzierte Quan
titaten und bestimmte Kapitalien in Betracht gezogen werden. Es 
ist aber besser, wenn man ganz allgemein von Transformationen 
redet und den Begriff Kapital nur als Mittel gebraucht, um in Klirze 
gewisse Transformationen zu bezeichnen. Man nennt Grenzproduktion 
die Zunahme der Produktion, auf die Einheit reduziert, welche eine 
unendlich kleine Zunahme der Produktionsfaktoren bewirkt 55). Hier 
aber darf man in vielen Fallen nicht die Betrachtung unendlich 
kleiner Variationen durch solche ganzer Einheiten ersetzen, wenn 
man nicht Fehler begehen will. L. Walras neunt coefficient de fabri
cation die konstante oder variabele Quantitat eines Kapitals, welche 
dazu gehort, damit eine Einheit des Produktes erzeugt werde 56). 1m 
Grunde genommen ist diese Weise, das Produktionsproblem zu be
handeln, der ersteren ganz gleich 57). 

7. Das Maximum der Ophelimitat oder die Freiheit der Wahl. 
Eine der wichtigsten Anwendungen der Grundgleichungen besteht 
in der Untersuchung der Bedingungen, welche flir "das Maximum 
des Wohlseins" notig sind. Ein jedes System von Gleichungen, zu 
dem das System (3) oder ein anderes aquivalentes gehoren, fiihrt zu 
einem Maximum (das Minimum ist ausgeschlossen) del' Totalopheli
mitaten W1 , W2 , ••• ; d. h. flihrt zu jenem Maximum der Geniisse, 
das mit Rlicksicht auf die gegebenen Widerstande moglich ist oder, 
anders gesagt, es bringt keine neuen, nicht schon durch die Hinder
nisse gegebenen Einschrankungen der Auswahl mit sich. 

53) F. Y. Edgeworth, Monopolio, Gi. Econ., Juli 1897. 
54) Hier sind besonders zu beriicksichtigen die Werke von L. Walras, 

P. Y. Edgeworth, A. Marshall, I. Pisher, R. Auspitz u. R. Lieben, H. Ounynghame 
(s. das Litteraturverz.). 

55) Wicksteed, Laws of distribution, London 1894. In der Theorie der 
Grenzproduktivitat, wie sie in diesem Werk dargestellt wird, steckt ein Fehler, 
cler von Pareto, Cours, § 714 1 nachgewiesen ist. Dieser Irrtum kommt bei 
-Walras, Econ. polito (Auflage v. 1900), p. 374-375 wieder vor. Der Verfasser be
handelt als unabhangige Variabeln Grossen, die es nicht sind. Vgl. Montemal·tilni, 
La Teorica delle productivita marginali, Pavia 1899. 

56) Walras, Econ. polito 
57) Pareto, Cours, § 717. 
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1st m die Zahl der Waren, k die Zahl der Individuen, so ist 
die Anzahl der Gleichungen (3) k (m - 1); wenn die k Gleichungen 
hinzukommen: 

(7) 

hat man km Gleichungen, die, theoretisch aufgelOst gedacht, mit Bezug 
auf die km Unbekannten Xia , x2a , ••. , X 1b ' X2b ' ... geben: 

(8) 1 
Xia = Fia(Pb' Pc'" .), 
Xu = Fib(Pb' Pc'" .), 
. . . . . . . . . 

X 2a = F 2a (Pb' Pc'" .), .. . 
X2b = F 2b (Pb' Pc," .), .. . 

Diese Gleichungen stellen die Gesetze des Angebotes und der Nach
(rage dar. Man kann sie an die Stelle der Systeme (3) und (7) 
setzen. Wenn man sich aber die Funktionen Fia,.,·, F 1b , ••• ge
geben denkt, weiss man nicht, ob sie mit dem System (3) vertraglich 
sind, d. h. ob sie zum Maximum der Genusse fiihren oder nicht, und 
dann verfehlen wir den wichtigsten Zweck der wirtschaftlichen Unter
suchungen. Dies ist der Grund, weshalb es ratsam ist, die Systeme 
(3) und (7) beizubehalten und System (8) aus ihnen herzuleiten. 
Ausserdem sind die Gleichungen (8) weit komplizierter als diejenigen, 
die aus der Betrachtung der Wahl zwischen zwei Waren zu ent
nehmen sind; auch dieses ist ein Grund, um von letzteren aus
zugehen und die Gleichungen (8) aus ihnen zu folgern. 

8. Die Variationen der Produktionskoeffizienten. Es ist wichtig, 
diejenigen Koeffizienten zu bestimmen, welche das Maximum der Ophe
limitat liefern. Diese Koef:fizienten konnen sowohl durch freie Kon
kurrenz der U nternehmer, wie auch durch sozialistische Staatsmass
regeIn bestimmt werden, wenn letztere den Zweck haben soUten, einem 
Jeden dasjenige Maximum der Ophelimitat zu verschaffen, welches mit 
den in jenem Staate gegebenen Verteilungsregeln vertraglich ist. 
Man beweist 58), was a priori durchaus nicht einleuchtet, dass diese 
zwei Bestimmungsmethoden zu denselben Werten fur die Koeffi
zienten fuhren. 

Demgemass kann ein sozialistischer Staat, falls er das Wohl
befinden fordern will, ausschliesslich auf die Verteilung und auf die 
Widerstande einwirken, nicht aber auf die Produktionskoeffizienten. 

58) Pareto, Cours, § 719 2,7212. 



8. Die Variationen der Produktionskoeffizienten. 9. Dynamik. 1119 

Allgemein gelangen wir, von diesen Ansatzen aus, zu folgendem Satz: 
"Man kann den Reichtum von bestimmten Individuen auf andere 
ubertragen, indem man die Bedingungen del' freien Konkurrenz ab
andert, sei es in Bezug auf die Produktionskoeffizienten, sei es in 
Bezug auf die Umwandlung del' Ersparnisse in Kapitalien. Diese 
Ubertragung von Reichtum ist notwendigerweise mit einer Zerstorung 
von Reichtum verbunden." 

Dieses Theorem spielt in del' Wirtschaftslehre eine analoge Rolle, 
WIe das zweite Prinzip in der Thermodynamik 59). 

9. Dynamik. Bisher haben wir uns nul' mit dem statischen 
Teil des Problems abgegeben. Del' dynamische Teil ist bisher noch 
wenig behandelt worden 60) und hat, mit Ausnahme del' Theorie der 
Krisen, meistens nul' unvollkommene und unklare Werke veranlasst. 
Wir haben gesehen, dass es nicht moglich gewesen ist, in den das 
Gleichgewicht betreffenden Ergebnissen del' Erfahrung ein Maass fur 
die Gesamtophelimitat (jJ odeI' deren Partialderivierte Pa' Pb' ... zu 
finden. Urn diese Funktionen zu bestimmen 61), muss man zu dyna
mischen Gesichtspunkten greifen, grade wie in del' Mechanik die 
Kraft durch die Acceleration gemessen wird. Die Analogieen zwischen 
der mathematischen Wirtschaftslehre und der reinen Mechanik sind 
ubrigens zahlreich und tiefgreifend 60): die eine der Grundgleichungen 
del' mathematischen Wirlschaftslehre ist nichts anderes als die Glei
chung del' virtuellen Geschwindigkeiten 62). 

Ein einzelner Teil der dynamischen Wirtschaftslehre, derjenige 
der die Krisen behandelt, hat wichtige und ausfiihrliche Studien Vel'
anlasst, die abel' zum grossten Teil empirisch sind. Aus diesen 
Studien konnen wir tl'otzdem ersehen, dass der wil'tschaftliche Kreis
lauf Erscheinungen bietet, die denen der Tragheit in del' Mechanik 
analog sind 63). Die mathematische Wirtschaftslehre wird wahr
scheinlich eines Tags ein Prinzip gebrauchen konnen, das dem 
d'Alembertschen ahnlich ist. Es ist abel' geratener, nicht der ~u-

59) Pareto, Cours, § 730. 
60) S. N. Patten, The theory of dynamic economics, Philadelphia; J. B. 

Clark, New York Ann. amer. acado polito and soc. scienc., 1892; E. Barone, 
Gi. Econ., Nov. 1894; Pareto, Cours 2, § 928, p. 282-284; Gi. Econ., 
Sept. 1901. 

61) I. Fishm', Value and prices, appendix II; Pareto, Cours, § 592 1 ; Gi. 
Econ., Sept. 1901. 

62) Panto, Gi. Econ., Juni 1892, p. 415 if. 
63) P. des Essars, Paris J. soc. stat. 1895. 



1120 I G 2. Anwendungen der Mathematik auf Nationalokonomie. 

kunft vorzugreifen. VorIaufig ist bIos die wirtschaftliche Statik 
wissenschaftlich ausgebildet und hat brauchbare Ergebnisse 64) ge
liefert. 

64) Einige Einwande, die sich gegen das ganze System Pareto's und dessen 
Aufbau richten, s. bei L. v. Bortkewitsch, Jahrb. f. Gesetzgeb., Verw., Volksw. 22 
(1898), Heft 4, p. 89. 

(Abgeschlossen im August 1902.) 
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Inhaltsiibersicht. 
1. Grenzwerte komplexer Zahlenfolgen. 
2. Unendliche Reihen mit komplexen Gliedern: Konvergenz und Divergenz. 
3. Absolute Konvergenz. 
4. Unbedingte und bedingte Konvergenz. 
5. Multiplikation und Addition komplexer Reihen. Doppelreihen. 
6. Unendliche Produkte. 
7. Unendliche Kettenbriiche. 

Litteratur s. unter I A 3. 

1. Grenzwerte komplexer Zahlenfolgen. Die komplexe Zahlen
folge (a,,) = (a" + (j"i) (v = 0, 1, 2, ... ) heisst konve;rgmt und a ihr 
Grenzwert, in Zeichen: 

(1) a = lim a", 

wenn eine Zahl a = a + {ji existiert, derart, dass I a - a,,1 mit hin
langlich wachsenden Werten von v beliebig klein wird. Das letztere 
gilt dann auch von I a - a" I, I ~ - (j" I, sodass also aus (1) die Be
ziehungen folgen: 

(2) a = lim a", {j = lim {j", 

(demnach lim a" = lim a" + i lim (3,,). Umgekehrt folgt aber auch 
(1) a11emal aus (2), sodass, wie vielfach geschieht, die Relationen (2) 
auch geradezu als Definition fur den Inhalt der Beziehung (1) an-

1) Beziiglich der unendlichen Determinanten sei hier generell bemerkt, dass 
die in I A 3, Nr.58, 59 erwii.hnten Resultate auch fiir komplexe Tenne geIten. 

Encyklop. d. math. Wissensch. I. 71 
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gesehen werden konnen 2). Als notwendige und hinreichende Bedingung 
fiir die Existenz von Gleichung (1) erscheint dann eine Beziehung 
von der Form 
(3) I an+e - ani < 05, 

die auch durch die beiden aquivalenten ersetzt werden kann: 

(4) I an + f! - a'll I < 05, I J3n + f! - 13" I < o5. 

In jedem andern FaIle heisst die Folge (a,,) divergent. Die Beziehung 

(5) lim a" = ~ 

ist gleichwertig mit der folgenden: 

(6) lim la,,1 =~. 
Sie erfordert daher nicht einmal, dass zum mindesten lim : a" = ~ 
oder lim 113" I = ~, sondern kann schon erfiillt sein, wenn nur 
lim I (x" I = ~, lim 1/3" I = ~. (Beispiel a" = v . iV.) 1st mindestens 
eine der F'olgen (a,,), (13,,) eigentlich divergent 3), so erscheint es mit 
Riicksicht auf die Reihenlehre nicht unzweckmassig, auch (a,,) als 
eigentlich divergent zu bezeichnen. 

2. Unendliche Reihen mit komplexen Gliedern: Konvergenz 
und Divergenz. Setzt man 

(7) s" = ao + a1 + ... + a. 
(a" = a. + J3"i, v = 0, 1, 2, ... ), 

so heisst die Reihe E a" konvergent und s ihre Summe, wenn 

(8) lim Sy = s. 

1st s. = 6. + "C"i, s = 6 + "ti, so hat man nach Nr. 1 zugleich auch 

(9) lim (j. = 6, lim "t" = "t, 

und umgekehrt; also: konvergiert Ea" gegen s = 6 + "ti, so sind auch 
lJ a", E ~y konvergent und besitzen die Summen 6, 1: - vice versa. 

Wenn die Zahlenfolge (Sy) divergiert, so heisst die Reihe E a" 
divergent; eigentlich divergent, wenn (s,,) eigentlich divergiert (s. Nr. 1 
am Schlusse). 

3. Absolute Konvergenz. Fiir die Konvergenz von E a" ist hin
reichend die Konvergenz von 2' I a" I ; 4) die Reihe heisst in diesem FaIle 
absolut konvergent. Wegen I a" I < I ay I, 1/3" I < I a.1 sind dann allemal 

2) Diese zweite Definition ist die altere; vgl. Cauchy, Anal. alg., p. 240. 
Die erste entspricht mehr der modernen Auffassung, bei welcher die komplexe 
Zahl ala ein Objekt (geometrisch als Punkt) erscheintj a ist, geometrisch ge
sprochen, nichts anderes alB die (einzige) Haufungsstelle der Punkte a". 

3) Vgl. I A 3, p. 68. 
4) Cauchy, Resumes analytiques 1833, p. 112. 
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auch I a" und E {j" absolut konvergent. Umgekehrt folgt wegen 
I a" I < I av I + i {j" I aus der absoluten Konvergenz von E a" und E (j" 
diejenige von Ea". 

Zur Untersuchung der absol,uten Konvergenz einer komplexen 
Reihe I a" hat man die Kriterien fur Reihen mit positiven Gliedern 
auf die Reihe E I av I anzuwenden. Insbesondre gelten also die Oauchy
schen Fundamentalkriterien hier in der Form 6): 

(10) -. .!'IT:I {> 1 . la"+ll {> 1: Div. hm r I ua" I I lim -" < l' a" < 1: Konv. 
Fur die verscharften Kriterien empfiehlt sich 6) im gegenwarligen 
Falle eine Umformung, bei welcher statt des rechnerisch unbequemen 
I a" I = Ya,,» + (j,,2 lediglich I a" 12 in den zu prufenden Grenzausdriicken 
auftritt. 

Man erhlnt so, wenn wiederum ~ bezw. ~ das allgemeine Glied 
" " 

einer positivgliedrigen divergenten bezw. konvergenten Reihe bedeutet, 
die folgenden Kriterien erster und zweiter Art 7): 

(11) {lim D,,2'1 a" 12 > 0: Divergenz 
lim 0,,2'1 a" 12 < 00: Konvergens 

(12) !lim (D,,2 .\ a~:l \2 - D,,2+1) < 0: Divergenz 

lim ( 0,,2,1 a~:1 r - 0,,11+1) > 0: Konvergens. 

Die direkte trberfiihrung der linken Seite des Konvergenzkriteriums 
(12) in diejenige des Divergenzkriteriums 8) erweist sich hier als un
moglich. Dagegen lassen sich die beiden Kriterien (12) unter un
erheblichen die Auswahl der D" betreffenden Einschrankungen 9) durch 
das disjunktive Doppelkriterium ersetzen: 

(13) r (D I a" 12 n,,2+1) { < 0: Divergenz 
1m ,,' a,,+ 1 - JJ; > 0: Konvergenz. 

Die Wahl 

{ 
DlI = v, bezw. = Lk(v) 

(14) 
(Lo(v)=v; Lk(v)=v·lg1(v) ... lgk(v), fur k=1,2,3 ... ) 

5) Cauchy, Anal. alg., p. 280,283; Res. analyt., p. 113. 
S) Pringsheim, Arch. Math. Phys. (3) 4 (1902), p. 1. 
7) V gl. I A 3, p. 84, Formel (20), (21). 
8) Vgl. I A 3, p. 87, Gl. (31). 
9) P1'ingsheim, a. a. O. p. 4. 

71* 
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liefert nach einer einfachen Umformung die Kriterienskala: 

f 
r v (\ a" \2 1) { < 1: Divergenz 

a) 1-111"2 a,,+ll - > 1: Konvergenz 

(15)t - Igk(v) ( I a" i2 )<1: 
b) !im~-- (Lk _ 1 (V)2 -a -i-(Lk - 1 (v+l)2 

2 L k _ 1 (v) 1,,+1 >1: 

Divergenz 

Konvergenz. 

(15a) entspricht dem Raabe'schen Kriterium, (15b) der Bertrand'schen 
Skala 10). 

FijI' die meisten Anwendungen erweisen sich das Kriterium (a) 
und das Anfangskriterium (k = 1) der Skala (b), niimlich 

(16) lim 19v (v2j ~ 12 _ (v + 1)2) { < 1: Divergenz 
- 2v a,,+ll > 1: Konvergenz 

als ausreichend. Insbesondere liefern sie die folgende im wesentlichen 
von Weierstrass 11) auf anderem Wege abgeleitete Verallgemeinerung 
des Gauss'schen 12) Kriteriums: 1st 

(17) ~ = 1 + ~-*A.i + (/"+it1"i 
a"+l 11 v 

(wo limIQ"+(f,,il < 00), 

so ist L'I a" I konvergent falls ,,> 1, divergent, falls ,,< 1. 18) 

4. Unbedingte und bedingte Konvergenz. Da die absolute Kon
vergenz von .Ea" mit derjenigen von .Ea", 2Jp" zusammenfiillt, so 
folgt aus den fiir reelle Reihen geltenden Siitzen (vgl. I A 3, Nr. 31, 
p. 92), dass jede absolut konvergente L' a" auch unbedingt konvergiert 
und umgekehrt. 

1st .E a" konvergent, dagegen L' I a" I divergent, so muss mindestens 
eine der Reihen .E a", L' (J" nur bedingt konvergieren: das Gleiche gilt 
also auch von .E a". Allgemeine Kriterien zur Feststellung der even-

10) Vgl. I A S, p. 87, 88. 
a 

11) Weierstrass operiert mit dem reziproken Quotienten "+1, J. f. Math. 51 
a. 

(1856) = Werke 1, p. 185. Vgl. auch Stolz, AUg. Arithm. 2, p. 145; Pringsheim 
a. a. O. Eussn.6, p. 8. Funktionentheoretische Herleitung der Weierstrass'schen 
Kriterien mit Hilfe der Euler-Maclaurin'schen Summenforroel bei Wilhelm Wir
tinger, Acta roath. 26 (1902), p.265. 

12) I A S, p. 80. 

13) Dass im FaIle ,,< 1 nicht nur 2[ a" I, sondern auch 2 a" divergiert, 

wird von Weierstrass und Pringsheim a. a. O. gleichfalls bewiesen; iiber die be
s~nder~ A~! der Divergenz lassen sich noch bestimmte Aussagen roachen (s. die 
CItate In ). Vgl. auch den Schluss von Nr. 4. 
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tuell nur bedingten Konvergenz existieren naturgemass gerade so 
wenig wie bei reellen Reihen. Die Abel'sche Transformation (vgl. 
I A 3 G1. (37), p.94) liefert auch hier den Satz 14): ,,~ayb. konvergiert 
zum mindesten in der vorgeschriebenen Anordnung, werm ~lay-av+ll, 
.lJb. konvergieren; ist lim a. = 0, so braucht l.lJby I nur unter einer 

a 
endlichen Grenze zu bleiben." - Fur den Fall, dass -'- in der 

a.+1 

Form (17) darstellbar ist, konvergiert, wie Weierstrass zuerst gezeigt 
hat, E avx' noch bedingt flir [x I = 1, ausser x = 1, falls ° < ,,~ 1. 15) 

5. Multiplikation und Addition komplexer Reihen. Doppel
reihen. Die Multiplikationsregel fur zwei konvergente Reihen .lJ ay , 

.lJ b v, namlich 

(18) .lJ ay· Eb. = .lJ cv' wo Cv = aobv + a l b._ l + ... + avbo, 
gilt nach Catcchy 16), wenn .lJ a., 2J by absolut konvergieren, nach Abel 17) 
allemal, sofern 2J Cv uberhaupt konvergiert; dazu ist hinreichend, 
keineswegs notwendig, dass eine der Reihen .lJ a., Eby absolut kon
vergiert 18). 

Fur die Addition einer endlichen Anzahl konvergierender Reihen 
'" '2J a~") (It = 0, 1, ... 'In) gilt auch hier wie in I A 3 Nr. 35, p. 97 

° die Beziehung: 

(19) 

1st m = 00, so ist flir die Konvergenz der betrefl'enden Reihen und 
die Existenz der Beziehung: 

(20) 

14) S. z. B. Stolz, AUg. Arith. 2, p. 144. 
15) Weierstrass, J. f. Math. 51 (1856), p. 29 = Werke 1, p. 185. - Stolz, 

Allg. Arithm. 2, p. 155. - Pringsheim, a. a. O. p. 18. 
lS) Anal. alg., p. 283. 
17) Abel giebt allerdings (J. f. Math. 1 (1826), p. 318 = Werke 1, p. 22S) 

den Beweis nur fUr reelle Reihen; doch ist der Beweis leicht auf komplexe Reihen 
zu iibertragen. - Anderer Beweis bei Cesaro: Bull. Soc. math. (2) 4, (1890), 
p.327. 

18) F. Mertens, J. f. Math. 79 (1875), p. 182. Anderer Beweis bei Tv. V. Jensen, 
Nouv. corresp. math. 1879, p.430. - Die Reihe :Ecv konvergiert in unendlich 
vielen Fallen absolut, auch wenn eine der Reihen :Ea., :Eb. oder beide nur be
dingt konvergieren, bezw. sogar divergieren: F. Cajori, Amer. Trans. 2 (1901), p. 25; 
Pringsheim, ebenda, p. 404. 
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(r;, ~ 

nach Cauchy 19) hinreichend, dass ~ 2J I a~) I konvergiert (sog. Cau-
o 0 

chy'scher Doppelreihensatz). Unter dieser Voraussetzung konvergiert 
nach Cauchy 20) auch die "Doppelreihe" 

(21) 

gegen dieselbe Summe. Uberhaupt gelten fur derartige absolut kon

vergente ~l' ~ a~) dieselben Satze fur die entsprechenden reellen 
Reihen 21). 

n 

6. Unendliche Produkte 22). Setzt man IT (1 + aJ = An 
o 

00 

(n = 0,1, ... ), so heisst das unendliche Produkt IT (1 + av), wo 
o 

durchweg i 1 + a" I > 0 angenommen wird, konvergent und A der Wert 
dieses Produktes, wenn lim An = A endlich und von Nztll verschieden 
ist. In jedem anderen FaIle (insbesondere also auch fUr lim An = 0) 
heisst das Produkt divergent 23). Fur die Konvergenz von II (1 + a.) 
ist hinreichend di ejenige von II (1 + I a" I); das betrefl'ende Produkt 
heisst alsdann absolut konvergent. Es ist in dies em FaIle auch un
bedingt konvergent - vice versa. Notwendig und hinreichend fur die 
absolute Konvergenz von II (1 + a,,) ist die Konvergenz von E 1 a~ I· 
Man hat sodann auch: 

00 ~ 

(22) R (1 + a,,) = 1 + ao + ~A"_la", 
o 1 

wobei die rechts stehende Reihe absolut konvergiert, auch wenn man 
die einzelnen Summanden der Aggregate A v _ 1 als Reihenglieder auf
fasst. Auch darf ein absolut konvergentes Produkt in ein endliches 
oder unendliches Produkt von Teilprodukten umgeformt werden. 

1st E I a" I divergent, ~ a" bedingt konvergent, so kann II (1 + a.) 

19) Anal. algebr., p. 539, 547. 
20) A. a. O. p. 537, 547. Definition und Beweis nicht recht deutlich; vgL 

I A 3, p. 98, Fussn. 144. 
21) S. I A 3, p. 98, 99. 
22) Ausser der I A 3, p. 113, 114 angegebenen Litteratur s. Dini, Ann. di 

mat. (2) 2 (1870), p. 35; De Pasquale, Giorn. di mat. 35 (1897), p. 259. 
23) VgL I A 3, p. 113, Fussn. 311. 
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noch bedingt konvergieren. Eine hinreichende Bedingung ist die Kon
vergenz der Reihen .EA~m) und .E I a~ 1m, wo 

1 1 ( l)m 
A(m) = a - - a 2 + - a 3 - + ... + -=-- a m-l 

~ ~ 2 ~ 3 ~ m-l ~ 

7. Unendliche Xettenbriiche. Uber die formalen mit Ketten
briichen vorzunehmenden Operationen, insbesondere iiber die Bildung 
der Naherungsbriiche und die Umformung in Reihen und Produkte, 
ebenso beziiglich der Definition von Konvergenz und Divergenz des 

unendlichen KeUenbruchs [bo; ::I s. I A 3, Nr. 4:5:1f. 

FUr unendliche Kettenbriiche in der Haupt{orm [go; ~Joo besteht 
q~ 1 

- analog wie fiir positive g~ - aUemai Divergenz, wenn .E I qv I kon
vergiert25). Von hinreichenden Konvergenzbedi:qgungen allgemeineren 

Charakters sind nur die folgenden bekannt: [::J~ konvcrgiert, wenn: 

(23) I b" I > I a~ I + 1 (v = 1,2, ... ),26) 
desgleichen wenn: 

(24)1~1<~, 1 ah +1 1+1 a2v+2 I<~ (v=1,2, ... ). 
hi hI 2 b2v b2v+1 h2;~+1 b2v+2 1- 2 

Fiir den Fall I a" I = 1 besteht noch die etwas weitere Konver!Jenz
bedingung: 

I 1 \ \1 \ (25) -- + - <1 I bh _ 1 bh -
(v = 1,2, ... ).27) 

[E~r~(l-r~_l)JIXl 0 
Fiir Kettenbriiche von der Form 1 l' wo ro = 0, 'r" > , 
I E~ I = 1, giebt van Vleck 28) die Konvergen$ der Reihe 

24) Pringsheim, Math. Ann. 22 (1883), p. 481; Stolz, AUg. Aritlim. 2, p. 246; 
besondere Falle des Satzes vorher bei Cauchy, Anal. algebr., p. 663 und .Arndt, 
Arch. f. Math. 21 (186S). p. 86. 

26) Stolz, AUg. Arithm. 2, p. 279. Die fur die Konvergenz von 

[:J~ = [«v ~~" iJ~ 
notwendige Divergenz von X I «" + ~~i list nach van Vleck (Am. M. S. Trans. 2 
]1901], p. 223, 229) auch hinreichend, wenn die «" gleichbezeichnet sind und die 
~" alternierende VorzeicheD besitzen (mit eventuellem Ausschlus8 einer endlichen 
Gliederanzahl); oder wenn nur die erste bezw. zweite dieser Bedingungen erftillt 

ist, zugleich aber I ~: \ bezw. \ ;: 1 unter einer endlichen Schranke bleibt. 

26) Pringsheim, Munch. Ber. 28 (1898), p. 316. 
27) Desgl. p. 323, 320. 28) Am. M. S. Trans. 2 (1901), p.481. 
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als notwendige und, falls rv < 1, auch hinreichende Bedingung. 

FiirdieKonvergenzeinesreinperiodischen [::I - wo am}.+,u= all' 

bm1+1t = b,u (ll- = 1, 2, ... m; ..t = 1, 2, ... in inf.) und ~: den vten Nahe

rungsbruch bedeutet - ist notwendig die Bedingung IBm _ 1 1 > 0; die
selbe ist hinreichend, wenn die Diskriminante D der quadratischen 
Gleichung: 

(26) Bm _ I X 2 + (Bm - Am_I) X - Am = 0 
[also D = (Bm - Am_I )2 + 4AmBm_l ] 

verschwindet; andernfalls muss noch 

(27) (Am 1 + Bm) I m -VD I > 0 und I Av - X2 Bv I > 0 

(v=1,2 ... m-1), 

sein, wo x2 eme genau prazisierte Wurzel der obigen quadratischen 

Gleichung bedeutet 29). Der Wert des Kettenbruchs [::]~ ist daun 

gleich der andern Wurzel Xv wahrend mit gewissen Einschrankungen 
(- x2) den Wert des "konjugierten" unrein periodischen Kettenbruchs 

(b ' am at a1 ). 30) .,., -b -, ••• 11' h' ... hefert . 
m-l 1 m 

Uber sog. algebraische Kettenbriiche, d. h. solche, deren Glieder 
rationrile Funktionen einer (komplexen) Veranderlichen X sind, s. I A 3, 
Nr. 5~ und II B 1, Nr. 39. 

29) In etwas anderer Darstellungsweise zuerst von Stolz angegeben: Innsbr. 
Ber. 1886, p. 1 und 1887/88, p. 1; AlIg. Arithm. 2, p. 302. Andere Herleitung in 
der hier gegebenen Formulierung bei Pringsheim, Munch. Ber. 30 (1900), p. 480. 

30) Pringsheim, a.a. 0., p. 488. 
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A 
A b bild ung, von Dingen, beimZahlen2j 

- einer rationalen Flache auf eine 
Ebene 317, zweier algebraischer FBi
chen 319; konfonrte - der Halbebene 
auf ein Kreisbogendreieck 336; 524; 
zweier Ebenen 158, behufs graphischer 
Losung von Gleichungen 1014, 379; 
graphischlogarithmische - von Funk
tionen 1020, 1023; - eines (Zahl-)Kor
pers auf seine Konjugierten 289, eines 
Galois'schen auf sich selbst 290; 11.hn
liche - zweier Mengen 69, 106; ein
deutige - zweier Kontinua 187 u. 16, 

mehrdeutige 2()2. 
Abe I, -sche Funktionen in Bez. zu irra

tionalen Invitrianten 360; -sche Glei
chungen [Auflosung durch Radikale] 
490, 506 f.; -sche Gruppe einer Bili
nearform 216, 66, -sche Gruppe (mit 
kommutativer Komposition) 222, von 
Klassen binarer quadratischer Formen 
609, 611, 724, der Teilungsgleichungen 
731, eines Galois'schen Korpers 689, 
der Zusammensetzung del' Idealklas
sen 694; -sche Integrale, arithmetisch
algebraisch 296 f., invariantiv 360; -sche 
Klassengruppe, Klassengleichung 727; 
-scher (u. relativ -scher) K01'per 689, als 
Kreiskorper 704; -sches Kriterium der 
Auflosbarkeit einer Gleichung von 
Primzahlgrad 225, 131, 470, 496,515; 
-sches Theorem, arithmetisch 296 ; 
-sche Transformation (partielle Summa-

tion) bedingt konvergenter Reihen 94 
[komplexer 1125J. 

abgekiirzt, -er Dezimalbrttch 979; -e 
Logarithmentafeln 993 f. ; -e M ultiplika
tion u. Division 983 f.; -es Radizieren 
984f.; -e invariantive Prozesse als 
Symbolik 361; -e Summation in del' 
Le bensversichemng; -e Todesfallver
sicherung 879. 

Abgeleitete (forma derivata), einer 
Bilinearform 595. 

abgeschlossen, -e Menge 195, als 
Ableitung einer andern 197. 

A b han gig k e it, der Differentialglei
chungen del' Invarianten 335 u. 84, 356 ; 
von Ereignissen (Wahrscheinlichkeits
rechnung) 739; von Funktionen 275, 
von Gleichungen 276; lineare - zwi
schen Invarianten, beim Endlichkeits
problem 341 f., in der abzahlenden 
Richtung 353 f., von invarianten Punkt
systemen 334,79; 393,385. 

Ablaufen, einer Lebensversicherung 
873. 

Ableitung, partielle -en einer Deter
minante 38; -en einer ganzen Funk
tion 229, 233, ihr Verschwinden 258; 
Determinante der ersten -en von Funk
tionen [deren -en] 276, Determinante 
der zweiten -en 277; -en einer Funk
tion bei Interpolation gege ben 806; 
923; - h5herer komplexer Grossen 
aus Einheiten 161; -en einer Menge 
[ -sprozess ] 185f. , links, rechts ge-
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nommene 195, 44; Substitution ein
seitiger resp. homogener -en 370 f. ; 
Formen als typische -en einer andern 
350. 

AbschluRsprovision, in der Lebens
versicherung 889. 

Abschnitt, einer Menge 191. 
Absetzen, von Skalen, in der Nomo

graphie 1036, 454. 

a b sol u t, -e Aquivalenz von Formen 
295; -er Betrag einer ganzen Zahl 13, 
20, eines Bruches 20, einer komplexen 
Zahl 153; -e Fehler, in der Ausglei_ 

chungsrechnung 774, 776, 779, 791,54, 
bei numerischem Rechnen 981; -e In
variante 326 f., in der FHlchentheorie 
384; -es Kontinuum 205; - konvC1'
gente Reihen 80, 91 [komplexe 1123], 
Doppelreihen 99 [komplexe 1126], un
endlicheProdukte 114 [komplexe 1126], 
unendliche Determinanten 144, 452 
[komplexe 1121, 1]; -er Rationalitiits
bel'eich 482, 508. 

A bsonderung, eines gemeinsamen Fak
tors 15; - (Separation) von Wurzeln 
numerischer Gleichungen, insbesondere 
mittels Diiferenzenrechnung407 if.; 920. 

Absterbeordnung, 837,860. 
A b wei c hun g, einer komplexen Grosse 

154; mittlere - einer Funktion von 
ihrem wahrscheinlichen Werte 779; 
861, von ihrem wahrscheinlichsten 
780; -en von den wahren Werten von 
Unbekannten, bei Gleichungen 406, 
433 f., 448 [bei mehreren Unbekannten 
446 f.]; in der Ausgleichungsrech
nung 771 f.; - zwischen empirischen 
Werten und mathematischen Wahr
scheinlichkeiten, in del' Statistik 825. 

abwickelbar, -e FIachen, in der Apo
laritatstheorie 392, 383&. 

Abzahlbarkeit, von Mengen 186,196; 
durch Zahlen der 2. Klasse 193; -
der algebraischen Zahlen 186; 669. 

abzahlend, -e Richtung der Formen
them'ie 353 f.; -e Geometrie beschrank
ter Gleichungssysteme 304, 305 u. 60. 

ace es s oris ch, -e Irrationalitat 493, 536. 
Achtdamenproblem, 1082f. 
Addendus, elementar 7, bei Ordnungs-

typen 190. 
Addition, Arithmetik: von Zahlen 7f., 

von Grossenpaaren 150, von Strecken 
155: 1009, vonGrossen-n-tupeln 160, von I 

Reihen 96 [von komplexen 1125], von 
Machtigkeiten 189, von Stolz'schen 
Momenten 203, von Grossen mit un
endlich vielen Einheiten 205, 107; 
successive - bei Interpolation 812 f.; 
Graphik: - bei gewohnlichem Mass
stab 1008 f. , bei logarithmischem 
1019 f.; mechanischgraphische - von 
cp (x), 'I/J (y), X (z) etc. 1037; -sapparate 
953 f., -skurve 1019; -slogarithmen, zur 
LosUllg von Gleichungen 444, bei 
Tafeln 995,998 f. [graphisch 1019,391], 
fur komplexe Grossen 1001 [graphisch 
1023,402]; -smaschinen 960 f., erweiterte 
967f. 

ad di ti v, -e Darstellung von Zahlen 
(partitio numerorum) 636 f., in der 
l!'ormentheorie 353, in der Nomo
graphie 1052. 

Adharenz, einer Menge 199. 
adjungiert, -e Subdeterminanten (Ad

junkte) 37, unendliche 146, 456, -e 
Matrixdeterminanten 46; 247, beiKom
binanten 391 f.; -e Hermite'sche For
men (formes adjointes) 324; 325,18, als 
Evektanten 372; -e Gruppe, in Bez. 
zu komplexen Grossen 177, Invarianz 
bei der -en Gruppe 402; -e Kurven, 
bei birationaler Transformation 553. 
S. Adjunktion. 

Adjungierte, einer ternaren quadra
tischen Form 324, 15; 614 [primitive 
615], bei n Variabeln 622 [primitive 
623], einer Bilinearform 594. 

Adjunktion, von Irrationalitaten: bei 
Kombinanten 392; - von numerischen 
Grossen 487, einer nattirlichen Irratio
nalitat 488; 536, einer accessorischen 
493; 536, eines Radikals 495; der Qua
dratwurzel aus der Diskriminante der 
Gleichung 5. Grades 513; 535 f.; . von 
Quadrat- u. Einheitswurzeln bei der 
Klassengleichung 728; - als Korperer
weiterung 286; - von Beriihrungs
kurven einer ebenen Kurve 4_ Ordnung 
306. 

Affekt, und -Funktion 291 u. 25; 469, 
483, gewisser Gleichungen 7. Grades 
340,107; 470; Lasung einer -Gleichung 
635. 

a ffi n, -e Reziprokanten und Gruppe 381. 
Aggregat, quadratische Form ala -

von Quadraten 327, 329; 596; Schar 
von Bilinearformen als - von elemen-
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taren 332; binare Formen gleicher Ord- I 
nung als -e von Potenzen 392; - sym- . 
bolischer Produkte als Invariante 326. 

ahnlich, -e nreiecke bei graphischer 
Multiplikation 156; 1009, desgl. -e 
Punktreihen 1009, 350; -e Bilinearfor
men 330,53; 593; -geordnete Mengen 
190, Abschnitte 191; -e Substitutionen 
211. 

Ahnlichkeitstransformation, ill 

Bez. zu komplexen Grossen 157, 179, 
deren Zusammensetzung 183. 

Aktiengesellschaft, Aktion ar, 873. 
aktiv, -er Summand 8, bei Ordnungs

typen 190; -er Faktor 14, bei Ord
nungstypen 191. 

A k t iv, -e einer Invaliditatsversicherung 
847; -a einer Bilanz 898. 

aktual, -unendlich grosse resp. kleine 
Grossen 204, 103. 

Aleph-Funktion 459, 465. 
Algebra, -s (linear associative -), 

159, lS; universal-169, 18; extensive 
- in Bez. zur Formentheorie 365. 
S. alge braisch. 

alge braisch, -e Ausdrucke (in Radi
kalen) fur die Wurzeln einer Gleichung 
499; -eFlachen316, 319, in Bez.zurApo
laritat 391, 377; -e Form auf Riemann'
Reher Flache 297; eines Rationalitats
bereiches 294; 685; -e Formenpl"obleme 
360, 1119; 543 f.; -e Formulierung des 
Prinzips der Anzahl305, 60; -er Funda
mentalsatz 234; -e Funktion 287 u. 15, 
N oether'scher Satz 314 f.; -es Gebilde 
u. charakteristische Funktion 311 [ra
tionale Transformation u. Integrale 
318f.],mitrationalenParametern316f.; 
-e Geometric, bes. der 2. Dimension 319; 
-e Gleichungen, nach Galois 290 f. ; 
zwischen den Koeffizienten einer Form 
379; -e GI'osse, arithmetisch 284, ganze 
292; -e Gruppe einer Gleichung 487 f.; 
-e Integl'ierbarkeit linearer Differential
gleichungen 336, 338; 524, 527, 530, 
der Differentialgleichung fiir die Multi
plikation der elliptischen Funktionen 
718; -e Invariante 377, bei linearen 
Differentialgleichungen 383; -e Ketten
britche 136 f.; 1128; -e Kongruenz 244; 
-er Korper 285; 676, von Funktionen 
299 [Modulsysteme 301 f.]; -e Kurve 
u. ihr Modul 311, 313 f., ihre ratio
nale Transformation 316 f.; -e Para-

meter, bei rationaler Transforma
tion 379; -e Reversibilitat 281; -e 
Summe von Zahlen 13; - unabhiingige 
Invarianten 346; -e Zahlen 285, 287; 
676 [abzahlbar 186; 669], ganze u. ge
brochene 287; 677, ihr periodischer 
Algorithmus 586; 668. 

Algorithmus, der Ausgleichungsrech
nung 782 f.; - automorpher Transfor
mationen von quadratischen und bi
linearen Formen 333; Euklidischer - fur 
den grossten gemeinsamen Teiler von 
zwei ganzen Zahlen 556, 558 f., ganzen 
Funktionen 241, 245; 417, bei n Va
riabeln 259; Euler'scher (Mobius'scher, 
Gauas'acher) - filr Kettenbriiche 122; 
559; Kettenbruch - zur Losung linearer 
Gleichungen resp. Kongruenzen 123, 
ganzzahliger 563 f. ; 585 f., zur Re
duktion quadratischer Formen 599; 
- der komplexen Grossen 159; - fUr 
die reduzierle Resultante 399; - fur 

das Legendre'sche Symbol (:) 568. 

allgemein, -e Arithmetik 176; -e For
men in der Syrobolik 362; -e Glei
chungen in der Galois'schen Theorie 
291; 498 f. , -e Teilungsgleichungen 
510 f.; -ate G-riissenklassen 206; -e Lo
sung einer Differenzengleichung 932, 
einer linearen 933. 

Alter, Zahl der Lebenden eines -s 
860. 

alternierend, -e Bilinearformen 329f.; 
595; -e Funktion 467, symmetrisch -e, 
- -e 479; -e Gruppe 213, von 5,6 Din
gen 224, 127, von 4,5,6, 7 Ding~n b. end
lichen Gruppen linearer Substitution en 
525, 525, 529, 548, -e Gruppen, als ter
nare u. quaternare 549,94, -e Gruppe, alB 
invariante Untergruppe der allgemei
nen Gleichungsgruppe 504; ganzzahlige 
Gleichungen mit -er Gruppe 292; -es 
Produkt 36; -e Reihen 92, 94, 95 [kom
plexe 95, 231; 1124]. 

Amben, als Komplexionen 33. 
am b ig, -es Ideal, Primideal,Idealklasse 

692; -e Klasse binarer quadratiacher 
Formen 596, 609; -er Komplex 693. 

Am bige, eines KlassenkOrpers 694. 
Amortisation, einer Lebensversiche

rungseinzahlung 902. 
Amplitude, einer komplexen Grosse 

154. 
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Analysis, kombinatorische - 639. 
analytisch, -e Methoden Dirichlet's in 

del' Zahlentheorie 643 f.; -e Fakto-
1'iellen (F akultiiten ) 11 7 f.; -e Fort
setztlng, von Funktionen bei divergenten 
Reihen 109, 111; eines Kreisbogendrei
ecks, bei del' hypergeometrischen Reihe 
336; 524; -e Funktionen (u. Zahlen)
theo1'ie in Bez. zu unendlichen Pro
dukten 112 f.; 637, 642 f.; ganze -e 
Funktionen 112, 304, 116,318, 118; 286, 
297, in der analytischen Zahlentheo1'ie 
660 f.; -e Funktionen h5he1'e1' kom
pJexer Grossen 183; -e Invariante 327, 
ihre Difrerentialgleichungen 377; -e 
Rechemnaschine fUr -e Operation en 978; 
-e Da1'stellung von Substitutionen 211 ; 
-e Zahlentheorie 636 fr. 

Anamorphose, in der Nomog1'aphie 
1030,435; 1032,439. 

anceps, s. zweiseitig. 
Anderung, del' Basis einer hohel'll kom

plexen Grosse 163; Sinn del' - einer 
ganzen Fttnktion 233, bei n Va1'iabeln 
279. 

Anfangs g Ii ed, eines Kettenbruches120; 
del' Entwickelung nach dem Newton'_ 
schen Polygon 265. 

Anfangspunkt, rechtwinkliger Koor
dinaten in der Ebene, in Bez. zu kom
plexen Grossen 155, 157; beim Funda
mentalsatz del' Algebra 235; Drehun
gen um den - im Raume, in Bez. 
zu Quaternionen 178, 183. 

Angebot, u. -Kurven in derVolkswi1't
schaftslehre 1113 u. 39, 1118. 

angenahert, Annaherung, s. Ap-
proximation. 

Annihilator, einer Form 376. 
Anomalie, einer komplexen Grosse 154. 
Anordnung, von Elementen in derKom-

binato1'ik 29, bei einer Substitution 
209; - del' Faktoren eines unendlichen 
Produktes 114; - del' Glieder einer 
bedingt konvergenten Reihe 92; -en 
einer Menge 187; -en del' Wurzeln 
einer Gleichung 484 f. 

Antilogarithmen, u. Tafeln solcher 
997, hyperbolische - 997, 298. 

antisymmetrisch, -e Gestalt einer 
linearen Substitution 333, 67; 596. 

An:-v en dung, eines Ordnungstypus auf 
emen andel'll 191. 

AnzahJ, -en in Bez. zur charakteristi-

schen Funktion 311; bei Determinanten 
38; Erhaltung del' - 305 u. 60; - von 
Fallen, in der Wahrscheinlichkeits
rechnung 742; -en in der Formen
theorie: algebraisch [von Invarianten] 
353 f., arithmetisch [von Kongruenz-
15sungen, Darstellungen, Formen, Ge
schlechtern, Perioden] 585 fr.; - von 
Gleichungswurzeln zwischen Grenzen 
411, 416, 428; -en der Kombinations
lehre 29 f. [in der Formentheorie 353, 
in del' analytischen Zahlentheorie 637, 
639, in der Wahrscheinlichkeitsrech
nung 745 f., in del' Interpolation 802]; 
K01-pertheorie: - von Karpel'll, Ideal
und Ringklassen, Geschlecbtern 681 fr.; 
von Faktoren der Klassengleichung 
728; s. auchKlassenanzahl;-einer 
Menge 69; 188 [von Ordnungstypen 
190J; - gewisser Potenzprodukte 256; 
- von Resten ganzer Funktionen 244 f.; 
-en von SinguZaritaten von Kurven 
253 ;400; -en von symmetrischenFunk
tionen 450; -en del' Zahlenthem'ie: a) in 
del' elementaren 557 if.; b) in der 
analytischen [von Darstellungen, Tei
lern, Primzahlen, Mittelwerten, Ge
schJechtern] 637 fr.; - von Zeichen
wechseln 409 f. 

apantachisch, -e Mengen 198. 
Apolaritat, in Bez. zur bilinearen In

variante 368 u. 264, 390 f., zur Drei
ecksgeometrie 392, 383b , zu elliptischen 
Gebilden 393,384, zu Fliichen 391,377; 
- von Forlluln u. Formensystemen 
391 fr., in Bez. zur kanonischen Dar
steHung 357 f., 390 fr., zur Kummer'
schenKonfiguration 339,105, zu Mannig
faltigkeiten projektiver Buschel, Bun
del, u. a. 393, 386, zu rationalen Kurven 
391, 377, 393 f., zur typischen Formen
darsteHung 350. 

Apollonisch, -es Problem in Bez. zur 
Invariantentheorie 387, 353. 

aposteriorisch, -e Wahrscheinlichkeit 
755, 115; 759 f., 763. 

Apparat, Rechen-e 952 f., fUr Addi
tion 953 f., fur Multiplikation u. Di
vision 955 f. 

Approximation, von Differentialquo
tienten, in der Interpolation 811, in 
der Lebensversicherung 873; - einer 
Fakultat 103 u. 272, 112; 756 U. 118; 
931 [verallgemeinert 117 f.]; - einer 
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Funktion, durch eine ganze 231, 254, 
durch Interpolation 800 [in del' Diffe
renzenrechnung 923], von Funlctionen 
grosser Zahlen 749,75, von ex 670; -
von Gleiehungswurzeln 235 f.; 405, 
433ff. [Newton'sche beim Fundamen
talsatz del' Algebra 237, bei linearen 
Gleichungen 943, 13, beim Radizieren 
985], in invarianter Gestalt 399; - von 
Gliedergruppen des binomischen Satzes 
755; - von Integralen !inearer Differen
tialgleichungen durch halbkonvergente 
Reihen 146, 277; bestimmter Integrale 
104, 110, in del' Interpolation 811, in 
del' Differenzenrechnung 924, 930; -
durch Kettenbruche 129 f., 135; - in 
del' Lebensvel'sicherung 870 u. 45; -
durch Linearformen 586f.; 667 f., -
von Losungen von Lineargleichungen 
mitvielen Unbekannten 448; 791 u. 54. 

a p ri oris ch, -e Wabrscbeinlicbkeit 734£., 
760, 763. 

Aq ui valenz, Axiom der - von Zahl 
u. Strecke 53; 235; Oauchy'sche -en 58, 
42; 152 ;-inder F01'mentheorie: a) arith
metischalgebraische [Formen, :J;'unk
tionale, Modul- u. Gleichnngssysteme] 
295 ff.; b) algebraische [Formen, Diffe
rentialformen, -Invarianten, -Problem] 
322ff.; c) arithmetische [Formen, For
men- u. Gleichungssysteme] 583 ff.; 
- von zwei Irrationellen 559, in del' 
komplexen Multiplikation 721; - von 
Kettenbl'uchen 121,125,372, von Bolchen 
mit Reihen resp. Produkten 133 f., 139; 
- in del' Kii1-pertheorie: [Ideale, alge
braische Formen] 683 ff.; - von Men
gen 188. 

Arbeitsverteilung, gii.nstigste -792. 
Ar chimedisch, -es Postulat 203, 205, 

207; -e Spirale beim graphischen 
Rechnen 1010. 

Arcus, einer komplexen Grosse 154. 
Argument, einer ganzen Funlction 229, 

einer komplexen Grosse 154. 
Ari thmetik,elementare lff., allgemeine 

49 :If., del' komplexen Grossen 173 ff., 
politische 822. 

arithmetisch, -e Theorie del' alge
braischen Grossen 284:1f., in Bez. zur 
Invariantentheorie 326, 346; -es Drei
ealc 35; -e Formenthe01'ie 582 ff.; -e 
Invariante 332; -e TheOl-ie del' Irra
tionalitiiten 53 ff.; -e Eigenschaften von I 

Kettenbruchen 125; 559, 563; 585 f., 
600 f.; -es Mittel, von Reihengliedern 
107,284, 108,287, von Teileranzahlen 
653, von Wahrscheinlichkeiten 758 i 
in der Ausgleichungsrechnung 771 f., 
778, 783 i -e Operationen 6, 10, beim 
graphischen Rechnen 1007 f., 1018 f., 
bei Rechenmaschinen 1065 f.; -e Reihen : 
in der Diffm'enzenrechnung 919 f., 927, 
del' Radien del' archimedischen Spirale 
bei graphischem Rechnen 1010, 362, von 
Werten bei Interpolation 230; 806; 
919 f., bei Tafeln 812; bei Interpolation 
durch periodische Reihen 815, 820; fiir 
Teilnenner von Kettenbruchen 136, 418, 
669; del' Gewichte bei Kovarianten 
376; beim Legendre'schen Symbol 568, 
bei Leibrenten 878; beim Primzahlen
satz 643; 706; -e Substitutionen 214, 55. 

Arithmetisierung, del' Zahlenlehre, 
nach Kronecker 58, - des G1'enzbe
gri:lf~s 64. 

Ari thmo graphen, fiir die 4 Spezies 957. 
Art, - eines Ereignisses 739; quadra

tiscbe Formen erster, zweiter - 729; 
Konvergenzkriterien erster, zweite1' -
80 f. [bei komplexen Elementen 1123], 
dritter - 88; KOl'perthe01-ie: -en 
eines Korpers 294, Teilbarkeit erster, 
zweiter - von Modulsystemen 301; 
Mengenlehre: Zahlen erster, zweiter -
192, 194, desg!. Mengen 196, Punkte 
ater _ 199, 65; - einer Permutation 
31; Substitutionenerster, zweiter - 526. 

Assoziation, -s (assoziatives) Ge
setz: der Addition 7, 11, 8; del' Multi
plikation 15 [bei komplexen Zahlen 
151, 160], del' Potenzierung u. Radi
zierung 23, 24; fiir Machtigkeiten 189; 
f'li.r Substitutionen 210; - neuer Ele
mente in der Korpertheorie 294, 296. 

assozliert, -e FOl'men, tern lire quadra
tische 616 [- zu kubischen 632]; -e 
Invarianten u. Systeme solcher 327, 
345, 138, allgemein 347 f., in Bez. zu 
Primformen 339, Systeme -e1' Rezi
prokanten u. Seminvarianten 381, 388, 
primarer Kova1'ianten 389; Korpel'
theorie: -e Funktionale 295, 37, einem 
Korper -e Formen 296; -e Glieder 
sym;netrischel' Funktionen 461. 

Astronomie, in der Wahrscheinlich
keitsrechnung 747; Naherungswerte 
in del' - 434; numerische 'rafeln fLi.1' 
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Zwecke der - 1077, desgl. Diagramme 
1025. 

Asymptoten, beim graphischen Rech
nen 1021,396,1022,397, desgl. -Ebenen, 
-Zylinder von FULchen 1023, 405. 

asymptotisch, -e Darstellung einer 
Funktion 104, -e Reihen 104; -e Werte 
zahlentheoretischer Funktionen 652 f., 
658 f. [-er Ausdruck 658]. S. A p
proximation. 

asyzygetisch, -e Invarianten 353, 
deren erzeugende Funktion 365. 

Atom, Wert des letzten -s (final degree 
of utility, rareM) in der Wil'tschafts-
1ehre 1102. 

atomistisch, s. Chemie. 
Au fe in and e rl e g e n (Superposition) 

zweiel' Kul'venscharen behufs graphi
scher Losung von GIeichungen 1047, 
von Ebenen in del' Nomographie 1051; 
superposition des graduations 1053,527. 

Aufheben, bei Briichen 17. 
Auflosbarkeit, Grad der - einer 

Gleichung 237; - einer Gleichung 
dul'ch Radikale 225, 470, 481 f., Kri
terien 225,131,496 f. [- dul'ch Quadrat
wurzeln 470, speziell kubischel' GIei
chungen 518]; - gewisser Gleichun
gen 5. Grades 496, 516, von Gleichun
gen mit kommutativer Gruppe 505, von 
Abel'schen 506 f.; von Teilungs- u. 
Transformationsgleichungen 509f., irre
duzibler Gleichungen 515 f., Sylow'
scher 516 f., ternarer diophantischer mit 
algebraischen Koeffizienten 698, der 
GIeichung fiir komplexe Multiplika
tion 719, fUr singulare Moduln 731; 
Nicht - der allgemeinen GIeichungen 
5. Grades 498, n ten Grades 504f.; _ 
einer Gruppe (groupe resoluble) 225 
U.129; - von Kong1'uenzen: a) algebrai
scher 244 f., linearer 269, 51; b) arith
metischer 561, 573 f., linearer 564; 
589 f., quadratischer 565, 573; 624 f. 
S. Auflosung. 

Auflosung, von Gleichungen: formale 
(litterale) bei den ersten 4 Graden 148; 
499 f., invariantentheoretisch 351 u. 169; 
- ganzzahliger Gleichungen: linearer 
564,585f., quadratischer620 f., der Pell'
schen 600, 611, 629; 667 f., spezieller 
hoherer 569 f.; 635 [so diophan
tisch]; gl'aphische - von Gleichun
gen 1011 if., von Gleichungssystemen I 

1048 if., mit dem Rechenschieber 
1057f., 1065 f., durch andere Mecha
nismen 1067f., 1070f.; gruppentheoreti
sche - 493,495 f.; - linearer Gleichun
gen 268, in der Ausgleichungsrechnung 
789, 791; - numerischer GIeichungen, 
s. Approximation; - durch Tafeln 
1004 f.; Reduktion aUf Normalgleichun
gen, del' Gleichung 5. Grades (resp. Iko
saedergleichung): in Bez. zur Invarian
tentheorie 326, 29, 349; 379, zu endlichen 
Gruppen 337 f., systematisch 533 if.; 
Reduktion aUf F01'menprobleme: der 
Gleichung 5. Grades 540 f., von Glei
chungen 6. u. 7. Grades 340; 544, 547 f.; 
transzendente- der Gleichung 5.Grades 
542; - von Kongruenzen: a) algebrai
scher 244 f., linearer 269,51; b) arith
metischer 573 f., linearer 564; 589 f.; 
quadratischer 573; 624f.; - des Wis
sens in EinzeWille 737. S. auch A uf
losbarkeit; - = WU1'zel (solutio) 
einer Gleichung 232, 256. 

aufsteigend, -e Kettenbriiche 140. 
Augend, Summand als - 8, 20; bei 

Ordnungstypen 190. 
Auktor, Summand als - 8. 
A us artung, -en binarer Formen, bei 

verschwindenden Invarianten 336 u. 89, 
in Bez. zu Polaren der Diskriminante 
255; 398, zu irrationalen Invarianten 
358, bei Substitution einseitiger Ab
leitungen 370; - kubischer Formen 
401, 434, hoherer Formen bei ratio
naler Transformation 379. 

Ausdruck, unbestimmter-(valeur sin
guliere) 74 u. 130; Schwarz'scher Diffe
rential - 383 U. 341; 527, 16. 

Au s ga ben, einer Lebensversicherungs
gesellschaft 874, wahrend einer Zah
lungsperiode 904, 911. 

A usgangsraum, der J\lIodulgruppe 607. 
ausgezeichnet, -e Operationen 218, 

einer Gruppe 517; -e Untergruppe (de
composition propre) 219 u. 81, der 
Gleichungsgruppe 491 f., bei Sylow'
schen Gleichungen 517; Monodromie
gruppe als -e Untergruppe 487. 

A usg 1 ei ch ung, u. Ausgleichungsrech
nung 770 u. 1, Begriindungen 771, 
776 f.; - direkter Beobachtungen 782, 
785, vermittelnder 786, 792, bedingter 
794; - durch Interpolation (ajuste

ment, adjustement, graduation) 230; 
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800; s, Interpolation; - in del' 
Lebensversiche1'ung 869 f. 

Au s 10 s c her, einer Reehenmaschine 
974, 

Ausnahmslosigkeit, Prinzip der -
in der Arithmetik 11. 

ausserordentlich, -e Beitrage von 
Lebensversicherten 873, 

au s serwesen tlich, singulare Funk
tionsstelle auf dem Konvergenzkreise 
440, 

Ausubung, einer Substitution 209. 
A uswahl, in derWirtschaftslehre 1107f. 
automorph, -e Formen 336 f.; 523 f.; 

-e line are Transformation quadrati
scher u. bilinearer Formen 328 f., 
arithmetisch 592, 595 [ternarer qua
dratischer 618 f., hoherer zerfallender 
632 f.J; -e lineare Transformation eines 
Kegelschnitts u. einer ebenen Kurve 
3. Ordnung 402, 435, -e eindeutige 
Transformation einer algebraischen 
Kurve 552. 

Axiom, der Aquivalenz von Zahl u. 
Strecke 53; 235; Archimedisches -, bei 
Grossenklassen 203, 205, 207; -e in 
der Arithrnetik nicht notig 3; -e der 
Wah1'scheinlichkeitsrechnung 734 f. [in 
der Lebensversicherung 859 f.] 

Axonometrie, bei graphischer Losung 
linearer Gleichungen 1017 u. 385. 

Azimut, einer komplex en Grosse 154. 

von Kettenbriichen 127 [-e Divergenz 
127], von Determinanten 144 f. [von 
komplexen 1121,1]' 

Bedingung, -en eines Tatbestandes 
734, unzureichende 753 j -sgleichungen, 
bei vermittelnden Beobachtungen 792. 

befreundet, -e Zahlen (numeri ami
cabiles) 578. 

beg lei ten d, -es System komplexer 
Grossen 181. 

Beg lei tform, einerquadratischenForm 
594. 

Begrabnisgeldversicherung 868. 
begrenzt, -e Grossenklassen 206. 
begrundet, -e Erwartung 736. 
beigeordnet, -e Form einer Bilinear-

form 329. 
bekannt, rational -e Grossen 238; 481. 
Belegung, zweierMengen,-smenge 189. 
benachbart, [links, rechts] -e quadra-

tische Formen 606. 
benannt, -e Zahl 3. 
Beobachtung, von Ereignissen 759, 

von kunftigen 762 j Au sgleich ung, s. 
das.; Gewicht einer - 785, Ausschei
dung widersprechender -en 797 j -sdiffe
renzen782; -sfehler770f., wahre, durch
schnittliche, mittlere 779, scheinbare 
779, 782, wahrscheinliche 780; -sreihen 
774; -swerte, ausgeglichen 783. 

Bereich, -e als Gruppenbilder 222; 
- v'D 601. Fundamental-, s. das. 

Bernoulli, Dan., -sche Approximation 
B einer Gleichungswurzel 439; -sche 

Bagenaudierspiel, 1091 f. Wertlehre 766. 
Basis, einerAbel'schenGruppe222;qua- Bernoulli, Jak. I., -sche Funktion 

dratische, dreieckige - eines [Kugel-] (Polynom) 579, 640, in der Differenzen-
Haufens 558 j eines Ideals 678; eines rechnung 928; -sches Paradoxon 78, 
Systems k01nplexm'Grossen 160f. [deren 151, -sches P1'odukt 112; -sches Wah1'-
Anderung 163, Reduktion auf dieselbe scheinUchkeitstheorem 755 f. [Umkeh-
175]; - eines Korpe1's 292; 678; eines rung 761], in der Statistik 822 f., 826 
Invariantenkorpers 300; 346; - der U,43; -sche Zahlen, bei Losung dio-
Logarithrnen 22 u, 25, 25; einer Potenz phantischer Gleichungen 564, in Bez, 
22; - eines Binges, Ringideals 687; ZRm Kreiskorper 711, zur Wahrschein-
- einer Sterblichkeitstafel 845, lichkeitsrechnung 756, zur Di:fferenzen-

Bayes, -sche Regel der Wahrschein- rechnung 929; Berechnung durch 
lichkeitsrechnung 760, 762 [bei stetigen Rechenmaschinen 978, 184, 
Variabeln 761J; in der Lebensver- Bertrand,-sche Konvergenzkriterien fur 
sicherung 859, 1. Reihen 86, 88 [fUr komplexe 1124J; 

bedingt, Ausgleichung -er Beobach- -scher Satz uber rnehrwertige Funktio-
tungen 794; -e Konvergenz von unend- nen468; -schesPrirnzahlenpostulat 213, 
lichen Reihen 91 f, [von komplexen 45, 41; 468; 558, 8. 
1125], von vielfachen 99 f., von Pro- Beruhrung, zweier Elemente (contact 
dukten 114 [von komplexen 1126], I de position, de resolution) in der 
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Nomographie 1051 u. 519; adjungierte 
-skurven einer ebenen Kurve 4. Ord
nung in Bez. zu irrationalen Invari
anten 360; -stransformation in del' 
Flachentheorie 384, 346. 

beschrankt, -e Stellenbesetzung, bei 
Pe1'mutationen 30, bei Kombinationen 
33; -e Gleichungssysteme 304. 

best, -e Werte von Unbekannten in del' 
Ausgleichungsrechnung 777, 782, 786. 

bestandig, - divergente Potenzreihen 
110, 294. 

Bestandteil, reeller, imaginarer -
einer komplexen Grosse 153. 

bestimmend, einen Korper -e Zahl 
676, einen Unterkorper -e Untergruppe 
689. 

bestimmt, -es Integral, s. das.; -e 
Summe einer Funktion in del' Diffe
renzenrechnung 927. 

Bestimmungsgleichung, 9. 
Betrag, absoluter -, s. das. 
Bevolkerung, -stheorie 839f., ganze 

-en 844. 
beweglich, -e kotierte Systeme in der 

Nomographie 1045 f. 
Bewegung, G1'uppen von -en, 217,71; 

endliche Gruppen von -en 337 u. 94; 
524, in hoheren Raumen 530; Gruppe 
del' -en einer Lobatschefsky'schen 
Ebene 158, eines elliptischen resp. 
Euklidischen Raumes 178 f., 181; 
stetige - in einem unstetigen Raume 
201, 86. 

bezeichnet, -er Divisor 942,7. 
beziffert, -e geometrische Elemente 

1025 u. 410, mehrfach -e 1043 f. 
Bezout, -scheElimination246 [Cayley'

sche Modifikation 246; 396J, bei n 
Variabeln 261; -sche lIIultiplikatoren 
261, 272; -scher Satz (iiber gemein
same Losungen von Gleichungen) 260, 
270. 

Bezoutiante, (DeterminanteJ 246,85; 
- [ quadratische Form] in Bez. zu re
ellen Gleichungswurzeln 328, 38; 429 
U. 25; in invarianter Gestalt 348 u. 147. 

Biegungskovarianten, del' FIachen
theorie 385, 347. 

Bienayme, -sche Hypothese der Ur
sachendauer 827. 

B i 1 a n z, einer Versicherungsgesellschaft 
894. 

Bild, geometrische -er von Gruppen 221, i 

von Invarianten (graphs) 365; loga
rithmisches - einer Funktion (in der 
Graphik) 1020, 1023. S. auch A. b bil
dung. 

bilinear, -e Formen, in Bez. zu kom
plexen Grossen 168f., 333 (Multiplika
tion 169, Einheiten, Potenzen 170, Ein
heitsform 171, charakteristische Funk
tion u. Gleichung 171; 333; 593; Geo
metrisches 334, 79J; Resultante ala -e 
Form 249; Aquivalenz, Transfor
m a t ion, s. das. ; -e ganzzahlige Formen 
591 f., von 2 kogredienten Variabeln
paaren 612; -e Invariante u. Apolaritat 
368; -e Zusammensetzung der Para
meter von Transformationsgruppen 
177 f. 

binar, -e Formen 228, invarianten
theoretisch 322 f.; doppelt -e Formen 
343, in Bez. zur Gleichung 5. Grades 326, 
29; 541 u. 6S; -e ganzzahlige Formen: 
quadratische 560 f., 599 f.; cykloto
mische 629, kubische u. n. Grades 630; 
-e symmetrische Funktion 456; -e end
liche Gruppen 336 f.; 523 f.; -e Skala, 
in del' Graphik (echelle diagraphique, 
binaire) 1037 u. 460, 1043, beirn 
Rechenschieber 1065. 

Binaranalyse, des Raumes 394 f., 
369, 278. 

Bin dun g, bei einer Grossenklasse 206. 
Binornialkoeffizienten, 35; 'rafeln 

1077. 
binomisch, -e Gleichungen 235, aa, 

Irreduzibilitttt240; -e Kongruenzen 
245; 563; -e1' Satz u. Erweiterungen 
34,35 (fiir gebrochene Exponenten 61], 
in del' Wahrscheinlichkeitsrechnung 
755, in der Differenzenrechnung 935. 

biometrisch, -e Funktionen del' Sta
tistik 839. 

biorthogonal, -e Transformation bi-
linearer Formen 331, 56. 

bipartite, - numbers 640. 
Biq uadrat, Zahl alsSumme von -en 634. 
biquadratisch, Auflosung der -en 

Gleichung 501, invariantentheoretisch 
351,169; Auflosung -er diophantischer 
Gleichungen 572; -e Reste u. Reziprozi
tatsgesetz 712. 

Biquaternionen, 159,13, 180f. 
b ira t ion aI, -e Transformation alge

braischer Gebilde 318; -e Transfor
mation u. deren endliche Gruppen 553 f. 
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bitrigonal, -e Reate 569. 
Blatter, einer Riemann'schen Flache 

299. 
Bolzano-Weierstrass'scher Satz uber 

Haufungsstellen einer Menge 185. 
Bonus, bei Dividendenverteilung 901. 
Borchardt, -sche erzeugende Funktion 

fUr symmetrische Funktionen 454, er
weitert 472 f.; -sche Moduln u. ihre 
endliche Gruppe 550, in in varianter 
Gestalt 340, 112. 

Boschungsmassstab, 1036,452. 
Boss-Puzzlespiel, 1087 f. 
Brianchon, -sches Sechsseit, in Bez. 

zum Ikosaeder 528, 21. 
Briggs, -sche Logarithmentafeln 22, 25; 

985. 
Brill, -sche reduzierle Resultante 273; 

399; -sche erweiterle Kombinanten 391; 
- Noether'sche Theorie der alge
braischen Funktionen 314. 

Bring, -sche Form einer Gleichung 
5. Grades 516 u. 122; 533. S. auch 
Jerrard. 

B ri 0 s chi, -sche Differentialgleichungen 
der symmetrischen Funktionen 376, 
311; 456. 

Brouncker, -scher Kettenbruch fUr 
4/'11: 126, 377; 133, 410. 

Briiche, von Zahlen 19 U.21, Tafeln 
559,13; Entwickelung in Stammbruche 
19, 21, in Parlialbriiche 564, in Dezi
malbriiche [Tafeln] 565; 1003 f.; syste
matische - zur Darstellung von Irratio
nalzahlen 54, 20, 59, 67,97, insbes. 
dyadische u. Dezimal- 59, dyadische 
- in der Mengenlebre 193, beim Bage
naudierspiell092; - von ganzenFunk
tionen 228,259, Entwicklung in Partial-
229, 232, Prim- 242, 244, nach fallen
den Potenzen 242,248,257 [bei Separa
tion u. Approximation von W urzeln 
430, 439, bei symmetrischen Funktio
nen 453]; Funktionaldeterminanten als 
symbolische - 277; definite Formen 
als -von Quadratsummen 358. S. auch 
D ezimal-, Ketten-, ra tiona!. 

Brii ck en pro blem,Euler'sches-l089f. 
Brutto, -Pramie 873, -Pramienreserve 

894, -Ein- u. Ausgaben 874, -Fonds 
889 f., -Risiko 914, 916. 

Buchstabe, als Zeichen fiir Zahlen 4 
[-nrechnung 5, 8], fiir die Elemente 

Encyklol'. d. math. Wissensch. I. 

einer Komplexion 30,fiir Substitutionen 
209. 

Budan,- Fourier'scher Satz uber Glei
chungswurzeln 411. 

Buffon, -sches Nadelproblem 754. 
Biischel, - binarerFormen mit gegebe

ner Funktionaldeterminante, Diskrimi
nante 359; syzygetisches - von ebenen 
Kurven 3. Ordnung 401, 434. 

C*) 
Cantor, G., s. Menge. 
Cardanisch, -e Formel fiir kubische 

Gleichungen 500. 
casus, irreducibilis der kubischen 

Gleichung 517 f.; casus fertiles seu 
foecundi, casus steriles der Wahr
scheinlichkeitsrechnung 735, 8. 

Cauchy, -ache VerwandlungvonBruchen 
in Dezimalbriiche 943; -sche Gt'enz
wertsatze 74; -sches Integral fiir die 
Anzahl der in einem Gebiet liegenden 
Gleichungswurzeln 418, -sche kom
plexe Integration in der Zahlentheorie 
646, 672; -sche Interpolation durch 
gebrochene Funktionen 230, 247; 803, 
durch allgemeine 817; -sche Kon
gruenzen mod. i" + 1, 58,42; 152; -sche 
Konvergenz (und Divergenz)Kriterien 
80 f. [bei komplexen Elementen 1123 f. ; 
-scher Doppelreihensatz 1126]; - Ja
cobi'sche Reduktion quadratischer For
men 330, symmetrischer Funktionen 
452 f.; -sche Residuen in der Zahlen
theorie 640. 

Cay ley, - Bezout' sche Elimination 246, 
251; 396, bei n Variabeln 262; -scher 
&. Prozess der Invariantentheorie 325; 
- Sylvester'sche reduzisrle Resultante 
249, 273; - Betti'sches Symmetrie
gesetz fUr symmetrische Funktionen 
461. 

c e n t r 0, -schiefe, -sy=etrisch e Deter
minante 38, 39, 44. 

Chancen, eines Tatbestandes 735 u. 4; 
Gesetz der konstanten resp. variabeln 
- in der Statistik 826 u. 13; -Systeme 
834. 

Charakter, -e quadratischer Formen 
610 [in Bez. zur Klassengleichung 727], 
ternarer 616 f., bei n Variabeln 623; -e 
einer Abel'schen Gruppe 223; -e von 

*) S. auch unter K und Z. 
72 
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Idealen des Kreisk<irpers 710 f.; - einElr I 
Reziprokante 881. 

characteristic, logic of -8 (in der 
Algebra) 259, 9. 

Charakteristik, - bei der Farey'
schen Reihe 560, - einer quadrati
schen Form 597; - eines FwnJctionen
systems 279; 424, in Bez. zur Diekri
minantenflache 252; - einer lrratio
nalitiit 667; - bei Logarithmen 986. 

charakte1'istisch, -e (quadratische) 
Form einer Klasse 624; -e Funktion 
einer Bilinearform 171 ; 333; eines 
Formensystems 300, eines Moduls 310; 
-e Gleichung (latent equation) einer 
Bilinearform 171 u. 24; 593, eines 
Systems komplexer Grossen 172 u. 26, 

einer Schar quadratischer Formen 329, 
333, einer periodischen Substitution 
523; -e Teiler einer Gruppe 221 u. 104. 

Chemie, in Bez. zur Invariantensym
bolik 364. 

Circulante (Determinante) 37,43. 
circulating functions, prime circu

la tor, in der Zahlentheorie 639. 
Cirkulation, wirtschaftliche - 1107. 
Clebsch, -Aronhold'sche Invarianten

symbolik 361 f. , 389 ; -Gorda~' sche 
Reibenentwickelung 378; -sches Ober
tragungsprinzip 363, -scher Zerlegungs
satz 365, 241. 

Clifford, -sche Systeme komplexer 
Grilssen 180 f. 

coefficient, de divergence, in der 
Statistik 832. 

compositions,inde1'kombinatorischen 
Analysis 641. 

C ram e1' • -sche Resultantendat·stellung 
245; -sche Reduktion symmetrischer 
Funktionen 450. 

Crelle, -sche Rechentafeln 945. 
Cremonatransformationen, 319. 
cyklisch, -e Funktion 470; -e Glei-

chungen 490; -e Gruppe (gruppo sem
plice) 214 u. 64, in der Gleichungs
theorie 490, 498, ala endliche binare 
524; -er Korper 689, relativ -er 691; 
-e Reihe von Lotterienummern 750; 
-e Substitution (subst. circulaire) 210 
U.17, der Wurzeln der Kreisteilungs
gleichung 482. 

cykloidisch, -e Funktion 470. 
cyklotomisch, -e Funktion 629. 
Cyklus (plur. Cykeln), - von Substi-

tutionen 210, in der Gleichungstheorie 
482 f.; wirtschaftlicher - 1107. 

D 
Darlehn, auf eine Police 893. 
darstellend, -e Geometrie [auch in 

hOheren Rii.umen]. beim graphischen 
Rechnen 1016, S8S, 1017,1023. 

Darstellung, Algebra ganzer Funktio
nen: - rationaler Funktionen durch 
einfachere 229f., 242, 244; - von Resul
tanten u. Diskriminanten 245 f., 251 f.; 
des grossten gem. Teilere ganze1' Funk
tionen 259; Arithmetik: a) elementat'e: 
- von Zahlen 3, 7 ; b) allgemeine: -en 
von Irrationalitaten 54, 59 f., von Funk
tionen durch Reihen 104, 109 f., durch 
u. von Kettenbriichen126f., 133; c) der 
komplexen Grilssen: geometrische -
155 u. 10; 235; 1009; von Transforma
tionsgruppen 156; Formentheorie : a) al
gebraische: kanonische - von Formen 
327 f., 856 f., 392 f.; - durch Grund
formen 341 f., assoziierte u. typische -
847 f., 858, symbolische u. graphische 
360 f. ; invariante - von Diskriminanten 
u. Resultanten 249, 250, 252; 359 f.; 
b) arithmetische: - von Zahlen als 
Summen von Potenzen u. a. 558, 573, 
619f., 627, 634; durch Formen 584f., 
von Formen durch Formen 591 if.; 
g1'aphische - von Gleichungen 1011 f., 
1020f., 1051f., 1067f.; Grwppentheorie: 
analytische ~ von Substitutionen 211; 
-en von Gruppen 214, 218, 223, 226; 
Kiirpet·theorie: algebraiache Zahl als 
Summe von 4 Quadraten 696; ZahZen
theorie: additive - von Zahlen, - von 
Zahlen alB Potenzsummen, durch For
men 637 if. 

D as e in, ungewisser Ereignisse 784 u. 21-

Dauer, Problem der Spiel- (duration of 
play) 748; Statistik: - der Ursachen 
827; Lebens-, Ehe- 836; Versicherungs-
910,162. 

Deckungskapital, in der Lebensver
sicherung 862, 897. 

Dedekind, -sche Theorie des Irratio
nalen und Schnittprinzip 56; 201, 84, 

205' -Bche Theorie der Moduln u. 
Ide~le 307 f., 678 f., 688; -sche Valenz 
bei Modulfunktionen 721, 2. 

definit, -e Form 258, alB Quadrat
summa resp. als Quotient solcher B58; 
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-e quadratische Form 328,87, 331, 333, , 
Hermite'sche 341; 531; arithmetisch -e 
u. in-e binare quadratische Form 597. 

deg-order, s. Gradordnung. 
dekadisch, -e Zahlensysteme u. ver

wandte 567; 941 u. 2. 
D ekompositionssysteme, bei linea

ren Substitutionen 377. 
Dekremententafel v. Lebenden 860,8. 
Delisch, -es Problem, gruppentheore

tisch 518, mechanisch 1067,691. 
Den umerant, in der kombinatorischen 

Analysis 639. 
Derangement, einer Restreihe 567. 
Derivierte, numerische - einer zah

lentheoretischen Funktion 650. S. A b
Ie itung. 

Desargu es, -sche Konfiguration in Bez. 
zur Gleichung 5. Grades 359, 212. 

Descartes, -sche Zeichenregel fiir die 
Wurzeln einer Gleichung 410, bei Rei
hen 413. S. Kartesisch, Koordi
naten. 

Determinante, Grundeigenschaften 
(Entwickelung, Zerlegung, Komposi
tion, Rang) 36 ff., unendlicher 45; 141f. 
[bei komplexen Elementen 1121, 1J; 
Algebra ganzer Funktionen: - = Dis
kriminante 251, 114; 275, 70; 322, s; Re
sultanten u. Diskriminanten als -n 
246, 251, 274; Verschwinden der -n 
einer Matrix 304; Auflosung linearer 
Gleichungen durch -n 268 f. [unend
lich vieler 141] ; Arithmetik: Naherungs
briiche von Kettenbriichen als -n 44; 
123,142,446; -n in der Ausgleichungs
rechnung 791; FOl'mentheorie: a) alge
braische: Invarianz der Substitutions-
322, des Produktes von -n 323, von -n 
hoheren Ranges u. Matrices 324,17, 
von symbolischen -n 360 f.; b) arithme
tische: - einer Substitution 583, einer 
Bilinearform 592, 612, einer binaren 
quadratischen Form 599 f. [einer bili
nearen 612], bei n Variabeln 623; 
Formen gegebener -, s. Klasse; -
einer G1'ttppe 226; Nomographie: eine 
Funktion F(x, y, s) als - 1 a (x), bey), 
c(s) 1 1034, 1039,471. Hesse'sche-, 
Funktional-, J aco bi'sche-, s.das. 

determinierend, -e EOI'm einer bili
nearen Form 612; -e ZahZen einer qua
dratischen Form 625. 

Dezimal,- Briiche u. [-Komma] 21 U.24 

[-Punkt 986, 224]; Multiplikation 941, s; 
praktisches Rechnen 979; unendliche 
52,54, periodische 59; 565; 943, Ver
wandlung von Briichen in solche 565, 
943, Tafeln 565; 1003; -Bruchgrense 
57; -Teilung bei Winkeln 987, der Pro
portionalteile in Logarithmentafeln 
1002. 

Diagonal, -en einer Determinante 37, 
Haupt-e einer unendlichen 141 f.; 
-en einer Doppel1'eihe 98; -Fliiche 3. Ord
nung in Bez. zur Gleichung 5. Grades 
641,70; -System (-Matrix) 583. 

dialytis ch, -e Elimination 246, 262. 
diatomisch, -e Reihen (Zahlentheorie) 

576. 
dicht, uberall-e, in sich -e Mengen 195. 
Dichtigkeit, der Primzahlen 667, von 

Primidealen 6!l5; -smass einer quadra
tischen Form 618, s. Mass. 

Dieder, u. -Gruppe 524u.7. 
Differen te, eineralgebraischen Korper

zahl 289; 677, eines Korpers 6Rl. 
Differen tialauB druck, dessen Trans

formation 385 u. 849; Schwarz'scher -
383 u. 341; 527,16. 

Differen tia lform, J..quivaZens 323, 9, 

333; -en der Fliichentheorie 383 f. 
Differen tialgleich ung, lineare -en: 

Integration durch unendliche Determi
nanten 142; algebraische Integrierbar
keit bei -en der 2. Ordnung 336 f.; 524, 
527, hoherer Ordnung 530 f. ; inva
riante N ormierung 369, Differential
invarianten 380, 326, 383; lineare par
tielle -en fUr invariante Bildungen: fiir 
Invarianten 326, 335 U. 83, 84, 367, sy
stematisch 375f., in Bez. zu Evektanten 
366 f., binarer Formen 353 [bez. der 
Wurzeln 376], als Grundlage der Sym
bolik 364, Rekursionsgesetz bei Mhe
ren Formen 362, 228, -en fiir Produkte 
identischer Kovarianten 356, fur In
varianten bei einseitigen Ableitungen 
370, bei rationaler Transformation 378, 
380, fur Polaren 367, 403, fiir Kombi
nanten 390, fiir Leitglieder 349, 386, 
fiir Seminvarianten 387 f.; 467, fiir Re
ziprokanten 381, fUr symmetrische 
Funktionen 376,311,378,319; 456 [fiir 
nichtunitare, ultrabinare etc. 459], fiir 
hyperelliptische <iii's, invariantiv 397, 
fiir Diskriminanten 252, 397, fUr Re
sultanten 248; 397, bei n Variabeln 

72* 
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273; partielle -en alsKriterium der Dar
stellung F (x, y, z) = I a (x), b (y), c (z) I 
1032 u. 440. 

D ifferen tia lin v ari an te, projektive, 
in Bez. zur FOl'mentheorie 370, 282, 
380, 326, zu linearen Differentialglei
chungen 380 f., 383. 

Differentialoperator, -en fi'ir Rezi
prokanten 381 f., fiiI Seminvarianten 
383,847, 388. S. Differentialglei
chung, Differen tialprozesB. 

Differen tialparameter, der Flitchen
theorie 383 f. 

Differentialprozesse, fiir symme
trische Funktionen 456 f., mehrerer 
Grllssenreihen 258,5; 478; invariante 
- 325, 17, 345 U. 140, 347 f., 357,361 f., 
366ff. 

D ifferen tial q uotien t, s.A blei tung. 
Differentialresolvente, 542,75. 
Differentiation, in del' lnvarianten-

theorie: Prinzip der gegenseitigen -, 
371, 390; - von Invarianten nach 
Koeffizienten 376,386; mechanische -, 
in del' Ausgleichungsrechnung 811, 873. 

Differenzen, der elementaren Arith
metik 9; - von Beobachtungen 782;
von Funktionen 919, 921 [mitRechenma
schinen berechnet 977 f.], ganzer 230 f., 
beim Interpolieren 805, 812; 920, bei 
Tafeln 812 [von Logarithmen 812, 
924; 987]; -Gleichungen 232; 931 f., 
in del' Wahrscheinlichkeitsrechnung 
742 f.; line are in Bez. zu Kettenbriichen 
124; - Gleichung einer algebraischen 
Gleichung 408; -Produkt, in Bez. zu 
Determinanten 36, zur Absonderung bei 
numerischenGJeichungen 467; symme
trische Funktionen von - von Glei
chungswurzeln 361, 228; 466; -Rech
nung, systematisch 919:1f. 

Dimension, eines Formenproblems 543; 
einer ganzen Funktion 256; Geometrie 
hIlherer -en bei graphischer Lllsung 
linearer Gleichungen 1016, 883, 1017,885, 
887; in der Invariantentheorie 392 f., 
403; in der Mengenlehre 187 u. 16; -en 
der W urzeln von Gleichungssystemen 
267, von linearen 270; -en bei einem 
Wahrscheinlichkeitsurteil 736,12. 

diophan tisch, Auflllsung linearer -er 
Gleichungen 563 f.; 585 f. [bei Redu
zibilititt ganzer Funktionen 239], qua
dratischer 569 f.; 620 f. [der Pell'schen 

600 f.]; spezieller hIlherer 571 f., ter
nitrer -er Gleichungen mit algebra
ischen Koeffizienten 696; -e lineare 
GIeichungen der lnvariantentheorie: 
bei endlichen Gruppen 339 , beim 
Endlichkeitsproblem 341, 343, in der 
abzahlenden Richtung 356; 639, 641. 
S. Auflosung. 

d ire k t, Ausgleichung -er Beobachtungen 
782, 785; -e Operationen der Arith
metik 8, IS; -es Produkt von zwei 
Gruppen 219. 

Dirichlet, -sche quadl'atische Formen 
611; 648; -sche Grenzgleichung 646; 
-sche Methoden in der analytischen 
Zahlentheorie 642 f.; -sche Reduktion 
temarer quadratischer Formen 615; 
-sche Reihen 95; 632, 642 f.; -sche 
Transformationsgleichung 655. 

Disjunktion, von Fallen 736 f. 
dis j un k t iv, -e Doppelkriterien fiir Kon

vergenz u. Divergenz von Reihen 82, 
84 [von komplexen 1123]; -e Urteile 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung 736, 
741. 

diskontiert, -e Zahl der Lebenden 
eines Alters 876. 

diskon tinuierlich, endliche -eGruppe 
218. 

diskret, endliche -e Gruppe 218. 
Diskriminante, Algebra: - einer gan

zen Funktion (Gleichung) 251, 275, 
in Bez. zu deren Gruppe 486, der Glei
chung 5. Grades 535 f.; Verschwinden 
del' - 251f.; 418; - = + 1, 635; 681; 
- eines Gleichungssystems 274; Teil
barkeit durch -n 250; 348,397 f.; Di:lfe
rentialgleichungen der - 252; 397; 
Invariantentheorie: - als Invariante 
322f.; Teilbarkeit der -n von Kova
rianten 250; 348, der -n von Funk
tionaldeterminanten und Resultanten 
398; Formen gegebener - 359 U. 218; 

-n invariant dargestellt 252; 395f., 
402, 485; - in der Kurvengeometrie 
250, 252f.; 397 f.; Korpertheorie: -
einer Kllrpergrllsse 289; 677, eines 
Systems Bolcher 289, 293, eines Kor
pera [einer Gattung] 293; 680, von 
deasen Fundamentalgleichung 299 ; 681, 
eines zusammengesetzten, insbes. eines 
Galois'schen Kllrpers 691; eines Modul
systems, einer Mannigfaltigkeit 1. Stufe 
305 U.68, eines Ringes 687, eineR Mo-



Dispersion - Dualitat 1141 

duls 688; - binarer quadratischer 
Formen in der komplexen Mttltiplikation 
720, Stamm-n 723; -nfliiche (-nman
nigfaltigkeit) in Bez. zu Ausartungen 
252, 306; 358, 204, 398, 419; 418; -nform 
einer Gattung 293; Sub- 397,406. 

Dispersion, in der Statistik 829, nor
male, liber- u. unternormale 830; in der 
Lebensversicherung 862. 

Distributions- (distributives) Ge
setz, der Multiplikation 7,11, 14, von 
komplexen Grossen 151, 160, von Mach
tigkeiten 189; der Potenzierung u. Ra-

"'2-\ dizierung 23 f. 
. divergence, coefficient de -, in der 

Statistik 832. 
divergent, -e Zahlenfolgen 68,71 [kom

plexe1122]; -e halbkonvergenteReihen 
103; Summe einer -en Reihe 105; -e 
Potenzreihen 108; Transformation u. 
Summation -er Reihen 109, 292. S. 
Divergenz. 

Divergenz, von Reihen 77 [von kom
plexen 1122 f.], von Doppelreihen 98 
[von komplexen 1123], eines Integrals 
u. einer Reihe 82; schwachere, starkere 
- 84, keine Schranke der - 91, Abel'
scher Satz 85, 180; Mass del' - 85, 181; 
- unendlicher Produkte 113 f. [kom
plexer 1126], Kettenbrliche 126f., 128f. 
[bedingte 127], komplexer 1127; -Ge
biet von Potenzreihen 108. S. diver_ 
gent. 

Dividend, 16; -en einer Versicherung 
901 f. 

Division, elementare 16f.; Anzahl der 
-en beim EuklidischenAlgorithmus 559; 
936; praktische Methoden 940 f. [-s
tafeln 949 f., Apparate 955; - mit dem 
Rechenschieber 1055 f.; abgekurzte-
983]; - komplexer Grossen 156, 161; 
von Zahlen mit unendlich vielen Ein
heiten 205, 107; in Bez. zu Modul
systemen 2. Stufe 315; asymptotische 
Behandlung 667; -sverfah1-en beim 
Euklidischen Algorithmus, s. Algo
ri thm us,Euklidi s ch ; Lambert'sches 
-sverfahren bei tg x etc. 136 f.; 699. 

Divisor, elementar 16; General- 18; be
zeichneter - 942, 7; -entafeln 565; 
951; Korpertheorie: -ensystem 280, ei
ner Gattung 293; - eines Karpers 285. 

Dodekaedel', u. -Form, in Bez. zu end-

lichen Gruppen 337; 525; Hamilton'
sches -spiel 1090. 

Dominante, bei der Interpolation 818. 
Dominospiel, 1093. 
Doppel, -Ebene u. -Kegel, in Bez. zu bi

rationaler Kurventransformation 554; 
-Integml1. Gattung aufFlachen 317,95; 
-Katen in der N omographie (points dou-
blement isoplethes) 1043, 1044,490; -K1'i
tel'ien, s. di sj unkti V; -logarithmische1' 
Rechenschieber 1064, 580; -Modul einer 
algebraischen Kongruenz 244, arith
metisch 574; -Punkt als Divisionszei
chen 16; -Punkterationaler Kurven316; 
-Reihen: Grenzwerte solcher 76; unend
liehe 97 f. [komplexe 1126], Eisenstein'
sche 99, 250; - Reihen als einfache Rei
hen 186, 10; -Tangentend. ebenenKurve 
4. Ordnung in Bez. zu Resolventen 7. 
u. 8. Ordnung 340, 107, Gleichung der 
ersteren 519; -tsymmetrische Funktionen 
479; - Verhiiltnis als Invariante 323 
auf der Kugel 337, 93, mit ReaIitats
kriterien 400; -Wurzel einer Gleichung 
232, 251, bei n Variabeln 258, 275. 

Dr e hun g, eines Euklidischen resp.Nicht
euklidischen Rattmes urn einen Punkt, 
in Bez. zu Quaternionen 178, 183, zu 
bilinearen Formen 334, 79; endliche 
Gruppen von -en reguliire1' Karper 337; 
524; - von Skalen (abaque a pivote
ment) 1042,481; -en bei Spielen: beirn 
Achtdamenproblem 1083, beim Iko
saederspiel 1090. 

Dreieck, del' Binomialkoeffizienten 35; 
-invariant bei der monomialen Gruppe 
339, 105; 1'ationale -e 570; -sgeometrie 
in Bez. zur Invariantentheorie 393, 383b ; 

Farey'sche -snetze der Zahlentheorie 
560; -szahlen 558; 619, Tafeln 947. 

dreieckig, -e Basis eines (Kugel)Hau
fens 558. 

dreigliedrig (trinomiseh), angenaherte 
Auflasung -er numerischer Gleichun
gen 440, 446,41, graphisch 1005, 1029, 
1038, 1041, 10!9, 1065, 585; Tafeln 
1004 f. 

Drei teil ung, der hyperelliptiscben 
Funktionen 1. Ordnung und ihre end
liche Gruppe 340,113; 551. 

Duali tat, in Bez. zur Invariantentheorie 
323, 326, bei Konnexen 373, bei Zwi
schenvariabeln 374; - bei der Methode 
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del' (tuchtrechten Punkte (Nomographie) 
1038. 

Duplikation, einer Klasse binarerqua
dratischer Formen 609. 

durchschnittlich, -er Fehler 779, sta
tistischer Quotienten 832; -es Risiko 
766, bei der Lebensversicherung905, 150, 
909 f. 

dyadisch, -e Briiche fiir Irrationali
taten 59 u. 46, in der Mengenlehre 193; 
-es Zahlensystem beim Bagenaudier
spiel 1092. 

Dynamik, der Wirtschaftslehre 1119. 

E 
e, als Grenzwert 73, als Basis der natiir

lichen Logarithmen 73; 154; 993 U. 
272; Irrationalitat von e und em 60 f. ; 
669; Transzendenz von e 670 f.; Ketten
bruch fur ex - l/ex + 1 136; 669. S. 
auch Exponentialfunktion. 

Ebene, Bewegungen einer-, s. das.; 
D oppel-, s. das.; Fehler in der - 795; 
Gauss'sche - als Trager der kom
plexen Grossen 155 f., beim Funda
mentalsatz der Algebra 235, in der 
Graphik 1009. 

ech t, -er Bruch 20. 
Eck, Zahl ala Summe von n-s-Zahlen 

(Fennat'scher Satz) 619. 
e i g e n tl i c h, -e .Ahnlichkeitstransf01·ma

tionen des R4 in Bez. zu Quaternionen 
179; -e u. un-e .Aquivalenz quadrati
scher Formen 596; -e u. un-e Dar
stellung einer Bilinearfonn durch eine 
andere 591, einer Zahl durch ein qua
dratisches Formensystem 626; -e Di
vergenz: von Zahlenfolgen 68, 71 [von 
komplexen 1122J, von Reihen 77 [von 
komplexen 1123f.J, von Kettenbriichen 
127 [von komplexen 1127]; -e [binare] 
quadratische u. bilineare Formen 612; 
-e u. un-e primitive Formen 2. Grades 
596, binare n ten Grades 630; -e Teiler 
einerGruppe (decomposition propre) 219 
U.B1; - zerfallende Gruppe 219, 91;·e u. 
un-e Losungen linearer Kongruenzen 
589, der Pell'schen Gleichung 601, qua
dratischer diophantischer Gleichungen 
621 ; -es (od. ka tegorema tisches) Unend
lich (infinitum actu) 68 u. 101, der Funk
tionentheorie 69 u. 109; - unendliche 
Zahlen 69; - unendlich kleine Grossen 
70 u. 112. 

eindeutig, ·e Funktion, Trans
formation, Zerlegung, Zuord
nung, s. das., sowie einwertig. 

Einer, 3. 
einfach, -e Ereignisse 739; -e Gleichtmg 

u. Gruppe 494 u. 47; -e Abel'sche Glei
chung 506; -e Gruppe (groupe inde
composable, gr. de permutations in
separables, simple, gruppo primo, non
modular group) 219 u. 90, 224 U. 127; 
-e Transformationsgruppe in Bez. zu 
komplexen Grossen 182; -e Ketten
bn"iche 125; -e Konvergenz von Reihen 
94; -e geordnete Mengen 190; -e Mo
dulsysteme 305, 2. Stufe 316. 

einformig, ·e symmetrische Funktion 
451. 

E i n g a n g , Produktentafeln mit ein
fachem - 947 f., mit doppeltem 944f. 

eingeschaltet, -e Niiherungsbriiche 
von Kettenbri"ichen (fractions inter
mediaires) 125,370; -e Werte beim In
terpolieren 800 f. 

Einheit, .Arithmetik: 2,3; ·sstrecke 52; 
Zahlen mit unendlich vielen -en 204£.; 
·en komplexer Grossen 150 [reelle u.ima
ginare -153], bei Systemen solcher 160, 
in Bez. zu Modulsystemen 307; Systeme 
mit 2, 3,4 ·en 166f., mit n! 168f., bei 
Bilinearformen 170 [-sform, ·smatrix 
171 u. 22]; -en gegeben 181; Formen
the(Y/'ie: -enprodukte der extensiven Al
gebra 365; -ssubstitution 322, 5, 325, 
371 ; 583; -en eines Bereiches VD 601; 
-en einer Gruppe 218; Kiirpertheorie: 
-en eines (Zahl)Korpers 682 [Grund-en 
683J; -sfonn 295; 686; -en eines Ringes 
687, -en von Kreiskorpern 700 f. ; 
·swurzeln von Kreiskorpern 507; 700, 
primitive 508; Adjunktion von -swur
zeIn bei der Klassengleichung 728. 

einmalig, -e Pramie der Lebensver
sicherung 862, bei Leibrenten 876, bei 
Todesfallversicherung 879 f. 

Einnahme, einer Lebensversicherungs
gesellschaft 874, in einer Zahlungs
periode 904, 911. 

einpaarig, -e Komposition binarer qua
dratischer Formen 609. 

Eins, elementar 2, bei hoheren kom
plexen Grossen 162; s. Einheit. 

Einsetzung, eines Ordnungstypus III 

einen andern 191. 
Einsiedlerspiel, 1086 f. 
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Eintreffen, eines ungewissen Ereig-I 
msses 784 U.lI, mehrerer 739. 

eintypig, -e symmetrische Funktion 
450, bei mehreren GrBssenreihen 4'11, 
kanonisch 479. 

einwertig, -e Funktion auf einer 
Riemann'schenFUiche 297; - = sym
metrisch, s. das. 

Eisenstein, -sche Reihen u. Produkte 
61, Doppelreihen 99,250, vielfache 100. 

elektrisch, -e Rechenmaschine 972; 
Berechnung -er Leitungsnetze 1071,609; 
-e, -chemische, -magnetische Losung 
von Gleichungen 1073 u. 613. 

elementar, -es Ereignis 761; -e Scha
ren von bilinearen Formen 331; -e 
Polaroperationen 367. 

Elementar, -Fehler 773; -Funktion 
[mehrwertige] 469, 471; Abel'sches -In
tegral 3. Gattung 297; -Kovariante 373; 
-Konnex 374,; -Teiler der Gattungs
diskriminante 299; -Teiler ala Invarian
ten 331, in Bez. zu automorphen For
men 341; eines Systems (Matrix) 588, 
bei der Aquivalenz biIinearer Formen 
331; 591 f., hOherer 34l. 

elementarsymmetrisch, -e Funk
tionen 450 [in Bez. zur KBrpertheorie 
290, zur Apolaritat 394], symmetrische 
}'unktionen ausgedruckb durch -e 456; 
-e Funktionen bei mehreren Grossen
reihen 471 f., Relationen 476 f. 

Elemente, Gruppentheorie: - einer 
Substitution 211, einer Gruppe 218; 
- der Kombinatorik 29, einer Deter
minante 37; Korperthem"ie: - eines 
Rationalitatsbereiches 238, 258; 285; 
676, eines Korpera 288; - von Mengen 
190 [niederstes 191], von Grossen
klassen 206. 

Elferprobe, 1074,. 
Eliminante, 245, 80, bei n Variabeln 

261 f.; Gesamt- u. Teil-n, Grad 264; 
- u. Resultante 272. 

Elimination, einer Variabeln 245 f., 
von n 260 f., spezielle Probleme 270; 
- zur Besti=ung der Stufenzahl 302, 
beirn Aquivalenzproblem der Invarian
ten 335 f.; successive - mehrerer Va
riabeln in der Ausgleichungsrechnung 
789 f., bei der Interpolation 818, beim 
graphischen Rechnen 1013 f. [bei der 
Methode der fiuchtrechten Punkte 
1042]; gleichzeitige - mehrerer Varia-

beln 261, in der Formentheorie 332, 
beim graphischen Rechnen 1016, 383. 

eUiptisch, -e Funktionen: unendliche 
Produkte 117; -e Funktionen in Bez. 
zu irrationalen Invarianten 351, 169, 
360; Klassenkorper 296; -e Funktionen 
bei der Pell'schen Gleichung 602, bei 
Klassenanzahlen 608, bei Gauss'schen 
Summen 645; Transformation: 3.0rd
nung 401, 434; 7. Ordnung u. endliche 
Gruppen 339; 529, 544; n. Ordnung 
509 f., 546 f., Modulargleichung 215; 
533; 725, formentheoretisch 326, 29, 

379; AuflBsung der Gleichung 5. Grades 
durch -eTransformationsgrossen 542 f.; 
-e Moduln u. Modulfunktionen 721 f., 
729, Multiplikation u. Teilung 509 f., 
718 f., 729 [Invariante 721J, Multipli
katorgleichung 727, formentheoretisch 
358, 205; lemniskatische Funk
tionen, s. das.; -e Gebilde, in Bez. 
zur Apolaritat 393, 8M; -e Integrale 
1. Gattung, typisch normiert 347, 350; 
-e Normalkurven u. endliche Gruppen 
841; 545 f.; Bewegungen eines -en 
Raumes in Bez. zu Quaternionen 178. 

Empfindung, Gesetz der -en 1112. 
Encke, -sche Bezeichnungen bei der 

Interpolation 807. 
Endgleichung, der Elimination 26l. 
endlich, Algebra ganzer Funktionen: 

-e Losungen !inearer Gleichungen 269; 
-e Anzahl von Versuchen bei Redu-
zibiIitat einer ganzen Funktion 239, 
rationaler Operationen bei Separation 
von Wurzeln 408, bei Losung einer 
Gleichung unzureichend 234; Arith
metik: -e Zahlen u. Mengen 69; 188 
u. 23; - veranderliche Anzahl von 
Reihengliedern 97; -e kontinuierliche 
Gruppen in Bez. zu komplexen GrBssen 
157; Invariantentheorie: -e Systeme 
(Endlichkeit) von Invarianten, Syzy
gien etc. 312 f., systematisch 341 f., 
orthogonaler346, 141, von Kombinanten 
391, Reziprokanten 381 f., von Diffe
rentialinvarianten linearer Differen
tialgleichungen383, von arithmetischen 
Formenklassen 359; 633; -e hyper
geometrische Differentialgleichung in
variantiv 370; -e lineare Gruppen u. 
deren -e Invariantensysteme 336f., 345, 
188; 543, 76; Berechnung der Variabeln 
aus den Gruppeninvarianten (Formen-
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problem) 360, 219; 543 f. [bei der Iko
saedergleichung, binar 537, 59, ternar 
640 f., bei Gleichungen 6. u. 7. Grades, 
ternar 548 f., quaternar 647 f., bei 
Gleichungen n ten Grades 549J; -e bi
naxe Gruppen 337 f.; 523 f., ternare 
339 f. ; 528, quaternare 340; 547 f., qua
temare u. quinare in Bez. zu hyper
elliptischen Funktionen 551£.; -e Be
wegungsgruppen 337, 94; 530; -e Kolli
neationsgruppen der elliptischen Nor
malkurven 341; 545 f., der elliptischen 
Transformationstheorie 546 f.; -e Grup
pen eindeutiger automorpher Kur
ventransformationen 552, birationaler 
553 f.; -e diskrete Gruppen 209 if., 218; 
523, periodischer Substitutionen 523; 
Korpertheorie: -e Korper 285 ; -e Anzahl 
von Operationen bei Definitionen 286, 
12; ·e Korperintegrale 300; -e Rest
systeme reiner Modulsysteme 307; -e 
Moduln 308; Zusammensetzung der 
Losungen linearer Gleichungssysteme 
aus einer -en Anzahl 585, in der 
Formentheorie 310; 343; -eKlassen
anzahlen, s. das. 

Endlich, veranderliches - = uneigent
liches Unendlich 68 f. 

entgegengesetzt, -e binare quadra
tische Formen 606. 

Enthal tensein, eines Korpers in einem 
andern 285, :I, desgl. eines Systems 
(Matrix) unter einem andern 583, einer 
Bilinearform unter einer andern 591. 

Entstammen, eines Gattungsbereiches 
288. 

Entwickelung, von Grossen in De
zimalbriiche, Reihen, Produkte, 
Kettenbriiche, s. das.; - kombi
natorischer Produkte 32, von Deter
minanten 39, von unendlichen 141 f. 

e numeratrice, fonction - (in der ana
lytischen Zahlentheorie) 643,10, 652. 

Eratosthenes, Sieb (cribrum) des -
576. 

Ereignis, ungewisses 734 u. 1, zufal
liges 735, 764, Ursachen 735 u. 8, Ar
ten 739; Eintreffen, zusammengesetzte, 
einfache, abhangige -se 739, Wieder
holung 740, Wahrscheinlichkeit kiinf
tiger -se 762 [in der Lebensversicherung 
859], Anordnung 763. 

E rfahrung, -swahrscheinIichkeit 755, 

115; Ubereinsti=ung der - mit dem 
Gauss'schen Fehlergesetz 774. 

Erfiillungszeit, in der Statistik 841. 
Erganzung, einer Matrix zu einer De

terminante 588; Subtrahieren durch-
940, 1; negative -en von Ziifern bei 
Multiplikation 944; dekadische -
(complementum) eines Logarithmus 
986 u. 227; -ssiitze zum quadratischen 
Reziprozitatsgesetz 565; 697. 

Erschopfung, der Nummern einer 
Ziehungsreihe 751. 

Ersetzung, angenaherte - von Gros
sen u. Funktionen durch andere, s. 
Approximation. 

Erwartung, einesEreignisses 734,736, 
12, begriindete, vemiinftige 736 u. 13, 

einer grossen Anzahl von Ereignissen 
755,758, mathematische - (mathema
tical expectation) 764 u. 153, in der 
Statistik 835, in der Lebensversiche
rung 839; Tschebyscheff'scher Satz 
765; moralische - 766. 

erweitert, -e Konvergenzkriterien fUr 
Reihen 88; -es Formensystem 343. 
S. Erweiterung. 

Erweiterung, des Zahlbegriifes 11; 
eines Rationalitatsbereiches 238, 258; 
286: 682,688; eines Gattungsbereiches 
296; - der projektiven Gruppe 380 f., 
binarer endlicher linearerGruppen 526, 
in hoheren Raumen 530, 532. 

erzeugend, -eFtmktion: fur invariante 
Bildungen: binare Invarianten 353 f., 
[rohe (crude), reduzierte, reprasentie
rende 354, reale 355], tern are 354, 181; 
Syzygien 355, Seminvarianten 365, 
Kombinanten 378 u. 322, 391, Parti
tionen 641, symmetrische Funktionen 
454, 472; -e Funktion von Laplace: 
(fonction generatrice) in der Wahr
scheinlichkeitsrechnung 743, 757 [er
zeugte 743], in der Lebensve.rsiche
rung 912,168, in der Differenzenrech
nung 922; -e Operationen einer Gruppe 
(groupe derive) 221, 105. 

Erzeugende, einer Flache 2. Ordnung, 
bei Kollineationsgruppen 178, in Bez. 
zur Gleichung 5. Grades 539; - der 
Kugel, bei endlichen binaren Gruppen 
526, 532. 

Erzeugung, der Fliiche 3. Ordnung, in 
Bez. zur Apolaritat 401, 434, n tor Ord
nung 391,377; projektive - rationaler 
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Kurven 895; -sprinzipien fill' Invarian
ten 861 f., fiir transfinite Zahlen 188. 

E ukIidisch, -er AlgoTithmus: fill' ganze 
Zahlen 556 [Anzahl del' Divisionen 
559; 986], fUr ganze Funktionen 241, 
[in Bez. zur Resultante 245, in del' 
analytischen Zahlentheorie 657J, zur 
Entwickelung von Potenzreihen in 
Kettenbriiche 186, bei der Approxi
mation von Gleichungswurzeln 417 if. 
[beim Sturm'schen Satz 417, beim 
Cauchy'schen Integral 420, bei del' 
Charakteristikentheorie 424, 426, bei 
del' Graife'schen Methode 444J; -er 
Algorithmus bei n Variabeln 259; -er 
Fttndamentalsatz del' Zahlentheorie 
556; Drehungen eines -en u. nicht-en 
Eaumes, in Bez. zu Quaternionen 178f., 
zu endlichen Gruppen 337; 524, 530; 
desgl. Bewegungen del' -en Ebene u. 
des -en Raumes 179, 18, 181, in Bez. 
zu endlichen Gruppen 337 u. 94; 

-sche Verhriltnisse inkommensurabler 
Strecken 20, 23; 49. 

E u 1 e r , Algebra ganzer Funktionen: 
-sche Formeln 229 [bei Aleph-Funk
tionen 465J, fiir n Variable 278; -scher 
Satz iiber ganze homogene Funktionen 
281, inderFormentheorie347,145; -sche 
Elimination 245, 246, 83, in Bez. zu Mo
dulsystemen 307,70; -sches Paradoxon 
256,2,279; -sche el'zeugende Funktion 
353; 639; ATithmetik: -sche kombinato
rische Produkte 32, -sche Reihentrans
formation 100; -(Maclaurin)sche Sum
menformell03 (s. u.), -sche unendliche 
Produkte 112,116; -scher (Mobius' scher, 
Gauss'scher) Kettenbruchalgorithmus 
122; 559 [fiir Quadratwurzeln 132J; 
-sche Transformation von Reihen in 
Kettenbriiche 184; A1'ithmetik kom
plexeT Grossen: -sche Gleichung fUr eX 
154; -sche Transformation rechtwink
liger Koordinaten in Bez. zu Quater
nionen 178; Zusammensetzung -scher 
Parameter 179; DiffeTenzenTechnung: 
-(Maclaul'in)sche Summenformel (s. 0.) 
929 f. [in del' Wahl'scheinlichkeitsrech
nung 756, Lebensvel'sicherung 859J; 
-sche Spiele: Rosselspl'ung 580; 1084 f. ; 
Bl'iickenspiel 1089 f.; ZahlentheoTie: 
-sche Funktion <pen) 557; 648, fUr 
algebraische Zahlen 680; -sches Kri
terium fUr quadratische Reste 565; 

- (Fermat)sche Kongl'uenz 561; -sche 
unendliche Produkte 116; 637 [Prim
zahlenidentitat 112; 642]; -sche Kon
stante 653, 663. 

Eve ktan ten,inder Formentheorie:Her
mite'sche - 325, 18 [in Bez. zu Anzahl
problem en 359J; - in Bez. zum Aron
hold'schen Pl'ozess 366, zu den Diffe
rentialgleichungen der Invarianten 377, 
systematisch 372, bei Konnexen 373; 
-Eigenschaften von Gleichungswurzeln 
244, 253, bei n Val'iabeln 266. 

Eve n t u a Ii tat en, sich ausschliessende 
- 764. 

Exh aus tion, in der allg, Arithmetik 63. 
E xi stenz, einer Grenze 65; unendlicher 

Mengen 69; 188; des bestimmten In
tegrals 65; von Gleichungswul'zeln 
235 f. 

Exponent, Ar'ithllletik: - einer Potenz, 
Wurzel- 22 u. 25,24; - einer Zahl der 
2. Zahlklasse 194; Zahlenthe01'ie: Ge
horen einer Wurzel einer binomischen 
Kongruenz zu einem -en 245, einer Zahl 
zu einem -en 561, desg!. einer Losung 
del' Pell'schen Gleichung 600, 607 [ver
aIIgemeinert 631], einer Kompositions
klasse 609, bei 3 Val'iabeln 618, bei 
n 626; desg!. einer Funktion einer 
Galois'schen Imaginaren 574f., eines 
-en zu einer Primzahl 725, 

Exponen ti al,-F~tnktion 73,iterierte 76; 
Euler'sche Gleichung 154; - Funktion 
als Faktor del' Klein'schen Primform 
298; Teilungsgleichung 509; Interpola
tion durch -Funktionen 281; 818; 
Approximation von ex durch Ketten
bl'iiche 136; 669; Gauss'sches -Gesetz 
del' Ausgleichungsrechnung 772 if., in 
del' Statistik 830, 836. 

extensiv, Produkte -er Grosseu als 
Determinanten 42, 96; -e Algebra in 
Bez. zur Invariantentheorie 365. 

Extrapolation, in del' Lebensver
sicherung 872. 

Extrarisiken, in del' Lebensversiche
rung 864, 867. 

extrem, -e quadratische Formen 598; 
-e Risiken in del' Lebensversicherung 
905. 

F 
Faktor, AlgebTa: Linear-en ganzer 

Fu:nktionen 232,288, gewissel' solcher 
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von n Variabeln 258 u. 5; 397,405; Fehler, Arithrnetik: - der Nliherungs-
477, arithmetisch 629 f.; irreduzible werte von Kettenbriichen 559, von 
-en 243, 259; Kongruenz-en 245; Farey'schenReihen560;-beimittleren 
spezielle -en der Resultante 249, ge- Funktionswerten 663 f.; Ausgleichwngs-
meinsame -en von Resultanten u. rechlnung: Beobachtungs-770f., Hii.u-
Diskriminanten 250; 898 f.; Arithrnetik: figkeit, Grliase eines -8 772, Elementar-
- eines Produktes 15, teilerfremde 778, - ala Verluste 776, -Potenzen 
-en einer Zahl557, -en von 2"±1, 677; 779; wahre, durchschnittliche, mittlere 
-entafeln 577; 944 f., 951; Invarianten- - 779, - von Unbekannten 788f., 
theorie: gemeinsame -en binii.rer For- Potenzsummen von -n 781, schein-
men in Bez. zur Apolaritii.t 394; In- bare - 779, 782, wahrscheinliche -
varianten binarer Formen mit ge- 780, kleinster mittlerer - 783, 787, 
meinsamem Linear- 896,399; -en von mittlerer - einer Funktion 784, -
Invarianten von Kovarianten 348, 397, der Ausgleichung 796, gr<lsster 797; 
reduzierte Resultante als gemeinsamer lineare - in Ebene u. Raum 795; 
- 273; 399; Gruppentheor.ie: -en der systematisches Verhalten der - 798; 
Zusammensetzung einer Gruppe 222, -Formeln 784, -Gleichungen 788, 787, 
95; 497, -en einer Gruppe, -Gruppe -Quellen 773, 798; Interpolation: -
495, 498; K6rpertheorie: -en der Dis- bei Interpolation von der Mitte aus 
kriminante einer Gattung 299, der 231, bei der Lagrange'schen 803, bei 
Diskriminante der Fundamentalglei- derNewton'schen923; - beimRechnen 
chung 681, der Diskriminante u. der mit ungenauen Zahlen, absoluter, re-
Primideale eines zusammengesetzten lativer - 979f.; -Abschatzung beim 
Klirpers 691; erster; zweiter - der Rechenschieber 1058 u. 549; Statistik 
Klassenanzahl705,-en derKlassenglei- u. Lebensversicherung: - einer stati-
chung 728; Zahlentheorie: Prim-en stiBchen Konjekturalberechnung 826, 
einer Zahl 557, einer algebraischen mittlerer - eines statistischen Quo-
Grlisse 287, 297, eines Ideals 295; 679, tienten 830; - statistischer Funk-
einer Form 295; 686; -en der Kompo- tionen 836; durchschnittlicher - in 
sition 608; 724, bei algebraischen der Lebensversicherung 832, mittlerer 
Zahlen 684. S. auch Zerlegung. 861 u. 9, systematische - beim Risiko 

Faktorielle, geometrische - (aUg. 903. 
Arithmetik) 117. FehlerelIipse,Fehlerellipsoid, 796. 

Fakultaten, in der Kombinatorik 35; Fehlerfunktion, (error function) 774. 
analytische 117 f.; Teilbarkeitseigen- Fehlergesetz (probabilitas errori tri-
schaften von - 558; Approximation buenda, facilitas relativa, law of 
103 u. 272,112 [verallgemeinert 117f.]; facility of errors) 771 u. 4; Expo-
756 u. 118; 931. nentialgesetz 772, 780, 783 [in der 

FaIle, gleichm<lgliche, giinstige, un- Statistik 830, 836, in der Lebensver-
giinstige - der Wahrscheinlichkeits- sicherung 861 u. 14]; dessen Priifung 
rechnung 735, deren Gesamtheit nicht 774, 797; andere -e 776, interpolato-
zli.hlbar 753. rieche Aufstellung solcher 776; - in 

falsch, Methode der -en Lage bei gra- Ebene u. Ra.um 795 f. 
, phischer Losung linearer Gleichungen Fehlergrenze, bei der Taylor'schen 

1016. Reihe 79. 
falsi, regula- bei Gleichungen 433, 29. Fehlerquadrat, Minimum derSumme 
F altung, symbolischer Formen 342, 368 der -e 770, 783, 787, mittlere -e u. 

u. 268. Tragheitsmomente 796. 
Familien, von algebraischen Invarian- Fehlerrelation, in der Statistik 882. 

ten 362,228; von mehrwertigenElemen- Fehlerzone, bei ausgeglichenen Kurven 
tarfunktionen 469. 770, 1, - der Sterbenswahrscheinlich-

Fan-Tanspiel, 1092 f. keiten 866. 
Farey, -ache Reihen 559, -sche Drei- Fermat, (Euler)-sche Kongruenz 561 

ecksnetze, Zahlen 560. I [ITmkehrung 577], fUr algebraische 
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Zablen 680; -ache Zahlenreihe 676; 
-sche Darstellung einer Zahl durch 
Quadrate 604; 696, durch n-eckszahlen 
619, vonPotenzen durchPotenzsummen 
634; 714. 

Fi bonacci, -sche Zahlen 577. 
figuriert, -e Zablen 35 
fi kti v, -eGeneration, in derStatistik 845. 
fingiert, -e Gesellschaft, in der Lebens-

versicherung 868. 
Fixpunkt, -e einer cyklischen Substi

tution 525. 
Flache, Algebra: -n 2. Grdnung bei 

kollinearen Transformationsgruppen 
178, in Bez. zur Gleichung 5. Grades 
541 f.; Aquivalenz 333, 68, kanonische 
Darstellung 327f., Beziehung zur Apola
ritat 392; - 3. Grdnung: Gleichung 
der 27 Geraden und deren Gruppe 
340, 113; 615, 619, 551; projektive Er
zeugung 401, 434; Polpentaeder u. 
kanonische Darstellung 357 f., 394, 
arithmetische und algebraische Inva
rianten401,434; 684; Diagonal- 541, 70; 
- 4. Grdnung: kanonische Darstellung 
357 U.1SS; - mit 16 Geraden 519,561, 
mit16Knotenpunkten 339,105; 519; 550 
u. 98; Erzeugung der - nter Grdnung in 
Bez. zur Apolaritat 391, S77; singulare 
Punkte einer - 275; 300; Arithmetik: 
- als Grenze eines Polyeders 63, 66 
[-nzahI65]; Kurve, die eine - erfullt 
202, 87; Gmphik: - bei Losung von 
Gleichungen 1022, 1023,405, 1047,502; 
Gruppentheorie: - als Bild einer 
Gruppe 222; Korpertheorie: -n durch 
eine algebraische Raumkurve u. deren 
Moduln 310 f.; rationale -n 317, Rie
mann'sche - 296f., Klein-Riemann 'sche 
339,106; - der Wahrscheinlichkeit 796. 

Flachengeschlech t, 317 u. 95. 
Flltchentheorie, projektive Invari

anten, Differentialformen u. Differen
tialparameter 383 f. 

fluchtrecht, Methode der -en Punkte 
bei Rechentafeln (meth. des points 
alignes, isoplethes, cotes) 1038 f. 

Fl uch ttafel (kollineare Rechentafel) 
1038,466. 

Folge, von Elementen 29; -innerhalb 
einer Grossenklasse 206; Zahlen-, 
s. das. 

f 0 n ct ion, enumeratrice 643, 10, 652 ; 

Form, adjungierte, automorphe, 
bilineare, definite, quadrati
s c he, s. das.; Algebra: binare, temare 
etc. - 228, 2; 322 u. 3, doppeltbinare 
326 u. 29, 30, 359, 218, 364, 287, 402, 
435; 589 u. 63; Aquivalenz u. Reduk
tion von -en 322 f.; kanonische -en 
:192 f., spezielle 400 f., Grund-en 341 f., 
assoziierte 347 f., definite 258; 328, 37; 
368, Hermite'sche quadratische -en 
341; 532, Hermite'sche adjungierte -en 
324,326,18,372; Hesse 'sche-, s. das.; 
zerfallende -en 629f., spezielle 633f., in 
Linearfaktoren zerfallende 258 u. 5; 
397,405; 477, adjungierte 324 f., 372; 
bilineare 168 f.; 249, bilineare u. qua
dratische, Aquivalenz u. Reduktion 
327f.,quadratische-en beimSturm'schen 
Satz 427, automorphe -en 336 f.; 
624 f.; arithmetische -entheorie: Aqui
valenz u. Reduktion bilinearer u. 
quadratischer -en 591 f., binlirer 560 r., 
ternarer 613 f., in n Val'iabeln 622 f.; 
K6rpertheorie: - eines Korpers 292, 
294, algebraische 295; 685, zerleg
bare 686; -enklasse 687; Linear-en 
582 f., in Bez. zu Moduln 309. 

formal, -e Auf'losung von Gleichungen 
148, systematisch 499 f.; -e Invarianz 
in der Substitutionstheorie 499. 

Formel, in der Arithmetik 9, 10. 
Formenproblem, 360,219 [normales 

549J; - in Bez. zur Gleichung 5. Grades: 
binares 537, 59, ternares 540 f.; ter
nares u. quaternares bei Gleichungen 
6. u. 7. Grades 54H., 548f., bei Glei
chungen n ten Grades 549. 

Formensystem, -e u. ihre Invarianten
korper 309 f.; 346, volle -e 341 f., end
lieher binarer Gruppen 337 f.; 524 f., 
temarer 339 f.; 628 f., quatemarer 340; 
545f. 

for mig, mehr-e symmetrische Funktion 
451, 456, bei n Grossenreihen 471. 

Forts etzu ng, der natiirlichen Zahlen
reihe 185; - bei der Monodromie
gruppe 487; supponierte - von 
Ziehungen, Spielen 742, 744; analy
tische - einer Potenzreihe 109. 111, 
eines Kreisbogendreiecks 336; 524. 

- indicatrice 662. I 

Fourier, Konvergenz der -schen Reihe 
95, 106; -sche Reihenkoeffizienten als 
Losungen unendlich vieler linearer 
Gleichungen 141, 439. 
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frei, -e Zerlegungen l<'arey'scher Zahlen 
561. 

fremd, -e Losungen bei Elimination 
261 f., 265. 

functio, - simplicissima, bei del' La
grange'schen Interpolation 803. 

fundamental, -e Formen, s. Grund
form en. 

Fundamental, -Aufl(isungen linearer 
ganzzahliger Gleichungen 585, Kon
gruenzen 590, del' Pell'schen Gleichung 
600, 644, von deren Verallgemeinerung 
631, 633; - Bej'eich endlicher binarer 
Gruppen 526, 13; -Form en, der Flachen
theorie 385, eines Karpel's 292; 681; 
-Gleichung, endlicher Gruppen 528, 
von Bilinearformen oder Substitutionen 
332; 593 [reziprok bei automorphen 
quadratischen Formen 332; 596]; eines 
Korpers 298; 681; -Kegelschnitt, in 
Bez. zur Gleichung 5. Grades 541; 
-Klasse binarer quadratischer Formen 
609; -Kurve, bei Cremonatransfor
mation 319; -Postulat, in del' abzahlen
den Invariantentheorie 355; -Pttnkte, 
bei Cremonatransformation 319; 553; 
-Regulator, bei Einheitswurzeln 631; 
-Reihe del' Arithmetik 54; 186, 190, 
von Ordnungszahlen 192; -Satz (-Theo
j'em): del' Algebra 233; del' algebl'ai
schen Funktionen 314; del' komplexen 
Multiplikation 722; Euklidischer-satz 
del' Zahlenlehre 556; -satz del' Zer
legung: von Zahlen 557, von alge
braischen Grossen 287, 297, von Idea
len 295; 679, von algebraischen For
men 295; 686, von Funktionalen 295, 
37; Reziprozitatsgesetz fUr Potenzreste: 
fur quadratische 566, 581; 609; 703 
[in einem beliebigen K5rper 696 f.], 
fiir hOhere 712; -Substitutionen, del' 
Integrale einer algebraiseh integrier
baren linearen Differentialgleichung 
338; 532; automorphe einer zerfallen
den Form 633; -System eine1' Abel'schen 
Gruppe 222, 112; -System bei Bilinear
fol'men330,53; in del' Korpel'theorie 292; 
680; vonPotenzprodukten238; symme
trischer Funktionen 455 fUr n Va-
riable 476. ' 

F ii h l' e r , in der Korpertheorie: einer 
Ordnung, eines Ringes 687, 723. 

fiinfgliedrig, graphische Losung von 
-en Gleichungen 1043, 1047, 

Fiinfzehnerspiel, 1087 f. 
Funktio n, Algebra: ganzeu. gebrochene 

- 228, 256; Berechnung einer ganzen 
- 409 f., graphische 1011 f., 1020 f. 
[Tafeln 1026 f.], von Logarithmen 
homogener -en 999, 310; Umkehrung 
von -en behufs Losung numerischer 
Gleichungen 1005, 349; Kongruenzen 
244; Abhangigkeiten 275; Arithmetik: 
·en als unendliche Produkte 112, 117, 
ganze transzendente [Prim-en] 116, 
318; 660; -en 1Ohere1' komplexerGrossen 
182; - als Belegung 189,25; ganze 
- des Symbols OJ 193, Gesamtheiten 
von -en 189, 25, 193; Kti1'Pertheorie: 
- als Grosse 284, Korper-en 285, 
irreduzible ganze 286 f., algebraische 
287 [ganze 287, 15], Karpel' algebrai
scher -en 296,299, Gattung n-wertiger 
295, zerlegbare -en 298; -enkorper von 
In varianten 300; charakteristische -
eines Moduls 300 f., 311; -en(Formen)
moduln 309; Statistik: biometrische 
-en 839; Wahrscheinlichkeitsrechnung: 
-en grosser Zahlen 749; Zahlentheorie: 
Kongruenzen 573f.; - E(x) oder [x] 
556 f.; 654 f.; Passen einer - zu einem 
Exponenten575; Zerfallungs-en 637 f., 
zahlentheoretische -en 557 f.; 648 f. 
(~mkehrung solcher 464; 651 f.]. 
Uber besondere -en, wie Abel'sche, 
algebraische, analytische, cha
rakteristische, cy klische, cy kl 0-

tomische, elliptische, erzeugen
de, Exponential-en, ganze, ho
mogene, hyperbolische, hyper
elliptische, hypergeometrische, 
J aco bi' sche, mehrwertige, mi tt
lere, rationale, Riemann'sche, 
summatorische, symmetrische, 
[elemen tarsymmetrische], T he
ta-en, transzendente, trigono
metrische, zahlentheoretische, 
s. das. 

Funktional, eines Korpers 295, 37. 
Funktionaldeterminan te, 44; 274 f.; 

in del' Charakteristikentheorie: 427; In
variantentheol'ie: Multiplikation von -n 
323, 6; - als .Q Prozess, 325, 17, 369, 
als Uberschiebung 369, -n u. Syzygien 
351 [bei regularen Korpern 337, 92]; 
- als Kombinante 390; - von -n 
390, 36Sa, Diskriminante von -n 398; 
- in der FHichentheorie 385, 



Funktionalgleich,.mgen - Geh5ren 1149 

Funktionalgleichun gen, fiirgewisse 
Transformationsgruppen 176; spezielle 
algebraische - 281; - zur Daratellung 
vonF(x,y,z) ala I a(x), bCy), c(z) I 
1039, 471. 

Funktionensystem, Charakteristik 
eines -8 279; 424. 

G 
Galois, -sche Gleichungstheo1'1'e: in Bez. 

zur Korpertheorie 290, -sche Resol
vente, Korper, Gattung 293, -sche Re
solvente der GI6S ' 340; -sche Gruppe 
in Bez. zum Formenproblem 360,219; 
543, 78; -sche Gruppe einer Gleichung 
482 f., der Kreisteilungsgleichung 482, 
507 f.; Zerlegung 486; -sche Resolvente 
und-sches Kriterium der Aufl5sbarkeit 
einer Gleichung 225 u. 131; 485, 488, 
491 f., -sche Gleichung 505; Ikosaeder
gleichung ihre eigene -ache Resolvente 
538, -ache Resolventen fUr p = 3, 544; 
-scher Korper 688, relativ -scher 689; 
-sche Gruppe der Klassengleichung 
726; -scher Satz iiber 2 mehrwertige 
rationale Funktionen 468 ; Substitu
tionen u. Zahlentheorie: -sche Imagi
nare, als Indices von Substitutionen 
211 u. 26,215,57, 216, 63; bei Kon
gruenzen 245, 77; 574. 

g a n z, Arithmetik u. Algebm: -e Zahlen 
19, Teilbarkeit 556; -e rationale Funk
tionen 228, 256, Berechnung 409 f., gra
phische 1011 f., 1020f.; K6rperu.Zahlen
theorie: -e algebraische Grosse 284, eines 
Rationalitatsbereiches 286, eines Kor
pers iiber einem andern 292; -e algebrai
scheZahl677 [t+ny'D 601]; Zerlegung 
von -en Grossen u. Zahlen 287, 294f.; 
678; -e Funktionale 295, 37; -e Formen 
auf Riemann'schen Flitchen 297; Stati
stik: -e Bevolkerung 844; -e analytische 
Funktion, s. analytisch, Funktion. 

Ganze, Entwickelung in Kettenbriiche 
nach nachsten -n 126, 376, 130; Summen 
grosster -n 653 f. 

ganzzahlig, -e Kettenbruche 125, Kon
vergenz 129; -e Substitutionen u. 
Formen 582:1f.; -e Invariantentheorie 
345,138. 

Gattung, einer Menge 196; -sbereich 
285, einem Korper entstammend 288 
[Diskriminante u. Diskriminantenform 
293], Galois'sche --, - n-wertiger 

Funktionen 294, Assoziation enthalten
der -en 296; Abel'sche Integrale 1., 
2., 3. - 296 f. 

G a us s, Algebra: -scher Satz uber das 
Produkt primitiver Funktionen 228 u. 5, 
229, 259; -sche Ebene 155f.; 235; 1009; 
-scher Kreis 236; -scher Fundamental
satz 233 f.; -sche Reduktion symmetri
scher Funktionen 452; Arithmetik: 
-sches Konvergenzkriterium fUr Reihen 
80 u. 161, 88, 190 [Analogon bei Pro
dukten 113,307], fUr komplexe Reihen 
1123; -sches Produkt lI«(/)) 112, 304, 
118; -sche hypergeometrische Reihe 
u. ihr Kettenbruch 137; -sche Loga
rithmen 1000, 316; Ausgleichungsrech
nung u. Interpolation: -sche Begriin
dungen 771, 777; -sches Fehlergesetz 
772 f., 780 [in der Statistik 830, 836, 
in der Lebensversicherung 861 u. 14]; 
-sche Strichmethode 805; -scher AIgo
rithmus zur Auflosung der Normal
gleichungen 789f.; -scheSterblichkeits
formel 871, 47; Zahlentheorie: -sche 
Klammern (Euler-Mobius'sche Ketten
bruchsymbole) 122; 559; -sches Lemma 
fiir q nadratische Reste 566; 657; -sche 
Summen 625 u. 90; 644 f.; 702; -sche 
Funktion !pep, q) 657. 

Gebilde, algebraische -u.deren Trans
formation 319, deren singulare Punkte 
275; 300. 

gebrochen, -e Zablen 19, als Expo
nenten von Potenzen 24; -e Funktion 
228; -e algebraische Grosse 292; 683. 
S. ration a1. 

G e burt, -enstatistik 824, 7, 831; -en
dichtigkeit 842. 

Gefahrlichkeit, eines Unternehmens 
766. 

Gegenseitigkeitsgesellschaft, in 
der I.Jebensversicherung 873. 

Gegentetraeder, und -Form 525,9. 
Geh5ren, eines Mengenabschnittes zu 

einem Element 191; - zu einem Ex
ponenten: von Wurzeln binomischer 
Kongruenzen 245, einer Zahl 561, 
einer Funktion einer Galoia'schen 
Imaginaren 574, einer L5sung der 
Pell'schen Gleichung 600, 607 [ver
allgemeinert 631], einer quadratischen 
Formenklasse 609, bei 3 Variabeln 618, 
bei n 626, einer Primzahl 725; - der 
Darstellung einer Zahl durch eine 
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quadratische Form zu einem Kon- I 
gruenzwert 603. 

gekriimmt, -e Rechenschieber 1060 f. 
Gelenkviereck, zurLosung kubischer 

Gleichungen 1070, 605. 
gemeinsam, -er Tei1er, -es Viel

fache, -e Losungen, s. das. 
gem i s c h t, - periodische Ketten briiche 

130; -e Transformationsgruppen in Bez. 
zu hOheren komplexen Grossen 177; 
-e Modul- oder Gleichungssysteme 264, 
267, 302; -e Reziprokante 381; -e 
TodesfaUversicherung 879. 

Genauigkeit, von Approximatio
nen, s. das.; Ausgleichungsrechnung: 
Mass der - 779, Beobachtungen 
gleicher - 782, verschiedener 785; 
-sgmd statistischer Ergebnisse 823 i 
- des Rechenschiebers 1058 n. 549. 

General, -Divisor (-Nenner) 18. 
Generation, reelle u. ideelle (fiktive) 

- der Statistik 845. 
Genuss, in der Wirtschafts1ehre 1102, 

1111. 
Geometrie, der Anzahl 305; algebrai

sche - 319; - des Dreie cks, - von 
nDimensionen, darstellende-, 
s. das. 

geometrisch, Arithmetik: -e Reihe 
(Progression): Konvergenz 79, in der 
Differenzenrechnung 927, der Radien 
einer logarithmischen Spirale bei gra
phischem Rechnen 1010, 362; -e Auf
fasBung des Rechnens 1007, 354, -e 
KonBtruktion rechnerischer Ausdriicke 
1007,356, -e Darstellung in der Nomo
g1'aphie 1026 f. j -e Faktoriellen 117; 
-e Darstellung von Kettenbrucheigen
schaften 124, 368; -e Deutung der 
komplexen Grossen 155 f., 235; 1009; 
-e Substitutionen 215, 57, -e BUder 
von Gruppen 221; Gleichungstheorie: 
-e Gleichungen 518 f.; -e Konfigura
tionen520; Invariantentheorie: -e Bil
der von Invarianten 365, -e Deutungen 
357, 359 f., 363, 369 U. 278, 379,392 f., 
401, 434; -e Behandlung endlicher 
Gruppen 337 f.; 524 f., 528 f., 540 f., 
544 f., 547 f. ; -e Wahrscheinlichkeit (geo
metrical, local probability) 753 u. 99; 

Zahlentheorie: -e Reprasentation qua
dratischer Formen 606, 613, 616. 

geordnet, gut -e Komplexion 30; -e 
Menge 190, wohl-e 191 j -e Multipli-

kation u. Division 941 f., bei Arith
mographen 957, 98; -e symmetrische 
Funktion 452. 

gerade, - Komplexionen 30, Substitu
tionen 213, deren Gruppe 504; 549 
[von 3 Dingen 499, von 4: 501; 525, 
von 5: 513; 525, von 7: 548]; - 1n
variante 324,10; - Zah1 als Summe 
zweier Primzahlen 556, 2; Anzahl der 
Zerfallungen einer Zahl in eine -
Anzahl von Summanden 637, Summen 
-1' Teiler 638; - und un- primitive 
quadratische Formen 596. 

Gerade, unendlich ferne - 70, 109; die 
27 -n einer Flache 3. Ordnung, deren 
Gleichung u. Gruppe 340,113; 515,519, 
551; die 16 -n einer FHlche 4. Ord
nung mit Doppelkegelschnitt 519, 551; 
willkiirlich in einer Ebene gezogene -
(Wahrscheinlichkeitsrechnung) 755. 

Geradestrecken, krummliniger 180-
plethen (Nomographie) 1032. 

Gesamt, -Eliminante 264; -Nutzen 
(Wirtschaftslehre) 1109, -Resolvente 
303. 

Gesamtheit, der Zahlen 186; - von 
1ndividuen 840. 

geschaftlich, -es Unternehmen 765. 
Geschicklichkeit, eines Spieler8 744 

U.48. 

Geschlecht, eiDer Gruppe 222, inner
halb einer Abel'schen 223; Formen
u. IOirpertheorie: - einer Riemann'
schen Flache 296, -szahlen in Bez. 
zur charakteristischen Funktion 311, 
Flachen- u. Kurven- von FIachen 317 
u. 95, - eiDer Kurve 318; 635, - Lei 
rationalen Kurven Null 316 ; - binarer 
quadratischer Formen 610, ternarer 
617, bei n Variabeln 623f., bei binaren 
Formen nten Grades 630, bei hoheren 
Formen 633 [Haupt-, s. das.]; Zahlen
theorie: - einer Hadamard'schen 
Funktion 660, Klasse eines os, s. das.; 
mittlere Anzahl der -er quadratischer 
Formen 666; -e1' von Idealkassen 696, 
im Kummer'schen Korper 711, 713. 

geschlossen, -e Grossenklassen 207; 
-e Zahlengruppe 652. 

Ges talt, reelle -en eines Systems kom
plexer Grossen 163 j -en urspriinglicher 
Systeme 182. 

Gewich t, Algebra ganzer Funktionen: 
- einer ganzen Funktion 262, von 
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Resultante, Diskriminante 248, 251, 
bei n Variabeln 275; - eines Terms 
266, 33; 455; - einer isobaren, einer 
symmetrischen Funktion 455, Partial
-e 474, Teil- u. Reilien-e bei n 
Grossenreihen 479; A1'ithmetik: -
einer Komplexion 32; Ausgleichungs-
1'echnung: - eines Fehlers 781 f., -e 
von Unbekannten 787, 790, - einer 
Beobachtung 785, -e ,on Gleichungen 
787,792, -sgleichungen 790; Gmphik: 
-sbestimmungen bei Zylindern, Kugeln 
usw. durch den Rechenschieber 1057, 
544; Inva1'iantentheorie: - einer In
variante 323, 10, 376, beim Endlich
keitsproblem 341, -sgrenzen 347,355, 
397, bei der abzahlenden Richtung 
353, 356; - einer Reziprokante 381, 
einer Seminvariante 389. 

G e win n, Erwartung eines -s 764, eines 
reinen 766; - einer Versicherungs
gesellschaft 899 f., -Reserve 898, - u. 
Verlustrechnung898,- Ansammlung bei 
Tontinen 902, - eines Bestandes 
beim Risiko 905. 

Gewissheit, 757 u. 16, in der Statistik 
825. 

Girard, -sche Potenzsummenforme1451, 
465, -sche Eliminationsgleichung 473. 

Gitter, Punkt- oder Zahlen-, in der 
Korpertheorie 308; 688, in del' Theorie 
arithmetischer Formen 606, 613, 616. 

gleich, -berechtigte, -mogliche, -artige 
FaIle 735 u. 7; -artige Versicherungen 
907; Beobachtungen -er Genauigkeit 
785; -berechtigteSubstitutionen, Unter
gruppen (equivalent groups) 218 u. 80; 
-zeitige Elimination 261; 332; 1016,383. 
S. Gleichheit. 

Gleichartigkeit, von zu zahlenden 
Dingen 1 u. 2. 

G 1 ei chgewich t, wirtschaftliches -
1104£. 

Gleichheit, vonZahlen 5 [vonerweiter
ten 11, von Briichen 20], geometrischer 
Grossen 63, komplexer Grossen 150, 
160; - transfiniter Mengen, Belegungen 
189, wohlgeordneter Mengen 191, von 
"Unendlich" del' Funktionen 75; 203. 

Gleichung; Algebra: Existenz del' 
Wurzeln 233 f., Reduzibilitat 239 f., 
Elimination 245 f., 270 f., Abhangig
keit von -en 276; Reduktion auf Nor
malformen 513 f., 523, del' -en 5. Grades 

533 f., n ten Grades 543, auf Formen
probleme 540 f.; lineare -en 268 f., un
endlich viele 141. S. Auflosung, 
Approximation. Al'ithmetik: iden
tische u. Bestimmungs- 9; lineare -en 
fUr Zahler u. N enner von Naherungs
briichen beiKettenbriichen 123; Losung 
unendlich vieler linearer -en durch 
unendliche Determinanten 141; for
male Behandlung del' -en 2., 3., 4. Gra
des mittels i = y=-1148; charakte
ristische - (latent equation) einer 
Bilinearform 593, 596 [in Bez. zu 
komplexen Grossen 171 u. 24J, eines 
Systems komplexer Grossen 172 u. 26; 

Ausgleichungsrechnung: N ormalglei
chungen 787 f.; FOl'menthem'ie: -en 
3. u. 4. Grades invariantentheoretisch 
351 u. 169, 5. Grades 326, 29, 338; 533 f.; 
-en der regularen Korper 337; charak
teristische - einer 8char quadrati
scher Formen 32\); diophantische -en 
bei endlichen Gruppen 339; 528, beim 
Endlichkeitsproblem 341 f.; gewisse -en 
7. u. 8. Grades mit Affekt, in Bez. zur 
Gruppe G168 , 340; 470; 544f.; allge
meine -en 6. u. 7. Grades in Bez. zu 
endlichen Gruppen 340; 547 f.; - der 
27 Geraden einer ]'lache 3. Ordnung 
u. deren Gruppe 340,113; 519; Galois'
sche Theo1'ie: 481 [in Bez. zur Kor
pertheorie 290 f.], Gruppe u. Affekt 
469; 483; ineduzible -en, Zerlegung 
in irreduzible Faktoren 287; 486; 
cyklische u. Abel'sche -en 490 f., 
506, reine 490, allgemeine 498 f.; -en 
der ersten 4 Grade 499 f., hoheren 
Grades 504 f., Galois'sche 505, -en mit 
kommutativer Gruppe 505 f., Kreis
teilungs- 507 f., Teilungs-en u. Trans
formations-en del' elliptischen Funk
tionen 509 f., Reduktion auf Normal
formen 513 f., 523 f., irreduzible -en 
von Primzahlgrad 515 f., Sylow'sche 
-en 516 f., geometrische 518 f.; -ssysteme: 
Reduzibilitat u. Irl'eduzibilitat 291, 304; 
bescbrankte Systeme 301, Hilbert'sche 
310; 346; symmetrische Funktionen 
von Systemwurzeln 266; 471. S. Auf
losbarkeit, Auflosung, Gruppe. 
G1'aphik: Tafeln zur Losung numeri
scher -en 1004 f.; graphische u. mecha
nische Behandlnng linearer -en 1017 f., 
quadratischel' 1013 u. 377, kubischer 
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u. biquadratischer 1005, 1044 f., trino
mischer 1029, 1038, 1041, 1049, 1065, 
585, quadrinomischer u. fUnfgliedriger 
1043, 1047, del' allgemeinen - 5. 
Grades 1050; Maschinen zur Losung 
von -en u. -ssystemen 1070f. S. Auf-
10 sung. Wirtschaftslehre: Gleich
gewichts-en 1098, 1102 f., 1106; 
Zahlentheorie: diophantische -en: linea-
1'e 563 f.; 639, genaue u. approximative 
Behandlung 585 f.; -en hoheren Grades 
569 f.; Pell'sche - 600, 611; 644 f., 
667; Kreisteilungs- 629; tern are qua
dratische -en 620 f., ternare -en mit 
algebraischen Koeffizienten 696; -
fiir eine Affektfunktion 633, Diskri
minante = + 1 635; Klassen- 723 f. 
Differenzen-en u. Differential
-en, Funktional-en, Teilungs-
-en u. Transformations-en, so-
wie einzelne besondere -en, s. das. 

Gleich ungswage,hydrostatische-l072. 
G 1 i ed, -er einer Determinante, Haupt-

37; -er eines Kettenbruchs 120, posi
tive 128, gemischte 129; -er einer Reihe 
77 [komplexe 1122 f.]; Vergleichung 
von -ergruppen einer Reihe 88; -e1' 
einer Surnme 13. 

gliedrig, n-er Kettenbruch 118; 3-e u. 
4-e Linearsysteme fUr die Naherungs
broche von Kettenbriichen 123; m-e 
Pm'iode eines Kettenbruchs 130; n-e 
line are T1'ansf01'mationsgl'uppe in Bez. 
zu komplexenGrossen 176. S. aueh tri
nomisch, quadrinomisch, fiinf
gliedrig. 

Gliicksspiele, 750, 764. 
Goepel, -scheThetarelationen in Bez. 

zur Kummer'schen Flache 550, 98. 

Gompertz, -sches Gesetz der Lebens
versicherung 870. 

Gordan, -sche Reihenentwickelungen 
del' Invariantentheorie 374, desgl. -sche 
Symbolik 342, 362 f. 

G r ad, .Algebra ganzer Funktionen: -
einer Funktion 228; 455, in den Koeffi
zienten 322; - del' Auflosbarkeit einer 
Gleichung 237; -e von Resultanten u. 
Diskriminanten 250; - einer symme
trischen Funktion 455; .Al'ithmetik: -
einer Determinante 36; - eines Systems 
komplexer Grossen 172; - einer Zahl 
del' 2. Klasse 194; - einer Substitutions
Gruppe 212; 505; Zahlenthc01'ie: _ 

einer Kongrllenz 676, eines Primideals 
679, Relativ- eines Korpers 682, -
eines Kreiskorpers 700 f, 

Gradordnung (deg-order), einer Form 
354. 

Graduierung, des Unendlich- u. Null
werdens von Funktionen 75; 204; -
von Axen nach gegebenen Fllnktionen 
(Nomographie) 1039, 436. 

Gr a e ff e, -sche Approximation von Glei
chungswurzeln 440 f. 

graph, -s der Invarianten 365. 
Graphik, del' Invarianten 364 f.; - im 

numerischen Rechnen, s. graphisch. 
graphisch, -es Rechnen 1006f.; -e Eli

mination 1015 f,; -e Statik zur Losung 
linearer Gleichungen 1017 f.; -e Tafeln 
(N omographie) 1024£, ; -e Tafel (Rechen
tafel, tableau graphique, abaque, 
abaco, diagrammo) 1025 u. 412, allge
meinste Art -er TafeIn 1051 f. 

Grassmann, -sche kombinatorische 
Produkte als Determinanten 42, 96; 

-sche Symbole beim Endlichkeitsprob
lem del' Invarianten 343, 130, bei der 
Formensymbolik 365. 

Grenzal tel', in del' Lebensversicherung 
860. 

Grenze, .A1'ithrnctik: -n fiir rationale 
Zahlen 21, fiir irrationale 20, 23; -

(= Gl'enzwert) einer Zahlenfolge 63 f. 
[einer kompIexen 1121J; obere, untere 
- (limite superieure, inferieure, limite 
superiore, inferiore) 72 u. 122, - ev. = 
Maximum resp. Minimum (Ia limite 
maximum, minimum) 72, 123; - einer 
zweifach unendlichenFolge 76; - einer 
unendlichen Reihe 77,148 [einer kom
plexen 1122], Unbestimmtheits-n bei 
Reihenkonvergenz 89; Formenthe01'ie: 
obere u. untere -n fUr Anzahl u. Gewicht 
von Grundformen 347, 355, von 1n
varianten 397; -n fiir line are Formen 
587, fUr positive quadratische 597 f,; 
-n fiir Gleichungswurzeln 407, 413; 
Wahrscheinlichkeitsrechnung: Wahr
scheinlichkeit fiir -n einer Sum me 747, 
von Wiederholungszahlen 755; -n fiir 
Fehler 774, 777, fiir deren Potenz
summen 781; -n fiir den Genauigkeits
grad statistischer Ergebnisse 823. 

Grenzel ement, vonOrdnungstypen190. 
Grenzgebiet, zwischen Konvergenz u. 

Divergenz 90. 
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Grenzkorper, eines reguIaren Korpers 
im RII 53l. 

Grenzpro d uktion, in del' Wirtschafts
lehre 1117. 

Grenzpunkt, einerMenge 189, hoherer 
Ordnung 189. 

g r 0 S s, Ve1'haJtnisse -e1' Zahlen du1'ch 
Naherungsbritche von Kettenbriichen 
approximiert 126, 373; Zerlegung -er 
Zahlen in Faktoren 576 f.; 951; Prii
fung -er Primzahlen durch Rechen
maschinen 978, 185; Gesetz del' -en 
Zahlen 758, in del' Statistik 826 u. 
13; Funktioncn -cr Zahlen 658 f.; -e 
Zahlen in del' Wirtschaftslehre 1101. 

Grosse, .A.l·ithmetik: extensive -n u. 
ihre Multiplikation 42, 96 [in Bez. zur 
Formentheorie 365]; inkommensurable 
-n 20, 23; 49 f.; komplexe -n 148ff.; -n
paare 149 f., reelle -n 152, Systeme 
komplexer -n 150 f., -n-n-tupel160 f.; 
-ncharakter 189, von Mengen 191, 
Erweiterung des -nbegriffs 203, all
gemeine -nklassen 203 f. ; Ktil'Per
theorie: arithmetische Theorie del' 
algebraischen -n 248 ff., ganze, ge
brochene - 286 f.; 677 f.; - eines 
Fehlel'S 773. Unendliche -, s. das. 

grosser, -e Zahl 5 [im erweiterten Ge
biet 11, -er Bruch 20]; - als Succes
sionsbegriff 55, be~ transfiniten Mengen 
189f., von "Unendlich" der Funktionen 
75; 203. 

grosst, -er Fehlel' 797; -e Ganze E(x) 
oder [x] von Zahlen x 556; 654 f.; 
Entwickelung in Kettenbl'iiche nach 
-en Ganztln 126, 376, 130; Summen 
-er Ganzen 653 f.; -es Gewicht eines 
Fehlers 783, von Unbekannten 787; 
-es Glied del' binomischen Entwicke
lung 755; -e quadl'atische Teilel' von 
Zahlen 667; -er Normal-Teiler einer 
Gruppe 219; -er gemeinsamer Teiler 
(Divisor): von Zahlen 556 f., bei zahlen
theoretischen Funktionen 651, in Bez. 
zur Funktion E(x) 654, asymptotisch 
behandelt 667; von Mengen 186; von 
ganzen Funktionen 241, bei n Varia
beln 259, von Funktionensystemen 
274; aIlel' Diskriminanten von Korper
grossen 293, del' Koeffizienten einer 
Korperform 294, von Idealen 296, 
Hauptidealen 304, 56, von Modulsyste
men 301, ganzer Funktionen in Bez. zu 

Encyklop. d. math. Wigs.usch. I. 

Modulsystemen 306, nach einem Prim
zahlmodul 314, von Moduln 308; von 
Minoren als Aquivalenzinvarianten 
331, in Bez. zu Elemental'teilern 331; 
582. 

Grund, Prinzipien des mangelnden u. 
zwingenden -es 736. 

Grun d, -Einheiten eines Korpers 683, 
eines Ringes 687; -Formen: invariante 
327, 341 [ausgeartete 336, Grenzen fltr 
deren Anzahl u. Gewicht 347, 355], 
niedrigster binarer Formen 351, 169; 
mit gegebenen Zahlwerten 360; -Glei
chung einer bilinearen Form 171; 
-Ideal 681 ; -Massstab beim gl'aphischen 
Rechnen, gleichmassig geteilt 1008 f., 
logarithmisch 1018 f.; -Reihe einer 
Gruppe 220, 96; -Symbole der Invari
anten 364; -Syzyganten, -Syzygien 
del' Invarianten 352. 

Gruppe, Al'ithmetik: -n von Einheiten 
6 f.; geschlossene -n von Zahlen 652; 
-n von Reihengliedern 88; endliche 
kontinuierliche -n in Bez. zu kom
plexen Grossen 157 f., zu hoheren 
175 f.; Endliche disk-rete -: (permuta
zione, System konjugierter Substitu
tionen) 211 u. 28, Transitivitat, Primi
tivitat 212, 214, sym!lletrische u. alter
nierende - 213, lineare homogene 214, 
- der Modulargleichung 215, 224,127; 
-n niedrigster Grade 216, Isomorphis-
mus 217, 220; allgemeine - 217, Kom
positionsreihe 220, erzeugende Opera
tionen 221, Abel'sche - 222, Sylow'
sche Satze 223; einfache - 224, auf-
16sbare 225; Determinante einer -
226; Forrnentheorie: a) algebmische; 
- von projektiven Substitutionen, in
duzierte - 327; - del' automorphen 
Substitutionen einer Bilinearform, inte
grable und nicht integrable - 334; 
endliche -n u. deren volle Invarianten
systeme 336 f.; 524 f. [allgemeiner 
Satz 345, 138]; symmetrische - von 4, 
6, n Dingen 525, 548, 549, von n Grenz
korpern 531; alternierende-von 4, 5, 7, 
nDingen 525, 545,548,549; Galois'sche 
- inBez.zuFormenproblemen 360, 219; 
543, 78; - einer lineal'en Differential
gleichung 338; 527; Hesse'sche - 339; 
528; Symbole del' Lie'schen -ntheorie in 
del' Formensymbolik 364, Zusammen
setzung 401, adjungierte - 402; -n 

73 



1154 Gruppierung - Hermite 

von rationalen Transformationen 372, I harmonisch, -e Reihe divergent 78 f., 
379; erweiterte projektive - 380 f., Wertanderungen der -en Reihe 93. 
Translations-, orthogonale, affine, pro- H a ufi g kei t, relative - von positiven 
jektive - in Bez. zu Reziprokanten u. negativen Reihengliedern. 93; -
382 f.; projektive Unter-n 386, 352 u. eines Fehlers 773, relative 777; -skurven 
386 f.; spezielle -n 400 f; unendliche 776; relative-vonBeobachtungen 862. 
- beimPfaff'schen Prohlem 333,in der Haufungsstelle, einer Menge 185, 
Flachentheorie 385; b) arithmetische einer Reihe 1122, 2. 

FOI'mentheorie: cyklisch-hyperbolische Haupt, -Art eines Korpers 294; -Axen-
- 603, .A.bel'sche - von Kompositions- problem der Kegelschnitte invariantiv 
klassen 609, 611; 724; Modul- 607, 330u. 58; -AxenderWahrscheinlichkeit 
Picard'sche - 613; Gleichungstheorie: 796; -Charaktere von Formen 616 ;-Dia-
Galois'sche - 291, 483 f. [= - der gonale einer Determinante 37, einer 
.A.ffektfunktion 468, 469J, der Kreistei- unendlichen 143; -Einheit eines Sy-
lungsgleichung 482,507 f.; algebraische stems komplexer Grossen 162, -Ein-
-, Monodromie - 487; transitive, pri- heiten eines solchen 160, 14, 165; -Fliiche 
mitive, imprimitive - 488; Unter-n 2. Grades in Bez. zur Gleichung 5. Gra-
der Gleichungs- 488f.; cyklische - 493 des 539; -For1/! einesKettenbruchs 121; 
u. 42; holoedrisch isomorphe -n492, 494, bei binaren q uadratischenFormen 599; 
einfache494, Zerlegung der Gleichungs- bei zerfallendenFormen 633; -Funktion, 
491 f., Faktor- 495, auflosbare - 225; elliptische inBez. z. Gleichung 5. Gra,des 
497; symmetrische - 499, 504 [von 2, 4, 542; hyperelliptische, bei Transforma-
5 Dingen 499, 501, 504 J, alternierende tion hyperelliptischer Kurven 553 ; -Ge-
- 504 [von 3, 4,5 Dingen 499,501, 513J, samtheiten, von Lebenden 841, von Ver-
reguHtre - 505, kommutative 505f., storbenen 842; -Geschlecht, bei einer 
lineare metacyklische 515; K6rper- .A.bel'dchen Gruppe 223; bei quadra-
theorie: Korper ala - 286, zu einer tischen Formen 610; im Kummer'schen 
Korpergrosse gehOrellde - 290; - Korper 711; -Gleichung 5. Grades 538; 
einer Gleichung 291, symmetrische -Glied einer Determinante 37, einer 
u. alternierende - 291, 2\12; - eines unendlichen 141; -Gruppe 218, 78; 

Galois'schen Korpers u. Unter-n 688; -Ideal eines Korp~rs 295; 678; -Ideal-
Zerlegungs-, Tragheits-, Verzweigungs- klasse 684; -Klasse quadratischer For-
690; - der Klassengleichung 726. men 599; 722; -Komplex eines Korpers 
Untergruppe, s. das. 693; -Kongruenzgruppe, bei endlichen 

Gru ppierung, kiinftigerTodesfalle 904. Substitutionsgruppen 547; -Niihm'ungs-
giinstig, -e Fane (casus fertiles, foe- werle der Farey'schen Reihe 560; -Beihe 

cundi) 735. der Zusammensetzung einer Gruppe 
Gunters kale (" Gun ter U ), (im numeri- 220, einer Gleichungsgruppe 498; -Be-

schen Rechnen) 1054. priisentanten einer Klasse quadratischer 

H 
Hadamard, -scher Satz iiber Potenz

reihen 81, 168; -sche Funktion 660. 
H a I b e ben e, konforme .A.b bildung auf 

ein Kreisbogendreieck 336; 524. 
hal bkon vergen t (semikonvergent, de

mi-con vergent), -e Reihen 92, 211, 103 f., 
als Integrale linearer Differentialglei
chungen 146, Zll 277. 

hal bsymmetris ch, -e Determinante 
37, 43, bei rationaler Darstellung or
thogonaler Substitutionen 328 u. 41. 

Hamilton,-sche Gruppe223, 117"; -sches 
Spiel 1090. 

Formen 624; -Resolvente der Ikosaeder
gleichung 538; -Subdetm'minante 37; 
- Wert einer Amplitude, eines Logarith
mus 154. 

He ben, eines Bruches 20. 
hemimetacyklisch, -e Funktion 470. 
Hermi te, -sche quadratische Formen, in 

Bez. zu endlichen Gruppen 341; 532, 
zum Sturm'schen Satz 427, arithme
tisch 613; -sche adjungierte Formen 
324, 325,18,372; -(Cayley)sche auto
morphe Transformation quadratischer 
Formen 328 f., 333, -sche kontinuier
Hche Reduktion solcher 628; -sche 
Gleichung fiir grosste Ganze 655; -sche 
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Interpolation 803; -sche Partialbruch
zerlegung 229, 9,244; -scher Beweis der 
Transzendenz von e 670 f. 

heriibergenommen, -e Formen 342. 
Hesse'sche Detenninante 44; = -sche 

Form (Hessian) 277 u. 80, invariant 
324, 14, als Uberschiebung 369, in Bez. 
zur Realitat von Wurzeln 399; -sche 
61·uppe 6216 339; 528; -sche Normal
form der ternaren kubischen Form 
359, 210, 394, 392, 401, 434. 

hexagonal, -e Rechentafeln 1035 f. 
Hilbert, -sche Reduktion (Endlichkeit) 

unendlicher Fonnensysteme 309 f. ; 345; 
-scher Satz liber il·reduzible Funktionen 
260; 289 ll. 14; -sches allgemeines Rezi
prozitatsgesetz 696 f. 

Hoffnung, mathematische - einer 
Funktion 861, 9. 

Hohe, einer Hadamard'schen Funktion 
660. 

holoedrisch, -e1' Isomorphismus von 
G1'uppen 217, in der Gleichungstheorie 
492 f., von Formenproblemen 360, 219; 
543 f. 

holomorph, the -, einer Gruppe 221, 
103. 

homogen, Substitution -e1' Ableit~tngen 
371; -e line are Differenzengleichung 
932; -e ganze Funktion (Form): 228, 
256; 322 u. 3; Resultante - 248,270, 
Diskriminante - 251, 275; Euler'scher 
Satz 281 [in der Formentheorie 347, 
145]; Logarithmen -er Funktionen prak
tisch berechnet 999, 310; -e Transfor
mationsgruppen u. Parameter, in Bez. 
zu komplexen Grossen 176; lineare 
-e Gruppe u. Untergruppen 215, 216; 
-e Darstellung endlicher binarer Grup-
pen 524 f.; -e Menge 199; -e Variable 
bei der Klein'schen Primform 297. 

homographisch, -e Reziprokante 383. 
homomorph, -er Isomorphismus 217. 
Horner, ·sche Approximation von Glei-

chungswurzeln 409, 436. 
H urwi tz, -sche Entwickelung in Ketten

briiche nach nachsten Ganzen 126,376, 
130; -(Gierster)sche Klassenzahl1·ela
tionen 732. 

hydrostatisch, -e Losung von Glei
chungen 1072. 

Hyperbel, bei der graphischen Auf
losung von Gleichungen 3. u. 4. Grades 
1045 f. u. 496; gleichseitige -n bei 

Multiplikationstafeln 1029; trinomische 
-nzur Losung trinomischerGleichungen 
1046. 

hyperbolisch, -e Antilogarithmen 997, 
228; Berechnung -er Funktionen durch 
den Rechenschieber 1064, 580; cyklisch 
-e Gruppe 603. 

Hyperdeterminante 325, -nkalkiil 
360, Differentialgleichungen 375. 

hyperelliptisch, Zweiteilung del' -en 
Funktionen in Bez. Zllr Losung einer 
Gleichung 549,95; deren Transforma
tion 2. Ordnung in Bez. zur Kummer'
schen FHiche 550; Dreiteilung del' -en 
Funktionen 1. Ordnung u. deren end
liche Gruppen 340, 113; 514 f., 551 f.; 
-e Integmle invariantiv normiert 347, 
146, 378, 321; automorphe Transforma
tion der -en KUTven 552; Differential
gleichungen del' -en Theta's invariantiv 
397. 

hypergeometrisch, algebraische In
tegrierbarkeit der -en Differential
gleichung in Bez. zu endlichen Grup
pen 336; 524; Losung der Gleichung 
5. Grades durch -e Funktionen 542; 
-e Reihe 137 [verallgemeinert 423, fUr 
komplexe Elemente 137J, Konvergenz 
79, 159, ihr Kettenbruch 137 u. 423; -e 
Reihc in del' Lebensversicherung 878; 
endliche -e Reihe, invariantiv 370. 

hyperprimar, -e Zahl, -es Ideal 697. 
hypoabtHien, groupe - 216,66. 
Hypothe se, inderWahrscheinlichkeits-

rechnung 759 u. 132 [in Anwendung 
auf Statistik 822 f., auf Lebensver
sicherung 859 f.]. 

hypotheti sch, -e Bilanzmethode 894 u. 
129. 

I 
ideal, -e (Kummer'sche) Zahlen 700f., 

in Bez. zur Formensymbolik 362. 
Ideal, einesKorpers 295f.; 678f.; Haupt-

678; Zerlegung in Prim--e, -Teiler295; 
679; -Quotient 683; - eines Ringes 
687, ambiges 692; -Klassen 684, deren 
Darstellung durch Multiplikation 684. 

ide e 11, -e Generation in der Sta,tistik 
845. 

identisch, -e Gleichung 9; -8 Substi
tution 210; 488; -e Substitution en in 
del' Formentheorie 329 f.; -e Umfor
mung von Invarianten 363; -es Ver-

73 " 
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schwinden einer ganzen Funktion 232, 
257, der Eliminante 267, der Funktio
naldeterminante 275, von Kovarianten 
336. 

Identitlit, -en zwischen 1Jberschiebun
gen 352, symbolische -en zwischen In
varianten 363. 

idonei, numeri - 576. 
Ikosaeder, -Form 337,91; 524f.; -Glei

chung 337, als Resolvente derGIeichung 
5. Grades 513, 537 f.; -Gruppe 337 f. ; 
524 f., ternare 528, 540; -Irrationalitiit 
537 f.; -Problem 360, 1l19; -Spiel 1090. 

imaginar, -er Bestandteil einer kom
plexen Grosse 153; -e Einheit 149 u. 5, 

150, 153, als reell veranderliche Grosse 
58,42; 152; rein-e Grosse153j -e Punkte 
einer Geraden 157, einer Ebene 158; 
-e Transformationen von Gruppen 157 f.; 
-e Zahl 148. 

Imaginare, Galois'sche, s. das. 
imprimitiv, -e Gruppe (permutazione 

composta di 2a specie gruppo a lettere 
congiunte, complesso, fonction transi
tive complexe, systeme secondaire, 
grouped group) 212 u. 99, einer Glei
chung 4H8j -er Karper 289. 

Imprimi ti vi ta t, Faktoren der-212, 89. 

indefinit, -e quadratische Form 328, 
87, Reduktion der binaren 560j 597. 

Index, erster, zweiter - der Elemente 
einer J)eterminante 37, einer unend
lichen 143; - einer quadratischen 
Form 597, 622; - einer a'/,uppe, Unter
gruppe 212; 491; - einer Kongruens 
[-system] 562; -Komplex 563; - (in
dicateur, rapporteur) einer hexago
nalen Rechentafel 1036 u. 455, in der 
Nomographie iiberhaupt 1052 u 526. 

Indices, bei der Darstellung von Sub
stitutionen 211, Galois'sche, s. das. 

indicatrice, fonction - (der analy
tischen Zahlentheorie) 652. 

Indifferenz kurven, der Wirtschafts
lehre 1108 u. 35. 

indirekt, -e Operationen der Arith
metik 8,13. 

In di vi d u en (Individualbeobachtunglln), 
der Statistik 829, der Lebensversiche
rung 860 f. 

Indivisibilien 64. 
induziert, -e Gruppe in der Formen 

theorie 327 j -e Differentialprozesse in 
der Formentheorie 372. I 

infinitar, -e Pantachie 75; 204. 
Infini tarkalkul 75 u. 186; 203. 
infinitesimal, -e projektive Substitu-

tionen 334, 77, 357, 377, orthogonale 
333, 7; -e Inderungen von Koeffizien
ten 377; -e Transformationen einer 
endlichen kontinuierlichen Gruppe in 
Bez. zur Formentheorie 402. 

Infinitesimalrechnung, in der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung 754 u. 
lOS. S. stetig. 

Inflexionspunkt, s. Wen depunkt. 
Inhalt, - einer algebraischen Form, 

-sgleiche Formen (Korpertheorie) 686; 
- einer Mannigfaltigkeit (Wahrschein-
lichkeitsrechnung) 753; - einer Menge 
200, innerer, ausserer 201; - eines 
Tetraeders bei Kollineation 383; -sbe
rechnung fur Zylinder, Kugeln etc., 
durch den Rechenschieber 1057, 544. 

Inharenz, einer Menge 199, totale 199. 
inkommensurabel, Verhaltnisse -er 

Strecken aIR Irrationalitaten 20, 23; 49. 
inkongruent, -e Losungen, von Kon

gruenzen 585, 590; 624_ 
integrabel, -e u. nicht-e Gruppen von 

Substitutionen 334. 
Integral, Existenz des bestimmten -s 

65 j bestimmte -e bei Gauss'schen Sum
men 643; Approximation bestimmter 
-e 103 f.; 811; 924, vonfe-fldt 104; 
775 [Euler'sche Summenformel, 
s. das.]; Konvergenz eines -8 u. einer 
Reihe 82; Entwickelung in halbkon
vergente Reihen 104, 146, ZU 277, 

in unendliche Determinanten 142; 
Cauchy'sches - 418; 640; numerisches 
- 650; -Gleichung fUr Quotienten von 
LOBungen linearer Differentialglei
chungen 338; 527. Spezielle -e, wie 
Abel'Bche, algebraische, eUip
tische, hyperelliptische, s. das. 

In tegralinvarian te 346, 141. 

Integration, -sprozesse beim Endlich
keitsprolJlem der Invarianten 346,141; 
- von Differentialinvarianten 382; -
einer Differenzengleichung 743; 93lf; 
mechanische - 231; 811, in Bez. zur 
Formentheorie 356, 194; rationale
in Bez. zu Klasaenanzahlen 647. 8. In
tegral. 

integrierbar, -e Menge 200; alge
braisch -e liDeare Differentialglei
chungen, s. algebraisch. 
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Integritatsbereich 286; 687, VOIl In
varianten 341, 120. 

Interpolation, von n! 103 u. 272, 112; 
756 u. 118; 931, analytischer Fakul
taten 118; - einer ganzen Funktion 
229, in die Mitte 230,231, einer ratiu
nalen Funktion 230, bei n Variabeln 
258, 4, 259, 278 f.; - systematisch 
800 if.; -sformel 800; Ausgleichung 
durch - 230, 800*; parabolische -
801, Newton'scbe Formel 229; 801, 
804; 922 [Restglied 923], Lagrange
sche 229; 801 f.; - durch eine ratio
nale Funktion (Cauchy'sche) 230; 803; 
andere -en 805 f.; - bei aquidistan
ten Argumenten 230; 806 f., in die 
Mitte 807, 810, Stirling'sche Formel 
809; - nacb vorwarts, ruck warts 807; 
mechanische Differentiation u. Qua
dratur 231; 811, in Bez. zur Formen
theorie 356,194; - bei Tafeln 812, bei 
Logarithmentafeln 923, 987 f., 992; -
durch periodische Reihen 815, durch 
Exponentialfunktionen 818; - bei 2 
Variabeln 819; allgemeine - nach 
Cauchy817, nach Tschebyscheif 819; 
- in der Statistik 845; in der Lebens
versicherung 869 f., 872; - nach Augen
ma.~s (Nomograpbie) 1029, 428. 

interpolatorisch, -e Darstellung der 
Resultante 247; -e Aufstellung von 
Fehlergesetzen 776. 

intransitiv, -e Gruppe (permutazione 
composta di 10 specie) 21<! u S8. 

Invalide, in der Statistik 846 f. 
Invaliditat. u. -stafeln, -swahrschein

lichkeit 846 f.; -skraft (intensitat) 849; 
-skoeffizient 851. 

invariant, Gebiete von -em Realitats
charakter bei Gleichungen 252; -e 
Operationen einer Gruppe 517; -e Un
tergruppe 219, der Gleichungsgruppe 
492 f., 517. S. Invariante. 

Invariante: Definition 323 f., Stufen 
des Begriffes 326; absolute, relative-
326,327,386; - alsAggregat symuoli
scher Produkte 326, 360 f.; irrationale-
326, 351, 169, 358 f.; Diskriminante als 
- 322 f.; Funktionaldeterminante als 
- bei beliebigen Transformationen 
323, 6; lquivalenz-n 330 f.; -n end
licher Substitutionsgruppen 336 f., 345, 
lS8; 524 f.; Endlichkeit von -nsystemen 
300 f., 341 f.; assoziierte u. typische 

Darstellung 347 f., kanonische 356 f.; 
Syzygien 350 f.; abzahlende Richtung 
353 f.; Umkehrfragen 358 f.; SymboIik 
u. Graphik 360 f. ; bilineare - 368; 
-nprozesse 328, 361 f., 366 f., Reihen
entwickelung 373 f.; -n bei hoheren 
Transformationen 318, 378 f.; Semin
varianten 386 f.; 466, Reziprokanten 
380f.; -n der Kriimmungstheorie 383f.; 
Kombinanten u. Apolaritat 390 f.; Re
sultante u. Diskriminante 248 f., 271 f. ; 
395f.; Realitatsfragen 399f.; spezielle 
-n 337 r., 347, 145,351, 169,401 f.; 529, 
23, 26 ; -ntheoretisehe Auflosung der 
Gleichungen 3. u. 4. Grades 351 u. 169, 
5. Grades 349, 360 n. 219; 535, 51,537 
u. 59; -n elliptischer Funktionen 510; 
721, singulare 722; Klassen-n 722, 729; 
rationale -n des elliptischen Integrals 
542; -n eines Moduls 590; arithme
tische - einer binaren quadratischen 
Form 599, desgl. -n einer bilinearen 
612, einer kubischen 630, einer be
Iiebigen 359; 633. 

invers, -es Gr'uppenelement 218; -er 
OrdnumgstypltS 190; -e Substitution 
210, in der Formentheorie 325. 

I n v e r s ion, Arithmetik: kombinatorische 
- 30; - bei der Division komplexer 
Grossen 156; Formentheorie: -sgruppe 
324, 12, in Bez. zum Apollonischen Pro
blem 387, 858; - als involutoriscbe 
Operation 5~6; -en beim Boss-Puzzle
Spiel 1088. 

Involution, binare - in Bez. zu Um
kehrfragen 359, kubische - 401, 
4M. 

in vol u toris c h, rationale Darstellung 
-er Substitutionen 329, 42; 523; Inver
sion ala -e Operation 526. 

irrati on aI, A)'ithmetik: -eZahlen als Ver
baltnisse inkommensurabler Strecken 
20 u. 28; 49 f., arithmeti~ch 53 f., for
male Darstellungen 54, 59 f.; gewisse 
Reihen u. Produkte sind - 61 f.; 
Zuordnung der -en Zahlen zweier Kon
tinua 187,18; FOI'mentheorie: -e Inva
rianten 1126, bei der Aufl!)sung von 
Gleichungen 351 u. 169, in Bez zur 
Kanonisierung u. zu Umkehrfragen 
358 f., zu Kombinanten 392 f., zu el
liptischen u. Abel'schen Funktionen 
360, zu Simultaninvarianten 362, 228; 
-e Zahlen in der analytischen Zahlen-
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theorie 667 f., e u. n: sind - 60; 669. I 
Adjunktion, s. das. . 

irreducibilis, casus - der kublschen 
Gleichung 517 f. 

irreduzibel, Arithmetik: Naherungs
briiche von Kettenbriichen sind - 126, 
378; -es System komplexer Grossen 16~, 
reel! -es 164, -e Teilsysteme 165; Gle~
chungs- u. K6rpertheorie: ganze Funk
tion (Gleichung) - 238f., 258f., 286f.; 
481, System von Funktionen 273 f., 288 ; 
Zerlegung in -e Faktoren.2.39, 259; 481' 
486 [in Bez. zur transltlven Gruppe 
487]; -e Korperform 295; -e Modul
systeme u. Gleichungssysteme 3?4; -e 
Kongruenzen 245; Resultante 1St -
248 271; -e Funktion nach einem Prim
zahimodul 574; Kreisteilungsgle~chung 
ist - 240; 507; 700; Klassenglelchung 
ist - 724f.; Invariantentheorie: -e In
varianten 364, Seminvarianten 355, 
366; ADzahlen -er Invarianten 354; 
-e Syzygien 312, 352.. . 

Irregularitat, der Determmante emer 
binaren quadratischen Form, ihr -sex
ponent 611. 

is 0 bar -e Funktion 388 u. 365; 455; 
Invarlante ist - 376, desgl. Semin
variante, Reziprokante 381 f.; -e For
men von Ableitungen 370; Resultante, 
Diskriminante sind - 248, 251. 

isomorph, -e Gruppe 217, mit sich 
selbst -e 220; holoedrisch -e Gruppen 
in der Gleichungstheorie 492 f. ; -e 
Formenprobleme bei der Auflosung 
von Gleichungen 360, 219; 543 f. 

Isolieren, eines Summanden 9, eines 
Faktors 17. 

isoliert, -er Punkt einer Menge, -e 
Menge 195. 

isopleth, -e geometrische Elemente 
1025 u. 410, bei Kartesischen Tafeln 
(Isoplethe, courbe d'egal element, 
courbe coMe) 1028 u. 424. 

iteriert -e Logarithmen u. Exponen
tialgro~sen 76, bei der Reihenkonver
genz 85 [bei komplexen Elementen 
1124]. 

J a cob i -8che Determinante (Funktional
dete~inante, Jacobian) 44, bei gan
zen Funktionen 274 f., invarianteEigen
schaften 323, 6, 351, 390 u. 3698 ; -sche 
(Theta)Funktionen als Pro~ukte u. 
Reihen 117 ; -ache elliptiacheFUnktionen 

in Bez. zu komplexer Multiplikation 
721 f., 729; -sche Funktionen 3. Ord
nung in Bez. zu endlichen Gruppen 
340· -ache Gleichungen 513, 534f , 545; 
-ache Red!u,ktion quadratischer Formen 
332, 60; 596; -sche Reduzierte (arith
metiBch) 599. 

J errard -sche Form der Gleichung 5. 
Grades'379; 516u.122; 533; s. Bring. 

J 0 sephsBpiel 1088 f. 

K *) 
kanonisch, -e Gestalt einer Riemann'

schen Flache 297; Formen: -e Gestalt 
quadratischer u. bilinearer Formen 
327 f.; 591 f., von Scharen solcher 331 f.; 
592· binarer Formen 349 f., hoherer 
3561:-., in Bez. zu Kombinanten 392f.; 
-e Nullformen von Invarianten 300; 
-e Gestalt elliptischer u. hyperellip-
tischer Integrale 347 u. 146, 350,360; 
-eFormeinereintypigen aymmetrischen 
Funktion von mehreren Grossenreihen 
479; -e Form einer KlasBe quadra
tischer Formen 624. 

Kanonizante (Formentheorie) 356, 194, 
357. 

Kapital, -Versicherung 879, reduziertes 
- 882, -Deckungsverfahren 896. 

Kardinalzahl, 55,23, der Mengenlehre 
188. 

Kartenmischen 1090f. 
kartesisch, -e RechentafeIn 1028f.; -e 

Koordinaten, s. das. 
Katalektikante (Formentheorie) 356, 

194, 357. 
kaufmannisch, -e Pritmienreserve 885, 

897. 
Kegel, Doppel- bei birationaler Trans

formation 554. 
Kegels chnitt, Hauptaxenprobl-em der 

-e invariantiv 330, 53, Apolaritat der 
-e 393 f.; -e beim graphischen Rech-
nen 1013 u. 377, 1038, 1045 f. u. 496. 
S. auch quadratische Form. 

Keim (germ), einer Seminvariante 387. 
Kennziffer, in Logarithmentafeln 986. 
Kern, von Zahlen (Dedekind) 581; -

einer Zahl (Minkowski) 621. 
Kette beim Zllordnen von Zahlen 2,3; 

- v~n Gleichungen an Stelle einer 
urspriinglichen (Gruppentheorie) 498, 
desg!. von linearen (Graphik) 1011,367. 

*) S. auch unter C. 
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Kettenbruchdeterminante (Konti-I 
nuante) 44; 123, 357. 

Form 322; zwei -n von projektiven Sub
stitutionen 334, 2, von orthogonalen 
333, 71; -n von Formen beirn Endlich
keitsproblem 342; von Formen mit ge
gebenen Invarianten 359; von ausge
artetenFormen 379; -nformen bei Kom
binanten 391; b) arithmetische: -n u. 
-nanzahlen aquivalenter Linearsysteme 
589, von Bilinearformen 592, binarer 
quadratischer Formen 599 f. [geome
trisch 606], von Dirichlet'schen 611, bi
narer bilinearer Formen 612, von Zahl
darstellungen603f.; -nkomposition 609; 
724; -n u. -nanzahlen eines Geschlechts 
610 f., bei ternaren quadratischen 
Formen 617, bein Variabeln 623, 627 f., 
bei binaren Formen nten Grades 630, 
bei der Kreisteilungsfurm 631, bei 
beliebigen Formen 633; - einer Gruppe 
214; K6rpertheorie: -n von Zahlen nach 
einem Modul 308; -n algebraischer Ge
bilde 318; -nzahl u. -nkorper eines ima
ginaren quadratischenZahlkorpers 296; 
695; 723; -n u. -nanzahlen von Idealen 
68"*, von Formen, Ringen 687, von Mo
duln 688; Potenz einer - 692, ambige 
- 692; -n von Kreiskorpern 705, 

Kettenbriiche, allgemeine Eigen
schaften 118 f., regelmassige - 119, 
337,125; Symbole 119, 122; 559, Teil
briiche, Teilzahler, Teilnenner 120f.; 
559 [arithmetische Reihen von letzte
ren 136, 418; 669], Berechnung und be
sondere Gestalten 121£., Naherungs
briiche 122 f.; 559; geometrische Dar
stellungen 124, 368; Konvergenz u. Di
vergenz unendlicher - 126 f. [kom
plexer 1127], periodische - 130 f.; 
668 f. [komplexe 1128]; algebraische 
- 136 f. [komplexe 1128]; Transforma
tion in Reihen u. umg. ("Kettenbruch
transf. ") 133 f., in Potenzreihen 136, 
Zuordnung von -n u. divergenten 
Reihen 109; aufsteigende -140; Ent
wickelung in -e: von Irrationalzahlen 
59 f.; 667 f. [von Quadratwurzeln 60], 
von tg x, etc. 136; 669, von Integralen 
104 U.273, 110, 294, von fe-I'dt 775; 
einer rationalen Funktion 242, einer 
Gleichungswurze1438, von Losungen li
nearer Kongruenzen u. diophantischer 
Gleichungen 558f., 585f.; bei Reduk
tionquadratischer Formen auf Qu adrat
summen 599, von Losungen der Pell'
schen Gleichung 600 f., bei Aquivalenz 
binarer quadratischer Formen 605 f. 

Kirkman,-aches Schulmadchenproblem 
33; -sches Problem fUr mehrwertige 
Funktionen 469. 

Klammer, -Regein der Arithmetik 10 u. 
15,18; Gauss'sche (Euler-Mobius'sche) 
-n fiir Kettenbriiche 122; 559; -AUB
druck (-Prozess) der Forme, ,theorie 376, 
bei den Difi'erentialp-leichllngen der 
Invarianten 377, bei Polarenprozessen 
367; -Faktor, in der Formensymbohk 
363, bei Ubertragungsprinzipien 363, 
bei der Faltung 368. 

Klasse, Al"ilhmetik: bei Kombinationen 
u. Variationen 29 f., bei Elementreihen 
34; Komplexionen erster, zweiter-
30, -n von Komplexionen zu bestimm
tem Produkt 32; zwei -n der Punkte 
einer Geraden 53, 16; 201 U. 84, 203 f.; 
-n von Ordnungstypen 190; erste Zahl-
192, zweite 192,193, dritte 196, 50; all
gemeinere Grossen-n 203, 205 f.; For
mentheorie: a) algebraische: - einer 

-nkorper 694; komplexe Multiplikation: 
-ninvarianten 722, 729 [in verschiedenen 
Ordnungen 723, periodische Kette 726J, 
-enkorper 723 f., -ngleichung 723 f., 
-nzahlrelationen 731; Zahlentheorie: -
von Resten 561 ; -n kongruenter ganzer 
Funktionen 574; -n binarer quadra
tischer Formen in Bez. zu Gauss'schen 
Summen 644 f., in einem Geschlechte 
647 f.; Gesamtzahlen von -n 657; mitt
lere -nanzahlen 662, Mittelwerte von 
sol(\hen 665. 

Klein, -Riemann'sche l!lache 339, 106; 
-scbes Formenpro blem, s. das.; -sche 
binare endliche Gruppen 337: 524 f.; 
-sche lkosaedertheorie 337; 525, 537 f.; 
-8che (transzendente) Primfortn 297. 

k 1 e i n e r, -e Zahl 5 [im erweiterten Ge
biet 11, -er Bruch 20] ; - ala Successions
begriff 55, bei transfiniten Mengen 
189, 191. 

kleinst, -e Systeme von G~'undformen 
342; -e transfinite Kardinalzahl 189; 
Methode der -en Quadrate 770 f. [in 
Bez. zur Interpolation 820, -er mitt
lerer Fehler 783, 787J; -es gemeinsame 
Vielfache (Multiplum): Ton Zahlen 
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557, von ganzenFunktionen in Bez. zur 
Resultante 249, von Modulsystemen 
302, von Moduln 308. 

Knotenpunkt, Gleichung der 16 -e 
der Kummer'schen Flache 519; 551. 

koaxial, -e Determinantenminoren 42. 
Koeffizient 15; Methode der unbe

stimmten -en 141, 439; -en einer ganzen 
Funktion 228, 256, -en u. symmetrische 
Funktionen der Wurzeln 238; -ensystem 
(Matrix) 582; komplexe -en, s. kom
plex; infinitesimale Anderungen von 
-en, s. infini tesimal. 

kogredient, -e Isornorphismen einer 
Gruppe mit sich 220; -e Variabeln
reihen 325 u. 19; 593, beim Endlich
keitsproblem der Invarianten 343; -e 
Differentiationssymbole 371 f., in der 
FIachentheorie 385. 

Koharenz, einer Menge 198. 
Kollineation, automorphe -en einer 

Flache 2. Ordnung in Bez. zu Qua
ternionen 178; -en der Ebene in Bez. 
zu irrationalen Formen 360; - einer 
graphischen Rechentafel 1041, 480; 
-sgruppe, isomorph mit einer Galois'
schen360,219; 543,78; endliehe, s. das. 
S. auch projektiv, Projektivitat. 

Kologarithmus 986 u. 227. 
Kolonnen, einer Determinante 37, einer 

unendlichen 143. 
Kombinanten, 326, systematisch u. in 

Bez. zur Apolaritat 390 f. [Semi- 326, 
14, 390J, Endlichkeit 342, typische Dar
steHung 350, symboliBche 364 u. 237; 
- in Bez. zum Aronhold'schen Prozess 
366, bei hoheren Transformationen378, 
bei Resultanten 389, 423&. 

Kombination, -en 29, Summe von 
-en in der Ausgleichungsrechnung 
802; -en mit beschrankter Stellen
besetzung 33, zu bestimmter Summe 
[resp. ProduktJ 32; -en in der analy
tischen Zahlentheorie 642; - disjunk
tiver Urteile 741; wahrscheinlichste
von Wiederholungszahlen 755. 

Kombinatorik 29f., Anwendungen 
35 f., in der Wahrscheinlichkeitsrech
nung 738. 

kombinatorisch, -e Summen symme
trischer Funktionen 464; -e Produkte 
Grassmann's 42, 96; -e Gleichwertig
keit von Fallen 737; -e Analysis 639 f. 

kombiniert, -e Formensysteme 342. 

Komma, Dezimal- 21. 
kommensurabel, -e u. in-e Strecken 

20,23; 49f. 
komm u tativ ,-es(Komm u ta tions)Ge

setz der Addition u. Multiplikation 7 u. 
11, 15, bei Grossenpaaren 151 [der Mul
tiplikation nur bei gewissen Grossen
n-tupeln 160, 172; in Bez. zu Modul
systemen 307J; bei Machtigkeiten 189; 
Substitutionen im allg. nicht- 210,218; 
-e Gleichungsgruppe 505 f. 

Kommutator, von zwei Substitutionen 
210, 10. 

komplementar, -eMinoren 37; 392; -e 
Teiler 556; -e Multiplikation u. Divi
sion 942. 

komplex, .Arithrnetik: -e Grossen 148 f., 
hohere 150, als Grossen-n-tupel 160; 
Reduzibilitat 162 f., Beziehungen zu 
bilinearen Formen 168 f.; 333, zu Trans
formationsgruppen 175; Klassifikation 
180, Funktionen- u. Zahlentheorie 
hoherer -er Grossen 182; unendliche 
Reihen mit -en Gliedern 80, 161, 95,231, 
137; 1122 f.; desgl. Produkte 114, 314; 
1126; desgl. Kettenbriiche 124, 129, 389, 
131, 395; 1127; desgl. Determinanten 
1121,1; Formentheorie: a) algebraische: 
-e Koeffizienten u. Variable bei bilinea
ren Formen 330,53, bei binaren 337, 
93, bei hoheren 409, 429; -e Zahlsysteme 
formentheoretisch 333, 70, in Bez. zum 
Endlichkeitsproblem 344,138; -es Dop
pelverhaltnis 400; b) arithmetische: -e 
binare quadratische Formen 611 f., 648, 
bilineare 613, ternare 622, bei n 
Variabeln 629; Gleich~~ngstheorie: -e 
Wurzeln 233, Anzahlen solcher 415; 
Graphik: Additionslogarithmen -er 
Grossen 444, 40, 1001, 1023, 402, gra
phischeBerechnung ganzer Funktionen 
u. Losung von Gleichungen mit -en 
Wurzeln resp. Koeffizienten 1012 f. [hei 
logarithmischem Massstab 1022], nach 
der Methode der fluchtrechten Punkte 
1041,480 [spez. trinomischer Gleichun
gen 1050], durch Rechenmaschinen 
1070; Rechenschieber fur -e Grossen 
1065,586; Gruppentheorie: lineare Sub
stitutionsgruppen einer -en Variabeln 
221; -e Multiplikation 695 u. 24, 696 if.; 
Zahlentheorie: Dirichlet'sche Reihen mit 
-en Elementen 642, desgl. arithme
tische Progressionen 643, 11, asympto-



Komplex - Kontravariante 1161 

tische Ausdriicke flir Primzahlen 658, 
mittlere Funktionswerte 664, 57; -e 
Integration bei Gauss'schen Summen 
646, bei Transzendenz von 115 672; 
Funktion [x] fiir -es x 656, 30. 

K 0 m pIe x, von Indices bei Kongruenzen 
563; -e eines Korpers 692, Haupt- 693. 

Komplexionen 29, erster, zweiter 
Klasse 30. 

Komponenten, eines Grossen-n-tupels 
160. 

Komposition, binarer quadratischer 
Formen 608f., in Bez. zur komplexen 
Multiplikation 724; ternarer kubischer 
zerfallender Formen 632; - von Ma
trices u. Determinanten 40, von unend
lichen Determinanten 145, von ]}£a
trices u. bilinearen Formen 169 u. 19; 
- von Elementen einer (huppe 218 
[-sreihe 220]; einfacher Abel'scher 
Gruppen 507, 82; - bei der Farey'
schen Reihe 559. 

Ko nchoide, parabolische - zur graphi
schen Losung von Gleichungen 5. u. 
6. Grades 1014, 377. 

Konfiguration, Kummer'sche - u. 
deren Gruppe 339, 105, Desargues'sche 
in Bez. zur Gleichung 5. Grades 359, 
212; geometrische -en der Gleichungs
theorie 520, in Bez. zu Kollineations
gruppen 550. 

konform, -e Abbildung s. das. 
Kongruenz, von Zahlen 561, !ineare 

563, 589 [bei Aquivaleuz binarer qua
dratischer Formen 603, zur Beseitigung 
der nega.tiven und gebrochenen Zahlen 
58 U.42, mod. i 2+ 158 U.42; 152, zur Dar
stellung von Substitutionen 211], bino
mische 563, quadratische 573; 624, n ten 

Grades 625,89; - ganzer Funktionen244; 
573 [in Bez. zum Fundamentalsatz der 
Algebra 237]; Kih"pertheorie: -Korper 
286; - nach Korpermoduln 298, nach 
Modulsystemen 301 [von zwei Linear
formen 585], nach Dedekind'schen 
Moduln 308, nach Primzahlmoduln 315, 
nach einem Doppelmodul 574 f.; - von 
zwei quadratischen Formen in n Va
riabeln 623; - nach einem Ideal 678; 
Haupt-gruppe, bei endlichen Sub
stitutionsgruppen 547. 

Konigsberg, -er Briickenspiel 1089f. 
Konjekturalberechnungen, stati

stische - 825. 

konjugiert, -e FOl·men 357,391 U. 378; 
-e Gliedel· bei symmetrischen Funk
tionen 461; -er Kettenbruch 1128; -
komplexe (imaginare) Grossen 153, 
W urzeln einer Gleichung 233; -e Kon
nexe 375; -e Grossen u. K01-per 288; 
676, -e Formen 294; 685; -e einer Glei
chungswurzel 493; relativ -e Klassen 
692, Komplexe 693; -e Punkte bez. 
eines Normkegelschnitts 394; System 
-er Substitutionen 212, 28; -e Substitu
tionen innerhalb einer Gruppe 218; 
-e Gattungen rationaler Funktionen 
218, 78. 

konkav, nirgends -er Korper (Zahlen
theorie) 587. 

Konkomitante (Komitante) 325 U. 

22a , 22\ S. Invariante; arithmetische 
-n einer Bilinearform 594. 

Konnex, -e der Formentheorie in Bez, 
zum Evektantenprozess 372, Reihen
entwickelungen, Normal-, Elementar-
374. 

konstant, -e Wahrscheinlichkeiten 
einer Beobachtungsreihe 755; -es Ge
wicht, s. Isobarismus. 

Konstanten, einer ganzen Funktion 
228, 256 [-Abzahlungen 256, 261J. 

Konstruierbarkeit, von Irrationali
taten mit Zirkel u. Lineal 49; 518; 
1007, 356, mit Liueal und festen Kurven 
(in der Nomographie) 1035 f., 1038 f. 

K on tin u an t e (Kettenbruchdetermi
nante) 44; 123, 357. 

kontinuierlich, endliche -e Gruppen, 
s. en d I i ch, Tran sfo rm atio ns
g r up p e; -e (Hermite'sche) Reduktion 
quadratischer Formen 616, 628; -e 
Leibrente 877 u. 65. 

Kontinuum, Zablen-, nicht abzahlbar 
186, n-dimensionales von g leicher 
Machtigkeit mit dem linearen 187, 
201, von hoh81'er als die natiirliche 
Zahlenreihe 193; Eigenschaften 201 
[Semi- 201,85], Abbildung 202, analy
tische Darstellung 202, absolutes (Vero
nese'sches) 205, Bettazzi'sches 207. 

kontr agredient, -e Isomorphismen 
einer Gruppe mit sich 220; -e Sub
stitutionen u. Variabelnreihen 325 u. 
19; 593. 

Kontraktkurven, der Wirtschafts
lehre 1108, 36. 

Kontravariante, der Formentheorie 
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324, bei Ubertragungsprinzipien 363, 
bei Evektanten 372; - einer quadra
tischen Form 324, 15; 615. 

Kontributionsformel, bei Versiche
rungen 90t. 

Konvergenz, -Prinzip fiir Zahlenfolgen 
66 u. 85; - von unendlichen Reihen 
77 f., -Kriterien von Gauss u. Cauchy 79f., 
Kummer 82, Dini, du Bois-Reymond u. 
Pringsheim 83f., Bertrand u.Bonnet 86, 
88, Raabe 87 u. 189, Weierstrass 95 u. 
231, 1124; Kriterien erster, zweiter 
Art 84f., dritter Art 88; -Intel·vall, 
-Radius einer Potenzreihe 81; Grenz
gebiete von - u. Divergenz 90; abso
lute, bedingte, unbedingte - 91,92 u. 
211, 93 f. [bei komplexen Elementen 
1122 f.J; - alternierender Reihen 92, 
94,95 [komplexer 95, 231; 1124J; -
von Doppelreihen 97 f. [von komplexen 
1126J, von vielfachenReihen 100;gleich
massige u. ungleichmassige - von 
Funktionen u. Reihen 106; ausser
wesentlich singulare Funktionsstellen 
aufdem -Kreise 440; - Dirichlet'scher 
Reihen 642 f.; bedingte, unbedingte, 
absolute unencllicher Pt·odukte 
113f. [komplexer 1126J, Kettenbruche 
126 f. [komplexer 1127J, Determinanten 
142 [komplexer 1121, 1J; -Exponent 
e ordre reel) einer Had amard' schenFunk
tion 660; - einer Niiherungsal~rl6sung 
linearer Gleichungen mit vielen Unbe
kannten 448; 791,54, s. Approxima
tion. 

Koordinate, rechtwinklige -n der 
Ebene in Bez. zu komplexen Grossen 
155f.; 235; vollstandige Definition eines 
Bn durch -n 187, 16; Euler'sche Trans
formation rechtwinkliger -n 328, 39, 
in Bez. zu Quaternionen 178; -n einer 
ganzen Funktion rex + iy) 235, einer 
Wurzel von rex, y, Z, . .. ) = 0 256; 
kartesische -n in der Nomographie 
1013, 1017 [bei logarithmischem Mass
stab 1020 u. 394, 1022 f.J, bei graphi. 
schen Tafeln 1028 f., 1046, hi dt·r 
Methode der fluchtrechten Punkte 1041 
[Linien-n 1039]; -nsystem, von zwei 
Parallelen 1039, von n durch einen 
Punkt gehenden Geraden 1017. 

Korper: Formentheorie: a) algebraische: 
regulare -, deren Formen u. Gruppen 
338 u. 95, 343, 131; 524 f. [in Bez. zur 

Realitat 400J, in hOheren Raumen 
530 f. [deren Grenz- 531J; b) arith
metische: nirgends konkaver - 587, 
kubischer Zahl- 632; K6rpertheorie: 
- von algebraischen Grossen 285: 
481 u. 2; 676; -Erweiterung 286; -
als Gruppe 286; Normal- = Galois'
scher - 485, 12.; 688; Kongruenz- 286; 
- ti.ber einem andern 288, konjugierte 
- 288; Diskriminante, Formen eines -8 

293,294; Abel'scher,cyklischer,relativ
Galois'scher, Abel'scher, cyklischer -
689, Klassen- 694; 723f., eines ima
ginaren quadratischen Zahl-s 296; 695; 
723; relativ quadratischer - 695; Ver
zweigungs-, Tragheits-, Zerlegungs-
690; - algebraischer Funktionen 299; 
Invarianten- 300; 346; Kreis- 700 f., 
Kummer'scher - 706, regularer Kreis-, 
Kummer'scher - 711; - der Wahr
scheinlichkeit 796. 

Korrelaten, u. -Gleichungen der Aus
gleichungsrechnung 795. 

Korrespondenz, algebraische -en 273, 
ihre Endlichkeit 343. 

korrespondierend, -e Matrices 46; 
247, bei Kombinanten 392. 

k 0 tier t, -e (isoplethe) geometrische Ele
mente 1025 u. 410 [-e Projektion 1036, 
452], mehrfach -e 1043f.; -eParallelen 
bei hexagon,tlm Tafeln 1035, Scharen 
solcher 1036; -e bewegliche Systeme 
1045 f.; -e Elemente in der aUg. N omo
graphie 1051. 

Kovarianten 324, simultane 324, 13; 

arithmetische Reihe der Gewichte 376; 
primare - 347,146, 389f.; -Typik 349; 
Elementar- 373; Biegllngs- 385, 347; 

Semi- 371; - teilbar durch Resultanten 
u. Diskriminanten 250; 348, 397, 398; 
arithmetische quadratische - einer 
kubischen binaren Form 630. 

Kreis, als Unendlichvieleck 63; Quadra
tur des -es 677 f.; Scharen von -en bei 
kartesischenTa feln1 034; -Bogendr~ieck: 
Abbildung auf die Halbebene 336; 524; 
-Korper 700, als Oberkorper eines 
quadratischen 702, als Abel'scher 704, 
regularer 710; -Punkte (die zwei ima
ginaren) in Bez. zur Dreiecksgeometrie 
393, 383; -Teilung, bei der Losung der 
Pell'schen Gleichung 602, 629, 647; 
-Teilungsgleichung, Irreduzibilitat 240, 
Gruppe 482, 4~3, Auflosung 507 f., 510; 
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-Teilungseinheit, bei Klassen binarer I 
quadrati scher Formen 808; -Teilungs
formen 629; -Verwandtschaft u. deren 
Gruppe in Bez. zu komplexen Grossen 
158. 

k ri tis c h, -e Zahl einer Versicherung 
909 u. 162. 

Kronecker, -sche Arithrnetisierung der 
Zahlenlehre 58; -sche Zerfallungsrno
duln 245; -sche Charakteristikentheorie 
252, 279; 422 f.; -sche Modulsysteme 
263, 267; lquivalenz bilinearer u. qua
dratischer Form en [elementareScharen] 
331 f.; -sche Reduktion einer symme
trischen Funktion 453 u. 11 [erzeugende 
Funktion 454]; -sche Affektfunktion 
einer Gleichung 291; 469; -scheTheorie 
der arithmetischen Linearformen 588; 
-scher Fundamentalsat.z fUr singuIare 
Moduln 722 f.; KlassenzahIrelationen 
781; -sche Zeichen fik 88 U. 67, sgn 566. 

krummlinig, -e Punktreihen u. Trans
versaIen beirn graphischen Rechnen 
1048. 

Kriimmung, Invarianten der -stheorie 
388f. 

Kuben, (Arithmetik) 28; ZahlalsSumme 
von < 9 ganzzahligen - 684, von 4 
rationalen - 573; Tafeln von - 950. 

Kubikwurzel, Tafeln von -n 1004. 
kubisch, -e Determinanten 45,112; -e 

Fliiche, formentheoretisch 340, 113, 858, 
369, 278, 394, 401,434; 551 [Diagonal
Hache 541,70], gruppentheoretisch 515; 
-e Formen: biniire 322,3,324,13,325,18, 
851,169, arithmetisch 630; terniire 396, 
400, 401, 434 [Hesse'sche Normalform 
359, 210, 894, 392, 401,434]; zerfallende 
[arithmetisch] 632; terniire u. quater
nare 400, 434; 684; -e Gleichung: litte
rale Auflosung 148; 499 f., gruppen
theoretische 517 f., invadantentheore
tische 851,169, graphische 1005, 1018, 
graphischmechanische 104! f., durch 
den Rechenschieber 1057; diophanti
sche -e Gleichungen 571; -e KU1've: in 
der Ebene, formentheoretisch 859, 898, 
384, 401, 434, in Bez. zur Gleichung 6. 
Grades 548, gruppentheoretisch 519; 
-e Kurve irn Raurne, formentheore
tisch 869, 278, 393, 383, 394; -e Beste 
u. Reziprozitiitsgesetz 712. 

Kugel, als Trager kornplexer Grossen 
158, bei endlichen binaren Gruppen 

337; 524, 532; -Geometrie in Bez. zur 
Aquivalenz quadratischer Formen 
333, 68. 

K u g e If un k ti 0 n, formentheoretisch 
370; Rellien nach -en bei Interpola
tion in zwei Variabeln 818. S. auch 
Legendre'sches Polynom. 

Kummer, -sche Fliiche in Bez. zu end
lichen Kollineationsgruppen 339, 105; 
550 U. 98, Gleichung der 16 Knoten
punkte 519, Verallgemeinerung in Bez. 
zur charakteristischenFunktion 311,81; 
-sches Konvergenzkl'itel'ium fiir Reihen 
82,87; -scheReihentransformation 101; 
-scher Kih']iel' (u. ideale Zahlen) 706, 
reg-ularer 710,Reziprozitatsgesetze 712; 
-sche ideale Zahlen in Bez. zur Formen
syrnbolik 362. 

kunftig, Wahrscheinlichkeit -er Er
eignisse 762. 

K u r v e, Arithmetik u. arithmetische Al
gebra: Rektifikation 65; -, die eine 
Flache erfiillt 202, 87; - als alge
braisches Gebilde, bes. rationale 316; 
Ausgleichungstheorie u. Interpolation: 
ausgeglichene - 770, 1, Wahrschein
lichkeits- 796, Bestimmung aus ge
gebenen Punkten (geometrische Inter
polation) 801; Formentheorie: ebene 
- 3. Grdnung, in Bez. zur Hesse'
schen Gruppe 339; 528, in Bez. zu 
Umkehrfragen 859; Hesse'scheNormal
form 359 u. 210, 894 U. 377, 401, 434; in 
Bez. 20ur Apolaritat 393, 384, 401, 434; 
in Bez. zur Gleichung 6. Grades 548; 
gruppentheoretisch 519; syzygetisches 
BuscheI401,434, in Bez. zur Hesse'schen 
Gruppe 528; Raum- 8. Grdnung in Bez. 
zur Lame'schen Differentialgleichung 
369, 1178, zu Kombinanten u. Apolaritat 
393, 383, 394; rationale -n in Bez. 20U 
Kombinanten u. Apolaritat 391 u. 377, 
392 f., projektive Erzeugung 395, 
Deutung von Invarianten auf solchen 
401, 434, Realitatsfragen 400, 4311; -nsin
gularitaten in Bez. zu Resultante u. 
Diskriminante 250, 258; 397 f.; Glei
chungstheorie: Gleichung der Wende
punkte der - 3. Ordnung 519, der 
DoppeItangenten der - 4. Grdnung 519, 
Wendepunkte der ersteren in Bez. zur 
Gleichung 6. Grades 548; rationale -n 
in Bez. zu Resolventen mit nur einem 
Parameter 586; Grwphik: -n ll. -nscharen 
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behufs graphischer LUsung von Glei
chungen 1020 f., 1028 f., 1038 f., 1047. 
Spezielle on, s. d as. 

K urzung, einer Nettoreserve 915. 

L 
Labyrinthspiel 1090. 
Lag e, vereinigte - zweier Formen 391, 

378; Methode der falschen - (fausse 
position), zur graphischen Losung 
linearer Gleichungen 1016 u. 384. 

Lagrange, -sche Interpolationsformel 
229; 802, Anwendung auf irreduzible 
Funktionen 239, 258f., 278f.; -sche 
Losung des Mouton'schen Problems 
813; -sche Kettenbruchentwickelung der 
Wurzel einer ganzzahligen quadra
tischen Gleichung 132, einer Glei
chungswurzel uberhaupt 438; -ache 
Kongruenz 561; -sche Resolvente (und 
W urzelzahl) eines KreiskUrpers 503; 
702; -sche Satze der Substitutionen
theorie 489; -sche Variation der will
ktirlichen Konstanten bei Differenzen
gleichungen 933. 

Lambert, -sche Kettenbruche fUr tgx, 
eX -ljex + 1 etc. 136, 137,422; 669. 

Lame, -sche Differentialgleichung, in
variant normierl 369 [-sche Formen, 
369,918]; -sche Reihen 561, Zahlen 577. 

Lange, u. -enzahl einer Kurve 65. 
Laplace, -ache Begrundung der Aus

gleichungsrechnung 776; -ache Deter
minantensiitze: Zerlegung 39, M ulti
plikation 40; -sche Bestimmung des 
Genauigkeitsgrades statistischer Ergeb
nisse 823. 

lateinisch, -es Quadrat 31. 
lateral, -8 Einheit 153. 
La u fer (curseur), eines Rechenschiebers 

1055, 1056, 542. 
L eben, verbundene 887; -sdauer, mitt

lere u. wahrscheinliche 839, -serwar
tung 839; -sUinglich zahlbare Leibrente 
875, -s u. TodesfaHversicherung 879 
-sversicherungsmathematik 857 ff.,: ihre 
Wahrscheinlichkeitshypothesen 859 f.; 
-swahTscheinlichkeit eines Alters 838. 

Lebende, Zahl der -n eines Alters 860, 
diskontierte Zahl 876. 

Legendre, -sche Funktion r(u) 118; 
-scher Modul des elliptiachen Inte
grals ala irrationale Invariante 360, 
als Funktion des Periodenverhaltnisses 

721, inBez. zurGleichung 5.Gradcs533, 
642; -sches Polynom [nur reeIle Wur
zeIn] 253; -sches Symbol fur quadra
tische Re2te 565, 568, bei der Dar
steHung einer Zahl durch eine binare 
quadratische Form 609, bei quadra
tischen Formen von 3, n Variabeln 
616f., 623 f., inderanalytischenZahlen
theorie 657. 

Lei b n i z , -sches Konvergenzkriterium 
fUr alternierende Reihen 92,94; -sche 
Rechenmaschine 967; -sche Reihe fUr 
%/4 92, 102, 266; -sche Reihe 1- 1 
+ 1 - 1 ... , 107, 284. 

Leib rente 868, 875f. 
Leistung, u. Gegen- in der Lebens

versicherung 862. 
emniskatisch, -e Funktion bei der 

Klassenanzahl Dirichlet'scher Formen 
611; Multiplikation u. Teilung 718. 

Lie, s. Transformationsgruppen. 
Liegen, Prinzip des moglichst nahe -s 

in der Ausgleichungsrechnung 778, 
s. Lage. 

Lill, -8che graphische Auflosung von 
Gleichungen 1012 f. 

Limes, einer Zahlenfolge 66 (Zeichen 
lim 84), oberer, unterer - (lim sup., 
info oder lim, lim = la plus grande, 
petite des limites) 70, 116; - einer 
zweifach unendlichen Zahlenfolge 77. 

Limeszahlen, der Mengenlehre 192. 
Li n demann, -scher Nachweis der 

Transzendenz \ on % 671 f. 
Lineal, Konstruktion mit - in der 

Galois'schen Theorie 518, bei hexago
nalen Tafeln (Graphik) 1035 f.; mit -
und festen Kurven in der Graphik 
1038 f. 

linear, Formentheorie: a) algebraische: 
-e Substitutionen 332 f., N ormalform 
526; S. Aquivalenz, Substitution; 
- unabhangige Potenz!>n bilinearer 
Formen 171; -e Abhangigkeiten zwi
schen Invarianten beim Endlichkeits
problem 341 f.; - abhangige u. un
abhangige Formen bei der abzahlen
den Richtung 353 f.; -e diophan
tische Gleichungen 339, 343, 356; in 
-e Fa toren zerfallbare Formen 258, 5; 
363, 233", 397,405; 417; -e Differential
gleichungen bei klein en Schwingungen 
331, 53, mit algebraischen Integralen 
336£.; 524, 527 f., 530 f., mit ganz ratio-



linear - logarithmographisch 1165 

nalen 369; -eDifferentialgleichungen 2. 
Ordnung, invariant normiert 369; In
varianten -er Differentialgleichungen 
380 f.; -e partielle Differentialgleichun
gen der Invarianten; 326, 375f.; s. 
Differentialgleichung; b) al'ith
metische: -e Modulsysteme 302 ; -e For
men mit ganzzahligen Koeffizienten 
582 f., in Bez. zu Moduln 309; -e (Hil
bert'sche) Systeme :no; -e Kongruenzen 
564; 589f.; in -e Faktoren zerfallende 
Fo=en 629 f.; Gleich1mgstheorie: -e 
Gleichungen fiir Zahler u. Nenner der 
Naherungsbriiche von Kettenbriichen 
123, Losung -er Gleichungen durch 
Determinanten 268, unendlich vieler 
dUfch unendliche Determinanten 141 ; 
-e Faktoren einer ganzen Funktion f(z) 
232, 238, Kriterien filr solche bei n Va
riabeln 258, 5 [so 0.]; graphische Losung 
-er Gleichungen 1014 f.; Approximation 
solcher mit vielen Unbekannten 448; 
791; -e Differenzengleichungen 932 f.; 
Gruppentheorie: -e homo gene Lie'sche 
Gruppe in Bez. zu komplexen Grossen 
176; -e homo gene diskrete Gruppe u. 
Untergruppen 215, 216; -e gebrochene 
SubstitutlOnen emer komplexen Varia
beln 221 [endliche Gruppen 337f.; 
524 f.]; von Galois'schen Imaginaren 
216, 63; -e Gruppe in der Galois'schen 
Theorie 515; Mengenlehre: -es Kon
tinuum 187, Ableitung -er Mengen 
195,44; -e Segmente 205, 103; -e Trans
formation einer Summe von Quadraten 
in ein Vielfaches 179, 183, desg!. 
einer quadratischen Form 347, 145, 
von Quadmtsummen und quadratischen 
Formen 327 f., 591 f., von bilmearen 
Formen 168 f.; von Thetafunktionen 
329; 646; s. Transformation; Wi~hr
scheinltchkeits- u. Ausgleichungsrech
nung: -e lieihe von Lotterienummern 
750; -er Fehler 795; -e Form der Ver
bindungen von Unbekannten 771; -e 
Normalgleichungen 787, 789; Zahlen
theorie: -e diophantislhe Gleichungen 
u. Kongruenzen 561, 5631'., 585f.; 639; 
-e ll'orm fiir Primzahlen 663. 

linear, -e Grosse 57. 
Linie, stetige - ala Polygon von un

endlich vielen Seiten 63; s. Kurve; 
-nkoorrunaten bei del' graphischen Me
thode del' fiuchtrechten Punkte 103\1 f. I 

Liniengeometrie, in Bez. zur Aqui
valenz quadratischer Fo=eu 333, 68; 
zu endlichen Gruppen u. zUl' Gleichung 
6. u. 7. Grades 340f.; 547, 549, 552; 
zu Grassmann'schen Symbolen 343, 130. 

Lin i e n z u g , zur graphischen Lasung von 
Gleichungen 1012, 1016. 

Ii tteral, -e Losung einer Gleichung 499. 
Lobatschefsky, Bewegungsgruppe in 

einer -schen Ebene in Bez. zu kom
plexen Grossen 158. 

Logarithmand 25. 
Logarithmen 22,25,25, -Basis 25, 

-Tafeln985f. ;gemeine= Briggs'sche-
22, 25; 985, logistische = proportionale 
986,227, abgekiirzte 993 f., natiirliche = 
Neper'sche 73; 154; 993, 272 [iterierte 
76, in der Reihenkonvergenz 85, bei 
komplexen Elementen 1124], Gauss'
sche 1000, 316, quadratische 1001 f.; 
Berechnung del' - durch Interpola
tion 812; 923; 987, 992, durch den 
Rechenschieber 1064; Berechnung von 
- homogener Funktionen 999, 310; 
-en negativer Zahlen 149, komplexer 
Grossen 154 [natiirliche 154]; - als 
Streck en 1018 f. u. 388; Additions- u. 
Subtraktions- (logarithmes additionels 
et deductifs), auch fur komplexe Grassen 
995, 998 f., 1001, graphisch 1019 u. 391, 
bei der Graffe'schen Approximation 
von Gleichungswurzeln 444,40; Anti-, 
Berechnung durch Interpolation 923; 
997 f.; hyperbolische 997, 298; Ko
logarithmen 986 u. 227. 

Logarithmierung 24. 
logarithmisch, -e Addition 998 f.; 

1019; -e B eTechnung zusammengesetzter 
Ausdriicke 1076; -e Bilde1' von Funk
tionen 1020 u. 394; -e Einteilung eines 
Grundmassstabes 1018 f -e Konver
genzkTiteTien fiir Reihen 86 f., 90; -e 
KOQ1'dinaten (Graphik) 1020 u. 394, 
1022 f.; -e KUl've (Graphik) 1010; -er 
Rechenschieber(slide rule, regIe a calcul) 
1053f.; -eSkala, bei graphischen Tafeln 
1026 f.; -e Spirale, beim graphischen 
Rechnen 1010; -e Subtraktion 998 f., 
1020; -es Unendlichwerden eines Abel'
schen Integrals 3. Gattung 297; -er 
Zi1'kel 1019. 

10 g ari thm 0 graph i s ch, -e Losung von 
Gleichungen 1020f., von Systemen 
solcher 1023. 
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Loggerechnung, in der Nautik 405. 
logic, -of characteristics, in der Theorie 

ganzer Funktionen 259,9. 
logistisch, -e Logarithmen 986,227. 
Losen, einer Gleichung 9,13; s. Auf

losung. 
Losung, -en verschiedener Dimension 

bei m Gleichungen 264, 267, bei li
nearen 270; - einer Differenzenglei
chung 93lf.; s. Auflosung. 

Lotterie u. Lottospiele 750. 
Lubbock, -sche Summenforme1930,21, 

in der Lebensversicherung 879. 
lytisch, -e Verknii.pfungsart der Arith

metik 9, 13 

lichster Wert 780, - der Genauigkeit 
779]; - einer Wahrscheinlichkeit 735, 9 
[einer begriindeten Erwartung 736, 
der Gefahrliehkeit eines Unternehmens 
766]. 

Massstab (Grund-), beim graphischen 
Reehnen: gleichmassig geteilt 1008 f., 
logarithmisch 1018 f., eine Funktion 
als - (etalon) bei zusammengesetzten 
Funktionen 1026, 417; Boschungs-
1036,452. 

Massen b eo bach tung, gesellschaft
lieher Erscheinungen 825. 

mathematiseh, -e Lebensversicherung 
857 fl.; -e Physik, in Bez. zur Invarian
tentheorie 371, 287; -e Spiele 1081 ff.; 

:In -e Statistik 822ff.; -e Wahrscheinlich-
Maehtigkeit, von Mengen 68,69; 186, keit 735, bei stetigen Variabeln 753, 

188, -sklassen 187; Mengen gleieher - -e Erwartung (mathematical expeeta-
68,69,106; 186, 188, hoherer - 192; tion) 764 u. 153, -es Risiko 766, -e 
Menge von -en 193. Hoffnung in der Lebensversicherung 

MacMahon, -sche Theorie der sym- 861,9, -e Pramienreserve 885. 
metrischen Funktionen 365; 459, 462, Matrix (Plural: Matrices) 45, Komposi-
474. tion 40; - in Bez. zu komplexenGrossen: 

magisch, -e Quadrate, Rechtecke, line are Transformation 168, Zusammen-
Parallelepipeda etc., 580; 1086, 36; setzung 169; Fornlentheorie: a) alge-
-sche u. semi-e Rosselspriinge 1086 braische: - von Determinanten als 
u. 36. Grundlage der Symbolik 361; Matrices 

Makeham, -sches Gesetz der Lebens- bei der automorphen Transformation 
versicherung 870. quadratischer Formen 329; korrespon-

mangelnd, Prinzip des -en Grundes in dierende Matrices 46; 247, in Bez. zu 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung 736. Kombinanten 392 ; b) a1'ithmetische: -

Mannigfaltigkeit, -en algebraischer eines linearen Modulsystems 362, Ver-
Gebilde 302 [Diskriminanten- 306]; schwinden aHer Determinanten einer 
Inhalt einer -, in der Wahrschein- - 304, - ganzer Zahlen in Bez. zu 
lichkeitsrechnung 753; -en von Loswn- Zahlenmoduln 308; Rang einer - 41; 
gen verschiedener Dimension von Glei- 269; 582, Elementarteiler einer - 331; 
chungssystemen 264,267, vonlinearen 582, Aquivalenz 168f., 333; 583 f., 
270;-= Menge 188 [von Kurven 202J. 591f. S. Aquivalenz, Determi-

Mantisse, eines Dezimalbruches 565, nante. 
bei Logarithmen 986 U.225. Maximal, -Priimie 891; - Preis 1109; 

Maschine, Rechen--n 952 f., besondere -Risiko 905; -Zahlen bei invarianten 
958 f. [fur die gewohnlichenRechnungs- Realitatsfragen 400, 432. 
arten 959 f.]. Maximum, einer oberen Grenze 72; 

Mass, -Bestimmung bei der geometri- Lebensversicherung: Zillmer'sches _ 
schen Reprasentation binarer quadra- des ersten Zuschlages, der ersten Un-
tischerFormen 606f., 613; - der Diver- kosten 891; - einer Versicherungs-
genz resp. Konvergenz einer Reihe 85, summe 916; - der Ophelimitiit (Wirt-
181; - (me sure, densite, weight) einer schaftslehre) 1117. 
positiventernarenquadratischenForm, Mechanik, des Himmels, in Bez. zur 
[einer Klasse, eines Geschlechts, einer Wahrscheinlichkeitsrechnung 747. 
Ordnung, einer Zahldarstellung etc.] mediane, suite - (Zahlentheorie) 576 
618 f., bei n Variabeln 626; - der medizinisch, -e Statistik 826. 
P1'iiz'ision 772, 774, 779 [wahrschein-I mehrfach, -e Pwnkte einer Manlllg-
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faltigkeit 275; 300, 305 f.; -transitive 
Gruppe 214; -e Wwrzeln einer Glei
chung 232, 243, Kriterien 251, bei 
n Variabeln 257, Kriterien 275; bei 
Gleichungssystemen 266, Kriterien274; 
- zusammenhangende Flachen 299; 
339, 106, Spielbretter 1088. 

mehrformig, -e symmetrischeFunktion 
451. 

m ehrstufig, -er Isomorphismus (mul
tiply isomorphic) 217, 69. 

mehrwertig, -e Funktion 467 f., Affekt
funktion 291; 468. S. auch konju
giert. 

Menge, endliche, unendliche - 68,69, 
188 u. 23; Punkt- 185, geordnete 190, 
wohlgeordnete 191, Eigenschaften von 
-n 195 f., abgeschlossene u. perfekte 
- 197, Zerlegung in separierte u. 
homogene Teile 198, Kurven- 202; 
-n gleicher Machtigkeit 68, 69, 106; 186, 
188, -n hoherer Machtigkeit 192, 193. 

meriedrisch, -er Isomorphismus 217,69. 
Mersenne, -sche Zahlen 578. 
mess b ar, -e Grosse 52, 57; -e Menge 201-
Messung, in der Arithmetik 16; - des 

Inhaltes einer Mannigfaltigkeit, in der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung 754. 

metacyklisch, -e Funktion 470; -e 
(= autlosbare) Gleichung 497, 55; -e 
(= lineare) Gn~ppe (Kronecker) 215, 
57, (= auflosbare) (Weber) 225, 129, 
in der Gleichungstheorie 515 u. 117. 

Minimal, -Grosse, einer Bettazzi'schen 
Grossenklasse 206; -Zahl, von Ver
sicherten 916. 

Minim um, Ausgleichungs1'echnung: -
der Summe der Fehlerquadrate (me
thode des moindres carres) 770f., 783, 
787, - des Gesamtverlustes 777, - mit 
Nebenbedingungen 793, 795; F01'men
theorie: - einer ganzen Funktion f(x), 
bei Cauchy 236, bei Tschebyscheff254; 
relatives Minimum von x - roy 559; 
586 f.; - einer positiven binaren qua
dratischen Form 598. 

Minkowski,-scher periodischer Algo
rithmus fUr algebraische Zahlen 586; 
668; -sche arithmetische Theorie der 
linearen Formen 587, der quadra
tischen 623 f. 

Minor, -en einer Determinante 37 u. 57, 
einer unendlichen 145. 

Minuend, Minuszeichen, 9. 

Mitte, Interpolation von der - aus 
231; 807, 810. 

Mittel, a1"ithmetisches -: von Teileran
zahlen 653. von Wahrscheinlichkeiten 
758, als Quelle der Ausgleichungs
rechnung 771 f., 778, als plausibelster 
Wert 783, - der moglichen Fehler 
777. 

Mi tte lform en, in der Theorie alge
braischer Gebilde 298. 

Mittelglied, bei der Periode eines 
Kettenbruchs 668. 

Mit tel we r t , einer Funktion an einer 
Stelle 663 f.; einer vom Zufall ab
hangigen Grosse 754, 765; statistischer 
Quotienten 829, 835. 

mit tIe r , Ausgleichungs1"echnung und 
Wahrscheinlichkeitsrechmtng: -es Risiko 
767, in der Lebensversicherung 863,905 
u. 150, 906 f.; -er Wert eines Fehlers 
777 f., einer Beobachtung 785, 789, 
-er Fehler 777, 779, 782 [kleinster 
777, 783J, einer l!'unktion 784, von 
Unbekannten 788 f., statistischer Quo
tienten 830, von Sterbenswahrschein
lichkeiten 862; -e Abweichung einer 
Funktion von ihrem wahrscheinlichen 
Werte 861 U.9; -e Lebensdauer 839; 
Zahlentheorie: -e Klassenanzahlen 662, 
-e Funktionswerte 663 f., -e Dichtig
keit der Primzahlen 667. 

Mod ul, Algebra ganzer Funktionen: -
einer komplexen Grosse 233; einer alge
braischen Kongruenz 244; 573 [Doppel
modul 244; 574J, Zerfallungs-n 245; 
Arithmetik: - einer komplexen Zahl 
153, einer hoheren 162; Formenthe01·ie: 
- einer Substitution 322 u. 5; 583; 
Borchardt'sche -n 340, 112; 550; -
eines elliptischen Integrals als irra
tionale Invariante 360; elliptische u. 
hyperelliptische -n in Bez. zu end
lichen Gruppen 546 f., 551 f.; Glei
chungstheorie: eUiptische -n, insbes. 
in Bez. zur Gleichung 5. Grades 510, 
533,542; Korpe1iheotie: Dedekind'sche 
Zahlen-n 307; 688, bei Dedekind'
schen Kongruenzen 5!l0; -n von Formen
systemen 309 LReduktion auf -systeme 
310; 345], charakteristische Funktion 
eines -s 310 f., - eines Korpers 688; 
elliptischer - als Funktion des Perio
denverhaltnisses 721, singulare -n 
722 f.; Zahlentheo1'ie: -n bei Kongruen-
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zen 656, -n u.Doppel-n beiFunktionen
kongruenzen 573, 574. 

Modularfunktion, eineralgebraischen 
Kongruenz 244, einer arithmetischen 
674. 

Modulargleichung, Gruppe der -
216, 224,127; 512, Untergruppen 216 
u. 66, 224, 127; 512 f.; -en u. Modular
korrespondenzen in Bez. zur Invn.
riantentheorie 326, 29, 379, zu Klassen
anzahlrelationen 727; - 5. Ordnung 
als Resolvente der Gleichung 5. Grn.
des 512f.; 633 f.; bei komplexerMulti
plikation 725. 

Modulfunktionen, [elliptische] -
5. Stufe 642, hllherer 729, formen
theoretisch 360. 

Modulgruppe, 158; 607. 
Modulsysteme, 280, 301 [in Bez. zu 

komplexen Grllssen 175; 307]; deren 
Stufen bei der Elimination 264, 267; ge
mischte - 302, reine, einfache 306, Dis
kriminante 305; - li.quivalenter Glei
chungssysteme 312; - in Bez. zur 
Invariantentheorie 301 f.; 345, 403; 
- 2. Stufe 314. 

Moebius, -sche Kettenbruchsymbole 
119, 122; 669; -sche Kreisverwandt
Bchaft 158. 

Mllglichkeit, -en in der Wahrschein
lichkeitsrechnung 736. 

Moine, -sche IPormel fiir komplexe 
Grllssen 154; -ache Hypothese in der 
Lebenaversicherung 872 U. 08, -aches 
Problem der Wahrscheinlichkeitsrech
nung 746, ala QueUe der Ausgleichungs
rechnung 772, 6. 

Moment, Stolz'sche -e 203; Problem 
der -e in der Lebensversicherung 
912,168. 

Monodromiegruppe, einer algebrai
schen Gleichung 487. 

monom, -e aymmetrische Funktion 462. 
Monom, Teilbarkeit ganzer Funktionen 

durch -e 266. 
monomial, -e ternli.re Gruppe 339,100. 
monoton, -e Zahlenfolgen 67, 2 solche 

ala Grundlage des Irrationalen 54, 20; 
-e Folgen der Zahler u. Nenner der 
Nil.herungsbriiche von Kettenbriichen 
124; -e Funktionen in der Rellien
konvergenz 84, 89; - ab- resp. zu
nehmende Glieder einer Rellie 90. 

monotypisch, -e Untergruppe 219. 
Montmort, -sches Rencontrespiel (game 

of treize) 761 u. 88. 
moralisch, -e Erwartung 765, in der 

Lebensversicherung 890, 908, 158. 
Mouton, -ache Interpolationsmethode 

812. 
multilinear, -e (multipartite) Formen 

324, 17, 326, kanonisch 357, 190; als 
Grundlage der Symbolik 361, 364,337. 

multipartite, - numbers 641. 
Multiplikand, 14, bei Ordnungstypen 

191. 
M u 1 ti plika tion: Arithmetik 1·eeller 

Grllssen: -14; praktische940f., geord
nete 941 [beiArithmographen 967, 98]; 
- von Dezimalbriichen 941, 3; ver
kehrte - 942, prosthaphli.retische 947; 
Tafeln 947 f.; abgekiirzte - 983 f.; -
von Determinanten 40, von unendlichen 
145; - von Reihen 96 [von komplexen 
1126] ; Arithmetikkomplexer Grllssen : -
von Grllssenpaaren 160 [bei Grassmann 
150, 6], von Grllssen-n-tupeln 160, von 
Systemen komplexer Grllssen 165; 333 
[bei n l Einheiten 169 u. 19], mit 
kommutativer - 172; 307; - der 
Quaternionen 179, 183; Formentkeo
rie: a) algebraische: - von Deter
minanten,Funktionaldeterminanten als 
Invariantensatz 323 u. 6, ala Grundlage 
del' Symbolik 361; - hIlherer kom
plexer Zahlen u. Substitutionen 333; 
b) aritkmetische: - von Gitterzahlen 
632, von Formenklassen 608; 724, s. 
Komposition; Graphik: -sapparate 
955, -smaschinen 970 f.; kartesische 
-stafell029; -spolygone 1009; - nach 
del' Methode der iluchtrechten Punkte 
1038f., mit demRechenschieber 1055£.; 
Gruppentkeorie: - von Substitutionen 
210, von Elementen einer allgemeinen 
Gruppe 218 f.; Korpertkeorie: - von 
Idealen 295; 679 [von Idealklassen 684], 
von algebraischen Formen 295; 686, 
von Funktionalen 295, 37, von Modul
systemen 302, von Zahlsystemen mit 
kommutativer-172, in Bez. zu Modul
systemen 307, - Dedekind'scher Mo
duln 308; - von Komplexen 693; 
komplexe - der elIiptischen Funk
tionen 695 u. 2~, 718f.; Mengenlehre: 
- von Mil.chtigkeiten 189, von Ord
nungstypen 191, von Stolz'schen Mo-
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menten 203, von Zahlen mit unendlich 
vielen Einheiten 205, 107. 

lIiIultiplikator, 14, bei Ordnungstypen 
191; - einer quadratischen Differen
tialform 386; Bezout'sche -en bei der 
Elimination 261, 272; komplexer -
der elliptischen Funktionen 720. 

Multiplikatorg leich ung, eUiptische 
-: invariant normiert 358, 205, in Bez. 
zur Gleichung 5. Grades 513; 534, bei 
komplexer Multiplikation 727; hyper
elliptische -, in Bez. zu endlichen 
Gruppen 551, 104. 

Multiplizitat, einer Wurzel einer 
algebraischen Gleichung 234, 243 [Syl
veater'sche 244], bei n Variabeln 258 
266; - der Schnittpunkte von Kurven 
312 U.82. 

M ultiplum, einer Zahl l1i; 556, einer 
algebraischen 677, eines Korpera 285; 
682, eines (festen) Zahlenmoduls 308. 
S. Vielfaches. 

N 
Nachfrage, Gesetz der - (demande 

demand,domanda) 1097, 1118; -Kurven 
1109, 36, 1113. 

Nadelproblem, der Wahrscheinlich
keitsrechnung 754. 

Nitherung, s. Approximation; 
-sbritche von Kettenbrlichen 120 f.; 
559 [besonderer 124£.] , aquivalente 

. 121 [Neben-sbriiche125]; einerFarey'
schen Reihe 560; -s1Oerte ungenauer 
Zahlen 981; einer Funktion beim Inter
polieren 800; statistischer Febler 830. 

N as ik, -squares, in der Zahlentheorie 580. 
naturlich, -e Irrationalitiit 489; 536; 

-e Logal-ithrnen 73; 154; 993 u. 272 [ite
rierte 76, bei Reihenkonvergenz 85, 
bei komplexen Elementell 1125]; -e 
Priirnie 881; -er Rationaliiitsbereich 
239; 285; -e Zahlen [u. Potenzen] 23; 
-e Zahlem·eihe 69; 556, ihre Fort
setzung185, verschiedeneAnordnungen 
187, Machtigkeit 189, Typus 190; -e 
Zahlzeichen 3. 

N eben, -Diagonale einer Determinante 
37; -Niiherungsbruche von Ketten
briiehen 125; -Ziihltoerk bei Rechen
maschinen 974. 

negativ, -e Zahlen 12 u. 18, 13 [-e 
Briiche 20]; -equadratische Formen597. 

Nenner, 19, General- 19. 
Encyklop. d. math. Wi •• enech. 1. 

Neper, -sche Logarithmen 73; 154; 993, 
272 [iterierte 76, bei Reihenkonvergenz 
85, bei komplexen Elementen 1125]; 
-sehe Rechellstiibchen (virgulae nume
ratrices) 955, 956. 

Netto, -Fonds 873 f.; -Pramie873, -Pra
mienreaerve 897, -Einnahmen u. -Aus
gaben einer Versicherungsgesellschaft 
874, -Methode derBilanz894 f., -Risiko, 
mittleres 914. 

N etz, Hermite'scher Formen 613, bei 
n Variabeln 628; - zu einer kubi
schen Raumkurve apolarer FHichen 
2. Ordnung 393, 383. 

Neunerprobe, 1074 u. 615. 

Newton, -sche Approxirnation von 
Gleichungswurzeln 405, 433 [beim 
Fundamentalsatz der Algebra 237, bei 
linearen Gleichungen 943, 13, beim 
Radizieren 985]; -sche Forrnel, fUr die 
Koeffizienten u. Wurzeln einer Glei~ 
chung 238, fiir Potenzsummen 451 
[fiir t = ux+vy+ ... 473, Yerallge
meinert 459, 463, 465], fUr Inter
polation 229f.; 804,807; 922f.; -sches 
Polygon bei Kurvensingularitaten 265; 
-scher Satz iiber Anzahlen komplexer 
'V urzeln 415. 

nich teuklidisch, Bewegungen ineiner 
-en Ebene in Bez. zu komplexen 
Grossen 158, des Raumes in Bez. zu 
endlichen Gruppen linearer Subatitu
tionen 337; 524 . 

nichtperiodisch, -e Dezimalbr(tche, 
Kettenbruche 59 f., 124 f. 

Nich tq uaterni on sy a tem e, kom
plexer Groasen 180. 

nichtunitar, -e symmetrische Funk
tion 365; 456, charakteristische Diffe
rentialgleichung u. Darstellung 459. 

Nichtwissen, in der Wahrscheinlich
keitsrechnung 735, absolutes 736. 

nied erst, -es Element einer Menge 191; 
es giebt kein -es Unendlich 76; 203 

Nimspiel, 1092 f. 
Niveaulinien, einer FHLche (tables 

topographiques, Schichtentafel, Schieh
tennetz), bei kartesischen Tafeln 1028 
U.427. 

Noether, -scher Fundamentalsatz der 
algebraischenFunktionen314. S.Brill. 

Nomogramm, 1078 (zu 1025). 
Nomographie, 1024£., 1026,416; all

gemeine Theorie 1050 f. 
74 
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N onion en, inBez. zu komplexen GroRsen N otationen, der Schachbrettfelder, 
169, 18. arithmetische u. beschreibende 1082. 

Nonnenspie1,1086f. Null, l1U.16,12;Teilerder-162,174. 
nonunitar, s. nichtunitar. Nullformen,kanonische-vonInvari-
Norm, einer komplexen Grosse 153; anten 300, 336 U.89; binare quadra-

einer Korpergrosse 289 u. 19, einer tische - 599, ternare 620, bei n Vari-
Korperform 294 u. 36, einer ganzen abeln 634. 
algebraischen Zah1 631; 677 [von Nullpunkt, derGauss'schen Ebene 155; 
t + u VD, 601J, eines Ideals 679, einer 235; 1009. 
Form 685, eines Ringideals687; -enrest, N ullq u adrate, (Zahlentheorie) 580. 
-ennichtrest eines Korpers 697, eines Nullstellen, - einer ganzen transzen-
Kummer'schen Korpers 708. denten Funktion 116, 318; ganzer ratio-

normal, -e Risiken in del' Lebensver- naler Funktionen 232 [reeUe - ge-
sicherung 864. wisser Funktionen 42; 253; 417], bei 

Normalalter, in der Statistik 836. n Variabeln 256. S. Wurzel. 
N ormalform, -en unendlicher Deter- Nullwerden, von Zahlfolgen resp. 

rninanten 142 f., 145; -en von bilinearen Funktionen u. des sen Graduierung 75; 
u. quadratischen Formen u. Formen- 203. 
scharen327f.; 591f.;Hesse'sche-einer' numeri, - ficti, surdi (surds) 50,5, 
kubischen ternaren Forrn 359, 210, - socii 564, congrui 570, idonei 576, 
394,392, 401, 434; -en fUr die Glei- amicabiles 578. 
chungen 5. Grades 513; 533 f., nten Gra-I n umerisch, angenaherte Auf16sung -er 
des498,513f.; 543, einertrinomischenl GIeichungen, s.Auflosung, Appro-
Gleichung 1005, 1049; -en von Modul- ximation; -e Derivierte u. -es Inte-
systernen 2. Stufe 314; - der Ord- gral einer zahlentheoretischen Funk-
nungszahlen 194; - einer linearen tion 650; bei den Substitutionen einer 
Substitution 334, 339; 526. S. K ano- Gruppe - ungeandert bleibende Funk-
nisierung. tion 485; -es Rechnen 940 fr.; -e Tafeln 

Normalgleichung, = Galois'sche505 944f. [bes. fiir Astronomen 1077]; -e 
u. 74; Reduktion von GIeichungen auf Wahrscheinlichkeit 736. 
-en 498, 513f.; 543, insbes. derer vom Numerus, in Logarithmentafeln 986. 
5. Grad 513 f.; 533 f. Nut, des Rechenschiebers 1055 u. 531. 

Normalintegral, Abel'sche -e auf Nutzen, Gesamt- in der Wirtschafts-
Riemann'schen Flachen 296. 1ehre 1109. 

Norma1konnex, in der Formentheorie Niitzlichkeit, eines Quantums Ware 
374. 1102. 

Norma1korper, del' arithmetischen 
Algebra 290; 485, 12; 688. 

N ormalkurven, elliptische - u. deren 
endlicheKollineationsgruppen341; 545; 
- fiir das elliptische Integral 360. 

N ormalteil er, einer Gruppe 219, 
grosster, 219. 

normaloid, -e unendliche Determi
nanten 146, 458. 

N ormierung, del' Elimination beim 
Aquivalenzproblem 336; invariante
linearer Differentialgleichungen 369· 
elliptischer und hyperelliptischer Inte~ 
grale 347 u. 146, 350 351 169 360· 
seminvarianter Funktione~ 38'9. S: 
Kanonisierung. 

N ormkurve, rationale -, in Bez. zu 
Kombinanten u. Apolaritat 392, 883, 394, 

o 
Oberkorper (arithmetische Algebra) 

285; 682. 
Oberreihen, beim Josephsspiel 1089. 
Objekt, -e einer Menge 188. 
objektiv, -es Wissen in der Wahr-

Bcheinlichkeitsrechnung 736; -e Beur
teilung einer Erwartung 764. 

d' 0 c a g n e, -s allgemeine N omographie 
1051 f. 

oeconomicus, homo - 1100, 1108. 
Oktaedergruppe 337; 524. 
Operationen, die vier Grund- del' 

Arithmetik 6 u, 10, direkte, indirekte, 
8, 13, - von gleicher, ung1eicher Stufe 
10,15, erster, zweiter Stufe 14, dritter 
22, vierter 26; die vier Grund- beim 
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graphischen Rechnen, bei gewohn
lichem Massstab 1008 f., bei logarith
mischem 1018 f., mit stetigen Rechen
maschinen ausgefiihrt 1065 f.; die vier 
Grund- lassen einen Korper invariant 
676, die drei ersten einen Ring 677, 
die zwei ersten einen Modul 688; -
einer Gruppe 217, erzeugende - (groupe 
derive) 211; kombinatorische - 29 f.; 
endliche Anzahl von - beirn Kriterium 
der Irreduzibilitat einer ganzen Funk
tion 239; 486, bei Definitionen 286, 12, 
von rational en resp. algebraischen -
bei Losung einer Gleichung unzurei
chend 234. 

Operation skalkiil, in der Difl'erenzen
rechnung 744; 922. 

Ophelimitiit (final degree of utility, 
rarete), in der Wirtscbaftslehre 1102 f., 
1105, 30; Total- 1104; Maximum der 
- 1117. 

or dinar, -e quadratische Formen 597. 
Ordinalzahl 55, 23. 
Ordnen. einer symmetrischen Funktion 

452. S. Anordnung, geordnet. 
Ordnung, Arithmetik: - des Unend

lichwerdens von Zahlenfolgen resp. 
Funktionen 75,76; 187, 12, 203; - einer 
Haufungsstelle 185, von Punkten 199, 
65; Differenzenrechnung: - der Diffe
renzen einer Funktion 919, einer Diffe
renzengleichung 932; Formentheorie: 
a)algebraische: -einerForm322; -sfor
men bei Kombinanten 391; b) arith
metische: - aus binaren quadratischen 
Formen 599, ternaren 615, bei n Va
riabeln [-szahlen] 623, aus binaren 
n ten Grades 630, beliebigen Formen 
633; Gruppentheorie: - einer Sub
stitution (ordre, degre) 210 u. 14; -
einer Gruppe (diviseur indicatif, ordre, 
grado, grado di uguaglianza) 212 u. 29 

[Grupp en bestimmter - 22&, 128]; -
einer Gleichungsgruppe 485; K6rper
theorie: - aus ganzen algebraischen 
Grossen 294; 687 [bei komplexer Mul
tiplikation 723]; - eines Affektes 291 
u. 26; 469; 485; eines Gleichungssystems 
264, 267, 304, eines algebraischen Ge
bildes 311; Zahlentheorie: - einer 
Farey'schen Reihe 559, einer Lame'
schen 561; - von Kombinationen 642; 
einer Hadamard'schen Funktion 660; 
eines Fehlers 664 u. 54. 

Ordn ungsmasszahlen, aus unendlich 
vielen Einheiten 204. 

Ordnungstypen, - von Mengen 190, 
des Unendlichen 76; 187,12, 203. 

Ordnungszahlen, der Mengenlehre 
192f. [Normalform194]; - von Grup
pen 213, 214 U. 45-50. 

orthanallagmatisch, -e Kurventrans
formation 554. 

orthogonal, -e Substitutionen: in Bez. 
zu Modulsystemen 306, durch Para
meter rational dargestellt 317; 328 U. 

41; zwei Klassen 333,71; -e Substi
tutionen in Bez. zu Differentiations
prozessen 371; -e Transformation einer 
Quadratsumme 328 u. 39; 595, einer 
q uadratischen Form in Quadratsummen 
329 f., 331 U. 51,56,332,66; 595 f.; 
-e Gruppe 216 [invariante Typen 344, 
185], in Bez. zu Reziprokanten 381; 
endliche -e Gruppen 337, 92; 530; End
lichkeit der -en Invarianten 346, 141. 

Orthogonalkreis, von Kreisen 22l. 
orthosymmetrisch, -eDeterminanten 

37, 43. 
ostreichis ch, -e Rechenmethode 940, 1. 

oszillierend, -e Reihen 78, Doppel
reiben 99, Kettenbriiche 127, 13l. 

o ugh t red, -sche Regel fiir abgekiirzte 
Multiplikation 984 u. 216, 1078. 

p 

n, unendliche Rellie 92, 102, 266, desgl. 
Produkt 111, 112, desgl. Kettenbruch 
126,377, 133, 410; Irrationalitat von
u. nil 60 f.; 669; Transzendenz von -
670 f. 

Pantachie, infinitare - (Mengenlehre) 
76; 204. 

pantachisch, -e Menge 195, a-e 198. 
Papierstreifenmethode, der Multi

plikation 942 u. 6. 
Parabel, als Multiplikationsmaschine 

1038, bei der Auflosung von Glei
chungen 3. u. 4. Grades 1013 u. 377, 
1045 f. U. 496. 

parabolisch, -elnterpolation 229; 801, 
819; 922. 

Paradoxon, Bernoulli'sches - [bei 
Reihen] 78, 151, Euler'sches - [fiir 
Kurven] 256, 2, 279. 

Parallel, aquidistante -en in der geo
metrischen Wahrscheinlichkeitsrech
nung 754; Punktreihen auf -en 1015, 

74* 
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kotierte -en (Graphik) 1035 f.; -e Iso
plethen (Graphik) 1032, 440; -Koordi
naten (Abstande auf 2 -en), beim gra
phischen Multiplizieren 1039 j -e Kriifte 
fur Koeffizienten 1018, 388; -ogramm 
der Krafte, in Bez. zu komplexen Gr1lssen 
155; 1009; -Verschiebung (Translation), 
in Bez. zu komplexen Gr1lssen 157, 
178, zu Reziprokanten 381, logarith
mischer Bilder von Funktionen 1048. 

Par a met e r , Arithmetik komplexer 
Gr1lssen: - bei Systemen solcher 
168; - von Transformationsgrup
pen 175 [deren bilineare Zusammen
setzung 177, 179f.], iiberzahlige -177, 
180, Euler'sche 179; For~ntheorie: 
rationale - der orthogonalen Substi
tutionen 317; 328 U. 41, von periodi
schen Substitutionen 402, 435; 523; 
willkUrliche - bei automorphen For
men 341, bei rationaler Transforma
tion 379; Substitutionskoeffizienten als 
ganze Funktionen eines -s bei lqui
valenz von Bilinearformen 592; -
rationaler Kurven 316, 318; 394. 
Kronecker'ache - bei Elimination 263; 
303; Differential-, Zwischen-, 
s. das. 

Parametergruppe, endliche konti
nuierliche -, in Bez. zu komplexen 
Gr1lssen 177; diskrete 218, 79. 

Partialbriiche, Zerlegung in -: von 
Zahlbrii.chen 564, von gebrochenen 
Funktionen 229 [bei gleichen Nennem 
232]; beiAquivalenz bilinearer Formen 
331, 57, 332; bei elektrischer L1Isung 
von Gleichungen 1073, 61S. 

Partialdeterminante, 37,57. 
Partialgewichte, von Gliedem sym

metrischer Funktionen 474. 
partiell, -e Ableitungen einer Deter

minante 38; -e Differentialglei
chungen, s. das. 

partikular, -e Formen 390; -e L1Isung 
einer Differenzengleichung 932. 

Partition, -en von Zahlen (partitio nu
merorum), bei erzeugenden Funktionen 
von Invarianten 353, als Grundlage 
der analytischen Zahlentheorie 636 f.; 
-ssymbolik symmetrischer Funktionen 
366; 462~. [-en von Gewichten 462, 
474; Spezlal-en 462, 475]. 

partitions, von multipartite numbers 
in der kombinatorischen Analysis 641: 

Pascal, -sches nreieck (Kombinatorik) 
35; -sche Rechenmasehine (machine 
arithmetique) 961; -scher Satz, in Bez. 
zu Syzygien 353, 177. 

pass end, Funktion einer Galois'schen 
Imaginil.ren zu einem Exponenten -
575. 

Passiva, einer Versicherungsgesell
schaft 898. 

Pell, -sche Gleichung 599 f.; 644f., 667 
[-sche Tafel 669], erweitert 631, 633; 
-achc Zahlen 577. 

Pentaeder, der Flache 3. Ordnung, in 
der Formentheorie 358, 401, 434. 

Pentagonalzahlenaatz, der additi
ven Zahlentheorie 637. 

perfekt, -e Menge 195, 197; -e zu
sammenhangende (Kontinuum) 201. 

Periode, bei Dezimalbrii.chen 59; 565; 
bei Kettenbriichen 130 f.; 668 [bei re
gelmiissigen 60, 132; gemischte - 131], 
bei komplexen Elementen 1128; -n bei 
der Kreisteilung 508; 702 [-nteilungs
gleichung 510, fur elliptische Funk
tionen 510f.]; - bei der Losung ganz
zahliger algebraischer Gleichungen 
586; 668; -n reduzierter binarer qua
dratischer Formen 606, bilinearel' 613, 
quadratischer von n Variabeln 628, 
ternarer kubischer zerfallender 632; 
-n von Einheitswurzeln 629; -n von 
Formenklassen 725. 

periodisch, -e Kette von Klasseninva
rianten 726; -e Reihen beim Interpo
Heren 231; 815, bei zwei Val'iabeln 
818; -e Substitutionen 523. S. Pe
riode. 

Permanenz, Prinzip der-in der Arith
metik 11 U.17. 

permutabel, -e Gleichungsgruppe505f. 
Permutationen 29, mit beschrankter 

Stellenbesetzung 30, vel'wandte 31; -
von Gleichungswurzeln der Galois
Bchen Gruppe 484, 486 [bei der Glei
chung 5. Grades 538]; - einer Korper
grosse 290 j - von Argumenten, die 
eine mehrwertige Funktion ungeandert 
lassen467f. S.Anordnung,Gruppe. 

Perpetuanten, der Formentheorie: er
zeugende Funktion 355, 364, Syzygien 
352,177. 

perpetuierend, -e Reziprokanten (For
mentheorie) 382. 

perspektivisch, -erMassstab 1027,419. 
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Peters, -sche Formel fUr mittlere Be
obachtungsfehler 785. 

Petersburg, -er Problem (Wahrschein
lichkeitsrechnung) 765 u. 159. 

Pfaff, -sches Problem, formentheoretisch 
888. 

Pfaffian (Determinante) 43. 
Physik, mathematische - in Bez. zur 

Invariantentheorie 371, 287. 
Planeten, -Bewegung in Bez. zur 

Wahrscheinlichkeitsrechnung 748; -
Rader bei Rechenmaschinen 960, 113, 

1069, 60S. 
plausibel, -ster Wert einer Unbe

kannten 782, 785; -ste Verbesserungen 
solcher 794. 

pI us, -Zeichen 7. 
Poisson, -sche Produktdarstellung der 

Resultante 249, bei n Variabeln 262; 
-sche Substitution t=ux+ vy +", bei 
Elimination 266, bei symmetrischen 
Funktionen 472; -sche symmetrische 
Funktionen von Wurzeln von Glei
chungssystemen 266; 4,72; -scher Klam
merprozess in der Invariantentheorie 
367, 376 f.; -sches Gesetz der grossen 
Zahlen (der variabeln Chancen) 758, 
in der Statistik 824, 6, 826. 

Pol, -Polygone, -Polyeder etc. der For
mentheorie 357 f., 893 f.; -Funfecke der 
ebenen Kurve 3. Ordnung 893, S84; 
-Pentaeder der FBi-che 8. Urdnung 
358, 394. 

Polaren, Formentheorie: - 824,13; Ko
mitanten zusammengesetzt aus - 336; 
-Buschel einer binaren Form 5. Ord
nung 359,218; -Gebusch einer Fliiche 
3. Ordnung 401, 434; -Prozess 366 f.; 
symbolisches Produkt als Summe von 
- 367; line are Relationen zwischen 
- von Formen 402; - der Diskrlmi-
nante in Bez. zu Ausartungen 253; 398. 

Polarkoordinaten, in Bez. zu kom
plexen Grossen 155; - bei logarith
mischem Mas&stab 1022; Gleichung 
einer Spirale in - 1010, 364; - bei 
Rechentafeln (abaques polaires), 1035 
U.449. 

Polarreziprozit!l.t, invariant 323. 
Police, einer Lebensversicherung 873; 

-ngebuhr 890; Ruckkaufswert u. Ver
fall (storno) einer - 893; pramienfreie 
- 885. 

politisch, -e Arithmetik 822. 

Polyedel', von unendlich vielen Seiten 
= Flache 63; Pol-, s. das. 

Polygon, von unendlich vielen Seiten 
= Kurve63; Pol-, s.das.; Summations
u. MUltiplikations -e (Seil-e), beim 
graphischen Rechnen 1009. 

Polygonalzahlen, Zerfallung einer 
Zahl in - 635; asymptotische Ver
teilung 667. 

Polynom 16, = ganze Funktion 232; 
Legendre'sche -e 253, formentheore
tisch 370; Bernoulli'sche -e 579, in der 
Differenzenrechnung verallgemeinert 
928. 

polynomisch, -er Satz 34. 
positiv, -e Zahlen 13 [Briiche 20]; 

Reihen, Kettenbruche mit -en Gliedem 
80 f., 128; -e biniire quadratische Form 
597, temare 616, bei n Variabeln 623, 
binare Form n tcn Grades 628; -e Losun
gen linearer diophantischer GIeichun
gen, in der kombinatorischen Analysis 
639, in der Formentheorie 343; der 
Pell'schen Gleichung 600; total -e Zahl 
eines Korpers 684. 

postnumerando, - zahlbare Leib
rente 875. 

Postulat, Archimedisches - 203f.; 
- der infinitiLren Pantachie 76; 204; 
Bertrand'sches - uber Primzahlen 213, 
45, 47; 468; 558, 8. 

potential, -es Unendlich (infinitum po
tentia, synkategorematisches Unend
Hch) 68 U. 101. 

Potenz, Arithmetik: naturliche - 22 
u. 25, Tafeln 950, 1004, Bestimmung 
durch den Rechenschieber 1064; -en 
mit gebrochenen Exponenten 24, mit 
beliebigen 25; 78 U. 129 [bei komplexen 
Grossen 154]; -en 2. Ordnung 118, 3SS; 
symbolische - einer Bilinearform 170 j 
338; einer Machtigkeit 189, einer Zahl 
der 2. Klasse 194; - einer Substitution 
210, 214, eines Cyklus 210; 482; -en von 
Fehlem (Ausgleichungsrechnung) 779; 
Formentheorie: symbolische - einer 
Substitution 333, 340, 108, 373; binare 
Form ala - einer andem 241, 358; 
Determinante von Wurzel-Produkten 
247,Diskriminante als solche 251, bei 
n Variabeln 274; Formen ala Summen 
von -en 356 f., 392 f., 393, 384, ins
besondere quadratische 327 f., arith
metisch 596,604; -Relationen 392, S8Sb, 
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398 U. 419; Korper- u. Zahlentheorie: I 
-en einer Klasse binarer quadratischer 
Formen 609; -en als -Summen 634; 
Zahlen, die durch keine rle - teil
bar sind 653; Teiler st, -en 656; sym
bolische - einer Korperzahl691, einer 
Idealklasse 692. 

Po ten z , -OharaJcte1'e, von Primidealen des 
Kreiskorpers 710; -Determinanten 44; 
-ierung 16, 22; durch quadratische 
Logarithmen 1002; -Kurve, bei gra
phiachem Rechnen 1010, 360; -Pro
dukte 256 [in der Formentheorie 362, 
368], ganze Funktionen solcher 238; 
-Reihen: Konvergenzintervall (radius) 
81, halb konvergente 104, divergehte 
108, analytische Fortsetzung 109, 111, 
Entwickelung in Kettenbriiche 134, 
136; -Reihen im Gebiete hOherer kom
plexer Grossen 182; -Reihen fiir die 
Resultante 249. fiir gewisse rationale 
Funktionen 242, 257, bei Separation 
u. Approximation von Wurzeln 413, 
430, 439, bei symmetrischen Funktio
nen 453 f.; -Reste u. -Nichtreste 563, 
allgemeines Reziprozitatsgesetz 712; 
-Summen: von Wurzeln bei Tschirn
hausentransformation 378, 321, ala sym_ 
metrische Funktionen 451; -Summen 
von Zahlen 579; 651, von Teilern 666, 
von Linearformen 598; -en ala -Sum
men 634; -Summen von Beobachtungs
fehlern 781. 

Pramien, in der Lebensversicherung 
862, 873, einmalige, terminliche 862, 
fUr Leibrenten 875, fur Todesfallver
sicherung 879 f., sonstige 880 f., natiir
liche 881; -Durchschnittsverfahren 896; 
-freie Police 893; -Reserve 863 f.; 
Brutto-Reserve 894, beim Risiko 904, 
wahre 905, 147; - tJbertrage 885, 897. 

pranumerando, - zahlbare Leibrente 
875. 

prapariert, -e Formen 368. 
Prazision, -skonstante, -amass 772. 774, 

779 [wahracheinlichster Wert 780], in 
der Statistik 829, 836. 

Preis 1097 f., einer Ware in einer an
dem 1107, 1114; Maximal- 1109. 

prim, relativ -e Zahlen 556, ganze Funk
tionen 242; 574 [Systeme 274j, Ideale 
679. 

Prim, -Ambige 694; -BrUche, bei ge
brochenen Funktionen 242; -Divisor 

(-Teiler): Anzahlen solcher 648 ; - eines 
Korpers 295 [Darstellung durch Asso
ziation 296]; -Faktoren: von Zahlen 557, 
von gamen Funktionen 232, 238, 243, 
245,259, arithmetisch [mod. p] 574, von 
ganzen algebraischen Grossen 286 f., 
294, 298f., von algebraischen Formen 
295; 686, von Funktionalen 295, 37, 

Idealen 295; 679; einer rationalen 
Primzahl im Galois'schen Korper 690, 
im KreiskOrper 700 f., im Klassen
korper 727; -Form eines Korpers 295; 
686, Klein'sche transzendente -Form 
297, Fuchs'sche algebraische Prim
formen 338f.; 527; -Funktion, bei 
algebraischen Kongruenzen 245, bei 
arithmetischen 574, der Korpertheorie 
286; Weierstrass'sche -Funktion in 
der Funktionentheorie 112, 304, 116, 
318, 118; 297, in der Zahlentheorie 
660; -Funktion-al, der Korpertheorie 
295,37; -Ideale 295; 679 [des Kummer'
schen Korpers 706], ambige 692; 
-Modulsysteme der Korpertheorie 304, 
Nicht- 305; -Systeme, lineare, der 
Formentheorie 584; -Zahlen, s. das. 

primar, -e Kovariante 389 f.; -e ganze 
Funktion (arithmetiBch) 574; -e Zahl, 
hyper-es Ideal 697. 

primiti v, Algebra ganzer Funktionen: 
-e Funktionen u. Produkte Bolcher 228, 
239,259; -e Kongruenzwurzel245; 574; 
-e symmetrische Funktion mehrerer 
Grossenreihen 471; arithmetische For
mentkeorie: -e Bilinearform595, [ eigent
lich u. uneigentlich]-e quadratische 
Form 596, binare 699, n len Grades 630, 
ternare 616, 618, allgemeine 628; -e 
Adjungierte (Kontravariante) einer 
quadratischen Form 615, 628; Glei
chungen: -e Einheitswurzeln 608; -e 
elliptisGhe Perioden 510; -e Gruppe 
(permutazione composta di 3" spezie) 
212 u. 40; 488; deren -e Darstellung 
durch Substitutionen von Variabeln 
226; Korpertheorie: -er- Korper 289; -e 
Form 295; 686; -e Wurzel (Zahl) nach 
einem Primideal 680; -e Zahlen des 
Klassenkorpers 729; Zahlentheorie: -e 
W urzeln 662 f., einer Primzahl 508, 
imaginare 674; -e Kongruenzwurzeln 
574. 

Primzahl 566; Zerlegung in -en 557, 
578; 951; Bertrand'sches Postulat 218, 
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(6, 47; 468; 658, 8; in n! aufgehende 
Potenz einer - 558; Wilson'scher Satz 
561; Feststellung einer Zahl als - 576; 
Prufung grosser -en durch Rechen
maschinen 978,185; Euler'sche Iden
titatu. Riemann'sche Funktion 112, 116; 
642; Anzahlen von -en 651, 658 f.; -
darstellbar durch line are u. quadra
tische Formen 663 f.; - zerlegt im 
Galois'schen Korper 690, im Kreiskor
per 700 f., im Klassenkorper 727; -
der 2. Zahlklasse (Mengenlehre) 194. 

Pringsheim, -sche allgemeine Kon
vergenztheorie fur Reihen 84 f., fiir 
Produkte 113 f. 

Prinzipiante (Formentheorie) 38l. 
Proben, beim Zahlenrechnen 1073f. 
Produkt, Algebm ganzer Funktionen: 

Funktionen als -e von Primfakto
ren, s. das., von Linearfaktoren 232, 
238 [nach einer ganzen Funktion als 
Modnl 245], gewisser ganzer Funk
tionen von n Variabeln 258, 5; 397, 
405; 477; - primitiver Funktionen 228, 
239, 259; -Darstellung der Resultante 
245 u. 79,249,262; Arithmetik: - 14; 
-entafeln 944£., von Primfaktoren 578; 
951 [bei grossen Zahlen 576; 1075 U. 

623 J; Kombinationen zu bestimmtem 
- 32; Komplexion als - 32; alter
nierendes - 36; Grassmann'sche -e 42, 
96; 150, 6 [in der Formentheorie 362, 
2S1, 365]; - von Determmanten 40, 
von unendlichen 145; unendliche -e: 
111£., Konvergenz u. Divergenz 113f. 
[bei komplexen Elementen 1125]; Um
formung in Reihen 114 f., in Ketten
bruche 139; - von komplexen Grossen 
(Strecken) 156; 1009; von Systemen 
komplexer Gr/)ssen (compound system) 
166; von Substitutionen 169; Formen
theorie: - von Substitutionen 333,373; 
Bilinearform als Summe von -en 329; 
Invarianten als Aggregate symboli
scher -e 326, 360 f.; - von Klassen 
binarer quadratischer Formen 608; 724 
[so KompositionJ; Gruppentheorie: 
- von Substitutionen 210; direktes
zweier Gruppen 219 u. 91; Korper
theorie: - von Idealen 295; 679, von 
Primidealen 679, von Idealklassen 684, 
von Modulsystemen 302, von Prim
modulsystemen 305, von Moduln 308, 
von Korperkomplexen 693, von Ge-

schlechtem im Kummer'schen Korper 
711; - von Miichtigkeiten 189; - von 
Wahl'scheinZichkeiten 740; Zahlen
theorie: unendliche -e der partitio nu
merorum 112,116, 637f.; Weierstrass'
sches - 660. S. Multiplikation. 

Produktion, -skoeffizient (coefficient 
de fabrication) 1117 f., Grenz- 1117. 

Progression, arithmetische - mit un
endlich vielen Primzahlen 643. S. 
arithmetisch, Reihe. 

Projektion, stereographische -, in 
Bez. zu komplexen Grossen 158; ko
tierte -en in der Nomographie 1036 
u. (62; - in der Formentheorie 394, 
391, 403, 440. 

proj ekti v, -e Gruppe einer Variabeln, 
in Bez. zu komplexen Grossen 157, 
endliche Gruppen dieser Art 337 f.; 
524 f.; Paare reziproker -er Gruppen 
176; -e Gruppen der Invarianten
theorie 327 f. [so Gruppe]; -e Rezi
prokanten 381; -e Invarianten der 
Kriimmungstheorie 383 f.; -e Biischel, 
Bundel etc. von Mannigfaltigkeiten 393, 
386; -e Erzeugung rationaler Kurven 
395, von Flachen 391, 377; -e Eigen
schaften im komplexen Gebiet 400, 429; 
-e Punktreihen in der Graphik 1009, 
359; -e Skala (echelle lineaire generale) 
einer Funktion 1027 u. 419. 

Proportion, -srechnungen mit dem 
Rechenschieber 1005; -alteile, in Lo
garithmentafeln 989, 1002. 

pro s p e k t iv, -e Methode der Pramien
reserven 863, 883, 885. 

pro sthapharetisch, -e Multiplika.tion 
947. 

Protomorphe, von Reziprokanten 
(Formentheorie) 381. 

Prozesse, Invarianten-, unend
liehe -,Differentiations-, s.das. 

Punkt, ala Zeichen der MultipIikation 
14 [Doppel- ala Zeichen der Division 
16]; - an Stelle des Dezimalkommas 
986, 224; - der Ganss'schen Ebene 
155 u. 10 [beirn Fundamentalsatz der 
Algebra 235]; - der Riemann'schen 
Kugel 337; 524; imaginare -e einer 
Geraden 157, einer Ebene 158; kotierte 
-e (Nomographie) 1025 f., 1043 f. 

Punkt-Gitter (Zahlentheorie) 601), 616; 
-Menge, s. das.; -Reihe: gerade, beirn 
graphischen Rechnen 1008 f., krumm-
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linige 1038f., 1060 f.; ahnliche, pro
jektive -n 1009, 359; -Syste-me, ab
hangige (Formentheorie) 334, 79, 393, 
385; -Transformationen, s. das. 

Pythagoraisch, -e Zahlen 570; -e Ta
feln 944. 

Q 
Quadrat, A"ithmetik: -23, -Tafeln 950, 

1004, Berecbnung durch den Rechen
schieber 1057; lateinisches - 31; 
Ausgleichung u.Interpolation: Methode 
der kleinsten -e (methode des moindres 
carres) 770 f., 783, 787, bei Inter
polation 820; mittlere -e von Fehlern 
796; Formentheorie: Reduktion von 
quadratischen Formen auf -Summen 
327 f., arithmetisch 596 f.; Transfor
mation einer -Summe in ein Vielfaches 
179,183; 347,145; definite Formen als 
-Summen resp. Bruche solcher 358; 
-e von Gleichungswurzeln 441; Zahlen-
theorie: Zahl als Summe von -en 612, 
619,627, 637f.; 650; magisehe -e 580; 
1086, as. 

quadratisch, Arithmetik: -e Logarith
men 1001 f.; -e Matrix u. !ineare 
Transformation 168; 333; 582 f.; 
-e Irrationalitaten in Bez. zu Ketten
bruehen 59, 60, 132 U. 397, 402; 668; 
Formentheorie: a) algebraische: Aqui
valenz -er Formen, -e Formen ala 
Quadratsummen, Tragheitsgesetz 327 f. 
[beirn Sturm'schen Satz 427 f.]; 
b) arithmetische: -e binare Formen 560; 
591 f.; -e Formen in Bez. zu vel'
schwindenden Linearformen 586; -e 
Kovariante einer binaren kubischen 
Form. 630; -e Gleichungen 148; 499, 
graphlseh 1013 u. 377,1030 ;Wul'zel ganz
zahliger als Ketten bruch 60; 132; 668; 
K6rpertheorie: relativ -er Korper 695; 
-e Reate, Reziprozitatsgesetz 696; -er 
Korper ala Unterkorper eines Kreis
korpers 702; Zahlentheorie: -e Basis 
eines Haufens 558; -e Reste, Nicht
reste, Reziprozitatsgesetz 565 f., 581; 
609 f., 620; 696 f.; 703, in der analy
tisehen Zahlentheorie 644 656 657· -e 
diophantische Gleichung~n 569; 621; 
-e Kongruenzen 573; 624; -e Teiler 667. 

Quadratur, ebener Flachenstucke 64 
in Bez. zu unendlichen Produkten 111: 
- von Integralen 924, mechanische 231; 

811 [in Bez. zu kanonischen Formen 
<r 

356,194], von fe - t' dt 104; 775; - des 
o 

K1'eises (Transzendenz von n) 673f. 
Quadratwurzel, Tafeln von -n 1004, 

Berechnung durch den Rechenschieber 
1057; durch -n darstellbare Irrationali
taten 50; 470; 518; Auflosbarkeit von 
Gleichungen durch -n 470; 518; Ent
wieklung einer - in einen perio
dischen Kettenbruch 60, 126, 377, 132. 

quadrinomisch, -e Gleichungen 446, 
41, graphisch 1043. 

quaternar, -e Formen 322, kubische 
401, 434; 634; -e endliche Gruppen 
340 f.; 547 f.; -e Formenprobleme 360, 
219; 547 f. 

Quaternariante (Formentheorie), 349. 
Quaterne, 33. 
Q u aternion, -en, Geschichtliches 159,13 

[-en in Bez. zur Formensymbolik 361, 
228]; -en als Systeme komplexer Grossen 
168 f., 178 f., Multiplikation 179, 183; 
Bi-en 180; -Systerne und Nicht
Systeme, in Bez. zu komplexen Grossen 
180; -Gruppe 224, 117a . 

Quersumme, bei der Neunerprobe 
1074, 615. 

Quotient, Arithmetik: - 16, -entafeln 
559,13; 578; 949, Bereehnung durch den 
Reehenschieber 1057; gemeinsame 
vollstandige -en bei Kettenbriichen 
559; - ,on Potenzreihen als Ketten
bruch 136; J/ormen u. ganze Funktio
nen: - u/v, wo fez) = u + iv 236; 
-en ganzer Funktionen 228 f, 242, 244, 
bei n Variabeln 257; von Quadratsnm
men 358; von Invarianten 326, 327; 
-enableitung 383; Korperiheorie: -
von Moduln 308, von Idealen 683, von 
algebraischen Formen 295; 686; von 
Produkten aus Primfunktionen 297; 
statistische -en 822 f. S. Bruch, ge
brochen, rational. 

quo ti t y, in der kombinatorischen Ana
lysis 639. 

R 
R a abe, -sches Konvergenzkriterium fUr 

Reihen 87 u. 189 [fur komplexe 1124 J; 
-sche Differentialgleichung bei sym
metrischen Funktionen 457. 

Rabatt, bei Versicherungen 881. 
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Radi kal,Auflosbarkeit von Gleichungen 

durch -e 225; 470,481£., 496f., beson
derer Gleichungen 505 f.; Nichtauflos
barkeit 504 f., Adjunktion 495 f. S. 
Adjunktion, Auflosung, Glei
chung. 

Radikand, 24. 
Radizierung, 23,24, mittels Newton'

scher Approximation 985. 
Randerung, einer Determinante 38, 39, 

in der Formentheorie 332. 
Ran g, einer Determinante 41, solche 

hoheren -es (Kommutanten) 45; 324, 
17,361, bei ausgearteten Substitutionen 
403,440; - einer Abel'schen Gruppe 
222; - u. -G1eichung eines Systems 
komplexer Grossen 172; - einer Matrix 
269 u. 46; 582 [Rationalitats- 588]; -
u. -Zahl eines Modulsystems, G1ei
chungssystems 302, 304; einer 
Semiko'Variante 371. 

Rangordnung, der Elemente einer 
Menge 190. 

rational, Arithmetik: -e Zahl, Grosse 
20 U.23 [Fundamentalreihen 54, Er
weiterung der -en Zahlen 55]; Ab
zahlbarkeit 186, 8, Anordnungsarten 
190,26; -wertige unendliche Reihen u. 
Produkte 62, desgl. Kettenbriiche 129; 
Formen: -e Transformierbarkeit arith
metischer quadratischer Formen 624, 
binarer Formen 630; -e Substitutionen 
u. deren Gruppen 327, 378 f.; -e Dar
steHung orthogonaler SubBtitutionen 
317,328 U. 41 [erweitert 402, 435J, perio
discher Substitutionen 523; -e Behand
lung von Aquivalenzproblemen 330,63; 
-e Invarianten 327,335, -e Seminvarian
ten 389,364; -e (assoziierte) Darstellung 
von Invarianten 347 f. [einer endlichen 
Gruppe 345, 138]; von Seminva1'ianten 
388f., von Reziprokanten 381£.; -e Kur
ven in Bez. zu Umkehrfragen 359, zur 
Apolaritat 391 u. 377,392,383\ 39H., de
ren projektive Erzeugung 395, Deutung 
von Invarianten auf Bolchen 401, 434; 

-e Funktionen 228, 242, 244, 257, sym
metrische 209; -e Relationen zwischen 
den elementarsymmetrischen Funktio
nen mehrerer GroBsenreihen 476; 
Glieder eines Kettenbruchs ala -e Funk
tionen einer Variabeln 136 f.; 1128; 
-e Gleichungswurzeln 234; -e Ope
ration en bei Losung von' Gleichungen 

234; Potenzreihen gewisser -er Funk
tionen 242, 248, 257; 430, 439; 453, 
s. Pot e n zreih en; -e Parameter 
irreduzibler Funktionen 260; Glei
chungstheorie: -e Resolvente 491; -e 
Kurven .in Bez. zu Resolventen mit 
1 Parameter 536; Interpolation durch 
-e Funktionen 230; 802 f.; K6rpertheo
rie: Korper -e1' Zahlen, Funktionen 
284 f., Erhaltung -er Beziehungen bei 
A b bildung konjugierter Karpel' 289; -e 
Darstellung algebraischer Gebilde 316 
[-e Kurven 316 f., Flachen 317]; -e 
Transformation 319; Zahlentheorie: -e 
Zahl als Summe von 4 -en Kuben 573; 
- e Dreiecke, Vierecke, Tetraeder 570; -e 
Losnngen ternarer quadratischer Glei
chungen 622; -e Transformation q uadra
tischer Formen 624, binarer n'en Gra
des 630; -e Integration in Bez. zu 
Klassenanzahlen 647. Ganz ratio
nal, s. ganz. 

rationalbekannt, -eGrossen 238; 48:1. 
Hationalitatsbereich (bezirk), 238, 

285; 481; 676, dessen Erweiternng 238; 
286; 488, 493, 495; 682, 688 f. [in del' In
variantentheorie 326,360, 392J, s. Ad
junktion; natiirlicher - 239; 285, 
willkiirlicher 240; 498, absoluter 482. 
S. auch Korper. 

Rationalitatsrang, eines Systems 
lineal'er Gleichungen 588. 

Raum, -Vorstellung beim Zahlbegriff 
2, 4; Bewegungen, Umlegungen des 
-es 178 f.; - von n Dimensionen, 187, 
16 [rationale Kurven in einem Bolchen 
316; 394; 395; darstellende Geometrie 
in einem solchen, beim graphischen 
Rechnen 1016,383,1017,385,387,1024, 
409]; Projizieren eines -es in einen an
dern (Formentheorie) 394,391; 403,440j 
Fehler u. Fehlergesetz im -e 796. 

Raumkurve, algebraische - in Bez. 
zu Transformationen 316; Singulari
taten [mit Realitatsfragen J 250, 253, 
397 f., 400, 432; - 3. Ordnung in Bez. 
zu Umkehrfragen 359, znr Lame'schen 
Differentialgleichung 369, 278, zur 
Apolaritat 393,383, 394. Rationale 
-, s. das. 

Healitat, B. reell. 
Hechen, -Appamte 952 f.; -Brett (&~a6, 

abacus) 953; -Maschinen: fiir die 4 Spe
zies 959 ff., ZUlli Addieren u. Subtrah-
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ieren 960 f., zum MultipIizieren 970 f., 
zum Dividieren 973 f.; fiir zusammen
gesetzte Rechnungen 975, fUr Diffe
renzen 977 f.; analytische 978; stetige 
-Maschinen 1053 f., fiir die 4 Spezies 
1065 f., zur L1lsung von Gleichungen 
u. Gleichungssystemen 1067 f., 1070 f.; 
-Methoden, beim genauen Rechnen 
940 ff., beim genaherten 978 ff.; -Schei
ben 1060 f.; -Schieber (slide rule, regIe 
a calcul): logarithmische 1053 f. [ge
kriimmte 1060 f., weitere 1063 f.], 
doppellogarithmische 1064, 580; fUr 
komplexe Gr1lssen 1065,586; -Stabchen 
(Neper'sche, virgulae numeratrices) 
955 u. 91; -Tafeln: Crelle'sche 945, 
graphische (tableau graphique, abaY
que), 1025 U. 412. 

Rechnen, 4, genaues - 940f., ohneVor
richtungen 940 f., mit Vorrichtungen, s. 
Rechenapparate u. Rechenma
schinen; genahertes - 978 f., ohne 
Vorrichtungen 983 f., graphisches 1006 f. 
[beigewohnlichemMassstab 1008 f., bei 
logarithmischem 1018 f.]; - mit kom
plexen Gr1lssen (Strecken) 149, 159; 
1009, mit Systemen solcher 160 f.; -
mit Grenzwerten 73 f. 

Rechnungsart, s. Operation. 
Rechteck, magisches - 580. 
rechtwinklig, -e Koordinaten, Euler'-

sche Transformation Bolcher 178, s. 
KoordinateB. 

Reduktion, Formentheorie: - einer 
Matrix auf ein Diagonalsystem 583; 
- quadratischer u. bilinearer Formen 
327f.; 596 [Jacobi'sche - 332,60; 599], 
binarer 560; 603,605 f., bilinearer 612, 
temarer quadratischer 615f., bei n Va
riabeln 623, binarer nten Grades 631; 
beliebiger Formen 633; - voller In
variantensysteme 342 f.; - von Glei
chungen auf Formenprobleme 360,219; 
540f.; - der charakteristischen Glei
chung einer periodischen Substitution 
auf eine kanonische Form 523; - von 
Gleichungen bes. 5. Grades, auf Normal
formen 498, 513 f.; 533 f.; - der 
Formen von Zwischenvariabeln 374 
u. 298, 377 u. 315; - der Differential
gleichungen der Invarianten 377; -
seminvarianter Funktionen 388 f. u. 
362; Hesse'sche - der Variabeln einer 
Form 402; - von ganzen Funktionen: 

von symmetrischen 450 f., von ganzen 
Funktionen der Wurzeln von Glei
chungssystemen 261; - der Gruppe 
einer Gleichung 491 f.; - von Ketten
briichen 120, 133; - von Systemen 
komplexer Grossen auf Teilgebiete 175; 
- einer Lebensversichm'ung 893. 

Reduzent, in der Formentheorie 343. 
reduzibel, -e ganze li'unktion 238 f. 

[gewisse Resultanten u. Diskriminanten 
- 250], bei n Variabeln 258 f., 260,9; 
-e Gleichungssysteme 273; -e Gleichung 
481; -es u. reell -es System komplexer 
Gr1lssen 163 f. ; -e Invarianten 365, 
395, 395, in Bez. zu symmetrischen 
Funktionen mehrerer Gr1lssenreihen 
397,405; 477; -e Menge 197. 

red uziert, -er Bruch 20; -e Formen: 
Matrix 583 , line~res Formensystem 
589, bilineare Form 332; 591, quadra
tische (Jacobi'sche) 599; arithmetisch 
-e binare Form 605, bilineare 612, 
biquadratische 631, temare 615 f., von 
n Variabeln 623; -e Darstellung einer 
Zahl durch eine binare quadratische 
Form 603; -e Urformen bei Reihenent
wickelung 373, 297,374; -e charakteri
stische Gleichung einer Bilinearform 
171; -es Kapital 882 [-e Pril.mi.e 883, 
81]; -er Kettenbruch 121, lll6; -es Rest
system 561; -e Resultante nach Cayley 
249, nach Brill 273; 399. 

reell, Arithmetik: allgemeine -e Zahl 
55; -e Grosse 152, -e Einheit 153, -er 
Bestandteil einer komplexen Gr1lsse 
153, -e Systeme komplexer Gr1lsse.n 
163, - urspriingliche 182; -e Wurzeln 
der quadratischen Gleichung fUr einen 
periodischenKettenbruch 131; Formen
theorie: -e Symbolik 361 f., in Bez. 
zu Diiferentiationsprozessen 372; -e 
Formen der regularen K1lrper 400; -e 
Singularitaten u. Ziige von Kurven 
400 u. 4SS; -e Typen quadratischer 
Formen 328, 38, -e !quivalenz solcher 
330, 399, 424, [kubischer ternarer 401, 
434]; Gleichungstheorie: -e Wurzeln in 
Bez. zur Diskriminantenfiache 252, 280, 
[bei besonderen Gleichungen 42; 253; 
417] , in der Charakteristikentheorie 
422 f., in der Formentheorie 399 f.; 
in der Graphik 1013 f.; -e Wurzeln 
in gegebenen Grenzen 399; 411, 417, 
428; Tragheitsgesetz der quadrati-
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schen Formen u. Bezoutiante 382, 
58, 399,424; 429; -e Wurzeln von 
Gleichungen 5. Grades 348 u. 147; 349, 
6. Grades 358, 204; Tragheitsgesetz 
biniirer Formen 357,196; 399,f.; -e Gene
ration der Statistik 845. 

Regelflache, unikursale - 317,96; -
2. Ordnung, invariant bei Kollineations
gruppen 178, in Bez. zur Gleichung 
5. Grades 539. 

regelmassig, -e Kettenbruche 59 u. 50, 
119, 337, 125, reduzierl -e 126. 

l' e g lett e s, multiplicatrices(Graphik)956. 
regula, falsi 433, 29; - virginum 640. 
regular, Formentheorie: -e KOl'per 337 

u. 95, 343 U. 131 [Realitlit 400J; 524 f., 
in hOheren Raumen 337,92; 530; -e Sub
u. Superdeterminanten einer Matrix 
584; -e Determinante einer binaren 
quadratischen Form 611; Gruppentheo
t'ie: -e Substitution 211; -e Porm einer 
Gruppe(groupe normal) 218, 75; KorpC1'
theorie: -er Kreiskorper, -er Kummer'
scher Korper 711, -e Primzahl 711. 

Regulator, - u.Fundamental- (arithm, 
Formentheorie) 631; - eines Korpers 
683. 

Reihe, Arithmetik: - der natiirlichen 
Zahlen 185f.; ·n von kombinatorischen 
Elementen 34; formale Operationen 
bei ·n 36, rekurrierende -n 36; Prinzip 
del' -nvergleichung 80, 83, bei Doppel
reihen 99; unendliche -n 77 if.: kon· 
vergente 79 f. [komplexe 1122 f.J, be
dingt konvergente 91 f, [komplexe 1125], 
divergente 90,105 f. [komplexe 1122f.J, 
halbkonvergente 103 f.; Taylor'sche -
79, trigonometrische -n 93, divergente 
Potenz-n 108 f. [Umwandlung von 
Produkten in -ll u, umg. 114 f., von 
-n (insbes, Potenz-n) in Kettenbriiche 
133 f.J; Doppel-n 97 f. [komplexe 
1126], vielfache -n 100; -n fiir 
Produkte 115, fur BFunktionen u, 
Faktoriellen 117; Differenzenrechnung: 
arithmetische - 927 [der Argumente 
919f.J; geometrische - 927; Formen
theorie: rekurrierende -n in Bez. zu 
bilinearen Formen 330, 53; arithmeti
sche - bei Gewichten von Kovarian· 
ten 376; -n fUr Invarianten 342, 373, 
fur Konnexe 374 f" fiir seminvariante 
Funktionen 389 f.; -n in Bez, zur Kum
mer'schen Konfiguration 339,105; Glei-

chungstheorie: -n fur rationale Punk
tionen 242, 248; 430 [fUr gewisse 257; 
413J, von {,(x)/r(x) 439; 453, fiir Glei
chungswurzeln 249, 264; 440,36; - del' 
Zusammensetzung einer Gleichungs
gruppe 220, 497; Graphik: arithme
tische resp. geometrische - del' Radien 
einer Archimedischen resp, logarith
mischen Spirale 1010,362; Waht'schein
lichkeitsrechnung u. Interpolation: re
kurrente, rekurrorekurrente -n 743; 
periodische -n beim Interpolieren 815, 
- nach Kugelfuuktionen 818, Cauchy'
sche 817, Interpolations-n 820; Zahlen
theorie: Farey'sche -n 559, Lame'sche 
561; Rest- beim Heziprozitatsgesetz 
567; arithmetische -n mit unendlich 
vielen Primzahlen 643, beim Legendre'
schen Symbol 568; diatomische -n 576, 
Fermat'sche 576; Virichlet'sche -n 632, 
642 f,; trigonometrische, bei Klassen
anzahlen 647; - fUr [x] 657; Umkeh
rung von -n 464; 651 f, 

Reihengewicht, bei symmetrischen 
Funktionen 479, 

Reihenreste, singulare - 93. 
rei h i g, mehr-e symmetrische Funktion 

471. 
rein, -e D{t1'stellung einer Mannigfaltig

keit 263; 267; 303; -e Gleichung 235, 
33; 490; -imaginare Grosse 153; -es 
Modulsystem 264, 267; -e Rezip1'okante 
381; -e Vm'mogensandm'ungen [Gewinne, 
Verluste] 766, 

Rektifikation, von Kurvenbogen 65. 
rekurrierend, -e Linearsysteme fur 

Zahler u. Nenner del' Naherungsbriiche 
von Kettenbriichen 123; -e Reihen: 
formal 36, in del' Diiferenzenrechnung 
936, in del' Wahrscheinlichkeitsrech
nung 743, in Bez. zu bilinearen Formen 
330,53, 

Rekursionsformeln, fUr Kettenbruche 
120 f. 

reI a t iv, -er Fehler, in der Ausgleichungs
rechnung 771 f., 777 f., beim Rechnen 
mit ungenauen Zahlen 981; -e Haufig
keit von Gliedern bedingt konvergen
tel' Iteihen 93, eines Fehlers 777; -e 
Inva1'iante 326, 327, 386; - vollstan
diges System von Invarianten 343; -
pt'ime Zahlen 556, Ideale 679, Formen 
686, ganze Funktionen 242, 259; 
arithmetisch 574 [in Bez. auf einen 
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DoppelmoduI574], Funktionensysteme 
274; -es Risiko 906, Bruttorisiko 916; 
-e Zahlen 13, Briiche 20. 

Relativ, -Koryer292j682 [-Grad,-kon
jugierte Zahl, -Norm, -Differente, -Dis
kriminante 682], - Galois'scher Korper, 
-Grad 689, - Aberscher K5rper 689, 
696, - cyklischer 689, 691, - quadra
tischer 696; - konjugierte Idealklassen 
692; -Norm bez. einesKreisk5rpers 708. 

Rencontrespiel (game of treize), 751 
U.88. 

Reprasentant, eines Typus von 
Systemen komplexer Gr5ssen 163 ; 
Haupt- einer Formenklasse 624. 

reprasentierend, -es Punktsystem, 
-e Halbkreise, bei mtterzahlen 606 f., 
613, 616. 

Reserve, Zillmer'sche - bei Lebens
versicherung 891,895, - fur Unkosten 
894, Gewinn- 896, Pramien- 863 f., 
894, 904 f.; Risiko- 916 j -Pramie 891. 

Residuum, eines Abel'schen Integrals 
3. Gattung 297; konstante Residuen
summe bei elliptischen Kurven 645; 
Cauchy'sches - in der analytischen 
Zahlentheorie 640. S. Rest. 

Resolvente, Galois'sche - einer Glei
chung 290; 486, 488; Ikosaedergleichung 
ihre eigene - 638; - der Gruppe 
G168 340, beim Geschlecht 3,544; ratio
nale - 491, Lagrange'sche - 503; 701; 
Zerlegung des Gleichungsproblems 
durch -n 491 f.; -n von ModulaTglei
chungen 533; -n mit 1 Parameter 536; 
-n der Gleichung 6. Grades 379; 533 f. 
[Haupt- 638]; Differential-n 542, 75; 
Eliminations--n verschiedener Stufen 
303, Gesamt- 302; - bei der N ormie
rung von bilinearen Formen 329. 

Rest, einer Zahl 656, 561 [einer Klasse, 
eines Systems 561]; -e des Euklidi
schen Algorithmus 241; Potenz-e u. 
Nichtpotenz-e 563; 712, quadratische 
-e u. ReziprozitlLtsgesetz 566f. [-Reihe 
567], in einem beliebigen Zahlk5rper 
696 f., im KreieMrper 710, fiir lto 
Potenz-e 712; Summen von -en 653; 
-e in Bez. zu [x] 655; - einer ganzen 
Funktion 230, bez. eines Doppelmoduls 
245, arithmetisch 574; - einer Menge 
197, 199. S. Residuum. 

Rest, -Glied, der Taylor'schen Reihe 79, 

der Euler'schen Transformationsformel 
101, der Euler-Maclaurin'schen Sum
menformell03; 930, bei der Markoff'
schen Interpolation 806, bei der New
ton'schen 923; -Proben bei numeri
schem Rechnen 1073f.; -Produkt eines 
unendlichen Produktes 113; -System 
eines Modulsystems 307. 

Resultante, von ganzen Funktionen 
246 f., 248 f. [reduzierte nach Cayley 
u. Sylvester 249, 273, nach Brill 273, 
399]; - eines Gleichungssystems 271 f., 
- u. Eliminante 272; Formentheorie: 
-n aus Transformationsrelationen 336; 
- beimEndlichkeitsproblem 346; -n von 
Kovarianten reduzibel 250, 263; 348, 
398; - als Kombinante 390 u. 869-, 

durch Grundformen u. tTherschiebun
gen dargestellt 250; 395 f.; Differen
tialgleichungen der - 248, 273; 397; 
- in Bez. zu Kurvensingularitaten 
250,253; 397 f., Bezout-Cayley'sche -n
form 246; 396; Struktur von -n 249 
u. lOS, 273; 395, 398. 

retrospektiv, -e Methode der PrILmien
reserve 863. 

R e usc hie, -sche graphischmechanische 
AufHlsung von Gleichungen 1045 f. 

Reversibilitat, algebraische - 281. 
reziprok, Arithmetik: -er Wert eines 

Bruchs 21; Tafeln der -en Werte 
gauzer Zahlen 1003 f.; -e Determinanten 
(Matrizes) 38, 67 [unendliche 146], in 
Bez. zu Modulsystemen 306; 583; -er 
Wert einer komplexen Grosse 153, 156 
[Transformation durch -e Radien 156, 
B. Inversion], eines Grossen-n-tupels 
162, -e Systeme komplexer Grossen 
163; -e Transformationsgruppen 176; 
Formentheorie: -e Substitutionen 583, 
bei Differentialprozessen 325, 372; -e 
bilineare Formen 380, D8; -e Funda
mentalgleichung 332; 596; -e Form 
("Reziproke")einerquadratischenForm 
615, 623. 

Reziprok ante (Formentheorie): binare 
380 f., in Bez. zu Differentialinvari
anten 380, 826; ternare 881 f.; Inte
gration 381; vollstandige Systeme, 
perpetuierende on, Differentialprozesse 
882 f., homographische - 388. 

Reziprozitat, (Polar-) invariant 328, 
bei graphischer Multiplikation 1088; 
-sgesets der Invarianten 361, 227, 363 
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U. 23S·, erweitert 363, 373; in Bez. 
zu Resultanten 396, 405; -sgesetz fur 
Potenzreste: fiir quadratische 566, 
581 [in Bez. zu arithmetischen For
men 609, 610, 620; zu Dirichlet'schen 
Reihen 644, zu summatorischen Funk
tionen 656 u. 39, zur Gauss'schen Funk
tion rp(p,q) 657, zum Kreiskorper 703; 
in einem beliebigen Korper 696, 698]; 
fill' lte Potenzreste, insbes. fUr kubische 
und biquadratische 712. 

Richtung, eines Fehlers 795. 
Rich tungskoeffizien t (expression re

duite), einer komplexen Grosse 153. 
Riemann, -sche Fliichen 296, 299 [

Roch'scher Satz 300]; Klein-sche 
FUiche 339, 106; -sche Funktion fUr 
Primzahlen 642,648, desgl. -sche For
mel 658 f.; -sche Kugel, als Trager 
komplexer Grossen 158, bei endlichen 
binaren Gruppen 337; 524, 532; -sches 
Prinzip fiir bedingt konvergenteReihen 
92, Konvergenzkriterium fiir p-f'ache 
eReihen 100. 

Ring, ganzer algebraischer Grossen 294, 
desgl. - u. -Ideal, -Klasse 687. 

Ri s i k 0, Wahl'scheinlichkeitsl'echnung: 
mathematisches , durchschnittliches, 
mittleres -- 766, 767; Lebensversiche
rung: Theorie 902 f.; - wahrend einer 
Periode 905, Maximal- 905, mittleres 
905 f., grosstes 905, 148, relatives u. 
absolutes 906, rlurchschnittliches 905 
u. 150, 909 f., - einer Versicherung 
eines Bestandes 906, Netto- u. Brutto-
914 916· -Priimie (cost of insurance) 
882' u. 8;; -Reserve 915; gleichartige 
Risiken von Gesamtheiten 860, mittlere 
863, normale, Extrarisiken, anomale 
864, extreme 905. 

Rolle beim Rechenschieber 1066; in
tegrierende - zur Lasung von Glei
chungen 1069. 

R6sselspl'ung, 580; 1084 f., offenel', 
geschlossenel' 1084, magischer, semi
magischer 1086 u. 36. 

Rotationskol'per, Kubatur von -n64. 
Riickkauf, -swert einer Police 892 f., 

-sspesen (surrender charge), 893. 
Riickversicherung, einer Todesfall

versicherung 883, 910. 
riickwarts, Interpolation nach - 807. 
Ruhen, einer Form auf einer andern 

391, 378. 

S 
Sachversicherung 882,80. 
Sakulargleichung 42, hat nul' reelle 

Wurzeln 44; 253; 417. 
Scalarmatrix, in Bez. zu hoheren kom

plexen Grossen 171, 22. 

Schadenreserve, bei Versicherungen 
897. 

Schaltwerk, einer Rechenmaschine 
964 f. 

Schar, -en quadratischer u ... bil~nearel' 
Formen, derenReduktion u. AqulValenz 
330 f. [arithmetisch 592]; elementare 
-en solcher Formen 331 ; -en vonKurven 
beim graphischen Rechnen 1028 f., 
1034 f. 

schein bar, -e Fehler (erreurs appa
rentes, residuals) 779, 781 f. 

Schieber (reglette, languette) des Re
chenschiebers 1055. 

Schiebung, Gruppe der -en der Ebene 
in Bez. Zu komplexen Grossen 157, 
eines elliptischen Raumes in Bez. zu 
Quaternionen 178. S. Translation. 

schief, -e Determinante 37, 44; -e In
variante (gauche, skew) 324, 10; -sym
metrische Determinante 37 u. 60, 43 U. 

105 deren Elemente als rationale Pa
ra~eter einer orthogonalen Substitu
tion 328 u. 41. 

Schl ussal ter, einer Todesf'allversiche
rung 879. 

Schnitt, -Prinzip: Dedekind'sches 56; 
201 84 205 du Bois-Reymond'sches 
204: V~rone~e'sches 205, Bettazzi'sches 
206' - algebraischer Gebilde in Bez. 
zur ' charakteristischen Funktion 311; 
-Punkte von Kurven u. ihre Multipli
zitat 266, Noether'scher Fundamental
satz 314. 

Schranke, obe1'e, untere - einer Zah
lenf'olge 72, 122. 

S chra u b enlinie, mit logarithmischer 
Skala 1061. 

Schulmadchenproblem 33. 
Sch wankungen, statistischer Quotien

ten 828; zufallige - der Sterblichkeit 
903; -en beiReihen, s. oszillierend. 

Sch warz, -scher (Differential) Ausdruck 
383 u. 341; 527, 16. 

Schwerpunkt, bei del' Methode der 
kleinsten Quadrate 791, beim Satz VOll! 

arithmetischen Mittel 796. 



1182 Schwesterformen - socii 

Schwesterformen 347,146,348, in Bez. 
zu einseitigen Ableitungen 370,279. 

Schwingungen, kleine - in Bez. zur 
Formenli.quivalenz 331,53. 

Segmente, in der Mengenlehre 57,37; 
205, lOS. 

Seilpolygon, beim graphischen Rech
nen 1010, zur Losung von Gleichungs
systemen 1070,607. 

Seeber-Selling, -sche Reduktion ter
narer quadrati scher Formen 615, er
weitert 628. 

Selbstauswahl (Selektion), in der 
Lebensversicherung 867. 

Semiinvariante (Seminvariante, Sub
invariante, peninvariant) 327; 466; er
zeugende Funktion der asyzygetischen 
resp. irreduzibeln -n 365; binare - als 
Simultaninvariante 370, 279, in Bez. 
zu Reziprokanten 381; -n systema
tisch 386 f.; rationale -n 389, 364. 

Semikom binan te(Formentheorie) 326, 
24, 390. 

Semikontinuum 201,85. 
s emikon vergen t, -e Reihe (serie de

miconvergente) 92, 211, 103 f.; als In
tegral einer linearen Differentialglei
chung 146, zu 277. 

Semikovariante 371. 
Separation, von Gleichungswurzeln 

407 f. [invariantiv 399], Grenzen fUr 
die W urzeln 407, Differenzengleichullg 
408, Descartes'sche Regel, Budan
Fourier'scher Satz 409, Sturm'scher 
Satz 416, Cauchy'sches Integral 418, 
Charakteristikentheorie 422, quadra
tische Formen 427; - einer Partition 
bei symmetrischen Funktionen 462, 4, 7 5: 

separiert, -e Menge 195. 
Seq uenzen 31; von Elementarteiler

exponenten SOO; in der Lotterie 750. 
s erie n wei s, -es Variieren statistischer 

Ursachen 828, Wahrscheinlichkeiten 
832. 

s exagesimal, -e Briiche 19 21 24· -e 
(u. sexzentenare) Proportio~alt;ile' in 
Logarithmentafeln 1002. 

Sicherheit, -sgrad statistischer Resul
tate 825; -skoeffizient (coefficient de 
securite), in der Lebensversicl1erung 
8.61 u. 11; -sfonds 863, 915; -szuschlag 
elDer Pramie 914. 

Siebung (tamisage), von Formen 354. 

sign { }, in der Charaktenstikentheorie 
422; sgn x, in der Zahlentheorie 566. 

Signatur, einer quadratischen Form 
597. 

Simpson, -sche Formel f'iir Approxima
tion besti=ter Integrale 925; -ache 
Regel fUr verbundene Leben 888. 

s i m u It an, -e Darstellung von 2 Zahlen 
durch 2 temare quadratische Formen 
617; -e Elimination mehrerer Grossen 
261; 332, in der Graphik 1016, 383; 

-e Invarianten 324, 325, sym bolisch 
366; hOhere Komitanten als binare 
-e Invarianten 362, 228, desgl. Sem
invarianten 370, 279; -e Kovariante 
324, 13; -e Reduktion u. Transformation 
von 2 quadratischen resp. bilinearen 
Fonnen 329 f.; 592 f. 

Sim ul tan charakter , eines Formen
paares 617. 

sin g u 1 it r, Arithmetik: -e Reihenreste 
93; arithmetische Formentheorie: -e 
quadratische Formen 597, binare 599; 
Funktionentheorie: -e Stellen linearer 
Differentialgleichungen 338; 527 j 
wesentlich -e Stelle einer einwertigen 
Funktion auf einer Riemann'schen 
Flache 297; ausserwesentliche -e Stelle 
einer Funktion auf dem Konvergenz
kreise 440; -e Multiplikation der ellip
tischen Funktionen 695, 24; 719; -e In
varianten, Moduln 722, deren 'feilung 
730; -e Punkte, s. Singularititt. 

Singularitat, -en algebraischer Ge
bilde 275; 305, 63, 319 [Auflosung 
solcher 300], in Bez. zur Hesse'schen 
Form 275, 277, Koinzidenzen solcher 
250, 253; 391£. [Realitat 253; 400, 4321; 
-en in Kurvenschnittpunkten 314; -en 
rationaler Kurven 316. 

Skala, von Konvergenzkriterien f'iir Rei
hen 86 f.; - eines Additionsapparates 
954; - (linea, echelle normale, isograde) 
einer Funktion 1026 u. 417, desgl. ge
wohnliche, logarithmische, projektive 
- 1026, binare (echell.e diagraphique, 
binaire) 1037 u. 460; Tafeln mit ver
einigten Ska1en (abaques a echelles 
accolees) 1028, 422; parallele Skalen 
1039 f:, vielfache 1043 f., tern are 1045 
u. 493; Skalen des Rechenschiebers 
105H. [ungleichen Sinnes 1057, all
gemeinere 1064, binare 1065]' 

socii, numeri - 564. 
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solidarisch, wirkende Ursachen in der 
Statistik 829. 

B 0 I v e nt, -e Versicherungsgesellschaft 
894. 

Spalten, einer Determinante 37, einer 
unendlichen 143. 

Sparpramie 882 u. 81. 

Spezialpartition, bei symmetrischen 
Funktionen 462, 475. 

speziell, -e Faktoren der Resultante 
249; -e Eliminationsprobleme 270; -e 
Formen u. Gruppen 337 f., 347, 145, 

351, 169, 400 f.; 524 f. 
Spezies, ganzer algebraischer Grossen 

294; 687; - quadratischer Formen 
597; -derArithmetik, s. Operation. 

Spezifikation, bei symmetrischen 
Funktionen 475. 

Spiegelung, eines Punktes an einer 
Axe in Bez. zu komplex en Grossen 
156; - an Kreisen in Bez. zu Gruppen 
211; - eines Kreisbogendreiecks 336; 
524, regularer Korper 526. 

S pie 1, in der Wahrscheinlichkeitsrech
nung 742, 745; Problem der -Dauer 
748 u. 72; Gliicks-e 750, 764; -eT in der 
Risikotheorie 766; mathematische -e 
1080 ff. 

Spirale, Archimedische u. logarithmi
sche - bei graphischem Rechnen 10lD, 
1011, 366. 

Sprung, bei einer Grossenklasse 206. 
Spur, einer Korpergrasse 289 U.19. 
squares, Nasik- 580. 
Stabilitat, des Planetensystems in 

Bez. zur Wahrscheinlichkeitsrechnung 
748; - statistischer Grassen 831, 
eines Versicherungsunternehmens 903, 
913 f. 

Stainville, -sche Reihe 137,419. 
Stamm, -Bereich algebraischer Grossen 

296; -Bruche 19 u. 19; -Diskriminanten 
(bei komplexer Multiplikation) 723; 
-Formen 250; 325. 

Statik, graphische -, zur Lasung li
nearer Gleichungen 1017, 1018,388. 

Statistik, Anwendung der Infinitesi
malrechnungauf - 754,103; 823,835, 
838, 841 f., 848 f.; systematische -
822 if. 

statistisch, -e Quotienten, Mittelwerte 
etc. 822 f. 

Steiner, -sche Flache 317,96. 
Stelle, -nbesetzung, beschrankte, in der 

Kombinatorik 31, 33; -nwert, in der 
Ziffernschrift4, 21; 940f.; singulare 
-, s. das. 

Stellwerk, einer Rechenmaschine 967, 
138. 

Ster ben swahrscheinlichk eit, eines 
Alters 838, 843; Axiome der - 860; 
Kurven der -en 865. 

Ster blichkeit, -stafeln 837; -skraft 
(force of mortality) 838 u. 37; mittlerer 
-skoeffizient 838, 843; -smessung 862; 
-sgesetze 870; -skurven 871; -sgewinn 
899; -sschwankungen 903. 

stereographisch, -e Projektion, in 
Bez. zu komplexen Grossen 158. 

stetig, Punkte einer -en Geraden nach 
Dedekind 53 u. 16; 201, 84, 205, nach 
Veronese 205, 207, 109, nach Bettazzi 
206; -e Bewegung in unstetigem 
Raume 201, 86; -e Abbildung von 
Kontinua 202; ganze Funktion ist -
233 f., -e Variable in der Wahrschein
lichkeitsrechnung 753 f., 754, 103, bei 
der Bayes'schen Regel 761 f., beim 
Bernoulli'schen u. Poisson'schen Theo
rem 787 f.; in der Statistik 823, 835, 
838, 841 f., 848 f., in der Lebensver
sicherung 861, 864, 870, 877, 911 f., 
in der Wirtschaftslehre 1101, 1103 f.; 
-e Rechenapparate u. Rechenmaschinen 
1053 f. 

S t i r li n g, -sche Approximationsformel 
fUr n! 103 u. 272, 112; 756 u. 118; 931, in 
Bez. zur Anzahl von Primzahlen 658, 
beirn Interpolieren 809 f. 

S t r e eke, Verhaltnisse inkommensurab
ler -n 20 u. 23; 49f.; Aquivalenz 
zwischel). - u. Zahl 51, 53; 235; Addi
tion von -n in Bez. zu komplexen 
Grossen 155; 1009. 

Strichmethode, beim Interpolieren 
805. 

Struktur, der Resultante u. Diskrimi
nante 249 u. 103; 395, 398, bei n Varia
beln 273. 

Stufe, Arithmetik: Transpositionsregel 
erster - 9, zweiter - 17; Operationen 
verschiedener - 10, 14, 22, 26; -n eines 
Gleichungssystems resp. Modulsyste11!s 
264, 267; 302, 304 [-nzahl von deren 
Matrix 302; Modulsysteme zweiter -
314J; Invarianten: deren arithmetische 
-n 326; elliptische Moduln haherer 
546; 729. 
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Sturm, -scher Satz iiber Anzahlen re
eller Gleichungswurzeln 416, -sche 
Reihe 417; -sche Funktionen 429, 
Zusammenhang mit quadratischenFor
men 427. 

Stiirzen, einer Determinante 38,64. 
Subdeterminanten 37, unendliche 

145; - symmetrischer Determinanten 
42; koaxiale - 42; - einer ganz
zahligen Matrix 582, regulare 584. 

Su bdiskriminan te 397,406. 
Bub d u p Ii kat, -e Klasse binlirer qua

dratischer Formen 609. 
Subinvariante, s. Seminvariante. 
subjektiv, -e Bedeutung der Wahr

Bcheinlichkeit 736; -es Moment einer 
Erwartung 765. 

Substitution, Elimination: Poisson'
sche - x = kl Zl + ks Zs + . .. 266; 
473; Formentheorie: - in n homo
genen Variabeln 322 [Normalform 
526, fiir n = 2: 334, 339], ganzzahlige 
583; automorphe -en einer bilinearen 
resp. quadratischen Form 317; 329, 
332, ganzzahlige 692, 596; -en bei 
Aquivalenz quadratischer u. bilinearer 
Formen 327 f.; 592 f.; Wiederholung 
einer- 333, 33.!, 77, 373; identische(kon
gruente) -en: bei Aquivalenz 329, 332; 
693, beim Endlichkeitsproblem 343, 
346; wnabhiingige -en: bei Aquivalenz 
329; 691 f., beim Endlichkeitsproblem 
343, 346, bei Seminvarianten 388, 362, 

bei doppelt binaren Formen 402, 435; 
orthogonale -en, bei Aquivalenz 329, 
331,56, 332, 66; 596, beim Endlichkeits
problem 344, 130; Wiederholung einer 
infinitesimalen 333, 71, 375; biortho
gonale -en 331, 56; involutorische ·en 
329; infi,nitesimale -en 333,71,334,77, 
377 f., 400 f.; Einheits-en (unimodu
lare) 326,371; 583; rezip1'oke -en 325; 
583, bei Diiferentiationsprozessen 372; 
transponierte -en 324,15, beiDifferentia
tionsprozeBsen 372; inverse -en 326; un
eigentliche -en 377,403,440; -en endliche1' 
Gruppen 336 f.; 523 f.; -en einseitiger u. 
homogener Ableitungen 370f.; Rechnen 
mit -en 168f.; 333, 373; - von Glei
chungswurzeln, bei assoziierten Formen 
348, bei TBchirnhausentransformation 
378,321; Zusammensetzung einer -
377 f.; -en einer kornplexen Variabeln 
158; 336; 523f.; Gruppentheorie: _ 

(permutation) bei Anordnungen von 
Elementen 209; -sgruppen 211 f.; -en 
einer Gleichungsgruppe 291; 484 f. 
[gerade 499, vertauschbare 501, 505], 
s. Gruppe; Kiirpertheorie: -en, dieeine 
algebraische Zahl in ihre konjugierlen 
iiberfiihren 288; 676; -en der Gruppe 
eines Galois'scben K6rpers 290; 688. 

SubstitutionRdeterminante 322; 
583. 

Subtrahend 9. 
Subtraktion 8 if., durch Erganzen 940, 

1; -sapparate u. Bmaschinen 953 f., 960 f. ; 
-slogarithmen (logarithmes deductifs) 
998 f.; graphische - 1008 f., 1019 f.; 
-skurve 1019; - unendlicher Reihen 
96; - bei Stolz'schen Momenten 203, 
bei Zahlen mit unendlich vielen Ein
heiten 205, 107. 

subtriplikat, -e Klasse binarer qua
dratischer Formen 630. 

Succession, der reellen Zahlen 55. 
successiv, -e Elimination: bei den 

N ormalgleichungen der Ausgleichung 
789 f., bei Cauchy'scher Interpolation 
818, beim graphischen Rechnenl013f, 
1042; -e Summation beim Interpolieren 
807, 812; -e Werte einer Funktion 921. 

Summand 7, bei komplexen Gr/jssen 
150, 160, bei Machtigkeiten 189, bei 
Ordnungstypen 190; Zerflillung von 
Zahlen in -en 637 f., in der Formen
theorie 353, in der Nomographie 1052. 

Summation, Abel'sche partielle- von 
Reihen 94 [von komplexen 1124]; -
einer divergenten Reihe 105 f.; eines 
Kettenbruchs 183; successive - beim 
Interpolieren 807 [bei Tabellen 812]; 
abgekiirzte - in der Lebensversiche
rung 879; - von Funktionen (Diife
renzenrechnung) 925, partielle 926; 
-sformel, s. Summenformel. S. Ad
dition. 

Summationspolygone, 1009. 
summatorisch, -e Funktionen der Zah

lentheorie 666. 
Summengleichung, der Ausglei

chungsrechnung 790. 
Summe,Arithmetik: - 7f., algebraische 

18; Kombinationen zu bestimmter -
32; Prinzip der -nbildung bei Irratio
nalen 54; - einer konvergenten Reihe 
77 [einer komplexen 1122]; unendlich 
grosse, oszillierende - einer nicht kon-
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vergentenReihe 88, - einer divergenten 
Reihe 105 f.; - einer Doppelreihe 97 
[einer komplexen 1126J, einervielfachen 
100; - von 2 Grossenpaaren (Strecken) 
150,155; 1009, von 2 Grossen-n-tupeln 
160; - von 2 Machtigkeiten 189, Ord
nungstypen 190; Differenzenrechnung: 
- einer Funktion, bestimmte u. unbe
stimmte 926, 927; Forrnentheorie: qua
dratische Form ala - von Quadraten 
327 u. S7; 596, desgl. zwei quadra
tische Formen 329; - von Quadraten 
in sich transformiert 328 u. 39, in ein 
Vielfaches von sich 179, 183; 347, 145; 
Zahl als - von andern mit Wieder
holungen 353; 639 f.; Form ala - von 
Potenzen etc. 357 f.; definite Form 
ala - von Quadraten resp. als Bruch 
solcher 358; symbolisches Produkt als 
- von Polaren 367, von Uberschiebun
gen 369; geometrische - von Strecken 
616; Wahrscheinlichkeits'rechnung u. In
terpolation: - von Wahrscheinlichkei
ten 739; -n beim Werfen von Wiirfeln 
741; - von GliedArgruppen der bino
mischen Entwickelung 755; -nreihen 
bei Interpolation 811 [zugeordnete -n, 
(sommes subordonnees) 811 J, bei der 
Cauchy'schen 818; Zahlentheorie: Zahl 
- als von Teilen 636 f.; - der Teiler 
einerZahl557; 637,648; Zahl als -von 
4 rationalen Kuben 573, von Potenzen 
von 2 u. 3 558, von Quadraten 627, 
637 f., 650 [von zwei 604, yon drei 
612, von vier 619J, von Kuben, Biqua
draten 634, von n n-eckszahlen 619; 
algebraische Zahl als - von 4 Qua
draten 696; Gauss'sche -n 625, 90; 
642 f.; 702; - von Resten 653, von 
grossten Ganzen 655 f.; Potenzsum
men, s. das. 

Summenformel, Euler-Maclaurin'sche 
- 103; 756; 929; diese u. Lubbock'sche 
-, in der Lebensversicherung 878, 
879. 

Sumner, -Linien (Nautik) 405. 
Superdeterminanten, regulare - ei

ner Matrix 584. 
Superposition, von Kurvenscharen in 

der Graphik 1047, von Ebenen in der 
allg. Nomographie 1051; in der Lebens
versicherung 870 u. 46. 

superposition, des graduations 1053, 
6111. 

Encyklop. d. math. Wi.sensch. L 

Supplementarcharaktere, ternarer 
quadratischer Formen 616, 617. 

S y low, -sche Gruppensatze 223; -sche 
Gleichungen 516 f. 

Symbol, -e fUr Kettenbriiche 119, fUr 
deren Naherungsbriiche 122; 559; -e 
der Invarianten(Grund-e) 364f.; Legen
dre'sches u. Jacobi'sches - fur qua
dratischeReste 565; 609; 657; Hilbert'
sche -e im Kummer'schen Korper 707, 
im Kreiskorper 709. 

Sym b olik, der Invarianten 335, 360 f., 
beim Endlichkeitsproblem 342 f.; eng
lische u. deutsche, Wurzel- 361,228; 
Lie'sche - in Bez. zur Formen- 364, 
400 f., desgl. Grassmann'sche 343, 130, 
362, 231; Partitions- in Bez. zu sym
metrischen Funktionen 365; 462 f.; -
von Di:iferentiationsprozessen 371 f.; -
bei Kombinanten 366, 394,389, bei Sem
in varianten 389, bei Resultanten u. 
Diskriminanten 396 f.; - in der Ditte
renzenrechnung 231; 922. 

s y m b 0 lis c h, -es Produkt von 2 Grossen
n-tupeln 160, von 2 Bilinearformenresp. 
Substitutionen 169 u. 19; 333, 373; -e 
Potenzen einer Bilinearform 171, einer 
Korperzahl 691, einer Klasse quadra
tischer binLirer Formen 609; 725, einer 
Idealklasse 692; -e Produkte als Inva
rianten 326, 360 f. 

Symmetrie, -Gesetz der symmetrischen 
Funktionen 461, verallgemeinert 475; 
-Ebenen reguHi.rer Korper 524 u. 5, B. 

Spiegel ung. 
symmetrisch, -6 Deterrninanten 37, 

42, halb(schief)-e 37 u. 60, 43 u. 105 
[deren Elemente als Parameter einer 
orthogonalen Substitution 328J; Sub
determinanten -er Determinanten 42; 
Formentheorie: -e bilineare Formen 
u. deren Aquivalenz 329, 332, 60, 333 f.; 
595; anti-e Substitution 333, 67; 596; 
-e Wiederholung eines Kreisbogen
dreiecks 336; 524; -e Funktionen in 
Bez. zur Symbolik 365, zu Rezipro
kanten 382, SSl; elementar -e Funk
tionen 290, in Bez. zur Apolaritat 394, 
mehrerer Grossenreihen in Bez. zu zer
fallenden Formen 258, 5; 397,400; 477; 
-eFunktionen einer Grossenreihe 450f., 
erzeugende Funktionen 454, Funda
mentalsysteme, Grad, Gewicht 455, 
Di:iferentialgleichungen 376, 311; 456, 

75 
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Tabellen, Symmetriegesetz 460, Mac- I syzygetisch, -es Buschel von ebenen 
Mahon'sche Theorie 462, Beziehungen Kurven 3. Ordnung 401,434, in Bez. zur 
zur Zahlentheorie 464; spezielle -e Hesse'schen Gruppe 528; a-e Komitan-
Funktionen 464; -e Funktionen meh- ten 353 f. 
rerer Grossenreihen 471,473, elemen- Syzygien, Endlichkeit der - von In-
tare 475 f., 479, doppelt-e, - alter- varianten, Abbrechen der -Kette 312; 
nierende 479; Gleichungstheorie: -e 346; - 1. u. 2. Art 346; - zwischen 
Funktionen von Gleichungswurzeln 238, Invarianten endlicher binarer Gruppen 
bei n Variabeln 258, 5, 262, 278; 471 f. ; 337; 523; zwischen Komitanten 350 f., 
-e Gruppe 213, 291; 499, von 4, 6 Din- irreduzible 352; - zwischen Perpe-
gen 525, 548, von n Grenzkorpern tuanten, in der Trigonometrie, beim 
531. Pascal'schen Satz 352,177; erzeugende 

System, A1'ithmetik: -e komplexer Gros- F'unktion 355; - zwischen Seminva-
sen 159 f., ohne Haupteinheit 162; rianten 386 f.; - in Bez. zur Symbolik 
FOI'mentheo1'ie: a) algebraische: Reduk- 364 f. 
tion unendlicher Formen-e 300 f., 
345 f.; volle u. vollstandige-e von 
Invari"nten 300 f.; 341 f. [spezielle 
337£., 347, 145, 351, 169, 400 f.; 529,23,26, 
539, 63, 545, 85], von Syzygien 352, 
von PolarenprozeRsen 367, 262, von line
aren partiellen Differentialgleichungen 
341, 377, von Reziprokanten 382 f., 
von Seminvarianten l-l89 f.; assoziierte 
-e von Invarianten 345, 139, 347 f., von 
Reziprokanten381, vonSeminvarianten 
387 f.; lineare Gleichungs-e 268 f., 
unendliche 141; Hilbert'sche linea,re 
Gleichungs-e 310; b) arithmeiische: 
Koeffizienten- (Matrix) 582; lineares 
Prim- 584; Modul-e u. Gleichungs-e 
301 f., 085; lineare Gleichungs-e 5113 f.; 
Formen-e 588 f.; -e automorpher ter
narer quadratischer Formen 616; voll
standige -e von deren Geschlechtern 
618, bei n Variabeln 626; -e inkon
gruenter Losungen quadrati"cher Kon
gruenzen 624; Graphik: - von 2 Glei
chungen, dargestellt durch Rechen
tafeln (abaques aecouples, superposes) 
1035 u. 451, in der N omographie 1048 f.; 
Gruppentheorie: Gruppe von -Vertau
schungen (gruppo delle permutazioni 
sopra i derivati) 219, 87; Korper
theorie: Modul-e u. Gleichungs-e 26S, 
267; 288, 301 f. ; - von Grundein
heiten eines Korpers 683; Rest-e, 
Gleichungs-e, Modul-e, s. das. 

systematisch, -e Bruche als Grund
lage des Irrationalen 54,20,59, 67,97; 
-e Fehler beim Risiko 903. 

Syzyganten, bei Formensystemen 346 
bei Komitanten 350 f.; Grund- 352. S: 
Syzygien. 

T 
Tabellen (Tafeln), fur symmetrische 

Funktionen 460; mrfe- t'd t 757 U. 123; 
775; Herstellung von - durch Interpo
lation 812; 977 f. [von Logarithmen 
924, 987f.]; numerische - 944f., 985f.; 
Produkten- 944f.; Multiplikations- mit 
einfachem Eingang (Arithmonome), 
948 u. 48, mit doppeltem 944 f.; - der 
Viertelsquadrate und Dreieckszahlen 
947 f.; Divisoren- 578, 951; Divi
sions- 565; 949, 1003; - der Quadrate, 
Kuben 950; - der Proportionalteile 
yon Logarithmen 1002 f., - der Lo
garithmen 985 f., abgekii.rzte 993 f., 
der Antilogarithmen 997 f., der Addi
tions- und Subtraktionslogarithmen 
9911 f.; - quadratischer Logarithmen 
1001; - der Reziprokfln u. zur Ver
wandlung von Briichen in Dezimal
bruche 565; 949, 1003 f.; - der Qua
drate- u. Potenzen 1004, von Qua
drat- u. Kubikwurzeln 1004; - zur 
L5sung numerischer Gleichungen, bea. 
trinomischer 1004 f.; graphische -
1024 f., allgemeinste 1051, fUr Funk
tionen einer Variabeln 1026 f., karte
sische 1028f., hexagon ale 1035f.; -
von Binominalkoeffizienten etc_ 1077. 

Tatbestand, der Wabrscheinlichkeits
rechnullg 734 ~ 1, seine Ursachen 735. 

Ta ug Ii chkei ts ver h al tni s (rapport de 
convenance), in der Wirtschaftslehre 
1102. 

Tausch, wirtschaftlichel' - 1104, -Wert 
1114. 

T ay lor, -ache Reihe, Restglied 79 [halb
konvergente Reihe 104], in der Inva.ri-
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antentheorie 373, 296, in der Ausglei- I 
chungsrechnung 771, 786, bei Berech-I 
nungvon je-t'dt 775, bei der para
bolischen Interpolation 801. 

Teil, Darstellung von Zahlen aUB -en 
636f., s. additiv; -Briiche (-Ziihle1', 
-Nennel') von Kettenbriichen 120; 559; 
-Eliminante 264; -Gebiete von System en 
komplexer Grossen u. Reduktion auf 
solche 175, irreduzible -Systeme solcher 
165; -Gewicht einer symmetrischen 
Funktion von mehreren Grossenreihen 
479; -Mengen 68; 188, 198. 

']' eil bar keit, Formentheorie: --- bei 
Kombinanten 395, 395; - binarer For
men durch solche 358, 396 U. 401,398; 
Game Funktionen: - von f(z)-f(ZI) 
durch Z-Zl 232 [Analog a bei nVaria
beln 258], gewisser ganzer Funktionen 
241, von Resultanten u. Diskriminanten, 
u. durch solche 250; 348, 396 f.; - von 
Kongruenzen 245; von Gleichungs
systemen 273 f.; Korpm·theorie: -
ganzer Grossen 284; 677 f.; von 
Modulsystemen 301 [Verallgemeine
rungder- 313]; - von Idealen 295; 679, 
von Formen 295; 686, von Funktiona
len 295, 37; - der Diskriminante der 
Fundamentalgleichung eines Korpers 
299; 681; - der Diskriminante eines 
zusammengesetzten Korpers 691; -sge
setze eines Ringes 687; Zahlentheorie: 
- 556, Proben 558; 1073 f.; - von 
Fakultaten 558. 

308; Zahlentheorie: - von Zahlen 556, 
grosster gemeinsamer 557, Anzahl, 
Summe der - 557; - von x' - n 
568; Tafelnvon-n578jl077; Summen 
von -n, Potenzen von -n 637 f., 648, 
666, - als Potenzen 656, Anzahlen 
von -n, Prim-n 648, 652 f.; grosster 
gemeinsamer - bei zahlentheoreti
schen Funktionen 651, in Bez. zu [x] 
654; asymptotisch behandelt 667 ; 
grosster quadrati scher - 667. 

teilerfremd, s. relativ prim. 
Teilung, 16; vollkommene - einer 

Zahl 642; - u. -sgleichung der ellip
tisch en Funktionen 509 u. III [Perioden 
510], bei komplexer l\Iultiplikation 718, 
- der singularenModuln730; Zwei- der 
hyperelliptischen Funktionell in Bez. 
zur Losung einer Gleichung 549, 95, 

Drei- derselben u. ihre endliche Gruppe 
340,113; 551; -spj'oblem (probleme des 
partis, problem of points) in der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung 744 U. 46. 
Kreis-, s. das. 

temporar, -e Leibrente 875. 
T e r m, -e einer ganzen Funktion 256, 

deren Gewichte 266, 33; -e einer 
symmetrischen Funktion 455, von 
mehreren Grossenreihen 474. 

terminlich, -e Pramie 862. 
ternar, -e Form 322 u. 3; Zerfallen in 

Linearfaktoren 258, 5; 363, 233&, 397, 
405; 477; -e Formenprobleme 540, 544, 
548; -e endliche Gruppen 397,405; 

T eiler, Arithmetik: - eines Produktes 528f.; kubische -e Formen 359,210,394, 
15;-derNu1l162, 174; For1nentheol"ie: 392,401,434; [Normalfonn, s. Hesse], 
grosste gemeinsame - von Minoren arithmetisch 631, 634 [in Linearfak-
585, als .Aquivalenzinvarianten 331; toren zerfallende 631, 632]; -e dio-
wesentliche - der Diskriminante ge- phantische Gleichungen 569 f.; 620 f., 
geben 360; Ganze Funktionen: grosster mit algebraischen Koeffizienten 696; 
gemeinsamer - von 2 solchen 241, -e ganzzahlige Formen bei Duplikation 
gemeinsame - 245, 247, bei n Vari- binarer 610; -e quadratische Formen 
abeln 259; - eines Gleichungssystems 328, 393, arithmetisch 613 f. 
274; G1'uppen: - 212, gleichberech-
tigte - (equivalent groups) 218 u. 80, 

Ternariante (Formentheorie), 349. 

Normal- 219, charakteristische-221; Terne, 33. 
Korpel"theorie: _ eines Korpers 285; Tetraeder, -Gruppe, -Form 337, 343; 
682; grosster gemeinsamer _ aIler Dis- 524 f. [Gegen- 524]; rationale - 570. 
kriminanten von n Grossen 293, del' therapeutisch, -e Statistik 826. 
Koeffizienten einerForm 294; 685, von Theta, Konvergenz vielfacher -Reihen 
Idealen 296 [Hauptidealen 304, 56], Mo- 100, Produkte u. l~eihen fUr -Funk-
dulsystemen 301, von ganzen Funktio- tionen 117 f., line are Transformation 
nen in Bez. zu Modulsystemen 306, nach derselben 329; 646. 
einemPrimzahlmodu1314, von Moduln, the tisch, -e Verkniipfungsart 9, lB. 
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TodesflUle, Versicherung von -n 879 f., 
Gruppierung kiinftiger - 904. 

Tontinen, (Lebensversicherung) 90(; 
Ganz-, Halb- 902. 

total, - positive Zahl eines Kijrpers 
684; -e WahrscheinHchkeit 738, 762. 

Total, -(]harakterequadratischerFormen 
610, 623; -MogZichkeit fiir das Ein
treft'en eines Ereignisses 769; -Opheli
mitiit, in der Wirtschaftslehre 1104. 

Tril.gheit, -sgesetz der quadratischen 
Formen 328 u. 58, in Bez. zu reellen 
Gleichungswurzeln 428; arithmetisch 
697 [-sindex 597, 622]; -sgruppe, 
-skijrper 690; -sgesetz fUr binare 
Formen 399, 400. 

Tragheitsmomente, in Bez. zu mitt
leren Fehlerquadraten 796. 

transfinit, -e Zahlen (nach Cantor) 
69; 188, 191, (nach Veronese) 205, (nach 
Bettazzi) 206; -e Mengen 188. 

Transform ation, .t1rithmetik: a) reeZZer 
Grossen: -en vonReihen 94, 101f.[kom
plexer 1125J, in Kettenbriiche 133 f. [der 
Reihe fUr '1t:/4 126, 377], divergenter 
Reihen in konvergente 109, ~12, von 
Reihen in Produkte u. umgekehrt 114 
[vonFaktoriellen 117], von Produkten in 
Kettenbriiche 139, von Reihenin Ketten
briiche u. umg. 133 f. ; - von rationalen 
Kettenbriichen in ganzzahlige 125, SU, 

von Kettenbriichen in schneller kon
vergierende lS3; b) kon~pZexer Grossen: 
- durchreziproke Radien 156 [formen
theoretisch 324,12, 387, 35S], lineare 
-en u. bilineare Formen 168; 333; kol
lineare automorphe -en einer Flache 
2. Ordnung in Bez. zu Quaternionen 
178, desgl. rechtwinkHger Koordinaten 
178; Differenzewl'echnwng: - linearer 
Differenzengleichungen u. Differential
gleichungen383 ; 935, 29 ; Formentheorie: 
a) aZgebraische: lineare - einer ganzen 
Funktion 257; Invarianz bei linearer -
322; - quadratischer u. bilinearer 
Formen 327f. [reelle, orthogonale, 
s. das.]; typische - elliptischer u. 
hyperelliptischer Integrale 347 U. 14.6, 
350; - einer Quadratsumme resp. 
quadratischen Form in ein Vielfaches 
179, 183; 347, 145; rationale -en 327, 
878f. [bei Funktionaldeterminante u. 
Resultante 328,6, 890, 369&]; uneigent
Hche lineare - 877, 408 u. «0; qua- I 

dra.tische - in Bez. zur Dreiecks
geometrie 893, 883; in:6.nitesima.le -en 
von Gruppen 375 f., 401 f.; Tschirn
hausen-, B. das.; b) arithmetische: 
linea.re -en von Bilinearformen 592, 
einer Quadratsumme 595, quadra.tischer 
binarer Formen 596 f., ternarer 613 f., 
von n Variabeln 623 [ra.tionale -
qua.dratischer Formen 624], binarer 
nten Grades 630; FwnktionenthefYrie: 
- mehrfacher Integrale 276; - und 
-sgleichung der elliptischen Funktio-
nen 296; 509 f. [bei komplexer Multi
plikation 720], 3. Ordnung 401, 434; 

7. Ordnung u. deren endliche Gruppe 
839; 529, 644; Lijsung der Gleichung 
5. Grades durch elliptische -sgr/)ssen 
542 f.; - 2. Ordnung d. hyperellip
tischen Funktionen 550; lineare
der 8Funktionen 829; 646; Geo
metrie: - algebraischer Gebilde 318, 
birationale - von Kurven 552 f.; 
Graphik: logarithmische - von Funk
tionen 1020 u. 594; punktweise - von 
kartesischen Tafeln 1030, kollineare 
- einer hexagonalen Tafel 1041, 480; 

GruppentheO'l'ie: - einer Substitution 
.A aua B mittels G (sostituzione deri
vata, substitution transformee) 211 u. 
24; - einer Gruppe mit Substitutionen 
einer andem 218; 339; 493; ZahZen
theorie: - von Summenauadriicken 
655f.; -sgruppe, s. Gruppe. S. auch 
Substitution. 

transitiv, -e Gruppe 212 [mehrfach 
-e 214J, -e Gleichungsgruppe 487. 

Translationsgruppe, in der Ebene, 
in Bez. zu komplexen Gr/)ssen 157, 
in Bez. zu Reziprokanten 381; - im 
elliptischen Raum in Bez. zu Quater
nionen 178. 

transponiert, -e Substitutionen 324, 
15; 593, in Bez. zu Differentiations
prozessen 372. 

Transposition, -sregel 1. Stufe 9, 
2. Stufe 17; - in der Kombinatorik 
144, bei Substitutionen 213, von Zeilen 
u. Kolonnen von Determinanten38, von 
unendlichen 144. 

transzendent, -e ganze Funktionen 
112, 304; 297; 660, mit gegebenen 
Nullstellen 116, S18; K/)rper -er Funk
tionen 286, Assoziation Bolcher 296; 
Losung der Gleichung 5. Grades durch 
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-e Funktionen 540, 66, n. Grades 549, 
95; -e Bestimmung der Anzahl der 
Idealklassen eines Korpers 647, 685, 
eines Kreiskorpers 705; -8 Zahlen 669, 
e u. 1t: 669 f. 

Trapezmethode, zur Approximation 
bestimmter Integrale 925. 

T r e n nun g, von Gleichungswurzeln 408 f. 
(s. Separation); vielfacher 243; -
der Losungen verschiedener Dimension 
eines Gleichungssystems 267. 

trigonal, -e Reste 569. 
Trigonometrie, Syzygien cler --- 353, 

177. 

trigonomehisch, -e F1mktionen, in 
Bez. zu Additionslogarithmen 998, 308; 

als unendliche Produkte 112; Summen 
-er Funktionen in der Zahlentheorie 646 
[-e Ausdrucke fUr das Legendre'sche 
Symbol 657J; Konvergenz -er Reihen 
95, letztere bei Klassenanzahlen 647, 
685, 705, fUr [ x] 657. 

trilinear, -e Formen, bei Zusammen
setzung von Gruppen 402; geometrisch 
334, 79. 

reelle - - quadrati scher Formen 328, 38 ; 
- bilinearer Formen 332; - linearer 
Differentialgleichungen mit algebrai
schen Integralen 338; 527, 530; end
liche Anzahl von - von Invarianten 
344; von Syzygien 352, von Buscheln 
binarer Formen 359, von algebraischen 
Formen 362, 228; - symmetrischer 
Funktionen 450; - von Gl'uppen ge
gebener Ordnungszahlen 224, von Ord
nungszahlen einfacher Gruppen 224. 

'fypik, del' Formen 347 f., 358 u. 205, 

in Bez. zur Aquivalenz 335; - del' 
Tschil'nhausentransformation 347 f., 
378, 321; del' binaren Diskriminante 
402, 435. 

typisch, -e symmetrische Funktion 456, 
471. 

Typ us, del' Determinante einer binaren 
quadratischen Form 611; - einer 
Hadamard'schen Funktion 660. 

u 
uberendlich, -e Zahlen, nach Cantor 

69; 188, 181, nach Veronese 205, nach 
Bettazzi 206; -e Mengen 188. 

Ubergangskurve, bei birationaler 
Kurventransformation 554. 

Uberlebensdichtigkeit, 841. 
ii b ern 0 r ill aI, -e Dispersion (Statistik) 

830. 

trinomisch, numerische Losung -er 
Gleichungen 446, 41, Tafeln dafUr 
1004 f., 1006, 352, graphische Losung 
1029, nach der Methode der flucht
rechten Punkte 1038, 1041 [-e Hyper
beln 3. Ordnung 1046J, bei beweg_ 
lichen Systemen 1049, mit demRechen-
schieber 1065,585. Uberschiebung, von Formen 367 f. 

Tripel, -Gleichungen 7. Grades 5f4; [verallgemeinert 369,277, 371 U.285J, 
-Gruppen 217, 67; -Systeme (Kombina- bei kombinierten Systemen 342; -sid en-
torik) 33. . titaten 352; Resultanten durch -en 

Triplikation, kubischer binarer For- dargestellt 396; symbolisches Produkt 
men 630. als Summe von -en 369; vierte - bei 

Trisektion, eines Winkels 500, 518; den Formen reguIarer Korper 337 u. 
_ der eUiptischen Funktionen u. a., 95; 524; - in Bez. zu kanonischen 
s. Drei teil ung. Darstellungen 358. 

Tschirnhausen tr ansformation, in Ub ers ch us s, der Summe der ungeraden 
invarianter Gestalt 347 f., 378, 321; _ liber die der geraden Teiler 638. 
einer Gleichung 5. Grades 533, 538, iiberschussig, -e Gleichungen der 
einer Jacobi'schen Gleichung 6. Grades Ausgleichungsrechnung 785. 
535. Ubertragungsprinzipien, der For-

Typen, Arithmetik: - des Unendlich mentheorie: bei kanonischen Formen 
76; - der kontinuierlichen Unter- 358, in der Symbolik 363, bei Kom-
gruppen del' linearen Gruppe einer binanten 394 f. 
komplexen Variabeln 157; von Paaren iiberzahlig, -e Parameter von Trans-
reziproker projektiver Gruppen 176; fo~;mationsgruppen 177, 180; -e Stellen 
von Systemen komplexer Grossen, ("Db e rs tell en") bei ungenauen Zah-
reeIle Gestalten solcher 163; - einer I len 982 f. 
Menge, -Klassen 190; Formentheorie: I ultra, -binare symmetrische Funktion 
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456, -tern are , -septenare 460; deren 
Differentialgleichungen 459, 460. 

Umformung, identische - von In
varianten 363. 

U mkehrung, Arithmetik: - der Addi
tion 9, del' Multiplikation 16, der 
Potenzierung 24, des Vorzeichens 13; 
Formentheorie: -en (Umkehrfragen) 
358f.; GanzeF1tnktionen: - vony= fez) 
236; algebraische Reversibilitat von 
Funktionen 281; Graphik: - von 
Funktionen zur Losung numerischer 
Gleichnngen 1005, 34a; Wahrscheinlich
keitsrechnung: - des Bernoulli'schen 
Theorems 761, in del' Statistik 823; 
- von zahlentheoretischen Funktionen, 
Formeln u. Reihen 464; 651 f. 

Umkreisung, einer Gleichungswurzel 
235, 236; 418; einer singuHiren Stelle 
einer Differentialgleichung 338; 527. 

U mlag e verfa h r en, bei Versieherungen 
896. 

Umlegung, -en der Ebene u. des 
Raumes in Bez. zu komplexen Grossen 
179, eines elliptischen Raumes in Bez. 
zu Quaternionen 178; - der Winkel 
bei erweiterter linearer Gruppe 526. 

Umordnung, von Gliedern bedingt 
konvergenter Reihen 92 f., Produkte 
114. 

Umstande (circonstances), statistischer 
Erscheinungen 828. 

Umwandlung, einer Lebensversiche
rung 893. 

unabhangig, A,·ithmetik: -e Grossen
paare 150, Grossen-n-tupel160; linear
-e Potenzen einer Bilinearform 171; 
Differenzen1·echnung: -e partikuHire 
Losungen linearer Differenzenglei
chungen 932; Formentheorie: -e &b
stitutionen 325 [bei bilinearen Formen 
329, beim Endlichkeitsproblem 343, 
346, bei Seminvarianten 388, 362) bei 
doppeltbinaren Formen 402, 435]; -e 
Linearformen 584; ganze Funktionen 
275, Gleichungen 276; -e Invarianten 
380, linear-e 353 f.; linear-e Diffe
rentialgleichungen der Invarianten 377; 
Korpertheorie: linear-e Grossen 289; 
Wahrscheinlichkeitsrechnung etc.: -e 
Erei~nisse 739 u. 28, in der Lebens
verslCherung 859; -e statistische Be
obachtungen 888, Invaliditats- u. 

Sterbenswahrscheinlichkeiten 849,850, 
resp. 860; -e Versicherungen 904. 

unbedingt, -e Konvergenz von Reihen 
91, 92,211 [von Doppelreihen 99, von 
vielfachen· 100], von komplexen 1125; 
von unendlichen Produkten 114 [von 
komplexen 1126], Kettenbrl1chen 127 
[von komplexen 1127], Determinanten 
144 [von komplexen 1121, 1]. 

unbegrenzt, -e Grossenklassen 206. 
S. unendlich. 

Unbekannte, in del' Ausgleichungs
rechnung, deren mittlere Fehler 789, 
Gewichte 790; in der Gleichungstheorie, 
s. Auflosung, Approximation, 
Gleichung. 

unbenannt, -e Zahl 3. 
unbestimmt, Arithmetik: -e Ausdriicke 

(valeurs singulieres) 74 U. 130, -e (oszil
lierende) Summen von Reihen 78; 
Methode der -en Koeffizienten 141, 439; 

Ausgleich~tngsrechnung: -e Auflosung 
del' N ormalgleichungen 788; Diffe
renzem·echnung: -e Summe einer Funk
tion 927; K6rpertheorie: Kronecker'
sche -e Parameter ("Unbestimmte"), in 
Bez. zur Elimination 263; 303, bei 
del' Fundamentalform eines Korpers 
292, 298; 680. 

Unbestimmtheitsgrenze, obere, 
untere - von Zahlenfolgen 71; -n bei 
Reihenkonvergenz 89. 

unecht, -er Bruch 20. 
uneigentlich, Arithmetik: -es Unend

lich (infinitum potentia, synkategore
matisches Unendlich) 68 u. 101; 

unendlich kleine Grossen 70; - di
vergente Zahlenfolgen 70) Reihen 77, 
Kettenbriiche 127; Formentheorie: -e 
tern are u. quaternare endliche line are 
Gruppen 339f.; 528; -e Substitutionen 
377, 408 u. 440; -e Losungen, Dar
stellungen, Aguivalenz, Formen, s. 
eigentlich. 

unen dlich, A,.ithmetik: -e Determi
nan ten 45; 141 f. [zweiseitige, vier
seitige 143], komplexe 1121, 1; -eLinear
systeme von Gleichungen 141!; Polygone 
U. Polyeder von - vielen Seiten 68; 
das - Grosse, Kleine 67 f.; - gross, 
klein werdende Grossen 68, 70, deren 
Graduierung 75; 203; - ferne Gerade 
70, 109; -e Reihen 77 if. [- grosse 
Summe einer Reihe 78], komplexe 
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1122 f.; -e Produkte 111, 113 f. [Um
formung in Reihen u. umg. 114 f.], 
komplexe 1126; -e Kettenbriiche 126f. 
rUmformung in Reihen u. umg.133f., in 
Produkte u. umg. 139], komplexe 1127; 
-e Grosse als vollendete 68; 185; 
-Werdenjeder Ordnung von Funktionen 
76; 187,12; -e Mengen 68; 188; Zah
len aus - vielen Einheiten 204, 205; 
Forrnentheorie: Reduktion -er Formen 
u. Invariantensysteme 309 f.; 345 f. ; 
-e Gruppe beim Pfafi"schen Problem 
333, in der FIachentheorie 385; Glei
chungen: -e Gleichungswurzeln 257 f., 
eines Gleichungssystems 266, Gemein
samkeit - vieler Gleichungswurzeln 
267; Gruppen: -e diskrete Grllppen, 
durch Fundamentaloperationen erzeugt 
221; K6rpertheorie: - ferne Punkte 
einer Riemann'schen FHiche 300. 

U nendlich, 63 f., uneigentliches u. 
eigentliches - 68, 69; die - von Zah
lenfolgen 76, von Funktionen 203 f. 

Unendlichkeitssymbole, der 
Mengenlehre 187. 

ungerade, - primitive quadratische 
Forrnen 596; -e Invarianten 324,10; 
-e KO'fnplexionen 30; -e Substitutionen 
213; - Zahl ala Summe einer -nAnzahl 
von Summanden 637, - Teiler 638· 

ungewiss, -e Ereignisse 734. 
ungleich, -e Zahlen 5, Unglei

chung 5. 
ungleichmassig, -e Reihenkonvergenz 

106. 
ungiinstig, -e Falle (casus steriles) 735. 
unikursal, -e Regelflache 317,96; -e 

Kurven 316, in der Formentheorie 
359, 391 f. u. 377, 395, 401, 434; in 
der Gruppentheorie 536. S. rational. 

unimodular, -e Substitutionen 322,5, 
325, 371; 583. 

unitar, -e und nicht (non) -e symme
trische Funktionen 365; 456, 459. 

universal, -e Algebra 169,18, in Bez. 
zur Formensymbolik 365 u. 243; -e 
Form 325. 

Unkosten, einer Versicherung 889, 
-Reserve 894. 

Unmoglichkeit, 737. 
Unterdeterminanten, 37,57, unend

liche 145. S. Subdeterminante. 
Untergruppen, 212, der linearen 

Gruppe einer Variabeln 157, der I 

linearen homogenen Gruppe 215,216, 
der Gruppe der Modulargleichung 216, 
63; ausgezeichnete - 219; - der 
Gleichungsgruppe 488 f.; Invarianten 
von - der allgemeinen projektiven 
Gruppe 324, 12, 386, 352 [der unimodu
laren 327], bei der automorphen 'rrans
formation bilinearer Formen 332f., bei 
Reziprokanten 381, bei Seminvarian
ten 386 f.; - von UnterkOrpern 689. 
S. Gruppe. 

Un ter klas sen,gewisserGrossenklaasen 
206; - automorpher Substitutionen 
quadratischer Formen 334. 

Unterkorper, 285; 682, dessen Unter
gruppe 689. 

Unternehmer (Risikotheorie), 766. 
Unternehmungen, vom Zufall ab

hiingige - 765. 
un ternormal, -e Dispersion (Statistik), 

830. 
Unterscheidung, von Fallen 736. 
unverzweigt, -er Korper 694. 
unvollstandig, -e Gleichungen 261; 

-e Aquivalenz binarer Bilinearformen 
612. 

unzerlegbar, -e Zahlen der 2. Zahl
klasse 194; -e ganze Funktionen 238, 
259. S. irreduzibel, Primzahl. 

u n z u rei c hen d , - e Bedingungen 
eines Gebildes (Wahrscheinlichkeits
rechnung) 753. 

Urne, Ziehung von Kugeln aus einer 
- 747. 

Ursachen, eines Tatbestandes 735 u. 3; 
Wahrscheinlichkeit von - 759 u. 133; 
zuf'allige - in der Statistik 834. 

urspriinglich, -e Systeme komplexer 
Grossen 181, deren Gestalten, reell-e 
Systeme 182. 

Urteile, Wahrscheinlichkeits- 734, dis
junktive 736, deren Kombination 741. 

V 
Valenz, bei Modulfunktionen 721,2. 
valeurs, - limites des integrales, in 

der Lebensversicherung 912, 168; -
singulieres, in der Arithmetik 74,lS0. 

Van der m on de, -scheDeterminanten44. 
Va ria b Ie, einer ganzen Funktion 228, 

256, einerForm 332. Stetige -, s. das. 
Variation, -en der Kombinatorik 29, 

mit Wiederholungen 30, fiir Element
reihen 34; infinitesimale -en von Va-
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riabeln u. Koeffizienten von Formen 
375, 377, 402; - willkiirlicher Kon
stanten bei linearen Differenzenglei
chungen 933. 

Va ri i ere n, serienweises - statistischer 
Ursachen 828, Wahrscheinliohkeiten 
832. 

V ektor, Addition von -en 1009, in der 
Zahlentheorie 616, in Bez. zu kom
plexen Grllssen 155. 

Veranderliche, s. Variable. 
Veranderung, Wert-en bedingt kon

vergenter Reihen 93, Produkte 114; 
-en der Gauss'schen Funktion IJl (p, q) 
657. 

Verbesserung, der Naherungswerte 
von Gleichungswurzeln etc., s. A p
proximation; plausibelste -en von 
Unbekannten in der Ausgleichung 794. 

Verbindung, elementare symmetrische 
-en von Grllssen 450 [mehrerer Grlls
senreihen 476], in Bez. zu Koeffizien
ten 238, zu Potenzsummen 458, in der 
Kllrpertheorie 290, in der Gruppen
theorie 290, 291; -en von Unbekannten 
in der Ausgleichungsrechnung 770. 

verbunden, -e Leben 887. 
verdichtet, -e Punkte (points con

denses), bei mehrfach bezifferten Ele
menten 1043 u. 487. 

Verdir.htungspunkt, einerMenge185. 
Verdoppelung, des Wiirfels (Glei

chungstheorie) 518. 
vereinigt, -liegende Formen 391,378. 
Vereinigungsmenge (Mengenlehre) 

189. 
Verfallen, (storno) einer Lebensver

sicherungspolice 873, einer Police liber
haupt 893. 

Vergleichung, -sschliisse der Arith
metik 5, 13; -sprinzip bei Reihen 80, 
83, bei Doppelreihen 99. 

Verhaltnisse, - inkommensurabler 
Strecken 20, 23; 49 f., von Quantitaten 51. 

verkehrt, -e Multiplikation 942. 
Verknlipfung, -sarten der Arithmetik 

9,13. 
Verkiirzung, einer Zahl 979. 
verlebt, innerhalb zweier Grenzen -e 

Zeit 838, 844. 
Verlust, -Erwartung 764, reine 766; 

Febler als Spiel-e 776; Gesamt- ein 
Minimum als QueUe der Ausgleichung 
777; -Rechnung bei Versicherungen898. 

vermittelnd, Ausgleichung -er Beob
achtungen 771, 786, mit Bedingungs
gleichungenen 792, 794. 

Verm6gen, differentielle, reine-sande
rungen 766. 

verniinftig, -e Erwartung 736,13. 
verschieden, -e Genauigkeit direkter 

Beobachtungen 785. 
Verschwinden, identisches - einer 

ganzen Funktion 232, 257, von Ko
varianten 336, 337 u. 95, 357, 371; 
525, del' Eliminante 267; - der Funk
tionaldeterminante 274 [identisches 
275]; gleichzeitiges - ganzer Funk
tionen 269. 

Versicherte, Minimalzahl von -n 916. 
Versicherung, -sdauer einer Lebens-

873; -ssumme 873 [Maximum 916J; 
-swert (insurance value) 883; Reduk
tion, Umwandlung einer - 893; un
abhangige -en 904, gleichartige 907; 
kritische Zahl einer - 910 u. 162. 

Versuchsreihen, fiir das Bernoulli'
sche Wahrscheinlichkeitstheorem 757 
u. 1115; 822 f. 

vertauschbar, -e Grossen-n-tupel162; 
-e Polaroperationen 367; -e Substi
tutionen (substitutions permutables, 
echangeables) 210 u. 10, in der Glei
chungstheorie 501, 505, in der Formen
theorie 334; -e automorphe Transfor
mationen von quadratischen Formen 
614. S. auch kommutativ. 

Vertauschung, -en von Grllssen, die 
den Wert einer Funktion derselben 
nicht andern 209; 290; 468 f.; 482 f.; 
Gruppe der -en von Gleichungswurzeln 
291; 468; 484; cyklische - der Wur
zeIn der Kreisteilungsgleichung 482; 
Gruppe von -en, s. Gruppej - der 
Erzeugenden der Flache 2. Ordnung 
539, der Kugel 526; - von Variabeln 
bei Reziprokanten 380 f. S. Per m u -
tation, Substitution, Gruppe. 

Verteilung, der Gefahr beim Risiko 
908,168. 

Vertrauenswiirdigkeit, relative -
statistischer Resultate 826. 

Verwandtschaft, quadratische -, in 
Bez. zur Dreiecksgeometrie 393, 383; 
Kreis- 158. S. Transformation. 

V erzi ns ungsintens i til. t (Lebensver
sicherung) 878. 

Verzweigung,-spunkteeinerRiemann'-
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schen Flache 299; -sgruppe u. -skOrper 
690. 

vieldeutig, -e Zeicbenverknupfung17; 
-e Ausdrncke 74. 

vielfacb, -e Gleicbungswurzeln 232, 
261 [deren Trennung 243], bei n Va
riabeln 268, 275, bei Gleichungssyste
men 266, 274. 

terminante 38; 144, einer Invariante 
324, 10, des Legendre'schen Symbols, 
s. Reziprozitatsgesetz; - beim 
veral-lgemeinerten Wilson'schen Satze 
562, Gauss'seher Summen bei Anzahl
berechnungen 625; 645; 702; -Folge, 
-Wechsel, s. Zeiehen. 

Vorzugskurven, del' Wirtschaftslehre 
1108 u. 36, 1109 U. 36. Vielfaches, (Multiplum) einer Zahl 

16; 666, einer ganzen Funktion 243, 
269, der Eliminante 262, eines Korpers W 
286; 682, eines [festenJ Zahlenmoduls wahl', -e Werte unbestimmter Aus· 
308; line are 'fransformation einer driicke 74; -e Beobachtungsfehler 779. 
Quadratsumme resp. quadratischen wahrscbeinlich, -er Tatbestand 737; 
Form in ein - 179, 183; 347, 145; -er Wert von Geldsummen 765, einer 
kleinstes gemeinsames -: von Zahlen Lebensversicherungsfunktion 861 u. 9; 
657 [bei zahlentheoretischen Funk- -er Febler 780, beim Rechenschieber 
tionen 651, asymptotisch behandelt 1058, 549; -ste Kombination von Wie· 
667]; von ganzen Funktionen in Bez. derboluugszahlen 755; -ster Wert von 
zur Resultante 249. S. Faktor, Geldsummen 766, einer Unbekannten 
Multiplikation, Produkt. 771 [= plausibelster 783J, del' Prazi-

Viereck, die 6 -e del' Desargues'schen sionskonstanten 780, einer Lebensver-
Konfiguration 359, 212; rationale -e 676. sicherungsfunktion 861 u. 10; -ste Ur-

Vierergruppe, in Bez. zum regularen ~ache 761; -ster Verlust 778. 
Tetraeder 626. Wahrscheinlichkeit,-s·rechnung734ff. 

vierglie drig, -e (quadrinomische) GIei- [in Bez. zur Kombinatorik 36J, aprio-
chungen 446,41, graphisch 1043. rische 734, 760, 763, aposteriorische 

Vierpunktpro blem, der Wahrschein- 759, 763; -surteil 734; mathematische 
licbkeitsrechnung 754. - 735 [bei stetigen Variabeln 753], 

Viertel quadrat, Tafeln von -en 947f. numerische 736; direkte -sbestimmung 
Viet a, -sches unendliches Produkt fur 737; totale - (Entweder, Oder) 738, 

2/", 111. 739, zusammengesetzte (Sowohl, ala 
voll, -e Formensysteme, s. System, Aucb) 739, 740, Kombination beider 

Form, Invariante. 741; geometrische - 753; konstante 
vollkommen, -e Gl'uppe 221; -e Zah- -en 735, beim Bernoulli'schen Theo-

len 678, zweiter Art 578; -e Teilung rem 755 f.; 823, variable -en 758, beim 
einer Zahl 642. PoisBon'schen Theorem 758; 826; vom 

vollstandig, -es Restsystem 661; -e Zufall abhangige -en 759; - von Ur-
u. un-e Xquivalenz binarer bilinearer sachen 759 U.133, - kiinftiger Ereignisse 
Formen 612; -es System ternarer qua- 762; - fitr zwei relativ prime Zahlen 
dratischel' Formen eines Geschlechts 665; - von Fehlem 771 [zwischen 
618, bei n Variabeln 626; -es System Grenzen 774, 777], einer Potenzsumme 
inkongruenter Losungen linearer Kon- von Fehlern 781; -skurve, -sflache, 
gruenzen 586, 589, quadratischer 624; -skol-per 796; -shauptaxen 796; - in 
-eDisjunktion 737; -e Wahrscheinlich- der Statistik 822f.; serienweise vari-
keit 738; -e lineal'e Differenzenglei- ierende -en 832, Lebens- u. Sterbens-
chung 932; -es System von Formen, 838, 843, Axiome der letztel'en 860; 
Invarianten, s. System, Form, 1n- Invaliditats· 849; - von Ereignissen 
variante. 859 f. 

Volumen, s. Inhalt. Waisenpension, 887. 
Vorbereitung, von Formeln znr 10- Waldegrave, -sches Wahrscheinlich-

garitbmischen Berechnung 1076. keitsproblem 752. 
vorwarts, Interpolation nach - 807. Wallis, -Rehe Produktformel fUr 2/", 
Vorzeicben 13; -Xnderung einer De-I 63,70, 112. 
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WaIns, -sche Gleichungen der Wirt
schaftslehre 1098 f., 1102. 

Wanderungs spieIe, 1089 f. 
Waring, -sche Formel u. Reduktion 

fur symmetrische Funktionen 451,471 
[verallgemeinert 463]. 

wave, (kombinatorische Analysis) 639. 
Weber, -scher Klassenkorper 695; 723f. 
Weierstrass, -sche Theorie des Irra-

tionalen 54; -sches Konvergenzkrite
rium fur alternierende Reihen 95 
[fUr komplexe 95, 11l11; 1124]; -sche 
Theorie der unendlichen Produkte 
113; -Bolzano'scher Satz iiber die 
Haufungsstellen einer Menge 185; -sche 
Reduktion und Aquivalenzkriterium 
fur zwei Bilinearformen resp. zwei 
Scharen solcher 330 u. 52, 53; 691; -sche 
Primfunktion 112, 304; 297; 660; -sche 
ganze transzendente Funktion mit ge
gebenen Nullstellen 115 u. 318; -sche 
elliptische Funktion bei komplexer 
Multiplikation 729. 

Wendedreiseit, Gruppe der -e einer 
ebenen Kurve 3. Ordnung 339, in Bez. 
zu deten Normalform 359 u. illo. 

Wendepunkte, einer Kurve 3. Ord
nung 359 u. 210 [in Bez. zur Losung 
der Gleichung 6. Grades 548], Glei
chung u. Grnppe 619; reeUe - einer 
Kurve 400,432. S. Hesse. 

Funktion 115 u. 318 [Primfunktion 
112,304; 660, auf einer Riemann'schen 
FHi.,che 21l7). 

Wertigkeit, eines chemischen Ele
ments, in Bez. zur Formensymbolik 364. 

wesentlich, - singuliit'e Funktions
stelle auf Riemann'scher Flache 297; 
-e Teile1" der Diskriminante gegeben 
360; -e Differentialgleichungen der In
varianten 380. 

W etterprogno sen, deren Wahrschein
lichkeit 752,91. 

widersprechend, Ausschluss -er Be
obachtungen 797. 

Widerspriiche, Quadrate der - in 
der Ausgleichung 770, deren absolute 
Werte 776, 791,54. 

Wiederholung, Kombinationen u. Va
riationen mit - 29, 30, in der Zahlen
theorie vE'rallgemeinert 642; symmetri
ache - eines Kreisbogendreiecks in 
Bezo zu endlichen Gruppen 330; 524; 
Zahl als Summe solcher mit -en 353 
639 f.; - einer Substitution 333, 334, 
108,373, - einer infinitesimalen Substi
tution 334, 77, 347,145, 375 f., einer 
orthogonalen 333,71; - eines Cyklus 
von Substitutionen 210; 482; - eines 
Ereignisses 740; -szahlen beim Ber
noulli'schen u. Poisson'schen Wahr
scheinlichkeitstheorem 755, 758 [in der 
Statistik 823, 826]' 

willkiirlich, -er Rationalitatsbereich 
240; 498; - in einer Ebene gezogene 
Gerade 755; Variation -er Konstanten 
bei linearen Differenzengleichungen 
933. 

Wert, wahrer - eines unbestimmten 
Ausdruckes 74; - einer unendlichen 
Reihe 77, einer komplexen 1122, eines 
unendlichen Produktes 113, eines kom
plexen 1126, einesKettenbruchs 120, 127 
[-Bestimmung durch Transformation 
133], eines komplexen 1127, einer un
endlichen Determinante 143, einer Wilson, -scher Satz der Zahlentheorie 
komplexen 1121, 1; mogliche Anzahlen 561 [Gauss'sche Verallgemeinerung 
von -en einerFunktion 213; 468; wahr- 562]. 
scheinlicheru.wakl·scheinlichster -von Winkelteilung, dezimale - 987, 228; 
Geldsummen 765; wahrscheinlichster - gruppentheoretisch, insbes. Drei-
- von Unbekannten 771 [= plausibel- teilung 500, 518. 
ster 783], der Prazisionskonstanten wirtschaftlich, -es Gleichgewicht 
780; - einer Leuensversichel'ung 875; 1098, 1102 f., 1104. 
Bernoulli'sche -Lehre 890; -Komplex Wirtschaftslehre, mathematische -
(-System) (zl' Z!, ... zm) 256; - Veran- 1094 ff., Gleichgewichtsbedingungen 
del'ung bedingt konvergenter Reihen, 1098 f., 1102 f., 1106. 
Produkte 93, 114. Wissen, in der Wahrscheinlichkeits-

wertig, ein-ealgebraischeFunktion 460, rechnung 736, objektives 736. 
in der Gruppentheorie 290, 450, 484; wohldefiniert, -e Objekte einer Menge 
mehr e [bes. zwei-e] Funktion 213; 188. 
290; 467, 484; ein -e transzendente I wohlgeordnet, -e Menge 191. 
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W ron ski, -sche Determinante 44, Aleph
funktion 459, 465. 

Wurfel, Verdoppelung des -s (Gruppen
theorie) 518; Werfen von -n (Wahr
scheinlichkeitsrechnung) 741, 746 u. 60. 

Wurzel, Arithmetik: n t• - aus einer 
Zahl [-Exponent] 24: deren Aus
ziehung mittels der Newton'schen 
Approximationsmethode 985, mit 
Rechenmaschinen 976 ; abgekiirzte 
984 f.; [bei beliebigem Exponenten] 
durch den Rechenschieber 1064 ; 
- einer ganzzahligen quadratischen 
Gleichung als Kettenbruch 132; Ganze 
Funktionen} Gleichungen u. Kongruen
zen: - einer algebraischen Gleichung 
einfache, mehrfache 232, 251; Exi
stenz der -n 233 f. j Trennung viel
facher 243; reelle -n 252, 280; 422 f. 
lin der Graphik 1013 f.], gewisser 
Gleichungen 42; 253; 417; -Potenz
determinanten 247, 251, 274; -
(solutio) einer Gleichung in n Varia
beln 256, mehrfache u. unendliche 
257 f., 267, 274; - eines Gleichungs
systems 260, 266 [-Relationen 279]; 
symmetrische Funktionen von -n von 
Gleichungen u. Gleichungssystemen 
238,262; 471, von -Differenzen 361, 
228,386; 466; Auflosung von Gleichun
gen durch -Zeichen (Radikale) 225; 449, 
481; Lagrange'sche -Zahl eines Kreis
k<irpers702jA b sonde run g u.Appro
ximationvon on, s.das.; -nvonKon
gruenzen 245, arithmetisch 561, 574, 
von irreduzibeln 575 [Galois'sche ima
ginare -n 211, 215, 57; 245, 77; 576]; 
primitive -n 562, 563 [von Kon
gruenzen 245; 574], s. das.; Formen
theorie: -Symbolik 361, 228; Glei
chungs-n bei den Differentialgleichun
gen der binaren Invarianten 376, bei der 
Tschirnhausentransformation 378, 321, 
bei typischer Darstellung 348, 397. 

Z*) 
Z ahl, A1"'itMnetik: - 3, im erweiterten 

Gebiet 11, positive u. negative - 13, 
ganze u. gebrochene 19, rationale u. ir
rationale 20; 49 f., 55; dekadische u. an 
dere -ensysteme 557, 6; 941, 2; Rech
nen mit genauen -en 940 f., mit unge
nauen978f.ls.Rechnen); Aquivalenz 

*) S. auch unter C. 

von Strecke u. - 51,53; 235; -enfolgen 
(-enmengen, -enreihen): Grenze u. Kon
vergenz 63 f. [bei komplex en Folgen 
1121 J, monotone 67, zwei monotone 
fUr irrationale -en 54, 20; eigent
lich u. uneigentlich divergente -enfol
gen 68, 70, zweifach unendliche -en
folgen u. deren Grenzwert 76; Team
plexe -en 1.18ff., s. Gro sse, komplex; 
Abzahlbarkeit der algebraischen -en 
186 [der rationalen 186, 8]; -enkonti
nnum 186; transfinite -en 69; 188, 191, 
205; -en der ersten, zweiten Klasse 
192, der dritten 196,50; Limes-en 192; 
c-en 195; Formentheorie: hohere kom
plexe -en in Bez. zur Aquivulenz hi
linearer Formen 168; 333, Systeme sol
cher formentheoretisch 333, 70, in Bez. 
zur Endlichkeit der Invarianten 344,138; 
Kummer'scheideale-en 706 f.,inBez. zur 
Symbolik 362; - als Summe von -en mit 
Wiederholungen 353; 639 f.; Ordnungs
-en = determinierende -en bei qua
dratischen Formen 623; Darstellungen 
von-endurchFormen, s. D arstell ung; 
K6rpertheo1"ie: algebraische-287; 676, 
ihre konjugierten 288; 676; ganze -
287; 677; Ordnung(Ring) 294; 687; -en
modul (-engitter) 308; 688 [in der arith
metischen Formentheorie 608, 613, 
616]; -Korper 285; 676 [seine Gruppen 
695J, relativquadratischer 695, Abel'
scher als Kreiskorper 704; Wahrschein
lichkeitsrechnung u. Versicherung: Ber
noulli'sche -en 756; 929; Gesetz der 
grossen -en 758, in der Statistik 827,13; 
- del' Lebenden eines Alters 860, dis
kontierte 876; kritische - einer Ver
sicherung 909 U.162; Zahlentheorie: Zer
legung ganzer -en 557; in Summanden 
636 f. [in der Nomographie 1052]} s. 
Zerlegnng; Farey'sche -en 560; 
Fermat'sche -enreihe 576; Fibonacci'
sche oder Lame'sche -en 577; voll
kommene u. befreundete 578; n um eri, 
s. das.; - als Quadratsumme 604, 
612,619,627; 637f.,650; - als Summe 
von Kuben, Biquadraten 634, von ra
tionalen Kuben 573; Periodizitat alge
braischer -en 586; 668 f. 

Zahl, -Klasse, erste, zweite 192, dritte 
196, 50; nach einem -enmodul 308, nach 
einem Ideal 678; -Kiirper 285, ratio
nale, algebraische 287; 687; -System, 
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mitkommutativer Multiplikation 173 f., 
in Bez. zu Modulsystemen 307; -Werte 
von Grundformen gegeben 360; -Zeichen 
3 u. 7; Irrationalitat als -Zeichen 54. 

Zahlbarkeit, von Fallen 753. Ab-, 
s. das. 

Zahlen, 1 u. 1,2. 
Zahlen, -Folge, s. Zahl; -Kontinuum 

186; - Modul (Dedekind'scher) 308; 
688; - Systeme 557, 6; 941,2 [dyadische 
59 u. 46, in der Mengenlehre 193, beim 
Bagenaudierspiel 1092]; -them'etische 
Funktionen u. Reihen 648 f., Umkeh
rung solcher 464; 651 f. [asymptotische 
Ausdriicke, s. asymptoti sch]; -Theo
ric, elementare 556 fr.; der Formen 
582 fr.; der Korper 284 fr.; 676 fr.; 
analytische 112,116; 636 fr.; -Theol'ie 
von Systemen komplexer Grossen 183; 
von Invarianten 345, 139, bei Umkehr
problemen 359. 

Zahler, eines Bruches 19; Teil- eines 
Kettenbruches 120; 559. 

Zahlwerk, bei Rechenmaschinen 959; 
Neben- 974. 

Zahnrader, bei Rechenmaschinen 965. 
Zehneriibertragung, Additions- u. 

Subtraktionsapparate ohne selbsttatige 
- 953 f., Rechenmaschinen mit solcher 
959 f., unstetige (springende), stetige 
(schleichende) - 960. 

Zeichen, del' Arithmetik 5 u. 8; Zahl-
3 U.7; -Folgen· u. - Weclzsel, Anzahlen 
solcher 409, 431; -Regel, Descartes'sche 
410, Laguerre'sche Ausdehnung auf 
Reihen 413. V 0 r -, s. das. 

Zeilen, einer Determinante37, einer 
unendlichen 143. 

Z ei t, Anschauungsform der - beim 
Zahlbegriff2,4; -Folge von Ereignissen 
740. 

Z erfallen, Zerfall ung, s. Z erle
gung. 

z erfallend, eigentlich -eGruppe 219, 91. 
zerlegbar, in Linearfaktoren -e arith

metische Form 629 f.; -e Form eines 
Korpers 298; 686, eines Moduls 688; 
-e Gruppe 219,91. S. Zerlegung. 

Zerlegung, Algebra ganzer u. gebJ'o
chener Funktionen: - einer ganzen 
Funktion fez) in line are Faktoren 232, 
238, in irreduzible 243, nach einem 
Doppelmodul 245, gewisser ganzer 
Funktionen f(x, '!I, 1$, • -) in Linearfak- I 

toren 258f. U.5[S. u.]; - gewisser Reaul
tanten u. Diskriminanten 250, 253; -
reduzibler Gleichungssysteme 274; -
der Ebene in Teilgebiete beim Funda
mentalsatz 236, 37; - einer gebroche
nen Funktion in Partialbriiche 229 u. 10, 
in Primbriiche 242, 244; Arithmetik: 
- von Zahlen u. Zahlenpaaren bei 
bestimmtem Gewicht 32; - gewisser 
Determinanten 40, 41; - ganzer Funk
tionen des Unendlichkeitssymbols OJ 

194; - einer Menge in separierte u. 
homogene Teile 198; Formentheorie: 
- (Reduzibilitat) invarianter Formen 
365 u. 241; - von Formen in Linear
faktoren beim Reziprozitatsgesetz 363, 
233", von gewissen ternaren Formen 
in Linearfaktoren 477, kubischer ter
narer Formen 397, 405; von Resul
tanten und Diskriminanten 348; 398, 
400; Gleichungstheo?'ie: - einer Glei
chung in irreduzible Faktoren 239 f., 
243; 486, bei n Variabeln 259, von 
Gleichungssystemen 274, von Kon
gruenzen 245; 574; - des Gleichungs
problems in Resolventen 491 f.; - der 
Klassengleichung bei Adjunktion von 
Quadratwurzeln 727; K6rperthem'ie: 
- ganzer algebraischer Grossen in 
Primelemente 287, 294 f., der Zahlen 
u. Ideale in Primideale 295; 678, der 
Zahlen eines Ringes 687, einer ra
tionalen Primzahl im Galois'schen Kor
per 690, im Klassenkorper 727, im 
Kreiskorper 700, 701; - einer Ambige 
694; -sgruppe, -skorper 690; - eines 
Funktionals in Primfunktionale 295, 37; 

einer ganzen Funktion nach einem 
Primmodul 298, 301, nach einem Prim
zahlmodul 315, von Modulsystemen in 
Primsysteme 305; - von Diskrimi
nanten, s.das.; Zahlenthem'ie:-einer 
Zahl in Primfaktoren 657, grosser 
Zahlen in Faktoren 576 [Proben 1075, 
623]; - eines Bruches in Partialbriicbe 
564; - von Zahlen in Summanden 363; 
636 f. [in der Nomographie 1052J, 
gleichzeitige zweier Zahlen 640 f.; 
--- von Zahlen in Bez. zu zahlentheo
retiscben Funktionen 648 f.; - von 
Zahlen in Quadratsummen 604, 612, 
619, 627; 637 f., 650; von Gitterzahlen 
bei ternaren kubischen zerfallenden 
Formen 632. 
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Ziehung, in der Lotterie 750; von KU-j 
geln aus Urnen 747. 

Ziffern 11, 16; 940 f. [-Schrift 4], als 
Zeichen fUr kombinatorische Elemente 
30; 209. 

Zillmer, -sche Reserve bei Lebensver
sicherung 891, 895; -aches Maximum 
des ersten Zuschlages, der ersten Un
kosten 891; -sche Bilanzmethode 894; 
-sche Risikomethode ("Zillmern") 915. 

Zinsgewinn, einer Versicherungsge
sellschaft 899. 

Zirkel, Konstruktion mit - [u. Lineal] 
49; 518; 1007, 356; .logarithmischer -
1019, 1020. 

Zufall 735u.6; vom-abhangigeWahr
scheinlichkeiten 759. 

zufallig, -e Ereignisse 735, von solchen 
abhangigeVor- u. Nachteile 764f.;-e 
Ursachen in der Statistik 834; -e 
Schwankungen der Sterblichkeit 903. 

Ziige, reelle Kurven- 400,432. 
zugeordnet, -e Darstellungen von Zah

len u. binaren Formen, durch ternare 
Formen 618; -e Suminen (sommes sub
ordonnees), bei der Cauchy'schen Inter
polation 818. S. Zuordnung. 

zulassig, -e Grossen der allgemeinen 
Arithmetik 173. 

Zunge (reglette,languette), des Rechen
schiebers 1055. 

Zuordnung, von Dingen beim Zahlen 
2 u. 3; - von Mengen 186 f., zwischen 
Mengen u.Teilmengen 68; 188; zwischen 
Strecke u. Zahl 53; 235. 

Znsammenfassung, von Dingen beim 
Zahlen 1 u. 2; von Reihengliedern 78, 
151, 81, 97; von Formeln mittels kom
plexer Grossen 159; von Objekten ei
ner Menge 188. 

zusammengesetzt, Arithmetilc: -e De
terminanten 40, 41; -e Gruppe 219 
[Bildung aus einfachen 225,128]; No
mographie: Skala einer -en Funktion 
1026,417; -e parallele Skalen 1044,476; 
Wahrscheinlichkeit: -es Ereignis 739; 
-e Zahlen 556; 690, 727 [-e Ideale 

295; 679, 691, Formen 295; 686 f.. 
]'unktionale 295,371- S. Zusammen
setzung. 

Zusammenhang, einer Menge 201, 84, 

205, 206; - der Blatter einer Riemann'
schen Flil.che 299. 

zusammenhangend, -es Divergenz
gebiet bei Potenzreihen 108; mehrfach 
-e FHichen 299; 339, 106; Spielbretter 
1088. 

Z usam menriicken, singularerKurven
elemente 250, 253; 398, 400. 

Zusammensetzung, Arith",etik kom
plexeT Grossen: - von Grossenpaaren 
aus Einheiten 150, desgl. von Grossen
n-tupeln 160, von Matrices u. bilinea
renFormen169; 333, 373 j 602; bilineare 
- der Parameter von Transformations
gruppen 177; - del' Euler'schen Pa
rameter in Bez. zu Quaternionen 179 j 
F01'1nentheol'ie: - von kontinuierlichen 
Gruppen 401; von automorphen For
men 602; Gruppentheorie: - einer 
Gruppe u. ihre Hauptreihe, Faktoren 
der - 220 U. 95, einer Gleichungsgruppe 
497; KOl'pertheorie: - zerlegbarer al
gebraischer Formen 687, von Korpern 
290; 688, 691, von Idealklassen 694, 
von Klassen binarer quadratischer 
Formen 608f.; 724, [s.Komposition]. 
S. zusammengesetzt. 

Z usc h 1 a g, in der Le bensversicherung 
874, 911. , 

zweiseitig, -e (ancipites) Charaktere 
einer Abel'schen Gruppe 223 j 610; -e 
Klasse binarer quadratischer Formen 
609. 

Z wei teil ung, -s(Schnitt)prinzip 56; 201, 
84, 205, 206; - der hyperelliptischen 
:Funktionen in Bez. zur Losung einer 
Gleichung 549, 95. 

zwingend, Prinzip des -en Grundes 736. 
Zwischen, -Formen 325; ·Parameter, in 

der Flachentheorie 385; - Variable, in 
der Formentheorie 326, bei assoziierten 
Formen 349, in der Symbolik 362, bei 
Reihenentwickelungen 374. 
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[Fort •• tzung unter der Presse.] 

Leopold Kronecker, 
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I. Band, mit dem Bilduiase Kroneckers. [IX u. 484 S.] 1895 . .It. 28.-
n. [Vill u. 641 S.] 1897. .It. 36.-

ill. - 1. Halbband [VIII n. 473 S.] 1899. .It. 36.
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julius PlUcker, 
gesammelte wissenschaftliche Abhandlungen. 1m Auf trag der 
Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gllttingen herausgegeben 
von A. Schoen flies und Fr. Pockels. In 2 B!l.nden. gr.8. geb . .It. 50.-

I. Band. Matheroatische Abhandlu.ngen, herausgegeben vcn A. Schoentlies. Mit einem 
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II. - Phyaikalisclle Abhandlungen, herausgegeben von Fr. Pockela. Mit 78 in den 
Text gedrucktell ~'iguren und 9 lithogr. Tafeln. [XVill u. 834 S.] 1896. .It. sO.-

Bernhard Riemann, 
gesa.mmelte mathematische Werke und wissenschaftlicher NachlaB. 
Herausgegeben von Heinrich Web er. Zweite Auflage bearbeitet von 
Heinrich Weber. Mit einem Bildnis Riemanns. [X u. 558 S.] gr. 8. 

1892. geh . .It. 18.-
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