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Vorwort.

Die drahtlose Telegraphie und Telephonie hat sich im letzten Jahrzehnt,
zunidchst gefordert durch die Bediirfuisse des Weltkrieges nach Nachrichten-
mitteln, sodann in ungeahntem MaBe begiinstigt durch den Rundfunk, weit-
gehende Anwendung erobert. Hand in Hand hiermit ging eine stiirmische Ent-
wicklung der wissenschaftlichen Grundlagen und des technischen Ausbaus; heute
ist es kaum noch dem einzelnen méglich, das ganze Gebiet dieser Technik voll-
kommen zu beherrschen. Es erschien notwendig, die Ergebnisse, die auf den
verschiedenen Teilgebieten erzielt wurden und die in der Fachliteratur verstreut
sind, in einem Taschenbuch zusammenzufassen, um sie so fiir die Weiterentwick-
Jung des Gesamtgebietes voll nutzbar zu machen.

Das vorliegende, diesem Zweck dienende Taschenbuch umfaBt die Technik
des Gesamtgebietes der drahtlosen Telegraphie und Telephonie und ist mit den
physikalischen und technischen Grundlagen verwandter Gebiete zu einem Nach-
schlagewerk vereinigt, das das enthilt, was der Ingenieur, Forscher und Betriebs-
beamte an Unterlagen fiir Arbeiten auf diesem Gebiete braucht.

Die einzelnen Abschnitte sind von anerkannten Fachminnern bearbeitet und
beriicksichtigen die neusten Erfahrungen der Technik. Die sprunghafte Entwick-
lung der Hochfrequenztechnik wihrend der letzten Jahre gestaltete die Bearbei-
tung dieses Buches sehr miihevoll, vieles muBite wahrend der Drucklegung noch-
mals {iberarbeitet werden. Infolgedessen lieB sich auch noch keine vollkommene
Einheitlichkeit in der Bearbeitung und keine Vollstindigkeit des verarbeiteten
Stoffes erreichen; dies muf spiteren Auflagen vorbehalten bleiben.

Fiir die Abschnitte, die sachlich zusammengehdren und von mehreren Be-
arbeitern geliefert wurden, hatten folgende Herren die Unterredaktion iiber-
nommen:

U. Meyer: 1. Teil. 1. Mathematik, IV. Telegraphen- und Fernsprechtechnik.

K. Wirtz: 2.Teil. Mathematisch-physikalische Grundlagen der Hochfrequenz-
technik.

H. Harbich: 3. Teil. Die Einzelteile der Hochfrequenzgerite.

E. Alberti: 4. Teil. MeBmethoden und MeBtechnik.

A.Semm: 5. Teil. I. Sender.

A. Esau: 5. Teil. II., III. Empfang und Empfinger.

L. Pungs: §. Teil. VI. Die Funkpeilung.

H. Schulz: 5. Teil. IX. Hochfrequenztelegraphie und -telephonie lings Leitungen

(Drahtfunk).

H. Thurn: 6. Teil. Die Funkstationen und der Funkverkehr.

Auch an dieser Stelle mochte ich allen Herren danken, die durch Mitarbeit
die Schaffung dieses Buches ermdglichten.
Berlin, im Mirz 1927.
Fritz Banneitz.
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Berichtigungen wéhrend der Drucklegung.

S. 1001, 7. Zeile von unten muf lauten:
Bearbeitet von H. Schulz (1 bis 4 und 6 B) und H. Muth (5, 6 A und 7).

S. 1059 unter Europaverkehr hinzufiigen: Lissabon (Portugal).

S. 1066 FuBnote letzte Zeile: Der Rundfunksender in Langenberg (Rhid.)
ist am 15. Januar 1927 in Betrieb genommen worden. Sendewelle 468,8 m.

S. 1070, Zeile 36: Der Deutschlandsender benutzt neuerdings die Welle
1250 m.

S. 1092, Zeile 19: Funkkonferenz (Anfang Oktober 1927 in Washington).

S. 1107, Zeile 34: Zur Zeit wird Stubbenkammer mit einer Funknebelsignal-
stelle ausgeriistet.

S. 1111 zu Tabelle 108: Deutschland besal Ende 1926: 32 Kiisten- und
666 Bordfuukstellen.

S. 1115, Tabelle 111, Spalte 3 unter Norddeich und Swinemiinde streichen;
im Anschluf daran auf Welle 1100 m ungedimpft.

S. 1123 in dem Rundfunkwellenplan sind inzwischen folgende Ande-
rungen eingetreten:

Neue Welle Sendestelle Neue Welle Sendestelle
252,14 Bradford 326,1 Birmingham
272,7 Sheffield 329,7 Konigsberg (Pr.)
275,2 Nottingham 357,1 Graz :
277,8 Leeds 365,8 Leipzig

Dundee, Hull 370,4 Bergen
294,14 Stoke-on-Trent 400 Plymouth
Swansea 449 Rom
297 Liverpool 468,8 Langenberg (Rhld.)
303 Niirnberg 494 Ziirich
306,1 Belfast 500 Aberdeen

S. 1141, Tabelle 118 unter Berlin (Ko6nigs Wusterhausen) in Spalten 4 und §
zu setzen: Lissabon-Portugal.
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Allgemeine Grundlagen.

I. Mathematik.
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U. Meyer: Mathematik.

1. Rechentafeln.
a) Briggsche Logarithmen, Ig n.
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8

9

00000
00432
00860
01284
01703
02119
02531
02938
03342
03743

00043
00475
00903
01326
01745
02160
02572
02979
03383
03782

00087
00518
00945
01368
01787
02202
02612
03019
03423
03822

00130
00561
00988
0I4I0
01828

02243
02653
03060
03463
03862

00173
00604
01030
01452
01870
02284
02694
03100
03503
03902

00217
000647
01072
01494
01912
02325
02735
03141
03543
03941

00260
00689
OIIIj
01536
0I953
02366
02776
03181
03583
03981

00303
00732
01157
01578
01995
02407
02816
03222
03623
04021

00346
00775
0II199
01620
02036
02449
02857
03262
03663
04060

00389
00817
01242
01662
02078
02490
02898
03302
03703
04100

04139
07918
11394
14613
17609
20412
23045
25527
27875
30103
32222
34242
36173
38021
39794
41497
43136
44716
46240
47712
49136
50515
51851
53148
54407
55630
56820
57978
59106
60206
61278
62325
63347
64345
65321
66276
67210
68124
69020

04532
08279
11727
14922
17898
20683
23300
25768
28103
30320
32428
34439
36361
38202
39967
41664
43297
44871
46389
47857
49276
50651
51983
53275
54531
55751
56937
58092
59218
60314
61384
62428
63448
64444
65418
66370
67302
68215
69108

04922
08636
12057
15229
18184
20952
23553
26007
28330

30535
32634
34635
36549
38382
40140
41830
43457
45025
46538
48001
49415
50786
52114
53403
54654
55871
57054
58206
59329
60423
61490
62531
63548
64542
65514
66464
67394
68305
69197

05308
08991
12385
15534
18469
21219
23805
26245
28556
30750
32838
34830
36736
38561
40312
41996
43616
45179
46687
48144
49554
50920
| 52244
53529
54777
55991
57171
58320
59439
60531
61595
66234
63649
64640
65610
66558
67486
68395
69285

05690
09342
12710
15836
18752
21484
24055
26482
28780
30963
33041
35025
36022
38739
40483
42160
43775
45332
46835
48287
49693
51055
52375
53656
54900
56110
57287
58433
59550
60638
61700
62737
63749
64738
65706
66652
67578
68485
69373

06070
09691
13033
16137
19033
21748
24304
26717
29003
31175
33244
35218
37107
38917
40654
42325
43933
45484
46982
48430
49831
51188
52504
53782
55023
56229
57403
58546
59660
60746
61805
62839
63849
64836
65801
66745
67669
68574
69461

06446
10037
13354
16435
19312
22011
24551
26951
29226
31387
33445
35411
37291
39094
40824
42488
44091
45637
47129
48572
49969
51322
52634
53908

55145
56348
57519
58659
59770
60853
61909
62941
63949
64933
65896
66839
67761
68664
69548

06819
10380
13672
16732
19590
22272
24797
27184
29447
31597
33646
35603
37475
39270
40993
42651
44248
45788
47276
48714
50106
51455
52763
54033
55267
56467
57634
58771
59879
60959
62014
63043
64048
65031
65992
66932
67852
68753
69636

07188
10721
13988
17026
19866
22531
25042
27416
29667
31806
33846
35793
37658
39445
41162
42813
44404
45939
47422
48855
50243
51587
52892
54158
55388
56585
57749
58883
59988
61066
62118
63144
64147
65128
66087
67025
67943
68842
69723

07555
11059
I4301
17319
20140
22789
25285
27646
29885
32015
34044
35984
37840
39620
41330
42975
44560
46090
47567
48996
50379
51720
53020
54283

55509
56703
57864
58995
60097
61172
62221
63246
64246
65225
66181
67117
68034
68931
69810
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Rechentafeln.

a) Briggsche Logarithmen, Ign (Fortsetzung).

3

500—999

I

2

3

4

5

l

6

7

8

9

69897
70757
71600
72428
73239
74036
74819
75587
76343
77085
77815
78533
79239
79934
80618
812901
81954
82607
83251
83885
84510
85126
85733
86332
86923
87506
88081
88649
89209
89763
90309
90849
91381
91908
92428

92042
93450
93952
94448
94939

95424
95904
96379
96848
97313
97772
98227
98677
99123
99564

69984
70842
71684
72599
73320
74115
74896
75664
76418
77159
77887
78604
79309
80003
80686
81358
82020
82672
83315
83948
84572
85187
85794
86392
86982
87564
88138
88705
89265
89818
90363
90902
91434
91960
92480

92993
93500
94002
94498
94988

95472
95952
96426
96895
97359
97818
98272
98722
99167
99607

70070
70927
71767
72591
73400
74194
74974
75740
76492
77232
77960
78675
79379
80072
80754
81425
82086
82737
83378
84011
84634
85248
85854
86451
87040
87622
88195
88762
89321
89873
90417
91956
91487
92012
92531

93044
93551
94052
94547
95036
95521
95999
96473
96942
97405
97864
98318
98767
99211
99651

70157
71012
71850
72673
73480
74273
75051
75815
76567
77305
78032
78746
79449
8o140
80821
81491
82151
82802
83442
84073
84696
85309
85914
86510
87099
87679
88252
88818
89376
89927
90472
91009
91540
92065
92583
93095
93601
94101
94596
95085

95569
96047
96520
96988
97451

97909
98363
98811
99255
99695

70243
71096
71933
72754
73560
74351
75128
75801
76641
77379
78104
78817
79518
80209
80889
81558
82217
82866
83506
84136

84757
85370
85974
86570
87157
87737
88309
88874
89432
89982
90526
91062
91593
92117
92634

93146
93651
94151
94645
95134
95617
96095
96567
97035
97497
97955
98408
98856
99300
99739

70329
71181
72016
72835
73640
74429
75205
75967
76716
77452
78176
78888
79588
80277
80956
81624
82282
82930
83569
84198
84819
85431
86034
86629
87216
87795
88366
88930
89487
90037
90580
QI116
91645
92169
92686

93197
93702
94201
94694
95182

95665
96142
96614
97081
97543
98000
98453
98900
99344
99782

70415
71265
72099
72916
73719
74597
75282
76042
76790
77525
78247
78958
79657
80346
81023
81690
82347
82993
83632
84261
84880
85491
86094
86688
87274
87852
88423
88986
89542
90091
90634
91169
91698
92221
92737

93247
93752
94250
94743
95231
95713
96190
96661
97128
97589
98046
98498
98945
99388
99826

70501
71349
72181
72997
73799
74586

75358
76118

76864
77597
78319
79029
79727
80414
81090
81757
82413
83059
83696
84323
84942
85552
86153
86747
87332
87910
88480
89042
89597
90146
90687
91222
91751
92273
92788
93298
93802
94300
94792
95279

95761
96237
96708
97174
97635
98091
98543
98989
99432
99870

70586
71433
72263
73078
73878
74663
75435
76193
76938
77670

78390

79099
79796
80482
81158
81823
82478
83123
83759
84386
85003
85612
86213
86806
87390
87967
88536
89098
80653
90200
90741
91275
91803
92324
92840

93349
93852
94349
94841
95328
95809
96284
96755
97220
97681
98137
98588
99034
99476
99913

70672
71517
72346
73159
73957
74741
75511
76268
77012
77743
78462
79169
79865
80550
81224
81889
82543
83187
83822
84448
850065
85673
86273
86864
87448
88024
88593
89154
89708
90255
90795
91328
01855
92376
92891

93399
93902
94399
94890
95376
95856
96332
96802
97267
97727
98182
98632
99078
99520
99957
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U. Meyer: Mathematik.

b) Natiirliche Logarithmen, In n.

[e]

I

2

3

4

5

6

7

[

8

9

<>

—00

0,0000

0,6931

1,0986

1,3863

1,6094

1,7918

1,9459

2,0794

2,1972

10
20
30
40
50
60
70
8o
90

2,3026
2,9957
3,4012
3,6889
3,9120
4,0943
4,2485
4,2820
4,4998

2,3979
3,0445
3,4340
3,7139
3,9318
4,1109
4,2627
4,3944
4,5109

2,4849
3,0910
3,4657
3,7377
3,9512
4,1271
4,2767
4,4067
4,5218

2,5649
3,1355
3,4965
3,7612
3,9703
4,431
4,2905
4,4188
4,5326

2,6391
3,1781
3,5264
3,7842
3,9890
4.1589
4,3041
4,4308
4,5433

2,7081
3,2189
3,5553
3,8067
4,0073
41744
4,3175
44427
45539

2,7726
3,2581
3,5835
3,8286
4,0254
4,1897
4,3307
4,4543
45643

2,8332
3,2958
3,6109
3,8501
4,0431
4,2047
43438
44659
45747

2,8904
3,3322
3,6376
3,8712
4,0604
4,2195
4,3567
4,:4773
4,5850

2,9444
3,3673
3,6636
3,8918
4,0775
4,2341
4,3694
4,4886
4,5951

100

4,6052

4,6151

4,6250

4,6347

4.6444

4,6540

4,6634

4,6728

4,6821

46913

110
120
130
140
150
160
170
180
190

4,7005
4,7875
4,8675
4,9416
5,0106
5.0752
5.1358
5,1930
5,2470

4,7095
4,7958
4,8752
4,9488
5,0173
5,0814
5,1417
5,1985
5.2523

4,7185
4,8040
4,8828

4,9558
5,0239
5,0876
5:1475
5,2040
5:2575

4,7274
4,8122
4,8903
4,9628
5,0304
5,0938
5,1533
5,2095
5,2627

4,7362
4,8203
4,8978
4,9698
5,0370
5,0999
5,1591
5,2149
5,2679

47449
4,8283
4,9053
4,9767
5,0434
5,1059
5,1648
5,2204

4,7536
4,8363
4,9127
4,9836
5,0499
5,I1120
5,1705
5,2257
5,2781

4,7622
4,8442
4,9200
4,9904
5,0562
5,1180
5,1761
5,2311
5,2832

4,7707
4,8520
4,9273
4,9972
5,0626
5,1240
5,1818
5,2364
5,2883

4,7791
4,8598
4.9345
5,0039
5,0689
5,1299
51874
5,2417
5,2033

200

5,2983

5.3033

5,3083

5,3132

5,3181

5,3230

5,3279

53327

5:3375

5,3423

210
220
230
240
250
260
270
280
290

5,3471
5,3936
5.4381
5,4806
5,5215
5,5607
5,5984
5,6348
5,6699

5,3519
5,3982
5.4424
5,4848
5,5255
5,5645
5,6021
5,6384
5,6733

5,3566
5,4027
5:4467
5,4889
5:5294
5:5683
5,6058
56419
5,6768

5,3613
5,4072
5,4510
5,4931
5,5334
5,5722
5,6095
5,6454
5,6802

5,3660
5,4116
5:4553
5,4972
5:5373
5,5759
5,6131
5,6490
5,6836

5,3706
5,4161
54596
5,5013
5,5413
5,5797
5,6168
56525
5,6870

5,3753
5,4203
54638
5,5053
5,5452
5.5835
5,6204
5,6560
5,6004

5,3799
5,4250
5,4681
5,5094
5,5491
5.5872
5,6240
5,6595
5,6937

53845
5,4293
5,4723
5,5134
5,5530
5,5910
5,6276
5,6630
5,6971

5,3801
5,4337
5.4765
5,5175
5,5568
5:5947
5,6312
5,6664
5,7904

300

5,7038

5,7071

5,7104

5.7137

5,7170

5,7203

5,7236

5,7268

5,730t

3I0
320
330
340
350
360
370
380
390

5,7366
5,7683
5,7991
5,828¢9

5,8579
5,8861

5,9135
5,9402
5,9661

5,7398
5:7714
5,8021
5,8319
5,8608
5,8889
5,0162

5,9428
5,9687

5,7430
5,7746
5,8051
5,8348
5,8636
5,8916
5,9189
5.9454
5.9713

5,7462
5:7777
5,8081
5.8377
5,8665
58944
5,9216
5,9480
5.9738

5:7494
5,7807
5,8111
5,8406
5,8693
5,8972
5,9243
5,9506
5,9764

5,7526
5.7838
5,8141
5,8435
5,8721
5,8999
5,9269
5,9532
5,9789

5,7557
5,7869
5,8171
5,8464
5.8749
5,9026
5,9296
5,9558
5,9814

5,7589
5,7900
5,8201

5,8493
5.8777
5,9054
5,9322
5,9584
5,9839

5,7621
5,7930
5,8230
5,8522
5,8805
5,9081
5,9349
5,9610
5,9865

5:7333
5,7652
5,7961
5,8260
5,8551
5,8833
5,9011
5,9375
5,9636
5,9890

400

5,9915

5,9940

5,9965

5,9989

6,0014

6,0039

6,0064

6,0088

6,0113

6,0137

410
420
430
440
450
460
470
480
490

6,0162
6,0403
6,0638
6,0868
6,1092
6,1312
6,1527
6,1738
6,1944

6,0186
6,0426
6,0661
6,0890
6,1115
6,1334
6,1549

6,1759
6,1964

6,0210
6,0450
6,0684
6,0913
6,1137
6,1356
6,1570
6,1779
6,1985

6,0234
6,0474
6,0707
6,0036
6,1159
6,1377
6,1591
6,1800
6,2005

6,0259
6,0497
6,0730
6,00958
6,1181
6,1399
6,1612
6,1821
6,2025

6,0283
6,0521
6,0753
6,0081
6,1203
6,1420
6,1633
6,1841

6,2046

6,0307
6,0544
6,0776
6,1003
6,1225
6,1442
6,1654
6,1862
6,2066

6,0331
6,0568
6,0799
6,1026
06,1247
6,1463
6,1675
6,1883

6,2086

6,0355
6,0591
6,0822
6,1048
6,1269
6,1485
6,1606
6,1903
6,2106

6,0379
6,0615
6,0845
6,1070
6,1201
6,1506
6,1717
6,1924

6,212_6



Rechentafeln.

b) Natiirliche Logarithmen, In 7 (Fortsetzung).

o

I

| 2

3

| 4

5

6

7

8

500

6,2146

6,2166

6,2186

6,2206

6,2226

6,2246

6,2265

6,2285

6,2305

6,2324

5I0
520
530
540
550
560
570
580
59
600

6,2344
6,2538
6,2729
6,2916
6,3099
6,3279
6,3456
6,3630
6,3801
6,3969

6,2364
6,2558
6,2748
6,2934
6,3117
6,3297
6,3474
6,3648
6,3818
6,3986

6,2383
6,2577
6,2766
6,2953
6,3135
6,3315
6,3491
6,3665
6.3835

6,2403
6,2596
6,2785
6,2971
06,3154
6,3333
6,3509
6,3682
6,3852

6,2422
6,2615
6,2804
6,2989
6,3172
6,3351
6,3526
6,3699
6,3869

06,2442
6,2634
6,2823
6,3008
6,3190
6,3368
06,3544
6,3716
6,3886

6,2461
6,2653
6,2841
6,3026
6,3208
6,3386
6,3561
6,3733
6,3902

6,2480
6,2672
6,2860
6,3044
6,3226
6,3404
6,3578
6,3750
6,3919

6,2500
6,2691
6,2879
6,3063
6,3244
6,3421
6,3596
6,3767
6,3936

6,2519
6,2710
6,2897
6,3081
6,3261
6,3439
6,3613
6,3784
6,3953

6,4003

6,419

6,4036

6,4052

6,4069

6,4085

6,4102

6,4118

610
620
630
640
650
660
670
680
690

6,4135
6,4297
6,4457
6,4615
6,4770
6,4922
6,5073
6,5221
6,5367

6,4151
6,4313
6,4473
6,4630
6,4785
6,4938
6,5088
6,5236
6,5381

6,4167
6,4329
6,4439
6,4646
6,4800
6,4953
6,5103
6,5250
6,5396

6,4184
6,4345
6,4505
6,4661
6,4816
6,4968
06,5117
06,5265
60,5410

6,4200
6,4362
6,4520
6,4677
6,4831
6,4983
6,5132
6,5280
6,5425

700!

06,5511

6,5525

6,5539

6,5554

6,5568

6,4216
6,4378
6,4536
6,4693
6,4846
6,4998
6,5147
6,5294
6,5439

6,4232
6,4394
6,4552
6,4708
6,4862
6,5013
6,5162
6,5309
6,5453

6,4249
6,4409
6,4568
6,4723
6,4877
6,5028
6,5177
6,5323
6,5468

6,4265
6,4425
6,4583
6,4739
6,4892
6,5043
6,5191
6,5338
6,5482

6,4281
6,4441
6,4599
6,4754
6,4907
6,5058
6,5206
6,5352
6,5497

6,5582

6,5596

6,5610

6,5624

6,5639

710
720
730
740
750
760
770
780
790

6,5653
6,5793
6,5930
6,6067
6,6201
6,6333
6,6464
6,6593
6,6720

6,5667
6,5806
6,5944
6,6080
6,6214
6,6346
6,6477
6,6606
6,6733

6,5681
6,5820
6,5958
6,6093
6,6227
6,6359
6,6490
6,6619
6,6746

6,5695
6.5834
6,5971
6,6107
6,6241
6,6373
6,6503
6,6631
6,6758

6,5709
6,5848
6,5985
6,6120
6,6254
6,6386
6,6516
6,6644
6,6771

6,5723
6,5862
6,5999
6,6134
6,6267
6,6399
6,6529
6,6657
6,6783

6,5737
6,5876
6,6012
6,6147
6,6280
6,6412
6,6542
6,6670
6,6796

6,5751
6,5889
6,6026
6,6161
6,6294
6,6425
6,6554
6,6682
6,6809

6,5765
6,5903
6,6039
6,6174
6,6307
6,6438
6,6567
6,6695
6,6821

6,5779
6,5917
6,6053
6,6187
6,6320
6,6451
6,6580
6,6708
6,6834

800

6,6846

6,6859

6,6871

6,6884

6,6896

6,6008

6,6921

6,6933

6,6046

6,60958

810
820
830
840
850
860
870
880
890

6,6970
6,7093
6,7214
6,7334
6,7452
6,7569
6,7685
6,7799
6,7912

6,6983
6,7105
6,7226
6,7346
6,7464
6,7581
6,7696
6,7811
6,7923

6,6995
6,7117
6,7238
6,7358
6,7476
6,7593
6,7708
6,7822
6,7935

6,7007
6,7130
6,7250
6,7370
6,7488
6,7604
6,7719

6,7833
6.7946

6,7020
5:7142
6,7262
6,7382
6,7499
6,7616

6,7731
6,7845
6,7957

6,7032
6,7154
06,7274
6,7393
6,7511
6,7627
6,7742
6,7856
6,7968

6,7044
6,7166
6,7286
6,7405
6,7523
6,7639
6,7754
6,7867
6,7979

6,7056
6,7178
6,7298
6,7417
6,7534
6,7650
6,7765
6,7878
6,7991

6,7069
6,7190
6,7310

6,7429
6,7546
6,6662
6,7776
6,7890
6,8002

6,7081
6,7202
6,7322
6,7441
6,7558
6,7673
6,7788
6,7901
6,8013

900

6,8024

6,8035

6,8046

6,8057

6,8068

6,8079

6,8090

6,8101

6,8112

6,8123

910
920
930
940
950
960

970
980

6,8134
6,8244
6,8352
06,8459
6,8565
6,3669

6,8773
6,8876

990

6,8977

6,8145
6,8255
6,8363
6,8469
06,8575
6,8680
6,8783
6,8886

6,8987

6,8156
6,8265
6,8373
6,8480
6,8586
6,8690
6,8794
6,8896
6,8997

6,8167
6,8276
6,8384
6,8491
6,8596
6,8701
6,8804
6,8906
6,9007

6,8178
6,8287
6,8395
6,8501
6,8607
6,8711
6,8814
6,8916

6,8189
6,8298
6,8405
6,8512
6,8617
6,8721
6,8824
6,8926

6,9017

6,9027

6,8200
6,8309
6,8416
6,8522
6,8628
6,8732
6,8835
6,8937
6,9037

6,8211
6,8320
6,8427
6.8533
6,8638
6,8742
6,8845
6,8947
6,9047

6,8222
6,8330
6,8437
6,8544
6,8648
6,8752
6,8855
6,8957
6,9057

6,8233
6,8341
6,8448
6,8554
6,8659
6,8763
6,8865
6,8967
6,9068



U. Meyer: Mathematik.

¢) Kreistunktionen.

Grad

sinus

o/

10/

20/

/

30

49" |

50

60’

0,00000

0,00291

0,00582

0,00873

0,01164

0,01454

0,01745

SO O O W N H| S

0,01745
0,03490
0,05234
0,06976
0,08716
0,10453
0,12187
0,13917
0,15643

0,02036
0,03781
0,05524
0,07266
0,09005
0,10742
0,12476
0,14205
0,I15931

0,02327
0,04071
0,05814
0,07556
0,09295
0,11031
0,12764

0,14493
0,16218

0,02618
0,04362
0,06105
0,07846
0,09585
0,11320
0,13053
0,14781
0,16505

0,02908
0,04653
0,06395
0,08136
0,09874
0,11609
0,13341
0,15069
0,16792

0,03199
0,04943
0,06685
0,08426
0,10164
0,11898
0,13629
0,15356
0,17078

0,03490
0,05234
0,06976
0,08716
0,10453
0,12187
0,13917
0,15643
0,17365

0,17365

0,17651

9,17937

0,18224

0,18509

0,18795

0,19081

0,16081
0,20791
0,22495
0,24192
0,25882
0,27564
0,29237
0,30902
0,32557

0,19366
0,21076
0,22778
0,24474
0,26163
0,27843
0,29515
0,31178
0,32832

0,19652
0,21360
0,23062

0,24756
0,26443
0,28123
0,29793

0,31454
0,33106

0,19937
0,21644
0,23345
0,25038
0,26724
0,28402
0,30071
0,31730
0,33381

0,20222
0,21928
0,23627
0,25320
0,27004
0,28680
0,30348
0,32006
0,33655

0,20507
0,22212
0,23910
0,25601
0,27284
0,28959
0,30625
0,32282
0,33929

0,20791
0,22495
0,24192
0,25882
0,27564
0,29237
0,30902
0,32557
0,34202

0,34202

0,34475

0,34748

0,35021

9,35293

©,35565

0,35837

0,35837
0,37461
0,39073
0,40674
0,42262
0,43837
0,45399
0,46947
0,48481

0,36108
0,37730
0,39341
0,40939
0,42525
0,44098
0,45658
0,47204
0,48735

0,36379
0,37999
0,39608
0,41204
0,42788
9,44359
0,45917
0,47460
0,48989

0,36650
0,38268
0,39875
0,41469
0,43051
0,44620
0,46175
0,47716
0,49242

0,36921
0,38537
0,40142
0,41734
0,43313
0,44880
0,46433
0,47971
0,49495

0,38805
0,40408
0,41998
0,43575
0,45140
0,46690
0,48226
049748

0,37461
0,39073
0,40674
0,42262
©,43837
0,45399
0,46947
0,48481
0,50000

0,50000

0,50252

0,50503

0,50754

0,5I004

0,51254

0,51504

0,51504
0,52992
0,54464
0,55919
0,57358
0,58779
0,60182
0,61566
0,62932

0,51753
0,53238
0,54708
0,56160
0,57596

0,59014

0,60414

0,61795
0,63158

0,52002
0,53484
0,54951
0,56401
0,57833
0,59248
0,60645
0,62024
0,63383

0,52250
0,53730
0,55194
0,56641
0,58070
0,59482
0,60876
0,62251
0,63608

0,52498
0,53975
0,55436
0,56880
0,58307
0,59716
0,61107

0,62479
0,63832

0,52745
0,54220
0,55678
0,57119
0,58543
0,59949
0,61337
0,62706
0,64056

0,52992
0,54464
0,55919
0,57358
0,58779
0,60182
0,61566
0,62932
0,64279

0,64279

0,64501

0,64723

0,64945

0,65166

0,65386

0,65606

0,65606
0,66913
0,68200
0,69466

0,65825
0,67129
0,68412

0,69675

0,66044

0,67344
0,68624

0,60883

0,66262
0,67559
0,68835

0,70091

0,66480

0,67773
0,69046

0,70298

0,66697
0,67987
0,69256

0,70505

0,66913
0,68200
0,69466

0,70711

60/

59

7/

40

7/

30

20" |

107

O/

cosinus




Rechentafeln,

¢) Kreisfunktionen (Fortsetzung).

[ Grad

cosinus

o 10/ 20’ 30 40’ | 50 60’

1,00000 | 1,00000 | 0,99998 | 0,99996 | 0,99993 | 0,99989 | 0,99985

0,99985 | 0,99979 | 0,99973 | 0,99966 | 0,99958 | 0,99949 | 0,99939
0,99939 | 0,99929 | 0,99917 | 0,99905 | 0,99892 | 0,99878 | 0,99863
0,99863 | 0,99847 | 0,99831 | 0,99813 | 0,99795 | 0,99776 | 0,99756
0,99756 | 0,99736 | 0,99714 | 0,99692 | 0,99668 | 0,99644 | 0,99619
0,99619 | 0,99594 | 0,99567 | 0,99540 | 0,99511 | 0,09482 | 0,99452
0,99452 | 0,9942I | 0,99390 | 0,99357 | 0,99324 | 0,99290 | 0,09255
0,99255 | 0,992I9 | 0,99182 | 0,99144 | 0,99106 | 0,99067 | 0,99027
0,00027 | 0,98986 | 0,08944 | 0,98902 | 0,08858 | 0,98814 | 0,98769
0,98769 | 0,08723 | 0,98676 | 0,08629 | 0,98580 | 0,98531 | 0,98481

SO NN Ok W N HIS
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0,98481 | 0,98430 | 0,08378 | 0,98325 | 0,98272 | 0,08218 | 0,98162

0,98163 | 0,98107 | 0,98050 | 0,97992 | 0,97934 | 0,97875 | 0,97815
0,97815 | 0,97754 | 0,97692 | 0,97630 | 0,97566 | 0,97502 | 0,97437
0,97437 | 0,97371 | 0,97304 | 0,97237 | 0,97169 | 0,97100 | 0,97030
0,97030 | 0,06959 | 0,96887 | 0,96815 | 0,96742 | 0,96667 | 0,96593
0,96593 | 0,906517 | 0,96440 | 0,96363 | 0,96285 | 0,06206 | 0,96126
0,96126 | 0,96046 | 0,95964 | 0,95882 | 0,95799 | 0,95715 | 0,95630

0,95630 | 0,95545 | 0,95459 | 0,95372 | 0,95284 | 0,95195 | 0,05106
0,95106 | 0,95015 | 0,94924 | 0,94832 | 0,94740 | 0,94646 | 0,94552
0,94552 | ©,94457 | ©,94361 | 0,94264 | 0,94167 | 0,94068 | 0,93969

[
<>

|

N
-

0,93969 | 0,93869 | 0,93769 | 0,93667 | 0,93565 | 0,93462 | 0,93358

0,93358 | 0,93253 | 0,93148 | 0,93042 | 0,92935 | 0,92827 | 0,92718
0,92718 | 0,92609 | 0,92499 | 0,02388 | 0,92276 | 0,02164 | 0,92050
0,92050 | 0,91936 | 0,91822 | 0,91706 | ©,9I590 | 0,91472 | 0,91355
0,91355 | 0,91236 | 0,91116 | 0,00996 | 0,90875 | 0,90753 | 0,90631
0,90631 | 0,90507 | 0,90383 | 0,00259 | 0,90133 | 0,90007 | 0,89879
0,89879 | 0,89752 | 0,89623 | 0,89493 | 0,89363 | 0,89232 | 0,89101
0,89101 | 0,88968 | 0,88835 | 0,88701 | 0,88566 | 0,88431 | 0,88295
0,88295 | 0,88158 | 0,88020 | 0,87882 | 0,87743 | 0,87603 | 0,87462
0,87462 | 0,87321 | 0,87178 | 0,87036 | 0,86892 | 0,86748 | 0,86603

0,86603 | 0,86457 | 0,86310 | 0,86163 | 0,86015 | 0,85866 | 0,85717

0,85717 | 0,85567 | 0,85416 | 0,85264 | 0,85112 | 0,84959 | 0,84805
0,84805 | 0,84650 | 0,84495 | 0,84339 | 0,84182 | 0,84025 | 0,83867
0,83867 | 0,83708 | 0,83549 | 0,83389 | 0,83228 | 0,83066 | 0,82904 | :
0,82904 | 0,82741 | 0,82577 | 0,82413 | 0,82248 | 0,82082 | 0,81015 |

0,81915 | 0,81748 | 0,81580 | 0,81412 | 0,81242 | 0,81072 | 0,80902
0,80902 | 0,80730 | 0,80558 | 0,80386 | 0,80212 | 0,80038 | 0,79864
0,79864 | 0,79688 | 0,79512 | 0,79335 | 0,79158 | 0,78980 | 0,78801
0,78801 | 0,78622 | 0,78442 | 0,78261 | 0,78079 | 0,77897 | 0,77715
0,77715 | 0,7753 | ©,77347 | 0,77162 | 0,76977 | 0,76791 | 0,76604

[ 0,76604 | 0,76417 | 0,76229 | 0,76041 | 0,75851 | 0,75661 | 0,75471

0,75471 | 0,75280 | 0,75088 | 0,74896 | 0,74703 | 0,74509 | 0,74314
0,74314 | 0,74120 | 0,73924 | 0,73728 | 0,73531 | 0,73333 | 0,73135
0,73135 | 0,72937 | 0,72737 | 0,72537 | 0,72337 | 0,72136 | 0,71934
0,71934 | 0,71732 | 0,71529 | 0,71325 | 0,71121 | 0,70916 | 0,70711

60’ 507 40’ 30" 20/ 10 o

1
sinus




¢) Kreisfunktionen (Fortsetzung).

U. Meyer: Mathematik.

tangens

o/

10/

20/

30

40’

50

60’

0,00000

0,00291

0,00582

0,00873

0,01164

0,01455

0,01746

© B Ot A W N H| @ || Grad

0,01746
0,03492
0,0524I
0,06993
0,08749
0,I05I0
0,12278
0,14054
0,15838

0,02036
0,03783
0,05533
0,07285
0,09042
0,10805
0,12574

0,14351
0,16137

0,02328
0,04075
0,05824
0,07578
0,09335
0,11099
0,12869
0,14648
0,16435

0,02619
0,04366
0,06116
0,07870
0,09629
0,11394
0,13165
0,14945
0,16734

0,029I0
0,04658
0,06408
0,08163
0,09923
0,11688
0,13461
0,15243
9,17033

0,03201
0,04949
0,06700
0,08456
0,10216
0,11983
0,13758
0,15540
0,17333

0,03492
0,05241
0,06993
0,08749
0,I05I0
0,12278
0,14054
0,15838
0,17633

[y
]

0,17633

0,17933

0,18233

0,18534

0,18835

0,I9136

0,19438

o H e -
O 0Ny Ok W N H

0,19438
0,21256
0,23087

0,24933
0,26795
0,28675

0,30573
0,32492
0,34433

0,19740
0,21560
0,23393
0,25242
0,27107
0,28990
0,30891
0,32814
0,34758

0,20042
0,21864
0,23700
0,25552
0,27419
0,29305
0,3121I0
0,33136
0,35085

0,20345
0,22169
0,24008
0,25862
0,27732
0,29621
0,31530
0,33460

0,35412

0,20648
0,22475
0,24316
0,26172
0,28046
0,29938
0,31850
0,33783
19,35740

0,20952
0,22781
0,24624
0,26483
0,28360
0,30255
0,32171
0,34108
0,36068

0,21256
0,23087
0,24933
0,26795
0,28675
0,30573
0,32492
0,34433
0,36397

o
<

0,36397

0,36727

0,37057

0,37388

o, 37720

0,38053

0,38386

N
-

22

0,38386
0,40403
0,42447
0,44523
0,46631
0,48773
0,50953
0,53171
0,55431

0,38721
0,40741
0,42791
0,44872
0,46985
0,49134
0,51320
0,53545
0,58812

0,39055
0,41081
0,43136
0,45222
0,47341
0,49495
0,51688
0,53920
0,56194

0,39391
0,41421
0,43481
0,45573
0,47698
0,49858
0,52057
0,54296
0,56577

0,39727
0,41763
0,43828
0,45924
0,48055
0,50222

0,52427

0,54673
0,56962

0,40065
0,42105
0,44175
0,46277
0,48414
0,50587
0,52798
0,55051
0,57348

0,40403
0,42447
0,44523
0,46631
0,48773
0,50953
0,53171
0,55431
9,57735

9,57735

0,58124

0,58513

0,58905

9,59297

0,59691

0,60086

0,60086
0,62487
0,64941
0,67451
0,70021
0,72654
0,75355
0,78129
0,80978

0,60483
0,62892
0,65355
0,67875
0,70455
0,73100
0,75812

0,78598
0,81461

0,60881
0,63299
0,65771
0,68301
0,70891
0,73547
0,76272
0,79070
0,81946

0,61280
0,63707
0,66189
0,68728
0,71329
0,73996
0,76733
0,79544
0,82434

0,61681
0,64117
0,66608
0,69157
0,71769
0,74447
0,77196
0,80020
0,82923

0,62083
0,64528
0,67028
0,69588
0,72211
0,74900
0,77661
0,80498
0,83415

0,62487
0,64941
0,67451
0,70021
0,72654
0,75355
0,78129
0,80978
0,83910

0,83910

0,84407

0,84906

0,85408

0,85912

0,86419

0,86929

0,86929
0,90040
0,93252
0,96569

0,87441
0,90569
0,93797
0,97133

0,87955
0,91099
0,94345
0,97700

0,88473
0,91633
0,94896
0,98270

0,88992
0,92170
0,95451
0,08843

0,89515
0,92709
0,96008

0,09420

0,90040
0,93252
0,96569
1,00000

60’

50

49’

30

cotangens

20"

|

10’

0/




Rechentafeln, 9
¢) Kreisfunktionen (Fortsetzung).
° cotangens

& o | 1o 20/ 300 | 40 50’ 60’
0] oo 1343,77371 |171,88540 114,58865 85,93979 (68,75009 |57,28096 | 89
1157,28996 | 49,10388| 42,96408 | 38,18846 34,36777 |31,24158 |28,63625 | 88
2128,63625 | 26,43160 | 24,54176 | 22,90377 [21,47040 [20,20555 |19,08114 |87
3119,08114 | 18,07498 | 17,16934 | 16,34986 |15,60478 |14,92442 |14,30067 | 86
4 |14,30067 | 13,72674 | 13,19688 | 12,70621 |12,25051 |11,82617 [11,43005 |85
5|11,43005| 11,05943| 10,71191 | 10,38540 [10,07803 | 9,78817| 9,51436] 84
6] 9,51436| 9,25530| 9,00983| 8,77689 8,55555| 8,34496| 8,14435]83
7| 8:14435| 7,95302| 7,77035| 7.59575| 7,42871 | 7,26873| 7,11537 |82
81 7,11537| 6,96823| 6,82604| 6,60116| 6,56055| 6,43484 ]| 6,31375]81
9] 6,31375| 6,19703| 6,08444| 5,97576| 587080/ 5,76037| 5,67128 |80
10§ 5,67128| 5,57638| 5,48451| 5,39552| 5,30028 | 5,22566 | 5,14455 |79
11| 5,14455| 5,06584| 4,98040| 4,91516] 4,84300| 4,77286 4,70463 |78
12| 4,70453 | 4,63825| 4,57363| 4,5I071| 4,44942| 4,38969| 4,33148|77
13] 4,33148 | 4,27471| 4,21933| 4,16530| 4,11256| 4,06107 | 4,01078 |76
14| 401078 | 3,06165) 3,01364| 3,86671| 3,82083 3,77595| 3,73205|75
15] 3,73205| 3,680909| 3,64705| 3,60588] 3,56557| 3,52609 | 3,48741]74
16| 3,48741| 3,44951| 3,41236| 3,37594 | 3,34023| 3,30521| 3,27085(73
17| 3,27085| 3,23714| 3,20406| 3,17159| 3,13972| 3,10842| 3,07768]72
18| 3,07768 | 3,04749| 3,01782| 2,98869| 2,06004 | 2,93189| 2,904271 |71
19} 2,90421| 2,87700| 2,85023| 2,82391| 2,79802 | 2,77254 | 2,74748|70
201 2,74748| 2,72281| 2,60853| 2,67462| 2,65109| 2,62791 | 2,60509 | 69
21| 2,60509 | 2,58261| 2,56046| 2,53865| 2,51715| 2,49597 | 2,47509 | 68
22| 2,47509 | 2,45451| 2,43422| 2,41421| 2,39449| 2,37504| 2,35585]67
23| 2,35585| 2,33693| 2,31826| 2,29984| 2,28167 | 2,26374| 2,24604 |66
24| 2,24604 | 2,22857| 2,21132| 2,19430| 2,17749| 2,16090 | 2,14451 |65
25| 2,14451| 2,12832| 2,11233| 2,00654| 2,08094 | 2,06553| 2,05030]64
26| 2,05030| 2,03526| 2,02039| 2,00569| 1,99116| 1,907680| 1,96261 |63
27| 1,96261 1,04858| 1,93470| 1,92008 | 1,90741| 1,89400| 1,88073]62
28] 1,88073| 1,86760| 1,85462| 1,84177| 1,82906| 1,81649| 1,80405]61
29] 1,80405| 1,79174| 1,77955| 1,76749| 1,75556| 1,74375| 1,73205 ﬂ)
30| 1,73205| 1,72047| 1,70901| 1,69766| 1,68643| 1,67530 1,66428" 59
_;,.Iﬁ 1,66428 | 1,65337| 1I1,64256| 1,63185| 1,62125| 1,61074| 1,60033]58
32| 1,60033| 1,59002| 1,57981| 1,56969 | 1,55966 | 1,54972 | 1,53987]57
33| 1,53987| 1,53010| 1,52043| 1,51084| 1,50133| 1,49190 | 1,48256]56
34| 1,48256| 1,47330| 1,464T1| 1,45501| 1,44598 | 1,43703| 1,42815]55
35| 1,42815| 1,41934| 1,41061| 1,40195| 1,39336| 1,38484| 1,37638]54
36| 1,37638| 1,36800| 1,35968| 1,35142| 1,34323| 1,335I1| I,32704[53
37| 1,32704| 1,31904| 1,31II0| 1,30323| 1,29541| 1,28764| 1,27994]52
38| 1,27994| 1,27230| 1,26471| 1,2571I7| 1,24969| 1,24227| 1,23490]51
39| 1,23490| 1,22758| 1,22031| 7¥,21310]| 1,20593| 1,19882] 1,19175|H0
40{ 1,19175| 1,18474| 1,17777| 1,17085| 1,16398 | 1,15715| 1,15037[49
41) 1,15037| 1,14363| 1,13694| 1,13029| 1,12369| I,I17I3| I,11061 |48
42| 1,11061| 1,10414| 1,09770| I1,0013I| 1,08496| 1,07864 | 1,07237]47
43| 1,07237| 1,06613| 1,05994 1,05378| 1,04766| 1,04158| 1,03553}46
44| 1,03553| 1,02952| 1,02355| I,0I761| 1,01170| 1,00583| 1,00000 |45
60’ 50 40’ 30’ 20’ 10/ o’ -g
tangens <




10 U. Meyer: Mathematik.
100
d) Die Reziprokzahlen - . .

) p m 1,00—4,99

n o 1 2 3 | 4 5 6 7‘ 8 9 -
1,00 [zoo,000 | 99,900 | 99,800 | 99,701 | 99,602 | 99,502 | 99,404 | 99,305 | 99,206 | 99,108
1,01} 99,010|98,912|98,814|98,717|98,619]|98,522|98,425 | 98,328 98,232| 98,135
1,02] 98,039 197,943 | 97,847|97,752| 97,656 97,561 | 97,466 | 97,371 | 97,276 | 97,182
1,03| 97,087 96,993 | 96,899 | 96,805 | 96,712 ] 96,618 | 96,5257 96,432 | 96,339 | 96,246
1,04} 96,154|96,061|95,969|95,877|95,785] 95,694 | 95,602 | 95,511 | 95,420 | 95,329
1,05| 95,238 95,147 | 95,057 | 94,967 | 94,877 94,787 94,697 | 94,607 | 94,518 | 94,429
1,06] 94,340| 94,251 94,162 | 94,073 |93,985|93,897| 93,809 93,721 |93,633 | 93,545
1,07| 93,458|93,371|93,284|93,197(93,110{93,023 | 92,937| 92,851 | 92,764 | 92,678
1,08| 92,593 | 92,507 | 92,421 | 92,336 | 92,251 | 92,166 | 92,081 | 91,996 | 91,912 | 91,827
I1,09| 91,743 91,659 91,575]91,491 91,408 91,324 91,241 91,158 91,075| 90,992
I,I | 90,909 90,090 89,286 | 88,496 | 87,719]86,957| 86,207 | 85,470 | 84,746 | 84,034
1,2 | 83,333|82,645|81,967) 81,301 80,645 80,000 79,365 78,740 78,125| 77,519
1,3 | 76,923 76,336 75,758 | 75,188 | 74,627| 74,074 | 73,529 | 72,993 | 72,464 | 71,942
1,4 | 71,429 70,922] 70,423 | 69,930 | 69,444 | 68,066 | 68,493 | 68,027 67,568 | 67,114
1,5 | 66,667|66,225 65,789 65,359 | 64,935| 64,516 | 64,103 | 63,604 | 63,291 | 62,893
1,6 | 62,500 62,112 (61,728 61,350 60,976 60,606 | 60,241 | 59,880 59,524 | 59,172
1,7 | 58,824 58,480 58,140 57,803 57,471| 57,143 | 56,818 | 56,497| 56,180 55,866
1,8 | 55,556 55,249 54,945 | 54,645 | 54,348 | 54,054 | 53,763 | 53,476 53,191 | 52,910
1,9 | 52,632(52,356|52,083| 51,813 51,546 51,282 51,020 50,761 | 50,505 | 50,251
2,0 | 50,000 49,751 | 49,505 | 49,261 | 49,020 48,780 | 48,544 | 48,309 | 48,077 | 47,847
2,I | 47,619147,393|47,170| 46,948 | 46,7291 46,512 46,296 | 46,083 | 45,872 | 45,662
2,2 | 45,455 45,249 45,0451 44,843 | 44,643 | 44,444 | 44,248 | 44,053 | 43,860 43,668
2,3 | 43,478 43,290 43,103 | 42,918 | 42,735 42,553 | 42,373 | 42,194 | 42,017 | 41,841
2,4 | 41,667 41,494 |41,322|41,152|40,984|40,816| 40,650 40,486 | 40,323 | 40,161
2,5 | 40,000 39,841 39,683 | 39,526 | 39,370(39,216| 39,063 | 38,911 | 38,760 38,610
2,6 | 38,462 38,314 38,168 38,023 |37,879|37,736 | 37,594 | 37,453 [ 37,313 | 37,175
2,7 [ 37,037 36,900 36,765 | 36,630 | 36,496 36,364 | 36,232 | 36,101 | 35,971 | 35,842
2,8 | 35.,714(35,587| 35,461 35,336 | 35,211 35,088 | 34,965 | 34,843 | 34,722 | 34,602
2,9 | 34,483 34,364 34,247 34,130 34,014 33,808 | 33,784 | 33,670 33,557 | 33,445
3,0 | 33,333|33,223 33,113 33,003 32,895 32,787 | 32,680 | 32,573 | 32,468 | 32,362
3, | 32,258(32,154 (32,051 | 31,949 | 31,847 31,746 | 31,646 | 31,546 | 31,447 | 31,348
3,2 | 31,250 31,153 | 31,056 | 30,960 | 30,864 | 30,769 | 30,675 | 30,581 | 30,488 | 30,395
3,3 | 30,303|30,211 30,120/ 30,030|29,940| 29,851 | 29,762 | 29,674 | 29,586 | 29,490
3,4 | 29,412 29,326 29,240 | 29,155 | 29,070 28,986 | 28,902 | 28,818 | 28,736 | 28,653
3,5 | 28,571 28,490 28,409 | 28,329 | 28,249 28,169 | 28,090 | 28,011 | 27,933 | 27,855
3,6 | 27,778 | 27,701 | 27,624 27,548 | 27,473 27,397 | 27,322 | 27,248 | 27,174 27,100
3,7 | 27,02726,954|26,882 26,810 26,738]26,667 | 26,596 | 26,525 | 26,455 | 26,385
3,8 | 26,316 26,247 | 26,178 | 26,110 26,042 25,974 | 25,907 | 25,840 25,773 | 25,707
3,9 | 25,641 25,575|25,510| 25,445 |25,381|25,316| 25,253 | 25,189 | 25,126 | 25,063
4,0 | 25,00024,938 | 24,876 | 24,814 | 24,752 | 24,691 | 24,631 | 24,570 | 24,510 | 24,450
4,1 | 24,390 24,331 | 24,272 | 24,213 | 24,155 | 24,096 | 24,038 | 23,981 | 23,923 | 23,866
4,2 | 23,810] 23,753 | 23,697 | 23,641 | 23,585 | 23,529 | 23,474 | 23,419 | 23,364 | 23,310
4,3 | 23,256 23,202 23,148 23,005 | 23,041 | 22,989 | 22,936 22,883 | 22,831 | 22,779
4.4 | 22,727 22,676 22,624 22,573 | 22,523 | 22,472 | 22,422 | 22,371 | 22,321 | 22,272
4,5 | 22,222 22,173 22,124 (22,075 | 22,026 21,978 | 21,930 | 21,882 | 21,834 | 21,786
4,6 | 21,739 21,692 | 21,645 | 21,598 | 21,552 21,505 | 21,459 | 21,413 |21,368| 21,322
4,7 | 21,277|21,231|21,186 | 21,142 | 21,097 | 21,053 | 21,008 | 20,964 | 20,921 | 20,877
4,8 [ 20,833 20,790 20,747 | 20,704 | 20,661 | 20,619 | 20,576 | 20,534 | 20,492 | 20,450
4,9 | 20,408 20,367 | 20,325 | 20,284 | 20,243 | 20,202 | 20,161 | 20,121 | 20,080 | 20,040

n o 1 2 3 4 5 6 7 8 9




Rechentafeln. 1
d) Die Reziprokzahlen 100 (Fortsetzung)

n : 5,00—9,99

n o 1 2 | 3 | 4 5 | 6 7 8 9
5,0 | 20,000 | 19,960 | 19,920 | 19,881 | 19,841 19,802 | 19,763 | 19,724 | 19,685 | 19,646
5,1 | 19,608 19,569 19,531 19,493 | 19,455 19,417 |19,380| 19,342 | 19,305 | 19,268
5,2 | 19,231 |19,194 19,157 |19,12019,084]19,048 19,011 |18,975|18,039| 18,904
5,3 | 18,868 18,832(18,797 18,762 | 18,727 18,602 | 18,657 | 18,622 | 18,587 | 18,553
5.4 ) 18,519|18,484 /18,450 18,416|18,382{18,349| 18,315 18,282 18,248 18,215
5,5] 18,182 18,149| 18,116 18,083|18,051|18,018|17,986|17,953|17,921| 17,889
5.6 | 17,857, 17,825 17,794 | 17,762| 17,730 17,699 | 17,668 | 17,637 | 17,606 | 17,575
5.7 | 17,544 |17,513| 17,483 | 17,452 | 17,422 | 17,301 | 17,361 | 17,331 | 17,301 | 17,271
5,81 17,241 | 17,212 | 17,182 17,153 |17,123|17,004| 17,065 | 17,036 |17,007| 16,978
5,9 | 16,949| 16,920 16,892 16,863 | 16,835] 16,807 | 16,779 | 16,750 | 16,722 | 16,604
6,0 | 16,667|16,639| 16,611 | 16,584 | 16,556 16,529 | 16,502 | 16,474 | 16,447 | 16,420
6,1 | 16,393 |16,36716,340|16,313|16,287]16,260| 16,234 | 16,207 | 16,181 | 16,155
6,2 | 16,129 |16,103| 16,077 16,051 | 16,026 16,000 | 15,974 | 15,949 | 15,924 | 15,898
6,3 | 15,873|15,848|15,823)15,798 | 15,773 15,748 | 15,723 | 15,699 | 15,674 | 15,649
6,4 | 15,625|15,601|15,576| 15,552 15,528 15,504 | 15,480 15,456 15,432 15,408
6,5 | 15,385|15,361|15,337| 15,314 | 15,291 |15,267|15,244 | 15,221 | 15,198 | 15,175
6,6 | 15,152 15,129 15,106| 15,083 |15,060|15,038|15,015|14,993|14,970| 14,948
6,7 | 14,925 14,903 | 14,881 14,859 | 14,837|14,815| 14,793 | 14,771 | 14,749 | 14,728
6,8 14,706 14,684 14,663 | 14,641 | 14,620]14,599 | 14,577 | 14,556 14,535 | 14,514
6,9 | 14,493 (14,472 |14,451|14,430|14,409]| 14,388 14,368 | 14,347 | 14,327 14,306
7,0 ] 14,286| 14,265 | 14,245 | 14,225 14,205| 14,184 | 14,164 | 14,144 | 14,124 | 14,104
7,1 | 14,085 | 14,065 |14,045 14,025|14,006]13,986|13,966|13,947|13,928| 13,908
7,2 | 13,889 /13,870113,850!13,83113,812113,7931 13,774 | 13,755|13,736| 13,717
7,3 | 13,699 13,680 13,661 |13,643|13,624|13,605 13,587|13,569|13,550| 13,532
7,4 | 13,514 13,495 | 13,477 | 13,459 | 13,441 | 13,423 | 13,405 | 13,387 13,369 | 13,351
7.5 13,333]13,31613,298|13,28013,263]13,245 13,228 |13,210|13,193| 13,175
7,61 13,158 | 13,141 | 13,123 13,106 |13,089|13,072|13,055|13,038|13,021| 13,004
7,7 | 12,087 12,9701 12,953 | 12,937 | 12,920) 12,903 | 12,887 | 12,870 | 12,853 | 12,837
7,81 12.821 12,804 | 12,788 12,771 | 12,755 12,739 | 12,723 | 12,706 | 12,600 | 12,674
7,9 | 12,658 12,642 12,626 12,610 12,594| 12,579 12,563 |12,547 12,531 12,516
8,0 | 12,500 12,484 12,469 12,453 |12,438| 12,422 | 12,407 | 12,392 | 12,376 | 12,361
8,1 | 12,346 /12,330 12,315|12,300| 12,285| 12,270 12,255 | 12,240 | 12,225 | 12,210
8,2 | 12,195 /12,180 12,165 | 12,I51 |12,136|12,121|12,107|12,092 12,077 12,063
8,3 ] 12,048 | 12,034 12,019|12,005|11,990}11,976| 11,962 (11,947 11,933 11,919
8,4 11,005 11,891 | 11,876 | 11,862 |11,848)| 11,834 |11,820|11,806!11,792| 11,779
8,5 11,765 | 11,751 11,737 |11,723|11,710| 11,696 | 11,682 11,669 | 11,655| 11,641
8,6 11,628 | 11,614 | 11,601 |11,587|11,574]|11,561 11,547|11,534 I1,52I| 11,507
8,7| 11,494 | 11,481 | 11,468 11,455|11,442|11,429|11,416|11,403 | 11,390| 11,377
8,8 11,364 | 11,351 11,338 | 11,325|11,312| 11,299 11,287 | 11,274 11,261 11,249
8,9| 11,236 | 11,223 | 11,211 | 11,198 |11,186| 11,173 | 11,161 11,148 II1,136| 11,123
9,0) 11,111 11,009 | 11,086 1,0741|11,062)11,050]|11,038)11,025]|I1,0I3| 11,001
9,1 | 10,989 10,977 10,965 10,053 |10,941]10,929|10,917| 10,905 |10,893| 10,881
9,2 | 10,870/ 10,858 10,846 |10,834|10,823]| 10,811 | 10,799 | 10,787 |10,776| 10,764
9,3 | 10,753| 10,741 | 10,730 10,718 | 10,707 | 10,605 | 10,684 | 10,672 | 10,661 | 10,650
9,4 | 10,638 10,627 | 10,616 10,604 | 10,593 10,582 | 10,571 | 10,560 10,549 | 10,537
9,5 | 10,526 10,515 10,504 | 10,493 | 10,482 10,471 | 10,460 10,449 |10,438| 10,428
9,6 | 10,417 10,406 10,395 | 10,384 10,373] 10,363 | 10,352 | 10,341 | 10,331 | 10,320
9,7 | 10,309 | 10,299 | 10,288 | 10,277 | 10,267} 10,256 | 10,246 | 10,235 | 10,225 | 10,215
9,8 | 10,204 (10,194 10,183|10,173|10,163]10,152|10,142|10,132|10,I21| 10,111
9,9 | 10,101 | 10,091 | 10,081 | 10,070 10,060 10,050 | 10,040 | 10,030 | 10,020 | 10,010

n o I 2 3 4 5 6 7 8 9
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¢) Die Quadratzahlen n?. 1,00—4,99

n| o | 1 2'3!45678|9

1,00 1,0000| 1,0020| 1,0040| 1,0060| 1,0080| 1,0100| 1,0120, I1,0140| I,0I61| I,0I81
1,0I| 1,020I; I,0221| 1,0241| 1,0262| I,0282| 1,0302| 1,0323! 1,0343| I1,0363| 1,0384
1,02 I,0404| 1,0424| 1,0445| 1,0465| 1,0486| 1,0506| 1,0527| 1,0547| 1,0568| 1,0588
1,03 1,0609| 1,0630| 1,0650| 1,0671| I,0692| 1,0712| 1,0733| 1,0754| I,0774| 1,0795
1,04 1,0816| 1,0837| 1,0858| 1,0878| 1,0899] 1,0920, I,004I| 1,0962| 1,0983 1,1004
1,05| 1,1025| 1,1046| 1,1067| 1,1088| 1,1109| I,1130| I,II5I| I,1172| I,1104| I,I1215
1,06] 1,1236| 1,1257| 1,1278| I,1300| I,I132I| I1,1342| 1,1364| I1,1385| 1,1406| 1,1428
1,07] 1,1449| I,1470| 1,1492| 1,1513]| 1,1535| 1,1556| 1,1578| 1,1599| I,162I| 1,1642
1,08| 1,1664| 1,1686| 1,1707| 1,1729| 1,1751| 1,1772| 1,1794| 1,1816| 1,1837| 1,1859
1,09| 1,1881| 1,1903| I1,1925| 1,1946| 1,1968| 1,1990| I,2012| 1,2034| I,2056| 1,2078

1,1 | 1,2100| I,232I| I,2544| I,2769| 1,2906| 1,3225| I,3456| 1,3689| I,3924| 1,4161
1,2 | 1,4400| 1,4641| 1,4884| 1,5129| 1,5376| 1,5625| 1,5876] 1,6129| 1,6384| 1,6641I
1,3 | 1,6900| 1,7161| 1,7424| 1,7689| 1,7956] 1,8225| 1,8496| 1,8769| 1,9044| 1,9321
1,4 | 1,9600| 1,9881| 2,0164| 2,0449| 2,0736] 2,1025| 2,1316| 2,1609, 2,1904| 2,220I
1,5 | 2,2500| 2,2801| 2,3104| 2,3409| 2,3716| 2,4025| 2,4336| 2,4649| 2,4964| 2,5281
1,6 | 2,5600| 2,5921| 2,6244| 2,6569| 2,6896| 2,7225! 2,7556| 2,7889| 2,8224| 2,8561
1,7 | 2,8900| 2,9241| 2,9584| 2,9929| 3,0276| 3,0625| 3,0076| 3,1329| 3,1684| 3,2041
1,8 | 3,2400| 3,2761| 3,3124| 3,3489| 3,3856| 3,4225| 3,4596| 3,4969 3,5344| 3,5721
1,9 | 3,6100| 3,6481| 3,6864| 3,7249| 3,7636] 3,8025| 3,8416{ 3,8809| 3,9204| 3,9601
2,0 | 4,0000| 4,0401| 4,0804| 4,1209| 4,1616| 4,2025| 4,2436| 4,2849| 4,3264| 4,3681
2, | 4,4100| 4,4521| 4,4944| 4,5369| 4,5796] 4,6225| 4,6656| 4,7089| 4,7524| 4,7961
2,2 | 4,8400| 41,8841 4,0284| 4,9729| 5,0176| 5,0625| 5,1076) 5,1520| 5,1984| 5,2441
2,3 | 5,2900| 5,336T| 5,3824| 5,4289| 5,4756] 5.5225| 5,5696| 5,6169! 5,6644| 35,7121
2,4 | 5,7600| 5,8081| 5,8564| 5,9049| 5,9536] 6,0025| 6,0516| 6,1009| 6,1504| 6,2001
2,5 | 6,2500| 6,3001| 6,3504| 6,4009| 6,4516| 6,5025| 6,5536| 6,6049| 6,6564| 6,7081
2,6 | 6,7600| 6,8121| 6,8644| 6,9169| 6,9696| 7,0225| 7,0756| 7,1289| 7,1824| 7,2361
2,7 | 7,2900| 7,3441| 7,3984| 7,4529| 7,5076| 7,5625| 7,6176| 7,6729| 7,7284| 7,7841
2,8 | 7,.8400| 7,8961| 7,9524| 8,0089| 8,0656| 8,1225 8,1796| 8,2369| 8,2044| 8,3521
2,9 | 8,4100| 8,4681| 8,5264| 8,5849| 8,6436| 8,7025| 8,7616| 8,8209| 8,8804| 8,9401
8.0 | 9,0000| 9,0601| 9,1204| 9,1809| 9,2416| 9,3025| 9,3636| 9,4249| 9,4864| 9,5481
3,1 | 9,6100| 9,6721| 9,7344| 9,7969| 9,8596] 9,9225| 9,9856|10,0489(10,112410,1761
3,2 [10,2400|10,3041 (10,3684 |10,4329|10,4976]10,5625/10,6276|10,6929|10,7584|10,8241
3,3 [10,8900110,9561 11,0224 /11,0889 11,1556|11,2225/11,2896/11,3569|11,4244|11,4921
3,4 11,5600 (11,6281 11,6064 11,7649 /11,8336]11,9025|/11,9716/12,0409|12,1104|12,1801
3,5 |12,2500(12,3201 |12,3904 12,4609 |12,5316|12,6025|12,6736/12,7449|12,8164|12,8881
3,6 |12,0600|13,0321I 13,1044 13,1769 13,2496{13,3225|13,3956/13,468913,5424(13,6161
3,7 |13,6900113,7641 (13,8384 (13,9129 |13,9876{14,0625/14,1376|14,2129 14,2884|14,3641
3,8 |14,4400 (14,5161 (14,5924 14,6689|14,7456]14,8225|14,8096|14,9769(15,0544|15.1321
3,9 [15,2100]15,2881 15,3664 |15,4449|15,5236]15,6025|15,6816|15,7609/15,8404|15,9201
4,0 |16,0000|16,0801|16,1604|16,2409|16,3216[16,4025|16,4836|16,5649|16,6464 16,7281
4,1 116,8100(16,8921 (16,9744 |17,0569|17,1396{17,2225|17,3056/17,3889|17,4724|17,5561
,2 [17,6400 17,7241 |17,8084 17,8929 |17,9776[18,0625|18,1476(18,2329(18,3184(18,4041
4,3 18,4900 18,5761 18,6624 (18,7489 |18,8356[18,0225|19,0006/19,0069/19,1844|19,2721
4,4 |19,360019,4481(19,5364 |19,6249|19,7136]19,8025/19,8916|19,9809/20,0704|20,1601
4,5 |20,2500 20,3401 20,4304 (20,5209 |20,6116}20,7025|20,7936/20,8849|20,9764|21,0681
4,6 21,1600 (21,2521 21,3444 (21,4369 |21,5296[21,6225|21,7156/21,8089/21,9024|21,9961
4,7 [22,0900 (22,1841 (22,2784 (22,3729 22,4676(22,5625|22,0576(22,7529/22,8484(22,9441
4,8 23,0400 (23,1361 23,2324 (23,3289 |23,4256[23,5225(23,6196/23,7169|23,8144 (23,9121
4,9 |24,0100|24,1081 24,2064 24,3049 |24,4036}24,5025|24,6016,24,7009|24,8004|24,9001

n| o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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e¢) Die Quadratzahlen n? (Fortsetzung).
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5,00—9,99

o

I

2 | 3 |

4

5

| 6

| 7 | 8

| o

5,0
5,1

5.3
5:4
5’5
5,6
5.7
5,8
5)9
6,0
6,1
6,2

6,4

6,5
6,6

6,8
6,9
7.0
7,1
7,2
7.3
7.4
7:5
7,6
7.7
7,8
7’9

9.0

9,4

52,0000
26,0100
27,0400
28,0900
29,1600
30,2500
31,3600
32,4900
33,6400
34,8100
36,0000
37,2100
38,4400
39,6900
40,9600
42,2500
43,5600
44,8900
46,2400
47,6100
49,0000
50,4100
51,8400
53,2900
54,7600
56,2500
57,7600
59,2900
60,8400
62,4100
64,0000
65,6100
67,2400
68,8900
70,5600
72,2500
73,9600
75,6900
77,4400
79,2100
81,0000
82,8100
84,6400
86,4900
88,3600
90,2500
92,1600
94,0900
96,0400
08,0100

25,1001
26,1121
27,1441
28,1961
29,2681
30,3601
31,4721
32,6041
33,7561
34,9281
36,1201
37,3321
38,5641
39,8161
41,0881
42,3801
43,6921
45,0241
46,3761
47,7481
49,1401
50,5521
51,0848
53,4361
54,9081
56,4001
57,9121
59,4441
60,9961
62,5681
64,1601
65,7721
67,4041
69,0561
70,7281
72,4201
74,1321
75,8641
77,6161
79,3881
81,1801
82,9921
84,8241
86,6761
84,5481
90,4401
92,3521
94,2841
96,2361
98,2081

25,2004
26,2144
27,2484
28,3024
29,3764
30,4704
31,5844
32,7184
33,8724
35,0464
36,2404
37,4544
38,6884
39,9424
41,2164
42,5104
43,8244
45,1584
46,5124
47,8864
49,2804
50,6044
52,1284
53,5824
55,0564
56,5504
58,0644
59,5984
61,1524
62,7264

64,3204
65,9344
67,5684
69,2224
70,8964
72,5904
74,3044
76,0384
77,7924
79,5664
81,3604
83,1744
85,0084
86,8624
88,7364
90,6304
92,5444
94,4784
96,4324
98,4064

25,3009
26,3169
27,3529
28,4089
29,4849
30,5809
31,6969
32,8329
33,9889
35,1649
36,3609
37,5769
38,8129
40,0689
41,3449
42,6409
43,9569
45,2929
46,6489
48,0249
49,4209
50,8369
52,2729
53,7289
55,2049
56,7009
58,2169
59,7529
61,3089
62,8849
64,4809
66,0969
67,7329
69,3889
71,0649
72,7609
74,4769
76,2129
77,9689
79,7449
81,5409
83,3569
85,1929
87,0489
88,9249
90,8209
92,7369
94,6729
96,6289
98,6049

25,4016
26,4196
27,4576
28,5156
29,5936
30,6916
31,8096
32,9476
34,1056
35;2836
36,4816
37,6996
38,9376
40,1956
41,4736
42,7716
44,0896
45,4276
46,7856
48,1636
49,5616
50,9796
52,4176
53,8756
55,3536
56,8516
58,3696
59,9076
61,4656
63,0436
64,6416
66,2596
67,8976
69,5556
71,2336
72,9316
74,6496
76,3876
78,1456
79,9236
81,7216
83,5396
85,3776
87,2356
89,1136
91,0110
92,9296
94,8676
96,8256
98,8036

25,5025
26,5225
27,5625
28,6225
29,7025
30,8025
31,9225
33,0625
34,2225
35,4025
36,6025
37,8225
39,0625
40,3225
41,6025
42,9025
44,2225
45,5625
46,9225
48,3025
49,7025
51,1225
52,5625
54,0225
55,5025
57,0025
58,5225
60,0625
61,6225
63,2025
64,8025
66,4225
68,0625
69,7225
71,4025
73,1025
74,8225
76,5625
78,3225
80,1025
81,9025
83,7225
85,5625
87,4225
89,3025
91,2025
93,1225
95,0025
97,0225
99,0025

25,6036
26,6256
27,6676
28,7296
29,8116

30,9136
32,0356
33,1776
34,3396
35,5216
36,7236
37,9456
39,1876
40,4496
41,7316
43,0336
44,3556
45,6976
47,0596
48,4416
49,8436
51,2656
52,7076
54,1696
55,6516
57,1536
58,6756
60,2176
61,7796
63,3616
64,9636
66,5856
68,2276
69,8896
71,5716
73,2736
74,9956
76,7376
78,4996
80,2816
82,0836
83,9056
85,7476
87,6096
89,4916

91,3936
93,3156
95,2576
97,2196
99,2016

25,7049|25,8064
26,7289|26,8324
27,7729|27,8784
28,8369(28,9444
29,9209|30,0304
31,0249|31,1364
32,1489(32,2624
33,2929|33,4084
34,4569|34,5744
35,6409|35,7604
36,8449/36,9664
38,0689(38,1924
39,3129{39,4384
40,5769|40,7044
41,8609(41,9904
43,1649(43,2964
44,4889/44,6224
45,8329(45,9684
47,1969(47,3344
48,5809(48,7204
49,9849(50,1264
51,4089(51,5524
52,8529/52,9984
54,3169|54,4644
55,8009(55,9504
57,3049(57,4564
58,8289(58,0824
60,3729(60,5284
61,9369(62,0044
63,5209(63,6804
65,1249|65,2864
66,7489(66,9124
68,3929/68,5584
70,0569|70,2244
71,7409(71,9104
73,4449|73,6164
75,1689/75,3424
76,9129{77,0884
78,676978,8544
80,4609:80,6404
82,2649‘82,4464
84,0889 84,2724
85,9329J86,1184
87,7969 87,9844
89,6809‘89,8704
91,5849 91,7764
93,5089 93,7024
95,4529,95,6484
97,4169 97,6144
99,4009/99,6004

25,9081
26,9361
27,9841
29,0521
30,1401
31,2481
32,3761
33,5241
34,6921
35,8801
37,0881
38,3161
39,5641
40,8321
42,1201

43,4281
44,7561
46,1041
47,4721
48,8601
50,2681
51,6961
53,1441
54,6121
56,1001
57,6081
59,1361
60,6841
62,2521
63,8401
65,4481
67,0761
68,7241
70,3921
72,0801
73,7881
75,5161
77,2641
79,0321
80,8201
82,6281
84,4561
86,3041
88,1721
90,0601
91,9681
93,8961
95,8441
97,8121
99,8001

o

I

2

3

4

5

6

;7 | 8

9
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f) Die Kubikzahlen n3.

1,0—9,9

o

I

2

3|

4

5

o |7

8

9

1,000
8,000
277,000

64,000
125,000
216,000

343,000
512,000

O 0N oL WoN H iS

729,000

1,331
9,261

29,791

68,921
132,651
226,981

357,911

531,441
753,571

1,728
10,648
32,768

74,088
140,608
238,328
373,248

551,368
778,688

2,197
12,167

35,937

79,507
148,877
250,047
571,787
804,357

2,744
13,824

39,304
85,184

157,464
262,144

405,224

592,704
830,584

3,375
15,625

42,875

91,125
166,375
274,625
421,875
614,125
857,375

g) e

4,006| 4,913
17,576 19,683
46,656 50,653

97,336|103,823
175,616|185,193
287,496 300,763

438,976 456,533
636,056 658,503

884,736 912,673

5,832
21,952
54,872

110,592
195,112

314,432

474,552

681,472
941,192

6,859
24,389
59,319

117,649
205,379
328,509

493,039

704,969
970,299

S

|

8

K

PN Ot W N KW O

e

1,00000
2,71828
7,3891
20,0855
54,598

148,413
103,43
1096,6
2980,9
8103,0

1,10517
3,00417
8,1662
22,1980
60,340

164,022
445,86
1212,0
3294,5
8955,2

1,28402
3,32012
09,0250
24,5325
66,686

181,272
492,75
13394
3641,0
9897,2

1,34986
3,66930
9,9742

27,1126

73,700

200,337
544,57
1480,3
4023,9
10938,0

1,49182
4,05520
11,0232
29,9641
81,451

221,406
601,84
1636,0
44471
12088,4

1,64872
4,48169
12,1825
33,1154
90,017

244,692
665,14
1808,0
4914,8
13359,8

2,01375
5,47830
14,8797
40,4473
109,947
298,867
812,40
2208,3
6003,0

1,82212
4,95303
13,4637
36,5982
99,484

270,426

735,10
1998,2

543L,6

14764,8/16317,6

2,22554
6,04965

16,4446

44,7012
121,510

330,300

897,84
2440,6
6634,2
18033,8

2,45960
6,68589
18,1741
49,4024
134,290
365,037
992,28

2697,3

7332,0

19930,4

l

6

7

o

1,00000
0,36788
0,I13534
0,049787
0,018316

0,006738

N O AW N HO

0,002479 ’

0,000912

0,12246

0,90484
0,33287

0,045049
0,016573

0,006097
0,002243
0,000825

0,81873
0,30119
0,11080
0,040762
0,014996
0,005517
0,002029
0,000747

0,74082
0,27253
0,10026
0,036883
0,013569

0,004992
0,001836
0,000676

|

0,67032
0,24660
0,09072
0,033373
0,012277

0,004517
0,001662

0,60653
0,22313
0,08209
0,030197
0,0II109
0,004087
0,001503

0,000011

0,000553

0,54881
0,20190
0,07427
0,027324
0,010052
0,003698
0,001360

0,49659
0,18268
0,06721
0,024724
0,009095
0,003346
0,001231

0,000500

2
h) Kreisinhalt ’141 fiir &= 10 bis 99.

0,000453

0,44933
0,16530
0,06081
0,022371
0,008230
0,003028
0,001114
0,000410

0,40657
0,14957
0,05502
0,020242
0,007447
0,002739
0,001008
0,000371

2|

3

4

5

5|

7

1 8

B

O 00 c\kn-hwmr«l&

78,540
314,16
706,86
1256,6
1963,5
2827,4
3848,5
5026,6
6361,7

95,033
346,36
754,77
1320,3
2042,8
2022,5
3959,2
5153,0
6503,9

113,097
380,13
804,25
1385.4
2123,7
3019,1
4071,5
5281,0
6647,6

132,732
415,48
855,30
1452,2
2206,2
3117,2
4185,4
5410,6
6792,9

452,39
907,92

3217,0
4300,8
5541,8
6939,8

153,938

1520,5
2290,2

176,715
490,87
962,11
1590,4
2375,8
3318,3
4417,9
5674,5
7088,2

f

201,062
530,93
1017,88
1661,9
2463,0
3421,2
4536,5
5808,8
7238,2

226,980
572,56
1075,21
1734.9
2551,8
3525,7
4656,6
5944,7
7389,8

254,469
015,75
1134,11
1809,6
2642,1
3631,7
4778.4
6082,1
7543,0

283,529
660,52
1194,59
1885,7
2734,0
37393
4901,7
6221,1
7697,7
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i) Umwandlung von BogenmaB in WinkelmaB und umgekehrt.

1° 0,0I74533 1/ 0,00029089 1’ 0,0000048481
2° 349066 2’ 58178 2" 96963
3° 523599 3’ 87266 3”7 | 0,0000145444
4° 698132 4’ 0,00116355 4" 193926
5° 872665 5’ 145444 5" 242407
6° 0,1047198 6’ 174533 6" 290888
7° 1221730 7’ 203622 7" 339370
8° 1396263 8’ 232711 8" 387851
9° 1570796 9’ 261799 9” 436332
0,00001 2,063”" | 0,001 3" 26,26” | o,1 | 5° 43" 46,48”
0,00002 4,125"" | 0,002 6’ 52,53 | o,2| 11° 27" 32,06”
0,00003 6,188 | 0,003 10/ 18,79” | 0,3| 17° 11’ 19,44"
0,00004 8,251"" | 0,004 13’ 45,06” | 0,4| 22° 55 5,92”
0,00005 10,31” | 0,005 17 11,32 | 0,5| 28° 38" 52,40”
0,00006 12,38" | 0,006 20" 37,597 | 0,6] 34° 22’ 38,88”
0,00007 14,44"" | 0,007 24" 3,85 | 0,7] 40° 6’ 25,36”
0,00008 16,50” | 0,008 27" 30,12”° | 0,8] 45° 50" 11,84"
0,00009 18,56”" | 0,009 30’ 56,38 | 0,9 51° 33" 58,33
0,0001 20,63 | o,01 34" 22,657 | 1,0] 57° 17" 44,81
0,0002 41,25 | 0,02 | 1° 8 45,30”
0,0003 | 1’ 1,88 |o0,03 | 1° 43 7,947 | 1,0 3437 44,81”
0,0004 |1’ 22,51 | 0,04 |2° 17 30,59
0,0005 1’ 43,13 Jo,05 | 2° 517 53,24” | 1,0 206264,806"
0,0006 2" 3,76” 0,06 | 3° 26" 15,89”
0,0007 | 2’ 24,397 | 0,07 | 4° o 38,54”
0,0008 | 2° 45,017 | 0,08 | 4° 35’ 1,18
0,0009 | 3" 3564”7 {009 |5° 9 2383
k) Wichtige Zahlenwerte.
7w 3,1415927 w2 1,57080 Iixw 0,31831
2n 6,28319 w3 1,04720 1:a? 0,10132
3z 9,42478 T4 0,78540 18 a 0,03225
4m 12,56637 a? 9,86960 V= 1,77245
3
57 15,70796 a3 31,00628 ]/; 1,46459
67 18,84956 4 n? 39,47842 lgn 0,49715
77 21,99115 7t 4 2,46740 Inz 1,14473
8z 25,13274 )2 4,44288 e 2,7182818
9@ 28,27433 n:]/Z 2,22144 Ige 0,43429

Inz =1lgz-Iln10.
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2. Mathematische Formeln.

A. Ebene Trigonometrie.

a) Kreisfunktionen.

Grad | o | 9% 180 270 1 360 I 30 45 60
sin = 0 | 41 0o | —1 0 3 w2z | Y3
cos = | A1 o | —1 o | 1 | s | w2z | o4
g — 0 o 0 o o | $/3 1 V3
cotg = 0o 0 0o 0 0o ]/3 A é]/g

Ist & ein Winkel <(90°, so ist, vorausgesetzt daB:

Winkel ¢ liegt zwischen Winkel @ in Grad = -
Fx_mk- 0° 90° | 180° | 270°
tion und | und | und | und +a 90 + « 180 + a 270 + o
90° | 180° | 270° | 360°
singp = || -+ + — — 4- sinx | 4 cosx | F sinx | — cosx
cosp = | -+ — — + -+ cosax | F sinx | — cosx | -+ sino
tgp =| + —_ - — + tga | Fctgax | + tga | F ctgo
ctgp = | + — -+ — 4 ctgx | F tgx | fctga | F tgx
sin (45° 4 &) = cos(45° F );  tg(45° £ &) = ctg(45° F &) -
i t x
lim (Sm—"i) =1 = lim (ﬂ) ; lim (nsin i) — lim (ntg—) =z.
@p->0 @ @->0 4 ” > 00 n 7> oo "

«) Beziehungen zwischen den Funktionen desselben Winkels.

sin?x + cos?ox = 1 tgo sin ctgor — % !

0O =1. —_ -, — e = —,
g & & sin o tgo

1

1+t = ——. 1-+ctg?a0=-——.
+te cos?o + cte sin2x
— tgx 1
singt = 1 — cos?q = &

V1 + tela - V1 - ctg?a '

1 ctgo
cosoy = /1 — sin?q = = g _.
V1 +tefa Y1 L ctela

pB) Beziehungén zwischen den Funktionen zweier Winkel.
sin (% 4 f) = sinacosf+cosasinf. cos(x 4 f) =cosacosf F-sinxsinf .
tg(o + f) =[tgax £ tgf]:[1 F tgxtgfl .
ctg (& + f) = [etgaxctgf F 1]: [ctg f 4= ctga] .

o O o o
sin g¢-}-sin § =2 sin - +ﬂ-oos——r. ' sinbt—sinﬁ:Zcosiﬁ-sin '8
2 2 2 2
2.2 xX— 12 —_—
cos& |- cos f =2 cos +ﬂ-COSJ. , cos«x—cosﬁ:—Zsinié-sing——ﬂ.
2 2 3 2
sin (& & ) ‘ sin (8 + &)
t tgp = —— . tgox t ===
g L tgh cos x cos 8 ctgx £ ctgf sin o sin 8
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2sinasinf == cos(x — f) — cos (& 4 f) .
2cosacosff = cos(x — f) + cos(x + f) .
2sinx cosf = sin(x + ) -} sin(x — ) .

tgo t tgx — t
teartgf = & +tef . tg L
ctgo + ctgf ctgx — ctgf
tgo t ctgo — ct,
ctgactg f = % +otgf__ cte gf
tgo + tg tgor — tg
b) Moivresche Formel und Anwendungen.
. . 1 .
Imaginidre Einheit: 2=—1; j=+4}—1; 2=1; »:,—,—z—].

(cos @ + 7 sin @)* = cos (n @) - 7 sin (n ¢) .
cos (7 @) = cos” @ — (Z) cos® 2@ sin?p + (Z) cos® " tepsintep — ...

sin (# @) = (71") cos® " lgsing — (Ig) cos” dpsinfe+ —...

1 1 (2Fk
cosz’“q;:z“_1 . [coszk zp+(21k) cosRR—2)p ...+ > (Zk )] ,

cos2k+1¢=%[cos(2k—|—1)<p+(2k1+1) cosRE—1)p+...

+(2k}j1)mw]’
176

. _ —1)* (2k
szlcq,:%[cosZktp—(ik) 005(2k“2)¢+—‘"'( 2 (Zk )} ’

N
sin?k g — (22? [sin(Zk—}—Uzp—- (2’*’14“1) sin(E—1) @+ ...

[ (——-1)"(2kk-|—1)sintp} .

¢) Eulersche Formeln.
cosx + Fsinw = €%, cosx— jsinw = e ~I7;
1 ej.w: —_e—i*

1 1 . .
cosa::a-(e”—l—e“”), sinx:i—;(e”—e—”), tgx:Tm-

d) Anwendung auf Algebra.
o) Auflésung goniometrischer Gleichungen.
1. acosp 4+ bsing =c¢, a?+b% > 2.
Die Substitution tg% == ergibt eine quadratische Gleichung fiir ¢.
Fiir logarithmische Rechnung bequemer setzt man
a b X c

7—}—-172—=COS[X’ m:sma, m:cosy.

Losungen: ¢y =a 4y, @gy=0o—7y.

Banneitz, Taschenbuch. 2
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2. Bestimmung von ¢ und p aus den Gleichungen

by = sing _
@ w_a, sn =
Man setzt a = tgi. Dann wird
@ — Y o
t =tg—-tg(d —45°).
) iy g ( 5°)

f) Logarithmisch-goniometrische Behandlung algebraischer
Ausdriicke:

]/ —b
xr = Z—+7b’ a>b; loga und logb sind gegeben.

b
Man setzt = cos2y. x==1tgy.

2. Die quadratische Gleichung 22 —2az 4+ b =10.

b
&) a® —b>0, b>0: Man setzt Y;:shm(p.

; =V3tg<p s Ty =]/3- ctgﬂp .

b )
pF) b <0: Man setzt Va =1tg2e¢.

Ty = — ]/j—?tgtp s @y =]/:Z- ctgg .
y) a® — b < 0 {komplexe Wurzeln}: Man setzt b = 7%, % = cosg .

& =r(cosp +-7sing).

3. Gleichung 3. Grades.
34 ax? by -+ ¢ =0 wird durch:
a
=9y — 3
auf die Form Y4py+gqg=0
gebracht. Die Losungen der letzteren sind:

h=u+tv, yy=ctu+t v, y;=cutcv.
Dabei ist:

S N V)

3
R AR q L P
M"V—_"*' T v_V—'?_ Tt

1. Fall: —-—|— >0 1 reelle, 2 konjugierte komplexe Wurzeln.

goniometrischen Behandlung setze man
a) wenn p > 0:

p\:

3 o (p)%— (p)-;

t = —; == — = |— . = —|—=

ga 7 tgd tg > u 3 tgh, v 3 ctgd .
2

Zur



= “2(—

p
3

b) wenn p <0'
sin =—-—~;
g 4
2
Ya,3

Ebene Trigonometrie. 19

)%ctgzl, yzz(%-)}f{ctgzl—i— ”/3-},

sin2 4

1. = —_—
gu = g 5" V=

4

sin2 u

. '
. Irreduzibler Fall: =— 4 — <0.
2. Irreduzibler 4-{—27<

V3 }
sin24) "

Yy = (g—)%{ctgzl — 7

(e

( 13)) .sin12‘u ;

T ﬂ/_ctgu}

3 reelle Wurzeln, die durch die Cardanische Formel in imagindrer Form er-
scheinen. Man setze

3
cos(x—-——q—:(-——p—)"-
2 3
Es werden:
I
e P ent s (-2t
p)%— 27— &
=2.<_.-— - cos
3"3 3 3
3. Fall: —3—4—%:0 Man setzt
3_ .
1/1=V_1’_=u
2 3
Es werden: Yy1=—2a, Yy=Y3=2a

¢) Berechnung ebener Figuren.

a="bcosy 4 ccosf .

Cosinussa

Setzt man :

tz:

«) Das Dreieck.

b=ccosx -4 acosy.

c=acosf + bcosa.

a2 =024 ¢ —2bccosx.

2s=a-+b-c¢, so wird:

(s—b)(s——a) L& (s—b)(s—~t) o s(s—a)
, sl — == |/ § — == .
s(s—a) 2 b.c b.-c
Sinussatz: a:b:c=sinx:sinf:siny.
Ist r der Radius des umbeschriebenen Kreises, so ist
a=2rsina, b=2rsinf, c=2rsiny.
o4 13
tgil? tgﬂ—l-:" ta + 7
a+b 2 btc 2 atc 2
a—b x—pf' b—c¢ _B—y  a—c  oa—7y’
tg —— t
tg 2 g 2 g 3
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Die Mollweideschen Formeln:

o5 oy w5
¢ cos (0‘42— ) ¢ sin (_“_—’2—_'3>

Radius des Inkreises:

B

— —b)(s —
9:(S_a)tg_g_=(s_b)tg?:(s_c)tg%=V(s a) (s —b)(s—o)

S

Fliache des Dreiecks:

F=YVs(s—a)(s—b)(s—o).

y) Die Hauptaufgabe der Kleintriangulation.

Das Vorwirtseinschneiden. Gegeben sind
die rechtwinkligen Koordinaten von A4 (w4, %) und
B(xy, ¥5) (s. Abb. 1); ferner <X« = PAB und
< f = PBA. Gesucht sind die Koordinaten x,y

g eines Punktes P. PA=1wr, PB=1r),, AB=a.
< @ sei die Neigung von 4B.

Man bestimmt zunichst @ und ¢ aus:

YN R L2 TN

=1tge; =a ="
Z Ty — Xy cos @ sin ¢

Abb. 1. Der Sinussatz ergibt weiter:

asinf asing
R .
1 sin(x + ) 2T sin(a 4 B)
< (A P) sei die Neigung von AP. < (BP) sei die Neigung von BP.

SAP)=a+¢; <LX(BP)=180°— (88— ¢).

x-——wl-l—TICOS(AP):“’l‘I‘;i;a(’:‘:‘n_f—m’COS(“+¢)’

a sin .
y=y1-|—rlsm(AP)=y1+m+£E-51n(a+ @) -

Es ist aber auch:
ino

x:x2_|_¢2005(3p)=$2_ﬁ.:—n_|_—m-cos(ﬂ—(p),

L asinox .
y:yg—l—'rgsm(BP):yz'}‘m'sm(ﬂ""m-

———
Liegt P so, daB A ABP im Uhrzeigersinn durchlaufen wird, so sind «, f durch
—«&, —f zu ersetzen.

B. Sphérische Trigonometrie.

a) Vorbemerkungen.

Hauptkreis auf der Kugel heifit ein Kreis, dessen Ebene durch den Kugel-
mittelpunkt geht. Einer der beiden Endpunkte des auf der Ebene des Haupt-
kreises im Kugelmittelpunkt senkrecht stehenden Durchmessers ist der Pol. Zu
jedem Punkt der Kugeloberfliche als Pol gehért ein bestimmter Hauptkreis mit
entsprechendem Umlaufsinn.
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Ein Stiick eines Hauptkreisbogens wird gemessen durch den zum Bogen
gehorigen Zentriwinkel ¢; die Linge des Bogenstiickes ist dann R - &, wenn R
der Kugelradius ist. ‘

Beschreibt man um die Spitze eines Dreikants als Mittelpunkt eine Kugel,
so wird auf dieser durch das Dreikant ein sphéarisches Dreieck ausgeschnitten,
dessen Seiten Stiicke von Hauptkreisen der Kugel sind und durch die Winkel
a b ¢ zwischen den Kanten des Dreikants gemessen werden; die Winkel des
sphirischen Dreiecks sind gleich den Flichenwinkeln &, f§, y an den Kanten
des Dreikants.

Der Inhalt eines sphirischen Dreiecks mit den Winkeln «, f§, y:

F=RMx+fdy—a) =R o (a0 f° 4 7°— 180 .

g=«+ ff +y —x wird der sphirische ExzeB des Dreiecks genannt.
w.jiDer Inhalt eines sphirischen n-Ecks:

J=2a0—m—2)a oder J=2m—21,

wo 2o die Summe der Innenwinkel, 3'¢v die Summe der AuBenwinkel des #-Ecks
bedeutet.
b) Sphérisches Dreieck.

«) Grundformeln fiir das schiefwinklige sphéirische Dreieck.
Sinussatz:
sina:sind:sinc=sinx:sing:siny .
Cosinussatz fiir die Seiten:
e0sb = cosa - cosc + sina -sinc- cosf .
Cosinussatz fiir die Winkel:
cosf =—cosx - cosy + sinasiny cosd .
Sinus - Cosinussatz fiir die Seiten:
sinb « cosy = cosa sin¢ — sina cos¢ cosf .
Sinus - Cosinussatz fiir die Winkel:
sin ff cosa = cos« siny -+ sin & cosy cosb .
Cotangentensatz (Satz der vier aufeinanderfolgenden Stiicke):
ctgasine = cosccosd + sinBetga (a2, f, ¢, ¥ — neg. Sinn),
ctgasinb = cosb cosy + siny etgx (¢, y, b, & — pos. Sinn).

p) Rechtwinkliges sphiérisches Dreieck.
<y =90°; @ und b Katheten, ¢ Hypotenuse.
sina = sin¢- sinor sinb = sin¢.sinf .
Cosinussatz fiir die Seiten:
eosS¢C = cosa - cosh . cosc = ctgx - otg3 .
Sinus-Cosinussatz fiir die Seiten:

cosx = tgbctge, cosf = tgactge .
Cotangentensatz:
tgd

sinag

tga
tgo = —— tgf =
g iy &8

Nepersche Merkregel: Bezeichnet man die Seiten eines Fiinfecks der Reihe
nach mit ¢, 90° —b, £, & und 90° — a, dann ist der Cosinus irgendeines dieser
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Stiicke gleich dem Produkt der Sinus der ihm anliegenden und gleich dem Produkt
der Cotangenten der ihm nicht anliegenden Stiicke.

y) Der Satz von Legendre.

Man kann ein sphirisches Dreieck in zweiter Annidherung ersetzen durch ein
ebenes Dreieck mit den Seiten a, b, ¢ und den Winkeln

£ s £
0‘12““3“7 191:/9—‘?" 71=7—‘§‘- &+ ptyn=ma.

(In erster Anndherung kann es durch ein ebenes Dreieck mit gleichen Seiten
und gleichen Winkeln ersetzt werden.)

d) Vorwéirtseinschneiden auf der Kugel.

Die Seiten des sphirischen Dreiecks seien klein gegeniiber dem Erdradius
Vorwirtseinschneiden. Gegeben: a, £, y.
Sphérischer ExzeB:

F asinf
= =g s FN i . N—_‘+‘ ’
£ = s 2 besingy b Sn @B +7)
asiny a? sin f siny

Mag+n O R ama@ g

Nach dem Legendreschen Satz ist das sphérische Dreieck jetzt durch ein ebenes
Dreieck mit den Winkeln f — —;—-, y— —;— und den Seiten @, b+ 4b, ¢+ Adc¢

zu ersetzen. Die Korrekturen fiir die Seiten b -und ¢ sind notwendig, weil an
&

den Winkeln £, y und « gleichfalls die Korrekturen Ax = Af = Ay = ——

angebracht wurden. Es sind: 3

ag.sin@2p +y)
3sin?(B+ )

assin(f -+ 27y)

b= — S A
4 3sin?(8 4 y)

, dc= —

¢) Weitere Formeln fiir das sphérische Dreieck.

@+b+0) <180°; (@+f+7) <180°.

X Vsin(s—-b)sin(s——c) o /sins . sin (s — a)
sin — = - , €08 — = T )
2 2 ] ind - sinc

sind . sin¢ s

tg%___ +Vsin(s—b)sin(s——c) )

sins - sin (s — a)

GauB -Delambresche Formeln:

o[t () w(i) w2

2 _ . 2 I 2 7
sin r cos—c— sin r sin—c—
2 2 2 2
sin(ﬁ—ﬂ—) cos(a—b) sin(“—ﬂ) sin(a_b>
2 2 . 2 2

c c
cos r €OS — cos . sin —
2 2 2 2
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Nepersche Gleichungen:

x—p an (2= F
B =]
2 2
cos a—b Sm<a—b
tg(“jﬁ)=ctg— cos(<“‘_2|—b§ tg(“;ﬁ):ctgl- sm(aib;
2 2

ol2) )
¢ ATV AR ATY R

tg — = .
1+ tg (—Z—) tg (-;—) £ COSKX

c) Anwendung auf Geographie.

«) Geographische Koordinaten.

Unter der geographischen Linge 4 eines Punktes der Erdkugel versteht man
den Winkel (nach Osten positiv gezahlt), den die Meridianebene des Punktes mit
der Ebene des Nullmeridians einschlieBt. Die geographische Breite ¢ des Punktes
ist der Winkel, den die Kugelnormale des Punktes mit der Aquatorebene (nach
Norden positiv gezahlt) einschlieBt. Die Erginzung dieses Winkels zu 90° heiBit
Poldistanz des Punktes (90° — ¢). Den von Nord iiber Ost positiv gezdhlten
Winkel, den ein Kreisbogen mit dem Meridian durch seinen Anfangspunkt ein-
schlieBt, nennt man das Azimut des Bogens.

Sphirischer Abstand s zweier Punkte (4;, @q; 4y @,):

€08 8 = Sin ¢, sin ¢, + €08 @; COS @, « €08 (A — 4,) «
Hauptaufgaben iiber geographische Koordinaten.

a) Gegeben: Koordinaten der Punkte Py (4;, @) und Py (A5, @y).
Gesucht: Azimute in P;, P, fiir die orthodrome Fahrt (Fahrt auf Haupt-
kreis) von P, nach P, (Abb.2a).

P2 — Py
ay — a gzg_zl.“s 2
2 2 S]-n‘Pl";“Pz
. P2 ¢

sin 4"

o atay 2
S T T oY
1 2

coS ——

2

ctg

£ b

7

b) Gegeben : Koordinaten von P; (4, Abb. 2. Berech .
@;), das Azimut @, in P, und der o egorrélilngtg‘ogmphxscher
sphirische Abstand P; P, = s (Abb.2b).

Gesucht: Koordinaten 1, @, von P,. Hauptkreisbogen P,F | Py N (N ist
Nordpol).
Aus Dreieck F Py P,:

tgx = tgs-cesa; . siny = sing, -sins.
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Aus Dreieck NFP,:

. tey o ,
tg(ly — 4y) = cos@+ o0 sin @, = cosy - sin (¢; + ) .

c) Beispiel. Entfernung und Richtung von Berlin nach New
York (Abb. 3).
Berlin @, = 52°30”7, A = 13°23 45"
New York ¢, == 40°42’42” J, = —76°20" 30”
Ay — Ay = 89° 447 15”

a) Entfernung s (sphirischer Abstand).
cos § == c0s(90° — @) cos (90° — @)
+ sin (90° — @) sin (90° — ;) cos (4 — 45)
cOs § == sin @, sin @y - cos @y cos @y cos (1; — 15)
cos s == 0,51959 s = 58°41/43”
90° entsprechen 10000 ki

o ’ //
Abb. 3. Berechnung der Ent- 58°41743 » 6521,7 km.
fernung und des Peilwinkels. Entfernung Berlin—New York = 6521,7 k.

p) Peilwinkel IT (B + II = 360°)
Sinussatz: sinf:sino = sind:sina
sinf :sin (A; — dg) = sin (90 — ;) : sins
sin § — cOoS @y si.n (A — 49)
sin s

ﬂ:62° 317 9” IT = 297° 28’ 5177

) Koordinatensysteme am Himmel.

1. Aufgabe. Sternzeitbestimmung aus Hohenmessung.

Bekannt sind geographische Breite @, d und « eines Sterns ', gemessen die
Hoéhe A von 3.

Aus Dreieck PyZ2 (Abb. 4) folgt:

Abb. 4. Zeitbestimmung aus Abb. 5. Ortsbestimmung aus Himmels-
Hohenmessung. beobachtungen.
(2 — 4 z2+ 06—
sin (_iw__) . sin (_Jr.__?z)
.S 2 2
sin — = s
2 cosd - cos@

hieraus s und ¢ = « 4 s (in Sternzeit umzurechnen).
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Diese Messung dient zur Kontrolle der Sternuhr.

2. Aufgabe. Bestimmung der geographischen Breite ¢ und des Stunden-
winkels s (Sternzeit ¢) aus zwei Hohenmessungen des gleichen Sterns von be-
kanntem ¢ und & und der zwischen den Beobachtungen liegenden Zeit z. (Do-
wessche Aufgabe.)

>}, 2, sind die beiden Lagen des Sterns; 2 = z hys 2y = z_ hy
(Abb. 5). 2 2
Anwendung des Cosinussatzes auf Dreieck Z PyX) und Z P23}, ergibt:

siny = sin g sin § -}~ cos ¢ cosd - coss,

sin ki, == sing - sind + cos¢ cosd ocossz}s2 T

Hieraus:
sin(sl'}"—;)=Sinh1;h2-coshl+h2- !

LT
cos cosd « sin >

@ ist ndherungsweise von vornherein bekannt, also kann aus der letzten Gleichung
s, angendhert berechnet werden.
Aus den rechtwinkligen Dreiecken Py F 23| und ZF X folgt:
tgd sin f; « sin (¢ —m
g und cosm = 1 4 ) .
cos Sy sind

tg(p —m) =
Diese beiden Gleichungen ergeben einen verbesserten Wert fiir ¢, der seinerseits

wieder einen verbesserten Wert von s, liefert. Wiederholte Anwendung des Ver-
fahrens 148t immer genauere Werte fiir ¢ und s; gewinnen.

C. Hyperbelfunktionen.

a)
6inac=~e—m:2e_x @oiw=ﬁ2e-x Igw Z;:E:::
Gin(— ) = — Ginx. Cof(— =) = Cofz. Lg(— )= —Fgw -
Ginj x =g sinx . Cojjx = cosx . Tgjx=gtgw.
Gine = —7sinjx . Cofx = cosj = . gz = —7tgjx.

e’ = Cojx 4 Gine. e~ * = Eofr — Ginx.
(Cojz 4 Cinz)" = Cojnz 4 Cinne.

Gine | Gojv | gz | Gtge |e=o0 } x =00
- —— 1 —
Gine = V](S,ofgx —1 3w ! 0 oo
V1 — g | VBtgte —1
| 1 Cige
Cojz = ||} Gin® 1 e 1 oo
i =2 | fGigte — 1
Ginz | yGofrw —1 1
Tge = |—= o 0 1
8= eweat1| Gojs Gty
Gige— |VSmPz 1| Gz o 1 o | 1
Gine | JCoffe —1| =
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b
) Gino=o+ S+ S+ S Tt
@0f$=1+—;—2!—+%+%;+§+---
Egm=w(1—%x2+1—25—z4——31-1—75—m6+ 22; zs——...).
@tgx:%(1+%x2—%x4+%zﬁ— W38 xs+...).
g[,;@inx:x_}_£+ﬂ£__1_'_3'_5f7_+___

23 245 2.4.67

5
%t%gx:x—}——mi—}-—ms—-f-—?-}-...

3
9 Gin(z 4= y) = Ginz Cofy 4 Cojz Giny.
Cofx & y) = Cojz Coly I Ginx Giny.
_ g £+ gy
ig(ziy)—1i$gx$gy.
_Gin@ 4y
flgx:[:%gy—m.
1 RUE
ﬁ;iigy—m~@tgxiig%
_ Ginty L =)
d)
. e _ 2%ge
61n2x_261nz@ofz_1_fg2—x.
— (pi2 NI 4 2 _ 1+ %%
Coj2z = Cof?z + BGin2y = 2Cof2x — 1 =2 Cin x+1_1~$gzx.
_ 2%gz
%me—TRﬁ.
e /Glz—1 i_]/@'ﬁ:ﬁ
@mz— > (Sofzu —
3 =z Cojz—1 _ Ginx __1—]/r:ng:;
83 = Gune T Gojr 1 Tgae
e) S
ﬁr@inz=ln(x+]/m2—[—1) .
ﬂt@ofx=ln(z+]/x2—1) .
1 1+
QIIfIgz—E—Ini_x .
. ox:—1 2?1 2% —1
Inz = ArSin o = ArCof e = %:%gx—z? .
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i) dGinz = Cojzdz. dQojz = Ginzdx.
dx dx

d%gm———m- dagw:_@—i—n“‘_x
, dx dx

AW Cine = ——. A Cofr = ——

]/x2—1—1 V,;Tj
4Ty = i”wz (1 <m<+1).

dArCige = — xzdjT @>1, s < —1).

[ Ginzds = Cosw. JCojzde = Ginw.
figzdx =1InCosz . f@tgxdz = hGinz.

@fzx lig @T»_arcsinigw.
é%*—@tgw. @i; =%gz-
f _—%[t@mw~ln(z+ﬁ2——f——1).
fﬁ%zﬁr@ioiw:m(x-i-]/ﬁ).
%;:91&%:-»1 :+i @ < 1)
jmzdf1 —%:(Etga:_ilnzt: @ > 1)

D. Infinitesimalrechnung.
a) Differentialrechnung.

«) Vorbemerkung.
Eine Funktion ¥ = f (x) heiBt stetig, wenn die Differenz Ay = f(x + Ax) — f(x)

mit Az der Null zustrebt.
Eine Reihe von GroSen 44, 4y, ... 4, ... hat eine feste Grenze lim4, = 4,

wenn die absoluten Werte der Differenzen n=oco
|4 —4,| |4—4,]-..14—4,]...
von einer bestimmten Stelle ab mit wachsendem # sich unbegrenzt der Null ndhern.

.oz . sing
11m-—'— =03 lim =
nzwn. z=0c0 T
lim(4, + B,) = lim4, + limB, ;
n=o0 - n=oc0  m=o0
lim(4,-B,) =1lm4d, .limB, ;
n=00 n=00 M=o
lim4,
A, n=o0o
lim — =
n=co lim B,
n=o00

vorausgesetzt, daB lim B, nicht gleich Null ist.

n=o0
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Ist ¥ = f(x), so wird der Differentialquotient der Funktion f(x) definiert
durch folgenden Grenzwert:
fl@+ da) —f(x)

d A4
i = lim —— v _ lim ~—————
d T Ag=0 Y| T Agxg=0 Ax
Ist y = flx, 2, u, v...), dy
worin %, 2, #, v unabhingig Verinderliche vorstellen, so ist -~ die Anderung

Ox
von ¥ in der X-Richtung fiir den Fall, daB 2z, %, v... konstant bleiben.

Ist 9 = f(x), so heiBt:

d . .
d_’f =9 =9 =f(x) =D, f(x) erster Diff.-Quot. oder erste Abgeleitete
&z (Derivierte);
d? .. . . .
73% = J =9" = f’(x) = D? f(x) zweiter Diff.-Quot. oder zweite Abgeleitete
z (Derivierte);
a3
ZZ% =y" = " () = D% f(x) dritter Diff.-Quot. oder dritte Abgeleitete
(Derivierte) usw.
p) Differentialquotienten einfacher Funktionen.
d d 1
y=a, __Zzo_ y:arccosx,f-yz——?———.
dz dx V1 — 2
ay a
— 27— 1 _ y . 1
Yy =", dz =nx . y = arctgx, ‘E—1+x2
d
y =sinzx, —— = cosZT y = arcctgz, TZ = _7:/:__%2,
d
Y = coszx, 7l%:—sinaf:. y =a*, ‘Zja: =a*lga; a>0
dy 1 d
= tgx L = _ YV o es
8% dx cos?x y=e, 79;_6'
ay 1 d
y = ctgw, = — - j/_i
da sin?z y=lhz,  S-=—.
. dy 1 @ a 1 a
y=arcsing, L —________ . y
' i VT"‘ ol y =logx, F i loge.

y) Ditferentiationsregeln.

Ist v = f(x) und v = @(x), so gilt fiir:

d(aun) du du+v) du d(uv) dv du
=g AR =T TRt
du av

d(u vd—w—uz_l—a‘u
im0

Ist y=F(u) uwnd u=Ff&),

. dy dy du

so wird =

dx  du. dz
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d d
Fiir die inverse Funktion # = g (y) wird d 1: y

dy “dz
b) Analytische Geometrie.

Sind & und ¥ die Koordinaten eines beliebigen Punktes der Kurve y = f(z),
so lautet die Gleichung der Tangente in diesem Punkt:

Y—y dy Y—fx) dy
oder =

X—az dx X—a dz
Gleichung der Normale im Punkt zy:
Y—y . ay
X—z “dx
X und Y sind die laufenden Koordinaten.
Linge der
()
14 | =~
dx dy
Tangente T =1y - @y s Normale N =y . |/ 1+ R
dx
d d
Subtangente S, =y : y Subnormale S, =y . % .
) x
Polarkoordinaten
y:gsinqy & = pcosg

o =Ja? 4y tgg = yjo
Ist die Gleichung der Kurve: o = f(¢),
so ist die Neigung der Tangente gegen die Senkrechte zum Radiusvektor:

1 dpo
tgfp = —.
A e

dep ’
T T do \2
Polartangente T = 43* l/ 0% + (ﬂ’ ) ,

dg
Polarnormale N = V

Polarsubtangente S, = o2 Polarsubnormale S, = _Zi
14
Krimmungsradius der Kurve:
y = f(z), z=0(), e=1FHe),
dy 3 y=vp(,
T T e
r= Tr = —(—uw )‘ r = __EZ+—I)__
d2y ’ w; '(P” _ w/ wl! ’ 2 I(IZf(,(II ____ f)
dx?
Koordinaten des Kriimmungsmittelpunktes der Kurve:
y=f@), z=1eq,
y=vp(,
1 79 ’9 ’9
X=g-—y . - +,,y , X=¢+ w(qp -_HP ,), ,
Yo — ¢’y
1+y @+ 'Y
=9+ ——. Yoy 50 TY .

‘P’ w” - TP' (pn
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Der Ort der Kriimmungsmittelpunkte heiBt Evolute. Die Normale an die

Originalkurve ist Tangente an die Evolute.
Kriterium des Wendepunktes bei der Kurve:

y = f), z=g@(), e=FHe),
y:W(t) )

dzy 7 / 4 4 74
=0, @y’ —yo"=0, 2f*~f{"—fH=0.

dx?
¢) Maxima und Minima.
Die Funktion ¥ = f(z) hat an der Stelle z ein

. ay a’y
Maximum, wenn %—_—0 und Tt <o,
d az
Minimum, wenn E%:O und ;i—a—?;—>0 .
a?y . . -
Ist auch i 0, so hat die Kurve einen Wendepunkt mit horizontaler Tangente
a3

[vorausgesetzt, daB nicht auch “y =0 ist].

da?

Die Funktion z= f(«, ¥) hat an der Stelle z, ¥ nur dann ein Maximum oder
Minimum, wenn

of of
i 0 und 7937 =0;
und zwar
. : 0*f
ein Maximum, wenn o <0 wund Dy>0;
02f

ein Minimum, wenn Fr >0 und D,>0.

Dabei bedeutet D, die Determinante:

02f 0*f
D — 0z2 Oz Oy _ fa fe
Pl 8 | e fe
dzdy 0y° i

Ist D, < 0, so ist weder Maximum noch Minimum vorhanden.
Die notwendigen Bedingungen fiir ein Extrem der Funktion U = f(z-y-32)

sind:
o _ e of _
% = 0; ?y— = 0; "3‘2‘ =0.
. 0*f
Maximum, wenn Fr <0; Dy>0; D;<0;
. *f
Minimum, wenn Eps >0; Dy,>0; Dy>o0.
Dabei ist:
fo f fa he fa
D, = v 5 Dy=| fo Fa fas
ha fa

fs fis fa
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d) Grundformeln der Integralrechnung.

d
Es sei ¥ = f(z) und % = @(x)1 f(x) soll berechnet werden, wenn ¢ ()

gegeben ist. Man schreibt:
t@) = [ @) dz
und nennt dies das unbestimmte Integral. Die Operation ist nur bis auf
eine willkiirliche Konstante bestimmt.
Integrationsregeln:
JU+Vde= [Uda + [Vaz,
JaUdz=a [Uda.

) Tabelle hiufig vorkommender Integrale:

Zn+t - dx I
*dx =——~——|—C exkl. 7= -—1 =m(z+ 1+ %) +C.
Joan =30 [fam ety
f‘ii =Ing 4 C. fe“dm =e"4 C.
/cosmdx:sinx—|-c. ff-’T(m—))dxHIn/(x)+C
fsinacdm:—cosa;—l—c. ftga;dac:—lnoosac—{-c.
dx : dx -
/1—|—w2 = arctgz + C. prage _Intg—2—+C.
dx X dx
f}f——r_—xézarcsmx—k(:. /cOS% =tgz+C.

dx 142
1-m2=an1~ +C; Fﬂ? =1ln(z 4 Ya? £ 1) 4

fy1 ——xzda;=-.1-[a;]/1—-ac2+arcsinac]+c;
j]/wz:}:idx— ‘[:zc}/mzj:i:jzln(m—|—]/z2 1)]+cC.

y) Definition des bestimmten Integrals:

b b 2,
Jt@dz = [ydz=limly, ho +y, 4z + - + v, 4,2] =1im20ykAkx,
a @ Nn=o00 n=o0 1

wobei

Az + A+ dgz+ ...+ dyz=b—a.
Ist @ (x) =/f(m)dw, so wird:
b
[1@ dz = 0) — Pla) .
Einfiihrung einer neuen Verdnderlichen in das bestimmte Integral:
z=b t=1,
=¢@® a= g )

, Zx
J’d:v::/‘l’(t)'tp(t)dt’ vem  y_wi ™ b=p)
z=a t=t,
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¢) Berechnung von Kurven und Fldchen.

«) Flicheninhalt des von zwei Ordinaten, der X-Achse und der Kurve
y = f(x) begrenzten Stiickes:

b b
F =j'ydx =‘/1f(w) dz .
a a

Flicheninhalt des von zwei Radienvektoren und der Kurve g = f(¢) be-
grenzten Sektors:

P1
F=§/&)3d(p.

Po
fB) Bogenlinge der Kurve:
b
R T
y=f(@) S_fV1+(E dx .
@ z=@ @) _ Vo™ o7
. y=1p(t)s'— (pz-—]—’lpzdt.
2 do\? o
e=flp) s= l/@ +(E) de
Po

y) Der Schwerpunkt des Flichenstiickes, das von der X-Achse, der Kurve
y == f(x) und den in £ = @ und x = b errichteten Ordinaten begrenzt wird, hat
die Koordinaten:

b
b y?
/wydm f?dz

o= ; =
/ ydzx / ydzx
a a
Schwerpunkt eines Kurvenbogens:
b b
‘/.x V1 +9y2de ‘/.y]/i +y2dx
a a

Ly =

e Yo="—7%— "
‘/’ 149y2de f]/1+y’2dx
a a

J) Trigheitsmoment der von der X-Achse, der Kurve ¥ = f (x) und den
Ordinaten in a und b begrenzten Flache beziiglich

', ;
der X-Achse: T,= / 3 dz , der Y-Achse: T, = f 2?ydx .
a
a

Polares Trigheitsmoment (beziiglich einer durch O gehenden, senkrecht zur
X Y-Ebene stehenden Achse):

T,=T,+T,.
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Tréagheitsmoment eines Bogenstiickes

b b
um die X-Achse: T, =‘/;V2 ds =fy2]/1 +y2%de
a a

b b .
um die Y-Achse: T”=_/x2ds =l/'x’-]/1 +92dx .
a a

¢) Volumen von Ko6rpern: Ist der Querschnitt Q als Funktion einer
Linge x bekannt, so ist:

b
Volumen: V =j'Q dz ;
a
z-Koordinate des Schwerpunktes:
b b
®g = ‘/‘dem : de:c .
a a
Rotiert die Kurve ¥ = f (x) um die X-Achse, so ist Volumen des erzeugten
Rotationskdrpers:
b
V=an j yida:
a
Oberfliche dieses Korpers:

b
O=2nfy]/1 +y%dx.
a

Guldinsche Regel: Das Volumen eines Rotationskorpers oder eines von
zwei Meridianebenen begrenzten Teiles desselben ist gleich dem Produkt aus der
rotierenden Fliche und dem Weg des Schwerpunktes dieser Fliche.

Die Oberfliche des Rotationskdrpers ist gleich dem Produkt aus der Bogen-
linge der Meridiankurve und dem Weg ihres Schwerpunktes.

Trigheitsmoment eines Rotationskérpers in bezug auf seine Drehachse:

b
T=[ﬂ4¢x.
2
a

f) Nidherungsweise Integration durch Reihenentwicklung.
Trapezregel [fiir » gleiche Teile]:

b—
et t 200 e rs b Tl

J=|ydz =
a
Simpsonsche Regel [fiir 2 # gleiche Teile]:

]=b

ot a4 0u Ve Yot Yan- ) F 200 ek gl

1. Mittelwertsatz: Wenn ¥y = f(x) stetig und eindeutig ist, so wird:

b
jydx:(b—u)f[a—}- O®b—a)l, wobei 0<LO 1.

a

Banneitz, Taschenbuch, 3
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II. Mittelwertsatz: Wenn p(z) im Intervall von a bis b. stets positiv ist,
so gilt:

b b
f(p(m)zp(x)dx=<p[a +6O0n -—a)]fzp(m)dm.
a a

Taylorscher Lehrsatz:

_ /I(zo) f”(xo) . /”I(mo) s /(n—l)(zn) _—
f(“’o‘*‘h)—-f(”o)‘l"“’r! h+ 2 k +'3—!h +'”+(—n—1)!h + R,.
Dabei ist:
") Oh
R, = -ﬂ—(fg;j—!_w—)h"; 0< O <1 [Lagrange]
oder
n) 4
B, = L%’“E?.lu — @)=t 0L 6'< 1 [Cauchy],

- of of 1 [ &2f o 2f
fethy+ R =1+ 5oh+ 5Lk + o (arie + 25wyt T sz)

1 (0f af \@
+ o lshn+ gha)

Reihe von Mac Laurin:

7(0) 170) 770) T ) .
f(x)=7F() + —1,—-“‘ + —2]—‘-’”2"'— Tﬁ’a'l‘ et "(“hj)’rx 1+ R,
(n) n) ,
R, = f"(62) 2* oder R, = (6’ 2) (1—O@ )y =1gn .,

n! (n—1)!
g) Wichtige Reihen.

2 x® P -
=t TS G —w<a<too

bereich:

1 1 1 1 1\
o =1+ pFortgy gyt =271828182845. .. =lim (1 +7) .

n=co
a”:1+%lna+g—j(lna)2+§(lna)3+... Geliungs oo < &< +00 .
smx=%~§+§—§—z+§_... w —00<LaL 400
cosx‘=172—j+‘::—j—z—:+g—... w —oLzl 400,
1n(1iz)=i?—”;ix;—”{i%5_... w =1 <o 1.
grcsm$=x+%.§+%§+;:z:é§+... p —l<el 41
arctgm:m——%a-}—?—a;-{—ag—... » —1 <zl +1.

n

(1+x)"=1—f—v<1)x—f—(Z)mz—l—(g)zs—f-... . —1 <zl 1.
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ity 2(“+3+5+ +) w —1<s<H1.
w2 (St AR IR L) > me>
wa=2[Ei - (R +5 65

+%(z;:) +o0 Geltungsbereich: 0 < % < 400 -

hl(a—}-m):lna-}-z[z +x+ 1 (2a9-01—m)3

5
-+ 1— (2 “x-l' w) + .. ] Geltungsbereich:

0<La<l 4+ o0
und —a <Lz +00.

h) Weitere Formeln der Integralrechnung.
o) Integration rational gebrochener Funktionen.

Ist q;((:)) eine echt gebrochene Funktion und sind v = @), * = 2. .. & = &,
die Wurzeln der Gleichung f(x) = 0, so ist:
(x) A A A
Al Wi SRR i S
f(x) T—3 B — Xy T — =,
.. @ (@) f( ) P @)
Dabei ist 4, = o (X ; oder auch A4, =
aver T YO T =y s oder 2 F@)
Ist * = a eine mfache Wurzel der Gleichung f(2) = 0, so ist:
Pl _ @ () __4n + @1 (@)
f@) - @—am 1 () (& —am™ (@ —a)y " 1f(x)
L (a)
Hier ist 4,, =z(a) .

Kommen imaginire Wurzelfaktoren & — (& + b ) und « — (a — b §) vor, so
setzt man:
A4 Bj n A—Bj  24@wx—a)—2Bb
z—(@a+bj) | w—(@a—bj)  (xz—a)?+ b
A und B bestimmt mit der Methode der unbestimmten Koeffizienten.
Ist oy =a 4 bj (x, =a — bj) eine dreifache Wurzel des Nenners, so setzt
man:

<P(17) Pyx —a) + Qs +P2(a: a) +Q, +P1(-'”"““)+Q1 + @y (@)
f@) e — a4 0P af + o " @—aP 48 ' @)
Fiir die Integration ist:
Piz—a)+ 0, 3 @ ( —a)
f @2 LB dm_ lg[(:v——a) +b2]—|-———-arctg 5 .

p) Rekursionsformeln.
fx”efdm =e’g" —na" letfunm—1)a""2e*—nm—1)#n—2)a""3e* |
(=)D —1)(n—2)...3.-2ze% + (—1)*nle*+C.

ign—1
. cosz sin®~ 'z n—1/.
fsm”xdm: — . + p fsm"'%;dx.

3*
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dz 1 cos® n—2f dz

sin"z = n—1sin*"lzg ' #n—1) sinn-2g "
fcos”xdx:cosnulxsmx n—1fcos""2xdm.

n n
dz 1 sinx n—2 dz
cos"x  m — 1 cos"~ 1z +n— 1J cos®-2g °
3 5

P o _(n) cos®w (n) cosfa }
fsm rzdr = {cosx (1) 3 + 2) % ..r+C.

dx n—1) 1 3 }
f—s—ﬁl—z—;;-——-{ctgx—l—( 1 ?ctgx——... +C.
f 2+l e = si (n) Sin3w+(n) sin®x c
cos zax =sing —\ 3 2 —5———...+ .

1

/?OZ:‘_‘”:tgx_[—(n_1)_1_tg3x+(n—2—4)%tg5w+ ...4C.

3

sin™~ 1z

dx.

sin™x
f dx
cos™x

1
mpdy =
Jureas =t

_ m—1/sin"'—2a:
T m—1)cos®~lz nm—1

cos™ 21

tgm—1g ——ftg”"za:dx .

fcos"m d cos®tlg nw—m-+4+2 [ cos"x
dxr = — - —_— - xZ .
sin™z (m — 1) sin™~1g m—1 sin™ = 2g
cos™x cos” 1 n—1 [cos"—2x
- de = — - i + . 5 - dz.
sin™x (m — 1)sin"~1g 14mJ sin™~4g
. cos®~1g sinm+1g n—1 . ’
/sm"‘x cos*x dx = sin™t2g cos® 2 dw .
m -+ 1 m 41
. cos®~lygsinmtlyg n—1 . 2
sin™z cos®rdx = sin™z cos®~2xdx .
m-+n n+m
[ctg”‘a;dx = — ctg™ -1z —/ctg”‘“za:dx.
J m — 1

PE N

n—1
a

2rdz _
= 1Y22 | a? -

n—1

2" 2dz
]/az — 2

2"dz .
[za= 75

n—2
2 i dz.
Va? L at

i) Mehriache Integrale.
«) Das Volumen des Korpers, der begrenzt ist von der Fliche

z=f(=®, ¥),

von den Ebenen

und den Zylinderflichen

Y = (),

Y == @y(x)
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ist gegeben durch:

V=[[zdw = [f} (@, y)dzdy

z=b yY=¢,(a)

=fdz -/f(m, y)dy.

z=a y=qix)
p) Einfithrung neuer Verdnderlichen: Istz = @u,v), y=1ywHuv)),

so wird:
dp Oy
0 0 . A
on Ou
F@,y)dwdy = [[F s V), s dudv.
S[F@ ydzdy = [[Fipw, v), pu, v)] ap o |
v Ov
Ist o =f(u,v,w), Yy =q@u,v,w), z2=y(u,v, w),
so wird:
of dg dy
Ou O0u Ou
14 14
4 0
jj F(m,y,z)da:dydz:/ffF(f,q;,zp) —2—5— —a—zi %’: dudvdw.
df dp Oy
w dw Ow

E. Differentialgleichungen.

a) Das allgemeine Integral der separierbaren Differentialgleichung
dy _ [)

z e

Somdy = [f@dz+C.

d
Die homogene Differentialgleichung 7:0: = f(—%) 148t sich durch die Sub-

stitution ¥y _ z auf eine separierbare zuriickfithren und hat das allgemeine

Integral:
dz
1gCx = / —_—
g @) —z
d b
Die Differentialgleichung 2 = Zl-x—l——ljiiﬂ kann durch eine Parallel-

dx ayx + b,y 4 ¢y
verschiebung des Koordinatensystems in den Schnittpunkt der Geraden
Gy = b. =
1= 08+ 0y 46 =0 auf die Form gebracht werden:
Gy =ay% + by + 63 =0
ay aX-+4+bY
dX — X+ bY '
d b
Sind die Geraden G; = 0 und G, = 0 parallel, also 73;’— = -————Z: i bf' i Z,
fiihrt die Substitution ax 4 by 4 ¢, = z auf die Gleichung:
_d_z~ _la+bztble—¢)
iz~ z '
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b) Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung.
d:
Eine Differentialgleichung heiBt linear, wenn sie in ¥ und ¥’ = E% linear ist.

I ¥yf@)+yve@ +wE)=0 oder I 9 +yF@) 4 P)=0.

p(x) heiBt das zweite Glied der Differentialgleichung. Wenn das zweite Glied
Null ist, so ist die Gleichung separierbar. Fiir den anderen Fall gibt es mehrere
Losungsmethoden :

Methode von Jacobi: Man setzt

dy dv du
y=uv, also %_uﬂ—{—vd—x,
dann wird
o’ 0% | wyF@)+ @) =o0;
7] d:v+ a: P=0s
oder

dv d
L u (-d; + vF(a:)) +o _g;i + @) =0
Durch Nullsetzen des Klammerausdruckes erhilt man eine Gleichung fiir v:

—d—v—-l—vF(x)=0, v.—__1_.e—/1"(x)dx.
dx o
Gleichung III:

:—le‘ﬂ”(z)d‘” Z—: + D) =0, u= —clfd?(z) e~ /F@)da dx + ¢, -
Ergebnis:
y=uv=—e /F@IT [y /PR de g 4 fo-/Fl@)dT
Methode von Lagrange [Variation der Konstanten]: Man 16st zundchst
die Gleichung ohne zweites Glied:

%+:vF(w)=o; y=ce /F@dz,

Nun denkt man sich die Konstante ¢ verdnderlich gleich # und sucht #% als Funk-
tion von @ so zu bestimmen, daB die Losung ¥y = u e /@) 4z gor Differential-
gleichung II mit zweitem Glied geniigt:

4y _ B -[F@ e _ o F@ T [y

dx dz

D oy F@=Tte Ty o~ M@ i) L ue /PO @) = — d(),

U= ~f¢(z)eJF("’)d‘”¢lm+c.

Ergebnis:
y = ue—ﬂ?'(a;)da; — _e—/F(w)dx/ & (z) o/F (@) dz dx -+ De—/F(a:)dx .

¢) Besondere Differentialgleichungen.
Die Differentialgleichung f(p) = 0 hat das allgemeine Integral:

f (3’ ; 0) =0 [Scharen von parallelen Geraden].
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Die Integralkurven der Differentialgleichung 'y = ¢ (p) lassen sich in Para-
meterform darstellen:

=[Py 1, y=0w.

Die Integralkurven der Differentialgleichung & =  (p) haben die Gleichungen:
c=yp), y=[pyp)dp+c.

Das Integral der Differentialgleichung EAN f@p) ist:
z
f'@)ap
g = f — 4 =z .
5— 1) +e, y==/p)
Die verallgemeinerte Clairautsche Gleichung

y=x-F@p)+ D)

wird durch Differentiation nach p auf die lineare Gleichung zuriickgefiihrt:
dx
p ‘—F(P)]E —aF@p)— D @p)=0.

Die spezielle Clairautsche Gleichung ¥ = px -+ f(p) hat als allgemeines
Integral die Geradenschar:

y=cx [ .
Die Umbhiillungskurve dieser Geraden ist singuldres Integral der Differential-
gleichung.
Ist »
J=[t@nde,
%
so ist:

aj _ v AN
_dT—f(v’t)d — [, ) +f

d) Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die sich allgemein integrieren

lassen:
" = f(x), y=fdwff(w)dw+clx+cz.

”=f(3’), xzf_:?—i‘c
V2fidy +e

" g . . _[pap

=10, == fﬂp)—kcp y = f(p)+2

Differentialgleichungen 2. Ordnung, die sich auf solche 1. Ordnung zuriick-
fithren lassen:
dp

" = f(x,y") geht iiber in e = f@,p), wenn § =2p ist.
" = fy,y’) wird fir ¥ =p zu: pdp = fy,p)dy .

Vertauschung der abhingigen und unabhingigen Variabeln in einer Diffe-
rentialgleichung 2. Ordnung:

dy ddy Pz
dy 1 &y T dw _ dw dy_d('dw) dy __ dy*
dx  dz ° da* dz  dy dxz dy \ dy :

dx (dm
dy dy



40 A.Deckert: Mathematik.

¢) Differentialgleichungen hioherer Ordnung.
«) Lineare Differentialgleichungen ohne zweites Glied.
Die lineare Differentialgleichung #ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

YO+ a YD agyn Va3 Y G Y+ 4,y =0

besitzt das allgemeine Integral
y=rc eh? | caelﬂ" 4 e g, €M7,
wobei die 4 die # [verschiedenen]. Wurzeln der Gleichung #ten Grades sind:
ln + all"—-l + azln—g + e + “n—212 + an—ll + an =0.

Sind 4; =a+ b und 4, =a — bj zwei konjugiert komplexe Wurzeln der
Gleichung, so kann im allgemeinen Integral das Aggregat ¢, ehs | Cy ™% auch
durch die reelle Form e%*(4 cosb x + B sinb ) ersetzt werden, wo 4 und B die
beiden willkiirlichen Konstanten [an Stelle von ¢; und ¢,} sind.

Wenn #m gleiche Wurzeln 1; vorhanden sind, so tritt an die Stelle der m ent-
sprechenden Summanden im Integral der Ausdruck:

e"“"(c1 + gzt egat 4 ...+ cna™ 1.

Ist ¥ =y, ein partikuldres Integral der linearen Differentialgleichung mit
variablen Koeffizienten:

¥ + Py(@)y® =1 + Pyla)y* =¥ 4. ..+ P (@) "+ Pp_1(@)y'+ Pp(x)y =0

so wird durch die Substitution y = y, f 2z dz die Ordnung der Differentialgleichung

um eins erniedrigt.
Die Differentialgleichung

(@-+bayy™ 4 Aja+ba)yr-tyn-V4 ...+ 4, (a+bx)y+4,y=0,

wird durch die Substitution @ - b2 = e’ auf eine Differentialgleichung mit kon-
stanten Koeffizienten zuriickgefiihrt.

B) Das allgemeine Integral der linearen Differentialgleichung mit zweitem Glied
YO+ Py(w) y® =1 4 Pylw)y®™ =2 4 ... 4 P, _1 @)Y+ Pyx)y = V(z)

erhilt man, indem man zu dem allgemeinen Integral ¢,¥; + €o¥y -+ 635+ -+ 6u V0
der gleichen Differentialgleichung ohne zweites Glied ein beliebiges partikulires
Integral der Differentialgleichung mit zweitem Glied addiert.

Die Variation der Konstanten ist ein stets dnwendbares Verfahren, um aus
dem allgemeinen Iptegral der Differentialgleichung ohne zweites Glied dasjenige
der Differentialgleichung mit zweitem Glied abzuleiten. Man setzt:

y=u1y1+u2y2+"'+unyn
und bestimmt aus den Gleichungen
wy, +uy, +...+uy, =0,
wy, +uwy, +...+uy, =0,

WU gy Uy =0,
Wyt f gyt Ly =T

die GroBen %), %}, ... %!, und hierauf durch Quadraturen u,, %y, ... %,-
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f) Exakte Differentialgleichungen.
P
Der Ausdruck Pdxz 4 Qdy heit ein exaktes Differential, wenn g——-—g—g
T
In diesem Fall hat die Differentialgleichung Pdx —I—Qdy =0 das allgemeine

Integral:
/de-[—/( /—dw)dy:C.

g) Niherungsweise Integration der Differentialgleichung 9’ = f(x,y). Man
findet auf der durch z,¥, gehenden Integralkurve die Koordinaten zy,; eines
benachbarten Punktes bis auf GroBen 3. Ordnung durch die Gleichungen:

A1y = (o, ¥) 2, zy =g+ Az,

4
;y)Ax, =9+ 4y.

4
Ay:f(%'f‘Tx: Yo +

Genauer, bis auf GroSen 5.Ordnung, erhilt man das zu Adx gehorige Ay
aus folgender Formelreihe:

A1y = f(xo’ Yo) Ax;

A 4
Azi’:f(xo'f“-z‘x‘r Yo + Zly)Ax:

A4 A
Asy=f<xo+ 2 y)Ax, Xy =xy+ dx,
Ay =fly+ dx, yo+ dgy) Az, Y=Y+ 4y .

1
Ay=?(413'+2A23’+2A33’+A43')-

h) Um aus dem simultanen System von Differentialgleichungen:

dx dy
o .Y, 8, fom T = » Y5 8),
==y, Y= =ewy.h
) , . w_ &Pz nw_ @y
2 und ¥ als Funktionen von # zu finden, bildet man " = aE und y” = T

entfernt aus den 4 Gleichungen die Gré8en y, 9’, " und erhilt eine Differential-

gleichung 2. Ordnung fiir #. Hat man diese integriert, so kann man ¥ als Funk-

tion von ¢ ohne weitere Integration finden. )
Umgekehrt kann man jede Differentialgleichung #ter Ordnung

( dx d*z dre t) -0
P\T Gy oae A YT
mittels der Substitutionen
dx dx . a?x aly
@Y T g T e
ersetzen durch ein System von # simultanen Differentialgleichungen 1. Ordnung:
dx dy du
@@,9,2...u,0,8) =0, —— =9, =2, v e =0,

dt dt dt
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i) Integration durch Reihenentwicklung.

d
Die Differentialgleichung 7; = f(z, y) liefert fiir jeden Punkt (x, ) den Wert
d
d—i fiir die durch den Punkt hindurchgehende Integrationskurve. Durch Diffe-

rentiieren erhilt man

ddy _of  of ay _of [ of
Txg_% W'%—'a—x"l'jy—'ﬂﬂhy),

42
so daB also :i;:‘;i als Funktion von 9 und 2 dargestellt ist. Durch wiederholtes

Differentiieren findet man analog alle hoheren Differentialquotienten durch z
und ¥ allein dargestellt.

Sucht man nun die durch den bestimmten Punkt (z,, y,) gehende besondere
(also partikuldre) Integralkurve, so 148t sich durch die Entwicklung nach dem
Taylorschen Satz diese durch die Reihenentwicklung darstellen:

_ 'dy) (& — zp) (ﬂ) (x — 20)? (d3y) (x — xp)3
y—y°+(% o 11 + axtle’ 2! dx® /o~ 3! +

Die Koeffizienten dieser Reihenentwicklung sind, als bekannte Funktionen von
&y, Y9, bekannte Zahlen. Die Entwicklung gilt, solange die Reihe konvergiert.
In singulidren Punkten 148t sich keine solche Reihenentwicklung angeben.

d
Ist -ZZ—Z— = f(x, y) eine mehrdeutige Funktion von z und ¥, so gehen durch

jeden Punkt der Ebene mehrere Fortschreitungsrichtungen und damit mehrere
s Kurvenzweige‘* hindurch. Jedem Wert von —Z—;i sind dann eindeutig die Werte
der hoheren Differentialquotienten an der betreffenden Stelle zugeordnet, und man
erhilt fiir jeden durch den Punkt (x,,%,) hindurchgehenden Kurvenzweig eine
besondere Reihenentwicklung.

Betrachtet man in der Reihenentwicklung etwa ¥, als ecine willkiirlich zu
wihlende Grd8e, so stellt die Formel alle Integralkurven (also das allgemeine
Integral) in ihrer Entwicklung fiir ihre Punkte mit der bestimmten Abszisse z,
vor. ¥, vertritt dann die Stelle der willkiirlichen Konstanten C.

Man setzt:

Y =ay+ ay(x — ;) + ay(® — %)% + ag(@ — %) + ... a; @ — 2+ ..
Durch Einsetzen in die Differentialgleichung und Identifizierung der Koeffizienten

a
gleichhoher Potenzen von (x — @) in % und f(z, ¥) bestimmen sich die GréB8en a;.

Dabei wird sich gy nicht bestimmen lassen. Es bleibt willkiirlich und vertritt die
Stelle der Integrationskonstanten C. 4y, dg, @5 . . . lassen sich durch a, ausdriicken.

k) Partielle Differentialgleichungen.

Eine Gleichung zwischen einer abhingigen Variabeln, mehreren unabhingigen
Variabeln und den partiellen Ableitungen der ersteren nach den letzteren heifBit
eine partielle Differentialgleichung. Ist der hdchste darin vorkommende Diffe-
rentialquotient der #te, so heiBt die Differentialgleichung von der #ten Ordnung.

Das allgemeine Integral derselben enthilt # willkiirliche Funktionen.

Die lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung mit
zwei unabhingigen Variabeln 2, ¥ und einer abhingigen Variabeln z:

a

P-a—;—+Q-g—:7—-R=O (P, @, R Funktionen von z, ¥, 2).



Differentialgleichungen. 43

Geometrische Losung: Sind #z, ¥, 2 die Koordinaten eines Punktes im
Raum, so ist die Bedingung dafiir, daB eine Fliche z= f(z, ¥) eine ,,Integral-
fliche‘ der Differentialgleichung ist, die, daB die Differentialgleichung in jedem
Punkt @, ¥, 2 der Fliche durch die in diesem Punkt fiir die Fliche geltenden Werte
ﬁ = —a—i un ﬁ = ﬂ befriedigt wird. Die Flichennormale mit der Rich-
oz oz oy oy

d 0z
tung —a—i— : W: —1 steht senkrecht auf der Richtung P:Q : R. Die Inte-

gralfliche muB in jedem Punkt x, ¥, z diese Richtung P:Q : R enthalten:
dw_dy _ar
P Q R’

Diese beiden Gleichungen sind ein System von zwei simultanen, gewdhnlichen

Differentialgleichungen.
Um die partielle Differentialgleichung

0z 0z
Pyt Qg —R=0

zu losen, integriere man das System. simultaner, gewohnlicher Differential-
gleichungen 1. Ordnung:
dw _dy  dz
P Q R
Ergeben sich fiir dieses System als Integralgleichungen
Y@, 9,2 C,C)=0 und y@,9,2C;,C)=0,

und nimmt man zwischen C; und C, eine willkiirliche Beziehung an: ®(C;, C;)=0,
so wird durch Elimination von C; und C, aus 9 =0, y =0, $ =0 das all-
gemeine Integral erhalten. Lassen sich die Integralgleichungen des simul-
tanen Systems in der Form schreiben:

F,y,2)=0C;, G, y,5 =C,,
so ist das allgemeine Integral:
QS[F(Z,y, Z), G(x} ’,V, Z)] =O'

Je nach Wahl der Funktion @ erhilt man verschiedene partikulédre Inte-
grale der Differentialgleichung. Statt nun & beliebig zu wihlen, kann man fiir
das partikuldre Integral spezielle (,,Grenz‘‘-) Bedingungen vorschreiben.
Spezielle Beispiele von linearen partiellen Differentialgleichungen:

2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

02
Lo ;y = 0; Losung: z = B(@) + ¥(); die Integralflichen sind die ,,Rii k-
T

kungsflichen®; @ und ¥ sind willkiirliche Funktionen.
02z 2z 02z . )
1. 4 T + 2B 520y +C 5372— =0 (4, B, C sind Konstanten).
Durch die Substitution § == puy & v ¥, 5 = us & 4 vyy, wobei u,, v;, s, ¥g
den Bedingungen geniigen miissen :

Ap+2Bumr+Cr=0,
Ap+ 2By, +Cr=0,
a2

2
geht die Differentialgleichung iiber in-am =0.
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Losung:
2= D (x4 vy + Pusxz + »,9) - a
Im Fall AC — B? = 0 reduziert sich die Differentialgleichung auf 29?32 =0,
wenn u, und rz der obigen Bedingung geniigen, die in diesem Fall {ibergeht in
(A py 4 Bvy)2 = (B uy -+ Cvy)%, wihrend u; und »; nicht mehr der obigen
Bedingung geniigen diirfen, sonst aber willkiirlich sind.
Losung:
2=E: D+ ¥) = (uz+ vy Puyx +"’27) + Plugz + v,9) -
II1. Spezielle Fille der Gleichung II.
1. Die Differentialgleichung der schwingenden Saite:

BE_ g, 0
oz e
A/ 6217_0
or 022
02¢ 02¢
FT AT ik

« ist die Abszisse des schwingenden Punktes, # die Zeit; &, #, { sind die Ausschlige
E.
in Richtung der &-, 7-, {-Achse; f2=— &

modul, P die urspriingliche Spannung, u das Gewicht der Lingeneinheit der Saite,
g die Erdbeschleunigung ist. Fiir die 1. Gleichung des Systems (analog fiir die 2.
und 3.) ist die Losung:
=0+ )+ P@—pFY).

2. Die Differentialgleichung von Laplace.
2z n 02z
ox? ' 0y

Es geniigt auch jede Funktion z=jf(x + j¥) = u + jv einer komplexen
Variabeln dieser Differentialgleichung, ebenso ihr reeller Teil u (x,¥) und ihr
imaginidrer Teil v (z, ) fiir sich.

, 2= g , wo E der Elastizitits-

=0. Losung: e=0 @479+ ¥l—7jy).

1) Besselsche Zylinderfunktionen.
Die Besselsche Differentialgleichung

d‘;};+1d—y+( pz)y 0

z dx

hat das allgemeine Integral
Zy(@) = ¢ J,(x) + ca N, (2) -

Jp(@) ist die Besselsche Funktion erster Art von der Ordnung p, N, (x) ist die
Besselsche Funktion zweiter Art von der Ordnung p.

BRCR)

sE

G) ]

J@=g "=t tas " sm T T

]o(x)—: 1—
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5)

vor= 2 o (22 B

2 2
5)
1, 1\\2
+(‘+5+§) 31 —}
wo y =1,7811,
2 2
N, @, @) = Ny@ Sy @) ===, Z, 1@+ Zp_y(@) = -fZ,,(z) .
iz d
2@z @ ~L2,, Lwze=22_0.

F. Fouriersche Reihen.

Ist eine Funktion y zwischen den Grenzen ¢ = — T2 und t= 4+ T/2

durch y = f(#) gegeben, so 1iBt sie sich innerhalb dieses Intervalls durch eine
Reihe darstellen:

Yy = by -+ bycosw? 4 bycos2 wt 4 bgcos3 wi ...
+ aysinw? - aysin2 w? 4 agsin3 wi - ...

oder
¥ =Dbg + ¢y sin(w? + p1) + 6o sin (2wt + p5) +-cysin(3 wi + yg) + .. -
+T)2
1
wobei w = 2n[T by = - f@)dt
-Tp2
+T)2 +T/2
2 . 2
akz?/f(t)51nkwt-dt bk=»f/f(t)coskmt-dt
-T2 -T2
ci=oap+ b} tgyr = bafas .

AuBerhalb des Intervalls — T/2 bis + T/2 wiederholt sich die durch die
Reihe dargestellte Funktion; jede beliebige Funktion, die eine Periodendauer T
besitzt, 148t sich daher vollkommen durch eine Fouriersche Reihe darstellen.
Jedes Glied der Reihe stellt eine rein sinusférmige Schwingung dar.

G. Vektorrechnung.

~ a) Grundlagen.
A+B=B4+%. A+A+A4... omal) =0,
0@+ B) = 0%+ n%.

m@Y) = @)Y =nm¥). m+n)Y=m¥ 4.
A=A+ A+ %, =1|%| +{l%]| + %],
=i-A,+i-A,+ -4, =i-xy+i-n+i-z2,
={|A| - cos (A, X) + | A| - cos (U, Y) + £ U - cos (U, 2).
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|A] = VA + U 4 A2 =Val + 97 + 22
AB = |UA|-[B]-cos@;B).  UAUB = BYA.

[[AB)] = || -|B]-sin@;B).  [UAB] = —[BA.  AA = A%,
ij=itf={f=0. A+BEC+D=AC+AD+ BE+BD.
fi=jj=Ft=1.

AB =4,B,+4,B,+ 4,B, = 1% + %Yy + 4% -

Sind o, f17; und oy f,y, die Richtungskosinus zweier Geraden, die den
Winkel § einschlieBen, so ist:

cosd = oy 0t -+ B, + v172-
t=yYai+ B +yi=Vi+ B+ ri=Vo+ B+
[919] = 0 = [i{] = [jj) = [ff].
[+ B) €@+ D] = [AC] 4 AD] + [BC] -+ [BD].
jl=%; ffh=t; il =j.
UV =1i(4,B, — 4,B) —i(4,B, — 4,B,) + £(4,B, — A,B,) .

i § f i § f
[91'53] =4, 4, 4.|. UBl=|=2 5 4
! B, B, B,| Ty Yy 4|
sind — V & By l? % n | Bron|?
&y fy Xg Ve B 7o
1 % 5 1 oz z oy 1]
[y — W) W — U =11 ¥y 2| +] | 1 & | +E| 2 y 1
1 Y3 2 |23 1 23 23 ¥; 1
e N o4
Wy [ gl = W (W3 W) = W[, Wl = | @5 ¥y 2,
T3 V3 4
4, 4, 4,
ABEC]=| B, B, B,
¢, ¢ C,

ANB)=BRAAW=0. [ABC)=3-AC—C-AB.
HIBIED] = AC-BD — BE-AD.
[9{[6 DIV} — B{EDIA} = D{ABIC} — C{ABID},
2P = [AB]2 + (AB)2.

b) Anwendung der Infinitesimalrechnung,
an U+ 49— AP a4 B) =d91 as

’Ei‘t‘ﬂ, At it at = ar

(o) (S0 () (2.
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d[ﬁ%]_[ d?B] [d%[ ]
il L7l e P B
Ist A=Ada, soist A.-da=0, also A | da.
Ist 3=iw iy ¥z, soist dz+dy+de=dsi+j+5.

Veig gty mav=i5 419 11 ooy,
Ist 8; der Einheitsvektor von 3, so ist
aV =3;.-d3 grad V.
Fallt 3, in die Richtung von d3, so wird

av 2 2
———ds=gradV. /gradV—ds:Vz—V1= B.ds.
1 1
Fiir eine geschlossene Kurve:
04 04 04
. =0. di = z it 3 z .
9% -ds=0 iv ¥l ox + oy + 0z

6 é é
g5t A gy A gy

grad(V, + V,) = grad V, |- grad V,.  div( 4-B) = div¥ - divB.
divd =3. B(gradd)=3(Vd)=@EVA4A. @Q@ANV=U.VV.

AV = 4, -

[ i | H i f
) . d o 0 | ov ov oV
[P = [div¥] = 3% 3y @ [grad V, 9] = o Oy 0%
Ax Ay Az | Az Ay Az |
Raum Oberflidche
fffdivb-ds =ffn-df. (Satz von Gauss.)
Svat
divp = li .
Y asto @S
02 02 02 vV RV AV
Vet tea=L Ve gmtaptaa=ar

Vi =iV%*4,4 V2?4, + tr*4,.
i f

i
0 0 0

rot p = [divh] = P _37}/ Ak rot gradV =0.
v, U, U,

divrot b = div(/'b) =0.
FPUV)=V.div¥ + A-gradV=V.divA +AWF V).
gradUAB) =V AB)=A-VB +B- VU =VsUB) + V4 (UDB) .
Aiv[UAB] =V [AB] =B -rot Y — A -rot B .
tAV =V + WV, A=V .ot A4 V7V, U].
rot [UB] = A-divd — B+ divd + BNA— ANSD -
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rotrot Y = rot?Y = VdivY — V2Y = Vdiv¥ — F'¥.
rot (grad4) = 0. NAVg)B = Vg (UB) 4 [rot B - A .

rot B - f; = lim 9 Bds . j%ds:/rot Bdf. (Stokescher Satz.)
af=0 df é #
™ ‘9%+an% +[rot 8- n]——?+<w)%-
d%—— dt—l— dz-}— 6 - ay +§§ dz.
d” g':+ Vo2 + [rot b - v]. dV 6V+(DV)V

d _[[0% . }
ﬁf%d/—f{w + v-div® + rot (Bl df.
Fiir eine geschlossene Fliche (Greensche Satze):

%d/—-f{ +b- dlv%}f

/P-g—z--df= dSip- Aq + gradq - gradp].
S

@fdf.{ gz qu} de{p.Aq_q,Vzp}_

S

fpg_i cdf = ds{p-Ap + (gradﬁ)z}-
® S

3. Die Verwendung komplexer Girofen (symbolische
Rechnung).

A. Sinusschwingungen.

In der Wechselstromtechnik hat man es stets mit periodischen Vorgingen
zu tun. Nach Fourier lassen sich alle periodischen Vorginge in Reihen darstellen,
deren Glieder Sinus- oder Kosinusfunktionen sind. In der Praxis sind die perio-
dischen Vorginge sehr hiufig rein sinusférmig, d. h. die Fouriersche Reihe enthalt
nur ein Glied; ein reiner Wechselstrom 148t sich z. B. in der Form darstellen:

S=1LV2sin(wt+ ¢),

wobei § den Momentanwert der Stromstirke, I, ihren Effektivwert, o die Kreis-
frequenz, ¢ den Phasenwinkel bezeichnet. (Der Phasenwinkel bestimmt den zeit-
lichen Verlauf im Verhiltnis zum Anfangspunkt der Zeit. Die Frequenz f und die
Periodendauer T sind durch die Beziehungen w = 2a f = 2x/T bestimmt.) Auch
bei komplizierten Schwingungen, bei denen die Stromstirke durch die Reihe

S=ILY2sin(ot+ @)+ LY2sin@Rwi+ @) +I;Y2sinGwt+ @) +...
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dargestellt wird, 148t sich in vielen Féllen die Rechnung fiir die Teilstrome einzeln
durchfiihren und z. B. die wirksame Spannung durch Addition der so berechneten
Teilspannungen finden. Die Rechnung mit Sinusschwingungen spielt daher in der
Wechselstromtechnik eine sehr wichtige Rolle.

B. Sinusfunktion und e-Funktion.

Die Sinusfunktion ist fiir die Rechnung recht unbequem, da sie bei Differentia-
tionen und Integrationen in die Kosinusfunktion umschligt, diese Operationen
treten aber stets bei Vorhandensein von Selbstinduktionen L oder Kapazititen C

ag 1
auf (sz; _—_LE“_;, B=r / 3dt). Nun héngen jedoch die Kreisfunktionen sehr

eng mit der e-Funktion zusammen, die sich gerade durch ihr einfaches Ver-
halten gegeniiber der Differentiation auszeichnet, die Verwendung der e-Funktion
statt des Sinus bietet daher erhebliche Vorteile, trotzdem das damit verbun-
dene Auftreten komplexer GroBen zunichst als Erschwerung erscheint. Es ist

e'® = cosx +  sin®, oder sinz ist gleich dem imaginiren Faktor von e&'%.

Wenn wir also schreiben )
§ =1,)2 &l @t+7),

und dabei stillschweigend stets nur den imaginiren Faktor der rechten Seite als
giiltig betrachten, da ja der Strom nicht tatsichlich komplex sein kann; so ist

diese Gleichung mit der oben angegebenen Form § = I} 2 sin(w? - ¢) voll-
kommen gleichwertig!). Man kann die Schreibweise noch vereinfachen, indem
man Ioﬁe""t =, setzt, wobei also , einen komplexen Vektor bezeichnet.
Eine solche Vereinfachung ist zulissig, solange innerhalb einer Rechnung nur eine

Frequenz auftritt, so daB bei der Erginzung des Faktors eiwt, der ebenso bei
den Spannungen auftritt, keine Zweifel iiber den Wert von w entstehen kénnen.
Es ist also dann .

I='".

C. Symbolische Darstellung (Vektordiagramm).

Auch bei der zeichnerischen Darstellung braucht man in vielen Féllen auf die
zeitliche Anderung des Stromes und der Spannung keinen Wert zu legen,",lweil sie
fiir alle Vektoren in entsprechender Weise erfolgt. Man unterdriickt also auch

dabei den Faktor e ®% und stellt § als J
einen Vektor in der komplexen Ebene dar,

der den Betrag J, und die Neigung ¢

gegen die reelle Achse hat (Abb.6). Der

Faktor & ! wiirde einer Drehung dieses

Vektors mit der Winkelgeschwindigkeit J %
entgegengesetzt der Uhrzeigerbewegung (]

entsprechen. Der wahre Augenblickswert 7
des Stromes wiirde dann durch die Projek-
tion des rotierenden Vektors auf die ima-
ginire Achse bestimmt sein, entsprechend
dt":n ?ben aﬂgegeben‘en Regeln. Die Ve‘.:' Abb. 6. Symbolische Darstellung von
hiltnisse der Maximalwerte lll.ld die WechselstromgroBen.
Phasenverschiebungen verschiedener

1} Wenn man stets nur den reellen Teil der rechten Seite als giiltig betrachten wiirde, so
kime man auf die Kosinusfunktion, die sich von der Sinusfunktion nur durch eine Phasen-
verschiebung von 90° unterscheidet. Eine solche Darstellungsart wiirde wieder in die im Text
gewshlte iibergehen, wenn die Zeitachse um eine Viertelperiode verschoben wird., Es ist jedoch
gebriauchlicher, von Sinus- als von Kosinusschwingungen zu sprechen.

Banneitz, Taschenbuch. 4
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Stréome und Spannungen, auf die es meist hauptsichlich ankommt, werden
bei dieser Darstellung in der komplexen Ebene gut veranschaulicht, auch ohne
Beriicksichtigung der fiir alle Vektoren gleichférmigen Drehung. Die Darstellung
verschiedener zusammengehoriger Vektoren in dieser Weise wird als Vektor-
diagramm bezeichnet (s. S. 86 und 102).

D. Rechenregeln fiir die symbolische Rechnung.
a) Addition.
St Fe=
Die Addition ist nach den Regeln der Vektoranalysis vorzunehmen. Wenn also
Si=1n ﬁej% vt Je =1, ]/Eefqv, ol Js = Iaﬁei% el

so ist )

I, cosy + I, cospy == Igcosqy, I;singy + Iysing, = Igsing;g,
I sing, + Iysing,

D=L+ 13421, cos(ps — ¢, tggy = I cosq:1+12cos¢p2'

b) Multiplikation mit Skalaren.

Die Multiplikation mit einem reellen Skalar ist in gewGhnlicher Weise vorzu-
nehmen, da der unterdriickte Faktor e’ ®? fiir diese Operation belanglos ist und
eine VergroBerung des Betrages einer komplexen Zahl dieselbe VergréBerung des
imagindren Teiles in sich schlieBt n(a- jb) =mna 4 jnb. Es gilt daher das
Ohmsche Gesetz fiir reine Widerstdnde auch in der Form

8 =RS.

In gleicher Weise kann man auch die Multiplikation mit einem komplexen Skalar
ausfiihren, deren Sinn sich aus der Durchfithrung der Rechnung ergibt. Es ist
nach obigen Definitionen

yel¥ =75 efletv) gleichwertig 7 I, ]/:’z—sin(w t+ o4y,

d. h. die Multiplikation mit der komplexen Zahl rel¥ entspricht einer Vergré8e-
rung des Vektors um ihren Betrag 7 und einer Phasenverschiebung (in sym-
bolischer Ausdrucksweise ,,Drehung*) um den Winkel 3.

¢) Difierentiation.
Die Durchfithrung der Differentiation des Vektors § nach der Zeit ergibt

?’-}d Iofig—sgl—g%iﬂ I}/_wcos(cot—l—tp),

das entspricht vollkommen derselben Operation an dem komplex geschriebenen
Vektor
del (wt+¢)

— 170 ez e e g,

wenn wieder nur auf beiden Seiten die imaginidren Anteile als giiltig betrachtet
werden. Es gilt also der wichtige Satz: Bei der symbolischen Darstellung 1dft
sich die Differentiation nach der Zeit durch die Multiplikation waut dem

Faktor j o ersetzem, statt des Operationszeichens —- kann iiberall 7w ge-

ot

schrieben werden. Ebenso 148t sich in Umkehrung dieses Satzes die Integration
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eines symbolischen Vektors nach der Zeit durch die Division mit dem Divisor 7 w

1
ersetzen (in Zeichen [ dt = -—) .
jo

Die Gleichungen zwischen Strom und Spannung an Selbstinduktionen und
Kapazitdten gehen also in die Form iiber:

BL=7olLF und %—7(0C‘S

in Ubereinstimmung mit dem Ohmschen Gesetz fiir reine Widerstinde. In der
symbolischen Darstellung erhilt daher dies Gesetz die allgemein giiltige Form:

B=Rg.

Der Wechselstromwiderstand $ ist dabei komplex und setzt sich nach den-
selben Regeln, wie sie fiir die Zusammenschaltung von reinen Widerstinden gelten,
aus den Widerstandsoperatoren R fir Verlustwiderstdnde, j wL fiir Selbst-

1
induktionen und - ¢ fir Kapazititen zusammen.
jw

Bei Differentiationen und Integrationen nach anderen Variabeln als der Zeit
(und der Frequenz) ist der unterdriickte Faktor &’®* als konstant zu betrachten
und daher ohne Bedeutung; auBerdem sind diese Operationen an den reellen und
imagindren Teilen einer komplexen GréBe ganz unabhingig voneinander vorzu-
nehmen. Infolge dieser Tatsachen konnen solche Rechnungen bei symbolischer
Darstellung in genau derselben Weise wie sonst durchgefiihrt werden (s. z. B.
Hautwirkung S. 315).

d) Division.
Aus den obigen Regeln folgt, daB die Division zweier symbolischen GrdBen

zu einem komplexen Skalar fiihrt (der Faktor ! % hebt sich fort). Insbesondere
ist der Wechselstromwiderstand

R =9/F.

Der Betrag r von R =1re’? bestimmt das Verhiltnis der effektiven Spannung
zum effektiven Strom, der Winkel ¢ die Phasenvergchiebung zwischen Spannung
und Strom. Man bezeichnet 7 als Scheinwiderstand, den reellen Anteil 7 cosg
als Wirkwiderstand, den imaginiren Anteil 7sing als Blindwiderstand. Z. B.
ist fiir eine Spule mit dem Ohmschen Widerstand w und der Selbstinduktion L
der Widerstandsoperator # = w7 w L, der Scheinwiderstand r = }w? -+ w?L?%
der Blindwiderstand wL, der Wirkwiderstand w, die Phasenverschiebung ist
bestimmt durch tgp = w Lfw. R kann auch in der Form w(1 4 jtgep) ge-
schrieben werden.

A e) Berechnung des Betrages.

Bezeichnet man die zu einer komplexen GroBe 9 konjugiert komplexe GroBe
mit 9, so ergibt sich der Betrag der GroBe 9 als "/91 91 , denn es ist
a*+ %= (a-+jb)(a —7b). Diese Regel, die besonders bei komplizierten
Ausdriicken von Wert ist, gilt ebenso fiir symbolische Grofen; wenn man bei
ihnen als Betrag den Maximalwert bezeichnet, so hebt sich dabei der Faktor el @t

gegen e 19t ger konjugiert komplexen Grofe. (Die gewdhnliche Bedeutung der
Bezeichnung Betrag wiirde ja hier sinnlos sein, da die symbolischen Gré8en
selbst reell sind und nur in scheinbar komplexer Form geschrieben werden.) Es

ist also z. B.
L,=V3-3f

&'21

4*
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E. Grenzen der symbolischen Darstellung.
a) Multiplikation symbolischer GroBen.

Die symbolische Darstellung ist nicht mehr zulissig, wenn Produkte symbo-
lischer Gro8en auftreten; denn es ist im allgemeinen Fall verschiedener Frequenzen
(Modulation von Hochfrequenz)

sin w, ¢ sin wy = 4 [cos (w; — wy) ¢ — cos(wy + wy) 1],

wihrend der imaginire Teil von e/ “if. efort — ofloit @t g0 wert
sin(w; 4 wy) ¢ haben wiirde. Auch fiir solche Fille lassen sich gewisse Rech-
nungsregeln angeben, die bei Benutzung symbolischer Zeichen zu richtigen Er-
gebnissen fithren wiirden, das hat aber nur fiir hiufiger vorkommende Aufgaben
Zweck.

b) Leistung eines Wechselstromes.

Eine solche hiufiger vorkommende Aufgabe ist die Berechnung der Leistung.
Allgemein versteht man unter Leistung das Produkt aus Spannung und Strom;
bei Wechselstrom ist dies Produkt entsprechend den Schwankungen der Faktoren
in jedem Zeitmoment verschieden, von praktischer Bedeutung ist nur die mittlere
Leistung, d. h. das Integral iiber das Produkt von Spannung und Strom erstreckt
iiber eine Periode und geteilt durch die Periodendauer:

by
N=— f B.gdt.
T
0
Durch Einsetzen der reellen Werte von 8 und % ergibt sich daraus:

T
U= %/Voﬁsin(wt—}— @)+ I,Y2sinwtdt
0

T T
=-§—:V010 cosq)fsinzwtdt—f- sintp/sintut(:oSmtdt
‘o 0
Nun ist
T T
. T .
sm%utdt:; und sinwicoswidti=0,
b o
also
N =Vl cosq.

‘Wenn der Wechselstromwiderstand, um dessen Leistungsaufnahme es sich handelt,
R=rel?ist, also =R, V,=1rl,, so wird
N =1Iircosg.

Hier 148t sich Iy (nach Abschn. e S. 51) durch die symbolische GroBe ersetzen,

so daB sich schlieBlich ergibt ~
&

RN
N = .
5 Teosy

Da %S =2V,I, el ist, kann man auch folgende allgemeinere Gleichung auf-
stellen :

N = ypeller Teil von
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F. Komplexe Losungen von Differentialgleichungen.

Von der Verwendung komplexer GroSen wird ferner bei der Integration von
Differentialgleichungen haufig Gebrauch gemacht, da sich die Ergebnisse so in
einfacherer Form darstellen lassen. Die Differentialgleichung (Schwingungs-
gleichung)

a2z dz
g T Ay The=0

hat z. B. das allgemeine Integral x = x, e"t, wobei y bestimmt ist durch die
Gleichung 92+ ay 4+ b =0, also

a a?
7—*—5:}:]/2—1’-

Je nachdem, ob 4% >4b oder a?<C 4b ist, wird y reell oder komplex sein. Der
letztere Fall wird im allgemeinen, da @ als physikalische Gré8e nicht wirklich
komplex sein kann, unmittelbar keinen Sinn haben, nun 148t sich aber jede kom-
plexe Gleichung durch Trennung des Reellen vom Imaginiren in zwei Gleichungen
aufspalten, es wiirde also # gleich dem reellen Teil der obigen Losung zu setzen
sein, wobei zu beriicksichtigen ist, daB auch die Integrationskonstante x, komplex
sein kann. Also

-2 T2
z=me ‘Si”(Vb‘%’+¢)

ist das reelle Integral obiger Differentialgleichung, wobei zwei aus den Grenz-
bedingungen zu bestimmende Konstanten #; und ¢ auftreten. Die kiirzere kom-

plexe Form x = 2, ert sagt jedoch genau dasselbe aus, da man jederzeit zur
reellen Form iibergehen kann. Wie ein Vergleich beider Ausdriicke zeigt, be-
deutet das Auftreten einer komplexen Ldsung das Vorhandensein einer ge-
dimpften Schwingung, das imaginire Glied von p bestimmt dabei die Frequenz,
das reelle Glied die Dampfung.

Wenn die unabhingige Variable in der Differentialgleichung nicht die Zeit ¢
ist, sondern z. B. ein Abstand, Radius usw., so gelten entsprechende Uberlegungen.
Nach den oben angegebenen Regeln kann, falls # eine sinusférmige Schwingung
(Stromspannung, Feldstirke oder #hnliches) darstellt, die symbolische Bezeich-
nung benutzt werden, also selbst schon komplexe GréBen. Die komplexe Lsung
der Differentialgleichung weist dann darauf hin, da8 die Schwingung sich wellen-
formig ausbreitet. Der reelle Teil des Faktors der Integrationsvariabeln im
Exponenten von € bestimmt die riumliche Dimpfung der Welle, der imaginére
Anteil ihre Wellenlinge. Gerade in solchen Fillen bietet die (scheinbar) komplexe
Rechnung infolge der Kiirze und Ubersichtlichkeit groBe Vorteile (s. z. B. Haut-
wirkung S. 315, Fortpflanzung von Stromen auf Leitungen S. 130).

4. Graphische Darstellung®).
A. Kurvendarstellung.

Um die Abhingigkeit einer GréBe y von einer anderen GroBe # wiederzugeben, wird in aus-
gedehntem Mafle die Kurvendarstellung verwendet. Sie gewihrt eine gute Ubersicht iiber den
Verlauf der Abhingigkeit; Zwischenwerte lassen sich leicht ablesen. Neben der gleichmiBigen
Einteilung der Koordinaten bieten hiufig andere Einteilungen gewisse Vorteile. So wird z. B.
der Zusammenhang zwischen der Kreisfrequenz » und der Wellenlinge 4 (in m) einer elektro-
magnetischen Schwingung w = 6 7+ 10° : 4 bei gleichmiBiger Teilung durch eine Hyperbel dar-
gestellt, wihrend bei logarithmischer Einteilung die Kurve zu einer geraden Linie wird, die leichter
zu zeichnen ist. Auch wenn eine oder beide der GréBen mehrere Zehnerpotenzen durchlaufen,
ist die logarithmische Teilung vorzuziehen (Einfach- und Doppellogarithmenpapiere der Firma
Schleicher & Schiill, Diiren).

1} Pirani, M.: Graphische Darstellung in Wissenschaft und Technik. Samml. Goschen 1919.
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B. Doppelskalen.

Gegeniiber der Kurvendarstellung bietet die Doppelskala den Vorteil eines
sehr viel geringeren Raumbedarfs; bei ibr sind zu beiden Seiten einer geraden
(oder auch gekriimmten) Linie die zusammengehorigen Werte der GroBen z und y
unmittelbar nebeneinander aufgetragen. (Bekanntes Beispiel ist das Thermo-
meter mit Réaumur- und Celsiusskala.) Eine Doppelskala, die den Zusammen-
hang zwischen Kreisfrequenz und Wellenlidnge wiedergibt (s. oben), befindet sich
auf der rechten Seite der Abb. 12, S. 58. Auch die Ablesung der Doppelskalen
ist bedeutend leichter als die an Kurvendarstellungen, bei denen man von der
Kurve erst zu den Achsen {ibergehen muB. Bei der Herstellung der Doppelskalen
ist es im allgemeinen durchaus nicht notwendig, alle Einzelwerte zu berechnen,
sondern die Zeichnung erfolgt unter Benutzung des gesetzmiBig gegebenen Zu-
sammenhanges zwischen z und 9. So ist bei Abb. 12, S. 58 auf der einen Seite
@ logarithmisch aufgetragen, dann muB 1 denselben MafBstab in umgekehrter
Richtung erhalten, da lgw = 1g6 - 108 — Igl ist; irgendein Punkt fiir 1 wird
berechnet, z. B. 1 = 108 fiir @ = 6+ 10% = 1,885 - 10%, und von hieraus die
logarithmische Skala angelegt. Je nach der Art des funktionalen Zusammenhanges
kommen die verschiedensten Skalen zur Verwendung.

C. Skalenarten.

Die wichtigste Rolle bei allen Darstellungsarten spielen die logarithmischen
Skalen, Thr Hauptvorteil liegt darin, daB bei ihnen die Ablesegenauigkeit an jedem
p Punkt der Teilung stets gleich
grop ist; auBerdem kann man,
wenn nur logarithmische Skalen
verwendet werden, leicht zu
anderen Zehnerpotenzen {iber-
gehen. In vielen Fillen fiihrt
die Aufgabe selbst ohne weiteres
zu dieser Skalenform, da die
7  Funktionalbeziehungen durch
Logarithmijeren eine einfachere
Form annehmen.

Ein praktisches Hilfsmittel sind
die ,Logarithmenharfen® der
Stugra, Zentralstelle fiir graphische
Berechnungstafeln (Berlin - Waid-
mannslust), aus denen alle logarith-
mischen Teilungen von 20 bis 350 mm
Linge entnommen werden kdnnen.

Eine andere wichtige Skalen-

4 6 8 70 A art sind die projektiven Tei-

Abb. 7a und 7b. Projektive Teilung. lungen. Trigt man auf einer

von zwei sich schneidenden

Geraden, 4 Abb.7a, eine Teilung z auf, so entsprechen die Schnittpunkte ¥
des Strahlenbiischels mit der Geraden B einer Teilung, die bestimmt ist durch

x
Y= P—x—+7q . Die Konstanten p, g,  hidngen von der Lage des Punktes P und
des Anfangspunktes der Teilung ¥ ab. Sonderfille sind die reziproke Teilung

z
;ﬁ p=r=1,49=0),
die das Teilungsverhaltnis einer Strecke zwischen ihrem Anfang und Ende bestimmt.

Bel der Zeichnung der projektiven Skalen miissen drei Wertepaare bekannt sein, um den
Punkt P und den Schnittpunkt der Geraden festzulegen. Soll z. B. eine reziproke Teilung, die

zwischen den Werten 4 und 10 die Linge 4,5 hat (y = :%)) gezeichnet werden, so wird auf der

1
y=—_(wo p=r=0,¢=1) und die Teilung y =
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ersten Geraden eine gleichmiBige Teilung abgetragen (Abb. 7b) und durch den Punkt 4 die zweite
Gerade gelegt. Da ¢ = 4 der Wert y = 7,5 entspricht, ist damit auch der Nullpunkt der y-Teilung
festgelegt. Nun werden auf B zwei weitere Punkte, z.B. y =6 (£ =5) und y =3 (x = 10)
abgetragen und mit den zugehdrigen g-Werten verbunden, damit ist der Punkt P gefunden und
durch Verbindung von P mit den Punkten der z-Teilung lassen sich nun leicht die weiteren Werte

der y-Teilung angeben.

Da in der obigen Gleichung der projektiven Verbindung # durch eine beliebige
Funktion von x ersetzt werden kann, lassen sich in dhnlicher Weise auch Skalen
fiir 1 : 2 usw. herstellen. Die allgemeine projektive Umformung bietet manchmal
auch durch die dadurch bewirkte Verzerrung der Skalen Vorteile, um z. B. die
Ablesegenauigkeit bei nichtlogarithmischer Teilung in verschiedenen Punkten mog-

lichst gleich zu machen.

D. Fluchtlinientafeln.

Wenn eine GréBe ¥ von zwei Variabeln z und 2z abhingt, wird die Kurven-
darstellung sehr uniibersichtlich, wéahrend die Skalendarstellung sich leicht zu
einer sehr brauchbaren Methode erweitern 148t (Fluchtlinientafeln, Nomo-
gramm). Hat man drei im gleichen Abstand voneinander liegende Parallele a a’,
bb’, cc’ (Abb. 8), die von zwei Geraden geschnitten werden, so besteht zwischen

den Abschnitten der Parallelen die Beziehung 29 = u 4w
(Mittellinie eines Trapezes ist gleich der halben Summe
der Grundlinien). Trdgt man also von a b ¢ aus auf den
Parallelen eine Teilung ab, die fiir die mittlere Linie eine
halb so groBe Einheit als fiir die &uBeren Linien hat, so
gibt jede geradlinige Verbindung zwischen zwei Werte-
paaren x = % und 2z = w (Fluchtlinie) unmittelbar auf
der Mittellinie die Summe ¥ =2v =z 4 2z an. (Fir
die Ablesung wird am zweckmiBigsten ein durchsich-
tiges Lineal benutzt.) Viele Gleichungen lassen sich
leicht auf diese einfache Grundform bringen.

Die Gleichung y = x+ z geht durch Logarithmieren
in die Form lgy = lgz | 1g 2 iiber; hier hitte man also
statt der gleichmiBigen die logarithmischen Teilungen

a /
/4 V| q

“\7\

o’

Abb. 8. Fluchtlinientafel
mit parallelen Skalen,

aufzutragen. In diesem einfachen Fall des Produktes ist nun allerdings der

Rechenschieber vorzuziehen, aber wenn noch zusitzliche

Konstanten oder

Potenzen vorhanden sind, lassen sich diese in die Fluchtlinientafeln leicht ein-

arbeiten. Um die Gleichung y™ =a™.z"
oder nlgy =mlgx 4 rlgz darzustellen,
braucht z. B. nur das LingenmaB der Tei-
lungen im Verhdltnis m, %, r geindert zu
werden (s. Beispiele Abschn. E, S. 57).

Es ist durchaus nicht erforderlich, da8 die 4%
Skalentriger gleichen Abstand haben und
parallel sind; ja es brauchen nicht einmal u

Gerade zu sein, aber der Fall der krumm- & o
' 2

linigen Skalen spielt wegen der schwierigeren

7

% 5 %3
%2

U, V4

X3

Zeichnung nur eine geringe Rolle. Um die
Bedingungen des allgemeinen Falles dreier
Geraden aufzustellen, legt man ein recht-

Abb. 9

” 7 X

. Fluchtlinientafel mit
geneigten Skalen.

winkliges Achsenkreuz mit seinem Anfangspunkt auf die mittlere Gerade (Abb.9)
und rechnet die Teilungen auf den Geraden von der z-Achse aus. Die Neigungs-
winkel der Geraden gegen die #-Achse seien o4, oy, 04y, die Schnittpunkte mit
der wz-Achse liegen bei —m, O, #, dann haben die Geraden die Gleichungen
y=tgoy @+ m), y =tgx,®, ¥y =1tgo, (x3—n). Die Punkte 2,9, %392, ¥3¥3
liegen auf einer Geraden (der Fluchtlinie), wenn ¥y — ¥y @y — ;== Y3—7; : T3—; .
Indem die y durch v w ausgedriickt werden (y; = sin &, x;=% coso—musw.),
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erhilt man daraus
o sin (64 — &) -+ u w sin (&g — &) + v wsin (& — o&03) +-v (M 4 n) sinw, "
—mwsinog —nusingy =0

oder mit einigen Umformungen

sin . ' sin &, sin o
: L u—m- 2 w — (4 m) = !
sin (g — o) sin (g — o) sin (g — oty) @)
sin &g o sin &g sin &, ’
= % — (m+ n)- [ R
sin (g — op) sin (043 — 04) sin (63 — &)
q._ 4
16
14
2T 1
+ J'Z
T
ol g
Abb. 10a. Abb. 10b. Abb. 10c.

Abb. 10a bis 10c. Besondere Fille von Fluchtlinientafeln,

Also die Gleichung Y = XZ 148t sich auch in dieser Form darstellen, wenn pro-
jektive Teilungen verwendet werden; und eine groBe Zahl anderer Gleichungen
148t sich gleichfalls mittels geeigneter Teilungen in obige Form iiberfiihren.

Sonderfille. a) Drei Parallele, o = &y = g, aus (1) wird

mfn)v=mw-+nu.

Wenn m == #n ist, haben wir den bereits oben erdrterten Fall; die Verschieden-
heit von m und % bedingt nur verschiedenes LingenmaB fiir alle drei Teilungen,
was unter Umstidnden fiir. die Ausnutzung der Genauigkeit und der Grenzen von
Wert ist (Abb. 10a).

b) Drei sich in einem Punkt unter 60° schneidende Geraden, m = # = 0,
0y — Oy = 0y — 0lg = 60°. Aus (1) folgt

1

1 1
— = — + — (Abb. 10b).
" u+w ( 10b)

¢) Zwei Parallele und eine geneigte Gerade, &y = &3, &y = 0, m = 0. Aus (1)
v u
folgt ——— = o ; auch auf diese Weise 148t sich also die Multiplikation dar-
v—n

stellen, wobei neben zwei gleichmiBigen Teilungen eine projektive auftritt
(Abb. 10c¢).

Wie aus dieser kurzen Ubersicht schon hervorgeht, 148t sich jede Aufgabe
auf sehr verschiedene Weise 16sen; je nach dem Bereich der Variabeln und der
gewiinschten Genauigkeit wird man verschiedene Wege wihlen.

E. Beispiele.

a) Selbstinduktion und Kapazitit von Doppelleitungen. Fiir eine Doppel-
leitung, deren Leiter den Radius 7 und den Abstand a haben, berechnet sich die

Selbstinduktion L pro km nach der Formel L = (4111 i:— -+ 1) +10~4 H/km,
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die Kapazitit C pro km nach C = wF/km. Nach einigen Umformungen

36m <
r

unter Einfiihrung der Briggschen Logarithmen und des Durchmessers d = 2r
kann man dafiir auch folgende zwei Gleichungen schreiben:
10¢L —1

—— —1g2=1ga —1gd und

1
~—9’21 h—82,890 — g2 =1ga — lgd .

Damit sind wir in beiden Fillen auf die Form v = # — w gekommen; und zwar
sind die rechten Seiten beider Formeln gleich, die GroBen # und w werden also
durch dieselben logarithmischen
Skalen dargestellt, so daB v als m%z L H 2
Doppelskala mit einer gleich- 0| 1" wF
formigen Teilung fir L und -1 17
einer projektiven fiir C, beide — —7
wegen der Zusatzkonstanten mit 4
verschobenem Nullpunkt, aus-
gestaltet werden kann (Abb.11). 4
Die Lage und das Lingenmal
der mittleren Skalen wird am 3
einfachsten durch Berechnung
einiger Punkte gefunden. Eine
gleichzeitige Multiplikation von
a und d mit demselben Faktor
hat keinen EinfluB auf das
Resultat; es kann dadurch der
Bereich der Tafel erheblich
erweitert werden. Die durch
die Verbindungslinie zwischen
a==10 und d = 5 bestimmten
GroBen L und C wiirden also
z.B. auch fiir ¢ =2cm und
d=1 mm gelten. (Fir den
praktischen Gebrauch empfiehlt
sich eine etwas weiter gehende
Unterteilung der Skalen bei L —50
groBerem MaBstab.) Abb. 11. Selbstinduktion und Kapazitit von parallelen
b) Widerstandszuwachs und Drihten.
innere Selbstinduktion von ge-
raden Dréahten bei Wechselstrom, Die Hautwirkung bei Wechselstrom berechnet

- 1/ropc
sich mit Hilfe Besselscher Funktionen aus der GroBe a=D ——8&— +10~ 5, wobei D
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der Durchmesser, p die Permeabilitat, o die Leitfahigkeit des Drahtes und w die
Tuo
BC, 10-5,

1 1
Kreisfrequenz ist (siehe S.315). Esistalsolga=1gD 4- > lgw -+ 2 1g

und wir haben wieder die einfache Summenformel, allerdings mit mehr als zwei Varia-
beln. Wenn es sich um ein bestimmtes Drahtmaterial, z. B. Kupfer (u =1, o= 57),
handelt, ist das letzte Glied eine Konstante, die nur eine Nullpunktsverschiebung
einer Skala verursacht, und wir kénnen in der bekannten Weise eine Fluchtlinien-
tafel zeichnen. Das ist in Abb. 12 geschehen (die beiden duBeren und die mittlere
Skala); aber auf der mittleren Geraden ist nicht die HilfsgroBe z, die ja nicht
weiter interessiert, sondern unmittelbar die Widerstandszunahme in Prozenten

w' — w, L
w—“ und die innere Selbstinduktion in der Form mT als Doppelskala
o (]

100
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aufgetragen (w’ Wirkwiderstand, w, Gleichstromwiderstand, L’ innere Selbst-
induktion). AuBerdem ist auch die rechte Skala als Doppelskala ausgebildet,
indem neben der Kreisfrequenz w die entsprechenden Werte der Wellenldnge 4
in m aufgetragen sind. Um die Tafel nun auch fiir andere Stoffe als Kupfer zu
benutzen, sind noch zwei weitere Skalen D und (u o) gezeichnet; mit ihrer Hilfe
wird zunichst ein Punkt auf der linken Skala festgelegt (entsprechend der Formel
1gDcy = 1gD + 1Elg‘ua - %lg % 10—5) und dann aus dem so gefundenen
Punkt und dem gegebenen w (oder 1) @’ und L’ graphisch berechnet. Was hier
auf einem Blatt vereinigt ist, wiirde in Tabellenform mehrere Seiten fiillen, ganz
abgesehen davon, daB die Interpolation bei Tabellen sehr viel unbequemer ist.
Auch bei dieser Tafel 148t sich der Giiltigkeitsbereich noch erweitern; zu zehnmal
groBerem D gehort ein hundertmal kleineres o (hundertmal groBeres 4) usw.

5. Fehlerrechnung.

Jede Messung ist mit Fehlern behaftet; um ihre GroBe abzuschitzen, muB
man auf die Fehlerursachen zuriickgehen, nur so 148t sich die Genauigkeit des
Endresultates beurteilen. Das ist auch fiir die Ausrechnung von Wichtigkeit,
um unndtige Rechenarbeit (z. B. Benutzung 7stelliger Logarithmen bei Fehlern
von einigen Promille, wobei der gewdhnliche Rechenschieber ausreicht) zu sparen
und andererseits die Beobachtungsergebnisse voll auszunutzen und richtig zu
beurteilen. Die Fehlerursachen liegen in der Person des Messenden (ungenaue
Einstellung und Ablesung), in den Apparaten (Fehler der Eichung und Kalibrierung)
und in den Einfliissen der Umgebung (Temperatur, Luftfeuchtigkeit, erdmagne-
tisches Feld usw.). Die Gr68e der dadurch hervorgerufenen Einzelfehler muf
kritisch abgeschitzt werden, und dann kann der mogliche Fehler des Gesamt-
resultates berechnet werden. Da die Fehler klein gegen die gemessenen Grofen
sind, kann man sich bei der Ausrechnung der Niherungsregeln fir das Rechnen
mat kleinen Grofen bedienen. Die wichtigsten dieser Niherungsregeln sind:

M+el=1+ne, a't®=001-+¢na),
In1 +¢)=¢, 1g(1 48 =043 ¢,
A+ 4+ +n=14+c+0+y .

Aus der letzten dieser Formeln folgt, daB bei Produkten, dem h#iufigst vorkommen-
den Fall, die prozentischen Fehler der Einzelmessungen zu addieren sind. Da
die Fehler sowohl positiv wie negativ sein kdnnen, ist immer bei der Ausrechnung
der ungiinstigste Fall anzunehmen, daB alle Fehler unabhingig von den Vor-
zeichen in den Gleichungen nach derselben Richtung wirken. Die Abschitzung
der Einzelfehler kann auch hiufig zu einer Vereinfachung der Beobachtungen
selbst fiihren; wenn nimlich einer der Fehler verhiltnismaBig groB ist, hat es
keinen Zweck, andere Gro8en mit hoher Genauigkeit festzulegen.

Liegen mehrere Beobachtungen derselben GréBe vor, so wird der wahr-
scheinlichste Wert durch das arithmetische Mittel angegeben. Dabei ist
Voraussetzung, daB alle Einzelbeobachtungen gleich zuverlissig sind; andemnfalls
werden die Beobachtungsergebnisse zunichst mit ihrem Gewicht (das sind
Zahlen, die der Zuverldssigkeit angen#ihert proportional sind) multipliziert
und die so erhaltene Summe durch die Summe der Gewichte dividiert. Die
Differenzen der Einzelmessungen b;b, ... gegen das Mittel b geben die

Fehler der Einzelmessung (4, =b1-—l;, Ay =by— b usw.) an. Man bezeichnet,
wenn # die Zahl der Beobachtungen ist:
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S=d4?+ A3+ 42+ ... als Summe der Fehlerquadrate,

als mittleres Fehlerquadrat,

S
:[:V 1 als mittlerer Fehler der Einzelbeobachtung,
n —

S
4|/ ———— als mittleren Fehler des Resultates.
nn — 1)

Als wahrscheinliche Fehler bezeichnet man %/ der mittleren Fehler. Zu
beachten ist, daB einseitige Fehler, die durch Apparate usw. hineingekommen
sein kénnen, durch diese Betrachtungen nicht erfaBt werden und besonders beriick-
sichtigt werden miissen.

In vielen Fillen fiihrt die einfache Mittelbildung nicht zum Ziel, z. B. immer,
wenn gleichzeitig mehrere GroBen aus den Beobachtungen zu berechnen sind.
In diesen Fillen bietet die Methode der kleinsten Quadrate einen Weg, um
die wahrscheinlichsten Werte zu berechnen. (Niheres iiber die Methode s. Kohl-
rausch: Lehrbuch der praktischen Physik.)

I Physik.

Bearbeitet von W. Jaeger.

1. Allgemeines.

A. Mechanik, Dimensionen, MaBsystem.

a) Einheiten, Grundeinheiten, Dimensionen.

Die physikalischen GréBen werden bei der Messung auf Einheiten zuriick-
gefiihrt; die dabei erhaltene Zahl (MaBzahl) gibt die Anzahl der Einheiten an,
welche die GroBe enthilt (z. B. 10 Ampere). Wird die Einheit gedndert, so dndert
sich die MaBzahl im umgekehrten Verhiltnis; das Produkt beider ist konstant.
Die Einheiten werden, soweit sie nicht rein empirischer Natur sind (z. B. Radium-
standard) meist auf die Grundeinheiten der Linge [/}, Masse [#] und Zeit [£] zuriick-
gefiihrt!), welche selbst willkiirliche empirische GréBen sind. In der Regel benutzt
man jetzt das Zentimeter, das Gramm und die Sonnensekunde als Grundeinheiten
(C-G-S-System). Diese Einheiten nennt man die absoluten Einheiten. Fiir
diese lassen sich dann die sog. Dimensionen angeben, bei denen die Einheiten
durch Potenzen von /, m, ¢ ausgedriickt werden (in eckigen Klammern), z. B.
Geschwindigkeit = Linge durch Zeit = [//f] usw. In der Praxis benutzt man im
elektrischen Gebiet statt der absoluten Einheiten die empirischen internationalen
Einheiten Ohm, Ampere usw., die den absoluten Einheiten moglichst nahe gebracht
worden sind (s. spiter S. 90).

b) Mechanische GroBen im C-G-S-System.

Geschwindigkeit : Einheit ist die Geschwindigkeit von 1 cm in der Sekunde; Dim. = [cm/sec].
Beschleunigung: Einheit ist die Beschleunigung, bei welcher die Geschwindigkeit in der
Sekunde um 1 cm/sec wichst; Dim. = [cm/sec?].

1) Als Zeiteinheit gilt die miitlere S kunde (1 Sternsekunde = 0,99727 Sonnen-
sekunden).
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Kraft, Gewicht = Masse X Beschleunigung; Einheit ist die Kraft, welche der Masse von
1g in der Sekunde die Beschleunigung von 1 cm/sec? erteilt; die Einheit heit das Dyn (an-
nihernd gleich dem Gewicht von 1 mg auf der Erdoberfliche). Dim. = [cm « g/sec?]?).

Druck, Einheit ist der Druck von 1 Dyn auf 1 cm? in senkrechter Richtung (annihernd
gleich 10—¢ Atm.). Die Einheit heiBt das Bar. Dim. = [g/cm sec?].

Arbeit, Energie, lebendige Kraft. Die Einheit ist die Arbeit, welche 1 Dyn ausiibt, wenn
sich sein Angriffspunkt in der Richtung der Kraft um 1 cm verschiebt. Die Einheit heiBit das
Erg (annihernd = 10— 7 Wattsekunden = 2,390 - 10— 8 g-Cal.). Dim. = [cm?2g/sec?].

Leistung. Einheit ist die in der Sekunde verrichtete Einheit der Arbeit (Erg/sec), angendhert

= 10—7 Watt. Dim. = [cm?g/sec3].

Drehmoment, Richtkraft = Kraft x Hebelarm Einheit ist Dyn X cm. Dim. = [cm?g/sec?].

Trégheitsmoment, Masse X Quadrat des Abstands Dim. der Einheit = [g - cm?].

Dichte, Masse durch Volumen; Dim. der Einheit = [g/cm?®]

Durch die unter ,,Arbeit‘‘ angegebenen Beziehungen zur Wattsekunde und zur
Calorie stehen die mechanischen MaBe im Zusammenhang mit den elektrischen
und thermischen GroBen. [Vgl. auch die Tabelle der elektrischen MaBe (S. 91)
und die Tabellen im Anhang].

AuBer den obenstehenden mechanischen Grundeinheiten werden u. a. auch noch folgende
mechanische Einheiten fiir Druck, Arbeit und Leistung gebraucht (hinsichtlich der Kraft siehe
FuBnote 1):

Druck: Normale Atmosphire = Druck einer Siule von 76 cm Quecksilber von 0° bei ,,nor
maler‘‘ Schwerebeschleuniguug = 1,01325 X 10% Dyn/cm? = 1033.28 Grammgewicht/cm?, —
Technische Atmosphdre = 1 Kilogrammgewicht/cm? = 0,98062 X 108 Dyn/cm?2.

Arbeit = Kraft x Weg; Kilogrammeter (Hebung von 1 Kilogramm um 1 Meter) = 0,98062
X 10% Erg.

Leistung = Arbeit/Zeit; Pferdestirke = 75 Kilogrammeter in der Sekunde = 73,6 x 108
Erg/sec.

Neuerdings wird auch das Kilowai = 10" Erg an Stelle der Pferdestirke als Leistungs-
einheit gewihlt.

¢) Mechanische Grundgesetze.

«) Zwei Massenpunkte ziehen sich mit einer Kraft an, die umgekehrt dem
Quadrat der Entfernung ist. Zwei Massen von 1 g, die sich in der Entfernung
von 1 cm befinden, ziehen sich mit der Kraft von 6,68 - 10 ~8 Dyn an. (Allgemeine
Gravitationskonstante = 6,68 - 10 ~8 cm3/gsec?) Die Schwerebeschleunigung
an der Erdoberfliche unter 45° Breite und in Meereshdhe ist g = 980,62 cm/sec?
(,,normale Schwere* = 980,665 cm/sec?).

) Ist &; nach GréBe und Richtung die Summe der am Massenpunkt #; an-
greifenden Krifte, p; deren Geschwindigkeit und t; der von einem Aufpunkt nach
dem Massenpunkt gezogene Leitstrahl, so gelten fiir die Mechanik starrer, fester,
fliissiger und gasférmiger Korper die Gleichungen:

Zﬁi=2mi%§ Z[ﬁi@i]z%Z[mitibi], (1)

wobei die Summen iiber alle in Betracht kommenden Punkte zu nehmen sind.
Fiir die Statik sind die rechten Seiten der Gleichungen Null.

Bei Zentralkviften (Krifte, die geradlinig von einem Punkt ausgehen) ist
[t &] = 0, daher [t p] = konst., d.h. die vom Leitstrahl in gleichen Zeitriumen
bestrichenen Fliachen haben gleiche Grofe (Keplersches Gesetz).

Wenn das Arbeitsintegral fiir eine geschlossene Kurve mit dem Element d3
Null ist @ 8d8 =0 (z.B. bei Zentralkriften), dann hat die Kraft ein Potential

V= Z? %); es ist & = —F V. Ferner gilt, wenn L = } m v2 die lebendigé Kraft
ist: L + V = konst.

1) In der Physik versteht man unter Gramm, Kilogramm usw. die entsprechende Masse,
wihrend in den technischen Disziplinen meist das Gewicht der betreffenden Massen mit dem-
selben Namen bezeichnet wird. Das Gewicht ist aber mit der Schwerebeschleunigung variabel
(Gewicht = Masse mal Beschleunigung), z. B. ist das Gewicht eines Kilogramms an der Erdober-
fliche unter 45° Breite und in Meereshéhe = 10%/1,01976 = 0.98062 x 10 Dyn. Nach der ge-
setzlichen internationalen Festlegung ist das Kilogramm eine Masse (= der Masse des in Bre-
teuil im Bureau internationale des poids et mesures aufbewahrten Prototyps).

£) Das Potential ist noch mit der Masseneinheit zu multiplizieren, die hier gleich 1 gesetzt ist.
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d) Pendelgleichung.

Wenn fiir einen schwingenden Korper K das Trigheitsmoment bedeutet und D
die Richtkraft, die ihn in die Gleichgewichtslage zuriickzufithren sucht, so ist die
(ganze) Schwingungsdauer T, des ungedimpft schwingenden Kérpers?l):

K
T0=2nV—D—. (2)

Ist auBerdem eine ddmpfende Kraft vorhanden, die der Geschwindigkeit des
Korpers und einer Dampfungskonstante p proportional ist, so nehmen die Ampli-
tuden der Schwingungen in einer geometrischen Rejhe ab. Sind ¢ und x, zwei
aufeinanderfolgende gleichsinnige Amplituden, so ist das Dimpfungsver-
hiltnis %k = o4 : & konstant fiir alle Schwingungen. & =Ink heiBt das
logarithmische Dekrement. Die Schwingungsdauer wird durch die Dimpfung
grofer; es ist

T=T, 1+(%)2; (3)

. T
ferner ist ¢ = 2R
Ganz analog sind die Verhiltnisse beim Thomsonschen Schwingungskreis;
dort entspricht K der Selbstinduktion L, p dem Widerstand R und D dem Wert 1/C
(C = Kapazitit) (vgl. S. 79 und 182).

B. Akustik.

a) Die Horbarkeit von Schwingungen erstreckt sich von etwa 16 Schwingungen
in der Sekunde (Subkontra-C) bis 20 000 (individuell verschieden). Die tiefsten in
der Hochfrequenz benutzten Schwingungen liegen somit im Bereich der Horbarkeit.
Als Normalton gilt das ,eingestrichene a, mit 435 ganzen Schwing./sec ?).

b) Bei der temperierten Stimmung ist das Verhiltnis zweier aufeinander-

12,
folgenden Halbttne gleich VZ = 1,0595; fiir die reinen Intervalle gelten
im Verhiltnis zum Grundton folgende Beziehungen:

Oktave . . . . . . . 2:1 Kleine Terz . . . . . 6:5
Quinte . . . . . .. 3:2 GroBer Ganzton . . . 9:8
Quarte . . . . . .. 4:3 Kleiner Ganzton . . . 10:9
GroBe Terz . . . . . 5:4 Halber Ton . . . . . 16 : 15

Geht man in reinen Quinten von einem Ton aufwirts und abwirts, so erhilt
man sdmtliche reinen Téne (Quintenzirkel).

Die Schwingungszahlen fiir die T6ne der eingestrichenen Oktaven in
temperierter Stimmung sind die folgenden:

c. .« . . . . 2587 fis oder ges . . 3658
cis oder des . . 2740 g. .« . . . . 3875
d. . . . . . 29,3 gis oder as . . 410,6
dis oder es . . 307,6 a. . . . . . 4350
e. . . . . . 3259 ais oder b. . . 460,9
foder eis . . . 3453 h oder ces. . . 4883

Die Tone der hoheren oder niederen Oktaven erhilt man daraus durch Multi-
plikation oder Division mit 2, 4, 8 usw.

1) Oft wird auch die halbe Schwingungsdauer angegeben. Die Zahl der (ganzen) Schwin-
gungen in der Sekunde heiBt die Frequenz f; es ist f = 1/T. Wenn 1 die Wellenlinge, ¢ die
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen in einem Medium bedeutet, so bestehen die Be-
ziehungen 1 = ¢T = ¢|f. Die GréBe w = 2xf = 27/T bezeichnet man als Kressfrequenz.

%) Nach franzosischer Bezeichnung hat der Normalton 870 Schwingungen/sec, weil hierbei
halbe Schwingungen gezihlt werden,
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¢) Schwebungen. Bei der Ubereinanderlagerung von Ténen, deren Schwin-
gungszahlen wenig verschieden sind, entstehen Schwebungen, deren Anzahl in der
Sekunde durch die Differenz der beiden Schwingungszahlen bestimmt ist. Wenn
die Anzahl der Schwebungen in das Gebiet der Hérbarkeit fillt, entstehen Schwe-
bungstone (Heterodynempfang). Bei sehr hohen Schwingungszahlen geniigt
schon ein kleiner prozentischer Unterschied der beiden Schwingungszahlen, um
einen Schwebungston zu erzeugen; z. B. bei 100000 Schwingungen (entsprechend
einer Hochfrequenzwelle von 3000 m) entspricht ein Unterschied von 4 Promille
in den Schwingungszahlen etwa dem eingestrichenen a.

d) Bestimmung der Tonhohe. Man kann hierzu eine Stimmgabel in Ver-
bindung mit einem Monochord benutzen oder, wenn der betreffende Ton dem
Stimmgabelton naheliegt, den Unterschied der Schwingungen durch Schwe-
bungen feststellen. Bequemer sind kontinuierlich veridnderliche Tonquellen, wie
die Sirene, bei der sich die Tonhdhe aus der Umdrehungszahl und der Anzahl
der Locher ergibt, oder die empirisch geeichte Galtonpfeife oder der mit einer
ElektronenrShre betriebene Tonsender. Auch mit Resonatoren 148t sich die
Tonhthe bestimmen. Naheres s. z. B. bei Kohlrausch, F.: Lehrbuch der prak-
tischen Physik.

e) Schallgeschwindigkeit. Die Schallgeschwindigkeit in trockener Luft von
0° betrdgt 330 m/sec; in Metallen ist sie erheblich groBer, z. B. (bei 18°) in

Kupfer . . . . . 3600 m/sec
Stahl . . . . . . 5100 ,
Blei . . . . . 1300 ,,

2. Elektrizitdt und Magnetismus.

A. Kraitlinien, Feldstirke, Potential usw.

a) Kraitlinien, Feldstirke.

Die von elektrischen oder magnetischen Massen ausgehenden Kraftwirkungen
werden nach Faraday durch ,,Kraftlinien* dargestellt; diese sind polare Vektoren,
deren Richtung an jeder Stelle des Raumes mit der Kraftrichtung zusammenfallt
und deren Dichte pro cm? bzw. deren Anzahl im Querschnitt Eins als ,,Feld-
stirke* bezeichnet wird. Befindet sich in dem durch die Kraftlinien dargestellten
(elektrischen oder magnetischen) Kraftfeld eine (elektrische oder magnetische)
Masse, so stellt das Produkt:

Masse x Feldstirke = Kraft 4)
die auf die Masse in Richtung der Kraftlinie ausgeiibte Kraft (in Dyn) dar. Nach
dem oben Gesagten gilt ferner:

Kraftlinienzahl = Querschnitt x Feldstirke; Kraftliniendichte = Feldstirke.
Von der isolierten Einhettsmasse gehen aus:

4 7 Kraftlinien.
Daher: Dimension der Kraftlinie gleich derjenigen der (elektrischen oder

magnetischen) Masse. Die Gesamtheit der Kraftlinien stellt das (elektrische oder
magnetische)_Feld (Kraftfeld) dar.

b) Feld, Niveauflichen.
Man unterscheidet 1. wirbelfreie oder lamellare, 2. komplex-lamellare, 3. sole-
noidale oder quellenfreie Felder.
Bezeichnet allgemein 9 den Kraftlinien- bzw. Feldstarkenvektor, so ist die
Bedingung dafiir, daB zu dem Vektor orthogonale Flichen (Niveau- oder Aqui-
potentialflichen) gelegt werden kénnen:

A-r0tY =0, komplex-lamellares Feld, (5)
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d. h. der Vektor muB senkrecht auf seinem Rotor stehen. Die Bedingung wird
auch erfiillt durch:

rotY =0, lamellares oder wirbelfreies Feld. (6)

Dann 148t sich nach der Vektorentheorie Y durch den Gradienten eines Skalars
(Potential V) ausdriicken: Y = —F V.

Wenn ferner divl = 0 ist, muB nach dem Gaussschen Satz der Gesamt-
vektorfluB durch eine geschlossene Oberfliche Null sein, d.h. in dem betreffenden
Raum ist keine Quelle oder Senke (elektrische oder magnetische Masse) vorhanden :

div¥{ =0, solenoides oder quellenfreies Feld. (7)

Ist sowohl div wie rot [ von Null verschieden, so kann das Feld in ein wirbel-
freies und quellenfreies Feld zerlegt werden.

¢) Kraitlinienréhre,

Sie entsteht, wenn durch die Umrandung einer beliebigen Fliche Kraftlinien
gelegt werden. Die Anzahl der Kraftlinien in der Rohre ist konstant, daher gilt
fiir den Querschnitt der Rohre (im quellenfreien Feld):

Querschnitt x Feldstirke = Kraftlinienzahl = Konstante. (8)

Der Querschnitt der Rohre ist also der Feldstdrke umgekehrt proportional.

d) Potential, Niveauildchen, Arbeit.
Im wirbelfreien Feld (rot == 0) stehen die Kraftlinien senkrecht auf den
Niveaufldchen (s. oben S.63) oder den Flichen gleichen Potentials. Der Vektor 9
(magnetische oder elektrische Feldstirke) wird dann gleich dem negativen Gradien-

ten des Potentials gesetzt:

A= —VV. 9)
2 2

Ferner stellt f Ndg = — f dV =V, — V, die Arbeit dar, wenn die (magne-
1 1

tische oder elektrische) Einheitsmasse auf einer beliebigen Kurve vom Potential ¥,
auf das Potential ¥, gebracht wird; fiir eine geschlossene Kurve ist die Arbeit
@ A a3 gleich Null. ’

V = Konst. stellt eine Niveaufliche dar, und die Gleichung
dem Parameter & eine Schar von Niveaufldchen.

Fiir die Trajektorien der Niveauflichen (Kraftlinien) bestehen dann die Diffe-
rentialgleichungen :

V(x: Y2, ) mit

dw:dy:dz=5—:t—5—1—>—. (10)

Parallel zu den Niveauflichen findet keine Kraftwirkung statt. Niveauflichen
konnen sich nicht schneiden, ebensowenig Kraftlinien.

Das Produkt aus dem Betrag des Kraftlinienvektors und dem Abstand zweier
Niveauflichen ist fiir die ganze Fliche konstant (wegen rot9[ = 0 nach dem Satz
von Stokes); d. h. je groBer der Vektor ist, je stiarker also das Feld, desto niher
liegen die Niveauflichen aneinander und umgekehrt.

Das Potential wird berechnet aus der Gleichung:

m dz
V=ZT bzw., = e (11)

wo m die einzelnen Massenpunkte bzw. ¢ die Massendichte im Volumelement dz
bezeichnet und r die Entfernung eines Massenpunktes bzw. Volumelements von
demjenigen Punkt, fiir den das Potential zu berechnen ist.
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An den mit Massen von der Raumdichte g erfiillten Stellen gilt die
Poissonsche Gleichung: AV = —4z g, (12)

an den Stellen, an denen sich keine (elektrische oder magnetische) Masse befindet
(Q = Q) die

Laplacesche Gleichung: AV =0. (13)

Im letzteren Falle ist dann also auch div = —divl'V = — A4V =0, d.h. das
Feld ist auch quellenfrei (s. oben), wihrend an den mit Masse von der Dichte o
erfiillten Stellen divl = —4 7 p ist.

An einer mit Masse von der Flichendichte ¢ belegten Fliche wird das Potential
unstetig; die in Richtung der Normale zur Fliche genommenen Differentialquotienten
des Potentials sind zu beiden Seiten der Fliche ungleich. Werden die beiden
Differentialquotienten mit 1 und 2 bezeichnet und fillt (0V/d%), in Richtung der
Fliachennormale des Mediums 1, so gilt nach der Poissonschen Gleichung (in Ver-
bindung mit dem Gaussschen Satz):

I —

e) KraftiluB.

Unter KraftfluB durch eine Fliche versteht man das Integral / Nadf, wo df
=1 df nach Gr6Be und Richtung das Flichenelement bedeutet (i = Einheits-
vektor der Flichennormale, df Betrag des Fliachenelements).

Der von einem Massenpunkt m ausgehende KraftfluB durch eine F'%3~h~ jst
nach Gauss:

/ﬁdf:mw, (15)

wobei df das Flichenelement und w den Raumwinkel bedeutet, unter dem die
Fliche von dem Punkt aus erscheint (w = Projektion der Fliche auf die um m
beschriebene Einheitskugel). Fiir eine geschlossene Fliche ist daher der Gesamt-
kraftfluB = 4 7 3 m, wenn 2'm die von der Fliche umschlossenen Massen be-
deutet; diese Massen stellen eine Quelle des Kraftflusses dar. Wenn sich in dem
von der Fliche begrenzten Raum keine Massen befinden, ist der Gesamtkraftflu
durch die Fliche Null (wie bei einer inkompressiblen Fliissigkeit); es miinden
dann ebensoviel Kraftlinien in der Fliche wie aus ihr austreten. (Konti-
nuititsgleichung: divll = 0.)

B. Elektrostatik.

(In elektrostatischen Einheiten.)
a) Einheit der Elektrizitatsmenge.

Sie wird definiert durch das Coulombsche Gesetz, nach welchem sich im
Vakuum zwei Elektrizititsmengen e; und ¢, von ungleichem Vorzeichen mit einer
Kraft anziehen, die umgekehrt proportional dem Quadrate ihrer Entfernung r ist:

é 2_2 = Kraft. (Siehe auch unter b.) (16)

Im elektrostatischen MaBsystem ist daher die Einheit der Elektrizitdtsmenge
diejenige Menge, welche eine ihr gleich groe Menge in der Einheit der Entfernung
(1 cm) mit der Einheit der Kraft (1 Dyn) anzieht oder abstoBt. Hieraus ergibt
sich die Dimension der Einheit zu [#el/2 3/2¢-1].

Fiir die elektrischen Massen und ihre Wirkungen gelten die Ausfiihrungen
unter A.

Banneitz, Taschenbuch. 5
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b) Elektrisches Feld.

Im elektrostatischen Feld, das durch Kraftlinien von der Feldstirke € dar-
gestellt wird, gilt {iberall:

otG=0, @Eds=0, E=-VV, V=2 (17)

Das Feld ist also wirbelfrei; die Feldstiarke € hat ein Potential V'; die Potential-
oder Niveauflichen stehen senkrecht auf den Kraftlinien. Die Oberflichen der
Leiter stellen Niveauflichen dar; im Innern der Leiter sind keine elektrischen
Massen vorhanden; die Kraftlinien endigen senkrecht auf der Leiteroberfliche
und setzen sich nicht in das Innere derselben fort. Im Innern der Leiter ist daher
das Feld Null. Nur an der Grenzfliche zwischen Leiter und Dielektrikum und an
der Grenzfliche zweier verschiedener Dielektriken sind elektrische Ladungen vor-
handen. In dem von elektrischen Massen freien Dielektrikum ist AV =0, das
Feld ist hier wirbelfrei und quellenfrei (divE = 0).

¢) Dielektrizitdtskonstante.

Jedem Dielektrikum kommt eine Dielektrizititskonstante & (>1) zu; im
Vakuum ist £ = 1, in Luft und anderen Gasen nahe gleich Eins (1,0006 in Luft).
Leiter verhalten sich in mancher Beziehung wie ein Dielektrikum von unendlich
groBem g. Die Anziehungskraft zweier elektrischer Massen im Dielektrikum von
der Dielektrizititskonstante ¢ ist um den Faktor ¢ kleiner als im Vakuum nach
dem Coulombschen Gesetz (s. unter a). Man setzt:

e=1-44ak (18)
und nennt & die ,,Dielektrisierungszahl*. & ist im elektrostatischen System dimen-
N _ sionslos. Das Coulombsche Gesetz lautet dann allgemein :
2%
Kraft = 12 (19)
&

d) Brechung der elektrischen Kraftlinien.

An der Grenzfliche zweier Dielektriken mit den
Konstanten ¢; und g, (Abb. 13) erleiden die elektrischen
Kraftlinien eine Brechung. Fiir die Winkel &, und &,
(spitzer Winkel gegen die Flichennormale), mit wel-
Abb. 13. Brechung der chen die Kraftlinien in die Grenzfliche miinden, gilt:
elektrischen Kraftlinien.

[

tang o, : tang o, = &1 &y . (20)
Die Kraftlinien werden also beim Eintritt in ein Dielektrikum mit gréferem ¢
von der Normale N fortgebrochen.
¢) Dielektrische Verschiebung 9 .
Diese GroBe wird definiert durch die Gleichung:

gssgdf(:/'divf@dz) = fedr=g, (21)
d. h, die gesamte dielektrische Verschiebung durch eine geschlossene Fliche ¢ df
ist gleich der von der Fliche umschlossenen elektrischen Ladung ¢ = f odxz,
wo o die Raumdichte fiir das Volumelement dv bedeutet. Es ist also auch:

divd =op. (22).
Nach Maxwell ist zu setzen:

D=cCldn), (23)
d.h. D ist proportional der Dielektrizititskonstante & und der Feldstirke €.

1) Mitunter wird auch wegen der Analogie mit den magnetischen GréBen (s. unter C, S. 69)
D = ¢ § gesetzt.
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f) Elektrostatische Energie.

In einem Volumen, dessen Element dv ist, betrigt die Energie U bei einer
Verschiebung @ unter Wirkung der Feldstirke §:

1 1
U:E/@‘Ddz=8—nf£@2dr- (24)

¢) Freie und wahre Elektrizitit.

Nach Gl (17) berechnet sich das elektrostatische Potential, dessen negativer
Gradient die elektrische Feldstirke darstellt, nach Analogie des Gravitations-
potentials aus den elektrischen Massen e durch die Formel X¢/r. Diese mit der
Flichendichte o’ auf der Oberfliche verteilten fingierfen Massen bezeichnet man
als ,,freie Elektrizitdt*. Raumliche freie Elektrizitit gibt es nicht. Dagegen be-
rechnet sich die Flichendichte o der ,,wahven Elektvizitdt‘ aus der Fldchendivergenz
der dielektrischen Verschiebung: ¢ = div%®, d. h.

e ()~ ()
dagegen ist 1 ov ov
o 247;{(07); (5;;)1}- : 20

h) Verschiebungsrohre.,

Die von einem Leiter ausgehenden Kraftlinien endigen auf einem anderen
Leiter, wobei die elektrischen Belegungen an den beiden Grenzflichen entgegen-
gesetztes Zeichen haben; in sich geschlossene Kraftlinien

gibt es nicht. In Richtung der Kraftlinie ist die auf die 7 /4
elektrische Einheitsmenge ausgeiibte 7
Kraft =€ =429, (27) ’ %

d. h. die dielektrische Verschiebung ist ein MaB fiir die
elektrostatische Kraft. Fiir die Verschiebungsrohre  Abb. 14. Kraftrohre.
(Kraftrohre, Abb. 14) gilt die Beziehung:

S Ddf = [fodf=gq, (28)
wenn j df den Querschnitt der Rohre an der Leiterfliche, o die Flachendichte der
wahren Elektrizitdt und g die gesamte elektrische Belegung der Fliche bedeutet.

Im Innern der Leiter ist § und ® gleich Null. Die dielektrische Verschiebung
in Richtung der Flichennormale ist gleich der Fliachendichte:
D, =o0. (29)

Da / Ddj fiir die ganze Verschiebungsrohre, also auch an den Grenzflichen
konstant ist, tritt ebensoviel Elektrizitit durch die Fliche I (Abb. 14) in die Rohre
ein, wie durch die Fliche I austritt; es ist also:

91 =—4>- (30)

Die Elektrizitaitsmenge ¢ wird durch die Réhre hindurchgeschoben (daher der

Name ,,Verschiebung®’). Die Gesamtmenge der Elektrizitit innerhalb der Rdhre
ist Null.

i) Kapazitit.

Als Kapazitit C eines Leiters bezeichnet man das Verhiltnis seiner Ladung Q
zu dem Potential (Spannung) V, zu dem er aufgeladen ist:

C=Q/V. (31)
5%
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Bei einem Leitergebilde ist die Kapazitit streng genommen nur dann genau
definiert, wenn die verschiedenen Leiter von einer leitenden Hiille umschlossen
sind, gegen deren Potential die Potentiale der einzelnen Leiter gemessen werden.
Man kann dann das Potential der Hiille Null setzen (Erdung der Hiille) und hat
an Stelle der Potentialdifferenzen gegen die Hiille die Potentiale der einzelnen
Leiter selbst zu setzen. Wenn keine Hiille vorhanden ist, wirken die sonst im
Raum noch vorhandenen Leiter (FuBboden, Wéande usw.) auch als Teile des Leiter-
gebildes mit; nur wenn sie sehr weit entfernt sind, kann ihr EinfluB vernach-
lassigt werden. Um die Kapazitat eines Leitergebildes berechnen zu konnen,
muB man die sog. Teilkapazititen der einzelnen Leiter gegeneinander und gegen
die Hiille sowie die Art der Ladung kennen (s. Betriebskapazitit).

Der KraftlinienfluB (bzw. die dielektrische Verschiebung) zwischen
zwei Leitern ist abhingig von der geometrischen Gestalt der Leiter und von ihrer
gegenseitigen Lage sowie von dem Dielektrikum, in dem
die Kraftlinien verlaufen; auBerdem ist er proportional
der Potentialdifferenz der Leiter [s. Gleichungen (33)].

Sind in einer leitenden Hiille mehrere Leiter 1, 2,
3 ... n eingeschlossen (Abb. 15), so setzt sich die La-
dung jedes Leiters aus einer Anzahl von Einzelladungen
zusammen, von denen die Kraftlinien zwischen den ein-
zelnen Leitern und zwischen den Leitern und der Hiille
ausgehen. Jeder Teilladung eines Leiters entspricht eine
entgegengesetzte Teilladung eines anderen Leiters oder
der Hiille.

Ist ¢,, die Teilkapazitdt fiir die zwei Leiter ¢ und b,
so ist die entsprechende Teilladung der Korper (positiv fiir den einen, negativ
fiir den anderen):

Abb. 15. Kraftlinien zwi-
schen Leitern und Hiille.

oy = Eab(vu — V), (32)
wenn v, und v, die Potentiale der Leiter bedeuten; dabei ist ¢,; = ¢;,. Fir
die Hiille wird das Potential Null gesetzt, ebenso ist die Gesamtladung derselben
Null. Die Teilkapazitit des Leiters a gegen die Hiille sei mit ¢, bezeichnet, dann
ist die entsprechende Teilladung des Leiters und der Hiille: ¢,v,.

Fiir die Gesamtladungen ¢,, g5 - .. g, der Leiter 1, 2...% und der Hiille
erbilt man dann ein System von # -+ 1 Gleichungen, von denen die letzte fiir
die Hiille gilt:

g1 =1C101 + 615(v3 — Vp) + C13(U; — Vg) + ... F C1, (Vg — V),
gs = Cg1 (Vg — V1) + 0 Vg + Co3 (Vg — vg) + .. + C2n(Vy — v,,),s
g3 = C31 (V3 — vy) + Cap (Vg — Vg) + G305+ ... F 3, (Vg — ”») (33)

9n = Cm —”1)+0n2(v —‘”2)+5n3(” -”3)‘,‘ +0 Un s
8] =011)1—|~ozvz+o3v3—l—...+o”vn.

Aus diesem Gleichungssystem 148t sich die Kapazitat des Leitergebildes berechnen,
wenn bestimmte Annahmen iiber die Ladungen bzw. Potentiale der einzelnen
Leiter gemacht werden (Betriebskapazitit).

Die Teilkapazitdt ¢, eines aus zwei Leitern bestehenden Systems ergibt sich
aus der Ladung ¢,, welche einem Leiter von der Fliache F erteilt wird. Es ist dann
(s. oben): 6 = |D| = ¢/F, € = 47z Dfs und Vv = —E, woraus sich in bestimmten
Fillen das Potential der beiden Leiter berechnet; hieraus ergibt sich dann
€15 = q/(vy — Vg) (vgl. S. 328).

Die in elektrostatischem MaB erhaltene Kapazitit wird durch Multiplikation
mit 1/y- 10~ in Farad bzw. durch Multiplikation mit 1/, -10~5 in Mikrofarad
verwandelt [elektromagnetisches MaBsystem (s. S. 91)].



Magnetostatik (bei Abwesenheit von Leiterstrémen). 69

C. Magnetostatik (bei Abwesenheit von Leiterstromen).
(In magnetischen Einheiten.)

Die Magnetostatik zeigt weitgehende Analogien mit der Elektrostatik; doch
sind auch erhebliche Unterschiede vorhanden, wie aus dem folgenden niher hervor-
gehen wird.

a) Einheit des Magnetismus.

Sie wird ebenso wie die Einheit der Elektrizitdtsmenge durch das Coulomb-
sche Gesetz definiert (s. B. a).

Im magnetischen (bzw. elektromagnetischen) MaBsystem ist daher die Ein-
heit des Magnetismus diejenige magnetische Menge, welche die ihr gleich groBe
Masse in der Einheit der Entfernung (im Vakuum) mit der Einheit der Kraft
(1 Dyn) anzieht oder abst6B8t. Die Dimension der Einheit ist daher auch hier
(aber im magnetischen MaBsystem ausgedriickt) dieselbe wie bei der Elektrizitdts-
menge im elektrostatischen System: [m'/27%2¢-1].

Doch ist im Gegensatz zur Elektrizitit zu beachten, daf isolierte negative oder
positive magnetische Massen nicht vorkommen; vielmehr ist der Gesamtmagnetis-
mus jedes magnetischen Korpers und Volumelements Null.

b) Magnetisches Feld.

Das Feld wird durch magnetische Kraftlinien von der Feldstdrke § dar-
gestellt. Diese Kraftlinien sind (im Gegensatz zur Elektrostatik) stets geschlossene
Kurven; sie sind auch im Innermn der magnetischen Korper vorhanden und erleiden
im allgemeinen an der Grenzfliche dieser Korper eine Brechung.

Wenn keine Leiterstrome vorhanden sind, 148t sich die Feldstirke Sg durch
ein Potential ausdriicken; es ist dann in Analogie mit der Elektrostatik:

ot =0, FHdg=0, H=—VV, V=Zmlr. (34)
2
Das Integral / i) d3 zwischen zwei Punkten 1 und 2 des Raumes wird als die
1

magnetische Spannung dieser Punkte bezeichnet.
Die Einheit der magnetischen Feldstirke ist das Gauss; Dimension
[g"2 cm—"2 sek. ~ 1].

¢) Suszeptibilitdt, magnetische Intensitit.

Jeder magnetische Korper besitzt eine Suszeptibilitdt »; diesem Faktor und
der Feldstirke § ist die Magnetisierung der Volumeinheit, die ,,magnetische
Intensitdt* J proportional:

J==9. (35)

d) Permeabilitit, magnetische Induktion.

An der Grenzfliche der magnetischen Kérper tritt eine magnetische Belegung
von der Flichendichte J auf, die pro Flicheneinheit 4 # J Kraftlinien erzeugt.
Diese addieren sich zu der Feldstirke § und ergeben mit dieser die ,,magnetische
Induktion* B:

B=9+4a]=0U+4a)H=n9. (36)

Die ,,Permeabilitdt* u (dimensionslos im magnetischen MaBsystem) ent-
spricht der Dielektrizititskonstante ¢ der Elektrizitit, die magnetische Induktion
der dielektrischen Verschiebung.

Es gibt para- und diamagnetische Korper (u>z1).

Wenn das die Induktion B erzeugende magnetische Feld § klein ist gegen
die Intensitit J, kann

B=4n]. (37)

gesetzt werden.
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Da es keine isolierten einpoligen Magnetismen gibt, ist das magnetische Feld
quellenfrei, d. h. es ist stets: .
div=0. (38)

e) Magnetischer Fluf.

Wenn eine Fliche f df, deren Flichenelement df ist, von magnetischen
Kraftlinien durchsetzt wird, so bezeichnet man als magnetischen Fluf @ den

Ausdruck:
b= [Baf. (39)

Der magnetische FluB 148t sich durch die in einem Leiter induzierte EMK be-
stimmen (s. spater). Sind die Kraftlinien gleichmaBig iiber einen Querschnitt ¢
verteilt, den sie senkrecht durchsetzen, so ist @ = B¢ und die Induktion B demnach;

B=Dlg. (40)
Aus 9B ergibt sich dann weiter nach Gl. (37) J.

Die Einheit des magnetischen Flusses heit das Maxwell (Dimension
[em®z g'le sec—1]).

f) Magnetisches Moment.

Fiir die Wirkung in die Ferne kann man sich die Flichenbelegung der ferro-
magnetischen Korper ersetzt denken durch zwei magnetische Massen (Pole) +m
und —m, die sich in einem Abstand / befinden.

«) Man bezeichnet dann die GroBe

M=mi (41)
als ,,magnetisches Moment*, welche ein Maf fiir die Stirke eines Magnets darstellt.

Fiir diinne zylindrische Stdbe kann man / etwa zu 5/; der Stablinge annehmen.
Wird M durch das Volumen v des Magnets dividiert, so erhilt man die magnetische

Intensitat
J=Mf. (42)
B) Der magnetische Flup im Magnet ist also bei Vernachlissigung des Feldes §:
O=[Bdi=4x[]di =4aM[l. 43)

y) Fiur das Potential esnes Magneten erhilt man, wenn It = M I das magne-
tische Moment nach GroéB8e und Richtung, ferner r den Abstand der Mitte des
‘Magnets von dem betrachteten Punkt bedeutet und 7 groB gegen die Linge des
Magnets ist:

V=—§mr/% und daraus @:~VV:%§—{3?(@E)—%},(44)

d. h. die Feldstarke ist umgekehrt proportional der dritten
Potenz des Abstandes r.
0) Evste und zweite Hauptlage. Bei der Ablenkung eines
im Erdfeld horizontal drehbaren Magnets durch einen festen
Magnet unterscheidet man die erste und zweite Hauptlage
(I und II in Abb. 16). Bedeutet M das magnetische
Moment des festen Magnets, H die Horizontalintensitit des
Erdfeldes, @ den Ablenkungswinkel des drehbaren Magnets
V3 aus der Meridianrichtung und 7 die Entfernung zwischen
Abb. 16. Hauptlagen den Magneten, so gilt angeniihert bei geniigend groBer Ent-
eines Magnets. fernung und Abwesenheit anderer Drehmomente:

in Hauptlage I M[H = (13 tgp)/2
v w  II MH=rtgg

Die Ablenkung ist also in Hauptlage I doppelt so gro8 als in Lage I1.

(45)
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&) Entmagnetisierung. Die magnetische Belegung der Endflachen eines Magnets
wirkt schwichend auf das Feld im Innern des Magnets. Das von dem urspriing-
lichen Feld H abzuziehende Feld H’ ist proportional dem ,Entmagnetisierungs-

faktor* g: H—t4ag]. (46)

Der Faktor ist der Berechnung nur zuginglich im Falle des Ellipsoids; bei
zylindrischen Stdben ist er nicht sehr verschieden von demjenigen eines Ellipsoids
mit gleichem Achsenverhiltnis. Fiir langgestreckte zylindrische Stibe ist g (a/b)2
nahe konstant gleich 3,6; wobei b den Radius und a die Linge des Stabes bedeutet,

also: g =36 0/a). #7)
Fiir eine diinne Platte ist 4 # g = 12,57 = 4 m, fiir eine Vollkugel = 4,19 = 4 /3.

¢) Magnetisierungskurve ferromagnetischer Korper.

&) Bei ferromagnetischen Korpern ist die Permeabilitat x4 nicht konstant; die
Induktion % ist durch die Feldstarke § nicht eindeutig bestimmt, sondern hingt
von der Vorgeschichte des Materials ab. Bei wachsender und A
abnehmender Feldstirke erhdlt man verschiedene Werte der
Induktion, so dafl bei einer zyklischen Verinderung der Feld-
stirke im allgemeinen jeder Feldstirke zwei Werte der In-
duktion zuzuordnen sind. Es entsteht so die sog. ,,Hysteresis= ‘
schleife¢ (Abb. 17). Je nach dem Hochstwert der Feldstirke, f
bis zu dem magnetisiert wird, erhilt man verschiedene Hyste-
resiskurven.

B) Hystevesisveriust. Beim Durchlaufen der Schleife ent-
steht ein durch Warmeentwicklung bedingter Energieverlust 4, Abb. 17. Hysteresis-
der dem Flacheninhalt der Schleife proportional ist: schleife.

1

fiir das Volumelement (E. Warblirg).

y) Remanenz (b in Abb. 17) heift die Induktion, welche noch vorhanden ist,
wenn die Feldstirke § auf Null gebracht worden ist.

8) Koerzitivkraft (a in Abb. 17) heillt die Feldstirke, welche nétig ist, um die
Remanenz auf Null zuriickzubringen.

&) Jungfrauliche Kurve. Wenn das Material vollstandig unmagnetisch gemacht
worden ist (z. B. durch bis Null abnehmenden Wechselstrom), so entspricht zu-
néichst dem Feld Null auch die Induktion Null und man erhélt dann bei allm#hlich
ansteigender Feldstirke eine Induktionskurve, die als Nullkurve oder jungfriu-
liche Kurve bezeichnet wird.

{) Veriauf der Permeabilitit, Sdttigung. Bei kleinen Werten der Feldstirke
wichst im allgemeinen die Permeabilitdt rasch an und fillt dann nach Erreichung
eines Maximalwertes wieder ab bis auf den Wert u = 1. Bei einer gewissen Feld-
stirke wird die ,,Sdttigung‘ des Eisens erreicht (i == 1); von dieser Stelle an
wichst die Induktion wie die Feldstarke. ‘

h) Brechung der magnetischen Kraftlinien.

Wenn zwei Korper mit den Permeabilititen w; und u, zusammenstoBen, so
entsteht wie bei den elektrischen Kraftlinien (siehe B, d) an der Grenzfliche im
allgemeinen eine Brechung der Kraftlinien (s. Abb. 13). Es gilt dann:

tgor, 1 tg oy = py 1 g . (49)

i) Wahrer und freier Magnetismus.

Aus div8 =0 folgt, daB die Raumdichte des wahren Magnetismus stets Null
ist; positiver bzw. negativer Magnetismus kommt niemals isoliert vor. Der freie
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Magnetismus wird durch eine fingierte Flichenbelegung o/ dargestellt, aus der sich
das Potential der Feldstirke berechnet; es ist 4 7w o/ gleich der Flichendivergenz
der Feldstirke [vgl. Gl. (25), S. 67], wobei V = X'm/r zu setzen ist.

k) Magnetische Energie.

In einem Volum, dessen Element 4z ist, hat die magnetische Energie den Wert:

=L -1 2
U_g}r @%dt—gﬂ/‘u.@ dz. (50)

D. Elektromagnetismus.
(In elektromagnetischen bzw. magnetischen Einheiten.]

a) Allgemeines.

Durch bewegte Elektrizitat, d. h. elektrische Strome, wird ein magnetisches
Feld erzeugt; ebenso werden durch ein veridnderliches magnetisches Feld in elek-
trischen Leitern Strome hervorgerufen. Diese Verkettung der elektrischen und
magnetischen Felder wird durch die Maxwell-Hertzschen Gleichungen dargestellt.
Nach Maxwell gibt es keine ungeschlossenen elektrischen Stréme; die in einem
ungeschlossenen Leiter flieBenden Stréme werden durch das Dielektrikum ge-
schlossen. Im Dielektrikum gilt die zeitliche Verdnderung der dielektrischen Ver-
schiebung (@ ®/d?) als Stromstirke der Flicheneinheit (Stromdichte). Wird die
Stromdichte im Leiter mit § bezeichnet, so ist also die gesamte Stromdichte §:

I =3+ ddfat, (51)
wobei stets, auch im Dielektrikum
J=0€ (52)
ist, wenn ¢ das spezifische Leitvermdgen bedeutet.

Werden alle GroBen im elektromagnetischen (bzw. magnetischen) MaBsystem
ausgedriickt und wird mit ¢ die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet:

c=23-10"%cm, (53)
so ist:
(] 1 0¢E
=iaa W ¥=3+ (54)

4zc® 0t
Ferner ist zu setzen:

B=uDH; divB=0; rotE=0; divD=p (Dichte der wahren Elektrizitit). (55)

b) Leiterstrome.
Fiir verzweigte lineare Leiter gelten die Kirchhoffschen Gesetze:
1. Zi=o0, 2. Sw—ri)=0, (56)

d. h. 1. die Summe der an einem Verzweigungspunkt zu- und abflieBenden Strome
(Augenblickswerte) ist Null; 2. in einem geschlossenen Stromkreis ist die Summe
der Spannungen (r7) gleich Null bzw. gleich der in dem betreffenden Kreis vor-
handenen EMK v (eingeprigte EMK). Daraus folgt fiir hintereinander geschaltete
Widerstande 7y, 7y ..., r,, daB der Gesamtwert R gegeben ist durch

n
R=D'r (57)
1
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und fiir paralle] geschaltete Widerstinde, daB

< 1
=Z; (58)

ist, bzw. daB der Gesamtleitwert gleich der Summe der einzelnen Leitwerte ist.
Der in einem Leiter flieBende Strom 7 befordert in der Zeit ¢ die Elektrizitats-
menge:

g=[idt. (59)

¢) Maxwell-Hertzsche Gleichungen.

«) Fiir bewegte isotrope Korper gelten die Gleichungen [in elektromagneti-
schen Einheiten?)]:

Differentialform: 4z J' +

b div (¢ €) ( [e @b])
—~ = rot .@—————5— )
2

-2
(60)
aB
— 7 =rotE+ Bl
Integralform: /df (4 J+ b d1v(s@)) ¢d§ (@ e Sﬁb]) ,
(61)

——d—t=¢d§(@+[%b])-

Dabei ist @ der magnetische FluB durch die Flache ['df:
b= [Badf (62)
und P nach GroBe und Richtung die Geschwindigkeit der bewegten Teile (43,
s. Anm. 1).
& und p werden fiir ein gegebenes Korperteilchen als unabhingig von der Zeit

angenommen (also AusschluBl ferromagnetischer Korper), fiir die lokale Ande-
rung dieser GréBen gilt dann:

O : du
—&———bVE und W:——bV,u. (63)

f#) Elektromagnetische Energie. Die Energie des elektrischen und
magnetischen Feldes fiir die Volumeinheit ist:

2 6
8n< + 'i)) Sn< +$§B) (64)
die zeitliche Energieinderung bei konstantem & und u fiir das Volum / drt:

a1 [(s€ 66 69
it iax (52 F TR )d’ 65)

y) Maxwellsche Gleichungen fiir ruhende K8rper. In der Differential -
form (betreffs Integralform vgl. Anm. 1) lauten die Gleichungen fiir b = 0:
1 d
=4a8 —[— -—(—8—@—) =rotd,
% €0
— =rot§.

1) Allgemein erhilt man aus der Differentialform 9 = rot € nach dem Stokesschen Satz die
Integralform f Adf= § €ads, wenn 48 das Element der Randkurve bezeichnet, welche die
Fliche f df begrenzt.



74 W. Jaeger: Physik.

d) Poyntingscher Strahlungsvektor. Die zeitliche Energiednderung in
dem Volum f dr fiir ruhende Korper ist bei konstantem £ und u:

_M:fﬁ}(lgdr—{-gg@df, wo & =[EI/4m ist. (67)

Die GroBe © ist der Poyntingsche Strahlungsvektor und stellt die Energie
dar, die in der Zeiteinheit durch die Oberfliche f df des Leiters in diesen ein-
strémt; im Ko6rper wird diese Energie in Wiarme verwandelt, die durch das erste
Integral rechter Hand ausgedriickt wird.

¢) Vorgidnge im Dielektrikum. Fiir ruhende Korper ergeben sich bei
Abwesenheit von Leiterstromen (§ = 0) fiir das Dielektrikum die Gleichungen
der elektromagnetischen Lichttheorie (betreffs der Integralform der Glei-
chungen s. Anm. 1):

e d€ ] a9
= E?_rot@, —ng= rot§. (68)

Hierzu kommen noch die Bedingungen div§) = 0 und div€ = 0 (keine Ladungen
im Dielektrikum). S. spiter unter m, S. 83.

{) Vorgange in ruhenden Leitern. Wenn die Vorginge im Dielektrikum
auBer Betracht bleiben konnen, so gilt fiir ruhende Leiter:

Differentialform Integralform
4aD = a3, 4af=rotH,
ad e d; "b (69)
T _ : — [~ ist.
a7 %@dé, 7t rotE, wobei D /'.\gdf ist

Die GréBe D, der durch die Fliche f df des Leiters flieBende Strom, wird als
»Durchflutung® bezeichnet; betretfs @, d3 usw. vgl. 73. Das Integral g €d3
nennt man die ,,Umlaufsspannung* oder die ,induzierte EMK*, das / $ d3
die ,,magnetische Spannung‘ oder ,magnetomotorische Kraft“. Bei
Abwesenheit von Leiterstrdmen ist rot$ =0 und @ $d3 = 0, ebenso bei Ab-
wesenheit verdnderlicher magnetischer Felder rot€ =0 und ¢ Ed3 = 0.

d) Vektorpotential.

Die Maxwellschen Gleichungen gestatten die Berechnung der Stromstiarke aus
dem magnetischen Feld. Um umgekehrt die magnetische Feldstirke aus dem
elektrischen Strom berechnen zu konnen, bedient man sich des Vektorpotentials 9 :

_ [z
91-—[7: (70)

hierin bedeutet  nach Gré8e und Richtung die Stromdichte im Raumelement dz,
r die Entfernung des Elements von dem betrachteten Punkt. Dabei soll div) = 0
sein (quellenfreier Raum); es folgt dann:

478 = —~AY und .@:rot%{:j

N
S
[:3]dt. (71

Die letzte Gleichung dient zur Berechnung der magnetischen Feldstirke aus der
Stromdichte.

Fiirein lineares Stromelement von der Linge d3, durch dessen Querschnitt
der Strom ¢ flieBt, ist dann:

T d
ag = irot - 1T, ®=irot§£7§—, (72)

72

woraus sich durch Multiplikation mit dem magnetischen Einheitspol das Biot-
Savartsche Gesetz ergibt, welches aussagt: Die von einem Stromelement von
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der Linge d3 auf einen magnetischen Einheitspol ausgeiibte Kraft ist proportional
1 d3 und umgekehrt proportional 72; sie steht senkrecht auf der durch das Strom-
element und die Verbindungslinie 7 gelegten Ebene; die Richtung ist durch die
Amperesche Schwimmregel gegeben.

Ein Stromelement ¢d3 erfahrt im magnetischen Feld § die Kraft (,,Kipp-

regel®): .
{ =143 9]. (73)

€) Magnetische Doppelschicht.

Den durch einen geschlossenen linearen Leiter flieBenden Strom ¢ kann man
sich fiir die Wirkung in die Ferne ersetzt denken durch eine beliebige Fliche,
welche durch den linearen Leiter als Randkurve begrenzt ist und mit einer magne-
tischen Doppelschicht von der Dichte ¢ = ¢/ belegt ist; §/2 ist der Abstand jeder
Schicht von der Fliche und 7 = d o ist das magnetische Moment der Flicheneinheit.
Die fiir die Fernwirkung von Magneten giiltigen Formeln sind dann anwendbar.
indem das magnetische Moment durch ¢ F ersetzt wird, wenn F die Grofe der
Flache bedeutet. Das Potential der Doppelschicht ist nach dem Gaussschen Satz
gleich dem Produkt aus dem Strom 7 und dem korperlichen Winkel, unter dem
die Umrandung der Fliche von dem betrachteten Punkt aus erscheint. Eine
unendlich groBe, mit magnetischer Doppelschicht belegte Fliche iibt keine Kraft
aus; daher kann eine endliche Fliache durch eine unendlich groBe Fliche ersetzt
werden, in welcher sich an Stelle der endlichen Fliache ein entsprechend groBes
Loch befindet; die Vorzeichen der Belegung miissen dann umgedreht werden.

f) Magnetisches Feld

einer Spule, eines Ringsolenoids, eines geraden und eines kreisfor-
migen Drahtes.

«) Fiir eine unendlich lange Spule, bei der # Windungen auf die Lingeneinheit
gehen und die vom Strom ¢ durchflossen wird, ist die Feldstirke im Innern der
Spule:

Q=4ani. (74)

AuBerhalb der Spule ist das Feld Null. Wird 7 in Ampere ausgedriickt (Z,), so ist:
H=04amni,). (75)

Das Produkt (#1,) bezeichnet man als ,,Amperewindungen* pro cm.
B) Fiir ein geschlossenes Ringsolenoid mit 7 Windungen, dessen kreisférmige
Achse den Halbmesser r besitzt, so daB die Achsenlidnge des Ringes / = 2z r ist,

gilt: 4amze

7

2arH =4ami oder = (76)
wenn es vom Strom ¢ durchflossen wird.

y) Bei einem geradlinigen Drahte sind die magnetischen Kraftlinien Kreise
senkrecht zu dem Draht, deren Mittelpunkt die Drahtachse bildet. In der Ent-
fernung 7 von der Drahtachse ist:

. 21
2arH =4ai oder H = - (77)
wenn der Draht vom Strom ¢ durchflossen wird.

d) Fiir einen kreisformig gebogenen Draht (Tangentenbussole), bei dem der
Halbmesser des Kreises R ist, wird die magnetische Feldstirke in Richtung der
senkrecht zu dem Kreis stehenden Achse berechnet nach der Gleichung

27 R?

Sé = (i?wz F A2)3T2 » (78)
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wenn 4 die Entfernung des betrachteten Punktes auf der Achse vom Mittelpunkt
des Kreises bedeutet und der Draht vom Strom 7 durchflossen wird. Im Kreis-
mittelpunkt selbst (4 == 0) ist das Feld also gegeben durch:

271

Ho= % (79)

g) Bewegter Leiter in einem zeitlich konstanten Magnetfeld.

Wenn dB/dt = 0 ist (konstantes Magnetfeld), so folgt aus den Maxwellschen
Gleichungen fiir die in einem linearen Leiter induzierte EMK, wenn der Leiter
die Geschwindigkeit b besitzt:

$Eas= [1oB)ds; (80)

das Integral ist stets iiber eine geschlossene Kurve auszudehnen; die elektrische
Feldstirke € steht senkrecht auf der durch $ und 9 gelegten Ebene. Man kann
die Gleichung auch so aussprechen, daB die in einem Linienelement des Leiters
induzierte EMK durch die in der Zeiteinheit geschnittenen Induktionslinien dar-
gestellt wird.

h) Induktivitit (Selbst- und Gegeninduktivitit) ohne Gegenwart von Eisen,
®) Lineare Leiter.
Wenn # geschlossene lineare Leiter vorhanden sind, die von stationiren Stromen
iy, 1y, .- . %, durchflossen werden, so ruft jeder Strom einen Induktionsflufl

D= f 9B df durch alle von den Leitern umrandeten Flichen hervor, der dem Strom

proportional ist; dabei berechnet sich 8 = prot9 aus dem Vektorpotential 9
(s. GL. 70, S. 74). Der durch jede Fliche gehende GesamtfluB setzt sich somit aus #
Teilen zusammen, die von den % Leitern herrithren. Der vom Leiter % in der Fliache
des Leiters m hervorgerufene TeilfluBl wird z. B. gleich 7 Ly, gesetzt, der in der
Fliche des Leiters & selbst erzeugte FluB gleich 73, L. Die Koeffizienten L hingen
nur von der Gestalt und gegenseitigen Lage der Leiter ab; L; wird die ,,Selbst-
induktion‘ des Leiters k genannt, Ly, die ,,Gegeninduktivitit‘ des Leiters & auf
den Leiter m; dabei ist Ly, = L,,;. Fir den Gesamtflu &,;, @, ... @, durch
die # Flichen erhilt man also # Gleichungen:

Ql = Llil + Ll2i2 + et Llnin,

Dy =Logty + Loty + ... Loy, (81)
D, =Lyiiy+ Lyaty+ ... Lyt

Die Induktivititen L sind zu berechnen aus den Gleichungen:

1 43,43, _ 43,43 1
Lm—Eﬂﬁﬁ”—;_—» Lkm—ﬂgg¢ﬁ), (82)

worin d§ die Linienelemente der einzelnen Leiter und 7 die Entfernungen der
Elemente voneinander bedeuten. Fiir verinderliche Stréme ist
ad dai
=L .
dt dt (83)
p) Energie des Kraftflusses.

Die Energie, welche durch die in den # Leitern flieBenden Strome hervor-
gerufen wird, ist:

U= 3{Dyty+ Doty + ... 4} = 3 {Ly82 4 Lyid 4 ... L, 52} } 84
+L12i11’-2+L18i1i3+ e

) Die gegenseitige Induktivitit (Gegeninduktivitit) wird vielfach mit M bezeichnet.
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y) Koérperliche Leiter.

Wenn die Querschnitte der Leiter so gro8 sind, daB die Leiter nicht als linear
angesehen werden kénnen, so ist es nicht mehr mdglich, eine Begrenzung fiir eine
Fliche anzugeben, durch die der InduktionsfluB hindurchgeht; auch ist dann im
Inpnern der Leiter selbst ein magnetisches Feld vorhanden. Man kann dann aber
die in den korperlichen Leitern flieBenden Stréme in lineare Elementarstrome
zerlegen, deren Gesamtheit den Querschnitt des Leiters < ’
ausfiillt, und kann auf diese Elementarstréme die Be-
trachtungen unter &) anwenden; es muB dann iiber den
Querschnitt der Leiter integriert werden.

1. Induktivitit langgestreckter Leiter; mitt-
lerer geometrischer Abstand (m. g. A.). Fiir zwei —_>
unendlich lange, parallele lineare Leiter 1 und 2 Abb. 18.
(Abb. 18), die von demselben Strom 7 in Hin- und Riickleitung P
durchflossen werden, ist das Vektorpotential 4 (s. Gl. 70, S. 74)

im Punkte P, der von 1 und 2 die Absténde z; und 2z, besitzt: Z,

A =271n(zfz) . (85) 2

Fir zwei korperliche parallele Leiter mit den Quer- £
schnitten F; und F, (Abb. 19) ergibt sich das Vektorpotential :
durch Integration iiber die Querschnitte: A

Abb. 19.
=2 1{ f1n22 dF, — -—r—/lnzj dFl} (86)

In dem Ausdruck

Zy
P
Z

%/lnz -dF =Ing 87)

bezeichnet man g als den , mittleren geometrischen Abstand‘ (m.g. A.) des
Punktes P von der Fliche F und Ing als den ,Jogarithmischen Abstand®.

Dann wird also: A =2in(ge) - (88)

In analoger Weise spricht man vom m. g. A. zweier Flachen, zweier Linien,
eines Punktes und einer Linie usw., sowie vom m. g. A. einer Fliache von sich
selbst usw. Uber die verschiedenen Werte des m.g. A. s. p 2
Maxwell: Lehrbuch der Elektrizitit und des Magnetismus. O__I__O
Z. B. ist der m.g. A. einer Kreislinie von sich selbst gleich ‘
dem Radius des Kreises.
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Die Gegeninduktivitdt zweier Schleifen, die aus den O—!-——O
Hinleitungen 1 und 3 (Abb. 20) sowie den Riickleitungen 2

und 4 bestehen, ist dann fiir die Lingeneinheit (u = 1 gesetzt): Abb. 20.
Ly, m=2n b1 B2 (89) %
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L4Bt man 1 mit 3,2 mit 4 zusammenfallen, so erhilt man
die Selbstinduktion:<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>