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Vorwort zur englischen Ausgabe.

Die Untersuchung der mechanischen und physikalischen Be-
dingungen im tiefen Inneren der Sterne wird hauptsichlich in der
Hoffnung unternommen, daB ein Verstdndnis des inneren Mechanismus
ein neues Licht auf die der Beobachtung zuginglichen duBeren Pha-
nomene werfen kann. Seit der Aufstellung der ersten Angriffsmethode
sind bereits mehr als fiinfzig Jahre verflossen, und das Feld der Unter-
suchung hat inzwischen eine so gewaltige Ausdehnung erfahren, daB es
gegenwirtig einen groBen Teil der in jiingster Zeit iiber die Atome und
die Strahlung gewonnenen Kenntnisse umfaBt und die tiefen inneren
Beziehungen, welche die reine Physik mit der Astrophysik verkniipfen,
deutlich zu erkennen gestattet. Es wiirde uns gegenwirtig sogar
schwer fallen, eine Antwort auf die Frage zu geben, ob der Stern oder
das Elektron der eigentliche Held unseres Epos ist.

Der Leser wird selber zu entscheiden haben, ob ein solider Fort-
schritt erreicht worden ist. Er kann sich auf einen weniger optimistischen
Standpunkt stellen als der von mir eingenommene und mit Shake-
speare sagen:

Studium vergleich’ ich mit dem Strahl der Sonnen:
Kein frecher Blick darf ihren Glanz ergriinden;

ich hoffe aber, daB3 er nicht die Bosheit haben wird, dieses Zitat fort-
zusetzen :

Was hat solch armer Griibler sich gewonnen,
Als Satzung, die im fremden Buch zu finden?

Beim erneuten Durchlesen dieser Arbeit finde ich einige Stellen, an
denen ich mich zu tiibertrieben zuversichtlichen Behauptungen habe
hinreiBen lassen. Es ist nur zu wahr, daB die augenfilligsten Anzeichen
oft irrefithrend sein kénnen, und die hier allein méglichen rohen Be-
obachtungskontrollen schmeicheln zuweilen, nur um zu tduschen.
Der Gegenstand bietet aber ein wiirdiges Feld fiir das Ringen nach neuen
Erkenntnissen mittels wissenschaftlicher SchiuBfolgerungen, und wir
erleben dabei, wie das endgiiltige Ergebnis auch ausfallen mag, die
Freude am Kampfe.

Die beiden letzten Kapitel gehen iiber die durch die Uberschrift
dieses Buches gezogenen Grenzen hinaus. Diese Ausdehnung kann
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vielleicht eine Rechtfertigung finden; ich bin mir aber véllig bewuBt,
daf der wahre Grund fiir sie, unabhingig von allen Entschuldigungen,
die ich anfiihren konnte, in dem fiir mich unwiderstehlichen Wunsche
lag, einige der hoch bedeutungsvollen Untersuchungen derjenigen
Gelehrten, die sich mit den #ufleren Schichten der Sterne beschaftigt
haben, zu sammeln und zusammenzufassen.

Das Buch ist im Zeitraume zwischen Mai 1924 und November 1925 ge-
schrieben worden. Eine gewisse Zeit muBte auf eine Reihe kleinerer Unter-
suchungen verwendet werden, deren Zweck in der Ausfiillung von Liicken
bestand, die sich bei der Zusammenstellung des Materials offenbart haben.
Wer iiber ein Thema schreibt, an dessen Bearbeitung zahlreiche Arbeiter
aktiv beteiligt sind, wird oft die Erfahrung machen, da8 seine Feder
mit der schnellen Entwicklung des Gegenstandes nicht Schritt zu halten
vermag. Wihrend des oben angefiihrten Zeitabschnittes iiberstiegen
die in den Monthly Notices allein erschienenen theoretischen Arbeiten
iiber den Aufbau der Sterne an Umfang 400 Seiten. Noch gréBere Schwie-
rigkeiten bereitete mir die Bewiltigung der Fortschritte und Ande-
rungen derjenigen Gebiete der Atomtheorie, auf denen sich die astro-
nomische Untersuchung aufbauen muB. Im Augenblicke der Druck-
legung ist eine ,,Neue Quantentheorie’ gerade im Entstehen begriffen,
welche moglicherweise berufen ist, wenn sie ausfiihrlicher ausgebaut
sein wird, eine starke Riickwirkung auf das stellare Problem auszuiiben.

Ich bin bestrebt gewesen, alle Neuerscheinungen, die ich fiir wichtig
hielt, bis zum November 1925 zu beriicksichtigen; natiirlich konnte
das ganze Buch im Laufe des letzten Monats nicht umgeschrieben
werden, so daB die letzten Entwicklungen auf den bereits vorhande-
nen Stamm aufgepfropft werden muBten. Weitere Zusitze sind bei
der Korrektur, bis Mirz 1926, hinzugefiigt worden; die in eckige Klam-
mern eingeschlossenen FuBnoten enthalten Tatsachen, die zu spit
zu meiner Kenntnis gelangt sind, um im Texte verwendet zu werden.

Die Frage der Bezeichnungen hat mir viel Kopfzerbrechen verur-
sacht, da hier verschiedene, gewdhnlich weit auseinanderliegende Gebiete
der Physik zusammengebracht werden. Auch, abgesehen von der Un-
zulinglichkeit des Alphabets, erschien mir die véllige Beseitigung von
gleichlautenden Symbolen und die Einfithrung eines in sich wider-
spruchslosen Bezeichnungssystems fiir das ganze Buch als unpraktisch.
Unsere Duldsamkeit in bezug auf Abinderungen von vertraut gewor-
denen Bezeichnungen ist denn doch an gewisse Grenzen gebunden.
Eine Rose wiirde zwar unter jedem Namen gleich sii duften, aber der
Gleichung pow = U, — U, wiirde der vertraute Geschmack der Quanten-
beziehung entschieden fehlen. Der Gebrauch von m fiir die absolute Hellig-
keit und die Masse des Elektrons, von R fiir die BOLTZMANNsche
Konstante und den Radius des Sternes, von « fiir die Strahlungskon-
stante und die halbe groBe Achse der Bahn, von ¢ fiir die Ladung des
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Elektrons und die Basis der natiirlichen Logarithmen, kann vielleicht
zu augenblicklichen MiBverstdndnissen fithren, aber hoffentlich doch
nicht zu ernsten Schwierigkeiten. Ahnliches gilt auch von der astro-
nomischen Flichengleichung in ihrer gebriduchlichsten Schreibweise,
in solchen Abschnitten, in denen der Ausdruck %% = ul nicht leicht
fiir eine Beziehung zwischen der PLANCKschen Konstanten und dem
Molekulargewichte miBverstanden werden kann. Ich mdchte dem Leser
anheimstellen, in Zweifelsfillen den Anhang I zu Rate zu ziehen und
nachzusehen, ob das betreffende Symbol nicht in der dort angefithrten
Liste der Naturkonstanten enthalten ist, was vermutlich oft der Fall
sein diirfte.

Ich habe von Seiten vieler Kollegen wertvolle Unterstiitzung er-
halten. Herr R. H. FOWLER ist in schwierigen Fragen der Theoretischen
Physik gewohnlich mein Berater gewesen und ich habe mich in gleicher
Weise in experimentellen Fragen an Dr. C. D. ELLIS wenden diirfen.
Prof. E. A. MiLNE, der die Korrekturfahnen durchgelesen und eine
Reihe von Fehlern und Unklarheiten beseitigt hat, bin ich zu besonderem
Danke verpflichtet. Ich muB auch dem Stabe der University Press
fir den sorgfiltigen Druck meine hohe Anerkennung aussprechen

A. S. EDDINGTON.

Vorwort zur deutschen Ausgabe.

Die vorliegende deutsche Ubersetzung des Buches von Professor
A. S. EppingTON ,,The Internal Constitution of the Stars“ unter-
scheidet sich von dem englischen Originale (Cambridge, University
Press, 1926) durch eine Reihe mehr oder minder umfangreicher Zusitze
und Ergdnzungen, die von Professor EppinGTON dem Ubersetzer
wihrend der Ubersetzungsarbeit zugeschickt wurden. Wenn diese
Erginzungen ganz neue Paragraphen darstellen, sind sie durch ihre
Numerierung (ein beigefﬁétes a. sofort erkenntlich, so z. B. §43a
(S.73), der einen kurzen Umri3 der ScHRODINGERschen Theorie gibt.
oder §138a (S.249), der die mathematische Behandlung der Phasen-
beziehung zwischen Licht- und Geschwindigkeitskurve bei den
Cepheiden enthilt. An vielen Stellen sind aber auch neue Absitze ein-
geschaltet worden, die von dem urspriinglichen Texte nicht mehr
unterschieden werden kénnen, so daB die in den FuBnoten beibehaltenen
eckigen Klammern wohl die allerletzten Zusitze zu der im Herbste
1926 erschienenen englischen Ausgabe, jedoch nicht zu der vorliegenden
deutschen Ausgabe bezeichnen. Die wichtigsten, nicht besonders bezeich-
neten Anderungen und Erganzungen in dieser letzteren sind: im dritten
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Kapitel, die Einfiilhrung eines den modernen Anschauungen der Physik
entsprechenden neuen Gewichtssystems fiir gequantelte Bahnen und die
hiermit zusammenhingenden Abinderungen der Formeln, namentlich
der Ionisationsgleichung (s. S. 72, 79, 85); im siebenten Kapitel (S. 209)
eine Darstellung der interessanten Schliisse, zu denen R. H. FOWLER,
auf Grund der ,,Neuen Statistik’ von EINSTEIN und BosE, in bezug
auf die zukiinftige Entwicklung der weiBen Zwerge gelangt ; im zehnten
Kapitel (S. 347) eine ausfithrlichere Behandlung der von J. H. JEANS
entwickelten Theorie der Viskositit der Strahlung. SchlieBlich ist das
dreizehnte (letzte) Kapitel, iiber ,,Diffuse Materie im Raume‘’, vom Ver-
fasser fiir die deutsche Ausgabe vollstindig umgeschrieben worden.

Das Literaturverzeichnis ist durch den EinschluB aller wichtigen,
seit dem Erscheinen der englischen Ausgabe neu hinzugekommenen
Arbeiten ergidnzt worden.

Es darf nicht unerwihnt bleiben, da8 Professor EDDINGTON die grofe
Freundlichkeit gehabt hat, die Korrekturbogen der deutschen Ausgabe
personlich durchzusehen, und auch bei dieser Durchsicht noch ver-
schiedene Ergidnzungen eingefiigt hat, die zur Erhéhung des Interesses
und des wissenschaftlichen Wertes des Buches in nicht unbetrichtlichem
MaBe beitragen diirften.

Potsdam, im Dezember 1927.
E.V.D, PAHLEN.
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Erstes Kapitel.

Uberblick iiber das Problem.

1. Auf den ersten Blick konnte es erscheinen, dafl das tiefe Innere
der Sonne und der Sterne der wissenschaftlichen Forschung schwerer
zuginglich sein muB, als irgendein anderes Gebiet des Weltalls. Unsere
Fernrohre vermégen wohl immer weiter und weiter in die Tiefen des
Weltraumes einzudringen; aber wie sollten wir jemals sichere Kunde von
dem erhalten konnen, was hinter materiellen Hindernissen verborgen
liegt ? Welche Vorrichtungen sind imstande, durch die duleren Schich-
ten eines Sternes zu dringen, und die in seinem Inneren herrschenden
Verhiltnisse zu erforschen ?

Das Problem erscheint weniger hoffnungslos, wenn wir solche irre-
fiihrende Metaphern von vornherein beseitigen. Unsere Aufgabe be-
steht nicht in einer aktiven ,,Erforschung’; was wir iiberhaupt erfahren,
erfahren wir in der Weise, daf3 wir die Nachrichten abwarten und deu-
ten, welche uns von den Gegenstinden der Natur gesandt werden.
Und das Innere eines Sternes ist von einer solchen Verbindung mit der
AuBenwelt nicht vollig abgeschlossen. Von ihm breitet sich ein Gravi-
tationsfeld aus, welches durch materielle Hindernisse nicht wesentlich
verdndert werden kann; ferner gelingt es auch der aus dem heillen
Inneren stammenden Strahlungsenergie, nach mannigfachen Ablenkun-
gen und Verwandlungen, sich bis zur Oberfliche durchzuschlagen und
die Reise durch den Weltraum anzutreten. Allein von diesen beiden
Anhaltspunkten ausgehend, kann eine Kette von Schliissen gebildet
werden, welche vielleicht um so zuverldssiger ist, als wir bei ihrer Bil-
dung nur die allerallgemeinsten Regeln der Natur anwenden koénnen,
wie die Erhaltung der Energie und des Impulses, die Gesetze des Zu-
falls und des Mittelwertes, den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik,
die Grundeigenschaften des Atoms, und so weiter. Die Unsicherheit
der auf diesem Wege erreichten Erkenntnis ist nicht wesentlich gréBer,
als die, welche den meisten wissenschaftlichen Induktionen anhaftet.

Es wire unklug von uns, einer wissenschaftlichen Induktion, zu deren
Priifung durch die Beobachtung sich keine Gelegenheit bietet, ein zu
groBes Vertrauen entgegenzubringen. Wir studieren aber das Innere

iEddington, Aufbau der Sterne. 1
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eines Sternes nicht blo aus Neugier, um die ungewdhnlichen Verhilt-
nisse, die in ihm vorherrschen, kennen zu lernen. Es zeigt sich, daB
ein Verstindnis des inneren Mechanismus auch auf die duBeren Er-
scheinungen auf dem Sterne ein Licht wirft, und die ganze Theorie wird
auf diese Weise mit der Beobachtung in Berlihrung gebracht. Wenig-
stens ist dies das Ziel, daf wir immer im Auge behalten wollen.

2. Das Gravitationsfeld, das vom Inneren des Sternes ausgeht, und
die Strahlungsenergie, die aus dem Inneren herausstrémt, bestimmen
den Zustand der diinnen Schicht, oder Atmosphire, die mit dem Fern-
rohre und Spektroskopen untersucht wird. Wir glauben, dal diese bei-
den Faktoren bei weitem die wichtigsten sind. Die Spektralanalyse
zeigt uns in den Sternatmosphiren chemische Stoffe, die von Stern zu
Stern verschieden sind; in einigen iiberwiegt Helium, in anderen Sauer-
stoff, Wasserstoff, Kalzium, Eisen, Titanoxyd und so weiter. Es darf
aber nicht angenommen werden, dafl hieraus etwa ein Schlufl auf die
wirklich vorhandenen relativen Mengen der chemischen Elemente ge-
zogen werden kann, daBl z. B. ein Stern, welcher ein starkes Eisen-
spektrum zeigt, reicher an diesem Element ist, als andere Sterne; es
ist vielmehr lediglich ein Zeichen dafiir, daf die physikalischen Be-
dingungen der Temperatur und Dichte giinstig sind fiir die Erregung
des entsprechenden Spektrums. Ohne die Moglichkeit tatsichlicher
Unterschiede in der chemischen Zusammensetzung, die vielleicht zur
Erklirung einiger ungewdhnlicher Typen von Spektren notwendig sein
konnten, von vornherein zu leugnen, nehmen wir an, da die beobach-
teten Unterschiede in den Oberflichenphinomenen im allgemeinen mit
der chemischen Zusammensetzung in keinem Zusammenhange stehen.

Wir haben demnach eine Atmosphire zu betrachten, deren Material
eine bei allen Sternen gleichartige Zusammensetzung zeigt, die eine
freie Oberfliche besitzt und deren Dichte nach unten zunimmt. Ihr
physikalischer Zustand — Dichteverteilung, Temperatur- und Druck-
verteilung — daher auch ihre Strahlungs- und optischen Verhéltnisse
— hingt dann ausschlieBlich von den 4uBleren Einfliissen ab, denen
sie ausgesetzt ist; und diese dulleren Einflisse sind, wie schon erwahnt,
die Gravitationskraft, welche sie nach unten auf den Stern driickt,
und der Strom von strahlender Wirme, der von unten in sie hinein-
gegossen wird. Um in einem stationiren Zustande zu bleiben, muB
sich diese Atmosphire den Verhiltnissen so anpassen, daB sie den Strom
von strahlender Wéarme durch sich hindurchgehen lassen kann. Daher
hingen die Oberflichenbedingungen von zwei Parametern ab: dem
Werte von g an der Oberfliche und der ,effektiven Temperatur® T,.
Die effektive Temperatur ist ein konventionelles Ma8 fiir die Intensitat
des durch die Oberflicheneinheit heraustretenden Stromes strahlender
Wirme; sie darf nicht als die Temperatur irgendeiner ausgezeichneten
Schicht im Sterne aufgefalit werden.
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Durch Anderung der bestimmenden Faktoren g und 7T, kann der
Zustand der Sternatmosphire in zwei verschiedenen Richtungen ver-
andert werden. Wir miissen daher erwarten, da die mdglichen Typen
von Sternspektren eine zweifache Mannigfaltigkeit bilden, d. h. daB sie
sich in einem zweidimensionalen Bilde anordnen lassen werden. Dies
ist tatsichlich der Fall. Wihrend einer langen Zeit war nur eine ein-
dimensionale Sequenz bekannt, ndmlich die wohlbekannte Draper-
Reihenfolge von Typen. Aber die spektroskopische Methode der Be-
stimmung von absoluten Helligkeiten, von ADAMS und KOHLSCHUTTER,
fihrte 1914 eine zur Draper-Klassifizierung transversale Klassifizierung
der Sternspektren ein. Grob gesagt, folgt das Kriterium von DRAPER
dem Parameter T,, das Kriterium der absoluten Helligkeiten dem
Parameter g; jedoch scheint der Zusammenhang mit diesen Parametern
nicht so eng zu sein wie eine Zeitlang angenommen wurde. Die Beob-
achtungskriterien ordnen die zweidimensionale Mannigfaltigkeit von
Zustinden in ein bestimmtes System von Maschen ein, die Parameter T,
und g — in ein anderes System. Es liegt kein Grund vor, eine enge
Ubereinstimmung dieser beiden Einteilungsmethoden von vornherein
zu erwarten.

Dieselbe zweifache Mannigfaltigkeit von méglichen Zustinden tritt
uns auch dann entgegen, wennwir den Stern als Ganzes betrachten. Augen-
scheinlich erhalten wir eine Sequenz, wenn wir Sterne verschiedener
Massen betrachten. Eine transversale Sequenz bilden die Sterne einer
und derselben Masse, aber verschiedenen Durchmessers (oder mittlerer
Dichte). Auf diese Weise wird eine dritte Einteilung der zweidimen-
sionalen Mannigfaltigkeit von Zustinden in Maschen erhalten, wenn
man als Parameter die Massen M und die Radien R der Sterne wihlt.

3. Betrachten wir nun den Zusammenhang unserer drei Parameter-
paare: g und 7,; Draper-Typus und Absolutes Helligkeitskriterium; M
und R — deren jedes den Zustand des Sternes eindeutig definiert. Die
Beziehungen der spektralen Kriterien zu g und 7, bilden ein auBer-
ordentlich wichtiges Problem, dessen Erforschung in neuerer Zeit grof3e
Fortschritte gemacht hat; es ist aber kein Problem des inneren Aut-
baues der Sterne und liegt daher abseits von der Hauptrichtung, in der
sich unsere Untersuchung zu bewegen hat. Was nun den Zusammenhang
von g und 7, mit M und R betrifft, so erfordert g keine weitere Er-
orterung und die Hauptfrage ist: Wie wird T, oder, was gleichbedeutend
ist, die Intensitdt des Strahlungsstromes, durch die Masse und den
Radius des Sternes bestimmt? Diese Frage bildet das Kernproblem
dieses Buches. Von ihm werden sich verschiedene Forschungsrichtungen
abzweigen; aber es wird uns immer den kontinuierlichen Faden der
Untersuchung liefern, solange wir uns mit dem inneren Aufbaue der
Sterne beschiftigen werden.

Dies ist nun wirklich im wesentlichen ein Problem des inneren
1*
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Aufbaues der Sterne und nicht der Oberflichenbedingungen. Die Sonne
strahlt nicht 6-101° erg pro Quadratzentimeter und Sekunde aus, wezl
die Temperatur ihrer Photosphire 6000° C betrigt, sondern ihre Photo-
sphire wird auf 6000° C gehalten, weil 6-1010 erg durch sie heraus-
stromen. Der Temperaturgradient im Inneren erzeugt den Strahlungs-
strom ; die Oberflichenschichten kénnen diesen Strom nicht eindimmen,
weil ihre Fahigkeit, Energie aufzuspeichern, unbedeutend ist; sie kénnen
sich nur anpassen, um ihm einen DurchlaBl zu gewdhren. Qualitativ
wird der Strahlungsstrom beim Durchgange durch die letzten paar
tausend Kilometer des Sternes sehr stark verwandelt, und die wirk-
lichen Wellen, die sich im Raume ausbreiten, werden in der Photo-
sphirenschicht geboren; quantitativ aber haben wir es mit einem
kontinuierlichen Strome zu tun, der aus dem Inneren in den duBeren
Raum flief3t.

Die Intensitit dieses nach auBen gerichteten Energiestromes, der
durch das Innere des Sternes flieBt, hingt von zwei Faktoren ab, einem
fordernden und einem hemmenden. Wirme flieBt von hoherer zu tie-
ferer Temperatur, und die Ursache des Stromes im Inneren des Sternes
mul daher in einer allmihlich von der Oberfliche bis zum Mittelpunkte
wachsenden Temperatur gesucht werden. Der hemmende Faktor ist
der von der Materie dem Durchgange des Stromes entgegengesetzte
‘Widerstand. Wir werden sehen, daB in einem Sterne der Warmetrans-
port beinahe ausschlieBlich durch die Strahlung bewirkt wird, und der
Widerstand gegen den Strahlungsstrom ist hier die Undurchsichtigkent
(Opazitit) oder der Absorptionskoeffizient der Sternmaterie. Unser
Problem besteht daher erstens in der Ermittelung der Temperatur-
verteilung innerhalb eines Sternes, um den Temperaturgradienten, der
den Strom antreibt, zu bestimmen; zweitens, in der Bestimmung der
Undurchlissigkeit (Opazitit) der Materie, unter den im Inneren obwal-
tenden Bedingungen.

4. Hier miissen wir, gleich zu Anfang, auf einen kritischen Einwand
antworten, der von NERNST, JEANS und anderen erhoben worden ist.
Es ist gesagt worden, daf} dieser Weg der Berechnung des nach auBen
gerichteten Energiestromes zu einem unvermeidlichen MiBerfolge ver-
urteilt ist, weil die von einem Sterne erzeugte Menge von Wirme-
energie durch ganz andere Ursachen bestimmt wird. Die Warmezufuhr,
welche im Inneren des Sternes die von ihm in den Raum ausgestrahlte
Wirme immer wieder ersetzt, kann nur aus der Verwandlung anderer
Energieformen in Wirme herstammen; und da ein Stern augenschein-
lich wihrend einer sehr langen Zeit stabil bleibt, muB} seine Ausstrahlung
genau gleich der Menge der im Inneren verwandelten Energie sein. Es
wird gegenwirtig angenommen, daB diese Verwandlung in einer Be-
freiung subatomarer Energie besteht. Der erwihnte Einwand besteht
nun darin, daB, da die abflieBende Energie die durch subatomare Pro-
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zesse befreite Energie vertritt, ihre Menge nur dann berechnet werden
kénnte, wenn uns die Gesetze, welche die Befreiung von subatomarer
Energie regulieren, bekannt wiren, und daB jedes Verfahren, das dieses
schwierige Problem umgeht, eine Antwort auf die Hauptfrage schuldig
bleibt.

Nun ist es ganz richtig, daB eine Theorie des Prozesses der Befreiung
von subatomarer Energie einen denkbaren Weg zur Losung des Pro-
blems der Sternstrahlung darstellt. Beim gegenwirtigen Stande unseres
Wissens sind jedoch solche Theorien wenig mehr als grundlose Speku-
lationen und die Resultate, zu denen sie fiihren, duBerst rohe. Es ist
aber unrichtig, zu behaupten, daB kein anderes Verfahren zulissig ist.
Die Wassermenge, die einer Stadt geliefert wird, ist natiirlich die Menge,
welche vom Wasserwerke gepumpt wird; daraus folgt aber nicht, daf3
eine Berechnung, die sich auf den Niveauunterschied und den Durch-
messer der Leitungsrohren griindet, notwendig falsch sein muB, weil
sie die Probleme der Pumpstation umgeht.

Es kann schwer verstindlich erscheinen, wie zwei radikal verschiedene
Wege der Berechnung der theoretischen Strahlung eines Sternes dazu
gebracht werden koénnen, miteinander iibereinzustimmen. Indem wir uns
der obigen Analogie bedienen, kénnen wir sagen, dall beide Methoden
der Berechnung der an eine Stadt gelieferten Wassermenge nicht un-
bedingt zu tibereinstimmenden Resultaten zu fithren brauchen; aber in
diesem Falle entsteht bei der Pumpstation eine Uberschwemmung.
Ebenso wiirde bei einem Sterne ein sich ergebender Widerspruch eine
Explosion oder ein Zusammenklappen des Sternes zur Folge haben.
Lassen wir die Behauptung gelten, daB die Sterne sich im allgemeinen
in einem nahezu stabilen Zustande befinden, so miissen wir schlieBen,
daB bei den wirklichen Sternen (aber nicht notwendig bei einem Stern-
modell von willkiirlich vorgeschriebener Zusammensetzung) die beiden
Berechnungsmethoden dasselbe Resultat fiir die Strahlung ergeben
werden; und im elften Kapitel werden wir auch die Frage weiter zu
verfolgen suchen, auf welchem Wege diese Anpassung, dank derer das
Angebot der subatomaren Energie gerade der Nachfrage entspricht,
entstanden sein kann. Inzwischen merken wir uns nur, da3, ganz un-
abhingig von der Tatsache, ob dabei eine Uberschwemmung entsteht
oder nicht, der WasserfluB in der Leitung sich notwendig dem Druck-
gradienten und dem Durchmesser der Leitungsréhren anpassen muf;
und ebenso muB sich die Strahlung eines Sternes in jedem Falle dem
Temperaturgradienten und der Opazitit im Inneren anpassen.

Die Theorie von LANE.
5. Die erste bahnbrechende Untersuchung der Temperaturverteilung

in einem Sterne ist in einer im Jahre 1870 von J. HOMER LANE ver-
offentlichten Abhandlung unter dem Titel enthalten: ., Uber die theore-
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tische Temperatur der Sonne, unter der Hypothese einer Gasmasse,
die ihr Volumen auf Kosten ihrer inneren Wirme aufrechterhilt,
und die Gasgesetze, wie sie aus irdischen Experimenten bekannt sind,
befolgt* 1. Dieser folgten ausfiihrlichere Untersuchungen von A. RITTER 2,
Lord KeLvinN® und anderen, die sich in derselben Richtung bewegten
und in der systematischen und erschépfenden Arbeit von R. EMDEN
gipfelten. Trotzdem wir es fiir notwendig halten, uns in einem fun-
damentalen Punkte, nimlich dem der Art des Warmetransportes inner-
halb eines Sternes, von diesen fritheren Untersuchungen zu entfernen,
enthalten diese zweifellos vieles, was wegen seiner Allgemeinheit sich
auch den modernen Theorien anpassen laBt. Die in EMDENs bemerkens-
wertem Buche {iber Gaskugeln enthaltenen Berechnungen und Tabellen
sind vom Verfasser ausgiebig benutzt worden.

LaAxNE kam zu dem merkwiirdigen Resultate, daB die Temperatur
eines sich kontrahierenden Sternes so lange steigen muB, als das Material
noch, wegen seiner Verdiinnung, die Gesetze der idealen Gase befolgt.
Bis vor kurzem war man noch allgemein der Ansicht, daB die durch
die Kontraktion in Wirme verwandelte Gravitationsenergie die einzige
in Betracht kommende Quelle fiir die Erhaltung der inneren Warme
eines Sternes darstellt. In diesem Falle muB sich ein Stern, durch Aus-
strahlung von Wirme, kontrahieren, und die durch das Herabsinken
der Materie erzeugte Warme mul3 nicht nur zur Deckung der verlorenen
Strahlung, sondern auch zur Hebung der inneren Temperatur auf ein
hoheres Niveau ausreichen. Das Resultat von LANE nahm also die
paradoxe Form an, daB ein Stern, durch Wirmeverlust, automatisch
immer heifler wird.

Die Untersuchungen von LANE sind aber keineswegs an eine be-
stimmte Annahme tber die Quellen der inneren Warme eines Sternes
gebunden. Sie stellen nur die Temperaturanderungen fest, die zur Er-
haltung des Gleichgewichtes notwendig sind. Der Stern hat die Wahl,
entweder das LANEsche Gesetz zu befolgen, oder zusammenzuklappen;
es ist klar, daB die wirklichen Sterne diese letzte Alternative nicht ge-
wihlt haben, aber der Grund dafiir liegt auBerhalb der Theorie von
LANE. Trotzdem wir uns auf den modernen Standpunkt stellen, daB}
die Wirme durch die Befreiung subatomarer Energie geliefert wird,
nehmen wir immer noch an, daB die Sterne aus einer allmihlichen Ver-
dichtung der Urmaterie entstehen, so daB der Weg der Evolution von
kleinen zu groBen Dichten fiihrt, und daher, nach dem LaNEschen
Gesetze, von tiefen zu hohen Temperaturen. Die innere Temperatur
eines Sternes ist, wenigstens in den frithen Stadien seiner Entwicklung,
im Steigen begriffen. Wenn in den spiteren Stadien hoher Dichte die

1 American Journ. of Science and Arts, Serie 2, 4 S. 57.
2 WIEDEMANNsche Annalen 1878—1889.
3 Phil. Mag. Serie 5, 23, S. 287 (1887).
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Materie nicht mehr die Gesetze idealer Gase befolgt kann die Tempe-
ratur schlieBlich wieder abzunehmen beginnen.

6. Zu LanEes Zeit fehlte noch jeder experimentelle Hinweis darauf,
daB3 es wirkliche Sterne geben kénnte, auf die die Theorie der idealen
Gase anwendbar wire. Die mittlere Dichte der Sonne ist 1,41 gr pro
cm3, und irdische Gase horen schon bei viel kleineren Dichten auf, den
idealen Gasgesetzen zu folgen. Man hatte damals auch keinen Grund,
daran zu zweifeln, daB die Dichte der Sonne fur Sterndichten im all-
gemeinen typisch wire. Wir wissen aber jetzt, daB es Sterne gibt
(,,Riesensterne’’), deren mittlere Dichte mit der Dichte der Luft oder
sogar der Gasreste in einer gewohnlichen Vakuumréhre vergleichbar
ist. Solche Sterne wenigstens kénnen als aus idealen Gasen bestehend
betrachtet werden, so dafl wir keinen Mangel an Gelegenheiten haben
werden, die fiir ideale Gase erhaltenen Resultate auf Sterne anzuwenden.

Die Existenz von Sternen mit kleiner Dichte ist jetzt in der Astronomie
zu einem Gemeinplatze geworden, und es ist daher iiberfliissig, die zahl-
reichen indirekten, aus dem Studium der absoluten Helligkeiten und
Spektraltypen, und die unmittelbareren, aus den berechneten Dichten
von Verfinsterungsverdnderlichen abgeleiteten Beweise fiir diese Tat-
sache durchzunehmen. Die einleuchtendste Bestitigung liefern die
modernen Interferometermessungen von Winkeldurchmessern von Ster-
nen, die auf Mount Wilson ausgefithrt wurden. Diese zeigen, dal} ein-
zelne Sterne, wie Beteigeuze, Antares und o Ceti, ein riesiges Volumen
besitzen, in dem die ganze Erdbahn Platz finden kénnte. Wir sind
daher gezwungen, unsere Begriffe von der Natur der Sterne in einer
Weise zu erweitern, die uns durch unsere Kenntnisse iiber die Sonne
keineswegs nahegelegt wird.

Ihr groBes Volumen verdanken diese Sterne vielmehr ihrer geringen
Dichte als einer groen Masse. Beteigeuze z. B. hat einen Radius von
der GréBenordnung von 250 Millionen km und ihr Volumen ist 50 Mil-
lionen mal gréBer als dasjenige der Sonne. Aber die Masse oder die
Menge der Materie, die in ihr enthalten ist, diirfte nur 10 bis 100mal
groBer sein, so daB die Dichte etwa eine Million mal kleiner ist. Es
ist nicht uninteressant zu bemerken, da die EinsTEINsche Gravitations-
theorie zu diesem Punkte etwas zu sagen hat. Nach dieser Theorie
kann ein Stern mit einem Radius von 250 Millionen km unméglich eine
so grofBe Dichte haben, wie die Sonne. Erstens wiirde die Schwerkraft
so groB sein, daBl das Licht nicht imstande wire, in den Weltraum zu
entweichen, da die Strahlen auf den Stern zuriickfallen miiBten, wie
Steine auf die Oberfliche der Erde. Zweitens wiirde die Rotverschie-
bung eine GroBe erreichen, die das ganze Spektrum ,,wegverschieben‘
wiirde. Drittens wiirde die Masse eine solche Kriimmung der Raum-
Zeitmetrik hervorrufen, dafB3 sich der Raum um den Stern schlieBen
und uns drauflen (d. h. nirgends) lassen wiirde. Die zweite Be-
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merkung gibt uns die Méglichkeit, eine genauere Aussage zu for-
mulieren, indem sie uns zeigt, daB die Dichte kleiner als 0,001 sein
muB; denn schon bei diesem Werte wiirde das Spektrum eine so groBe
Rotverschiebung zeigen, daB sie durch keinen zu erwartenden Doppler-
effekt verdeckt werden konnte.

Fiir den Fall, daB diese SchluBfolgerungen dem konservativer gesinn-
ten Teile unserer Leser als zu modern erscheinen sollten, beeilen wir
uns, hinzuzufiigen, dafl sie schon in den Schriften von LAPLACE zu
finden sind:

«Ein leuchtender Stern von derselben Dichte wie die Erde, und
dessen Durchmesser zweihundertmal groBer als der Sonnendurch-
messer wire, wiirde, wegen seiner Anziehungskraft, keinem der von
ihm ausgehenden Strahlen erlauben, bis zu uns zu gelangen; es ist
daher ganz gut moglich, da} die groten leuchtenden Korper der Welt,
aus diesem Grunde, fiir uns unsichtbar bleiben?!.»

7. Wihrend langer Jahre iibte die Entdeckung von LANE wenig
EinfluB auf die vorherrschenden Theorien der Sternentwicklung aus.
Sir NORMANN LOCKYER nahm sie zwar riickhaltlos an und ordnete
entsprechend die Sterne in zwei Reihen mit wachsender und abneh-
mender Temperatur ein; aber er blieb mit dieser Anschauung so gut
wie ganz allein. Die meisten Astrophysiker betrachteten die heiflesten
Sterne als die frithesten, die kiihlsten als die spitesten Stadien der
Sternentwicklung 2. Wahrscheinlich kamen sie gar nicht auf den Ge-
denken, daB ein Korper, dessen Materie einen so hohen Grad der Ver-
diinnung zeigt, daf3 die idealen Gasgesetze auf ihn angewandt werden
diirfen, einen der von den Sternen her bekannten Spektraltypen emit-
tieren konnte, und glaubten daher, daB die LaNEesche Theorie, falls
sie iiberhaupt eine Bedeutung fiir die Astronomie beanspruchen diirfe,
sich auf irgendein, dem Sterne vorausgehendes Stadium der Ent-
wicklung beziehen miisse. Um das Jahr 1913 erfolgte in diesen An-
schauungen eine Revolution, und die ,,Theorie der Riesen und Zwerge*’
von E. HErRTzsPRUNG und H. N. RUSSELL gewann in kurzer Zeit all-
gemeine Geltung.

Indem wir gewisse, seit 1924 entstandene Bedenken zunichst un-
beriicksichtigt lassen, werden wir hier die Hauptziige dieser Theorie
zusammenfassen. Im Prinzipe stellte sie eine Wiederaufnahme der
Gedanken von LANE und LocKYER dar; das neue Element war die
Anpassung dieser Gedanken an die Beobachtungstatsachen, so daB3 es
moglich wurde, jedem Sterne seinen besonderen Platz in dem Schema

1 LapLace: Systéme du Monde, Buch 5, Kap. VI. Ich verdanke dieses Zitat
Herrn Dr. JEFFREYS.

2 Die Ausdriicke ,frith” und ,,spit’* werden auch jetzt noch gebraucht, zur
Bezeichnung der hochtemperierten Typen (B und A) bzw. der tieferen Tem-
peraturen entsprechenden Typen (K und M).
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zuzuweisen. Die Sterne treten als kiihle rote Sterne vom M-Typus
mit kleiner Dichte und riesigem Volumen in Erscheinung. Sie ziehen
sich zusammen und ihre Temperatur wichst dabei, gemifl dem LANE-
schen Gesetzel, so daB sie der Reihe nach die Spektraltypen K, G, F
bis zu dem 4- und B-Typus, also in einer der friilheren Annahme ent-
gegengesetzten Reihenfolge, durchlaufen. In einem bestimmten Sta-
dium der Entwicklung wird die Dichte so groB, dal die idealen Gas-
gesetze ihre Giiltigkeit verlieren, das Anwachsen der Temperatur wird
aufgehalten und schlieBlich kiihlt sich der Stern wieder ab, ebenso
wie es ein fester oder fliissiger Koérper tun wiirde; in diesem letzten
Stadium kehrt der Stern lings der Spektralserie wieder zu dem M-Typus
zurlick und beendet seine Laufbahn durch Erléschen. Nach dieser
Theorie miissen die Sterne, die frither unterschiedslos z. B. als G-Sterne
klassifiziert worden waren, in zwei Gruppen zerlegt werden — die
aufsteigenden und absteigenden Sterne, die Sterne, die sich beinahe
wie ideale Gaskugeln verhalten, und die Sterne, die nur sehr unvoll-
kommen die Gasgesetze befolgen und sich eher den Fliissigkeiten nihern.
Da die Oberflichenbedingungen fiir beide Sternarten analog sind, wie
aus der Ubereinstimmung der Spektren hervorgeht, liegt der wesent-
liche Unterschied zwischen beiden Sternarten darin, daB die auf dem
aufsteigenden Aste befindlichen Sterne, oder Riesen-Sterne, viel gréBere
Volumina haben, als die Sterne des absteigenden Astes, oder Zwerg-
Sterne. Das gréBere Volumen und die entsprechend gréBere Ober-
fliche der Riesensterne bedingen auch eine groflere Leuchtkraft dieser
Sterne und, wenn man die absoluten Helligkeiten untersucht, tritt
die erwihnte Einteilung in zwei Gruppen tatséchlich sofort zutage. Die
Typen M, K, G und F zeigen diese Trennung; sie ist nicht zu erwarten
beim Typus A4, der den Wendepunkt in der Entwicklung der meisten
Sterne bezeichnet. Natiirlich ist sie beim M-Typus am deutlichsten
ausgeprdgt, weil hier die allerdiffusesten und die allerdichtesten Sterne
miteinander verglichen werden; die absoluten Helligkeiten der einen
Gruppe hiufen sich um die GréBe + 1m 5, die der anderen um -+ 10m,5
und dazwischen liegt eine Liicke von etwa sechs GroBenklassen, in
der noch kein einziger M-Stern entdeckt worden ist.

Die Statistik zeigt, daB auf dem Riesenaste nur sehr kleine, oder
tiberhaupt keine Anderungen der absoluten Helligkeit mit fortschreiten-
dem Spektraltypus zu bemerken sind; dies ist ja auch zu erwarten,
da das Wachsen der Temperatur und die Abnahme der Oberfliche
die gesamte Lichtmenge ziemlich unverindert lassen. Beim Durch-
laufen des Zwergastes aber tragen sowohl die abnehmende Temperatur,
als auch die abnehmende Oberfliche dazu bei, einen schnellen Abfall

! Die Theorie bezieht sich auf die innere Temperatur, und es wurde allgemein
angenommen, daB die beobachtete Photosphirentemperatur mit ihr Schritt halten
mufB; dies ist aber keineswegs unbedingt notwendig.
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der Leuchtkraft herbeizufithren. Diese Theorie wird durch viele neu
hinzukommende Tatsachen gestiitzt. Die von ihr verlangte Zwei-
teilung in bezug auf Dichte ist durch die Arbeiten von RusseLL und
SHAPLEY {iber Verfinsterungsverinderliche bestdtigt worden. Die
Sonne und eine Reihe von anderen Zwergsternen der G-Klasse haben
Dichten, die in der Nihe der Dichte des Wassers liegen; es erweist sich
aber, daB wenigstens drei Verfinsterungsveranderliche vom Typus G
geringere Dichten besitzen als die atmosphirische Luft!. Das Beobach-
tungsmaterial zeigt, daB die Sterne der G-Klasse nicht alle zwischen
diesen beiden Grenzwerten liegenden Werte der Dichte annehmen kénnen,
sondern daB sie deutlich in zwei Gruppen zerfallen; die Sterne mittlerer
Dichten gehoren den hoheren Typen F, 4, B an, die zwischen den
beiden Stadien des G-Typus durchlaufen werden. Wie schon oben
erwihnt ist, bestitigen auch die Interferometermessungen das {iber-
raschend groBe Volumen, welches diese Theorie den Riesensternen
zuschreibt.

Die Riesen- und Zwergsterne kénnen gegenwirtig durch besondere
charakteristische Merkmale in ihren Spektren, die bei der Draper-
Klassifizierung unberiicksichtigt geblieben waren, voneinander unter-
schieden werden. Dies bildet eine besondere Anwendung der spektro-
skopischen Methode der Bestimmung von absoluten Helligkeiten. Wie
wir spiter sehen werden, stellen sich der riickhaltlosen Annahme der
Theorie der Riesen- und Zwergsterne gewisse Schwierigkeiten ent-
gegen. Der aufsteigende Ast bietet keinerlei Schwierigkeiten; aber
der absteigende Ast scheint gegenwirtig nicht mehr in der Weise er-
klarbar zu sein, die LocKYER, RusseEL und HERTZSPRUNG vorgeschlagen
hatten, weil wir jetzt Anzeichen dafiir besitzen, daBl die Sonne und
andere Sterne, die sich auf diesem Aste befinden, sich wie ideale Gas-
kugeln verhalten, trotzdem sie dichter als Wasser sind. Tatsichlich
sind die Bedingungen im Inneren eines Sternes derartig, daB3 die Gas-
gesetze wahrscheinlich bis zu viel héheren Dichten, als unter irdischen
Verhiltnissen, ihre Giiltigkeit bewahren. Die Theorie der Stern-
entwicklung befindet sich heutzutage in einem sehr verworrenen Zu-
stande, und die sich in ihr ergebenden Schwierigkeiten werden noch
an geeigneter Stelle niher betrachtet werden miissen.

8. Die von LANE gegebenen allgemeinen Richtlinien zur Berechnung
der inneren Temperaturverteilung sind in allen spiteren Untersuchungen
befolgt worden. Wir betrachten den Fall eines Sternes, der aus einem
idealen Gase besteht. Dann kann jede von den drei Variablen, Druck
(P), Dichte (p), Temperatur (T) aus den beiden anderen auf Grund
des Gesetzes

P=%RoT/u (8.1)

1 scHAPLEY, Astrophys. Journ. Bd. 38. S. 158.
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berechnet werden, wo R die universelle Gaskonstante 8,26-107 und U
das Molckulargewicht in Vielfachen des Wasserstoffatoms bedeuten.
Es sind also in Wirklichkeit nur zwei unabhdngige Verdnderliche, die
den Zustand der Materie bestimmen. Die Differentialgleichungen,
welchen dicse zu genligen haben, werden dadurch erhalten, daB man
zwei Bedingungen zum Ausdruck bringt: 1. das mechanische Gleich-
gewicht des Sterncs, welches verlangt, daB der Druck in jedem im
Innern gelegenen Punkte gerade ausreichen mufl, um das Gewicht
der oberhalb liegenden Schichten zu tragen, und 2. das thermische
Gleichgewicht eines Sternes, welches verlangt, dafl die Temperatur-
verteilung imstande sein soll, sich automatisch zu erhalten, trotz des
ununterbrochen erfolgenden Wirmetransportes von einem Teile des
Sternes zum anderen. Es ist notwendig, die beiden Gleichungen, welche
diese zwei Bedingungen ausdriicken, zu bilden und zu integrieren-
und diese reichen aus zur Bestimmung der beiden unabhingigen Va-
riablen, die den Zustand der Materie in jedem beliebigen Punkte an-
geben.  Auf diese Weise wird die Druck-, Dichte- und Temperatur-
verteilung erhalten. Das allgemeine Schema dieser Verteilungen ist
(in erster Anndherung) von Stern zu Stern homolog; das heifit, dal
alle gasformigen Sterne dasselbe Modell, jeder in seinem geeigneten
MaBstabe von Masse, Linge, Temperatur usw. kopieren. Die miih-
same Arbeit der Aufldsung kann ein fiir allemal ausgefithrt werden,
und die Frage besteht dann nur noch in einer Anpassung der Losung
an den fiir den gerade betrachteten Stern geeigneten MaBstab. Wir
wollen hier auf keine Einzelheiten eingehen; das Problem wird im
vierten Kapitel crschépfend behandelt werden.

Nach der LaNkschen Theorie war es notwendig, um bestimmte
numerische Werte der Temperatur im Inneren eines Sternes zu er-
halten, die folgenden Daten zu besitzen:

M - die Masse,
R - den Radius,
- das mittlere Molekulargewicht des Materials,

vy -— das Verhdltnis der spezifischen Warmen des Materials.

Die beiden ersten definieren den betrachteten Stern; beziiglich der
beiden letzten aber kénnte man glauben, dall man ihre Werte nur auf
Grund einer Betrachtung der wahrscheinlichen chemischen Zusammen-
setzung des Sterninnern abschitzen kann — von der uns so gut wie
gar nichts bekannt ist. Wir wollen zeigen, wie diese Schwierigkeit
iiberwunden worden ist.

In Wirklichkeit bereitet uns der Wert von y keine ernsten Schwierig-
keiten. Er kann den fiir ein einatomiges Gas giiltigen Wert 3 nicht
iibersteigen und er kann andererseits nicht kleiner sein als %, ohne
daB der Stern instabil wird — was, wie wir wissen, nicht der Fall ist.
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Der Unterschied der den Grenzwerten 5 und § entsprechenden Tempe-
raturverteilungen ist wohl merklich; ihr allgemeiner Charakter ist
aber nicht wesentlich verschieden, und jeder der beiden Grenzwerte
filhrt zu einer Niherung, die fiir viele Zwecke vollkommen ausreicht.
Wir haben uns aber heute mit der Konstanten v iiberhaupt nicht mehr
zu beschiftigen. Indem wir dic LaNEsche Hypothese eines Konvektzons-
gleichgewichtes durch die eines Strahlungsgleichgewichies ersetzen, werden
wir gerade denjenigen Teil seiner Theorie bescitigen, der fiir die Ein-
fiihrung der Konstanten y verantwortlich ist. In allen friiheren Unter-
suchungen wurde namlich die Annahme gemacht, daBl die Warme aus
dem Inneren eines Sternes an seine Oberfliche durch Konvektions-
stréme getragen wird, so dall das Innere in einem vollstindig durch-
gemischten Zustande erhalten bleibt und dasselbe Gesetz des thermischen
Gleichgewichtes befolgt, wic die unteren Teile der Erdatmosphire.
Es erweist sich aber jetzt als wahrscheinlicher, daB die Wirme auf
dem Wege der Strahlung iibertragen wird, und die Temperaturverteilung
durch den Strahlungsstrom bestimmt wird; sollten Konvektions-
strome wirklich vorhanden sein, so wiirden sie die Bestrebung zeigen,
eine andere Verteilung herbeizufiihren, jedoch wiirde dic Temperatur
immer zu der vom Strahlungsgleichgewicht verlangten Verteilung
zuriickgleiten, da die Ubertragung durch Strahlung viel schneller er-
folgt. Der Begriff des Strahlungsgleichgewichtes ist zuerst von
R. A. SamMpson?® im Jahre 1894 eingefithrt worden, konnte aber ohne
die neueren Fortschritte der Thermodynamik nicht vollstindig ent-
wickelt werden. K. ScuwaARrzscHILD? lenkte auf ihn die allgemeine
Aufmerksamkeit in einer berithmten Abhandlung {iber diec Verhiltnisse
in der Sonnenatmosphire. Unsere Aufgabe wird cs sein, dieses selbe
Prinzip auf das Innere der Sonne und der Sternc anzuwenden. Durch
die Substitution des Strahlungsgleichgewichtes an Stelle des Konvektions-
gleichgewichtes verschwindet die Konstante y; an ihre Stelle tritt
die numerische Konstante ¥, die in gewissem Sinne als das Verhiltnis
der spezifischen Wiarmen des Athers betrachtet werden kann, da der
Ather nunmehr diec Materie als Agens bei der Wirmeiibertragung
ersetzt.

9. Es bleibt also nur noch die passende Wahl des Wertes von u
iibrig, und diese muBl mit einer gewissen Sorgfalt getroffen werden,
weil y in vielen wichtigen Formeln der Theorie mit hohen Potenzen
eingeht. Wir diirfen wohl annehmen, dall bei der hohen Temperatur
des Sterninneren alle chemischen Fesseln gelost sind, so dal die Atome
als frei zu betrachten sind. Auf den ersten Impuls sind wir geneigt,
fir den Wert von u das mittlerc Atomgewicht derjenigen Elemente
zu wihlen, die uns als die am hiufigsten vorkommenden erscheinen.

1 Memoirs R. A. sampson, Bd. 51, S. 123.
2 Gottinger Nachrichten 1906, S. 41.
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Da Eisen vielfach als das verbreitetste Element betrachtet wird und
dazu ein mittelgroBes Atomgewicht besitzt, scheint sich ein um 50
liegender Wert fiir 1 zu empfehlen. Verfasser hat auch bei seinen
ersten Untersuchungen! diese Annahme stets gemacht. Er ist aber
von NEWALL, JEANS und LINDEMANN, unabhingig voneinander, darauf
aufmerksam gemacht worden, dal unter den in einem Sterne herrschen-
den Bedingungen auch die Atome teilweise zertriimmert sein werden,
indem sie viele von ihren Begleitelektronen verloren haben kénnten.
Das Atom wird oft mit einem winzigen Sonnensysteme verglichen.
Beinahe seine ganze Masse ist in dem mit einer positiven Ladung ver-
sehenen Kerne vereinigt; negative Elektronen kleiner Masse, deren
Zahl gerade ausreicht, um die positive Ladung des Kernes zu neutrali-
sieren, beschreiben Bahnen um diesen. Bei hohen Temperaturen setzt
ein ,,Jonisierung” genannter ProzeB ein, durch den diese Begleiter
nacheinander abgetrennt werden und sich in der Materie als selbstiandige
Teilchen zu bewegen anfangen. Das Molekulargewicht, welches in unseren
Formeln {z. B. in (8.1)] auftritt, ist die mittlere Masse eines unabhingigen
Teilchens. Wir gebrauchen die Bezeichnung Molekel fiir jedes sich
unabhingig bewegende Teilchen, also sowohl fiir Atomverbindungen,
als auch fiir Atomreste. Wenn die Ionisierung die duBerste mdogliche
Grenze erreicht, tritt eine sehr bemerkenswerte Vereinfachung ein:
das Molekulargewicht wird gendhert gleich 2, ganz wunabhingig von
der chemischen Zusammensetzung des Stoffes, unter der einzigen Be-
dingung, daB kein zu starker Uberschul an Wasserstoff vorhanden ist.

Die Anzahl der Bahnelektronen ist gleich der Ordnungszahl Z des
Elementes, so da3, wenn alle befreit werden, die Anzahl der entstehenden
unabhingigen Teilchen oder Molekeln gleich Z + 1 wird. Wir haben
daher, wenn wir mit 4 das Atomgewicht bezeichnen:

uw=A/(Z +1).

Nach einer bekannten Regel ist die Ordnungszahl nahezu gleich
dem halben Atomgewichte, so daB x nahezu gleich 2 wird. Tabelle 1
enthilt einige Beispiele hierfiir.

Augenscheinlich ist die Unbestimmtheit der chemischen Zusammen-
setzung keine so schwerwiegende Tatsache, wenn man bedenkt, daB
uns die Zahlen der vierten Kolonne, und nicht die der dritten Kolonne,
in erster Linie angehen.

Unter den im Inneren eines Sternes tatsdchlich bestehenden Be-
dingungen ist die Ionisierung nicht ganz vollstandig, und es bleiben bel
den schwereren Elementen noch einige Bahnelektronen nicht abgelost.
Dadurch wird das Molekulargewicht etwas vergréBert. Da es gegenwirtig
moglich ist, den Ionisierungsgrad der verschiedenen Elemente unter
gegebenen Druck- und Temperaturbedingungen genihert zu berechnen,

1 Monthly Notices Bd. 77, S. 16.
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kann auch ein genauerer Wert des Molekulargewichtes ermittelt werden.
Die freien Elektronen bilden aber einen so betridchtlichen Teil des
Gesamtsystems, dal diese Verbesserung eine ziemlich unbedeutende ist,
und wenn wir ein Molekulargewicht von 2,2 annehmen, kénnen wir
von der Wahrheit nicht weit entfernt sein. Da die Ionisierung mit der
in einem Sterne nach auBen abfallenden Temperatur abnehmen mubB,
kénnen wir, um eine noch groflere Anndherung an die Wirklichkeit
zu erzielen, ein vom Mittelpunkte nach auflen sehr langsam zunehmendes
Molekulargewicht einfithren.

Tabelle 1. Mittleres Molekulargewichrt.

Element Z A4  Al(Z41) Element Z 4 A/(Z+))
Wasserstoff. . 1 0,50 |Eisen . . . . .| 26 56 2,07
Helium . 2 4 1,33 Silber . . . . . 47 108+ 2,25
Lithium . . . 3 7 1,75 {Barium . . . .1 36 137 2,40
Sauerstoff . . 8 16 1,78 |Gold . . . . . 79 197 ° 2,46
Kalzium . . . 20 40 1,91 |Cran . . . . . 92 238+ 2,56

10. Nachdem wir auf diese Weise die in der Wahl der beiden Kon-
stanten y und p liegende Schwierigkeit aus dem Wege gerdumt haben,
kénnen wir numerische Werte fiir die Temperatur, die Dichte und den
Druck in einem gasférmigen Sterne von bekannter Masse und Radius
erhalten. Um die wirklichen physikalischen Bedingungen, mit denen
wir uns zu beschiftigen haben werden, anschaulich vor Augen zu fiihren,
sollen hier zunichst die fiir einen bestimmten Stern erhaltenen Resultate
gegeben werden. Als Beispiel wihlen wir die lichtstiarkere Komponente
der Capella. Capella ist der einzige diffuse (Riesen-)Stern, fiir den die
erforderlichen Beobachtungsdaten einen hohen Grad von Genauigkeit
erreichen; die allermeisten erstklassigen astronomischen Daten bezichen
sich auf dichte (Zwerg-)Sterne. Ein weiterer Vorzug liegt darin, daB3
Capella als ein typischer diffuser Stern zu betrachten ist, da sie eine
mittlere Stellung in der spektralen Serie einnimmt. Wir benutzen die
Gelegenheit, um (fiir die mit der Astronomie der Doppelsterne weniger
vertrauten Leser) zu erkliren, wie die Daten iiber Masse, Leuchtkraft
usw. aus astronomischen Beobachtungen erhalten werden konnten.

Capella.

11. Capella ist im Jahre 1899 von CampBELL und NEWALL, unab-
héngig voneinander, als spektroskopischer Doppelstern erkannt worden.
Die beiden Komponenten zeigen keinen sehr groBen Unterschied in
bezug auf Leuchtkraft, so daB die von beiden herrithrenden Linien im
Spektrum sichtbar sind; man kann das Hin- und Herschwanken der
beiden Liniensysteme iibereinander im Spektrum beobachten, das durch
die Anderungen der Dopplereffekte, je nach dem sich die eine oder
andere Komponente uns nihert oder entfernt, hervorgerufen wird.
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Die Periode betrdgt 104,022 Tage. Eine eingehendere Erforschung der
Capella ist dadurch ermoglicht worden, daB sie uns auch als visueller
Doppelstern erscheint, und die Elemente der visuellen Bahn anscheinend
gut bestimmt worden sind. Der Abstand der beiden Komponenten
betrigt nur etwa 07,05, was jenseits des Trennungsvermégens der
groBten fiir solche Untersuchungen verwendbaren Fernrohre liegt; aber
der Interferometermethode von MICHELSON gelang es im Jahre 1920 am
100-zolligen Reflektor von Mount Wilson, ihren ersten durchgreifenden
Erfolg zu erringen, durch die Messung der Distanzen und der Positions-
winkel der Capella. Diese, von ANDERSON angefangenen, von MERRILL
fortgesetzten Beobachtungen haben eine gute visuelle Bahn ergeben.
Es darf nicht vergessen werden, daB die Spektrallinien beider Kompo-
nenten nur bei einem kleinen Prozentsatze der spektroskopischen Dop-
pelsterne beobachtbar sind, und dal es zu den gré8ten Seltenheiten
gehort, daB eine visuelle und eine spektroskopische Bahn fiir einen
und denselben Stern bestimmt werden kann. Unsere Kenntnisse iiber
das Doppelsternsystem Capella zeichnen sich daher durch einen ganz
ungewdhnlichen Grad der Vollstindigkeit aus.

Die Radialgeschwindigkeit der helleren Komponente schwankt
zwischen -+ 4 und -+ 56 km/sec, also in einem Intervalle von 52 km;
die der schwicheren Komponente zwischen -+ 63 und — 3 km/sec, also
einem Intervalle von 66 km. Wenn wir von den Exzentrizititen absehen,
ist die mittlere Geschwindigkeit von + 30 km/sec (die notwendig die-
selbe fiir beide Komponenten sein muB) die Geschwindigkeit, mit der
sich der Schwerpunkt des Systems von der Sonne entfernt. Da sich
die Massen umgekehrt wie die Amplituden der Geschwindigkeitsschwan-
kungen verhalten miissen, hat die hellere Komponente eine 66/52 oder
1,26 mal groBere Masse als die schwichere Komponente.

Die Exzentrizitdt erweist sich als auBerordentlich klein (0,0086), so
daB wir die Bahnen als kreisférmig und die Bahngeschwindigkeiten
als konstant betrachten diirfen. Wenn die Gesichtslinie in der Bahn-
ebene lige, wiren die Bahngeschwindigkeiten gleich den halben Ampli-
tuden, d. h. 26 bzw. 33 km/sec; da dies aber nicht der Fall ist, miissen
diese Werte noch mit cosec ¢ multipliziert werden, wo ¢ die Neigung
der Bahnebene zur Projektionsebene (Tangentialebene zur Himmels-
sphire) bedeutet. Der Umfang der Bahn kann sofort durch Multipli-
kation der Bahngeschwindigkeit mit der Periode gefunden werden. Auf
diese Weise finden wir, wenn a, und «, die Radien (oder halben groBen
Achsen) der beiden Bahnen bezeichnen,

a, sin 7 = 36800000 km, a,sin 7 = 46400000 km .
Wir wenden uns nun den visuellen Beobachtungen zu. Aus diesen

188t sich nach den gewéhnlichen Methoden die Neigung der Bahnebene
7 = 4191 bestimmen. Es sind daher:
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a, = 56000000 km,
a, = 70600000 km,
a, + a, = 126600000 km == 0,847 astronomische Einheiten.

Nach dem dritten KEpLERschen Gesetze ist die Masse des Systems
My + M, = (a,+ a,)%|P?,

wo die Masseneinheit dic Sonnenmasse ist, a4, + 4, in astronomischen
Einheiten (d. h. in Vielfachen der Entfernung der Erde von der Sonne)
und P in Jahren ausgedriickt sein miissen. Wir erhalten daher:

M, + M, = (0,847)3/(0,285)2 =175

und, indem wir diese Masse im oben gefundenen Verhiltnisse 1,26:1
auf die beiden Komponenten verteilen:

M,=4,18 M,—332.

12. In der aus visuellen Messungen abgeleiteten Bahn ergibt sich
die halbe Achse der relativen Bahn (¢, + a,) gleich 0"",0536. Wir haben
oben gesehen, daB in linearem MafBe diese Strecke 0,847 astronomische
Einheiten betrégt. Daher entspricht einer astronomischen Einheit der
Winkel 0”,0632. Die Parallaxe ;zx von Capella ist somit

7=0",0632.

Eine gendherte Parallaxe, die schon frither auf trigonometrischem
Wege bestimmt worden war, stimmt mit dieser gut iiberein, jedoch
diirfte die aus den auf die Bahn beziiglichen Daten abgeleitete Paral-
laxe bei weitem die genauere sein.

Die beobachtete scheinbare Helligkeit der Capella ist 0@,21. Um
daraus die absolute Helligkeit, d. h. die Helligkeit in der normalen
Entfernung von 10 parsec (Parallaxe = 0",1) zu erhalten, miissen wir
zu diesem Werte

5 (=)

5 logyo \0”,1 )
addieren, was uns 0m,21 — 1m 00 = — 0m,79 gibt. Dies stellt die Summe
der Helligkeiten der beiden Komponenten dar. Der Unterschied
ihrer visuellen Helligkeiten wird auf 0m,5 geschitzt. Die abso-
luten visuellen Helligkeiten ergeben sich dann zu: — 0%,26 und
4+ 0m24, da sich diese Werte zu der Gesamthelligkeit — 0m,79
kombinieren.

Dem Spektraltypus nach gehort die hellere Komponente der Klasse
GO an, derselben also, der auch die Sonne angehort. Die effektive
Temperatur der Sonne ist 57409, aber die Theorie sowohl wie die
Beobachtung legen die Vermutung nahe, daB bei einem diffusen Sterne
wie Capella, die gleichen spektralen Charakteristiken bei einer etwas
tieferen Temperatur erscheinen miissen, als bei der Sonne. Wir nehmen
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daher den Wert 5200° fiir die effektive Temperatur der Capella an.
Dies ist natiirlich nur die Randtemperatur des gewaltigen Ofens, und
gibt uns noch keinen Begriff von der ungeheueren Temperatur des
Inneren.

Es ist bequem, die bolometrische Helligkeit einzufiihren, die ein Mal
fir die Warmeintensitdt eines Sternes darstellt, in genau derselben
Weise wie die visuelle Helligkeit ein MaB fiir seine visuelle Intensitit oder
die photographische Helligkeit ein MaB fiir seine photographische In-
tensitdt ist, wobei sich alle diese MafBle auf eine logarithmische Skala
beziehen. Die schwarze Strahlung hat die groBte optische Wirksamkeit,
wenn sie einer Temperatur von 6500 ° entspricht, und der Nullpunkt der
Skala der bolometrischen Helligkeiten wird dementsprechend so ge-
withlt, daB letztere mit der visuellen Helligkeit fiir Sterne gerade dieser
effektiven Temperatur iibereinstimmt. Bei jeder anderen Temperatur
ist eine groBere Menge von Strahlungsenergie erforderlich, um dieselbe
Lichtintensitdt zu erzeugen, so daB die bolometrische Helligkeit groBer
(in GroBenklassen ausgedriickt numerisch kleiner) ist als die visuelle
Helligkeit. Bei 52009 betrigt die Reduktion auf bolometrische Hellig-
keit 0m,10, so daB3 die absolute bolometrische Helligkeit der Capella
gleich

— 0™,26 — 0™,10 = —0™,36

ist. Da die bolometrische Helligkeit die gesamte vom Sterne ausgesandte
Strahlung angibt, und die effektive Temperatur die pro cm?2 ausgesandte
Strahlung ist, konnen wir aus diesen beiden Daten die GroéfSe der
Oberfliche und daher auch den Radius der Capella berechnen. Diese
Rechnung wird am einfachsten unter Benutzung der auf die Sonne
beziiglichen Daten (absolute bolometrische Helligkeit + 4™,9; effektive
Temperatur 5740°, Radius 6,95-101° cm) ausgefithrt. Die Differenz der
absoluten Helligkeiten m wird in das Verhiltnis der gesamten Leucht-
kriafte L mit Hilfe der Formel verwandelt!

5
m—mo=— 510854 (L[Lo).
Andererseits haben wir:
L _ RTY
Lo BeT3°

da die Leuchtkraft proportional zu der vierten Potenz der effektiven
Temperatur ist. Hieraus folgt:

M— e =—351081y (R/Ro)—1010g 4 (To/To) . (12.1)
13. Indem wir die in den folgenden Kapiteln entwickelte Theorie

1 Nach Definition bedeutet eine Anderung von fiinf GroBenklassen eine
hunderfache Zu- oder Abnahme der Leuchtkraft; eine GroBenklasse entspricht

einem Verhiltnisse der Leuchtkrafte von (100)% oder 2,512.
Eddington, Aufbau der Sterne. 2
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auf die Beobachtungsdaten anwenden, erhalten wir die nachstehend
zusammengestellten Resultate?.

Capella (lichtstirkere Komponente).

Parallaxe = 0"’,0632.

Scheinbare visuelle Helligkeit = 4 0m,74.

Spektraltypus = GO.

Effektive Temperatur = 5200°.

Masse = 4,18 » O = 8,30-1033 gr.

Absolute bolometrische Helligkeit = — 0m 36 [5m,26 heller als die
Sonne].

Gesamtstrahlung = 127 X © = 4,80-1032 erg/sec.

Radius = 13,74 X O = 9,55-10'1 cm.

Mittlere Dichte = 0,00227 gr/cm3.

Im Mittelpunkte:

Temperatur = 7,20-108 Grad.

Dichte = 0,0547 gr/cm?.

Druck = 2,23-10%% dyn/cm? = 22 Millionen Atmosphéren.

Von diesem Drucke ist der Bruchteil 0,694 gewshnlicher Gasdruck
und 0,306 Strahlungsdruck.

Die mittlere Temperatur der ganzen Masse ist 4% Millionen Grad.
Eine Kugel mit einem Radius von 0,646 des Sternradius enthilt 93,4%
der Gesamtmasse. An der Oberfliche dieser Kugel sind:

Temperatur = 1,89-108 Grad,

Dichte = 0,00121 gr/cm?,

Druck =-1,07-10** dyn/cm2

Eine Kugel mit einem Radius von 0,831 des Sternradius enthilt
99,5% der Masse. In einem an der Oberfliche dieser Kugel gelegenen
Punkte sind:

Temperatur = 0,81-10% Grad,

Dichte = 0,000107,

Druck = 3,62-10° dyn/cm?.

Die ganze Masse, mit Ausnahme von nur 10%, befindet sich bei einer
Temperatur von {iber einer Million Grad, aber dieser Rest hat eine
duBerst kleine Dichte und nimmt beinahe die Hilfte des Volumens des
Sternes ein. Der groBte Wert des Temperaturgradienten im Inneren
ist 19,1 pro Kilometer, also sehr viel kleiner als der Temperaturgradient
in unserer Atmosphire. Dieser gréBte Wert wird in einem Abstande
vom Mittelpunkte von % des Sternradius erreicht; das Maximum ist
ein sehr flaches, so daB sich der Gradient im ganzen Sterninneren nur
wenig von seinem Maximalwerte unterscheidet.

1 Diese Resultate sind mit einem zentralen Molekulargewichte von 2,1 berechnet
und die Abnahme der Ionisierung nach auBen zu ist durch die Annahme beriick-

sichtigt worden, daB sich das Molekulargewicht proportional zu T~ % andert (§ 94).
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Die Schwerkraft an der Oberfliche betrigt etwa 1/45,2 der Schwer-
kraft an der Oberfliche der Sonne, also etwa 2 der Schwerkraft auf
der Erde. Der absolute Betrag der Schwerkraftsbeschleunigung ist
606 cm-sec~2. Im Inneren wichst sie zunidchst bis zum Vierfachen
dieses Betrages an und fillt dann im Mittelpunkte bis auf Null herab.

Die mittlere Energiebefreiung im Inneren, die notwendig ist, um
die durch Strahlung der Oberfliche verlorengehende Wirme zu er-
setzen, ist 58 erg pro sec und gr. Durch ihre Strahlung verliert Ca-

pella in jeder Sekunde ungefihr 500 Millionen Tonnen ihrer Masse.

Der Strahlungsdruck.

14. Es ist notwendig, ein bei den fritheren Untersuchungen ver-
nachlissigtes Phdnomen zu beriicksichtigen, das auf das Gleichgewicht
eines Sternes einen betrichtlichen EinfluB haben kann, nidmlich den
Strahlungsdruck. Es ist wohl bekannt, daB elektromagnetische Wellen,
also auch Lichtwellen, Masse und Impuls besitzen und daher auf jedes
sich auf dem Wege ihrer Ausbreitung befindliche Hindernis eine Kraft
ausiiben. Gewdhnlich ist dieser Strahlungsdruck auBerordentlich klein
und kann nur durch 4duBerst feine terrestrische Experimente nach-
gewiesen werden; im Inneren eines Sternes aber ist die Intensitdt der
Strahlung so groB, dafB dieser Druck bei der Untersuchung der Gleich-
gewichtsbedingungen der Materie keineswegs als verschwindend klein
betrachtet werden darf. In einem inneren Punkte teilen sich Strahlungs-
druck und Gasdruck in der Aufgabe, das Gewicht der hoherliegenden
Schichten der Materie zu tragen. Der Strahlungsdruck ist der vierten
Potenz der Temperatur proportional; er betrigt

2550 Atmosphiren bei 10000000,
25500000 Atmosphiren bei 10000000°,

Die nach auBen strémende Strahlung kann daher mit einem Winde
verglichen werden, der durch den Stern blidst und ihn, gegen die Wir-
kung der Schwere, auszudehnen bestrebt ist. Die spiter zu entwickeln-
den Formeln geben uns die Méglichkeit, den Bruchteil des Gewichtes
der Materie, der durch diesen Wind getragen wird, sowie das auf den
Gasdruck entfallende Restgewicht zu berechnen. In erster Anndherung
stehen beide in allen Teilen des Sternes in einem konstanten Verhalt-
nisse zueinander. Dieses Verhiltnis hingt weder von der Dichte noch
von der Opazitit des Sterns ab?!, sondern nur von seiner Masse und

1 Die Unabhingigkeit des Strahlendruckes von der Opazitit kann auf den
ersten Blick paradox erscheinen, da bei einem gegebenen Strahlungsstrome durch-
sichtiges Material natiirlich weniger Widerstand leistet und daher auch eine kleinere
Druckkraft erfahrt als undurchsichtiges Material. Diese Wirkung wird aber
dadurch kompensiert, daB der Strahlungsstrom mit der Durchsichtigkeit des Ma-
terials wachst.

D%

P
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dem Molekulargewichte. Ubrigens sind alle zu seiner Berechnung er-
forderlichen physikalischen Konstanten im Laboratorium gemessen
worden, so daB gar keine astronomischen Daten herangezogen zu wer-
den brauchen. Wir kénnen uns vorstellen, daB ein auf einem von dich-
ten Wolken umhiillten Planeten befindlicher Physiker, der niemals
von den Sternen etwas gehort hitte, sich die Aufgabe stellen
konnte, das Verhiltnis von Strahlungsdruck zu Gasdruck fiir eine
Reihe von Gaskugeln verschiedener GroBe zu berechnen und, etwa mit
einer Kugel der Masse 10 gr anfangend, dieses Verhiltnis dann der
Reihe nach fiir Kugeln von 100 gr, 1000 gr usw. berechnen wiirde,
so daf} seine n-te Kugel eine Masse von 10" gr hitte. Tabelle 2 gibt
den uns interessierenden Teil seiner Resultate.

Tabelle 2.

Der Kugel Strahlungsdruck Gasdruck
30 0,00000016 ‘ 0,99999984
31 0,000016 0,999984
32 0,0016 0,9984
33 0,106 0,894
34 0,570 0,430
35 0,850 0,150
36 0,951 0,049
37 0,984 0,016
38 0,9951 0,0049
39 0,9984 0,0016
40 0,99951 0,00049

Der iibrige Teil der Tabelle wiirde iiberwiegend aus langen Ketten
der Zahlen 9 und 0 bestehen. Aber gerade fiir das Massenintervall,
das etwa zwischen der 33. und der 35. Kugel liegt, wird die
Tabelle interessant, um dann sehr bald wieder zu den Zahlen 9 und 0
zuriickzukehren. Als ein Ringen zwischen Materie und Ather betrachtet
(Gasdruck und Strahlungsdruck) ist der Kampf ein hoffnungslos ein-
seitiger, mit Ausnahme des Bereiches zwischen Nr. 33—35, wo wir auf
interessante Ereignisse gefaft sein diirfen.

Die ,,Ereignisse“ sind die Sterne.

Nun ziehen wir den Wolkenvorhang zuriick, hinter dem unser
Physiker gearbeitet hat, und erlauben ihm auf den Himmel zu schauen.
Da wird er tausend Millionen Gaskugeln erblicken, deren Massen
beinahe alle zwischen seiner 33. und seiner 35. Kugel liegen —
d. h. zwischen } und 50 Sonnenmassen. Der leichteste uns bekannte
Stern hat eine Masse von etwa 3-10%2gr und der schwerste von etwa
2-10%% gr. Die Mehrzahl liegt zwischen 10%% und 103%gr. wo der
Strahlungsdruck den Gasdruck ernstlich zum Zweikampfe herauszufor-
dern beginnt.

15. Es ist bemerkenswert, da3 sich die Einheiten, in die sich die
Weltmaterie urspriinglich zusammengeballt hat, ithrer Masse nach so sehr
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gleichen. Die Sterne weichen voneinander in bezug auf ihre Leuchtkraft,
ihre Dichte und ihre physikalischen Bedingungen in weiten Grenzen ab,
aber sie enthalten meistenteils ungefihr dieselbe Menge von Materie.
Es sieht beinahe so aus, als ob die Natur, beim Erzeugen von Sternen,
ein normales Modell vor Augen gehabt und keine starken Abweichungen
(abgesehen von einzelnen Fillen, in denen ihre Wachsamkeit erlahmt
ist) geduldet hitte. Die grofte beobachtete Schwankung (etwa § bis
100 Sonnenmassen) gibt keine zutreffende Vorstellung von der tat-
sichlich herrschenden Gleichférmigkeit in bezug auf Masse; unsere
Beobachtungsmethoden begilinstigen eine Auswahl der die Ausnahmen
bildenden Individuen — sehr lichtstarke Sterne, die besonders groBe
Massen haben, und Doppelsterne, in denen sich die urspriingliche Ein-
heit geteilt hat — aus der nach vielen Millionen zihlenden Menge der
Sterne normaler GroéBe. Ich glaube, dafl ein Massenintervall von 5: 1
iiber 90% samtlicher Sterne enthalten wiirde.

Die Ursache dieser Gleichférmigkeit kénnen wir schon in ihren
Umrissen erkennen, obwohl die Einzelheiten der Erklarung noch ganz
im Dunkeln liegen. Die Schwerkraft ist es, welche die Materie sammelt
und, indem sie immer mehr und mehr Material zusammentrigt, be-
strebt ist, Kugeln von riesiger Gré8e aufzubauen. Im Gegensatze zu
ihr miissen wir den Strahlungsdruck als die wichtigste auseinander-
treibende Kraft betrachten®. Nur wenn die Masse die Gré8enordnung
von 103%% gr erreicht hat, tritt dieser die sammelnde Wirkung der
Gravitation kreuzende Faktor, der bis dahin unmerklich geblieben war,
in Erscheinung; aber dann fidngt er an, rasch zu wachsen. Die Zu-
nahme des relativen Wertes des Strahlungsdrucks in Tabelle 2 ist ein MaB
fir das Wachsen der der Einheit des Sternes drohenden Gefahr. Die
Stabilitat einer dem Strahlungsdrucke unterworfenen Fliissigkeitsmasse
ist noch nicht untersucht worden; da uns aber einige Sterne bekannt sind,
fiir die sich ein Strahlungsdruck vom Betrage von 80 bis 90% des Ge-
samtdrucks ergibt, darf wohl angenommen werden, daB3 er allein noch
nicht imstande ist, eine Instabilitit hervorzurufen. Er vermag aber

1 Ein mathematischer Beweis kann hierfiir nicht gegeben werden, und die
Annahme, daB ein hoher Strahlungsdruck fiir den Stern gefiahrlich ist, beruht
nur auf der numerischen Ubereinstimmung. Wir wissen, daf ein Stern ohne
Strahlungsdruck stabil ist (auBer wenn die Rotation sehr schnell erfolgt), aber
die Stabilitat eines Sternes bei Strahlungsdruck ist noch niemals eingehend unter-
sucht worden. Es ist zwar richtig, daB sich die Strahlung in vieien Beziehungen
wie ein Gas verhilt, so daB wir zunichst keinen Grund dafiir sehen, warum
ihr Druck explosiver wirken sollte, als der Gasdruck; aber die Untersuchungen
v. Zeipel’s (§ 198) zeigen, daB sie gewisse Wirkungen auf das Gleichgewicht eines
Sternes ausiibt, die bei der Untersuchung der gewthnlichen Stabilitatsbedingungen
rotierender Massen nicht auftreten. Ich lege den in diesem Paragraphen ent-
haltenen Andeutungen iiber die Art dieser Einwirkungen keine besondere Bedeu-
tung bei, da sie lediglich der Veranschaulichung der Verhiltnisse dienen
sollen.
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wohl eine Zerstorung des Sternes durch eine hinzukommende kleine Ro-
tation oder Inhomogenitit oder Stérung der Symmetrie zu begiinstigen,
so daB die Wahrscheinlichkeit des Weiterbestehens eines Sternes um
so kleiner wird, je grofer seine Masse geworden ist. Als plausible Werte
kénnen wir etwa folgende betrachten: Unter 15% wird der Strahlungs-
druck keinen betrichtlichen Einflufl gewinnen, und die Gravitation wird
bis zu derentsprechenden Masse ziemlich ungestért aufbauenkénnen, wenn
sich der Stern nicht schon frither, wegen sehr groBer Rotationsgeschwin-
digkeit, nach der bekannten Theorie, in zwei Komponenten aufspaltet;
ein Strahlungsdruck von 50% wiirde aber schon eine ernste Gefahr
bedeuten, und die entsprechende Masse wiirde nur unter aulerordentlich
rubigen Verhiltnissen erreicht werden kénnen. Wir kénnen uns zu-
nichst noch keine bestimmten Vorstellungen iiber das Stadium in der
Entstehungsgeschichte eines Sternes bilden, in dem der Massenansamm-
lung durch die Wirkung oder die Drohung des Strahlungsdruckes eine
Grenze gesetzt wird. Wir konnen gegenwirtig nur auf die bedeutsame
Tatsache hinweisen, daB sich die Sternmassen um denjenigen Punkt
hidufen, wo der Strahlungsdruck die Sicherheit zu gefdhrden anfangt, und
daBl groBere Massen in rasch abnehmenden Zahlen vorkommen, als ob
ihr Fortbestehen nur unter selten vorkommenden Bedingungen erlaubt
wire. Dieses Zusammentreffen veranla3t uns, gerade im Strahlungsdrucke
den Faktor zu erblicken, der das Chaos in Sterne aufgespalten hat.
Es kann noch bemerkt werden, daB bei kleinerem Molekulargewichte
dieselben Verhiltnisse erst bei groBeren Massen eintreten, so daB ein
niedriges Molekulargewicht die Bildung von groen Massen beginstigt.
Ein Blick auf Tabelle 1 zeigt nun, daB, obwohl die chemische Zusammen-
setzung im allgemeinen nur wenig das Molekulargewicht beeinflu3t, ein
UberschuB3 an Wasserstoff letzteres doch betrichtlich herabdriicken
wiirde. Es ist nicht ganz ausgeschlossen, dall die Sterne von aus-
nahmsweise groBer Masse gerade diejenigen sind, die aus einem an
Wasserstoff zufillig besonders reichhaltigen Material entstanden sind.
Es muB noch hinzugefiigt werden, daB in Tabelle 2 (die einer Ver-
offentlichung des Verfassers aus dem Jahre 1923 entnommen ist) der
fir das Molekulargewicht angenommene Wert gleich 4 ist, wéhrend
gegenwirtig fiir normale Sterne der Wert 2.2 als der wahrscheinlichste
betrachtet wird. Um zu diesem iiberzugehen, miissen wir die Massen
mit (4/2,2)2 = 3,3 multiplizieren. Dadurch wiirde die numerische
Ubereinstimmung allerdings etwas weniger eindrucksvoll werden. Aber
jeder Stern hat notwendig ein kiihles, diffuses (vor-stellares) Stadium
durchgemacht, in dem die Ionisierung kleiner und das Molekular-
gewicht hoher war, und es diirfte verniinftig sein, die Berechnung ge-
rade fiir diese, fiir sein Leben gefihrlichste Periode zu machen!. Auf

1 Andererseits wiirde der stérende EinfluB der Rotation erst in einem spiteren
Stadium Bedeutung gewinnen koénnen.
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diese Weise kann der Wert 4 gerechtfertigt werden. Es gibt noch
eine andere Moglichkeit. Gegenwirtig wird die Frage ernstlich erértert,
ob die Masse eines Sternes im Laufe seiner Entwicklung nicht betricht-
lich abnimmt, indem sie die Energie fiir seine Ausstrahlung liefert. In
diesem Falle wiirde die mitgeteilte Berechnung nur die Anfangsmassen
der Sterne voraussagen und es miiite der Massenverbrauch bei einem
Vergleiche mit den wirklichen Sternen beriicksichtigt werden. Dieser
Punkt wird in § 214 niher erértert werden. Dort wird gezeigt, daBl das
Massenintervall, in dem die dewm frithesten diffusen Stadium angehorigen
Sterne liegen, mit dem in bezug auf Strahlungsdruck kritischen Inter-
vall sehr genau zusammenfallt.

16. Ebenso wie der Druck in einem Sterne zu einem Teile als Druck
von Atherwellen, zu einem anderen Teile als solcher materieller Mo-
lekeln betrachtet werden muB, zerfillt auch sein Wiarmevorrat in einen
atherischen und einen materiellen Teil. Das Verhiltnis von 4therischer
zu materieller Warme weicht nur wenig von dem Verhiltnisse des
Atherischen zum materiellen Drucke ab; in der Tat sind beide Ver-
hiltnisse, wenn die adiabatische Konstante des Materials y = 3 ist,
einander gleich. Wir stoBen daher bei Massen, die 1032 gr iibersteigen,
auf vollig neue Verhiltnisse, fiir die uns unsere im Laboratorium an
erwarmten Koérpern gewonnene Erfahrung kein einziges Beispiel liefert:
anstatt wie hier zum allergréBten Teile in den Bewegungen und inneren
Schwingungen der Molekeln enthalten zu sein, tritt ein betrichtlicher
Teil der Warme in Form von Atherwellen auf. Diese Wellen rasen in
allen Richtungen durch das Innere des Sterns. Sie werden durch die
Materie wie durch ein Sieb gefangen gehalten, so daf sie nur langsam
in den duBeren Raum durchsickern kénnen. Auf ihrem Wege zur Frei-
heit wird eine Atherwelle von einem Atome eingefangen und absorbiert,
dann wieder in einer neuen Richtung herausgeschleudert und an ein
anderes Atom weitergegeben; sie wird auf diese Weise Jahrhunderte
lang im Labyrinth von Atomen herumirren miissen, bis sie zufillig an
die Grenze des Sternes gerdt und nun auf einmal die Freiheit erlangt,
sich unbeschrinkte Zeit ungestért durch den Raum fortpflanzen zu
konnen, bis sie irgendeine entfernte neue Welt erreicht, und, indem sie
auf das Auge eines Astronomen fillt, ihm davon Kunde bringt, dall
in den Tiefen des Weltraumes ein Stern leuchtet. Nun findet in jedem
beliebigen erwidrmten Korper ein stindiger Umsatz von materieller
Wirme in 4dtherische Wiarme und umgekehrt statt. In einer rotglithen-
den Eisenmasse z. B. muB die materielle Wirme natiirlich zuerst in
dtherische {ibergehen, damit eine Ausstrahlung iberhaupt méglich ist.
Aber die in einem heiBen Metallstiick zu jeder Zeit eingeschlossene
dtherische Warme betragt kaum ein Billionstel seines gesamten Wiarme-
vorrats; nur in den Sternen erlangt der dtherische Wirmeteil eine mit
dem materiellen gleiche Bedeutung. Bei kleinen Massen erfolgt die
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Ausstrahlung sozusagen aus der Hand zum Mund; aber ein Stern hilt
einen tausendjihrigen Vorrat stets bereit, und seine Ausstrahlung ist
ein Durchsickern von Atherwellen aus diesem Vorrate. Durch dieses
Bild wird uns auch die Notwendigkeit des Uberganges von der ur-
spriinglichen LAxEschen Theorie des Konvektionsgleichgewichtes zur
Theorie des Strahlungsgleichgewichtes verstindlich. Die &lteren For-
scher hielten die Existenz von Konvektionsstromen fiir notwendig, damit
immer neue Vorridte von materieller Wiarme an die Oberfliche gelangen
kénnten, um dort in Strahlung umgewandelt zu werden. Fiir unsist das
Problem das entgegengesetzte: wir haben zu erkliren, wie es der Stern
fertig bringt, seinen Vorrat an dtherischer Warme so einzuddmmen, daB3
kein groBerer Teil von ihm entweicht, als uns die Beobachtungen zeigen.

Das Innere eines Sternes.

17. Das Innere eines Sternes ist ein wiistes Gewirr von Atomen,
Elektronen und Atherwellen. Wir miissen schon die allerneuesten Ent-
deckungen der Atomphysik zu Hilfe nehmen, um den tollen Reigen in
seinen verwickelten Einzelheiten verfolgen zu kénnen. Wir hatten uns
anfinglich vorgenommen, das Innere eines Sternes zu erforschen, aber
bald sehen wir, daBl wir eigentlich mit der Erforschung des Inneren
der Atome beschiftigt sind. Man versuche sich den Wirrwarr vor-
zustellen! Zerzauste Atome, die nur noch spérliche Fetzen ihrer ihnen
im Gedringe vom Leibe heruntergerissenen zierlichen FElektronen-
mintel tragen, rasen herum mit Geschwindigkeiten von 50 Meilen in
der Sekunde. Verlorene Elektronen sausen noch hundertmal schneller
an uns vorbei, auf der Suche nach einem neuen Zufluchtsorte. Obacht!
Beinahe wire ein in die Nihe eines Atomkernes geratenes Elektron mit
diesem zusammengestoBen; aber es sammelt Schwung und fliegt an ihm
in einer scharfen Kurve vorbei. Tausendmal entgeht das Elektron
solchen Gefahren im Laufe eines 10-10 Teiles einer Sekunde; zuweilen
rutscht es beim Beschreiben der Kurve aus, fliegt aber trotzdem weiter
mit vergroBerter oder verminderter Energie. Dann kommt ein schlim-
merer Rutsch als gewshnlich; das Elektron ist richtig gefangen und an
das Atom gebunden, seine freie Laufbahn ist zu Ende. Aber nur fiir
einen Augenblick. Kaum hat das Atom den neuen Skalp an seinem
Gurte befestigt, da kommt schon ein Quant Atherwellen dahergerast.
Mit einer groBen Explosion fliegt das Elektron wieder heraus, neuen
Abenteuern entgegen. An einer anderen Stelle treffen zwei Atome
voll aufeinander und prallen zuriick, wobei ihre spirlichen Kleidungs-
reste noch weitere Einbulle erleiden.

Angesichts dieses Schauspiels fragen wir uns unwillkiirlich, ob dies
wirklich das feierliche Drama der Sternentwicklung sein kann? Es
erinnert mehr an die heitere Nummer eines Tingeltangels, bei der das
Tischgeschirr zerschlagen wird. Die derbe Posse der Atomphysik scheint
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auf unsere dsthetischen Ideale wenig Riicksicht zu nehmen; in Wirk-
lichkeit aber ist alles nur eine Frage der Zeitskala. Die Bewegungen
der Elektronen sind nicht minder harmonisch als die Bewegungen der
Sterne, jedoch in einem anderen raumzeitlichen MaBstabe und die
Sphirenharmonie wird hier auf einer Klaviatur gespielt, die 50 Oktaven
hoéher gestimmt ist. Um die Eleganz der Prozesse empfinden zu kénnen,
miissen wir die Handlung verlangsamen, oder unseren Verstand beschleu-
nigen; genau so wie die Zeitlupe im Film die wuchtigen Schlidge eines Box-
kampfers in duBerst graziése — und langweilige — Bewegungen auflost.

Was ist nun das Resultat dieses ganzen Trubels? Ein duBerst ge-
ringes. Wenn wir nicht eine auBerordentlich lange Zeit ins Auge fassen,
bleibt der allgemeine Zustand des Sternes ganz unveridndert. Genau
so viele Atome werden ausgebessert, als zerschlagen werden; genau so
viele Strahlungsbiindel werden ausgesandt, als absorbiert werden; genau
so viele Elektronen werden eingefangen, als unter Explosionen heraus-
geschleudert worden sind. Trotz der groBen Eile erreichen die Atome
und Elektronen niemals ein Ziel; sie dndern nur ihre gegenseitigen
Lagen. Die Atherwellen sind die einzigen Elemente der Bevélkerung,
die tatsichlich etwas vollbringen ; trotzdem sie scheinbar planlos herum-
rasen, bewegen sie sich in Wirklichkeit langsam nach auflen. Dieser
FluB wiirde, wenn er unkompensiert bliebe, eine allmihliche Anderung
des ganzen Zustandes des Sternes herbeifiihren, die allerdings sehr
langsam, aber immerhin, wie wir glauben, zu schnell erfolgen wiirde,
um mit den Beobachtungsergebnissen vertriglich zu sein. Es ist
daher notwendig, die Annahme zu machen, daB im Inneren des Sternes
in irgendeiner Weise subatomare Energie befreit wird, die den Vorrat
an Strahlungsenergie aufrechterhilt. Damit wird auch eine allmihliche
Verwandlung der Materie des Sternes angenommen, die uns aber an
dieser Stelle kaum zu beschiftigen braucht. Die Frage, die wir hier
aufkliren wollen, besteht vielmehr darin, warum dieses Gedringe von
Atomen, Elektronen und Atherwellen fiir den Astronomen eine prak-
tische Bedeutung gewinnt, trotzdem jeder ProzeB scheinbar nur das
Ziel verfolgt, die Arbeit anderer Prozesse wieder riickgingig zu machen.
Und im besonderen, wie kann die Absorption von Atherwellen zu einem
bestimmten Ergebnisse fiihren, da doch fiir jede absorbierte Strahlungs-
menge eine gleiche Menge Strahlungsenergie wieder emittiert wird?
Wir kénnen uns einen Stern als eine Uberlagerung von zwei Korpern
denken — eines materiellen (Atome und Elektronen) und eines atheri-
schen (Strahlung). Der materielle Kérper befindet sich in dynami-
schem Gleichgewichte, der #therische dagegen nicht; die Gravitation
sorgt dafiir, daB die Materie nicht herausstrémt, ein Ausstrémen von
Strahlung findet aber tatsichlich statt. Wenn keine Wechselwirkung
zwischen den beiden Korpern vorhanden wire, wiirde sich der ganze
Vorrat an Strahlung in wenigen Minuten verfliichtigen; nur dem Um-
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stande, daB diese durch die Prozesse der Absorption und Emission an
den materiellen Kérper gebunden ist, ist der langsame Verlauf des
Diffusionsprozesses der Strahlung zu verdanken. Die Absorption mit
unmittelbar darauffolgender Emission 148t zwar die Menge der Strahlung
unverdndert, ruft aber doch den folgenden Effekt hervor: eine Strah-
lungsmenge, in der die nach auBen gerichtete Strahlung ein wenig
iiberwiegt, wird dem &therischen Korper entzogen und ihm sofort
wieder zuriickgegeben, jedoch ohne diese Bevorzugung einer Richtung.
Je schneller diese Verwandlungen aufeinanderfolgen, um so stirker
wird der nach auflen gerichtete Strom gebremst. Dies entspricht dem
von uns schon frither erreichten Schlusse, dal der dem Ausstréomen
der Strabhlung entgegenwirkende Faktor der Absorptionskoeffizient
oder die Opazitit der Sternmaterie ist.

Opazitit der Sternmaterie.

18. Um die Opazitit — d.h. den die Ausstrahlung hemmenden
Faktor zu bestimmen, miissen wir die physikalischen Theorien der
Absorption heranziehen. Die Frage, die wir dem Physiker vorlegen
miissen, lautet etwa folgendermalBen: wenn eine Schicht Materie von
einem Zentimeter Dicke und bekannter Dichte und Temperatur ge-
geben ist, auf die von einer Seite Strahlung auffillt, welches ist der
Bruchteil dieser Strahlung, der dann von der Schicht durchgelassen
wird? Bevor der Physiker diese Frage beantwortet, ist er allerdings
berechtigt, seinerseits an uns die Frage zu richten: was fiir Materie soll
denn gegeben sein? Fragt er das, dann sind wir erledigt, denn wir
wissen wenig oder nichts von der Zusammensetzung des Materials, aus
dem die Sterne aufgebaut sind. Wir haben keinen Grund anzuneh-
men, daB die spektroskopische Untersuchung der Oberflichenschichten
uns iber die Zusammensetzung des Inneren irgendwelchen Aufschluf3
geben konnte. Gliicklicherweise besteht der Physiker nicht auf dieser
Frage, sondern ersetzt sie durch eine andere, nimlich: Wie soll die
Strahlung beschaffen sein? Darauf kénnen wir antworten. Die Strah-
lung im Inneren des Sternes befindet sich virtuell in einem Hohlraume
mit Winden, deren Temperatur konstant bleibt; ja die idealen Be-
dingungen eines Hohlraumes sind sogar in einem Sterne viel genauer
realisiert, als in dem allerbesten Laboratoriumsexperimente auf der
Erde. Die Zusammensetzung der Strahlung in einem Hoblraume —
die relativen Mengen von Strahlen verschiedener Frequenzen —héngt nur
von der Temperatur ab und wird durch das PLaNcKksche Gesetz bestimmt.

Bei der im Inneren der Capella, sowie aller typischen Sterne, herr-
schenden Temperatur von mehreren Millionen Grad besteht die Strah-
lung aus Réntgenstrahlen. Ein Physiker wiirde diese Strahlen als
ziemlich weiche Roéntgenstrahlen klassifizieren, von gréBerer Wellen-
lange und geringerem Durchdringungsvermdégen als die in der Rént-
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genographie (Radiographie) gewdhnlich benutzten. Z. B. liegt bei
10000000° die Hauptstrahlung zwischen den Wellenlingen 3 A und
9 A, und wir miissen daher den Absorptionskoeffizienten der Materie
in erster Linie fiir Strahlung dieser Art untersuchen. Solche Réntgen-
strahlen kénnen im Laboratorium erzeugt werden, so daB ihre Eigen-
schaften experimentell untersucht werden kénnen. Es liegt nahe, den
Absorptionskoeffizienten gewohnlicher irdischer Stoffe mit dem nach
der hier zu schildernden Methode fiir die Sternmaterie ermittelten Ab-
sorptionskoeffizienten zu vergleichen. Wir erinnern daran, da unser
vornehmlichstes Ziel bei dieser Untersuchung die Ermittelung der
Temperaturverteilung und der Opazitit im Inneren eines Sternes ist,
um daraus den gesamten den Stern verlassenden Strahlungsstrom ab-
zuleiten; umgekehrt kénnen wir aber auch, wenn uns der Temperatur-
gradient und die Ausstrahlung bekannt sind, aus diesen die Opazitit
berechnen. Fiir die Capella ist der Temperaturgradient auf Grund der
oben skizzierten Theorie gefunden worden, wihrend die Ergiebigkeit
ihrer Strahlung bolometrisch gemessen oder (wahrscheinlich mit gré-
Berer Genauigkeit) aus ihrer Leuchtkraft erschlossen werden konnte.
Die hieraus berechnete durchschnittliche Opazitit in einem inneren
Punkte ergibt sich zu etwa 100 c. g. s. Einheiten. Um uns eine an-
schauliche Vorstellung von der Bedeutung dieses Wertes zu verschaffen,
wollen wir uns in das Innere der Capella begeben und eine Gegend
aufsuchen, wo die Dichte denselben Wert hat, wie in unserer Atmo-
sphiare. Hier betrachten wir eine Gasschicht von 6 Zoll Dicke. Von
der auf diese von einer Seite auffallenden Strahlung werden % absor-
biert und nur % durchgelassen. Dies scheint eine sehr betrichtliche
Opazitdt zu bedeuten, wenn wir sie mit dem Transmissionsvermogen
der Gase fiir Licht vergleichen; dem experimentellen Physiker ist aber
wohl bekannt, wie stark die weicheren Réntgenstrahlen schon durch
eine Luftschicht von wenigen Zentimetern absorbiert werden. In
Tabelle 3 fithren wir einige Beispiele der im Laboratorium bestimmten
Absorptionskoeffizienten fiir Réntgenstrahlen an, die mit dem fiir
Capella gefundenen Werte 100 verglichen werden mégen.

Tabelle 3. Massen-Absorptionskoeffizienten fiir Réntgenstrahlen?.
| T H |

Wellenlange Luft ‘ Al ‘ Cu | Ag
L
0.5 0,5 | 20 19 | 12
1,0 3.2 14 | 140 i 82
1.5 9,2 46 52 260
2,0 19 110 120 580
3,0 53 360 350 —
5,0 190 1600 — —

1 Aus M. SIEGBAHN: Die Spektroskopie der Roéntgenstrahlen, Anhang,
Tabelle III.
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Der stellare Wert erweist sich somit als von derselben GroéBen-
ordnung wie die im Laboratorium bestimmten Werte.

19. Eine genauere Betrachtung der Tabelle lehrt, daB der Zu-
sammenhang der stellaren Opazitdt mit der irdischen doch kein so
unmittelbarer sein kann, wie man auf den ersten Blick zu glauben
geneigt wire. Man sieht, daB die irdische Opazitat mit der Wellen-
lange sehr schnell zunimmt; abgesehen von einigen Unstetigkeiten (die
durch die Kolonne fiir Cu veranschaulicht werden) wichst die Opazitit
ungefihr proportional zu der dritten Potenz der Wellenlinge. Nun
ist aber die mittlere Wellenlinge in der Capella betrichtlich gréBer,
als alle in der Tabelle enthaltenen, und es ist daher klar, daB3, wenn wir
Werte der Absorptionskoeffizienten z. B. fiir die Wellenlinge 7 A ge-
nommen hitten, diese betridchtlich gréBer als 100 gewesen wiren.

Des weiteren miite, wegen des starken Ganges mit der Wellen-
lange, die Opazitit eines Sternes auch sehr stark mit der inneren Tem-
peratur variieren, da die mittlere Wellenlinge umgekehrt proportional
der Temperatur ist. Dies stimmt keineswegs mit den astronomischen
Beobachtungen iiberein, es erweist sich vielmehr, daB die ganze Reihe
der Riesensterne, vom M-Typus bis zum A-Typus, trotz der groBen
Unterschiede der inneren Temperaturen, nahezu die gleiche Opazitit
zeigt.

Es besteht also irgendein Unterschied zwischen den Bedingungen in
einem Sterne und im Laboratorium, der die Absorption von Réntgen-
strahlen beeinfluBt. Es ist auch nicht schwer einzusehen, worin dieser
zu suchen ist. Der grundsitzliche Unterschied ist die auBerordentlich
hohe Temperatur des Sternmaterials; es ist wohl naheliegend (aber
irrefiihrend) zu glauben, daBl die Temperatur keinen starken EinfluB3
auf einen Prozel haben kann, der, wie die Absorption, von den indivi-
duellen Atomen ausgefithrt wird, wobei jcdes scinen selbstindigen
Beitrag, unabhingig von der Anwesenheit anderer Atome, zu dem
Gesamtprozesse liefert. Haben wir denn wirklich in beiden Féllen mit
gleichartigen Atomen zu tun? Das hingt davon ab, wie wir das Wort
Atom definieren. Der Atomkern, den wir als fiir das Element charak-
teristisch ansehen, ist unveridndert, und in diesem Sinne kodnnen wir
sagen, daB im Sterne dieselben Elemente vorhanden sind wie auf der
Erde. Verstehen wir aber unter einem Atom das gesamte System von
Kern und Begleitelektronen, dann miissen wir sagen, da die Atome
in den Sternen nicht dieselben sind wie auf der Erde. Der groBte Teil
dieses den Kern umkreisenden Systems ist in der Sternmaterie ab-
gebaut. Die ,,Billardkugel‘-Atome von etwa 10~8 cm Radius, die uns
von dem Bilde der irdischen Gase her so geldufig sind, existieren in
den Sternen nicht mehr; und insbesondere finden diejenigen Eigen-
schaften irdischer Gase, die auf der betrichtlichen GréBe der Gasatome
beruhen (Grenze der Kompressibilitit), keine unmittelbare Anwendung
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mehr auf die Sterne. Fiir alle auf die Absorption und Opazitit be-
ziiglichen Fragen gewinnt die Verstiimmelung des Elektronensystems
des Atoms eine ausschlaggebende Bedeutung, weil es gerade dieses
System ist, welches den Mechanismus der Absorption enthilt.

Bei den Elementen mittleren Atomgewichts wird die Absorption
von Rontgenstrahlen im wesentlichen von den zehn innersten Elek-
tronen ausgefithrt, die in zwei Gruppen eingeteilt werden, nimlich
2 K-Elektronen und 8 L-Elektronen. Die duBeren Elektronen sind nur
an der Absorption groBerer Wellenldngen (einschlieBlich des sichtbaren
Lichtes) beteiligt; ihr Verlust kann das Absorptionsvermégen des
Atoms fiir Rontgenstrahlen nicht ernstlich beeintriachtigen. Die Ver-
stimmelung greift aber auch auf die zehn inneren Elektronen iiber,
die sonst bei der Absorption von Réntgenstrahlen im Sterne titig ge-
wesen wiren; und dadurch wird das Absorptionsvermdgen des Atoms,
im Vergleiche zu demjenigen irdischer Atome, natiirlich herabgesetzt.
Die Absorption ist selbst eine Ursache des Verlustes von Elektronen,
so daB3 gerade derjenige absorbierende Mechanismus, der unter den be-
stehenden Bedingungen besonders stark beansprucht wird, auch die
grofBten Zerstorungen aufweisen wird. Es findet in der Tat ein Sit-
tigungseffekt statt.

Wir kénnen den Unterschied zwischen irdischer und stellarer Ab-
sorption noch von einem anderen Standpunkt aus betrachten. Wenn
Atherwellen auf ein Atom fallen, werden sie nicht ununterbrochen
absorbiert. Das Atom wartet ruhig eine giinstige Gelegenheit ab, und
schluckt dann plétzlich ein ganzes Quant auf einmal herunter. Der
Bissen ist fiir das Verdauungsvermogen ‘des Atoms zu gro8; folglich
platzt das Atom auseinander. Eines seiner Begleitelektronen fliegt mit
grofer Geschwindigkeit heraus, und nimmt mit sich die iiberschiissige
Energie, die das Atom nicht assimilieren konnte. Nun ist das Atom,
als Falle fiir diese spezielle Absorptionsart, erledigt und muB eine Zeit-
lang unbeteiligt die Quanten vorbeifliegen lassen. Natiirlich kénnten
solche Zersprengungsvorginge nicht unbeschrinkte Zeit fortgesetzt
werden, wenn nicht irgendwelche entgegengesetzte Prozesse der Aus-
besserung von Atomen vorhanden wiren. Das Atom muB eines der
vorbeifliegenden freien Elektronen einfangen und es zwingen kénnen, bei
ihm zu bleiben, um die Bresche auszufiillen. Dann ist die Absorptionsfalle
wieder aufgespannt, und das Atom ist zur Absorption eines neuen Quants
bereit. Die Emission von Strahlung findet gerade wihrend dieses
Reparaturprozesses statt, da das freie Elektron iiberschiissige Energie
besitzt, die ausgestrahlt werden muB. Jeder Explosion muB eine Aus-
besserung entsprechen, daher jeder Absorption eine Emission.

Im Laboratorium kénnen wir wohl Réntgenstrahlen von der in den
Sternen vorkommenden Art erzeugen, aber nicht von derselben In-
tensitdt. Wir kénnen daher den Versuch, die Atome mit Quanten zu
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futtern, nur in einem sehr langsamen Tempo ausfithren. Lange bevor
das Atom die Gelegenheit bekommt, einen neuen Bissen zu schlucken,
hat es schon Zeit gehabt, seine Falle auszubessern und ist wieder in
Bereitschaft. In den Sternen dagegen fliegen die Roéntgenstrahlen in
solchen Mengen vorbei, daB die Atome iiberfiittert sind und die zahl-
reichen sich ihnen bietenden Gelegenheiten nicht ausniitzen kénnen.
In dem Augenblicke, in dem die Falle aufgestellt ist, wird sie schon
wieder gesprengt. Zu jeder gegebenen Zeit ist nur ein kleiner Bruchteil
der Absorptionsfallen gebrauchsfertig und der Absorptionskoeffizient
erscheint in demselben Verhaltnisse herabgesetzt. Dieser Sattigungs-
effekt ist fiir den Abfall des stellaren Koeffizienten gegeniiber den aus
Tabelle 3 extrapolierten Werten verantwortlich. Die irdischen Experi-
mente sind im wesentlichen so eingerichtet, daf} sie die Fahigkeit des
Atoms, Rontgenstrahlen einzufangen, zu messen gestatten, wahrend die
astronomischen seine Fahigkeit messen, sich nach der Absorption
wieder zu erholen. Die Nahrungsmenge, die ein hungriger Jager ver-
zehrt, hingt von seiner Kunst ab, das Wild zu fangen; bei dem wohl-
habenden Biirger dagegen hingt sie nur von der Giiteseiner Verdauungab.

Bei der Erforschung der Sterne erweist es sich daher als zweckmaBi-
ger, nicht den Prozel der Zersprengung, sondern den Proze der Aus-
besserung (Einfangen von Elektronen) in den Vordergrund zu stellen.
Mit anderen Worten sind es nicht Absorptionskoeffizienten, sondern
Emissionskoeffizienten, denen wir unsere Aufmerksamkeit zuwenden
miissen. Bei einem Sterne, der sich im Gleichgewichte befindet, miissen
sich Absorption und Emission gegenseitig kompensieren, so daB es
gleichgiiltig ist, welche von 'den beiden Erscheinungen wir als Aus-
gangspunkt der Untersuchung wihlen. Es kann sich fiir uns dabei nur
darum handeln, welcher Weg uns praktisch als der einfachste erscheint.

Wir werden spiter iber dic verschiedenen Versuche der Berechnung
der Emission oder der Absorption, bei gegebener Temperatur und
Druck, auf Grund einer rein physikalischen Theorie des Prozesses des
Einfangens von Elektronen, ausfithrlich berichten. Wie es schon fiir
das Molekulargewicht der Fall war, scheint die chemische Zusammen-
setzung des Materials auf die Resultate keinen groBen Einflul zu haben.
Wenn wir imstande wiren, dieses Problem vollstindig zu 16sen, kénnten
wir das dem wolkenumhiillten Physiker des § 14 vorgelegte Problem
erweitern und ihn bitten, die von seinen Kugeln gegebener Masse und
Dichte ausgestrahlte Wiarme und Lichtmenge ohne jede Hilfe seitens
der astronomischen Beobachtungen vorauszusagen. Die Theorie, welche
unseren allgemeinen physikalischen Erfahrungen am besten zu ent-
sprechen scheint, fiihrt denn auch zu Voraussagen, die der Wirklichkeit
ziemlich nahe kommen, jedoch, wie ich glaube, nicht so nahe wie sie
miiBten. Dieser Teil unserer Aufgabe befindet sich noch in dem inter-
essanten Stadium, bei dem wir unwillkiirlich das Gefiihl haben, daf} wir
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uns auf der richtigen Fahrte befinden, und daB die richtige Ldsung
gleich hinter der Ecke auf uns wartet.

20. Indem wir die durch die oben erwihnte Unstimmigkeit ver-
ursachten Schwierigkeiten, so gut es geht, iberspringen, kombinieren
wir unsere foérdernden und hemmenden Faktoren miteinander und be-
stimmen die theoretische Ergiebigkeit des Strahlungsflusses eines
Sternes. Das Resultat ist die in Kapitel VII erklirte und dort mit
der Erfahrung verglichene Beziehung zwischen der Masse und der
Leuchtkraft. Wir wollen hier die Resultate nicht vorwegnehmen,
welche sich ergeben, wenn die Theorie endlich in direkte Beriihrung
mit den Beobachtungstatsachen kommt. Der Zweck dieser einleitenden
Ubersicht besteht nur darin, uns, vor Eintritt in die mathematischen
Entwicklungen, einen Uberblick iiber die zu untersuchenden Bedin-
gungen und das Wechselspiel der verschiedenen Faktoren zu geben.

Noch andere Probleme werden sich im Verlaufe unserer Unter-
suchungen ergeben. Die Cepheiden-Veranderlichen, die wir als pulsie-
rende Sterne betrachten, werden uns die Gelegenheit bieten, unsere
Theorie weiter auszubauen und an der Erfahrung zu priifen. Besonders
interessant ist die Theorie der weillen Zwerge — zwar unglaublich,
aber scheinbar doch wahr. Wir werden auch das Problem der Quelle
der Sternstrahlung zu erdrtern haben, wobei wir uns, durch Erschépfen
aller anderen Erkliarungsmoglichkeiten, zu dem Schlusse gedringt
sehen werden, daB die Energie eines Sternes nur aus einer subatomaren
Quelle entspringen kann; es muB jedoch freimiitig zugegeben werden,
daB die Theorie wenig Neigung zeigt, sich bis in alle Einzelheiten hinein
den Forderungen der Beobachtung anzupassen, so daB ein Kritiker
zahlreiche ,,vernichtende Einwinde gegen sie vorbringen konnte.

Die fiir unsere astronomische Untersuchung unentbehrlichen Teile
der Thermodynamik und der Quantentheorie werden im zweiten und
dritten Kapitel ab initio entwickelt. Es wird nicht angenommen, daB
diese Kapitel eine regelrechte Abhandlung iiber die einschligigen Fragen
ersetzen konnten; es war auch nicht unsere Absicht, eine besonders
elementare, fiir die erste Orientierung geeignete Darstellung zu geben.
Es darf wohl vorausgesetzt werden, daB jeder, der fir astrophysikali-
sche Probleme Interesse hat, die grundlegenden neuen Gedanken {iber
Atomstruktur und Quanten sporadisch in sich aufgenommen hat und
mit einigen ihrer zahlreichen experimentellen Anwendungen vertraut
ist. Der hier gegebene systematische UmriB soll ihm nur helfen, diese
Gedanken zu ordnen und die in ihrer Reihenfolge auftretenden Liicken
auszufiillen. Trotzdem fiir die Darstellung die Form der mathemati-
schen Deduktion gewidhlt worden ist, muB ausdriicklich darauf hin-
gewiesen werden, daBB wenn die Resultate, wie das in diesen zwei Ka-
piteln geschieht, nach jedem neuen Schritte einer scharfen Priifung
an der Erfahrung unterzogen werden, das Ziel in der Herausarbeitung



32 Thermodynamik der Strahlung.

des inneren Zusammenhanges der verschiedenen Phinomene besteht
und nicht in der Uberzeugung eines Skeptikers, daB die Phinomene
wirklich eintreten miissen. Aus diesem Grunde ist, trotzdem ein ver-
niinftiges Mafl von Strenge unentbehrlich erscheint, das umstindliche
Aufsuchen und VerschlieBen jeder nur denkbaren Ausfluchtsmoglich-
keit von sekundirer Bedeutung und wiirde in einer kurzen Ubersicht
wenig am Platze sein.

Das vierte bis elfte Kapitel enthalten das Hauptthema der Unter-
suchung — die Erforschung der im Inneren eines Sternes bestehenden
Bedingungen. Den Hohepunkt bildet das siebente Kapitel, in dem der
Vergleich mit der Erfahrung stattfindet. Grob gesagt, geht ihm die
Mechanik des Problems voraus, wihrend die Physik hinter ihm steht.
Der Grund dafiir ist der, daB die Untersuchung der Absorption, der
Tonisierung, der elektrischen Energie usw. vom Standpunkte der Atom-
physik uns von den astronomischen Problemen weit abfiihren kénnte
und es daher notwendig ist, zuerst die Punkte zu bestimmen, die astro-
nomisch besonders wichtig sind, sowie die sich ergebenden Zweifel und
Schwierigkeiten durchzusprechen. Wir miissen uns klar vorstellen
kénnen, in welcher Weise unsere Resultate auf die beobachtbaren
Eigenschaften der Sterne zuriickwirken werden. Ich glaube nicht, daB
die zahlreichen Hinweise, sowohl auf das vorangehende, als auch auf
das nachfolgende, durch irgendeine andere Anordnung des Stoffes
hétten vermieden werden kénnen.

In den beiden letzten Kapiteln erlauben wir uns einen Ausflug in
den duBeren Raum und bemerken, wie schnell die Schwierigkeiten des
Problems wachsen, wenn die Bedingungen des thermodynamischen
Gleichgewichts in einem Hohlraume allmihlich aufgehoben werden.
Das ,, AuBere* eines Sterns stellt ein Problem dar, welches sich unbe-
schriankt iiber das ganze Gebiet der Spektroskopie der Sterne und der
Sternbeobachtung iiberhaupt erstreckt. Wir gehen im allgemeinen nur
denjenigen Fragen nach, die uns Gelegenheit zur Anwendung und Er-
weiterung der bei der Untersuchung des Sterninneren verwendeten
Methoden und Theorien bieten.

Zwelites Kapitel.
Thermodynamik der Strahlung.

Strahlungsdruck.

21. Strahlungsenergie besteht aus elektromagnetischen Wellen im
Ather. Die elektromagnetische Theorie MAXWELLS hat gezeigt, daB
diese Wellen Impuls besitzen. Wenn E die Energie der Wellen bedeutet,
¢ die Lichtgeschwindigkeit, dann ist der Impuls gleich E/c und seine
Richtung fallt mit der Richtung der Ausbreitung der Wellen zusammen.
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Nach der modernen Anschauung ist Energie von Masse untrennbar,
wobel c¢? erg einem Gramm entsprechen. Das fithrt unmittelbar zu
demselben Resultate. Denn eine Energie von E erg zeigt eine Masse
von E/c? gr an, und da die Geschwindigkeit gleich c ist, folgt fiir den
Impuls der Wert (E/c?)-c = E/c.

Ein materieller Schirm, der die Wellen absorbiert, absorbiert
zugleich auch ihren Impuls. Daher dndert sich der Impuls des Schirmes,
was nur eine andere Ausdrucksweise dafir ist, daB8 auf ihn eine Kraft
wirkt. Nehmen wir an, daB3 Wellen, die E erg pro cm?® enthalten, normal
auf eine vollstdndig absorbierende Oberflache auffallen. In jeder Se-
kunde geht eine Sdule von Strahlung, von der Hohe ¢, durch jedes
Quadratzentimeter dieser Oberfliche hindurch und wird von ihr ab-
sorbiert; diese Saule enthidlt Ec¢erg und der Impuls betrigt daher
Ec/c oder E Einheiten. Die auf den Schirm wirkende Kraft ist also
gleich E dyn pro cm?. Bei unvollstindig absorbierenden Koérpern
miissen wir den Bruchteil des Impulses abziehen, der auf den materiellen
Schirm nicht ibertragen wird, d. h. den Impuls der durchgelassenen,
gestreuten oder reflektierten Wellen. Eine vollkommen spiegelnde
Wand wiirde z. B. einen Druck 2 E erfahren; die Hilfte dieses Druckes
riihrt davon her, daB die einfallenden Wellen durch den Schirm auf-
gehalten werden, und die andere Hilfte stellt den RiickstoB dar, den
der reflektierte Wellenzug ausiibt. Ist der Schirm dagegen halbdurch-
sichtig und 148t Wellen von der verminderten Energiedichte E’ durch,
dann ist die Druckkraft pro cm? gleich £ — E’. Diese koénnen wir in
einen Druck E der einfallenden Wellen und einen Riicksto — E’ der
durchgelassenen Wellen zerlegen, als ob der Schirm das einfallende
Biindel vollstindig absorbiert und das durchgelassene Biindel auf
der anderen Seite selbst erzeugt hitte.

Wenn wir uns der Vorstellung bedienen, daB jedes einfallende,
reflektierte, durchgelassene oder emittierte Strahlenbiindel auf die Seite
des Schirmes, auf die es auftrifft oder an der es entsteht, seinen eigenen
Druck ausiibt, brauchen wir uns mit der Unterscheidung der ver-
schiedenen Fille der Absorption, Reflexion usw. nicht mehr abzugeben.
Der Druck an beiden Seiten des Schirmes ist gleich der Energiedichte
der Strahlung an der betreffenden Seite, und die auf den Schirm wirkende
Kraft entspricht der Differenz der Drucke auf seine beiden Seiten.
Im Falle des vollkommen reflektierenden Schirmes z. B. ist der Druck
gleich der gesamten Energiedichte 2 E auf der einen Seite des Schirmes,
ndmlich der Energiedichte E der auffallenden -- der Energiedichte E
der reflektierten Wellen. Es ist dabei gleichgiiltig, ob sich die Wellen
nach dem Schirm zu oder von ihm fort bewegen; denn wir miissen,
wenn wir die Richtung, in der ein Impuls iibertragen wird, umkehren,
auch das Vorzeichen des Impulses umkehren, so daB ein Wellenzug,
der einen positiven Impuls von dem Schirme fortfiihrt, denselben

Eddington, Aufbau der Sterne. 3
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Druck erzeugt wie ein Wellenzug, der einen negativen Impuls auf
den Schirm wirft. Ein Drucksystem kann nicht durch einen Vektor
dargestellt werden; es kann wohl auf eine Achse, aber nicht auf eine
Richtung bezogen werden.
Die Regel
Druck == Energiedichte

ist nur auf normal einfallende Strahlung anwendbar; der schiefe Einfall
mufBl besonders behandelt werden.

22. Wir betrachten wieder, wie im vorhergehenden Paragraphen,
eine Sdule von Strahlung, die sich in einer festen Richtung fortpflanzt,
und stellen auf ithrem Wege einen schrigen Schirm vom Flichen-
inhalte S auf, so daf der Einfallswinkel gleich @ ist. Der Querschnitt
der durch den Schirm aufgefangenen Sidule ist dann S cos @ und die
Druckkraft, die fiir senkrechte Inzidenz gleich E S wire, ist fiir schiefe
Inzidenz entsprechend gleich ES cos @. Diese Kraft ist parallel zum
Impulse des Strahlenbiindels; wenn wir sie in eine zum Schirme nor-
male und eine tangentiale Komponente zerlegen, erhalten wir:

E S cos?26® — Normale Komponente,

E S cos® sin @ — Tangentiale Komponente.

Einen wichtigen Spezialfall stellt die isotrope Strahlung dar, d. h.
der Fall, in dem die Strahlung aus Wellen besteht, die in allen Rich-
tungen dieselbe Intensitit besitzen. Da der Mittelwert von cos2@
iiber eine Kugeloberfliche gebildet, gleich  ist und der Mittelwert
von cos @ sin @ gleich Null ist, wird die Kraft in diesem Fall gleich
3 E S und steht normal zu der Oberfliche. Wir haben daher das wichtige
Gesetz:

Der Druck erner isotvopen Strahlung ist gleich ein Drittel threr Energie-
dichte.

Dieser Druck wird auf jede der Strahlung ausgesetzte Fliche normal
ausgeiibt und ist dem hydrostatischen Drucke einer Flissigkeit voll-
kommen analog. In einem Gase wird der Impuls durch die Molekeln
ibertragen, und ein ruhendes Gas, in dem die Geschwindigkeiten der
Molekeln in bezug auf Richtung symmetrisch verteilt sind, so daf
in der Zeiteinheit in allen Richtungen gleichviel Impuls iibertragen
wird, ist analog einer isotropen Strahlung. Bei nicht-isotroper Strah-
lung oder in einem gestorten Gase mit unsymmetrischer Verteilung
der Molekulargeschwindigkeiten, besteht kein einfacher hydrostatischer
Druck mehr, sondern ein Spannungstensor mit sechs verschiedenen
Komponenten.

Wenn die Strahlung nicht isotrop ist, kann der normale Druck
auf eine Oberfliche dadurch erhalten werden, da3 man statt des Fak-

tors § den mit Gewichten versehenen Mittelwert von cos2® bildet.
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Man beachte, daB ein UberschuB an Strahlung in einer bestimmten
Richtung @, auf Kosten der Strahlung in der entgegengesetzten Rich-
tung, den Druck nicht dndert. Im Inneren eines Sternes werden wir
oft eine beinahe isotrope Strahlung zu betrachten haben, die nur einen
kleinen, nach auBlen gerichteten UberschuB aufweist; diese Art von
Asymmetrie wiirde an sich den Druck nicht beeinflussen kénnen, aber
sie wird wohl in den meisten Fillen kleinere asymmetrische Effekte
zur Folge haben, die den Druck um Betrdge von der zweiten GréBen-
ordnung Andern.

Der innere Druck, sei es der Strahlung oder einer Fliissigkeit, kann
auch ohne Heranziehung irgendeines fremden Stoffes, wie z. B. eines
eingetauchten materiellen Schirmes, definiert werden.

Der isotrope Druck 3 £ bedeutet, daB durch jede beliebige Flichen-
einheit, z. B. in der yz-Ebene, eine Impulsiibertragung stattfindet,
so daB das auf der positiven Seite liegende Gebiet § E Einheiten
positiven x-Impulses von dem auf der negativen Seite liegenden erhilt,
wihrend dieses seinerseits i E Einheiten negativen x-Impulses von
der positiven Seite gewinnt. Der innere Druck bestimmt also den durch
die Begrenzung stattfindenden Impulsflu, der bei der Aufstellung
der Gleichung der Erhaltung des Impulses fiir ein beliebiges, abge-
schlossenes Gebiet in Betracht gezogen werden muB.

23. Die Beziehungen zwischen der Energie, dem Impulse und dem
Drucke von Atherwellen kénnen mit denjenigen, welche fiir die ent-
sprechenden GréBen fiir die Materie gelten, in Parallele gebracht werden,
wenn wir uns die Energie der Atherwellen als zur Hilfte aus kinetischer,
zur Hilfte aus potentieller Energie bestehend denken. Dann sind
Masse E/c?, Geschwindigkeit ¢, Impuls £/c und kinetische Energie %E
in derselben Weise miteinander verkniipft, wie die entsprechenden GréBen

m, V, mV, tmV?

fiir die Materie. Fiir isotrope Strahlung ist dann auch der innere Druck
gleich £ der kinetischen Energiedichte § E, in Ubereinstimmung
mit dem bekannten Satze, dal der Gasdruck gleich g der Dichte der
kinetischen (Translations-)Energie der Gasmolekeln ist.

Dementsprechend wird die Analogie zwischen Strahlung und Gas
eine noch vollkommenere werden, wenn wir ein Gas wihlen, bei dem
die kinetische Energie der Molekeln gleich der Halfte ihrer Gesamt-
energie ist. Ein solches Gas muf3 (nach der elementaren Theorie) drei
innere oder Rotations-Freiheitsgrade besitzen, die sich, zusammen
mit den drei 4uBeren Freiheitsgraden jeder Molekel, zu gleichen Betrigen
an der Aquipartition der Energie beteiligen. Das Verhiltnis der spezifi-
schen Warmen ist fiir ein solches Gas y = 3; und es ist oft bequem,
auch die Strahlung als ein Gas mit einem Verhiltnisse der spezifischen
Wirmen vom Betrage % zu betrachten.

3*
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Diese Analogie erméglicht es uns, einige Resultate vorwegzunehmen,
die wir erst spiter strenger beweisen werden. Fiir y = § 4ndert sich
der Druck bei adiabatischer Kompression oder Dilatation proportional
zu T4; dieses Gesetz gilt auch fiir Strahlung (STEFANsches Gesetz).
Ferner kénnen wir, bei der Berechnung der Verteilung von Dichte
und Temperatur im Innern eines Sternes, von der Theorie des Kon-
vektionsgleichgewichtes zum Strahlungsgleichgewicht {ibergehen, indem
wir das Verhiltnis der spezifischen Wirmen der Sternmaterie einfach
durch die Konstante § ersetzen. Da das Strahlungsgleichgewicht statt der
materiellen Ubertragung von Wirme eine Ubertragung durch Ather-
wellen postuliert, erscheint es durchaus verniinftig, das Verhaltnis der
spezifischen Warmen fiir Atherwellen an Stelle desjenigen fiir die
Materie treten zu lassen.

Entropie.

24. Quantitativ wird die Energie stets erhalten; qualitativ aber
findet eine ununterbrochene einseitige Anderung des Charakters der
Energie im Weltall statt.

Letzten Endes scheint diese Anderung in allen Fillen in einem Uber-
gange von einem hoher organisierten zu einem chaotischeren Zustande
zu bestehen. Z. B. kann ein Zug ebener Wellen durch unregelmiBige
Reflexion oder Streuung in eine Strahlung verwandelt werden, die sich
regellos in allen Richtungen ausbreitet. Wir kénnen diesen Prozef
nicht umkehren oder eine Vorrichtung erfinden, die eine solche des-
organisierte Strahlung automatisch in ebene Wellen zu verwandeln ver-
mochte. Kugelwellen konnen allerdings durch einen parabolischen
Spiegel in ebene Wellen und durch einen zweiten Spiegel wieder in Kugel-
wellen verwandelt werden. Aber Kugelwellen sind in ihrer Art ebenso
hoch organisiert wie ebene Wellen; es finden daher bei diesem Prozesse
keine zufalligen Storungen ihrer RegelmiBigkeit statt. Ist aber dieses
Element des Zufalls einmal eingefiihrt worden, so kann es durch keinen
natiirlichen ProzeB wieder ausgeschieden werden. Wenn wir eine Ma-
schine konstruieren, die chaotische Strahlung auffingt und diese in
Gestalt von ebenen Wellenziigen wieder aussendet, so miissen wir
schlieBen, daf3 letztere ihre Organisation auf Kosten irgendeiner anderen,
durch die Maschine gegangenen Energie erhalten haben; und diese
Energie ist von der Maschine ihrer Organisation beraubt und in einem
chaotischeren Zustande herausgeworfen worden, als der, in dem sie
sich urspriinglich befand. Eine solche Maschine verlangt eine stindige
Zufuhr von Energie, nicht weil sie Energie verbraucht, sondern weil
sie Organisation von Energie verbraucht.

Die Energie zeigt also die Tendenz, beim natiirlichen Verlaufe der
Ereignisse auf eine niedrigere Rangstufe herabzusinken, von der sie
sich durch keinen natiirlichen Proze wieder erheben kann. Die Mog-
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lichkeiten, die der Organisation innewohnen — und die fiir die prak-
tische Nutzbarmachung der Energie von ausschlaggebender Bedeutung
sind — gehen der Welt, soweit wir iibersehen konnen, unwiderruflich
verloren.

25. Wir fithren ein numerisches MalB fir die Desorganisation ein,
die durch diese irreversiblen, abwirtsgerichteten Schritte verursacht
wird. Ein solches MaB mulB} selbstverstindlich der Menge der des-
organisierten Energie proportional sein; der zweite Faktor, der den
Grad der Desorganisation miflt, wird aus der Differenz zweier Terme
bestehen, die von dem Anfangs- bzw. Endzustande der Energie ab-
hingen und daher Funktionen derjenigen physikalischen Variablen
sein miissen, die wir zur Bestimmung jener Zustinde benutzen.

Das MaB der Desorganisation driickt sich also durch eine GroBe S
aus, die so beschaffen sein muf3, daB3:

dS =dQ(O,—0,), (25.1)

wo 4Q die Energiemenge bedeutet, die vom Zustande 1 in den Zustand 2
iibergeht und @ eine Funktion der physikalischen Variablen ist, die den
Zustand beschreiben.

Betrachtet man mehrere solche Uberginge, so ist es bequem, das Re-
sultat als Summe der Zuwachse, welche die in den verschiedenen Zustan-
den befindlichen Energiemengen erfahren, zu schreiben. So erfihrt in dem
oben betrachteten Beispiele die Energie im Zustande 1 einen Zuwachs
dQ, = — d@Q und die Energie im Zustande 2 einen Zuwachs dQ, = 40Q.
Dementsprechend kénnen wir (25.1) in der Form schreiben:

dS = 0,409, + 0,40, .
Indem wir eine beliebige Anzahl von Ubergingen durch Summation
oder Integration kombinieren, erhalten wir fiir die Gesamtinderung
von S:
8S=J6-40, (25.2)
wo dQ den unendlich kleinen Energiezuwachs fiir den Zustand bedeutet,
auf den sich der Koeffizient @ bezieht.

Haben wir es mit einem Systeme von mehreren Kérpern 4, B, C . . .
zu tun, so verteilen wir die GréBe S unter ihnen so, daB3

S=S,+Sg+S¢c-+--
Erfolgt der oben betrachtete Ubergang vom Zustande 1 im Kérper 4
zum Zustande 2 im Korper B, so miissen wir schreiben:
d5,=0,d0, dS, = 0,dQ,.
Hieraus folgt, dafB3 (25.2) auf jeden Koérper des Systems einzeln anwend-
bar ist, wenn man 6 S allein auf diesen Kérper bezieht und dQ auf

der rechten Seite auf die ihm zugefilhrte oder von ihm abgefiihrte
oder in ihm selbst {ibertragene Energie beschrankt. Damit S den Zweck,
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zu dem es eingefithrt worden ist, erfiillen kann, ndmlich ein MaB fiir die
fortschreitende Degradation der Energie des Weltalls zu sein, mul} es
bei jedem natiirlichen Prozesse der Bedingung geniigen:

38S >0, (25.3)

wobei die Summation iiber alle an dem betrachteten Prozesse betei-
ligten Korper zu erstrecken ist. Der Koeffizient @ mufl aus der An-
wendung dieser Bedingung ermittelt werden.

Die GroBe S wird Ewntropre genannt. Sie nimmt unter den funda-
mentalen physikalischen GréBen insofern eine Sonderstellung ein, als
sie einem einseitigen Erhaltungsgesetze unterworfen ist, d. h. sie ist
unzerstérbar, aber nicht unerzeugbar. Da nur das Gesetz der Anderung
von S definiert worden ist, enthilt die Entropie eines jeden Korpers
eine willkiirliche additive Konstante.

Als Anfangspunkt, von dem aus die wachsende Desorganisation der
Energie zu messen ist, wird die mechanische Arbeit genommen, so dab
der Koeffizient @ fiir die der mechanischen Arbeit hinzugefiigte oder
entnommene Energie d( gleich Null ist. Wir brauchen die Méglichkeit
des Bestehens von Energieformen, fiir die die auf diesen Anfangspunkt
bezogene Entropie einen negativen Wert haben kénnte, nicht aus-
zuschlieBen, trotzdem uns noch keine solche Energieform bekannt ge-
worden ist. Subatomare Energie ist wohl schon in Wiarme verwandelt
worden, aber der entgegengesetzte ProzeBl ist nicht bekannt; es ist
denkbar (aber unwahrscheinlich), daf die Verwandlung von Wérme in
subatomare Energie einen groBeren Verbrauch von Organisation be-
dingen wiirde, als ihre Verwandlung in Arbeit.

26. Ein ProzeB, der mit Entropieerzeugung verbunden ist, kann
nicht umgekehrt werden, weil seine Umkehrung Vernichtung von
Entropie verlangen wiirde, was unmdéglich ist. Wenn also gezeigt werden
kann, daB irgendein ProzeB tatsidchlich umkehrbar ist, so diirfen wir
mit Sicherheit annehmen, dal die Entropie durch ihn nicht verdndert
wird. Alle reversiblen Prozesse sind notwendig ein wenig idealisiert,
weil es in der Praxis kaum moéglich ist, die Energie vollkommen vor
Desorganisation zu schiitzen. Bei thermodynamischen Uberlegungen
ist aber die praktische Ausfiithrbarkeit der betrachteten Prozesse ge-
wohnlich ziemlich belanglos. Wenn wir einen Prozef3 haben, der unter
gewissen praktischen Bedingungen in einer Richtung irreversibel arbeitet,
und unter sehr wenig veranderten Bedingungen in der entgegengesetzten
Richtung irreversibel arbeitet, kénnen wir den Schlu} ziehen, da8 es
gewisse mittlere Grenzbedingungen geben muB, unter denen der Prozef3
in beiden Richtungen ohne Entropieinderung verlauft.

Ein irreversibler ProzeB von groBer Bedeutung ist der spontane
WirmefluB3 (durch Leitung oder durch Strahlung) von einem heiflen
Kérper nach einem benachbarten kalten Korper, der die Temperaturen
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beider Kérper auszugleichen bestrebt ist. Da der Ubergang spontan,
d. h. ohne die Bereitstellung anderer Energiequellen, denen ihre Or-
ganisation entzogen werden konnte, einsetzt, kénnen wir ihn als isoliert
betrachten. Es seien zwei Korper 4,, 4, gegeben, mit den Tempera-
turen 75 und 7,. Wenn T, nur wenig kleiner als T, ist, wird eine
kleine Energiemenge von A4, nach 4, flieBen; dndern wir die Bedin-
gungen ein wenig ab, so daB3 T, ein klein wenig gréBer wird als T,,
so wird der ProzeB in entgegengesetzter Richtung verlaufen. Es ist
daher T, = T, die Grenzbedingung, bei der der Ubergang einer kleinen
Wirmemenge von 4, nach 4, oder von 4, nach 4, keine Anderung der
Entropie hervorruft. Wir haben daher, indem wir in (25.1) 4 S = O setzen:

O, =0, sobald T,=T1,. (26.1)

Wenn also dQ Wirmeenergie darstellt, ist @ eine Funktion der Tem-
peratur allein.

Nehmen wir nun wieder an, daB die Temperaturen der beiden
Korper verschieden sind und daB 7, > T, ist; dann wird eine Wirme-
menge ¢Q spontan von der Temperatur T, zur Temperatur T, hin{iber-
flieBen; und nach (25.1) wird

dS =dQ{O(T,) — O(T,)}
sein. Da 4 S nicht negativ sein kann, ist
O (Ty) >0 (T,) sobald T;>T,. (26.2)
Also nimmt & mit wachsender Temperatur ab.

Es darf nicht ibersehen werden, daB sich der Koeffizient @ (T)
nur auf die Ubertragung einer unendlich kleinen Wirmemenge bezieht.
Wenn eine endliche Warmemenge aus einem begrenzten Reservoir in
ein anderes {ibertragen wird, dndern sich die Temperaturen wihrend
des Verlaufes des Prozesses, und es ist dann notwendig, die entsprechen-
den Anderungen von @ in Betracht zu ziehen.

Die Temperatur, von der bei dieser Betrachtung die Rede war,
ist die thermometrische'. Die Grundannahme der Thermometrie be-
steht darin, daB ein Probekorper A,, der in geniigend grofe Nihe
von einem Korper 4, gebracht wird, bis zur Temperatur von 4, hinauf-
steigt oder herabsinkt; sie verlangt daher, daf der spontane Wirme-
strom von A4; nach 4, oder umgekehrt erfolgen soll, je nachdem
T, > T, ist, oder umgekehrt — genau so wie wir es bei unserer Uber-
legung angenommen hatten. Die betrachtete Wirme (ob molekulare
Bewegung oder strahlende Wirme) ist ,,gewthnliche’ Wirmeenergie,
d. h. es wird vorausgesetzt, daB3 die Energie in den Zustinden 1 und 2
keine besondere Organisation besitzt, aufler derjenigen, die durch eine
einzige physikalische Variable, nimlich die Temperatur, definiert wird.

! Die in einigen Lehrbiichern eingefithrte sogenannte thermodynamische Tem-
peratuy wird in diesem Buche nicht betrachtet werden.
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Die Energie kann aber auch eine speziellere Organisation besitzen, und in
diesem Falle wird der Koeffizient @ keine reine Funktion der thermo-
metrischen Temperatur mehr sein; monochromatische Strahlung z. B.
muB als eine im Vergleiche zur schwarzen Strahlung héher organisierte
Energieform betrachtet werden. Wenn man aber einer solchen Warme
gestattet, in den Probekérper zu flieBen, ohne spezielle Vorkehrungen
zu treffen, wie das ja bei der gewohnlichen Thermometrie der Fall
ist, geht dieser UberschuB an Organisation unvermeidlich verloren,
und es besteht keine Grenzbedingung mehr fiir den reversiblen FluB,
bei der dS = 0 wire. Ein Ubergang, bei dem dS = 0 ist, kann dann
nur durch besondere Vorrichtungen (z. B. Farbenfilter) herbeigefiihrt
werden, und der Koeffizient @, der sich auf diesen Organisationszustand
bezieht, muB aus dem Verhalten bei Anwendung der erwidhnten Vor-
richtungen, und nicht unter den gewdhnlichen, bei der Thermometrie
iiblichen Bedingungen ermittelt werden.

27. Betrachten wir nun eine Grammolekel eines idealen einato-
migen Gases, welches das Gesetz

pv=RT (27.1)

befolgt, wo R die universelle Gaskonstante ist.

In einem idealen einatomigen Gase besteht die Warmeenergie aus-
schlieBlich aus der kinetischen Energie der Molekelbewegungen. Da
der Druck gleich £ der kinetischen Energie pro Volumeneinheit ist,
betrdgt die Wirmeenergie des Volumens v:

Q=3pv=35RT. (27.2)

Nun verindern wir den Zustand des Gases, so dafl die urspriing-
lichen Werte von Volumen und Temperatur, v, und 7,, in die neuen
Werte v,, T, iibergehen. Im allgemeinen ist hierzu eine Wirmezufuhr
oder -abfuhr erforderlich, und es wird von dem Drucke oder gegen

ihn eine mechanische Arbeit zu leisten sein. Bei einer Anderung der
Werte um dv und 47 wird die Warmezufuhr gleich

dQ=3RdT + pdv (27.3)

sein miissen, wobei der erste Summand die Temperatur gemaB (27.2)
erhoht, wihrend der zweite die von dem Drucke bei der Leistung me-
chanischer Arbeit verausgabte Energie ersetzt. Dabei wird voraus-
gesetzt, daB das Gas in allen Stadien des Prozesses eine iiberall gleiche
Temperatur besitzt, daB also die Wirme dQ den einzelnen Teilen des
Gases unmittelbar zugefithrt wird, nicht etwa an einer Ecke einstrémt
und von dort aus zu ihrem Bestimmungsorte flieBt. Unter diesen Be-
dingungen bestehen fiir die Vorzeichen von 47, dv, dQ in (27.3) keine
Einschrinkungen, und alle Anderungen sind daher umkehrbar. (Wenn
die obigen Bedingungen nicht erfiillt wiren, wiirden augenscheinlich
irreversible Prozesse stattfinden miissen.)
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Die Anderung der Entropie des Gases ist nach (25.2)
S,—S,=6S=[0mMadQ, (27.4)
=3R[ O AT + [ O(T)pdv,

Ty V2
—s¢fo@mdr+®[To 1) (27.5)
T, vy

Nun kann S, — S; nur von den Anfangs- und Endwerten der Tem-
peratur und des Volumens abhidngen. Dies folgt unmittelbar aus der
Theorie der Gase, nach der zwei Mengen eines und desselben Gases,
bei derselben Temperatur und unter demselben Drucke, in bezug auf
alle ihre Eigenschaften vollkommen gleich sind. Allgemeiner kann
dasselbe auch aus der Tatsache der Reversibilitit gefolgert werden.
Denn wiirde S, — S;, je nach den intermedidren Werten von v und T,
verschieden ausfallen, so kénnten wir die Entropie vergré8ern, indem
wir das Gas auf einem Wege aus dem Anfangszustande in den End-
zustand und auf einem anderen Wege von diesem wieder in den An-
fangszustand {iberfiihrten. Wegen der Reversibilitdt wird keine Entropie
erzeugt, daher verlangt die Zunahme der Entropie eine Abnahme der
Entropie unserer Wirmereservoire. Der Zyklus kann beliebig oft
wiederholt werden, so daf3 eine kleine Gasmasse imstande wire, eine
unendliche Abnahme von S (d.h. Steigerung der Organisation) im
ibrigen Weltall herbeizufiihren.

Der Ausdruck auf der rechten Seite von (27.5) mulB also ausschlie$3-
lich vom Anfangs- und Endstadium abhingen. Der erste Summand
geniigt augenscheinlich dieser Forderung, und daher muBl auch der
zweite Summand, trotzdem man es ithm nicht unmittelbar ansehen
kann, von den Zwischenstufen unabhingig sein. Dafiir muB3 aber
T-0(T) eine Konstante sein. Um dies zu zeigen, kénnen wir das zweite
Integral in der Form schreiben:

log v,
fT@(T)d(Iog V).
logv;

Betrachten wir einen elementaren Schritt 4 (log v). Wahrend dieser
Volumeninderung kann das Gas jede beliebige Temperatur besitzen;
wenn es also moglich wire, T-@ (T) durch Anderung von T zu ver-
indern, so kénnten wir auch den durch diesen Schritt gelieferten
Beitrag zum Integrale dndern. Das Integral kann also von den inter-
medidren Bedingungen nur dann unabhingig sein, wenn

T-0(T)= const
ist. Durch passende Wahl der Einheiten fiir die Entropie und die Tem-

peratur kann die Konstante gleich 1 gemacht werden, so daB wir
schlieBlich erhalten:
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O(T)=1/T. (27.6)

Hier wird 7 mit der an der Skala eines idealen Gasthermometers
abgelesenen Temperatur identifiziert; der gefundene Wert von @ (7)
ist aber natiirlich auf den Ubergang ,.gewdhnlicher’ Wirme von oder
auf jede beliebige Art von Materie, gemil3 der Gleichung (26.1), an-
wendbar.

Die Gleichung (27.4) kann nun in der Form geschrieben werden:

S,—S,= [dQ|T. (27.7)

28. Indem wir uns wieder dem einatomigen Gase zuwenden, er-
halten wir aus (27.5) und (27.6)

S,— S, = S Rlog (T/Ty) + Rlog (vy/ey)
— i {log (v, T,%) —log (v, T,*)} .
so daB die Entropie einer Gramm-Molekel des Gases gleich
S=Rlog(@T?+C

wird, wo C eine Konstante bedeutet, die wohl von der Beschaffenheit,
aber nicht mehr von dem Zustande des Gases abhingen kann. Wenn
sich das Gas adiabatisch ausdehnt oder kontrahiert, d. h. ohne
Wirmezufuhr von der Umgebung oder Wirmeabgabe an die
Umgebung, bleibt die Entropie konstant, da die in Form von
mechanischer Arbeit aufgenommene oder abgegebene Energie die
Entropie Null besitzt. Wir haben dementsprechend fiir adiabatische
Anderungen

v T? == const (28.1)
eine Gleichung, die auch direkt aus (27.3) erhalten werden kann, wenn
man dort 4Q = 0 setzt.

Allgemeiner ist fiir ein Gas, in dem die gesamte Wirmeenergie
gleich dem e-fachen der Translationsenergie der Molekeln ist, der Druck
gleich 2e der Energiedichte, und das adiabatische Gesetz nimmt
daher' die Form an

v T3¢ = const , (28.2)
woraus sich ferner ergibt:

paxcTHe, poc T + e pocgt e (28.3)

Die letzte Gleichung wird gewohnlich in der Form pocg’ geschrieben,
wo also die adiabatische Konstante ¢ durch

y=1+42/,¢ (28.4)

gegeben wird. Es kann gezeigt werden, dalB y gleich dem Verhiltnisse
der spezifischen Wirme bei konstantem Drucke zu der spezifischen
Wirme bei konstantem Volumen ist.
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29. Der spontane Ubergang von Warme von einem heiflen Korper
auf einen kiihleren stellt den Nettogewinn dieses letzteren dar. In
Wirklichkeit flieBt Warme in beiden Richtungen, so daf3 jeder der beiden
Korper von dem anderen Wirme erhilt; doch verliert der heiBe Korper
mehr als er gewinnt, wahrend der kithlere Kérper mehr gewinnt als er
verliert. Die Ungleichheit gleicht sich von selbst aus, weil die Tem-
peratur eines Korpers, der Warme verliert, sinken muB}, wodurch der
von ihm in die Umgebung flieBende Wirmestrom abnimmt; schlie3-
lich erreicht der Korper einmal einen Zustand, bei dem sein Wirme-
verlust seinen Gewinn an Wirme von der Umgebung gerade kom-
pensiert.

Diese ,,Theorie des Austausches' ist auf Wirmeiibertragung sowohl
durch Leitung als auch durch Strahlung anwendbar, jedoch werden
wir uns hier vor allem mit letzterer zu beschiftigen haben.

Betrachten wir einen Hohlraum, dessen Winde auf einer konstanten
Temperatur gehalten werden. Von den Winden wird Strahlung in
den Hohlraum emittiert und die aus diesem auf die Winde fallende
Strahlung wird von letzteren ganz oder zum Teile absorbiert werden.
Je groBer die Strahlungsmenge im Hohlraum ist, um so gréBer wird
auch die auf die Winde fallende Menge sein und um so gréB8er auch
die von ihnen absorbierte Menge. Die Menge der Strahlung im Hohl-
raume wird daher zu- oder abnehmen, bis der Verlust durch Absorption
der von den Winden ununterbrochen emittierten Strahlung gerade
das Gleichgewicht hilt. In der Praxis ist die zur Erreichung dieses
Gleichgewichtszustandes erforderliche Zeit auBlerordentlich kurz!. Die
Gleichgewichtsverteilung dev Strahlung, sowohl in bezug auf ihre Dichie
als auch auf ihve Beschaffenhest (Wellenldngen), wird durch die Temperatur
der Winde vollkommen bestimmd.

Nehmen wir an, wir kénnten durch verschiedene Wahl des Mate-
rials der Winde zwei Hohlriume A und B herstellen, deren Winde die
gleiche Temperatur T besidBen, in denen aber die dem Gleichgewichts-
zustande entsprechende Strahlungsdichte innerhalb eines gewissen
Wellenlingenintervalles 64 verschieden, z. B. in A groBer als in B, wire.
Nehmen wir ferner an, wir hitten A und B fiir einen Augenblick durch
einen Gang verbunden, der durch einen nur fiir die im Intervalle 64 lie-
gende Strahlung durchlidssigen Schirm versperrt wire. Dann wiirde auf
die A-Seite dieses Schirmes mehr Strahlung der betrachteten Art fallen,
als auf die B-Seite und es wiirde auch mehr Strahlung dieser Art von
A nach B als von B nach A iibergehen. SchlieBen wir den Gang wieder,

1 Bei theoretischen Betrachtungen setzen wir zuweilen die Wande als voll-
kommen reflektierend voraus (fiir einige oder alle Frequenzen). Die Annsherung
an den Gleichgewichtszustand erfolgt dann unendlich langsam.
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nachdem eine kleine, aber endliche, Energielibertragung stattgefunden
hat. Der Hohlraum B enthilt jetzt mehr Strahlung als urspriinglich,
also auch mehr als mit der Emission seiner Winde bei der Temperatur T
im Gleichgewicht sein kann; der UberschuB wird daher in die Winde
ibergehen, deren Temperatur steigen wird. Entsprechend wird die Tem-
peratur der Winde in A fallen miissen. Nun bringen wir die Wande von
B und A auf gleiche Temperatur, indem wir der dazu nétigen Wéarme-
menge von B nach A hiniiberzuflieBen gestatten. Dieser Warmefluf3
von einer hoheren Temperatur 7, zu einer tieferen TemperaturT, ist
irreversibel und erzeugt eine Entropiemenge 4Q <fr1;—1}2 :‘ Aber das
ganze System ist dabei zu seinem Anfangszustande zuriickgekehrt, so
daB eine Erzeugung von Entropie unmoglich stattgefunden haben kann.
Der Widerspruch kann vielleicht in noch pragnanterer Weise vor Augen
gefiihrt werden, wenn wir annehmen, dal der Verbindungsgang perio-
disch auf- und zugemacht wird. Dann wird die Temperaturdifferenz
zwischen A und B immer wieder erneuert, und wir kénnen B und A
als das obere und untere Reservoir einer Wirmemaschine benutzen,
die mechanische Arbeit liefert. Eine solche kontinuierliche Verwand-
lung von Wirme, bei urspriinglich gleicher Temperatur 7', in mechanische
Arbeit widerspricht augenscheinlich den Prinzipien der Thermodynamik.
Da die Energiedichte der Strahlung in dem Hohlraume ausschlieBlich von
der Temperatur abhingt, miissen wir schlieBen, daf auch der Strahlungs-
druck allein von der Temperatur abhingig ist.

Es ist vielleicht nicht {iberfliissig, an dieser Stelle ein paar Worte
der Erlduterung einzufiigen iiber die Verwendung bei thermodynami-
schen Uberlegungen von idealen Vorrichtungen, wie der oben einge-
fiihrte, nur fiir einen bestimmten Wellenlingenbereich durchlidssige
Schirm. Es ist fiir die SchluBfolgerungen ginzlich unwesentlich, ob
die betrachteten Prozesse praktisch ausfithrbar sind oder nicht; wesent-
lich ist aber, daf3 die idealen Prozesse Entropie nicht zerstéren diirfen,
wenn bei den SchluBfolgerungen, wie gewohnlich, angenommen wird,
dafB die Entropie unzerstorbar ist. Der ideale Proze8 darf das ungeord-
nete Element im Zustande der Energie nicht beseitigen. Solange wir
praktisch ausfithrbare Prozesse betrachten, befinden wir uns auf sicherem
Boden; bei idealen Prozessen miissen wir uns aber vorsehen, um nicht
in unbedachter Weise einen ,,sortierenden Dimon‘‘ einzufithren. Auf
den ersten Blick scheint ein nur fiir ein bestimmtes Wellenlingen-
intervall durchlissiger Schirm einem sortierenden Dimon gefahrlich
ahnlich zu sein; da aber in hohem MaBe auswihlende Schirme tatsich-
lich bekannt sind, ist es klar, daB eine solche Auswahl keine Zerstérung
der Entropie bedingt; und wenn es uns fiir irgendein bestimmtes Wellen-
lingenintervall d4 vielleicht nicht gelingen sollte, einen passenden,
natiirlichen Schirm zu finden, so wiirde dieser Umstand durch unwesent-
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liche Beschrinkungen der Natur bedingt sein und nicht durch einen
VerstoB gegen die Gesetze der Thermodynamik.

Von einer Strahlung von solcher Dichte und Beschaffenheit, dafB
sie mit materiellen Kérpern der Temperatur T im Gleichgewicht sein
wiirde, sagt man, daB sie die Temperatur T besitzt. Ein Gemisch
von Strahlungen verschiedener Wellenldngen in willkiirlich vorgegebenen
Mengen wird im allgemeinen mit der Materie bei keiner Temperatur
derselben im Gleichgewicht sein kénnen, und besitzt daher auch keine
einheitliche Temperatur; wenn aber ihre Gesamtdichte dieselbe ist,
wie fiir Strahlung der Temperatur 7, wird T ihre ,,effektive Temperatur™
genannt. Wenn eine solche Strahlung in einen Hohlraum eingeschlossen
wird, dessen Winde die Temperatur 7" besitzen, wird sie in sehr kurzer
Zeit in eine Strahlung von der echten Temperatur T° verwandelt, d. h.
der Hohlraum ist bald von einer gleichen Energiemenge mit einer
echten Temperatur erfiillt, und die Wande haben dabei im Endergebnisse
Wirme weder gewonnen noch verloren. Da diese Verwandlung nicht
umkehrbar ist, muB die Entropie in ihrem Verlaufe zugenommen haben.
Der UberschuB an Organisation in der Strahlung, die keine echte
Temperatur besaB, hiatte auch mittels selektiv durchlassender Schirme
dazu benutzt werden konnen, einen materiellen Korper auf eine, ihre
eigene effektive Temperatur T iibersteigende Temperatur zu bringen. Ein
bemerkenswertes Beispiel hierfiir liefert die den Raum durchquerende
Strahlung, die von den Sternen herrithrt; ihre effektive Temperatur
betragt etwa 390 absolut, sie ist aber imstande, selektiv absorbierende
Materie spontan auf viel hohere Temperaturen zu bringen. Eine Strah-
lung mit der echten Temperatur von 3° abs. kénnte dagegen einem
Korper, dessen Temperatur hoher als 3° wire, keine Wiarme spontan
zufithren.

Der Koeffizient @ fiir Strahlung, die eine echte Temperatur T be-
sitzt, ist derselbe wie fiir molekulare Wéarme, namlich 1/T. Dies wird
aus der Tatsache gefolgert, daBl in einem Hohlraume Wirme aus der
Strahlung in die Winde oder umgekehrt von selbst iibergeht, je nach-
dem die Temperatur der Strahlung hoher oder niedriger ist als die
Temperatur der Winde; die Grenzbedingung fiir die Warmeiibertragung
ohne Entropieinderung ist daher die Gleichheit der Temperaturen,
woraus sich nach (25.1) die Gleichheit der Koeffizienten @ ergibt.

Nachdem bewiesen ist, daB} Strahlung bei einer Temperatur T eine
ganz bestimmte Dichte und Zusammensetzung hat, miissen noch die
Formeln, welche diese Dichte und Zusammensetzung zu berechnen
gestatten, gefunden werden. Diese Untersuchung wird in mehreren
Schritten ausgefithrt. Zuerst wird das SteErFansche Gesetz (30.3) ab-
geleitet, welches die Gesamtdichte bestimmt; darauf das Wriensche
Verschiebungsgesetz (32.1), welches das Problem der Bestimmung der
Zusammensetzung der Strahlung fiir alle Temperaturen auf die Be-
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stimmung ihrer Zusammensetzung bei irgendeiner Temperatur zuriick-
fithrt; dann das PraNcksche Gesetz (37.9), das die Form der in dem
WiENschen Gesetze noch unbestimmt gelassenen Funktion angibt;
und schlieBlich wird in (40.7) die Ermittlung der im PraNcCKschen
Gesetze enthaltenen physikalischen Konstante vorgenommen.

Das Gesetz von STEFAN.

30. Betrachten wir eine Strahlungsmenge, die in einen Hohlraum
eingeschlossen ist, dessen Volumen verindert werden kann und dndern
wir dieses Volumen von v, auf v, und die Temperatur der Wande (also
auch der eingeschlossenen Strahlung) von T, auf T,; die Temperaturen
bei den zwischenliegenden Werten des Volumens kénnen ganz beliebige
sein. Ist £ die Energiedichte der Strahlung, so betrigt die wihrend
der Anderung dv, d T hinzugefiigte Wirme

dQ=d(Ev)-+pdv (30.1)
oder, da E =3 p
dQ -~ 4pdv-—+-3vdp

— aprd (piv). (30.2)
Die Anderung der Entropie der Strahlung ist daher nach  (27.7)

{71 3
S,—S,=4|Zdpt-o).

Durch eine der im § 27 mitgeteilten analoge Uberlegung gelangt
man zu dem Schlusse, da8 das Integral auf der rechten Seite von den
zwischenliegenden Stadien unabhingig sein muB, und daB} pi/T folglich
durch Anderung der Temperatur nicht geindert werden darf. Nach
§ 29 ist aber p eine Funktion von T allein. Daher muBl pi/T eine
Konstante sein. Wir kénnen also schreiben

p=1LaTs  E=aT*, (30.3)

wo a eine universelle Konstante bedeutet. Der experimentell bestimmte
Wert von a ist 7,64-10-15 fiir c. g.s. Einheiten und Celsiusgrade.

Das Resultat pocT% erhalten wir auch, wenn wir in (28.3) e = 2
setzen (den passenden Wert fiir Strahlung). Es hat aber fiir Strah-
lung eine allgemeinere Bedeutung als fiir Gase, da es hier nicht auf
adiabatische Zustandsinderungen beschrinkt ist. (Die oben ge-
gebene Ableitung wiirde, auf ein Gas angewandt, bei der Behaup-
tung ,,p ist eine Funktion von 7 allein®, iusammenbrechen.) Das
Resultat, daB die Energiedichte der Strahlung proportional der
vierten Potenz der absoluten Temperatur ist, wird das STEFANsche
Gesetz genannt.

31. Unter gewissen Vorbehalten wird die Gleichgewichtsverteilung
der Strahlung durch die Zulassung von Molekeln in dem Hohlraume
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nicht gestort. Die Wellen breiten sich im Raume zwischen den Molekeln
und in den Molekeln frei aus, und die Verringerung des von der Strahlung
eingenommenen Volumens ist unbedeutend. Die im Hohlraume be-
findliche Materie muf3 dieselbe Temperatur annehmen wie die Winde
und die Strahlung. So wird Strahlung von der Dichte a T* auch jedes
beliebige, von einer bei der Temperatur T gehaltenen Materie ein-
genommene Gebiet ausfiillen — mit Ausnahme der Randpartien, wo
die Strahlung nicht mehr richtig ,,eingeschlossen* ist. Der Vorbehalt
wird notwendig, wenn die im Hohlraume enthaltene Materie einen
fiir die betrachteten Wellenlingen merklichen Brechungsexponenten
besitzt. In diesem Falle ist die innere Energie der Molekeln mit der
Energie der Atherwellen in einer Weise verkniipft, die die oben
geschilderte SchluBfolgerung kaum mehr als berechtigt erscheinen 148t.
Ein wirkliches Versagen des STEFANschen Gesetzes (oder des PranNck-
-schen Gesetzes) scheint auch in diesem Falle nicht vorzuliegen; es
milssen aber die Bedingungen sorgfiltig definiert werden, da die
Energie der Polarisation der Materie bei einigen Anwendungen mit
der Strahlungsenergie in geeigneter Weise gruppiert erscheint, wihrend
sie bei anderen von dieser vollkommen getrennt bleibt. Soweit diese
Frage fiir stellare Verhiltnisse in Betracht kommt, wird sie in § 164
weiter behandelt werden.

Die Menge isotroper Strahlung, welche durch ein ebenes Flichen-
stiick S in beiden Richtungen durchgeht, ist $ EcS pro Sekunde.
(Der Faktor 3 entsteht durch Mittelwertbildung iiber cos @ auf jeder
Halbkugel, da der Querschnitt eines durch S schrig durchgehenden
Strahlenbiindels gleich S cos @ ist.) Die in einer Richtung hindurch-
gehende Menge ist ¥ EcS. Wenn also aus einem Koérper der Tem-
peratur T ein Querschnitt ausgeschnitten und plétzlich freigelegt wird,
so tritt durch diesen Querschnitt eine Strahlung vom Betrage 3 Ec
pro cm? und sec aus dem Korper heraus. Dies ist augenschein-
lich die maximale Strahlungsintensitit, die von einem bei der all-
gemeinen Temperatur 7 gehaltenen Kérper gewonnen werden kann.
In der Praxis wird es niemals moglich sein, eine kleine Temperatur-
abnahme in der Nadhe der Oberfliche zu vermeiden. Diese kann dadurch
auf ein Minimum herabgedriickt werden, dal man einen guten Warme-
leiter nimmt und ihn mit einem Uberzuge aus einer sehr stark ab-
sorbierenden Substanz versieht; der Leiter ist notwendig, damit die volle
Temperatur bis in die Ndhe der Oberfliche noch aufrechterhalten
bleibt, die absorbierende Schicht — damit die Strahlung wirklich
,.eingeschlossen’ ist. Die Gleichgewichtsstrahlung wird wegen dieser
bei ihrer experimentellen Untersuchung zur Verwendung kommenden
Beobachtungsanordnung oft auch ,,Strahlung eines schwarzen Korpers*
oder ,,Schwarze Strahlung‘‘ genannt. Eine andere Methode, um bei-
nahe vollkommen schwarze Strahlung zu erhalten, besteht darin, in
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einem bei der gewiinschten Temperatur gehaltenen Hohlkérper eine
kleine Offnung zu machen.

Die volle Ausstrahlung der Materie bei der Temperatur T ist also:
1Ec=7;acT* pro cm? pro sec. (31.1)
Die Konstante ¢ = ; ac heiBt die STeEFaNscHE Konstante, wir

werden aber bei unseren Rechnungen gewohnlich nicht diese, sondern
die frither definierte Konstante a gebrauchen.

Das Gesetz von WIEN.

32. Wir wollen nun auf Grund von thermodynamischen Uber-
legungen beweisen, daB die Zusammensetzung der Gleichgewichts-
strahlung bei der Temperatur T dem WiENschen Verschiebungsgesetze

I, T)y=vf(/T) (32.1)
geniigt, wo I (v, T)dv die Energiedichte der Strahlung der zwischen
yundv 4 dvliegenden Frequenzen bedeutet und / eine gewisse Funktion
von »/T ist. Da die Form dieser Funktion durch unsere Betrachtung
zunichst nicht beriithrt wird, bestimmt das WigENsche Gesetz noch
nicht die Zusammensetzung der Strahlung; wenn diese aber fiir irgend-
eine Temperatur bekannt ist, ermoglicht uns dieses Gesetz ihre Berech-
nung fiir andere Temperaturen.

Lemma. Eine Kammer mit vollkommen spiegelnden Winden moge
urspritnglich von Gleichgewichisstrahlung erfilllt sein. Wenn sich diese
Kammer ausdehnt oder zusammenzieht, wivd die Strahlung automatisch tn
Gleichgewichtsstrahlung verwandelt von derjenigen Temperatur, die ihrer
neuen Dichte entspricht.

Die vollkommene Spiegelung zieht zwei Folgen nach sich: 1. sie
biirgt dafiir, daB keine Wirme aus der Kammer entweicht oder ihr
zugefithrt wird, so daB die Zustandsinderungen adiabatisch erfolgen
(dQ = 0); 2. sie schaltet die gewdhnlichen Prozesse (Absorption und
Emission), durch die eine Hohlraumstrahlung in den Gleichgewichts-
zustand iibergeleitet wird, aus, so daB wir nicht, wie gewshnlich, von
vornherein die Sicherheit haben, daB die Strahlung in der Kammer,
nach der Volumeninderung, Gleichgewichtsstrahlung sein wird.

Wir wollen fiir einen Augenblick nur die erste Folge gelten lassen,
die zweite aber dadurch beseitigen, daBl wir ein absorbierendes Massen-
kérnchen von verschwindend kleiner Wirmekapazitit in die Kammer
einfithren; hierdurch werden Absorption und Emission aufs neue ein-
gefilhrt und die Strahlung wird genau so in Gleichgewicht mit dem

materiellen Teilchen gebracht, als ob es die Winde der Kammer
bildete 1.

1 Die SchluBfolgerungen bleiben ebenso richtig, wenn die fortwahrende Ver-
wandlung von Nicht-Gleichgewichtsstrahlung in Gleichgewichtsstrahlung durch
das fiat des Mathematikers erfolgt.
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Nun soll die Kammer eine beliebige ‘Anzahl von Ausdehnungen
und Zusammenziehungen erfahren und schlieBlich zu ihrem Anfangs-
volumen zuriickkehren. Da die Bedingung der Adiabasie bestehen
bleibt, ist der Druck eine reine Funktion des Volumens; in der Tat
erhalten wir, indem wir in (30.2) dQ = 0 setzen: piv = const. Der
Strahlungsdruck hat daher wieder denselben Wert wie zu Anfang
und folglich ist auch die Energiedichte die anfingliche; und da die
Strahlung immer noch Gleichgewichtsstrahlung ist, befindet sie sich
genau in ihrem Anfangszustande.

Auch die Entropie der Strahlungist unverdndert geblieben. Dad Q@ = 0
ist, hat keine Ubertragung von Entropie von der Strahlung auf die
Umgebung stattgefunden. Also ist auch keine Entropie neu entstanden.
Die Funktion des materiellen Kornchens sollte darin bestehen, die
Strahlung, sobald sich in ihr eine Abweichung von der Zusammen-
setzung der Gleichgewichtsstrahlung zeigte, wieder in solche zuriickzuver-
wandeln. Wir wissen aber schon, daf3 dieser Prozel3 ein irreversibler ist
und daB die Nicht-Gleichgewichtsstrahlung eine kleinere Entropie
hat, als die Gleichgewichtsstrahlung (§ 29), so daBl diese Verwandlung
mit Entropieerzeugung verbunden ist. Da keine Entropie erzeugt
worden ist, schlieBen wir, daB das Kornchen {iberhaupt nicht funktio-
niert hat — es hat also im Verlaufe des ganzen Prozesses keine von
der Gleichgewichtszusammensetzung abweichende Strahlung gefunden,
die es zu verwandeln gehabt hitte. Dies zeigt, daB die Anpassung
der Strahlung an das neue Volumen automatisch durch die spiegelnden
Winde besorgt wird, ohne die Hilfe irgendwelcher absorbierender
materieller Korper.

33. Unter diesen Bedingungen ist die einzige Ursache fiir eine Ande-
rung in der Zusammensetzung der Strahlung der Dopplereffekt an den
wihrend der Volumeninderung in Bewegung befindlichen Wanden der
Kammer. Wenn die Wand zuriickweicht, wird eine einfallende Welle
mit verminderter Frequenz reflektiert, so daB ‘eine allgemeine Ver-
wandlung in kleinere Frequenzen jede Abnahme der Energiedichte und
Temperatur begleitet.

Es mogen Wellen von der Energiedichte £ und Frequenz v normal
auf einen mit der Geschwindigkeit V' zuriickweichenden Spiegel fallen.
Es seien E’, v' die Energiedichte und Frequenz der reflektierten Wellen.
Die bekannte Formel fir den Dopplereffekt lautet:

v’ c—V
Faalvery (33.1)
Der Druck auf die Wand ist £ 4 E’ (§21). Die an der Wand pro
cm? und sec geleistete Arbeit ist daher (E + E’) V. Diese muB gleich
der Energiedifferenz der einfallenden und reflektierten Wellen sein,
also gleich Ec — E’c pro cm? und sec. Daher ist:
Eddington, Aufbau der Sterne. 4
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(E—EYc=(E+E)V. (33.2)
Aus (33.1) und (33.2) folgt

v E’ c—V

Bei schrigem Einfalle ergibt sich dasselbe Resultat, mit dem einzigen
Unterschiede, daB ¥ nun die Projektion der Geschwindigkeit des Spiegels
auf die schrige Einfallsrichtung bedeuten mu8.

Wir driicken die GroBe E/v in Einheiten aus, die Quanten! genannt
werden. Aus (33.3) folgt, daBB E/y = E’/+" ist, mit anderen Worten,
dafl die Anzahl der Quanten durch Reflexion an bewegten Winden nicht
gedandert wird.

Betrachten wir eine kleine Volumeninderung der Kammer, die eine
Anderung der Temperatur der Strahlung von T auf T + 4T bedingt.
Wihrend dieser Anderung lassen wir ein Quant der Frequenz » durch
eine oder mehrere Spiegelungen an den bewegten Winden in ein solches
der Frequenz »' iibergehen und schreiben:

r=9"(1+5). (33.4)

Dann ist s, gemdB (33.3) wohl von den Bedingungen, unter denen
die Reflexionen stattfinden, abhingig, nicht aber von der Frequenz v.
Wenn wir also mit g(s) den Prozentsatz der reflektierten Quanten
bezeichnen, fiir welche dieser Koeffizient zwischen s und s 4 ds liegt,
dann wird g (s) eine und dieselbe Funktion sein, welche Frequenzen » wir
auch betrachten mégen, da ja zwischen » und s keine Beziehung be-
steht. DefinitionsmaBig haben wir

Jesrds=1
und setzen wir noch (33.5)
[sg()ds=s,.

dann ist s, unabhingig von ».
Es sei J (v, T) dv die. Anzahl der Quanten der Frequenzen » bis
v 4 dv, die bei der Temperatur T in der Kammer enthalten sind.
Dann ist:
JW,T+dTydv = [g(s)-ds- J(v, T)dv,

wo das Integral auf der rechten Seite iiber alle Werte s zu erstrecken
ist und (fiir jeden Wert von s) » und dv mit den festgehaltenen Werten
v', dv’ durch die Beziehung (33.4) verbunden sind. Durch Substitution
von »', d¥’ fiir » und dv ergibt sich daher:

JO,T+dT)=[g(s)ds(L+s)-J(» A +9),T).

1 Wir verwenden hier die moderne Bezeichnung, ohne an dieser Stelle irgend-
welche von den Prinzipien der Quantentheorie einzufithren. Die ,,Anzahl der
Quanten wird nicht notwendig als ganzzahlig vorausgesetzt.
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Indem wir J auf beiden Seiten in TAvLoRsche Reihen entwickeln
und die Quadrate der unendlich kleinen GréBen s und 47T vernach-
lassigen, erhalten wir:

JO.T)+aT S0, 1) =] 0. T) [g(s)ds
HI0, D+ L0 D) [sg@ds.

Nach (33.5) reduziert sich dieser Ausdruck, indem wir nun die
iberfliissig gewordenen Striche weglassen, auf:

aJ _ 9J |
af-dTgsO{]+va»

oder
IwJ) _ s 0(v]) (33.6)

0T ~— dT ov

Nun ist so/d T wohl unabhingig von », wir haben aber gar keinen
Grund anzunehmen, daf es auch von 7T unabhingig sein sollte und
nehmen daher an, daf3 es eine unbekannte Funktion von T ist. Dann
kann (33.6) in der Form geschrieben werden

owj) __vo]) _ 9())

9 (log 1 (T)) ov 9 (logw)’

Die Losung dieser partiellen Differentialgleichung ist
v] =F([f(T)), (33.71)
wo F eine neue unbekannte Funktion bedeutet.

Die Energie wird (nach der oben gegebenen Definition) durch
Multiplikation der Anzahl der Quanten mit » erhalten. Es ist daher

vJ (v, T)=vI(v,T) (33.72)

wo v das Volumen des Hohlraumes und I (v, T) dv die Energiedichte
der Strahlung zwischen » und v + d» bedeutet. Indem wir {iber alle
Werte von » integrieren und die gesamte Energiedichte mit E bezeichnen,

erhalten wir © ©

E”:f””V:fF(V/f(T))dv=Cf(T), (33.73)
0

0
WO

C:j?F(x)dx.
0

Da die Zustandsinderung adiabatisch erfolgt, haben wir, indem wir
in (30.2) dQ = 0 setzen.

1)% v = const
oder, da E = 3 p ist,

Ely= const. (33.74)
4*



52 Quantentheorie.

Nach (33.73) und (33.74) ist E% proportional zu f (T). Nach dem

StEFANschen Gesetze ist aber Ei proportional zu T. Daher mul
/ (T) ein konstantes Vielfaches von T sein und wir kénnen, ohne an
Allgemeinheit einzubiiflen, in (33.71)

HD)=T
setzen. Dann ist, nach (33.71) und (33.72)
eI, T)=F@w[T).

Nach (33.74) ist aber voc 73, so daB3 wir, indem wir den Proportio-
nalititsfaktor in die Funktion F einbeziehen, schreiben kénnen:

I, T)=T3F(v/T).
SchlieBlich ergibt sich, wenn wir eine neue unbekannte Funktion
f1(%) = F (x)[x®
einfiihren,
I, T)=v3f,(»/T),
womit unser Theorem bewiesen ist.

Um diese etwas weitliufige Ableitung iiberblicken zu kénnen,
bemerken wir, daf3 sie aus den folgenden vier Schritten besteht:

1. Dem Beweise, daB die Anderung der Zusammensetzung der
Gleichgewichtsstrahlung mit der Temperatur durch Reflexion an den
bewegten Winden, ganz unabhingig von den Prozessen der Absorption
und Emission herbeigefiihrt wird; 2. dem Beweise, dall die Anzahl
der Quanten unverdndert bleibt; 3. der Aufstellung und Integration
der partiellen Differentialgleichung, welche die Tatsache ausdriickt,
daB zwischen s und » keine Beziehung besteht; 4. der Bestimmung
einer der zwel eingefithrten Funktionen, aus der Bedingung, dafl die

gesamte Dichte der Strahlung dem STEFANschen Gesetze geniigen
muf.

Drittes Kapitel.

Quantentheorie.

Wechselwirkung zwischen Strahlung und Materie.

34. Die Theorie des Gleichgewichts zwischen Materie und Strahlung
bei konstanter Temperatur stiitzt sich auf ein Prinzip, welches eine
Verallgemeinerung der Theorie des Austausches (§ 29) darstellt. Nach-
dem das Gleichgewicht erreicht ist, finden keine sichtbaren Anderungen
mehr statt; die Dichte und Zusammensetzung der Strahlung, die Ver-
hiltniszahlen der Atome in den verschiedenen Zustanden der Kombination
und Ionisation, die Anzahl der freien Elektronen, der Bruchteil der Mo-
lekulargeschwindigkeiten, die zwischen gegebenen Grenzen liegen —
bleiben alle stationir; aber unter dieser statistischen Unverinderlich-
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keit verbergen sich ununterbrochene Anderungen, die die einzelnen
Atome, Elektronen und Elemente der Strahlung erleiden.

Betrachten wir die Atome irgendeines herausgegriffenen Elementes,
die nicht mit anderen Atomen kombiniert sind und sich in ihrem nor-
malen, neutralen Zustande befinden. Die Anzahl # dieser Atome bleibt
im Systeme, wenn der Gleichgewichtszustand einmal erreicht ist (ab-
gesehen von zufilligen Schwankungen) konstant. Die Individuen aber,
die diese Anzahl bilden, wechseln ununterbrochen. Neue Atome treten
in diesen Zustand ein, durch Auflésung von chemischen Molekeln, in
denen sie enthalten waren, durch Neutralisierung ionisierter Atome
mittelst Einfangens von freien Elektronen, und durch Riickfall von
erregten Atomen in den Normalzustand. Atome treten aus dem be-
trachteten Zustande heraus, durch die inversen Prozesse — also durch
Kombinationen mit anderen Atomen zu chemischen Molekeln, Ionisation
durch AusstoBen eines Elektrons, Anregung durch Absorption von
Strahlung oder ZusammenstoB mit Elektronen oder Atomen. Die Be-
stindigkeit der Zahl » wird durch ein gegenseitiges Aufheben der Ge-
winne und Verluste herbeigefiihrt.

Das oben erwihnte Prinzip begniigt sich aber nicht damit, diese
allgemeine Kompensation von Gewinnen und Verlusten zu formulieren
— was eine bloBe Umschreibung des Wortes ,,Gleichgewicht bedeuten
wiirde. Es behauptet vielmehr, da8 der durch jeden einzelnen Prozel
herbeigefithrte Gewinn den durch den zu ihm inversen Prozel ver-
ursachten Verlust kompensiert. Die durch das Einfangen eines freien
Elektrons entstehenden Gewinne kompensieren die Verluste, die durch
das AusstoBen eines Elektrons entstehen, ganz unabhidngig von den
anderen Quellen von Gewinn und Verlust. Dieses Prinzip der Ausbalancie-
rung der Elementarprozesse (getrennten Kompensation) erstreckt sich
bis in die kleinsten Einzelheiten. Die Gewinne, bei denen ein eingefan-
genes Elektron eine Liicke in einem bestimmten Niveau ausfiillt, kom-
pensieren die Verluste, bei denen ein Elektron aus diesem speziellen
Niveau ausgestoBen wird; die Gewinne, bei denen ein Elektron von
bestimmter Geschwindigkeit eingefangen wird, werden durch die Ver-
luste kompensiert, bei denen das ausgestoBene Elektron die ndmliche
Geschwindigkeit erhils.

Wir konnen dieses Prinzip auch folgendermaBen ausdriicken:
Jede, auch noch so detaillierte Aufzihlung der in einem im Gleichge-
wichte befindlichen Systeme bei konstanter Temperatur erfolgenden
Veranderungsprozesse wiirde auch dann richtig bleiben, wenn wir ‘die
Richtung des zeitlichen Verlaufes indern kénnten®. Fiir unsere Zwecke
formulieren wir das Prinzip in der folgenden Weise:

1 Die letzten Gesetze der Natur (soweit sie uns bekannt sind), lassen die
Richtung der Zeit unbestimmt und geben keinen Anhaltspunkt, um die Vergangen-
heit von der Zukunft zu unterscheiden. Die Richtung, in der die Zeit fortschreitet,
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Evrstes Gesetz (Verallgemeinertes Prinzip des Austausches). Jeder
VerwandlungsprozeB, der in einem im thermodynamischen Gleichge-
wichte befindlichen Systeme stattfindet, kann auch in umgekehrter
Richtung verlaufen; und die Hiufigkeiten der in beiden Richtungen
erfolgenden Verwandlungen sind gleich!.

Ein formaler Beweis kann hierfiir nicht gegeben werden, aber eine
kurze Uberlegung zeigt schon, wie schwer es ist, dieses Gesetz zu um-
gehen — d. h. eine allgemeine Kompensation ohne die Kompensation
im einzelnen zu erhalten. Das typische Phinomen, welches geeignet
erscheint die Kompensation zu stéren, ist eine zyklische Reihe von
Prozessen. Ein Atom konnte z. B. zuerst in einen Anregungszustand
versetzt werden, dann, durch Ausstofen eines Elektrons, vom ange-
regten Zustande aus ionisiert werden und schlieflich, durch Anlagerung
eines Elektrons in dem normalen Niveau (d. h. ohne den Umweg {iiber
den angeregten Zustand zu machen) in den Anfangszustand zuriick-
kehren. Dies wiirde die Zahl # unverindert lassen, trotzdem die indi-
viduellen Prozesse unkompensiert bleiben wiirden. Der Gesamteffekt
ist aber hierdurch nicht erschopft. Die Anregung des Atoms setzt die
Absorption eines Strahlungsquants von einer bestimmten Frequenz
voraus; seine Jonisation — die Absorption eines Strahlungsquants einer
anderen Frequenz; und das Wiedereinfangen eines Elektrons (dem wir
der Einfachheit halber dieselbe Geschwindigkeit zuschreiben koénnen
wie dem ausgestoBenen Elektron, damit die Verteilung der Elektronen-
geschwindigkeiten ungestort bleibt), bedingt die Emission eines Quants
von einer dritten Frequenz. Der Effekt des beschriebenen Zyklus be-
steht also noch darin, da8 durch ihn die Zusammensetzung des Strah-
lungsfeldes gedndert wird. Um das Gleichgewicht der Strahlung zu
retten, miissen wir in dieser einen anderen Zyklus voraussetzen, der
die Folgen des ersten Zyklus wieder riickgdngig macht. Hierbei stoflen
wir aber auf folgende Schwierigkeit: wenn wir einen Mechanismus
zur Riickverwandlung der Strahlung einfiihren, wie koénnen wir es
verhindern, daf3 dieser Mechanismus, auch bei Abwesenheit der speziellen
von uns betrachteten Atome, in Titigkeit tritt? Der Mechanismus wird
mit derselben Zusammensetzung der Strahlung zu tun haben, ganz
gleich ob die erwihnten Atome vorhanden sind oder nicht, denn es ist
in § 29 bewiesen worden, daB3 die dem Gleichgewichte entsprechende
Zusammensetzung der Strahlung unabhingig ist von der chemischen

kann nur durch statistische Prifungsmittel, die auf Abzahlungen von groBen
Mannigfaltigkeiten beruhen, gefunden werden. Die Entropie stellt dazu die be-
quemste statistische Gré8e dar, und die-anzuwendende Regel besteht darin, daB ¢
so gemessen werden muB, daB d S/d¢ positiv wird. Unser Gesetz behauptet, daB,
wenn dieses Priifungsmittel versagt (4 S/d¢ = 0), auch alle anderen statistischen
Mittel auBerstande sind, die Fortschreitungsrichtung der Zeit festzulegen.

1 Dies wird oft das ,,Prinzip der Kompensation bis ins Einzelne'* genannt.
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Natur der anwesenden Materie. Augenscheinlich kann ein Funktio-
nieren des Mechanismus in den Fillen, in denen es notwendig ist, und seine
Ausschaltung in allen anderen Fillen nur dadurch erreicht werden,
daB man die speziellen Atome eine wesentliche Rolle in ihm spielen
14Bt; und diese Rolle muB darin bestehen, daf3 sie die friiher emittierte
Strahlung wieder absorbieren und die friither absorbierte Strahlung von
neuem befreien, wobei sie die entsprechenden Anderungen ihrer eigenen
Energie erleiden. Mit Ausnahme einiger ganz spezieller Fille bedeutet
das aber, daB der neu einzufithrende Zyklus die genaue Umkehrung
des zuerst betrachteten sein mul}, wodurch dann alle drei Prozesse,
aus denen er besteht, einzeln durch die ihnen entgegengesetzten Prozesse
kompensiert werden.

Indem wir die Frage von einem allgemeineren Gesichtspunkte
aus betrachten, bemerken wir, daB wir hier mit drei verschiedenen Typen
von Energie zu tun haben:

1. Strahlungsenergie.

2. Kinetische (Translations-) Energie von Elektronen und Molekeln.

3. Innere Energie von Molekeln und Atomen.

Die Zusammensetzung der ersteren hingt nur von der Temperatur
ab. Die zweite ist zwar in einer Weise verteilt, die nur von der Temperatur
abhingt, ihre Gesamtmenge aber wird durch die vorhandene Materie
bestimmt. Die dritte zeigt eine Verteilung, die fiir die anwesenden
chemischen Elemente charakteristisch ist. Die gleichartigen Verteilungs-
gesetze der beiden ersten Energiearten und die willkiirliche Verinder-
lichkeit der dritten machen es beinahe unmoglich, durch Erfindung
komplizierter Zyklen die allgemeine Kompensation zu gewihrleisten.
Die einfache, im ersten Gesetze vorgeschlagene Kompensationsmethode
erscheint daher zum mindesten als recht plausibel.

Viele wohlbekannte Experimente — besonders mit Roéntgen-
strahlen und Kathodenstrahlen — erfolgen unter Bedingungen, die von
denjenigen des thermodynamischen Gleichgewichts weit entfernt sind.
Bei solchen spielen dann unkompensierte Zyklen allerdings eine her-
vorragende Rolle.

35. Ein zweites allgemeines Prinzip gibt uns die Quantentheorie:

Zweites Gesetz (Quantengesetz). In allen Fillen, in denen Strahlungs-
energie in andere Formen verwandelt wird, oder umgekehrt, erfolgt
die Verwandlung in endlichen Betrigen, sog. Quanten; die Energie-
menge, welche ein Quant bildet, ist gleich Av, wo » die Frequenz der
Strahlung und % eine universelle Konstante bedeutet.

1 Die hier angefithrte Uberlegung schlieBt augenscheinlich einen Zyklus,
an dem nur 1. und 2. beteiligt sind, nicht aus; wir glauben aber, dal uns das Ge-
setz, welches die Verwandlung von Strahlungsenergie in kinetische Energie und um-
gekehrt reguliert, geniigend bekannt ist (Compton-Effekt, § 52), um uns zu zeigen,
daB ein solcher Zyklus in Wirklichkeit nicht vorkommt.
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Wir brauchen uns die Emission eins Quants nicht notwendig als
zeitlos oder nicht-analysierbar zu denken. Die wesentliche Aussage
des zweiten Gesetzes besteht in der Behauptung, da die Emission
eines Quants einen einzigen , VerwandlungsprozeB' im Sinne des
ersten Gesetzes darstellt. Wenn zwei Quanten gleichzeitig emittiert
werden, ist dies nur als ein zufilliges Zusammentreffen zu betrachten,
wihrend die Emission der zweiten Hilfte eines Quants die unvermeid-
liche Folge der Emission der ersten Hilfte ist.

Die Gleichung von EINSTEIN.

36. Wir betrachten zwei Zustiande eines und desselben Atoms, denen
die inneren Energien y, bzw. g, entsprechen (x, > x,). Das Atom kann
aus dem Zustande 2 in den Zustand 1 durch Ausstrahlung eines Energie-
betrages (x, — ;) tUbergehen, und der hierzu entgegengesetzte ProzeB
ist ein Ubergang vom Zustande 1 in den Zustand 2 unter Absorption
eines gleichen Betrages von Strahlungsenergie. Nach dem zweiten Ge-
setze ist die Frequenz »,, der hierbei emittierten oder absorbierten Strah-
lung gegeben durch

e A1 =hVys, (36.1)
und nach dem ersten Gesetze kompensieren sich die Anzahlen der Uber-
ginge in beiden Richtungen, im thermodynamischen Gleichgewichts-
zustande der Materie, unabhingig von allen anderen Prozessen, an
denen die beiden betrachteten Zustinde eventuell noch beteiligt sein
koénnten.

Nach der BoHRschen Atomtheorie bilden die moglichen Werte von
#1 und y, eine diskontinuierliche Reihe; wir werden aber diese Tatsache
zundchst nur zu einer Vereinfachung der Ausdrucksweise gebrauchen:
sie gestattet uns ndmlich, von der Anzahl der Atome mit der inneren
Energie y, statt von der Anzahl der Atome im Energieintervalle y bis y
-+ dy zu sprechen.

Es seien #, und #, die Anzahlen der Atome in den Zustanden 1 und
2, und es sei I (v,,) die Energiedichte der Strahlung der Frequenz »,.
Einen Gleichgewichtszustand setzen wir zundchst nicht voraus.

Ein mit Absorption verbundener Ubergang vom Zustand 1 in den
Zustand 2 wird unméglich scin, wenn keine Strahlung von der erforder-
lichen Frequenz vorhanden ist. Die Anzahl der Uberginge wird also
gleich Null werden miissen, wenn I (vy,) gleich Null wird, und sie
wird, bei wachsendem I (»,,), vermutlich proportional zu dieser Grée
wachsen; sie wird ferner proportional sein zu der Anzahl #, der Atome,
die zu einem solchen Ubergange befihigt sind. Wir setzen daher die An-
zahl der in der Zeit df erfolgenden Uberginge der betrachteten Art gleich

a1 (vy5)dt, (36.21)

WO a,, eine atomare Konstante ist.
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Ein Ubergang vom Zustande 2 in den Zustand 1 unter Emission von
Strahlung kann auch spontan, bei Abwesenheit eines duBleren Strah-
lungsfeldes erfolgen. Die Verhiltniszahl der Atome, die in der Zeit-
einheit diesen Sprung spontan ausfilhren, muB daher eine atomare
Konstante sein. Wir setzen die Anzahl dieser Uberginge gleich:

by adt . (36.22)

Es ist denkbar, daB diese Uberginge durch die Anwesenheit von
Strahlung der Frequenz »,, gehemmt oder geférdert werden kénnen.
Wenn dies der Fall ist, wird die Verringerung oder Vergr68erung der
Zahl der Uberginge vermutlich proportional zu der Intensitit der vor-
handenen Strahlung sein. Wir setzen daher die Anzahl der zusitzlichen
Uberginge gleich:

g Mol (v15) A1, (36.23)

WO @y, positiv oder negativ sein kann,

Die Konstanten a,,, a,;, by; beziehen sich auf Prozesse, bei denen
die Atome individuell wirken, und hingen daher von keiner einzigen
der statistischen Eigenschaften der Mannigfaltigkeit ab. Sie hingen
insbesondere nicht von der Temperatur ab — da wir ja zunichst noch
gar nicht vorausgesetzt haben, daB die Mannigfaltigkeit eine Temperatur
besitzt.

Wenden wir diese Resultate auf eine im thermodynamischen Gleich-
gewichte, bei der Temperatur T befindliche Mannigfaltigkeit an, so miissen
die Uberginge (36.22) und (36.23) durch die Uberginge (36.21), ge-
milB dem ersten Gesetze kompensiert sein. Das Ergebnis ist die
Gleichung von EINSTEIN:

Aoy L (Vig, T) = by 1y + agy ny I (v15, 1), (36.3)

wo I nicht mehr willkiirlich ist, sondern das Verteilungsgesetz der Gleich-
gewichtstrahlung bei der Temperatur T bedeutet.
Wir erhalten hieraus:
™ 2 by ¢
o U aren ) (364
eine Formel, welche die relativen Hiufigkeiten der Atome in den beiden
Zustinden in einem bei der Temperatur T befindlichen Stoffe ausdriickt.
37. Wir fiihren nun einen dritten Zustand mit der Energie y5, (%3
>y > xq) ein. Wegen
UG S
ist SR

P _ o bm Nawy L, bn N\ am(y, bn -
1 <1 +“211(”12v T)> 3 <1T a3al (vps; T)> T oag <1 - ag I (vy3, T)> (37.1)

und nach (36.1)

Vig = V12 + V5. (37.2)
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Dies gilt fiir alle Temperaturen 7, und T kommt in (37.1) nur in
der Weise vor, die durch unsere Bezeichnungsweise explizit zum Aus-
druck gebracht wird. Wir diirfen wohl annehmen, daB I (v, T) bei fest-
gehaltenem », mit unendlich wachsendem T iiber alle Grenzen wachsen
wiirde?, so daf bei geniigend hoher Temperatur der zweite Term in
den Klammerausdriicken beliebig klein gemacht werden kann. Indem
wir T unendlich gro8 werden lassen, erhalten wir daher:

A1 %3 __ %a;
@y Ay Ay (37.3)

Durch Substitution in (37.1) ergibt sich dann:

bgy b3y _ B by
(4 i) (s ) = arisny)-
Durch Einfiihrung des Wienschen Gesetzes (32.1) wird dieser Aus-
druck zu

BECTIN Gy V_ (1. G
<1 R TOWE), (l +; (VW,T)) \ (m,T)) (37.4)
WO

Cro = byn[a, v}, (37.5)

und C,, unabhingig von T ist.
Dieser Ausdruck kann auch in der folgenden Form geschrieben

werden:
1 1 1 ) 1 o 1 . Cis
F(re/T) - Cos v/ T) Cyp F w1/ T + w55/ T)  Cyp- Cyg
1
C F/T) fay/T)

Schreiben wir nun diese Gleichung dreimal hin, indem wir T der
Reihe nach gleich drei verschiedenen Werten T,, T, und T, setzen, und
eliminieren 1/C, und C,,/C;, C,5 aus diesen drei Gleichungen, so erhalten
wir C,;, ausgedriickt als Funktion von sechs Argumenten /T,
Y10/ Tar 19/ T VaalT1, Vos/Ta, ¥9y/T,- Letztere lassen sich wiederum auf
vier unabhingige Argumente

Vil Ty v1/Te v10/Ty V1afv2s
zuriickfithren. Augenscheinlich kann C,; nicht von den drei ersten
Argumenten abhidngen; es kann aber auch nicht von dem vierten
abhingen, da »,, ja willkiirlich gewdhlt werden kann, ohne daB C,; da-
durch beeinfluBt wird. Da C,; von keinem seiner Argumente abhingt,

muB es eine bestimmmte Naturkonstante sein, die in der unbekannten
Funktion f (v/T) enthalten ist. Wir haben also

(37.6)

17 (v, T) kann bei wachsendem T nicht abnehmen; denn dann wiirde es mog-
lich sein, Warme aus einem kiihleren in einen heiBeren Hohlraum iiberzufiihren,
indem man ein nur fiir » durchlassiges Fenster 6ffnete. Es scheint aber nicht mog-
lich zu sein, auf Grund von rein thermodynamischen Uberlegungen zu zeigen,
daf es iiber alle Grenzen wichst (siehe § 40).
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Cipa=Cp=C,p=C. (37.7)

(37.4) wird daher:

0+ ) =16 s B (37.8)

WO a == 1,/ T, B == vy5/T.
Es ist wohl bekannt, dal} die einzige Losung dieser Gleichung die
Exponentialfunktion

C
_ = pka
1 +f @
ist, wo % eine Konstante bedeutet. Hieraus folgt
f(a)=CJ(ek*—1),
und das WiENsche Gesetz (32. 1) erhilt mithin die Form:

3
I(nT)= o . (37.9)
Das Strahlungsgesetz ist somit vollstindig bestimmt, bis auf die
beiden Konstanten C und %, die spiter zu ermitteln sein werden. Die
Form (37.9) ist das Gesetz von PLANCK.
38. Wir koénnen nun die relativen Hiufigkeiten der bei der Tempe-
ratur T in den Zustdnden 1 und 2 befindlichen Atome berechnen.

Nach (36.4) ist:

M G C VL % g T = % g — 1)/ RT
My @12 < f(vysf T)> Cap ¢ @12 ¢ ’
WO
R=nhlk (38.1)
und allgemein:
B Ger p(nma)IRT (38.2
Es seien ¢y, g, . .. g, die relativen Hiufigkeiten der Atome in den
Zustianden 1, 2, ... .7 beil unendlich hoher Temperatur. Dann ist nach
(38.2)
Aspl¥rs=Gr[qs , (38.25)

so daB wir, indem wir zu endlichen Temperaturen zuriickkehren, er-
halten:

Nyitgs - - cin, =g e~ 0/ RTiguemnlRT L g e—1,/RT . .. (38.3)

Die Faktoren ¢, g,,...werden die Gewichte der entsprechenden
Zustinde genannt. Die Theorie dieser Gewichtsfaktoren wird spiter
behandelt werden. Sie sind bestimmt, sobald die Zusammensetzung
bei irgendeiner gegebenen Temperatur bekannt ist; und (38.3) lehrt
dann, wie sich die Zusammensetzung mit der Temperatur #ndert.
Das Resultat (38.3) heiBt die Formel von BOLTZMANN.
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In der urspriinglichen Arbeit von EINSTEIN! wurde die BoLTz-
MANNsche Formel als ein gesichertes Resultat der statistischen Mechanik
iibernommen, wodurch die Ableitung des PraNckschen Gesetzes ent-
sprechend verkiirzt werden konnte. Wir haben es vorgezogen, hier eine
solche Abschweifung in ein fremdes Gebiet zu vermeiden, so daf} bei
unserer Ableitung die BoLTzMaNNsche Formel als eine reine Folge der
Quantentheorie erscheint.

Nach (37.5) ist:

76217_7 l_’-zl L4 “1,
3 3
A1 V12 Qe @1 V1

woraus sich

by (38.4)
als der Ausdruck fiir das Verhiltnis des Absorptionskoeffizienten zu
dem Koeffizienten der spontanen Emission ergibt. Ferner ist, nach
(36.3), wenn wir die im Zustande 2 befindlichen Atome betrachten,
das Verhiltnis der Emission bei der Temperatur T zu der Emission

bei der Temperatur Null gleich
boy + gy L (1, T) 1 by, -
Dieser Ausdruck ist aber gleich:

Cvi,+ e’im(/j;¥~ 1 (Cvla=(1—emlm/RT)=1, (38.5)
Das Verhiltnis ist gréBer als eins, also wird Ausstrahlung durch die
im Felde anwesende Strahlung begiinstigt. Diese angeregte Strahlung
nennt EINSTEIN negative Absorption.

Als Beispiel fiir die Anwendung dieser Formel betrachten wir einen
radioaktiven ProzeB3, der in einer einfachen Umgruppierung eines Atom-
kernes besteht, bei der ein y-Strahl der Frequenz v, emittiert wird.
Der durch Temperaturerh6hung hervorgerufene Effekt besteht in einer
Steigerung der Radioaktivitit in dem durch (38.5) angegebenen Ver-
hiltnisse. Die Frequenz der y-Strahlen ist aber so gro3, daB sogar eine
Temperatur von 107 Grad (im Inneren eines Sternes) noch keinen merk-
lichen EinfluB auf die Radioaktivitit ausiibt.

Wenn die Atome, bei groBer Dichte des Materials, stark zusammen-
gedringt sind, konnen Absorptions- und Emissionsvermogen der ein-
zelnen Atome durch die groBe Nihe der benachbarten Atome bis zu
einem gewissen Grade verindert werden, so daB in solchen Fillen die
GroBen ay,, a,, und b,, keine rein atomaren Konstanten mehr sein werden.
Der Betrag dieser Anderung wird von den Werten von ¢ und T abhingen
und die vorhergehende Uberlegung, bei der die Unabhingigkeit von

1 Phys. Zeitschr. Bd. 18, S. 112 (1917). EinstTEIN verfolgte den entgegen-
gesetzten Weg, weil er das Quantengesetz (36.1) aus seiner Gleichung ableiten wollte.
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a,, usw. von T vorausgesetzt wurde, ist nicht mehr zutreffend. Der Be-
weis des PrLanNckschen Gesetzes wird aber dadurch in keiner Weise
erschiittert, weil wir bereits bewiesen haben, daB das Gesetz der Zu-
sammensetzung der Strahlung fiir verdiinnte wie fiir dichte Materie
dasselbe ist; wir bestimmen ein fiir allemal die Form der universellen
Funktion f aus der Betrachtung eines verdiinnten Stoffes, weil sich
dieser verhiltnismiBig leichter behandeln 148t. Die BorTtzmaNNsche
Formel ist dagegen nur fiir verdiinnte Materie bewiesen, in der die
Atome so weit auseinander liegen, daB sie unabhingig voneinander
wirken; sie wird ungenau, wenn man sie auf dichte Materie anwendet.

39. Unsere Uberlegungen beschrinken sich keineswegs auf die Uber-
ginge, bei denen die Atome unversehrt bleiben. Sie finden auch auf
solche Uberginge Anwendung, bei denen ein Elektron unter Absorption
von Strahlung aus einem Atome herausgeschleudert oder unter Emission
von ihm eingefangen wird. Wenn wir in {iblicher Weise die Energie
des Systems von einem Nullpunkte aus messen, bei dem das Elektron
aus dem Atomverbande gerade befreit ist, aber keine kinetische Energie
besitzt, wird y, die Bahnenergie des Elektrons innerhalb des Atoms im
ersten Zustande bezeichnen (eine negative GréBe) und y, die positive
kinetische Energie des freien Elektrons. Wenn sich das freie Elektron
in einer Gegend befindet, in der das Potential gleich Null ist, und dort
die Geschwindigkeit (#, v, @) besitzt, ist

1
Zz:é'm(uz 402 g2 (39.1)

Nach dem ersten Gesetze diirfen wir bei der Beschreibung der Zu-
stinde die Spezialisierung so weit treiben, als uns beliebt. Wir wollen
als ein System im Zustande 2 ein solches System betrachten, welches
aus einem Atome besteht, das ein Elektron verloren hat, und aus einem
freien Elektron, dessen Geschwindigkeit im Intervalle «, v, w bis # + du,
v + dv, w + dw enthalten ist, und das sich in einem, eine bestimmte
vorgegebene rdumliche Lage in bezug auf das Atom einnehmenden
Volumenelemente dx dy dz befindet, in dem das Potential gleich Null
ist. Die Energie des Systems im Zustande 2 ist dann durch (39.1) gegeben.

Nach (38.3) ist

My _ g TR OBERT

no q1¢
Wenn »” die Anzahl der ionisierten Atome im System bezeichnet
und dN die mittlere Anzahl! der freien Elektronen in einem Bereiche

dxdydz dudv dw, dann ist

—nl/RT '

1 Die Zahl 4N ist ein infinitesimaler Bruch. Wenn ein infinitesimaler Bruch-
teil einer kontinuierlichen Verteilung von Zustinden betrachtet wird, so daB die
Anzahl der Systeme im Zustande 2 nicht mehr als groB betrachtet werden darf,
wird es notwendig, zeitliche Mittelwerte (bzw. Wahrscheinlichkeiten) einzufiihren,
um die zufilligen Schwankungen auszuglitten.
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ny=n'dN,
so daB3
AN — <”1"7'1/RT> —m(u? 412 4 w2)/2RT 39
=\Twg, ) %° . (39.2)
Der eingeklammerte Faktor bleibt konstant fiir alle verschiedenen
Werte von #, v, @, so daB3 wir das MAXwELLsche Verteilungsgesetz der

Geschwindigkeiten
AN oce=m W+ +en2RT dy dydwdxdydz (39.3)

erhalten, wobei aber die Proportionalitit des Gewichtsfaktors g,
des betrachteten Zustandes mit dudvdwdxdydz allerdings noch
nicht bewiesen ist. Er konnte ja eventuell noch eine Funktion
von u,v,w sein. Inzwischen zeigt ein Vergleich von (39.2) mit
(39.3), daB die Konstante R, die bis jetzt noch unbestimmt ge-
blieben war, dieselbe (BorrzmanNnsche) Konstante ist, die in der
Gastheorie vorkommt. Wenn wir die Giltigkeit von (39.3) annehmen,
ist der Mittelwert von #2

+ o0 +
fuz e—mu%ZRTdM ;J'e—muz,QR Tdu — Riz:
T o
— — 00

Die mittlere kinetische Energie $m (4% + v2 4 w?) ist daher gleich
2RT. (39.4)

Der Wert von R ergibt sich somit gleich 2 der mittleren kine-
tischen Energie einer Molekel bei 1° absoluter Temperatur.

Dasselbe Gesetz 148t sich auch fiir die Verteilung der Geschwindig-
keiten in einem Gemische von Atomen und Molekeln ableiten. Der
Beweis bleibt unverdndert, wenn irgendein Dissoziations- und Kom-
binationsproze3 von Atomen stattfindet, der dem Prozesse der Iomsation
und des Wiedereinfangens von Elektronen analog ist, jedoch unter der
Bedingung, daB sich auch die Strahlung an diesem Prozesse beteiligt.
Es ist durchaus nicht erforderlich, daB der ProzeB bei der Herbeifiih-
rung der Geschwindigkeitsverteilung eine hervorragende Rolle spielt;
nach dem ersten Gesetze muB3.die Geschwindigkeitsverteilung, ganz un-
abhingig von ihrer Entstehungsart, immer eine derartige sein, daB sie
durch diesen ProzeB unter keinen Umstinden gestért wird. Wir kénnen
auch folgendermaBen verfahren. In jeder Mannigfaltigkeit wird es eine
gewisse Anzahl von freien Elektronen geben. Es seien #,, #,, die An-
zahlen der Elektronen mit den kinetischen Energien y,, ,; und es seien
n,, n,, die Anzahlen der Atome mit den nimlichen kinetischen Energien.
Es sei a,, die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB in der Zeiteinheit ein be-
stimmtes in einem cm3 bezeichnetes Atom, welches die Energie g, be-
sitzt, mit einem in einem cm?bezeichneten Elektron, das die Energie y,
besitzt, zusammentrifft und daB beide Energien dabei ausgetauscht
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werden. Dann haben wir, indem wir den direkten ProzeB im Gleich-
gewichtzustande durch den inversen kompensieren:

’ ’
Aps Moy Ng == gy N Ny

hieraus folgt:

und da 4, 4,5 unabhinnig von der Temperatur sind, befolgt die Vertei-
lung der Atome dasselbe Gesetz (38. 3) wie die Verteilung der Elektronen.
Uber den Gewichtsfaktor 148t sich auch hier nichts aussagen.

Die Ableitung des MAXwELLschen Gesetzes aus der EINSTEINschen
Gleichung zeigt, daf3 die Strahlungsprozesse allein schon geniigen wiirden,
um einer Mannigfaltigkeit die MAXwWELLsche Geschwindigkeitsverteilung
aufzuzwingen, ganz abgesehen von den ZusammenstéBen, die bei den
gewohnlichen Ableitungen dieses Gesetzes betrachtet werden. Es muf
aber betont werden, daB die Weitldufigkeit und Schwierigkeit (und
vielleicht auch die ungeniigende Strenge) der iiblichen Beweise gerade
durch den Gewichtsfaktor du dv dw bedingt wird, den wir hier nicht
betrachtet haben.

40. Ziehen wir es vor, von der zu (37.3) fithrenden Annahme keine
Gebrauch zu machen, dann muB auf der rechten Seite von (37.4)
der Faktor
P Q31 %39 o3
12877 ay5 ayp - agy
hinzugefiigt werden. Der Beweis, daBl C,; eine bestimmte Naturkon-
stante C ist, erfolgt wié frither mit dem Unterschiede, dafl nun vier
Gleichungen, die vier verschiedenen Werten der Temperatur entsprechen,
benutzt werden miissen, um die anderen Unbekannten zu eliminieren.
Es folgt dann, indem man T = o setzt

a3 =1+ C/f(0),
so, daB wir statt (37.8) die Gleichung erhalten:
{1+ Clf @)} {14 C/f (B)} = {1+ C/f O} {1+ C/f (= + B))

Die Losung dieser Gleichung ist

{1+ Clf ()} = aeke,
wo a und % Konstanten sind. Das WiENsche Gesetz gibt dann

C
I0,T)= g7 (40.1)

wiahrend das BortzmanNnsche Gesetz (38.3) unverdndert bleibt.

Es ist bemerkenswert, daB3 die Wahl des Wertes 1 fiir die Kon-
stante @, durch die die Formel in das PraNcksche Gesetz {ibergefiihrt
wird und I (v, o) unendlich wird, anstatt einer endlichen Grenze zuzu-
streben, recht schwer zu rechtfertigen ist. In §37 umgingen wir die Frage,
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indem wir als selbstverstidndlich annahmen, da8 I (v, 00) = o0 ist. Der
Beweis kann ohne gewisse zusitzliche Annahmen, betreffend die Gesetze,
welche die Wechselwirkung von Materie (oder elektrischer Ladungen)
und Strahlung regeln, nicht zu Ende gefithrt werden. Als eine solche
Annahme kann das Korrespondenzprinzip angesehen werden, welches
behauptet, daB die klassischen Gesetze der Dynamik und Elektrodynamik
die Grenze darstellen, der sich die Quantengesetze (die wirklichen Ge-
setze) asymptotisch nihern, wenn die Anzahl der an einem Prozesse
beteiligten Quanten sehr groB wird — mit anderen Worten, daB die
alteren Theorien statistisch richtig sind, sobald das Material, durch
seine Reichhaltigkeit, eine statistische Behandlung als gerechtfertigt
erscheinen 14Bt. Nun miiBte, nach dem klassischen Aquipartitionsgesetze
der Energie, I (v, T) proportional zu T sein, genau so wie die mittlere
Energie der Molekeln proportional zu T ist. Bei geniigend hoher Tem-
peratur wird diese klassische Energie eine sehr groBle Anzahl von Quan-
ten Av darstellen, und muf3 daher, gemiB dem Korrespondenzprinzipe,
mit dem wahren Gesetze (40.1) iibereinstimmen. Eine solche Uber-
einstimmung findet nicht statt, wenn a==1 ist; ist aber a =1, so

haben wir, wenn T — ©
C Ry?

I(»,T)=——T, (40.2)
so daB3 I (v, T) proportional zu T ist, wie in der klassischen Theorie.
Wir koénnen das PraNcksche Gesetz auch auf anderen Wegen
erhalten, durch die Betrachtung des Mechanismus irgend eines speziellen
Ubertragungsprozesses, z. B. der Streuung von Strahlung durch freie
Elektronen, denn, sobald I (v, T) aus irgendeinem Prozesse bestimmt
ist, miissen alle anderen Prozesse dasselbe Resultat ergeben. Alle aner-
kannten quantenmiBigen Theorien von speziellen Prozessen benutzen
aber das Korrespondenzprinzip, und gerade diese Eigenschaft der Pro—
zesse fiihrt zu dem Werte a = 1.

Die Konstante C im PraNckschen Gesetze kann mit Hilfe des Kor-
respondenzprinzips bestimmt werden. Betrachten wir die Strahlung
in einem wiirfelférmigen Hohlraume der Seitenlinge I. Zu irgendeiner
gegebenen Anfangszeit kann der elektromagnetische Vektor im ganzen
Hohlraume durch eine dreifache Fourrier-Reihe dargestellt werden,
deren typischer Term

Apyngng S8 270my x[1-50 2710, y/l sin 2 g 2/l (40.3)

ist, wo #,, ny, ng alle ganzzahligen Werte annehmen. Dadurch werden
Wellen von der Form

sin2n<j: n1§ + ng% -+ n3§—l— vt)
bedingt, wobei (da ¢ die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist),
v2=c2(n? 4 ni -+ nd)/2. (40.4)
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Da die Wellen zwei unabhingige, senkrecht zueinander polarisierte
Komponenten enthalten, haben wir (indem wir das doppelte Vorzeichen
beriicksichtigen) 16 unabhingige Wellen fiir jedes System von positiven
Werten #4, #,, #5.

Die Anzahl der ganzen Zahlen, die der Bedingung

nE - nZ -+ n2 < n?
geniigen, nidhert sich, bei groem #, dem Volumen eines Oktanten einer
Kugel vom Radius #, also
% and,
Die Anzahl der unabhingigen Wellen, deren Frequenzen kleiner als » sind,
wird daher nach (40.4) gleich
\3

1 1
165 7 (")

und die zwischen den Frequenzen » und v + dv liegende Anzahl ist
folglich
8mi3

B v2dv .

Nach dem klassischen Aquipartitionsgesetze der Energie erhilt jede
von diesen unabhingigen Schwingungen des Athers die mittlere Energie
RT'. Die den Frequenzen v bis v 4+ dv entsprechende Energie des
Hohlraumes ist daher

8w RT Bv2dv|c3,

Nach dem Korrespondenzprinzipe mull dieser Wert mit dem Grenz-
werte der PranNcKschen Formel ibereinstimmen, welche nach (40.2)
den Wert

BCRTv?dv/h
gibt. Hieraus folgt:
C=8mh/c3. (40.5)

Nachdem wir nun den Wert der Konstanten C ermittelt haben,
kénnen wir auch die Beziehung zwischen dem Absorptions- und Emis-
sionskoeffizienten, die sich auf Grund der EinsTeiNschen Gleichung
ergibt, in expliziterer Form schreiben. Nach (38.4) ist

1yd = L2702
9 9 g

Nach (36.21) ist a5 #; I (v{5) die Anzahl der in der Zeiteinheit ab-
sorbierten Quanten, und daher ist ay,#, I (vy5)-4v;, die Energie,
welche in der Zeiteinheit absorbiert wird, d. h. in einer Zeit, wihrend
der ein Betrag an monochromatischer Strahlungsenergie ¢ I (v,5) 4 v durch

3
ba_ o tys 0 87hYE, (40.61)

1 Namlich 4 R T kinetischer 4+ % R T potentieller Energie. Ein freies Teilchen
erhalt £ RT kinetischer Energie fiir jeden seiner drei Freiheitsgrade (39.4).

Eddington, Aufbau der Sterne. 5
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ein cm? hindurchgegangen ist. Wenn also die #, Atome (im Zustande 1)
einen absorbierenden Schirm vom Flicheninhalte 1 cm? bilden, ist
der absorbierte Bruchteil der Strahlungsenergie

aj,my hvfedy.

Der atomare Absorptionskoeffizient oder der Absorptionskoeffizient
pro Atom pro cm? ist daher fiir monochromatische Strahlung gleich

a=a,hv,lcdy (40.62)
oder, nach (40.61)

S (40.63)

© g 8myi, ov’ ’

wo 1/b,, einfach als die mittlere Verwcilszeit im Zustande 2, bis zum
Lintritte eines spontanen Rickfalles, zu deuten ist, und d » dic Breite
der Spektrallinie ist, die bei solchen Riickfillen emittiert wird?,

Die Anzahl der Atome in einem Gramm ist 1/4 H, wo .4 das Atom-
gewicht und H die Masse eines Wasserstoffatoms bedeuten. Daher ist
der Massen-Absorptionskeffizient %, oder der Absorptionskoeffizient
pro gr. pro cm? gleich

@ gy 2 L by
AH g, 8av}, AHJdy’

Die Absorptionskoeffizienten (40.63) und (40.64) beziehen sich
auf die Absorption von monochromatischer Strahlung der Frequenz »,,
durch einen Stoff, der ganz aus Atomen besteht, die sich im Zustande 1
befinden. Wenn das Atom mehrere Elektronen besitzt, die bei An-
regung die Frequenz v;, absorbieren kénnen, miissen diese Koeffizienten
mit dem entsprechenden Faktor multipliziert werden.

Das Prancksche Gesetz kann nunmehr endgiiltig in der vollstian-
digen Form geschrieben werden:

k= (10.64)

87 hv? 1
I (’V, T) = 3 . ehvRT _1° (40.7)
Nach dem STEFANschen Gesetze ist
r: 8mh (RT\& (23 d
4 x3dx
aTi= 100, T)ar="5" (57 [2%  (x=hyRT).
0 0
4
Das Integral ist gleich %, so daB3
87 R4
—15 e (40.8)

1 Genauer ist o der mittlere Absorptionskoeffizient iiber eine beliebige Breite
07, welche die Absorptionslinie vollstandig enthalt, so daB «d v die totale Absorption
der Linie gibt. Wenn wir §» so gewahlt hitten, daB es nur einen Teil der Absorp-
tionslinie enthielte, wiirde sich der Koeffizient b,; nur auf einen Bruchteil der
Emissionen beziehen, und nicht mehr gleich der inversen Verweilszeit im an-
geregten Zustande sein.
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Einige wichtige Eigenschaften des PLaNCKschen Gesetzes sollen hier,
fiir den spéteren Gebrauch, zusammengestellt werden. Die mittlere Fre-
quenz der Strahlung ist gegeben durch:

tdx x3dx
x—f;—l - fﬁ‘”——l’

2 ( -{—2“’—}—3*3%— cr) 6 (L2 3 ),

=3,8322,
so dal

hy=383RT (40.91)

ist.
Die Anzahl der Quanten pro cm? ist

RT\3)X(Z’

Jer—1"
0

Das Intregal ist gleich 2,40411. Wir erhalten daher!:

87\/L0/

Anzahl der Quanten pro cm3 = 20,62 T3, (40.92)
Die mittlere Energie eines Quants ist
al*:20,62T3=2"70RT. (40.93)
Der Maximalwert von I (v, T) liegt bei einer Frequenz, die durch
hy=2821RT (40.94)

gegeben wird.

Wenn aber das PrancKsche Gesetz als Funktion von 4, statt von v,
ausgedriickt wird, so da3 I’ (4, T) dA die zwischen A und 1 + dA ent-
haltene Energiedichte bedeutet, liegt der Maximalwert von I’ (4, T)
bei einer Frequenz, die durch

hy=4,965-RT (40.95)
gegeben wird.

Zur Veranschaulichung dieser Zahlen sei noch hinzugefiigt, daB
gelbes Licht gerade merklich zu werden anfingt, wenn 500 Quanten
pro Sekunde in das Auge eindringen.

41. Die Uberlegung, durch die wir zu der EinstEINschen Gleichung
gefiihrt worden sind, ist plausibel; es soll aber hier nicht behauptet
werden, daB die Richtigkeit dieser Gleichung durch eine Betrachtung
a priori bewiesen werden kann. Besonders die Annahme, daB I (»,,)
in (36.21) und (36.23) linear eingeht, kann fiiglich in Zweifel gezogen
werden ; es ist durchaus denkbar, daB die Anzahl der Uberginge nicht
einfach proportional zu der Intensitit der Strahlung zu sein braucht. Es

1 Die numerischen Werte aller physikalischen Konstanten sind im Anhange I
gegeben.

5*
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ist aber klar, daB, wenn die zweite oder noch héhere Potenzen von I (v,,) in
der Gleichung enthalten wiren, wir in keinem Falle das Prancksche
Gesetz erhalten hitten, welches ja durch das Experiment bestitigt wird.
Hieraus schlieBen wir, dal unsere Annahmen in der Natur tatsichlich
erfiillt sind, und die ganze Betrachtung gibt uns eine anschauliche Vor-
stellung von der Weise, in der eine groBe Mannigfaltigkeit von Pro-
zessen ganz einfach zu gleichartigen Verteilungsgesetzen fiir die Strah-
lung fithren kann.

Es ist bemerkenswert, daBl die EiNsTEINsche Gleichung in gewissem
Sinne einen Verstol gegen das erste Gesetz bedeutet. Betrachten
wir die Ubergénge, welche a,, #, I (v;5) entsprechen, deren Zahl sowohl
der Anzahl der geeigneten Atome als auch der Menge der entsprechen-
den Strahlung proportional ist. Die natiirlichste Deutung des Prozesses
besteht darin, daB, wenn ein Strahlungsquant mit einem angeregten
Atome zusammentrifft, eine bestimmte Wahrscheinlichkeit fiir das
Stattfinden eines Uberganges besteht, dessen Endergebnis ein normales
(oder weniger angeregtes) Atom und zwei sich von ihm entfernende
Quanten — das urspriingliche und das neu emittierte — sind. Augen-
scheinlich besteht der inverse ProzeB in der gleichzeitigen Anniherung
von zwei Quanten an ein normales Atom, die als Endzustand ein an-
geregtes Atom und ein sich von ihm entfernendes Strahlungsquant er-
gibt. Die Wahrscheinlichkeit eines gleichzeitigen ZusammenstoBes
von zwei Quanten mit einem und demselben Atome miiite, wenn die
Quanten selbstindige Elemente der Strahlung wéiren, proportional
zu {I (vy,)}?* sein. In der EinsTEINschen Gleichung werden aber die
Uberginge @y, Mg I (v15) nicht durch einen zu {I (v,,)}* proportionalen
Term kompensiert, sondern durch einen Teil des durch die Zusammen-
st6Be mit einzelnen Quanten entstehenden Termes. Wir stellen also,
wenigstens formal betrachtet, die Bilanz fiir einen Zyklus von Prozessen
auf, anstatt fiir einen direkten und einen inversen Prozef3.

Im Gegensatze hierzu betrachten wir die Vorginge, die sich ab-
spielen, wenn ein Atom, statt eines Strahlungsquants, ein Elektron
emittiert. Wenn ein Elektron mit einem normalen Atome zusammen-
trifft, besteht eine gewisse Wahrscheinlichkeit dafir, daB das Atom
ionisiert wird, so daB zwei Elektronen (das urspriingliche und ein
weiteres Elektron) das Atom verlassen. Der inverse ProzeB findet statt,
wenn zwei Elektronen gleichzeitig mit einem ionisierten Atome zu-
sammentreffen und eines von diesen (welches entkommen wire, wenn
es allein gewesen wire) dank der durch das Eindringen des anderen
verursachten Verwirrung, eingefangen wird. In diesem Falle wenden
wir das erste Gesetz an und schlieBen, dal die durch ZusammenstoBe
verursachten Ionisationen durch die bei gleichzeitigen Zusammen-
stoBen mit zwei Elektronen (Dreiersté8en) erfolgenden Anlagerungen
von Elektronen compensiert werden miissen.
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Dieser auffallende Unterschied in der Behandlung von Elektronen
und Strahlung wird nun aber durch das Experiment gerechtfertigt.
Dadurch wird die Vermutung sehr nahe gelegt, daf3 die freie Strahlung
iiberhaupt keine atomare Struktur besitzt. Wenn sie ndmlich aus
unabhingigen Atomen bestiinde, wiirde es kaum mdéglich sein, die
Effekte, die durch gleichzeitige Einwirkung von zwei Strahlungsatomen
hervorgerufen werden, zu vermeiden, deren Héaufigkeit dann aber dem
Quadrate der Intensitdt proportional sein miite. Es geniigt nicht an-
zunehmen, daB diese kombinierten Effekte zu schwach sind, um beob-
achtet werden zu konnen; in der EinsTEINschen Gleichung wird die
Stelle, die ihnen von Rechts wegen zukime, ausdriicklich, wegen ihres
Ausbleibens, anderen Agenten zugewiesen.

Die moderne Quantentheorie scheint denn auch zu der Ansicht zu
neigen, daB freie Strahlung kontinuierlich ist, und daB das Quant nur
bei der Wechselwirkung von Strahlung und Materie in Erscheinung tritt?.

Da die Grundgedanken der Quantentheorie in den letzten Jahren
gewisse Verdnderungen erfahren haben, wird es gut sein, die gegenwirtig
herrschenden Anschauungen kurz zu schildern. Wir gehen von einem
elektromagnetischen Felde aus, auf das die MAXwELLschen Gleichungen
in voller Strenge anwendbar sind. Diese geben den Tensor F,, der
Relativititstheorie oder (X,Y, Z, «, f,7) der klassischen Theorie; und
von ihm behaupten die MaxwEgLrLschen Gleichungen 1. daB er die Rota-
tion eines elektromagnetischen Potentials ist, 2. daB seine Divergenz
die elektrische Ladung und der Stromvektor sind. Nach der MAXWELL-
schen Theorie stellen Stérungen dieses Vektors elektromagnetische
Wellen dar, die sich mit der Fundamentalgeschwindigkeit ¢ fortpflanzen
und in Ubereinstimmung mit der Undulationstheorie die Phinomene
der Interferenz, Beugung usw. zeigenr. Diesem Felde ist keinerlei Diskon-
tinuitit oder quantenhafte Struktur eigen. Wir miissen ferner die
Frage betrachten, wie dieses Feld mit seinen Wellen der experimen-
tellen Wahrnehmung zuginglich wird — eine Frage, iiber die zunichst
noch nichts gesagt worden ist. Seine Wahrnehmung erfolgt vermittelst
der Energieinderungen, die von ihm in materiellen Systemen hervor-
gerufen werden. Die elektrischen und magnetischen Krifte sind an
sich nicht beobachtbar; die beobachtbaren Effekte entstehen als
Folgen der mechanischen oder ponderomotorischen Kraft des Feldes,
die durch einen neuen Vektor (F,,F,”® in der Relativititstheorie)

uv

1 Dieser Abschnitt, sowie der unmittelbar auf ihn folgende, sind im Iahre
1925 geschrieben worden. Seitdem sind viele neue, in Verbindung mit der ,,Neuen
Quantenmechanik’ entstandene Gedanken hinzugekommen. Ich glaube aber, daB
der wesentliche Inhait der hier ausgesprochenen Gedanken in irgendeiner Form
noch weiter lebt. Es erscheint bei dem gegenwirtigen Stande der neuen Theorie
kaum moglich, eine der obenstehenden entsprechende, zusammenfassende Dar-
stellung von ihrem Standpunkte aus zu geben.
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dargestellt wird. Die einfachste Beschreibung der durch das elektro-
magnetische Feld hervorgerufenen beobachtbaren Effekte, auf Grund
der klassischen Theorie, besteht in der Aussage, dal es erstens einen
Energiestrom bedingt, der durch den PovNTINGschen Vektor, oder das
vektorielle Produkt der elektrischen und magnetischen Kraft, gemessen
wird, und ferner einen Impulsstrom, der durch die bekannten MAXWELL-
schen Spannungen dargestellt wird; auf diese Weise konnen die auf
ein materielles System {iibertragenen Energie und Impuls berechnet,
und die beobachtbare Reaktion des Systems angegeben werden. In
diesem Punkte bringt die Quantentheorie eine Abdnderung ein. Nach
ihr mift der Poy~NTiNGsche Vektor nicht den EnergiefluB3, sondern die
Wahrscheinlichkeit eines Flusses. Wenn wir eine Fliache betrachten,
durch die Energie in ein materielles System hinein- oder aus ithm heraus-
flieBt, so kann dieser FluB nur in ganzen Quanten erfolgen; und wo die
klassische Theorie einen FluBl vom Betrage eines Bruchteiles p eines
Quants verlangt, nimmt die Quantentheorie eine Wahrscheinlichkeit
p tiir einen FluB vom Betrage eines ganzen Quants an.

Fir diese Anschauungsweise sprechen sehr gewichtige Griinde.
Erstens 148t sie die Wellentheorie der Ausbreitung des Lichtes im Va-
kuum vollkommen unberiihrt; Interferenzstreifen werden also iiberall
dort erscheinen, wo sie von der Undulationstheorie vorausgesagt werden.
Gleichzeitig werden aber die Energieelemente vor einer Schwichung
durch Ausbreitung bewahrt, weil sich in den Wellen nicht die Energie,
sondern ein Zustand des Athers ausbreitet, der die Wahrscheinlichkeit
eines Energiesprunges mifit. Zweitens wird die klassische Theorie an
einer Stelle abgedndert, an der sie schon sowieso dunkel war. Eines
der noch ungelésten Probleme der Relativititstheorie ist die Frage
nach dem Grunde, warum ein bestimmter aus F,, gebildeter Tensor
gerade die Energie, den Impuls und die Spannungen darstellen soll;
denn der Tensor sieht nicht aus (wenn man sich so ausdriicken darf) wie
Energie, Impuls und Spannungen, und es ist noch keiner Untersuchung
gelungen, denZusammenhang weniger kiinstlich erscheinen zulassen. Nach
der quantentheoretischen Auffassung miBt der Tensor eine Wahrscheinlich-
keit und stellt nicht den wirklichen Energietensor des Feldes dar. Drittens
gibt die erwihnte Anschauungsweise einen Grund fiir die nicht-quanten-
hafte Struktur der freien Strahlung, die in den Postulaten der EINSTEIN-
schen Gleichung enthalten ist; und sie befindet sich in Ubereinstimmung
mit dem Korrespondenzprinzipe, nach dem die klassischen Formeln Grenz-
ausdriicke fiir groBle Anzahlen von Quanten darstellen, da Wahrschein-
lichkeiten bei gro8en Zahlen mit Mittelwerten gleichbedeutend werden.

Nichtsdestoweniger ist der auf diese Weise erreichte Fortschritt
zunidchst noch ein sehr bescheidener, und wenn dieser Schliissel uns
auch eine Tiir 6ffnet, so tut er das nur, um uns andere, noch fest
verschlossene Tiiren zu zeigen.
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Quantelung des Wasserstoffatoms.

42. Betrachten wir einen Kern von der Ladung Ze¢, der von einem
einzigen Elektron der Masse s und Ladung — ¢, welches um ihn eine
KepLErsche Ellipse beschreibt, begleitet ist. Die Masse des Kernes
wird, im Vergleiche zur Masse m, als unendlich grof angenommen.

Die Beschleunigung des Elektrons ist Ze?/m#2, so dal} die Bewegung
unter dem Einflusse einer Zentralbeschleunigung wu/r? erfolgt, wo

w=ZzZe%lm (42.1)
ist.
Die Lage des Elektrons kann mit Hilfe der kanonischen Variablen
der DELAUNEYschen Planetentheorie beschrieben werden:

g =l—o, gy =w— 12, 7; =2, . (42.2)

pr=m(ua)t, py=m(una)y (1—e)¥, py=m (ua)*(1—s?cosi

wo I, die mittlere Linge des als Planet betrachteten Elektrons, ¢ die
Exzentrizitit, 4 die halbe groBe Achse, w die Linge des Perihels, 7 die
Neigung und £ die Knotenlinge bedeuten. Die Variablen sind so ge-
wihlt, daB pq, p,, p; die den Koordinaten ¢, g,, g; durch die HAMILTON-
schen Gleichungen

dq,___aH dp,_ 0H
s “op 45— o, (42:3)

zugeordneten Impulse darstellen, wobei die HamiLToNsche Funktion H
als Funktion von diesen sechs Variablen und der Zeit s ausgedriickt zu
denken ist.

Das Prinzip der Quantelung besteht nun darin, daB fiir Variable
die (42.3) geniigen

[ trdg,=n,b (42.4)

sein muB3, wo 7, eine ganze Zahl (oder Null) bedeutet, # — die PLaANCK-
sche Konstante, und das Integral iiber eine vollstindige Periode der
Koordinate ¢, erstreckt werden muf.

Bei Benutzung der Variablen (42.2) sind 9, 5, #5 Konstanten und
G1> ¢s, g5 sind zyklische Variablen, deren Periode also gleich 2 7 ist. Die
Bedingungen (42.4) werden daher

27mm (,ua)%r- nh,
2am (ua)t (1—e2)t=n'h, (42.5)
2am (,ua)% (1 —-82)% cost=n""h,

wo n,#n', n'"’ ganze Zahlen sind. Damit ¢ und 7 reell bleiben, miissen

wir haben
n=>n =n".

Wir werden % als die Hauptquantenzahl, »’, »

1

— als Neben-
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quantenzahlen bezeichnen!. Die negative Energie des Systems ist
(wie bei einer astronomischen Bahn)
m
— =% (42.61)

oder wegen (42.1) und (42.5)
—x=K[n?, K =2n2mZ%e%h?. (42.62)

Die Energie wird also durch die Hauptquantenzahl bestimmt und
i1st unabhingig von #’, n'’.

Die moglichen Exzentrizititen und Neigungen der gequantelten
Bahnen sind gegeben durch

’9 ’

n .
l—et= "5, cosi= ;. (42.7)

Da n'’ alle Werte von 0 bis #’ annehmen kann und #»’ alle Werte
von 1 bis #, miiBte es 3 # (» -~ 3) Bahnen mit der Hauptquantenzahl
n geben, die sich durch verschiedene Kombinationen der Werte #', #’’ von-
einander unterscheiden. Es hat sich aber erwiesen, da dem BOHR-
schen Atommodell noch irgendein Mangel anhaftet, und diese Unter-
scheidung von Bahnen nach verschiedenen Quantenzahlen »” unan-
nehmbar ist.

An Stelle der Quantenzahl »” werden gegenwirtig (hauptsichlich
aus empirischen Griinden) zwei Quantenzahlen verwendet. Die eine

nimmt ganzzahlige Werte, von — (' — 1) bis + (#' — 1) (auch den
Wert Null) an, d. h. im ganzen 2s»" — 1 Werte. Die andere hat nur zwei
mogliche Werte (fiir die man gewdhnlich + 3 und — 3§ wihlt) von

denen angenommen wird, daB sie zwei Rotationsrichtungen des Elek-
trons um sich selbst — im Sinne der Bahnbewegung oder in dem zu ihr
entgegengesetzten Sinne -— entsprechen oder, vielleicht, zwei Polari-
sationsebenen der mit dem Elektron assoziierten Wellen. Es sind daher
4n' — 2 Bahnen vom Typus (n, #»’) vorhanden, was fiir die Gesamtzahl
der der Hauptquantenzahl # entsprechenden Bahnen die Zahl 2»2 ergibt.

43. In dem hier betrachteten ungestérten Systeme durchlaufen die
Koordinaten ¢, und g5 niemals ihre Perioden. Findet die entsprechende
Quantelung trotzdem statt?

In dieser Form hat die Frage keinen Sinn, da die Quantelung keine
beobachtbaren Effekte erzeugen wiirde, wenn sie auch stattfinde. Das
Bonrsche Modell ist kein so naturgetreues Bild eines Atoms, dal
es, unabhingig von den beobachtbaren Effekten, die es verkérpert, eine
innere Wahrheit beanspruchen diirfte. Die Bedeutung der Quantelung
liegt darin, daB sie die Energieinderung beim Ubergange aus einem Zu-
stand in einen anderen und daher die Frequenz der emittierten Strahlung

1 2’ wird auch die azimutale Quantenzahl genannt, » — »’ die radiale Quanten-
zahl und #» die Gesamtquantenzahl.
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bestimmt; in dem hier betrachteten einfachen Systeme hingt aber die
Energie weder von #" noch von »’* ab, so daB es ganz gleichgiiltig ist, ob
diese Quantelungen stattfinden oder nicht.

Wenn wir die etwas gestorte KEPLERsche Bewegung betrachten, die
sich bei Beriicksichtigung der durch die verdnderliche Geschwindigkeit
verursachten Anderung der Masse (Relativititskorrektion) ergibt, oder
durch die Anwesenheit anderer Elektronen im Systeme bedingt wird,
dann erhalten wir eine Umdrehung der Apsidenlinie; jetzt durchliuft
g, tatsichlich seine Periode 2 7z, und die zweite Quantelung mufl in
Erscheinung treten. Gleichzeitig erfahrt der Ausdruck fiir die Energie
eine Anderung, indem er nunmehr auch #’ enthilt, und die Quantelung
kann daher durch cinc Reihe diskreter Energiewerte, die den verschie-
denen ganzzahligen Werten #’ entsprechen, dem Beobachter ihre Exi-
stenz verraten. Andererseits bedingt ein &4uBleres elektrisches oder
magnetisches Feld eine Umdrehung der Knoten; g; durchliuft nun auch
seine Periode und fiihrt eine dritte Quantelung ein. Gleichzeitig liefert
das duBere Feld eine (frither nicht vorhandene )Bezugsebene fiir ¢, und
der Energieausdruck erhilt eine kleine Korrektion, die cos ¢ und daher
#n'’ enthilt. Die diskreten Werte der Energie, die den verschiedenen
ganzzahligen Werten von #'’ entsprechen, verraten diese Quantelung.
Das Bestehen der Quantelung ist nur fiir den Fall zweifelhaft, in dem
sie keine beobachtbaren Effekte hervorrufen kann.

In einer etwas abgednderten Form erhdlt die Frage einen wohl
definierten Sinn. In den wirklichen Atomen ist die Quantelung nicht
vollkommen scharf, d. h. die Energie kann alle in einem engen Bereiche
um den Mittelwert liegenden Werte annehmen, und die Spektrallinien,
welche bei Ubergiangen zu anderen Zustinden emittiert werden, haben
eine kleine, aber endliche Breite. Es unterliegt keinem Zweifel, daf3
die Schirfe der Quantelung mit der Anzahl der von der entsprechenden
Koordinate beschriebenen Perioden verkniipft ist; wenn daher die Be-
wegung von ¢, und g; immer langsamer und langsamer wird, verschwim-
men die Nebenquantelungen immer mehr ins Unbestimmte. In diesem
Sinne koénnen wir mit Bestimmtheit sagen, daB, wenn ¢, und ¢, sta-
tiondr sind, die Hauptquantelung allein bestehen bleibt. Wir kénnen
uns die Quantelung als eine Art Resonanzeffekt vorstellen, der um so
stirker wirkt, je gréBer die Zahl der ohne Unterbrechung beschrie-
benen Zyklen ist; oder, wir kénnen die Umdrehungen der Koordinate
mit den Strichen eines Gitters (in der Zeitdimension) vergleichen, das
ein um so groBeres Auflésungsvermdgen besitzt, je groBer die Anzahl
der Wellen ist, die es zur Uberlagerung bringt.

43a. Seit 1925 ist das Boursche Modell durch eine von W. HEISEN-
BERG vorgeschlagene Auffassung des Atoms in weitem Mafle ersetzt
worden. Die neuen Gedanken haben aber in der kurzen Zeit ihres
Bestehens auf die astronomischen Untersuchungen noch keinen EinfluB3
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ausiiben koénnen, und wir werden daher in diesem Buche immer nur
auf das Bonrsche Modell Bezug nehmen.

Trotzdem wir von der neuen Theorie keinen Gebrauch zu machen
beabsichtigen, halten wir es dennoch fiir richtig, ihren allgemeinen
Charakter an dieser Stelle zu skizzieren, da sie wahrscheinlich berufen
ist, bei zukiinftigen Anwendungen der Atomphysik auf astronomische
Probleme eine wichtige Rolle zu spielen.

Durch eine Kombination der HEISENBERGschen Gedanken mit der
Wellentheorie von L. DE BROGLIE ist es E. SCHRODINGER gelungen, ein
ziemlich abgeschlossenes Modell des Wasserstoffatoms zu entwerfen.
Seine Theorie der Quantelung dieses Atoms mag mit der in § 42 ge-
gebenen Theorie des Bonrschen Atoms verglichen werden.

Wir postulieren die Existenz eines Subithers, in dem Wellenbewe-
gungen normalerweise mit einer Geschwindigkeit fortgepflanzt werden,
die der Quadratwurzel aus der Frequenz proportional ist. Die Wellen-
geschwindigkeit wird gleich

qu > (43.1)
angenommen, wo # die Naturkonstante ist, die in der klassischen
Mechanik als die Masse eines Elektrons gedeutet wird.

Die Wellengleichung, welcher eine Stérung ¥ geniigen muB, lautet

dementsprechend
hy

62
Ga=wPiy =y, (43.21)

Da v die Frequenz bedeutet, ist  proportional zu ¢2™*”? und (43.21)
reduziert sich daher auf

8n2my
Py -+ p=0. (43.22)
Eine Verinderung des normalen Zustandes des Subidthers (in klas-
sischer Ausdrucksweise — ein Kraftfeld) wird sich in einer Anderung

der Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Stérungen 4ullern oder, was
auf dasselbe hinauskommt, in dem Auftreten eines geeigneten additiven
Termes in (43.22). Die verinderte Gleichung, die wir in diesem Falle
zu betrachten haben, lautet daher

8n2m

’ [72 /(/) + 7 (T P fyo) ’('I) — O s (43‘23)

wo v, (eine Funktion der riumlichen Koordination) ein MaB fiir die
Anderung der Bedingungen im Medium darstellt. Die verinderte
Fortpflanzungsgeschwindigkeit, welche der Gleichung (43.23) entspricht,
ist, wie leicht einzusehen:

ST
Unsere groben Experimente gestatten uns niemals die Beobachtung
einzelner Wellen, aber eine Gruppe von Wellen groBer Amplituden
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kann unter Umstdnden von uns wahrgenommen werden. Ein Elektron
wird als ein derartiges Sturmgebiet aufgefaBit. Da das Medium eine
Dispersion besitzt, stimmt die Gruppengeschwindigkeit mit der Wellen-
geschwindigkeit nicht iiberein. Das Elektron, oder Wellengruppe, be-
wegt sich mit der Gruppengeschwindigkeit, die nach der gewdhnlichen
hydrodynamischen Formel gleich

v=dv/d(v/u)= 1

ist. Die kinetische Energie des Elektrons ist daher
T=%me=h@v—un). (43.33)
Es sui V' die potentielle Energie und E die Gesamtenergie des Elek-

trons, so dal 7 = E — V ist. Der Umstand, daB », ein MaB fir das
Kraftfeld darstellt, fithrt uns naturgemifl zu der Identifizierung
E=hv, V="hv,. (43.34)

Die Frequenzen der SCHRODINGERschen Theorie sind somit mit
den Energien der klassischen Theorie durch die gewdhnliche Quanten-
beziehung verkniipft. Insbesondere stellt die in (43.23) eingefithrte
GroBe v, die Frequenz dar, welche der potentiellen Energie des Elektrons
im betrachteten Punkte entspricht.

Unter Zugrundelegung dieser Deutung fiir » und », kann nun
gezeigt werden, daB die Bewegung einer Wellengruppe, die stark genug
konzentriert ist, um als Teilchen aufgefait werden zu koénnen, dem
Prinzip der kleinsten Wirkung geniigt, genau so wie der Weg einer
Lichtwellengruppe, die stark genug konzentriert ist, um als Strahl
behandelt werden zu kénnen, dem FErmATschen Prinzip der kleinsten
Zeit entspricht.

Bei dem Bonrschen Wasserstoffatommodelle wird eine Bewegung
2

in einem symmetrischen Kraftfelde betrachtet, bei der V = —87 ist;

2= )
m

(43.32)

dementsprechend betrachten wir beim SCHRODINGERschen Modelle eine
Wellenbewegung, die der Gleichung (43.23) geniigt und fiir die?
o2
Vo — Wy
1 Die potentielle Energie der inneren Zusammensetzung des Elektrons (und
vielleicht auch diejenige des Atomkernes) miilte in ¥, mit aufgenommen werden.
Die Hinzufiigung einer additiven Konstanten zu v, hat aber nur zur Folge, daB
dieselbe Konstante zu den fiir die Losungen geltenden Werten von % additiv
hinzutritt. Diese additive Konstante hat fiir die beobachtbaren Erscheinungen
keine Bedeutung, weil alle beobachtbaren Folgen der Theorie von Differenzen
von »-Werten abhingen; sie bewirkt aber eine sehr betrichtliche Erhohung der
Eigenfrequenzen (s. unten) des Atoms im Vergleiche zu den spektralen Frequen-
zen und 148t somit die Tatsache verstandlich erscheinen, daB3 nur letztere fiir uns
wahrnehmbar sind. Der Umstand, daB in unseren Werten von v eine additive
Konstante vernachlassigt ist, muB3 im Auge behalten werden, wenn wir in (43.53)
negativen Werten von » begegnen.



76 Quantentheorie.

ist, so daB (43.23) die Form annimmt
2 2\
V2w+8jhﬂ<v+}%)w:0, (43.4)

Wir wollen jede Losung der Gleichung (43.4) als eine Darstellung
irgendeines moglichen Zustandes des Wasserstoffatoms betrachten.
Diesen Lésungen legen wir keinerlei Bedingungen auf aufler der physi-
kalisch selbstverstindlichen Einschrinkung, daB y in keinem Punkte
unendlich werden darf. Die Losungen der Gleichung sind additiv, so
daB sich die allgemeine Loésung als Summe einer Anzahl unabhingiger
Elementarlésungen darstellen lassen wird. Wir versuchen diese Ele-
mentarlosungen oder Zusitnde des Atoms so erschopfend wie moglich
zu bestimmen.

Es wird gewohnlich angenommen, daB eine Elementarlosung die
Form hat: y = y (*) x einer Funktion der Winkelkoordinaten. (Es ist
nicht ganz klar, ob durch diese Spezialisierung nicht doch vielleicht
gewisse Losungen ausgeschlossen werden, sie scheint aber allgemein fiir
unschédlich gehalten zu werden.) Die Funktion der Winkelkoordinaten
kann in eine Reihe nach Kugelfunktionen ganzzahligen Grades ent-
wickelt werden, so daB die Elementarlosung in der Form angesetzt
werden kann

=2 (") Sk, (43.51)

wo S; eine Kugelfunktion von ganzzahliger (oder nullter) Ordnung %
bezeichnet und y eine noch zu bestimmende Funktion von 7 ist. Indem
wir 72 auf Polarkoordinaten umrechnen und von der wohlbekannten
Eigenschaft der Kugelfunktionen Gebrauch machen, erhalten wir aus
(43.4) und (43.51)

1 a2 E(R+1 8
S a2 X))+ (72 )x+ z m< +M> =0. (43.52)
Setzen wir noch
w=ry,
. —32nmy
r=ry T (43.53)

2n2me4
n= >

so reduziert sich (43 52) auf dle Normalform
— (&
aL (—5+2 +£—+i>w=o. (43.54)

Wir betrachten v als eine negative GroSe, weil die Energie E eines
Elektrons innerhalb eines Atoms negativ ist. Da #’ weiter nichts als
das in einer neuen Einheit gemessene # ist, wollen wir fortan den Strich
weglassen.

Die allgemeine Lisung von (43.54) ist bekannt und lautet
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w:AWn,k+%(r)+BW—n,k+%(_7)1 (43.61)

wo W eine (in der reinen Mathematik sehr wichtige) von E. T. WaiIt-
TAKER?! eingefiihrte Funktion ist.

Fiir groBe Werte von 7 gilt fiir diese Funktion die asymptotische
Darstellung

w,, E+% (”)"'

{(%& 1)? —3)2 k —

~Ee" 27'7n 1_}_2/ +% }{( ) i()n' o } ( +% (" ?+§ (43 62)

Hieraus erg1bt sich, daB3 der zweite Term in (43.61) fiir » = o0 wie

ei’y~n unendlich wird; er ist daher auf das physikalische Problem

unanwendbar. Wir miissen also B = 0 setzen und die Elementar-
losung erhilt somit die vereinfachte Form

rr=w=Wy 1) (43.63)

oder
Wk +3 () S, e2wire, (43.64)
¥
Aus (43.62) ersehen wir, daB dieser Ausdruck fiir » = 00 dem Werte
Null zustrebt und die Gefahr eines Unendlichwerdens besteht nur noch
fiir den Punkt » = 0. Die Losung hat einen exzeptionellen Charakter
fir

E+i=n—3%, n—3%, n—3,
d. h. fir
n=k+tl h+2, EL3, ... 437)

Wenn namlich & + 3 =% — p + 5 ist, verschwindet der letzte

Faktor im Zihler von %‘, und dieser Nullfaktor tritt auch in allen wei-

teren Termen der Reihe auf. Die Reihe wird also endlich und (43.62)
wird in diesem Falle nicht nur asymptotisch, sondern streng richtig.
Die absteigende Reihe fiir w bricht mit dem Gliede e—%r 7 n—»+1 oder
e~ %7 r¥+1 ab, und die Reihe fiir y schlieBt mit dem Gliede e—:r7%. Eine
Singularitdt tritt folglich im Anfangspunkte nicht auf; ¢ ist iberall
endlich und die Lésung geniigt somit den physikalischen Anforderungen.

Wenn #» nicht gleich einem der speziellen Werte (43.7) ist, bricht
die Reihe nicht ab, und die spiteren Glieder werden fiir kleine Werte
von 7 sehr groB. Wir konnen hieraus den Verdacht schopfen, daB uns
die Reihe dadurch mitzuteilen versucht, dafl w im Anfangspunkte un-
endlich ist, obwohl dies natiirlich aus einer asymptotischen Entwicklung
nicht regelrecht gefolgert werden kann. Eine strenge mathematische
Untersuchung der W-Funktion bestitigt indessen diesen Verdacht.

1 Eine erschopfende Behandlung dieser Funktion ist von WHITTAKER und
WaTtsoN: Moderne Analyse, Kap. XVI, gegeben worden.
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Die Ausnahmswerte (43.7) sind demnach die einzigen Werte, welche
eine endliche Wellenverteilung ergeben. Da & ganzzahlig ist (einschliel3-
lich des Wertes Null), werden die moglichen Werte von # durch alle
ganzen Zahlen (ausschlieBlich der Null) gegeben.

Nach (43.53) ist
_ 2n%me?
T hdw

n=1,2,3,..), (43.8)

so daB die moglichen Frequenzen der Wellen (die man als Eigenfrequen-
zen bezeichnet) eine Serie von diskreten Werten bilden. Fir die zwi-
schenliegenden Frequenzen sind stabile Wellenbewegungen unmdéglich,
weil sie in gewissen Punkten des Raumes unendliche Amplituden er-
halten miiBten. Ein Vergleich mit (42.62) zeigt uns, dall die SCHRO-
DINGERsche Serie diskreter Frequenzen » mit der Bomrschen Serie
diskreter Energiewerte y mittels der gewohnlichen Quantenbezichung
% = hv zusammenhingt; SCHRODINGER gelangt aber zu dieser Serie,
ohne irgendwelche willkiirliche Regeln fiir die Quantelung cinfithren
zu miissen. Augenscheinlich kann # nunmehr mit der Hauptquanten-
zahl identifiziert werden. Fir ein gegebenes » kann die Ordnungszahl
k der Kugelfunktion jeden beliebigen ganzzahligen Wert von 0 bis
7 — 1 annehmen. Diese Zahl tritt an die Stelle der Nebenquantenzahl
#’ (deren Werte von 1 bis # variieren), welche beim BorRrschen Modell
mit der Elliptizitit der Bahn zusammenhing. Die zwischen beiden
Zahlen bestehende Beziehung ist 2 = #’— 1. Die allgemeine Kugel-
funktion der Ordnung % enthilt 2 £ - 1 willkiirliche Konstanten, so
daBl wir bei vorgegebenen # und % im ganzen 2 % 4 1 unabhéngige
Losungen oder Elementarzustinde des Atoms haben; dagegen ergab
das Bomursche Modell #” + 1 (= k 4 2) verschiedene Werte fiir die
dritte Quantenzahl #”/. SCHRODINGERs Aufzdhlung kommt der Wahr-
heit ndher, jedoch muB die Zahl 2 £ 4 1 auch noch verdoppelt werden.
Diese Verdoppelung wird dem Umstande zugeschrieben, daf sich das
rotierende Elektron in zwei entgegengesetzten Richtungen drehen kann;
es ist aber bis jetzt noch nicht gelungen, diese Vorstellung dem SCHRO-
DINGERschen Modelle organisch einzuverleiben.

Im Gegensatze zu den BonRschen Bahnen konnen beliebig viele
der unabhingigen Elementarwellensysteme gleichzeitig in einem und
demselben Atome koexistieren. Wenn Wellen zweier verschiedener
Eigenfrequenzen y; und v, in einem Atome gleichzeitig vorhanden sind,
entstehen Schwebungen der Frequenz (v; — v,). Aus (43.8) (sowie aus
der Beziehung zwischen Eigenfrequenzen und BoHRschen Energien
sehen wir, daB die Frequenzen dieser Schwebungen gerade diejenigen
Frequenzen sind, die wir im Spektrum des Atoms beobachten. Die
Ursache der spektralen Emission wird also nicht mehr in dem Uber-
gange zwischen zwel Zustidnden erblickt, sondern in der Wechselwirkung
zweier im Atome koexistierender Wellensysteme.
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Die konzentrierte Wellengruppe, welche das Elektron darstellt, wird
aufgelost, wenn das Elektron einem Atome einverleibt wird; ein lokali-
sierbares Elektron ist im Atommodelle nicht mehr vorhanden. Trotz-
dem erweist sich das Gebiet grofter Storungen (betridchtlicher Werte
von ) als mehr oder weniger dquivalent dem Volumen, welches dem
Atom gewdhnlich zugeschrieben wird, und es treten sogar gewisse Ver-
dichtungen von # in der Nachbarschaft der Borrschen Bahnen auf.
Vom Standpunkte der klassischen Theorie miite dic Auflésung eines
Elektrons bei seinem Eintritte in ein Atom die Befreiung groBer Energie-
mengen bedingen; die Encrgie tritt aber in der Wellentheorie nicht
unmittelbar auf, da ihre Funktionen hier vollstindig der Frequenz
iiberantwortet werden. Wir halten es fiir wahrscheinlich, daBl die
Weiterentwicklung dieser Gedanken zu einer volligen Umgestaltung
gewisser Probleme wie z. B. des Problems des gegenseitigen Aufhebens
von Protonen und Elektronen (§ 204) fihren konnte.

Zum Schlusse mufl noch hervorgehoben werden, dafl das hier b(-
sprochene Modcll eben nichts weiter als ein neues Modell ist. Es stellt
ein niitzliches, aber (wahrscheinlich) ganzlich kiinstliches Hilfsmittel dar
zur Veranschaulichung derjenigen Phinomene, welche in der Matrizen-
mechanik von HEISENBERG, BORN und JoRDAN und DIRAcC einen all-
gemeineren Ausdruck finden. SCHRODINGER hat selbst nachdriicklich
betont, daf die Wellenausbreitung im Konfigurationsraume und nicht
im wirklichen Raume stattfindet; wenn wir in diesem Falle noch in der
Lage waren, den Wellen dadurch eine Art physikalischer Realitit zu
verleihen, dafl wir einen mit dem wirklichen Raume eng verbundencn
Konfigurationsraum benutzten, so bleibt die Wellenmethode doch
ebenso anwendbar auf Probleme, bei denen verallgemeinerte Koordi-
naten verwendet werden miissen, flir die eine realistische Deutung
nicht moglich ist. Die neue Quantenmechanik ist im Anschlusse an
die Theorie der Spektren entstanden, in der die Probleme der Periodi-
zitit naturgemiB die Hauptrolle spielen. Eine Wellenanalyse eignet
sich augenscheinlich gut zur Behandlung solcher Probleme; hieraus
folgt aber keineswegs, daf3 sie bei allen physikalischen Problemen {iber-
haupt die geeignetste sein wiirde.

Bahnen mit grofSen Quantenzahlen,

44. Hochtemperierte Materie enthidlt, auBer den an die Atome
gebundenen Elektronen, eine Anzahl freier, von den Atomen losgelGster
Elektronen, die sich wie unabhingige Molekeln bewegen. Die Statistik
der gebundenen Elektronen wird naturgemiB in der Form gegeben:
Anzahl der Elektronen in Bahnen der und der Quantenzahlen. Die
Statistik der freien Elektronen wird aber in der Form gegeben: Anzahl
der Elektronen, deren rdumliche Lage und Geschwindigkeit in ge-
wissen vorgegebenen Grenzen enthalten sind. Nun besteht ein duBerst
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wichtiger kontinuierlicher Ubergang von der Statistik der gebundenen
zu der Statistik der freien Elektronen, der aber verborgen bleibt, wenn
man sie nach verschiedenen Prinzipien klassifiziert. Unsere Aufgabe
wird in diesem Abschnitte darin bestehen, die Statistik der am
allerlosesten gebundenen Elektronen in einer solchen Weise zu trans-
formieren, daB sie mit der Statistik der freien Elektronen vergleich-
bar wird.

Wie wir oben gesehen haben, verhalten sich die Anzahlen der Syste-
me, die sich in zwei, den Energien y; und , entsprechenden Zust4dnden
befinden, wie

g RT: gy el T
wo die Gewichte von den Zustinden, aber nicht von der Temperatur
abhidngen. Wir kénnen daher in einer beliebigen Mannigfaltigkeit die
Anzahl der Systeme, die sich in dem Zustande mit der Energie y, be-
finden, gleich
Bg, e/ BT (44.1)

setzen, wo B eine Konstante ist, die von dem Umfange der Mannig-
faltigkeit abhingt.

Wir werden nun die Annahme machen, dafi das Gewicht aller gequan-
telten Bahnen dasselbe ist. Der innere Zusammenhang dieser Annahme mit
den Grundgedanken der statistischen Mechanik wird erst spéiter er-
sichtlich werden. Das Gewicht jeder gequantelten Bahn wird gleich 3
angenommen, wodurch die Einheit von ¢, die bis jetzt noch unbestimmt
gelassen war, nunmehr festgelegt ist!.

Betrachten wir wieder, wie im letzten Paragraphen, das aus einem
Kerne und einem Begleitelektron bestehende System. Es sind dann
2#n?% verschiedene Bahnen mit der Hauptquantenzahl # vorhanden, so
daB} ¢, = n? ist.

Die Anzahl der Systeme mit der Energie y, wird daher:

Bn2ernBT (44.2)

wo, nach (42.62)
— %n=K|n?, K= 2n2me*Z%h2. (44.3)
7 Wenn wir dic vierte Quantenzahl (%, — 1) beriicksichtigen, muf das Ge-

wicht, wie wir es getan haben, gleich 1 angesetzt werden. Aber, auBer in den
allerneusten Untersuchungen, wird eine vierte Quantenzahl nicht unterschieden,
und die beiden Bahnen vom Gewich'e % werden wie eine einzige Bahn vom
Gewicht 1 behandelt. An anderen Stellen dieses Buches (so z. B. in § 48) werden
wir fiir die Quantenbahnen das Gewicht 1 annehmen; in solchen Fallen ignorieren
wir die vierte Quantenzahl. Der Hauptfehler der alteren Theorie entstand aus
der Tatsache, daB zwei einquantige Bahnen experimentell erkannt waren, und
jeder das Gewicht 1 erteilt wurde. Diese Bahnen werden aber nur durch die vierte
Quantenzahl voneinander unterschieden und miissen bei allen Untersuchungen,
in denen die vierte Quantenzahl nicht beriicksichtigt wird, wie eine einzige Bahn
behandelt werden.
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Elektronen mit sehr kleinen negativen Energien entsprechen groBen
Werten von #n. Wir wollen # so groB wihlen, daB die Reihe der
Energiewerte praktisch in einen kontinuierlichen Bereich iibergeht.

Dann folgt aus (44.3)
2K

A= e an,
so daB sich die Anzahl der ganzzahligen Werte von # im Bereiche d y,,
dem Werte
n3d y, /2K (44.4)
ndhert.
Es sei nun
g2=1—¢g,
also, nach (42.7)
g ==nln. (44.5)
Jedem ganzzahligen Werte von »' entsprechen 4 #»’ — 2 oder, mit ge-
niigender Anndherung, 4»" Bahnen. Jedem ganzzahligen Werte von #
entsprechen daher 4 #»’dn’ Bahnen im Intervalle d»’. Nach (44.5) ist aber

ndn =n*e'de . (44.6)
Aus (44.4) und (44.6) folgt fiir die Anzahl der Bahnen in einem Be-
reiche dy de’

ns ’ ’

5K dy,-4n?e' de
und die Anzahl der Systeme, deren Elektronen in diesem Bereiche ent-
haltene Bahnen beschreiben, ist nach (44.1):

B%‘? e BT ' de’ dy,. . (44.7)

45. Nach der Theorie der elliptischen Bewegung ist die Flichen-

konstante
42

1 ron L
P ={pa(1—8) 2 = (nae?)?,
so daB, wenn w die transversale Geschwindigkeit bezeichnet:

dO\2 pace?
2— _ p—t
wr = (r o) ="

Es sei V' die Gesamtgeschwindigkeit und » ihre radiale Komponente
(d7/df). Dann ist

/2
2 1222 %8
w=12—uw2=V pe

so daB in einer gegebenen festen Entfernung vom Kerne und fiir eine
vorgegebene Energie y,

»

wduw=—""¢de'. (45.1)

72

Man beachte, daB ¥ unabhingig von &’ ist, da die Energie »’ nicht
enthilt.
Eddington, Aufbau der Sterne. 6
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Nun ist die Zeit, die das Elektron bei jedem Durchgange durch
eine Kugelschale 7 bis  + d7 in dieser verbringt, gleich df = d-;; und

nach dem dritten KEpLERschen Gesetze ist die Zeit einer halben Revo-
lution mat/ut. Jedes Elektron verbringt daher in der Kugelschale
den Bruchteil
n : dr/ matu
seiner Zeit. Indem wir die Anzahl der Elektronen (44.7) mit dem Bruch-
teile ihrer Zeit, den sie in der Kugelschale verbringen, multiplizieren,
erhalten wir die mittlere Anzahl der Elektronen, die sich in jedem
Augenblicke in der Schale befinden. Unter Benutzung von (45.1) er-
halten wir fiir diese Anzahl
Bwnb dr

——~—I?— e Bl gy o —— - -du. (45.2)
npe az

Wir bemerken zuerst, daB die Anzahl in einem Intervall du pro-
portional zu du ist. Dies zeigt, daf die Verterlung der Geschwindigkeiten
bei v spharisch-symmetrisch ist. Die Gesamtgeschwindigkeit V ist ja die-
selbe fiir alle Elektronen der Energie y,. Wir kénnen ferner annehmen,
daB um den Radius Kreissymmetrie herrscht!. Dann ist, bei vollstandiger
Kugelsymmetrie, die Anzahl der Geschwindigkeiten, die in einer zwischen
den Winkelabstinden @ bis @ + d@ (von der radialen Richtung ge-
messen) eingeschlossenen Zone liegen, proportional dem Flicheninhalte
der Zone 27 sin @4 @, d. h. proportional zu 4 (cos @) und daher zu du,
da ja u =V cos .

Nun integrieren wir in bezug auf #. Da #»’ von 0 bis # geht, geht
¢ von 0 bis 1; w geht von 0 so weit es kann, ndmlich bis V, wobei das
vorzeitige Aufhoren seiner Verdnderlichkeit dadurch bedingt ist, daB
Bahnen mit zu schwacher Exzentrizitit ganz auBerhalb » liegen. Daher
andert sich # von V bis 0, und das Integral von du ist V. Das Resultat
der Integration ist somit

Bub 2
—I:.Le'l"/RdeulM d1=4ngrzdr, (45.3)
T

1 5
T a:

wo g die Dichte der Elektronen bei » bedeutet, deren Energie in ein
Intervall dy, fallt®.
Nach (42.61) und (42.62) ist

5

nilat = (2K/m‘u)§‘

1 Dies konnte durch eine Betrachtung der Verteilung von cos: bewiesen
werden, erscheint aber auch so schon einleuchtend genug.

2 Der Gebrauch des Wortes ,,Dichte’ ist bequem, jedoch darf nicht ver-
gessen werden, daB die Schale » bis # 4 dr fiir jedes Elektron auf einen anderen
Kern bezogen ist. Hier stellen wir uns diese Schalen als iibereinander gelagert vor.
Wir kénnen auch, wenn wir wollen, statt einer groBen Anzahl von verschiedenen
Atomen, den zeitlichen Mittelwert fiir ein Atom betrachten.



Ionisation. 83

und wir koénnen, indem wir die Werte von x und K aus (42.1) und
(42.62) einsetzen, das Resultat (45.3) auf die Form bringen:

o=B*" i BTV iy,

Wenn — p (r) die potentielle Energie des Elektrons bei 7» be-
deutet, die durch das Feld des Kernes bedingt wird, ist

K== () + EmV?

und
dy,=mVdV.
Es ist daher ’
3
ng%e—ln/RTzande. (45.4)

Da wir gezeigt haben, dall die Geschwindigkeitsverteilung kugelsym-
metrisch ist, konnen wir die Schale des ,,Geschwindigkeitsraumes® in
gleich groBe rechtwinklige Elemente du dv dw zerlegen, genau so wie
eine Kugelschale 4 n#%d7 in ihre Elemente dx dy dz aufgespaltet wer-
den kann. Die Dichte der Elektronen, deren Geschwindigkeiten zwi-
schen #, v, w und # + du, v + dv, w + dw liegen, ist dann

m3
BZS— e BT dy dvdw

und ihre Anzahl in einem Raum- und Geschwindigkeitsbereiche
dxdydzdudvdw ist

3
BiremRTdxdydzdudvdw. (45.5)

Ein Vergleich mit (44.1) lehrt, daB das Gewicht, welches diesem Be-
reiche zugeschrieben werden muf, gleich

» axdydzdudodw (45.6)

ist. Wir haben auf diese Weise eine Beziechung hergestellt zwischen
den Gewichten von Zustinden, die durch eine Raum- und Ge-
schwindigkeitsverteilung gegeben sind, und den Gewichten von Zu-
stinden, die durch Angabe von Quantenbahnen definiert sind.

Wenn wir in (45.5) yn, = — v + 5 m (42 4+ v% + w?) schreiben,
sehen wir, daB3 diese Elektronen mit kleiner negativer Energie genau
ebenso das MaxweLLsche Gesetz befolgen, wie freie Elektronen mit
positiver Energie.

Tonisation.

46. Wir wollen nun annehmen, da8in der oben betrachteten Mannig-
faltigkeit auch freie Elektronen vorhanden sind, deren Verteilung in den
Gebieten, in denen das Potential gleich Null ist, die Dichte g, besitzt.
Nach dem MaxweLLschen Gesetze ist dann ihre Anzahl in einem Be-
reiche dxdydzdudv dw!

! Die Konstante (m/2® RT)% wird erhalten, indem man das Integral iiber
alle Werte von u, v, w der GroBe o,dxdydz gleichsetzt.

6*
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m \% ’
<2nR T>?G" em@+ v+ w?) 2R gy dy dzdudvdw

und allgemeiner ist die Anzahl in den Gebieten, in denen das Potential
nicht gleich Null ist,

(%%Jao e1RT 4y dydzdudvdw, (46.1)
wo yx die kinetische und potentielle Energie bedeutet.

Wir haben nun zwei Formeln (45.5) und (46.1) fiir die Berechnung
der Verteilung der Elektronen mit der Energie Null, je nachdem wir
die Energie Null als den Grenzwert der kleinen negativen oder der
kleinen positiven Energien betrachten. Es erscheint verniinftig an-
zunehmen, daB beide Formeln iibereinstimmende Resultate ergeben
miissen. Wir haben also hierin ein Mittel, um die Konstante B durch
die Konstante o, auszudriicken. Wenn die Konstanten in den beiden
Formeln einmal zur Ubereinstimmung gebracht sind, dann erhalten
wir einen vollkommen kontinuierlichen Ubergang bei der Energie Null.
Die klassische Formel (46.1) versagt nicht sofort, wenn man sie auf
gebundene Elektronen anwendet, die schon Quantenbedingungen unter-
worfen sind; nur wenn # klein wird, zeigt sich die Abweichung. Dies
ist ein Beispiel fiir die Giiltigkeit des Korrespondenzprinzips, welches
behauptet, daB sich die Quantengesetze mit wachsendem # den klassi-
schen Gesetzen als Grenze ndhern.

Bei der Formulierung der erwdhnten Kontinuitit miissen wir mit
groBer Vorsicht vorgehen, weil unsere Untersuchung von vornherein
auf den Fall beschrinkt war, in dem nur ein einziges Elektron an den
Kern gebunden ist. Wir miissen daher den kontinuierlichen Ubergang
betrachten von der Anzahl der aus einem Kern und einem gebundenen
Elektron bestehenden Systeme, in einem gegebenen Volumenelemente,
zu der Anzahl der aus einem tonisierten Kerne und einem freien Elektron
gebildeten Systeme in einem entsprechenden Volumenelemente. Es sei
N die Anzahl der Kerne mit hochstens einem gebundenen Elektron,
und NN x die Anzahl derjenigen unter ihnen, die kein gebundenes Elektron
haben. Dann ist die Anzahl der Systeme ohne ein gebundenes Elektron,
aber mit einem freien Elektron im Bereiche d xdy dzdu dvdw nach (46.1)

Nx (ﬁnﬂRT)ga" e * BT dxdydzdudvdw
und diese muB kontinuierlich in die durch (45.5) gegebene Zahl iber-
gehen. Wir haben daher:
3 3
Bl =Nx <2n%,>60 (46.2)

Die Anzahl N (1 — %) der Systeme mit nur einem gebundenen
Elektron wird erhalten, indem man (44.2) iiber alle méglichen Bahnen
dieses Elektrons summiert. Es ist also

N(1—=x)=B {E—ZI/RT_’_ 4o 1/ RT 4 oo | y20~1s/RT | . .. } (46.3)
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Aus (46.2) und (46.3) folgt
(I—x)/x =0, (%%:7)% {e-n/RT |- 4g=1a/RT | . . .} (46.4)
wodurch die Ionisation x bestimmt wird, wenn die Temperatur 7" und
die Dichte der freien Elektronen ¢, gegeben sind.

Formel (46.4) entspricht der modernsten Erkenntnis in der Unter-
scheidung von Quantenbahnen. Die dltere Form der Ionisationsgleichung
war

(1—x)/x =0, <27n:;2T,>7§{25’11"RT—{—6g"7.2/RT_{_...+7(7+ 1)e—tr /BT L ...} (46.4a)
wobei das Gewicht der #n-quantigen Bahn gleich # (# 4 1) statt »?
angenommen wurde. Alle bis jetzt erfolgten Anwendungen der Glei-
chung beruhen auf dem gegenwirtig iberholten Systeme von Ge-
wichten®.

47. Trotzdem wir nur ein einziges, besonders einfaches System be-
trachtet haben, ist die mit seiner Hilfe abgeleitete Formel (46.2) in
allen Fallen giiltig. Die betrachtete Mannigfaltigkeit braucht kein
einziges solches System zu enthalten — kein einziges bis auf das letzte
Elektron ionisiertes Atom oder keines, das von Stérungen durch freie
Elektronen oder Nachbaratome geniigend frei wire. Es besteht aber
immer eine Wahrscheinlichkeit fir das Vorkommen eines solchen
Systems, und diese Wahrscheinlichkeit, so unendlich klein sie auch sein
mag, geniigt, um die Formel zu rechtfertigen. Es kann nur eine Glei-
chung geben, die B als Funktion von ¢, bestimmt, so viele verschiedene
Systeme die Mannigfaltigkeit auch enthalten mag, und daher miissen alle
Systeme dasselbe Resultat ergeben wie das einfache System, fiir das wir
die Uberlegung vollstindig durchfiihren konnten. Hieraus folgt insbeson-
dere, daB fiir jede beliebige Atomart das Gewicht eines Raum-Geschwin-
digkeitsbereiches fiir gebundene Elektronen sich der Grenze (45.6) nihern
muB, wenn sich die negative Energie dem Werte Null nihert. Um diese
SchluBfolgerung zu prizisieren, definieren wir als ein System A ein
solches System, welches aus einem Kern besteht und einem an diesen
gebundenen Elektron mit (auf den Kern bezogenen), zwischen x, y, z und
x+dx, y + dy, 2+ dzliegenden Koordinaten und einer im Intervalle
du dv dw liegenden, einer kleinen negativen Energie entsprechenden Ge-
schwindigkeit, wenn sich innerhalb einer Entfernung 6 vom Kern kein an-
derer Kern oder Elektron befinden. Ein Systemder Klasse B seieinsolches,
in dem ein Kern und ein freies Elektron vorhanden sind, mit analog

! In der englischen Ausgabe sind durchweg die &lteren Gewichte benutzt
worden. Es schien mir wiinschenswert diesen Abschnitt durch Einfithrung der
modernen Gewichte zu verbessern, um die richtige Ionisationsgleichung zu er-
halten. Diese Anderung konnte aber natiirlich nicht mehr bei allen, an anderen
Stellen dieses Buches beschriebenen Anwendungen der Gleichung durchgefithrt
werden, so daB bei diesen meistenteils auf die Form (46.4a) Bezug genommen wird.
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definierten Koordinaten und einer in einem gleich groBen Intervalle
liegenden Geschwindigkeit, die aber einer kleinen positiven Energie
entspricht, vorausgesetzt, daBl innerhalb der Entfernung ¢ kein anderer
Kern oder Elektron liegt. Unser Postulat lautet, daB die Anzahl der
Systeme A kontinuierlich in die Anzahl der Systeme B iibergeht. Der
Faktor, der die Relativzahl der durch Eindringen fremder Materie in
die Kugel vom Radius 8 verdorbenen Systeme gibt, wird fiir beide
Klassen derselbe sein. Da & beliebig groB gewdhlt werden kann,
behilt die fiir ungestoérte Systeme durchgefiithrte Rechnung ihre
Giiltigkeit.

Fiir komplizierte Systeme mub (46.3) abgeindert werden, und wir
miissen (46.4) in der allgemeineren Form schreiben

(1—x)/x = 0o (h/2amRT)* (g e~/BT 4 g e=n/RT - ..} (47.1)

Hier bezieht sich x auf die Systeme, bei denen ein bestimmtes Elektron
beseitigt ist, wobei — x;, — %, usw. die Energien bedeuten, die zu seiner
Entfernung aus der normalen und den verschiedenen héheren Bahnen
erforderlich sind. Streng genommen sind ¢,, ¢, . . . alle gleich ein Halb,
da in einem komplizierten Systeme keine zwei Bahnen genau dieselbe
Energie haben werden; in der Praxis fassen wir aber oft die Bahnen
mit derselben Hauptquantenzahl zusammen, wobei wir die kleinen
Unterschiede von y vernachldssigen. Wir miiiten, streng genommen,
auch die Systeme, in denen andere Elektronen als dasjenige, dessen
Loslosung betrachtet wird, angeregt sind, als besondere Systeme be-
handeln, da ihre Anregung die Energien y,, %, etwas verindern wiirde;
in der Praxis ist es aber kaum notig, diesen Umstand zu beriicksich-
tigen. Die Anregung der anderen Elektronen findet unabhingig davon
statt, ob das betrachtete Elektron vorhanden ist oder nicht, d. h. daf3
die angeregten Systeme sowohl in N (1 — x) als auch in N x enthalten
sind. Unsere Anniherung schlieBt also die angeregten Systeme nicht
aus, obwohl sie ihr Vorkommen nicht ganz streng beriicksichtigt, in-
dem sie ihre Energiestufen mit denen der normalen Systeme zusammen-
wirft.

Wenn wir eine Anzahl v von Elektronen in symmetrischen Bahnen
haben, so daB dieselbe Energie — ¢ zu ihrer Loslosung aus dem Systeme
erforderlich ist, wiirde es unbequem sein, diese Loslésungen als 7 verschie-
dene Ionisationen zu betrachten. Es sei z. B. N die Anzahl der Atome,
die ihre M-Elektronen und alle htheren Elektronen verloren haben. Teilen
wir diese in N (1 — x) Atome ein, die ein bezeichnetes L-Elektron beibe-
halten, und Nx in bezug auf dieses Elektron ionisierte Atome, dann
wird x durch (47.1) gegeben; es ist fiir uns aber viel interessanter, sie
in N (1 —y) Atome einzuteilen, die noch alle L-Elektronen besitzen,
und Ny in bezug auf ein nichi-bezeichnetes L-Elektron ionisierte
Atome.
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Bei der Behandlung der N (1 — y) nichtionisierten Atome muB3 die
Verhiltniszahl der Atome mit einem stark angeregten L-Elektron in
einem vorgegebenen Raum-Geschwindigkeitsbereiche mit T multipliziert
werden, da ja jedes der 7 Elektronen dieser Gruppe, das zufillig in diesen
Bereich fillt, mitgezdhlt werden muB. Um die oben betrachtete Konti-
nuitdt mit den aus ionisierten Atomen und freien Elektronen bestehenden
Systemen zu erzielen, miissen wir auch Tmal mehr Systeme letzterer Art
haben. Die Ubereinstimmung kann augenscheinlich dadurch erreicht
werden, daB wir in den oben stehenden Gleichungen oy/t statt o,
schreiben. (Wir schreiben jedem der L-Elektronen virtuell einen Teil 1/
des Partialdruckes der freien Elektronen zu, so daB seine hoch ange-
regten Zustdnde kontinuierlich in seinen Anteil an der Verteilung der
freien Elektronen iibergehen.)

Wenn wir diese Substitution in (47.1) machen, erhalten wir dem-
entsprechend:

};X: % (h22mRT)? (g, e n/RT 4 .. .) (47.2)

Bei komplizierten Systemen ist die Berechnung von sy, %5 - - - 91, ¢ - -
nicht mehr streng durchfiihrbar, und die theoretische Abschitzung
dieser Gréfen beruht zum Teile auf hypothetischen Annahmen. Eine
gewisse Menge experimentellen Wissens steht aber fiir die meisten
Elemente schon zur Verfiigung. Insbesondere sind die Werte von y
fir die Hauptniveaus bei vollstindigen Atomen aus Messungen der
Frequenzen der bei Ubergingen gemaB (36.1) emittierten Strahlung
bekannt. Inwieweit diese Werte bei den unvollstindigen Tonen modi-
fiziert erscheinen, koénnen wir nur, so gut es geht, abschitzen. Eine
scheinbare Schwierigkeit entsteht aus der Tatsache; daB die Reihe auf
der rechten Seite von (46.4) divergent ist, da die Exponenten fiir groBe
Werte von # der Einheit zustreben, so daB sich die Reihe wie X#2 ver-
hilt. Die hoheren Glieder der Reihe sind aber fiktiv. Die Halbachse
der Bahn wichst proportional zu #2, so daB sich die Bahnen, welche
groBen Werten von # entsprechen, in Gebiete erstrecken, die nicht mehr
dem {iberwiegenden Einflusse der Anziehung des Kernes unterliegen.
Die Reihe in (47.1) ist also in Wirklichkeit nicht unendlich, sondern bricht
bei einer gréBten Bahn ab, jenseits der er das Elektron als einem anderen
Atome angehérig zu betrachten ist. Die willkiirliche Vereinbarung,
durch die diese Grenze festgesetzt wird, muB auch auf die linke Seite
der Gleichung Anwendung finden, da wir nur dann entscheiden kénnen,
ob ein Atom ionisiert ist, oder nicht, wenn wir eine bestimmte Regel
besitzen, um jedes entlegene Elektron mit negativer Energie dem ihm
zugehorigen Kerne zuzuweisen. Die einfache Berechnungsmethode ist
aus drei Griinden unzuldnglich: 1. das Feld des Kernes wird durch die
ihn umgebenden (freien oder gebundenen) Elektronen abgeschirmt,
2. die Periodizitit ist unvollkommen, wodurch die Quantelung ver-
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wischt wird, 3. es wird jedes Raumgebiet mehrmals gezdhlt, als ein
Teil des Feldes eines jeden Kernes der Mannigfaltigkeit?.

Beispiele fiir die Anwendung von (47.1) auf die Berechnung des
Ionisationsgrades bei gegebener Temperatur und Dichte sind in dem
zehnten Kapitel gegeben.

Theorie der Gewichte von Zustinden.

48. Es seien ¢,,¢5 ..., Py, P2 - .. die HaMiLTONschen Variablen,
die den Zustand eines Systems zu einer Zeit s bestimmen und den
Gleichungen (42.3) geniigen. Der Bequemlichkeit halber nehmen wir
ihre Anzahl, wie in § 42, gleich sechs an, die Betrachtung bleibt aber
fiir eine beliebige Anzahl von Freiheitsgraden dieselbe.

Fassen wir die in dem Bereiche ¢, bis ¢, + d¢q; . .. p3 bis p; + 05,
enthaltenen Zustinde ins Auge. Einen solchen Bereich werden wir
eine Zelle nennen, und das Volumen V der Zelle durch

V=109,"09,095 0P, 659 ps
definieren, oder allgemeiner, fir eine Zelle beliebiger Gestalt durch:

v=[[I[[]dq.dq,dg,ap,ap,dp;. (48.1)
Wenn die Quantelung vollkommen ist, kénnen wir den ganzen
Variabilititsbereich der Koordinaten in Einheiiszellen einteilen, so daB
jede Zelle nur eine einzige Quantenbahn enthilt?.. Dies kann in der
Weise geschehen, dal man d¢, einem vollstindigen Zyklus von ¢, ent-
sprechen lifit, und d$; — einer Zunahme der zugehdrigen Quantenzahl
um den Betrag 1 (die man am zweckmifigsten so wihlt, daf die ganze
Zahl der Mitte der Zelle entspricht). Es ist also zu setzen:

ffdpld%:f(?b1+61b1)d91"—fp1d91)

=m+Hr—(m—5h, (nach 42.4)
=h,
Fiir eine Einheitszelle ist daher:
V=nh. (48.2)

Wir haben schon oben die Hypothese eingefiihrt, daB alle Quanten-
bahnen dasselbe Gewicht haben. Wir wollen das nun als einen Spezial-

1 Es muB betont werden, daB das Versagen von (46.4) in keinem Widerspruche
zu dem steht, was iiber die allgemeine Giiltigkeit von (46.2) gesagt worden ist.
Gleichung (47.1) gilt ganz allgemein, unter der Bedingung, daB die Ionisations-
energien y;, ¥,... unter Beriicksichtigung der tatsachlichen Verhaltnisse fiir die
Atome berechnet werden; sie konnen daher von den fiir isolierte Atome giiltigen
Werten verschieden sein.

2 Streng genommen enthalt die Zelle zwei Bahnen, jede vom Gewicht %,
aber die vierte Quantenzahl wird ignoriert, wenn nur drei Freiheitsgrade betrachtet
werden.
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fall der allgemeineren Hypothese betrachten, daB alle Zellen vom
Volumen 4% das gleiche Gewicht (eins) haben, so daB fiir groBe Zellen

g=V/h3 (48.3)
ist.

Wenn keine Quantelung vorhanden ist (wie bei der nichtperiodischen
Bewegung), sind die Zustinde, und daher auch das Gewicht, kon-
tinuierlich dber die Zelle verteilt. Wenn die Periodizitit unvollkommen
ist, konzentriert sich das Gewicht gegen die in der Zelle enthaltenen
Quantenbahnen. Bel vollkommener Periodizitit ist es vollstindig in
den Quantenbahnen konzentriert.

Bei einem in einem elektrischen Felde beweglichen Elektron geniigen
die rechtwinkeligen Koordinaten x, v,z und die entsprechenden Im-
pulse mu, mv, mw den HamiLToxschen Gleichungen und konnen als
Variable g, . . . p; gewdhlt werden. Es ist daher nach (48.1)

V=m3ffffffdxdydzdudvdw
g:%:jfjfffdxdydzdudvdw. (48.4)

Dieser Ausdruck ist mit (45.6) identisch, aber nicht mehr auf den
speziellen, dort betrachteten Typus von Systemen beschrinkt. Wegen
der hier gemachten allgemeineren Annahme ist (48.4) im allgemeinen
sowohl auf gebundene als auch auf freie Elektronen anwendbar, mit der
Einschrankung, daB, wenn Periodizitit vorhanden ist, die Zelle grof3
genug sein muBl, um die durch die Quantelung verursachte zackige
Verteilung der Gewichte auszuglitten.

49. Es ist notwendig zu zeigen, daB das Volumen einer Zelle in-
variant ist, d.h. daB es von der speziellen Wahl der Koordinaten
gy ...p; — wenn sie nur den HamirtoNschen Gleichungen geniigen —
nichtabhidngt. Ware ndmlich das Volumen der Zelle nicht invariant, dann
wiren die auf ihm beruhenden Gewichte, und daher auch die Quantelung,
nicht eindeutig. Fir die mit der Tensorrechnung vertrauten Leser
ist der nachfolgende Beweis wahrscheinlich der einfachste.

Wir schreiben g4, g5, gg fiir #,, p,, ps, so daB die Hamirronschen
Gleichungen (42.3) die Form annehmen:

und folglich

dqg; 0 H dqy aif
ds ~ d4q,’ ds  0q
oder in tensorieller Schreibweise:

alz_a dq,
gq#‘— Y gs !

(49.1)

@uy=3%(—v) wenn dieser Ausdruck gleich 4 1 ist,
und (49.2)
Ay =0 in allen anderen Fillen.
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Betrachten wir nun eine allgemeine Koordinatentransformation (die
nicht auf Hamirtonsche Koordinaten beschrinkt ist) und lassen wir
a,, einen kovarianten Tensor sein, mit den Werten (49.2) in unserem
urspriinglichen Systeme. Da H und s Invarianten sind, werden d H/dq,
und dgq,/ds kovariante bzw. kontravariante Vektoren sein. (49. 1)
ist daher eine Tensorgleichung und gilt fiir alle Koordinatensysteme.
Unter diesen sind die moglichen HamirtoNschen Systeme durch die Be-
dingung ausgezeichnet, daB sich a,, in seine urspriinglichen Werte
transformiert. Wenn |a,,/ die aus den Elementen von a,, gebildete
Determinante bezeichnet, ist

[Van -av

invariant fiir alle Koordinatensysteme und, da a,, denselben Wert
hat fiir alle HamirToNschen Systeme, folgt hieraus

fav

— invariant fiir alle HamiLto~Nschen Koordinaten, wodurch das Theorem
bewiesen ist.

Es sei noch bemerkt, dafl sich die HAmirToNschen Koordinaten in
der Mechanik von allgemeinen Koordinaten in dhnlicher Weise unter-
scheiden wie in der Geometrie die GariLEischen Koordinaten (unbe-
schleunigte rechtwinkelige Koordinaten und die Zeit) von den allge-
meinen Koordinaten, nimlich dadurch, daB3 fiir sie ein Fundamental-
tensor, der das Kontinuum charakterisiert, gewisse einfache numerische
Werte annimmt.

Die K- und L-Niveaus.

50. Wenn der Kern von mehr als einem Elektron begleitet wird,
finden gegenseitige Stérungen statt, deren Gesetze noch nicht formuliert
worden sind. Das Atommodell 148t sich nicht bis in alle Einzelheiten
ausfithren, aber eine gewisse Kenntnis der Anordnung der Elektronen
konnte doch mit Hilfe von experimentellen Daten gewonnen werden.

Trotzdem die Storungen recht betrichtlich sein kénnen, besteht eine
ein-eindeutige Beziehung zwischen den gestérten undungestorten Bahnen,
und die Anzahl der den verschiedenen Quantenzahlen entsprechenden
Bahnen ist dieselbe wie in dem einfachen Falle eines von nur einem
Elektron begleiteten Kernes. So verwickelt die Struktur des Atoms
sonst auch sein mag, ist die Anzahl der Bahnen, die der Hauptquanten-
zahl n entsprechen, immer gleich 2 #2, und die Anzahl der Bahnen
vom Typus (n,n’) ist 4n' — 2. Jedes Elektron im Atome mul eine
Bahn beschreiben, deren quantenméBige Definition von derjenigen aller
anderen Bahnen verschieden ist, so da3 ein Atom nicht mehr als 2 Elek-
tronen in 1-Quanten-Bahnen, nicht mehr als 8 in 2-Quanten-Bahnen,
als 18 in 3-Quanten-Bahnen usw. besitzen kann.

1 EppingTOoN: Relativitatstheorie in mathematischer Behandlung, §§ 48, 49.
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Bei normalen Atomen, die nicht durch hohe Temperatur angeregt
sind, gehen die zwei ersten Elektronen in 1-Quanten-Bahnen und die
folgenden acht Elektronen in 2-Quanten-Bahnen. Die Elektronen dieser
zwel Gruppen heilen bzw. K- und L-Elektronen. Diese Struktur ist
bei Neon (Z = 10) abgeschlossen und bleibt, als ungestérte Grundlage,
auch bei allen hoheren Elementen erhalten. Die M-Elektronen in
3-Quanten-Bahnen erscheinen zuerst bei Natrium (11) und erreichen
ihre abschlieBende Zahl 8 bei Argon (18), worauf 4-Quanten-Bahnen
in Erscheinung treten. Aber im Gegensatze zur K, L-Struktur wird
die M-Struktur spiter abgedndert und erst bei Kupfer (29) auf 18 Elek-
tronen erweitert. In dhnlicher Weise erreicht die Zahl der N-Elektronen
in 4-Quanten-Bahnen bei acht einen vorliufigen Abschluff, um erst
spiter auf 18 und dann auf 32 anzusteigen.

In einem Sterne ist die Ionisation so stark, dal nur wenige Kerne
imstande sind, mehr als zehn Elektronen zu behalten. Unser Interesse
beschrinkt sich daher auf die K- und L-Struktur. Beziiglich der L-
Elektronen muf3 daran erinnert werden, dafl es zwei Arten von
2-Quanten-Bahnen gibt, je nachdem die Nebenquantenzahl »’ gleich 2
oder gleich 1 ist. Dementsprechend unterscheiden wir 2, oder kreis-
formige Bahnen und 2, oder elliptische Bahnen. Die vollstindige
Struktur besteht aus zwei Elektronen in elliptischen Bahnen und sechs
Elektronen in kreisférmigen Bahnen. Die K-Bahnen sind notwendig
kreisf6rmig (1,-Bahnen). Um z. B. ein K-Elektron aus dem Atomver-
bande zu entfernen, ist eine gewisse Arbeitsmenge Wx erforderlich
und dieses Wz kann aus dem Experimente ermittelt werden. Wenn
namlich Strahlung der Frequenz v durch die Materie hindurchgeht, wird
das Quant /v nur dann eine geniigende Energie besitzen, um das Elektron
herauszureiBlen, wenn 4y > Wgist. Findet die Entfernung des Elektrons
wirklich statt, dann wird das Strahlungsquant absorbiert, wobei die etwa
vorhandene iiberschiissige Energie dem befreiten Elektron als kinetische
Energie mitgeteilt wird. Wenn aber v << Wy ist, kann das Elektron
nicht herausgerissen werden, und die Strahlung geht durch, ohne eine Ab-
sorption zu erleiden, — wenigstens soweit dieser spezielle Absorptions-
mechanismus in Betracht kommt. Die kritische Frequenz vz = Wg/h
ist im Spektrum durch eine scharfe Absorptionskante gekennzeichnet,
so daB vg und Wy aus spektroskopischen Messungen ermittelt werden
kénnen. AuBer bei den leichtesten Elementen liegen vz und »z im Ront-
gengebiete. Die durch eine solche Ionisation im K-Niveau entstehende
Liicke kann durch Einfangen eines freien Elektrons unter Emission der
entsprechenden Strahlung wieder ausgefiillt werden. Bei Laboratoriums-
versuchen sind aber freie Elektronen nur spérlich vorhanden, und bevor
das Atom Zeit gehabt hat, ein solches einzufangen, fillt gewShnlich ein
Elektron aus einem héheren Niveau in die Liicke ein und fiillt diese
aus. Im Anschlusse hieran fallen dann gew6hnlich noch weitere Elektro-
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nen aus hoheren in tiefere Niveaus, bis die Liicke schlieBlich in das
hochste Niveau hiniibergewandert ist, wo sie bis zum Einfangen eines
freien Elektrons bestehen bleibt. Wenn der erste Fall aus dem L-Niveau
erfolgt, ist die Differenz der Energien des Atoms vor und nach dem
Falle W — W; und diese muB} in Form eines Quants der Frequenz
(Wg — Wi)/h ausgestrahlt werden. Die Linien, welche den verschie-
denen moglichen Fiéllen entsprechen, bilden das Réntgen- (Emissions-)
Spektrum des Elementes. Die Ausmessung dieser Linien liefert
ein weiteres Material fiir die Bestimmung der Energiekonstanten
Wg, Wi usw.

Die scheinbare Dissymmetrie zwischen Absorption und Emission
von Roéntgenstrahlen ist eine Folge der kiinstlichen Erzeugung dieser
Strahlen bei niedriger Temperatur in terrestischen Experimenten. Im
Inneren eines Sternes besteht thermodynamisches Gleichgewicht;
Tonisation und Einfangen, Fall und Aufstieg kommen gleich hiufig vor.
Es findet sowohl Linienabsorption als Linienemission, sowohl konti-
nuierliche Emission mit Emissionskanten als kontinuierliche Absorption
mit Absorptionskanten statt.

Die zur Entfernung eines L-Elektrons aus dem Atomverbande not-
wendige Energie ist etwas verschieden, je nachdem das Elektron aus
einer kreisférmigen oder einer elliptischen Bahn entnommen wird. Folg-
lich muB es zwei L-Niveaus geben. Die Beobachtung zeigt, daBl in Wirk-
lichkeit drei L-Niveaus vorhanden sind, die man mit L,, L, und L,
bezeichnet, wobei L, das tiefste, d. h. das dem K-Niveau am nichsten
benachbarte Niveau bedeutet. In bezug auf die richtige Klassifizierung
der L-Niveaus hat lange Zeit eine ziemlich groBe Unsicherheit geherrscht;
in dem Augenblicke, in dem diese Zeilen geschrieben werden, scheint
aber die Schwierigkeit schon behoben zu sein. Es scheint, dal3 L; den
elliptischen Bahnen entspricht, wihrend L, und L, beide zu der Kreis-
bahn 2, gehéren und durch eine dritte Quantenzahl voneinander unter-
schieden werden.

Hier muB noch ein fiir astronomische Anwendungen moglicherweise
wichtiger Punkt beriihrt werden. Elektronen, die aus den L,- und L,-
Niveaus in das K-Niveau fallen, erzeugen ein Emissionslinienpaar, in
dem die dem L,-Niveau entsprechende Komponente die intensivere ist.
Eine Emissionslinie, die Lz entspriche, tritt aber tiberhaupt nicht auf.
Hieraus ziehen wir den SchluB, daB Spriinge aus den elliptischen
Bahnen, wenn iiberhaupt, dann nur duBerst selten stattfinden. Dies
entspricht dem ,,Auswahlprinzip®, welches die optischen Spektra (§ 51)
und die molekularen Spektra (§ 244) beherrscht, und besagt, daf
sich die zweite Quantenzahl bei allen Ubergingen um 4 1 &dndern
mub, so daB ein Sprung aus einer 2,-Bahn in eine 1,-Bahn aus-
geschlossen ist. Von diesem Resultate werden wir in § 166 Gebrauch
machen.
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Das folgende Beispiel gibt einen Begriff von der Grofe der Stérun-
gen, welche die Elektronen eines Atoms aufeinander ausiiben. Wir
betrachten einen Eisenkern, der nur noch von einem K-Elektron be-
gleitet ist, nachdem alle iibrigen Elektronen entfernt worden sind. Die
Ionisationsenergie wird erhalten, indem man in (42.62) n =1, Z = 26

setzt. Die entsprechende Wellenldnge erweist sich gleich 1,35 A. Die

K-Absorptionsgrenze liegt aber fiir Eisen bei 1,74 A. Der Unter-
schied riithrt daher, daB3 wir im ersten Falle den nackten Eisenkern
betrachtet haben, wihrend wir es im zweiten Falle mit dem vollstin-
digen Eisenatome zu tun haben. Nun ist die Wellenlidnge der beobachte-
ten Grenze fiir Kupfer (Z = 29) 1,38 A, d.h praktisch gleich der fiir den
Eisenkern theoretisch berechneten Grenze; wir kénnen daher annehmen,
daB die Begleitelektronen des Kupferatoms die positive Ladung des
Kernes um etwa drei Einheiten abschirmen, insofern sie fiir die Be-
wegung eines K-Elektrons in Betracht kommen. Betrachten wir ferner
einen Platinkern (Z = 78) mit zwei K-Elektronen und einem L-Elektron.
Da die K-Elektronen verhiltnismidBig sehr nahe am Kerne liegen,
kann man annehmen, daf sie dessen Ladung um zwei Einheiten schwi-
chen, und die Ionisationsenergie des L-Elektrons kann daher aus (42.62)
gendhert erhalten werden, wenn man dort n = 2, Z = 76 setzt. Die

entsprechende Wellenlinge ist 0,63 10&, der beobachtete Wert fiir das

vollstindige Platinatom ist aber 1,07 ;‘x, so daB3 auch hier offenbar eine
betrichtliche Abschirmung stattfindet.

In gewissem Sinne ist die Ionisationsenergie W nicht unmittelbar an
das Elektron gebunden, das aus dem Verbande entfernt wird; sie stellt
vielmehr die Differenz der Energien des gesamten Atoms dar vor und nach
der Entfernung. Man kénnte glauben, daB ein betrichtlicher Teil dieser
Differenz auf die Anderung der Quantelung der Bahnen der anderen
Elektronen im veridnderten Kraftfelde entfallen mifte. Es gibt aber
in der Quantentheorie ein wichtiges Prinzip — das adiabatische Prinzip
— welches besagt, daB diese neue Quantelung wihrend der Loslosung
des Elektrons automatisch erfolgt, und keine Nachwirkung letzterer
ist. Wenn z. B. ein gleichférmiges magnetisches Feld langsam erzeugt
wird, verwandeln die wihrend seiner Entstehung wirkenden klassischen
elektromagnetischen Krifte die Bahnen der Elektronen in neue
Bahnen, die den von den neuen Bedingungen verlangten Quante-
lungsregeln entsprechen; die Wirkung des magnetischen Feldes
zerfallt nicht in zwei Effekte, eine klassische Stérung und eine
neue Quantelung. In gleicher Weise kann die Entfernung eines
Elektrons nicht in eine progressive Stérung und eine endgiltige
Anpassung zerlegt werden.

~SchlieBlich darf nicht iibersehen werden, daf3 das Borrsche Atom nur
ein Modell und kein naturgetreues Bild des Atoms ist, trotzdem wir es in
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den meisten Fillen als ein solches betrachten. Niemand hat diese
Einschrinkung mit gréBerem Nachdrucke betont, als Prof. Bosr selbst.
Der Versuch, die Theorie von ihren geometrischen Fesseln zu befreien,
hat zwar schon zu einem gewissen Erfolge gefiihrt, es ist fiir uns aber
heute noch unmoglich, ganz ohne das Modell auszukommen.

Optische Spektra.

51. Die chemisch indifferenten Gase Helium, Neon, Argon usw.
bezeichnen die (voriibergehende oder endgiiltige) Vollendung der K, L,
M . .. Schalen von Elektronen. Die unmittelbar auf die Edelgase folgen-
den Elemente besitzen ein ziemlich lose gebundenes Elektron, mit dem
jeweils eine neue Schale anfingt; dieses wird das Valenzelekiron genannt
und bedingt ihr chemisches Verhalten als monovalente Elemente. Thnen
folgen die divalenten Elemente, mit zwei losen Elektronen usw.

Die Linien, welche das optische Spektrum eines Elements bilden,
werden gewohnlich beim Ubergang eines Valenzelektrons aus einer
gequantelten Bahn in eine andere absorbiert oder emittiert.

Die Kompliziertheit des Spektrums wichst mit der Zahl der Valenz-
elektronen, und der hier zu erstattende Bericht bezieht sich daher
hauptsichlich auf Elemente oder Ionen mit einem oder zwei Valenz-
elektronen. Wie in § 42, beschreiben wir die Bahn eines Elektrons mit
Hilfe von zwei Quantenzahlen #» und #’, wobei #n’ =< n. Die dritte
Quantenzahl wird zunichst vernachlissigt werden. Den Bahnen im
normalen Atome schreiben wir die Zahlen #, »’ = (1,1), (2,1), (3,1) ...
zu, je nachdem das Valenzelektron die K, L, M ... Schale erdffnet.
Die moglichen Bahnen zerfallen in eine Anzahl von Serien. Wenn wir
z.B. Natrium nehmen, bei dem die normale Bahn des Valenzelektrons eine
(3,1)-Bahn ist, sind die Serien, in der gebrduchlichen Bezeichnungsweise:

S-Serie (3,1), (4,1), (5,1), (6,1), (7,1), ...
P-Serie (3,2), (4.2), (5,2), (6,2), (7,2), . ..
D-Serie (3,3), (4,3), (5,3), (6,3) (7.3), ...
F-Serie (4,4), (5.4), (6,4), (14), ...
— (5,5), (6,5), (1.5), ...

Die méglichen Uberginge zwischen diesen Bahnen werden durch das
schon oben erwihnte Awuswahlprinzip gegeben, welches verlangt, da8
sich #' um + 1 oder — 1 4ndern soll. Hieraus folgt, daB es keine Uber-
ginge zwischen Bahnen innerhalb derselben Serie geben kann; das
Elektron muf zu einer, in der nichstbenachbarten oberen oder unteren
Zeile enthaltenen Bahn iibergehent.

1 Die ScurODINGERsche Theorie (§ 43, a), in der »” — 1 oder & die Ordnungs-
zahl der in Betracht kommenden Kugelfunktion bedeutet, liefert eine einfache
Erklarung fiir das Auswahlprinzip. Als Quelle der Emission wird die Kombination
w1y’ zweier unabhingiger Wellensysteme % und u’ betrachtet; das Hinundher-
schwanken dieser Quelle in der x-Richtung erzeugt die in der x¥-Richtung polari-
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Bei praktischen Untersuchungen werden in erster Linie Emissions-
spektren studiert. Wenn infolge elektrischen Bombardierens ein Elektron
in eine der oben aufgezahlten angeregten Bahnen gerit, wird es ge-
wohnlich vorziehen, in das allerniedrigste mit dem Auswahlprinzip ver-
tragliche Energieniveau zurtickzufallen. Augenscheinlich ist (3,1) das
niedrigste Niveau, das von der P-Serie aus erreicht werden kann; (3,2)
ist von der S- und D-Serie aus erreichbar, und (3,3) von der F-Serie aus.
Wenn auch andere Linien (Kombinationslinien), die einem Fall in ein
Energieniveau entsprechen, welches nicht das niedrigste zulissige ist,
vorkommen koénnen, haben doch die stirksten Linien stets als End-
bahnen (3,1), (3,2), (3,3) usw.

Atome, die sich im normalen, unangeregten Zustande befinden,
konnen nur die P-Serie (Hauptserie) absorbieren, da der einzige zu-
lissige Ubergang aus (3,1) in eine Bahn der unmittelbar darunter
stehenden Zeile fiihrt.

Die Frequenz der bei einem Ubergange absorbierten oder emittier-
ten Strahlung wird durch die fundamentale Quantenbeziehung (36.1) ge-
geben. Aber die Energien der Bahnen koénnen gegenwirtig, auBer fiir
einen Kern mit nur einem Begleitelektron (H und He.), noch nicht
theoretisch berechnet werden. In welcher Weise dieklassischen Stérungen,
welche die Elektronen aufeinander ausiiben, durch die Quantelung modi-
fiziert werden, ist uns zur Zeit noch unbekannt. Wir miissen uns daher
immer noch mit dem schwerfilligen Notbehelfe der Beobachtung der
Spektren begniigen. Wenn die Quantenzahl sehr gro8 ist, bewegt sich das
angeregte Elektron auf dem groBten Teile seiner Bahn in betrichtlicher
Entfernung von dem Reste des Atoms, welches dann gendhert wie eine
Punktladung wirkt mit der Intensitdt + ¢ bei einem neutralen Atome,
-+ 2e — bel einem einfach ionisierten, + 3¢ — bei einem zweifach
ionisierten usw. Die Energie konvergiert dann gegen die durch (42.62)
gegebenen Werte, fiir Z = 1,2, 3, . . . oder gegen %,,, 4 ¥, 9 %n - - - Wenn
xn die Energie der sn-ten Bahn im Wasserstoffatome bedeutet. Wenn
einige Linien einer Serie beobachtet sind, ist es gewShnlich nicht schwer
zu entscheiden, ob die Differenzen der Frequenzen der aufeinander-
folgenden Linien gegen die einfachen, die vierfachen oder die neun-
fachen Werte der entsprechenden Frequenzdifferenzen der Wasserstoff-
serie konvergieren, so dal die Serie dem richtigen Ion zugeschrieben
werden kann.

sierten Lichtwellen. Die mittlere x#-Verschiebung der Quelle wird durch das tiber
das ganze Volumen der Quelle erstreckte Integral von xywy’ gemessen. Der in
xyy’ auftretende, die Winkelvariablen enthaltende Faktor ist cos ® S, S’ (wenn
x = r cos © gesetzt wird). Nach der Theorie der Kugelfunktionen verschwindet
das iiber eine Kugel erstreckte Integral dieser GroBe in allen Fallen, auBler wenn
k =k’ + 1 ist. Die Quelle erfihrt also im Mittel keine hinundherschwankende
Verschiebung und erzeugt keine Strahlung, auer wenn diese Bedingung erfiillt ist.
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Die gebriuchliche Nomenklatur! der Spektrallinien beruht auf den
empirischen Serienzusammenhédngen und steht in keiner unmittelbaren
Beziehung zu ihrer quantentheoretischen Deutung auf Grund von #
und »'. Fira' =1, 2, 3, 4 werden die Buchstaben S, P, D, IF gebraucht,
und die Bahnen werden dementsprechend mit mS, m P, mD, mF be-
zeichnet, wo m eine ganze Zahl ist. Die niedrigsten Bahnen werden mit
1S, 1P, 2D bezeichnet, so daB die vier wichtigsten Serien die Bezeich-
nungen erhalten:

Scharfe Serie . . . . . . ... ... mS—1P
Hauptserie e e e e e i, mP—1S
Diffuse Serie . . . . . .. .. ... mD —1P
Fundamental- (oder Bergmann-) Serie . mF —2D

Eine Ausnahme entsteht aber in folgender Weise. Betrachten wir
z. B. das ionisierte Kalzium Atom-Ca_; die normale Bahn 1S wird
durch die Quantenzahlen (4,1) gegeben, und es werden wie gewdhnlich
die (4,2)-Bahn mit 1 P und die (4,3)-Bahn mit 2D bezeichnet. Nun
stellt aber, bei so komplizierten Systemen, die Hauptquantenzahl
nur eine ganz ungenaue Aussage iiber die Energie des Systems dar,
und die Energien in den (4,3) und (4,1)-Bahnen stimmen keines-
wegs genau lberein. Bei den auf Kalzium unmittelbar folgenden
Elementen setzt ein Ausbau der JM-Elektronenschale (3-Quanten-
Bahnen) ein; und das kommende Ereignis wirft insofern seinen
Schatten voraus, als die Energie einer (3,3)-Bahn zwar immer noch
groBer als die einer (4,1)-Bahn, jedoch kleiner als die Energie einer
(4,3)-Bahn ist2. Die Bahn kleinster Energie ist daher in der D-Serie
eine (3,3)-Bahn, die mit 1D bezeichnet wird. Die Bergmann-Serie ist
mithin: mF — 1D.

Im oben betrachteten Falle ist die 1D-Bahn metastabil, d. h. das
Elektron kann aus ihr (gewdhnlich) nicht herauskommen, ohne zuerst ein
Quant zu absorbieren. Nach dem Auswahlprinzipe kann es von 1D
aus nur in eine Bahn der P- oder F-Serie iibergehen; die niedrigsten
Bahnen dieser Serien (4,2) und (4,4) entsprechen aber schon gréBeren
Energien.

Eine dritte Quantenzahl #”’ (die man als innere Quantenzahl be-
zeichnet) spielt auch bei optischen Spektren eine hervorragende Rolle.
Die Energie hiangt von ihr nur zu einem geringen MaBe ab, so dal zwei
Bahnen, die sich nur durch ihre #’’ unterscheiden, ein dicht beieinander-

1 Ich folge hier der Nomenklatur, welche in A. FOwLER: Report on Series
in Line Spectra, S. 87, gegeben ist.

2 Ein Element fangt oft an, eine neue Elektronenschale aufzubauen, nicht
weil in der niedrigeren Gruppe ,kein Platz mehr'’ vorhanden ist, sondern weil
es auf diese Weise eine Konfiguration von kleinerer Energie erzielt. So enthalt
z. B. normales Kalzium (4,1)-Bahnen, trotzdem noch zehn 3-Quanten-Bahnen
frei sind; die Valenzelektronen konnen durch Anregung in diese iibergehen.
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liegendes Linienpaar — ein Dublett — ergeben. Die Quantentheorie
der Dublette erlebt, wie wir glauben, gerade jetzt eine grundsitzliche
Umgestaltung, und wir wollen daher an dieser Stelle die Fragen der
Dublett- und Multiplett-Struktur nicht weiter verfolgen.

Streuung von Réntgenstrahlen durch Elektronen.

52. Es ist fiir ein isoliertes Elektron nicht maglich, ein Strahlungs-
quant zu absorbieren und dessen Energie der eigenen kinetischen Energie
hinzuzufiigen. Dies ist auf Grund der Relativititstheorie ganz ver-
stindlich. Wir kénnen nicht bestimmen, ob die kinetische Energie eines
Teilchens zugenommen oder abgenommen hat, solange wir kein Bezugs-
system festgelegt haben; das Verschwinden eines Strahlungsquants
kann aber unabhingig von jedem Bezugssysteme festgestellt werden.
Aus diesem Grunde kann zwischen dem Verschwinden eines Strahlungs-
quants und der Energieinderung eines Elektrons, die wir willkiirlich, je
nach dem Standpunkte des Beobachters, als eine Zunahme oder Ab-
nahme betrachten konnen, keine Beziehung bestehen. Die Absorption
eines Strahlungsquants bedeutet, dal die Wellen irgendeiner Frequenz »
um den Betrag %y weniger Energie enthalten, als sie frither enthielten.
Wenn wir zu einem anders bewegten Bezugssystem iibergehen, dndert
sich zwar, nach dem DoppLERschen Prinzipe, auch die Frequenz, und
die Messung der Strahlungsenergie wird durch die Anderung der zeit-
lichen und raumlichen MaBstibe beeinflu3t; wir werden daher feststellen
miissen, daB nunmehr die Wellen der Frequenz »" um den Betrag Av’
weniger Energie enthalten. Es handelt sich aber auch hier immer noch
um einen Energieverlust, und es kann von einer Verwandlung der
Absorption in Emission durch eine bloBe Koordinatentransformation
nicht die Rede sein. Dagegen hingt die Antwort auf die Frage, ob die
Geschwindigkeit des Elektrons zu- oder abgenommen hat, ausschlieBlich
von dem Bewegungszustande des gewihlten Bezugssystems ab.

Ein Elektron kann sich nur dann an Absorptions- oder Emissionss
prozessen beteiligen, wenn es sich im Felde eines Kernes oder eines
anderen Elektrons befindet — wenn wir nicht voraussetzen wollen, daf3
es seine innere Energie dndern kann. Gegenseitige Energie und innere
Energie kénnen wohl durch die Absorption eines Quants vergroBert
werden, und wir kénnen in solchen Fillen, unabhingig von allen Bezugs-
systemen, immer mit Bestimmtheit sagen, daB die Anderung eine Zu-
nahme und nicht eine Abnahme bedeutet. Mit anderen Worten liefert
uns das Feld des Kernes das Bezugssystem, welches eine eindeutige
Bestimmung der kinetischen Energie des Elektrons gestattet.

Die Wechselwirkung zwischen isolierten Elektronen und Strahlung
dufert sich in einem etwas komplizierteren Prozesse, den man die Streu-
ung nennt. Ein Strahlungsquant der Frequenz », wird durch ein Quant
der Frequenz », ersetzt, und die Differenz % (v, — v,) addiert sich zu

Eddington, Aufbau der Sterne. 7
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der kinetischen Energie des Elektrons, so daB das Gesetz der Erhaltung
der Energie gewahrt bleibt. Da »; und », durch Dopplereffekte ver-
dndert werden koénnen, kann in gewissen Bezugssystemen »; > v,, in
anderen v; << v, sein. Auf diese Weise ist fiir die Zunahme der kine-
tischen Energie in einigen Bezugssystemen und ihre Abnahme in anderen
gesorgt. Um die Widerspruchslosigkeit zu erzielen, ist es aber notwendig,
daB sich das zweite Quant in einer anderen Richtung als das erste be-
wegt, da sonst der Dopplereffekt », und », immer im selben Verhilt-
nisse dndern wiirde. Diese Anderung der Richtung der Strahlung ist
viel auffallender, als die winzigen Energie- und Frequenzinderungen,
weshalb der ProzeB8 den Namen ,,Streuung’‘ erhalten hat.

Betrachten wir ein Elektron, das sich urspriinglich in einem irgend-
wie gewdhlten Bezugssysteme in Ruhe befindet. Auf dieses Elektron
moge ein sich langs der x-Achse bewegendes Quant der Energie E, ein-
fallen und die Bewegungsrichtung des gestreuten Quants, der Energie E,,
moge den Winkel @ mit der x-Achse bilden. Die zu der x-Achse parallelen
und senkrechten Komponenten der Geschwindigkeit des Elektrons nach
der Streuung seien # bzw. v. Wir setzen ferner:

B=(1— (u2+v2)jc?)%. (52.1)

Die Masse des Elektrons andert sich, wegen der Anderung der Ge-

schwindigkeit, von m auf fm und seine Gesamtenergie dndert sich

entsprechend von m¢? auf Smc2. Indem wir diesen Betrag der Anderung
der Strahlungsenergie gleichsetzen, erhalten wir:

E,—E,=(f—1)mc*.
Der Satz von der Erhaltung des Impulses gibt:

E E.
——~2cos O =fim-u,

——Ef sin @ = gBm-v.
Hieraus folgt:
(E,—E,+mc*?2—(E, —E,cos @) —EZsin® O
= (Bmc)? (2 —uZ—v?) =m?ct,
was sich auf den Ausdruck
—2E,E,(1—cos @) +2mc? (E, —E,) =0 (52.2)

zurickfithren 148t.
Nun ist aber
Ejc=hv[c=h[A

und (52.2) gibt daher, wenn 4,, 4, die Wellenlinge des einfallenden und
gestreuten Quants bezeichnen

dy—Iy =2 (1—cos ©) (52.31)
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oder, indem wir die numerischen Werte einsetzen:
Ap— A, =0,0242 A+ (1 — cos 6) (52.32)

Die Konstante kann als die Wellenlinge eines Quants gedeutet
werden, das gerade soviel Energie enthilt, als zur Bildung eines Elek-
trons erforderlich ist.

Die durch ruhende Elektronen gestreute Strahlung hat im Vergleiche
zu der einfallenden eine groBere Wellenlinge, und zwar um einen
Betrag, der vom Streuungswinkel, aber nicht von der Wellenlinge ab-
hingig ist. Dieses Ro6terwerden ist unter dem Namen des Compton-
Effektes bekannt. Esist im Laboratorium nicht méglich, eine geniligende
Anzahl freier Elcktronen zu erhalten, um an diesen das Experiment
auszufiihren; es erweist sich aber, daB, wenn Réntgenstrahlen hoher
Frequenzen gebraucht werden, die loser gebundenen Elektronen in
der gewdhnlichen Materie als hinreichend frei betrachtet werden
diirfen, um nach der oben gegebenen Formel zu streuen. Auf
diese Weise konnte die Richtigkeit der Formel experimentell be-
wiesen werden.

Die entsprechende Formel fiir die Streuung an einem bewegten
Elektron kann durch Anwendung der Lorenz-Transformation erhalten
werden. Die Wellenldinge wird nicht immer vergréBert. Wenn die
Geschwindigkeiten der Elektronen so verteilt sind, daB sie mit der
Strahlung im thermodynamischen- Gleichgewicht stehen, miissen Ver-
kiirzungen von Wellenlingen ebenso oft vorkommen wie Verlingerungen.
Ein Beweis des Pranckschen Gesetzes kann auch aus der genauen
Untersuchung dieser Bedingung gewonnen werden!.

53. Um den Betrag der Streuung durch freie Elektronen zu berechnen,
ziehen wir zunichst die klassischen Formeln heran,

Bezeichnen wir die elektrische Kraft in den die Strahlung bildenden
elektromagnetischen Schwingungen mit X. Wenn diese Kraft auf ein
Elektron der Ladung — ¢ und der Masse m wirkt, teilt sie letzterem eine
Beschleunigung

I'=—eX/m

mit. Nun muB nach der klassischen elektromagnetischen Theorie ein
beschleunigtes Elektron, in der Zeiteinheit, die Energie

22 1?%)c3 =2 et X2/m? 3 (563.1)
ausstrahlen. Diese Ausstrahlung erfolgt nicht in der Richtung des
einfallenden Strahlenbiindels und ist daher gestreute Strahlung. Nach
dem Satze von der Erhaltung der Energie mufl sie auf Kosten des
einfallenden Strahlenbiindels entstehen.

Wenn wir einen Schirm haben, der N Elektronen pro cm? enthilt,
wird die pro Sekunde gestreute Strahlung gleich

1 Paurr: Z. {, Phys. Bd. 18, S. 272.
7
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o Net 45
ioaa X (53-2)
sein, wo X? den Mittelwert von X2 bedeutet. Hierbei wird voraus-
gesetzt, daB die Bedingungen so gewihlt sind, daB alle Elektronen un-
abhingig voneinander streuen und daB keine systematischen Phasen-
beziehungen zwischen den von den verschiedenen Elektronen aus-
gehenden Wellenziigen bestehen. Die Energie der einfallenden Strahlung
ist gleich X?/4x pro cm? (zur Halfte elektrisch und zur Hilfte magne-
tisch); daher ist der in einer Sekunde auf die N Elektronen einfallende
Betrag
cX%4m. (53.3)
Indem wir (53.2) durch (53.3) dividieren, erhalten wir fiir den durch
den Schirm gestreuten Bruchteil der einfallenden Strahlung:
8m Net
3 mect
wo b = e?fmc? = 2,81-10713 cm!.
Der Streuungskoeffizient wird gewohnlich als der Bruchteil der
Strahlung definiert, der von einem 1 gr. pro cm? enthaltenden Schirme
gestreut wird; da uns aber ein ganz aus freien Elektronen bestehender
Schirm wohl niemals begegnen wird, ziehen wir es vor, in diesem Falle
die Definition abzuidndern. Statt eines Gramms von Elektronen nehmen
wir die Anzahl der Elektronen, die in einem Gramme Materie enthalten
sind, indem wir die (mit Ausnahme von Wasserstoff gendhert richtige)
Annahme machen, daB ein Elektron auf je zwei Einheiten des Atom-
gewichts kommt, also 3,01-1023 Elektronen pro Gramm. Dann ist der
Streuungskoeffizient nach (53.4)

=T N, (53.4)

s=3,01- 10 752 =0,200. (53.5)

Ebenso wie der Compton-Effekt ist auch dieser Streuungskoeffizient
mit Hilfe von harten Roéntgenstrahlen an den gebundenen Elektronen der
leichteren Elemente, die sich hierbei praktisch wie freie Elektronen ver-
halten, experimentell bestitigt worden. Wenn die Wellenlinge von der
GréBenordnung des Atomdurchmessers ist, wird die Streuung betricht-
lich gréBer, weil dann die Z Elektronen des Atoms gestreute Wellen
bedingen, die mehr oder weniger dieselbe Phase haben; die Amplitude
der resultierenden Wellen ist daher proportional zu Z und die Intensitit
ist proportional zu Z2.

Wir nehmen nicht an, daB freie Elektronen die Strahlung in der
hier geschilderten Weise kontinuierlich streuen. In Wirklichkeit streuen
einige Elektronen ganze Quanten, wihrend sich andere ganz passiv

1 Der Radius eines Elektrons wird gleich 2/; b angenommen; (53.4) bedeutet
daher, daB jedes Elektron fiir die Strahlung ein Hindernis darstellt, das sechsmal
grofer ist als sein eigener Querschnitt.
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verhalten. Nach dem Korrespondenzprinzipe ist aber (53.1) die Grenze,
der sich die richtigen Formeln nihern miissen, wenn jedes Elektron
sehr viele Quanten streut, und es ist gebrduchlich, sich auf den opti-
mistischen Standpunkt zu stellen, daB solche Formeln auch in gréB8erer
Entfernung von der Grenze noch anwendbar bleiben, ohne zu groben
Ungenauigkeiten zu fiihren.

Fiir sehr kurze Wellenldnge (z. B. fiir p-Strahlen) ist der Streuungs-
koeffizient kleiner als 0,2. Dies hingt mit dem Umstande zusammen,
daB3 das Elektron beim Streuen eines Quants einer solchen Strahlung
eine mit der Lichtgeschwindigkeit vergleichbare Geschwindigkeit er-
hilt; seine Trigheit wird vergréBert und das Problem wird durch neu
hinzukommende Umstdnde erschwert.

Viertes Kapitel.

Polytrope Gaskugeln.

54. Wir wollen die Gleichgewichtsbedingungen einer isolierten Gas-
masse betrachten, die durch ihre eigenen Gravitationskrifte zusammen-
gehalten wird. Wenn weder Rotation noch andere stérende Ursachen vor-
handen sind, wird die Masse eine kugelsymmetrische Dichteverteilung
annehmen. Im Hinblick auf die Anwendungen, die wir von den zu
gewinnenden Resultaten machen wollen, werden wir eine solche Gas-
kugel einen ,,Stern‘‘ nennen.

In einer im Gleichgewicht befindlichen Flissigkeit herrscht in jedem
Punkte ein in allen Richtungen gleicher hydrostatischer Druck P.
Wenn wir eine ganz im Innern der Fliissigkeit verlaufende geschlossene
Fliche betrachten, duBert sich die Reaktion der auBerhalb der Fliche
befindlichen Fliissigkeit auf die in der Fliche eingeschlossene Fliissig-
keit in einer auf die Flicheneinheit bezogenen, lings der inneren Nor-
malen gerichteten Kraft P; und diese flichenhaften Krifte miissen
im Gleichgewichtszustande die auf die eingeschlossene Fliissigkeit
wirkenden rdumlichen Krifte, wie z. B. die Gravitationskrifte, gerade
kompensieren.

Es sei ¢ die Dichte in irgendeinem Punkte und g die Beschleunigung
der Schwerkraft. Wegen der Kugelsymmetrie hingen P, ¢ und g nur
von der Entfernung » vom Mittelpunkt ab. Die Gravitationskraft
bei 7 ist ausschlieBlich durch die innerhalb der Kugel vom Radius 7
liegende Masse M, bedingt, da die symmetrische Schale auBerhalb
von 7 auf innere Punkte keine resultierende Anziehung ausiibt. Es
ist daher

g=GM,r, (54.1)

wo G die Gravitationskonstante 6,66-1078 in c. g.s. Einheiten be-
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deutet. Ferner haben wir, wenn ¢ das Gravitationspotential bezeichnet,
definitionsmiBig:
g=—degdr. (54.2)
Die erste Bedingung, die bei Gleichgewicht erfilllt sein muB, ist
die wohlbekannte hydrostatische Gleichung
dP=-—gopdr, (54.3

welche die Zunahme des Druckes angibt, wenn wir uns lings einer
Flissigkeitssdule abwirts bewegen.
Aus (54.2) und (54.3) folgt
dP=pdg. (54.4)
Eine zweite Bedingung wird durch die PoissonNsche Gleichung der
Gravitationstheorie gegeben.

Vig=—4nGyp, (54.5)
die bei Kugelsymmetrie die Form annimmt
@2y 2de -

55. Wir haben nun zwei Beziehungen (54.4) und (54.6) zwischen den
drei unbekannten Funktionen P, g, ¢, von 7. Um weiterzukommen,
brauchen wir noch eine dritte Beziehung. Die Aufsuchung dieser Be-
ziechung wird uns tief in das Studium der Thermodynamik eines
Sternes hineinfithren. In diesem Kapitel begniigen wir uns aber da-
mit, eine zunichst willkiirliche Verkniipfung von P mit ¢ anzunehmen
und die Konsequenzen, zu denen sie fiihrt, zu verfolgen. Im allgemeinen
kann, sowohl bei idealen als auch bei nicht-idealen Gasen, jeder be-
liebige Wert des Druckes einer beliebig vorgegebenen Dichte zugeordnet
werden, wenn nur die Temperatur in passender Weise gewihlt wird.
Unser Verfahren besteht also im wesentlichen darin, daB wir dem Sterne
zwangsweise eine ganz bestimmte Temperaturverteilung auferlegen.
Dies fiihrt aber nur dann zu tatsichlich moglichen Verhiltnissen, wenn
die Temperaturverteilung so beschaffen ist, dafl sie sich automatisch
aufrechterhalten kann.

Fir die dritte Beziehung wihlen wir nun die Form

P —xpv, (55.1)
wo % und y noch verfiigbare Konstanten sind. Indem wir fiir y ver-
schiedene Werte einsetzen, kénnen wir eine Reihe von Temperatur-
verteilungen durchmustern, und unter diesen wird sich auch die wirk-
liche Verteilung oder eine ihr sehr nahe benachbarte befinden.

Wenn die Bedingung (55.1) erfiillt ist, nennt man die Verteilung
eine polytrope.

Durch Differentiation erhalten wir

dP=yxprldg,
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daher nach (54.4)
yxgPde=dg
und durch Integration

y%l %" 1= @4 const. (55.2)

Der Nullpunkt, von dem aus das Gravitationspotential ¢ gemessen
wird, ist willkiirlich. Es ist gebriuchlich, die Konstante in solcher
Weise zu wihlen, daB ¢ in unendlicher Entfernung von jeder Materie
verschwindet. Bei dem uns beschiftigenden Probleme ist es aber be-
quemer, den Nullwert von ¢ an die Begrenzung des Sternes zu ver-
legen; dann ist die additive Konstante in (55.2) gleich Null. Setzen
wir noch

y=1+1/n, (55.3)
dann ergibt sich aus (55.2)
B B ~
0= 1(TT);} (55.41)
und
__ 09 x
P— ;ﬁ . (5{).42)
-Die Gleichung (54.6) nimmt daher die Form an:
d? 2d
T£+7Tf+“2‘p":0' (55.5)
wo
2. 4nG
il iy TR (55.6)

Der Weg, den wir zur Losung unseres Problems einschlagen, wird
darin bestehen, daB3 wir zundchst die Differentialgleichung (55.5) 16sen,
um ¢ als Funktion von 7 zu erhalten. Dann kénnen auch ¢ und P
aus (55.41) und (55.42) ermittelt werden. Um die Lésung zu normieren,
fiihren wir zwei neue Variablen, # und 2, ein, die bzw. zu ¢ und 7 pro-
portional sind. Es sei ¢, der Wert von ¢ im Mittelpunkt des Sternes
und

o=qou, 7=zugi®D, (55.7)
Substituieren wir diese Werte in (55.5), so erhalten wir
d?u 2 du

mit den Bedingungen fiir den Mittelpunkt
u=1, du/dz=0, firz=0.

Der Ubergang von den Variablen ¢, 7 zu u, z stellt eine einfache
Anderung der Einheiten dar, mittels derer die Differentialgleichung und
ihre Grenzbedingungen auf eine normale Form gebracht werden. Die
Bedingung du/dz = 0 im Mittelpunkt folgt aus dem Verschwinden von
g = — dg/dr in diesem Punkte.
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56. Die Losung der Gleichung (55.8) kann in geschlossener Form
erhalten werden, wenn # = 0,1 oder 5 ist (§61). Fiir andere Werte
von # nehmen wir versuchsweise an, daBl « fiir kleine Werte von 2z
in eine unendliche Reihe von der Form

u=1—122+a,28+a, 24+ ---

entwickelt werden kann, und bestimmen die Koeffizienten a,, a, . . .
so, daB (55.8) befriedigt wird. Dies gibt uns eine Losung fiir ein ver-
hiltnismaBig nur kleines Gebiet, da die Reihe sehr bald zu divergieren
anfiangt. Wir kénnen aber, indem wir von den Werten von # und
du/dz ausgehen, die mit Hilfe der Reihe noch bequem erreichbar sind,
die Lésung durch Quadraturen schrittweise nach auflen tiber den ganzen
Stern fortsetzen. Wenn # gleich Null wird, verschwindet die Dichte,
wodurch die Begrenzung des Sterns gekennzeichnet wird.

Ausfiibrliche Tabellen der Losungen fiir eine Reihe von Werten von#
sind von R. EMDEN gerechnet worden!. Wir geben hier drei von diesen
Tabellen wieder, mit denen wir uns letzten Endes am meisten zu be-
fassen haben werden. Die Werte von 2, u, du/dz sind die unmittel-
baren Resultate der Quadraturen; die iibrigen Kolonnen sind aus

Polytrope Losungen.

Tabelle 4.
(n=2,y=15)
z ‘ u ‘ un [ wnt1 | —dujdz — zdz/3du. — z*dujdz
H | '
0,00 1,00000 : 1,00000 = 1,00000 0,00000 ‘ 1,0000 J 0,0000
0,25 0,98969 . 0,97950 : 0,96940 0,08247 1,0105 } 0,0052
0,50 95937 92040 88302 15865 1,0750 @ 0,0388
0,75 | 91128 83042 75675 22386 1,1168 0,1259
1,00 [ 84864 . 72018 61117 27453 1,2142 0,2745
1,25 77533 60114 46609 30937 | 11,3468 | 0,4834
1,50 69531 48346 33615 | 32825 | 1 ,5232 10,7386
1,75 61238 37501 22965 33307 . 1,7514 . 11,0200
2,00 52974 . 28062 14866 32640  2,0425 1,3056
2,50 i 37463 14035 05258 - 29023 @ 2,8713 : 11,8140
3,00 | 24166 05840 01411 24067 = 4,1550 | 2,1660
3,50 i 13379 01790 - 002395 ‘ 19169 | 16,0863 : 2,3482
4,00 04866 002368 @ 000115 15040 1 8,8653 @ 2,4064
4,25 ! 01326

000176 | 000002 | 13346 } 10,615 | 24106

4,3518 | 00000 | 000000 ' 000000 ; 12729 11,396 2,4107

ihnen berechnet und werden zu verschiedenen Zwecken gebraucht
werden. Die Kolonnen geben, der Reihe nach, die folgenden physi-
kalischen Gréf8en, in Einheiten ausgedriickt, die von dem jeweils be-
trachteten Sterne abhingen:

1. Abstand vom Mittelpunkt,
2. Gravitationspotential. Temperatur (fiir ein ideales Gas von
konstantem Molekulargewichte).

1 Gaskugeln. Kapitel V. Leipzig 1907.
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Tabelle 5.
(n=25 y=14.)

z u ur yr+l —dujdz |— zdz[3du| — 2*dujdz
0,00 1,00000 | 1,00000 1,00000 0,00000 1,0000 0,0000
0,25 0,98971 | 0,97450 0,96447 08226 1,0130 0,0051
0,50 95961 90202 86560 15676 1,0632 0,0392
0,75 91242 79520 72555 21798 1,1469 0,1226
1,00 85196 66997 57079 26282 1,2683 0,2628
1,25 78246 54156 42375 29036 1,4350 0,4537
1,50 70809 42192 29876 30213 1,6549 0,6798
1,75 63246 31811 20119 29532 1,9753 0,9044
2,00 55961 23428 13111 28614 2,3298 1,1446
2,50 42473 11756 04993 25080 3,3227 1,5675
3.00 31000 05351 01659 20793 4,8093 1,8714
3,50 21752 | 02207 004800 16783 6,9517 2,0560
4,00 14300 | 007733 001106 13445 9,9170 2,1512
4,50 08263 001963 000162 10813 10,539 2,1896.
5,00 03384 | 000211 000007 | 08796 18,948 2,1990
5,4172 00000 000000 000000 | 07500 | 24,076 2,2010

Tabelle 6.
(n =3, 9=13333)

3 u un un+1 —dujdz |— zdz[3 du| — 2*dujdz
0,00 1,00000 | 1,00000 1,00000 0,00000 1,0000 ’ 0,0000
0,25 0,98975 0,96960 0,95966 08204 1,0158 | 0,0051
0,50 95987 88436 84886 15495 1,0756 0,0387
0,75 91355 76242 69650 21270 1,1754 0,1196
1,00 85505 62513 53451 25219 1,3218 0,2522
1,25 78897 49111 38747 27370 1,5224 0,4276
1,50 71948 37244 26797 27993 1,7862 0,6298
1,75 64996 27458 17847 27460 2,1243 0,8410
2,00 58282 19796 11538 26149 2,5495 1,0450
2,50 46109 09803 04520 22396 3,7210 1,3994
3,00 35921 04635 01665 18393 5,4370 1,6553
3,50 27629 02109 005828 14859 7,8697 1,8203
4,00 20942 009185 001923 11998 11,113 1,9197
4,50 15529 003746 000582 09748 15,387 1,9740
5,00 11110 001371 000152 08003 20,826 2,0007
6,00 04411 000086 000004 05599 35,720 2,0156
6,80 00471 | 000001 000000 04360 @ 51,987 2,0161
6,9011 00000 | 000000 000000 04231 ' 54,360 | 2,0150

3. Dichte.

4. Druck.

. Schwerkraftsbeschleunigung.
6. Inverse mittlere Dichte innerhalb einer durch den betrachteten

Punkt gelegten Kugel.
7. Masse innerhalb einer durch den betrachteten Punkt gelegten

Kugel.
Gleichungen (55.41) und (55.42) zeigen, daB fiir verschiedene Punkte
ein und desselben Sternes goc g™ und Pocg™* ! ist. Es ist daher:

Plpo=u  gJoy=u", P|Py=urtl. (56.1)

ot
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Die Kolonnen 2, 3 und 4 der Tabellen geben also das Potential, die Dichte
und den Druck in Einheiten der Mittelpunktswerte von Potential,
Dichte und Druck?.

57. Unser Problem wird gewo6hnlich darin bestehen, die innere Ver-
teilung der Dichte und des Druckes in einem Sterne von gegebener
Masse und Radius (oder mittlerer Dichte) zu berechnen. Die vor-
geschriebenen Werte werden also die Masse M und der Radius R (oder
die mittlere Dichte p,,) sein, sowie der Parameter » (oder y}, der das
angenommene Gesetz fiir die Abhingigkeit des Druckes von der Dichte
definiert. Wir miissen uns daher Formeln verschaffen, in die M und
R eingehen.

Da die Begrenzung des Sternes durch # = 0 gegeben wird, haben
wir

R=(")u=0, GM =(—r*de/dt)y-o. (57.11)
Es bedeute
R = (2)y—0, M = (—22dujd2)y—o . (57.12)

Die Werte von R’ und M’ sind in der letzten Zeile jeder Tabelle
zu finden. Dann ist, nach (55.7)

R__1 M1 (57.2)
R a(p%'("'—l)’ M’ afp%‘”‘ 3) .
und folglich
GM R
R T P .
(G Ry _1 e b | (57:3)
M’ R o 4nG

Auf diese Weise kénnen @, und # aus den vorgegebenen Daten be-
rechnet werden und die Werte von g, und P, werden dann aus (55.41)
und (55.42) erhalten.

Eine bequemere Methode zur Bestimmung von g, erhalten wir,
indem wir diese GroBe als Funktion der mittleren Dichte g, aus-
driicken. Es ist

Mool Late)
$mr arju=o

Nach (55.7) ist aber

ldp  , . ldu
Tar T F P
Daher
__3aqp l1du
Om= gac (“'?E>u=0' (57.4)

1 In diesem Kapitel bezeichnen wir Mittelpunktswerte durch eine angehingte
0; an anderen Stellen dieses Buches gebrauchen wir dafiir im allgemeinen den
Index c.
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Andererseits ist aber, nach (55,41) und (55.6)
a2 i =4nGo, (87.5)

eine Beziehung, die auch sofort aus dem Vergleiche von (54.6) mit
(55.5) erhalten werden kann. Es ist somit
- 3du
% - <_ Z E)u:O : (576)
Das Verhiltnis g4/g, ist in den Tabellen am FuBe der sechsten
Kolonne zu finden. Die anderen Zahlen derselben Kolonne geben das
Verhiltnis der Mittelpunktsdichte zur mittleren Dichte innerhalb einer
durch den jeweils betrachteten Punkt gelegten Kugel.
Die letzte Kolonne jeder Tabelle enthdlt Zahlen, die proportional
sind zu der innerhalb einer Kugel vom Radius 7 enthaltenen Masse M,..
Die Einheit von M, 1iBt sich sofort bestimmen, da die letzte
Eintragung (M’) der Gesamtmasse des Sternes entspricht. In dhnlicher
Weise gibt die erste Kolonne den Abstand vom Mittelpunkt an, in
Einheiten, die aus der Bedingung erhalten werden, daB die abschlieBende
Zahl R’ dem Radius des Sternes entspricht.
58. Wir werden uns besonders mit Sternen zu beschiftigen haben,
die aus idealen Gasen bestehen. Die Temperatur wird dann aus P
und ¢ vermittels der Gasgleichung

PZ?}QT (58.1)

bestimmt, wo R die universelle Gaskonstante 8,26-107 ist, und n das
Molekulargewicht in Einheiten des Wasserstoffatoms bedeutet?.

Bevor wir jedoch diese Gleichung anwenden, miissen wir bemerken,
daf3 P in ihr ausschlieBlich den Gasdruck vertritt, wiahrend wir in der
vorhergehenden Entwicklung mit P den Gesamtdruck, gleichviel welchen
Ursprungs, der auf eine im Inneren des Sternes gedachte Fliche wirkt,
bezeichnet haben (s. §54, wo P zuerst eingefiihrt worden ist). Der
Strahlungsdruck muB daher auch in P aufgenommen werden. Wenn j
das Verhiltnis des Gasdruckes pg zum Gesamtdrucke P bezeichnet,
muB also die verbesserte Gleichung lauten

RoT
pe—pBP = 797 . (58.2)
Dann ist, nach (55.42)
09 _ p_ReT
n-+41 Bu ~

1 Das Molekulargewicht wird in diesem Buche, wenn nicht ausdriicklich eine
andere Festsetzung getroffen wird, stets in Vielfachen des Wasserstoffatoms
gemessen. Wenn aber u in Gramm gemessen wird, ist die Konstante im Zzhler
die BorTzMANNsche Konstante R = 1,372 10-18. Die Beziehung zwischen beiden
Konstanten ist ® = R/H, wo H die Masse des Wasserstoffatoms in Gramm be-
deutet.
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Hieraus folgt

___Bn
T= TESIr R (58.3)
Nach (57.3) wird die Mittelpunktstemperatur durch

r_- F G BuM
ST+ M R R

(58.4)

bestimmt.

Wenn fu im ganzen Stern als konstant angenommen werden darf
(was in Wirklichkeit eine gute Niherung darstellt), so ist nach (58.3)
T oc ¢ und daher

T|Ty=u. (58.5)

59. Um den Gebrauch der oben angefithrten Formeln und Tabellen
zu erldutern, wollen wir einige Berechnungen fiir die helle Komponente
der Capella geben. Fiir die anzusetzende Beziehung zwischen Druck
und Dichte nehmen wir Pecp$ an, so da # = 3 wird, und die zu
gebrauchende Tabelle in diesem Falle Tabelle 6 ist. Die Masse und der
Durchmesser der Capella (§13) sind

M=8.3-10%8¢g R=9,55-10"cm,
woraus sich die mittlere Dichte
0m = 0,00227

ergibt. Aus Tabelle 6, Kolonne 6 entnehmen wir den Wert g,/0,, — 34,36.
Es ist daher
00 = 0,1234 gr pro cm?3,

Aus der letzten Zeile der Tabelle 6 entnehmen wir gleichfalls
M =2015, R'=6.901.
Daher ist nach (57.3)

_ 6,66:10°4-8,3-10%-6,901
Po = 3,015-9,55- 10"
und nach (55.42)

Py=% 0o o= 10,1234-1,982-1015 = 6,11-102* dynen pro cm?.

=1,982-10%5

Um die Mittelpunktstemperatur zu ermitteln, miissen wir ein Mole-
kulargewicht ansetzen, und, wenn der Strahlungsdruck nicht wver-
nachlissigt wird, einen Faktor 8. Wir nehmen an, daB uf = 2,0 ist,
was der Wirklichkeit ziemlich nahe entsprechen diirfte, dann ist nach
(58.3)

7 2:0:1,982.10%
0 4.8,20.107

=1,20-107 Grad.

Um die Bedingungen in einem anderen Punkte des Sternes zu
finden, nehmen wir z. B. die Zeile z = 3,5 in Tabelle 6. Sie entspricht
einem Abstande vom Mittelpunkte, der durch
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¥ z y
= = g1 = 0507
gegeben wird, oder etwa dem halben Wege vom Mittelpunkte bis zur
Oberflache. Hier ist
T=0,27629 T, = 3,32-108,
o ==0,02109 o, = 0,00260,
P =0,005828 P, = 3,56-1011,
In diesem Punkte ist ferner
M, 1,8203
w ~ 0150 090
so daB, trotzdem nur etwa ein Achtel des Volumens innerhalb dieses
Radius liegt, bereits 90%/, der Masse in ihm enthalten sind!. In Abb.1
ist ein Stern dargestellt, der in Schalen aufgeteilt ist, welche (a) zehn
gleichen Temperaturschritten und (b) zehn gleichen Massen entsprechen.

Abb. 1a. Zechn gleiche Temperaturintervalle. Abb. 1b. Zehn Schalen gleicher Masse.

Mit anderen Worten entsprechen die Kreise auf der linken Seite den
Werten T/T, = 0,9, 0,8, 0,7 usw. und die Kreise auf der rechten Seite
den Werten M,/M = 0,1, 0,2, 0,3 usw. Diese Diagramme beziehen
sich auf die Polytrope # = 3, die, wie wir glauben, beinahe genau
den wahren Verhiltnissen in einem Sterne entspricht.

Potentielle Energie.

60. Wir sind gegenwartig imstande, die negative potentielle Energie
eines polytropen Sternes zu bestimmen, d. h. die Arbeit zu berechnen,
welche die Gravitationskrifte, bei der Zusammenziehung des Materials
von einem Zustande unendlicher Verdiinnung aus, geleistet haben.
Diese Berechnung ist von EMDEN ausgefithrt worden.

Betrachten wir zwei konzentrische Kugelschalen der Massen M,
und M. Die innere Schale zieht die duBere an, aber nicht umgekehrt.
Die gegenseitige (negative) potentielle Energie ist daher

1 Es muB3 betont werden, daB es uns hier nur darauf ankommt, den Gebrauch
der Formeln zu veranschaulichen und daB die Resultate der Berechnung (trotz-
dem sie der Wahrheit wahrscheinlich schon ziemlich nahe kommen) nicht als
unsere endgiiltigen Schliisse iiber den Zustand der Capella zu betrachten sind

(s. §13).
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GdM,dM,

P ]

wo 7 den Radius der duferen Schale bedeutet.
Die gegenseitige Energie der Schale dM, und aller Schalen, die
in ihrem Inneren liegen, ist dementsprechend

M,
GO, g, GO,

v

Die negative potentielle Energie des ganzen Sternes ist somit:

M dIVI

Q ﬁGj (60.11)
Ta o
:%Gfm%ﬁ,
0
M2 RM”
=16 3G [ dr
0
durch partielle Integration. Oder, da GM,/#* = —dg/dr
Q=16"" —1[M,dq. (60.12)
Andererseits folgt aus (60.11), da GM,=—r2de/dr und

AM, =4 mr2pdr,
R
.Q:—4nfr3g %fdr.
0
Indem wir in Ubereinstimmung mit (55.41) ¢ = A" schreiben, erhalten

wir hieraus
P =

: 47”' J‘d n+l

= ,ll2 _:1 j "tly2dr  durch partielle Integration,
3

Zn:plfqv'mer?dh (60.21)
3

Zn'g:l'fqv-dMT, (60.22)

3
= ,;J;ifM rd@ (60.3)

durch partielle Integration.
Ein Vergleich von (60.12) mit (60.3) ergibt

o=1c3+" e
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und es ist daher
3

9:5_n

2
¢ (60.4)

Fiir den spateren Gebrauch merken wir uns noch
R
Q=3 [P4ardr=3[Pa, (60.5)
0

wo dv das Volumenelement bedeutet. Dies folgt aus (60.21) und (55.42).
Konstante Dichte wird durch die Bedingung # = 0 gegeben, und (60.4)
geht in diesem Falle in den gewdhnlichen Ausdruck fiir eine Kugel kon-
stanter Dichte, £ = 2 GM?/R {iber. Bei anderen Dichteverteilungen ist
der numerische Koeffizient gréBer, da die Masse stirker um den Mittel-
punkt verdichtet ist.

61. Das Resultat (60.4) zeigt, daB die Betrachtung in irgendeiner
Weise versagen mufl, wenn # > 5 wird. Das Versagen wird dadurch
bedingt, daB solche Verteilungen keine Begrenzung haben; der ,,Stern*
dehnt sich ins Unendliche aus und die Masse wird gleichfalls unendlich.
Mit solchen Verteilungen brauchen wir uns hier nicht zu befassen.

Im kritischen Falle » = 5 besitzt die Differentialgleichung (55.8)
eine endliche Losung

u=(1+32)%,
Die Verteilung ist also unendlich ausgedehnt und R ist unendlich.
Die Gesamtmasse ist aber endlich, da (—=z2%2du/dz),.  gleich

ﬁ ist.

Eine andere einfache Losung haben wir im Falle #» = 1, nidmlich
u=sinz/z.
Die Begrenzung des Sternes liegt hier bei z = m. Es ist daher
2
R=n, M=n=, go/gmz%-
Die Losung fiir # = 0 ist auch sehr einfach, da dieser Wert einer Kugel
konstanter Dichte entspricht.

62. Wenn die Materie des Sternes ein ideales Gas ist und By einen
konstanten Wert hat, kann die mittlere Temperatur des Sternes be-
rechnet werden. Die mittlere Temperatur T,,, in bezug auf Massc
gebildet, wird gegeben durch

M
T, = j TdM,=M.
0

Da nun T/T, = ¢/ @, ist, folgt hieraus

T M
m__ 1
T gy %J(p iM, .
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=+ 1Q
3 Mg,
_ntlGM 1

5—m R Meg,’

w41 M

5=, 7 Wegen (57.3) . (62.1)

wegen (60.22) ,

Fir » = 3 gibt dies
T,/Ty=0,584.

Indem wir fiir T, seinen Wert aus (58,4) einsetzen, wird

1 G BuM .
s (62.2)

Es bietet fiir uns ein betrichtliches Interesse, schon in diesem frithen
Stadium unserer Entwicklungen einen einfachen Ausdruck fiir die
mittlere Temperatur des Sternmaterials erhalten zu haben. Wenn wir
mit Bestimmtheit behaupten kénnen, daB die Temperatur einige Millio-
nen Grad betrigt, dann wissen wir, wie die Bedingungen aussehen
werden, mit denen die ausfithrlichere Theorie zu tun haben wird. Gegen-
wirtig ist der wichtigste, noch unbestimmt gelassene Punkt der nume-
rische Wert von #, der erst spiter auf Grund der Theorie des Strahlungs-
gleichgewichts ermittelt werden kann. Gleichung (62.2) zeigt uns, bis
zu welchem Grade die mittlere Temperatur durch die nihere Bestim-
mung von # beeinfluBt wird. Indem wir den Wert von #» variieren,
erhalten wir eine Reihe von Modellen mit verschieden starker Massen-
verdichtung um den Mittelpunkt. Die nachfolgenden Zahlen (die
den EMDENschen Tafeln entnommen sind) veranschaulichen diesen
Gang.

Tp—

n=0 % 1 1} 2 2 3 4 41 49
g/om = 1 1,84 3,20 6,00 11,40 2408 54,36 6234 6378 934800
5/(5—m) =1 L11 1,25 143 1,66 200 250 500 100 50,0

Die letzte Zeile gibt an, wie die mittlere Temperatur mit der Kon-
zentration wichst (wenn Masse, Radius und Molekulargewicht konstant
gehalten werden).

Wenn man die Fille ausschlieBt, in denen die Dichte nach innen
abnimmt, tritt ein Minimalwert der mittleren Temperatur fiir die
Form # = 0 auf. In § 66 wird hierfiir ein allgemeinerer Beweis gegeben
werden, bei dem sich die Diskussion nicht mehr auf polytrope Modelle
beschrianken wird. Wie aus den Zahlen der zweiten Zeile hervorgeht,
ist die wirkliche mittlere Temperatur nicht viel héher als ihr Minimal-
wert, solange wir es nicht mit ganz auBerordentlich starken Konzen-
trationen der Masse gegen den Mittelpunkt zu tun haben; in solchen
Fillen enthalten aber die duBeren Teile des Sternes so gut wie keine
Masse, so daB wir es praktisch mit einem Stern von kleinerem Radius
zu tun haben.
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Die hohen Temperaturen, die sich fiir das Innere der Sterne ergeben,
wirken etwas iiberraschend, und es ist daher gut, sich dariiber im klaren
zu sein, daB sie nicht erst durch den weiteren Ausbau der Theorie
bedingt sind.

Die isotherme Gaskugel.

63. Eine ideale Gasmasse mit gleichmiBiger Temperatur stellt die
Grenze der polytropen Verteilung fiir # = o0 dar. Zur Behandlung
dieses Falles sind einige Anderungen in der vorhergehenden Diskussion
erforderlich. Trotzdem sie auf wirkliche Sterne keine Anwendung findet,
ist eine Untersuchung der isothermen Verteilung zu Vergleichszwecken
nitzlich. Wir werden sie auch bei der Untersuchung der diffusen
Nebel (XIII. Kapitel) brauchen.

Nach (58.2) ist

Petko, #=RTjup (63.1)
und (54.4) gibt
d@ = dPJo = =d (log o).

Hieraus folgt durch Integration
0= Qoe"", (63.2)

wo p, die Dichte bei ¢ = 0 bedeutet. Da # > 5 ist, dehnt sich die
Verteilung ins Unendliche aus und die Masse ist unendlich groB.
Unsere friiheren Verabredungen, als Nullpunkt von ¢ dessen
Wert an der Begrenzung des Sternes oder im Unendilchen zu
nehmen, koénnen also hier nicht mehr aufrechterhalten werden.
Der Bequemlichkeit halber setzen wir nun den Wert von ¢ im
Mittelpunkt gleich Null, so daB g, wie frither, die Mittelpunkts-
dichte bezeichnet.
Die Porssonsche Gleichung wird nun

T04 222 | 4nGoyeri=0. (63.3)
Wir setzen
_, —( E_\
@ ==xu, 7—<4nG90> 2. (63.4)
Dann geht (63.3) in die Normalform {iber
d2u 2 du w0
Tt T (63.5)

mit den Mittelpunktsbedingungen # = 0, du/dz = 0.

Die von EMDEN berechnete Losung ist in Tabelle 7 gegeben. Die
aufeinanderfolgenden Kolonnen sind proportional zu den Werten 1. des
Abstandes vom Mittelpunkte, 2. des Potentials, 3. der Dichte und
des Druckes, 4. der Beschleunigung der Schwerkraft, 5. der Mittel-
punktsdichte, dividiert durch die mittlere Dichte der Kugel vom je-
weiligen Radius 7, 6. der innerhalb » liegenden Masse.

Eddingten, Auflau der Sterne. 8
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Tabelle7. Isotherme Gaskugel.

z —u e — dufdz —zdzf3du | — z*dujdz
0,00 0,00000 1,00000 0,00000 1,000 0,0000
0,25 0,01037 98969 08290 1,005 0,0052
0,50 0,04113 95971 16225 1,027 0,0406
0,75 0,09113 91290 23819 1,050 0,1340
1,00 0,15903 85296 30370 1,097 0,3037
1,25 0,24225 78486 36045 1,156 0,5632
‘1,50 0,33847 71285 40432 1,237 0,9097
1,75 0,44488 64090 44390 1,314 1,3595
2,00 0,55967 57140 47286 1,410 1,8914
2,5 0,80584 44671 50694 1,644 3.1684
3 1,06226 34537 51625 1,937 4,6462
3,5 1,31937 26730 51006 2,287 6,2483
4 1,57071 20790 49403 2,699 7,9045
4,5 1,81246 16325 47234 3,176 9,5650
5 2,04264 12968 44813 3,719 11,203
6 2,46598 08493 39879 5,015 14,353
7 2,84160 05833 35334 6,604 17,214
8 3,17489 04180 31372 8,500 20,078
9 3,47128 03108 27989 10,718 22,670

10 3,73646 02384 25121 13,269 25,121

100 8,59506 000175 01843 1808,6 184,3
1000 13,09847 000002 002045 163000 2045,1
Minimalprobleme.

64. Wir haben bis jetzt unsere Untersuchung auf solche Verteilungen
beschrinkt, die dem polytropen Modell entsprechen. Bei den nach-
folgenden Theoremen legen wir der Verteilung diese Bedingung nicht
mehr auf, verlangen aber, daB die Dichte nach innen nicht abnehmen soll.
Durch diese neue Beschrinkung werden vermutlich keine der fir die
Anwendung auf Sterne ernstlich in Betracht kommenden Fille aus-
geschlossen. Es ist nicht wahrscheinlich, daB8 eine Verteilung mit posi-
tivem dp/dr stabil sein konnte. Im Probleme IT werden wir ferner ver-
langen, daBl auch die Temperatur nach innen nicht abnimmt. Diese
Beschriankung ist nun eine ginzlich harmlose. Ein positiver Wert von
dT/dr an irgendeinem Punkt des Sterninneren wiirde eine Energie-
senke im Inneren des Sterns verlangen, da Wirme notwendig in der
Richtung des Temperaturgradienten flieBen muB.

Problem 1. Es soll der Minimalwert des Mittelpunkisdruckes in einem
Sterne von der Masse M und dem Radius R gefunden werden, der nur
der Bedingung unterworfen ist, daf die Dichte nach innen nicht abnimmi.

Man gehe von einer beliebigen Dichteverteilung aus, die der Be-
dingung dg/dr < 0 geniigt. Man entferne einen kleinen Teil dp, der
Dichte einer Schale, die zwischen 7, und 7, + dr; eingeschlossen ist
und addiere die Materie zu der Schale 7, bis 7, + d7,, wodurch ihre
Dichte um den Betrag d o, vergroBert wird. Wenn d M die iibertragene
Masse bedeutet, ist

OM =4mnridr, b0, =4mridr, dp,. (64.1)
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Natiirlich muB dabei auch die Temperaturverteilung so abgeidndert
werden, da die neue Dichteverteilung im Gleichgewicht bleibt. Wir
nehmen an, daB 7, < 7, ist. Der Druck in jedem innerhalb 7, belegenen
Punkte wird aus zwei Griinden zunehmen. Erstens steht nun die
Materie zwischen 7; und 7, unter der Anziehung der Masse é M, wihrend
anfinglich 6 M keine resultierende Anziehung auf sie ergab. Das Ge-
wicht dieser Materie ist also groBer geworden und trigt mehr zum
Gesamtdrucke bei. Zweitens liefert auch 0 M in seiner neuen Lage
einen gréBeren Beitrag zu dem Gesamtdrucke, némlich g,d9,d7,
anstatt g,0p,dr,. Nach (64.1) stehen diese Betrige im Verhiltnisse

/73 /71,
zu einander welches gréBer ist als

1jry:1jry,
weil g nicht schneller als » zunehmen kann, wenn die Dichte nicht nach
auflen wichst.

Somit wird der Mittelpunktsdruck durch eine Ubertragung von
Masse nach innen stets vergréBert. Der Minimaldruck wird daher in
dem Falle erhalten, wenn sich die Materie so weit vom Mittelpunkte
befindet, als mit den Bedingungen des Problems vertriglich ist. Wir
koénnen durch wiederholte Ubertragung von Masse nach auflen den
Druck im Mittelpunkte so lange verkleinern, bis wir eine gleichmiBige
Dichteverteilung erreichen. Der Mittelpunktsdruck hat dann den fiir
eine homogene Kugel geltenden Wert

3 GM2
8z R
der also den gesuchten Minimalwert darstellt.

65. Problem II. Es soll deyr Minimalwert der Mittelpunkistemperatur
in etnem aus idealem Gase des Molekulargewichts u bestehenden Sterne
von der Masse M und dem Radius R gefunden werden, der nur der Be-
dingung unterworfen ist, daf die Dichte und die Temperatur nach innen
nicht abnehmen. (Der Strahlungsdruck wird vernachlissigt.)

Wir zeigen zuerst, dal3 bei der Verteilung, welche die kleinste Mittel-
punktstemperatur ergibt, emfweder der Dichtegradient oder der Tem-
peraturgradient in allen Punkten verschwindet. Wire dies ndmlich
nicht der Fall, so kénnten wir drei aufeinanderfolgende Kugelschalen
mit den Dichten g; > g, > g3 und den Temperaturen 7, > T, > T,
herausgreifen. Bringen wir eine kleine Masse aus der zweiten in die
dritte Schale hiniiber. Da g, > g4 ist, kann dies fiir eine kleine Masse
ohne Umkehrung des Dichtegradienten erfolgen. Bei der Behandlung
des Problems I ist gezeigt worden, daB durch diese Ubertragung der
Druck innerhalb der von der Schale g, eingeschlossenen Kugel um einen

konstanten Betrag vermindert wird. Da 6 P = Rp 0 T/p ist, wird die
8%
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Temperaturabnahme umgekehrt proportional zu der Dichte sein und
ist daher im Mittelpunkt am kleinsten und nach auBen hin wachsend
{(oder stationir). Der Temperaturgradient innerhalb g, wird also nicht
umgekehrt; ferner bleibt die Temperaturverteilung auBerhalb von gg
iiberhaupt unbeeinfluft. Die Temperaturen der beiden Schalen werden
sich in komplizierterer Weise dndern, da aber T, > T, > T ist, bleibt
immer noch ein kleiner Spielraum fiir solche Anderungen vorhanden,
ohne daB sich der Temperaturgradient umzukehren braucht.

Hiermit ist gezeigt, daB es immer moglich sein muB, die Mittel-
punktstemperatur durch eine kleine Masseniibertragung an einer Stelle,
an der sowohl g, > g, > g3 alsauch T, > T, > T, ist, zu verkleinern,
ohne daB die Bedingungen verletzt werden. Hieraus folgt, daB wenn
die Mittelpunktstemperatur tatsichlich schon ein Minimum ist, eine
dieser beiden Ungleichungen durch eine Gleichung ersetzt werden muB
(nicht notwendig dieselbe in allen Teilen des Sternes).

Der mittlere Teil des Sternes muB isotherm sein. Denn nimmt man
aus dem #duBeren Teile eine Masse 0 M heraus und verteilt sie gleich-
miBig auf eine kleine Kugel vom Radius 7, um den Mittelpunkt, so
wird der Druck dem Werte Unendlich zustreben, wie 6 M /7, wihrend
die Zunahme der Dichte proportional zu 6 M/r{ ist. Wenn also 7, ge-
niigend klein genommen wird, muf} die Temperatur fallen. Wenn aber
der mittlere Teil des Sternes isotherm ist, wird diese Ubertragung aus-
geschlossen, da sie die Mittelpunktstemperatur kleiner machen wiirde,
als die umgebenden Temperaturen. Der isotherme Bereich mul} be-
schrankt sein, weil ein durchweg isothermer Stern keine Begrenzung
hat. Wir haben somit gezeigt, da da, wo der Stern nicht isotherm ist,
seine Dichte konstant sein muf.

Der Stern minimaler Mittelpunktstemperatur besteht also aus einem
Kerne konstanter Temperatur, der von einer Schale konstanter Dichte
umgeben ist. Es bleibt nur noch die Ausdehnung dieser beiden Gebiete
zu bestimmen.

Es sei T, die Temperatur des isothermen Gebietes, g, die konstante
Dichte des duBeren Gebietes. Dann ist der Druck P an der Uber-
gangsflache
RT,

u

Es sei R, der Radius dieser Grenzfliche und g,, die mittlere Dichte

innerhalb dieser' Kugel. Ferner sei

P, =

Q1

1__ Qm_gl___
Wir haben dann:
M=3m0,R®+357(0m—0,) R

=imoR3(1+a?f). (65.2)
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In einem Punkte des duBeren Gebietes ist
g=57Go7 +57G (en—0) RYP
und daher nach (54.3)
—dP=7}%nGoidr(r+ Ba® R3r2).
Durch Integration zwischen « R und R erhilt man hieraus:
P =3nGoiR2{1—a®+2Ba2(1—2)!. (65.3)
Nach (65.2) und (65.3) ist daher
ML, Py G (=) (L a+25a)
B e 2R 1+ fad o
Die Verkniipfung der GréBen « und f wird durch die Theorie des
isothermen Teiles des Sternes gegeben. Unter Benutzung der Bezeich-
nungen des § 63 ist

(65.4)

3du
QI/QO = gu’ Qm/QO = ? ;[Z .
Daher ist
3 du
_ sauw .
p= zdzf L. (65.51)

Ferner, da xR = (/4 mGpg)t 2 und P, = xg,e* ist, gibt (65.3)
6 (1—2)(1+at+2pa%)

226w 2

(65.52)

Indem wir einen willkiirlichen Wert fiir z nehmen, erhalten wir e*
und du/dz aus Tabelle 7. Dann werden § und « aus (65.51) und (65.52)
gefunden, worauf der Faktor

S=(1—a)1 +a+28a?)/(1+ fad) (65.6)

berechnet werden kann. Es ergeben sich die nachfolgenden Resultate:

2z ’ B 1‘ o S

4 0,782 0,663 ‘ 0,646
4,5 i 0,929 673 | 641
5 i 1,073 ‘ 680 640
6 : 1,348 | 687 645

Wir sehen, da3 S einen Minimalwert von etwa 0,640 in der Nihe
von « = 0,676 hat. Nach (65.4) hat also ein Stern, der aus einem sich
bis 0,676 R erstreckenden isothermen Kerne und einem diesen um-
gebenden Gebiete konstanter Dichte besteht, die minimale Mittel-
punktstemperatur:

Gu M
R R

Es sei noch bemerkt, daB fiir einen Stern von durchweg konstanter
Dichte der numerische Faktor gleich 0,5 ist und daf fiir die Polytrope
n = 3 (das in diesem Buche am hiufigsten zu verwendende Modell)

T,=0,32 (65.7)
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dieser Faktor den Wert 0,856 erhilt. Die Temperaturen, die sich aus
unserer eingehenderen Untersuchung ergeben werden, sind also nicht
betrachtlich hoher als die Minimalwerte.

66. Problem I1I. Es soll der Minimalwert der maittleren Temperatur
eines Sternes von der Masse M und dem Radius R gefunden werden,
der aus idealem Gase vom Molekulargewichte y besteht und nur der Be-
dingung unterworfen ist, daff die Dichte nach innen nicht abnimmt. (Der
Strahlungsdruck wird vernachldissigt.)

Wenn T,, die mittlere Temperatur bezeichnet, ist

A[Tmzfz‘mwdr: %fP-éinrzdr,

= 5; ; y3-d P durch partielle Integration,

:3%{‘[4.773ggd7 nach (54.3),

_ Gu d (M,
oo [Sram, = esn - (66.1)

Dies ist ein Minimum, wenn 7 fiir jeden Schritt in (3/,)? den groBt-
moglichen Wert hat. Dies filhtt augenscheinlich zu einer homogenen
Kugel. Daher ist nach (62.2) der Minimalwert

T, =028 (66.2)

Es ist interessant, diesen Wert mit (65.7) zu vergleichen.

Unvollstindige polytrope Gebiete.

67. Es gibt eine Klasse von Problemen, in denen die Polytropen-
bedingung (55.1) nur in einem Teile des Sternes erfiillt ist. Wenn
das nicht-polytrope Gebiet innerhald des polytropen Gebietes liegt,
kénnen die Tabellen 4—7 nicht angewandt werden, denn sie geben
Partikularlosungen der allgemeinen Differentialgleichung, die bestimmten
Grenzbedingungen im Mittelpunkte geniigen; wenn das mittlere Gebiet
ausgeschlossen wird, sind diese Bedingungen nicht mehr maBgebend,
und es muB eine andere Losung der Differentialgleichung gesucht
werden. Das Gravitationsfeld, welches im polytropen Teil herrscht,
wird durch die iiberschiissige oder die fehlende Masse im zentralen,
nicht-polytropen Teile modifiziert.

Ein Beispiel hierfiir wiirde uns ein Stern geben, in dem die Be-
dingung (55.1) nur so lange erfiillt bleibt, als das Material wie ein ideales
Gas behandelt werden darf. Dann versagt die Gleichung bei geniigend
grofler Dichte, in der Umgebung des Mittelpunktes. Tabellen 4—7
sind nicht anwendbar, auch nicht auf das duBere Gebiet, in dem (55.1)
erfiillt ist, und eine neue Losung der Differentialgleichung mu8 durch
eine numerische Berechnung de novo gefunden werden. Uber diese
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Klasse von Problemen 148t sich nur wenig Allgemeingiiltiges aussagen;
in den auftretenden speziellen Fallen fiihrt aber die numerische Be-
rechnung gewdhnlich zu einem Einblicke in die Verhiltnisse.

Wenn das nicht-polytrope Gebiet aufen liegt, kénnen Tabellen 4
bis 7 fiir das innere polytrope Gebiet verwendet werden. Ein Beispiel
hierfiir ist bereits in § 65 behandelt worden, wo Tabelle 7 benutzt
wurde. Ein wichtigeres Problem desselben Typus entsteht in folgender
Weise. Wir diirfen kaum erwarten, dal irgendein einfaches physika-
lisches Gesetz in einem wirklichen Sterne von einer Mittelpunkts-
temperatur von 10000000° bis zu einer duBeren Temperatur von
10000° gleichmiBig anwendbar bleiben wird. Indem wir von den ver-
einfachten Eigenschaften der Materie bei Temperaturen von mehreren
Millionen Grad Gebrauch machen, werden wir Gesetze ableiten, von
denen erwartet werden darf, daB sie etwa von 100000009 bis zu, sagen
wir, 1000000° mit einigermaBen befriedigender Genauigkeit gelten
werden. Wir wissen nicht viel iiber die Eigenschaften der Materie bei Tem-
peraturen unterhalb einer Million Grad und kénnen daher wenig oder gar
nichts {iber das aussagen, was in den iibrigen Teilen des Sternes geschieht.

Nehmen wir nun an, wir hitten uns davon vergewissert, dafl zwischen
10000000° und 1000000° das Sternmaterial das polytrope Gesetz
#n = 3 befolgt. Tabelle 6 wird auf den Teil des Sternes, dessen Tem-
peratur {iber 1000 000° liegt, anwendbar sein, weil das Versagen des Ge-
setzes erst in einem auBerhalb dieses liegenden Teile eintritt, der das
Gravitationsfeld im Innern nicht beeinfluBt. In Wirklichkeit fiihren
wir die ganze Losung so aus, als ob dieselbe Bedingung vom Mittel-
punkt bis an die Oberfliche heran erfillt wire — nicht weil wir es
fiir wahrscheinlich halten, daB sie bei den tieferen Temperaturen noch
erfiillt sein konnte, sondern weil es nicht wesentlich darauf ankommt,
was in dem duBeren Teile geschieht und (innerhalb verniinftiger Grenzen)
jedes beliebige Gesetz fiir unseren Zweck ausreichen wiirde. Da dieses
Verfahren als ein etwas zu leichtsinniges erachtet werden kénnte, wollen
wir seine Berechtigung hier untersuchen. Betrachten wir einen Stern,
fiir den die Mittelpunktswerte von Temperatur und Dichte

Ty=107, 00 =0,1
sind, und uf =2, n =3.
Wir erhalten
Py=4,13-10'3, ¢, —165-101, x—8,84-10%, o=4,31-10-27,
und (57.2) gibt
R =1,405-10"" R’ =9,70-10' cm ,
M =348-103M'=7,02-10%gr..
Diese Werte der Masse und des Radius wiirden fiir einen Stern
gelten, der vollstindig nach dem polytropen Modelle aufgebaut wire.
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Wenn dieses Modell aber bei Temperaturen unter einer Million Grad
versagt, miissen wir die Losung bei z = 5 abbrechen. Indem wir die
fir diesen Punkt geltenden Werte durch einen unteren Index 1 be-
zeichnen, erhalten wir auf Grund der Tabelle 6

T,=1,111-105, o, —0,0001371, P,=6,29-10°,
R,=17,02-101', M, —6,96-10%.

Um diese Kugel herum mull irgendeine Verteilung hinzugefiigt
werden, die imstande ist, einen Druck P; von 6290 Atmosphiren zu
erzeugen. Wenn M und R die Masse und den Radius des vervollstindig-
ten Sternes bezeichnen, ist

R M
Plzfggdr:f;f aM, < R4fer,
R, M, M,
so daB
AM=M—M, = 4—%%}5-. (67.1)
Dies ergibt
A M > 0,041-10% gr.

Die hinzukommende Masse wird diese untere Grenze nahezu in
demselben Verhiltnisse iibersteigen, wie R7;* den mittleren Wert von
r—* fiir das hinzugefiigte Material. Obwohl keine obere Grenze fiir diesen
Faktor angegeben werden kann, ist es schwer vorstellbar, daB er groBer
als 2 oder 3 sein kdnnte, wenn nicht zu ganz unwahrscheinlichen An-
nahmen gegriffen wird. Wir werden ein ausgedehntes Gebiet von mog-
lichen Bedingungen in unsere Betrachtungen einbeziehen, wenn wir die
Annahme machen, dafl das Material jenseits von R, ein neues polytropes
Gesetz P = %, p 1 +1/9 befolgt, wo s von # und #, von » verschieden
ist. Die Gravitationskraft kann in diesem Gebiete gleich GM,/r?
gesetzt werden, da seine eigene Masse im Vergleich zu der iibrigen
Masse des Sternes sehr klein ist. Dann haben wir, analog zu (55.42)
P GM, <1 1 >

R

? s+1
da nun ¢ gleich GM,/r — GM,/R ist. Hieraus folgt, wenn wir » = R,
setzen,

1 1 (s+1P .
R e = 9.90-1071% (s+1), (67.2)

woraus R berechnet werden kann. Fiir die jenseits von R, hinzu-
zufiigende Masse finden wir

AM = 4mp, R3fl<i—- 1) a2dac (51, (67.3)

1
ay

wo a; = R,/R gesetzt ist.
Aus (67.2) und (67.3) ergeben sich folgende numerische Werte:
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8 ‘ R l A M

0 7.54.100 | 0,0479.10%
1 8.15 0508

3 | 9,72 0534

5 r 12,04 ) 0549

7 15,81 0561

Trotzdem sich der Radius des Sternes im Intervalle zwischen s = 0
und s = 7 verdoppelt, betrigt die dadurch bedingte Anderung der
Masse (M, + A M) nicht viel mehr als 1/;44,.

Die Masse ist also sehr unempfindlich gegeniiber Anderungen der
Bedingungen in dem bei tiefer Temperatur befindlichen Teile des Sternes,
und unser Verfahren ist daher, soweit die Masse in Betracht kommt,
volauf berechtigt. Eine Unsicherheit von etwa 30% im Radius miissen
wir allerdings in den Kauf nehmen. Es darf aber nicht vergessen werden,
daB wenn das Material in den duBeren Teilen sehr stark verstreut ist,
wie das z. B. bei dem Gesetze s = 7 der Fall ist, der Radius der Photo-
sphire betrichtlich kleiner sein kann als der Radius R, der die duBerste
Begrenzung der Sternatmosphire angibt. Wenn wir zu noch gréBeren
Werten von s iibergehen, kann R sogar iiber alle Grenzen wachsen;
ich glaube aber nicht, daB die Photosphire (die ja in der Praxis als
die Oberfliche des Sternes betrachtet wird) dabei sehr viel an Aus-
dehnung gewinnen wiirde.

Filinftes Kapitel.

Strahlungsgleichgewicht.

68. Von der Oberfliche eines Sternes strémt ununterbrochen Energie
in Form von strahlender Wiarme in den Weltraum. Die Oberflichen-
schichten der Materie kénnen diese Energie auf die Dauer nur in dem
Falle liefern, wenn ihr Wirmevorrat von unten her stindig ergidnzt
wird. Wir miissen daher den ProzeB der Energieiibertragung aus dem
Inneren an die Oberfliche eines Sternes einer niheren Betrachtung
unterziehen.

Es gibt zwei Arten von Wirmeiibertragung in einem im statischen
Gleichgewicht befindlichen Materiale, ndmlich Leitung und Strahlung.
In beiden Fillen erfolgt der resultierende FluB in der Richtung des Tem-
peraturgradienten von héoheren zu tieferen Temperaturen. In beiden
Fillen setzt sich dieser resultierende FluB aus Energiestromen zusammen,
die in entgegengesetzten Richtungen verlaufen; der aus den héoher
temperierten Gebieten kommende Strom ist etwas intensiver als der
aus den tiefer temperierten Gebieten kommende, und ihre Differenz
stellt den resultierenden FluB dar. Bei der Wirmeleitung geben die



122 Strahlungsgleichgewicht.

Molekeln der wirmeren Gebiete ihre Energie den umgebenden Gebieten
durch Diffusion und ZusammenstdBe ab; bei der Wiarmestrahlung
emittiert die heiBe Materie Atherwellen, die in den umgebenden Gebieten
absorbiert werden. In beiden Fillen wird diese Energieiibertragung
in weitem MaBe durch eine dhnliche Energieiibertragung aus den um-
gebenden Gebieten neutralisiert und die resultierende Ubertragung
wird durch den kleinen UberschuB des aus den heieren Gebieten
kommenden Stromes bedingt.

Wenn man die Bedingung des statischen Gleichgewichts fallen 148t,
ist noch eine dritte Art von Warmeiibertragung maglich. Es kann im
Sterne ein System von aufsteigenden und niedersteigenden Strémungen
bestehen, durch die das Sternmaterial stindig durchmischt wird. In
diesem Falle wird die Wirmeenergie aus einem Gebiete in ein anderes
durch eine tatsichliche Bewegung der die Wirme enthaltenden Materie
iibertragen — wie das z. B. in den unteren Teilen unserer Atmosphére
geschieht. Wenn die Materie in der Nihe der Oberfliche mehr Wiarme
verliert, als durch Strahlung und Leitung ersetzt werden kann, so daB
sie sich auf eine Temperatur abkiihlt, die unter der fir ihr Niveau
normalen Temperatur liegt, dann versinkt sie und wird durch frische,
noch nichtexponierte von unten kommende Materie ersetzt. Diese Art
der Ubertragung heiBt Konvektion.

Es wurde schon sehr friih erkannt, daBl die Leitungsfihigkeit der
Materie viel zu gering ist, um die erforderlichen Wirmemengen durch
den Stern zu beférdern. In den ersten Untersuchungen des inneren
Aufbaues der Sterne wurde aber die Bedeutung der Warmeiibertragung
durch Strahlung tibersehen. Es wurde daher die Existenz eines Systems
von Konvektionsstréomen angenommen, und alle anderen Prozesse der
Wirmeiibertragung, auBBer der Konvektion, vernachlassigt. Der Zustand
des Sternes wurde als ein Zustand konvektiven (oder adiabatischen)
Gleichgewichtes bezeichnet.

69. Auf Grund der Hypothese des konvektiven Gleichgewichts laBt
sich eine ganz bestimmte Beziehung zwischen dem Drucke, der Dichte
und der Temperatur in verschiedenen Héhenniveaus aufstellen. Be-
trachten wir einen aufsteigenden Strom von Materie. Nach der Hypo-
these findet kein merklicher Warmegewinn oder Verlust durch Leitung
und Strahlung statt; die Materie dehnt sich daher ohne Zu- oder Abfuhr
von Wirme aus, d. h. adiabatisch. Fir ein ideales Gas ist die Beziehung
zwischen Druck und Dichte bei adiabatischer Ausdehnung

P=uxg, (69.1)
wo ¢ das Verhiltnis der spezifischen Warme bei konstantem Drucke
zu der spezifischen Wirme bei konstantem Volumen (§ 28) bedeutet.

Da die verschiedenen Hohenniveaus durch die aufsteigenden und ab-
steigenden Stréme kontinuierlich miteinander verbunden sind, muf3 der
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Gleichgewichtszustand so beschaffen sein. dal Gleichung (69.1) im
ganzen Inneren des Sternes gilt. Die Hypothese, daB3 der Warmeverlust
durch Strahlung vernachlissigt werden darf, bricht augenscheinlich in
der Nihe der Oberfliche zusammen, so daB3 die Gleichung in den duBer-
sten Schichten des Sternes nicht streng erfiillt sein kann.

Da (69.1) gerade diejenige Beziehung ist, die wir in dem vierten
Kapitel eingefiithrt haben, wird die Loésung fiir ein ideales Gas im Kon-
vektionsgleichgewichte durch die dort erklirten Formeln und Tafeln
gegeben. Der Wert von y fiir Sternmaterial mull geschitzt oder erraten
werden; jedoch ist die hierdurch entstehende Unsicherheit in verhéltnis-
miBig enge Grenzen eingeschlossen. y kann in keinem Falle den Wert 3
ibersteigen, der einem einatomigen Gase entspricht; und es kann
andererseits gezeigt werden, daB, wenn y kleiner als § ist, die Vertei-
lung instabil wird. (siche § 104). Die Loésung ist daher auf Werte von y
beschriankt, die zwischen den Grenzen § und § liegen, oder auf Werte
von #u, zwischen den Grenzen 1,5 und 3.

Wir werden auf das historische Problem des Konvektionsgleich-
gewichtes nicht niher eingehen, weil die modernen Untersuchungen
gezeigt haben, daBl diese Hypothese unhaltbar ist. Unter den in einem
Sterne herrschenden Bedingungen ist der wichtigste Proze der Wirme-
iubertragung die Strahlung, und alle anderen Arten der Warmeiiber-
tragung konnen gegen diese vernachldssigt werden.

Wir bemerken nur, daB die Ubertragung durch Konvektion in
bezug auf die Moglichkeit ihres Bestehens eine ganz andere Stellung
einnimmt als Strahlung und Leitung. Strahlung und Leitung miissen
in einer Masse mit ungleichmiBiger Temperatur immer vorhanden sein,
wenn auch ihre Wirkungen unter Umstidnden verschwindend klein sein
konnen. Dagegen braucht Konvektion {iberhaupt nicht vorzukommen.
Sie wird nur unter solchen Bedingungen stattfinden, die imstande sind,
zirkulierende Stromungen hervorzubringen und aufrechtzuerhalten.

70. Da die Strahlungsdichte proportional zu 74 ist, nimmt ihre Be-
deutung bei den hohen, im Inneren eines Sternes herrschenden Tem-
peraturen ganz gewaltig zu, und es ist daher nicht {iberraschend,
daB sie alle anderen Arten der Energieiibertragung in den Schatten
stellt. Eine groBe Intensitit der Strahlung ist aber, obwohl sie deren
EinfluB auf die entstehende Temperaturverteilung natiirlich erhéht,
keineswegs wesentlich. Ich glaube, daB eine isolierte Gasmasse ganz
niedriger Temperatur! eher einem Zustand des Strahlungsgleichgewichts
als einem solchen des Konvektionsgleichgewichts zustreben wiirde.

Betrachten wir eine geschichtete Gasmasse im Strahlungsgleich-
gewichte. Wie in § 23 auseinandergesetzt, verhilt sich die Strahlung

1 Jedoch nicht so niedriger Temperatur, daB der EinfluB der Warmeleitung
mit dem der Warmestrahlung vergleichbar wird.
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so, als ob fiir sie das Verhiltnis der spezifischen Warmen y = % wire,
und die Beziehung zwischen P und 7T ist daher

Poc T,

Es bestehe eine Zirkulationsstromung, die zwischen zwei verschie-
denen Druckniveaus Wirme {ibertrigt. Wenn eine Masse zu einem
Niveau geringeren Druckes aufsteigt, dndert sich wihrend des Auf-
stieges ihre Temperatur nach dem adiabatischen Gesetze

Poec Trr—1),

Bei stabilem Gleichgewichte muB y > % sein, daher ist Poc T(<¥.
Die von unten aufgestiegene Materie ist also immer kiihler als ihre
Umgebung und empfingt Wirme von ihr; die niedergesunkene Materie
ist dagegen heiBler als die Umgebung und gibt Wirme an diese ab®.
Der Zirkulationsstrom iibertragt also Warme entgegen dem Temperatur-
gradienten, und kann, nach dem zweiten Hauptsatze der Thermo-
dynamik, dies nur auf Kosten seiner mechanischen Energie tun. Die
Strémungen haben daher die Tendenz von selbst aufzuhoren, und es
ist nichts vorhanden, was sie wieder in Gang bringen kdénnte2

Das Strahlungsgleichgewicht besitzt also einen natiirlichen Vorrang
vor dem Konvektionsgleichgewichte, weil bei Strahlungsgleichgewicht
die Konvektion aufhéren muf8, wihrend beim Konvektionsgleichgewichte
die Strahlung bestehen bleibt und ersteres zu zerstéren sucht. Tatsichlich
kann das Konvektionsgleichgewicht nur von einer Seite automatisch
erreicht werden; um sich ithm von der anderen Seite zu ndhern, mufl
duBere mechanische ,,Energie der Durchmischung’ zugefithrt werden.

Die Gleichung des Strahlungsgleichgewichts.

71. Wir nehmen nunmehr an, dafl die einzige Art der Wiarmeiiber-
tragung die Ubertragung durch Strahlung ist, und stellen die Gleichung
des Strahlungsgleichgewichts auf. Hierzu brauchen wir drei Resultate,
die wir in dem zweiten Kapitel erhalten haben.

1. Der Impuls der Strahlung ist E/c, wo E die Energie und ¢ die
Geschwindigkeit des Lichts bedeutet. Der Impuls liegt in der Richtung,
in der sich die Wellen fortpflanzen.

1 Es sei z.B. p=4, und es moge eine Strémung aus einem Niveau, in
dem der Druck und die Temperatur P und T sind, zu einem Niveau auf-
steigen, in dem sie gleich gy P und {; T sind. Wegen der Verkleinerung
des Druckes fallt die Temperatur der ubertragenen Materie adiabatisch auf

(1os00) - T=0,025T.
so daB sie sehr viel niedriger wird als die Temperatur 0,1 T der Umgebung.
Siehe H. N. RusseLL, Astrophys. Journ. Bd. 54, S. 293.

2 AuBer dem Umstande, daB in einem rotierenden Sterne eine kleine Zirku-

lation aufrechterhalten bleibt, wie in § 199 erklart wird.
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2. In einem Hohlraume mit absorbierenden Winden, die auf kon-
stanter Temperatur T gehalten werden, ist die Strahlung isotrop in
bezug auf Strémungsrichtung und hat eine Energiedichte

E=aT4,

wo a = 7,64-1071% in c. g. s. Einheiten und Zentesimalgrad.
3. Unter den gleichen Bedingungen iibt die Strahlung einen hydro-
statischen Druck aus, von dem Betrage

pr=3E=}aT*.

Die zwei letzten Resultate sind mit einem sehr hohen Grade von
Genauigkeit unmittelbar auf das Innere eines Sternes anwendbar. Zwar
befindet sich dort die Strahlung nicht in einem idealen Hohl-
raume mit undurchlissigen Winden konstanter Temperatur; jedoch
kommen die stellaren Verhiltnisse diesem Ideale unvergleichlich viel
niher, als es fir Laboratoriumsexperimente méglich ist. Das Material
eines Sternes ist sehr undurchsichtig fiir die in ihm bestehende Art von
Strahlung. Die fiir Capella abgeleiteten Zahlen ergeben, dall ein
0,1 gr. pro cm? enthaltender Schirm nur e~'2 oder 0,000006 der auf
ihn fallenden Strahlung durchlassen wiirde; bei der mittleren Dichte
der Capella wiirde ein solcher Schirm eine Dicke von 50 cm haben.
Wenn wir also um einen Punkt im Inneren der Capella eine Kugel mit
einem Radius von 50 cm beschreiben, wird die Strahlung im Inneren
dieser Kugel praktisch von allem, was sich auBerhalb dieser Kugel
befindet, isoliert sein. Der Temperaturgradient in der Capella betrigt
ungefdhr 1° pro Kilometer, so dafl die Temperatur der umschlieBenden
Winde, mit denen wir den Punkt umgeben haben, bis auf 0,001° kon-
stant ist — eine GleichmaBigkeit, die im Laboratorium kaum jemals
zu erzielen sein wird.

Wir legen die x-Achse in die Richtung des Temperaturgradienten
und betrachten eine diinne, senkrecht zu O x stehende Platte aus Stern-
material, die einen Fliacheninhalt von 1 cm?2 und eine Dicke 4 hat.
Es seien die Temperaturen an beiden Grenzflichen der Platte T bzw.
T + dT. Der Strahlungsdruck, der normal auf beide Grenzflichen
wirkt, wird sich in zwei Kraften, p, und — (pgp + dpg) dubern, so
daB die resultierende Kraft in der Richtung Ox

—dpr
sein wird. Diese Resultierende gibt die Impulsmenge an, die wegen des
Bestehens eines Strahlungsstromes in dem von der Platte eingenommenen
Gebiete pro Sekunde gewonnen wird.

Da Gleichgewicht besteht, muB dieser Impuls wieder abgegeben
werden; und er kann nur in der Weise abgegeben werden, da8 er
zuerst der Materie der Platte mitgeteilt wird. (Das endgiiltige Schicksal
des Impulses braucht uns hier nicht zu beschiftigen; wir erwahnen nur
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beildufig, daB er, nachdem er der Materie iiberantwortet worden ist, dazu
beitrigt, den der Materie durch die Gravitation mitgeteilten Impuls zu
neutralisieren.) Der Impuls geht in die Materie vermittelst des Pro-
zesses der Absorption (einschlieBlich der Streuung) iiber.

Es sei £ der Massen-Absorptionskoeffizient. Die Definition von %
besagt, daBl ein diinner materieller Schirm, der Masse w pro cm?2, den
Bruchteil 2w der senkrecht durch ihn durchgehenden Strahlung ab-
sorbiert. In unserer Aufgabe ist w = pdx, so dall, wenn sich H erg
Strahlungsenergie pro cm? und pro sec lings O« fortpflanzen, der ab-
sorbierte Betrag gleich Hkodx sein wird und sein x-Impuls — gleich
Hkodx/c pro cm? und pro sec.

Betrachten wir nun H erg pro sec, die schief, unter einem Einfalls-
winkel @, durch die Platte hindurchgehen. Der in der Platte durch-
laufene Weg ist jetzt dx-sec @, und die Absorption ist entsprechend
groBer. Der absorbierte Impuls ist nunmehr Hkpd x sec ©/c; wenn wir
ihn aber mit cos @ multiplizieren, um seine ¥-Komponente zu erhalten,
wird die Absorption des x-Impulses wie friiher

Hkodxlc

fiir jeden Einfallswinkel bis zu 90°. Wenn der Winkel gréfer als 90°
ist, so daB die Strahlung in der entgegengesetzten Richtung durch
die Platte durchgeht, muB natirlich das Vorzeichen umgekehrt werden.
Man beachte, da H pro cm? der Platte, und nicht des Querschnittes
des Strahlenbiindels, gerechnet wird.

Im allgemeinen flieBt Strahlung in beiden Richtungen durch die
Platte durch. Dem Strome H_ durch ein cm? von der negativen zur
positiven Seite der Platte wird eine Absorption von H,kodx/c Ein-
heiten positiven Impulses entsprechen, und dem Strome H-, von der
positiven zur negativen Seite, eine Absorption von H_£kpd x/c Einheiten
negativen Impulses. Bei einem resultierenden positiven Strom
H = H, — H_ werden wir daher einen Reingewinn von H k¢d x/c Ein-
heiten positiven Impulses erhalten, der der Materie der Platte zugute
kommt.

Wir haben gesehen, daBl der x-Impuls — dppg, der in dem von der
Platte eingenommenen Raume gewonnen wird, durch diesen Prozel3
restlos auf die Materie libertragen werden muB. Es ist daher

—dpr=Hkodx/c
oder

H= "2 .2FF (71.1)

Indem wir fiir pp seinen Wert 3 a T4 einsetzen, erhalten wir:

ac dT*
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Gleichung (71.1) zeigt, daB der resultierende Strahlungsflu3, wie zu
erwarten war, proportional zu dem inneren Druckgradienten der Strah-
lung ist und umgekehrt proportional zu einem, die obstruktive Fahigkeit
des materiellen Schirmes, durch den sie durchgedriickt wird, messenden
Faktor k9. Die obere Gleichung ist vollkommen analog zu der Gleichung,
welche die Stromung einer materiellen Flissigkeit durch einen Kanal
oder ein Sieb beschreibt. Die Gleichung versagt unter genau denselben
Umstdnden, wie die ihr entsprechende Gleichung fiir eine materielle
Fliissigkeit, nimlich wenn deér Strom so stark wird, da8 der Druck-
gradient nicht mehr hydrostatisch berechnet werden darf. Dies tritt
in der Nahe der Oberfliche des Sternes ein. Unsere SchluBfolgerungen
diirfen auf keinen Teil des Sternes angewandt werden, den wir sehen
konnen; denn die Tatsache, dafl wir ihn sghen, beweist schon, daf} seine
Strahlung nicht ,,eingeschlossen’ ist. Jedoch wird die Gleichung be-
reits in einer geringen Tiefe unter der Photosphire zu einer brauch-
baren Nidherung, und ihre Genauigkeit {ibersteigt beinahe im ganzen
Inneren des Sternes das erforderliche GenauigkeitsmaBl in so hohem
Grade, dall wir sie ohne jegliche Bedenken anwenden diirfent.

72. Die Ableitung dieser Gleichung hat zu einer Kontroverse Anlal}
gegeben, in der sich der seit Urzeiten bestehende Unterschied in den
Anschauungen des Physikers und des Mathematikers widerspiegelt. Es
sei hier eine kurze Abschweifung iiber diesen Gegensatz gestattet, da
er geeignet ist, noch zu zahlreichen anderen MiBverstindnissen bei
Problemen der hier zu behandelnden Art zu fithren. Nach meiner
Auffassung besteht bei der Behandlung eines theoretischen Problems
das Hauptziel des Physikers darin, ,,Einsicht zu gewinnen, d. h. zu
iibersehen, welche von den zahlreichen Faktoren bei jedem Effekte
hauptsichlich in Betracht kommen, und wie sie bei seiner Erzeugung
zusammenarbeiten. Fiir diesen Zweck ist eine zuldssige Niherung nicht
bloB ein unvermeidliches Ubel; sie bedeutet die Erkenntnis, daB ge-
wisse Faktoren — gewisse Verwicklungen des Problems — nichts Wesent-
liches zu dem Resultate beitragen. Wir iiberzeugen uns davon, daB sie
nicht betrachtet zu werden brauchen; und der Mechanismus erscheint
uns dann, von diesen unwesentlichen Zutaten befreit, verstindlicher.
Die Gewinnung dieser Einsicht stellt nur die Fortsetzung einer Arbeit
dar, die der Physiker beginnen muB, noch bevor die mathematischen
Voraussetzungen des Problems formuliert werden kénnen; denn die
wirklichen Bedingungen jedes naturwissenschaftlichen Problems sind
auBerordentlich kompliziert, und der erste Schritt besteht immer darin,

1 Uberraschenderweise bleibt die Gleichung eine gute Naherung auch noch
in den &4uBersten Schichten eines Sternes. Die in § 226 beschriebene und im
ganzen zwolften Kapitel verwendete ,,erste Anndherung** liefert unmittelbar die
Gleichung (71.2). Ein Vergleich mit der in § 230 entwickelten ,,zweiten Annihe-
rung'‘ lehrt, daB der begangene Fehler nicht groB ist.
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diejenigen, welche einen wesentlichen EinfluB auf das Resultat haben,
herauszusondern, — kurz gesagt, das richtige Ende der Schnur zu
fassen. Der richtige Gebrauch dieses Einsichtsvermégens, ob vor oder
nach der mathematischen Formulierung des Problems, ist eine Fahig-
keit, die gepflegt werden muB}, und keine lasterhafte Neigung, die vor
dem Auge der Offentlichkeit zu verbergen wire. Selbstverstindlich muf3
der Physiker bereit sein, den Gebrauch, den er von seiner Einsicht
gemacht hat, auf Verlangen zu rechtfertigen; aber, mit Ausnahme von
Fillen, in denen diese Rechtfertigung gewisse besonders feine oder
schwierige Punkte beriihren miiBlte, kann sie sehr wohl so lange hinaus-
geschoben werden, bis ein Widerspruch tatsichlich erfolgt ist.

Ich glaube, daB eine dhnliche Art von Einsicht auch dem Mathe-
matiker als Werkzeug bei seinen Untersuchungen oft niitzlich ist; er
ist aber bemiiht, die Spuren des Werkzeugs von seinen Fertigfabrikaten
— seinen Beweisen — sorgfiltig zu verwischen. Er begniigt sich mit
einem strengen, aber wenig einleuchtenden Beweise, daBl aus seinen
Voraussetzungen gewisse Resultate folgen, und hat im allgemeinen kein
Verstdandnis dafiir, daB der Physiker mehr als das braucht. Denn der
Physiker muBl immer tausend und einen andere Faktoren des natiir-
lichen Problems im Auge behalten, die in der mathematischen Aufgabe
nicht formuliert sind, und nur ein Beweis, der die relative Bedeutung
der verschiedenen zu dem Effekte beitragenden Ursachen stets gegen-
einander abwigt, kann ihm zeigen, ob er zu ihrer Vernachlissigung
berechtigt war. In bezug auf Strenge kann der Physiker bei einem
mathematischen Beweise ruhig ein gewisses Risiko in den Kauf nehmen,
wenn dieses Risiko nicht groBer ist, als das bei der mathematischen
Formulierung bereits iibernommene. In bezug auf Genauigkeit ist die
Beibehaltung licherlich kleiner Terme in einer physikalischen Glei-
chung in seinen Augen eine ebenso groBe Ungeschicklichkeit wie der
Gebrauch einer sinnlos groBen Stellenzahl bei einer arithmetischen
Berechnung.

Nachdem wir in dieser Weise den Standpunkt der einen Seite zum
Ausdruck gebracht haben, kénnen wir uns nun auch der Wiirdigung
des Luxus eines strengen mathematischen Beweises zuwenden. Wenn
die erhaltenen Resultate mit der Beobachtung nicht iibereinstimmen,
mull der Fehler gewil in den gemachten Voraussetzungen enthalten
sein. Die Fihigkeit des Mathematikers, die Moglichkeiten einzuengen,
ergianzt die Fihigkeit des Physikers, die Wahrscheinlichkeiten aus-
zusondern. Wenn wir iber unbeschrinkten Raum verfiigten, kénnten
wir versuchen, wo nétig, die Untersuchungen doppelt auszufithren, um
beide Parteien zufriedenzustellen. Wenn aber eine einzige Unter-
suchung geniigen muB, glaube ich, da8 wir dem Mathematiker in der
Regel nicht nachgeben sollen. Es kénnten wohl Fille angefiihrt werden,
in denen Physiker durch ungeniigende Beachtung der mathematischen
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Strenge irregefithrt worden sind; sie sind aber selten im Vergleich zu
den Fillen, in denen sich Mathematiker durch mangelnde physikalische
Einsicht schlimmen MiBgeschicken ausgesetzt haben.

Was wir uns aus dieser Betrachtung zu merken haben, ist folgendes:
wenn wir ein Resultat beweisen, ohne es zu verstehen, — wenn es also
aus einem Gewirr von mathematischen Formeln gewissermaBen un-
erwartet herausfillt, — diirfen wir nicht hoffen, dafl es auch anwendbar
sein wird, mit Ausnahme der Fille, in denen die mathematischen Vor-
aussetzungen streng erfilllt sind — also eigentlich niemals, wenn wir
es nicht zufillig mit einem Dinge zu tun haben wie der Ather, dem die
Eigenschaft der ,,Vollkommenheit“ bis zu einem gewissen Grade ver-
niinftigerweise zugeschrieben werden kann. Wenn wir aber durch mathe-
matische Analyse zu dem Verstindnis eines Resultats gelangen — wenn
wir die zu dem Resultate wesentlich beitragenden Bedingungen von den
verhiltnismaBig unwichtigen zu unterscheiden gelernt haben — dann
haben wir eine Erkenntnis erlangt, die den fliissigen Voraussetzungen
eines natiirlichen physikalischen Problems angepaBt ist.

Ich halte den Gedanken, daf3 das Ziel der Wissenschaft in der Auf-
stellung einer Kette von Beweisen von Lehrsitzen besteht, schon in
der reinen Mathematik fiir etwas {iberspannt. Unser Ziel bei
der Erforschung der physikalischen Welt schlieft vieles in sich, was
sich in die engen Grenzen eines solchen Ideals nicht einfassen 148t.
Ja wir konnten sogar sagen, dall, wiahrend fiir den Mathematiker die
Einsicht nur eines der Werkzeuge, und der Beweis das fertige Produkt
ist, fiir den Physiker der Beweis nur ein Werkzeug und die Einsicht
das fertige Produkt darstellt. Das Werkzeug darf sich die Rolle des
Produktes nicht anmaBen, wenn wir auch riickhaltlos zugeben miissen,
daB eine nicht sachgemiBe Handhabung des Werkzeugs zu unheilvollen
Folgen fithren kann.

73. Wir werden nun eine andere Ableitung der Fundamentalglei-
chung (71.1) geben, die uns die Erorterung einiger interessanter Einzel-
fragen ermdéglichen wird.

Bei einer isotropen Strahlung der Dichte E ist die Dichte desjenigen
Teiles, der sich in den im Raumwinkel dw eingeschlossenen Richtungen
fortpflanzt, gleich

dw
E+. -
Da der Energiestrom in einem Sterne nicht vollkommen isotrop ist,
sondern von dem Winkel & zwischen dw und der Richtung des Radius

abhingt, werden wir die Energiedichte der Strahlung innerhalb des
Elementarkegels dw mit

d
E(@)ﬁ

bezeichnen.
Eddington, Aufbau der Sterne. 9
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Betrachten wir einen kleinen Zylinder von der Linge ds und dem
Querschnitte S, der seiner Linge nach in der Richtung @ liegt. Die
unendlich kleine GréBe dw soll klein sein im Vergleiche zu 4.S/ds?, so
daB die Verbreiterung des Biindels im Zylinder vernachlissigt werden
kann, und sich die Strahlung innerhalb dw ldngs der Zylinderachse
fortpflanzt.

Die in einer Sekunde durch die Grundfliche in den Zylinder ein-
tretende Energiemenge ist

E(@)Z—Z-cds. (73.1)
Die Menge, welche oben heraustritt, ist
/E(@)+%E(@)-ds>§2-cd5. (73.2)
Die im Zylinder absorbierte Menge ist
E(©)$2cdS. hods. (73.3)

Schlieflich wird noch eine gewisse Menge von Strahlung auch durch
das im Zylinder eingeschlossene Material emittiert. Diese wird in allen
moglichen Richtungen ausgestrahlt, so dal der in dew enthaltene

. d . . .
Betrag der Bruchteil gx des ganzen Betrages sein wird. Soweit gewohn-

liche thermische Emission in Betracht kommt, wird diese Menge von
der Temperatur abhdngen; wir miissen hier aber jede Art von subato-
marer Energie, die in Form von Atherwellen befreit wird, in unsere
Betrachtung hineinbeziehen. Wenn 4 die gesamte, pro Gramm und
Sekunde emittierte Energie bedeutet, ist der von der Masse o dsd S im
Zylinder in der Richtung von dw emittierte Betrag gleich

j9°0dsds. (73.4)

Indem wir die Gewinne (73.1) und (73.4) und die Verluste (73.2) und
(73.3) gegeneinander ausgleichen, erhalten wir

LEO) ="2—koE(@®). (73.3)

Wenn E () eine Funktion von » und @ ist, wie das in einem Sterne
der Fall sein wird, haben wir
sin® 4

d d
25 =080~ T6

Der zweite Term auf der rechten Seite trigt dem Umstande Rech-
nung, daB bei einem Fortschreiten lings ds die Achse des Zylinders
die aufeinanderfolgenden Radien unter abnehmenden Winkeln schnei-
det. Es ist daher

s @LE@) -0 Lp@) =2 _koE O (73.6)
dr ae ¢ ' ’
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%4. Betrachten wir zunichst den Fall, dafl » groB ist und die Kriim-
mung der Schichten im Stern vernachldssigt werden darf. Dann redu-
ziert sich (73.6) auf

a 7
cos@-E(0)="2—koE(0). (74.1)
Es seien E die totale Energiedichte der Strahlung, H der reine nach
aulen gerichtete FluB pro Sekunde durch eine auf » senkrechte Flidchen-

einheit, und pz der wirkliche Druck der Strahlung in radialer Richtung
(bei Beriicksichtigung der unvollkommenen Isotropie). Dann haben wir:

1
E:MJE(G))dw,

Hje= [E(©)cosOdo, | (74.2)

, 1
pr= ZQ}‘JHE (@)cos>Odwm.
Der Beweis der beiden letzten Gleichungen ergibt sich sofort aus den
Betrachtungen der §§ 31 bzw. 22.

Wir multiplizieren (74.1) erstens mit dw/4 s und integrieren, zweitens
mit dw cos @/4 7 und integrieren wieder. Auf diese Weise erhalten wir:

1dH jo
ap} ko H
Wr_ kel (74.4)

Die zweite Gleichung stimmt mit (71.1) {berein, bis auf den Um-
stand, daB in ihr die wirklich wirkende Spannungskomponente #p,
statt ihrer hydrostatischen Naherung pgr, auftritt. Aus (74.2) ist zu
ersehen, daB der durch den Gebrauch von pg begangene Fehler von der
Asymmetrie zwischen vorwirts- und riickwértsgerichtetem Energie-
strome, die durch das Bestehen eines reinen Flusses H hervorgerufen
wird, nicht abhingt, sondern nur von der viel kleineren Asymmetrie
zwischen radialem und transversalem Strome, durch die eine geringe
Abweichung des mit Gewichten versehenen Mittelwertes von cos? @
vom Werte 3 bedingt wird.

Gleichung (74.3) kann in der Form geschrieben werden:

i 1dH
CE= e dar

Bei strengem thermodynamischen Gleichgewichte, in Abwesenheit

eines nach auBlen gerichteten Flusses H, wird dies
cE=jilk

oder

j=kacT?, (74.5)
woraus sich das wohlbekannte Gesetz ergibt, daB fiir verschiedene Arten
von Materie, bei gleicher Temperatur, der Emissionskoeffizient dem
Absorptionskoeffizienten proportional ist.

9%
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76. Es sei E (0) in eine Reihe nach zonalen Kugelfunktionen ent-
wickelt :

E(@©@)=A-+BP,(cosO)+CP,(cos@)+DP,(cos@)+ ---- (75.1)
Durch Integration iiber eine Kugel erhalten wir
1
E:EJE(@)dw:A.

Indem wir die Reihe mit cos @ multiplizieren und integrieren, erhalten
wir ferner:

1 B
H/c:EfE (©) P, (cos Q)dwzaf{Pl (cos@) Pdw=1B.
Indem wir mit P, (cos @) = 2 cos? @ — % multiplizieren und integrieren:
3 . 1 3 1
5 (Pr—Pr) = g, .I.(? E(0) cos’@— 5 E (@)) dw,

"0,)

= f{Pz (cos O)2dw,

SUSENTS
Q

A

Die Bedeutung der drei ersten Koeffizienten der Entwicklung ist
daher

A=E. B=3H]c, C=22(pr—1xr) - (75.2)

Wenn wir von der genauen Formel (73.6) ausgehen, in der die
Krimmung beriicksichtigt ist, erhalten wir

d sin® d
(cos 03;—7@> (A+BP,+CPy+---)

78 ho(A+BP,+CPy+t --).

Auf Grund der Eigenschaften der zonalen Kugelfunktionen ist

COSQ'Poz:(nPn—1+ (n+1) P'n+1)/(2n+l)'
. odP, 2m+1)
—sin 0 g =5, 11

Wir erhalten somit durch Gleichsetzung der Koeffizienten der ent-
sprechenden Kugelfunktionen auf beiden Seiten die nachfolgende Serie
von Gleichungen:

(Pn—l_Pn+1) .

1dB, 2 B ie =
3@ T3, —Thed+TS, (1531
4  (24dC 6 C
e+ (5 5 +sy)=—keB, (75.32)
/2dB 2 B\ (3dD 12D 3
Q-—‘———*>+<7W+‘7‘7>:“ké’c: (75.33)

3 dr 3 7
6

\gdj_gfﬂ... =—koD. (75.34)
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Wie wir oben gesehen haben, ist die Undurchsichtigkeit des
Sternmaterials eine so groBe, daB ein typischer Punkt im Inneren
eines Sternes von jeder direkten Bestrahlung durch Materie, deren
Temperatur um mehr als 0,001° schwankt, beinahe vollstindig ab-
geschirmt ist (§71). Wenn wir den vollen Wert 0,001° fiir die Tem-
peraturunterschiede geltenlassen, kénnen wir unsvorstellen, da der Punkt
aus irgendeiner Richtung Strahlung erhilt, von einer Materie, die,
sagen wir, die Temperatur 4000000,001 Grad besitzt, und aus einer
anderen Richtung, von einer Materie, deren Temperatur 4000000,000
Grad betrigt. Diese ungleiche Bestrahlung ist es, die fiir die Asym-
metrie in E (@) verantwortlich ist. Mit den obenstehenden Zahlen ist
der relative Intensititsunterschied der Strahlung in den beiden be-
trachteten Richtungen etwa gleich 1 Teil in 10%. Es kann daher keiner
von den Koeffizienten B, C, D ... in (75.1) den Wert 10~ A iiber-
steigen.

Wir wihlen eine mit dem Sternradius vergleichbare Lingeneinheit
und betrachten einen dem Mittelpunkt nicht zu naheliegenden Punkt,
so daB 4 B/dr und B/r von derselben GréBenordnung sind wie B; und
ebenso fiir die anderen Koeffizienten. Da in (75.32) 4C/d7 und C/r der
GréBenordnung nach nicht gréBer als 107° A sein kénnen folgt, daB ko B
von der selben GréBenordnung wie d 4 /d» oder 4 sein muB. Es mudaher
ko von der GroBenordnung 10° sein (was mit Hilfe der von uns gegebenen
Werte fiir die Undurchsichtigkeit des Sternmaterials unmittelbar nach-
gepriift werden kann.) Dann sehen wir aus (75.33), daBl 2pC von der
Ordnung 107° 4 ist, so daBl C von der Ordnung 10718 4 sein muBl. Es
kann nun leicht gezeigt werden, daB D, (E) . . . bzw. von den Ordnungen
10727 4, 10738 4 usw. sind!. Fiir das Gebiet innerhalb einiger Tausende
von Kilometern vom Mittelpunkte, muB die SchluBweise abgeindert
werden, weil hier B/r viel gré8er als B ist. Aber in diesem Gebiete, wo
die Asymmetrie gerade nur in Erscheinung zu treten anfingt und der
Temperaturgradient gegen Null abnimmt, ist B viel kleiner als 107° 4.
Die Gleichungen zeigen iibrigens, in welcher Weise die Koeffizienten
B, C, D usw. mit r dem Werte Null zustreben.

Durch die Vernachlissigung von C im Vergleiche zu 4, und von B
im Vergleiche zu £gA, begehen wir also, bei normalen Anwendungen
auf das Innere eines Sternes, Fehler von der GréBenordnung 1 zu 1018,

Die nachfolgenden Resultate aus (75.31) und (75.32) sind daher im
allgemeinen bis auf 18 Stellen genau:

1 Da die Gleichungen zeigen, daB kgC, koD, kg(E) der GroBenordnung
nach nicht gréBer als 102 4 sind, miissen C und alle weiteren Koeffizienten nicht
groBer als 10718 4 sein. Nachdem dieses bewiesen ist, zeigen nun die Gleichungen,
daB koD, kg(E) usw. nicht groBer als 107'®4 sind; daher sind D und alle
weiteren Koeffizienten nicht groBer als 107274, und so weiter. (Das Symbol
(E) wird gebraucht, um eine Verwechslung mit der Energiedichte £ zu vermeiden.)
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