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Vorwort.

Die Platte, die ein wichtiges Element zahlreicher Konstruktionen
bildet, bietet bedeutende und interessante Aufgaben sowohl firr den
Ingenieur als auch fiir den Theoretiker auf dem Gebiet der Elastizitéits-
und Festigkeitslehre. Seitdem Theorie und Praxis der Eisenbeton-
konstruktion eine grofe Entwicklung durchgemacht haben, spielt die
Platte, besonders die ebene rechteckige Platte, in unseren Baukonstruk-
tionen eine bedeutende Rolle und bildet den Gegenstand bemerkens-
werter theoretischer und experimenteller Untersuchungen zahlreicher
Forscher.

Der Verfasser versucht in diesem kleinen Buch, genannt ,,Eine
Losung fiir die Berechnung der biegsamen rechteckigen Platten®, erstens
das Problem der orthogonal anisotropen rechteckigen Platte moglichst
allgemein zu behandeln, und zweitens die praktisch wichtigen Formeln
und Zahlenbeispiele fiir einige spezielle Fille zu geben. Wenn das Buch
demjenigen, der sich fiir das hier genannte Problem interessiert, bei
seinen Untersuchungen einige gute Dienste leisten sollte, so wiirde der
Zweck der Arbeit erreicht sein.

Den wertvollen Werken von Herrn Prof. Dr.-Ing. A. Nddai, Herrn
Dir. Dr.-Ing. H. Marcus, Herrn Prof. Dr.-Ing. M. T. Huber und vielen
anderen Vorgéngern verdankt der Verfasser sehr viel fiir seine For-
schungen iiber Plattenprobleme.

Berlin, im Juli 1933.
S. Iguchi.
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Einleitung.

Die Erforschung der Durchbiegung und der hierbei eintretenden
Beanspruchung der verbogenen isotropen rechteckigen Platte ist bereits
von vielen bekannten Vertretern der mathematischen und angewand-
ten Elastizitatslehre durchgefithrt worden, die verschiedene wertvolle
Losungsverfahren und dadurch ermittelte Formeln gegeben haben. Aber
die bisher behandelten Probleme sind hauptsichlich auf einige einzelne
Falle mit speziellen Belastungen und Grenzbedingungen beschrankt
worden, Der Verfasser sucht in dieser kleinen Schrift die Behandlung
moglichst allgemein zu gestalten.

Zu diesem Zweck wahlt er als Grundgleichung der elastischen Platte
die Formel von M. T. Huber, die fiir die orthogonal anisotropen Platten
mit ungleichen Biegungssteifigkeiten in den zwei orthogonalen Rich-
tungen gilt. Auf Grund dieser Formel wird die allgemeine Gleichung
fir die Durchbiegung abgeleitet, die fiir jede beliebige rechteckige
Platte anwendbar ist, ohne Riicksicht sowohl auf das Verhiltnis der
Biegungssteifigkeiten in den zwei senkrechten Richtungen als auch auf
die Verteilungsweise der Belastung und sogar auch auf die Randbedin-
gungen (beschrinkt aber auf die im § 2 angegebenen 9 Fille) der Platte.
Ferner werden die wichtigen Formeln und Zahlenbeispiele fiir einige
spezielle Fille gegeben, um die Methode der Anwendung der allgemeinen
Formeln zu erliutern, und um den Biegungszustand der rechteckigen
Platte numerisch und zeichnerisch betrachten zu koénnen. Bei der
Losung der Grundgleichung, d.h. der partiellen Differentialgleichung
vierter Ordnung, hat der Verfasser zuerst eine unendliche Doppelreihe
angewandt, deren jedes Glied aus dem Produkt zweier Funk-
tionen besteht, die durch die Summe eines kubischen alge-
braischen Ausdrucks und einer Kreisfunktion ausgedriickt
werden und von denen die eine die unabhéngige Verdnderliche x und
die andere eine solche y hat. Aus dieser Doppelreihe kann man die Werte
der darin befindlichen Koeffizienten sehr leicht berechnen, so da8 die
Reihe alle vorgegebenen Grenzbedingungen erfiillt, und daher ist diese
nach seiner Meinung viel bequemer als die gewohnliche Losungsmethode,
besonders wenn man die allgemeine Losung fiir die rechteckige Platte zu
ermitteln beabsichtigt. Die so bestimmte Reihe kann natiirlich auch durch
eine Fouriersche Doppelreihe ausgedriickt werden. Der Bequem-
lichkeit halber hat der Verfasser aber fiir den praktischen Gebrauch die
Doppelreihe in die einfache Reihe, die schneller als die erste konver-
giert, umgeformt, weil es uns moglich ist, die unendliche Summe in be-
zug auf einen Index m oder n der Doppelreihe zu ermitteln, wenn die Be-
lastung und die Grenzbedingungen der betrachteten Platte gegeben sind.

Iguehi, Biegsame rechteckige Platten. 1



Erstes Kapitel.
Allgemeine Erorterung.

§ 1. Die Differentialgleichung der elastischen Fliche einer Platte.

Die elastische Fliche einer diinnen verbogenen Platte, die in zwei
orthogonalen Richtungen von der z- und y-Achse ungleiche Biegungs-
steifigkeiten hat, wird im allgemeinen durch die folgende lineare par-
tielle Differentialgleichung vierter Ordnung bezeichnet:

M »e _ p,
4 Z _> 12 27 > ¥ P
g T 2K axzayz TR =T (1a)

oder, wenn

— &7, Py =01 (2,9

R=K?*+ JK'*— K? (1b)
Vi— K — KA R

z Abb. 1. auch durch die Gleichung:

(dx2 + }'2 ) <aa;z A 3‘8—52> = “Z%f (x,y). (1c)

In diesen Gleichungen bedeutet p,, eine gegebene Belastung auf der
Flicheneinheit der Platte, p ein Konstante, N, die Plattensteifigkeit
in der z-Richtung, K und K’ von den Plattensteifigkeiten in den 2-
und y-Richtungen abhingige Beiwerte. Z. B. wenn der Elastizitats-
modul der Platte mit E, die Trigheitsmomente und Poissonschen

. 1 .
Zahlen in zwei Richtungen mit J, bzw. J, und " bzw. ,ui bezeichnet

1 2
werden, erhilt man nach M. T. Huber! folgende Beziehungen:

N,= ”'u; Lot 1 EJ, = Biegungssteifigkeit in der z-Richtung
1 M2
N,= /7—/2—'[12 1E J, = Biegungssteifigkeit in der y-Richtung
1 %2
(2)
K2 = 21:77 Yo % = Verhiltnis der Biegungssteifigkeiten
2
K'?2= % (% + lt2> + == N , worin 2 (' = Torsionssteifigkeit.

In einem speziellen Falle, wo K = K’ =1, naturgemafl 1 =1 =1
ist, wird die Gl. (1a) in der einfacheren Form geschrieben

e 01¢ o2 92\2 _ Day
8x4+2ﬁx28y +8y (aw*a?) (= N, (3)

Das ist die wohlbekannte Gleichung fiir isotrope elastische Platten.

1 Bauing. 1923 Heft 12 u. 13.



Die Voraussetzung der Gleichung fiir die Durchbiegung der rechteckigen Platte. 3

§ 2. Die Voraussetzung der Gleichung fiir die Durchbiegung der
rechteckigen Platte und ihre Grenzbedingungen.

Um die Losung der Gl (la) fiir eine durch Abb.2 dargestellte
rechteckige Platte mit den Seiten ¢ und b zu ermitteln, setzen wir
zuerst voraus, dafl die Durchbiegung [ an einem beliebigen Punkt (xz, v)
durch eine Doppelreihe der Form

:p;: ZZAmnanYmn 1
m n

m,n=1,2,3,4,...,ooj

(4)

ausgedriickt werden kann; X, , und Y,,, sind hierbei Funktionen der
einzigen unabhéngigen Verdnderlichen 2 bzw. y, wihrend A4, , ein
unbekannter Beiwert ist. Fir eine rechteckige
Platte gibt es im allgemeinen je vier Grenzbedin-
gungen fiir jede unabhéngige Veranderliche x und y;
wenn wir aber unsere Untersuchungen auf die T
Falle beschrinken, in denen die Durchbiegung 2
iberall auf mindestens zwei gegeniiber- y I

8

stehenden Seiten y =0 und y=0b ver- p ¥
schwindet, konnen wir die Funktionen X, , und

Y, durch folgende Ausdriicke bezeichnen?: AbD. 2.
+ o, (1 ~ )+ —_Sin ﬁai”x (5)

Hierin bedeuten jedes C' und D die festen Werte, die so bestimmt
werden sollen, daB die Gl (4), in der man X,,, und Y, , durch ihre
Ausdriicke (5) ersetzt, alle vorgegebenen Grenzbedingungen erfiillt. Die
Werte von € und D kann man wie folgt berechnen.

I. Die auf den vier Seiten des Rechtecks frei aufliegende
Platte.

[n diesem Falle verschwinden die Durchbiegung und das Biegungs-

moment iiberall auf den Réandern des Rechtecks; somit lauten die

1 Fiir die weiteren Berechnungen sind die hierbei angenommenen Ausdriicke

von X, und Y, , am bequemsten, obwohl sie auch durch noch regelméafBigere

Formen ,
- Gm" e + mn e +O7rltn + 0,y + Sin »—x
= v_y : (y__m> nm
Ym"—Dm"<b3 b)"l"Dmn b2 b +Sln b Yy
ausgedriickt werden kénnen.
1*



4 Allgemeine Erérterung.

Grenzbedingungen:
an(0)=an(@)=0, Ymn((n:Ymn(b):Q:
Daraus folgt:

Cmn = C;n'n: O;r’m= C;;L’nz 0
(6)

Dpn=Dp,=0.

IL. Die auf der Seite x =0 vollkommen eingespannte und
auf den iibrigen drei Seiten frei aufliegende Platte.

In diesem Falle sollen die Funktion X,, , und ihre erste und zweite
Ableitung X;,. und X, , die Bedingungen

mmn

Xnn(0) =Xp,(@) =0, X,,(00=0 und XJ,(a)=0
erfiillen. Daraus erhialt man

Conn= Con = 02,'[”=0}

r 3
Cpn = 2.

(7)

Wie im letzten Falle verschwinden die Werte von D,,, und D], , in
der Funktion Y,,,.

ITI. Die auf den zwei gegeniiberliegenden Seiten x = 0 und
z =a vollkommen eingespannte und auf den iibrigen Seiten
frei aufliegende Platte.

Durch analoge Rechnung wie oben erhalt man folgende Formeln:
Cpn=0, = —1—2(4.)"‘[
Cpp = Clp =2 4 (<) (8)
Crn=0Crn=0, [

wiahrend die Werte von jedem D auch hier verschwinden.

IV. Die auf den zwei benachbarten Seiten x =0 und y =0
vollkommen eingespannte und auf den anderen zwei Seiten
frei aufliegende Platte.

Jedes C fiir diese Platte hat denselben Wert wie in (7), wiahrend
jedes D den Wert

Dmn = 0

Dy =3

9)
hat.
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V. Die auf den drei Seiten =0, y =0, und y =154 voll-
kommen eingespannte und auf der iibrigen einzigen Seite
frei aufliegende Platte.

Auch in diesem Falle sind die Werte von jedem C dieselben wie
in (7). Jedes D wird durch die Formeln

(10)

gegeben.

VI. Die auf den vier Seiten vollkommen eingespannte
Platte.

Fiir diesen Fall erkennt man leicht, daf die Werte von jedem C
bzw. D durch die Formeln (8) bzw. (10) gegeben werden.

Die Durchbiegungen der Platten, welche die in den vorstehenden
sechs Fallen angefiihrten Grenzbedingungen haben, verschwinden iiberall
auf den vier Seiten wegen ihrer festen Auflager oder deswegen, weil
die Platten keine freie Seite haben. In diesen Fillen kénnen die Werte
von C bzw. D aus der Funktion X, , bzw. Y,,, oder ihren entspre-
chenden Ableitungen einzeln ausgerechnet werden und es folgt, daBl
jedes C (folglich auch die Funktion X, ,) kein n, sondern nur m,
jedes D (folglich die Funktion Y, ,) dagegen kein m, sondern nur =
enthalten miissen. Der Fall fiir eine Platte, die eine oder mehrere voll-
kommen freie Seiten hat, ist wie nachstehend bemerkt, ein ganz anderer.

VII. Die Platte, deren drei Seiten x =0, y =0 und y =05
frei aufliegen, wihrend die Seite x = @ vollkommen frei ist.

Wegen des Verschwindens des Biegungsmoments und der Auflager-
kraft langs der freien Seite x = & lauten die Bedingungen:

X" (@)Y, + %an (@Y”, =0 nach (37),
2

und
X" (@)Y +(i+4—O)X' (@) Y, =0 nach (39), (42) und (44)
mn mn s Nz mn & mn ~ nac ( ),( )un ( ’
worin
1 . n=m " n . n
Ymn=;b—;Sm—E—y, Ymn=——b—;Sany.
Die Berechnung ergibt hier die Werte von C':
(=) (1+amifz)
Omn == = ’ (11)

2 2
a_%(fuz“e)'f—g—
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worin 1 _

a
. : N ) Uy = N

(11)
o;nn—og;,; o, ¢, 6"20

Ersichtlich sind die Werte von D gleich Null.

VIII. Die Platte, deren zwei Seiten y =0 und y = b frei
aufliegen, wihrend die anderen zwei vollkommen frei sind.

In diesem Falle erhilt jedes C die folgenden Werte:

o= (14 ) = ot 5

5+t o (ue — 8)J
Cnn=—F" (14 25 [1 = (pm— 1) (12
* 3 + OT?L (u2 — E)J

6 uy 2 py

"

Omn = —&;2‘— Omn ’ Oé;z,n = o O;nn

Auch hier verschwinden die Werte von D.

IX. Die Platte, deren zwei Seiten y =0 und y =25 frei
aufliegen, wihrend die Seite # = 0 vollkommen eingespannt
und die vierte vollkommen frei ist.

Hierbei erhilt man folgende Formeln:

)

(=) (1 4™
Con=— 3¢ . 3 1y
oE @pp— o) + - 3

1
T3

A <3M2 ~%> o (13)

6
O =5  Cuuns Oin = 0.

Wie in den fritheren Fallen verschwinden die Werte von D.

Da die beiden Beiwerte D,,, und D,,, in der Funktion Y,,, fir
die Platten, die irgendeine von den neun in den vorhergehenden Ab-
sitzen genannten Grenzbedingungen haben, kein m, sondern nur =
enthalten, werden wir immer in den nachstehenden Berechnungen die
Zeichen D, bzw. D, anstatt D,, , bzw. D,,, , und folglich das Zeichen Y,
anstatt Y,,, anwenden.

§ 3. Die Gleichung des unbestimmten Beiwertes A,,,.

Da wir durch die in dem letzten Paragraphen angefiihrten Formeln
die Werte von C,,,,, C},, . - . D, und D;,, die den vorgegebenen Grenz-



Die Gleichung des unbestimmten Beiwertes A, y. T

bedingungen entsprechen, festsetzen konnen, werden wir die Losung
der Grundgleichung erhalten konnen, wenn wir nur den Beiwert 4,,,
zweckmafBig so withlen, daf} unsere vorausgesetzte Gl. (4) der Diffe-
rentialgleichung (1a) geniigt.

Setzt man zuerst zu diesem Zweck den durch die Gl. (4) gegebenen
Ausdruck von £ in die Grundgleichung (1a) ein, so erhalt man eine
Beziehung:

b422Amn (X;p’z":» Yn+ 2K,2X;;m Y{r; + Ksz'n Y;zm) = f(x, ?/)
m n

Diese beiden Seiten werden in die Fourierschen Doppelreihen von

nmw

R4

Sin ~~ 2 Sin
a
wie folgt entwickelt:

a b

%%4 %; {;7287 Arsf)[f (X;/;' Ys+ 92 K'2 X;',s Y;’ + K2 er Y;’”)*

0

X Sinm—an—xSinnb—nydxdy}Siny%xSinnTﬂy

a b
:%ZZU f/(x,y) sm%wm”b—“ydxdy
m o n Ny

. mmn . nn
XSlnTxSmTy.
Da die oben angefiihrte Beziehung stets fiir alle Werte der beiden
unabhingigen Verinderlichen 2 und y gelten soll, die natiirlich den
Punkten innerhalb des Grundgebiets des Rechtecks 0 < x = ¢ und
0 < y < b entsprechen, erhilt man

a b
WY | f&rvor ey + kX, T
ros 00

. mm . nn
XSlnTxSmTydxdy—Rmn (14)
worin

a b
Ryn= fb—J jf(x,y) Sin%x Sinnb——n-ydxdy.
00

* Um die Zeichen m bzw. % in dem Ausdruck

XY, + 2K X0, Y+ K2 X, Y



8 Allgemeine Erérterung.

Der Ausdruck in der Klammer unter dem Integralzeichen ist eine be-
kannte Funktion, die nach Einsetzen der durch Formel (5) gegebenen
Funktionen und ihrer zweiten und vierten Ableitung leicht berechnet
werden kann. Somit kann man das bestimmte Integral der linken Seite
von (14) entwickeln, mit Riicksicht besonders auf die Beziehungen:

a
fSin %’ zdx = Ea;‘ {1— ()™}
0

a
J‘iSin@xdx=—aH)m
a a

f Sm—xd a{2(_|)m— 2 ——(_l)m}

m3 n® m3 73 mm

Sln—xdx = a{ﬁ(__')_m_ f—i_)'”}

a3 m3 7® mam
0
S
Sm——xSm—xd . aSin(m—r)a
2(m—r)m
=7, wenn m =171~

Das Ergebnis ist wie folgt:

mn + - mzﬂz {(‘_l)mzornArn - ZO;HATH}
r

r

4 , 1645,
+ e {(_i)n?-DsAms_?DsAms} T otmeat
4
— 91 [4mea{(—)m 4, — 4y + 25
X ()" 3 Cp s — 320;;;A,n}]
T
4K2a4n2 , a4mnn2Rm,. \

. M MR . .
von m und % in Sin o % Sin 5 Yz unterscheiden, und um auch eine Ver-

wirrung in der Rechnung zu vermeiden, setzen wir in dem ersten Ausdruck r bzw. s
an die Stelle von m bzw. «.



Die Gleichung des unbestimmten Beiwertes 4,,,. 9

Hierin bedeuten
2K'2a2m?n? K2atnt
Omn = 7t /W’/[L —Ir b2 —Il— He \}
= (m2n? 4 A2a2) (m2*n® 4 A'%a2)
2 = K24 -l/K'4 K2 “
worin o, = NxT
Ne— K2 -I/K’tl K2 b

4,= 1 Z’Zom . — D) ,5+2 Crndys
A= w3 SOl D~ D)4+ 3] Ot (15b)
Bm:;ﬁéu}jp {(=)ym 0;5}A73+82_Ds Ay,
B;:E@ZZD; ()"Cyy— CL) Apy+ D) D, A,

Amn:Z O;s} {(—i)"Ds—D;}A“

Die Formel (15a) ist die gesuchte Grundgleichung fiir den unbestimmten
Beiwert A4,,,, mit dem die vorausgesetzte Gl. (4) der Differential-
gleichung (la) geniigt. Wenn die Grenzbedingungen fiir eine Platte,
dementsprechend die Werte von C,,,, C;,,, ... D, und D), und gleich-
zeitig die Belastung, namlich die Werte von R,,,, gegeben werden,
konnen wir die numerischen Werte von 4,,,, die den verschiedenen
GroBen von m bzw. n entsprechen, berechnen. Die Methode dieser
Losung wird spiter angegeben.

Die Gleichung des Beiwerts 4,,, kann auch mit Hilfe des Ritzschen
Verfahrens ermittelt werden, das auf der Tatsache beruht, daB in einer
stabilen Gleichgewichtslage die potentielle Energie der duBeren Lasten
und der elastischen Spannkrifte ein Minimum sein muB. Bezeichnet
man mit w; bzw. w, die innere bzw. dullere Arbeit einer elastisch ver-
bogenen Platte, so gelten:

U g gr2®?C 9%
8x2 9z dy?
#0240 (02¢ 02 P\
+K2< ) - {axz K (Gaag) =ty | g

ffmédwdy~—§ fa ) Ldwdy




10 Aligemeine Erérterung.
Wenn man die Funktion ( ) d. h.

Imn

in die vorstehenden Ausdriicke von w; und w, einsetzt und die Inte-
gration nach z und y ausfihrt, wird w, bzw. w, als quadratischer bzw.
linearer Ausdruck in den Beiwerten 4,,, dargestellt; hierdurch ergibt
das Minimumprinzip der Forminderungsarbeit die Bedingung?!

(9 : a @
; M“;" =2 6Aa:,,,, (17a)
oder
ab
e | IEXE VNS SR ATEE 335V He b
00
X 35 ApnXa Vit 2 (55 400 X0 T2
Y 40 X0 Y 35 A X, ¥,
(I3 Ao X Y% | dudy
ab
0 -
00

Hierin ist
0 —m ©

(35 Apn Xpn Vo) = (Apn Xpa Yo+ 3]
m n —1

1|

n
A”X Y,z

=A% Xr2¥2%4 2AmnX;,’mYn2 2 rsXneY.
r=1

W—m 0 —n

+ (Z ZA”X” o

Da das letzte Glied in der obigen Gleichung kein m bzw. n enthélt,
lautet ihre erste Ableitung nach 4,,, wie folgt:

(X3 Ann Xun ¥ o)
m n

= 2AmnX;7’L%zY12z+ QX;;LnYn (2 jArsX;'les _AmnX;;m Yn)
r=1

§=

0Aumn

—

f)fA X X"Y,7,.
—1s=1

Andere Glieder auf der linken Seite von (17b) kénnen auch in die ana-
logen Ausdriicke umgeformt werden, und die Gl. (17b) geht daher

1 Lorenz, H.: Technische Elastizititslehre, S.401.
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in eine Form wie folgt {iber:
b ZZATSO}(.), X, Xy, Y. +K*Xx,.X,Y,Y +X,,XY X)
B + KX, X, Y Y
— 2 X X Y VY X, XYY, — 2 X, X, YY) dady

a b
=0f Of f@, ) XpnYodady . (18)

Nach partieller Integration ergibt sich das Teilintegral in der voran-
gehenden Gleichung

a b a b
bfbe;,’mX,sYnY;’dxdy = fX,',;nX,.sdfon Y dy

(X Ko J X Ky (7, ¥~ [ T,
Bei der rechteckigen Platte, deren vier Seiten auf unnachgiebige
feste Korper gestiitzt werden, tritt keine Durchbiegung auf den
Seiten auf.
Somit ist
(er)oz (er)a =0, (Y )0: (Yn)b =0,

daher

a b a b

[[x:,.X,.Y, Y dzedy= [ [ X}, X, V.Y dzdy,

00 80
analog . .

[[ X, X0 Y Y, dedy = [ [ X, X, ¥, Yidzdy,

b0 09

und daher verschwindet das mit dem
integral in der GIl. (18)1.
Hiermit geht sie in

a b
WIS A, [ X XY, Y+ K2 (X0 Xy Yo Yot X XYY
ros 00 b
KX X, VUV dwdy = [ [ [, ) Xn Yodady — (19)
iiber. 00
1 Das Verschwinden des Teilintegrals

a b
S X, X Yo Y+ Xou X2, Y Y, — 2X,,, X, ¥, Y dady
00 a b

2 2 2 2
ist ganz analog der Beziehung 528 fJ {gxi g; (Tigy> }dmdy =0.

Einige 8hnliche Bemerkungen sind schon von W. Ritz und A. Stodola gemacht.
(Siehe Schweiz. Bauztg. S.251. Ziirich 1914.)
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Aus der Verschiedenheit der #ufleren Formen der Gl. (14) und (18)
erkennt man, daf} nicht jedes durch (14) ausgerechnete Glied mit solchem
durch (18) ausgerechneten Glied, welches in manchen Fillen kompli-
zierter als das erste ist, iibereinstimmt. Aber man kann durch ent-
sprechende Rechnung beweisen, dall die beiden Formeln schlieBlich
dasselbe Resultat, nimlich die Gl. (15a), ergeben werden. Obwohl das
Ritzsche Verfahren nur eine Naherungslosung der Plattengleichung
gibt, vorausgesetzt, dall die Gleichung fiir { aus einigen begrenzten
Gliedern besteht, kann es aber der Plattengleichung vollkommen ge-
niigen, wenn man eine Doppelreihe mit unendlichen Gliedern wie (4)
als die Gleichung fiir  vorausnimmt. Das hat W. Ritz schon bemerkt.

Die Tatsache, dal} beide Formeln (14) und (18), trotz der Verschieden-
heit ihrer Formen, ein und dieselbe Gleichung fiir den Beiwert 4,,,
ergeben, beruht offenbar darauf, dal sowohl die Plattengleichung (1a)
als auch das Minimumprinzip der Formanderungsarbeit eine und die-
selbe mechanische Bedeutung, d.h. die Gleichgewichtsbedingung der
Platte darstellen; in der Tat kann man die Plattengleichung mit Hilfe
des Minimumprinzips ableiten?.

Als Beispiel fiir die Anwendung der Formel (19) sei die Bestimmung
des Beiwerts 4,,, fiir eine frei aufgestiitzte Platte gewihlt. Da alle C
und D nach (6) gleich Null sind, erhédlt man

1 m 7T 1 . n=x
ansz—m—Sln z, Y,,zESm—b-y,
mn . MA nT . N
X;:LZ——?SIHT.%', Y;::——E;Sln—?y,

somit lautet die linke Seite der Formel (19) wie folgt:

btmr K"’b" Kins
ST | [
X Sin~—x Sin——x Sin?—bﬁySinigzydxdy
K/2a2 K2 a4 nZ 82
szmg{ b2 (m232+72n2)+”777}

ab Sin(m—r)n Sin(n—s)xn
4 (m—n= ’ n—s)m

wobei
Sin(m —r) =
(m —1r)m

=0, fir mFr,
=1, fir m=r,

1 Foppl, L.: Drang und Zwang Bd. 1 S.133. Kirchhoff, G.: Vorlesungen
uber Mechanik, S. 459.
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und Sin )
mmi{n —s§)n .
o =0, fir n#s,
=1, fir n=s.
Also wird
b4 ab Ann K’2a2m2n2 K2 a4 nt
e m2n2< + bt )
a
abR,,
—mnﬂszfx ) S]n—mSln—ydxdy—4mn7t7.
0
Woraus folgt:
4 _a mnn2R,, atmnnR,,
mn = 31 ° 72 42 2 n2 2ol gl 1
n4<m4—|—2K szn_l_K;n) b 0 n

Dieser Ausdruck fiir 4,, , ist nichts anderes als der, den man unmittelbar
aus der allgemeinen Gl. (15a) erhilt, wenn man nur die Werte von
allen ¢ und D gleich Null setzt. Durch ein #hnliches Verfahren hat
Navier schon im Jahre 1821, kurz nachdem die Grundgleichung fiir
die elastische Platte gefunden worden war, die Formel fiir die Durch-
biegung der partiell gleichm#Big belasteten isotropen Platte abgeleitet’.
Auf Grund des Vorstehenden kann man das Verfahren des Verfassers
als eine Erweiterung des Navierschen oder Ritzschen Ver-
fahrens auffassen.

$4. Die Entwicklung der Belastungsfunktion.

Vorausgesetzt, dal die Belastungs-
funktion f(x,%) in eine Fouriersche
Reihe

f@,9) = X3 RBp, Sin " aSinZry
m n a

entwickelt wird, kann man die den

verschiedenen Formen von f(z, y)

entsprechenden Werte von R, , durch

die zweite Gleichung in (14) be-

rechnen. 0
Die Belastung einer rechteckigen Abb. 3.

Platte, der wir oft in unseren Bau-

konstruktionen begegnen, ist in den meisten Fillen ein Spezialfall von

einer partiell verteilten Belastung, wie sie die Abb. 3 zeigt.

1 Nadai, A.: Elastische Platte, S. 119.
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Ist die Belastung p,, in einem Bereich
Tg—u =T =%+ u, Y—VvV=Y=y+v
durch einen linearen algebraischen Ausdruck
— — * A
=pf(z,y) =p (1+a—a—+137)

gegeben, so erhilt man

1 L . . .
R,,= mn2{(1+ °-{-ﬁ@>SmeOSmMuSm%EyOSm%v
g ——fCos—x(,Cos 7w Sin =~ -+ _/OSm
——ﬁblSinm CLOSIII T u Cos == - JOCOS
o C S S S. nw
—|~—m— os—ac0 1n~—u 1nTy0 m'g'"”
0 +n€sz~xoSm—uCos - yOSm }
worin
Abb. 4. m,n=1,2,3,4...00

Fiir eine partiell gleichmaBig verteilte Belastung, wie Abb. 4, ist
a=0 und p=0
16

mn

. mmn . mn . nmw . nmn
Ryn= Sin - %o Sin U Sin =5 Yo Sin 5 - (21)
Dieser Wert von R, , ist praktisch auch fir eine Einzellast giiltig,
vorausgesetzt, daff die Last auf eine kleine Fliche 4uv oder 4u?(= 4v2)
gleichm&Big verteilt ist.
Fiir eine auf die ganze Fliche der Platte verteilte hydrostatische

Druckbelastung p,, = p <1 + o % +5 %) ist
Bp = ez 1= ()7} {1 = ()} — ()7 {1 = ()7}
— B{L— (=)™} ()] (22)
Setzt man schlieBlich & == = 0 in obige Formel, so entspricht der
Wert von R,,, einer auf die ganze Fliche der Platte gleichmaBig ver-
teilten Belastung p,, = p = const. Hierbei wird

16
| finn = Snz? 23)
worin m,m=1,3,5,7...00

§ 5. Wichtige mathematische Formeln,

Um die nachstehenden Rechnungen bequemer durchzufithren und
die Formeln moglichst einfach darzustellen, hat der Verfasser folgende
wichtigen Formeln beziiglich der Summierungen der Fourierschen Reihen
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ermittelt!:
. mm
m3 7 Sin o T

mind . mxm ]
%7 0 Sm—a_x_%(mznz—f—}iz 2) (m27® -1 2 ad)

H®) ,
=5 0<Z <2
4 a
m=1, 2,3, 4..
2 2 H'?)
ZE Cos B g = 0= <2
40, - a =
e
2"”’ Sin 2" g = 25 0=Z<2

Omn a 402 a
"

1 ma 1 o 2 T w9 (24)
D g Cos e = s (H%— ) 0=2<2
m
v 1 me . -1 <_£> <& <
< mzons Sin Pk iad Hye -+ 1 P 0:a =2

Q 1

2 2 r~Cosin—x
meate,

m

x?2 2z 2 4K'? x
( B Bl . < =
=ia {Hn + 5 G-+ ) KW} 0= <2
Qi ™
Hm3n3g mn m-g

3a®

~eles -0 3) 0522

1 Auf 8. 157 in ,,Die Integralgleichungen und ihre Anwendungen in der mathe-
matischen Physik® von A.Kneser findet man eine Formel beziiglich der Ent-
wicklung von @of @ 6 wie folgt:

2 Cosm(z—6) 1 nEojwb
m - w2 20" 20 Ginwa’
m=1,2,34...0

—a<0Zm.

. Aoy s . .
Das Einsetzen von % bzw. ~:;— an Stelle von z—0 bzw. o in die obige Gleichung
ergibt:

Cos % 5 Gof 2 oty (1 - ””.)

R w) 1 1<% 21

m2a? -+ 202 T 20, AGinlda, Aa,l’ =a ="
Daraus und aus der Beziehung

m
Cos — x
a 1 1 1 mm

2 Oman = ol = ZZ)Z{g— m2a? - A2l +m2n2+l’2a3}0087x

m
erhilt man die vierte Formel von (24). Analog kann man die anderen ableiten.
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hierin bedeuten [siehe (15b)]
A= K2+ VK,4 K2, yiz
K= 2}? und

=K't — JK'*—
2K'2=22+4 X2,

K2

In obigen Formeln bedeutet jedes H,  die folgende Hyperbelfunktion

mit einer Veranderlichen & <= —:—) :

}
)

"

} (25)
} .

|

O 1 ﬂ@ma%a~f) M2@in A o, (1 — &)
ng 7’2 Ginla, Gin Z’ o
2 — AGojia,(1—¢&)  MCofAa,(1—§)
né — /12 Sin A Ginta,
HY — Ginidoa,(1—§&) Gt o, (1 —9§)
né — 12 Sinia, GinAa,
H(O) — { @Oi }“an 1 — 5) (S;Di L “n(l —_ 5
g 2 Gin A, Ve a,
H(_l) @II‘I Z a" ]. —_— E) "7@\'} 2.’ a"(l — E
né — 12 A2Ginia, A2Gin Ao,
He? — { Cof Ao, (1 — &) Gof At (1 — &)
né —12 2 Ginlda, MiGinVa,
P — 1 { Ginda,(1—§) Ginoa,(1—&)
né rE_)2 G, ViGin A «,

b

Setzt man 1 — —z— an Stelle von % in (24) ein, so lauten mit Riicksicht

auf die Beziehungen

Sinm 7 (1 — 7:—) =
und
Cosma‘c(l — 7:—) =4 (A
m3 7® ma Gﬁfg)
ZQM (-)m8in 20 = ——
m2n2 Gf?%
_/ o Cosﬁx o,
G(l)
maw m, M TnE
ng () Sin " = — 7
m

()" mzw __1_< (0)____2_>
2 g Cos T r e = o (G — g
m

mn

()" qomm 1 < -1 2x>

M Qmn Sin a ' 4ol e+ Kz2a

()" mm 1 (—2) 4 “q(”_z__«
Zmznzgm”COST‘v_ 4o} Gnt + %3 a?
m

(" g ™y L <—s>_z-i(w_3
%’Ymﬁ'n"‘gm,,sm TE T4 Gnt — z2\3a8

— ()" Sin "

)"‘Cos%j—tx
-1
—1
—1
—1
—1

4K'2x
“)'W} —1

<21
a

AN IA IA A A
ela sz sz sz =z
N IAIA IA TA

A
RN
IA
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Der Wert von jedem @,,; ist ersichtlich so gewdhlt, dafi er durch Ein-
setzen des 1 —£& an Stelle von & in den entsprechenden Ausdruck fiir H,;
in (25) ermittelt werden kann. Somit sind die Funktionen H{, und G\,
fiir spezielle Werte von & wie folgt vergleichbar:

H(k) — G(k)
1Y, =6, @
Y = 6.

Jedes durch (25) dargestellte H,; ist naturgemif fiir alle Werte von A
und 1’ mathematisch giiltig, aber es ist fiir den Gebrauch nicht geeignet
in dem Falle, wo K¢ < K2 ist, weil die beiden GréBen von A und A’
hierbei komplex sind. Da man in solchem Falle, in dem n#&mlich K4
kleiner als K2 ist,

R=K?4+iJK2—K*  F:=K2?—iJK*—K*
oder folglich
=K, +iK,, N=K, —iK,

worin - A (28)
K =VHE+EY, K=7}K-K?

setzen kann, wird jedes I, nach weiteren Berechnungen durch folgende
Gleichung dargestellt:

(8) 5%711&7 -
H < Kle n§ "‘Q?LE) Zn
@) __ 1 1 .
HnE = —‘<‘j{; UnE - 'E VnE> - Zn
HY =—Pu + K, K, 2,
1 1
H;LO;) = N Un _l_ T Vn“ - (KZ "I" KZ) Zn
(K 3 K, 2;) 1 2 (20)
me = (FEE 200 + (k34 K922,
. K3—3K3 3K K3 .
Hy = — (S 5 U+ 5 Vo) + (K3 + K302
(K2 — K3)
152 = [, — 4K Ky Pact 4(K3— K3 Que]
+— (Ki+ K Zy.
worin bedeuten
Z, =G6oj2K,a,— Cos2K,a,
= 2 (€of K; a0, + Cos K, a,,) (€of K; &, — Cos Ky «,,)
P,:=6GinK,a,ESinK,a, (2—&)—GinK,a,(2—& Sin Kya, & 20D
Qne =C0) Ky 0, ECos Ky, (2—&) —Cof Ky, (2— &) Cos Ky a0, & (29D)
Ups=GCof K, a, & Sin Ky o, (2— &)+ 6of Ky o, (2— &) Sin Ky, &

Vie=6in K a, £ECos Ky, (2—&)+Cin K, o, (2—&) CosKya, £.

Iguchi, Biegsame rechteckige Platten. 2
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Jedes G,,; wird unmittelbar aus dem entsprechenden Ausdruck fiir I, ;
ermittelt, indem man 1 —& an Stelle von ¢ in die Funktionen P,
Qng, UnE und -Vng setzt.
SchlieBlich in dem Falle, wo K = K’ =1, folglich 1 =1 =1,
K, =1 und K, =0, erhilt man
HY ={2Gina«, Gina, (1 —E& —oa, £Cofa, Cina, (1 —§)
+o, (1—§) Cina, &+ Gin2a,
H3: = {Gina, Cofa, (1 — &) — a, Cof o, Cof @, (1 — &)
+a, (1 —§&) Gina, Cina, (1 —§&)} = Cin?a,
(7:)5 = {ocné:@oioc 6in'an (1 - g) — %y, (1 - E) @inan 5} - @inz 299
Hpt = {@moc Cofa, (1 — &) + o, Coj ,, Cojx,, (1 — &)
@, (1 —§&) Gina, Cina, (1 —§&)} -+ Gin*a, (30)
Hy?={—28in«,Gina, (1--§) —a«,& Coja, Gina, (1 — &)
+a, (1—§) Cina, &} + Gin2a,
Hy? = {— 3 Gina, Coj o, (1 — &) — a, Cof a, Cof &, (1 — &)
o, (1 — &) Cina, Gina, (1 — &)} = Ginta,
HyP = {4 Gina, Gina, (1— &) + o, £€oja, Gina, (1 —§)
@, (1— &) Gina, &+ Ginta,

Ersichtlich wird jedes G,,; unmittelbar aus dem entsprechenden Aus-
druck fir H,; in (30) ermittelt, indem man 1 —£ an Stelle von ¢ setzt.
Die Hyperbelfunktionen H,; und G, fiir diesen speziellen Fall sind
fiir die isotropen Platten brauchbar.

Ohne Riicksicht auf die Werte von K und K’ existieren im allge-
meinen die folgenden Beziehungen:

ng =

w e (=1)F oy
L g = 2 C 1 g
42
da?
a3 . «d (=1 4
‘Tx—z,H(n)E — + n a3_w*H;b§3)'

Y, = _Eg HE (31a)

d oy, (— 1)%
e =+ = g

d? o?
Talnt=— S Gut” (31D)
@ % (—1F s
dx3G —'tiaa Gngs .
Z. B.
j_Hu) _ ﬁH(m __H(—z> %3 20
da nE nEr gt a2 ine>
G a3
H—G“” = G"n”g, dzJGn = "G;?)g, usw.
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Aus den Beziehungen

DO T I
m
= ZEECD® e S
=0, wenn{m:?:g:g:
*22 orn (S}g;m{; xz, Wenn{m:;:i:g’

19

., 00 fiir das — -Zeichen
., oo fiir das + -Zeichen
., oo fiir das — -Zeichen
., oo fiir das + -Zeichen

kann man die Formeln fiir die Summen der Fourierschen Reihen mit

der ungeraden bzw. geraden Zahl von m ableiten, wenn man die Dif-

ferenz bzw. die Summe von den beiden Seiten der Ausdriicke bildet,

welche denselben Grad von mz in den Formeln (24) und (26) haben.
Z.B. aus der siebenten Formel in (24) und (26)

1—(=1~ mm B (=3 A 4 K2
m3 % 0, 1 Sin a = T 4ab {H + Gug K2 <___;> T K
daher
o 1 . man 1 (—3) -3 o2 fa2 x 4K'?
2 e S‘“Tx:sTg{H"E te - (e -5
m=1,3,5,7,...,00.
Analog
m T
2 o ngg Sin Y
1 [mes  aew o (228 a? x 4 K'2 2z
=S {Hné G+ 5 (3 —wr T 35) — ke (1==7)
m=2,4,6,8,..., .
Wenn ferner K = 1 und K’ = 0 ist, so erhialt man
lz:i’ 1’2:_,&" an:(m4ﬂ4+a¢b): Klszzv%y

und man kann die Formeln fiir die Summen der unendlichen Reihen,
ausgedriickt in den Formen
bzw. 2 Sin m =

(mz)* Sin mn
Zm‘*n“—}:c?,f(?os a (=1 Cos a

ableiten, wenn man die oben gegebenen speziellen Werte von K, K’,
K; und K, in die entsprechenden Formeln in (24), (26) und (29) ein-
setzt. Z. B,

(m 7)*
mt gt 4 ol

2x 2\
- T3
2*

HS + o (ﬁz_
g n \ g2
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worin bedeutet
Hi? =2 (Unz— Vad) = Zn
= y2 {@oif"s Sin 2 (29 +6of = (2= Sln-]/ff
28— vz_(2 £ Cos 22 }
~ (Gof Y2 &, — Cos Y2 a,).

8§ 6. Der allgemeine Ausdrack fiir die Durchbiegung.

Der durch die Formel (4) gegebene Ausdruck fiir die Durchbiegung £,
néamlich

C:%ZZAWMX"MYn_—“pr:ZZryArersYs
m n r s

- ST a5 - S G-

a ad a? a

4
+ Oy + 032 (1 —§)+’“—}

Doy oy D; 3y* | 2y 1 . sm
g4 g i IO T 2
X{ (ba b) (b3 bt b) oy Sing y}

wird nach der Formel

ZZATSXTSYS
—abZZIf ZZATS'XTSY Sln w81n~ydxdy>
n T

. n
X SlnTx Sln—b—‘y

wie folgt entwickelt!:

bt '
p ZZM n2 xSm [Amn +W72?{ - l)m;CTnA,.n _%’CT”ATM.}

4 , 16 41w
+ ne né{(— ) ZDsAms _ZDsAms} + ja?
s s

m2 n2 mt
2

2 1) S0 A — 3 20 A,
r T
8 13 74 ’
s Y U O = 30— 1P D, — DY 4, (320)
r s

Die ersten vier Glieder in der Klammer [ ] in der vorangehenden Formel
sind den ersten vier Gliedern auf der linken Seite von der Formel (15a)

1 Siehe die Integrationen auf S. 8.
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gleich. Somit lautet

Z_Pb4ZZS —xSl y]Lb&

A”ﬁ - A:n}

4Kanr

+ EF'WTQ}; 1( )an - B;n}
2 K2t ’” 1y
+ g;n?:ﬂ (—Qm% 1) {(_ 1)m207n rn 3201% rn}

&gm}d’z {(=)mCr, =307 {(— )" D, — Di} A J (321)

8

Die vorangehende Formel (32a) oder (32b) ist der allgemeine nach der
Fourierschen Doppelreihe entwickelte Ausdruck fiir die Durchbiegung
der rechteckigen Platte. Die beiden Formeln eignen sich natiirlich fiir
den praktischen Gebrauch; aber man kann erwarten, dall man irgend-
einen noch stirker konvergierenden Ausdruck erhalten wiirde, wenn
man die oben ermittelten Doppelreihen durch angemessene Summierung
in die einfache Reihe umformen kénnte.

Berechnet man zu diesem Zweck mit Hilfe der Formeln (24) und (26)
in §5 und auch der Beziehungen

! . ma 1 x (-1 . m=n z
“m Sln—;xz—(l—-—), 2——Sln—~—w:——f~,
m m

a mm a 2a

1 . nxm 1/ 39 2y
2 73 7 SlnTyz 1_2<€3<__52*+_b—>’
(=1) ng 1y oy
2 n3rz5 7y_ﬁ<ﬁ—7>
die Summe der unendlichen Reihen in bezug auf m fiir das zweite und
vierte, in bezug auf # fiir das dritte und in bezug auf die beiden In-
dizes m und » fiir das fiinfte Glied in der Klammer [ ] in (32b), so
erhilt man
Br  pbt oz oz
=5 =G+
worin

C"_b‘l ZZRW‘" Sn——xQ1n~y

B 62 1 .
b= ~—Zns i (An O+ 43, Y 8in %y
n

aZ
2
— 5 s (B, + B Hily) Sin "2 o (33)
K2 "

~»6~2 (63 3 O A + 3P 3 07, Ava) Sin 27
+ 22{ 0;;+3(1~—)0;';}

X[ - -+ o
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In dieser Formel bedeuten G}, bzw. H‘“ die Hyperbelfunktionen,
b 1 \
welche durch Einsetzen von Bm( —m ) ” T und n(z,y_ ) an

Stelle von o, (= P ) A, A und & ( ) in den Ausdriicken von G}
bzw. HS: ermittelt werden.

Die Formel (33) ist der allgemeine Ausdruck fiir die Durchbiegung
und gilt fiir die rechteckige Platte, welche irgendeine Belastung und
Grenzbedingung hat. Wird die Belastungsfunktion f(z, y) und da-
durch der Wert von R, , gegeben, so ist das erste Glied von Z
d. h. Z‘o auch durch die einfache Reihe wie Z‘l ausdriickbar.

Durch Einsetzen der Formel (33) in die Plattengleichung (1a) kann
man leicht beweisen, daB

bt
7.JN <3x4+2K’20 20y 2+K2 >C

_ P ZZRmnSln x Sin 2% y:%:

pb“(

und

+2K'?

0at

sersy + K2 ) b= 0

. b4 —
Somit kénnen wir sagen, daBl der erste Teil von {, namlich %—Zjo,
das partikulire Integral der Grundgleichung (la) im weiteren Sinne

. o . .
bedeutet, wihrend der zweite, nimlich pT £y, die Zusatzfunktion der-

4 —
selben Gleichung ist. Der Ausdruck ?v—b £, ist nichts anderes als die

Durchbiegung der freiaufliegenden rechzeckigen Platte, und der alge-

braische Ausdruck, den man gewdhnlich als das partikulére Integral der
4 —

r
N,
einfache Reihe umformt. Das geht aus (35b) im nichsten Paragraphen
genau hervor.

1Z.B., da

b 2K'2b2m2n?  bimt . o .

K2a49’""‘”4("4+ Kiar T K 4) (Z”UFﬂ ><"2”2+ﬂ %)
K2 a4 nw, N _H;,lz),,

erhilt man

b YT 4B
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Zweites Kapitel.

Formeln fir die speziellen Fille.

§ 7. Die auf den vier Seiten frei aufliegende Platte.
Da alle Werte.von € und D fiir die frei aufliegende Platte Null sind,

erhialt man 1
. mzx
Xm=%8m—a—x, YnZ—S b Y,
CIZO,
— — at O Rpn . mm .. nmw
=ho= e 2 2y S e sy, (34

Die vorangehende Formel ist im allgemeinen fiir jede beliebig belastete
Platte geeignet.

I. Die auf der ganzen Fliche des Rechtecks hydrostatisch
belastete Platte.
a) Die Durchbiegung. Setzt man den durch die Formel (22)
gegebenen Wert von Rmn in (34) ein, so erhdlt man

4at 1— 1— —a(=1)m{l— (1) —B{l—(—1)m
£ = aZZI{ )" H{l— (=1} —a(=-1)m{ 1) —B{ =D

mn 7> gm,,

XSin—d—xSin—Z;—Iy. (35a)

Nach weiterer Berechnung mit Benutzung der Formeln (24) und (26)
geht (35a) in eine einfache Reihe wie folgt iber:

b=l o) (5= 3+ 3) 85— 55+ 55

Wns . nmw
+ 2 i Sin Gy, (35b)

nd = (1= (=" {HP+ (1+0) G} — B(— 1) (Hd + G4
4
Man kann leicht beweisen, daf der mit ?V—b multiplizierte algebraische

Ausdruck in obiger Formel der Plattengleichung (1a) geniigt. Die Dif-
ferentialquotienten der Hyperbelfunktion W4 sind nach (31a) und (31b)

d
Te Wad= 211~ (~ 1)} {H% — (1) Gl —B(— 1) (HYL— Gty = %—W;fz:l

2

T Wi = % ({1 (L) (I + (142) G52 — B(— 1 (L L] =— Zhw
3

L WP == B (1) HS:— (L4o) 6 — —B(=1) (B~ G)]=— Ze W

dz? a®

] {36)



Formeln fiir die speziellen Falle.

b) Die Spannungsmomente. Bezeichnet man mit M, bzw. M,
das Biegungsmoment, bezogen auf eine zur - bzw. y-Achse senkrecht
geschnittene Fliche mit Léngeneinheit der Schnittbreite, und mit M,
bzw. M, , das auf dieselbe Schnittflache bezogene Torsionsmoment, so
liefert die Plattentheorie die folgenden Formeln:

. er 1 0t
My =N (55 + 0 5g)
02 1 02¢
M, =—N, <a72‘+‘;;' 5at) (37)
a c
Mmy: Myw ay l

Das Einsetzen von (35b) und ihrer Differentialquotienten in Gl. (37)

ergibt:
W‘l)—l——ﬂ‘ 1)
. -1 z y)z_»yi 13 yg— Yy v¥ ng Yo ng . @
M, = 2T2K2{<1+°‘7>(b2 b>+‘§ <IT ?)}+A W Sm Y
'”7( 1}+ W(l)
= 1 LAY AN N ] 2 m "t nm
M, = §{<1+ (-4 +4 (—,—)g—b)}ﬂc 2 st gin ™y
e 20 ab /4y® 6y wE na
My K{MK%( b® —b27+1> +n2’n3n3 Cos b'y}
wenn zur Abkiirzung gesetzt wird:
M, =pb*M,
M, —pb>M, (38b)
M,,=pb®M,,.

Hierin bedeutet jedes M die von den zwei Veranderlichen %— und -by~

abhingige dimensionsfreie GroBe, durch welche der Verlauf des Span-
nungsmoments bestimmt wird.

c) Die Scherkraft. Die Scherkraft V, bzw. V,, die auf eine
zur - bzw. y-Achse senkrecht geschnittene Fliche (ebenfalls auf die
Langeneinheit der Schnittbreite bezogen) wirkt, ist im allgemeinen:

szpbﬁm:—sz{g—gngr( +§VO>923§?} (39)
Vy=pb17y=“N’°{ ggyi+< +§VC>92:C9?}'
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Neuerscheinung : Mai 1932

Tragheits-und Widerstandsmomente
von Blechtriagern

Tréger mit und ohne Gurtplatten. Hilfstafeln.
Von
Dipl-Ing. P. Krugmann
X, 149 Seiten. 1932. Gebunden RM 27.—

Durch die in den letzten Jahren erlassenen amtlichen Vorschriften iiber die Berechnung
genieteter Triiger, insbesondere iiber die Beriicksichtigung der Querschnittsverschwichung
durch Nietlocher, sind verschiedene éltere gleichartige Tabellenwerke iiberholt worden. Der
Tngenieur war daher immer wieder gezwungen, fiir seine Berechnungen die erforderlichen
Querschnittswerte in zeitraubender Arbeit zu bestimmen. Thm diese Arbeit abzunehmen,
ist der Zweck des vorliegenden Buches.

Beziiglich der Auswahl der Profile wurde den Bediirfnissen der Praxis weitgehend
Rechnung getragen; so sind z. B. Stegblechdicken von 8—14 mm bei Hohen von
800—4500 mm beriicksichtigt, auch wurden bei Trigern ohne Gurtplatten die Werte
Waetto Sowohl fiir die Anordnung von Halsnieten (Wng ), als auch von Kopfnieten (W7 g)
berechnet. Bei den Trigern mit Gurtplatten sind auBer den Werten Wy, die zur Er-
mittlung der Biegungsspannungen bendtigt werden, noch die Werte J,,,; fiir Durchbiegungs-
rechnungen, Knickuntersuchungen oder #dhnliche Aufgaben angegeben. Weiterhin wurde
ein Teil der vorgesehenen Hilfstafeln so erweitert, daB sie vornehmlich’ zur Berechnung
geschweiflter Triger benutzt werden konnen. (Probetafeln umseitig.)

Neuauflage:

Die Theorie elastischer Gewebe und
ithreAnwendung auf die Berechnung
biegsamer Platten

unter besonderer Beriicksichtigung der trdgerlosen Pilzdecken
' Von

Dr.-Ing. H. Marcus

Direktor der HUTA, Hoch- und Tiefbau-Aktiengesellschaft Breslau
Zweite, verbesserte Auflage. Erster Band. Mit 123 Textabbildungen.
VIII, 368 Seiten. 1932. Gebunden RM 22.50

Die erste, verhiltnismiBig rasch vergriffene A ufla g e dieses Buches hatte die Aufgabe,
aus dem Riistzeug der Elastizititstheorie eine brauchbare Grundlage fiir die wissenschaft-
liche Untersuchung und die praktische Querschnittsbemessung kreuzweise bewehrter
Eisenbetondecken zu schaffen. Die Theorie der elastischen Gewebe, die den Unterbaun
fiir eine neue Darstellung der Spannungen und Forménderungen biegsamer Platten bildete,
ist inzwischen durch weitere Anwendungsméglichkeiten bereichert worden, in ihrem Kern
aber unverindert geblieben.

In der vorliegenden zweiten Auflage ist der Inhalt der ersten daher vollstandlrr
iibernommen, jedoch sind die kritischen Erorterungen iiber die Unzulinglichkeit der
deutschen Bestimmungen vom Jahre 1916 und der fritheren Anniherungsverfahren fiir
die Berechnung der kreuzweise bewehrten Decke fortgelassen, weil die vom Verfasser auf
Grund der strengen Untersuchungen empfohlenen neueren Methoden fiir eine sorgfiltige
Querschnittsbemessung der Platten in den Vorschriften von 1925 eingefithrt worden sind.

(Fortsetzung Seite 4)
R — —




Trigheits- und Widerstandsmomente von
Blechtri g e rn. Von Dipl.-Ing. P. Krugmann. Gebunden RM 27.—

R
Probetafeln.
L.130-130-12
Bl 10 @ 23 t=10
2 Gurtplattenbreite 3 Gurtplattenbreite ' g
280 300 | 320 340 81 280 300 320 340 1
400 62880 | 64560 | 66240 | 67920 12611200 | 732040 746680 761320 775960 188

2570 | 2650 2730 | 2810 10460/ 10700, 10940, II180

420} 2740 2830| 2910| 3000 |I27|I220| I0680 10920 III70| II4IO|I9O
440| 2910| 3000| 3090 | 3180 129|I240| I0QoO| III50| II400{ II1650|192
460| 3090 | 3180| 3270 | 3360 |I30[1260| 11130, II380 11630 11880 193
480| 3260 3360| 3450 | 3550 |132|1280| 11350 I16I0 11870 12120 I95

103470 | 106070 | 108680 | 111280 877040, 894200 911360 928520
3440 | 3540 | 3640 3740 13311399] 1y 580, 11840, 12100, 12360 96
520{ 3610| 3720| 3820| 3930 |I35|1320| 11810 12070, 12340; 12600 198
540| 3790! 3900| 4010 | 4120!137|1340| 12040, 12310, 12570 12840/199
560| 3970 | 4090 | 4200 4310 |138[1360| I2270 12540 128I0| I3090|20T
580 4160| 4270| 4390 | 4510 140|1380| 12500 12780, I3050| 13330203
600 | 155370 | 159090 1628710 | 166530 AT 1037300 I 057200/ 1077 I00| I 097 000
4340 | 4460 4580 | 4700 4 12730/ I30I0, I3290{ 13570
- 620| 4530| 4650| 4770 | 4900 |143|1420| 12970 13250, 13540| 13820|206
640| 4710| 4840| 4970| 5100 |I144|I440| 13200, 13490, 13780 14070207
660| 4900| 5030| 5I70| 5300 |146[1460| 13440 13730 I14020| 14320209
680f s5090| 5230| 5360 | 5500[148|1480| 13680/ 13970 14270 I4570|2I0
219060 | 224110 | 229150 | 234190 I I 500 | [213400 1236200| I 259000| 1281 800
5280 | 5420| 5560 5700 49115 13920/ 14220/ 14520 14820

720| 5470| 5620| 5760 | 5900 |15I{1520| I4160, 14460, 14770 15070 214
740! 5670| 5810 5960 | 6110 |I52|I540| 14400 14710 I50I0| I5320 215
760| 5860 | 6o010| 6I70| 6320 |154|1500| I4640 14950, 15260 15580 217
780| 6060 | 6210| 6370 | 6530 155/1580| 14880| 15200 I5520| 15830218
295060 | 301620 | 308180 | 314740 157 1600 1405800| T 431 700| 1 457 700| 1483600

6250! 6410| 6570 | 6730 57 15130 15450 15770/ I6090
820| 6450| 6620| 6780 | 6950 |159|1620] 15370, I5700 16020 I6350|22I
840| 6650 | 6820 6990 | 7160 |160!1640| I5620 15950 16280 I166I0[223
860| 68s50| 7030 7200| 7370|162|1660| 15870 16200 16530 16870225
880| 7060 | 7230| 7410| 7580 |163{1680| 16120, 16450 16790| I7130]226

00 383850 | 392140 | 400420 | 408700 1615000 I 644 300| I 673 500| I 702700
9 72607 47440 7620| %800 16370 16710 17050 17390

920| 7460| 7650} 7830 | 8020 |166|1720| 16620, 16960 17310 17650 229

940| 47670| 7860 8o50| 8230 |168|1740| 16870 17220 17570| 17920 231

g6o| 4%880| 8oy0| 8260| 8450 |170|1760| 17130, 17480 17830 18180232

980| 8ogo| 8280| 8480 | 8670 171|1780| 17380 17740 18090| 18450234
1000 | 485950 496150 | 506350 | 516550 1841 500| 1874300 1907 000| 1939 800
8300 8500 | 8700 | 8900 17640, 18000 18360 18720
1020 8s510| 8710| 8910 | 9120 |174|1820| 17900 18260 18620| 18990/ 237
1040 8%20| 8930 | 9130| 9340 |176|1840| 18150 18520 18890 19260 239
1060| 8930| 9I40| 9350 | 9570 |177|1860| 18410 18780 I9160| 19530240
1080| 9150| 9360 | 9580 | 9790 |179|1880| 18670, 19050, 19430, 19800|242
601850 | 614170 | 626490 | 638810 085800 2122 300|2158800| 2195 300 2

9360 | 9580| 9800 | 10020 18940 19320/ I9700| 20080 43

1120 9580| 9800 | 10030 | 10250 |182|1920| 19200 19580 19970| 20350|245
1140| 9800 | 10020 | 10250 | 10480 |184|1940| 19460 19850 20240/ 20630/ 246
1160| 10070 | 10250 | T0480 | 10710 |185]|1960| 19730 20120 205I0| 20900248
1180| 10230 | 10470 | 10710 | 10940 |187|1980| 19990| 20390 20790 2I180 250
2348 400/ 2 388800| 2429 200| 2 469 600

82 l 44,0 ' 47,1 | 50,2 —[ 534 L 20001 20260 20660, 21060| 21460

500

-

1400 204

700 212

800 220

165 |1700 228

173 {1800 236

N

1100 181 [1900

5T

N




Aus ,,Krugmann, Tragheits- und Widerstandsmomente von Blechtrdgern®.

L. T00 « T00 « 10 "
Bl 10 & 23
Rl T wa, | wa, | g | oa 7| wn, | wn, | g
400 \ 28710 | 1209 1221 91,7{ 1000 | 254900.| 4400 4400 | 139
410 | 30460 | 1343 1264 92,5| 1020 | 267420 46010 4520 140
420 | 32270 | 1387 1308 93,3] 1040 | 280200| 4740 4650 142
430 | 34130 | 1432 | 1353 | 94,0| I060| 293340, 4860 | 4780 | 143
440 | 36060 | 1477 1397 94,8] 1080 | 306850 4990 4900 145
‘450 | 38050 | 1522 1442 95,6] 1100| 320730| 5120 5030 | I47
460 | 40090 | 1568 1488 96,4] 1120 | 334980| 5250 51€0 148
. 470 | 42200 | 1614 1534 97,2| 1140 | 349610| 5380 5290 150
480 | 44380 | 1660 1580 98,01 1160 | 364630| 55I0 5430 151
490 | 46610 | 1707 1626 98,7] 1180 | 380020| 5650 5560 153
500 | 48910 | 1754 1673 99,5| 1200 | 395810| 5780 5690 154
510 | 5I270 | 1801 1720 | I00 [ I220| 4I1990| 5920 5830 | 156
520 | 53690 | 1849 1767 | 101 | 1240 | 428570 6050 5970 158
530 | 56180 | 1897 1815 | 102 | 1260 | 445550 6190 6100 159
540 | 58730 | 1045 1863 | 103 | 1280 462930| 6330 6240 161
550 61350 | 1993 I9I1 | 103 1300 | 480730 6470 6380 162
560 | 64040 | 2040 1960 | 104 | 1320| 498940 6610 6530 164
570 | 66790 { 2090 2010 | 105 | 1340 517500 6760 6670 165
580 | 69610 | 2140 2060 | 106 | 1360 536610 6900 6810 167
500 | 72490 | 2IQ0 2110 | 107 | 1380 | 556080| 7050 6960 169
600 | 75440 | 2240 2160 | 107 | 1400 | 575990 7I90 7100 170
610 | 78470 | 2290 2210 | 108 | 1420 | 596320| 7340 7250 172
620 | 81560 | 2340 2260 | 109 | 1440 | 6I17100| 7490 7400 | 173
630 | 84720 | 2390 2310 | IT0 | 1460 | 638310| 7640 7550 175
640 | 87950 | 2440 | 2360 | III 1480 | 659970| 7790 7700 176
650 | 91250 | 2500 2410 | IIT | 1500 | 682080| 7940 7850 178
660 | 94620 | 2550 2460 | 112 | 1520 | 704650| 8000 8ooo | 180
670 | 98060 | 2600 2520 | 113 | 1540 | 727670| 8250 8160 181
680 | 101580 | 2650 2570 | 114 | 1560 | 751150| 8400 8310 183
690 | 105160 | 2700 2620 | 114 | 1580 | 775100| 8560 8470 184
700 | 108820 | " 2760 2670 | 115 | 1600 799520| 8720 8630 186
710 | 112550 | 2810 2730 | 116 | 1620 | 824410| 8870 8790 187
720 ‘ 116360 | 2860 2780 | 117 | 1640 | 849780| 9030 8950 189
730 | 120240 | 2920 2830 | 118 | 1660 | 857630| 9200 9IIO 191
740 ] 124200 | 2970 2890 | 118 | 1680 | goIg970| 9360 9270 192
750 | 128230 | 3030 2940 | 119 | 1700 | 928800| 9520 0430 194
760 | 132340 | 3080 3000 | 120 | 1720 956120( 9680 9600 195
770 | 136520 { 3140 3050 | 121 | 1740 | 983940, 9850 9760 197
780 | 140780 | 3190 3110 | 122 | 1760 {1012300| 10020 9930 198
790 | I45I20 | 3250 3160 | 122 |} 1780 |1041100| 10180 | 10100 | 200
800 | 149540 | 3300 3220 | 123 | 1800 |1070400| 10350 | 10260 | 202
810 | 154030 | 3360 3280 | 124 | 1820 |II00300| 10520 | 10430 | 203
820 | 158610 | 3420 3330 | 125 | 1840 |II30600| 10690 | 10610 | 205
830 | 163260 | 3470 3390 | 125 | 1860 1161500 10870 | 10780 | 206
840 | 167990 | 3530 3450 | 126 | 1880 |1192900| 11040 | 10950 | 208
850 | 172810 | 3590 3500 | 127 | 1900 |[1224900| 11220 | ITI30 209
860 | 177700 | 3650 3560 | 128 | 1920 |1257300| 11390 | II300 | 2II
‘870 | 182680 | 3700 3620 | 120 | 1940 |1290400| 11570 | 11480 | 213
880 | 187730 | 3760 3680 | 129 | 1960 (1323900 | 11750 | 11660 214
890 | 192870 | 3820 3740 | 130 | 1980 [1358000| 11920 | 11840 216
goo | 198100 | 3880 3790 | 131 | 2000 1392700 | 12110 | 12020 | 217
QIO | 203400 | 3940 3850 | 132
920 | 208790 | 4000 3910 | 133
930 | 214270 | 4060 | 3970 | 133
940 | 219830 | 4120 | 4030 | I34 Fiir die y-y-Achse
950 | 225470 | 4180 4090 | I35
960 | 231200 | 4240 4150 | 136 h T T Wn,, Wn,
970 | 237020 | 4300 4210 | 136 < Z
980 | 242920 | 4360 4280 | 137 400 | 1558 147 117
990 | 248920 | 4420 4340 | 138 | 2000 | 1571 149 118




Die Theorie elastischer Gewebe und ihre An-
wendung auf die Berechnung biegsamer Platten.
Von Dr.-Ing. H. Marcus. Zweite Auflage. Erster Band. Gebunden RM 22.50

(Fortsetzung von Seite 1)

Die Entwicklung und die Anwendung dieser Methoden sind in der Schrift des Verfassers
iiber ,,Die vereinfachte Berechnung biegsamer Platten‘ (siehe unten) zusammengefaBt,
ihre Grundziige sind auch im vorliegenden Buche dargestellt. '

Der Ausbau der Plattentheorie hat den Verfasser inzwischen zu weiteren Untersuchungen
iber die partiellen Differenzengleichungen des elastischen Gewebes, iiber das Netzwerk
der Rautendecken, iiber die trégerlosen Pilzdecken mit orthogonaler oder kreisférmiger
Stiitzung, iiber die ebenen Wandungen rechteckiger Behilter mit einer oder mehreren
Kammern, iiber die kreisformigen, mehrfach gestiitzten Schwellen und Platten der
Fundamentkérper sowie zu einer Reihe anderer Aufgaben gefithrt. Eine eingehende zu-
sammenfassende Darstellung dieser Untersuchungen mit ihren Nutzanwendungen fiir die
bauliche Ausbildung von Tragwerken aus Eisenbeton wird in dem vorgesehenen
zweiten Bande des vorliegenden Werkes gebracht werden.

Inhaltsiibersicht:

Grundlagen der Berechnung biegsamer Platten. Die Grundgleichungen der
Theorie elastischer Platten. — Die elastische Platte und die elastische Haut. — Die
elastische Haut und das elastische Gewebe. — Die Anstrengung der Platten.

Die Randbedingungen der ringsum frei aufliegenden Platte. Die Rand-
bedingungen der elastischen Fliche. — Der Spannungsverlauf am Rande.

Die Berechnung der ringsum frei aufliegenden rechteckigen Platte.
Die gleichmiflig belastete quadratische Platte. — Die mit einer Einzelkraft in der
Mitte belastete quadratische Platte. — Die Berechnung gleichmaBig belasteter, ringsum
frei aufliegender rechteckiger Platten mit verschiedenen Lingenverhiltnissen. — Der Ein-
fluB der Querschnittsverinderlichkeit.— Der Einflu8 einer ungleichen Bewehrung der Platte
in verschiedenen Schnittrichtungen. — Der EinfluBl einer ungleichméBigen Erwérmung,

Die ringsum frei aufliegende kreisférmige Platte. Die Randbedingungen
a) bei beliebiger Lastanordnung, b) bei achsensymmetrischer Lastverteilung.- Die allgemeine
Darstellung der Spannungen und Forménderungen bei achsensymmetrischer Belastung.

Die ringsum frei aufliegende dreieckige Platte. Untersuchung der gleich-
seitigen, gleichmiBig belasteten dreieckigen Platte.

Die allgemeinen Grundlagen fir die Untersuchung statisch unbe-
stimmter Platten. Die Untersuchung von Platten, die a) nur an den Réndern
gestiitzt sind, b) auch innerhalb der Rénder auf einzelnen Stiitzpunkten aufgelagert sind.

Die ringsum eingeklemmte Platte. Die gleichmaBig belastete quadratische
Platte. — Die mit einer Einzellast in der Mitte belastete quadratische Platte. — Die
rechteckigen Platten mit achsensymmetrischer Belastung.

Die Platten mit spannungsfreien Randfliachen. Die nur an den Eckpunkten
aufruhende, gleichmiflig belastete quadratische Platte. — Die auf den Eckpunkten
aufruhende und durch eine Einzelkraft in der Mitte belastete quadratische Platte. —
Die nur auf zwei gegeniiberliegenden Rindern aufruhende Platte.

Die Platten mit nachgiebiger Randstiitzung. Der EinfluB einer Durchbiegung
der Randunterlagen bei ringsum frei aufliegenden Platten.

Die Berechnung durchlaufender Platten. Die Stetigkeitsbedingungen. — Die
Gleichungen zwischen den Randmomenten. — Die Entwicklung der Elastizitits-
gleichungen. — Die Berechnung einer Platte mit drei quadratischen Feldern. — Die
Berechnung einer Platte mit neun quadratischen Feldern.

DieBerechnungtriagerloser Decken. Die Decke mit neun quadratischen Feldern. —
Die in einer Richtung unendlich ausgedehnte Decke. — Die in beiden Richtungen unendlich
ausgedehnte Decke. — Die Naherungsmethoden zur Berechnung der trigerlosen Decken.

Die mathematischen Aufgaben der Gewebetheorie. Die Umwandlung der
partiellen Differenzengleichungen. — Die rechnerische Auflésung der totalen Differenzen-
gleichungen. — Die zeichnerische Auflosung der Differenzengleichungen.

Friiher erschien:

Die vereinfachte Berechnung biegsamer Platten. vo
Dr.-Ing. H. Marcus, Vorstandsmitglied der HUTA, Hoch- und Tiefbau Akt.-Ges., Breslau.
Zweite, erweiterte Auflage. Mit 66 Abb. im Text. V, 126 S. 1929. RM 9.—; geb. RM 11.—

R (abziiglich 109, NotnachlaB)
L e

Verlagsbuchhandlung Julius Springer /| Berlin

5. 32. 260.



Die auf vier Seiten frei aufliegende Platte. 25

Die weitere Berechnung fiir die frei aufliegende Platte ergibt

— :
2= g Sin Ty — (i—k g\g>
n
YW”
1) - S )
e b2 B0 - p (- )

+ Z {K2 W (];—+

(40)

2C -1 nm
) Wi }CosTy.

n?m?

d) Die Auflagerkrifte. Wenn eine auf den vier Seiten frei auf-
liegende rechteckige Platte durch eine Belastung verbogen wird, wolben
sich die vier Ecken der Plattenbegrenzung etwas aufwérts. Um die
hierbei auftretende negative Durchbiegung iiberall auf den vier
Riandern zu vermeiden, damit die sogenannten Navierschen Grenz-
bedingungen erfiillt werden, mufl man die folgenden vier konzen-
trierten #uBeren Krafte auf die vier Ecken 0, 4, B und C wirken
lassen:

%L
PD = (me)é;lzg: 40(61‘91{)@:0
z a A
]
2t %
PA:_2(MCE1/)?/= —+40(0x0y>m=a i
y=0
41) 8 S ¢
T ( <9
(0% - oL
—_ o— A ‘
Po= 2 (Mw)ﬁa =—40C 57 y)x=%' Abb.5. -
o

Bezeichnet man mit @ 5, @, ¢, @y 4, und @ o die durch die vorangehenden
auBeren Krifte verursachten verteilten Auflagerkrifte (oder die Ersatz-
scherkrifte auf den vier Randern), so sind

QOB—prOB:_20<ax()Cy>
Quc=pbQuc=+2C <6x0cy2>m=a
T "
Qso=pb8s0=+20 (5050,



26 Formeln fir die speziellen Fille.

Aus (35b), (36) und (42) ergibt sich

20{ ab /y? A W, nny}

Q=" 12K\t~ ) "2 nint S0
n

— 20( ab (y* gy wo nw
uo=+5{gwa (s — 1) — 2 masin Ty
n

20 Wil
QOA - N n2n?

(43)

=1

n2 m?

W

QBC——TV:
n

Endlich kann man die resultierenden Auflagerkrifte durch die folgenden
Formeln berechnen:

RoszbEOszb{( I7:c)= +§ }l
RA(;:'pb?AC:pb{(—I?)z: +§A ) (44)
Rya=pbRoy=pb{( V,)ymo+ QOA} l

Rpo= pbﬁBG=pb{(—1—7w)y » 1 QBC}

I1. Die auf der ganzen Flache des Rechtecks gleichméafig
belastete Platte.
Da in diesem Falle
a=f=0

ist, erhidlt man aus (35b) folgende Formel:
=D

— +(1)
st (= ) 2 YT

= 3l e + 205 + @) sin 5y (45)

nd 7

worin

n=1,3,5,7...0

Fiir die isotrope Platte ist K = K’ = 1, und es folgt aus der Formel (30}:

~1) _ 1
+ Gns T Ginla,

><{—2©1nanCman(1—§)—anﬁ@oian@inan(1—§)+a"(1—§)@inan§
—2@inan@inan§—a (1-&)Cofa, Gina, & +a,£Gina, (1 —£)}
{4@01“"@07« (5 &)+ 0n b Gina,(1-8)+a, (1—5)@ina,,5}.

1+(Soi
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Somit geht (45a) in die folgende Form iiber:

~ Slnfi;
Co = 42‘,”5 P
n
I 2(501 (Soioc,,<~ 5)+%§€man(l—§)+-—é-( — &) Gine, & (45b)
S T Gof oy
n=1,3,5,7...

Wird der Anfangspunkt des Koordinatensystems (z, y) auf den Punkt

(% , O) verschoben, so muf3 man % -+ & an Stelle von & in (45b) setzen.
Die Durchbiegung wird hierbei durch folgende Formel angegeben.

Sin nny
4 pbt b
é‘: Z\T 2 n"ﬂ5
( 2(501"0:[)]'0("5—}— @m—@oia &— ocnSQoi Gina, §>
1- 1+ Goj a, (45¢)

Wenn man ferner ¢ mit b und x mit y vertauscht, geht (45¢) in die
Nédaische Formel® iiber. Sowohl die von H. Hencky? als auch die
von T. Inada?® vorgeschlagenen Gleichungen fiir die 2/
elastische F¥liche der freiaufliegenden rechteckigen ra/e==afe=
Platte sind der von dem Verfasser abgeleiteten For-
mel (45Db) oder (45¢) gleich. In der Tat kann die Glei- z
chung fir die elastische Fliche der rechteckigen Platten /
von gleicher Belastung und gleicher Randbedingung y
durch verschiedene Formen der einfachen Reihen aus-

gedriickt werden. Andert man aber die verschie- 7
denen Formen obiger Gleichung nach den For- Abb. 6.

meln (24) und (26) in die Doppelreihen um, so kann man be-
weisen, daf} jede entstandene Gleichung immer in eine und
dieselbe Gleichung, in die wohlbekannte Formel von Navier

16pa4 . man . nm
= Zvannwmn Sln——a xSInTy

m,m=1,35,7,..., 00 (45d)

worin
Qmn = (MP® + a})?

ibergeht, die auch aus (34) oder (35a) leicht abgeleitet werden kann.
1 N4adai, A.: Elastische Platten, S.123.

* Hencky, H.: Der Spannungszustand in rechteckigen Platten, S. 14.

3 Inada, T.: Die Berechnung auf vier Seiten gestiitzter rechteckiger Platten,
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Die Formeln fiir die Biegungs- und Torsionsmomente, Scherkrafte,
usw. konnen unmittelbar aus (38a), (39) usw. abgeleitet werden, wenn
man nur « und B in den entsprechenden Formeln gleich Null setzt.

ITI. Die partiell gleichmaBig belastete Platte.
Aus den Formeln (21) und (34) erhilt man die Gleichung

= 160@4 Ri . mm . mmn . mn
b= D Y g S SmTuS‘“T‘”l
m,n-—l,2,3,4,...,oo (463)
worin
S, = Sin 22 b Yo Sin == » Sin bn Y.

Fiir einen Sonderfall, wo K == K’ =1 ist, geht (46a) auch in die be-
kannte Formel von Navier! iiber.

Setzt man
Tg—U— %

Xog— U+ X

° a—l_ Efl) a ’—252

X+ u+tzx —¢ Tt u—2 = (46D)
a T3 a o4

80 ist
Sin 2% Zy Sin 2 4 Sin ™ o
a a a
1 . . . .
=7 (Sinmn & —Sinmaé, —Sinmaé; + Sinmné,).

Hierbei werden die Gleichungen der elastischen Flichen firr die drei
verschiedenen Gebiete des Rechtecks durch folgende Formeln ausge-
driickt:

im Intervall 0 < z < 2y — u,
S,
?ns (HGE — HYY — Hy -+ H?)
n=1,2,3,4,..., 0

im Intervall zg— v < x < oy + u,

4 (46¢)

-— *
Co= ) 5 (B2 + sy — HY + Hil) + o)
n

im Intervall zy+ v <z < a,

= T S,
Co=_ 5 76 ( (néll)'*'Hn( Ez)_Hnéa Hn(—ﬂ))

n

1 Nadai, A.: Elastische Platten, S.119.

x
* Da die Beziehungen in (24) nur fiir die positive GréBle von v existieren,

Zg — U —

wahrend &, = ? hierbei negativ ist, wird die fiinfte Formel von (24)
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Fiir eine isotrope Platte wird nach (30) die erste Gleichung der For-
mel (46¢) wie folgt umgeformt:

im Intervall 0 = x < zy— u,

Oy U

= S, T ~ . / 25\ ~:
P — — ") o) —— ~ —_—
Co=4 2 o T \L2 Cina, Sina, £ Gina, (l a) Cin—
n

Y, @oian{—  Gofa, (1 —%") Gina, £ Cof 2"

+ (”;0 Cina, (1 — f—> Cina, & —¢Coja <1 — ——) Coj e, 5) au}
=
+ (5 (Soianf@oig (1 = ) Sina, £ Cin ™ > Cm“" H (47)

%y Xy

+ o, {% (Soi

Bezeichnet man mit P die Gesamtlast auf der Belastungstliche 4uv,

so wird
P 4 e ——
P=guw
Ferner ist
~ O U Z‘g\/
Tim - % — Oy s Lim @Diw =1. | ! !
u—0 u u—>0 a =%

Somit lautet die Durchbiegung fiir eine linear belastete ¢
Platte (Abb. 7) wie folgt: Abb. 7.

(=17 nTS@a— {eins, @inan<l—%"> — o, Bin "% | Gincr, &
4 o xo{@ofoc Gina, (1 ——%")—l— }Cmcz &
— a, & {Gofs, Gof o, (1 — %) —@oia"ax"} oo, €. (38)

Fiir £ = %" d.h. fir v = z,,

__PH S, =: = x, o Tg| s On Ly
C =uN *nrnrclﬁ'{“ HCIR ®*, S O(n<1 — ~a> p }CIII’T
n
K : o~ 2% \
TO Gina, Gina, (1 — T"M . (49)

wie folgt:

1 .
9 = — ‘mn’gfmn’slnﬁln(—fz)

m
(—1)

1
=i {Hne )+ —<1+5,)}

xz
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a
“2_,
Pp " — On
r— . Gino, — o S
n ntat@o i

Fir x = x, und xy =

(50)

Die Formeln (46a) und (46c¢) gelten auch fir die durch eine konzen-
trierte Last in einem beliebigen Punkt verbogene Platte, wenn man
die Werte von « und » klein genug annimmt.

Die Biegungsmomente M, in den drei Intervallen von x konnen
durch folgende Formeln berechnet werden:

im Intervall 0 < x < zy— u,
M= ptr ) o (A, — Hi — Hi, o+ H,
' oo (HSE — Hyd) — Hyd + Hi)|
n=1,2,3,4...00

im Intervall g — o <o < g+ u,
8,
M= pb Y m {Hh + Hiley— Hib+ Hit (51)
" 1 _ _ 4
+;¢;< nd) FHyl gy — Hg)+ Hud) + ‘Ki>}
im Intervall zp—u <z < a,

S,
Mo=ppe 3 22
n

+ ”(—éz) Hyt, — Hy-ey
+ ((n&lerH(rf(l-)&z)*Hnsa Hn(—E-;))}

Setzt man % = % = % = -;‘ und x = zy—u fiir eine isotrope Platte,
so erhalt man

51:1_..?“_“, 5220, 5321, 542%

B = Hih = B2 =0,  Hig=—2

und

S,L:Sim * Qin 2~ 7 * p = Sin bnv, firn=1,3,5...00,

=0, fir n =2,4,6...00.
Somit wird die erste Gleichung von (51) wie folgt umgeformt:
M, = M,p an
Sin —— v

[

+ {4 Gof % Gina, (3 — =) Sin 22"

n(l—%‘) — o (3 =) @i 2

P=4puv, n=1,3,5,7...0

_rr an - j’_ - %) N {% Gina, (1— 2;‘) i (% — 1) gin 22 “}

worin
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Das ist das Biegungsmoment an dem Punkt F in Abb. 8. Bezeichnet
man mit M, p das an dem Mittelpunkt £ (Abb. 8) eintretende Bie-
gungsmoment, so erhilt man

. nm
Sin — »

P b v
Mop=3, 4; w3 75 (11 Gof o) {“"{7{ e <1 _E>

+ (1— g> Sin ™ } + —{8(501 Sin 5 (1—;) Cm
LT o . ol
- Cinay, (1 ;) <1 *> Sin- H
n=1,3,5,7,..., 00, (53)
mit Riicksicht auf die Beziehung {9
o_&_w_y_ 1 ]
T b T b 27 b/J,Z
und folglich auch auf !
u U be
‘51:1—;’, —‘52—54—;, \L
0
y <afer<afp=A F
=1+ Abb. 8.

Wihlt man als Zahlenbeispiel eine quadratische Platte mit u = 12, so

. . 3 o u
ergeben sich die den verschiedenen Gréfien von — entsprechenden Werte

von M,z und M, fir P =1 und v = u wie folgt:

Tabelle 1 (siehe Abb. 10).

U
a

0.500 0.0000 \\ 0.0460 0.150 0.1206 0.1714
0.400 0.0257 | 0.0694 i 0.100 0.1607 0.2136
0.300 0.0542 0.0989 | 0.050 0.2286 0.2784
0.250 0.0713 0.1179 0.025 0.2859 0.3238
0.200 0.0927 0.1411

(2
M,p M;]; ; iMxF MxE

Der Verlauf des M, und M, wird auch durch Abb. 10 dargestellt.
Da ferner

nam ., 2a,u
Sin —— v Gin —*—

b nw . 2nm
Lim——=——, Lim = R
050 v b I u b

. O, U
@m——l’; "o
Lim - —=—
u b

u—>0
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ist, streben heide Momente Lim M 5 und Lxm M, g gegen einen und
u—0

denselben Grenzwert v=>0 e

M=+ {( ) 5 +t35 (1 — —) Gec? “”}
s Cralse et

2 -2, o

worin n=1,3,5,7,...,00.

Das ist das Biegungsmoment am Mittelpunkt der Platte, die durch
eine auf diesen Punkt wirkende Einzellast verbogen wird. Da das erste

Glied des zweiten Ausdrucks von (54) in sich eine divergente Reihe 2 7—117

enthilt, wihrend das zweite schnell konvergiert, wichst der Wert
von M,, ins Unbegrenzte; somit eignet sich die
Formel (54) nicht fiir den praktischen Gebrauch.
Im allgemeinen liefert die Losung fiir die durch
eine Punktbelastung verbogene Platte immer eine
unendlich grofle Spannung an ihrem Angriffspunkt
wegen der ,,Singularitit* an demselben Punkte?.
In der Praxis gibt es aber zum Gliick keine solche
Einzellast, die an einem mathematischen Punkte
angreift, und man kann daher annehmen, daf die
sogenannte , Kinzellast“ sich auf eine ge-
niigend kleine Druckfliche verteilt. Begniigt
man sich mit dieser Annahme, so kann man die Spannung durch die
vorangehenden Formeln, natiirlich ausschlieBlich (54), berechnen.

Das radiale Biegungsmoment in einer frei aufliegenden kreisfsrmigen
Platte, die durch eine auf einem konzentrischen Kreis gleichmiBig
verteilte Belastung verbogen wird, wird durch folgende Gleichungen
gegeben?:

w-ffir nd k- D=k
- L g =502 e ). s

Hierin bedeutet M, bzw. M, das auBerhalb bzw. innerhalb der Druck-
fliche eintretende Biegungsmoment, wie die Abb. 9 zeigt. Bezeichnet
man ferner mit M, , (= M,,) bzw. M,, das am Rande bzw. in der

Abb. 9.

\%

c

(85)

1 Nadai, A.: Elastische Platten, S.60 u. 119.
2 N4adai, A.: Elastische Platten, S. 59.
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Mitte der Druckfliche eintretende radiale Biegungsmoment, so lautet

F-D0-4%)

. P, 1)
M= M, = E{\l + ;)'1119*
- P{0,23820 logyg o5 -+ 0,01393 1

A0 g -

0 T4

’

Tabelle 2

(=)

. . . . r
zeigt die den verschiedenen GroBen von -

— t‘;)} fiir

i

chenden Werte von M, fir P =1 und y =3

und % entspre-

Tabelle 2 (siehe Abb. 10).
r c ¢ c c ¢
F 7= 0.5 d 0.4 d 0.3 3 0.25 d 0.20
0.500 0.0000 — — — —
0.400 0.0236 0.0281 — — —
0.300 0.0420 0.0568 0.0618 — —
0.250 0.0492 0.0681 0.0818 0.0822 —
0.200 0.0552 0.0773 0.0982 0.1058 0.1065
0.150 0.0597 0.0845 0.1110 0.1242 0.1352
0.100 0.0630 0.0897 0.1201 0.1373 0.1557
0.050 0.0650 0.0927 0.1256 0.1452 0.1680
0.025 0.0655 0.0935 0.1270 0.1472 0.1711
0.000 0.0657 0.0938 0.1274 0.1478 0.1721
c c c c
=0.15 d 0.10 d 0.05 7 0.025 7= 0.000
0.500 — — — - —
0.400 - e — — —
0.300 - — — — —
0.250 — — — — -—
0.200 — — — — —
0.150 0.1372 — — — —
0.100 0.1737 0.1799 - — —
0.050 0.1956 0.2991 0.2520 e —
0.025 0.2011 0.2414 0.3012 0.3238 —
0.000 0.2029 0.2455 0.3176 0.3894 0.5560

Die erste Zahl in jeder Spalte der obigen Tabelle zeigt die den ver-

schiedenen GréBen von % <= ;~> entsprechenden Werte von M, , (=M, )

an. Aus den Tabellen 1 und 2

und Abb. 10 erkennt man leicht, daB,

je kleiner das Verhiltnis Z <: 2> ist, desto mehr nahern sich die GréBen

von M, ptiir die Quadratplatte und von M, fiir die Kreisplatte einander.

Z. B.
M., — Myp 0.0657 — 0.0460
100 5 =2t = 100 ~— (e
0.3894 — 0.3238
= 100X ""gmer

Iguchi, Biegsame rechteckige Platten.

’.*168 /0, furi
a

" 2280.0%, fir — =
a

WQ,“G &‘!0

-=10.500,

=0.025.
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o4
/
433
e
/ i o/2=q025
a50 7
f
7177
/Y]
025 A oo
/ Mro
~~ s /
) A /
vy AW .44 ~ om0
=§”’ v A VA M 7
N Ay A " G750
X N T M|
o - 7 = v 920
T o | A2 0] gm0
o Mgt %kz/
1= =
, LA MA~TF] gfl | 7l 0400
"_,_,,’ |~ - T n 0500
405 = &
/

%,fﬂﬂ 940  9%0 9250 4300  gése 4200 450 am0 ok gozs 0
—ufa u ofd

Abb. 10. Verlauf des Biegungsmoments M,z und M,y in einer freiaufliegenden quadratischen
Platte und M, 4 und M:o in einer freiaufliegenden kreisférmigen Platte.

Aus der zweiten Gleichung von (55) erhilt man

it 1 ) 10 (-5

2
- be O ()
)

i mm, =Lyt P 1
daher }:)I(J)QM,A—I;L%JM,O—2”(1+M>Z” onll—%)-

Diese Gleichung divergiert offenbar ebenfalls und entspricht der zweiten
Gleichung von (54) mit einem Unterschied in ihren zweiten Gliedern,
welche endliche Grofien haben.

§ 8. Die Platte, deren drei Seiten frei aufliegen, wihrend eine
iibrige vollkommen frei ist.
Ist die Seite x = @ frei, so folgt aus (11)
’ 1?7 " 6
Conn="0Cnn=0, Omnzfﬂzzomn;
An ZZCTnArn’ 'A’;L =Bm=B;n= Amnz 0,
T
7 6 7 6
Zorn Arn = afzzz/ OrnArn = '?”22‘47;'
r

r
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Hierdurch ergibt sich die Gleichung von 4,,, wie folgt:
_— m 2 2
ol (Ko PR =K N0, 4, — v Bae (57)

Omn m2 2 b0,

Amn+

Multlphmert man die beiden Seiten von (57) mit C,,,, und nimmt die
Summe 2( 2), so erhilt man:

m=:1 r=1

K2q?
(— 1) C,n (ot + 2K~ usz)

27 E atnm rnCrpRen
1—[—40!.22* Orn OrnArn—‘ ba :

. . Orn

Mit Riicksicht auf den durch die Formel (11) gegebenen Wert von
C,n (= C,,), kann man die Summen von den vorhergehenden unend-
lichen Reihen berechnen; das Ergebnis ist:

{ ( (-2)_]_ SG(O)) ( K'Z_MZKZ) (G(O) + EG@))}A
57272 _ 7272
sz 3 Q) <1+ea—g)RM. (58)

rn

Fiir eine hydrostatisch verteilte Druckbelastung p,, = p (1 + oc%) ist

= (=1 —a (=1} {1 = (= 1)),

und der unbekannte Beiwert A4, wird durch folgende Formel ausge-
driickt:

-an:

92 a2 nl nl N
Faa KNG+ G0+ @K — 1K) @9 +eow) (59
n=1,3,57...00

HO, — 69, + o (S — 08 — o (09 + e 68) + o
A, = -

Setzt man o = 0 in die Formel (59), so gilt sie fiir eine gleichmifiig
belastete Platte.

Wenn man durch (59) die den verschiedenen Werten von n ent-
sprechenden Grofien von 4, ausrechnet, kann man die Durchbiegung
im beliebigen Punkt durch folgende Formel berechnen?:

- _
C = %: (Co + Cl)
b B AR R

Cl=—?

n=1,3,5,7...00

e in 27y (60a)

1 Hierbei sndert sich die Formel (4) bzw. (32b) in

pb422 o[ {+(6—"3—)“‘}+min8inm7"x]31n”7”y

o2 3
ZW.
pb4 aRm,, —I)m (mznz—ﬁ—Kz,uzoci_&) . M . M
22{1)497’”‘ mnn2 onn S A, Sin a x Sin 5 Y-

3*

b




36 Formeln fiir die speziellen Fille.

Hierin bedeutet {, den Beiwert von der Durchbiegung ¢ fiir die durch

einen hydrostatischen Druck p,,=p (\ 1+ oc%) belastete frei auf-

liegende Platte, der sich unmittelbar aus der Formel (35b) durch Ein-
setzen des Nullwertes von f ergibt.

Analog bestehen die Beiwerte von den Biegungs- und Torsions-
momenten, Scherkriften usw. immer aus zwei Teilen, von denen der

eine direkt aus £, und der andere aus 51 abgeleitet werden kann.
Aus der dritten, fiinften und siebenten Formel von (25) erhilt man:

_ 2@ a.(1—¢)
BHE + Hit = — =g,

und
. - 2Gin A o, (1 — &)
RHpd+ Hod = + ViGN,

Daraus und aus den Beziehungen
RV2=K? und A2+ V2=2K'2,

KZH( 3)+2K/2H( 1)_LH(7L1?)Z_
Also auch G;zlé - KzG(n_g;) _ K’zG(_cl)
Durch Einsetzen des vorangehenden Wertes von G} in (60a) erhilt man:

— b2 A KGR+ QK — p KD G pn

12;2 pocp Sin 2=y (60D)

n
n=1,3,57...0

Man kann beweisen, dal} die Beziehung (58) die Bedingungsgleichung
zeigt, durch welche die Randbedingung — die Auflagerkraft tberall
auf dem Rand x = a muB verschwinden — erfillt wird, wenn der

Wert von ¢; durch die Formel (60b) gegeben ist.

folgt

§ 9. Die auf den vier Seiten vollkommen eingespannte Platte.

Da in diesem Fall ¢, = C, =0 ist, wird ¢ nach (33) durch
folgende Formel dargestellt!:

C :Eo‘*"z:l
= b2 4 GILE—[—A in niw B Gnu]_{_B;n mr] 'mn (61)
S P

n m

1 Hierbei éndert sich die Formel (4) bzw. (32b) in
. bt x? x? 1 . mn
é=£N—Z‘ZZAmn{—— (—1)"‘(——->——~—Sm-a—x}
29 v _ ¥ I o nzm
X = g e (- ) - s

m,n—1,2,3,4...oo
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Der Beiwert {, ist natiirlich wie im letzten Falle derselbe fiir die frei
aufliegende Platte. Aus (37), (39) und (61) kann man leicht die aus

einem Teile {; von { hervorgehenden Beiwerte ML, MP, MY usw.
ableiten. Nun bleibt noch die wichtige Frage, wie die unbestimmten
Beiwerte 4,, 4,,, B, und B, ausgerechnet werden kénnen. Der Be-
quemlichkeit halber setzt man

_ _ (62a)
B, + B,=B,, — B, + B,,= B,,,
dann wird
4, =4 4=t A
n 2 2
BB B, 45 (62b)
__ 2m ;n r_ Ln'i‘ ;n
Bu=—=75"" By= "5

Somit lautet die Gleichung fir 4,,, wie folgt:
4
m?2 7

4 ’
+ nznz{(_l)nZDs Ams_ZDs Ams}
s 8

Amn_{" {(-"l)mZOTnA’rn—ZO;nArn}

16 4,, 2m2n? .

Fogmm T o A= (0" Ay (14 (1)) 43
+ 2 (1 (=1 By (14 (—1)%) B

_a*mnatR,,
bt O

(63)

Hier kennen wir
Orn: Or: —1-2 (_I)T
Crn=Cr=2+ (— 1)

und ooy
D =2+ (—1).
bzw.
- {)V?ZZ @% {l‘)l: Bt 22 (1) 4, - 41)

4K2aiﬁ
bim
m,n=1,2,3,4...00.

(=1)*B,, — B;n)} Sin %’f 2 Sin 1’5’-’ y
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Bezeichnet man nun mit §,,, die ersten vier Glieder auf der linken
Seite von (63), so ergibt sich
r

m22

—n;‘,,z{(2+<-1)")2Ams+<1 +2(=1)M) 3(—1) 4,,,)

{2+(—1 Q+2(=1") (=1)}.
Mit Riicksicht auf die Beziehungen

Tzﬂz _2 o
Z’ ==
Tznz a2z —>

erhilt man

ZérnZZ(_I)T6rn:26ms=2(—l)sams:0 (3:)

T 8 3

und folglich auch

S (—=1))8,,= I (1 & (—1)) 8, = 0. (b)
Ferner wird ' )
Q—(—=1mp=2(1—(—1m), I—(—DmE=201—( —1)n)]
I—(=1)™A+ (=™ =0, A—(—D)A+(—=D*)=0 ¢ (c)
I+ (=prp=20+(=1"), A+ (=)= (1 —1)")-J
Multipliziert man die beiden Seiten von der Formel (63) einzeln mit
1 —(—1)™ bzw. 1 4 (—1)™ und berechnet die Summen 200,’ (= Zoj ) der

m=1
dadurch gebildeten zwei Gleichungen, so erhialt man nach weiteren

entsprechenden Rechnungsverfahren mit Riicksicht auf (24), (26), (a),
(b) und (c) folgende Gleichungen:

2 K203 n®nd

51— (— 1— (=1 5
Aut g ey (0= (U S B () YR, T B
a*n2n Ry,
b (H2,—G2))
2K2( S 3 ’ 1+ 1+ (=1) (642,)
" a’nc I n —_1\r —
4, +m{ )2 + @+ (= ))«TZJTB’}
__ an’a’R,,
b (H§?6+Gf?6) '
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Aus analogen Berechnungen der unendlichen Reihen von n liefert die
Gl. (63) die folgenden Beziehungen!:

_ 2bmdm? m 1—(—1)y + . a1 (=1) -,
Bt gy oo L (~ 0 2 A (o (0 Y TR
_ bmPn®Rgn
T Kra(HR -G "
64a,
= 2bm3n® " 1+ (—=1) + . 14 (1)
Bt g s (1~ (SO A (L (0m Y
bm?n® Ry,
In (64a,) und (64a,) sind
ra(l—(—1)"R,, K2at x1s7m(1— (—1)) Bys
RanZZT_s -Rﬁmz b4 2 ome il
: ) (64b)
’ ra(l+(=1)) R,y K?at xasa (14 (—1))
R“n 22#7’ R’%m: bt 2/ Oms ) Rms.

Man kann beweisen, dafl die durch (64a,) und (64a,) gegebenen vier

Gleichungen die Bedingungsgleichungen sind, die die vier GroBSen
ac e IR 9T :

55)40—0’ 5492)76 g aJ)y o und '0y>y:b gleich Null werden lassen.
Aus (64a,) folgt:

D

7

PN o F il e )r)Rﬁ,
mar 0 (R — GF)
1— (=1 rad(l (= 714 (= 1)
2 B @r”(H(ZO)_l_G(Z)) 5 Ors AS
b Lz 21— —l)f)R/;,
Kta < g, (0% + 6F)

r —

Durch Einsetzen der vorhergehenden Werte von 2 1——_—1) B, und

Orn

2 %— - E in die erste Gleichung von (64a,), kann man aus ihr die

1 Ganz unabhéngig von den Grenzbedingungen ergibt sich im allgemeinen
ZOTH(STﬂ :ZO;narn :ZDsém‘?:Z‘D;éms =0.
r T 8 8

Man kann also aus der Gleichung fiir 4,,, immer ebensoviele Gleichungen bilden
wie Unbekannte vorhanden sind.
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Glieder mit E und E' eliminieren, und der gesuchte Beiwert 4, wird
wie folgt darges’cellt

4, =L, +2Kns

at n2 72 272 (1 — (—1)7)
L, VHE - G3) {f an — 217 2_—T

— (=1 1+<—1)">}

(Rﬂf‘ H(z) G(z) + Rﬂr H® + 63 (65)

8 K2t nd n? a3l — (—1)7)
Bns = gaimg, — o) 2 Orn em
1— (=) (A — (=1 (1+<—1)"> a+
R Sram )

Analoge Elimination des 2 li_{—g(;l) B, und y + ) E; aus
r rn

der zweiten Gleichung von (64a,) ergibt:

4, =L+ 3K, 4

, at n? n? a o T r2a2(1 — (—1)7)
Ln = gs +aw) {7 Ron = 2m ”2/ o

— (= ) , 14+ (=1
<Rﬂr H(z) a3 RBT mﬁ)} (66)
, _ 8K2a*nPn? a1+ (=1))
Kns = b (HY), + 42) 2 QraQrs

{(1 —(=1)") (1 —(=1)9) + I+ (=D A+ (= 1)8)}
H(?) — G(Q) H(Q) + G(")

Wenn man aus (65) und (66) die den verschiedenen Werten von =

entsprechenden GroBen von Z und :4—' ausrechnen kann, so werden
die den verschiedenen Werten von m entsprechenden GrofBen von B
und B durch Einsetzen der hierbei erhaltenen GroBen von A, (= As)

und A' (= A}) in die beiden Gleichungen von (64a,) berechnet werden
kénnen.

Fiir die Platte mit gleichmiBig verteilter Belastung sind m, r, n
und s gleich den ungeraden Zahlen 1,3,5,7...00. Somit ist!

1 Hierbei erhalt man (siehe die Anmerkung auf S. 36)

_ pbt _r L gm (,:l/f_,z/, 1 g o >
ZyAm"( a'+mnsm a x) b2 b +nnsm b y
m,n=1,3,5,7...00
und

__ 16 pb* 1 a*  m?n? K2a'n®n® . M. NI
&= N, sznﬁemn(bjﬂ 5 An————gﬁ——Bm>Sln @ Sin——y.

m,n=1,3,5,7...00
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4, =4, A4,=24,, A, =0,
B, =B,, B,=2B,, B,=9,

7 1 4
Bop= 3220 = g (S — G
T
32 K2qgt 1 4a
Rg, = bfﬁZ T 0rs = PA (H(O) a®%).

Woraus folgt:

N . 1 ’ An
*4n:Ln+2KnsAs’ An:An: P)
s

4a*
L, = —; b2 (H<2) G“”)
HY -G 8a5n3n32 o9 —GY (67)
XN T L i, (1R — )
T

, 64 K2 at 3 73 73 78
Kot = W =6 2 Guen(B3-05)
r

r,n,s=1,3,5,7...oo.

Wenn man aus (67) die den verschiedenen Werten von n entsprechenden
GroBen von A, berechnet, so kann man die den verschiedenen Werten
von m entsprechenden Grofen von B, durch folgende Formeln be-

rechnen:
, 2 @@ HO— G  4bwiz Y7 4,
Ba= B = g o (g e e ) 69

m? 72 Oms

s,m=1,3,5,7...00

Fiir eine hydrostatische Druckbelastung p,, = p« % erhilt man:

A4, =1L, +§KMAS
_ 2aa?

Ly = - B2 (H<2) G"?’)
HY @0 405033 1= (=1)") (H9—G9)
x [F by SR

n2 2 b5 72 2 Orn (H'(_2) G(?))

. B2K:atntat X1 rtat(l—(=1))
K,,= = T

2 (H(Z) G(?)) 0rn Ors (H:Z& G(Q))

r=1,2,3,4...00 n,§=1,3,5,7...
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A, =L, + 3K, A
8
4b
v . -
, —2aa? ] L8 +6.%9 aK*nn
L“—:*bﬂz(H,‘f&—{—G‘?)) l w2 2
4(15%3’73 -y ( f) H(O) G;.O))
2’ rzn- 1(2) G;%))O } (70)
K = ﬁ,Kzai:nd,"S 7 7‘37t3(1+ —1)9
" OBHR FGR) = 0 0re (HY —G7)
r=1,2,3,4...0 n,s§=1,3,5,7...0
= 4bmiPw m 4, m 4;
But gy = oy (1= (=1 )2+ (=D )82%}
2aa? (=1)™ (HY) — G2%) (
K miat (HE — G2) (71)
B,=0
m=1,2,3,4...00, §=1,3,5,7...00.

Nachdem wir die Werte von A, und fi; berechnet haben, kénnen wir
die Werte von A4, und 4, durch die Formel (62b) berechnen.

§10. Das Berechnungsverfahren des Beiwertes A4,.

Wie wir schon in dem letzten Paragraphen festgestellt haben, wird

der Beiwert Zn durch eine unendliche Reihe
Ay =L+ 3K, 4, (a)
8

ausgedriickt. In dieser Gleichung zeigt L, bzw. K,, die bekannte

Funktion von n bzw. (n, s), und die Werte von 4,, nehmen allmihlich
mit der Zunahme der Werte von 7 ab. Vernachlissigt man alle Glieder
mit » > k in der unendlichen Reihe (a), und gibt man dem = die Werte
1,2,3 ...k der Reihe nach, so erhilt man ein System der Gleichungen

mit % Unbekannten A, Ay, Ay... A, d. b
@y Ay + ayo Ay + 13 Aa+ T +‘a1k2k: L,
“21214““2222‘}‘“2323“!“"+a2kAk:L2 (b)
aklA:+ak2A;+ 3 _3’1‘ e '+'akkgk: L.

Aus diesen Gleichungen konnen die Naherungswerte von Al, Az, Ao,

4, ... A, berechnet werden. Das ist die bisher gewshnlich angewandte
Methode fur die Losung der Gleichung mit einer unendlichen Anzahl
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von Unbekannten. Gelingt es aber, 4, durch eine gewisse Funktion
von n auszudriicken, so ist dies natiirlich sehr giinstig, da wir sowohl

die numerische Berechnung vereinfachen als auch die Werte von 4,
hinreichend genau erhalten kénnen. Ein Verfahren dafiir wird von dem
Verfasser wie folgt vorgeschlagen.

Da s in (a) nichts anderes als ein mathematisches Zeichen ist, welches
die ganzen Zahlen 1,2,3,4 ... 00 zeigt, kann man es mit Recht mit
81, 8s, 83 . . . 00 umschreiben, d. h.

gn - Ln _{_Z'KWSI‘ZSI
81
und auch _ _
Asl = le + 2 Ksl S2 Asz .
S2

Das Einsetzen des durch die zweite Gleichung gegebenen Wertes von ;41—61
in die erste Gleichung ergibt

En = Ln +2 Kns1 (L81 _%" 2 K81 S2 E&)
=L, + 3 Kns, Ly + 3 Kns, 3 Koy 5, 4o, - (c)
81 81 82

Das dritte Glied im obigen Ausdruck zeigt nicht das Produkt von den

zwei unendlichen Reihen 2 K,, und S’Kslsz 55> Sondern die Summe 3
81

fiir das Produkt aus den zwei Funktlonen K, und 2 K , von §;

8182

(die Summe 2K5182 , beziiglich s, =1,2,3,4... kann als eine

Funktion von 81 allein angenommen werden). Setzt man ferner den

Wert von AS , d. h. _ -
ASz = LSz +2K82 83 ASa
83

in (c) ein, und setzt das gleiche Verfahren wiederholt fort, so erhilt
man schlieflich?:

1 Vergleicht man die Gleichung
gn = Ln +2Knsgs
8
mit der Fredholmschen Integralgleichung

b
u(x) =f @) + 1S K (2, ) u (t) dt,

worin u(x) = unbekannte oder gesuchte Funktion, f(x) = bekannte Funktion,
K (x,t) = Kern, A = Parameter ist, so erkennt man leicht, daB beide Gleichungen
formal sehr dhnlich sind, nur mit dem Unterschied, da8 die erste durch das

Zeichen Z die zweite dagegen durch_] definiert wird. Das Verfahren des Ver-
s=1

fassers, auf dem die Ableitung der Gl. (7") beruht, ist nichts anderes als die An-

wendung des Losungsverfahrens der vorstehenden Fredholmschen Integral-
gleichung.
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li;. = Ln + ZKnsiLsx + 2 K‘n&; ZK«Qx&}_LSQ‘
1 81 82
+2Knsl 2K818-2 ZKsz_»s;;Lsa + MR
81 89 83
+2Kﬂ81 EKSISQ 2K8283 Z t 2 b 'ZK.?;AMLS;
81 8o 83 84 85 8t

+2Kn81 2 K8182 2 K8283 trt 2K8t8t+1 A3t+1 . (72)
81 8a 83

8t4+1
Das letzte Glied der vorangehenden Gleichung enth&lt noch die Un-
bekannte 4, . Aber man kann beweisen, dafl es mit wachsendem ¢

gegen Null strebt; hierbei ist der Beiwert A4, durch eine unendliche
Reihe von den bekannten Funktionen ausgedriickt worden, oder —
mit anderen Worten — es ist jetzt in eine unendliche Reihe von den
bekannten Funktionen entwickelt worden. Fiir den praktischen Ge-
brauch erhélt man durch die Berechnung der ersten Glieder hinreichende
Genauigkeit, wie das nachstehende numerische Beispiel zeigt.

Wenn die Platte auf mindestens zwei ihrer gegeniiber-
liegenden Seiten, z. B. auf den Seiten y = 0 und y = b, frei ge-
stiitzt wird, so verschwinden immer die beiden Beiwerte D,, und D,
in der Funktion Y,, und folglich ist

B,=B,=0, A,,=0.

Somit enthalt die Gleichung fiir 4,,, nur die Unbekannten 4,,, 4, usw.,
die sich nur auf die Beiwerte C,,,, Cy,,, Cm, und C, beziehen, und
man kann leicht durch das analoge Verfahren wie im § 8 die gesuchten
Unbekannten ausrechnen. Hierbei wird jede Unbekannte immer durch
einen rationalen Ausdruck dargestellt, der aus einer endlichen An-
zahl der bekannten Funktionen besteht. Diese Einfachheit beruht darauf,

dafl die Funktion Y, durch eine einfache Kreisfunktion, d.h. durch
Y, = 8in "y
dargestellt wird, und die Losung der Plattengleichung fiir solchen Fall
kann leicht auch mit Hilfe des Levyschen Ansatzes ausgefiihrt
werden.
Wird die Platte auf mindestens zwei benachbarten
Seiten vollkommen eingespannt, so ist der Fall ganz

anders. Da die Unbekannte in solchem Falle immer durch eine Glei-

chung von der Form  _ _
An = Ln +2KWSAS 2
8

die eine unbegrenzte Anzahl Unbekannter enthilt, dargestellt wird,
kann die gesuchte Unbekannte nicht durch einen einfachen Ausdruck
wie in dem ersten Fall, sondern nur durch eine unendliche Reihe wie (72)
dargestellt werden.
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§ 11. Die auf einem elastischen Untergrund ruhende Platte.

Bezeichnet mon mit B die Betbungsziffer des olastischen Unter-
grunds, auf dem die betrachtete Platte ruht, so lautet die Grundglei-
chung dafiir wie folgt:

¢ ’ ¢ 0L _ Pay— Bf:
B ()x4+ K20x28y2 —l—KzTgﬁ_' N, (73a)
oder
ot O :
ﬁx§+OK28i2§y—4 K2__| L4C__;:pf(§vmy)
worin B i (73Db)
It = ‘

Diese Gleichung ist im Vergleich mit (la) nur um - L4 auf ihrer
linken Seite verschieden, und die Gleichung fiir 4,,, kann nach

‘“’32 }” “ (XY, + 2K XY 4 K2 X, Y - IAX,,Y,)

X 8in "2z 8in ZZydady = R, (74)

berechnet werden.
Z. B. wahlt man eine freiaufliegende Platte, deren Durchbiegung mit

pa4 Y 4 . MR . N
sznMSn u xSlnb Y

bestimmt ist, so erhalt man

mna:R,,

Apn=
n- 2K/2a2m2n2 K2atnt
po) (m“ + L > + LAgt
mnnR,,
T P25 o) (P et 7~§[“’ oy
worin (75)
A=K+ VK’4 (K2 +* )
P / A
MP=K'? L K’4 <K2+ “__IL>
Da fiir die isotrope Platte K = K’ =1 ist, lautet
A, _]/ “aL—Kn+iK;L
g2
B = ]/1 —zCLQ_K —iK,
(76)

worin

oS me )
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Somit erhalt man nach der fiinften Formel von (24) folgende Formel:

2 Sinman & ]
—~ mn (m?a24- 22 a2) (m2 7%+ 402 o2)
Py
) T+ 20ne
= TR TS non —l—2(1—§)
dqif1 L L Z,
&, + P (77)

"

worin
Z, =6oj2K,a,— Cos2 K,a,

Poe=CinK,a,ESin Ko, (2—&) —CinK,a,(2 — &SinKju,é
Qr:=0Co{K,x,ECos Ky, (2— &) —CofK,a, (2— &) Cos Ky o0, §.

y
A a
x
l/
g
J
g
. re—2u—=>
ol
-8¢ s
Abb. 11.

Wenn die Platte durch eine partiell gleichmiaBig verteilte Drucklast
belastet wird, so kann die Durchbiegung an irgendeinem Punkte im
Intervall z, — u < x < x, -+ u durch folgende Formel berechnet werden:

S, 1 1
Ry P {4 +Z{K—nﬁ(1’nsl + Pu(—t) — Pngs + Pus)
+ 2(Qnz + Qnioen — Quee + Qn&)}}
- (78)

E_xo—u-}—x é_xo——u—x
1= 4 2=
_Zytutz _Xptu—=z
f=nturE g RtuTa

wobei jedes P,; und @, durch die dritte, bzw. vierte Gleichung von
(77) dargestellt wird.

Wenn die Last auf der ganzen Fliche der Platte verteilt wird, d. h.
wenn W w1 w_ v

1 . M
. =L = 9 b 7 =g und §,=Sin—y,
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erhalt man
Pog 4 Patozny — Py + Pui,
— 2{Gin K, , & Sin K}, 0, (2 — &) — Gin K, o, (2 — &) Sin K, o, &
—@inkK,o,(l+ & SinkK,a,(1—§)
1 GinK,a, (1 — £ Sin K, o, (1 -+ £))
= — 4(Coj K, a, — Cos K, a,) { €in K, o, (1 — &) Sin K}, t,, &
+ GinK,a, &£Sin K, o, (1 — &)}
Qn& + Qn(—&z) ~Qug; + Qns,
= — 4 (Cof K, o, — Cos K}, a,,) {€0f K, ,, (1 — &) Cos K, o, &
+ Cof K, a, &Cos K, o, (1 — &)}
Z,=2(jK,a, — Cos K,o,) (€] K, a,, + Cos K, o) .

Somit lautet die Gleichung fiir die Durchbiegung wie folgt:

nw Ay ,
Sm»—y B 9K, K’+A
NL’-‘Z Tntaty Cof K, o0, + Cos K/ oty
n nn<1+b4L4>

. n=1,3,5,7...00
worin (79)
d,:=0CnK,o,(1—& SnK,o, &+ CinkK,a,&

X Sin K}, e, (1— &)
we=CofK, o, (1—¢) Cos Kj o0, & + Cof K, , &
X Cos K, o, (1 —£).

Verschiebt man den Anfangspunkt des Koordinatensystems (z, y) auf

n—1
den Punkt (O, 2) so mufl man Sinznzx (—;— + Z—) =(—1) 2 Cos% Y
an Stelle von Sin 7:—6 y in (79) setzen. Da hierbei
=1
(~1 * n 1
D Cos By =, n=1,3,5,7...00
L 4
Lim K, «, = Lim K, «,, ——a-t—, Lim "5 _ =0
b—> b—>co v2 b—l>tg 2Kﬂ K;L ’

und

Lim A, = Gof “Z (1 E)Os_§+@i~500 ~-~(1 £)

b—>o0 -"2 V V
wird, erhalt man
L
Gof~— (1—£) Co —5+@i _ECos——*(l—E)
Lim¢ = it — 12 e
b= Gof 22 1 Cos XX

y2 V2 J
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Das ist die Gleichung der Durchbiegung fiir einen geraden Balken von
konstanter Biegungssteifigkeit (N = EJ), dessen beide Enden auf festen
Stiitzen irei aufliegen, withrend seine ganze Unterlliche einen elastischen
Untergrund beriihrt.

Auch fiir die auf einem elastischen Untergrund ruhende rechteckige
Platte, die durch irgendeine Belastung und Randbedingung bestimmt
ist, kann man die Gleichung ihrer Durchbiegung ebenso wie fiir den
vorangehenden Fall aufstellen.

Drittes Kapitel.

Zahlenbeispiel fiir den Verlauf der Durchbiegung
und fiir die Beanspruchung.
Als Anwendungsbeispiel fiir die Formeln des Verfassers werden die
Beiwerte {, M, V, usw. fir die gleichmaBig belastete rechteckige
2 . 14 K2
2

Platte mit % =K= T, u=206 und K’2 = —— berechnet!.

§12. Die auf den vier Seiten frei aufliegende Platte.

In diesem Falle erhilt man folgende Ergebnisse:

Tabelle 3 (vgl. beigefiigte Tafel I und II).

Punkte Beiwerte auf den Mittellinien

wla | yfb ¢ M, M, V. v,

/4 2/y 0.0000 0.0000 0.0000 0.310 0.000
a 2[4 0.0013 0.0314 0.0064 0.146 0.000
2/4 2/q 0.0018 0.0411 0.0088 0.000 0.000
34 2/q 0.0013 0.0314 0.0064 — 0.146 0.000
Yy 2/y 0.0000 0.0000 0.0000 — 0.310 0.000
2/a /4 0.0000 0.0000 0.0000 0.000 0.197
2/y 1/g 0.0014 0.0320 0.0094 0.000 0.048
2/y 2/4 0.0018 0.0411 0.0088 0.000 0.000
2/4 3y 0.0014 0.0320 0.0094 0.000 | — 0.048
2/y 4y 0.0000 0.0000 0.0000 0.000 | — 0.197

1 Hierbei wird die Torsionssteifigkeit 2 C' durch

N 1 Eu Eu
20:_’(1——) 14+K)= 2P a4 k)J, =P g4J
ausgedriickt, und die Grundgleichung (1a) stimmt mit der Formel von H.Marcus,

d. h. 04:_[_ o 045—_ pi—1

ng;; L.+ ) 537:276? +J"0—y‘f =P Byt
iiberein (siche S. 52).
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Tabelle 4 (vgl. beigefiigte Tafel I und II).

Punkte Beiwerte aui den Rindern

x/a y/b M,, V. V, Q R

/g 0/ — 0.0203 0.000 0.000 0.000 0.000
Yy /4 — 0.0132 0.000 0.163 0.069 0.232
2[4 un 0.0000 0.000 0.197 0.084 0.282
3/a L 0.0132 0.000 0.163 0.069 0.232
4y /4 0.0203 0.000 0.000 0.000 0.000
94 /4 — 0.0203 0.000 0.000 0.000 0.000
/s Yy - 0.0102 0.270 0.000 0.048 0.318
/4 2/a 0.0000 0.310 0.000 0.041 0.351
/4 3/a 0.0102 0.270 0.000 0.048 0.318
/4 s 0.0203 0.000 0.000 0.000 0.000

Die negativen Reaktionen (Einzelkrifte) in den vier Ecken sind
einander gleich:

Py= P, = Pp= Po=—0,041 pb?

§13. Die auf den vier Seiten vollkommen eingespannte Platte.

Die Berechnung durch die Formel (67) ergibt die Werte von %

und K, wie in Tabelle 5 angegeben?.

Bezeichnet man mit UL, U2, UP ... das erste, zweite, dritte. ..
Glied in der Formel (72), so erhilt man die in Tabelle 6 wieder-
gegebenen Zahlen.

Wie die Tabelle 6 zeigt, erhilt man schon eine hinreichende
Genauigkeit der Zahlengrofie von A,, wenn man nur die ersten
vier oder fiinf Glieder der Reihe U® berechnet; es konvergieren

die Reihen fiir ¢ bzw. M sogar noch schneller als die Reihe fiir 4,,,

I . . ., A, A, .. . .
weil die ersten durch die Reihe mit prege bzw. p definiert sind. Die

n

den verschiedenen Werten von 7 entsprechenden Grofien von _=—,

A, A4, . .
o= bzw. == gind in der Tabelle 7 zusammengestellt.
n-m nmw

Nachdem wir die den verschiedenen Werten von n entsprechenden
Groflen von A4, berechnet haben, konnen wir nach der Formel (68)

die den verschiedenen Werten von m entsprechenden Gréflen von B,
berechnen, siehe Tabelle 8.

[\ol LS|

1 Hierbei wird A,,=%’-+ZK“AS, da 4, =22 ist.
8

Iguchi, Biegsame rechteckige Platten. 4
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Die auf den vier Seiten vollkommen eingespannte Platte. 51
Tabelle 7.
4, 4, A,
" A na Wi P
1 -+ 0.02604 -+ 0.00829 -+ 0.00264 -+ 0.00084
3 — 0.00016 — 0.00002 — 0.00000 — 0.00000
5 — 0.00527 — 0.00034 — 0.00002 — 0.00000
7 — 0.00509 — 0.00023 — 0.00001 — 0.00000
9 — 0.00415 — 0.00015 — 0.00001 — 0.00000
11 -— 0.00330 — 0.00010 — 0.00000 — 0.00000
13 — 0.00264 — 0.00006 — 0.00000 — 0.00000
15 - 0.00214 — 0.00005 — 0.00000 — 0.00000
17 — 0.00175 — 0.00003 — 0.00000 — 0.00000
Tabelle 8.
B’”l Bm B?ﬂ
™ B m it i
1 + 0.05545 -+ 0.01765 -+ 0.00562 -+ 0.00179
3 — 0.01907 — 0.00202 — 0.00021 — 0.00002
5 — 0.01193 — 0.00076 — 0.00005 — 0.00000
7 — 0.00723 — 0.00033 — 0.00001 — 0.00000
9 — 0.00460 — 0.00016 — 0.00001 — 0.00000
11 — 0.00308 — 0.00009 — 0.00000 — 0.00000
13 — 0.00216 — 0.00005 — 0.00000 — 0.00000
15 — 0.00158 — 0.00003 — 0.00000 — 0.00000
17 — 0.00119 — 0.00002 — 0.00000 — 0.00000
Wenn man mit Benutzung der oben erhaltenen Werte von 4,, und B,,
die Werte von {;, M;”, MiP ... berechnet, kann man durch die Be-
ziehungen
E:ZO+ZI5 M(/B—:M?)”{—Mg), JT[y:M—;))*!’ M;/I)--w
worin £y, M®, M 2. .. die in den Tabellen 3 und 4 enthaltenen GroBen

fir die freiaufliegende Platte sind, die Werte von ¢, M,, M, . ..

rechnen. Die Ergebnisse sind folgende:

Tabelle 9 (vgl. beigefiigte Tafel IIT).

be-

Tabelle 10 (vgl. beigefiigte Tafel I1T).

Punkte | Beiwerte auf den Mittellinien Punkte | Beiwerte auf den Riéndern
zja| y/b M, M, zja|yb| M, M, |R(=V)
%4 | 2/4 |0.00000| — 0.0359 | — 0.0027 s | Y4 0.0000 0.0000 | 0.000
Ys | 2/4 [0.00027| 0.0071 0.0010 Ya | o4 | —0.0039 | —0.0103 | 0.165
2/y | 2/, 10.00048 0.0207 0.0028 2/g | 94 | —0.0063 | —0.0168 | 0.257
34 | 2/4 10.00027| 0.0071 0.0010 3s | 9% | —0.0039 | —0.0103 | 0.165
44 | 2/4 10.00000| - 0.0359 | — 0.0027 e | Ya 0.0000 0.0000 [ 0.000
/g | 94 }0.00000| —0.0063 | — 0.0182 %1 | 94 0.0000 0.0000 [ 0.000
2/y | Y4 [0.00035 0.0129 0.0036 % | 4 | —0.0274 | — 0.0020 | 0.304
2/s | 2/4 [0.00048] 0.0207 0.0028 % | /¢ | —0.0359 | —0.0027 | 0.353
2/s | 34 |0.00035] 0.0129 0.0036 % | 34 | —0.0274 | — 0.0020 | 0.304
/s | %4 ]0.00000| —0.0063 | — 0.0182 % | 44 0.0000 0.0000 { 0.000

4%
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Viertes Kapitel.
Schlubemerkungen.

§14. Der EinfluB der Torsionssteifigkeit.

In einem Falle, wo u; = u, = p ist, wird die Torsionssteifigkeit 2 C
durch

_ ’ rE 4
ZC—QGJ—M—_*_IJ

gegeben. Hierin ist J' eine zwischen den zwei Trigheitsmomenten J,
und J, liegende Grofle. Als J' fiir die kreuzweise bewehrte Betonplatte

nahm H. Marcus
14- K2

, 1
J=§(Jz+Jy)= ) Iy
anl,
__Eu o 14 K2
Daraus folgt 20 = CIPERY (Je+ ), K?=—;
Spiter setzte er
J = Ja:Jvi
Tt

und war der Meinung, dafl die Torsionssteifigkeit 2 durch

Jod,

20=E’J’=E’J+J

gegeben werden kann, vorausgesetzt, daBl der Wert der Poissonschen
Zahl % hinreichend klein ist2,

M. T. Huber nimmt als GroBle von J'
J'=1J.J,

an und schligt vor, fiir nicht stark beanspruchte Betonplatten von
der Dicke 4 '

h3

r

J= 12
anzunehmen, indem die Widerstandsfihigkeit des Betons gegen die
Zugbeanspruchung beriicksichtigt, die Wirkung des Eisens dagegen
vernachlissigt wird. Ferner ist er der Meinung, dall die Wirksamkeit

1 Marcus, H.: Die Theorie elastischer Gewebe und ihre Anwendung auf die
Berechnung biegsamer Platten, S. 105.

2 Die Grundlagen der Querschnittsbemessung kreuzweise bewehrter Platten.
Bauing. 1926 Heft 30 u. 31.
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der Torsionssteifigkeit nach dem ersten Ri} des Betons vollig vernach-
liassigt werden soll'; hierbei folgt naturgemif:

, o 1
=0 und K=y (1+K?).

Wenn man die von H. Marcus angenommene Gréfle J' mit einer
Grofle §, die nicht groBer als die Einheit ist, multipliziert, so ist

I =5 (Tt Ty, Ky
und folglich a7 \Q‘ /,
_J _1 NNLX
20_2(1+K2)(1 M)Nx N
1+K2 (1 14 8 N
- FEh Mol S S [ [ Y M
K 2 {M+7<1 M)I ;:0,05 K i
8
Um klar zu machen, wie die GroBen ‘§| 004 ~
der Beiwerte , M, usw. sich durch |§3
die verschiedenen Werte von § ver- 4% v
.. Y R4
andern, hat der Verfasser einige Be- X (2
. . "Kﬁg 02 4 /
rechnungen nach seinen Formeln fiir % %
die gleichmiBig belastete frei auf- ¢ A
liegende Platte durchgefithrt. Die Er- ' 4%
gebnisse sind folgende:
Y 955 00 OF W

_9‘/

Abb. 12. Die den verschiedenen Grifen
von j entsprechenden Beiwerte fiir die

I. Eine quadratische Platte mit

J_ Durchbiegung und Spannungsmomente in
K — VJ—' = 1 und n= 0. einer freiaufliegenden quadratischen Platte
Je mit K =1 und x =6.
Tabelle 11.
7, K2 . E M;E:M” '—va ~7Mxv
in der Mitte an der Ecke
0.00 | 0.16667 0.00699 0.0767 0.0637 0.0000
0.25 1 0.37500 0.00594 0.0642 0.0546 0.0136
0.50 | 0.58333 0.00514 0.0552 0.0477 0.0239
0.75 1 0.79166 0.00453 0.0484 0.0425 0.0319
1.00 | 1.00000 0.00406 0.0430 0.0383 0.0383

Man sieht, dall alle Beiwerte mit der Zunahme der GroBe von §

abnehmen, indem die Werte von {, M, bzw. — M, fiir § = 1 (hierbei
ist die Wirksamkeit der Torsionssteifigkeit beriicksichtigt) um 42, 44
bzw. 43% kleiner sind als diejenigen fiir § = 0 (hierbei ist die Wirk-
samkeit der Torsionssteifigkeit vernachlassigt).

1 Bauing. 1923 Heft 12 u. 13; 1925 Heft 30.
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1I. Eine rechteckige Platte mit %=~§, K = Vj—:=—§—und,u =6.

Tabelle 12.
in der Mitte an der Ecke

0.00 0.16667 0.00263 0.0599 0.0124 0.0293 0.0000

0.25 0.37500 0.00237 0.0538 0.0113 0.0263 0.0066

0.50 0.58333 0.00215 0.0488 0.0103 0.0239 0.0120

0.75 0.79166 0.00197 0.0446 0.0095 0.0220 0.0165

1.00 1.00000 0.00182 0.0411 0.0088 0.0203 0.0203

0% Hierin betragen die Prozentsitze

07 der GroBenabnahmen fiir £, M, M,

bzw. — M, in demselben Sinne wie

06 im ersten Falle ungefahr 30, 32, 30
|§ S - bzw. 31%.

08 "~

S S . . .
N ~—| § 15. Die Werte von j und K fiir
v 0% die Ei
5 ie Eisenbetonplatte.

X L. .

; Wenn man die im vorigen Para-
K R graphen angegebenen Formeln auf
WA ot R gy it . .

002 274 = die Berechnung der Eisenbetonplatte

TS e et anwenden will, so ist es von grofler

Y e Wichtigkeit, sowohl fiir die zwei Tr
) = 7 ichtigkert, L Lrag-
- heitsmomente J, und J, (folglich K)
0 725w 4% 7w 8ls auch fir die Torsionssteifigkeit 2C
-/ (folglich §) moglichst richtige Werte

Abb. 13. Die den verschiedenen GréBen . : =
o s ntaprechondon  Betwerts far de einzusetzen. In den meisten Fillen er-

Durchbiegung und Spannungsmomente in  gehen sich fiir das Tragheitsmoment J
einer freiaufliegenden rechteckigen Platte . ?
mit LZ.= =2 und u=6. verschiedene Werte, je nachdem ob
bei seiner Berechnung die auf die
Schnittfliche des Betons wirkende Zugbeanspruchung in Betracht ge-
zogen wird oder nicht. Wenn man bei der Berechnung des J die durch
die Zugkraft beanspruchte Schnittfliche des Betons als eine giiltige
Querschnittfliche annimmt, so ist meistens das Verhiltnis :';1 =K
beinahe gleich 1, obwohl die Menge des Eisens sich in der - und
y-Richtung ziemlich unterscheidet.
Die richtigen Werte von K und § kénnen nur durch einen sorg-
faltigen Versuch bestimmt werden. Der Verfasser hat frither einige
Biegungsversuche mit kreuzweise bewehrten Kisenbetonplatten ge-



Die Werte von § und K fir die Eisenbetonplatte. bb

macht!. Die Versuchskorper bestanden aus 6 Platten, von denen je
zwei die folgenden gleichen Abmessungen hatten:

Tabelle 13.

Versuchs- Seitenla Abstand der Stib
korper eitenlinge ] stand der Stibe | 1yyrohm.
Dicke | a/b der Stibe
Name | Anzahl a b z-Richtung | y-Richtung '
A 2 180 cm |[180em | 7.7 em | 1 [ 10.000 em | 7.35 cm | 6.35 mm
B 2 150 cm [ 180 cm | 7.7 cm | %6 | 8.000 cm | 9.560 cm | 6.35 mm
C 2 120 cm {180 em | 7.7 cm | 2/3 | 7.000 cm | 15.000 cm | 6.35 mm

Die Platten wurden auf ihren vier Seiten frei gestiitzt mit einer
Einrichtung, durch die das Aufheben der vier Ecken verhindert wurde.
Die Belastung wurde gleichmafig auf eine kleine rechteckige Fliche
verteilt, die mit der Platte einen gemeinsamen Mittelpunkt und parallele
Lage zu ihr hatte. Hierdurch wurden die den verschiedenen Belastungs-
groBien entsprechenden Durchbiegungen an 13 in gleichen Abstinden
verteilten Punkten gemessen. Die Vergleiche der beobachteten Werte
der Durchbiegungen mit den theoretisch berechneten zeigten uns, daB
die beiden Werte sich giinstig einander néherten, wenn der Wert von
j =1 war und die Trigheitsmomente J, und J, in der Voraussetzung
berechnet wurden, dall die durch die Zugkraft beanspruchte Schnitt-
flache des Betons dennoch als eine giinstige Querschnittfliche an-
zusehen sei. Diese Tatsache bestatigt dafi die Gleichung

pafﬂ

AL = B 2 s T o=

als die Grundgleichung fiir die Eisenbetonplatte brauchbar ist. Im

strengen Sinne der Theorie muB man aber die Grenze der Brauchbarkeit

obiger Gleichung darauf beschrinken, dafl die Platte nicht zu

stark beansprucht wird. Aber der Versuch des Verfassers zeigte,

dafl die gemessenen Durchbiegungen auch nach dem ersten RiB des

Betons keine groflen Abweichungen von den berechneten Werten fiir
K = 4§ =1 ergeben.

Offenbar beruht obige Tatsache darauf, daB die GroB8e der
Durchbiegung an einem Punkt nicht nur von der Steifig-
keit (folglich dem Wert des Trigheitsmomentes) des betrachteten
Punktes, sondern auch von der Steifigkeit der ganzen
Platte abhéngig ist, obwohl bei der Berechnung sowohl des Trig-
heitsmomentes als auch der Beanspruchungsverteilung in der gerissenen
Schnittfliche naturgemif der Flachenteil fiir die Zugbeanspruchung
des Betons vernachlissigt werden muf3.

1 Der eingehende Bericht hieriiber befindet sich im Journal of Civil
Engineering, Japan, Vol. 18 (1932) No. 7.
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§16. Die Anwendbarkeit des Verfahrens.

Obwohl der Verfasser als Anwendungsheispiel seiner allgemeinen
Formeln (15) und (33) nur drei im zweiten Kapitel beschriebene Sonder-
falle gewihlt hat, kann man natiirlich aus ihnen die Formeln auch fiir
Platten mit den in §2 dargelegten anderen 6 Grenzbedingungen ab-
leiten!; auch fiir die auf einem elastischen Untergrund ruhende Platte
ist dieses der Fall. Weiter hat der Verfasser seine Besprechung nur auf
die einfachen Platten ohne Seitenfliigel beschrénkt. Aber des Verfassers
allgemeine Formeln sind auch fir die durchlaufende Platte
brauchbar, wenn man dabei beriicksichtigt, dal die Ko-
effizienten C,,, C;,,...D,, D, von den Grenzbedingungen
des Seitenfliigels abhingig sind. Da der gerade Balken als
Sonderfall der ebenen rechteckigen Platte, deren gegeniiberliegende
Seiten sich ins Unbegrenzte verlingern, angenommen werden kann, ist
es moglich, die Formel fiir die Durchbiegung bzw. die Beanspruchung
desselben auch aus der Formel fiir die Platte abzuleiten, wofiir der
Verfasser schon im § 11 ein Beispiel ausgefithrt hat.

1 Eine eingehende Abhandlung dariiber hat der Verfasser im Journal of Civil
Engineering, Japan, Vol. 16 (1930) u. Vol. 10 (1931) veroffentlicht.

Druck von Oscar Brandstetter in Leipzig.



Tafel 1.

Beiwerte der Durchbiegung, Biegungs-

Y »
u. Torsionsmomente einer gleichmiQig 8 g 3
belasteten freiaufliegenden rechteckigen
Platte mit a/b = 2/5, K2= Jy/Jx = (%/s)2 , g
und p=6. 4 £y
A o .
Werfe von & aut den beiden Mirfellimen 0 A
oA £ 518" £ A"
90005 N\ / /
: \ /
\ 4
40010
| z \& /
00075 N /
N pd N
e Sy e
G902y 77 7% 77 oE E oE 3% ok
—_— y/& = 7 —».Z‘/IZ =&
Werte von My u. /Vy aur den beiden Mitfelinen
2 A’ £ 5”5 £ A”
R N A
) N
o 7 7 '
7 L\ /2 / 1\ Y /
M.Z'r/‘{y /
002
203 \[ % / Vx /
y N N y
N / N /
[0% N a1
ol ¥ ~m 9% VS
—= ylb=y —=z/a-¢&
Werte von Moy auf den Rindern
5 B’ Vi A
+002 -
,/
+0,07
# 8
224 0 My Ay
i y
q01
/1/
-00z 1
"y 3% 2/% 7% 7E ¥ F W#
ooy <~— — /-

Iguchi, Biegsame rechteckige Platten.



Beiwerte der Scherkrifte und Auflager-

Tafel II.

R4
i”
krifte einer gleichmiBig belasteten frei- £ T
aufliegenden rechteckigen Platte mit
a/b =23, K2=Jy/Jx = (*3)? und p=6. y —— 4 4
- x
Werte von V auf den beiden Mittellinien 0 Y
+0 034 i £ A
+q0z N
: N
+0,07 = \\
P Y
R —
-007 \7{
—y Ne
R 7 7% K73 gy o G W
—=y/b=7 —x/a-£
Werte von V auf” den Rindern
2 I B’ A’ A
\ /
007
7L\ / J §
o072 Va / NS
A //
803 S
' B3 7 74 7 T oF G e
Y= 7 ~=— —_—r/a-E
Werte von § auf den Rindern
i 8 210 P 4
Q_o 05 3 L ~ N )4
1\ ’ \\ %A 1/
Jgn S
5747 77 77 7 7 T F F W
y/b =7 =— —x/a =&
Werte von R aufden Rindern
Vi 8 00 47 4
; A
005
o0 JIA /
A / /
# 0,20 -\ - / /
e /N
030 4 B / S
055 475 7 7 Z TE 2% oF W
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Tafel III.

Beiwerte der Durchbiegung, Biegungs- v 8"
momente und Scherkrifte einer gleich- 8 T 7
mifBig belasteten eingespannten recht- T
eckigen Platte mit a/b =2/, K2 = Jy/Jx . o 4
= (¢/3)2 und p = 6. L
- o | x
Werfe von & auf” den beiden Mittelinen O VIR,
04 / £ NG £ A"
00007 N £
= 00002 AN - / N\ /
" N / \Z /
¢ 0003 N / \S A
T 0,004 AN / /
i N "4
0008 S~
/77 Vi V3 FZ3 ot ¥ /¢ 34 ¥
—ylb=7 —=z/a- €
Werte von M auf den beiden Mitiellinien
o A £ 818’ £ 4"
-g03

\
-0,02 \\ [

S

/
/
/
/

N YR
ANV y,
a0 \\ _ \ 7/
N Mo \ /
+0,02 N - A4
"y 7% 37 K73 HYE TF g F i
—y/b = 7 —=>x/a-&
Werte von M u. V aur den Réndern
,8 8 010 4 A
§\ — \\\—/‘71- ] 7
My A\ r /
207 _
77 N7 /NN S/
0z — NN / \ /
T \\\ ,/ / N1
0,0 N A/ Vet Ros AL
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0% 474 374 2% 7% 7 75 ofF 3% w4
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Verlag von Julius Springer in Berlin.



Berichtigungen.

12

If“ - } anstatt

4K'?
K4

Seite 19, 15. Zeile von oben lies: —

Seite 27, 5. Zeile von unten lies:
,,Gleichung, beispielsweise fiir die gleichméaBig belastete freiaufliegende Platte in‘
anstatt ,,Gleichung, in*

Iguchi, Biegsame rechteckige Platten.
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