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Vorwort. 
Dieses Heft enthalt denjenigen Teil der geometrischen Optik, der 

als unmittelbare Folgerung des FERMATschen und des HUYGENSSchen 
Prinzips angesehen werden kann. Die Beschreibung der Strahlen­
abbildung in erster Annaherung laBt sich zwanglos in die allgemeine 
Theorie einordnen und wurde deshalb ebenfalls berucksichtigt. Da­
gegen habe ich die Theorie der Fehler dritter Ordnung, auf welcher 
die Berechnung der optischen Instrumente beruht, beiseite gelassen, 
weil ich sonst fur die Grundlagen der Strahlenoptik eine viel zu knappe 
Darstellung hatte wahlen mussen. Dieser Verzicht wurde mir aber 
dadurch erleichtert, daB gerade diese Dinge in klassischer Weise seit 
langer Zeit von K. SOHWARZSCHILD behandelt worden sind (s. FuBn. 59, 
S.45). AuBerdem findet man sie in allen Buchem, die der geometri­
schen Optik gewidmet sind, also vor aHem in folgenden beiden Werken: 
CZAPSKI -EpPENSTEIN: Grundzuge der Theorie optischer Instrumente. 
3. Aufl. Herausgegeben von H. ERFLE und H. BOEGEHOLD und 
M. HERZBERGER: Strahlenoptik. Da diese Bucher sehr sorgfaltige und 
fast luckenlose Literaturverzeichnisse enthalten, konnte ich mich bei 
den Literaturangaben auf das Notwendigste beschranken. 

Herm G. PRANGE, der die Korrekturen dieses Heftes gelesen hat, 
bin ich fUr so zahlreiche wesentliche Verbesserungen verpflichtet, daB 
ich sie nicht im einzelnen anfUhren kann. Mein Dank gilt auch der 
Redaktion der "Ergebnisse" und dem Verlage, die allen meinen 
Wunschen entgegengekommen sind. 

Oktober 1937. 
C. CARATHEODORY. 
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Einleitung. 
Mit dem Anfang des XIX. Jahrhunderts beginnt sich eine Auf­

fassung der geometrischen Optik durchzusetzen, die schon von 
eHR. HUYGENS (1629-1695) angebahnt (s. w. u. FuBn. 37), aber wieder 
ganz in Vergessenheit geraten war. Bis dahin hatte man sich namlich 
begnugt, die GesetzmaBigkeiten der Strahlenbrechung in erster An­
naherung an der Achse eines rotationssymmetrischen Systems zu be­
handeln 1, jetzt aber wandte man sich allgemeineren Fragestellungen 
zu. 1m Jahre 1808 sprach E. L. MALUS (1775-1812) den Satz aus, daB 
ein stigmatisches Lichtbundel nach einer Spiegelung oder Brechung an 
einer krummen Flache in eine Normalenkongruenz verwandelt wird 2• 

MALUS war der Ansicht, daB dieser Satz nur fUr stigmatische Licht­
bundel gelte und daher beim Durchgang von Lichtstrahlen durch ein 
Instrument nur fur die erste Spiegelung oder Brechung richtig sei. Der 
Satz besteht aber allgemein fUr beliebige Normalenkongruenzen: dies 
wurde fUr den Fall der Spiegelung im Jahre 1816 durch CH. DUPIN 
(1784-1873) und fUr den Fall der Brechung im Jahre 1825 durch 
LAJ!...QUETELET (1796-1874) und fast gleichzeitig durch J. D. GER­
~ (1771-1859) festgestellt3. 

Aus dem so vervollstandigten Satz von MALUS ki:innen die Gesetze 
der Strahlenabbildung, wenn man von einer Ahnlichkeitstransformation 
absieht, fUr ein beliebiges optisches Instrument gewonnen werden (vgl. 
§ 27). Dieser Weg ist aber sehr muhsam und eigentlich nur ein Um­
weg. Nichtsdestoweniger ist er gelegentlich und merkwurdigerweise 
so gar noch lange nach der Entdeckung eines direkten Weges benutzt 
worden (s. BRUNS, FuBn. 18). 

Den naturlichen Zugang zU der Theorie der geometrischen Optik 
in ihrer vollen Allgemeinheit hat erst Sir WILLIAM ROWAN HAMILTON 
(1805-1865) gefunden!. HAMILTON solI sich schon mit dreizehn 

1 V gl. M. HERZBERGER: Geschichtlicher AbriB der Strahlenoptik. Z. Instru­
mentenkde. Bd. 52 (1932) S.429-435, 485-493 u. 534-542. 

2 MALUS: Optique, Dioptrique. T. Ecole polytechn. Bd. 7 (1808) S. 1-44, 
84-129. - MALUS, E. L.: Traite d'optjque. Mem. pres. a I'Institut par divers 
savans Bd. 2 (1811) S.214-302. 

3 Eine detaillierte Geschichte des MALusschen Satzes mit allen nOtigen Lite­
raturangaben findet man auf S. 463 der Collected Papers von HAMILTON (siehe 
FuBn. 16). 

4 Die beste Einfuhrung in die Ideenwelt HAMILTONS findet man bei G. PRANGE: 
W. R. Hamiltons Arbeiten zur Strahlenoptik und analytischen Mechanik. Nova 
Acta. Abh. Leop. Carol. Deutsche Akad. d. Naturforscher Bd. 107 Nr. 1 S. 1-35. 
Sehr nutzlich ist auch J. L. SYNGE: Hamiltons Method in Geometrical Optics 
J. Opt. Soc. Amer. Bd 27 (1937) S.75-82. 

Ergebnisse der Mathematik. IV/5. Caratheodory. 



2 Einleitung. [578 

Jahren fUr optische Probleme interessiert haben. Aber selbst wenn 
diese Uberlieferung nur eine Legende sein sollte, so ist es doch 
erstaunlich genug, daB er vor seinem Eintritt in das Trinity College 
von Dublin (Juli 1823) schon an seiner ersten Arbeit tiber Kaustiken 
arbeitete 5 und daB er vor Beendigung seiner Studien seine groBe Arbeit 
"Theory of Systems of Rays" der Irischen Akademie vorlegte (April 
1827). Diese seltene Begabung wurde tibrigens sofort von jedermann 
anerkannt; noch im selben Jahre konnte HAMILTON, bevor er Zeit 
gehabt hatte das SchluBexamen abzulegen, mit der Professur ftir 
Astronomie betraut werden, die sein Lehrer Dr. BRINKLEY, der in­
zwischen zum Bischof von Cloyne ernannt worden war, innegehabt 
hatte 6• 

Schon die erste Jugendarbeit HAMILTONS tiber Kaustiken enthiHt 
manche der Ideen, die ihn spater bertihmt machen sollten. In der "Theory 
of Systems of Rays", der aber erst spater die bedeutenderen drei "Sup­
plements" folgten, finden wir vor allem den Begriff der charakteristischen 
Funktion 7• HAMILTON hatte den gHicklichen Gedanken, die optische 
Lange eines Lichtstrahls, der einen Punkt des Objektraumes mit einem 
Punkt des Bildraumes verbindet, als Funktion der Lage dieser beiden 
Punkte anzusehen. Es stellte sich heraus, daB die partiellenAbleitungen 
dieser Funktion mit den Richtungen des Lichtstrahls in den betreffenden 
Punkten in sehr einfacher Verbindung stehen. Den wahren Grund ftir 
dieses Verhalten hat HAMILTON allerdings erst 1832 eingesehen, als er 
die Eigenschaften der charakteristischen Funktion auf Grund der For­
mel ftir die Variation eines Kurvenintegrals bei variablen Endpunkten 
ableitete 8• Diese Formel war von J. L. LAGRANGE (1736-,-1813) gefun­
den worden 9 und L. EULER (1707-1783) hatte sie sogar fur Kurven­
integrale des dreidimensialen Raumes angeschrieben, deren Integrand 
ein ganz allgemeiner Ausdruck ispo, aber keiner von beiden hatte sie 
mit der Einfachheit und der Selbstverstandlichkeit handhaben konnen, 
die erst durch HAMILTON in diese Dinge hineingetragen worden ist. 

Eine zweite auBerordentliche Leistung HAMILTONS best and in der 
Tatsache, daB er neben der ersten charakteristischen Funktion, die er 

5 Diese Arbeit wurde zum erstenmal 1931 unter dem Titel "On Caustics, Part 
First, 1824" in den Mathern. Papers Bd. 1 S. 345- 363 veriiffentlicht. 

6 ROBERT PERCEVAL GRAVES: Life of Sir W. R. Hamilton including selections 
from his poems, correspondence and miscellaneous writings. 3 Bde. (Dublin, 
Trinity College 1882-1889, Dublin Univ. Press. Ser.) F. KLEIN: Vorlesungen 
iiber die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahrhundert (Berlin, Springer 1926) 
Bd. I insbes. S. 182 u. ff. 

7 Mathern. Papers Bd. 1 S. 17. 
8 Ibid. S. 168. 
9 Siehe R. WOODHOUSE: A Treatise on Isoperimetrical Problems. S.90. Cam­

bridge 1810. 
10 EULER, L.: Instit. Calculi Integralis. S. 555. Petersburg 1770. 
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benutzt hatte, noch drei andere Funktionen derselben Art erfand, bei 
denen die Rolle der Ortskoordinaten und der Richtungskoordinaten mit 
Hilfe einer sog. LEGENDRESchen Transformation vertauscht wirdll. 

Zwischen der Auffassung der geometrischen Optik, wie sie HAMILTON 
zugrunde gelegt hatte, und der Behandlung der Mechanik nach den 
Methoden, die LAGRANGE in seiner Mecanique Analytique entwickelt 
hat, ist die Verwandtschaft so groB, daB HAMILTON samtliche Metho­
den, die er fUr die Theorie der optischen Instrumente ersonnen hatte, 
ohne jede Muhe auf die allgemeinsten Probleme der Mechanik uber­
tragen konnte l2. 

Fur diese letzteren Arbeiten HAMILTONS interessierte sich C. G. J. JA­
COBI (1804-1851), der den Fortschritt gegenuber LAGRANGE sofort 
merkte und der die HAMILTONsche Theorie in neu gepragter Form 13 dem 
groBen mathematischen Publikum vorlegte l4. Die optischen Arbeiten 
dagegen, die HAMILTONS Ausgangspunkt gebildet hatten, wurden bis 
zum SchluB des 19. Jahrhunderts auBerhalb Englands nicht einmaJ von 
den Spezialisten beachtet 15. Dies hing sicherlich einmal damit zusammen, 
daB die Irish Transactions, die diese Abhandlungen enthalten, auBer­
halb Englands schwer zuganglich sind, vor allem aber auch damit, daB 
HAMILTON, bei dem immer neue Ideen hervorsprudelten, gerade in diese 
Arbeiten so viele verschiedene Dinge hineingepreBt hat, daB sie zum 
Teil sehr muhsam zu lesen sind. 

Erst neuerdings ist jeder, der fUr Strahlenoptik Interesse hat, in 
der Lage, HAMILTONS Abhandlungen bequem zu studieren. Dies kann 
er vor allem in der monumentalen Herausgabe seiner Werke tun, die 
vieles Neue enthalt, das aus dem Manuskript zum erstenmal gedruckt 
worden ist, und die mit einem ausgezeichneten Apparat von Anmer-

11 Third Supplement to an Essay on the Theory of Systems of Rays, 1832 
der Irish Academy vorgelegt. Mathern. Papers S. 164-293, insbes. S. 175 u. 268. 

12 HAMILTON, W. R.: On a General Method in Dynamics. Philos. Trans. 
Roy. Soc. London 1834 Tl. 2 S. 247-308. - Second Essay on a General Method 
in Dynamics. Ibid. 1835 Tl. 1 S.95-144. 

13 Uber den Gegensatz der Auffassungen JACOBIS und HAMILTONS vgl. 
A. W. CONWAY u. A. J. MCCONNELL: On the Determination of Hamiltons Principal 
Function. Proc. Roy. Irish Acad. 41 Sect. A. (1932) S. 18-25. 

14 Eine vollstandige und sehr genaue Darstellung dieser ganzen historischen 
Entwicklung findet man bei G. PRANGE: Die allgemeinen Integrationsmethoden 
der analytischen Mechanik. Encyklop. d. math. Wiss. mit Einschl. ihrer Anwend. 
IV, 12 u. 13, abgeschl. Dez. 1933 Bd.4/2 S. 505-804, insbes. S.593-615. 

15 Auf der Naturforscherversammlung in Halle 1891 hielt F. KLEIN unter dem 
Titel "Uber neuere englische Arbeiten zur Mechanik" einen Vortrag, in welchem 
er die Bedeutung der Arbeiten HAMILTONS tiber Strahlenoptik ganz besonders 
betonte. Vgl. Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. Bd.1 (1891/92) oder FELIX KLEIN: Ge­
sammelte mathematische Abhandlungen. Bd. II S. 601-602. Berlin: Julius Sprin­
ger 1922. Trotz der Autoritat KLEINS hatte jedoch dieser Vortrag nicht den ge-
wtinschten Erfolg. ;;1 

1* 
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kungen versehen ist 16 oder auch in der deutschen Ubersetzung von 
PRANGE, die sich durch noch ausfiihrlichere Kommentare auszeichneP7. 

Bei der allgemeinen Unbekanntheit der HAMILToNschen Arbeiten ist 
es nicht verwunderlich, daB seine Resultate verschiedene Male wieder­
gefunden worden sind. Vor allem muB man hier die Schrift von H. BRUNS 
(1848-1919) nennen, die auf die Weiterentwicklung der Strahlenoptik 
den groBten EinfluB gehabt haps. AuBerdem wurde sie die Veran­
lassung, daB F. KLEIN die allgemeine Aufmerksamkeit der wissenschaft­
lichen Welt nochmals auf HAMILTONS Werk in der Optik lenkte l9• Der 
Ansatz von BRUNS ist schwerfalliger als die urspriingliche Methode 
HAMILTONS, weil er, vom MALusschen Satz ausgehend, den ganzen 
Apparat der Beriihrungstransformationen SOPHUS LIES (1842-1899) 
mit sich schleppt. Andererseits hat BRUNS durch einen naheliegenden 
Kunstgriff, an den merkwiirdigerweise HAMILTON nicht gedacht hatte, 
die Theorie der Strahlenabbildung in doppelter Hinsicht vereinfacht. 
Er hat sie erstens dadurch vereinfacht, daB er das Strahlensystem 
auf einen Schirm auffangt und die einzelnen Strahlen durch ihre Be­
stimmungsstiicke beim Durchgang durch den Schirm charakterisiert. 
Hierdurch konnte er an Stelle der charakteristischen Funktionen 
HAMILTONS die Eikonale benutzen, die nur von vier Veranderlichen 
abhangen, wahrend nur die eine von den vier charakteristischen Funk­
tionen HAMILTONS als eine Funktion von vier Veranderlichen angesehen 
werden kann 20. Man beachte, daB diese Anzahl der Veranderlichen 
nicht weiter erniedrigt werden kann, wei 1 ja auch der Strahlenraum 
vierdimensional ist. 

Die zweite Vereinfachung, die aber BRUNS unwillkiirlich erzielt hat, 
riihrt davon her, daB jedes einzelne aus einem beliebig vorgegebenen 
Eikonal entspringende Formelsystem, das zur Beschreibung der Strahlen­
abbildungen dient, fiir aIle moglichen optischen Raume und bei jeder 
Wahl der Koordinaten brauchbar ist. Die Abbildungsformeln dagegen, 
die aus einer charakteristischen Funktion HAMILTONS berechnet werden, 
gehoren immer n ur einem einzigen bestimm ten Problem an (vgl. § 32 u. 64). 

16 The Mathematical Papers of Sir William Rowan Hamilton. Cunningham 
Memoir Nr. XIII, Bd. 1, Geometrical Optics, Ed. for the Royal Irish Academy 
by A. W. CONWAY and J. L. SYNGE. Cambridge: University Press 1931. 4°, 
XXVIII u. 534 S. 

17 W. R. Hamiltons Abhandlungen zur Strahlenoptik. Ubers. u. m. Anmerk. 
herausg. von G. PRANGE. Leipzig: Akad. Verlagsges. 1933. 429 S. u. 116 S. Anmerk. 

18 BRUNS, H.: Das Eikonal. Abh. math. phys. Cl. sachs. Akad. Wiss. Bd. 21 
(1895) S, 323-436. 

19 KLEIN, F.: Uber das BRuNssche Eikonal. Z. Math, u. Phys. Bd. 46 (1901) 
oder Ges. math. Abh. Bd, II S.603-606. 

20 Hierzu vergleiche man die Polemik zwischen M. HERZBERGER: On the Cha­
racteristic Function of HAMILTON, the Eiconal of BRUNS and Their Use in Optics. 
J. Opt. Soc, Amer. Bd. 26 (1936) S.177-180 und J. L. SYNGE: HAMILTON's Cha­
racteristic Function and BRUNS Eiconal. Ibid. Bd; 27 (1937) S.138-144. 
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Diese Resultate von BRUNS muB man also berucksichtigen, wenn 
man heute, nach mehr als hundert Jahren, fUr die HAMILToNsche Theorie 
eine moderne Darstellung geben will. Man muB auch noch manches 
andere berucksichtigen, wie z. B. die Lehre der kanonischen Trans­
formationen, deren Anfange man freilich bei HAMILTON selbst findet, 
die aber erst in den Handen von JACOBI und von S. LIE ihre systema­
tische Durchbildung erfahren hat. Es ist ferner zweckmaBig, das Haupt­
ergebnis der HAMILToNschen ldeen, namlich die mathematische Aqui­
vaIenz des FERMATschen und des HUYGENSSchen Prinzips auf einem 
Wege abzuleiten, der die Umkehrung des Weges ist, den HAMILTON 
benutzt hat. 

Wir werden namlich an Stelle des FERMATschen Prinzips das Huy­
GENSSche Prinzip als Ausgangspunkt nehmen und die AquivaIenz der 
beiden Satze mit Hilfe der CAUCHYSchen Charakteristikentheorie (1819) 
zeigen. Dies hat den Vorzug, daB der Satz von der Erhaltung der 
POINCARESchen und der CARTANschen lntegralinvariante, der, wie wir 
sehen werden, den beruhmten Satz von MALUS nicht nur ersetzt, 
sondern geradezu vervollstandigt, sich fast von selbst ergibt. lch 
habe ubrigens einige dieser Dinge vor zwei J ahren in meinem Buche 
"Variationsrechnung und Rartielle Differentialgleichungen erster Ord­
nun~' (Leipzig: Teubner 1935) auseinandergesetzt und werde im fol­
genden dieses Buch ohne Autornamen zitieren. 

Die Strahlenabbildung mit Hilfe des Eikonals und die Koppelung 
der einzelnen Linienelemente von optischen Raumen, zwei Probleme, 
die nur zu leicht und zu oft vermischt werden, habe ich, urn sie deut­
Iich voneinander zu trennen, in verschiedenen Kapiteln behandelt und 
hoffe hierdurch zur Klarheit der Darstellung beigetragen zu haben. 
AuBerdem habe ich mir viel Muhe gegeben, einige Punkte zu klaren, 
die, wenn sie auch nicht von fundamentaler Bedeutung sind, doch 
nicht unwichtig erscheinen. Es wird z. B. vielfach angenommen, daB 
jede mogliche optische Strahlenabbildung durch mindestens das eine 
der drei ublichen Eikonale realisierbar ist. Diese Vermutung ist in­
dessen falsch, ich habe aber siimtliche Strahlenabbildungen aufgestellt, 
fUr welche sie nicht zutrifft, so daB man jetzt aIle FaIle kennt, fUr 
welche eine Darstellung der Abbildung durch diese Eikonale nicht 
moglich ist. Auf diese Weise konnte verifiziert werden, daB diese Hypo­
these wenigstens fUr rotationssymmetrische Systeme immer richtig ist. 
Bei den Eikonalen dieser Ietzteren Systeme habe ich auch ein Glied 
berucksichtigt, das unbegreiflicherweise immer vergessen worden war. 



Kapitel 1. 

Das FERMATsche und das HUYGENSSche 
Prinzip. 

1. Die Entdeckung des FERMATschen Prinzips 21. Nachdem GALILEO 
GALILEI (1564-1642) im Jahre 1609 das Fernrohr erfunden hatte, wurde 
die gesetzmaBige Erfassung der Brechung des Lichtes ein Gebot der 
Zeit, das die besten K6pfe beschaftigte 22• Der erste, der das Brechungs­
gesetz auf Grund vieler Messungen durch eine geometrische Konstruk­
tion richtig beschrieben hat, ist WILLEBROD SNELL (1581-1626); aber 
das Manuskript von SNELL, das HUYGENS noch einsehen konnte, ist ver­
schollen, und die Tatsache, daB SNELL das Brechungsgesetz entdeckt 
hat, wurde erst ein Jahrhundert nach dessen Tod allgemein bekannt23• 

Auf die Entwicklung der Optik hat die Entdeckung durch SNELL keinen 
EinfluB mehr gehabt. In der Zwischenzeit hatte namlich RENE DES­
CARTES (1596-1650) dasselbe Gesetz wiedergefunden und durch eine 
einfache mathematische Formel beschrieben, die er im Jahre 1637 be­
kanntgab 24 • DESCARTES hatte diese Formel durch eine geniale Ein­
gebung gefunden, namlich mit Hilfe der (spater als falsch erwiesenen) 
Hypothese, daB bei der Anderung der Geschwindigkeit, die das Licht 
beim Ubergang von einem Medium in das andere erleidet, die Kompo­
nente der Geschwindigkeit, die der (ebenen) Trennungsflache parallel 

21 Fur die historischen Einzelheiten dieses Kapitels s. auch C. CARATHEODORY: 
The beginning of research in Calculus of Variation. Osiris Bd. 2 (1937). 

22 So auch JOHANNES KEPLER (1571-1630), der schon imAugust 1610 seine 
Dioptrik schrieb. (Vgl. M. CASPAR: Bibliographia Kepleriana Nr. 40 S. 61. Mun­
chen: Beck 1936.) 

23 Cf. HUYGENS: Opuscula posthuma Bd. 1. Amstelodami 1728. Dioptrika S. 2. 
24 In dem anonym erschienenen Werk: Discours I de la Methode I pour bien 

conduire sa raison, et chercher /Ia verite dans les sciences. I Plus Ila Dioptrique lIes 
Meteores I et Ila Geometrie I qui sont des essais de cette Methode. - A Leyde I De 
I'Imprimerie de Ian Maire I CIJ. IJ. CXXXVII. Avec Privilege. 

Es ist lange behauptet worden, daB DESCARTES das Resultat von SNELL gekannt 
und fur seine Untersuchungen benutzt hat, ohne seinen Vorganger zu erwahnen. 
Erst neuere Quellenforschungen des hollandischen Historikers D. J. KORTEWEG 
haben erwiesen, daB diese Ansicht mit gr6Bter Wahrscheinlichkeit falsch ist [siehe 
D.]. KORTEWEG: Descartes et les manuscrits de Snellius d'apres quelques documents 
nouveaux. Rev. Metaphys. et Morale 4e Annee (1896) S.489-501] KORTEWEG 
hat die Entdeckung des Brechungsgesetzes durch DESCARTES ziemlich genau 
datieren k6nnen und gezeigt, daB zu dieser Zeit das Manuskript von SNELL, 
der bereits gestorben war, nicht einmal seinen besten Freunden bekannt war und 
erst mehrere Jahre spater wiedergefunden worden ist. Vgl. auch E. GERLAND: 
Geschichte der Physik. S.481. Munchen, Oldenbourg 1913. 
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ist, konstant bleiben muB, wahrend die absoluten Geschwindigkeiten 
auf beiden Seiten dieser Flache ein festes Verhaltnis haben. 

Unmittelbar nach dem Erscheinen des Buches von DESCARTES, d. h. 
noch im selben Jahre 1637, griff PIERRE FERMAT (1601-1665) diE' 
physikalischen Grundlagen der DESCARTEsschen Theorie heftig an 25. 

Es entspann sich eine Kontroverse, die jahrzehntelang dauerte und die 
heute nur noch bedingtes Interesse beanspruchen kann. Wir brauchen 
uns nur zu merken, daB FERMAT u. a. deshalb die Theorie von DESCARTES, 
und zwar mit Recht, ablehnte, weil bei dieser die Geschwindigkeit des 
Lichtes in einem dichteren Medium graBer sein muBte als in der Luft. 

1m Laufe der Zeit kam FERMAT auf den Gedanken, zur Begriindung 
der Dioptrik ein M inimumsprinzip anzuwenden, ahnlich dem, das schon 
HERON VON ALEXANDRIEN (etwa 200 n. Chr.) fiir die Behandlung 
der Katoptrik (Spiegelung) benutzt hatte 26 • Bei der Spiegelung bleibt 
der Lichtstrahl in einem und demselben Medium und es geniigte zu 
postulieren, daB die gewahnliche Lange des Lichtweges maglichst klein 
sein saUte (vgl. jedoch den § 4). Bei der Brechung dagegen durchlauft 
das Licht zwei verschiedene Medien, und FERMAT schreibt nun vor, 
daB die Lange des Lichtstrahls, wenn man sie auf beiden Teilen mit 
verschiedenen Gewichten bewertet, wiederum ein Minimum liefern solI. 

Diesen Gedanken hat FERMAT schon im Jahre 1657 ausgesprochen 27 • 

Damals stand es noch nicht fest, daB die Lichtausbreitung mit end­
licher Geschwindigkeit vor sich geht, und FERMAT laBt also diese Frage 
offen. Er wahlt aber seine Konstanten derart, daB, wenn man den Aus­
druck, der zum Minimum gemacht werden solI, als Lichtzeit deutet, die 
Geschwindigkeit im dichteren Medium kleiner ist als im diinneren. 

Unterdessen war das Brechungsgesetz von DESCARTES durch das 
Experiment sehr genau bestatigt worden. Da FERMAT der Ansicht war, 

25 Vgl. den Brief an MERSENNE vom September 1637 (Oeuvres de Fermat, 
Bd 2 S.106. Paris: Gauthier-Villars 1891-1922). 

26 HERONIS ALEXANDRINI opera quae supersunt omnia, 5 Bde, Teubner, 
Leipzig (1899-1914), mit deutscher Ubersetzung. De Speculis Bd II 1, S.301-365. 
Diese Schrift, die uns nur in einer lateinischen Ubersetzung des 13.Jahrhunderts 
erhalten ist, wurde lange dem CI. PTOLEMAEUS zugeschrieben. Erst die Kritik 
des 19. J ahrhunderts hat gezeigt, daB sie auf HERoN zuriickgeht. Wichtig in 
diesem Zusammenhang ist das Zeugnis des DAMIANOS (4. Jahrh. n. Chr.) in seinem 
Buch Keq;oJ.ata ,Wl' on"xwl' vnofJsoewl', Haupttatsachen der Optik, ed. R. SCHONE, 
Griechisch und Deutsch, Berlin 1897. 1m Kap. 14 S. 20 dieses Buches (auch 
zitiert Heronis AI. opera II, 1 S. 303) wird das Minimumsprinzip des HERoN 
besprochen und wortlich hinzugefUgt: Tovw ,J€ &no?5dl;ac; q;'701l' on el f'~ p,eAJo, 
~ <pvo,e; f'a,'7l' nee,ayetv ,~v ~f.ledeal' tilpw, neoe; laae; ai'n~l' &l'ax}.aoet ywl'fac;, 
d. h.: Am Schluf3 seines Beweises sagt er: Falls die N atur das Licht unserer Augen 
nicht unniitz herumjiihren soU, so muf3 sie es mit gleichen W inkeln (scil. gegen 
die Normale des Spiegels) zuriickwerjen. [Nach der Auffassung der griechischen 
Physiker geht das Licht nicht vom gesehenen Gegenstand, sondern vom Auge 
des Beschauers aus. Daher die Wendung «~f'edea o1j!'C;»'] 

27 Brief an CUREAU DE LA CHAMBRE vom August 16S7 (Oeuvres Bd 2 S. 354). 
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daB sein Ansatz, der ja dem DESCARTEsschen diametral entgegengesetzt 
ist, deshalb auch zu einem mit den Beobachtungen unvertraglichen 
Brechungsgesetz fUhren muBte, hielt ihn dieser Umstand zunachst 
davon ab, die Folgen seines Minimumprinzips analytisch durch­
zurechnen 28. Erst gegen Ende des J ahres 1661 raffte er sich, nach 
wiederholtem Drangen seiner Freunde, dazu auf und war auBerordent­
lich uberrascht, zu finden, daB sein Prinzip zu genau demselben 
Brechungsgesetz fuhrt wie die Hypothese von DESCARTES 29. 

2. Verallgemeinerung und Formulierung des FERMAT schen Prinzips. 
FERMAT hatte angenommen, daB die Geschwindigkeit der Lichtausbrei­
tung an allen Punkten eines durchsichtigen Mediums und fUr alle Rich­
tungen immer dieselbe ist. Nach den Untersuchungen von Chr. HUYGENS 
und von 1. NEWTON (1642-1727)30 zeigte es sich aber, daB diese 
Geschwindigkeit zwar von der jeweiligen Intensitat des Lichtes un­
abhangig ist, daB sie aber von der Farbe des Lichtes und, in 
kristallinischen Medien, von der Richtung des Lichtstrahles abhangt. 
AuBerdem hat man Interesse daran, auch solche Medien zu betrachten, 
bei denen, wie es z. B. fUr die Erdatmosphare der Fall ist, die Dichte 
von Punkt zu Punkt wechselt. In solchen Medien ist die Licht­
geschwindigkeit v auch eine Funktion des Ortes. Bezeichnet man 
mit c die konstante Lichtgeschwindigkeit im Vakuum und mit v die 
Geschwindigkeit im betrachteten Medium, so fUhrt man die GroBe 

c 
n=­

v 
(2.1 ) 

ein, die man den Brechungsindex nennt 31. 1m allgemeinsten FaIle ist 
also n eine Funktion des Ortes, der Richtung und der Farbe. Wir 
werden aber durchgehend annehmen, daB das Licht, dessen Ausbrei­
tung wir untersuchen, monochromatisch ist, so daB der Brechungsindex n 
nur von den geometrischen Bestimmungsstucken (Ort und Richtung) 
abhangen solI. 

Ein Medium, fUr welches n nicht vom Orte abhangt, heiBt homogen. 
Hangt der Brechungsindex nicht von der Richtung ab, so heiBt das 
Medium isotrop. 

28 V gl. die Stellen seiner Briefe in den Oeuvres Bd. 2 S. 460 U. S. 486. 
29 Brief vom Sonntag, 1. Januar 1662, an CUREAU DE LA CHAMBRE, Oeuvres 

Bd.2 S. 457. Der diesem Briefe beigelegte Beweis findet sich in Bd. 1 S. 170, ein 
weiterer synthetischer Beweis, in welchem die Eigenschaft des Minimums nach­
gewiesen wird, ebenda S. 173. 

30 I. NEWTON: Opticks, or a treatise of the reflexions, refractions, inflections, 
and colours of light. London 1704. 

31 Die obige Definition des Brechungsindex gilt fur die Undulationstheorie 
des Lichtes. Bei lIer Emissionstheorie muE man n proportional der Geschwindig­
keit selbst setzen. Vgl. P. STACKEL: Elementare Dynamik der Punktsysteme 
und starren Korp~. Encykl. d. mathem. Wiss. IV. 7 Bd.4/1 S.490. 
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3. In der Theorie der optischen Instrumente hat man fast aus­
schlieBlich den Durchgang der Lichtstrahlen durch isotrope, sttickweise 
homogene Medien zu betrachten. Dieser Umstand hat einige Autoren 
dazu bewogen, bei der Behandlung der geometrischen Optik die Vektor­
schreibweise zu benutzen, eine Wahl der Bezeichnungsweise, die in­
dessen nur dann zu empfehlen ist, wenn die Invarianz gegenuber starren 
Drehungen im Raume ausdrucklich betont werden solI. Diese Invarianz 
spielt aber bei der Strahlenabbildung eine ganz untergeordnete Rolle, 
da doch die meisten optischen Instrumente, wenn man von Prismen 
u. dgl. absieht, eine Symmetrieachse besitzen, deren Lage durch die 
Wahl der Koordinaten zweckmaBigerweise hervorgehoben werden muB. 
Wir werden daher im folgenden eine Achse auszeichnen und sie mit 
dem Buchstaben t bezeichnen - wodurch die Parallelitat un serer 
Formeln mit denjenigen der analytischen Mechanik besonders deutlich 
hervortreten wird - und die Punkte des Raumes mit Hilfe dieser 
Variablen t und zweier weiteren Variablen Xl und X 2 festlegen. 

Wir werden ()fters den Fall zu betrachten haben, daB die drei 
Achsen t, Xl und X2 ein rechtwinkliges Koordinatenkreuz bilden und 
daB das Medium, das wir untersuchen, isotrop, aber nicht homogen ist. 
Der Brechungsindex () (3. 1) n = n t, Xl' X2 

wird dann als Funktion der drei Veranderlichen (t, Xi) erscheinen und 
die Zeit T, die das Licht braucht, urn ein Stuck der Kurve 

Xi = xi(t) (i = 1 , 2; t' < t < t") (3·2) 

zu beschreiben, wird durch das Integral 
t" t" 

T = f ~s = + f n (t, Xl' X2) -Vi + xI + x§dt (3·3) 
t' t' 

dargestellt. Hierbei bedeutet ds das Differential der Bogenlange unserer 
Kurve und mit Xi bezeichnen wir die Ableitungen der Funktionen (3.2). 
Urn die Richtigkeit von (3.3) zu bestatigen, muB man bedenken, daB 
man zu set zen hat: 

v 
n 
c ' ds2 = dt2 + dxi + dx§. (3.4) 

Die Funktion unter dem Integrale (3.3) wird bei unseren Uberlegungen 
eine ganz ahnliche Rolle spielen wie die LAGRANGESche Funktion bei 
holonomen Problemen der klassischen Mechanik. Urn diese Analogie 
auch auBerlich auszudrucken, wollen wir die Bezeichnung einfuhren: 

L(t, Xi' Xi) = n(t, Xl' X2) -Vi + xi + x~. (3· 5) 

Die Formeln, die wir ableiten werden, sind ubrigens von dieser 
speziellen Gestalt (3.5) der Funktion L (t, Xi' Xi) unabhangig; sie bleiben 
fUr eine beliebige Gestalt der Funktion L gultig und eignen sich 
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entsprechend ebensowohl fUr den Fall, daB das betrachtete Medium 
kristallinisch, also anisotrop ist, wie auch fUr den Fall, daB man in 
einem isotropen Medium - ja sogar auch in ·einem anisotropen -
krummlinige Koordinaten benutzt und die Funktion (3.5) fUr solche 
Koordinaten umrechnet. 

4. Das FERMATsche Prinzip soll jetzt fUr derartige allgemeine Pro­
bleme formuliert werden. Eine genaue Dbertragung der Forderung, 
die FERMAT fur den speziellen Fall aufstellte, den er allein betrachtet 
hat, wurde folgendermaBen lauten: Es seien A und B zwei gegebene 
Punkte des Raumes; man betraehtet die Gesamtheit der KurvenbOgen y, 
die diese Punkte verbinden und bereehnet fur jede dieser Kurven das 

Integral JL(t, Xi' xi)dt; (4.1) 
y 

dann wird der Liehtstrahl, der A mit B verbindet, diejenige Kurve sein, 
fur welehe der Ausdruek (4.1) einen mogliehst kleinen Wert besitzt. 

Die Betrachtung von speziellen optischen Instrumenten hat gezeigt, 
daB das auf diese Weise formulierte Prinzip nicht durchweg brauchbar 
ist. Man kann namlich unter Umstanden Lichtstrahlen konstruieren, 
die durch das Instrument hindurchgehen, und auf diesen zwei Punkte A 
und B so wahlen, daB fUr keine einzige Kurve y, die diese Punkte ver­
bindet, und die das gegebene Instrument durchdringt, das Integral (4.1) 
einen Minimalwert erreicht. Fur die Probleme der Katoptrik waren 
ahnliche Erscheinungen bei krummen Spiegeln schon zur Zeit von 
FERMAT gelaufig32• FERMAT selbst wollte diese Schwierigkeit uberwinden, 
indem er an den Stellen, in welchen der Strahl gespiegelt wird, den 
krummen Spiegel durch einen ihn beruhrenden ebenen Spiegel ersetzte33• 

Abgesehen davon, daB dieses einen nicht leicht zu rechtfertigenden 
Notbehelf darstellt, wurden ahnliche Konstruktionen im Falle der 
Brechung nicht zum gewunschten Ziele fUhren. 

Man muB also das Prinzip von FERMAT modifizieren. Als spater die for­
male Variationsrechnung entwickelt wurde, hat man dafiir vorgeschlagen, 
die Forderung des Minimums des Integrals (4.1) durch die Forderung 
des Verschwindens der erst en Variation dieses Integrals zu ersetzen, 
ein Vorschlag, der bis zum heutigen Tage allgemein befolgt wird. Yom 
rein mathematischen Standpunkt ist gar nichts gegen dieses Verfahren 
einzuwenden. Man erhalt auf diese Weise genau alle Kurven, die als 
Lichtstrahlen in Betracht kommen. Die Methode besitzt aber zwei 
Nachteile. Erstens wird der allgemeinverstandliche und element are Be-

32 Man braucht nur einen Lichtstrahl zu betrachten, der vom Mittelpunkt A 
eines spharischen Hohlspiegels ausgeht und nach der Spiegelung fiber den 
Punkt A hinaus bis zu einem beliebigen Endpunkt B gefiihrt wird. Jeder 
andere von A nach B fiihrende, aus zwei geradlinigen Strecken bestehende und 
an der Kugel geknickte Weg hat eine kleinere Gesamtlange. 

33 Oeuvres Ed.2 S. 355. 
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griff des Minimums durch einen komplizierten und kunstlichen Begriff 
ersetzt, da die erste Variation eines Integrals gewiB nur mit groBer 
Muhe und vielen Worten der Anschauung nahergebracht werden kann. 
Der zweite Nachteil besteht darin, daB die SchluBweise, durch welche 
man aus der Bedingung des Verschwindens der ersten Variation die 
Differentialgleichungen fUr die Lichtstrahlen erhalt, ebenfalls auBer­
ordentlich kunstvoll erscheinen muB, wenn man sie mit der erforder­
lichen Sorgfalt auseinandersetzen will. 

Glucklicherweise stellt sich heraus, daB die Schwierigkeit, die so viel 
Kopfzerbrechen verursacht hat, durch eine geringfUgige Modifizierung 
der Problemstellung behoben werden kann. FERMAT und auch aIle 
seine Nachfolger hatten ein festes Stuck eines Lichtstrahls betrachtet 
und aIle Vergleichskurven durch die beiden Endpunkte dieses Kurven­
bogens gezogen. Wenn indessen diese Endpunkte ziemlich weit von­
einander entfernt sind, z. B. wenn sie auf beiden Seiten des Instruments 
liegen, so kann es vorkommen, daB die postulierte Minimaleigen­
schaft nicht vorhanden ist. Die Wahl der Endpunkte ist aber ganz 
willkurlich und durchaus kunstlich. Man vermeidet jede Schwierigkeit, 
wenn man den Lichtstrahl unbegrenzt annimmt (wie er in Wirklich~ 
keit ist) und die Wahl der Endpunkte offen lajJt. Man postuliert also 
etwas weniger, als FERMAT es getan hat, aber etwas mehr als diejenigen, 
die sich mit dem Verschwinden der ersten Variation begnugen wollen: 
man verlangt, daB das FERMATsche Prinzip mit seinem ursprunglichen 
Gehalt gelten solI, wenn man auf einem gegebenen Lichtstrahl Teil­
bagen von beliebiger Lage betrachtet, die aber hinreichend kurz sind. 
So gelangt man zu folgender Formulierung des FERMATschen Prinzips: 

FERMATsches Prinzip. Eine Kurve e kann dann und nur dann 
mit der Bahn eines Lichtstrahls zusammenfallen, wenn jeder Punkt P 
von e innerer Punkt von mindestens 
einem T eilbogen derselben K~trve e 
ist, der folgende Eigenschaft besitzt: 
das Integral (4.1) genommen langs 
dieses Teilbogens, zwischen seinen 

/" 

Fig. 1. 

Endpunkten P' und pI!, hat einen kleineren Wert als dasselbe Integral, 
wenn man es langs einer von e verschiedenen Kurve y berechnet, die die­
selben Endpunkte, namlich P' und pI!, besitzt und in einer gewissen 
engeren N achbarschaft von e liegt. 

Die letzten Worte bedeuten, daB man die Wahl der Vergleichs­
kurve y sehr stark einschranken darf, ohne befurchten zu mussen, daB 
die Kurve e aufhart, ein maglicher Lichtstrahl zu sein: man darf nam­
lich zwei beliebige positive Zahlen 8 und 'YJ vorgeben und verlangen, 
daB nur solche Kurven y zum Vergleich hinzugezogen werden, fUr welche 
die Entfernung zweier PunkteQ undQ*, die auf e bzw. auf y liegen und 
dieselbe Abszisse t besitzen, kleiner als 8 ist und fUr welche gleichzeitig 
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der Winkel, den die Tangenten in diesen Punkten beider Kurven 
einschlieBen, kleiner als 'YJ ist. Die Notwendigkeit von derartigen Ein­
schrankungen, bei welchen der Wert der Zahlen 8 und 'YJ nicht von 
vornherein vorgeschrieben ist, liegt im Wesen des IProblems, das wir 
behandeln wollen, begrundet. Wurde man die Kurve y immer ganz be­
liebig lassen, oder ein fUr allemal feste Zahlen 8 = 8 0 und 'YJ = 'YJo vorgeben, 
so konnte es vorkommen, daB bei gewissen Lagen der Kurven, von denen 
man feststellen will, ob sie nach dem FERMATschen Prinzip einen Licht­
strahl darstellen, Vergleichskurven berucksichtigt werden muBten, die 
nicht im Felde des Instruments liegen, d. h. die von einer Blende auf­
gefangen werden. 

5. Die Entdeckung des HUYGENSSchen Prinzips. Das FERMATsche 
Prinzip stellt einen geometrischen Satz dar, der tatsachlich geeignet ist, 
die Gestalt der Lichtstrahlen, die ein optisches Instrument durchsetzen, 
in allen Fallen zu charakterisieren. Fur die weitere Entwicklung der 
Optik ist es aber von Bedeutung gewesen, daB gleich von Anbeginn 
die Physiker durch den Gedanken, der FERMAT geleitet hatte, nicht 
befriedigt worden sind. 

FERMAT hatte den Satz ausgesprochen: "La nature agit tonjours par 
les voies les plus courtes" 34. Es wurde ihm sofort geantwortet35, daB dies 
ein Prinzip der Moral sei, aber kein Prinzip der Physik sein konne und daB 
die Natur bei der Wahl eines solchen "kurzesten Weges" gewiB manch­
mal auch in Verlegenheit geraten konnte. DaB auch HUYGENS, der damals 
in Paris lebte und mit den dortigen Gelehrten dauernd verkehrte, gleich­
artige Einwande gernacht hat, zeigt ein Brief aus derselben Zeit36• Man 
kann in diesem Sinne geradezu sagen, daB ganz ahnliche Ansichten wie 
diejenigen, die 200 Jahre spater die Physiker bewogen haben, die 
Fernwirkungsgesetze der Elektrizitat durch die FARADAy-MAXWELLsche 
Theorie zu ersetzen, auch HUYGENS dazu gefUhrt haben, die Theorie des 
Lichtes von Grund aus wieder durchzudenken. Das Resultat war das 
Buch "vom Licht", das erst 1690 erschien, aber schon zwolf Jahre fruher 
fertig geschrieben worden war37• Die 124 kleinen Quartseiten, die HUYGENS 

34 In der Katoptrik OLYMPIODORS (6. Jhrh. n. Chr.) , der den HERON uber­
arbeitet hat, findet sich der Ausspruch I. c. FuBnote 26, Bd. II 1, S. 368): o'Mev 

fl6:cI}v el!y6.!.;cWt ~ 'PVO!I;; oNJi flaWL01l0vci, d. h. die Natur tut nichts Obetfliissiges 
und auch arbeitet sie nicht unnotig. 

35 Briefe von CLERSELIER an FERMAT vom 6. und 13. Mai 1662 (Oeuvres Bd. 2 
S. 464 u. ff.). 

36 Vom 22. Juni 1662 (Oeuvres completes de Christiaan Huygens publiees par 
la Societe Hollandaise des Sciences Bd. 4 S. 157, Lettre 1025. La Haye: Martinus 
Nijhoff 1894). 

37 Traite I De la Lumiere. I Ou sont expliquees I Les causes de ce qui luy arrive I 
Dans la Reflexion, & dans la I Refraction. I Et particulierement I Dans l'etrange 
Refraction I Du Cristal d'Islande. I Par C. H. D. Z. (Chr. Huygens de Zuilyck) I 
Avec un Discours de la Cause I De la Pesanteur. I A Leide I Chez Pierre vander Aa, 
Marchand Libraire I MDCXC. 



589J 6. Das HUYGENSSche Prinzip. 13 

in diesem Werke der Optik gewidmet hat, enthalten im Prinzip alles, 
was in der Theorie der Fortpflanzung des Lichtes wahrend der nachsten 
funf Vierteljahrhunderte an Fortschritten geleistet werden sonte. Den 
beruhmtesten Teil dieser Schrift bildet das erste Kapitel, in welchem 
das Phanomen .des Lichtes als ein Schwingungsvorgang beschrieben 
und hieraus das HUYGENSSche Prinzip abgeleitet wird. Fur unsere 
speziellen Zwecke sind die darauffolgenden Kapitel aber wichtiger: es 
zeigt sich namlich, daB dieses HUYGENSSche Prinzip auch dann an­
gewandt werden kann, wenn man davon absieht, die Einzelheiten des 
Schwingungsvorganges zu verfolgen und sich in erster Approximation 
damit begnugt, die Geschwindigkeit der Lichtausbreitung als Funktion 
des Ortes und der Richtung festzustellen~8. In dieser Approximation 
decken sich inhaltlich die beiden Prinzipien von FERMAT und HUYGENS, 
und man kann, wie es nach dem Vorgange von W. R. HAMILTON 
·allgemein ublich geworden ist, das HUYGENSSche Prinzip aus dem 
FERMATschen allein ableiten. Aber es ist nicht bloB eine bequeme 
Stutze fUr die Anschauung, wenn man sich von Anfang an beider 
Prinzipien bedient. Vielmehr kann man auf diese Weise die Rechnungen 
von allen Schlacken und von allen lastigen Wiederholungen befreien 
und ein Lehrgebaude aufstellen, das an Einfachheit und Ubersichtlich­
keit nicht leicht zu uberbieten ist. 

Wir wollen deshalb den Gedankengang von HUYGENS zunachst im 
einfachsten Falle der Kugelwellen kurz skizzieren und gewisse Folge­
rungen, die aus diesen Uberlegungen entstehen, durch analytische For­
meln ausdrucken. 

6. Das HUYGENSSche Prinzip. Wird in einem Punkte 0 eines 
homogenen isotropen Mediums vom Brechungsindex n zur Zeit To ein 
Lichtsignal abgegeben, so wird zur Zeit T> To die Lichterregung 
an der Oberflache einer Kugel Xo (T) bemerkbar sein, die 0 zum 
Mittelpunkte hat und den Radius 

c 
R = n (T - To) (6.1) 

besitzt (Fig. 2). Wir betrachten eine 
konvexe Flache 't', die 0 in ihrem Innern 
enthalt und ganz in Xo (T) liegt, und be­
zeichnen mit e (P) den Abstand zwischen 
einem beliebigen Punkt P von 't' und 
dem Punkte O. Ein Lichtsignal, das im 
Punkte P zur Zeit 

T p = To + !!.- e (P) (6.2) c Fig. 2. 

38 Genau dieselbe Tatsache hat in un serer Zeit E. SCHRODINGER dazu gefiihrt, 
die Beziehungen zwischen der klassischen Mechanik und der Wellenmechanik auf­
zudecken. 
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abgegeben wird, erzeugt eine Lichterregung, die sich zur Zeit T auf 
der OberfHiche einer Kugel up (T) befindet. Diese Kugel up (T) beriihrt 
die Kugel U o (T) im Punkte Q, in welchem der Lichtstrahl von 0 durch P 
die Kugel U o (T) trifft. AIle diese Kugeln werden von HUYGENS Licht­
wellen genannt, und er entnimmt aus der obigen Abbildung zwei ver­
schiedeneF olgerungen. 

Erstens erscheint, wenn man T festhalt und den Punkt P die 
Flache't' beschreiben laBt, die Lichtwelle U o (T) als Enveloppe der Licht­
wellen up (T), die durch die Lichterregung in den verschiedenen Punkten 
der Flache 't' erzeugt werden. 

Halt man zweitens den Punkt P fest und laBt man T variieren, so 
beschreiben die Beriihrungspunkte Q, Q' . .. der Lichtwellen up (T) , 
up (T'), . " mit ihren jeweiligen Enveloppen U o (T), U o (T'), ... den 
Lichtstrahl, der von 0 aus durch P hindurchgeht. 

Endlich bemerken wir, daB die Lange einer beliebigen Kurve y, die 
die konzentrischen Kugeln U o (T) und U o (T') verbindet, nie kleiner sein 
kann als die Lange eines Lichtstrahles QQ', der diese beiden selben 
Kugeln miteinander verbindet. 

7. Die Schar der Kugeln U o (T) kann durch eine Gleichung der Form 

(7.1) 

dargestellt werden. Die zweiparametrige Schar der Lichtstrahlen 
durch 0 sind Losungen eines Systems von Differentialgleichungen 

(i, j = 1, 2) , (7.2) 

durch welche die Richtung des Lichtstrahls als Funktion des Ortes 
ausgedriickt wird. Dann wird nach (7.1) die Zeit, die das Licht braucht, 
urn ein beliebiges Stuck eines dieser Lichtstrahlen zu durchlaufen, gleich 
der Differenz der beiden Werte von 5 an seinen Endpunkten sein; Sle 
kann durch das Kurvenintegral 

t n t n 

j d5 = j(51 + '1jJi5,aldt (7·3) 
t' I' 

dargestellt werden. Nach (3.3) und (3.5) kann nun diese Zeit aber 
auch durch das Integral 

tn 

jL(t,xj,'1jJj)dt (7.4) 
I' 

ausgedriickt werden, und die beiden Integrale (7.3) und (7.4) sind dann 
und nur dann fUr aIle moglichen Wertepaare (t', til) und fUr aIle Licht­
strahlen, die in unserer Figur vorkommen, einander gleich, wenn die 
Identitat besteht 

(7.5) 
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Nach der Bemerkung am Ende des § 6 sieht man mit Hilfe einer ganz 
ahnlichen SchluBweise, daB man fUr ein beliebiges Linienelement t, Xi' Xi 
bestandig haben muB 

(7.6) 

8. Verallgemeinerungen. Die letzten Resultate konnen verschiedent­
lich verallgemeinert werden. Erstens konnen wir die Kugelwellen "o(T) 
durch andere Lichtwellen ersetzen. Die allgemeinsten Lichtwellen, die 
in einem isotropen und homogenen Medium vorkommen, erhalt man 
durch folgende Konstruktion. Wir g{ ben nns eine beliebige Flache T 

und setzen an Stelle von (6.2) 

Tp=s(J), (8.1) 

wobei s (P) eine beliebige stetige Funktion bedeutet. Hierauf bestimmen 
wir die Wellenflachen ,,(T), die keine Kugeln mehr sind, je als Enveloppe 
der Kugeln "p (T), deren Mittelpunkte auf T liegen und die den Radius 

~ (T - s(P)) 

besitzen. Es ist nicht schwer zu beweisen, daB die Relationen (7.5) 
und (7.6) auch auf dies en allgemeineren Fall ubertragen werden konnen. 
Diese Rechnung werden wir aber nicht brauchen. 

Zweitens konnen wir uns von der Annahme, daB das Medium 
homogen und isotrop sein solI, befreien. HUYGENS selbst hat in seinem 
Buch sowohl inhomogene Medien betrachtet, indem er die Luftrefrak­
tion der Erdatmosphare behandelte, als auch anisotrope Medien, nam­
lich den Kalkspat und die durch diesen hervorgerufene Doppelbrechung. 

Urn diese Verallgemeinerungen zu erhalten, werden wir aber einen 
neuen Weg beschreiten: wir werden namlich versuchen, das allgemeinste 
System von Funktionen S, "PI' "P2 aufzustellen, fUr we1che bei be­
liebig vorgegebener Funktion L (t, Xi' Xi) die Beziehungen (7.5) und 
(7.6) gelten. Die Losungen der Differentialgleichungen (7.2) sind dann, 
vermoge des FERMATschen Prinzips, Lichtstrahlen, und es zeigt sich, 
daB man auf diese Weise alle moglichen Lichtstrahlen und alle mog­
lichen Scharen von Wellenflachen erhalt. 

Kapitel II. 

Die Grundlagen der geometrischen 
Optik. 

9. Die Fundamentalgleichungen. Die Frage, die zuletzt aufgeworfen 
worden ist, solI jetzt fur den Fall behandelt werden, daB die Funktion 
L (t, Xi' Xi) des § 3 beliebig oft differentiierbar ist. Die Behandlung von 
Diskontinuitatsflachen, an denen Brechung oder Spiegelung des Lichtes 



16 Kap. II: Die Grundlagen der geometrischen Optik. [592 

stattfindet, wird uns dann nachtraglich keine Muhe machen (§ 23). Wir 
muss en also die Funktionen 5, 'lfJl' 'lfJ2 so bestimmen, daB die Rela­
tionen (7.5) und (7.6) gleichzeitig gelten. Dann muB der Ausdruck auf 
der linken Seite von (7.6) ein Minimum besitzen, wenn man Xj = 'lfJj 

nimmt. Infolgedessen mussen die ersten Ableitungen dieses Ausdrucks 
nach den Xi furs Xj = 'lfJj verschwinden und man erhalt die Gleichungen 

(i,i=1,2). (9.1) 

Mit dies en Werten der SXi kann an Stelle von (7.5) die Gleichung ge­
schrieben werden 

(9.2) 

Setzt man diese Werte in die linke Seite von (7.6) ein, so erhalt man 
eine Funktion 

E(t, Xi' 'lfJi' Xi) = LY, Xj' Xj).- L(t, Xj' 'lfJj)} (9.3) 
- (Xi - 'lfJi) LXi (t, Xj , 'lfJj)' 

von der man bei allen in der Optik vorkommenden speziellen Funktio­
nen L sehr leicht zeigen kann, daB sie nie negativ ist und nur dann ver­
schwindet, wenn die Gleichungen Xi = 'lfJi gelten39• 

Mit Hilfe der Gleichungen (9.1) und (9.2) kann man an Stelle von 
(9.3) schreiben: 

(9.4) 

und erhalt durch Integration dieser Identitat langs einer beliebigen 
Kurve y von t' nach til 

jL(t, Xi' Xi) dt = 5" - 5' + jE(t, Xj' 'lfJj' Xj ) dt. (9.5) 
r r 

lndem man beachtet, daB E 2: 0 ist und nur fUr Linienelemente 
(t, Xi' Xi) verschwindet, die auf einer Kurve der Schar liegen, die durch 
Integration der Differentialgleichungen Xi = 'lfJi entsteht, sieht man, daB 
die Kurven dieser Schar nach dem FERMATschen Prinzip Lichtstrahlen 
darstellen mussen. 

Das Problem der geometrischen Optik ist demgemiij3 auf das andere 
zuruckgefuhrt, Funktionen 5, 'lfJl und 'lfJ2 zu bestimmen, fur welche die 
"Fundamentalgleichungen" (9.1) und (9.2) gelten. 

10. Berechnung der HAMILToNschen Funktion. Wenn man 'lfJj als 
Funktionen von t, Xi' SXi aus den Gleichungen (9.1) berechnet und 
diese Werte in (9.2) einsetzt, so erhalt man eine partielle Differential­
gleichung erster Ordnung fUr die Funktion S. Diese Elimination ist 

39 Dies hangt damit zusammen, daB die sog. "Strahlenflachen der Optik" 
konvexe Flachen sind. Fur jedes Problem der Optik ist aber die Strahlenflache 
nichts anderes als die Indikatrix (oder die MaBbestimmung) des entsprechenden 
Problems der Variationsrechnung. Vgl. Variationsrechnung § 225. 
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besonders einfach, wenn man die zur LAGRANGESchen Funktion L zu­
geordnete HAMILToNsche Funktion H im voraus bestimmt hat40 • 

Zu diesem Zwecke fiihren wir neue Veranderliche Yi ein, die wir 
die kanonischen Richtungskoordinaten nennen werden und die in der 
Optik dieselbe Rolle spielen wie die Impulskoordinaten in der 
Mechanik. Diese GraBen werden durch die beiden Gleichungen 

Yi = LXi(t, Xj' Xj) (i, f = 1,2) (10.1) 

definiert, durch deren Auflasung nach den Xj man 

Xj = Cf!j(t, xi' Yi) (i, f = 1, 2) (10.2) 

erhalt. Mit diesen Funktionen setzt man an 

H(t, Xi' Yi) = -L(t, Xj' Cf!j) + Yl Cf!1 + Y2Cf!2 (10·3) 

und erhalt die HAMILToNsche Funktion H, die also mit anderen Worten 
die LEGENDRESche Transformierte von List. Durch partielle Differen­
tiation von (10.3) nach t, Xi' Yi erhalt man nacheinander die Identitaten 

Ht = -Lt(t, Xj' Cf!j)' HXi = -LXi(t, Xj' Cf!j) (i, f = 1,2) (10.4) 

HYi = Cf!i(t, Xj' Yj) = Xi· (10.5) 

11. Ftir isotrope Medien ist 

L = n (t, Xj) Vi + xi + ~ (11.1) 
und man hat 

Yi = V1 + i~ + i~ , 
n 2 _ 2 _ 2 _ __ n_2 __ _ 

Y1 Y2 - 1 + i~ + i~ , (11.2) 

Yi 
Cf!i = Vn2 _Y~ _Y~' H = - "(n2- yi - y~ . (11·3) 

Es ist sehr leicht, die Gleichungen (10.4) und (10.5) In diesem 
speziellen Falle direkt zu verifizieren. 

12. Ableitung der Differentialgleichungen fUr die Lichtstrahlen. 
Die Vergleichung der Gleichungen (9.1) und (9.2) mit (10.1) und (10.3) 
liefert die Gleichungen 

(12.1) 

aus denen zunachst folgt, daB die Funktion 5, durch welche die Wellen­
flachen bestimmt werden, immer der partiellen Differentialgleichung 

5 t + H(t, Xl' X 2 , 5X" 5x ,) = 0 (12.2) 

gentigen mu13. Nach (9.1) erhalt man auBerdem, wenn man die For­
meln des § 10 beachtet, 1fJi = HYi (t, xj ' 5xj) , und die Lichtstrahlen, die 
das System der Wellenflachen durchsetzen, sind also Lasungen der ge­
wahnlichen Differentialgleichungen 

xi=Hyi (t,xj ,5x) (i=1,2). (12·3) 
40 Variationsrechnullg § 2}S. 

Ergebnisse der Mathematik. IV/5. Caratheodory. 2 
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13. Wir nehmen nun an, wir hatten auf irgendeine Weise eine La­
sung S(t, Xl' X 2) der partiellen Differentialgleichung (12.2) ermittelt, 
ihre Ableitungen SXj berechnet und diese in (12.3) eingesetzt. Das 
allgemeine Integral des Systems von Differentialgleichungen (12.3), das 
wir auf solche Weise erhalten, wird dann durch Gleichungen der Gestalt 

xi = ~i(t, Uk) (i, k = 1,2) (13.1) 

dargestellt, wobei die Uk Integrationskonstanten bedeuten, die man 
beliebig wahlen darf. Wir fiihren nun die neuen Funktionen ein 

(13- 2) 

Zwischen den Funktionen (13.1) und (13.2) bestehen Identitaten, die 
wir aufstellen wollen. 

Erstens kann man das totale Differential von a berechnen und erhalt 

da = St dt + SXj d~j 

oder, wenn man (12.2), (13.1) und (13.2) berticksichtigt, 

(13· 3) 

Zweitens drtickt sich die Tatsache, daB die ~i Lasungen von (12.3) sind, 
in den Gleichungen aus 

ar;i 
Tt = Hyi(t, ~i' 'rJj) (i = 1,2). (13· 4) 

Drittens erMlt man, wenn man die zweite Gleichung (13.2) partiell 
nach t differentiiert, 

(13· 5) 

Andererseits folgt aus (12.2) durch partielle Differentiation nach xi 

Stxi + SXjXiHYj(t, Xk , SXk) = -HXi(t, Xk , SXk); 

wenn man hierin ftir die Xk die Funktionen ~k einsetzt, wird die linke 
Seite identisch mit der rechten Seite von (13.5), und es gilt daher die 
Gleichung 

(13·6) 

Eine letzte Beziehung zwischen den ~i und den 'rJi erhalten wir, 
wenn wir die zweite Gleichung (13.2) partiell nach u2 differentiieren 
und schreiben 

Wir multiplizieren beide Seitel1 dieser Gleichung mit a~df)uI und sum­
mieren tiber i und erhalten 

(13. 7) 
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Nun bemerke man, daB die rechte Seite dieser Gleichung unverandert 
bleibt, wenn man i mit j und gleichzeitig uI mit u2 vertauscht. 

Ftihrt man also das Zeichen ein 

[U u2]- iJ~i iJ'Yji _ iJ~i iJ'Yji _iJ(~l,'Yjl) +iJ(~2,'Yj2) 
l' - iJul iJu2 iJU2 iJul - iJ(Ul>U2) iJ(Ul'U2) ' (13·8) 

so folgt aus der letzten Bemerkung die Relation 

(13·9) 

Den Ausdruck (1J.8) hat LAGRANGE (1736-1813) eingefUhrt41, als 
er seine Methode der Variation der Konstanten in der Himmelsmechanik 
entwickelte, und das Zeichen rtihrt auch von ihm her. Man nennt 
deshalb CUI' uJ eine LAGRANGESche Klammer. 

14. Die Gleichungen (13.4) und (13.6) besagen, daB die Funktionen 
~i' 'YJi Losungen des Systems von gewohnlichen Differentialgleichungen 

(14.1) 

sein mtissen, die man kanonische Gleichungen nennt. Nach dem § 10 
ist die erste dieser Gleichungen aquivalent mit (10.1); mit Hilfe von 
(10.4) sieht man dann, daB die zweite Gleichung geschrieben werden 
kann: 

(i=1,2). (14.2) 

Das sind die EULERschen Gleichungen des Variationsproblems mit der 
Grundfunktion L. Wir sehen, daB die Lichtstrahlen, die wir als Lo­
sungen der Differentialgleichungen (12.3) eingefUhrt haben, notwendig 
auch Losungen dieses Systems von Differentialgleichungen zweiter Ord­
nung sein mtissen. Es ist aber fUr unsere folgenden Ausftihrungen 
viel bequemer, von den kanonischen Differentialgleichungen (14.1) 
auszugehen, die ja den EULERschen Differentialgleichungen aquivalent 
sind. 

Die Funktionen ~i (t, uj ), 'YJi (t, uj ), die zu den Lichtstrahlen gehOren, 
we1che bei einer bestimmten Lichtfortpflanzung infolge des HUYGENS­
schen Prinzips entstehen, mtissen noch der Bedingung (13.9) gentigen. 
Die zweiparametrige Strahlenmannigfaltigkeit oder, wie man auch sagt, 
die Strahlenkongruenz 

Xi = ~i(t, uI , u2) 

ist also nicht willktirlich. Ehe wir aber Folgerungen aus der Bedin­
gung (13.9) ziehen, mtissen wir gewisse Eigenschaften der allgemeinsten 
Strahlenmannigfaltigkei ten un tersuchen. 

41 LAGRANGE, J. L.: Memoire sur la theorie generale dela variation des con­
stantes arbitraires dans tous les problemes de la mecanique. (1808) Oeuvres Bd. 6 
s. 771-805. 

2* 
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15. Eigentiimlichkeiten der Losungen der kanonischen Glei­
chungen. Wir bezeichnen also mit 

Xi=/;i(t,u cx ), Yi=rli(t,u",) (15.1) 

(i = 1, 2; (X = 1, 2, ... , m; 2sm<4) 

eine Lasung der kanonischen Differentialgleichungen, die von beliebig 
vielen Integrationskonstanten u'" abhangen. Es ist jetzt nicht mehr 
allgemein maglich, eine Funktion a (t, u"') zu finden, fUr welche die 
Gleichung (13.3) besteht, wenn man in ihre rechte Seite die Funk­
tionen (15.1) einsetzt. 

Beschrankt man sich aber auf die aus (13.3) folgende Beziehung 

8a 8~ 
at = -H(t, /;j' 'fJi) + 'fJiat, (15.2) 

so ist es immer maglich, durch eine Quadratur Funktionen w (t, u"') 
zu bestimmen, die der Bedingung 

8w 8~ 
at = -H(t, /;j' 'fJj) + 'fJi at (15·3) 

geniigen. Die Zuordnung dieser Funktionen w (t, u"'), die iibrigens nur 
bis auf eine willkiirliche additive Funktion W(u",) der Parameter defi­
niert sind, zu der Lasung (15. 1) ist fUr die ganze Theorie grundlegend 42. 

Urn die Beziehung, die an Stelle von (13.3) tritt, zu gewinnen, be­
rechnen wir das totale Differential dw und formen es urn. Man erhalt 
zunachst aus (1 5. 3) 

ow 8w 81;. 8w 
dw = atdt + 8u", du", = -Hdt + 'fJi di dt + 8u", du",. (15.4) 

Multipliziert man beide Seiten der Gleichung 

81;; dt + ~du = d/;. 
8t 8u", '" • 

mit 'YJi' summiert iiber i und addiert man das Resultat gliedweise zu 
(15.4), so ergibt sich die Relation 

(15.5) 

III welcher 
(15.6) 

gesetzt ist. 

42 Die Darstellung des Textes lehnt sich im wesentlichen an CAUCHY an (vgl. § 16 
FuBnote 43). Man kann sich aber iiberlegen, daB un sere Funktion w(t, u",) mit 
den charakteristischen Funktionen HAMILTONS (s. Einleitung) die graBte Ver­
wandtschaft hat. Fiihrt man z. B. in die charakteristische Funktion V(t', %" t, xJ) 
die GraBen x; = 1;; (t', u"') und die GraBen Xj = 1;J (t, u"') ein und ersetzt dann noch 
in dem Resultat der Substitution die GraBe t' durch t' = P (t, u"'), wobei peine 
willkiirliche Funktion bedeutet, so erhalt man eine Lasung der Gleichung (15. 3). 
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16. Die wichtigste Tatsache un serer ganzen Theorie besteht nun in 
der Erkenntnis, daB die Funktionen A", nicht von t abhangen, d. h. daB 
die GraBen BA",/at identisch verschwinden. In der Tat ist 

OAIX 02W 0'YJ. O~i 02~i 
at = - of OU'" + at OU'" + 'Y)i of OU'" . (16.1) 

Andererseits folgt aus (15.3) durch Differentiation nach u'" 

iJ20J _ H O~i H O'YJi + 0'YJ. O~i + iJ2~i 
ot OU'" - - Xi OU", - Yi OU'" QU", 8t 'Y)i of OU'" . (16.2) 

Da nun die ~i' 'Y)i Lasungen der kanonischen Differentialgleichungen 
(14. 1) sind, kann man in (16. 2) setzen: 

(16·3) 

und erhalt 

(16.4) 

woraus folgt, daB die rechte Seite von (16.1) verschwindet. 
Zwischen den GraBen A", und den LAGRANGESchen Klammern des 

§ 13 besteht eine bemerkenswerte Beziehung. Wenn wir namlich die 
Gleichung (15.6) nach up differentiieren, so erhalten wir 

o A", [02OJ 02~i] O~i O'YJi 
oup = - au", oUp + rJi OU", Oup + OU", 0 up . 

Der eingeklammerte Teil ist symmetrisch in IX und p, und die Ver­
gleichung mit (13.3) liefert 

o A", 0 AP 
-0 - ~ = [u"" up]. (16.5) up uU", 

Die LAGRANGESchen Klammern [u"" up] sind also ebenfalls unabhangig 
von t. Dieses Resultat hatte schon LAGRANGE im Jahre 1808 erhalten; 
die GraBen A", oder wenigstens aquivalente Funktionen hat erst CAUCHY 
(1789-1857) fur seine Charakteristikentheorie benutzt43• 

17. Prazisierung der Formeln, mit Hilfe der Anfangswerte. Sind 
die Funktionen (15.1) bekannt, so wird durch (15.3) die Funktion OJ 

nur bis auf eine additive Funktion, die von den Parametern u'" beliebig 
abhangt, bestimmt. Infolgedessen sind auch die }'''' nicht eindeutig 
definiert und man kann die rechte Seite von (15.5) auf verschiedene 
Weisen normieren. 

Eine sehr wichtige derartige Normierung erhalt man, wenn man 
die Anfangswerte vorgibt, durch welche die Lasungen (15.1) eindeutig 
festgelegt werden. 

43 Bulletin des Sciences par la Societe Philomatique de Paris 1819 S. 10-21. 
Diese wichtige Abhandlung ist in den bisher erschienenen Banden der "Oeuvres 
Completes" von CAUCHY noch nicht abgedruckt. 
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Wir nehmen an, daB fUr t = r(up) die Gleichungen gelten 

;Jr(up)' u IX ) = Ai (u IX ) , 'Y/i(r(u/I), u IX ) = Bi(u IX )· (17.1) 

S~tzen wir dann t = r(up) ,in (15.5) ein, so folgt mit der Bezeich­
nung w (r(up) , U IX) = WO(u IX ) die Relation 

-H(r, A j , B;) dr + BidAi = dwo + AIX du IX • (17.2) 

Hier haben wir benutzt, daB die AIX nicht von t abhangen. Wir fUhren 
jetzt die Bezeichnung ein 

Q(t, u IX ) = w(t, u IX ) - WO(u IX ) (17·3) 

und erhalten, wenn wir (17.2) gliedweise von (15.5) abziehen: 

dQ = -H (t, ;j' 'YJj) dt + 'YJid~i - (-H(r, A j , B j ) dr + BidAi)' (17.4) 

Selbstverstandlich ist diese Relation nur eine spezielle Form der 
Gleichung (15.5). Die Funktion Q ist diejenige Lasung der Differential­
gleichung (15.3), fUr welche 

Q (r(up) , u IX ) -- 0 (17.5) 

ist; fUr die AIX muss en wir hier schreiben 

1 0. oAi 
!LIX = -H(r, A j , B j ) ~ + Bi~' 

uU(X uU(X 
(17. 6) 

Berechnet man aus der Gleichung (16.5) die LAGRANGEschen Klam­
mem I U IX ' up], so findet man, wenn man noch die Bezeichnungen 

HXi(r, Ai,Bi) = H~i' Hyi(r, Ai,Bi) = H?yi (17.7) 

benutzt, 

(17.8) 

18. Bestimmung der WellenfHi.chen bei gegebenen Anfangswerten. 
Es ist jetzt sehr leicht, die Fragestellung, die wir im § 8 fUr homogene 
isotrope Medien durch eine geometrische Konstruktion behandelt haben, 
ganz allgemein zu beantworten. Es handelt sich darum, eine Lasung 
der partiellen Differentialgleichung (12.2) zu finden, die auf der Flache 

t=r(u1 ,u2), xi =Ai (U1 ,U2) (i=1,2) (18.1) 

die Anfangswerte (18.2) 

annimmt. Zunachst haben wir die Anfangswerte Bi (uj ) der Funktionen 
'YJi des ~ 13 zu bestimmen. Dazu bemerken wir, daB man nach (13·3) 
und (18.2) jedenfalls haben muB 

os 0. oAk 
?J-=-H(r,Aj,Bj)~+Bk-.o-' (18·3) 
uUi UUi uUi 

Das sind zwei Gleichungen, aus denen man (§ 19) die Bi (uj ) berechnen 
kann. Wir integrieren alsdann die kanonischen Gleichungen (14.1) mit 
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diesen Anfangswerten und bestimmen aus (15.3) die Funktion Q(t, Ul> u2) 

durch eine Quadratur; wegen der Bedingung (17.5) ist Q eindeutig be­
stimmt. Aus (18.3) folgt dann, daB die Klammer auf der rechten 
Seite von (17.4) gleich ds sein muB. Setzt man also 

a(t, U 1 , u2) = Q(t, u 1 ' u2) + s(u1 , u2), (18.4) 

so erhalt man die Gleichung 

-H(t, ~j' 'YJj) dt + 'YJid~i = da, 

die mit (13.3) identisch ist. 
Aus den Gleichungen 

Xi = ~i(t, Uj ) (i, i = 1, 2) 

berechnen wir die uj und erhalten 

uj = Xj (t, Xi) • 

Ferner setzen wir 

S (t, Xi) = a (t, Xj (t, Xi)), Yi = "/i (t, Xj (t, Xk)) 

und erhalten aus (18.5) 

-H(t, Xj' Y j ) dt + Yidxi = dS. 

(18.5) 

(18.6) 

(18.7) 

(18.8) 

(18.9) 

Diese Relation zeigt, daB S der partiellen Differentialgleichung (12.2) 
geniigt, denn man hat 

(18.10) 

Ferner besitzt S die gewiinschten Anfangswerte. Aus (18.6) und (18.7) 
folgt namlich die Identitat Xj (t, ~i (t, u,,}) - uj ' so daB man an Stelle 
der erst en Gleichung (18. 8) schreiben kann 

S (t, ~i (t, uj }) = a (t, uj ) • 

Setzt man aber in dieseGleichung t = 7:(uj ),sofolgt aus (17.5), (17.1) 
und aus (18.4) die Gleichung (18.2), die es zu verifizieren galt. 

19. Die Bedingung dafiir, daB man aus den Gleichungen (18.3) 
die Bj als eindeutige Funktionen der Parameter Ui berechnen kann, er­
halt man, indem man schreibt, daB die Funktionaldeterminante zweiter 
Ordnung 

(19. 1) 

ist. Nun ist aber nach (17.1) 

8Ai_ 8;i~+ 8;/1 
8u, - 8t 8uJ 8uJ t~,' 

so daB die Bedingung (19.1) gleichbedeutend ist mit der Relation 

(19.2) 
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aus welcher die Auflosbarkeit der Gleichungen (18.6) nach den uj folgt. 
Die beiden iibereinstimmenden Relationen (19.1) und (19.2) kannen 
auch mit Hilfe einer dreireihigen Determinante geschrieben werden: 

1, a;i I 

aa~i I =f= 0 . (19·3) 

au} It=< 

Diese letzte Relation ist sehr leicht geometrisch zu interpretieren; sie 
besagt, daB die Lichtstrahlen, die die Figur dUrchsetzen, die Flache 
(18.1) nicht beriihren sollen. 

20. 1st eine einzelne (im iibrigen beliebige) Lasung der kanonischen 
Differentialgleichungen (14.1) gegeben, die die Flache (18.1) durchsetzt 
und nicht beriihrt, so kann man auf unendlich viele Weisen Funk­
tionen s(u1 , u2) angeben, so daB bei der Rechnung des § 18, diese 
vorgegebene Lasung in der Figur, die wir dort konstruiert haben, ent­
halten ist. Man schlie/it hieraus, da/3 jede derartige Losung ein moglicher 
Lichtstrahl ist, fur den das FERMATSche Prinzip gilt 44. 

21. Optische Aquidistanz. Feldartige Gebilde. Wie kann man aIle 
diese Formeln geometrisch deuten? 1m § 13 hatten wir eine Schar von 
Wellenflachen S (t, Xi) = const und die zwei parametrige Schar von 
Lichtstrahlen Xi = ;i (t, Uk), die diese Wellenflachen durchsetzen. Die 
Nonnale zu den Wellenflachen hat die Richtung eines Vektors mit den 
Komponenten 

(21. 1) 

und da Seine Lasung der partiellen Differentialgleichung (12.2) sein 
muB. ist die Richtung des Normalenvektors eindeutig bestimmt, wenn 
man die SXi kennt. Die Tangente an den Lichtstrahl, der die Wellen­
flache durchsetzt, hat die Richtung des Vektors 

a ;1 a ~2 (1 ) 
1, ot' 7ft, 2 .2 

und es gelten die Gleichungen (13.4) mit 'YJi = SXi. Jedesmal, wenn dies 
fUr eine Flache und einen Strahl der Fall ist, sagt man, daB die Wellen­
flachen den Lichtstrahl transversal schneiden. 

1st das Medium isotrop, so folgt aus den Formeln des § 11, daB 
eine FHiche einen Lichtstrahl transversal schneidet, wenn die Vektoren 
(21.1) und (21.2) dieselbe Richtung haben, d. h. wenn die Flache durch 
den Strahl orthogonal durchsetzt wird. 

Nach der Gleichung (9.5) ist die optische Lange auf irgendeinem 
Lichtstrahl, der in allen seinen Punkten durch die Wellenflachen trans-

44 Der umgekehrte SchluB, fur den Beweis, daB jeder magliche Lichtstrahl, 
d. h. daB jede Kurve, fur we1che das FERMATsche Prinzip gilt, eine Lasung der 
kanonischen Gleichungen sein muB, ist ein wenig komplizierter. (Vgl. Variations­
rechnung § 245.) 
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versal geschnitten wird, gleich der Differenz der Werte von 5 an seinen 
Endpunkten; denn langs eines solchen Strahls ist E bestandig gleich 
Null. Diese optische Lange bleibt also konstant, wenn die Endpunkte 
auf zwei festen Wellenflachen gleiten. Die Flachen der Schar S(t, Xi) 
= const heiBen deshalb optisch aquidistant. 1st das Medium nicht 
nur isotrop, sondern auch homogen, so sind diese Flachen auch im ge­
wohnlichen Sinne aquidistant 45 • 

Fiir die zweiparametrige Strahlenmannigfaltigkeit (13.1) ist die 
LAGRANGESche Klammer (13.9) identisch gleich Null. Jede Strahlen­
mannigfaltigkeit, fur welche dies stattfindet, soll eine feldartige Mannig­
faltigkeit genannt werden. In der Umgebung eines Punktes, in welchem 
fUr eine gegebene feldartige Mannigfaltigkeit die Relation (19.2) gilt, 
wird der Raum (t, Xl' X2) durch die Lichtstrahlen einfach uberdeckt. 
AuBerdem folgt aus [ul , u 2] = 0, daB in (17.2) der Ausdruck Al dUI + A2du2 

ein vollstandiges Differential ist. Man kann infolgedessen nach der 
Methode des § 19 Losungen 5 (t, Xi) der partiellen Differentialgleichung 
(12.2) bestimmen, die die Strahlen unserer Mannigfaltigkeit transversal 
schneiden. Man sagt in dies em Falle, daB die Strahlenmannigfaltigkeit 
ein F eld bildet. 

Verfolgt man langs eines einzelnen Strahles einer feldartigen Mannig­
faltigkeit die Werte der Funktionaldeterminante 

8(~1'~2) 
8 (u1 , u 2 ) , 

so bilden die Punkte, in denen diese Determinante verschwindet, die 
einzigen Ausnahmestellen, in deren Umgebung das feldartige Gebilde 
nicht auch als Feld angesehen werden kann. 

Man kann beweisen, daB diese Ausnahmestellen auf jedem einzelnen 
Strahl isoliert liegen. Doch will ich hier auf diese Frage nicht eingehen, 
da ich sie vor kurzem sehr ausfUhrlich behandelt habe 46• 

Unter den feldartigen Gebilden mussen diejenigen hervorgehoben 
werden, die aus allen Lichtstrahlen bestehen, die durch einen festen 
Punkt to, x~ hindurchgehen. Diese Strahlenmannigfaltigkeiten werden 
stigmatische 47 oder auch ausgezeichnete feldartige M annigfaltigkeiten ge­
nannt. DaB diese Mannigfaltigkeiten feldartig sind, folgt unmittelbar 
aus der Tatsache, daB fUr t = to die Ableitungen a~i/aUj verschwinden 
und infolgedessen [u l , uJ = 0 sein muB. Die Lichtwellen 5 (t, Xj) = const 
sind hier gerade die "optischen" Kugeln, die HUYGENS benutzt hat (§ 6). 

45 Die optische Aquidistanz der Wellenflachen entspricht der "geodatischen 
Aquidistanz", der man in der Variationsrechnung begegnet. (Vgl. Variations­
rechnung § 298). 

46 Varia tionsrechn ung §§ 31 3 - 327. 
47 An Stelle des Wortes Wgmatisch findet man oft, besonders in alteren 

Schriften iiber Optik die Bezeichnung anastigmatisch, die iiberfliissigerweise eine 
doppelte Negation enthiiIt. 
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Eine weitere wichtige Klasse von feldartigen Gebilden erhalt man, 
wenn man in den Formeln des § 17 die Funktionen 7:, B l , B2 konstant 
nimmt. In homogenen Medien werden namlich dann die Wellenflachen 
eben und das Licht besteht aus parallelen Lichtstrahlen. 

Das Hauptresultat, zu dem wir geftihrt worden sind, besteht in 
einer Umkehrung des Resultats des § 13: Jede feldartige Kongruenz von 
Lichtstrahlen steUt nach dem HUYGENSSchen Prinzip mogliche Bahnen 
der Fortpflanzung des Lichtes dar. 

22. Einfiihrung beliebiger krummliniger Koordinaten. Bei man­
chen Problemen ist es praktisch, krummlinige Koordinaten, die durch 
die Gleichungen 

t = t (t', xi), Xi = xJt', xi) (i,j=1,2) (22.1) 

definiert werden, zu benutzen. Es ist nicht schwer, die neue LAGRANGE­
sche Funktion L' (t', xi, dxi/dt') direkt zu berechnen. Die Rechnung 
wird aber einfacher, wenn man zuerst die Transformierte H' (t', xi, yi) 
der HAMILToNschen Funktion aufstellt. Man braucht namlich nur zu 
benutzen, daB durch Einsetzen der Funktionen (22.1) in eine Lasung 
S(t, Xj) der HAMILTON-JAcoBIschen partiellen Differentialgleichung 
(12.2) notwendig eine Lasung 5' (t', xi) der transformierten partiellen 
Differentialgleichung entstehen muB. Vermage der Gleichungen (22.1) 
ist also dS = dS' und daher auch 

-H'dt' + yidxi = -Hdt + Yidxi. (22.2) 

Diese letzte Gleichung ist dem folgenden System aquivalent: 

(j=1,2), (22,3) 

(22,4) 

Man erhalt also H', indem man erstens aus (22.3) die Yi als Funktionen 
von (t', xi, yi) berechnet und diese Werte in (22.4) einsetzt. 

Aus der Gleichung (22.2) kann man auBerdem eine wichtige Eigen­
schaft der kanonischen Richtungskoordinaten ablesen. Wenn man nam­
lich hpdenkt, daB die Differentiale 

dt, dxl , dX2 

als Komponenten eines kontravarianten Vektors gedeutet werden kannen, 
folgt aus (22.2), daB die drei GraBen 

-H(t, Xj' Yj), Yl' Y2 

sich wie die Komponenten eines kovarianten Vektors transformieren 48. 

48 Variationsrechnung § 83. 
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23. Ableitung des allgemeinen Brechungsgesetzes. Wir nehmen 
jetzt an, daB zwei verschiedene Medien an eine DiskontinuitatsfHiche 

(i, j = 1, 2) (23.1) 

grenzen. Auf der einen Seite der Flache ~, z. B. fUr die Punkte 

(23·2) 

sollen die LAGRANGESche und die HAMILToNsche Funktion wie bisher 
mit L (t, xj , Xj) bzw. mit H (t, xj , Yj) bezeichnet werden. 1m zweiten 
Medium werden wir dieselben Funktionen mit L' (t, xj , xj ), H' (t, xj , yj) 
bezeichnen. 

Wir betrachten jetzt eine beliebige Lichtfortpflanzung durch dieses 
zusammengesetzte System, die durch eine Schar von Wellenflachen er­
zeugt wird. An den verschiedenen Punkten der Diskontinuitatsflache ~ 
wird diese Lichterregung zu einer Zeit bemerkbar sein, die man mit 
Hilfe einer Funktion S (u1 , u 2) feststellen kann. 

Nach dem HUYGENSSchen Prinzip wird aber durch die Funktion 
S (u1 , u 2) die Lichtfortpflanzung in jedem der beiden Medien eindeutig 
festgelegt. Die zugehorigeri Lichtstrahlen werden bei dieser Lichtfort­
pflanzung an der Diskontinuitatsflache ~ gebrochen. Wir bezeichnen 
mit Bi (uj ) bzw. mit Bi (uj ) die kanonischen Richtungskoordinaten eines 
dieser Lichtstrahlen vor und nach der Brechung. Nach (18.3) miissen 
zwischen den Ableitungen von s(uj ) und den Funktionen T, Ai' Bi 
die Gleichungen 

os . or: oAk 
-a =-H(7:,Aj ,Bj)-o + Bk -o (i=1,2) (23·3) 
~ ~ ~ 

erfiillt sein. Genau ebenso findet man, daB auch 

~ = -H'(7: A· B~) ~ + B' oAk 
ou, ' J' lou; k OU; (23·4) 

gelten muB. Aus dies en beiden Gleichungen folgt aber die Beziehung 

-[H'(T,Aj,Bj)-H(T,Aj,Bj)Joor: +[Bk-BkJ~Ak=O, (i=1,2) (23.5) 
Ui OUi 

in der die Ableitungen der Funktion S (uj ) nicht mehr vorkommen. 
Das Gleichungssystem (23.5) stellt das Brechungsgesetz der Licht­

strahlen an der Diskontinuitatsflache ~ dar. Werden namlich durch 
einen Punkt T, Ai der Flache ~ zwei Strahlen gezogen mit den kanoni­
schen Richtungskoeffizienten Bi bzw. Bi und sind die Gleichungen (23.5) 
erfiillt, so kann man auf unendlich viele Weisen Funktionen S (uj ) an­
geben. fUr we1che die durch die Gleichungen (23.3) und (23.4) defi­
nierten Strahlenfelder diese beiden vorgeschriebenen Strahlen enthalten. 

Bemerkung. Es ist sehr leicht festzustellen, daB man auch durch 
das FERMATsche Prinzip zu demselben Brechungsgesetz (23.5) gefiihrt 
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wird. Sind namlich e und e' zwei Lichtstrahlen, von denen jeder einem 
der beiden soeben betrachteten Felder von Strahlen gehort, und be­

zeichnet man mit T die Lichtzeit von 
A bis E Hings dieser Strahlen, so er­
halt man 

T = [s (P) - 5 (A)]+ [5' (E) - s (P)] 

= 5' (E) - 5 (A) . 

II Fur die Zeit T* langs eines anderen 
Fig. 3. Weges AP*E erhalt man aber nach (9. 5) 

T* = (s(P*) - 5(A)) + f Edt + (5/(E) - s(P*)) + f E'dt 
p ~ 

= T + fEd t + f E' d t . 
P pi 

Da nun die Funktionen E und E' immer :> 0 sind, folgt hieraus T*:> T, 
so daB der Strahl APE nach der Definition des § 4 ein Lichtstrahl sein 
mull 

Man kann dieses Resultat vervollstandigen, indem man noch zeigt, 
daB das FERMATsche Prinzip nicht mehr gilt, wenn man den Strahl AP 
in einer anderen Richtung verlangert als die, die e' im Punkte P besitzt. 
Doch wollen wir diese Einzelheit ubergehen. 

24. Folgerungen aus dem Brechungsgesetz. Selbstverstandlich muB 
das Brechungsgesetz unabhangig von der Wahl der Koordinaten sein. 
Diese Eigenschaft kann mit Hilfe un serer Formeln ohne Muhe verifi­
ziert werden: nach .dem § 22 sind namlich die Zahlen 

-[H'(t, A j , Ej) - H(t, A j , E j )] , [Ei - Ei ] (24.1) 

Komponenten eines kovarianten Vektors und die Gleichungen (23.5) 
besagen einfach, daB dieser kovariante Vektor zu jedem der beiden 
kon tra varian ten Vektoren 

f)uj ' aUj 
(1=1,2) (24.2) 

orthogonal sein solI. Dies ist aber eine Bedingung, die bei jeder 
Anderung der Koordinaten invariant bleibt. 

Fur den speziellen Fall, daB rechtwinklige Cartesische Koordinaten 
zugrunde liegen, sind die kovarianten Vektoren von den kontravarianten 
nicht zu unterscheiden. Die obige Bedingung besagt dann einfach, daB 
derVektor (24.1) immer senkrecht zur Diskontinuitatsflache stehen solI, 
und man erhalt im FaIle isotroper Medien das gewohnliche Brechungs­
gesetz 49 • 

49 Man beachte, daB dieses Resultat zu einer Konstruktion fiihrt, die genau 
mit der DEscARTEsschen Regel des § 1 iibereinstimmt, wenn man den Brechungs­
index jeweils proportional der Lichtgeschwindigkeit setzt, wie es die Emissions­
theorie des Lichtes verlangt (vgl. § 2, FuBn. 31). 
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25. Wir betrachten jetzt eine beliebige Strahlenmannigfaltigkeit des 
ersten Mediums, die von zwei, drei oder vier Parametern U IX abhangt 
und deren Strahlen die Diskontinuitatsflache (23.1) durchsetzen. Man 
kann jeden einzelnen Strahl dieser Mannigfaltigkeit durch dasjenige 
Linienelement dieses Strahles charakterisieren, dassich im Durch­
stoBungspunkte des Strahles mit der Diskontinuitatsflache befindet. 
Fur die beiden erst en Parameter U], U 2 unter den U IX ' die wir, wenn 
sie von den iibrigen getrennt betrachtet werden sollen, mit lateinischen 
Indizes bezeichnen werden, konnen dann Ortskoordinaten der Dis­
kontinuitatsflache benutzt werden. Infolgedessen kann die Strahlen­
mannigfaltigkeit seIber immer durch Losungen (15.1) der kanonischen 
Differentialgleichungen dargestellt werden, die durch die Anfangs­
bedingungen 

~;('r:(Uj)' u lX ) = Ai (uj ) , n;('r:(Uj ) , u lX ) = Bi(u lX ) (25.1) 

festgelegt sind, in denen die T (uj ), Ai (uj ) dieselbe Bedeutung wie in 
(23.1) haben. Nach (17.2) kann man dann schreiben, nachdem man 
eine Funktion w (t, uIX ) berechnet und mit ihrer Hilfe die Funktionen A", 
und Wo bestimmt hat, 

(25. 2) 

Ordnet man jetzt jedem Strahl der betrachteten Mannigfaltigkeit den 
gebrochenen Strahl zu, der als seine Fortsetzung im zweiten Medium 
entsteht, so erhalt man, mit ganz ahnlichen Bezeichnungen, die Glei­
chung 

(25·3) 

Nun folgt aus dem Brechungsgesetz (23.5), daB die linken Seiten der 
beiden letzten Gleichungen immer einander gleich sein mussen. Es 
folgt hieraus, wenn man noch· die Bezeichnung 

einfiihrt, 
(25.4) 

(25.5) 

Bei der Ableitung dieser letzten Relation haben wir die Parameter U IX 

recht speziell gewahlt. Diese Gleichung bleibt aber bei jeder willkur­
lichen Wahl der Parameter U tx richtig. Fuhrt man namlich durch die 
Gleichungen 

(25.6) 

neue Parameter vp ein, fur welche an Stelle der Funktionen Aa (up), 
A: (up) andere Funktionen /hOi (vp), /h: (vp) auftreten, so ist doch immer 

(25.7) 

so daB die Gestalt der Relation (25.5) bei jeder beliebigen Parameter­
wahl immer dieselbe Form behalt. 
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Die Gleichung (25.5) ist dem System 

(IX = 1. 2, ... ) (25.8) 

aquivalent. Aus (16.5) folgt dann, da/3 die LAGRANGESchen Klammern 
[u"" up] bei beliebiger Brechung der Lichtstrahlen unverandert bleiben. Sie 
stellen Differentialinvarianten dar, die beim Durchgang des Lichtes durch 
irgendein Instrument langs des ganzen Lichtstrahls ihren Wert nicht andern. 

1m ubrigen bemerke man, daB man nach dem § 16 die Funktionen A~ 
immer so normieren kann, daB die Gleichungen (25.8) durch A~ = A", 
ersetzt werden. Man kann also immer die Bezeichnungen so wahlen, 
daB die A", selbst langs eines jeden Strahls konstant bleiben. 

26. Integralinvarianten. Der MALUssche Satz. Fur die Anwen­
dungen, die wir von der Invarianz der Klammern [u"" up] zu machen 
haben werden, ist es sehr gunstig, daB dieser Satz fUr jede Wahl der 
Parameter u'" richtig bleibt, weil man infolgedessen in jedem speziellen 
FaIle die bequemsten Parameter wahlen kann. Andererseits hat dieser 
Satz unmittelbar keine geometrische Bedeutung, da man jede Strahlen­
mannigfaltigkeit auf unendlich viele verschiedene Weisen mit Hilfe 
von Parametern u'" beschreiben kann und jedesmal andere Werte fUr 
[u"" up] erhalt. 

Zu einem Satz, der geometrisch deutbar ist, gelangen wir aber auf 
folgendem Wege: Fur eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit, die mit 

Hilfe der Parameter u I , U 2 dargestellt wird, 
ist nach (13.8) 

[uI u 2] = 8(;1' r/1) + 8(;2'~. (26.1) 
, iJ (u1 , u 2) iJ (u1 , u 2) 

Wenn wir nun durch Gleichungen der Ge­
stalt (25.6) neue Parameter (VI' v2) ein-

Fig. 4. fUhren, so muB, wie hieraus folgt, fUr 
jeden Strahl der betrachteten Mannig­

faltigkeit zwischen der alten und der transformierten LAGRANGE­

schen Klammer die Beziehung 

[ ] [ ] iJ (u1 , u 2) (6 ) 
VI' V2 = u l , u2 "( ) 2 . 2 

U VI, V2 

bestehen. Sind also Gu und Gv zwei Gebiete in der u I u2- bzw. in der 
VI v2-Ebene, die vermoge der Transformation (25.6) ineinander uber­
gehen. so hat man 

f f [ul , uJ d UI d U 2 = f f [VI' V2] d VI d V2 • (26·3) 
Gu Gv 

Der Wert des Doppelintegrals (26.3) ist mithin von der Wahl der Para­
meter unabhangig. 

Deutet man das Doppelintegral als Integral uber ein Flachenstiick iJ, 
das ein Bundel von Strahlen durchsetzt (Fig. 4), so hangt der Wert 



607J 26. Integralinvarianten. Der MALussche Satz. 31 

des Integrals nur vom Bundel ab, nicht aber von der Lage oder Ge­
stalt des FHichenstuckes, uber welches man integriert. Deshalb wird 
das Integral eine Integralinvariante genannt. 

27. 1st die Strahlenmannigfaltigkeit feldartig, so ist CUI' U 2] - 0 
und die Integralinvariante (26.3) verschwindet identisch. Verschwindet 
umgekehrt die Integralinvariante fur aIle moglichen Gebiete Gu , so muB 
[u I , u 2] 0 sein und die Strahlenmannigfaltigkeit ist feldartig. Dieses 
Resultat enthalt den Satz, den MALUS im Jahre 1808 ausgesprochen 
hat mit den Verallgemeinerungen, die spater durch DUPIN und QUETE­
LET hinzugekommen sind 50, der besagt, daB, wenn man eine zweidimen­
sionale Strahlenmannigfaltigkeit durch ein beliebiges Instrument hin­
durchschickt, die Strahlenmannigfaltigkeit im Bildraume dann und nur 
dann feldartig ist, wenn sie im Objektraume dieselbe Eigenschaft besitzt. 

Der Satz von MALUS ist fruher sehr stark beachtet worden. Es 
scheint, daB man sogar geglaubt hat, die optischen Strahlenabbil­
dungen konnten durch diesen Satz allein charakterisiert werden. Dies 
ist naturlich nicht der Fall, aber die Strahlenabbildungen, fUr welche 
der MALussche Satz unbeschrankt gilt, sind nur wenig allgemeiner als 
diejenigen, fUr welche alle LAGRANGESchen Klammern [u"" up] invariant 
bleiben. Es gilt namlich folgender Satz: 

Sind die Strahlen von zwei homogenen und isotropen optischen Riiumen 
derart einander eineindeutig zugeordnet, dafJ jede feldartige Strahlenmannig­
faltif!.keit des ersten Raumes in eine ebensolche M annigfaltigkeit des zweiten 
Raumes iibergeht, so kann man durch eine .ifhnlichkeitstransformation und 
evtl. eine Spiegelung an einer der Koordinatenebenen, denen der eine dieser 
Riiume unterworfen wird, immer erreichen, dafJ nach A usfiihrung dieser 
Operationen die LAGRANGESchen Klammern selbst invariant bleiben. 

Nach (25.2) und (25.3) sind namlich die betrachteten Strahlen­
mannigfaltigkeiten dann und nur dann feldartig, wenn die Ausdrucke 
A", du", bzw. ).~ du", vollstandige Differentiale sind. Wir mussen also 
jetzt verlangen, daB jedesmal, wenn man eine zweiparametrige Schar von 
Lichtstrahlen des Objektraumes so auswahlt, daB A", d u'" ein vollstan­
diges Differential wird, der entsprechende Ausdruck A~du", dieselbe 
Eigenschaft besitzt. Nach einem Satz uber PFAFFsche Formen5I muB 
es dann eine konstante Zahl e geben, so daB 

A~du", = e(A",du",) + dIP (27.1) 

identisch besteht. Durch Vornahme einer Ahnlichkeitstransformation 
(und evtl. einer Spiegelung, falls e < 0 ist) geht aber die letzte Relation 
III (25.5) uber. womit die Behauptung bewiesen ist. 

50 Vgl. die Einleitung. Es ist bemerkenswert, daB im selben Jahre 1808 die 
Abhandlung von LAGRANGE erschienen ist (s. § 13 FuBnote 41), die schon im 
wesentlichen die Invarianz der Klammern [u"" up] enthalt. 

51 Variationsrechnung § 145. 
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Ausgehend von der Forderung, daB der Satz von MALUS bestehen 
solI, kann man also, wenigstens in isotropen homogenen Raumen, die 
Gestalt aller moglichen Strahlenabbildungen studieren, und dies erklart 
die Rolle, die dieser Satz in der Geschichte der Strahlenoptik gespielt hat. 

28. Die Integralinvariante (26.3) kann auf eine Gestalt gebracht 
werden, die eine sehr anschauliche geometrische Deutung zulaBt. 

Wegen der Beziehung (16.5) kann man namlich schreiben, indem 
man mit y den Rand des Gebietes Gu bezeichnet: 

] = J J [UI' U2] dUI dU2 = J (}'I dU I + A2 du2)· (28.1 ) 
Gu r 

Die geschlossene Kurve y wird in der ul u 2-Ebene durch die Gleichungen 

(28.2) 

dargestellt, wobei die Funktionen U i (s) periodische Funktionen bedeuten. 
Diesen Funktionen fUgen wir eine dritteFunktion 

t = t (s) (28·3) 

zu, die nicht periodisch zu sein braucht, und betrachten im Raume 
der t, xi die Kurve c, die durch die Gleichungen (28.3) und 

(28.4) 

definiert wird. Dann ergibt die Vergleichung von (28.1) mit unserer 
fruheren Gleichung (15.4) 

J = J (-Hdt+ 'YJid~i) - J dm. (28.5) 

Hierbei kann nach un serer Konsfruktion fUr die Kurve c irgendeine 
Kurve gewahlt werden, die das betrachtete Bundel von Lichtstrahlen 
einmal umlauft und deren Endpunkte auf demselben Lichtstrahlliegen. 

Von dieser Formel kann man zwei Anwendungen machen; 1st erstens 
die Funktion t(s) in (28.3) periodisch mit der Peri ode 2n, so ist die 
Kurve c geschlossen und in (28.5) verschwindet das zweite Integral. 
Man hat dann 

J = J (-H dt + 'YJid~i)' (28.6) 
Q 

In der Terminologie von POINCARE heiBt die rechte Seite von (28·3) 
eine relative Integralinvariante, weil sie nur fur geschlossene Kurven 
gilt. POINCARE hat ubrigens nur solche geschlossene Kurven betrachtet, 
die in Ebenen t = const liegen. Die Integralinvariante (28.6) ist be­
sonders von ELIE CARTAN betrachtet worden 52. 

Zweitens kann man aber die Kurve c auf dem Rande des Strahlen­
bundels so wahlen, daB ihre Tangente in jedem Punkte den Lichtstrahl, 

52 E. CARTAN: Leyons sur les invariants integraux. Paris: Hermann 1922. 
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der diesen Punkt enthalt, transversal schneidet (§ 21). Die Bedingung 
hierfiir ist 

(28.7) 

und man hat infolgedessen an Stelle von (27.5) 

J = - f dw = WI - w 2 , (28.8) 
c 

wobei WI und w 2 die Werte von W an den End­
punkten von c bedeuten. Die GroBe Jist also 
gleich der optischen Entfernung h der beiden 
Endpunkte einer Kurve, die das Strahlenbiindel 
umschlingt und jeden Strahl des Randes dieses 

Fig. 5. 

Biindels transversal schneidet (Fig. 5). Die Invarianz von] wird da­
durch ausgedriickt, daB die optische Entfernung der Endpunkte von c 
unabhangig ist von der willkiirlichen Wahl des Anfangspunktes dieser 
Kurve. 

Diese auBerordentlich anschauliche Deutung von J stammt von 
G. PRANGE 53• 

29. Die DEscARTEsschen FHi.chen. Eine gewisse Umkehrung des 
MALusschen Satzes ist ganz zu Beginn der Entwicklung der Dioptrik 
von DESCARTES fiir einen speziellen Fall behandelt worden. Es handelt 
sich urn folgendes Problem: Man betrachtet zwei beliebige feldartige 
Strahlenkongruenzen, die in optisch verschiedenen Medien we und we' 
liegen. und nimmt an, daB die Medien sich durchdringen. Es solI durch 
einen Punkt (to, x~) eine Flache D hindurchgelegt werden, so daB, wenn 
man das eine Medium auf der einen Seite dieser Flache, das andere 
auf der anderen Seite stehen laBt, die erste Strahlenkongruenz in die 
zweite durch Brechung iibergeht. 

Da die beiden Strahlenkongruenzen feldartig sind, kann man Scharen 
von Lichtwellen konstruieren, die durch die Gleichungen 

5 (t, Xi) = const, 5' (t, Xi) = const 

dargestellt werden und diese Strahlenkongruenzen transversal schneiden. 
N ach dem § 23 wird jede Flache t = i (Xl' x2), die der Schar 

(29.1) 

angehOrt, eine mogliche Diskontinuitatsflache ~ sein. Die Flache wird 
durch den Punkt (to, x~) hindurchgehen, wenn man C aus der Gleichung 

C = 5 (to, x~) - 5' (t, x~) (29.2) 

bestimmt. Bei dieser Konstruktion wird ein Teil der Lichtstrahlen aus 
den Medien we und we' herausgeschnitten. Diese herausgeschnittenen 

53 PRANGE, G.: Die allgerneinen Integrationsrnethoden der analytischen 
Mechanik. Enzykl. d. Mathern. Wiss. Bd. 4 II Art. 12 u. 13 S.622. 

Ergebnisse der Mathematik. IV 15. CaratModory. 3 



34 Kap. II: Die Grundlagen der geometrischen Optik. [610 

Stucke nennt man virtuelle Lichtstrahlen; die ubrigbleibenden Teile 
der Lichtstrahlen werden reelle Lichtstrahlen genannt. 

DESCARTES hat dieses Problem behandelt fUr den speziellen Fall, daB 
die beiden Mittel isotrop und homogen und die beiden feldartigen 
Strahlenkongruenzen stigmatisch sind. Man kann dann immer bei ge­
eigneter Wahl der Achsen der Gleichung (29.1) die Gestalt geben: 

nyt2 + xi + ~ = ±n'V(t - a)2 + xi + x§ + c. (29·3) 

Die DESCARTEssche FHiche ist in diesem FaIle eine Rotationsflache, 
deren Meridiankurve eine algebraische Kurve von der vierten Ordnung 
ist. Fur die Diskontinuitatsflache ist aber immer nur ein Stuck dieser 
Flache brauchbar, namlich dasjenige Stuck, das durch die Gleichung 
(29.3) selbst (mit Beibehaltung der Wurzelzeichen) dargestellt wird. 

30. Die aplanatischen Punkte der Kugel. Ein merkwurdiger spe­
zieller Fall der DESCARTEsschen Flachen ist von HUYGENS entdeckt 
worden. 1st namlich in (29.3) die Konstante C gleich Null, so erhalt 

9 

Fig. 6. Fig. 7. 

man. wenn man durch Quadrieren die Wurzeln fortschafft, die Glei­
chung einer Kugel. Dieser Zusammenhang HiJ3t sich iibrigens bequem 
elemen targeometrisch feststellen. 

Sind namlich Fund F' zwei inverse Punkte einer Kugel vom Ra­
dius e, die sich auf einem Strahl MF durch den Mittelpunkt befinden, 
so besteht nach Definition die Gleichung 

(30. 1) 

aus welcher man entnimmt, daB die beiden Dreiecke PMF und F'MP 
ahnlich sind. Es folgt hieraus, daB der Winkel MF P gleich dem Win­
kel i' ist, und daB man daher schreiben kann 

sini' M P (} 
sini F M a +cxc 

cxc 
(30.2) 
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Insbesondere ist also das Verhaltnis sin i' : sin i unabhangig von der 
Lage des Punktes P. SoU dieses Verhaltnis gleich n: n' sein, so muB 
man haben 

n'e-nx=na, ne-n'x=O, 

woraus man die Gleichungen entnimmt 

ann' 
e = n'2 _ n2' 

an'2 
x+a= 12--2' n -n 

die man auch direkt aus (29.3)' berechnen kann. 

(30·3) 

(30.4) 

Wir denken uns jetzt einen Rotationskorper aus Glas in Luft mit 
dem Brechungsindex n = 1, dessen Meridian ABPCD'F'A' aus zwei 
konzentrischen Kreisen vom Radius e und e : n' und zwei geradlinigen 
Strecken besteht (Abb. 6). Hierbei ist n' der Brechungsindex des Glases,. 
das in der Abbildung gleich 1,5 genommen worden ist. AIle Licht­
strahlen F' P, die von einem Punkt F' der kleineren Kugelflache, die 
den Korper begrenzt, ausgehen, werden in P auf der groBeren Kugel 
so gebrochen, daB ihr Ausgangspunkt der Punkt F zu sein scheint. Die 
Kugelflache mit dem GroBkreis D'F'E' wird infolgedessen stigmatisch 
abgebildet, und das virtuelle Bild, das auf der Kugelflache DFE liegt, 
ist linear vergroBert im Verhaltnis n /2 : 1 und nicht verzerrt. 

Kapitel III. 

Die Strahlenabbildung. 
31. Definition und Darstellung der Strahlenabbildung. Wir be­

trachten ein optisches Instrument, das aus einem belie big komplizierten 
System von Linsen (oder Spiegeln) besteht. Die Lichterregung entsteht 
in einem ersten Raume, dem Obiektraum, dessen Punkte wir durch be­
liebige (Cartesische oder auch krummlinige) Koordinaten (t, Xl' X 2) dar­
stellen, und miindet in einen zweiten Raum, den Bildraum, der durch 
ebensolche Koordinaten (t', xi, x~) beschrieben wird. Die beiden HAMIL­
TONschen Funktionen, die die Gestalt der Lichtstrahlen im Innern dieser 
beiden Raume bestimmen, nennen wir H (t, Xi' Yi) und H' (t', xi, yi). 

Bei dem Durchgang des Lichtes durch dieses Instrument wird erstens 
ieder Strahl des Obiektraumes, der das Instrument durchsetzt, einem 
Lichtstrahl des Bildraumes zugeordnet. 

Und zweitens mufJ nach dem § 25 bei dieser Zuordnung die LAGRANGE­
sche Klammer einer beliebigen Strahlenkongruenz des Obfektraumes und 
die LAGRANGESche Klammer der entsprechenden Strahlenkongruenz des 
Bildraumes auf ie zwei zugeordneten Strahlen der beiden Kongruenzen 
denselben Wert besitzen, wenn die Kongruenzen durch dieselben Para­
meter dargestellt werden. 

3* 
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Die Ansicht, daB jede Strahlenabbildung, die den beiden obigen 
Bedingungen geniigt, durch geeignete Systeme von Linsen wenigstens 
annaherungsweise verwirklicht werden kann, ist allgemein verbreitet. 
Wir werden an Beispielen zeigen, daB dies nicht immer der Fall zu 
sein braucht (§§ 57 und 61). Die Trennung zwischen den Abbildungen 
dieser Art, die man optisch realisieren kann, und den iibrigen ist ein 
mathematisches Problem, das nie in Angriff genommen worden ist und 
auBerordentlich schwierig sein diirfte. 

Diese Bemerkung soll aber nicht den Verdacht aufkommen lassen, 
daB das Studium der allgemeinsten Abbildungen von Strahlen, bei 
we1chen die LAGRANGEschen Klammern invariant bleiben, lediglich 
theoretisches Interesse besitze. 1m Gegenteil: fast alle praktischen An­
wendungen, die man von der allgemeinen Theorie machen kann, waren 
undenkbar, wenn man diese allgemeinen Abbildungen nicht vorher 
griindlich untersucht hatte. 

Urn eine derartige Strahlenabbildung darzustellen, betrachten wir 
im Objektraum die allgemeinste Lasung 

Xi=~i(t,al,a2,bl,b2)' Yi='fJi(t,a1 ,a2, b1 , b2) (i=1,2) (31.1) 

der kanonischen Gleichungen (14.1), die fUr t = to den Anfangsbedin­
gungen 

(31. 2) 

geniigt. En tsprechend betrachten wir im Bildraum die analoge La­
sung 

~=~~(t',a~,a~,b~,b~), Y~='fJi(t',a~,a~,b~,b~) (i=1,2) (31.3) 

der zugeharigen kanonischen Gleichungen, die durch die Anfangs­
bedingungen 

~i(t'O, aj, bj) = a~, 'fJi(t'O, aj, bj) = bi (31. 4) 
festgelegt ist. 

Die eineindeutige Zuordnung der Strahlen dieser beiden Raume 
wird dann durch vier Gleichungen 

(i, j = 1, 2) (31. 5) 

ausgedriickt, wobei selbstverstandlich die Funktionaldeterminante 

(31. 6) 

sein solI. 
32. Eine Strahlenkongruenz des Objektraumes stellen wir dar, in­

dem wir die GraBen aj , bj alsFunktionen von zwei Parametern U 1 und U 2 

betrachten und diese Werte in (31.1) einsetzen. Mit Hilfe der Glei­
chungen (31. 5) und (31. 3) berechnet man daraus die zugeordnete 
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Strahlenkongruenz des Bildraumes. Nach den Uberlegungen des § 17 
hat man dann, wenn man noch beachtet, daB hier d t = dtO = ° ist, 

dwo + Al dUI + A2 dU2 = b1 da1 + b2 da2 , (32.1) 

so daB man nach (16.5) schreiben kann 

r J - fJ (b oal b fJa2) fJ (b oal oa 2)j LUI' U 2 -,,-- I ~ + 2 ~ - -q - I"-- + b2 ~ 
UU2 UUI uUI CUI uU2 uU2 

(32.2) 
= fJ(al , bl ) + fJ(a 2 , b2) 

fJ (UI' u 2) fJ (uI , u2) • 

Ganz ahnlich lautet der Ausdruck fUr die LAGRANGESche Klammer 
[UI' uJ' des Bildraumes und wir miissen die allgemeinste Transfor­
mation (31. 5) aufstellen, fUr welche bei jeder Wahl der Funktionen 
a l (ul u 2) ••• b2 (ul , u 2) Immer 

(32·3) 
ist. 

Beaehtenswert ist, dafJ die Gestalt der Bedingungen, die wir aUf diese 
Weise erhalten, von der Gestalt der HAMILToNsehen Funktionen H und H' 
volliR unabhiingig ist. Unsere Theorie gilt also aueh fur beliebige krumm­
linige Koordinaten und kann daher aueh auf Fiille angewandt werden, bei 
denen dureh die Bedingungen t = to und t' = t'O beliebige krumme Fliiehen 
dargestellt werden. 

33. Zusammenhang mit den kanonischen Transformationen. Bei 
der nun folgenden Untersuchung sollen unsere bisherigen Bezeichnungen 
durch andere ersetzt werden, die denjenigen, die man in der Literatur 
findet, besser angepaBt sind. Wir wollen namlich aI' a2 durch x, y 
und bl , b2 durch ~, 'fJ ersetzen und die Koordinaten der Linienelemente 
des Bildraumes ahnlich mit x', y', ~', 'fJ' bezeichnen. Es sollen also die 
allgemeinsten Transformationen 

x'=X(x,y,~,'YJ), 

~' = E(x, y,~, 'YJ), 
y: = Y(x, y,~, 'YJ),} 
'YJ =H(x,y,~,'YJ) 

(33. 1) 

aufgestellt werden, fUr welche die LAGRANGESchen Klammern invariant 
bleiben. Bezeichnet man mit u, v. die Parameter einer Strahlenkon­
gruenz, so hat man nach (32.2) 

[u vJ = 0(%, ~) + o(y, 'I)) I 
' o(u,v) fJ(U, v) , 

[u v]' _ 0 (X, S) + ~lY, H) 
, - fJ (u, v) 0 (u, v) • 

(33. 2) 

Wir wahlen nun fUr u und v irgend zwei unter den vier Veranderlichen 
x, y, ~ und 'YJ und halten die beiden iibrigen Veranderlichen konstant. 
Dann entstehen aus der ersten Gleichung (33.2) die sechs Relationen 

[x, yJ = 0, [x, 'YJJ = 0, 

[x, ~ = 1, 

[y,~J=o, 

[y, 'YJJ = 1. 
[~, 'YJJ =o,} (33.3) 
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Es muB also wegen der Forderung [u, v]' = [u, v] nach der zweiten 
Gleichung (33.2) 

[X J' = iJ(X, S) + iJ(Y, H) = 0 (33.4) 
y iJ(x,y) iJ(x,y) 

sein, und man erhalt weiter aus (33.3) fUnf andere ahnliche partielle 
Differentialgleichungen erster Ordnung, die leicht aufgeschrieben werden 
k6nnen. 

Wir wollen nun zeigen, daB umgekehrt, wenn diese sechs Gleichungen 
·erfiillt sind, die Gleichung [u, v]' = [~t, v] nicht nur fUr die sechs speziellen 
Strahlenkongruenzen gilt, die wir soeben betrachtet haben, sondern daB 
sie ganz allgemein besteht. Zu diesem Zweck berechnen wir die Koeffi­
zien ten A, #, e, a der Differen tialform 

EdX + HdY - I;dx - 'Yjdy = Adx + judy + edl; + ad'Yj (33.5) 

und erhalten 

A=EXx+HYx-l;, 

e=EX"+HY", 

#=EXy+HYy-'Yj, 

a=EX'1 + HY'1' 

Aus den letzten Gleichungen folgt durch Differentiation 

Ay-.ux=[X,y]" 

pi - ey = [y, 1;]" 

A~-ex=[x, 1;]'-1, 

#'1 - ay = [y, 'Yj]' - 1 , 

Raben also die LAGRANGESchen Klammern [x, y]" ... dieselben Werte 
wie r x, y], ... , so folgt aus (33.3), daB die linken Seiten aller Glei­
chungen (33.6) verschwinden, und dies ist gleichbedeutend mit der 
Forderung, daB die rechte Seite von (33.5) ein vollstandiges Differential 
sein muB. Man kann dann schreiben 

EdX +HdY -l;dx-'Yjdy=dP. (33. 7) 

1st umgekehrt die Gleichung (33.7) erfiillt, so berechnet man sofort, 
daB fUr aIle moglichen Strahlenkongruenzen [u, v]' = [u, v] ist, und 
dies ist gerade das Resultat, das wir nachweis en wollten54• 

34. Wenn die vier Funktionen X, ... , H die Gleichung (33.7) be­
friedigen, so nennt man die Transformation (33.1) eine kanonisehe 
Transformation. Das grundlegende' Resultat, das wir erhalten haben, 
kann demnach folgendermaBen ausgesprochen werden: 

Die Forderung, dafJ bei den Strahlenabbildungen der Optik die LA­
GRANGESehen Klammern invariant bleiben sollen, ist mit der Forderung 
iiquivalent, dafJ die Zuordnung der Linienelemente /ilr t = to und t' = t'O 
dureh eine kanonisehe Trans/ormation dargestellt wird. 

54 Bei der obigen Ableitung haben wir benutzt, daB die Funktionen X, ... , H 
mindestens zweimal stetig differentierbar sind. 1m Kap. 6 meiner Variationsrech­
nung habe ich gezeigt, daB das obige Resultat sowie auch die ganze Theorie der 
kanonischen Transformationen abgeleitet werden kann, ohne vorauszusetzen, daB 
diese Funktionen zweite Ableitungen besitzen. 
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Dber kanonische Transformationen, die auch in der Mechanik eine 
wichtige Rolle spielen, gibt es eine sehr ausgedehnte Literatur55• Einige 
der fUr die Optik wichtigsten Resultate sollen hier zusammengestellt 
werden. Fur weitere Einzelheiten kann man auch in meiner Variations­
rechnung nachschlagen. 

Die erste wichtige Eigenschaft der kanonischen Transformationen 
besteht in der Tatsache, daB jede beliebige kanonische Transformation 
immer eine eigentliche Transformation ist, fur welche die Funktional­
determinante 

D=0(X,Y,8,H) 
d(X,y,;,'I)) 

(34.1 ) 

nie verschwinden kann. Man beweist namlich, daB D = +1 ist56• Der 
Nachweis dieser Tatsache ist nicht ganz einfach, wenn man auf das 
Vorzeichen von D achtgeben will; es genugt aber fUr die meisten Zwecke 
zu zeigen, daB D = ± 1 ist, und dies gelingt durch eine ganz element are 
Rechnung. Man bemerke namlich, daB man D auch durch folgende 
Gleichung erhalten kann 

D = 0(8, H, -X, -V) (34.2) 
0(;, 'I), -x. -y) 

Multi pliziert man nun kolonnenweise die beiden Determinanten (34.1) 
und (34.2), so erhalt man 

[x,~]', [y, U, 0 [r;, ~]' 

D2= 
[x, r;]', [y, r;]' , [~, r;]', 0 

(34·3) 
0 [x,y]" [x,U, [x, r;]' 

[yx]' , 0 [Y~J' , [yr;]' 

1st also die Transformation kanonisch, so hat man, wie wir angekundigt 
haben. 

(34.4) 

Hieraus folgt dann, daB auch die Inverse einer kanonischen Trans­
formation immer existiert und selbstverstandlich auch kanonisch ist, 
und da man durch Zusammensetzung von zwei kanonischen Trans­
formationen nach (33.7) wieder eine kanonische Transformation erhalt, 
bildet die Gesamtheit der kanonischen Transformationen eine Gruppe57 • 

35. PorssoNsche Klammern. Die zweite Haupteigenschaft der kano­
nischen Transformationen besteht nun darin, daB man diese Transfor­
mationen auch durch Bildung von POISsoNschen Klammern kennzeich­
nen kann. Diese POISsoNschen Klammern sind, wenn man sie mit den 
LAGRANGESchen Klammern, die wir bisher allein betrachtet haben, ver­
gleicht, zu diesen in gewisser Hinsicht dual. Urn die LAGRANGESchen 
Klammern (33.2) zu bilden, hatten wir namlich die vier Variablen x, y, 

55 Siehe PRANGE, 1. c. 14, insbes. S. 748 u. if. 
56 Variationsrechnung § 102. 
07 Variationsrechnung § 94. 
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~, rJ als Funktionen von zwei Parametem u und v betrachtet. ]etzt 
nehmen wir zwei Funktionen Fund G der vier Veranderlichen x, y, ~, rJ 
und definieren die PorssoNsche Klammer (G, F) durch die Formel 

(G F) = o(F, G) + o(F, G) (35.1) 
, 0(%, ~) 0 (y, 'f}) • 

Das Rechnen mit PorssoNschen Klammem wird erleichtert, wenn man 
sich folgende beiden Eigenschaften dieser Klammem merkt, die un­
mi ttelbar aus (35. 1) folgen: Erstens ist 

(G, F) = -(F, G) (35.2) 

und zweitens ist, falls tP (Fl' ... , F n) eine Funktion von belie big vielen 
Funktionen Fk (x, y, ~,rJ) bedeutet, 

n 
~M) 

(G, tP) = .::;.; oFk (G, F k ) • (35·3) 
k=! 

36. Eine Beziehung zwischen PorssoNschen und LAGRANGESchen 
Klammem gewinnen wir auf folgende Weise: Wir bilden fUr eine be­
liebige Funktion F(x, y,~, rJ) den Ausdruck 

(8, F) dx' + (H, F) dy' - (X, F) d~' - (Y, F) drJ', (36.1) 

setzen hierin , oX oX 
dx = ax dx + ... + a;; dll usf., (36.2) 

entwickeln die PorssoNschen Klammem, die in (36.1) vorkommen, und 
sammeln die Koeffizienten der erst en Ableitungen von F. Wir finden 
auf diese Weise, daB der Ausdruck (36.1) immer identisch ist mit 58 

([x, ~]' d x + [y, ~J' d y + [rJ, ~J' d rJ) F x I 
+ ([x, rJ],dx + [y, rJJ'dy + [~, rJJ'd~) Fy 

+ ([x, yJ'dy + [x, ~J' d~ + [x, rJJ'drJ) F; 

+ ([y, x]'dx + [y, ~J'd~ + [y, rJJ'drJ)F'l . 

(36·3) 

1st nun die Transformation kanonisch, so hat dieser letzte Ausdruck 
den Wert (36.4) 

ist umgekehrt dies fUr alle m6glichen Funktionen F der Fall, so miissen 
[x, ~J', [y, rJJ' gleich Eins sein und die iibrigen LAGRANGESchen Klam­
mem miissen verschwinden. Hieraus folgt aber der Satz: 

Notwendig und hinreichend dafur, dafJ die Transformation (33.1) 
kanonisch sei, ist das Bestehen der Jdentitiit 

(8, F) dx' + (H, F) dy' - (X, F) d~' - (Y, F) drJ' = dF (36.5) 

fur aUe moglichen Funktionen F (x, y, ~, rJ). 

58 Diese ganz elementare, wenn auch etwas Hingere Rechnung wird, wenn 
man sich der Indizesbezeichnung bedient, so iibersichtlich, daB sie im Kopf ge­
macht werden kann. Variationsrechnung § 91. 
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37. Wir wollen jetzt die Tatsache benutzen, daB die Funktional­
determinante (34.1) notwendig von Null verschieden ist und daB man 
daher aus den Gleichungen (33.1) die GraBen x, y,~, 'YJ als Funktionen 
von x', y', ~', 'YJ' berechnen kann. Hieraus folgt, daB man jeder Funk­
tion F (x, y, ~,'YJ) eine Funktion F' (x', y', ~', 'YJ') zuordnen kann, fUr 
welche die Identitat 

F(x, y,~, 'YJ) =F'(X, Y, E, H) (37.1) 

besteht. Fur das totale Differential dF kann man also schreiben 

dF = dF' = F~,dx' + F~,dy' + F~,d~' +F~,d'YJ', 
und man sieht, daB die Gleichung (36.5) gleichbedeutend ist mit den 
vier Gleichungen 

(E,F)=F~" (H,F)=F~" (F,X)=F~" (F,Y)=F~,. (37.2) 

Setzen wir hierin nacheinander x', y', ~', 'YJ' fUr F' und X, Y, E, H fUr F, 
so erhalten wir eine Anzahl von Gleichungen, die sich auf folgende sechs 
reduzieren: 

(X, Y) = 0, (E, H) = 0, 

(X, H) = 0, (E, Y) = 0 , 

(E, X) = 1 , (H, Y) = 1 . 

(37·3) 

(37·4) 

(37.5) 

3S. Die letzten Bedingungen sind also notwendig dafUr, daB die 
Transformation (33.1) kanonisch ist. Wir mussen jetzt zeigen, daB 
diese Bedingungen auch hinreichend sind, d. h. daB jede Transforma­
tion (33.1) kanonisch ist, sob aId die Gleichungen (37.3) bis (37.5) iden­
tisch bestehen. Wir bemerken dazu zunachst, daB, wenn man die 
Determinanten (34.1) und (34.2) zeilenweise miteinander multipliziert, 

(E, X), (E, Y), 0 , (E, H) 

(H,X), (H, Y), (H, E), 0 
D2= 

0 (Y, X), (E, X), (H,X) 

(X, Y), 0 , (E, Y), (H, Y) 

wird. Sind also die Bedingungen (37.3) bis (37.5) erfullt, so muB 
D2 = 1, also D =F 0 sein. Sodann kann man jeder Funktion F (x, y, ~, 'YJ) 
eine Funktion F' (x', y', f, 'YJ') zuordnen, fUr welche (37.1) gilt. Es ist 
somit, wenn man (35.3) benutzt, 

(8, F) = F~, (E, X) + F~, (E, Y) + F~, (E, H) ; 

sind also die Gleichungen (37.3) bis (37.5) erfullt, so muB die erste 
Gleichung (37.2) bestehen; ganz genau ebenso beweist man die ubrigen 
Gleichungen (37.2), aus denen dann weiter (36.5) folgt. Mit Hilfe des 
Resultats des § 36 erhalt man also den Satz: 

Das Bestehen der Gleichungen (37.3) bis (37.5) ist notwendig und hin­
reichend datur, da/3 die Trans/ormation (33.1) kanonisch ist. 
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39. Fur die PmssoNschen Klammern gilt ubrigens eine ahnliche 
invariante Eigenschaft wie diejenige, von der wir fUr die LAGRANGE­
schen Klammern ausgegangen sind. Setzen wir namlich ahnlich wie 
in (37.1) 

G(x, y,~, 'fj) = G'(X, Y, S, H), 
so hat man 

(G, F) = G~, (X, F) + G~, (Y, F) + G~, (S, F) + G~, (H, F), 

und es folgt mit Hilfe der Formeln (37.2) 

(G, F) = (G', F')' , 

eme Beziehung, die ubrigens die Gleichungen (37.3) bis (37.5) nach 
sich zieht und, wegen des Resultates des vorigen Paragraphen, mit 
diesen aquivalent ist. 

40. Bildung der kanonischen Transformationen. Die Relationen 
(37.3) bis (37.5) zeigen, daB, wenn auch nur eine der vier Funktionen 
X, Y, S, H vorgeschrieben ist, keine einzige der ubrigen willkurlich 
gewahlt werden kann, wenn die Transformation kanonisch sein solI. 

Eine kanonische Transformation kann namlich z. B. mit Hilfe der 
beiden Funktionen X(x, y, ~, 'fj) und Y(x, y, ~, 'fj) nur dann aufgestellt 
werden, wenn erstens die PmssoNsche Klammer 

(X Y) = 8(X, Y) + 8(X, Y) . 0 
, 8(x, ~) 8(Y,1))-- (40.1) 

ist und wenn zweitens die beiden ersten Zeilen der Funktionaldetermi­
nante (34.1) nicht einander proportional sind, da sonst diese Determi­
nante verschwinden wurde. Letzteres besagt, daB in jedem Punkt min­
destens eine der sechs Funktionaldeterminanten zweiter Ordnung 

8(X, Y) 
8(x,yf' 

8(X, Y) 
8(x, 1)) , 

8(X, Y) 
7J (x, ~) , 

8(X, Y) 
8(y, ~f' 

8(X, Y) 
8(y, 1)) 

8(X, Y) 

~~' 
(40.2) 

(40·3) 

nicht verschwinden darf. Andererseits sind diese beiden Bedingungen 
auch hinreichend dafur, daB Funktionen S, H berechnet werden konnen, 
die zusammen mit X, Y eine kanonische Transformation definieren. Ehe 
wir aber das beweisen, solI ein Hilfssatz aufgestellt werden, der auch 
fUr spatere Zwecke sehr brauchbar ist. 

41. Aus den vier Funktionaldeterminanten (40.2) konnen namlich 
auf vier verschiedene Weisen Paare dieser Ausdrucke ausgewahlt wer­
den, bei denen eine der Variablen x, y, ~,'fj im Nenner zweimal vor­
kommt. Wir wollen nun zeigen, daB, wenn beide Funktionaldetermi­
nanten eines solchen Paares in einem Punkte verschwinden, die ersten 
Ableitungen von X und Y nach der ausgezeichneten Variablen in diesem 
Punkte auch verschwinden mussen, wenn die Bedingungen des vorigen 
Paragraphen erfullt sind. 
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Speziell miissen wir also z. B. beweisen, daB aus 

-,0 (c-,.X...c..'_Yc-'-) = 0 
o(x, y) , 

notwendig 
oX 
a;; =0, 

o(X, Y) = 0 
o(x, 1]) 

oY 
8x = 0 

43 

(41.1) 

(41.2) 

folgen muB. Das erkennt man aber sofort. Wiirde namlich entweder 
die eine oder die andere dieser beiden GraBen von Null verschieden sein, 
so wiirde aus (41.1) die Existenz von zwei endlichen Zahlen }" ,ll folgen, 
fUr welche die vier Gleichungen 

Xy =.leX"" 
(41. 3) 

gleichzeitig gelten. Setzt man diese Werte in die zweite Funktional­
determinante (40.3) ein, so muB diese verschwinden. Wegen (40.1) 
muB auch die erste Determinante (40.3) verschwinden. Die Verglei­
chung von (40.2) mit (41. 3) liefert dann weiter 

o (X, Y) = .Ie o (X, Y) o(X, Y) = _ 8 (X, Y) 
8 (y, ~) d (x,~) , 0 (~, 1]) f-l 0 (x,~) , 

und es miiBten also, entgegen der Annahme, aIle sechs Funktional­
determinanten (40.2) und (40.3) verschwinden. 

42. Ein wichtiges Korollar des soeben bewiesenen Hilfssatzes be­
steht darin, dafJ von den vier Ausdrucken (40.2) immer mindestens 
der eine von Null verschieden sein mufJ. Waren namlich aIle Determi­
nanten (40.2) gleich Null, so miiBten aIle ersten Ableitungen von X 
verschwinden und es miiBten dann auch, entgegen der Voraussetzung, 
die Ausdriicke (40.3) verschwinden. Fur die Bestimmung von E, H sind 
daher jetzt vier FaIle zu unterscheiden, je nachdem man benutzen will, 
daB die erste, zweite, dritte oder vierte Funktionaldeterminante (40.2) 
von Null verschieden ist. Die Behandlung jedes dieser vier Falle fUhrt 
aber zu prinzipiell ganz ahnlichen Rechnungen. 

N ehmen wir z. R an, daB 

o (X, Y) =l= 0 
8 (~, 1]) 

(42.1) 

ist. Dann kann man die Gleichungen 

x' = X(x, y, ~, 'YJ), y' = Y(x, y,~, 'YJ) (42.2) 

nach ~. 'YJ auflasen und erhalt 

~ = !p(x, y, x', y'), 'YJ = 1p(x, y, x', y'). (42.3) 

Aus den Identitaten 

x' = X(x, y, !p, 1p), y' = Y(x, y,!P, 1p) (42.4) 
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kann man durch Differentiation die ersten partiellen Ableitungen qJy 

und V'rx; ausrecIinen. Man findet folgende Gleichungen 

iJ (X, Y) 8 (X, Y) 
8(~,1]) qJy= - 8(y, 1]) , 

8 (X, Y) iJ (X, Y) 
em, 1]) V'x = 8 (x, ~) (42. 5) 

Aus diesen folgt mit Hilfe von (40.1) und (42.1) 

(42.6) 

Die letzte Gleichung besagt, daB die Funktionen cp und 'IjJ auf un end­
lich viele Weisen als partielle Ableitungen einer Funktion -E(x, y, x', y') 
dargestellt werden konnen und daB man schreiben kann 

(42.7) 

Nun nehmen wir an, wir hatten auf irgendeine Weise Funktionen 
E (x, y, ~, r;), H(x, y, ~, 'Yj), lJI(x, y, ~,'Yj) bestimmt, fur welche die 
Gleichung (33.7) identisch besteht, wenn man an Stelle von X, Y die 
vorgegebenen Funktionen einsetzt. Ersetzt man in diesen Funktionen 
die Variablen ~,r; durch die Ausdrucke (42.7), so erhalt man neue 
Funktionen E* (x, y, x', y'), H* (x, y, x', y'), lJI* (x, y, x', y'), fUr welche 
die Identitat 

(42.8) 

besteht. Hieraus folgt nun erstens 

Ex = lJI: , Ey = lJI: ; (42.9) 

es muB also (E - lJI*) eine Funktion von x' und y' allein sein. Da aber 
die Funktion E(x, y, x', y') nur bis auf eine additive willkurliche Funk­
tion von (x', y') definiert ist, konnen wir, ohne Beschrankung der All­
gemeinheit, E = lJI* setzen; dann folgt aus (42.8) 

(42.10) 

und diese Gleichungen bestimmen vollstandig unsere kanonische Trans­
formation. Man braucht namlich bloB in (42.10) die GraBen x', y' 
durch X, Y zu ersetzen, urn die gesuchten Funktionen E und H zu 
erhalten. 

Man bemerke ubrigens, daB die Funktion E, die wir berechnet 
haben, nicht ganz willkurlich ist: da es namlich immer moglich ist, 
die Gleichungen (42.3) und daher auch die Gleichungen (42.7) nach 
x', y' aufzulosen, muB notwendig die Funktion E der Bedingung 

(42.11) 

genugen. 
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43. Die Eikonale. Eine Funktion E(x, y, x', y'), die die Bedingung 
(42.11) erfullt, wird in der Optik ein Eikonal genannt 59. 1st ein beliebiges 
Eikonal gegeben, so wird die zugehorige kanonische Transformation 
durch die Gleichungen (42.7) und (42.10) bestimmt. Die Funktionen 
X, Y, E, H berechnet man durch eine Elimination, die wegen des Be­
stehens von (42.11) immer moglich ist. 

Aut diese Weise erhalten wir siimtliche kanonische Transjormationen, 
fur weiche (42.1) gilt. 

Zweitens nehmen wir an, daB die erste der Funktionaldetermi­
nan ten (40.2), namlich 

B(X, Y) =1= 0 
B(x,y) (43·1) 

sei. Dann kann man die Gleichungen (42.2) nach x, y auflosen und 
erhalt 

x = cp(;, 'Y), x', y'), y = 'If (;, 'Y), x', y'). (43·2) 

Man beweist mit ganz ahnlichen Mitteln, wie im vorigen Paragraphen, 
daB hier 

ist, und folgert hieraus ganz ebenso wie fruher die Existenz einer Funk­
tion V(;, 'Y), x', y'), fur welche die Gleichungen (43.2) ersetzt werden 
konnen durch 

x = V~, 

Nun bemerke man, daB man nach Einfiihrung der Funktion 

Q(x, y,;, 'Y)) = P(x, y,;, 'Y)) + x; + y'Y) 

an Stelle von (33.7) schreiben kann 

EdX + HdY + xd; + yd'Y) = dQ(x, y,;, 'Y)) . 

(43·3) 

(43·4) 

(43· 5) 

Hierdurch ist unser Problem auf eine Form gebracht, die bis auf die 
Bezeichnungen mit der Gestalt der im vorigen Paragraphen behandelten 
Fragestellung iibereinstimmt. Wenn man daher mit Hilfe von (43.2) 
Coder von (43.3)J die unabhangigen Variablen ;, 'Y), x', y' einfiihrt. so 
folgt in gleicher Weise wie dort, daB man immer setzen kann 

Q(cp, 'If,;, 'Y)) = V(;, 'Y), x', y') (43. 6) 

(43·7) 

59 Bei dieser Bezeichnungsweise folgen wir BRUNS (vgl. FuEn. 18). Wir 
werden streng die Eikonale von den charakteristischen Funktionen HAMILTONS 
unterscheiden. Diese Unterscheidung ist nicht immer konsequent durchgefiihrt 
worden. Z. B. hat K. SCHWARZSCHlLD die charakteristischen Funktionen HAMIL­
TONS durchweg Eikonale genannt. (K. SCHWARZSCHlLD: Untersuchungen zur 
geometrischen Optik I, II, III. Astronom. Mitteil. d. Kgl. Sternwarte zu G6ttingen, 
9.-11. Tl., 1905, S. 1-31, 1-28 u. 1-54). Auch in neuerer Zeit werden ge­
legentlich die beiden Begriffe vermischt (vgl. M. HERZBERGER: Strahlenoptik 
5. Teil S. 111. Berlin: Julius Springer 1931). 
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AuBerdem sieht man, daB fUr V die Beziehung 

I 
V~x', V~Y' I ~ 0 

V1]x" V'lY' 
(43.8) 

gelten muB, weil nach Voraussetzung die Gleichungen (43.3) nach x' 
und '\I' auflosbar sein mussen. 

Eine beliebige Funktion V(~, 'fj, x', y'), fur we1che die Bedingung 
(43.8) gilt, nennt man ein gemischtes Eikonal. Durch diese Bezeich­
nung wird die Tatsache hervorgehoben, daB V von den beiden Punkt­
koordinaten x', y' und den beiden kanonischen Richtungskoordinaten 
~,'fj ;tbhangt. Mit Hilfe eines derartigen gemischten Eikonals wird 
durch die Gleichungen (43.3) und (43.7) eine kanonische Transforma­
tion definiert. Durch Auflosung der beiden ersten Gleichungen nach 
x', y' erhalt man die Funktionen X, Y, durch Einsetzen dieser Werte 
in die rechten Seiten der Gleichungen (43.7) die Funktionen S, H, 
und die Funktion lJ' wird endlich mit Hilfe von (43.4) und (43.7) durch 
die Gleichung lJ' = V(~, 'fj, X, Y) - x~ - y'fj (43· 9) 
dargestellt. 

44. Es bleibt noch ubrig, ahnliche Dberlegungen fUr die beiden 
Falle anzustellen, bei we1chen die zweite oder die dritte Funktional­
determinante (40.2) von Null verschieden ist Diese beiden Falle gehen 
ineinander uber, wenn man x mit y und ~ mit 'fj vertauscht, so daB es 
genugt, den einen dieser Falle zu untersuchen. Nehmen wir z. B. an, 
es sei i) (X, Y) , 0 

i)(y,~) =t= . (44.1) 

Dann kann man die Gleichungen (42.2) nach y und ~ auflosen und erhalt 

y = cp(x, 'fj, x', y'), ~ = "IjJ(x, 'fj, x', y'). (44.2) 

Man beweist, ahnlich wie im § 42, daB hier 

Tx = -"ljJ1] (44.3) 

sein muB, und es folgt, genau so wie friiher, daB man die kanonische Trans­
formation mit Hilfe eines schiefenEikonals U (x, 'fj, x', y') beschreibenkann. 

Urn die Gleichungen zusammenzustellen, durch we1che unsere kano­
nische Transformation bestimmt wird, bemerken wir, daB man schreiben 
kann ~' dx' + 'fj' dy' - ~ dx + yd'fj = d(lJ' + y'fj) = dU, 

falls man setzt 'Jf(x, cp,"IjJ, 1J) + CP1J = U(x, 1J, Xl, yl). 

Aus dieser Gleichung folgt dann 

~ = -U,,, Y = U1]' ~' = UX " 

I Uxx" UXY' I =F 0, 
I U1]x" U1]Y' 

lJ' = U(x, 'fj, X, Y) - y'fj. 

n' ~ U," 1 

(44.4) 

(44. 5) 

(44.6) 
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45. Wir haben das Problem, das wir uns gestellt hatten, samtliche 
moglichen Strahlenabbildungen zu bestimmen, vollstandig ge16st. Unser 
Resultat lautet: 

J ede denkbare kanonische Transformation in zwei Paaren von Ver­
iinderlichen kann mit Hilfe eines der Eikonale E, V bzw. eines der beiden 
schiefen Eikonale U immer berechnet werden. Es ist stets moglich, eine 
derartige Transformation zu bestimmen, wenn die beiden Funktionen X, Y 
gegeben sind und den Bedingungen des § 40 geniigen. 

Yom theoretischen Standpunkt ist dieses Resultat vollig befriedigend. 
Man bemerke aber, daB im System der Gleichungen (37.3) bis (37.5) 
die vier ersten vollkommen gleichberechtigt sind. Wir hatten also ganz 
ahnliche Resultate erhalten, wenn wir das Funktionenpaar X, Y, das 
wir unseren Dberlegungen zugrunde gelegt haben, durch das eine oder 
andere der Funktionenpaare E, H oder X, H oder E, Y ersetzt hatten. 
Bei jeder dieser Kombinationen erhalt man vier mogliche Eikonale, 
von denen in jedem Fall mindestens das eine benutzt werden kann. 
1m ganzen erhalt man auf diese Weise sechzehn Eikonale, die man in 
folgender Tabelle zusammenstellen kann: 

I xy I x~ I ~y I ~~ 
x'y' E U U! V 

x'~' U' 
-~~------------

~'y' U' 

V' w 

Jedes dieser Eikonale hangt von vier Variablen ab, und zwar sind diese 
Variablen am Anfang der Zeilen und der Kolonnen vermerkt, die sich im 
Feld kreuzen, das dem betreffenden Eikonalzugeordnet ist. Nach unserem 
Resultat kann in jeder Zeile und in jeder Kolonne mindestens ein Eikonal 
gefunden werden, durch welche eine gegebene kanonische Transformation 
dargestellt werden kann. Es sind aber nur einige der sechzehn Zellen 
des Schemas, die moglichen Eikonalen entsprechen, mit Bezeichnungen 
versehen worden, weil die in die frei gebliebenen Zellen aufzunehmenden 
Eikonale in der Praxis iiberhaupt nicht benutzt werden 60. Namlich 
auBer den Eikonalen E, V, U, die wir bisher betrachtet haben, kommen 
fUr die praktische Optik in Betracht nur noch die Eikonale U' und V', 
die man durch Vertauschung des Objekt- und des Bildraumes aus U 

60 Fur die Theorie der charakteristischen Funktionen HAMIL TONS, die der 
Theorie der Eikonale verwandt ist (vgl. § 64), trifft die obige Bernerkung nicht 
zu. HAMILTON hat eine charakteristische Funktion 5 benutzt (Mathern. Papers 
S.268), die in jedern der aufeinander optisch abgebildeten Raurne teilweise von 
Punkt-, teilweise von Richtungskoordinaten abhangt. Ein Eikonal, das diese 
Eigenschaft besitzt, wurde z. B. in der dritten Zelle der dritten Zeile verzeichnet 
werden rnussen. 
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und V erhi:ilt, und das Winkeleikonal W (.;, 1), e, 1}'), fUr welches 
folgende F ormeln gelten: 

x=W;, y=W'7' x'=-Wo, y'=-W'7" (45.1) 

I Woe, WO'7' I =+= 0, 
W'70' , W'7'7' 

(45.2) 

P = W(';, 1}, E, H) + XE + YH - x'; - Y1}. (45·3) 

46. Es kann nattirlich vorkommen, und dies ist der allgemeine Fall, 
daB alle sechzehn Eikonale, von denen wir gesprochen haben, gleich­
zeitig fUr die Beschreibung einer und derselben kanonischen Trans­
formation geeignet sind. Aber auch in diesen Fallen gibt es viele prak­
tische Grtinde, urn, je nach dem zu behandelnden Problem, das eine 
oder das andere Formelsystem vorzuziehen. Einen Fingerzeig tiber 
die zu treffende Wahl erhalt man bei der Betrachtung der Grenzfalle, 
bei welchen einige der Eikonale von vornherein ausgeschlossen sind. 

Wir wollen deshalb die verschiedenen Einschrankungen betrachten, 
denen z. B. die Funktion E(x, y, x', y') unterworfen ist, wenn eine oder 
mehrere unter den drei ersten Funktionaldeterminanten (40.2) identisch 
verschwindet. 

1st erstens o(X, Y)_ 
o(y,~) =0, (46. 1) 

so kann man aus den Gleichungen (42.2) die Variablen y und .; gleich­
zeitig eliminieren und erhalt eine Relation der Form W(x, 1}, x', y') = o. 
Da aber nach Voraussetzung x, y, x', y' als unabhangige Variablen be­
nutzt werden sollen, kann unsere Bedingungsgleichung in der Form 
geschrieben werden 1} = 1} (x, x', y'). Nach (42.7) folgt dann, daB Ey 
unabhangig von y ist und daB infolgedessen das Eikonal die Gestalt 

E = Co (x, x', y') + YC1(X, x', y') (46.2) 

besitzt. Es ist selbstverstandlich, daB umgekehrt die Bedingung (46.1) 
erfUllt ist, wenn E in der Form (46.2) erscheint. 

Der Fall, daB die zweite Determinante (40.2) identisch verschwindet, 
ist ganz ahnlich zu behandeln. 

Ubrigens folgt hieraus, daB, wenn man gleichzeitig hat 

o(X,Y)=O o(X,Y) 0 (46.3) 
o (y, ~) -, o(x, 'f)) , 

das Eikonal E notwendig die Gestalt haben muB 

E = Co (x', y') + Y C1 (x', y') + x C2 (x', y') + xy Ca (x', y'). (46.4) 

Nehmen wir jetzt aber an, es sei die Funktionaldeterminante 

o(X,Y)=o (46.5) 
o (x, y) - , 
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und zwar sie allein, so besteht eine Relation tJ>(I;, r;, x', y') = 0, die 
nach (42.7) geschrieben werden kann 

tJ>(-Ex' -Ey, x', y') = o. (46.6) 

Diese Beziehung ist viel komplizierter zu behandeln als die ent­
sprechenden Beziehungen in den vorhergehenden Fallen. Wird indessen 
an Stelle des Eikonals E (x, y, x', y') das schiele Eikonal U(x, r;, x', y') 
des § 44 gewahlt, so folgt aus (46.5), wenn man die erste Gleichung 
(44.5) beachtet, daB U linear in x sein mufJ. 

Wir konnen also behaupten, dafJ jedesmal, wo eine Relation der Ge­
stalt tJ>(I;, 'fj, x', y') = 0 besteht, ohne dafJ eine der Identitiiten (46.3) statt­
lindet, ein klassischer Fall vorliegt, in welchem man das schiele Eikonal 
zu benutzen hat. Dies dtirfte auch der Fall sein, wenn in der Umgebung 
eines Punktes die Bedingung tJ> = 0 angeniihert erfUllt ist. 

1st dagegen nicht nur (46.5), sondern z. B. auch (46.1) erftillt, so 
besteht kein Grund, urn das Eikonal E durch ein schiefes Eikonal zu 
ersetzen. Es ist namlich hier m6glich, die Bedingung fUr die Funk­
tion (46.2) aufzustellen, die die Relation (46.6) nach sich zieht. Man 
muB ja in diesem Falle fordern, daB aus den Gleichungen 

- I; = i~ + y~:l, - 'fj = e1(X, x', y') 

gleichzeitig x und y eliminiert werden k6nnen. Dies ist aber dann und 
nur dann der Fall, wenn e1 nicht von x abhangt, d. h. wenn 

E = eo (x , x', y') + y e1 (x', y') (46.7) 
ist. 

Es bleibt noch der letzte Fall zu besprechen, in welchem die drei 
1dentitaten (46.3) und (46.5) gleichzeitig stattfinden. Dann muB E 
sowohl die Gestalt (46.4) als auch die Gestalt (46.7) aufweisen; man 
findet fUr E die Form 

E = eo (x', y') + y e1 (x', y') + x e2 (x', y'). (46.8) 

47. H albteleskopische, stigma tische und teleskopische A b bildungen. 
Das Eikonal (46.8) besitzt eine bemerkenswerte Eigenschaft. Nach den 
frtiheren Formeln muB namlich 

I; = -Ex = -e2(X', y'), 'fj = -Ey = -e1 (x', y') 

und folglich auch , X(I: )' , y(1: ) X= ro,'fj, y= ro,'fj 

(47.1) 

(47.2) 

sein. Die Funktionen X, Y sind unabhangig von x, y, was man tibrigens 
aus dem Resultat des § 41 hatte auch direkt folgern k6nnen. 

1st der Objektraum isotrop und homogen und die Koordinaten 
rechtwinklig, so besagen die vorigen Gleichungen, daB parallele Licht­
strahlen des Objektraumes nach dem Durchgang durch das Instrument 
in ein stigmatisches Lichtbtindel transformiert werden. Die Strahlen­
abbildung heiBt dann halbteleskopisch. 

Ergebnisse der Mathematik. IV /5. Caratheodory. 4 
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Eine halbteleskopische Strahlenabbildung, bei der die rechten Seiten 
von (47.2) gegeben sind, wird mit Vorteil auch durch ein Winkeleikonal 
(§ 45) dargestellt. Man findet ebenso wie frillier, daB W die Gestalt 
haben muB 

(47·3) 

Damit die beiden Eikonale (46.8) und (47.3) dieselbe Strahlenabbildung 
darstellen, mtissen erst ens die beiden Gleichungssysteme (47.1) und 
(47.2) aquivalent sein, und zweitens muB 

Wo (;, rJ) = Co (X(;, rJ), Y(;, rJ) 

sein. Diese letzte Gleichung erhalt man aus unseren frtiheren Formeln, 
wenn man (45.3) beachtet, und benutzt, daB lJ:I (x, y, -82 , -C1) = E ist. 

48. Ganz ahnliche Resultate erhalt man, wenn man verlangt, daB 
die Strahlenabbildung stigmatisch sein soll, d. h. daB die Punkte der xy­
und der x' y' -Ebene eineindeutig aufeinander bezogen werden sollen. 
Dann muB man namlich haben 

x' = X(x, y), y' = Y(x, y) , (48.1) 

und aus diesen Gleichungen folgt, daB die Eikonale E, U, U', die in 
der ersten Zeile und in der erst en Kolonne der Tabelle des § 45 er­
scheinen, aIle unbrauchbar sind und daB man daher entweder das ge­
mischte Eikonal V oder das gemischte Eikonal V' benutzen muE. Da 
zwischen den GraBen (x, y, x', rJ') und zwischen den GraBen (x, y, y', ;') 
nach (48.1) je eine Relation bestehen muB, zeigt ein ganz analoger 
SchluB, wie derjenige, der uns (46.4) geliefert hat, daB V' (x, y, ;', rJ') 
notwendig von der Form 

V' = wo(x, y) + w1(x, y);' + w2 (x, Y)rJ' + w3 (x, y) ;'rJ' 

sein muB. Die zu diesem Eikonal geharenden Gleichungen 

x' = V~,: y' = V~, , 

(48.2) 

(48.3) 

sJnd aber dann und nur dann den Gleichungen (48.1) aquivalent, wenn 

V' = Wo (x, y) + ;' X(x, y) + 1}'Y(X, y) (48.4) 

genommen wird. Zu dies en Gleichungen mtissen nach dem § 43 noch 
die Beziehungen o (x. Y) =!= 0 

o(x, y) , 

I: _ a Wo + 1:' a x + ,0 Y 
c; - ax c; ox rJ ox ' 

_ {)wo + (ox + ,0Y 
1) - oy oy rJ oy , 

lJ:I = -Wo (x, y) 

(48.5) 

(48.6) 

(48.7) 

(48.8) 

hinzugefUgt werden; damW diekanonische Transformation vollstandig 
berechnet werden kann. 
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49. Eine dritte Art von Strahlenabbildungen, die in gleicher Weise 
singular sind wie die beiden zuletzt behandelten, sind die sog. tele­
skopischen Strahlenabbildungen, bei denen die Funktionen E, H nur 
von ~ und 'rj, nicht aber von x, y abhangen. Sind die Koordinaten des 
Objekt- und des Bildraumes cartesisch, so bedeutet dies, daJ3 parallele 
Strahlen nach dem Durchgang durch das Instrument wiederum parallel 
bleiben. Man iiberlegt sich genau, wie im vorigen Paragraphen, daJ3 
von allen iiblichen Eikonalen wieder die gemischten Eikonale V und V' 
die einzigen brauchbaren sind und daJ3 man Z. B. setzen muJ3 

V(~, 'rj, x', y') = P(~, 'rj) + x'E(~, 'rj) + y' H(~, 'rj), 

0(5. H) =F ° 
o(~,'fJ) , 

x = 'PI; + x' 3;; + y' Hi; , 

Y = 'P" + x' 3" + y'H", 

~' = E(~, 'rj), 'rj' = H(~, 'rj), 

p= V -~Vi;- 'rjV". 

(49.1) 

(49.2) 

(49·3) 

(49.4) 

(49.5) 

(49.6) 

50. Allgemeinste Strahlenabbildungen, fUr welche die vier Eiko­
nale E, V, V', W nicht verwendbar sind. Bei den iiblichen Darstel­
lungen der Theorie des Eikonals wird stillschweigend angenommen, daJ3 
man aIle moglichen Strahlenabbildungen (oder wenigstens alle solche 
Abbildungen, die nicht vollstandig trivial sind) mindestens durch eines 
der gewohnlichen Eikonale E, V, V' und W darstellen kann. Dies 
ist aber ein Irrtum: es gibt Abbildungen, die sich nur durch Eikonale 
beschreiben lassen, die nicht bilinear in den auftretenden Veranderlichen 
sind und bei welchen keine der Variablenkombinationen, die in E, V, V' 
und W benutzt werden, als unabhangige Veranderliche gewahlt werden 
kann. Diese Eikonale sind aber nicht sehr zahlreich, und wir wollen sie 
deshalb aIle aufstelIen, da es sich urn eine Erkenntnis handelt, die unter 
Umstanden wertvoll sein kann. Wir verlangen also, daJ3 zwischen den 
acht Variablen (x, ... , 'rj') vier Beziehungen von der Gestalt 

K(x, y, x', y') = 0, 

M(~, 'rj, x', y') = 0, 
bestehen sollen. 

A(x, y, ~/, 'rj~) = 0, 

N(~, 1), e, 'rj') = ° 
(50.1 ) 

(50.2) 

Indem man im Bedarfsfalle die Koordinatenpaare x', e und y', 1]' 
miteinander vertauscht, kannman nach der allgemeirien Theorie immer 
erreichen, daJ3 das schiefe Eikonal U' (x, y, x', 'rj') zur Darstellung 
unserer Strahlenabbildung benutzt werden kann. Die GroJ3en ~, 'rj, y', ~' 
berechnen wir mit Hilfe der Formel 

dU' = --e dx' + y' d'rj~ + ~dx + 'rjdy. (50·3) 
4* 
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Wegen des Bestehens der Beziehungen (50.1) folgert man hierauf, 
ahnlich wie im § 46, daB U' die Gestalt haben muB 

U' = A (x, y) x'1]' + B(x, y) 1]' + C(x, y) x' + D(x, y). (50.4) 

Der der Funktionaldeterminante (42.11) entsprechende Ausdruck hat 

hier die Gestalt 1 Axx' + Bx, Ayx' + By I. 
Ax1]' + Cx, Ay1]' + Cy , 

da dieser Ausdruck nach der allgemeinen Theorie nicht verschwinden 
darf, muB mindestens eine der Funktionaldeterminanten 

8(A,B) 8(A, C) 8(B, C) 
8(x,y)' 8(x,y)' 8(x,y) (50.5) 

von Null verschieden sein. 
Weiter mussen nun die Identitaten (50.2) erfiillt sein, die bei Be­

nutzung des Eikonals (50.3) die Gestalt haben 

M (U~, U~, x', Ax' + B) = 0, N(U~, U~, -(A 1]' + C'), 1]') =0. (50.6) 

Wir differentiieren die erste dieser Gleichungen nacheinander partiell 
nach x, y, 1]' und erhalten 

M~U~", + M'IU~y + My,(A",x'+Bx) =0, 

M~U~y + M'IU~y + My,(Ayx'+By) =0, 

M~ (A",x' + B",) + M'I (Ayx' + By) = 0. 

Die drei Funktionen M~, M'I' My konnen nicht gleichzeitig identisch 
verschwinden, da sonst die Variable x' nicht als eine der unabhangigen 
Variablen gewahlt werden konnte; aus dem letzten Gleichungssystem 
folgt demnach die Identitat: 

(Ayx' + By) 2 U~", - 2 (Ayx' + By) (Axx' + Bx) U~y + (A",x' + B",) 2 U~y = 0. 

Eine ahnliche Identitat erhalt man aus der zweiten Gleichung (50.6). 
Die linken Seiten dieser Gleichungen stellen Polynome in x' und 1]' dar, 
deren Koeffizienten alle verschwinden mussen. Urn diese Bedingungen 
be quem hinschreiben zu konnen, fiihren wir das Symbol ein: 

{<p X, "I'} = <py Xy"l'x", - (<py Xx + <Px Xv) "I'xy + <PxXx "I'yy • (50.7) 

Unsere Bedingungen werden dann durch folgende fiinfzehn 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung dargestellt: 

{AA, A}= 0, {AA, B} = 0, {AA, C} = 0, 

{AB, A} = 0, {AC, A} = 0, 

{BB, A} + 2{AB, B} = 0, {CC, A} + 2{AC, C} = 0, 

{BB,B}=O, {CC,C}=O, 
{AA, D} = -2{AB, C} = -2{AC, B}, 

{BB, C} + 2{AB, D} = 0, {CC, B} + 2{AC, D} = 0, 

{BB, D} = 0, {CC, D} = 0. 

partielle 

(50.8) 

(50.9) 

(50.10) 

(50.11) 

(50.12) 

(50.13) 

(50.14) 
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51. Wir muss en nun die allgemeinsten gemeinsamen Integrale dieser 
fiinfzehn Gleichungen aufstellen. Die Integration dieser Differential­
gleichungen fiihrt zu grundsatzlich verschiedenen Rechnungen, je 
nachdem A (x, y) konstant ist oder nicht. Die SchluBresultate gehen 
allerdings, wie man nachtraglich verifiziert, durch eine element are 
Transformation der Veranderlichen ineinander uber (vgl. § 55). 

1m FaIle, daB A (x, y) variabel ist, kann man (notigenfalls nach 
Vertauschung von x mit y) immer voraussetzen, daB 

Ax =1= 0 (51.1 ) 

sei. Infolgedessen kann man A und y als unabhangige Veranderliche 
einfiihren und insbesondere 

x=F(A,y) (51. 2) 

setzen. Fur eine willkurliche Funktion (/J (x, y) kann man dann schreiben 

(/J(x, y) = <p(A, y), 

und mit diesen Bezeichnungen gilt somit die Identitat 

{AA, (/J} = <PA{AA, A} + <pyyA;. 

Aus den Gleichungen (50.8) folgt dann, daB man setzen kann 

B=fl(A) +ygl(A), C=f2(A) +yg2(A). 

Es gelten daher jetzt die Gleichungen 

iJ(A,B) _ A 8(A, C) - A I 
iJ(x,y) - zgl' iJ(x,y) - xg2' 

~((~: ~i = Ax [g2 (f~ + Y g~) - gl (f~ + ygm , 

(51. 3) 

(51. 4) 

(51. 5) 

(51. 6) 

aus denen man entnimmt, daB die Determinanten (50.5) nur dann 
nicht gleichzeitig verschwinden, wenn mindestens eine der beiden 
Funktionen gl oder g2 von Null verschieden ist. Wir nehmen z. B. 
an, daB 

(51. 7) 

sei. Wenn man nun die Gleichungen (50.9) beachtet und die spezielle 
Gestalt (51. 5) der Funktionen B (x, y) und C (x, y) benutzt, so erhalt 
man die Identitaten 

~~ {AB, (/J} = -<PAygl + <pyy(f~ + ygl) , 

~~ {AC, (/J} = -<PAyg2 + <pyy(f~ + yg~), 
aus den en folgt 

(51. 8) 

(51. 9) 
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Daher kann die zweite Gleichung (50.12) jetzt geschrieben werden 
g;gl =g~g2; es gilt also die Beziehung 

worin r eine Konstante ist, die evtl. Null sein kann. Danach hat 
man schlieBlich noch 

52. Aus (51. 8) und (51. 9) errechnet man jetzt 

(52. 1) 

so daB aus den Gleichungen (50.10) nunmehr folgt 

A\ {BB, A} = 2g1g~, -; {CC, A} = 2r2g1g~· (52.2) 
x Ax 

Diese Gleichungen, in Verbindung mit unseren fruheren Resultaten, 
erlauben uns dann zu schreiben 

Hieraus entnimmt man sofort 

~; {B B, B} -:- gW1 + yg~/) , 

und aus den Gleichungen (50.11), die fUr alle Werte von y erfUllt sein 
mussen, folgen dann die Relationen 

t~ = 0, r t~ = o. 

(52.6) 

(52.7) 

53. Setzen wir jetzt D = b (A, y), so folgt aus (50.12), in Verbin-
dung mit (51.4) und mit (51.11), . 

(53. 1) 

so daB wir set zen konnen 

(53·2) 

Wenn wir mit diesen Formeln {BB, C} und {AB, D} ausrechnen, so 
folgt aus der erst en Gleichung (50.13) die Relation 

(53·3) 
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Ebenso behandelt man die Gleichung {BB, D} = ° und findet, nach­
dem sich herausgestellt hat, daB der Koeffizient von y2 identisch ver­
schwindet, die beiden Bedingungen 

g; = 0, 

g d~ + 2 gi I~ = 2/i (g; - r gi Ii)· 

(53·4) 

(53·5) 

54. Die Gleichungen (52.6), (52.7), (51.10), in Verbindung mit den 
drei letzten Gleichungen, erlauben uns die sechs Funktionen 11' ... , ga 
explizite auszurechnen. Wenn wir bemerken, daB wir immer bei der 
Aufstellung des Eikonals U' von einer linearen Funktion der Verander­
lichen absehen k6nnen, die nur eine Verschiebung des Anfangspunktes 
der Koordinaten hervorrufen wiil'de, k6nnen wir, nach geeigneter Wahl 
der Anfangspunkte del' 'Y)-, der y' - und del' ;' -Achse, set zen : 

gl=f3(A-a), g2=r{J(A-a), ga=sf3(A-a), (54.1) 

11=IX(A-a), (54.2) 

12= (s-rIX)(A-a)+A~a' (54·3) 

la = IX(S - rIX)(A - a) + Afl3 . 
-a 

(54.4) 

AuBerdem muB, wegen der zweiten Gleichung (52.7) und wegen (51. 7) 

(54.5) 
sem. 

Urn nun auch A (x, y) auszurechnen, bemerken wir, daB nach der 
obigen Methode aus 

{AA,x}=o, {AB,x}=O, {BB, x} =0 (54.6) 
folgt x=/(A)+yg(A), g'=O, glf"+2gid'=0. (54.7) 

Bei geeigneter Wahl des Anfangspunktes der x-Achse kann man deshalb 
schreiben: 

A-a=- 1 
fl(px + qy) (P =F 0, f3 =F 0) . 

55. Nach diesen Rechnungen finden wir, daB das Eikonal 
die Gestalt 

U'- ' ,+(x'+cx+fly)(r/+s-r(cx-flYJ)+ f3 '(P + ) 
- a x 'Y) fl (P x + q y) fl2 X X q Y 

(54.8) 

(50.4) 

(55.1 ) 

haben·muB. Durch eine geeignete Verschiebung des Anfangspunktes 
der Koordinaten kann man schlieBlich erreichen, daB die Konstanten 
IX und s beide den Wert Null erhalten und die gewiinschte Strahlen­
abbildung aus dem schiefen Eikonal 

U' = ax' 'Y)' + (x' + fly) (r/ + rfly) + ~ x' (px + qy) (55.2) 
fl(px + qy) Pfl 

berechnen. 
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Da in dies em Ausdruck P p =Fe 0 und r b = 0 sein muB, haben wir 
zwei wesentlich verschiedene FaIle zu betrachten. 1m ersten dieser 
FaIle ist r =Fe 0 und b = 0, und man erhalt: 

Xl = -py + pX2;r
qy (prJ - q~ - Y(prJ - q~)2 + 4prp~) , 

yl = -apy + 1 + a~(p: + qy) (PrJ- q~ -Y(prJ- q~)2+ 4prfl~), 
pfJ (55.3) 

t= arpy - ~~2~;+qy) (PrJ-q~+Y(PrJ-q~)2+4prp~), 

rJl = -r py + px 2~ qy (prJ - q~ + Y(prJ - q~)2 + 4prp~). 
1m zweiten Fall ist b =Fe 0 und r = 0, und man erhalt: 

Xl= fJP(x1;+YrJ) 
b (px + qy) - (PrJ - q1;) , 

yl = afJp(x1; + YrJ) + 1; + by 
b(px + qy) - (PrJ - q1;)' 

[:' = _ ~ (P + ) _ 1 + afJ(px + qy) (P _ 1:) 
... pfJ X qy pfJ rJ q ... , 

(55.4) 

rJl = i;(Px + qy) (PrJ - q~). 

Falls endlich r und b gleichzeitig verschwinden, so fallen beide Formel­
systeme zusammen. 

Es ist nunmehr sehr leicht zu verifizieren, daB bei allen diesen 
Formelsystemen vier Beziehungen der Gestalt (50.1) und (50.2) immer 
bestehen mussen. Man sieht z. B. sofort, daB man aus den beiden 
erst en Gleichungen (53.3) sowohl X und y gleichzeitig eliminieren kann 
als auch ~ und rJ; ferner daB die beiden letzten Gleichungen (55.3) 
ahnliche Eigenschaften besitzen. Fur die Gleichungen (55.4) folgt 
dieses selbe Resultat einmal aus den Gleichungen 

I I xl+fJy bx' -fJ1; 
y - ax = fJ(px + qy) = fJ(P"l- q1;)' 

dann aber. aus der Vergleichung der letzten Gleichung (55.4) mit der 
Relation 

-PflW + ar/) = b(px + qy) + (PrJ - q~) . 

Der Fall, daB A (x, y) eine Konstante ist, kann mit denselben Mitteln 
behandelt werden. Da die letzte der Determinanten (50.5) von Null 
verschieden sein muB, kann man z. B. die GraBen B und y als unab­
hangige Variablen nehmen. Von den funfzehn Differentialgleichungen 
am Ende des § 50 sind dann neun identisch erfullt und die ubrigen 
fuhren zu SchluBformeln, die aus den Formelsystemen (55.3) oder (55.4) 
im wesentlichen dadurch entstehen, daB man die Variablenpaare xy 
und x' y' mit ~rJ bzw. mit ~'rJ' vertauscht. Man erhalt also samtliche 
Strahlenabbildungen, die mit Hilfe von keinem der Eikonale E, V, V', W 
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erzeugt werden konnen, aus diesen Formeln dl.lrch ganz element are 
Transformationen oder Vertauschungen der Koordinaten. 

56. Rotationssymmetrische Systeme. Die fur die Anwendungen 
wichtigsten Strahlenabbildungen sind diejenigen, die rotationssym­
metrisch sind. Hierunter wird folgendes verstanden: ersetzt man in den 
rechten Seiten der Gleichungen (33.1) die Variablen x, y, ~,1] durch 

x = x cos D· - y sin {} , 

-g =~ cos{} - 1] sin {}, 
ji = x sin {} + y cos {} , } 

fJ = ~ sin {} + 1] cos D , 
(56.1 ) 

und bezeichnet man mit x', ji', ~', rj' die neuen Werte der Funktionen 
X, .... so sollen diese Werte mit den fruheren durch die Gleichungen 

x' = x' cos {} - y' sin {} , ji' = x' SI.· n {} + y' cos {} , } 

~' = ~' cos {} - 1]' sin {} , rj' = f SIn{) + 1]' cos {} 
(56.2) 

zusammenhangen. Werden die Punkte des Objekt- bzw. des Bild­
raumes durch rechtwinklige Koordinaten t. x, y bzw. t', x', y' fest­
gelegt, so besagt diese Forderung, daB bei einer Rotation des Objekt­
raumes urn die Achse t und einer Rotation des Bildraumes urn t' die 
Strahlenabbildung unverandert bleibt, falls der Rotationswinkel D· in 
beiden Fallen derselbe ist. 

Nehmen wir nun an, die Strahlenabbildung werde mit Hilfe eines 
Eikonals E (x, y, x', y') berechnet. Dann muss en fur aIle Werte von {} 
die Gleichungen 

~. = -Ex (x, ji, x', ji') , 

~' = Ex'(x, ji, x', ji') , 
~, : -Ey (:' ~' ::, ~:), } 
1] - Ey' (x, y, x , y) 

(56·3) 

erfullt sein, wenn man die GroBen x, ... , r7' durch die rechten Seiten von 
(56.1) und (56.2) ersetzt. Wir betrachten jetzt die erste partielle Ab­
leitung nach x der Funktion 

D (x y x' y' {}) } , , , (56 4) 
=E(xcos{}-ysin {} ,xsin {}+ycos{}, x'cos{}-y'sin {}, x'sin {}+y'cos{}) . 

und erhalten mit Berucksichtigung von (56.3) und (56.1) 

Dx= -cos{}~-sin{}1J= -~. 

Es ist also Dx = Ex(x, y, x', y'), und ganz eben so beweist man die 
Gleichungen Dy = E y, D x' = Ex' und D y' = E y" Hieraus folgt aber 

D(x, y, x', y', {}) = E(x, y, x', y') + f({}). (56.5) 

Differentiiert man diese letzte Gleichung nach {} und setzt nachtrag­
lich {} = 0, so folgt, wenn man noch die Bezeichnung f' (0) = A. benutzt, 
die partielle Differentialgleichung erster Ordnung 

-yEx + xEy - y' Ex' + x' E y' = A. (56.6) 

als die Bedingung, der das Eikonal eines rotationssymmetrischen Systems 
geniigen muB. Ein partikulares Integral dieser partiellen Differential-
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gleichung ist ;. arc tg ~; partikulare Integrale der homogenen Diffe­

rentialgleichung (56.6) fUr A = 0 sind ferner die Funktionen 

b = xx' + yy', 2c = X'2 + y'2. (56,7) 

Somit folgt schlieBlich nach der Theorie der linearen partiellen Differen­
tialgleichungen erster Ordnung 61, daJ3 das Eikonal E hier die Gestalt 
haben muJ3 

E = C (a, b, c) + 2arctgL . x 
(56. 8) 

Man verifiziert nachtraglich, daJ3 umgekehrt jedes Eikonal, das die 
Gestalt (56.8) besitzt, eine rotationssymmetrische Strahlenabbildung 
erzeugt. 

57. Dieses Resultat ruft mehrere Bemerkungen hervor: 
1st erstens E in der Umgebung des Punktes x = y = 0 eine ein­

deutige Funktion der Variablen (x, y), so muJ3 notwendig ;. = 0 ge­
nommen werden. 

Zweitens nehmen wir an, daJ3 E in einer Umgebung desselben Punktes 
in eine konvergente TAYLORSche Reihe entwickelbar ist und geschrieben 
werden kann 

E = PI (x, y, x', y') + P 2(x, y, x', y') +"', (57.1) 

wobei Pn(x, y, x', y') ein homogenes Polynom nten Grades in den vier 
Veranderlichen bedeutet. Man beweist, daJ3 jedes Pn eine Lasung def 
partiellen Differentialgleichung 

_ oPu + X OPn _ ,oPu + x,oPn = 0 
y ox oy y ox' oy' (57.2) 

sein muJ3, d. h. der Differentialgleichung (56.6) mit A = 0 geniigt. 
Ferner bemerke man, daJ3 der Ausdruck 

d = xy' - yx' = Y4 ac - b2 (57·3) 

eine Lasung der homogenen Differentialgleichung (56.6) ist. Man beweist 
dann, daB die Funktion P n als Polynom in den vier Ausdriicken a, b, 
c und d dargestellt werden kann. Wegen der Identitat d 2 = 4 ac - b2 

kann man sogar verlangen, daJ3 P n linear in d sein solI. 
Es ist jetzt sehr leicht, die rechte Seite von (57.1) hinzuschreiben: 

die Polynome PI' P3 , P5 , ••• verschwinden identisch, P2 ist einlinear 
homogener Ausdruck von a, b, c, d, das Polynom P 4 ist quadratisch 
in a, b, c, d, und wenn man will, kann das Glied in d 2 unterdriickt 
werden, usf. 

Zusatz. Der Beweis der soeben angefUhrten Eigenschaften der 
Polynome Pn (x, y, x', y') beruht auf gewissen Schliissen der formalen 
Algebra. 

61 Yariationsrechnung § 22. 
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Zuerst wird die Richtigkeit der Gleichung (57.2) verifiziert, indem 
man die Entwicklung (57.1) an Stelle von E in die linke Seite von 
(56.6) setzt, und den erhaltenen Ausdruck nach homogenen Polynomen 
entwickelt. Jedes einzelne dieser Polynome muB dann verschwinden 
und das Polynom n ten Grades in der betrachteten Entwicklung £allt 
mit der linken Seite von (57.2) zusammen. 

Die zweite Behauptung, daB das Polynom Pn auch als Polynom in 
den Ausdrucken a, b, c und d geschrieben werden kann, wird am ein­
fachsten bewiesen, indem man komplexe Variablen einftihrt. Wir setzen 

z = x + iy, Z = x - iy, z' = x' + iy' , z' = x' - iy', (57.4) 

wobei i die imaginare Einheit bedeutet, und rechnen P n als homogenes 
Polynom nten Grades Q (z, z, z', :i') urn. Die Bedingung (57.2) kann 
dann durch die andere ersetzt werden, daB Q eine Lasung der partiellen 
Differen tialgleichung 

zQz + z'Qz· = zQ; + z'Q;' (57.5) 

sein muB. Diese Gleichung besitzt die Partikularlasungen 

tX==zz, (J==zz', r==z'z, ~=z'Z'. 

Wir entnehmen aus dies en Formeln die Relationen 

- IX 
Z=­

Z ' 

-, p 
Z=­

z' 
z' = yz 

IX 

(57.6) 

(57.7) 

und setzen diese letzten Werte in Q ein. Wir erhalten auf diese Weise 
die Gleichung q 

Q = L Amz'" , (57.8) 
m=-p 

in der p und q positive ganze Zahlen sind und die Am rationale 
Funktionen von lX, p und y bedeuten. Da nun Q eine Lasung der 
partiellen Differentialgleichung (57.5) sein soIl, muB der Ausdruck 

q 

LmAmzm:=;o 
m=-p 

sein, woraus folgt, daB die rechte Seite von (57. 8) aus nur einem 
Gliede besteht, das von z unabhangig ist. Das Polynom Q kann daher 
als Polynom von lX, p, Y dargestellt werden, das durch eine Potenz 
von lX dividiert ist. Es ist zu zeigen, daB es als Polynom in lX, p, Y 
und !5 dargestellt werden kann. 

Dieses Resultat folgt durch Induktion aus der folgenden Uber­
legung: wir nehmen an, ein Polynom in z, Z, z', z' kanne dargestellt 
werden durch einen Ausdruck der Form 

ill (P, y, ~) (57.9) 

wobei cO wiederum ein Polynom bedeutet. Da nun cO nach Einsetzen 
der Werte (57.6) sowohl durch z als auch durch z teilbar ist, muB 
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W (fJ, y,!5) sowohl durch fJ als auch durch y teilbar sein. Es ist 
dann auch durch fJy = 1X!5 teilbar und man wird den Ausdruck (57.9) 
jedenfalls auch als Polynom WI (fJ, y, 15) schreiben konnen. 

Nachdem wir Q als Polynom in IX, fJ, y und 15 dargestellt haben, 
kehren wir zu unseren ursprunglichen Veranderlichen zuruck, mit 
Hilfe der F ormeln 

IX = 2a, fJ = b - id, r = b + id, 15 = 2c , 57.10 

und erhalten schlieBlich die gewunschte Darstellung von P n als Polynom 
in a, b, c und d. 

58. Ganz entsprechende Resultate wie fUr E erhalt man fUr die 
gemischten Eikonale V, V' und fUr das Winkeleikonal W. 

z. B. muB bei der Rotationssymmetrie das gemischte Eikonal V die 

Gestalt haben 1) I 
V = V(a, b, c) + Aarctg-r' (58.1) 

2a = ~2 + r;2, b = ~x' + r;y', 2c = x'2 + y'2, 

wahrend man fUr das Winkeleikonal W die Formeln erhalt 

W= W(a,b,c) +hrctg;, I (58.2) 

2a = ~2 + r;2, b = U' + r;r;', 2c = ~'2 + r;'2. 

59. Halbteleskopische, stigmatische und teleskopische Strahlen­
abbildungen k6nnen rotationssymmetrisch sein. 

SolI z. B. das gemischte Eikonal V' des § 48 eine stigmatische rota­
tionssymmetrische Strahlenabbildung darstelIen, so findet man, daB V' 
die Gestalt haben muJ3 

V'=wo(a) + (xt+yr;')wda) + (xr;' - y~')w2(a) + J.arctgf } (59.1) 

a = i (X2 + y2) . 

Dies liefert die Formeln 

x ' =XWI -yw2, y'=ywl +XW2, (59.2) 

10 10' , 1 Y [d Wo (C' ') d Wl (' ') d W2] l £"=£" wl+r; w2-I'2a +x aa + x£" +yr; aa+ xr; -yx aa ' 

x [dW dw dw 1 (59.3) 
r; =r;' WI - t w2+ A 2a + y dao + (xt +y r;') da 1 + (xr;' -yx') da2 . 

Auch wenn A =1= 0 ist, ist also diese Strahlenabbildung eindeutig 
innerhalb eines Kreisringes 

0< r5<x2 + y2<r~. (59.4) 

Da aber nach (48.8) hier 

lJf = -wo(a) - hrctgl'. (59.6) 
x 

gesetzt werden muJ3, und da die Funktion lJf im Kreisring (59.5) mehr­
deutig ist, ist es unmoglich, die durch unser Eikonal hervorgerufene 
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Strahlenabbildung durch ein rotationssymmetrisches Linsensystem zu 
realisieren, wenn nicht A = 0 ist. 

60. Auch bei rotationssymmetrischen Systemen kann es nutzlich 
sein, schiele Eikonale zu benutzen. Urn fUr dies en Fall die Bedingung 
der Rotationssymmetrie ohne groJ3e Rechnungen abzuleiten, bemerken 
wir, daJ3 wegen der Gleichungen (42.7) und (42.10) sich die Bedingung 
(56.6) auch schreiben laJ3t: 

y'; - X'Y) - y'';' + x'rJ' = A. (60.1) 

Fur das schiefe Eikonal U' (x, y, x', 'Y)') gelten aber die Gleichungen 

.; = U~, 'Y) = U~, ';' = - U~, y' = U~ , (60.2) 

und dieses Eikonal erzeugt also dann und nur dann eine rotations­
symmetrische Strahlenabbildung, wenn es eine Lasung der partiellen 
Differentialgleichung 

yU~ - xU~ + U~,U~, + x''Y)' = A (60·3) 

ist. Es ist nicht natig, diese Differentialgleichung allgemein zu inte­
grieren; wir brauchen ja nur den Fall zu betrachten, fUr welch en die 
Eikonale E und V' nicht benutzt werden kannen und daher U' die 
Gestalt (50.4) haben muJ3. Set zen wir aber diesen Wert von U'in (60.3) 
ein, so erhalten wir fUr die Funktionen A, B, C und D die Bedingungen 

xA y -yA,,=A2+1, (60.4) 

xBy-yB,,=AB, 

xCy-yC,,=AC, 

xDy-yDx=BC-A. 

Schreiben wir nun A = tg IP, so geht (60.4) uber in 

xlPy - YlPx = 1, 

deren allgemeine Lasung geschrieben werden kann 

Es folgt hieraus 

Setzen wir zweitens 

IP = arctg~ - a. rctgcx (a) , I 
a = l (x2 + y2) . 

A _ y - x • IX (a) 
- x + y • IX (a) • 

1 u=--­
x + YIX' 

V= --y­
x + yIX ' 

so finden wir durch Differentiation 

x uy - YUx = u . A , I 
2a 

xVy ·_· yVx = (x + YIX)2 

(60.5) 

(60.6) 

(60.7) 

(60.8) 

(60.9) 

(60.10) 

(60.11) 

(60.12) 
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und erhalten dann leicht fUr die Gleichungen (60.5) bis (60.7) die all­
gemeinen Losungen 

B = -fJj~ C = -~ (60.13) 
x+y<x(a) , x+y<x(a)' 

D = /3 (a) y(a) __ y_ + b (a) - hrctg!'. (60.14) 
2a x + y<x(a») x 

In diesen Gleichungen sind die vier Funktionen <X (a), {J (a), y (a), b (a) 

b 1· b' F k' x 2 + y2 e Ie 1ge un tlOnen von a = ---Z-- . 

61. Es ist leicht einzusehen, daB die willklirlichen Funktionen 
(x, •.. , b, die in den letzten Formeln vorkommen, nicht so gewahlt 
werden konnen, daB das Eikonal U' eine der Gestalten erhalt, die im 
§ 55 verlangt werden. Es folgt hieraus, dafJ fede rotationssymmetrische 
Strahlenabbildung immer durch mindestens eines der vier Eikonale E, 
V, V' oder W darstellbar ist. Diese Behauptung, die immer wieder aus­
gesprochen worden ist, war wohl bisher noch nie bewiesen worden. 

Dagegen kann man leicht Beispiele angeben, bei denen drei der 
ublichen Eikonale, z. B. die Eikonale E, V und V', nicht in Betracht 
kommen. Eine derartige Strahlenabbildung erhalt man, wenn man in 
den obigen Formeln (X und {J konstant wahlt und y = b = A = 0 setzt. 
Dann kann man immer die Koordinaten so wahlen, daB (X = 0 wird. 
Das Eikonal hat folglich die Gestalt 

U' y" + /3 , =xx'Yj x'Yj 

und liefert die Strahlenabbildung 

x' = _ (31) 
x~+y1)' 

t=*(x~+y'Yj), 

Aus diesen Gleichungen folgt 

, /3 ~ 
Y=x~+y:;j' 

'Yj'=-F(x~+y'Yj). 

xy'-yx'={J, ~x'+'Yjy'=O, x~'+y'Yj'=O, 

(61. 1) 

(61. 2) 

(61. 3) 

und diese Relationen zeigen, daB samtliche Eikonale E, V, V' hier 
auBer Betracht bleiben mussen. Nach unserem Resultat kann daher 
die Strahlenabbildung, wenn man eines der vier gebrauchlichen Eikonale 
verwenden will, nur mit Hilfe eines Winkeleikonals Wberechnet werden; 
es ergibt sich, daB man setzen muB 

W = 2y{J('Yjt - ~'Yj') . (61. 4) 

Die rotationssymmetrische Strahlenabbildung, die durch die Glei­
chungen (61.2) und (61.3) dargestellt wird, besitzt viele bemerkens­
werte geometrische Eigenschaften. AuBerdem liefert sie eins der ein­
fachsten Beispiele fUr eine Strahlenabbildung, fUr weIche die Invarianz 
der LAGRANGESchen Klammer besteht, ohne daB sie mit optischen 
Mitteln hergestellt werden kann. Dies hangt damit zusammen, daB 
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die Strahlen, fur welche in dem einen der Raume der Ausdruck (x~ + Yl}) 
oder der Ausdruck (x' f + y' 1}') verschwindet, keinem Strahl des anderen 
Raumes zugeordnet werden konnen. Falls der Objekt- und der Bild­
raum homogen und isotrop sind, bilden diese singuHi.ren Strahlen qua­
dratische Linienkomplexe, die die Rotationsachse enthalten. 

Kapitel IV. 

Gekoppelte optische Raume. 
62. Darstellung einer Strahlenabbildung im dreidimensionalen 

Raume. Wir wollen jetzt die einzelnen Linienelemente 4es Objekt- und 
des Bildraumes einander zuordnen, und zwar so, daB bei einer Strahlen­
abbildung, bei welcher die LAGRANGESchen Klammern invariant bleiben 
(§ 31), die Linienelemente je zweier zugeordneter Strahlen des Objekt­
und des Bildraumes einander entsprechen sollen. 

Urn eine derartige Zuordnung von Linienelementen herzustellen, 
kehren wir zu den Uberlegungen am Anfang des vorigen Kapitels und 
zu den Bezeichnungen des § 31 zuruck. Die einander zugeordneten 
Strahlen werden du[(;h die Parameter aj' bj und a~, b~ dargestellt, wah­
rend die Zuordnung selbst durch die Gleichungen (31. 5) definiert wird. 
Nach dem § 33 muB dann eine Funktion 'ljJ(aj , bj) existieren, fUr welche 
die Beziehung 

b~ da~ + b~ da~ = bI da l + b2 da2 + d'ljJ (62.1) 

identisch besteht. 
Die Zuordnung der Linienelemente auf einander entsprechenden 

Strahlen kann man hierauf festlegen durch eine Relation der Form 

t'=T(t,aj,bj), (62.2) 

in welcher T eine sonst willkurliche Funktion bedeutet, die der Be­
dingung 

(62·3) 

genugt. 
Wir nehmen ferner an, daB wir uns in einem Bereich der Koordi­

naten (t, aj , bj ) befinden, in welchem die Gleichungen (31. 1) existieren 
und nach den aj , bj auflosbar sind, so daB wir schreiben konnen 

aj = aj(t, xk, Yk)' bj = bj(t, xk, Yk)' (62.4) 

Durch Einsetzen dieser Werte in (62.2) erhalten wir eine Funktion 

(62.5) 

und durch Einsetzen derselben Funktionen in (31. 5) weitere Relationen 

ai = a~ (t, Xk , Yk), b; = b~ (t, ~k' YkL (62.6) 



64 Kap. IV: Gekoppelte optische Riiume. [640 

die wir ihrerseits zusammen mit (62.5) benutzen, urn aus (31.3) die 
Relationen 

x~=X~(t,Xk'Yk)' y~=y~(t,xk'Yk) (62.7) 
zu berechnen. 

Die Gleichungen (62.5) und (62.7) stellen dann die Zuordnung bzw. 
die Transformation der Linienelemente dar, die wir untersuchen wollen. 

Da die Gleichungen (31. 5) eine kanonische Transformation darstellen, 
sind sie immer auflasbar nach den aj , bj , und es folgt hieraus und aus 
(62.3), daB wir die Gleichungen (62.5) und (62.7) nach t, xk, Yk auf­
lasen kannen, so daB auch die Funktionaldeterminante 

(62.8) 
ist. 

Fur die Funktionen ~i' rJi' die in (31.1) vorkommen, besteht nun 
die Identitat (17.4), aber mit dem Unterschiede, daB wegen der An­
fangsbedingungen (31. 2) das mit d"C multiplizierte Glied wegfiillt, so daB 
wir schreiben kannen 

(62.9) 

Ebenso finden wir fur die Funktionen ~i, rJi, die in (31. 3) vorkommen, 

-H' (t', ~i, rJi) dt' + rJ~d~~ = dQ' + bidai. (62.10) 

Beachten wir noch (62.1) und berechnen mit Hilfe der fruheren Glei­
chungen die Funktion 

lJI(t, xk, Yk) = Q' (t', aj, bi) - Q(t, aj' bj ) + 1jJ(aj , bj ), (62.11) 

so folgt, daB die durch die Gleichungen (62.5) und (62.7) definierte 
Transformation immer der Bedingung 

-H' (t', x~, y~) dt' + yidxi = -H (t, xj ' Yj) dt + yjdxj + d lJ' (62.12) 

genugen muB. 
63. Erweiterte kanonische Transformationen. Es ist bemerkens­

wert, daB die letzte Beziehung benutzt werden kann, urn eine so1che 
Zuordnung von Linienelementen, wie wir sie so eben aufgestellt haben, 
zu charakterisieren. Urn dies zu zeigen, gehen wir von irgendeiner ein­
eindeutigen Zuordnung von Linienelementen aus, die durch Gleichungen 
der Gestalt (62.5) und (62.7) definiert wird, und nehmen an, daB neben 
der Bedingung (62.8), die selbstverstandlich bestehen muB, auch (62.12) 
erfullt ist. Wir berechnen mit Hilfe der Gleichungen (31.1) die Aus­
drucke auf den rechten Seiten von (62.5) und (62.7) als Funktionen 
von t, aj , bj und erhalten 

t' = "C (t, aj , bj ), xi = Ii (t, aj , bj ), yi = gi (t, aj , bj). (63.1) 

Ferner berechnen wir aus (31. 3) die GraBen ai" bi, als Funktionen von 
t', xi, y~; durch Einsetzen der Funktionen (63.1) in die so gewonnenen 
Ausdrucke k6nnen wir nunmehr schreiben 

(63. 2) 
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Endlich berner ken wir, daB nach Einfuhrung der Funktion 

1j; (t, aj , bj ) = lJ' (t, ~j' 'rJj) + Q (t, aj , bj ) - Q' (7:, OI.j , pj ) (63.3) 

die Gleichung (62.12) wegen des Bestehens von (62,9) und (62.10) 
aquivalent ist mit der Relation 

p"dOl." = bidai + d1jj. (63.4) 

Gelingt es uns also zu zeigen, daB die Funktionen 01." (t, aj , bj ), p" (t, aj , bj ) 

und ljJ (t, aj , bj ) nicht von t abhangen, so zeigen die Gleichungen (63.2), 
daB unsere Zuordnung der Linienelemente eine Strahlenabbildung 
darstellt, und die Relation (63.4) lehrt uns auBerdem, daB die LAGRANGE­
schen Klammern bei dieser Strahlenabbildung invariant bleiben (§ 33). 

Urn diesen Nachweis zu fUhren, ersetzen wir in den 01.", p" und 1j; 
die Variable t durch eine neue Veranderliche ao und fUhren drei neue 
Veranderliche a~, bo, b~ ein, die durch die Gleichungen 

a~ = ao, b~ = bo (63· 5) 

verbunden sein sollen. Dann stellt das Gleichungssystem, das aus den 
Gleichungen (63.2) und (63.5) besteht, eine Transformation von drei 
Paaren von Veranderlichen ai' bi dar, fUr welche man an Stelle von 
(63.4) schreiben kann 

b~da~ + b~da~ + b~da~ = bodao + b1da1 + b2 da2 + d1j; (63.6) 

und die deshalb kanonisch ist. 
Nun gelten aber die Eigenschaften der POISsoNschen Klammern, 

die wir im § 37 abgeleitet haben, auch fUr kanonische Transformationen 
mit beliebig vielen Paaren von Veranderlichen (s. Variationsrechnung, 
Kap. 6, insbes. § 92). 

Insbesondere mussen also die Relationen bestehen 

Bedeutet andererseits F (ao, ... , b2) eine beliebige Funktion unserer sechs 
Veranderlichen, so ist wegen der Gleichungen (63.5) 

(b~,F)=~F. (63.8) 
vao 

Die Gleichungen (63.7) besagen infolgedessen, daB die vier Funktionen 
01.", Pic von t unabhangig sind, und aus (63.4) folgt dann sofort, daB 
auch ljJ dieselbe Eigenschaft besitzt. Hiermit ist aber unsere Behaup­
tung vollkommen bewiesen. 

Eine Transformation zwischen den Linienelementen von zwei Rau­
men, fur welche die Bedingung (62.12) besteht, soIl eine erweiterte 
kanonische Transformation genannt werden; von den beiden Raumen 
wollen wir dann sagen, daB sie optisch gekoppelt sind. 

Es ist selbstverstandlich, daB diese Begriffe transitiv sind: wird ein 
optischer Raum ffi mit einem Raume ffi' gekoppelt und entsprechend 

Ergebnisse der Mathematik. IV/5. Caratheodory. 5 
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der Raum ffi' mit einem Raum ffi", so wird durch die zusammengesetzte 
Transformation, die ffi mit ffi" verbindet, eine Koppelung der beiden 
letzteren Raume definiert. 

64. HAMILTONS charakteristische Funktion. Die Aufstellung der 
Formel (62.12) und ihre Anwendung auf die verschiedensten Probleme 
ist das Leitmotiv der groBen Entdeckungen Sir W. R. HAMILTONS in 
der geometrischen Optik gewesen. In seinen Arbeiten ersetzt HAMILTON 
die Funktion, die wir mit P bezeichnet haben, durch andere, bei welchen 
die unabhangigen Veranderlichen so gewahlt sind, daB diese Funktionen 
als erzeugende Funktionen fUr die Transformationsformeln benutzt 
werden konnen. Setzt man insbesondere 

so erhalt man 
(64.1) 

(64.2) 

(64·3) 

Die Ahnlichkeit dieser Formeln mit denjenigen, die wir bei der Theorie 
des Eikonals kennengelernt haben, springt so fort ins Auge. Man kann 
in der Tat die Funktion V, die HAMILTON eine charakteristische Funk­
tion nennt, fUr viele Probleme ganz ebenso benutzen wie das Eik<:mal E. 
Und HAMILTON hat auch andere charakteristische Funktionen erfunden, 
die den gemischten Eikonalen und dem Winkeleikonal entsprechen. 
Der Parallelismus zwischen beiden Theorien erklart sich dadurch, daB 
die Ideen HAMILTONS das Entstehen der Theorie des vorigen Kapitels 
beeinfluBt haben. GewiB geschah dies mehr unbewuBt auf einem in­
direkten und versteckten Wege, aber deshalb war dieser EinfluB ein 
nicht weniger nachdrucklicher (s. Einleitung). 

Doch ist die Handhabung des HAMILToNschen Apparates unnotig 
kompliziert. Nicht nur hangen seine charakteristischen Funktionen 
von mehr Veranderlichen ab als die entsprechenden Eikonale, sondern 
der groBe Vorteil, den die Theorie des vorigen Kapitels bietet, und 
der darin besteht, daB diese Theorie ganz unabhangig von der Gestalt 
der HAMILToNschen Funktionen H und H' ist (s. § 32), geht hier 
verloren. Die Funktionen H und H' gehen im Gegenteil explizit ein, 
da die Gleichungen (64.2) und (64.3) lehren, daB die charakteristische 
Funktion V die beiden partiellen Differentialgleichungen 

(64.4) 

gleichzeitig befriedigen muB. 
DafUr ist die Aufstellung der Formeln fUr eine Koppelung der 

beiden optischen Raume etwas einfacher als fruher. Man braucht nur 
den Gleichungen (64.2) und (64.3) eine weitere der Gestalt 

t' = t' (t, Xj' Y;) 
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hinzuzufUgen, um eine soIche Koppelung zu gewinnen. Hierbei ist die 
Wahl der letzten Funktion in weitem MaBe willktirlich: man muB nur 
darauf achten, daB die Bedingung (62.8) besteht. 

65. Kanonische Gleittransformationen. Die einfachsten erweiterten 
kanonischen Transformationen (§ 63) erhalt man, wenn man bei den 
Uberlegungen des § 62 die beiden Raume der t, xi und der t', xi zu­
sammenfallen laBt und bei der Strahlenabbildung jeden Strahl sich 
selbst zuordnet. Die Linienelemente t, Xi' Yi werden also einfach langs 
des Lichtstrahles, auf dem sie liegen, verschoben. Diese speziellen 
kanonischen Transformationen sollen infolgedessen kanonische Gleit­
transjormationen genannt werden. 

Um eine derartige kanonische Gleittransformation zu erhalten, be­
rechnen wir aus den allgemeinen Losungen 

(65.1) 

der kanonischen Differentialgleichungen die inversen Funktionen 

(65.2) 

Die Gleitung der Linienelemente langs der verschiedenen Strahlen wird 
dann durch die Gleichung (62.2) mit fest bleibenden aj' hj dargestellt. 
Berechnet man nun aus (62.2) die Funktion 

x(t, Xi' Yi) = -r(t, qJj(t, Xi' Yi), 1J!j(t, Yi' Xi)), 

so stellt das Gleichungssystem 

t' = X(t, Xj' Yj), 

xi = ';i (X, qJj' 1J!j) , yi = 1')i (X, qJj' 1J!j) , 

(65·3) 

(65.4) 

(65.5) 

in dem die rechten Seiten der Gleichungen (65.5) als Funktionen von 
t, Xj' Yj aufgefaBt sind, die gewtinschte Gleittransformation dar. 

Zu einer und derselben Strahlenabbildung gibt es unendlich viele 
erweiterte kanonische Transformationen, die man aus einer von ihnen 
erhalt, indem man diese ursprtingliche Koppelung des Objekt- und des 
Bildraumes mit einer willktirlichen Gleittransformation in einem dieser 
Raume zusammensetzt. 

Durch geeignete Wahl dieser Gleittransformation kann man der 
Koppelung der Raume besondere Eigenschaften aufpragen, und hierin 
liegt der Vorteil, den die EinfUhrung der erweiterten kanonischen 
Transformationen mit sich bringt. 

Man kann z. B. durch Einschaltung einer Gleittransformation er­
reich en, daB bei der Koppelung der beiden Raume die Funktion lJI 
in der Formel (62.12) konstant wird. Dann wird die Koppelung durch 
eine gewohnliche LIEsche Bertihrungstransformation dargestellt. Eine 
andere spezielle Koppelung, die fUr die Zwecke der geometrischen Optik 
wichtiger ist, ist die tangentiale Koppelung, die wir jetzt beschreiben 
wollen. 

5* 
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66. Elementvereim!. Tangentiale Koppelung. Es sei durch die 
Formeln (62.5) und (62.7) irgendeine erweiterte kanonische Trans­
formation (62.12) definiert. Die Variablen t, Xj' Yj sollen als beliebige 
Funktionen von zwei Parametern u, v angesehen werden; man kann 
dann die t', xi, yi als Funktionen derselben Parameter berechnen. Fur 
irgendeine Funktion f (u, v) dieser Parameter fUhren wir die Bezeich­
nungen ein 

df = fudu, of = fvdv, od! = fuvdudv = do!. (66.1) 

Wenn wir (62.12), worin die Differentiale d im Sinne von (66.1) als 
Ableitung nach u aufgefaBt werden sollen, partiell nach v differentiieren, 
erhalten wir mit diesen Bezeichnungen (66.1) 

-oH'dt' - H'odt' + Oyi dxi + yi odxi 

= -oH dt - H odt + oyjdxj + yjOdxj + odP. 

Wenn wir hierin die Symbole 0 und d vertauschen, die so erhaltene 
Gleichung von der fruheren abziehen und die letzte der Beziehungen 
(66.1) beachten, so entsteht die Relation 

dH' ot'-oH' dt' +oyidxi-dyioxi=dHot-oH dt+OYidxi-dYiOXi. (66.2) 

Die rechte Seite dieser Gleichung kann geschrieben werden, wenn man 
dH und oH entwickelt, 

(HZidxi + HyidYi) ot + 0Yi(dxi - HYidt) - oxi(dYi + Hzidt); (66.3) 

andererseits hat man aber 

Hz, dXi + HYi dYi = HZi (dxi - HYi dt) + HYi (dYi + HZi dt). (66.4) 

Setzt man statt der linken die rechte Seite von (66.4) in (66.3) ein 
und transformiert man in gleicher Weise die Hnke Seite von (66.2), 
so erhii.lt man schlieBlich; 

(oyi ~ H~fot') (dxi - H~;dt') - (hi - H~~ot') (dYi + HZidt') } (66.5) 
- (oYj + Hzjot) (dxj - HlJjdt) - (OXj - Hyjot) (dYj + Hzjdt). 

Aus dieser Formel, in der P nicht mehr vorkommt, kann eine groBe 
Anzahl von Relationen entnommen werden. Ersetzt man z. B. den 
bisher ganz willkurlich gelassenen Parameter v nacheinander durch 
die y~ und die x~, so erhii.lt man; 

dxi - H~idt' = (~~~ + HZj :;J (dxj - HlJjdt) I 
(aXj at) (66.6) 

- -a (-HyJ -a ~ (dYj+HzJdt) , , y, y, 

(66.7) 
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Hieraus folgt weiter, wenn man in (66.6) u gleich Yj nimmt, 

ox: _ H' I ~ = _ ax} + H ~ 
oYJ Yi oy} oy: Yj oy; . 

69 

(66.8) 

67. Eine Schar von Linienelementen t (U), xi (U), Yi (u), die von 
einem Parameter U abhangt, heiBt nach S. LIE ein Elementverein, wenn 

OXi ot 
OU = HYi(t. Xj' Yj) ou (67.1) 

ist. Wir wollen aIle Elementvereine des Objektraumes aufstellen, die 
wieder in Elementvereine ubergehen. Wir mussen hierzu fordern, daB 
die Gleichungen 

dx~ - H',dt' = 0 
t Yi (67.2) 

gleichzeitig mit den Gleichungen 

dXj - HYidt = 0 (67·3) 

bestehen. Nach (66.6) folgt aber aus dieser Annahme 

( OXj . ot) ,oy; - HYj oy; (dYj + Hxjdt) = o. (i = 1,2) (67.4) 

1st die Determinante 
(67.5) 

so ist unsere Forderung aquivalent mit dem gleichzeitigen Bestehen der 
Gleichungen (67.3) mit den folgenden Gleichungen 

dYj+Hxjdt=O (j=1,2). (67.6) 

In diesem Falle, der der allgemeine ist, sind die einzigen Elementvereine, 
die wieder in Elementvereine abgebildet werden, die Lichtstrahlen selbst. 
DaB diese durch die Koppelung einander zugeordnet werden, hatten 
wir am Ausgangspunkt der ganzen Untersuchung gefordert. Man kann 
also diese Eigenschaft der erweiterten kanonischen Transformationen 
direkt aus den Gleichungen (66.6) und (66.7) ablesen. 

68. Wir wollen nun den singularen Fall betrachten, bei welchem 
die linke Seite von (67.5) identisch verschwindet. Wegen der Be­
ziehung (66.8) kann diese Bedingung durch 

(68.1) 

ersetzt werden, wodurch man erkennt, daB die Bedingung eine einfache 
geometrische Bedeutung besitzt. Betrachtet man namlich im Objekt­
raum die Gesamtheit der Linienelemente, die durch einen fest en Punkt 
(to, x~) hindurchgehen, so erhalt man die entsprechenden Linienelemente 
des Bildraumes aus den Gleichungen 

t' = t' (to, xi, Yj) , xi = xi (to, x~, Yj) , 

yi = yi(tO, x~, Yj)' 

(68.2) 

(68·3) 
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Diese Linienelemente gehen durch die Punkte einer Flache, die durch 
die Gleichungen (68.2) mit Hilfe der Parameter Yj dargestellt wird. 
Die Richtung dieser Linienelemente des Bildraumes wird durch den 
Vektor mit den Komponenten 

1, H~l' H~2 (68.4) 

gegeben, und andererseits die Normale der Flache (68.2) durch die 
drei Determinanten der Matrix 

ot' ox; ox~ 
By! ' oy! ' .oy! 

ot' ox! ox~ 

°Y2 ' BY2 ' °Y2 
beschrieben. Da man nun die Gleichung (68.1) auch schreiben kann 

Bt' ox, Bx~ 
By! ' By! ' By! 
ot' ox; B~ =0, (68.5) 
BY2 ' BY2 ' iJY2 

1 , H~l ' H~2 
so besagt diese Bedingung, daB die Richtung der Linienelemente des 
Bildraumes in der Tangentialebene der Flache (68.2) liegt. 

Jedesmal nun, wenn die stigmatischen Lichtbiindel 'des Objekt­
raumes mit dem Mittelpunkt (t, xi) in Kongruenzen von Lichtstrahlen 
des Bildraumes transformiert werden, die eine reelle Brennflache 
besitzen, kann man durch eine kanonische Gleittransformation die 
Koppelung in eine andere transformieren, fUr weJche (68.1) erfiillt ist. 
Derartige Koppelungen von optischen Raumen wollen wir tangentiale 
Koppelungen nennen. Da, wie wir gesehen haben, die beiden Be­
dingungen (68.1) und (67.5) einander aquivalent sind, muB iibrigens 
bei einer tangentialen Koppelung die inverse Transformation genau 
dieselbe geometrische Eigenschaft haben, wie die Transformation selbst. 

Bei tangentialen Koppelungen gibt es auBer den Lichtstrahlen auch 
andere Elementarvereine des Objektraumes, die in Elementvereine des 
Bildraumes iibergehen. Ein einfaches Beispiel fUr so1che Elementvereine 
bilden die Enveloppen der Lichtstrahlen des Biindels, das die Brennflache 
(68.2) besitzt. Die allgemeinsten Elementvereine, die wieder in Element­
vereine iibergehen, hangen eng mit der Theorie der optischen Bilder 
einer Flache zusammen, auf we1che vor kurzem C. W. OSEEN aufmerk­
sam gemacht hat62• 

69. Vollkommene optische Instrumente. Ein optisches Instrument 
heiBt vollkommen, wenn alle stigmatischen Lichtbiindel des Objekt­
raumes wieder in stigmatische Lichtbiindel des Bildraumes iibergefUhrt 

62 OSEEN, C. W.: Dne methode nouvelle de l'optique geometrique. Kungl. 
Svenska Vetenskapsakademiens Handlingar (3) Ed. 15 Nr. 6 (1936). 
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werden. Dies soIl wenigstens fur die Strahlen gelten, die im Felde des 
Instrumentes liegen, d. h. die das Instrument durchsetzen. 

Es mussen also die Strahlen, die durch einen Punkt t, Xi des Objekt­
raumes hindurchgehen, in Strahlen verwandelt werden, die durch einen 
Punkt 

(69.1) 

hindurchgehen. Bei einem vollkommenen Instrument werden somit die 
beiden optischen Raume punktweise aufeinander abgebildet. 

Die Abbildung (69.1) ist aber nicht willkurlich. Man stelle nam­
lich irgendeine erweiterte kanonische Transformation her, durch welche 
die von dem vollkommenen Instrument erzeugte Strahlenabbildung dar­
gestellt wird. Die Linienelemente, die im Felde des Instrumentes liegen 
und durch den Punkt t, Xj hindurchgehen, werden in Linienelemente 
des Bildraumes transformiert, die auf Strahlen liegen, die durch den 
Punkt (69.1) hindurchgehen. Schalten wir eine geeignete kanonische 
Gleittransformation ein, so erhalten wir eine neue erweiterte kanonische 
Transformation, bei welcher die Linienelemente durch t, Xj direkt in 
Linienelemente durch t', x~ transformiert werden. 

Dies ist eine tangentiale kanonische Transformation (§ 68), die dar­
gestellt wird, indem man den Gleichungen (69.1) noch zwei Gleichungen 
der Gestalt 

(i = 1, 2) (69.2) 

hinzufUgt. Die Funktionen auf der rechten Seite von (69.2) kann man 
unmittelbar berechnen, und zwar auf zwei verschiedene Weisen, je nach­
dem man benutzt, daB die betrachtete Transformation eine Punkt­
transformation oder daB sie eine erweiterte kanonische Transformation 
ist. Die .beiden Rechnungen mussen aber naturlich zu dem gleichen 
Ergebnis fUhren. 

Fur die erste Art der Berechnung bemerke man, daB die einander 
entsprechenden Linienelemente t, Xj' Xj und t', x~, dxi/dt' direkt aus 
der stigmatischen Abbildung (69.1) gewonnen werden k6nnen. Da 
man nun fUr diese Linienelemente haben muB 

(69·3) 

kann man schreiben 

iJiJ%i + iJiJ%~ Hy . = H~. (iJiJ t' + iJiJt' Hy .) (i = 1,2); (69.4) 
t %j J i t %j J 

das sind zwei Gleichungen, aus denen man (69.2) gewinnen kann. 
Fur die zweite Art der Berechnung geht man davon aus, daB die 

F ormel _ H'd t' + yi d xi = - H d t + Yj d Xj + d 1J' , (69. 5) 

durch welche die Koppelung der beiden optischen Raume dargestellt 
wird. identisch erfullt sein muB, wenn man (69.1) und (69.2) einsetzt. 
Da die rechten Seiten der Gleichungen (69.1) die kanonischen Richtungs-
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koordinaten nicht enthalten, wird lJI eine Ortstunktion sein, und die 
Relation (69.3) ist aquivalent mit den Gleichungen 

-H + lJI = -H'~~ + ,oX; 
t ot y, ot ' (69.6) 

lJI H' ot' , ox~ 
Yj + Xj = - ox + Yi ox 

J J 
(i = 1,2). (69.7) 

Man kann (69.2) aus den beiden Gleichungen(69. 7) wiederum berech­
nen, und die auf diese Weise erhaltenen Werte von yi mussen, in (69.6) 
eingesetzt, eine Identitat liefern. 

DaB das Resultat beidemal dasselbe ist, kann man folgendermaBen 
verifizieren. Durch Differentiation von (69.6) und (69.7) nach yi er­
halt man 

H oYJ H' ot' ox~ 1 
- YJ 0 yi = - Yi at + at' I 

OYJ = -H',~ + ox; 
oyi Yi ox} ox] , 

(69.8) 

und aus der Kombination dieser letzten Gleichungen folgt (69.4). 
Wir bemerken nun, daB man nach dem § 10 schreiben kann 

H'dt' + ' d' L'(' , dXi) dt' ) - Yi Xi= t,Xi'.dt' , 

- H dt + Yj d Xj = L (t, Xj' Xj) d t , 
(69.9) 

so daB man aus der Relation (69.5) folgende erhalt 

jL'(t" xi, ~::)dt' = jL(t, xj,xj)dt +jdlJl. (69.10) 
y' y 

Diese letzte Gleichung besagt, daB die Differenz der optischen Langen 
von zwei Kurvenstticken y und y', die vermoge der stigmatischen Ab­
bildung einander entsprechen, gleich der Differenz der Werte von 
lJI (t, Xj) an den Endpunkten der Kurve y ist. Diese Ditterenz ist also 
von der Gestalt der Kurven y, y' unabhiingig und hangt nur von der Lage 
ihrer Endpunkte abo 

70. 1st die Grundfunktion L (t, xj ' Xj) des Objektraumes vorge­
schrieben, so kann die Grundfunktion L' (t', xi, d xild t') des Bildraumes 
nicht willktirlich gewahlt werden, wenn uberhaupt eine stigmatische 
optische Koppelung der beiden Raume moglich sein soIl. 

In der Tat besagt die Gleichung (69.10), daB die Relation 

(70.1) 

identisch erftillt sein muB, we'nn man die Variablen t', xi durch die 
Ausdrticke (69.1) ersetzt und entsprechend dt' und dxi durch die Glei-

chungen dt' = ot' dt + Bt'd . 
Bt ox] x)' (70.2) 
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berechnet. Dabei sollen naturlich auBerdem die GraBen dt, dXj so ge­
wahlt sein, daB der Lichtstrahl dieses Linienelementes im Felde des 
1nstrumentes liegt. Hieraus folgt aber, daB L' (t', xi, dxildt' ) eine sehr 
spezielle Gestalt haben muB. 

Ferner zeigt es sich, daB die Funktion P Einschrankungen unter­
worfen ist, die man schon bestimmen kann, wenn man die Funktio­
nen Lund L ' , nicht aber die stigmatische Koppelung der beiden 
optischen Raume kennt. Wir wollen insbesondere zeigen, daB P 
immer konstant sein muB, wenn die beiden optischen Raume isotrop 
oder kristallinisch sind. 

Wir nehmen zunachst an, daB die beiden optischen Raume isotrop, 
aber nicht notwendig homogen sind, halten den Punkt t, Xj fest und 
lassen die Richtung des Lichtstrahls variieren. Dann kann man die 
Gleichung (70.1) in der Form schreiben 

n' (t', xi) Vdt'2 + dX~2 + dX;2 = n (t, Xj) fdt2 + dxi + dX~} (70.3) 
+ Ptdt + Pxjdxj. 

Nachdem wir in diese Gleichung die Werte (70.2) eingesetzt haben, 
bezeichnen wir graBerer Symmetrie halber die Variablen dt, dXi mit ~o, 
~1' ~2' Nach Division durch n hat dann die letzte Gleichung die Gestalt 

(70.4) 
wobei 

A=aij~i~j, B=~6+~i+~§, C=PO~O+Pl~1+P2~2 (70.5) 

bedeutet. Aus (70.4) folgen nun durch sukzessives Quadrieren die Re-

lationen A = B + C2 + 2C1.8 

(70.6) 

N ach Voraussetzung soIl die Relation (70.3) nur fUr Linienelemente 
vorausgesetzt werden, die im Felde des 1nstrumentes liegen. Mithin 
wird also nur verlangt, daB (70.6) in einem klein en Gebiet des Raumes 
der ~o, ~1' ~2 besteht. Da aber auf beiden Seiten dieser Gleichung Poly­
nome stehen, folgt schon aus dieser Annahme, daB die entsprechen­
den Koeffizienten dieser Polynome ubereinstimmen mussen. Auf der 
linken Seite von (70.6) steht das Quadrat einer ganzen rationalen Funk­
tion. 1st also C nicht identisch Null, so muB A - B - C2 durch C teil­
bar sein, und nach Ausfuhrung dieser Division muBte Bauch als Qua­
drat einer rationalen Funktion erscheinen. Da dies nicht der Fall ist, 
muB C identisch verschwinden und A identisch gleich B sein. 

Es folgt hieraus, dafJ fiir jeden Punkt des Raumes der t, Xj die ersten 
Ableitungen von P verschwinden miissen und dafJ folglich P konstant ist. 

71. Fur den Fall, daB die beiden Medien kristallinisch sind, wurden 
die entsprechenden Rechnungen viel komplizierter sein. Aber man kann 
durch eine Uberlegung der allgemeinen Funktionentheorie auch hier 
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das gewiinschte Resultat ableiten. Nach Einfiihrung der homogenen 
Veranderlichen ~i nimmt namlich die Gleichung (70.1) die Gestalt an 

(p' (~o, ~1' ~2) = (p(~o, ~1' ~2) + Po~o + Pl~l + P2~2; (71.1) 

hierbei sind die Funktionen (p (~i)' (p' (~i) positiv homogen erster Ord­
nung63 in den ~i' und von den Gleichungen 

(71. 2) 

stellt die erste eine (irgendwie gedrehte) FRESNELsche Strahlenflache 
des Objektraumes und die zweite eine affine Transformierte der FRES­
NELschen Strahlenflache des Bildraumes dar. AuBerdem sind auf der 

Kugel ~5 + ~I + ~~ = 1 (71. 3) 

die Funktionen (p (~i) und (P' (';i) analytische Funktionen des Ortes, die 
nur in endlich vielen Punkten P*, die den konischen Punkten der 
beiden FRESNELschen Flachen entsprechen, singular werden k6nnen. 
Auf einem klein en Flachenstiick (J der Kugel (71. 3) ist nun nach 
Voraussetzung die Gleichung (71.1) identisch erfiillt, und man kann 
immer (J so klein wahlen, daB mit allen Punkten P von (J auch die 
Gegenpunkte P der P verschieden von den singularen Punkten PZ sind. 

Wir verbinden jetzt einen Punkt P von a mit seinem Gegenpunkt P 
durch eine analytische Kurve y, die auf der Kugel (71.3) liegt. Nach 
dem Prinzip der analytischen Fortsetzung muB dann die Gleichung 
(71.1) langs dieser ganzen Kurve erfiillt sein. In den beiden End­
punkten von y haben nun (P und (P' gleiche Werte, wahrend die Werte 
der Linearform entgegengesetzt gleich sind, falls nicht 

Po~o + Pl~l + P2~2 = 0 (71.4) 

ist. Da folglich diese letzte Gleichung fiir aIle Punkte von (J bestehen 
muB, ist notwendig (71.5) 

und dies ist gerade das Resultat, das wir beweisen wollten. 
72. Das identische Verschwinden des totalen Differentials dP in 

der Gleichung (69.4) hat zur Folge, daB fiir jede Kurve y des Objekt­
raumes, die in eine Kurve y' des Bildraumes transformiert wird, die 
Relation 

ILl (tl, xi, ~;;) dtl = f L (t, Xj' dd%/) dt (72.1 ) 
y' y 

bestehen muB. Dies besagt aber, daB die optischen Langen der beiden 
entsprechenden Kurven einander gleich sein miissen, so dafJ ein abso­
lutes Instrument weder vergrofJern nock verkleinern kann64• 

Man beachte, daB, obwohl die Relation (69.4) nur fiir Linienelemente 
gelten solI, die im Felde des Instrumentes liegen, die Gleichung (72.1) 

63 Variationsrechnung § 249. 
64 Dieser Satz gilt nicht fur die GAusssche Optik (vgl. § 98). 
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lur ganz beliebige Kurven gilt, weil die Gleichung L'dt' = L dt fUr aile 
Paare von Linienelementen gilt, die durch die Gleichungen (69.1) auf­
einander bezogen sind. 

Der Satz, den wir bewiesen haben, hat eine lange Geschichte. Fur 
isotrope und homogene Medien wurde er 1858 von MAXWELL65, aller­
dings nur in erster Approximation, d. h. fUr kleine Objekte bewiesen. 
Spater findet er sich fUr ebensolche Medien implizite in den Unter­
suchungen von BRUNS und wurde explizite durch F. KLEIN zum ersten­
mal ausgesprochen und mit einer sehr originellen Methode bewiesen66. 

73. Das MAXWELLsche Fischauge. FUr den Fall, daB sowohl der 
Objektraum als auch der Bildraum isotrop, aber nicht notwendig homo­
gen sind, muB nach dem § 70 die quadratische Form A identisch mit B 
sein. Dies ist aber dann und nur dann der Fall, wenn die Transforma­
tion (70.2) der Linienelemente orthogonal ist, was damit gleichbedeutend 
ist, daB die Abbildung (69.1) des Objektraumes auf den Bildraum eine 
konforme sein muB. Nach einem beruhmten Satz von LIOUVILLE67 gibt 
es, im Gegensatz zu den ebenen konformen Abbildungen, die von un­
endlich vielen Konstanten abhangen, nur eine sehr eingeschrankte Klasse 
von konforinen Abbildungen des dreidimensionalen Raumes. Diese 
konnen immer a1s eine Folge von Transformationen durch reziproke 
Radien an hochstens flinf Kugeln dargestellt werden. Es Jolgt hieraus, 
daB die Kreise und die Geraden des Objektraumes in Kurven des Bild­
raumes transformiert werden, die immer entweder Kreise oder gerade 
Linien sind. Den einfachsten Fall einer derartigen Strahlenabbildung 
(wenn man vom ebenen Spiegel absieht) hat MAXWELL bei Gelegenheit 
behandelt68 • Beim Studium der kugelformigen Linse des Auges eines 
Fisches hatte er festgestellt, daB der Brechungsindex n in der Linse 
vom Orte abhangig sei, und zwar in folgender Weise. Bezeichnet man 
mit r die Entfernung eines Punktes der Augenlinse von ihrem Mittel­
punkt und mit n den Brechungsindex im betreffenden Punkt, so ist 
die Gleichung 2ab 

n=b2+r2 (73·1 ) 

erfullt, wobei a und b positive Konstante bedeuten. Nun dachte 
MAXWELL den ganzen Raum mit einem Medium ausgefullt, dessen 
Brechungsindex dem Gesetze (73.1) folgt, und entdeckte, daB durch 

65 MAXWELL, J. C.: On the general laws of optical instruments. Quart. J. of 
pure and applied Mathern., Bd. 2 (1858) S. 233-244; Sci. Pap. Bd. 1, S.271-285. 

66 KLEIN, F.: RAumliche Kollineation bei optischen Instrumenten. Z. Math. 
u. Physik Bd.46 (1901) S. 376-382; GesammeIte Abh. (vgl. FuBnote 15). Bd. II 
S. 607-612. 

67 MONGE, G.: Application de l' Analyse a la Geometrie, 5e edit. revue, corrigee 
et annotec par Liouville. Note 6e p. 609. Paris 1850. 

68 MAXWELL, J. C.: Solution of Problems. Cambro and Dubl. Math. J. Bd. 8 
(1854) S. 188-193; Sci. Pap. Bd. 1 S.74-79. 
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die Lichtausbreitung eine stigmatische Abbildung des Raumes auf sich 
selbst entsteht. Die Lichtstrahlen selbst sind dabei kreisfOrmig (oder 
geradlinig). Man besHitigt am einfachsten dieses Resultat, indem man 
bemerkt, daB in der Gleichung 

2ab 1 1 da = ---. dx2 + dy2 + dz2 
b2 + r2 ' 

r2 = X2 + y2 + Z2 

(7).2) 

das Differential d a, das die optische Lange eines Linienelementes im 
Innern des MAXWELLs chen Fischauges definiert, auch als Linienelement 
der dreidimensionalen Begrenzung einer vierdimensionalen Kugel vom 
Radius a gedeutet werden kann, die stereographisch auf einen Raum 
der x, y, z projiziert worden ist, der sich in einer Entfernung b vom 
Mittelpunkt der Projektion befinden soll. 

Bezeichnet man namlich mit ;, 'Yj, e und i die rechtwinkligen Koordi­
nat en der Punkte des vierdimensionalen Raumes, so lauten die Trans­
forrnationsformeln fur die stereographische Projektion 

2 a b x 2 a b y 2 a b z b2 - r2 
;=b2+r2' 'Yj=b2+r2' e=b2+r2' i=a b2 + r2 · (73·3) 

Aus dies en Gleichungen berechnet man die weiteren Relationen 

;2 + 'Yj2 + e2 + i 2 = a2, (73.4) 
b~ b'YJ bi;, 2 b2(a-T) 

x=a+T' y=a+T' Z=a+T' r = a+T . (73.5) 

Durch Differentiation des einen oder des anderen der 
systeme (73.3), (73.5) folgt weiter 

d 2 = d/:2 + d 2 + dr2 + d 2 = 4a2b2(dx2+dy2 + dz2) 
a ,. 'Yj ., i (b2 + r2)2 . 

Formel-

(7).6) 

Bezeichnet man mit x, y, z bzw. mit x', y', z' die stereographischen Pro­
jektionen von zwei Gegenpunkten der vierdimensionalen Kugel mit den 
Koordinaten ;, 'Yj, e, i bzw. -;, -'Yj, -e, -i, so muB man schreiben 

, b2 x , b2 Y , b2 Z b2 
X = -7' y = -7' Z = -7' r' r (73· 7) 

Die GroBkreise der Kugel werden bestimmt 
zwei Hyperebenen 

A k ; + Bk'Yj + Cke + b· Dk i = 0 

durch den Schnitt von 

(k=1,2), (7).8) 

und ihre Projektion im Raume der x, y, Z genugt den Gleichungen 

Ddx2 + y2 + Z2 - b2) - 2Ak x - 2Bk y - 2Ck z = 0 (k = 1,2). (73.9) 

Die Lichtstrahlen fallen nun mit den Bildern (73.9) der GroBkreise 
un serer vierdimensionalen Kugel zusammen. Diese Bilder sind aber die 
Kreise (oder Geraden) des Raumes der x, y, z, die zwei diametral ent­
gegengesetzte Punkte der Oberflache der dreidimensionalen Kugel 

X2+y2+Z2=b 2 (73.10) 
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enthalten. Sie werden dadurch charakterisiert, daB ihre Ebene den 
Anfangspunkt 0 der Koordinaten enthalt und daB die Potenz des 
Punktes 0 in bezug auf jeden einzelnen dieser Kreise stets gleich -b2 

ist. 1st also A ein Punkt des Raumes, der vom Zentrum 0 des Fisch­
auges verschieden ist, so wird jeder Lichtstrahl durch A kreisfOrmig 
sein und einen festen Punkt Al enthalten, der auf der Verlangerung der 
Strecke AO liegt und durch die Relation AO xOAI = b2 bestimmt wird. 
Das Fischauge ist also ein vollkommenes optisches Instrument, das den 
Punkt A auf den Punkt Al abbildet. Diese beiden Punkte entsprechen 
diametral entgegengesetzten Punkten der vierdimensionalen Kugel. 
Man kann hier ohne weitere Rechnung den Satz des vorigen Para­
graphen verifizieren. Die Gleichheit der optischen Langen von ent­
sprechenden Kurven folgt hier namlich sofort aus der Tatsache, daB 
die spharische Lange von zwei diametral entgegengesetzten Kurven­
stucken fUr beide Kurven dieselbe ist 68. 

74. Stigmatische Abbildung von Flachen, die tangential im Felde 
des Instrumentes liegen. Von einer Kurve y wollen wir sagen, daB sie 
tangential im Felde des Instrumentes liegt, wenn die Lichtstrahlen, 
die diese Kurve beruhren, das Instrument durchsetzen. Ein zweidimen­
sionales Flachenstuck iY, das mindestens ein Buschel von Kurven ent­
halt, die tangential im Felde des Instrumentes liegen, wird ebenso 
genannt. Wir nehmen nun an, daB ein tangential im Felde des Instru­
mentes liegendes Flachenstuck 

Xj = CPj(t, u) (j = 1,2) q'4.1) 
stigma tisch abgebildet wird. Dann kann man bei der Koppelung des 
Objektraumes mit dem Bildraume, nach eventueller Einschaltung einer 
kanonischen Gleittransformation, die Gleichungen (62.5) und (62.7) der­
art wahlen, daB nach Einsetzen der Werte (74.1) fUr die Xj die drei 
Funktionen t' (t, xj ' Yj) und xi (t, Xi' Yj) von den Yj unabhangig sind. 
Aus (62.12) folgt dann, daB die Funktion lJI(t, Xj' Yj) nach Einsetzen 
der Werte (74.1) fUr die Xj eben falls von den Yj unabhangig sein muB, 
und man beweist ahnlich wie im § 70 (oder im § 71), daB zwei ent­
sprechende Kurvenstiicke auf der Flache iY des Objektraumes und auf 
der Flache iY' des Bildraumes gleiche optische Lange haben mussen 
und daB also die beiden Flachenstucke iY und iY' optisch aufeinander 
abgewickelt werden konnen. 

75. Dieses letzte Resultat scheint mit den Ergebnissen des § 48 in 
Widerspruch zu sein. Hatten wir doch in diesem Paragraphen die 

68 CARATHEODORY, C.: Uber den Zusammenhang der Theorie der ab'ioluten 
optischen Instrumente mit einem Satze der Variationsrechnung. S.-B. Bayer. 
Akad. Wiss. Math.-naturwiss. Abt. 1926 S. 1-18. Eine interessante Verall­
gemeinerung des MAXWELLschen Fischauges findet sich bei W. LENz: Zur 
Theorie der optischen Abbildungen, Sommerfeld-Festschrift S. 198-207, hera us­
gegeben von P. DEBYE. Leipzig: Hirzel 1928. 
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Abbildung der stigmatisch aufeinander bezogenen Flachen ganz will­
kiirlich wahlen kannen. Der Widerspruch lOst sich dadurch, daB man 
zeigt: Wenn die stigmatisch aufeinander abgebildeten Flachen jJ und jJ' 
nicht optisch aufeinander abgewickelt werden kannen, so liegen sie auch 
nicht tangential im Felde des Instrumentes. 

Wir nehmen z. B. an, daB in zwei entsprechenden Punkten P und P' 
der stigmatisch aufeinander abgebildeten Flachen die beiden Medien 
isotrop sind, so daB man schreiben kann 

H=-1n2-Yi-Y~, H'=-1n'2-y~2_y~2, (75.1) 

wenn man rechtwinklige Koordinatenachsen benutzt. Wir bezeichnen 
mit p, q, r die fUr die Achsen Xl' X 2 und t gebildeten Komponenten eines 
Einheitsvektors, der mit der Tangente des Lichtstrahles im Punkte P 
zusammenfallt, und mit p', q', r' die Komponenten des entsprechenden 
Vektors des Bildraumes. Dann hat ma,n erstens die Gleichungen 

p2 + q2 + r2 = 1, p'2 + q'2 + r'2 = 1 (75.2) 

und zweitens berechnet man aus 

1. = Y2 , ... 
r Yn2-y~-y~ 

die Relationen YI = np, Y2 = nq, H= -nr, 

y~ = n' p' , Y; = n' q' , H' = -n' r' . 

(75·3) 

(75.4) 

Wahlt man die t- und die t'-Achse parallel zu den Normalen der Fla­
chen jJ und jJ' in den Punkten P und P', so bestehen Gleichungen 
zwischen den Yj und den yi, die den Gleichungen (48.6) und (48.7) 
ganz analog sind und geschrieben werden kannen 

(75. 5) 

OWo ,ox; ,ox~ ( 5 6) 
Y2 = oX2 + Yl oX2 + Y2 oX2 • .7 . 

Nun kann man noch die Koordinatenachsen urn die t- bzw. die t'-Achse 
immer so drehen, daB in den betrachteten Punkten die GraBen ox;/oxi 

und OX~/i)X2 verschwinden. Dann folgt aus den letzten Gleichungen, 
daB man schreiben kann 

rxp'=p+a, (Jq'=q+ b. 

Nach (75.2) hat man aber 

p2 + q2 < 1 , p'2 + q'2 ::s: 1, 

so daB nach (75.7) auch gilt 

(P :2 a)2 + (q ;2 W < 1 . 

(75.7) 

(75.8) 

(75.9) 

Damit nun durch den Punkt P uberhaupt Lichtstrahlen hindurch­
gehen, die das Instrument durchsetzen, muB in der pq-Ebene die Ellipse 
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(75.9) inn ere Punkte mit dem Kreise p2 + q2 ::S 1 gemeinsam haben 
und die einzigen Strahlen, die tangential im Felde des lnstrumentes 
liegen, entsprechen den gemeinsamen Punkten der Rander dieser beiden 
Flachenstticke. Liegt daher das eine Flachensttick mit seinem Rande 
ganz im lnnern des anderen, so gibt es keinen einzigen derartigen 
Strahl. 1m allgemeinen schneiden sich Kreis und Ellipse und es gibt 
eine endliche Anzahl von Strahlen, die hochstens gleich vier sein kann, 
die tangential im Felde des lnstrumentes liegen. SchlieBlich konnen 
auch unendlich viele Strahlen diese Eigenschaft haben. Letzteres kann 
nur eintreten, wenn 

a = b = 0, (75.10) 

ist, d. h. wenn die Ellipse (75.9) mit dem Einheitskreise zusammen£allt. 
Nun bemerke man, daB die Koeffizienten a und b nur dann ver­

schwinden, wenn die Ableitungen von COo im Punkte P gleich Null 
sind. 1st also die Bedingung (75.10) nicht nur im Punkte P selbst, 
sondern auch in einer Umgebung dieses Punktes erfiillt, so muB COo 

konstant sein, was mit dem Resultat des § 70 iibereinstimmt. Ferner 
bemerke man, daB die Koe££izienten ex und {J das VergroBerungsver­
haltnis der beiden Linienelemente der Flachen ~ und ~', die in den 
Punkten P und P' mit den Achsen zusammenfallen, darstellen, wenn man 
ihre Langen als Lichtweglangen miBt. 1st ex = {J, so muB bekanntlich 
dieses VergroBerungsverhaltnis flir aUe Richtungen dasselbe sein. Da 
sich dann im Falle (75.10) die Flachen ~ und ~' optisch aufeinander ab­
wickeln lassen, so konnen wir also aus der zweiten der Gleichungen 
(75.10) einen neuen Beweis des Resultats des § 74 entnehmen. 

76. Die Abbildung der BrennfHichen von Strahlenkongruenzen. 
Wir betrachten in zwei optisch gekoppelten Raumen zwei zugeordnete 
Strahlenkongruenzen, die reelle, 
nicht zerfallende Brennflachen be­
sitzen. Die Strahlenabbildung wird 
dann vollstandig beschrieben, wenn 
wir die Brennflachen geben, auf jeder 
von ihnen die Schar derjenigen Kur-
ven, die von Strahlen der betrach- Fig. 8. 

teten Kongruenzen umhiillt wer-
den, sowie schlieBlich die Zuordnung der Punkte der beiden Brenn­
flachen aufeinander, die durch die Strahlenabbildung erzeugt wird. 

Wenn wir alle diese Daten willkiirlich vorschreiben, so werden die 
lntegralinvarianten der §§ 26 und 27 nicht notwendig ihren Wert bei­
behalten, wenn man vom Objektraum zum Bildraum iibergeht, und 
wir miissen die Bedingung aufstellen, durch we1che das Erhalten der 
lnvarianz ausgedriickt wird. Zu dies em Zweck betrachten wir (vgl. 
Fig. 8) auf der einen Brenn£lache 58 eine geschlossene Kurve y, die 
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von den Umhullenden c der Kongruenz der Lichtstrahlen durchsetzt 
wird. Die Gesamtheit der Lichtstrahlen unserer Kongruenz, die die 
Kurve y treffen, bilden eine rohrenformige Flache, fUr welche wir die 
Invariante ] durch die am Ende des § 27 beschriebene Konstruktion 
erhalten konnen (vgl. Fig. 5, S. 33). Fur den Fall, daB das optische 
Medium isotrop und homogen ist, hat diese Invariante eine sehr an­
schauliche Bedeutung. Wenn wir namlich voraussetzen, daB y die Ge­
stalt eines krummlinigen Rechtecks besitzt, von dem zwei gegenuber­
liegende Seiten mit Kurvenbogen zusammenfallen, die der Kurven­
schar c angehoren, wahrend die beiden gegenuberliegenden Seiten aus 
orthogonalen Trajektorien der Kurvenschar c gebildet werden, so sieht 
man ohne weiteres ein, daB 

] = n(s' - s) (76.1) 

sein muB, wenn man mit s' und s die Langen der zuerst genannten 
Seiten bezeichnet. In der Tat besteht die orthogonale Trajektorie der Er­
zeugenden der betrachteten rohrenformigen Regelflache aus Evolventen 
der Seiten des Rechteckes, die mit Kurvenstucken der Schar c zusammen­
fallen und aus Kurven, die den ubrigen Seiten des Rechtecks parallel sind. 

Diese geometrische Deutung wird uns erlauben, die Funktion unter 
dem Doppelintegral (26.3) eben falls durch geometrische Bestimmungs­
stucke zu charakterisieren. Urn namlich die Differenz (ds' - ds) der 
Langen der Seiten eines Elementarrechtecks derselben Art, wie das 
so eben betrachtete, zu berechnen, kann man dieses Rechteck auf seine 
Tangentialebene projizieren und erhalt eine ebene Figur, fUr welche die 
Langen ds' und ds der Seiten und der Flicheninhalt dw des Rechtecks 

Fig. 9. 

bis auf GroBen dritter bzw. vierter Ordnung unver­
andert geblieben sind. In der Ebene haben wir nun 
nach der nebenstehenden Fig. 9 

ds=rdff, ds'=(r+dr)dff, dw=dr·ds, (76.2) 

woraus folgt 
ds' - ds = drdff = !....dw. 

r 
(76.3) 

Nun ist aber 1!r gleich der Krummung der projizierten Kurve, also 
gleich der geodatischen Krummung kg der ursprunglichen Kurve c. An 
Stelle von (76.1) konnen wir also schreiben 

] = nf fkgdw. (76.4) 

77. Wir bezeichnen mit )8' die Brennflache der gegebenen Strahlen­
kongruenz im Bildraum und mit c* die Kurven von )8', die von Strahlen 
der Kongruenz umhullt werden. SoIl die Integralinvariante (76.4) er­
halten bleiben, so muB also in entsprechenden Punkten P und P' der 
Brennflachen )8 und )8' die Beziehung 

(77.1 ) 
bestehen. 
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Man bemerke, daB auf jeder Seite der letzten Gleichung ein Aus­
druck steht, dessen numerischer Wert sich nicht andert, wenn man die 
Langeneinheit modifiziert. Wahlt man diese Langeneinheiten gleich 
den Entfernungen, die das Licht in einer gegebenen Zeit in jedem der 
Medien durchwandert, so wird n = n', und die Gleichung (77.1) besagt, 
da/3 das Verhiiltnis k:: kg der geodiitischen Krummungender Kurven c 
und c*, in entsprechenden Punkten der Brennfliichen, gleich der Fliichen­
vergro/3erung dw: dw' ist, die in diesem Punktepaar durch die Abbildung 
der heiden Brennfliichen aufeinander hervorgerufen wird. 

Dieses Gesetz driickt die Forderung der Erhaltung der Integral­
invariante J aus (§ 25) oder, was dasselbe ist, der Erhaltung der LA­
GRANGESchen Klammern, falls man die Brennflachen an die Spitze der 
Betrachtungen stellt. 

1st die eine der beiden Strahlenkongruenzen eine Normalenkongruenz, 
so muB die Integralinvariante J identisch verschwinden und wir haben 
deshalb kg = k; = O. Die Enveloppen der Strahlen der Kongruenz sind 
in diesem Falle geodatische Linien auf den Brennflachen. l)mgekehrt 
sind die beiden Strahlenkongruenzen immer Normalenkongruenzen, wenn 
die Kurvenschar c aus geodatischen Linien der Brennflache des Objekt­
raums besteht; dann miissen auch di~ Kurven c* geodatische Linien 
der Brennflache des Bildraumes sein. 

78. Diese Resultate konnen verallgemeinert werden: es gelten ganz 
ahnliche Satze, wenn die betrachteten optischen Raume weder homogen 
noch isotrop sind. Besondere praktische Bedeutung haben die Formeln, 
die wir aufstellen werden, aber auch im gewohnlichen Fall homogener 
isotroper Medien, wo sie die :Einfiihrung beliebiger krummliniger Ko­
ordinaten gestatten. 

Wir betrachten im Raume der (t, Xl' X 2) eine Flache 

t = t(s, u), Xi = xi(s, u) (i=1,2), (78.1) 

die von den Parametern s und u abhangt. Die Kurven auf dieser Flache 
sollen durch Gleichungen der Form' 

u = u(s) (78.2) 

(also nicht in Parameterdarstellung) festgelegt werden. 1st nun 
H (t, xj , Yj) die HAMILToNsche Funktion des betrachteten optischen 
Raumes, so entsprechen den Linienelementen s, u, dujds der Kurve 
(78.2), wenn man sie als raumliche Linienelemente deutet, gewisse 
Werte der konjugierten Veranderlichen Yj' die man aus den Gleichungen 

( OX, + OXi dU) _ H(ot + ~ dU) = 0 (i = 1,2) (78.3) 
os ou ds Y. os OU ds, 

berechnen konnte. Anstatt nun aber in den Gleichungen (78.3) die Yj 
als Funktionen von s, u, dujds zu betrachten, versuchen wir eine neue 
Veranderliche v einzuftihren und Yl' Y2' du/ds, sowie eme weitere 

Ergebnisse der Mathematik. IV/5. CaratModory. 6 
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Funktion K als Funktionen von u, S und v zu bestimmen. Dazu setzen 
wir fUr die drei Funktionen Yl(S, u, v), Y2(S, u, v) und K(s, u, v) fest, 
daB neben den Gleichungen (78.3) noch die Identitat 

-H dt + Yidxi = -Kds + v du (78.4) 

bestehen solI, die aquivalent ist mit den beiden Gleichungen 

at OXi 
-H(t, Xj, Yj) au + Yi AU = v, (78.5) 

at OXi 
+H(t, Xj' Yj) as - YiTs = K. (78.6) 

Aus (78.3) und (78.5) kann man Yl' Y2 und du/ds als Funktionen 
von (s, u, v) berechnen und erhalt dann K(s, u, v) mit Hilfe von (78.6). 
Diese letztere Funktion K(s, u, v) kann als HAMILToNsche Funktion 
eines Variationsproblems angesehen werden, das auf der Flache (78.1) 
mit dem gegebenen Problem gekoppelt ist. Man bezeichnet es als das 
durch das ursprtingliche Problem auf der Flache induzierte Variations­
problem 69. 

Aus der Relation (78.4) folgt, daB die Rechnungen des § 66 hier 
tibertragen werden k6nnen, wenn man t', x', Y' bzw. durch s, u, v er­
setzt und K statt H' schreibt. Insbesondere folgt aus (66.6), wenn 
man bedenkt, daB t und Xi von v unabhangig sind, 

oy. 
du - Kvds = ;s-" (dxj - Hy dt) ; 

vV J 

mit Berticksichtigung von (78.3) hat man also 

Ganz ahnlich folgt aus (66.7) 

du 
-=Kv ' ds 

dv + Kuds =(~~ - Hyj ;:) (dYj + Hxjdt) 

eine Relation, die sich wegen (78.3) auch schreiben laBt 

dv + K = ott, Xj) (dYj + H .). 
ds u o(s, u) dt XJ 

(78.7) 

(78.8) 

(78.9) 

79. Urn jetzt eine Kurvenschar c auf der Flache (78.1) zu definieren, 

gentigt es, v = f[! (s, u) (79.1) 

zu nehmen. Einer geschlossenen Kurve y auf derselben Flache ent­
spricht eine geschlossene Kurve y* der su-Ebene und die POIN­
CAR Esche relative Integralinvariante J fUr die Lichtstrahlen, die in 
Punkten von y die Kurven c bertihren, kann infolge der Relation (78.4) 
geschrieben werden 

J = f -K(s, u, f[!(s, u)) ds + f[!(s, u) du. (79.2) 
y* 

69 Variationsrechnung § 342. 
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Transformiert man nun dieses Randintegral in ein Doppelintegral, so 
erhalt man J = f f ((Ku + Kvrpu) + rps) duds. (79·3) 

G* 

Wegen der Gleichung (78.7) kann die Funktion unter dem Integral 
geschrieben werden drp . 

ds + Ku (s, u, rp (s, u)), (79.4) 

sie hat also dieselbe Gestalt wie die linke Seite von (78.9). 1m speziellen 
Fall des § 76 hat selbstverstandlich diese Funktion dieselbe geometrische 
Bedeutung wie in (76.4). 

Wir betrachten nun im Raume der t', xi eines zweiten Variations­
problems eine Flache )S/, deren eineindeutige Abbildung auf (78.1) da­
durch festgelegt wird, daB wir )S' durch die Gleichungen 

t' = {(s, u), x~ = x~(s, u) (79.5) 

darstellen und festsetzen, daB Punkte der Flachen (78.1) und (79.5) 
einander entsprechen sollen, wenn sie zu denselben Werten der Para­
meter s, u gehoren. Auf der Flache )S' wird nun ein Variationsproblem 
induziert, dessen HAMILToNsche Funktion sich nach Einfiihrung einer 
neuen Variablen v' ganz eben so wie frtiher berechnen laBt; sie werde 
mit K' (s, u, v') bezeichnet. Ferner bestimmen wir auf )S' eine Schar 
von Kurven c* durch die Gleichung 

v' = rp* (s, u) (79.5) 

und betrachten die Kongruenz von Lichtstrahlen, die )S' als Brenn­
flache und die Kurven c* als Eilveloppen besitzt. Dann wird die zur 
Bedingung (77.1) analoge Bedingung, die besagt, daB die beiden 
Strahlenkongruenzen, die )S bzw. )S' als Brennflachen besitzen, optisch 
gekoppelt sind, durch die Gleichung 

rps+Kv (s, u, rp) rpu+Ku (s, u, rp) =rp; +K~,(s, u, rp*) rp:+K~ (s, u, rp*) (79.6) 

ausgedriickt. 
80. Die zuletzt aufgeschriebene Bedingung gibt uns die Moglichkeit, 

eine groBe Anzahl von Problemen zu behandeln, die mit der optischen 
Koppelung von Strahlenkongruenzen zusammenhangen. 

Man kann z. B. die Abbildung der beiden Brennflachen aufeinander 
und die Kurvenschar c* vorschreiben; dann ist die rechte Seite von (79.6) 

eine bekannte Funktion von s, u, die wir mit - :~ bezeichnen, wo­

gegen die Funktion rp (s, u) noch unbestimmt ist. Die Bedingung (79.6) 
besagt dann, daB jede Kurvenschar c, die auf der Brennflache )S eine 
Schar von Extremalen des Variationsproblems mit der HAMILToNschen 
Funktion K(s, u, v) + t(s, u) (80. 1) 

bildet, die Enveloppen einer Strahlenkongruenz definiert, die mit der 
gegebenen Strahlenkongruenz des Raumes der t', x' optisch gekoppelt 

6* 
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ist. Urn mit den gegebenen Daten die Strahlenabbildung vollstandig 
zu bestimmen, kann man z. B. die Richtungen dieser Strahlen in den 
Punkten eines Kurvenstiickes der Flache )S vorgeben, weil hierdurch 
die Extremalenschar des Problems (80.1) festgesetzt ist. 

Wenn zwei Kongruenzen von Lichtstrahlen dieselbe Brennflache 
besitzen und jede von ihnen diese Brennflache langs einer Kurven­
schar bertihrt, die eine Extremalenschar des Variationsproblems mit der 
HAMILToNschen Funktion (80.1) bedeutet, so erhalt man eine optische 
Abbildung dieser Strahlenkongruenzen aufeinander, wenn man jeweils 
zwei Strahlen, die ihre gemeinsame Brennflache im selben Punkt be­
rtihren, einander zuordnet. 

Man kann auch diejenigen Kurven der Brennflache )S bestimmen, 
die durch die Abbildung von )S auf )S' in Kurven transformiert werden, 
fUr we1che die Relation (79.6) besteht. 1m allgemeinen mtissen diese 
Kurven Losungen einer gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ord­
nung sein. Es gibt aber auch extreme Falle, bei we1chen keine einzige 
Kurve dieser Art existiert, und andere, bei welchen fede Kurve von )S 

die geforderte Eigenschaft besitzt. 
Man erhalt ein Beispiel der letzten Art, wenn man bei homogener 

und isotroper Lichtausbreitung die Brennflache )S verbiegt und alle 
Lichtstrahlenbtindel, deren Mittelpunkt in einem Punkte von )S liegt, 
starr bei der Verbiegung der Flache mitftihrpo. 

Kapitel V. 

Die Abbildung in erster Annaherung. 
81. Die Fonneln des akzessorischen Problems. Sind die beiden 

optischen Raume isotrop und homogen, so haben die HAMILToNschen 
Funktionen fUr die Lichtausbreitung die Gestalt 

H=-yn2-Yr-Y§, H'=_yn'2_y?_y~2. (81.1) 

Wir wollen die Strahlenabbildung in engster Umgebung von zwei be­
liebigen sich entsprechenden Strahlen untersuchen. Wegen der Isotropie 
und der Homogenitat der Raume ist es keine Beschrankung, die beiden 
sich entsprechenden Strahlen mit der t- bzw. mit der t'-Achse zusammen­
fallen zu lassen. Nach einer Methode, die man in der Variationsrech­
nung ftir die Theorie der zweiten Variation und in der Mechanik fUr 
die Theorie der kleinen Schwingungen entwickelt hat, ersetzen wir die 
HAMILToNschen Funktionen (81.1) durch die Funktionen H, H' des 
sog. akzessorischen Problems; wir erhalten diese letzteren Funktionen, 

70 Vgl. CARATHEODORY, c.: Bemerkungen zu den Strahlenabbildungen der 
geometrischen Optik. Math. Ann. Bd. 114 (1937) S.187-193. 
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indem wir H und H' nach Potenzen der Yj' yj entwickeln und nur die 
niedrigsten Potenzen beibehalten. Man muB also schreiben 

2 + 2 
H=-n+~ 2n ' 

'2 + '2 
H'=-n'+~~ 2n' , (81. 2) 

und die Grundfunktionen der entsprechenden Variationsprobleme lauten 

A=n(1 +Xi~X~), A' = n'(1 +i~2~X~} (81.3) 

Die Lichtstrahlen haben infolgedessen die Gleichungen 

(81. 4) 

Die Strahlenabbildung fUr das urspriingliche Problem solI nun eben­
falls durch eine andere ersetzt werden, die durch eine ahnliche Be­
trachtung gewonnen wird. Sie ist dadurch definiert, daB wir die u~, y~ 
als lineare homogene Funktionen von u j ' Yj ansetzen, die der Bedingung 
geniigen solIen, daB der Ausdruck 

Yidu~ - yjduj 

ein volIstandiges Differential ist. 
Bemerkung. Die Deutung der Formeln fUr die linearen Strahlen­

abbildungen kann auf zwei grundsatzlich verschiedene Weisen ge­
schehen. 

Bei der erst en dieser Deutungen geht man von Scharen von Licht­
strahlen des Objekt- und des Bildraumes aus, die durch das urspriinglich 
vorgelegte Problem miteinander gekoppelt sind, und die von einem Para­
meter iX abhangen. Dem Welte iX = 0 solIen die Grundstrahlen, d. h. 
die t- bzw. t' -Achse zugeordnet sein. Die Strahlen einer solchen Schar 
werden durch die Funktionen Xj(t,iX), Yj(iX), Xi(t',iX), yi(iX) dargestellt, 
ihre Anfangselemente in den Ebenen t = to und t' = to durch die Funk­
tionen uj (iX), ui (iX) und die betrachtete Strahlenabbildung wird durch 
Gleichungen dargestellt, die etwa folgendermaBen Jauten 

Man entwickelt alle diese Funktionen und Gleichungen nach Potenzen 
von iX und bemerkt, daB fUr hinreichend kleine Werte dieses Para­
meters die Koppelung der beiden optischen Raume in der Nachbar­
schaft der Grundstrahlen durch die linearen Glieder dieser Potenzreihen 
annaherungsweise dargestellt werden kann. 

Diese erste Deutung der Formeln ist diejenige, die den Physikern 
am meisten zusagt und sie wird in der Regel benutzt. 

Bei der zweiten Deutung, die im folgenden angewendet wird, be­
trachten wir lineare Koppelungen zwischen zwei Raumen, deren optische 
Eigenschaften nicht durch die urspriinglichen HAMILToNschen Funktionen 
(81.1), sondern durch die HAMILTONschen Funktionen (81. 2) charakteri-
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siert werden. Wir nehmen an, daB dies im ganzen Raum der Fall sein 
solI und studieren die Abbildungsgesetze, ohne die urspriingliche Ab­
bildung irgendwie zu beriicksichtigen. Dies hat den Vorzug, daB wir 
kein Approximationsproblem, sondern ein gewohnliches optisches Pro­
blem vor uns haben, auf welches alle un sere friiheren Methoden und 
Resultate uneingeschrankt angewandt werden konnen. 

Nachdem dieses "oskulierende" Problem lur sich untersucht worden 
ist, kann man, wenn man es braucht, die Tatsache benutzen, daB 
die beiden Abbildungen in der Nahe der Grundstrahlen wenig von­
einander abweichen. 

82. Am schnellsten erhalt man die linearen Strahlenabbildungen, die 
wir gerade gekennzeichnet haben, indem man die Theorie des Eikonals 
benutzt. Da die partiellen Ableitungen des Eikonals alle linear und 
homogen sein sollen, muB das Eikonal selbst eine quadratische Form 
in den vier Veranderlichen sein, von denen es abhangt. Rechnerisch 
ware es giinstig, wenn man alle moglichen Falle mit dem Winkeleikonal 
allein behandeln konnte, weil in diesem Falle eine Verschiebung der 
Anfangspunkte der t- bzw. der t'-Achse zu einer sehr einfachen Trans­
formation des Eikonals AniaB gibt. Man miiBte dann schreiben 

2 W = (auY~ + 2a12 YIY2 + a22 y;) + (iXuY? + 2iX12YiY~ + iX22y~2) } 
~82. 1) + 2PUYIyi + 2P12YIY~ + 2P21Y2yi + 2P22Y2Y~ 

und hatte aus 
uidyi - ujdYj = dW 

die Strahlenabbildung zu berechnen. Man fiinde so 

ui = iXuyi + iX12Y~ + PUYI + P21Y2' } 

u~ = iX12 yi + iX22Y~ + P12Yl + P22Y2 

(82.2) 

(82·3) 

und zwei ahnliche Relationen fUr die uj ' die wir indessen im folgenden 
nicht benotigen werden. 

Das Eikonal Wist aber nur dann brauchbar, wenn keine Relation 
zwischen den vier Veranderlichen yi, 'Yj besteht, und es kann sehr wohl 
vorkommen, daB eine derartige Relation wirklich vorhanden ist. 

Nun bemerke man, daB aus der Vergleichung von (81.4) mit (82.3) 
die Gleichungen 

x~ = (iXu + f,) y~ + iX12 'Y~ + Pu Yl + P21 Y2 , 

x~ = iX12 y~ + (iX22 + f,) y~ + P12 Y! + P22 Y2 

entstehen. Man kann hier immer der Variablen t' einen Wert geben, fUr 
welch en diese letzten Gleichungen nach den yi auflosbar sind, woraus 
man leicht schlieBt, daB in allen Fallen, fUr welche das Winkeleikonal 
brauchbar ist, nach eventueller Verschiebung des Anfangspunktes der 
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t' -Achse auch das gemischte Eikonal, das von den Yj und den ui ab­
hangt, benutzt werden kann. Ganz denselben SchluB kann man machen, 
wenn man· von einem der schiefen Eikonale ausgeht, und wir sehen, 
daB wir, urn Fallunterscheidungen zu vermeiden, am besten von An­
fang an nur mit diesem gemischten Eikonal unsere Rechnungen aus­
fiihren. Wir haben, wegen des Resultates des § 45, die Gewahr, daB 
wir alle moglichen linearen Strahlenabbildungen mit Hilfe dieses Eiko­
nals darstellen k6nnen. 

83. Wir miissen also alle Falle diskutieren, bei denen sich die Ab­
bildung aus der Identitat ableitet 

y;dui+ujdYj=dV, (83·1) 

wobei das Eikonal V lautet 

2V = (ay~ + 2bYIY2 + cy~) + (iXU? + 2/3u~u; + yu?) } 

+ 2PYI u~ + 2qYl u; + 2rY2u~ + 2SY2U ;. 

(83·2) 

Man kann, ohne die Allgemeinheit zu beschranken, diese Gestalt des 
Eikonals vereinfachen, indem man den Koordinatenachsen spezielle 
Lagen gibt. Setzt man namlich 

Yl = Yl cosf} - Y2 sin f}, Y2 = Yl sin f} + y2cosf} , 

ui = ui cos rp - u~ sin rp , u~ = it{ sin rp + u~ cos rp , 

(83·3) 

(83·4) 

so kann man die Winkel f} und rp so wahlen, daB nach Umrechnen der 
Koeffizienten auf die neuen Variablen die Beziehungen 

b=O, /3=0, a>c, (83· 5) 
bestehen. 

In Sonderfallen kann man die Vereinfachung noch weiter treiben. 
Ist z. B. von vornherein neben b = 0 zufallig a = c, so wird der 
Winkel f} unbestimmt, und man kann die Drehung (83.3) urn die 
t-Achse dazu benutzen, urn Relationen zwischen den Koeffizienten p, q, 
r, s zu erhalten, durch we1che die geometrischen Eigenschaften der 
Strahlenabbildung schneller zum Vorschein kommen. Insbesondere ist, 
wenn man mit p, ... die Werte der neuen Koeffizienten bezeichnet, 

2(pr + qs) = 2prcos2{) - (P2 + q2 - r2 - S2) sin2f}. 

Man kann also immer, wenn b = 0 und a = c ist, voraussetzen, dafJ 
pr+qs = 0 ist. 

Ebenso kann man immer, wenn /3 = 0 und iX = Y ist, voraussetzen, 
dafJ pq + rs = 0 ist. 

Man kann aber auch statt dessen, wenn man will, erreichen, daB 
in jedem dieser Falle einfach q = 0 ist. Endlich kann man, wenn von 
vornherein neben b = 0 und /3 = 0 gleichzeitig a = c und iX = Y ist, 
durch geeignete Wahl der Winkel f} und rp in den Gleichungen (83.3) 
und (83.4) immer erreichen, daB q = 0 und r = 0 ist. 
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Wir kehren zum allgemeinen Fall zuriick. Nach der friiher ent­
wickelten Theorie muB die Funktionaldeterminante (43.8), die hier den 
konstanten Wert ps - qr besitzt, immer von Null verschieden sein. 
Dieser Ausdruck wechselt aber das Vorzeichen, wenn man die Koordi­
natentransformation 

l' = t' , x~= x~ , x~ = - x~ 
vornimmt. Man kann also immer von vornherein voraussetzen, daB 
die Koordinaten so gewahlt worden sind, daB 

ist. 
ps - qr > 0 (83. 6) 

Nach (83.1) und (83.2) wird nun unsere Strahlenabbildung mit Be­
riicksichtigung von (83.5) durch folgende Formeln festgelegt 

y~ = iXU~ + PYI + rY2 , } 

y~ = yu~ + qYl + SY2 , 
(83· 7) 

UI = aYl + pu~ + qu~, } 
(83. 8) 

U2 = CY2 + ru~ + su~ . 
Wir wollen zum SchluB noch die Bedingung dafUr ableiten, daB diese 

Strahlenabbildung rotationssymmetrisch sei. Nach dem § 60 muB hierfiir 

die Gleichung U2Yl - UIY2 - u~y~ + u~y~ = A 

identisch erfiillt sein. Durch Einsetzen der Werte (83.7), (83.8) findet 
man, daB A = 0 und daB 

a=c, iX=y, q+r=O, p-s=O 

sein miissen. Nach der obigen Bemerkung kann man dann die gegen­
seitige Lage der beiden Koordinatensysteme so wahlen, daB auBerdem 
q= r=O ist. 

84. Koppelung der Raume. Nach der Bemerkung am Ende des 
§ 32 gelten aIle diese Formeln fUr die akzessorischen Probleme einer 
Strahlenabbildung, bei welchen die HAMILTONschen Funktionen H 
und H' ganz belie big sind. Die von jetzt an geschriebenen Formeln, 
die dllrch Vergleichung der Relationen (81.4) mit (83.7) und (83·8) 
erhalten werden, gelten aber nur unter der Voraussetzung, daB das 
akzessorische Problem die HAMILToNschen Funktionen (81. 2) und die 
Grundfunktionen (81. 3) besitzt. Diese Formeln lauten 

Xl = (a + ~) YI + pu~ + qu~, l 
x2 = (c + *) Y2 + ru~ + su~ , 

(84. 1) 

( tl) f' 1 
x[ = 1 + iX 11,' u~ + (PYI + rY2) n" 

( f) f ~ 
x~ = 1 + y n' u~ + (qYl + SY2) n" J 

(84.2) 
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Diese Gleichungen stellen bei jeder beliebigen Wahl der vier Parameter 
Yj' ui zwei Strahlen dar, die durch unsere Abbildung einander zugeordnet 
sind. Fugt man diesen Gleichungen noch eine beliebige Relation von 
der Gestalt t' = t' (t, Yj' ui) (84.3) 

hinzu. so erhalt man eine Koppelung der betrachteten Raume, auf 
welche die Theorie des vierten Kapitels anwendbar ist. 

In unseren bisherigen AusfUhrungen spielen die t- und die t'-Achse 
eine besondere Rolle. Diese Vorzugsstellung ist aber nur eine schein­
bare: an der Stelle der beiden Achsen k6nnen namlich mit Hilfe eines 
fast trivialen Kunstgriffs irgend zwei Strahlen 

, U' v,t' 
Xi = i + i n' (84.4) 

treten, die bei der betrachteten Strahlenabbildung zugeordnet sind, 
d.h. fUr die die Beziehungen (83.7), (83.8) erfUllt sind, wenn man Ui 
durch Ui , ui durch Ui, Yi durch Vi und yi durch Vi ersetzt. Urn das 
zu zeigen, betrachten wir eine Kollineation des Raumes t, Xi in einem 
Raum t, ~i und eine Kollineation des Raumes t', xi in einem Raum t', ~i, 
die durch die Gleichungen 

t 
Xi = U i + Vi - + ~i' n 

'u' v,t'+1:' 
Xi = i + i n' C; i (84. 5) 

definiert wird. Durch diese Kollineationen werden zwei Strahlen 

t 
Xi = Ui + Yin' 

transformiert in die Geraden 
I: - t 
C;i=Ui+'fJi n , 

, , / t' 
Xi = Ui + Yi n' 

/:, _, + ,t' 
COi = Ui 'fJi'· n 

Zwischen den Koeffizienten bestehen nun die Re1ationen 

(84.6) 

(84.7) 

und wir sehen, daB die Gleichungen (83.7) und (83.8), da sie sowohl 
fUr Ui' Yi' ui, yi als auch fur Ui , Vi' Ui, Vi erfullt sind, auch fur 
ui , 'fJi' ui, 'fJi befriedigt sein mussen. Sie sagen dann aus, daB die 
beiden Strahlen (84.6) einander entsprechen. 

Eine wichtige Anwendung dieser Bemerkung ist folgende: Unter 
Umstanden kann man leicht erkennen, daB es wenigstens ein stigma­
tisches Lichtbundel mit dem Mittelpunkt to, Xl = x2 = 0 gibt, das in 
ein stigmatisches Lichtbundel mit dem Mittelpunkt tb, x~ = x; = 0 
transformiert wird. 1st dies der Fall, so laBt sich wegen des letzten 
Resultats schlieBen, daB jeder Punkt der Ebene t = to in einen Punkt 
der Ebene t' = t~ stigma tisch abgebildet wird. 

Wir werden spater sehen, daB die rotationssymmetrischen Systeme 
die einzigen sind, fUr welche jedes stigmatische Lichtbundel wieder in 
ein stigmatisches ubergefuhrt wird. Es folgt aus unserer obigen Be-
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merkung, daB dann jeder Kegel von Lichtstrahlen,der die Ebenen 
t = const in Kreisen trifft, auf einen Kegel von Lichtstrahlen, der 
eine ahnliche Eigenschaft besitzt, abgebildet wird. 

85. Die Bilder von stigmatischen Lichtbiindeln. Aus den Gleichun­
gen (84.1) erhalten wir 

P P2 '+ p' 2' + ' P + _ ~ + ~ _ U, qU2 _ ~SU2 • 
Yl rY2 - t t t t' 

-+a -+c -+a -+c n n n n 

(85.1 ) 

nachdem wir auch qYl +SY2 auf ahnliche Weise berechnet haben, 
kannen wir mittels (84.2) die GraBen xi als Funktionen von t, Xj und 
t', ui schreiben. Zur Abkurzung fUhren wir die Bezeichnungen ein 

p2 r2 
A=iX------

t t' -+ a -+ c n n 
B _ pq rs 

- --t---t-' 
-+a -+ c (85.2) 
n n 

q2 S2 

C=Y--t---t-· 
-+a -+c 
n n 

Da die Ausdriicke A, B, C die Dimension einer reziproken Lange haben, 
ist es auBerdem zweckmaBig, zu set zen 

t' 1 
(85.3) 

Dann erhalten wir 

, , .- ( , + A) , + B ' + P Xl + r X 2 I Z Xl - Z UI U2 -t - -t - , 

-+a -+c 1 n n 

, I = (B ' + ( , + C) I + ~ + ~ Z X2 UI Z U2 t t' 
-+a -+c 
n n 

(85.4) 

'-B '+. C '+~+~ Y2 - Ul U2 t t' 
-+a -+c 

(85. 5) 

I __ A I + B I + P Xl + r X 2 
Yl - Ul U2 -t - -t - , 

-+a -+c 
n n 

n n 

Halten wir in den Forme1n (85.4) den Punkt t, Xj fest und lassen die ui 
beliebig variieren, so stellen sie diejenige Strahlenkongruenz dar, auf 
we1che ein stigmatisches Strahlenbundel mit dem Mittelpunkt t, Xj ab­
gebildet wird. Diese Strahlenkongruenz besteht aus der Gesamtheit 
aller Geraden, die zwei reelle geradlinige Brennlinien schneiden. Es gibt 
namlich Werte von z', fur we1che die Koeffizienten von ui in den bei­
den Gleichungen (85.4) proportional sind den Koeffizienten von u;. 
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Diese Werte werden durch die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

(Z' + A) (z' + C) - B2 = 0 (85.6) 

bestimmt, die man explizite schreiben kann 

(85.7) 

die also immer reeIl sind. 
Jeder der beiden Brennstrahlen ergibt sich also als Schnittgerade 

einer der Ebenen t' 
(i=1,2) (85.8) 

mit einer anderen Ebene, die man durch Elimination der u~ 'aus den 
beiden Gleichungen (85.4) erhalt, in die man fUr z' die ausgewahlte 
Wurzel zi der Gleichung (85.6) eingesetzt hat. Die Elimination ist dann 
immer moglich. 

Wir bezeichnen mit qJl und qJ2 die Winkel, die die beiden Brenn­
strahlen mit der xcAchse einschlieBen, und konnen dann schreiben 

Es folgt hieraus 

tg 2qJi = 
2B 

, ( zi+C) 
(Zi + A) 1 - zi +A 

es ist daher immer 

2B 
A-C; 

(85.9) 

(85.10) 

(85,11) 

d. h. die beiden Brennstrahlen miissen aufeinander senkrecht stehen. 
Eine Ausnahme bilden nur die FaIle, in denen fUr gewisse Werte 

von t gleichzeitig B = 0 und A = C ist; diese FaIle werden weiter unten 
ausfUhrlich behandelt (§ 93). 

Man beachte, daB die hier beschriebene Strahlenkongruenz, obgleich 
sie das Bild eines stigmatischen Lichtbiindels ist, keine Normalen­
kongruenz im gewohnlichen Sinne des Wortes ist. Das riihrt davon her, 
daB wir die isotropen homogenen Medien, von den en wir ausgegangen 
sind. durch andere ersetzt haben, fUr we1che die Lichtausbreitung durch 
die Grundfunktionen (81. 3) beschrieben wird. Sie sind daher feldartige 
Strahlenkongruenzen fUr diese akzessorischen Variationsprobleme, und 
man kann insbesondere leicht zeigen, daB jede lineare Strahlenkongruenz, 
deren Brennstrahlen aufeinander senkrecht stehen und in Ebenen 
i' = const liegen, transversal (im Sinne der Variationsprobleme des § 81) 
durch eine Schar von Flachen geschnitten werden, die der Differential­
gleichung 

5t, + -!, (5;, + 5;,) = n' 
2n 1 2 

(85.12) 

geniigen. 
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86. In den Formeln (85.2) setzen wir 

t 
n=z, 

[668 

(86.1) 

so daB z (anders als z') die DimensIon einer Lange hat; wenn wir jetzt 
die Gleichung (85.6) entwickeln, so erhalten wir die Relation 

(z' + <X) (z' + y) (z+ a) (z + c) - P2(Z' + y) (z+c) - q2(Z' + <X) (z+ C)} 
- r2 (z' + y) (z + a) - S2 (z' + <X) (z + a) + (ps - rq) 2 = 0 . 

(86.2) 

Diese Gleichung stellt in einer projektiven Ebene mit den Koordinaten 
z, z' eine Kurve vierter Ordnung dar mit je einem Doppelpunkt in den 
unendlich fernen Punkten der z- und der z'-Achse. Sie hat immer die 
Gestalt .einer "Doppelhyperbel" (s. Fig. 10), auBer wenn ein dritter 
Doppelpunkt im Endlichen vorhanden ist. Dies kann aber nur vor­
kommen, wennftir einengewissen Wert von t gleichzeitig B =0 und C = A 

-r 

-ex, 

-(L -c -c 
Fig. 10. Fig. 11. 

ist. In diesem Fall hat die Kurve, wenn man von weiteren Ausnahme­
fallen absieht, die Gestalt der Fig. 11 und ist, wie in derselben Figur 
durch Pfeile angedeutet wird, unikursal. Bekanntlich kann man dann 
diese Kurve analytisch darstellen, indem man z und z' als rationale 
Funktionen eines Parameters A ansetzt. Am schnellsten findet man 
diese rationalen Funktionen auf folgendem Wege: damit die Kurve (86.2) 
einen dritten Doppelpunkt besitze, muB zwischen den Koeffizienten 
un serer Transformation eine Relation bestehen, die bewirkt, daB man 
aus der Funktion unter der Quadratwurzel in (85.7) ein vollstandiges 
Quadrat abspalten und vor die Wurzel setzen kann. Unter der Wurzel 
bleibt nur noch eine quadratische Funktion von z, und man kann da­
her in bekannter Weise z selbst und die Quadratwurzel gleichzeitig als 
rationale Funktionen eines Parameters A schreiben, durch deren Ver­
mittlung sich dann auch z' rational ausdrucken laBt. 

87. Berechnung der Invarianten. Es war das Verdienst von A. GULL­
STRAND, entdeckt zu haben, daB eine schon hinreichend genaue Klassi-
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fizierung unserer linearen Strahlenabbildungen aus dem Studium des 
Verhaltens der Funktion 

t 2 =~=-2 pq(z+c)+rs(z+a) 8 1 
g cP A-C (ex-y) (z+a) (z+C)_(p2_ q2) (z+c)-(r2-s2) (z+a) ( 7. ) 

entnommen werden kann. Es handelt sieh hier eigentlieh urn die Klassi­
fizierung des Buschels der beiden quadratischen Formen 

(87. 2) 

Q2 = (IX - y) C~ + [(IX - y) (a + c) - (P2 - q2) - (r2 - S2)J C1C2} 
(87.3) + [(IX - y) ac - (P2 - q2) C - (r2 - S2) aJ C§, 

die man erhalt, wenn man im Zahler und Nenner von (87.1) die GroBe z 
dureh die homogenen Koordinaten C1 : C2 ersetzt. 

Dabei geht man davon aus, daB es immer ein Paar von Punkten 
gibt - sie konnen evtl. zusammenfallen oder aueh imaginar sein -, 
die fUr beide quadratisehe Formen Q1 und Q2 gleiehzeitig konjugiert 
sind. Diese beiden Punkte bestimmen eine Involution, deren Doppel­
punkte sie sind und die dureh die Gleiehung 

(IX - y) [pq(z + c) (zo + c) + rs(z + a) (zo + a)J } 
- (a - c) (ps - qr) (pr + qs) = 0 

(87.4) 

ausgedruekt wird. Die Doppelpunkte selbst erhalt man, indem man 
den Ausdruek 

'IjJ = (IX - y) [pq(z + C)2 + rs (z + a)2J - (a - c) (ps - qr) (pr + qs) (87.5) 

gleich Null setzt. Die Diskriminante dieser letzteren quadratisehen Funk­
tion ist gleieh dem Produkte von - (IX - y) (a - c) mit der Funktion 

ifJ = (IX - y) (a - c) pqrs - (ps - qr) (pq + rs) (pr + qs). (87.6) 

Da wir a::> c und mit a = c immer aueh pr + qs = 0 genommen 
haben (§ 83), sehen wir, daB die Doppelpunkte der Involution imagi­
nar sind, wenn ifJ> 0 ist, daB sie reell sind, wenn ifJ < 0 ist und daB 
sie fUr ifJ = 0 zusammenfallen. Man bemerke ubrigens, daB die Be­
dingung ifJ = 0 aueh notwendig und hinreichend dafUr ist, daB die 
quadratisehen Formen Q1 und Q2 eine gemeinsame Nullstelle besitzen. 
Sie ist also aueh notwendig und hinreiehend dafUr, daB der Ausdruck 
unter der Quadratwurzel in (85.7) fUr einen gewissen Wert von z ver­
sehwindet, und daher aueh dafUr, daB die Kurve vierter Ordnung (86.2) 
einen dritten Doppelpunkt besitzt. 

Eine hohere Singularitat erhalt man, wenn die quadratischen For­
men Q1 und Q2 beide vollstandige Quadrate sind, die fUr denselben 
Wert von C1 : C2 versehwinden. Diese Singularitat wird dureh die Glei­
ehungen 

IX = y, pq+.rs=O, (87.7) 
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ausgedruckt. Es wird sich ubrigens herausstellen, daB diese Singularitat 
fUr die Strahlenabbildung vollkommen mit der anderen aquivalent ist, 
bei welcher aIle Koeffizienten von Ql oder aIle Koeffizienten von Q2 
verschwinden, ohne daB Nenner und Zahler der rechten Seite von (87.1) 
identisch Null werden. Endlich aber kann auch das letzte vorkommen, 
und die Strahlenabbildung wird bei geeigneter Wahl der Koordinaten 
rotationssymmetrisch (§ 97). 

88. Fur den Fall, daB (/J = 0 (88.1) 

ist. haben Zahler und Nenner des Ausdrucks auf der rechten Seite 
von (87.1) einen gemeinsamen Faktor. Durch Kiirzung mit diesem 
Faktor erhalt man 
t 2 = -2 (pq + rs)2 (88 2) 
g cp (<x-y) [pq(z+a) +rs(z+c)] - (pq+rs) (P2_ q2+ r2_ s2)' . 

Eliminiert man hieraus (ex -y) mit Hilfe von (88.1), so erhalt man 

t 2 - - 2(a - c)pqrs (88 3) 
g cp - pq(S2_ r2) (z+a) +rs(p2_ q2) (z+c)' . 

Der Ausdruck (88.2) kann auch fUr a = c benutzt werden, der letzte 
nur fUr a> c (s. § 92). 

89. Die quadratische Funktion 'IjJ, die wir im § 87 aufgestellt haben, 
hat eine bemerkenswerte geometrische Bedeutung, die mit der Gestalt 
der Strahlenabbildung zusammenhangt. Differentiiert man namlich die 
Gleichung (87.1) nach z, so erhalt man, wenn man noch beide Seiten 
mit cos 2 2cp multipliziert, 

dq; dq; 1p 

n de = dz = «A _ 0 2 + 4B2) (z + a)2 (z + C)2' (89.1) 

wobei auf der rechten Seite die Funktion 'IjJ durch die Gleichung (87.5) 
definiert wird. 

Nun bemerke man, daB jedes stigmatische Strahlenbundel, dessen 
Mittelpunkt auf der t-Achse selbst liegt, auf eine Strahlenkongruenz 
des Bildraumes abgebildet wird, die zwei aufeinander senkrecht stehende 
Strahlenbuschel enthalt, deren Mittelpunkte auf der t'-Achse liegen. 
Diese beiden Strahlenbuschel berechnet man, wenn man in den Formeln 
des § 85 einmal ui =-eB , u~ = e(z;' + A) (89.2) 

setzt und das andere Mal 

ui=-aB, u~=a(4+A). (89·3) 

Hierbei sind e und a variable Proportionalitatsfaktoren und zi, z~ sind 
die Wurzeln der Gleichung (85.6), so daB man auBerdem noch hat 

(89.4) 

Die Strahlen der beiden soeben betrachteten Buschel sind Bilder von 
Strahlen des stigmatischen Lichtbundels, von dem man ausgegangen 
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ist. Die Richtungen dieser letzteren Strahlen erhalt man aus den Glei­
chungen (84.1), in denen Xl = x2 = 0 zu set zen ist, durch die Formeln 

pu~ + qu~ 
YI = - Z + a ' 

- pu; + qu~ 
YI = - Z + a ' 

ru; + su~ I Y2=- Z + c ' 
-I -, 

I __ ru, + suo 
h- z+c' 

(89.5) 

in welche man die Werte (89.2) und (89.3) der ui, ui einsetzen muB. 
Es folgt hieraus, daB jedes der obigen Strahlenbuschel das Bild eines 
Strahlenbuschels des Objektraumes sein muB, daB aber diese beiden 
Buschel in Ebenen liegen, die nicht notwendig senkrecht aufeinander 
zu stehen brauchen. Bezeichnet man namlich mit (9 den Winkel, den 
sie miteinander bilden, so hat man 

± cotg (9 = yd!l + Y2Y2 . (89.6) 
Y2Yl - YIY2 

Durch Einsetzen der obigen Werte findet man 

± cotg (9 = 'IjJ , (89 7) 
(ps - qr) (z + a) (z + c) V(A - C)2 + 4B2 . 

und hieraus erhalt man durch Vergleichung mit (89.1) 

(ps - qr)2 cotg2 (9 = 1jJ. n ~~ . (89.8) 

Die Funktion 'If' kann also in sehr einfacher Weise mit Hilfe von (9 

und dcp/dt ausgedriickt werden. 
Die Punkte der t-Achse, fUr welche der soeben eingefUhrte Winkel 

(9 = ~ ist, nennt man Orthogonalpunkte. Die Gleichung (89.7) zeigt, 

daB Orthogonalpunkte im allgemeinen Fane nur vorhanden sind, wenn 
die Gleichung 1jJ = 0 reelle Wurzeln hat und die Gleichung (89.1) lehrt, 

daB es dieselben Punkte sind, fUr welche auch ~~ = 0 ist. 

90. Bis jetzt haben wir die Bilder der stigmatischen Lichtbundel 
des Objektraumes betrachtet. Man kann aber auch ohne viele neue 
Rechnungen das analoge Problem betrachten, das man erhalt, wenn 
man die beiden optischen Raume vertauscht. Es sollen also diejenigen 
Strahlenkongruenzen des Objektraumes aufgestellt werden, die auf stig­
matische Bundel des Bildraumes abgebildet werden. Hierzu mussen 
wir die Gleichungen (84.2) nach den ui auflosen und die so gefundenen 
Werte in (84.1) einsetzen. Die gesuchten Strahlenkongruenzen werden 
dann mit Hilfe der Parameter Yi dargestellt. Nicht nur sind die Resul­
tate. die man erhalt, den fruheren vollig analog, sondern die meisten 
Formeln brauchen gar nicht neu berechnet zu werden. Man erhalt sie 
aus den alten, indem man erst ens z mit z', hierauf tX, Y mit a, c und 
schlieBlich q mit r vertauscht. Man darf aber hierbei nicht vergessen, 
daB z und z' nicht einander entsprechende geometrische Bedeutungen 

b · d t d 1 t'. H' d h d .. F 1 eS1tzen, a z = - un ---, = ---, 1st. 1er urc wer en e1mge orme n n z n 
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erheblich komplizierter. Z. B. erhalt die der Gleichung (87.4) ent­
sprechende Bedingung fUr die Paare von gekoppelten Punkten der 
t'-Achse die Gestalt 

, • -", [(a - c) (P ry2 + qs iX2) - (iX - y) (ps - qr) (pq + rs)] , ~ r ) n n 

( t' t') (90.1) 
+ n' + ~, (a - c) (pry + qs iX) + (a - c) (pr + qs) = o. 

Diese Unsymmetrie erstreckt sich aber nicht auf die Funktion (j), die 
bei den soeben angegebenen Vertauschungen invariant bleibt. 

91. Tordierte und retordierte Systeme. Wir untersuchen zuerst die 
Falle. bei denen (j) + 0 ist, und bemerken, daB wir nach dem § 83 vor­
aussetzen konnen, daB iX > y und a > c ist. Denn mit iX = Y konnte 
man auch pq + rs = 0 nehmen, und dann ware eben C/) = O. 

Fur C/) > 0 ist der Ausdruck pq + rs + 0, da fur pq + rs = 0 die 
Funktion (j) nach (87.6) das Vorzeichen von pqrs, das notwendig 
negativ ist, annehmen miiBte. Die Funktion 'IfJ behalt fur aIle Werte 
von z das Vorzeichen von (iX - y) (pq + rs). Nach (89.1) ist daher 
auch dcp/dt immer eines Vorzeichens, und da tg2 cp gegen Null strebt, 
wenn Iz I unendlich groB wird und auBerdem genau eine Nullstelle fur 

pqc+rsa z= -~----
pq +rs (91. 1) 

besitzt, muB der Winke12cp von 0 bis 2n (bzw. -2n) variieren, wenn 
t die t-Achse beschreibt; der Winkel cp selbst nimmt fUr 'IfJ > 0 von 
Null bis n monoton zu und fur 'IfJ < 0 mono ton ab im Intervall von 
Null bis -n. 

Die Strahlenabbildung heiBt daher in dies em Falle (j) > 0 nach 
GULLSTRAND tordiert. 

Fur (j) < 0 gilt nicht mehr notwendig pq+rs + O. Wir wollen 
aber zunachst - das ist der allgemeine Fall - voraussetzen, daB 
diese Ungleichheit auch hier erfiillt sei. Dann ist wieder tg2cp = 0 
im Punkte (91.1), aber dcp/dt hat nach (89.1) immer dasselbe Vor­
zeichen wie 'IfJ und hat daher in diesem Punkte ein Vorzeichen, das 
demjenigen, welches es fur groBe Werte von I t I annimmt, entgegen­
gesetzt ist. 1st dieses letzte Vorzeichen z. B. positiv, so findet man 
leicht folgendes: Wenn der Mittelpunkt des stigmatischen Bundels die 
t-Achse beschreibt, so wachst der Winkel q; von Null bis zu einem 

positiven Maximum, das jedenfalls <!!. ist, hierauf nimmt er bis zu 
2 

einem negativen Minimum> -!!. ab, urn schlieBlich wieder monoton 
2 

zu wachs en und gegen Null zu konvergieren. 
Das System heiBt dann retordiert. Die Punkte der t-Achse, fur 

welche ~i = 0 ist und also gleichzeitig 'IfJ = 0 ist, sind die beiden 
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Orthogonalpunkte des § 89. Die Schwankung des Winkels q; zwischen 
seinem Maximum und seinem Minimum ist immer kleiner als n. 

Auch dem bisher ausgeschlossenen speziellen Fall 

pq+rs=O, a>c, (X>y 

'entspricht ein retordiertes System. Dann liegt namlich eine der Wur­
zeIn von 'IjJ = ° im Unendlichen, und das Maximum oder das Mini­
mum von q; wird fur t = 00 erreicht. 

Wir verzichten auf ein naheres Studium der tordierten und der 
retordierten Systeme. Bei einem so1chen Studium miiBte man noch 
eineReihe von spezielleren Unterklassen absondern und untersuchen. 
Z. B. muBten die FaIle genau beschrieben werden, bei welchen Identi­
taten zwischen den Richtungskomponenten Yj und Y~ bestehen; letzteres 
kommt namlich vor, wenn (X oder y (aber nicht beide) verschwinden. 

92. Semitordierte Systeme. Wir nehmen nun an, daB die durch 
(87.6) definierte Invariante ([J verschwindet, ohne daB die Funktion 
tg 2 q; eine Konstante ist. 

Wir bemerken zunachst, daB dann sicher 

pqrs =1= ° 
sein muB. Ware namlich z. B. q = 0, so muBte nach (87.6) 

([J = _p2s2r2 = 0, 

(92.1) 

(92.2) 

sein, und nach (83. 6) ist P s =1= 0. Es muBte also notwendig auch r = ° 
sein, und tg2q; ware konstant, namlich Null. 

Zweitens kann nicht gleichzeitig 

pq + rs = 0, pr + qs = ° (92.3) 

sein. Denn man erhalt durch Addition dieser beiden Gleichungen 
(P +s) (q+r) =0, und es ist daher entweder q= -r, p=s oder q=r, 
p = -s. AuBerdem muB, wegen ([J = 0, entweder (X = yoder a = c sein. 
Fur jede einzelne dieser Voraussetzungen ist aber tg2q; konstant. 

Drittens verifiziert man auf ahnlicher Weise, daB tg2q; konstant ist, 
wenn entweder gleichzeitig 

oder gleichzeitig 

ist. 

pq+rs=O a=c 

pr + qs = ° (X = Y 

(92.4) 

(92.5) 

1st also ([J = 0, ohne daB q; konstant wird, so bleiben nur die drei 
folgenden Moglichkeiten ubrig 

(pq +rs) =1=0, (pr+qs)=I=O, a>c, (X> y, (92.6) 

pq+rs =0, pr+qs =1=0, a>c, (X = y, (92.7) 

pq+rs =1=0, pr+qs=O, a=c, (X> y. (92.8) 

Ergebnisse der Mathematik. IV/5. Caratheodory. 7 
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In jedem dieser drei FaIle kann tg2cp durch mindestens eine der bei­
den aquivalenten Formeln (88.2) und (88.3) dargestellt werden. 

Es folgt hieraus, daB sich, wie bei tordierten Systemen, die durch 
die t-Achse und eine der Brennlinien gehenden Ebenen in einem Sinne 
drehen, wenn der Mittelpunkt des stigmatischen Lichtbundels die 
t-Achse beschreibt, daB aber der Winkel 2cp hierbei nur um 11: wachst 
oder abnimmt. 

Der Winkel cp selbst andert sich also um 11:/2, das ist genau die 
Halfte der Anderung, die bei tordierten Systemen vorkommt, und das 
System heiBt deshalb semitordiert. 

93. Bei semitordierten Systemen spielt der Punkt 

t pqc+rsa -=z=----
n pq + rs (93. 1) 

eine besondere Rolle. Fur diesen Punkt hat man namlich gleichzeitig 
B=O und A =C (§ 87). Zahler und Nenner der rechten Seite von (87.1) 
verschwinden. Endlich hat die Gleichung (85.6) eine Doppelwurzel 

z'=-A=-lX+ (pq+rs) (ps-qr) = __ (pq+rs) (ps-qr). (93.2) 
(a-c)qs Y (a-c)pr 

Setzt man diese Werte von z und z' in (85.4) ein, so findet man 

. (93·3) 
[(pq + rs) (ps - qr) -lX (a - c) qsJx~ = (pq +rs) (SXl - qx2) , } 

[(pq+rs) (ps-qr) +y(a-c)prJ;4 = (pq+rs) (-rxl +px2). 

Aus diesen letzten Gleichungen folgt, daB die Abbildung alier stigmati­
schen Bundel, deren Mittelpunkte in der Ebene (93.1) liegen, stigmatisch 
ist. Gleichzeitig haben wir aber auch die Formeln erhalten, durch weIche 
die Abbildung der beiden Ebenen, die durch entsprechende stigmatische 
Lichtbundel ineinander transformiert werden, charakterisiert wird. 

Wir sind jetzt auch in der Lage zu verstehen, wie die tordierten 
und die semitordierten Strahlenabbildungen stetig ineinander uber­
gefuhrt werden konnen, trotzdem die Schwankung von cp scheinbar 
sprunghaft von 11: auf 11:/2 reduziert wird. Wenn namlich die Invariante 
if> > 0 ist und stetig abnehmend gegen Null konvergiert, so gibt es 
Paare von gekoppelten Punkten, d. h. von Punkten, die durch die In­
volution (87.4) ineinander transformiert werden, die gegen einen und 
denselben Punkt konvergieren. Der Winkel cp wachst um 11:/2, wenn 
der Mittelpunkt des stigmatischen Bundels das kleine Intervall be­
schreibt, das die beiden gekoppelten Punkte verbindet. Da aber die 
beiden Brennlinien senkrecht aufeinander stehen, so ist die Figur, die 
aus beiden Brennlinien besteht, nach dem Durchlauf des kleinen Inter­
valls in eine andere ubergegangen, die nur unmerklich von der ersten 
verschieden ist. In der Grenze ist es nicht mehr moglich, festzustellen, 
ob die Drehung um den Winkel 11:/2 stattgefunden hat oder nicht. 
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Der Zusammenhang zwischen semitordierten und retordierten Sy­
stemen kann ganz ahnlich erklart werden, wenn man benutzt, daB 
der Unterschied zwischen dem Maximum und dem Minimum von q; 
in der Grenze gegen n/2 konvergiert. 

94. Es gibt drei verschiedene Arten von semitordierten Systemen, 
je nachdem die Ebenen, die durch entsprechende stigmatische Licht­
bun del aufeinander abgebildet werden, beide im Endlichen liegen oder 
eine von ihnen oder schlieBlich alle beide im Unendlichen. 

Die semitordierten Systeme erster Art erhalten wir aus den Glei­
chungen (83.7) und (83.8), indem wir verlangen, daB die Bedingungen 
u~ = u~ = Odie weiteren Bedingungen u1 = U 2 = ° nach sich ziehen. 
Wir mussen also schreiben 

a=O, c=O, (94.1) 
und nach dem § 83 kannen wir dann die Koordinaten immer so wahlen, 
daB 

pr + qs = ° (94.2) 

sei. Nach (87.1) haben wir jetzt 
t 2 _ _ 2 (pq + rs) 
g cp - (IX - y) z - (p2 - q2) - (r2 - S2) , (94·3) 

und diese Funktion von z ist nur dann keine Konstante, wenn 

pq + rs =F 0, ex> y (94.4) 
ist. 

Ganz ahnlich sind die semitordierten Systeme dritter Art zu be­
handeln. die teleskopisch sind. Man findet die Bedingungen 

ex=y=O, pq+rs=O, (94.5) 

a> c, pr + qs =F 0. (94.6) 
Die semitordierten halbteleskopischen Systeme sind ein wenig kompli­

zierter zu berechnen. Wir mussen verlangen, daB aus u1 =U2 = ° folgt 
Y~ =Y~=O. Aus (83.8) findet man fur U 1 =u2 =0 

(ps-qr)u~ = -asYl +cqY2' (ps-qr)u~ = arYl -CPY2' (94.7) 

Setzt man diese GraBen in die rechten Seiten der Gleichungen (83.7) 
ein und verlangt, daB die Koeffizienten von Yl und Y2 verschwinden, 
so erhalt man 

-exas+(ps-qr)p = 0, 

yar+(ps-qr)q = 0, 
excq+(ps-qr)r=o,} (94.8) 

-ycp+ (ps-qr)s = 0. 

Es folgt zuerst, daB alle GraBen ex, y, a und c von Null verschieden 
sein mussen, und dann auch, daB die Gleichungen (94.8) nur dann 
miteinander vertraglich sind, wenn 

pqc + rsa = ° (94.9) 
ist. Da nach (92.1) die Bedingung p q r s =F ° besteht, kann man also 
schreiben, wenn l einen von Null verschiedenen Parameter bedeutet, 

a = lpq, c = _ },rs, ex = ps - qr ps - qr (94.10) Asq , y = - Apr . 

7* 
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SchlieBlich findet man, daB nach (87.1) .die Funktion tg2tp dann und 
nur dann nicht konstant ist, wenn gleichzeitig 

pq+rs=!=O, pr+qs=!=o (94.11) 
sind. Diese letzten Gleichungen sind gleichbedeutend mit den folgenden 

a =!= c, IX =!= y. (94.12) 

95. Orthogonale Systeme. Wir betrachten nun den Fall, daB f{J 

fur alle Werte von t einen konstanten, wohlbestimmten Wert besitzt. 
1st IX> y, so ist nach (87.1) die Funktion tg2tp nur dann konstant, 

wenn sie identisch verschwindet. Dies liefert die Bedingungen 

pq+rs=O, pqc+rsa=O, (95.1) 
woraus man schlieBt, daB entweder 

pq=o, rs=O (95.2) 
oder a = c sein muB. Bei der zweiten Annahme sind aber die Be­
dingungen (95.2) ebenfalls erfiillt. Denn im Falle a = c kann man die 
Koordinaten immer so wahlen, daB von vornherein q=O ist (§ 83). 
Dann erhalt die Gleichung (87.1) die Gestalt 

- 2rs 
tg 2 tp = (ex. _ y) (z + a) _ (P2 + r2 _ S2) , 

und tg 2 tp ist also nur dann konstant, wenn r s = ° ist. 
1st zweitens IX =Y, so kann man wieder q = ° voraussetzen, und 

man hat 
t 2 - 2rs(z+ a) (95 '1) 
g tp - p2 (z + c) + (r2 _ S2) (z + a) • . J 

Aus (83.6) folgt aber hier ps=!=O, und die rechte Seite von (95.3) ist 
infolgedessen nur dann konstant, wenn entweder rs=O oder a=c ist. 
1m letzteren Fall kann man nach dem § 83 die Koordinaten wieder 
so wahlen, daB q = 0, r = ° ist. In beiden Fallen sind also auch hier 
die Gleichungen (95.2) erfiillt. 

Die Bedingung dafur, daB tg2tp konstant sei, kann infolgedessen 
immer in der Gestalt (95.2) geschrieben werden. Wegen ps-qr=!= 0 
kann man diese Bedingung nach eventueller Drehung des einen der 
Koordinatensysteme urn 90°, wenn man will, in der Gestalt schreiben 

q=O, r=O; (95.4) 

Man kanndann aber nicht mehr voraussetzen, daB gleichzeitig IX::> y 
und a::> c ist. 

Die Gleichungen (84.1) und (84.2) haben jetzt die Gestalt 

Xl = (a + ~)YI + puL X 2 = (c + ~)Y2+ suL l 
( t') t' (t') t' (95.5) 

x{ = 1 + IX r? u~ + PYI r?' x; = 1 + y r? u~ + SY2 r?' 

aus der folgt, daB die Strahlenabbildung in diesem Fall zwei Sym­
metrieebenen besitzt. AuBerdem ist nach (87.5) die Funktion 'IjJ iden-
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tisch Null, woraus folgt (§ 89), daB aUe Punkte der t-Achse Orthogonal­
punkte sind. Die Gleichungen (85.2) haben hier die Gestalt 

p2 ~ 
A=IX-- B=O, C-y--' (95.6) z+a' - z+c' 

die Losungen der Gleichung (85.6) konnen rational geschrieben werden, 
weil die Kurve vierter Ordnung des § 86 in ein Produkt von zwei Hyper­
beln zerHillt. 

96. Da B identisch verschwindet, reduziert sich die Bedingung da­
fUr, daB die Abbildung stigmatisch sei, auf A = C, was auch geschrieben 
werden kann 

(IX - y) (z + a) (z + c) - p2 (z + c) + S2 (z + a) = o. (96.1) 

Die Diskriminante dieser quadratischen Gleichung lautet 

lJI = ((IX - y) (a - c) - (P + S)2) ((IX - y)(a - c) - (P - S)2). (96.2) 

1st lJI < 0, so sind beide Wurzeln der Gleichung (96.1) imaginar, und es 
gibt keine stigmatischen Punkte. 1st lJI = 0, so gibt es einen stigma­
tischen Punkt, der doppelt zu zahlen ist, und fUr lJI> 0 ist ein Paar 
von stigmatischen Punkten vorhanden. 

Man kann fUr den Fall, daB zwei einander entsprechende stigma­
tische Punkte im Endlichen liegen, die Anfangspunkte der Koordinaten 
so wahlen, daB das eine Paar mit den Punkten t = 0, t' = 0 zusammen­
fallt. Es muB dazu a=O, c=O (96·3) 

genommen werden, und das zweite Punktepaar besitzt dann die Ab-
szissen p2 _ S2 t' p2 _ S2 

n eX - 'Y n' p2'Y - S2 eX • 
(96.4) 

Die Abbildung der stigmatischen Ebenen im Falle des zuerst betrach­
teten Paares von stigmatischen Punkten wird durch die Formeln 

t'=t=o (96. 5) 

dargestellt. 
Die Bedingung dafUr, daB das Punktepaar (96.4) mit dem ersten 

zusammenfallt, wird durch 
p2=S2, IX=J=y (96.6) 

ausgedriickt; die Abbildung (96.5) ist dann rotationssymmetrisch. 
1st die Strahlenabbildung fUr das eine Paar von entsprechenden 

stigmatischen Ebenen halbteleskopisch, so muB etwa aus z = 0 folgen 
A =C=O. Dies liefert nach (95.6) die Bedingung 

(96.7) 

und an Stelle der Beziehungen (96.5) miissen wir jetzt schreiben 
1 
7 = t = O. (96.8) 
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Die Bedingung dafiir, daB mit den Werten (96.7) neben dem konstan­
ten Gliede auch der Koeffizient von z in (96.1) verschwinde, lautet 

p 2C2 - s2a2 = O. (96.9) 

Es folgt hieraus wieder, daB das Bestehen einer Doppelwurzel der Glei­
chung (96.1) durch die Rotationssymmetrie der Abbildung (96.8) aus­
gedruckt werden kann. 

Wenn endlich die Strahlenabbildung fur das eine Paar zugeordneter 
stigmatischer Ebenen teleskopisch ist, so muB man schreiben 

IX=y=O, Y~=PYl' Y2=SY2' 
und die Rotationssymmetrie hat dieselbe Bedeutung wie zuvor. 

97. Die GAussschen Systeme. Die Ausfuhrungen des vorigen Para­
graphen verlieren ihre Bedeutung, wenn aIle Koeffizienten der Glei­
chung (96.1) verschwinden. Damit dies der Fall sei, muB man haben 

IX=y, a=c, p2=S2, (97.1) 

und man kann sogar, indem man evtl. noch eine Spiegelung an einer 
der Koordinatenebenen vornimmt, immer erreichen, daB die letzte der 
Gleichungen (97.1) ersetzt wird durch 

P = s. (97.2) 
Nach dem § 83 ist dann die Strahlenabbildung selbst (nicht nur die 
Punktabbildung in den stigmatischen Ebenen des vorigen Paragraphen) 
rotationssymmetrisch, und wir haben den klassischen Fall vor uns, den 
GAUSS in einer beruhmten Abhandlung zuerst untersucht hat71• Aber 
viel wichtiger als diese Rotationssymmetrie ist die Tatsache, daB hier 
iedes stigmatische Strahlenbundel wieder in ein stigmatisches Strahlen­
bundel iibergefiihrt wird und daB die beiden optischen Riiume kolli­
near aufeinander abgebildet werden. 

Unsere Diskussion zeigt ferner, daB hier auch die Umkehrung dieses 
Resultates gilt: Wenn eine lineare Strahlenabbildung die Eigenschajt hat, 
dafJ fedes stigmatische Strahlenbitndel wieder in ein stigmatisches Strahlen­
bitndel transjormiert wird, d. h. wenn das Instrument im Sinne des § 69 
vollkommen ist, dann mufJ die lineare Strahlenabbildung rotationssymme­
trisch, d. h. eine GAusssche Strahlenabbildung sein. 

Die Gleichungen (83.7) und (83.8) haben hier die einfache Gestalt 

yi=IXUi+PYi' ui=aYi+pui (i=1,2). (97.3) 

Man hat ferner mit den Bezeichnungen des § 85 
p2 

A = C = IX - T- , B = 0, (97.4) 
-+a 
n 

und an Stelle der Gleichung (85.6) kann man jetzt schreiben 

(z' + IX) (z + a) = p2 • (97.5) 
71 GAUSS, C. F.: Dioptrische Untersuchungen. Abh. Ges. Wiss. Gottingen Bd. 1 

(1843) S. 1-34. Werke Bd. 5 S.243-276. 
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Fur die kollineare Beziehung der beiden optischen Raume erhalt man 
also aus (85.6) und (85.4) 

t' 
n' 

t -+a 
n 

und es gelten auBerdem die Gleichungen 

, 0.:( t) Yi = P Xi- :nYi + PYi' 

(97.6) 

(97.7) 

AIle diese Formeln k6nnen in bekannter Weise vereinfacht werden, in­
dem man die Anfangspunkte der t- und der t' -Achse verschiebt. 

98. Da wir bei der GAussschen Abbildung ein voIlkommenes Instru­
ment vor uns haben, gilt der Satz des § 69. Es muB also eine Relation 
gelten, die die Gestalt hat 

n'( 1 + ~ (~~;r + ~ (~~fndt' - n( 1 + H~:l r + ~ (dd~2n dt=dP, (98.1) 

worin Peine Funktion von t, Xl' X 2 , ist und die identisch erfullt sein 
muB, wenn t' und die xi durch die Werte (97.6) ersetzt werden. 

Urn die Funktion P zu berechnen, bemerke man, daB nach (81. 2) 
und (81.4) 

ist. wobei 
Q = n t + YI + Y~ , ~ 

2 n 

(98.2) 

(98·3) 

genommen werden muB; eine analoge Formel gilt fur den zweiten 
optischen Raum. Aus den Gleichungen (97.3) folgt ferner 

yidui - Yidui = d X 

X - ~ (U'2 + U'2) _ ~ (y2 + y2) -2 1 2 21 2' 

mit 

Dann erhalt man P durch den Ansatz 

(98.4) 

(98.5) 

(98.6) 

Man druckt dabei die rechte Seite zunachst als Funktion von t', t, Xi 
und Yi aus. Dabei verschwinden die Koeffizienten der Yi' wenn zwi­
schen t' und t die erste Gleichung (97.6) besteht, und man erhalt 

2 P = 2 (n't' - nt) + IX (IX f, + 1 r'I ; x~ , (98.7) 

was auch geschrieben werden kann 

2(~ + a) (n'2 + no.:t) - 2np2t + 0.: (XI + x~) 
2 P = (98.8) 

p2 _ o.:(~ + a) 
Die Differenz der optischen Langen VOll zwei beliebigen Kurven, die 
durch die Transformation (97.6) aufeinander abgebildet werden, hangt, 
wenn man diese Langen aus den Grundfunktionen (81. 3) berechnet, nur 
von den Endpunkten der Kurven ~b. Liegen z. B. die Endpunkte der 
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Kurve des Objektraumes auf einer und derselben der Flachen zweiter 
Ordnung P = const, so haben beide Kurven die gleiche optische Lange. 

Der Grund, weshalb die SchluBweise des § 71 hier nicht angewenqet 
werden kann, ist darin zu suchen, daB Kurven, die in einer Ebene 
t = const liegen, eine unendliche optische Lange haben mussen. 

99. SchluBbetrachtungen. In der Praxis werden nur rotationssym­
metrische Instrumente gebaut. Es scheint also, daB die Betrachtung 
dioptrischer Systeme, die nicht rotationssymmetrisch sind, vollig uber­
flussig ist. Dies ist aber nicht der Fall. Denn wenn man die Strahlen­
abbildung in der Nahe eines Strahles studieren will, der nicht mit der 
Rotationsachse des Instruments selbst zusammenfallt, muB man bereits 
orthogonale Systeme betrachten, wenn der Strahl die Achse schneidet. 
Liegt aber der Strahl winds chief zur Rotationsachse, so hat man es 
sogar mit allgemeinen Systemen zu tun. 

Eine zweite Bemerkung, die unsere ausfuhrliche Behandlung der 
Theorie der ersten Annaherung der Strahlenabbildung rechtfertigt, ist 
folgende. Wenn man die Strahlenabbildung in homogenen isotropen 
Medien untersucht. so entspricht jedem stigmatischen Strahlenbundel 
des Objektraumes eine Strahlenkongruenz mit zwei reellen Brenn­
flachen. Einem Linienelement des Mittelpunktes des stigmatischen 
Bundels entspricht auf jeder dieser Brennflachen ein Linienelement, 
und zwar liegen diese beiden letzteren Linienelemente auf einem und 
demselben Strahl der Kongruenz, namlich dem Strahl des Bildraumes, 
der durch das Linienelement des Objektraumes festgelegt wird. Ihre 
Lage kann also, wenn man zum akzessorischen Problem ubergeht, 
durch die Gleichung (85.6) berechnet werden. 

LaBt man nun das Linienelement des Objektraumes langs eines 
Strahles gleiten, so andem sich dabei die Werte der Koeffizienten ()(, y, 
a, c, p, q, r, s nicht; man kann infolgedessen, wenn man einen bestimm­
ten Strahl des Objektraumes auswahlt, den Mittelpunkt des stigmatischen 
Bundels aber auf ihm vorlaufig nicht festlegt, gleichwohl auf dem zuge­
horigen Bildstrahl die jeweiligen Beruhrungspunkte der Brennflachen fUr 
eine beliebige Lage des Mittelpunktes des stigmatischen Objektstrahlen­
bundels bereits dann immer berechnen, wenn man genugend Daten bei­
sammen hat, urn die Kurve vierter Ordnung des § 86 zu bestimmen. 

Man wird sich nicht wundem, daB derartige GesetzmaBigkeiten fUr 
die Verteilung der Brenn£Iachen vorhanden sind, wenn man bedenkt, 
daB dieses Resultat dem wohlbekannten Theorem ganz analog ist, nach 
welchem die Tangentialebenen langs einer Erzeugenden einer beliebi­
gen Regelflache uberall eindeutig bestimmt sind, wenn man sie fUr 
drei Stellen der Erzeugenden kennt. 

Druck der Spame:'A.-G. in Leipzig. 
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