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Aus der Vorrede zur ersten Auflage.

Am 18. November 1900 feierte Geheimrat Professor Dr. Gustav Bauer
in unverminderter geistiger und korperlicher Frische, noch rastlos titig
im akademischen Lehramte, seinen 80. Geburtstag. Zur Feier dieses sel-
tenen FEreignisses veranstaltete der ,,Mathematische Verein Miinchen®,
der von Studierenden der Universitit und der Technischen Hochschule ge-
bildet wird, einen Festabend und machte gewissermaBen als Ehrengabe
dem Jubilar das Anerbieten, dessen Vorlesungen iiber ,,Algebra‘ im
Drucke erscheinen zu lassen. Herr Professor Bauer erklirte sich damit
einverstanden und kam dem mathematischen Vereine noch weiter ent-
gegen, indem er das vom Verein aus verschiedenen Nachschriften zu-
sammengestellte Manuskript vor der Drucklegung sorgfaltig iiberarbeitete.

Das vorliegende Buch soll demnach nicht nur den Titel ,,Vorlesungen**
fithren, sondern in der Tat Vorlesungen, wie sie gehalten wurden, wieder-
geben. Es ist hervorgegangen aus Vortrigen iiber Algebra, die Herr Pro-
fessor Bauer in der Zeit von 1870—1897 je in Zwischenrdumen von 2—38
Jahren an der Universitdt Minchen gehalten hat. Diese Vorlesungen
waren fiir Studierende im ersten oder zweiten Studienjahr bestimmt. Der
Zeit nach erstreckte sich die Vorlesung jeweilig iiber zwei Semester.

Der Unterzeichnete hat, aus Interesse fiir die Sache, gern dem vom
Mathematischen Vereine Miinchen geduBerten Wunsche Folge geleistet
und die mit der Drucklegung verbundenen Arbeiten auf sich genommen.

Miinchen, Mirz 1908.
Karl Doehlemann.

Aus der Yorrede zur zweiten Auflage.

Drei Jahre nach dem Erscheinen der ersten Auflage dieses Buches, am
8. April 1906 beschlo8 Gustav Bauer, iiber 85 Jahre alt, nach kurzem
Krankenlager sein arbeits- und erfolgreiches Leben. Wenn jetzt, also
schon nach sechs Jahren, seine ,,Vorlesungen iiber Algebra‘ in neuer Auf-
lage erscheinen miissen, so beweist dies, daB das Buch auch in weiteren
Kreisen sich Freunde erworben hat. In der Tat besitzt es eine Reihe eigen-
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artiger Vorziige. Die fundamentalen Theoreme, auf welchen Cauchy,
GauB, Abel, Jacobi und andere das Gebdude der Algebra auffithrten,
gelangen in iiberaus schlichter und einfacher, aber um so wirksamerer Weise
zur Darstellung. Daneben zeichnet sich das Buch aber auch durch eine
gewisse praktische Auffassung aus, welche auch auf die Moglichkeit der
wirklichen Ausfithrung von Rechnungen Riicksicht nimmt, Beispiele ein-
flicht und die Anwendungen in der Geometrie wenigstens andeutet. Dies
kann man namentlich bet der numerischen Auflésung der Gleichungen be-
obachten. Die Graeffesche Methode zum Beispiel wird in keinem Lehr-
buch der Algebra so eingehend erértert.
Doehlemann.

Vorrede zur vierten Auflage.

Durch den allzufrithen Tod des bisherigen Herausgebers der Bauer-
schen Vorlesungen, des verdienten Miinchener Geometers Doehlemann,
machte sich die Bestellung eines neuen Herausgebers notwendig, wenn das
Buch nicht Gefahr laufen sollte, allméhlich hinter dem derzeitigen Stand
der Wissenschaft allzuweit herzuhinken. Der Aufforderung des Ver-
legers, die Herausgabe des Buches zu iibernehmen, bin ich gerne gefolgt,
da ich mir in den Zeiten, als ich noch Algebra zu lesen pflegte, den Ein-
druck gebildet hatte, da das Buch fiir die Hand des Anfingers sehr zu
empfehlen sei und da mir die Vorziige, die Doehlemann in seinen Vor-
reden hervorhob, zum Teil sehr wesentliche zu sein schienen. Es hat sich
aber als notig herausgestellt, sehr viel zu bessern und zu erneuern sowie
zuzufiigen, wenn das Buch modernen Anspriichen geniigen sollte. Fiir die
neue Auflage hatte Herr Doehlemann schon einiges bereitgestellt, ndm-
lich ein Verzeichnis einiger Druckfehler sowie eine aus der Feder des
Herrn Perron stammende Darstellung der Substitutionsgruppen und der
Galoisschen Theorie. Auch diese Darstellung habe ich verwendet und ihr
namentlich im fiinften Abschnitt die Nr. 1 bis 9 des Kapitels 7 und die
Nummern 11—18 des Kapitels 8 entnommen. Wieviel ich aus der
dritten Auflage beibehalten oder entnommen habe, lasse ich unerortert.
Denn ein Leser, den das interessieren sollte, kann es durch einen Ver-
gleich der dritten und der vierten Auflage selbst feststellen.

An der Gesamtauffassung dessen, was Algebra sei, habe ich nichts ge-
dndert. So stehen also nach wie vor die algebraischen Gleichungen im
Mittelpunkt der Darstellung. Nur in der Behandlung der Determinanten
und der quadratischen Formen bin ich, wie das auch schon in der dritten
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Auflage war, etwas weiter gegangen, als es die im Buche selbst behandelten
Theorien nétig gemacht hitten. Ich habe aber hie und da den Leser autf
Originalliteratur verwiesen und wollte ihm im Buche selbst das vermitteln,
was er zum Verstindnis nétig hat. Mit einer gewissen Absichtlichkeit habe
ich in einigen Paragraphen dem Leser die Lektiire von Originalarbeiten
recht nahegelegt. Jeder Studierende muB recht bald lernen, auch Zeit-
schriftenaufsitze zu lesen. In einigen wenigen Paragraphen habe ich
funktionentheoretische Hilfsmittel benutzt. AuBer dem Fundamental-
satz der Algebra sind dies aber nur Darlegungen, die ein Leser, dem das
Funktionentheoretische nicht liegt, iiberschlagen kann, ohne daB ihm im
Rest des Buches dadurch etwas fiir das Verstindnis N6tiges abhanden
kdme. Nur beim Fundamentalsatz der Algebra ist das anders. Ein
Leser, der seinen Beweis aber noch nicht aufnehmen kann, tut gut,
nur den Satz selbst sich anzueignen und sich zu merken, da8 das Folgende
sich durchweg auf Gleichungen bezieht, firr die der Satz richtig ist. Was
aber die anderen funktionentheoretisch gerichteten Paragraphen angeht,
50 wird ein in der Funktionentheorie bewanderter Leser, wohl gerade auch
an ihnen, oder besser an den dort behandelten Sitzen, eine besondere
Freude haben, da gerade sie sehr deutlich zeigen, wo heute im Gebiet der
Algebra echtes, frisches Leben sproBt.

Berlin, Marz 1928.
Bieberbach.
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Erster Abschnitt.

Grundlegende Eigenschaften der algebraischen
Gleichungen.

Erstes Kapitel.
Einleitung.

1.Verinderliche und Funktionen. Man unterscheidet zwischenkonstan-
tenund veranderlichen Zahlen. Erstere haben einen bestimmtenWert,
letztere konnen verschiedene, beliebige Werte aus einem gegebenen Werte-
vorrat annehmen; man bezeichnet dieselben gewdhnlich zur Unterschei-
dung von den konstanten Zahlen durch einen der letzten Buchstaben des
Alphabets z, y, . . . Eine Zahl, deren Wert durch eine oder auch mehrere
Verinderliche oder Variable bestimmt ist, heiBt eine Funktion die-
ser Verinderlichen. Man bezeichnet im allgemeinsten Sinne eine Funk-
tion von einer oder mehrerer Variablen durch

f(@), ¢),..., f(z,y), F(z,¥),...

Die Funktion f(x) kann z. B. durch irgendeinen analytischen Ausdruck ge-
geben sein, in welchen die Variable z eingeht.

2. Rationale Funktionen. Sind in einem analytischen Ausdruck die Varia-
blen nur den elementaren Operationen der Addition, Subtraktion, Multi-
plikation und Division unterworfen, und sind diese Operationen nur in
endlicher Anzahl wiederholt, so heilt der Ausdruck rational, die durch
den Ausdruck dargestellte Funktion heift ebenfalls rational.

3. Ganze rationale Funktionen. Ein rationaler analytischer Ausdruck
stellt eine ganze rationale Funktion dar, wenn er keine variablen Divi-
soren enthilt. Eine ganze rationale Funktion ist mithin durch eine endliche
Summe von Gliedern darstellbar, welche ganze positive Potenzen der
Variablen, multipliziert mit konstanten Koeffizienten, enthalten. Die
groBte Anzahl der Variablen, welche in einem Gliede als Faktoren stehen,
bestimmt den Grad der ganzen Funktion. Statt ganze rationale Funktion
sagt man auch Polynom.

Bieberbach, Algebra 1
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Die allgemeine Form eines Polynoms einer Variablen z ist mithin
Gy + a1 + ay2® + a2 + - -- + a, ™,
WO @y, 4y, Oy, - - - G, beliebig gegebene Konstante sind und m eine ganze
positive Zahl bedeutet. Ist m der groBte der in der Funktion vorkommen-
den Exponenten von z, d. h. also a,, =0, s0 heit die Funktion vom Grade m.
Der Quotient aus zwei solchen ganzen Funktionen
at+bz+cxtt ... kam
A+ Bz} Ca*+..-4 Kan
ist die allgemeinste Form einer gebrochenen rationalen Funktion von z.

4. Mehrere Veriinderliche. Beispiele von Polynome in zwei Variablen
z, ¥ sind a+bz+ oy,

a+bx+cy+da?+exy + fy2,
wo a, b, ¢, . . ., f beliebige Konstante sind ; erstere ist die allgemeine Funk-
tion ersten Grades oder, wie man zu sagen pflegt, lineare Funktion, letz-
tere die allgemeine Funktion zweiten Grades oder quadratische Funk-
tion der zwei Variablen z, y. Eine ganze rationale Funktion aus drei
Variablen z, y, z ist durch eine endliche Summe aus Gliedern von der Form
C P yv 27

dargestellt, wo C eine Konstante, p, g, r ganze positive Zahlen, die Null in-
begriffen, bedeuten. Sie ist vom n-ten Grade, wenn n die gréBte Anzahl
der Variablen ist, die in einem Gliede als Faktoren stehen, oder mit andern
Worten, wenn n der groBte Wert ist, den die Summe p + ¢ + r erreicht.

Eine ganze rationale Funktion f(z, y, 2, . . .) heiBt inshesondere homo-
gen, wenn fir jede Konstante %k die Identitat f(kz,ky, ke, ...)
= k*f(z, y, 2, . . .) besteht, wo n den Grad der Funktion bedeutet. Danun
stehen in jedem Gliede gleich viel dieser Variablen als Faktoren. So sind

az + by,
axr + by + cz
lineare homogene Funktionen von z, ¥ baw. «, y, 2;
az® +bzy + cy® + dzz + eyz + f22
ist eine quadratische homogene Funktion in z, y, 2;
ax® + by 4 ¢zt + dxyz
eine solche vom dritten Grade;
(u + v+ w4+ d)?
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ist homogen in bezug auf die vier GréBen u, v, w, d; aber nicht homogen
in bezug auf drei derselben, z. B. in bezug auf u, v, w.

5. Gleichungen. Sind 4 und B zwei Ausdriicke, von denen der eine nur
eine Umformung des anderen ist, so mu8 fir jeden Wert der in 4 und B
vorkommenden Variablen 4 = B sein. Eine solche Gleichung heifit eine
identische Gleichung. Z.B.

(6 — z)(a + 2) = a? — 22
a* + 202y + y* = 2(z + ay) + y(az +y)
sind identische Gleichungen; sie gelten fiir jeden Wert von a, z, y. Eben-
50 ist (@—b)e+ (b—c)a = (a—o)b
identisch erfiillt fiir jeden Wert von a, b, c.
Sind aber ¢(z) und y(z) zwei Funktionen von «, und stellen wir uns die
Frage, ob dieselben, wenn z variiert, gleiche Werte erhalten konnen, oder

fragen wir, ob die Funktion ¢(z) einen beliebig gegebenen Wert ¢ an-
nehmen kann, so sind damit die Bedingungen gesetzt:

p(z) = p(z), ¢(z) =ec.
Im allgemeinen ist keine dieser Gleichungen eine identische, indem jede,
wenn dies tiberhaupt mdglich, hochstens fiir bestimmte Werte von z er-
fiallt werden kann.
Bringen wir alle Glieder der Gleichung auf eine Seite derselben und
fassen sie- unter ein Funktionszeichen zusammen, so erhilt sie die Form

f(z) = 0.
Diejenigen Werte von z, welche der Gleichung geniigen, heiflen die Wur-
zeln der Gleichung.

Die einfachsten Gleichungen sind diejenigen, in welchen an Stelle von
f(z) eine ganze rationale Funktion der Variabeln steht. Sie haben die

Form
a/o$” + alzn-l + A + Gp 1 & + Gty = O!

wobei die ay, a;, - . ., a, beliebig gegebene, konstante Zahlen sind und n
eine positive, ganze Zahl ist. Die GroBen aq, @y, . - -, a, heiBen die Koef-
fizienten der Gleichung, der hochste Exponent n bestimmt den Grad
der Gleichung. Der obige Ausdruck gibt die allgemeine Form einer ,,alge-
braischen Gleichung* mit einer Unbekannten.

Sie fithren auch zur allgemeinen Definition der algebraischen Funktion.
Denken wir uns, um dies wenigstens anzudeuten, daf die Koeffizienten
flgs Gy - - -, Gy €iner algebraischen Gleichung rationale Funktionen irgend-

1*
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einer neuen GroBe, eines Parameters seien, 80 wird eine Wurzel der
algebraischen Gleichung als ,,algebraische Funktion* dieses Para-
meters bezeichnet. Fine algebraische Funktion y = ¢(z) ist somit durch
eine Gleichung f(z, y) = 0 definiert. Hier ist f(z, y) ein Polynom in «
und y. Alle nicht algebraischen Funktionen heiflen ,,transzendent®.
Solche transzendente Funktionen sind z. B. e2, log(1 + z), sin z, tang =.

Zweites Kapitel.
Komplexe Zahlen.

1. Historisches. Wer auf der Schule mit komplexen (oder, wie man dort
wohl auch sagt, imaginiren) Zahlen rechnen lernt, befolgt den Weg, den
auch die Wissenschaift ging. Er gew6hnt sich allmihlich an das Neue und
Unbehagliche, das zundchst den komplexen Zahlen anhaftet. Er steht
unter dem allméchtigen Trigheitsgesetz des menschlichen Geistes, das
ihn die formalen Rechenregeln auf diese Gebilde anzuwenden treibt, ob-
wohl ihnen bei etwas niherem Zusehen eine reale Bedeutung abzugehen
scheint, obwohl sie in den Anwendungen die Rolle unmdéglicher Losungen
oftmals spielen, und obwohl er nicht einsieht, wieso man mit Unméog-
lichem soll rechnen kénnen. Gerade das ist es, was nachdenkliche Mathe-
matiker vor GauB und rickstindige Képfe nach GauBl immer wieder
gegen die komplexen Zahlen geltend machten. Und doch ging nebenher
die steigende Einsicht, dafl man sie doch nétig habe, ging nebenher die
Erfahrung, da die iiber den Umweg durchs Imagindre gewonnenen Re-
sultate iiber reelle Zahlen sich stets nachtriiglich bestitigen lieBen. Der
Weg durchs Imaginire machte iiberdies einen besonders eleganten Ein-
druck. Aber woher kam dem Unmoglichen diese geheimnisvolle Kraft ?

DaB man die Antwort auf diese Frage erst so spit fand, daB man vor
Gaul so sehr im Dunklen tappte, hat seinen inneren Grund in dem Cha-
rakter der Mathematik in den vorausgehenden Jahrhunderten. In dieser
Zeit war begriffliches Denken den meisten Mathematikern sehr fremd. Ver-
suchte doch noch Euler zu beweisen, dal man alle unméglichen Zahlen
auf die Form z + 4y*) bringen konne.2) DaB man dazu aber vorher aus
der Vorstellung ,,unmdogliche Zahl* einen Begriff machen miisse, daB man
anders zu logischen Schliissen weder eine Unterlage noch ein Recht be-

1) Die Bezeichnung ¢ = ¥/— 1 hat Euler als erster 1777 gebraucht. Indessen
scheint sie sich erst seit GaulB (von 1801 an) eingebiirgert zu haben.
2) Mémoire de I’Académie de Berlin V année 1749. S. 222—288.
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sitzt, war Euler und seiner Zeit fremd. Grob ausgedriickt ist doch fiir uns
heute die Sache so, daB das, was Euler beweisen wollte, gerade erst die
Begriffsbestimmung seines Vorstellungsinhaltes ,,unmégliche Zahl*“ ab-
gibt.

Das Wesen der Sache hat erst GauB erfaBt. Gleich allen groBen Genies
wurzelt er zwar durchaus in der Vergangenheit ), hat sich aber iiber dieselbe
erhoben. Wenn man nun doch heute meist der gleich darzulegenden, auf
W.R. Hamilton (1887) zuriickgehenden englischen Theorie den Vorzug
gibt, so hat dies seinen Grund darin, daB 1n dieser rein arithmetischen
Darstellung die leitenden Gedanken noch klarer hervortreten als in der
GauBschen geometrischen Einkleidung. Ich beginne daher mit dieser
arithmetischen Theorie.

2. Zahlenpaare. An der Spitze steht der Satz: Das Rechnen mit kom-
plexen Zahlen ist ein Rechnen mit Zahlenpaaren. Unter einer
»komplexen Zahl* versteht man ein geordnetes Paar (a, b)
reeller Zahlen?), wofern gewisse Operationen erklirt sind, welche mit
diesen Zahlenpaaren vorgenommen werden sollen. Geordnet heit das
Zahlenpaar, weil (a, b) von (b, a) unterschieden werden soll. Wir wollen
ein derartiges Operieren mit den komplexen Zahlen ,,Rechnen‘‘ nennen.
An sich ist es vollig willkiirlich und ganz unserem Entschluf anheim-
gegeben, wie wir diese Operationen erkliren, und wie wir sie benennen
wollen. Indessen werden wir den Wunsch haben, unsere Wahl durch den
Zweck zu bestimmen, welchen wir mit der Einfithrung der komplexen
Zahlen verfolgen. Wir wollen ja mit den neuen, den komplexen Zahlen
eine Erweiterung des Zahlbegriffes vornehmen. Der Leser hat nim-
lich zweifellos bei der Auflosung der quadratischen Gleichungen, z. B.
schon bei 22 4+ 1 = 0, die Erfahrung gemacht, dal man nicht mit den
reellen Zahlen auskommt. Unsere Zahlenpaare sollen also als speziellen Fall

1) Noch in seiner Dissertation von 1799 finden sich Anklénge daran, daf er noch
nicht voll mit der Tradition gebrochen hat. Erst 1831 ist volle Klarheit nachweis-
bar. Eine sehr gute Darstellung dieser historischen Sachverhalte findet der Leser
in der franzésischen Ausgabe der math. Encyklopddie im Bd. I, 1 8. 837. Hier geben
wir nur so viel, als fiir das Verstindnis der Fragestellung zweckdienlich erscheint.
Erwahnt mag nur noch werden, daf der Diane C. Wessel schon 1799 in einer Schrift,
die unbeachtet blieb, eine ausfiihrliche Theorie der komplexen Zahlen auf geometri-
scher Grundlage entwickelte. Wenn er so auch Gaufl voranzustellen wire, der sich
mit knappen Andeutungen begniigt, so hat doch anderseits Wessels Arbeit gar
keinen Einfluf ausgeiibt. Es war vielmehr die Anregung von Gaufl, dessen An-
deutungen die intelligenten Mathematiker auch ohne Wessel durchzufiithren ver-
standen.

2) Es wird gewdshnlich in der Form a - 1b geschrieben, eine Schreibweise, auf die
uns auch unsere weiteren Betrachtungen hinfiihren werden.
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die gewohnlichen reellen Zahlen, in nur etwas anderer Bezeichnung, unter
sich begreifen. Die Rechenoperationen sollen demnach weiter so formu-
liert werden, daB sie in Anwendung auf die gewéhnlichen Zahlen, die wir
weiter als die reellen Zahlen bezeichnen, zu denselben Resultaten fiihren,
wie die dort iblichen, Addition und Multiplikation genannten Operationen.
Weiter werden wir den Wunsch haben, daB fir Addieren und Multipli-
zieren nicht nur in diesem Spezialfall, sondern itberhaupt soweit als mog-
lich unsere gewohnten Rechenregeln, Axiome der Arithmetik genannt, be-
stehen bleiben. Wir werden beweisen, dal die folgenden Festsetzungen
diese ,,Permanenz der formalen Regeln‘‘!) gewiihrleisten.

Das Zahlenpaar (a, 0) lassen wir der gewohnlichen Zahl a entsprechen
und verabreden, statt (a, 0) auch kurz a zu schreiben: (a, 0) = a.

Unter der Summe (a, b) + (¢, d) der beiden komplexen Zahlen (a, b)
und (c, d) verstehen wir die Zahl (a + ¢, b + d). Also wird unserem
Wunsche entsprechend insbesondere

(@, 0) + (¢,0) = (@ + ¢,0) = a 4 ¢.

Unter dem Produkt (a,bd) - (¢, d) verstehen wir die komplexe Zahl
(ac—bd, ad + bc). Dann ist insbesondere, wie es sein sollte, (a, 0) - (¢, 0)
== (ac, 0) = ac.

3. Rechenregeln. Man sieht ohne weiteres, da8 fiir diese Erklarungen das

kommutative, assoziative und distributive Gesetz bestehen bleiben, da8
also fiir die Zahlenpaare & = (a, b), 8 = (¢, d), y = (e, f) die Gesetze

a+pf=f++a kommutatives Gesetz der Addition
e =8« kommutatives Gesetz der Multiplikation
@+ +y=c+ B+ assoziatives Gesetz der Addition
(@-B)-vy=a-(B-7 assoziatives Gesetz der Multiplikation

e (B+y)=aB+ea-y  distributives Gesetz

in Geltung bleiben. Wir iiberlassen dem Leser die Aufgabe, die zur Prii-
fung notige kleine Rechnung auszufiihren.

Wir verabreden weiter, die hiufig vorkommende komplexe Zahl (0, 1)
kurz mit ¢ zu bezeichnen. Dann wird

(a,b) =(a,0) + (0,b) =a +b-(0,1) = a + 1b.

Ferner aber wird 42 = (0,1) - (0,1) = (—1,0) = —1.
Wir konnen also auch ¢ = J — 1 schreiben, und damit haben wir den An-
schlufl an die tibliche Schreibweise a -+ ib der komplexen Zahlen erreicht.

1) Dieser Ausdruck stammt von Hermann Hankel, der 1867 durch seine
» Theorie der komplexen Zahlensysteme** sehr férdernd gewirkt hat.
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Wir haben nimlich dargelegt, woher man das Recht nimmt, so zu
schreiben.

a heiBt der Realteil, b der Imaginirteil der komplexen Zahla = a + +b.
Man schreibt @ = R(e) und b = J(a).

Zwei komplexe Zahlen sollen nur dann gleich heifien, wenn sie identisch
sind. Sie stimmen also stets in Realteil und in Imaginirteil iiberein.

Die Zahl @ = @ — 1b heifit zu @ = a + tb konjugiert. Stets werden
wir die konjugierten Zahlen durch Uberstreichen bezeichnen. Eine
Zahl heifit reell, wenn ihr Imaginiirteil verschwindet. Sie heifit rein
imaginér, wenn ihr Realteil Null ist. Fiir reelle Zahlen und nur fiir sie
ist also @ = @; rein imaginire Zahlen dagegen sind durch ¢ = — & ge-
kennzeichnet. Stets ist also ¢ 4+ d@ = 2R (a) reell und ¢ —a =2:§(e)
rein imaginir.

Es gibt eine einzige komplexe Zahl Null, die der Gleichung

e+ &=«
geniigt. Das ist natiirlich die reelle Zahl Null. Um das einzusehen, hat
man nur auf beiden Seiten der Gleichung — ¢ zu addieren (— a = —1 - @).

Ebenso ist die reelle Zahl Eins die einzige Losung der Gleichung ¢& = ¢,
wenn a == 0 ist.
Man hat, um das einzusehen, nur beide Seiten mit

a
b=atw
zu multiplizieren. Wir wollen diese Zahl fortan mit % bezeichnen, weil
ja B-a =1 1ist. Denn es ist ja a® + b2 = a - . Dabei ist vorausgesetzt,
daB « 4= 01ist, d.h. daB nicht a und b gleichzeitig verschwinden, d. h. da8

a? 4 b2 <=0 ist. Denn sonst geniigt ja jede Zahl unserer Gleichung e =ea.
Ein Produkt kann nur dann verschwinden, wenn ein Faktor ver-

schwindet. Denn wenn ¢ <= 0 ist, aber doch ¢& = O ist, somu £ =0- %
= 0 sein, wie man durch Multiplikation beider Seiten der Gleichung mit
711— erkennt.

Damit sind alle Axiome, deren Aufzihlung der Leser etwa in meinem
Leitfaden der Differentialrechnung auf S. 12/18 nachlesen mége, als giiltig
erkannt. Nur die Monotoniegesetze sind noch nicht besprochen. Es soll
nicht niher davon die Rede sein, daB sie tatsichlich nicht mehr gelten,
oder besser gesagt, daB die Relationen gré8er und kleiner im Gebiete der
komplexen Zahlen nicht erklirt werden, da man ihrer nicht bedarf. Wollte
man sie doch einfithren, so wiren sie sigher nicht mehr in der vom Reellen
gewohnten Art mit den Rechenregeln verkniipft.
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4. Einzigkeit. der komplexen Zahlen. Wir haben also eingesehen, da8 un-
seren urspriinglichen Forderungen durch unsere Festsetzungen geniigt
wird. Manchem Leser wird es aber nicht recht erklirlich sein, wie man auf
diese Festsetzungen kommt, und er wird sich fragen, ob es nicht noch an-
dere Festsetzungen gibt, welche dem gleichen Zweck geniigen. DaB man
es gerade erst einmal mit unseren Festsetzungen versucht, hat seinen
Grund darin, daB es ja gerade die Festsetzungen sind, auf die man st68t,
wenn man ganz naiv z. B. auf der Schule mit ©* = — 1 und den anderen
Regeln an die komplexen Zahlen herantritt. Ob es aber die einzigen Fest-
setzungen sind, die den Bedingungen geniigen, das ist eine Frage, die noch
nicht restlos geklirt ist. Bisher hat nur gezeigt werden kénnen, daf unter
gewissen Voraussetzungen keine weiteren wesentlich anderen Festsetzun-
gen mehr moglich sind. Diese Voraussetzungen halten daran fest, daB
Summe und Produkt eindeutige und stetige Funktionen der Summanden
bzw. Faktoren sein sollen. Damit ist folgendes gemeint: Real- und Ima-
ginirteil von Summe und Produkt sollen eindeutig und stetig durch Real-
und Imaginirteil der Summanden bzw. Faktoren bestimm$ sein.?)

Das Zahlensystem kann nicht dadurch aufs neue erweitert werden, da8
man etwa Zahlentripel usw. heranzieht. Denn man kann beweisen?), da8
man auf keine Weise fiir derartige Gebilde die Rechenprozesse so erkliren
kann, daB alle Rechenregeln bestehen bleiben.

5. Bedeutung der komplexen Zahlen fiir die algebraischen Gleichungen.
Die hohe Bedeutung der komplexen Zahlen kommt so recht im Fundamen-
talsatz der Algebra zum Ausdruck. Zwar werden wir erst spiter einen Be-
weis dafiir kennenlernen, doch wollen wir jetzt schon den Satz formu-
lieren und ihn in einfachen Fillen bestitigen. Nach diesem Satz hat jede
algebraische Gleichung mit komplexen Koeffizienten mindestens eine
{komplexe) Wurzel. Namentlich also haben die Gleichungen z + ¢ = 8
und ze¢ = f§ mit ¢ < 0 genau eine Wurzel. So sind nun auch Subtraktion
und Division eindeutig erklirt. Wir wollen die Lisungen mit §-— a und

g bezeichnen. Seietwaa = a + tbund B = ¢ + 1d, so sind die Lsungen
. 1 . .
B—a=a—c+i(b—d) und —é:m-(c—{—@d)-(a—@b).

Das bekommt man im ersten Fall dadurch heraus, daf8 man rechts und
links ¢ addiert. Damit ist auch gezeigt, dafl die angegebene die einzige
Losung ist. Im Falle der Gleichung ze¢ = § multipliziert man rechts und
links mit der zu ¢ konjugiert imaginiren Zahl 4. Dann wird zed = fd.

1) Vgl. meine Arbeit in Mathematische Zeitschrift Bd. 2 (1918) S. 171—179.
2) Frobenius, Crelles Journal Bd. 84 (1878).
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. qe - . . 1 1 w
Nun multipliziert man rechts und links mit — = Pt So erhilt man

dann rechts die Zahl ;15 Ba=f- %, die wir mit % bezeichnen. DaB

fir das Rechnen mit solchen Briichen die gewohnten Regeln gelten, sieht
man leicht ein.

Leicht erkennt man nun auch, da8 alle quadratischen Gleichungen mit
reellen oder komplexen Koeffizienten losbar werden. Wenn man an den
Herleitungsprozef fiir die Auflssungsformel der Gleichung zweiten Gra-
des denkt, so erkennt man, daf man nur zu zeigen hat, wie man nun
aus jeder komplexen Zahl die Quadratwurzel ziehen kann. Soll aber etwa

(x+1y)2=a+ b

sein, so findet man daraus 2*—y* =a

Also wird =z = :E:Va_i-l/;-ﬂ, Y= :{:VKT;%M.

Die Wahl der Vorzeichen ist durch die Bedingung 2zy = b festgelegt.

Diese Sachverhalte zeigen deutlich den Nutzen, den die Heranziehung
der komplexen Zahlen fiir die Algebra bietet. Denn bei Verwendung von
nur reellen Zahlen wiirden nicht alle Gleichungen Wurzeln besitzen.

6. Geometrische Deutung der komplexen Zahlen. Die komplexen Zahlen
z = & + iy bilden eine zweiparametrige Schar: (z, ). Will man sie also
geometrisch deuten, so wird man dazu nicht wie bei den reellen Zahlen
eine Zahlengerade benutzen. Man wird vielmehr eine Zahlenebene
heranziehen. Das hat zuerst GauB getan. Sieheiflt daher auch die GauB-
sche Zahlenebene. Die komplexe Zahl & = a + 4b = (a, b) bestimmt den
Punkt P mit den rechtwinkligen Koordinaten £ = ¢ und y = b und den
Vektor OP (0 Koordinatenanfang).!) Auf der z-Achse werden dabei die
reellen, auf der y-Achse die rein imaginiren Zahlen aufgetragen. Daher
heiBt die z-Achse auch reelle Achse, die y-Achse aber imaginire
Achse. Der Realteil einer komplexen Zahl erscheint wieder als z-Kom-
ponente, der Imaginirteil als y-Komponente des zur komplexen Zahl ge-
horigen Vektors. Es ist reizvoll, sich die Rechenprozesse geometrisch zu
veranschaulichen. Seien z, und 2, die Koordinaten zweier Punkte, die wir
kurz mit 2, und 2, bezeichnen wollen. Man erhdlt dann den Punkt
23 = 2, + 2, nach der Konstruktion des Parallelogramms der Krifte. Man

1) Unter einem Vektor versteht man bekanntlich eine mit einem Durchlaufungs-
sinn versehene Strecke, kurz eine gerichtete St recke.
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legt namlich durch 2, als Anfangspunkt einen Vektor, der mit dem Vektor
2z, in Richtung und Linge iibereinstimmt. Er endigt im Punkte z,. DaB
man dabei auch 2z, und z, ihre Rollen vertauschen lassen kann, leuchtet
geometrisch ein und bringt das kommutative Gesetz der Addition zur An-
schauung. Alles weitere entnimmt der Leser der Fig. 1, wo die drei Vek-
toren 0z, 2,25, 025 ein Dreieck bilden.

Die Zahl -z bestimmt einen Vektor, der die entgegengesetzte Riech-
tung, aber die gleiche Linge wie der Vektor z besitzt. Danach wird der

)

Fig. 2. Fig. 3.

Leser die geometrische Bedeutung der Subtraktion aus Fig. 2 ablesen:
2 =2—2 =2 + (—2).

Die Zahl z geht durch Spiegelung an der reellen Achse aus der Zahl z
hervor. Fig. 3 bringt das zur Anschauung.

Um sich nun in dhnlicher Weise die Multiplikation zu verdeutlichen,
tut man gut, Polarkoordinaten einzufithren. Die Linge des Vektors z

wird r = + Va? 4+ 42 = + V2z. Diese Zahl heiBt absoluter Betrag
von z und wird nach Weierstra8 wie im Reellen mit | z | bezeichnet. Fiir
reelles # fallt néimlich diese Erklirung des absoluten Betrages mit der iib-
lichen zusammen. Wir fithren weiter in der komplexen Ebene einen posi-
tiven Drehsinn ein. Wir legen ihn durch die Forderung fest, daB durch
Drehung um den Winkel #|2 im positiven Sinn die positive z-Richtung
in die positive y-Richtung itbergefithrt werde. Dann sei ¢ der Winkel, um
welchen man in positiver Richtung die positive z-Richtung zu drehen hat,
um sie in die Richtung des Vektors z iiberzufithren. Wichtig ist die Be-
merkung, dafl dieser Winkel nur bis auf Vielfache von 27z bestimmt ist.
Da also jedem Wert von z Werte von ¢ zugehéren, so ist ¢ eine Funktion
der komplexen Veriinderlichen z, die wir mit arg z (lies Argument von 2)
bezeichnen wollen, und zwar ist ¢ = argz eine unendlich vieldeutige
Funktion von 2, insofern als zu jedem Wert z unendlich viele Winkel ¢



1,2, 7. Potenzen und Wurzeln 11

gehodren, die sich voneinander um Vielfache von 27 unterscheiden. Mit
Hilfe von |z| = r und ¢ 148t sich nun z = z + 1y so darstellen

T=rcosp, y=rsing, z=)]|z|(cosg -+ ising)?)

Hat man nun zwei komplexe Zahlen z; und 2z, zu multiplizieren, so
erhilt man

712, = | 21 |2;] (CO8 @, €08 @, — sin @y 8in @y -+ 4 [0S @; 8N @, -+ 08 P, 8ing,])
= |21] |2,] (005 (@1 + @2) + 9 8in (p, + ‘Pz))-

Man sieht also, daB der absolute Betrag des Produktes dem

Produkt der absoluten Betrige der Faktoren gleich ist:

|21 - 23] = |21] - 25| und daB das Argument des Produktes der

Summe der Argumente der Faktoren gleich ist: arg(z - 2,)

= arg z; -+ arg z,.

Wir kommen zur Division, und beginnen da Imt —. Man hat 1_z

&z
\"\’ Da aber |z| = |7 | und arg z = — arg 7 ist, so Wu'd ’ ‘ = l—z—lund
arg (%) = —argz Daher wird nun ?‘—:—?—j und arg (?) = arg 7
21 2 2
— arg z,. Denn man hat ja ?: ‘zz’z‘; Man erhilt also den abso-
2

luten Betrag eines Quotienten als Quotient der absoluten
Betrage und das Argument des Quotienten als Differenz der
Argumente von Zihler und Nenner.

Die gegenseitige Lage der Punkte 2z und —1— kann man sich an Hand der

folgenden Konstruktion klarmachen. Man konstruiere (Fig. 4) zunichst
den Punkt 2/, der aus z durch Transfor-
mation nach reziproken Radien am Kreis
vom Radius Eins um 2z = 0 hervorgeht.?)
Da in Fig. 4 das Dreieck 02’ T bzw. 02T
bei T rechtwinklig ist, so entnimmt man
sofort dem Kathetensatz, daf tatsichlich

|z] |2’ =1, daB also |2'| ='~1—]. Dabei ist
{
aber noch arg z’ = argz. Spiegelt man

also noch 2’ an der reellen Achse, so erhilt man lz = z’. Nebenbei be-

merkt ist also 2’ = %

1) Hiufig ist es bequemer, statt des arg z den Faktor cos ¢ - 4 sin ¢ heranzu-
ziehen. Er spielt bei den komplexen Zahlen offenbar dieselbe Rolle wie das Vor-
zeichen bei den reellen Zahlen und wird daher auch mit sign z bezeichnet (lies signum

von z). Also setzen wir sign z== cos ¢ - 1 8in g= £ signz ist im Gegensatz
zu arg z eine eindeutige Funktion von z. l2]
2) Die Winkel 0z T und 0 T2’ sollen also rechte Winkel sein.
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7. Potenzen und Wurzeln. Wir wenden die gefundenen Ergebnisse noch
auf Potenzen und Wurzeln an. Sei 7 eine ganze positive Zahl. Dann hat
man (cos ¢ -+ % sin ) = cos ne + 1 sinng. Denn cos ¢ + 4 sin ¢ hat den
absoluten Betrag Eins. Wendet man nun auf (cos ¢ + 4 sin ¢)* den bino-
mischen Lehrsatz an und trennt dann Real- und Imaginérteil, so findet man
die bekannten Darstellungen von cos ng und sin ng durch cos ¢ und sin ¢.

Betrachten wir nun ¥a, so wird der absolute Betrag von ¥a die positiv
genommene n-te Wurzel aus dem absoluten Betrag von a. Das Argument
von Va hingegen wird der nte Teil des Argumentes von a. Dabei kommt
aber nun wesentlich zur Geltung, daB argz eine unendlich vieldeutige.
Funktion von zist. Die verschiedenen Werte von arg a unterscheiden sich
voneinander um Vielfache von 2x. Teilt man sie alle durch #, so erhilt

man Werte, die sich voneinander um Vielfache von gg unterscheiden.
Seien etwa @ + 2hx die Werte von arg a, so werden % +h 277 die Werte

von arg (J/a). Diesen Winkeln entsprechen im ganzen n verschiedene

. . . 2
Richtungen in der z-Ebene. Denn von den n Winkeln i:—, % + —7{3 R
—2 + 2%?, cee % 4+ (n —1) ?nf unterscheiden sich alle anderen %;ﬂ nur

um Vielfache von 2z. Demnach gibt es n verschiedene Zahlen, deren
n-te Potenz @ ist. Sie liegen sdmtlich auf einem
Kreis vom Radius [{/[a]| um den Punkt z = 0 und
bilden auf ihm die Ecken eines regulidren n-Ecks.
Wir bringen in Fig.5 den Fall a =1, n = 5 zur
1 Anschauung. Die fiinf dort angegebenen Zahlen
sind die fiinf Wurzeln der Gleichung 2°—1 = 0.
Allgemein hat so die Gleichung 2* — a = 0 genau
n voneinander verschiedene Wurzeln. Wir finden
E, also bei dieser Gleichung den Fundamentalsatz
Fig. 5. der Algebra bestitigt.

8. Absoluter Betrag. Die Betrachtung der absoluten Betrige bei Summe
und Differenz fithrt zu einigen wichtigen Ungleichungen. Aus dem Drei-
eck 0z, 2; der Fig. 1 liest man sofort ab, daB

125 = || + 2],
und daf l25] = |21 — |2s]
ist. Der absolute Betrag einer Summe ist also héchstens der

Summe der absoluten Betridge und mindestens der Differenz
der absoluten Betrige der Summanden gleich. Dies ergibt
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sich sofort, wenn man beachtet, daBl die absoluten Betrige einfach die
Liangen der Dreiecksseiten sind, und daf also unsere Ungleichungen be-
kannte Beziehungen zwischen den Dreiecksseiten zum Ausdruck bringen.
Wenn aber die drei Vektoren alle auf eine Gerade fallen, so kommen in
den Ungleichungen bekannte Lingenbeziehungen zum Ausdruck, die ja
schon die geometrische Bedeutung der entsprechenden Ungleichungen aus-
machen. Man erkennt auch, daB in der ersten Ungleichung das Gleichheits-
zeichen nur stehen kann, wenn alle drei Vektoren gleich sind, und daB es
in der zweiten nur dann eintritt, wenn 2, und 2z, verschiedene Richtung
haben, aber auf derselben Geraden liegen, und wenn gleichzeitig 2, keinen
kleineren Betrag hat als z,.

Will man diese Abschidtzungen rein rechnerisch ohne Bezugnahme auf

eine geometrische Deutung beweisen, so kann man etwa so vorgehen.
Die Schwarzsche Ungleichung lehrt, daB fiir reelle Zahlen z;, v,

@) (Cay) < Zx}- Xy}
ist. Denn esist fiirreelles 1 X'(z; + 2y,)® = 0. Also
©) Zal 4+ 242,y 4+ 2Ty 2 0

Daraus folgt (1), weil sonst die linke Seite von (2) fir zwei reelle ver-
schiedene A verschwiinde und daher auch fiir passende Werte von 4 nega-
tiv wiirde. Aus (1) folgt

oy < V Em? VZ?
und Z:C,-yi _2_— b Zm? VE?—/_?’

wo die Wurzeln positiv sein sollen. Setzt man z,=%,+ 1%, 23=141+ ¥,
0 ist hiernach

— 2z | |2| S 217, + 2,7, = 22| |2

Daher ist auch
(3) |22 + |22 — 2 21| [22] = 2175 + 251 + |a1* + |2l und
(4) 717 + 25 + |42+ |22 = |4 + |2+ 2]a] 2]
Also ist nach (3)

{al— [zz|}2 = (5 + 2)(E + 7o) = |25 + 2%

d. h. 12, + 2| 2 |&1] — |2l
Ferner ist nach (4) |2y + 23] = |2l + |22]-

Damit sind beide Behauptungen bewiesen.



14 Drittes Kapitel: Ganze rationale Funktionen

Drittes Kapitel.
Ganze rationale Funktionen.

1. Abschitzung fiir gro8e |z|. In der ganzen Funktion
f(e) = dgem + Ayznt + - -+ 4,, (4de=+0)
wo die Koeffizienten A reelle oder komplexe Zahlen sind,
kann man immer den absoluten Wert von 2z so grof wihlen,
daB der absolute Wert des hochsten Gliedes Ay2" beliebig
vielmal gréBer wird als der absolute Wert der Summe aller

folgenden Glieder. Mit anderen Worten: Zu jeder Zahlk > 0
gehort ein R > 0,80 daf fir |[2| = R

[} 1 1 A n iS.
| o] > k| dyzn=1 4 -+ A,| st

Sind ay, @, dq, . . . die absoluten Werte von 4, 4,, 4,,... und ist r
der absolute Betrag von z, dann ist der absolute Wert der einzelnen Glie-
der von f(z)

T, G TPl anrn? L und es ist
077~ gt e = Ayl 4 Apenm? -]
Soll also {dozn| > k- |Ayzn—t 4 dgzn—? 4 .-+ |

sein, wo k eine beliebig gegebene positive Zahl, so wird diese Bedingung
immer erfiillt sein, wenn r der Bedingung geniigt,

ao?® > k(a7 4 art2 4 ... 4 a,).

Ist b die groBte der Zahlen a,, . .. a,, so wird diese Ungleichheit um so
mehr erfiillt sein, wenn wir 7 so wihlen, daf
O™ > kh(rm—t 4- =2 4 ... 4 1),
. rm—1
d.i. >k (T5),
oder endlich, wenn wir r > 1 und

rn
n>_T |
@™ = kh

verlangen, d. h. ag = '17?}1’

annehmen. Hieraus ergibt sich, da, wenn
= kh +1=R
L7}

genommen wird, die Aussage obigen Satzes erfilllt ist, indem sodann der
absolute Wert des ersten Gliedes 4,2 jedenfalls kmal groBer ist als der
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absolute Wert des folgenden Teiles; k kann hier beliebig groBe Zahl sein.
Da demnach der absolute Betrag des zweiten Teiles bei wachsendem r
beliebig klein im Verhéltnis zu aqr® werden kann und der absolute Wert
einer Summe zwischen der Summe und Differenz der absoluten Werte
der zwei Summanden liegt, so 18t sich obiger Satz auch so aussprechen:

Man kann immer R so grof8 wihlen, da der absolute Wert der ganzen
Funktion f(2) fir |z| = B zwischen die Schranken

agr”(1 +¢) und ayrt(1 —e)
fillt, wo ¢ eine gegebene zwischen 0 und 1 gelegene Zahl ist.

2. Abschitzung tiir kleine |z]. Die ganzerationale Funktion f(2) sei
nach steigenden Potenzen von 2z geordnet und 2™ die niedrig-
ste Potenz von 2z, welche f(2) enthilt, also

f(2) = dygzm + A g™t - - 4,2mt?, 4,==0.

Man kann immer den absoluten Wert von 2z so klein wéh-
len, daB der absolute Wert des ersten Gliedes beliebig viel-
mal gréBer wird als der absolute Wert der Summe der fol-
genden Glieder. Mit anderen Worten, zu jedem k& > 0 gehort ein
R > 0,s0daB fur |z2| < R

|Agz™| > k| Ayzm™+t oo 4 A zmto|,

Der Beweis ist dem des Satzes in 1. ganz analog. Behilt man dieselben
Bezeichnungen bei, so ist der Satz erwiesen, wenn 7 so bestimmt werden
kann, da Qpr™ > k{arm+l 4 ... g rmtP).

Ist h die groBte der Zahlen a, - .. a,, %0 ist diese Ungleichheit jedenfalls
erfiillt, wenn agr™ > Kh(Fm+t 4 . .. ymis),

d.i. > kh - 11_ ”
-_r

. ,rm+1

oder auch, da hier r < 1 vorausgesetzt werden kann, wenn

1
agr™ > kh - i __r-r""“,
r
ag > kh p—
. Qg _
Hieraus folgt, da8, wenn r< T RE = R

genommen wird, der absolute Wert von 4,2 wenigstens k-mal so gro8
ist als der absolute Wert der Summe aller folgenden Glieder.
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Da k eine beliebig groBe Zahl sein darf, so kann man auch diesen Satz
in der Form aussprechen:

Ist & eine beliebige gegebene zwischen 0 und 1 gelegene Zahl, so kann
R so gewihlt werden, daBl der absolute Wert der Funktion

f(z) = Ag2z™ + -- - 4, 2m+?
fiir |2] < B innerhalb der Grenzen
aor™(1 + &) liegt.
3. Die Abgeleiteten. Setzen wir in der Funktion
f&) = Aoz + Ayt - A,
2z + h an die Stelle von 2, so wird
fz+ 1) = dole + B + Aye + B3 oo 4 Aoy(o+ B) + Ao

Entwickeln wir nun die Potenzen von z -+ & nach dem binomischen Lehr-
satz und ordnen den Ausdruck nach Potenzen von k, so ergibt sich

e+ M=) +1@)-h+1"() - fog+ F(0) oy 1) - o,

wobei

Fe) =ndezrt+ (n—1)4,2"2 + (n— QA28+ ...+ 4, ,,
7@ =nn—1D4gz" 2+ n—1)(n—242" % +..-4+1-2-4, _,,
f@ =nmn—1)n—2)4¢2" %+ (n—1)(n —2)(n—8) 42" % + -+

+1-2-8-4,,

...........................

f(n_l) =7’L(7L———1)---2.AOZ+ (’n,—l)(’n——Q)...l'Aly
f<")._—_'n(’n—1)...1'Ao-

Die Funktionen f'(z), f’(2), . . . sind mithin ganze Funktionen von z
vom Grade n—1, n—2,.... Sie heiflen die erste, zweite, ... Abge-
leiteten (Derivierten) von f(z). Die n-te Abgeleitete ist eine Konstante.
Die erste Abgeleitete f'(z) geht aus f(z) hervor, indem man jedes Glied
mit dem Exponenten von z multipliziert und diesen um die Einheit ver-
mindert. Nach demselben Gesetze geht () aus f'(2), f'"'(¢) aus f'(2)
hervor. Es ist also auch f’(z) die erste Abgeleitete von f'(2), () die
erste Abgeleitete von f”/(2) und die zweite Abgeleitete von f'(z) usf.
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4. Stetigkeit. Nun folgt aus obiger Gleichung fir f(z 4+ k)

fet W) =10 =16 b+ 1@ g+ + 1O gy

Die Koeffizienten dieser Reihe, f'(2), (), . .., sind ganze Funktionen
von z, haben also fiir jedes endliche 2z einen bestimmten endlichen abso-
luten Wert. Dann folgt aber aus 2., daB man den absoluten Wert von &
0 klein wihlen kann, da8 auch der der ganzen Reihe auf der rechten Seite
der Gleichung und also auch der absolute Wert von f(z + &) — f(2) kleiner
wird als eine beliebig kleine gegebene GroBe. Esist mithin jede ganze
rationale Funktion f(¢2) eine stetige Funktion fiir alle end-
lichen Werte von 2.

5. Differentiation. Aus der Entwicklung von f(z 4 %) in eine Reihe nach
Potenzen von £ (3.) ergibt sich

AR =TE _ ) + 1) - £og - -

Da nun die Reihe f(2) - % + --- sich bei konstantem 2z mit h stetig

dndert, fir hinreichend kleine Werte von % unter eine beliebig kleine ge-

gebene GroBe herabsinkt und mit  zugleich verschwindet, so ersieht man,

f(z+h)—1(2)
k

daB, wenn k& zu Null abnimmt, gegen den Grenzwert f'(2)

konvergiert. Man driickt dies durch die Gleichung aus
. h)— ,
lim fz+4 })l 1(2 — f (Z).

h->0

Hierdurch ist die Abgeleitete der ganzen Funktion f(2) definiert als der
Grenzwert des Verhiltnisses der Differenz der Funktionswerte f(z + h)
— f(2) zur Differenz h der Werte der Variabeln, wenn diese Differenz bis
zu Null abnimmt.

Aus dieser Definition von f'(z) ergeben sich sogleich folgende Sitze:

a) Die Abgeleitete von a - f(2), wo a eine Konstante , ist a - f'(2).

Die Abgeleitete von a - f(2) + b, wo b ebenfalls konstant ist, hat den-
selben Wert a - f'(2).

b) Sind ferner P, @, R, . .. endlich viele ganze Funktionen von 2z und ist

f&)=P+Q@+E...,

und bezeichnen wir mit P,;,Q,, R,,... den Wert dieser Funktionen,
wenn man in ithnen z + h statt 2 setzt, so wird

fe+h)—f(z) _ Py—P  Gh—@  EBE,—R
) =~% T Tt

Bieberbach, Algebra 2
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Q: Q R
h +hm___h +...

k>0

Also f(z)= }1;0

=P +¢Q -}-R'+---,
wenn P, @', R'... die Abgeleiteten von P,Q, R, ... bezeichnen, oder:

Die Abgeleitete einer Summe von ganzen Funktionen ist gleich der
Summe ihrer Abgeleitoten.

¢) Ist ferner f(2) = P@Q, so wird
fle+h)—[f@) =P—PQ=P (QI—Q) + QP —P),
f(Z_M) - P,- Qx +Q P

oder, wenn man zur Grenze fir & — 0 iibergeht,
f@=P-@ +QPF,

da fiir h — 0 P, in P, sowie @), in @) iibergeht,

Hieraus ergibt sich, wenn man @ durch @ - R ersetuzt,

f(z) = PQR,
f(?) =P@R)Y +QR-P'=PQ-R + RP.-¢ +QR-P.

Die Abgeleitete eines Produktes von beliebig vielen ganzen Funktionen
ist also eine Summe von Gliedern, die man erhilt, wenn man die Ab-
geleitete vorl jedem einzelnen Faktor mit allen tibrigen Faktoren multi-
pliziert.

d) Hieraus ergibt sich auch die Abgeleitete von

fe) =

wo n eine ganze positive Zahl. Ist ndmlich f(z) ein Produkt von # gleichen
Faktoren, so besteht f'(¢) aus n Gliedern, welchesimtlich = P»~1. P’ gind.

Also ist f@) =nPr-1.pP,
Beispiel: Es set f(&) = azn(b— 2%)m,
wo a, b beliebige Konstante, n, m ganze positive Zahlen, so ist
f(2) = (az®) « (b—23)™ + azn{((b — 22)™)'.
Nun ist (az") =a-nz"-1,
((b— 2™ =m(b— 2)m=1(b — 2%’ = m (b — 2™ . (— 22).

Also ') = anz"1(b— 2™ —2mazn+t (b — 2)m-2.
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6. Funktionen mehrerer Variablen. Enthilt die Funktion mehrere
Variable, so kann man immer nach denselben Gesetzen die Abgeleiteten der-
selben nach der einen oder andern Variablen bilden, indem man die andern
Variablen als konstant ansieht. Ist f(z, y, 2) die gegebene Funktion, so
kann man, um anzuzeigen, nach welcher Variablen man die Abgeleitete
genommen hat, die Abgeleiteten nach z, y, z mit f;, f,, f. bezeichnen.
Von diesen kann man wieder die Abgeleiteten nach irgendeiner der Varia-
blen nehmen; so wire f. die zweite Abgeleitete nach z, f;, die zweite
Abgeleitete?), welche man erhilt, wenn man einmal die Abgeleitete nach
z und von dieser die Abgeleitete nach y nimmt, f,, die zweite Abgeleitete
nach y usf.

Wir haben nun in (3.) die Entwicklung von f(z -+ k) nach Potenzen von
I betrachtet; suchen wir jetzt die Entwicklung der ganzen Funktion
f(z 4+ h, y + k) nach Potenzen von k und k. Um die Koeffizienten der
Entwicklung besser zu iibersehen, gehen wir schrittweise vor. Zunéchst
ist (nach 3.) fiir ein konstantes y

h3

, nw  h? o
fz+h,y) =f(=, y)+fz-h+fn-i,~2+fmz--ljz.—3+---

Lassen wir hierin y in % 4 k iibergehen, so ergibt sich nach derselben
Formel

4 r” kﬂ '’ ks
f(x:y+k):f(x’y)+fy‘k+fyy'1‘f2+fyw'f2‘._3+'"’

4 4 7 Y24 k"
f—“(z’ y+k)=fz(x; y)+fzy.k+f,yy.ﬂ+...,
(@, Y+ k) = foal®, ¥) + foey-k+-- -,

frae(@, Y + k) = faza(@, Y) ...

e e 2 e s s e s+ s s s s s+ e s e s 2 e =

Hiermit wird (Taylorsche Entwicklung)
fle+h y+k)=fay)+fh+f-k+
() g (e o 2y Bl fy R0

1 Y {4 e i
133 (fozal® + 8 - faoy B2k + 8f7yy  RE* + fryy- K% + - - -

1) Esist leicht zu ersehen, da f,, = f,, ist. Denn ist

f: -..+ ca;pyq_{.. LN
80 verschwinden in f; alle Glieder, welche z nicht als Faktor enthalten, wie z. B.
ay®, in f; ebenso alle Glieder, welche y nicht als Faktor enthalten. Aus cz?y? aber
geht das Glied ¢ - pqaP—1y?—1 hervor, man mag zuerst die Abgeleitete f;, bilden und
aus dieser die Abgeleitete nach y oder umgekehrt zuerst die Abgeleitete f, und von
dieser die Abgeleitete nach # nehmen.

PAJ
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Ebenso 148t sich die Funktion von drei Variablen f(z + h, y + k, 2 + 1)
nach Potenzen von h, k, I entwickeln. Aber wenn die Anzahl der Variablen,
nach welchen die Abgeleiteten zu nehmen sind, wichst, oder héhere Ab-
geleitete in Betracht kommen, ist die eben gebrauchte Bezeichnung der-
selben wenig bequem. Wir fithren daher hier die Bezeichnung ein, wie sie

af of of

in der Differentialrechnung iiblich ist, und schreiben 50’ 3y’ 35" - fiar
4 4 4 az a2 22 .
f—’l‘y fy’ fz L) a—‘,‘vfz" %‘éf?/’ a—y];y ... fur i:c::, Ty fyy .oy allgemem
opt+atr, ,.f
e oyi0 7 ...

fiir die Abgeleitete, welche man erhélt, wenn man von f die p-te Abgeleitete
nach z, von dieser die gte Abgeleitete nach y, dann die r-te nach z, . . .
bildet. Dann schreibt sich obige Entwicklung

fo+h y+B=7@ 9+ h+ 5tk

*f 1,

) +rg(Ghr e el nk+ 2k

0 x?

) +

f hg

af hk‘*’—}—afks)

1 o%f
+iTen 3(6.7;3 W PR

oder mit leicht verstindlicher symbohscher Bezelchnung

fe by +B) =f@ g+ (h oy + k1) 1@ o) +

+i%(hajé+k%>2f(w’y)+if;-s( 7+ 7) 1@y +-

Ebenso erhilt man
s .
Hathy+lz+ D) =f(@ 9,9+ (h gy +k %+ 150 f(@,9.9)

@ 1 0 0 0\2

Man sieht leicht, wie diese Entwicklung auf Funktionen von beliebig vielen
Variablen ausgedehnt werden kann.

(1)

7. Der Eulersche Satz fiir homogene Funktionen. Wir wenden diese Ent-
wicklungen an zum Beweise des Eulerschen Satzes von den homo-
genen Funktionen, den wir spiter wiederholt zu benutzen haben werden.

Sei f(z, y, 2, . ..) eine ganze homogene Funktion von beliebig vielen
Variablen vom nten Grade, so folgt aus der Definition der homogenen
Funktion, daB, wenn man jede Variable mit einer Zahl ¢ multipliziert,
jedes Glied der Funktion ¢* zum Faktor hat; es ist also

(1) [z, ty,tz,...) =tr f(z,9,2,...),
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eine Gleichung, die auch als Definition einer homogenen Funktion dienen
kann. Setzen wir in dieser Gleichung

=14 a,
so wird dieselbe +

fle+azx,y+ay,z+az...)=>14 a)"f(z, ¥y, 2 ...).

Wir entwickeln nun die linke Seite nach der Gleichung (2) von 6., wobei
an die Stelle von k, k, I, ... hier az, ay, az, ... treten; damit erhalten
wir eine Entwicklung nach Potenzen von a. Auf der rechten Seite ent-
wickeln wir (1 4+ @) nach dem binomischen Lehrsatz. Da die Gleichung
eine identische ist, so miissen die Koeffizienten einer jeden Potenz von a
auf beiden Seiten dieselben sein. Daraus ergeben sich die Eulerschen
Gleichungen fiir homogene Funktionen:

@) 23yt =y,
® s+l tefie ooyl —n—1f

oder auch in symbolischer Form

(3) (cptytett ) f=nin—1f

usf., wenn wir die Koefﬁzienten von a3, a4, . . . vergleichen.

Dies sind identische Gleichungen, die fiir jeden Wert der Variablen
gelten.

Viertes Kapitel.
Der Fundamentalsatz der Algebra.

1. Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra. Jede Gleichung
(1) f@ =z"+ dyant oo 4 Ay =

in der die Koeffizienten beliebige reelle oder komplexe Zah-
len sind, hat mindestens eine Wurzel 2z = a + bi.%)

1) Den ersten einwandfreien Beweis dieses Satzes gab GauB in seiner Doktor-
dissertation: Demonstratio nova theorematis omnem functionem algebraicam unius
variabilis in factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse (Helmstedt 1799).
GauB gibt darin auch eine Kritik der fritheren Beweise von D’Alembert, dem er
den ersten Beweis des Satzes zuschreibt, von Euler, von Lagrange. Einen zweiten
und dritten Beweis gab er 1815 und 1816, und kam endlich 1849 nochmals auf seinen
ersten Beweis zuriick (GauB’ Werke, Bd. III). Einen neuen Beweis gab Cauchy
{Cours d’analyse algébrique Chap. X 1821), den Sturm (Journ. de Mathematiques
T 1836) iiberarbeitete. Obiger Beweis ist im wesentlichen der von Cauchy.



29 Viertes Kapitel: Der Fundamentalsatz der Algebra

Wenden wir (1,3,1)!) mit k£ =1 an, so erkennen wir, da8 firr [2] = h + 1
f(2) keine Nullstellen besitzen kann. Denn fiir diese 2-Werte ist

on| > |42t - - + 4,].
Also 1@ Z [2]7 — |4yt + -« + 4,] > 0.

In diesem Kreise |2} < h -+ 1 ist nun nach (1, 8, 4) f(2) stetig. Daher ist
auch |f(2)| stetig. Denn es ist

el — 1] = 1) —fle.

Da z = x + 1y gesetzt wird, und da dann |f(2)| eine stetige Funktion der
reellen Verinderlichen z, y in dem Kreise | 2% + 42| < h + 1 wird, so lehrt
ein bekannter Satz itber stetige Funktionen?), daB |f(z)| in diesem Kreise
ein Minimum besitzt, d. h. eine Stelle in diesem Kreise oder auf seinem
Rande, wo |f(2)| einen Wert annimmt, der von keinem anderen seiner
Werte in diesem Kreise unterboten werden kann. Wir haben zu zeigen,
daB dieses Minimum Null ist. Nach den Ausfithrungen von S. 14 ist

f@lzn it

fiir [2] = 2k + 1. Dies aber ist in dem uns allein interessierenden Fall
n > 1 groBer als k. Fiir z = 0 aber wird f(z) = 4,, nimmt also einen Wert
an, dessen absoluter Betrag nicht groBer alsh ist. Daher nimmt |f(2) | sein
Minimum in Inneren, nicht am Rande, des Kreises an. Nun aber 148t sich
zeigen, daB f(2) in einer jeden Kreisscheibe um eine Stelle 2 = a Werte an-
nimmt, die eine passende Kreisscheibe um die Stelle f(a) der Bildebene
vollstindig bedecken. Nimmt man als z = a die Stelle, wo f () sein Mini-
mum annimmt, und als Kreisscheibe um einen Punkt eine dem Kreise
|2] < h + 1 angehorige, so nimmt darin f(¢) auch Werte an, deren ab-
soluter Betrag kleiner als |f(a)]| ist, wofern nicht f(a) = 0 ist. Denn eine
Kreisscheibe um f(a) wird vollstindig bedeckt; sie enthilt Punkte, die
niher am Nullpunkt der Bildebene liegen, wie f(a) selbst, wenn nicht
f(a) = 0 ist. Der Fundamentalsatz der Algebra wird also bewiesen sein,
sobald der folgende Hilfssatz bewiesen ist:
Ein jedes Polynom

w=Ff(g) =2+ A" +---4+4,, n>0

nimmt in jeder Kreisscheibe um jede Stelle 2 = a als Mittelpunkt Werte
an, zu denen jedenfalls alle Werte aus einer gewissen Kreisscheibe um
w = f(a) als Mittelpunkt gehoren.

1) D. h. Abschnitt I, Kap. IIT, § 1.
2) Vgl. z. B. Bieberbach, Leitfaden der Differentialrechnung, 3. A 8.121.
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Man wird aber bemerken, daf§ zum Beweis des Fundamentalsatzes der
Algebra nur ein Stiick dieses Hilfssatzes nétig ist. Wir bendtigen ja nur
folgendes: Wenn der kleinste Wert von f(z) von Null verschieden ist, so
gibt es in jedem Kreis, um die Stelle z = a, wo das vermeintliche Mini-
mum stattfindet, Stellen, wo f(2) Werte von kleinerem absoluten Betrag
besitzt, oder geometrisch ausgedriickt: Es gibt in jedem Kreis um
2z =a Stellen, wo w = f(?) Werte aus dem Inneren des Kreises
[w| < |f(a)] annimmt, wofern f(a) 4 Oist.

Diesen etwas abgeschwiichten Hilfssatz wollen wir nun beweisen. s
gei f(a) =0 und

fle + k) =f(a) + h*¢, + - -+ + h"c,, ¢, +=0.

. flat+h) ___hpc, hegyy ,  hP—Pey
Dannist G — 1= (14500 4. B0)

hn ~Pe,

Dah cz’+‘-|- -+

b 4
verschwmdet o gibt es ein §,, so daB

als Funktion von h stetig ist und fir h =0

hc_i’;'-_l_l_ <+ hn- zr_,|<_2_

Cp
ist, fiir |A] < 6,.
Ferner gibt es ein &,, so dal
h?c, 1
f@| =2
fir |h| < 6,. Nun wihle man ein diesen beiden Bedingungen geniigen-
des h so, daB

h?c,,

f(a)

- . _’_"_’39 hcy-}-l hn— 1’0,,
18t. Dann ist fa )(1—}- N o )

eine von Null verschiedene komplexe Zahl, fir die

<0

arg @ = arg f( ; +arg(1 + hc”“ +-. )

._n-’-a,rg(] _}_hc”:“_’:_{_...).

Denn nach 8. 11 ist das Argument eines Produktes gleich der Summe der

Argumente; ferner ist @ das Argument der negativen Zahl ¥ 7@ ) Da

aber weiter .
ow=1 +%‘l+...

?
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eine Zahl aus dem Kreis vom Radius 0
1 um w =1 ist, so ist

7T
larg o < -
Daher ist

5n Tn

& <arge < -

Nun war ‘
3 3

MR 140, |ol< - e 6

Also ist 1 + « eine Zahl, die im Kreis vom Radius § um 1 liegt und
die auBerdem dem aus Fig. 6 ersichtlichen Winkelraum angehort.

QL

Also gehort 1 + a dem Inneren des Kreises vom Radius 1 um w = 0
an. Daher ist Ha+ 1)

(@)
also |f(a + k) < f(a).

Damit ist der Fundamentalsatz der Algebra bewiesen.

<1

Bemerkung. Der oben zuerst aufgestellte Hilfssatz ist wesentlich mit
dem identisch, was man in der Funktionentheorie den Satz von der Ge-
bietstreue nennt. Vgl. z. B. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionen-
theorie Bd. I S.187. Bei Kenntnis der Anfangsgriinde der Funktionen-
theorie kann man ihn auch leicht aus bekannten Sitzen tiber das Nicht-
verschwinden einer Funktionaldeterminante gewinnen.

2. Funktionentheoretisches.') Die Theorie der analytischen Funktionen
kennt noch mancherlei andere Beweise des Fundamentalsatzes der Alge-
bra. Ich will hier einen herausgreifen, der uns zugleich noch einen weiteren
Einblick liefert. Wenn f(2) eine ganze rationale Funktion bedeutet, so gibt

'@ 4

ZM f(E)

die Zahl der Nullstellen von f(2) an, die innerhalb eines Kreises k liegen,
wenn man als Integrationsweg die positiv durchlaufene Peripherie dieses
Kreises wihlt, und wenn man annimmt, daf auf dieser Peripherie selbst
Nullstellen von f(2) nicht liegen. Der sogenannte Satz von Rouché lehrt:

@) + (@)

1) Ein mit der Funktionentheorie nicht vertrauter Leser nehme nur zur Kenntnis,
da die Gleichungswurzeln stetig von den Koeffizienten abhéingen. Von diesem
Ergebnis werden wir gelegentlich Gebrauch machen; allerdings nie an Stellen, die
den Nerv des ganzen Buches beriihren.
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bat im Kreis k genau ebenso viele Nullstellen wie f(2), wenn auch ¢(2)
eine ganze rationale Funktion von z ist, und wenn auf der Peripherie von
k durchweg | @| < |f| ist. Denn dann ist

1 '+
axi) f4ig %6

fiir 0 < 4 <1 eine stetige Funktion von A und daher konstant, da sie
nur ganzzahlige Werte annimmt.

Setzt man nun
f(Z) = 2", (P(Z) =@zl 4 -+ a,,
und ist la;] =h,A=1...m,

so ist nach S.14 auf |z| =1 + h durchweg | ¢| < |f|. Daher hat nach
dem Satz von Rouehé f + ¢ = 2% + a;2"~* + - - - + a, in diesem Kreis
genau ebenso viele Nullstellen wie 2%, also genau n, womit der Fundamen-
talsatz erneut bewiesen ist. Vgl. hierzu 8. 27.

Wir machen noch eine zweite Anwendung des Satzes von Rouché.

Es sei a eine Nullstelle von f(z). Wir legen um a als Mittelpunkt einen
Kreis von einem beliebig gegebenen Radius g, so daf in diesem Kreise und
auf seinem Rande keine weitere Nullstelle von f(2) vorkommt. Wenn wir
dann aus f durch Anderung seiner Koeffizienten eine andere ganze ratio-
nale Funktion g gewinnen, derart, daB auf der Peripherie des Kreises
|f —g| < |f] ist, so hat g in diesem Kreise genau ebenso viele Nullstellen
wie f. |f —g| < |f| wird aber dadurch zu erreichen sein, daB wir die ab-
soluten Betriige der Koeffizientensinderung hinreichend klein wihlen. Dies
Ergebnis sprechen wie so aus: Die Gleichungswurzeln sind stetige
Funktionen der Koeffizienten.

Ist insbesondere eine Folge von Polynomen nten Grades

fm(a:)zamox"—{—amla;"-l SRR ol (m=1,2..)

vorgelegt, die gegen ein Grenzpolynom

flx)=agz +--- + a,

konvergieren, so da@3 lim a,, = a; (k=0,...m)
m-yoc

gilt, so liegen in jedem Kreis um eine Nullstelle von f(z) Nullstellen von

f m{%), sobald nur m hinreichend gro8 ist.

Haben also z. B. alle f,,(z) nur reelle Nullstellen, so hat auch
f(z) nur reelle Nullstellen.
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Funftes Kapitel.
Teilbarkeitsfragen.

1. Division durch 2 — a. Es sei die ganze rationale Funktion
f(&) =Adgzm + Ayz»-1 + .-+ 4,

durch z — a zu dividieren, wo a eine beliebige Konstante ist. Nennen wir
@ den Quotienten und R den Rest der Division, so ist @ ein Polynom vom
n — 1-ten Grad, R hingegen ist von 2 unabhingig, da der Divisor vom
ersten Grade ist, und man hat die identische Gleichung

() =(z—a)@ + B.
Setzt man hierin z = a4, so folgt, da (2 — a)@ fir z = a verschwindet,
f(a) = B. Bsist also fiir jeden Wert von a identisch

Ha)— (@) = (¢ —a)@Q,
d. h. f(2) — f(a) ist durch z — a teilbar.

Man kann auch leicht einen Ausdruck von @ finden, der das Bildungs-
gesetz dieses Quotienten erkennen lift. Es ist nimlich

f(a) = dga™ + Ajar1+ ...+ 4,, also
[@)—f(a) = do(e* —a™) + 4, ("1 —a*™ ) + -+ - + dp_y(z2—a).

Jedes dieser Binome z» —a*, z2»—1—qn-1,, .. ist durch z — a bekanntlich
teilbar. Fithrt man die Division aus, so erhiilt man als Quotienten

Q =Ageznt+ady | 22 4 a2dy ! 23 4o 4 anm14,

l
|
l

+ 4, +ad, | + an—2%4,
+ 4, | + an-%4,
+ An—l'

2. Zerlegung in Linearfaktoren. Aus dem Vorigen folgt sofort:

Ist a, eine Wurzel der Gleichung f(2) =0, so ist f(¢) durch
z2—a, teilbar.

Denn es ist dann f(a,) = 0 und folglich f(2) = (¢ — a,)@ oder also

f(&) = (¢ —a)fr(2),
wo f,(2) ein Polynom vom (r — 1)-ten Grade ist. f(2) verschwindet aber
nicht nur fiir 2 = a, sondern auch fiir jeden Wert von z, welcher f, (z) = 0
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macht, d.h. fir jede Wurzel der Gleichung f,(2) = 0. Hat nun diese
Gleichung eine Wurzel, die wir mit a, bezeichnen wollen, so ist

h(e) = (z—a9)f.(2)
und folglich 1) = (z2—a) (z—ay)fa(?),

wo f,(2) eine ganze Funktion vom Grade n — 2 ist. Hat aber f,(2) = 0
eine Wurzel ag, s0 ist

f2(2) = (2 —as)f3(2),
f(2) = (z—ay)(z— as) (2 —as) [5(2),

wo f3(2) vom (n — 8)-ten Grade. Auf diese Weise schlieBen wir fort, bis
wir zu f,,_, (¢) kommen, das vom ersten Grade, also von der Form 4,(z—a,,)
1st; so erhalten wir endlich

1 @) = dolz— @) (z—ag) (2 —a) . . . (2 —ay),

da stets der noch nicht in Linearfaktoren zerlegte Faktor mindestens eine
Nullstelle besitzt, und da stets A, der Koeffizient seiner héochsten
Potenz ist.

Jede ganze rationale Funktion n-ten Grades kann also in n
lineare Faktoren zerlegt werden.

Da f(2) verschwindet, wenn einer der Faktoren verschwindet, so sind
die GroBen ay, . . ., a, simtlich Wurzeln der Gleichung f(z) = 0.

Jede algebraische Gleichung vom n-ten Grade hat mithin
n Wurzeln.

Unter diesen Wurzeln konnen mehrere gleich sein. Ware z. B.
ay; = @y = a5, 50 sind drei lineare Faktoren von f(2) gleich und f(2) wire
durch (z — a,)® teilbar. Man sagt aber auch in diesem Falle, die Gleichung
habe n Wurzeln, indem man die Multiplizitat der gleichen Wurzeln
beriicksichtigt. Eine Wurzel a heiflt k-fach, wenn der Faktor (2 — a) bei der
obigen Zerlegung genau k-mal auftritt. Damit diese Definition sinnvoll se1,
ist es wesentlich, zu bemerken, da8 eine ganze rationale Funktion f(z) vom
n-ten Grade nur auf eine Weisein lineare Faktoren zerlegt werden kann.

Wenn némlich

= By(z—by)...(2—b,), Ag+0, By+0

tir alle # gilt, so ist auch By < 0; denn sonst verschwinde 44(z —a,) . ..
(2 — a,) auch fiir alle z-Werte. Wihlt man einen von den a, ver-
schiedenen Wert, so folgt 4,=0 gegen die Voraussetzung. Weiter
muf zunéchst a, unter den b; vorkommen, weil sonst fir z = a, die
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beiden Ausdriicke nicht gleich sein konnten. Hebt man auf beiden
Seiten z— a; weg, so kann man ebenso fir z— a, schlieBen usw. Sind
alle Linearfaktoren z — a; weggehoben, so kann auch kein b mehr iibrig
sein,~-da sonst wieder die Gleichheit aufhoérte, wenn man 2 einem solchen
b gleichsetzt. Daher bleibt endlich 4, = B,.

Aus der Zerlegung der Funktion f(z) in lineare Faktoren, wie sie durch
die Gleichung (1) gegeben wird, konnen wir noch weitere wichtige Folge-
rungen ziehen. Nehmen wir an, die Funktion f(2) verschwinde fiir mehr
als n verschiedene Werte von z. Dann mifte in (1), wie wir vorhin
schon schlossen, notwendig 4, = 0 sein, da ein Produkt nur verschwindet,
wenn einer seiner Faktoren verschwindet. Die Gleichung wire also vom
Grade n — 1; dann folgt aber ebenso, daBl 4, = 01ist usf. Es miissen also
alle Koeffizienten die Werte 0 haben, und die Gleichung wird fiir jeden
Wert von z befriedigt; also folgt:

Versechwindet eine Funktion f(¢) vom n-ten Grade fiir mehr
als n voneinander verschiedene Werte von z, so miissen alle
Koeffizienten 4 von f(z) einzeln = 0 sein, und die Gleichung
f(?) =0 muB eine identische Gleichung sein, die fir alle
Werte von 2z erfillt ist.

3. Gleichungen mit gegebenen Wurzeln. Jedes andere Polynom n-ten
Grades F(z), das dieselben Nullstellen wie f(z) hat, ist von der Form
F(z) = Af(2), wie die oben besprochene Linearfaktorenzerlegung lehrt.
An die Zerlegung der ganzen rationalen Funktion f(2) kniipfen wir ferner
folgende einfache Bemerkungen.

a) Man kann immer eine Gleichung n-ten Grades bilden, welche vor-
gegebene n Zahlen zu Wurzeln hat. Denn sind die Wurzeln a,, a,, . . .
gegeben, so sind die linearen Faktoren z — &,, 2z — a,, . . . gegeben und mit-
hin auch ihr Produkt f (2) und eine Gleichung f(z) = 0, welche die gegebenen
Wurzeln hat.

Die Koeffizienten des Polynoms

@) (z—ay)...(2—a,) =2 + ez 1 + .-+ e,
werden e, =—2a;

e, = Zaa

ey = — X a,0,0

e, = (—1)"a a5 ... ay.
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Dabei sind die Summen iiber alle Produkte zu je 1 oder 2 oder 8 usw. der
« mit verschiedenen Nummern zu erstrecken. Man nennt (— 1)*e, die
elementarsymmetrischen Funktionen der ¢;; und will damit sagen,
daB es die einfachsten Funktionen sind, die sich nicht #ndern, wenn man
die ¢ beliebig untereinander vertauscht. Denn bei einer solchen Permu-
tation dndert sich nur die Reihenfolge der Faktoren auf der linken Seite
von (2). Daher behilt das Polynom rechts seine Werte fiir beliebige z un-
verindert bei. Daher dndern sich auch seine Koeffizienten nicht bei einer
Permutation der ¢;. Anderenfalls gehorten zu verschiedenen Anordnungen
der a verschiedene Werte der e;, Wir hitten dann zwei Polynome vom
n-ten Grade, die fiir alle z dieselben Werte besitzen. Ihre Differenz, die
von hochstens n-tem Grade ist, verschwinde fiir mehr als n verschiedene
Werte von z, nimlich fiur alle. Also sind nach 2. die Koeffizienten der
Differenz alle Null. Also sind die Koeffizienten in beiden Polynomen
dieselben. Die e sind also symmetrisch.

b) Andert manin der Gleichungf(z) = 0 das Vorzeichen der Variablen 2, so
geht der Faktor # — a iiber in — z— a = — (2 + a), dem der Wurzelwert
2 = — a entspricht. Hat also die Gleichung f(z) = 0 die Wurzeln a, b, ¢, ...,
s hat die Gleichung f(—2) = 0 die Wurzeln —a, —b, —¢, . ...

¢) Hat eine Gleichung zu jeder Wurzel ¢ auch die Wurzel — a, so hat
f(2) zu jedem Faktor z— a auch den Faktor z + a; es ist also dann

f(2) =A4(F—a®)(*—b¥) (s> —c?) ...,
und die Gleichung f(2) = 0 enthélt nur gerade Potenzen der Variablen z.

Enthalt umgekehrt die Gleichung f(z) = 0 nur gerade Potenzen von 2
so kann man 22 = x setzen und hat sodann eine Gleichung von halb so
hohem Grade in der neuen Variablen z. Ist dann ¢ ein Wurzelwert von z,
so entsprechen demselben die zwei Werte 2 = 4- V; und z = —Vc;. Die
Gleichung f(2) = 0 hat also nur Paare gleicher Wurzeln mit entgegenge-
setztem Vorzeichen.

d) Setzt man in der Gleichung f(z) = 0 z -+ k an die Stelle von ¢, so
geht jeder lineare Faktor z-—a von f(z) iiber in 2 — (a — k). Sind also
a, b, ¢, ... die Wurzeln von f(z) = 0, so hat die Gleichung

fe+ k) =0
die Wurzeln a —k, b—k, ¢c—k,....

e) Ebenso leicht 148t sich aus der Gleichung f(z) = 0 eine andere her-
stellen, deren Wurzeln k-mal so gro8 sind. Denn setzt man in der Glei-

chung % an die Stelle von 2z, so verwandelt sich irgendein Faktor z —a
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von f(2) in % — a und verschwindet fiir z = k - a. Hat also die Gleichung
f(z) = 0 die Wurzeln a, b, ¢, . . ., so hat die Gleichung

HE) = doga+ A frmi+ -+ 40 =0

k
die Wurzeln ka, kb, ke, ....

oder k”.f(—z—)=Aoz"+k-Alz"“1—I—k2Azz"‘2+---+ krd,=0

f) Auf dieselbe Weise ergibt sich, daB, wenn die Gleichung
f(2) = Adge™ + Ayznrt + .-+ 4,
die Wurzeln a, b, ¢, . . . hat, die Gleichung f (%) =0,d.1.

Ay + A1z + Ag@ + - -+ 4,22 =0
1 1 1
a’b’c

4. Gleichungen mit reellen Koeffizienten. Wenn die Koeffizienten
einer Gleichung alle reell sind, und die Gleichung die imagi-
nire Wurzel ¢ + g4 hat, so hat sie auch die konjugierte
Wurzel ¢ — 1.

Es sei die Gleichung

f(@) = apz™ 4 ay 2"~ 4 @pz""2 4 +--a, =0

die reziproken Werte , « » - Zu Wurzeln hat.

gegeben, in welcher die Koeffizienten a simtlich reelle Zahlen sind. Die
Wurzelwerte von z kénnen reell oder imaginér sein. Setzen wir = a 8%,
so wird das Resultat der Substitution dieses Wertes von  in f(z) von

der Form P(a, ) + 1Q(e, B)

sein, wo P und @ ganze Funktionen der reellen Variablen ¢ und B sind,
und zwar wird P nur die geraden Potenzen von 8, ¢ nur die ungeraden
Potenzen enthalten, da die geraden Potenzen von ¢ reell = 4 1, die un-
geraden Potenzen von ¢ aber = 4+ 1, also mit dem Faktor 7 behaftet sind.
Dabei ist nach dem eben Gesagten

Pla,—p) =P, p); @Qle,—p =—Q(,p).
Ist aber x = a + ¢4 eine Wurzel der Gleichung f(z) = 0, so muB P(a, §)
=Q(a, f) =0 sein. Daher ist auch P(a, —f) =@ (e, —p) = 0. Daher
ist auch = @ — i eine Lisung von f(z) = 0.
Eine Gleichung mit reellen Koeffizienten kann demnach imaginire
Whurzeln immer nur paarweise, mithin in gerader Anzahl enthalten.
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Hieraus folgt weiter, da, wenn das Gleichungspolynom f(z) den Faktor
z — (@ ++ B1) hat, es auch den Faktor z — (¢ — $1) enthilt. Das Produkt
dieser beiden Faktoren ist aber

(x—a)? + B =22 —2azx + &® + B2

Also: Eine ganze rationale Funktion f(z) mit reellen Koeifi-
zienten 1a8t sich immer in reelle Faktoren ersten und zweiten
Grades zerlegen. Jede reelle Wurzel der Gleichung f(x) = 0 liefert einen
reellen Faktor ersten Grades x — a, je zwei konjugiert imaginire Wurzeln
a + Bieinen reellen Faktor zweiten Grades 2% 4- px + g (wo p und g reelle
Zahlen sind).

5. Korper und Ringe. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra 148t sich
ein jedes Polynom n-ten Grades als Produkt von n Linearfaktoren schrei-
ben. Diese einfache Formulierung verdankt der Satz der Heranziehung
beliebiger reeller und komplexer Zahlen. Schon das SchluBergebnis von
(4.) zeigt, daB der Satz eine kompliziertere Fassung erhalten muf}, wenn
man nur mit reellen Zahlen zu tun haben will. Stellt man aber gar die
Forderung, daB nur rationale Zablen zulissig sein sollen, so ist unter Um-
stinden das vorgelegte Polynom unzerlegbar. So kann z. B. £ — 2 nicht
in Faktoren mit rationalen Koeffizienten zerlegt werden. Denn die Null-
stelle eines jeden dabei auftretenden Linearfaktors wiire eine Wurzel von
2. Es gibt aber bekanntlich keine rationale Zahl, deren Quadrat 2 ist.

Sind namlich p und ¢ zwei teilerfremde ganze Zahlen, so daB (%)2 =92

ist, so wire auch p? = 2¢%. Da die rechte Seite eine gerade Zahl ist, so
miiBte auch die linke Seite gerade sein. Da aber das Quadrat einer un-
geraden Zahl ungerade ist, so muB p gerade sein. Da dann p? durch 4 teil-
bar ist, so muB 242 durch 4, also ¢* durch 2 teilbar sein. Daher ist auch g
gerade. p und g wiren also gegen die Voraussetzung nicht teilerfremd.

Die eben erwihnten Sachverhalte fithren bei Einfithrung des Begriffes
,,Korper und ,,Ring* zu prizisen Fragestellungen. Hat eine Menge von
Zahlen die Eigenschaft, daB die Summe, das Produkt, die Differenz, der
Quotient je zweier Zahlen der Menge wieder zur Menge gehort, so be-
deutet die Zahlenmenge das, was wir einen Zahlkorper nennen. Die
Gesamtheit aller reellen und komplexen Zahlen bildet einen Korper; auch
die Gesamtheit aller reellen Zahlen, auch die Gesamtheit aller rationalen
Zahlen sind Beispiele von Zahlkérpern. Dagegen ist die Menge aller ganzen
rationalen Zahlen kein Korper. Sie bilden einen Ring: Quotientenbildung
filhrt unter Umstédnden aus dem Ring heraus; dagegen liefern Summe,
Differenz oder Produkt von zwei Zahlen des Rings wieder Zahlen des Rings.
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Auch die Gesamtheit aller rationalen Funktionen bildet einen Kérper.
Ebenso liefern die Gesamtheit aller rationalen Funktionen mit reellen oder
die mit rationalen Koeffizienten Beispiele von Kérpern. Dagegen bilden
die Polynome, oder die Polynome mit reellen, oder die mit rationalen, oder
die mit ganzen rationalen Koeffizienten Beispiele von Ringen.

Die Gesamtheit der ganzen rationalen Funktionen, deren Koeffizienten
alle einem gegebenen Korper k angehoren, bilden einen Ring.

Ist dann ein Zahlkorper K vorgelegt und ein Polynom p(z) gegeben,
dessen Koeffizienten K angehoren, so erhebt sich die Frage, ob p(z) in
diesemn Korper K reduzibel oder irreduzibel ist, d. h. ob es sich in
Faktoren niedrigeren Grades zerlegen 1aBt, deren Koeffizienten K an-
gehoren (reduzibel), oder ob es eine solche Zerlegung nicht gibt (irredu-
zibel). So ist also z. B. 22 — 2 im Korper der rationalen Zahlen irredu-
zibel, wihrend es im Korper der reellen Zahlen reduzibel wird. So ist
22 4- 1 im Korper der reellen Zahlen irreduzibel, wihrend es im Korper
der komplexen Zahlen reduzibel ist.

6. GriBter gemeinschaftlicher Teiler. Nun seien zwei Polynome 4 und B
gegeben und irgendein Koérper K vorgelegt, dem ihre Koeffizienten an-
gehoren. Das Polynom 4 heifit durch das Polynom B teilbar, wenn es ein
drittes Polynom C gibt derart, daf§ 4 = BC(ist fir alle z. Da man C nach
dem Schulverfahren der Partialdivision A4 : B finden kann, so gehoren die
Koeffizienten von C gleichfalls K an. Unter einem gemeinsamen Teiler
von A und B versteht man ein Polynom von mindestens erstem Grade,
das sowohl ein Teiler von 4 wie ein Teiler von B ist. Es erhebt sich die
Frage, ob es analog wie im Gebiet der ganzen rationalen Zahlen einen
groBten gemeinschaftlichen Teiler von 4 und B gibt, d. h. ein Polynom D
derart, daf D ein Teiler von 4 und B ist, und daB jeder gemeinschaftliche
Teiler von 4 und B auch Teiler von D ist.

Die Existenz des groBten gemeinschaftlichen Teilers ergibt sich fiir
einen Koérper K, dem die sémtlichen Nullstellen der beiden Polynome 4 und
B angehoren sofort daraus, daBl man das Produkt aller der Linearfaktoren
betrachtet, die gemeinsamen Nullstellen von 4 und B entsprechen. Man
denke sich also 4 und B in Linearfaktoren zerlegt und bilde das Produkt
aller der Linearfaktoren, die sowohl in der Zerlegung von 4 wie in der von
B vorkommen, und zwar nehme man jeden Linearfaktor so oft, als er in
jedem der beiden Polynome aufgeht. Es ist aber von Interesse zu bg-
merken, dafB dieser groBte gemeinschaftliche Teiler Koeffizienten besitzt,
die jedem Korper angehdren, dem auch die Koeffizienten von A
und B angehoren. Von Interesse ist auch die Bemerkung, daf man D
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finden kann, ohne den Korper der Koeffizienten von 4 und B zu ver-
lassen. Man bedient sich dabei des Euklidischen Teilerverfahrens, mit
dem man auch den groBten gemeinschaftlichen Teiler ganzer rationaler
Zahlen bestimmt. Ist B von niedrigerem Grade als 4, oder wenigstens
nicht von hoherem, so dividiere man 4 durch B. Ist Q der Quotient und
R, der Rest dieser Division, so ist identisch in z

4 =BQ -+ R,.

Jeder gemeinsame Teiler von 4 und B ist auch Teiler von R;; umgekehrt
ist ein gemeinsamer Teiler von B und R, notwendig auch Teiler von 4.
Wir verfahren daher nun ebenso mit B und R, wie vorher mit 4 und B.
Da R, von niedrigerem Grade als B ist, so dividieren wir mit R, in B.
Ist @, der Quotient und R, der Rest, so hat man

B = B¢ + R,

und wir schlieBen nun wieder: jeder gemeinsame Teiler von B und R, ist
Teiler von R, und R, und umgekehrt. Indem wir auf diese Weise fort-
fahrend immer mit dem letzten Rest in den letzten Divisor dividieren, er-
halten wir eine Reihe identischer Relationen

A =BQ+R
B = RlQ1 + Rz
(1) Rl = RzQz + R3

...........

Rv-—% = Rv—-]Qv—l + Rv-

Die Reste R, sind ganze Funktionen der Variablen z, aber im Grade ab-
nehmend; R, ist von niedrigerem Grade als R,, R, von niedrigerem alg
R, usf. Man muB also bei diesen wiederholten Divisionen notwendig auf
einen Rest R, kommen, der die Variable z nicht mehr enthilt und nur noch
eine konstante Zahl ist. Ist diese Zahl von Null verschieden, so haben
R,_; und R, keinen Teiler in # gemeinsam, also auch E,_sund R, _;nicht;
und von jeder der obigen Relationen zur vorhergehenden aufsteigend, er-
sieht man, daB dann auch 4 und B keinen gemeinsamen Teiler haben
kénnen. Ist aber R, = 0, so ist der letzte Divisor R, _; der grofite gemein-
schaftliche Teiler von 4 und B. Denn R,_, teilt dann einerseits R,_»,
und folglich auch R,_s, ... R;, B und 4. Andererseits ist jeder gemein-

same Teiler von 4 und B, Teiler von R,, von R, . . .und von R,.
Bieberbach, Algebra 3
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Zusatz: Entnimmt man aus der ersten der Relationen (1) den Wert

von Ry, setzt denselben in die zweite ein und sucht aus dieser sodann den
Wert von R, usf., so erhilt man

R, = 4—BQ
(2) Ry=—A4¢, +(1+Q@)B
Ry =A(1 4+ 19, — B@ + Q= + 90:Q5)

...................

So kommt man zu einer Gleichung von der Form
(8) XA—YB=R,

wo X, Y ganze Funktionen der @, @, ..., also auch ganze Funktionen
von z sind. Hieraus folgt der Satz:

Sind 4 und B ganze Funktionen von z, so lassen sich im-
mer zwei ganze Funktionen X, Y von z so bestimmen, daB

XA-—YB = const.

Diese Konstante ist Null, wenn 4 und B einen gemeinsamen
Teiler besitzen. Sie ist von Null verschieden, wenn 4 und B
teilerfremd sind, d.h. keinen gemeinschaftlichen Teiler be-
sitzen.

Far die Konstante kann dann auch 1 gesetzt werden, in-

dem man den Faktor }E in die Funktionen X, Y aufnimmt.

Es verdient noch besonders hervorgehoben zu werden, dafi die Xoeffi-
zienten simtlicher wihrend des Euklidischen Teilerverfahrens vorkom-
menden Polynome demselben Kérper angehoren, der die der urspriinglich
gegebenen Polynome 4 und B enthilt. Wihrend des Verfahrens werden
nidmlich nur die vier Grundrechnungsarten benutzt.

Eine besonders wichtige Anwendung dieser Bemerkung ist diese.

Gehoren die Koeffizienten von f(z) und g(z) einem Korper
K an, in dem f(x) irreduzibel ist und hat f(z) mit g(z) einen
Teiler gemeinsam, so ist g(x) durch f(z) teilbar.

Ein anderer gemeinsamer Teiler beider wire mit der Irreduzibilitit von
f(z) im Widerspruch.

7. Mehrfache Wurzeln. Nehmen wir an, die Gleichung f(z) = 0 habe
mehrere gleiche Wurzeln, sie habe z. B. die Wurzel a r-fach, so ist identisch

(@) = (z—a) p(z),
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wo ¢(z) die iibrigen Faktoren von f(x) enthélt, aber den Faktor z — a
nicht mehr. Fiir die Abgeleitete!) von f(x) erhilt man daher (1, 8, 5)

(2) =r(e—ay-2- g(2) + (& —ay /(o)
= e—a)[re(@) + (2 — )¢ @)].

Der Ausdruck r ¢ (z) + (z — a) ¢’ (x) enthélt den Faktor £ — a nicht, weil
@ () ihn nicht enthilt. Folglich enthilt f'(x) diesen Faktor noch (r —1) -
mal; ist r = 1, so enthilt f'(z) den Faktor # — a gar nicht. Hieraus er-
gibt sich der Satz:

Hat die Gleichung f(z) =0 keine mehrfachen Wurzeln, so
hat die Gleichung f(z) =0 keine Wurzel mit f(z) =0 ge-
mein; f(z) und f'(z) haben keinen gemeinsamen Teiler. Hat
aber f(z) =0 eine Wurzel a r-fach, so ist diese Wurzel a noch
(r—1)-fache Wurzel der Gleichung f'(z) = 0.

Sucht man nach der Bedingung dafiir, daB f(z) itberhaupt mehrfache
Wurzeln hat, so hat man festzustellen, ob f(z) und f'(z) einen gemein-
samen Teiler haben. Man kann sich dazu des frither dargelegten Teiler-
verfahrens bedienen. Eine weitere Beantwortung der eben gestellten Frage
werden wir S. 117 beim Studium der Diskriminante kennenlernen.

Der Satz liBt sich noch vervollstindigen; denn da in der Reihe der
Abgeleiteten ' (x), f' (), ' (%), - - . jede die erste Abgeleitete der vorher-
gehenden ist, so folgt, daB der Faktor £ — a noch (r — 2)-mal in "' (z),
(r — 8)-mal in (), . . ., 1mal in f¢=9(z) enthalten ist und daB die r-te
und hoheren Abgeleiteten denselben gar nicht enthalten. Es ist also auch
die Wurzel a noch bzw. (r — 1)-fache, (r — 2)-fache, . .., 1-fache Wurzel
der Gleichungen

fx) =0, f'(z) =0,..., fr-() =0.

Nach dem Vorigen konnen wir ohne Ausrechnung der Wurzeln ent-
scheiden, ob eine vorgelegte Gleichung mehrfache Wurzeln hat, und wenn
solche vorhanden, kénnen wir dieselben aus der Gleichung entfernen. In
der Tat, nehmen wir an, die gegebene Gleichung f(z) = 0 habe die Wur-
zel a p-mal, die Wurzel b g-mal und die Wurzel ¢ r-mal, sonst keine andern
vielfachen Wurzeln, so ist

f@) =(@—ap-(@—b)(z—0)" p(2),

1) Aus dem Begriff der Abgeleiteten folgt namlich, dal, wenn die zwei Funktionen
F(z) und f(z) identisch gleich sind, auch ihre Abgeleiteten F’(z) und f' () iden-
tisch gleich sind, d.h. man kann in diesem Falle und nur in diesem Falle aus der
Identitit F(z) = f(z) die Identitiat F’ (z) = f' (z) folgern.

g*
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wo @ (x) die tibrigen einfachen Faktoren von f(x) enthilt. Dann hat die
Abgeleitete f'(z) den Faktor £ — a noch (p —1)-mal, den Faktor z —b
noch (g — 1)-mal und den Faktor £ — ¢ noch (r — 1)-mal, aber keinen der
iibrigen einfachen Faktoren von f(x). Suchen wir also den gréBten ge-
meingamen Teiler D von f(z) und f'(z), so mufl

=(x—a)P~ 1. (z—Db) 1. (x—¢)r1

sein, und die Division von f(z) mit D gibt demnach

) — @ — @) e — D)@~ 99
Die Gleichung t-gi)- =
hat mithin alle Wurzeln der vorgelegten Gleichung f(z) =0,
aber jede nur einfach.

Thre Koeffizienten gehoren demjenigen Kérper an, dem auch die Koeffi-

zienten von f(x) angeh6ren. Denn jeder Korper enthilt alle ganzen ratio-
nalen Zahlen, da er in dem Quotienten eines Elementes dividiert durch
dieses Element selbst, die 1 und damit auch 1 + 1 usw. enthilt. Daher ge-
horen die Koeffizienten von f'(x) demselben Korper an, wie die von f(z).
Daher gehoren auch die Koeffizienten des groBten gemeinsamen Teilers
D von f(z) und f'(«) diesem Kérper an. Denn D wird durch des Eukli-
dische Teilerverfahren ermittelt. Dabei kommen nur Koeffizienten aus
jenem Korper vor.
. Man kann aber weiter auch das Produkt der einfachen Linearfaktoren,
das Produkt aller Doppelfaktoren, das Produks aller dreifachen Faktoren
usf. der gegebenen Gleichung f(x) = 0 ohne Berechnung der Wurzeln
bestimmen. Um dies itbersichtlich darzustellen, sei X, das Produkt aller
einfachen Faktoren von f(z), X, das Produkt aller zweifachen, X, das
aller dreifachen Faktoren in f(x) usw. Dann ist

fo) =X, X2X3X3...
Der groBte gemeinsame Faktor von f(z) und §' (z) ist sodann
D, =X,XIX3...,
der gemeinsame Faktor von D, und seiner Abgeleiteten D ist
D, =X, X3.
der gemeinsame Faktor von D, und seiner Abgeleiteten Dj ist
D;=X,..

So fahrt man fort, bis man zu einem Teiler D kommt, der keinen Faktor
wit seiner Abgeleiteten gemeint hat. Wiirde dies z. B. bei D, eintreten,
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so wire D, = X,, und man wiirde schlieBen, daB Faktoren vom fiinften
oder hoheren Grade in f() nicht enthalten sind. Dann wiirde folgen:

Q1= t(:v) =X XXXy, Qs = 3 = Xp XXy, Qs = —: = XX,

812 Xl; QZ“_XZ’ 1)a X3: DS:X4
Man kann also nicht nur die Gleichung bilden, welche alle verschiedenen
Wurzeln der vorgelegten Gleichung (jede Wurzel nur einfach) enthilt,
sondern auch die Gleichungen

X,=0X,=0, X;3=0,...,
welche nur die Wurzeln ein und derselben Vielfachheit enthalten. Die
Koeffizienten dieser Polynome X; gehéren simtlich demjenigen Korper
an, dem die Koeffizienten von f(z) angehdren. Sie lassen sich durch mehr-
malige Anwendung des Euklidischen Teilerverfahrens bestimmen.
Beispiel: Gegeben set die Gleichung

f) =2"— 2285 — 225 + 52t + 2*— 422+ 1 =0,

dann ergibt sich D=x—2—2z+1
g = xr— ].
Da D, keinen Faktor mit D; gemein hat, so ist
fl@) = X, X3X3, D, = X,X}, D, =X,

und folglich @, = f(w) =X X, Xg=at—28—22*+ x4+ 1

Q= 5—X2X3_ z2 — 1
2
und schlieBlich
8: '_Xl—— xz—“x-‘l,%=X2:w+l. Dzz X3:$-1.
Die Gleichung ist also

(@2 —zx—1)(z + 1)*(z— 1) = 0.
Der quadratische Faktor z2— z— 1 liefert die zwei einzigen einfachen

Wurzeln der Gleichung: 1_i2_V_5

Man bemerke, da, wenn die Gleichung f(x) = 0 rationale Koeffizienten
hat, die X;, X,, X;,... simtlich gleichfalls rationale Koeffizienten
besitzen. Hat also die Gleichung nur eine Wurzel von einer bestimm-
ten Vielfachheit, so ist der entsprechende Faktor X vom ersten Grade, und
folglich muB diese Wurzel notwendig eine rationale Zahl sein.
So im obigen Beispiel die eine zweifache und die eine dreifache Wurzel.
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8. Rationale ganzzahlige Wurzeln. Hat eine Gleichung mit rationalen
Koeffizienten rationale Wurzeln, so lassen sich dieselben auf folgendem
Wege bestimmen.

Schafft man zuerst durch Multiplikation mit dem Generalnenner die
Briiche aus den Koeffizienten weg, so erhdlt man eine ganzzahlige Glei-
chung: ka® + agn-t 4 bar-2... =0.

d. h. eine Gleichung mit ganzzahligen Xoeffizienten. Um den ersten Koef-

fizienten zu 1 zu machen, setze man ¢ = %’ wodurch die Gleiechung in
y* +ay* 1+ bky*~2+ -.. =0 ibergeht.

Eine solche Gleichung, deren Koeffizienten ganze Zahlen
sind und deren erster Koeffizient = 1 1st, kann keine andern
rationalen Wurzeln haben als ganze Zahlen.

Denn hitte die Gleichung

(1) "+ gyt + apz”2+---+a,=0,
WO @y, 05 ... ganze Zahlen, einen rationalen Bruch —g— zur Wurzel, so
miiBite

Z?(‘:+a1'Z::1+a2'anl——z+""*“an—l'%+a’ﬂ=0 oder
@) %”+a1-p"“1+az-p"’2q+ ot Opg PETE A 0ag" T =0

gein, d. h. der Bruch %?miiﬁte einer ganzen Zahl gleich sein. Da wir aber
p und ¢ ohne gemeinsamen Teiler voraussetzen konnen, so folgt ¢ = 1.

Ist mithin eine Gleichung f(z) = 0 mit rationalen Koeffizienten ge-
geben, so wird man die rationalen Wurzeln, wenn sie solche hat, leicht
finden konnen. Man wird die Gleichung zunéchst auf die Form (1) trans-
formieren. Hat die Gleichung f(z) = 0 eine rationale Wurzel, so hat diese
Gleichung (1) eine ganze Zahl p zur Wurzel, die notwendig ein Faktor
von a, sein mu. Denn wird in Gleichung (2) ¢ =1 genommen, so sind
die 7 ersten Glieder durch p teilbar, also muB dies auch fiir a,, gelten. Setat
man mithin nach und nach in die Gleichung (1) alle Faktoren von a,,
positiv und negativ genommen, ein, so erhilt man alle ganzzahligen Lo-
sungen derselben und mithin auch die rationalen Wurzeln von f(z) =0
und kann die entsprechenden rationalen Faktoren von f(x) abtrennen.

Wir wollen einige Beispiele vornehmen. Um zu sehen, ob die Gleichung

25—t —92% 4 1022 —11x+9 =0
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eine rationale Wurzel besitzt, hat man nur die Faktoren von 9, nidmlich
4+ 1, £8, £ 9 zu priifen. Keine dieser Zahlen geniigt der Gleichung.
Dieselbe hat folglich iiberhaupt keine rationale Wurzel.

Zur Feststellung, da8 + 9 z. B. der Gleichung nicht geniigt, ist nur eine
rohe Schitzung erforderlich. Denn man sieht doch sofort, daB fiir x =9

s > 1t 4+ 913 = 2714,
und dafl 1022 > 11z
ist, daB also die linke Seite nicht verschwinden kann. Ahnlich kann man
bei £ = — 9 schlieBen.

Sind die Koeffizienten der Gleichung grofie Zahlen, so kann man die
Proben auf folgende Weise erleichtern. Ist (1) die gegebene Gleichung
und soll sich das Polynom auf der linken Seite in die Faktoren

(@ — @) {boz™=1 + bya"2 + - + by % + by}
zerlegen, so gibt die Vergleichung der Koeffizienten
Ap =—@bp 1,81 =bp_ 1 — @by 5,0, 5 =by_p—ab,_s,.
ay =by,—aby,a;, =b;—aby, by =1,
woraus sich ergibt

— 0y

b . by_s—0un_2
a n—2

b =
a ’ n—3 a ’

b _ by_1—0n_,
n—1"

®)
by _3—0y _
bﬂ_4=___°_a_"'__s, e by =

by—a b—a
2 !’ b0:1=l 1.

Sind nun die Koetfizienten ganze Zahlen, und soll die Wurzel ¢ ebenfalls
eine ganze Zahl sein, so miissen sich auch aus den Gleichungen (3) fiir
die Werte der b nur ganze Zahlen ergeben; ist dies nicht der Fall, so ist &
nicht die Wurzel der Gleichung; auBerdem muB als letzte Bedingung

b —a .
21— 1 gein.

Ist z. B. die Gleichung gegeben
28— 5zt — 232 4 29522 — 824z 4 700 =0

und zu untersuchen, ob sie ganze Zahlen zu Wurzeln hat, so hiitte man,
da 700 = 7 - 52 - 22igt, alle Zahlen zu untersuchen, die aus den Faktoren
2, 2, 5, 5, T zusammengesetzt sind und mithin Faktoren von 700 sind. Da
aber die Gleichung sich schreiben laBt

(22 —52—28) 4 --- =0,
so ersieht man sogleich, da3 8 eine obere Grenze der positiven Wurzeln ist.

Ferner ergibt sich leicht — 8 als Grenze der negativen Wurzeln. Man hat
also nur die Zahlen + 1, + 2, 4 4, -+ 5, 4 T zu priifen.
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Nun ist

fira="1, b4=j—,'770—0=——100 by = M(keme ganze Zahl);

woa=—T, b= "0 =100, by="REE__ 189,
b2=:13_2_—77—2%—+61 b, = §L‘|:7§=_12’b0=1=:g;ﬂ.

Also ist — 7 Wurzel und die eben berechneten b sind die Koeffizienten
der Gleichung, welche aus der Division mit x -+ 7 hervorgeht. Dieselbe

ist mithin 24— 1228 4 6122 — 1822 4+ 100 = 0.

— 7 kann nicht Doppelwurzel sein, da sonst £ = — 7 Wurzel der neuen
eben erhaltenen Gleichung wire. 7 ist aber kein Teiler von 100.

Auf diese Gleichung angewandt, ergeben die Formeln (2) fiir z = 5,

by = :5199 = —20, by = 1205—_"132 ; 5 ist also nicht Wurzel; ebenso er-
gibt sich, daB — 5, 4 4 nicht Wurzeln sind. Fiir z = 2 ist by = :gﬁ
— — 50, b2=-——502—|—182_+41 by = 1;61 —10, bo——10+12

= 1. Algo ist 2 Wurzel, und die Entfernung des Faktors z — 2 erglbt
23—10x2 4 412 —50 = 0.
Da 2 Doppelwurzel sein kann, hat man diesen Faktor nochmals zu priifen

und erhilt

by = +5o — 15, b =B

2

:—8, b0=:_8‘;‘£=1.

Also ist z — 2 Faktor, und die Entfernung desselben gibt
—8z 425 =0.

Diese Gleichung hat keine rationale Wurzel. Die vorgelegte Gleichung
ist mithin in ihre mit rationalen Koeffizienten versehenen Faktoren zerlegt

(z—2)%(z + T)(a® — 8z + 25) = 0.



Zweiter Abschnitt.
Theorie und Anwendung der Determinanten.)

Erstes Kapitel.

Grundeigenschaften der Determinanten.

1. Historisches. Die Lehre von den Determinanten kniipft unmittelbar an
die Auflésung eines Systems linearer Gleichungen an. Die Resultante
eines Systems linearer Gleichungen ist némlich geradezu die Determi-
nante der Koeffizienten dieses Systems von Gleichungen. Nun lassen
sich die Resultanten eines Systems von linearen Gleichungen zwar leicht
berechnen. Aber die Elimination von zwei Variablen z, y aus drei linearen
Gleichungen fiihrt schon zu einer Resultante von 6 Gliedern; die Resul-
tante von vier linearen Gleichungen mit drei Variablen ist ein Aggregat
aus 24 Gliedern; die Resultante aus fiinf linearen Gleichungen mit vier
Variablen enthilt 120 Glieder usf.

Man sieht, da8 diese Resultanten oder Determinanten ungefiige Aus-
driicke sind, welche wir kaum iibersehen konnen; noch weniger lieB sich
mit ihnen rechnen, solange das Gesetz ihrer Bildung und ihre Eigenschaf-
ten nicht bekannt waren.

Die Anfinge der Theorie der Determinanten gehen auf Leibniz zuriick,
der zuerst erkannte und aussprach, welche wesentliche Rolle die Wahl
der Bezeichnung spielt, um so mehr, je verwickelter die Ausdriicke sind,
mit denen wir es zu tun haben. In den Schriften von Leibniz ist dieser
Gegenstand nur an einer Stelle beriihrt, in einem hochst interessanten
Briefe an den franzosischen Mathematiker De 'Hospital (1693.)%)

1) Die weiteren Abschnitte dieses Buches sind mit geringer Ausnahme auch fiir
einen Leser verstéindlich, der den vorliegenden Abschnitt II iiberschligt.

2) Leibniz, Mathematische Schriften, herausgegeben von Gerhardt, 1. Abt.,
2. Band, Brief an De 'Hospital, Hannover 1693.
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Leibniz bemerkt darin, daB er 6fter Zahlen statt der Buchstaben an-
wende, und gibt ein Beispiel, indem er die drei linearen Gleichungen

o+ 1L-z+1,y=0
2% +2,-+ 2y=0
80+ 8,2+ 8,y=0
anschreibt, und das Resultat der Elimination von z, y in der Form gibt
1,2,8, 12,8,
1,2,8,—1,2, 8,
12,8, 1,28,

Je drei beisammenstehende Zahlen sind hier als Produkt von drei Koeffi-
zienten aufzufassen, und jedem dieser Produkte ist das Zeichen - vorzu-
setzen; dann gibt die Gleichung die sechs Glieder, aus welchen die Resul-
tante besteht. Aus diesem Resultat schlieft Leibniz das allgemeine
Theorem zur Bildung der Resultante fiir beliebig viele lineare Gleichungen,
d. h. er gibt im wesentlichen das allgemeine Gesetz der Bildung der Deter-
minanten.

Leibnizens Losung ging verloren.!) Dann wurde sie wieder gefunden
von Cramer (Analyse des lignes courbes, Genéve 1750). Bézout, La-
place und zumal Vandermonde (Mémoire sur ’élimination, 1772) er-
weiterten die Kenntnis von den Eigenschaften der Determinanten. Auch
in den zahlentheoretischen Untersuchungen (Disquisitiones arithmeticae,
1801) von G au B kommen dieselben vor als ,,Determinanten quadratischer
Formen*.

Die wesentlichsten Fortschritte in der Entwicklung der Theorie der De-
terminanten verdankt man jedoch Cauchy?), der auch die jetzt ibliche
symbolische Bezeichnung der Determinanten zuerst benutzte, und zumal
Jacobi, durch dessen Arbeit ,,De formatione et proprietatibus determi-
nantium* (Crelles Journ. XXII, 1841) die Kenntnis und der Gebrauch
der Determinanten allgemein wurde.

2.Definition der Determinanten. Es sei ein System von » linearen Glei-
chungen homogen in den #» Variablen z,, z,,...r, gegeben. Bezeich-
nen wir nach dem Vorgang von Leibniz die Koeffizienten durch zwei In-

1) In einem spéteren Briefe an De 'Hospital mahnt Leibniz denselben, ihre
Entdeckungen nicht an die Offentlichkeit zu bringen: ,,il n’est pas bon de prostituer
nos méthodes.*

2) Cauchy, Journ. de I'Ec. Polytechnique, t. X, 17me cah. (1815). , Mém. sur
les fonctions qui ne pouvent obtenir que deux valeurs etc.*
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dizes, von denen der erste anzeigt, in welcher Gleichung, der zweite, bei
welcher Variablen der Koeffizient als Faktor steht, so schreibt sich dieses
Gleichungssystem in der Weise:

1181 + 09Ty + Q3 T3+ -+ - + 01,2, =0

(a1 Ty + Bap Ty + Bag Ty ¢+ + U Ty = 0

....................

0p1%y + QpaZy + ApgZs + v+ 4+ @ppz, = 0.

Unter der Resultante oder Determinante dieses Gleichungssystems wol-
len wir eine Funktion der Koeffizienten verstehen, deren Verschwinden
anzeigt, daB dies Gleichungssystem neben der trivialen Losung z, = =,
=....=2, =0 noch eine weitere Losung besitzt. Wir schreiben die
Koeffizienten einer jeden Gleichung hintereinander und bezeichnen abge-
kiirzt mit einem Buchstaben: q,, a5, . . . a,. Die Determinante

D(ah az» o an)

soll dann folgende Eigenschaften haben: Wenn wir qay, . . .a, zugleich als
Abkiirzung fiir die Linearformen auf den linken Seiten benutzen, so wird
das Gleichungssystem mit den linken Seiten

Uy oo Oiq, 0+ Qg iy ..y U8

zugleich mit dem urspriinglichen Gleichungssystem lsshar sein. Wir for-
dern daher

1 Doy, 09, .- Q5_q, 05 + Gz, Qjpq - -« )
=D(ay,...a,).
Dabet bedeutet jetzt a; + a
die Summe der beiden Zahlenreihen
@i1s -+ - Bip
und Oy - o« Qppy

d. h. die Koeffizientenfolge der Linearform a; + az.

Diese Forderung (1) erscheint auch darum berechtigt, weil man zur Auf-
findung der Bedingung der Losbarkeit ja gerade durch lineare Kombina-
tion der Gleichungen die Unbekannten zu eliminieren suchen wird mit
dem Ziele, zu erreichen, daB in jeder Gleichung nur eine Unbekannte stehen-
bleibt und derart, da in verschiedenen Gleichungen nur verschiedene Un-
bekannte vorkommen. Ist dies erreicht, so wird die Bedingung der Los-
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barkeit sein, da8 das Produkt der Koeffizienten verschwindet. Dement-
sprechend fordern wir weiter, daf

@) Dy, ... 051, 205, 0504, ... Oy)
= AD(ay,...0q,)
sein soll, wenn 4 eine Zahl bedeutet ; 1 a; bedeutet die Zahlenfolge
AGjy, - - AGj,.
Endlich fordern wir den vorausgegangenen Erwigungen folgend, daB8
die Determinante des Gleichungssystems
a;:2; =0 ) (B=1,.0.7)
den Wert a,,, . . . a,, hat, oder was nach (2) dasselbe bedeutet
8) D(ey,...e,) =1.

Dabei ist ¢; die Zahlenfolge, bei der alle Zahlen auBler der j-ten verschwin-
den. Die j-te selbst hat den Wert 1.

Nun ist die interessante Tatsache die, daB es genau eine Funktion D
gibt, die diesen drei Forderungen geniigt. Davon werden wir uns erst
iiberzeugen und dann nach Feststellung gewisser weiterer Eigenschaften
derselben zeigen, dafl sie auch die Resultanteneigenschaft fiir das lineare
Gleichungssystem besitzt.

3. Existenz der Determinanten. Ich zeige zunidchst durch explizite An-
gabe eines Beispieles, dafl es Funktionen der a;, gibt, welche die drei an-
gegebenen Eigenschaften besitzen. Dazu miissen wir erst etwas iiber die
moglichen Anordnungen von n Objekten sagen. Die Ziffern 1,2,...n
kann man in n! verschiedene Anordnungen bringen. Diegse Anordnungen
(auch Permutationen genannt) teilen wir in zwei Klassen ein, die gera-
den und die ungeraden. Um das Einteilungsprinzip angeber zu kénnen,
betrachten wir das Differenzenprodukt

(B — @) (B1 — 23) - - - (21— Ta)
(T2 — @) « - - (Za— Ta)
(Tno1— Tu)
von % unabhéngigen Verdnderlichen, das wir abgekiirzt mit P(z,, ...z,)

bezeichnen. Bei Vertauschung von zweien derselben #ndert es sein
Vorzeichen

Py, oo s @jyeeey Ty sy L) =— P(Dyy e v oy Tis e v oy Tjy u v oy Tp)e

Denn: die Differenz x; — x; #ndert ihr Vorzeichen. Weiter bleiben die
Differenzen unverdndert, die weder z; noch x, enthalten. z, —z; und
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z, — % vertauschen ihre Plitze, wenn 4 < jist. «;— x; und x; — =, ver-
tauschen ihre Platze, wenn 4 > k ist. z; — x, und z, — z, vertauschen
ihre Plitze und weehseln beide das Vorzeichen, wenm §j < 4 < k ist.
Man beachte weiter, daf man jede Anordnung der Ziffern 1,...7n
aus dieser natiirlichen Anordnung bekommen kann, indem man mehrfach
je zwei der Ziffern miteinander vertauscht: man schaffe nur durch suk-
zessives Vertauschen mit ihrem rechten Nachbarn zuerst die Ziffer ans
Ende, die dort stehen soll, verfahre dann analog mit der Ziffer, die den
vorletzten Platz einnehmen soll usw. Daher ist fiir jede Anordnung
Tyse o Ty der zy... 2,

Pz, o2) =% Py, ... Tp)-
Wenn < steht, so nennen wir die Anordnung gerade, sonst ungerade.
Alsdann betrachte man die Summe
(1) A (Cll...a,,)=2:l: azllazlg, .. .a;_nn
erstreckt iiber alle n! Anordnungen 4,,...4, der Ziffern 1...7n und
setze dabei das Vorzeichen + oder —, je nachdem ob es eine gerade oder

ungerade Anordnung ist. Diege Funktion ist die Determinante n-ter
Ordnung.

Beispiele: Die Determinante zweiten Grades ist
|
\ 013Gy

‘ Q2109

Die Determinante dritten Grades ist

= Qq3 095 — Ay2Qg; -

{
Q11012013
e el k Gy Goaligy — (13 Gg3Bgg = Oyplaglliay — Qyalo; Gag
21022 Qo3
1 + Gy309 gy — Gy30g9 03y .
; O31 032033 |

Die Determinante vierten Grades enthélt bereits 24 Glieder, entsprechend
den 24 Permutationen der Zahlen 1, 2, 8, 4:

Q1101301301

(g1 Qg Ooglay | = Qyg Qg g3 Uy — Gy BagUgy tyg —+ gy Qg Ugy Bgp
(31 B39 Q33 Azy — Q11 Qg3 0304 + ° *

Qg1 Qg2 Oy3 04y

In jedem Glied der Summe (1) kommt genau ein Faktor vor, der der 1-ten
Zeile angehort, der die vordere Nummer ¢ trigt. Ebenso kommt in jedem
Glied genau ein Faktor vor, der die hintere Nummer 4 tragt.
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Die Funktion 4(ay, . . . a,) hat dann die folgenden Eigenschaften
1 A{ag, o oo Opyeney G5,...0,)
=—A(0y, 0o Qyeeey Ogyen.Qy).

Denn die Vertauschung von a; mit a, hat zur Folge, daB man jedes Glied
der Summe (1) durch eines ersetzt, das aus ihm durch eine Vertauschung
von zwei der ersten Nummern der a hervorgeht, das also das andere Vor-
zeichen hat.

2) Ay, ...a; +b;y ... ay)
=A(ay, ... Q5,...0,) + A{(ay,...b;, ... 0q,).
Dabei sei b; =bj3,...bin

eine weitere Zahlenreihe und a; 4 b; bedeute die Reihe a;; + b;q, ...
@;, + b;,. Dies folgt sofort daraus, daBi 4 von den Elementen jeder ,,Zeile"
®jq, - « + @;, homogen und linear abhingt. Man nehme nur die Einsetzung
in den einzelnen Gliedern der Summe (1) vor.

Aus (1) folgt, daB

(1a) A(agy oo o 05y e ey ee.ay) =0,
D. h. daB ein A mit zwei gleichen ,,Zeilen‘‘ Nullist. Denn bei Vertauschung

von diesen beiden Zeilen bekommt es nach (1) den Faktor — 1, wihrend
es doch tatsiichlich unverindert bleibt.

Aus (2) folgt im Verein mit (1a), dal

(2a) Ay, .. 05 + Gzy ... 0y)
=A(ay, ... 05, ...0). VR L))
Denn es ist Aoy, .« .05 4+ Qgy v v 0p)
=A(Qy, e e e Oy eenlpyennsfy)
F Ay, e e Qe e Qpyeeny Qn)e

Nach (1a) aberist A(a;,...0%, ... 04, ...0,) =0.

Damit ist die erste Grundeigenschaft der Determinanten bei der Funktion
A nachgewiesen. Die zweite folgt sofort daraus, da8 4 linear und homogen
von den Gliedern jeder Zahlenfolge a; abhiingt. Die dritte verifiziert man
gsofort, denn fiir ¢; = a; (j=1...n) bleibt nur ein Summand von 4
stehen; und der ist -+ 1.

4. Folgeeigenschatten, Ich zeige nun weiter, daB 4 (ay, ... a,) die einzige
Funktion ist, welche die drei Grundeigenschaften besitzt. Der Grund-
gedanke dieses Beweises ist dieser: Man zeigt, daf eine Funktion



2,1, 5. Unititsbeweis

D(ay,...a,) fir jedes System q,,...a, nur einen einzigen Wert be-
gitzen kann, der durch die q,, . . . a, und die drei Grundeigenschaften voll-
kommen festgelegt ist. Um das zu diesem Beweis notige Berechnungs-

verfahren angeben zu konnen, schicken wir einige weitere Higenschaften
jeder Funktion

47

D(a,,...a,) voraus.
I. Bs ist Day,...a; +Aag, ... Qg ... 0,)
=D{ay,...q;

wenn 4 eine beliebige Zahl ist.

Denn es ist fir 4 4= 0, was allein interessiert,

D(ay...aq o0 ... 0y)

srees  Opye..(y), UR)

1
= D(y...o; ... A0k...00)

=;—D(a1...a,-+}.ak...}.ak...a,,)

= D(ay...0;+20;...0, ...0).

I1. Es ist D(al...ak...aj...a,,)

=—D(ay...a...0...0,).
Denn es ist D(a; ... 6

R P el Qy)
= Day...0.+ a; S c.. Q)
= D(a...a+ay e, — (O + @) ... Qp)
= Dfay...0+ q; e — O . Q)
= D{y...0+0;—0...—0a )
= D(a...q .. — 0 ceOp)
=—D(a,...q; SN .. Q).

II1. Esist D(ay...0;_1,0,0,1,---0,...0,)

=0.

Dabei ist O die Zahlenfolge 0, 0 . . . 0, die aus lauter Nullen besteht. Denn
os 18t ja D@y,...O...a,)
=0-D(ay,...05...0a,).

5. Unitétsheweis. Wir fithren nun den zu Beginn von (2, 1, 4) in Aussicht

genommenen Beweis fiir die Einzigkeit der Funktion D nach dem dort

angegebenen Gedanken durch. Wir achten zu dem Zweck zunichst auf

die ersten Zahlen ay,, @y, - . . @,, der n Folgen g, ... a, und stellen fest,
ob darunter von Null verschiedene Zahlen vorkommen. Ist das der Fall,
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go sei a;; diejenige kleinster Nummer, die von Null verschieden ist.

Indem wir dann die Multipla %’51 a; von den folgenden a; abziehen,
1

gndern wir den Wert von D nach (2, 1, 4) nicht, erreichen aber, dafl in der
ersten ,,Kolonne‘* ay, . . . @,, nicht mehr als eine von Null verschiedene
Zahl steht. Sie steht an j-ter Stelle. In dem wir dann noch a; der Reihe
nach mit den vorausgehenden Zeilen vertauschen, bringen wir es an erste
Stelle und bringen um diesen Austausch auszugleichen, gleichzeitig den
Faktor (— 1)7 an dem nun noch zu berechnenden .D an. Dies neue D ist
wieder eine Funktion von n Zahlenfolgen, welche nach wie vor die drei
Grundeigenschaften besitzt. Wir bezeichnen ihre n Zahlenfolgen mit
i ...a, Nura’, hat dann noch eine von Null verschiedene erste Zahl a,
= aj;, withrend die ersten Zahlen

a;l .o a',,l
alle verschwinden. Wir achten nun auf die Zahlen der zweiten Kolonne
4 ’
Adgg « . « Oyug

der zweiten und der darauf folgenden Zahlenfolgen und stellen fest, ob

darunter von Null verschiedene vorkommen. Ist dies der Fall, so sei aj

die von Null verschiedene kleinster Nummer. Indem wir dann :’,” %
k2

von den folgenden q; abziehen, dndern wir den Wert von D nicht, erreichen
aber, dal} die zweiten Zahlen der auf a; folgenden Zahlenfolgen alle Null
werden. Alsdann vertauschen wir wieder a; der Reihe nach mit den Zahlen-
folgen kleinerer Nummer, bis es an die zweite Stelle geriickt ist und
bringen zum Ausgleich dieser Vertauschungen den Faktor (— 1)*-1 an.
So bleibt nun nur ein D zu berechnen, bei dem nur die erste Zahlenfolge
eine von Null verschiedene erste Zahl und nur die zweite Zahlenfolge
eine von Null verschiedene zweite Zahl besitzen kann. Mit den dritten
Ziffern verfahren wir dann ebenso und erhalten so nach n-maliger Wieder-
holung des Verfahrens ein D, das nun von n Zahlenfolgen dieser Art
abhingt:

Wy = (Aus, Aygy - .. Ay
Wy =0, Agg,  ...A5,)
Wy =(0 0 Ag,... A5,
A =0 0 0 A4,,).

Nunmehr sehen wir zu, ob

App =0 oder A4,,=+0 ist.
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Ist 4,,, = 0, so ist nach III von 4,

D,...A,)=0
und also auch D(qy, . .. a,) = 0, da dies ihm gleich ist.

Ist 4,,< 0, so ziehen wir
Akn
U o
von %; ab und gewinnen so n neue Zahlenfolgen, deren letzte Zahl aufier
bei A, verschwindet. D aber bleibt bei diesem Vorgang unverindert. Auch
Ay 1 a1y An_a,n_g, -+ . Ay bleiben dabei ganz unverindert. Wir achten
nurauf 4, ,,,_,. Ist 4, 4 .,y =0,80ist D =0. Ist 4,_; ,_1+0,s0
gehen wir genau wie vorher zu neuen Zahlenfolgen iiber, deren n — 1-te
Zsahlen alle auBler bei UA,,_; zu Null werden. Setzen wir dies Verfahren fort,
0 erkennen wir, daf

D(ay, ... 0y) = (— 1)i+k=15 D, . .. %)
= (—1)*k-1t Ay Ay, o Apn D0y, 04)
= (— 1)j+k-1+”. Alli vee Ann

ist. Das Rechenverfahren ist durch die Werte der urspriinglichen a; ein-
deutig bestimmt. Also ist inbesondere

D(ay,...a,) =A4(ay,...a,)
fir jedes System q,,...a,.

Statt D(ay, ... 0,
pilegt man zu schreiben

a11 . a’ln \
Qa1 -+ Aoy
| Qppe s« Onyn

oder auch || a;; ||.

6. Eine Verallgemeinerung. Wenn fiir eine Funktion ®(a, . .. a,) die bei-
den ersten Eigenschaften von 2. gelten, statt (3) aber D(e,...¢,) =d
irgendwie vorgeschrieben ist, so ist

D(ag...a,) =dD(ay...a,).

Dies lehrt der Beweis in b. unmittelbar. Denn da wurde nur zu aller-
letzt der Wert von D(e, . . . e,) benutzt.

Bieberbach, Algebra. 4
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7. Eine weitere Eigenschatt der Determinanten. Eine erste Eigenschaft
entnehmen wir der in 3. betrachteten Summendarstellung der Determi-
nanten. Wir haben dort die Determinanten entwickelt, indem wir die
ersten Indizes der a,, permutierten; man konnte aber auch die zweiten
Indizes permutieren und die ersten in der Ordnung 1, 2, 8 .. . n belassen
oder, was auf dasselbe hinauskommt, man kann in jedem Gliede die ersten
und zweiten Zeiger vertauschen. Dabei wird das Zeichen des Gliedes nicht
gedndert; denn nach der Definition hingt das Zeichen des Gliedes nur da-
von ab, ob die Reihenfolge der zwei Indizesreihen von derselben Klasse
sind oder nicht. Daraus folgt, daB die Determinante sich nicht
dndert, wenn man in allen Elementen die ersten und zweiten
Indizes vertauscht, wodurch in dem Quadrat der Elemente
die Horizontalreihen in die Vertikalreihen, und umgekehrt,
@ibergehen. Es ist also

1101203 - - - Q1p G181 -« + Cny
gy Qagligs « - « Ogp Qralag -+ + Qpg
------- — alsazs LN ) a”s
Ap1Q0n2Qpg e+ Qpp Ainlan «++ Ann

Statt Horizontalreihe gebrauchen wir, wie schon mehrfach im Vorstehen-
den,auch denAusdruck: Zeile. StattVertikalreihe sagen wirauchKolonne.

8.Entwicklung einer Determinante nach den Elementen einer Kolonne.
Aus dem analytischen Ausdruck der Determinanten, oder aus dem in
(2,1, 5) auseinandergesetzten Berechnungsverfahren, folgt, daB eine Deter-
minante eine homogene lineare Funktion ihrer letzten Kolonne ist. Da
aber bei Vertauschung der Kolonnen sich nur das Vorzeichen éindern kann,
so gilt das fir jede Kolonne. Da man weiter Zeilen und Kolonnen aus-
tauschen kann, ohne die Determinante zu #ndern, so gilt das auch fir
die einzelnen Zeilen. Es sei nun gesetzt

D(al-.-an) =2a‘kA,-k. (k=1,...m)
Dann ist, wie gezeigt werden soll,
Aik = (- 1)i+kDik'

Dabet ist D;; die n — 1-reihige Determinante, die aus D entsteht, wenn
man die 1-te Zeile und die k-te Kolonne beseitigt. Es ist ndmlich

Aix =D(aye.. 05y, € Qoo - Op)e
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Dabei ist e, die Zahlenfolge, deren k-tes Element 1 ist, deren wibrige Ele-
mente aber verschwinden.

Zieht man in D(ay...0;_1, €% Gisqse- - Qn)

@1,x € von Qg
ab, so erkennt man, daf

D(ag.." Qi 1y €5, Qiyq--- 0y
=D(a1...0_1,€, Qiy1... 0y

ist. Dabei ist a; diejenige Zahlenfolge, die aus a; entsteht, indem man
a;; durch O ersetzt, die iibrigen Elemente von a; aber unveridndert bei-
behilt. Nun ist weiter

D(ay ... .01, €k, Qg1 ... 0%)
= (—— 1)i+kD(Cl; ‘e aﬁ-_l, a;'+1 “e 0,,;)
Denn setzen wir zunichst einmal

D(ay...00—1,€x Gip1...05)

= D(ay . ..a), so ist
1) D(ay ... 01 + ap, ... 03)

= D(ay...an) (u=+2).
(2) D(ay...kay...d) =kD(aj...a;...a%).
) D€y -+ €i15Cip1--.8p) = (— )i+E

Um das letztere einzusehen, vertauscht man erst die ¢-te Zeile mit
der 7 — 1-ten, dann der ¢ — 2-ten usw., bis sie zur ersten geworden ist; dann
vertausche man die.k-te Kolonng 32}!3« der k — 1-ten, dann mit der k — 2-ten
Kolonne usw., bis'zur ersteﬁ?'geraden ist. Dadurch findet man

D(eg.-.i_y,€41--8n)
=D(ey...€_1,€ €41 €n)
= (—1)**D(ey, €5...0;, €p1.-.8y)
= (’— l)i+kD(e1, 62, .o en)
= (— 1)i+E,
Daher folgt nach 5. die Richtigkeit unserer Behauptung, da die drei

eben festgestellten Eigenschaften fiir die Funktion (— 1)#+¥D(aj . . . ai—1,
@y, . .. 05 chrakteristisch sind.

4%
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Aus der eben gefundenen Zerlegung

1 D = Za’ikAik (k=1,...n)
folgt weiter
(2) 0 = Za,-kA” fill‘ k + l.

Denn nach (1) ist ja D(ay... 0. .. 0. ... ay)
=2ailAit

fir jede Zahlenfolge a;. Setzt man insbesondere q; = a;, so wird die
Determinante 0, und daraus folgt (2). Vertauscht man Zeilen und Kolonnen,
80 wird man zu den Relationen

D= ZaikAik
k

0 = ZaikA,-k, i+ 9 gefuhrt.
k

Zweites Kapitel.
Systeme linearer Gleichungen.
1.Inhomogene Gleichungen. Aus den Eigenschaften der Determinanten

ergibt sich nun sofort die Auflosung eines Systems von linearen Glei-
chungen.

Es seien die n linearen Gleichungen zwischer den #» Unbekannten
Ty, Tgy - - - T, gogeben.

Q1181+ Quay + -+ + 01 Ty =€
(1) Gay &y + Gaa Ty + -+ + Uy Ty = €y
Gp1 Ty + Ap2le + e OpnTy = Cpe

Wir bilden aus simtlichen n2 Koeffizienten der Unbekannten z in der

Ordnung, wie sie in den n Gleichungen stehen, die Determinante des
Systems

Gy3012. .- 019

(2) _A — azla'zs « o ag'. .

.......
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Die Entwicklung dieser Determinante nach den Elementen der einzelnen
Kolonnen liefert nach S. 52 die Relationen

(8a) Ay + Aoy + oo A Aupda =4 und
(3b) ;A + g Aok + - -+ apedar =0. (k)

Nehmen wir zunéchst an, es gebe n Zahlen z, . . . z,,, die den Gleichun-
gen (1) geniigen. Multiplizieren wir dann die erste Gleichung des Systems
(1) mit 4,,, die zweite mit A4,, usf., die n-te mit 4,,, und addieren hierauf
die simtlichen n Gleichungen, so ergibt sich unmittelbar

(4) A3, =0 A1+ Ao + -+ - Cud .

Hier sind nun zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem 4 von Null ver-
schieden oder gleich Null ist.

2.Die Determinante ist von Null verschieden. Ist erstens 4 von Null ver-
schieden, so kann man die Gleichungen (4) durch 4 dividieren, wodurch
man die Werte der z erhilt, welche allein den Gleichungen (1) geniigen
kénnen. Es bleibt nun aber noch zu zeigen, daB die Werte (4) wirklich
die Gleichungen (1) erfiillen. (Denn auf die Werte (4) fithrte uns die An-
nahme, es existierten Losungen.) Multipliziert man aber in (4) beide
Seiten mit a,, und summiert von k¥ = 1 bis k = n, so kommt

AZ aeTe = 2 034y + a2 A Aoy + -+ + CpZ A Anre
Nach den Relationen (8b) folgt aber
AX ;2 = c; 4,
go daB wegen 4 < 0 sich ergibt, daB
22, = ¢

ist. Daher sind die Gleichungen (1) durch die Werte (4) der = gelost.

Man wird bemerken, daB die Determinante 4 der gemein-
schaftliche Nenner der simtlichen Werte der z ist. Aber die
rechte Seite der Gleichung (4), also der Zihler von x,, kann ebenfalls als
Determinante geschrieben werden. Derselbe geht ndmlich aus 4 hervor,
wenn man an die Stelle der Elemente a, , @z, - - - @, der k-ten Vertikal-
reihe die Gré8en ¢,, ¢,, - - . ¢, einsetzt. Esist daher auch

A11Q12 o0 B1,5-10101 k41 -+ Q1 l

1 Q31029+« . Gg, 1020, k+1 -+ - Oap
(5) L= 5"



h4 Zweites Kapitel: Systeme linearer Gleichungen

und die Werte der verschiedenen x unterscheiden sich nur dadurch, daB
in der Determinante des Zihlers die GréBen ¢, ¢,, . .. ¢, nacheinander
die erste, zweite, . . . n-te Vertikalreihe der a ersetzen.

3. Die Determinante verschwindet. Ganz anders verhilt sich aber die
Sache im zweiten Fall, wenn

(6) 4=0

ist. Dann reduziert sich die linke Seite von (4) auf Null, und daher muB das
gleiche von der rechten Seite gelten, damit die Gleichungen (1) iiberhaupt
zusammen bestehen konnen. Man findet demnach die notwendige Be-

dingung A+ o+ FCqdny =0

firk =1,2,...n. Obnun aber, wenn diese erfillt ist, eine Losung auch
wirklich existiert und wie sie gefunden werden kann, ergibt sich aus un-
serer Methode noch nicht, da sich die Gleichungen (4) jetzt identisch auf
0 = 0 reduzieren.

Es empfiehlt sich in diesem Fall, unsere urspriinglichen Gleichungen
durch Einfithrung einer neuen Unbekannten z,homogen zu machen. Setzen

wir nimlich %" yeen %: an Stelle von w,, ...z, und schreiben noch der
Symmetrie wegen — ayq, ... — a,, statt ¢, ...c,, 0 nehmen die Glei-
chungen (1) die Form an:
Oro% + @11 Ty + o+ 01,2y =0
(0 O
UnoZo + A1 Ty + <+ + + Grp, = 0.
Ein solches homogenes Gleichungssystem hat immer die triviale Losung
Tg=12y =+ =17, =0,
von welcher wir absehen wollen. Dann wird man bemerken, daB das

System, wenn es {iberhaupt eine (weitere) Liosung zulidBt, deren gleich un-
endlich viele hat; denn wenn etwa

(l?o=ao,$1=al,...xn=an
eine Losung darstellt, so ist offenbar auch
Ty = 008y, Ty = @0y, . .. L, = 0Qy,
eine Liosung, wo g ein beliebiger Faktor ist.

Nehmen wir nun an, da wir fiir die Gleichungen (7) eine Lsung ge-
funden haben, bei der z, von Null verschieden ist, so haben wir wegen der
Willkiirlichkeit des Faktors ¢ auch eine Losung mit 2, = 1 und haben
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dann sogleich eine Losung des Systems (1). Wenn dagegen die Gleichun-
gen (7) nur solche Losungen zulassen, fiir welche x, = 0 ist, so haben die
Gleichungen (1) offenbar gar keine Ldsung, d. h. sie widersprechen sich,
so lange nicht alle ¢; Null sind. Beispielsweise wiirden die zwei Gleichungen

mit den Unbekannten z, i augenscheinlich diesem Typus angehéren.

4.HomogeneGleichungen. Durch diese Erwigungen wird die vollstindige
Auflosung der Gleichungen (1) zuriickgefiihrt auf das homogene System (7).
Dieses enthilt eine Unbekannte mehr als Gleichungen. Ehe wir aber der-
artige Gleichungssysteme untersuchen, ist es niitzlich, zuerst solche homo-
gene Systeme zu betrachten, die ebenso viele Unbekannte wie Gleichungen
enthalten. Ist etwa m diese Anzahl, so haben wir

Ay Ty + Ga Ty + -0 + 01 T =0
Gg) Ty + Qg Ty + =+ + Ayp Ty =0
) 2
Gpy1 Ty + QpoTy + -+ + GppnZp = 0.

Um diese Gleichungen aufzulésen, bemerke man, da8 sie sich von dem
zuerst behandelten System (2, 2, 1) nur dadurch unterscheiden, da8 die
rechts stehenden GroBen ¢y, . . . ¢, alle durch Null ersetzt sind. Verfahren
wir also wie dort, indem wir die Gleichungen der Reihe nach mit 4,,,
Asg,s - . . A, multiplizieren und dann addieren, so erhalten wir

Az, =0, wobel wieder

@) A=]...... .

Gnilpg -« App

gesetzt ist. Ist 4 von Null verschieden, so hat das System (1) nur die
selbstverstindliche Losung

x].:xZ:"':zn:O‘

Sollen also noch weitere Losungen existieren, so muf} jedenfalls 4 =0
sein. Weil somit die Bedingung 4 = 0 notwendig ist fiir das Zusammen-
bestehen der Gleichungen (1), so wird 4 als Resultante dieser Glei-
chungen bezeichnet.

Wir miissen nun aber noch untersuchen, ob die Bedingung 4 = 0 auch
hinreichend ist dafiir, daB die Gleichungen (1) eine Lésung haben, und
wie sie gefunden werden kann. Zu dem Zweck setzen wir zuerst voraus,
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daBvonder Determinanted nicht auch alle Unterdeterminanten?) (n —1)-ten
Grades verschwinden, daB sie also, wie man sagt, den Rang n—1 besitzt.
Ist speziell z. B. 4,,, nicht Null, so setzen wir die linken Seiten der Glei-
chungen (1) zur Abkiirzung u,, %s, . . . %,, 50 daB also
Uy =08y + Cgp T+ o0 + Gn Ty
B) e e e e e e e e e
Up =0Ap1 T, + QAnaly + ot Auaa
ist. Dann folgt wegen 4 = 0
Alnul + AZnuz +---+ Annun = Axn = 0,
oder auch, da A4, , nach Voraussetzung nicht Null ist
D e e
Daher setzt sich u,, linear aus den iibrigen u; zusammen, und folglich be-
friedigt jedes Wertesystem z,, . .. z,, welches den Gleichungen

) Uy =0, %3 =0,...0%_5=0

geniigt, ganz von selbst auch die Gleichung %, = 0. Diese ist also in
unserm System iiberschiissig und braucht nicht weiter beriicksichtigt zu
werden. Um aber die Gleichungen (4), das sind die n — 1-ten der Glei-
chungen (1), aufzuldsen, schreiben wir sie in der Form

Q11T + QraTy -+ oo Q) 1 Tpg = — 12Ty,
Opo1,1%1 + Ony,0%s + + Cy_ 1,0 1%y = — Q1,0 Tn-

Denken wir uns hierin 2, ganz willkiirlich, so ist die Determinante dieses
Gleichungssystems gleich 4,,,,, also nicht Null, so daB wir die Losungs-
methode von (2, 2,2) anwenden kénnen, wobei nur an Stelle von A4 jetzt
A,, tritt. Es kommt dann:

..........................

An—1,10 2+ Op_1,5-1 — Opn—1,0Tnn—1,k+1+ + Bn—1,n-1

Schiebt man hier die k-te Vertikalreihe iiber die folgenden hinweg und
zieht aus ihr den Faktor z,,, so ergibt sich:
Akn

(5) &y = 4,, Tn

) Unterdeterm inante einer gegebenen Determinante D heiBt allgemein
eine I})letermmante, die aus D durch Weglassen einiger Zeilen und Kolonnen
entsteht.
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firk =1,2,...n—1. Man erkennt hieraus, da unser Gleichungssystem
wirklich eine Losung hat, und zwar bleibt eine Unbekannte, nimlich z,,
ganz willkiirlich, wihrend die anderen Unbekannten durch z, eindeutig
bestimmt sind. Man sagt daher, das System ist einfach unbestimmt, und
die Losungen bilden eine einfache oder eindimensionale Mannigfaltigkeit.

Wir konnen die Lésungen (5) auch in der ibersichtlichen Form
schreiben:

Tyt Tyt iy =Ay, 0 Agpi---t Apn;
oder auch symbolisch
t a1 Oy A1n
R I S | ,
Cn_1,10n-1,1+++Cn_1,n ’

wodurch eben ausgedriickt werden soll, daf die links stehenden GroBen
proportional sind den Determinanten des rechts stehenden Schemas, mit
abwechselnden Vorzeichen.

Wenn nun aber 4,,, = 0 ist, so wird eine andere Unterdeterminante
(n — 1)-ten Grades, etwa 4, nicht verschwinden, und es kommt ebenso:

Ty Tgier-i Ty =Adyg1 Ao Ay

Uberhaupt erkennt man, daB diese Proportion fiir jeden Index k besteht,
bei dem nicht alle Glieder der rechten Seite verschwinden. Daher muB auch

Aygr Aggieee i Apg = Ay dggi-- i Agg

sein, was wir spiter auch auf andere Weise bestitigen werden.

Wir konnten jetzt zu dem Fall aufsteigen, daB nicht nur A4 selbst, son-
dern auch alle Unterdeterminanten (n— 1)-ten Grades verschwinden.
Dann wiren zwei Gleichungen iiberschiissig, und das System wire zwei-
fach unbestimmt, indem zwei Unbekannte willkiirlich blieben. An dritter
Stelle kiime dann der Fall, daB auch noch alle Unterdeterminanten
(n — 2)-ten Grades, aber nicht mehr alle (n — 8)-ten Grades verschwinden,
usw.

Indes wollen wir diese Untersuchung gleich an einem sehr viel allge-
meineren Gleichungssystem durchfithren, indem wir annehmen, daB u
homogene Gleichungen mit » Unbekannten vorliegen, wobei es ganz
gleichgiiltig ist, ob x gleich, gréBer oder kleiner als » ist.

Sind etwa 11Ty + A1pZs + -+ + @y, =0

(6) A Ty + Qoo %y + +++ + 2,2, =0

...............

@1 Ty + AuaZo+ o0+ Oy, =0
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unsere Gleichungen, so schreiben wir ihre Koeffizienten in der Anordnung,
wie sie in den Gleichungen auftreten, in ein Schema von g Horizontal- und
» Vertikalreihen zusammen:

H (11013 - - - Gy,
t

™

}‘ Gp1Qu2 o - Guy h

Ein solches Schema wird ,,Matrix* genannt, und wir kénnen aus dieser
Matrix in mannigfacher Weise Determinanten gewinnen, indem wir einige
Horizontal- und Vertikalreihen unterdriicken. Eine Determinante vom
n-ten Grad (n < », n < u) wird z. B. immer entstehen, wenn irgend
u — n Horizontal- und » — n Vertikalreihen weggelassen werden, und folg-
lich ist die Anzahl der Determinanten n-ten Grades, die sich aus der Ma-
trix herausschneiden lassen, gleich (}) (%).

Man sagt nun, die Matrix ist vom ,,Range* n, wenn ihre Determi-
nanten n-ten Grades nicht alle gleich Null sind, wohl aber die Determi-
nanten hoheren Grades (wenn es solche gibt). Es zeigt sich, daB es bei der
Auflosung der Gleichungen (6) wesentlich auf den Rang der Matrix (7)
ankommt. Nehmen wir nimlich an, die Matrix sei vom Range n, und es
sei etwa speziell die aus den n ersten Horizontal- und Vertikalreihen ge-
bildete Determinante, d. i.

’ A11Q39 «« « Oy p

©) 4=

An1Qng+ - - Qug

von Null verschieden.) Dann liBt sich zuniichst zeigen, daf die u— =
letzten unserer Gleichungen (6) von den ersten « linear abhéngen, daB sie
also iiberschiissig sind. Greifen wir nimlich von den Gleichungen (6) die
n ersten und noch irgendeine der g — n letzten heraus, und bezeichnen
ihre linken Seiten mit u;, u,, . . . #,, so ist

Uy =033 %3 + Gy Ty + -0 + A1y Ty

9)

Up = Q1 Ty + CpaTy + + Aar Ty
Uy == Ay Ly + BpoZy + -+ + Gpy Ty,

1) Sollte A == 0 sein, aber eine andere Determinante nten Grades von Null ver-
schieden, so liefle sich die Sache ebenso behandeln. Man kann aber diesen Fall auch
einfach dadurch auf den des Textes reduzieren, daf man die Reihenfolge unserer
Gleichungen in geeigneter Weise abindert und auch die Unbekannten passend um-
numeriert.
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wo p eine beliebige der Zahlen n + 1, n + 2, ... u bedeutet. Bilden wir
dann die Determinante (n + 1)-ten Grades

\I 118012+ -« Q15U l
|
10
( ) ‘ a’nlanz"'annuu',
l Ap1Qpz - - - QprlUy |

so sind die Elemente ihrer letzten Vertikalreihe »-gliedrige Summen. Die
Determinante ist daher nach S.46 eine Summe von » Determinanten
der Form

\ 031012 Q1001 T4 \ 11012 - - - A by
|
! |
t ......... | I ‘l
| = &T; |
Ap18po -+ v+ QpplyiT; Ap1CGn2 Apnlny |
| Ap1Qpae -« 8pnlyiT; | | 8p18p3 ... Qpnly;

Diese Determinanten sind aber alle gleich Null; denn sie sind zum Teil
solche, deren letzte Vertikalreihe mit einer fritheren iibereinstimmt, zum
andern Teil sind es (n + 1)-reihige Determinanten der Matrix (7), die ver-
schwinden, weil der Rang nur gleich » ist. Somit ist die Determinante (10)
in der Tat identisch Null. Entwickelt man sie aber nach den Elementen
der letzten Vertikalreihe und beachtet, daf dabei der Koeffizient von u,
gerade die Determinante 4, also von Null verschieden ist, so erhélt man
dadurch %, ausgedriickt als lineare Funktion von 4, u,,...%u, Die
Gleichung u, = 0 ist also eine lineare Verbindung der n ersten und folg-
lich in der Tat iberschiissig.

Hiernach brauchen wir nur noch die % ersten der Gleichungen (6) auf-
zulgsen. Schreiben wir diese aber in Gestalt

4
1%y + Gyp Ty + oo+ G Ty = —(0g, 41 Tpyy + - + Ay Ty)

An17y + Ay 2y + ez, =— (an,n+1xn+1 + -+ a’n"x")’

so erkennt man, daB8 die Unbekannten z, 4, ... 2, ganz willkiirlich gewahlt
werden konnen, wihrend z,, Z,, ...z, nach der in (2, 2, 2) gegebenen
Methode dann eindeutig bestimmt sind; denn die Determinante A4 ist ja
nicht Null.

Es ist aber zu beachten, daf man nicht » —n beliebige der Unbe-
kannten willkiirlich wihlen darf, wie wir an Beispielen niaher sehen werden.
Ferner bemerke man, daB gewif dann immer Lisungen vorhanden sind,
wenn die Anzahl der Gleichungen geringer ist als die der Unbekannten.
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Dann ist namlich g < », also erst recht n < », und daher die Dimension
¥ —n positiv.

Noch mag man bemerken, da der Beweis des eben ausgesprochenen
Satzes die Annahme n 4= 0 benutzte. Der Satz bleibt aber auch fiirn = 0,
d.h. fiir den Fall, daB alle Gleichungskoeffizienten verschwinden, richtig,

Wenn man von den homogenen Gleichungen (6) mehrere Ldsungen

kennt, etwa
Ty =0y, Ty =10g,...%, =a,

:121=b1, $2=b2,...x,=by

so kann man daraus neue herleiten durch lineare Verbindungen, indem ja
offenbar
z1=aa1+ﬂb1+---, Ty = @y +ﬁbz+"" Ty =aa’v+ﬂbr+"'

ebenfalls Losungen sind, die Multiplikatoren «, # mogen sein, welche sie
wollen. Man sieht nun leicht, da8 es genau » — n Losungen gibt, aus denen
alle anderen linear zusammengesetzt werden kénnen. Solche » — n Lé-
sungen nennen wir ein ,,Fundamentalsystem*. Da x,,,, ...z, will-
kiirlich bleiben, so kinnen etwa die folgenden » — n Liésungen als Funda-
mentalsystem gewihlt werden:

Tpir=1, ¢, 2=0,...2,=0

Tpi1 =0, Tpp=1,...2,=0

x”+1=0, $”+2 =O,...£c,, =l,
wobei die jeweils zugehorigen Werte von z,, . .. , aus (11) zu berechnen
gind. Allgemein werden die » — n Lidsungen

= (k=12...v;1=12...v—mn)

immer dann ein Fundamentalsystem darstellen, wenn die (» — n)-reihige
Determinante

---------- nicht Null ist.

an+lv—n ces Qyy—n
Um dies einzusehen, brauchen wir nur zu zeigen, daf jede Losung sich
linear aus ihnen zusammensetzen 14Bt, daB also zu willkiirlichen Werten
Zyi1s -« - Ty sich die Multiplikatoren ¢, a,, . . .a,_, derart bestimmen las-

sen, daB
W0y F Qg v A Uy Qg = Tpyq

albl + azbz +er oy nbig = Tpnia

a1y + Ca(y SR Cy_nGvn = Ty
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wird. Dies ist aber, wenn @ nicht verschwindet, nach (2,1, 1) in der Tat
moglich, und zwar nur auf eine Weise. W.z.b. w.

Anhang: Die Gesamtheit aller Lésungen (z, ... ) von (6)
bildet einesogenannte v—n-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Damit soll gesagt sein, da man jede Losung, wie wir schon zeigten,
aus » — n Lésungen (eines Fundamentalsystems) linear darstellen kann,
dafB8 es aber nicht moglich ist, alle Losungen aus weniger als » — n der-
selben linear darzustellen. Sind nimlich

(a“ con By E=13...p,un—v)
Losungen, deren Matrix den Rang g hat und sind
(blg"‘bvo) (o=1...n—~)

daraus linear kombinierte Lijsungen, so ist der Rang der Matrix dieser
n — v Losungen stets hochstens p, wihrend er auch den Wert n —»
miiBte haben konnen, wenn es moglich wire, alle Losungen, namentlich
also auch die des vorhin aufgestellten Fundamentalsystems daraus linear
darzustellen. Diese Behauptung ist gewil richtig, wenn der Rang der
Matrix aus beliebigen u Losungen b stets kleiner als u ist. Anderenfalls
selen

bka= 2y 501 + ZggOyst" “+ z'u ua’k,u (k=1,...7v;0=12...4)
1 Losungen, deren Matrix den Rang u hat. Daher ist die Determinante
Il 2|l #= 0.1) Ist dann

bk = 2,0y - -+ z‘uak‘u (k=1...)

irgendeine weitere Losung, so kann man die' Zahlen 4, ... 4, stets so
bestimmen, daB die Gleichungen

2,= A2, - —|—}.MzM (=1...u)
erfiillt sind. Daher ist dann
b= Abyy + oo + 4,05, (k=1...7)
und daher ist der Rang der Matrix
by --- b,y
biu---byp
b, ...b,

gleichfalls 4. (Man vgl. hierzu auch was S. 91/92 iiber lineare Abhingig-
keit gesagt werden wird.)

1) Dies lehrt der Multiplikationssatz der Determinanten, dessen Beweis auf
S. 65 folgt.
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b. Beispiele. Ein paar Beispiele mogen dasin den letzten Nummern Ge-
sagte erldutern.

Erstes Beispiel. Seien die fiinf Gleichungen mit fiinf Unbekannten

gegeben
r—2y+82— u— =0

2z — y+ z2+4+0u—20=0
—2%2z—5y+82—4u+8v=0
— z— y+22— u+ v=0
— z— y+ z2— uw+20=0.

Die Matrix dieses Systems ist
1 -2 38 —1 ~—1
2 —1 1 0 —2
—2 -5 8 —4 38
-1 -1 2 —1 1
-1 -11 —1 2

Thre fiinfreihige Determinante verschwindet, wie die Ausrechnung zeigt.
Aber auch die Determinanten vierten Grades sind sémtlich Null. Da-
gegen ist von den dreireihigen z. B. die aus den drei ersten Horizontal-
und Vertikalreihen gebildete gleich

]% 1 -2 8]
| 2-11':-3,
—2 —5 8'

also von Null verschieden. Demnach miissen die zwei letzten Gleichungen
iiberschiissig sein. Man erkennt auch in der Tat, da8 die vierte Gleichung
nichts anderes ist als die Differenz der zwei ersten, withrend die fiinfte da-
durch aus den drei ersten entsteht, daB man sie mit — 8, 2, 1 multipliziert
und dann addiert.

Um die drei ersten Gleichungen aufzulosen, schreiben wir sie in der
Form ’

z2—2y+8z2= u-+ v

2z— y+ 2=2v
—2z—5y 4 82 =4u—38v.
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Es bleiben also u, v willkiirlich, und fir z, y, 2 findet man

| w4+o —2 8! 1 u4 08|
—8z = 2v —1 ll;-—Sy:-— 2 201';
4u—8v —5 8\ | —24u—30v8
1 —2 u-to
— 8z = 2 —1 2v )

| —2 —5 4u—38o |
oder durch Ausrechnung der Determinanten
5 = }(—u +40), y = }(— 2u + 50),2 = .
Aus diesem Beispiel erkennt man wieder, daB nicht zwei beliebige der Un-
bekannten willkiirlich gewédhlt werden diirfen; z und v nidmlich nicht,
weil bei jeder Lésung z = v sein muf.
Um ein Fundamentalsystem zu erhalten, setzen wir einmalu =38,v =0,
sodann % = 0, v = 8, wodurch man die beiden Losungen erhilt
z=—1,y=—22=0u=8,0v=0
und r= 4,y= 5,2=8u=0,v=38,
Die allgemeine Losung hat daher die Form
r=—a+48,y=—2a + 56,2 =88, u = 3a,v = 38.
Wir konnen aber auch irgendein anderes Fundamentalsystem wihlen,
etwa dasjenige, welches fir u =1, =1 und 4 = — 2, v = 1 resultiert.
Dann erhalten wir die allgemeine Losung in der Form:
z=a+28,y=a+8f,2=cd+f,u=0a—28,v=0a+§.

Dies muB natiirlich auf das gleiche hinauslaufen wie vorhin, was man auch
leicht bestitigt, indem man

e=a+ 28, =—a-+ B setzt.

Man wird iibrigens bei numerisch gegebenen Gleichungen durch kleine
Kunstgriffe meist die allgemeine Methode umgehen oder doch wesentlich
abkiirzen kénnen. So ergibt sich bei unserem Beispiel, indem man die bei-
den letzten Gleichungen voneinander abzieht, sogleich z = v. Setzt man
dies in die zweite ein, so komm#t

2=0=2x—y,
und sodann aus der ersten

u=c—2y+ 2z =5zx—4y.
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Fiithrt man diese Werte von z, v, % in die drei letzten Gleichungen ein, so
werden sie identiseh befriedigt, so da die Auflésung bereits fertig geleistet
ist, indem z, y willkiirlich bleiben. Man sieht leicht, daf diese Liésung mit
der vorigen ibereinstimmst.

Zweites Beispiel. Gegeben sind die drei Ebenen mit den Gleichungen

6,z +by+cz+d, =0
A + byy + 92 +dy =0
asx + byy + cg2 + dy = 0.
Man bestimme ihren Schnittpunkt, eventuell die ihnen gemeinsamen

Punkte.

Wir bezeichnen die dreireihigen Determinanten der Matrix

[ .
| a; by ¢y dy |l

ay by ¢y dy

a3 by ¢ dg |
mit e, 8, ¥, . Wenn dann é nicht Null ist, so kommt

z:y:2:1=a:—B:y:—34,
oder x=—%,y=—§~,z=-—%’—-
Die Ebenen haben also in diesem Fall einen im Endlichen gelegenen Punkt
miteinander gemein.
Wenn aber § = 0 ist, dagegen nicht alle dreireihigen Determinanten der
Matrix verschwinden, so machen wir die Gleichungen homogen, indem wir

%, %, % an Stelle von z, y, 2 setzen. Es kommt dann
z:y:2:t=a:—f:y:0.
Die Ebenen haben daber jetzt keinen im Endlichen gelegenen Punkt mit-
einander gemein, wohl aber einen und zwar nur einen unendlich fernen.
Die Richtung, in der dieser unendlich ferne Punkt liegt, bestimmt sich
durch die Gleichungen
z:Yyrz=a:—pf:y.

Wir kommen jetzt zu dem Fall, da8 alle dreireihigen Determinanten

verschwinden, aber nicht alle zweireihigen. Wenn dann speziell in der

Determinante
a, by ¢

6= az bz 02

ag by c3
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eine von Null verschiedene zweireihige Unterdeterminante enthalten ist,
80 werden wir ¢ und eine passende der anderen Unbekannten willkiirlich
wihlen konnen; z.B.t und 2z, wenn schon die zwei ersten Vertikalreihen
eine von Null verschiedene Determinante aufweisen. Die allgemeine Lo-
sung hat dann die Form

x=Az+pt,y = vz 4+ ot,
und dies zeigt, daB die drei Ebenen eine im Endlichen gelegene Gerade
miteinander gemein haben.
Wenn aber die zweireihigen Unterdeterminanten von 4 alle verschwin-
den, so konnen nur zwei passende von den GréBen z, y, z willkiirlich ge-

wihlt werden, wihrend ¢ immer gleich Null wird. Die allgemeine Lsung
hat daher jetzt die Form

ax + by +cz2=0,t=0;
daher haben die Ebenen eine unendlich ferne Gerade miteinander gemein,
sind also parallel.
Endlich betrachten wir den Fall, da8 auch alle zweireihigen Determi-
nanten Null sind. Dann bleiben drei der homogenen Unbekannten will-

kiirlich, und zwei Gleichungen sind iiberschiissig. Die drei Ebenen fallen
daher jetzt in eine einzige zusammen.

Drittes Kapitel.
Weiteres iiber Determinanten.

1. Der Multiplikationssatz der Determinanten. Setzen wir, dem Ge-
brauch der Vektorrechnung folgend, fir das innere Produkt zweier
Zahlenfolgen

;- b = Saibia,
=1

l Ogy...Qn by +..big a;0; a;05...0.0,
<0 ist ’ 91+ Oap ; | bar o ban _ 050y a0, .. 0,0,
] GpyeeOnp ' Dpieebpp a,5; a,b,...0,0,
Denn auf der linken Seite steht eine Funktion
Ay ... 0,), fur die
) Ay ... 02 +Db,...b,)

=A(by...52...5,) (A+p)

Bieberbach, Algebra 5
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04 A(by...kb; ...b,) =kA(by,...DH,)

®) 4. ..e0) =l aall

Dadurch ist nach (2, 1, 6) die Funktion 4 eindeutig festgelegt.
Auf der rechten Seite steht aber eine Funktion

f(Bys ... B0,
fiir die (A 4 4) f(6y...5; +b,...5,)
veo (62 + By

co0gbu. ..

Dies ergibt sich ja sofort aus (2, 18), wenn man nach der A-ten Kolonne ent-
wickelt. Nun aber stimmt in dem zweiten Summanden die 4-te Kolonne
mit der u-ten iiberein. Daher ist

4) f(by...02s +b,...b,)
=f(by...bn). Weiter gilt
(5) f(by...kbs...0,) =Fkf(by...Dp)
wie man sofort verifiziert.
Endlich ist
(6) fley...eq) =|lagll
Denn es ist Q; ° = Q.

Daher ist nach (2,2,6) f(b;...b) =4(b;...D)
Damit ist der Multiplikationssatz bewiesen.

Da nach 8. 50 der Wert einer jeden Determinante unverindert bleibt,
wenn man die Zeilen und die Kolonnen derselben miteinander vertauscht,
so mull man bei der Produktbildung nicht notwendig die Zeilen in die Zeilen
multiplizieren, sondern man kann auch die Zeilen in die Kolonnen, oder die
Kolonnen mit denZeilen, oder die Kolonnen mit den Kolonnen multiplizieren.

Beispiele. Multipliziert man die Zeilen mit den Zeilen, so gibt

abe la:yz ax+by +cz ax’' +by +c7 ax’ + by’ +c2”
a V- y | =|dz+by +cz a'e Y Fcd a'z Fby .
all bl’ cl' w’l yllzll a'lx + blly+ cl’z allwl + b/fy/ _I_ cI’zl allx" + bllyll + cllz’l
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Multipliziert man jedoch die Kolonnen mit den Kolonnen, so ist das Produkt
oz 4+ a'z’ +a’z’ bx bz 4+ b’z cx 4 ¢z + ¢’z
ay+a'y +a’y’ by+ by +b'y cy+cy +c'y”’
az + a2’ +a’z” bzb2 +b'2 cz4 Y + o2
Setzt man die zwei Faktoren gleich, so erhilt man das Quadrat einer De-
terminante wieder als Determinante. So ist

a b ¢ '\2 ‘ a b ¢ a b ¢
a' bl cl — ‘ a' bl cl al bl cl

]

\ all bII C’, all bl' c’l a” bll cl’

a4 b2 +¢2  aa’ +bbV +c¢ aa”’ + bbb+ cc”
ad’ +bb +cec¢ a'?+b2% 42 aa+bb ¢’
aa’ + bbb+ ce” a'a” + bbb+ ¢’ a’ 4 b2 4’2
a®+a'2+a"? ab4a'b +a’b” acH+ a'c +a’c”
ab+a'b+a’b” b24b2 +b’2 bet+be b |-
acta'c+a’c¢’ betbe +b'¢" 24’2+’

Das Quadrat einer Determinante ist, wie dieses Beispiel zeigt, eine so-
genannte symmetrische Determinante, welche die Eigenschaft hat, daB
fiir alle Werte der Indizes 1, k stets a;;, = ay;, ist.

2. Erweiterung. Die Regel fiir die Multiplikation zweier Determinanten
gleichen Grades 148t sich sofort auf die Multiplikation von Determinanten
verschiedenen Grades ausdehnen, da man jede Determinante auch als
Determinante hoheren Grades schreiben kann. So ist z. B.

a; by ¢, d aybyepdyl |ap 00
e p ay by ¢y dy y600
Gy by ¢ ds | | 76| |agbscsdy| |[0010
a, by ¢ d, ay by ¢, dy 0001

o + bf ay + bd 6 d
8¢ + b azy + 0.0 ¢y dy
a0 + B agy + b6 ¢ dy
e + b ayy + b ¢ d,

Es la8t sich demnach auch das Produkt beliebig vieler Determinanten
verschiedenen Grades immer als Determinante darstellen.

ay by ¢y dy

5%
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Durch diesen Kunstgriff, eine Determinante als Determinante héheren
Grades zu schreiben, 148t sich auch das Produkt zweier Determinanten
gleichen Grades auf verschiedene Formen bringen. Es ist z. B.

abcl

a b c
all bll cll

abeo
a By
o a b0
aﬂy = " 7 17 .(—1)
la”ﬂ"?" a cO
0001
abec 00 e« 008 »
a b 00 a 00p y
allblchIOO a”OOﬁI'yII .
00010 01000
0000O01 |00100

ja B0y
|ar ﬂr 0'}”
a’ B’ oy
00 10'

Je nachdem wir die eine oder andere Form wihlen, erhalten wir, wenn man
Horizontalreihen mit Horizontalreihen multipliziert,

abe « by ae +bf+cy . . .
a'bc a By =
....... a’a’"+b"g" + ¢y
a’ b’ ¢’ a’ B’y
ae+bf ad'+bf ad'+b8’ ¢
ada+ b ad+bp ad +UB ¢
- a’a+b'f a’d +b'f a’a’ - b"B" ¢’
4 4 > 0
ae aa’ ad’ b ¢
a'a a'e a'a’ b ¢
=| a"a a’a" a”’a"’ b "
BB B 00
y ¥ ¥y 00
0 0 0 a b ¢
0 0 0 o' b ¢
oder schlioBlicn ~ ——| 0 ° O #PT
a By 0 0 0
o By 0 0 0
" B y"0 0 0
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3.Matrizenprodukte. Das Theorem der Multiplikation 148t sich erweitern.

Es seien zwei Systeme von Elementen gegeben in je n Horizontalreihen
und p Vertikalreihen geordnet:

1103 - - - Oqp birbia - by
1) Q91 Qgg « + « Qop barbss - - . bap

............

GpiQng -« -Gy Dpybps e o bppe

Multiplizieren wir die Horizontalreihen mit den Horizontalreihen, wie bei
der Multiplikation von Determinanten, so erhalten wir n? Elemente kg
einer Determinante

hiahys Fin |
(@) H=|...... |, Wo
ihnlhnz hnn i
r=p
®) hix=a;1bx1+ @i2bra+ "'airbkn=§airbkr-

Das erste Glied dieser Determinante H ist
h11h22 oo e h"ﬂ =27a1,b1, '2(1231]23 e .Zam,b,w

=2a1ra2aast coe Qrobyprbashas oo bro,

Ty$yt...0

wo die Summe sich auf die Werte von r, s, t,...v von 1 bis p erstreckt.
Aus diesem Anfangsglied erhilt man alle Glieder der Determinante H
durch Permutation der zweiten Indizes der k. Dadurch permutieren sich

aber nur die ersten Indizes der b; alle andern Zeiger bleiben unveréndert.
Daher ist

H = 2 j: h11h22 “on hnn =2(a1,-a23a'st ces Opye 2 i blrbZSbSt' . b,",)

T8yt .. 0

=2a'lra28a3t ceelpy: Br,s,t,..w;

Ty8yly.. .0

w0 B,,:.., die Determinante n-ten Grades aus der Matrix der b ist,
welche die n Vertikalreihen mit den Indizes 7, s, ¢, . . . v in dieser Reihen-
folge enthilt.

In dieser Summe X ist jedes Glied Null, in welchem die Kombination
rst. ..o nicht aus lauter verschiedenen Zahlen besteht.

Ist mithin p < n, so ist H = 0; denn unter den # Indizes 7, s, ¢, . . . ¥,
die aus der Reihe der Zahlen 1,2,8,...p genommen sind, miissen mehrere
gleich sein ; folglich ist jedes B, ... = 0.
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Ist p = 7, so lassen die n Indizes 7, 5, ¢, .. . v nur eine Kombination aus
lauter verschiedenen zu, und die Summe X erstreckt sich nur auf die
Permutationen der Zahlen 1, 2,8, ...n. Ist also B die aus dem System
der b gebildete Determinante, so ist B,,;.., = 4 B, je nachdem die
Permutation rst...» mit der Anordnung 123 ...n gleicher Klasse ist
oder nicht. Es ist mithin

H=B-2+a30y...0,,=B-4,

wenn A die Determinante der a ist. Dies ist der Satz von der Multiplika-
tion der Determinanten 4, B, der damit erneut bewiesen ist.

Ist aber p > n, so kann man zuniichst in dem Ausdruck fir H das
Summenzeichen X nur auf eine Kombination der » Indizes 7, s, ¢, ... aus-
dehnen und in dieser die Indizes permutieren. Man erhélt dann, wie im
vorigen Falle, das Produkt 4, ,, ... B,4,...0, WO 4,.., die aus der Matrix
der a gebildete Determinante n-ten Grades ist, in welche die Vertikalreihen
mit den Indizes 7, s, ¢, . . . v eingehen: folglich ist in diesem Falle

(4) H _ ZAr,s,t,...v Br,a,t,...w

wo sich die Summe auf die (p,) Kombinationen r,s,¢,...v erstreckt,
welche aus den Zahlen 1,2, ... p zu je n gebildet werden kénnen; d. h.
die Determinante H ist die Summe aller n-reihigen Determi-
nanten, die aus der Matrix 4 entnommen werden konnen,
jede multipliziert mit der entsprechenden Determinante aus
der Matrix der b.

Es ist zu bemerken, daB die Resultate fir p < n und p > = sich ver-
tauschen, wenn man die zwei Systeme statt nach Horizontalreihen nach
Vertikalreihen multipliziert.

Als Beispiel zu obigem Satze betrachten wir die zwei Systeme (1)
abec afy
a'b'c e B9y,
dann ergibt sich nach (4) die sogenannte Identitit von Lagrange
ae +bp +cy aa+bp +cy

5)
( aal_l_bﬂr_*_cyl alal+blﬂl+clyl

= (ab'—ba) (@f — per)
+ (b —cb) By —vB')
+ (a¢’ —ca') (@y’ —ya’).

Nehmen wir aus der Matrix 4 von (1) irgend » Horizontalreihen, z. B.
dier ersten und ebenso die r ersten der Matrix B von (1) und multiplizieren
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hu
die zwei Systeme, so erhalten wir die Unterdeterminante . von H
h,
(vgl. 2), und nach (4) wird "
hu_ Gyy | bn_
Bor Qrr { [ -

wo die Summe X sich erstreckt auf alle Determinanten r-ten Grades, die
wir aus den r Horizontalreihen der a bilden kénnen, jede multipliziert in
dieselbe Determinante r-ten Grades aus den Reihen der b.

4. Adjungierte Matrix. Es sei wie bisher 4,; der Koeffizient von a,,

in der Determinante [ “ a ‘
11+ “1n

| Gn1 - Onn |

Wir betrachten die von den 4 gebildete Matrix
Ap Ay 45,

Apidps. .. Any
(die zu der Matrix der a adjungierte Matrix).

Ist S die Determinante, aus dieser Matrix der 4, so folgt

\ hll. 3 .hl“ ‘
S Be| « « v .. ,
l g+ han
wo B = A1ty + Aigpg + o+ + AinGpn.

Nach 8. 52 ist k;; immer = 0, suBer fiir 4 = k, in welchem Falle % den
Wert R hat, und also

@) S-B = Rr.

Dabher ist S = Rr1far R+ 0.

Die aus der Matrix der 4 gebildete Determinante ist folg-
lich die (n —1)-te Potenz der urspriinglichen DeterminanteR.

Bei dieser Formulierung des Ergebnisses haben wir auf die Voraus-
setzung R <+ 0 verzichtet. Das Ergebnis gilt ndmlich auch ohne diese
Voraussetzung. Denn aus R = 0 folgt S = 0. Dies ist zunichst selbst-
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verstindlich fiir den Fall, da8 der Rang der zu R gehdrigen Matrix kleiner
als n — 1 ist. Denn dann verschwinden alle Elemente von S. Hat aber
R den Rang n— 1 und verschwinden beispielsweise nicht alle aus den
n — 1 ersten Kolonnen von B zu bildende Determinanten, so kann man
durch beliebig kleine Abinderung der Elemente in der letzten Kolonne
von R zu einem von 0 verschiedenen R iibergehen. Da fiir dieses dann
unser Ergebnis gilt, so ist es durch Grenziibergang auch fiir ein B vom
Range n— 1 und damit allgemein als richtig erkannt.

Einen allgemeineren Satz iiber die Matrix der A erhalten wir, wenn wir
R mit einer Unterdeterminante m-ten Grades von S multiplizieren. Die-
selbe mag zunéchst aus den m ersten Horizontal- und Vertikalreihen ge-
bildet sein.

Wir schreiben sie behufs der Multiplikation als Determinante n-ten
Grades in der Form:

All L) Alm A17m+1 LN Alﬂ
Ay oo Ay Ay myr- - 4o

Aml "AmmAm,m+1 ‘Amn
0...0 1.0 0...0
0...0 01 0...0

Dann ist das Resultat der Multiplikation mit B

R00...0 g pmyy-.-04p
ORO...0 Ggms1 -+ O2n Cmitme1 e+ Omitn
................. Omai2mi1 Gpnion
000...RBapmir--Qpn =Rm|- .0 .
0 00...0 Guygmese Gmasm |  foonrmenoe o
................. L — Op n
000...0a,p41:--ap40
Es ist mithin
Ay ... Ay Cmsimtless Cmign }
...... Y

................
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Dieses Resultat 1d8t sich sogleich auf eine beliebige Unterdeterminante
der Matrix der 4 ausdehnen. Sind ry,75,...7,; S35825 ... 8, die In-
dizes der Horizontal- und Vertikalreihen derselben und g, h, % .. ., u, v, w
die der komplementiren Unterdeterminante, so hat man

|
l *41".9l s Ar!sm : GgyQgpQgy oo - }
i
(2) Ar,s‘ Ar,sm '; . ( 1)“ Rm-1 Chulpodhw « o+ |
: =\ ’
........ Qo Gip Cigp » o
Ay oo Ao | e |

wopu=2X2r+ Xs oder auch =(g+h+1+4+---) + (w4 v+ w+--).
Dieses zunichst nur fir R <40 hergeleitete Ergebnis gilt auch fiir
R = 0. Man erkennt dies dhnlich wie frither durch Grenziibergang.

Gyy -« - Q15
Beispiel. Ist R=|---- - ,
A5y - + - A5
Ayp Ay A4ss ;

: A2y Qo3

80 18t D Agp Agy A35i=—R2
51 O3

’1 Ay Ay Ags

Allgemein sagt Gleichung (2) aus: Eine Unterdeterminante m-ten
Grades der adjungierten Matrix ist gleich der entsprechen-
den komplementiren Unterdeterminante von R, multipli-
ziert mit der (m —1)-ten Potenz von E.

Die komplementéire Unterdeterminante von a,, ist gleich dem Differen-
tialquotienten von R nach a,,, wenn man dabei die a,; der Determinante

als voneinander unabhingige Verinderliche ansieht. Daher wird die
Gleichung (2)

Ars o oo Aryop
. . ™R

: = _Rm_:l . .
®) . . . aa,l,laa,g,z...aa,.m,m

Apps oo Arpsn
Insbesondere ist
(4) ArsAra' —R. o0:R

Arch,l’; 90, ,8 Qyr g

oder anders geschrieben
@) @R 9B 2R 3R _p PR

00,5 00py 0Qpy OO0y 00y 4000 5’

eine oft benutzte Formel.
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Zusatz. Ist B =0, so verschwindet nicht nur die Determinante S
der adjungierten Matrix, sondern nach (2) auch alle ihre Unterdetermi-
nanten vom zweiten oder héheren Grade.

Aus ji” |=Aredrs—d,pdpy=0

folgt dann A idg=A. 1Ay
ApgtApe=A,o: A0y

und daraus A dpgiei A=A Ayt 4,

ein Satz, welcher schon frither gefunden wurde.

Ist insbesondere das System so beschaffen, daBl A;, = 4 A4,; (giehe
symmetrische und schiefsymmetrische Determinanten in den nichsten
Nummern), so ist fiir B = 0

AiiAik —
+ Ay A =0, also 4, = Vi A;dyx,
woraus Ajy:i Ajgr Aygioee = Ayt Agp: At -

= l’Au:l’Azzz VAg:-:-,

wo die Zeichen der Wurzelgr6Be so zu nehmen sind, daB sie mit den Zeichen
der A4, stimmen.

5.Symmetrische Determinanten. Eine Determinante heiBt symmetrisch,
wenn a;, = ;. S0 ist z. B.

abd
bce
def

eine symmetrische Determinante. In einer solchen Determinante ist mit-
hin die ¢-te Horizontalreihe gleich der i-ten Vertikalreihe. Vertauscht man
die Horizontalreihen mit den Vertikalreihen, so bleibt nicht nur der Wert,
sondern auch die Form der Determinante dieselbe.

Es ist demnach auch
Aik = Akn

und ebenso #ndert sich auch keine Unterdeterminante, wenn man die In-
dizes der Horizontalreihen und Vertikalreihen vertauscht.
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6.Schiefsymmetrische Determinanten.Schiefsymmetrische Deter-
minante heifft eine Determinante, wenn

O = — 0z, also a;; =0

18t. Da in einer solchen Determinante die Elemente der i-ten Horizontal-
reihe gleich und entgegengesetzt sind denen der i-ten Vertikalreihe, so ist
klar, daB wenn man die Horizontalreihen mit den Vertikalreihen vertauscht,
alle Elemente ihr Zeichen wechseln. Die Determinante B geht mithin
iber in (— 1)"R, wenn n der Grad der Determinante ist. Aber dabei hat
die Determinante ihren Wert nicht gedndert. Ist alsonungerade, so muB
R =0 sein.

Jede schiefsymmetrische Determinante von ungeradem
Grade verschwindet.

Beispiel. l 0 a b
—a 0 ¢ |=0.
‘ —b —¢ O

Da ferner auch 4, aus 4,; hervorgeht, wenn man alle Zeichen der Ele-
mente wechselt, so ist
Api = (—1)""14;.

Es ist mithin Ay = Aix, wenn 7 ungerade,
Ay =— A4, wenn n gerade.

Ist also R eine schiefsymmetrische Determinante von ungeradem Grade
8o ist die aus den A4,; gebildete Determinante eine gewohnliche symme-
trische Determinante, welche aber den Wert Null hat, wie R selbst.

Der Koeffizient 4;; von a,; ist wieder eine schiefsymmetrische Determi-
nante vom Grade n —1 fiir joden Wert von #; also

4, =0, wenn n gerade.
Die Determinante der adjungierten Matrix ist folglich, wenn n gerade,
wieder eine schief-symmetrische Determinante.

Nun beweist man unschwer den Satz: Jede schief-symmetrische
Determinante R von geradem Grade ist das Quadrat einer
ganzen rationalen Funktion ihrer Elemente.

Die Determinante zweiten Grades

0Oa
—a0| +a
ist ein Quadrat. Nach (4) in (2, 8, 4) ist ferner
AiiAik . 2R .
Apidrr|  — 00::00,x
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0°R
Baﬁ Bakk
und a,; schneiden. Es ist also selbst eine schiefsymmetrische Determi-
nante vom (n — 2)-ten Grade, wenn E vom n-ten Grade ist. Bezeichnen
wir sie mit R,,_,, so liefert die vorige Gleichung, da 4;;, = A4, = 0 fiir ein

gerades m, und 4;;, = — 4;,,

A%, =RR,_,.
Fiir n = 4 ist RB,_, ein Quadrat und folglich ist B auch das Quadrat einer
rationalen Funktion, Ist B vom sechsten Grad, so ist B, _, vom vierten
Grad, also ein Quadrat, mithin ist R ebenfalls ein Quadrat, usf. Hiermit
ist der Satz durch vollsténdige Induktion erwiesen.

Durch diese Betrachtung ist freilich zunichst nur gezeigt, da R das
Quadrat einer rationalen Funktion ist. Wir behaupteten aber, R sei das
Quadrat einer ganzen rationalen Funktion. Es ist also noch zu zeigen,
daB eine rationale Funktion f(z, ... z,,), deren Quadrat ganz ist, selbst
ganz ist. Dies lehrt das Euklidische Teilerverfahren. Wir betrachten
Zshler und Nenner von £, also zwei ganze rationale Funktionen, als Funk-
tionen einer z, der m Veridnderlichen, wihrend wir den anderen feste
Werte geben. Wenn dann Zihler und Nenner als ganze Funktionen von
x, einen gemeinsamen Teiler haben, so liefert ihn das Euklidische Teiler-
verfahren mit Koeffizienten, die rational von den iibrigen z abhingen.
Man kann ihn daber durch Division beseitigen und daher annehmen,
daB Zahler und Nenner als Funktionen von z, teilerfremd sind. Da aber
das Quadrat von f eine ganze rationale Funktion von x, ist, so kann
z, im Nenner gar nicht vorkommen. Denn sonst wiren Zihler und Nenner
von f2 nicht teilerfremd; es wire vielmehr der Nenner ein Teiler des
Zihlers. Daher hitte auch der Nenner von f einen Teiler mit dem Zihler
gemein.

Beispiel. Fir n = 4 sei

geht aus R hervor durch Streichung der Reihen, die sich in a,;

0 =z y z'

B —z -0 ¢ b ,

—y—c 0 a

—2z —b —a 0
z y z‘

dannist Ay =—| —¢ 0 a |=—alaz—by <+ c2),

—b —a O

#B | Oa|l | ,

9allaa:z—l—~a0|*+a,

mithin R = (axz—by + c2).
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Viertes Kapitel.
Quadratische und bilineare Formen.
1. Matrizenkalkiil. Es seien die n linearen Funktionen
Uy =03 Ty + Tz +** + ATy
A) e e e e e e e e e
Uy = Un1 Ty + GpaZat o+ Qrnly
gegeben. Transformieren wir dieselben durch die lineare Substitution
Ty =buyr + bpys+ o+ b1aYa
)
T, = bnlyl + bnz?/z + -4 bnnyn’
so erhdlt man das transformierte System
Uy =PulY1+ -+ P1aYn
LG A
Up = Pn1l1 + ot Pralin, wo
4) Pir = G41bre + Gyobag + -+ Ginbag.

Ist also 4 die Determinante des Systems (1), B die Determinante der Sub-
stitution, und P die Determinante des transformierten Systems (8), so ist

(5) P=4A4-B.

Da die Determinante des transformierten Systems sich nur durch den
Faktor B, den Modul der Substitution, von der Determinante des ur-
spriinglichen Systems unterscheidet, so sagt man, die Determinante A
sei eine Invariante der n linearen Funktionen (1) gegeniiber linearen
Substitutionen ihrer Variablen.

Ist die Determinante B der Substitution nicht Null (regulire Substi-
tution), so kann P nur verschwinden, wenn 4 verschwindet.

Wir haben frither gesehen (2,8, 3), da8 die Unterdeterminanten des Pro-
dukts P sich linear aus den Unterdeterminanten desselben Grades von A4
zusammensetzen.

Sind .
(6) A=..... Jund B=1|.....
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zwel Matrizen, so versteht man unter ihrem Produkt die Matrix

P1r- - Pig t

N P=i...... R WO
Pri-«-Prp

®) Pix =§aiabak

gesetzt ist. Man schreibt P=UA-B

und multipliziert also bei der Produktbildung die Zeilen von ¥ in die Ko-
lonnen von $B. Man kann also sagen, die Matrix von (8) sei das Produkt
der Matrix von (1) und der Matrix von (2). Man muf aber dabei scharf auf
die Reihenfolge der Faktoren achten. Die Matrix B - U ist begrifflich
und sachlich etwas anderes als die eben besprochene Matrix 9 - 8. Denn
B - A wiirde vorkommen, wenn b,;, die Koeffizienten der Linearformen (1)
und o die Koeffizienten der Substitutionen (2) wiren. Es konnten aber
trotz dieser begrifflichen Verschiedenheit die beiden Produkte sachlich
iibereinstimmen, d. h. aus denselben Elementen bestehen. DaB sie aber
nur in besonderen Féchern sachlich itbereinstimmen konnen — z. B. wenn
beide Faktoren gleich sind — lehrt schon dieses Beispiel

1 0 01 0—1
0—1 10 —10 1 o)
Fiir die Multiplikation der Matrizen gilt also nicht das kommutative Ge-
getz. Wohl aber gilt das assoziative Gesetz, d. h. es ist

A-(B-C) =(A-B)E = AUBE.

s

wo|

.

2

¢ '011
Es sei noch C=1......0L
CyyreCyy
Tyy .« T2 ’
Dann ist B-C=]...... ,
Tmi e s+ Tm2
wo Wik=92#b¢9égk,
g=1
Py... P
Also A (B-C)=|...... ,
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wo Pap= 30,70y = 3 S,b 0
o=1 g=19=1
Py...Py; l
Setzt man aber UAUBE=|...... L
Phy...Pu |
o=u p=p o=m
so wird P,a{?::;g;pagc();} =u‘§ ‘g;aaobuycgﬁ
=P,,
1
Setzt man noch T=ieee|s
z,
Uy
u=\...,
Uy
Ya
h = )
Yn
so kann man (1), (2), (3) so schreiben
(1) u=9%Az
2) t=%3-Y
(39 u=xA-B-y,

so daB sich alles als Anwendung der Matrizenmultiplikation herausstellt.

2. Bilinearformen. Ist eine ganze Funktion linear und homogen in zwei
Reihen von je n Variablen z,,... %, %, ... Yn, 80 nennt man sie eine
bilineare. Sie ist mithin von der Form

) f=2auxzy (HE=12...n)
=dnT1Y i S ol P -+ G15%1 Ya -+ Qo1 Lo Yy e
Dann ist
_9_;‘; =i1Y1+ GizY2 + -+ + GinlYn
@

0
B_yfk = Q2T+ Q2 Tzt + QppZy.
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Die Determinante der a

8) D=|.....

heiBt die Determinante oder auch Diskriminante der bilinearen
Form.

Man versteht noch unter der Transponierten %’ irgendeiner Matrix o
diejenige Matrix, die sich aus 9 durch Vertauschung von Zeilen und Ko-
lonnen ergibt. Man setzt also z. B. £’ = (=, .. . z,,), wenn

251
rT=j...
T
ist. Dann kann man f so schreiben

f=z%y,
wo A=]|......

die Matrix der bilinearen Form ist.

Ist QI * }B = S»B’
80 ist BA = P.
Denn, sind wie vorhin ¥, B, % durch (6), (7), (8) erklirt, so ist
Oyg oo Opy
A =]...... ,
Aym - Anm
byg.--bpy
B =|...... ,
biy .o bmy
Pir .+ - Pnx
B =. IR s
Pru«-Pru

ag=m
WO P =2 ba %0
o=1
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wirklich zugleich die Elemente von 8’9’ sind. Transformiert man also
jetzt f durch die linearen Transformationen

r=6-u
p==I-b,
s0 wird f=tAy =u'& - A,
so daB also &AT

die Matrix der transformierten Bilinearformen sind. Sind 4, T, S die
Determinanten der Matrizen ¥, €, &, so wird

A-T-8S
die Determinante der transformierten Form.

3. Quadratische Formen. LBt man in der bilinearen Form die zwei Reihen
der Variablen zusammenfallen und setzt zugleich a;; = a;; fir irgend-
welche Indizes %, k voraus, so geht die Form in die quadratische Form
von n Variablen

1) w=2Xa,r;5, (©BLEk=12...n)
=, 2,2 + -+ + 200,22, + -+ diber.
Bezeichnen wir die halben Abgeleiteten von u nach je einer Variablen
Tyy Tgy o oo Ty Tib Uy, Ug, .« . Uy, SO ISt fIre =1,2,...m,
(2) Uy = Q1 Ty + Qi Ty + + o + Qin Ty,
und nach dem Satze von den homogenen Funktionen ist identisch
(3) Uy Ty 4+ UgTp + o+ + Up Ty, = U
Die Resultante aus dem Gleichungssystem

u, =0,u43=0,...%4, =0

@ p=|... ..

Uppe s Onp

heiBt die Determinante oder Diskriminante der quadratischen
Form. Da nun a,; = a,,; vorausgesetzt ist, so ist die Determinante so wie
die Matrix der quadratischen Form symmetrisch, wihrend die der bili-
nearen Form es im allgemeinen nicht ist.

Man kann die quadratische Form (1) so schreiben:

u =g AL

Bieberbach, Algebra 6
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Macht man dann die Substitution

L= %"7’
so wird u=yAr=9B'AB-y.
Die Matrix C=B'UB

ist wieder symmetrisch. Denn es ist

C=(B'U-B)=BUAYB =3"UAB.
Die Determinante der transformierten Form wird

A - B,

d. h. die Diskriminante der transformierten Funktion ist
gleich der Diskriminante der urspriinglichen quadratischen
Funktion, multipliziert mit dem Quadrat des Moduls der
Substitution.

Da die Determinante D der quadratischen Form bei der Transformation
der Form nur mit einer Potenz des Moduls der Substitution multipliziert
wird, so sagt man, diese Determinante sei invariant gegeniiber einer
linearen Substitution oder sie sei eine Invariante der Form.

4. Reziproke Matrix. Aus den Gleichungen (2), d. h. aus

u=9Ug
ergibt gich unter der Voraussetzung 4 < 0
r=U1u
41, 4
Dabei ist e T ,
Ant . Ann
= Ari _ A,
o A=t ="

Man nennt - die zu Y reziproke oder inverse Matrix. Daher ist
u=g% =u (A1) AA-1u

=u U1
Man nennt w A u
die zu t' Az reziproke Form.

5. Rang. Wenn in der Matrix der quadratischen Form alle Unterdetermi-
nanten von hoherem Grade als dem r-ten verschwinden, aber nicht zu-
gleich alle vom r-ten, so sagen wir, die Matrix sei vom Range r. Uber-
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trigt man nun diese Bezeichnung auch auf die quadratische Form selbst,
s0 bleibt dieser Rang ungeindert durch eine lineare Sub-
stitution mit nicht verschwindender Determinante. Denn, da
B? wieder als Determinante geschrieben werden kann, ergibt sich analog
wie S.64/70, daf alle Unterdeterminanten einer beliebigen Ordnung von
A - B*= A lineare Funktionen von Unterdeterminanten gleicher Ordnung
von A4 sind. Ist also A vom Range 7, so kann 4 nicht von hoherem
Range sein. Es kann aber auch A4 nicht von niedrigerem Range sein
als 4; denn sonst miiBte sich der Rang der Determinante erhGhen, wenn
man durch die reziproke Substitution von der transformierten quadrati-
schen Funktion auf die urspriingliche zuriickgeht.

Ist speziell 4 nicht = 0, mithin vom Range #, so gilt dasselbe von 4.

Aus dieser Betrachtung folgt beildufig auch, daB die Determinante der
linearen Transformation, welche die Unterdeterminanten erfahren, von
Null verschieden ist. Denn sind 4; die Unterdeterminanten r-ter Ordnung

s

von 4, a= l oo 1 ihre Matrix und hat 4,, @ die entsprechende Bedeutung

|
Ly
fiir 4, so haben wir zwei lineare Transformationen mit den Matrizen &

und &, so daf @ =GCa und a=GCa

Also ist @ = €& - a. Also ist
10...0 |

01...0
lo ...1
die Matrix der identischen Transformation. Daher ist das Produkt der

Determinanten von & und & gleich Eins und daher kann keine von beiden
Determinanten verschwinden.

66 =3 =

6. Transformation einer quadratischen Form auf eine Summe von
Quadraten. Man kann die lineare Transformation

t=06u mit S40

stets so wihlen, dafB die durch dieselbe aus

f=vU
erhaltene Form f=u&UACu
die Gestalt f=3Au

hat. Die Zahl der von Null verschiedenen 4,ist dabei gleich dem Rang vonf.
6*
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Beweis. Wenn simtliche Koeffizienten von f = X a;. z;z; Null sind,
so ist der Rang 0 und es bleibt nichts zu beweisen. Anderenfalls darf man
annehmen, daB eines der a,,, also der Koeffizient eines der quadrati-
schen Glieder z2 <= 0 ist. Denn sind sie alle Null, ist aber a;,(4 < ) von
Null verschieden, so fithre man durch

o=y @+ir+pu

1= Ya + Yu

Lo =Yz — Yu
neue Hilfsvariable ein. Dies ist eine Substitution = Ty mit von
Null verschiedener Determinante. Denn man kann sie ja umkehrbar ein-
deutig auflésen. Durch sie geht f in eine quadratische Form iiber, in der

2a;, der Koeffizient von yj ist. Nehmen wir also an, in f = 2 a,,z,; sei
@y, == 0. Alsdann hingt

f—a,(5,+3 0z ) =1,

edv “vy

von z, nicht mehr ab. Alsoist f, eine Form von nur n — 1 Variablen, wenn
f deren n enthielt.

Wir machen daher die Transformation
Z,=z, + 5'&) x
Zy=x; (A=)
mit von Null verschiedener Determinante und gewinnen, damit die Dar-

stellung @y 3,) = av 22+ Foy

wo f, nur noch von n — 1 Variablen abhiingt. Wiederholung dieses Schlusses
fithrt zur Darstellung von f als Summe von Quadraten linearer Funktionen.

Bei jedem Schritt wird ndmlich eine lineare Transformation von Null
verschiedener Determinante ausgeitbt. Wir bekommen so schlie8lich

[=16,6Cy...8 UG, ... 5,16, 1,
‘.ialls h lineare Transformationen nacheinander anzufithren waren, und es
st = ©,6,...Gl
DaB nun die Zahl der von Null verschiedenen Koeffizienten 4, im Schlu8-

resultat = X
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dem Rang gleich ist, ergibt sich daraus, daB nach (2,4, 5) der Rang von f
bei linearer Transformation unverdndert bleibt, und daB der Rang einer
Matrix

12,0 ...0 |
g
10 A...0
00 ...,
gleich der Anzahl der von Null verschiedenen 4 ist.

Beispiel.
f=2a + % 4+ 22f —4a] + 4,2, — 42,0 — 42,25 + 42,7,
| 2 2-—2 o0
L 2 1-2 2 {
hat die Matrix o _9o o ol
0o 2 0 —4

Ihre Determinante, sowie alle dreireihigen Unterdeterminanten sind Null.

Dagegen ist = — 1 von Null verschieden. Der Rang ist also zwei.

In der Tat hat man
f=2(z, + @y — z5)? — a2} — 423 + 42,2,

= 2(@; + Ty — 3)2 — (T, — 22,)2 = 29§ — yi.

Die Substitution Yy = Ty + Ty — Ty
Y = Ty — 2z,
Ys = T3
Ys = Ty

mit der Determinante 1 liefert also die Transformation in eine Summe
von zwei Quadraten.

Bemerkung. Ganz analog ergibt sich auch, dal man mit Hilfe der-
selben Matrix © die Bilinearform

r'Ay
auf die Form XA ue;
bringen kann. Denn durch die Transformation
r=0Cu,y)==06n
wird ja rUAY =u'S' UGSy

und &' U hat ja gerade die Form einer Diagonalmatrix.
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7. Trigheitsgesetz der quadratischen Formen. Wird eine quadratische
Form irgendwie durch eine Substitution mit nicht verschwindender De-
terminante in eine Summe von Quadraten verwandelt, so ist nicht nur,
wie wir schon wissen, die Gesamtzahl der vorkommenden Quadrate dem
Rang der Form gleich, also ein fiir allemal dieselbe, sondern es ist auch
in der transformierten Form die Zahl der Quadrate mit po-
gitiven Koeiffizienten und mithin auch die mit negativen
Koeffizienten konstant, d. h. von der Art der Transformation in
eine Quadratsumme unabhingig.

Dieses Gesetz, das von Sylvester herrithrt, wurde von ihm das ,, Trig-
heitsgesetz der quadratischen Form* genannt.

Es sei die quadratische Funktion 4 von n Variablen z,, . . . 2, durch die
zwei Substitutionen
T =Dbjyr +-- + bvinyn;

1 1=1,2,...n
) Ty =612 + 0+ Cinla, ( )

mit nicht verschwindenden Determinanten auf die Formen gebracht
(2) u=l1y§+"'+zny3,u=ﬂ12% +"'+,un212:°

Nun ist durch die zwei Substitutionen (1) ein System linearer Gleichungen
zwischen den Variablen y und 2z gegeben:

(3) bu?h R o bs‘ny'n = (1% + -+ Cinln, (’" = l, 2: e n)-

Vermoge dieser Abhéngigkeit der Variablen y und z voneinander mu8
identisch

©) MY+t Aayn =l 4o+ o

sein. Nehmen wir nun an, auf der rechten Seite dieser Gleichung seien
h Glieder, auf der linken Seite & + k Glieder negativ. Wir kénnen dann
die % GroBen z der negativen Glieder und die n — k — k GréBen y der posi-
tiven Glieder verschwinden lassen. Es bleiben sodann immer noch n + k&
GroBen y und 2z iibrig, um den n Gleichungen (8) geniigen zu konnen.
Hierdurch bleiben aber nun auf der rechten Seite der Gleichung (4) nur
positive Glieder, auf der linken nur negative stehen. Die Gleichung (4)
wiirde unmaglich sein. Die Annahme also, daB die zwei Formen (2) von
u eine ungleiche Anzahl negativer Glieder enthalten, ist falsch.

Durch das ,, Triigheitsgesetz* konnen die quadratischen Formen in Ar-
ten eingeteilt werden nach der Differenz der Anzahl der positiven und
negativen Glieder bei der Darstellung derselben als eine Summe von Qua-
draten.
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Nach GauB nennt man diejenigen Formen von n Variablen, bei welechen
diese Differenz == n ist und mithin alle Quadrate gleiches Zeichen haben,
definite Formen, weil fiir reelle Werte der Variablen der Zahlenwert der-
selben nie verschiedenes Zeichen hat; die andern Formen bezeichnet man
alsindefinite, dasiesowohl positive als negative Werte annehmen kénnen.
Insbesondere heifit eine Form positiv definit, wenn sie nur positive
Werte annehmen kann, d. h. also wenn sie definit ist, mit dem Zusatz, daB
sie (auBer fiur alle z; = 0) nie verschwindet, und nur positive Werte
annimmt. Sie heiBt negativ definit, wenn sie nur negativer Werte fihig
ist, sofern nicht alle z; verschwinden. Den absoluten Betrag der Differenz
zwischen der Anzahl der positiven und der negativen Quadrate nennt
man die Signatur der Form.

8.Definite Formen. Ein Spezialfall der in (2, 4, 6) behandelten Transfor-
mation sei noch besonders angemerkt. Es sei angenommen, daf die dort
erwihnte Hilfstransformation nie notig werde, sondern daB bei jedem
Schritt eine Variable rein quadratisch vorkomme. Man kann sich die-
selben dann so numeriert denken, daf sie in ihrer natiirlichen Reihenfolge
Verwendung finden. Die dann der Reihe nach zu leistenden Transforma-
tionen haben alle eine dreieckige Matrix. Sie sind nimlich von der Form

4
Ty =Ly + €@+ 200+ @1 a2y

Ty = - Ty

Nur oberhalb der Hauptdiagonalen haben die Matrizen dieser Transfor-
mationen von Null verschiedene Elemente. Ist so

=61 '=6g...; u=8,r»",
so hat auch U=06r=6,6,_,...5.2
eine dreieckige Matrix. Die Matrix der transformierten quadratischen

qum wird &'AS = B.
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Aus der dreieckigen Form der Matrix &

1 ﬂ12 e ﬁln ‘
01 1823 .an

6:

folgt, daB die folgenden Unterdeterminanten der Matrix U unverindert
bleiben.

Q1 -+ O1n Q11812 A1n—1 !
A __—_Aﬂ ==l s o o o : An-—1= ......... :
Qn1 Ann 1an—1,1"~a'n—1,'n—2
Q11 -+ Q12 ’
P v dy=ay,
a’n—-z,l' . 'a’n—z,n—-z

d. h. die aus den gleichen Zeilen und Kolonnen gebildeten Determinanten
der transformierten Matrix B haben jeweils dieselben Werte. Nun ist

aber 4,0 ...0 |
B — 02,...0 .
|0 0...2,
Alsoist A, =AAz...4n; Ap_1 =l eeihn_y; Ay = 4.
. A A
Also wird =4, lZ:Zf'.' Anzzn_’_’l.

Hiernach sieht man, daBl die Zahl der negativen 4, gleich der Anzahl der
Vorzeichenwechsel in der Reihe

1,4, 4,... 4,

ist. Die von uns gemachte Voraussetzung liuft darauf hinaus, daB alle
Ay =+ 0 sind. Denn’ zunichst ist ja A; = ay;. Spaltet man dann beim
ersten Schritt z,2 ab, so bleiben die Determinanten A4, ff. unverindert.

Also wird %li der Koeffizient im rein quadratischen Glied der zweiten
Variablen usw.

Dafiir also, daB eine quadratische Form positiv definit sei, ist hin-
reichend, daB alle 4, > 0 sind. Dafiir, daB sie negativ definit sei, ist.
hinreichend, da 4, > 0und da8 die 4, abwechselndes Vorzeichen haben..
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Die eben ausgesprochenen hinreichenden Bedingungen erweisen sich bei
niherem Zusehen auch als notwendig. Wenn nimlich in der gegebenen
Form ein a;; z. B. a;; = 0 ist, so setze man x, = 1, die iibrigen z; aber
Null. Dann verschwindet die Form, ist also sicher weder positiv noch

negativ definit. Daher miissen alle a;, von Null verschieden sein. Durch
eine Transformation

ayp a
N=a+ 2ot -+
Qy1 Q11

Yo = T2

Yp = In

wird a, ¥, abgespaltet. Bei dieser Transformation bleiben aber alle unter
Verwendung der ersten Zeile und Kolonne zu bildenden Hauptunterdeter-
minanten von A unveriindert, d. b. also alle Unterdeterminanten, deren
Matrix zur Hauptdiagonalen

a5

Q12

a’nn

symmetrisch ist. Da aber zugleich in der ersten Zeile und in der ersten
Kolonne nur a,, = 0 bleibt, so werden die zweireihigen dieser Haupt-
unterdeterminanten dividiert durch a,, nunmehr die Koeffizienten der
iibrigen rein quadratischen Glieder. Soll die Form positiv oder negativ
definit sein, so kann wieder keine derselben Null sein. Denn sonst konnte
man x, = 0 setzen und auf die verbleibende Restform den fritheren Schlul
anwenden und so die Form auf nichttriviale Weise zum Verschwinden
bringen. Setzt man diese SchluBweise fest, so gewinnt man das Ergebnis.

Dafiir, daB eine quadratische Form positiv definit sei,
ist notwendig und hinreichend, daB die Hauptunterdetermi-
nanten 4, ...4,alle positiv sind.

Dafiir, daB die Form negativ definit sei, ist notwendig
und hinreichend die Folge

1,4,,... 4,
n Vorzeichenwechsel aufweist, dafl also 4; <0, und daB die
A, abwechselndes Vorzeichen besitzen.

Durch #hnliche Schliisse kann man auch den Fall behandeln, da8 die
Form definit ist. Ist dann u der Rang, so lautet das Ergebnis:
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Datiir, daB eine Form vom Rang x nie negativ sei, ist not-
wendig und hinreichend, daB man die Variablen so numerie-
ren konne, daB die Hauptunterdeterminanten 4;... 4, alle
positiv sind.

Dafiir, daB eine Form vom Range y nie negativ sei, ist not-
wendig und hinreichend, da8 man die Variablen 8o numerie-
ren kénne, daB die Folge 1,4,,...4, abwechselnde Vor-
zeichen aufweist.

DaB diese Bedingung hinreicht, sieht man ganz wie im positiv oder
negativ definiten Fall ein. DaB sie notwendig ist, sieht man so ein.

Ist 4 =0, so verschwinden alle a;, und unsere Behauptung ist richtig.
Ist p > 0, so verschwinden nicht alle a,,. Wiren aber alle a;; = 0, aber
z. B. a;3 %0, so setzt man z, = y; + ¥,, T3 = Y1 — Ya, T; = y: (¢ > 2).
Dann kommen in_der transformierten Form die beiden Glieder 2a,,%3
— 244,93 vor. Setzt man y, = 0 fir ¢+ > 2, 8o sieht man, daB die Form
nicht definiert sein kann. Also ist mindestens ein a;; 5 0. Man numeriere
50, daB a,, == 0 ist und setze wie vorhin eine erste Transformation an, um
a,, 41 abzuspalten. Ist derRang u=1, soverschwindet dienoch verbleibende
Form identisch. Fiir u > 1 muB eine der zweireihigen Hauptunterdeter-
minanten von Null verschieden sein.

Denn diese sind wieder die Koeffizienten der rein quadratischen
Glieder. Diese kénnen aber nicht alle Null sein, da sonst die Form
nicht definit wire. So weiterschliefend gelangt man zum Beweis der
Behauptung.

9. Orthogonale Transformationen. In der analytischen Geometrie und
anderwirts taucht die Frage auf, ob man mit Hilfe orthogonaler Trans-
formationen eine jede quadratische Form auf die Summe von Quadraten
transformieren kann. Wir haben es weiterhin mit Formen mit reellen
Koeffizienten und mit reellen Transformationen zu tun. Orthogonale
Transformationen

u=0Cg
sind dadurch charakterisiert, daB fiir sie die quadratische Form
re=2af
unverandert bleibt, daB also die Gleichung
uwu =’z gilt, d. h. daB
(1 €6 =3
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die Einheitsmatrix ist. Setzt man dann

C11 612 + + + C1p ‘

S — Cg1 Cg + + + Can

Cn1 Cngv e Cpn

80 ist ©'© = J§ mit den Relationen
| O fir k<1

.-g""*"” T 1firk=1

gleichwertig. D.h. das Produkt zweier verschiedener Kolonnen ist 0, das
Quadrat einer Kolonne ist eins; das ist ja gerade der analytische Aus-
druck dafiir, daB die » Einheitsvektoren der Koordinaten in n paarweise
senkrechte Einheitsvektoren iibergefithrt werden.

Die Relation (1) besagt, daB S = + 1, d.h. daf die Determinante
einer orthogonalen Matrix 4 1 ist. Denn &’ und & sind ja zueinander
transponiert und haben also die gleiche Determinante, deren Quadrat nach
(1) den Wert 1 hat.

Die Relation (1) besagt weiter, daB &' gleichzeitig die Inverse von &
ist. Fiir orthogonale Matrizen ist es also charakteristisch, da Inverse und
transponierte Matrix identisch sind.

Aus (1) folgt weiter

(2) € -&=4.
Diese Relation besagt, dal auch die Gleichungen
i=n Ofir k<1
ié'c,“.c“ =\ 1 fir k1 gelten.

Wir schicken der orthogonalen Transformation der quadratischen For-
men noch die Betrachtung des Prozesses der Orthogonalisierung voraus.

Seien bl = (b11 e blﬂ)
by = (br1---brw)
k einreihige Matrizen, so setzen wir

§=

k k
My e Al = (S Asbiy -+ - Shdy,)
i=1 i=1
und sagen, die Matrizen seien linear unabhéngig, wenn die Relation

S5, =(0,0...0)
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nur dann besteht, wenn alle A, = 0 sind. Andernfalls heifen die Matrizen
linear abhingig. Sind nun die Matrizen b; paarweise orthogonal,
gelten also die Relationen

B;B,L:*:O,b:bk=o,i+k (’l:,k=1...’n),
go sind sie ganz von selbst linear unabhéingig, eine Verallgemeinerung der

fritheren Feststellung, daf die Determinante einer orthogonalen Trans-
formation von Null verschieden ist. Wire ndmlich

Mby oo+ 430, =(0,...0),
so multipliziere man mit b;. Dann wird
Abib;, =0.
Also wegen b;b; =0 ist 4, = 0.
Nun der ProzeB der Orthogonalisierung. Seien
Ay oo Oy

irgendwelche einreihige Matrizen. Dann suchen wir darunter zunichst
eine, von der Nullmatrix (0...0) verschiedene, falls es eine solche gibt.
Nur dieser Fall interessiert uns weiter. Sei also

a o + 0;
dann setze ich x; = V—af_—, so daf also rig; =1 wird.
ay 0,

Alsdann sehe ich zu, ob es unter den Matrizen a solche gibt, die keine
Multipla von g, sind, d.h. die von g, linear unabhingig sind; nur der
Fall, wo es solche gibt, verlangt eine weitere Behandlung. Sei a, von I,
linear unabhiingig. Dann setze ich mit unbestimmten Koeffizienten a, b
(3) Lz =ap +bay
an und suche a, b so zu bestimmen, da8

L =055 =1
wird. Zunichst Liefert gr, = 0 die Bedingung

a + bg’l gy = 07
woraus a=—>bga,
folgt. Also ist L=b(—(E o)t + ).

Da ¢, und a, linear unabhingig sind, so ist a;— (¢, 6,) L, keine Null-
matrix, und daher kann man b so bestimmen, daB r;zr, =1 wird. Da
also jedenfalls b0 ausfillt, so kann man aus (3) wieder a, durch g,
und 7, linear darstellen. Daher sind alle von a; und a, linear abhéingigen
Vektoren auch von g, und g, linear abhiingig. Sind dann alle anderen a



2,4, 9. Orthogonale Transformationen 93

von q, und g, linear abhiingig, so ist der Rang des Systemes der Matrizen a
gleich 2 und der ProzeB der Orthogonalisierung beendet; wir haben zwei
paarweise orthogonale Matrizen gefunden, aus denen sich alle a linear zu-
sammensetzen lassen. Gibt es aber ein a;, das von g, und g, und damit
von g, und g, linear abhingt, so setzen wir

I3 = 01Ty + G2z + G303
an und suchen die a; so zu bestimmen, daf3
Ll =a, 4 a¥ia; =0
Lils = @3 + ATkl =0
Ll =1
wird. Aus den beiden ersten Gleichungen folgt jedenfalls
s = — a5 [(£102) 51 + (%) L2 — L]
und daher wie vorhin, da man ¢; <= 0 so wihlen kann, daB z;r; =1 wird.
Nun wird es deutlich sein, wie man aus den a so viele paarweise ortho-
gonale Matrizen herstellen kann, als der Rang der a betrigt, derart, da
man aus ihnen alle a durch lineare Kombination gewinnen kann.
Nun zur orthogonalen Transformation der quadratischen Formen auf
eine Summe von Quadraten. In Gedanken an die Anwendung dieses Pro-

zesses in der analytischen Geometrie sagt man statt dessen auch ,,Haupt-

achsentransformation®. Es wird also gefordert, eine orthogonale
Transformation

T =0Cu
g0 zu finden, daf die quadratische Form
DI T
in einer von der Gestalt Xu;u? iibergeht, da8 also

w0 ...0
SAS — 0 gy...0

{00 ...p,
Nennen wir die einreihigen Matrizen, welche die Zeilen von % ausmachen,
s PR Y
und seien 8,...8,
die Kolonnen von &, so soll also
20,8, — { e fir k=1
0 fir k<14



94 Viertes Kapitel: Quadratische und bilineare Formen

a; 8;

gein. D. h. also die Matrix .| =¢; ist zu den Matrizen 8, mit k=1
an3;

orthogonal.

Daher mufl ¢ =pusd;

gein. D. h. also jede Kolonne von @ ist fiir passende u Lidsung der linearen
Gleichungen
A%y F o+ Ty = po

@ e e e
Op1%y v - QupZy = Uy

Damit diese Gleichung eine Ldsung besitze, deren z nicht alle verschwin-
den — nur solche z sind als Kolonnen von & brauchbar —, mu8 g der
Gleichung

Q1 — H Qg Q1 n

() =0

‘ Qn Qan Qppn— M1 ]
geniigen. Sind dann in der Tat u; und p, zwei verschiedene Losungen von
(56), so sind die zugehérigen Losungen z; = (%y;...%;,) und L=
(%43 - « « ay) Zueinander orthogonal. Denn es wird nach (4)

T UALe = mL L = Lk
L AL = bl
Nun aberist 55 = (AL)" 1 = 6iW'L = L AL,.

Denn wegen a,;, = a;,; ist A’ = . Also folgt

(g — pa) 281 = 0.
Wegen u,; = u, ist daher g;z, = 0.
Beildufig folgt daraus, da8 die Wurzeln von (5) alle reell sind, wenn die
a; reell sind, wie das bisher schon immer angenommen war. Denn sonst

kénnte man p; und p, und daher auch g, und g, konjugiert imaginir an-
nehmen; dann wire

b =22 =0

Also 1, sowie g; die Nullmatrix.
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Sind nun die Wurzeln von (5) alle verschieden, so liefern die n
Wurzeln durch Auflosung von (4) die n Kolonnen einer orthogonalen Trans-
formation ©, fiir die nach dem Vorstehenden

4 0...0 ’
® cus=|"rm ¢
00 4

ausfillt. u, sind dabei die Wurzeln von (5).

Sind aber nicht alle u; verschieden, so mul etwas anders geschlossen
werden, um © zu finden. Das Ergebnis wird wieder durch (6) gegeben
sein. Einer solchen allgemein giilltigen Methode zur Auffindung von &
wenden wir uns jetzt zu. Sie berubt darauf, daB zu jedem y, soviel linear
unabhingige Losungen von (4) gehoren, als die Vielfachheit von g, als
Losung von (5) betrigt. Diese Losungen orthogonalisiert man. Da die
zu verschiedenen yu gehdrigen Losungen ohnedies orthogonal zueinander
sind, so gelangt man so wieder zu ©. Die Schwierigkeit liegt nun darin,
zu erkennen, dafl die Vielfachheit von g, mit der Zahl der linear unab-
hingigen Losungen der zugehérigen (4) iibereinkommt. Nennen wir die
linke Seite von (5) die charakteristische Funktion der Matrix ¥ und nennen
wir fiir eine orthogonale Matrix © die Matrizen % und &% & orthogonal
dquivalent, so gilt zundchst der Satz:

Orthogonal dquivalente Matrizen haben die gleiche cha-
rakteristische Funktion.

Denn es ist SUAC—uJ=6"U—-ue.

Also ist die Determinante von &' %S — u § gleich der Determinante von
&' (U —puJ)©. Diese ist aber gleich der Determinante von A — u J, weil
e’ = Jist.

Eine jede Wurzel der charakteristischen Funktion von 9 nennen wir
einen Eigenwert von . Die zu einem Eigenwert u gehorigen Lsungen
von (4) nennen wir Eigenmatrizen, die aus ihren Elementen als Koeffi-
zienten gebildeten Linearformen heien Eigenformen.

Wir kommen nun zu dem Beweis der Behauptung, daB die Anzahl der
linear unabhéingigen Losungen, die (4) fiir u = u, besitzt, gleich der Viel-
fachheit ist, die u; als Wurzel von (5) besitzt. Sei zunichst r; eine zu u;
gehorige nichttriviale d. h. von der Nullmatrix verschiedene Lisung von (4).
Dann kann man eine orthogonale Matrix bestimmen, deren erste Kolonne
%, ist. Denn setzt man ¥ = (3, Z1a... Z1,) und ist z. B. zy; 0,
so sind die Matrizen (010...0),(00,1...0)...(010,...1) vonein-
ander und von ] linear unabhéngig. Der Prozef§ der Orthogonalisierung
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erlaubt es daher, aus diesen n Matrizen die n Kolonnen einer orthogonalen
Matrix herzustellen, so da8 x, die erste Kolonne wird. Sei &, diese
Matrix, dann wird |

w0 ...0

0 ay ...q
G AS, = 22 2n
0 a,...a

nn

|
Man erkennt dies am raschesten, wenn man zunichst die erste Kolonne
von A S, bestimmt ; diese wird

Ol = 4T
Asly = WU; Ty
Qnly = UiTyp-

Daher wird die erste Kolonne von &0 &, die vorhin angegebene. DaB
auch die erste Zeile die angegebenen Werte hat, entnimmt man am rasche-
sten der Tatsache, daBl (S;UAS,) = S A' S, = S UES,, daB also die
Matrix der transformierten Form wieder symmetrisch ist.

Qo+ -+ Qo
Setzt man W=if-- ... R
Bin v G
so wird (s — ) | 2 — 3|

die charakteristische Funktion von . u; ist also dann und nur dann
k-facher Eigenwert von %, wenn es k — 1-facher Eigenwert von A’ ist.
Bl =LY
UpYa + o+ Gy, Yn = Y2
0
alzny2 + e+ a’:myﬂ =UYn

sind die charakteristischen Gleichungen der transformierten Form. Ihre
Losungen sind durch £ =G

d.i. h =6t
gegeben, so daB die Zahl der linear unabhingigen Losungen bei (4) und
(4') die gleiche ist.

Zu = f
gehdren aber als Losungen von (4').neben der Matrix (yy ...y,
= (1,0...0) die Losungen (0, ¥, - . . Y,), Wobel (¥ ...y,) die weiteren
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Loésungen der charakteristischen Gleichungen (4) fiir 4 = u; sind. Die
Zahl der zu p = u, gehorigen linear unabhéngigen Eigenmatrizen ist also
genau um 1 grofler als die Zahl der zu u = p; gehorigen linear unab-
hingigen Eigenmatrizen von U'.

Ist also insbesondere y; ein einfacher Eigenwert von ¥, so ist es O-facher
Eigenwert von . Zu U’ und p = pu; gehort dann gar keine Kigenform. Also
gehort zu einem einfachen Eigenwert eine einzige Higenmatrix. Wenden
wir vollstindige Induktion an und nehmen also unsere Behauptung fiir
k — 1-fache Eigenwerte beliebiger Matrizen als richtig an. Dann gehoren
zu dem k— 1-fachen Eigenwert u; von A’ genau k—1 linear unab-
héingige Matrizen, die auch von der Eigenmatrix (1,0...0) von ¥ linear
unabhingig sind. Zu ¥ und p = u; gehoren also genau k linear unab-
héngige Bigenmatrizen. Sind weiter

L oo s Ti
Losungen von (4), d. h. von az = u,1,
g0 ist auch Sty
eine Liosung. Denn aus ar, = u;t

folgt durch Addition  a_S'A,1; = p: > Auls-

Daher sind auch die durch den Prozefl der Orthogonalisierung erhiltlichen,
paarweise orthogonalen Matrizen, Losungen. Bilden wir nun aus allen so
erhaltenen Matrizen als Kolonnen eine neue n-reihige Matrix, so besitzt
diese genau n Kolonnen, und diese sind paarweise orthogonal. Denn die
Summe der Vielfachheiten der Eigenwerte ist n. Zu jedem Eigenwert ge-
horen so viele Kolonnen, als seine Vielfachheit betrigt. Die zu verschiede-
nen Eigenwerten gehorigen Kolonnen sind von selbst paarweise orthogonal.
Die zu einem Eigenwert gehorigen Kolonnen sind nach dem Prozefl der
Orthogonalisierung paarweise orthogonal und zur Quadratsumme 1 nor-
miert. Wir haben so eine orthogonale Matrix & gewonnen. Fiir sie ist

# 0 ... 0

... 0
@/m@__: O‘U/Z ,
00 ,unk

wie man sofort nachrechnet.
Wir haben also jetzt ¢'Ur = u'&'ASu,

d. h. Za,‘kxiwk :2[[15“?,
und es ist u=9t,
d.h. die w; = Dy

Bieberbach Algebra. 7
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sind die m paarweise orthogonalen normierten Eigenformen
der Matrix 9. Normiert bedeutet, daB in jeder die Quadratsumme der
Koeffizienten Eins ist. Die y, sind die Eigenwerte der Matrix %, so da
#; immer eine zu u; gehorige Eigenform ist.

10. Hermitesche Formen. Eine Bilinearform

.......

(1) A(w’y) =12:’1,“ TalYu = 5'9[17’ A=

und eine quadratische Form
@ A(0,8) =Sayms, = yUE

heiBen hermitesch, wenn a;, = 8., d. h. 4'= 4 ist. Dabei wird durch
Uberstreichen das konjugiert Komplexe bezeichnet. Namentlich ist a;;
reell. Wendet man auf die Variablen die Transformation

t=06u, =6
an, wo © und & konjugiert komplexe Matrizen sind, so geben die Formen
(1) und (2) in
1" A*(u,v) = u'S'AGY und
(2" A*(u, @) = WS'AGu
iiber. Diese sind wieder hermitesch. Denn es ist
(G'UAG) =CB'AC = GUAC = (SUABC).

Die Theorie der Hermiteschen Formen ist ganz analog der der quadra-

tischen Formen.

Insbesondere kann man wieder die Matrix © so wahlen, daB die trans-
formierte Form die Gestalt

Sbotuyv, baw. Sbou,d,
bekommt. Wieder ist dabei der Rang der Matrix gleich der Zahl der von
Null verschiedenen b,. Den Beweis wird der Leser an Hand der Nummer
9. leicht selbst durchfithren.

Auch den Beweis des Trigheitsgesetzes wird der Leser leicht iiber-
tragen. Was endlich die orthogonale Transformation der Hermiteschen
Formen anlangt, so treten hier an Stelle der in 9. betrachteten durch
&'© = J definierten Transformationen, die durch

G =J

definierten sogenannten unitidren Transformationen, die die Form ¥'g
in W'n tberfihren.



Dritter Abschnitt.

Haupteigenschaften der algebraischen
Gleichungen.

Erstes Kapitel.
Symmetriseche Funktionen.

1.Einfachste symmetrische Funktionen. Man nennt eine Funktion s ym-
metrisch in bezug auf gewisse Variable z,, z,, . . ., die sie enthilt, wenn
sie bei beliebiger Vertauschung dieser Variablen untereinander ungedndert
bleibt. Wir betrachten hier nur rationale ganze Funktionen. Dieselben
werden im allgemeinen nicht homogen sein in bezug auf diese Variablen.

So ist & +altaote,

eine symmetrische Funktion von ¢; und e,, aber dieselbe ist nicht homo-
gen; ebenso ist
(25 + D) (@2 + P) = 105 + Py + @) + P*

eine symmetrische, aber nicht homogene Funktion von ¢, und a,, da a, e,
vom zweiten Grad, p(e; + @,) vom ersten Grad und p? vom O-ten Grad
in bezug auf @,, @, ist. Da nun bei der Vertauschung von ¢, und a, nur
Glieder von gleichem Grade ineinander iibergehen kénnen, so miissen diese
Funktionen in einfachere homogene symmetrische Funktionen zerfallen;
so zerfillt die erste in die homogenen Funktionen ¢? + o2 und e; + @;
die letztere in die drei homogenen Funktionen a,a,, p(e; + ;) und p2.
Man sieht, daB dies allgemein giiltig ist. Ist die symmetrische Funktion
nicht homogen, so muf} sie die Summe von homogenen symmetrischen
Punktionen sein. Aber auch die homogenen symmetrischen Funktionen
konnen in einfachere symmetrische Funktionen zerfallen. So ist

(@1 + @) (25 + a3) (@3 + @)
homogen und symmetrisch in bezug auf die drei Variablen @, , a,, 3. Die
Entwicklung des Produkts gibt

2 2 2
o e, + aaag + azoy

+ a0 + aya] + ozl + 20,0405.
7*
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Da das letzte Glied selbst symmetrisch ist, so mu auch die Summe der
sechs ersten Glieder fiir sich eine symmetrische Funktion bilden. Betrach-
ten wir noch die homogene symmetrische Funktion von a,, ,, a,

(@ + ap + a5)*

Diesselbe enthilt, wie leicht zu sehen, die Glieder «f, 4ale,, 6alal,
12¢2aya,, und da die Funktion symetrisch ist, muB sie alle Glieder ent-
halten, die aus diesen durch Vertauschung der Variablen hervorgehen.
Da nun nur Glieder mit gleichviel Elementen ineinander sich vertauschen
kénnen, so bilden die Glieder mit einem Element, mit zwei Elementen
und mit drei Elementen fiir sich symmetrische Funktionen. Aber auch
die Glieder, welche zwei Elemente von der Form a}e, und afal ent-
halten, kénnen bei der Vertauschung der Elemente nicht ineinander iiber-
gehen, da die einen Glieder die Exponenten 3, 1, die andern die Exponen-
ten 2, 2 haben. Die Funktion zerfillt also in vier symmetrische Funktio-

nen. Bezeichnen wir nun allgemein mit

),
Sa?{xa%’zaé: ee e

die symmetrische Funktion, welche alle die verschiedenen Glieder um-
faBt, die aus dem ersten e afred’ ... durch Vertauschung der Elemente
hervorgehen, so ergibt sich

(01 + € + @)t = Jat + 4 Sale, + 6 Jalal + 12 D a? aya,,
WO Sat=at+at+ o}
Daiay= adias+ ¢, + dag+ azal + ada, + azad
Ddlal=alal+ alad + aiad
Ddloyay= alasas+ e 0das + o 0.0k,

DaB in der Entwicklung alle Glieder von (e; + e, + a5)* beriicksichtigt sind,
ergibt sich daraus, daB diese vierte Potenz 8 - 3 - 8 - 8 = 81 einfache Glie-
der enthélt, wihrend die Zerlegung drei Glieder enthilt, welche einfach,
gechs Glieder, welche vierfach, drei Glieder, welche sechsfach, und drei,
welche zwoélifach in der Funktion enthalten sind; dieselbe zahlt also
3+4-6-+4+6-8-412-8, d.1i. ebenfalls 81 Glieder.

Aus dem Vorhergehenden ist ersichtlich:

Alle (homogenen und nichthomogenen) symmetrischen ganzen
Funktionen bestehen aus einer Summe von einfacheren sym-
metrischen Funktionen, welche in jedem Gliede gleich viel
Elemente mit denselben Exponenten haben.
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Es ist leicht, eine solche symmetrische Funktion zu bilden und ihre
Gliederzahl zu berechnen. Denn ist » die Zahl der zu vertauschenden Ele-
mente @, a,,a;...a, und enthilt die zu berechnende symmetrische
Funktion

Zalpl a2P7 a3P: .
in jedem Gliede m der Elemente, so bilde man zunichst die Kombina-
tionen der m-ten Klasse ohne Wiederholung aus den n Elementen. Die
Anzahl derselben ist
VM= D@—2) - (n—m 4 1)

1-2.8.--m
Dann versehe man in jeder dieser Kombinationen die Variablen der Reihe
nach mit dem Exponenten p;, p,, ps - . - und permutiere dieselben. Diese
Exponenten seien zuniichst voneinander verschieden. Da die Anzahl der
Permutationen der m Exponenten 1-2-8...m betrigt, so gehen aus
jeder Kombination ebenso viele Glieder der symmetrischen Funktion her-
vor. Dieselbe enthilt also
nn—1)nm—2)...(n—m + 1) Glieder.

Sind aber unter den Exponenten Gruppen von s, s, . . . gleichen Ex-
ponenten, so ist die Anzahl der verschiedenen Permutationen der m Ex-
ponenten 1-9.8...m
To8 s 1.0 500
und demgemiB die Anzahl der verschiedenen Glieder der symmetrischen
Funktion, jedes Glied einmal gezihlt,

nin—1)n—2)+-(n—m-41) .
1-2-78-1-2-vvg -
So ist in obigem Beispiel die Anzahl der Glieder in X o} e, fiir n = 3,
m = 2 gleich sechs, hingegen in Xola?, da die zweli Exponenten gleich
sind, nur drei. In Zala,a; gibt es nur eine Kombination a,aze; und drei
Permutationen der Exponenten 2, 1, 1, also ergeben sich nur drei Glieder.

2. Elementarsymmetrische Funktionen. Es sei die Gleichung gegeben
(1) f(o) = &7 + 627t + 02t o 6y = O,
wo wir der Einfachheit wegen den ersten Koeffizienten a, = 1 setzen, da
derselbe ja immer durch Division mit a, auf die Einheit reduziert werden
kann. Die Wurzeln dieser Gleichung seien @,, s, . ..,. Dann ist das
Polynom auf der linken Seite
(@) [(@) =(x—a)(z—aj)...(z—a,).
Dies ist aber eine symmetrische Funktion der a, und folglich miissen nach
8. 28 auch die Koeffizienten a,,a,,...a, der Gleichung symmetrisch
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sein in bezug auf die Wurzeln ¢. In der Tat, entwickelt man das Produkt
auf der rechten Seite, so erhielten wir S.28 durch Vergleichung mit der
gegebenen Gleichung sofort folgende Relationen:

a1+a2+"'+a"= ~—

010 + €03+ 00+ Cu1 Gy = 1 Gy

(3) 10505 + -+ Cp_3Cp_ 10, = — Gy

@100 . . . @y = (— 1)"a,.

Es sind also die Koeffizienten der Gleichung symmetrische Funktionen
der Wurzeln, und zwar die einfachsten symmetrischen Funktionen der
ersten, zweiten, dritten . .. Ordnung; und zwar ist — a, gleich der Summe
der Wurzeln, 4 a, gleich der Summe ihrer Kombinationen zu zweien, — a,
gleich der Summe ihrer Kombinationen zu je dreien, usf., endlich (— 1)*a,,

das Produkt simtlicher Wurzeln. Wire der erste Koeffizient a, der Glei-
chung nicht = 1, so wiirde in den Gleichungen an Stelle von a,, a,, . . . a,

[ a, . . . .
nur ;ﬂ, é’ e ai‘ zu setzen sein. Wir nennen diese Funktionen elementar-
0 0
gymmetrisch.

Man bemerke, daB aus der ersten der Relationen (8) folgt, daB, wenn das
zweite Glied a,z"—! einer Gleichung fehlt, die Summe der Wurzeln Null
ist; und aus der letzten, da8, wenn das konstante Glied a, = 0 ist, die
Gleichung eine Wurzel £ = 0 hat, was an sich evident ist.

Bemerkung. Man konnte versucht sein, zu glauben, da8 man die
Auflésung einer gegebenen Gleichung erleichtert, indem man sie durch
das System der Relationen (8) ersetzt. Dieser Versuch scheitert aber an
der symmetrischen Form dieser Relationen. Fiir eine Gleichung dritten

Grades z. B. B+ 0,2 + agz + @y = 0
ist e + ey + a5 =—ay,
a8y + 05 + aga; = a,,
00y = — O3.
Sucht man aus diesen Relationen &, zu bestimmen, so gelangt man zu der
Gleichung o + 0,0] + azey + 0, =0,

welche dieselbe ist wie die gegebene. Dies war vorauszusehen. Denn da
die Relationen, von welchen man ausging, sich nicht &ndern, wenn man
a, mit @, oder a; vertauscht, so muB die fiir &, gefundene Gleichung zu-
gleich fiir e, und «; gelten.
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3. Potenzsummen. Die Wichtigkeit der symmetrischen Funktionen fiir
die Theorie der Gleichungen geht aus folgendem Satz hervor:

Jede rationale symmetrische Funktion von e,...a, liBt
sich rational durch die elementarsymmetrischen aus-
driicken.

Zunichst beweisen wir diesen Satz fir die einfachen symmetrischen
Funktionen, welche in jedem Gliede nur eine Wurzel enthalten,diePotenz-
summen der Wurzeln
@ Sen =l o b o oo =,

wo m irgendeine ganze positive Zahl sein kann. Zu diegem Zwecke ver-
gleichen wir die Abgeleiteten der zwei Formen (1), (2) der Funktion f(x)
in 2. Die Abgeleitete von f(z) = (z —a,) ... (*—a,) wird da die Ab-
geleitete des einzelnen Faktors £ — « gleich der Einheit ist,

f@)=@—a)(@z—a)...(@—a,) + (T —a)(@—ag) ... (T —an) +--
F+(z—a)(z—ay)(z—ag) ... (T—a,-q),
d. h. die Abgeleitete f' (z) ist die Summe der Kombinationen der n Fak-

toren von f(z) zu je n — 1. Wir kénnen also auch schreiben:

(5) f(x)= L(_@;l_*_ _L(i)__*_ N =)

z T —ay Z—day

Fithrt man die Divisionen aus, addiert und bezeichnet die erste, zweite, . . .
Potenzsumme der Wurzeln mit s, , s,, . . ., 80 erhiillt man

f(@) =naxr-1 45 | an-24s, LA R o P

+ no, + 08, + ay8p—2
+ na, | + 03843

+ Ay 251

+ NGy_q.

Sind also by, by, . . . b, _; die Koeffizienten von f'(z), so ist

b; = 8; + 818;_1 + G849 + <+ + ;8,
wenn wir s, fiir n setzen.

Nun gibt aber die Form (1) von f(z) als Polynom
@) =mn 2014+ m—1)a,2" 2+ n—2)a2"3 + -+ + ay_q,
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also b, = (n —4)a,. Die Vergleichung dieser zwei Werte fiir b; liefert,
wenn wir der Reihe nach ¢ = 1,2, . .. n — 1 setzen, folgendes System von
Gleichungen:

$3+a,=0

Sy + ;8 +2a, =0

S35+ a,8, + a8, + 8a; =0
6) ..o

Sp1F QiSp_gt+ GeSp_g o+ Cu_38 + (B—1)a,_; = 0.

Diese Formeln heilen die Newtonschen Formeln, da sie schon Newton
in seiner ,,Arithmetica Universalis‘‘ gegeben hat. Man kann dieselben
leicht fiir beliebig hohe Potenzsummen fortsetzen; denn die Wurzeln
a;, s, . . . &, erfilllen die Reihe von Gleichungen

f(2) =0,z-f(z) =0, z*- f(z) = 0 usf.
Setzt man in irgendeine dieser Gleichungen fiir # die Werte a,, s, . . . a,
ein und addiert die so erhaltenen Gleichungen, so resultiert eine Relation
zwischen Potenzsummen.

Man erhélt auf diese Weise nachfolgendes System von Relationen,
welche dasselbe Gesetz wie die Relationen (6) zeigen, wenn man nur be-
merkt, daB die Koeffizienten a,,,, @, 3, . . . nicht vorhanden sind, also
= 0 zu setzen sind:

Syt 018y 1+ @a8py_g+ -+ Gy_18 + 10, =0
(7) Sn+1 + 180 + A28p—1 + -+ Ap—182 + Ay 8y = Y

Spaa T C18pyq + @28y + - - + Gp_183 - B8y =0

----------------------

Aus den Newtonschen Gleichungen berechnen sich nun folgende Werte
tiir die Potenzsummen:

8 =—a,
83 =a’ — 2a,
(8) s3= —a} + 8a,a,—8a,
8 = af —4ala, + 4a,0; + 20 —4a,

ss =—a} + 5ala,— 5ada; —5(al — a,)a; + 5(a,05 — ag)

--------------------------
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Da in den Rekursionsformeln (6) die héchste Potenzsumme s immer den
Faktor 1 hat, ergeben sich in den Formeln (8) nur ganze Zahlenkoeffi-
zienten. Ist also in einer Geleichung gy =1 und sind alle an-
dern Koeffizienten ganze Zahlen, so sind auch alle Potenz-
summen ihrer Wurzeln ganze Zahlen.

Um die Gleichungssysteme (6) . . . (8) auf die Gleichung

aoxn+a1mﬂ—1+...+an=0

anzuwenden, in welcher a, nicht der Einheit gleich ist, hat man in den-
[22 .
selben 2 P f’ ... g—?‘- statt a,, @,, . . . 6, zu setzen. Dann werden dieselben
0 0

0
homogen in den Koeffizienten @, und man erhilt fir die Potenzsummen
die Ausdriicke

a
31 - =t
Qo
S — a2 —2a,a,
’ 2= a2
(8" °
a3+ 8a,a,0,— 3aylas
83 = aos

...............

Es wird mithin s; eine homogene Funktion der Koeffizienten a vom 1-ten
Grad, dividiert durch . AuBerdem ersieht man, daB die i-te Potenz-
summe zur Berechnung nur die Koeffizienten a,, a,, . . . a; beansprucht.
Sind also in zwei Gleichungen die Koeffizienten a,, a4, . . . a; gleich, so
sind auch die Summen der ¢ exsten Potenzen ihrer Wurzeln, bis zur i-ten
Potenz inkl., gleich.

4. Zweite Methode fiir Potenzsummen. Man kann zur Berechnung der
Potenzsummen auch noch ein anderes Verfahren anwenden. Es ist fiir
jeden Wert von a,,

"(z 1 1
f?((.?)) = T ;’_':a‘ + = LA e
1
a:——a
also erhilt man sogleich

Nun ist

- R

ff_’((g)_) R oder auch
z-f"(2) _
9) 72 n4 2 + 5+

Ordnet?!) man also z - f'(z) und f(z) na.ch fallenden Potenzen von z, so er-
hélt man durch Division unmittelbar die Potenzsummen s,, s,, s; -

1) Die so erhaltenen Reihen konvergieren nach den Prinzipien der Funktionen-
theorie fiir geniigend groBe | z|.
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Man kann auf diese Weise auch die Potenzsumme der reziproken Werte

der Wurzeln
1

1 1
ai Tt Tt T g = 8

erhalten. Denn man hat auch

m (D),

. x—a

und hiermit ergibt sich

_ff,((:?= S_1+S_s-x+8 422+
Ordnet man also f' (z) und f(z) nach steigenden Potenzen von z, so erhilt
man durch Division die Potenzsummen s_;,s_,, ...

Ubrigens lassen sich die Potenzsummen s_; auch mittels der Newton-

schen Gleichungen berechnen. Es reicht dazu hin, aus f(z) = 0 die Glei-

chung f(%—) = 0 zu bilden, welche die Wurzeln 31—, &1~, ce &1— hat, und
1 2 n

fiir diese die s; zu suchen.?)

5. Formalsymmetrisch und wertesymmetrisch. Wir haben bisher nur
Funktionen derVariableng, ...a, betrachtet, die formalsymmetrisch waren,
bei der also die Summanden nur ihre Plitze vertauschen, die Faktoren
nur umwechseln, wenn man die Variablen vertauscht. Etwas anderes ist
zunéchst begrifflich, die Forderung, dal eine Funktion einen unverinder-
af —a}
aa
in diesem Sinne wertesymmetrisch, ohne formalsymmetrisch zu sein. So

ten Wert hat, wenn man ihre Variablen vertauscht. Z.B. ist

1) Einen expliziten Ausdruck fiir die Potenzsummen hat schon Waring gegeben
(Meditationes algebraicae, Cambridge 1782). Die Formel lautet

— Lddg eyl At F Ay —1) 2, 2, )
=i D=1y S W powy W B B IR
wo die Summe X auf alle A (1= 0 eingerechnet) zu erstrecken ist, fiir welche

Ayt 2+ Bhgt oo+l =1

ist. Ei.ne andere Formel fiir die Berechnung der Potenzsummen s. ,,Traité de la
ré.solutlon des équations numériques* par Lagrange. An. VI Note XI p. 248. Fiir
die Summe der nten Potenzen der Wurzeln der quadratischen Gleichung

2—bzrta=0 findet Lagrange daselbst

af - B = bn —nabn-2 | 7%‘___.;.3_) athn— o n(n '1'42)(7;"‘ 5)

(Qie _Reihe fortgesetzt, so lange die Potenzen von b positiv bleiben), eine Formel,
die sich tibrigens auch aus der Waringschen Summe entnehmen 158t.

aabﬂ—c.‘_...
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ist (a; — ) (¢ — @) wertesymmetrisch, ohne formalsymmetrisch ge-
schrieben zu sein. Ist aber f(e, . .. a,) wertesymmetrisch, so ist

z R T
«—————f(a‘:“ %a) play...ap)

formalsymmetrisch, wenn man die Summe tber alle n! Permutationen
der ¢ erstreckt. Da aber dabei sich f seinem Wert nach nicht dndert, so ist
f = ¢. Esgeniigt also, die formalsymmetrischen Funktionen zu betrachten.

Ist eine gebrochene rationale Funktion

fi(as . . . ap)

fe(ar...an)
wertesymmetrisch, und sind Zahler und Nenner nicht symmetrisch, so
erweitere man den Bruch mit allen den Funktionen, die aus f, bei Vertau-
schung der ¢ gewonnen werden kénnen. Danach sind Zihler und Nenner
symmetrisch , so dafl also jede symmetrische rationale Funktion Quotient
von zwei ganzen rationalen symmetrischen Funktionen ist.

6.Der Hauptsatz. Jede ganze rationale symmetrische Funktion
fley...a,) ist eine ganze rationale Funktion der elementar-
symmetrischen Funktionen der a, deren Koeffizienten jedem
Korper angehoren, der die Koeffizienten von f enthdlt. Nach
(8,1, 5) darf man annehmen, da8 f formal symmetrisch ist. Zum Beweis
bedienen wir uns des Prinzipes der lexikographischen Anordnung. Dieses
fassen wir so. Unter der Hohe eines Gliedes A} . . . a)» verstehen wir die
Zahlenfolge (7, ..., v,). Wir nehmen an, da8 nur ein Glied gegebener
Héhe vorkommt, d. h. daf wir alle Glieder gleicher Exponentenfolge in
einer zusammenfassen. Wir nennen dann (u, . . . u,,) niedriger als (v, . . . v,,),
in Zeichen (u, . .. u,) < (¥, ...,), wenn die erste nicht verschwindende
Differenz u; — »; negativ ist. Ordnen wir dann die Glieder nach absteigender
Hohe an, so sagen wir, wir hitten sie lexikographisch geordnet.

Bei den elementarsymmetrischen Funktionen sind a,, 1€, « + -0 .. . €y
die hochsten Glieder. Die hichste Form eines Produkts ist das Produkt
der hochsten Form der Faktoren. Ist ndmlich

My oo pin) > (D100 vy)

(Ag e ev ) > (1. . 7a)s
80 ist (r+ A1 e o pin + Ap) > (0 + 715 o o Py + 7Ty)e
Denn- es ist sowohl die erste nichtverschwindende Differenz u; — »; > 0,
als auch die erste nichtverschwindende Differenz 4, —a; > 0. Ist

(4y- .. ps) die Hohe des hochsten Gliedes einer formalsymmetrischen

Funktion, so ist
’ My = g Z s = oo o = Un.
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Denn wegen der formalen Symmetrie kommen alle die Hohen vor, die
sich aus (g, . . . ) durch beliebige Permutation der u, ergeben. Also muf
im hochsten Glied u, das Maximum aller y, sein, denn sonst gibe es ein
Glied, in dem &, zu einem hheren Exponenten vorkommt, und dies wire
hoher. Aus dem gleichen Grund mu8 im hgchsten Glied u, das Maximum
der Zahlen y, . . . u, sein.

Ist nun Aaf*... air das hochste Glied einer formalsymmetrischen
Funktion, so hat nach den vorausgegangenen Bemerkungen

.A Uy Hp—1-8, Hy— U2
'n Cn—1 «.. €

dasselbe hochste Glied. Dabei ist e, = _Sa,, ¢a=_Sa1as...,= ;... a,.
Zieht man also diese symmetrische Funktion von der gegebenen ab, so
bleibt eine symmetrische Funktion mit niedrigerem hochsten Glied iibrig.
Fiir seine Hohe kommen aber nur endlich viele Folgen (#, . .. »,) in Be-
tracht, deren Elemente alle kleiner sind als u,. Fortsetzung des ein-
geschlagenen Verfahrens mufl daher nach endlich vielen Schritten zur
Darstellung der gegebenen Funktion als ganzrationale Funktion der
elementarsymmetrischen fithren.

Man mag noch bemerken, dafl die Koeffizienten dieser ganzen rationalen
Funktion der elementarsymmetrischen sich ganz und rational aus den
Koeffizienten der gegebenen rationalensymmetrischen Funktion f (e, ...a,)
darstellen. Das ergibt sich ohne weiteres aus dem grade zu Ende gefiithrten
Beweis.

Eine ganze ganzzahlige (d. h. mit ganzzahligen Koeffizienten versehene)
symmetrische Funktion ergibt sich also z. B. als ganzzahlig, jedesmal dann,
wenn die elementarsymmetrischen Funktionen ganzzahlige Werte haben.

Beispiel. Es sei Zafal oz zu berechnen. Das hochste Glied ist 2¢f ala,.
Das gleiche hichste Glied besitzt: 2e5- e5. Es ist

Saala,— 2e.e,= 2alalay + 2aiala,
2 2
+ 203k, — 2¢,a,04(e, a5 + @ 05+ a5a5)

Also ist Safala; = 2e,65.

7. Grad und Gewieht. Die Berechnung der symmetrischen Funktionen
fihrt meistens zu langen Rechnungen. Aber mittels der folgenden zwei
Theoreme, die man Cayley und Brioschi verdankt, 148t sich im voraus
erkennen, welche Glieder allein in dem Resultat vorkommen kénnen und
welehe aus demselben verschwinden mitissen. Diese Theoreme lauten

o aor P
Ist Sabalay - =SCalayag---
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so ist der Grad des letzteren Ausdrucks dem gréB8ten der Ex-
ponentenp,q,r...gleich, und die Summe der Indizes in jedem
seiner Glieder ist konstant, indem in jedem Gliede

A+24, +84 +--- =p-+y+r---
gleich dem Grade der symmetrischen Funktion ist.
Um den ersten Satz zu beweisen, darf man nur bemerken, daff die

Koeffizienten a lineare Funktionen sind in bezug auf irgendeine der
Wurzeln «,, @, . . . @,. Ist a; eine dieser Wurzeln, so ist also

o, = MOa, + N9,

wo MP, N¥) Funktionen der anderen Wurzeln sind, aber e; nicht ent-
halten. Insbesondere ist M¥ 4 0. Damit wird

Sategey .- =S0MPa, + NP (MPa, + NPY= oo (MPa, + NP,

Ist nun p der groBte der Exponenten p, g, r . . ., so ist der hchste Grad,
in welchem a; in der symmetrischen Funktion vorkommt, = p; folglich

muf
Mt 2+ A+ =p
sein, womit der erste Satz er wiesen ist.

Ebensoleicht beweist man den zweiten Satz. Denn 148t man die
Waurzeln oy, a,, . . . a, iibergehen in keay, ke,, . . . ka,, so erhilt die sym-
metrische Funktion den Faktor k?*¢+7* . Zugleich aber gehen die
Koeffizienten iiber in ka,, k2a,, k3a,, . . ., damit erhdlt aber das Glied
Cahakal ... den Faktor kh+2%+3%+ Dy nun aber k ganz will-
kiirlich ist, so muB es auf der rechten und auf der linken Seite in der
gleichen Potenz auftreten, so daB es ganz hinausfillt. Es muB also
jedes Glied der Summe >Callala¥ . . . denselben Faktor in k& haben, und
fiir jedes Glied muf3

A+24+84+---=p-+q+r... sein

Diese Summe A4, + 24, 4+ 84; 4 --., welche gleich ist der Summe
der Indizes, nennt man das Gewicht des Gliedes und sagt demnach,
der Ausdruck S'Cafafaf... sei von gleichem Gewichte oder
1sobarisch.

Sind die o;~Wurzeln einer Gleichung, deren héchster Koeffizient a, = 1
ist, 50 muB man bei den vorausgegangenen Betrachtungen a, durch 2«

Qo
ersetzen. Dann wiirde sich ergeben

Caloalts .
2‘05%510‘d ‘_V-"_°_~ ,

al'



110 Erstes Kapitel: Symmetrische Funktionen

immer vorausgesetzt, daB p der groBte der Exponenten p, ¢, r ist. Die
Summe auf der rechten Seite (in welcher C ein Zahlenfaktor ist) ist
dann eine homogene Funktion von gy, @, ... vom Grade p und vom

icht
Gewichte O.Aﬂ_’_].ll+...=p+q+r+...

Man kann mit Hilfe obiger Theoreme angeben, welche Glieder in der
Darstellung durch die elementarsymmetrischen Funktionen wirklich vor-
kommen konnen. So muB 9 o

Sejazas

von der Form Cege,

gein. Denn der Grad muBl 2 und das Gewicht muB 5 sein. Den
Koeffizienten C kann man dann dadurch ermitteln, daB man ein beson-
deres Beispiel heranzieht. Sind nimlich z. B. alle a; = 1, so wird ¢, = 8,
es =1 und Salaia; = 6. Alsoist C = 2.

8. Zweiter Beweis des Hauptsatzes. Fiir den Hauptsatz der Theorie der
symmetrischen Funktionen mége noch ein zweiter Beweis!) von Cauchy?)
auseinandergesetzt werden, welcher zugleich auf sehr sinnreiche Weise
zeigt, wie die Darstellung berechnet werden kann.

Es sei f(z) = 2" + gy 2"~ + agz"~2 4 .-- =0
die gegebene Gleichung, ¢,, @, . . . &, ihre Wurzeln und U eine gegebene
ganze symmetrische Funktion derselben.

Nehmen wir an, man habe auf irgendeine Weise die Funktion U so
umgewandelt, daB sie nur noch eine Wurzel o enthalte und fiir dasselbe
das Polynom erhalten

U =poa™ + pra™ ' + poa™ 2 4 - + Py,

WO Do P1s - - - P Konstante sind, rational aus den Koeffizienten der Glei-
chung zusammengesetzt. Dies vorausgesetzt, dividiere man diesen Aus-
druck mit f(e), dann hat man, wenn @ der Quotient der Division, R der

Rest ist, U=Q-fl@)+R
oder, da f(e) = 0, U =R.

Dieser Rest B kann nur vom (n — 1)-ten Grade sein; die Gleichung ist
also von der Form

U=qan 14 ga* 2+ -+ Gp_3t + gn_y.

1) Einen solchen hat auch GauB gegeben in seinem zweiten Beweis des Funda-
mentalsatzes der Algebra ,,Demonstratio nova altera ete. (Werke Bd. III p. 36).

2) Anciens exercices de Mathématiques, 4me année, 1829, und (Buvres de Cauchy
II. Sér. Tome IX p. 132 § VI.
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Da aber U symmetrische Funktion der n Wurzeln oy, a5, . . . @, ist, so
kann man die Wurzel mit irgendeiner andern vertauschen, und da hier-
bei sich die Koeffizienten ¢ nicht éndern, so muBl die Gleichung

qoxn-l 'I" qlxn—-z MY .|_ Qn—s® -+ Qpn_1— U=90

durch alle Wurzeln «,, a,, . . . a, erfullt werden. Sie muBl folglich iden-
tisch sein, d. h. es mulB

Go=0=0q  =Gr-2=0
sein und U=q,_;.
Es ist also ¢,_, der gesuchte Wert von U.

Auf der wiederholten Anwendung dieses Satzes beruht nun die Berech-
nung von U. Zu diesem Zweck bilde man die Gleichungsreihe

f@)=0, S —p@ =0, B2 _p@)—0,...

Iﬂ;_ﬂ(_ml =fu_1(x) = 0.

T—Ap_1

Die Divisionen vollziehen sich nach der Formel in (1, 5, 1). Es treten hier-
bei die Wurzeln nach und nach in die Koeffizienten der Gleichungen ein;
f,(z) enthdlt e, in den Koefffizienten, hat aber nur noch die Wurzeln
@y, &g, - - - €3 fo(x) enthilt @, und e, in den Koeffizienten, hat aber nur
noch die Wurzeln a, ¢y, . . . @, usf.; f,_,(z) hat nur noch die Wurzeln
@,_, und &,; f,_,(z) = 0 ist nur noch vom ersten Grade, von der Form

r+a,tagt+cot+a,_y+a, =0,
und hat nur noch die Wurzel £ = «,. Man entnimmt daraus

— (e +ay+ - F g+ ay),

und substituiert diesen Wert in U; dann enthilt U nur noch eine der
Wurzeln von f,_,(x), nimlich «,_,, und die Division mit f,_z(@,_q) 148t
nach obigem Satze einen Rest frei von a,,_,. Dieser Rest ist die Funktion U.
Da U nun nur noch die Wurzelne,, &5, - . . @,_, enthilt, also nur noch eine
der drei Wurzeln e,,_,, @,_,, @, der Gleichung f,,_,;(z) = 0, so kann nun
diese Wurzel a,,_, durch Division mit f, _;(e,_,) aus U entfernt werden usf.
SchlieBlich enthilt U nur noch eine Wurzel ¢, und die Division mit f(e,)
gibt sodann U als Rest der Division frei von Wurzeln als Funktion der a.
Es kann bei diesen Divisionen der Fall eintreten, dafl zugleich mit der
zu eliminierenden Wurzel ; noch eine andere ¢, und, da diese irgendeine
der noch iibrigen Wurzeln sein kann, alle tibrigen Wurzeln zugleich aus U
verschwinden, wodurch die Operationen wesentlich abgekiirzt werden.



112 Erstes Kapitel: Symmetrische Funktionen

Perner ist zu bemerken, dafl die Methode nur Divisionen erfordert und
alle Divisoren die Einheit als Koeffizienten ihres hochsten Gliedes haben.
Daraus ergibt sich der schon friither ausgesprochene Satz.

Beispiel. Gegeben die homogene symmetrische Funktion

U=(@+pB+9k+a

der drei Elemente a, 8,y. Dieselben seien Wurzeln der Gleichung
f(z) = 2® + a, 2% + a,2 + a3 = 0.
Dann ist {% = fi(z) = 2% + (¢ + a))z + @® + a1 + a,,
b —h@=a+ath+ .
f1(z) = 0 hat die Wurzeln B, y; f.(%) = 0 nur noch die Wurzel y. Also ist

=—(a+ 5+ ay).
Damit wird 4 ( B o

U=(z+p)(a+ B)a, + @) = (a1 + &) (82 + (2, + &) + a,0).
Dies dividiert mit f, (8) 148t als Rest den neuen Wert von U':
U=—(a;+ a)(a® + a;) = — a® — a,0® — 6,0 — a,0,.
Dieser Wert dividiert mit f(e) liefert als Rest den gesuchten Wert von U:
U =a;—a,a,

9. Rationale Funktionen der Gleichungswurzeln. Mittels der Theorie der
symmetrischen Funktionen 148t sich folgendes Theorem beweisen:

Jede mit Koeffizienten aus einem Korper K gebildete ra-
tionale gebrochene Funktion einer Wurzel ¢ einer Gleichung
f(#) =0 vom n-ten Grade 148t sich durch eine ganze Funk-
tion des & von niedrigerem Grade als dem n-ten darstellen,
deren Koeffizienten demselben Kérper K angehéren, wofern
auch die Koeffizienten von f dem Kérper K angehoren.

Es seien @ (z) und y(z) ganze rationale Funktionen ohne gemeinsamen
Teiler; a,, ay, . . . &, die Wurzeln der gegebenen Gleichung f(z) = 0; s0
bat man identisch?)

(1) P(az) —_ (2 p(as) - - y;(a,,).

v(a) y(adp(as) ... .y(aq)
Der Nenner p(e;)p(e,). .. p(e,) ist aber eine rationale symmetrische
Funktion der Wurzeln mit Koeffizienten aus K und kann mithin rational

P(a) -

1) Es werde vorausgesetzt, daf ¢ und f keinen gemeinsamen Faktor haben, also
y(a) firr keine Wurzel a verschwinde.
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mit Koeffizienten aus K durch die Koeffizienten der Gleichung f(z) = 0
ausgedriickt werden, gehort also selbst zum Korper K. Was den Zéhler
p(ag) w(as) - - - p(a,) betrifft, so ist derselbe ebenfalls eine rationale sym-
metrische Funktion der Wurzeln a,, a,, ... ¢a,, d.h. der Wurzeln der

Tr—ay

mit Koeffizienten aus K und ergibt sich also als ganze rationale Funktion
der Koeffizienten dieser Gleichung, welche selbst ganze Funktionen der
einen Wurzel ¢, sind. Alle diese Funktionen besitzen Koeffizienten aus K.
Damit erhilt man folglich

@) o — p@a (),

wo &{a) eiﬁe ganze Funktion von ¢ mit Koeffizienten aus K ist. Die ge-
brochene Funktion '% ist demnach durch eine ganze Funktion ¢ (&) - & (e)
mit Koeffizienten aus K ersetzt; und zwar gilt diese Gleichung fiir jede
Whurzel e der Gleichung f(z) = 0, da man in (1) die Wurzel &, mit einer
beliebigen andern vertauschen kann.

Ist das Produkt ¢(e): @(z) vom n-ten oder hoheren Grade, so kann
man es durch einen Ausdruck von niedrigerem Grade als dem n-ten er-

setzen. Denn dividieren wir es mit f(a), so wird

¢@)@@ =Q-fl@) + R
oder, da f(e) =0, o) -d() =R,

wo B hichstens vom (n — 1)-ten Grade ist.

Die allgemeinste rationale Funktion einer Wurzel einer
Gleichung vom n-ten Grade ist mithin eine ganze Funktion
vom {n—1)-ten Grade.

Eine andere Methode, eine gebrochene rationale Funktion einer Wurzel
durch eine ganze Funktion zu ersetzen, ergibt sich aus einem in (1, 5, 6)
gefundenen Satze. Wir haben dort gesehen, wie sich, wenn f(z) und ()
zwei ganze Funktionen sind, welche keinen gemeinsamen Teiler haben,
immer zwei ganze Funktionen X, Y so bestimmen lassen, da8

Xf(z) + Y y(a) = R,,
wo R, eine Konstante ist, die rational aus den Koeffizienten von f und ¢
zusammengesetzt ist. Setzen wir in dieser Gleichung # = a, wo « eine
Whurzel der Gleichung f(x) = 0, so wird
R, =y(e)  Y(a),

Bieberbach, Algebra. 8
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wo Y (a) eine ganze Funktion von ¢ und hiermit

ola) _ ple)- Y(a)_
p(a) R,

Da R, von « unabhingig ist, so stimmt diese Gleichung mit Gleichung
(2) uberein.
Beispiel. Ist a eine Wurzel der Gleichung
22 —8a2—2x 4+ 8=0,
und y(@) =a® +1,
so ergibt das Euklidische Teilerverfahren
(—o* + (@ = 10.

Also, wenn @) =a—1,
ela) _ a—1 (a—1)(—4a*+Y)
pl@ o1 10

oder, reduziert, a%?'_—i— —_— %az + —;—a — _g.

Dasselbe Resultat hitte man nach der ersten Methode erhalten miissen.
Da die Wurzeln der gegebenen Gleichung ¢ = — 1, 4 1, 4 8 sind, ist die
Ubereinstimmung der zwei Formeln fiir jede der drei Wurzeln sofort za
priifen.

Wenn die gebrochene Funktion £ auBer der Wurzel @ noch eine zweite

Wurzel g der Gleichung f(z) = 0 enthalten wiirde, so kénnte man zu-
néichst die gebrochene Funktion durch eine ganze Funktion in bezug auf e
in der Form Agamt ;- dyan2 e A,

ersetzen. Die Wurzel § wiirde dann rational in die Koeffizienten 4 ein-
gehen. Ergeben sich dieselben als gebrochene Funktionen von g, so konnen
dieselben wieder nach obigen Methoden durch ganze Funktionen von 8
ersetzt werden. Mithin kann auch jede gebrochene Funktion von
mehreren Wurzeln, einer Gleichung durch eine ganze Funk-
tion dieser Wurzeln ersetzt werden.

Es kann bei der Umsetzung der gebrochenen Funktion %8— in eine
ganze Funktion vorkommen, daB die zwei Methoden verschiedene ganze

Funktionen liefern; dann bleibt itberhaupt eine Unbestimmtheit, und es
gibt unendlich viele solche Funktionen vom (n — 1)-ten oder niedrigerem
Grade, welche die Aufgabe losen. Dies 148t sich aus den obigen Methoden
nicht unmittelbar ersehen. Der Fall tritt dann ein, wenn die Gleichung
f(z) = 0 im Kérper K reduzibel ist. Ist z. B. fi(x) ein in K irreduzibler



3,1, 9. Rationale Funktionen der Gleichungswurzeln 1156

Faktor von f(z), fiir den f, (@) = 0 ist, so ist f, von hdchstens (n — 1)-tem
Grad. Hat f(x) z. B. r gleiche Wurzeln, so kann man, wie wir (1, 5, 7)
sahen, eine Gleichung f,(x) = 0 bilden, welche nur die verschiedenen
Wurzeln von f(z) = 0 enthilt, und jede nur einmal. Wenn nun w(e)
eine ganze Funktion (n — 1)-ten Grades ist, welche der Aufgabe geniigt,
so geniigt ihr auch die Funktion
o(@) + Mf,(a),

wo M eine beliebige Zahl aus K ist. Denn der Ausdruck ist vom (n — 1)-ten
Grade und, da fiir ¢ die Gleichung f, (¢) = 0, ist er = w(e) fiir jede Wurzel
der Gleichung f,(x) = 0. Hat insbesondere f(x) nur mehrfache Wurzeln,
so kann man nach 8. 36 f, (z) so wihlen, da8 ihm sémtliche Wurzeln von
f(x) geniigen. Dann besteht die gleiche Unbestimmtheit fiir alle ¢ zu-
gleich.

Man kann dies auch so darlegen: Wenn man schon die Wurzeln von
f(z) = 0 kennt, s0 setze man dieselben nacheinander in die Gleichung

%% = Aga"-14 40" 24 ...+ A4, _,

ein; ':4((% 148t sich fiir jede Wurzel berechnen, und man hat dann n Glei-
chungen zur Bestimmung der Koeffizienten 4. Hat aber f(z) = 0 gleiche
Waurzeln, so hat man weniger Gleichungen zur Bestimmung der 4, und
mehrere derselben bleiben unbestimmit.

Ist z. B. die Gleichung

2—42+55—2=0

gegeben, deren Wurzeln 1, 1, 2 gind, und

__—.1__—_-

a*ta+t1
als ganze Funktion zu berechnen, so ergibt sich nach der zweiten der
obigen Methoden: 1 17 18 1

e S >
fieFi—ai att T

Setzt man nun aber

%E%; = w(a) = 4402 + 4,a + 4,
und hierin fiir ¢ die Wurzelwerte 1, 2 ein, so hat man die zwei Gleichungen
% =A +A1 +A2, ‘%‘ == 4:A + 2A1 "l" AZ’

woraus 4, =—84—4, A2=2A+§{.
Mithin o(e) =A(e?—3a +2) + 1 —4a.
8*
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A bleibt vollig willkiirlich; e?—8e + 2 =0 ist eben die Gleichung
fi(@) = 0 mit den einfachen Wurzeln 1,2. Fir 4 = } hat man obiges
Resultat.

10.Algebraische Zahlen. Untereiner algebraischen Zahl versteht man eine
Zahl, die Wurzel einer algebraischen Gleichungay2® 4 4,271+ ... + a, =0
mit ganzen rationalen Koeffizienten sein kann. Die Menge dieser Zahlen
ist abzihlbar, woraus die Existenz nichtalgebraischer, sog. transzendenter
Zahlen folgt. Hier mag es sich um die Feststellung handeln, daB eine
rationale Funktion r(ey, ...a,) von algebraischen Zahlen wieder eine
algebraische Zahl ist. Der Beweis folgt leicht aus dem Hauptsatz iber
symmetrische Funktionen. Wir diirfen annehmen, dal «,...e, die
simtlichen Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit rationalen Koeffi-
zienten sind:

g" — e 2™l 4 gz 2 4 ... - (—1)e, = 0.

Eventuell bekommt man diese Gleichung durch Multiplikation der
Einzelgleichungen, welchen die ¢ geniigen. Die Schreibweise 7 (e, ... a,)
verlangt ja auch nicht, daB simtliche e, ...ea, in r wirklich eingehen.
Nun bilde man die n! Funktionen v, = r, 7,, . . ., die sich aus » durch die
sémtlichen Permutationen der « ergeben. Das Polynom

E(z — 1)

wird dann fiir alle r; zu Null. Seine Koeffizienten sind symmetrische Funk-
tionen der r;, und daher symmetrische Funktionen der e, driicken sich
also rational durch die e aus, sind also wie diese rational. Multipliziert
man das Polynom I7(z — r;) noch mit dem Generalnenner seiner Koeffi-
zienten, so erhalt man das gesuchte Polynom mit ganzen rationalen Koeffi-
zienten. Seine Nullstelle r ist also eine algebraische Zahl.

11. Resultanten. Schon auf S. 88 haben wir im Euklidischen Teiler-
verfahren ein Mittel kennengelernt, um festzustellen, ob zwei gegebene
Polynome einen gemeinsamen Teiler und damit auch, ob sie gemeinsame
Nullstellen besitzen. Die Theorie der symmetrischen Funktionen lehrt ein
weiteres Kriterium. Smd néimlich 4 (z) und B(x) zwei Polynome deren
héchste Potenzen der Koeffizienten 1 besitzen, und sind e, ..., die
Wurzeln von 4, 8, ... .8, die Wurzeln von B, so ist

AB)AB) ... 4(Bn) = (—)mB(ay) ... B(aw),

wie man sofort aus der Linearfaktorzerlegung ersieht. Jedes der beiden
Produkte nennt man Resultante von 4 und B. Ihr Verschwinden ist
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die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafi 4 und B gemein-
same Nullstellen besitzen. Die Resultante

R=I14()

ist eine symmetrische Funktion der 8 und natirlich auch der ¢. Zu ihrer
Berechnung kann man folgendes Verfahren einschlagen. Nehmen wir an,
es seim = m > 0, so gibt es zwei Polynome @ und R so, daBl

4=QB+R,,

und so, daB R, einen niedrigeren Grad hat als B. Dann ist

R=JT46) = [IR.(3).

Ist R, konstant, so ist damit die Berechnung der Resultante schon er-
ledigt; es ist ja dann R = R;™. Ist aber R; nicht konstant, so ist
ITR,(B;) die Resultante von Bund R,, so daf die Berechnung der Resul-
tante von 4 und B auf die Berechnung der Resultante zweier Polynome
niedrigeren Grades, nimlich B und R, reduziert ist. Man kann so durch
Fortsetzung des Verfahrens zum Ziele kommen.

12. Diskriminanten. Die Resultante eines Polynoms f(z) und seinefAb-
geleiteten f'(z) nennt man Diskriminante von f(z). Ihr Verschwinden
liefert die notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Vorhandensein
mehrfacher Wurzeln von f(z). Sind ;. .., die Wurzeln von f(x), und
ist f(z) = 2 + a, 2"~ + - -+ 4 a,, so ist auch

f(@) =1k1($ — Q)
und f'(x) =2]]"($~ak),

wo IT;(x — a;) aus II(x — a,) dadurch hervorgeht, daB man den Faktor
x — @, streicht. Daher ist die Diskriminante

n(n—1)

(1) = D=[It() =TT (e~ o)

n(n—1)

= A%(—1) ®

WO A=ﬂ(ai—ak).
>k
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Nun aber bemerkt man, daBl
leo...e7?

A=l1 ay...ayt
(1 @p...apt
Man ziehe nur die erste Zeile von allen folgenden ab. Dann wird

1 e cooapt
A= 0Oay—ay...a07 —a}™!
0Oa,—ey...a0 l—ap?
ll G+ ay...a  4ai 3+ ---
=(@—a)(@—ea) ... (@—a)|- « - «+ « -+ .« - . .
'1 @t ay...a a3 -
lay... ag"”
=(eg—ay)...(@—@a)|- - - - -1
la,... aﬁ"{

Man sieht die letzte Umformung ein, wenn man die e, -fache vorletzte
Kolonne von der letzten abzieht, wenn man ebenso alsdann die a,-fache
vorvorletzte Kolonne von der vorletzten abzieht usw. Bei der nun ver-
bleibenden Determinante nehme man wieder nacheinander alle Opera-
tionen vor, die an der Determinante 4 vorgenommen wurden. So kommt
man zur Einsicht, daB 4 durch die Determinante dargestellt wird. Die
Diskriminante wird dann

-1 1
log...of7 2 |8 §...8.1

(1) D I * d — 81 S3...8,
11 Qp...a?" 1 Sp—18n -+ - San_g
Hier ist wieder Sg=at + .- f ot

die k-te Potenzsumme. Man sieht die Umformung ein, indem man bei der
Determinantenmultiplikation Kolonnen und Kolonnen multipliziert.

Mit Hilfe der von 8. 104 bekannten Newtonschen Relation zwischen
den Potenzsummen der Wurzeln

QS; + 418;_ 3 + Ay8y_p + -+ + 1.0, =0

kann D als ganze homogene Funktion der Koeffizienten a berechnet
werden. Man wird dabei in der Weise verfahren, daB man die letzte
Vertikalreihe der s mit q, multipliziert, a¢s,_;, @¢S,, ... mittels der
Relation durch niedrigere Potenzsummen ersetzt, die vorhergehenden
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Rethen mit a,, a,, . . . multipliziert, sodann zu der letzten addiert und
diese Operation wiederholt. Z. B. fiir n = 8 ist

So 51 S2 SeS1 Gy So 2a, a,

|
D=8, 8,83\ =a} slsz——3a3{= 8 —2a, —3a,
!

l 83 — (83 — 303 — A8y

8y 83 84 Sz 83 — 038,
3a, 2a, ay ! 3a, 2a, @y
"—a] —"'20'2 —‘3013 = -—a1 —2a2 _303A

— ;8 —20, —ay8,—3a3 — a3 | ’+a§—2a2ao as01— 3asay aza,
I 3a, 2a, G

=! a 2a, 3a,

2a,ay 3aza0-+ ay0, 2a1a3f

13. Verallgemeinerung. Die Determinantenformel

D=Jllai—a)2=|+++ -+

i>k

Sp—1++-S2n-3g
ist nur das Glied einer Reihe von #hnlichen Formeln. Geben wir z. B.
von der Matrix 1 1 1 ...1
@ G Q3 ...0
dpy=|a® a o ...
at—lat-tat—1 ., | @1

aus. Multiplizieren wir diese nach Horizontalreihen mit sich selbst, so er-
halten wir die Determinante

Sop Spee+Sp_1
81 Sg.e.Sp

8y Sz 8py1

.......

Sk—18k s+ - San—2

Diese so erhaltene Determinante ist aber (nach (2,3,3)) gleich der Summe
der Quadrate aller Determinanten, die sich aus je k Vertikalreihen der
Matrix 4; bilden lagsen.
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Es ist somit, fir irgendeine Zahl k < n,

1 1 I

S 81+ Sp—

0 1 k=1 al (12 ...ak

8 S ...8

SR 5 I

Sk_15k - - - Sar_ ey

k—1°k 2k—2 ! af—lalé—l. . .af“‘l
)] = o1 — @) (e — a5)® . . . (@1 — ).

Hierin bezeichnet s; immer die t¢-te Potenzsumme der n Wurzeln
0y, 0, -+ - Gy die Summe auf der rechten Seite erstreckt sich auf alle
Kombinationen der n Wurzeln zu je k. So ist z. B.

1 8¢ 81

I = D(a, — ay)?
S 81 Sg
81 82 83 =2 (a1 — a2)?(a; — a3)% (a2, — a3)* usw.
83 83 84

14. Berechnung der Diskriminante in einigen besonderen Fillen. Die
Diskriminante(1) von 8. 118 ist in bezug auf jedes ¢; vom Grade 2(n —1).
Sie ist weiter als Funktion aller ¢; vom Grade n(n — 1). Driickt man sie
also durch die elementarsymmetrischen Funktionen aus, so wird sie nach
(8,1, 7) vom Grade 2(n — 1) und vom Gewicht n(n — 1).

So wird fiir die Gleichung zweiten Grades

2 + a,x + a,
D = (@, — a,)? = a} — 4a,.
Fiir die Gleichung dritten Grades
24 a, 2% + a,x + ag
ist D vom Grade 4 und vom Gewicht 6. Daher ist D von der Form
D = Aag + Bagaza, + Cagal + Dal + Eala®
Die Bestimmung der 4, B. .. gelingt durch Anwendung auf konkrete
Beispiele. Man findet
o
D = —27q; + 189 a0, — 4a,a — 4ad + alal.
Liegt insbesondere die Gleichung
23+ ax + a3 =0
vor, ist also a, = 0, so wird
D = —27a; — 4al.
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Zweites Kapitel.
Die Transformation von Gleichungen.

1.Beseitigung des zweiten Gliedes. Unter Transformation einer Gleichung
verstehen wir die Operation, durch welche wir aus einer gegebenen Glei-
chung eine andere ableiten, deren Wurzeln in einer bestimmten algebrai-
schen Beziehung zu den Wurzeln der gegebenen stehen. Wir haben die
einfachsten dieser Transformationen schon frither S.29 unmittelbar aus
der Zerlegung einer ganzen Funktion in ihre linearen Faktoren geschlossen.
So haben wir gesehen, daf man sofort aus der gegebenen Gleichung eine
andere ableiten kann, deren Wurzeln um % gréBer sind. Man hat zu diesem
Zwecke nur y=z+k, also z=y—Fk,
zu setzen. Ist also die Gleichung gegeben

f(z) = agz™ + a; 2" 4+ ayz*%2 4 .-- +a, =0,

80 geniigt die neue Variable y der Gleichung

fy—k) =a(y—k" +a(y—k)"* + as(y—k)"2+-.- =0
oder, nach Potenzen von y geordnet,
aoyn . naok i yn—l + E(E;Al)aokzi y"—-Z 4= 0.
o —@—1)ak |
+ a |

Die Wurzelwerte dieser Gleichung in y sind um k groBer als die Warzel-
werte der Gleichung in 2. Wir konnen nun k so bestimmen, da8 ein Koeffi-
zient der Gleichung verschwindet. Am einfachsten ist es, den Koeffizienten
von y"-1 verschwinden zu machen, da derselbe linear in k ist. Setzen wir
also e o v a

Y na,’
so geht die Gleichung f(z) = 0 iber in eine Gleichung der Form
QY + 6yt + 6y e+ 6 =0,

in welcher das Glied in y»-? fehlt, und welche mithin die Eigenschaft hat,
daB die Summe ihrer Wurzeln = 0 ist.

Diese einfache Transformation findet sehr hiufig Anwendung, um ge-
wisse Rechnungen zu vereinfachen. Wenden wir sie an auf die Gleichung

vom zweiten Grade
A + a4, T + ag =0,
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so fithrt sie sogleich zur Auflésung der Gleichung. Es ist hier zu setzen
a, .
T=y— Dann wird
(] . a%
@Y — fa +a;=0

ai—4a50a,
4a2 ’

—_ —a 4+ l’af'—‘i“aa’o‘
2a,

2::

also, wie bekannt, z

2. Tschirnhaus-Transformation. Tschirnhaus hat eine Methode an-
gegeben, eine Gleichung so zu transformieren, daf mehrere Glieder zu-
gleich aus derselben verschwinden.!) Es sei

1) o+ oz t+4 .- +a,=0
die gegebene Gleichung. Transformieren wir dieselbe, indem wir
y=4 +4,x

setzen, so kann man, wie wir soeben sahen, in der Gleichung in y das Glied

. . . A a
in y"»-1 verschwinden machen; man hat hierzu nur = 7‘ zu nehmen.
1

Die Tschirnhaussche Methode besteht nun in einer Verallgemeine-
rung dieser Substitution, indem man die neue Variable y an x durch die
Relation

(2 y=A+A4,x+A,2%-.. +4,z"

gebunden annimmt. Es handelt sich darum, die Gleichung in y darzu-
stellen. Da jedem der n Werte von z ein Wert von y entspricht, so hat y
ebenfalls n Werte 4, ¥, . . . ¥, und die gesuchte Gleichung ist ebenfalls
von n-ten Grade, namlich

Y—y)Y—y2) ... (Y—Ya) =0 oder
®) Y+ pyn T Pyt A+ P =0,
wo Pr=—2Y1, Ps=2Y1Ys,-

Um nun die Koeffizienten p zu berechnen, bilde man aus (2) die zweite,
dritte, . . . n-te Potenz von y und bemerke, da8 eine ganze Funktion einer
Wurzel der Gleichung (1), wenn sie vom n-ten oder hoheren Grade ist,

1) Acta eruditorum. Leipzig 1683.
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immer auf den (n — 1)-ten Grad reduzierbar ist (weshalb auch r immer
< msein wird) ; wir erhalten so:

y=A+ A4,z + A,z 4+ --- + 4, z"
y2= B + Byx + Byz? 4 .-+ + B,_,z""1
(4) Y =0+ C1z + Cp2? + -+ + Cp_y2n?

y»=G + Gz + G +--- + G,_ 27,

wo die B homogen vom zweiten Grade, die C homogen vom dritten Grade
in den Koeffizienten A4 sind usf. Zugleich enthalten sie rational die Koeffi-
zienten der Gleichung (1).

Diese Gleichungen (4) gelten fiir jede Wurzel der Gleichung (1). Be-
zeichnet man die Potenzsummen der Wurzeln 2 z? mit s; und die Potenz-
summen der entsprechenden Werte von y mit o;, so erhdlt man die Glei-
chungen

01 :nA +A181 +A282 + L —}—A,.S,.
0y =nB + Bys; + Bysy + -+ + By_18n

....................

Da sich die s; mittels der Newtonschen Formeln aus den a berechnen
lassen, so sind auch die o; bekannt, und man kann dann aus diesen wieder
mittels der Newtonschen Formeln die Koeffizienten p berechnen. s
ergibt sich némlich aus denselben

orL=—"nh
0z = pi — 2P,
03 =—7p} +8pp.—38p;

Da o, ein homogener Ausdruck i-ten Grades in den A ist, so ersieht man,
daB auch p; eine homogene Funktion 4-ten Grades in den 4 ist.

Ist so die Gleichung (8) in y gefunden und ist ihre Auflésung gelungen,
so kann man nach dem Verfahren des groBten gemeinsamen Teilers, die
zu einer ihrer Wurzeln gehorige Wurzel z ermitteln. Denn dann miissen ja

"+ ae*t 4o +a,=0
und y—A—A,x...4,27=0

eine gemeinsame Wurzel haben, und zwar nur eine, wenn man annimmt,
daf} (8) keine mehrfachen Wurzeln hat.
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3. Beispiele. Mittels dieser Transformation kann man nun, da die Koeffi-
zienten 4 willkiirlich sind, hoffen, r Koeffizienten der Gleichung in y ver-
schwinden zu machen. Will man z. B. die Glieder y*-* bis y*~r zum Ver-
schwinden bringen, so muBl man setzen

P1=0,p,=0,...p,=0,
und aus diesen homogenen Gleichungen in den 4, 4,, ... 4, vom Grade

1,2,...r miilte das Verhiltnis dieser GréBen berechnet werden.

Die Gleichung dritten Grades 1a8t sich auf diese Weise auf die Auf-
losung einer Gleichung zweiten Grades zurickfithren durch die Substi-

tution y— A+ A,z + A,

Man hat dazu in der transformierten Gleichung p, = 0, p, = 0 zu setzen,
also eine quadratische Gleichung zur Bestimmung der 4 zu losen. Dann
reduziert sich die Gleichung (8) auf
y3 + p; = 0,

woraus sich durch Wurzelausziehen die drei Werte von y ergeben. Die
entgprechenden Werte von x finden wir aus den Gleichungen (4)

y=A4A + A,z + A,x*

y?= B + B,z + B,a?
durch Wegschaffung von z? in der Form

z=q+ ;¥ + 4%

Ebenso liefert diese Methode auch eine Auflésung der Gleichung vierten
Grades mittels der Substitution

y=A4A + A,z + A,z?,

indem man in der Gleichung in y die Koeffizienten p, und p; zu Null macht.
Die Auflésung dieses Systems fithrt zu einer Gleichung dritten Grades in
den 4. Dann wird die Gleichung (3) in y von der Form

Y+ Pyt + P =0,
deren Auflosung, wenn man y? = z setzt, auf die einer quadratischen
Gleichung sich reduziert.

Immer kann man bei einer Gleichung von beliebigem Grade
nach der Methode von Tschirnhaus das zweite und dritte
Glied mittels der Auflosung einer Gleichung zweiten Grades
wegschaffen. Aber um mehr Glieder wegzuschaffen, hat man im all-
gemeinen eine Gleichung von héherem Grade als die vorgelegte aufzuldsen.
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4. Jerrards Transformation. Indessen hat der englische Mathematiker
Jerrard gezeigt!), daB man immer das zweite, dritte und vierte Glied
mittels der Auflosung quadratischer Gleichungen und einer Gleichung
dritten Grades wegschaffen kann, indem man die Substitution

y=A+ d,x + A,a* + Agx® + A z*

anwendet, in welcher man eine iiberschiissige Konstante 4 hat, die dazu
dient, durch passende Verwendung die Gleichung sechsten Grades, auf
welche das System der Gleichungen p, = 0, p; = 0, p; = 0 fiihrt, zu ver-
meiden.?)

Man kann hierzu folgenden Weg einschlagen (Serret, Alg. Sup. I 4=me
éd. p. 429). Zunichst erinnern wir daran, daB eine homogene quadratische
Funktion von n Variablen z,,%,,...z, immer in eine Summe von
Quadraten umgesetzt werden kann (vgl. (2,4, 6)).

Dies wenden wir auf die Aufgabe an, mittels der Substitution

y=A4 + A,z + A,2* + A2 + 4,2*

in der Gleichung (8) zugleich p,, p,, p; zum Verschwinden zu bringen.
Mittels der linearen Gleichung p, = 0 entferne man ein 4 aus den Glei-
chungen p, = 0, p; = 0; dieselben enthalten sodann noch vier Koeffi-
zienten 4. Die Gleichung p, = 0 bringe man sodann auf die Form

11P§+12P§+13P§+14P3=0,

wo die P lineare Funktionen der 4 und die 4 von 4 unabhingig sind. Nun
bestimme man die 4 so, daB

A4, P4 ,P1=0, P2 4+ 4, P2 =0

wird. Diese zwei Gleichungen sind erfiillt, wenn die linearen Gleichungen

VZP1 = l’—Asz, W;Ps = V:I;P4
erfiillt sind. Man bestimme daher aus denselben 4, und 4, und substi-
tuiere sie in p; = 0; so hat man eine Gleichung dritten Grades homogen in
Az, A,. Eine dieser Konstanten kann man beliebig wihlen, dann sind
die andern 4 simtlich bestimmt.

1) Mathematical Researches Part II (1834). Geschichtliches s. F. Klein, ,,Uber
das Tkosaeder* (1884), II. Abschnitt, S. 142.

2) Das Verfahren 18t sich nicht anwenden auf eine Gleichung vom 4. Grade, da
die allgemeinste rationale Funktion einer Wurzel der Gleichung vierten Grades

y=A+4 Az + A, 2>+ Az

st, also obige Form fiir y nur scheinbar eine tiberschiissige Konstante enthielte. Man
kann daher auch die Gleichung vierten Grades mittels dieser Methode nicht aut die
Form 2t -+ p = 0 reduzieren.
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Man sieht, daB man auf dieselbe Weise p,, p, und p, verschwinden
machen kann, mittels der Auflosung einer Gleichung vom vierten Grade.

Mittels dieser Methode 18t sich mithin eine Gleichung fiinften Grades
auf die Form ¥+ Py + ps =0
oder auch auf die Form ¢® 4 p3y® + ps =0

bringen. Man kann dann noch, indem man y = pe setzt und g passend
bestimmt, einen der Koeffizienten auf die Einheit reduzieren, so da8 die
erste Gleichung Szt q=0
wird, also nur noch einen Parameter q enthilt. Eine Auflosung der
Gleichung ist damit jedoch nicht gegeben.

b.Verallgemeinerung. Wire nun die allgemeine Aufgabe gestellt, aus der
Gleichung f(z) = 0 eine andere abzuleiten, deren Wurzeln y rationale
Funktionen der einzelnen Wurzeln z sind, so hitte man zwischen z und y
eine Relation derart
— 9(=)
(1) y - 'l’(“;)’
wo ¢ und y rationale ganze Funktionen.

Nun haben wir aber gesehen, dal, wenn f(z) = 0 vom n-ten Grade ist,
jede rationale Funktion eines Wurzelwertes & der Gleichung ersetat
werden kann durch eine ganze Funktion (n—1)-ten (oder niedrigeren)
Grades. Berechnen wir diese ganze Funktion (8,1, 8), so ist die Relation
ersetzt durch eine Beziehung von der Form

2 y=Ag+ A1z + Aya® + .-+ 4,_,2" 2,

und man ersieht, daB die Herstellung der Gleichung in y auf die Tschirn-
haussche Transformation hinauskommt.

Man kann aber auch aus einer gegebenen Gleichung f(z) = 0 eine andere
ableiten, welche die Werte einer rationalen Funktion von mehreren Wur-
zeln der gegebenen Gleichung zu Wurzeln hat. Sei f(z) vom n-ten Grad
und es seien @, , a,, . . . ¢, die Wurzeln der Gleichung f(x) = 0. Ferner sei

(8) Y= @y, qy,...0)

eine ganze Funktion von k¥ Wurzeln ¢. Es handelt sich dann darum, die
Gleichung in y aufzustellen, deren Wurzeln die Werte sind, welche ¢
annimmt$, wenn man darin k¥ Wurzeln ¢ in beliebiger Ordnung einsetzt.

nn —11 ) 2 -3(?:': +1) Kombinationen zulassen und

Da die » Wurzeln
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in jeder Kombination die « auf 1-2...%k Weisen permutiert werden
konnen, so gibt es im allgemeinen

nm—1n—2)...(n—k + 1)

verschiedene Werte der Funktion ¢, d.h. so viele, als es Variationen
k-ter Klasse ohne Wiederholung von » Elementen gibt. Je nach der Natur
der Funktion ¢ kann aber auch diese Anzahl eine weit geringere sein.
Nehmen wir an, sie sei g und ¥, ¥, - - . 9, seien die u Werte von ¢; dann
ist die Gleichung in y, welche diese Werte zu Wurzeln hat,

Y—y)y—y)...(y—y,)=0 oder
4) y + Ciy =t + Gy 4+ + C, =0,
WO —Ci=y+ Y+ + Y, =2y
+Co=y1yo+ - =YY,
—Cs = 214 Ys

+ Cp = Y19%2%s - - - Yu-

Nun sind diese Koeffizienten C symmetrische Funktionen der Werte
Y1» Yz, - - - Y, Bei einer beliebigen Vertauschung der o vertauschen sich
aber nur die y,, ¥,, . ..y, nach der Voraussetzung. Also éndern sich die
Koeffizienten C nicht bei einer Vertauschung der ¢ und sind mithin selbst
symmetrische Funktionen derselben, welche direkt aus den Koeffizienten
von f(z) berechnet werden kénnen. Die Methode bleibt iibrigens die-
selbe, wenn ¢ alle Wurzeln enthilt (k = n) oder nur eine (k = 1).

Beispiel 1. Um dies an einem sehr einfachen Falle zu erliutern, sei
die Gleichung dritten Grades gegeben:
f(x) = aoa® + a,2% + ayz + a; = 0,
die Wurzeln derselben seien a, 8,y; man sucht die Gleichung, deren
Wurzeln die Produkte von e, 8, ¥ zu je zweien sind. Hier ist also
y = ¢(ep) = ap.
Die Anzahl der Variationen ist 8 - 2 = 6. Da aber je zwei Produkte ¢

und B¢ immer gleich sind, reduziert sich die Anzahl der verschiedenen
Werte von ¢ auf drei:

Y =B, y, = ay, Ys = By,

und die Gleichung in y wird wieder vom dritten Grade:

¥+ Oy + Coy + G5 = 0.
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Nunist —Cy =91+ Y2+ Ys= aﬁ+a?+ﬁv=z—:

+ Co = 41¥Ya + Y1Ys+ Y293 = @By + affy + afy?

= afy(a+ B +y) = 2

a}

— O3 = Y1YsYs = ?f2y* = %'
Die gesuchte Gleichung ist mithin
Ay — aya,y?® + aya3y — ai = 0.
Diese Gleichung erhilt man ibrigens auch unmittelbar, wenn man be-

merkt, dafl a
afy = — _6:_.

Die drei Werte von y sind also gegeben durch die Gleichung

a; 1

Y=—% =’

wenn  eine Wurzel der gegebenen Gleichung ist. Setzt man mithin in
derselben e 1
= 2

QG Y

so erhilt man die Endgleichung in y.

H

Beispiel 2. Setzen wir
y=9(p) =ac+28,
80 gibt es sechs Variationen der Wurzeln,
e+ 28, B+20; a4 2y,y +2a; B+ 2y, v+ 28,

und die Gleichung in y wird vom sechsten Grade.



Vierter Abschnitt.
Numerische Auflosung der Gleichungen.

Erstes Kapitel.

Niiherungsweise Ermittlung der reellen Wurzeln.

1. Obere Schranke der Wurzeln. Es sei eine algebraische Gleichung mit
reellen Koeffizienten vorgelegt:

1 "+ az*-t+ ...+ a, =0.

Zuerst fragen wir nach den Grenzen, zwischen welchen die reellen
Wurzeln liegen miissen, wenn die Gleichung iiberhaupt solehe besitzt.

Nun haben wir schon in (1, 8, 1) gefunden, da8, wenn & der gré8te der
absoluten Werte der Koeffizienten der Gleichung (1) ist, der absolute
Wert von z* groBer ist als der absolute Wert der Summe aller iibrigen
Glieder, wenn |z| = 1 + h. Es liegen also alle (reellen und komplexen)
‘Wurzeln der Gleichung in dem Kreis |2 < 1 + h der Zahlenebene.

Sind die Koeffizienten a reelle positive oder negative Zahlen, so lassen
gich schirfere Schranken fiir diereellen Wurzeln angeben. Jedenfalls folgt
aus dem vorigen Absatz sofort, da, wenn H der absolute Betrag des gro8-
ten negativen Koeffizienten ist, " jedenfalls groBer ist als die Summe
der negativen Glieder der Gleichung, sowie x den Wert 1 4+ H erreicht.
Fir jeden Wert von z, der diese Zahl iberschreitet, hat das Gleichungs-
polynom f(z) folglich einen positiven Wert, und es ist mithin

@) g=1+H

eine obere Grenze der positiven Wurzeln.

Diese Grenze ist jedoch meistens viel zu hoch. Wenn nicht schon a,
negativ ist, 148t sich durch dieselbe Uberlegung, die zu dem eben ge-
nannten Ergebnis fithrte, eine niedrigere Grenze finden. Ist nimlich a;

der erste negative Koeffizient und wieder H der absolute Betrag des ab-
Bieberbach, Algebra. 9
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solut groBten negativen Koeffizienten, so wird f(z) jedenfalls einen posi-
tiven Wert erhalten, wenn z so bestimmt wird, daf

- § H(xn_i + zn—i—1+...+])

t+1__
oder also S H grotti—l
z—1
Dieser Bedingung wird (z > 1 vorausgesetzt) geniigt, wenn
e s HE 5 mithin o1z —1) S H

genommen wird, und um so eher, wenn
(z—1)y-Y(z—1)sS H, d.i. (z—1))S H

gesetzt wird, woraus z=1+VH. Es ist mithin auch
@ z=1+VH

eine obere Schranke der positiven Wurzeln.

2. Cauchys Methode. Eine andere Regel hat Cauchy gegeben. Es seien
a,, G, az, . . . die absoluten Betrige der negativen Koeffizienten in f(z)
und k die Anzahl dersélben. Dann gibt die groBte der Zahlen

1 1 1

e)) (kan)r, (kag)®, (kayt, ..
eine obere Schranke der positiven Wurzeln.

Denn ist g eine Zahl grofler als die Zahlen (4), so ist

g" > ka,, g° > ka,, gt > kay, ...,
folglich g* > ka, g7, g" > kag"=*, g > ka,gn—t, .
und, wenn man diese Ungleichheiten addiert und bemerkt, da8 k die An-
zahl derselben ist, so folgt
gn > argn—-r + asgn—s + atgn—t "I‘ vesn

Es wird mithin fiir 2 = ¢ das erste Glied in f(x) gréBer als die Summe aller
negativen Glieder. g ist daher eine obere Schranke der positiven Wurzeln.

3. Newtons Methode. Eine wesentlich andere Methode, eine obere
Schranke der positiven Wurzeln zu bestimmen, hat Newton angegeben.
Ist f(z) = O die gegebene Gleichung (1) und setzen wir z = y + «, so
geht dieselbe iiber in

fy+ 0 =1@+1@y+5Qy 4+ 5D yneaynmo,

Bestimmt man nun eine positive Zahl « so, da8 alle Polynome

) i), f @), 8.
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positiv werden, so ist dieses o eine obere Schranke der positiven Wurzeln.
Denn wenn alle Koeffizienten der Gleichung in y positiv sind, kann die-
selbe durch keinen positiven Wert von y erfillt werden, und folglich kann
auch £ = y + ¢ den Wert « fiir keine Wurzel von (1) nicht erreichen.

4. Untere Schranke der reellen Wurzeln. Auf dieselbe Weise, wie wir eine
obere Schranke der positiven Wurzeln bestimmen kénnen, 148t sich auch
eine untere Schranke der negativen Wurzeln bestimmen, d. i. eine negative
Zahl, iber welche hinaus keine negative Wurzel liegen kann. Man hat
hierzu nur in der Gleichung — z statt « zu setzen. Eine obere Schranke der
positiven Wurzeln der Gleichung f(— z) = 0 ist offenbar eine untere
Schranke der negativen Wurzeln der Gleichung f(x) = 0.

Man kionnte mit denselben Mitteln auch eineuntere Sehranke der posi-
tiven und eine obere Schranke der negativen Wurzeln, d.i. eine positive Zahl
kleiner als die kleinste positive Wurzel, oder eine negative Zahl absolut
kleiner als die kleinste negative Wurzeln, auffinden. Man hat zu diesem

Zwecke nur aus der Gleichung f(z) = 0 die Gleichungen f(%) = 0 oder
f(— %) = 0 zu bilden und fiir diese eine obere Grenze der positiven

Wurzeln zu ermitteln.
Beispiel. Es sei gegeben

f#) =2 —x*— 92 + 1022 — 11z + 9 =0.
Hier liefert (2) und (3) dieselbe Schranke der positiven Wurzeln, nimlich
1411 =12.
Die Cauchysche Regel (4) gibt, da k = 8, die grofite der drei Zahlen
8-1, ¥8-9, ¥8-11,
d.i. 8;5,2;2,...,
also 5,2 als obere Schranke der positiven Wurzeln.
Nach dem Newtonschen Verfahren (5) haben wir zu bilden:
fl) =a%—at—92%+ 1022 — 112 4+ 9
f(x) =5x—42%—27.2% 4 20 — 11

t;,’fz) =104 — 622 — 27-z + 10

) 1002 —4z—9

9%
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und eine Zahl z zu suchen, fiir welche alle diese Polynome einen positiven
Wert annehmen. Man findet leicht, da z = 4 dieser Bedingung geniigt,
alsoist £ = 4 eine obere Schranke.

Um eine untere Schranke der negativen Wurzeln zu finden, suchen wir
eine obere Schranke der positiven Wurzeln von

—f(—2)=2a"+ 2t — 92— 1022 — 112 — 9.
Die Formel (8) gibt 14+V11=43...
Die Cauchysche Regel (4) gibt die héhere Schranke 6 als groBte der Zahlen
k=9 V4.9, V4.10, V4.11, V4-9.

Man kann bemerken, daB man oft durch passende Zusammenfassung
der Glieder von f(x) sofort eine obere Schranke der Wurzeln ersehen kann.

Schreibt man z. B. die obige Gleichung in der Form
(2 —zc—9) + 10z(z—1)+9=0,

8o bemerkt man sogleich, daB fiir z = 4 die beiden Klammerausdriicke
positiv sind und folglich & = 4 eine obere Schranke der positiven Wur-
zeln ist.

Wollte man auch eine untere Schranke der positiven Wurzeln bestimmen,
80 hitte man die Gleichung

1 1 1 1 10 11
Ho)=w— w9 mta—5+9=0,
d.i. -t W03 g2 14 3=0

zu bilden. Eine obere Schranke der positiven Wurzeln ist hier 2, folglich ist
z=}eine untere Schranke der positiven Wurzeln der vorgelegten Gleichung
f(z) = 0.

5. Prinzip der Vorzeichen. Um die reellen Wurzeln einer Gleichung, die
wir uns von mehrfachen Wurzeln befreit denken, aufzufinden, kann man
zunéichst Schranken fiir die einzelnen reellen Wurzeln der Gleichung auf-
suchen, ein Verfahren, welches man das ,,Trennen der Wurzeln nennt.
Hierzu kann folgende einfache Uberlegung dienen. Da die Koeffizienten
der Gleichung als reell vorausgesetzt werden,so zerlegt sich das Gleichungs-
polynom f(z) in lineare Faktoren * — e, ¢ — f, £ — 9, . . ., die den reellen
Wurzeln ¢, 8, y, . . . entsprechen, und in reelle quadratische Faktoren von
der Form (z — a)? + b2, welche einem Paar konjugiert imaginirer Wur-
zeln @ + bi entsprechen. L#Bt man nun z reelle Werte durchlaufen, so
dndern diese quadratische Faktoren ihr Zeichen nicht, da sie fiir keinen
reellen Wert von z Null werden, hingegen wird, wenn z einen reellen
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Wurzelwert « iiberschreitet, der entsprechende Faktor £ — ¢ und folglich
auch f(z) das Zeichen &ndern. Hieraus folgt:

Sind p und ¢ reelle Zahlen und haben f(p) und f(g) ver-
schiedene Zeichen, so liegt zwischen p und ¢ jedenfalls eine
reelle Wurzel der Gleichung f(z) =0, oder um eine gerade
Anzahl mehr; haben aber f(p) und f(q) gleiches Zeichen, so
liegt zwischen p und g entweder keine Wurzel oder eine ge-
rade Anzahl derselben.

Ubrigens folgt dies Ergebnis sofort auch aus der von S.17 her bekannten
Stetigkeit des Polynoms f(z) als Funktion . Denn ein bekannter Satz
iiber stetige Funktionen?) besagt, dafl zwischen zwei Stellen p und ¢, wo
f(p) und f(q) verschiedene Vorzeichen besitzen, eine ungerade Zahl von
Nullstellen von f(z) liegt.

Aus dem eben gewonnenen Resultat ergeben sich einige weitere Sitze:

Eine Gleichung ungeraden Grades hat immer mindestens
eine reelle Wurzel, deren Zeichen dem Zeichen des konstan-
ten Gliedes entgegengesetzt ist.

Ist namlich in der Gleichung

flg)=2*4+---+a,=0
a, negativ, so ist f(0) = a, negativ, setzt man aber fiir  einen hinreichend
grofen positiven Wert ein, so ist f(z) nach S. 14 positiv. Ist hingegen a,
positiv und » ungerade, so wird f(z), wenn man darin einen hinreichend
hohen negativen Wert von z einsetzt, selbst negativ, wihrend f(0) = a,
positiv ist. Die Gleichung hat also sicher, wenn a,, negativ, eine positive,
wenn a, positiv, eine negative Wurzel.

Eine Gleichung geraden Grades, deren konstantes Glied
negativ ist, hat jedenfalls eine positive und eine negative
Wurzel.

Denn ist n gerade, so hat f(z) fiir hinreichend groBe positive oder nega-
tive Werte von z das positive Zeichen, wihrend f(0) = a,, negativ ist.

6. Trennung der Wurzeln. Um nun aber obigen Satz zum Trennen der
reellen Wurzeln zu verwenden, wird man in das Gleichungspolynom f(z)
fiir « eine Reihe von Werten, etwa die ganzen Zahlen, welche innerhalb
der Grenzen der Wurzeln liegen, substituieren. Ein Zeichenwechsel in
zwei aufeinanderfolgenden Substitutionsresultaten wird sodann das Vor-
handensein von wenigstens einer reellen Wurzel zwischen den fiir  sub-
stituierten Zahlen anzeigen.

1) Vgl z. B. Bieberbach, Leitfaden der Differentialrechnung. 8. Aufl. (1927)
S. 60.
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Ist z. B. die Gleichung
flg) =23—6x4+2=0

gegeben, so findet man sogleich, daB die Wurzeln zwischen -+ 8 liegen;
wir berechnen demnach

f8) = +11,f(2) =—2,f(1) =—3,/(0) = + 2,
(=) =+1H(—=2)=+6f(—8)=—1T
und ersehen hieraus, daBl eine reelle Wurzel zwischen -+ 8 und 4 2, eine
zwischen -+ 1 und 0 und eine dritte zwischen — 2 und — 8 liegt. Die drei
Wurzeln der Gleichung sind reell.
Als zweites Beispiel nehmen wir die schon frither betrachtete Gleichung

fl#) =a®—a2*—92% + 1022 —112 + 9 =0,
deren Wurzeln zwischen 4 4 liegen. Wir erhalten dann
f4) = +317,{(3) = —15,f(2) = —29,/(1) = — 1, {(0) = 9,
f(—1) =487, f{(—2) = + 95,f(—8) = +51, f(—4) = — 491.

Die Gleichung hat also jedenfalls eine reelle Wurzel zwischen + 4 und
+ 8, eine zweite zwischen + 1 und 0, und eine dritte zwischen — 8 und
—4.

Man konnte nun die Wurzeln genauer bestimmen, indem man durch
Einschalten neuer Werte von « die Grenzen enger zieht. So kann man in
dem zweiten Beispiel, um die Wurzel zwischen + 1 und 0 genauer zu be-
stimmen, = % in f(x) einsetzen und erhilt /() = + 4, .. ., woraus zu
ersehen, daB die Wurzel zwischen 1 und } liegt, usw. Auf diese Weise
konnte man fiir jede der einzelnen Wurzeln einen hinreichend geniherten
Wert finden, um mittels desselben nach spiter auseinanderzusetzenden
Methoden die Wurzel mit beliebiger Genauigkeit berechnen zu kénnen.

7. Graphische Verfahren. Zur Auffindung von Niherungswerten fiir die
Wurzeln, d. h. von méglichst engen Intervallen, in welchen mit Sicherheit
Wurzeln liegen, bedient man sich jedoch mit Vorteil verschiedener zeich-
nerischer Methoden, von denen wir jetzt einige auseinandersetzen wollen.
AuBler Betracht bleibe dabei, das allzu primitive Verfahren einer Auf-
zeichnung der Kurve y = f(z) in rechtwinkligen Koordinaten durch Be-
rechnung einiger Punkte (z, ¢) der Kurve und Verbindung derselben nach
AugenmaB. Wenn auch dies Verfahren zu brauchbaren Ergebnissen fiihrt,
so wird es doch dadurch zu umstandlich, daB die Rechenarbeit gro8 ist
und zunéchst die Werte von f(z) an Stellen liefert, die gar kein Interesse
tiir die Auflésung der Gleichung bieten.
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An die Spitze stelle ich ein Verfahren, das die geringsten Vorarbeiten
und Hilfsmittel verlangt: das Lillsche Rechtwinkelverfahren. Zu
seiner Darlegung beschreibe ich zunichst, wie man nach dem sog. Horner-
schen Schema am raschesten den Wert % berechnet, den ein Polynom
y = f(x) einem gegebenen Wert x zuordnet. Sei das Polynom

y=[(x) = a,a™ + ayz"t + - - + ay,

so berechnet man erst gy, fugt a, hinzu, multipliziert die so erhaltene
Summe @,z + a, wieder mit z, fiigt a, hinzu usw.

Folgendes Beispiel moge zeigen, wie man die Rechnung am besten
schematisch anordnet. Es sel #°— 24— 9234+ 1022 — 11249 fiir v =4
zu berechnen

-1 —9 10 —11 9
4 12 12 88 308
3 3 22 77 817.

Dies Verfahren ist fiir die Verwendung des
Rechenschiebers bequem, weil man dabei fiir
jedes z nur eine Schieberstellung nétig hat.
DasVerfahren ist aber auch fir die graphische 2
Rechnung bequem. Soll man néimlich eine
Ziah] & mit einer Zahl 5 multiplizieren, so wird
man &7 aus der beistehenden Figur 7 ablesen
(dhnliche Dreiecke). Fig. .

— J‘? |

T 7 215

Um auch die Vorzeichen richtig zu bekommen, wird man noch ver-
abreden, daB positive £ nach rechts, negative £ nach links, positive 7
nach oben, negative % nach unten
abgetragen werden. Das Produkt wird
dann gleichfalls durch eine gerichtete
Strecke (Vektor) dargestellt, die im

Endpunkt der & darstellenden Strecke 4

beginnt. Das Vorzeichen des Produktes ’: -
ist dann positiv oder negativ, je nach- A §n§‘
dem der das Produkt darstellende v v“i
Vektor mit der positiven Achse der 48 S

<]

Figur gleich oder entgegengesetzt ge-
richtet ist. Wir kénnen diese Figur
verwenden, um dem Hornerschen
Schema entsprechend aqz zu be-

e

Fig. 8.
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stimmen. Wir wihlen dazu &€ = ay, 7 = z. Es liegt nahe, in der Figur
gleich ayx + a, zu bestimmen, indem man ¢, an den g,z darstellenden
Vektor anfiigt. Es ist zweckmiiBig, diese Anfiigung am FuBpunkt des
Vektors vorzunehmen. (Fig.8.)

Um nun wieder mit ¢ zu multiplizieren, denken wir uns die Konstruk-

tion von vorhin wiederholt, und dazu die Zeichenebene entgegen dem
Uhrzeigersinn um 90° gedreht. Man erkennt, daBl man zur Ausfiihrung

/| N
A I
4
ol &Q h
1 S A
v §1 N
d 8 3
2 CS° q N
mar Za N L
=2
(@ Z+87) %,
Fig. 9.

der Multiplikation (@, + @,)z nun auf O P im Punkte P ein Lot zu er-
richten hat (ihnliche Dreiecke). (Fig.9.) Nun iibersiecht man schon, wie das
Verfahren fortzusetzen ist. Als Gerippe desselben verzeichnet man sich in
einem Rechtwinkelzug das Koeffizientenbild der Gleichung. Nach Wahl
einer festen Lingeneinheit trigt man Strecken von den Lingen |a,],
|a;|, usw. aneinander an, derart, daB man beim Ubergang zu der
folgenden stets eine Drehung um 90° vornimmt. Diese Drehung erfolgt
im Uhrzeigersinn, wenn der folgende Koeffizient dasselbe Vorzeichen
hat, wie der vorhergehende, erfolgt aber entgegen dem Uhrzeigersinn,
wenn die beiden Koeffizienten verschiedene Vorzeichen besitzen. So
sind die folgenden die Koeffizientenbilder der darunter geschriebenen
Gleichungen. (Fig. 10a—101.)

Wenn also ein Koeffizient Null ist, so entspricht ihm eine Strecke der
Lange Null, und es ist einerlei, ob man die ihm entsprechende Drehung im
oder gegen den Uhrzeigersinn vorgenommen denkt, wie der Vergleich
von b, e, f lehrt.
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ALl
pxr3rxirarss 2X3+XZ -3X+3
Hllllllll—lllgu ll]lllllllrLUZ
Fig 10a Fig. 10b
223~ 2% +32-% I

Fig. 10c.

Die Bestimmung von
y=2z*~4+ 22—8x + §

fiir £=0,9 verliuft dann z. B.
so. (Fig.11))

y ist hier positiv. Man itber-
sieht sofort, daB fir z-Werte
groBer als 0,9 noch groBere
y-Werte herauskommen, da
also jenseits 0,9 sicher keine
positiven Wurzeln der Glei-
chung liegen. Die oben be-
schriebenen Verfahren hitten
simtlich eine gréflere obere
Schranke fiir die positiven
Wurzeln ergeben. Hier sieht
man sogar sofort die Mdglich-
keit einer weiteren Verkleine-
rung der oberen Schranke
der positiven Wurzeln. Man
sieht auch bei weiterem Pro-
bieren nach dem AugenmaB,

2T+ ZE=3T=3

Fig 10d.

2200~ 28 -30+2 7

NEREIE RN RN

Fig. 10e.

J_ 32
A 3;2"7‘-2-

LTI IT]

Fig. 10f.
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daB positive Wurzeln bei
7 unserer Gleichung iber-
N haupt nicht auftreten
— y konnen. Dies wire nur
ST moglich, wenn der letzte
Koeffizient statt  einen
oy geniigend kleinen posi-
tiven — oder einen nega-
tiven Wert hitte. Man
sieht auch, daB zu ge-
niigend kleinen positiven
Werten des letzten Koeffizienten zwei positive Wurzeln gehoren, dafl es
einen moglichen Wert des letzten Koeffizienten gibt, wo diese beiden
Wurzeln zusammenfallen. Fir negative Wurzeln findet man aus dem
Anblick der folgenden Figur 12 Aufschlub.

Der Anblick lehrt deutlich, daf nur eine negative Wurzel vorhanden
ist, die ungefihr bei x = — 1,65 liegt. Man merkt bei Durchfithrung
der Zeichnung deutlich, daBl die Wurzel sicher zwischen — 1,6 und
— 1,7 liegt.

8. Kritiseches. Der Wert solcher zeichnerischen Verfahren beruht in der
Raschheit, mit der sie die Ausrechnung von f(z) fiir die einzelnen z-Werte
gestatten. Man wird so sebr rasch auf recht enge Intervalle gefiihrt, in
denen allein die Wurzeln liegen konnen. Man wird aber nicht immer zur
vollen Klarheit dariiber gelangen, ob Wurzeln in dem verdéichtigen Inter-
vall wirklich liegen, und wieviele es sind, oder ob keine Wurzeln darin anzu-
treffen sind. Man wird auch die auf Wurzeln verdichtigen Intervalle
nicht aus der Zeichnung mit solcher Kleinheit ermitteln kénnen, daf man
sagen kann, man

Fig. 11.

habe die Gleichungs-

wurzeln mit einer .
den gerade vorliegen- 3 A

den  Bediirfnissen MY N
1
|

entsprechenden Ge- N

nauigkeit ermittelt. i §

Sind doch auch dem [ : p

MaBstab,in demman - s

v
\

eine Zeichnung aus-

fithren kann, Gren-

zen gesetzt.

Fig. 12.
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Es bleiben daher weiter folgende Aufgaben zu 16sen. 1. Wie kann man
die Wurzeln wirklich trennen, d. h. Intervalle ermitteln, in denen ge-
nau eine Wurzel Liegt. 2. Wie kann man bereits gefundene Niherungs-
werte weiter so verbessern, daB die Wurzeln mit jeder erwiinschten Ge-
nauigkeit ermittelt sind.

Zur Losung der ersten Aufgabe darf man sich nach fritheren Ergebnissen
auf Gleichungen mit nur einfachen Wurzeln beschrinken. Wenn man dann
den Maximalwert d des absoluten Betrages der Differenz zweier reellen
Waurzeln kennt, so ist man sicher, daB in einem Intervall der Linge d
nur hochstens eine Wurzel liegen kann. Dies d ermittelt man dadureh,
daB man diejenige Gleichung bestimmt, deren Wurzeln die Quadrate der
Differenzen der Wurzeln der eigentlich zu untersuchenden Gleichung sind.
Die Theorie der symmetrischen Funktionen lehrt, wie man diese Gleichung
aufschreiben kann, ohne die Wurzeln selbst zu kennen.

Ein anderes Verfahren zur Losung der Aufgabe ist dieses: Man gibt ein
allgemeines Verfahren an, die Anzahl der reellen Wurzeln in einem ge-
gebenen Intervall zu ermitteln. Solche Verfahren werden wir bald (S. 146£f.)
kennenlernen. Lehrt dann diese Methode, daB in einem wurzelverdich-
tigen Intervall wirklich mehrere Wurzeln liegen, so wird man das Inter-
vall durch sukzessives Halbieren so zu zerlegen suchen, daf schlieBlich in
jedem Teil nur noch eine Wurzel liegt. Bei Gleichungen ohne mehrfache
Wurzeln muB man so — theoretisch — zum Ziel kommen.

Zur Losung der zweiten Aufgabe, Verbesserung der gefundenen
Niherungen dienen verschiedene Verfahren, z. B. regula falsi oder New-
tonsche Methode, die wir bald kennenlernen werden.

9. Die Nomographie. Schliefllich sei noch darauf hingewiesen, dal die
Nomographie Hilfsmittel bereitstellt, die fiir gewisse oft vorkommende
Gleichungstypen die Niherungswerte der Wurzeln unmittelbar aus dem
Nomogramm abzulesen gestatten. Die Nomographie liefert nimlich gra-
phische Darstellungen des Funktionszusammenhangs zwischen den Koeffi-
zienten und den Wurzeln der Gleichungen. Ich begniige mich, als Bei-
spiel das fertige Nomogramm der Gleichungen dritten Grades nebst Ge-
brauchsanweisung hierherzusetzen. (Fig.18.) Die Tafelist der Enzyclopédie
der mathematischen Wissenschaften Bd. I S. 1044, Artikel Mehmke ent-
nommen.

Sie bezieht sich auf 3 4+ ax22 + bx 4 ¢ = 0.

Jedem ¢ entspricht eine krumme Kurve. Die Werte von o und b liest
man auf der vertikalen Achse ab. Jedem Wurzelwert entspricht eine der
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mit Nummern versehenen Parallelen zu den Koordinatenachsen. Soll
z. B. die oben schon behandelte Gleichung

2+ 0,522—1,562 4 0,75

gelost werden, so verbindet man die Punkte a=0,5und b=—1,5 der Achsen
durch eine gerade Linie. Diese bringt man mit der Kurve zum Schnitt,
an der 0,75 steht. Durch die Schnittpunkte gehen Vertikalgeraden, an
deren Enden die gesuchten Wurzeln angeschrieben sind. In der Tafel
sind nur die positiven Wurzeln so unmittelbar abzulesen. Zur Bestim-
mung der negativen suche man die positiven Wurzeln von

3 —0,522—1,52—0,75
auf. So wird man wieder zu dem fritheren Ergebnis gefuhrt.

10.Verbesserung der Nitherungswerte. Hat manzwei Ndherungswertevon
Gleichungswurzeln gefunden und wiinscht man, bessere Werte der Wur-
zeln zu gewinnen, als es die graphischen Mittel erlauben, so kann man durch
Probieren weiterkommen, indem man in passenden Punkten des Inter-
valles, dem die Wurzel angehort, die Polynomwerte ermittelt, und sich
wieder darauf stitzt, daB in einem Intervall sicher dann Wurzeln liegen,
wenn am Anfang und Ende das Polynom verschiedenes Vorzeichen hat.
Ein solches Probieren wird man planvoll anlegen miissen, wenn es nicht.
unndtig viel Mithe verursachen soll. Der Gedanke an das Kurvenbild
y = f () in rechtwinkligen Koordinaten legt es nahe, die Kurve in dem
Intervall, in dem eine Wurzel gesucht wird, durch eine Sehne oder durch
eine Tangente zu ersetzen. Die Approximation durch eine Sehne fiihrt zur
regula falsi, die durch eine Tangentezum NewtonschenVerfahren. (Fig. 14
S. 142.)

11.Die Regula falsi. Istf(z) = 0 die zuldsende Gleichung und ist das Vor-
zeichen von f(a,) ein anderes als das von f (a,), so liegen zwischen a, und a,
eine ungerade Zahl von Wurzeln von f(z). Die Gleichung der Sehne zwi-
schen den betden Punkten a,, f(a,) und a,, f(a,) der Kurve y = f(z) ist
y=1) + Q=1 g,
2 1

Der Gedanke der regula falsi ist es, den Schnittpunkt dieser Geraden mit:

= 0, also
Y g ay o @)@
1 f (o) —f(as)
als neuen Néherungswert einzufithren. Er ist auf alle Fille besser, als der
eine der beiden bisherigen. Es wird auch verniinftiger sein, ihn zu ver-
a,+ a,
2

wenden, als etwa den Mittelpunkt , weil bei der regula falsi a; und a,
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Bieberbach, Algebra.
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mit gewissen Gewichten behaftet sind und so beriicksichtigt wird, in-
wieweit f(a,) und f(a;) der Null nahe kommen.

Bei der Verwendung der regula falsi geniigen ganz grobe Naherungen
als Unterlage.

Beispiel. Die Gleichung
f@y=22+2z—5=0

hat genau eine reelle Wurzel zwischen 1 und 2, wie man durch eine ganz
oberflichliche Betrachtung des Lillschen Verfahrens erkennt. Um die-
selbe besser zu bestimmen, setzen wir als erste Annahme

o =1,f(a,) = —3

a; = 2,f(a;) = + 5.
Damit erhalten wir als einen der Wurzel ndheren Wert

oolee
.

‘Wir nehmen der leichteren Rechnung wegen dafiir 1,4 und setzen nun
a, =14, f(1,4) =—10,86

a; =2, f(2)=+5.

0,6-0,86
08615 = 1,49.

Daraus berechnet sich z = 1,4 -
Bei der noch rohen Anniherung nehmen wir 1,5 statt dieses Wertes von z
und setzen 4y = 1.4, F(1,4) = — 0,86
a, = 1,5, f(1,5) = — 0,125,
Hiermit?!) Liefert die regula falsi
z = 1,5170.

Nun sei a, = 1,5, f(1,5) = —0,125

a, = 1,517, f(1,517) = + 0,008.
Hieraus als neue Ndherung z = 1,51598.
Dieser Wert eingesetzt in f(z) gibt

f(z) = — 0,000002.
Der Wert z = 1,515979 gibt in die Gleichung eingesetzt
f(z) = — 0,008.

1) Eine etwas sorgfiltigere Verwendung des Lillschen Verfahrens hatte erlaubt,
erst hier weiter zu rechnen.
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Der wahre Wurzelwert liegt also zwischen
1,51598 und 1,516

und koénnte nun mittels dieser beiden Werte, fiir @, und a, genommen,
leicht auf 10 Stellen genau berechnet werden.

12. Die Newtonsche Niaherungsmethode. Bei ihr wird die Kurve y =f(z)
durch eine Tangente statt durch eine Sehne approximiert. Schon ein Blick
Y auf die beistehende Figur 14
lehrt, da man so nicht immer
zu einem besseren Niherungs-
wert gelangen wird.

Wihrend die Sehne, welche
die Kurvenpunkte B, und B,
verbindet, einen Niherungs-
wert E far die Wurzel C lie-
fert, der 4, und 4, verbessert,
liefert die Tangente in B,
zwar einen besseren Wert D,
wahrend aber die Tangente
in B, einen schlechteren Wert
vermittelt.

Y ={f(ay) + f'(a) (x—ay)

Fig. 14.

wird die Gleichung der Tangente. Ihr Schnitt mit der z-Achse liegt bei

fla)

T=0 gy
Dies ist also der neue Niherungswert der Newtonschen Methode.
Beispiele. 1. Es sei wieder die Gleichung gegeben
f@) =23+ 2—5=0.
Wirnehmen a, = 1,5; dannistf(a,) = — 0,125, f'(a,) = 8a2 4 1 = 7,75.

Damit wird =15+ 0717255‘ — 1,5+ 0,016 = 1,516.
2. Die Gleichung
f(@) =a—42* +823—2+9=0,

hat, da F) =8,f2) =—1,f8) = +6, ..
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ist, eine Wurzel zwischen 1 und 2 und eine zwischen 2 und 8. Nehmen wir,
um letztere zu berechnen, als Naherungswert a = 2,5, so ergibt sich
fla) = —521,f(a) = + 0,56 und damit
C=a— ,{((%)) =250 =118...

Wir erhalten mithin fiir « einen Wert, der weit tiber die Grenzen der Wur-
zeln hinausfillt. Um die Newtonsche Formel mit Sicherheit anzuwenden,
miiBte man von einem viel mehr gendherten Wert @ ausgehen; ein solcher
ist hier leicht zu ersehen; denn da f(2,5) = — 5,2, f(8) = + 6, so ist an-
zunehmen, daf der wahre Wurzelwert etwa in der Mitte liegt, und man
wiirde mithin von a = 2,75 ausgehen.

Wir verzichten hier darauf, niher die Bedingungen aufzusuchen, die
erfillt sein miissen, wenn die Newtonsche Methode bessere Naherungs-
werte liefern soll. In den Anwendunges hat man doch stets Intervalle zur
Verfiigung, in denen die Wurzeln liegen, und wird daher die regula falsi
bevorzugen. Beim N e wtonschen Verfahren bliebe ja doch immer die Frage
noch zu beantworten, wie genau die gefundenen Niherungen sind. Sie
wird ja eben durch Angabe eines Intervalles beantwortet, in dem eine
Wurzel liegt. Das dariiber hinausgehende Interesse an der Konvergenz
des Newtonschen Verfahrens gilt keiner algebraischen Frage. Seine
Befriedigung mag daher hier durch einen Literaturnachweis angebahnt
werden:

G.Faber, Uber die Newtonsche Niherungsformel. Journal fiir die
reine und angewandte Mathematik, Bd. 138 und Bd. 146.

13.Methode von Lagrange. Eine weitere Methode, die Wurzeln einer Glei-
chung durch sukzessive Anndherung zu bestimmen, hat Lagrange ge-
geben. Er benutzt hierzu eine Kettenbruchentwicklung.

Es seien a und a + 1 zwei aufeinanderfolgende ganze Zahlen, welche
eine Wurzel, und zwar nur eine Wurzel der Gleichung f(z) = 0, ein-

schlieBen. Man setze nun ¢ = a + % ; 80 wird die resultierende Gleichung

iny, f{y) =0 eine positive Wurzel groBer als 1 haben, und zwar nur eine,
weil sonst f(z) = 0 gegen die Voraussetzung mehrere Wurzeln in dem
Intervall a bis a + 1 besiaBe.

Man kann daher durch Substitution von ganzen Zahlen bestimmen,
zwischen welchen Zahlen dieser Wert von y liegt. Er liege zwischen den

ganzen Zahlen b und b 4 1; dann setze man y =b % und bilde die

Gleichungin z, f,(2) = 0. Diese Gleichung wird wieder eine, und nur eine,
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positive Wurzel haben, welche grofer als 1 ist. Sie liege zwischen den gan-
zen Zahlen ¢ und ¢ 4+ 1. Man setze z = ¢ + % und bilde die Gleichung

in %, f3(u) = 0. Indem man auf diese Weise fortfihrt, erhélt man z aus-

gedriickt durch einen Kettenbruch
1 1 _ 1 _ }a
w_a+?_a+~b+%_a+ b+~15+l ot b+%+_1_
u a4 .,
welchen man so weit berechnen wird, bis die verlangte Genauigkeit er-
reicht wird. Ist die Wurzel rational, so bricht der Kettenbruch von selbst
ab.

Als Beispiel berechnen wir die Wurzel der Gleichung
flzgy=a*—2z—5=0,

.

welche zwischen 2 und 8 liegt. Setzt man in die Gleichung n-ten Grades

f(x)=0,z=a+ % ein, so erhilt man

f@ + 1@+ 51 @ s+t g [0 =
oder

@y + @y + f”(a)y" 2 4. +___

—1(@) =0.

In unserm Falle wird, wenn man z = 2 + ? getzt, die transformierte

Gleichung
fu(y) = y*—10y2—6y—1=0.

Diese Gleichung hat nur eine positive Wurzel; dieselbe liegt zwischen
10 und 11. Wir setzen nun y = 10 + —Zl—, dann wird

fa(e) = 6123 — 9422 —202—1 = 0.
Die positive Wurzel liegt zwischen 1 und 2. Firz =1 + % wird
fs(u) = 54u® 4 2542 —89u — 61 = 0.

Wieder liegt eine positive Wurzel zwischen 1 und 2. Fiir u =1 + %

wird
fa(@) = T1v® 4 12392 — 187v — 54 = 0.

Eine Wurzel liegt zwischen 1 und 2. Firv =1 + % wird

fs(w) = 4Tw3 — 27202 — 838y —T1 = (.
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Eine Wurzel liegt zwischen 6 und 7. Bleiben wir hier stehen, so erhalten
wir fiir  den Wert
T =24 10 L1
1 —I—
1+ T+ 1
6+,
Hieraus ergeben sich die Naherungswerte

21 23 44 67 446
2, 10’ 11’ 21° 32’ 218 = 2,09389.

Ist 711\\7@ der s-te Niherungsbruch, so ist nach der Lehre von den Ketten-

briichian der Fehler, den man begeht, wenn man diesen Bruch statt =
nimmt, < 5. ;- (Vgl. Anhang 8. 817f.) Der Fehler des letzten Naherungs-

wertes in unserm Beispiel ist mithin < o= 9132 oder kleiner als 2 in der fiinften

Dezimale.

Wir haben vorausgesetzt, daB zwischen ¢ und @ + 1 nur eine Wurzel
der Gleichung f(z) = 0 liegt. Liegen aber z. B. zwei Wurzeln in diesem
Intervall, so wird die Gleichung f, (y) = 0 zwei Wurzeln, positiv und gréBer
als 1, enthalten. Liegen dieselben zwischen den ganzen Zahlen b und

b+ 1,b' und b’ + 1, so wird man, indem man y = b 4 —i— setzt, auf dem

angegebenen Wege die eine Wurzel erhalten, wenn man abervon y = b" 4 —2-«
ausgeht, die andere. Man kann aber auch in diesem Falle anders verfahren.
Setzt man nimlich x = % , so werden die Wurzeln der Gleichung f(%) =0

siamtlich kmal so groB, und man kann nun k so wihlen, daf in dieser
Gleichung nicht zwei Werte von z’ zwischen zwei aufeinanderfolgende
ganze Zahlen fallen.

Diese Lagrangesche Methode, so einfach in threm Prinzip, hat jedoch
den gro8en Nachteil, daB die wiederholten Transformationen der Gleichung
sehr ermiidend sind.

Man wird daher im allgemeinen eine der vorigen Néherungsmethoden
vorziehen.?)

1) Es sei hier auf eine Arbeit von Vincent, in dem von Liouville gegriindeten
Journal de Mathématiques pures et appliquées, t.I.(1836) p. 341, aufmerksam ge-
macht. Vincent beweist, daBl, wenn man von irgendeiner Zahl a ausgehend die

1 1
Lagrangeschen Transformationen z=a -+ —, y=0+4 Y usf. macht, man not-

wendig auf eine Gleichung kommen muf, welche entweder nur noch einen Zeichen-

wechsel hat, oder aber gar keinen Zeichenwechsel, also auch keine positive Wurzel

hat (vgl. hierzu 8. 146). Er zeigt sodann, daB diese Eigenschaft in Verbindung mit
Bieberbach, Algebra. 10
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Zweites Kapitel.
Anzahl der reellen Wurzeln in einem Intervall.

1. Die Cartesische Zeichenregel. Schon S.139 stieBen wir auf die Frage
nach Methoden zur Bestimmung der Anzahl der reellen Wurzeln in einem
gegebenen Intervall. Dieser Frage wenden wir uns jetzt zu.

Zwei nebeneinander stehende Koeffizienten einer Gleichung bilden eine
Zeichenfolge, wenn sie gleiche Zeichen, einen Zeichenwechsel, wenn
sie ungleiche Zeichen haben. Wir nennen ferner eine Gleichung
" 4+ g o1 + g an—2 4 ... = 0 ,,vollstindig’, wenn keiner ihrer Koef-
fizienten ¢ Null ist.

Die Cartesische Zeichenregel lautet: I. Jede Gleichung mit
reellen Koeffizienten hat so viele positive Wurzeln als
Zeichenwechsel, oder um eine gerade Anzahl weniger.

Beweis. Wirlegen der Betrachtung eine Gleichung

4+ ozt t+---4+a,=0
mit reellen Koeffizienten zugrunde.
Wir zerlegen das Polynom auf der linken Seite in Abschnitte

H#) = fi(®) + fa(x) + -+ + [, (2)
derart, daf jeder Summand aus der Zusammenfassung aufeinanderfolgen-
der Glieder von f(x) besteht, derart, dafl in jedem f,(x) alle Koeffizienten
gleiches Vorzeichen haben oder verschwinden, und daB stets f(z) und
fr+1(x) Koeffizienten von verschiedenem Vorzeichen enthalten. Es liegen
also bei f(x) genau r — 1 Vorzeichenwechsel vor. Ist dann ¢ eine positive
Zahl, so weist
(@ —a)f(2)

r Vorzeichenwechsel auf, oder eine gerade Anzahl mehr. Denn es seien

n N2y n— Ay
:z:,alzx ’.'.alrx

die Glieder hochster Ordnung in den f,(x), also a,, == 0. Kndlich set

n—-2

a  ® r+1 dag Glied niedrigster Ordnung in £, (), also % =+ 0. Dann

kommen in (z — «)f(x) die Glieder

n+1 n—2,+1 n—2,41
z ,(a/22 ““12—1)"’ s ene (%,"““1,-1)9” , —aa

dem Fourierschen Theorem (S.151) die Wurzeln immer zu trennen gestattet. LaB8t
némlich die Fouriersche Folge beim Ubergang von ¢ = a auf z = @ + 1 durch den
Verlust von zwei Zeichenwechsel Zweifel, ob in dem Intervall reelle Wurzeln liegen,
80 werden diese Lagrangeschen Transformationen entweder zu einer Gleichung
mit einem Zeichenwechsel oder ohne Zeichenwechsel filhren. Im ersten Falle sind
die Wurzeln reell, im zweiten imaginir.

-2
. gt T+
r+1
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vor. Diese haben abwechselnde Vorzeichen. Denn z. B. ist a; <0,
a,,_; = Ousw. Also kommen mindestens r Zeichenwechsel vor. Zwischen
zweien der angeschriebenen Glieder verschiedenen Vorzeichens kann noch
auBlerdem eine gerade Zahl von Vorzeichenwechseln vorkommen.

Nun kann man f(x) so zerlegt denken:

f@) =2'(@—a) ... (2—a)p()

derart, daB ¢, > 0, ...e; > 0 und so, daB ¢(x) nur negative oder kom-
plexe Wurzeln hat. Da die Multiplikation mit z* die Vorzeichen der
Koeffizienten nicht beeinfluBt, so fithrt die l-malige Anwendung der
vorausgegangenen Bemerkung zur Cartesischen Zeichenregel, wenn man
noch beachtet, daB in ¢(x) eine gerade Zahl von Zeichenwechseln vor-
kommt. Denn hier haben der erste und der letzte Koeffizient gleiche Vor-
zeichen. Sonst hitte ja () positive Nullstellen.

Setzt man in die Gleichung f(z) = 0 statt x ein — z, so dndern alle
Wurzeln das Zeichen. Daraus kann man mittels des ersten Satzes
schlieBen:

II. Die Gleichung f(z) = 0 hat so viele negative Wurzeln,
als die Gleichung f(— 2z) =0 Zeichenwechsel enthilt, oder
eine gerade Anzahl weniger.

Ist f(z) = O eine vollstindige Gleichung, so entspricht jedem Zeichen-
wechsel in f(z) eine Zeichenfolge in f(— ) und jeder Zeichenfolge in f(x)
ein Zeichenwechsel in f(— x). In diesem Falle vereinigen sich die Sétze I
und II in folgenden:

ITI. Eine jede vollstindige Gleichung hat hdchstens so
viele positive Wurzeln als Zeichenwechsel und hochstens so
viele negative Wurzeln, als Zeichenfolgen in der Gleichung
vorkommen.

Ist die Gleichung namlich vollstindig und vom Grade n, und enthélt
sie p Zeichenwechsel und g Zeichenfolgen, so ist, da die Anzahl ihrer Glie-
der n + 11ist, genau p + ¢ = n. Sie kann dann p positive Wurzeln haben
oder eine gerade Anzahl weniger, ¢ negative Wurzeln oder eine gerade
Anzahl weniger. Sind alle Wurzeln der Gleichung reell, dann mufl sie
gerade p positive Wurzeln und ¢ negative besitzen, d. h.:

Eine vollstindige Gleichung, deren simtliche Wurzeln
reell sind, hat ebenso viele positive Wurzeln, als Zeichen-
woechsel, und ebenso viele negative Wurzeln, als Zeichen-
folgen vorhanden sind.

10*
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1. Beispiel. Die schon frither behandelte Gleichung
fl@) =a—2t—92* 4+ 1022 — 112+ 9 =0

hat vier Zeichenwechsel (ndmlich zwischen dem ersten und zweiten, dritten
und vierten, vierten und finften, funften und sechsten Gliede) und nur
eine Zeichenfolge (ndmlich zwischen dem zweiten und dritten Glied).

Da sie eine ,,vollstindige’ Gleichung ist, so kann sie nach Satz III
hochstens vier positive Wurzeln haben und hochstens eine negative;
letztere hat sie gewil3.

2. Beispiel. Die Gleichung
flg) =28 —a2*+ 224+82z—1=0
ist nicht vollstindig; sie enthilt drei Zeichenwechsel;
f(—z)=a—a*+ 22—8zxz—1=0

enthilt auch drei Zeichenwechsel; also hat die Gleichung nach den
Satzen I, IT drei reelle positive Wurzeln oder nur eine und drei negative
oder nur eine. Kine positive und eine negative hat sie jedenfalls.

3. Belsplel. f(m) — w5__8x + 1 = 0

hat zwei Zeichenwechsel,
f(—2)=—25+82xz+4+1=0

hat einen Zeichenwechsel. Die Gleichung hat demnach zwei reelle positive
Wurzeln oder keine und eine negative Wurzel. Da aber die zwei positiven
Wurzeln vorhanden sind, ersieht man daraus, daB fiir

r=20,1,2
f(z) die Zeichen hat +—+.

Es liegt also eine Wurzel zwischen 0 und 1 und eine zwischen 1 und 2. Die
Gleichung hat mithin ein Paar imaginire Wurzeln.
4. Beispiel.
flg) =a®*—222—822 + o0 —1=0

hat drei Zeichenwechsel, f(— z) = 0 gar keinen. Die Gleichung hat mit-
hin drei oder nur eine positive Wurzel, keine negative. Sie hat mithin
jedenfalls imaginire Wurzeln. Man kann hier bemerken, daB, wenn in
einer Gleichung zwischen zwei (liedern mit gleichem Zeichen -+ z7,
+ #7~*% das mittlere Glied fehlt (wie in der letzten Gleichung zwischen
—22* und — 32?%), die Gleichung notwendig imaginéire Wurzeln hat. Denn
soll die unvollstindige Gleichung n-ten Grades nur reelle Wurzeln haben,
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so muf} die Summe der Zeichenwechsel in f(z) und f(— z) den Maximal-
wert n erreichen. Im gegebenen Falle ist aber diese Summe hochstens
n — 2; denn man iiberzeugt sich leicht, dafl, wenn man zwischen die zwei
Glieder ein mittleres Glied + 27~! mit dem positiven oder negativen
Zeichen einfiigt,immer entweder in f () oder in f (— x) zwei Zeichenwechsel
gewonnen werden, also die Summe der Zeichenwechsel in f(z) und f(— z)
sich um 2 erhéht.

2. Der Satz von Rolle. (Rolle war ein franzdsischer Mathematiker,
Zeitgenosse Newtons). Es seien g und b zwel reelle Wurzeln der Gleichung
f(z) = 0, zwischen welchen keine andere Wurzel der Gleichung liegt, und
es werde a << b vorausgesetzt. Dann ist

(@) = (z—a)(z —b)F(x).
Bilden wir auf beiden Seiten den Logarithmus, so wird
logf(x) = log{z — a) + log(z — b) -+ logF ()

und daraus durch Differentiation

=) __ 1 1 Fe)

flz)  z—a te—p T F(z)°’
eine Formel, die man iibrigens auch aus der Partialbruchzerlegung ab-
leiten kann. Daraus folgt weiter

e—a)@—0)LE - +e—0+6-agc—b-55

Setzen wir hier x = @, so nimmt die rechte Seite den negativen Wert
a—b an, wird £ = b eingefithrt, so erhiélt man rechts den positiven
Wert b — a. Der Ausdruck auf der rechten Seite muf also einmal oder
eine ungerade Anzahl mal durch Null hindurchgehen, wenn x von a bis b
variiert. Auf der linken Seite 4ndern sich aber dabei die Ausdriicke
(z — @) (z — b) und f () ihrem Vorzeichen nach itberhaupt nicht; also mufl
f'(z) eine ungerade Anzahl mal durch Null hindurchgehen. Dies ist nun
der Satz von Rolle:

Zwischen zwei aufeinanderfolgenden reellen Wurzeln der
Gleichung f(z) =0 gibt es wenigstens eine reelle Wurzel der
Gleichung f'(z) = 0 oder iberhaupt eine ungerade Anzahl.

8ind @ oder b oder beide zugleich mehrfache Wurzeln von f(z), so
daB f'(x) fur diese Werte zu Null wird, so 148t sich der obige Beweis ganz
in der gleichen Weise durchfiihren, und der Satz bleibt auch in diesem
Falle richtig.

Man kann sich leicht von der Richtigkeit des Satzes durch die geo-
metrische Anschauung tiberzeugen. Denn an den Stellen x, an welchen
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die Kurve vom Steigen in das Fallen iibergeht oder umgekehrt, hat f(x)
ein Maximum oder ein Minimum. An diesen Stellen aber wechselt /' ()
das Zeichen und geht dabei durch Null hindurch. Den Maxima und
Minima von f(z) entsprechen mithin die Wurzeln der Gleichung f'(z) = 0,
und man sieht leicht, daB die Kurve ¥y =f(z) zwischen zwei aufeinander-
folgenden Wurzeln von f(z) = O eine ungerade Anzahl von Maxima und
Minima haben muB.

Der Satz von Rolle 148t sich nun auf folgende Art zum Trennen
der Wurzeln von f(z) = 0 verwenden. Es seien @, f, ..., » die reellen
Wurzeln der Gleichung f'(z) = 0, nach ihrer GroBe geordnet, so daf
a <B <y <---<x Da zwischen zwei aufeinanderfolgenden Wurzeln
von f(x) = 0 wenigstens eine dieser Zahlen ¢, g, . . . liegen muB, so kann
hochstens eine Wurzel von f(z) = O kleiner als a sein, héchstens eine in
jedem Intervall (a, §), (6, %), ... liegen und hochstens eine gréfier als x
gein. Substituiert man also in f(z) nacheinander die Werte

[/ I T A 8
wo g und g’ zwei beliebige Zahlen sind, zwischen welchen die Wurzeln
von f(x) = 0 liegen miissen, so wird man am Zeichenwechsel der Sub-
stitutionsresultate erkennen, zwischen welchen dieser GréBen eine
Wurzel von f(x) =0 liegt. Man kann also die reellen Wurzeln von
f(z) = 0 trennen, wenn man die reellen Wurzeln der einfacheren Glei-
chung f'(2) = 0 finden kann.

Sollten in der Reihe der Wurzeln «,f,y, ... sich gleiche befinden,
so hindert dies die Anwendung dieses Satzes nicht; liegt eine zweifache
Wurzel zwischen o und b, so liegt jedenfalls noch eine nichste Wurzel
der Reihe in diesem Intervall.

Es sei z. B. die Gleichung gegeben
f(x) = 2% —8a® + 222 —5 = 0.

Nach dem Descartesschen Satze kann die Gleichung drei oder nur eine
positive Wurzel, zwei oder keine negative enthalten.

" Nun ist f(z) =522 —9a% 4 4z,
Die Gleichung f'(z) = 0 hat die vier reellen Wurzeln —1,5,..., O,
+0,5,...,1; setzt man diese Werte fiir z in f(z) ein, und dazu die

zwel Grenzwerte ¢ = -4 2, zwischen welchen die reellen Wurzeln von
f(z) = 0 liegen, wie leicht zu sehen, so erhilt man

firz —=—2, —15,...,0, 05...,1, 2
f($)=——5’+2;1 _5:_‘4:9: -5, 4+ 11.
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Bs geht mithin f(z) zwischen £ =—2 und z =—1,5... vom Nega-
tiven ins Positive iiber, hat bei z = —1,5... ein positives Maximum,
geht sodann wieder vom Positiven ins Negative, hat bei # = 0 ein nega-
tives Minimum, bei z = 0,5... ein negatives Maximum, bei = =1
wieder ein negatives Minimum und geht sodann ins Positive zuriick.
Die Gleichung f(z) = 0 hat mithin zwei negative Wurzeln, die eine
zwischen £ = —2 und z =—1,5..., die andere zwischen —1,5...
und 0 gelegen, eine positive Wurzel zwischen £ =1 und =z =2 und
dazu ein Paar imagindrer Wurzeln.

Sind a,b,¢ drei reelle Wurzeln der Gleichung f(z) =0 und ist
a <b < ¢, so liegt nach dem Satze von Rolle zwischen ¢ und » und
zwischen b und ¢ mindestens je eine Wurzel von f'(z) = 0; zwischen
a und ¢ liegt dann aber wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung
f'(z) =0. So weiter schlieBend erkennt man, daB das Theorem von
Roile auch aussagt:

Sind @, b, ¢, ..., k reelle Wurzeln der Gleichung f(z) =0, r an
der Zahl, so liegen in dem Intervall zwischen der gréBten
und kleinsten dieser Wurzeln wenigstens r — 1 reelle Wurzeln
der Gleichung f'(z) =0, wenigstens r—2 reelle Wurzel der
Gleichung f’(z) = 0 usf. und wenigstens noch eine Wurzel der
Gleichung f7-*(x) = 0.

Zusatz. Sind alle Wurzeln der Gleichung f(x) =0 reell, so
hat auch die Gleichung f(z) =0 nur reelle Wurzeln. Dann
sind aber auch die Wurzeln der Gleichungen

ill(x) p— 0’ flll(x) _— 0’ Ve
samtlich reell, und alle liegen in dem Intervall der Wurzeln
der Gleichung f(x) = 0.

3. Der Budan-Fouriersche Satz.!) Sei f(z) = 2" 4 - - - ein Polynom n-ten
Grades und betrachten wir die Folge der Funktionen, die von f(x) und
seinen Abgeleiteten gebildet wird,

M) @), 1 @), 1" (), . . . {(a).

Substituieren wir in diese Folge einen hinreichend groBen negativen Wert
von x, so haben diese Funktionen offenbar abwechselnde Zeichen; fiir
einen hinreichend groBen positiven Wert von o werden sie simtlich posi-
tiv. Wenn also z die ganze Zahlenreihe von groBen negativen zu groSen
positiven Werten durchlduft, so geht in der Reihe (1) n Zeichenwechsel
verloren, d. i. so viele, als der Grad von f () betrigt.

1) Der schon 1811 von Budan der franzésischen Akademie vorgelegte Satz
findet sich wieder in Fouriers Analyse des équations; publ. par Navier 1831.
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Nun kann bei Anderung von « die Zahl der Zeichenwechsel in dieser
Folge (1) sich nur é#ndern, wenn eine der Funktionen, aus denen sie be-
steht, das Zeichen wechselt, also durch Null hindurchgeht. Nehmen wir nun
zunichst an, die erste Funktion f(z) werde Null, dadurch da8 z, indem es
wiichst, durch einen einfachen Wurzelwert £ = ¢ hindurchgeht. Wir wer-
den dann immer eine positive Zahl h so klein annehmen kénnen, da8
innerhalb des Intervalls « — & bis ¢ + h weder eine andere Wurzel von
f(z) noch eine Wurzel von f'(z) fallt. Letztere Funktion behilt also in
diesem Intervall ein konstantes Zeichen und je nachdem dasselbe + oder
— igt, bilden die Zeichen der zwei ersten Glieder der Reihe (1) das eine
oder das andere der folgenden Schemata:

f) f(z) (@) 1()

r=ag—h — + oder - —_
(a) z=qa 0 +- 0 —

r=a+h + + - —
Ist ndmlich f'(x) positiv, so wichst f(z) bei zunehmendem =z, und geht
folglich vom Negativen durch Null ins Positive iiber; das Umgekehrte
findet statt, wenn f'(x) negativ ist. In beiden Fillen haben mithin
f(z) und f'(z) entgegengesetztes Zeichen, bevor £ den Wurzel-
wert a erreicht, und gleiches Zeichen, nachdem x den Werta
iberschritten hat.

Nehmen wir nun aber an, « sei eine zweifache Wurzel von f(z) = 0, so
wird auch f' (@) = 0, wihrend f”’ («) nicht Null ist. Ist & hinreichend klein
gewihlt, so daB keine Wurzel von f” () zwischen ¢ — kb und « + h fillt,
8o hat f'(x) in diesem Intervall konstantes Zeichen, und folglich bieten
{'(z) und f”(x) nun dieselben Zeichenschemata dar wie vorhin f(z) und
f'(z). Da ferner nach der Taylorschen Entwicklung

’ 17 h2 rr 2
flath) =f@ @b +1"(@) gt =@ gog+n
o haben f(a 4 k) und f(e — k) dasselbe Zeichen wie f* (). Es ergeben
gich demnach fiir diesen Fall folgende zwei Schemata:
f@) f(z) f'(z) oder f(z) F(z) f'(x)

r=eae¢—h + — + oder — 4 _
(b) r=a 0 0 + 0 0 —_

t=ec+h + + + - — —

Geht also x, indem es wiichst, durch eine zweifache Wurzel ¢ hindurch, so
gehen zwischen f(z), f'(z) und f**(z) jedenfalls zwei Zeichenwechsel verloren.
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Wire aber o dreifache Wurzel von f(z), mithin noch zweifache von
f’ (z) = 0 und einfache von "’ (z) = 0, so wiirden f’ (z), {’ (), "' (z) in dem
Intervall £ =a—h bis x = ¢ + h dasselbe Zeichenschema zeigen, wie
eben f(z), f'(x), f'' (z). Zugleich wiirde, wie aus der Entwicklung

flath) =£1"@) st

zu ersehen, f(¢ + h) dasselbe, f(¢ — k) das entgegengesetzte Zeichen von
f"’’ (@) besitzen. Dies ergibt folgendes Zeichenschema:

f@) f(x) () () f(x) f@) () " ()
r=a—h — + — -+ oder + — + —
()z=ua 0 0 0 -+ 0 0 0 —
z=¢a+h+ + + + — — — —

Es gehen also, wenn « durch eine dreifache Wurzel « von f(z) = 0 hin-
durchgeht, drei Zwischenwechsel verloren. So weiter schliefend erkennt
man, daf, wenn z durch eine r-fache Wurzel von f(z) = 0 hindurchgeht,
zwischen den r + 1 ersten Gliedern der Reihe (1) f(z), f' (), . .. f?(x)
r Zeichenwechsel verlorengehen.

Das letzte Glied der Reihe (1) ist eine Konstante, kann also nicht ver-
schwinden. Es bleibt daher nur der Fall zu untersuchen, daf eine Funk-
tion oder mehrere aufeinanderfolgende Funktionen aus der Mitte der Reihe
(1) verschwinden, ohne daf zugleich die vorhergehende Funktion ver-
schwindet. Nehmen wir an, daf £ = « eine einfache, zweifache, dreifache,
.. . Wurzel von f© (z) sei und mithin fiir z = « entweder f¢)(z) allein, oder
f@(z) und fe+0(z), oder f9(z), fe+(x), fe+1(z) zugleich verschwinden
usw., so werden diese Funktionen mit der nichstfolgenden Funktion,
welche nicht verschwindet, die Zeichenschemata (a), (b), (c), . . . zeigen.
Die vorhergehende Funktion f¢-1(z) verschwinde nicht zugleich mib
f(z). Sie behilt mithin in dem Intervall « —h bis ¢ + h ein kon-
stantes Zeichen -+ oder —. Setzen wir dieses den obigen Schematen
vor, 5o ersehen wir aus (a), da, wenn nur eine Funktion aus der Mitte
verschwindet, kein oder zwei Zeichenwechsel verlorengehen; verschwin-
det zugleich f(z) und fe+(z), so ergibt sich aus (b), daB immer zwei
Zeichenwechsel verlorengehen; verschwinden drei aufeinanderfolgende
Funktionen, so gehen zwei oder vier Zeichenwechsel verloren usw. Durch
das Verschwinden von Funktionen in der Mitte der Reihen geht mithin
kein Zeichenwechsel oder eine gerade Anzahl von Zeichenwechseln ver-
loren. Hieraus folgt nun der Satz:
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Wenn £ von —oo bis + oo wichst, so gehen in der Reihe
(1) simtliche n Zeichenwechsel nach und nach verloren, ohne
daB je ein Zeichenwechsel wiedergewonnen wird. Ist ¢>p
und hat die Reihe § Zeichenwechsel weniger fiir z = q als fir
z=p, so liegen zwischen £ =p und =g é reelle Wurzeln
der Gleichung oder um eine gerade Anzahl weniger.

Nur wenn alle Wurzeln der Gleichung reell sind, entspricht
jedem Zeichenverlust der Reihe (1) eine reelle Wurzel. Dabei
ist angenommen, daB bei p und g selbst Wurzeln nicht liegen.

Man kann den Satz noch etwas anders fassen. Da némlich
fo+p) =10+ @z +10) -5+ + ),
80 kann man auch sagen:

Die Anzahl der reellen Wurzeln der Gleichung f(z) = 0, welche zwischen
z = p und z = q liegen, ist gleich der Differenz der Anzahl der Zeichen-
wechsel in den Gleichungen

fz+p) =0, f(x+9 =0
oder um eine gerade Anzahl geringer.
Beispiel. Die gegebene Gleichung sei
f(x) = a®* —8a% + 222 —5 =0,

dann wird f(x) =5x2—9zx% 4 42

f'(x) =202 —18x + 4

[ (x) = 6022 — 18

Yz} =120z

f¥ (&) = 120.
f@ @ @) 1@ (@) {7 ()
z=—2 -+ -+ — +
z=-—1 - - + + -+
z= 0 — 0 + — 0 -+
r= 1 -0 + + + 4+
r= 2 + + + + + +

Zwischen — 2 und — 1 gehen zwei Zeichenwechsel verloren, ebenso zwi-
schen 2 = 0 und « = 1. Der Verlust von einem Zeichenwechsel zwischen
z =1 und z = 2 zeigt, daB in diesem Intervall eine reelle Wurzel liegt.
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Hingegen wissen wir bereits (Beispiel zum Satze von Rolle), daB nur
zwischen — 2 und — 1 wirklich zwei reelle Wurzeln liegen, zwischen
0 und 1 keine.

Andere, dem Fourierschen Theorem #hnliche Sitze zur Bestimmung
einer oberen Schranke fiir die Anzahl der reellen Wurzeln, welche zwischen
zwei Zahlen p und g liegen, hat Sylvester aufgestellt.)) Die Methode
besteht darin, daB zu der Reihe (1) der Abgeleiteten von f(x) noch eine
zweite Reihe von Funktionen aufgestellt wird und nun die Zeichen-
wechsel und Zeichenfolgen in den beiden Reihen verglichen werden.

Eine einfache Bemerkung von Jacobi mag hier noch angefithrt wer-
den.?) Setzt man yo a—p

g—z’
so entsprechen den Werten von z, welche zwischen p und g liegen, posi-
tive, den Werten von x, welche auBerhalb dieser Grenzen liegen, negative
Werte von y. Die Anzahl der Zeichenwechsel in der Gleichung fir y gibt
mithin nach dem Satze von Descartes eine obere Grenze fiir die Anzahl
der Wurzeln z, die zwischen p und ¢ fallen. Sind alle Wurzeln von f(z) = 0
reell, so ist die erstere Anzahl der letzteren gleich.

4. Der Sturmsche Satz. Die vorhergehenden Sitze geben nur eine obere
Grenze fiir die Anzahl der Wurzeln, welche zwischen zwei Zahlen p und ¢
fallen. Der Satz von Sturm hingegen gibt genau die Anzahl dieser
Wurzeln. Durch ihn wird erst die S. 146 gestellte Aufgabe wirklich ge-
16st. Zu diesem Resultate gelangt man dadurch, daB statt der Reihe der
Abgeleiteten von f(z), welche man bei dem Fourierschen Satze betrach-
tet, eine andere Reihe von Funktionen zugrunde gelegt wird.

Wir nehmen zunéchst an, daB die Gleichung f () = 0 kemne mehrfachen
reellen Wurzeln habe; es sei f'(z) wieder die erste Abgeleitete von f(z).
Wir stellen das System von Polynomen her, das sich ergibt, wenn man den
groBten gemeinschaftlichen Teiler von f(z) und f’(z) sucht. Sind dann
R,, R,,... die Reste der aufeinanderfolgenden Divisionen mit entgegen-
gesetztem Zeichen genommen, so hat man folgendes System von

Gleichungen: f(z) = (@)@, — R,
f'(z) = ByQy— B
1) R, = R,Q;— B,

............

1) On an improved form ete. Philos. Mag. March. 1866, p. 214.
2) CrellesJourn.Bd.13.Observati unculae ad theoriamaequationum pertinentes,§IV.
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Da nach der Voraussetzung f(z) = O keine mehrfachen Wurzeln hat,
haben f(z) und f' (z) keinen gemeinsamen Faktor, und der letzte Rest E,,
ist mithin eine Konstante, von Null verschieden. Betrachten wir nun die
Folge von Funktionen

(2) f(x), ' (z), By, B3, ... Ry.
Dieselbe hat folgende Eigenschaften. Das letzte Glied der Folge kann
nicht verschwinden. Ferner zwei aufeinanderfolgende Glieder der Folge
konnen nicht zugleich verschwinden, denn sonst miiten sie einen ge-
meinsamen Teiler haben und derselbe mifite vermoge der Gleichungen (1)
auch zugleich Teiler von f(z) und f' (z) sein, was gegen die Voraussetzung
ist. Sehen wir nun zu, wie sich die Zeichen der Funktionen dieser Folge
dndern, wenn 2 sich dndert. Geht z, indem es wichst, durch einen Wurzel-
wert ¢ der Gleichung f(x) = 0 hindurch, so geht, wie wir bei dem Fourier-
schen Satze sahen (Schema a), ein Zeichenwechsel zwischen f(z) und
f' (x) verloren. Nehmen wir aber an, da8 & durch einen Wert § hindurch-
gehe, der eine der mittleren Funktionen R, verschwinden macht, so werden
fir diesen Wert = = f die beiden benachbarten Funktionen R,_,, R,,,
entgegengesetztes Zeichen haben, da fir R; = 0 aus den Gleichungen (1)
B, y =— R;,, sich ergibt; und da, wie wir schon sahen, R;_, oder R,,,
nicht mit R, gleichzeitig verschwinden konnen. Wir kénnen dann immer
ein hinreichend kleines Intervall §— h bis § + h abgrenzen, innerhalb
welchem weder E;_; noch R, , verschwinden und folglich ihre entgegen-
gesetzten Zeichen behalten. Dann folgt aber, da8, wenn z das Intervall
B — h bis B + h durchliuft, zwischen den drei Funktionen R;_,, R;, By,
immer ein Zeichenwechsel besteht, es mag nun R;, indem es durch Null
hindurchgeht, von einem positiven Wert zu einem negativen itbergegangen
sein oder umgekehrt. Verschwindet also eines der mittleren Glieder der
Folge (2), so wird dadurch weder ein Zeichenwechsel in der Reihe ge-
wonnen noch verloren. Es kann dadurch nur eine Verschiebung des
Zeichenwechsels erfolgen.

Fassen wir diese Resultate zusammen, so ergibt sich der Satz von Sturm.

Sind p und g zwei beliebige reelle Zahlen und ist ¢> p,
und hat f(z) = 0 keine mehrfache Wurzeln zwischen pund g,
so kann die Folge (2) fiir x = ¢q jedenfalls nicht mehr Zeichen-
wechsel haben als fiir z = p. Die Anzahl der Zeichenwechsel,
welche in der Folge bei dem Ubergange von 2 =p zu z=gq
verlorengehen, ist genau gleich der Anzahl der reellen Wur-
zeln von f(x) = 0, welche zwischen p und ¢ liegen. Dabei ist
f{p)==0,f(q) =0 angenommen.
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Um die ganze Anzahl der reellen Wurzeln der Gleichung zu erhalten,
hat man nur sehr groBe positive oder negative Werte von z in die Folge
statt p und g einzusetzen. Die Zeichen der Funktionen sind dann durch
die Zeichen ihrer ersten Glieder gegeben.

Man ersieht, daB, wenn die Gleichung f (x) = 0 vom n-tenGrade ist und alle
ihre Wurzeln reell sind, die Folge (2) fiir £ = — oo n Zeichenwechsel haben
mufB; dies bedingt, daf sie aus n + 1 Funktionen besteht, die Reste B
mithin bis R, laufen, also immer um die Einheit im Grade abnehmen, und
zweitens, daB die hochsten Glieder der Funktionen alle gleiches Zeichen
haben.

Die Anwendung des Sturmschen Satzes leidet an dem wesentlichen
Ubelstande, daB man bei der Herstellung der Reste R meistens auf iiber-
aus grofe, kaum zu bewiltigende Zahlen gefithrt wird. Um die Rechnung
zu erleichtern, kann man bei den Divisionen beliebige konstante Fak-
toren einfithren, da es nur auf die Zeichen der Funktionen ankommt; nur
miissen diese Faktoren positiv sein.

Tritt einmal der Fall ein, daB ein Rest B, innerhalb des zu betrachtenden
Intervalls £ = p bis £ = ¢ nicht Null werden und folglich auch sein Zei-
chen nicht indern kann, so kann man bei diesem Rest die Folge abbrechen
und die Berechnung der folgenden Reste ersparen. Denn der Beweis des
Satzes erfordert nur, daB das letzte Glied der Folge sein Zeichen nicht
#ndere. Der weggelassene Teil der Folge

Ri+1’ Ri+29 L Rn

kann innerhalb des Intervalls dann iiberhaupt keine Anderung in der An-
zahl der Zeichenwechsel erfahren, da das erste und letzte Glied ihr Zeichen
nicht dndern.

Beispiel. Ist
f®) =a°—at—38a®+ 22+ 5=0,

80 wird f(z) =5zt —~4x3—9x2 4 2

R, = 842% 4 922 —40x — 127

R, = 197522 — 148502 + 20675
oder mit 25 dividiert,

R, = 79z%— 574z + 827,
damit wird R, = —98717z + 118808

Ry = —.
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Von B; reicht es hin, das Zeichen zu kennen. Dieses kann daraus bestimmt
werden, daB R, verschwindet fiir z = + 1,... und fiir diesen Wert R,
positiv ist. Es mufl mithin B; das entgegengesetzte Zeichen haben, mit-
hin negativ sein.

Aus den ersten Gliedern der Funktionen erkennt man,dal von £ = — oo
bis £ = - oo drei Zeichenwechsel der Reihe verlorengehen, die Gleichung
also drei reelle und zwei imaginiire Wurzeln hat. Um genauer zu sehen,
wie die reellen Wurzeln liegen, setzen wir in die Reihe die ganzen Zahlen
zwischen den Grenzen 4- 8 der Wurzeln ein, dann ergibt sich

f(® f(x) By R R, By
x=—38 - + — + + —
z =—2 — + — + + —
z=—1 + + — + + —
z= 0 + + — =+ + —
z= 1 + — — + + —

r= 2 4+ 4+ 4+ - - =
g= 8 + 4+ + - = =

Die Gleichung hat also eine reelle Wurzel zwischen — 2 und — 1, und
zwei Wurzeln liegen zwidchen 1 und 2; zwei Wurzeln sind imaginir.

5.MehrfacheWurzeln. Wir haben bisher vorausgesetzt, da8 die Gleichung
f(z) = 0 keine mehrfachen Wurzeln habe. Hat aber die Gleichung mehr-
fache Wurzeln, so wird man in dem System (1) zu einem Rest R; kommen,
der genau ein Teiler der vorhergehenden Funktion R,;_, ist. R, ist dann
der groBte gemeinschaftliche Teiler von f(x) und f' () und zugleich in
jeder der vorhergehenden Funktionen der Folge enthalten. Dividieren
wir daher alle Funktionen durch E,, so erhalten wir statt der Folge (2)

eine neue Folge U,U0,,U0,,...U,,

in welcher U, eine Konstante ist und U alle Linearfaktoren von f(z) ent-
hilt, aber jeden nur einfach. Es ist nun leicht zu beweisen, da8 fiir diese
Folge der Sturmsehe Satz gilt in bezug auf die Wurzeln der Gleichung
U=0. Denn die Funktionen dieser Folge geniigen dem Gleichungs-

gystem
y U= U1Q1 - Uz
U,= UsQ:— Us
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welches aus (1) durch Division der Gleichungen mit R, resultiert, woraus
hervorgeht, daB nicht zwei benachbarte Funktionen der Folge zugleich
Null werden kénnen, da sonst U und U, einen gemeinsamen Faktor haben
miiBlten, und dafl, wenn eine Funktion der Folge U; verschwindet, U,_,
und U, , entgegengesetzte Zeichen haben miigsen. Der einzig wesentliche
Unterschied zwischen der Folge U, U;, . . . und der Folge (2) besteht darin,
daB U, nicht die Abgeleitete von U ist. Aber aus

f=R,U
f = R,U, = R,U’ + R,U

tolgt, daB an einer Nullstelle von U die Funktion U, dasselbe Vorzeichen
wie U’ hat, und dies geniigt nach einer in 4. vor dem Beispiel gemachten
Bemerkung dazu, daB fiir die Kette der U der Sturmsche Satz gilt:

Der Sturmsche Satz bleibt daher giiltig, wenn man die Kette f(z),
f'(z), ... R;durch die Kette U, Uy, . .. U ersetzt. Esistaber nicht nétig,
die Funktionen U zu bilden. Denn die Funktionen f(z), ' (), ... B;
unterscheiden sich von den Funktionen U, U,, ... U, nur durch den Fak-
tor R,. Folglich werden sie fiir einen bestimmten Wert von z entweder
alle dieselben Zeichen haben wie die Funktionen U, oder alle haben die
entgegengesetzten Zeichen, je nachdem R, fiir diesen Wert von x positiv
oder negativ ist. Es folgt mithin:

Die Sturmsche Kette

(), (@), Ry, ... By
gibt durch die Differenz in der Anzahl der Zeichenwechsel
fiir £ = p und z = ¢q die -Anzahl der zwischen p und g liegen-
den reellen Wurzeln der Gleichung, aber ohne Riicksicht auf
ihre Multiplizitdt an. Es ist f(p)=+0 und f(g) +0 angenom-
men.

6. Modifikation des Sturmschen Verfahrens. Statt bei Herstellung der
Sturmschen Kette die Funktionen f(x), ' (z), . . . nach absteigenden Po-
tenzen von z zu ordnen, kann man auch, wie Sturm selbst angedeutet
hat, f(z), f'(2), . . . nach steigenden Potenzen von x ordnen und erhélt so-
dann ein Gleichungssystem von der Form

(@) = (e + Br2)[' (2) — 2f2(2)
(@) = (23 + Bo2) fo (%) — #*f3(2)

...............

Die Reihe der Funktionen f(z), ' (), fa(x), . . ., welche mit f, abschlie8t,
besitzt ebenfalls die Eigenschaft, daB die Differenz der Anzahl der Zeichen-
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wechsel in den zwei Reihen f(p), f' (p), f2(p), . . . und f(q), f'(9), f2(q), - - -
die Anzahl der reellen Wurzeln der Gleichung f(z) = 0, welche zwischen

z = pund x = qliegen, angibt.
8o ergibt sich z. B. fir

flg) =a2*—Tx—T=0

f2)=—T—Tx+ a3 f'(r) =—T7 4 823 fy(2) =—38 + 2z, f; = + }.

o s

r=1 + — — +
z=2 + + + +

Es liegen also zwei Wurzeln zwischen 1 und 2.)

Y. Erweiterung. Der Sturmsche Satz 148t eine, von Sturm selbst ge-
gebene Erweiterung zu. Der Satz gibt die Anzahl der in einem Intervall
liegenden reellen Wurzeln vermaoge der Bigentiimlichkeit der Abgeleiteten
f'{x), die darin besteht, daf} sie, bevor z den Wurzelwert « erreicht, ent-
gegengesetztes Zeichen, nachdem x aber den Wert « iiberschritten hat,
gleiches Zeichen mit f(x) hat. Man kann dies auch kiirzer ausdriicken, in-
f(=)
f ()
wachsendem z Null wird, vom Negativen ins Positive iber.

Wihlen wir nun aber statt der Abgeleiteten ' () eine beliebige andere
ganze Funktion y () von niedrigerem Grade als f(x), welche keinen reellen

Faktor mit f(z) gemeinsam hat und bilden wir wieder mittels des Glei-
chungssystems

e (&) = »(@)Q— B
®) p (%) = ReQy— By

dem man sagt: Der Quotient

geht immer, wenn f(z) bei

die Folge der Funktionen

(4) f(2), y(x), By, By, - .. Ryy.

Sie hat folgende vier Eigenschaften: 1. Fir p < « < q verschwinden
nie zwei aufeinanderfolgende Funktionen der Kette. 2. Es ist f(p) 4 0,
f(g9) 0. 8.Es ist B,(x) =+ 0 fir p < z <¢. 4. Falls ein inneres Glied
der Folge verschwindet, so haben die beiden benachbarten Glieder ent-
gegengesetztes Vorzeichen. Eine Folge mit diesen vier Eigenschaften

1) Im allgemeinen diirfte diese Methode, eine Sturmsche Reihe herzustellen,
keine Vorteile bieten. Jedoch hat Stern sie mit Nutzen angewandt, in einem Falle,
wo f(z) eine transzendente Funktion bezeichnet, die in Form einer unendlichen Reihe
gegeben ist. Crelles Journ., Bd. 33, S. 863.
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nennen wir eine Sturmsche Kette. Immer wenn auf irgendeinem
Wege — z. B. durch das Teilerverfahren — eine Kette (4) mit diesen vier
Eigenschaften vorliegt, gelten die folgenden Uberlegungen:

Es wird, wie bei Folge (2), kein Zeichenwechsel verlorengehen oder ge-
wonnen werden konnen, auBer wenn z durch eine reelle Wurzel von f(z)

f(z)

hindurchgeht. Dabei kann nun aber v (@) entweder vom Positiven zum

Negativen iibergehen oder umgekehrt, also ein Zeichenwechsel gewonnen
werden oder verlorengehen. Liegen zwischen p und ¢ genau r einfache
Wurzeln der ersten Art und s der zweiten Art, so hat sich bei dem Uber-
gang von = p auf x = q die Zahl der Zeichenwechsel in (4) um r — s
gedndert. Hat f(z) mehrfache Wurzeln, so dndert sich das Zeichen von

L—((%, wenn 2 durch eine Wurzel von ungerader Multiplizitdt hindurch-

geht, hingegen dndert I'P-(% sein Zeichen gar nicht, wenn x durch eine
zweifache, vierfache, . .. Wurzel hindurchgeht, weil in diesem Falle f(x)

dasselbe Zeichen vor und nach dem Durchgang von z durch den Wurzel-
wert besitzt. In jedem Fallealso gilt der allgemeine Sturmsche Satz:

Die Anzahl der reellen Wurzeln der Gleichung f(x) =0,
welche zwischen p und g liegen, ist wenigstens gleich dem
absoluten Betrag der Differenz in der Anzahl der Zeichen-
wechsel, welche die Reihe (4) fiir z = p und = = q besitzt. Ist
die Anzahl der Wurzeln zwischen p und ¢ gréBer als diese
Differenz, so ist sie es um eine gerade Zahl. Sie ist genau
gleich der Differenz, wenn y(z) in jeder Nullstelle von f(x)
dasselbe Vorzeichen wie f'(z) hat.

8.Legendresche Polynome. Folgen von Funktionen,welche die genannten
vier Eigenschaften besitzen, bieten sich hiufig dar. Kennen wir die Werte
derselben fiir zwei Werte von 2, z = p und z = ¢, so kénnen wir mittels
des vorigen Satzes auf die Anzahl ihrer reellen Wurzeln, die in diesem
Intervall liegen, schlieBen.

Ein Beispiel dieser Art bieten die Legendreschen Polynome
(,,Kugelfunktionen* einer Variablen). Bezeichnen wir diese Polynome
ersten, zweiten, ...n-ten Grades mit X;, X,,...X,, so besteht das
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