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Yorwort.

Die gute Aufnahme meines fiir Maschinenbauschulen und #hnliche
Lehranstalten bestimmten, die sechs Grundfestigkeiten umfassenden Werkes
,Einfithrung in die Festigkeitslehre in den Kreisen der Schule und der Praxis,
sowie die vielseitige Nachfrage nach der Erweiterung und Fortsetzung der Ein-
fithrung hat mich zur Herausgabe des vorliegenden Werkes iiber zusammenge-
setzte Festigkeit veranlaBt, das sich sowohl als ein Lehr- odér Beibuch zum
Unterrichte an hoheren technischen Lehranstalten wie aich fiir den in
der Praxis stehenden Techniker als ein leicht verstindliches und schnell
zu Ubersehendes Hand- und Nachschlagebuch eignen diirfte; Zum gréBeren
Teile umfaBt das Buch den Lehrstoff, den ich selbst im -dritten Semester
meines Unterrichtes in der Festigkeitslehre an der seit etwa zwei Jahren
als hohere téchnische Lehranstalt ausgebauten Stidtischen Maschinenbau~
schule in Leipzig zugrunde. lege.

Da das vorliegende Buch glelch der genannten Einfiahrung nur ein
Lehrbuch sein soll, das ohne Kenntnis der holieren Analysis durchaus
verstanden und verfolgt werden kann, habe ich im Interesse der leichteren
Ubersichtlichkeit des Werkes aufler den Gleichungen der elastischen Linien,
die den einzelnen Belastungsfillen zugehéren, alles das fortgelassen, was
nur einfachen Formel- und Tabellenwert hat, woriiber ja die Hiitte oder
jeder technische Kalender genugsam AufschluB gibt. Dagegen habe ich
dem nach Abschnitten und Paragraphen geordneten Lehrbuche in leicht
zu iibersehender Weise, worauf besonderer Wert gelegt worden ist, eine
aus 45 praktischen Beispielen bestehende Aufgabensammlung aus dem
Gebiete der Maschinen- und der Baukonstruktion zugefiigt, die den Stu-
dierenden bei diesbeziiglichen Reehnungen als zweckentsprechende Unter-
lage dienen und ihn zu selbstindigen Arbeiten anregen soll. Hierbei habe
ich, wie bei den Aufgaben im ersten Werke, mit Absicht die auf ver-
schiedene ' Querschnitiseinheiten bezogenen Materialspannungen gewiihlt,
damit der angehende Techniker sich frihzeitig mit den fortgesetzt wechselnden
Rechnungen der Praxis, fiir welche die technische Schule entsprechend
vorbereiten soll, unter der Anleitung des Lehrers geniigend vertraut machen
kann. Auch habe ich bei den vollstindig durchgefiibrten Losungen der
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Aufgaben, den man von Anfang bis Ende leicht folgen kann, Wert auf
die algebraischen Eniwickelungen gelegt, auf die an dieser Stelle der Stu-
dierende besonders aufmerksam gemacht sei. Man kann natiirlich auch
ohne das.exakte Losen zum Ziele gelangen, wenn man sich der zumeist
sehr- umstiindlichen und zeitraubenden Probiermethode bedienen will, deren
Unsicherheit in der mehr oder weniger willkirlichen Resultatschétzung
liegt. Wenn auch in manchen Fillen ein schatzungsweises Vorgehen
bequem und zweckmiBig sein mag, so darf doch ein solch inkorrektes Ver-
fahren ebensowenig zur Regel erhoben werden, als es mit der unter normalen
Verhiltnissen nur zur Kontrolle der exakten Rechnung dienenden graphischen
Losung geschehen soll, die eben nur ein zeichnerisches Verfahren bedeutet.
Im allgemeinen gilt fiir den Techniker der irrtumlose, mathematlsche
Rechnungsgang, den anzueignen sich jeder Studierende um so mehr be-
fleiligen sollte, als eine gute mathematische Grundlage in Verbindung mit
einer guten Werkstattpraxis nicht nur zum lickenlosen Studium technischer
Werke gehort, sondern auch unstreitig den Schliissel zum wirklichen tech-
nischen Denken darstells._

Im iibrigen méchte ich noch darauf hinweisen, daB meines Wissens
nach das vorliegende Buch das -erste ist, das auf nur elementarer Grund-
lage fuBend, in moglichst systematischem Aufbau das fiir jeden technischen
Mittelschulabsolventen Wissenswerteste aus dem Gebiete der zusammenge-
setzten Festigkeit enthiilt, ohne deren Kenntnis und Verwertung das volle
Verstehen und die selbstiindige Durcharbeitung einer Konstruktionsaufgabe,
falls diese nicht nur einzig und allein ein Bild darstellen soll, wohl aus-
geschlossen sein diirfte. Vor allem werden dem Studierenden die mit dem
Lebrbuche in ergéinzendem Zusammenhang stehenden Anwendungen sehr
willkommen sein.

Ich hoffe deshalb, daB auch dieses Werk innerhalb der gedachten
Kreise auf eine gleich gute Aufnahme rechnen darf, wie sie mein erstes
Werk bereits erfahren hat.

Leipzig, im November 1908,
Ernst Wehnert.
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Einleitung.

Nachdem in den zur Einfihrang in die Festigkeitslehre dienendem
ersten Bande des worliegenden Werkes die 6 Grundfestigkeiten ihre Er-
ledigung gefunden haben, sollen im diesem zweiten Bande die fiir die
Praxis notwendigen Sitze und Regeln ams dem Gebiete der zusammen-
gesetzten Festigkeit besprochen werden.

‘Wenn mun streng genommen die bereits im ersten Teile behandelten
Festigkeiten der Biegung, der Knickumg und der Torsion auch schon
Kombinationen der einfachen Festigkeiten — Zug, Druck und Schub —
darstellen, 80 werden sie fiir gewthnlich doch nicht unter die zusammen-
gesetzten Festigkeiten gerechnet, mit denen die praktische Technik zu tun
hat. Je nachdem es sich also um Biegung, Knickung und Torsion oder
um Zusammensetzungen der sechs Grundfestigkeiten handelt, kann man
die zzsammengesetzten Festigkeiten in zwei Arten einteilen,

1. in eine natiirliche- kombinierte Festigkeit oder komb. Festig-

keit im engeren Sinne und

2. in eine kiinstliche kombinierte Festigkeit oder komb. Festig-

keit im weiteren Sinme,

Zu der letzteren Art sind alle sonstigen zwischen den sechs Grund-
festigkeiten moglichen Verbindungen zu zihlen, die allerdings praktisch
nicht alle gleiche Bedeutung haben.

In allen Fillen bandelt es sich nun lediglich um die Feststellung
der groBten Anstrengungen der Materialien, wozu es von vornherein
zweckmiBig ist, zu unterscheiden, ob bei einer eben gedachten Schnitt-
flache eines zu untersuchenden Korpers, fiir deren Punkte die Anstrengung
bestimmt werden soll,

a) nur verschiedenartige Normalspannungen,

b) nur verschiedenartige Schubspannungen oder

¢) Normal- und Schubspannungen gleichzeitig

‘Wehnert, Festigkeitsiehre II, 1
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zu beriicksichtigen sind. Auf diese Weise gliedert sich der zu behandelnde
Stoff in 3 Gruppen, deren jede sich wiederum mit Riicksicht auf die
Kombinationen der Grundfestigkeiten, soweit sie praktischen Wert haben,
in die folgenden Arten zerlegen laBt, womit gleichzeitig ‘die Richt-
schnur fir die Stoffverteilung des vorliegenden zweiten Bandes gegeben
sein soll.
Arten fiir a): Nur verschiedenartige Normalspannungen.
Zug oder Druck mit Biegung.
Arten fiir b): Nur verschiedenartige Schubspannungen.
Schub mit Torsion.
Arten fiir ¢): Normal- und Schubspannungen.
1. Zug oder Druck mit Schub.
2. Zug oder Druck. mit Torsion.
3. Biegung mit Schub.
4. Biegung mit Torsion.



Erster Abschnitt.

§ 1. Allgemeines iiber Spannungen.

Die in der Mechanik der starren Korper aufgestellten Sitze fiir das
Gleichgewicht der Korper lassen sich ohne weiteres auch auf die einzelnen
Teile oder Elemente der Korper .iibertragen, an denen die Spannungen
als duBlere Krifte wirken (vgl. Einfihrung: § 18 Abs. 2). Da die Ele-
mente hierbei beliebig abgegrenzt sein konnen, die Gestalt und Form also
willkiirlich ist, vermag man auch iiber die Lage und Richtung der Span-
nungen zu bestimmen, wodurch sie aber simtlich der Untersuchung zu-
ginglich werden (vgl. Einfilhrung: § 13 Abs. 4)

Aus den Gleichgewichtsbedingungen, die fiir jedes Korperelement
erfiillt sein miissen, ergeben sich die Beziehungen zwischen den Spannungen
nach verschiedenen Richtungen und an verschiedenen Stellen des Korpers,
die dann als Grundlage fiir die weiteren Betrachtungen dienen.

Bei der zusammengesetzten Festigkeit handelt es sich in der Haupt-
sache um das Zusammensetzen oder Vereinigen von Spannungen zu einer
resultierenden, idealen Spannung, was entweder durch einfaches algebra-
isches Summieren oder .nach den Grundsitzen vom Parallelogramm der
Kriifte geschehen kann.

Einen diesbeziiglichen kurzen Uberblick gewihren die folgenden

Beispiele.
1. Sollen die in Fig. 1 als Krifte dar-
gestellten Normalspannungen g;;, 0z9, 03y und g, . &, % .

et

. . - s e P 14 <
zu ejner resultierenden Spannung,o; vereinigt ~=—+= G,

werden, so erhiilt man unter Beachtung der fiir Ay 1
Zug und Druck geltenden Vorzeichen plus und Fig. 1.
minus

0i == O3y - 029 — 03y — Oaa-
2. Wirken dagegen die in Fig. 2 angegebenen Normalspannungen
o, und ¢y unter einem Winkel @, so erhilt man mit Hilfe des Pythago-
1*
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raischen I.ehrsatzes die resultierende Spannung

0i= 10,2 + 64 + 2 0, 63 cos a.
3. Vereinigt sich beispielsweise nach Fig. 3 eine Normalspannung ¢
mit einer Schubspannung 7 so zu der resultierenden Spannung ¢;, daf

Fig. 3.

die letztere mit der Normalspannung einen Winkel ¢ einschlieBt, so ist
12=¢%+ 0 + 20 0;cos 0,
woraus sich dann die resultierende Spannung in folgender Weise ergibt:

02+ 20 cos . 0; =12 —¢?,
0 + 20 cos & . 03 (0 cos @) =1*-— % | (0 cos @),
(0; + o cos @)? =124 0%(cos’a — 1),
i+ ocosa = + Vo? (cos?a ~ 1) + 2,
oder wenn fiir coOs@ =X
und fiir ‘ cos® g — 1 =y? gesetzt wird,

6+ x0=%Vo%y? + 7%

4. Fiihrt man in der letzten Spannungsgleichung die vorliufig noch
unbestimmten Faktoren A, B und C ein, so erhdlt man in det Gleichung

6;=A¢+B)o®+Cz2 . . . . . . . 1
einen Ausdruck, der zur Berechnung der resultierenden oder idealen Span-

nung fiir alle die in der Gruppe ¢ aufgefiihrten kombinierten Festigkeiten
dienen kann, sofern die genannten Faktoren bekannt sind. (Vergl. § 4.)

§ 2. Der Spannungszustand fiir einen Kérperpunkt.

Nachdem bei der im 3. Abschnitte der Einfilhrung aufgefiibrten
Lehre von der Schubfestigkeit unter § 13 Abs. 2 bereits die Gleichgewiehts-
bedingungen zwischen den Spannungskomponenten eines Kérpers behandelt
worden sind, soll nunmehr der Spannungszustand iiir einen beliebigen
innerhalb eines Korpers gelegenen Punkt ermittelt werden.



§ 2. Der Spannungszustand fiir einen Korperpunkt. 5

Hierbei ist unter dem Spannungszustande die Gesamtheit der Span-
nungen zu verstehen, die fiir alle durch den Korperpunkt gelegten Flichen-
élemente auftreten.

Um nun eine Unterlage zu erhalten, wihle man irgend eins von
diesen Flichenelementen zur Oberfliche eines unendlich kleinen Korpers
und wende auf ihn das im § 1 Gesagte an. Bei der Wahl der Korper--
form ist man an keine Grenzen gebunden, simtliche Untersuchungen laufen
vielmehr auf ein gemeinschaftliches Endresultat hinaus; dieserhalb ist es
zweckmiiBig, den anzustellenden Betrachtungen die moglichst einfachste
Kérperform zugrunde zu legen. Als solche sei das nur von vier ebenen
Fliachen begrenzte und in Fig. 4 dargestellte Tetraeder gewiihlt, dessen
rechtwinklig aufeinander stehende Kanten AO, BO und CO mit den
Achsen x, y, % eines riumlichen Koordinatensystems zusammen fallen,
Damit sollen aber auch die Spannungskomponenten als gegeben betrachtet
werden, welche in den senkrecht zueinander gerichteten Fliachen des Tetra-
eders wirken, Unter diesen Voraussetzungen sollen nun die, den Achsen
parallel laufenden Spannungskomponenten py, py und p, der vierten, be-
liebig geneigten Begrenzungsfliche berechnet werden, deren Normalspan-
nung mit p bezeichnet sein mdoge.

Scheidet man nun mit bezug auf das Folgende von vornherein
etwaige Schwingungsbewegungen des Korperelementes aus, die nach dem
d'Alembertschen Prinzip noch eine Trigheitskraft als Gegenkraft
erforderlich machen wiirden, um den Fall der Bewegung (Dynamik) auf
den Gleichgewichtsfall (Statik) iiberzufithren, so wirken an dem genannten
Tetraeder fiinf #uBere Kriifte, die sich gegenseitiy das Gleichgewicht
halten milssen.

Denkt man weiter daran, daB eine von den fiinf Kriften, die von
auBen her auf die Masse des Elementes wirkende magnetische Fernkraft
ist, deren GroBe bekanntlich von der Masse bezw. von dem Volumen des
Korperelementes proportional abhéngt, so kann man mit Riicksicht auf die
unendliche Kleinheit des Elementes auch diese Kraft ausscheiden, so daf8
fiir gewShnlich nur noch die auf die vier Begrenzungsflichen des Tetraeders
einwirkenden Spannungen fiir die Gleichgewichtsuntersuchungen in Frage
kommen,

Da die geometrische Summe dieser vier Spannungen im Gleich-
gewichtsfalle gleich Null sein muB, so folgt daraus, daB bei drei gege-
benen Spannungen sich auch die GroBe und Lage der vierten Spannung
sowohl analytisch als auch graphisch ermitteln 14Bt. Die sonstigen Gleich-~
gewichtsbedingungen gegen eventuelles Drehen des Korpers ergeben sich
aus der Einfilhrung: § 13 Abs. 2.

Um nun die bereits genannien Spannungskomponenten p, py und
p: zu finden, zerlege man in Fig. 4 die in den Schwerpunkten der drei
aufeinander senkrecht stehenden Tetracderflichen angreifenden Normal-
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spannungen Oy, Oy, Oy in je zwei parallel zu .den Achsen gerichtete
Schubspannungen 7y(y) Tyay Tx() Trx) Und Ty Tuy). SchlieBt dann
die von O aus auf die Fliche ABC errichtete Normale ON mit den
Koordinatenachsen die Winkel @, 8, y ein, so bilden diese Winkel nach
einem Satze der Stereometrie zugleich die Neigungswinkel zwischen der
Fliche ABC=1f und den Seitenflichen OBC=1,,, OAC=1;, und

OAB=/"fy;. Die Inbalte der Seitenflichen, welche die Projektionen der
Fliche f auf die Koordinatenebenen darstellen, erhiilt man durch Multi-
plikation der Fliche f mit dem Kosinus der entsprechenden Neigungs-
winkel, ,

Bezeichnen noch Py, Py, P, Krifte, die auf die Masse des Tetraeders
emwirken und deren Richtungssinne mit den Spannungskomponenten py,



§ 2. Der Spannungszustand fiir einen Kérperpunkt. 7

Py, P: fbereinstimmen mogen, so ist das vorgelegte Tetraeder im Gleich-
gewichte, wenn

1. in Richtung der x-Achse:
Px +fps=0x.15 @) f Ty

w  =0x.fcos@ 7). fcos 4Ty feosy
» =1f(0z.C08@ - Tx(z).COSB - Tx(y).CO8Y)
2. in Richtung der y-Achse:
2 .. Pyt ipy =%y -fy: I 0y-fu + Ty - fxy
y  =Tyu-feosa }oy.feos B Ty feosy
” = f(Ty(). cosa}-0y.c088 | Tyx).co8y),

3. in Richtung der z-Achse:
Pz + fp, = Ta(y) * fyz + Ty(x)+ fxz + Oy fxy
” = Ty(y). fCOS@+} Ty(x). £c08 8 + 0z . feo8 Y
L w. =Ty CO8Q + Tyz)- 08 F - 05.C08Y)

ist. Bei dieser Aufstellung hat das Tetraeder immer noch eine Masse,
von der die Krifte Py, Py und P, abhingig gind. Es fallt also hierbei
der Korperpunkt M, fiir welchen der Spannungszustand festgestellt werden
soll, noch nicht mit dem Koordinatenanfangspunkt O zusammen.

Da der Spannungszustand aber das Zusammenfallen der beiden
Punkte M und O bedingt — denn nur so konnen die vier Ebenen des
Tetrneders durch den Korperpunkt M gehen — so reduziert sich das
Volumen bis auf Null, womit dann auch die Krifte Py, Py und P, in
Wegfall kommen. Scheidet man deshalb in den vorstehenden Gleichungen
die Massenkriifte aus, so ergeben sich durch Division mit f die gesuchten
Zustandsgleichungen

1. Pxr==0x.€0SG -} Tx(z) €080 - Tx(z). €08}
3 {

2. Py =Ty(z).C08G& + Oy.c08 8 | Tycx).CO8Y;
3. Py =Ty(y) - €08 &~} Ty(x) - €08 § + 0 . €08 »,

die besonders dann Anwendung finden, wenn die beliebig geneigte Ebene
des Tetraeders in die Oberfliche des gegebenen Korpers fallt. In diesem
Falle bedeuten die linken Seiten duBere, auf den Korper einwirkende
Druckkriifte, die zumeist bekannt, ja vielfach gleich Null sind.

Tritt der letzte Fall ein, so erhdlt man die zwischen den Spannungs-
komponenten an der freien Korperoberfliche oder deren Nithe bestehenden
Beziehungsgleichungen

1. 0x.cos —{-rx(z).cos,3+z,(y).cosy=6,
4 { 2. Ty cO8 G0y .c08 8 | Tyx).cosy =0,

8. Ty(y)-COS G~ Ty(x).COSB 4 0z.c08y =0,
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§ 3. Der ebene Spannungszustand.

Der in § 2 behandelte allgemeinste Fall des Spaanungszustandes,
der iiberhaupt in einem Korper auftreten kann, findet in der angewandten
Festigkeit wenig Verwendung. Bei den praktischen Aufgaben liegen fiir
gewohnlich die Verhiltnisse so vor, daB simtliche Spannungen in einer
ebenen Fliche wirken. Man spricht dieserhalb auch von einem ebenen
Spannungszustande, der sich ohne weiteres aus dem allgemeinsten Falle
durch Verschwinden der Spannungen nach der x-, y- oder z-Richtung
ergibt. ’

Wihrend im § 13 Abs. 4 der Einfithrung bereits der einfache oder
lineare Spannungszustand fiir Schub als ein Sonderfall des ebenen Span-
nungszustandes erledigt worden ist, handelt es sich im vorliegenden Falle
um die Festlegung der Schnittrichtung, bezw. des Winkels @, fiir welchen
die Normal- und Schubspannungen ihre gréBten Werte annehmen.

Zu diesem Zwecke lege man den Betrachtungen ein in den Figuren

5a und 5b dargestelltes, unendlich kleines dreiseitiges Prisma zugrunde,

dessen Kanten b parallel

zur z-Achse gerichtet sein

mogen, in deren Rich-

tung der Korper span-

nungsfrei sein soll. Die

aus den genannten Fi-

guren ersichtlichen Span-

nungen wirken also siimt-

lich in der Ebene xy

des Koordinatensystems

xyz Auf die unter den

Winkel @ geneigte Fliche

wirke die Spannung ¢

ein, welche durch ihre Sei-

tenkomponenten, nim-

lich der Normalspannung ¢, und der Schubspannung z,, ersetzt werden

kann, wo jede sich dann parallel zur x- und y-Richtung wieder in die
Spannungen o, 0, bezw. 7, 7, zerlegen lassen.

Die die beiden anderen Flichen des Prismas beanspruchenden Schub-
spannungen %y und Ty sind nach dem am SchluB des § 13 Abs. 2
der Einfihrung aufgefiihrten- Lehrsatze gleich groB und konnen deshalb
mit 7 benannt werden. ,

Bezeichnet man nun noch die Inhalte der Flichen b.OA, b.OB, b.AB
mit fg,, fy,, f, und denkt man daran, daB die ersten beiden Flichen
Projektionen der Fliche fy sind, so erhilt man, falls ein Verschieben in
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Richtung der x- und y-Achse ausgeschlossen sein soll, die beiden Gleich-
gewichtsbedingungen
1. in Richtung der x-Achse:

fy. 0, 1.7, —fyp.0x  —fy.7 =0
oder f,.q,sine-f,.7 cos 0 —fysin@.ox —fycos@.7 =0
» Gpsine  J-Tcosa@  —oxsing —zcosa =0,
2. in Richtung der y-Achse:
fy. 04 —fy. 7y —fy.T — fx; . 0y =0
oder f,.0,cos ¢ —f,.7;8ine —fysina.z —f cosa.o, =0
» 0pC08@¢ —Tysin@g —gsing —ogycosax =0,

aus denen man dann die Normalspannung ¢, und die Schubspannung 7,
in folgender Weise erhilt.

a) Die Normalspannung o,:

1. oysin@-+ 7 cosa@—0xsing—7zcosg=0 | sing
2. g,cos@ -—T,8in@—7sin@— gycos@=0 | cosa

0y sin? @ -7, sin ¢ cos@ — Oy sin® g — T sinwcos @ =0
0, c0s? @ — 7, sin & cos @ — 7 sin @ cos @ — 0y cos? @ =10

0, (sin® @ -}~ cos® @) — 0y sin® @ — gy cos® @ — 27 sin & cos & =0,
und da sin?a-cos?a=1 ist, ?) ‘
6, — 0xsin® @ — gy cos®a — 2 ¢ sin@cos @ =0,
Gy = 0xsin? @} oy cos? ¢ -+ 27 sinacosa.
Fithrt man nun noch den doppelten Winkel mit Hilfe der trigonometrischen

Sitze
- 1—cos2a 2)
sin a:—-2—7—— ,
. b . b?
1) sing=— oder sin’a¢ = —
¢ c
cos @ = — cos“a—?”
i c ” '_‘cg

4 2
. b+ a® ¢€?
sin’e 4 cos?a:———j——?-—:@: 1,
« woraus sinfe =1 — cos?a
< und cos’e=1— sin?« folgt.
2) cos (e ) = cosacos § — sinasin g,
fir g=u@a, ist

cos2a = cos®*a — sin’e
» =(1—sin’q) —sin’e =1 — 2sin’a,
2gin’a =1— cos2a

.5 1—cos2a
sin’e = ——p—.
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1= 1

1-cos2a )und
2

2sinacoso =sin 2a %)

OOSza =

ein, so erhdlt man

1—cos2¢ 14 cos2a .
0y == 0% 5 + oy + 5 -+ 7sin 2
—_ 2 2 .
o Ox— 0y c08 a—{;oy—l—aycos a—|—rsm2a
” =o‘i6’—o‘;0ycos2a +7sin2¢ . . . B

b) Die Schubspannung z,:

1. o,sing 47 cos@—0oxsina—7zcosa =0 | cosa

2. gycos0 —T,sing—Tsing —ogycosa=0 | —sina
0, sin @ cos @ - 7, cos®> @ — 0y .sin@cos @ — v cos? @ =0
— 0, sin @ cos ¢} 7y sin® @ |- rsin®a + gysinacos@a=0
%, (sin? @} cos? @) — oy sin @.cos & oy sin @ cos ¢ — 7 (cos® @ — sin? @) =0
und, da wieder sin2e + costa=1,
ferner cos? @ — sin2 g==cos 2 ¢ ist,
T — (0x—oy)sin@cosg — T cos2 @ =0,
Ty = (0x — Oy)singcos g}z cos 2 @
und, da
2singcosg=sin2¢
oder
. sin2¢ ,
smacosa:—z— 18t,
sin2 ¢
to = (0x — o) 2%
+tTcos2a
ox—(’y .
n =g sin 2 ¢~
+7zcos2a . . 6
1) cos2 e = cos? ¢ — gin’e = costa — (1 — cos®a)
2 ==2cos8?a—1,
1-}cos2a.
cos’a=~—*:2——.

2) gin (e -} §) = sinacos 8 + cosasing,
fﬁrﬂ=a, ist «
sin2a¢ =sinecos ¢ - cosasine
, = 2sinacosa.
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Bevor nun zur Bestimmung der Maximal- und Minimalwerte von g,
und 7, geschritten wird, ist es zweckmiBig, sich erst noch iiber die, zwischen
diesen Werten bestehenden Beziehungen klar zu werden. Zu diesem Zwecke
schreihe man die Gleichungen 5 und 6 in der folgenden Weise um:

0x -+ o . 0x— G
60-~~——x-j2————’=r(s1_n2a~— xzr ¥ cos2a),

T, =r(cos2a+%&~sin2a),

und setze den in heiden Gleichungen gemeinéchafﬁich auftretenden Aus-
druck *

ox - U}'

o =tg 9,
worin ¢ einen Hilfswinkel darstellt, so erhilt nmn
__0xay
2

g, =7 (sin2¢ —tg@.cos 2 a)

» =r(sin2a—m-cos2a)
oS @

_ (sin2a.cosq)—¥cos2a.sinq>>
=* cos @
sin (2 a— @)
» =Tt ———
cos ¢
und Ty =7 (cos 2 ¢-}-tg @.sin 2 @)

» ::r(cos2a-+ (p-sin‘Za)

sin

cos ¢
__cos2q.cosp--sin2a.sing
=7 cos ¢

”

__tcos(2 a— )
” cosgp
Da nun der Sinus von +0° +180°% . . . . den Wert O,
von +90% +270° . . . . den Wert + 1
hat, der Kosinus aher von +0° +4180°% . . . . den Wert + 1,
von +90% +2709 . . . . dem Wert 0

erreicht, so erkennt man aus den letzten beiden Gleichungen, daf3
1. fiir (2q—(p)=_—t0°, +180° .. ..

_ox+oy ox} oy
2 2

wird, ‘wihrend 7, seinen Maximal- bezw, Minimalwert

To-:i L4
cos @

6y =0 oder gy=
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erhilt und, daB8 dagegen

2, fir 2@ —q@)=+90% +270% .....
TO = O
wird, wihrend ¢, sein Maximum bezw. Minimum
o T Y T
PO ool N R W o2
2 cos @ - 2 cos ¢

annimmt.

Entwickelt man noch aus der oben genannten Hilfswinkelgleichung
den Kosinus von ¢ und fithrt diesen Wert in die letzten Gleichungen
ein, so ergeben sich die gréBten und kleinsten Werte von ¢, und z,, wie folgt:

—o0y sing
t e et
gP= 2 T cosq’
woraus man cos ( = sing= 1/1 —cos?gp, 1)
x — Oy Ox —
. 2 2
oder cos® = ( ‘ > (1 —cos?g)
Gx"'—' Gy

( 27 )2 ( 27 )2 .
y = — cos? ¢p,
Gx'_ay O‘x‘—o-y

(2 =i
COs cose @ —
4 - ¢ (ox— 0y)i"
oder cos? (1 ) = »
+ (O'x - O'y)g
., costg Gl HA
(0x — 0y)?
472 (0x —ay)?
2 = . b4
cos @ (0x — 6y (6 — 0y)® -} 42°
472
oder "

T P

Cos -l/ 412
P=V 1 F (o —oy)? + (o — oy)?

”

" Vie- —{— (0x — 0y)*

erhilt. Diesen Wert oben eingefiihrt, gibt die Maxima oder Minima der
Normal- und Schubspannungen, die man auch als Hauptspannungen be-
zeichnet.

1) sin’ p 4 cos? p=
sin*p=1—cos®¢p
sinp=71— cos? .
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Es ist
1. die Normalspannung
0x + oy +. T

0+ max = 2 ~ cosg
=ox+o,,+ T
» 2 2z
Va2 + (o — ay)?

2, die Schubspannung

T T
— =+
¥ & max ic()sqw - 27
Vae? 4-(ox — oy
1 .
” =i§1/412+(6x—6y)2. s e . . . . . 8

Die den Hauptspannungen entsprechenden Hauptrichtungen werden
indirekt durch den Hilfswinkel @ oder direkt durch den Neigungswinkel
bestimmt, fiir den sich ein Ausdruck aus der Gleichung 6 fiir 7, =0
herleiten 1aBt.

Man erhilt
Gx—o-y. *
0= sin 2¢ -7 cos 2,
mit cos2 ¢ dividiert, _
__ 0x— Oy sin 2 @ cos 2 @
O0=—3 'cos2a+tcos2'a
O0x— 0
Q== ytg2a—|—"r,
2 27 1 1
g2 == —1 —_=— e
0x — Oy 0x — Oy Ox — Uy g
27 »
w =COZQP . . . o e e e e 9

Setzt ‘man beim ebenen Spannungszustande, bei dem die Richtungen
der- Hauptspannungen mit den Richtungen der Koordinatenachsen zu-
sammenfallen, eine der beiden Hauptspannungen gleich Null, so erhalt
man den linearen Spannungszustand, fir den dann die Gleichungen 5
und 6 die folgendén Formen annehmen:

6, = ox—;O —Q—X;gcos‘2a+0.shl2a
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Ox x
— — =082
O'o 2 cosz a
_ 1-—cos2g
9y —UXx 2
” =0‘x.Siﬂza, . .. . . . e . . . . . . 10
—0 .
10=G‘2——«.sm2a—§—0.cos2a
=0 sin2a—--—1-0 sin2 11
9y — 2 . ——2 b & . . o . . . .

" NB. Wiabrend man also den ebenen Spannungszustand sich aus
zwei gleichzeitig auftretenden linearen Spannungszustinden vorstellen kann,
deren Hauptrichtungen senkrecht aufeinander stehen, kann der allgemeinste
Spannungszustand aus drei zusammenwirkenden linearen Spannungs-
zustinden bestehend gedacht werden, deren Spannungsrichtungen recht-
winklig zueinander stehen.

§ 4. Die idealen oder reduzierten Spannungen.

Das im § 7 der Einfilhrung unter den Gleichungen 18 aufgefiihrte
lineare Gleichungssystem gibt die Beziehungen zwischen den Spannungen
und den Forminderungen (Dehnungen) firr den allgemeinsten Spannungs-
zustand an, bei dem die rechtwinklig zueinander gerichteten und parallel
den Koordinatenachsen x, y, z laufenden Normalspannungen ¢y, 0y, 0y
gleichzeitig auf den Korper einwirkend, die Dehnungen g, &, & in den
Achsenrichtungen hervorrufen.

Das mit Hilfe des Superpositionsgesetzes erhaltene Gleichungssystem
setzte voraus, daBl die Struktur des beanspruchenden Korpers isotrop, d. h.
so beschaffen sein sollte, dafl unter sonst gleichen Voraussetzungen die
Forminderungen fiir beliebige Kraftrichtungen dieselben blieben im Gegen-
satz zu den heterotropen, bei denen in jeder Richtung auch eine andere
Forménderung eintritt, so wie es beispielsweise beim Holze der Fall ist,
wo in Faserrichtung andere Dehnungen auftreten als senkrecht dazu,
In solchen Fiéllen hat man die zugehorigen Materialspannungen zu be-
riicksichtigen.

Ersetzt man in den genarnten Gleichungen die Normalspannungen
Oy Oy, 0z allgemein durch die drei Hauptspannungen 6, 6,, 05 s0 er-
hilt man :

0y 1 O
5§ = (01 — ﬁﬁiﬁ) oder

oy - 03’ & 1
%:a(oz*‘l—m——a) ” —a*=02—“(01+03)v

i .
=0, = (03 + 03),

SRy

nm
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—e _ﬁifz> B gt
sa—a(a_,, - oder s =% m (‘al—l—-og).

Da nun nach dem Hookeschen Gesetze (vergl. § 3 der Ein-
fiithrung)

e
g == a0y oder 6; = 7;—,

£
&, == A0 Oip == —
) ig » a,

&
§=aoy » Oi=

ist, worin gy, 0i, und oj3 die in den einzelnen Hauptrichtungen auftreten-
den idealen oder reduzierten Spannungen darstellen, so schreiben sich die
dem allgemeinsten Spannungszustande zugehdrenden Gleichungen

1
0y = 0y — — (03 —+05)
m

1
gi2=ga—a(o',+og), . B

: 1
Oi3 == 03— = (0, +03)-

Bei -praktischen Rechnungen ist die groBte dieser drei Spannungen
zu verwenden.
Wird nun eine der drei Hauptspannungen z. B. 0, =0, so erhilt
man die reduzierten Spannungen fiir den ebenen Spannungszustand
B 1
iy == 0y = 03
13
und g, = 0, — —1- 0y,
2 Ot
von denen auch nur der groBere Wert Bedeutung hat. Die Spannungen
0, und ¢, stellen hierin die in den Gleichungen 7 entwickelten grofiten
und kleinsten Hauptspannungen

or-Fo 1, i3
0y == ’g“é‘_y + 3 Vavt+4-(ox—oy)?.
P 0 1 e i~ 7T T T 7T e
und Uy =al:;l—1—— 3 V422t 0x — 6yf
dar.
Setzt man in diesen Gleichungen noch gy =0, was bei den meisten

praktischen Anwendungen der Fall ist, so erhalten die Hauptspannungen
die Werte

1 1 N
0 ="é—0x+—2— |/4Tz+'0x2
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und 0y = 0 — VT o
welche in die Gleichungen 13 eingefiihrt, die idealen Hauptspannungen

Oiy =0y — - 03

1 /1 )
” .-—_—( ox++— ]/4'52—{—0';;) —-——(—2—(&— —é—V‘its_}_ze)
— 1 T

y = -ax+——1/4,,2+0.x2 —om ' +_~2m1/4"2+012

_m—= 1 ;
» Ox + “—“‘_ V0x2 +49?
und 0 =0, — —0

1 1 1/1 1 7
2 =(-2—O'x—‘~2—v412+0'x2> "‘—n—l‘(—z“o'x-l“‘z—l/d'fz“}-gxz)

1 1 — 1 1 T R
. =—2~Gx~?v4f+0x2—"2—l;6x~§;; l/4'[2+0'xd
m—1 m-+1
"= Tom =T am Vet

ergeben.
Da sich diese Spannungen nur im Hauptvorzeichen unterscheiden,
8o lassen sie sich in der allgemeinen Gleichung

m:‘f’.ﬂr +1;/52+412 R 7
vereinigen, die mit der im § 1 genannten Gleichung 1 vollstéindig iiber-

einstimmt; den .daselbst aufgefiihrten unbestimmten Faktoren A, B und
C entsprechen hierin die Werte

C =1,
A — 0,35 bezw i
~ 2m 7 8 . 14a
m 1 b
und B“?%_ 0,65 bezw, L

sofern man fiir die im § 7 der Einfithrung erwihnte, nach Poisson
benannte Konstante m die Werte %Q bezw. 4 einsetzt.

Mit diesen Zahlenwerten schreibt sich dann die Gleichung 14

1. fiir m:l-gq: 0; = 0,35 6+ 0,65 /o - 4 72,

3 5 s ] )

15

2. fir m=4¢: Gi::—s—oi—é— 0%+ 442
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Obgleich nun die allgemeine Gleichung 14, wie bereits am Ein-
gange dieses Paragraphen gesagt worden ist, nur fiir isotrope Korper
Geltung hat, 1dBt sie sich auch ohne weiteres fiir die ibrigen, hetero-
tropen Korper verwenden, fiir die man nur noch die unter der Wurzel
stehende Schubspannung ¢ mit einem Koeffizienten «, zu multiplizieren
hat, der das jeweilige Verhiltnis zwischen der Schub- und Normalspannung
ausdriickt,

Mit bezug auf die im § 13 Abs. 4 der Einfilhrung genannte Glei-
chung 53 '

My ooder k=" 1k,
m--1 m 4
die sich auch aus der Gleichung 12 fir v=0 und ¢=0 herleiten lafit,
hat man in

ke =

k zuldssige Normalspannung

mii, w1 -
- k. — zglassnge Schubspannung

16

a0:

das sogenannte Anstrengungsverhiltnis gebildet.
Fithrt man nun noch dieses Verhiltnis in die Gleichung 14 ein,
so erhiilt man die fur jedes Material giiltige Gleichung

m— 1 m+1 — e
;== + 1 Yot 2 e e e e
0i T T Vot + 4 (ey7) 17

§ 5. Spannungsellipse. Spannungsellipsoid.

a) Die Spannungsellipse.

Fiir den im § 3 aufgefithrten ebenen Spannungszustand kann man
mit Hilfe der Gleichungen 5 und 6 die Spannungen g, und 7, fir alle
Neigungswinkel der Schnittfliche AB  be- y
rechnen,

Um eine graphische Ubersicht zu erhalten,
vereinigt man die zusammengehorenden Span-
nungswerte zu resultierenden Spannungen p;, die
in einem beliebigen KriiftemaBstabe, von dem
Anfangspunkte eines in Fig. 6 dargestellten
Koordinatensystems ausgehend, als Strahlen auf-
getragen werden. Hierbei entspricht jeder Schnitt-
richtung ein Strahl, deren Endpunkte im allge-
meinen eine Ellipse bilden, wie aus dem Fol-
genden zu erkennen ist. Der Einfachheit halber
wihle man in Fig. 7 das Koordinatensystem so,
daB die Achsen mit den Hauptspannungen zu-

Wehnert, Festigkeitslebre IL. 2
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sammen fallen, dann ist der Gleichgewichtszustand gewahrt, wenn
1. in Richtung der x-Achse:

_ — OA . ,
px-bAB=05.bOA, woraus szﬂxﬁ———‘ﬁxﬂna folgt,

und
2. in Richtung der y-Achse:
py-bAB=g0;.b0B,
woraus
OB
= 0y —= = 0y cos ¢ folgt,
Py YIiB y
ist.
Lost man nun die beiden
Fig. 7. Zustandsgleichungen nach

sinoz:Bf und cosac=p—y
Ux Oy
auf, und fithrt man diese Werte in die im § 3, a unter 1 angemerkte
Gleichung
sinfg 4 cos?a =1
ein, so ergibt sich in dem Aus-
drucke

(oe) () =

eine Gleichung, welche die Mittel-
punktsgleichung einer Ellipse
darstellt. Die Spannungen oy
und ¢y bilden die beiden Halb-
achsen der in Fig. 8 verzeichneten

Fig. 8. Fig. 9. Ellipse.
Fir den Fall, daB o, =0y

wird, geht die Spannungsellipse in einen Kreis iiber, wie aus der Fig. 9
ersichtlich ist.

b) Das Spannungsellipsoid.

Fir den im § 2 hehandelten allgemeinen Spannungszustand hat
man in den Gleichungen 3 die Hilfsmittel, mit denen man ebenso wie
vorher fiir jede Schnittrichtung eine resultierende Spannung ermitteln kann,
die dann wieder, von dem Anfangspunkte eines Koordinatensystems aus-
gehend, als Strahlen oder Vektoren angetragen werden konnen, deren Eund-
punkte auf einer Ilidche zweiten Grades liegen, welche die Oberfliche
eines Ellipsoides bilden.
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Sollen wieder die Hauptspannungen des Ellipsoides mit den Koor-
dinaten-Achsen zusammenfallen, so miissen die Schubspannungen in den
Gleichungen 3 gleich Null werden; dann ist aber

1. px==0xCosq, woraus man cos ¢ = 23 erhilt,

Ox
9 . __ Py
. py=0ycosf@, y COSQ@ =",
Oy
Pz
3. pz==0; C08Y%, ' » €OSy= . ’
Z

Diese Werte in die der analytischen Geometrie angehdrende Gleichung

cos?@’ 4 cos?@ |- costy =11)
eingesetzt, gibt den Ausdruck

() 2=

der die Mittelpunktsgleichung des Spannungsellipsoides darstellt. Die
Spannungen ¢y, 0y und ¢; bilden die Halbachsen des Korpers, der in
eine Kugel fibergeht, falls die drei Hauptspannungen gleich grof sind.

1) 1. Nach dem Pythagoriischen Lehrsatze ist nach der beistehenden Flgur
pr2=7px® -+ a’, worin a’=rpy? - p.? ist,

” __px2+ PY +Pz
2. Ferner ist

2

cos & ="P= oder cos? @ = (P_x> ,
Pr Pr

= PX 2 = p_y. *

€08 ﬂ pr' 5y CO8 ﬂ (pr) ,

=Pz 2, — (P2 2

cosy=_- » 08’y (pr) .

Durch Addition der letzten drei Glel
chungen erhilt man:
cos® a + cos? | cos?y =
p=\* | (Py\*  (Pz)?
(ﬁ) +(3) + ()
cos?a + cos? g + cos’y =
px’ 4Py’ + p2*

pr
Fiir den Zihler den unter 1 aufgestellten Wert pr® eingefiihrt, gibt

cos® @ + cos? g 4 cos y—-f)-;— =1

2*
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Zweiter Abschnitt.

§ 6. Die Trigheitsmomente ebener Flichen, die sich
auf verschieden gerichtete Schwerpunktsachsen be-
ziehen. ‘

a) Die Triigheitsmomente.
Mit dem im § 15 Abs. 2 der Einfithrung genannten reduzierten
Trigheitsmomente war ein Mittel gegeben, die Trigheitsmomente fiir alle
auBerhalb des Schwerpunktes einer ebenen
Flache (s. Fig. 10) gelegenen Achsen auf
einfache Weise angeben zu konnen, falls die
Tragheitsmomente der zugehdrigen parallelen
Schwerpunktsachsen bekannt waren.
Im vorliegenden Paragraphen sollen nun
vergleichende Betrachtungen zwischen den
Trigheitsmomenten angestellt werden, die sich
auf beliebig gerichtete Achsen bezichen,
welche siimtlich durch den Schwerpunkt der Fliche geken.
v Zu diesem Zwecke seien in Fig. 11 zwei Koordinatensysteme vor-
gelegt, deren Koordinaten x und § bezw. y und 7 den Winkel ¢ ein-
schlieBen. Ein Element f
desvorliegenden Querschnit-
tes habe von den Achsen
der beiden Systeme die Ab-
stinde x y, bezw. § 7, die
untereinander in folgenden
Beziechungen stehen:

1.p=a—b>b
y=Yycosa —Xxsine

2, E=c-}d
,,_—:kcosa-—i—ysina.

Bildet man nun nach
§ 15 Abs. 1 der Einfih-
rung fiir die Achsen & und
7 die Triigheitsmomente @¢
und @, so ergibt sich
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1. @f = Ifpn? = Zf(y cos @ — x sin a)?

’ = 3f(y? cos?¢ |- x?sin? @ — 2xy sin & cos )
» = Sfy?cos? ¢ -}- Sfx?sin? ¢ — Sf2xysinqcosa,
und, da nach § 15 Abs. 1 der Einfiihrung
Ef?]z = @xr
Jfx? = Oy,
Efxy = ny,

und nach § 3a, Anmerkung 4
2 sin @ cos @ = sin 2¢ ist,

O = 0O cos® g+ Oy sin?ag — Axysinea, . . . .20
2. @y = g2 = Jf(x cos @ | y sin a)?

” -—-Ef(x’cosga—}—y sln’a+2xysmacosa)

» = Zfx?cos? @ | Jfy?sin?* @ + Sf2xysin @ cos

1 =@, sin?q¢ } @y cos et dyysin2a, . . .21

worin Jfxy= A,y das sogenannte Zentrifugal- oder Deviations-
moment fir die Koordinatenachsen x und y bezeichnet, welches, gleich
den Triigheitsmomenten, ein Moment zweiter Ordnung ist.
Addiert man die Gleichunigen 20 und 21, so erhilt man
1. @f = Oy cos? & - Oy sin? ¢ — Ay sin 2¢
2. @)= 0, sin?a-} Oycos?a -} Jrysin2a
Of -+ @, =6, (sin® @ cos? @) | Oy (sin? @ +- cos® @),
und, da nach § 3a, Anmerkung 1
' sin® @ |- cos?e =1 ist,
04 0,=60.+6, . .. . 22
Die letate Gleichung sagt, dall die Summe der Tragheltsmomente
fiir irgend zwei aufeinander senkrecht stehende Achsen immer konstanten
Wert hat, sofern die Achsen durch einen gemeinschaftlichen Punkt gehen.
Die Werte @ und @, sind von dem Winkel o abhiingig, erreichen alsp
zwischen ¢ =00 und @ = 90° einen grofiten bezw. kleinsten Wert. Der
letste Fall tritt ein, wenn das auf die Koordinatenachsen & 4 bezogene
Zentrifugalmoment Az, gleich Null wird.
Bildet man dleses Moment, so erliilt man
Agy=ZtEn=Zf(x cosa | ysin a)(ycos a —xsina)
” = Sf(xycos® ¢ — x2sin g cos @ + y2sin @ cos ¢ — xy sin? @)
” = Zf[(y? — x?)sin @ cos & -} xy (cos? @ — sin® a)l,
und, da nach § 3a, Anmerkung 2
cos? @ — sin® @ = cos 2a ist,

gy = Zf[(y? -x2) +xycos 2a]

sin 2(1

y = (2fy? — =fx?) -+ Sfxycos2a
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gy = 95:;—&2!sin 2@ dyycos2e. . . . . .23
Diesen Ausdruck gleich Null gesetzt, gibt

w sin 2@ - dxycos 2@ =10
oder, mit cos 2 dividiert,

@x;&tg2a—|—dxy—_—0,

woraus dann
24yy 24y
@x‘—@y_@y—@x )

tg2a=— . 24
folgt.

Die Gleichung 24 bestimmt nun den Winkel @, unter dem die
Hauptachsen des ebenen Querschnittes zu finden sind.

Wird z. B. Ay =0, s0 ist tg2a =0
oder der Winkel ~ a =09,
womit das Zusammenfallen der Haupt- und Koordinatenachsen bedingt wird.

Ist dagegen Ayxy =0 und gleichzeitig @y = Oy, so ist
0
tg 20 = -6',

womit gesagt wird, daB jede Schwerpunktsachse eine Hauptachse ist, was
z. B. bei allen regelmiBigen Querschnitten der Fall ist.

b) Die Zentrifugalmomente.

Wie bereits im Abschnitt a dieses Paragraphen gesagt, sind die
Zentrifugal- oder Deviationsmomente, gleich den Triigheitsmomenten, Momente
zweiter Ordnung, deren Kenntnis die Anwendung der Gleichungen 20
bis 24 voraussetzen.

Die Bestimmung dieser Momente kann graphiseb und analytisch
geschehen. Die erste Form hat mehr bei komplizierten Querschnitten Be-
deutung, bei einfachen Flichen fiihrt meist die Rechnung schneller zum
Ziele,

Im letzten Falle kommt es nun ganz darauf an, was fir Mittel zur
Verfiigung stehen. So kann man z. B. die Zentrifugalmomente mit und
ohne Kenntnis der Haupttrigheitsmomente oder der Schwerpunktsabstiande
berechnen, wie aus folgendem zu ersehen ist,
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1. Die direkte Entwickelung des Zentrifugalmomentes fiir den recht-
eckigen Querschnitt, der mit einer Achse eines beliebig gelegenen
Koordinatensystems gleichgerichtet ist.

Nach den imn vorhergehenden Abschnitt aufgefilhrten Gleichungen
20 und 21 versteht man unter dem Zentrifugalmoment Ay der Koordi-
natenachsen xy den Ausdruck
Ayry = Zixy,

worin f ein Flachenelement des vorliegenden Querschnittes darstellt, fiir
das die Werte x und y die Koordinaten bezeichnen.

~ Der Entwickelung sei das in Fig. 12 gezeichnete Rechteck zugrunde
‘gelegt, das oberhalb der x-Achse zu beiden Seiten der y-Achse liegt. Den
auf der linken Seite der y-
Achse befindlichen Fidchenteil
zerlege man beispielsweise in
gleiche, rechteckige Flichen-
elemente

h
f1=b6'1‘=b-1—11~,

den rechts gelegenen Fléchen-
teil dagegen in gleiche, recht-
eckige Elemente

h
f2=b52:b;2.

Die ersteren Elemente haben die von der y-Achse aus gemessenen
Abszissen

1 1 hl
xl—'_—?d‘l_ __—?—D—’

3 3 h
—-1{2__.—-—24)‘1 ::——2—;1_’
5 5-h

S P

1 1 b,
W= k=g,
3 3 h,
=g kT gy
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Die von der x-Achse aus gemessenen Ordinaten sind bei simtlichen
Flichenelementen der linken und rechten Seite des Querschnittes gleich,
némlich

y:v——?.

Fithrt man nun die genannten Werte in obige Gleichung ein, so
erhilt man das firr den rechteckigen Querschaitt giiltige Zentrifugalmoment

Ayy= Zfxy
» =Zf (—x)y-4-Sfxy
» =Y [ I(—zx)+ f, Zx]

et ST
i)
” =y[—-f—(1+3+5+ )+f2§%(1+3+5—|—....)]

, =y[ gt o ](1+3-|- Lo

Da die in der zweiten Klammer stehende arithmetische Reihe fiir
n-Glieder den Wert n? hat, so erhilt man, unter Einfiihrung der vor-
genannten Werte, fiir y, f; und f, die Gleichung

-

1
dsxy=y on [fzhy — f;h,] n?

b) 1 [, h by ]2
o= (=) g [a—in]s

1) Soll die arithmetische Reihe aus n-Gliedern bestehen, so muf das letzte
Glied der Reihe (2n — 1) sein. Die Summe bildet sich dann in folgender Weise:

‘8= 1 4+ 8 + 5 +..... +@n—5)+@n—3 +@n—1)
s=@n—1)+@n—3 +@n—5)+......- 5 + 8 L 1

2s= 2n 4+ 2n 4+ 2mn +4+......4+ 2n 4+ 2n + 2n
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2v—Db b
dy=-—g— g’ —h)n*
1
»=gb@v—b =h3 . . ... ... P

2. Berechnung des Zentrifugalmomentes ., direkt sus den Triig-
heitsmomenton O, O, und 6,.

Kennt man von einem Querschnitt die beiden Haupttrigheitsmomente
Oy und @y, sls auch das Trigheitsmoment @, bezogen auf eine unter
459 geneigte Achse z (s. Fig. 11), so erhilt man das Zentrifugalmoment
dyy aus der Gleichung 20
Of = Oy cos? ¢ | Oy sin? @ — Ay sin-2 ¢,
wenn man den Winkel ¢ =45% und @z = @, einfihrt. Damit folgt
O, == 0xcos®45° -} Oysin?45° — Frysin 2, 46°
» =0;0,7072 0, 0,7077 — Ay . 1
» =077 (Og 4 Oy) — Ayy
»n = 0)5 (@x + @y) - JXy:
ry=050x+0p)—0;, . . . . . . . . . . F

3. Berechnung des Zentrifugalmomentes 7, direkt aus dem Quer-
schnitt und den Schwerpunktsabstinden.

a) Es sei in Fig. 13 zunichst angenommen, daB das-Zentrifugal-
moment Ay, y, einer Fliche in bezug auf zwei sich rechtwinklig schneidende
Achsen x;y, bekannt ist. Hieran schlieBt sich die Frage nach dem
Zentrifugalmoment Ay, dieser Fliche, bezogen auf die parallelen Koordi-
natenachsen xy, von denen deér Schwer-
punkt 8 die Absténde .£% habe.

Nach der Definition des Zentrifugal-
oder Deviationsmomentes ist an Hand der
Fig. 13 das gesuchte Moment
sy = Zt(x -8y + 1)

» =atxy, + 3% 9 218y, - Stéy
w =+ n2ty, +E3tx, + Eq 3,
worin die statischen Momente der vorlie-
genden Fliche F
Jix, =0 und Ify, =0
ist,
Da ferner
2H{=F
den ganzen Querschnitt darstellt, so erhilt man das gesuchte Zentrifugal-
moment
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ny == dIl y1 -—l— Fg?], e . Fs
welcher Ausdruck der Form nach mit dem in § 15 Abs 2 der Ein-
fithrung genannten reduzierten Tragheitsmomente iibereinstimmt,
b) Bilden nun die Achsen x und y die Hauptachsen des Quer-
schnittes I¥, so wird das Zentrifugalmoment
Axy 3, =0,
womit dann die Gleichung F, die einfachere Form
dxy=F§»)].F4
annimmt.

., ©) Besteht der Querschnitt F' aus einzelnen Flichenteilen ¥,, F,,
F; etc., welche die Schwerpunkte 8,, S,, S; etc. mit den Abstinden & 7,
& My, 345 ete. haben, so kann man die unter a und b genannten Glei-
chungen in der Summenform

n
1y=12(4x1y1+F1§1771). .

n
und 4,y=§F1§1m T (1%

darstelleri, wie es bei den Triigheitsmomenten im § 15 Abs., 3 der Ein-
filhrung geschehen ist. Allerdings hat man hierbei genau auf die Vorzeichen
der Koordinaten zu achten,

NB. Mit Hilfe der in diesem Abschnitt aufgefithrten Gleichungen
kann man bei einfachen Querschnittsformen sehr schnell das Zentrifugal-
moment berechnen.

4. Berechnung des Zentrifugalmomentes ./, und der Triigheits-
momente @y, ©, ohne Kenntnis der Lage des Schwerpunktes S
der Fliche.

Der vorliegenden Betrachtung sei beispielsweise ein aus zwei Teilen ge-
bildeter, in Fig. 14 dargestellter Querschnitt zugrunde gelegt, dessen Inhalt
sich aus F;, und ¥, zusammensetzt. Die Schwer-
punkte S, und S, der einzelnen Flichen mit den
parallel gerichteten Schwerpunkisachsen x, y; und
X, ¥, sind gegeben, ebenso sind die darauf bezo-
genen Trégheits- und Zentrifugalmomente @, Oy,,
dryyy bezw. Oy, Oy, ryy, als bekannt ange-
nomimen.
Gesucht sollen dagegen die Trigheitsmomente
Oy, Oy und das Zentrifugalmoment o/yy des Quer-
schnittes F' fiir die Schwerpunktsachsen xy werden,
die den ersteren Achsen gleich gerichtet sind.
Die Trigheitsmomente @y und @ beiragen
nach § 15 Gleichung 68 der Einfithrung
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Ox = O~ Ox, - Fy 712 + th?zg
und Oy = Oy, 1 Oy, - F 52 Fp 52
Nach der Lehre vom Schwerpunkt erhilt man
Fyn =TF,m, bezw. Fi§, =F,§,

7+ 7, =Db bezw. § 4§ =1,
woraus die Abstinde
F §1

m+ ;,:7‘=b bezw. & 4 it =a,

Fonp+Fip=Feb F§1—|—F§1__Fa,
"71(F2+F1) =F2b ” §1(F +F Fa,

und nach Fig, 14

. Tsb P L
nl_—Fx'*“Fz ” VTR AR
und in gleicher Weise
F;b ‘ F,a
g == . bezw, &, — 17
1+F o & Fy+F,

folgen.
Bildet man nun die Summen

Fin? 4 Fyn?=F, (FF:{_bF >2+F (FF—‘{-—bF )2
F, F,b? (P F,)

i = 1-+-F
FFb

S PR

X . Foa \? Fia \?
fisi+RG =T (’TJTF‘) T <p )
F,F,a?
(F 1+F S
. F,F,a?

kb Fl + F2 b
so erbdlt man nach Einsetzen dieser Werte in die obige Gleichung die
gesuchten Trigheitsmomente

und

F,F, b2
X—@XI+QX°+F +F
1* Fya? F;
und 0y =0y + O+ P

In gleicher Weise bildet sich mit bezug aufl die Gleichungen Fy
und F, dieses Paragraphen das gesuechte Zentrifugalmoment

F, F,ab

xy—dxxyxﬁ"ﬁxeyz‘*“F -}—F Fy
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Sind die Achsen x,y, und x,y, Hauptachsen der Flichenteile F,
und F,, so sind die Zentrifugalmomente ./y;y, und Ay, gleich Null
und man erhilt die Gleichung
Aoy = F,Fyab

e o

§ 7. Trigheitsellipse. Zentralellipse.
a) Die Triigheitsellipse.

Um den im vorangegangenen Paragraphen besprochenen Bezichungen
noch eine bildliche Erliuterung zu geben, sei in Fig. 15 ein rechtwink-
liges Achsenkreuz dargestellt, dessen Schnittpunkt O an beliebiger Stelle des
vorgelegten Querschnittes liegen moge.

Die das Triigheitsmoment fiir eine
unter dem Winkel @ geneigte Achse
ergebende Gleichung 20
Of =@ cos?a|- Oy sin? @— yy sin 2,
worin fiir @f = @, gesetzt sein soll,
liefert dann fiir

1
r= @;’ woraus @ = = folgt,

einen auf der geneigten Achse liegen-
den .Punkt P, der die Koordinaten
Xg=rcos@ und ygo=rsing
besitzt,
Werden nun die Werte oben -eingefiihrt, so erhilt man in der Be-
ziehung
-:5 = Oy coso - Oy sin®q — Ly sin 2 ¢
oder nach § 3a.Anmerkung 4, fiir ,sin 2 @ = 2 sin @cos @“ gesetzt,
1 =0z 1r? cos?a 4 Oy 1 sin?@ — Ay 21’ sin a cos @
oder 1==0;x¢® -+0O;y,® —2LyXaYa. . . . 24a
eifie Gleichung, die eine Ellipse darstellt, deren Mittelpunkt der O- Punkt ist.
Diese Ellipse bildet nun den geometrischen Ort aller derjenigen
Punkte P, welche sich fiir alle zwischen 0° und 360° liegenden Achsen-
winkel ¢ in der oben genannten Weise berechnen und auftragen lassen,
Umgekehrt lassen sich aber auch wieder mit Hilfe der Ellipse die
Tragheltsmomente fir alle Achsen des Querschnittes angeben, weshalb man
diese Ellipse auch die Trigheitsellipse genannt hat,
Da nun jede Ellipse zwei senkrecht aufeinanderstehende Hauptachsen
hat, deren Lagen sich nach der Gleichung 24 angeben lassen, deren Null-
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punkt aber an jeder beliebigen Stelle des Querschnittes liegen kann, so
geht daraus hervor, daB ein Querschnitt unzihlig viele Hauptachsen und
Haupttriagheitsmomente hat.

b) Die Zentralellipse.

Legt man den O-Punkt des Achsenkreuzes in den Schwerpunkt der
Flache, so nennt man die Triigheitsellipse auch noch Zentralellipse, die
mun fiir die praktische Anwendung fast nur allein Bedeutung hat, In
Fig. 16 ist diese Ellipse fir den Fall dargestellt, wo die Hauptachsen
derselben mit den Koordinatenachsen zusammen-
fallen. Hierbei wird nach den letzten Ausfiih-
rungen des § 6 das Zentrifugalmoment gleich
Null. Die Gleichung 20

Of = Oz cos? a+ Oysine — Lyysin2¢
schreibt sich dann, fir @f wieder @q gesetat,
Oq =0y cos’a + @ysin?ag. . . 25

1. Um nun die Zentralellipse aufzeichnen
und die elliptische Eigenschaft besser iibersehen
zu konnen, fithre man an Stelle der.Trigheits-
momente @q, Oy und Oy die Werbe

) -
O = = oder 12 = _——, bezw. r = V“a

1
@x:ﬂ—g » &2=@"x‘1 9 J—V@x,

1 1 / 1
— 2L . - k
Oy=1 » D ey 7 b 1 Oy
unter Beachtung der Koordinaten

Xa
Xg==rcosq@, woraus cose=— — folgt,
T

. . Ye
Yo =T8¢, » sma=—r— PR}

in die Gleichung 25 ein, so erhiilt man in der Beziehung

O = Oy cos® ¢ Oy sin ¢

1 _ 1 Xa 2 1 ya>
oler w=alF) el
oder, mit r? multipliziert,
X | Vol
1 === ;2——‘— —h—*z—- . . . . . . . . . . . . 26

eine Gleichung, welche die Mittelpunkisgleichung der Zentralellipse
darstellt. '
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Die den Haupttragheitsmomenten @; und @y umgekehrt propor-
tionalen Strecken oder Triigheitsarme a und b bilden die beiden Halb-
achsen der Ellipse.

2. Will man zur Konstruktion der Zentralellipse die Trigheitsradien
benutzen, die sich aus dem Verhiltnis der Trigheitsmomente und dem
Querschnitte ergeben, so berechnet man nach der Gleichung 20

O =0, =0xcos’ @ | Oysin®a — Lrysin2a

die Trigheitsmomente fiir 3 beliebig angenommene Schwerpunktsachsen,
bildet daraus mit Hilfe der Gleichung

O“F

2 e 22
=
die Trigheitsradien, welche nach Fig. 17 zu beiden Seiten des Schwer-
punktes senkrecht zu den zugehdrigen Achsenrichtungen aufgetragen werden.
Zieht man nun in den erhaltenen
38 Punkt-Paaren die Parallelen zu
den Achsen, so bilden sie 6 Tangen-
ten der gesuchten Zentralellipse.

Die Zahl der die Ellipse ein-
hiillenden Tangenten kann man nun
nach einem der analytischen Geo-
metrie angehoérenden Satze von Brian-
chon in einfachgter Weise kon-
struieren.

8. Handelt es sich um die
Konstruktion der Zentralellipse fiir
Querschnitte, die eine Symmetrieachse
haben, so sind von vornherein die
Richtungen der Hauptachsen be-
kannt. In diesem Falle hat man
nur noch nétig, die entsprechenden
Tragheitsmomente zu bilden, um
‘daraus die Haupttrigheitsradien und
Hauptachsen zu erhalten.

Man kann aber auch mit den unter 1 genannten Trigheitsarmen
operieren.

NB. Da fiir die in der Praxis tiglich vorkommenden Walzeisen-
profile die Richtungen der Hauptachsen nebst den zugehérigen. Tragheits-
momenten bezw. Trigheitshalbmessern tabellarisch vorliegen, so kann
man im Bedarfsfalle die entsprechenden Zentralelhpsen sehr schnell auf-
tragen.
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§ 8. Die unsymmetrische oder schiefe Belastung.

Die im § 14, 1 der Einfihrung aufgestellte Biegungsgleichung
My, =W .k,* setzt voraus, daB die Ebene der #uBeren Krifte eines
wf Biegung beanspruchten Korpers stets mit einer Hauptachse des Quer-
schnittes zusammenfiillt, wihrend die zweite Hauptachse zugleich die neu-
rale Achse bildet. )
) Diese Annahme trifft nun aber nicht immer bei den in der Praxis
vorkommenden Konstruktionen zu. Vorwiegend im Dach- und Eisen-
konstruktionsbau treten Belastungsfiile auf, wo die Kraft oder Momenten-
sbepe mit den Hauptachsen des Querschnittes beliebige Winkel einschlieBt.
In solchen Fillen spricht man von schiefen Belastungen, bei denen von
vornherein die beiden Mdoglichkeiten

1. ob die einen Korper auf Biegung beanspruchenden Krifte simt-
lich in einer gemeinschaftlichen Ebene liegen oder,

2. ob die angreifenden Krifte in verschiedenen Ebenen auf-
treten

zu unterscheiden sind.

Liegt der erste Fall vor, so zerlegt man jede Kraft in zwei den
beiden Hauptachsen des Querschnittes parallel gerichtete Komponenten,
die dann in jeder Achsenrichtung ein resultierendes Biegungsmoment er-
geben, fiir welches das im § 14 der Einfilhrung Gesagte giltig ist. Im
anderen Falle kann man das resultierende Biegungsmoment in zwei
Momente zerlegen, deren Ebenen in die Hauptrichtungen fallen.

Da es nun auf die Querschnittsform als auf die Art des auf Biegung
beanspruchten Korpers nicht ankommt, sei den weiteren Betrachtungen der
in Fig. 18 dargestellte rechteckige Querschnitt eines Freitriigers zugrunde
gelegt, dessen Hauptrichtungen mit den Koordinatenachsen x y zusammen-
fallen mogen. Die am freien Iinde des Trigers wirkende Kraft P, ie
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mit der x-Achse den Winkel 8 einschlieBt, liefert nach Fig. 18b die beiden
Komponenten Py und Py, zwischen denen nach dem Pythagoraxschen
Lehrsatze die Beziehung

P?—=P,2 | P,
besteht. Multipliziert man die Gleichung mit a2 so gibt

(Pa)* = (Pxa)® + (Pya)?

mit bezug auf Fig. 18a eine Bestitigung dafiir, daB

M2=M.2M;2. . . . . 27
ist, d. h., da8 man, wie Fig. 18c¢ zeigt, auch das mit der x-Achse den
Winkel g bildende Biegungsmoment M ebenso wie die Kraft P in die
beiden Komponenten M, und My zerlegen kann.

a) Die Lage der neutralen Achse.

1. Wiirde das Moment My den Querschnitt allein beanspruchen, so
wiirde die y-Achse die neutrale Achse darstellen, wobei das oberhalb
liegende Material des Querschnittes auf Zug (-}), das unterbalb liegende
auf Druck (—) beansprucht wird.

2. Fiir My, als das allein wirkende Moment, bildet die x-Achse die
neutrale Achse und das oberhalb derselben liegende Material wird auf

Zug (), das unterhalb liegende auf Druck (—) in Anspruch genommen.
‘ 3. Wirken dagegen, wie es im vorliegenden Falle zutrifft, beide
Momente gleichzeitig auf den Querschnitt ein, so lassen die in Fig. 18¢
angegebenen Vorzeichen erkennen, daB der obere Querschnittsteil C nur
auf Zug, der untere Teil D dagegen nur auf Druck, withrend die beiden
links und rechts gelegenen Teile E und ¥ gleichzeitig auf Zug und Druck
beansprucht werden, was nur dann moglich sein kann, wenn 'die neutrale
Achse NN durch die beiden Felder bindurchgeht. Damit ist nun aber
die Lage der genannten Achse festgelegt; sie bilde mit der kX-Achse den
Winkel @,, der sich dann auf folgende Weise bestimmen liBt.

Fiir ein beliebiges in Fig. 18c¢ dargestellies Querschnittselement f,
das von der neutralen Achse den Abstand 7, von den beiden Haupt-
achsen xy aber die Entfernungen y und x hat, erhilt man nach der im
§ 14, 3 der Einfilhrung aufgefithrten Gleichung 59

e
o= g woraus kb_;é folgt,

den Spannungswert ¢ aus
=0
G—“?‘ @ 47’
sofern fir ky, und e die Werte ¢ und 7 gesetat werden.
Wird nun nach § 6, 1 der Wert 7 durch ,y cos g, < xsin a,% er-
setzt, so betriigt die Spannung.
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1 .
00— —(y CO8 @y — X SIn ¢,
UL >

die oberhalb der neutralen Achse positiv, unterhalb dagegen negativ ist,

Nach den Ausfihrungen im § 14, 1 der Einfilhrung ergeben sich
dann die Momente der inneren Krifte fiir die beiden Hauptachsen x y zu

—Xxsing
0%

ag

1. M= — Jpx = — Sfg.x = — 31 %% %
————1—‘"{( €08 @y — X 8in @) X
»y — ae“ y 0 . aO)

1
” _—.——a—g(Efycosao.x—Efxsinao.x)

COS & ¢ sing, (., sing,: cos @, :
y o O g Oy SMayg  csa
a9 ag ag ag
2. My=.+2'py:2fo.y=.Sfyms"oa;“’naoy

1 1
’ :‘Ef 0! —_— i = — Ef . ——-Ef i .
o0 (yeosay — xsing,)y “9( ycosa,.y xsina,.y)

aQ ap o0 ag

Da aber nach dem im § 6 Gesagten die Zentrifugal- oder Deviations-

momente fiir die Hauptachsen den Wert Null haben, so vereinfachen sich
die vorgenannten Momente zu

cos (1, sin @, cos @ sin ¢,
=-—0 3fy2 0 Xfxy= 26— 2

»

sin ao

1. My= oy,

c0s @,
ag

2. M, = Oy

Die Division beider Momente liefert mit Bezugnabme auf Fig. 18¢

sin ao

7 sing, @y C)

2 = tg gy
cos ¢, @y g ‘e,

und da = =cotgg ist,

so ist cotgf= g% tg a,

)

oder tga0=g—x—cotgp’, 1.
¥

Wehnert, Festigkeitslehre IL

[>]
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womit fiir jedes beliebig gerichtete Gesamtmoment, d. h. fiir jeden schiefen
Belastungsfall, die genaue Lage der neutralen Achse bestimmt ist.

b) Die groite Materialspannung.

Wie bereits vorher gesagt, sonst aber auch aus Fig. 18¢ zu ersehen
ist, wird der Querschnitt oberhalb der neutralen Achse auf Zug, unterbalb
auf Druck beansprucht.

Die auf beiden Seiten der Nullinie NN liegenden Querschnitts-
elemente werden entsprechend ihren Abstinden von der Achse NN ver-
schieden beansprucht; die von Null anfangenden Spannungen erréichen
ihren grofiten Wert in den #uBersten Fasern C und D des Querschnittes.
An diesen Stellen addieren sich einfach die groSten Zug- bezw. Druck-
spannungen, welche durch die in den Hauptachsen wirkenden Momente

M;=Mcosf und My =Msing
erzeugt worden sind.

Die Einzelspannungen. erhiilt man aus
M; Mcosg Mecosg x

1. My =Wj;o0y 2u ;=

W, e, 6
X
. My Msmﬂ Msing
2. My——Wxax ”» GI—W_X“ 9_{ @x y,
y

deren Summe dann die Gesamtspannung
Msmﬂ Mcos
R LIS

6=0x+0y= 29
bildet.
Mit bezug auf Fig. 18c¢ erbilt man die groBte Spannung
Msm M cos
amax-— ﬂ + ﬁ
,,—M<S“"g °—°ff> ... 30
en g e

Wird in der letzten Gleichung. §=0% 90° 180° etc, so erhalt
man wieder die im § 14, 1 der Einfiihrung, fiir den einfachen Biegungs-
fall aufgestellte Gleichung 58.

Beispiel. Fibrt man in die Gleichung 30 die Abmessungen des
in Fig. 18 -vorliegenden rechteckigen Querschnittes, namlich

hb3
Oy =15
hS

(O b

=13
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_b
®=73
h
mnd o=
in, so ist
sing h  cosg@ b
Fmax == (bha‘_+hb3"5>
12 12
__[6sing Gcosﬁ)
o =

6M
y = W(bsm B -+hcosg).

Da der. Klammerwert die aus Fig. 19
srsichtliche Horizontalprojektion des Quer-
schnittes darstellt, so ergibt sich die groBte
Spannung

6Mc
Omax = fape-

shung 28
| b

O h?
g, = @ cotgﬁ == hb-”' cotgp’ = cotgﬂ
12

NB. Liegt der Fall vor, dal das resultierende Biegungsmoment M
wie Fig. 20 zeigt, mit der Richtung der einen

Diagonale des Querschnittes zusammenfillt, so
ist
b

tgo :Egcot ﬂ_-—ch—g— b*b E

TR TR R T bR b

2
womit gesagt wird, da die neutrale Achse NN
mit der zweiten Diagonale zusammenfallt.

¢) Die Zentralellipse.

Nach den Ausfithrungen des § 7, b 1aBt sich auch im vorliegenden
schiefen Belastungsfalle die Zentralellipse konstruieren.

Fithrt man z B. in die Gleichung 28 die Werte
3*

Die Lage der neutralen Achse NN ist bestimmt durch die Glei-
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1 1
a= 0. oder @ng,

e 1
b= (;)y ”» @y—-ﬁ

ein und bezeichnet sie als die Halbmesser oder die Halbachsen der Ellipse,
so erhilt man die Gleichung

1
o) a2 2
tgaO:GT:. cotg f = 511— cotg = %cotgp’,
b2

die nach einem Satze der analytischen Geometrie tatsichlich die Mittel
punktsgleichung einer Ellipse darstellt.

Um die Zentralellipse fir den in Fig. 18 und 19 angegebenen
rechteckigen Querschnitt zu erhalten, verzeichne man zuniichst die beiden
Hauptachsen xy des Querschnittes als Koordinaten eines rechtwinkligen
Achsenkreuzes, Hierauf bestimme man aus den Haupt
o trigheitsmomenten @y und @y die Triigheitshalbmesser

_1/9s __1/6=
a_-‘/?undb_.- T

o und trage sie auf “den elitsprechenden Koordinaten
’ auf. Uber diesen Achsen konstruiere man dann nach
% bekannten Regeln die Ellipse.
Trégt man nun unter dem von vornherein ge-
gebenen Winkel g die Richtung des resultierenden
Biegungsmomentes (die Momentenebene) auf, welche die Ellipse in den
Punkten C und D schneidet, so ergibt sich die Nullinie NN als die Pa-
rallele zu den in C und D errichteten Tangenten.
Die Linie NN nennt man den konjugierten Durchmesser von CD,
d. h. der Durchmesser NN halbiert simtliche Sehnen der Ellipse, die mit
dem Durchmesser CD gleiche Richtung haben, und umgekebrt halbiert
der Durchmesser CD alle mit NN gleichlaufenden Sehnen.
Auf,andere Weise kann man auch aus Gleichung 28 den Winkel
a, feststellen, womit dann ebenfalls die neutrale Achse NN bestimmt ist.
Im iibrigen kann man auch fir die letatere Achse das Trigheits-
moment nach der im § 7, b aufgefihrten Gleichung 25 finden.
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Dritter Abschnitt.

§ 9. Exzentrische Zug- oder Druckbelastung.
Kernfliche.

1. Die exzentrische Belastung.

Wird ein beliebiger Querschnitt: auBerhalb der geometrischen Achse
belastet, wie es beispielsweise bei den Grundplatten der freistehenden Krane
und bei mehr oder weniger einseitig belasteten S#ulen, insbesondere
aber bei den Unterstiitzungen im
Mauerwerk beliebig belasteter Frei-
triger der Fall ist (vergl. Beispiel
55 der Einfilhrung), und liegt
der Angriffspunkt der Last P,
wie Fig. 22b zeigt, in einer Haupt-
achse, so wird der Querschnitt
nach Fig. 22c¢ neben Biegung
auch noch auf Druck, im umge-
kehrten Falle der Kraftrichtung
aber aui Zug beansprucht, denn
man kann sich. im Schwerpunkte
S des Querschnittes zwei neue
Krifte angebracht bezw. wirkend
denken, die der im Punkt A an-
greifenden gegebenen Last P pa-
rallel gerichtet und gleich grof sind.

Das mit entgegengesetzten
Pfeilen versehene Kréftepaar lie-
fert das Biegungsmoment ,M; =
P.A«, wihrend die ibrigblei
bende driite Kraft P den Quer-
schnitt auf Druck beansprucht
und im Materiale eine in Fig. 22d
bildlich dargestellte, gleichmiRig
verteilte Druckspannung 64 her-
vorruft,

Das allein wirkende Biegungsmoment My, erzeugt auf der Lastseite
oder rechts der ‘durch den Schwerpunkt gehenden neutralen Achse Druck-
spannungen, auf der linken Seite dagegen Zugspannungen, wie es die in
Fig. 22e dargestellte Spannungsverteilung zeigt.
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Da nun im vorliegenden Belastungsfalle die genannten Normal- und
Biegungsspannungen gleichzeitig auftreten, so braucht man nur die in
Fig. 22d und 22e aufgefiihrten Diagramme zu vereinigen, was in Fig. 22f
geschehen ist.

Aus dem letzten Bilde ist zu erkennen, daB sich die neutrale Achse
NN aus dem Schwerpunkt S nach B, also um die Strecke ey, verschoben
hat. Diese Verschiebung ist abhiéngig vom Abstande 4 des Angriffs-
punktes A der Last P bis zum Schwerpunkte S des Querschnittes.

Die Abhiingigkeit zeigt am einfachsten folgende Betrachtung, bei
der die Biegungsspannung auf der Zug- und Druckseite kurzweg mit gy,
die Normalspannung mit ¢ bezeichnet werden soll.

Aus den in Fig. 22f schraffierten Dreiecken folgt

0:0p=¢eg:e€,

o
ex=e8—;..........31
Nach der im § 14, 1 der Einfihrung aufgefithrten Gleichung 58 ist
0] Mbe
Mb_—; op oder ob——@—,

und nach § 2 daselbst

P=1¢ oder 0:—13.

f
Die. beiden Spannungswerte oben eingesetzt, gibt die Verschiebung
P
f o
SN PO Pe (0] 39

ve .My f.PL A

die

1. far A=0 den Wert e = 0,

2, , A= , , ex=0

liefert, woraus die Tatsache folgt, daB

1. fiir relativ kleine Werte von 4 (vergl. Fig. 23a) die neutrale
Achse auBerhalb des Querschnittes fillt, wobei letzterer nur
Zug oder Druck auszuhalten hat,

2, far verbiltnisméBig groBe Werte von 4 die Lage der neutralen
Achse innerhalb des Querschnittes liegt, wobei gleichzeitig Zug
und Druck auftritt (vergl. Fig. 23b) und daf

3. die neutrale Achse mit der Querschnittsgrenze zusammenfallf,
wenn die Verschiebung e; gleich dem Faserabstande e auf der
entsprechenden Seite des Querschnittes, also ,ex = €%, ist (vergl,
Fig. 23¢). In diesem Falle wird der Querschnitt nur einerlei
Spannungen ausgesetzt, worauf bei der Verwendung mancher
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Materialien besonders zu achten ist. Mauerwerk z. B. sollte man
immer nur auf Druck beanspruchen, da es gegen Zug fast wider-
standslos ist.
Aus den Spannungs-
diagrammen der Fig. 23 er-
gibt sich ohne weiteres die
zusammengesetute,  grofite
und kleinste Spannung ¢;aus
6i=— (Lo .33
worin das Vorzeichen -
fiir die rechte Seite, — da-
gegen fiir die linke Seite
des  Querschnittes  Gel-
tang hat.
In' der Mitte des
Querschnittes tritt immer
die Normalspannung ¢ auf.
NB. Trifft die Ebene
des Biegungsmomentes nicht
eine Hauptachse des Quer-
schnittes, d. h. liegt der
Angriffspunkt A der Last
P auf keiner Hauptachse, so liegt ein Fall schiefer Belastung vor. Hierbei
hat man das anter § 8 Gesagte mit zu beriicksichtigen.

2. Die Kernfliche.

Wie im vorhergehenden Abschnitte bereits gesagt worden ist, hingt
der vom Schwerpunkt S des Querschnittes aus gemessene Abstand ey der
spannungslosen oder neutralen Achse NN von der Auﬁemﬁttelstellung
oder Exzentrizithit A der den Q,ueruhmtt beanspruchenden Normal-
kraft P ab.

Bei mehrfachen Belastungen gilt die resultierende Kraft als an-
greifende Kraft.-

In der Gleichung 32

ex =

2

=lf,

oder ex.A=

~® o

bezeichnet r den im § 7 Abs. b, 2 genannten Trigheitshalbmesser oder,
was dasselbe ist, den quadratisthen Mittelwert der Abstinde aller Flichen-
elemente des Querschnittes von der Schwerpunkisachse.
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Die Gleichung erinnert an das der analytischen Geometrie angehérende,
der Weitldufigkeit halber aber hier nicht niher begriindete Doppelverhiltnis
zwischen Pol und Polare, nach dem die aus Fig. 24a zu ersehenden
4 Punkte Q,, B, Q, A eine harmonische Punktgruppe bilden, in der die
Punkte Q, Q, und B A einander zugeordnet sind.

Fir diese Punkte besteht die Proportion
QUB:BQ, = QA QA
woraus unter Einfiihrung des Halbmessers Q,S =r das zwischen Pol und
Polare bestehende Gesetz
BS.AS — Q8
oder eg. A=r% . . . . . . . . . 34
folgt, das mit der vorgenannten
Gleichung 32 samt der zuge-
hérigen Fig, 24 b in der absoluten
Werten vollstéindig libereinstimmt,
Verschieden ist nur die Lage des
Punktes B, der in Fig. 24a um
die Strecke ey rechts von dem
Punkte 8 liegt, wahrend er in
Fig. 24b um die gleiche Strecke
links von S zu finden ist.

In der ersten Figur heifien
die Punkte A und B einander
zugeordnete Pole in bezug auf -
den Kreis vom Radius r, im
letzten Bilde nennt man den dia-
metral gelegenen Punkt B den
Antipol, und die neutrale Achse
NN die Antipolare des Poles A

Charakteristisch ist die Be-

wegung der Polaren um den festliegenden Punkt, sofern sich der guge-
horige Pol A lings einer Geraden bewegt, die in A senkrecht auf AB
steht und umgekehrt.

Durchlauft andererseits der Punkt A einen gegebenen Streckenzug
oder eine begrenzte Figur, so umhiillt seine sich mitbewegende Polare eine
andere ebenfalls begrenzte Figur und zwar entspricht jeder Seite .der
Grundfigur ein Eckpunkt der erzeugten, bezw. jedem Eckpunkte der ersten
Figur eine Seite der zweiten und umgekehrt.

Fir die Praxis ist nur der Fall von Interesse, wo die Polare NN
den beliebig vorliegenden Querschnitt tangiert (vergl. Fig. 23c); der zu-
geordnete Angriffspunkt oder Pol A beschreibt hierbei fiir alle Lagen der
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Polaren eine begrenzte Figur, deren Fliche man als Kern oder Kern-
fliiche des Querschnittes bezeichnet.

So lange also der Angriffspunkt A in dieser Fliche bleibt, so lange
tritt auch die neutrale Achse N N nicht in den Querschnitt ein, der hier-
bei nur auf Zug oder auf Druck beansprucht wird. Es ist deshalb bei
solchen Materialien, die nur einerlei Spannung vertragen oder ausgesetzt
werden sollen, die Kernfliche von Wichtigkeit.

§ 10. Bestimmung des Kernes einiger Querschnitte.

Die Ermittlung des Kernes eines beliebigen Querschnittes kann mit
Hilfe der Gleichung 32 bezw. 34 analytisch und graphisch erfolgen.

Bei einfachen Querschnitten, z. B. beim Kreis, Rechteck und Drei-
eck, ferner bei allen regelmaBigen Polygonen, ist die Rechnung so einfach,
daB es immer zweckmiBig ist, diesen Weg einzuschlagen, bei den jbrigen
Querschnitten dagegen fithrt zumeist das zeichnerische Verfahren schneller
zum Ziele.

Zur Konstrukfion benutzt man

1. nach Mohr, den Haupt- und Triigheitshalbmesser und

2. nach R. Land, den Trigheitskreis,

Im folgenden seien einige Kernbestimmungen analytisch durch-
gefiihrt,

a) Mit Hilfe des Gesetzes zwischen Pol und Polare.
i. Fiir den Kreisquerschnitt.

Da. der in Fig. 25 vorgelegte Querschnitt einen Kreisbogen zum
UmriB hat und jedem Punkte B der den Xreis umhiillenden, tangierenden
Polaren oder neutralen Achse NN ein Pol A ent-
spricht, so miissen auch alle Punkte A auf einem
Kreise liegen, der den Radius 4 hat.

Nach Gleichung 32 erbélt man

6 , dtz _ r'nm
ex.l——{;, worin 9—6—4_1_’
EE
f= ——4” =r’n

und ey =r ist.
Der Radius 4 des Kernes betriigt dann

rinm
5= ®© 4 _r_lr
T t.ey rPm.r 4 4
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2. Fiir den Kreisringquerschnitt.

Auch fir den in Fig. 26 vorliegenden Querschnitt ist der Kern
cine Kreisfliche, dessen Radiug A sich ebenfalls aus Gleichung 32 be-
stimmen 1aB8t.

Er betragt
© L 4
—_ i — (Dt — 48— — (Rt — 1) -
ex.}.mf, worin @ =(D d)64 (R r)4,

f:(Dz—dz)%z(RL—rg)n
und e, =R ist,

Y ;
Yy~
o) (Bf—rt)7

R? L 12
l == == ;

f.ey (R*—1®)7m.R — 4R

3. Fiir das Quadrat.

Da nach § 9, 2 jeder Ecke des Querschnittes eine gerade Linie
des Kernes entspricht und umgekehrt, jeder Seite des Quadrates eine Ecke
des Kernes zugehért, so muB die Kernfliiche wieder ein Quadrat sein.

Nach Gleichung 32 erhélt man dann
die aus der Fig. 27 ersichtlichen Abstéinde
Ay und A, aus '

10)
em . 11 == ’f}
und
0) , 4
exp: Ay m?—%, worin @, = @, = ?—é,
f= a2,
a
€x1 = §
und
7a\2 a .
259 -.—:“/2 kg) =y V2 st
Damit erhdlt man
a4
=2 =12 Y _01667a
f.eq a2 a
"2
:14
und Ay = '—(‘2-—- e ,_(L; =0,1179a.
f.ex a2z 6y2
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4a. Fiir das Rechteck.

Der rechteckigen Grundfigur entsprechend wird die Kernfliche ein
verschobenes Parallelogramm, zu deren Festlegung die beiden aus Fig. 28
ersichtlichen, in die Hauptachsen fallenden Abstdnde A, und 4, geniigen.

Dieselben ergeben sich nach Gleichung 32 zu

0]
('3x1.},‘_-—_—f—1
8
und exg.lgr——@ff, wo fiir @1::%,
_ v
27127
f=—ab,
a
exlz‘z-)
und exgz——g—

zu setzen ist. Damit ergeben sich nun die ge-
suchten Abstinde

ba?
A= o, = 12 :320,166721
f.ex ab. X 6
‘2
ab3
und hy= 0, _ 12 :E=0,1667b.
f.exy ab b 6
"2

NB. Im iibrigen kann man ebenso einfach fiir die Diagonalrich-
tung oder auch fiir jede beliebige andere Richtung den zugehorigen Ab-
stand A ermitteln. Man hat nur immer darauf zu achten, daB die Rich-
tung von A oder ey senkrecht auf der entsprechenden umbhiillenden Polaren
NN stehen muB.

So ist z. B. der unter dem beliebigen Winkel ¢ gegeniiber der
x-Achse zu messende Abstand A fir den aus Fig. 29 ersichtlichen An-
griffs- oder Grenzpunkt A des Kernes

-l ®

A.eg==

oder =

Hierin bedeutet
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f=ab,
ex=SB". cos g
und nach der im § 6 aufgefilhrten Gleichung 21
O = O sin® @ -} Oy cos® a.
Der Hilfswinkel ¢ ergibt sich aus der trigonometrischen Gleichung

t 1
1 tg(e +ﬁ)=————~fg_ﬁgai§ﬁ )
und nach Fig. 29
b
2 b
2'. tgle + 8) == =
2
durch Gleichsetzen der rechten Seiten der Glei-
chungen zu
tga {-tg8 b

- ’

sl —tgatgl  a
woraus dann

. b
tge +tgf=—(1 —tgatgh)
b b
1 ::'é" - 'é'tga tgﬁ)
b b
tgﬁ—{—; tgatgp’:—a———tga,

b
tgﬁ(l_*_;tga) - »

a-t+btgeg b—atga
tgp -.l—agm ag

)

) Nach der im § 29 angefithrten Bemerkung 4 und 2 ist
sin (¢ 4 ) =sin « ¢os g + cos ¢ sin 3,
co8 (& #) = cos & cos § — sin ¢ sin 3.
Beide Gleichungen dividiert, gibt
__sinacos -+ cos esin g
tgla+p)= Cosa cosf —sin asin g
Den Zahler und Nenner mit cos « cos g dividiert, liefert
sinecos f , cosesin g
cosaCcosSf  cosacopsf
cosa cosf  sing sin g
oS ¢ cos # T cosa cos_,é
_ twatige
1 —tgatgg’

tg (e + f =
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tg@(a-btga)=>b —atge,
__b—atge
Bh=_ +btga
folgt.

b) Mit Hilfe der Zentralellipse.
4b. Fiir das Rechteck.

Nach den Ausfiihrungen des § 7, Abs. b konstruiere man zuniichst
die Zentralellipse, indem man die in die beijden Hauptachsenrichtungen
fallenden Trigheitsradien

1 /5.
_1/8_ ]2"’1/?_‘1‘ _
r, = 3= 5= E_V1—2 =(0,289a
und
1
IR AT
o e e e

als Halbachsen der aus Fig. 30 ersichtlichen Ellipse
auftriigt und dariiber die Zentralellipse in bekannter
Weise aufzeichnet. Hierauf kann man mit Hilfe
der Gleichung 34 bezw. 32

ey . Ay =12 worin = Q ist,

f

den vom Schwerpunkt 8 des Querschniftes aus
gemessenen Abstand 1, fiir simtliche Kernpunkte
A bestimmen.

Die Strecke ¢y ist hierbei immer der lot-
rechte Abstand der Polaren oder Nullinie NN, die
den gesuchten Kernpunkt A zum Antipol hat.

Unter r ist stets der Triigheitshalbmesser verstanden, der mit ex und
Ay gleiche Richtung hat.
A Wie bereits unter Abschnitt & gesagt, geniigt es vollstindig, die auf
den Hauptachsen liegenden Kernpunkte A, und A, festzulegen; sie sind
bestimmt durch

1. Agy .05 =1,

4a2
2 12 a
Y =1 2=
ey a8
2

und
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2. Aga . Ox9 =T,%,

b2

i _r22__1_2___h

xZ“em_—_’ba_ 6
2

5. Fiir das gleichschenklige Dreieck.

Auch hier in Fig. 31 muB die Kernfliche eine der Grundfigur
dhnliche Figur sein. Fir die Polare oder neutrale Achse N, N, findet
man den Antipol A, bezw. den Abstand i, nach der Gleichung 32.

(.).
Ay.eg = —f’ .
0] . bh?
" =13—;‘x—1—, worin @, =@=%—,
b h
f=—
2
und ey, = 2h
betrigt.
Die Werte ejingesetzt, liefert
b h8
36 h 1
"R T
23

In diesem Abstande wird die Kernfliche von einer Geraden be-
grenzt, die zur Grundlinie b oder Hauptachse x bezw. zu der meutralen
Achse N; N, parallel lduft,

Fiir die mit der Grundlinie b zusammenfallende Polare oder neutrale

Achse N, N, érhilt man nach derselben Gleichung 82 den Antipol A,
bezw. den Abstand 4, zu

)
€xg+ /y2 = “%2»1
6, e bh?
by = Foy warin fir @y, =0 = 36"
b
2

und ey, = —;h

zu setzen ist. Damit wird
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b h8
e 36 h 1
lz_f-exg_—ﬂ }—hw?-—-—h.
23
Die Hohe der Kernfliche betriigt mithin
1 1 3 1
b=kl =yh+ gh=g3h="17h

Die Grundlinie oder Breite by des der Grundfigur #shnlichen Kern-
dreieckes folgt dann aus der Proportion

he:h=by:b,
LTub
b_?B_'E_‘* . .__b___ib
¥ = h T T w4 4

6. Fiir das allgemeine Dreieck.

Mit bezug auf die Ahnlichkeit der Kernfliche mit dem vorgelegten
Dreieck braucht man in Fig. 32 nur eien Eckpunkt des Kernes zu be-
stimmen, von dem aus.die beiden Parallelen zu den entsprechenden Seiten
der Grundfigur gezeichnet werden, die dann in den Durchschnitten der
Seiterhalbierenden die beiden iibrigen Eckpunkte des Kerns ergeben.

Um nun z B. den Kernpunkt A zu ermitteln, der den Antipol fiir
die mit der Dreieckseite b zusammenfal-
lende Polare oder neutrale Achs¢ NN
darstellt, denke man zunichst daran, daB
der Punkt auf der Seitenhalbierenden B, §
liegt, die mit der aur Seite b parallel ge-
richteten Schwerpunktsachse EF die schief-
winkligen Koordinatenachsen bildet, fiir
die das Zentrifugalmoment des Quer-
schnittes gleich Null ist.

Der Abstand A' des Punkies A vom Schwerpunkte 8 ergibt sich
dann nach der Gleichung 32 zu.

@!

£

) .

A= ——, worin @ =@ .cosec?g,?)

f.e'y
__bh® _ b(h'sing)®-
T 36 36 ’

} |
A.ey=

C]

ey = % h*
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bh b. h‘smﬁ
und f=— 5 ——2———— t.
Damit erhilt man

b(h'sing)® 1

L coseczp 36  sin’g
f.e'x bhising 1 B
2 i)

__b(h)?sin®g.6 k'

” " b(d)sin’6.36 6’

womit der Kern vollsténdig bestimmt ist.
Im iibrigen konnen in gleicher Weise die beiden anderen Eckpunkte
des Kerns analytisch festgelegt werden, deren Polaren oder Nullachsen
mit den entsprechenden Seiten des vorgelegten Dreieckes zusammenfallen.

Einfiihrung schiefwinkliger Koordinaten.

Ist ein Querschnitt anfinglich auf ein rechtwinkliges Koordinaten-
system xy bezogen und dreht man. z. B. die y-Achse, bei festhegender
0 x-Achse, um den Winkel (90°— () in die Lage
Gy ! y', so ergeben sich nach Fig. 33 die schief-
winkligen Koordinaten

x':x—ycotgﬁ
y

’ —_— - JE———
und y Y smﬂ y cosec .
N Die fiir das rechtwinklige Achsenkreuz giil--
\y tigen Momente 2. Ordnung
Y
Fig. 33. Oy = =fy?; Oy = Zfx? und Ly = Jixy

gehen fiir die schiefen Achsen iiber in
Oy, = If(y')? == If(y cosec §)? == cosec? § Sfy® = @y cosec’ §,
Oy, = Sf(x")? = Zf(x — y cotg §)* und
Ay y, = Zfx'y' = Zf(x — y cotg §) . y cosec § 35
» =cosec@(Zfxy — Sfy?cotg )
» = cosec @ (dxy — O cotg f§).
Das letzte Zentrifugalmoment erreicht fiir
ﬁ

cotg 8 = 36

den Wert Null, woraus dann auch der kael g ermittelt werden kann.

7. Fiir den I-Querschnitt.

Da der in Fig. 34 vorliegende Querschnitt in bezug auf die beiden
Hauptachsen xy symmetrisch ist und die Eckpunkte der Kernfliiche auf
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den Hauptachsen liegen, geniigt es, die Abstinde Ay und A fir die ent-
sprechenden’ Nullinien N; N; und N, N; zu bestimmen.

. Die Gleichung 32 liefert fir

N, N, den auf der x-Achse liegenden

Kernpunktsabstand 2y

Ay ey= Qf{,
6x
Ay ey.f’
worin ey ==
f=bh—bh,

und @ = 15 (bh?— b, by ist.
Die Werte eingefiihrt, gibt

1 3 3
AR A

1
~6h bh—b, b, "

A=
% (bh — b, hy)

Fir N, N, erbélt man den Abstand 1y zu

heoee=22,
lx=e?.yf, worin ey :4.%
und @,;%(2 0b®-h, 4,3 ist,
1-
N U T s X,
» "_;_ Gh_bny 60 PR—Bb

8. Fiir die Ellipse.

Der Antipol oder Kernpunkt A beschreibt fiir alle, die gegebene
Querschnittsfliche umhiillenden Polaren NN wieder eine Ellipse, die der
ersteren #hnlich ist.

Die Halbachsen Ay und A; der Kernfliche erhalt' man unter Be-
nutzung der in Fig. 35 punktierten Zentralellipse, deren Trigheitshalb-
messer

Wehnert, Festigkeitslebre IL 4
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5
o _1/%_ T /b
=Vt abn  J a2
33
L Q;_‘_sz”_ ® a
YV TV abr V1T 2

sind, in gleicher Weise wie beim Rechteck.
Fiir die Polare N, N, -ist der Antipol
bestimm¢ mit
" Ax.ex=rs%

b\2
. (7) b

Iy=t = —

ey b 4’
Der zur Polaren N; N, gehdrige Antipol
A, ergibt sich aus
hy. ey =1y

und

§ 11. Berechnung der Biegungsspannung mit Hilfe
des Kernes.

Wihrend im § 8 Abs. b die Materialbeanspruchungen fiir den
schiefen Belastungsfall bereits bebhandelt worden sind, soll nunmehr im
vorliegenden Paragraphen eine Lésung angegeben wetden, wie man mit
Hilfe -der Kernflache und der Zentralellipse die Biegungsspannungen fiir
jeden beliebigen Querschnitt ermitteln kann.

Zur Erlauterung sei wieder der im § 8 in den Fig. 18 bis 20 dar-
gestellte rechteckige Querschnitt gewiihlt Die Momentenebene sei in
Fig. 86 durch die Spur K K bezeichnet, in der das Kréftepaar vom Bie-
gungsmomente M wirken mige. Dieses Moment kann man sich aus einer
unendlich fernwirkenden Kraft -von unendlich kleiner Grofe bestehend
denken, deren Angriffspunkt daher der unendlich ferne Punkt der mit
dem Querschnitt zusammenfallenden Spur KK ist. Fiir diesen Punkt
bildet dann die durch den Schwerpunkt des Querschnittes gehende neutrale
Achse NN die Antipolare (vergl. § 9), die nach § 8 Abs. ¢ mit der
Richtung des zur Spur KK konjugierten Durchmessers der Zentralellipse
zonsammenfillf,
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Hat man also fiir den vorliegenden Querschnitt die Zentralellipse
konstraiert, so ergibt sich die Richtung der neutralen Achse NN, als
Parallele zu den in den Schnittpunkten C und D errichteten Tangenten.

Nach § 8 Abs. b tritt nun die grofte Materialspannung Gyax an
den Kanten auf, die den grofiten Abstand e von der Nullinie haben.
Bezeichnet man mit @y das Triigheitsmoment des Querschnittes in bezng
auf die neutrale Achse N N, das darauf
bezogene Biegungsmoment mit M sin d,
so ist mnach Gleichung 58 der Ein-
fithrung

. 0]
M sin 6 = — Gpmax.
e

Weiter ist nach Gleichung 32
bezw. 34 mit bezug auf die in Fig. 36
eingefithrten, mit der Spur KK parallel
laufenden Bezeichnungen 2, e; und r,’
Avoep=(r)%
oder unter Einfithrung der zu NN lot- Fig. 36.
rechten Abmessungen

N

I ot {
T, =7r,'sin d, woraus r,' = 1~ folgt
1 1 ’ 1= Ging 8
d i °
un e=e,smd', 2 el=m »
i L:(L>2
1" sin g sin 0
oder A .esind==r?2

worin r; = ] / %N— den Tragheitshalbmesser darstellt.
Den letzten Wert eingesetzt, gibt
A .esind = QfN ,

woraus man

Oy = lyefsind
erhilt. Diesen Wert in die obere Biegungsgleichung eingefiihrt, liefert
die groBte Spannung

M sin § = MoL8in éamx,
M= llfomaxa
M M
O'm;:x:zl—f:w"‘.. . . 37

4%
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In dieser Gleichung bezeichnet W das bereits im § 14, 1 der Ein-
fithrung genannte Widerstandsmoment des Querschnittes, welches hier
als das Produkt aus Querschnitt f und Kernpunktsabstand 2, de-
finiert ist.

Die Richtigkeit der letzten Definition ergibt sich aus dem folgenden:
Nach § 14, 1 der Einfiithrung '

w=2.
e

Nach Gleichung 32 bezw. 34

he=r2=

o
f’

woraus man
O =Jef
erhilt, Diesen Wert in die erste Gleichung eingesetzt, gibt

w0 _Aef e . . 87a
e e

NB. Aus dem vorstehenden ist zu ersehen, daf, falls die Kern-
fliche eines Querschnittes bereits gegeben sein sollte, die Bestimmung der
groften Materialspannung bedeutend einfacher und schneller geschehen
kann, als es im § 8 Abs. b moglich ist.

Vierter Abschnitt.

§ 12. Die Schubspannungen im gebogenen Balken.

Wie bereits in der Einleitung des § 23 der Einfithrung angedeutet,
treten bei einem auf Biegung beanspruchten Kérper neben den Normal-
spannungen auch Schubspannungen auf, die nach den Ausfilhrungen des
§ 13, 2 der Einfihrung immer nur paarweise und zwar senkrecht zuein-
ander gerichtet auftreten konnen. Der Geringfiigigkeit halber konnten
aber innerhalb' der Lehre von der Biegungsfestigkeit die Schubspannungen
vernachlissigt werden, was nunmehr bei der zusammengesetzten Festigkeit,
wo die Schubspannungen unter Umstinden sehr betrichtliche Werte an-
nehmen kénnen, nicht immer angingig ist.

Es soll deshalb der vorliegende, zugleich als Ergiinzung der Bie-
gungsfestigkeit dienende Paragraph die Schubspannungsverhiltnisse im
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gebogenen Korper fiir den Normalfall erliutern, bei dem die Kraftebene
des biegenden Momentes die Symmetrieachse des Querschnities darstellt.

a) Der Querschnitt des auf Biegung beanspruchten Kérpers
_ sei ein Rechteck.

An die Ausfiihrungen des § 14 der Einfithrung anschliefend, sei
der weiteren Betrachtung wieder ein in Fig. 37 dargestellter Freitriger
gewdhlt, der beispielsweise am &uBersten Ende mit einer Einzellast P be-
lastet ist.

In den Querschnittselementen oberhalb der neutralen Faserschicht
NN treten bei der Biegung des Trigers Zugspannungen, unterhalb da-
gegen Druckspannungen auf, die die entsprechenden Fasern verlingern
oder verkirzern. Vergl. die Fig. 48 und 88 in den § 14 und 20 der
Einfithrung.

Wie bereits im § 14, 1 daselbst gesagt, stehen diese Spannungen
und Dehnungen im proportionalen Zusammenhang mit den von der neu-
tralen Achse aus gemessenen zugehorigen Faserabstiinden.

Andererseits wachsen aber auch die Spannungen und Dehnungen
mit der Zunahme
des Biegungsmo-
mentes, d. h. mit der
Liange des Hebel-
armes der Kraft P.

Um nun die
Schubspannung ¢
zu finden, die in
einem,im Abstande
7 von der neutralen
Faserschicht NN

aus gelegenen
Léngsquerschnitte
auftritt, denke man
sich, wie Fig. 37 zeigt, zwei Giber die Triigerbreite b reichende und parallel
der Stirnfliche gerichtete Querschnitte
fi=A,B;C,D; und f;=A,B,C,D,,
in deren Schwerpunkten die Zugkrifte ‘

Z, =1, 0, =b(e—12).‘~j&_2t—611
und Z, =f,0, ~:_b(e—-fl]).m;g?"—2

wirken, sobald die am Trigerende angreifende Kraff P zu wirken anfiingt.
Da nun im vorliegenden Falle
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Zy>12,
ist und das zwischen den Flichen f, und f, liegende Material heraus-
geschnitten gedacht werden kann, so bleibt nur noch die rechteckige
Flache
=C,C,D, D,

zur Aufnshme der Differenzkraft iibmg, welche dann die Kraft 8 dar-
stellt, mit der die Flache auf Abscherung beansprucht wird. Diese Schub-
kraft hetriigt

S=zg—zl=b(e—q)%~%ﬁ@_b(e—q)&‘§!1’ﬂ

b{e —
99— (62 ﬁ}(obz'l_om‘—ﬂel—vq;),

worin nach Gleichung 58 der Einfithrang mit bezug auf Fig. 37

0] e e
1, Mh] = ;’0‘01 bezw. Opy =-§Mb1 =S EPII
0]
oder w = ';2‘ Opg » Oy = % My, = %Plx )
(0] e e
2. My, = 3 Oes bezw. g, =§Mb2 = —(_—)Plg
oder y = -,; Ong » Opp= %sz — %P] 4

ist. Fihrt man die letzten Werte ein, so ergibt sich die Schubkraft S aué
__be—19) (e 7 e y )
S= 3 -@—Pl,,—]»@Pl,,—--aPl,—(-QPI1

=2 et ) — Lo+ )
_;b(e—r)) P

” 2 6 (e + ’7) (]2 - 11)

P
"=36 (I — 1) (@ —7?)h.
Da nun andererseits die Schubkraft 8 nach Gleichung 40 der Ein-
fithrung den Wert
S=f.e=b(l,—1).7

hat, so.erhilt man durch Gleichsetzen der beiden S-Werte die gesuchte
Schubspannung 7 zu

P
b, —1)r= 2@(12 — 1) (2 — 79D,
P !
'c:?@(e’-——q?), e .. . . . . .38
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worin G = ST ist.

Diese Gleichung 148t erkennen, daB
fiir 7=-¢, die Schubspannung den Wert Null, dagegen
w =0, - " » groBten Wert erreicht.
Der Maximalwert der Schubspannung fiir das vorliegende Rechteck

betrigt somit
P 6P (h\* 3P 3P
Tmax = bhs(ez—o)—m (’2—) =§§E =‘2“
12
worin f den Querschnitt des rechteckigen Triigeérs darstellt.

Bestimmt man nach Gleichung 38 fiir simtliche Werte von 7, d. h.
von =0 bis y=¢e, die zugehdrigen Schubspannungen und trigt man
sie graphisch auf, wie es in Fig. 87 geschehen ist, so liefert die Begren-
zungslinie eine Parabel.

NB. Wihrend die vorstehend betrachteten Schubspannungen in der
Lingsrichtung des Trigers wirken, treten diese nach § 13, 2 der Ein-
fiihrung — nach -dem Schubspannungen immer nur paarweise auf-
treten. konnen — auch gleichzeitig in der Querschnittsrichtung auf, so
daf die Gleichung 38 auch hierfiir giiltig ist.

b) Der Querschnitt sei von beliebiger Form.

Man wihle wie vorher wieder zwei parallele Querschnitte, die vom
duBeren Ende des Triigers die Abstinde 1; und 1, haben. Diese Quer-
schnitte sollen unter der Belastung des Trigers von den Zugkriften Z, und
Zy beansprucht werden. (S. Fig. 38.)

Fiir eine beispielsweise im ersten Querschnitt liegende Faserschicht
vom Inhalte fy, die einen Ab-
stand 7y von der neutralen Faser
NN hat, betriigt die Zugkraft p

p="1y0y,
worin nach § 14, 1 der Ein-
fithrung
Oy:0ey =7y:€
oder
—Te1 My

e
ist. Bildet man fiir alle zwischen
den Abstinden 7 und e liegenden Faserschichten die Zugkrifte, so bildet
die Summe derselben die Zugkraft Z, des Querschnittes f;, néamlich

Oy
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worin nach § 14, 2 der Einfiihrung

e
;v vy =fiy= Mg

das statische Moment der Fliche f; hinsichtlich der neutralen Achse be-
deutet.. A
Da nun nach Gleichung 58 der Einfiihrung

6
My, = o Oey
oder ot My,
e 6

ist, so folgt
Y M Pl
Z,= elfy @bl Mst—ﬁlMst-
In gleicher Weise erhilt man fiir die zweite Fliche f, die Zugkraft

Z,— "e““’ gy Pl

e Tt e
Die Schubkraft S bildet sich dann aus
P1 Pl P
1. 8=272,—7,= @2 M, — @‘ Mst=—§Mst(]g—]1),

und nach der Schubgleichung 40 der Einfiihrung zu - 88a

2. 8=f.z=(0—L)x.7.
Das Gleichsetzen beider Gleichungen liefert die gesuchte, horizontal
gerichtete Schubspannung z zu

P
— ]1)XTy =§ Mgt (I, — 1),

P Mst P M

' "Tex x 0

die nach den im § 13, 2 der Einfilhrung gegebenen Erlduterungen auch
senkrecht dazu, also in Richtung der Kraftebene, wirkt.

Da nun die Schubspannungen in den Querschnittselementen der
Umfangspunkte, z. B. der Punkte D und C in Fig. 88, tangential zur
Begrenzungslinie des Querschnittes gerichtet sind, so erbilt man eine all-
gemeinere Gleichung fiir die Schubspannung 7, indem man den

Neigungswinkel ¢ einfithrt, den die jeweilige Schubspannung mit der
y-Achse bildet.

39
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Nach Fig. 88 folgt mit bezug auf Gleichung 39
Ty =7€C08Q

1 P M, -

"Tsa cosa x O 40

Fiir den Winkel ¢ =0 erhiilt man wieder die Gleichung 89, fiir
=0, den Wert fiir die Tangentialspannung r,.

NB. Die in letater Gleichung aufgefiihrte Einzellast P des Triigers
stellt nach dem Vorstehenden mit bezug auf das im § 23 der Einfiihrung
iiber das Schubkraftdiagramm Gesagte, gleichzeitig die den. Querschnitt des
Triigers senkrecht beanspruchende Schubkraft dar, _

Liegt nun z. B. ein mehrfach belasteter Trager vor, wie es bei
den im § 23, a der Einfilhrung unter 2 bis 4 angegebenen Belastungs-
fallen der Fall ist, so behilt die Gleichung 89 ihre Geltung, nur tritt an
Stelle der Einzellast P die Summe der einzelnen den Triiger beanspruchen-
den Lasten, die aus der zugehérigen Schubkraftfliche zu ersehen ist. .

oder ¢ =

¢) Die Schubspannungen einiger einfachen Querschnitte.
1. Fiir den rechteckigen Querschnitt.

Obwohl dieser Fall bereits im Abschnitte a behandelt worden ist,
sei er hier vergleichsweise nochmals aufgefiihrt.
Nach Gleichung 40 ist mit bezug auf Fig. 39

_ 1 PM,
cosax O’
worin ¢ = (O,
cosa=1,
x=b,
Ma=tfy=be—n (°3 +n)
» =be—n) +7]——b —7

2
bhd
und 6—=T2— betréigt.
Diese Werte eingesetzt, gibt

b(B2——728)
v 1P ’2_’"__2 (e*—-1n%6
“1b bh® " ~ b hd ’
19

Fir =0 erreicht die Schubspannung 7 ihren groBten Wert
__ P e?6 6P h? 3P 3P

T b h3 b 4b® 2'bh 2°f’

der mit dem Resultate im Abschnitte a tibereinstimmt.

Tmax
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2. Fiir den kreisférmigen Querschnitt.
Setzt man in Gleichung 40 anstatt ¢ und a die Werte 7, und L2
so lautet dieselbe
1 P M

cosa, x O
Hierin bedeutet nach Fig. 40

xX=2.T cos @y,

Z‘o—-

rim
8= 4
x3 x3  (2rcosa,)?
d =f,.y=f =0
und My =f,.y=h or=15 12
”» =§racosnao.
Die Werte eingesetzt, gibt
2
18,043
N p zricosl e,
T°_cosa0'2rcosao' =
4
=1 cos ¢
T8t 0
_4 Pcos
" =3

Fir den Winkel ¢,=0° erreicht die
Schubspannung 7, ihren grossten Wert

_4F
Tmax—a‘f-

3. Fiir den kreisringformigen Querschuitt.

Da fiir gewdhnlich nur die gréBte Schubspannung, die in der neutralen
Achse auftritt, von Interesse ist, sei im folgenden auch nur diese Spannung
angegeben,

Um die Entwickelung wesentlich zu
vereinfachen, sei angenommen, daB die Ring-
fliche eine verhiltnismdBig geringe Breite
besitzt.

Unter dieser Annahme folgt dann mit
bezug auf Fig. 41

1 P M,

IL' —— —
mex = osa x 0

worin
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a==05
x=D—d= 24,
DP=D—4,

2D=2D—2=2D—(D—d)=D-}4d,
@=(D4—d4)£=(D2-—d’)(D2+d2)£L4

_n (D 4 d2)
,,——a(D —d)(D +4d) —v—i)?

-7 95.97. 2=§ 3
»=gq 26.2D.2D oD

Dnd D ’D’d
und M,,t_...fy_._m— nT g
betrigt. Die Werte eingesetzt, geben die grofte Schubspannung
Din
. 1 P "2 2P 5. B
maxE— 75— =X 3= 3
1°24° E oD Dn f

Fiinfter Abschnitt.,

Die verschiedenen Belastungsfille.

Wie bereits in der Einleitung gesagt, handelt es sich innerhalb der
zusammengesetzten Festigkeit stets um die Ermittelung der grofiten im
Material auftretenden. Spannungen. Es mogen die Maschinen- oder Kon-
struktionsteile heiflen oder beansprucht werden, wie sie wollen, die darin
auftretenden Spannungen kéunen sich -immer nur zusammensetzen aus

a) verschiedenartigen Normalspannungen,

b) o » Schubspannungen und

c) » " Normal- und Schubspannungen
GemiB dieser Einteilung kann man nun die mannigfaltig in der tiglichen
Praxis vorkommenden Belastungsfille in die nachbenannten drei Gruppen
zerlegen, die dann eine einfache Ubersicht iiber die gesamte Konstruktions-
lehre gewihrt.
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1. Gruppe.

§ 13. Das Zusammenwirken verschiedenartiger
Normalspannungen.

Hierher gehoren die sémtlichen Konstruktionsteile, die aufler Biegung
auch gleichzeitig noch auf Zug oder Druck beansprucht werden. Vergl.
§ 9 Abs. 1.

* Je nachdem die Zug- oder Druckkraft zentrisch oder exzentrisch
auf den Querschnitt eines belasteten Korpers einwirkt, kann man folgende
Belastungsfille unterscheiden:

1. Der an einer Seite eingespannte Korper wird am freien Ende
mit einer achsial gerichteten, exzentrisch wirkenden Kraft P auf
Zug beansprucht.

Wiirde die Zugkraft P in Fig. 42 zentrisch, d. h. gleichmiBig iiber
den ganzen Querschnitt verteilt wirken, so kiimen die in den § 2, 8 und
9 der "Einfithrung besprochenen Verhiltnisse in Frage.

Sobald aber die Kraft P exzentrisch wirkt, werden die Querschnitts-
elemente auf der Kraftseite mehr beansprucht, als auf der Gegenseite.

Um eine einfache Vorstellung zu ge-
winnen, denke man sich in der durch den
Schwerpunkt gehenden geometrischen Achse
die gegebene Kraft P als Hilfskraft zweimal
— als Zug- und Druckkraft — angebracht,
so bildet die gegebene Kraft P mit der Zu-
satzkraft — P ein Kriiftepaar, welches den
Korper auf Biegung beansprucht.

Die iibrig bleibende Zusatzkraft -|-P
belastet dann nach § 2 der Einfithrung: den
Korper auf Zug.

Wihrend nun in Fig. 42 die von der
letzten Zugkraft P herrithrende, gleichmaBig
iiber den Endquerschnitt B verteilte Zug-
spannung ¢, von der Grofle

0z —

| g

infolge des Korpergewichtes G bis zur Befestigungsstelle A’ zunimmt, die
fiir gewohnlich aber aufler Rechnung bleiben kann, wird die am freien
Ende B auftretende groBte Biegungsspannung op, vom Werte

' M, M,

wW-e°

Op =
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entsprechend der Verkleinerung des Hebelarmes d kleiner; sie erreicht den
kleinsten Wert an der Befestigungsstelle A.

Praktischen Wert hat jedoch nur die grofite Biegungsspannung, die
sich im Endquerschnitt B mit der Zugspannung summiert und daselbst
die Materialbeanspruchung

Gi = 0z £ Op =

herbeifiihrt.
In dieser Gleichung beriicksichtigen die Vorzeichen - und — die
Biegungsspannungen der am meisten belasteten Querschnittselemente der
Zug- und Druckseite, deren Abstinde von der geometrischen Achse e, und
¢, sind. Da im vorliegenden Belastungsfalle nur das obere Vorzeichen
Bedeutung hat, -erhdlt man die groBte Materialspannung ¢; aus

P M
o;:oz+ab=¥+@3’e G e e e 41

NB. Ist die Zug- und Biegungsfestigkeit eines Materials wesentlich
verschieden, wie es z. B. beim GuBeisen der Fall ist, wo die Biegungs-
festigkeit etwa das 1,75fache der Zugfestigkeit betriigt, so hat man in
Gleichung 41 den ersten Wert noch mit g, oder den zweiten Wert mit

1 zu multiplizieren, falls man die Biegungsspannung oder die Zugspannung
0
als praktisch zuldssige kombinierte Spannung zugrunde legt.

Der vom Material abhéngige Koeffizient @, ergibt sich aus

ky  zul. Biegungsspannung"

ﬁ":]—;—z " zul. Zugspannung - Ha

Verschiedenseitige Versuche haben ergeben, daBl der genannte Unterschied
wesentlich von- der Querschnittsform abhéingig ist. Je mehr sich der
Querschnitt nach der neutralen Achse zusammendriingt, desto grofler wird
die Biegungsfestigkeit.
Die Gleichung der elastischen Linie fiir eine beliebige Querschnittsstelle 1x
lautet
Cos{alx) —1 .
~ Cos(al)
welche fiir Ix =1 die grofte Durchbiegung
_6Cos(al)——1_6( 1 )
7 Cos(aly Cos(al)
erreicht.
Hierin bedeutet

al —al
Cos(al):e—-—i—ge———

den hyperbolischen Kosinus von (al),

a= Vﬁ in BogenmaB, oder
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a=l%°]/ﬁ% in Gradmab

gemessen.

Das fiir den Abstand 1z in Frage kommende Biegungsmoment Mx betrigt
Cos(alx)
Mx=Pd 5o (al) ’
das fiir 1x =1 den grébten Wert
Mmax = P 6
annimmt.
NB. Setzt man
Cos(al) = 1 4 por
os{al) =1+ JE@’

so erhilt man brauchbare Anniherungsgleichungen.

2. Der an einer Seite eingespannte Kirper wird am freien Ende
mit einer beliebig gerichteten Kraft P auf Zug beansprucht.

Wird ein Karper mit einer Kraft P belastet, die mit der Achsen-
richtung einen Winkel einschlieBt, so sind die drei aus Fig. 43 ersicht-
lichen Angriffsfille moglich.

In Fig. 43b greift
die Last P den am meist
beanspruchten Endquer-
schnitt im Schwerpunkt
an. Der Angriffspunkt
in Fig. 43a liegt rechts,
in Fig. 43 ¢ dagegen links
vom Schwerpunkt.

In allen Fillen
kann man die gegebene
Kraft P als Mittelkraft
in die beiden senkrecht
zueinander  gerichteten
Komponenten Py = P
sing und Py=DPcosa
zerlegen, womit sich dann
ihnliche Verhiltnisse er-

geben wie bei dem vorangegangenen 1. Belastungsfall

In allen drei Fallen verursacht die Vertikalkraft Py eine Zugspan-
nung o5 die Horizontalkraft P, dagegen eine Biegungsspannung. oy, die
mit bezug auf den zur Bildung des Biegungsmomentes dienenden Hebel-
armes 1 mit opq), anf der Zug- und Druckseite aber mit Gy und Opaq)
bezeichnet sein soll.

Die in Fig. 43a und ¢ exzentrisch wirkende Vertikalkraft P, liefert,
am Hebelarm § wirkend, auf der Zug- und Druckseite des Endquer-
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schnittes noch eine weitere Biegungsspannung gy (§) bezw. Ova(d) die im
ersten Fall die vorgenannte Bxegungsqpannung noch vermehrt, im letzten
Fall dagegen vermindert.

Fiihrt man nun den Hebelarm ¢ in Fig. 43a als positiv, in ¢ als
negativ und in b gleich Null ein, so erhilt man die im Endquerschnitt
auftretende zusammengesetzte Spannung

0 = 0; £ (0pq) * O(d))
) _b + (Mb(l) + Mo e)

f @ T 6
Py Myg & My(s)
»=F * — e ° 42

Das vor dem Bruchstrich stehende — Vorzeichen liefert die groBte
Druckbeanspruchung der im Abstande e, links der: Nullachse gelegenen
Querschnittsfasern, das - Zeichen dagegen die grofite Zugbeanspruchung
der um e, entfernten Fasern der rechten Seite.” Da die letztere stets die
groBte oder die ungiinstigste Spannung darstellt, so ist unter weiterer Be-
riicksichtigung der in der Klammer stehenden Vorzeichen zur Berechnung
der in Fig. 43a und b vofgelegten Belastungsarten die Gleichung

M My(s
f vy b(l)—i— U
fir den in Fig. 43 c dargesteliten Fall aber
—M
Ul"'—"“"{"Mba) ’P‘@
zu benutzen.
In diesen Gleichungen bedeutet
Mb(l) = Ph .1
und M) =Py.d.

Die Gleichung der elastischen Linie fiir die beliebige Quérschnittssielle ix
der Fig. 43b lautet
X__Ph( 1 Sln(ax —Sinfa(l— lx)])
— 4 (X

Py Cos(al)
Die grofte Durchbiegung i betrigt
i= gh (1—-»Tang(al))

Das Biegungsmoment Mx erhdlt man aus
4, Po_Sinfad o]
=% T Cos(al) !

das fir ly==0 das grofte Moment
Mmax == Ii; Tang (a Iy
liefert.
Die Hyperbelfunktionen
al — al

Sin(al) = 3——2i———,
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al —al
Cos(al) = u;—
und Tang{al)= %%—((%%

sind aus Tafeln der Hyperbelfunktionen zu entnehmen. (S. Hiitte: 18. Aufl.
S. 2832,

3. Der an einer Seite eingespannte Korper wird am freien Ende
mit einer achsial gerichteten, exzentrisch wirkenden Kraft P auf
Druck beansprucht.

Wiirde in Fig. 44 die Kraft P zentrisch, d. h. iiber den oberen
Querschnitt B gleichmiéBig verteilt angreifen, so kdmen fiir kurze Korper
die im § 2 der Einfihrung, fiir lange Korper — bei denen die Knick-
linge erreicht ist —die im § 25 der Einfithrung besprochenen Verhilt-.
nisse in- Frage.

Auch in dem vorliegenden Belastungsfalle konnen, der Korperlinge
entsprechend, zwei Arten von Belastungen unterschieden werden, die in
den folgenden Abschnitten a und b aufgefiihrt sind.

a) Die Linge des Korpers liegt auferhalb der Knickldnge.

Da nach Fig. 44 die Kraft P auBerhalb des Schwerpunktes angreift,
wird die rechte Seite des Querschnittes B mehr belastet als die linke.
$ \F P Die Mehrbelastung ist abhiingig von der Linge
——64“ T des Hebelarmes d, der das Biegungsmoment
b M, =P34 bedingt.
) Mittelst der beiden Zusatzkrifte P
% und — P erkennt man aus Fig 44, da
der Querschnitt B auf Druck und Biegung zu
berechnen ist.

Die von — P hervorgerufene Druck-
’ Wﬁ spannung og betragt

IO IIe, 0y = %’
6 lnme. c e
) 1/ [7PS die Biegungsspannung
Fig. 44, MM

Oy W 2 e

Die erste Spannung nimmt mit dem Eigengewicht nach unten hin
zu und erreicht ihren grofiten Wert bei A; das gleiche gilt fir die zweite
Spannung, die sich bei der Durchbiegung entsprechend der VergréBerung
von ¢ mit vergréBert, ,
‘ Da es sich nun in dem vorliegenden Belastungsfalle um einen
Korper handelt, der auBerhalb der Knicklinge liegt, die Linge desselben
also unberiicksichtigt bleiben kann, so geniigt es vollstiindig, mit den ge-
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gebenen Spannungswerten zu rechnen. Damit ergibt sich aber die zusam-
mengesetzte Spannung
M
L + — =4 P
A=—nke=—f7Ege

C (R

woraus zu erschen ist, daf den groBten Spannungswert die Druckseite er-
hialt Er betragt ’
P M,
Oj(q) = — ( T 6 el.

Handelt es sich um Materialien, bei denen die geringen Zugspannungen
besonders in den Vordergrund treten, wie es z. B. beim GuBeisen, Mauer-
werk etc, der Fall ist, so muB auch die auf der linken Seite des Korpers
auftretende Zugspannung in Rechnung gezogen werden. Sie hat den Wert

P M,
Oj (z) =— — ?_—661 .

b) Die Ldnge des Kirpers liegt inmerhalb der Kwicklinge.

Sobald ein Korper eine Lénge hat, welche die im § 25 Abs. 3 der
Einfihrung unter der Gleichung 143 aufgefiihrte Knicklinge erreicht oder
iiberschreitet, so sind auch die Verhaltmsse der”"Knickung mit zu be-
riicksichtigen,

Auch in diesem Belastungsfalle bildet sich die zusammengesetzte
Spannung ¢; aus einer Druckspannung o4 und -

. 43

einer Biegungsspannung oy, 0
Fir den oberen Querschnitt B betriigt
die Druckspannung wieder
P A4
O'd:?.
Fiir den unteren Querschnitt A miifte 1
der Last P noch das Korpergewicht G zugefiigt
werden, wenn es bei der Druckqpannung mit
beriicksichtigt werden soll.

Das fiir den Querschnitt ‘B giiltige Bie-
gungsmoment Mpy;, = P 0 crreicht nach Fig. 45 mmmmr
fiir die unterste Stelle A den groBten Wert Fig. 45.

Max _P(d -+ ).

Fir eine beliebig zwischen A und B hegende Querschnittsstelle C

betriigt das Blegungsmoment
M; =P +i—x).

Wird dieses Moment in die in § 14 Abs, 4 der Einfilhrung auf-

gefiihrte allgemeine Elastizitiitsgleichung
Wehnert, Festigkeitslehre II. 5
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d?y aMx
ax*~ @
eingefiihrt, so erhiilt man daraus das groBte Biegungsmoment
‘ Pd
Mmax =Mp = o8 (al)
_ Ps _pe. . 44
» @ 7,
worin 1
=g’

w=cos(al),

P .
a_V—E-@ in Bogenmaf

_ 130]/ P .
oder ,,——-T —E'~@— in Gradma8
zu verstehen ist. Die grofite Biegungsspannung ¢), betrigt dann
M,
0;,=—-—9—e.

Fiihrt man die Werte der Druck- und Biegungsspannung in die
Gleichung 43 ein, so ergibt sich die fir den vorliegenden Belastungsfall
giiltige zusammengesetzte Spannung ¢; zu

P Mb
0; == — 04 + Op — —

f ©°
P M
»” ('}' + =
( Qcos(al) )l ) 45
=— (756" |
, ” e '/
Diese Gleichung liefert fiir die Druckseite den Wert
P Po

G@=—[5+

- e,
180]/ P 2y
@cos( 50 l) »
Pé
180/ P o
Qm(“u—Vm'l)

Die Gleichung der elastischen Linie betrigt fiir einen im Abstande lx ge-
legenen Querschnitt

fiir die Zugseite

P
G =—[5—
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1 —cos(alx)
cos(al) ’
die fir 1x =1 die gréfite Durchbiegung

. 1
=94 (cos D) 1)

liefert, zu der man auch auf folgende Weise gelangen kamn:

x=4

Nach Fig. 45 ist Mmax = P(6 + i),
. P
nach Gleichung 44 Mmsx——‘- wosal)
Darauns folgt
. P4
P@+i)= cos(al)
oder
spi=—3

cos(al)’
woraus dana die grofite Durchbiegung

. é 1
1= cos(al) §=¢ (cos(al} - l)

Das fiir die im Abstande lx gelegene Querschmittsstelle giiltige Biegnngs-
noment Mx erhélt man aus

folgt.

M;=P3s ¢os (alx)

cos(al) ’
las fir 1x =0 den grofiten Wert
Munag — Ps
mAX = cos(al)
rreicht.
NB. Setzt man nun noch
P1®
cos(al)=1— 3E6’

» ergeben sichb branchbare Niiherungsgleichungen,

. Der an einer Seite eingespannte Kirper wird am freien Ende
it einer beliebig gerichtéten Kraft P auf Druck beansprucht,

Wird ein Korper mit einer Kraft P so auf Druck beansprucht, daf
e Kraftrichtung mit der Achsenrichtung des Korpers einen Winkel a
nschlieBt, so sind nur die drei in Fig. 46 dargestellten -Belastungsfille
nkbar,

Wiihrend bei Fig. 46b der Angriffspunkt der Kraft mit dem Schwer-
mkte des oberen Querschnittes zusammenfallt, wird der Querschnitt bei
g 46a und c rechts bezw. links vom Schwerpunkte angegriffen.

In allen drei Fillen kann man wieder die gegebene Kraft P in je
ie senkrechte und horizontale Komponente

P, =Pcosa und P, =Psinc
legen, wie es im 2. Belastungsfalle bereits geschehen ist.
Die Horizontalkraft P}, ruft in den einzelnen Querschnitten Biegungs-

5‘
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spannungen hervor, die, am freien Ende mit Null anfangend, den gréBten
Wert an der Befestigungsstelle erreichen.

Die Vertikalkraft P, verursacht mit bezug auf den 3. Belastungs-
fall eine Druckspannung o3 die nach der Einspannstelle hin entsprechend
der Gewichtsvermehrung zunimmt, Die am Hebelarm ¢ wirkende Kraft
P, veranlaBt auBerdem noch Biegungsspannungen, die in Fig. 46b gleich
Null, in Fig. 46 ¢ positiv, in Fig. 46a aber negativ werden. _

Wird das Eigengewicht wieder vernachldssigt, so erhdlt man fiir die
vorliegenden drei Fille die zusammengesetzte Spannungsgleichung
03 = — 0a % (0b,1) & 0b(9))

Py, My, My )
n——-‘——f’i (‘“@—*i Te
Py My + My
9 — T T * —_‘@""“"e .

Das vor der Klammer stehende - Zeichen ist zu verwenden, wenn

die durch das Biegungsmoment My bedingte Zugspannung der im
Abstande e, liegenden Fa-
sern in Rechnung gezogen
‘wird, dgs — Zeichen da-
gegen weist -auf die durch
das gleiche Moment bewirkte
Druckspannung der e, ent-
fernten Fasern hin.

Das negative Zeichen
in der Klammer hat nur bei
Fig. 46a Geltung, wo das
Biegungsmoment My(g) dem
ersten Momente My ent-
gegen, also zugunsten der
Konstruktion, wirkt.

Zerlegt man die Glei-
chung 46 in die einzelnen

46

Fille, so ergibt sich die Faserspannung
1. fur die Fig: 46a:

. P
rechte Seite 0j = — _ff - 5 3
. . P, Myy — M
linke Seite 0= _TV — _% b(d) "
2. fiir die Fig. 46 b:
rechte Seite g=—Lr Mo
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. P, M
nke Seite o=——— e

f C]
3. fir die Fig. 46¢:
P, Mb«1)+Mb(6

schte Seite o =—F LSS uu L A e
nke Seite 0 = — I:f_" — l\ﬁ’_(})_"l_eiyﬁd_)

NB. Besitzt der in Fig. 46 dargestellte Korper eine Linge, die die
iechnung auf Knickung erforderlich machf, so sind in der Gleichung 46
ir das Biegungsmoment My(s) die unter Abschnitt 3 b dieses Paragraphen
ngegebenen Verhiltnisse zu beriicksichtigen, denen zufolge fiir My(g) das
us Gleichung 44 sich ergebende Biegungsmoment zu benutzen ist.

Die Gleichung der elastischen Linie lautet fiir den Abstand 1x der Fig. 46b

Pn 1 sm (al) — sin[a(l — lx)]
=5 ( 43 cos (al) )
Die grofite Durchbiegung i erd errelcht aus

i.‘%’i —1—-—~tg(al)

Das Biegungsmoment Mx fiir die beheblge Querschnittsstelle 1x betriigt
Mg __Pn sinfad —1x)]
=7 T cos(al)
as fiir lx =0 den groBten Wert
Mmagy = P—:— tg(al)

nnimmt. Hierin bedeutet wieder

L1/ P
=V 55

. Der exzentrisch helastete Pfeiler aus Mauerwerk oder dihunlichen
Materialien.

Als einen Sonderfall der unter 3a dieses Paragraphen aufgefithrten
Jelastungsgruppe kann man die exzentrische Belastung eines Mauerpfeilers
1sofern ansehen, als hierhei von vornherein ganz besonderes Augenmerk
uf die Zugspannungen zu richten ist.

Fir gewohnlich handelt es sich hierbei darum, entweder

1. die Zugspannungen ganz zu vermeiden, was nur unter den aus

9 Abs. 1, Fig. 23a und ¢ aufgefithrten Bedingungen méglich ist, oder

2. die "etwaigen auftretenden Zugspannungen durch geeignete Kon-
traktionsmittel unschidlich zu machen (vergl. Fig. 207 im 55. Beispiel
er Einfithrung).

Als weiteres Merkmal des vorliegenden Belastungsfalles ist die uner-
iBliche Beriicksichtigung des verhiltnismiBig hohen Eigengewichtes des
*feilers hervorzuheben.

Im folgenden seien zwei Lastfille behandelt.
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a) Die Pfeilerlast beansprucht die ganze Grundfiiche des Bodens
auf Druck.

Der in Fig. 47 dargestellte Pfeiler vom Gewichte G und den Quer-
schnittsabmessungen a und b werde mit -der parallel zur Achse gerichteten
Last P exzentrisch beansprucht. Hierdurch entsteht ein Biegungsmoment

a a—2x
M= p(—x)=p" 5, |
das in der linken und rechten Kante

des Querschnittes die Biegungsspan-

nungen
P a—2x
0‘=—L—{‘!= .2 =6P(a~2x)
W ba® 2ab
6
hervorruft,

Da nun nach dem Belastungs-
fall 3a die Last P auch eine iiber den
ganzen Querschnitt gleichmaBig ver-
teilte Druckspannung

P P
o) =F = |
bewirkt, das Gewicht G aber eine solche
von
G G

%4e) =7 =3}

veranlaBt, so erhdlt man unter Beach-
tung der Vorzeichen -+ und — fiir
Zug und Druck die in der rechten
Kante auftretende groite Spannung
Oi(max) = — (0ae) + 0yt Oaw)
. G, 6K P  3P@a— 2x))
T (ﬁ—’_ﬁ_’_ atb

R (P+G+3P(a—2x))’

ab a’b
und die in der linken Kante vorliegende kleinste Spannung 47
Oimin) = — (Oai6, -+ Gae) — Oam))
__(P+6G 3P(a-——2x))
T ( ab a?b )

Solange nun der Wert des zweiten Gliedes in' der Klammer kleiner
oder gleich dem Werte des ersten Gliedes ist, solange ist auch eine Zug-
spannung auf der linken Seite ausgeschlossen.
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Uberschreitet dagegen das zweite Glied den Wert des ersten, so
erhilt man fiir Omi, einen positiven Wert, was auf eine Zugspannung hin-
weist, welche die linke Seite des Pfeilers auBler Beriihrung mit dem Boden
bringen ‘wiirde, was natiirlich unzuldssig ist.

Von praktischer Bedeutung ist daher nur die wirklich vorhandene
Druckiliche, die in solchem Falle auch nur in Rechnung zu setzen ist,
wie es der folgende Belastungsfall zeigt.

b) Die Pfeilerlast beansprucht nur einen Teill der Grundfidche des
Bodens auf Druck.

Wihrend in Fig. 47 die exzentrisch augreifende Last P mehr nach

der Mitte des Querschnittes zu, d. b, innerhalb der in § 10 Abs. 4 fir
das Rechteck dargestellten Kernfliche, angeordnet war, liege in der vor-
liegenden Fig. 48 der Angriffspunkt der Last P auBerhalb des Kernes,
wobei die Grundfliche des Pfeilers den Boden
nur iiber die Linge ¢ auf Druck beansprucht.
Hierbei sind nach § 9 Abs. 1 die Span-
nungen so verteilt, da an der rechten Pfeiler-
kante die groBte Druckspannung 0igamax),
in der Mitte S der Grundfliche die von der
Last P und dem Pfeilergewichte G herriib-
rende Normalspannung (dap) -} 0a) und an
der Querschnittsstelle B die Spannung gleich
Null auftritt.

Da nun hier eine Zugspannung nicht
auftreten darf, kann zur Berechnung der
Biegungsspannung auch nur die gedriickte
Fliche herangezogen werden. Die Last P und
das Gewicht G belasten dann die Fliche mit
den Druckspannungen

P4+ G
oap) + Gae) = bc+bc :; .

Mit bezng auf Fig. 46 betrigt das
Biegungsmoment

e (s e
=P (§—x) —6 (3—)
s =1Pe—20—Ge—a)],
womit die Biegungsspannung 63 an der rechten Pfeilerkante mit
1
M, E[P(C—Ex)—G(a-—-c)}

m =5 = be?
6
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3 [P(c—2x)—G(a—c)]
Od(p) = bo?

gewonnen wird.
Die gesamte Druckspannung der rechten Kante betrigt somit

0ia = — (0ap) -+ Oa@) + Oagm))
. (P.—{—-G 3[P(c—2x)—G(a—c)]
» 77\ be + be? )’

worin die Strecke ¢ noch unbekannt ist. Diese ergibt sich aber aus der
fiir den Nullpunkt B giiltigen Gleichung
o _P+G  3[P(c—2x)—Ga—c)]

 be be?

(A1}

0==P 4 G— 3[P(c——~2x)c——-G(a——ci)_]

o=(P+4G)c—3(Pc—2Px—Ga-}-Geo),
P4+ Ge=38(Pc—2Px—Ga-Gr)

» =3¢(P+4+ G)—3(2Px 4 Ga),
(P4 G)e—3¢(P 4 G)=—3(2Px 4 Ga),
_20(P+G): » s
_ —3(2Px--Ga)

¢ T T 2P+ G

3 2Px-}-Ga

Die vorgenannte Spannungsgleichung
der rechten Kante kann man sehr einfach
gestalten, wenn man das darin aufgefiihrte
Biegungsmoment

c a ¢
=P (5 —x) —6 (5—5)
durch das gleichgroBe Moment
c
der resultierenden Kraft ,R = P -+ G«
ersetzt, die im Sehwerpunki der Span-

nungsfliche, d. h. im Abstande p=§ von der rechten Pfeilerkante, ihren

Angriffspunkt hat.
Das Einsetzen liefert dann

Oi(max) = — (P + G+ M)

“be . be2
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(P+G 6(P+ G) (‘;lp—p)>
Oi(max) =

b.3p * b(3p)?
(P+G+6(P+G)O,5p>
” 3bp 9bpt?
__(BG P4)
? 3bp 3bp
2 P+G_ 2P4G
» T3 bp 3, ¢
b'§
— o BEG e

»” - -

Dieses Resultat besagt, daB die an der rechten Pfeilerkante auftretende
Druckspannung doppelt so grof ist, als die Spannung, welche bei gleich-
méBiger Verteilung der Last P und des Gewichtes G iiber den Quer-
schnitt be auftritt.

NB. Die vorstehenden Ergebnisse hiitte man auch. mit Hilfe der im
§ 9 genannten Gleichung 31 bezw. 32 erhalten konnen.

6. Der gespannte Freitriiger mit Endbelastung.

Ein Freitriger wird gespannt genannt, wenn er neben Biegung
gleichzeitiz noch auf Zug oder Druck beansprucht wird, Je nachdem die

Achsialkraft ziehend oder driickend wirkt, kann man folgende zwei Be-
lastungsfille unterscheiden.
a) Die Achsialkraft beansprucht den Triger auf Zug.
Der in Fig. 50 dargestellte Fall lisst erkenden,- daf hier die gleichen
Verhiltnisse vorliegen, wie bei dem in Fig. 43 b behandelten 2. Belastungs-
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fall. Es lassen sich deshalb auch die dort aufgefiihrten Gleichungen ohne
weiteres auf den hier vorliegenden Belastungsfall {ibertragen, Die Bezeich-
nungen sind in beiden Belastungsfallen gleich gewdhlt,

b) Die Achsialkraft beansprucht den Triger auf Druck.

Die Fig. 51 zeigt die Ubereinstimmung des hier vorliegenden Be-
lastungsfalles mit dem aus Fig. 46 b ersichtlichen 4. Belastungsfall, dessen
Ausfihrungen und Gleichungen auch hier Geltung haben.

7. Der gespannte Freitriiger mit gleichmiiBig verteilter Belastung.
Auch hier unterscheidet man, der Richtung der Achsialkraft zufolge,
folgende zwei Belastungsfille:

a) Die Achsialkraft beansprucht den Triger auf Druck.
Fiir eine beliebige Querschnittsstelle I, hat in Fig. 52 das Biegungs-
moment M, den Wert

M, =p(l —1y). l:-;_li +P(i—x)
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M,=.§(l——lx)”+P(i——x),. T |

der fiir 1y =0 bezw. x=0 das grofite Biegungsmoment My, ergibt.
Das Biegungsmoment My 148t sich bestimmen, wenn die beiden mit
Hilfe der Gleichung der elastischen Linie festzustellenden Durchbiegungen
i und x bekannt sind.
Die Durchbiegung x folgt aus

Isin(al) — 1 in (alx) 12
x.,_%[& :;;lcos(al) {I—cos(alx)}_}”mn(: x _1x+_2xT]

Il e U |

TP a®leos(al)
Die grifte Durchbiegung i betriigt
;=9 1+ cos (al) - alsin(al) —1
P a*lcos(al)

_Q [—. 11 . 2 sin (3'2—1-){31005 (8'21) — sin (321>}]
TPl 2 “a®lcos(al) ’
Die Grofie a hat hierin wieder die im § 13 unter Abs. 3b angegebene Be-
deutung
Ist das groBte . Biegungsmoment M,y ausgerechnet, so erbilt man
die zusammengesetzte Spannung ¢; nach der Gleichung 43.

b) Die Achsialkraft beansprucht den Triger auf Zug.

Wihrend vorher die Druckkraft P ungiinstig fiir den Triiger wirkte,
erhoht hier die Zugkraft P die Tragfihigkeit des in Fig. 53 angegebenen
Tragers.

Das Biegungsmoment
M; fir die Querschnitts-
stelle 1; betrigt

l—l
My=p(l—1y
-—P.(x—x)
=Pa_1e—
__2(1 1;)2
—P@i—x) 51

welches fiir l; =0 bezw.
x=0 den grofiten Wert
Mp.x erreicht.
Die Durchbiegungen i und x erhilt man, wenn in den vorstehenden Glei-
chungen die Druckkraft 4- P durch die Zugkraft —P und die trigonometrischen

Funktionen durch die hyperbolischen ersetzt werden.
~ Die Gleichungen lauten dann
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__ Q[alSin(al) —1 Sm(alx) 12
x_—_P—[ a*1Cos (a]) { Cos(aIX)}+ lx+§i]

15 () e s ()] |

a?1Cos (al) =1 +_2_f

und

vulo g

[ Cos(al) + alSin(al) — 1
1+ a?1Cos(al) J

[ . fal al al
9_ 1l_—2Sm<?>{al()os(2>——8m(2)}
P {2 a®1Cos(al) ‘

Nach der Ermittelung des groften Biegungsmomentes Mp,; kann
man dann auch nach Gleichung 41 die ideelle Spannung feststellen.

8. Der gespannte Zweistiitzentriiger bei Mittelbelastung,

Ist ein Triger an den beiden Enden gelenkartig gelagert, in der
Mitte mit einer senkrecht zur Tragerachse gerichteten Einzellast und in
der Achsenrichtung mit einer Normalkraft belastet, so kann man unter
Beriieksichtigung der Zug- umd Druckkraft ebenfalls zwei Belastungsfille
unterscheiden,

a) Die Achsialkraft beansprucht den Trdger auf Zug.
Da man gich den in

2d;

% Fig. 54 vorgelegten Triiger
ef’ | 1 o in der Mitte unterstiitzt und
B B 7 gomit in zwei gleichbean-
a ‘ ; /( o spruchte Freitrager nach Art
e,‘& : C’J)(;, des Belastungsfalles 6a be-
&"]’ Zé’P ~ stehend denken kann, so

4 tl dy haben die daselbst ange-
gebenen Gfelchungen auch
ohne wetteres im vorliegen-
den Falle Geltung.
In der Figur sind die
Bezeichnungen so gewihlt, daB in den genannten Gleichungen sich nichts
zu #ndern braucht.

b) Die Achsialkraft beansprucht den Trdger auf Druwck.

Auch den in Fig. 55 dargestellten Triiger kann man sich in zwei
Freitriiger zerlegt denken, von denen jeder dem Belastungsfalle 6b ent-
spricht.

Die daselbst angedeutezen Gleichungen konnen daher au(,h hier in
unverinderter Form Anwendung finden.

H
N
)

% SIS

Fig. 54.
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NB. Sind die Enden nicht scharnierartig gelagert, sondern liegt der
Trager, wie Fig. 56 zeigt, beiderseitig frei auf, so tritt bei der Durch-
biegung des Triigers eine Verschiebung A der Stiitzpunkte bezw. der auf-
einanderliegenden Stiitzfli-
chen ein, wobei an jedem.

Trigerende ein Reibungs-
widerstand R zu iiberwin-
den ist.

Die von den Reibungs-
koetfizienten der zusammen-
arbeitenden Materialien ab-
hingige Kraft R veranlaBt
nun ein zugunsten der Kon-
struktion dienendes, d. h.
dem Biegungsmomente My,x
entgegenwirkendes Moment,

M=R.e, . . . . . . . . . b2
welches von der Hohe des Triigers abhiingig ist.

Die Kraft R betriigt fiir unbewegliche Auflager, bei denen nur
gegenseitige Reibung auftritt,

P

R= “‘2“ u, e e e e e e e 53
wo u den Koeffizienten der
gleitenden Reibung bezeichnet.

Der genannte Reibungs-
betrag kann aber wesentlich
iiberschritten werden, wenn sich
z. B. die Auflager in das Tri-
germaterial eindriicken. An-
dererseits kann aber auch der
Betrag den angegebenen Wert
unterschreiten, falls Rollenauf-
lager gewdhlt werden.

Da in den meisten Fillen der Praxis auf die vorgenannte Verschie-
bung A und deren Wirkungen keine Riicksicht genommen wird, was
iibrigens schon aus den im § 28b und ¢ der Einfilhrung aufgefiihrten
Belastungsfillen hervorgeht, so mogen die vorstehenden Andeutungen iiber
die Reibungsverhiltnisse bei dem frei auf zwei Stiitzen gelagerten Triiger
geniigen,

, Sonst. treten dieselben Verhaltnisse auch bei vollkommen aufliegenden,
d. h. iiber die ganze Lange gelagerten Triigern auf, wie es beispielsweise
bei den Eisenbahnschwellen der Fall ist.
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9. Der gespannte Zweistiitzentriger bei gleichmiiBig verteilter

Belastung.

Wird ein an beiden Enden drehbar gelagerter Triiger iiber seine
ganze Linge gleichmiBig verteilt belastet, und wirkt gleichzeitig in Rich-
tung der Achse noch eine Normalkraft auf den Triiger ein, so ergeben

sich die nachbenannten zwei Belastungsfille.

a) Die Achsialkraft beansprucht den Triger auf Druck.

gungsmoment

M;=P(i—x)+Q(l—1)—pl—1L)

Da bei dem vor-
liegenden Belastungsfalle
das grofite Biegungsmo-
ment Mp,, und somit
auch die grofte Durch-
biegung i in der Trager-
mitte auftritt, so kann
man sich nach Fig. 57b
den beiderseitig gelager-
ten Triger in zwei glei-
che Freitriger . zerlegt

-denken,

‘Fiir eine beliebig
gelegene  Querschnitts-
stelle 1, betriigt das Bie-

1—1,
2

w =Pli—x)+Q@—1l)—Sa -1y
das fiir 1; =0 bezw. fiir x=0 den groften Wert

Mm.x=Pi+Q1—.glz

erreicht.

Die Durchbiegungen x und i ergeben sich wiederum mit Hilfe der im § 14
‘Abs. 4 der Einfithrung angegebenen Gleichung der elastischen Linie zu

_9Q l_x_’_ 1 1-—cos(alx)
= (‘ 2T T2 cost “)

P cos(al)
und

1 1- cos(al)

. 1
® l_—f(~§+§’_l' cos(al)

Auch hier ist unter a der Wert

NV R V.
E® 6

versgtanden.

)
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Mit diesen Werten ergibt sich das Biegungsmoment My zu
Q cos(al;) — cos(al)

M= cos(al)
und fiir }; =0 das grofite Moment ... bd
M _9Q 1--cos(a1)___9_( 1 )
AT a2]’ cos(al)  acl \cos(al) )

Die auf der Zug und Druckseite auftretenden groBten Materialspan-
nungen erhilt: man dann nach Gleichung 43 zu

. P Mml! )
vi'_-- (-f—i @ © PR . . . . . . 55

worin fiir e der auf der Zug- oder Druckseite gelegene Faserabstand e,
bezw. e, zu setzen ist.

b) Die Achsialkraft bean-
sprucht den Triger auf
Zug.

Die vorgenanntenGlei-
chungen kann man auch
auf den vorliegenden Fall
anwenden, wenn man die
Normalkraft —P durch
—DP und den. trigonome-
trischen Kosinus durch den
hyperbolischen ersetzt,

Hier betriigt fiir eine
beliebige Querschnittsstelle
1; das Biegungsmoment

Mi=—P(i—x)+Q(—l)—p(—1L)

2

» =—Pli—x+Ql-L)—20—Ly,
das fiir l; =0 bezw. fiir x==0 den groften Wert
My = _Pi+Q1-‘2—’1=

erreicht.

Die Durchbiegungen x und i erhilt man aus

( lx’ 1 1— COS (a lx) )

x= T 21 afl’” Cos(@al)

_9
P
Q [Ix® 1 1—Cos(alx)
_P(?l"*—;’—l' Cos(a)) )

and
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Q( 1 l—Cos(al)
=5 letar Cos(al) )
Q1
—?[3+T( os(al) )]
Qp 1 ]
‘_P'[E_T Cos(al) ’
worin
2 P Pa
afmm o=
—E6® ]
bedeutet.

Das Biegungsmoment My entwickelt sich dann zu
Q Cos(al) — Cos(aly)
; o Cos(al) ’
das fux' Iy =0 das grosste Moment . . . b6
Cos (al) — 1 1
My, — &, Cos(al) Q (1 _ )

a2l Cos(al)  a?l Cos(al)

Liefert.
Die zusammengesetzte Spannung auf der Zug- und Druckseite erhélt
man dann nach Gleichung 41 zu .
i P Mmax
2 0 == T + %) - € Z .
NB. Wie die groBite Biegungsmomentengleichung 56 erkennen laSt,
wird das zweite Glied in der Klammer mit zunehmender Triigerlinge
immer kleiner, so da es bei groferen Léngen als unwesentlich vernach-
lassigt werden kann.
Damit erhélt man aber das groBte Moment

Q_Q _QE6__ Q6

LY

Mmax':'-;‘l*‘ P i Pl ~ Pl . . . . b8
| £6
als auch die Biegungsspannung
: Qe
: Mmax aPl Qe
; P=T9 °TTe *Tupl
£ —Ple _ pe
» 7T aPlT P 59

z#4———= die dann in die zusammenge-

setzte Spannungsgleichung ein-
zusetzen ist,

Fig. 50. Bemerkung: Die Glei-

chung 59 ist auch giiltig, wenn

ein Seil oder Draht nach Fig. 59 an beiden Enden aufgehiingt ist. Das

Eigengewicht bildet die Belastung, unter der sich das Seil durchhingt,
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Hierbei bezeichnet
p=>£.y das Gewicht der Lingeneinheit des Drahtes vom Querschnitt f
und dem spezifischen Gewicht 7,

e=g den Halbmesser des Drahtes,
@ den Dehnungskoeffizienten des Drahtmaterials und
P=H die Horizontalkraft, mit der der Draht beansprucht bezw. ange-

spannt ist,

NB. Wirkt auf den Draht noch eine Belastung ein, wie es beispiels-
weise im Winter bei den Leitungsdrihten der elektrischen StraBenbahn
durch Schneelast der Fall sein kann, so rechnet man einfach diese Last
zum Eigengewichte hinzu. Die Gleichung 59 kaun somit auch hier An-
wendung finden. '

10. Der stabférmige Korper mit gekriimmter Mittellinie.

Die in den vorangegangenen neun Absitzen fiir stabformige Korper
mit gerader Mittellinie aufgestellten Gleichungen werden in der Praxis
auch vielfach bei Korpern mit gekriimmter Mittellinie benutzt; besonders
handelt es sich hierbei um Konstruktionsteile, die aus Schmiedeeisen oder
Stahl angefertigt sind. Natiirlich kénnen die diesbeziiglichen Rechnungen
hur angendherte sein. Diese Anniherungen kommen aber den richtigen
Resultaten um so niher, je groBer der Kriimmungshalbmesser der Mittellinie
des gebogenen Korpers ist.

Zur genauen Berechnung der letzteren Kérper muff im allgemeineh
dann geschritten werden, wenn es sich z. B. um GuBeisen-Material oder
um sehr hohe Belastungen handelt.

Was die Form der gekriimmten Mittellinie eines gebogenen Korpers
betrifft, so kann sie

1. eine ebene Kurve oder

2. eine raumliche Kurve sein.

Die letzte Form, die bei strenger Behandlung sehr komplizierte und
umsténdliche Rechnungen erfordert, hat fiir die angewandte Praxis wenig
Bedeutung. -

Mehr Bedeutung hat dagegen die erste Form, bei der die Mittellinie
in einer Ebene, der sogenannten Belastungsebene, liegt, in der die den
Korper beanspruchenden #uBeren Krifte wirken. In derselben Ebene soll
auch die Hauptachse simtlicher Querschnitte des Korpers liegen, wie aus
Fig. 60 zu ersehen ist.

Einen unter den letztgenannten Voraussetzungen belasteten Korper
nennt man mit bezug auf seine fast ausschlieBliche praktische Anwen-
dung, den ,Normalfall der Praxis«.

Wehnert Festigkeitlehre IL ’ 6
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Er unterscheidet sich von dem im § 18 Abs, 1 aufgefithrten geraden,
exzentrisch belasteten Korper dadurch, daB, wie Fig. 60 zeigt, die den ge-
bogenen Korper belastete Zug- oder Druckkraft P, als positiv und negativ
wirkende parallele Hilfskraft, an eine beliebig zu berechnende Querschnitts-
stelle verlegt, diesen Querschnitt nicht mehr normal, sondern, der ge-
krimmmten Mittellinie entsprechend, unter einem Winkel @ angreift.

Wihrend also die eine Hilfskraft (— P) mit der gegebenen Kraft
P genau so, wie beim geraden Korper, das den Korper auf Biegung bean-

spruchende Kriiftepaar darstellt, bildet die

andere Hilfskraft P eine Resultante, die

in die beiden Seitenkrifte N und 8 zu

zerlegen ist, wovon N die den fraglichen

Querschnitt belastende Normalkraft und 'S

die in die Querschnittsrichtung fallende

Schubkraft = darstellt. Die letatere Kraft,

die nach § 12 zu behandeln jst; wird

infolge ihres geringen Einflusses am Re-

sultate- zumeist auBler Rechnung gelassen.

‘Was bei dem vorliegenden Belastungs-

fall die Forménderung betrifft, sind zwei

Annabmen gemacht worden, die beide in

den meisten Fillen mit der Praxis gut iibereinstimmende Ergebnisse ge-
liefert haben.

Nach der ersten Annahme von Bernoulli, wonach die ursprung-
lich ebenen Querschnitte auch wihrend der Biegung eben bleiben, folgt,
daB die Biegungsachse der Querschnitte nicht mehr durch deren Schwer-
punkte geht. :

Die zweite Aunahme geht davon aus, daB die Spannungsverteilung
nach wie vor der Biegung dem Ebenengesetze folgt, und daB auch die
Biegungsachse ihre Lage nicht #ndert, was aber dann zur Folge hat, daB
die Querschnitte nicht mehr eben bleiben konnen.

Die diesbeziiglichen von v. Bach angestellten Versuche: sprechen fiir
die erste Annahme, die auch den weiteren Ausfithrungen zugrande gelegt ist.

Der Betrachtung des vorliegenden Belastungsfalles sei ein, aus dem
gebogenen Kérper herausgeschnittenes, in Fig. 61 zur Darstellung ge-
brachtes Korperelement vorgelegt, das von den beiden unendlich nahe
gelegenen Querschnitten f, und f begrenzt wird,

Um eine bessere Ubersicht zu erhalten, seien im folgenden die Form-
finderungen angegeben, wie sie sich unter den einzelnen Krafteinwirkungen
herausbilden.

a) Die Normalkraft N beanspruche den Querschniti allein.
Auf die Schnittflichen £, und f der beiden in Fig. 61a und b dar-
gestellten Korperelemente wirke die Normalkraft N gleichmaBig verteilt
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ein, so daB anf jede Flicheneinheit die konstante Zugspannung o,
kommt.

Wihrend sich die zwischen den Querschnitten f, und f befindlichen
gleichlangen Fasern des in Fig. 61 a dargestellten geraden Korperelementes
nach der im § 3 der Einfiilhrung genanvten -Gleichung

A=¢l bezw. e=ao

um gleichviel ausdehnen, sind die Verlingerungen der gleichgelegenen
Fasern im gebogenen Korperelemente Fig. 61b, den verschiedenartigen
Faserlingen entsprechend, verschieden. Es besteht nun aber nach dem
vorstehenden Gesetze Proportionalitit zwischen den Faserabstinden 7 und
den Léngenéinderungen 4, '
wodurch bestitigt ist, daB
der urspriingliche Kriim-

mungsmittelpunkt M
auch wihrend der Form-
dnderung seine Lage be-
hélt. Der Kriimmungs-
halbmesser ¢ ist dann
aber konstant.

Da das Korperele-
ment, bezogen auf die
Mittellinie, symmetrisch
ist, geniigt es, -mit dem in der Figur angedeuteten halben Elemente zu
rechnen,

Die auf den Querschnitt f einwirkende Zugspannung ¢, betrigt mit

bezug auf Fig. 61
N

O-z=—f“- . . . . . . . . . 60
Der auf der neutralen Achse liegende Bogen BB, hat die Linge
@1 S Q arc g,
der im Abstande 7 gelegene Bogen CC, hat dagegen eine Liinge
CCy=(¢+n)arcy: '

Die zugehorigen Verlingerungen i) und A, betragen dann
. N
gy =¢m)lz =ad*.BB, = @ -Qarcy
und 61
~ N .
iy = &y lywy = @0, CCy = @ - (@ 1) are .
b) Das Biegungsmoment M, beanspruche den Querschwitt allein.
Betrachtet man wieder das halbe Kérperelement, so zeigt Fig. 62,

daB unter der Biegungseinwirkung der urspriingliche Kriimmungsmittel-
6*
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punkt M in die neue Lage M, iibergeht.

V. Abschnitt,

Damit geht aber der anfing-

liche Kriitmmungshalbmesser ¢ in den neuer Halbmesser ‘g, iiber.
Bei dieser Verinderung verschiebt sich aber auch die neutrale Achse

BB des Korperelementes in die neue Lage EEl, in der also die darin

liegende Faserschicht keine Dehnung
und Spannung erleidet.

Bestimmt man nun zunichst
die Dehnungen gpy und gy der
Fasern ]/BTSI und 6@1, so folgt nach
der im § 3 der Einfithrung ange-
gebenen Gleichung

A=¢l, worin g==qo¢ darstellt,
mit bezug auf Fig. 62,

1. fir die Mittelfaser ﬁlz

e =£’E__B1Bs=]§1—:\82 62
P, T BB, eace

woraus

B, B, = e, 0 arcp folgt;

, 2. fiir die im beliebigen Ab-
stande % gelegene Faser 661:

.._.C,\Cl

_ 6 Go,
(o+n)arcep

Da die im Punkte B, zur Fliche A, D, gezogene Parallele B, F
den Bogen C,C, in die beiden Teile GTF und fﬁz zerlegt, die als paral-

lele Gegenseiten die Lingen

G F=

und

B,B,

}_4:(\32 =mnarcd
haben, so erhilt man die Dehnung é&ym) zu

&P LG,

BB qaed

&by =—

e+marce

(@-+narce

__&mearc g+ narcd

9y =

&m0+ ——
o+7

gy T m—

worin der konstante Wert

(e+marcy
arc 6
arc cp

’



§ 13, Das Zusammenwirken verschiedenartiger Normalspannungen, 85

arc ¢

= . 63
arc ¢
gesetzt werden kann.
Damit ist
e+ Wy
ey = ———F—rt
e

Erweitert man nun den Zihler noch mit -+ und — g7, so folgt
die fiir eine beliebig gelegene Faser geltende Dehnung:

£y = T8 +on--emy —tmn __ e +7)+ @ —em)y
! e+1 e+7

» = &m) - (0 — &)

. 64
+n

Die zugehorige Spannung findet man dann aus dem oben genannten
Hooke’schen Gesetz &= a¢* zu

1 1
Onto) == 4, &noy = [G(b)-l—(w — &) — oF ’7] . . .65

¢) Die Normalkraft N und das DBiegun sgsmoment M, wirken gleich-
zeitig auf den Querschmitt ein.

Bezeichnet man mit bezug auf Fig. 62 den Querschnitt eines von
der urspriinglichen neutralen Achse um 7 abstehenden Faserelementes
mit f,, in dem wihrend der Biegung allein die Zug- bezw. Druckspan-
nung o, auftritt, und der Zugkraft ,p,=f,0,“ entsprechenden Wider-
stand leistet,” so bestehen nach § 14 Abs. 1 und 2 der Einfiihrung die
Gleichgewichtsbedingungen

1. bei nur Biegungsbeanspruchung:
1. Ep,?:‘?fnoﬂ(b)=0,
2. Zpy.n=Z{noywm) . = Ms,

3. Zfy.n=0
und 4, 2, =1,

worin 7 alle zu beiden Seiten der neutralen Achse, d. h. zwichen e, und
e, liegenden Werte anzunehmen hat,
Multipliziert man nun die fiir die Biegung aufgestellte Gleichung 65
d
Opm) == — | &gy =+ (0 — &p)) — ]
) = | &)+ ®) g -H?

mit dem Querschnittselement f,, so folgt

1
fn-‘fn(b)zz [s(b)—{—-(w —a(b)) ?:7_‘—_7}] 'le

Fiir alle Querschnittselemente, d. h. ‘fiir die ganze Fliche f, erbilt
man den Ausdruck
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1
‘\:fn-“n(b'):E; [8(b)+(“’ &v) +,2] K

oder mit bezug auf die vorgenannte 1. Glelchgemchtsbe-
dingung, :

1
-‘;[28(1,) fn—}—Z((u——a(b)) +7] fﬂ] . . 66
1[8@) 2yt (0 —e) . T @—?—qf"]

1
= E [e(b)f+ (m _— £(b))2m fﬂ],

solange es sich lediglich um Biegungsbeanspruchungen handelt und der
Dehnungskoeffizient o konstant ist.

2. Bei Normal- und Biegungsbeanspruchung.

Kommt die Normalkraft ,N = 3f,¢,“ mit zur Wirkung, so folgt mit
bezug auf den Gleichgewichtszustand, der zwischen den duBeren und den
im Innern des Kérpers wachgerufenen Kriiften bestehen muf,

N= [e(b)f-i- (0—ew) 2 Py ,zfn]

n = ‘1; {8(b>f+ (0 — ey (—x f)] |

f
,,=&[a(b,——(w~e(b))x],. B 1
falls nach v. Bach
ST g, —_xf
e+n"
i /I
woraus Xe=— -3 £, folgt, . . . . . . 68
R
bezeichnet, ‘

Multipliziert man nun weiter die fur das Querschnittselement f, gil-
tige Gleichung 65

1
Oq) == ~ [80)) + (0 — &) o 1 ,]]

mit f;.%), und summiert man die diesbeziiglichen Werte fiir alle Elemente
des Querschnittes f, so folgt:

1 i
Efab-=2'~[a W — &) ]f',
O =2~ |&m) + ( ®) o)
oder mit bezug auf die unter a genannte 2. Gleichgewichtsbedingung,
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_1 N () 7? ]
Mb“a[za(b)'fﬂn+‘(w e(b))9+7]'fn

1 2
n = [3(!)) Sty (0 — &) Egzl‘qufn]

X , 69
n = [e(b)-O—i-(w—S(b))-X@f]
=1 ( ) X
»» —(Z w Em)) X0y
da mit Hinweis auf Gleichung 68 der Innenausdruck
P M rrre—ne; _ <10t
e+ e+ e-tn 7
» =3I|\gp— f,=Sf,p— T
( 9+n> (N R R
. =0—p(—xf)=xof . . . . . . . . 70
betriigt. '
Ermittelt man nun aus Gleichung 69 den Klammerwert
e aMb
W —=~&p) = f—x-‘g—, 71

80 liefert er, in Gleichung 67 eingesetzt, den unter Gleichung 62 einge-
filhrten Dehnungswert &p), wie folgt:

f
N = El[e(b)‘-—(m - su,))x],

woraus man

Na
&p) = —F T (@ —&m) x

aMb o ( I\_/I_b>
oder + fx@ = |N4 o) 2
erhilt.

Die unter Gleichﬁng 63 eingefithrte konstante Grife w findet sich
aus Gleichung 71 und 72 zu )

My,
w_he(b)_'LOf‘xg
-« aMb
?( +—é—) fxg
_ M, _,)
,,_f(N-{—@—}»xe Coe e e 73

Fithrt man nun noch die Werte fiir &g, und (& — &) aus den Gleichungen
71 und 72 in die Gleichung 66 ein, so ergibt sich die aus Zug und
Biegung zusammengesetzte Spannung
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M
N M _2._’7_).......74
toet ety

In dieser allgemeinen Gleichung, die fir entgegengesetzte Vor-
zeichen auch fiir Druck und Biegung giiltig ist, bedeutet
f den tragenden Querschnitt,
N die senkrecht zum Querschnitt wirkende Kraft,
M), das Biegungsmoment,
@ den Kriimmungshalbmesser,
7 einen beliebigen Faserabstand von der neutralen Achse und
x einen Wert, der von der Form des Querschnittes abhéingt.

d) Spezielle Spannungswerte.

a) Ist keine Normalkraft vorhanden, so schreibt sich die allgemeine
Gleichung 74 in der Form
0|=~1f(¥——b+:1\—dk——*~—7] ).
¢ ' Xe e+7
Diese Gleichung liefert fir die urspriingliche neutrale Achse, d. h. fir
»==0% eine Spannung
M,
0i = 7
fo
die sonst beim geraden, nur auf Biegung beanspruchten Korper, den Wert
Null hat. _

Den Abstand # fir die neue Nullinie erhidlt man dadurch, da in
der oberen Gleichung der Wert g; =0 gesetzt wird.

b) Wird ein gebogener Korper durch eine im Kriimmungsmittel-
punkt angreifende Zugkraft P so auf Biegung beansprucht, daf die Kraft-
richtung senkrecht zu dem in Rechnung zn ziehenden Querschnitte steht,
wie es .beispielsweise beim Lasthaken der Fall ist, wo das Biegungs-
moment den Kriimmungshalbmesser g zu vergroBern bezw. die Kriimmung
zu vermindern sucht, so schreibt sich die allgemeine Gleichung 74

75

1( My, My, =9 >
0 == — N e s ]
(N ¢ x¢ ¢+7
in der N=P und My=—Pp

gesetzt wird, in der Form
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f ¢ x¢ e+n7
__P q
"= TxE oy
R
M
xpf 947

Diese Gleichung liefert fiir die urspriingliche neutrale Achse, d. h.
fir ,,p = 0% eine Spannung
05 =="0.
¢) Betrachtet man den in Gleichung 70 eingefiithrten Summenausdruck

s 7 ¢ ¢
= —f, =xpf,
o7 ¢
der, mit g multipliziert, den Wert
2
ST _f=x¢t. . . ., .. .7

1 +g
lefert, etwas genauer, so ndhert sich der Nenner des Bruches
i
1 L
+9
dem Werte 1, falls der Kriimmungshalbmesser ¢ immer grofer und groBer
gemacht wird. Fir ¢ =co erreicht der Nenner den Wert 1.
In diesem Falle schreibt sich die Gleichung 77 zu
2 2
st fy=3Tt=3tpp=0, . . . . . 18
14+ g :
wo ® das im § 14 der Einfﬁhrung eingefithrte Trigheitsmoment darstellt.
Damit nimmt nun aber die Gleichung 77 die einfache Form
O = xg?f
an, aus der sich dann die Giofle

o’f :
ergibt, . \
Diese Gleichung besagt, daB x von der Form des Querschnittes f
abhiingig ist.
NB. Die Gleichung 79 kann man in vielen Fillen auch als Nihe-

rungsgleichung benutzen, falls man das oben angegebene Verhaltnis 7 bei

einigermaBen groBem Kriimmungshalbmesser gegeniitber der Zahl 1 ver-
nachléissigt, .
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d) Fihrt man den letztgenannten Wert in die allgemeine Gleichung 74

= (v e e e )

ein, so schreibt sich diese als Naherungsglelchung in' der Form

<+ £ )

_n
b f + +X92f —;—,!Z
Mb

» ~|— . . . .. .. 80

Wird nun der Kriimmungshalbmesser g unendlich groB, wobei der

gebogene Korper in den geraden iibergeht, so erhilt man aus Gleichung
80 die Form

N M
O'i'z? *@—’];
die mit der im § 13 aufgefiihrten Gleichung 41 @bereinstimmt.
e) Angaben iiber die Hilfsgrife x.
Der Wert x ist nach der Gleichuug 68

X==—= 2
e + 7"
zu entwickeln, was allerdings am besten mit Hilfe der hoheren Analysis
geschehen kann.
Eine elementare Entwickelung
sei 'im folgenden fiir das Rechteck
durchgefiihrt.

1. Fiir den rechteckigen
Querschnitt.

Man denke sich den ganzen
Querschnitt £ parallel zur Mittellinie
in 2n gleichgrofe Flichenelemente
zerlegt, wobei jedes Element den Inhalt

h bh

fy=b.d=b. =2
haf.

a) Betrachtet man zuniichst die oberhalb der Mittellinie liegende,
positive Halfte des Rechteckes, die nach dem Gesagten in n gleiche Flichen-
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elemente zeriegt gedacht ist, so kann man beispielsweise das im Abstande
7 angegebene upendlich kleine Reckteck, als das yt¢ Element ansehen,
fiir das dann der Abstand

betrégt.
Mit dieser Bezeichnung schreibt sich der unter der Summe stehende
Ausdiuck in folgender Weise:
Y] fn=ﬂ+e——ef”»=(v+9)—-efn
e+7 ¢+ e+
9

_ e ) _
. o=(1— @ Vg =1 —1 )
( e+7 " oty

Die itber die ganze obere Halfte reichende Summe hat dann den Wert

-
s Mg st 3,0
7=00+7 e+
_5133* bh o
” 2n 2n ¢+7
_ bh bh
” — 2 o2n” h
9+Y§;
__ bh bh 1
” T 27 2n°7 "y b
1-}-1—1.-2—{)
_ bh_ bhy
2 2n 1—[—§—-m

. h
worin m = o bedeutet.

Dividiert man den unter dem Summenzeichen stehenden Quotienten
aus, so erhilt man - :

U _.‘_’E_Elilv[_(y > y >_(Y > }
n£09+nf,7_2 Rt m +(nm m) 4
© bh  bh[1 1ay . 1o(y )2 1 (y
=20 iy I3y -x(Z —-3(Z + ..
T2 Z[n =3 nm+n\(nm aZ nm> + ]

Setzt man in den Summengliedern fiir y die Werte 0, i, 2, 3...n
ein, so folgt weiter
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_h
ﬂ=§ 2 1
st M _.E’_‘E_b_h[ et ])
ﬂ:0Q+']fn_2 5 1 2m—]—‘-;))m 4m “+.....
__bh bh 1/h 1/h\2 1 h)3
” -?—2—[“‘(%)+‘(:z‘@)*‘<§5 oo

b) In gleicher Weise entwickelt sich der Summenausdruck auf der
unterhalb der Mittellinie liegenden negativen Halfte des Rechteckes, worin
die 7-Werte negativ sind, zu

n=0 g bh bh[ () 1(h>2 1(113 J
3 fy= — —{—
ﬂ:_ég-l—r) 2 +2 20 +4 2(1) +
2
¢)- die ganze Summe betrigt dann
h
17=§ ) AT
NS BB, 1(h) 1(h) 1y
n_z" h9+77fn——2 7 'zl t3 20 4(29) oot
)
bh h 1/h)*  1/h)*
+ = 15+ ) +ile)
_ bh 2 ‘h)* 2(3)4
9 bh'——g"‘[g +§(§6 —I—g 29 +....~
1/h\2 1/h\% 1/h)\& |
o=—bh | 5(2@“5(5@) +7(%) o

1) Die Sammenglieder bilden folgende arithmetische Reihen 1., 2, 8. .. ..
Ordoung, in denen am Schluf n = oo gesetzt werden kann:
1

—21-——-1(1+1+1+1+.....)=%.n=1,
lzy MO4+14+248 444 ... +n)

n
_m n(n—l) m n.n_1

" TR TR T__?m’
1—11—2'<y;m)2=£~(0+1”+2’+3’+4’+ ..... - n?

m’ nm+1)@n+1)

' 1.2.8

m* n.n.2n 1 ,

2.8 38"
lz(zm)3=lﬁ<o+1s+23+3a+4*+ ----- + )

m n?(n 1)

” nt
_m® n’.n* 1 .
” —'ﬁI' 1 —-Lm

und so weiter,
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Damit erhélt man nun die gesuchte HilfsgroBe

e 7
== f
T e

1 1/h i/h 1/h\¢
”~—ﬂ{—bh[§(2e> +5(2()) +7(§é> +]}

1/h\2 1 /h 1/h
() () s
2. Fir die Querschnitte vom Kreis und
Ellipse.

Bezeichnet wieder h die Hohe des Quer-
schnittes, so erhilt man

(Y () S () e

3. Fiir den gleichschenkligen, trapez-
. formigen Querschnitt,

Mit bezug auf Fig. 64 erhilt man
2
— 1 [+ 2 e o)

lognatg + ——(b -—b2)]

Diese Gleichung ist auch fur den gleichschenkligen Dreiecksquer-

. . 2 . .
schnitt zu benutzen, indem b, =0 und e, = §h zu schreiben ist.

2. Gruppe.

§ 14. Das Zusammenwirken verschiedenartiger
Schubspannungen.

Wird ein Korper durch #uBere Krifte so beansprucht, daB die
einzelnen Querschnittselemente nur verschiedenartigen Schubspannungen aus-
gesetzt sind, so kann man diese Spannungen in der im § 1 unter Abs. 1
und 2 fiir Normalspannungen angegebenen Weise zu einer resultierenden
Spannung vereinigen. Hierbei sind natiirlich auch nur die Elemente
heranzuziehen, in denen die groften Spannungen auftreten.

Eine besondere praktische Bedeutung hat allerdings die vorliegende
Belastungsgruppe nicht. Es soll hier deshalb auch nur ein Belastungsfall.
aufgefiihrt werden, der in der Praxis héufiz Anwendung findet,
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Schub und Drehung.

Da nach § 26 der Einfiihrung und § 12 des vorliegenden Werkes
beide Beanspruchungen in den am Umfange liegenden Querschnittselementen
Tangentialspannungen hervorrufen, wie sie beispielsweise die daselbst auf-
gefiihrten Figuren 152 und 37 erkennen lassen, so hat man nur nitig,
die in dem am meisten angestrengten Elemente auftretenden Spannungen
zZu summieren.

Wird nach § 12 der Einfithrung.die Schubspannung wieder mit k,,
die Torsionsspannung nach § 26 der Einfithrung mit k; bezeichnet, so
erhéilt man die zusammengesefzte Spannung

0 = ks + kt, . . 7 1

worin nach den Gleichungen der Einfiihrung,

P
néamlich nach Gleichung 40, ky = '
, . _ M M
und ’ " 146 bezw. 151, ky= VVp =W

betriigt. Hierbei bedeutet W:(—Z das kleinere der- beiden- Hauptwider-

standsmomente des jeweiligen Querschnittes.
NB. Sind die Schub- und Torsionsspannungen eines Materials ver-

schieden groB,” so kann man das 2. Glied der Gleichung 60 noch mit

einem Korrektionskoeffizienten ¢, multiplizieren, dessen Wert sich aus

dem Verhiltnis

ks  zul. Schubspannung

ks zul. Torsionsspannung

85

Qo =

ergibt.
Hat der Zahler einen kleineren Wert als der Nenner, so rechnet
man o, =1 (vergl. § 13 a, 1).

1. Der Kreisquerschuitt.

Die aus Fig. 65 ersichtliche Schubkraft P
liefert nach § 12 Abs. ¢, 2 eine im Querschnitts-
element A auftretende groBte Schubspannung

4P4P 16 P

Das den Querschnitt beanspruchende Drehmoment
M; ruft nach Gleichung 146 der Einfiihrung eine
Spannung
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hervor, die in allen Elementen des Umfanges gleich groB ist.
Die im Punkte A auftretende Gesamtspannung betriigt dann

oi=ks k¢

16 P 16 M,
TR ®

16 (P Mt)
» — 8.-2—7; (g + ‘a— . . . . . . . 86
2. Der Kreisringquerschnitt von gerin_ger Wandstiirke.

Fir den Umfangspunkt A der Fig. 66 erhdlt man nach § 12 Abs.
¢, 3 eine Schubspannung

P P
L=27=2 5aq
nach Gleichung 146 der Einfiihrung eine Torsions-
spannung
. Mt, . ( d4) 7T
kt—Wp, worin Wp —-'——5— 16
— (D% —a . D24-d®
=0 —ay%. 2
D2 d2~u2D? gesetat,
2D 1
y == 4D ~ ’D’f betrigt.
Damit erhilt man
kt = —l\g— =2 %%
= 'Df

Das Querschschnittselement A wird somit von einer zusammengesetzten
Spannung

O'i:j-ks'}"kt

P M;
=9 . 92
” ‘_—2 f'—I—"‘Dt

2 Mﬁ
*f@+6""""' 87

beansprucht.
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3. Der rechteckige Querschnitt,
Nach § 12 Abs. a und ¢, 1 ergibt sich fir die in Fig 67 ange-
gebene Schubkraft P die bei A auftretende grofte Schubspannung
g _3P_3F
"2 f 2 bh’
zu der nach § 26 der Einfithrung, Gleichung 151, eine vom Drehmoment
M, herrithrende Torsionsspannung

ki = M, = My 6 My worin o ist,
FT W T TR whbY W=z "
w-—
6
_6My 9 M,
» -_—a" 2h
Shbr 2 b

hinzutritt, so daf im Querschnittselement A eine Ge-
samtspannung von

Uiz'ks—*—kt
_. 3P oM,
” 7 2bh ' 2b%h

3. Mt)

,,—m(P—*—F . S . . 88
vorhanden ist, welche die grofite Spannung des vorliegenden Querschnittes
darstellt.

3. Gruppe.

§15.Das Zusammenwirken verschiedenartiger Normal-
und Schubspannungen.

Eine fiir die Praxis besonders wichtige Belastungsgruppe bildet die
vorliegende. Auch hier kann man die Spannungen, wie § 1 Abs. 3 zeigt,
nach dem Parallelogramm der Krifte zu einer idealen, resultierenden
Spannung vereinigen, wie es im § 1 Abs. 4 die Gleichung 1 zeigt, deren
vollstindige Entwicklung im § 4 in der allgemeinen Gleichung 14 bezw.
17 geschehen ist, die die grundlegende Gleichung fiir die vorliegende Gruppe
darstellt.

Wie bereits in der Einleitung gesagt, haben nur die nachbenannten
Belastungsfiille praktische Bedeutung

1. Zug oder Druck mit Schub.
Wird die Normalspannung kurzweg mit k, die Schubspannung mit
k, bezeichnet, so schreibt sich die dem vorhegenden Belastungsfall zu-
grunde zu legende allgemeine Gleichung 17
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m —

1 m -1 }
™ k + om ]/k2+4(aoks)2, ... 8

worin @, nach Gleichung 16 zu wihlen ist. Fiir m sind die in Gleichung

0 =

15 genannten Erfahrungswerte —1:9’9 bezw. 4 zu benutzen.

Die gleichmiBig tiber den ganzen Querschnitt des helasteten Korpers
verteilte Zug- oder Druckspannung k ergibt sich nach § 2 der Ein-
fahrung zu

P

k= L
die gleichzeitig den -Korper beanspruchende Schubspannung k, er-
mittelt sich mit Hilfe der im § 12 Abs. b aufgefiihrien allgemeinen
Gleichung 40
1 P My
Teosa x O
deren groBter Wert mafBigebend ist.

Im § 12 Abs. ¢ sind die grofiten Schubspannungen fiir den recht-
eckigen, kreis- oder kreisringférmigen Querschnitt angegeben.

8

2. Zug oder Druck mit Torsion..

&) Ergeben die auf einen stabférmigen Korper von auBlen her ein-
wirkenden Kréfte fir den in Betracht gezogemen Querschnitt eine in die
Richtung der Stabachse fallende Zugkraft P und ein Kriftepaar vom
Momente M, dessen Ebene die Stabachse senkrecht schneidet, so wird der
Querschnitt von iiberall gleichen Zugspannungen

P

k, =~

f
und von Schub- oder Tangentialspannungen beansprucht, deren Werte
nach § 26 der Einfithrung von innen nach aufilen hin zunehmen.

Die grofite Anstrengung des Materials trit¢ also an der Querschnitts-
stelle auf, an der die Tangentialspannung k; nach Gleichung 146
bezw. 151 der Einfithrung den gréBten Wert
Mt . Mt
W, o.W
erreicht. Fiir diese Stelle hetragt somit die zusammengesetzte Spannung
nach - Gleichung 17

="tk " T aEE, . . . %0

2m 2m

ky =

worin &, und m wieder die aus den Gleichungen 16 und 15 zu ersehenden
Werte darstellen.
Wehnert, Festigkeitslehre IL 7
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b) Wird der Querschnitt eines stabfsrmigen Korpers durch eine sich
aus den #uBeren Kriften ergebenden und mit der Stabachse zusammen-
fallenden Druckkraft P bei gleichzeitiger Einwirkung eines Kriftepasres
bezw. Momentes M beansprucht, so erhilt man unter Beachtung der Druck-
spannung — kg nach Gleichung 17 die ideale Spannung

—1 1
so=—""lrk+ T e TieEE . . . 9

2m 2m
Hat in dieser Gleichung das zweite Glied einen groBeren Wert als das
erste, so kann bei manchen Materialien, deren Zugspannungen bedeutend
geringer als die Druckspannungen sind, das obere, auf eine Zugspannung
hinweisende -Vorzeichen bestimmend sein, was besonders zu beachten ist.
Bei diesem Belastungsfall ist angenommen, daB Knickung nicht in
Frage kommt.

3. Biegung mit Schub.

Betrachtet man den Querschnitt eines auf Biegung und Schub be-
anspruchten Korpers, so werden die einzelnen Querschnitiselemente mit
Normal- und Schubspannungen angestrengt, deren erstere von der neutralen
Faserschicht aus nach auBen zunehmen (vergl. die Fig. 48 und 88 im
§ 14 und 20 der Einfithrung), letztere dagegen — wie Fig. 37 im § 12
des vorliegenden Werkes zeigt -— ihren gréBten Wert in der neutralen
Faserschicht erreichen. Was die im § 12 behandelten Schubspannungen
betrifft, beziehen sich diese nur auf den Normalfall eines der Biegung
unterworfenen Korpers, bei dem die Kraftebene des biegenden Momentes
die Symmetrieachse des Querschnittes darstellt. Mit dieser Voraussetzung
ist nun auch im vorliegenden Belastungsfalle zu rechnen, womit sich nach
§ 12 Gleichung 40 mit bezug auf Fig, 38 die Schubspannung k, zu

— e —

bestimmen laft.
Die Normalspannung k; erbilt man mit Hilfe der im § 14
der Einfihrung genannten Gleichung 58 zu
M, M

h=w=%"
Fiihrt man die beiden Spannungswerte in die allgemeine Gleichung 17

m-—1 m-1
0= om kp + °m 1/kb2+4(aokg)3 S e 92
ein, so laBt sich damit der groBte zusammengesetzte Spannungswert, als
auch die Lage bezw. der von der neutralen Faserschicht aus gemessene
Abstand % der am meist beanspruchten Querschnittselemente feststellen,
Das negative Vorzeichen hat hierbei keine Bedeutung.
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Fir die Koeffizienten m und @, gelten wieder die Gleichungen 15
und 186.

~ Im folgenden seien einige Ermittelungen durchgefihrt.

a) Der beanspruchie Querschnitt sei ein Kreis.

Der Betrachtung sei ein in Fig. 68 dargestellter Stirnzapfen zu-

grunde gelegt, dessen Druck P in den Querschnitten Biegungs- und Schub-
spannungen hervorruft.

Fiihrt man nach Gleichung 16 fir m den Wert —132 ein, so schreibt
sich die Gleichung 92.
01 = 0,36 ky, 4 0,65 V k? -4 (@, k)2

Hierin ist mit bezug auf Fig. 40 bezw. 68

M, Pl
kp=—> "= Tn .rsing ==

Py . 4Pl
( r)4n.rsma= r’n
64 64

sing

und nach § 12 Abs. ¢, 2

s s x @ 3 f
4 P
» =3 Pg %

Diese Werte oben eingesetzt, gibt

iP], ), ( i P ),
V (et sna) + 4 (a0 3oy o
4Pl

z
” - [03581na+065Vs]n2a+( ot ——cosa) ] .. 93
Wird nun noch das in Gleichung 16 mit
. b,  k
©TmET, 18k
-}

O'i"—:O,

genannte Anstrengungsverhiiltnis =1 gesetzt, womit
7*



100 V. Abschnitt,

ky = 1,3k, oder ks=i%kb=0,77 ky

betriigt, und ersetzt man in der Gleichung 93 den vor der Klammer
stehenden Ausdruck, der die Biegungsspannung darstellt, durch ky, so er-
hilt man eine z. B. fiir Schmiedeeisen und Stabl giiltige Gleichung

2
gi=ky [0,35 sin ¢ -+ 0,65 ]/sin%z—{-— (g.;cosa> ] . .94
1

mit der man fiir verschiedene Verhéltnisse — sehr bequem die von der

, L
GroBle des Winkels ¢ abhingigen zusammengesetzten Spannungen finden
und zu Spannungsdiagrammen — wie ein solches Fig. 68 zeigt — ver-

einigen kann.

Fiir die obere Hilfte des Querschnittes, in der sich die gleichgerich-
teten Schub- und Biegungsspannungen addieren, sind im folgenden fiir
r
L
0% 15°% 30°% 459 609 75° und 90° mit Hilfe der Gleichung 94 be-
stimmt und zusammengestellt, woraus zu erkennen ist, daB fir
gi=kp und a=0° \

einige Verhiltnisse .- die zusammengesetzten Spannungen der Winkel von

ein Verhéltnis Ce . 94a
l, = 0,43r=0,215d
besteht, das einen Gremzwert insofern darstellt, als nach dessen Uber-
schreitung die Biegungsfestigkeit, nach Unterschreitung dagegen die Schub-
festigkeit uberwiegt.
Im ersteren Falle geniigt es daher nur mit der im § 14,1 der Ein-
fithrung aufgestellten Biegungsgleichung zu rechnen, wéhrend im letzteren

Falle die im § 12 Abs. ¢, 2 aufgefihrte Gleichung zu benutzen ist.

1. Fir |, =r=0,5d.
a=0° 150 | 30° 45° i 600 50 | 90°
6;=0,43k, | 0,54k, | 0,67k, | 0,80k, | 0,91k, | 098k, | 1,00k

2. Fir 1, =0,6r=0,254d.

¢=0° 1590 30° 450 600 | 750 900
0 =087k, | 0,94k, | 099k, | 1,01k, | 1,01k, | 1,00ky | 1,00k,
. r d
3. Fu!‘ 11:§=.~é.
o =0° 15° | 30° 450 60° 750 900

0,=1,30k; | 1,35k;, | 1,35k, | 1,28k, | L16k, ix,osk,, 1,00 ky,
4, Fir ], =043r=0215d.
a=0° 150 300 450 60° 750 90°
0y = 1,00 kh 1,07 kb ],10 kb 1,09 kb 1,06 kb ],02 kb 1,00 kb
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b) Der beanspruchte Querschwitt sei ein Rechleck.
Geht man von der allgemeinen Gleichung 92 aus, in der man nach

Gleichung 15 den Wert m = %) einfithrt, so hat man auch hier wieder

;= 0,35k, -+ 0,65 Vky? I 4 (o ks)?
zu grunde zu legen.
Fir die Biegungs- und Schubspannung ky und k sind mit
bezug auf § 14 der Einfihrung und § 12 Abs. ¢, 1 zu setzen:

My PL_ 12P)

=9 TR b
12
und k _Eﬁ( ——7))

8 — b ha ’
wobei zu beachten ist, daB sich diese Spannungen auf Querschnittselemente
beziehen, die von der neutralen Achse den Abstand 7 baben.

Fiihrt man diese Werte oben ein, so folgt

12P], 12PL \? 6P(e2-——7]2)
5=085 s '7+06°V( ) (e

T
,,__13531 [03512+065 7;—}—(%*—1”.. ... .9

. 'Wird nun, wie vorher beim Krexsquerschmtt, das Anstrengungsver-
haltnis ¢y =1 und

6PL, _PL My
h? H}Tf"w b

gesetzt, so erhilt man

SR
oi=kb.§[O,_35n+0,65Vr2+(e ”)] .. .98

1, Diese Gleichung liefert fir y==0, d. h. fur die neutrale Achse,
den Spannungswert
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2\ 2
, =kb.§.o,65]/({“—)
1

_2.085, ¢ 2.065 , h?
n h b-ll—'———h . 5411
0,60 h h
» —-T-i;kb—o’3251:kb’
woraus fiir
Gi=kb }
das Verhiltnis L—o3eshj © 0 oo - e

folgt, das wiederum einen Gremzwert insofern darstellt, als bei dessen
Uberschreitung die Biegungsspannung iiberwiegt, bei Unterschreitung da-
gegen die Schubspannung maBgebend ist.

Im ersteren Falle geniigt es demnach, nur mit dem Maximalwerte
der Biegungsfestigkeit nach § 14, 1 der Einfiihrung, im letateren Falle da-
gegen nur mit dem groften Werte der Schubfestigkeit nach § 12 Abs.
¢, 1 zu rechnen.

2. Fir die obere Hilfte des in Fig. 69 angegebenen Querschnittes
erhilt man mit Hilfe der Gleichung 96 die von den Abstinden % und 1
abhingigen Spannungen ¢;

fir 1, =0,325h.

1 1 3 1
0;=1,00ky| 1,04k, | 0,99 ky, | 0,91 ky I 1,00 ky.

Diese Werte sind in Fig. 69 zu einem Spannungsdiagramm ver-
einigt, aus dem zu erkennen ist, daB der maximale Spannungswert ¢; die
Biegungsspannung nur um 4% iiberstéigt, was aber bei der Verschieden-
heit bezw. Unsicherheit der Materialspannungen ohne Bedeutung ist. Es
geniigt also auch hier, nur gegen Biegung zu rechnen.

4. Biegung mit Torsion.

Wird ein Korper von einer oder mehreren Kriften so angegriffen,
daB die einzelnen Querschnitte desselben auf Biegung und Drehung gleich-
zeitig beansprucht werden, die Ebene des resultierenden Biegungsmomentes
mit der Achse des Korpers zusammenfillt, bezw. die einzelnen Querschnitte
senkrecht schneidet, die Ebene des Torsionsmomentes aber mit den Quer-
schnitten gleich gerichtet ist, so vereinigen sith in den einzelnen Querschnitts-
elementen Biegungs- und Drehspannungen, deren erstere nach § 14 der Ein-
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fahrung bezw. § 8, letztere dagegen nach § 26 der Einfilhrung zu be-
stimmen und in die zusammengesetzte Spannungsgleichung 17

! kbi%l Vi + 4 (e, k)2

0= 2m

einzusetzen sind. Hierbei ist zu beachten, da die Spannungswerte fiir
denjenigen Querschnitt und fiir dasjenige Querschnittselement zu benutzen
sind, fir welche die Gleichung 17 das
Maximum erreicht.. Es kommt deshalb
auch hier nur das' 4 Zeichen in Frage.
Da die Lage der in Frage kommen-
den Querschnittselemente bei den einzelnen
Querschnittsformen verschieden sind, kann
auch die Ermittlung .der groSten Span-
nung nur von Fall zu Fall geschehen.
Im folgenden sind die Spannungen
einiger' Querschnitte angegeben, von denen der Kreis- und Kreisringquer-
schnitt fir die Praxis die wichtigsten sind.

a) Der Kreisquerschnitt.

Bei dem Kreisquerschnitt in Fig. 71 erreichten die Biegungsspan-
nungen ky, als auch die Térsionsspannungen k, in den am Umfange ge-
legenen Elementen ihre groften Werte.

Nach § 14 Gleichung 58 der Einfithrung und § 16, 3 daselbst
betriigt die grofte Biegungsspannung

e MMy 32 M,
P EW TS o n @
32

Die groBte Torsionsspannung k; ergibt
sich aus § 26 Abs. 3 der Einfiihrung, Gleichung 146
mit bezug auf § 16, 3 daselbst zu
M, M, 16 M

ks = kt = W; d3 . -;t— . EE .
16
Fiihrt man diese Werte in die allgemeine Gleichung 17 ein, so

ergibt sich unter Beriieksichtigung der Gleichung 15, nach der m= 13—0

gesetzt werden kann,
= 0,35 ky |- 0,65 Vip® + 4 (g ko)?

s, 33M,\F |, ,{ 16M,\?
»=0,35. +065V( d3) +4(“‘*W)

. (035Mb+0,60VMb2+(aoMt)2) Y
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o; = Vlv(o,?,a My - 0,65 VM2 - (a My)?),
W . 6;=0,35 My, -+ 0,65 VMy,? I (o, My)2,
worin der Ausdruck
Woi = My;,
das sogenannte ideelle biegende Moment darstellt.
Damit erhilt die letzte Gleichung die Form
Mp; = 0,35 M, -+ 0,656 VM4 (e Me)2 . . . . . 98
Der Wert «, bedeutet wieder das in Gleichung 16 genannte An-
strengungsverhiltnis. Wird dasselbe wieder a, = 1 gesetat, was fiir Schmiede-
eisen und Stahl zutrifft, so erhdlt man
My;=0,35M, + 0,65V M2E+-M2 . . . . 99
NB. Als Ersatz der letzten Gleichung hat Poncelet fiir den
praktischen Gebrauch folgende zwei, etwas bequemere Niherungsgleichungen
gebildet, deren Resultate keine grofen Abweichuugen von Gleichung 99
aufweisen, sc daB sie ganz gut brauchbar sind.
Die Naherung erstreckt sich auf das Wurzelglied, das fir
1. Mb>MtZ ]/MF+ Mt2~0,96 Mb—l- 0,4 Mt,
2. Mb<Mt: ]/M_bz—*—wr\)OA Mb+0,96 MtA
gesetzt wird.

Diese Werte in Gleichung 99 bezw. in Gleichung 15 -eingefiihrt,
gibt fir m=4

L fir My>>Me: My= ¢ My - (0,96 My 40,4 My
, =0,975 M, 40,25 M,

9. fiir My< My: My;= 2-M,,+g(o,4 My - 0,96 M;
, =0,625 My - 0,6 M.

100

6) Der Kreisringquerschnilt.

Da dieser Querschnitt symmetrisch in bezug auf die beiden Haupt-
achsen ist, so ist nach § 15, 4 der Einfilhrung das polare Widerstands-
moment gleich dem -doppelten iquatorialen Widerstandsmoment, also

W,=2W.
Geht man wieder von der vereinfachten Gleichung 17

0; = 0,35 ky, 4 0,65 Y kp? -} 4(a,k,)?

aus und setzt darin

M 4__ gt
2 wo W—_-:L—d ™ pach § 17,7 der Einfithrung ist,

“=wo v D 32
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M,

nach § 14,1 der Einfithrung aber k;, = i und
LM M
nach § 26,3 ,, » k= kt——Wp =5

betragt, so folgt

My M, (Mb)2 M; )2
AW_0,35W—+0,65V - +4(aoﬁ, :

woraus sich wieder die hereits beim Kreisquerschnitt
erhaltene Gleichung 98

My = 0,35 My, + 0,65 VMy? - (0o My )2
ergib.

Fir Schmiedeeisen und Stahl ist wieder @, =1
und kann deshalb vernachlissigt werden,

NB. Auch hier gelten die Nikerungsglei-
chungen 100.

¢) Der elliptische Querschmitt.

1. Die Ebene des Biegungsmomentes geht durch die kleine
Achse,

In den Endpunkten der kleinen Achse fallen die Spannungsmaxima
der Biegung mit denen der Drehung zusammen. Die grofite Biegungs-
spannung betrigt nach § 14 der Einfithrung mit bezug auf § 16, 4
daselbst

M, M, 32 M,
W Dda n D&

Die groBte Torsionsspannung er-
gibt sich nach § 26 Abs. 3, Gleichung 151
der Einfiihrung zu

k. —k, — M, — M, _LG,,M_‘:
8 T w. W Ddn 2_75 Da?
32

Fithrt man diese Werte in die verein-
fachte Gleichung 17 ein, so folgt

0;=0,35ky 1 0,65 Vky? 4 (o ky)?

_ 32 M, . V<32Mb>2 ( 16 Mt)2
9y = 0935 nDd2+ O,b{) m + 4 Qo mé
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32
nDd?

ZW(O,35M1,+0,651/EW), c .. 101

My; = 0,35 My, + 0,65 V M2 - (e, My)2.
Diese Gleichung stinimt mit der Kreisgleichung 98 vollstindig iiberein.
Der Wert @, bedeutet wieder das Anstrengungsverhiltnis, das fiir
Schmiedeeisen und Stahl gleich 1 ist.

0i =———(0,35 M}, - 0,65 V M2 +(aoMt)2)

2. Die Ebene des Biegungsmomentes geht durch die grofe
Achse.

Wihrend im vorstehenden Abschnitt a die groften Biegungs- und
Schubspannungen im Umfangspunkte der kleinen Achse zusammenfielen,
trifft dieses in Fig. 74 nicht mehr zu. Hier werden nach § 14 Abs. 1
der Einfithrung die #uBersten Punkte der groBen’ Achse am meisten auf
Biegung beansprucht, die grofte, durch die Drehung veranlafte Schub-
spannung dagegen tritt nach § 26 Abs. 3, b der Einfiihrung am Umfangs-

punkte der kleinen Achse auf, so daB zunichst
die Lage des ebenfalls auf dem Ellipsenumfang
gelegenen Punktes A zu ermitteln ist, in dem sich
dann die einzelnen Spannungswerte zu einer groften,
idealen Spannung vereinigen.

Fir den im Abstande 9 von der Nullinie
aus gelegenen Punkt A betréigt nach § 14, 1 der
Einfithrung die Biegungsspannung

M M
ky = @b” Rs:n”
4

Fiir denselben Punkt ergibt sich die Torsionsspannung ki mit
Hilfe der im § 26 Abs. 3, b der Einfithrung angegebenen Gleichung 151 zu

M;.e M
b =k= T =0

2 MtV -R2___r8—;
" T a'Re 1= r 7
so daB nach Gleichung 17, fir mz—%q, die zusammengesetzte Spannung

den Wert erhilt:
0; = 0,35 ky, - 0,65 Vip® - 4( k)2

M, M, 2 Mt]/ —r2 2>2
8 -——0,35 1] + 0 65 (mﬂ) ( '(I: er 1—

4 4



§ 15. Das Zusammenwirken verschiedenartiger Normal- u. Schubspannungen. 107

M 4M, 2 [4M; 2 R*—r*
O —'030 72“] () 6')V(R3[‘ﬂn> + (mao) (1———- R4 :'22)

2 2 2__p2 .
" 4M" {03547-{-065]/7; +(M‘R ) (1-~RR4' nﬂ)] 102

Aus dieser Gleichung ist nun der von # abhéingige maximale Span-
nungswert zu bestimmen, was mit . Hilfe hoherer Rechnung direkt ge-
schehen kann. Indirekt bezw. elementar kommt man aber auch zum Ziele,
wenn nach Gleichung 102 fiir verschiedene Abstinde % die zugehdrigen
Spannungen berechnet und in einem Spannungsdiagramme vereinigt werden,
aus dem dann eine zweckmiiBige Ubersicht gewonnen werden kann.

NB. Geht die Ebene des Biegungsmomentes weder durch die kleine
noch groBe Achse des elliptischen Querschnittes, so sind die Gleichungen
der schiefen Belastung mit heranzuziehen,

d) Der recktecki;qe Querschnitt,

1. Die Ebene des Biegungsmomentes lauft parallel zur
"kurzen Achse.

Hier liegen die Spannungsverhiltnisse genau so vor, wie im Ab-
schnitte a des ITn Fig. 73 dargestellten elliptischen Querschnittes. Die
grofite, nach § 14, 1 der Einfihrung in
den langen Rechteckseiten auftretenden
Biegungsspannungen fallen nach § 26
Abs. 8, b der Einfithrung mit der groBten
Torsionsspannung in der Mitte der langen
Seite zusammen. Nach Einfiihrung § 14,

1 und § 16, 1 betrigt die groBte Bie-

gungsspannung
k' Mb Mb 6Mb
=W T b®h_ bih°

6

Die groBte Torsionsspannung erhilt man aus der im § 26
Abs. 8, b der Einfihrung zu ersehenden Gleichung 151

M M,
ks:kt—'wt(; w\;V
_9M

” T2 b%h

- . . . 10 .
Damit liefert die Gleichung 17 mit m = 3 einen zusammengesetzten

Spannungswert von
0; = 0,35 ky -}~ 0,65 V2 | 4 (o k)2
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6 M, V(swb> ( 9Mt>3
0= 035 7o, T 065 | \ ey % 3hh

0,36 My, 4+ 0,65 VM2 (1,5 @, My)?) . . . 103

” '—‘bzh(

2. Die Ebene des Biegungsmomentes lduft parallel zur
langen Seite.

Hier liegen die Spannungsverhilt-
nisse genau so, wie bei-dem im Ab-
schnitt b behandelten und in Fig. 74
dargestellten elliptischen Querschnitt, so
daB die dortige Vorgangsweise auch hier
zu beachten ist.

Die Biegungs- und Torsionsspan-
pungen sind deshalb wieder fiir be-
liebige Abstinde 7 in die zusammen-
gesetzte Gleichung 17 einzufiihren, um
damit festzustellen, fiir welchen Wert

von 7 die groBte, ideelle Spannung erhalten wird.



Anwendungen.

Erste Auf, .bengruppe.

Zu § 6 bis 8. Auf verschieden gerichtete Schwerpunktsachsen
bezogene Trigheits- und Zentrifugalmomernte ebener Flichen.
Trigheitsellipse. Schiefe Belastung.

1. Aufgabe. Fir eine aus ungleichschenkligen Winkeleisen herge-
stellte Druckstange sind fiir die aus Fig. 77 ersichtlichen Abmessungen
das grofte und kleinste Trégheitsmoment anzugeben.

Der Reihenfolge nach sind zu berechnen

1. die Lage des Schwerpunktes 8,

2. die beiden Trigheitsmomente @, und
@y bezogen auf die Achsen xy,

3. das Zentrifugal- oder Deviationsmo-
ment dxy,

4. der Neigungswinkel ¢, der den ge-
suchten Trigheitsmomenten @f und
©, zugehdrenden Koordinatenachsen
&n entspricht und

5. die Trigheitsmomente @z und @,.

Losung.

1. Die Abstindeuund v des Schwer-
punktes 8.

Nach § 18, 1 der Einfilhrung ist mit bezug auf Fig. 77

a , d
u_Flul—}—Fguz__ad'-2+(b—d)a'§
o F T ad4(b—d)d
20 2
*20.2_2—4»(25—2)25

77T20.2 (25— 2)2
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400146 446 .0 53 om,

T 42046 86

*F1V1+F2Va_a6 + (b—3d)d. (—-——+6)
F mf—{—(b—-—d')d

20.22-{-(25—2)2(25 2 +2)

»=20.2 J-(256—2)2
_404-46.135  404-621 _ 661
"7 40146 — 86 86
» = 1,68~ 7,7 cm.
2. Die beiden Trigheitsmomente @; und @,.
Von den im § 18 der Einfilhrung zur Berechnung der Trigheits-
momente angegebenen 3 Regeln sei hier die zweite gewiihlt.
Damit erhéilt man mit bezug auf Fig. 77

@xzé[av"——(a—ud)(v-—d)ﬂ-{- 8(b— V)9

, = % [20.7,7% — (20 — 2)(7,7 — 2)* 1 2(25 — 7,7)"]
=1 5[9130,66 — 3333,474 1 10355,434]

.16152,62 = 5384,2 cm?,

— wlu e.mn-t w‘

=3z[0(—u?+bud— (b —d)(u—d)’]

”

[2(20 — 5,2) + 25 . 5,28 — (25 — 2) (5,2 — 2)f]

3 (6483,584 - 3515,2 — 753,664)

” =%.9245,12= 3081,7 cm?,

3. Das Zentrifugalmoment Ayy.

Da der Winkeleisenquerschnitt aus zwei Rechteckflichen besteht,
fir die man beispielsweise nach der im § 6 Abschnitt b, 1 entwickelten
Gleichung die Zentrifugalmomente feststellen kann, hat man nur nétig, die
gefundenen Werte zu summieren.

Man erhilt demnach fiir das in Fig. 78a dargestellte Rechteck, das
gleichzeitig den einen Schenkel des vorliegenden Winkeleisens bildet, den
Wert
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1
ny(l) == i b(2v—b) (hg2 — hlg),

worin b =17,
hy=1u
und h, ==a—u ist,

dxyg) = 15(2‘? —_— J) {u’ — (a —-u)z}

4
= i .2(2.7,7— 2) (5,28 — 14,8?)
, = ?.;_2(7,7 —1)(27,04— 219,04)
. =—6,1.192 = —1286,4 omt,

Fiir das in Fig. 78 b angegebene,
den zweiten Schenkel bildende Recht-
eck erhilt man in entsprechender Weise

Ayyny= ‘lzb(z v — b)(hg? —h,?),
worin b =4,
v=u,
hy=v—d
und h, =h — v ist,

Ay = }5 (2u— ) {(v — 82— (b — )t}
, =205 (RT—2—(@B— )

2.
, = —4—2(5,2 — 1) (5,28 — 17,3%)

» =42.(27,04 —299,29)
» = —4,2.272,256
» ===— 11434 cm4 -

Das gesuchte Zentrifugalmoment ergibt sich dann zu
Azy = dxy+ dxy@
» =-—1286,4 — 11434
5 = — 2429,8 cm?,

4. Der Neigungswinkel a.
Dieser Winkel berechnet sich mit Hilfe der Gleichung 24 zu

24y, 2(—2429,8)

te2q = —
Be 0= — O, 3081,1—5384,2
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4859,6
1920 = o 311
820 = 53095 ’
2= 64940,
@ = 32020,

5. Die Trigheitsmomente @f und @,
Nach Gleichung 20 folgt
Of = Oy cos? @ | Oy sin® g — dyysin2a
» == b5384,2 cos? 320 20' + 3081,7 sin% 32° 20' — (— 2429,8) sin 64° 40
» = 5384,2.0,845% - 3081,7.0,535% |- 2429,8.0,904
» = 3844,6 4 882,02 - 2196,6
» ==6923,12 cm? (Maximum)

Nach Gleichung 21 betrigt
0, = Oy sin?a | Oy cos? @ -} Ay sin 2 o
,» == 5384,2sin? 32°20' } 3081,7 cos? 32° 20' |- (— 2429,8) sin 64°40'
, =5384,2.0,6352 4 3081,7.0,8452 — 2429,8. 0,904
» = 1541,1 4-2200,3 — 2196,6
» = 3741,4 — 2196,6
,» ==1544,8 cm?. (Minimum)

NB. An dieser Stelle sei noch darauf hingewiesen, da8 nach Gleichung
22 die Summe der letzten beiden Tragheitsmomente gleich der Summe

der beiden in Frage 2 angegebenen Tragheitsmomente sein mu8.
Diese Probe angestellt, liefert
O¢ -+ 0y, =0+ Oy
6923,12 4 1544,8 =5384,2 4 3081,7.
8467,92 = ~ 8465,9.

Die kleine Differenz erklirt sich aus den Abrundungen der einzelnen

Resultate.

2, Aufgabe. Ein Winkeleisenquerschnitt habe

die beistehenden Abmessungen,

Es sollen die Trigheitsmomente @y, @, und
das Zentrifugalmoment .7y, fiir die Schwerachsen be-
stimmt werden, die mit den Schenkeln gleichge-

richtet sind.
Liésung.

Ist der Schwerpunkt S seiner Lage nach nicht
bekannt, so rechne man mit den in § 6 Abs. b, 4

angegebenen Gleichungen F, und F,.
Damit erhdlt man

F,F,b?
R
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CUf e (h — 9)d. ob, . b®

0 =55 (b — 0+, }+(h2—d)6+6h1
T | 58.0.6.108. (4,5 0F

v =75 (60.0°+6(100) 45505

) 112 100564_*_10125&jL

by == 83,75-—!—67,5)64: 151,26 0%,

F,F,a?
9y=@y1+@y2+p‘lﬁ

”

. (b, — 0) 3. Oh, . a2
{ I by —d)* 1y 63} (b, —0)0 + 0h,
5d.0.4.106.(39)2

”»

w"" :':Q*"

=.—(12564+ 1094 +4°0

_.__ 4 4
» =15 186044300

» = (11,25 4 30)d* = 41,2504,
F,Fyab. (b, —0)d.0h,.ab

3 =F, 1 F, (b, —0)0oh,
 50.0.0.100.38.4,50
" T T 53.6-11008.0
© O 80.83.45
p =g =40k

3. Aufgabe. Fir den in Fig. 80
skizzierten Z-eisen - Querschnitt sollen die
Achsenrichtungen der groBten Widerstands-
fihigkeit als auch die beiden Haupttrigheits-
momente berechnet werden.

Zu bestimmen sind demnach

1. die beiden Triigheitsmomente @y
und Gy,

2, das Zentrifugalmoment yy,

3. der Winkel ¢ als Richtungswinkel
der grofiten Belastung und

4. das groBte und Kkleins  Trag-
heitsmoment @ und @, des Quer-
schnittes.

Losung.

1. Die Trigheitsmomente @; und Oy.

Wehnert, Festigkeitslehre II.

(6(56) +1080%) + 50.9-+0.100

113
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Da das Trigheitsmoment eines Querschnittes nicht von der Lage
der Querschnittsteile, sondern nur von den, von der neutralen Achse aus
gemessenen Abstinden derselben abhingt, so kann man sich, wie Fig. 81
zeigt, beispielsweise den oberen Flansch nach rechts verlegt denken, womit
dann ein E-Querschnitt erbalten wird, dessen Triigheitsmoment @, nach
§ 17, 4 der Einfihrung

9,:=-1—{bh3—~(b_a)(h_ gc)s}

{7 163 — (7-0,85)(16—2.1,1)3}

” 12
1 3 3
w =13(7.16°—6,15.13,8%)

., —15(28 672 — 16 162,64)

12509,36 = 1042,44 cm*

El*-‘

Das Trigheitsmoment @y erhilt man
am einfachsten durch Umwandlung des
vorliegenden Querschnittes in die aus
Fig. 81c¢ zu ersechende T-Form.

Es ist nach § 15 Abs. 3b der Ein-
fithrung, Formel 69

0y = 15| +b—0p+(— )7
@y—_-%{ L1(747 - 0,85)° 4 (16 — 1,1) 0,853}
) =_132-(1,1 .13,15% 4 14,9.. 0,85

1
» =15 2001,32 1 9,15)

1
» =13 (2510,47) == 209,21 cm*,

2. Das Zentrifugalmoment Ay;.

Benutzt man die in § 6 Abs. b, 3 aufgefithrte Formel 6, so folgt
mit bezug auf Fig. 82

n
dxy = ?Fx &1

w =Fi&n +Fobom 4 Fobyny
» =F & (—n)+F;. O+ Fy(— &),
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WO F,=F,=F,
§1 == §3 = § .
und Ny = My ==7 ist.
Damit erbalt man
ny : — 2 Fg?]

b—d Jd\/h e
o ==20-00("37+3) 53)
, =—2.6,15.1,1(3,075-0,425)(8—0,55)
e = — 13,53.3,500. 7,45
y =-—352,79 cm%

8. Der Neigungswinkel a.
Nach § 6 Abs. a, Gleichung 24 er-

gibt sich
2 dyy
te2¢ = — y
820 =" 6.—6,
— 2(—3852,79) 705,68
7 T T 1042,44 —209,21 833,23 0,8468,
20 =40°15'28" ~ 40°16',
a=2098'

NB. Der vorliegende Querschnitt entspricht dem Normal-Profil 16,
wofiir in der Tabelle der Neigungswinkel ¢ = 21920‘ zu finden ist.

Die geringe Differenz zwischen dem Tabellenwert und dem vor-
stehenden Rechnungswert erklért sich aus den Abrundungen der Trigheits-
momente @y, @y und dem Zentrifugalmomente A;y. Es sind hier die
im Profileisen vorhandenen Abrundungen und Hohlkehlen vernachliissigt.

4. Die Trigheitsmomente @z und @, der Hauptachsen &1

Der Maximalwert @ ergibt sich nach § 6 Abs. a, Gleichung 20 zu

Of = O cos’¢ - Oysin ¢ — Ayysin2a

» = 1042,44 . cos? 208" 209,21 . sin® 20°8' 4 352,79 . sin 40°16'
» =1042,44.0,93889% -} 209,21.0,844202% 4 352,79.0,64634
» = 918,92 -}- 24,786 - 228,025

» =1171,781 v 1172 cm?,

Der Minimalwert @, betriigt nach Gleichung 21

Oy, = Oysin®q - Oycosq + Lrysin2e

» = 1042,44.5in220%' 4- 209,21 . c0s220°8' — 352,79 .5in40°16
» =1042,44.0,34420% 4 209,21.0,93889% — 352,79.0,64634
» =123,6 1 184,42 — 228,025

» ==3807,92 — 228,025

» == 19,895~ 80 em4

g*
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NB.

Erste Aufgabengruppe.

Auch hier erkliren sich die fiir die Praxis bedeutungslosen

Abweichungen gegeniiber den Tabellenwerten aus dem vorher unter Frage 3

ausgesprochenen Bemerkungen.

Oy = M (sm ,3 »
—M (blnﬂ

n+ o
worin
sinf =sin (90 — a) = cos 200 8 =

=

5 (h sin ¢ -} dcos )

4. Aufgabe. Welche
groBte Materialspannung ¢ wird
ein aus Z-Eisen hergestellter
Freitrager von 1,2 m Liénge
haben, der in der Stegrichtung
am freien Ende mit 500 kg
belastet ist und die Quer-
schnittsabmessungen der vor-
hergehenden Aufgabe besitzt.

Der Triger sei an seit-
lichen Ausbiegungen nicht ge-
hindert.

Losung:

Nach § 8 Abs. b, Glei-
chung 30 ergibt sich die bei
A auftretende groBte Material-
Spannung Omax 24

Cfﬁée )

cos 3 = cos (90 — @) =sing == sin 2008' = 0,344,

= 0,938,

u+v~—cosﬂ+—smp’

— é(mo. 0,344 -+ 8,5.0,938)

» == 31,6 mm,

7]1:'[11-—-1)::

h .
Esmf.‘i«—--2

[}

= % {(heos ¢.— dsina)

» = 73,6 mm,

cosfd

%(160 .0,938 — 8,5, 0,344)
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Oz =1172 cm?,

@n = 80 Cm4
und M =Pl =1500.120 = 60000kgem ist.
Mit diesen. Werten erhilt man

Omax = 60000 <91’—?:?‘g . 1,36 + 9-’8304—-4 ‘ 3,15)
» ==60000 (0,005 877 -4 0,013 545)
» =60000.0,019422
» =—1166,32 kg pro gem.

5. Aufgabe. Welche Materialbe-uspruchung erhalt der in Fig. 84
dargestellte Z-Eisen-Querschnitt an der Kante B.
Losung:
Die gesuchte Spannung erhilt man
ebenfalls nach Gleichung 30 zu
0=M(§§P~p—)eh+ﬂeb),
O
in der die Abmessung ey, ihrer Lage ent-
sprechend, mit negativem Vorzeichen ein-
zufithren ist. Die Gleichung schreibt sich
dann mit den hier in Fig. 84 vorliegen-
den Bezeichnungen
M (sinﬂ cos )
0= ‘6}‘ e — _6’7 & )
worin wieder
sin@ = cosa == 0,938,
cosf = sing = 0,344,
O =1172 om?,

©, =80 cm?
M=Pl=60000 emkg,
Np=m-n
» == -+ wsing
» =m+(b——g—x)sina
h
2 d h ) .
” _—cosa+ (b — é——étga sing
80
» = =+ (70 — 4,25 — 80. 0,367) 0,344
0,938 ~—m

,» = 85,288 - 36,39 . 0,344
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g = 85,288 - 12,52
o =97,808 ~ 97,8 mm
und L=u-v
» =Wcosq-}csing
» = 36,39.0,938 }- 11 . 0,344
» = 34,184 - 3,784
» =37,918 ~ 37,9 mm ist.
Diese Werte eingesetzt, gibt die gesuchte Spannung
0,938 0,344 .
¢ =60000 (l—l_ﬁ . 9,78 —_— ——§0— . 3,79)
» ==60000(0,0078272 — 0,016 297)
» = 60000 (— 0,0084 698)
» == — B08,188 ==~ — 508,2 kg/qcm.
6. Aufgabe. Bei dem vorher behandelten Z-Eisen-Querschnitt soll
1. die Lage der neutralen Achse bestimmt und
2, die Zentralellipse konstruiert werden.
Ldsung:
1. Die Lage der neutralen Achse.
Nach der im § 8 Abs. a aufgefilhrten Gleichung 28 erhdlt man
den Richtungswinkel o, der neutralen Achse NN zu

O 1172
tga, = —>cotg 8 = —— cotg 20° §'
0 @ﬂ ﬁ 80 g
1
5y = -—;3—2 . 2,7277 = 39,961,
a,—=88%34.

NB. Wiirde der Freitriger an seiner Befe-
stigungsstelle so eingespannt oder gestiitzt werden,
daB eine seitliche Ausbiegung infolge des Biegungs-
momentes Mg nicht eintreten kdnnte, so wiirde auch
die neutrale Achse horizontal gerichtet sein, d. h.
mit der x-Achse zusammenfallen. In diesem Falle
konnte dann die Berechnung nach der im § 14
der Einfilhrung aufgefithrten einfachen Biegungs-
gleichung 58 erfolgen,

2, Die Zentralellipse,

Mit bezug auf die im § 8 Abs. ¢ gegebenen Ausfithrungen bestimme
man zuniichst aus den Haupttrigheitsmomenten @z, @, und dem Quer-
schnitt

F=dJh+42.c(b—Jd)
»=85.16042.11(70 — 8,5)
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F =1360-}1353
»=2713 qmm = 27,13 qcm
die Triigheitshalbmesser

_1/8, /80
a_]/_F_ m_,1,7172~1,72 cm
und
_1/0e_ -V 1172
b_V—FT = 27’13_6,573N6,57 cm,

Diese Werte trage man nun auf den Hauptachsen & # auf und
konstruiere dariiber die Ellipse, die dann die Zentralellipse des vorliegenden
Querschnittes darstellt,

Die Durchmesser der Ellipse in der Kraft- und Nullinienrichtung
bilden konjugierte Durchmesser.

7. Aufgabe, ZEin in horizontaler Lage auf zwei Stiitzen ruhender
Balken aus Buchenholz von 2 m Linge werde gleichmiBig verteilt be-
lastet. Die Hauptachsen des rechteckigen Querschnittes sind gegeniiber
der Kraftrichtung um 45° verdreht.

Die Materialbeanspruchungen gegen Zug und Druck seien 100 und
80 Atm, _

1. Welche Belastung kann auf den Balken einwirken, wenn von
dem Eigengewichte abgesehen wird?

2, Welche Richtung hat die neutrale Achse?

3. Welche Halbmesser hat die Triigheitsellipse ?

Losung:

L Bestimmung der Belastung Q.

Nach § 8 Abs. b, Gleichung 30
erhilt man mit bezug auf die dort auf-
gefiihrte Fig. 19, die Belastung Q zu

6M .
o= W(b sin 8-} h cos g),
worin nach § 23 Abs. 8 der Ein-

fiihrung
M= %—l betrigt.
Damit wird
i
0= W(b sin § - hcos §)
_3Ql

G—m'ﬁ(bsinﬁ—’—hcosﬁ),
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woraus sich die Belastung
4b2hi¢
Q= 31(b sip §—+ h cos B)
4.20%.30%.80
” = 3.200(20. 0,707+ 30.0,707)

= 5431,4 ~ 5430 kg

ergibt.
Die Belastung pro lfd. Meter betriigt dann
U

2, Die Lage der neutralen Achse.
Nach § 8 Abs. a erhilt man die Richtung der neutralen Achse
mit Hilfe der Gleichung 28 zu

0] . bh?
tg o, = @~; cotg @, worin @y = 15
3

und @y = hT%‘ ist,

bh?
2

y = Y cotg 8

12

ke
n =pacote ,3_ 30% 5 cotg 45°
,y = Z .1=2,25,
@, = 66°.

8. Die Halbmesser a und b der Zentralellipse.
Nach den Ausfithrungen des § 7 Abs. b, 2 oder § 8 Abs. ¢ findet
man die Trigheitshalbmesser a und b zu

hb?
Oy _ 12 B2 b
a_V v 2vis
,,=_———— 3,46 = 5,77 cm,

Ox _ "1?_1/11‘2‘_11
b—-V = V=’

346——865 em.

”
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Mit diesen Radien kann man nun die aus Fig. 86 zu ersehende
Zentralellipse konstruieren, in der die Durchmesser in der 'Kraft- und
Nullinienrichtung wieder konjugierte Durchmesser sind.

8. Aufgabe Fiir einen aus zwei gleichschenkligen Winkeleisen
vom Profil 16 gebildeten Freitriiger soll die aus Rundeisen hergestellte
Spannstange von 20 cm Lénge bei 5 kg Materialbeanspruchung berechnet
werden. Am freien Ende werde der 2 m lange Triger mit einer aus der
Fig. 87 ersichtlichen Einzellast belastet, deren GroBe noch zu bestimmen
ist, Hierbei 'soll das Winkeleisen mit 750 kg pro qem in Anspruch ge-
nommen sein.

Der Reihenfolge nach sind folgende Fragen zu beantworten:

1. Wo liegt der Schwerpunkt S?

2. Welchen Wert haben die beiden Triig- zf &
heitsmomente @y und Gy? R
3. WiegroB8 ist das Zentrifugalmoment 4yy? 4 _.;:%1:,-

4. Welche Richtungen haben die Haupt-
achsen §, 7?

5. Welchen Wert haben die Haupttrig-

heitsmomente ®f und @, ?

6. Welche Lage hat die neutrale Achse in dem Falle, daB der
Querschnitt an der freien Durchbiegung nicht gehindert
wird ?

. Wie andern sich die Richtungen der neutralen Achse und der
Kraftlinie, wenn der Querschnitt unter der Wirkung der Spann-
stange an der freien Durchbiegung gehindert wird?

8. Mit welcher Kraft H wird die Spannstange belastet?
9. Welchen Durchmesser erhilt die Stange?
Lésung:
1. Die Lage des Schwerpunktes S.
Der in Fig. 88 angegebene Schwerpunktsabstand e, bezw. e; betriigt
nach Tabelle (S. Hiitte, 18. Aufl. Seite 469)
e,=—46 mm bezw. e, = 160 — 46 =114 mm.

Beziiglich der Berechnung dieser Werte sei auf die 1. Losung des
Beispieles 1 hingewiesen.

Fig. 87.

-1

2, Die Trigheitsmomente @y und Gy.

Diese Trigheitsmomente haben beim vorliegenden Querschnitt gleiche
Werte und betragen nach Tabelle (S. Hiitte, 18. Aufl. Seite 469)

=0, =1225 cm*,

Soll dieser Wert durch Rechnung bestimmt werden, so sei auf, die
2. Losung des 1. Beispieles hingewiesen.
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3. Das Zentrifugal- oder Deviationsmoment .

Nach § 6 Abs. b kann man das Zentrifugalmoment auf mehr-
fache Weise' bestimmen. ,

Der vorliegenden Berechnung sei die im Abs. b, 4 aufgefiihrte
Gleichung F, zugrunde gelegt. Danach folgt mit bezug auf Fig, 14
und 88.

F,F,ab
F‘—|—F’
worin  F; =db,
Fo=(®b-—4
a__m__b_c)‘__b—--d
T T2 2 T2
und
ben— b-d_{_c_? (b—-—(;)+d
Fig. 88. ——l-)-ist.
,’—2 ]
ab.b—go22
Ay = db-+(b—d)d

_ _0°b*(b—d)® _ db%*(b—J)?
" T 4db+(b—d) 4@b—J)
__1,7.16%(16 — 1,7)? _1,7.256.14,32
T 4(2.16—1,7)  4.380,3
» =1734,9 ~ 735 emt.
4. Die Richtungen der Hauptachsen £ 7.
Nach § 6a, Gleichung 24 ist

tg2a = —?—é—y—, worin @y = @ ist,
X

Oy —
_ 2y 24y
7 0—0, 0
woraus
2q==90°
und a =459
folgt.

5. Die Haupttriagheitsmomente @f und @,.
Aus der Tabelle (S. Hiitte, 18 Aufl. Seite 469) ist mit bezug auf
Fig. 88
0, =506 cm* (Minimum)
und O = 1945 cm*, (Maximum)
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Durch Rechnung ergeben sich diese Werte aus den im § 6 aufge-
fiithrten Gleichungen 20 und 21.

6. Die Lage der neutralen Achse bei ungehinderter
Durchbiegung des Querschnittes,

Der Neigungswinkel a, der neutralen Achse gegeniiber der Haupt-
achse & ergibt sick nach § 8 Abs. a, Gleichung 28 zu

tg oy = %5 eotgl, worin cotgf = cotg4b?=1,
"
Of = 1945 cm*
und O, = 506 cm?* ist.
Die Werte eingesetzt, liefert

tg oy = }5%%’ .1 =23,8438,
o, = 15° 25",

Senkrecht zur neutralen Achse
wiirde sich somit das Winkeleisen
durchbiegen, wenn es nicht daran ge-
hindert wird.
7. DieRichtungsinderungen
der neutralen Achse und der
Durchbiegungsebene infolge der
Anordnung der Spannstange,
Da die Spannstange eine seit-
liche Ausbiegung des Winkeleisens ver-
hindert, eine Durchbiegung also nur in
senkrechter Richtung eintritt, so muB die neutrale Achse NN mit der
x-Achse zusammenfallen.
Es tritt hierbei gewissermaBen eine Verdrehung der neutralen Achse
und der dazu senkrecht gerichteten Biegungsebene AS um den aus Fig 89
ersichtlichen Winkel
P =0y — g
» = 15925' — 450
,, = 30°25'

ein,
8. Die Horizontalkraft H.
Nach Fig. 89 erhilt man
H=P.tgp="P.1g30°25' = 0,587 P.
Die am freien Trigerende auf jedes Winkeleisen einwirkende
Einzellast P ergibt sich nach § 14 Abs, 1, Gleichung 58 der Einfiib-
rung zu
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M, = Wky, = g—x ki, worin M, = P1 ist,
1

P1= (&kb’
€
P— Ozk, 1225.760 _ 402,9 ~ 400 kg.

el — 11,4.200
Die die Spannstange beanspruchende Kraft H betriigt somit
H =0,587P =0,587.400

» ==234,8 ~ 235 kg.

NB. Streng genommen miiite die Spannstange in Richtung der x-
Achse angeordnet werden, damit sie in der Verlingerung den Schwerpunkt
S schneidet.

AuBerhalb des Schwerpunktes, wie Fig. 87 erkennen laft, tritt noch
ein den Querschnitt beanspruchendes Drehmoment

M;=H.h
auf, das bei nicht allzugroBem Werte von h vernachlissigt werden kann.
9. Der Durchmesser d der Spannstange.
Die auf Zug beanspruchte Stange berechnet sich nach § 2, Gleichung 7

der Einfihrung zu
d2n
H=1fk, = T k,,

d:V4H=1,128 ———.—11281/2%5
Tk, ¢

,=1,1287147 = 7,73 ~ 8 mm.

Zweite Aufgabengruppe.
Zu § 9 bis 11: Exzentrische Zug- oder Druckbelastung. Kernfliiche.

9. Aufgabe. Auf die rechteckige Grundfliche einer Mauer von
der Breite 80 cm und der Linge 1 m wirke im Abstande 10 cm, parallel
zur Mittellinie, ein {iber die Linge verteilter Druck von 8000 kg.

Zu bestimmen sind

1..der Abstand ey der spannungslosen Querschnittsstelle und
2. die Spannungen an der rechten und linken &uBersten Quer-
schnittskante.

Losung:

1. Der Abstand e,.

Nach § 9 Abs. 1, Gleichung 32 ist
1b3

ey = %, worin @ =13
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und f=bl bedeutet,
1b3
12 b® 80 _ 6400
TbL.A 124 12.10 120

» =53,3 cm.

€x

Dieser Wert besagt, daf die spannungslose
Stelle auBlerhalb des Querschnittes liegt.

Die Grundfliche erhilt also nur Druckspan-
nungen,

2. Die Kantenspannungen 6y und gjq).

Nach der im § 9 Abs. 1 angegebenen
Gleichung 33 findet man die gesuchten Span-

nungen zu
e (otoy woo TP
01—‘—(0',_0'[,,WO()‘.._fA._VBj
b
; e PR
und gy = —g—= l_bs
12
6P .
9 ='b—2‘r 18t,
P  6PA P
”:_<‘5‘1i‘m) =— g (P64

Damit betragen die gesuchten Spannungen auf der rechten und
linken Seite des Querschnittes

P . 8000
Ojr) =— — ~b2—1(b + 64) :——m(so +6.10)=— 1,75 kg/qcm,
. P 8000 ,
Oig) = — T (b —64)=— 507100 (80 — 6 10)=—0,25 kg/qem.

Wie in beiden Fillen das negative Vorzeichen andeutet, sind beide
Spannungen Druckspannungen.

10. Aufgabe. In welchem Abstande A muB im letaten Beispiele
die Kraft P wirken, wenn an der linken Kante die Druckspannung
gleich Null werden soll?

Lgsung:
- 0
Aus Gleichung 32 =37

erhalt man
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1y
j\,:—@ :-——-—-12 =l—)::§9'=13,3 cm.
f.eg b 6 6
bl.é

11, Aufgabe. Ein quadratischer Pfeiler von 1 m Seitenlinge
habe eine Hohe von 2 m. Er wird mit 50 t exzentrisch belastet, wobei
die grofte Beanspruchung 12 Atm nicht dberschreiten soll.

Das Gewicht pro chm Mauerwerk betrage 1600 kg.

Wie groB ist mit bezug auf Fig. 91

1. der Abstand ey der spannungslosen Stelle,
2. die Exzentrizitit 4 und
3. die kleinste Beanspruchung der Grundfliche?

Lésung:

1..Der Abstand ey.

Nach Gleichung 31 folgt

o . a 100
ex__ea;? worin e_.é—-?_ﬁo cm,
P4+G_-P+G
g = b
f a?
50000 4 2.1600
»n = 100 = 5,32 Atm,

und nach Gleichung 33
Op = Ojq) — 6 = 12 — 5,32 = 6,68 Atm ist,
Mit diesen Werten erhilt man den Abstand
ex=50.2:%i=39,8r\140 em,
2, Die Exzentrizitdat A.
Der Wert A findet sich aus Gleichung 32 zu

O
TR
at
0 12 a? 100
l_f.—ex-_ a?.e;y 12.eg 12.40_20’8 e
3. Die kleinste Beanspruchung o).
Die Gleichung 33 liefert
0iy=— (0 —0n)
y =— (5,32 — 6,68) = —(— 1,36) = 1,36 Atm.

Die linke Seite der Grundfliche wird also auf Zug beansprucht.

12. Aufgabe. Wie miiite im vorhergehenden. Beispiele die Kraft
P den Pfeiler exzentrisch belasten, wenn an der linken Seite die in
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Losung 3 gefundene Zugspannung gleich Null werden soll, und welcher
Druckspannung wird hierbei die rechte Seite ausgesetzt sein?

Losung:

1. Die Exzentrizitdt A.

Um der gestellten Bedingung zu entsprechen, mufl die Kraft P « 1
Pfeiler am Umfange der Kernfliche angreifen.

Nach § 10, 3 erhilt man den Abstand A zu

A= %a=0,1'667 a

»=0,1667.100=16,67 ~ 16,7 cm.

2. Die rechte Kantenspannung o;gy.
Die Gleichung 33 liefert die an der. rechten Seite der Grundfléiche
auftretende Druckspannung.

P
Oix)y=—(0+40ap), wo ¢ =—~:;:E=5,32 Atm
M, P. a
und beza-.e::;r.é
12
__6PA__6.50000.16,7
T el T 1003

» =501 ~5 Atm,
Damit erbilt man
Oir) = — (5,32 -+-'5,01) = — 10,33 Atm.

13. Aufgabe. Ein 1,5 m langer Freitriiger sei iiber seine ganze
Linge mit 500 kg gleichmafBig verteilt und am freien Ende mit einer
40 cm starken Mauer von 1000 kg Gewicht belastet. Der Triiger ist
in einer Mauer von 64 cm Dicke eingemauert. Das dariiber lastende
Mauerwerk habe ein Gewicht von 20 t.

1. Wo liegt die neutrale Querschnittsstelle?

2. Welche Kantenspannungen erleidet das Mauerwerk, wenn auf
der Druckseite eine Unterlagsplatte von ¢==15,8 cm Breite,
auf der Zugseite eine solche von d == 66 cm Breite angeordnet
wird. (Siehe Fig. 207 im 55. Beispiele der Einfiihrung.)

Losung:

1. Der Abstand e; der neutralen Stelle.

Nach Gleichung 32 erhilt man
co®
E’;
f=cd,

ex=ﬁ, wo O =
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i=let-J
und ;=112 cm ist. (S. Seite 211 der Einfiihrung.)
Die Werte eingesetzt, liefert
cd?
12 g2 642

ey = 2,37 cm.

(l+) 12(IXT4:):T2.144:

Mit diesen Werten sind die Lingen a
g und b der Unterlagsplatten bestimmt.

Sie betragen

—}-ex 32 4 2,37 = 34,37 cm

und
d
b= 5 ex =32 — 2,37 =29,63 cm,
(Vergl. Losung 7 auf Seite 213 der Ein:
fithrung.)

2. Die Kantenspannungen 6jr) und oy
Nach Gleichung 33 erhalt man

R R
Oj(r) = — (6+0y), wo - 0= T Pyl

J

M, RL__ R<lx+§>

Op(r) = W; - W, = c0° -

6
R {21, +6 3R 21z 4+ 0)

RCYY '“"'7:62”“

R (IX 9
Mb -y
und Opily = —‘7‘7’-' = -_Tdi)—-

» = dg2
Die Werte eingesetzt, gibt

R 3R(21x -1 0)
Oigr) = — (7:-5- + ca2+“')

» =— [+ 32l 4-0)
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R
Oir) = — Py T (46—-!— 61y)

2R
3y — —-m(26+3lx)
____2(1000 +4-500)
R T I VL (2.64-43.112)
'y =—21,6 Atm
_ R 3R(2L-4
und o) = — ("ﬁ— *(ﬁdﬁ—{_——))
R R
gy == ddz[ —3(2k +d)]——a-3—2(—26——61,)
2 (1000 -} 500)

" :+EB—2(_6+31")=W(64+3'112)
» =- 4,43 Atm,

14. Aufgabe. Fiir eine hohle,
guBBeiserne Siule von 20 cm #uBerem
und 16 cm lichtem Durchmesser soll
die Zentralellipse und der Q,uerschmtts—
kern bestimmt werden.

Liésung:

1. Die Zentralellipse.

Den Triigheitshalbmesser kann
man nach § 7 Abs. b, Gleichung F
oder nach § 8 Abs. ¢ ermitteln.

Er betragt hier

_1@ in @=(D*—d4 "~
a__]/-f‘», worin @ = (D d)64
T
— 4 al T
__{(2R) (2r)}64
(R4 il
==

7T
— (10t — 84~
»=(10 8)4

»—4635 cm?
und

F=®—)n

,=(10°— 83z

» =113 cm? ist.

Wehnert, Festigkeitslehre II. 9

129



130 Dritte Aufgabengruppe.

Die Werte eingefiihrt, gibt

4635
a== V—li—a— = 6,4 cm.

Da die Tragheitsmomente fiir die beiden Achsen x, y gleich groB
sind, so haben die beidéen Halbmesser der Zentralellipse den gleichen
Wert a, woraus zu erkennen ist, daf die Ellipse einen sogenannten Trig-
heitskreis bildet.

2. Die Kernfliche.

Nach § 10, 2 findet man den Halbmesser A fiir den runden Kern
mit bezug auf Gleichung 32

ey A=

R*fr? 10048 164
CT IR T 470 a0 ——=lem

- @ @

Dritte Autgabengruppe.
Zu § 12. Schubspannungen im gebogenen Balken.

15. Aufgabe. Fiir den in Fig. 94 skizzierten Blechtriger soll die
Schubkraft angegeben werden, mit der die Nietbolzen zu berechnen sind.
Der sich aus
mehreren, iiber die
Trigerlange von
8,4 m gleich ver-
teilten Einzellasten
ergebende Auf-
lagerdruck betrage
20250 kg.
Lésung :
Nach § 12
Abs. b, Gleichung
F findet man die
zwischen zwei Niet-
bolzen der Léngs-
Winkeleisen auf-
tretende Schub-
kraft S, die von
einem Nietbolzen
abzufangen ist, zu

P
5= ‘(T)‘ Mst (lz - 11);
worin P=A

und l, —1, =t=8,5d ist,
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Pas statische Moment My, fiir die ohere, aus dem Querblech und
dem beiden Winkeleisenquerschnitten bestehende Gurtung, in bezug auf’ die
neutrale Achise NN, betrigt
Mgy, =B, 1 - Fatp -+ Fymy '

w =(B—2d)d, . (e+é25)+23{hk—d)dz. (e—%) -+
+28,(h, —d,) ( e—d, "'bt .2— 62)
M,—258.1,8.42,9-1-2.44.08.41,6-12.0,8..52.386
» = 1992,3 | 292,8 - 322
» == 26071 ~ 2607 cm?d

Das Trigheitsmoment @ berechnet man zu
1
O = b—2d) b+ 28,8 — (b—d— 2hy) b (b, —d —8,)2(b—2d,)7

— 24, (b — 2h,)")
1
n==15(25,8.87,6°—16,4.84° — 3,6.2.82,45—2.0,8.729
1
n = 13 (17343000 — 9723 000 — 4028 300 -— 597 200)

9 = i1;2‘ 2994500 = 249550 Cm‘.

Diese Werte oben eingesetzt, gibt die Schubkraft

A 20250
8 =M t=519550

NB. Bei der Berechnung eines Blechtriigers pflegt man zumeist
die Steghthe h und die Breite b des Gurtungsbleches in Verhéltnis zur

freien Linge 1 des Trigers zu setzen.
So withlt man z. B. die Hohe h nach der empirischen Gleichung

.2607.8,6.1,6 = 2877 kg.
e ——————

1 .1
h__ml blsﬁ 1,

die Breite b zu

b=0,3h-}36 mm, wo h in mm zu setzen ist,
oder b=0,51-}-15 em, wo 1 die freie Trigerlinge in m bedeutet.

16. Aufgabe. Welcher Materialspannung sind im letzten Beispiele
die Nieten ausgesetzt?

Losung:

Mit Hilfe der vorher berechneten Schubkraft S erhidlt man nach

§ 12 Gleichung 40 der Einfiibrung eine Materialspannung k, von
9%
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dim,  dm
S:fksz 2 Tks:Tk.’
S.2 2877.2
—_——— k 1 .
kg P 16 715,8 ~ 716 kg/gem

17. Aufgabe. Wie kann man in der Aufgabe 15 die Nietteilung
der Léngsnaht berechnen, wenn die zuléissige Schubspannung 720 kg pro
gqem betragen soll?

Lésung: .

Da in diesem Falle die Schubkraft S nicht bekannt zu sein braucht,
vereinigt man die im § 12 der Einfilhrung und § 12 Abs. b des vor-
liegenden Werkes aufgofithrien Gleichungen, die zur Berechnung der
Festigkeiten des Nietes und des zwischen zwei benachbarten Nieten befind-
lichen Materiales dienen. Man eliminiert also die Schubkraft S aus
beiden Gleichungen, wie folgt:

Mit bezug auf Fig. 94 ist:’
nach § 12 Gleichung 40 der Einfiihrung

2 2
S:f.ke=2(—l—4§-ks=(12—7—tks,
nach § 12 Abs. b, Gleichung F
Sngsg(l2—ll):%M,t.t.

Beide Werte gleichgesetzt, gibt
A d3xg

@Mst-tz—g“ksy
und daraus die Nietteilung
t ——@ k _6 worin nach Aufgabe 15
T2 PAMY ’ 8

6 = 249550 cm?,
A= 20250 kg
und M= 2607 cm? ist,

1,62 249 550
) '720'20250.2607
»=13,67 cm. :
Diesen Wert in Beziehung zum Nietdurchmesser gebracht, gibt
t 13,67
oder t=28,5d.

NB. Hat man die Nietteilung t anzunehmen, so geniigt zumeist
ein Wert von etwa

t==64d,
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wo der Nietdurchmesser d ungefihr gleich der doppelten Dicke des stiirksten
Bleches, fiir gewohnliche Verhiltnisse aber nicht iiber 20 mm gewihlt
werden kann.
Zu einer anderen Wahl des Gurtungsnietdurchmessers gelangt man
aus der mittleren Dicke -} 9 mm der Winkeleisen.
18. Aufgabe. Es soll die Blechdicke ¢ fiir den Steg des in der
15. Aufgabe angegebenen und in Fig. 94 dargestellten Blechtrigers be-
rechnet werden. Die in Aufgabe 16 festgestellte Schubspannung sei hier
mit rd. 720 kg vorgelegt.
Losung:
Die Blechdicke ¢ ist dadurch bestimmt, daB sie
1. der, in der neutralen Faserschicht NN auftretenden groBten
Schubkraft Sy, und
2. der, an den Auflagen als Maximalwerte auftretenden Vertikal-
kraft A, die an dieser Stelle den Querschnitt des Steges auf
Abscheren beansprucht, geniigenden Widerstand leistet.
1. Berechnung gegeniiber Schub'in der neutralen Faser.
Nach § 12 Abs. b, Gleichung 39
P Mg
TS0
erhilt man die in der neutralen Faserschicht NN erforderliche Blechdicke
x bezw. 0 zu

x=6=£-%ﬁ, worin P = A =20250 kg,
7y O
7y =ky="120 kg pro qcm,
M, =2607 cm?
und @ = 249550 cm* ist.
Damit wird
5= AMg . 20250. 2607 — 0,293~ 0,3 cm.

k,® ~ 720.249550

2. Berechnung gegeniiber Schub an der Auflager-
stelle A.

Wie die im § 23 der Einfithrung skizzierten Schubkraftflichen er-
kennen lassen, erhalten die die einzelnen Triigerquerschnitte auf Abscherung
beanspruchenden Vertikalkrifte an den Auflagerstellen ihre groBten Werte.

Mit bezug auf Fig. 94 erhilt- man die Blechdicke J aus der im
§ 12 der Einfilhrung aufgefiihrten Gleichung 40 zu

A =1f.k,=dh.k,
S— A 20250

hk. —8L.720 - ook o
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8. Die auszufiihrende Blechdicke d.

Damit der Steg des Triigers eine geniigende seitliche Steifigkeit erhalt,
wihlt man die praktisch kleinste Blechdicke nicht unter 6 mm, den gréfiten
Wert aber in der Regel nicht tiber 10 mm.

Im vorliegenden Falle wiirde man -also eipe Blechdicke von

6 =6 mm
wihlen, welcher Wert auch in Fig. 94 angenommen und der dortigen
Rechnung zugrunde gelegt worden ist.

19. Aufgabe. Fiir den in der 15. Aufgabe vorgelegten Blech--
triiger soll die Dicke d; der Gurtungsbleche fiir eine Normalspannung ven
900 kg berechnet werden.

Die Verteilung der gleichgroBen Einzellasten ist aus Fig. 95 zu
ersehen.

Losung:

Denkt man sich den Triiger in der Mitte, wo er. am meisten bean-
sprucht wird, durchschnitten und nimmt-man zugunsten der Konstruktion
an, daB das Vertikalblech, wie es bei den Fachwerktrigern der Fall ist,
nur die feste Verbindung zwischen den beiden Gurtungen beawecken soll,
so muB im Schwerpunkte der oberen und unteren Gurtung je eine hori-
zontalwirkende Kraft H angebracht werden, damit das Gleichgewicht in
der Trigerrichtung nicht gestort wird. Die beiden entgegengesetzt wirken-
den Hilfskrifte miissen gleich groB sein.

Desgleichen mufl in senkrechter Richtung eine Vertikalkraft V auf-
gewendet werden, mit der die senkrecht wirkenden Krifte ins Gleich-
gewicht gebracht werden.

Legt man nun den Dreh-
punkt in die obere Gurtung,
so besteht die Gleichgewichts-
bedingung

Muux =Hh,
worin h den Abstand der
heiden Gurtungsschwerpunkte
bedeutet, der annihernd gleich
der Steghthe gesetzt werden

kann,
~Ferner ist

1
Mppr = A (-+1o) S O S . %
1+20 P L

»

p-‘

n =31 A(l4-20)— 9P, 1)
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1
Maux = 5 (20250 . 860 — 9. 6750. 120)
L= %(17415000 — 7280000)

., =%.10125000

» =5062500 cmkg
und H ={k,
» ={(b—2d)d; + [(hy — d) 6, + (b; — dp) 0] 2} k,
» ={(29 — 3,2)d; - [(6 — 1,6)0,8 4 (6 — 0,8) 08] 2} k,
., =1{25,80, + (3,62 + 4,16)2)k,
, =(25,80, + 15,36)k,.
Die Werte eingesetzt, gibt
Moz
H= b
(25,89, +15,36)k, = ,, ,
Mpax 1
4, = ( hE, —_ 15,36) -2?’—
1 (5052 500
” ™ 25,8 \ 84.900
1 1
» = 258 (66,96 — 15,36) = 358" 51,6 =2 cm.

NB. Die Blechdicke d, ist in Aufgabe 15 mit 1,8 cm angenommen
worden.

Die Blechstirken wihlt man im allgemeinen nicht zu hoch. Sind
aber groBe Stirken notwendig, so legt man zweckmiBig mehrere Bleche
aufeinander.

20. Aufgabe. Ein Freitriger von I-férmigem Querschnitt habe
eine Lange von 1,25 m und werde am freien Ende mit 3200 kg belastet

1. Welche Biegungsspannung ki, und
2. welche Schubspannung k, erleidet der geféihrliche Querschnitt
an der Stelle, wo der Steg in den Flansch tibergeht?

Losung:

1. Die Biegungsspannung k.

Nach § 14 Abs. 1 der Einfihrung, Gleichung 58 erhdlt man fir
die im Abstande 7 von der neutralen Achse aus gelegene Querschnitts-
stelle

\
/

— 15,36)

Hierin bedeutet
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My, = P1=13200.125 = 400000 cmkg,

,]=1.23_51=12_1,5—_—1o,5 om

und
o—0b_(b—dh—24)>
12 12
i 1
o hatk = (12.24%5—11.9243
p-2eom. »=15(12.248— 11,209
‘' _ 64020
5}“-} 1.56m ” ——_—1—2-_-—-5335 cm#.
Setzt man diese Werte ein, so ergibt sich eine
Biegungsspannung
400000

» =15.10,5 = 787,56 ~ 787 kg pro qem.
"2, Die Schubspannung k.

Nach § 12 Abs. b, Gleichung 39 findet man die gesuchte Schub-
spannung

P M

ks=;.§“§, worin P = 3200 kg,
x=4d,
©=5335 cm*.

und My = Fy== bdlh _2 9

» =12.1,5.11,256 =202,5 cm? ist.

Damit erhdlt man

ks=w_222’_5=121,5~122 kg pro gem.

NB. Das Zusammensetzen der beiden Spannungswerte ky, und k, zu
einer ideellen Spannung ¢; ist aus der in Aufgabe 44 Abs, IV, 5 auf-
gefithrten Fig. 136 zu ersehen.

Vierte Aufgabengruppe.

Zu § 13. Das Zusammenwirken verschiedenartiger Normal-
sSpannungen.

21. Aufgabe. (Zug und Biegung) Fir das beistehende Hingelager
soll der Lagerdruck P unter der Annahme berechnet werden, da8 die
Materialspannung auf der Zugseite 2 kg pro qmm und die Druckspannung
etwa das 3fache der Zugspannung betragen soll.
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Es sind hier folgende Fragen zu beantworten:
1. Welche Rippendicke d erhilt der T-formige Querschnitt?
2. Wie groB ist das Triigheitsmoment @?
3. Wie grof sind die Widerstands-
momente W, und W,?
4. Wie groB kann der Lagerdruck P
werden?

Losung:
1. Die Rippendicke d.
Nach § 20 Abs. b der Einfithrung ist mit .
bezug auf Fig. 97
Fy=Fyn + Fo,,

h
{w—m¢+maq=@—wmr%+m¢§

2 2
bmﬁ_qqa+MJ=$¢h—id+%a

h2 d,2
(hel—dle1+ )J—— b(slel,
s 5"1"‘1"’161 _ 3.1,88—6.18.2
- 0,2—h? 1,80 — 82
(h‘—61)e1+1—2”_“ ( ’ =
9,72 — 21,
1,6 =09~1 cm.

"~ 12,4—25,38
2. Das Tragheitsmoment @,
Nach § 19, 3 der Einfithrung erhilt man

@=§@+Fm
1

» =0+ 0, +Fa,* + Fya,?
66 oh? h\2
_ (b )1 0994 o8 5 -+ (b—0)4, (el——-—-——> -|-6h ( 2)
(6—-1)183+1 83
12
» == 45,09 4- 10,89 - 32
»=87,98 ~ 88 cm',

(6 —1)1,8(2 — 0,9)2 - 1.8(6 — 4)?

=

3. Die Widerstandsmomente W, und W,.
Es ist
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W1:9=§§=44 m3
€ 2
und 2 =Q=§—8-=14,7 em3,
e, ] ca———

: 2

4. Der Lagerdruck P.

Da im vorliegenden Belastungsfall die Zugseite am ungiinstigsien

beansprucht wird, die Zugspannung aber mit 2 kg pro qmm vorgeschrieben
ist, erbiilt man die Belastung P nach § 13, Gleichung 41 zu

P M .
O = + 3 Worin My=PA=P(l}e,)

1
,» =P(84+2)=10P
und f=bd, }+dh—d,)
»=26.1,8-11(8 —1,8)
»=10,8 -} 6,2 =17 em? ist,

P Pl 1 A )
P— "l(z) O oynfW,

1y A T W, AT W At
t ' W, fw,
_200.17.44 149600
" @EF217 214
Mit dieser Belastung berechnet sich auf der Gegenseite des Quer-
schnittes eine Druckspannung
~ P M, P Pi ( A )
G =7 — g =7— v =P
OTF W, I W, f

== 699~ 700 kg.

W,
W, —fa 14,7 —17.10 — 155,3
» =P fw, =700 — 17.14,7 — =100 249,9

, ==-—433 kg pro qem.

NB. Soll diese Druckspannung den Wert von 600 kg pro gem er-
reichen, so muf das Material des Querschnittes anders verteilt werden.

22. Aufgabe. (Zug und Biegung) Es soll ein einfachier Haken far
eine Hochstlast von 6000 kg hergestellt werden. Die Materialspannung
des mit Gewinde versehenen Behaftes soll mit 600 kg, fir den gefahr-
lichen Querschnitt der Hakenkehle aber mit 750 kg bei Anniherungs-
rechnung, bei genauer Rechnung dagegen mit 1000 kg in Rechnung ge-
zogen werden.

Die Form des Querschnittes ist so zu wihlen, daB das Material
moglichst gut ausgenuatzt wird.

Es sind folgende Fragen zu beantworten:
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(=

. Welchen zweckmiBigen Radius r erhilt die Hakenkropfung?
. Welche Hohe h ist dem gefiahrlichen Querschnitt zu geben ?
3. Wie groB wird die Breite b, und b, des gefahrlichen Quer-
schnittes
a) bei Anndherungsrechnung und
b) bei genauer Rechnung?
4. Welchen Kerndurchmesser d; erhilt der mit Gewinde ver-
sehene Schaft?
5. Welchen Durchmesser d, kann der Schaft erhalten?
6. Welche Abmessungen kommen sonst noch in Frage?
Losung:

nN

1. Der Radius r der Hakenkropfung:

Im . allgemeinen ist es ratsam, die Maulweite oder Hakenkropfung
moglichst klein zu wiblen, damit das Biegungsmoment ein Minimum wird.

Zumeist wiablt man

=%d bis d, falls d den Seildurchmesser bedeutet, oder

r==0 bis 1,5 J, sofern J den Durchmesser des Ketteneisens
darstelit.
Fiir den Fall, daB die Durchmesser nicht bekannt sind, kann man
eine passende Wahl auch nach den empirischen Gleichungen

1. fir P<Z 7500 kg: —— -4 15 mm blS——+ 20 mm,

200
2, , P>17500 kg: r= +30 mm bls + 35 mm
treffen.
Gewihlt hei im vorliegenden Falle der kleinste Wert

6000
200“’1 ~ 200
2. Die Hohe h des gefdhrlichen Querschniites.

Auch fiir eine zweckmiBige Wahl der Querschnittshthe hat sich
eine Erfahrungsgleichung

r = —— 4 156=130 -+ 15=145 mm.

h=z.r

herausgebildet, in welcher der Wert z zwischen 1,8 und 3 zu wiahlen ist.

Nimmt man hier den Mittelwert z = 2,4 an, so erhilt man eine
Hohe

bh=2z.r=24.45=108 mm,
3. Die Quersehnittsabmessungen b, und b,
a) bei Annédherungsrechnung.

Nach § 13 Abs. 1, Gleichung 41 mit Hinweis auf § 13 Abs.” 10,

Gleichung 80 nebst Nachsafz erhélt man mit bezug auf Fig. 98:
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1. Die Materialspa'nnung auf der Zugseite

M P P Pe+e),
me——f——l— = 9 f+ (+1

o
ety

2, Die Materialspannung auf der Druckseite
P My, P Po P Prrie)

MO=FTTW, i e e
€2
., _P<1 (r+(;1)ez)

Soll nun das Material des Querschnittes auf der Zug- und Druck-
seite vollstéindig ausgenutzt werden, so muB die Bedingung erfilllt sein

0j(z) = — Oj(q)
oder die Werte eingesetzt,

(I‘—{—e)e /1 (r+e)e
P+ 050 = —r (f - g0)
1 (r+e)e r—i—e)e
itTe == f+ o
2 (te)e (e
it e )

=0,
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- +(r—|—-e1)(e1 ) =0,

—f—+(f+e1)(ez—ez):0;
f
6=— §(r+el)(el — &)

1
,,:§f(r+e,)(e2——e1) P T T Fl

In dieser Gleichung betrigt
der Querschnitt

- ;—'9% h,
das Trigheitsmoment
0— b,2 -+ 4b, by - b,® s,
: 36 (b, - by)
der Sechwerpuauktsabstand
__h b 42b, _h 2b,+b,
el-—3~'bl+b2 bezw. 92—3 *brﬁ-;,
der Klammerwert
. _h2b b hbt2h
2713 h, b, 3 b+ b,
__bhb—h
" - 3 . bl -'_ b2

Setzt man diese Werte in Gleichung F; ein, so erhilt man folgende
Beziehung zwischen den Seiten b, und b, des gefahrlichen Querschnittes:

b2+ 4bbytby? 1 b by (r h b, +2b) h b, —b,

36 (b, 1~ b,) 2’ o 3 b, b,/ 3 b +b,
_ h_ " (b, — )3r(b’—}—>b2)—1—h(b 1-2b,)
7 : 3(b; ~+b,)
h2 b ‘bﬂ(s b, + 3rb, -+ hb, 4 2hb,)
Y "I_b 1 2 )y

(b,2 4 4b,; by 4 b2)h = (b, ——b2) (8rb, + 3rb, + hb, 4 2hb,)
= 3rb,24}- 3rb, b, + by 2h |- 2b; byh — 3rb; by —
— 3rby? — b, byh — 2b22h
» = 3rb,? — 3rb,% -} (b2} b, b, — 2b,%)h,
(by? -+ 4b, by + by? — by 2 — by by, 4 2b,%)h = 3r(b,> —by?),
(8b; by + 3b,*)h = »
__3r(b2—h? r
B = 3b (5 by B, T

. ”
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Bi=--+1 =z+4+1. . . Fe
Aus Gleichung F; ergibt sich nun- weiter
1
0= éf(r +e)(e; —ey)

rte 2 2 12
O " f.e;—e) b‘+b2h h b,—b, h%(b, — by
2 b, + b,
welcher Wert in die obere, fir die Zugseite gultlge zusammengesetzbe

Spannungsgleichung
r-te
Gi(z)ZP(f“"— _(t_) 191)

eingefiihrt, folgende zweite Beziehung zwischen dem Seiten b, und b,

liefert
o 12 h lml—{-Zb
G ="P <b +b2h+h2(b —by) 3 by b, )
2
__ 2P 2(by + 2by)
% = kb, Fby) (‘+ by — by )
_ 2P _bn — by + 2b, - 4b,
? h (b, + b,) b, —b,
- a2p 3b,+3b,  2P3(b, by
” h(by by by —by  h(byFby)(b, —by)
___ 6P
7 —h(bl—_bZ)l F
b — b — OF ] 8
1 g_h.oi(z)' ‘

Aus den Gleichungen F, und F; erhilt , man nunmehr die Seiten
b, und b, zu

b,
b: =1Z + 1
6P
by —by=+—-.
1 2 hﬂi(z)
Aus Gleichung 1 folgt
bl = b2 (z + 1).
In Gleichung 2 eingesetzt, gibt
6P
be(z+1)-—b2 =

h Oi(z)
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A 6P
oder by(z4+1—1) =:——,
6P _ 6.6000

hoiz .2~ 108.7,5.2,4
b, =by(z - 1)=185(2,4 + 1) = 18,5.3.4
=62,9~.63 mm.
Dieses wiirden also die Abmessungen bei angeniiherter Reehnung

sein, bei der man die Hakenkriimmung unberiicksichtigt gelassen hat.

b) Die Werte b; und b, bei genauer Rechnung.

Hier geht man von der im § 18 Abs. 10, 4 aufgefiihrten verein-
fachten Spannungsgleichung 76

by =

= 18,5 mm,

=D g
" Txet ety
aus, in der fir' die Zugseite des fraglichen Qaerscbmt.tes
die Normalkraft N P,
der Kriimmungshalbmesser =r-}e,
der Abstand 17 =—
und das Biegungsmoment My =—P{r+e)

zu sehreiben ist.
Damit lautet die Gleichung firr die groBte Zugspannung

P ——-P(r—tel) —e
D= "strte)f (rd-e)(—ey)
_.Pea ‘
” -—f,
xr . v,
‘waraus f—=- folgt. l
. XI‘G, (z) -
Fiir die links auftretende grofite Druckspannung gilt
die Nermalspannung N=P,
der Kriimmungshalbmesser o=r-e,
der Abstand n=e,
und das Biegungsmement Mb =—P(r-}e)
Damit erhélt man
o =——P(r+el). e,
O o)t rhe)te
_ Pe, l
" =T
Xg+) A
und fom o %
x(r + h) 0'1((1,

Die HilfsgroBe x ist nach der im § 13 Abs. 10, 5 unter 3 genannten
Gleichung
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r=—1 [{b e, + o) log nat +———b—b ]
+b1—|—b2)h + (2+9) g ( 2)
zu ermitteln.
ZweckmiBig ist es, in den letzten Gleichungen die bereits in Frage 2
eingefiihrte Verhiltniszahl ,,z=% zu benutzen, mit der dann folgende Er-
gebnisse erhalten werden:

Aus Gleichung F, % =z-+1
2
erhilt man
by
T

b, =by(z41) oder b, = -

Damit schreibt sich der Querschnitt

bt b by [ )1
=2t 2 (o ) =g
bh z+2
"= 41’

der Schwerpunktsabstand

b
b+2b, b 2 T2ipT
"b,Fb, 3’ ——

1 2 b+z+1
by[(z+1)+2] h z+3

.bl[(z+l)+ﬁ z+2

2b1+b2 h 2b; +z—{11
b5, 8 L b

el=

wo|t

f
o) B

I

w|

bezw, €

z+1
b[(2z+2)41] _h 2243

=3 bftz1D+1] 3 z}2
und die HilfsgroBe

w1 8 [ B o g S — )
— by
,,=—1+-(-LH—T"?L);[{Zbl—f+'b—ls__H(e2+r+e1)}

b1+z+1
log nat iel—}—e, (b1 _ b )]

e;—e,

D“
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ML M
log nat _t"h__.z‘*z'_;_'l“l

e e
N i
s e
B O
”=—1+2(“+3(zz:_32))zi;lzillobnat(z+1) Z-—lz—-l :___—l}:_gl

z-}+3 ) 21 z- 2[ ]
1+2( 3(2—{——‘)) 74 2 zil log nat (2+1)— L+2
#—1+2( -+ 32(_:_32)) {lognat (z4+1)— —?é] A
Fithrt man nun in Gleichung F, fir f, e, und r die vorgenannten
Werte ein, so ermittelt sich die Breite b, wie folgt:
Pe,
xrai(z)’

i N -

bih 2+

Tz—}-—

z-}3

3212

Il

ot

h
X, Oi)

b, = (2 z(z+ 1)(z+ 3) l> P P P.

8 (z+2) hoy q)'h”l(Z). oo

Rechnet man die nur von z abhingige Klammergrofle ¢ fiir die

awischen 1,8 bis 3 liegenden, gebriiuchlichen Werte von z aus, so erhiilt
man nach Gleichung F, und F,

fir z=18 . . . . . . . . . x=. 0,0858
¢ =13,017,
fir z=2 . . . . . .. . . x= 009743
@ =12,83,
firz=22 . . . . . . . . . x= 01089
¢ = 12,704,
firz=24 . . . . . . . . . x= 01203
q)=:12,613,
fir 2==92% . . . . . . . . . x= 01259
P= 12,584,
fir 2=3 .. . . . . . . . %= 01532
¢ =12,633.

Wehnert, Festigkeitslehre 11 10
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Vierte Aufgabengruppe.

Im vorliegenden Beispiele ergeben sich somit die gesuchten Quer-
schnittsabmessungen b, und b, nach Gleichung F, zu

b, =¢. P ——, Wworin @ ==12,613~12,6,
hg Oi(z)
Oi(z) = 1000 kg/qem
und h =108 mm betrigt,
, 6000 126.6
b =128 o 1000 — 108
Nach Gleichung F, folgt dann
b, 7 7
b2_;Ti——i— m—g—’z—2,06(\-’2,1 cm.

NB. Fir die vorgenannten im Absatz a und b behandelten zwei
Belastungsfille sind in Fig. 99 die in dem am meist beanspruchten Haken-

querschnitte auftretenden zusammengesetzten
Spannungen graphisch aufgétragen.

Wird der Querschnitt einem geraden
Stabe zugehérig gedacht, wie es im Absatz a
angenommen ist, so wird das Spannungsdia-
gramm durch die gerade Linie CD begrenzt.
Hierbei sind die absoluten Werte der Zug-
und Druckspannungen gleich gross.

Gehért dagegen der Querschnitt einem
gebogenen Kirper an, wie es im Absatz b
vorausgesetzt ist, so wird die Spannungsfléche
von der gebogenen Linie ESF begrenzt. Die
groBte Zugspannung liefert hierbei die Glei-

chung F,, die groBte Druckspannung dagegen die Gleichung F,. Beide
Gleichungen ergeben fiir die durch den Schwerpunkt gehende Faserschicht
eine Spannung gleich Null.

Die Spannungsflichen lassen erkennen, da3 beim gebogenen Kéorper
die Zugspannung wesentlich grofier wird (ca. 80%b) als beim geraden
Stabe, wihrend die Druckspannungen im ersteren Falle kleineré. Werte
darstellen als im letzteren,

4. Der Kerndurchmesser d; des Schaftgewindes.

Nach der im § 2 der Einfithrung aufgefithrten Zuggleichung 7

erhilt man

2
P—fk,— 3

4P
4, =)L

k,

b1
kg,

P 6000
=1,1 ]/ = ]/
28 =1,128 |/ 20

» = 1,128 1/—10 = 3,66 cm.
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Diesem Kerndurchmesser entspricht nach der Whitworthschen
Gewindetabelle eine 13[4’/ Schraube mit einem Auflendurchmesser von
d=4,4 cm.

5. Der Schaftdurchmesser d;.

Bei der Befestigung des Hakens im Querhaupte oder Schekel ist auf
seine freie Beweglichkeit zu achten, damit ein ungleichmiBiges Anspannen
der Querschnittsfasern nicht moglich werden kann.

Fiir alle Fille ist es ratsam, dem Schafte einen etwas grofieren
Durchmesser zu geben, als der AuBlen- oder Gewindedurehmesser betrigt.

Man wihle

dg~ 5 cm,

welcher Wert auch der unter dem Bunde befindlichen Hakenkehle ge-
geben werden kann.

6. Die sonstigen Abmessungen.

Der dem in Frage 3 behandelten gefahrlichen Querschnitte gegen-
iiberliegende Querschnitt erhidlt nach praktischen Ausfithrungen eine
Hohe von ’

b, = 0,6h bis 0,6h.
Gewihlt sei
b, =0,6h =0,6.108 = 64,8 mm.

Die duflere Begrenzung der Hakenkropfung wird zumeist. kreisformig
gewahlt, wofiir der Radius aus den vorliegenden Abmessungen erhalten wird.

Er betrigt mit bezug auf Fig, 98

pbterdh 10842454648 2628
2 2 2

, =131,4 ~ 130 mm.

Die von Mitte Hakenkeble bis Unterkante Querhaunpt zu messende
Hakenlinge 1 wiiblt man passend zu
l=h-42r=108-+2.45=198~ 200 mm.

23. Aufgabe, (Zug und Biegung). Fiir eine Last von 50000 kg soll
ein Doppelhaken hergestellt werden.

Der Querschnitt des Schaftes soll kreisférmig sein, wihrend der der
Hakenkehle Trapezform erbalten soll. Das aus bestem SchweiBeisen be-
stehende Hakenmaterial soll im Schaft, Kebhie und im Gewindeteile nur
mit 500 kg pro gem beansprucht werden.

Zu wihlen und zu berechnen sind.

Der Radius r der Hakenkropfung,

die Hohe h des gefihrlichen Querschnittes,

die dazu gehorigen Breiten b, und b,

der Kerndurchmesser d;, des Gewindeteiles und
der Schaftdurchmesser dg.

Ll S

()3

10*
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Losung:

1. Der Radius r der Hakenkrdpfung.

Die in vorhergehender Aufgabe fiir den einfachen Haken ange-
gebenen Verhiltnisse haben auch hier Geltung.

Man wihle den Radius r nach der empirischen Gleichung

25000 4 35— 62,5135

r=-—% 1 35mm= 200

400
»==97,5~~100 mm.

2. Die Hohe h des gefdhrlichen Querschnities.
Auch hier sei die Ho¢he h gewdhit nach der Erfahrwng%lelehung
yh=1z.1% wo z zwischen 1,8 und 3 liegt.
Mit z=2,2 folgt
h=1z.r=2,2.100 =220 mm.

- 3. DieBreitenb, und b, des gefihrlichen Querschnittes.
Wihrend bei dem in Fig. 98
dargestellten einfachen Haken die
Lage des gefibrlichen Quer-
schnittes und damit auch der
Hebelarm firr das Biegungsmo-
ment bekannt war, trifft dieses
bei dem vorliegenden Doppelhaken
nicht zu.

Hier hat man insofern mehr
schitzungsweise vorzugehen, als
man entweder die Lage und die
Abmessungen des gefihrlichen
Querschnittes wihlt und die da-
durch festgeléegte Materialspan-
nung auf ihre Zuldssigkeit kon-
trolliert oder, daB man die Lage
des gefahrlichen Querschnittes
schitzt und mit der gegebenen
Spannung direkt die gesuchten
Breiten b, und b, berechnet.

Der Rechnung sei die im § 13 Abs. 10,3 aufgefithrte allgeméine
Spannungsgleichung 74 ¢

d )
=-|N

, f + RET xe's —l— 7
zugrunde gelegt.

Wihlt man hier den zwischen dem gefihrlichen Querschnitt und
der Kraftrichtung liegenden Winkel

« == 349,
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so erhialt man mit bezug auf die Fig. 60 und 100, nach den in vorher-
gehender Aufgabe unter der Frage 3b gegebenen Ausfithrungen,
den Querschnitt
f b h h 242  (2-2)h b _(22-42)220 b
by = by
1 @12 @2F1)2
= 144 375 by,
die Normalkraft
N=Q,sina = 25000sin 34° = 25 000.0,55919
,» == 138979,7~, 13980 kg,
den groBten Zugfaserabstand
h 243 220(2,2}3)
zF2 32242
den Krﬁmmungshalbmesser
@=r-e, = 100 - 90,79 = 190,79 mm,
den Hebelarm
0 =gsing == 190,79 .0,55919 = 106,69 mm,
das Biegungsmoment
M, = — Q,d=—25000.106,69 = — 26672560 mm kg,
den Abstand

@ == =90,79 mm,

fn=—e, ——90,79 mm und
die Hilfsgrofle
x=0,1089.

Werden diese Werte oben eingefiihrt, so erhilt man unter Beachtung
der Vorzeichen die auf der Zugseite des Querschnittes auftretende groBte
Materialspannung

1 M, M
6i(z>=;<N—?b x—;?)
1 2667250 2667250 90,79)
” 14437ob (13980 . 190,79 +0,1089.190,79' 100

Damit erhalten die Breiten b, und b, des Querschnittes die Ab-
messungen
b, — _L
1
» = 144375, 5 10901
116 551

” ‘-—"—m: 161,5@ 160 mm

(13980 — 13979 -+ 116 550)

und
b, 160 160

b2=z+1= 221 32

= 50 mm.
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4. Der Kerndurchmesser d;.
Da der vorliegende Doppelhaken nur als solcher benutzt werden soll,
ist eine exzentrische Belastung nicht za beriicksichtigen.
Es folgt deshalb nach § 2, Gleichung 7 der Einfiihrung
d%n
Q= ! 1

der Kerndurchmesser

4Q V 50000
1__]/ =1,128 k._nzs ~500"

» = 1,128 1/100= 11,28 em.
Damit erhilt man nach der Tabelle von Whitworth einen dufleren
Gewindedurchmesser von
d=43/4 = 120,65 mm,
mit einem Kerndurchmesser von
d, = 108.84 mm.

Die zugehorige Mutterhohe betriigt'h, — 121 mm.

5. Der Durchmesser d; des Schaftes.

Es ist auch hier zweckmiBig, den Schaftdurchmesser etwas groBer
als den Gewindedurchmesser zu wihlen.

Angenommen sei ds = 130 mm,
welcher Wert bis zur Mittellinie der Hakenkehle auf 140 mm erh6ht
werden kann, was jedoch nicht unbedingt ndtig ist.

24. Aufgabe. (Zug und Biegung) Ein stabformiger Kérper von
rundem Querschnitt werde durch eine am Umfang desselben angreifende
Kraft P auf Zug beansprucht. Die Kraftrichtung laufe
parallel zur geometrischen Achse.

~Ar-—i~———’——: Es soll angegeben werden, um wievielmal mehr der
- Korper unter dieser exzentrischen Belastung beansprucht
-4 - wird, als wenn die gleiche Last zentrisch wirken wiirde.
j Lésung:
i Nach Gleichung 41 ist
' P M . d2
| Gi) = ¥+ ﬁbel, worin f:—zif,
=8 — d
T cfP M, =Pd=P >
Fig. 101. a4

O=%1

und e, :d‘:g— ist.

Mit diesen Werten erhdlt man eine Materialspannung
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Dieses Resultat besagt, daB die vorliegende Belastung den Korper
5mal so hoch beansprucht, als es bei zentrischer Belastung der Fall ist.

25. Aufgabe. (Druck und Biegung.) Ein aus Schmiedeeisen von recht-
eckigem Querschnitt hergestellter Ausleger von 1,6 m Lénge sei am freien
Ende mit 1,8 t belastet.

Das Eigengewicht des
Auslegers nebst den daran
hiingenden Teilen betrage
schitzungsweise 400 kg, das
zur Halfte auf das Mauer-
werk, zur anderen Hilfte
auf die Belastung gerechnet
werden soll, so daf am
freien Ende eine Gesamt-
last von 2 t in Frage kommt.

Welche Breite und
Hoéhe ist dem Ausleger an
der Emspannstel]e zu geben,
wenn eine Materialspannung von 700 kg nicht iberschritten werden und
zwischen der Breite und Hohe des Querschnittes das Verhiltais 1:2 be-
stehen soll.

Losung:
Fir diesen Belastungsfall gilt die im § 13 Abs. 4 aufgefiihrte
Gleichung 46, die ihren groBten Spannungswert auf der Druckseite liefert.
Man erhdlt mit bezug auf Fig. 102
Py My My
Gw=—"F " g °
Psing Pcose.14Psineg.d
" =7 "bh bh?
6
Psing (Plcosa -+ Pdsina) 6
> 7 " b.2b b.4b? ’
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b?‘oi(d) = —g(bsina—}— 365ina+ 31cosa),

b= ]s/_ P (sina(b4-38)— 31cosal.

20yq)

Diese Gleichung laft sich ndherungsweise am zweckmiBigsten so
behandeln, da@ man sie unter vorlaufiger Vernachlissigung der unter der
Wurzel stehenden Grofe b benutzt und zahlenmiBig ausrechnet, womit ein
Anhaltepunkt fir die gesuchte Breite b gewonnen wird. -

Dieses Verfahren liefert dann den Naherungswert

3
b V 20V0 10,64279 . 3. 50 - 3. 150. 0,76604]
2.800

1 3
n=3 VlO .150(0,64279 |- 2,29812)

1 7““
y = 51 1500 . 2,94091 = 8,2 cm.

Da die unter der Wurzel stechende GrdBe b keinen groBen EinfluB
auf den Wurzelwert hat, sei nunmehr :

b=8,5 cm
gewihlt und unter der Wurzel eingefiihrt. Damit erhilt man

3 [ -
b= ]/ 220;)(;)0 [0,64279 (8,5 + 3.50) -} 3.150.0,76604]

1 8
=3 V10(0,64279 .158,5 - 450.. 0,76604)

3
- V10(101,88 1 344,71)

1 8
n=3 I/ 10 . 446,59 =;—V4465,9 — 8,234 cm.

Dieses nur wenig iiber dem Niherungswert 8,2 cm liegende Resultat
1aBt erkennen, daB die gewihlte Breite von 8,5 cm bereits zu grof ist.
Man kann daher die Breite ‘
b=28,2 cm
beibehalten, mit der dann die Hohe
h=2b=2.82=16,4 cm

»

erhalten wird.
NB. Bei diesen groBen Abmessungen wiirde es natiirlich zweck-
méBiger sein, dem Querschnitte ein Profil zu geben.
26. Aufgabe, (Druck, Knickung und Biegung) Um den senkrecht ge-
wachsenen Stamm einer Eiche von 30 em Durchmesser ist in 15 m Hohe
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ein Seil in der aus Fig. 103 ersichtlichen Weise gelegt, an dessen freiem
Ende ein Zug von 1500 kg ausgeiibt wird. Das Seil schlieBe mit der
Achsenrichtung des Baumes einen Winkel von 40 Grad ein.

Welche Spannungen werden auf

der Zug- und Druckseite des am meisten.

beanspruchten Querschnittes auftreten?

Losung:

Das vorliegende Beispiel ent-
spricht dem in § 13 Abs. 4 unter
Fig. 46c aufgefiihrten Belastungsfalle,
zu dessen Berechnung die Gleichung 46

i P Moo M

Tt
unter Beriicksichtigung der Gleichung 44
Pyd
M b(d) = Eo:(?l-)

zu benutzen ist.

1. Die Spannung oy auf
der Zugseite.

Mit bezug auf Fig. 103 ist

Py

My + My(6) o P,

1
O = — + ) T-{—W—(Mbm-l-Mb(J))
. Pd 1 Pdd)
” ——T+W(Pb-h+a);(a’ﬁj
d
Pcosc. -
Pcosa 1 2
y = o +‘E Psina.h 4 s b)
4 32
P 0,5d cos @
" =—a-5—7—t[dcosa—-—8(hsma+ os(ah) )]
4
4P ] 4dcos‘a)
» =~a—7—t(dcosa——8hsma—m
AP dcosa(cos(ah)—4) .
" ___cﬁ__‘( o3 (ah) ~.—8hsing ),

worin nach § 13 Abs. 3b

_1801/?.;_180 Pcosd_lSO.S Peosa
=% VEe~ w |/ Fx nd | Ex
6

4
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1440 7/1500.00s 400 0,144 .0,564 :
= =2 it V. - 400
2 =130t ¥ "100000.7 97 150 cos 40

»=0,030806

und
cos (ah) = cos (0,030806 . 1500)
»  ==cos 46,2090 = cos 46° 12' 32"
» =0,692038
betrigt.

Fiihrt man diesen Wert in die vorstehende Gleichung ein, so erhilt
man die gesuchte Zugspannung

4.1 500(30 . cos 40°(0,692038 — 4)

— 8.1500sin 40“)

Oie) = 308 . 0,692038
2
= 2 __(10,23 — 7713,48
” 5= -~(10,28—7713,48)
2 15447,42
_ 5 ittt Sl gy k .
”» __9n( 7723,71) 97 546,6 kg/qem

2. Die Spannung g;q auf der Druckseite.

Oia) = — 1% — M—@;g%@ e—— I-)f‘—i - %V—(Mbu) -+ Mu(s))
n =— [—P;—d + V*IV (Mg + Mbté))]
y = ggg (dcosaﬁz(;iiz})l)—!- el + 8hsing )
= 450135)_(:3 ( 30 . cos 4(2;: 6(3,26;)32;)38 -+ 4) 8. 1500 sin 400)
y =— 527; (155,82 -+ 7713,48)
, = % .7869,30 = — 1?—;?9 = — 556,9 kg/qem.

27. Aufgabe. (Druck und Biegung). Gegeben ist ein aus 2 gleich-
langen Teilen hergestellter, einfach armierter Balken von 9 m Linge,
dessen Querschnitt eine Breite und Hohe von 18 und 32 cm hat.

Die aus Rundeisen hergesteliten Zugstangen schlieBen mit dem
Balken einen Winkel von 22040’ ein.

1. Mit welcher gleichmaBig verteilten Last kann der Balken be-
lastet werden, wenn die zuliissige Beanspruchung des Materiales
44 kg pro gem betragen soll und

2. welchen Durchmesser erhalten die Zugstangen bei 750 kg
Spannung ?
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Losung: A
1. Die Belastung Q des Balkens.
Der vorliegende Belastungsfall ist nach der im § 13 Abs. 9a ange-
gebenen Gleichung 55 ,
_ P h Mmax )
Ux(d>-—””<-f“'"f 0 ¢
durchzufithren, worin das Biegungsmoment My,, mit Hilfe der Gleichung
54 festzustellen ist.
Rechnet man mit dem in § 28b. Abs. 6 der Einfithrung angegebenen
Biegungsmomente, so erhdlt man mit bezug auf Fig. 104

Oiy = — (Efl’ -+ M":;x), worin Py, =%cotga,
f="Dh,
Q1
22 1
Maw =2 =
2
und W=llll— ist,
6
—%cotga %—21— - Q
gy = _b_h +E =—-—1——6bh2(4h00tga+31),
6
16bh¥g;q) 16.18,322.44

Q= dhcotga+31  4.32cotg 22940° I 3. 900
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Qo L18.32.44 72.322.44
"~ 32.cotg22°40' |- 6756 176,623 675
72.322. 44

” =W=4316 kg.

2. Der Durchmesser d der Zugstangen.
d?z

P, =1k, =—4— k,,
4P, TT__ T Q
d= k k,4sina 9564 k,sina
4316 '
= 0,664 V750 Sn 22040 — = 2,18 cm ~ 22 mm.

28, Aufga.be. (Knickung und Biegung.) Es soll in dem vorhergehenden
Beispiele fiir die berechnende Belastung von 4316 kg das Biegungsmoment
Mpax unter Zuhilfenahme der genauéren Momentengleichung 54

v
Maaz = a?]; \cos(al,) 1

festgestellt werden.
In dieser Gleichung ist
4316

9
L =3=22%m,
e Pu Qcotga 4316 cotg 22° 40'
== e = 3
E6~ V 4iE0 i 100000‘18 232

» = 0,000725 = 0,725,108,
cos(al;) = cos (0,000725 . 225) = cos 0,163125°

»  =1c089'47" ~ cos 10'

9 =O,999996
und a?=—0,5256.10—¢, _
Mit diesen Werten erhilt man
Mo — 1079 ( 1 _ 1)
max T 0,5256.10—6.23510,999996
2158. 108
» ~——~———O 5256 450\1 ,000004 — 1)
2158. 108
= -5
” —0,5256.450'0’4'10
863,2.10 = 36,5 cmkg.

» = 0,6256. 450
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Dieses kleine Resultat 148t erkennen, daB die vorstehende Gleichung
nur bei groferen Stablingen Geltung bezw. Bedeutung hat, denn mit Zu-
nahme der Linge tritt eine wesentliche VergréBerung des Biegungs-
momentes ein.

Fir die in der Praxis vorkommenden Balken oder Triiger geniigt
in der Regel der in Aufgabe 27 angegebene Rechnungsgang.

29. Aufgabe. (Druck und Biegung). Ein mit 10 t gleichmiBig ver-
teilter Holzbalken von 5 m Lénge soll einfach armiert werden. Die
mittlere Stiitzenhohe betrage 50 cm.

1. Welche Spannungen empfangen die einzelnen Teile?

2. Welche Abmessungen erhdlt der Balken, dessen Breite zur
Lange das Verhaltnis 4:5 bilden und 60 kg Druckspan-
nung nicht {berschritten werden soll?

3. Welchen Durchmesser erhalten die Zugstangen bei einer zu-
lassigen Materialspannung von 700 kg? i

4. Welche Abmessungen erhilt der aus GuBeisen hergestellte
Stiitzenquerschnitt fiir eine Druckspannung von 500 kg.

Lidsung:

1. Die einzelnen Spannkrafte,

Zunichst ist hier auf den Unterschied der Balkenlagerung der in
den Fig. 104 und 105 dargesteliten einfach armierten Balken aufmerksam
zu machen.

‘Wihrend in Fig. 104 die Mittelstiitze von C:Z.%:% belastet
wird und das groBte Biegungsmoment nach § 23 b Abs. 6, Gleichung
96 der Einfthrung zu bestimmen ist, sind in Fig. 105 die Verhéltnisse
zu beriicksichtigen, wie sie aus § 23 ¢ Abs. 5 der Einfiihrung zu er-
sehen sind. .

Im vorliegenden Falle kann die Mittelstiitze als Einspannstelle be-
trachtet werden, da die zugehérigen Bedingungen vollstindig erfillt sind.
Dieser Stiitzendruck ist deshalb nach § 23 ¢ Abs. 5, Gleichung 116 der
Einfithrung

b 5 5
0—2.1—6Q—_§Q-§-10000
,, = 6250 kg.

Die beiden Endstiitzendriicke erhdlt man nach Gleichung 115
daselbst zu
A=B=-3Q=-12.10000 = 1875 ke.
16 i6 —

Die Druckkraft P, im Balken ergibt sich aus dem schraffierten
Kriftedreieck zu
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2!,

NES
| -

1
Ph=§-—8—Q.cotga:

L= 10000.%’: 15625 kg,

32

Die gleichgroBen Zugkrifte P, der Zugstangen betragen

15 . 5 V 1)* .
b 289 [ Qi_ g (3) +»
T sina h T 16 Yh 16 “ h
ll
5 V2,52 + 0,52 100000 .
» = 1g- 10000~ 06— 1 — 76,5 =6250.2,55

2. Die Breite b und Hohe h des Balkens.
Hier ist. wieder nach § 13 Abs. 9a, Gleichung 55
P, M, P M
o= (74755 == (7 + 357
vorzugehen, worin das Biegungsmoment M,,,; nach § 23b Abs. 6, Glei-

chung 117 der Rinfiibrung
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Q 1
2’2 Ql
M,y == —— o=
max 8 3
zu bestimmen ist.
Das Widerstandsmoment betrigt
bh?

W= —6-—, wo b: h=4:5

oder b= % = (0,8 h ist,
0,8.h.h® 0,4h3

6 3
Setzt man die Werte ein, so folgt

Ql
| Pu 32 ( sQl)
Oy = — b71+0,4h3 - tb8h2+1§§h3

__3._
161’1 Ph_l" oQ,l

" T T T8
he ]/ _ 16hPy+3Q1
12,8 g5
Wihlt man nun fiir das unter der Wurzel stehende h einen Schétzungs-
betrag von 30 em, so erhdlt man unter Vernachldssigung des Vorzeichens
- Vlﬁ_gg 15625--3.10000.500 Vs.s.20.2(7812,5—!—312,%'.56}
o 12,8.60 3.8.0,8.2.20

— ]/3@.?.‘1""15525 = /29297 = 30,8 cm.

Die Hohe kann also mit ,h=—30 em* zur Ausfithrung kommen,
womit dann die Breite
b=0,8h=0,8.30=24 em

W=

betrigt.

8. Der Durchmesser d der Zugstangen.

Um nicht einen zu hohen Durchmesser zu erhalten, ist es zweck-
méfBig, zwei Stangen nebeneinander anzuordnen, deren jeder ein Durch-
messer von

P, =ty =287,

4P, / P,. Vz 15940
=0,5 9% — kil
2mk, 0’0641/ k, 0,564 700

» = 3,8 em
zu geben ist.
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4. Der Querschnitt f der Mittelstiitze,
Da diese Stiitze keine allzugroBe Linge hat, ist der Querschnitt
nach der einfachen Druckgleichung

C=fky
zu berechnen, woraus
C 6250
f— 2 =20 1 2
ka 500 = 2,6 cm

folgt.
Wihlt man eine Rlppenbrelte b gleich der 3fachen Dicke, so er-

hilt man
f=20b—02=20.30 —0%2=502,

0= ]/f V125 2,6 =1,568 ~ 1,6 cm

und b=30=38.1,6=4,8 cm,

80. Aufgabe. (Druck und Biegung) Ein zweifach armierter Triiger
von 8,1 m Linge soll als Deckenunterzug fiir eine gleichmiBig verteilte
Last von 18000 kg hergestellt werden. Die beiden Mittelstiitzen haben
eine Lénge von 1 m,

Es sollen die gleichen Fragen beantwortet werden, wie sie aus der
Aufgabe 29 zu ersehen sind.

Lgsung:

1. Die Spannkréfte der einzelnen Teile,

In diesem Falle handelt es sich um einen durchgehenden Balken,
der auf 4 in gleicher Héhe liegenden Stiitzen gelagert ist,

Die iiber die Léinge des Balkens sich gleichmaBig verteilte Last Q
konzentriert sich auf die vier Lagerstellen, von denen zur Berechnung
der Stabspannungen nur die bei C und D wirkenden. Belastungen
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C=D=1,13=1,1183%_ 4600 kg
in Frage kommen, da die bei A und B wirkenden Lasten
A=B=O,4Q'-—O4 1—§-—g—0—0-—2400 ke

lediglich auf die Auflager entfallen.

Die in den Zugstangen 1 und 2 auftretenden Zugkrifte Py, und
Py, sowie die den Balken beanspruchende Druckkraft P, ergeben sich
aus dem in Fig, 106 schraffierten Kriftedreieck, und zwar betrigt die
Zugkraft P,

_ ¢ _C__C __CV() .
Pu= e =r=gh= +1
L
6600 8,1\2
n == TV(?) ~+12=6600 V8,29.= 19001,4
» =0 19000 kg,

die Zugkraft P,,
C C Cl1__ 6600.8,1
Pu=ife =T b3~ 1.3 o0k

/s
die Druckkraft P, im Balken

Py=—P,,=—17820 kg.

2. Die Breite b und Héhe h des Balkens,
Nach § 13 Abs. 9a, Gleichung 55 ist

: Py, , M
om0~ ()
Hierin betrigt das bei C und D auftretende grofite Biegungsmoment

Q!
33 Ql
, Munx=35"= 95
und das Widerstandsmoment, wie in Aufgabe 29, nimlich
0,4 k8
We=—"nr.
Mit diesen Werten erhilt man
QU
[P 90 ( )
s0==—\pntoaw |~ 08h2+12h3
3

Wehn ert, Festigkeitslehre II. 11



162 Vierte Aufgabengruppe.

12hP; 4 0,8Q1

b ]“/__ 12bP, - 0,8Q1 __ V4<3hP,,+o,2Q1)
_ 9,6 oya) - 4 .2,40i)

_ V3hPh+ 0,2Q!l
? 2,4 0ya)

Setzt man fir das unter der Wurzel stehende h schiitzungsweise
den Wert h =32 cm ein, so erhilt man unter Vernachlissigung des nur
auf Druckbeanspruchung hinweisenden negativen Vorzeichens

, _1/3-32.17820-F 0,2.18000.810 _ $/3.4.5.8.3(11881 22,5.90)
2,4.60 ' 2,4.60
,==V10(1188 I 2025) = ¥/32130 = 31,8 =~ 32 cm.
Die Breite betrigt dann
b=0,8h=0,8.32 = 25,6 ~ 25 cm.

3. Die Durchmesser d, und d; der Zugstangen.
Ordnet man auch hier zwei Stangen nebeneinander an, so erhilt jede
Stange einen Durchmesser von je

dienk di®n
2 =
4 2

2P,, 2.19000 380
d __:]/_ﬂ: , Vd.’z Ve
L — 0,564 =00 0,564 |/ —

»=4156~4,2 cm und

leszl.:—_z kZi

d,2r d27 .
P 2.17820 356,4
d, = V %2 X 4 “/- =0, G4 it il
2 wk, 0,06 T 0,566 7

»=4,026~ 4 cm,

4. Der Querschnitt der beiden Mittelstitzen.

Wihlt man auch hier kreuzformigen Querschnitt, dessen Rippenhéhe
gleich der 7fachen Dicke sein soll, so geniigt auch in diesem Falle die
einfache Druckgleichung

C=fkg,
woraus
_C 6600 _ 66
“ka 500 b
folgt. Damit findet man die Dicke 0 und Hohe h der Rippen zu

f=—2hd —02=2.7d.0 —02=136%

f

= 13,2 gem
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T Vl.-sz V
0= 3=V = 1,015 =~01 cm

und h=96="7.1=17 cm.

31. Aufgabe. (Druck und Knickung) Zur Aufnahme einer Trans-
missionswelle nebst Lager im Gesamtgewichte von 8000 kg soll an einer
hohlen, guBeisernen Sgule von 30 cm &uBlerem Durch-
messer bei 4 cm Wandstirke eine Konsole angebracht “ =52 4,

werden, deren Tischplatte vom FuBle der Siule einen Ab- _—".’ § 4
stand von 4 m hat. b
Welche groBte, von Mitte Siule bis Mitte Welle 7
zu messende Ausladung darf die Last erhalten, wenn /
200 kg/qem Spannung auf der Zugseite vorgeschrieben | |
ist und eine andere Belastung auf die Séule nicht )
einwirkt? ; poiu
Losung: [
Nach § 13 Abs. 3b, Gleichung 46 erhilt man | | :
im vorliegenden Falle ‘id‘;—r !
oo (B Mo(@) ) P M@ ohd
) = ( @cos(al) T T7 Weos(ahy é”m
. 180 B 180 P 3=t ewe
worin a-—; _—*= L Fig. 107.

E(D‘——-d‘)-—

__180 V 8000 . 64
0,564 1000000 . (30* — 22%)

y = 0,030489,
cos(ah) = c0s(0,030489 . 400 = cos 12,1956°

” ==cos 12011’ 31,2" = 0,977 447,
My ="Pd,
Dt—dt 1o 30t — 224 s
W= ) 3= 30 .0,1 =~ 1919,147 cm

und f= (D% — dz)g = (30% — 22%) % = 326,73 cm?

betrigt.
Diese Werte eingefiihrt, gibt
P P4
%= = F T Fom @by

W cos(ah)
(0i(z)+ )_*P—(—

11*
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8000 \ 1919, 147.0,977447
d= (200 + 326,73) 8000
» == (200 4 24,49) 0,23448 — 224,49 .0,23448
== 52,64 ~ 52 cm.

82. Aufgabe. (Zug und Biegung.) Eine aus Rundeisen von 3 cm
Durchmesser hergestellte, 8 m lange Zugstange werde mit 4000 kg be-
ansprucht, Das spez. Gewicht des vorliegenden Materiales sei 7,8.

Welche Biegungsspannung o), erleidet die Stange

1. bei Beriicksichtigung der Zugbelastung,
2. bei Vernachlissigung der Zugbelastung und
3. welchen Wert erreicht die groBte Materialspannung ¢;?

Losung:

1. Die Biegungsspannung o, bei Einwirkung der Zug-
krafs P,

Lrtm ' Aus der Biegungsgleichung 58
3“©::‘F*?C:@—‘é’-mg der Einfithrung

'_—i-—-—*————‘-"m—d' Rebme—i )
Fig. 108. Muax = 50

folgt mit bezug auf § 13 Abs. 9b, Gleichung 56

e
e Q’(l 1 )
"7 O afl " Cos(al)
" @_?_1 Cos(al)/ — P . Cos(al)/’
EO
worin e=(—1=§=150m
2 27 7 ’
E =2000000 kg/qcm,
2
p=f1,y=%§11 =937 10.78

» = 95,5107~ 5,51 kg pro 1fd. m

»==0,0551 kg pro 1fd. cm,
_dnm_ 3'z_ 81

7T
= == 4
o1 o 3,974 cm?,

64
N V0 N VA, VB
E® ¥ 2000000.3974 ¥ 3974

» = 0,02243,
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al=0,02243. -8—(—)—Q=8 972,

etl = 2,7182889"2 ="7889 und
ilach § 13 Abs. 1

Conal) = 3 (e o) = & (o514 1)

1
, == (7889 + 7339) e 57889
, _3944,5 is,.

Mit diesen Werten erhilt man
o _1,6.2000000. 0,0551 (1__ 1 )
b 4000 3944,5
, = 41,325 (1 — 0,00025) = 41,325 . 0,99975
» = 41,81 kg/qem.

NB. Das zweite Glied in der Klammer hat hier einen so kleinen
Wert, daB es suf das Resultat so gut wie keinen EinfluB hat. Man
satte deshalb die gesuchte Spannung auch nach der einfacheren Gleichung 59
sestimimen koénnen.

2. Die Biegungsspannung ¢, ohne Einwirkung der
Lugkraft P.

In diesem Falle hat man es mit dem im § 23 Abs. 6 der Einfiih-
ung aufgefithrtem Belastungsfell zu tun, fiir den die Gleichung 96 der

Binfithrung
L L.L pL? 5,51.8°
me=98—=13—8——=9§—— s =551.8

» = 44,08 mkg = 4408 kag

giiltig ist.
Damit erhilt man nach der im § 14 Abs. 1 der Einfilhrung ge-
nannten Biegungsgleichung 58 die gesuchte Spannung
@
Mpex = o O
- l—gm“e 4408
T e 3974’
3. Die ideelle Spannung ;.
Die auf der Zugseite auftretende grofte Spannung ¢ erhélt man
nach § 13. Abs. 9b, Gleichung 57 zu

.1, =1663,8 kg/qem.

q2 n__“zn

44
7,0686 qcm betriigt,

Oie =lf~+M—3"—xe, worin f==
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4000
%1 = 70686
, ==607,21 kg/qem.

33. Aufgabe. Ein aus Rundeisen von 1 m Lénge und 1 cm
Durchmesser hergestellter Stab werde mit 15 kg in der Achsenrichtung
so auf Druck beansprucht, daB der Angriffspunkt der Kraft
vom Schwerpunkte des Querschnittes einen Abstand von

4 mm hat.
Welche Durchbiegung wird das frexe Stabende er-

leiden ?
Lésung:
Nach der im § 13 Abs. b angegebenen Elastizitits-
gleichung erhiilt man die Durchbiegung

i=d <cos(al) 1)’

worin d = 0,4 cm,

U 441,31 = 566,9 + 41,31

1=100 cm,
dé¢r  14m
@ = 7Sl Yo 0,049078
,» = 0,00 cm?,

E =2000000 kg/qem,

__180 ] /P 1801/
2000000 0,05

» = 0,7021
und cos(al)=—cos (0,7021 . 100) = cos 70,21°
" = cos 70° 12' 36" = 0,33858 ist.
Diese Werte eingesetzt, gibt

. 1

»=1,9530=1,953.0,4 =0,7812 ~ 0,8 cm.

34. Aufgabe. (Druck und Drebung.) Es soll der Druck bestimmt
werden, den man mit der Spindel einer Presse von 10 cm Kerndurch-
messer ausiiben kann, wenn der Reibungskoeffizient zwischen Spindel und
PreBplatte als auch zwischen Spindel und Mutter mit 0,1 angenommen
wird. Die Materialspannung soll 5 kg nicht iiberschreiten.

Losung:

Hier vereinigt sich nach Gleichung 67 eine Druckspannung mit
einer zusammengesetzten Torsionsspannung. Um die letatere bestimmen
zu kénnen muB man erst die als Torsionsmomente in Frage kommenden
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Reibmomente zwischen Spindel und PreBplatte, desgleichen zwischen
Spindel und Mutter berechnen.
1. Das Reibmoment M; zwischen
Spindel und PreBpatte.
Nach einem Satze der Mechanik erhilt man
das gesuchte Moment My zu

2 d, 2
MtQZPMl"g A2— 3 "1 2 P
2 10
= —.0, .——P:— kg.
» 3 0,1 3 3Pcr‘n g.

2., Das Reibmoment M;; zwischen
Spindel und Mutter.

Mit bezug auf beistehende Figur erhilt man
das fiir den mittleren Umfang des Gewindes giil-
tige Reibmoment
M;,;=H.R, worin der mittlere Radius

R_—__g(d1+t)~_ (d + ) 11,1254,
R =0,56254,,
die Steigung
8=2.t=2.0,6626d; =1,125d,
und die Horizontalkraft

H=Ptg(a—|—g)::PM

1—igatge
s
_p 2Rn+‘uz p3+2Rmy,
n 8 2Rn—-sy2
2Rn 2

1,125d, +2.0,5625d,.7.0,1
” T 2.0,5625d,.m— 1,126 d,.0,1
1,125d, (1 +0,1m) , 1—0,314
T 1125d, (m—0,1) 3,14 — 0,1
0,686
73,04
Diese Werte eingesetzt, liefert ein Reibmoment von
M, =0,2257P.0,5625d, = 0,2257.0,6625.10 P
» =1,27P cmkg.
3. Der Schraubendruck P.
Wie bereits gesagt, hat hier die Gleichung 67 Geltung. Damit

P

P=0,2257P ist.
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erhdlt man, fiir m=1§9, den groften Wert aus

0; ==0,35 63} 0,65 V642 -} 4 (@, 7)°-
Hierin betriigt die Druckspannung
.
I T4
4

4
» — 1_0‘?1;
» =0,01274 P kg/qem,
die Schubspannung

1
p— My + My, _3 Pil,27P
W, d%n
16
_(1438n16,
»TT T 3.10%%

» ==0,00817 P kg/gem
und nach Gleichung 16

__ 6 __ 001274P
% =137 1,3.0,00817P
» =119 1,2,

Der Schraubendruck P ermittelt sich nunmehr zu
0;=0,35.0,01274 P 0,657 (0,01274 P - 4 (1,2 . 0,00817 P8
»=P(0,35.0,01274 4 0,65 V0,01274° - 4.1,44. 0,00817%)

» =P (0,004459 -+ 0,65 1 0,0001623 + 0,0003845)

» == P(0,004459 -} 0,65 1/0,0005468)

» =P (0,004459 -1 0,0152)
»w=P.0,019659,
P= O == 500'

0,019659  0,019659

= 256430 kg.

Fiinfte Aufgabengruppe.
Zu § 14, Das Zusammenwirken verschiedenartiger Schub-
spannungen. »
85. Aufgabe. (Schub und Torsion) In dem rechteckig geformten
Endzapfen einer Welle ist pendelartig eine Flacheisenstange von 1,6 m
Linge befestigt, an deren Ende ein Gewicht G==400 kg hingt. Die
Welle macht 70 Umdrebungen pro Minute, '



Das Zusammenwirken verschiedenartiger Schubspannungen. 169

Es ist der Reihenfolge nach zu bestimmen

1. die Umfangsgeschwindigkeit v des Gewichts,

2. die Schwung- oder Zentrifugalkraft P,

3. die Breite § und Dicke J der Zugstange bei 4 kg Material-
beanspruchung und dem Verhéltnis g =24,

4. die Breite b und Hohe h des Zapfens, dessen hdochste Bean-
spruchung 400 kg betragen, wihrend b:h==2:3 sein soll, und

5. der Durchmesser d der Welle, auf der der rechteckige Zapfen

angesetzt ist.
Lisung:

1. Die Umfangsgeschwindigkeit v des Gewichtes.

__2lg.n _2.1,5.m.70
60 60
2. Die Schwung- oder Zentri-
fugalkraft P.

= 10,99 ~ 11 m pro Sek.

P=m.p, worin die Masse m == %

v2

und die Beschleunigung P=-1

bedeutet.
Damit erhiilt man

P’_‘E'T”‘9,31'1,5
= 3289,2 ~ 3290 kg.
3. Die Breite # und Dicke ¢ der Zugstange.
P=1f.k,==£d.k, =24 0.k, =20%.k,,
P 3290
d»——-‘/m— m_2,028~2 cm
und f=20=2.2=4 cm -
4. Die Breite b und Hohe h des Zapfens.
Nach der im § 14 Abs. 3 genannten Gleichung 88 folgt:
__ 3 Mg_) o,
0'1-——2‘.61‘1— (P+ b y Wworin b,.h—-2.3
; 2
oder b—gh,
M=G.l
und  6;=400 kg/em?
betréigt.

Diese Werte eingesetat, liefert
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=)
2.§h.h gh

9 3Gl
2 — " —_—
b "401(P+ 2h )

Wihlt man fir das in der Klammer stehende h schétzungsweise
den Wert 9 cm, so erhiilt man

9 3.400. 150 _30V l

Wie das Resultat erkennen l4Bt, kann der Schitzungswert beibe-
halten werden.

Damit betriigt dann die Breite
2 2 .
b_gh_§.9.—~.2.5...~.6 cm,

5. Der Wellendurchmesser d.
Mit. bezug auf Fig. 111 ist

2 2.\ 4 13
d?=Db? -} hi= _3_h +h2=§h“—|—h’=§—h?,

13h? hl/”— 9
d_]/*g____g 13 =7 .3,606 =9. 1,202

» = 10,818 ~ 10,8 cm.

Sechste Aufgabengruppe.

Zu § 15. Zusammenwirken verschiedenartiger Normal- und
Schubspannungen,

36. Aufgabe. (Zug und Torsion) Das Laufrad einer Turbine iiber-
trage seine Bewegung auf die in Fig. 112 dargestellte hohle, guBeiserne
Welle, die sich mittelst eines Oberwasserzapfens auf eine schmiedeeiserne,
massive Siule von 4 m Lénge stiitzt, deren Belastung sich aus den Ge-
wichten

1. der Hohlwelle nebst der Laterne und dem damit verschraubten
Wellenstiick samt Kegelrad,

2. dem auf der Hohlwelle sitzenden Turbinenrad und

3. der iiber dem Lauf- bezw. Leitrad stehenden Wassersiule zu-
sammenstellt.

Die Belastung der Standsiiule sei mit 6000 kg gegeben.

Die Leistung der Turbine soll bei 40 Umdrebungen pro Minute
50 PS betragen.
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1. Welchen Durchmesser d, muB die Standséiule bei 20facher
Sicherheit erhalten ? °
2. Wie grof wird der @uBere
Durchmesser D der Hohl-
welle, deren -lichter Durch-
messerd um 20 mm grofer,
als der Sédulendurchmesser
sein und die ideelle Span-
nung ¢; den Wert von
200 kg nicht iiberschreiten
soll?
Lidsung:
1. Der Durchmesser d; der
Standsédule.
Nach § 25 Abs. 2, Gleichung 142
der Einfithrung erhdlt man

P:ﬂ.ffw—@«, worin w=—1,
m o ¥
m=20,
. 1
= 3000000’
dyim
=61

und 1=h =400 cm ist.
Diese Werte eingesetat, liefert
d,*n
n? 64  wnd!
"o B T mahfed’

4 4 1
s 2-
d _‘/Pmahg 64 6000'202000000 400%- 64
L on® 1.7

G
500.16 . 64
y = -‘/2—53—_ =11,87~ 12 cm.

2, Der AuBendurchmesser D der Hohlwelle.
Der Durchmesser D ist als die einzige unbekannte Grofle aus der
zusammengesetzten Gleichung 90
m—1 m-+1
S 0 -+ T Voz2+4(aor.)2

zu ermitteln, was jedoch eine fir die Praxis zu umstindliche Rechnung
bedingt.

0 =
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Um die Sache einfacher zu gestalten, bestimme man zunichst den
Durchmesser D aus der im § 26 Abs. 83 der Einfithrung entwickelten
Torsionsgleichung 146

Mt ."::Wp’t,
in der die Torsionsspannung 7 = 150 kg pro qem angenommen werden kann.

Setzt man ferner nach Gleichung 149 der Einfibrung das Torsions-

moment

Mt=— 716200—1\1 :::7162002—%: 895250 kgmm.

» = 89525 kgcm
und das polare Widerstandsmoment
W _Dt—ad* 7n D4—(]2—{—2)4
PTTD 16 D 0.2

, = (Da—-%—) 0,2 ~ 0,2 (D3 — 149),

worin das im Nenner stehende D, infolge seines geringen Einflusses am
Gesamtwerte, voritbergehend gleich d angenommen worden ist, so er-
bilt man

Mt=Wp’L'

» = 0;2(D3— 1497,

woraus dann
3
89525
— 3
"Vo + 14 Voz 02,150 12144

» = V/2984,16 1 2744 = V/5728,16 == 17,89 ~ 18 cm

folgt. Fiihrt man nun diesen Wert fiir das im der oberen Biegungs-
gleichung im Nenner stehende D ein, so erhilt man weiter '

I\It‘;‘WPT
14
”» —O, (D —1—8-)'[.
4 .
D V 14 895625 i 38416
0zr T 0,2.150 18

» = 12984,16 + 2134,22 = ¥5118,38
» ==17,23 ~0 17,5 cm,

welcher Wort nunmehr in der oberen zusammengesetzten Spannungs-
gleichung eingesetzt werden kann, um festzustellen, ob die Spannung g;
innerhalb der vorgeschriebenen 200 kg liegt oder diesen Wert moglichst
erreicht.

Man findet daher

ﬂn-m=—1§?-: 0; = 0,356, 4 0,65 ]/oz”'+ 4 (0o ),
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. P 6000
worin g; = —f = u: ps
2__ a2 2__ 1407
(D*—d) = (175 14%7
24000
» —m——69:3 kg/qem,
7 == 150 kg/qem
und g, = % 898 036t

1,37 1,3.150
betriigt.
Diese Werte eingesetat, liefert die Spannung

0; = 0,35 .69,3 + 0,65 69,32 - 4(1. 150)F
» == 24,255 - 0,65 V4802,49 |- 90000
» = 24,255 - 0,65 V94802,69

» = 24,255 - 200,1 == 224,355 ~ 224 kg/qem.

Da dieses Resultat bereits die vorgeschriebene Spannung von 200 kg
iiberschreitet, ist es notwendig, den Durchmesser D etwas groBer zu wihlen.
Ein Wert von D =1%,6 cm wiirde den Verhiltnissen vollkommen geniigen.

NB. Wird die Welle durch etwaige Querkrifte, z. B. durch Zahn-
druck, einseitige Beaufschlagung etc., auch noch auf Biegung beansprucht,
so hat man nur die Normalspannungen, im vorliegenden Falle also die
Blegungsspannung mit der Zugspannung, zu addieren und den so erhal-
tenen ‘Wert in die vorstehende zusammengesetzte Spannungsgleichung ein-
zusetzen.

37. Aufgabe. (Biegung und Abscherung) Ein schmiedeeiserner Stirn-
zapfen werde mit 5000 kg beansprucht. Die Materialspannung sei mit
5 kg pro qmm angenommen und der spez. Flichendruck betrage 0,3 kg
pro gmm. '

Welchen Durchmesser erhilt der Zapfen

1. bei Beriicksichtigung der Biegung allein und
2. bei Beriicksichtigung der Biegung und- Abscherung?

Losung:

Zunichst ist das Verhiltnis zwischen der Liénge und dem Durch-
messer des Zapfens festzustellen.

Mit bezug auf die in der Einfilhrung Seite 189 und 190 aufge-
fiihrte Aufgabe 47 ist

1 Vo,zkb__ /0,2.5_VI6_ !
d— P _—l/ 03 3 = L8

1. Berechnung auf Biegung,
Nach § 14 Gleichung 58 der Einfithrung folgt
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My = Wk, worin My = E = ligil

3
und W =§—E ist,

32
. Pad d3n
= 3000 —_—
r? :5 2 32 ko
1 RN U d2m
é it Po=£k,
Y J—
Fig. 113. d:'l/wP“_w‘; 0,564 Pa
ﬂkb

ky

d=19,256 |/ ggo_og.}iz = 2256 V18,2 = 96,24 mm.

2. Berechnung auf Biegung und Abscherung,
Nach Gleichung 92 ergibt sich fiir m

;= 0,350y, - 0,65 Vop® 4 (2717,
worin nach § 12 Abs. b, 2

_4P_4 P _16 P
"T3IT3d T 8 &
4
=1
1
und " ____{\_{B__PE__Pad
PTW T _dn
32 32
e 132 betragt
Es ist also
16Pa 16Pa 16P |2
0 =085 "5~ +°65V(de ) +4(555m)
”__03516Pa 16P

40,65 - VBoF 1 4
16P

b =053 (07a+13 1/9.1,822+4)
8P
» —~m(o,7. 1,82 -+ 0,43 V33,8116)

P
» = qu- (1,274 4 2,501) = :,P 3,775,
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d= |/ 30,200P = 0,564 |/ 30,2. 5000
TG} ]

» = 5,64 V302 = 98,01 ~ 98 mm.

38. Aufgabe. (Biegung und Torsion) Welchen Durchmesser wird
der vorhergenannte Stirnzapfen erhalten, wenn Biegung und Torsion in
Rechnung gezogen werden soll. Der zwischen Zapfen und Lager auf-
tretende Reibungskoeffizient betrage 0,1.

Losung: _
Nach Gleichung 98 ist fir m — %Q
My, = 0,35 My, -+ 0,65 VM + (ap My)2.
Hierin ist
d*n
My; = 32 Gi»
P.1 P.ad
M=—a=—5
d
M;=Pyu. 5
und e, =1.

Damit erhélt man

) 2 2
My, = 0,35 P—gil- 0,65 ]/(3:5"‘—‘.‘.) + (Py. g)

Pad Pd
, =035 —g— +0,65— Va? T

= %?Pd (0,7 ¢+ 1,3 Va2 T ),

8 —
d—?,g 0= 955’ Pd(0,7.1,8241,3V1,828 10,17
d2n
5 =05 P(1,274 4-2,37),
de 0,6.16.P.3,644 :4.0,5641/1,8220.5000
7.0 5

» = 2,256 /1822 = 96,3 mm.

39. Aufgabe. (Biegung, Abscherung und Torsion) Wie groB wird
der Durchmesser des in Aufgabe 36 genannten Stirnzapfens, wenn Biegung,
Abscherung und Torsion in Rechnung gestellt werden?

Liésung: ’

Hier hat man in erster Linie die beiden Schubspannungen nach
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§ 14 Abs. 1 zu summieren. Nach der daselbst aufgestellien Gleichung 86
erhilt man die zusammengesetzte Schubspannung ¢;, die hier mit ¢ be-
zeichnet sein soll,

=an(at )

d
Pu.

s (s, )
= &n d

16 (P Pp)

YL
Setzt man diesen Wert in die Gleichung 92 ein, so erhilt man fir
10

m= —
3

0; = 0.835 0y -} 0,66 Vot - 4 (@ 7)°

=gt ross Y (Gr) + el + o)

16Pa 16P -
» =036 15— -+ 0,65 T3 V(3a)®+ (2-F-3p)t

P
»=0,6 362 (o,7a+ 1,3.5V(3.1,82)’+(2+3.0,1)*)

8P —r
"=z (0,7 . 1,82 4 0,43 V35,1016)

8P
» = g5 (12744 2,548),

de VSP.3,822 _ 1’128] /7,644 P
T.0; ag;
»=1,128 ]/—7-’6—4—4-;’&) =1,128 /7644

»=—98,62 mm.

40. Aufgabe. (Biegung und Torsion) Auf dem 0,7 m langen, frei-
tragenden Ende einer schmiedeeisernen Welle sitzt eine Riemenscheibe vom
Radius 800 mm, mittelst der eine Umfangskraft von 250 kg zu iiber-
tragen ist. Das Gewicht der Riemenscheibe betrage 300 kg, der gesamte
Riemenzug von rd. 8 P wirke senkrecht abwirts.

Welchen Durchmesser muf man der Welle geben, wenn sie eine
Materialspannung von 5 kg erhalten soll?

Losung:

Nach der nur fiir Schmiedeeisen und Stahl giiltigen Gleichung 99
erhiilt man zundchst das ideelle Biegungsmoment
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My = 0,36 M, |- 0,65 VM2 + M2
Hierin ist M= (3P 4+ G)1=(3.250-} 300)1
» = 10601 =1050.70 = 73500 cmkg
und M;=PR =250.80=20000 cmkg.
Die Werte eingesetzt, gibt
M;=0,35.73500 4
-+ 0,65 Y73500% 4 20000% .
» = 35.135-}65717385%-} 200%
, =25725 } 49512
» ==15237 cmkg.

Damit erhiilt man nun einen Wellen-
durchmesser von

8
Mbi= ka= (}—Ekb oV O,ldskb,

Mb 75237
l—V 1 —V =¥ Fig. 114.
O1k; 500 1504,74 18

»=11,46 cm~~>115 mm.

177

NB. Es ist zweckmiBig, die im 58. Beispiel der Einfiihrung
nur auf Biegung berechnete Achse mit Hilfe der zusammengesetzten

Festigkeit nachzurechnen.

41. Aufgabe. (Biegung und Torsion) Welche freitragende Linge
kann eine 90 mm starke Welle erhalten, wenn die gleichen Verhiltnisse vor-

liegen, wie in der vorhergehenden Aufgabe angegeben sind.
Losung:
a) Bei genauer oder direkter Rechnung.
Wiederum von der Gleichung 99 ausgehend, erhdlt man
My = 0,35 My, + 0,65 VM2 - M2,
worin My = (3 P4+ G)1=1050],
M;=PR =20000 c¢mkg
und My =~ 0,1d3k; betrégt.
Damit folgt weiter
0,1 d3k; = 0,85 . 10501 -}-0,65 V (1050 1)2 4~ 20000,
(0,1 d%k; — 367,561)? = 6,562 (10,6%12 - 2009)
0,01 d k2 — 73,6d%k; 1 - 367,5212 = (6,5 . 10,5)21* 4~ (6,6 . 200)2
(68,252 — 367,5%)12 4- 73,6 d3k; 1 - (1300% — 0,01 d° k%)=

1=

— 78,5 d%k; + V(73,5 4°k;)* — 4 (68,252 — 367,5?) (13002— 0,01d°k;?)

2 (68,252 — 3617,5%)
Wehnert, Festigkeitslebre IL 12
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1=
—173,5.93.500 + V(73,5 . 9°. 500)2 |- 4 . 130400 . (13007 — 0,01 . 9° 500%)
—2.130400
| 500(—78,5.729+ V(78,5 . 729) + 521600 (2,62 — 0,01 . 531441)]
— 260800
__—535815 + ¥/ 2871.108 —521,6 . 103. 5307,65
A —521,6
100 [ — 5358,15 + 3 V3190000 — 521,6 . 58,974
" —521,6
__3[—1786,05 + V3190000 — 30760
T —38.1,7887
_1786,05 + V3059240
m 1,7387
1786,056 — 1749 37,05
" =TT 38 1387 28wz em.

Der zweite Wert der quadratischen Gleichung, der auch positiv ist,
hat nur mathematische Bedeutung, praktisch ist er unméglich
b) Bei angendherter oder indirekter Rechnung.
Mit Hilfe der Aunéitherungsgleichung 100 erhalt man unter der vor-
laufigen Annahme, daB M, > M, ist,
My; =0,975 M;,+0,25 M,
worin M, — 10501,
M;=120000 cmkg
und My; =~ 0,1 d3k;=0,1.9%.500 = 36450 cmkg ist.
Die Werte eingesetat, liefert
My = 0,975, 10501+ 0,25 M,
1 Mui—025M; _ 36450 — 0,35.20000
0,975. 1050 0,975 .1050
__36450—5000 31450
”77 0,975.1050  0,975.1050
42. Aufgabe. Der groBte Kolbendruck einer Dampfmaschine, der
als konstant angenommen sei, betrage 4000 kg. Es soll fiir einen Halb-
messer von 40 cm eine schmiedeeiserne Kurbel hergestellt werden, deren
Breite konstant und die Hohe des gréBten Armquerschnittes etwa der

5fachen Breite sein soll. Die Materialspannung soll 6 kg pro gmm nicht
wesentlich iiberschreiten.

Der aus Stahl hergestellte Kurbelzapfen soll mit 5 kg pro gmm
beansprucht werden, wihrend der auf die gleiche Einheit bezogene Fléchen-
druck 0,5 kg betragen soll.

= 30,72 em ~ 30 cm.
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Die aus Schmiedeeisen gefertigte Welle soll infolge der ungiinstigen
Beanspruchung mit 4 kg gegen Biegung und mit 3 kg pro qmm gegen
Drehung 'in Rechnung gezogen werden, wobei ein, zwischen Lager- und
Kurbelzapfenmitte gemessener Abstand von 36 cm gegeben sei.

Im iibrigen betrage die Pleuelstangenléinge das 5fache des Kurbel-
radius.

Die Rechnung soll

a) durch Anniherung, wie es praktisch vielfach geschieht, und
b) durch genauere Beriicksichtigung der wirklich vorliegenden
Verhéltnisse erfolgen.
Im wesentlichen sind folgende Fragen zu beantworten:
1. Welche Bobrung erhélt die Nabe der Kurbel ?
2. Welche Abmessungen sind dem Kurbelzapfen zu geben?
3. Welche Stirken bezw. Durchmesser und Liéngen erhalten die
Naben?
4. Welche Breite und Hohe erhilt der grofte und
5. welche Hohe der kleinste Armquerschnitt?
Losung:
a) Angendherter Rechnungsgang.

Bei praktischen Rechnungen ist es zumeist iiblich, den Kolbendruck
ohne Riicksichtnahme auf die verinderliche Richtung und die Lange der
Pleuelstange, als Zapfendruck
anzunehmen, der senkrecht zur
Kurbel gerichtet ist, wie die
beistehende Figur 115 erkennen
14Bs.

Die Armquerschnitte wer-
den hierbei

‘ 1. auf Schub, nach der
Gleichung 40 der
Einfiihrung
P=1f.k,
2. auf Biegung, nach
der Gleichung 58
der Einfithrung
Mb =W. kb
und
3. auf Torsion, nach
der Gleichung 146
der Einfithrung
My=W,.k
' 12*
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beansprucht, wovon in der Regel die Schubspannung ihrer Geringfiigigkeit
wegen aufler Rechnung gelassen wird.

Was den kleinsten Armquerschnitt betrifft, ist fiir dessen Berech-
nung oftmals die Todpunkistellung der Kurbel maBigebend, in der das
unter 3 genannte Torsionsmoment als Biegungsmoment wirkt.

1. Die Bohrung D, der Kurbelnabe.

Da die Bohrung fiir gewdhnlich einige Millimeter kleiner als der
Wellendurchmesser gehalten wird, ist zunéichst die Berechnung des
letzteren notig.

Der Durchmesser der auf Biegung und Torsion beanspruchten Welle ’
ergibt sich mit Hilfe der allgemeinen Gleichung 15

0; = 0,35 6 -+ 0,66 Vor2 -+ 4 (g, 0)
wie folgt:

Die die Welle beanspruchende Biegungsspannung oy betriigt nach
Gleichung 58 der Einfithrung

. M b P.a
PEFT W
die Torsionsspannung z nach Gleichung 146 bezw. 151 der Einfithrung
M _ P.R
Wp oW
und das Anstrengungsverhaltnis «, nach Gleichung 16, fiir mzl—sq,
Op Op Op 4
R i) ¢~19+1 =1sv 13 3 0%
m 3
G °
3

Setzt man diese Werte in die zusammengesetzte Spannungsgleichung
ein, so erhillt man den Wellendurchmesser D wie folgt:

gi=0,35&9+0,65]/( >+4( fgv)

P R)z
9y = ’35.__-_ 2 -
0. —{—065W a —{—4(an

P R\2
—_ 2 e
» W.O,5 (O,7a+1,3 a +4(1,032)>

n (? 1";( 072413/ a’--}—(1,03-’R)“)

D= V‘— (0,72 + 1,3 Va* (1,03 R)?)
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2/5.4 ’
D= ]/ 4000(0,7 .360-}-1,3 /360% |- (1,03 . 400)?)

, =10 V5 (252 + 1,3 . 10V/1296 + 1697,44)
,» =10V5 (252 + 13 V2993,42)

- = 10V5(25—2+-——711,3)=10V5—-§E§,§

, =10V4816,6 =168,9 ~ 170 mm.

Die Bohrung D, der Kurbelnabe sei nunmehr mit
D,== 160 mm

angenommen,

2. Die Abmessungen des Kurbelzapfens.

Da hier der spez. Flichendruck p und die Materialbeanspruchung
0p vorgeschrieben ist, so ist zupiichst das zwischen der Lénge und dem
Durchmesser des Zapfens bestehende Verhiltnis nach dem in der Ein-
filhrung auf Seite 190 behandelten Beispiele festzustellen.

Es betriigt

-_]/02 ]/02——_1/__1414

Damit erhélt man nach Lésung 1 desselben Beispieles einen Durch-

messer
d=V5. _Pi_.l:]/ 4000 1,414 =20 V14,14
(1)) d 5

»="15,2~ 76 mm

und eine Linge
1=1,414d=1,414.76 = 107,46 ~ 108 mm.

8. Die Durchmesser und Lingen der Naben.
Firr diese Abmessungen hat man Erfahrungsgleichungen aufgestellt,
die den praktischen Verhiltnissen vollkommen entsprechen.
So erhlt man die Nabenstirken d, und d, aus
3,=04D,41=0,4.160-}1 =64} 1 =65 mm
und 0, =0,5d=0,5.76 = 38 mm,
Damit betragen die Nabendurchmesser D, und D,
D, =D,-} 20, =160-}-2.65 =290 mm
und Dy= d42d,= 76-}2.38=152 mm.
Fiir die Nabenlingen hat man
1. fiir die Nabe des Wellenzapfens
l; > D,, wenn die Kurbel warm oder mittelst der Presse auf-

gezogen und
1, >1,25D,, wenn sie kalt aufgebracht, d. h. nur verkeilt wird,
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2, fir die Nabe des Kurbelzapfens
I, =1,5d bis 1,75d.

4. Die Breite b und Héhe h, des groBten Armquer-
schnittes.

Wie am Eingange der Losung bereits gesagt, sind die Armquer-
schnitte auf Biegung und Torsion zu berechnen. Da nun aber, wie aus
der Figur ersichtlich ist, das Torsionsmoment vom Hebelarm 4, d. h.
von der Zapfenlinge und der noch zu bestimmenden Armbreite abhingig
ist, so ist es zweckmiBig, fiir diese Breite vorldufig einen Wert auf grund
der einfachen Biegungsbeanspruchung festzustellen.

Auf diese Weise erhélt man

My = Wagy, worin M, =PR,,
W bh,? _ b(bb)2‘= 25 b3
6 6 6
D
und R, =R — 54-—;400-“145

» = 255 mm betriigt.
Damit folgt

25 b3
PRI = 6 < Op,
3 3
6PR 6.4000. 255
b= 1 ]f —
50 356 34,4 ~ 35 mm.
Der Hebelarm A erhilt nun einen Wert von
. 1 b
b= 9 + 2 +x

wo fiir die Anlaufbreite x ein Betrag von etwa
x=1,5e=1,5(0,07d + 8)=1,5(0,07. 76+ 3)
»=15(53248)=1,5.8,32=12,48~ 12 mm
gerechnet werden kann.
Damit wird
/1=-1%+§2§+ 12 =544 17,5412 =83,5 ~ 84 mm.
Fihrt man nunmebr die Biegungsspannung
Mo _PE_ 6PR, _GPR,
W bh2  b(b)2  25b3
&
und die Torsionsspannung

M, Pi _ §Pa
w Eﬂm b.5bVb2 4 (5b)
6 .

T ==
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_ 6PA__ 68PL __ 6PA
5b2V26b2  5b3Y26  26,5b°
in die allgemeine Gleichung 15 ein, so erhéllt man

6; = 0,35 oy, + 0,656 1/;7;5 + 4 (e, 7)?

o ax 6PRy (GPRl)z ( ePf}f
» =085 5 065 [ | 55 ) T4 15508
_ 0a: PRy 6P 1/py 4

035 5ops + 0855555 f B’ + 10

P ) 3 V 2
=05 25b3{07R +1,3]/R, +0512

_.._0,12 {07R1+ 13 0,512R 2+).2}
" 82?5{03 TR 1, 31/67‘3%—1_117_}_12\
4 P(

b= 0,357R, + 1,3 V0,2601 R,® |- 2?)

= 147 404?0 (0,857. 255 -+ 1,370,26.. 265° |- 847)

YT
= 10][-7 (91,085 4 1,3 V16 906,5 - 7056)

P
. 10]/i (91,085 1,3 V23962,5)

= 10]/ (91,035 - 201,28)

»=10 -4— 292,265 = 40,97 ~ 42 mm.

Die Hohe h, betmgt dann
h, =5b=5.42=210 mm.

5. Die Hohe b, des kleinsten Armquerschnittes.

Da der Armquerschnitt nach dem Kurbelzapfen zu kleiner wird,
was besonders in den Fallen zu beachten ist, in welchen sich die Breite
proportlonal der Hohe verjiingt, so ist die Berechnung der Hohe b, nicht
nur allein in der vorangegangenen Weise durchzufiihren, wobei der Zapfen-
druck senkrecht zur Kurbel wirkend gedacht war, sondern es muB im
vorhegenden Falle auch die Todpunktlage der Kurbel, als zweite un-
giinstigste -Stellung, beriicksichtigt werden, in welcher der Zapfendruck
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aufler auf Zug oder Druck auch noch verbiegend auf den Querschnitt
einwirkt, dessen neutrale Achse in die Richtung der Armhéohe fallt.
Man unterscheidet deshalb folgende zwei Rechnungen.

@) Der Zapfendruck wirkt senkrecht zur Kurbel.
Auch hier ist, wie vorher, von der allgemeinen Gleichung 15

0:="0,35 0y | 0,65 Vop? - 4 (00 7)?
auszugehen, worin die Biegungsspannung

_M, PR, 6PR,
"7 W T bh,?  bh;?
e

und die Torsionsspannung
M, PJ i 6P4

Tm= e = = e
Ws —b%l/ b2t bt bhy Vb 4- by?

zu setzen ist.
Mit diesen Werten erhdlt man

o VT )

,,=0,356PR2+065bh,'|/R8+ ( )2

bb,?
. 6P o 1 (BAR)F )
» =05 bh,(om +1,3 R,,-}—bg_*_h2

Da das Auflosen dieser Gleichung nach der gesuchten Hdhe b, sehr
umstindlich ist, ist es ratsam, fiir b, einen Schitzungswert einzufiihren
und die Rechnung nach der gegebenen Materialspannung zu kontrollieren.

Mit hy =115 mm erhdlt man
3.4000 V . 2. 84.]15)’)
T 1152(07 6+ 13 ) T ey s

2000 V s 22(84.115)
" =T 1152 (63,2 41,3}/ 76* +- 2’(21*+57,5')

2000 . V 96607 )
gy == ,2 + f —_—
7.13225 (53 13 Y8716 + 1 -+ 3306,25

2000 S
» = 9a575 (032 4 1.3 V5776 | 24903)

2000
” ~ 92576

(53,2 + 1,3V30679)
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80

0= 555 (63,2 22.7)
5 = 80 . 280,9 = 6,07 kg pro qmm.
3703
Dieses Resultat 1a8t erkennen, daB die gewihlte Hohe

b, =115 mm
den gestellten Bedingungen entspricht.
g) Der Zapfendruck wirkt in der Richtung der Kurbel.
Steht die Kurbel in der Todpunktlage, d. h. fallen die geometrischen
Achsen von Pleuelstange und Kurbel zusammen, so beansprucht der
Zapfendruck- den hier in Frage kommenderi Kurbelarmquerschnitt auf Zug

oder Druck mit Biegung, je nachdem die Kurbel die linke oder rechte
Todlage hat.

Es kommen hier die im § 13 Abs. 1 und 3 genannten Gleichungen
41 und 43, némlich
P M
o=1(+w)

in Frage, worin P =4000 kg,

f=bDbh,,
M, =Pl
2
und W= »—h%l—)—

betrigt.
Damit erhilt man die Hohe h, zu

P, Pi P
"i“BT,‘*‘ b, B° =b2.h,(b+“)’
6
P
by = g5 (b4 64)

4000
n =g (4246.84)

4000 1000

» = 1764.6(42_F504)==2646

Mit diesem Resultat ist festgestellt, daB ‘die vorliegende Bean-
spruchung der Kurbel eine sehr ungiinstige ist. Die unter ¢ bestimmte
Hohe ist gegeniiber der vorliegenden viel zu klein.

Da der Durchmesser der Kurbelzapfennabe nur 152 mm ist, so darf
die Hohe b, diesen Wert nicht viel Gibersteigen. Es muB somit das hier
vorliegende Resultat reduziert werden, was eine groflere Armbreite zur

.546 = 206,3 mm,
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Folge hat. Erhoht man diese auf etwa 50 mm, so wiirde sich eine-
brauchbare Hohe von etwa 148 mm ergeben.

b) Genauer Rechnungsgang.
Bei genauer Rechnung ist zu beachten, daB fiir jede Kolben- bezw.
Kurbelstellung ein anderer Kurbelzapfendruck in Frage kommt.
Das gleiche gilt auch fiir verschiedene Verhéltnisse zwischen der
Pleuelstangenlinge  und dem Kurbelbalbmesser.

Ebenso miiliten auch
fir die verschiedenen Kol-
benstellungen die zugehd-
rigen Kolbendriicke beriick-
sichtigt werden, auf die man
aber in der Regel verzichtet. '
Man rechnet fast immer nur
mit dem gréfiten Kolben-
druck, der als konstant an-
gesehen wird.

Bezeichnet

V den Normaldruck

des Kreuzkopfes
aunf die Gleitbahn,
Py den Kolbendruck,
P die Schubstangenkraft oder den Kurbelzapfendruck,
N die Normalbeanspruchung
und T die Tangentialkraft der Kurbel, so erhilt man mit bezug auf
die in der Figur 116 angegebenen Neigungswinkel
f=180 — ¢ —,
y =180 — (¢ 40

und 0=90—y=0a-4+g—90,
1. den Normaldruck auf die Gleitbahn
V=P;. tg a,
2. den Kurbelzapfendruck
Py
= cosa

3. die Normalkraft der Kurbel
Py
N=P. — % =P . —L
cos y cosa.'cos’ Py

und
4. die Tangentialkraft der Kurbel

T=P.cosd = —P-li .cosd =Py
Cos @
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Trigt man nun die Normal- und die Tangentialkraft N und T, wie
aus Fig. 117 ersichtlich ist, im Mittelpunkte beliebiger Armquerschnitte
als positive und negative Hilfskrifte an, wodurch bekanntlich am Gleich-
gewichtszustand der Kurbel infolge der gegenseitigen Aufhebung dieser
Krifte nichts geindert wird, so 148t die genannte Figur folgende Bean-
spruchungen der Kurbel erkennen:

, I. Durch die Normalkraft N hervorgerufen.

1. Die Normalspannung

N N
[ —? = S—h,
2. die Biegungsspannung
M, Ni_6Ni
On =37, =5 = hb "
6
wofiir die in die Hohenrichtung der
Armquerschnitte fallende Schwerpunkts-
achse N,;N; die neutrale Achse des
Querschnittes ist.
I1. Durch die Tangentialkraft T veranlaft.
8. die Sthubspannung
L_3T_3 T
™2 f7 2'bl
bei der auf § 12 Abs. a oder ¢, 1 hingewiesen wird,
4, die Biegungsspannung
o My TR_6TR
T W, br bh?’
6
wo N, N, die in die Richtung der Breite fallende neutrale Schwerpunkts-
achse darstellt, und

5. die Torsionsspannung
M; Ti T, 9 Ti
W, oW  4b?h 2 bk’

36
bei der auf die im § 26 Abs. 3b der Einfiihrung aufgefuhrte Gleichung 151
hingewiesen wird.

Diese fiinf Spannungsarten sind in den Figuren 118 und 119
graphisch dargestellt, von denen die unter Abs. I, 1 und 2 genannten Normal-
spannungen aus Fig, 118 a und b, die unter Abs, II, 3 bis 5 angegebenen
Normal- 'und Schubspannungen aber aus den Figuren 118c und 119e
und f zu ersehen sind.

Ty =
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Die Fig. 118d gibt eine Zusammenstellung der drei, den recht-
eckigen Armquerschnitt gleichzeitig beanspruchenden  Normalspannungen
nebst der Richtung der neutralen Achse NN. Das Bild 148t erkennen,
daB die Ecke 1 des Querschnittes am meisten beansprucht wird.

Die Fig. 119g zeigt die Zusammenstellung der beiden Schubspan-
nungen, die in der Mitte der Querschnittsseite 12 ihren groBten Wert haben.

Ein Vergleich der beiden zu-
sammengesetzten  Spannungsbilder
lebrt, daB die grofite Beansprachung
des Armquerschnittes zwischen der
Ecke 1 und der Mitte der Seite 12
auftritt,

Teilt man sich diese Sirecke in.
eine Anzahl gleiche Teile, z B. in 8
gleiche Teile, und setzt man fiir die

einzelnen Teilpunkte die daselbst auftretenden Spannungswerte nach der
allgemeinen Gleichung 15

0; == 0,35 ¢ - 0,65 Vo + 4 (¢ 7)?
zusammen, so wird man finden, daB in den meisten Fillen die groBte
Anstrengung des Querschnittes in der Nihe der Mitte von 12 liegt. Nur
bei verhaltnismaBig. langen Kurbeln kann es moglich werden, da8 die
grofte Spannung an der Ecke auftritt. '

In der Regel handelt es sich bei der Querschnittsberechnung der
Arme nur um die aus Fig. 115 ersichtlichen beiden Querschnitte a~ub
und c~vd, wo bei letaterem noch besonders auf die Todpunktlage, in
der N=P =Py und T=0 wird, zu achten ist. (Vergl. Losung 5, ).
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Fiir das vorliegende Verhaltnis zwischen Pleuelstange und Kurbel-
halbmesser, ndmlich 1:R==5:1, erhiilt die Kurbel bei etwa §==105°
ihre groBte Beanspruchung,

43. Aufgabe. Es soll untersucht werden, ob die in vorhergehender
Aufgabe unter Abschnitt a gefundenen Abmessungen der Kurbelarmquer-
schnitte acob und ¢~ d auch den unter Abschnitt b zugrunde liegenden
Bedingungen geniigen.

Losung:

Unter bezugnahme auf die im Abschnitt b der Aufgabe 42 ange-
gebenen Ausfithrungen und Figuren erhalt man folgendes:

1. Die in Fig 116 genannten Winkel
sing:sing=R:],
Rsinf Rsin105° Rsin (90° - 159)

sing==

I 1 1
Rcos 157 0,96593
» TTEROT 5 0,19318,

a=—11°8,4'~, 118},
y =180 — (& -+ §)— 180 — (11°8' | 105%)
»==180 — 1169 8' — 630 52"

und 0==90 —y==90—63°52' =268
2. Der Kurbelzapfendruck P.
Py 4000

cose ¢os11°8'

3. Die Normal- oder Zugkraft N.
cos; — 4000 % 63052

N= Pk OOOmlo 8] = 1798,6
» __~1796 kg.
4. Die Tangentialkraft T.
!
T= Pk°—°f’—"——40009§—2%%—3660 kg.

I. Fiir den Querschnitt a~b.

a) Die Einzelspannungen.
1. Die Zugspannung o,

o N _ 1796

*T"bh, 50.210

2. Die Biegungsspannung oy
6N .1796 .84
b2h1}'=6502.-21(? =174 kg

=0,171 kg

Op1 ==
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8. Die Schubspannung 7.
3 T 3 3660 183

U= 5 bh, 250,210 350 020 k&
4. Die Biegungsspannung‘ Ope-
6T 6.3660 255:2’539 ke.

%= pp7 = 50.210°
5. Die Torsmnsspannungen 7, und 7,".
, 9 TA 9 3660.84 .
% =g B, 2 50%.210 00 KB
. w9 Ti 9 3660.84
7 2'bh? 2 50.210
b) Die zusammengesetzten Spannungen.
1. Fir die Querschnittsstelle 1.
Mit bezug auf Fig. 118d und 119g erhédlt man
0i(z) = 0z & Obi(z) - Ob2(z)
y ==0,171 4 1,724 |+ 2,539 — 4,434 kg~ 4,5 kg,
i =0.
2. Fiir die Querschnittsstelle 8.
Oty =0z =+ Obz) == 0,171 1 1,724 — 1,895 kg,
7i=1, + 17, == 0,523 -}- 2,635 — 3,158 kg.
Mit diesen Werten erhilt man eine zusammengesetzte Spannung
0; = 0,35 iy - 0,65 Vi (o) + 4 (0 70)
» =0,35.1,895 40,65 V1,895 - 4 (1. 3,158)*
,» = 0,6632 -- 0,65 V3,591 -- 39,892
,» == 0,6632 - 0,65 V 43,483
»=0,6632 - 4,286 =—4,9492 ~ 5 kg.

Wie aus den genannten Figuren zu erkennen ist, wird der Quer-
schnitt lings der Kante von 1 bis 8 am meisten beansprucht, und zwar
ist die Beanspruchung nach letzter Rechnung an der Stelle 1 rd. 4,5 kg,
an der Mittelstelle 8 dagegen rd. 5 kg, welcher Wert noch 1nnerhalb der
in der Aufgabe gegebenen Spannung liegt.

Es ist allerdings moglich, daf innerhalb der Strecke
[ 1 bis 8 und zwar mehr nach 8 zu gelegen, mnoch eine
| etwas hohere Spannung auftreten kann, deren Wert vor-
aussichtlich die vorgeschriebenen 6 kg nicht iiberschreiten
i wird.

Notigenfalls kann man auch noch fiir die Stellen 2 bis 7 die zu-
sammengesetaten Spannungswerte bestimmen, wozu die Figuren 118 und
119 eine zweckmiBige Ubersicht geben.

=0,627 kg.

B T B I
; i



Das Zusammenwirken verschiedenartiger Normal- und Schubspannungen. 191

II, Fir den Querschnitt ¢~ d.
a) Die Einzelspannungen.
1. Die Zugspannung ¢,
N 1796

Gz:gh«2250.148:0,243 kg.
2. Die Biegungsspannung oy
6NL1 6.1796.84 ‘
M T g g 46 ke
3. Die Schubspannung z,.
T
T 3 3 _3660 =0,742 kg.

. ~2bh, 250.148
4. Die Biegungsspannung ops.
6 TR, 6.3660. 76

—_— _ _ k .
O ==t 50,1487 o2t K8
5. Die Torsionsspannung z,' und "
9 Ti 9 3660.84
]——-——.—————-":_-——0'—-——"*—‘*—=
T =g Geh, 3 507,148 0100 K&
gy 3 Th 9 366084 oo

5 bht—3 30 148°
b) Die zusammengesetzten Spannungen.

1. Fiir die Querschnittsstelle 1.

Mit bezug auf die Figuren 118d und 119g erhilt man

Gi(z) == 0z~ Ob1(z) - Ov2(a)
, =0,2431-2,446 1 1,524 — 4,213 kg,

7i==0.
2. Fiir die Querschnittsstelle 8.
0i(z) = 03 + Opuz) == 0,243 |- 2,446 = 2,689 kg,
Ty == Ty + 1, =0,742 + 3,739 = 4,481 kg.
Diese Werte liefern eine zusammengesetzte Spannung von
0i = 0,35 615 -+ 0,65 Vo157 4 (T2
»=0,35.2,689 - 0,65 12,6892 - 4 (1.4,481)2
,=0,941 + 0,65 V7,231 }- 80,316
»==0,941 -+ 0,65 V 87,647
»=0,941 - 6,082 = 7,023 kg.
Wihbrend der Querschnitt an der Stelle 1 nur mit 4,213 kg bean-

sprucht wird, erreicht die Spannung bei 8 einen Wert von rd 7 kg,
der die vorgeschriebene Spannung von 6 kg ibersehreitet. Es konnte
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die Hohe b, bis zum Nabendurchmesser Dy = 152 mm vergréBert werden,
falls eine Reduktion der Spannung eintreten soll.
¢) Die zusammengesetzte Spannung in der Todlage der

‘ Kurbel.

Da in dieser Lage die Tangentialkraft
T=0

ist, womit die im letzten Beispiele. unter Abs. b, II aufgefiibrten 3 Span-
nungen wegfallen, so erhilt man die zusammengesetzte Spannung als die
Summe der unter Abs. b, I genannten Beanspruchungen, niémlich

N 6N
=0t om =5 tw,— bh + 5o,
N
2] :b_gh—e(b_l" 6}‘)’
worin N =Py zu setzen ist.
Damit wird
4000
O ==por 148(50+6 84)
2 1108
9 185 54 m—ﬁ,g ~ 6 kg.

Dieser Wert wiirde den gestellten Bedingungen geniigen.
44, Aufgabe. Fir eine liegende Dampfmaschine von 350 mm
Zylinderdurchmesser und 600 mm Hub soll an Hand der beistehenden

Skizze eine Kurbelwelle aus Stahl mit 6 kg Beanspruchung hergestellt
und deren Durchmesser an den Stellen der Auflagen und des als Riemen-

scheibe dienenden Schwungrades, das ein Gewicht von 3800 kg hat,
berechnet werden.

Die mit Kondensatlonl bei konstanter Fillung von 0,25, arbeitende
Maschine wirke mit einer Dampfspannung von 8 Atm. Uberdruck. Die
Zahl der Umdrehungen pro Minute sei 120. Der Wirkungsgrad der
Maschine sei mit 0,8 gegeben. Die Liinge der Pleuelstange sei gleich der
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5fachen Kurbellinge. Die Kolbenstange ist nach riickwirts nicht ver-
lingert. Beziiglich der Dimensionierung der Kurbel, die hier als Scheibe
ausgebildet sein soll, sei auf den, in vorhergehender Aufgabe angege-
benen Rechnungsgang verwiesen.

Losung.

I. Berechnung des Kolben- und Kurbeleapfendruckes, des griften

Drehmomentes und der Umfangskraft des Schwungrades.

1. Der Kolbendruck Py.

Da beim Vorwirtsgange des Kolbens der Dampf auf die ganze
Kolbenfliche driickt, ist dieser Druck der folgenden Rechnung - zugrunde
zu legen.

2 2
Pk=F.p=—’%t.p=354”
» = 7696,904 ~ 7700 kg.

2. Der groBte Kurbelzapfendruck P.

Den groBten Wert erreicht
der Kurbelzapfendruck P fiir den
groBten Ausschlagswinkel ¢ der
Pleuelstange, welcher in der, in
Fig. 122 gezeichneten Kurbel-
zapfenstellung, vorliegt.

Dieser Winkel betriigt

.8=962,113.8

) R R 1
sin a=E=5_R=§:0’2’
a=c~v11°30'
Damit erhdlt man
Py 7700

s s 11930 — 7858 ~ 7860 kg.
Die Horizontal- und Vertikalkomponente Py und- P, erhilt man zu
Py =Pcosa =Pr="7700 kg,
P, =Psing="7860sin 11°30' = 7860. 0,2
» =1572 kg,

8. Das groBte Drehmoment My(max) der Kurbel

Das veriinderliche Drehmoment wird seinen gréBten Wert erreichen,
wenn die Pleuelstange mit der Kurbel einen rechten Winkel einschliet.

Da in dieser Stellung der Winkel ¢ den Wert

ga—S— 2 02
BE=LTER™ ™
a=11°20'

Wehnert, Festigkeitslehre II. 13
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bat, der mit dem groBten Winkel beinahe tbereinstimmt, so ksnn man
auch hier den groBten Zapfendruck in Rechnung setzen. Damit erhalt
man das groBte Drehmoment ’

My (max)— P R ==7860. 300 =2358000 kgmm,

4, Die Anzahl N, der Pferdestirken.

Die Anzahl der nutzbaren Pferdestirken erhilt man nach folgender,
der Mechanik bezw. Maschindhlehre entnommenen Gleichung:

Nn':—"Ni"]
—Fpn-2R2.0
»T 60.75
» 3%%71’ worin py ~ 5 Atm. nach Tabelle,
2 52
F::.VM.__?"’ T
4 4
» ==962,11 gcm,
R=0,3 m,
n==120

. und 1];—:0,8 ist.
Damit wird ’
N, . 96211.5.08.120.0,8

e 15.75

,» ==~ 120 P8S.

=123,15

5. Die Kraft P, am Umfange des Schwungrades.

Wiihrend das unter 3 fiir die Kurbel berechnete Drehmoment M (max),
als das groBte auftretende Moment, nur zur Berechnung der Beanspru-
chungen der Kurbel und Welle dient, hat man zur Bestimmung der
Umfangskraft P, das bedeutend kleinere Durchschnittsmoment My zu be-
nutzen, wie es die im § 26 der Einfilhrung angegebene Arbeitsgleichung
liefert.

Man erhalt

M, = 1716200 N;, worin My=DP, R, ist,

P, R, = 716 200 {‘Iﬁ

N
b 10205 716200
1= R, 7 Ryn
16200. 12 ~
718200120 7162 oo oy

1300.120 13
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I1. Ermittlung des Kurbellagerdruckes A.

Dieser Druck bildet sich als Resultante aus den Horizontal- und
Vertikalkomponenten der vom Kurbelzapfendruck und Riemenzug hervor-
gerufenen Lagerdriicke unter weiterer Beriicksichtigung des nur vertikal
wirkenden Schwungradgewichtes.

1. Der vom Kurbelzapfendruck P herriithrende Lager-
druck Ap,nebst dessen Horizontal-und Vertikalkomponente
Ap(h) und Ap(v).

a) Der Lagerdruck Ap.

Den. vorher unter Abs. I, 2 bestimmten groBten Kurbelzapfendruck P
denke man sich mit bezug auf Fig. 123 als parallele Hilfskrifte | P
und — P am Fufle der Kurbel angebracht, so bildet der gegebene Zapfen-
druck P mit der Hilfs-
kraft — P ein Krafte-
paar, welches das Dreh-
moment veranlaBt, wih-
rend die andere Hilfs-
kraft 4+ P eirr Moment
P.(,+1) liefert, falls
an der Lagerstelle B ein
Drehpunkt gedacht wird.

Diesem rechts auf-
wirts wirkenden Momente muB nun aber ein links abwirts gerichtetes
Gegenmoment vom Werte Ap .l das Gleichgewicht halten,

Die Gleichgewichtshedingung lautet daher
Ap.1=P.(1, + 1),
woraus sich die GréBe des Lagerdruckes

Ao e P(l, 41 7860(0,28 + 1,2)  7860.1,48
1 1,2 - 1,2

, = 9694 kg
ergibt.
b) Die Horizontal- und Vertikalkomponente Appy und Apgy.
Apmy==Apcose==9694.cos 11° 30’
» ==9499 ~ 9500 kg,
Ay = Psin ¢ =2 9694 . sin 11° 30
» =9694.0,2=1938,8~1939 kg.
NB. Die Horizontalkomponente Apyy kann man auch direkt aus
den beiden Todstellungen der Kurbel ermitteln, in welchen der Kolben-

druck mit der Pleuelstangenrichtung zusammenfillt.
In diesem Falle erhilt man’

13*



19 Sechste Anfgabengruppe.

Apmy. 1= Py.{d, 4 1),
Pe( +1)
1

_7700.1,48
»n "'1’2 —
» ==9497~0'9500 kg.
2. Berechnung des Riemenzuges R, nebst dessen Hori-

zontal- und Vertikalkomponente R, und Ry und der zu-
gehorigen Lagerdriicke Apqgy und Ag,

App) =

a) Der Riemenzug R.
1. Ermittlung der Riemenspannungen T und ¢
Der Abstand m der Schwungradmitte von der Mitte der Riemen-
scheibe betrigt .
m = Vo2 1 &% = V0,552 - 4,b¢
,»=10,8025 |- 20,26 = 120,5625
»=4,533 m.

Der vom Riemen iiberspannte Zentriwinkel w der kleinen Scheibe
ergibt sich zu

o R —R, 13—0235_ 1,085

o8 g =—m  — 1533 — 4p33  iotd
5 —"16925)
—152950',

Die Riemenspannung T erhdlt man unter bezugnahme auf das in
der Einfilhrung auf
Seite 232—235 an-
gegebene Beispiel 75

Abs. 3 mit
, Py
T= eho 1

Der Wert fiir

e#o ergibt sich fiir

das hier vorliegende

Verhiltnis zwischen

dem iiberspannten Bogen und Umfang oder, was dasselbe ist, fiir das

Verhiltnis zwischen dem {iiberspannten Zentriwinkel @ und Vollwinkel
3609 d. i ‘

¢ _ 152°60' 9170t

360 860 21600

=0,4246 ~ 0,425,
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nach der in der Hiitte (18. Aufl) Seite 219 aufgefiihrten Tabelle, fiir
einen zwischen der guBeisernen Riemenscheibe und dem I.ederriemen giil-
tigen Reibungskoeffizienten u— 0,28 zu

eHho =211,

Mit diesem Werte und der im Abs. I, b angegebenen Umfangskraft
P, erhalt man

o 211 21
TTog11—1 YT 111
» =1,901 P, — 1,901 . 550 = 1045,56

P,

» =0 1046 kg.
Die Kraft t im gezogenen Riementeile betriigt dann
T—t=P,

t=T— P, =1,901 P, — P, =0,901 P,
»==0,901. 550 =495,55
» == 496 kg,

2. Bestimmung des von den offenen Riementeilen ein-
geschlossenen Winkels ¢.
Mit bezug auf Fig. 124 ist der Winkel zwischen der Verbindungs-
linie der beiden Scheibenmittel und der Horizontalen
Jd 0,55
- —0,1222,
gy = =725 0
y=6058"
Der gesuchte Winkel ¢ folgt aus
sin® — R,—R, 183—0,285 1,065
M= " m 4533 4533

=0,23494,

=130

(33

NN

5,
¢=2.13035'—27° 10,

- 8. Der Riemenzug R.

Aus dem in Fig. 124 angegehenen Kriftedreieck erhalt man mit
Hilfe des erweiterten Pythagoras

R—=1VT2 + 2 2Tt cos

»=V(1,901P;)2 (0,901 P,)*}-2.1,901 . P, . 0,901 P, . cos ¢
»==P, V1,9012 10,9012 +2.1,901.0,901 . cos 27° 10'
»="P, V/3,613801 ++ 0,811801 -~ 3,0476

»=P, V7,473202 — 2,7337P,

,» = 2,7337. 550 = 1508,53 ~ 1504 kg.
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b) Die Horizontal- und Vertikalkomponente Ry und Ry.
Da nach Fig. 125 die gesuchten Komponenten von dem Neigungs-
winkel ¢ abhingig sind, der wiederum die Kenntnis des Winkels g
voraussetzt, so sind in erster Linie diese
Winkel zu bestimmen,
a1 1. Bestimmung der Winkel
R T * g undd.
Den Winkel g erhilt man mit
Hilfe des erweiterten Pythagoras aus
Fig. 125. dem, aus Fig. 125 zu ersehenden stumpf-
winkligen Kriiftedreiecke zu
t:R==sin §:sin(180 — ¢),
tsin (180 — ¢) __tsing

e

A |
i) ]
g -

sin f=

R R
~_0,901P;sing  0,901.sin 27°10'
T 21337P, 2,7337 ’
g==8°39"

Der Winkel ¢ betrigt
4

d==f — & wo g=g—7

»=13035' — 6058
»==6%37" betrigt,
»==8939' —6°37' =202
2. Die Komponenten Ry und Ry
Rp=Rcos 0 ==1504 . cos 2° 2!
,» == 1503 kg,
Ry==Rsind=1504sin 2° 2’
—- 53,36 ~ 53,4 kg.

”

¢) Der Horizontal- und Vertikal-Lagerdruck Agy und Agg).
Denkt man sich in Fig. 126 die Welle bei B drehbar gelagert, so ist
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Agmy - 1==Ry . 15,

Ry.l, _ 1503.0,385
1 1,2

Apw.1=Ry .1

Ry.l; 534.0,385
11,2

1. Der vom Schwungrad herrithrende vertikale Lager-

_druck Agyy.

Agpy= == 482,2 kg,

Agwy= ==17,13 ~ 17,2 kg.

Stellt man sich wieder die
Welle bei B drehbar gelagert vor,
so ist mit bezug auf Fig. 127

Ase  1=G .1,
G.l,  3800.0,385
Asw =" == 1,2
, =1219,1 kg

2. Der resultierende Lagerdruck A.

Wie die Fig. 128 erkennen liBt, ist bei der vorliegenden Frage
der Hin- und Riickgang des Kolbens bezw. der Pleuelstange zu beriick-
sichtigen.

Wiihrend in der hochsten und tiefsten Stellung des Kurbelzapfens
die Kraft P, nach oben gerichtet bleibt, &ndert die Kraft Py, ihren Rich-
tungssinn, was bei Feststellung des Lagerdruckes A zu beachten ist.

a) Bewegt sich die Pleuelstange vorwiirts, so erhélt man den
Lagerdruck A nach Fig. 129a mit Hilfe des pythagoreischen Lehr-
satzes zu '

A =V{Apay— Arm) + (— Ap v+ Arw) + As@)s

welcher Ausdruck jedoch nicht nither ausgerechnet zu werden braucht, da
er nicht den groBten Wert liefert.
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b) Bewegt sich die Pleuelstange zuriick, so bildet sich der Lager-
druck A mit bezug auf Fig. 129b zu

A=V (A -+ Agn)?+ (— Apy) + Are) + Asm)?
» = V(9500 } 482,22 - (— 1939 + 17,2 + 1219,1)?
» = 19982,22 L (—702,7)2

» ==199648000 -}- 493 800 = 1100141800

» ==10006,9 ~ 10007 kg.

3. Der Neigungswinkel g,
Apm) + Arm 9500 44822 9982,2
A 10007 10007

Co8Q, =
0, — 3°29' ~ 8,50,

111. Ermattlung des Kurbellagerdruckes B.

Auch dieser Druck bildet sich, wie bei der Lagerstelle A, als
,Resultdnte aus den Horizontal--und Vertikalkomponenten der vom Kurbel-
zapfendruck und Riemenzug veranlaBten Kurbellagerdriicke, sowie des
vom Schwungradgewichte herriithrenden vertikalen Lagerdruckes.

1. Der vom Kurbelzapfendruck P hervorgerufene hori-
zontale und vertikale Lagerdruck Bpy und Bp,.
- Denkt man sich in Fig. 130 die Welle in A drehbar gelagert,
so folgt:
Ph.ll——'—Bp(h).l,
Bogy — Phl. L 770(; ’.20,28 17967 kg
Py.1, =Bpw.1

P..l, 1572.0,
Bry = —5—— 5 i’ 20 28 3668 ke.

2. Der vom Riemenzug herrithrende horizontale und
vertikale Lagerdruck Bgp) und Bggy).
Nach Fig. 131 ist
Bgy). 1=Ry .1,
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Rv.l,  53,4.0815

Briy) = ==
R(v) i 12 36,3 kg,
Bgmy.1=Ry.1,
Ry.1 1503 .0,815
Bey =~y = 03-0815 _ 4090,8 ke.
1,2
8. Der vom Schwungrad-
gewicht herrithrende Lager-
druck BS(V)-
Nach Fig. 132 erhdlt man
Byw).1=0G.1,,
B.. _G.L_ 3800.0815
SOTTT T T 12
= 2580.8 kg.

4, Der resultierende Lagerdruck B.

Auch in diesem Falle ist, wie beim Lagerdrucke A (vergl. Abs. II, 4),
der Vor- und Riickwirtsgang der Pleuelstange zu beachten.

a) Bewegt sich diese Stange riickwirts, so betrigt der Lager-
druck B nach Fig. 133a

B == V(Bry — Brw)? + (Bew) -+ Brv) 4+ Bsw)
welchen Ausdruck man nicht weiter aus-
zurechnen braucht, da beim Vorwirtsgang
der Pleuelstange ein groBerer Wert zu-
stande kommt,
b) Bei der Vorwirtsbewegung

der Pleuelstange erhilt man nach Fig. 133 b
einen Lagerdruck
B=
V(Bew + Brw)® +(Bew)+ Briv)+ Bsin))?

B = V/{1796,7 + 1020,8)® 1- (366,8 - 36,3 |- 2580,8)

» = V2817,52 - 2983 92

» =V 7938400 -+ 8903600

, =116842000 == 4103,9 ~ 4104 kg.

B. Der Steigungswinkel g,
Nach Fig. 133b ist

B -B 1796,7 1020,8
cos g, = ﬂhl:l%.__ SR _ 1796,7 +

4104
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28117,5
%0 = 404
0= 46939

IV. Berechnung der Biegungsmomente nebst der . graphischen Dar-
stellung der Momentenflichen.
a) Berechnuug der Biegungsmomente.

Die fiir die Querschnittsstellen A und C vorliegenden einzelnen, wie
auch zusammengesetzten Biegungsmomente ergeben sich in folgender Weise:

- 1. Die fiir die Lagerstelle A geltenden Biegungsmiomente Mjy(py)
und Mycppy fiir den im Abs. II, 1 behandelten und in Fig. 123 darge-
stellten Belastungsfall, bei dem nur der Kurbelzapfendruck auf die Welle
einwirkt, betragen

M 4 py) =Py .1, = 1572.0,28 = 440,16 mkg,
BIA(Ph) == Ph . 11 = 7700. 0,28 = 2156 mkg
Das resultierende Biegungsmoment M, erhilt man entweder aus

My= VM a@v)2 + Maen?

oder einfacher zu
M, =PI, =="7860.0,28
;, == 2200,8 mkg.

Diese Werte gelten also fiir die Querschnittsstelle A der Welle.

2, Die fir die Querschnittsstelle C geltenden Biegungsmomente
M sgy) und Mgy fir den im Abs. II, 2¢ behandelten und in Fig. 126
dargestellten Belastungsfall, bei dem nur der Riemenzug auf die Welle
einwirkt, betragen

M 4rv)= AR(y). , =17,2. 0,815 == 14,018 ~ 14,02 mkg,

MA(Rh) = AR(h) . 12 === 482,2 . 0,815 = 392,993 ~ 393 mkg

8. Das ebenfalls fiir die Quersehnittsstelle C giiltige Biegungsmoment
M y(sv) fiir den im Abs. 1I, 3 aufgefiihrten und in Fig. 127 dargestellten
Belastungsfall, bei dem nur das Schwungradgewicht auf die Welle ein-
wirkt, betrigt

M z@v)= Ag) . 1, == 1219,1. 0,815 == 993,5665
,  ==cv 993,67 mkg.

4. Die fir die Querschnittsstelle C geltenden zurammengesetzten
Biegungsmomente M, und My erhilt man mit bezug auf Fig. 134a aus:
Links von C als Drehpunkt,

M, =P, {d,41L)+ Ay.],

w =Pyl 1) + (— Apw) = Are) + As) - L2
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M == 1572 (0,28 -+ 0,815) 4 (— 1939 -} 17.2 - 1219.1). 0,815
» =1572.1,095 -} (— 702,7) 0,815
» ==1721,34 —b572,7
» ==1148,64 ~ 1148,7 mkg.
Rechts von C als Drehpunkt,
M,=By.1
s == (Be(g) + Brev) -+ Bsy) - I
» ==(366,8 36,3 4 2580,8).0,385
,» =—2983,9.0,385 -=1148,8 ~ 1148,7 mkg.
Bei dem Biegungsmomente My ist der Vor- und Riickwiirtsgang zu
unterscheiden.
a) beim Vorwértsgang.
Links von C als. Drehpunkt,
Mp=—Pn( +1lp)4An.l,
» ===—Pn(ly 1)+ (Ap@) — Arm) . 1
» ==— 1700 (0,28 -} 0,815) +4- (9500 — 482,2). 0,815
-—17700. 1,095 -} 9017,8.0,815

90

» ==— 8431,5 - 7349,507
» ==— 1081,993 ~ — 1082 mkg,
Rechts von C als Drehpunkt,
th = Bh . 13
w === (Bpw + Bra) - 13

== — (1796,7 - 1020,8). 0,385
, = —2817,5.0,385
, ——— 1084,7 ~ — 1084 mkg.

Die kleine Differenz zwischen den letzten beiden Resultaten ist auf
kleine Abrandungen der in Frage kommenden Werte zuriickzufiliren.
b) Beim Riickwirtsgange.

Links von C als Drehpunkt,
Mp=Py(, +1L)—A,;.]
» =Pu(l +1)—(Ape) + Arm b
» ==T700(0,28 - 0,815) — (9500 - 482,2) . 0,815
» ==17700 1,095 —9982,2.0,815
., ==8431,6b—8135,493
» ==296,007 ~ 296 mkg

Rechits von C als Drehpunkt
Mp==—By.1
» ==——(— Bpm)—+ Bray) I3
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My =—(—1796,7 4 1020,8) 0,385
» =—(—1715,9)0,385.
5 ==298,7 ~ 298 mkg.
Auch hier ist die kleine Differenz auf die verschiedénen Abrundungen
zuriickzufiihren,
Im iibrigen kommt dieses Moment nicht weiter in Frage, da es viel
kleiner als das beim Vorwirtsgange ist.
5. Dasresultierende Biegungsmoment M, ander Schwung-
radstelle C.
Dieses Moment erhilt man entweder indirekt nach Fig. 135 zu

M, = VM2 - My?
» ==V1148,8% + (— 1084)
» = V1319700 + 1175056 — V2494 756 = 1579,6 — ~ 1580 mkg

oder direkt mit Hilfe der im Abs. IT, 4 und IH, 4 bestimmten resul-
tierenden Lagerdriicke A oder B.
Mit B folgt
M, = Bl; =4104 . 0,385 = 1580 mkg,
wo die kleine Differenz zwischen den beiden Resultaten wiederum auf
die Abrundungen zuriickzufiihren ist.

b) Die graphische Darstellung der Biegungsmomente.
1. Man trage in Fig. 134a unterhalb der Welle AB die unter
Abschnitt a von 1 bis 3 festgestellten vertikalen Biegungsmomente
Maryy Mage und Masyy
‘ soan, daB} daserste
Moment an die
Stelle A kommt,
die beiden anderen
dagegen an die
Stelle C zu liegen
kommen. Die drei
punktierten Drei-
ecksflichen bilden
dann die zugehd-
rigen Biegungsmo-
mentenflichen fiir
die vertikalen Krifte.

Addiert man diese Flichen, so erhdlt man die ganze Biegnngs-
momentenfliche der vertikalen Kriifte, die beispielsweise an der Stelle C
den bereits unter Abschnitt a, 4 berechneten Wert, nimlich My = 1148,7 mkg
ergeben mug.
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2. Fir den Vorwirtsgang der Pleuelstange giltig trage man die
im Abschnitt a unter 1 und 2 berechneten horizontalen Biegungs-
momente Mypn und Mamy oberhalb der Welle AB auf, womit man
die beiden in Fig. 134a punktierten, dreieckigen Momentenflichen erhilt,
deren Summe die ganze Biegungsmomentenfliche der horizontalen Krifte
ergibt. So liefert diese Fliche beispielsweise an der Stelle C den Wert
Mp = — 1084 mkg, der bereits unter Abs, 4a berechnet worden ist.

Fig. 134b.

Beim Riickwirtsgange der Pleuelstange wire das erstére Moment
M s@n unterhalb der Welle anzutragen, was ebenfalls in Fig, 134a dar-
gestellt ist. Damit reduziert sich nun aber die oberhalb der Welle an-
getragene Momentenfliche, z. B. an der Stelle C, bis auf den Wert
My, =266 mkg, der bereits im Abs. 4, b berechnet worden ist. Da also
die letzte punktiert angegebene Fliche kléinere Momente liefert, als die
vorgenannte, fiir den Vorwirtsgang giltige Momentenfliche, so kommt
sie hier nicht weiter in Betracht. ‘

3. Aus den senkrecht und horizontal gerichteten Biegungsmomenten
kann man nun fir die einzelnen Querschnittsstellen der Welle ohne groBe
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Mihe die resultierenden Biegungsmomente M graphisch oder analytisch
feststellen.

Graphisch hat man, wie es in Fig. 134a geschehen ist, fiir jede
Querschnittsstelle das daselbst wirkende horizontale und vertikale Biegungs-
moment zu einem Parallelogramm zu vereinigen, in dem dann die Dia-
gonale das gesuchte resultierende Biegungsmoment darstellt.

Analytisch fidbrt der pythagoreische Lehrsatz zum Ziele, wie Fig. 135
erkennen laft. Hiernach erhilt man die einzelnen resultierenden Biegungs-
momente aus

M, = VM,® - M2

4. Das bereits im Abs. I, 3 bestimmte grofite Drehmoment M,
hat man ferner, wie Fig. 134bh zeigt, als ein vom linken Wellenende

€, ausgehendes und bis zur Schwungradstelle C reichendes
. A Rechteck aufzutragen, welches dann an jeder Quer-
N i .schnittsstelle mit dem zugehdrigen resultierenden Bie-
9\@7\ 1k, gungsmomente My zu einem ideellen Biegungsmomente My;
AN zu vereinigen ist, wie es in Fig. 134b nach MaBgabe

! des folgenden Absatzes 5 ausgefithrt worden ist.
Fig. 135. 5. Die Konstruktion des ideellen Biegungs-

momentes My; nach der in § 15 Abs. 4 aufgefiihrten
Gleichung 75 geschieht auf folgende Weise:

a) Das resultierende Biegungsmoment M.

Man trage das vorher unter 3 gefundene und in Fig. 135 darge-
stellte resultierende Biegungsmoment My, als die in Fig. 136 angegebene
Strecke A B auf, die im Punkte C so geteilt
ist, da der obere Abhstand AC = 0,65 und

die untere Entfernung BC==0 35 ist.

Mit der Strecke AB beschreibe man
von A aus einen Kreishogen, der von dem
in C errichteten Lote im Punkte D geschnitten
wird. Die Verbindungslinie A D istdann wieder
M, von der AC das 0,65 fache darstellt.

b) Das Drehmoment M,
Auf der Strecke AB trage man in
gleichem MaBstabe das Drehmoment My als
Strecke AE auf, beschreibe damit von A aus einen Kreisbogen, der die
Linie AD in F schneidet. Fillt man nun noch vom Punkte F aus
das Lot GT, so ist infolge der Ahnlichkeit der Dreiecke AGF und ACD,
die Strecke AG d 0,65 fache von der Strecke A F, die gleich M, ist.



Das Zusammenwirken verschiedenartiger Normal. und Schubspannungen, 207

¢) Das ideelle Biegungsmoment M;
Trigt man nun in Fig. 136 die Strecke AG=—AH senkrecht zu
AB auf und verbindet die Punkte C und H miteinander, so erhdlt man
nach dem pythagoreischen Lehrsatz

CH2-==AC2 | AH?
w ==(0,65Myp)% - (0,65 M)?
» ==0,65%(My? - M;2),
H =10,65%(M? - My?)
» ==0,65VM,Z - M2
Addiert man zu diesem Werte noch die Strecke BC=0,35 My, so ist
My B -+ Gif
» = 0,35 My, -+ 0,65 VM2 - M2
Dieses Verfahren kann fiir jede Querschnittsstelle sehr schnell durch-

gefithrt werden, wie es auch in Fig. 134b fiir die Kurbelsitzstelle und
die beiden Lagerstellen A und B sichtbar geschehen ist.

V. Die Durchmesser dy, dy und D an den Lager- und Schwungrad-
stellen A, B und C.
1. Die Zapfenabmessungen an der Lagerstelle A.
a) Das ideelle Biegungsmoment My;.
Nach § 15 Abs. 41, Gleichung 99 unter weiterer bezugnahme auf
Abs. I, 3 und Abs. IV, 1 erhiilt man
My; = 0,35 My, -+ 0,65 VM2 - M¢?
» ==0,35 . 2200,8 - 0,65 1/2200,8? | 2358°
» ==770,28 - 0,65 V4843520,64 - 5560164
» == 770,28 -+ 0,65 V10403 684,64
» = 110,28 -} 2096,5
. = 2866,78 ~ 2867 mkg.

b) Der Durchmesser d; des Halszapfens.

Mit Hilfe der in § 14 der Einfihrung unter Gleichung 58 auf-
gefithrten Biegungsgleichung, in die man das ideelle Biegungsmoment ein-
fithrt, folgt ;

4.3

Mbi_—:th:—Lﬁk @O,ldlgkb,
a My; _stmoo
1= ¥V 0,1k 0,1.600

3 oo A

70
]/ 82—— =16,85 cm==~u 170 mm.
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Damit wird das Verhiltnis zwischen Zapfenlinge L, und Durch-
messer d;

L, 270
—-a‘:—m—l,ﬁgo
¢) Kontrolle gegen spez. Flichendruck und Reibungs-
arbeit.

.Den spez. Flachendruck erhiilt man unter Benutzung des in Abs. II, 4
ermittelten resultierenden Lagerdruckes A zu
A=fp=Ld.p,
A 10007
DU a7 20,170
Gegen Reibungsarbeit bezw. Erwarmung erhilt man

=0,218 kg/qmm.

An=L, w,
An 10007.120
W, __—I:l—_ﬁ~—————270 ==4447.

Dieser Wert ist zwar etwas hoch, jedoch noch zuldissig, wenn der
Zapfen auf WeiBmetall lduft,

2. Die Zapfenabmessungen an der Lagerstelle B.

a) Der Durchmesser d, des Stirnzapfens,

Mit bezug auf § 14 der Einfithrung, Gleichung 58 und Abs. III, 4

des vorliegenden Beispieles erhilt man
M, =Wk, worin Mpy==B. %ﬁ
und W=10,14d,? ist,
Diese Werte eingesetzt, liefern
B. %3=0,1 a3 . ky,

/  BL 13/4104 250 1“/
dy == 2 . _ -
? 2.0,1.k, 02.6 684 . 1250

» =94,9 ~ 95 mu.

b) Kontrolle gegen spez. Fliachendruck und Reibungs-
arbeit,
Der spez. Flichendruck betriigt
B=1,.py=L; d; . ps
B 4104
Pe =1, 4, 250.9
Gegen Reibungsarbeit bezw. Erwirmung erhilt man
B.n=L,.w,
B.n __ 4104.120

= T 1969,9.
L, 250 969,9

== 0,173 kg{qmm.

Wz ==
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3. Der Wellendurchmesser D an der Schwungradstelle.
a) Das ideelle Biegungsmoment Mp;.

Nach der im § 15 Abs. 4 genannten Gleichung 99 erhdlt man unter
Benutzung der in Abs. I, 3 und IVa, 5 gefundenen Momente

My; = 0,35 My, + 0,65 VM2 M2
» ==0,35.1580 -} 0,65 V15802 | 2358?
» =553 4 0,65 1/2496400 1 5560164
, =553~} 0,6578056564
, =553 | 1844,9
» = 2397,9 ~ 2398 mkg.

b) Der Durchmesser D.
Das gefundene ideelle Biegungsmoment in die in § 14 der Ein-
fithrung aufgefiihrte Biegungsgleichung 58 eingesetzt, liefert
Mpi = ka ~ 0, lekb,

Mi; __ /239800

01ky 0,1 . 800
» =i/3996,6e = 15,87 cm oo 160 mm.

¢) Der Wellendurchmesser D, mit Keilnute.
Der Keilzuschlag berechnet sich nach der Erfahrungsgleichung
h=0,5b=10,5(0,2D 4 8),
worin h die Keilhohe, b die Keilbreite und D den vorher gefundenen, un-
geschwiicht bleibenden Wellendurchmesser bedeutet.
Damit erhdlt man den auszufithrenden Wellendurchmesser
D,=D+h
» _D+O, 0,2D -+ 8)
» =D+01D + 3
»=11D+3=1,1,160-}3 =176+ 3
» =179 ~ 180 mm.

NB. Die Welle kénnte nun mit gleichbleibendem Durchmesser oder
auch mit Achsenkopf ausgefiihrt werden. Es kommt ganz darauf an, ob
das Gewicht der Welle méglichst gering gehalten werden soll oder nicht,
und ob das Schwungrad einteiliz oder mehrteilig hergestellt wird.

Wie die Fig. 134b zeigt, sind der Welle die Abmessungen zu
geben, die den Rechnungswerten entsprechen. Hierbei paBt sich die
Wellenform méglichst dem punktiert angegebenen theoretischen Grund-
korper an.

45. Aufgabe. Fir eine stehende Dampfmaschine, die einen
Zylinderdurchmesser von 25 cm hat, soll nach beistehenden Abmessungen
Wehuert, Festigkeitslehre II. 14
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eine gekropfte Kurbelwelle aus Stahl hergestellt werden, deren Material-
beanspruchung 5 kg gegen Biegung und 3 kg gegen Abscherung be-
tragen soll.

Die Maschine arbeite mit einer Dampfspannung von 5 Atm Uber-
druck und leiste bei 120 Umdrehungen pro Minute und bei 2,6 m
mittlerer Kolbengeschwindigkeit 25 Pferdestirken. Die riickwirts ver-
lingerte Kolbenstange habe einen Durchmesser von 4 cm.

Das am freien Ende aufgezogene Schwungrad von 1600 kg Gewicht
und 1,3 m Halbmesser soll als Riemenscheibe benutzt werden, hierbei sei
angenommen, daB der resultierende Riemenzug von rd. der dreifachen
Umfangskraft horizontal gerichiet ist. Der spez. Lagerdruck soll 0,2 kg
pro qmm nicht iiberschreiten.

Lésung:
1. Berechnung des Kurbelradius, des Kolbendruckes, des Drehmomentes

der Welle, des zu dibertragenden Momentes, der Umfangskraft und
des resultierenden Riemenzuges.

1. Der Kurbelradius R.
Die der Mechanik entnommene’ Gleichung der Umfangsgeschwindig-
keit liefert

__2R7r.n__Rn:n

60 30’
30v  30.2,6
R=2"" W
=n = 120-——-0,19N0,2 m.

2. Der Kolbendruck P,

Bezeichnet F den Zylinderquerschnitt, f den Querschnitt der durch
beide Deckel gehenden Kolbenstange und p die groBte’ Uberdruckdampt-
spannung, so erhilt man den Kolbendruck

2
P=F—1).p= (225 p= @ —a)%

= (252—42) . 5= (625 — 16)'273

= 609. if—c = 2391~ 2390 kg.
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3. Das groBte Drehmoment Mypmayy der Welle.

Bei genauer Berechnung des groBten Drehmomentes ist nach Abs. I, 3
der vorangegangenen Aufgabe zu verfahren. Hier gelte jedoch der in der
Praxis als geniigend genau gerechnete Wert

Mimax) = PR = 2390.0,2 = 478 mkg.

4, Das zu iibertragende Moment M,

Da das Drehmoment der Welle, samt dem damit fest verbundenen
Schwungrad, zwischen Null und dem vorgenannten Maximalwerte wechselt,
so ist daraus zu erkennen, daB als konstantes Ubertragungsmoment My nur
ein Mittelwert in Frage kommen kann, den man mit Hilfe der im § 26
der Einfithrung angegebenen Arbeitsgleichung erhils.

Dieses Durchschnittsmoment My betriigt
M, = 716,200 % = 716,2 . 2 — 179,05 ~ 179 mkg.

n 120

8. Die Umfangskraft P, des Schwungrades.
Das als Riemenscheibe dienende Schwungrad hat eine Umfangskraft

M,—PR,
M, 179

6. Der resultierende Riemenzug R.
Nach der aus der gestellten Aufgabe ersichtlichen Annahme erhilt
man den horizontal gerichteten, resultierenden Riemenzug
R=T+4t=2P+P=3P
»==3.138 =414 kg.

I1. Ermittlung der® Lagerdriicke A und B.
a) Bei aufwiarts gerichtetem Kurbelzapfendruck.
1. Der vom Kurbelzapfendruck und Schwungradgewicht
herrithrende vertikale Lagerdruck A,.

Nach der beistehenden Fig. 138 erhalt man, den Drehpunkt der
Welle an der Lagerstelle B gedacht,
Ay =G, —P;, wo G;1=G(1-1]),
14*



212 Sechste Aufgabengruppe,

6, — G0+

und P,1=Pl,
LN

Damit erbilt man

4 G0+l PlL_ G4I)—Pl

YT I 1
__1600(0,84-0,3) — 2390.0,35
” -
0,8
1600 1,1 — 2390.0,35
9y = 0,8
1760 —836,6 _ 923,
»T 708 7 08

» = 1154,37~ 1164,4 kg,

2. Der vom Riemenzug und Kurbelzapfendruck her-
riitbrende horizontale Lagerdruck Aj.
Denkt man sich auch hier die Welle an der Lagerstelle B drehbar
gelagert, so folgt
Ap =R, + Py, worin R{I=R{1-+}1),

und Pl=Pyl,,
. Pu1 =»I}1—1—1 ist.

Mit diesen Werten erhilt man
R(1+1 Pl
Ay = _L'l*'_-’a) + _11_1

_RA41)4-Pul
» =Ty
Um den horizontalen Kurbelzapfendruck Pp, bestimmen zu kénnen,
sei die Pleuelstangenlinge gleich der 5fachen Kurbellinge angenommen,
wofiir nach Aufgabe 44 Abs. I, 2 ein Neigungswinkel der Pleuelstange
gegeniiber der Mittelachse der Maschine von 11°30' in Frage kommt.
Damit erhilt der Kurbelzapfendruck Pj, einen Wert von
.
tgo =1,
Pp =Ptga=2390.tg11°30
» ==2890.0,20345 = 486,24 ~ 486,3 kg,
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mit dem sich nun der gesuchte Lagerdruck Ay zu
414(0,8 4 0,3) 4 486,3.0,385
Ap=
0,8
__455,44-170,20  625,6
» 0,8 T 08

=782 kg

ergibt,
8, Der resultierende Lagerdruck A,
Wie die rechte Seite der Fig. 138 erkennen laBt, ergibt sich der
gesuchte Lagerdruck A mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes zu
A=VA2 Ay =171154,47 | 782°
,» =V1332639,36 1 611524 = V1944 163,36
, =1394,3 kg.
4, Der Neigungswinkel ¢,.

Der Lagerdruck A ist gegeniiber dem Vertikaldrucke Ay um den
Winkel

A, 782
CP =3 —1ip1d’
gy =347

geneigt.
5. Der vom Kurbelzapfendruck und Schwungradgewicht
herrithrende vertikale Lagerdruck Bs.
Denkt man sich in Fig. 138 den Drehpunkt an die Lagerstelle A
gelegt, so folgt
By =G, + P,, worin Gyl=G],,

Gl
Gy =—7*
und P,1=Pl,,
P2 = ?Tlg 18t
Diese Werte eingefﬁhrt, liefert
Pl Gl +Pl
— 3 2
B,= + I =
1600 0,3 4-2390. 045 480+10755
” 0,8 0,8
__ 15b5,6

=1944,37 ~ 19444 kg.

”

0.8
6. Der vom Riemenzug und Kurbelzapfendruck her-

rihrende horizontale Lagerdruck By.
Den Drebpunkt an der Lagerstelle A gedacht, gibt
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By =R, — Py, worin R,1=RI,,

__Rlg
Ry=-1
und Ph21 = Ph]z N
Phg == Elil—z-‘ ist,
Mit diesen Werten erhilt man
B. — _RL’!_ Pul, — Rl —Ppl,
b 1 1
__414.0,3—486,3.0,45  124,2 — 218,835
T 0,8 - 0,8
94,635
) ~ 708 = —118,5 kg.

7. Der resultierende Lagerdruck B.

Den in Fig. 138 links dargesteliten Lagerdruck B findet man zu
B=1VB,? + By? = V1944,4% |- (— 118,5)
» = V3780691,36 -} 14042,25 — /3794 733,61
»= 1948 kg.

8. Der Neigungswinkel g,
Der Lagerdruck B ist gegeniiber dem Vertikaldrucke B, um den
Winkel

oo _Bu_ 1185
892 =B, = 1914,4°
¢, =329

geneigt.

b) Bei abwirts gerichtetem Kurbelzapfendruck.

1. Der vom Kurbelzapfendruck und Schwungradgewicht
herrithrende vertikale Liagerdruck A,,.

Legt man in Fig. 139 den Drehpunkt an die Lagerstelle B, so
erhilt man mit bezug auf Abs. a, 1 den Lagerdruck

A;=G, P, ’
_G(+1]y | Pl
T |
__GA+1)Pl, _ 176048365
2 1 0,8
2596,5 ,
»y 0,8 == 3245,0 kg.

2. Der vom Riemenzug und Kurbelzapfendruck hez-
riihrende horizontale Lagerdruck Ay
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Hier gilt dasselbe, wie es im Abs, a, 2 bereits festgestellt worden ist.

Also

8. Der resultierende Lagerdruck A.
Mit bezug auf die Fig. 139 rechts ist

A=7VAZFA?

, = V3245,6% |- 7822

» =710533919,36 - 611524
~ =V11145443,36

» == 3338,4 kg.

4. Der Neigungswinkel ¢,.
Der vom Lagerdruck A und dem Vertikaldruck A, eingeschlossene

Winkel ¢, ergibt sich aus
top b _ 182
891 =3, 7 32456°

zu ¢, =13°32.

5., Der vem Kurbelzapfendruck und Schwungradgewicht

herrithrende vertikale Lagerdruck B,.
Denkt man sich in Fig. 139 den Drehpunkt an die Lagerstelle A

gelegt, so erhilt man mit bezug auf Abs. a, 5

By=—G,-P,

Gl , Pl

A L

Gl —Pl,

3y T "‘4“"1‘""'

_ 480—10755  —b95,5 _ 5955
T 0,8 — 0,8 8

» ==744,37 = v 744,4 kg.
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6. Der vom Riemenzug und Kurbelzapfendruck herrith-
rende horizontale Lagerdruck By.
Auch hier gilt der bereits im Abs, a, 6 bestimmte Wert
Bh:—118,5 ke,
7. Der resultierende Lagerdruck B.
Nach Fig. 1?9 links erhilt man

B=1VB,? - B,? = V/744,4? | (— 118,6)?
»==V554131,36 | 14042,25
»=V568173,61 = 753,8 kg.

8. Der Neigungswinkel ¢,.

Mit bezug auf Fig. 139 links findet sich der zwischen By und B,
liegende Winkel ¢, zu

. By_ 1185
P =B, T 7444’
P, =19°3".

III. Berechnung des Halszapfens A und des Stirnzapfens B.
8) Die Abmessungen des Halszapfens A.

1. Die resultierende Biegungskraft C an der Sehwungrad-
stelle. :
Mit bezug auf die Fig. 139 rechts erhilt man

C=7G2}R?
» = V1600% 4142 =V2560000 - 171396
» = V2731396 = 1652,6 kg.

2. Das Biegungsmoment M fiir die Lagerstelle A.
M, = Cly = 1652,6. 0,3 = 495,78 mkg.
3. Das ideelle Biegungsmoment My;.
Mit der im § 16 Abs. 4 angegebenen Gleichung 98 erhiilt man
My; =0,35 M, + 0,65 VM2 -—l— (o My (max))?
worin nach § 4 Gleichung 16 das Anstrengungsverhiltnis

Qo = kb a_ kh
°‘E+1 T 1,3k,
m °
5 5 .
y = —— —=—0x=1,2 t.
" =73.3 39 L3 is

Fibrt man nun die im Abs. I, 3 und Abs. IIT, 2 genannten Werte
in die zusammengesetzte Gleichung ein, so folgt:
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My;==0,35 . 495,78 -} 0,65 V495,78% | (1,29 . 478)%
, = 173,523 4 0,65 V245800 |- 580220
» = 173,523 4 0,65 V626020
» = 173,523 - 514,3 = 687,823 mkg.

4. Der Halszapfendurchmesser d,.
Setzt man das ideelle Biegungsmoment My; in die Biegungsgleichung
ein, so erhilt man

Mpi=Wky= 4

3n
5 kb o~ 0,1 dlakb,

"/ M
01k, ky

3
__Vm 687823 Vl 375646

py =111,2 ~v 112 mm,

5. Die Zapfenldnge ],.
.Da hier der Flichendruck p vorgeschrieben ist, so ergibt sich die
Zapfenléinge 1, aus

d, =

A=f1 .p=4d] .ps
wo fir den Lagerdruck A der im Abs. IIb, 3 fiir abwirts gerichteten
Kurbelzapfendruck ermittelte grofte Wert einzusetzen ist,

A 33384
== 11,02 = 19!
, =~ 150 mm.

€. Kontrolle gegeniiber Reibungsarbeit.
A.n=].w,
A.n _ 33384.120
, 150
» = 2670,7.
Dieser weit unter der zulissigen Erfahrungsgrenze liegende Wert

liBt erkennen, daB die in den Losungen 4 und 5 herechneten Zapfen-
abmessungen zur Ausfihrung gelangen kénnen.

W=

b) Die Abmessungen des Stirnzapfens B.

1. Der Durchmesser d, und die Linge l,.

Da dieser Zapfen keinen Torsionswiderstand zu leisten hat, braucht
er auch nur auf Biegung berechnet zu werden. Zu beachten ist hier, daB
fiir den Lagerdruck B der im Abs. IIa, 7 fiir aufwiirts gerichteten Kurbel-
zapfendruck ermittelte groBte Wert einzusetzen ist.

Nach der Biegungsgleichung folgt:
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My = Wk, worin M, = -‘%
. und W == 0,1d,® ist.
Damit erhalt man

Bl
2 =0,
5 = 0,1d,%k,
Bl
oder —2—-(—&:0,1 d,? ky,
& — /Bl Bl,
L 2d 01k, kpd,

Das Verhiltnis zwischen 1, und d, betrigt nach der im 47. Bei-
spiele der Einfithrung gegebenen Entwicklung

*_]/02 _V 2— ][—224

das, in die vorstehende Glexchung emgesetzt den Stirnzapfendurchmesser

: ,
dy = V511§ 2,24 = ]/1948 . 2,24 = 66,06

» = 66 mm

liefert.
Die Zapfenlinge wird dann
], = 2,24 d, = 2,24 . 66 = 147,8 ~ 148 mm.

2. Kontrolle gegeniiber Reibungsarbeit.
B.n=l.w
B.n 1948.120
== = =15 )
V=, 148 80
welcher Wert sehr gering ist.
Es kénnen also auch hier die berechneten Abmessungen ausgefiihrt

werden.

IV. Berechnung des Kurbelzapfens D und der Kurbelarme.
a) Die Abmessungen des Kurbelzapfens.
1. Das Biegungsmoment My
ViR und Drehmoment M,
- A Jg?gﬂ QMg Denkt man sich nach beistehender
' ' .y Fig. 140 beispielsweise die rechte Hilfte
der Welle am Kurbelzapfen D einge-
Fig. 110. spannt, so 14Bt die Skizze ohne weiteres
erkennen, daf der Kurbelzapfen
1. dem Biegungsmomente My —=B.1; und
2. dem Drehmomente M;=B:R
ausgesetzi ist.

“{-038m 5

Bnhg B a
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Das Biegungsmoment erhilt man mit bezug auf Abs, IH b, 1 zu
M, = B.1l, = 1948.0,35 = 681.8 mkg.

Das Drehmoment hat den Wert
M, = B.R = 1948.0,2 — 389,6 mkg.

2. Das ideelle Biegungsmoment My
Unter bezugnahme auf Abs. IIla, 3 erbdlt man nach der im § 15
Abs. 4 angegebenen Gleichung 98
" Mp; = 0,35M}, - 0,65V My2 - (a, M)
» =0,35.681,810,657681,8% -} (1,29. 389,6)
, =288,63 -1 0,651464860 - 252600
, =238,63 -}-0,65 V717460
» = 238,63 4 550,56
, = 189,19 mkg.
. 8. Der Durchmesser D und die Linge L des Kurbel-

zapfens.
Das letzte Moment, in die einfache Biegungsgleichung eingesetst,

liefert

*N[bi = ka ~ 0,1 D3 kb-

3 3 3 T T T R Ot
: M. g
D= /ﬂi-z 1022 — ]0-3-89 190
0,1k, ky 5

, = V1578380 = 125,4 o0 125 mm.

Die Zapfenlinge L folgt dann aus
P=F.p=DL.p
L— P 2390
Dp 125.0.2
Mit Ricksicht auf die Konstruktion der Pleuelstange sei der letate
Wert auf 130 mm erhoht.

= 95,6 mm.

4. Kontrolle gegen Reibungsarbeit.

P.n=L.w,

P.n 2390.120
— — = 2208.
V=T 130 0

Dieser Wert liegt innerhalb der praktisch zulissigen Grenze.

b) Die Abmessungen der Kurbelarme.
Hier ist von vornherein zu beachten, daB der linke Kurbelarm
andere Beanspruchungen erfihrt, als der rechte Arm.
Bei praktischen Ausfiihrungen werden in der Regel die Abmessungen
beider Arme gleich gehalten, wobei noch besonders darauf hingewiesen
sei, daB die Armbreite, wie aus Fig. 141 zu erkennen ist, grofer als der
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Wellendurchmesser sein soll, damit das Drehmoment nicht nur auf den
balben Wellenumfang iibertragen wird.

1. Berechnung des linken Kurbelarmes.

Fir die Abmessungen dieses Armes ist der grofte Lagerdruck B
maflgebend (vergl. Abs. III, b, 1 und IVa, 1), der fiir alle Armquer-
schnitte das konstante Drehmoment

M;=B.({, —4)
und das verinderliche Biegungsmoment

M;=B.Ry
veranlaft. Der Ab-
stand Ry wechselt
zwischen 0 und: R.
Die genannten Mo-
mente wiirden also zur
Berechnung einer be-
liebigen Querschnitts-
stelle a ~ b dienen
kénnen. Nach den
in der Figur 141 dargestellten Verhdltnissen interessiert aber nur das
grofite Biegungsmoment ‘
Mb(max) =B. R;
mit dem man, unter der Annahme einer Armhohe gleich der 2,5 fachen
Armdicke, folgende Werte. erhilt:
Nach der im § 15 Abs. 4, 4 entwickelten Gleichung 103 ist

0 — m (0 35 Mb(max) + 0,65 .l/Mb(mgx) + (1,5 a Mf,)z)

Fihrt man in dieser Gleichung das gegebene Verhiltnis ,h = 2,5b«

und fiir 2 den Schitzungswert 4 = 100 mm ein, s=o liefert sie die Breite b zu
6 . . 5

T (0,35 BR--0,65 VBRFI-(1,5.1,29. Bl — 1))2),

3

b= —l/'/ 2_——_(3—" (0,35BR —‘}—— 0’65 B “/Rg + {1,5 . 1’29 (ll - }T)'}‘E)

»0

__1/6Bos
"=V 250

_(/6.1948

"V 5.500
11688

—_ 2
=V S550- ———— (14 41,3 V200 J-(1,935. 25)%)

»= 14,6752(14 - 1,3 /400 - 2340,2)

2222 (0,7R 4 1,3 VRF (1,935 (I, — b))

(0,7.20 41,3 207 - {1,935(35 — 10)}%)
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b= V4,6752(14 +1,372740,2)
»=="V4,6752(14 + 68,05)
y = m =17,266 cm~> 73 mm,
Damit ergibt sich die Armhshe
h=2,6.73=182,6 ~ 183 mm.

2. Berechnung des rechten Kurbelarmes.

Da in diesem Falle das Biegungs- und Drehmoment nicht nur allein
vom Lagerdruck B abhiingig ist, wie es beim linken Kurbelarm der Fall
war, so ist zuniichst festzustellen, ob die groBte Beanspruchung beim Auf-
wiirts- oder Abwirtsgange vorliegt. ‘

Fir einen beliebigen Querschnitt a ~ b erhélt man

a) beim Aufwirtsgange: (vergl Fig. 142 und 138).
1. Das Biegungsmoment M.
My=BR;+P({R —R,)
» =1948R; -4 2390 (R —Ry).
2. Das Drehmoment M,
Mi=B({,+4)—P2a
» =1948(1, + 1) — 2390 4.
b) beim Abwirtsgange: (vergl.
Fig. 139.)
1. Das Biegungsmoment M.
My =BR:+PR—Ry)
» ==158,8Rz+ 2390 (R — Rx).
2, Das Drehmoment M;.
M;==B(,+4)—P2
» =T153,8(1; 4 &) — 23904
Die Resultate lassen erkennen, daB beim Aufwirtsgange die groBten
Momente auftreten, die deshalb auch nur allein fiir die Querschnitts-
berechnung maBgebend sind. :
‘Wahrend das Drehmoment fiir alle Querschnitte des Kurbelarmes
konstant ist, wechselt das Biegungsmoment mit dem veriinderlichen Hebel-
arm Ry seinen Wert.
Fiir R, =0 erhdlt man das groBte Biegungsmoment
Mpmax)=PR =2390R,
das zur Berechnung des am meist beanspruchten Querschnittes zu be-

nutzen ist.
Die Abmessungen dieses Querschnittes erhiilt man in gleicher Weise,
wie unter 1 fiir den linken Arm angegeben ist, zu
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6= g 5 (0,35 Mimas) - 0,65 VIygman? - (1,5 0 MyP),
worin My(max) = 2390 R ==2390. 20
» ==47800 cmkg,
M;—1948 (1, 4+ A) — 23904
,» —=1948(35 4 10) — 2390.10
, = 87660 — 23900
» ==63760 cmkg ist.
Damit folgt
== 7 gbb(o 35.47800 -+ 0,65 V478002 I (1,5.1,29.. 63 760)2)
6.0,5.100 - . '
=g b (0,7,478 41,3 V4787 - (1,935 637,6)?)
120
» =5 (334,6 + 1,3 1/228484 1 1522200)
Yy — lff (334,6 + 1,3 V1750684
120

n = v (334,6 + 1720)

1/120 A OORA R e 7
be— ]/ 550 - 20546 = - 1/0,24.2064,6 =17,9 cm

»==cv 80 mm.

" Die Armhéhe betriigt dann
h=25b=2,5.80=200 mm.

NB. Sollen: beide Kurbelarme gleiche Abmessungen erhalten, wie es
praktisch zumeist geschieht, so sind die. letzteren Abmessungen zu wihlen.

V. Berechnung der Wellendurchmesser D, und D, an den Kurbel-
armen und des Durchmessers Dy an der Schwungradstelle.

1. Der Durchmesser D, am linken Kurbelarm.

Wie die Fig. 141 erkennen liBt, wird die links der Kurbel gelegene
Welle nur auf Biegung beansprucht. Das Biegungsmoment fiir den
Querschnitt, mit dem sich die Welle an den linken Kurbelarm anlegt,
betragt mit bexug -auf das im Abs. IV, b unter 1 und 2 fiir den Auf-

wartsgang der Kurbel Gesagte,
wo—n (L)

» = 1948 (3 0—1%0——80)
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My ==1948 (350 — 145) == 1848 . 205
» =399340 mmkg.

Diesen Wert in die einfache Biegungsgleichung eingesetat; liefert
den Durchmesser D,

My == Wky ~ 0,1 D3k,

3
Dﬁzl/ﬁ,%ib ‘/Iol\lb;‘ ‘/10399340

» = V798680 = 92,78 ~ 93 mm.

2. Der Durchmesser D, am rechten Kurbelarm.

Der rechts der Kurbel gelegene Wellenteil wird auf Biegung und
Drehung beansprucht.

Da nun auch hier der Aufwirtsgang maBgebend ist, so erhiilt man
fir den am rechten Kurbelarm anstoBenden Wellenquerschnitt, unter
bezugnahme auf Fig. 141 und 142 und Abs. IIT a, 1
das Biegungsmoment

L L
Mb.—_C<12+13-—-2-—b1> A (1 _.g_b)

» =1652,6 (450—;—300 — ~29 — 80) —1394,3 (450 ———1370——80)

» ==1652,6 (750 — 145) — 1394,3 (450 — 145)
» =1652,6.605 — 1394,3.305
,» = 999823 — 425261,5
» == 1425084,5 mmkg,
das Drehmoment
M= PR =2390. 200
= 478000 mmkg.
Das ideelle Biegungsmoment wird dann nach der im § 15 Abs. 4
genannten Gleichung 98 mit
My; = 0,35 My, -} 0,65 VM2 - (a, My)?
‘w =0,35.1425084,5 + 0,65 V1425084,562 }- (1,29 . 478000)
» =498779,575 -} 0,65 ¥ 2030900000000 4 380230000000
» = 498779,575 + 6500 V24111,3
» =498779,575 - 1009300
» =1508079,575 ~ 1508080 mmkg
erhalten.
Damit liefert die Biegungsgleichung den Durchmesser D, zu
My = Wky ~ 0,1 D, 3ky,
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1 Mbii_f/ 1508080
¥V o1k, 5
» = 144,06 ~ 145 mm.

3. Der Durchmesser Dy an der Schwungradstelle.

Der Durchmesser D; der Welle an der Schwungradstelle C ist wie
ein Stirnzapfen zu berechnen, wozu die Nabenlinge des Schwungrades
bekannt sein muB. Zumeist kann man sich aber diese Rechnnng sparen,
da man von vorherein weil, daB der Rechnungswert etwas kleiner ist,
als der nebenliegende Halszapfendurchmesser. '

Im vorliegenden Falle sei der Durchmesser Dy zu 100 mm ange-

nommen.

Vielfach bebédlt man auch den Zapfendurchmesser bei oder man
dreht den letzteren ein und gibt dem Durchmesser D; den Wert von D;.

NB. Bei den Berechnungen im Abs. IV und V ist wegen des un-
bedeutenden Einflusses am Endresultate auf die kleinen Neigungswinkel
zwischen den Lagerdriicken A und B gegeniiber der senkrechten Richtung
keine Riicksicht genommen - worden. .

Die graphische Darstellung der Momente ist bei der gekrdpften
Kurbelwelle genau so durchzufithren, wie es bei der vorhergehenden Auf-
gabe 44 bereits geschehen ist, auf die hier verwiesen wird.

D, = ¥/3016160
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