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Vorwort. 

Die gute Aufnahme meines fur Maschinenbauschulen und I1hnIiche 
Lehranstalten hesiimmien, die seehs Grundfestigkeiten umfassenden W srkes 
"Einfilhrung in die 1festigkeitslehre" in den Kreisen der Schule und der Praxis, 
sowie die vielseitige N achfrage nach der Erweiterung und FOi'tsetzung der Ein­
fiihrung hat mich zur Herausgabe des vorllegenden War-kes fiber zusammenge­
setzte Festigkeit veranla.Gt~ das sieh sowohl als ein Lehr- oder. Beibuch zum 
Unterricbte an hOheren technischen Lehranstalten wie aiich ffu- den in 
der Praxis stehenden Techniker als em lejcht v:erstindIiches und schnell 
zu fibersehendes Himd- und Naehschlagebuch eignen dfirfte .. Zul11 groaeren 
Teile umfaBt das Buch den Lehrstoff, den ioh selh-at im ·dritten Semester 
meines Unterrichtes in der Festigkeitslehre an der seit etwa. zwei Jahren 
als Mhere technische Lehranstalt ausgebauten 8tidtischen Masehinenbau-
schule in. Leipzig zugrunde. lege. , . 

Da das vorliegende Buch gleieh der genannten ~infilhrung nur ein 
Lehrbuch sein soll, das ohne Kenntnis der hOheren Analysis durchans 
verstanden und verfolgt werden kann, habe ich im Interesse der leichteren 
Obersichtlichkeit des Werkes auiet den Gleichungen der elastiachen Linien. 
die den einzelnen Belastungsfallen zugehOren, alles das fortgelllSsen, 'WaS 

Dur einfaehen Formel- und Tabellenwert lIat, \voriiber ja die BUtte oder 
jeder technisehe Kalender genugsam Aufscltlua gibt. Dagegen habe ich 
dem nach Abschllitten und Paragraphen geol'lineten Lehrbuche in leieht 
zu iibersebender Weisa, ,vorauf besonderer Wert gelegt worden ist, eine 
aus 46 praktischen Beispielen hestehende Aufgabensammlung aus dem 
Gebiete der Maschinen- und der Baukonstruktion zugefiigt, die den Stu­
dierenden bei diesbeziiglichen Rechnungen als zweekentsprechende Unter­
lage dienen und ibn zu selbsmndigen Arbeiten anregen soIl. Hierbei habe 
jch, wie bei den Aufgaben im ersten Werke. mit Ahsicht die auf ver­
schiedene . Querschnittseinheiten bezogenen Materialspannungen gewahlt, 
damit der angehende Techniker sioh frUhzeitig mit den fortgesetzt weohseli:lden 
Rechnungen der Praxis, fUr welche die technische Schule entsprechend 
vorbereiten soll, unter der Anleitung des Lebrers genugend vertraut ruachen 
kann. Auch babe ich bei den vollstiindig durchgefiibrren LOsungen der 



IV VorWol't, 

Aufgaben, den man von Anfang his Ende leicht folgen kann, \Vert. auf 
die· algebraischen Entwickelungen gelegt, auf die an dieser Stelle der Stu­
dierende besonders aufmerksam gemacht sei. Man kann natiirlich auch 
ohne das .exakte Losen zum Ziele gelangen, wenn man sich der zumeist 
sehr· umstii.ndlichen und zeittaubenden Probiermethode bedienen will, deren 
Unsicherheit in der mehr odar weniger willkiirlicben Resultatschii.tzung 
liegt. Wenn auch in manchen Fillien ein schatzungsweises Vorgehen 
bequeni und zweckmii.Gig sein mag. so darf doch ein soleh inkorrektes Ver­
fabren ebensowenig zur Regel erboben werden, als es mit del' unter normalell 
Verhiiltnissen nur zur Kontrolle der exakten Rechnung dienenden grapbisehen 
Losung geschehen soIl, die eben nur ein zeichnerisehes Verfahren bedeutet, 
1m allgell:leinen gilt fUr den Techniker der irrtumlose, mathematische 
Reehnungsgang, den anzueignen sich jeder Studierende um so mehr be­
fleiiigen sollte, als eine gute m.athematisehe Grundlage in Verbindung mit 
einer guten Werkstattpraxis nicht nur zum liickenlosen Studium technischer 
Werke gehOrt, s9ndern auch unstreitig den Sehliissel zum wirkliehen teeh­
niseben Denken darstellt.. . 

1m iibrigen moebte ieh noeh darauf hinweisen, daG meines Wissens 
nach das vorliegende Buch das ·erste ist, das auf nur e~ementarer Grund­
lage fu.Gend, in moglichst systematischem Aufbau das fiir jeden teehnischen 
Mittelseh~absolventen Wissenswerteste aus dem Gehiete der zusammenge­
setztEm Festigkeit enthli.lt, ohne deren Kenntnis und Verwertung da;! volle 
Versteberi imd die selbstii.ndige Dureharbeitung einer Konstruktionsaufgabe, 
falls diese nicht nur einzig und allein ein Bild darstellen soIl, wobl aus­
geschlossen· sein diirfte. Vor allem werden dem Studierenden die mit dem 
Lehrbuehe in ergiinzendem Zusammenhang stehenden Anwendungen sehr 
willkommen sein. 

leb hoffe deshalb, daG aueb weses Werk innerhalb der gedacbten 
Kreise auf eine gleieh gute Aufnahme reehnen darf, wie sie mein erstes 
Werk bereits erfabren. hat. 

Leipzig, im November 1908. 
Ernst Wehnert. 
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Ei-nleitIDg. 

Naehd,em in den znr ~ in die Festigkeitslehre dienendem 
ersten Banda des vorliegenden Wetbs 4tie 6 Grundfestigkeiten ibre Er­
ledigung gefundml haben, sollen ill. <Iliesem zweiten Bande diefiir die 
Praxis notwendFn Sitze nnd Rep aus dem Gebiete der zusammen­
gesetzten F~gkeit besprocben werdim.. 

Wenn mm mreng genoJimlen die heteiIB im ersten Teile behandelten 
Festigkeiten der Biegung, der· Kriirlamg und der Torsion aucb schon 
KombinaticmeD der einfacben Festigleiten - Zug, Druck und Schub -
daxstellen, so \Wel'Ilhm sie fUr gewo1mlieh dooh nicht unter die zusammen­
gesetzten Festigkedlen gerechnet, mit denen die praktische Tecbnik zu tun 
hat. Je nadulem es sicb a1so urn Biegung, Knickung und Torsion oder 
urn Zusammensetzqen der sechs Grnndfestigkeiten handelt, kann man 
die zosammengesetztell Festigkeiten in zwei Arlen einteiIen, 

1. in cine n atiirliche' kombinierte Festigkeit oder komb. Festig­
keit Un engeren Sinne und 

2. in eine kiinstliche kombinierte Festigkeit oder komb. Festig­
keit im weiteren Sinne. 

Zu der letzteren Art sind alIe sonstigen zwischen den seehs Grund­
festigkeiten moglichen Verbindungen zu zahlen, die allerdings praktisch 
nieht alIe gleiche Bedeutung bilben. 

In allen Fillen handelt es sieh nun lediglich um die Feststellung 
der gro.aten Anstrengungen der Materialien, wozu es von vornherein 
zweckmRaig ist, 'zu unterseheiden, ob bei einer eben gedachten Scbnitt­
niiche eines zu untersuchenden Korpers, fur deren Punkte die Anstrengung 
bestimmt werden soll, 

a) nur verscbiedenartige Normalspannungen, 
b) nur verscbiedenartige Schubspannungen oder 
c) Normal- und ScbubspanDungen gleichzeitig 

'Wehnert, Festigkeitslehre II. 1 



Etnleitung. 

zu beriicksicbtigen sind. Auf diese Weise gliedert sich der zu bebandelnde 
Stoff in 3 Gruppen, deren jede slch wiederum mit Riicksicht auf die 
Kombinationell der Grundfestigkeiten, soweit sie praktischen Wert haben, 
in die folgenden ~n zerlegen lait, womit gleichzeitig 'die Richt­
schnur fUr die Stoffverteilung des vorliegenden zweiten Bandes gegeben 
sein solI. 

Arten fUr a): Nur verschiedenartige Normalspannungen. 
Zug oder Druck mit Biegung. 

Arten fUr b): Nur verscbiedenartige Schubspannungen. 
Schub mit Torsion. 

Arten fiir c): Normal- und Schubspannungen. 
1. Zug oder Druck mit Schub. 
2. Zug oder Druck. mit Torsion. 
S. Biegung mit Schub. 
4. Biegungmit Torsion. 



Erster Abschnitt. 

§ 1. Allgemeines iiber Spannungen. 
Die in der ~Iechanik der starren Korper aufgestellten Siitul fUr das 

Gleichgewicht der Korper lassen sich ohne weiteres auch auf die einzelnen 
Teile oder Elemente der Korpef ,ubertragen, an denen: die Spannungen 
als iiuiere Kriifte wirken (vgl. Einfiihrung: § 13 Abs. 2). Da die Ele· 
mente hierbei beliebig abgegrenzt sein konnen, die Gestalt und Form also 
willkiirlich ist, vermag man auch uber die Lage und Ricbtung der Span­
nungen zu bestimmen, wodurch sie aber samtlich der Untersuchung zu­
ganglich werden (vgl. Einffthrung: § 13 Abs. 4). 

Aus den Gleichgewichtsbedingungen, die fUr jedes Korperelement 
erfiillt sein mussen, ergeben sich die Beziehungen zwischen den Spannungen 
nach verschiedenen Richtungen und an verschiedenen Stellen deir KOrpers, 
die dann als Grundlage fiir die weiteren Betrachtungen dienen. 

Bei der zusammengesetzten Festigkeit handelt es sich in der Haupt­
sache um das Zusammensetzen oder Vereinigen von Spannungen zu ,einer 
resultierenden, idealen Spannung-, was entweder durch einfaches algebra­
isches Summieren oeIer .nach den GruIidsiitzen yom Parallelogramm der 
Krafte geschehen kann. 

Einen diesbezuglichen kurzen 'Oberblick gewiihren die folgenden 
Beispiele. 

1. Sollen die in Fig. 1 als Krafte dar-
gestellten NOl'~alspannungen a zl , lizll, lidl und ada .'--':§""'_"---'=;;qz ... -~ 
Zll ejner resultierenden Spannung .(}i vereinigt 1 .. «..I1~'''''G:=--~~-6-;;;:.I.:----' 
werden, so erhalt man unter Beachtung der fUr ':.l. • 
Zug und Druck geltenden Vorzeichen plus und Fig. 1. 

minus 
ai = a Z1 + aZ2 - ad1 - ads' 

2. Wirken dagegen die in Fig. 2 angegebenen Normalspannungen 
(}z und ad unter einem Winkel a, so erhii.lt man mit Hilfe des Pythago­

I'" 



4 1. Abscbnitt. 

riiischen Lehrsatzes die resultierende Spannung 

(1i = V(lz2 + (Jd2 + 2 (lz (ld cos a. 
3. Vereinigt sich beispielsweise nach Fig. 3 eine N ormalspannung (I 

mit einer Schubspannung 'I: so zu der resultierenden Spannung (Ii> da~ 

---·-···-··--·--··---·····--~~~~:~:-;;.-;~7 

<.i' ----- / 
--'~' ! ~ __ -- I 

~.' I 
~ , 

~ 
Fig. 2. 

die letztere mit der Normalspannung einen Winkel a einschlie~t, so ist 

'1:2 = (12 + ail .± 2 (j (Ji cos a, 
woraus sich dann die resultierende Spannung iIi folgender Weise ergibt: 

O/l ± 2 a cos a . (Ji = '1:2 - (l~ , 
(Ji2 + 20 cos a. (Ji +(0 cos a)2 = '1:2 -- (i2 +.«(J cos a)2, 
(Oi + ocosa)2 ='l:2+(Jll(cos2a-l), 
0i + (J cos (& = + V(J2 (COS2 (& ~- 1) + ,&2, 

oder wenn fiir cos a = x 
und fiir cos2 a - 1 = y2 gesetzt wird, 

(Ii + X(J = ± V(J2 y2 + '1: 2, 
.-;----:---,---

(Ji = ± x (J ± v' ((12 -+ ~ . '&2) y2 

" =±X(J ± v -V(l2+y~·'l:2. 
4. Fuhrt man in der letzten Spannu~gsgleichung die vorlaufig noch 

unbestimmten Faktoren A, B und C ein,so erhiilt man in der Gleicnung 

1 

einen Ausdruck, der zur Berechnung der resultierenden 'oder idealen Span­
nung fur aIle die in del' Gruppe c aufgefiihrten kombinierten Festigkeiten 
die-nen kann, sofern die genunnten Faktoren bekllnnt sind. (VergI. § 4.) 

§ 2. Der Spannlmgszllstand 'ffir einen KQrperpunkt. 
Nachdem bei der im 3. Abschnitte der Einfiihrung aufgefiibrten 

Lebre von der Scbubfestigkeit unter § 13 Abs. 2 bereits die Gleichgewiehts­
bedingungen zwischen den Spannungskomponenten eines Korpers behandeIt 
worden sind, soll nunmehr der Spannungszustand Hir einen beliebigen 
innerhalb aines Korperi:l gelegenen Punkt ermittelt werden. 



§ 2. Der SpanDungszustaud fiir einen Korperpunkt. 5 

Hierbei ist unter dem Spannungszustande die Gesamtheit der Span­
nungen zu verstehen, die fUr aile durch den KorperpWlkt gelegten Flachen­
elemente auftreten. 

Um nun eine Unterlage zu erhalten, wahle man irgend eins Von 
diesen Flii;chenelementen zur OberfHiche eines unendlich kleinen Korpers 
und wende auf ihn das im § 1 Gesagte an. Bei der Wabl der Korper-· 
form ist man an keine Grenzen gebunden, samtliche Untersuchungen laufen 
vielmehr auf ein gemeinschaftliches Endresultat hinaus; dieserhalb ist es 
zweckmii~ig, den anzustellenden Betrachtungen die moglichst einfachste 
Korperform zugrunde zu legen. Als solche sei das' nur von vier ebenen 
Flachen begrenzte und in Fig. 4 dargestellte Tetraeder gewiihlt, dessen 
rechtwinklig aufeinander stehende Kanten A 0, BO und CO mit den 
Achsen x, y, ~ eines riiumlichen Koordinatensystems zusammen fallen. 
Damit solI en aber auch die Spannungskomponenten als gegeben betrachtet 
werden, welche in den senkrecht zueinander gerichteten Flachen des Tetra­
eders wirken. Unter diesen Voraussetzungen sollen nun die, den Achsen 
parallel laufenden Spannungskomponenten Px, Py und pz dervierten, be­
liebig g,eneigten Begrenzungsflache berechnet werden, deren N ormalspan­
nung mit p bezeichnet sein moge. 

Scheidet man nun mit bezug auf das Folgende von vornherein 
etwaige Schwingungsbewegungen des Korperelementes aus, die nach dem 
d'Alem bertschen Prinzip noch eine Tragheitskraft als Gegenkraft 
·erforderlich machen wiirden, urn den Fall der Bewegung (Dynamik) auf 
den Gleichgewichtsfall (Statik) iiberzufUhren, so wirken an dem genannt.en 
Tetraeder fUnf a~ere Kriifte, die sich gegenseitig das Gleichgewicht 
halten mussen. 

Denkt man weiter daran, d~ eine von den fUnf Kriiften, die von 
au~en her auf die Masse des Elementes wirkende magnetische Fernkraft 
ist) deren Gro13e bekanntlich von der Masse bezw. von dem Volumen des 
Korperelementes proportional abhangt, so kann man mit Riicksicht auf die 
unendliche Kleinheit des Elementes auch diese Kraft ausscheiden, so da13 
fur gewohnlich nur noch die auf die vier Begrenzungsfliichen des Tetraeders 
einwirkenden Spannungen fUr die Gleichgewichtsuntersuchungen in Frage 
kommen. 

Da die geometrische Summa dieser vier Spannungen im Gleich­
gewichtsfalle gleich Null sein mu~, so folgt daraus, d~ bei drei gege­
benen Spannungen sich auch die Oro13e und Lage der vierten Spannung 
sowohl analytisch als such graphisch ermitt.eln lii13t.· Die sonstigen Gleich­
gewichtsbedingungen gegen eventuelles Drehell des Korpers ergeben sich 
aus der Einfiihrung: § 13 Abs. 2. 

Urn nun die bereits genannten Spannungskomponenten Px> py und 
pz zu finden, zerlege man in Fig. 4 die in den Schwerpunkten der drei 
Rufeinander senkrecht stehenden Tetraederflachen ansreifendeD Normal-
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spannungen Ox. (Jy, 0'1. in je zwei parallel zu . den A.chsen gerichtete 
Schubspannungen ~x(y) ~y(x)' ~x(z) ~y.(x)und ~y(z) ~z(y). Schlie.@t dann 
die von 0 aus auf die Flache ABO errichtete Normale ON mit den 
Koordinatenachsen die Winkel a, fl, y ein, so bilden diese Winkel nach 
einem Satze der Stereometrie zugleich die Neigungswinkel zwiechen der 
Fliiche ABC=f und den Seitenfliichen OBC=fvz, OAC=fxz und 

Fi.l(. 4. 

o AB = fXJ" Die Inhalte der Seitenfliichen, welche die Projektionen der 
Fliiche f auf die Koordillatenebenen darstellen, erhiilt man durch Multi­
plikation der Fliiche f mit dem Kosinus der entsprechenden Neigungs­
winkel. 

Bezeichnen noch P~, Py, P, Kriifte, die auf die Masse des Tetraeders 
einwirken und d~en Richtungssinne mit den Spannungskomponenten Px, 
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p,., pz iibereinst.immen mogen, so ist das vorgelegte Tetraeder im Gleich­
gewichte, wenn 

2 

1. in Richtnng der x-Achse: 

P x + fpJr = O"x· fyz + ""x(z)' fn + ""x(y) . fxy 
" = O"x· f cos a + ""x(z) . fcos f1 + ""S(y)· fcos I' 
" =f(O"x.cosa +,,"X(z).cosp +,,"X(y).cosr), 

2. in Ricbtung der y-Achse: 

Py+fpy=,,"y(z).fyz +ay.fxz 
" = 'fy(z) . f cosa + O"y. f cos P 
" = f(,,"y<z).cosa+ay . cosp 

3. in Richtung der z-Achse: 

+ ,,"y(x).fxy 
+ ""y(x) . fcos r 
+ ""y(x). cos y), 

Pz + fpz = ""z(y). fYI< + ""z(x). fxz . + 0"..,.. fX1 
" = ,,",;(y). fcosa+ I'z(x)' fcos p + o"z. fcos r 
" =f(,,"z(y).cosa+,,"Z(X)'cosp +O",..cosy) 

ist. .Bei dieRer Aufstellung hat das Tetraeder immer noeh eine Masse, 
von der die Kriifte P x, P 1 und P,; abhiingig sind. Es faUt also hierbei 
der Korperpunkt M, fur welchen der Bpannungszustand festgestellt werden 
soU, noch nicht mit dem Koordinatenanfangspunkt 0 zusammen. 

Da der Bpannungszustand aber das ZusammenfaIlen der beiden 
Punkte M nnd 0 bedingt - denn nur so konnen die vier Ebenen des 
Tetraeders durch den Korperpunkt M gehen - so reduziert sich <las 
V olumen bis auf Null, womit dann auch die Krafte P x' P y nnd P z in 
WegfaIl kommen. Bcheidet man deshalb in den voratehenden Gleichungen 
die Massenkrifte autl, 80 ergeben sich durch Division mit f die gesuchten 
Zustandsgleichungen 

{ 
1. Px = O"x· cos a + ""x(z) . cos P + ,,"X(1) • cos r, 

3 • . 2. py = ""y(z) . cos a + O"y . cos p + ""y(x) . cos y, 
3. pz = "".(y) . cos a + "".(x) . cos P + o"z . cos y, 

die besonders dann Anwendung finden, wenn die beliebig geneigte Ebene 
des Tetraeders in die Oberfliicbe des gegebenen Korpera faUt. In diesem 
Falle bedeuten die linken Beiten iiuGere, auf den Korper einwirkende 
Druckkrafte, die zumeist bekannt, ja vielfach gleich Null sind. 

Tritt der letzte Fall eiD, so erhiilt man diE' zwischen den Spannungs­
komponenten an der neien Korperoberflii.che oder deren Niihe beste~enden 
Beziehungsgleichungen 

{
I. (Ii. cos a + 'rx(z) . cos P + 'rx(y) . cos y = 6, 

4: • • 2: 'ry(z) . cos a+ Oy • cos p + 'ry(x) . cos r = 0, 
3. 'rz(y). cos a+ ""z(x)' cos P + (lz. cos y = O. 
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§ 3. Der ebene Spannungszustand. 
Der in § 2 behandelte allgemeinste Fall des Spallnungszustandes, 

der iiberhaupt in einem Korper auftreten kaon, findet in der angewandten 
Festigkeit wenig Verwendung. Bei den praktischen Aufgaben liegen fUr 
gewohnlich die Verhiiltnisse so vor, dag samtliche Spannungen in einer 
ebenell Fliiche wirken. Man spricht dieserhalb auch von einem ehenen 
Spannungszustande, der sich ohne wei teres aus dem aligemeineteI;l Falle 
durch Verschwinden der Spannungen nach der x-, y- oder z-Richtung 
ergibt. 

Wahrend im § 13 Abs. 4 der Einfiihrung bereits der einfache oder 
lineare Spannungszustand fiir Schub als ein Sonderfall des eben en Span­
nungszustandes erledigt worden ist, bandelt es sich im vorliegenden Falle 
urn die Festlegung der Schnittrichtung, bezw. des Winkels (I, fiir welchen 
die Normal- und Schubspannungen ihre grogten Werte annehmen. 

Zu diesem Zwecke lege man den Betrachtungen ein in den Figuren 
5 a und 5 b dargestelltes, unendlich kleines dreiseitiges Prisma zugrunde, 

"1 dessen Kanten b parallel 
zur z-Achse gerichtet sein 
mogen , in deren Rich­
tung der Korper span­
nungsfrei sein soll. Die 
aus den genannten Fi-

G. guren ersichtlichen Span­
nungen wirken also samt­
lich in der Ebene x y 

___ :I: des Kool'dinatensystems 
x y z. Auf die unter den 
Winkel (I genei~Fliiche 

.. wirke die Spannung (J 

Fig. I) n.. ein, welche durch ihre Sei-
tenkomponenten, nam­

lich der Normalspannung ao und der Schubl:lpannung ""o,ersetzt werden 
kann, wo jede sich dann parallel zur x- und y-Richtung wieder in die 
Spannungen at aJl bezw. ""1 ""8 zerlegen lassen. 

Die die beiden anderen Flii.chen des Prismas beanspruchenden SC?hub­
spannungen ""x(z) und ""y(z) sind nach dem am Schlu.@ des § 13 Abs. 2 
der Einfiihrung aufgefiihrten Lehrsatze gleich grog und konnen deshalb 
mit "" -benannt werden. 

Bezeichnet man nun noch die Inhalte der FIiichen b. OA, b. OB, b. AB 
mit fyz, i xz , fo und denkt man daran, dag die ersten beiden Fliichen 
Projektionen der Fliiche fo sind, so erhiilt man, falls ein Verschieben in 
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Richtung der x- und y-Achee ausgeschlossen eein soIl, die heiden Gleich­
gewichtsbediJigungen 

1. in Richtung der x-Achse: 
fo·D1 +fO·'I"l -fyz.Dx -f:llZ'" =0 

oder fo .00 sin a +fo '''0 cos a-fo sin a.Dx - fo cos a .'1" =0 
., Dosina + '1"0 cos a -Dxsina -'I"cosa =0, 

2. in Richtung der y-Achee: 

fO·all -fO'''1l '-":'Iyz ." -fxz.Dy =0 
oder fo.DoCOS a-fo.'I"osin a - fo sin a.'I" -focosa .Dy =0 

" DO cos a -'fosina -'I"sin'a -a'lcosa =0, 
aus denen man daun die Normalspannung Do und die Schubspannung'l"lI 
in folgender Weise erhiUt. 

a) Die Normalspannung Do: 

1. Do sin a + "0 cos a - Ox sin a - 'I" cos a = 0 I sin a 
2. Do ('.os a -- '1"0 sin a -'" sin ,a - Dy cos a = 0 cos a 

Dosinl a+ .. o sin a cos a - Ox sinll a- .. !!in a cos a = 0 
Do cosll a -"0 sin a cos a - .. sin a cos a - Dr C0811 a = 0 

Do (sinl "+cos2 a) -Ox 8inll a-Dy cos2 a- 2 .. sin a cosa= 0, 
und da sinlla+coslla= 1 ist, 1) 

DO-Ox sin2 a - Dycoslla -2 .. sin acosa=O, 
Uo= Dx sinll a+aycos2 a + 2 'I" sin acosa. 

Fiihrt man nun noch den doppelten Winkel mit Hilfe der t.rigonometrisehen 
Siitze 

. 1-c082a 2) 
sm2a = --2--- • 

) • b d . 9 bl 
J sma=-o ersm a=, 
,0 0 

a at 
cos a = C " 008'a=62 

b' + a' c'A 
sin9 a+ c08"a=--'-=2=1, o c ' 

woraus sin2 a =,1 - cos' a 
und cils' a = 1 - sin t a foIgt. 

2) cos (a + p) = cosacosp - sin a sin fJ, 
filr p = a, ist 

00s2a = cos'a - sin'a 
• = (1- sin2 a) - sin2 a = 1 - 2 sinlla, 

2 sin' a = 1- c082a 
• 2 1- cos2a 

sm a= 2 . 
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2 1 +cos2a 1) 
COS a= und 

2 

2 sinacosa= sin 2a 2) 
ein, SO erhiilt man 

_ l-co~2a+ 1+cos2a 
ao - ax 2 Gy 2 +-uin 2a 

Gx + (1y Gx - Gy 2 
.. = 2 - '2 cos a 

b) Die S~hnbspannnng '&0: 

1. Gosina+'£"oc?sa-Gx.sina-'£"cosa =0 I cosa 
2. Go cos a -'£"0 SID a - '£"sm a - Gy cos a = 0 - sin a 

G~ si.n acosa+'£"o cos2a- Gx. sin a cos a- '£"cosll a = 0 
- Go sin acosa+'£"o sin! a + ,£"sin2 a + <7ysinacosa= 0 

'£"0 (sinlla+cos2 a) -ax sin acosa+Gy sin a cos a-'& (cos1a- sin2 a) = 0 
und, da wieder sini a + cos' a = 1, 
fenler oos2 a - sin 2 a = cos 2 a ist, 

""0 -- (ax-Gy)sinacosa-,,"cos2a= 0, 
'£"0 = (Gx-<7y) sin acosa+,,"cos 2 a 

Fig. !ib. 

und, da 
2 sin a cos a = sin 2 a 
oder 

. sin 2a 
sm a cos a = -2-- ist, 

sin 2 a 
""0 = (ax - Gy) - -2- + 

+'£"cos2a 
Gx -Gy • ,,= 2 SID 2 a-\-

+'&cos2a. 6 

1) cos 2 III = cost a - sin' a = cos~ a - (1 - cos2 a) 
• = 2costa-l, 

I l+cos2a 
cosa= 2 . 

2) SiD (a + p) = sin acosp + cosasinp, 
ffir p = a, ist • 

sin 2 III = sin a cos a + cos a sin cc 
" = 2sinacosa~ 
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Bevor nun zur Bestimmung der Maximal- und Minimalwerte von 00 

und 'fo geschritten wird, iet es zweckmii13ig, sich erst noch tiber die, zwischen 
die3en Werten bestehenden Beziehungen klar zu werden. Zu diesem Z\Vecke 
!!Chreibe man die Gleicbnngen 5 nnd 6 in der fQlgenden Weise um: 

(j -------- = $ sm 2 a - cos 2 a ax + a, ( . Ox - Oy ) 
() l! 2'f' 

'fo ='f(cos2a+ aX' 2 $fJy sin2a). 

und setze den in heiden Gleichungen gemeinschaftlich auftretenden Aus­
druck' 

ax-Oy tg 
2$ = if!, 

worin cp einen Hilfswinkel darstellt, so erhiilt man 
O"x+ay . 

0 0 - l! = $ (sin 2 a -tgp.cos 2 a) 

" 
( . sin if! ) = 'f sm2a---·cos20 

cosp 

" 
= 'f (sin 2 a . cos cp ~ cos 2 a . sin fP) 

cosp 

nnd 

hat, 

" 
sin (2 a-cp) 

='f , 
coscp 

'fo = 'f (cos 2 a + tg (j!. sin 2 a) 

" ='f (cos 2a+ sin cp • sin 2 a) 
cosp 

_ cos 2 a . cos cp + sin 2 a. sin cp 
,,-$-----

cos cp 
co9(2 a-cp) 

,,='f • 
cosp 

Da nun der Sinus von + 0°, + 180(), 
von +90°, ±2700, 

der Kosinus aber von ±Oo, ± 180°, 
von ± 900, + 270°, 

den Wert 0, 
den Wert + 
den Wert ± 
den Wert 0 

erreicht, so erkennt man aus den letzten heiden Gleichungen, daa 

1. fur (2a- p)=±Oo, ± 1800, .•.. 

t1x+ay 0 d O"x+av 
(fo - 2 = 0 er 00 = 2 

wird, ·wabrend 'fo seinen Maximal- bezw. Minimalwert 

'f =+_'f_ 
o -coscp 

1, 
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erhlilt und, dali\ dagegen· 

2. fUr (2 a - p) = ± 900, + 270o~ '.' 
'Eo=O 

wird, wiihrend 0'0 sein Maximum bezw. Minimum 

0'0 _ ~ + O'y = ±.-!.._ oder 00 = ax + O'y ± _'E_ 
2 cos p' . 2 cos fJ! 

annimmt. 
Entwickelt man noch ·aus der oben genannten Hilfswinkelgleichung 

den Kosinus von p und fiihrt diesen Wert in die letzten Gleichungen 
ein, so ergeben sich die groli\ten und kleinsten Werte von O'u und 'Eo wie folgt: 

ax-ay sin p 
tg (p = --=-.JL_ = --, 

2'E cosp 

woraus man t'E. 2'E ,/ cosp= sm p= V t -cos2 p, 1) 
O'x - ay ax - ay 

·11 (2 'E ) II II ' cos p= (1-cos P) 
O'x- O'y 

oder 

oder 

" 

oder " = 4'EB+(ax -oy)2 ' 

,/ 4,,"11 

cosp= V 4'Ell + (O~_()'y)2 
2'E " = -;::::::;;:=:====c-: 

1"h2+ (ax - oi)2 
erhiilt. Diesen Wert oben eingefiihrt, gibt die Maxima oder Minima der 
Normal· und Schubspannungen, die man auch· als Hauptspannungen be­
zeichnet. 

I) sinl 'P+ cost 'P= 1 
sin' 'P = 1 - cos' 'P 
sin 'P = f 1 - cos' 'P' 
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Es ist 
1. die Normalspannullg 

_ (ix+ O'y + 1: 
0' ± max - 2 - COSfJJ 

=O'x+O'y + 1: 
" 2 - 2$ 

V 4$2 + (O'x-O'y)8-

;, _ O'x +O'y + 1.'4 8+< . )8 - 2 ' 2'V 1: (Ix -:-O'y ,. 

2. die Schubspannung 

, 1: 1: 
1: ± max = ± -.- = + --------COsqo ;.1, 1: 

V4$2 + «(Ix - (ly)2 

7 

" =± !V41:2 + «(lx-(ly)2. . . 8 

Die den Hauptspannungen entspreehenden Hanptrlchtungen werden 
indirekt durch den Hilfswinkel fJJ oder direkt durch' den Neigungswinkel a 
best,immt, fiir den sich eiR Ausdl'uck aus der Gleichung 6 fUr "1l = 0 
hm:leiten lii..at. 

Man erhiilt 
(ix-O'y • 2 + 0= 2 Sill a . 1: cos 2a~ 

mit cos 2 a dhddiert, 
(Ix :- (1" sin 2 a + cos 2 a· 0= .. -- $---

2 cos 2 a cos 2" 

o _,(1x-O'Ytg2 + - 2 ·a1:, 
2 2$ 1 1 

tg2a=-.,; =-' =~ =--
CJx - CJy CJx - (jy O'x - 0,. , tg. fJJ 

2'1: , 
" =-COLgp . . ., 9 

Setzt'man beim e"benen s.pannungszustande, bei dem· die Richtungen 
der ' Hauptspannuligen mlt den RichtungfID der KoordiDatenachsen zu­
sammenfallen ,aine der belden Hauptspannungen gleich Null, so erhiUt 
man den linearen Spannungsz.ustand" ffir den dann die Gleicbungen I) 

und 6 die iolgenden Formen annehmen. 

(1x+ O Q'x- O . +0 . 2 
(10= 2 --' -2-cos2a .SIn a 
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. Ox Ox 
aO ="2 - '2cos 2a 

l-cos2a 
,,=Ox' ---2--

" =ax .sin2 a, . 
. ax - 0 

'Eo = --2-' sin 2 a + o. cos 2 a 

ax • 2 1 . 2 .• =T' Slll a="20x.sm a 

10 

11 

. NB. Wahrend man also den ehenen Spannungszustand sich aus 
zwei gleichzeitig auftretenden linearen Spannungszustiinden vorstellen kann, 
deren Hauptrichtungen senl!;recbt aufeinander stehen. kallll der allgemeinste 
Spannungl!zustand aus drei zusammenwirkendell linearen Spannungs­
zustanden hestehend gedacht werden, deren Spannungsrichtungen recbt­
winklig zueinander stchen. 

§ 4. Die idealen oder reduzierten Spannungen. 
Das im § '7 der Einfiihrung unter (len Gleichungen 18 aufgefiihrte 

lineare Gleichungssystem gibt die Beziehungen zwischen den Spannungell 
und den Formiinderungen (Dehnungen) fiir den allgemeinsten Spannungs­
zustand an, bei dem die rechtwinklig zueinander gerichteten und parallel 
den Koordinatenachsen x, y, z laufenden Normalspannungen ax. ay• (iz. 

gleichzeitig auf den Korper einwirkend, die Dehnungen 81, 8a• 88 in den 
Achsenrichtungen hervorrufen. 

Das mit Hilfe des Superpositionsgesetzes erhaltene Gleichungssystem 
satzte voraus, daa die Struktur des beanspruchenden Korpers isotrop, d. h. 
so beschaffen sein sol1te, daa unter sonst· gleichen Voraussetzungen die 
Formanderungen fiir beliebige Kraftrichtungen. rlieselben blieben im Gegen­
satz zu den heterotropen, bei danen in jeder Richtung auch eine andere 
Formanderung eintritt, so wie es beispielsweise beim Holze der Fall ist, 
wo in Faserrichtung andere Dehnungen auitreten als senkrecht dazu. 
In solchen Fallen hat man die zugehOrigen Materialspannungcn zu be­
riicksichtigen. 

Ersetzt man in den genannten Gleichungen die Normalspannungen 
Ox, 07, a" allgemein <lurch die drei Hauptspannungen Cl1, CIa' as' so er­
hiilt man 

81 = a (a1 - ?:~~~) 

~ == a ( (12 _ (it ! CIs) 
" 

'., 1(+) -"- = (ia - -- at (13 ' a III 
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( (11 + (12) d B8 1 ( + ) 88 = 0:' (Ts - ---- 0 er - = (1s - - (11 (1" • m a m 

Da nun nach dem H 0 0 k e Bohen Gesetze (vergl. § 3 der Ein­
fiihrung) 

8S = 0: (1il! " 

ist, worin (1il' (1i2 und OiB die in den einzelnen Hauptrichtungen auftreten­
den idealell oder reduzierten Spannungen darstellen, so schreiben sich die 
dem allgemeiJlsten Spallnungszustande zugehOrenden Gleichungen 

1 
(1il =01 ---«(111+(13)' 

m 

. 1 
o";a = as - - «(11 + (12)' 

m 

12 

Bei praktischen Rechnungen ist die groBte dieser drei Spannungen 
zu verwenden. 

Wird nun eine der drei Hauptspannungen z. B. 03 = 0, so erhiilt 
rnan die reduziertell SpallnuJlgell fUr den eben en Spannungszustand 

(Til = (11 - .! (12 ) 

nnd '" ~., _ ~ •• , 18 

von denen auch nur der groBere Wert Bedeutung hat. Die Spannungen 
at lmd Os stellen bierin die in den Gleichungen 7 entwickelten groBten 
und kleinsten Hauptspannungen 

0 1 == ~x -t (1y + ~ V 4 i 2--=F<o-x ~a;)2 

und 

dar. 
Setzt lllan in <liesen Gleichungel1 noch Oy = 0, was bei den meitlten 

praktischen Anwendungen der Fall ist, so erhalten die Hauptspannullgen 
die Werte 
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verelmgen, die mit der im § 1 genannten Gleichung 1 vollstiindig iiber­
elnstimmt; den .daselhst aufgefiihrten unbest.immten Faktor.en A, B und 
o entsprechen hierin die Werte 

0=4, I m-l . 3 
A = --= 0,35 hezw .. -

2m . 8 ..•.• 14& 
m-l-l 5 

~ B=~-'-="M5~~~ 
um 8 

sofem man fiir die im § '1 der Einfiihrung erwiihnte, nach Poi s son 

henannte Konstante m die Werte 1~ oozw. 4 einsetrt. 

Mit diesen Zablenwerten scbreiht sich dann die Gleichung 14 
10 . ,~-. I 1. fiir m=S: I1i = 0,35 a±0,65 Vo2+4$1, 

I . . . . ." 15 
2. fiir m=4: 

3 5 -
,.. -- 0 -+- - yo2 + 4 ..-2 "'- S ~ 8 .". 
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Obgleich nun die allgemeine Gleichung 14, wie bereits am Ein­
gange dieses Paragraphen gesagt worden ist, nur fur isotrope Ko.-per 
Geltung hat, lil3t sie sich auch ohne wei teres fiir die ubrigen J hetero­
tropen Korper verwenden, fiir .die man nur noeh die unw der Wurzel 
stehende Schubspannung '& mit einem Koefft.zienten 110 zn multiplizieren 
hat, der da!! jeweilige Verhiltnis zwischen der Schub- nnd Normalspannung 
ausdriiql,tt. 

Mit bezug auf die im § 13 Abs.4 der Einfiihrung genannte Glei­
chung C,3 

.. m m+l 
ks = m + 1 k oller k = ---m-k .. 

die sich aueh aus der Gleichung 12 fiir '& = 0 und 0 = 0 herleiten liiat, 
hat man in 

k _ zuliissige Normalspannung 
a o = -m""":+-1"!'""k- - m + 1 . 

-- • zuliissige Schubspannung 
m . m . 

16 

das sogenannte A nstrengungsverhaltnis gebildet. 
Fuhrt man nun noch dieses Verbiltnis in die Gleichung 14 ein, 

so erhiilt man die fUr jedes Material giiltige Gleichung 

(Ji= m-1 (J + m+~vut+4(ao't")2 • . . . 17 
2m . tm 

§ 5. Spannungsellipse. Spannungsellipsoid. 
a) Die Spannungsellipse. 

Fur den im § 3 aufgefiihrten ebenen Spannungszustand kann man 
mit Hilfe der Gleichun~n 5 und 6 die Spannungen 00 und '&0 fUr aHe 
Neigungswinkel dar Schnittflii.che AB be- I, 
rechnen. I 

Um eine grapbische nbersicbt zu erhalten, 
vereinigt man die zusammengehOrenden Span­
nungswerte zu resultierenden Spannungen Pn die 
in einem beliebigen Kriifiemaastabe, von dem 
Anfangspunkte eines in Fig. 6 dargesteHten 
Koordinatensystems ausgehend, ala Strahlen auf­
getragen werden. Hierbeientspricht jeder Schnitt­
rich tung ein Strahl, deren Endpunkte im allge­
meinen eine Ellipse bilden, wie aus dem Fol­
genden zu erkennen iet. Der Ejn~hheit halber 
wahle man in Fig. 7 das Koordioateneyetem so, 
daa die Acheen mit den HaupispanouDgen zu-

Wehnert, Festigkeilslebr.II. 

Fig. 6. 

2 
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sam men faUon, dann ist der Gleichgcwichtszustand gewahrt, wenn 
1. in Richtung der x-Achse: 

Px' bA B = CJx . bO A, woraus 
OA . 

px = ax = = (ix sm a 
AS 

folgt, 

Fig. 7. 

und 
2. in Richtung der y.Achse: 

py. bAB=CJy ' bOB, 
woraus 

OB 
py = CJy = = ay cos a folgt, 

AB 
ist. 

Lost man nun die beiden 
Zustandsgleichungen nach 

sin a = !:~ und cos a = py 
Ux ay 

'Suf, und fiihrt man diese Werte in die im § 3, a unter 1 angemerkte 
Gleichung 

:~ 
I 

sin2 a +cos2a= 1 
ein, so ergibt sich in dem Aus­
(1rucke 

. 18 
~ 

.,.t---"'''--+ eine Gleichung, welche die Mittel. 

Fig. 8. Fig. 9. 

wird, geht die Spannungsellipse in 
ersichtlich ist. 

punktsgleichung einer Ellipse 
darstellt. Die Spannungen ax 
und (Jy bilden die beiden Halb-
achsen del' in Fig. 8 verzeichneten 
Ellipse. 

Fur den Fall, da1il ax = (Jy 
einen Kreis fiber, wie aus der Fig. 9 

b) Das Spanlluugsellipsoid. 
Fur den im § ::l hehandelten allgemeinen Spannungszllstand hat. 

man in den Gleichullgen 3 die Hilfsmittel, mit denen man eben so wie 
vorher filr jede Schnittrichtung eine resultierende Spannung ermitteln kann, 
die dann wieder, von dem Anfangspunkte eines Koordinatensystems aus­
gehen .. l, als Strahlen odeI' Vektoren angetragen werden konnell, deren End­
punkte auf einer Flache zweiten Grades liegen, welchedie Oberflache 
eines Ellipsoides bilden. 
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Sollen wieder die Hauptspannungen des Ellipsoides mit den Koor­
dinaten-Achsen zusanmienfallen, so miissen die Schubspannungen in den 
Gleichungen 3 gleich Null werden; dann ist aber 

1. Px = IIx cos a, woraus man cos a = Px erhalt, 
IIx 

2. py = fly cos {J, " 

3. pz = lIz cos y, " 

" cos{J=PY 
lIy 
pz 

" cos y = -­
lIz 

" 

" 
Diese Werte in die der analytischen Geometrie angehOrende Gleichung 

cos2a'+ COS2{J+cos~y= 11) 
eingesetzt, gibt den Ausdruck 

. 19 

der die Mittelpunktsgleichung des Spannungsellipsoides darstellt. Die 
Spannungen IIx. lIy und (Jz . bilden die Hulbachsen des Korpers, der in 
eine Kugel iibergeht; falls die drei Hauptspannungen gleich grog sind. 

1) 1. Nach dem Pythagoraischen Lehrsatze ist nach der beistehenden Figur 
pr 2 = px' + a2, worin a' = py' + p z' ist, 
" =px2 + py·+ pz 2. 

2. Ferner ist 

cos a = p~ oder cos' a = (~)' , 
pr pr 

cos (J = p~ ('os' (J= (PY)", 
pr " pr 

cos r = I'~ . cos2 r = (Pz )'. 
pr pr 

Durch Addition der letzten drei Glei· 
chungen erhalt man: 
cos' a + cos' (J + cos' r = 

(~:r +(~;r +(~ r 
cos' a + cos' (J + cos' r = 

px'+pi + pz' 
pr" 

/ 

..... 

I'~-

/i 

;/ 
",. 

/ 

___________ ._ .l:I[_ 

Fur den Zahler den unter 1 aufgestellten Wert pr' eingefiihrt, gibt, , 
cos·, a + cos' fJ + cos' r = Jl:'2 := 1. 

pr 

2* 
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Zweiter Abschnitt. 

§ 6. Die Tl'agheitsmomente ebener Flachen, die sicb 
auf verschieden gerichtete Schwerpunktsachsen. be­

ziehen. 

a) Die Tl'agheitsmomente. , 
Mit· dem im § 15 Abs. 2 der Einfiihrung genannten reduzierten 

Tragheitsmomente war ein Mittel gegeben, die TragheitsmomllIlte fiir alIe 
auBerhalb des Schwerpunktes einer ebencn 
Flache (s. Fig. 10) gelegenen Achsen auf 
einfache Weise angeben zu konnen, falls die 
Tragheitsmomente der zugehOrigen parallelen 
Schwerpunktsachsen bekannt waren. 

1m vorliegenden Paragraphen sollen nun 
vergleicbende Betrachtungen zwischen den 
Tragheitsmomenten angestellt werden, die sich 

Fig. 10. auf beliebig gerichtete Achsen beziehen, 
welche siimtlich durch den Schwerpunkt der F!iiche gehen. 

, Zu diesem Zwecke seien in Fig. 11 zwei Koordinatensysteme vor· 
gelegt, deren Koordinaten x und g bezw. y und r; den Winkel a ein-

s, 

I 
I Ie 
I , 

Fi<:. 11 . 

_'_ LX 

schlieBen. Ein Element f 
des vorliegenden Querschnit­
tes babe von den Acbsen 
der beiden Systeme die Ah­
stande x y, hezw. ; r;, die 
untereinander in folgenden 
Beziehungen stehen: 

l.r;=a-h 
,,= ycosa -xsina 

2. ;=c+d 
,,= x cos a + y sin a. 

Bildet man nu~ nach 
§ 15 Abs. 1 der Einfiih­
rung fur die Achsen g und 
1j die Tragbeitsmomente es 
und en' so ergiht sich 
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1. @S= .l'f1]1 = .l'f(y cos a ~ xtlin a)l! 
" = .l'f(y1cos1a +xllsinll a - 2xysina cos'a) 
" = .l'fyllcosl a + .l'fxll sinll a- .l'f2xy sin a cos a, 

undo da nach § 15 Abs. 1 der Einfiihrung 
.l'f1]1 = ex, 
~fx2 =@1' 
.l'fxy = dxr, 

und nach § 3 a, Anmerkung 4 
2 sin a cos a = sin 2a ist, 

@t=@rCOslla+@ysinla- d xy sin2a. • 20 
2. @'7=~fgl=~f(xcosa+ysina)2 , 

" = ~f(XIl cosl a + yll sinl a + 2xy sin a cos a) 
" . = .l'fX;1! cosl a +.! f y2 sin!! a +.l'f 2 xy sin a cos a 
" =@xsinla+@ycos2a+dxvsin2a,... 21 

worin ~fxy=.dxr das sogenannte Zentrifugaf- oder Deviations­
momen t fiir die Koordinatenoohsen x nnd y bezeichnet, welches, gleich 
deli Trigheits~omenten, ein )lomel1t zweitel' Ol'dl1uug ist. 

Addiert man die Gleichungen 20 und 21, so erhiilt man 
1. @e= @xcosl!a +@ysinl!a - d xy sin 2a 
2. @.f/=@xsin2a+@ycoslla+dxysin2a 

@l+@'7=ex (sinsa+ cosfla)+@y(sin2a+cos2 a), • 
und, da nach § 3 a, Anmerkung 1 

sinl a + cos2 a = 1 ist, 
@s"'+ @t? = 0" -I- @n . . . . . . . 22 

Die leute Gleichung sagt, d~ die Sum me der Triigheitsmomente 
fiir irgend zwei aufeinander senkrecht stehende Achsen immer konstanten 
Wert hat, sofern die Achsen durch einen gemeinschattlichen Punkt gehen. 
Die Werte @6 .und 8'7 sind ~on dem Winkel a abhingig, erreiclren also 
zwischen a = 00 und a = 900 einen groBten bezw. kleinsten Wert. Der 
letzte Fall tritt ein, wenn· das auf die Koordinatenachsen g, 'I} bezogene 
Zentrifugalmoment dl'IJ gleich Null wird. 

Bildet man tHeses Moment, so erliiilt man 
d S'7=.l'£;n = ~£(xcosa + y sin a)(ycos a -xsina) 
" =!f(xycosl a - Xl sin acosa + yll sin a cos a - xy sins a) 
" = ~f[(yll-xll)sin aeosa +xy(eosll a -sinla)], 

und, da naeh § 3 a, Anmerkung 2 
cosl! a - sin2 a = cos 2 a ist, 

.sin 2a 
dS'7=~f[(y2-x2) --+xycos2aJ 

2 
sin 2a 

" =(.l'fy2_.~fx8)~+.l'h:ycos2a· 
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0 x -@y . 
d s'/ =.- - -2-·sm 2a+dxy cos 2a. 

Diesen Ausdruek gleieh Null gesetzt, gibt 

0 x -0 
--=-~y sin 2 a + dxy cos 2 a = ° 2 . 

oder, mit cos 2 a dividiert, 

woraus dann 

folgt. 

0;-0y 
--2-tg2a+dxy=0, 

2dxy 2dxy 
tg2a=- 0 0 =a--a' . x- My t!!Iy ,- o-x 

.23 

. 24 

Die Gleiehung 24 bestimmt nun den Winkel a, unter dem die 
Haul'tachsen des ebenen Quersehnittes zu finden sind. 

Wird z. B. dxy=O, so ist tg2a =0 
oder der Winkel - . a = 0°, 

womit das Zusammenfallen der Haupt- und Koordinatenachsen bedingt wird. 

1st dagegen Llxy = ° und gleichzeitig ex = 0 y, so ist 

° tg2a=o, 

womit gesagt wird, da.a jede Sehwerpunktsachse eine Hauptaehse illt, was 
z. B. bei allen regelma.aigen Quersehnitten der Fall ist. 

b) Die Zentrifugalmomellte. 

Wie bereits im Abschnitta dieSflS Paragraphen gesagt, sind die 
Zentriiugal- oder Deviationsmomente, gleieh den Triigheitsmomenten, Momente 
zweiter Ordnung, deren Kenntnis die Anwendung del' Gleiehungen 20 
bis 24 vorau!=Isetzen. 

Die Bestimmung dieser Momente kann graphiseh und analytiseh 
gesehehen. Die erste Form hat mehr bei komplizierten Querschnitten Be· 
deutung, bei einfachen. FIiiehen fiihrt meist die Rechnung schneller zum 
Ziele. 

1m letzten Falle kommt es nUll ganz darauf an, was filr Mittel zur 
Verfiigung stehen. So kann man z, B. die Zentrifugalmomente mit und 
ohue Kenntnis der Haupttriigheitsmomente oder der Sehwerpunktsabstiinde 
bereehnen, wie aus folgendem zu ersehen iat. 
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1. Die direkte Entwickelung des Zentrifugalmomentes fur {len ret·ht. 
eckigen Querschllitt, der mit eiuer A.chse eines belie big gelegenen 

Koordillatensystems gleiehgericlitet ist. 

Nach den iIu vorhergehenden Abschnitt aufgefiihrten Gl~iehungen 

20 und 21 versteht man unter dem Zentrifugalmoment Llxy der Koordi­
natenachsen xy den Ausdruck 

dxy=~fxy, 

worin f ein Flachenelement des vorliegenflen Querschn'ittes darstellt, rur 
das die Werte x ltnd y die Kooruinaten bezeichnen. 

. Der Entwickeluni sei uas in Fig. 12 gezei~hnete Rechteck zugrunde 
·gelegt, das oberhalb der x·Achse zu beiden Seiten der y-Achse liegt. Den 
auf der linken Seite der y­
Achse befindlichen Flachenteil 
zerlege man beispielsweise in 
gleiche, rechteckige Fliichen­
elemente 

1.lt. h 
11 = bOi = b-!, 

n -x -- - - -- - -- . ' . ":. - - --- -to---.---.-
den reehts gelegenen Fliichen­
teil dagegen i~ gleiche, recht­
eckige Elemerite 

h 
£2= boa= b~. 

n 

, 
I 

:-'1 
Fjg, 12. 

Die ersteren Elemente haben die von del" y-Achse aus gemessellen 
Abszissf'n 

die letzteren Elemente dagegEm 
1 1 h 

Xl =202 = -2--n2-, 

3 3 112 
X. = - 02 = -- _ ., 

" 2 2 n 



24 II. Abschnitt. 

5' I) b 
X8=-02=-~' 2 2 n 

Die von der x-Achse aus gemessenen Ordinaten sind bei samtlichen 
Fliichenelementen der linken und rechten Seite des Querschnittes gleich, 
namlich 

b 
y=v-"2' 

Fiihrt man nun die genannten Werte in obige Gleichung ein, so 
erhiilt man das ffir den rechteckigeD Querschnitt giiltige Zentrifugalmoment 

dX7=~fxy 
" =.:Ud-x)y+~f2xy 
" =y[f1~(-X)+ f2~x] 

" = Y [£1 (- ~ h1 _ ~ b1 _ ~!t~ _ .... )+ 
2 n 2 n 2 n 

+ f (~. b2 + ~ bg + 0 h2 + )] 
22n 2n 2n .... 

" =y [-f1:~(1+3+5+ .... )+f2~~(1+3+5+ .... )] 
" =y [-f1 ~+f2~] (l + 3+5 + .... ).1) 

2n2n 

Da die in der zweiten Klammer stehende arithmetische Reihe fiir 
n-Glieder den Wert n2 hat, so erhiilt man, unter Einfiihrung der vor­
genannten Werte, fUr y, f1 und f2 die Gleichung 

d xy = y~[f2h2 - f1bd n2 
2n 

,,=(v-~) ~ [bh2.b2-b~.hl]n2 
2 2n n n 

I) SolI die aritbmetische Reihe aus n-Gliedern bestehen, so mufl das letzte 
Glied der Reihe (2n -1) sein. Die Summe bildet sich dano in folgt'nder Weise: 
s= 1 + 3 + 5 + ...... +(20-5)+(2n-3)+(2n-l) 
s=(2)>-I) +(2n-3) + (2n-5)+ ...... + 5 + 8. + 1 

2s= 2n + 2n + 2n + ...... + 2n + 2 n + 2n 
" =2n.n, 

2nt 
S - -n2 -2-' 
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2v-b b 2 
d xy =--2-- . 2-jl2 (h 2 2 - h12) n 

1 
" =4 b (2v-b)(h2 B - hI 2). . ...... Ft 

2 • . Berechliung des ZentrifugalmoDlentes d xy direkt aus den Trig­
heitsmomentcn 8 x, 0 y und @z. 

Kennt man von einem Querschnitt die beiden Haupttriigheitsmomente 
@x uDd e,., als such das Triigheitsmoment @z. bezogen auf eine un,ter 
45° geneigte Achse z (s. Fig. 11). so erhiilt man das Zentrifugalmoment 
d xy aus der Gleichung 20 

@5= @x COR2 a + @ysin2a-dxy sin.2a, 
wenn man den Winkel a = 45° uud @s = @z einfiihrt. Damit folgt 

@z = @x cos2 45° + @y sinB 4[)0 - J xy sin 2 .46° 
" =8x O,7072 +@yO,707'-dxy ' 1 
" = 0,7072 (@x+@y)-dxy 
" =0,5 (ex + @y) ~dxy, 

Axy = 0,5 (@x + Ely) -@z. ........ .F!! 

3. Bereclanuq des Zentrifugalmomentes dxy dire~ aus dem Quer. 
sclaaitt und dea Schwerpunktsabsti1ldeno 

a) Es sei in Fig. 13 zuniichst angenommeo, dd das Zentrifugal­
moment d X1 Y1 eioer Fliiche in bezug. auf zwei sich rechtwinklig schneidende 
Achsen Xl Y 1 bekarint ist. Hieran schlie§t sich die Frage nach dem 
Zentrifugalmoment d xy dieser Flache, bezogen auf die paranelen Koordi· 
natenachsen xy, von denen der Schwer­
punkt S die Abstinde .; 1]habe. 

Nach der Definition des Zentrifugal. 
oder DeviationsmomEmtes ist an Hand der 
Fig. 13 das gesuchte Moment 
d xy = .!"f(xi +g) (Yl + 1]} 

" -':", ~fXl Yl + ~fxl 'l+~f;Yl + .!"f;1] 
.. = dX1h+ 'l.l'fYI + ;.l'fXl + g1]~f, 

worin die statischen ' Momente der vorl ie­
genden Fliiche F 

ist. 
Da ferDf~r 

~{=F 

I·' i t -
I 
1 
1 
I 
1 
1 

i 
x I ,-... x 
.:...-t----~~-- 0 , ,-, 

Fig, 13. 

den ganzen Querschnitt darstellt, .so erbalt man das gesucbte Zentrifugal­
moment 
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dxy=.dxIYl + Fgll, F3 
welcher Ausdruck del' Forl11 nach mit dem in § 15 Abs. 2 der Ein­
fiihrung genannt.en l'eduzierten Tragheitsmomente iibereinstimmt. 

b) Bilden nun die Achsen x und y die Hauptachsen des Quer­
schnittes F, so wird das Zentrifugalmoment 

womit dann 
d X1Y1 =0, 

die Gleichung Fa die einfachere 

.d:ry=FS"l 

Form 

annimmt. 
. c) Besteht der Querschnitt F aus einzelnen Flachenteilen F I , F 2, 

Fa etc., welche die Sehwerpunkte SI' S2' Sa etc. mit den Abstanden ;1 "11' 
'~2 1]2' ;3 "13 etc. haben, so kann man die unter a und b genannten Glei­
chungen in der Summenform 

n 

und .dxy = ~F1;1 "11 . F6 
1 

darstelleri, wie es bei den Tragheitsmomenten im § 15 Abs. 3 der Ein­
fiihrung geschehen ist. Allerdings hat man hierbei genau auf die Vorzeichell 
der Koordinaten zu achten. 

NB. Mit Hilfe der in 'diesem Abschnitt aufgefiihrten Gleichungen 
kann man bei einfachen Querschnittsformen sehr schnell das Zentrifugal­
moment berechnen. 

4. Berecbnung des Zentrifugalmomentes d xy und de~ Tragbeits­
momente e!)(, ey ohne Kenntnis der Jiage des Scllwerpnnktes S 

dar FHiche. 
Der vorliegenden Betrachtung sei beispielsweise ein aus zwei Teilen ge­

bildeter, in Fig. 14 dargestellter Querschnitt zugrunde gelegt, dessen Inhalt 
I't sich aus Fl und F2 zusammellsetzt. Die Schwer-

"'./, ~.'1 pUllkte 81 und S2 der einzelnell FIiiehen mit den 

·r -"~y% .r·.··· ' .::~:.~}:, ~~~:e~i~t;::a~:n ~c::e~~;ou:~:~ac~:e~;~ur1 b~:o~ 
=..>:-----1:- j:Vi i (' .';;' genell Tragheits. nud Zentrifugalmomente eX1 , en' 

, VA' , i ~ ~ 11 d X1Y1 bezw. eX2 ' e yB , d X2Y2 als bekanut ange-
:.x~ - I·.· .X nommen. ' I 1_1'. 1. 

-~: ,~"" Gesucht sollen dagegen die Tragheitsmomente 
I "'-i;.:: 
I M. ex, ey und das Zentrifugalmoment d xy des Quer-
i I.'f, schnittes F fiir die 8chwerpunktsachsen xy werden, 1-, 

die den ersteren Aehsell gleich gerichtet sind. 
Fig. 14. Die Tragheitsmomente ex und 0 y betrngeu 

nach § 15 Gleichang- 68 der Einfiihrung 
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@X= @x1·+@xt+ Fl"l1 2 + F2 "7s 2 

und @Y=@n +@YlI +F1S1s+FlI~a2. 
Nach der Lehre vom Schwerpunkt erhalt man 

Fl "71 = Fa"7s bezw. FISt = FaSs 
und nach Fig. 14 

. "71 +"l2 = b bezw. ;1 +S2=a, 
woraus die Abstiinde 

"l1 + F1 17t = b bezw. 
Fa 

F2"l1+ F1"71=Fab" 
"l1 (F2 + F1) = Fa b " 

F2b 
"71=j;;- +F 

1 2 " 
und in gleicher Weise 

folgen. 

F1 b 
"l2= F1 +Fs" 

Bildet man nun die Summen 

und 

F1 "71 2 + Fa"722 =F1 (Fl~bFllr+F2 (l!'I+bFar 

Fl F8 b2 (F +F) 
" - WI + Fa)2 I 2 

Ft Ft b2 

" - . Ft -+F-; 
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Sind die AcH.sen X1Yl und XllYa Hauptachsen der Fliichenteile Fl 
u'1(1 Fa' so sind die Zentrifugalrnomellte J X1 Yl und d xHZ gleich Null 
und man erhiilt die Gleichung 

LJ. - Fl Fsab Fu 
X1- Fl +Fl! 

§ 7. Triigheitsellipse. Zentralellipse. 
a) Die Triigheitsellipse. 

Um den im vorangegangenen Paragraphen besprochenen Beziehungen 
nooh eine bildliche Erlauterung zu geben, sei in Fig. 10 ein rechtwink­
liges Achsenki'euz datgestellt, dessen Schniftpunkt 0 an beliebiger Stelle eles 
vorgelegten Qnerschnittes liegen moge. 

Fig. 15. 

Die das Triigheitsmoment fur eine 
nnter dem Winkel a geneigte Acbse 
ergebende Gleichung 20 
91f=9xcos2a+9,sin2a-dxy sin 2a, 
worln fur elf = Sa geset~t sein soH, 
liefert dann fUr 

r = 1 r::, woraus 8 a = -.;- folgt, ve; . I' 

einen auf del' geneigten Achse Hegen­
den ,Punkt P, del' die Koordinaten 

xa:"- reos a und Ya = r sin a 
besitzt. 

Werden nun die Werte obeneingefiihrt, so erhiilt man in der Be­
ziehung 

~ = ex coaia + e-,: sin2 a - d xy sin 2 a 

oder llach § 3 a " A llmerkung 4, fiir "sin 2 a = 2 sin a cos a" gesetzt, 
1 = ex r2 (',()sl!a + e y 1'2 sin2a- d xy 2 r2 sin a cos a 

oder i = ex Xa2 + eyya? - 2 4xyXaYa . 24& 
eille Gleichung, die eine Ellipse darstellt, deren Mittelpunkt del' O-Punkt ist. 

Diese Ellipse bildet uun den geometrischen Ort aller derjenigen 
Punkte P, welche sich fill' alIe 'Zwischen 00 und 3600 liegenden Achsen­
winkel a in der oben genannten Weise berechnen und auftragen lassen, 

Umgekehrt lassen sich abel' auch wieder mit Hilfe der Ellipse die 
Tragheitsmomente fur alle Achsen des Querschnittes angeben, weshalb man 
diese Ellipse auch die Tragheitsellipse genannt hat. 

Da .nun jede Elliplie zwei senkrecht aufeinanderstehende Hauptacbsen 
bat, deren Lagen sich nacb der Gleichung 24 angeben lassen, deren Null-
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punkt aber an jeder beliebigen Stelle . des ~uer~chnittes liagen kann, so 
gebt 'damus hervor, daa ein Querschnitt unzahlig viele Hauptachsen unn 
Haupttriigheitsmomente hat. 

b) Die Zentralellipse. 
Legt man dim O-Punkt des Achsenkreuzes in den Schwerpunkt der 

Fliicbe, so nennt man die Triigbeitsellipse anch noob Zentralellipse, die 
nun fiir die praktische Anwendung fast nur allein Bedeutung bat. In 
Fig. 16 ist diese Ellipse fiir den Falldargestellt, wo die Haup1achseu 
derselben mit den Koordinatenachsen zusammen­
fallen. Hierbei wird nach den letzten Ausfiih­
rungen des § 6 daR Zentrifugalmoment gleich 
N uIl. Die Gleichung 20 

0 s = 0 x COsB a + 0 y sins a - d xy sin 2 a 
scbreibt sich dann, fiir 0 s wieder 0 a gesetzt, 

0a=,0xcos2 a+ 0ysin2a. . . 25 

1'1 

1. U m nun die Zentralellipse aufzeicbnen 
und die elliptische Eigenschaft besser iibersehen 
Zu konnen, fiibre man an Stelle der . Triigbeits­
momente 0a, 0 x und 0 y die Werte 

Fig. 16. 

1 1 
0a=2 oder r2= 7.:), 

r I!lra 

1 
0 X =2 " a 

1 . 1 
0 y = b2 " b2 = _. -0y' 

unter Beacbtung der Koordinateil 

bezw.r=,/ -I, V (1a 

" a= -V~~, 
" b=~ 

Xa 
Xa = r cos a, woraus cos a = - -folgt, 

r 

. sin ·a=Ya Ya = r sm a,,, r" , 

in die Gleichung 25 ein, so erbiilt 'man in der Beziehung 
0 a = 0 x cos2 a+ 0 y sin2 a 

oder - + I t 1 (xa)2 1 lya)2 
'f2- a l r h2 \r 

oder, mit rl multipliziert, 

x 

xa.'/. Ya2 
1 = :;i+ b2 . • • 26 

eine Gleichung, welche die MittelpunkfsglefeJiung del' Zenbalellipse 
darsteUt. 
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Die den Haupttragheitsmomenten 0 x und 0 y umgekehrt propor­
tionalen Strecken odeI' Tragheitsarme a und b bilden die heiden Halb­
achsen del' Ellipse. 

2. Will man zur Konstruktion del' Zentralellipse die Tragheitsradien 
benutzen, die sich aus dem Verhiiltnis del' Tragheitsmomente und dem 
Querschnitte ergeben, so berechnet man nach del' Gleichung 20 

0g= 0 a = 0xcos2 a + 0 y sin2 a -dxysin 2a 

die Triigheitsmomente fUr 3 beliebig angenommene Schwerpunktsachsen, 
bildet daraus mit Hilfe del' Gleichung 

o 
r2 =Fa • F 

die Tragheitsradien, welche nach Fig. 17 zu beiden Seiten des Schwer­
punktes senkrecht zu den zugehorigen Achsenrichtungen aufgetragen werden. 

Fig. 17. 

Man kann abel' auch mit 
operieren. 

Zieht man nun in den erhaltenen 
3 Punkt-Paaren die Parallelen zu 
den Acbsen, so bilden sie 6 Tangen­
ten der gesuchten Zentralellipse. 

Die Zahl del' die Ellipse ein­
hiillenden Tangenten kann man nun 
ouch einem del' analytischen Geo­
metl'ie angehOrenden Satze von Bri a n­
chon in einfach!lter Weise kon-
struieren. 

3. Handelt es sich um die 
Konstruktion del' Zentl'alellipse fiir 
Quel'schnitte, die eine Symmetl'ieachse 
haben, so sind von vornhel'ein die 
Richtungen der Hauptachsen be­
kannt. In diesem FaIle hat man 
nul' noch notig, die entsprechenden 
Tl'agheitsmomente zu bilden, urn 
'daraus die Haupttragheitsradien und 
Hauptachsen zu erhalten. 

den untel' 1 genannten Triigheitsarmen 

NB. Da fiir die in del' Praxis taglich vorkommenden Walzeisel1-
profile die Richtungen der Hauptachsen nebst den zugehOrigen, Tragheits­
momenten bezw. Tragheitshalbmessern tabellarisch vorliegel1, so kann 
man im Bedarfsfalle die entsprechenden Zentralellipsen sehr schnell auf~ 
tragell. 



§ 8. Die lmsymmetrische oder schiefe BelastuDg. 31 

§ 8. Die unsymmetrische odeI' schiefe Bclastullg. 
Die im § 14-, 1 der Einfiihning aufgestellte Biegungsgleichung 

,Mb = Vt[ . kb" "et.zt voraus, dag die Ebene der iiugeren Krafte eines 
lUf Biegung beanspruchten Korpers stets mit' einer Hauptachse deE Quer­
,chnittes zusammeufallt, wahrenu die I'.weite Hauptachse zugleich die neu-
;r31e Achse biluet. . 
. Diese Annalnne trifft nun abel' nicht immer bei den in der Praxis 
ITorkommenden Konstl'uktionen zu. Y orwiegend im Dach· und Eisen­
Imnstruktionsbau treten Belastungsfiille auf, wo die Kraft oder Momenten­
ebene mit den Hauptachsen des Querschnittes beliebige Winkel einschliegt. 
[n solchen Fall~n sprich1; man von scbiefen Belastungen, bei denen von 
vornherein die beiden Mi:iglichkeiten 

1. ob die einen Korper auf Biegnng beanspruchenuen Krafte samt· 
11ch in e in erg e III e ins c haft Ii c hen E ben e liegen ouer, 

2. ob die angreifenden Krafte in verschiedenen ,Ebenen auf­
treten 

zu unterscbeiden sind. 

~utt0~e/'!? 
I 

8 1 
I 

l~ 
e 

-,"'ig. i f> . 

Liegt del' erste Fall VOl', so zerlegt man jede Kraft in zwei den 
belden Hauptachsen des Querschnittes parallel gerichtete Komponenten, 
die dann in jeder Achsenriehtung ein resultierendes Biegungsmoment er­
geben, fur welches das im § 14 del' Einfiibrung Gesagte giiltig ist. 1m 
anderen FaIle kann man das remltierende Biegungsmoment in zwei 
Momente zerlegen, del'en Ebenen in die Hauptrichtungen fallen. 

Da es nUll auf die Querschnittsform als auf die Art des auf Biegung 
beanspruchten Korpers nieht ankommt, sci den weiteren Betrachtungen del' 
in Fig. 1~ dargestellte recbteckige Querscbnitt cines Freitragers zugrunde 
gelegt, dessen Hauptrichtung(m mit. den Koordinutenachsen x y zusammen­
fallen mogen. Die am freien Ende des r!,ragers .wil'kende Kraft P, die 
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mit der x-Acb.se den Winkel (J einschlieit, liefert nach Fig. 18 b die heiden 
Komponenten Pl[ und Py, zwischen denen nach dem Pythagoraiscben 
Lehrsatze die Beziehung 

P2=Pl[Il+Py2 

bestebt. Mlo1.1.tipliziert man die Gleichung mit all, so giht 
(P a)2 = (Pl[ a)2 + (Py a)2 

mit bezug auf Fig. 18a eine Bestitigung dafm, dai 
M2= Ml[2+ My2 . . . • • .• 27 

ist, d. b., dai man, wie Fig. 18c zeigt, auch das mit der x-Achse den 
Winkel (J hildende Biegungsmoment M ehenso wie die Kraft P in die 
beiden Komponenten Ml[ undo My zerlegen kann. 

a) Die Lage der neutralen Achse. 
1. Wiirde das Moment Ml[ den Querscbnitt allein beaneprucben, so 

wiirde die y-Achse die neutrale Achee darstellen, wohei das oberbalb 
liegende Material des Querscbnittes auf Zug (+), das unterbalb Iiegende 
auf Druck (-) beansprucht wird. 

2. Fur My, als das aHein wirkende Moment, bildet die x-Acbse die 
neutrale Acbse und das oberhalb derselhen liegende Material wird auf 
Zug (+). das unterbalb liegende auf Druck (-) in Anspruch genommen. 

3, Wirken dagegen, wie as im vorliegenden Falle zutrifft, beide 
Momente gleichzeitig auf den Querschnitt ein, so lassen die in Fig. 18.c 
angegebenen Vorzeicben erkennen, dai der obere QuerschnittSteil C nur 
auf Zug, der untere Teil D dagegen nur auf Druck, wiihrend die b'eiden 
links und rechts gelegenen Teile E und F gleicbzeitig auf Zug und Druck 
heansprucht werden, was nur dann moglich sein kann, wenn ',die neutrale 
Achse N N durch die beiden Felder .hindurchgeht. Damit ist nun aber 
die Lage der genannten Achse festgelegt; sie bilde mit der x-Achse den 
Winkel ao• der sich dann auf folgende Weise bestimmen Ia..at. 

Fur ein beliehiges in Fig. 18 c dargestelltes Querschnittselement f, 
das von der neutralen Achse den Abstand 1]. von den heiden Haupt­
achsen x y aber die Entfernungen y und x hat, erhalt man nacb der im 
§ 14, 3 der Einfuhrung aufgefiihrten Gleichung 59 

e e e = -k ' womus kb = - folgt, 
a b all 

den Spannungswert a aus 
1] 1 

11=-=-11, 
cf a~ 

sofern fiir kit und e die Wtlrte a uod 1] gesetzt werden. 
Wird nun nacb § 6, 1 der Wert 1] durch "y cos "0 ..0- x sin a Q" er­

setzt, so hetriigt die Spannung. 
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a = ~ (y cos a o - x sin ao)' 
a~ 

die oberhalb der nentralen Achse positiv, unterhalb dagegen negativ ist. 
Nach den Ausfiihrungen im § 14, 1 der Einftihrung ergeben sich 

dann die Momente. der innerenKrafte ftir die beiden Haupmchsen x Y zu 

1. Mx = -~px = - :l'fa. x = _ :l'fycosao-x sinaox 
a~ 

1 "f ( .) " = - -.... y cos a o - x sm ao x 
a~ 

1 ("'f "f . " = - - .- y cos ao' x - _ X SID a o • x) 
a(! 

__ cos a o "f + sin ao "f 2 _ sin ao '1M' _ cos ao . 
" - ~ x y _ x - t:Yy d xy• 

a~ aQ a~ aQ 

2 M - + "" - "'f _ "fycosao - xsinao • y--:- .... py- .... fJ.y-_ Y 
a(! 

" = ~:l'f(ycosao - xsinao)y=~(:l'fycosao.y-~fxsinao.Y) 
aQ aQ 

cos ao "f 2 sin a o ""f _ cos a o e sin ao A " =---..., Y --- .... xy--- ·x---Oxy. 
aQ aQ aQ aQ 

Da aber nach dem im § 6 Gesagten die Zentrifugal- oder Deviations­
momente fUr die Hauptachsen den Wert Null haben, so vereinfachen sich 
die vorgenannten Momente zu 

M _ sin ao 1M' • 
1. x---'::Iy. 

a(! 

2. My = cOs ao 0 x• 
aQ 

Die Division beider Momente liefert mit Bezugnabme auf Fig. 18 c 

sin aoe 
Mx a Q y sin a e ey _ = __ .0 .. 2 = tgao--' 
My cos ao ex cos ao ex ex 

aQ 

d d Mx . 
un a M = cotg (1 1st, 

y 

e 
so ist cotg (1 = e: tg a o 

ex 
odeI' tg ao = e cotg (1, 

y 

Wehn e\"t., FestigkeitBlebre IL 

28 

3 
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womit fur jedes .beliehig gerichtete GesamtmQment, d. h. fiir jeden schiefen 
Belastungsfall, die genaue Lage der neutralenAchse bestimm t ist. 

b) Die grij1\te Materialspannnng. 
Wie hereits vorher gesagt, sonst aher auch ausFig. 18 c Z"U ersehen 

iat, wird der Querschnitt oberhRlb der neutralen Achse auf Zug, unterhalb 
auf Druck beansprucht. 

Die auf heiden Seiten der N ullinie N N liegenden Querschnitts­
elemente werden entilprechend ihren A hstanden von der Achse N N ver­
schieden beansprucht; die von Null Rnfangenden Spannungen em\ichen 
ihren groaten Wert in den iiu100rsten Fasern C und D des Querschnittes. 
An diesen Stellen addieren sich einfach die groaten Zug- bezw. Druck­
spannungen, welche .durch die in den Hauptachsen wirkenden Momente 

Mx = MCOA(J und My = M sin (J 
erzeugt worden sind. 

Die· Einzelspannungen erhalt man aus 
Mx M cos (J M cos (J 

1. Mx = W yay zu fIy = W Y = ~ = --e;-- x, 

x 

My M sin fJ M sin (J 
2. My = Wxax " ax = W;'= ex = ex y, 

y 
deren Summe dann die Gesamtspannung 

bildet. 

+ Msin{J +Mcos(J 
a=fIx ay=~y e;-x 

Mit bezug auf Fig. 18 c erbiilt man die groGte Spannung 

M sin (J + M cos fJ 
amax = -r.:;-- eh --0 f'b 

IJ'x . Y 

29 

" = M (S~: eh + c~~ eb). 30 

Wird in der letzten Gleicbung (J = 0°, 900, 1800 etc., so erhii.lt 
man wieder dieim § 14, 1 der Einfiihrung, fiir den einfachen Biegungs­
fall aufgestellte Gleichung 58. 

Beispiel. Fuhrt man in die Gleichung 30 die Abmessungen des 
in Fig. 18vorliegenden rechteckigen Querschnittes, oamlich 

hb3 

eY =12" 
bhs 

0 x =--, 
12 
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md 

lin, so ist 

(imax=M bhs'2 + hb8 '2 (
Sin p h cosp b) 

1:3 12 

_ M(6 sin p +6 COSP') 
,,- bh2 hb2 

" = b~ ~ (b sin p + h cos P)· 
Da der Klammerwert die aus Fig. 19 

lrsichtliche Horizontalprojektion des Quer­
lchnittes darstellt, so ergibt sich die gro6te 
3pannung 

6Mc 
(imax = b 2 h 2 ' 

Fig. 19. 

Die Lage der neutralen Achse N N iAt bestimmt durch die Glei­
~hung 28 

@x 12 h2 
tgao = @ cotg P = w cotg p = bl cotg (1. 

y -
12 

NB. Liegt der Fall vor, da6 das resultierende · BiegungsmoJ}lent M, 
wie Fig. 20 zeigt, mit der Richtung der einen 
Diagonale des Querschnittes zusammenfii.llt, ~o 
ist 

b 
h2 h2T h2 b h 

tgao = b1!cotgfl =b2h = b2 Ii = b' 
2 

womit gesagt wird, daa die neutrale Achse N N 
mit der zweiten Diagonale zusammenfaUt. 

c) Die Zentralellipse. 

Fig. 20. 

Nach den Ausfiihrungen des § 7, b lii6t sich auch im vorliegenden 
schiefen ·Belastungsfalle die ZentraleUipse konstruieren. 

Fiihrt man z. B. in die Gleichung 28 die Werte 
3* 
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a= -V ~X oder 

b=,jt eY=b12 Vey " 

ein und bezeichnet sie als die Halbmesser oder die Halbachsen der Ellipse, 
so erhiilt man die Gleichung 

1 

e'X a2 b2 
tgao= e cotg {I = T cotg {I = a2 cotg {I, 

y 

die nach einem Satze der analytischen Geometrie tatsachlich die Mittel 
punktsgleichung einer Ellipse darsteUt. 

Urn die Zentralellipse fur den in Fig. 18 und 19 angegebenen 
rechteckigen Querschnitt zu erhalten, verzeichne man zuniichst die beiden 
Hauptachsen x y des Querschnittes als Koordinaten eines rechtwinkligen 

Achsenkreuzes. Hierauf bestimme man aus den Haupt 
triigheitsmomenten ex und ey die Tragheitshalbmesser 

a= 11'; und b= 11-~ 
und trage sie auf·· den entsprechenden Koordinaten 
auf. Uber diesen Achsen konstruiere man dann nach 
bekannten Regeln die Ellipse. 

Triigt man nun unter dem von vornherein ge­Fig. 21. 
gebenen Winkel {I die Richtung des resultierenden 

Biegungsmomentes (die Momentenebene) auf, welche die Ellipse in den 
Punkten C und D schncidet, so ergibt sich die N ullinie N N als die Pa­
raUele zu den in C und D errichteten Tangenten. 

Die Linie N N nennt man den konjugierten Durchmesser von CD, 
d. h. der Durchmesser N N halbiert samtliche Sehnen der Ellipse, die mit 
dem Durchmesser CD gleiche Richtung haben, und umgekehrt halbiert 
der Durchmesser CD aUe mit N N gleichlaufenden Sehnen. 

Auf,andere Weise kann man auch aus Gleichung 28 den Winkel 
"0 feststeUen, womit dann ebenfalls die neutrale Achse N N bestimmt ist. 

1m ubrigen kann man auch fUr die letztere Achse das Tragheits­
moment nach der im § 7, b aufgefiihrten Gleichung 25 finden. 
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Dritter A bscbnitt. 

§ 9. Exzentrische Zng- oder Drnckbelastnng. 
Kern:tlache. 

1. Die exzentrische Belastung. 
Wird ein beliebiger Querschnitt auI3erhalb der geometriechen Achse 

belastet., wie es beispielsweise bei den Grund'platten der freistehenden Krane 
nnd bei mehr oder weniger einseitig belasteten Saulen, insbesondere 
aber bei den Unterstiitzungen im 
Mauerwerk beliebig belasteter Frei­
trager der Fall ist (vergl. Beispiel 
55 der Einfiihrung), und liegt 4-

der Angriffspunkt der Last P, 
wie Fig. 22 b zeigt, in einer Haupt­
achse, so wird der Querschnitt 
nach Fig. 22 c neben Biegung ~ 
auch noch auf Druck, im umge­
kehrten Falle der Kraftrichtung 
aber auf Zug beansprucht, denn 
man kann sich . im Schwerpunkte e 
S des Querschnittes zwei neue 
Krafte angebracht bezw. wirkend 
denken, die der im Punkt A an- .a 
greifenden gegebenen Last P pa­
rallel gerichtet und gleich gro~ sind. 

Das mit entgegengesetzten c 
Pfeilen versehene Kraftepaar lie-
fert das Biegungsmoment "Mb = 
P. },", wiilirend die iibrigblei. 
bende dri('te Kraft P den Quer­
schnitt auf Druck beansprucht 
und im Materiale eine in Fig. 22d 
bildlich dargestellte, gleichmaf3ig 
verteilte Druckspanllllng ad her­
vOTruft. 

. . }~ :Ci. . 
i...- _ 4 _"-- ~ -t--. 
: ' ' - I 
i ~c.u~"'~·"' i 
ilIll IliO f1TIII1 lI)!nUlIlIfl lmpIlIIG" 
b __ I , 
r~1.MtIo~&~ . 1 G , ". .ufl . i 

Fig. :?2 . 

Das aHein wirkende Biegungsmoment Mb erzeugt auf der Lastseite 
oder rechts derduroh den Schwerpunkt gehenden neutralen Achse Druck­
spannungen, auf der linken Seite dagegen Zugspannungen, wie es die in 
Fig. 22e dargeste11te Spallnutlgs.verteilung zeigt. 
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Da nun im vorliegenden Belastungsfalle die genannten Normal- und 
Biegungsspannungen gleichzeitig auftreten, so braucht man nur die in 
Fig. 22d und 22e aufgefiihrten Diagramme zu vereinigen, was in Fig. 22£ 
geschehen ist. 

Aus dem letzten Bilde ist zu erkennen, daa sich .die neutrale Achse 
NN aus dem Schwerpunkt S nach B, also um die Stracke ex. verschoben 
hat. Diese Verschiebung ist abhiingig yom Abstande A. des Angriffs­
punktes A der Last P bis zum Schwerpunkte S des Querschnittes. 

Die Abhangigkeit zeigt lim einfachsten folgende Betrachtung, bei 
der dje Biegungsspannung auf der 'Zug- und Druckseite kurzweg mit Ub, 
die Nor~alspannung mit U bezeichnet werden 8011. 

Aus den in Fig. 22£ schraffierten Dreiecken folgt 

U:Ub=ex:e, 
U 

ex=e-. .31 
Ub 

Noon der im § 14, 1 der Einfiihrung aufgefiihrten Gleichung 58 ist 

e Mbe 
Mb=e Ub oder Ub= e-' 

und nooh § 2 daselbst 

die 

Die, beiden Spannungswerte oben eingesetzt, gibt die Verschiebung 
P 
f pe PA e 

ex=e Mbe = f.Mb = f.P! . U' .32 

1. ffir ). = 0 den, 'Vert ex = 00, 

2. " A. = 00" " ex = 0 
liefert, woraus die Tatsache folgt, daa 

1. fiir relativ k 1 e i neW erte von A. (vergl. Fig. 23 a) die neutrale 
Achse auaerhalb des Querschnjttes faUt, wobei le,tzterer nur 
Zug oder Druck auszuha'lten hat, . 

2. fUr verhiiltnism~ig g r () fJ e Werte von ,\, die Lage der neutralel1 
Achse inn e r h a I b des Querschnittes liegt, wobe~ gleichzeitig Zug 
und Druck auftritt (vergl. Fig. 23 b) und da1il 

3. die neutrnle Achse mit der Querschnittsgrenze zusammenfiillt, 
wenn die VeJ'schieiJung ex gleicb dem Faserabstande e auf der 
entsprachenden Seite d~l! Querschnitt-es, also "ex = e", ist (vergt 
Fig. 23c). In diesem Falle wir:d del' Querschnitt nureinerlei 
Spannungen au"ge,setzt, worau£ bei der Verwendung mancher 
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Materialien besonders zu achten ist. Mauerwerk z. B. soHte man 
immer nur auf Druck beanspruchen, da es gegen Zug fast wider­
standslos jst.. 

Aus den Spannungs­
diagrammen der Fig. 23 er­
gibt sich ohue wei teres die 
zusammengesetzt.e, groate 
und kleinste Spannung (Jt aus 

(Ji=-(a:l::ob), • 33 
worin das Vorzeichen + 
fUr die rechte Seite, - da­
gegen fiir die linke Seite 
des Querschnittes Gel­
tung hat. 

In der Mitte des 
Querschnittes tritt immer 
die N ormalsptwnung (J auf. 

NB. Trifft die Ebene 
des Biegungsmomentes nicbt 
eine Hauptachse des Quer­
schnit.tes, d. h. liegt der 
Angriffspunkt A der Last 

Fig. :l3. 

P auf keiner Hauptacbse, so liegt ein Fall schiefer Belastung 
hat man das unter § 8 Gesagte mit zu beriicksichtigen. 

2. Die Kernflii.che. 

vor. Hierbei 

Wie im vorhergehenden Absebnitte bereitil gesagt word~ ist, hiingt 
der vorn Scbwerpunkt S des Querschnittes aus gemessene Abstand ex der 
spannungslosen oder neutra1en Acbse N N von der AuaermittelsteHung 
oder Exzentrizitat ). Jer den Querscbnitt beanspruehenden Normal­
kraft P abo 

Bei mehrfachen Belastungen gilt die resultierende Kraft als an~ 
greifende Kraft. 

In der Gleiehung 32 

e 
oder ex'}. = -f- = r2, 

bezeichnet r den im § 7 A bs. b, 2 genannten Tragheitshalbmesser oder, 
was dasselbe ist, den quadratischen Mittelwert der Abstiinde aner Flaehen­
elemente des Qllersehnittes von der Schwerpunktsachse. 
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Die Gleichung erinn~rt an das del' analytischen Geometrie angeh6rende, 
der W€itlaufigkeit halber aber hier-nicht naher begriindete Doppelverhiiltnis 
zwischen Pol und Pol a re. nach dem die aus Fig. 24 a zu ersehenden 
4 Punkte Ql' B, ~, A eine harmonische Punktgruppe bilden, in der die 
Punkte Qt Q2 und B A einander zugeordnet sind. 

Fur diese Punkte besteht die Proportion 

Q1B: BQ2 = Q1A: ~A, 
woraus unter Einfiihrung des Halbmessers Q1S = r das zwischen Pol unli 
Polare bestehende Gesetz 

BS.AS=QtS2 

odel' ex. I.. = r2 34 

folgt, das mit der vorgenannten 
Gleichung 32 samt der zuge­
hOrigen Fig. 24 b in den absoluten 
Werten vollstiindig ubereinstiinmt. 
Verschieden ist nur die Lage des 
Punktes B, der in Fig. - 24 a um 
die Strecke ex rechts , von dem 
Punkte S liegt, wahrend er in 
Fig. 24 b urn die gleiche Strecke 
links von S zu finden ist. 

In der ersten Figur heWen 
die Punkte A und B einander ' 
zugeordnete Pole in bezug auf 
den Kreis vom Radius r, im 
letzten Bilde nennt man dell dia-
metral gelegenen Punkt B dell 
Antipol, und die neutrale Achse 
N N die Antipolare des Poles A. 

Charakteristisch ist die Be-
wegung der Polaren urn den fest.liegenden r"unkt. sofern sich der ~uge­
horige Pol A liings einer Geraden bewegt, die in A senkrecht auf AB 
steht und umgekehrt. 

Durchlauft andererseits der Punkt A einen gegebenen Streckenzug 
oder eine begrenzte Figur, so umhiillt seine sich mitbewegende Polare eine 
andere ebenfalls begrenzte Figur und zwar entspricht jeder Seite, der 
Grundfigur einEckpunkt del' erzeugten, bezw. jedem Eckpunkte del' ersten 
Figur eine Seite der zweiten und ' umgekehrt. 

Fur die Praxis ist nur der Fall von' Interesse, wo die Polale N N 
den beliebig vorliegenden Querschnitt tangieIi {vergl. Fig. 23 c}; der zu­
geol'dnete Angriffspunkt oder Pol A beschreibt bierbei fur alle Lagen der 
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Polaren eine begrenzte Figur, deren' Flache man als Kern oller Kern­
tliche des Querschnittes bezeichnet. 

So lange also der Angriffspunkt A in dieser Fliiche bleibt, so lange 
tritt auch die neutrale Achse N N nicht in den Querschnitt ein, der hier­
bei nur auf Zug oder auf Druck beansprucht wird. Es ist deshalb bei 
solchen Materialien, die. nur einerlei Spannung vertragen oder ausgesetzt 
werden sollen, die Kernflache -von Wichtigkeit. 

§ 10. Bestimmnng des Kernes einiger Querschnitte. 
Die Ermittlung des Kerne,; eines beliebigen Querschnittes kann mit 

Hilfe der Gleichung 32 bezw. 34 analytisch und graphisch erfolgen. 
Bei einfachen Querschnitten, z. B. beim Kreis, Rechteck und Drei­

eck, ferner bei allen regelmaaigen Polygon en, ist die Rechnung so einfach, 
daa es immer zweckmaaig ist, diesen Weg einzuschlagen, bei den .iibrigen 
Querschnitten dagegen fiihrt zumeist das zeicbnel'iscbe Verfahl'cn schneller 
zum Ziele. 

Zur Konstruktion benutzt man 
1. nach M 0 h r, den Haupt- und TragheitshaIbmesser und 
2. nach R. Lan d, den Tragbeitskreis. . 
Im folgenden seien einige Kernbestimmungen analytisch durch­

gefiihrt. 

a) Mit Hilfe des Gesetzes zwischen Pol und Polare. 
1. Fur den Kreisquerschnitt. 

Da. der in Fig. 25 vorgeIegte Querschnitt einen Kreisbogen zum 
UmriB hat und jedem Punkte B der den Kreis nmhiillenden, tangierenden 
Polaren oder neutralen Achse N N ein Pol A ent­
spricht, so miissen auah aIle Punkte A auf einem 
Kreise liegen, der den Radiu!! I hat. 

Nach Gieichung 32 erhalt man 
e d4 7J; r 4 n; 

ex· ). = T' worin 0 = 64 = -4 ' 
d2n 

f=-=r2 n 
4 

und ex = r iet. 
Der Radius ). des Kernes betragt dann 

rin 
e 4 r 1 

).= ----=-2--= ---= -r. 
f.ex rn.r 4 4 .. 

F ig. 25. 



42 III. Abscbnitt. 

2. Fur den Kreisringquerschnitt. 
Auch fur den in Fig. 26 vorliegenden Querschnitt ist der Kern 

eine Kreisflii.che, dessen Radius A sich eben falls aus Gleichung 32 be­
stimmen lii/3t. 

Er hetragt 

e . 
ex· A = ~T' worJll 

n 11: 
0=(Di- d4}64=(RI - fl} 4' 

f = (D2 - d 2) ~ = (R2 - r2) 11: 
4 

und ex = R ist. 

(Rl-rl)~ 
A ~_ 0 _ . 4 _ R2 + 1'2 

- Lex - (R2_ r2)1I:.R -~ 4R ·-

3. Fur das Quadrat. 
Da nach § 9, 2 jeJer Ecke des Querschnittes eine gerade Linie 

des Kernes el1tspricht und umgekehrt, jeder Seite des Quadrate.s eine Ecke 
des Kernes zugehOrt, so mua die Kernfliiche wieder ein Quadmt sein. 

anb-..c. Nach Gleichung 32 erhiilt man dann 
e j%, die aus der Fig. 27 ersichtlichen Abr.tiinde 
, I 1 

11.1 und A2 aus 
o 

ex1 • Al =-/ 
und 

o a 4 

eX2 ' )'2 = T' worin 0 1 = O2 = 1.2' 

f=a2 , 

a 
eXI =~ 

Fig. 27. und 

eX2 = V2 (;r =~ V2 iRt. 

Damit erhiilt man 
a4 

. 0 12 a 
Al =-- =--= - =O,1G67a 
. f . eXt ') a .6 

a-. 2 
a~ 

und 
o 12 a 

Ag =---- =:= = ~ - -r = 0,1179 a. 
f . eX2 9 ala 6 Ii 2 . 

a-. -·-
2 
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4a. Fur das Rechteck. 
Der rechteckigen Grundfigur entsprechend wird die KernfIiiche ein 

verschobenes Parallelogramm, zu deren Festlegung die beiden aus Fig. 28 
ersichtlichen, in die Hauptachsen fallen den Abstinde )., und ~ geniigen. 

und. 

und 

Dieselben ergeben sich nach Gleichung 32 zu 

1 _ 0 1 
eX\·JI.\ -y 

Q bas 
~ '72 fu··r r.;,. 

eX2 ·11.2 = T' WO ~1 = 12 ' 

abS 

O2 =12' 
f=ab, 

a 
eX1 =2' 

b 
eX2 =2 

zu setzen ist. Damit ergeben 
suchten Abstinde 

sich nun die ge-

und 

bas 

0 1 12 a 
).1 =f--·=--=-=O,1667a 

. eX1 b a 6 
a .2 

a b3 

O2 . 12 b 
A2 =f--=--b =-=O,1667b . 

. eX2 b 6 
a .2 

Jo'ig. 28. 

NB. 1m ubrigen konn man eben so eiitfach fur die Diagonalrich. 
tung oder auch fUr jede beliebige andere Richtung den zugehOrigen Ab­
stand A ermitteln. Man hat nur immer darauf zu achten, da£ die Rich­
tung von l oder ex senkrecht. auf der entsprechenden umhiillenden Polaren 
N N stehen mu£. 

So ist z. B. cler unter dem beliebigen Winkel a gegeniiber der 
x-Achse zu messende Abstandl fiir den aus Fig. 29 ersichtlichen An­
griffs- oder Grenzpunkt A des Kernes 

oder 

Hierin bedeutet 

o 
l.<lx=1 

_ e 
A=-. 

f. ex 
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f=ab, 

ex=SB' .cos(1 

und nach der 1m § 6 aufgefiihrten Gleichung 21 

0= @x sin2 a + @y cos2 a. 
Der HilfswinktOl (J el'gibt sich aus der trigonometrischen Gleichung 

Fig. 2 . 

woraus dann 

tga+tg(1 1) 
1. tg(a + (1) = 1 _ tgatg(1 

und nach Fig. 29 
b 
2 b 

2. tg(a+(1)=-= -
. a a 

2 
durch Gleichsetzen der rechten Seiten der Glei­
chungen zu 

tga + tg(1 b 
1 1-tgatg~=a 

b 
tga + tg(1 = - (1 - tga tg(1) 

a 

" 
b b 

= - -- -- - tga t.g(1, 
a a 

b b 
tg(1 +.- tga tg(1 = - - tga, 

a it 

b 
tg(1(l + -tga) = 

a " 
a+btga b-atga 

tg(1~' - - = - --- , 
It a 

l} N ach der im § 29 angduhrten Bemerknng 4 nnd 2 ist 
sin (a + (1) = sin a cos {J + cos asin (l, 
cos (a+ {J} = cos a cos {J - sin a sin fl . 

Beide Gleichungen dividiert, gibt 
sin It cos {J +'cos a sin fi 

tg (a + fJ) cos a cos fJ _ sin a sin p' 

Den Zahler und Nenner mit cos a cos (J dividiert, liefert 
~in It cos ~ + cos a si~ 

tg (a + (J) = c08acos{J c~s ac~s{J 
cos ~_~_sJ! _ Sin ~ny' 
cos a cos p cos a cos (3 

tg'a + tg fJ 
= (~tgatg{J' 



folgt. 
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tg P' (a + btga)= b - atga, 
b - atga 

tgfJ = a + btga 

b) Mit Hilfe der Zentralellipse. 
4: b. Fur das Rechteck. 

Nach den Ausfiihnmgen des § 7, Abs. h konstruiere man zuniichst 
die Zentralellipse, indem man die in die heiden Hauptachsenrichtungen 
fallenden Triigheitsradien 

,/0 12 ,/a2 1 Vbaa. 

rt = V -y= "'ilf) = V 12=Vi2 a =O,289a 

und 

e -12 b2 1 Vab3 

f2= V---r= -;r;-= V12=112 b =O,289b 

als Halbachsen der aus Fig. 30 ersichtlichen Ellipse 
auftriigt und daruber die Zentralellipse in bekannter 
Weise aufzeichnet. Hierauf kann man mit Hilfe 
der Gleichung 34 bezw. 32 

1_2 . 2_ 0 . ex . II.x - r, WQl'In r - T 1St, 

den vom Scbwerpunkt S des Querschnittes aus 
gemessenen Abstand Ax fur r>amtliche Kernpunkte 
A bestimmeo. 

Die Strecke €x ist hierbei immer der lot­
rechte Abstand der Polaren oder Nullinie NN, die 
dEm gesuchten Kernpunkt A zum Antipol hat. 

Fig. 30. 

Unter r ist stets der Tragbeitshalbmesser verst.anuen, der mit ex und 
Ax gleiche Richtung hat. 

Wie bereits uoter Abscbnitt It gesagt, genugt es vollstandig, die auf 
den Hauptachsen liegenden Kernpunkte Al und Az festzulegen; sie sind 
bestimmt durch 

.a2 

AXI = rl~= 12 =~ 
eXt It 6 

2 
und 
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b2 

• r22 12 b 
AX2 = eX2 = h =6' 

2 

5. }'iir das gleichschenklige Dreieck. 
Auch hier in Fig. 31 mug die Kernfliiche eine der Grundfigur 

ahnlicheFigur aein. Fur die Polare oder neutrale Achee Nl Nt findet 
man den . Antipol Al hezw.· den Absttmd At nach cler Gleichung 32. 

A· 
At·eXl =-i. 

Fig. 31 : betriigt. 
Die Werte ~ngesetzt, liefert 

b h3 

36 h 1 
At = b h 2 = 12 = 12 h. 

---. - -h 
2 3 

In, diesem Abstande wird die Kernflache von einer Geraden be­
grenzt, die zur Grundlinie b oder Hauptachse x bezw. zu derneutralen 
Achse N 1 N 1 parallel lauft. 

Fur die mit der Grundlinie b zusammenfallende Polare oder neutrale 
Achee N2 N! erhiilt man nach derselben Gleichung 32 den Antipol A2 
bezw. den Abstand A2 zu 

. O2 
exa . J.,2 = -r' 

Aa = -O2_, worin fur 
f. eX2 

zu setzen ist. Damit wird 
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b h8 

e 36 h 1 
A.2 =f .eX2 =~ h.~h =6=Sh. 

2 3 
Die Rohe der Kernfl~e betragt mithin 

,I 1 3 1 
hk = A.I + A.a = 12 h + "6 h = 12 h = T h, 

47 

Die Grundlinie oder. Breite bk des der Grundfigur ahnlichen Kern­
dreieckes folgt dann aus der Proportion 

hk:h= bk : b, 

~hb 
bk = ~k . b = _4_'_ = -.?_ = ~ b. 

h h 4 4 

6. Fir das allgemeine Dreieck. 
Mit bezug auf die Ahnliehkeit der' Kernfliiche mit dem vorgelegten 

Dre'ieck bmucht man in Fig. 32 nur eili'en Eckpunkt des Kernes zu be­
stirn men, von dem aus , die beiden Parallelen zu den entsprechenden Seiten 
der Grunrlfigur gezeichnet werden, die dann in den Durchschnitten der 
Seitenhalbierenden die beiden iibrigen Eckpunkte des Kerns ergeben. 

Urn nun z. B. den Kernpunkt A zu ermitteln, der den Antipol fUr 
die mit der Dreieckseite b zusammenfal-
lende Polare oder neutrale Achee N N 
darstellt, denke man zuniichst dinan, daIJ 
der Punkt auf der Seitenhalbierenden Bl S 
liegt, die mit der IiIlr Seite b parallel ge­
richteten Scbwerpunktsaohse E F die scbief­
winkligen Koordinatenachsen bildet, fur 
die das Zentrlfugalmoment des Quer- Fig. 32. 

schnittes gleich Null ist. 
Der Abstand A} des Punktes A vom Schwerpunkte S ergibt sich 

dann nseh der Gleiehung 32 zu. 
€i ' 1 el -,.. x-T' 
0 1 

A,I = f . e1x ' worln 0 1 = ' 0 . cosec2 (J. 1) 

bhS b(h: sin {J)S , 
@=36= 36 ' 

I 1 h ' 
b X =3 ' 
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f = b h = b . h ~in {J ist 
22' 

Damit erhiilt man 
b(h' sin {J)3 

').1 = e. COS~C2{J 13~. sin~{J 
Lex bh smL.~h' 

2 3 
b(hl)3 sin8{J. 6 hi 

,,= b(hl)2Sin3{J. 36 = 6' 
womit del' Kern vollstiindig bestimmt ist. 

1m ubrigen konnen in gieicher Weise die beiden anderen Eckpunkte 
des Kerns analytisch festgelegt werden, deren Polaren odeI' Nullachsen 
mit den entsprechenden Seiten des vorgelegten Dreieckes zusammenfallen. 

Einft'ihrung schiefwinkliger Koordinaten. 
anflinglich auf ein rechtwinkliges Koordinaten­
dreht man z. B. die y-Achse, bei festliegender 
x-Achse, um den Winkel (900 - (1) in die Lage 
yl, so ergeben .sichnach Fig. 33 die schief­
winkligen Koordinaten 

Xl = X - Y cotg (J 

und 
y 1 

yl =-;--=y-.-=ycosec{J. 
Sill {J. sm {J 

Die fUr das rechtwinklige Achsenkreuz gill­
tigen Momente 2. Ordnung 

ex == ~£y2; e y = ~fx2 und d xy = ~fxy 
gehen fUr die schie£en Achsen fiber in 

e x, = ~f(yl)2 = ~'f(y cosec {J)2 = cosec2 {J ~fy2 = ex cosec2 {J, I 
e y, = ~f(XI)2 = ~f(x - Y cotg {J)2 und 

d x,y, = ~fx'y' = ~f(x - Y cotg (J) . y cosec {J 
" = cosec {J (~'fxy - ~£y2 cotg (J) 
" = cosec {J (Llxy - ex cotg (J). 

Das letzte Zentrifugalmoment erreicht fUr 
d xy 

cotg{J= ex 

35 

36 

den Wert Null, woraus dann auch der Winkel {J ermittelt werden kann. 

7. Fur den I-Querschnitt. 
Da del' in Fig. 34 vorliegende Querschnitt ill bezug auf die heiden 

Hauptachsen x y symmetris~h ist und die Eckpunkte del' KernfHiche auf 



§ 10. BestimmuDg des Kernes einiger Querscbnitte. 49 

den Hauptachsen Hegen, geJ:\figt es, die Abstiinde Ay und 'Ax ffir die ent­
sprechenden Nullinien Nl Nl und Nil Nit zu bestimmen. 

Die Gleichung 32 liefert ffir 
Nl Nt den auf der x-Achse liegenden 
KernpunktsabstRnd ly ~. 

worin 
h 

eY =2' 
f= bh- bl ht 

uod ex = 112 (bh3 - bt hts) ist. 

I 

~~ -----
~ 

l' 

Ffir Nil Na erhiilt man den Abstand Ax zu 

ey 
Ax.ex=T' 

e b 
Ax =-1'-f' worin e - - -ex. x-' 2 

und ey=~(20bS+hlOtS) ist, 
, 12 

112' (2 ob!! + ht Ot s) 

" =-:b------
(bh - bth l ) 

2 

1 2 obs - ht 01 9 

6b bh-b1 h1 • 

8. Fur die Ellipse. 

Der Antipol oder Kernpunkt A bescbreibt fur aHe, die gegebeoe 
Querschoittsflache umhullenden Polaren N N wieder eine Ellipse, die der 
ersteran iihnlich iet. 

Die Halbachsen Ax und Ay der Kernflache erhiilt man unter Be­
nutzung der in Fig. 35 punktierten Zentralellipse, deren Tragheitshalb­
messer 

We h n e rt. Festigkeitslebre IL 
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und 

- Vb" n -ry= -V~~= atn = V~ =-; 
sind, in gleicher Weise wie behn Rechteck. 

_x 

:....,---i----~, 

Fig. 35. 

Fiir die Pol are Ng N2 ist der Antipol 
bestimmt mit 

Ax. ex = rx2, 

. _ rx2 _ (-~r _ h 
i..x--------· 

ex b 4 

Der zur Polaren N1 N1 gehorige Antipol 
A1 ergibt sich aus 

I..y • e y = ry2, 

Ay = ry2 = ( -; r =~. 
ey a 4 

§ 11. Bereclmung der Biegungsspannung mit Hilfe 
des Kernes. 

Wahrend im § 8 Abs. b die Materialbeanspruchungen fiir den 
schiefen Belastungsfall bereits behandelt worden sind, soIl nunmehr im 
vorliegenden Paragraphen eine Losung angegeben werden, wie man mit 
Hilfe ·der Kernflliehe und der Zentralellipse die Biegungsspannungen fUr 
jeden beliebigen Quersehnitt ermitteln kann. 

Zur Erlliutelllng sei wieder der im § 8 in den Fig. 18 bis 20 9ar­
gesteUte .rechteckige Querschnitt gewiihlt Die Momentenebene sei in 
Fig. 36 durch die Spur K K bezeichnet, in der das Kraftepaar '10m Bie­
gungsmomente M wirken moge. Die~es Moment kann man sich aus einer 
unendlich femwirkenden Kraft von unendlich kleiller Grofae bestehend 
danken , deren Angriffspunkt daher der unendlich ferne Puilkt der mit 
dem Querschnitt zusammenfallenden Spur KK ist. Fur diesen Punkt 
bildet dann die durch den Schwerpunkt des Querschnittes geheride neutrale 
Achse N N die Antipolare (vergI. § 9), die nach § 8 Abs. c mit der 
Richtung des zur Spur K K konjugierten Durchmessers der Zentralellipse 
zusammenfiillt. 
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Hat man also fUr den vorliegenden Quersehnitt die Zentralellipse 
konstruiert, so ergibt sieh dieoRichtung der neutralen Aehse N N, als 
Parallele zu den in den Schnittpunkten C und D errichteten Tangenten. 

Naeh § 8 Abs. b tritt nun die groate Materialspannung amax an 
den Kanten auf, die den groaten Abstand e von der Nullinie haben. 
Bezeichnet man mit @N das Triigheit.smomenot des Quersehnittes in bezug 
auf die neutrale Aehse N N, das darauf 
bezogene Biegungsmoment mit M sin 0, 
so ist naeh Gleiehung 58 der Ein­
fiihrung 

. eN 
Msmo=-omax' e 

Weiter ist naeh Gleiebung 32 
hezw. 34 mit bezug auf die in Fig. 36 
eingefiihrten, mit der Spur K K parallel 
]aufend~n Bezeiehnungen )'1' et und rll 

A~ • e1 = (rll)2, 
oder untel' Einfiihrung der zu N N lot­
recbten Abmessungen 

Fig. 36. 

1 • .! 1 r1 f 1 °fl = fl Sin u, woraus f1 = ---:-:i 0 gt, 

oder 

worin 

SIn u 

und e = e1 sin 0, 
" 

e 
e1 = sin.:1 

A _e __ l ( )
2 

I • sin 0 - sin 0 

4·esino=rll1, 

fl = 11 ~ den Triigheitshalbmesser darstellt. 

Den letzten Wert eingesetzt, gibt 

. eN 
AI' e 8m 0 = -(' 

woraU8 man 
eN =).1 efsin 0 

" , 

erhalt. Diesen Wert in die obere Biegungsgleiehung eingefiibrt, liefert 
die groate SpannuDg 

M '.l' ).1 efsin 0 
sm u = aruax , 

e 
M = Al fomax , 

M M 
am" x = ).1 f = W . . 37 

4* 
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In dieser Gleichung bezeichnet W das bereits im §; 14, 1 der Ein­
fiihrung genannte Widerstandsmoment des Querschnittes, welches hier 
als das Produkt aus QuerschniU fund Kernpunktsahstand At de­
:Ilniert ist. 

Die Richtigkeit der letzten Definition ergibt sich aus dem folgenden: 
Nach § 14, 1 der Einfiihrung 

w-@ • - s· 

Nach Gleichung 32 bezw. 34 
@ 

l.e=r2 =T' 

woraus man 
@=lef 

erhalt. Diesen Wert in die erste Gleichung eingesetzt, gibt 

e lef 
W=-=-=),£ .. 

e e 
. 87 a 

NB. Aus dem vorstehenden ist zu ersehen, dlla, falls die Kern­
flii.che eines Querschnittes bereits gegeben sein so11te, die Bestimmung der 
groaten .Materialspannung bedeutend einfacher und schneller ges,chehen 
kann, als es im § 8 Abs. b moglich ist. 

Vierter Abschnitt. 

§ 12. Die Schubspannungen im gebogenen Balken. 
Wie bereits in der Einleitung des § 23 der Einfiihrung angedeutet, 

treten bei einem auf Biegung beanspruchten Korper neben den Norma!­
spannungen auch Schubspannungen auf, die nach den Ausfuhrungen des 
§ 13, 2 der Einfiihrung immer nur paarweise und zwar senkreeht zuein­
onder gerichtet auftreten konnen. Der Geringfiigigkeit halber konnten 
aber innerhalb der Lehre von der Biegungsfestigkeit die Schubspannungen 
vernachliissigt werden, was mmmebr bei der zusammengesetzten Festigkeit, 
wo die Schubspannungen unter Umstii.nden sehr betrii.chtliche Werte an­
nehmen konnen, nicht immer angangig ist. . 

Es soIl deshalb der vorliegende, zugleicb als Erganzung der Rie­
gungsfestigkeit dienende Paragraph die Scbubspannungsverhiiltnisse im 
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gebogenen Karper ffir den N ormalfall erliiptern, bei dem die Kraftebene 
des biegenden Momentes die Symmetrieaehse des Quersehnittes darstellt. 

a) Der Querschllitt des auf Biegung bearispl~uchten Korpers 
sei eill Recbteck. 

An die Ausfiihrungen des. § 14 der Einfiihrung anschlief;\end, sei 
der weiteren Betrachtung wieder ein in Fig. 37 dargestellter Freitriiger 
gewiihlt, der beispielsweise am iiu[;\ersten Ende mit einer Einzellast P be­
lastet ist. 

In den Quersehnittselementen oberhalb der neutralen Fasersehieht 
N N treten bei der Biegung des Triigers Zugspannungen, unterhalb da­
gegen Druckspannungen auf, die die entsprecbenden Fasern verlii.ngern 
oder verkfirzern. Vergl. die Fig. 48 und 88 in den § 14 und 20 der 
Einffibrung. 

Wie' bereits im § 14, 1 daselbst gesagt, stehen diese Spannungen 
und Dehnungen im proportionalen Zusammenhang mit den von der neu­
tralell Achse aus gemessenen zugehorigen Faserabstiinden. 

Andererseits waehsen aber aueh die Spannungen und Dehnungen 
mit der Zunahme 
des Biegungsmo­
mentes, d. h. mit der 
Lange des Hebel­
armes der Kraft P. 

Um nun die 
Sehubspannung '(; 
zu finden, die in 
einem, im Abstande 
1) von der neutn ... fen 
Faserschicht N N 

aus gelegenen 
Liingsquerschnitte Fig. 37. 

auf tritt, denke man 
sieh, wie Fig. 37 zeigt, zwei fiber die Triigerbreite b reichende und parallel 
der Stirnflaehe gerichtete Querschnitte 

f1 = A1 B1 Cl D1 und fs = A2 B2 CaD2 , 

in deren Schwerpunkten die Zugkrii.fte . 

Z, =f'O'I = b(e-1J). (1el t O'nl 

und 

wirken, sobald die am Tragerende angreifende Krqft P zu wirken anfangt. 
Da nun im vorlie!!enden Falle 
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. Za>Z1 
ist und ,das zwischen den Flaenen f1 und fa liegende Material heraus­
geschniltten gedacht werden kann., so bleibt nur noch die rechteckige 
Flache 

f=CtClID1DII 

zur Aufn.a1une der Differenzkraftiilmg ..wtSlche daon die Kraft S dar­
stellt, mit der die Fliicheauf Abschel'lJDgheansprucht wird. Diese Schuh­
kraft betrigt 

S Z Z h( \D:es+41'}a b( ) fJet + fJnt = a- 1= e-1)J- e-'Tj ---
2 2 

b{e-1]) 
" =--2--(0.e.2+ntJll-tJel-~1)' 

worin nach Gleiehung 08 der Einfiihnmg mit bezug auf Fig. 37 
e e e 

1. Mbl = -; Oet bezw. fJJ!1 = @ Ml>l = -@ Pl1 

oder - e fJ fJ - 1] M - 1] PI ., -fj '11 " '11-@ hI-@ l' 

e e e 
2. Mbs=-;IJe• hezw. fJea= eMbs= ePla 

oder ,,= ~ IJ'l1 " fJ"Ia = ~ Mbll = ~ PIa 

ist. Fiihrt man die letzten Werte e.in, so ergibt sich die Schubkraft S aus 

S= b(e-'Tj) (~Pl +!l.PI -~Pl -!l.Pl) 
. 2 @'2 @' 8 1 @1 

b(e-1]}P ,,= 2 e {ls(e+ 'Tj) -Ide + 'Tj)} 

b(e-1])P ,,= ~ 8 (e+1])(12- 11) 

" = 2 ~ (12 -11) (eS - 1]2) b. 

Da nun andererseits die Schubkraft S nach Gleichung 40 der Eiu­
fiihrung den Wert 

S.= f. 'f = b (12 - 11) • 'f 

hat, so erhiilt man durch Gleichsetzen der beiden S-Werta die gesuchte 
Schubspannung 'f zu 

P 
b(Ia -Id'f = 28(12 - It )(e2 - 7]2) b, 

'f=~(e2-~2) 
28 "" 

... " "38 



worin 

§ 12. Die Schubspanoungen im gebogenen Balken. 

bhS 
@=12 ist. 

Diese Gleichung lii~t erkennen, dlii 

fur '1'/ = e, die Schubspannung den Wert N ul~ dagegen 
" 1] = 0, ." " "groiten Wert erreicht. 

55 

Der Maximalwert der Scbubspannung fur das vorliegende Rechteck 
betriigt 80mit 

_ P 2 _ 6P (h)2 _ 3 P _ 3 P 
'fmax - bbs(e -O)-bh3 i· -ibh -i'I' 

212 . 
WOlin f den Quersebnitt des rechteckigen Triig~rs darstellt. 

Bestimmt man nacb Gleichung 38 fUr simtliche Werte von '1'/, d. h. 
von 1] = 0 bis 1] = e, die zugebOrigen Schubspannungen und triigt man 
sie grapbisch auf, wie es in Fig. 37 gescbehen is~ so Hefert die Begren­
zungslinie eine Parabel. 

NB. Wiihrend die vorstehend betrachteten Schubspannungen in der 
Liingsrichtung des Tragers wirken, treten diese nach § 13, 2 der Ein­
fiihrung - nach dem ~chubspannungen immer nur paarweise auf­
treten konnen - aucb gleichzeitig in der Querscbnittsricbtung auf, so 
daa die Gleichung 38 auoh hierfiir giiltig ist. 

b) Der Querschnitt sei von beliebiger Form. 
Man wahle wie vorher wieder zweiparallele Querscbnitte, die vom 

iiuieren Ende des Triigers die Abstiinde 11 und 4 haben. Diese Quer­
sehnitte sollen unter der 'Belastung des Tragers von den Zugkrii.ftEm Zl und 
Zs beansprucbt werden. (S. Fig. 38.) 

FUr eine beispielsweise im ersten Querscbnitt liegende Faserschicbt 
vom Inhalte fy, die einen Ab­
stand 'l'/y von der neutralen Faser 
N N hat, betriigt die Zugkraft p 

p=fy l1y, 

worin nach § 14, 1 der Ein­
fuhrung 

(Jy : l1el = 1]y : e 
oder 

fly = (Jel 'l'/y 
e 

ist. Bildet man fur aIle zwischen 
Fig. 38. 

den Abstii.nden '1'/ und e liegenden Faserschichten die Zugkrafte, so bildet 
die Summe derselben die Zugkraft Zl des Querschnittes f t , namlicb 
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_ ~ _ e _ e (jel7Jy _ (jel e, 
Zl - .. P - ~fyfJy - ~fy -- - -~ fy'lly 

1'/ n 1'/ e e 1'/ 

(Jel f ,,=--;- lY' 

worin nach § 14, 2 der Einfiihrung 
e 
~fy'llY = flY = Mst 
1'/ 

das statische Moment der FIiiche fl hinsichtlich der neutralen Achse be-
oeutet. 

Da nun nach Gleichung. 58 der Einfiihrung 
e 

Mbl =-fJe1 e 

oder (Jel Mbl 
--;-=e 

ist, so foIgt 

Zl = (jel fl Y = Mb\ Mat = P 11 Mgt. 
e e e 

In gleicher Weise erhalt man ffir die zweite Fliiche fs die Zugkraft 

(Jes Mba PI2 
Zo = - fs Y = -r.:> Mat = --c> Mat. - e 0 ~ 

Die SchubkraftS bildet sich dann aus 

1 PIa M PI, PhI} • S=Zl- Z2=e st- f) Mst = e llJst{ls- 1)' 

und nach der Scbubgleichung 40 der Einfiihrung zu 

2. S=f.'Z';y=(12-Il)x.'Z'y. 

.383 

Das Gleichsetzen beider Gleichungen liefert die gesuchte, horizontal 
gerichtete Schubspannung '(; zu 

P 
(12-]1)X'Z';y= e Mst(ls-11)' 

P Mat P Met 
'Z'Y=e-X=X-e' 39 

die nach den im § 13, 2 der Einfiihrung gegebenen Erliiuterungen auch 
senkrecht dazu, also in Richtung del' Kraftebene, wirkt. 

Da nun die Schubspannungen in den Querschnittselementen der 
Umfangspullkte, z. B. der Punkte D und C in Fig. 38, tangential zur 
Begrenzungslinie des Querschnittes gerichtet sind, so erhiilt man eine all­
gemeinere Gleichung fiir die Schubspannnng 'Z', indem man den 
Neigungswinkel a einfuhrt, den die jeweilige Schubspannung mit der 
y-Achse bildet. 
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N ach Fig. 38 folgt mit bezug Iluf GleichuDg 39 
'&y =,&cos a 

57 

1 ] PMst 
oder 1:=--'&y=--'- '-' 40 

cos a cosa x e 
Fur den Winkel a = 0 erhaIt man wieder die GleichuDg 39, fUr 

a = a o' den Wert fUr die TaDgentialspanDung To' 
ND. Die in letzter GleichuDg aufge£iihrte Einzellllst P des Tragers 

stellt Dach dem Vorstehenden mit bezug auf das im § 23 der Einfuhrung 
iiber das Schubkraftdiagramm Ges'agte, gleichzeitig die uen, Querschnitt des 
Tragers senkrecht beunspruchende Schubkraft dar. 

-Liegt nUD z. B. ein mehrfach belasteter Trager vor, wie es bei 
den im § 23, a der Einfiibrung unter 2 bis 4 angegebenen Belastungs­
fallen der Fall ist, so behiilt die Gleichung 39 ihre Geltung. nur tritt an 
Stelle der EiDzellast- P die Summe der einzelnen den Trager beanspruchen­
den LasteD; die aus der zugehOrigen Schubkl'llftfliiche zu erseheD ist. 

c) Die Schubspannungen einiger einfach~n Querschnitte. 
1. Fiir den rechteckigen Querschnitt. 

Obwohl dieser Fall bereits im Abschnitte a behandelt worden ist, 
sei er bier vergleichsweise nochmals aufgefuhrt. 

Nach Gleichung 40 ist mit hezugauf Fig, 39 
1 PMst 

1:=----
cosax e ' 

worin a = 0°, 
cosa= 1, 

x=b, 

( e- 17 ) -Mst=fy = b(e-17) - T +17 
" = b(e _,,) e -+ 7] = b a2 - 7]2 

'/ ~ 2 
bhs 

und &= 12 betriigt. 

Diese Werte eingesetzt, gibt 
b(e2 _7]2) 

IP - 2- ---

1:=11) bhS -

12 
Fur _7] = 0 erreicht die Schubspannung '& ihren gro13ten Wert 

P e2 6 6 P h2 3 P 3 P 
'&max=1)' '113'1)' 4h8 = 2 'bh = 2 '1' 

der mit dem Resultate im Abschnitte a ubereinstimmt. 
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2. l!'iir den kreisf'ormigen Querschnitt. 
Setzt man in Gleichung 40 Rllstatt "" und a die Werte ~o und ao' 

so lautet dieselb.e 
1 P Mat 

~o=--'-' --. 
cos.a·o X @ 

Hierin bedeutet nach Fig. 40 

X = 2 • r cos ao, 
r4.7f 

@=4 

und M _ f _ f ~ _ x3 _ (2 r cos ao)8 
st- ,.y- 8 12f, -12 - 12 

Fig. 40. 

_2 8 8 " - Sr COS ao' 

Die Werte eingesetzt, gibt 

2 s s 
1 P Sr cos a.., 

~o = co~ a;;' 2rcos ao' r! n 

4 P 
" = 3-·-·- cosao 

r 7f 

4 P 
" = 3 . I cos an· 

4 

Fur den Winkel ao = 0° erreicht die 
Schubspannung ~o ihren .grossten Wert 

4 P 
'lmax = 3"' I' 

3. 'Ftir den kreisringf'ormigen Querschllitt. 
Da fUr gewohnlich nur die gro.@te Schubspannung, jie in der neutralen 

Achse auf tritt, von Interesse ist, sei im folgenden auch nur diese Spannllng 
angegeben. 

Fig. 41. 

Urn die Entwickelung wesentlich Zll 
vereinfachen, sei angenommen, da.@ die Ring­
fliiche eine verbiiltnismii.@ig geringe Breite 
besitzt. . 

UnteI' dieser Annahme folgt dann mit 
bezug auf Fig. 41 

1 P Mat 
'l - - - .-.• - . 

max - cos a X e' 
worin 
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a=OO, 
x=D-d=20, 
D=D-o, 

2D=2D-20=2D-(D-d)=D+d, 

@ = (D4 - d4)!!.- = (DB _ dB) (DB + dB)!!.-
64 64 

" =!!.- (D - d)(D + d) ~ 
64 ",aDI 

" =!!.-. 20' 2D. 2DB=~oD8 
64 8 

Dna D DBa 
und Met=fy=--.-=-

2 n 2 

betriigt. Die Werte eingesetzt, geben die groate Sehubspannung 
DlIn 

1 P T 2P P 
'J'mu=-·-·--=--=2·-· 

1 20 ~oDs Dn«f f 
8 

Flinfter Abschnitt .. 

Die verschiedenen Belastungsfiillev 
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Wie bereits in der Einleitung gesagt, handelt es sich innerhalb der 
zusammengesetzten Festigkeit stets um die Ermittelung der gloaten im 
Material auftretenden. Spannungen. Es mogen die Maschinen- oder Kon­
struktionsteile heiaen oder beansprucht werden, wie sie wollen, die darin 
auftretenden Spannungen kOnnen sich ·immer nul' zusamtneDSetzen BUS 

~) verschiedenartigen Normalspannungen, 
b) 'II "Schubspannungen und . 
c) .. "Normal- und Schubspaontrngen. 

Gemiia dieser Einteilung kann man nun die mannigfaltig in der tiiglichen 
Praxis vorkommenden Belastungsfiille in die nachbenannten drei Gmppen 
zerlegen. die dann eine einfache "Obersicht liber die gesamte Konstmktions­
lehre gewiihrt. 
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1. Gruppe. 

~ 13. Das Znsammenwirken verschiedenartiger 
Normalspannungen. 

Hierber gehOren die siimtlichen Konstmktionsteile, die auBer Biegung 
auch gleichzeitig noch aufZug oder Druck beanspmcht werden. Vergi. 
§ 9 Abs. 1. . 

Je nachdem die Zug- oder Dmckkraft zentrisch oJer exzentrisch 
auf den Querschnitt eines belasteten Korpers einwirkt, kann man folgende 
Belastungsfalle unterscheiden: 

1. Der an einer Seite eingespannte Kiirper wird am freien Ende 
mit einer achsial gerichteten, exzentrisch wirkenden Kraft P auf 

Zug beansprucht. 
Wurde die Zugkraft P in Fig. 42 zentriscb, d. h. gleichmiiBig liber 

den ganzen Querschnitt verteilt wirken, 80 kiimen die in den § 2, 8 und 
9 der· Einfuhmng besprochenen Verhiiltnisse in Frage. 

Sobald aber die !traft P exzentrisch wirkt, werden die Querschnitts­
elemente auf der Kraftseite mehr beanspmcht, als auf der Gegenseite. 

0 

I 
I 

I 
I 
I ~ I 
I i-ij4.- J !-I 
! 

r-~-I 

Fig. 42. 

Um eine einfache Vorstellung zu ge­
winnen, denke man sich in der durch den 
Schwerpunkt gehenden geometrischen Achse 
die gegebene Kraft Pals Hilfskra£t zweimal 
- als Zug- und Druckkraft - angebracht, 
so bildet die gegebene Kraft P mit der Zu­
satzkraft - P ein Krii.ft.epaar, welches den 
Korper auf Biegung beanspmcht. 

Die ubrig bleibende Zusatzkraft + P 
belastet dann nach § 2 der Einfiihrung. den 
Korper auf Zug. 

Wiihrend nun in Fig. 42 die von der 
letzten Zugkraft P herriihrende, gleichmaBig 
iiberden Endquerschnitt B verteilte Zug­
spsnnung (JZI von der GroBe 

p 
(Jz =£' 

infolge des Korpergewichtes G bis zur Befestigungsstelle A zunimmt, die 
fur gewohnlich aber auBer Rechnung bleiben kann, wird die am £reien 
Ende B auftretende groBte Biegungsspannung (Jb, vom Werte 

Mb Mb 
(Jb= W= 0 e, 
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entspreehend der. Verkleinerung des Hebelarmes J kleinerj sie erreicht den 
kleinsten Wert an der Befe~tigungsstelle A. 

Praktischen Wert hat jedoch nur die groite Biegungsspannu'og, die 
s~ch im Endquerschnitt B mit der Zugspannung summiert und d!lselbst 
die Materialbeanspruchung 

. P Mb 

herbeifiihrt. 

O"i = C7z ± C7b = - ± - e 
f e 

In dieser Gleiehung beriicksichti~ die Vorzeiehen + und - die 
Biegungsspannungen der am. meisten belasteten Querschnittselemente dar 
Zug- und Druekseite, deren Abs&de von dar geometrischen Achee e1 und 
ff2 sind. Da im vorliegenden Belastungsfalle nur das obere Vorzeichen 
Bedeutung hat, .erhiUt man die groite Materialspannung O"i aus 

P Mb 
O"j=C7z+ C7b=1+ ee . • 4:1 

NB. 1st die Zug- und Biegungsfestigkeit eines Materials wesentlich 
verschieden, wie es z. B. beim Gtilleisen der Fall ist, wo- die Biegungs­
festigkeit etwa das 1,7 I) faehe der Zugfestigkeit betriigt, so hat man in 
Gleichung 41 den ersten Wert nooh mit (Jf» oder den zweiten Wert mit 

;.0 zu multiplizieren, falls man die Biegungsspannung oder die Zugspannung 

als praktisch zuIassige kombinierte Spannung zugrunde legt. 
Der vom Material abhangige Koeffizient {J.o ergibt eich aus 

(I - kb _ zul. Biegungsspannung' 
.0 - kz ~ zul. Zugspannung .. . 418 

Versehiedenseitige Versuehe haben ergeben, da.Q der genannte Unterschied 
wesentlich von· der Querschnittsform abhiingig ist. Je mehr !;Iieh dar 
Quersehnitt naeh der' neutralen Achse zllsammendrangt, desto groiar wird 
die Biegungsfestigkeit. 

Die Gleiehung der elastischen L;nie fUr eine beliebige Querschnittsstelle l.a: 
lautet 

x = IS Cos (a Ix) - 1 . 
Cos (a I) • 

welcbe fUr Ix = I die grl5ate Durehbiegung 

errtlicbt. 
Hierin bedeutet 

1=6Cos(al)-1 =6 (1 __ 1_) 
C.os (a 1)' Coe(al) 

e&1+ e -&1 
Cos (aI) = 2 

den hyperb.oliscben Kosinus von (a 1), 

a ......:V EP@ in Bogenmaa, .oder 
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180, Fp· G~.:J __ c. 
a = n V E (1 lD CtlUllilW 

gem essen. 
Das fOr den Abstand Ix in Frage kommende Biegongsmomellt Mx betrligt 

M -- P 0 Cos{a)~~ 
x- Cos (31) , 

das fill' Ix = I den g):ii'Bten W E'rl 

annimmt. 
NB. Setzt man 

Mmax =P6 

PI" 
Cos (a I) = 1 + 2 E fJ ' 

so erhlLlt man brauehoare AnnlLhernllgsgleicioungen. 

2. Der an einer Seite eingespannte Korper wird am freiell Ende 
mit einer heliebig gerichteten Kraft P auf Zug beansprucht. 

Wird ein Karper mit einer Kraft P belastet, die mit del' Aehsen­
richtung einen Winkel einschlieat, so sind die drei aus Fig. 43 ersicht­
lichen Angriffsfiille moglieh. 

i 
I 

:-t 
i • 

-. ·i_ 81 .-_ .. 

IIDflIlmmO OUUiUW,IUUUll'>. 
i 

(i illn ' G nllln:u,l 
;.d, ~, ,I:t.:' iolI" MUlJ1t7 

Fig. 43. 

~d, I -"i'illl 

G [Jl{llllp':"'nnlIlG"", 
jolt I 

In Fig. 43 be greift 
die Last P den am meist 
beanspruchf.en Endquer­
schnitt im Schwerpunkt 
an. Der Angriffspunkt 
in Fig. 43 a liegt rechts, 
in Fig. 43 c dagegen links 
vom Schwerpunkt. 

In allen Fillen 
kann man die gegebene 
Kraft, P als Mittelkra!t 
in die beiden senkrecbt 
zueinander gerichteten 
Komponenten Ph = P 
sin a und P v = P cos a 
zerlegen, womit sich dann 
ahn1iche Verhiiltnisse er­

geben wie bei dem vorangegangenen 1. Belastungsfall. 
In allen drei Fallen verursacht die Vertikalkraft P v eine Zug!!pan. 

nung (lZt die Horizontalkraft Ph dagegen eine Biegungsspl1nnung (lb, die 
mit bezug auf den zur Bildung des. Biegungsmomentes dienenden Hebel­
armes 1 mit abel). auf der Zug- und Druckseite aber mit (/bz(l) und O"bd(l) 

bezeichnet sein solI. 
Die in ·Fig. 43 a und c exzentrisch wirkende Vertikalkraft Pv liefert, 

am Hebelarm,] wirkend, auf der Zug- und Druckseite des Endq,uer-
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schnittes noch eine weitere Biegungsspannung O"bz(6) bezw. (Jbd(6), die im 
ersten Fall die' vorgenannte Biegungsspannung noch vcnnehrt, im letzten 
Fall dagegen vermindert. . 

Fiihrt man nun den Hebelarm 0 in Fig. 43 a als positiv, in c als 
negativ und in b gleieh Null ein, so erhalt man die illl Endquerschnitt 
auftretende zusammengesetzte Spallnung 

(Ji = O"z ± (O"b(l) ± (Jb(O» 

_ Py (Mb(l) MblO)) 
,,- f ±e e± e e 

Py j{b(l)± Mb(d) 
"=T± e e 42 

Das vor dem Bruchstrich .stehende - Vorzeichen liefert die gro1Me 
Druckbeanspruchung der im Abstande e2 links der \ Nullachse gelegenen 
Querschllittsfasern, das + Zeichen dagegen die groJihe Zugbeanspmchung 
der um 6t entfernten Fasern der rechten Seite.· Da die letztere stets die 
groate oder die ungiinstigste Spannung darstellt, so jst unter weiterer Be­
rucksichtigung der in der Klammer stehenden Vorzeichen zur Berechllung 
der in Fig. 43 a und b voigelE'gten Belastungsarten die Gleichung 

(1. = Py + ~b(l) + Mb(d) e1 
1 fe' 

fiir den III Fig. 43 c dargestellten Fall aber 

ai=Pv+Mb(,l)-~~(d) et 
f e 

zu benutzen. 
In diesen Gleichungen bedeutet 

Mb(l) = Ph·1 

und Mb(J) = P~. O. 
Die Gleiehung der elastischen Linie ffir die beli.ebige Querschnittsst.elle Ix 

der Ji'ig. 43 b lautet 

x = R~(Ix _ !'. Sin (a 1) -~~~_la {l_=---lx)l). 
Pv a Cos (aI) / 

Die grofite Durchbiegung 'i betragt 

i =;; (I-~Tl1ng(al») . 
Das Biegungsmoment Mx erhalt man aUB 

Mx - Ph'. ~!.Il[ aJ~=~~l 
- 'a Co,,(al) I 

das ftir I" =-=: 0 das groJ3te Moment 

liefen. 
Die Hyperbelfunktiotlen 

. Ph fn •. 
Mmax = ----' ~i1ng (al) 

a 

ea:l_ e - al 
8in(al) = 2 ' 
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e al + o-al 
Oos(al)== 2 

Sin (al) 
nnd Tang (a I) = Cos (a I) 

sind aus Tafeln der Hyperbelfunktionen zu entnehmen. (S. Hiltte: 18. Ad. 
S. 28-32.) 

3. Der an einer Seite eingespannte Kiirper wird am freien Ende 
mit einer aehsial gerichteten, exzentrisch wirkenden Kraft P auf 

Druck beansprucht. -
Wiirde in Fig. 44 die Kraft P zentrisch, _ d. h. fiber den oberen 

Querschnitt B gleichmiiJilig verteilt angrei£en, so kiimen rur kurze Karper 
die im § 2 der Einfiihrung, fur lange Korper -=- bei denen die Knick­
linge erreicht ist -;die im § 25 der Einffihrung besprochenen Verhilt"_ 
nisse in- Frage. 

Auch in dem vorliegenden Belastungsfalle konnen, der Korperlange 
entsprechend, zwei Arten von Belastungen unterschieden werden, die in 
den folgenden Abschnitten a und b aufgefiihrt sind. 

a) Die Lange des Korpers liegt aufterhalb der Knicklange. -

wird 
Da nach Fig. 44 die Kraft P auaerhalb des Schwerpunktes angreift, 
die rechte Seite des Querschnittes B mehr belastet ala die linke. 

I·ei' ,--1..--4, 
I -, 
i 

I , , 
I 

I 
I 

nJlllffiIDl~mIlIUDC5'i. 
b -Illrnn I 
'}(6l ~m~,,, 

Fig. 44. 

I Die Mehrbelastung ist abhiingig von der Lange 
des Hebelarmes 0, der das Biegungsmoment 
Mb = Po bedingt. 

Mittelst der beiden Zusatzkriifte + p 
und - P erkennt man aus Fig. 44, daB 
der Querschnitt B auf Druck und Biegung zu 
berechnen ist. 

Die von - P hervorgerufene Druck­
spannung (Jd betragt 

P 
(Jd=l' 

die Biegungsspannung 
Mb Mb 

(Jb= W = e e. 

Die erste Spannung riimmt mit dem Eigengewicht _ nach un ten hin 
zu und erreicht ihren groaten Wert bei A; das gleiehe gilt fUr die zweite 
Spannung, die sieh bei der Durchbiegung entsprechend der Vergroaerung 
von 0 mit vergroBert. 

Da es sieh nun in dem vorliegenden Belastungsfalle um einen 
Korper handelt, der auBerhalb der Knicklii.nge liegt, die Linge aesselben 
also unberiieksiehtigt bleiben kaon, so geniigt es vollstindig, mit den go-
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gebenen Spannungswerten zu rechnen. Damit ergil)t sich aber die zusam­
mengesetzte Spannung 

Gi=-Od±Ob=-i(p± :: ) } ... 43 

,. -:- - I + @ e , 

woraus zu ersehen ist, daa den groiten Spannungswert die Druckseite er­
halt Er betriigt 

Gi(d) = - (i + ~b e). 

Handelt es sieh um Materialien, bei denen die geringen Zu,gspannungen 
b\lsonders in den Vordergrund keten, wie es Z'. B. beim GuLleisen, Mauer­
werk etc. dcr Fall ist, so mui auch die auf der linken Seite des Korpers 
auftretende Zugspannung in Reehnung gezogen werden. Sie haJ;. den Wert 

Gi(z)=- (i- ~bel)' 
b) Die Liinge des Korpers. liegt innerhalb der Knickliinge. 
Sobald ein Korper eine Lange hat, welche die im § 25 Abs. 3 der 

Einfiihrung unter der Gleiehung 143 aufgefUhrte Knickliinge erreieht oder 
iibersehreitet, so sind auch die Verhiiltnisse der"'Knickung mit zu be­
riieksichtigen. 

Auch in diesem Belastungsfalle bildet sieh ,die zusammengesetzte 
Spannung (ii aus einer Druekspannung (id und ' 
einer Biegungsspannung (ib. 

:F'iir den oberen Quersehnitt B betriigt 
die Druekspannung wieder I 

I 

P I-~+i-
O"d=I' I 

Fiir" den untel'en Quersehnitt A miiite I 
der Last P noeh das Korpergewicht G zugefiigt I 
werden, wenn es bei der Druckspannung mit : 
berucksichtigt werden soIl. i 

Das fUr den Querschnitt 'B giiltige Bie- : 
gungsmoment MDiin = Po crreicht nnch Fig. 45 ~_~'.­
fur die unterste Stelle A den groiten Wert 
Mmax = P(o + i). 

Fiir eine beliebig zwischen A und B liegende 
betragt das Biegungsmoment 

Mx=P(o+i-x). 
Wird dieses Moment in die in § 14 Abs. 4 

gefiihrte allgemeine Elastizitatsgleichung 
Wehn ert, Festigkeitslehre II. 

Fig. 45. 

Querschnittsstelle C 

der Einfiihrung auf-
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eingefUhrt, 80 erbiUt man daraus das gri)jte Biegungs~oment 

M_=M~= co!1al) } 
Pcf •..... 44 

oj =-=Pcf."" 
III 

1 
worin 'fJ=-, 

III 

III = cos (a1), 

a = V :8 in Bogeomai 

oder 
180,rP . 

" = 1t V E8 10 Gradmai 

zo veratehen ist. Die gr6Ste Biegungsspannong Ob betrigt donn 
Mb 

Ob=(je. 

Fiibrt man die Werte der Druck- ood Biegungsspannuog in die 
Gleicbung 48 eiD, 80 ergibtsicb die fUr den vorliegenden Be1astungsfall 
gUltige zusammengesetzte Spannung 01 zu 

P Mb 
OI=-Od±Ob=- f ±ee 

" 

" 

" 

=- (i=F~e) 

~- (i=F 8!~al}e) 1 
=-(i=FP~'fJe). f' .. " 

Diese Gleicbung liefert fiir die Druckseite den Wert 

(
p Pcf.) 

Ol(d)=- 1+ (180 ... ;--P) ell ' 

@eos '" VH,l . 

fiir die Zugseite (P P cf ) 

01(&)=- 1- ( 180V' P ) e,. • 
@oos - --.1 

'" E@ 
Die Gleichung der elastisehen Linie betrl1gt rur einen im Abstande Ix go. 

legenen Querscbnitt 
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x = d 1-cos (a Ix) 
cos (a I) , 

die f(ir Ix = I die gr6Bte Durchbiegung 

i=d(_l __ I) 
cos (al) 

liefert, zu der man auch auf folgende Weise gelangen kann: 
Nach Fig. 45 ist Mmax = PCd + i), 

Pd 
oach GleicbuDg 44 Mmax = CiiiS(a1) • 

Duaus foJgt 

P(6+') Pd 
1 = c08(al) 

oder 

d+' d 
1= c08(al) , 

woraus dann die grl)fite Durchbiegung 

, . d (1) 
1= cos (sl) -d=6 cos(a!)-1 

folgt. 
Das f(ir die im Abstande h: gelegene Querschnitts8telle gaItige Biegungs· 

nomeot Mx erhiilt man aus 
Mx = P d cos(aJx) 

cos(aJ) , 
las fIlr Ix = 0 den grl)fiten Wert 

rreicht. 

P6 
Mmax=-·-­C08 (a 1) 

NB. Setzt man nUD noch 
PI' 

008(al)=I- 2E8' 

) ergeben sich brauchbare Niiherungsgleichungen. 

• Der an einer Seite eiilgespannte Korper wird am freien Ende 
tit einer beliebig geriehteten Kraft P auf Druck beansprueht. 

Wird ein Korper mit einer Kraft P so auf Druck beansprucht, da~ 
e KraftrichtWlg mit der Achsenrichtung des Korpers einen Winkel a 
I)schlie~t, so sind nur die drei in Fig. 46 dargesteUtenBelastungsfiille 
inkbar. 

Wiibrend bei Fig. 46 b der Angriffspunkt der Kraft mit dem Schwer­
mkte des oberen ~uerschDittes zusammenfallt, wird der Querscbnitt bei 
g. 46a und c recbts bezw. links vom Schwerpnnkte Rngegriffen. 

In allen drei FaIlen kann man wieder die gegebene Kraft P in je 
Ie senkrechte nnd horizon tale Komponente 

Pv=Pcosa und Ph=Psina 
legen, wie es im 2. Belastungsfalle bereits geschehen ist. 

Die Horizontalkraft Ph ruft in den einzelnen Querschnitten Biegungs-
5-
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spannungen hervor, die, am freien Ende mit Null anfangend, den grogten 
Wert an der Befestigungsstelle erreichen. 

Die Vertikalkraft P y verursacht mit bezug auf den 3. Belastungs­
fall eine pruckspannung ad, die nach der Einspannstelle hin entsprechend 
der Gewichtsvermehrung zunimmt. Die am Hebelarm 0 wirkende Kraft 
Py veranlaat au.@erdem noch Biegungsspannungen, die in Fig. 46 b gleich 
Null, in Fig. 46 c positiv, in Fig~ 46 a aber negativ werden. 

Wird das Eigengewicht wieder vernachlassigt, so erhiilt man fUr die 
vorliegenden drei FaIle die zusammengesetzte Spannungsgleichung 

die 

(ji = -ad ± (ab,l) ± Ob(d») 

= _ ~! + (Mb(l) + Mb(d) e) 
" f - e - e 

Py Mb(1) ± Mb(d) 
---+------e ,,- f - e 

Das vor der Klammer steheride + Zeichen ist zu verwendeil, wenn 
durch das Biegungsmoment Mb(l) bedingte Zugspannung der im 

Fig. 46. 

'" Abstande e1 liegenden Fa­
sern in Rechnung gezogen 
wird, dils - Zeichen da­
gegen weist -auf die dutch 
das gleiche Moment bewirkte 
Druckspannung der f1I ent­
fern ten Fasern hin. 

Das negative Zeichen 
in der Klammer hat nur bei 
Fig. 46 a Geltung, wo das 
Biegungsmoment Mb(d) dem 
ersten Momente Mb\l) .ent­
gegen, also zugunsten der 
Konstruktion, wirkt. 

Zerlegt man die Glei­
chung 46 in die einzelnen 

Fiille, so ergibt sich die Faser8pannung 
1. fUr die Fig. 46 a: 

rechte Seite (jl = _ P y -+ Mb(ll - Mb(,,) e1 
f e 

linke Seite 

2. fUr die Fig. 46 b: 

rechte Seite 
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nke Seite 

3. fur die 

lehte Seite 

nke Seite 

RH. Besitzt del' in Fig. 46 dargestellte Korper eine Lange, die die 
~echnilng auf Kniekung erforderlich macht, so sind in del' Gleichung 46 
ir das Biegungsmoment Mb(d) die unter Abschnitt 3 b dieses Paragraphen 
ngegebenen Verhiiltnisse zu berucksichtigen, denen zufolge fur Mb( d) das 
us Gleichung 44 sich ergebende Biegungsmoment zu benutzen ist. 

Die Gleicbung der elastischen Linie Iautet fur den Abstand Ix del.' Fig. 46 b 
x = Ph (-l+!. sin (aJ) - Sin[a(l-Ix)]) 

Pv a c"~U· . 
Die groEte Durchbiegung i wird erreicht aus 

. PI, ( 1 ) 
1= Pv ~I--atg(aI) • 

Das Biegungsmoment Mx fur die beliebige Querschnittsstelle Ix betriigt 
Mx = Ph. sin [a(l-Ix)], 

a cos (al) 
as fUr Ix = 0 den groEten Wert 

Ph 
Mmax=-tg(al) 

a 
nnimmt. Hierin bedeutet wieder 

liP;­
a= V E6' 

• Del' exzentriscb belastete Pfeiler aus MaueI'weI'k odeI' ahnlichen 
Materialien. 

Als einen Sonderfall der unter 3 a dieses Paragraphen aufgefiihrten 
lelastungsgruppe kann man die exzentrisehe Belastung eines Mauerpfeilers 
Isofern ansehen, als hierbei von vornherein ganz besonderes Augenmerk 
uf tiie Zugspannungen zu riehten ist. 

Fur gewohnlich handelt es sieh hierbei darum, entweder 
1. die Zugspannungen ganz zu vermeiden, was nur unter den aUB 

9 Abs. 1, Fig. 23 a und c aufgefiihrten Bedingungen moglich ist, oder 
2. die . etwaigen auftretenden Zugspannungen durch geeignete Kon­

truktionsmittel unschadlich zu mach en (vergl. Fig. 2'07 im 55. Beispiel 
.er Einfiihrung). 

Als weiteres Merkmal des vorliegenden Belastungsfalles ist die uner­
i~liche Beriicksichtigung des verhiiltnismaffiig hohen Eigengewichtes des 
)feilers hervorzuheben. 

1m folgenden seien zwei Lastfiille behandelt. 
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a) Die Pfeilerlast beanspt'ucht die ganee Grundfliiche des Bodem 
auf Druck. 

Der in Fig. 47 dargestellte Pfeiler vom Gewichte G und den Quer­
schnittsabmes8ungen a und b werde mit ·der parallel zur Achse gerichteten 
Last P exzentrisch beansprucht. Hierdurch entsteht ein Biegungsmoment 

Mb=P(i- x )=pa 2~' 

Fig. 47 . 

das in der linken und rechten Kante 
des Quel'schnittes die Biegungsspan­
nungen 

a-2x 
Mb P 2 

11= W-= ball 

6 
hervorruft. 

Da nun nach dem Belastungs­
fall 3 a die Last P auch eine liber den 
ganzen Querschnitt gleichmaiig ver­
teilte Druckspannung 

P P 
I1d(p) =7= ab 

bewirkt, das Gewicht Gaber eine solche 
von 

G G 
O'd(G)=T= ab 

veranla13t, so erhlilt man unter Beach­
tung der V orzeichen + uDd - fur 
Zug uod Druck die in der reeblen 
Kallte auftretende groite Spannuog 

O'i(max) = - (l1d(G) + O'dlP) + O'd(b») 

= _ (G +.!:. + 3 P (8 - 2 X») 
" ab ab a2 b 

-- (P+G+ 3P(a-2X») I 
,,- ab a2b' 

UDd die in derlinken K8Bte vorliegende kleinste Spannung 
+ I ... 47 

O'l(miu) = - (l1dlGJ O'd(P) - I1z(b») 

__ (P + G _ 3P(a-2X») 
,,- ab a2 b ' 

Solange nUD der Wert des zweiten Gliedes in! der Klammer kleiner 
oder gleich dem Werte des el'!!ten Gliedes iet., solange iet auch eine Zug­
spannung auf der linken Seite auegeechlossen_ 
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Oberschreitet dagegen das zweite 'Glied den Weit des ersten, eo 
erhiilt man fUr O'mln emen positiven Wert, was auf eine Zugspannung bin­
weist, welche die linke Seite des Pfeilers auGer Beriihrung mit dem Boden 
bringenwiirde, was natiirlich unzuliissig ist, 

Von praktischer Bedeutung ist daher nur die wirklicb vorbandene 
Druckfliiche, die in solchem Falle auch nur 'in' Rechnung zu setzen iet, 
wie es der folgende Belastungefall zeigt. 

b) Die Pjei1&rlast beansprucht nur einen Teil der Grundfliiche des 
Bodens aUf Druck. 

Wiihrend in Fig. 47 die exzentrisch angreifende Last P mehr nach 
der Mitte des Querschnittes Zll, d. h. innerhalb der in § 10 Abs. 4 ffir 
das ~hteek dargestellten Kernfliiche, angeordnet war, liege in der vor­
liegenden Fig. 48 der Angriffspunkt der Last P auierhalb des Kernes, 
wobei die Grundfliiche des pfeilers den Boden 
nur liber die Lange c auf Druck beansprucht. 
Hierbei sind nach § 9 Aba. 1 die Span-
nungen so verteilt, dala an der rechten Pfeiler-
kante die groGte Druckspannung O'ld(max), 

in der Mitte S der Grundfliicbe die von der ~ 
Last P und dem Pfeilergewichte G .herriih-
rende Normalspannung (O'd(P) + O'd(G» und an 
der Querschnittsatelle B die Spannung gleich 
N ull auftritt. 

Da nun bier eine Zugspannung nicht 
auftreten darf, kann zur Berechnung der 
Biegungsspannung auch nur die gedriickte 
Flache herangezogen werden. Die Last P und 
das Gewicht G belasten daun die Fliiche mit 
den Druckspannungen 

P G P+G 
(Jd(P) + (Jd(G)=bc +bc =bc- ' 

Mit bezug auf Fig. 46 betriigt das 
Biegungsmoment 

Mb=P (i-x) -G (i-i) 
" =Hp(C-2X)-G(a-c)], Fig. 48. 

womit die Biegungsspannung O'd(b) an der rechten Pfeilerkante mit 

![P(C-2X)-G(a-c)] 
Mb 2 

O'd(b) = W = ;;"':'---~b~C2~-----';' 

'6' 
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3 [p(e--:-2x) - G(a-c)] 
O"d(b) = bel! 

gewonnen wird. 
Die gesamte Druckspannung der reehten Kante betragt somit 

O"id = - (O"d(P) + O"d(G) + O"d(b») 

__ (P.+G+3[p(e-2X)-G(a-e)]) 
" - be be2 ' 

worin die Strecke enoch unbekannt ist. Diese ergibt sich aber aus der 
fiir den N ullpunkt B giiltigen Gleichung 

zu 

i 
'-

P + G 3[P(c-2x)-G(a-c)] 
o=bc- bel! 

o..:..-.P+G- 3[P(c-2x)-G(a-e)] 
c 

0= (P+ G)c- 3(Pc- 2Px-Ga+Ge), 
(P+ G)c= 3(Pe-2Px-Ga+Gr) 

" = 3e (P +G) - 3 (2Px + Ga), 
(P + G)c- 3e(P + G)=- 3(2Px+Ga), 

Fig. 49. 

- 2c(P+G) = " 

c 

e 

_ -3(2Px+GIl) 
- -2(P+G) 

3 2Px+Ga 
=2' P+G ...... l8 

Die vorgenannte Spannungsgleiehung 
der reehten Kante kann man sehr einfach 
gestalten, wenn man das darin aufgefiihrte 
Biegungsmoment 

Mb=P (~-x) -G (i-~) 
durch das gleichgro13e Moment 

Mb=·R (~-p) 
der resultierenden Kraft "R = P + G" 
ersetzt, die im SeMverpunkt d& Span-

nungsfliiche, d. h. im Abstande p = ~ von d~r reehten P£eiIerkante, ihren 
3 

Angriffspunkt hat. 
Das Einsetzen liefert dann 

(Ji(max) = _ (p + G + s.R (~-p )) 
be . bel! 
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" 
P+G = ~ 2·----

be 
49 

Dieses Resultat besagt, daB die an der rechten Pfeilerkante au£tretende 
Druckspannung doppelt so grog ist, als die Spannung, welche bei gleich­
mafiiger Verteilung der Last P und des Gewichtes G fiber den Quer­
schnitt bc auftritt. 

NB. Die vorst~henden Ergebnisse hiitte man auch. mit Hilfe der im 
§ 9 genannten Gleichung 31 bezw. 32 erhalten konnen. 

6. Der gespannte Freitrager mit Endbelastung. 
Ein Freitriiger wird gespannt genannt, wenn er neben Biegung 

gleiehzeitig noeh auf Zug oder Druck beansprncht wird. Je 118chdem· die 

'I~ ____ ~x·~-=:1 
r-! t 

g 
Fig. 50. ~ 

.J' 
AI 

Achsialkraft ziehend oder driickend wirkt, kannman fQIgende zwei Be­
lastungsfalle unterscheiden. 

a) Die Achsialkraft beansprucht den Trager auf Zug. 
Der in Fig. 50 dargestellte Fall liisst erkenrlen, daB hier die gleichen 

Verhiiltnisse vorliegen, wie bei dem in Fig. 43 b behandelten 2. Belastungs-
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fall. Es lassen sieh deshalb auch die dort aufgefiihrten Gleicbungen obne 
weiteres auf den bier vorliegenden Belastungsfall iibertragen, Die Bezeich­
nungen sind in beiden Belastungsfillen gleich gewiih1t. 

b) Die Achsialkmft beansprucht den Trager auf Druck. 
Die Fig. 51 zeigt die Obereinstimmung des bier vorliegenden Be-

1astungsfalles mit dem aus Fig. 46 b ersichtlichen 4. Belastungsfall, dessen 
Ausfiihrungen und Gleicbungen auch bier Geltung haben. 

7. Her gespannte Freitrager mit gleicltmii.flig verteilter Belastung. 
Auch bier unterscheidet man, der Richtung der Achsialkraft zufolge, 

folgende zwei Bela8tungsfiille: 

a) Die Achsialk,oaft beansprucht den Trager auf Druck. 
Fur eine beliebige Querschnittsstelle Ix hat in Fig. 52 das Biegungs­

moment Mx den Wert 

Fig. 52 . 
. I-Ix . 

Mx=p(l.....;lx)· ---+P(l-X) 
2 
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Mx =~(I-lx)l!+ P(i- x),. . . . 50 

der fiir Ix = 0 beiw. x = 0 das groBte Biegungsmoment Mmax ergibt. 
Das Biegungsmoment Mx litat sich bestimmen, wenn die beiden mit 

Hilfe der Gleichung der elastischen Linie festzustellenden Durchbiegungen 
i und x bekannt sind. 

Die Durchbiegung x folgt aus 

_~[aISin(al)-J{I_ (1 )}+sin(alx) I +lx'] 
x --- P a¥lcos(al) .cos a x a x 21 

=9.l2sin (a~x) [alcos{a(I-~lx)} - sin e~x)] -Ix !xl]. 
" P a2 Icos(al) + 21 
Die groet~ Durchbiegung i betrligt 

i = ~ [-!l + cos(al) + 0.1 sin (a 1) -1] 
P 2 o."lcos(o.l) 

-~[-!1 28in(~){alcos(~)-sin(;!)}] 
.- P 2 + . o.'lcos(al) . 

Die Groee a hat hierin wieder die im § 18 uuter Abs. S b .angegebene Be­
deutung 

1st das groBte. Biegungsmoment Mmax ausgerechnet, so erhii.lt man 
die zusammengesetzte Spannung (Ji nach der Gleichung 43. 

b) Die Achsialkraft beansprucht den Triiger auf Zug. 
Wii.brend vorher die Druckkraft P ungiinstig fiir den Trager wirkte, 

erhOht hier die Zugkraft P die Tragfii.higkeit des in Fig. 53 angegebenen 
Tragers. 

Das Biegungsmoment 
Mx fur die Querschnitts­
stelle Ix betragt 

I-Ix 
Mx =p (1-lx)-2--

-P(i-x) 

= ~ (I -- lx)9 -" . 2 

-P(i-x1 51 
welches fUr Ix = 0 bezw. 
x = 0 den groBten Wert 
Mmax erreicht. Fig. 53. 

Die Durchbiegungen i und x erhlilt man, wenn in den vorstehenden Glei­
chungen die Druckkraft + P durch die Zugkraft - P und die trigonometrischen 
Funktionen durch die hyperbolischen ersetzt werden. 

Die Gleichungen la;uten dann 
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__ 9_ [alSiD(al) -1 {l- C (I)} + Sin (ah:) -1 +~~] 
x- P a2 lCos (a I) os a x a x 21 

=3 [2 Sin (a~x) [alcos{a(l-~Ix)} - Sin (a2~)] -Ix _ lx2] 
P a~ICos(al) -I- 21 

uild 
i - _.9. [_ !1+ 008 (al) + al Sin (a}) -1] 
- P 2 a2 100s(al) 

_ .9. [!l-2 Sin (~) {alOoa (~) - Sin (an}] 
.- P 2 82 100S(81) . 

Nach der Ermittelung des groiten Biegungsmomentes Mma:x kann 
man dann auch Bach Gleichung 41 die ideelle S,pannung feststellen. 

8. Der gespannte Zweistiitzentrliger bei Mittelbelastnng. 
Ist ein Trager an den beiden Enden gelenkartig gelagert, in der 

Mitte mit einer senkrecht zur Tmgerachse . gerichteten Einzellast und in 
der Achsenrichtung mit einer Nortnalkraft belastet, so kann man unter 
Beriieksichtigung der Zug- UIld Druckkraft ebenfalls zwei Belas~ngsfiille 
unterscheiden. 

a) Die Achsio.lkraft peansprmht den T1'afje1' aUf Zug. 
11' Da man sich den in :t - Fig. 54 vorgelegten Trager 

i1' in der Mitte unterstiitzt und , 
·-·-·-.....,·-~--i·-·---·-·-·~~-~~~ somit iiI zwei gleichbean­

spruchte Freitrager nach Art 
des Belastungsfalles 6 a be­
stehend denken kanJl, so 
haben die daselbst auge­
gebenen GJeichungen auch 
ohne weiteres im vorliegen­
den FaIle Geltung. 

I--~. 

Fig. 54. In der Figur sind die 
Bezeichnungen so gewiihlt, daa in den genannteu Gleichungen sieh Diehts 
zu andern braucht. 

b) Die Acbsialkra/t beansprucht den T1'{i;ger atef Druck. 
Auch den in Fig. 65 dargestellten Trager kann man sich in zwei 

Freitriiger zerlegt denken, von denen jeder dem Beiastungsfalle 6 b ent­
spricht. 

Die daselbst angedeuteten Gleichungen konnen daher auch hier in 
unveranderter Form Anwendung finden. 
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NB. Sind die Enden nicht scharnierartig gelagert, sondern liegt der 
Trager, wie Fig. 56 zeigt, beiderseitig £rei auf, so tritt bei der Durch­
biegung des Triigers eine Verschiebung A der Stiitzpunkte bezw. der auf­
einanderliegenden Stiitzflii-
chen ein, wobei an jedem . 

(7) 
Triigerende ein Reibungs­
widerstand R zu iiberwin­
den ist. 

-- -- -+--- - - - _._- - -(9-J~L"" 

Die von den Reibungs­
koeffizienten der ZUS'lmmen· 
arbeitenden Materialien ab­
hiingige Kraft R veranla~t 
nun ein zugurtsten der Kon­
struktion dienendes, d. h. 
dem Biegungsmomente Mmax 
entgegenwirkendes Moment, 

Fig. 55. 

M=R.e1, 52 
welches von der Hohe des Tragers abhangig ist. 

Die Kraft R betragt fiir unbewegliche Auflager, bei denen nur 
gegenseitige Reibung auf tritt, 

WO /1 den Koeffizienten der 
gleitenden Reibung bezeichnet. 

Der genannte Reibuugs­
betrag kann aber wesentlich 
iiberschritten werden, weun sich 
z. B. die Auflager in das Tra­
germaterial eindriicken. An­
dererseits kann aber auch der 
Betrag den angegebenen Wert : 
unterschreiten, falls Rollenauf- : 
lager gewiihlt werden. Fig. 56_ 

Da in den meisten Fallen der Praxis auf <lie vorgenannte Verschie­
bung I.. und deren Wirkungen keine Riicksicht genommen wird, was 
iibrigens schon aus den im § 23b und c der Einfiihrung aufgefiihrten 
Belastungsfiillen hervo;geht, so rnogen die vorstehenden Andeutungen fiber 
die Reibungsverh1iltnisse bei dem frei auf zwei Stiitzen gelagerten Trager 
geniigen. 

I Sonst. treten dieselben Verhiiltnisse auch bei vollkommen aufliegenden, 
d. h. iiber die gauze Lange gelagerten Tragern auf, wic es beispielsweise 
bei den Eisenbahnschwelleu del' Fall ist. 
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9. Der gespannte Zweistiitzentriiger bei gleiehmiiJiig verteilter 
Belastung. 

Wird ein an beiden Enden drebbar gelagcrterTrager liber seine 
ganze Lii.nge gleichmiSig verteilt belastet, und wirkt gleichzeitig in Rieb­
tungder Aehse nooh eine NormaIkraft auf den Trager ein, 90 ergeben 
sich die naebbenannten zwei Belastungsfille. 

a) Die Achsiallcraft beansprucht dim T"iiger auf Druck. 

gungsmoment 

Da bei dem vor­
liegenden Belastungsfalle 
das groite Biegungsioo­
ment MUlu und somit 
auch die pate Durch­
biegung i in der Triger­
mitte auftritt, so kann 
man slch nach Fig. I) 7 b 
den beiderseitig gelager­
ten Trager in zwei gIei­
che FreiUiger ,zerlegt, 
denken. 

, Fur eine beliebig 
gelegene Querschnitts­
stelle Ix betriigt das Bie-

Mx=P(i -x}+ Q (l-lx)-p(l_lx)l-lx 
2 

" =P(i-x)+Q(l-lx)- ~(I-lx)2, 

das fur Ix = 0 bezw. fur x = 0 deD grOBteD Wert 

Mmax = Pi + QI- ~ 12 

erreicht. 
Die Durehbiegongen It ond i ergeben sich wiederum mit Hilfe der im § 14 

'Aba. 4 der Eintllhrung angegebenen Gleicbong der elastiscben Linie zu 

und 

It = _9(_lxl + 2-. 1-:- COB (alx») 
P 21 a'i cos (al) -

. Q (1 1 1 - cos (a 1) ) 
• l=p -2+ a't' cos (al) • 

Auch hier ist ilDter a der Wert 

a=Vl8= liP; 
verstanden. 
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Mit diesen Werten ergibt sich das Biegungsmoment Mx zu 

M _ Q cos (alx) - cos(sl) I 
x - a21' cOl'l{al) 

und fur Ix = 0 das groate Moment . . . 64: 
M =~.1 -cos(al)=~(_1 __ 1) 

max a21 cos (a]) a2 } C08 (a 1) • 

Die auf der Zug und Druckseite auftreteDdan groaten Materlalspan­
~ungen erhii.lt man dann nach Gleichung 43 zu 

01= -- (~ ± M@xe),. . . . . . . 66 

WOrlD fiir a der auf der Zug- oder Druckseite gelegene Faserabstand a1 

bezw. ~ zu setzen ist. 

b) Die Achttialkraft bean­
spruckt den T1'iiger auf 

Zug. 
Die vorgenanntenGlei­

chungen kann man auch 
auf den vorliegenden Fall 
anwendeo, wenD man die 
Normalkraft +P durch 
- P und den· trigonome­
triechen Kosinus dumh den 
hyperbolischefi ersetzt. 

Hier betriigt fur eine 
beliebige Querschnittsstelle 
Ix das Biegungsmoment 

Fig. 58. 

' . J-~ Mx= - P(I - x)+Q(1-lx)-p(I-lx)-2-

. p ' 
" =-P(l-x)+Q(l-lx) - 2(l-lx)lI, 

das fur Ix=O bezw. rur X=O den gro13ten Wert 

Mmax= -Pi+QI-e.ll 
2 

erreicht. 
Die Durcltbiegungen x und i erhilt man aus 

x = _ ~ (_ lx' _ ~ . 1 - Cos (a Ix») 
P 21 a'lCos(al) 

9 (lx2 + ~ . 1 - Cos (alx») 
• = P 21 a21 Cos (aJ) 

and 
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worin 

bedeutet. 
Das Biegungsmoment Mx entwickelt sich dann zu 

x a21 Cos (al) 
M = ~. ~s(al) - Cos(al:xJ, I 

das fUr Ix = 0 das grosste Moment 56 

M -s. .Cos(al)-1 _~(1 __ 1_) 
max - a21 Cos (al) -- a21 Cos (al) 

lie£ert. 
Die zusammengesetzte Spannung auf del' Zug- und Druckseite erhiilt 

man dann nach Gleichung 41 zu 

57 

NB. Wie die groLlte Biegungsmomentengleichung 56 erkeilllen laLlt, 
wird das zweite Glied in del' Klammer mit zunehmender Tragerlange 
immer kleiner, so daLl es bei groLl(lren Langen als unwesentlich vemacn-
lassigt werden kann. . .. , 

Damit erhalt man abel' das groLl~ Moment 

Q Q QE0 Q0 
Mmax=a21=p-=pr=a-PT 58 

E0 l 

als anch die Biegungsspannung 

... --- .. --...... ~--

Q0 
:M:max aPT Qe 

Gb=ee= e e=aPl 

pIe pe 
" =aPl=aP' 59 

die dann in die zusammenge. 
setzte Spannungsgleichung ein­
zusetzen ist. 

Bemerkung: Die Glei­
chung 59 ist auch giiltig, wenn 

ein Seil oder Draht nach Fig. 59 an beiden Enden aufgehangt jst. Das 
Eigengewicht bildet die Belastung, unter del' sich das Seil durchhiingt. 
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Hierbei bezeichnet 
p = f . r das Gewicht der Langeneinheit des Drahtes 'Vom Querschnitt f 

und dem spezifiscben Gewicht y, 
d 

e = - den Halbmesser des Drahtes, 
2 

a den Dehnungskoeffizienten des Drahtmaterials und 
P = H die Horizontalkraft, mit der der Draht beansprucht bezw. ange­

spannt iBt. 
NB. Wirkt auf den Draht noch eine Belastung ein, wie es beispiels­

weise im Winter bei den Leitungsdrahten der elektrischen Stra~enbahn 
durch Schneelast der Fall sein kann, so rechnet man einfach diese Last 
zum Eigengewichte hinzu. Die Gleichung 59 kan)l somit auch hier An­
wenduI}g finden. 

10. Der stabfOrmige Korper mit gekriimmter Mittellini~. 

Die in den vorangegangenen neun .Absatzen fUr stabfc'irmige Korper 
mit gerader Mittellinie aufgestellten Gleichungen werden in der Praxis 
auch vielfach bei Korpern mit gekrummter Mittellinie benutzt; besonders 
handelt es sich hierbei um Konstruktionsteile, die aus Schmiedeeisen oder 
Stahl angefertigt sind. N aturlich konnen die diesbezuglichen Rechnungen 
ilUr angenaherte sein. Diese Anniiherungen kommen aber den richtigen 
Resultaten urn so naher, je. gro~er der Kriimmungshalbmesser der Mittellinie 
des gebogenen Korpers ist. 

Zur genauen Berechnung der letzteren Korper mu~ im allgemeinell 
dann geschritten werden, wenn as sich z. B. urn Gugeisen-Material oder 
filn sehr hohe Belastungen handelt. 

Was die Form der gekrihnmten MittelHnie eines gebogenen Korpers 
betrifft, so kann sie 

1. eine ebene Kurve oder 
2. eine raumliche Kurve sein. 
Die letzte Form, die bei strenger Behandlung sehr komplizierte und 

umstiindliche Rechnungen erfordert, hat fur die angewandte Praxis wenig 
Bedeutung. 

Mehr Bedeutung hat dagegen die erste Form, bei der die Mittellinie 
in einer Ebene, der sogenannten .BeIastungsebene, liegt, in der die den 
Korper beanspruchenden iiu@eren Kriifte wirken. In derselben Ebene solI 
auch die Hauptaehse siimtlicber Querschnitte des Korpers liegen, wie aus 
Fig. 60 zu ersehen ist. 

Einen unter den letztgenannten V oraussetzungen belasteten Korper 
nennt man mit bezug auf seine fast ausschlie~liche pr~tische Anwen­
dung, den "Normalfnll der Praxis". 

We h n e r t Festigkeitlehre lL 6 
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Er unterscheidet sich von dem im § 13 Abs. 1 aufgefiihrteu geraden, 
exzentrisch belasteten Korper dadurcb, daJil, wie Fig. 60 zeigt, die den ge­
bogenen Korper belastete Zug- oder Druckkraft P, als positiv und negativ 
wirkende parallele Hilfskraft, an eine beliebig zu berechnende Querschnitts­
stelle verlegt, diesen Querscbnitt nicht ruehr normal, sondern, der ge­
kriimmten Mittellinie entsprechend, unter einem Winkel a angreift. 

Wahrend also die eine Hilfskraft (- P) mit der gegebenen Kraft 
P genau so, wie beim geraden Karpel', das den Korper auf Biegung bean­

I 
I I...; 

spruchende Kriiftepaar darstellt, bildet die 
andere Hilfskraft Peine Resultante, die 
in die beiden Seitenkriifte N und S zu 
zerlegen ist, wovon N die den fraglichen 
Querschnitt belastende Normalkraft undS 
die in die Querschnittsrichtung faUende 
Schubkraft . darstellt. Die letztere Kraft, 
die nach §' 12 zu behandeln jst,wird 
infolge ihres geringen Einflusse~ am Re­
sultate· zumeist au13er Rechnung gelassen. 

Was bel dem vorliegenden Belastungs­
fall die Formanderungbetrifft., sind zwei 
Annahmen gemacht worden, die beide in 

den meisten Fiillen mit del' Praxis gut iibereinstimmende Ergebnisse ge­
liefert hahen. 

I 

F ig. 60. 

N ach der erst.en Annahme von Be r n 0 u IIi, wonach die ursprung­
lich ebenen Querschnitte auch wiihrend der Biegung eben bleiben, folgt, 
daa die Biegungsachse del' Querschnitte nicht mehr durch deren Schwer­
punkte geht. 

Die zweite Annahme geht davon aus, daJil die Spannungsverteilung 
nach wie VOl' del' Biegung dem Ebenengesetze folgt, und daJil auch die 
Biegungsacbse ihre Lage nicbt andert" was abel' dann zur Folge hat, daJil 
die Querschnitte nicht mehr eben bleiben konnen. ' 

Die diesbeziiglichen von v. B a c h angestellten Versuche sprechen £iiI' 
die erste Annahme, die auch den weiteren Ausfiihrungen zugrunde gelegt ist. 

Del' Betrachtung des vorliegenden Belastungsfalles sei ein, aus dem 
gebogenen Korper herausgeschnittenes, in Fig. 61 zur Darstellung ge­
brachtes KorperelemenlJ vorgelegt, das von den heiden unendlich nahe 
gelegenen Querschnitten fo und f begrenzt wird. 

Um eine bessere Ubersicht zu erhalten, seien im folgenden die Form­
iinderungen angegeben, wie sie sich unter den einzelnen Krafteillwirkungen 
heraus bilden. 

a) Die Normalkraft N beanspruche den Querschnitt allein. 
Auf die Schnittflachen fll und f del' beiden in Fig. 61 a und b dar­

gestellten Korperelemente wirke die Normalkraft N gleichmagig verteilt 
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ein, so da.@ auf jede Fliicheneinheit die konstante . Zugspannung Oz 

kommt. 
Wiihrend sich die zwischen den Querschnitten fo und f befindlichen 

gleichlangen Fasern des in Fig. 61 a dargestellten geraden Korperelementes 
nach der im § 3 der Einfiihrung genanllten ·Gleichung 

A=el bezw. E=aa 
urn gieichviel ausdehnen, sind die Verliingerungen der gleichgelegenen 
Fasern im gebogenen Korperelemente Fig. 61 b, den verschiedenartigen 
Faserliingen entsprechend, verschieden. Es besteht nun aber nach dem 
vorstehenden Geset7.e Proportionalitiit zwischen den Faserabstiinden 1] und 
den LiingenanderungenA, 
wodurch bestiitigt ist, daG 
der ~spriingliche Kriim-

mungsmittelpunktM 
auch wiihrend der Form­
anderung seine Lage be­
Wilt. Der Kriimmungs­
halbmesser Q ist dann 
aber konstant. 

Da das Korperele­
ment, bezogen auf die 
Mittellinie, symmetrisch 

:1) 

Fig. 61. 

ist, geniigt es, . mit dem in der Figur angedeuteten balben Elemente zu 
rechneu. 

Die auf den Querschnitt f einwirkendeZugspannung az betriigt mit 
bezug auf Fig. 61 

N 
aZ=T' .60 

Der auf der neutralen Acbse liegende Bogen B Bt hat die Lange 

RBI = l! arc qJ , 
der im Abstande r; gelegene Bogen CCI ha~ dagegen eine Lange 

OCI = (Q + 1]) ~rc q>; 
Die zugehOrigen Verliingerung:: ,A(Z) un; 4t(Z) betragen diann 

A(z)=E(z)l(z) =aaz.BBI =aT'QarcqJ 

und 61 
.-... N I 

}.,1](z) = E1](z)I1](z) = a az • C C1 = aT' (Q T r;) arc cp. 

b) Das Biegungsmoment Mb beanspr·uche den Querschnitt allein. 
Betrachtet man wieder das balbe Korperelement, so ieigt Fig. 62, 

da.@ unter der Biegungseiuwirkung der urspriingliche Kriimrnungsmittel-
6* 
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punkt M in die neue Lage Ml ubergeht. Damit geht aber der anfiing­
Hehe Krummungsbalbmesser (! in den neuen Halbmesser "!! uber. 

Bei dieser Veranderung verscbiebt sich aber aueh die neutrale Acbse 

BEl des Korperelementes in die neue Lage :EEl' in der also die darin 
liegende Faserschicht keine Dehnung 

.~!ir und Spannung erleidet. 
Bestimmt man nun zuniichst 

die Dehnungen 8(b) und Cn(b) der 

Fasern ~ und (J<\, so folgt nach 
der im § 3 der Einfuhrung ange­
gebenen Gleichung 

A = c I, worin c = a (J darstell t, 

mit bezug auf Fig. 62, 

1. fUr die MittelfaseJ; ~: 
Ab . B:Bs B~2 

e(b) = Ib =:BB = (! arc cp' . 62 
1 

woraus 

B;'B2 = E(b)· (! arc fJJ folgt; 
2. fur die im beliebigen Ab-

Fig. 62. stande 'YJ gelegene Faser ~: 

_i..nlb)~ 6;'02_ ~2 
cn(b) - l'l(b) - Co;' - ((! + 1) arc fJJ' 

Da die im Punkte B2 zur Flliche Al DI gezogene Parallele B2 F 

den Bogen 0 1 O2 in die beiden Teile c;F und Pe2 zerlegt, die als paral­
lele Gegenseiten die Langen 

und 

~='YJarccJ 
hahen, so erbaIt man die Dehnimg ct](b) zu 

C:-F + Pea B-:B2 + 'YJ arc cJ 
cn(b) = «(! + 'YJ) arc fJJ =. ((! + 1) arc fJJ 

C(b)(l arc cp + 1) arc 0 
,,- (Q + 1j) arc fJJ 

are cJ 
e(b) () + aroq; 1] 

,,- fl+1J 
worin der konstante Wert 



§ 13. Das Zosammenwirken verschiedenartiger Nonnal8pl1IlDungen. 85 

gesetzt werden kann. 
Damit ist 

area 
--=w 
arccp 

8(b)(» + wTf 
8'1(b) = (»+~ . 

.63 

Erweitert man nun den Zabler nooh mit + und - 8(b)'1, so folgt 
die fUr eine beliebig gelegene Faser geltende Dehnung: 

_ 8Ib)() + wTJ + 8(b)TJ - eMil ~ 8(b)(e + TJ} + (w - 8(b»TJ 
8t'J{bl - () + "l - - () + TJ 

" = 81b) + (w - 8(b)} +TJ • • 64 
() "l 

Die zugehOrige Spannung findet man dann aus dem oOOn genannten 
H ooke'schen Gesetz ,,8 = a(J" ZU 

(Jt'/(b)=~8t'/lb)=..!. [8(b)+(W-8(b)}-+'L] •... • 65 
a a () TJ . 

0) Die Normallrlraft N ur~ dao Biegung8'lnoment Mb wirken gleick­
zeitig auf den Querscknitt ein. 

Bezeichnet man mit bezug auf Fig. 62 den Querscbnitt eines von 
der urspriinglichen neutralen Achse urn TJ abstehenden Faserelementes 
mit f'1' in dem wahrend der Biegung allein die Zug- bezw. Druckspan­
nung CI'1 auf tritt, und der Zugkraft "P'1 = ft'/(J'1" entsprechen<;len Wider­
stand laistet,' so bestehen nach § 14 Abs. 1 und 2 der Einfiibrung die 
Gleicbgewichtsbedingungen 

1. bei nur Biegungsbearispruchung: 

1. ~Pt'/ = ~f'1(J'1(b) = 0, 
2. ~P'1' "l = ~(£'1 CI'1(b» . 'Ii = Mb , 

3. ~f'1'''l= 0 
und 4. ~f'1=f, 
worin "l alIe zu beiden Seiten der neutralen Achse, d. h. zwicben e1 und 
e2 liegenden Werte anzunehmen hat. 

Multipliziert man nun die fUr die Biegung aufgestente Gleichung 65 

(J'1(b) = ~ [ 8(b) + (w - 8(b») () ~ "l] 
mit dem Querschnittselement f'1' so folgt 

ffl' CIf1(b) = ~ [8(b) + (w - 8(b)} +TJ ]. f'1' a () ~ 

Fur aIle Querschnittselemente, d. h. 'fUr die ganze Flacbe f, erhiilt 
man den Ausdruck 
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.l'fn · O'n(b) =.l' ~ [8(b) + (00 - 8(b») (l ~ '1]] • fn 

oder mit bezug auf die vorgenannte 1. Gleichgewichtsbe­
dingung, 

o = ~ [ .l'E(b). fn + .l'(oo - E(b» Q +1]' fn] 

" = ~ [8(b)' .l'ft] + (00 - E(b)} . .l' +1] fn] 
a . Q 1] 

,,= ~ [E(b)f+ (00 - E(b».l' (1'+"1] fn], 

.. 66 

solange es sich lediglich um Biegungsbeanspruchungen handelt und der 
Dehnungskoeffizient a konstant ist. 

2. Bei Normal- und Biegungsbeanspruchung. 

Kommt die Normalkraft "N = .l'fn(Jz" mit zur Wirkung, so folgt mit 
bezug auf den Gleichgewichtszustand, der zwischen den iiu.l3eren undden 
im Innero des Korpers wachgerufenen Knitten bestehen mu.i3, 

N = ~ [E(b)f+(oo- E(b».l' Q-t1]fn] 

" = 1 [E(b)f+(oo - 8(b»(-xf)] 

" = ~ [E(b)-(oo - E(b»x ]. . 

fa)ls nach v. Bach 

.l' ~ ffl= - xf, 
Q '1] j 

woraus 
1 1] 1. 

x = - -f.l' -+ .1n folgt, 
Q '1]1 

bezeichnet. 

. .' ... 67 

.... 68 

Multipliziert man nun weiter die :fUr das Querschnittselement fn gill­
tige Gleichung 65 

(In(b) = ~ [E(b) + (00 - E(b)} f! ~ 77] 

mit ft]. '1], und summiert man die diesbezuglichen Werte ffir alle Elemente 
des Querschnittes f, so folgt: 

.l'fn(Jt](b)· '1] =.l' ~ [E(b) + (00 - 8(b)} Q + 77] fn· '1], 

oder mit bezug auf die unter a genanllte 2. Gleichgewichtsbedingung, 
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f 
" = - (w - B(b») xQ, a 

da mit Hinweis auf Gleichung 68 dar Innenausdruck 

" 'Yj2 f _,,1l+1JQ-1JQf -,,1]('Yj+(»-1J(>f 
"'"'()+'Yj 1]-- Q+'Yj. 1]-'" Q+'Yj 'Yj 

" = .l' ( 'Yj - Q ~ 'Yj) f1] = .l'f11 1] - (>.l' Q -+ 1] f1] 

" =O-(?(-xf)=x(?f ..... . 
betragt. 

Ermittelt man nun aus Gleichung 69 den Klammerwert 
aMb 

w -- E(b) = --, 
b(? 

69 

70 

71 

so liefert er, in Gleichung 67 eingesetzt, den unter Gleichung 62 einge­
fiihrten pehnungswert 8(b), wie folgt: 

N = ~[E(b)~ (w - Ctb») x ], 

woraus man 
Na 

C(b) = -f-+ (W - C(b») x 

oder _Na+aMb . =~(N+Mb) 
,,- f fxe x f Q 72 

erhiHt. 
Die unter Gleichung 63 eingefiihrte konstante Grolae w findet sich 

aus Gleichung 71 und 72 zu 

. . . . . 73 

Fiihrt man nun noch die Werte fiir E(b) und (w - 8(b») aus den Gleichungen 
71 und 72 in die Gleichung 6& ein, so ergibt sich die aus Zug und 
Biegung zllsammengesetzte Spannung 
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In dieser allgemeinen Gleiehung, die fur entgegengesetzte Vor-
zeichen auch fUr Druck und Biegung giiltig ist) bedeutet 

f den tragenden Querschnitt, 
N. die senkrecht zum Querschnitt wirkende Kraft, 
Mb das Biegungsmoment, 
~ den Kriimmungshalbmesser, 
71 einen beliebigen Faserabstand von der ne'!1tralen Ach~ und 
x einen Wert, der von der Form des Querschnittes abhangt. 

d) Spezielle Spannungswerte. 
a.) 1st keine Normalkraft vorhand~n, so schreibt sich die allgemeine 

Gleichung 74 in der Form 

C11=! (Mb + Mb ._71_). 
f f! x~ ~+TJ 

Diese Gleichung liefert fiir die urspt:iingliche neutrale Achse, d. h. fiir 
,,'fj = 0", eine Spannung 

Mb 
C1i = ff!' ...... . 75 

die sonst beim gera<len, nur auf Biegung beanspruchten Karper, den Wert 
Null hat. 

Den Abstand 71 fUr die neue Nullinie erhiilt man dadurch, d~ in 
der oberen Gleichung der Wert 01 = 0 gesetzt wird. 

b) Wird ein gebogener Korper durch eine im Kriimmungsmittel­
punkt angreifende Zugkraft P so auf Biegung beansprucht, d~ die Kraft­
richtung senkrecht zu dem in Rechnung tn ziehenden Querschnitte steht, 
wie es. beispielsweise baim Las th a ke n der Fall ist, wo das Biegungs­
moment den Kriimmungshalbmesser (' zu vergrolilern bezw. die Kriimmung 
zu vermindern sucht, so schreibt sich die allgemeine Gleic~ung 74 

1 ( Mb Mb 71) 
(Ii = f N + Q + xf! . f? + 71 ' 

in der N = P und Mb = - p ~ 

gesetzt wird, In der Form 
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aj = ~ (p - : e - ~: . q ~ 11) 

" = - X~ • (!.+ 7]) 76 
" = ~~ 'Q -i:. 7] . ., ...... . 

Diese Gleichung liefert fur die urspriinglicbe neutrale Achse, d. h. 
fUr ,,1] = 0", eine E'pannung 

ai=O. 

c) Betrachtet man den in Gleichung 70 eingefiihl'ten Summenausdruck 
2 

~ Q ~ 7].ff'J = x(>f, 

del', mit e multipliziert, den Wert 
2 

~ --2L- if'J = xQ'f • • 77 
1+!l 

Q 
liefert, etwas genauer, so nahel't sich del' N enner des Bl'ucbes 

1+·~ 
q 

dem Werte 1, falls del' Kriimmungshalbmesser Q immer gro1\er und gro1\er 
gemacht wird. Fur (> = co erreicht de.r N enner den Wert 1-

In dies em FaIle schreibt sich die Gleichung 77 zu 
2 2 

~-r;-f'YJ=~?Lf'YJ=~f'YJr;2= e, 78 
1 +?l 1 

Q . 
wo e das im § 14 del' Einfuhrung eingefUhrte Tragheitsmoment darstellt. 

Damit nimmt nun abel' die Gleichung 77 die einfache Form 
e=xf/2f 

an, aus der sich danll die Gri:i~e 

ergibt. , 

79 

Diese Gleichung besagt, da~ x von del' Form des Querschnittes f 
abhiingig ist. 

NB.- Die Gleichung 79 kann man in vielen Fallen auch a18 Nahe-

rungsgleichung benutzen, falls man das oben angegebene Verhaltnis 1J. bei 
Q 

einigerm~en gro1\em Kriimmungshalbmesser gegenuber del' Zahl 1 ver­
nachliissigt. 
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d) Fohrt man den letztgenannten Wert in die allgemeine Gleichung 74 

(Ii =! (N + Mb + Mb . _'l_) 
f Q xQ Q + 'fj 

ein, so schreibt sich diese als NaherUingsgleichung in' der Form 

a; ~ ~ (N + ~b + ~; . ~ ( 1 : ;) ) 

N Mb Mb 1] 
,,= -£ +QI + x(>2£· --1] 

1 +­
~ 

_N I Mb+Mb 1] 
"-iT IIi e· ---;; 80 

" . 1 +:!. 
(> 

Wird nun der Kriimmungshalbmesser (> unendlicb gro.@, wobei der 
gebogene Korper in den geraden ubergeht, so erhalt man aus ' Gleichung 
80 die Form 

N ·Mb 
(Ii=T+ e 1], 

die mit der im § 13 aufgefiihrten Gleichung 41 ubereinstimmt. 

~) Angaben liber die FlilfsgriijJe x; 

Der Wert x ist nach der Gleichung 68 
. 1 '1 
x=-f~ (l '+1]fl1 

zu entwickeln, was allerdings am besten mit Hilfe der hOheren Analysis 
gescbeben kann. 

i~ ---4'------ --
I 
I , 
I 

Fig. 63. 

-4------ ~ 

Eine elementar.e Entwickelung 
sei . im folgenden fur das Rechteck 

e. dtircbgefiihrt. 

1. Fur den rechteckigen 
Querschn itt. 

Man denke sich den ganzen 
Querschnitt f parallel zur Mittellinie 
in .2 n gleicbgroGe Fliichenelemente 
zerlegt, wobei jedes Element den Iohalt 

bat. 

h bb 
£'1 = b .0 = b . 2 n = 2n 

a) Betrachtet man zuriiichst die oberhalb der Mittellinie liegende, 
positive Hiilfte des Rechteckes, die nach dem Gesagten in n gleicbe Fliichen-
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elemente zellegt gedacht ist, so kann man beispielsweise das im Abstande 
'lJ angegebene unendlich kleine Reckteck, als das yte Element ansehen, 
fur das dann der Abstand 

h 
"I=y.O=y.-

2n 
betriigt. 

Mit dieser Bezeichnung schreibt sich der unter der Summe stehende 
Ausdl'Uck in folgender Weise: 

_"I-fn= 'lJ+q-"fn' ("1+")-,, f 
(l+"1 q+1J "+'lJ 1/ 

" = ( 1·- q-t1J) f1/=fn-ffj "+"1' 
Die iiber die ganze obere Hiilfte reichende Summe hat dann den Wert 

" 

" 

" 

" 

bh 
2 

worin m = 2h(> bedeutet. 

Dividiert man den unter dem Summenzeichen stehenden Quotienten 
ans, eo erhiilt man . 

h 
'1=-
.l'2_'lJ f.1= bh _ bh.!.l' [1- (~m) + (~m)2 - (l m)S + ... J 

fj=o(> + 'lJ a 2 n n n n 

" 
= b.h _ bh [! .l'1-!.l'~ m +!.l' (~m)2 -!.l' (~m) + ... ]. 

2 2n nn nun n 
, 

Setzt man in den Summengliedern fur y die Werte 0, 1, 2, 3 ... n 
ein, so folgt weiter 
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. h 

11="2 't] bh bh [ 1 1 2 1 3 ] 1) 

11: 0 (,+,/11="2-"2 1- 2m+ijm -:t m + ..... 

bh bh[ l(h) l(h')l! 1(h)3 ] " ="2- 2 1-2 2(1 +3 2(1 -4 2(1 + ...... 
b) In gleicher Weise entwickelt sich der Summenausdruck auf der 

unterhalb der Mittellinie liegenden negativen Hiilfte des Rechteckes, worin 
die 't]-Werta negativ sind, zu 

1}=01J bh bh[ ,1(h) 1(h)2 1(h)3 ] ! h(l+1/n=2-"2 1-¥-2 2(' +3 2(1 +, 2(1 + ..... 
11--"2 

1) Die Summeoglieder bilden folgende arithmetische Reihen 1" 2., 3 .. , .. 
Ordoung, in denen am Schlufi n =;:: 00 gesetzt werden kann: 

1 1 1 
-.2' 1 -= - (1 + 1 + 1 + 1 + ..... ) = -. n = 1, n n n 
1 y m 
-.2'-m =-,. (0+ 1 +2+3 + 4 +, , ..... +n) n n r . 

m n (n - 1) m n. n 1 
=n2 ·--T-.-2=n" 2=2 m, 

!.2' (~m)2 =Ill~ (0+ 12 + 22 + 32+42+ ..... +n2) 
n n n 

_m2 0(n+l){2n+l) 
,., --n3·--1~f:f--

m 2 n.o.2n_l 2 

" =Ji3' 2.3 -3m , 

! .2' (l m ) a = m; (0 + 13 + 23 + 33 + 43 + ' .. , . + n3) 
n n n 

ma n2 (n+l)2 
" = n4 ,- 4 

ma n2 • n 2 1 
" = ni . -4- = 4,.-m3 

nnd so w.iter. 
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Damit erhiilt man nun die gesuchte Hilfsgroae 

x = - ~ ~ _71_ ft] 
f ()+1J 

" = - b1h { - bh [~ (2hQr + ~ (2hQf + ~ (2h(>f + .... ]) 

" = ~ c~hQr + ~ (2h(>f + ~ (:(>f + ....... . 
2. Fur die Querschnitte vom Kreis und 

Ellipse. • 

Bezeichnet wieder h die Hohe des Quer­
schnittes, so erhalt man 

x=! (~)2 +~ (~)4+~ (~)6+ ......... 82 
4 2() 8 2(> 64 2(> 

. 81 

3. Fur ' den gleichschenkligen, trapez­
, for mig e n Que r s c h nit t. 

Mit bezug auf Fig. 64 erhii.lt man 

x=-l + (h1 ~(>b2lh [{ba + b1 ~ b2(ea +Ql} 
L---k----

log nat Q + ea - (b l - b2)]. 83 
Q-e1 

I 
Fig. 64. 

Diese Gleichung ist auch fur den gleichschenkligen Dreiecksquer-
2 

schnitt zu benutzen, indem ' ba = 0 und e2 = -h zu scbreiben ist. 
3 

2. Gruppe. 

§ 14. Das Zusammenwirken verschiedenartiger 
Schttbspannnngen. 

Wird ein Korper durch iiuJDere Kriifte so beansprucht, daa die 
einzelnen' Querschnittselemente nur verschiedenartigen Schubspannungen aus­
gesetzt sind, so kann man diese Spannungen in der im § 1 unter Abs. 1 
und 2 fUr Notmalspannungen angegebenen Weise zu einer resultierenden 
Spannung vereinigeu. Hierbei sind natiirlich auch nur die Elemente 
heranzuziehen, in denen die groaten Spannungen auftreten. 

Eine besondere praktische Bedeutung hat allerdings die vorliegende 
Belastungsgruppe nicht. Es soll hier deshalb auch nur ein Belaatungsfall. 
aufgefiihrt werden, der in der Praxis haufig Anwendung findet. 
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Schub und Drehung. 
Da nach § 26 der Einfiihrung und § 12 des vorliegenden Werke!! 

beide Beanspr~chungen in den am Umfange liegenden Querschnittselementen 
Tangentialspannungen hervorrufen, wie sie beispielsweise die daselbst auf­
gefiihrten Figuren 152 \Ind 37 erkennen lassen, so hat man nur notig, 
die in dem am meisten angestrengten Elemente auftretenden Spannungen 
zu summieren. 

Wird nach § 12 der Einfiihrung.die Schubspannung wieder mit ka, 
die Torsionsspannung nach § 26 der Einfiihrung mit kt bezeichnet, so 
erhiU,t man die zusammengesetzte Spanuung 

(fi=ks+kt, . 

worin nach den Gleichungeu der Einfiihrung, 
84 

namlich nach Gleichung 40, 
p 

ks=y, 

rind 
" " 

kt = Mt ___ Mt 146 bezw. 151, ,. 
WI' wW 

o 
betragt. Hierbei bedeutet W = - das klein ere der' beiden· Hauptwider­

e 
standsmomente des jeweiligen Querschnittes. 

NB. Sind die Schub- und Torsionsspannungen eines Materials ver­
schieden groLl,' so kann man das 2. Glied der Gleichung 60 noch mit 
einem Korrektionskoeffizienten £to multiplizieren, clessen Wert sich aus 
dem Verhiiltnis 

ks zul. Schubspannung 
£to = - = ~,.--;;;----;-~--

kt zul. Torsionsspannung 
85 

ergibt. 
Hat cler Zahler einen kleineren Wert als der Nenner, so rechnet 

man £to = 1 (vergI. § 13 a, 1). 

} ' jg. G5. 

1. Der Kreisquerscbnitt. 
Die aus Fig. 65 ersichtliche Schubkraft P 

liefert nach § 12 Abs. c, 2 eine im Querschnitts­
element A auftretende gro£lte Schubspannung 

4 P . 4 P 16 P 
ks =' -.-=~.-'-=-.-. 

3 f 3 d2n 3 d2n 
'1 

Das den Querschnitt beanspruchende Diehmement 
Mt ruft nach Gleicbung 146 der Einfiihrullg eine 
Spannung 
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kt = Mt_ = Mt = ~~ .1Jt 
Wp d3~ n . d3 

16 

hervor, die in allen Elementen des Umfnnges gleichgroLl ist. 
Die im Punkte A auftretende Gesamtspannung betragt elann 

O"j=ks+kt 

16 P 16 Mt 
,,= ;3 • d2n +n' d3 

"=d~~(!+~t) 86 

2. Der Kreisringquerschnitt von geringer Wandstiirke. 
Fur den U mfang!3punk;t A der Fig. 66 erhiilt man nach § 12 Abs. 

e, 3 eine Sehubspannung 
p p 

k s =2 T =2 Dna' 

naeh Gleiehung 146 der Einfiihrung eine Torsions-
spannung 

Mt 
kt=W' 

p 
worm 

(D4_ d4) n 
Wp= D '16 

= (D2 _ d2)~. D2+d2 
" 4 4D ' 

D2 + d2 '" 2 '02 gesetzt, 

" 
= f 2 '02 

'" ~ 'Of bettiigt. 
4D 2 

Damit erhiilt mall 

k ~ Mt _ 2 Mt 
t--1 - - 'Of 

2Df 

Fig. 66. 

Das Querschschnittselement A wird sOlJlit von einer zusammengesetzten 
Spannung 

heauspmeht. 

O"i=ks+kt 

P Mt 
,,=2 r +2 Df 

87 
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3. Der rechteckige Querschnitt. 
N ach § 12 Abs. a und c, 1 ergibt sich fiir die in Fig 67 ange­

gebene Schubkraft P die bei A auftretende groate Schubspannung 

k =~.p =~.~ 
8 ~ f 2 bh' 

zu der nach § 26 der Einfiihrung, Gleichung 151, 
Mt herriihrende Torsionsspannung 

Mt Mt 6Mt . 

kt=w.W=-W= whb2 ' 

w· S 
6Mt 9 Mt 

" = ~ h b2 = 2 . b2 h 
3 

eine vom Drehmoment 

. 4. 
worm w = 31st, 

hinzutritt, so daB im Querschnittselement A eine Ge-

Fig. 67. 

samtspannung von 

(1j =ks + kt 

__ 3P _.L 9Mt 

" - 2 b h I 2 b2 h 

3 • ( +M t ) 
"=2bh P b·· 88 

vorhanden ist, welche die groate Spannung des vorliegenden QuerBchnittes 
darstellt. 

3. Gruppe. 

§ 15. DasZusammenwirken verschiedenartiger Norm al­
und Schubspannnngen. 

Eine fiir die Praxis besonders wichtige Belastungsgruppe bildet die 
vorliegende. Auch hier kanh man die Spannungen, wie § 1 Abs. 3 zeigt, 
nach dem Parallelogramm der Kraft.e zu einer idealen, resultierenden 
Spannullg vereinigen, wie efl im § 1 Abs. 4 die Gleichung 1 zeigt, deren 
vollsmndige Entwicklung im § 4 in der allgemeinen Gleichung 14 bezw. 
17 geschehen ist, die die grundlegende Gleichung fUr die vorliegende Gruppe 
darstellt. 

Wie bereits in der Einleitunggesagt, haben nur die nachbenannten 
Belastungsfii1le praktische ~deutung 

1. Zug oder Druck mit Schub. 
Wird die Normalspannung kurzweg mit k, die Schubspannung nrlt 

ks bezeichnet, so Bchreibt sich die dem vorliegenden Belastungsfall zu­
grul1de zu legende allgemeine Gleichung 17 
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89 

worin ao nach Gleichung 16 zu wahlen ist. Fur m sind die in Gleichung 
10 

15 genannten Erfahnmgswerte 3" bezw. 4 zu benutzen. 

Die gleichmalaig uber den ganzen Querschnitt des belasteten Korpera 
verteilte Zug- oder Druckspannung k ergibt sich nach § 2 der Ein­
fr,hrung zu 

P 
k=y' 

die gleichzeitig den -Korper beanspruchende S c hub spa n nun g k. er­
mittelt sich mit Hilfe der im § 12 Aba. b aufgefuhrten allgemeinen 
Gleichunj} 40 

kg = _1_. P , !lat, 
cosa x ,e 

deren groater Wert maagebend ist. 
1m § 12 Abs. c sind die groaten Schubspannungen fUr den recht­

eckigen, kreis- oder kreisringformigen Querschnitt angegeben. 

2. Zug oder Druck mit Torsion., 
a) Ergeben die auf einen stabformigen Korper von auaen her ein­

wirkenden Krlifte ftir den in &tracht gezogenen Querschnitt eine in die 
Richtung der Stabachae faUende Zugkraft P und ein Kriiftepaar yom 
Momente Mt , dessen Ebene die 8tabachse senkrecht schneidet, so wird der 
Querschnitt von uberall gleichen Z u gs pan nun ge n 

P 
kZ=T 

und von Schub- oder Tangentialspannungen beansprucht, deren Werte 
nach § 2'6 d&l' Einfiihrung von. innen nach auaen hin zunehmen. 

Die groate Anstrengring des Materials trite also an der Querschnitts­
stelle auf, an der die Tangentialspannung kt nach Gleichung 146 
bezw. 151 der Einfuhrung den groaten Wert 

kt = Mt =y~ 
Wp w.W 

erreicht. Fur diese Stelle betl'iigt somit die zusammengesetzte Spannung 
nach Gleichung 17 

111-1 m+l 
Oi(Z)=2m ~kz±~N+4(aokt)2, 90 

worln ao und m wieder die aus den Gleichungen 16 und 15 zu ersehenden 
Werte darstellen. 

Wehnert, Festigkeits\ehre II. 7 
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b) Wird der Querschnitt eines stabfiilmigen Korpel"S dumh eine sich 
aus den auaeren Krii.ften. ergebenden und mit der Stabaebse zusammen· 
fallen den Druckkraft P bei gleichzeitiger Einwirkung eines Kraftepaares 
bezw. Momentes Mt beansprucht, so erhii.lt man unter Beachtung der Druck­
spannurrg - kd naeb Gleichung 17 die idetde Spannung 

m-q m+l 
G;(d) = - 2m- kd ± 2"mV kd2 + 4 (ao kt)2. ., 91 

Hat in dieser Gleichung das zweite Glied einen groaeren Wert als das 
erste, so kann bei man chen Materialien, deren Zugspannungen bedeutend 
geringer als die Druckspannungen sind, das obere, auf eine Zugspannung 
hinweisendeVorzeichen bestimmend sein, was besonders zu beachten ist. 

Bei diesem Belastungsfall ist angenommen, daa Knickung nicht in 
Frage kommt. 

3. Biegung mit Schub~ 

Betrachtet man den Querschnitt eines auf Biegung und Scbub be­
anspruchten Korpera, so werden die einzelnen Querscbnittselemente mit 
N ormal- uud Schubspannungen angestrengt, deren erstere von der neutralen 
Faserschicht aus nach augen zunehmen (vergl. die Fig. 48 und 88 im 
§ 14 und 20 der Einfuhrung), letztere dagegen - wie Fig. 37 im § 12 
des vorliegenden Werkes zeigt - ihren groaten Wert in der neutralen 
Faserschicht erreichen. Was die im § 12 behandelten Sebubspannungen 
betrifft, bezieben sich diese nur auf den Normalfall eines der Biegung 
unterworfenen Korpers, bei dem die Kraftebene des biegenden Momentes 
die Symmetrieachse des Qtferscbnittes darstellt. Mit dieser Voraussetzung 
ist nun aucb im vorliegenden Belastungsfalle zu rechnen, womit sich nach 
§ 12 Gleichung 4U mit bezug auf Fig. 38 die Schubspannung ks zu 

1 P Ms k--.-.-
8- cos a x e 

bestimmen liiat. 
Die Nor mal spa n nun g kb erhii.lt man mit Hilfe der im § 14 

der Einfuhrllng genannten Gleichung 58 zu 
Mb Mb 

kb=W= e "2' 

Fiihrt man die beiden Spannungswerte in die allgemeine Gleichung 17 

()'.=~-lkb+m+l./kb2+4(a k)2 92 
1 2m - 2m Y 0 B 

ein, so liiat sieh damit der groate zusammengesetzte Spannungswert, als 
anch die I ... age bezw. der von der neutralen Faserschicht aus gemessene 
Abstand '1J der am meist beanspruchten Querschnittselemente feststellen. 
Das negative Vorzeichen hat hierbei keine Bedeutung. 
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Fur die Koeffizienten m und a o gelten wieder die Gleichungen 1& 
und 16. 

Im folgenden seien einige Ermittelungen durchge~hrt. 

a) Der bearupruckte Querschnitt 8ei ein Kreis. 
Der Betrachtung sei ein in Fig. 68 dargestel1ter Stirnzapfen zu· 

grunde gel60<Pt. dessen Druck P in den Querschnitten Biegungs- und Schub· 
spannungen hervorruft. 

Fiihn man nach Gleichung 1 & filr m ..den Wert 13° ein, so schreibt 

sich die Gleichung 92. 

O"i = 0,35 kb + 0,65 Y kbz + 4 (<<0 ks)8. 

Hierin iet mit bezug auf Fig. 40 bezw. 68 

k Mb Pit. P II • 4Plt • b=e'TJ= d4n .rsma=(llr)4n·rsma= rln sma 

64 64 

Fig. 68. 

und nach § 12 Aba. c, 2 
1 P M st 4 P 

ks = --. - . ---;s- = -3 . -f cos a cosa x ~ 

4 P 
" =-·-8-COSa. 3 r n 

Diese Werte oben eingesetzt, gibt 

4PI1 . V(4PJ1.)8 ( 4 P )11 ai=0,35 -a-sma+O,65 -a-sma +4 ao '-'-o-co8a 
r n r n 3 r~n 

,,=4r~~1 [0,35sina+.O,65Vsin2a+(ao~.~ cosa)2] ... 93 

Wird nun noch das in' Gleichung 16 mit 

• kb kb 
ao = m +.--!. ks = 1,a k, 

m . 

geIiannte Anstrengungsverhiiltnis = 1 gesetzt, womit 
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betrigt, und ersetzt ·man in der Gleichung 93 den vor der Klammer 
stehenden Ausdruck, der die Biegungsspannung darstellt, dumh kb, so er­
halt man eine z. B. fUr Schmiedeeisen und Stabl giiltige Gleicbnng 

01=kb [0,35sina+o,65 VSin2 a+ (~.~cosarl . . 94 

mit der man fUr verscbiedene Verhaltnisse ; sebr heqnem die von der 
1 

GroBe des Winkels a abhiingigen znsammengesetzten Spannungeu finden 
nnd zu Spannungsdiagrammell - wie ein solcbes Fig. 68 zeigt - ver­
einigen kann. 

FUr die obere Halfte des Querscbnittes, in der sich die gleicbgerich­
teten Schuh- nnd Biegungsspannnngen addieren, sind im folgenden fur 

einige Verhaltnisse ;- die z~sammengesetzten Spannnngen der Winkel von 
1 

0°, 11;11, 30/), 450, 60°, 750 nnd 90u mit Hilfe der Gleichnng 94 be-
stimmt nnd znsammengestellt, woraus zu erkennen ist, daB fUr 

Oi = ~b nud a = 0° 
ein Verhaltnis 1 I ... .. . 94& 

11 =0,43r=0,215rl 
besteht, das eiDen Grenzwert illsofern darstellt, als nach dessen tJber­
schreitnng die Biegungsfestigkeit, nach Unterschreitung dagegen die Schub­
festigkeit uberwiegt. 

1m ersteren Falle genugt es daher nnr mit der im § 14,1 der Ein­
fiihrung aufgestellten Biegungsgleichung zu rechnen, wibrend im letzteren. 
Falle die im § 1 2 Abs. c, 2 anfgefiibrte Gleichung zu benutzen isi. 

1. Fur 11 =r=O,5d. 

a=Oo I 15° I 30° I 45° I 60° I 75° I 90° 
01 = 0,43 kb 0,54 kb I 0,67 kb 0,80 kb I 0,91 kb 0,98 kb i 1,00 kb 

2. Fur 11 = 0,5 r = 0,25 d. 

a=Oo I 15° I 30° I 45° I 60° 75° I 90° 
61 = 0,87 kb 0,94 kb 0,99 kb 1,01 kb 1,01 kb 1,OOkb 1,00kb 

.. r d 
3. Fur 11=3 .S· 

a=Oo I 15° 300 I 45° I 60° I 75° I 90° 
Ot= 1,30kb 1,36 kb 1,35 kb 1,28 kb 1" 16 kb 1,06 kb 1,00kb 

4. Fur 11 =O,43r=O,216d. 

0=0° I 100 I 30° I 45° I 60° I 75° I 90° 
61=1,00kb J,07kb 1,10kb 1,09kb 11,06kb l,02kb 1,00kb 
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b) DeT beansp1'uchte QUe1'schnitt sei ein Rechteck. 
Geht man von der allgemeinen Gieichung 92 aus, in der man nach 

Gleichung 15 den Wert III = 13° einfiihrt, so hat man auch hier wieder 

(Ji = 0,35 kb + 0,65 ykb2 + 4 (aoks)2 
zu grunde zu legen. 

Fiir die B i e gun g s - und S c hub spa n 11 u n g kb und ks sind mit 
bezug auf § 14 c1er Einfiihrung und § 12 Abs. c, 1 zu setzen: 

und 

Mb PIt 12 PIt 
kb= e 17=bbs'l=b1l31j 

12 

P 6(e2-1;2) 
k8 =1)' -h S- - ' 

wobei zu beach ten ist, da~ sicb diese Spannungen auf Querscbnittselemente 
beziehen, die von der neutralen Achse den Abstand 1] baben. 

I 

i 
-' 

tOig. GD. 

Fiibrt man diese Werte oben ein, so folgt 

. 12PIt .lr(12PI1)2 (6P(e2~172») 
(Ji -= 0,35 b1l3 17 + 0,60 V b1l31] + 4 ao - bh3 -

12Pl [ -V'- ---( e2 ~ri2)-2] ,,= bh31 0;351] + 0,65 17: + ao - 4- .' . 95 

Wird nun, wie vorber beim Kreisquerscbnitt, das Anstrengungsver­
hiiltnis ao = 1 und 

gesetzt, so erbaIt man 

6PIt_Plt_~_k 
bh2 -bh2- W - b 

6 

(Ji=kb'~ [0,351]+0,65 V~2+(e2~172)l .96 

1. Diese Gleichung liefert fiir 17 = 0, d. h. fiir die neutrale Achse, 
den Spannungswert 
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woraus fur 

das Verhiiltnis 
.963 

folgt, das wiederum einen Grenzwert insofern darstellt, als bel dessen 
Obersehreitung die Biegungsspannung iiberwiegt, bei Untersehreitung da­
gel!8n die Schubspannnng maagebend ist. 

1m ersteren Falle genugt es demnaeh, nur mit dem Maximalwerte 
der Biegungsfestigkeit naeh § 14, 1 der Einfiihrung, im letzteren Faile da­
gegen nur mit dem groaten Werte der Schubf~stigkeit naeh § 12 Abs. 
e, 1 zu reehnen. 

2. Fur, die obere Halfte des in Fig. 69 angegebenen Quersehnittes 
erhiUt man mit Hilfe der Gleichung 96 die von den Abstiinden 17 und ~ 
abhangigen Spannungen O'f 

fur 11 = 0,325 h. 

1]=0 !h I !h I ~h I !h 
8 I 4 8 I 2 

(Ti = 1,00 kb 1,04 kb 0,99 k" I 0,91 kb 1,00 kb· 

Diese Werte sind in Fig. 69 zu einem Spannungl'diagramm ver­
einigt, aus dem zu erkennen ist, daa der maximrue Spannungswert (ii die 
Biegungsspannung nur um 4 c/o ubersteigt, was aber bei der Versehieden­
heit bezw. Unsieherheit der MaterialBpannungenohne Bedeutung ist. Es 
genugt also aueh bier, nur gegen Biegung zu rechnen. 

4. Biegnng mit Torsion. 

Wird ein Korper von einer oder mebreren Kriiften so angegriffen, 
daa die einzelnen Querscbnitte desselben auf Biegung und Drehung gleieh­
zeitig beansprueht werden, die Ebene des resultierenden Biegungsmomentes 
mit der Aebse des Korpers zusammenfiillt, bezw. die einzelnen Quersehnitte 
senkrecht sebneidet, die Ebene des TorsionsnWmentes aber mit den Quer­
schnitten gleich geriebtet ist, so vereinigen sieh in den einzelnen Querschnitts­
elementen Biegungs- und Drehspannungen, deren erstere nach § 14 der Ein-
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fuhrung bezw. § 8, letztere dagegen nach § 26 der Einfuhrung zu be­
stimmen und in die zusammengesetzteSpannungsgleichung 17 

m-I m+1.1:'--;;:~~------;---:-;: 
ai =2ffikb ± . 2m ykb2+4(aoks)2 

einzusetzen sind. Hierbei ist zu beacbten , daB die Spannungswerte fUr 
denjenigen Querschnitt und fiir dasjenige Querschnittselement zu benutzen 
sind, fUr welcbe die Gleichung 17 das 
Maximum erreicht. . Es kommt desbalb 
aucb hier nur das' + Zeichen in Frage. 

Da die Lage der in Frage kommen- ~~---l 
den Querschnittselemente bei den einzeillen 
Querschllittsformen verschieden sind, kann 
auch die Ermittlung . der groBten Span­
nung nur von Fall zu Fall gescheben. 

1m folgenden sind die Spannungen 

i 
I-~-==-.J.--:-l.--'-----I 

Fig. 70. 

einiger Querschnitte angegeben, von denen der Kreis- und Kreisringquer­
scbnitt fur die Praxis die wichtigsten sin!l. 

a) De?' K1·eisque'rschnitt. 
Bei dem Kreisquerscbnitt in Fig. 71 erreichteJl die Hiegungsspan­

nungen kb, als auch die T6rsionsspannungen kg in den am Umfange ge­
legenen Elementen ihre groBten Werte. 

Nach § 14 Gleichung 58 der Einfuhrung und § 16, 3 daselbst 
betrii.gt die groBte Biegu n gss pann ung 

k _Mb _ Mb _ 32 Mb 
b- W - dln-n'dS' 

32 
Die groBte Torsionsepann ung ks ergibt 

sich aus § 26 Abs. 3 derEinfiihtung, Gleichung 146 
mit bezug 'auf § 16, 3 daselbst zu 

. Mt Mt 16 Mt 
ks=kt=Wp = dSn=n ' dS ' 

16 
Fig. 71. 

Fiihrt man diese Werte in die allgemeine Gleichung 17 ein, so 
10 

ergibt sich unter Beriicksichtigung der Gleichung 15, nach der· m·=-
3 

gesetzt werden kann, 
at = 0,35 kb + 0,65Vkbll + :4 (aoks)2 

" = 0,35. 3!~b + 0,65 V~(~-!~· ~~sb~)---=a-+-4-( ao-1-!~t r 
" = :s2n (0,35 Mb + 0,65 VMb2 + (ao Mt)2) . . 97 
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O"i = ~(O,3& Mb + 0,6& 1Mb!! + (aoMt)2), 

W . O"i=0,3& Mb + 0,65VMb2 + <aoMt)2, 
worin der Ausdruck 

WO"i=Mbi> 
das sogenannte ideelle biegende Moment darstellt. 

Damit erhii.lt die letzte Gleichung die Form 

Mbi = 0,35Mb+O,65 VMb2 + (aoMt)2 . .98 

Der Wert ao bedeutet wieder das in Gleichung 16 genannte An­
strengungsverhiiltnis. Wird dasselbe wieder ao = 1 gesetzt, was fiir Schmiedf'>­
eisen und Stahl zutrifft, so erhiilt man 

Mbi . 0,3& Mb + 0,6& VMb2 + Mt2. . . . . 99 
NB. Als Ersatz der letzten Gleichung hat Po n ce 1 e t fiir den 

praktischen Gebrauch folgende zwei, etwas bequemere Niiherungsgleiehungen 
gehildet, deren Resultate keine gro~en Abweichuugen von Gleichung 99 
aufweisen, so da~ sie ganz gut brauchbar sind. 

Die Niiherung erstreckt sleh auf das 'Vurzelglied, das fiir 

1. Mb> Mt : Y Mb2 + Mt 2 ""' 0,96 Mb + 0,4 Mb 

2. Mb < Mt : yMb2 + Mt 2 ""' 0,4 Mb + 0,96 Mt 

gesetzt wird. 
Diese Werte in Gleichung 99 bezw. in Gleichung 1& eingefiihrt, 

gibt fiir m = 4 

1. fiir Mb > Mt : 
1 5 

Mbi= 8 Mb+ S (0,96 Mb+O,4Mt) 

" =0,975 Mb+O,25Mt, 

3 5 
Mbi = 8Mb + 8 (0,4 Mb + 0,96 Mt 

100 

" =0,62& Mb +O,6Mt. 

b) Det' K'reisringquerschnitt. 
Da dieser Querschnitt symmetrisch in bezug auf die beiden Haupt­

aehsen ist, so ist nach § 15, 4 der Einfiihrung das polare Widerstands­
moment gleieh dem ·doppelten liquatorialen Widerstandsmonient, also 

Wp=2W. 
Geht man wieder von der vereinfachten Gleichung 17 

O"i = 0,35 kb + 0,65 Vkb2 + 4(aok.)l! 
aus und setzt darin 

Mbi D4 - d4 '" O"!=W' wo W =-j)- 32 nach § 17,7 der Einfiihrung ist, 
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Mb 
nach § 14,1 del' Einfiihrung aber kb = "\v und 

nach § 26,3 
" " 

betragt, so folgt 

~- -O,35~+O,65 -vc*r +4(ao~r 
woraus sich wieder die bereits beim Kreisquerschnitt 
erhaltene Gleichung 98 

Mb; = 0,35 Mb + 0,65 VMb2 + (ao Mt)2 
ergibt. 

Fur Schmiedeeisen und Stahl ist wieder ao = 1 
und kann deshalb vern~chliissigt werden. 

r.. 
- tb NB. Auch hier gelten die Naherungsglei­

chungeu 100. f ig. ~2. 

c) Der elliptische Querschnitt. 

1. Die Ebene des Biegungsmomentes geht durch die kleine 
Ac hse. 

In den Endpunkten del' kleinell Achee fallen die Spannungsmaxima 
del' Bieguog mit denen del' Drehung omsammen. 
8 pan nun g betriigt nach § 14 del' Einfiihrung 
daselbst 

Mb Mb 32 Mb 
kb=W =Dd2n=;' Dd2' 

32 

Die grolMe Tors ion sspan n u ng er­
gibt sich nach § 26 Abs. 3, Gleichung 151 
del' Einfiihrung zu 

Mt Mt 16 Mt 
ks=kt = w. W = Dd2n.2 = -;. Dd2' 

32 

Fuhrt man diese Werte in die verein-
fachte Gleichung 17 ein, 80 folgt 

O"i = 0,35 kb + 0,65 11 kb2 + 4 (ao ks)2 

Die groBte Biegungs­
mit bezug auf § 16, 4 

Fig. 73. 

32Mb ,,'/(32Mb)2· ( 16M)1I " = 0,35 nDd2+ O,Q() V nDd2 + 4 ao nDd~ 
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(Ji = n~~2 (0,35 Mb +O,65 V Mb2 + (ao Mt)2) 

,,= ~ (0,35 Mb+O,65yMb2+(ao Mt)Z), 

Mbi = 0,35 Mb -+ 0,65 -V Mbz + (ao Mt )2. 

... 101 

Diese Gleichung stinimt mit der Kreisgleichung 98 vollstiindig uberein. 
Der Wert ao bedeutet wieder das Anstrengungsverhaltnis, das fur 

Schmiedeeisen und Stahl gleich 1 ist. 

2. Die Ebene des Biegungsmomentes geht ?ulch die groae 
Achse. 

Wahrend illl vorstehenden Abschnitt 11 die groaten Biegungs- ~nd 
Schubspannungen im Umfangspunkte der klein en Achse zusammenfielen, 
trifft dieses in Fig. 74 nicht mehr zu. Bier werden nach § 14 Abs. 1 
der Einfuhrung die iiuaersten Punkte der groaen' Achse am meisten auf 
Biegung beansprucht, die groate, durch die Drehung veranl~te Schuh­
spannung dagegen tritt nach § 26 Abs. 3, h der Einfiihrung am Umfangs­

punkte der kleinen Achse auf, so d~ zunachst 
die Lage des eben falls auf dem Ellipsenumfang 
gelegenen Punktes A zu ermitteln ist, in dem sich 
dann die einzelnen Spannungswerte zu einer groawn, 
idealen Spannung vereinigen. 

Fur den im Abstande 1] von der N ullinie 
aus gelegenen Punkt A betriigt nach § 14, 1 der 
Einfuhrung die Biegungs span n ung 

Mb Mb 
kb = @ 1] = RII rn; 1]. 

Fig. 74. ·-4-

Fur denselben Punkt ergibt sich die Torsionsspannung kt mit 
Hilfe der im § 26 Abs. 3, b der Einfiihrung angegebenen Gleicbung 151 zu 

k -k _Mt.e_ Mt 
a- t- we -wW 

2 Mtll ·RIl_ r 8 

" =;t'RrIlV 1- R' .7JI, 

so d~ nnch Gleichung 17, fUr m = ~o, die zllSammengesetzte Spannung 

den Wert erhiilt: 
(ii = 0,35 kb+ 0,65 Vkb2 + 4 (aoks)2 

• = 0.35 R~" ~ + 0.65 V'~(;-RM:-:::-:n-1]-:)-2=-+-4-(:-a-o-~-. R-=-M=-:Il-Y--;='l===R":·=R=' r2 1]2 r 
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4Mb '/(4Mb )2' (4Mt )2( R2_ r2) 
(11 = 0,35 RSm'TJ .or- 0,65 V RSm'TJ + Rr21i: ao 1 - R4 'TJ2 

" = :~~ [0,35 'TJ+ (),65 V'TJ2 :+ (~~2 aof (1- R2;~r2 'TJ2)] 102 
Aus dieser Gleichung ist nun der von 'TJ abhangige maximale Span­

nungswert zu bestimmen, was mit Hilfe hOherer Rechnung direkt ge­
schehen knnn. Indirekt bezw. elementar komlllt man aber auch zum Ziele, 
wenn na<ih Gleichung 102 fUr vel'schiedene Abstiinde 'TJ die zugehOrigen 
Spannungen berechnet und in einem Spannungsdiagramme vereinigt werden, 
aus dem dann eine zweckm~ige Dbersicht gewonnen werden knnn. 

NB. Geht die Ebene des Biegungsmomentes weder durch die kleine 
1100h groae Achse des elliptischen Querschnittes; so sind die Gleichungen 
der schlefen Belastung mit heranzuziehen. 

d) Der 1'echteckige Qutrrschnitt. 
1. Die Ebene de.s Biegungsmomentes lauft parallel zur 

. kurzen Achee. 

Hier liegen die Spannungsverhiiltnisse genau so vor, wie im Ab­
schnitte a des 1n Fig. 73 dargestellten elliptischen Querschnittes. Die 
groate, nach § 14, 1 der Einfiihrung in 
den langen Rechteckseiten auftretenden 
Biegungsspannungen fallen nach § 26 
Abs. 3, b der Einfiihrung mit der groaten 
Torsionsspannung in der Mitte der langen 
Seite zusamm~n. Nach Einfiihrnng § 14, 
1 und § 16, 1 betragt die grOate B i e­
gungsspann ung 

Mb Mb 6Mb 
kb= W = i}h= b2h' 

6 
Fig. 75. 

Die groate Torsionsspannung erhiilt man aus der im § 26 
Abs. 3, b der Einfiihrung zu ersehenden Gleichung 161 

k ~ k _ Mt • e _ Mt 
8- t- w . e -wW 

9 Mt 

" =2'b2 h' 

Damit liefert die Gleichung 1 7 mit m = 130 einen zusammengesetzten 

Spannungswert von 

(1j = 0,35 kb +O,66 Vkb2 + 4 (aoks)2 
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oi=O,35 ~~~+O,65 11 (~r+ 4 (ao;:~r 
" = b:ii (0,35 Mb + 0,65 VMb2 + (1,5 aoMt)2) 103 

2. Die Ebene des Biegungsmomelltes liiuft parallel zur 
langen Seite. 

j 

r f 

I 
von 17 

Hier liegen die Spannungsverhiilt­
nisse genau so, wie bei . dem im Ab­
schnitt b behandelten und in Fig. 74 
dargestellten elliptischen Querschnitt, so 
da~ die dortige Vorgangsweise auch hier 
zu beachten ist. 

Die Biegungs- und Torsionsspan­
nungen sind deshalb wieder fiir be­
liebige Abstiinde 17 in die zusammen­
gesetzte GIeichung 17 einzufiihren; um 

l' ig. 70. damit festzustellen, fur welchen Wert 
die groI3te, ideelle Spannung erhalten wird. 



Anwendungen. 

Erste Aufl. ,bengruppe. 
Zu § 6 bis 8. Auf versehieden gerichtete Schwerpunktsacbsen 
bezogene Triigheits- und ZentrifugalmomeJite ebener FUlchen. 

Tragheitsellipse. Schiefe Belastung. 
1. Aufgabe. Fur eine aus ungleichscbenkligen Winkeleisen herge­

stellte Druckstange sind fur die aus Fig. 77 ersichtlichen Abmessungen 
das gro13te und kleinste Tragheitsmoment anzugeben. 

Der Reihenfolge nach sind zu berechnen 
I. die Lage des Schwerpunktes S, 
2. die beiden Tragheitsmomente ex und 

ey bezogen auf die Achsen xy, 
3. das Zentrifugal- oder Deviationsmo­

ment d xy• 
4. der Neigungswinkel a, der den ge· 

suchten Tragheitsmomenten e5 und 
en zugehOrenden Koordinatenachsen 
g 1J entspricht und 

5. die Triigheitsmomente e5 und e'I' 
Losung. 
1. Die A bstiinde u und v des Sch w e r­

punktes S. 
Fig. 77. 

Nach § 18, 1 der Einfiihrung ist, mit bezug auf Fig. 77 

T~ ...L F ao . ~2 + (b - 0)0 . 2~ 
.rlU1 I 2 u2 

u= F = ao+(b-o)o 
20 2 

20 . 2 2 + (25 - 2) 2. t 
" = 20.2 +(25 - 2)2 
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400+46 446 
u= 40+46 =8"6=5,18,,-,5,2 cm. 

o (b-O) 
F + F ao . -2 + (b - 0)0. --2- + 0 

t vt II Vg , 

V= F ao+(b-o)o 

20. 2 ~+(25 -2)2 (25;-2 + 2) 

"=20.2 +(25-2)2 
_ 40+46 .13,5 _ 40 + 621 _ 661 

,,- 40+46 - 86 -86 
,,=- 7,68,,-, 7,7 em. 

2. Die beiden Tragheitsmomente @x und @" 

Von den im § 18 del' Einfilhrung zur Berechnung der Tragheits­
momente angegebenen 3 Regeln sm hier die zweite gewahlt. 

Damit eruIt man mit bezug auf Fig. 77 
1 

@x= S[avS-(a-o)(v-o)s+ o(b - V)8J 

.. = ~ [20.7,73-(20 - 2)(7,7 - 2)3+ 2(25 - 7,7)8J 

1 
,,= 3 [9130,66 - 3333,474 + 10355,434J 

1 
" ="3.16152,62 = 5384,2 cm', 

@, = ~ [o(a-u)S + bu8,:-, (b - o)(u- 0)8J 

" = ~ [2 (20 ~ 5,2)8 + 25 . 5,28 - (25 -' 2) (5,2 - 2)3] 

1 " ="3 (6483,584 + 3515,2 - 753,664) 

1 
" ="3.9245,12 = 3081,7 cm'. 

3. Das Zen trifugalmomen t d xy• 

Da der Winkeleisenquerschnitt aus zwei Rechteckflacben besteht, 
fUr die man beispielsweise nach der im § 6 Abschnitt b, 1 entwickelten 
Gleiehung die Zentrifugalmomente feststellen lmnn,bat man nur notig, die 
gefundenen Werte zu summieren. 

Man erhiilt demnach ffir das in Fig. 78 a dargestellte Rechteck, das 
gleichzeitig den einen Schenkel des vorliegenden Winkeleisens bildet, den 
Wert 



TTligheits. nnd ZentrifugalmoIllente. 

worin.b=o, 
ha=u 

und hI =a-u ist, 
1 

Llry(l) = 4o(2V-O){ul -(a-u)l!} 

" = ~. 2(2.7,7 - 2)(5,22_14,81) 

" =2~2(7,7-1)(27,04-219,04) 

. J> =-6,7.192=-1286,4 em' . 

FUr das in Fig. 78 b angegebene, 
den zweiten Schenkel bildende Recht­
eck erhiilt man in entsprechender Weise , 
4xy(2)=~b(2v-b)(b.2_h12), Fig. 78. 

worin b=o, 
v=u, 
bs=v-o 

und h1 = h - v ist, 
1 

4 xy(2) = 4 J (2u - 0) {(v - d),t- (b - V)2) 

1 , " = 4' 2;(2.5,2 - 2) {{1.7 - 2)2_(25 - )2} 

" = 2 ~ 2 (5,2 _ 1) (5,21-17,31) 

" = 4,2. (27,04 - 299,29) 
" = -4,2 .272,25 
" = - 1143,4 em' .. 

Das gesuchte Zentrifugalmoment ergibt sich dann zu 
Llxy = Llxy(l)+ .1ry(2) 

" =-1286,4-1143,4 
" = - 2429,8 em'. 

4. Der Neigungswinkel a. 
Dieser Winkel berechnet sich mit Hilfe der Gleichung 24 zu 

2 2L1xy 2(- 2429,8) 
tg a=£l. _Cl

X
-

<:7 '3 3081,7-5384,~ 

111 
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4859,6 
tg2a = 2302,5 = 2,11, . 

2a= 64°401 , 

a= 32°201
• 

5. Die Tragheitsmomente 0 5 und 0>,/, 
Nach Gleichung 20 folgt 

0 s= 0xcos2 a+ 0 y sin2 a - dxysin 2a 
" = 5384,2 cos2 32° 201 + 3081,7 sin2 32° 201 - (- 2429,8)sin 64° 40 
" = 5384,2.0,8452 + 3081,7 .0,5352 + 2429,8.0,904 
" =3844,5+882,02 +2196,6 
" = 6923,12 cm'. (Maximum) 

Nach Gleichung 21 betragt 
0>,/ = 0 x sin2 a + 0 y cos3 a +dxy sin 2 a 
" = 5384,2 sin2 32° 20 1 + 3081,7 cos2 320 201 +(- 2429,8) sin 64°"401 

" = 5384,2.0,5352 + 3 081,7. 0,845 t - 2429,8.0,904 
" = 1541,1 + 2200,3 - 2196,6 
" = 3741,4 - 2196,6 
" = 1 544,8 em'. (Minimum) 

NB. An dieser Stelle sei noch darauf hingewiesen, d~ nach Gleichung 
22 die Summe der letzten beiden Tragheitsmomente gleich der Suilllpe 
der beiden in Frage 2 angegebenen Tragheitsmomente sein mufa. 

Diese Probe angestellt, liefert 

0g+ 0'1= 0 x+ 0 y 
6923,12 + 1544,8 =5384,2 + 3081,7 

8467,92 = '" 8465,9. 
Die kleine Differenz erkliirt sich aus den Abrundungen der einzelnen 

Resultate. 

l-t._ 6C1 
-~ 

Fig. 79. 

2. Aufgabe. Ein Wi.nkeleisenquerschnitt habe 
die beistehenden Abmessungen. 

Es sollen die Triigheitsmomente 0 x• 0 y und 
das Zentrifugalmoment d xy fur die Schweraohsen be­
stimmt werden, die mit dell Schenkeln gleichge­
richtet sind. 

LOsung. 
1st der Schwerpunkt S seiner Lage nach nicht 

bekannt, so rechne man mit den in § 6 Abs. b, 4 
angegebenen Gl\lichungen F 7 und F 9' 

Damit. erhiilt man 

+ FIF2 b2 

0 x = 0 Xl -t- 0 x2 F + F 
1 2 



Tr§gheits- und Zentrifugalmomeute. 

" = 112.13504 + 3004 

" = (11,25 + 30)04 =41,2504, 

F1 F2ab. (h2-0)0.oh1 ·ab 
Lixy = Fl + F2 = (h2 -- 0) 0+oh1 

" -
50.0.0.100.30.4,50 

50.0+100.0 

" = 50.3.4,5 04 = 450'. 
15 

3. Aufgabe. Fur den in Fig. 80 
skizzierten Z-eisen - Querschnitt sollen die 
Achsenrichtungen der gro~ten Widerstands­
fahigkeit als aueh die beiden Haupttragbeits­
momente berechnet werden. 

Zu bestimmen sind demnach 
1. die heiden Tragheitsmomente ex 

und ey' 
2. das Zentrifugalmoment Lixy, 
3. der Winkel a als Richtungswinkel 

der groJ3ten Belastung und 
4. das gro~te und klein~ Trag-

heitsmoment es und e'l des Quer­
schnittes. 

Losung. 
J. Die T rag h e its mom e n t e ex u n d 

Wehnert, Festigkeitslehre II. 

113 

Fig. 80. 

8 
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Da das Triigheitsmoment eines Querschnittes nicht von der Lage 
der Q,uerschnittsteile, sODdern nur von den, von der neutralen Achse aus 
gemesseneu Abstiinden derselben abhangt, so kann man sieh, wie Fig. 81 
zeigt, beispielsweise den oberen Flanseh nach reehts verlegt denken, womit 
dann ein [.Quersehnitt erbalten wird, dessen Tragheitsmoment ex nach 
§ 17, 4 der Einfiihrting 

betriigt. 

{ .. '.-........ _ .. . 
-- .. 

, <,0 

: ,4 

ex ; 112 {bhS-(b-O)(h- 2c)3} 

" = 112 {7. 16S-(7 - 0,85)(16 - 2 .1,1)S} 

1 
" =12(7.16S-6,10.13,83) 

1 " = 12 (28672 -16162,64) 

1 
" =12·12509,36=1042,44cm4 

"1 
I 

Das Triigheitsmoment ey erhii.lt man 
am einfachsten durch Umwandlung des 
vorliegenden Querscbl'littes in die aus 
Fig. 81 c zu ersebende T-Form. 

Es ist nach § 15 Abs. 3 b der Ein­
fiinrung, Formel 69 

" .e 
Fig. 81. ey == /2 {c (b + b - o)S +(h - c)os} 

ey = 1~{ 1,1(7+7 -,- 0,85)S+(16-1,1)O,85S} 

_ 1 ( a+ 3 " -12 1,1.13,16 14,9.0,85 ) 

1 ~ ,,= 12 . 2501,32 + 9,1t» 

1 ~ " = U (2 010,47) = 2PQ,21 em"'. 

2. Das Zentrifugalmoment d xy• 

Benutzt man die in § 6 Abs. b, 3 aufgefiihrte Formel 6, so folgt 
mit bezug auf Fig. 82 

n 

dxy=~F,S,TJ, 
1 

" = F, §,TJl +F2§2"72+ Fs§s7Js 
" =F, ;,{-TJt)+F2 ·O+Fs (-;a)"7a. 



wo 

und 

Tragheits- Dod Zentrilugaimomeote. 

Fl =Fa=F, 
§l =§S=§ 

'111 = "13 = "I ist. 
Damit erbalt man 

d xy =-2F;7J 

" . -2(b-d)e (b 2 d +~) (~_~) 
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" = -2.6,15. 1,1 (3,075+0,426){8-0,50) 
". = -13,63.3,600.7,46 - - _ ·,....".. x-

" = - 352,79 em". 

3. Der Neigu ngswinkel a. 
Naeh § 6 Abs. a, Gleichung 24 er­

gibt sieh 
2L1xy tg2a = - --- Fig. 82. 

ex-ey 
2 (- 362,79) 706,68 

" = - 1042,44-209,21 = 833,~3 = 0,8468. 

2 a = 40° 1/)12811 '" 40° 161, 
.a=20oS I• 

NB. Der vorliegende Quersehnitt entsprieht dem Normal-Profil 16, 
wofiir in der Tabelle der Neigungswinkel Ii = 21 °20' zu finden ist. 

Die geringe Differenz zwiRchen dem Tabellenwert und dem vor­
stehenden Rechnungswert erkliirt sich aus den Abrundungen der Triigheits­
momente ex. e y und dem Zentrifugalmomente d xy. Es sind hier die 
im Profileisen vorhandenen Abrundungen und Hohlkehlen vernaehlassigt. 

4. DieTriighei tsmomen te e s und e~ derHauptaehsen §1'J. 
Der Maximalwert e s ergibt sieh nach § 6 Abs. a, Gleiehung 20 zu 

es=e~eos2a+eysinla - d xy sin2a 
" = 1042,44. cos2 20°81+ 209,21. sin' 20°81 + 352,79. sin 40°161 

" = 1042,44. 0,93889l! + 209,~1. 0,344202 + 352,79.0,64634 
" = 918,92+ 24,786 + 228,025 
" = 1171,731 '" 1172 em". 

Der Minimalwert e~ betriigt nach Gleiehung 21 
e~ = e xsin2a + eycos2a + dxysin 2a 
" = 1042,44. sin8 200b l + 209,21 . oos1l20081- 352,79. sin40016 
" = 1042,44.0,344202 + 209,21 .0,938892 - 352,79.0,64634 
" = 123,5 + 184,42 - 228,026 
" = 307,92 - 228,025 
" = 79,896", 80 em". 

8* 
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NB. Auch hier erklaren sich die fiiI' die Praxis bedeutungslosen 
Abweichungen gegeniiber den Tabellenwerten aus dem vorher unter Frage 3 
ausgesprochenen Bemerkungen. 

4. Aufgabe. Welche 
gro.fihe Materialspannung (J wird 
ein aus Z-Eisen hergestellter 
Freitrager von 1,2 m Lange 
hahen, der in der Stegrichtung 
am freien Ende mit 500 kg 
belastet ist und die Quer­
schnittsabmessungen der vor­
hergehenden Aufgabe besitzt. 

Der Trager sei an seit­
lichen Ausbiegungen nicht ge­
hindert.. 

Losung: 
N ach § 8 Abs. b, Glei­

chung 30 ergibt sich die bei 
A auftretende gro~t.e Material-
spannung (Jmax zu 

( Sin,6' cos,6') 
O"max = M e-; E'h + 0;- eb 

" = M (sin,6' + ~ostJ ~ ), es 171 e'1-1 
worin costJ = cos (90 - a) = sina = ~in 20°81 = 0,344, 

sin,6' = sin (90 -a) = cos 20° 81 = 0,938, 

~ + h +0 . !;1 = U V = 2- cos(J - smfJ 
2 

" = ~ (hsina+6cosa) 

1 ,. = 2" (160. 0,844 + 8,5 .0,938) 

., =31,5mm, 

h . 0 
'71 = m - n = 2" sm(J·- 2 CO$(/ 

,,= !(hcosa.-osina) 
2 ' 

" = ~ (160.0,938 - 8,5.0,344) 

" = 73,6mm, 



Tragheits- nod Zeotrifngalmomente. 

0 s = 1172 cm4c, 

0"1=80cm4 

und M=Pl=500.120=60000kgcm ist. 
Mit diesen . Werten erhiilt man 

( 0,938. 0,344 ) 
Gmax = 60000 1172. 7,36 + 80.3,15 

" = 60000(0,005 877 + 0,013 545) 
" = 60000.0,019422 
" = 1165,32 kg pro qcm. 
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5. Aufgabe. Welche Materialbt-uspruehung erhiilt der in Fig. 84 
dargesteUte Z-Eisen-Querschnitt an der Kapt,e B. 

Losung: 
Die gesuchte Spannung erhalt man 

eben falls nach Gleichung 30 zu 

_ M (sin f1 + cosf1 ) ~I \ ~1' 
(J - 0 x eh 0 y "b , .tJJ ~;<=~~<=l..r 

in der . die Abmessung "b, ihrer Lage ent­
sprechend, mit negativem Vorzeichen ein­
zufiihren ist. Die Gleichung schreibt sieh 
dann mit den hier in Fig. 84 vorliegen­
den Bezeichnungen 

G=M (sinf1 _ cOS{!,g), 
0 s 1')2 0"1 2 

worin wieder 
sinf1 = cos a = 0,938, 
cosf1 = sin a = 0,344, 

0 s=1172 cm4, 
0"1= 80 cm4, 
M = PI = 60000 cm'kg, 
1')2=m+n 
" =m+wsina 

-m+(b- ~-x)8ina ,,- 2 

h 

_ '2 +(b-~-~tga)sina 
,,- cos a 2 2 

Fig. 84. 

" = ~ + (70 - 4,25 - 80 . 0,367) 0,344 
0,938 ~. 

" = 85,288 + 36,39 . 0,344 
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und 

Ente Aufgabengruppe. 

1], = 85,288 + 12,52 
. " = 97,808 "-197,8 mm 
§2=U+V 
" =wcosa+csina 
.. = 36,39 .0,938 + 11 .0,344 
.. = 34,134+3,784 
" = 37,918"-137,9 mm ist. 

Diese Werte eingesetzt, gibt die gesuchte Spannung 

( 0.938 0,344) 
0=60000 1172.9,78-"80.3.79 

.. = 60000 (0,0078 272 - 0,016 297) 

.. = 60000(- 0,0084698) 

.. = - 508,188 = "-I - 508,2 kg/qcm. 

6. Aufgabe. Bei dem vorher behandelten Z-Eisen-Querschnitt BOll 
1. die Lage der neutralen Acbse bestimmt und 
2. die Zentralellipse konstruiert werden. 

LOsung: 
t. Die Lage der neutralen A chse. 
Nacb der im § 8 Abs. a aufgefiibrten Gleichung 28 erhiilt man 

den Richtungswinkel ao der neutral en Achse NN zu 
@s 1172 

% tg ao = @tj cotg (J = 80 cotg 200 81 

x 

Fig. 85. 

1172 
" = --SO-. 2,7277 = 39,961, 

ao=88°34. 
NB. Wiirde der Freitrager an seiner Befe­

stigungsstelle so eingespannt oder gestiitzt werden. 
daa eine seitliche Ausbiegung infolge des Biegungs­
momentes Mt nicht eintreten konnte, so wiirde auch 
die neutrale Achse horizontal gerichtet sein, d. h. 
mit der x-Achse zusammenfallen. In diesem Falle 
konnte dann die Berecbnung nacb der im § 14 
der Einfiihrung aufgefiihrten einfacben Biegungs-
gleichung 58 erlolgen. 

2. Die Zentralellipse. 
Mit bezug auf die im § 8 Abs. c gegebenen Ausfiihrungen bestimme 

man zuniicbst aus den Haupttragheitsmomenten 0s. 0", und dem Quer­
scbnitt 

F=oh+2.c(b-o) 
" =8,5.160+2.11(70-8.5) 
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F = 1360 + 1 353 
,,=2713 qmm=27,13 qcm 

die Tragheitshalbmesser 

,/e,/8O 
a = V F'YJ = V 27,13 = ,1,7172", 1,72 

und 

em 

,/e; ,/C172 
b = V Ii' = V 27,13 = 6,573 '" 6,57 em. 
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Diese Werte trage man nun auf den Hauptaehsen g, 'I auf und 
konstruiere dariiber die Ellipse, die dann die Zentralellipse des vorliegenden 
Querschnittes darstellt. 

Die Durchmesser der Ellipse in der Kraft- und N ulliriienrichtung 
bilden konjogierte Durehmesser. 

7. Aufgabe. Ein in horizon taler Lage auf zwei Stiitzen ruhender 
Balken aus Buehenholz von 2 m Lange warde gleichmiU~ig verteilt be­
lastet. Die Hauptaehsen des rechteckigen Quersehnittes sind gegeniiber 
der Kraftrichtung um 45° verdreht. 

Die Materialbeanspruchungen gegen Zug und Druek seien 100 und 
80 Atm. 

1. Welche Belastung kann auf den Balken einwirken, 
dem Eigengewichte abgesehen wird? 

2. Welehe Richtung hat die neutrale Achee? 
3. Welche Halbmesser hat die Tragheitsellipse? 

Losung: 

1. Bestimmung der Belastung Q. 
I 

Nach § 8 Abs. b, Gleichung 30 
erhalt man mit bezug auf die dort auf­
gefiihrte Fig. 19, die Belastung Q zu 

(J = :2~2 (b sin fJ + h cos fJ), 
worin naeh § 23 Aba. 6 der Ein­
fiihrung 

M Ql b .. =8 etragt. 

Damit wird 

6 Q1 

(] = b2 !2 (b sin fJ + h cos (J) Fig. 86. 

3Ql b' + 0= 4b2h2 ( SlOP' hcos(J), 

wenn von 
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woraus sich die Belastung 
4b2 h2(j 

Q = 31(b sin (I + h cos (I) 

4 . 202 • 302 • 80 _ '" 4 k 
,,= 3.200(20.0,707 + 30.0,707) - 5431,4 5 30 g 

ergibt. 
Die Belastung pro lfd. Meter betragt dann 

p=~=~43~ =2715 kg. 
1 2 

2. Die Lage der neutralen Achse. 
Naeh § 8 A.bs. a erhiilt man die Riehtung der neutralen A.ehse 

mit Hilfe der Gleiehung 28 zu 

0 x bh3 
tgao=0 eotg(l, woon 0 X =""12 

y 

bh3 

12 
" = h b3 cotg (I 

12 

hb S 

und 0 y = 12 ist, 

h2 302 

" = b2 eotg (1'= 202 cotg 45° 

9 
" = 4.1 = 2,25, 

ao = 66°. 

3. Die Hal bmesser a und b der Zentralellipse. 
Nach den Ausfiihrungen des § 7 Abs. b, 2 oder § 8 Abs. e findet 

man die Tragheitshalbmesser a und b zu 

a= V~ = V~r = V~;=,b.fi2 
20 

" = -:-.3,46 = 5,77 em, 
12 

/
bh3 

b = ,/0x = l-12 = ,/h:! =~fi2 ,V F b. h V 12 12 

30 
" = 12.3,46 = 8,65 em. 
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Mit diesen Radien kann man nUll die aus Fig. 86 zu ersehende 
Zentralellipse konstruieren, in der die Durcbmesser in der' Kraft- und 
Nullinienricbtung wieder konjugierte Durchmesser sind. . . 

8. Aufgabe. Fur einen aus zwei gleichschenkligen Winkeleisell 
VOID Profil 16 gebildeten Freitrager solI die ausRundeisen bergestellte 
Spann stange von 20 em Lange bei 5 kg Materialbeanspruchung berechnet 
werden. Am freien Ende werde der 2 m lange Trager mit eiller ausder 
Fig. 87 ersichtlichen Einzellast bela stet, deren Groae noch zu bestimmen 
ist. Hierbei 'soll das Winkeleisen mit 750 kg pro qcm in Anspruch ge­
nommen sein. 

Der Reihenfolge nach sind folgende Fragen zu beantworten: 
1. W 0 liegt der Sch werpun kt S? 
2. Welchen Wert haben die beiden Trag­

heitsmomente 0 1 und 0 y ? 
3. Wie groa ist das Zentrifugalmoment d 1y? 
4. Welche Ricbtungen habell die Haupt­

acbsen g, r;? 
5. Welchen Wert baben die Haupttriig-

.Fig. 87. 

heitsmomente 0 5 und 01'J? 
6. Welche Lage hat die neutrale Achse in dem Falle, daa der 

Querschnitt an der freien Durchbiegung nicht gehindert 
wird? 

7. Wie andern sich die R:chtungen der neutralen Achse und der 
Kraftlinie, wenn der Querschnitt unter der Wirkungder Spann­
stange an der freien Durchbiegullg gehindert wird? 

8. Mit welcher Kraft B. wird die Spannstange belastet? 
9. Welch en Durchmesser erhiiIt. die Stange? 

Losung: 

1. Die Lage de s Schwerpunktes S. 
Del' in Fig. 88 angegebene Schwerpunktsabstand e2 bezw. e1 betragt 

nach Tabelle (S: Hiitte, 18. Aufl. Seite 469) 

e2 = 46 m1l1 bezw. e1 = 160 - 46 = 114 mm. 

Bezuglich der Berechllung dieser Werte sei auf die 1. Losung des 
Beispieles 1 hingewiesen. 

2. Die Tragheitsmomente 0 x und 0 y • 

Diese Tragheitsmomente haben beim vorliegenden Querschnitt gleiche 
Werte und betragen nach Tabelle (S. Hutte, 18. Aufl. Seite 469) 

0 x =0y =1225 cm4• 

SoIl dieser Wert durcb Rechnung bestimmt werden, so sei auI-die 
2. LOsung des 1. Beispieles hingewiesen. 
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3. Das Zentrifugal. oder Deviationsmoment Llxy. 
Naeh § 6 Abs. b kann man das Zentrifugalmoment auf mehr· 

faehe Weise' bestimmen. 
Der vorliegenden Bereehnung sei die im Abs. ~, 4 aufgefiibrte 

Gleiehung F9 zugrunde gelegt. Danaeh folgt mit bezug auf Fig. 14 
und 88. 

F1Faab 
LiXY=F +F' 

1 2 

worln Fl =Jb, 
F2 = (b - 0)0, 

b 0 b-o 
a=m=---=--

und 

Fig. 88. 

b-cJ b 
cJb. (b - .tIo-.-

VJ 2 ld 

Llxy = ob + (b -0)0 

b. 
" = 2" 1St, 

2 2 2 

02 b2 (b - 0)2 obl!(b - 0)2 

" = 40(b+(b-o»)= 4(2b-0) 

_1,7.162 (16 -1,7)' _1,7.256.14,32 

" - 4 (2 .. 16 - 1,7) - 4 . 30,3 
" = 7'34,9 '" 735 em·. 

4. Die Riebtungen der Hauptachsen g, 1]. 
Nach § 6 a, Gleichung 24 ist 

2 2 Llxy . I'::> £>.-
tg a = @y _ ex' wonn t!7y = ~x 1St, 

2L1xy 2 d xy 
" = £>. £>. = -- = 00, 

t!7x - t!7x 0 
woraus 

2a=900 
und a=45° 
folgt. 

5. Die Haupttriigheitsmomente @; und @n-
Aus der Tabelle (S. Butte, 18. Aufl. Seite 469) ist mit bezug auf 

Fig. 88 

und 

@~ = 506 em4 (Minimum) 

@;= 1945 em4• (Maximum) 
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Durch Rechnung ergeben sich diese Werte aus den im § 6 aufge­
fiihrten Gleichungen 20 und 2 I. 

S. Die Lage der neutralen Achse bei ungehinderter 
Durchbiegung des Querschni ttes. 

Der Neigungswinkel ao der neutralen Achee gegeniiber der Haupt­
achee S ergibt sich nach § 8 Abs. a, Gleichung 28 zu 

Bs . 
tgao = "is'" cotgfJ, worlD 

0'1/ 

und 
Die Werte eingesetzt, liefert 

1945 

cotgfJ = cotg45° = 1. 

as = 1945 em' 
B'1/ = 506 em' ist. 

tgao= 506 .1 = 3,8438, 

Senkrecht zur neutralen Achse 
wiirde sich somit das Winkeleisen 
durchbiegen, wenn es nicht daran ge­
hindert wird. 

7. DieRichtungsanderungen 
der neutralen Achse und der 
Durchbiegung~ebene infolge der 
Anordnung der Spannstange. 

Da die Spann stange eine seit­
liche Ausbiegung des Winkeleisens ver­
hindert, eine Durchbiegung also nur in 

Fig. 89. 

senkrechter Richtung eintritt, so mua die neutrale Achse N N mit der 
x-Achse zusammenfallen. 

Es tritt hierbei gewisserma.l3en eine Verdrehung der neutralen Achee 
und der dazu senkrecht gerichteten Biegungsebene AS um den RUS Fig 89 
ersichtlichen Winkel 

ein. 

(j! = ao - a 10 

" = 750 251- 450 

,,= 300 251 

8. Die Hori zon talkraft H. 
N Rch Fig. 89 erhiHt ' man 

H=P. tgp =P .tg300 251 = 0,587 P. 

Die am freien Trigerende auf jedes Winkeleisen einwirkende 
Einzellast P ergibt sich nach § 14 Abs. 1, Gleichung 58 der Einfiih­
rung zu 
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@x 
PI=-kb, 

e1 

P = @xkb = 1 225 . 750 4.02,9 '" 400 kg. 
e1 1 11,4 . 200 

Die die Spannstange beanspruchende Kraft H betriigt somit 
H = 0,587 P = 0,587.400 
" = 234,8 '" 235 kg. 

NB. Streng genommen mliate die Spannstallge in Richtung der x­
Aehse angeordnet werden, damit sie in der Verliingerung den Schwerpunkt 
S schneidet. 

Auaerhalb des Sehwerpunktes, wie Fig. 87 erkennen liiat, tritt noch 
ein den Querschnitt beanspruchendes Drehmoment 

Mt=H.h 
auf, das bei nieht allzugroaem Werte von h vernachliissigt werden kann. 

9. Der Durchmesser d der Spannstange. 
Die auf Zug beanspruchte Stange berechnet sicb nach § 2, Gleichung 7 

der Einfiihrung zu 
d2n 

H=fkz=Tkz. 

,/4H ,/H ,/235 
d= V -k = 1,128 V -k- = 1,128 v-n z z b 

"=1,128V47=7,73,,,8 mm. 

Zweite Aufgabengruppe. 
Zu § 9 bis 11: Exzentriscbe Zug- oder Druckbelastung. Kernftache. 

9. Aufgabe. Auf die rechteckige Grundflache einer Mauer von 
der Breite 80 cm und der Lange 1 m wirke im Abstande 10 em, parallel 
zur Mittellinie, ein liber die Hinge verteilter Druck von 8000 kg. 

Zu bestimmen sind 
1 .. der Abstand ex der spannungslosen Querschnittsstelle und 
2. die Spannungen an der reehten und linken iiuaersten Quer-

schnittskante. 
Losung: 
1. Der AbstandEl,:. 
Nach § 9 Abs. 1, Gleiehung 32 ist 

@ . lbs 
ex = -f l' worm@:--, .,. 12 
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und f = b 1 bedeutet, 

Ib3 

12 b2 802 6.400 
ex = b 1. ). = 12). = 12 . 10 = 120 

,,= 53,3 em. 

Dieser Wert besagt, dal3 die spannungslose 
Stelle aul3erhalb des Quersehnittes liegt. 

Die Grundflaehe erbalt also nur Druekspan­
nungen. 

2. Die Kantenspannungen Ol(r) und oi(l)' 

N aeh der im § 9 Abs. 1 angegebenen 
Gleiehung 33 findet man die gesuehten Span­
nungen zu 

-Al.~~-. 
I 

125 

und 
Pl. ~ 

. Mb.e 2 

.OW~ 

~tll);l1TlIl~illTr!G; I~) O'b =0-="1'i7" 
l~ 

6P), . :--.4---
" = b21 1St, Fig. 90. 

Damit betragen die gesuchten Spannungen auf der rechten und 
linken Seite des Querschnittes 

P . 8000 
O'i(r) = - b21 (b + 6A) = - 802 .100 (80 + 6 . 10) = - 1,75 kg/qcm, 

. p . . sooO . 
ai(l) = - b2J (b - GA) = - 802 . 100 (80 - 6 10)= - 0,25 kg/qcm. 

Wie in beiden Fallen das negative Vorzeiehen andeutet, sind beide 
Spannungen Druekspannungen. 

10. Aufgabe. In welchem Abstande L mul3 im letzten Beispiele 
die Kraft P wirken, wenn an der linken Kante die Druckspannung 
gleieh Null werden soIl? 

Losung: 

Aus Gleiehung 32 

erhalt man 
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IbS 

@ 12 b 80. . 
).=f.ex = bl.~ =6=6=11J,3 cm. 

11. Aufgabe. Ein quadratiseher Pfeiler von 1 m Seitenlinge 
habe eine Hohe von 2 m. Er wird mit 50 t exzentriseh belastet, wobei 
die gro~te Beanspruehung 12 Atm nieht iibersehreiten soll. 

Das Gewieht pro ehm Mauerwerk betrage 1 600 kg. 
Wie gro~ ist mit bezug auf Fig. 91 

1. der Abstand ex der epannungslosen Stelle, 
2. die Exzentrizitit A und 
3. die kleinete Beanspruchung der Grundfl1i.che? 

LOsung: 
t • . Der Abstand ex. 

:J'.$Ot Nach Gleiehung 31 folgt 
, I 

J'~I- -I 
,,y.t...: 

(1 
ex=e-, worin 

(1b ' 

a 100 
e=2=2=50 em, 

P+G . P+G 
(1= f a2 

II .+- 1 

I' _ 
_ 50000 + 2 . 1600 _ 5 32 A 

" - 1002 -, tID, 

und nach Gleiehung 33 
(1b = (1i(r) - (1 = 12 - 5,32 = 6,68 Atlil iet. 

Mit diesen Werten erhiilt man den Abstand 
&,32 

ex = 50. 6, fj~ = 39,8"" 40 em. 

2. Die Exzentrizitat J... 
Der Wert ). findet eieh aUB Gleiehung 32 zu 

@ 
ex=U' 

aol 

@ 12 a2 1002 
J..=-=-2-=--= - -=20,8 em. 

f . ex a. ex 1 ~ . ex 12 . 40 
3. Die kleinste Beanspruchung 0'1(1). 

Die Gleiehung 33 liefert 
O'i(l) = - (a-O'b) 

" ="':"'(5,32-6,68)=-(-1,36)=1,36 Atm. 

Die linke Seite der Grundflaehe wird also auf Zug beansprueht. 

t2. Aufgabe. Wie mii~te im vorhergehenden. Beispiele die Kraft 
P den Pfeiler exzentriseh belasten, wenn an der linken Seite die in 
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Losung 3 gefundene Zugspannung gleich Null werden soIl, und welcher 
Druckspannung wird hierbei die rechte Seite ausgesetzt sein? 

Losung: 
1. Die Exzentrizitiit ,t 
Urn der gestellten Bedingung zu entsprechen, mu~ die Kraft P ( 1 

P£eiler am Umfange der Kernfliiche angreifen. ' 
N ach § 10, 3 erhiilt man den A bstand il zu 

1 
il= 6a=0,1667 a 

,,= 0,1667.100 = 16,67", 16,7 cm. 

2. Die rechte Kantenspannung (J"i(r)' 

Die Gleichung 33 lie£ert die an der rechten Seite der Grundflache 
auftretende Druckspannung. 

P+G 
(Ji(r) = - (a + ab1 wo a = ~f-= 5,32 Atm 

Mb Pl. a 
und ab =@.e=";4-2" 

Damit erhiilt man 

12 
6P il 6.50000.16,7 

" -7- 1003 

" = 5,01 '" 1) Atm. 

(J"i(r) = - (5,32 +5,01) = - 10,33 Atm. 

13 . .A.ufgabe. Ein 1,5 m langer Freitriiger sei iiber seine ganze 
Lange mit 500 kg gleichmaaig verteilt und am freien Ende mit einer 
40 cm starken Mauer von 1000 kg Gewicht belastet. Der Trager ist 
in einer Mauer von 64 cm Dicke eingemauert. Das dariiber lastende 
Mauerwerk habe ein Gewicht von 20 t. 

1. W 0 liegt die neutrale Querschnittsstelle? 
2. Welche Kantenspannungen erleidet das Mauerwerk, wenn auf 

der Druckseite eine Unterlagsplatte von c = 15,8 em Breite, 
auf der Zugseite eine solche von d = 66 cm Breite angeordnet 
wird. (Siehe Fig. 207 im 55. Beispiele der Einfiihrung.) 

LOsung: 
1. Der Abstand ex der neutralen Stelle. 
Nach Gleichung 32 erhiilt man 

@ c03 

ex = £ il' wo @ = 12' 
f=co, 
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II 
).=lx+2 

und Ix = 112 em ist. (S. Seite 211 der Ein fiihrung.) 
Die Werte eingesetzt, lie£ert 

e03 

12 02 642 
ex = = = --- = 2,37 em. 

eo.(lx+~) 12(lx + ~) 12.144 

-~.- Mit Jiesen Werten sind die Langen a 

Fig. 92. 

""o~ und b der Unterlagsplatten bestimmt. 

und 

Sie betragen 

o 
a = 2 + ex = 32 + 2,37 = 34,37 cm 

o 
b = 2 - ex = 32 - 2,37 = 29,63 em. 

(Vergl. Losung 7 auf Seite 213 der Ein" 
fiihrung.) 

2. Die Kantenspannungen O'i(r) und (Ji(l ) ' 

Naeh Gleiebung 33 erhalt man 
R R 

(Ji(r) = - (0' ± Ob), wo (J = -r = Cif' 

ClJ2 

6 

6R(21x +o) 3R(21x +o) 
" :2 c02--= ---~&2---

R 1 • ..L~) ( rJ' 
~b ~ , 2, 

unci O'b(l) = llT. = ---;-=--
H d(}·2 

6 

3R(2Ix +o) i~t. " = ci02 ~-

Die Werte eingesetzt, gibt 

. __ (~+3R(21x+O)) 
O',(r) - co ccP 

R 
" =- edS [o+3(21x+o)] 
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R 
(Ji(r) = - co2 (40 + nIx) 

2R 
" = - eo2 (20+31x) 

2 (1 000 + 500) ,. = - 15,8.642 (2.64 + 3 . 112) 

' " =-21.5 Atm 

und . __ (~_ 3R(21x +O)) 
(JI(I) - dO d 02 

" = - d~2[0 -3(21~ +0)]=-:02(- 20-61%) 

_ + 2R (.r+ 31 )_ 2 (1000+500)(64 + a 112) 
,,- d02 u % - 66.648 • 

" = + 4,43 Atm. 

14. Aufgabe. Fur eine hohle, 
gu.l3eiserne Saule von 20 em iiu.l3erem 
und 16 em li6htem Durchmesser soll 
die Zentralellipse und der Quersehnitts­ r;:: -~ 
kern bestimmt werden. 

Losung: 
1. Die Zentralellipse. 
Den Tl'iigheitshalbmesser kann Jl~"., .. ,~. ~ 

man naeh § 7 Abs. b, Gleiehung F 
oder naeh § 8 Abs. e ermitteln. Fig, 93. 

Er betragt hier 

a= -V -~, worin 0= (D4_d4) :4 

uod 

Wehnert. Festigkeitslebre II. 

,,= {(2R)4 - (2r)4} ~ 
n ,,=(R4 _~)_ 
4 

n ., = (104 - 84)-
4 

,,=4635 em4 

F:='(R2-r2)n 

" = (102 - 82) n 
,,= 113 em2 ist. 

9 

129 
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Die Werte eingefiihrt, gibt 

a = V41~~b = 6,4 em. 

Da die TriigheitSmomeDte fUr diebeiden Aehsen x, y gleieh groJ3 
sind, so habeu die beidtm Halbmesser der Zentralellipse den gleichen 
Wert a, woraus zu erkennen ist, daf3 die Ellipse einen sogenannten Trag­
heitskreis bildet. 

2. Die K e r D fl ii e h e. 
Nach § 10, 2 findet man deD Halbmesser A. fiir den runden Kern 

mit bezug auf Gleiehung 32 

e 
exA.= f 

_ e _ R2 + r2 _ 1011 + 82 _ 164 _ 
zu A. - T ex - 4R - 4. 10 - 40 - 4,1 em. 

Dritte Autgabengl'Uppe. 
Zu § 12. Schubrspannungen im gebogenen Balken. 

15. A..ufgabe. Fiir den in Fig. 94 skizzierten Blechtrager soIl die 
Schubkraft angegeben werden, mit der die Nietbolzen zu berechnen sind. 

x--

~"o l;g t --~---t~==~ 
abzufangen ist, zu 

worm 
und 

Fig. 94. 

S P = e Mat (12 -II)' 

P=A 
12 -11 = t = 8,5 d ist. 

Der sich aus 
mehreren, iiber die 
Triigerlange von 
8,4 m gleieh ver­
teilten EinzellaEten 

ergebende Auf­
lagerdruck betrage 
20250 kg. 

LOsung: 
Nach § 12 

Abs. b, Gleichung 
f findet man die 
zwischen zwei Niet­
bolzen der Liings­
Winkeleisen auf-
tretende Schub­

kraft S, die von 
einem Nietbolzen 
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Jilas statisehe Moment ~tfiUr' _ ohern, aus dem Querblech un.d 
d~lJl \lejden Wi:HlkeleisenquerschnitteDl. ~nde Gurtung, in bezug auff die 
neJlJ:mlliJ AcJh:;e, N N, betragt 

'=J1i;'li; +F21}2 + Fs1}s 

,,, =«lfu-!.d:)0l' (e+ 0; )+:l{h,.-d;di!' (e-d;) + 
+202 (h1 -02) ( e-02 -&1 2 ( 2 ) 

Mst:= 25,8. t,8. 42,9 +2 .. 4,4.0.8.41,6+2.0,8 .. 5,2.38;6 
.. = 1992,3 + 292,8 + 322 
.. = 2607,1 '" 2607 cmlS• 

Das Tragbeitsmoment 8 berechnet man zu 

8= 1~ {(b-2d)(h+2ddl-(b-d-2ht)hB-;(hl-d -02.)2{n-202)B-

- 2"a ('h - 2hl)S} 

1 ,,= 12 (25,8.87,63 -16,4.848 - 3,6.2.82,43 - 2 .0,8.723) 

1 ,,= 12 (173430QO- 9 7Z3000 - 4028300 -- 597 2oo} 

1 
"=122994500=249550 cm l . 

Diese Werte oben eingesetzt, gibt die Schubkraft 

A 20250 
S = @Mgt . t= 249550' 2607.8,5.1,6 =.2877 kg. 

NB. Bei der Berechnung eines Blechtriigers pflegt man zumeist 
die SteghOhe h und die Breite b des Gurtungsbleches in Verhiiltnis zur 
freien Unge I des Triigers zu setzen. 

So wiihlt man z. B. die Hobe b nach der empirischen Gleichung 

-l 1 
h = -1 bis--l 

10 12 ' 
die Breite b zu 

b = 0,3 h + 35 mm, wo h in mm zu setzen ist, 

oder b = 0,51 + 15 em, wo 1 die freie Trngerliinge in 111 bedeutet. 

16. Aufgabe. Welcher Materialspannung sind im letzten Beispiele 
die Ni~ten ausgesetzt? 

LOsung: 

Mit Hilfe der yorher berechneten Schubkl'aft S erhalt man nach 
§ 12 Gleichung 40 der Einfiihrung eille Matel'ialspannung ka von 

9* 
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dan . dan 
S=fks= 2 -ks=-k., 
·4,2 

ks -_ S . 2 __ 2877.2 k I 
715,8~716 g qcm. 

dlln 1,621' 

17. Aufgabe. Wie kann man in der Aufgabe 15 die Nietteilung 
der Liingsnaht berechnen, wenn die zulissige Schubspannung 720 kg pro 
qcm betragen soIl? 

Visung: 
Da in diesem Fal~e die Schubkraft S nicht bekannt zn sein braucht, 

vereinigt man die im § 12 der Einfiibrung und § 12 Abs. b des vor­
liegenden Werkes aufgefiihrten Gleichungen, die zur Berecbnung der 
Festigkeiten des Nietes und des zwischen zwei benachbarten Nieten befind­
lichen Materiales dienen. Man eliminiert also die Schubkraft S aus 
beiden Gleichungen, wie folgt: 

Mit bezug auf Fig. 94 ist: \ 
nach § 12 Gleichung 40 der Einfiibrung 

dlln dan 
S = f. ks = 2 T· ks = T ka, 

nach § 12 Abs. b, Gleichung F 
P . A 

S=@Mst(Ig -11)= @MBt.t. 

Beide Werte gleicbgesetzt) giht 
A d2n 
i.i Mat· t = - . kl , 
~ 2 

und damus die Nietteilung 

od~r 

.d2n @ 
t= Tka A Mat' worin nach Aufgabe 15 

@ = 249550 cm', 
A= 20250 kg 

und Mat = 2607 cmS ist, 
1,611n 249550 

"=-2-· 720.20200.2607 

,,= 13,67 cm. 

Diesen Wert in Beziehung zum Nietdurchmesser gebracht, gibt 

!= 1.3,!)7 ~ 8 5 
d ~,6 ' 
t=8,5d. 

NB. Hat man die Nietteilung t anzunehmen, so geniigt zumeist 
ein Wert von etwa 

t=6d, 
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wo der Ni~tdurchlllesser d ungefahr gleich der aoppelten Dicke des starksten 
Bleches, fur gewohnliche Verhiiltnisse aber nicht uber 20 mm. gewihlt 
werden kann. 

Zu einer anderen Wahl des Gurtungsnietdurchmessers gelangt man 
aus der mittleren Dicke + 9 mm der Winkeleisen. 

18. Aufgabe. Es soll die Blechdicke 11 fur den Steg des in der 
15. Aufgabe angegebenen und in Fig., 94 dargestellten Blechtragers be­
rechnet werden. Die in Aufgabe 16 Iestgestellte Schubspannung sei hier 
mit rd. 720 kg vorgelegt. 

LOsung: 
Die Blechdicke 11 ist dadurch hestimmt, daa si~ 

1. der, in der neutralen Faserschicht N N auftretenden groaten 
Schubkraft Smax und 

2.. der, an den Auflagen als Maximalwerte auftretenden Vet:tikalc 

kraft A, die an dieser Stelle den Querschnitt des Steges auf 
Ahscheren beansprucht, genugenden Widerstand leistet. 

1. Berechnunggegeniiher Schuh 'in der neutralen Faser. 
Nach § 12 Abs. h, Gleichung 39 

P Mst 
~Y=x' (if 

erhiilt man die in der neutralen Faserschicht N N erforderliche Blechdicke 
x hezw. ~ zu 

x=I1=P.Mst , worln P=A=20250 kg, 
~y B 

Dalllit wird 

~y = ks = 720 kg pro qcm, 
Mst =2607 cms 

und B = 249550 cm' ist. 

~ __ AMst __ 20250.2607 
u 0,293 C'-' 0,3 cm. 

ksB 720.249550 
2. Berechnung gegenuher Schuh an der Au£lager­

stelle A. 
Wie die im§ 23 derEinfiihrungskizzierten Schubkraftflachen er­

kennen lassen, erhalten die die einzelnen Tragerquerschnitte auf Ahscherung 
beanspruchenden Vertikalkrafte an den Auflagerstellen ihre groaten Werta. 

Mit bezug auf Fig. 94 erhiilt· man die Blechdicke cJ aus der im 
§ 12 der Einfuhrung aufgefiihrten Gleichung 40 zu 

A = f . ks = 0 h . :ka, 
A 20250 

0= h k. = R4 . 720 = 0,3340 cm. 
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3. Die auszufiihrende BIEl'chdickeo. 
Damit der Steg des Tragers eine -genugende seitliche Steifigkeit erhilt, 

wahlt man die praktisch kleinste Blechdicke n~ht unter 6 mm, den groiten 
Wert aber in der Regel nicht iiuer 10 mm. 

1m vorliegenden Falle wiirde man ·also eine Blechdicke von 
0=6 mm 

wahlen, welcher Wert auch in Fig. 94 angenom{Il.en und der dQrtigen 
Rechnung zugrunde gelegt worden ist. 

19. Aufgabe. Fiir den in der 15. Aufgabe vorgelegten Blech-­
trager soIl die Dicke 01 der Gurtungsbleche fiir eine Normalspannung V(\D 

900 kg berechnet werden. 
Die Verteilung der gleichgroien Einzellasten ist aus Fig. 95 zu 

ersehen. 
Losung: 
Denkt man sich den Trager in der Mitte, wo er. am meisten bean­

sprucht wird, durchschnitten und nimmt· roan zugunsten der Konstruktion 
an, daJ3 das Vertikalblech, wie es bei den Fachwerktragern der Fall ist, 
nur die feste Verbindung zwischen den beiden Gurtungen bezwecken solI, 
so muJ3 im Schwerpunktc der oberen und unteren Gurtung je aine hori­
zontal wil'kende Kraft H angebracht werden, damit das Gleichgewicht in 
der Triigerl'ichtung nicht gestOrt wird. Die heiden entgegengesetzt wirken­
den Hilfskrafte miissen gleich groi sein. 

Desgleichen muJ3 in senkrechter Richtung eine Vertikalkra;ft V auf· 
gewendet werden, mit der die senkrecht wirkenden Krafte ins Gleich­
gewicht gebracht werden. 

Ferner ist 

Fig. 95. 

Legt man nun den Dreh­
punkt in die obere Gurtung, 
so hesteht die Gleichgewichts. 
bedingung 

Mm1u=Hh, 
worin h den Abstand der 
heiden Gurtungsschwerpunkte 
bedeutet, der annihernd gleich 
der Steghohe gesetzt werden 
kann. 

Mmax=A G+ 10) -Pl' ~11 -PI' ~.11 -Pl·l 

=A 1+20 _ ~p I 
" 2 2 1 1 

1 . 
,. =2{A(1+20)-9P1 11} 
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1 
Mmax = 2 (20250.860 - 9.6750.120) 

" =~(17415000-72l:10000) 
1 

" =2.10125000 

" = 5062500 cmkg 
und H =fkz 

" = «b - 2d)dl + [(hi - d)d2 + (hi -(2)da] 2} kz 

" = {(29 - 3,2) &1 + [(6 - 1,6) 0,8 + (6 - 0,8) OS] 2} kz 

" = {25,S&1 + (3,52 + 4,16) 2} kz 

" = (25,8 &1 + 15,36) kz• 

Die Werte eingesetzt,- gibt 

H=~max 
h 

(25,8&1 + 15,36)kz = ", 

&1 = (~k: - 15,36) 2;,8 

1 (506'2500 \ 
" = 25,S 84.900 -15,36) 

1 1 
,,= 25-S (66,96 -15,36) = -2 '.1'>1,6 = 2 em. 

, 5,8--

135 

NB. Die Blechdicke 01 rst in Aufgabe 1 I'> mit 1,8 em angenommen 
worden. 

Die BlechsmrkeD wiihlt inaD im allgemeinen Dicbt zu hoch. Sind 
aber groae Smrken notweDdig, so legt man zweckmaaig mehrere Bleche 
aufeinander. 

20. Aufgabe. Ein Freitriiger von I-f1>rmigem Quersehnitt habe 
eine Lange VOn 1,25 m und werde am £reren Ende mit 3200 kg belastet 

1. Walehe Biegungsspannttng k,. und 
2. welche Sehubspannung ks erleidet der gefiihrliche Querschnitt 

aD der Stelle, wo der Steg in den Flansch ubergeht? 
Losupg: 
1. Die Biegungs8pannung kb• 

Nach § 14 Abs. 1 der Einflihrung, Gleichung 58 erhilt man fUr 
die im Abstande 1J von der neutraleD A.chse aus gelegene Querschnitts­
stelle 

Bierin bedeutet 
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Fig 96. 

Vierte Aufgabengruppe. 

Mmax --.: PI = 3200. 125 = 400000 emkg, 
. h 
7]=2- 01 =12-1,5=10,5 cm 

und 
0= bhs _ (b-o)(h- 201~ 

12 12 
1 

" =12(12.243 -11.2'1 3) 

_ 64020.:-.- , 
" -12-5335 em. 

Setzt man diese Werte eill, so ergibt sieh eine 
Biegungsspannung 
400000 

kb-:' 5335 . 7]=74,97]",757] 

" = 75.10,5' ' 787,5", 787 kg pro qcm . 

. 2. Die Schubspannung ks• 

Naeh § 12 Abs. b, GIeiehung 39 findet man die gesuehte Schub-
spannung 

ks ___ P.Mst, P k x 0 worin = 3200 g, 

Damit erhiilt man 

x=o, 
0=5335 em' 

h-01 
und Mst = Fy = bol - 2-

" = 12.1,5.11,25 = 202,5 ems ist. 

3200 202,5 
ks = -1-' 5335 = 121,5 '" 122 kg pro qem. 

NB. Das Zusammensetzen der beiden Spannungswerte kb und ks zu 
einer ideellen Spannung ai ist aus der in Aufgabe 44 Abs. IV, 5 auf­
gefiihrten Fig. 136 zu ersehen. 

Vierte Aufgabengruppe. 
Zu § 13. Das Zusammenwirken verschiedenartigel' Normal­

spannungen. 
21:. Aufgabe. (Zug und Biegung.) Fur das beistehende Hangelager 

soIl der Lagerdruck Punter der Annahme berechnet werden, daG die 
Materialspannung auf cler Zugseite ~ kg pro qmm und die Druckspannung 
etwa das 3 fache der Zugspannung betragen soll. 



Das Zusammenwirken verschiedenartiger Normalspannungen. 137 

Es sind hier folgende Fragen zu beantworten: 
1. Welche Rippendieke 0' erhalt der T-formige Quersehnitt? 
2. Wie gro.a ist das Tragheitsmoment 0? 
3. Wie gro.@ sind die Widerstands­

momente W 1 und W 2 ? 
4. Wie groI3 kann der Lagerdruek P 

werden? 
Losung: 
1. Die Rippendicke o. 
Naeh § 20 Abs. b der Einfiihrung ist mit 

bezug auf Fig. 97 

F 11 = F 11]1 + F 2 tza , 
. 0' h 

{(b - 0)01 +ho}e1 =(b -0)0'1' 21 +hO' 2 
b <12 h2 

b01 e1 -01 e10 +he1 d' = 20'1 2 - to +2-0 

( 0 2 h2) bo 2 
he1 -01 e1 ++--:"2 0=+ - b011 , 

~f:P-bOe -
2 1 11 3.1,82-6.1,8.2 

0= 0 2 _ hI! = 1 82 _ 82 
(h-01)e1 + 12 (8-1,8)2+-'-2-

9,72 - 21,6 
,,= 12,4 _ 25,38 = 0,9 "" 1 em. 

2. Das Tragheitsmoment 0. 
Nach § 19, 3 der Einfiihrung erhiilt man 

2 
0=~(0+Fat) 

1 

,,= 0 1 +02 +F1 aI 2 + F2R22 

(b-o)o S dh' (0' )2 / ( h)2 ,,= 12 1 +12-+(b-d')ol . e1 --# +oh. e2 - 2 

,,= (6 -1) 1~8:+ 1.83 +(6 -1) 1,8(2 _ 0,9)2 + 1.8(6 _4)2 

,,= 45,09 + 10,89 + 32 

,,= 87,98 "" 88 em·. 

3. Die Widerstandsmomente WI und Wa, 
Es ist 
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und 

Vierte A ufgl\bengruppe. 

W 1 = @ = 88 = 44 cmll 

e1 l! --""--

e 88 
W2 =-=-=14,7cms. 

es 6 

4:. Der Lagerdruck P. 
Da im vorliegenden Belastungsfall die Zugseite am ungiinstigsten 

bean!!!prucht wird, die Zugspann~ng aber mit 2 kg pro qmm vorgeschrieben 
ist, erhiilt man die Belastung P naeh § 13, Gleichung 41 zu 

O'i(Z}=~+~b, worin Mb =Pl=P(l+6t) 
1 

" = P(8+2)= lOP 
und f= bOI +o(h-01) 

" = 6 . 1,8 + 1 (8 - 1,8) 
,,= 10,8 + 6,2 = 17 cms ist, 

. P Pl (1 l ) 
"=I+W =P I+W ' 

I I 

P _ (1;«) _ (11(~) _ O"j tzl f WI 
-~+_~ -W1 +lf-WI +H 

f WI fWI 

200.17.44 149600 
" = 44 + (8 + 2) 17 = ~4 == 699""-! 700 kg. 

Mit dieser Belastung berechnet sich auf der Gegenseite des Quer­
schnittes eine Druckspannung 

o-i(d)=!:- ~~=!:- P~ = P (~_~) 
f Wg f \\2 f Wg 

" = P W 2 - fl = 700 14, 7 - 17 . 10 = 700 - 155,3 
fWg 1'7.14,7 249,9 

" == - 435 kg pro qcm. 

NB. SoIl diese Druckspannung den Wert von 600 kg pro qcm er­
reichen, so muB das Material des Querschnittes anders verteilt werden. 

22. Aufgabe. (Zug nud Biegung.) Es solI ein einfacner Haken fUr 
aine Hochstlast von 6000 kg hergestellt werden. Die Materialspannung 
des mit Gewinde versehenen Behaftes soU mit 600 kg, ffir den gefihr­
lichen Querschnitt der Hakenkehle :aber mit 750 kg bei Annaherungs­
rechnung, bei genauer Rechnung dagegen p1it 1000 kg in Becbnung ge­
zogen werden. 

Die Form des Querschnittes 1st so zu wahlen, daiA das Material 
moglichst gut ftllsgenutzt wird. 

Es sind folgende Fragen zu beantworten: 
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1. Welchen zwookmi.iigen Radius r erhilt die BakenkrOpfung? 
2. Welche Bohe h iet dem gefiihrlichen Querschnitt zu geben? 
3. Wie grog wird die Breite b1 und ~ des gefiihrlichen Quer­

schnittes 
a) bei Anniherungsrechnung und 
b) bei genauer Rechnung? 

4. Welchen l{emdurchmesser d1 erhilt der mit Gewinde ver­
sehene Schaft? 

5. Welchen Durchmesser ds kann der Schaft erha1ten? 
6. Welche Abmessungen kommen sonst noch in Frage? 

LOsung: 

1. Der Radius r der Baken kropfung~ 
1m . allgemeinen ist es ratsam, die Maulweite oder Hakenkropfung 

moglichst klein zu wahlen, damit das Biegungsmoment ein Minimum wird. 
Zumeist wahlt man 

r =}I bis d, falls d den Seildurchmesser bedeutet, oder 

r ~ 0 bis i,5 0, sofero 0 den Durchmesser des KetteneiSt'ns 
darstellt. 

Fur den Fall, ~ die Durchmesser nicht bekannt sind, kann man 
eine passende Wahl auch nach den empirischen Gieichungen 

1. fUr P < 7500 kg: r = 2~0 + 15 mm bis 2~0 + 20 mm, 

2. " P> 7500 kg: N::::= 4~O + 30 mm bis 4~0 + 35 mm 

treffen. 
Gewihlt sei im vorliegenden FaIle der kleiilste Wert 

P 6000 
r= 200 + 15 = 200 + 15=30+ 15=45 mm. 

2. Die Hohe h des gefiihrlichen Querschnittes. 
Auch fur eine zweckmii.aige Wahl der QuerschnittshOhe hat sich 

eine Erfa.4rungsgleichung 
h=z.r 

herausgebildet, in welcher der Wert z zwischen 1,8 und 3 zu wiililen ist. 
Nimmt man bier den Mittelwert z = 2,4 an, so erhii.lt man eine 

Bohe 
h = Z • r ~ 2,4 . 45 = 108 mm. 

3. Die Quers6hnittsabmessungen bl und b2• 

a) bei Anniiberungsrechnung. 
Nach § 13 Abs. t, Gleichung 41 mit Hinweis auf § 13 Abs. "10, 

Gleichung 80 neb~t Nachsafz erhiilt man mit bezug auf Fig. 98: 
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1. Die Materialspannung a·uf der Zugseite 

(J.() = P + ~fb = ~+ p() = ~+ P(rj-e1)e1 
1 Z f WI f . e f e 

e1 

_ P (.!:.+(r+e1)e1 ) 
,,- fe' 

2. Die Materialspanllung auf der Druckseite 
P Mb P PQ P P(r+e1) 

. (Ji(d) = T - W . = I - e = ~- - e es 
a 

+~~ '-.;-­• 

Soll nun das Material des Querschllittes auf der Zug- und Druck­
seite vollstiilldig ausgenutzt werden, so mula die Bedingung erfiillt sein 
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.!+(r+el)(~ -:-e2) =0 
f I @ , 

2@ 
-f- +(r + e1)(e1-e2)=0, 

@ = - ~(r+el)(el -ea) 
1 

" =2 f (r+ el )(e2 -e1) ...... Fl 

In dieser Gleicbung betriigt 
der Querschnitt 

das Triigbeitflmoment 

der Klammerwert 

f= bt :--~b, 
2 

h 2b1 + ba h bl + 2ba 
('2 - e1 = 3' bl + ba - 3' bt + ba 

h bl -b2 

="3' b1 -t- b2' 

Setzt man diese Werte in Gleichung Fl ein, so erhiilt man folgende 
Beziehung zwischen den Seiten bt und b2 des gefiihrlichen Querschnittes: 

hx 2 +4b1 ba+ ba2 hS =!. b, +bsh . (r+~" bt +2ba). ~. b,-ba 
36(bl + b2 ) 2 2 3 b1 + b2 3 hx + b2 

= h2 (b ._ b ) ~r(b, ±_baL+_h!~i+2ba) 
" 12 1 2 3(~ + b2) 

h2 bl - b2 • 
" = 36 . hi + ba (arbt + arba + hb1 + 2h ba)' 

(btB + 4b, b2 + b22)h = (bt - ba)(Srb, + 3rba + h'bt + 2hb2) 

" = 3rbta+ Srbt b2 + bt 2h+ 2bt bah - 3rbl bl -

- 3rb2!! - bl bah - 2hallb 
" = 3rbt 2 -- 3rbaa + (bt 2+bt ba - 2bsll)b, 

(btl + 4b1 bs + bl- btS - b1b2 + 2bi2)h = 3r(b,ll- baS), 
(Sbt ba + Sba2)h ~ " 

h= Sr(bt ll - b22) =~(bt - bl ) 
Sb2 (b1 + ba) b2 



Vierre Aufgabeogruppe, 

h=r(:l-t ), 
2 / 

b h' 
bI = - + 1 = z + 1 . . . Fe 

2 r 
Aus Gleichung Fl ergibt sich nun weiter 

t 
e=2f(r+~)(e2 -e1 ), 

r+e1 _ 2 2 12 

e-- f . (('2 - e1) hi + bg h . ~ . bl -'b2 h2(b1 - bgY 
2 3 b1 +b2 

welcher Wert in die obere, fUr die Zugseite giiltige zusammengese,tzte 
Spannungsgleichung 

(Ji(z) = P (} + r-t el~) 
eingefiihrt, folgende zweite Beziehung zwischen den Seiten h1 und b~ 
liefert: 

Aus Gieichung 1 folgt 
bl = b2 (z+ 1). 

In Gleichung 2 eingesetzt, gibt 
6P 

be(z+ 1) - bg = h-­
(Ji(z) 

. . . . . .. Fs 
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. 6P 
ba{z+ 1-1) =h--' 

Oi(z) 

6P 6.6000 
ba = =----~.--= 18,5 mm, 

hoi(z). Z 108.7,0.2,4 
b1 = ba (z + 1)= 18,5 (2,4 + 1) = 18.&. ~.4 

=62,9",63 mm. 

Dieses. wiirden also die Abmessungen bei angedherter ReelutlDlg 
sein, bei der man die Hakenkriimmung UDberiicksichtigt ge1assen bat. 

b) Die Werte b1 und bs bei genauer B~chnung. 
Hi.' geht man VOH der im § 13 Abs. 10, 4, aufgefiibrten veNin-

fachten Spannungsgleichoog 76 ' 

oi=Mb .3_ 
x~f .+'1 

aus, in d'er fUr· die Zugseite des fraglichen Querse~ittes 
die Normalkraft N = p. 
der KrfunmuDgshalbmesser e = r + t\. 
der Abstllnd 'YJ=-.61 
uDd das Biegungsmoment 
zu schreiben ist. 

Mb = -P(r+EIt) 

Damit lautet, die Gleiehung fur die groite Zugsparmung 
-P(r+e1) -61 

O'HzJ= xtr+el)f '(r+~)+(-e1) 

-- PElt I .. -xrf' 

'woraus 
f= -Pel folgt. J' . . . . . . . . . F. 

Xroi(z) , 

Fur die links auftretende gro.l3te Druckspannung gilt 
die Normalspannung N = P, 
der Kriimmungshalbmesser ~ = r + ~ , 
der Abstand 'YJ = e2 

uDd das Biegungsmoment Mb = - P (r' + e1). 

Damit erhilt man 
-P(r+et> ea 

O'I(d)= x(r+ed f . (r+e1)+e2 

Pe2 1 " =- x(r+h)f 
Pe2 f......·.. Fo 

f = xer + I1)O'i(-;; 
und 

Die Hilfc;gro.l3e x ist nach der im § 13 Aba. 10, 5 unter 3 genannten 
Gleichung 
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x= -1 + (b1 ~()b2)h [{ b2 + bi ~ b2 (e2 + (J)} log nat :+~ -(b1 -b2l] 
zu ermitteln. 

Zweckmiiaig ist es, in den letzten Gleichungen die bereits in Frage 2 

eingefiihrte Verhiltniszahl"z .~" zu benutzen, mitder dann folgende Er­
r 

gebnisse erhalten werden: 

Aus Gleichlmg Fl 

erhalt man 

bt = b2 (z+ 1) oder b2 = +bi . z 1 

Damit schreibt sich der Querschnitt 

f=b1 +~h=~ (bt +~) =~. bt [(z + 1)+~ 
2 2 z+ 1 2 z+ 1 

_bth z+2 
"-T'z+l ' 

der Schwerpunktsabstand 
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b1 = (~. z(z+ 1)(z+ 3) .~) ~= .~ ...... F j 
. 3 (z + 2)2 x hO'i(z) rp hai(z) 

Rechnet man die llur· von z abhiingige Klammergro13e cp fUr die 
zwischen 1,8 bis 3 liegenden, gebrauchlichen Werte von z aus, so erhiilt 
man nach Gleichung F 6 und F? 

fUr z = 1,8 

fUr z= 2,2 

fUr z = 2,4 

fUr z;::..-: 2,fr 

ffir z = 3 

Wehnert, FestigkeitsJebre 11. 

X= 0,0858 
cp = 13,017, 
x= 0,09743 
cp= 12,83, 
x= 0,1089 
cp= 12,704, 
x= 0,1203 
cp= 12,613, 
x = 0,1259 
cp~ 1Z,584, 
X= 0,1532 
cp= 12,533. 

10 
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1m vorliegenden Beispiele ergeben sich somit die gesuchten Quer­
schnittsabmessungen b1 und b2 nach Gleichung F7 zu 

P 
b1 = q;. h--' worin q; = 12,613,,-,12,6, 

(Ji(z) 

(Ji(z) = 1000 kg/qcm 
und h = 108 mm betriigt, 

b -126 6000 _12,6.6_ 7 1- ,. - - cm. 
10,8 . 1000 10,8 --

N ach Gleichung F~ folgt dann 
b 7 7 

b2 = z+ 1 = 2,4+ 1 = 3,4 = 2,06 ,,-,2,1 cm. 

NB. Fur die vorgenannten im Absatz a und b behandelten zwei 
Belastungsfiille sind in Fig. 99 die in dem am meist beimspruchten Haken­

Fig. !HJ. 

I , 
.~ 

./. '3:1 

querschnitte auftretenden zusammengesetzten 
Spannungen graphisch aufg~tragen. 

Wird der Querschnitt einem geraden 
Stabe zugehorig gedacht, wie . es im Absatz a 
augen ommen ist, so wird das Spannungsdia­
gramm durch die gerade Linie CD begrenzt. 
Hierbei sind die absoluten Werte der Zug­
und Druckspannungen gleich gross. 

GehOrt dagegen der Querschnitt einem 
gebogenen Korper an, wie es im Absatz b 
vorausgesetzt ist, so wird die Spannungsfliiche 
von der gebogenen Linie ESF begrenzt. Die 
gro~te Zugspannung liefert hierbei die Glei­

chung F 4, die gro~te Druckspannung dagegen die Gleiehung Ffj' Beide 
Gleichungen ergeben rur die durch den Schwerpunkt gehende Faserschicht 
eine Spannung gleich Null. 

Die Spannungsfliichen lassen erkennen, <1a~ beim gebogenen Korper 
die Zugspannung wesentlich gro~er wird (ca. 30%) als beim geraden 
Stabe, wiibrend die Druckspaunungen im ersteren FaIle klein ere; Werte 
darstellen als im letzteren. 

4. Der Kerndurchmesser d1 des Schaftgewindes. 
Nach der im § 2 der Einruhrung aufgefuhrten Zuggleichung 7 

erhiilt man 
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Diesem Kerodurchmesser eolspricht naen der Whitwortbseheo 
Gewindetabelle eine 1 sl,'1 Schraube ~it einem Aulendurehm.esser von 

d=4,4 cm. 

5. Der Schaftdurchmesser dii' 
Bei der Befestigung des Bakens im Querhaupte ode!- Sehekel ist am 

seine freie Beweglichkeit zu achten, damit ein ungleicluniiiges, Anspannen 
der Querschnittsfasern nicht m6glich werden bon. 

FUr aUe Fiille ist es ratsam, dem Schafte einen etwas groaeren 
Durchmesser zu geben, aIs der AuQ~n- oder GewindedW!cltmesser betriigt. 

Man wahle 
ds'" I) cm, 

welcher Wert auch der uoter dem Bunde befindlichen H .. lienkehle ge­
geben werden knon . 

. 6. Die sonstigen Abmessungen. 
Der dem in Fraga 3 behandelten gefahrlichen Querscbitte gegen­

iiberliegeode Querschnitt erhalt nach praktischen Ausfibmngen eine 
Rohe von 

hi = O,l)h bis 0,6 h. 
Gewihlt sei 

h1 = 0,6 h = 0,6 . 108 = 64;8 mm. 

Die iuaere Begrenzung der Bakenkropfung wird zomeist, kreisformig 
gewiblt, wofiir der Radius aus den vorliegenden Abmessungen erlialten wird. 

Er hetragt mit bezug auf Fig. 98 

R = b + 2 r + hl = 108 + 2 . 45 ~4,8 = ~6.2,8· 
~ ~ Z 

" = 131,4", 131) mm. 

Die von Mitte Hakenkeble bis LTnterkante Querhall;pt zu messende 
Bakeolange I wablt man passend zu 

1= h + 2r= 108+ 2.4&= 198", 200 mm. 

23. A.ufgabe. (Zug und Biegung). Fiir eine Last von 1)000(,) kg soil 
ein Doppelhaken hergestellt werden. 

Der Querschnitt des Schaftes soll kreisformig sein, wiihrend der der 
Hakenkeble Trapezform erhalten soIl. Das aus bestem ScbweiQeisen be­
stehende Hakenmaterial soIl im Schaft, Kehle und im G-ewindeteile nur 
mit &00 kg pro qcm beaPEiPrucht werden. 

Zu wahlen und zu berechnen sind. 
1. Der Radius r der Rakenkropfung, 
2. die Robe h des gefahrlichen Querschnittes, 
3. die dazu gehOrigen Breiten bl und ba, 
4. der Kerndurchmesser d1 des Gewindeteiles nnd' 
5. der Schaftdurchmesser de .. 

10il' 
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Losung: 
1. Der Radius r der Hakenkropfung. 
Die in vorhergehender Aufgabe ffir den einfuchen Haken ange­

gebenen Verhaltnisse haben auch hier Geltung. 
Man wahle den Radius r nach der empirisehen Gleichung 

Q ~ 2&000 
r= 40~+3;)mm= 400 +35=62,5+3Ij 

,,= 97,5 t""'V 100 mm. 

2. Die Hohe h des gefiihrlichen Querschn ittes. 
Auch hier sei die Hohe h gewiihlt nach der Erfahnmgsgleiclumg 

"h = z. r", wo z zwischen 1,8 und 3 liegt. 
Mit z = 2,2 folgt 

h = z. r = 2,2.100 = 220 mm. 

3. Die Breiten bI und b2 des gefiihrlichen Quell":sdudt1t.e!s. 

F ig. 100. 

Der Rechnung sei 
Spannungsgleichung 74 

Wiihrenel bei dem in Flg. '98 
dargestellten einfachen H:a1ren die 
Lage des gefahrlieh:en Quer­
schnittes und damit mIeh der 
Hebelarm fur das Bie;g.ungsmo· 
ment bekannt war,tcifit dieses 
bei dem vorliegenelen Doppelhaken 
nicht zu. 

Rier hat man insofern mehr 
schatzungsweise vorzugehen, als 
man entweder die Lage und die 
Ahmessungen des gefiihdichen 
Querschnittes wahlt unel die da­
durch festgelegte Materialspan­

~~ nung auf ibre Zuliissigkeit kon· 
trolliert ode)', datl man die Lage 
des gefabrlicben Querschnittes 
schiitzt und mit der gegebenen 
Spannung direkt die gesuchten 
Breiten b1 und b2 berecbnet. 

die im § 13 Abs. 10,3 aufgefuhrte allgemeine 

I1j = ~ (N + Mb + !"1b . _YJ_.) 
f . Q xQ Q+YJ 

zugrunde' gelegt. 
Wiihlt man hier den zwischen dem 

der Kraftrichtung liegenden Winkel 
gefiihrlichen Querschnitt und 
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so erhalt man mit bezug auf die Fig. 60 und 100, nuch den in vorher­
gehender Aufgabe unter der Frage 3 b gegebenen Ausfiihrungen, 
den Querschnitt 

f= bl h.z+2=(z+2)h. b =(2,2+2)220. b 
2 z+l (z+1)2 1 (2,2+1)2 1 

" = 144,375 b1, 

die N ormalkraft 
N = Q1 sin a = 25 000 sin 34° = 25 000.0,55919 
" = 13.979,7", 13980 kg, 

den gri>aten Zugfaserabstand 
_ h z + 3 _ 220 (2,2 + 3) _ 

. el - 3". z + 2 - 3 (2,2 + 2) - 90,79 mm, 

den Kriimmungshalbmesser 
,,=r+e1 = 100 + 90,79 =190,79 mm, 

den Hebelarm 
o="siu(.C = 190,79.0,55919 = 106,69 mm, 

das Biegungsmoment 
M" = - QlO=- 25000.106,69 -: - 2667250 mm kg, 

den .A.bstand 
fJ = - el = - 90,79 mm und 

die HilfsgroGe 
x=0,1089. 

Werden diese Werte oben eingefiihrt, so erhii,lt man unter Heachtung 
der Vorzeichen die auf der Zugseite des Querschnittes auftretende groGte 
Materialspannung 

1 ( Mb Mb et ) 
O'i(z) = f N -~ + x,,·-r 
" = __ 1_ (13980- 2667250 + 2667250 . 90,79). 

144,S75b1 . 190,79 0,1089.190,79 100 
Damit erhalten die Breiten bi und b2 des Querschnittes die Ab­

messungen 

und 

bI = 4317 (13980-13979+116550) 
14, 50'i(Z) 

1 
" - 144,375. 5.116551 

116551 
" = 721,875 161,5 ex> 160 mm 

160 
-3 =50mm. ,2 



150 Vierte AufgJ1bcngruppc. 

4:. Der Kerndurchmesser dt • 

Da der vorliegende Doppelhaken nur als !lolcher benutzt werden solI, 
ist eine exzentrische Belastung nicht zu beriicksichtigen. 

Es folgt deshalb nscb § 2, Gleicbung 7 der Einfiibrung 

Q_ d12 "k - 4 z, 

der Kerndurchmesser 

dt =11'4 Q = 1,128 v'Q = 1,128 V5000~ 
nkz k. 500 

" = 1,128 V 100 = 11,28 cm. 

Damit erhalt man nach der Tabelle von W hit w 0 r t h einen iitilleren 
Gewindedurcbmesser von 

d = 48/,," = 120,65 mm, 
mit einem Kerndurchmesser von 

dt = 108.84· mm. 

Die zugehOrige MutterbOhe betragt· hi = 121 mm. 

5. Der Durchmesser ds des Schaftes. 
Es ist auch hier zweckm~ig, den Schaftdurchmesser etwas groaer 

als den Gewindedurchmesser zu wahlen. 
Angenommen sei ds = 130 mm, 

welcher Wert bi!! zur Mittellinie der Hakenkehle auf 140 mm erhOht 
werden kann, was jedoch nicht unbedingt notig ist. 

24:. Au fgabe. (Zag und Biegung.) Ein stabformiger Korper von 
rundem Querschnitt werde durch eine am Umfang desselben angreifende 

Kraft P auf Zug beansprucht. Die Kraftrichtung laufe 
parallel zur geometrischen Achse. 

! 
,l 
I 
i 
I 

I 

~ 
Fig . 101. 

Es soIl angegeben werden, urn wievielmal mehr der 
Korper unter dieser exzentrischen Belastung beansprucht 
wird, als wenn die gleiche Last zentrisch wirken wiirde. 

LOsung: 
Nach Gleichung 41 ist 

d'" B=-s4 

und e1 = If = ~ ist. 

Mit cliesen Werten erhalt man eine Materialspannung 
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P~ 
P 2 d P 16 P 

Oi(Z)=I+F,i'"2=1+ din 

64 

P 4PP P 
" =I+di1i=I(l + 4)=5 '1= 5.k z• 

4 

Dieses Resultat besagt, da1\ die vorliegende Belastung den Korper 
5 mal so hoch beansprucbt, als es bei zentriscber Belastung der Fall ist. 

25. Aufgabe. (Druck und Biegung.) Ein aus Scbmiedeeisen von recht­
eckigem Querschnitt hergestellter Ausleger von 1,5 m Liinge sei am freien 
Ende mit 1,8 t belastet. 

Das Eigengewicht des 
Auslegers nebst den daran 
hiingenden Teilen . betrage 
schiUzungsweise 400 kg, das 
zur HiUfte auf das Mauer­
werk, zur anderen Halfte 
auf die Belastung gerechnet 
werden solI, so da1\ am 
freien Ende eine Gesamt­
last von 2 t in Frage kommt. 

Welche Breite und 
Hohe ist dem Ausleger fin 
der Einspannstelle zu geben, 

Fig. 102. 

wenn eine Materialspannung von 700 kg nicht iiberschritten werden und 
zwischen der Breite und Hohe <les Querschnittes das Verhliltnis 1: 2 be­
steben solI. 

Losung: 
Fur diesen Belastungsfall gilt die im § 13 Abs. 4 aufgefiihrte 

Gleichung 46, die ihren gro1\ten Spannungswert auf der Druckseite liefert. 

Man erhiilt mit bezug auf Fig. 102 

P d Mb(l) + Mb(8) 
Oi(d) = - Y--e--e 

Psina Pcosa.I+Psina.o 
" =-~- b,h2 

6 

Psin a (PI cos a + Posin a) fl 
-b.2b- b.4b2 
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b3 (Ji(d) = -~(bsina+ 30sina+Sleosa). 

b= if _~[sina(b+·30)+3Icosa]. 
V 2 (Ji(d) 

Diese Gleiehung lii~t sieh naherungsweise am zweekmii~igsten so 
behandeln, da~ man sie unter vorHiufiger Vernaehlassigung der unter cler 
\Vurzel stehenden Gro~e b benutzt u~d zahlenmii~ig ausrechnet, womit ein 
Anhaltepunkt fur die gesuehte Breite b gewonnen wird. 

Dieses Verfahren lie£ert dann den Niiherungswert 

if 20UO + b = __ [0,64279 . 3 . 50 3. 150.0,76604] 
2.800 

" = } V 10 .150 (0,64279 + 2,29812) 

1 sl 
,,= 2' 11 1500.2,94091 = 8,2 em. 

Da die unter der Wurzel stehencle Gro~e b keinen gro~en Einflu13 
ntH den Wurzel wert hat, sei nunmehr 

b=8i5 em 
gewiihlt und uuter der W unel einge£iihrt. Damit erhiilt man 

b- if 2000 - . - V 2.800 [0,64279 (8,5 + 3.50) + 3.150.0,76604] 

" = } 1110 (0,64279.158,5 + 450.0,76604) 

1,s;--
"=-2 V 10(101,88 + 344,71) 

" = ~ -V 10 . 446,59 = ~ V 4465,9 = 8,234 cm. 

Dieses nur wenig iiber dem Niiherungswert 8,2 em liegende Resultat 
lii~t erkennen, da~ die gewalilte Breite von 8,5 em bereits zu gro~ ist. 

Man kann daher die Breite 
b=8,2 em 

beibehalten, mit der dann die Hoh;--
h= 2b = 2.8,2= 16,4 em 

erhalten wird. 

NB. Bei diesen gro~en Abmessungen wurde es natiirlieh zweck­
m~iger sein, dem Querschnitte ein Profil zu geben. 

26. Aufgabe. (Druck, Knickung und Biegung.) Um den senkrecht ge­
waehsenen Stamm einer Eiehe von 30 em Durehmesser ist in 15 m Rohe 
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ein Seil in der aus Fig. 103 ersichtlichen Weise gelegt, an dessen freiem 
Ende ein Zug von 1500 kg ausgeiibt wird. Das Seil schlieae mit der 
Achsenrichtung des Baumes einen Winkel von 40 Grad eio. 

Welche Spannungen werden auf 
der Zug- und Druckseite des am meisten . 
beanspruchten Querschnittes auftreten? 

Losung: 
Das vorliegende Beispiel ent­

spricht dem in § 13 Abs. 4 unter 
Fig. 46 c aufgefiihrten Belastungsfalle, 
zu dessen Berechnung die Gleichung 46 

(J• - _Pv + Mb(l) + Mb(J)e 
1- f - e 

unter Beriicksichtigung der Gleichung44 

M Pvo 
b(J) = cos (al) 

zu benutzen iet. 

1. Die Spannung (Ji(z) auf 
der Zugseite. 

Mit bezug auf Fig. 103 ist 

Fig. 103. 

P d Mb(ll+Mb(o) P<l+ 1 . +M 
. (Ji(z) = - T + e e = - T W (Mb(l) b(J» 

Pd 1 ( Pd.o) 
" =-T+ w Pp.h + cos (ah) 

P ( P cos a . (2~) 
. cosa 1 . 

"=--d3 +d"S Psma.h+ (h . n n cosa) 
- -

4 32 I 

" =-d:,,[doo,a -8 (h'ina+ o~:(:nl 
4P ( . 4J cos a) 

" =- d8n dcosa-8hsma- cos(ah) 

_ 4P(dcosa(cOS(ah)-4) .) 
., - -d-s ( h)-8hsm Q, . n cos a . 

worin nach § 13 Abs. 3 b 

n V Ee n d4 n nd2 V En 
.= ISO, j P, = 180 vP""''; = 180 ,-~, jP"",a 

E-
64 
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u= 1440 '1/1600.cos400 = O,144~56~v'150cog400 
",.3U2 V 100000. '" 9", 

,,=0,030806 
und 

cos (ah) = cos (0,030806 . 1500) 
" = cos 46,209° = cos 46° 121 32 11 

" ='0,692038 
betragt. 

Fiihrt man diesen Wert in die vorstehende Gleichung ein, so erhii.lt 
man die gesuehte Zugspannung 

. = _ 4. 1500(30. cos 400 (0,692 038 - 4) _ 8 1500' 400 ) 
O'l\Z) 303 .7J; 0,692038 . sm 

2 " =- 9n --(10,23-7713,48) 

2 15447,42 
" =- -9 (- 7723,71)= -9---- = 546,6kg/qem. n n 
2. Die Spannung O'i(d) auf der Druckseite. 

Pd Mb(l) + Mb(d) P d 1 
O'i(dl= - T- @ e=-T-W(Mb(I)+Mb(d» 

" =- [~d+~(Mb(l)+Mb~O))] 
__ 4P(deOSa(cOS(ah)+4:)+8h' ) 

,,- dBn cos (a h) sm a 

= _ ~1500 ( 30. cos 40° (0,692038 + 4) + 8 1500' 00 ) 
" 30s . n 0,692038 . sm4 

2 
" = - 9n (155,82 + 7713,48) 

2 15738,6 
" = - 9n . 7869,30 = - ~9n = - 556,9 kg/qem. 

27. Aufgabe. (Druck und Biegung). Gegeben ist ein aus 2 gleich­
langen Teilen hergestellter, einfach armiel'ter Balken von 9 m Lange, 
dessen Querschnitt eine Breite und Hohe von 18 und 32 em hat. 

Die aus Rundeisen hergestellten Zugstangen schlie~en mit dem 
Balken einen Winkel von 220 40' ein. 

1. Mit welcher gleichmii~ig v-erteilten Last hnn der Balken be­
lastet werden, wenn die zuIassige Beanspruchung des Materiales 
44 kg pro qcm betragen soIl und 

2. welch en Durchmesser erhalten die Zugstangen bei 750 kg 
Spannung? 
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Losung: 
1. Die Belastung Q des Balkens. 
Der vorliegende Belastungsfall ist nach der im § 13 Abs. 9a ange­

gebenen Gleichung 55 

( Ph M max ) 
G;(d) = - T i" --e e 

durchzufiibren, worin das Biegungsmoment Mmax mit Hilfe der Gleichnng 
54 festzustellen ist. 

Recbnet man mit dem in § 23 b Abs. 6 der Einfiihrung angegebenen 
Biegungsmomente, so erbiilt man mit bezug auf Fig. 104 

Fig. 104. 

Gj(d) = - (~ h + M~ax), worin Ph = ~ cotg 0:, 

f=bh, 

Ql 
M _ 22 _ Ql 

max - 8 -.32 

UDd 
bhl! 

W=-s ist, 

" =- (~ cotgo: ~: ) Q 
b . h + b!lI = - 16 bh-2 (4hcotgo: + 31), 

16 bhll G;(d) 16.18,322 .44 
Q = 4 h cotg a + 3.1 = 4 . 32 cotg 220 40' + a . 90U 
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Q 4.18.322.44 72.322.44 
= 32. cotg 2?0 40' + 675 = 76,623 + 670 

,. =72.322 .44 4316 kg. 
751,623 

2. Der Durehmesser d der Zugstangen. 
. dIn 

.Pz=fkz=Tkz. 

y4Pz y4 Q ,/~ 
d= -k =0,064 k--4' =0,564 V k . 

'" z z Slna. . zsma 
,1 4316 

" = 0,564 V 750 sin 22°40' = 2;18 em rv 22 mm. 

28. Aufgabe. (Kniekung nDd Biegung.) Es soll in dem vorhergehenden 
Beispiele fUr die berechnende Belastung von 4316 kg das Biegungsmoment 
Mmax unter Zuhilfenahme der genaueren Momentengleichl1-ng 54 

MDlu=~(_1_-1) 
a811 cos (all) • 

festgestellt werden. 
In dieser Gleichung ist 

Q. = 4316 = 1079 kg, 
4 

9 
11 =4"=2,20 m, 

a = ' 1 Ph = y"""Q:-co-t-g-a = V 4316 cotg 22° 40' s 

V E@ 4E@ 4.100000 •. 18 ~:2 
" = 0,000725;:, 0,725. 10-3, 

cos (a 1.) = cos (0,000725 • 225) = cos 0,1631250 

" = cos 9147" rv cos 10' 
" = 0,999996 

und a2=O,5256.10-1• 

Mit diesen Werten erhilt man 

M - 1079 (1 -1) 
max - 0,5256. 10 6.220 0,999996 

_ 2158. 106 (1000004 -1) 
" - 0,5256.450' , 

2158.106 5 
" - 0,5256 . 450' 0,4 • 10-

863,2.10 = 36 5cmk . 
" - 0,525'6 . 450 ' g 
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Dieses kleine Resultat Jii.at erkennen, daa die vorstehende Gleichung 
nur bei groaeren Stablangen Geltung bezw. Bedeutung hat, denn mit Zu­
nahme der Lange tritt eine wesentlicbe Vergroaerung des Biegungs­
momenbls ein. 

Fur die in der Praxis vorkommenden Balken oder Trager geniigt 
in del." Regel der in Aufgabe 27 angegebene Rechnungsgang. 

29. Aufgabe. (Druck und Biegung). Ein mit lOt gleichmiiaig ver­
teil"rer Holzbalken VOll 5 m Lange soIl einfach armiert werden. Die 
miUlere ~tiitzenhOhe betra.,ae 50 em. 

1. 'Velche Spannungen empfangen die einzelnen Teile? 
2. Welche Abmessnngen erhilt der Balken, dessen Breite zur 

Lange das VerhaItnis 4: 5 bilden und 60 kg Druckspan­
nung nicht iiberschritren werden soIl? 

3. Welchen Dnrchmesser erhalten die Zugstangen bei einer zu-
lassigen Materialspannung Yon 700 kg? -

4. Welche Abmessungen erhiilt der aus Guaeisen hergestellte 
Stiitzenquersclmitt fiir .eine Druckspaullung von 500 kg. 

LOsung: 
1. Die einzelnen Spannkrafte. 
Zunachst ist bier ·auf den Unt.erschied der Balkenlagerung der in 

dtm Fjg. 104 und 105 dargesteUten eillfaeh armierten Balken aufmerksam 
zu mJlt:hen. 

Wiihrend in Fig. 104 die Mittelstiitze von C = 2 • ~ = ~ belastet 
·42 

wird und da:3 groate Bffigungsmome~t nach § 23 b ,Abs. 6, Gleichung 
96 -der Einfiihrung zu bestimmen ist, sind in Fig. 105 die Verh8.Itnisse 
zu heriicksichtigen, wie sie aus § 23 cAbs. 5 der Einfiihrung zu er­
sehen sind. 

1m vorliegenden FaIle .kann die Mittel:3tiitze als Einspannstelle be­
tr.aehtet werden, da die zugehOrigen Bedingungen vollstiindig erfiillt sind. 
Dieser :Stiitzendruck ist deshalb Bach ~ 23 cAbs. 5, Gleichung 116 der 
Ei1l:£iihrung 

o 5 5 
C= 2 '16 Q=gQ -:- 8. 10000 

,,=6250kg. 

Die beiclen Endstiittendriicke erhiilt man nach Gleichung 116 
daselbst zu 

A = B= 136 Q. = iS6' 10000 = 1875 kg. 

Die Druckkraft Ph im Balken ~rgibt sich aus dem schraffierten 
Krfuftedreieck zu 
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~l 
1 5 5 2 5 I 

Ph=2·SQ·cotga = 16 Q'h = 32 QI) 

5 500 9 ,I = ili' 10000. 50 = 156 ... 5 kg. 

Fig. 105. 

Die gleichgroGen Zugkrifte Pz der Zugstangen betragen 

~. ~. Q 1
56 Q 5 It [) -V (i r + h2 

Pz = sina =-h-=16 Q il=16 Q - · '""'h:----

l~ 

= 5 . 10000 ! _2,52 + 0,5 2 = _ 10000~ -'B5 = 6250 2);.5 
"16 0,5 16 I' 0, • ,., 

" =15937,5 ....... 15940 kg. 

2. Die Breite b und Rohe h des Balkens. 

Hier ist, wieder nach § 13 A bs. 9 a, Gleicbung 55 

Gi(d) = - (Ph + ~~~ e) = _ (Ph + ~m~) 
. f e f W 

vorzugehen, worin das Biegungsmoment Mmax nach § 23 b Abs. 6, Glei,.. 
chung 117 der Rinfiihrung 
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Q I 
2'2 Ql 

Mmax=-=-
8 32 

zu bestimmen jst. 
Das Widerstandsmoment betriigt 

bh2 
W=6' wo b:h=4:5 

1h 
oder b=-=0,8h ist, 

f> 

W = 0,8. h.h2 = 0,4h~ 
6 3 

Setzt man die Werte ein, so folgt 

(
Ph ~;.) • (Ph i>Q.I) 

(Ji(d)=- bh+~~h~ =- ;,,8h2+12,8h3 

16hPh +l:>Ql 
" - 12,8h3 

h= -V _ 16h:h+3Q~. 
12,8oi (d) 

Wiihlt man nun flir das unter der Wurzel stehende h (;'inen Schatzungs­
betrag von 30 cm. so erhiilt man unter Vernachliissigung des Vorzeichens 

h = VI6. BO_.lf)625-=+lf~10~oo.50~= -V3~r20.2i7812,5j-312,r,-:-5~ 
12,8.60 3.8.0,8.2. 2!) 

,3/7812,5 + 1-5-025 3 --

,,= V ----- -- = V~9297 = HO,8 COl. 
0,8 

Die Hohe kann also mit "h = 30 cm" zur Ausflihrung kOll1m~n, 

\Vomit dann die Breite 
b=0,8h=0,8.30=24 cm 

betriigt. 
3. Der Durchmesser d der Zugstangen. 
Um nicht einen zu hohen Durchmesser zu el'halten, ist es zweck­

mii~ig, zwei Stangen nebeneinander anzuordnen, denln jeder ein Dureh­
messer von 

d2n 
Pz = fkz = 2 4 -kz, 

d = ' / 4Pz = 0,564' / 2 Pz. '= 0,564.' Ii. 15940 V 2nkz V kz V 700 
,,= 3,8 em 

zu geben ist. 
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4. De r Que r s c h nit t f de r Mit t e Is t u t z e . . 
Da diese Stiitze keine allzugroae Lange hat, ist der Querschnitt 

nach der einfachen Druckgleichung 
C=fkd 

Zll berechnen, woraus 

f = C = 6250 = 125 cm2 
kd 500 ' 

folgt. 
Wiihlt man eine Rippenbreite b gleich der 3 fachen Dicke, so er­

halt man 
f= 2db -o! = 20. 30-d2 = 502 , 

l/T '1/12,5 
0= V [; = V T = V2,5 = 1,58 "" 1,6 

nnd b = 3 d = 3 . 1,6 = 4,8 cm. 

cm 

30. Aufgabe. (Druck und Biegung.) Ein zweifach armierter Triiger 
von 8,1 m Lange solI als· Deckenunterzug fur eine gleichmaaig verteilte 
Last von 18000 kg hergestellt werden. Die heiden Mittelstiitzen habeo 
eine Lange von 1 m. 

Es sollen die gleichen Fragen beantwortet werden, \Vie sie aus der 
Aufgabe 29 zu ersehen sind. 

Losung: 
1. Die Spannkrafte der einzelnen Teile. 
In diesem FaIle handelt es sich um einen durchgehenden Balken, 

der auf 4 in gleicher Hohe liegendell Stiitzen gelagert ist. 

<QllUlil!IIlIlJllP' i '<llI]HlJf:lllUiJP : " IIJll!U,I!llllDlI"t 
! 1 i ~~~ i ! 

&.o!i»Iii, ,, : e~U~rrno" ' 'llf.li" ,qnITIlh' ' : 
! "'lJLOIII:!~ !I ' 'QlllllJ1JJr :«UlJl1In~~~ 

Fig. 106. 

Die iiber die Lange des Balkens sich gleichmii13ig verteilte Last Q 
konzentriert sich auf die vier Lagerstellen, von denen zur Berechnung 
der Stabspannungen nur die bei C und D wirkenden , Belastungen 
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Q. 18000. 
C=D= 1,1 '3 = 1,I-S- =6600 kg 

in Fraga kommen, da die bei A und B wirkend. Lasten 
Q 18000 

A=B=O,4'3=O,4. -8-=2400 kg 

lediglich auf die Auflager entfallen. 
Die in den Zugstangen 1 und 2 auitretenden Zugkri£t.e Pill und 

P q, some die den Balken beansprucbende Druckkraft Ph ergeben sich 
aus dem in Fig. 106 schraffierten Kriiftedreieck, und zwar betriigt die 
Zugkraft -Pill 

"= 6~OOv (8~lr + 11 =6600-.'8,29.= 19001,4: 

.. =~ 19000 kg, 

die Zugkraft Pili 
C eel 6600.8,1 

PZ1=tga=ii"=h-g= 1.3 =17820 kg, 

e/8 

die Druckkraft Ph im Balken 
Ph =-PZ1 =-17820 kg. 

2. Die Breite b und H3he h des Balkens. 
Nach § 13 Abs. 98, Gleichung 66 ist 

. (Ph t- Mmax ). (Ph + Mmax) 
(1i(d)=- T- ~e =- T W· 

Hierin betrigt das bei C und D auftretende grOite Biegungsmoment 
Q 1 
3·S. QI 

Mmu:=-=-10 90 
und das Widerstandsmoment, wie in Aufgabe 29, niDllich 

w= O,4hS • 

S 
Mit diesen Werten erhiUt man 

Webn ert, FeetiskeitaJehre n. 11 
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12hPh+O,8Ql 
(fj(d) = - 9,6 hS ' 

h ,8/ _ 12hPh +O,8Ql =_ ,/ 4(3hPh +0,2Ql) 

V 9,6oi(d) y . 4 .2,40'i(d) 

,,= _V3-h'-'P=C-h-+~O,2Q~ 
2,40j(d) 

Setzt man fur das unter del' Wurzel stehende h sahatzungsweise 

den Wert h = 32 em ein, so erhiilt man unter Vernachlass!gung des nur 

auf Druekbeanspruehung hinweisenden negativen Vorzeiehens 

h = V3 .32.17820+0,2.18000.810 = YD. 4.5.8.3(1188+ 22,5.90) 

U.OO ~.OO 

,-------
,,= illO (1188 + 2025) = V32130 = 31,8 = '" 32 cm. 

Die Breite betriigt dann 

b = 0,8 h = 0,8 . 32 = 25,6 "-.J 25 cm. 

3. Die Durchmesser d1 und da der Zugstangen. 

Ordnet man auch hier zwei Stangen nebeneinander an f so erhalt jede 

Stange einen Durchmesser von je 

P k d12n d12n k 
Z1 =f z= 2--kz =-- z, 

. 4 2 

d = ' /2PZ1 = 0 564 ' /2.19000 = 0564 1/380 
1 V nkz ' V 700 ' . V 7 

,,= 4,155 '" 4,2 cm und 

d 2n d 2n 
PZ2 =fkz= 2T k1. =TkZJ 
d = ,/2P Z2 = 0 '64 ,/~ .17820 =0 564,/356,4 

2 V nkz ,0 V 700 ' V 7 

" = 4,025 '" 4 cm. 

4. Del' Querschnitt der beiden Mittelstutzell. 

Wiihlt man auch hier kreuzformigen Querschnitt, dessen RippenhOhe 

gleich der 7 fachen Dicke sein solI, so genugt auch in diesem FaIle die 

einfache Druckgleichung 

woraus 

f= C = 6600 = 66 = 13,2 qcm 
kd 500 () 

folgt. Damit findet man die Dicke 0' und Hohe h del' Rippen zu 

f = 2 h 0' - 0'2 = 2 . 7 a . 0' - 02 = 1302, 
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0= 1I1f3= -Vl~:= y,;;=~1 em 

und h = 70 = 7.1 = 7 em. 

31. Aufgabe. (Druek und Knickung.) Zur Aufnahme einer Trans­
mis.~onswelle Debet Lager im Gesamtgewiehte VOD 8000 kg soIl an einer 
hohlen, guJi)eisernen Saule von 30 em auJilerem Dureh· 
messer bei 4 em Wandstarke eine Konsole augebr~eht zq.~~ 
werdeD, deren Tisehplatte vom FuJile der Saule eiDen Ab· 
stand VOD 4 m hat. -, 

Welehe groJilte, von Mitte Saule bis Mitte Welle 
zu messende Ausladung darf die Last erhalteD, wenn 
200 kg/qem Spannung auf der Zugseite vorgesehrieben 
ist und eine andere Belastung auf die Saule nieht 
einwirkt? t·,,.,, 

Losung: ! 
Naeh § 13 Abe. 3 b, Gleiehung 4b erhii:lt man J 

im vorliegenden FaIle 

( p Mb(cI») P + Mb(o) ~~ __ 
(Jj(z) = - 1 + e eos(aI) e = -1 W cos (a h)' -S>:JO:_ 

'Q -.,,... 
worin a= 180 -V P = 180 V P 

n Ee n E(D4_d4)~ 
64 

Fig. 107. 

180 1/ 8000. 64 
a = n ' 0,564 V 1000000 . (30' _ 224) 

" = 0,030489, 
cos (ah) = cos (0,030 489 . 400 = cos 12,1956° 

" 
= cos 12° 11' 31,2"=0,977447, 

Mb(o)=Po, 
D4 - d" n 304 - 224 

W= . D 32= 30 .0,1=~1919,147 ems 

n n 
und f=(D2-d2)4=(3011-222)"4= 326,73 ems 

betragt. 

Diese Werte eingefiihrt, gibt 

P Po 
(Ji(z) = - I + W cos (a h)' 

o ( + P) W cos (ah) = (Jl(z) T P 
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0= (200+ 8000 ) 1919,147.0,977447 
326,73 8000 

" = (200 + 24,49) 0,23448 = 22*,4:9 • 0,23448 
,,= 52,64 I"V ~ 

32. Autgabe. (Zug nnd Biegung.) Eine aus Rundeisen von 3 em 
Durcbmesser hergestellte, 8 m lange Zugstange werde' mit 4000 kg be­
ansprucht .. Das spez. Gewicht des vorliegenden Materia1es sei 7,8. 

Welche Biegungsspannung CJb erleidet die Stange 
1. bei Beriicksichtigung der Zugbelastung, 
2. bei Vemachlissigung der Zugbelastung und 
S. welchen Wert erreieht die groSte Materialspannung CJt? 

LOsung: 
1. Die Biegungsspa.nnung CJb bei Einwirk ung der Zug. 

kraft P. 
;le.l'" Aus der Biegungsgleichung 58 

I~ . ff . ~,.~ der Einfiihrung 
1:::".~- t.,,,,--I 

Fig. 108. 

folgt mit bezug a.uf § 13 Abe. 9 b, Gieichung 66 

Mmu: e 
CJb=--e=- Mmax 

worln 

@ @ 

" = ~. a~l ( 1 - Coe1(&I») 

_ e pI ( 1) eEp ( 1) 
"-@ PI 1- Coslal) =P l-Cos(al)' 

E@ . 
d S 

e=-=-=1.6 em, 2 2 • 

E = 2000000 kg/qcm. 
dIn 0,51 ", 

p = fl1r= 411r=-4- .10. 7,8 

" = 5,5107 I"V 5,61 kg pro Ifd. m 
" = 0,0561 kg pro lfd. cm, 

dIn S'n 81.1' 
B=-=-=-- =39740m' 64 64 64 ' , 

a = 1 / P _ .. / 4000 _ .. / 2 
V EB- V 2000000.8,974 - V 3974 

,,=0,02243, 
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800 
al = 0,02243 '2 = 8,972, 

eal = 2,718288,972 = 7889 nnd 
lach § 13 Abs. 1 

Cos(al)={(ea1+e- a1)= ! (ea1 + e!l) 

" =! ( 7889 + 78189) =C'V ! ,7889 

" 
= 3944,5 iat. 

Mit diesen Werten erbilt man 

= 1,5.2000000.0,0551 (1- _1_._) 
Ob 4000 3944,5 
" = 41,326 (1- 0,00025) = 41,325 .0,99976 
" = 41,31 kg/qcm. 

NB. Das zweite Glied in der Klammer hat hier einen so kleinen 
IV ert, dati es auf das Resultat so gut wie keinen Einfluf;\ ·hat. Man 
Jaite deshalb die gesuchte Spannung auch nach der einfacheren Gleichung 59 
Jestin'lmen konnen. 

2. Die Biegungsspannung O'b ohne Einwirkung del' 
~ugkraft P. 

In diesem FaIle hat man es mit den im § 23 Abs. 6 del' Einfiih­
'1lIlg aufgefUhrtem Belastungsfall zu tun, fiir den die Gleichung 96 del' 
8infiibrung 

Mmax=~~ =pL~ =p!-~= 6,51.82 =5,51.8 
8 8 8 8 

" = 44,08 mkg = 4408 cmkg 
~iiltig ist. 

Damit erhiilt man nuch del' im § 14 Abs. 1 der Einfiibrung ge­
nannten Biegungsgleichung 08 die gesuchte Spannung 

e 
Mmu:- . ab, . e 

Mmax 4408 .• k I 
(Til = -@e = 3,9'14.1,5 = 1663,8 g qcm. 

3. Die ideelle Spanttung ai. 
Die auf del' Zugseite aUftretende grof6te Spannung a i\z) erhalt man 

nach § 13. Abs. 9b,GfeiChung 57 zu 

P+Mmax _. d2n 3 2n 
O\(t) = I @-6, worlD f=4=-4-

,,;:::: 7,0686 qcm betriigt, 
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4000 
O'i(z) = 7,0686 + 41,31 = 565,9 + 41,31 

" = 607,21 kgjqcm. 

33. Aufgabe. Ein aus Rundeisen von 1 m Lange und 1 em 
Durchmesser hergestellter Stab werde mit 15 kg in der Achsenrichtung 

~~ 

r·: M~. . , 
, ' 

, 

-'.1 ! 
\ : 

Fig. 109. 

so auf Druck beansprucht, d~ der Angrlffspunkt der Kraft 
vom Schwerpunkte des Querschnittes einen Abstand von 
4 mm hat. 

Welche Durchbiegung wird das freie Stabende er­
lei den ? 

waung: 
Nach der im § 13 Abs. b angegebenen Elastizitiits­

gleiehung erhiilt man die Durehbiegung 

i = d (oos~al) ~ 1), 
worln d = 0,4 em, 

1= 100 em, 

0= d'n = 14n; =0049078 
64 64 ' 

" = 0,05 cm4, 
E= 2000000 kg/qcm, 

180 liP 180,1 1& 
a =n V E0 =-n V 2000000.0,05 
" =0,7021 

und cos(al)=cos(0,7021.100)=cos70,21° 
" = cos 700 121 36 11 = 0,33858 ist. 

Diese Werte eingesetzt, gibt 

i = (} (0,3:858 -1) = 0 (2,953 -1) 

" = 1,9530 = 1,953.0,4 = 0,7812", 0,8 em. 

34. A.ufgabe. (Druck und Drehung.) Es soIl der Druck bestimmt 
werden, den man mit der Spindel einer Presse von 10 em Kerndurch­
messer ausiiben kann, wenn der Reibungskoeffizient zwischen Spindel und 
Pre[;\platte als auch zwischen Spindel und Mutter mit 0,1 angenommen 
wird. Die Materialspannung soil I) kg nieht iibersehreiten. 

Losung: 
Bier vereinigt sieh nach Gleichlmg 67 eine Druckspannung mit 

einel' zusammengesetzten Torsionsspannung. Um die letztere bestimmen 
zu konnen mu[;\ man erst die als Torsionsmomellte in Frage kommendell 
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Reibmomente zwischen Spindel und Pre.aplatte, desgleichen zwischen 
Spindel und Mutter berechnen. 

1. Das Reibmoment Mtl zwischen 
Spindel und Pre.apatte. 

Nach einem Satze der Mechanik erhiilt man 
das gesuchte Moment Mtl zu 

2 d t 2 cit 
Mt2=P~I' -3'2 =3 !II 2 P 

2101 
" =S·O,l'2"P =3 P cmkg: 

2. Das Reibmoment Mt2 zwischen 
Spindel und Mutter. 

Mit bezug auf beistehende Figur erhalt man 
das fUr den mittleren Umfang des Gewindes gul­
tige Reibmoment 
Mta· = H. R, worin der mittlere Radius 

R= ~ (d t + t)~ ~ (cit + d;) =~ .1,125 d1 

R = 0,5625 dt , 

die Steigung 
s= 2 .t=2 .0,5625dl =1,125d1 

und die Horizontalkraft 

H =Ptg(a+q) =P tga +tg(l 
1 - tgatg(l 

s 

Fig. LLO. 

-R +~2 + R " = P 2 n; . P s 2 n!l2 
1 s 2 Rn - S!l2 
-2Rn'#2 

_ 1,125 d t + 2 . 0,5625 dt • n;. 0,1 P 
" - 2 . (},5625 dt • n - 1,125 dt .0,1 

" = 1,125<i.t (t + 0,1 n) P = 1-01314 P 
l,125d1 (1t- 0,1) 3,14 - 0,1 

0,686 p 022°7P' " = -- = JOISt. 
3,04 

Diese Werte eingesetzt, liefert ein Reibmoment von 

Mt2 = 0,2257 P. 0,5625 d1 = 0,2257.0,5625. 10 P 
" = 1,27 P cmkg. 

3. Der Schraubendruck P. 
Wie bereits gesagt, hat hier die Gleichung 67 Geltung. Damit 
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h I f "· 10 d "0 't1IT rt er a t man, ur m = 3' en groJllten "e aus 

O'i = 0,35 ad + 0,65 )I'0'-d""-II-'+---=-4 -:-(a-o"""'"',£")"'II. 

Hierin betragt die Druckspannung 
p p 

O'd=1= d1lln 

4; 

4; 

" = 108n p 

" = 0,01274 P kg/qcm, 
die SchubspRnnung 

1 
Mtl + ~t2 3"P+ 1,27 P 

'f = W p = ----d~1-.'8-n;--

_ (1 +3,81) 16 p 
,,- 3.10sn; 

" = 0,00817 P kg/qcm 
und nach Gleichung 16 

16 

ad 0,01274 P ao--'-·- . -1,3 'f -1,3.0,0081.7 P 
" = 1,19 r..J 1,2. 

Der Scllraubendruck P ermittelt sichnunmehr zu 

O'i = 0,35.0,01274 P + 0,65l1'(O:Oi274 P}~ + 4 (1,2.0,00817 Pl· 

,,=P (0,35 •. 0,01274+ 0,65 )l0,0~2742+4 .1,44.0,008172) 

,,=P (0,004459+ 0,65 )10,0001623 + 0,0003845) 

,,= P (0,004459 + 0,65 )10,0005468) 
" = P (0,00,4459 + 0,0152) 
" = P . 0,019659, 

P= O'i 500 a k 
0,P19669 - 0,019659 = 254 ° g. 

Fiinfte Aufgabengruppe. 
Zu § 14. 1)8$ ZlUIam.ntsnwirken Ve1'schiedenal'tig&:t Schub. 

spannungen. 
35. Aufgabe. (Schuh und Torsion.) In .. dem rechteckig geformten 

Endzapfen einer Welle ist pendelartig eine Flaehe1senstange von 1,5 m 
Lange befestigt, an deren Ende ein Gewicht G= 400' kg hangt. Die 
Welle maeht 10 Umdrehungen pro Minute. 
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Es ist der Reihenfolge nach zu bestimmen 
1. die Umfangsgeschwindigkeit v des Gewichts, 
2. die Schwung- oder Zentrifugalkraft P, 
3. die Breite (1 und Dicke 0 der Zugstange bei 4 kg Marerial­

beanspruchung und dem Verhiiltnis (1= 20, 
4. die Breite b und Rohe h des Zapfens, dessen hOcbste Bean­

spruchung 400 kg betragen, wiihrend b : h = 2 : 3 sein soll, und 
5. der Durchmesser d der Welle, auf der der rechteckige Zapfen 

angesetzt ist. 
LOsung: 

1. Die Umfangsgeschwindigkeit v des Gewichtes. 

21n.n 2.1,5.n.70 10 '99 1 Sk 
v = 60 - 60 -:-, '" 1 m pro e. 

2. Die Schwung. oder Zentri­
fugalkraft P. 

P=m .p, worin die Masse m = G 
g 

2 
und die Beschleunigung p = -~ 

bedeutet. 
Damit erhiilt man 

p= G.~= 400 .112 
g 1 9,81 1,5 

und 

Fig. 11 1. 
= 3289,2", 3290 kg. 

3. Die Breite (J u.nd Dicke 0 der Zugstange. 

P=f.kz =(1o.kz =20 o.kz =202.kz. 

0='/ kP = ,/3290=2,028",2 em ·r 2 z V 2.400 

(1=20=2.2=4 em 

4. Die Breite b und Robe h des Zapfens. 
Nach der im § 14 Abs. 3 genannten Gleichung 88 folgt.: 

O'i = 2=h (p + ~t), worin ·b.=,h =.~: 3 

2 
oder b=-h 

.3 ' 

Mt=G.l 
undo (11:;::: 400 kg/emS 

betrigt. 
Diese Werta eingesetzt, liefel't 
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al' = 3 (p ..i-~) 2 I ~ , 

2· Sh.h Sh 

h2 = ~ (p + 3 Gl ). 
4al 2h 

Wiihlt man fur das in der Klammer stehende h sehiitzungsweise 
den Wert 9 em, so erhiilt man 

h = 1/_9_ (3290 + 3.400.150) = 30'/32,9 + 100 V 4. 400 2 . 9 I 40 V 
3,/- 3 

" = 4 V 132,9 = 4 . 11,532 = 3.2,883 = 8,649 '" ~ 

Wie das Resultat erkennen liiat, kann der Schlitzungswert beibe­
halten werden. 

Damit betrii.gt dann die Breite 

b = ~ h = ~ . 9 = 2 . 3 = 6 em. 
S 3 -

5. Der Wellendurehmesser d. 
Mit. bezug auf Fig. 111 ist 

d2=b2+h2=(~h)2 +h2=~h2+hl=13h2, 
3 9 9 

1/T3h2 h 1 /- 9 
d= V -9-=3 V 13=3. 3,606=9.1,202 

» = 10,818", 10,8 em. 

Sechste Aufgabengruppe. 
Zn § 15. Zusammenwirken versehiedenartiger Normal- nnd 

Schubspannungen. 
36. Aufgabe. (Zug und Torsion.) Das Laufrad einer Turbine liber­

trage seine Bewegung auf die in Fig. 112 dargestellte hohle, guaeiserne 
Welle, die sieh mittelst eiDes Oberwasserzapfens auf eine scbmiedeeiserne, 
massive Sliule von 4 m Lange stutzt, deren Belastung sieh aus den Ge­
wichten 

I. der Hohlwelle nebst der Laterne und dem damit verschraubten 
Wellenstiiek samt Kegelrad, 

2. dem auf der Hoblwelle sitzenden Turbinenrad und 
3. der uber dem Lauf- bezw. Leitrad stebenden Wassersaule zu­

sammenstellt. 
Die Belastung der Standsiiule sei mit 6000 kg gegeben. 

Die Leistung der Turbine soIl bei 40 Umdrehungen pro Minute' 
50 PS betragen. 
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-
1. Welehen Durehmesser d1 01~ die Standsiiule bei 20faeher 

Sieherheit erhalten? . 
2. Wie gro~ wird der au~ere 

Durchmesser D der Hohl­
welle, deren 'liehter Durch­
messer d urn 20 mm gro~er, 
als der Saulendurehmesser 
sein und die ideelle Span­
nung O'j den Wert von 
200 kg nieht iiberschreiten 
soli ? 

Losung: 
1. Der Durchmesser d1 der 

·Standsaule. 
Nach § 25 Aba. 2, Gleiehung 142 

der EinfUhrung erhiilt man 

w n 2 €) 
P = r;:; . -a-'}I' worln w = 1, 

m=20, 
1 

a= 2000000' 

@= dJ 4n 
64 

und l~h =400 em ist. 
Diese Werte eingesetzt, liefert 

d14n; 

w n2 64 wn3~' 
p = m . a' hi" = -m-a-;-h7.'2":-6-:-4' 

Fig. 112. 

.12 
6000.202000000.400 ·64 

1.ns 

em. 

2. Der A u~endurchmess er D der Hohl welle. 
Der Durchmesser D ist als die einzige unbekannte Gro~e aus der 

zusammengesetzten Gleichung 90 

. _ 01-1 + III + 1,/ 2+ ( 2 
at - 2 m az ~ V az 4 a o 'J) 

zu ermitteln, was jedoch eine fUr die Praxis zu !lmstiiudliche Rechnung 
bedingt. 



172 Sechste Aufgabengruppl'. 

Um die Sache einfacher zu gestalten, bestimme man zuniichst den 
Durchmesser D aus der im § 26 Abs •. 3 der Einfiihrung entwickelten 
Torsionsgleichung 146 

Mt=Wp~, 
in der die Torsionsspannung ~ = 150 kg pro qcm an genom men werden kann. 

Setzt man ferner nach Gleicbung 149der Einfiihrung das Torsions­
moment 

N 50 . k 
Mt = 716200 -;- = 716200 40 = 895250 gmm. 

" = 89525 kgcm 
und das poial'e Widerstantlsmoment 

D4_d4 rr; D4-(12+W 
Wp= D 16= D 0,2 

.( 14') ,,= DS-n- O,2t'V0,2(D3-143), 

worin das im Neuner stehende D, infolge seines geringen Einflusses am 
Gesamtwerte, voriibergehend gleich d angenommen worden ist, so er­
halt man 

Mt=Wp~ 
" =Oj2(D3-143)~, 

woraus dann 

D = ;/ Mt + 148 = 3 89525 V 0,2 ~ 0,2.1.50 +2744 

" = y2984,lS+ 2744= \15728,16 = 17,89",18 em 

folgt. Fiihrt man nun diesen Wert fiir das in <leT oberen Bie~ngs­
gleichung im Nenner stehende D ein, so erhiilt man weiter 

Mt=Wp'f 

" =0,2(DIi_l1~)~' 
D == ,1 Mt + 144 = i /'-:::-:89::-:5:-:::2-:-5 -+--::-:38=-47":1-::6 

V 0,2 't' 1~ JI 0,2. 150 18 

" = V2984,16 + 2134,22 = i/5118,38 
,,=17,23~17,5cm, 

welcher Wort nunmehr in der oberen zusammengesetzten Spannungs­
gleiehung eingesetzt werden kann ,urn festzustelien, ob die Spannung O'j 

innerhalb der vorgeschriebenen 200 kg Hegt, oder diesen Wert moglichst 
erreicht. 

Man findet daher 

fiirm= 10.. 3 +0 ,/ 2 'I 3 O'i=O,5O'" ,65 Vaz +4lao 'J), 
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P P 6000 
worin {1z = f = n - ------

(Dt - d2) 4" (17,&B - 14t)~ 

24000 " = 110,2&n = 69,3 kg/qcm, 

1: = 150 kg/qcm 

d {1z 69,3 
un ao = --= = 0,35 t"'V 1 

1,31: 1,3.1&0 
betragt. 

Diese Werte eingesetzt, liefert die Spannung 

(11 = 0,35 . 69,3 + 0,65 Y 69,32 + 4( 1 . 1&0)' 

" = 24,255 + 0,65 Y 4802,49 + 90000 

" = 24,255 + 0,65 Y94802,69 
" ~ 24,25& + 200,1. = 224,35& t"'V 224 kg/qcm. 

Da dieses Resultat bereits die vorgeschriebene Spannung von 200 kg 
iiberschreitet, ist es notwendig, den Durchmesser D etwas groaer zu wahlen. 
Ein Wert von D = 1',6 em wiirde den Verhaltnissen vollkommen genugen. 

NB. Wird die Welle durch etwaige Querkriifte, z. B. durch Zahn­
druck, einseitige Beaufschlagung etc.,. auch noch auf Biegung beansprucht, 
so hat man nur die Normalspannungen, im vorliegenden Falle also die 
Biegungsspannung mit der Zugspannung, zu addieren und den so erhal­
tenen 'WeJ:t in die vorstehende zusammengesetzte Spannungsgleichung ein­
zusetzen. 

37. A.ufgabe. (Biegung nnd Abscherung.) Ein scbmiedeeiserner Stirn­
zapfen werde mit 5000 kg beansprucht. Die Materialspannung sei mit 
5 kg pro qmm angenommen und der spez. Flachendruck betmge 0,3 kg 
pro qmm. 

Welchen Durchmesser erhiilt der Zapfen 
1. bei Beriicksichtigung der Biegung allein und 
2. bei Beriicksichtigung der Biegung und Abscherung? 

Lasung: 
Zunachst ist das Verhiiltnis zwischen der Lange und dem Durch­

messer des Zapfens festzustellen. 
Mit bezug auf die in der Einfiihrung Seite 189 und 190 aufge­

fiibrte Aufgabe 47 ist 

!= ,/0,2kb = ,/0,2.5 == ,/1,0 = 1,82. 
d V p , r 0,3 Y 3 --

1. B erechn Uti g auf Biegu 11 g~ 

N ach § 14 Gleichung 58 der Einfiihrung folgt 
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Fig. 113. 

Seehste Aufgabengrnppe. 

. PI Pad 
Mb=WkJ» wonn Mb=T=-2-

dBn 
und W = 32 ist, 

Pad_ d8:71 k 
-2--- 32 b, 

dan 
Pa=16 kb ' 

d = -V~ = 4.0,664 yPk: 

d . 1 / 6000. 1,82 .r;c.-;, = 2,266 r 6 = 22,66 v 18,2 = 96,24 mm. 

2. Berechnung auf Biegung und Abscherung. 

Nach Gleichuog 92 ergibt siro fUr m = ~ 

CJi= 0,360b + 0,66 Vabll+4(ao'fl2, 
worln nach § 12 Abs. b, 2 

uod 

Es ist also 

4 P 4 P 16 P 
~= 3'1 = 3' d8:71 =3' dIn' 

4 

p! 
Mb 2 Pad 

Ob = W = dan = (ii';i' 
32 2 32 

16Pa .. 
" = -d2 betragt. 

1r; 

=0 35 16Pa +066 1!(16Pa)8+ 4 (16P)1 
01 , den ' V dIn ad8n 

t6Pa 16P 
,,=0,35 dI-;-+0,66 aden V(3a)ll+ 4 

,,=0,5 ~:: (0,7 a + 1,3. ~V9.1,828+4) 
8P " = dlln (0,7,1,.82 + 0,43 VSa,8116) 

8P 8P " = dan (1,274 + 2,501) = dIn' 3,775, 
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d = ' / 30,200P = 0,564 ,/ 30,2 . I) 000 
V nOi V I) 

" = 5,64 v'302 = 98,01 "" 98 mm. 

38. Aufgabe. (Biegung und Torsion.) Welchen Durchmesser wird 
der vorhergenannte Stirnzapfen erhalten, wenn Biegung und Torsion in 
Rechnung gezogen werden soll. Der zwischen Zapfen und Lager auf­
tretende Reihungskoeffizient betrage 0,1. 

und 

wsung: 

Nach Gleichung 98 ist fur m = 13° 

Hierin ist 

---~-='-

Mbi = 0,35 Mb + 0,65 VMb2 + (aoMt )lI. 

dan 
Mbi= 3f(Jil 

Mb=P.l=~ad 
2 2' 

d 
Mt =P!l."2 

ao=1. 
Damit erhiilt man 

Mbl =0,35 P ;d +0,65 -V (P '2adt+ (p!l.~r 
-035Pad+065Pd.1 2+ 2 " -, -2- , Tva fA. 

" = 0;5 Pd (0,7 a + 1,3 l" a2 + fA.2), 

~; (Jj = 0;5 Pd (0,7.1,82 + 1,3 Vl,822 +0,12) 

d2n 16 (Ji = 0,5 P (1,274 + 2,37), 

d = 1 / 0,5.16. P .3,644 4.0,564'/ 1,822~. 5000 
V n .0; V 

" = 2,256 1"1822 = 96,3 mm. 

39. Aufgabe. (Biegung, Abscherung und Torsion.) Wie groE. wird 
der Durchmesser des in Aufgabe 36 genannten Stirnzapfens, wenn Biegung, 
Ahscherung und Torsion in Rechnung gestellt werden? 

LOsung: 
Bier hat man in erster Linie die beiden Schubspannungen nach 
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§ 14 Ab$. 1 zu summieren. Nach der daselbst aufgestellten Gleichung 86 
erhiilt man die zusammengesetzte Schubspannung 010 die hier mit 'I: be­
zeichnet sein solI, 

S=~(~+Mt) 
din 3 d 

_~(~ PIl.:) 
,,- dIn 3+ d 

16 (P PIl) 8P 
"=d1n 3"+"'2 = Sdt n(2 + 311)· 

Setzt man diesen Wert in die Gleichung 92 ein, so erhiilt man fur 
10 m=a 
0i =0.S50b+O,6&VObl+4(aos)1I 

16 P a , /,.-;-:'( 1-::-=6 P:----<"a)-=-Il ----:-:{ 8=P -------:-;.}2 
,,=0,35 dIn +0,65 V dll" +4 ~(2+3/1) 

,,=0,3& 1:2~a +0,65 ::!: V(Sa)ll+ (;a + 311)1 

,,= 0,5 ~~! (0,7 a + 1,3. ~ Y(S .1,82)2+(2 + S. 0,1)2) 

" = :Il~ (0,7 . 1,82 + 0,43 l"iJo,1016) 

8P 
" = dl " (1,274 + 2,548), 

d= ,/8P.3,822 1,128V7,644P 
V n.~ ~ 

" = 1,128 V7,644 ~ 5000 = 1,128 V7644 

" = 98,62 mm. 

40. Aufgabe. (Biegung und Torsion.) Auf dem 0,7 m langen, frei­
tragenden Ende einer schmiedeeiserll6n Welle sitzt eine Riemenscheibe vom 
Radius 800 rom, mittelst der eine Umfangskraft von 2nO kg zu uber­
tragen ist. Das Gewicht der Riemenscheibe betrage SOO kg, der gesamte 
Riemenzug von rd. 3 P wirke senkrecht abwarts. 

Welchen Durchmesser mna man der Welle geben, wenn sie eine 
Materialspannung von 5 kg erhalten soU? 

Losung: 
Nach der nur filr Schmiedeeisen und Stahl giiltigen Gleichung 99 

erhalt man zunachst das ideelle Biegun~moment 
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Mbi = 0,35 Mb+ 0,65 yMba + Mt •• 

Hierin ist Mb= (3P + G)I = (3.250 + 300) I 
" = 10501 = 1050. 70=73500 cmkg 

und Mt = PR = 250.80 = 20000 cmkg. 

Die Werte eingesetzt, gibt 

Mbi = 0,85. 73500 + + 0,65 Y=7-g 5-'0~0-:-1l +-:---2-0-'-000' . 

" =. 35 . 735 + 65 1"7351 + 20011 

" =25725 + 49512 
" = 75237 emkg. 

Damit erhilt man nun einen Wellen­
durchmesser von 

. d8n; 
Mbl=Wkb= '32 kb ,,-,0,ld1kb, 

if Mbi ,8f-m37 
d = V O,lkb = V 10 000 =l'1504,74 

" = 11,46 em "-' 115 mm. 

Fig, 114. 

NB. Es ist zweckmiiaig. die im 58. Beispiel der EinfUhrung 
nur auf Biegung berechnete Achse mit Hilfe der zusammengesetzten 
Festigkeit nachzurechnen. 

41. Aufgabe. (Biegnng DDd Torsion.) Welche heitragende Lange 
kann eine 90 mm starke Welle erhalten, wenn die gleichen Verhiiltnisse vor­
liegen, wie in der vorhergehenden Aufgabe angegeben sind. 

LOsung: 

a) Bei genauer oder direkter Rechnung. 
Wiederum von der Gleichung 99 ausgehend; erhiilt man 

Mbi = 0,35 Mb + 0,65 yMb2 + Mt 2, 

worin Mb=(3P+G)1=10501, 
Mt = PR = 20000 cmkg 

und Mbi =,,-,O,lds ki betragt. 
Damit folgt weiter 

0,1 dS ~ = 0,85 . 10501 +0,65 i (1060 1)2 + 200002, 

(0,1 dSki - 367,51)1 = 6,01 (10,51 12 + 200B} 

0,01 d6 k,1l_ 73,6d8 ki 1 + 367,51 12 = (6,5.10,5)211 + (6,5.200)1, 
(68,251 - 367,52)12 + 73,5 dSkil +(13002 -0,01 d6 kiB) = 0, 

1=- 73,5 dB ki ± Y('73,5 d8 k,)2 - 4(68,252-367,1)8) (13002-:- 0,01 d6k(2) 
2 (68,258 - 367,flll) 

WoIhnert. Featlgkeitalehre It 12 
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1= 

- 73,5.93 .500 ± v' (73,5.93 .500)2 + 4 .130400. (1300~ -0,01.96 5002) 

-2.130400 

1 =_ 500 [-73,5.729 ±V(73,5 .729)2 + 521600(2,62 - 0,01 .531441») 
-260800 

- 535815 + v' 2871.108 - 521,6.103 .5307,65 
- -,,-

-521,6 

100 [- 5358,15 ± 3 1"3.190000 - 521,6.58,974) 
,.= - - 521,6 

3 [-1786,05 ± V3190000 - 30760] 
,,= -3.1,7387 

1786,05± 1"3059240 
,,= 

1,7387 

= 1786,05 - 1749 = _ 37,05 = 21 3", 22 cm. 
" 1,7387 1,7387 ' 

Der zw~ite Wert der quadratischen Gleichung, der auch positiv ist, 
hat nur mathematische Bedeutung, praktisch ist er unmoglich 

b) Bei angeniiherter oder indirekter Rechnullg. 
Mit Hilfe der Anniiherungsgleichung 100 erhii.lt man Uliter der vor­

liiufigen Annahme, dalJ Mb > Mt ist, 
Mbi =0,975 Mb + 0,25 Mt , 

worin Mb = 1050 1, 
Mt = 20000 cmkg 

und Mbi = '" 0,1 dS ki = 0,1 . 93 .500 = 36450 cmkg ist. 
Die Werte eingesetzt, liefert 
Mbi = 0,975.1050 1 + 0,25 Mt , 

1 = Mbi - 0,25 M~ = 36450 - 0,25 . 2000f~ 
0,975.1050 0,975.1050 

= 36450 - 5000 = _ 31450_. _ = 30 72 em '" 30 elli. 
" 0,975.1050 0,975.1050 ' 

42. Aufgabe. Der groi3te Kolbendruek einer Dampfmasehine, der 
als konstant angenommen sei, betrage 4000 kg. Es soll fUr einen Halb­
messer von 40 em eine sehmiedeeiserne Kurbel hergestellt werden, deren 
Breite konstant und die Hohe des groi3ten Armquersehnittes etwa der 
5faehen Breite sein solI. Die Materialspannung solI 6 kg pro qmm nicht 
wesentlieh iiberschreiten. 

Der aus Stahl hergestellte Kurbelzapfen soIl mit 5 kg pro qmm 
beansprueht werden, wahrend der auf die gleiche Einheit bezogelle FJiichen­
druek 0,5 kg betragen soll. 
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Die aus Schmiedeeisen gefertigte Welle soIl infolge der ungiinstigen 
Beanspruchung mit 4 kg gegen Biegung und mit 3 kg pro qmm gegen 
Drehung . in Rechnung gezogen werden, wobei ein, zwischen Lager- und 
Kurbelzapfenmitte gemessener Abstand von 36 em gegeben sei. 

1m ubrigen betrage die Pleuelstangenlange das 5fache des Kurbel­
radius. 

Die Rechnung solI 
a) durch Annaherung, wie es praktisch vielfach geschieht, und 
b) durch genauere Beriicksichtigung del' wirklich vorliegenden 

Verhiiltnisse erfolgen. 

1m wesentlichen sind folgende Fragen zu beantworten: 
1. Welche Bohrung erhiilt die N abe der Kurbel? 
::!. Welche Abmessungen sind dem Kurbelzapfen zu gebell? 
3. Welche Starken bezw. Durchmesser und Langen erhalten die 

Naben? 
4. Welche Breite und Hobe erhiilt der gro~te und 
5. welche Hohe der kleinste Armquerschnitt? 

LOBung: 

a) Angeniihe-rter Rechnungsgang. 
Bei praktischen Rechnungen ist es zumeist ublich, den Kolbendruck 

ohne Riicksichtnahme auf die veriinderliche Richtung und die Lange der 
Pleuelstange, als Zapfendruck 
anzunehmen, del' senkrecht zur 
Kurbel gerichtet ist, wie 'die 
beistehende Figur 115 erkenllen 
HUk 

Die Armquerschnitte wer­
den hierbei 

und 

1. auf Schub, nach der 
Gleichung 40 der 
EinfUhrung 

P=f . ks, 
2. auf Biegung, nach 

der Gleichung 58 
der Eillfiihrung 

Mb=W.kb 

3. auf Torsion, nach 
del' Gleichung 146 
del' Einfiihrung 

, 
\_ i 

Fig. 115. 

Mt=Wp.kt 
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beansprucht, wovon in der Regel die Schubspannung ihrer Geringfiigigkeit 
wegen auaer Rechnung gelassen wird. 

Was den kleinsten Armquerschnitt betrifft, ist fiir dessen Berooh­
nung oftmals die Todpunktstellung der Kurbel maGgebend, in der das 
unter 3 genannte Torsionsmoment als Biegungsmoment wirkt. 

1. Die Bohrung Do der Kurbelnabe. 
Da die Bohrung fiir gewohnlich einige Millimeterkleiner als der 

WellElndurchmesser gehalten wird, ist zunachst die Berechnung des 
letzteren notig. 

Der Durchmesser der auf Biegullg und Torsion beanspruchten Welle' 
ergibt sich mit Hilfe der allgemeinen Gleichung 16 

O'i = 0,35 O'b + O,65}'O'b2 + 4 (ao ,,;)2 
wie folgt: 

Die di~ Welle bellnspruchende Biegungsspannung O'b betriigt nach 
Gleichung 58 der Einfiihrung 

Mb P.a 
(ib= W = W' 

die Torsionsspannung 7: nach Gleichung 146 bezw. 151 der Einfiihrung 
MtP.R 

";=-~=--
.Wp w.W 

und das Anstrengungsverhiiltnis 0:0 nach Gleichung 16, fiir m = 13°, 

O'b O'b O'b 4 

0:0 = ~ +~ .,,; - 10 + 1 - = 1,0'& = 1,3-3 = 1,03. 
m 3 -W .. ,,; 

3 
Setzt man diese Werte in die zusammengeselzte Spannungsgleichung 

eiD, so erhaIt man den Wellendurchmesser D wie folgt: 

P . a + 1 / (P . a) 2 (P . R ) 2 
O'j=O,35 W 0,65 V W +4 /low W 

° 3 P a +' P 1/ 2 (R)2 ,,= , 5 W 0,65 W va + 4 ao;; 

,,= ~.0,5 (0,78+ 1,3 1182+4 (l,03-~r) 

,,= ~~ ( 0,7a+ 1,3 vaa+(1,03R)e) 

D = V~l: (0,7 a + 1,3 Ya2 +(1,03R)2) 
Of 
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~/5. 4000( 
D = V-4- 0,7.360+1,3 V360 2 +(1,03. 400)2) 

,,= 10 V5(252 + 1,3 .lOV1296 + 1697,44) 

" = 10 V5 (252 + 13 V~993,44) 
" = lOl'5 (252 + 711,3)= 10V5-.~96-3-'--,3 

" = 10l' 4816,5 = 168,9 '" 170 mm. 

Die Bohrung Do der Kurbelnabe sei nunmehr mit 
Do= 160 mm 

angenommen. 
2. Die Abmessungen des Kurbelzapfens. 
Da hier der spez. Fliichendruck p und die Materialbeanspruchung 

(Jb vorgeschrieben ist, so ist zu~ii.chst das zwischen der Liinge uud dem 
Durchmesser d~s Zapfens bestehende Verhii.ltnis nach dem in der Ein­
fiihrung auf Seite 190 behandelten Beispiele festzustellen. 

Es betriigt 

1 V-a; V-5 .m 
d-= 0,2-= 0,2-=v2=1,414. 

P 0,5 
Damit erhiilt man naClh Losung 1 desselben Beispieles einen Durch-

messer 
, j-----p-r , / 4000 -

d= V 5· (Jb'(j= V 5·-5 -·1,414=20VI4,14 

"=75,2,,,76 mm 
uud eine Lange 

1 = 1,414d = 1,414.76 = 107,46 '" 108 mm. 

3. Die Durchmesser und Langen der Naben. 
Fiir diese Abmessungen hat man Erfahrungsgleichungen aufgestellt, 

die den praktischen Verhiiltnissen volIkommen entsprechen. 
So erhil.lt man die Nabenstarken 01 und oa aus 

01 = 0,4 Do + 1 = 0,4 . 160 + 1 = 64 + 1 = 65 mm 
und 0a=0,5d=0,5. 76=38· mm. 

Damit betragen die Nabendurchmesser Dl und Dj! 
D1 =Do+201 =160+2.65=290 mm 

und Da= d+20a= 76+2.38=152 mm. 

Fiir die Nabenliingen hat man 
1. fiir die N abe des Welleniapfens 

11 2. Do. wenn die Kurbel warm oder mittelst der Presse auf­
gezogen und 

]1 > 1,25 Do, wenn sie kalt aufgebracht, d. h. nur verkeilt wird, 
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2. fur die Nabe des Kurbelzapfells 
12 = 1,5 d bis 1,75 d. 

4. Die Breite b und Rohe hi des gro1\ten Armquer­
schnittes. 

Wie am Eingange der Losung bereits gesagt, sind die Armquer-
8chnitte auf Biegung und Torsion zu berechnen. Da nun aber, wie aus 
der Figur ersichtlich ist, das Torsionsmoment vom Rebelarm A, d. h. 
von der Zapfenlange und der noch zu bestimmenden Armbreite abhangig 
ist, so ist es zweckma1\ig, fur diese Breite vorliiufig einen Wert auf grund 
der einfachen Biegungsbeanspruchung festzustellen. 

Auf diese Weise erhiilt man 

Mb = Wall. worin Mb=PRl , 

bhl 2 b(5 b)2 25 bB 
W=---=--=--

6 6 6 

und 
D 

Rl = R- -zl = 400-145 

Damit £olgt 
25 bS 

PRl = -6- . ab, 

" = 255 mm betragt. 

b = V ~~R! = V!. 4000. 2~~ = 34,4 "" 35 
25ab 25.6 

Der Hebe1arm J.. erha1t nun einen Wert von 

I'=~+~+X, 2 2 
wo fur die An1aufbreite x ein Betrag von etwa 

mm. 

x = 1,5e= 1,5 (0,07 d + 3)= 1,5 (0,07.76+ 3) 
,,= 1,5 (5,32 + 3)= 1,5.8,32 = 12,48", 12 mm 

gerechnet werden kann. 
Damit wird 

108 35 
J.. = 2 + 2 + 12 = 54 + 17,5 + 12 = 83,5 "" 84 mm. 

Fiihrt man nunmehr die Biegungsspannung 

Mb PRJ 6PR! 6PRl 
ab= W =bh1 2 = b(5b)2= 25b3 

6 
und die Torsionsspannung 

Mt PA 6PA 
'l: = -W- = bb 1 Vb2 + h 2 - b. 5 b lr::=b2;:==+====(5'7'b=:':-)2 

6 1 
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6P1 6P1 6P1 
'f=---= =--

5 bll Y l!6 bl! 5 hS v'26 26,5 hS 

in die allgemeine Gleicbung 15 ein, 80 erhilt man 

(Ii = 0,35 (lb + 0,65 V lib 2 + 4 (<<0,&)2 

6PR1 -V--=(6=-=P~~):I=-------'-( -6~P 1 )-. 
" = 0,35 25 bl -+ 0,66 l!b bl + 4 1. ~5,f> hI 

6PR1+ 6P l/R:I 4.11 
" = 0,35 25 bl 0,65 25 bS V 1 + f,02i 

- ,,=0,1) 2:;8 {0,7~ +1,3 -VR12+~} 
,,=0,12 :a{0,7R1 + O~~~ YO,61JR12+11} 
,,= ~:~~ fa.{0,357R1 + 1,3YO,2601 Rill + 11}, 

b = V14 ~ (0,357 ~ + 1,3 YO,2601 ~2 + 12) 
7 (Ii 

,,= ]I t7 .~(0,357. 255 + 1,SYO,26. 2552 +842) 

,,= 10 -V 147 (91,~35 + 1,3 Vt6906,5 + 7056) 

,8/4 _ 
,,= 10 V 17 (91,035. + 1,3 Y23962.5) 

- ,""/4 ,,= 10 Y 17(91,035 + 201.23) 

-If4 ,,= 10 V i 7 . 292,265 = 40,97 ~ 42 mm. 

Die Hohe hi betragt dann 

hl=6b~6.42=210 mm. 

5. Die Hohe hi! des kleinsten Armquerschnittes. 
Da der Armquerschnitt nach dem Kurbelzapfen zu kleiner wird, 

was hesonders in den Fallen -zu beachten ist, in welchen sich die Breite 
proportional der Hobe vcrjiingt, so ist die Berecbnung der Hohe b2 nicbt 
nur aHein in der vorangegangenen Weise durchzufiihren, wobei der Zapfen­
druck s~nkrecbt zur Kurbel wirkend gedacht war, sondern es mua im 
vorliegenden FaIle auch die Todpunktlage der Ktlrbel, als zweite un­
giinstigste ·Stellung.. beriicksicbtigt werden, in welcher der Zapfendruck 
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auier auf Zug oder Druck auob nooh verbiegend auf den Querschnitt 
einwirkt, dessen neutrale Achse in die Richtung der ArmbOhe fiillt. 

Man unterscbeidet deshalh folgende zwei Rechnungen. 

a) Der Zapfendruck wirkt senkrecht zur KU1·bel. 
Auch hier ist, wie vorber, von der allgemeinen Gleichung 15 

(11 =·0,35 Ob + 0,65 V (1b8 + 4 (ao ,,")1 

aU8zugehen, worln die Biegungsspannung 
Mb PR. 6PRa 

Ob=-W= bbl l = b~1 
e 

zu setzen iet. 

Mit diesen Werten erbilt man 

_ 6PR. '/(6PRa)8 ( SPA.)I 
01- 0,35 bba2 + 0,65 V bball + 4 1· bh8 VJJiTbzz 

_ 6PR.+ 6P ,/ Tl 1+ ( A.ha" )11 
" -0,35 b~11I 0,65 bbal V.&."2 4 Vbll + hilI 

6P ( ,/;, (2A.~)1I) 
,,=O,obball 0,7Rll + 1,3 V R.I-t:bll+hBII . 
Da das Auflosen dieser Gleichung nach der gesuchten HObe ha sebr 

umstAndlich ist, ist. es ratsam, £iii ha einen Schitzungswert einzufiihren 
und die Rechnung nach der gegebenen Materia1spannung zu kontrollieren. 

Mit ha = 115 mm erbilt man 

_ 3.4000 ( +,/ 1+ (2.84.115)8 ) 
01- 42 .115B 0,7.76 1,3 V 76 4211+ 1152 

2000 ,/ .21(84.115)1 
" = 7.11511 (53,2 + 1,3 V 7~11 + 211(218+ 57,58) 

2000 ( . ,/ 96608 ) 
" = 7 . 13225 58,2 + 1,3 V 5776 + 441 + 3606,26 

"2000 . . 
,,= 9257& (53,2 + 1,3 Y5776 + 2(903) 

2006 ( -) 
" = 9257& 53,2 + 1,3 V30679 
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80 
(Ji = 3703 (53,2 + 227,7) 

80 " = 3703 . 280,9 = 6,07 kg pro qmm. 

Dieses Resultat liiit erkennen, dai die gewiihlte Bohe 
hll =115 mm 

den gestellten Bedingungen entspricht. 

(J) Der Zapfendruck wirkt in der Richtung der Kurbel. 
Steht die Kurbel in der Todpunktlage, d. h. fallen die geometrischen 

Acbsen von Pleuelstange und Kurbel zusammen, so beansprucht der 
Zapfendruck. den bier in Frage kommenden Kurbelarmquerscbnitt auf Zug 
oder Druck mit Biegung, je nachdem die Kurbel die linke oder rechte 
Todlage bat. 

Es kommen bier die im § 13 Abs. 1 und 3 genannten Glelchungen 
41 und 43, namlich 

(Ji= ± (~+ ~), 
in Frage, worin P = 4000 kg, 

f=bba, 
Mb=Pl 

betragt. 

h b2 
und W=._2_ 

6 

Damit erbilt man die Bohe h2 zu 
P p~ P 

(Ji=bh, + hab2 = h2 .h2 (b+61), 

6 
p 

h2 = hI (Ji (b + 6),) 

4000 
" = 4~2.6 (42+6.84) 

4000 1000" ,,= 1764.6 (42 + 504) = 2646 • 546 = 206,3 mm. 

Mit diesem Resultat ist festgestellt, daGdie vorliegende Bean­
spruchung der Kurbel eine sehr ungiinstige ist. Die unter a bestimmte 
Hohe iet gegenuber der vorliegenden viel zu klein. 

Da der Durchmesser der Kurhelzapfennabe nur 152 mm ist, so darf 
die Bobe hJ diesen Wert nicht viel iibersteigen. Es mua somit das hier 
vorliegende. Resultat reduziert werden, was eine gro13ere Armbreite zur 



186 Sechste Anfgabengruppc. 

Folge hat. ErhOht man diese auf etwa 50 mill, so wurde sich eine 
brauchbare Hohe von etwa 148 mm ergeben. 

b) Genauer Rechnungsgang. 
Bei genauer Rechnung ist zu beachten, daa ftir jede Kolben- bezw. 

Kurbeistellung ein anderer Kurbelzapfendruck in Frage kommt. 
Das gleiche gilt auch fiirverschiedene Verbiiltnisse zwischen der 

PleuelstangenHinge- und dem Kurbelhalbmesser. 

Fig. ltG. 

Pk den Kolbendruck, 

Ebenso mtitlten auch 
fiir die verschiedenen Kol­
benstellungen die zugehO- . 
rigen Kolbendr\icke bertick­
sicbtigt werden, auf die man 
aber in der Regel verzichtet .. 
Man rechnet fast immer nur 
mit dem groaten Kolben­
druck, der als konst.ant an­
gesehen wird. 

Bezeichnet 
V den Normaldruck 

des Kreuzkopfes 
anf die Gleitbahn, 

P die Schubstangenkraft oder den Kurbelzapfendruck, 
N die Normalbeanspruchung 

und T die Tangentialkraft der Kurbel, so erhiilt Ulan mit bezug auf 
die in der Figur 116 angegebenen Neigungswinkel 

(i= 180 - a-r, 
r= 180 - (a + (i) 

und 0 = 90 - r = a + (i - 90, 

und 

1. den Normaldruck auf die Gleitbahn 
V=Pk.tga, 

2. den Kurbelzapfendruck 

P= Pk , 
cos a 

3. die Normalkraft der Kurbel 
Pk cosy 

N = P . cos r = -- . cos I' = Pk . --
cos Q. cos a 

4. die Tangentialkraft del' Kurbel 
Pk coso 

T=P . C080= - - .coso=Pk . --. 
cos a cos a 
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Triigt man nun die Normal- und die Tangentiaikraft N und T, wie 
aus Fig. 117 ersichtlich ist, im Mittelpunkte beliebiger Armquerschnitte 
als positive und negative Hilfskrafte an, wodurch bekanntlich am Gleich­
gewichtszustand der Kurbel infolge der gegenseitigen Aufhebung dieser 
Krafte nichts geiindert wird, so 1813t die genannte Figur folgende Bean­
spruchungen der Kurbel erkennen: 

I. Durek die Nonnalkraft N hervorgerufen. 
1. Die Normalspannung 

N N 
a=Y=bh' 

2. die B i e gun g ssp ann u n p-
M! N)' 6N)" 

abl = ·W = hb2 = hb2' 
1 __ 

6 

wofiir die in die H5henrichtung der 
Armquerschnitte fallende Schwerpunkts­
achse N 1 ~ 1 die neutrale Achse des 
Querschnittes ist. 

Fig. 117. 

II. Durch die Tangentialkraft T veranlajJt. 
3. die Sib hub spa n nun g 

3 T 3 T 
'£"1 = '·2 . T = "2 . b h' 

bei der auf § 12 Abs. a oder c, 1 hingewiesen wird, 
4. die Biegungsspannung 

Mb2 TR 6TR 
ab2 = ·W = bh2 = bh2' 

2 

6 
wo N2N2 die in die Richtung der Breite fallen de neutrale Schwerpunkts­
achse darstellt, und 

5. die Torsionsspannung 
Mt T)' T).. 9 T)" 

'£"2 = W P = W W = ~ b2 h = "2 . b2 h' 

3 6 
bei der auf die im § 26 Abs. 3 b der Einfiihrung aufgefiihrte Gleichung 151 
hingewiesen wird. 

Diese fiinf Spannungsarten sind in den Figuren 118 und 119 
graphisch dargestellt, von denen die unter Abs. I, 1 und 2 genannten Normal­
spannuugen aus Fig. 118 a und b, die unter Abs. II, 3 bis 5 angegebenen 
Normal- 'und Schubspannungen aber aus den Figuren 118c und 11ge 
und f zu ersehen sind . 
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Die Fig. H8d gibt eine Zusammenstellung der drei, den recht­
eckigen Armquerschnitt gleichzeitig beanspruchenden · N ormaJspannungen 
nehst' der Richtung der neutralen Achse N N. Das .Bild liiat erkennen, 
daa die Ecke 1 des Querschnittes am meistenbeansprucht wird. 

Die Fig. 119g zeigt die Zusammenstellung der beiden Schubspan­
nungen, die in der Mitte der Querschnittsseite 12 ihren :groaten Wert haben. 

... 

e 

Ein Vergleich der beiden zu­
sammengesetzten Spannungsbilder 
Iehrt, dd die groate Beanspruchung 
des Armquerschnittes zwischen der 
Ecke 1 und der Mitte der Beite 12 
auftritt. 

TeiIt man sich diese Strecke in · 
eine Anzabl gleiche Teile, z. B. in 8 
gleiche . Teile, und setzt man fur die 

J 

, 
Fig. 118, Fig, 119. 

einzelnen Teilpunkte die daselbst auftretenden Spannungswerte nach der 
allgemeinen Gleichung 15 

O'i . 0,35 0' + 0,65 VO'l + 4 (ao'r)2 

zusammen, so wird man finden, dd in den meisten Fallen die groli\te 
Anstrengung des Querschnittes in der Nahe der Mitte von 12liegt. NUl 
bei verhii1tnismjH~ig . langen Kurbeln kann es moglich werden, dal3 die 
groli\te Spannung an der Ecke iluftritt. . 

In der Regel handelt as sich bei derQuerschnittsberechnung der 
Arme nur urn die aus Fig. 115 ersichtIiehen beiden Querschnitte a", b 
und c '" d, wo bei letzterem noch besonders auf die TodpunktIage, in 
der N = P = Pk und T = 0 wird, zu achten ist. (VergI. Losung 5, (l), 
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Fiir das vorliegende Verhiiltnis zwischen Pleuelstange uod Kurbel­
halbmesser, nimlieh I: R = 6 : 1, erhilt die Kurbel ]lei etwa {J == 106° 
ihre groite Beanspruehung. 

4:3. A.ufgabe. Es soIl untersueht werden, ob die in vorhergehender 
Aufgabe unter Abschnitt a gefundenen Abmessungen der Kurbelarmquer­
schnitte aN b und e /'-I d aueh den unter Abschnitt b zugrunde liegenden 
Bedingungen geniigen. 

LOsung: 
Unter bezugnahme auf die im Absehnitt b der Aufgabe 42 ange­

gebenen Ausfiihrungen und Figuren erhiUt man folgendes: 

und 

1. Die in Fig. 116 genannten Winkel 
sin a : sin{J= R: 1, 

. RsinfJ Rsin 1060 Rsin (900 + 160) 
slna=-l-= 1 ----1----

R cos 15° 6,96593 
" 5 R 5 0,19318, 

a = 11° S,4' /'-111° S', 

y=180-(a+{J)=180-(110 9' + 105°) 
,,= ISO - 116° S' = 63° 52' 

iJ= 90-r=90- 63° 62' = 26°8'. 

2. Der- Kurbelzapfendruek P. 

p = Pk = 4000 _ 4077 kg. 
cos a Cos 11°8' 

3. Die Normal- oder Zugkraft N. 

N = P cos ~. = 4000 cos 63° 62' = 1795,6 
kcosa oos 11oS' 

" = /'-I 1796 kg. 

4. Di e Tangen tialkraft T. 

T = Pk cos iJ = 4000 cos 26!l8~ = 3660 k . 
cos a - cos 11° S' g 

I. Ft1r den. Quer8chnitt a '" b. 
a) Die EinzebpanDungen. 

1. Die Zugspannung az• 

N 1796 -
<!z"7~ 50. 21o'=O,~7t -kg. 

2. Die Biegungsspannung ab!. 
6 N A 6 . 1796 • S4 

ObI = b2~ = 0011 .210' _.:,724; kg. 
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3. Die Schubspannung 'fl. 

3 T 3 3660 183 
'fl = 2" b hi = 2 . 50 . 210 = 350 = 0,523 kg. 

4. Die Biegungsspannung ab2' 

_6TRl_6,3660,255 _ 2539 k 
O'b2- bh12 -60.2102 -, g. 

5. Die TOlsionsspannungen 'C21 und 'C/ . 
. 9 T A. 9 3660. 84 

'Z"2'=i'b2h1 =2' 502,210 2,635 kg, 

II 9 TA. 9 3660,84 k 
'£"2 = "2' bh1 2 =2' 50.2102 = 0,627 g. 

b) Die zusammengesetzten Spannungen. 
1. Fur die Querschnittsstelle 1. 
Mit bezug auf Fig. 118 d und119 g erhiilt man 

aj (z) = az + abl(z) + (Jb2(z) 

" == 0,171 + 1,724 + 2,539 = 4,434 kg'" 4,5 kg, 
'li· O. 

2. Fur die Querschnittsstelle 8. 

(Ji(z) = (Jz + abl(z) =0,171 + 1,724 = 1,895 kg, 

'lj = t"l + '£"2 ' C~= 0,523 + 2,635 = 3,158 kg. 

Mit diesen Werten erhiilt man eine zusammengesetzte Spannung 

(Jj ~- 0,35 (li(z) + 0,65 Va;-~~)2 

" = 0,35.1,89.5 + 0,65 V1,895 2 + 4 (1. 3,1f)8)2 

,,= 0,6632 + 0,65 V3,591 + 39,892 

" =: 0,6632 + 0,65 V 43,483 
,, == 0,6632 + 4,286 = 4,9492", 1) kg, 

Wie aus den genannten Figuren zu erkennen ist, Wil'd del' Quer­
schnitt Hings del' Rante von 1 bis 8 am meisten beansprncht, und zwar 
ist die Beanspl'uchung nach letzter Rechnung an der Stelle 1 rd. 4,5 kg, 
an der Mittelstelle 8 dagegen rd. 5 kg, welcher Wert noch innerhalb del' 
in del' Aufgabe gegebenen Spannung liegt. 

Fig. 120. 

Es iet allerdings maglich, da8 innel'halb del' Strecke 
1 bis 8 und zwar mehr nach 8 zu gelegen, noch eine 
etwas hahere Spannung auftreten kann, deren Wert vor­
aussichtlich die vorgeschriebenen 6 kg nicht uberschreiten 
wird. 

Notigenfalls kann man auch noch fur die Stellen 2 bis 7 die zu­
sammengesetzten Spannungswerte bestimmen, wozu die Figuren 118 und 
119 eine zweckmiiLlige Ubersicht geben. 
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I I. Fur den Querschnitt c'" d. 
a) Die Einzelspannungen. 

1. Die Zugspannung (Jz. 

N 1796 
(Jz = bh2 = 50.148 = 0,243 kg. 

2. Die Biegungsspannung (Jbi' 

6 N l 6 . 1796. 84 
(Jbi = hZhi = 001 • 148 = 2,446 kg. 

3. Die Schubspan n un g 't1• 

3 T 3 3660 
'f1=2bhg. 200.148=0,742 kg. 

4. Die Biegungsspan n ung (Jb2' 

6 TRz 6.3660. 76 
(Jb2= bhllz =~14811 =1,1>24 kg. 

5. Die Torsionsspannung 'ta' und 'fa"' 
I 9 T l 9 3660. 84 

'f2 = 2' h2h~ = 2"' 502 .148 = 3,739 kg, 

II _ 9 Tl_ 9 3660.84 
";2 -2·hb22-2·50.14811 1,263 kg. 

b~ Die zusammengesetzten Spann ungen. 
t. Fur die Querschnittsstelle 1. 

Mit bezug auf die Figuren 118 d und 119 g erhiilt man 
(Ji(z) = (Jz + (Tbl(z) + (Jb2(z) 

" = 0,243 + 2,446 + 1,524 = 4,213 kg, 

.,;;=0. 

2. Fur die Quers,chnittsstelle 8. 
(Ji(r) = (Jz. + (JWz) = 0,243 + 2,446 =2, 689 kg, 

";i"'-:'f1 +'f21=0,742 + 3,739=4,481 kg. 

Diese Werte liefern eine zilsamm~ngesetzte Spannung von 

(Ji = 0,30 ai(z) + 0,65 Vai(Z)2 + 4 (ao 'fi)2 
" = 0,35 . 2,689 + 0,65 ~""'92;;-+-'--4--'-( 1-.-4-,4-8-1-::)2 

,,=0,941 + 0,65 V7,231 + 80,316 
j-­

,,=0,941+0,65187,547 
,,=0~941 + 6,082 = 7,023 kg. 

Wiihrend der Querschnitt an der Stelle 1 nur mit 4,213 kg hean­
sprueht wird, erreicbt die Spannung bei 8 ainen Wert von rd 1 kg, 
der die vorgescbriebene Spannung von 6 kg uberschreitet. Es konnte 
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die Hohe hs bis zum Nabendurchmesser DB = 152 mm vergroaert werden, 
f!ills eine Reduktion der Spannung eintreten soll. 

e) Die zusammengesetzte Spannung in der Todlage der 
Kurbel. 

Da in dieser Lage .die Tangentialkraft 
T=O 

ist, womit die im letzten Beispiele unter Abs. b, II aufgefiihrten 3 Span­
nungen wegfallen, so erhii.lt man die zusammengesetzte Spannung als die 
Summe der unter Abs. b, I genannten Beanspruchungen, niimlich 

N M1 N 6Nl. 
O'i=O'z+Obl =1 + ·W =rr + bah 

1 2 2 

N 
" = b2h(b+ 61.), 

2 

worin N = Pk zu setzen ist. 
Daniit wird 

4000 
OJ = 5ot.148 (60 + 6.84) 

2 . 1108 
" = 185. 664 = 185 =5,9 '" 6 kg. 

Dieser Wert wiirde den gestellten Bedingungen geniigen. 

44. Aufgabe. Fiir eine liegende Dampfmaschine von 350 mm 
Zylinderdurchmesser und 600 mm Hub soll an Hand der beistehenden 
Skizze eine Kurbelwelle aus Stahl mit 6 kg Beanspruchung hergestellt 
und deren Durchmesser an den Stellen der Auflagen nnd des als Riemen-

Fig. 121. 

scheibe dienenden Schwungra.des, das ein Gewicht von 3800 kg hat, 
berechnet. werden. 

Die mit Kondensation.l bei konstanter FUllung" von 0,25, arbeitende 
Maschine wirke mit eioor Dampfspannung von 8 Atm. -oberdru~k. Die 
Zahl der U mdrehungen pro Minu..te sei 120. Der Wirkungsgrad der 
Masehine sei mit 0,8 gegebeJ:t. Die Unge der- Pleuelstange sei gleichder 
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5 fachen Kurbellange. Die Kolbellstange ist nach riickwiirts nicht ver­
langert. Beziiglich del: Dimensionierung der Kurbel, die hier als Scheibe 
ausgebildet sein solI, sei auf den, in vorhergehender Aufgabe angege­
benen Rechnungsgang verwiesen. 

Losung. 

I. Berechnung des Kolben- und KU1'belzapje:ndruckes, des groftten 
Drehmomentes und de?' UmjangsX:rajt des Schwungrades. 
1. Der Kolbendruck Pk . 

Da beirn V orwiirtsgange des Kolbens der Dampf auf die ganze 
Kolbenfliiche driickt, ist dieser Druck der folgenden Rechnung zugrunde 
zu legen. 

D 2n 351 n; 
Pk = F . p = 4 . p = -4- .8= 962,113.8 

" = 7696,904 ~ 7700 kg. 

2. Der groate Kurbelzapfendruck P. 
Den gro.aten Wert erreicht 

·der Kurbelzapfendruck P fiir den 
groaten Ausschlagswinkel ·a der 
Pleuelstange, welcher in der, in 
Fig. 122 gezeichneten Kurbel· 
zapfenstellung, vorliegt. 

Dieser Winkel betriigt 

,sina==~=tR=~=0,2, Fig. 122. 

a=,,;l10301• 

Damit erhiilt man 

P= Pit =_779~_ =7858~7860 kg. 
cos a cos 11 ° 30 1 

Die Horizontal· und Vertikllikomponente Ph und P T erhiilt man zu 
Ph=Pcosa = Pk = 7'200 kg, 

Pv = Psina= 7860 sin 11° 301 =7860.0,2 
" =1572 kg. 

3. Das groate Drehmoment Mt(max) der Kurbel. 
Das veriinderliche Drehmoment wird seinen groaten Wert erreichen, 

wenn die Pisuelstange mit der Kurbel 'einen rechten Winkel einschlieat. 
Da in dieser SteHung der Winkel a den Wert 

R R 
tga = L = 5R=0,2, 

a= 11°20: 
Weh nert, Festigkeitslehr<; II. 13 
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hat, der mit dem gro.f3ten Winkel beinahe iibereinstimmt, so koTln man 
auch hier den groaten Zapfendruck in Rechnung :;etzen. Damit erhiilt 
man das gro.f3te Drehmoment 

Mt(max) = P R = 7860.300 = 2358000 kgmm, 

4. Die Anzahl Nn der Pferdestarken. 
Die Anzahl der nutzbaren Pferdestiirken erhiilt man naah folgender. 

der Mechanik hezw. ~IascbinEillehre entnommenen GIeicbung: 

Nn = Ni'lj 

FPm·2R2.n 
" = -6o.~· 7J 

FpmRnTJ 
" = ~Th' worin pm '" 5 Atm. Mch Tabella, 

und 
• 

Damit wird 

D2 n 352 n 
F=--=--

4 4 

" = 962,11 qcm, 
R=0,3 m, 
n=120 
7J' 0,8 ist. 

oN = 962,11. 5.0,3.120.0,8 = 12315 
n 15.75 ' 

" ='" 120PS. 

6. Die Kraft PI am Umfange des Schwoungrades. 
Wiihrend das unter 3 fiir die Kurbel berechnete Drehmoment Mt(max) .. 

aIs das gt·o.f3te auftretellde )loment, nur zur Berechnullg der Beanspru­
cbungen der K urhel uutl Welle t1ient, hat man zur Bestimmung der 
Umfangskraft P 1 das bedeutend kleinere Durchschnittsmoment Mt zu be· 
nutzen, wie es die im § 26 der Einfiihrung angegebene Arbeitsgleichung 
liefert. 

Man erhiilt 
N 

Mt = 716 200 -, worin Mt = P 1 Rl ist, 
n 

PIRt = 716200 N, 
n 
N 

716200 -i~ 716200N 
Pl=--=R"'"t--=-' RIn-

716200.120 7162 
,,= 1300.120=13=650,9",550 kg. 
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II. Ermittlung des Kurbellagerdruckes A.. 
Dieser Druck bildet sich als Resultante aus den Horizontal· und 

Vertikalkomponenten der vom Kurbelzapfendruck und Riemenzug hervor­
gerufenen Lagerdriicke unter weiterer Beriicksichtigung des nur vertikal 
wirkenden Schwungradgewichtes. 

1. Der vom Kurbelzapfen druck P herriihrende Lager­
druc k Ap, neb s t des sen Hori zo n tal· und Vertikal komponen te 
Ap(h) un d Ap(v)' 

a) Der Lagerdruck Ap. 
Den . vorher ullter Abs. I, 2 bestimmten grolaten Kurbelzapfendruck P 

denke man sich mit bezug auf Fig. 123 als parallele Hilfskrafte + P 
und - P am Fuae tier Kurbel angebracht, so bildet der gegebene Zapfen­
druck P mit del' Hilfs· 
kraft - P ein Kriifte· 
paar, welches das Dreh­
moment veranla.l3t, wah­
rend die IUldere Hilfs­
kraft + P ein Moment 
P . (11 + I) liefert, falls 
an der Lagerstclle B ein 
Drehpunkt gedacht wird. 

Diesem rechts auf­

. - ( " ,In. 

, 
Fig. 123. 

warts wirkenden Momente mula nun aber ein links abwarts gerichtetes 
Gegenmoment vom WertI' Ap.l das Gieichgewicht halten. 

Die Gleichgewichtsbedingung Iautet daher 
Ap .1 = P . (11 + 1), 

woraus sich die GroBe des Lagerdruckes 

Ap c=~~±-~ = 7860 (0,28 + 1,2) = 7860. 1,48 
I 1,~ 1,2 

" =9694 kg 

ergibt. 

b) Die Horizontal- und Vertikalkomponente Ap(ll) und Ap(v)' 

Ap ,b) -:- Ap cos a = 9694. cos 11030 ' 
" = 9499 "-' 9500 kg, 

Ap(v) = P sin a ~~ 9694 . sin 11 030 ' 
" = 9694 . 0,2 = 1938,8"" 1939 kg. 

NB. Die Horizontalkomp'onente Ap(b) kann man auch direkt aus 
den beiden l'odstellungen der Kurhel ermitteln, in welchen der Kolben­
druck mit der Pleueistangenrichtung zusammenfiillt. 

In diesem FaIle erhalt man ' 
13* 
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Ap (h).1. Pk • (11 + 1), 

Ap(h) = P k (l~ + ~ 
7700.1,48 

" 1,2 
" = 9497 ,,-,'9600 kg. 

2. Berechnung des Riemenzuges R, Debst dessen Hori­
zontal- und Vertikalkomponente Rh und Rv und der zu­
gehorigen Lagerdriicke AR(h) und AR(v)' 

a) Der Riemenzug R. 
1. Ermittlung der Riemenspannungen T und t. 

Der Abstand m der Schwungradmitte von der Mitte der Riemen­
scheibe betriigt 

m = Y<J2+ S2 = VO,55 2 +4,52 

" = y'0,3020 + 20,20 = y'-20-,o"""'o-25-
,,=4,533 m. 

Dar vom Riemen iiberspannte Zentriwinkel w der klliinen Scheibe 
ergibt sich zu 

~ = ~ - ~ = 1,3 - 0,235 = 1,065 = 0 2349 
cos 2 m 4,533 4,533 ' , 

~=760251, 
2 
w=152 0 501• 

Die Riemenspannung T erhiHt man unter bezugnahme auf das in 
---/.)-~,'m _ __ der Einfiihrung auf 

Seite 232-235 an­
gegebene Beispiel 75 
Abs. 3 mit 

e /"'" T= ·--·P. 
el'6) -1 

Der Wert fur 
e 1'6) ergibt sich fUr 

Fig. 124. das hier vorliegende 
Verhiiltnis zwischen 

dem iiberspannten Bogen und Umfang 0der, was daSselbe ist, fiir das 
Varhaltnis zwischen dem uberspannten Z--entriwinkel w und VoU winkel 
360°, d. i. 

a 152°501 9170l 
360 = 360 = 216001 = 0,4246", 0,425, 
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nach der in der Biitte (18. Aufl.) Seite 219 amgefiihrten Tabelle, fUr 
einen zwischen der gn~eisernen Riemenscheibe nnd dem Lederriemen giU­
tigen Reibnngskoeffizienten f.l = 0,28 zu 

e"''''=2,l1. 

Mit diesem WeI"te nnd der im Abs. I, I) angegebenen Umfangsltraft 
PI erhiilt man 

T = 2,11 . PI = 2,11 'Pt 
. 2,11-1 1,11 

" = 1,901 PI = 1,901. 660 = 1046,66 

" = '" 1046 kg. 
Die Kraft t' im gezogenen RiementeiIe betrigt ~nn 

T-t=P1, 

t=T - PI = 1,901 PI .:..-. PI =·0,901 P1 

" = 0,901 . 650 = 496,66 

" = '" 496 kg. 

2. Bestimmung des von den offenen Riementeilen ein­
geschlossenen Winkels 'f. 

Mit bezug auf Fig. 124 ist der Winkel zwischen der Verbindungs­
linie der beiden Scheibenmittel nnd der Horizontalen 

o 0,55 tg.r=;= 4,5 =0,1222, 

r=6 0 581• 

Der gesuchte Winkel p folgt ans 

sin~ ~ -Ra = 1,3-0,236. = 1,065 =0,23494, 
2 m 4,533 4,533 

~=130S51 
2 ' 
p= 2 .13 0 35' = 27. 0 101• 

S. Der Riemenzug R. 
Ans dem in Fig. 124 angegebenen Kriiftedreieck erhilt man mit 

Hilfe des erweiterten Pythagoras 

R=yT2 + t2 + 2TtcO:HP 

,,= Y(1,901PI)2 + (0,90ii't)2 + 2.1,901 i PI' 0,901 Pt. coap 

"=P1 Yl.9012 +O,901 2 + 2. 1,1101. 0,901. cos 27 0 to l 

"=Pl va,613801+ 0,81180{+ 3,0476 
"=Pl Y7,473202=2,7337P1 

,,= 2,7337.550=1503,53",1504 kg. 
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b) Die Horil.ontal- und Vertikalkomponente Rh und Rv. 

Da naeh Fig. 125 die gesuchten Komponenten von dem Neigungs­
winkel a ahbangig sind, del' wicderum die Kenntnis des Winkels (J 

Fig. 125. 

voraussetzt, so 8ind in er8tcr Lillie diese 
Winkel zu best.immen. 

1. BestimmungderWinkel 
(1 und 0'. 

Den Winkel (1 erhiilt man mit 
Hilfe des erweiterten Pythagoras aus 
dem, aus Fig. 125 zu ersehcnuen stumpf­
winkligen Kriiftedreiecke zu 

t: R~ sin (J: sin (180 - ((l), 

sin (J= tsin(180 - cp) = tsin q; 
R R 

__ 0,901 PI sin q; __ 0,901. sin 27 0 101 

" - -- 2,7337 P1 - -. 2,7337 

(1=8 0 391• 

Del' Winkel a betragt 

O' c--_: {J - E, wo e=P.- r 2 
,,=13 0 351 -6 0 581 

,,= 6° 37 1 betriigt, 
,,=8 0 391 - 6° 371 = 2° 21. 

2. Die Komponenten Eh und Rv 
Rh=RcosO'= 1504. cos 2 0 21 

" =1503 kg, 

Rv"'"=RsinO'= 1504 sin 2° 2' 
" = 53,36 '" 53,4 kg. 

c) Del' Horizontal- und Vertikal-Lagerdruck AR(h) und AR(v). 

Denkt man sieh in Fig. 126 die WeUe bei B drehbar gelugcrt, so ist 

:--~- I.:"' - - - : 

~~~ ~ . ~ 
, I ttl - -- -- :91 . , 

Fig. 126. 
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AR(h)' 1 == Rh • Is, 

AR(h)= R\ Is = 15031:2~385 ==482,2 kg, 

AR(v).l=Rv.ls, 

A Rv ' Is 53,4 . 0,385 
R(V)=--1-=--1-,2- - = d7,13, ..... d7,2 kg. 

1. Der vom Sehwungrad herriihrende vertikalc Lager­
d rue k AS(v)' 

F ig. 121 

Stellt mall sieh wieder die 
Welle bei B drehbar ge1agert vor, 
so ist mit bezug auf Fig. 127 

As (v) .1=G . la, 
A G.13 

S ly) =--1-
3800.0,385 

1,2 

" 
= 1219,1 kg. 

2. Der resultierende Lagerdruelf A . 
Wie die Fig. 121:1 erkenllen Hiat, ist bei der vorliegenden Frage 

del' Hin- und Riickgang des Kolbells bczw. del' Pleuelstange zu beriick­
sichtigen. 

Wiihrend in del' hOchsten und tiefsten Stellung des Kurbelzapfens 
die Kraft P v nach oben gerichtet bleibt, andert die Kraft Ph ihren Rich­
tungssinn, was bei Feststellung des Lagerdruekes A zu beach ten ist. 

a) Bewegt sieh die Pleue1stange vOl'warts, so erhiilt man den 
Lagerdruck A naeh Fig. 129a mit Hilfe des pythagoreisehen Lehr­
satzes zu 

r;-, - - - - --
A = V (Ap(h)- AR(h»)2 +(- Ap(v) + AR(v) + AS(v»)2, 

welcher Ausdruek jedoch nicht nuher ausgerechnet zu werden braucht. cia 
er nicht den groi3tell Wert liefert. 
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b) Bewegt sich die Pleuelstange zuriick, so bildet sich der Lager. 
druck A mit bezug auf Fig. 129 b zu 

A = V (A (Ph) + A(Rh»)2 + (- Ap(v) + AR(v) + Asrv»)8 

" = V(9500 + 482,2)2 + (-1939 + 17,2 + 1219,1)2 

" = V9982,2 2 + (- 702,7) 2 

" =V99648000+493800=V100141800 
" = 100U6,9 '" 10007 kg. 

3. Der Neigungswillkel (!2' 

Ap(h) + AR(h) 9500 + 482,2 9982,2 
cos ('2 = A -- = 10007 ~= 10007' 

(!2 = 3° 291 '" 3,5°. 

lII. Ermittlung des Kurbellagm'druckes B. 
Auch dieser Druck bildet sich, wie bei cler Lagerstelle A, als 

Resultante aus den Horizontal- . und Vertikalkomponenten der vom Kurbel-, , 
zapfendruck und Riemenzug veraolafMen Kurbellagerdriicke, sowie des 
vom Schwungradgewichte herriihrenden vertikalen Lagerd,ruckes. 

Fig. 130. Fig. 131. 

1~ Der vom Kurbelzapfendruck P heryorgerufene hori· 
zontale und vertikale Lagerdruck Bp(h) und Bp(v)' 

Denkt man sich in Fig. 130 die Welle in A drehbar gelagert, 
so folgt: 

Ph .11 = Bp(h) .1, 

B - Ph .11 _ 7700.0,28 -17967 k 
P(h) - -1- - 1,2 - • g. 

P v . 11 = Bp(v) .1, 

Bp(v) = Pv:.!!= ~72 .0,28 = 366,8 kg. 
1 1,2 

2. Der vom Riemenzug herriihrende horizontale und 
vertikale Lagerdruck BR(h) und BRlV)' 

Nach Fig. 131 ist 

BR(v) . 1 = Rv .12, 
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BR(v) = Rv1· J2 = 53'\,~'_~15 = 36,3 kg, 

BR(h) .1 = Rh .12, 

B - Rh .12 _1503 .0,815 0 0 k 
R(h) - -1 - 1,2 - = 1 2 ,8 g. 

r 

3. Der vom Sch wungrad­
gewicht herriihrende Lager­
druck Batv). 

Nach Fig. 132 erhiilt man 

Bs(v) .1 = G . la. 

,t. I.I», -I ~ 
- (I · q~15m --

B G .12 3800.0;815 
8(v) = -1- = 1,2 

!~~~ 
= 2580.8 kg. Fig. 132. 

4. Der resultierende Lagerdruck B. 
Auch in diesem FaIle ist, wie beim Lagerdrucke A (vergl. Abs. II, 4), 

der Vor- und Riickwartsgang der Pleuelstange zu beachten. 
a) Bewegt sich diese Stange r ii c k w ii r t s, so betriigt der Lager­

druck B nach Fig. 133a 

B = V(BR(h) - Bp (h»)2 + (Bp(v) + BR(v) + BS(vj)2, 

welchen Ausdruck man nicht weiter aus­
zurechnen h1:aucht, da beim Vorwartsgang 
der Pleuelstange ein gro.@erer Wert zu­
stan de kommt. 

b) Bei der V 0 r w ii r t s b ewe gun g 
der Pleuelstange erhalt man naeh Fig. 133 b 
einen Lagerdruc.k 
;8= 

f(Bp(h) + BR(h»)! +(Bp(v)+ BR(v) + Bsev»2 

~ 

,f,~_' j,; I 

: 
, f , "AIII" ~ - ~! .' 'I~ 

' to ""'t 

F ii{. 13R. 

B = ~7 +i02O,ij2--c+c--(S-6-6,-=-8--;+:---C:-36-c-,S" + 2580,8)2 

" = 1"2817,52 + 2983,9 2 

" =1"7938400 + 8903600 

"=1"16842000=4103,9,,,4104 kg. 

5. Der Steigungswinkell!z­
Nach I!'ig. 13Sb ist 

Bp(h) + BR\hl 1796,7 + 1.020,8 
cos I!a = --If--- = 4104---
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2817,5 
cos "'2 = 4104' 

e2= 46°39'. 

IV. Berechnttng der Biegung.YWlOrnente nebst der. graphischen Dar­
stellung der Momentenfliichen. 

a) Berechn uug der Biegungsmomente. 
Die £fir die Querschnittsstellen A. und 0 vorliegenden einzelnen, \Vie 

auch zusammengesetzten Biegungsmomente ergeben sich in folgender Weise: 
. 1. Die fiir die Lagerstelle A geltenden Biegungsmomente MA{pv) 

und MA(Ph) fflr den im Abs.' II, 1 behandelten und in Fig. 123 darge­
steUten Belastungsfall, bei dem nur der Kurbelzapfendruck auf die Welle 
einwirkt, betragen 

MA(pv)=Pv .11 = 1572.0,28=440,16 mkg, 

l\:iA(Ph) = Ph. 11 = 7700.0,28 = 2156 mkg. 

Das resultierende Biegungsmoment Mb erhalt man entweder aus 

MJt= v'MA<Pv)2 + M A(Ph)2. 
oder cinfaeher zu 

Mb=PI1 =7860.0,28 
;, == 2200,8 mkg. 

Diese Werte gelten also fUr die Querschnittsstelle A der Welle. 
2. Die fUr die Querschnittsstelle C geltenden Biegungsmomente 

MA(Rv) und MA(Rh) fiir den im Abs. II, 2c behandelten und in Fig. 126 
dargestellten BelastungsfaIl, bei dem nur der Riemenzug auf die Welle 
einwirkt, betragen 

MA(Rv) = AR(v) . III =.17,2.0,815== 14,018", 14.02 mkg, 

MA(Rh) =-- AR(h) .12 = 482,2 . 0,815 = 392,993 "-' 393 nikg. 

3. Das eben falls fiir die Querschnittsstelle C giiltige Biegungsmoment 
MA(sv) fiir den im Abs. II, 3 aufgefiihrten und in Fig. 127 dargestellten 
Belastungsfall, bei dem nur das Schwungradgewicht auf die Welle ein­
wirkt, betragt 

MA(sv)= As(v) .12 = 1219,1.0,815 = 993,5665 
" ~~.-"-' 993,57 mkg. 

4. Die fUr die Querschnittsstelle C geltenden zu."ammengesetzten 
Biegungsmomente Mv und Mh erbalt man mit bezug auf Fig. iS4a aus: 
Links von C a1s Drehpunkt, 

Mv=Pv(11 +4)+ Av ']!! 

" =Pv(11 +4) + (-Ap(v) + AR(v) + As(v».12 
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M = 1572(0,28+ 0,815) +(-1939 + 17.2 + 1219.1). 0,815 
" =1572.1,095+(- 702~7)O,815 
" = 1721,34- - 572,7 
" = 1148,64 "-1 1148,7 mkg. 

Rechts yon C ais Drehpunkt, 
Mv =-=Bv .ls 

.. =~ (BP(V) + BR(v) -+- Bs(vj) .ls 
" = (366,8 + 36,3 + 2580,8). 0,885 
" = 2983,9 . 0,385 ~= 1148,8 "-1 1148,7 mkg. 

Bei dem Biegungsmomente Mh ist der Vor- und Riickwiirtsgang zu 
unterscheiden. 

a) beim Vorwartsgang. 
Links von C als. Drehpunkt, 

Mh=-Ph(ll +11l)+Ah .12 

" = - Ph (11 + 1:1) + (Ap(h) - AR(h») .12 
" =-7700(0,28+0,815)+(9500- 482,2).0,815 
,. =-7700.1,095+9017,8.0;815 
" = -- 8431,5 + 7349,507 
" =- 1081,993,,-, -1082 mkg. 

Rechts von C als Drehpunkt, 
Mh "7=- Bh · Is 

" 0 ~--,- (Bp1h) + BR(h») .111 

'" = - (1796,7 + 1020,8). 0,385 
" = - 2817,5.0,385 
.. ~-1084,7 "-' -1084 mkg. 

Die .kleine Differenz zwischen dell letzten beiden Resultatell ist auf 
kleine Abrundungen der in Frage kommenden Werte zuriicbufiihren. 

b) Bei m Rnckwartsgange. 

Links von C als Drehpunkt, 
Mh=Ph(I] +12)-Ah .12 

" =Ph(~ +I,)-(A:P(h)+AR(h)~ 
" =-= 7700 (0,28 + 0,815) - (9500 + 482,2).0,815 
" = 7700 1,095~9982,2 .0,815 
" =8431,5-8135,493 
" = 296,007 "-1296 mk? 

Rechts- von C als Drehpunkt 
Mh=~Bh']s 

" =-(- Bp(b) + BR(,h» 13 
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Mh =-(-1796,7 + 1020,8)0,385 
" =- (-775,9)0,385. 
" = 298,7", 298 mkg. 

Auch hier ist die kleine Differenz auf die vel'schiedenen Abrundllngen 
zuriickzufiihren. 

1m iibrigen kommt dieses Moment nicbt weiter in Frage, da es viel 
kleiner als das beim Vorwartsgange ist. 

5. Das resul tierende Biegungsmoment Mb an del' Schwung­
radstelle C. 

Dieses Moment erhalt man entweder indirekt nach Fig. 135 zu 

Mb=VMv2 + Mh2 

" =V1148,82 +(-1084)2 

" = 1"1319700 + 1175056 = v'2 494 756 = 1579,5 = '" 1580 mkg 

oder direkt mit Hilfe del' im Abs. II, 'l una III, 4 bestimmten resul­
tierenden Lagerdriicke A odeI' B. 

Mit B folgt 
~h = BI3 -:- 4104.0,385 = 1580 mkg, 

wo die kleine Differenz zwischen den heiden Resultaten wiederum auf 
die Abrundungen zuriickzufiibren ist. 

b) Die graphische Darstell ung del' Biegull gs momen teo 
1. Man trage in Fig. 134a unterhalb de-r Welle AB die unter 

Abscbnitt a von 1 bis 3 festgestellten vertikalen Biegungsmomente 
M A(Pv» l\f A(Rv) und M A(Sv) 

Fig . . 134 a. 

die vertikalen Krafte. 

soan, dagdaserste 
Moment an die 
Stelle A kommt, 
die heiden anderen 
dagegen an die 
Stelle C zu liegen 
kommen. Die drei 
punktierten Drei­
ecksflachen bilden 
dann die zugeho­
rigen Biegungsmo­
mentenflachen fUr 

Addiert man diese Flilchen, so erhalt man die ganze Biegungs­
momentenfliiche del' vertikalen Kriifte, die beispielswf'..ise an del' Stelle C 
dOll bereits unter Abscbnitt:1, 4 berecbneten Wert, namlichMv = 1148,7 mkg 
ergeben mu,g. 
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2. Fur den Vorwiirtsgang der Pleuelstange giiltig trage man die 
im Abschoitt a unter 1 und 2 berecbneten horizontalen Biegungs. 
momente MA(Ph) und MA(Rh) oberhalb der Welle AB auf, womit man 
die heiden in. Fig. 134a punktierten, dreieckigen Momentenflachen erhiilt, 
deren Summe die ganze Biegungsmomentenfliiche der borizontalen Kriifte 
ergiht. So liefert diese Flache heispielsweise an der Stelle C den Wert 
Mh = -1084 mkg, der bereits uoter Abs. 4a berechnet worden ist. 

wF1"" h+-'~· - - - - - - '--

I __ ----- .{,. (lSI~'" - -

-----t . I,: '" 
Fig. 13H. 

Beirn Riickwiirtsgange der Pleuelstange ware das erstere Moment 
MA(Phl unterhalb der Welle an zutragen , was ebenfalls in Fig. 134a dar­
gestellt ist. Damit reduziert sich nun aber die oberhalb der Welle an­
getragerie Momentenfliiche, z. B. an der Stelle 0, bis auf den Wert 
Mb = 296 mkg, der bereits im Abs. 4, b berechnet worden ist. Da also 
die letzte punktiert angegebene Flache klEiinere Momente liefert, als die 
vorgenannte, fUr den Vorwartsgang giiltige Momentenfliiche, so kommt 
sie bier nicht weiter in Betracht. 

3. Aus den senkrecht und horizontal gerichteten Biegungsmomenten 
kann man nun fiir die einzelnen Querscbnittsstellen der Welle obne grol3e 
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Miihe die l'esultierenden Biegungsmomente Mb graphisch odeI' analytisch 
festsiellen. 

Graphisch hat man, wie es in Fig. 134a geschehen ist, fiir jede 
Querschnittsstelle das daselbst wirkende horizon tale und vertikale Biegungs­
moment zu einem Parallelogramm zu vereinigen, in dem dann die Dia­
gOllale das gesuchte resultierende Biegullgsmoment darstellt. 

Analytisch fiibrt del' pythagoreisebe Lehrsatz zum Ziele, ,vie Fig. 135 
erkennen HiBt. Hiernach erhalt man . die einzelnen resultierenden Biegungs­
momente aus 

Mb =~ v'Mv2 + Mh2• 

4. Das bereits im Abs. I, 3 bestimmte grofite DrehmOlllent Mt 

bat man ferner, wie Fig. 134h zeigt, als ein vom. linken Wellenende 
~ ausg~helldes und bis zur Schwungradstelle C reichendes 

_.---~I Rechteck aufzutl'agen, welches dann all jeder Quel'-
"" I . scbnittsstelle mit dem zugehOrigen resultierenden Bie-
~ I :)ro~. gungsmomente Mb zu einem ideellen Bieguugsmomente Mbi 
~ ~ zu verelDigen ist, wie es in Fig. 134 b llach MaBgabe 

, des folgellden A bsatzes 5 ausgefiihrt worden ist. 
Fig. 135. 5. Die Konstruktion dN\ ideellell Bil(gungs-

momentes Mbi nach der in § 15 Abs. 4 aufgefiihrten 
Gleichung 75' geschieht auf foIgende Weise: 

a) Das rosultierende Biegungsmoment Mb • 

Man trage das vorher unter 3 gefundene und in Fig. 135 darge­
steUte resultierende Biegungsmoment Mb als die in Fig. 136 angegebene 

I 
"~5 I 

I 

~ 

Strecke AB auf, die im Punkte C so geteilt 
ist, daf3 der obere Abstand A C = 0,65 und 
die untere Entferllung BC = 035 ist. 

Mit del' Strecke AB besl:hreibe man 
von A aus einen Kreishogen, der von dem 
in C errichteten Lote im Punkte D geschllitten 
wird. Die Verbindullgslinie A D ist dann wieder 
~h, von del' AC das 0,65 fache darstellt. 

b) Das Drehmoment Mt . 

Auf del' Strecke A B trage man in 
Fig. 136. 

gleichem Ma13stabe das Drehmoment l\1t als 
Strecke AE auf, beschreibe damit von A aus einen Kreisbogen, der die 
Linie A D in F schneidet. Fiillt man nun noch vom Punkte F aus 
das Lot G F, so ist infolge der Ahnlichkeit der Dreiecke A G Fund A CD, 
die Strecke A G d (),65 fache von del' Strecke A F, die gleich Mt ist. 
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C) Das ideelle Biegungsmoment Mbi-

Triigt man nun in Fig. 136 die Strecke Ad = AH senkrecht zu 
A B auf und verbindet die Punkte C und H miteinander, so erhalt man 
nuch dem pythagoreischen Lehrsatz 

CH2=A02+AH2 
" = (0,65 Mb)2 + (0,65 Mt )2 
" =O,652 (Mb2+Mt 2), 

cH = VO,652(~42-+Mt2) 
" r~-2--~---2 

" =0,601- Mb +Mt . 

Addiert man zu diesem \Verte noch die Strecke BO = 0,35 Mb, so ist 

Mbi=~BC+CH 
" = 0,35 A-h + O,651'Mb 2 + Mt2• 

Dieses Verfahren kann fUr jede Querschnittsstelle sehr schnell durcb­
gefiihrt werden, wie es auch in Fig. 134 b fiir die Kurbelsitzstelle und 
die heiden Lagerstellell A unO. B sichtbar geschehen ist. 

r. Die Durchmesser dl , d2 und D an den Lager- und Bclt1lJ1mgrad­
stellen A, B 1tnd O. 

1. Die Z a Jl fen a h m e s S 11 n g e nan del' Lag e I' s tell e A. 
a) Das i(!eelle Biegungsmoment Mbj• 

Nach § 15 Abs. 4, Gleichnng 99 nnter weiterer bezugnuhme auf 
Abs. I, 3 und ALs. IV, 1 erhiilt man 

Mbi =" 0,35 Mb + 0,651"Mb 2 + Mt 2 

" = 0,35. 2200,8 + 0,65 V2::C2::---::0CC:-O---=,8-'--2 +-.-----c2=--=3--:-5=82 

" = 770,28+0,65 V4843520,6-t + 5560164-

" = 770,28 +- 0,65 110403 684,64 
" = 770,28 + 2096,5 
" = 2866,78 ""' 2867 mkg. 

b) Der Durehmesser d1 des Halszapfens. 
Mit Hilfe del' in § 14 del' EinfUhrung unter Gleiehung 58 auf· 

gefiihrten Biegungsgleiehung, in die man das ideelle Biegungsmoment eill­
fiihrt, folgt 

d 3n 
Mbi= Wkb=----.!-k ""'_ O,ldlSkb, 

32 

d - t Mbi -_V286700 
1- 0,1 kb - 0,1.600 

:)/28670 
., = 11.--- = 16,8;) em == ,,",170 mm. 

6 ---
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Damit wird das Verbiiltnis zwischen Zapfenliinge Ll und Dorch-
messer d1 

L1 270 
a="d=170 =1,&9. 

1 

c) Kontrolle gegen spez. Flachendruck und Reibungs-
arbeit . 

. Den spez. Fliicbendruck erhalt man unter Benutzung des in Abs. II, 4 
ermittelten resultierenden Lagerdruckes A zu 

A=f1Pl =L1 d1 ,Pl' 
. A 10007 
PI = --= 0,218 kg/qmm. 

Ll • d1 270. 170 
Gegen Reibungsarbeit bezw. Erwarmung erhalt man 

An=L1 w1' 

An 10007.120 
Wl=~= 270 4447. 

Dieser Wert "ist zwar etwas hoch, jedoch nocb zulii.ssig, wenn der 
Zapfen auf WeiGmetall lauft. 

2. Die Zapfenabmessungen an der Lagerstelle B. 
a) Der Durchmesser dB des Stirnzapfens. 

Mit bezug auf § 14 der Einfiihrung, Gleichung 58 und Abs. m, 4 
des vorliegenden Beispieles erhiHt man 

Mb=Wkb, worin Mb=B. La 
2 

und W = 0,1 daB ist. 
Diese Werte eingesetzt, lie£ern 

B. ~a =0,1 das . kb' 

da __ 1'dJ BLa --f 4104. 250- 18~-r V 684.1250 
2 . 0,1 . kb 0,2 . 6 

" = 94,9 '" 95 DUll. 

b) Kontrolle gegen spez. Flachendruck und Reibungs­
arbeit. 

Der spez. Fliichendruck betragt 
B=fa' Pa=La da · Pa' 

B 4104 
Pa = La da = 250. 95- = O,~ 73 kgjqmm. 

-Gegen Reibungsarbeit bezw. Erwiirmung erhiilt man 
B.n=La · wa' 

B.n 
~a=-L 

2 

4104.120 = 19699 
250 ' . 
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3. Der 'Wellendurehmesser D an der Sehwungradstelle .. 

a) Das ideelle Biegungsmoment Mbi. 
Nach der im § 15 Abs. 4 genannten Gleiehung 99 erhiUt man unter 

Benutzung der in Abs. I, 3 und IV H, 5 gefundenen Momenta 

Mbi = 0,35 Mb + 0,65 V:\1b2 +-Mt 2 

" = 0,35 .1580 + 0,65 1"157"80-;;2:--+-:---::-2-55-8'2 

" = 553+ 0,651/2496400 + 5560164 

" = 553 + 0,65 1"8056564 
" = 563 + 1844,9 
" ~. 2397,9 ("V 2398 mkg. 

b) D6r Durehmesser D. 
Das gefl.lndene ideelle Biegungsmoment in die in § 14 der Ein­

fiihrung aufgefiihrte Biegungsgleichung 58 eingesetzt, liefert 

Mbi = W kb "-' 0,1 DB kj" 
D _ ,sl Mlii _ 1B /-2-:-39-:-8-0-=-0 

- V 0,1 k b - V 0,1. 600 

" =V3996,66 = 15,87 em 00 160 mm. 

e) Der Wellendurehmesser Dl mit Keilnute. 
Der Keilzusehlag berechnet sich nach der Erfahrungsgleichung 

h = 0,5 b.= 0,5 (0,2D + 6), 
worin h die KeilhOhe, b die Keilbreite und D den vorher gefundenen, un­
geschwacht bleibenden Wellendurchmesser bedeutet. 

Damit erhalt man den auszuftihrenden Wellendurehmesser 

D1=D+h 
" = D + 0,5 (0,2 D + 6) 
" =D+O,lD+3 
" =1,lD+3=1,1.160+3=176+a 
" = 179 "-' 180 mm. 

NB. Die Welle konnte nun mit gleichbleibendem Durchmesser oder 
aueh mit Achsenkopf ausgefiihrt werden. Es kommt ganz darauf an, ob 
das Gewieht der Welle mogliehst gering gehalten werden soIl oder nieht, 
und ob das Sehwungrad einteilig oder mehrteilig hergestellt wird. 

Wie die Fig. 134 b zeigt, sind der Welle die Abmes8ungen zu 
geben, die den Reehnungswerten entsprechen. Hierbei pa.at sich die 
Wellen form moglichst dem punktiert ang~gebenen theoretischen Grund­
kor-per an. 

45. Aufgabe. Fur eine stehende Dampfmaschine, die einen 
Zylinderdurchmesser von 25 em hat, soll naeh beistabenden AbmesBungen 

Wehunt. Festlgkeitsiehre II. 14 
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eine gekr5pfte Kurbelwelle aus Stahl hergestellt werden, deten Material­
beanlipruchung 5 kg gegen Biegung und 3kg gegen Abscherung be­
tragen solI. 

Die Maschine arbeite mit einer Dampfspannung von 5 Atm "Uber­
druck und leiste b~i 120 Umdrehungen pro Minute und bei 2,5 m 
mittlerer Kolbengeschwindigkeit 25 Pferdestarken. Die riickwiirts ver­
liingerte Kolbenstange habe einen Durchmesser von 4 cm. 

Das am freien Ende aufgezogenc Schwungrad von 1600 kg Gewicht 
und 1,3 m Halbmesser soll als Riemenscheibe benutzt werden, hierbei sei 
angenommen, daS der resultierende Riemenzug von rd. der dreifachen 
Umfanl,rskraft horizontal gerichtet ist. Der spez. Lagerdruck soll 0,2 kg 
pro qmm nicht iiberschreiten. 

Liisung: 

J.. Berechnung des KU1'belradius, des Kolbendruckes, des Drehmomentes 
der "Welle, des zu iibertragenden JJ;/omentes, der Umfangskraft und 

des resultierenden Riemenzuges. 
1. Der Kllrbelradius R. 
Die der Mechanik entnommene" Gleichung der Umfangsgeschwindig­

keit liefert 

Fig. 137. 

2 Rn. n Rnn 
v= =--

60 30 ' 

R 30v 30.2,5 
=--=---=0,19",-,0,2 m. nn n. 120 

2. Der Kolbendruck P. 
Bezeichnet F den Zylinderquerschnitt, f den Querschnitt der durch 

beide Deckel gehenden Kolbenstange und p die groSte" Oberdruckdampf­
spannung, so erhiilt man den Kolbendruek 

( D2n d2n) n 
P=(F-f).p= 4-4 ·P= (D2- d2)4"'P 

,,=(252 _42)::. 5 = (625 -16) on 
4 4 

on " = 609. 4" = 2391 "'-' 2390 kg. 
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3. Das groGte Drehmoment Mt(max) der Welle. 
Bei genauer Berechnung des groG ten Drehmomentes ist nach Abs. I, 3 

der vorangegangenen Aufgabe zu verfahren. Hier gelte jedoch der in der 
Praxis als geniigend genau gerechnet,e Wert 

Mtlmax) = PR = 2390 . 0,2 = 478 mkg. 

4. Das zu iibertragende Moment Mt . 

Da das Dl'ehmoment der Welle, sumt dem damit fest verbundenen 
Schwungrad, zwischen Null und dem vOi'genannten Maximalwerte wechselt, 
so ist daraus zu erkennen, daI3 als konstantes Obertragungsmoment Mt nul' 
ein Mittelwert in Frage kommen kann, den man mit. Hilfe del' im § 26 
del' Einfuhrung angegebenen Arbeitsgleichung erhalt . . 

Diese!! Durchschnittsmoment Mt betragt 

N 30 " Mt = 716,200 -; = 716,2 '120 = 179,05", 1 /9 mkg. 

5. Die Umfangskraft PI des Schwungrades. 
Das als Riemenscheibe dienende Schwungl'ad hat eine Umfangskraft 

Mt=PR1, 

Mt 179 
PI = R- = -3 = 137,9 '" 138 kg. 

1 1, 

6. Del' resultierende Riemenzug R. 
Nach del' aus del' gestellten Aufgabe ersichtlichen Annahme erhiHt 

man den horizontal gerichteten, resultierenden Riemenzug 

R=T+t=2P+P=3P 
" = 3 . 138 = 414 kg. 

II. Ermittlung der· Lagerd1'ucke A und B. 
a) Bel aufwarts gerichtetem Kurbelzapfendruck. 

1. Del' vom Kurbelzapfendruck und Schwungradgewicht 
hel'riihrende verti kale Lagerdruc k Av. 

,~J,.o.ss ..... --,-4- o,lQm. '7--\.o.~ 
.~---.t'o.&",,------,: / J: / .. " :' 

I~, g ~. ' .H~ 4.9 
L : . . o.fi:!o.~ 
·4, s, /s.I600~f'::;a 

F'ig. iss. 

Nach del' beistehenden Fig. 138 erhiilt man, den Drehpunkt del' 
Welle an del' Lagerstelle B gedacht, 

Av =G1 -P1, wo G11=G(1+1s), 
14* 
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Damit erhiilt man 
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G _G(l+la) 
t - 1 

und PI) = PIt, 
p PII • 

t =-1- 1St. 

.A _ G(l+ls) _ PII _ G(l+I~)-Pll 
v -.' 1 1 - 1 

1600(0,8+0,3)- 2390.0,35 
,,= 08 , 
,,= 

~, = 

1600. 1,1- 2390.0,35 
0,8 

1760-836,5 923,5 
0,8 0,8 

" = 1154,37 r-..J 1154,4 kg. 

2. Der vom' Riemenzug und Kurbelzapfendruck her· 
riihrende horizon tale Lagerdruck -I\h. 

Denkt man sich auch hier die Welle an der Lagerstelle B drehbm: 
gelagert, so folgt 

Ah=Rl +Phl> worin ~1=R(I+I8)' 

R _ R'(I. + Is) 
1- 1 

und PI = PhIl' 

P· PhIl 
• hi = -1- ist. 

Mit diesen Werten erhillt man 

A _ R(I+Is)+Phlt 
Jf - 1 1 

R (I + Is) + PhIl ,,= I . 

Um den horizontalen Kurbelzapfendruck Ph bestimmen zu konnen .. 
sei die Pleuelstangenlange gleich der 5 fachen Kurbellange angenommen, 
wofiir nach' Aufgabe 44 Abs. I, 2 ein Neigungswinkel der Pleuelstange­
gegeniiher der Mittelachse der Maschine von 110 30' in 'Frage kommt. 

Damit erhiHt der Kurbelzapfendruck Ph einen Wert von 

Ph 
tga=p' 

Ph =Ptga= 2390. tgl1° SO 
" = 2390. 0,~0345= 486,24 "" 486,3 kg, 
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mit dem sieh nun der gesuehte Lagerdruek Ah zu 

A _ 414 (0,8 + O,S) + 486,S . 0,35 
h- 0,8 

= 455,4 + 170,20 = 625,6 = 782 k 
" 0,8 0,8 g 

ill'gibt. 
3. Der resultierende Lagerdruek A. 
Wie die reehte Seite der Fig. 1S8 erkennen liGt, ergibt sieh der 

gesuchte Lagerdruok A mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes zu 

A = VP-~2 = V 1154,48 + 7822 

" =V1332639,36 + 611524= -.'1944163,36 
" = 1394,S kg. 

4:. Der Neigungswinkel CPl' 
Der Lagerdruck A ist gegeniiber dem Vertikaldrucke AT wn den 

Winkel 
Ab 782 

tgPl = AT = 1154;4' 

CPl = ~4° 71 

geneigt. 
:». Der vom Kurbelzapfendruek und Sehwungradgewicht 

herriihrende vertikale Lagerdruek av. 
Denkt man sloh in Fig. 138 den Drehpunkt an die Lagerstelle A 

gelegt, so folgt 

Diese Werte eingefiihrt, liefert 

"D _ Gls+Pla _ GIs+Pls 
oUv- 1 1 - 1 

1600.0,3+ 2390 .0,45 480 + 1075,5 " = - "- = ---'-~-0,8 0,8 
1555,5 " = o,s = 1944,37 "" 1944;4 kg. 

6. Der vom Riemenzug und Kurbelzapfendruck her. 
riihrende horizOlltale Lagerdruck Bh• 

Den Drehpllnkt an dar Lagerstelle A gedacht, gibt 
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Mit diesen Werten erhiilt man 

B RIa Phia RIa ---:- Phla 
h=-l--l-=--l--

414. 0,3 - 486,3 . 0,45 
" - 0,8 

94,635 
" = - -----o,s = -118,5 kg. 

124,2 - 218,835 
0,8 

"7. Der resultierende Lagerdruck B. 
Den in Fig. 138 links dargestellten Lagerdruck B findet man zu 

B= vBv2 + Bh2 = V1944,4 2 +(-118,5)2 

" = V3 780691,36 + 14042,25 = v'3 794 733,61 
,,= 1948 kg. 

8. Der Neigungswinkel CPa' 
Der Lagerdruck B ist gegeniiber dem Vertikaldrucke By urn den 

Winkel 
Bh 118,5 

tgrp2 = By = 1944,4' 

CPa = 3° 29 
geneigt. 

b) Bei abwarts gerichtetem Kurbelzapfendruck. 

1. Der vom Kurbelzapfendruck und Schwungradgewicht 
herriihrende vertikale Lagerdruck Ay. 

Legt man in Fig. 139 den Drehpunkt an die Lagerstelle B, so 
erhalt man mit bezug auf Abs. a, 1 den Lagerdruck 

AV=G1+P1 

" = G(l t.~+ P:L 

GO + 13)+ PI! 1760 + 836,5 
" = 1 = 0,8 " 

2596,5 , 
" = -----o,s = 3245,0 kg. 

2. Der yom Riemenzug uhd Kurbelzapfendl'uck her­
rii hrende h ori z 0 n ta Ie Lager d rue k Ah• 
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Hier gilt dasselbe, wie es im A bs. a, 2 bereits festgestellt worden ist. 
Also 

Fig. 139. 

A=VA7fA~ 
" = 1"3245,62 + '7822 
" = 1"10533919,36 + --61- 1-5-2-4 

,. = Vli 145443,36 
" = 3338,4 kg. 

4. DerNeigungswinkel f/!l' 
Der yom Lagerdruck A und dem Vertikaldruck Av eingeschlossene 

Winkel f/!1 ergibt sich aus 
Ah 782 

tgf/!l = Av = 3245,6' 

ZU f/!1 = 13° 32 . 

5. Der yom Kurbelzapfendl'uck und Schwungradgewicht 
herriihrende vertikale Lagerdruck Bv. 

Denkt man sich in Fig. 139 den Drehpunkt an die Lagerstelle A , 
ge1egt, so erhiil~ man mit bezug !luf Abs. il, 5 

Bv=-Gz+Pz 
__ ~ Is --I- P 12 

" - 1 ·1 

" 
G1a -Plz - - - 'C - -' 
480 - 1075,5 - 595,5 5955 

' i :::::: - - - 0,8---= - ---0,8- =-:S. 
" = 744,37 = "-> 7 44,4 kg. 
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6. Der vom Riemenzug und Kurbelzapfendruck herriih­
rende horizontale Lagerdruck Bb • 

Auch hier gilt der bereits im Abs. a, 6 bestimmte Wert 
Bb = - 118,5 kg. 

7. Der resultierende Lagerdruck B. 
Nach Fig. 1;'9 links erhiilt man 

B = YBvll + B~a = Y=-747-:4'-,4,-;;c2-;+:--:-( -----:"1-:-18::-,=5)-;;-2 

,,= V554131,36 + 14042,25 

,,= Y568173,61 = 753,8 kg. 

8. Der Neigungswinkel cpg. 
Mit bezug auf Fig. 139 links findet sich der zwischen Bb und By 

liegende Winkel CP2 zu 
Bb 118,5 

tgplI = Bv = 744,4' 

<P2 = 9° 31• 

III. Be1'echnung des Halszapjens A und des Stirnzapjens B. 
a) Die A bmessungen des Halszapfens A. 

1. Die resultierende Biegungskraft C an der Schwungrad­
stelle. 

Mit bezug auf die Fig. 139 rechts erhiilt man. 

C=yG2+R2 

" = vi6002 + 4142 = V2560000 + 171396 

,,= 11'2731396 = 1652,6 kg. 

2. Das Biegungsmoment Mb fiir die Lagerstelle A. 
Mb = CIs = 1652,6.0,3 = 495,78 mkg. 

3. Das ideelle Biegungsmoment Mbjo 
Mit der im § 15 Abs. 4 angegehenen Gleichung 98 erhiilt man 

Mbi = 0,35 Mb + 0,65 yMb2 + (a o Mt (max))2, 

worin nach § 4 Gleichung 16 das Anstrengungsverhiiltnis 
kb • kb 

ao = m + 1 - 1,3 ks 
-~.k8 

5 5 
" = 1,3.3 ='39 = 1,2.9 ist. 

Fiihrt man nun die im Abs. I, 3 und Abs. III, 2 genannten Werta 
in die zusammengesetzte Gleichung ein, so folgt: 
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Mbi = 0,35.495,78 + 0,65 v' 495, 782 + (1,29 .478)2 

" = 173,523 + 0,651/245800 + 380220 

" = 173,523 + 0,65 v' 626020 
" = 173,523 + 514,3 = 687,823 mkg. 

4:. Der Halszapfendurchmesser d1 • 

Setzt man das ideelle Biegungsmoment Mbi in die Biegungsgleichung 
ein, so erhiilt man 

M . - Wk - d13 n k d 3 k b,- b-~ bC".)O,1 1 b, 

d1 = Vo~b~b = 1110 ~:i 
" = V~o 6~23 = 111-3-7-56-4-6 

"0 = 111,2 C"U 112 mm. 

5. Die Zapfenlange 11, 

,Da bier der Fliichendruck p vorgeschrieben ist, w ergibt sich die 
Zapfenliinge 11 aus 

A = fl . P = d111 • p,-
wo fur den Lagerdruck A der im Abs. II b, 3 fur abwiirts gerichteten 
KurbeIzapfendruck ermittelte grollte Wert einzusetzen ist. 

A 3338,4 
11 = d1 P = -i12. 0,2 = 149,1 

,,=C"U 150 mm. 

6. Kontrolle gegeniiber Reibungsarbeit. 
A. n =11 , w, 

A. n 3338,4.120 
w=--=-----

11 150 
,,= 2670,7. 

Dieser weit unter der zulassigen Erfahrungsgrenze liegende Wert 
:ta.at erkennen, da1l die in den LOsungen 4 und 5 herechneten Zapfen­
abmessungen zur Ausfiihrung gelangen konnen. 

b) Die Abmessungen des Stirn~apfens B. 

1. Der Durcbmesser d2 und die Liinge Ill' 
Da dieser Zapfen keinen TOl'sionswiderstand zu leisten hat, braucht 

er auch nur auf Biegung berechnet zu werden. Zu beachten ist bier, dati 
fur den Lagerdruck B der im Abs. II a, 7 fur aufwlirts gerichteten Kurbel· 
zapfendruck ermitteIte gr51lte Wert einzusetzen ist. 

Nach der Biegungsgleichung folgt: 
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und W = 0,1 da" ist. 

B]a d a k oder 2d= 0,1 2 b, 
:I v;,;m;- ~I; 

d2 = 2 d2 6,1~ = 5 kb da' 

Das Verhiiltnis zwischen ]2 und dll bctragt nach del' im 47. Bei­
spiele del' Einfiihrung gegebenen Entwicklung 

12 , ;:::--k;;"" -, r:::-r;- , r: 
d;= V 0,2 p = r 0,2 0,2 = V 5= 2,24, 

das, In die vorstehende Gleichung eingeset,zt, den Stirnzapfendurchmesser 

,/ 1948 ,~ ' 
da = V 5-5- . 2,24 = V 1948. 2,24 = 66,06 

" = "" 66' mm 
liefert. 

Die Zapfenliinge wird dann 
12 = 2,24d2 = 2,24.66 = 147,8"" 148 mm. 

2. Kontrolle gegenubcr Reibungsarbeit. 
B.n=12 .w, 

_ B. n _ 1948. 120 _ 8 
w---- -15 0, 

12 148 
welcher Wert sehr gering il;t. 

Es konnen also auch hier die berechneten Abmessungen ausgefiihrt 
werden. 

I V. Berechnung des KurbelzapJens D und de?' Kurbelarme. 
a) Die Abmessullgell des KUl'belzapfens. 

- ( . AU . 1. Das Biegungsmornent ,M .. 
, " ,~,J1I1 ." , rl-7 .' und Drehmorn e II t Mt · 

Ji1f', I J£L<jit ·Q1m~ Denkt man sich llach beistehencler 
" I ; 1I""f<~ 
A).~~!t,,, ,' \~ .st Fig. 140 beispielsweise die rechte Hiilfte 

''!J del' 'VelIe am Kurbelzapfen D einge-
Fig. 140. spannt, so IaJ3t die Skizze ohne wei teres 

erkennen, daG del' Kurbe1zapfen 
1. dem Biegungsmomente Mb'= B .1\ und 
2. dem Drehrnomente Mt = B; R 

ausgesetzt ist. 
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Das Biegungsmoment erhiilt man mit bezug auf Abs. III b, 1 ZU 

Mb = B. 11 = 1948.0,35 = 681,8 mkg. 
Das Drebrnoment hat den 'tV ert 

:Mt = B. R == 1948.0,2 = 389,6 mkg. 

2. Das idcelle Biegungsmoment Mbi• 

Unter bezugnahme auf Abs. lila, 3 erbalt man nacb der im § 15 
Abs. 4 angegebenen Gleichung 98 

:Mbi = 0,35:Mb + 0,6f>i Mb2 + (ao :Mt )2 
~~~~~~~~~~ " = 0,35 . 681,8 + 0,65 V' 681,82 + (1,29 . 389,6)2 

" = 238,63+0,65 V464860+ 252600 
" = 238,63 + 0,65 V717 460 
" = 238,63 + 550,56 
" = 789,19 mkg. 

3. Der Durchmesser D und die Lange L des Kurbel­
zap fens. 

liefert 
Das Ietzte Moment, in die einfache Biegungsgleichung eingesetzt, 

Mbi= Wkb ~ 0,1D3 kb. 

D= 13
/ Mb!.._= ,3/'-IO--=-=-Mb-i = 13/103_89190 

0,1 kb V kb V 5 

" = y1578380= 125,4 (Xl 125 mm. 

Die Zapfenlange L folgt dapn aus 
P=F.p=DL.p, 

P 2390 
L=-= =95,6 mm. 

Dp 125.0,2 
Mit Riicksicht auf die Konstruktion der Pleuelstange sei der letzte 

Wert auf 130 mm erhOht. 

4. Kon trolle gegen ReiLungsarbeit. 
P.n=L.w, 

w =~~~ = 2390.!~ = 2208. 
L 130 

Dieser Wert liegt innerhalb del' praktiseh zulassigen Grenzc. 

b) Die Abmessungen der Kurbelarme. 
Bier ist Von vornberein zu beachten, da.a der linke Kurbelarm 

andere Beanspruehungen eriiihrt, ale der rechte Arm. 
Bei praktischen Ausfiihrungen werden in der Regel die Abmessungen 

beider Arme gleieh gehaIten, wobei noeh besonders darauf bingewiesen 
sci, da.a die ArrnbJ'E'ite, wie aus Fig. 141 zu erkennen ist, grofier als der 
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Wellendurchmesser sein soll, damit das Drehmoment nieht nur auf den 
balhen Wellellumfang ubertragen wird. 

1. Berechnung des linken Kurbelarmes. 
Fiir die Abmessungen dieses Armes ist der gro13te Lagerdruck B 

ma13gebend (vel'gl. Abs. ill, b, 1 und IVa, 1), der fiir aHe Armquer­
schnitte das konstante Drehmoment 

Mt = B . (11 - l) 
und das verii.nderlicbe Biegungsmoment 

Mx=B.Rx 

Fig. 141. 

veranlaik Del' Ab­
stand Rx wechselt 
zwischen 0 undo R 
Die genannten Mo­
mente wiirden alsozur 
Berechnung einer be­
liebigen Querschnitts­
stelle a, <'V b dienen 
konnen. Nach den 

in del' Figur 1401 dargest.ellten Verbiiltnissen interessiert abel' nw das 
groi3te Biegun~moment 

Mb(max) = B . R, 
mit dem man, unter del' Annahme einer ArmhOhe gleich del' 2,5 fachen 
Armdicke, folgende Werte. erbii.lt: 

Nach der im § 15 Ahs. 4, 4 entwickelb>Tl Gleichung 103 ist 

l1i = b~h (0,35 Mb(max) + 0,65 VMb(max)2 + (1,5 ao M t)2). 

Fuhrt man in dieser Gieichung das gegebene Verhiiltnis "h = 2,5 b" 
und fur)" den Schiitzungswert l = 100 mm ein, eo liefert sie die Breite b zu 

I]i = b2 • ~.5 b ( 0,35 . BR + 0,65 V(BRj2 + (1,5.1,29. B(ll -- )'1)2). 

I) = i/2-~- (O,35BR + 0,65 B Vall + {t,5. 1,29 (It - f)}2) 
,:J (jj 

,,= V6~.1:~~ (O,7.20+1,3V202+{1,935(35-10)}2) 

,,= -Vl:5~~8 (14+ 1,3 V400+(1,935. 25)11) 

,,= t 4,6752(14 + 1,3 V400 + 2340,2) 



Das Zusammenwirken verschiedenartiger Normal- und Schubspannungen. 221 

b= V4,6752(14 + 1,3 V2740,2) 

,,= Y4,6752 (14 + 68,05) 

,,= Y4,6752 _ 82,05 = 7,266 em'" 73 mm. 

Damit ergibt sich die ArmhOhe 
h = 2,5.73 = 182,5 '" 183 mm. 

2. Berechnung des rechten Kurbelarmes. 
Da in diesem FaIle das Biegungs- und Drehmoment nicht nur aUein 

vom Lagerdruck B abhangig ist, wie es beim linken Kurbelarm der Fall 
war, so ist zunachst festzustellen, ob die groI3te Beanspruchung beirn Auf-
wiLrts- oder Abwartsgange vorliegt. ' 

Fiir einen beliebigen Querschnitt a '" b erhiilt man 

a) beirn Aufwartsgange: (vergl. Fig. 142 und 138). 
1. Das Biegungsrnoment Mb. 

Mb=BRx+P(R~Rx) 
"d948Rx + 2390(R- Rx). 

2. Das Drehmomen t Mt • 

Mt=B(lJ +J.)-PJ. 
" = 1948 (11 + J.) - 2390 J.. 

b} beim A b wiirtsgange: (vergl. 
Fig. 139.) 

1. Das Biegungsmoment Mb. 
Mb=BRx+P(R-Rx) 
" =753,8Rx+ 2390 (R-:-Rx). 

2. Das Drehmoment Mt • 

Mv~ B(11 +J.)-Pl 
" = 753,8 (11 + J.) - 2390).. 

Fig. H2. 

Die Resultate lassen erkennen, daI3 beim Aufwartsgange die groI3ten 
Momente auftreten, die deshalb auch nur allein fiir die Querschnitts­
berechnung maI3gebend sind. 

Wahrend das Drehmoment fiir aIle Querschnitte des Kurbelarmes 
konstant ist, wechselt das Biegungsmoment mit dem ver.anderlichen Hebel­
arm Rx seinen Wert. 

Fiir Rx = 0 erhaIt man das groI3te Biegungsmoment 
Mb(max) =PR = 2390 R, 

das .zur Berechnung des am meist beanspruchten Querschnittes zu be­
nutzen ist. 

Die Abmessungen dieses Querschnittes erhiilt man in gleicher Weise, 
wie unter 1 £iir den linken Arm angegeben ist, zu 
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Q"i = b~ h (0,35 Mh(max) + 0,65 VMb(max)2 + (1,5 ao M~)2), 
worin Mb(max) = 2390 R = 2390.20 

" = 47800 emkg, 

Damit folgt 

Mt = 1948 (11 + ).) - 2390 ). 
" =1948(35+10)-2390.10 
" =87660- 23900 
" = 63 760 emkg ist. 

(fi = ~~,5 b (0,35 .47800 + 0,65' V 478002 + (1,5.1,29.63760)2) 

" = 6 .~:: .. ~~O (0,7 ,478+ 1,3 V4782 + (1,935.637,6)2) 

" = ~~~ (334,6 + 1,3 V22848:'+ 1522200) 

120( 
" = J)S 334,6 + 1,3 V1750684) 

1.20 ( + ) " = V 334,6 1720 , 

8/---"'--
b = V ~~~. 2054,6 = Vo,24. 2054,6 = 7,9 em 

,,="-180 mm. 

Die ArmhOhe betriigt dann 
h=2,5 b=2,5 .80=200 mm. 

NB. Sollen· beide Kurbelarme gleiehe Abmessungen erhulten, wie es 
praktiseh zumeist gesehieht, so sind die,letztertm Abmessungen zu: wahlen. 

v. Berechnung der Wellendunjhmesser])1 und ])2 an den Kurbel­
armen und des DurchmesseJ"s Da an der Schwung1·adstelle. 

1. D e r D u r e h m es s e r D2 a m Ii n ken K q r bel a r 111. 

Wie die Fig. 141 erkennen laBt, wird die link;.; der Kurbel gelegene 
WeHe nur auf Biegullg beansprueht. Das Biegungsmoment fiir den 
Quersehnitt, mit dem sich die 'VelIe an den linken Kurbelarm anlegt, 
betragt mit bezugau£ das im Abs. IV, bunter 1 und 2 fUr den Auf­
wartsgang der Kurbel Gesagte, 

Mb=B (11-~-b2) 
. ( 130 ) " =1948 350- 2 -80 
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Mb= 1948(350-145)= 1848.205 
,. = 399340 mmkg. 

Diesen Wert in die einfache Biegungsgleichung eingesetzt; liefert 
den Durchmesser D2 

Mb = Wkb "-' 0,1 D23 kb• 

D2 = la/ Mb = 'VlO Mb = :,/ 10 ~99340 
0,1 kb kb 5 

" = il798~680 = 92,78,,-,93 mm. 

2. Der Durchmesser Dl am rechten Kurbelarm. 
Der rechts der Kurbel gelegene Wellenteil wird auf Biegung und 

Drehung beansprucht. 
ba nun auch bier der Aufwfirtsgang maBgebend ist, so erhiilt man 

fur den am rechten Kurbelarm an~-toHenden Wellenquerschnitt, unter 
bezugnallme auf Fig. 141 und 142 und Abs. III a, 1: 

das Biegungsmoment 

M b = C (12 + 13 - ~~ - b1 ) - A (12 --.:~ - b1 ) 

• (, 130) ( 130 ) " =16o~,6 450J300--~2-80 -1394,3 450- 2 -80 

" = 1652,6 (750 - 145) -1394,3 (450 - 146) 
,. = 1652,6.605 -1394;3.305 
" =999823-425261,5 
" = 1425084,5 mmkg. 

das Drehmoment 

M t =PR=2390.200 
" = 478000 mmkg. 

Das ideelle Biegungsmoment wird dann nach der im § 15 Abs. 4 
genannten Gleichllng 98 mit 

• Mbi = 0,35 Mb + 0,65 VM~2~Ta~KIt)2 
<" =0,35.1425084,5 +0,65 m25084,52+~47800oT2 
" = 498779,575 + 0,65 V 2030900000000 + 380230000000 

" = 498779,575 + 6500 Y241fi,3 
" =498779,575 + 1009300 
" = 1508079,575 "-' 1508080 mmkg 

erhalten. 

Damit liefert die Biegungsgleichung den Durchmesser Dl zu 

Mbi = 'Vk b '" Q,l Dl g kb, 
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Dl = if Mbi_= {/10 150s080 = Va016160 V 0.1 kb V 5 
" = 144,0 ~ 145 mm. 

3 •. Der Durchmesser Ds an der Schwungradstelle. 
Der Durcbmesser Ds der Welle an der ScbwWlgradstelle 0 ist wie 

ein Stirnzapfen zu berecbnen, wozu die Nabenlange des Schwungrades 
bekannt sein ·muG. Zumeist kanu man sich aber diese Rechnnng sparen, 
da man von vorherein wei.@, daa der Rechnungswert etwas kleiner ist, 
als der nebenliegende Halszapfendurchmesser. . 

1m vorliegenden Falle sei der Dur~hmesser DB zu 100 mm ange­
nommen. 

Vielfach behiilt man auch den Zapfendurchmesser bei oder man 
dreht <len letzteren ein und gibt dem Durchmesser Ds den Wert von D1• 

NB. Bei den Berechnungen im Abs. IV und V ist wegen des un­
bedeutcnden Einflusses am Endresultate auf die kleinen Neigungswinkel 
zwischen den Lagerdrucken A und B gegeniiber der senkrechten Richtung 
keine Riicksicht genommen· worden. 

Die graphische Darstellung der Momente ist bei der gekropften 
Kurbelwelle genau so durchzufiihren, wie es bel der vorhergehenden Auf­
gabe 44 bereits geschehen ist, auf die hier verwiesen wird. 
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